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Yorwort.

Das vorliegende Lehrbuch ist unmittelbar aus dem Unterricht
hervorgegangen und fiir ihn bestimmt. Die Stoffauswahl ist nach
den Lehrplinen fiir die Staatl. Htheren Maschinenbauschulen in
PreuBlen getroffen. Jedoch habe ich mich nicht auf eine Aufzih-
lung der Definitionen, Lehrsitze und Formeln beschrinkt; vielmehr
soll das Buch auch éinen Beitrag zur Methodik des mathematischen
Unterrichts an mittleren Fachschulen liefern. Dagegen ist es nicht
eigentlich fiir den Selbstunterricht bestimmt; ein solches Buch mufl
grundverschieden angelegt und ausgefiihrt werden. Wie denn ein
Lehrbuch seiner ganzen Tendenz nach in erster Linie immer
nur einen Zweck verfolgen soll. Jedes gute Schulbuch kann wohl
zum Selbstunterricht verwendet werden; wihrend umgekehrt ein
zum Selbstunterricht bestimmtes Buch fiir die Schule ginzlich un-
brauchbar sein wird, da es dem Unterricht jedes individuelle Gre-
prige nehmen-und so zu einer unertriglichen Fessel des Lehrers
werden wiirde. In einem Buche dieser zweiten Art miillte die
Personlichkeit eines Lehrers zu seinem Leser sprechen, damit
wire das Buch aber hochstens fiir diesen Lehrer im Unterricht
brauchbar.

Um auch an die im vorliegenden Buche innegehaltene Reihen-
folge nicht zu sehr zu binden, habe ich die einzelnen Abschnitte
moglichst unabhiingig voneinander behandelt. Der lebendige Unter-
richt mag die Verbindungen an einzelnen Punkten hinzufiigen.
Jeder Abschnitt ist soweit durchgearbeitet, daB es den Schiilern
moglich ist, einzelne Teile selbstindig nachzuarbeiten, wenn sie
zeitweilig dem Unterricht fernbleiben muflten.

Die besonderen Schwierigkeiten, die der Unterricht an einer
Fachschule bereiteét, sind darin zu suchen, daB erstens in weitem
Mafle auf den nebenhergehenden Fachunterricht Riicksicht zu
nehmen ist. Dadurch wird die Stoffanordnung sehr wesentlich
beeinfluflt. Zweitens soll dem Absolventen einer Fachschule ein
abgeschlossenes mathematisches Wissen iibermittelt werden, das
keine Fortbildung oder Erginzung in der Praxis erfihrt. Dadurch
wird die Stoffauswahl, aber auch die Beweismethode bedingt.

Dem mathematischen Unterricht sind dabei drei Ziele ge-
steckt. Erstens ist der mathematische Lehrstoff dem Schiiler
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zu iibermitteln; zweitens ist durch stetige Ubung Gewandtheit
im rein formalen Gtebrauch dieser Kenntnisse zu erzielen; drittens
ist zu zeigen, wie dieser Liehrstoff in der Praxis selbst angewandt
wird.

Ein Lehrbuch fiir den Schulgebrauch hat, streng genommen,
nur den ersten Punkt zu beriicksichtigen. Fiir den zweiten be-
nutze man besonders in der Algebra eine der bekannten Aufgaben—
sammlungen. Sehr wiinschenswert wire die Herausgabe einer Auf-
gabensammlung, die der Erfullung der dritten Forderung diente.
Ein Lehrbuch kann nur wenige Beispiele, wie auch hier geschehen
ist, herausgreifen. Denn einmal wird man von Semester zu Se-
mester bei der Auswahl der Aufgaben wechseln wollen; dann aber
muf hier auf die besondere Richtung der Fachschule (z. B. Elektro-
technik) und auf den nebenherlaufenden Fachunterricht, der iiber-
all etwas anders angeordnet sein wird, Riicksicht genommen werden.
Endlich ist auf den Umfang des Buches zu achten.

Einzelne Abschnitte: Trigonometrie, Differential- und Integral-
rechnung usw. sind in selbstindigen z. T. recht guten Biichern
bearbeitet worden unter Heranziehung eines moglichst groBen Auf-
gabenmaterials. Wiirde man aus diesen Einzelwerken einen voll-
stindigen Lehrgang zusammenstellen, so kime man auf einen un-
verhiltnismilig hohen Preis. Dabei wiederholen sich einzelne
Abschnitte natiirlich 3—4mal, wihrend andere ganz fehlen. So
verlockend es sein mag, moglichst erschopfende Einzeldarstellungen
zu geben mit dem ganzen Aufgabenmaterial, das zu dem Fache
herangezogen werden kann; mir erscheint praktisch der Weg nicht
durchfithrbar. Wie erwihnt, glaube ich die Herausgabe einer be-
sonderen Aufgabensammlung mehr empfehlen zu sollen. Vor einer
Ubertreibung bei der Heranziehung von Ubungsbeispielen aus der
Praxis méchte ich immerhin warnen. Der Mathematiklehrer soll
dem Techniker nicht — mnoch dazu meist mit unzulinglichen
Mitteln — ins Handwerk pfuschen.

Uber die Behandlung des Lehrstoffes ist noch zu bemerken,
daB von vornherein eine Kenntnis der Planimetrie und der Buch-
stabenrechnung vorausgesetzt wird, so daB z. B. Definitionen der
Algebra schon zu Anfang vorausgesetzt werden, auch wenn ihre
vollstindige Besprechung erst an spiterer Stelle folgt. Wie weit
in der Algebra die gewthnliche Buchstabenrechnung anfangs zu
wiederholen ist, mufl man von Fall zu Fall entscheiden, jedenfalls
nicht zu wenig.

Der Abschnitt iiber die strechnung bringt emlges vom
kaufmiinnischen Rechnen. Er findet eine weitgehende Erginzung
in einem besonderen Lehrfach iiber Geschiftskunde u. dgl.

Alle graphischen Darstellungen sind auf Millimeterpapier aus-
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zufithren. Besonders geeignete und sehr billige Hefte gibt die
Firma Gebr. Wichmann, Berlin, heraus.

Beim praktischen Rechnen kommen fiir den Techniker nur
drei Verfahren in Frage. Entweder er rechnet mit dem Rechen-
schieber oder einer Rechenmaschine, oder er rechnet iiber-
schldglich, nach Moglichkeit vorher kiirzend, im Kopf, oder er
rechnet mit weitestgehender Verwendung seiner Tabellen verkiirzt.
Andere Verfahren kann man nicht als sachgemifl gelten lassen.

Endlich will ich noch eine Verteilung des ganzen Lehrstoffs
auf 3 Semester angeben, wie sie an der hiesigen Schule ausprobiert
worden ist. Natiirlich soll sie damit nicht als die allein médgliche
oder gar beste gekennzeichnet sein.

1. Semester. Algebra 5 Std. Trigonometrie 3 Std. In der
Algebra bis zur Losung quadratischer Gleichungen einschlieflich.
Daneben Differential- und Integralrechnung. Die Trigonometrie
vollstindig. '

2. Semester. Algebra 3 Std. Geometrie 3 Std. In der Algebra
bis zur Zinseszinsrechnung einschlieflich. In der Geometrie bhis
zur angendéherten Flichenberechnung einschlieflich.

3. Semester. Algebra 2 Std. Geometrie 2 Std. Beide Ficher
bis zum SchluB. In der Algebra bleibt Zeit zur Behandlung zu-
sammenfassender Ubungsaufgaben.

Vorwort zur zweiten Auflage.

In der zweiten Auflage sind mir bekannt gewordene Wiinsche
und Einwinde nach Mbglichkeit beriicksichtigt worden. Ich hoffe,
daB alle Druckfehler und Unkorrektheiten der ersten Auflage be~
seitigt sind. Die Einleitung in die Differentialrechnung ist anders
gefait worden; wie ich denke leichter und besser verstiindlich.

Hinzugefiigt ist eine kurze Einfiihrung in die Vektorrechnung.
Wenn auch der Nutzen der Vektorrechnung in der elementaren
Mechanik nicht so sehr hervortritt, so ist doch eine Einfiihrung
notwendig, um das Verstindnis der Biicher, die von Anfang an
Vektorrechnung benutzen, zu ermdglichen, und um eine Weiter-
arbeit vorzubereiten.

R. Neuendorff.
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Algebra.

Erster ‘Abschnitt.

Verkiirztes Rechnen und Rechenhilfsmittel.

1. Verkiirztes Rechnen. Beim praktischen Rechnen ist der
Techniker in erster Linie davor zu warnen, mit Zahlen zu rechnen,
die scheinbar eine grofle Gtenauigkeit der Ergebnisse versprechen,
weil sie recht viele Dezimalstellen hinter dem Komma besitzen.
Demgegeniiber ist darauf hinzuweisen, daB .alle Messungen nur
beschrinkte Genauigkeit besitzen, dafl zweitens die Formeln, nach
denen gerechnet wird, meist nur niherungsweise dem wahren Vor-
gange entsprechen, und daf drittens ein erheblicher Sicherheits-
koeffizient zum errechneten Ergebnis hinzugeschlagen wird. Darum
geniigt es dem Techniker im allgemeinen, wenn sein Ergebnis bis
auf 59, germau ist. Py

Die Zahlen, die den Tabellen entnommen werden, konnen
deshalb in vielen Fillen verkiirzt werden. Dabei soll nach der
folgenden Regel verfahren werden: O, 1, 2, 3 und 4 hinter der
letzten stehenbleibenden Ziffer werden einfach fort-
gelassen; dagegen wird diese letzte Ziffer um 1 erhdht,
wenn b, 6, 7, 8 oder 9 fortfallen.

Beispiele: Aus 7,342 wird 7,34
» 89764 , 898
s 1,895 » 1,90 usw.

Eine grofle Menge von Zahlen: Wurzeln, Logarithmen,
7 usw., besitzt unendlich viele Dezimalstellen, kann deshalb immer
nur verkiirzt angegeben werden. Aber auch jede Messung ist mit
beschrinkter Grenauigkeit ausgefiihrt, so dall Maflzahlen, spezifische
Grewichte, Elastizititsmoduln usw. ebenfalls immer verkiirzte Zahlen
darstellen. s soll vorausgesetzt werden, dafl der letzten Ziffer
immer hochstens 5 Einheiten der nichsten Stelle folgen. Also
betragt eine Linge 7,84 m, so kann der Fehler nicht grofer als
5 mm sein, usw.

Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 1
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Mit verkiirzten Zahlen ist stets verkiirzt zu rechnen.

Addition:

Es sollen 18,39; 25,46; 17,31; 25,89 addiert werden. Jede
der Zshlen kann im ungiinstigsten Falle um 5 XEinheiten der
nichsten Dezimalstelle grofler oder kleiner sein; also kann es in
Wirklichkeit z. B. 18,395, aber auch 18,385 heifien. Danach ist:

18,39 oder im ungiinstigsten Falle 18,395 oder 18,385

+ 25,46 + 25,465 + 25,455
)
+ 17,31 + 17,315 -+ 17,305
+ 25,89 + 25,895 + 25,885
87,05 87,070 87,030

Man sieht daraus, daB die letzte Ziffer im Ergebnis ganz
unzuverlissig ist; man wird sie deshalb weglassen miissen und

schreiben
Ergebnis: 87,1.

Selbst die 1 ist als nur wahrscheinlich richtigster Wert anzusehen.
Ebenso ist bei der Subtraktion die letzte Stelle wegzulassen.

Multiplikation:

An einem einfachen Beispiel mag gezeigt werden, dal die

~ Anwendung der gewdhnlichen Multiplikation
J%  auf verkiirzte Zahlen zu ganz unzuverlissi-
gen Ergebnissen fithrt. In Fig. 1 sei der
FuBboden eines Zimmers dargestellt, dessen
| Linge 12,78 m und dessen Breite 7,54 m
12,7m durch Messung auf cm genau festgestellt ist.
Jede der nachgemessenen Lingen kann aber
um 5 mm groBer oder kleiner sein, und,
wie in der Figur angedeutet ist, kann ein
schmaler Streifen hinzukommen, aber auch
"‘a wegfallen. Berechnet man den Flicheninhalt
o . des Fuflbodens, so erhielte man

Fig. 1.
12,78 - 7,54

8946
6390
5112

96,3612 qm.

In den ungiinstigsten Fillen ist aber die Fliche

754m
L J
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entweder 12,785 - 7,545 == 96,462825 qm
oder 12,775 - 7,535 = 96,259625 qm

grofl. Vergleicht man alle drei Ergebnisse, so kommt man zu dem
Schiufl, daB8 als wahrscheinlich richtiges Ergebnis nur 96,4 qm an-
gegeben werden kann.

DaBl eine groflere Gtenauigkeit nicht erzielt werden kann,
siecht man auch sofort so ein: Deutet man durch Punkte an, wo
in Wahrheit noch Ziffern stehen wiirden, wenn die Messung nur
genauer moglich wire, so erhilt man das folgende Bild unserer
Multiplikation:

12,78..... X 1,54 .. ...

8946....
6390...
5112 ..

96,4

Weitere Stellen zu addieren, ist nicht mioglich.

Man wird deshalb nach einem Verfahren suchen, das sogleich
die richtige Anzahl Stellen liefert. Man verfihrt so: Zuerst stellt
man die Zahlen um; denn als Multiplikator ist die Zahl zu wihlen,
welche die meisten Ziffern besitzt. Dann wird wie gewshnlich mit
1 multipliziert; darauf aber riickt man nicht nach rechts aus,
streicht vielmehr die 4 fort. Zugleich streicht man auch die 1
als erledigt. Die 4 wird noch beriicksichtigt, um die zur nichsten
Stelle iibergreifenden Zehner zu ermitteln; also hier, 2.4 = 8,
greift noch eine 1 iiber, da 8 auf 10 zu erhdhen ist. In gleicher
Weise fihrt man fort zu streichen und beriicksichtigt immer nur
noch die letzte gestrichene Ziffer. Die Multiplikation sieht so aus:

7,54 . 12,78
754
151

53
6

96,4

Die letzte Stelle ist meist als unzuverlissig abzurunden. Das
Komma wird nach Abschitzung zum Ergebnis hinzugesetzt. Doch
kann man auch nach folgender Regel verfahren: Man verschiebt
das Komma im Multiplikator so viele Stellen nach links oder

1*
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rechts, bis nur eine geltende Ziffer vor dem Komma stehen bleibt.
Im Multiplikandus ist dann das Komma um genau so viele Stellen,
aber in entgegengesetzter Richtung zu verschieben. Dann bestimmt
man die Stellung des Kommas im ersten Teilprodukt und nimmt
es ins Ergebnis herunter.

Beispiel: 37,48 - 0,0326. Man rechnet so:
0,326 - 3,748
0,978
228
13 Ergebnis: 1,22
2

1,221

Division: )

Die Regeln lauten hier: Man verschiebt das Komma des Di-
visors, bis nur €ine geltende Ziffer vor dem Komma bleibt. Das
Komma des Dividendus ist um gleich viele Stellen in derselben
Richtung zu verschieben.

Die Anzahl der Stellen ist so zu wihlen, dafl bei der Bildung
des ersten Teilproduktes unter jeder Ziffer des Dividendus eine
Ziffer steht. Alle iibrigen Stellen sind zu kiirzen.

Statt Nullen herunterzunehmen, wird jedesmal eine Stelle des
Divisors gestrichen. Die zuletzt gestrichene Stelle benutzt man
zur Berechnung der iibergreifenden Zehner.

Der letzte Rest zeigt, ob zu erhdhen ist oder nicht.

Beispiel: 87,92 : 578,364. Man rechnet so:

0,8792 : 5,7836 = 0,1520
5784

3008
2892 Ergebnis: 0,1520

116
116
O .

Hat man eine aus mehreren Additionen, Multiplikationen und
Divisionen zusammengesetzte Rechnung auszufiihren, so tut man
gut, die letzte Stelle der Zwischenergebnisse nicht zu kiirzen; dies
geschieht vielmehr erst im endgiiltigen Ergebnis. Die Wahrschein-
lichkeit, der Wahrheit nahezukommen, wird dadurch erhoht.

Durch das verkiirzte Rechnen erspart man nicht nur iiber-
fliissiges Rechnen; man erhdlt auch auf mechanischem Wege das
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Ergebnis mit der Genauigkeit, die die Angaben der Aufgabe zu-
lassen.

2. Mathematische Tabellen technischer Kalender. Um-
stehend ist eine Seite der mathematischen Tabellen abgedruckt,
die so oder in #hnlicher Form allen technischen Kalendern bei-
gegeben werden. Diese Tabellen gehoren zu den wichtigsten Hilfs-
mitteln des Technikers. In der ersten und letzten Spalte steht
die Zahl n, deren Funktionen angegeben werden sollen. Wie die
Uberschriften zeigen, findet man Quadrate und Kuben, zweite und
dritte Wurzeln, die dekadischen Logarithmen (in anderen Tabellen
zuweilen die natiirlichen), den reziproken Wert von n, aber mit

wn?

1000 multipliziert, -endlich Kreisumfang =n und Kreisinhalt 4

der Kreise mit dem Durchmesser n. .

Die Kommaverschiebung. Verschiebt man das Komma
einer Zahl n um eine Stelle nach links, dividiert also durch 10,
so ist n? durch 102 also 100 und n® durch 103 also 1000 zu
dividieren. So folgt: Verschiebt man in der Spalte n das Komma
um je eine Stelle, so hat man es unter n? um je zwei Stellen
und unter n3 um je drei Stellen zu verschieben.

Beispiele: 6232 = 38 81 29; 6,232 — 38,8129
6232 = 241 804 367; 62,335 = 241 804, 367.
Dieser Regel entsprechend sind im Druck }{auﬁg je zwei bzw.

drei Ziffern durch eine kleine Liicke getrennt.
Unter wn verschiebt man das Komma genau wie unter n,

n2
und unter 4 genau wie unter n2
Beispicle: w644 — 2023,2; 64,4 — 202,32.
= 6442 = 2 ‘
7‘6: — 3957 33; ~()gi—4€‘- — 0,32 57 3.

Dividiert man n durch 10, so ist unter 1000:n der Nenner
durch 10 zu dividieren, folglich die ganze Zahl mit 10 zu multi-
plizieren. Also hat man unter 1000:n das Komma um eben so
viele Stellen zu verschieben wie unter n, ~aber in entgegengesetzter
Richtung.

.- Beispiele: 1000: 613 = 1,6313;
1000 : 61,3 = 16,313;
1:61,3 = 0,016 313.

Dag Rechnen mit Liogarithmen soll gesondert besprochen wer-
den. Deshalb bleiben nur noch die Wurzeln. Hier entsteht eine
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2
n n? nd 123 IS/IT logn 1?1—*—00 zn il 4n

600 | 360000 | 216000000 24,4949 18,4343 | 2,77815 | 1,66667 | 1885,0 | 282743| 600

601 | 361201 | 217081801 | 24,5153 | 8,4390 | 2,77887 | 1,66389 | 1888,1 | 283687 | 601
602 | 362404 | 218167208 | 24,6357 | 8,4437 | 2,77960 | 1,66113 | 1891,2 | 284631 | 602
603 | 363609 | 219256227 | 24,5561 | 8,4484 | 2,78032 | 1,65837 | 1894,4 | 285578 | 603
604 | 364816 | 220348864 | 24,5764 | 8,4530 | 2,78104 | 1,65563 | 1897,5 | 286526 | 604
605 | 366025 | 221445125 | 24,5967 | 8,4577 | 2,78176 | 1,65289 | 1900,7 | 287475 | 605
606 | 367236 | 222545016 | 24,6171 8,4623 | 2,78247 | 1,656017 | 1903,8 | 288426 | 606
607 | 368449 | 223648543 | 24,6374 | 8,4670 | 2,78319 | 1,64745 | 1906,9 | 289379 } 607
608 | 369664 | 224755712 | 24,6577 | 8,4716 | 2,78390 | 1.64474 | 1901,1 | 290333 | 608
609 | 370881 | 225866529 | 24,6779 | 8,4763 | 2,78462 | 1,64204 | 1913,2 | 291289 | 609

610 | 372100 | 226981000 | 24,6982 | 8,4809 | 2,78533 *173393”4_ 1916,4 | 292247 | 610

611 373321 | 228099131 | 24,7184 | 84856 | 2,78604 | 1,63666 | 1919,5 | 293206 | 611
612 | 374544 | 229220928 | 24,7386 | 8,4902 | 2,78675 | 1,63399 | 1922,7| 294166 | 612
613 | 375769 | 230346397 | 24,7588 | 8,4948 | 2,78746 | 1,63132 | 1925,8 | 205128 | 613
614 | 376996 | 2314755644 | 24,7790 | 84994 | 2,78817 | 1,62866 | 1928,9 | 296092 | 614
615 | 378225 | 232608375 | 24,7992 | 8,5040 | 2,78888 | 1,62602 | 1932,1 | 297057 | 615
616 | 379456 | 233744896 | 24,8193 | 8,5086 | 2,78958 | 1,62338 | 1935,2 | 298024 | 616
617 | 380689 | 234885113 | 24,8395 | 8,5132 | 2,79029 | 1,62075 | 1938,4 | 208992 | 617
6181381924 | 236029032 | 24,8596 { 8,5178 | 2,79099 | 1,61812 | 1941,5 | 299962 | 618
619 | 383161 | 237176659 | 24,8797 | 8,5224 | 2,79169 | 1,615561 | 1944,6 | 300934 | 619

620 | 384400 | 238328000 | 24,8998 | 8,5270 | 2,79239 | 1,61290 | 1947,8| 301907 | 620

621 | 385641 | 239483061 | 24,9199 | 8,56316 | 2,79309 | 1,61031 | 1950,9 | 302882 | 621
622 | 386884 | 240641848 | 24,9399 ; 8,5362 | 2,79379 | 1,60772 | 1954,1 | 303858 | 622
623 | 388129 | 241804367 | 24,9600 | 8,5408 | 2,79449 | 1,60514 | 1957,2 | 304836 | 623
624 | 389376 | 242970624 | 24,9800 | 8,5453 | 2,79518 | 1,60256 | 1960,4 | 305815 | 624
625 | 390625 | 244140625 | 25,0000 | 8,5499 | 2,79588 | 1,60000 | 1963,5 | 306796 | 626
626 | 391876 | 245314376 | 25,0200 | 8,55644 | 2,79657 | 1,59744 | 1966,6 | 307779 | 626
6271393129 | 246491883 | 25,0400 | 8,5590 | 2,79727 | 1,69490 | 1969,8 | 308763 | 627
628 | 304384 | 2476731562 | 25,0699 | 8,5635 | 2,79796 | 1,59236 | 1972,9 | 309748 | 628
629 | 395641 | 248858189 | 25,0799 | 8,5681 | 2,79865 | 1,58983 | 1976,1 | 310736 | 629

630 | 396900 | 250047000 | 25,0998 | 8,5726 | 2,79934 | 1,58730 | 1979,2 | 311725 | 630

631 | 398161 | 251239591 | 25,1197 | 8,5772 | 2,80003 | 1,68479 | 1982,3 | 312715 | 631
632 | 399424 | 252435968 | 25,1396 | 8,5817 | 2,80072 | 1,58228 | 1985,5 | 318707 | 632
633 | 400689 | 253636137 | 25,1595 | 8,5862 | 2,80140 | 157978 | 1988,6 | 314700 | 633
634 | 401956 | 254840104 | 25,1794 | 8,5907 | 2.80209 | 1,57729 | 19918 | 315696 | 634
635 | 403225 | 256047875 | 25,1992 | 8,5952 | 2,80277 | 157480 | 19949 | 316692 | 635
636 | 404496 | 257259456 | 25.2190 | 85997 | 2:80346 | 1,57233 | 1998,1 | 817690 | 636
637 | 405769 | 258474853 | 25,2389 | 8,6043 | 2,80414 | 1,56986 | 2001,2 | 318690 | 637
638 | 407044 | 259694072 | 252587 | 8,6088 | 280482 | 1.56740 | 2004,3 | 319692 | 638
639 | 408321 | 260917119 | 25,2784 | 8,6132 | 280550 | 1,56495 | 2007.5 | 320695 | 639

640 | 409600 | 262144000 | 25,2982 | 8,6177 | 2,80618 | 1,56250 | 2010,6 | 321699 | 640

641 | 410881 | 263374721 | 25,3180 | 8,6222 | 2,80686 |1,56006 | 2013,8 | 322705 | 641
642 | 412164 | 264609288 | 25,3377 | 8,6267 | 2,80754 | 1,55763 | 2016,9 | 323713 | 642
643 | 413449 | 265847707 | 25,3574 | 8,6312 | 2,80821 | 1.55521 | 2020,0 | 324722 | 643
644 | 414736 | 267089984 | 25,3772 | 8,6357 | 280889 | 1,55280 | 2023,2 | 325733 | 644
645 | 416025 | 268336125 | 25,3969 | 8,6401 | 2.80956 | 1,55089 | 2026,3 | 326745 | 645
646 | 417316 | 269586136 | 25,4165 | 8,6446 | 2,81023 | 1,54799 | 2029,5 | 327759 | 646
647 | 418609 | 270840023 | 25,4362 | 8,6490 | 2,81090 | 1,54560 | 2023,6 | 328775 | 647
648 | 419904 | 272097792 | 254558 | 8,6535 | 281158 | 1,54321 | 20358 | 329792 | 648
649 | 421201 | 273359449 | 25,4755 | 8,6579 | 2,81224 | 1,54083 | 20389 | 330810 | 649

650 | 422500 | 274625000 | 25,4951 | 8,6624 | 2,81291 | 1.53846 | 2042,0 | 331831 | 650
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gewisse Schwierigkeit, wie sogleich an Beispielen gezeigt werden
mag. KEs ist .
V607 = 24,6374
607 24,6374
14 o= .
10 V10
Nun ist aber V10 = 3,1623; durch diese Zahl miilite divi-

Mit andern Worten: Es ist nicht moglich 160,7
Dagegen wird

7
60,7

diert werden.
unmittelbar an dieser Stelle abzulesen.

607 24,6374

V6,01 = Y —— o = 246374

100

Man eorkennt, daf die Wurzeln nur abgelesen werden konnen,
wenn das Komma um 2, 4, 6... Stellen des Radikanden ver-
schoben wird.» Bei der Wurzel ist es dann um halb so viele Stel-
len, also um 1, 2, 3..... Stellen, zu verschieben.

Hine leichte Uberlegung zeigt, daB dritte Wurzeln nur ab-
gelesen werden kionnen, wenn das Komma des Radikanden um
3,6, 9..... Stellen verschoben wird. Bei der Kubikwurzel ist es
dann um ein Drittel so viele Stellen, also um 1, 2, 3..... Stellen,

zu verschieben.
Beispiel: J/616 == 8,5086
/616000 = 85,086.

In der untenstehenden Tabelle sind die Regeln fiir die Komma-
verschiebung unmittelbar unter den Uberschriften schematisch durch
Zahlen und Pfeilrichtung angedeutet und an Beispielen erldutert.
Gleiche Pfeilrichtung bedeutet gleiche Richtung der Verschiebung,
und umgekehrt.

2 3 o n 1000 7 02
n n n Vn YV 5 nn A
«—1 <2 <~—3 < % <3 11— \ <1 <2
618 381924 236029 032 | 24,8596 | 85178 1,6181 ;19415 29 99 62
61,8 3819,24 236 029,032 — _— 16,181 | 194,15 29 99,62
6,18 38,1924 236,029 032 | 2,48596 — 161,81 | 19,415 29,99 62
0,618 | 0,381924 0,236 029 032 — 1085178 16181 |1,9415 | 0,299962
6180 |3819 2400 236029 032 000 — — 10,16181 | 19415 | 29996200

Scheinbar fehlt in der Tabelle eine grofe Zahl der Wurzeln.
Tatsichlich ist das nicht der Fall, dasich die einzelnen Spalten
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auch umgekehrt lesen lassen. So kann man zuerst den Durch-
messer jedes Kreises bestimmen, wenn der Umfang oder der In-
halt des Kreises bekannt ist. Soll z. B. der Inhalt eines Kreises
31,77 qm sein, so findet man den Durchmesser, wenn man unter
wn?

den Wert 31,77 ermittelt und daneben unter n die gesuchte

Linge abliest. Die Zahl 31,77 liegt 31,7690 am ndchsten, folg-
lich ist der Durchmesser 6,36 m lang. Die Aufgabe zu =n den
Durchmesser n zu suchen, kann man auch so auffassen, daf} irgend-
eine Ziahl durch = zu dividieren ist. In der Tat ist ja ®xn:= =n.

. Beispiel: 193,6 : ® = 61,6.

Ganz entsprechend kann man n als ¥Vn? bzw. J/n3 ;Luffassen;
d. h., soll eine zweite oder dritte Wurzel aus einer Zahl gezogen
werden, 8o sucht man sie unter n? oder n® und findet die gefor-
derte Wurzel unter n. Hier aber ist wohl darauf zu achten, daf
das Komma unter n? immer um 2 und unter n3 immer um 3 Stellen
verschoben werden muf.

Beispiel: Es soll |3/ 235,72 gesucht werden.
Eine shnliche Zahlenfolge findet man an drei Stellen ider

Tabelle, namlich
n ] ns n ‘ n3 n ' n3
133 | 2 3562 637 286 | 23 393 656 617 | 234 885113
134 | 2406 104 287 | 23 639 903 618 | 236 029 032

Nur in der dritten Spalte kommt man durch Verschiebung
um je 3 Stellen auf 235,....; folglich ist

.7/235,72 = 6,18,

An den beiden anderen Stellen der Tabelle kénnte man ablesen
72,3572 = 1,33 und 7/23,572 = 2,87.

Auf diese Weise findet man wirklich jede dritte Wurzel und;
ganz entsprechend von n? ausgehend, jede zweite Wurzel.

Das Interpolieren. In der Regel kommt man mit den
drei Ziffern, die man unter n ablesen kann, vollkommen aus. Ge-
legentlich ergibt sich indessen die Notwendigkeit, eine vierte Stelle
beriicksichtigen zu miissen. Die fiinfte Ziffer, wenn eine solche vor-
kommt, soll immer gestrichen werden. Obwohl n2 n3, usw. keines-
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wegs proportional wachsen — die Quadrate von 1, 2, 3 ... sind
doch z. B. 1, 4,9 ... —, kann man fiir die Beriicksichtigung der
vierten Stelle immer proportionales Wachstum voraussetzen, ohne
dadurch erhebliche Fehler fiirchten zu miissen. Deshalb interpoliert
man in folgender Weise.

Bs soll 621,72 berechnet werden. Man findet in der Tabelle

6212 = 385 641
6222 = 386 884.

Die Tafeldifferenz zwischen beiden Werten betrigt 1243.
Wichst also 621 um 10 Einheiten der n#ichsten Stelle, so nimmt
n? um 1243 Einheiten zu; wichst dagegen 621 um 7 FEinheiten
der nichsten Stelle, so mdge n? um x wachsen. Also .

10 Einheiten bei n entsprechen 1243 bei nZ,

N 9
7 ” »y B . X, n3

Folglich besteht die Propoftion

1243
% =15 *=1870,1~870.

Also ist das Brgebnis:
621,72 — 385 641 + 870 = 386 511.

Mehr Stellen, als die Tafel lieferte, soll man nicht durch
Interpolation bestimmen; also ist die 1 bei 870,1 zu streichen.
Hier hat es auch deshalb zu geschehen, weil n? nicht proportional
wichst, und deshalb die 1 ganz ungenau wird. Ganz besonders ist

2
es unzuliissig bel Werten wie wn, %, Vn usw., die selbst schon
abgerundet sind. )

Beim umgekehrten Bestimmen der Zahl n aus Funktionswerten
verfahrt man entsprechend. Ist z. B.

wn2

T = 2930,6 qem,
go findet man zunichst

mn?
”—4— - 2922,47; n — 61,0

T2

T =12932,06; m =611
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wn?
10 Einheiten bei n entsprechen 9,59 bei :—rL,

T n2
X ” » 1 »” 81 1 )
(8,1 = 2930,6 — 2922,5)
= _ 10 81 8.

81~ 959’ T 959

Also ist der Kreisdurchmesser n = 61,08 cm.

Man mache es sich zur Regel, immer nur eine weitere Stelle
durch Interpolatien zu bestimmen. Doch sei bemerkt, dafi man
aus Quadraten und Kuben die Wurzeln im allgemeinen bis auf
zwel weitere Stellen richtig interpolieren kann.

3. Die Logarithmen. Fiir den Techniker ist der Wert der
Logarithmentafel gering. Weit mehr kommen die soeben be-
sprochenen Tabellen in Frage. In jedem Falle ist eine vierstellige
Tafel ausreichend. ‘

Die Logarithmentafel gestattet, Multiplizieren und Dividieren,
Potenzieren und Radizieren auf die nichst einfache Rechnungsart
zuriickzufithren nach den Regeln?): ‘

Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der
Summe von den Logarithmen der einzelnen Faktoren:

log {a - b) = log & + log b.

Der Logarithmus* eines Quotienten ist gleich der
Differenz der Logarithmen von Z#hler und Nenner:

Iog% = log a — log b.

Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Pro-
dukt aus dem Exponenten mal dem Logarithmus der
Basis:

log a® = n - log a.

Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem

1) Die Theorie der Logarithmen folgt im fiinften Abschnitt. Hier
mag es geniigen, an die Definition der Logarithmen zu erinnern. Soll
die Gleichung aX = b nach x aufgeldst werden, so nennt man x den
Logarithmus von b zur Basis a und schreibt:

a a
aX =b; x=1logb oder auch alogh =b,

d. h. man muB3 & mit dem Logarithmus.von b potenzieren, um b zu er-
halten.
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Quotienten aus dem Logarithmus des Radikanden
dividiert fdurch den Wurzelexponenten:

01
log]/a. — %%,

Fir das praktische Rechnen kommen nur die dekadischen
Logarithmen zur Basis 10 in Betracht, bei denen der Einfluf} einer
Kommaverschiebung am leichtesten zu iibersehen ist. Jeder deka-
dische Logarithmus besteht néimlich aus zwei Teilen: der Mantisse
und der Kennziffer.

In den Tabellen findet man nur die Mantisse, das sind die
Stellen hinter dem Komma des Liogarithmus, die lediglich von der
Ziffernfolge der gegebenen Zsahl, des Numerus, und garnicht von
der Kommastellung des Numerus abhingen. So gehdrt zu 2; 20;
0,2;... immer dieselbe Mantisse 3010. Zu der in den Tabellen
stehenden Mantisse denke man zunfchst immer O, ... hinzugefiigt.

Ziur Mantisse ist dann die Kennziffer zu addieren oder von
ihr zu subtrahieren. Die Kennziffer bestimmt man so: Man z#hlt
die Anzahl der Stellen vor dem Komma beim Numerus. Diese
Anzahl um 1 verkleinert ist die Kennziffer, welche zur Mantisse
addiert wird, z. B.

log 6,293 = 0,7989; log 62,93 = 1,7989;
log 6293 = 3,7989.

Ist dagegen der Numerus ein echter Bruch, so zihlt man die
Anzahl der Nullen vor der ersten geltenden Ziffer und subtrahiert
diese Anzahl als negative Kennziffer von der Mantisse z. B.

log 0,6293 = 0,7989 — 1; log 0,006 293 = 0,7989 —— 3,

Ein paar Beispiele mdgen das Rechnen mit Logarithmen er-
lautern.

n

47,886
1. Beispiel: x == ——
P 0,32194
log x = log 47,856 — log 0,32194
log 47,856 = 1,6800

log 0,32194 = 0,5078 — 1

logx = 1,1722 41
= 2,1722
x = 148,7.

Die fiinfte Stelle des Numerus kann man, wie schon oben
gezeigt, durch proportionale Interpolation beriicksichtigen. Stets
ist so abzurunden, daB die Mantisse vierstellig bleibt. Auch das
Ergebnis kann nur vierstellig gewonnen werden.
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395,88_)2
587,996
log x = 2 (log 295,88 — log 587,8)
log 295,88 = 2,4711
log 588,0 == 2,7694
/5 log x = 0,7017 — 1
logx = 1,4034 — 2
=0,4034 — 1
x = (,2531
Damit die ‘Subtraktion keinen negativen Wert, sondern die
iibliche Schreibweise als Differenz ergibt, mu man statt 2,4711
gesetzt denken 3,4711 — 1.

3/ T ANAIE Gormo
T+ 0,045 8372
. ispiel: o VT___L*‘.
3. Belsplel: x = 0,059 388

log x == % (log ™ + 2 log 0,045 837 — log 0,059 388).

2. Beispiel: x = (

]

Man findet log = stets in einer besonderen Tafel wichtiger
Konstanten. Statt log 0,045 837 mit 2 zu multiplizieren, schreibt
man ihn zweimal als Summanden.

log = = 0,4971
log 0,045 837 = 0,6612 — 2
log 0,045 837 = 0,6612 — 2
1,8195 — 4
~log 0,059 388 = 0,7737 — 2
3 log x == 1,0458 — 2

= 2,0458 — 3
logx = 0,6819 — 1
x = 0,4807

Statt 1,0458 — 2 hat man 2,04568 — 3 zu setzen, damit bei
der Division durch 3 eine ganzzahlige negative Kennziffer er-
halten wird.

4. Mechanische Rechenhilfsmittel. Als mechanische Rechen-
hilfsmittel kommen fiir den Techniker zwei in Betracht: die loga-
rithmischen Rechenschieber und die Rechenmaschinen.

a) Der Rechenschieber. Auf einer 25 cm langen Teilung
wird eine logarithmische Funktionsskala abgetragen. D. h. man
tragt, wie Fig. 2 andeutet, Strecken ab, deren Lingen gleich den
Logarithmen der Zahlen 1 bis 10 sind, bezeichnet aber die Teil-
punkte trotzdem mit 1 bis 10 selbst, obwohl die Liingen der Loga-
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rithmen abgetragen wurden. Die untere Skala der Fig. 2 heilit
deshalb die logarithmische Funktionsskala. Bei dem Rechenschieber
befindet sich iiber der festen Skala noch eine zweite, bewegliche,

a 7 G 4 05 06 LI 1
F 3 ¥ 5 &7 &

Fig. 2.

die der unteren genau gleich ist. Der feste Teil des Apparates
mag der Stab, der bewegliche der Schieber genannt werden.

Der Apparat gestattet in erster Linie zu multiplizieren und
zu dividieren, indem man die Logarithmen addiert oder subtrahiert.
Da an den Skalen jedesmal nur der Numerus angeschrieben ist,
go liest man unmittelbar den Numerus, d. h. das fertige Ergebnis,
ab. Das Verfahren soll an ganz einfachen Beispielen erldutert
werden, an Aufgaben, die man tatsichlich niemals mit dem Rechen-
achieber 16sen wird. Auf solche einfachen Beispiele wird man aber
immer wieder zuriickgreifen, wenn man das Verfahren vergessen hat.

Multiplikation. 2,63 = 7,5.
Da die Teilung logarithmisch ist, muff man schreiben:
log 2,5 + log 3 = log 7,5,
man addiert, wie Fig. 3 andeutet, zur Strecke 2,5 des Stabes die

A

4

1 z l ¢« 5 67 89w
I T 1 )
L 1 1 T H 1 1 I
7 z 25 3 T 5 6 Tpd gL
7 3-25=795 /1
Fig. 3.

Strecke 3 des Schiebers. Unter der 3 des Schiebers liest man das
Ergebnis 7,5 auf dem Stabe ab.

3,25 =16 oder log 3,2 - log 5 = log 16.
Diesmal ragt die 5 des Schiebers bei der gewbhnlichen Ein-
stellung iiber die Teilung des Stabes hinaus.

Y \f

9 2 3 K4 6 7 8 9 1
T T T i T 1T 171
{ i} T 1] T T 17 T T 13
1 3 2 332 ¥ [3 & 7 8§ 9%
7 7 533=1%
Fig. 4.

Man kann aber sogleich erkennen, wie die Fortsetzung der
Stabteilung iiber 10 hinaus aussehen miilte. Wo wiirde z. B.
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die Ziahl 20 stehen ? Esist 20 = 10. 2, also log 20 == log 10 - log 2.
Da log 10 gleich der ganzen Stablinge ist, so kime log 2 hinzu.
Mit anderen Worten: Es wiirde sich bei Fortsetzung der Teilung
die Skala einfach wiederholen, nur stinde statt 2, 3, 4.... dies-
mal 20, 30. 40.....

In der Multiplikationsaufgabe, die durch Fig. 4 wiedergegeben
ist, brauchte man das iiber 10 hinausragende Stiick bis zur 5
nur in den Zirkel zu nehmen und auf der Stabskala von 1 an
abzumessen. Man finde die Linge 1,6, die aber in der Verlingerung
der Skala 16 bedeutet.

Durch geschickte Einstellung des Schiebers kann das iiber-
ragende Stiick direkt ohne Zirkel gemessen werden. Das zeigt

N N
1 2 352 % 5 6 7 8 9 M
j o— T ] T e E S AN N v |
1N 1 1 I IS T T 11 ]
1 1% 2 3 v 5 6 7 §3W0
A 5.320%
Fig. b.

Fig. 5. Man sieht in der Tat, daB bei dieser Einstellung unter
der 3,2 nachgemessen wird, um wieviel die Stiicke 3,2 und 5
zusammen grofler sind als die ganze Skala.

Man merke sich aber, dafl das abgelesene Ergebnis mit 10 zu
multiplizieren ist, wenn die 10 des Schiebers iiber dem Multipli-
kandus eingestellt wird.

Division. 6:3 = 2 oder log 6 — log 3 = log 2.
Diesmal ist die Linge 3 von der Linge 6 zu subtrahieren,

\V 2 \l

T
5

6

/
6:3=2

Fig. 6.

6 7 891
T 117

5

T
T
[

Ll Sy

M

ol

F

wie es Fig. 6 zeigt. Es st genau die Einstellung wie bei der
Aufgabe 23 == 6.

3:4=0,75 oder log 3 — log 4 ==log 0,75.

Der Schieber ragt links heraus. Wiirde man die Stabteilung
nach links verlingern, so miillte man entsprechend wie oben die
Teilung genau so wiederholen, nur wire statt 9, 8, 7. ... diesmal
0,9; 0,8; 0,7..... zu schreiben.

In der Fig. 7 erkenn? man aber sogleich, daf der links
herausragende Teil genau so lang ist wie der rechts herausragende,
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5o daB unter der 10 bereits das gesuchte Krgebnis 7,5 abzulesen
ist, das freilich noch durch 10 zu dividieren ist.

7 g ] \0 s 8 78 s\?u
L T 1 T T lr 41 1 ll 1[7111
7 3 B A T K )
7 3:4=07 Vo
Fig. 7.

Mar merke sich, dafl man bei der Division immer nur eine
Art der FEinstellung notig hat. Abzulesen ist unter der 1 oder
der 10 des Schiebers; im letzten Fall ist das Ergebnis durch 10
zu dividieren.

Die Stellung des Kommas im Ergebnis bestimmt man durch
Abschitzen.

Der ausgefithrte Rechenschieber enthdlt noch eine weitere
Doppelteilung genau iiber der bisher beschriebenen. Auf der
gleichen Strecke von 25 em sind jedoch die Zahlen von 1 bis 100
logarithmisch abgetragen, so da8 die Lingeneinheit hier gerade halb
so lang ist, wie bei der unteren Teilung. Daraus folgt zugleich,
daB man mit der unteren Teilung wesentlich genauer rechnet als
mit der oberen.

Nach der bekannten Formel log a2 = 2 - log a findet man bei
der logarithmischen Teilung das Quadrat einer Zahl a, wenn man
die Linge a zweimal abtrigt. Nun ist aber die Lingeneinheit der
oberen Skala halb so lang wie die der unteren; deshalb ist auf
der oberen Skala die zu einer Zahl a gehorige Strecke schon zwei-
mal abgetragen, wenn man sie unten einmal abgetragen hat. Folg-
lich steht, wie Fig. 8 andeutet, iiber jeder Zahl der unteren Skala
auf der oberen das Quadrat und umgekehrt unter jeder Zahl der
oberen Skala auf der unteren die Wurzel.

LN \ \ \
1 2 3 & 5678310 20 2530 40 60 80 100
f 11 I } R S B L B O T S T e | J
8 T T ) 1 T 1 H 17T
17 3 3 3 5 6 7 8 1
7 v 7 /
Fig. 8.

"Wie man, hieran ankniipfend, die dritten Potenzen und die
dritten Wurzeln findet, mag ein jeder selbst ausprobieren. Gleich-
falls soll hier nicht weiter beschrieben werden, wie die Werte der
Logarithmen und der Winkelfunktionen, fiir die die Teilungen auf
der Riickseite des Schiebers angebracht zu werden pflegen, zu
finden sind.
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Besondere Marken auf der Teilung des Stabes deuten auf hiufig

2
gebrauchte Zahlenwerte wie =; 100 %; ~——— hin.

T
Fig. 9 gibt das Bild eines fertigen Rechenschiebers, dessen
Gebrauch aufs sorgfiltigste geiibt werden muB. Die Genauigkeit
betréigt bei Benutzung der unteren Skala
0,1 bis 0,2 %, ist also fiir die meisten

technischen Rechnungen hinreichend.

b) Die Rechenmaschinen. Mit
dem Rechenschieber kann man nur multi-
plizieren, dividieren, potenzieren und ra-
dizieren. Clemischte Rechnungen, in denen
aullerdem Additionen und Subtraktionen
vorkommen, sind mit ihm nicht unmittel-
bar ausfiihrbar. Zudem ist seine Grenanig-
keit gering. Wenn viel zu rechnen ist,
wird man hi#ufig die noch mechanischer
arbeitende Rechenmaschine vorziehen.

Es gibt noch keine Rechenmaschine
fir Ausfilhrung aller vier Grundrechnungs-
arten, die allen berechtigten Anspriichen
geniigt1); doch sind bereits vorziigliche
Maschinen im Handel. Die meisten werden
entweder durch Stufenscheiben, wie sie die
erste von Leibnizim Jahre 1671 fiir alle
vier Grundoperationen gebaute Maschine
besall, betrieben oder durch Schaltrider,
die nach Angaben des russischen Mathe-
matikers Odhner hergestellt sind. Diese
Maschinen ersetzen simtlich die Multipli-
kation durch fortlaufende Addition und
die Division durch meFrmalige Subtrak-
tion. Der Grundgedanke der letzten Art
Maschinen mag kurz erliutert werden.

In dem Odhnerschen Schaltrad sind
neun Zihne angeordnet; durch Drehen
eines Zapfens kann man eine beliebige

TFig. 9. Anzahl von ihnen durch Federdruck zum
o Herausspringen bringen. Wie Fig. 10

) Es wire zu verlangen: Einstellen des Multiplikandus bzw. Divi-
dendus durch Tastatur, Ausfihrung der Multiplikation durch eine einzige
Kurbeldrehung, Aufschreiben des Resultats, keine Verschiebung des Kastens.

Jede einzige dieser Forderungen ist schon durch Maschinen verwirklicht
worden; alle zusammen noch durch keine Maschine.
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andeutet, befindet sich unter jedem Schaltrad ein Zahnrad, dessen
Zshne die Zahlen O bis 9 tragen; hinter einem Spalt der Maschine
ist bei Normalstellung die Null sichtbar. Ragen z. B. im Schalt-
rad 5 Zihne heraus, und dreht man mit der Kurbel das Schaltrad

Fig. 10.

einmal herum, so greifen nacheinander die fiinf Schaltradzihne in
das Zahnrad ein und drehen es jedesmal um einen Zahn weiter.
Unter dem Spalt wird die b sichtbar werden. Um Zehner, Hun-
derter usw. zugleich addieren zu konnen, sind mehrere Raderpaare
nebeneinander angeordnet.

Also addiert man z. B.
35 622 - 42 375,

indem man durch Drehen der Zapfen an den Schaltridern, von
links beginnend, 3, 5, 6, 2 und 2 Z&hne herausragen lifit. Dann
dreht man die Kurbel einmal herum, so dafl in dem Spalt die
Zahl 35622 erscheint. Jetzt dreht man wieder die Zapfen, bis
4, 2, 8,7 und 5 Zihne der Schaltrider hervorragen, und dreht die
Kurbel einmal herum. Dadurch ist jedes Zahnrad um 4, 2, 3, 7
und 5 Zahne weitergeriickt, so dafl am Spalt das Ergebms 77 997

erscheinen mulfl.

Ein besonderer Mechanismus, die Zehneriibertragung, ist auller-
dem notwendig, die bewirkt, daB z. B. bei der Addition 9 + 2
auch das Zehnerrad beim Uberschrelten der 10 um eine Einheit
weitergedreht wird.

Die Multiplikation ist eine fortgesetzte Addition; demgemil
multipliziert man z. B. 3.7, indem man 7 Zihne im Schaltrad
einstellt und die Kurbel dreimal herumdreht. Soll aber z. B.
437 - 23 multipliziert werden, so hitte man scheinbar 23 mal herum-
zudrehen. Da verfihrt man aber genau wie beim gewdhnlichen
Multiplizieren. Es wird doch so gerechnet:

Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 2
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_487-23

1311
874

10051

d. h. man multipliziert zuerst mit 3 und dann mit 2. Aber in der
zweiten Reihe riickt man eine Stelle nach links, addiert also jetzt
die Einer zu den Zehnern der ersten-Reihe usw. Genau so macht
man es mit der Maschine, indem man den Kasten, der die Zahn-
rider enthilt, um eine Einheit nach rechts schiebt. Dann greifen
wirklich jetzt die Einerschaltrider in die Zehnerzahnrider ein usw.

Subtraktion und Division lassen sich weniger bequem ausfiihren.
Man hat den Minuendus bzw. den Dividendus bei den Zahnridern
einzustellen und dreht die Kurbel riickwirts. Statt der Division
wird die Multiplikation mit den reziproken Werten der Zahlen
empfohlen; zu diesem Zwecke sind besondere Tabellen dieser rezi-
proken Werte herausgegeben worden.

Noch sei auf den Zeiger S der Fig. 10 hingewiesen. Mit seiner
Hilfe z#hlt man die Kurbelumdrehungen, so dall man links den
Multiplikator ablesen kann.

Fig. 11.

In Fig. 11 ist eine der verbreitetsten Maschinen dieser Art,
die Brunsviga-Maschine, abgebildet. Man sieht die Aufgabe
101 - 79 = 7979 fertig gerechnet in der Einstellung.

-Die Maschine »Millionére der Firma Hans W. Egli in
Ziirich bedarf zur Multiplikation mit einer einstelligen Zahl auch
nur einer Kurbelumdrehung. Sie gilt zurzeit als die vollkommenste
Rechenmaschine.
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Ziweiter Abschnitt.

Zur Wiederholung aus der Buchstabenrechnung.
1. Wichtige Formeln.

(a -+ b)2 = a2+ 2ab - b2
(a—b)2 = a2 — 2ab - b2
a2 — b2 = (a+ b}(a —b)
(=4 b) = a3 4 3 a2b + 3 ab? - b3
(@ —b)3 = a%—3a2b+ 3ab2—Db3

a3+ b3 = (a4 b) (a2 — a b + b2
a3 —b3=(a —Db)(a2+dab + b2
Anwendung: 432 = (40 4 3)2 = 1849.

402 = 1600
2.40-3 = 240
32 == 9
1849

Kiirzer schreibt man: 32 = 9

2.3.4 = 24
42 = 16
1849

Auch im Kopf zu rechnen: } 1849
32 ist 9, 9 hingeschrieben
2.3-4 ist 24, 4 vor die 9 geschrieben, 2 im Kopf behalten;
42 ist 16, 2 dazu ist 18, 18 vor die 49 geschrieben.

2. Das Ausklammern. Enthalten die simtlichen Summanden
einer algebraischen Summe denselben Faktor, so kann man, statt
jeden einzelnen Summanden mit diesem Faktor zu multiplizieren
und dann zu addieren, auch zuerst addieren und dann die Summe
nur einmal mit dem Faktor multiplizieren; z. B.

ax +ay —az=a(x+y — z).
Man sagt, a sei ausgeklammert worden.
Allgemeiner definiert man das Ausklammern so: Man klammert
eine Zahl aus einer algebraischen Summe aus, indem man die

ganze Summe mit der Zahl multipliziert und zugleich jeden Sum-
manden durch die Zahl dividiert; z. B.

3a—3b+c=3(a—b+%).

P
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3. Die Proportionen. Eine Gleichung zwischen zwei Briichen
heiflt eine Proportion; z. B.
a ¢
b d’ A
a und d nennt man die Auflenglieder, b und ¢ die Innenglieder

der Proportion.
a) Man kann die Innenglieder miteinander vertauschen, ebenso

auch die Auflenglieder.

a c a c
b d b d
a b ¢ b i.ii___c_i
b ¢ d "¢ b a d a
a_ b d_c
c d b a
Beispiel:

8 4 8_6 3 4
6 3’ 4 38’ 6 8

b) Das Produkt der Innenglieder ist gleich dem Produkt der
Aullenglieder.

a_ ¢
b d
a c .
_b_.b.d__.d_.b.d
a-d=b-c.
Beispiel: 7 —bH __a——llb

Bx —7 1la—D
77ax — bba — Tbx 4 bbb = Hax — bbbx — 7a -+ 77b

72ax -+ 48bx = 48a -+ 72D
24x (8a 4 2b) = 24 (2a -+ 3b)
—2a+3b
* = 32+ 2b

¢) In jeder Proportion verhilt sich die Summe der Zihler zur
Summe der Nenner wie ein Zshler zu seinem Nenner.

d) In jeder Proportion verhilt sich die Differenz der Zshler
zur Differenz der Nenner wie ein Ziihler zu seinem Nenner.
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Man setze% = t; dann ist auch%:t und
a=Db-t
c=4d-t
atc=1t{bX=d
ate L _2a_ ¢
b*=d b d
Beispiele:
a+x a—Xx x—a x-+b
m- a m— a x— 2 x — 3
a _ a-+x —a—b x—a
Im m 4 a 1 x — 2
x __ a —ax—bx+2a+2b=x—a
@ m ax + bx 4+ x = 3a + 2b
X:f x(a+b~+ 1) = 3a-+ 2b
o _ 3a-+2b

e b1

e) In jeder Proportion verhilt sich die Summe der Zahler zur
Summe der Nenner wie die Differenz der Zihler zur Differenz der
Nenner.

a ¢
b~ d
a-t+c a—¢
Es war Fﬁ_ t, aber auch h—d t-
Also wird
a+c a—¢
b+d b—d
oder
‘ad-oc b4+d
a—ec¢ b—d
Beispiel:

7x—5  a-—11b
Bx—7 1la—b
7x—5 hbx — 17
a—11b  1la—b
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12x — 12 12a —12b

2x 42 = —10a — 10D
x—1 a—b
x+1=. — ba — bb
2x — 4a — 6b
— 27 7 6a-4b
L 2u3b
3a | 2b

f) Statt Zshler mit Zihler und Nenner mit Nenner zusammen-
zufassen, kann man ebensogut einen Zihler mit seinem Nenner
zusammennehmen. Dadurch entstehen die Formelgruppen:

a ¢
b d
a-+b e+d a—b e—d
b 4 b = 4
a—i—b_c—!—-d' a—b_c——d
a  ¢- ' a ¢
a-}b c-{-d
= usw

a—b e¢—d
Beispiel:

An einem zweiarmigen Hebel von der Linge 1 = 230 mm
greifen die Krifte Py = 1,2kg und Py = 0,85 kg an. In welchem
Punkte muB er unterstiitzt werden, damit Gleichgewicht eintritt?
(Fig. 12)

1?-1—22' & = Py @ LT”‘_)
Py a’ aga P 4Py : s -
1. a =£LL ’
TERAR A Pz
. T SO
ag+a; Py Py ,
Fig. 12.
9 g P11
T P+ Py

_0,85-230 _ 1955
M= 121085 2,05

= 95 mm
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1955 : 2,03 = 954
1845
110

103

7

1,2.230 276 \
a9 =— —‘2—,03~‘—‘ =SS 2?675 = 135 mm == (1 — &) ).

276 : 2,08 = 135
205
S
62
.

4. Unendlich groBe und umendlich kleine Zahlen. Die
Aufgabe, eine beliebige Zahl durch Null zu dividieren, ist nicht
16sbar; denn es miillite z. B. 3 :0 eine Zahl sein, die mit O multi-
pliziert 3 ergibe. Solch eine Zahl ist nicht vorhanden. TUm bei
der Division keine Liicke zu lassen, hat man als Ergebnis der
Division einer beliebigen Zahl dureh O die uneigentliche Zahl oo,
genannt unendlich grof}, eingefithrt. Also ist

% = oo; und umgekehrt % = 0.

Dagegen ist die Division 0:0 sehr wohl ausfiihrbar, aber das
Ergebnis ist unbestimmt. Man soll ja eine Zahl suchen, die mit
O multipliziert O ergibt. Das tut aber jede Zahl. Folglich ist

wo a irgendeine positive oder negative Zahl von — 00 bis 4 oo
bedeutet.

Es ist sehr zu beachtén, daB 0:0 jeden beliebigen Wert an-
nehmen kann und durchaus nicht gleich 1 zu sein braucht, wie
der Quotient a:a einer beliebigen Zahl a. Ein Beispiel moge es
zeigen,

Es soll die Gleichung geldst werden

5—}-2){77__ 5—!—’}‘
6x—17 3x—7

Da eine Proportion vorliegt, kann man den Satz von der
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Differenz der Zihler und Nenner anwenden und erhilt
x _ b+x
3x  8x— 1
Hier konnte man zun#chst einmal links durch x kiirzen, also
x:x == 1 setzen, Dann aber wiirde

3x — 7 =15 4 3x

also — 7 gleich 15. Das ist unmoglich. Folglich war x:x 3 1,
was aber nur fiir x = O der Fall ist. Wie man sich leicht durch
die Probe iiberzeugt, ist x = 0 die Ldsung der Gleichung.

Man merke sich, daf}- man niemals durch einen Ausdruck, der
die Unbekannte enthilt, kiirzen darf, bevor man untersucht hat,
ob dieser Ausdruck gleich Null wird.

Dritter Abschnitt.

Funktionen und ihre graphische Darstellung.

1. Der Begriff Funktion. An einem Thermometer sei von
Stunde zu Stunde die Temperatur abgelesen. Die abgelesenen
Werte sind in der nebenstehenden Tabelle

aufgeschrieben. Man sieht, daB sich die Tempe-
N . . N Zeit p
Temperatur zugleich mit der Zeit getindert ratar
hat. Die Temperatur ist von der Zeit ab-
hingig oder, wie man sich in der Mathe- | 8Uhrmorg.| &° o
matik ausdriickt: die Temperatur ist eine 18 i 2},/2
Funktion der Zeit. In mathematischer |77 . 70
Formelsprache schreibt man kurz 12 - 9
1 - 11°
— 2 - 120
t = f(z) 3 - 104
4 - 9°
wo t, f, z statt der Worte Temperatur, | 5 - 70
Funktion, Zeit gesetzt sind. 6 - 5°
7 - 41/°
8 - 4°

2. Veriinderliche und konstante Grofien. Damit sind als
etwas Neues verdnderliche oder variable GrofBlen eingefiihrt,
d. h. Zahlen, denen in der Formel t == f(z) jeder beliebige Wert
beigelegt werden kann. Gerade die Verwendung veréinderlicher
GroBen ist das Wesentliche bei der Einfithrung der Funktionen.
Die Zeit kann beliebig in dem obigen Beispiel ausgewihlt werden,
sie heilt deshalb die unabhingige Verdnderliche; dagegen
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ist durch die bestimmte Auswahl einer Zeit jedesmal die zuge-
horige Temperatur bestimmt. Die Temperatur heillt deshalb die
abhingige Verdnderliche.

Im Gegensatz zu den verinderlichen GréBen heiflen alle Grifen
mit einem fest gegebenen Zahlenwert konstant.

Man sagt deshalb: Wenn jedem Wert einer unabhingigen
Verinderlichen z. B.x ein bestimmter (im allgemeinen ver-
dnderlicher) Wert einer abhingigen Verinderlichen z. B.
y zugeordnet ist, so heiflit y eine Funktion von x.

Beispiele:

Iy =1, (1 4 at), die Liinge eines Stabes bei der Temperatur t0
ist eine Funktion der Temperatur t.

p - v = konst., das Mariottesche Geseta.

p:v=DR-T, das Mariotte-Gay-Lussacsche Gesetz.

Aber auch:

Der Siedepunkt des Wassers ist eine Funktion des Druckes.

Der Eisenbahnverkehr ist eine Funktion der Jahreszeit.

3. Das Achsenkrenz und die graphische Darstellung der
Funktionen. Zeichnet man in bekannter Weise ein rechtwinkliges
Achsenkreuz, s. Fig. 13, so gehoren zu jedem Punkte P zwei Zahlen:
seine Koordinaten. Man schreibt P (3; 2,5), d. h. P hat die Ab-
szisse 3 und die Ordinate 2,5. TUmgekehrt ist durch das Zahlen-
paar 3 und 2,5 der Punkt

eindeutig bestimmt. Damit Lepperatur
wird der Punkt zum geo- oo
metrischen Bilde des Zah- 2
lenpaares.
gﬂ
o P
sk 7
L 6°
3t 5°
_______ _?P
2 ; 49
7} E P
s R . 1 X )
3 -Z -1 d 1 2 3 4 5 & ar
_1_ 15’_
-2} ¢ | .
§ 9 0 #H 28 1 2 3 ¢ 5 ¢ 8
_3_

Fig. 13. Fig. 14.

Hat man eine Funktion y = f(x) zwischen den zwei Variabeln
y und x gegeben, so gehdrt zu jedem x ein bestimmtes y; d. h.
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durch die Funktion sind beliebig viele Zahlenpaare einander zu-
geordnet. Die Temperaturtabelle, wie jede Zahlentabelle iiberhaupt,
besteht aus solchen Zahlenpaaren. Zeichnet man jedes Zahlenpaar
auf, indem man in das rechtwinklige Achsenkreuz den zugehorigen
Punkt eintréigt, so erhdlt man ein Bild des Vorganges, den die
Funktion darstellt. In Fig. 14 ist das Bild des Temperaturver-
laufs nach der obigen Tabelle dargestellt. Handelt es sich um
einen Vorgang, der einen stetig sich dndernden Verlauf nahm, so
kann man die einzelnen Punkte durch eine Kurve verbinden. Die
Kurve heifit das Diagramm der Funktion.

Je mehr Werte auf dem Thermometer abgelesen wurden, um
so genauer wird das Diagramm den wabren Temperaturverlauf
wiedergeben. Anderseits konnen nachtriglich dem Bilde Tempe-
raturen entnommen werden zu Zeiten, an denen tatsiichlich nicht
auf dem Thermometer abgelesen wurde.

Noch sei darauf hingewiesen, dall man beim praktischen Ent-
werfen von Diagrammen nicht dieselbe Lingeneinheit auf beiden
Achsen abzutragen braucht.

4. Die gleichseitize Hyperbel. Wie lang sind die Seiten
eines Rechtecks zu wihlen, wenn der Inhalt 12 qem betragen soll?

Die Aufgabe besitzt unzihlig viele Losungen; aber wihlt man
eine Seite aus, so ist die andere damit eindeutig bestimmt, d. h.
die eine Seite ist eine Funktion der andern. Nennt man g die
Grundlinie und h die Hthe des Rechtecks, so kann man g = f(h)
setzen. Aber der mathematische Ausdruck der Funktion ist ja
bekannt, da g -h = 12 sein soll. Also wird

12

Das Bild dieser Funktion nennt man eine gleichseitige Hyperbel.
Um sie zu zeichnen, berechnet man zuerst eine Tabelle. Darauf
trigt man die gefundenen Wertepaare als Punkte auf und ver-
bindet die Punkte durch die gesuchte Kurve. Ubrigens bilden die
Koordinaten jedes Punktes zusammen mit den Abschnitten auf den
Achsen die gesuchten Rechtecke selbst, wie man in Fig. 15
gofort sieht.

Man kéonnte die Betrachtung auch umkehren, indem man die
Kurve, also das geometrische Gebilde, zuerst gegeben denkt und
fragt, mit Hilfe welcher Gleichung man die Koordinaten der Punkte
berechnen kann. Man findet die Geichung

In diesem Sinne heifit g-h = 12 die Gleichung der Kurve.
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Ganz allgemein soll jede Kurve, die durch eine Gleichung von

der Form

x.y=a,’

wo a irgendeine Konstante bedeutet,

gleichseitige Hyperbel heiflen.

dargestellt werden kanm, eine

h g 17;
“
0 o0 12
1 12 )
2 6 et
3 4 5
4 3 i
5 2,4 3l
7 1,7 7}
. 12 . .1. .. )

Setzt man fiir x einen negativen Wert, so wird auch y nega-
tiv, falls a positiv wie oben ist. Deshalb besitzt die gleichseitige
Hyperbel noch einen zweiten Zweig, der im dritten Viertel liegt,
sonst genau den gleichen Verlauf nimmt wie der erste Zweig im

ersten Viertel.

Ist a negativ, so liegen die beiden Zweige im zweiten bzw.

vierten Viertel.

5. Nomogramme, Bisher ist
nur das graphische Bild von Funk-
tionen mit zwei Variabeln entworfen
worden. Wie man bei drei Varia-
beln zu verfahren hat, soll an einem
einfachen Beispiel gezeigt werden.
Es sei

X-y=z.

Man setzt fiir z der Reihe
nach bestimmte Werte ein: z =5,
10, 15, 20,25,30 .. ... , und zeich-
net einzeln die Kurven x -y = 5;
xy=10;x-y=15usw. Dann
erhilt man ein sogenanntes Nomo-
gramm der Funktion x .y = z,
Kurve wird mit dem zugehdrigen

(z) z
0 <3
"
s\ NN
(ATRAURRANAN
6 \\ \ \%Z\\ '\
. 12
(y}z \(z)
AV N
2 Y ]
1 I
[T
23 4 5 6 7 8 9 10
(x)
Fig. 16.

das Fig. 16 zeigt. Jede
Werte von z bezeichnet; man



28 Algebra.

nennt diese Zahlen die Koten der Kurven. Die Fig. 16 ist eine
vollstindige Multiplikationstafel. Soll z. B. 8 - 7 abgelesen werden;
50 bestimmt man den Schnittpunkt der Koordinaten, die durch die
Punkte 7 bzw. 8 der Achsen gehen, und findet durch Abschitzen,
daB der Schnittpunkt auf einer Kurve mit der Kote 56 liegen
wiirde. Also hat man 8 -7 = 56 abgelesen.

Nomogramme findet man gerade in neuester Zeit auBeror-
dentlich hiufig in der technischen Literatur, besonders in einer
wesentlich verbesserten Form, die spiter angegeben werden wird1).

6. Die Funktion ersten Grades. Jetzt soll wieder von Funk-
tionen mit zwei Variabeln gesprochen werden, die in der Form
y = f (x) gegeben sind. Kommt x, die unabhiingige Variable, auf
der rechten Seite nur in der ersten Potenz vor, so nennt man y
eine Funktion ersten Grades von x.

Zinerst sollen die beiden Funktionen

ILy=2x und IL. y = 3x

/ graphisch dargestellt werden.
/ .

Es wachsen y und x proportional;
Q/ nach den bekannnten Sitzen der Geo-

3 3
—

___-_u-/fg

/
__4 _/_-

/ ./'
/
/

/

qu\-ﬁmm\lQ‘o
s —

(3

gung der Geraden
Geraden.

T 0 7 %
AN

/F

/

i
!
|
|
l
|
|
!
L, I
5
E]

-3

Fig. 17.

]

metrie iiber Proportionen miissen daher
die Bilder der Funktionen gerade Linien
gein. Setzt man x = 0, so wird auch
y = 0; beide Geraden gehen durch
den Xoordinatenanfangspunkt. Um
die Gteraden zeichnen zu kénnen, mufl
man noch je einen Punkt berechnen.
InT ist z. B. P (3; 6) und in IT Q (3;
9) je ein Punkt. In Fig.17 sind beide
Geraden gezeichnet. Man erkennt, dafl
die Gerade II steiler verlduft als die
Gerade I, offenbar weil die Vorzahl von
x im zweiten Falle gréBer ist als im
ersten. Diese Vorzahl von x heifit
deshalb die Richtungskonstante
oder auch das MaB fiir die Stei-

Kurz sagt man wohl auch die Steigung der

Die Steigung ist gleich dem Tangens des Winkels, den

1) Durch drei Koordinaten x,y,z ist in einem rdumlichen Achsen-

kreuz ein Punkt bestimmt.

Man kann im Raume die Fliche x.-y =1z

gebildet denken. Durch die Fliche denke man sich parallele Schnitte zur

(x,y)-Ebene gelegt in den Abstinden z = 5, 10,15 .

. von dieser Ebene.

Die Projektionen jener Schnitte auf die (x, y)-Ebene liefern das oben ge-
zeichnete Nomogramm,
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die Gerade mit der positiven Richtung der x-Achse einschliefit.
Aus der Figur liest man ndmlich ab:

6 9
ga= gh=3

o =63°26"; B=71°34,

Tritt zu 2 x noch ein nur konstanter Summand hinzu, betrachtet
man also z. B. die Funktion

I y = 2x | 4,

so ist jede Ordinate der Geraden I um dasselbe Stiick 4 zu ver-
lsngern. Das Bild der Funktion IIT wird eine parallele Gerade
zu I. Insbesondere wird auch der Nullpunkt um das Stiick 4 auf
der Achse verschoben, so daB die Gerade auf der y-Achse das
Stiick 4 abschneidet. Zusammenfassend ist das Ergebnis:

Jede Funktion ersten Grades y = ax-}-b besitzt als
graphisches Bild eine gerade Linie. Die Vorzahl a von
x heiBt die Richtungskonstante oder die Steigung der
Geraden; sie ist gleich dem Tangens des Winkels, den
die Gerade mit der positiven Richtung der x-Achse bildet.
DasvonxfreieGliedbgibtan,welches Stiick die Geradevon
der y-Achse abschneidet.

Die Gerade geht durch den Nullpunkt des Achsen-
kreuzes, wenn das nur konstante Glied Null ist, die Funk-
tion also die einfache Form y = ax hat.

Beispiele: 1. 3x 44y = 24,

Denkt man die Funktion nach y aufgeldst, so enthilt die rechte
Seite x nur in der ersten Potenz. Also ist es die Gleichung einer
Geraden.

Man bestimmt zwei Punkte, indem man am einfachsten zu-
erst x = 0 dann y = O setzt. Die Punkte sind die Schnittpunkte
der Geraden mit den Achsen. Man erhilt

x=0;,y=6 und y=0; x= 8.
Nach y aufgelost, heifit die (tleichung

y=—20,75x 4 6,
daher ist
tg o = — 0,75; o = 143°10'

2. Ein Kupferdraht von der Linge 1, gemessen in Metern,
dem Querschnitt ¢, gemessen in Quadratmillimetern, besitzt den
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‘Widerstand, gemessen in Ohm, von der Grifle

b
55 q

Es soll eine Figur gezeichnet werden, aus der fiir gegebene
W und 1 der Querschnitt q abgelesen werden kann.

Die Formel ist eine Funktion zwischen drei Variabeln, deren
Setzt man der Reihe nach fiir q

Nomogramm zu zeichnen ist.

die Werte 0,1; 0,2;... 1 ein, so erhélt man die Funktionen
56 W=1; 11 W=1; 16,6 W =1; usw.

49
08
o7
0,6
w)
95
o4
0,3
g2
91

7

14
"7 ()
0,1 0,15
74
02
// a>
P %)
/ L
/1 L
7 3 [ (115) 7 § 9 10
Fig. 18.

Das sind aber
gerade Linien durch
den  Koordinatenan-
fangspunkt. In Fig.18
sind sie gezeichnet.

Beim Entwerfen
des Nomogramms hat
man darauf zu achten,
dafl die benachbarten
Geraden nicht zu nahe
beieinanderliegen, aber
auch, dafl sie nicht zu
grofle Liicken zwischen
sich lassen, damit man
noch gut interpolieren
kann. Das erste er-
reicht man, indem man
die MaBeinheiten ent-
sprechend wihlt; den
Abstand zwischen den

Kurven kann man verringern, wenn man weitere Geraden ein-
schaltet, wie hier z. B. fiir ¢ = 0,15.

7. Graphische Auflésung von Gleichungen ersten Grades. Es
soll die Gleichung

1
-x
2—!—

X =

1
3

7

4

gelost werden. Zunichst bringt man sie auf die Form

1 1
PR

4

— Ty

und betrachtet den links stehenden Ausdruck als eine Funktion von x.
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Demgemif- setzt man

117
P T S
und 138t hierin x alle Werte von — oo bis - 00 durchlaufen.
Das Bild der Funktion ist eine gerade Linie, von der man die
beiden Punkte

x=0;,y=—17 und x=86; y=3,25

berechnet. In Fig. 19 ist sie aufgezeichnet.

y ist gleich Null in allen Punkten der x-Achse und nur in
diesen. Daher erhilt man den Wert von x, fiir den y = 0 wird,
also die Wurzel der Gleichung, im Schnittpunkt der Geraden mit
der x-Achse. Man liest x = 2,1 ab.

Es sind die Gleichungen

5 1
L 3 x 3 y=2
II. 10x+ 3y =60
zu l6sen.
Jede der Gleichungen ist eine Funktion zwischen den Varia-
beln x und y, deren Bilder gerade Linien sind. Man berechnet
je zwei Punkte '

L x=0;y=—4 und y=0; x==1,2
I. x =0; y=20 und y=0; x =86.

y

na y/uy

—t L " X
ST o A Z 3 ¥ 3§ 7
P
-9
-5}
Fig. 19. Fig. 20.

In Fig. 20 sind die Geraden gezeichnet.

Jedem Zahlenpaar, das einer der Gleichungen geniigt, ent-
spricht ein Punkt. Dem Zahlenpaar, das beiden Gleichungen ge-
niigt, mufll ein Punkt entsprechen, der auf beiden Geraden zugleich
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liegt. Das ist der Schnittpunkt der Geraden. Seine Koordinaten
sind die gesuchten Wurzeln der Gleichungen. Man liest ab

x = 3,6; y = 8.
8. Die Funktion zweiten Grades. Die aligemeinste Form

der Funktion zweiten Grades, die also x in der zweiten und keiner
héheren Potenz enthilt, ist

y =ax2—+4bx ¢,

wo a, b und c¢ irgendwelche Konstanten sind.

[y |

|

]
<

\
\
\
R

ELn

—

-3 -2 - 7 B B

Iy Y S I Y e Y]
At
RO Sy OO

Fig. 21.

Es werde der einfachste Fall y — x2 zuerst betrachtet. Sein
Bild, das nach der obenstehenden Tabelle in Fig. 21 gezeichnet ist,
heilt eine Parabel. Die Parabel liegt zur y-Achse symmetrisch.
Die Symmetrieachse der Parabel heifit auch bei jeder beliebigen
Lage der Kurve ihre Achse. Das charakteristische Merkmal der
Kurve ist: Wenn die eine Schar der Koordinaten (bier die Ab-
szissen) nach der gewdhnlichen Zahlenreihe zunimmt, dann wchst
die andere Schar der Koordinaten (hier die Ordinaten) quadratisch.

Die Kurve ist zugleich eine graphische Tabelle der Quadrat-
zahlen und, umgekehrt, der Wurzeln. Zu jeder Zahl gehort eine
Quadratzahl. Alle Quadratzahlen sind positiv. Aber zu jedem
positiven y erbdlt man zwei Wurzelwerte, die denselben absoluten
Betrag, aber entgegengesetates Vorzeichen besitzen. Quadratwurzeln
von negativen Zahlen gibt es dagegen nicht.

9. Graphische Auflosung von Gleichungen zweiten Grades.
Es soll die Gleichung
X2 + 6X + 7 ——1 O

gelost werden. Genau wie oben denkt man sich x als eine Variable
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und setzt
x246x47=y.
Das Bild dieser Funktion ist die in Fig. 22 gezeichnete Parabel.
Die Wurzeln hat man in den Schnittpunkten der Kurve mit der
x-Achse abzulesen; man findet

x = — 1,6} xg = — 4,4.
¥
x y ]
' 7
0 ! 7
1 | 14
2 23
R :
3 _ 9 2
—4 —1 71
-5 + 2 . , £
—6 47 —7-6‘-5U-40 7T 2
B -1
-3}
—3..

Fig. 22.

Die Parabel kann drei wesentlich verschiedene Lagen ein-
nehmen. Sie kann erstens die x-Achse schneiden und dann immer
in zwei Punkten. In diesem Falle besitzt die quadratische Glei-
chung zwei reelle voneinander verschiedene Wurzeln. Die Parabel
kann zweitens die x-Achse berithren; dann sind die beiden Wurzeln
reell und einander gleich. Drittens kann sie ganz oberhalb oder
unterhalb der x-Achse verlaufen, ohne sie zu schneiden. Die Glei-
chung besitzt keine reellen Wurzeln.

Reell heilen ssmtliche Zahlen, die man auf den Mafstiben
der Achsen ablesen kann.

Die der Zeichnung entnommenen Werte werden in den meisten
Fillen genau genug sein. Ergibt sich die Notwendigkeit, noch
eine Stelle mehr zu bestimmen, so kann man wie folgt verfahren.
Der bei sorgfiltiger Zeichnung nur kleine Fehler sei mit & be-
zeichnet, so da die erste Wurzel in Wahrheit den Wert

Xy =— — 1,6 + 8
besitzt. Dieser Wert muB die (leichung erfiillen; also ist

(—1,6 +8)2+46(—1,6428) +7=0
256 — 3,20 +32—9,6-+65+7=0.
Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 3
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Man will nur eine weitere Dezimalstelle bestimmen; auf diese
kann 82 keinen Einfluf mehr haben, kann also fortgelassen werden.
Dadurch bleibt fiir § eine Gleichung ersten Grades iibrig.

2,80 = 0,04
«_ 004
Q == —2:8— = 0,01.
Folglich ist der verbesserte Wert
% = — 1,6 4+ 0,01 == — 1,59.

Genau so konnte man x, verbessern. Da aber, wie spiter

. . . 2 . ? . p .
gezeigt werden wird, die Summe der Wurzeln gleich der mit um-
gekehrtem Vorzeichen versehenen Vorzahl von x sein muf, so findet

man sogleich aus
X 4% = — 86,

X9 == — 4,4:1

daf

sein mubfl.

10. Graphische Auflisung von Gleichungen beliebigen
Grades. Die fiir Gleichungen ersten und zweiten Grades herge-
leiteten Verfahren sind wertvoll zur Auflésung von Gleichungen
hoheren Grades. Als Beispiel soll die Gleichung

P x3—38%x2—12x430=0
gelost werden. Man zeichnet, siehe
/ Fig. 23, die Funktion
/ \
X y
b |

0 30

A / 1 16

| ’ / 2l 2

x |

-5 l—s zaravi\a %5 6 3i— 6
= = 35} {59

1A i

| 5|20
.1 AU B

| i 1438

[ 3 —21+34
| ot 351 0 T qg
i 0, _34{“’
Fig.23. L.

x3—38x2—12x+30 =1y
auf und liest in den drei Schnittpunkten mit der x-Achse die drei
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‘Waurzeln ab )
Xy == — 313, X9 == + 2,2, X3 = + 4,2

Diesmal ist die Mafeinheit auf der y-Achse wesentlich kleiner
gewihlt worden als die auf der x-Achse. Man achte darauf, daB
die Kurven die x-Achse geniigend steil schneiden, damit eine zu-
verlissige Ablesung moglich bleibt.

Um die Kurve sicher zeichnen zu konnen, mufl man im all-
gemeinen je zwei Punkte oberhalb und unterhalb der x-Achse in
nicht zu grofler Entfernung von ihr berechnen. Deshalb sind hier
die Werte x = == 3,5 eingeschaltet worden. Aber mehr Punkte
sind nicht notwendig; eher kommt man hiufig mit weniger aus.

Die rechnerische Verbesserung der Ergebnisse erfolgt, wenn
noétig, genau wie oben. Man laflt, da & nur klein ist, 32 und &3
fort, so daf eine Gleichung ersten Grades fiir 6 bleibt. Es sei z. B.

Xy /— — 3,3 + 6.
Dann muf} sein
{(—33+093%—3(—383+208)2—12(—3,3+293)430=0
35,937 - 32,676 — 32,67 -4 19,88 + 39,6 — 128 -+30=0

40,478 = — 0,993
— 99,3
8= Joa7 — 002
x; = — 3,3 — 0,02 = — 3,32.

Bei sorgfiltiger Zeichnung auf Millimeterpapier kann fibrigens
jede der Wurzeln auf zwei Dezi-
malstellen genau sofort abgelesen y" \
werden. =TT

Als letztes Beispiel mag @
noch ein Gleichungspaar héheren
Grades mit zwei Unbekannten
folgen.

24 y2=2h

x.y = 3. =

h . I R

\mL/
[

B3

Die erste Gleichung ist, wie \ ™
man unmittelbar erkennt, die
eines Kreises um den Nullpunkt 4
mit dem Radius 5. Die zweite \;Lg L
liefert eine gleichseitige Hyperbel. \-ﬂ
Sie ist hier in bekannter Weise F1g 2.
zu konstruieren (der ganz ele-
mentare Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion folgt spiter
in der Kurvenlehre). Die Schnittpunkte beider Kurven, siche

3*

£ G




36 Algebra.

Fig. 24, liefern die vier Losungspaare:
x =4,9; xp=06; 3= —0,6; xy = — 4,9
71 =08; ya=4,9; y3= —4,9; y, = — 0,6.

11. Die Funktionsskala. Das Diagramm der Funktion y = x2
ist eine Parabel, 'wenn man, wie iiblich, auf den Achsen die metrische
Skala abtrigt. In vielen Fillen ist es moglich, eine sehr viel ein-
fachere Kurve als Bild der Funktion zu erhalten, wenn man statt
der metrischen auf einer oder beiden Achsen eine andere Skala
abtrigt.

Hier z. B. setzt man

x2 =13
trigt auf der x-Achse die z-Werte ab, schreibt aber das zugehorige
x an. die Teilpunkte. In Fig. 25 ist die neue Skala fiir x ge-

metrische Skala von 2
1}123#5678910#131!”151617139202723232(‘ 26 37
élltéllll_’{l!1|Ilqll!l’llll5|l

1
Funktionsskala von
Fig. 25.

bijllet. Man nennt sie eine Funktionsskala von x, weil ja die Teil-
pulikte nach einer Funktion von x angeordnet sind.

] et | 2 e e

20

T
'
1
i
1
I
1
|
1
'
i
|
|
i
|
1
1
|

15+

10

o3
Fig. 26.
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Mit Benutzung dieser neuen Teilung auf der x-Achse wird
das Bild der Funktion wesentlich vereinfacht. Die Gleichung
lautet ja jetzt

y=x2=z;
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das ist aber eine unter 45° geneigte Gerade. In Fig. 26 sind
beide Bilder der Funktion nebeneinander gesetzt. Der Nachteil des
zweiten Bildes ist der, daB sich schwieriger interpolieren léfit.

Als zweites wichtiges Beispiel sei die lingst bekannte Funk-
tionsskala des Rechenschiebers erwihnt. Sie wird so hiufig ver-
wendet, daf man sogar im Handel quadratisch geteiltes Papier mit
logarithmischer Teilung fiir wenige Pfennige erhilt.

Seine Verwendung sei an dem einfachen Beispiel der Mul—
tiplikationstabelle

a-b=c

erlautert. Da die Teilungen logarithmisch sind, hat man dafiir
log a -+ logb = log ¢
zu schreiben. Setzt man
loga =x; logh =1y; loge =z,

80 lautet die Gleichung
fc)

x+y=z % 2
y . SESNE
oder y=—x-+1z. ; AN 9&
Fiir konstant gewshltes z P N\ A NUNANLY
sind das gerade Linien, 5 AN >
die mit der positiven Rich- 45 T SN
tung der x-Achse Winkel BN 1 ~
von 135° einschlieBen. (@) 5| >\ 22 | N (c)
Freilich mufl auf den 25 SN\ \%< N -
Achsen die logarithmische RW $ N
Teilung abgetragen sein. 1g < N
Dann aber geht man am 16 NA S
einfachsten auf die ur- 1#<1; <
spriingliche Gleichung 1B SHONANA
a-b=c Ky 3{513,54 455 6 7 85
zuriick. Sucht man z. B. Fig. 27.
die Grerade
a- b. =,

die also die Kote 7 trigt, so erhilt man
fir a=1,b=17
und fir b==1, a == 7;

d. h. die Gerade verbindet die Teilpunkte 7 der beiden Achsen, da
ja alle Punkte mit der Ordinate a = 1 bei der logarithmischen
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Teilung auf der horizontalen Achse, und alle Punkte mit der

Abszisse b = 1 auf der vertikalen Achse liegen.
Das Nomogramm ist in Fig. 27 gezeichnet.

Schon oben war erwiihnt worden, daB man Nomogramme noch
in anderer, wesentlich schénerer Form zu zeichnen vermag. Die

Romm 50 Woms
w0

~ 350
RNy —300

[N 250

150 N

Fig. 28.

keineswegs schwierige mathemetisthe Theorie dieser neuen Form
geht doch iiber die hier zur Verfiigung stehenden Kenntnisse hinaus.
Aber grade so wie die Berechnung der Logarithmentafel dem
nicht bekannt zu sein braucht, der mit der Logarithmentafel
rechnen will, sofern er nur weif}, wie er mit ihr zu rechnen hat,
so kann es auch ganz gleichgiiltig bleiben, wie die Nomogramme
entworfen sind, wenn man sie nur zu benutzen versteht.

4500
—+-00a

3568

-+-7008

-+ 900
-+ 800

—T— 700

-+ 600
~

-+ 522

—+ %00
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Das wesentlich Neue ist: Statt der kotierten Kurvenscharen
der alten Form hat man nur eine Kurve, die eine Funktionsskala
trigt. Fand man bisher die drei zusammengehorigen Werte in
einem Punkt, in dem sich drei Kurven, némlich die zwei Koordi-
naten und eine kotierte Kurve, schnitten, so liegen jetzt die drei
zusammengehdrigen Werte auf einer Geraden, welche die drei
Ziahlenwerte verbindet. Als leicht nachzurechnendes Beispiel ist in
Fig. 28 ein Nomogramm fiir die Widerstandsmomente eines Recht-
ecks in der neuen Form gezeichnet. Eine solche Verbindungs-
gerade ist eingezeichnet; sie liefert fiir A = 2,4 und h = 200 mm
das Widerstandsmoment W = 560 cm3.

Auch fiir vier und mehr Variable 148t sich meist ein Nomo-
gramm #hnlicher Art zeichnen. Entsprechend den verschiedenen
Methoden, die beim Entwerfen moglich sind, ist auch die Art der
Ablesung verschieden. Allen gemeinsam ist, dafl zusammengehorige
Werte auf Geraden zu suchen sind. Jeder fertigen Tabelle mufl
eine kurze Anleitung zum Ablesen beigegeben werden. Es ist
nicht schwierig, sich in der technischen Literatur Beispiele aller
Art zu suchen.

12. Der Inhalt bei der gleichseitizen Hyperbel. Gegeben
sei die gleichseitige Hyperbel mit der Gleichung x -y =1. XEs
s0ll ein Abschnitt berechnet werden, der von einem Stiick
der Kurve, den Grenzordinaten und der x-Achse einge-
schlossen wird1).

a) Der Abschnitt von der Abszisse 1 bis x ist ebenso-
grol wie der Abschnitt von der beliebigen Abszisse a
bis a - x. .

Die Richtigkeit des Satzes kann man leicht einsehen. Da
y = 1:xist, so nehmen die Ordinaten in demselben Verhiltnis
ab, wie die Abszissen zunehmen. Denkt man die Flichen in
schmale rechteckige Streifen zerlegt, so wird also die Breite im
selben Mafle zunehmen miissen, wie die Hohen abnehmen. Hin
Streifen von der Breite x — 1 liegt zwischen den Hohen 1 und 1 :x;
dagegen liegt ein Streifen von der Breite ax — a == a(x — 1) nur
zwischen den Hghen 1:a und 1:ax- Die Breite ist zwar a-mal so

1) Wie der Kreis eine spezielle Ellipse, gewissermafen die gleich-
seitige Ellipse, ist, so ist die gleichseitige Hyperbel ein spezieller Fall der
allgemeinen Hyperbel. Die Berechnung des Kreisinhalts fiihrt auf die be-
kannte Zahl w = 3,1416; gradeso fiihrt die Berechnung des hier gefor-
derten Abschnitts der gleichseitizen Hyperbel zu einer ganz #hnlichen
transzendenten Zahl e = 2,71828. 'Wihlt man den Kreisradius r = 1, so
wird der Kreisinhalt unmittelbar == =; dhnlich so ist es auch hier vorteil-
haft, von der gleichseitigen Hyperbel x - y = 1 auszugehen.
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groB geworden, aber die Hohe auch nur der a*® Teil wie vorher.
Daher werden beide Flichen gleichen Inhalt besitzen.

Der exakte Beweis wire so zu filhren. In Fig. 29 sind die
Flichen in je vier gleichbreite Streifen zerlegt und durch Recht-
ecke ersetzt. Die Inhalte dieser Streifen sind, da die Héhen

1 .
jedesmal y = — sind,
X
. x—1, ,_1 ax—a _ x-—1
11=1' 4‘ ] 1,-—-;' 4 _1' 4
; 1 x—1 i 1 ax-—a 1 x—1
9 == - .
: x—1 4 7’ 2 ax—a 4 x—1 4
1 7 a4 4 14 i
. 1 x~—1 . 1 ax—a 1 x—1
= x—l -’ BT ax—a 4 x—1 4
1+2 a2 1_,_2“,4.¥

usw.

Immer ist i) = 1}; iy = ;i’g usw.

Die Teilung der Fla-
chen kann beliebig fort-
gesetzt werden, so daff die
Summe der Rechtecke be-
liebig genau gleich dem
Inhalte der von der Kurve
begrenzten Fliche gemacht
werden kann. Dann wird
allgemein

ip = 11’1
Fig. 29. und

i, = i},

Man kann den gefundenen Satz in einer Formel kurz so
ausdriicken

]

a.x
=J,
a

b) Jetzt sollen die Abschnitte immer mit der Abszisse 1 be-
ginnend gedacht werden. Sollte der Abschnitt an irgendeiner
andelen Stelle hegen 80 kann er immer bis zur Abszisse 1 ver-
schoben werden, wie der vorhergehende Satz lehrt.

Dann 146t sich die folgende Formel iiber die Addition zweier
Abschnitte beweisen :

J -+ J = J

1



Funktionen und ihre graphische Darstellung. 41

In Fig. 30 sind die beiden Abschnitte von 1 bis %, und von
1 bis x5 durch verschiedene Schrafﬁerung hervorgehoben. Den
zweiten verschiebt man nach rechts bis er in x; beginnt statt in 1,
dann muf er, wie vorher gezeigt, bei Xy - Xy aufhdren, damit sein
Inhalt gleich bleibt. Damit ist aber ein zusammenhingender Ab-
schnitt von 1 bis %, - X, entstanden. In Formeln:

X X1-X2 X1+X»
J + J = J +J=1J.
X 1

¢) Da alle Inhalte in 1 beginnen, so hingt ihre GréBe nur
noch von der Endabszisse x ab. Mit andern Worten, die Inhalte
sind Funktionen von x. Also ist J = f(x), und die letzte Glei-
chung wird

f(x;) + f(xg) = £(x - x9).
In dieser charakteristi-
schen Funktionalgleichung
erkennt man unschwer die
Logarithmengleichung

logx; +logxy =1log (x{ - xy)

wieder. Es mag daher so-

fort die Funktion mit Lo~

arithmus bezeichnet wer- .

ﬁen; auch der Nachweis, Fig. 30.

daBl es sich wirklich um

Logarithmen handelt, wird sogleich erbracht werden. Diese neuen
Logarithmen sollen natiirliche Logarithmen genannt werden. Daf
es keine dekadischen sind, laft sich leicht feststellen, wenn man
nur irgendeinen Flicheninhalt, etwa bis zur Abszisse 2, durch
Nachmessen feststellt. Zur Unterscheidung von den dekadischen
Logarithmen schreibt man

Inx 4 lnxy = In (x; - x).
d) Jetzt soll der Nachweis folgen, dafl es sich wirklich um die
gewdhnliche logarithmische Funktion handelt. Es ist

Inx®=n-lnx.

Ist némlich n eine positive, ganze Zahl, so gilt

Inx*=In[x-x-x...(n-mal)j =Inx++Inx~+Inx+...(n-mal)
=n-lnx.

Weiter sieht man aus der Figur, dafl In1 = O ist. Daraus
folgt
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1 1/
Inx4+Inh—=Inx -~ =In1=0
x x
oder
In—=—Inx
X
und fiir negative ganze Exponenten
Inx2=Iln—=—Inx"= —nlnx.

x0

Endlich kann die Formel auch fiir Bruchexponenten bewiesen
werden. Setzt man ’

P
x% =1z, so wird xP = z4

also
In xP = Iln z¢
oder
p-lnx=gq-Ilnz
und

lnz—:glnx.

P
DaB aber z = x9 ist, so lautet die letzte Formel

Inx9 = »Blnx.

Somit ist fiir alle Arten von Exponenten bewiesen, daf

Inx"=mn-Inx
ist.

Irgendein Inhalt hat sicherlich die GroBe 1. Da J =lnx
ist, so gibt es folglich einen Logarithmus, der den Wert 1 be-
sitzt. Die Abszisse, bis zu der dieser Inhalt 1 sich erstreckt, sei
e genannt, so daf

Ine=1

wird. Hierauf die letzte Formel angewendet, liefert
Ine® =mn-lne=n.

Dies aber ist die gewthnliche Definitionsgleichung der Loga-
rithmen zur Basis e. '
Es sei hier nochmals an die Logarithmendefinition erinnert.

Aus
a
a" = b folgt n = log b
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oder, da ja b == a® ist:
a
n = log a"

ZusammengefalBt, ist das Ergebnis:

J=Inx
oder auch
el = x

e) Zur Berechnung der Basis e kann man noch eine Formel
herleiten. Zu dem Zwecke berechnet man den Inhalt eines Ab-
schnitts ganz #hnlich, wie man es beim Kreis tat, um = zu er-
halten. Man ersetzt doch den Kreis durch ein regelmiBiges Viel-
eck, zerlegt also den Kreisinhalt in lauter gleich grofle Dreiecke,
deren Spitzen im Kreismittelpunkt liegen. Gradeso macht man es
hier; nur muf} man statt der Dreiecke gleichgrofe Rechtecke wihlen.

In Fig. 31 ist die
Zerlegung in gleich- ¥
grofle Streifen ange- \
deutet. Der erste soll
von 1 bis a reichen. Da-
mit der nichste gleich-
grofl wird, muf} er, wie
oben bewiesen, von a
bis a-a = a? reichen,
der dritte von a2 bis C =
a3 usw.,, der n% von 7 e et ar
at—! bis a®, Damit soll Fig. 31.
die ganze Fliche aus-
gefiillt sein, folglich muB a® = x werden. In Formeln ist die
Zerlegung so auszudriicken

X a a2z a3 all
J=JT4T4+JT4 - +J,
1 i a a2 an—1
WO
al = x
ist.

Ersetzt man die Streifen der Figur zuerst durch Rechtecke,
%0 ist jeder Inhalt

»Lﬁﬂ

=1(a—1)

also der ganze Inhalt aller Rechtecke
X
J=mn(a—1;
1
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Noch weil man nicht, wie groB a zu wihlen ist. Die Zahl a
mufl offenbar herausgeschafft werden, da man ja, um den wahren
Inhalt zu bekommen, n unendlich gro8 machen muB. Aus der
letzten Gleichung folgt, dafl

a:lﬂ—%

ist. Anderseits war x = a® und endlich, weil, wie schon oben
gezeigt,

X = ¢

ist,
J\n
an=eJ=(1—|——£)fﬁr n = oo.

Dies schreibt man kurz so

=)l

Wihlt man insbesondere das Flichenstiick, dessen Inhalt J

gleich 1 ist, so wird
1 A
[+ 2.
D/ In=w
Man bekommt

fir n =1 den Wert 2

» D=2 » 2,25

y D=3 » 2,37

w D=4 » 2,44 usw.

Zur praktischen Berechnung von e ist die Formel nicht brauch-
bar. Nach besseren Formeln findet man

e =2, 71828 .....

f) Endlich mag auch noch die Gleichung der gleichseitigen
Hyperbel in der allgemeinen Form
X-y=¢

angenommen werden, wo ¢ irgendeine Konstante bedeutet.

Man teilt die Strecke von 1 bis x genau wie vorher ein. Aus
x -y = ¢ folgt aber fir x = 1 die' erste Ordinate y = ¢, so dafl
der Inhalt eines einzeluen Rechtecks wird

=c (a—1)

»L(p
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und folglich

[
c
X = \1 + -IT> n=w.

Es tritt, mit andern Worten, an die Stelle von J iiberall
J .
?; daher wird

-g:lnx oder J=oc-Inx.
Soll ein Flichenstreifen zwischen den Abszissen x; und x,

berechnet werden, so faBlt man ihn als Differenz der beiden Ab-
schnitte von 1 bis x; und 1 bis x3 auf und findet

J = clnxy — clnx; = ¢ (Inxy — Inx;)

J=cln2-

X
Da x, -y, =c und x4 -y, == ¢ ist, so wird
_ N
Xy J2 ’
also ist der Inhalt auch
J=clnt.
Y2

g) Die natiirlichen Logarithmen findet man aus Tabellen.
Eine graphische Tabelle 148t sich leicht herstellen, wenn man
niherungsweise einige Inhalte bestimmt, indem man z. B. die
gleichseitige Hyperbel auf Millimeterpapier aufzeichnet und die
Quadratmillimeter abzihlt. Zugleich benutzt man die Formel

Inx; 4+ In xy = In (x4 - Xy),

um noch einige Werte mehr zu berechnen. Die gefundenen Werte
trigt man als Ordinaten auf und verbindet die Endpunkte durch
eine Kurve, dann hat man eine vollstindige graphische Tabelle.
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Vierter Abschnitt.

Die algebraische Auflosung von Gleichungen.

1. Die Auflgsung der quadratischen Gleichungen. Eine
Gleichung, welche die Unbekannte x in der zweiten und keiner
hoheren Potenz enthilt, heiit eine quadratische Gleichung. Die
allgemeinste Form einer solchen ist

ox?+f8x+y=0,

wenn o, B3, y irgendwelche Konstanten sind.
Dabei sind aber nur zwei konstante Gré8en wesentlich, denn
o8 ldft sich schreiben
' B

x2+~x+l:0
o

o
oder auch
x2+4ax+4+b =0,
wenn fg == a und é— = Db gesetzt wird.

Auf diese Normalform ist jede quadratische Gleichung zu
bringen. Die Grofe der Wurzeln ist allein bestimmt durch die
Werte der zwei Konstanten a und b. Setzt man fiir a und b
alle Zahlen von — 0o bis + 00 ein, so erhilt man alle méglichen
Gleichungen und auch Wurzelwerte. Besonders einfach werden:
die Ergebnisse, wenn a oder b gleich Null ist, so da8 man vier
Fille unterscheiden kann.

I. a=0;b=0
x2 =0

x=20; =0

II. a£0;b=0
x24ax =20
x(x4a)=0.

‘Wenn ein Produkt O sein soll, so mufl ein Faktor O sein.
Also ist entweder
Xy = O
oder
x+a=0; xg=—a.
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L a=0;b=0

x24+b=0
x2= —b
x==+V—b

Vb x——V—b.
Man erhilt nur reelle Wurzelwerte, wenn b eine negative

Zahl, also — b positiv ist. Wurzeln aus negativen Radikanden
heiBen imaginéire Zahlen im Gegensatz zu den reellen Zahlen.

IV. a+£0; b+ 0
x24ax-4+b=0
x2 - ax=—D>.

Man erginzt die linke Seite zu einem vollstindigen Quadrat
nach der Formel a2 | 2ab + b2 = (a -+ b)%

wte gt (5 =(5) -

2
(x+——;¥)2—3§———b
S VE
x:—%i f—b

Beispiel:
3x24-8x+5H=0

x2—|—§x+%='0

5
9 4 2 — __ Y
¥4y 3
4 42 16 5

2 i T =

xt+2 3""'(3) 9 3
LA L
(X 3)—9
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4 1
il S
x+3 3

4 1

_— 4

x 3 3
X1=—1; X2=——%.

2. Beziehungen zwischen denm Wurzeln und Vorzahlen.
In jeder in der Normalform gegebenen quadratischen
Gleichung ist die Summe der Wurzeln gleich der Vorzahl
von x, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen, und das
Produkt der Wurzeln gleich dem von x freien Gliede
mit demselben Vorzeichen.

a a2
XI:—‘—E‘—'—VT—']J

a a?
X2=_*§-—V*Z—"b
X X = —a B

und nach der Formel
(a 4+ b) (a — b) = a2 — b2
a? a?
(5
X4+ X9 = -} b.
Beispiel :
x2—bx +6=0
Fh=x+x; +6=x 3
Xy = 2, X9 = 3.
Jede quadratische Gleichung mit den Wurzeln Xy
und x, 1aBt sich auf die Form (x — x;) (x — x3) = O bringen.

x2 4+ ax4+b=20
a=—(x; + x); b==x-x
x2— (%) + Xg) x %y xg =0
x2—x-% — XX+ % Xy =0
TE—x) —Xx—x)=0

(x—x) (x —x9) = 0.
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49
Aus
a a2
_——— T e —
x 2 =+ 1 b
folgt: Man erhilt

2
. a
2 reelle, verschiedene Wurzeln, wenn 4 > b,

2
2 reelle, gleiche » » aT =b,
2 iﬁaginﬁre

a? .
» o ” ’Z‘ < b ist.

3. Die Auflésung quadratischer Gleichungen mit dem
Rechenschieber. Man stecke den Schieber umgekehrt in den

Rechenstab hinein. Dann stehen die Teilungen untereinander, wie
es Fig. 32 zeigt. Unter jeder Zahl a der oberen Teilung steht
unten 10:a, denn auf der unteren Teilung mift man das Stiick,

wE 8 & 9 § ] £ 4 I
‘Iil — 1 . l‘ T { T T lJJ
1 2 K] ¥ 5 6 7 8 910
\____V—_.J
10:a
Fig. 82.
a
———— 's
1 2 3 4 5 5 7 8 810
L T T T I T T | U —
C1T T | T T T T é 4;
o 68 4L 9 S # £ N
$:a
Fig. 33.

welches a zn 10 erginzt. Bei unserer logarithmischen Teilung
hat das Stiick aber die Linge 10:a. Ganz entsprechend liest man
in Fig. 33, bei welcher die 1 der unteren Teilung unter die 4 der
oberen gestellt ist, zu jeder oberen Zahl a unten 4:a ab.

Irgendeine quadratische Gleichung, z. B.
x2—8x + 12 =0,
1i8t sich auf die Form bringen

x-——8—|—g=0,
X
oder

x+lg=8.
x

Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl.
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Stellt man die 1 des Schiebers unter die 12 der oberen
Teilung, so hat man je zwei Zahlen untereinander, die x und
12 :x bedeuten. Man sucht jetzt diejenigen, die zusammen die

I's
1

v
5 678391012 20 30 4060 80 100
T TLIT. = S——, i o o =

-

©HHN
S e,
rHe

T T T T T TTT T
oov08 09 0% 08 02 72 X] §

™

Fig. 34.

Summe 8 besitzen. Man findet in Fig. 34 sofort die Werte36
und 2. Also sind die Wurzeln

Xy — 6 und X9 = 2.

4. Nomogramme zur Auflésung quadratischer Gleichungen.
‘Wie schon erwihnt, erhilt man alle moglichen quadratischen
Gleichungen, wenn man fir a und b alle Werte von — oo bis
-+ 0o setzt, mit andern Worten, wenn man a, b und x als Variable
auffaBt. Damit wird die Methode der Nomographie anwendbar, die
frither fiir Funktionen mit drei Variabeln entwickelt wurde. Zu
dem Zwecke setzt man fiir x konstante Werte ein; dann behilt man
Gleichungen ersten Grades, deren Bilder gerade Linien sind. Z. B.

x=1;14a-}+-b=0

a=0; b=—1 und b—/—:O; a=—1
x=2;4+2a+b=0
a=0; b=-—4 und b=20; a = — 2 usw.

(%l .
ALY A T, Die Geraden um-
1 \\l\ 2 ”Zt / " hiillen als Tangenten eine
\ 4 I ] Parabel und konnen, so-
\\\\\ \ 4 //”"” bald man nur 2 in diesem
N | 1 Falle kennt, leicht kon-
i \‘ \\ \\ \\\ - fe 7 iria strulert werden, wenn
}? WAAN H ) man die langwierige Aus-
- NG d 51,1 ;I‘;‘TI ] #@) rechnung, die oben an-
‘ \" X\* X\“\= N7 I IININIE gedeutet ist, vermeiden
LR e IAIEININ will. In Fig. 35 ist das
B ‘\‘u‘\ {H \ \ A / ] / l’ }ﬁr Nomogramm gezeichnet.
1 \ \\ \ v/ / I/ LT Als Beispiel betrachte
! Ty BN / i man die Gleichung x2—
1 \ / 111 6x -+ 6 =0. Man liest

(%) ) die Wurzeln x; = 4,7;
Fig. 85. xg = 1,3 ab.
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In Fig. 36 ist ein Nomogramm in der verbesserten, friiher
beschriebenen Methode entworfen.
Die gestrichelte Gerade liefert zur Gleichung

x2—6x4+25=0 "
die beiden Wurzeln
Xy = 0,5, X9 = 5,5.
Auf der linken Geraden ist a, auf der rechten b abzulesen.
Auf der Kurve kdnnen zuniichst nur positive Wurzelwerte ge-
funden werden. Fiir die negativen verfihrt man wie folgt. Die

Gleichung sei:
x24x—6=0.

Zu a=1 und b == — 6 findet man die Wurzel x; = 2.
Jetzt setzt man x = — z, dann wird die Gleichung
22 —2—6=0. '
Zu a=—1 und b = — 6 findet man die Wurzel z = 3,
also ist die zweite Wurzel xy = —z = — 3.

5. Gleichungen mit mehreren Unbekanntem. Soll eine
Losung der Aufgabe moglich sein, so braucht man genau so viele
Gleichungen, wie Unbekannte vorhanden sind. Man l6st die Glei-
chungen, indem man eine Unbekannte nach der andern heraus-
schafft, bis nur eine Gleichung mit einer Unbekannten iibrigbleibt.
So leitet man z. B. aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten
zuerst zwel Gleichungen mit zwei Unbekannten, dann eine Gleichung
mit einer Unbekannten her. Diese wird in gewohnlicher Weise
aufgelost. Die Zuriickfiihrung auf weniger Unbekannte geschieht
hauptsichlich nach zwei Methoden

Die Additionsmethode.

Man multipliziert die obere Gleichung mit 5, die untere mit
— 3, damit die Unbekannte x in den beiden Gleichungen die-
selbe Vorzahl mit entgegengesetztem Vorzeichen erhilt. Darauf
schafft man diese Unbekannte durch Addition der Gleichungen
heraus.

15x+4+20x =90 .

—15x — 21y = —93
—y=——3
y=3.

Gtenau entsprechend kann man y herausschaffen.
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21x 4+ 28y = 126
—20x — 28y = — 124
x = 2.

Die Einsetzungsmethode.

(x 4 2)2 4 (y + 3)2 = 89

x4y =S8.
Aus der zweiten Gleichung berechnet man x
x=8 —y

und setzt diesen Wert in die erste Gleichung ein.
(10 — )+ (y -+ 3)2 = 89
100 — 20y +y24y2+6y+ 9 =89

2y — 14y =—20

y2— 7y=—10

2
(o)==

=25 yi=2.
Die gefundenen Werte setzt man in die Gleichung x = 8 — y
ein, so daB die zugehdrigen x-Werte sind

x; = 3; X9 = 6.
" 1 ) 2

Fiinfter Abschnitt.
'

Potenzen, Wurzeln und- Logarithmen.

1. Das Potenzieren und seine Umkehrungen. In Fig. 37—39
gind die drei Kurven x4+ y=4; x-y =4 und x¥ =64 ge-
zeichnet. Die erste und die zweite Kurve liegen symmetrisch zu
den Achsen; sie #ndern sich also nicht, wenn man x und y mit-
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einander vertauscht.

Algebra.

Es bleiben ja auch Summe und Produkt un-

verindert, wenn man die Summanden bzw. Faktoren vertauscht.

Daher besitzen diese Rechnungsarten nur je eine Umkehrung,
nimlich die Subtraktion bzw. Division. Betrachtet man x als die
gegebene Grofle, so liest man auf der y-Achse simtliche Diffe-
renzen 4 — x bzw. séimtliche Quotienten 4 :x ab. Aber genau so
liest man umgekehrt auf der x-Achse 4 —y bzw. 4:y ab, wenn
man y als gegebene Grofle betrachtet.

. Ganz anderes Verhalten zeigt
die Funktion x¥ = 64. Die Kurve
liegt nicht symmetrisch zu den
Achsen, d. h. also, bei einer Potenz
darf man x und y nicht mitein-
ander vertauschen. Nur 24 = 42
und (— 2)~4 = (— 4)=2 gestatten
diese Vertauschung. Daher besitzen
auch die Potenzen zwei Umkeh-
rungen, die man Wurzeln und Lo-
garithmen genannt hat. Lost man
nach der Basis x auf, so erhilt
man aus

Y,
x=64; x =)64; .

y heilit der Wurielexpogent, 64 der Radikand.

Lost man nach dem Exponenten y auf, so erhilt man aus

X
x¥ = 64; y = log 64;

x heiBt die Basis des Logarithmus.
Diese Werte kénnen zugleich auf den Achsen abgelesen werden.
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Man findet z. B.
Vet =2; V6i=4; J64=38
log 64 = 6; log 64 — 3; 135 64 — 2.
2. Die Potenzen mit positiven, ganzén Exponenten. Eine

Potenz a®, wenn n eine positive, ganze Ziahl ist, ist die Abkiirzung
fir das Produkt aus n gleichen Faktoren 3. In Formeln

a=—a-.a-a.....(n-mal)
Aus dieser Definition ergeben sich die folgenden fiinf Regeln
fiir das Rechnen mit Potenzen.

a) Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem
man die Basis mit der Summe der Exponenten potenziert.

aP-ad=a-a-a..... (p-mal)-a-a-a....(g-mal)
=a-a-a..... (p -+ q-mal) |
= aP+4a

Beispiele:

x3.x7=x1% nt(3n2+ 2n) =308+ 2ns,

b) Potenzen mit gleichem Exponenten werden multipliziert,
indem man- das Produkt der Grundzahlen mit dem Exponenten
potenziert.

aP-bP=a-a-a..... (p-mal) -b-b-b..... (p-mal)
= (a-b)-(a-b)-(a-b)...... ' (p-mal)
= (a-bp
Beispiele: | -
ylog =597 (s —bf - (a-FbJP = [a —b) (a+b]]
= (a2 — b2)3.

¢) Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert, indem man
die Basis mit der Differenz der Exponenten potenziert.

a?  a-%-a. .. (p-mal)

2l w-%-a. (qmal)=a.a.a‘ - (p — q-mal)
p>q = aP—q, |
Beispiele: ‘
$3
= t; a’-b+a3-c=a3qa4'b+c).

”t? )

d) Potenzen mit gleichem Exponenten werden dividiert, indem
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man den Quotienten der Grundzahlen mit dem Exponenten potenziert.

a? _a-a-a....(p-mal) a 1':{' _(a)l’_
bp—b'b'b----(p~ma1)—b b b....(pmal)._ B

Beispiele:
v3 v\3  (r3 — g3)2 r3 — g3 \2 .
=) ((r_s)i = (=) = e

e) Potenzen werden potenziert, indem man die Basis mit dem
Produkt der Exponenten potenziert.

(aP)8 = aP . g . aP ... ., (q-mal)
=a-a-a..... (p-mal)
a-a-a..... (p-mal) q-Reihen
a-a-a..... (p-mal)
- a-a-a (p . q-mal) = aP- 4
Beispiele:

(@2 = a% [fa — bl = (o — B)12.

3. Die Potenzen mit negativen, ganzen Exponenten. Es
war z. B. ’

Soll diese Rechenregel in allen Fillen rein mechanisch anwend-
bar bleiben, so kommt man auf negative Exponenten. Z. B. wire

4
a
— = 4T = 33,

al
Anderseits ist aber
at 1

al  al—4 g3

Also erfordert die Allgemeingiiltigkeit der Divisionsregel, daB

1

—3 e .
a 23

ist. Man ‘definiert deshalb:

Unter einer Potenz mit einem negativen Exponenten
versteht man den reziproken Wert der Potenz, aber mit
positivem Exponenten.
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Es bleibt noch zu beweisen, daB neben der Divisionsregel
auch alle andern Rechenregeln fiir Potenzen bei dieser Definition
bestehen bleiben.

1 1 1
P — g—@+® == g-DP—
a) apaq___ap a,‘l_ap+q—a(p Q) —— g-P—1
1 1 1
—Db —P == — = = —P
b) a b P PR SE (a-b)
a8~ P 1 1
) T =
a— P 1 1 aP a\P a\"P
d = — =1:|5) = {5~
) b—P aP = bP 1 bP 1 (b) (b)
1 1 1
—D\—4q — = = = aP'q,
e (77) (a—P)@  (1:aP)a  1:aPd "
Anmerkung. XEs ist
an
a0 — a®— 0 == 1
zu setzen.
Beispiele:
. 1. . 1 1
Xs'x2=xl=;a (—c) 4“(_3)4=E4v
@)—-3 w2 u? 1
u—2? = (u?? T b T ut

4. Die Potenzen mit gebrochenen Exponenten. Es war z. B.

(3%)3 = 36. Soll diese Rechenregel immer gelten, auch wenn der
2\3
Exponent ein Bruch ist, so miifite z. B. (33 = 82 sein, und es
2
wire 33 eine solche Zahl x, dafll aus
2
33 =1x; 32=x%

folgen wiirde. Hiernach lieBe gich x durch Ausprobieren berechnen.
Die Allgemeingiiltigkeit der Potenzierungsregel erfordert deshalb die
Definition:
D

Unter einer Potenz mit einem Bruchexponenten ad
versteht man eine solche Zahl x, daB aP = x? wird.

Es bleibt zu zeigen, daB bei Zugrundelegung dieser Definition
auch alle andern Rechenregeln der Potenzen erhalten bleiben.
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AL R
a) (aq =7? al=1x; g=—x¢

aP — xP d — (xp)q

b RAY
aQ_xpz(aQ)
» r D-s r-q 1 \p-s _1\r-q
b) a%.a% = a8 aqsz(aqs (aq s)
1\p's+r-q P-8+q-r D
= a,q's - a q-8 =:.aq 8
P P E)
¢ a%-bl=17? al=—=rx,; aP == x4
P
= 'bp= q
b =y; Y
(a-bPP = (x - y)o
o P D
(8+b)l=x.y =al.pha
P D-8 1 \p-s
q q-s q-s 1 \p-s—q-r p-s—q-r
d) 2 A s = {aa-8 — 35 48
IT Ta T e T W@ =4
as ad 8 (aqs)
r_x
= a4 8
r
ad P
o) —p=? al == x; aP == x1
ba
P P — va
be —y; 2= » »
’(ap x \4 a\® x ad
v =5 ) =y==
y 7.2
AR EAR b
f) al)s =7 |ad)s = x; al==x8
aP = x1-8; apr=xqsr_(xr)qs
p-r EAR
aq“:x’—(aq)s
Beispiele:
2
2 1 x (l)‘* t 3 2 22 4
vy yi=7y% \y?] =y% T — g =t =t
£3

n
9. Wurzeln. Die n% Wurzel aus a, geschrieben J/a, ist eine
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) n
Zahl x, welche, zur n'® Potenz erhoben, a ergibt. Aus ]/;= x
folgt a =— x™.

Anderseits war
a® == x; a=Xx".
Daraus folgt, daB Wurzeln und Bruchexponenten dasselbe aus-
driicken, nur in andrer Schreibweise.
n_ 1
]/a =al.
Die Anwendung der schon bekannten Rechenregeln fiir Bruch-
exponenten auf Wurzeln ergibt in der neuen Schreibweise:

Va /%
3

d) pﬁ—pi}/‘r“ =" Yo
Va Ve

10}
Beispiele: e P R
3 — 6, 6 5— i o
Vz_-]/z=]/z3-]/z7=]/z5 : :
— — - R/ EnEEet &
Vo =Vrt-p=1pVp H A
3\ 6 A 3§ s ¥
(Vbz) = (b%)? = (b2 = bt. HA U - '
o (] :
6. Die zweite Wurzel. InFig. 40 1 1\ T /i
ist die Funktion y = x* oder umgekehrt AN S A 0
x = Vy aufgezeichnet. Damit hat man R Ny S
zugleich eine Tabelle der zweiten Wurzeln = B e B B B X
aller Zahlen. Aus der Figur erkennt ‘

man, daf die zweiten Wurzeln zwei= Fig. 40.
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deutige Funktionen sind; denn zu jedem Radikanden y gehdren
zwei Wurzelwerte x, die sich nur durch das Vorzeichen unter-

scheiden. 8o ist z. B.
V9 = =+ 3,
denn in der Tat ist
(+3)2 = +9 und auch (— 3)2 = -9,

Ist der Radikand y negativ, so besitzt er keinen reellen Wurzel-
wert. Wirklich gibt es auch keine positive oder negative reelle Zahl,
die, mit sich selbst multipliziert, einen negativen Wert lieferte.

Im Gegensatz zu den reellen Zahlen nennt man Wurzeln aus

negativen Radikanden imaginire Zahlen. Z. B. ist J/— 9 eine
imaginire Zahl. Jede imaginire Zahl 1ifit sich als Produkt aus

einer reellen Zahl und )/ — 1 schreiben. Zur Abkiirzung setzt
man /— 1 =1 und nennt i die imaginire Einheit. Es ist

Vi = Vi =T =Y V=I=iVA.

Die imaginiren Zahlen besitzen fiir den Techniker, solange
nicht héhere theoretische Untersuchungen in Frage kommen, kein
Interesse. -

Weiter kann man in der graphischen Tabelle der Figur 40

z. B. /7 = 2,65 ablesen, d. h. alle wirklich vorhandenen Wurzeln
werden durch einen ganz bestimmten Punkt der Zahlenreihe dar-
gestellt. Uberlegt man aber, welcher Art diese Zahl ]/7 in Wahr-
heit ist, so findet man, daf sie weder eine ganze Zahl noch ein
Bruch sein kann. Denn es gibt keine ganze Zahl, deren Quadrat
7 wire; aber auch kein Bruch kann, mit sich selbst multipliziert,
eine ganze Zahl, nimlich 7, liefern. Ganze Zahlen und Briiche
nennt man rationale Zahlen, alle iibrigen reellen Zahlen im Gegen-
satz dazu irrationale Zahlen. Also gehtren die Wurzeln zu den
irrationalen Zahlen.

Zu den irrationalen Zahlen gehtren auch gewisse Zahlen, die
nicht als Wurzeln algebraischer Gleichungen erhalten werden kénnen,
transzendente Zahlen genannt; z. B. m, e und die Logarithmen.

In der Zahlenreihe entspricht also jeder irrationalen Zahl eben-
falls ‘ein bestimmter Punkt. Die Strecke vom Nullpunkt bis dahin
kann nie genau im gewGhnlichen Maflsystem gemessen werden.
Beispiele solcher Strecken sind: die Diagonale im Quadrat mit der
Seite 1, der Umfang des Kreises. Praktisch ersetzt man die ir-
rationalen Zahlen durch Briiche, die ihnen auf der Zahlenreihe so
nahe gewiihlt werden konnen, wie es die Genauigkeit der Rechnung
verlangt.
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Danach wiirde eine Ubersicht iiber das Zahlensystem, soweit
es in der elementaren Algebra in Frage kommt, so aussehen:

Reelle Zahlen Imagingre
Rationale Zahlen Irrationale Zahlen Zablen
Ganze Zahlen, Briiche Wurzeln, transzendente Ziahlen
7. Wurzeln mit geraden und mit ungeraden Expoxzenten.

In Fig. 41 ist die Funktion y = x3 oder umgekehrt x = V'y ge-
zeichnet. Das Bild dieser Funktion, eine kubische Parabel genannt,
ist zugleich eine graphische Tabelle der reellen dritten Wurzeln.
Man sieht, daff zu jedem positiven und negativen y eine und nur

3 3
eine reelle dritte Wurzel gehort. So ist V8 —2undV — 8 = — 2;
denn es ist ja

(+2)3 = + 8 und (— 2)) = — 8.
4_..__
Weiter ist in Fig 42 die Funktion y = x! oder »=Vy
gezeichnet. Das Bild zeigt eine Parabel vierter Ordnung und ist

‘

¥

¥

Fig. 42.

zugleich eine Tabelle aller reellen
vierten Wurzeln. Wieder gibt es
keine reellen Wurzeln zu negativen
Fig. 4L. Radikanden. Aber auch zu den

positiven y-Werten findet man nur

je zwei reelle Wurzeln, die sich beide durch das Vorzeichen
unterscheiden. Dal man nicht mehr als zwei reelle Wurzeln
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erhilt, kann man auch algebraisch leicht einsehen, denn es ist z. B.

4 2/

V¥de==%2;, V—_4 ==*2i

Die gleichen Betrachtungen lagsen sich fiir jeden Wurzel-
exponenten durchfiihren, so dal man zu dem Ergebnis kommt:

Reelle Wurzeln mit geraden Exponenten gibt es nur
aus positiven Radikanden. Jede positive Zahl hat zwel
solcher Wurzelwerte, die sich nur durch das Vorzeichen
unterscheiden. Dagegen besitzt jede positive und nega-
tive Zahl eine und nur eine reelle Wurzel mit ungeradem
Exponenten.

8. Gleichungen, in denen die Unbekannte im Radikanden
vorkommt. Kommt in einer Gleichung die Unbekannte unter dem
‘Wourzelzeichen vor, so ist die Wurzel durch Quadrieren der beiden
Seiten der Glelchung zu entfernen. Damit durch das Quadrieren
die Wurzeln wirklich fortfallen, miissen sie auf einer Seite ent-
weder allein oder nur al§ Produkte oder Quotienten stehen. Denn
es wire z. B.

[Vﬁ?—}—Vx—]—‘4]2=3x+2V3—1;-Vx+4+x+4
dagegen
[VE; Vx—i—-ll]‘2 = 3x (x 4 4).
Beispiel: '

Vx — 3a2 4+ V2x + a? = V3x + 4a?
x — 3a2-2x - a2 4 2V(x — 3a?) (2x + a?) = 8x 4 4a?
2V(x — 3a?) (2x -+ a?) = 6a?
V2x2 — 6a2x + a?x — 3at = 3a?
2x2 — balx — 3at = 9at

5 5 L\ 5
2 9 .9 2 2] — Bt 2 o2
X 2ax—{—(4a) 6a—|—(’4a)

(x 5 o\ _ 12lat
i =

Z

x——al= " 42
4 4

3

X1=4a2; le—_——?a?.
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xo ist keine Logung der Aufgabe, da die Probe zeigt, daB
V2x + a? ein negatives Vorzeichen haben miifite.1)

9. Das Fortschaffen der Wurzeln aus dem Nenner. Man
liflt zur praktischen Berechnung algebraischer Formeln nicht gern
‘Wurzeln im Nenner stehen, da es sich ja um eine Division durch
Dezimalzahlen mit beliebig vielen Stellen handelt. Solche Division
ist einerseits unbequem; anderseits ist schlecht zu tibersehen, wie
viele Dezimalstellen man nehmen soll, um bestimmte Grenauigkeit
zu erzielen. Man berechne z. B.

7 7

B —
%) 1,7321
Wesentlich besser ist es, den Bruch mit V3 zu erweitern,
7V
also

zu schreiben und dann zu rechnen:
7.1,7321 12,1247
3 - 3
Allgemein verfihrt man zum Beseitigen der Wurzeln aus dem
Nenner, wie folgt:

3

== 4,0416.

x x-Va X —
YV T Ve e et

x x (Va —Vb) o 0x
VE&—VE;Z(V;—FVB>(V;——Vﬁ)_-a-b(

x x (Va4 Vb x — —
T;—VE=<V;_<V§> (v;jrm = ey Va1
10. Die Logarithmen. Der Exponeﬁt, mit dem man eine
Zahl a potenzieren muB, um einen Wert b zu erhalten, heilt der

Va — Vﬂj

c)

a
Logarithmus von b zur Basis a, geschrieben logb. Also ist
alggb =b.

Die Rechenregeln fiir das Rechnen mit Logarithmen sollen
hergeleitet werden.

1) Die falsche Wurzel kommt dadurch zustande, daB beim zweiten
Quadrieren ein Vorzeichenunterschied verschwindet. Man erhilt infolge-
dessen genau die gleichen Wurzeln: gleichgiiltiz ob es + V' 2x  a? oder
— V' 2x + a? heift.
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a) Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe
der Logarithmen von den einzelnen Faktoren.

a
alogb —
a
aloge — ¢

a a
a'logb+logc =) . c,

. a a a
also nach der Definition log (b c) = logb -+ logec..
b) Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz
der Logarithmen von Zihler und Nenner.

a
alogb — 1

a
aloge — ¢

a a
a,1°g b—loge

c ?

a b a a
also nach der Definition log— == logb — logc .
c

¢) Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt aus
dem Exponenten multipliziert mit dem Logarithmus der Basis.
@ Im folgenden ist die beliebige Basis nicht jedesmal besonders
hinzugeschrieben, da sie weiter nicht gebraucht wird.

loga® =logla-a-a..... (n-mal)]
=loga+loga—+loga—----- (n-mal)
= n - log a.
Der Logarithmus von 1 zu jeder beliebigen Basis — aus-

genommen die auch sonst unbrauchbaren Werte == 1 — ist O;

a
denn .aus a% = 1 folgt sofort log1 = 0.

Ioga—“=loga—1n=log‘1 ~mn-loga=—mn-loga.
2
Ist a% = x, s0 wird aP = x9. Logarithmiert man auf beiden
Seiten, so erhilt man
p-loga ==q-logx
logx =2L. loga.

q
d »
oder e P

loga -loga.

Y-
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Inshesondere folgt hieraus:
d) Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Logarithmus
des Radikanden, dividiert durch den Wurzelexponenten.

n__
log]/a = loga

11. Die dekadischen Logarithmen. In Fig. 43 ist nach neben-
stehender Tabelle die Funktion 2% = y gezeichnet. Umgekehrt ist

n

2
x = logy, also findet man simtliche Werte der Logarithmen zur

X y
0 1
1 2
2 4
el e
—1 0,5 ,‘J’”"”
—2 0.25
-3 0,125 —a]
RS O Fig. 43

Basis 2. Da y immer positiv ist, so gibt es zur Basis 2 nur von
positiven Zahlen reelle Logarithmen. .Offenbar kann der Satz
sogleich auf alle positiven Zahlen als Basis erweitert werden1).

Vor allen anderen Logarithmensystemen sind theoretisch nur
die natiirlichen Logarithmen zur Basis e == 2,71828 ... ausge-
zeichnet. Ohne weitere Angabe der Basis bezeichnet man sie zur
Unterscheidung mit ,In“. Fiir die praktische Berechnung kommen
dagegen allein die dekadischen Logarithmen zur Basis 10 in Be-
tracht. Diese sollen stets gemeint sein, wenn kurz ,log* geschrieben
wird. Da in beiden Systemen die Basis, e und 10, eine positive
Zahl ist, so gibt es in ihnen, wie oben gezeigt, Logarithmen nur
von positiven Zahlen.

Zunsichst lassen sich sofort die dekadischen Logarithmen der
ganzen Potenzen von 10 bestimmen.

Aus 100 = 1 folgt log 1 =0
100 = 10 log 10 =1
102 = 100 log 100 = 2 usw.
101 =0,1. log 0,1 =—1
10-2 = 0,01 log 0,01 = — 2 usw.

1) Wollte man die Kurve y = (— 2)* aufzeichnen, so wiirde man zu
keinem zusammenhingenden Bilde kommen, da durcheinander positive

Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 1
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Der Logarithmus ist hier jedesmal gleich der Anzahl der
Nullen und zwar positiv, wenn die Nullen hinter der 1, negativ,
wenn die Nullen vor der 1 stehen.

Darauf griindet sich auch der praktische Vorzug der deka-
dischen Logarithmen, der darauf beruht, dafl eine Kommaverschie-
bung lediglich die sogenannte Kennziffer, némlich eine ganze Zahl,
die vor dem Komma steht, oder die subtrahiert wird, #ndert. In
den Logarithmentafeln findet man dagegen die Ziffern, die hinter
dem Komma stehen, die sogenannte Mantisse.

Also z. B. log 2 = 0,301.

Es muf O,... heiflen, da log1l = 0 und log 10 =1 ist, also
alle Logarithmen einstelliger Zahlen zwischen O und 1 liegen.

log 20 = log (2 - 10) = log.10 -+ log 2
. =1+ 0,301 = 1,301
log 0,2 = log (2 - 0,1) = log 2 4 log 0,1
= 0,301 — 1.

12. Die Berechnung der dekadischen Logarithmen aus den
natiirlichen und umgekehrt. Ist 10* =1, so folgt nach der
Logarithmendefinition

a = logh
und, wenn man mit Benutzung der natiirlichen Logarithmen loga-
rithmiert,

"aln10 = Inb.
Also wird
logh-In10 =1Inb
oder
Inb
logh =155
Man schreibt 1 = m = 0,434 29 und nennt m den Modul

In 10
der dekadischen Logarithmen.
Ist anderseits e¢ = b, so wird

¢c=1Inb und c-loge=1logh

oder
Inb-loge = logh
Inb — logb .
log e

(x = 2), negative (x = 1) und imagindre (x = 1/3) Werte fiir y auftreten.
Daraus folgt umgekehrt, dal es zu einer negativen Basis nur einzelne
reelle Logarithmen geben kann, nicht aber ein ganzes reelles Loga-
rithmensystem.
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Zusammen mit obigem Ergebnis folgt daraus
loge =——=m
In 10

13. Exponentialgleichungen. Gleichungen, bei denen die
Unbekannte im Exponenten vorkommt, heilen Exponentfal-
gleichungen. Man 16st sie, indem man beide Seiten der Gleichung
logarithmiert.

1. Beispiel:
3x+2 = 37
(x 4 2) log 3 = log 37
log 37
x+2= log 3
__log 37 _ 1,6682
= Tog3 T 04711

Man beachte wohl, dafl die Logarfthmen selbst jetzt zu divi-
dieren sind, dafl also kein Numerus aufzuschlagen ist.
15,682 : 4,774 = 3,287
14 313
1 369 \
954 x = 3,287 — 2 = 1,287
382 Ergebnis: X = 1,287.
33
33
2. Beispiel:
0,42%+5
0,36
_ 10g0,0284 + 1og0,36 5 0,4533 — 2 40,5563 —1 5
= log 0,42 - 0,6232 — 1
_1,0096 —3 5 — 1,9904
T 0,6232 — 1 ~ —0,3768
19,904 : 3,768 = 5,283
18 840
1064 x = 5,283 — 5 = 0,283
754
310 Ergebnis: X = 0,28.
301

9

= 0,0284

5¥*
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Sechster Abschnitt.
Arithmetische und geometrische Reihen.
1. Der mathematische Begriff der Reihe. Eine Reihe ist eine

Summe_ von Zahlen, die nach einem bestimmten mathematischen
Gesetz gebildet werden. Beispiele sind

142434 - +n;

n ~
zur Abkiirzung geschriebenE k firn=1,2,3...., oder
. k=1

14845474+ (@n+1)=S@k+41)firn=1,2,3...
k=0 .

Durch (2n -+ 1) ist ausgedriickt, daB es sich immer nur um
ungerade Zahlen handelt. Oder endlich

28 4 43 463 4 ---- + (2 3——2’ 2kpfirn=1,2,3.....

2. Die arithmetische Reihe. Das einfachste Bildungsgesetz
einer Reihe wird man erhalten, wenn man eine konstante Zahl zu
jedem Gliede addiert. Man definiert:

Eine Reihe heiflit arithmetisch, wenn die Differenz
jedes Gliedes, vermindert um das vorhergehende einen
konstanten Wert hat.

Ist & das Anfangsglied, d die Differenz, n die Anzahl der
Glieder und s die Summe der Reihe, so wird

s=a+(a+d)+(a+2d)+ ----- + (@ +(n—1)4d).
‘Oder kurz

n—1

8 =2(a.—l—kd).
k=0

Beispiele arithmetischer Reilien sind
g=14+24+3+..--+n
§=—14—74+04+74 14421+ . ... 4 (7n).

In jeder arithmetischen Reihe ist ein beliebiges Glied das
arithmetische Mittel zwischen den beiden benachbarten Gliedern.

a-+(k—1)d; a+kd; a4 (k+ 1)d sind drei aufeinander
folgeilde Glieder. In der Tat ist

2t k—1)ddat (k-+1)d
2

a+kd =
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Das nt¢ Glied der Reihe werde mit t bezeichnet, so daB
t =a-+(n —1)d ist. Dann kann die Reihe auch so geschrieben
werden

s=-a+(a—|—d)+(a+2d)+----+(t—2d)’+(t——d)+t.

Man sieht, daB die Summe des ersten und des letzten Gliedes
gleich der Summe des zweiten und des vorletaten Gliedes usw.
ist. Deshalb ermittelt man die Summe der Reihe, indem man
eine zweite Reihe in umgekehrter Folge unter die erste schreibt
und addiert.

s—at+(at+d+(@+2d4- -+ t—2d+(t—d+t
s—t+(t—d+t—2d+ - +@+2d)+atd+a
2s=(a+t)+ (@t -+ (a+t) 4+ +att)+(@a+t)+(att)

—nfatt)
n n
s=?(a+t) =g [2a+(n-—1)d].
3. I"Ibungen. 1. Die 'Summe der n ersten ganzen Zahlen ist
s = n(n;—- 1); denn es ist a = 1 und t = n zu setzen. So wird

z. B. die Summe der Zahlen von 1 bis 100
§ = _1_00_2{% ~— 5050.

9. In wieviel Stunden legt ein Radfahrer eine Strecke von
90 km zuriick, wenn er anfangs mit einer Geschwindigkeit von
90 km in der Stunde fihrt und in jeder weiteren Stunde durch-
schnittlich 1 km weniger zuriicklegt?
km

n n
n?2 — 41n=—180

— ]/1681_3@_%14-3_1
1=3 V¢ i

2 2
n; = 36 Std.; ny = 5 Std.
Der Radfahrer gebraucht 5 Std.
Der zweite Wert n; = 36 Std. ergibt sich aus der Summe
20419418 417416+ 154 -+ - +0—1—2—- .. —15.
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4. Die geometriséiw Reihe. Eine zweite einfache Reihe wird
man mit Hilfe der Multiplikation erhalten, wenn man jedes Glied
mit einem konstanten Faktor multipliziert. Man definiert:

Eine Reihe -heiBt geometrisch, wenn der Quotient
jedes Gliedes dividiert durch das vorhergehende einen
konstanten Wert hat.

Ist a das Anfangsglied, q der Quotient, n die Anzahl der
Glieder und s die Summe der Reihe, so wird

n—1
S=a+a'q+a-q2—l—a-q3+-~-+a~qn—1=2a-qk
. k=0

firn=1,2,3...
Beispiele sind

5=14244-484 ... 4 2n
3,3 3 3
s=3—f2'+z—§+—""+(—:-)T'

Jedes Glied der geometrischen Reihe ist das geometrische
Mittel, die mittlere Proportionale, zwischen den beiden benach-
barten Gliedern. !

Sind a- ¢*~!; a-q¥: a-q¥+! die drei benachbarten Glieder, so
besteht wirklich die Proportion '

a- gk—1 a- gk

a-qf  a.qitl
Die Summe von n Gliedern der Reihe erhilt man wieder

durch einen kleinen Kunstgriff, indem man die folgenden beiden
Reihen voneinander subtrahiert:

S=a+a.q+a.'q2._!_....+a.qﬂ—1

q-8 = a-q+a.q2+...._{._a.qn"l..{_a.qn

8(l—q) =a —a-qb
N ek N L |
S—-al__q—-a (—1

Auch in diese Formel kann man das nt® Glied der Reihe
t=a-q"! einfihren. Es wird t-q == aq" also

g = —.

q—1
Wihrend die erste Summenformel q in der ersten und nter
Potenz enthalt, also nach q im allgemeinen nur niherungsweise
aufgeldst werden kann, ist die zweite Summenformel eine Gleichung
ersten Grades fiir q, falls natiirlich t selbst schon gegeben ist.
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Die Auflésung nach a, n oder q liefert ‘die Formeln

1—9q log[s(q —1)+4al—1loga_ s—a
== 8 y D= yq = .
1—q® log q s —t

a

5. Die unendliche fallende geometrische Reihe. Istin der
geometrischen Reihe g ein echter Bruch, z. B. 1:p, so daf also

—1<%<+1

ist, und 148t man die Anzahl der Glieder n unendlich groB werden,
so ist .

1 1
(@hrzo="s="5=0.

Auch bei der unendlichen Reihe soll von einer Summe der
unendlich vielen Glieder gesprochen werden, indem man darunter
den Grenzwert versteht, dem sich die Summe der Glieder baliebig
nihert, wenn man eine beliebig .grofle Anzahl addiert. Da in
diesem Falle q® = O wird, so erhilt die Summenformel der geo-
metrischen Reihe die Form

e a
S—l_q

DaB bei der unendlichen faltenden geometrischen Reihe wirk-
lich eine endliche Summe, also ein endlicher Grenzwert, vorhanden
ist, wird spiiter gezeigt werden.

An einem Beispiel kann es sogleich der Anschauung ent-
nommen werden. Nach den Formeln ist

1 1 1 1
S_1+?+Z+—S_+ ,"Z—‘1—~T'—-2-
2
2 "
r " ——
N
Fig. 44.

Diese Reihe kann geometrisch dargestellt werden durch fort-
gesetztes Halbieren einer Strecke von der Linge 2, wie es Fig. 44
zeigt.
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Biebenter Abschnitt.
Zins- und Zinseszinsrechnung.

1. Die Zinsrechnung. TUnter Zinsen_ versteht man die Ver-
giitung oder den Mietpreis fiir leihweise Uberlassung eines Geld-
betrages. Den Betrag der Zinsvergiitung gibt man auf 100 M
als Kapital und auf die Mietdauer von einem Jahr bezogen an.
Man sagt, das Kapital K, sei zu 4 Prozent, geschrieben 4 9/, ver-
liehen; d. h. die Zinsen sind so zu berechnen, wie einer Zinsver-
giitung von 4 M fir 100 M Kapital wihrend eines Jahres ent-
spricht. )

Bezeichnet man mit Z die Zjnsen, mit p den Prozentsatz, mit
n die Anzahl der Jahre, so besteht folglich die Proportion

K, 100
Z n-p
Daraus folgt

Sind die Ky M nach n Jahren auf K, M angewachsen, so wird

Ky =K, + Z = K + 5 K,

n-p
K, — K, (1+ 100)-

2. Die Berechnung, der Zeit. In den meisten praktisch vor-
kommendén Fillen hat man es mit Zinsen auf Tage zu tun. Im
kaufm#nnischen Verkehr ist es iblich:

den Tag der Einzahlung oder den Tag der Riickzahlung mit-
Zuverzinsen;

den Monat zu 30 und deshalb das Jahr zu 360 Tagen zu
rechnen.

Die Anzahl der Tage ermittelt man am einfachsten in einer
Art Bruchrechnung. Soll die Anzahl Tage vom 3. Mirz bis zum
7. Mai eines Jahres gefunden werden, so wire n = 27 (im Mirz)
~+ 30 (im April) + 7 (im Mai) Tage = 64 Tage.

Dasselbe Ergebnis erhilt man einfacher, wenn man den
3. Mirz mit —--ra—und den 7. Mai mit % bezeichnet und den Bruch

111
T=3 _ 4 bildet. Jetst bed ttibezMnate+4T
m——:[]: 11aet. etz eqeute Ha T (o) age

= 64 Tage.
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Andere leicht verstindliche Beispiele sind:
6. Mai bis 3. August.

3 —6 __'33——6 __gz
ViiIl — VvV VII—V 1II
2. Oktober bis 31. Dezember

30 — 2 28
=X — 0 = 28 + 60 = 88 Tage.

= 60 4 27 = 87 Tage.

Es mufite Xi;([)i gesetzt werden, da nur 30.Tage im Monat

zu rechnen sind.

13. Oktober 1910 bis 23. Januar 1911.

23 — 13 10
X == 10 4 90} = 1Q0 Tage.
Die Zinsberechnung erfolgt nach der Formel
K, p-Tage

‘ 100 360

Gewdhnlich bestimmt man zuerst den sogenannten Zinsdivisor
360 :p. Dann ist

. L=

7 — K, Tage
T 100 Zinsdivisor
und
' Tage
Ka =K (1 + 100 - Zinsdivisor) '

Beispiel. Wieviel Zinsen bringen 425 M zu 31/3%/ vom
15. Februar bis zum 24. Oktober 19127

Der Zinsdivisor ist 360 : 31/3 = 108.

Die Anzahl Tage ist

24 —15 9
X —1I VI

=9 -} 240 = 249.
Also wird

g 425249 _ 425249

100 - 108 = 108

3. Die Diskontrechnung. Ist eine Schuld zu irgendeinem
bestimmten Termin fillig, wird sie aber mit gegenseitigem Kin-
versténdnis vor dem Verfallstage der Schuld eingeldst, so ist die
zu leistende Zahlung etwas geringer als am Verfallstage, da die
Zinsen bis zu diesem Termin in Abzug zu bringen sind. Man
nennt diesen Abzug Diskont.

— 9,80 M.
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Da der Endwert K, gegeben, dagegen K, gesucht ist, so

hitte man eigentlich nach der Proportion

K, _100+p-n

Z p-n
zu rechnen, worin Z der Diskont wire. Tatsichlich mufl diese
Formel im Rechtsverkehr angewendet werden; wo dann iibrigens
auch die genaue Zahl von Tagen und das Jahr zu 365 Tagen zu
setzen sind. .

Im kaufménnischen Verkehr setzt man einmal der einfacheren
Berechnung wegen, dann aber auch, weil der Unterschied in der
Regel viel zu gering wird,

K, 100
Z  n-p’

also
K.,.p-n K,.p.Tage
Diskont =—3 = ;
skont =100 360-100
n bedeutet Anzahl der Jahre. .

Beispiel. Eine Schuld von 600 M war am 16. September 1912
fallig. Durch welche Summe ist sie am 1. Oktober 1911 abgeldst
worden, wenn 39/, gerechnet werden?

Die Anzahl Tage ist

16 — 1 15

m=x—lzl5—}—330=345 Tage.

Der Zinsdivisor ist 360:3 = 120

. 6,00 - 345 .
Diskont = ————— = 0,05 - 345 = 17,25 M.
120
Soll
19.. Tage Zahlen Betrag
Jan. 16 Scheck Nr. 17. 15 30 M 200,—
M'zir.z 10 Bar erhalten . 70 210 M 300,—
April 20 Scheck Nr.18. 110 275 M 250,—
Mai 13 Zahlung an N, N. . 133 160 M 120
Juni 21 Scheck Nr. 19 171 226 M 132,—
Juni 30 Kap.-Saldo M 340,50 . 180 613
Juni 30 Saldo auf neue Rech-
nung . _ M 34848
1514 M 135048
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4. Die Kontokorrentrechnung. Hier sollen nur Konto-
korrente im Bankverkehr, wie sie zwischen Privatpersonen und
Banken weit verbreitet sind, kurz behandelt werden. Wenn ein
Beamter z. B. sein Gehalt regelmifiig einer Bank iiberweisen 1ift
und dieser die gesamte Verwaltung des Geldes iibertriigt, so er-
6ffnet ihm die Bank ein Kontokorrent. Die Bank tibernimmt auf
Anweisung die gesamten Zahlungen bis zu dem iiberwiesenen Be-
trage und verzinst dazu das Guthaben des Kunden mit einem ge-
ringen Zinsfull {etwa 29/). Der Vorteil der Bank beruht natiir-
lich darin, daB sie selbst fiir sich mit dem Gelde einen hheren
Zinsgewinn erzielt.

Der Verkehr des Kunden mit der Bank wird zunichst durch

. sogenannte Schecks geregelt. Der Kunde erhilt ein Buch, Scheck-

buch, auf dessen einzelne Blitter er schriftlich der Bank An-
weisungen zur Zahlung irgendwelcher Betrige an namhaft gemachte
Personen erteilt. ~Halbjéhrlich, am 1. Januar und 1. Juli, erhilt
der Kunde seine Abrechnung von der Bank. Untenstehend ist
schematisch ein Beispiel solcher Abrechnung gegeben.

Soll und Haben beziehen sich auf den Kunden; d. h. der Soll-
betrag ist das, was der Kunde zu zahlen hat, wihrend das Haben
sein Guthaben bei der Bank bedeutet. Die Zinsberechnung ge-
schieht nach der Formel

__Ky-n-p
~ 100 - 360

Da der Zinsfull p = 29/, wihrend der ganzen Periode kon-
stant bleibt, so wird unter der Rubrik »Zahlen« sogleich der Wert
Ky n

—1066- aufgeschrieben. Also z. B. bei 200 M und 15 Tagen der
Haben -
19.. | : Tage Zahlen Betrag
Jan. 1 Saldo vor. Rechnung M 27,50
Ja n' 1 Bar eingezahlt . M 1200,—
Mirz 7 Versch. Coupons . &7 77 M 115—
Juni 30 Zinsen & 29, 4 B 1487 M 7,98
1514 M 1350,48
Juli 1 Saldovortrag M 34848
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Wert 2_0;)@22 30. Die Tage geben an, wie lange die Bank

den Betrag von 200 M zu verzinsen hat, n#mlich vom 1. bis
15. Jannar. Auf der anderen Seite geben umgekehrt die Tage an,
fir wieviel Tage der Kunde die Zinsen verliert, da der Betrag
weniger als 180 Tage auf Zinsen stand.

Am Ende des Jahres subtrahiert man die unter Betrag stehen-
den Summen 1342,50 — 1002,00 = 340,50 M unter Haben.
Ohne Zinsen wire dieser Betrag der -Saldovortrag der nichsten
Rechnung. So aber muB der Betrag unter Soll gebucht werden,
um Tage und Zsablen fiir ihn zu bestimmen; denn dieser Betrag
wird gewissermaBen am letzten Tage von der Bank ausgezahlt, ist
also von ihr 180 Tage zu verzinsen.

Unter Soll gibt die Summe aller »Zahlen« 1514, rechts 77;
bleibt als Differenz 1514 — 77 = 1437. Links steht die Ver-
pflichtung der Bank, Zinsen zu zahlen, rechts die des Kunden. KEs
bleiben also fiir die Bank die Zinsen von 1437 zu 29/, zu ver-
giiten, die also eine Einnahme des Kunden sind und daher unter
Haben gebucht werden.

Das Saldo der neuen Rechnung unter Haben wird vorher noch
unter Soll eingetragen, nur damit zur besseren Kontrolle links und
rechts in der Rechnung dieselben Betriige stehen.

Nach dem hier gegebenen ausfiihrlichen Beispiel wird es jedem
leicht werden, sich auch bei Berechnungen nach anderen #hnlichen
Methoden zurechtzufinden. Insbesondere ist es leicht, die soge-
nannte Zinsnota nachzurechnen, wie sie von Banken ausgegeben zu
werden pflegt, auf der unmittelbar untereinander Einnahmen und
Ausgaben gebucht und die Zinszahlen fiir die dazwischenliegende
Zeit angegeben zu werden pflegen.

5. Zinseszinsrechnung. Man sagt, ein Kapital stehe auf
Zinseszinsen, wenn die Zinsen am Verfallstage nicht bezahlt, son-
dern zum Kapital geschlagen und mit diesem vom Schuldner
weiterverzinst werden.

Im gewdhnlichen Schuldverkehr zwischen Privatschuldnern ist
es gesetzlich verboten, Zinseszinsen zu vereinbaren. Dagegen ist
diese Berechnungsart zulasmg und iiblich z. B. bei Sparkassen, im
Kontokorrentverkehr mit Banken, bei der Tilgung von Anleihen,
bei der Lebens- und Rentenversicherung usw.

" Ist ein Anfangskapital Ky zu p%n Jahre lang auf Zinses-
zins verliehen, so ist am Ende des ersten Jahres

=Ko+ Ko 355 = K, (1 + 100)
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Man pflegt 1 —{—m den Zinsfaktor zu nennen und schreibt

dafiir q oder auch 1,0 p, zwar unmathematisch, aber leicht ver-
stindlich. Nennt man entsprechend K,, K; usw. das Kapital am
Ende des 2., 3. usw. Jahres, so erhilt man der Reihe nach

Ky =K;-q

Ky =X, -q=XK;-¢?

K3 =K, -q=X;-q3 usw. '

K=Xoq*. (Leibniz 1683.)

Beispiel. Die Maschinen einer Fabrik kosten "15000 M.
‘Welchen Wert haben sie nach 10 Jahren, wenn die jibrliche Ab-
nutzung auf 79/, angenommen wird?

Hier sind die Zinsen in jedem Jahre vom Kapital abzuziehen,

so daf} q=1——~1-06—1—007-093 wird.

P n
Kn = KO (1 - 166)
== 15000 - 0,9310
10 log 0,93 = 9,685 — 10
log 15000 = 4 176
log K, = 3,861
a = 7260 M.

6. Schuldentilgung, Amortisation von Anleihen. Eine
Schuld von Ky M sel mit p 9, zu verzinsen. Die Schuld soll durch
jéhrliche Abzahlung von aM in n Jahren getilgt werden. Die
Abzahlungen erfolgen am Ende eines jeden Jahres.

Man erhilt:

Ky =Xy -q—a
Ky=XKi-q—a=Kj-q>?—a-q—a
Ky=K;-q—a=XKyq’—aq?—aq—a usw.

Kn=0=K0qn_aqn—1_aqn—2_aqn—3___,,, —a.

Liest man die a enthaltenden Glieder riickwirts:

—(@tagtagi4--+agiTh),
so erkennt man eine geometrische Reihe mit dem Anfangsgliede
a und der Anzshl der (Hlieder n. Ihre Summe ist

n__
aq' 1..
q—1

Folglich wird

n__
Ko-q* — ?1— 11 . (Euler 1748))
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Nach dieser Formel findet auch die Amortisation von An-
leihen durch gleiche Jahresleistungen statt.

In derselben Weise hat man bei Aufgaben folgender Art zu
rechnen. Wenn bel einer Sparkasse jihrlich a M eingezahlt werden,
wie groB wird das Kapital nach n Jahren?

n__
al LY
q—1

Findet die Einzahlung des Kapitals am Anfange jedes Jahres
statt, so steht die ganze Summe ein Jahr linger auf Zinsen, so dafl
" —1
q—1

Kp =

Ky=a-q

wird. -
Endlich ist bei der Schuldentilgungsformel noch der Fall zu
beriicksichtigen, dafl die Schuldentilgung erst r Jahre nach der
Einzablung der Ky M und in n Raten erfolgt. Dann stehen zu-
nichst die Ky M ohne Abzahlung r — 1 Jahre auf Zinsen, im
rten Jahre erfolgt die erste Riickzahlung. Die Gleichung wird

9" —1
q—1
Beispiel: Eine Schuld von 10000 M soll durch 8 Jahres-

raten getilgt werden. Wie grofl sind die Raten, wenn 59/, be-
rechnet werden?

KO' qn+r—1 —a

1,058 — 1
0,05
log 1,05 = 0,0211893  log 10000 = 4,0000
8 - log 1,05 = 0,1695 (144) * 8 - log 1,05 = 0,1695

10000 - 1,058 = a

1,058 = 1,4773 log 0,05 = 0,6990 — 2
1,068 — 1 =-0,4778 — 4,8685 — 2
log (1,058 — 1) = 0,6788 — 1
log a = 3,1897
a = 1548

Die jihrliche Rate betrigt 1548 M.

7. Zinszuschlag in Bruchteilen des Jahres. Der Prozent-
satz wird immer auf das Jahr bezogen angegeben; dagegen erfolgt
biufig der Zinszuschlag in /5, 1/, usw. Jahren. 'In diesem Falle
rechnet man so, da man den entsprechenden Bruchteil der Pro-
zente einsetzt und den Jahresbruchteil als neue Zeiteinheit wihlt.

Ist z. B. das Kapital K, zu 69, ausgeliehen, sollen aber die
Zinsen monatlich wihrend 10 Jahre zum Kapital geschlagen wer-
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6
den, so ist der neue Zinsful} = 0,5, und statt. 10 Jahre sind

120 Monate zu setzen. Also ergibt sich jetzt
K, = K, (1 4 0,005) 120,

Erfolgt allgemein der Zinszuschlag im s%*® Teil des Jahres,
so lautet die Formel

n-s
K"*K"(“rs 100) '

Bei diesem Verfahren wird X, tatsichlich grofler, als bei jahr-
lichem Zinszuschlag; denn die am Ende des ersten, zweiten usw.
Bruchteiles des Jahres zugeschlagenen Zinsen werden noch im
Laufe des Jahres mitverzinst, so dafl mehr als p?, fiirs Jahr her-
auskommen.

8. Zinszuschlag in jedem Moment. Hier schlieft sich un-
mittelbar die Frage an, nach der GrdBe des Endkapitals, wenn die
Zinsen in jedem Moment zum XKapital geschlagen werden. In
diesem Falle ist s == o0 zu setzen. Also wird

T
K“=K°[(1+ 100)n.s]s=n=K° _\1+$>s=wJ '

Der Klammerausdruck hat den Wert e wie fruher gezeigt
wurde. Danach wird

.

K,= Ko e100,

Beispiel: In welcher Zeit verdoppelt sich ein Kapital bei
50, wenn die Zinsen in jedem Moment zum  Kapital geschlagen
werden ?

=

Kn=2Ko
n
2K0=Koe%
n

n=20-1In2=20-0,6931 = 13,862.
Das Kapital verdoppelt sich in 13,862 Jahren.
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Achter Abschnitt.

Differential- und Integralrechnung.

1. Die Geschwindigkeit bei einer ungleichférmigen Be-
wegung. Ein Korper K moge die in Fig. 45 dargestellte schiefe

A

- 981
/,,_Z,-‘g’/d’/_ﬁh- 7m

Fig. 45.

Ebene herabrollen. Sieht man von der Reibung ab, so ist der in
der Zeit t zuriickgelegte Weg s, wenn man die Beschleunigung

mit p bezeichnet,
1 .
= pt2.
8 3 pt

Nennt man die Erdbeschleumgung g=29, 81 5, S0 bleibt
hier die Beschleunigung

h m
p=T18= 981 BBl =1
Folglich ist in diesem Beispiel der Weg:
1
=12,
3 t

In Fig. 46 ist das Diagramm dieses Weges mit Benutzung
der nebenstehend berechneten Tabelle gezeichnet.

Essoll die Geschwindigkeit berechnet werden, welche
der Kdrper besitzt, wenn er zwei Sekunden lang herab-—
gerollt ist.

Dem entspricht in der Fig. 46 der Punkt A. Da aber die
Geschwindigkeit bestdndig zunimmt, so bleibt nichts andres iibrig,
als zunichst die mittlere Geschwindigkeit wihrend eines kurzen
Zeitteilchens zu berechnen. Solch eine Differenz zweier kurz auf-
einander folgenden Zeitpunkte soll At!) genannt werden. Also
berechnet man die Geschwindigkeit, indem man die kleine Weg-
zunahme wihrend der Zeit At, sie moge As heiflen, durch At divi-
diert. Es wird folglich

' __As

At
1) A, gesprochen Delta, ist der griechische Buchstabe fiir D.

Vm
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Lalt man die Zeitteilchen At immer kleiner und kleiner
werden, z. B. der Reihe nach 1 Sek., 0,1 Sek., 0,01 Sek. usw., so
wird man der gesuchten Geschwindigkeit im Zeitpunkte t = 2 Sek.
niher und nsher kommen. Man kann sich vorstellen, da8 man

t 8 &

0 0

1 0,5

2 2 8

3 45

4 8

5 12,5 ds

6 18

7 24,5 4/ 1

usw. I‘J ¢

sie genau erhilt, wenn man die 4 ¢
‘Wegzunahme wihrend einer unend- a /Zz B J
lich kurzen Zeit durch diese unend-
lich kurze Zeit dividiert. Zur Unter-

scheidung von den zwar kleinen aber ) Flg 46

doch immer noch endlichen Werten

As und At schreibt man fiir die unendlich kleinen ds und dt. Es
ist dann also

_ds

T dt

Nun soll erst einmal das Beispiel durchgerechnet werden. Nach

2 Sek. war der Weg 2 m und nach 3 Sek. 4,5 m. Daher bekommt
man als erste Annéherung:
Ajs 45 —2 9l

At 1 7 sec
Wihlt man jetzt Ayt = 0,1 Sek., so ist nach 2,1 Sek.

A

V1=

o= 5 21= | 411 =2205m
und folglich
Ay 2,205 — 2 0,205 m
, = = _ = == 2,0p — .
T2 Ayt 0,1 0,1 © 7 gec

Entsprechend findet man
Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 6
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__Ags _2,02005— 2 _ 0,02005
T Agt 0,01 = 0,01

= 2,005 —
sec

vy = 2,0005; usw.

Man erkennt, dafl die 5 immer weiter nach rechts riickt. Also
wird man schliefen diirfen, daB der Grenzwert, den der Quotient
As : At erreicht, wenn At unendlich klein wird, die Zahl 2 selbst
ist. Nach der oben erklirten Bezeichnung ist also

v — ds _m
T dt T sec

Man nennt As : At einen Differenzenquotienten und den
Grenzwert dieses Quotienten, den man erhilt, wenn At unendlich
klein geworden ist, also ds:dt einen Differentialquotienten.

2. Berechnung des Differentialquotienten ans dem Diffe-
renzenqnotlenten. Nun soll noch einmal das soeben besprochene
Beispiel aber in allgemeinen Formeln behandelt werden. Zur
Zeit t war der zuriickgelegte Weg ‘

1
= —pt2.
g Pt

‘Wihrend des Zeitteilchens At sei der Wegzuwachs As, so daf
zur Zeit t -~ At der Weg s -+ As zuriickgelegt ist, den man nach
der Formel zu berechnen hat:

s - As :%p(t—l—At)z.
Die Differenz beider Wege ergibt:

s+ As—s= L (t+At)2———1~pt2
g P 2
As= o p(2tAt+ A8,
Daraus folgt
L 1 p (26 + At) = pt ++ —ps At

Laft man At unendlich klein werden und schreibt fiir den
Grenzwert ds : dt, so wird fir At =10
ds

v=ﬂ.=‘pt,

iibereinstimmend mit dem oben gefundenen Ergebnis.
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Man beachte, daB zwar ds und dt selbst unendlich kleine
Grofen sind, daB demgegeniiber der Grenzwert ds: dt, also der
Differentialquotient, sehr wohl einen endlichen Wert haben kann.

Beispiele: 1) Man berechne dy:dx fir x =3, wenn
y = 2x24-4x 47 ist.

2) Man berechne du : dv fiir u = 0,5, wenn u = v3 — 4v?

-+ 6 ist.

3. Geometrische Deutung des Differentialquotienten. Die
Steigung einer Geraden ist der Tangens des Winkels, den die
positive Richtung der horizontalen Achse mit der Geraden ein-
schlieft. Danach ist in Fig. 46 die Steigung von AB:

Dreht man die Sekante um A herum, so daB B immer nsher an
A beranriickt, d. h. 148t man At immer kleiner werden, so er-
reicht man die Grenzlage fir At = 0, wenn also B in A hinein-
fallt. In diesem Falle wird die Sekante zur Tangente und der
Differenzenquotient zum Differentialquotienten, d. h. es wird

& ___ds
€% = 1t

Der Differentialquotient in einem Kurvenpunkt ist gleich der Stei-
gung der Tangente in diesem Kurvenpunkt.

Beispiel. Man iiberlege, in welchen Kurvenpunkten der
Differentialquotient positiv, negativ, O oder oo ist.

Fig. 47.

In Fig. 47 ist der Differentialquotient positiv in A, 0 in B,
negativ in C und oo in D.

o6*
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4. Die Ableifung einer beliebigen Funktion. Es sei irgend-
eine Funktion

y = {(x)
gegeben. Ist x ein beliebiger Punkt, dann hat ein benachbarter
die Abszisse x 4+ Ax und der Funktionswert wichst um Ay,

so daBl
y + Ay = f(x + Ax)
wird. Die Differenz der beiden Werte ist
Ay = f(x + Ax) — f(x)
und der Differenzenquotient wird

Ay — f(x + Ax) — f(x) ]

Ax < Ax
Geht man zur Grenze Ax = O iiber, g0 ergibt sich .
dy [f(x + Ax) — f(x)]
dx Ax Ax=0

Der Ubergang zur Grenze darf natiirlich erst ausgefihrt werden,
nachdem man in der Klammer durch Ax dividiert hat, da man
gonst nur den unbestimmten Wert O : O erhielte.

Der Differentialquotient ist selbst wieder eine Funktion von x,
welche man die Ableitung der Funktion f(x) nennt und als solche
mit f'(x) oder y' bezeichnet.

Also ist das Ergebnis;

Die Ableitung oder der Differentialquotient der Funktion
y = f(x) ist der Grenzwert:

, _dy  [fx+Ax)—1(x)
y =f,(x)_E—[ Ax ]Ax:t)'

Die Erfahrungstatsache, daB die Steigung der Tangente in
jedem Kurvenpunkte einen bestimmten Wert hat, und dafl ein sich
beliebig bewegender Korper in jedem Augenblick eine bestimmte
Geschwindigkeit besitzt, zeigen uns zugleich, dafl der Differenzenquo-
tient im allgemeinen wirklich einen und nur einen Grenzwert hat.
Ausnahmen, die wohl vorkommen, sind fiir uns ohne Interesse.

Der Differentialquotient wird besonders dadurch wichtig, dafl
er die Moglichkeit gibt, auch ungleichférmig verlaufende Vorgénge
irgendwelcher Art in jedem Awugenblick rechnerisch zu unter-
suchen. Dadurch wird die Differentialrechnung zu einer notwen-
digen Erginzung der graphischen Darstellung der Funktionen.

Im Gegensatz zum Differenzenquotienten hat der Differential-
quotient an einer bestimmten Stelle nur einen bestimmten Wert.
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Dagegen hat auch er in verschiedenen Kurvenpunkten im allge-
meinen verschiedene Werte. ’

5. Zur Geschichte der Differential- und Integralrechnung.
Die Methoden der Integralrechnung finden sich schon im Altertum
vor; besonders sind die Flidchen- und Korperberechnungen und
Schwerpunktsbestimmungen von Archimedes (287—212) zu nennen.
Diese und #hnliche Methoden sind, nachdem sie im Mittelalter
in Vergessenheit geraten waren, im 16. und 17. Jahrhundert weiter
ausgebaut worden. Mit vollem BewulBtsein haben indessen die neue
Rechnungsart, nimlich Differential- und Integralrechnung, zwei
Minner fast gleichzeitigz und vollig unabhingig voneinander ge-
schaffen: der deutsche Philosoph und Mathematiker Leibniz
(1646—1716) und der englische Physiker und Mathematiker Newton
{1642—1727). Die allgemein gebriuchlichen Zeichen d und / stam-
men von Leibniz. Neunerdings ist aber auch die Newtonsche

T | . 3 . .
Schreibweise x fir ai:' » wo t die Zeit bedeutet, wieder in Aufnahme

gekommen.

6. Beispiele.

a) Die Ableitung einer Konstanten ist Null. Die
Funktion y = a besitzt als Bild eine Parallele zur x-Achse im
konstanten Abstand a, siehe Fig. 48. Da sie mit der x-Achse
einen Winkel von 0° einschliefit, so ist

da
t p— o _— == 0 .
ga=tg0 ax

Analytisch wire

Ay a+0—a 0-

Ax Ax !
also ist der Grenzwert fir A x =10
da__q,
dx
Y
U4
it
i
Fig. 48. Fig. 49.

b} y==ax. Das Bild der Funktion ist eine Gerade durch
den Koordinatenanfangspunkt, Fig. 49. Der Differentialquotient
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ist gleich der Steigung der Geraden
dy d(ax)
dx~  dx

~Analytisch wire die Herleitung
Ay a(x+Ax)—ax _ax—{—a-Ax———ax_a

Ax Ax Ax
Also ist auch der Grenzwert fir Ax=0
dfax) __
dx

T =1.

Wire a=1, so wiirde man hieraus erhalten: 3
X

¢) y=x2-+43x — 2. Das Bild der Funktion ist eine Para-
Der Differentialquotient wird analytisch hergeleitet.

bel.
Ay (x+Ax)?P+43(x4Ax)—2—x2—3x+42
Ax Ax
. 2 .
=2x Ax+Ax2+3 Ax=2x+3-{—-Ax.

Ax
Der Grenzwert fiir Ax = 0 wird
2 —
ézzd(x +3x 2)=2x+3.
dx dx
7. Allgemeine Regeln.
a) BEine Summe wird differenziert, indem man jeden

Summanden einzeln differenziert.
In Fig. 50 ist die Funktion y == f (x) 4+ g (x) dargestellt. Ihre

Ableitung ergibt sich wie folgt:
ﬂ__f{x—l—Ax)—l—g(x—I— Ax) —f(x) — g (x)
Ax Ax

_f(x+Ax)—f(x) +g(x—|—Ax)-g(x)
- CAx Ax
Fiir Ax =0 sind die Grenzwerte

dy _ a6+l _ A6 | det)
dx dx dx dx

oder

y=[Fx+gx] =1 +g [
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Ganz entsprechend lauten die Formeln fiir beliebig viele Sum-
manden und auch fiir Differenzen.

b) Die Ableitung des Produktes zweier Funktionen.
In Fig. 51 ist die Funktion y ={ {x)-g (x) gezeichnet. Hier wird

Ay _ f{x+ Ax) - gle -+ Ax) — £(x) - g(x)

Ax Ax
y 1y
)
/;:E/ Ny :g
AT gk — i
3 3
3 B i
Ole—. ] e ! x
T 7 T
Fig. 50. Fig. 51.

g(x) und f(x) konnen nicht so einfach wie oben getrennt werden.

s bedarf vielmehr eines Kunstgriffes, indem man im Zéhler

f(x) - g(x 4 Ax) subtrahiert und zugleich addiert. Dann wird

Ay fx+Ax) g(x4Ax) —f(x)-gx+Ax)+1f(x) g(x+4Ax)—1f(x)- g(x)
Ax Ax

— glx 4 Ax L AAXQ — ) 4 g

g(x + Ax) —g(x)

Ax
Geht man zur Grenze iiber, indem man Ax = O werden laBt, so
erhilt man

d dff(x}- g(= df(x dg(x
dy _ Al g0l g A1) 4 ) 2812

dx
oder

=[x g@=g®- '&)+{x- g ®:

LBt sich die Funktion y in mehr als zwei, z. B. drei Faktoren
zerlegen, so wendet man die soeben gefundene Regel mehrfach an
und erhdlt

y = f(x) g (x) b (x);
Y=gl b))+ b)) g () + ) g (x) b (x)
f (x)

g (x)
ist, so kann man auch f(x) =y - g(x) setzen, indem man y als

¢) Die Ableitung eines Quotienten, Wenn y =
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Funktion von'x dargestellt denkt. Nach der Regel fiir das Diffe-
renzieren von Produkten erhilt man dann f' (x) =y.g' (x) + g (x)-y'.

Setzt man hierin y == ;((Z)) und 168t nach y' auf, so ergibt sich
die gesuchte Ableitung
WY =16 -5 ¢
X == X) — .
gixy g (x) g

Y= (1) E® T Q1m0
g (x) g (x)?

Damit sind die wichtigsten Rechenregeln fiir die abgeleiteten
Funktionen hergeleitet. Man beachte wohl, daB man fiir die ab-
geleiteten Funktionen von vornherein besondere Rechenregeln
erwarten durfte; ganz #hnlich, wie auch andere Funktionen, Sinus,
Logarithmus usw., ihre eigenen Rechenregeln besitzen.

8. Der Differentialquotient von x* nach x.

.8) n sei eine positive, ganze Zahl.
Betrachtet man x® als Produkt von n gleichen Faktoren x,
go liefert die Regel fiir das Differenzieren eines Produktes die

Ableitung von y = x. Man erhilt y —=x.x-x- .- - (n-mal)
dx dx
! gD—1 n—1_" | ... (pe
y X i —+ x i -+ (n-mal)

d
Nun war aber —— == 1, also ist

dx

n
y’.: ((]ii = an—l,
Beispiel: y = ax34bx24¢

y = 3ax? -+ 2bx.

b) n sei eine negative, ganze Zahl.

1
Man setze n = — p, also x® = x P = —.
<P

Es ist die Regel fiir das Differenzieren eines Quotienten an-
zuwenden. 1
' d;";—-—xp.o_—pxp_l_— xP—1
¥ = 3z x2P =TP

!

= — px~P~1=pxt-1
Also auch, wenn n eine negative, ganze Zahl ist, gilt die Formel
dx®

dx

== n.x2"1
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Fiir den Fall, daB n ein Bruchexponent isf, soll sie sogleich be-
wiesen werden.

9. Die Ableitung der inversen Funktion.

Bei vielen Funktionen ist es gleichgiiltig, welche der Variabeln
als unabhingige gewshlt wird. So lautet z. B. das Mariottesche
Gesetz: p - v = konst., wenn p den Druck und v das Volumen
einer bestimmten Gasmenge bei konstanter Temperatur bedeuten.
Hier kann man setzen:

konst.

p= v ’

d. h. man berechnet den Druck, wenn man das Volumen verdndert,
aber ebensogut ist auch
konst.

P

d. h. man berechnet das Volumen, wenn Y
man den Druck veréndert.

Oder ist in einem anderen Beispiel
y = 3x — 4, so folgt umgekehrt

Y

1 4
Xx=Z 34 o
3 3 ) — -
x
In allgemeinen Formeln kann man [4
schreiben: Aus y = f (x) folgt umgekehrt
x =g y). ~ /
Tn solchen Fillen heifit die eine
Funktion die inverse Funktion der Fig. 52.

anderen. Die Umkehrung kommt lediglich
auf eine Vertauschung der Achsen hinaus. Deshalb liest man un-
mittelbar aus Fig. 52 ab:

dy . _dx
tgo = 3 @P =gy
1
Da aber § == 900 — a und tgf = tg (90° — o) = ctga = —

tg o
ist, so erhilt man zwischen den Differentialquotienten die einfache
Beziehung

dx 1
dy — dy
dx

10. Die Ableitung einer Wurzel.

n
Aus y =]/x-folgt nach der Definition der Wurzeln die inverse
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Funktion x = y®. Deren Ableitung ist aber

dx
—_— = . ll—l.
dy n-y
. . n__
Setzt man wieder fiir y seinen Wert J/x ein, so wird
d n
4=

und umgekehrt

‘Wie bekannt, ist aber
n_ 1
Vx = x0,
Mit Benutzung dieser Bezeichnung nimmt der Differentialquotient
die Form an

1—n 1
ye=t 1t 1 g
n—t n n ?
x n
d. h. es ist
1
dx® ———;lx%_l-
dx n

Damit ist auch fiir diesen Fall die Regel fiir das Differenzieren
einer Potenz bestitigt.
Beispiel:
1
3/—-— —
y=Vx; y=x3

1 -2 1 1 1 1
y=~—§—X '5_—_"—3—-—2-_—_-—3— 3 .
x3 V=

11. Die Ableitung einer Funktion von einer Funktion. Es

3 —

soll y =7/x? -+ 2x differenziert werden. Hier entsteht eine gewisse
Schwierigkeit. 'Wir wissen wohl einerseits eine Wurzel aus x und
anderseits eine Summe von Potenzen von x zu differenzieren;
wie ist aber hier zu verfahren, wo offenbar die Wurzel aus einer
Funktion von x, nimlich aus x2+4 2x, zu differenzieren ist?
Schreibt man diese Funktion zur Abkiirzung z = x* -+ 2x, so
bleibt y :]a/z.

Jetzt kann man y nach z und z nach x differenzieren. Nun ist
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aber Ay Ay Az

Ax = Az  Ax’

denn das sind ja alles endliche GroBen. Wird Ax unendlich klein,
so wird auch der Zuwachs von z, also Az unendlich klein. Deshalb
erhilt man beim Ubergang zur Grenze Ax = 0:
dy 4y dz
dx  dz dx
(Daf im allgemeinen wirklich bestimmte Grenzwerte existieren,
entnimmt man wieder der Erfahrung. Denn jede der Funktionen
3,
z=x242xundy =Vz 148t sich graphisch aufzeichnen und be-
sitzt folglich bestimmte Tangenten, deren Steigungen gleich den
Differentialquotienten sind.)
Im Beispiel ist:

. R

dz = 3 -i’/z—z dx

dy _ 1 1

dx VZ

Hierin ist noch fiir z sein Wert x2 -+ 2x zu setzen.
_dl 2 x+1

dx 3 13/(X2+ 2X)2
Ganz allgemein gilt hiernach die Regel: Ist y = f (z) und
z =g (x), so erhilt man die Ableitung von y nach x aus der
Formel :

2 (x4 1)

dy dy dz _ df(z) dg(x)

“dx = dz  dx 4z dx

Beispiel: 1
Y‘———VX-I-*X—
z:x""‘_: y=V;
dy 11 1 1 dz 1
dz 2}/—;_EV~ 1) dx x2
x4+ =
x
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12. Die Ableitung einer Potenz mit Bruchexponenten. End-
lich ist man auch imstande, die Regel fiir das Differenzieren einer
Potenz zu beweisen, falls der Exponent ein Quotient ist. Es sei

D

P

n=-=also y = x®=x9 Dafir kann man
1\
&
Yy = \X
1

Setzt man x9 =z, so wird y = zP.

schreiben,

Demnach ist
1

dy dz ——1
P = 20y gp—1. T x4
J dz dx bz x
Setzt man fiir z seinen Wert ein, so wird daraus
p—1 1 ¢y p_t .t 7
y’=—_.P_x T -xa =P gq atq !
) q q
und schlieBlich
a b_,
dx? P_q .
Y= T

Damit ist fiir jeden'beliebigen Exponenten n die Formel be-
wiesen:

dxn n—1
— = X .
dx

13. Die Extremwerte einer Funktion. Von besonderem
Interesse sind die Werte einer Funktion, die in Fig. 53 durch
die Punkte A und B dargestellt wer-
den; man nennt sie Extremwerte
der Funktion und definiert:

Eine Funktion besitzt einen
/ Extremwert (Maximum oder Mi-
beide benachbarten Werte zu-
gleich kleiner oder gréfer als der

0 Funktionswert selbst sind.
Geometrisch sind die Punkte A
Fig. 53. und B dadurch ausgezeichnet, daf in
ihnen die Xurventangenten parallel

¥

nimum) an einer Stelle, an der

8

zur x-Achse verlaufen.
Lautet daher die Funktionsgleichung y =f (x), so muf8 in
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den Extremwerten

dy _df®_
dx~  dx

gein, da ja a = 0° also tg o ==0 ist.
Die Kurventangenten konnen auch parallel zur x-Achse ver-
laufen, wenn keine Extremwerte vorliegen, wie die Figuren 54 und

7. ¥

— -

x X

T~
/
7

%

Fig. 54. ‘ Fig. 55. Fig. 56.

55 andeuten. Diese Fille besitzen indessen kein praktisches Inter-
esse, so daB sie hier unberiicksichtigt bleiben kinnen.

Beispiel: Aus einem zylindrischen Baumstamm mit kreisfor-
migem Querschnitt ist ein rechteckiger Balken so auszuschneiden,
daBl sein Widerstandsmoment moglichst grofl wird. Wie verhilt
sich in diesem Falle die Hohe zur Breite?

Man beginnt damit, dall man zuerst die Funktion, d. h. also
diejenige GroBe, die einen Extremwert besitzen soll, ausrechnet.
In diesem Beispiel ist das Widerstandsmoment bei rechteckigem
Querschnitt

W == —"6— .
Die Funktion enthilt noch zwei unabhingige Variable, nimlich b
und h; eine ist durch die andere auszudriicken. Es ist auch die
Bedingung der Aufgabe, da der Balken aus einem Baumstamm
auszuschneiden ist, noch nicht benutzt. Nach Fig. 56. besteht die
Beziehung

h2 =42 — b2,
daher wird
b(d?—b%) bd2 b3

6 6 6
Jetzt ist W als Funktion der Variabeln b gefunden.

Man kann sich ein Bild vom Verlauf der Funktion zeichnen,
indem man einen bestimmten Durchmesser des Baumstammes wihlt,

W:
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z. B. d =25 dm setzt. Dann ist

Diezusammengehérigen Werte sind in der Tabelle aufgeschrieben.
Das Bild der Funktion, soweit es interessiert, gibt Fig. 57.

b W

UsSW.

OO OUR LD e O
OHW~I O

usw. usw.

Fig. 57.

(Eine analytische Entscheidung dariiber, ob ein Maximum oder

Minimum an einer Stelle vorliegt, folgt spiter.)
,  Im Extremwert ist die Ableitung von W nath b gleich Null
zu setzen.

dW 42 3b? 0 -

db 6 6
also

d? = 3b%

Da nur nach dem Verhiltnis von h zu b gefragt ist, setzt man den
gefundenen Wert in h2 = d2 — b2 ein. Dat gibt

h? = 3b2 — b? = 22

und folglich
h — 7
o= V2 ~1d=
Das Widerstandsmoment ist bei rechteckigem Querschnitt eines
Balkens am grofiten, wenn sich die Héhe zur Breite wie 7 zu 5

verhilt (genau wie V'2 zu 1).

14. Der zweite Differentialquotient. Es sei die Funktion
y = x3—2x -4 gegeben und graphisch in Fig. 58 gezeichnet.
Sie besitzt eine Ableitung y' = 3 x2 — 2, die ebenfalls graphisch
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dargestellt werden kann, siehe Fig. 59. Weiter kann jetzt aber
auch die Ableitung dieser abgeleiteten Funktion gebildet werden.
Man nennt sie die zweite Ableitung und schreibt y" = 6x.
Auch -diese ist eine Funktion von x, deren Bild Fig. 60 zeigt.

7_ "
6_3
9] 4 5
o y’ #4 <
>
" g 51 PRl
9
6 ) 44 §
§ 3 #
£ 3 [} 7
2 > A . X
3210 71 Z §
Ly =
8 o X
3 -z -1\0 J1T Z 3 : -2
x 1.
T4 7 ¥ ~3
-2 -
-31
Fig. 58. ‘ Fig. 59. Fig. 60.

Tn derselben Weise kann man beliebig fortfahren und y'”, y'v,
y"¥ usw. bilden.

Statt wie bisher nur vom Differentialquotienten zu sprechen,
kann man auch die GroBen dx und dy selbst betrachten. Man
denkt sie sich als zwar auBerordentlich kleine, aber immerhin end-
liche Grofen und nennt sis Differentiale. Die Differentiale sind
jedoch stets so klein vorzustellen, daf sie im Verhiltnis zu x und y
selbst verschwinden d. h. unendlich klein sind (im Gegensatz zu
Ay und Ax). Das Differential dx ist als konstant zu betrachten ;
denn man denkt es sich als die konstante Einheit, die man auf der
x-Achse abtrigt, wenn man die Funktion von Punkt zu Punkt
wachsen lafit.

Wie man von y und x die Differentiale dy und dx bildet,
so geht man von diesen zu den zweiten Differentialen

ddy = d?y und ddx = dx
iiber. '
Da aber dx konstant ist, so ist der Zuwachs d?’x =0 zu

setzen.

dy ist unendlich klein verglichen mit y, genau so ist d2y
unendlich klein verglichen mit dy.

In gleicher Weise kann man das dritte Differential d?y usw.
bilden.

Tir die zweite Ableitung y” einer Funktion erhilt man einen
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neuen Ausdruck. Es ist ja
dy
,_tix
VT
Nach der Regel iiber das Differenzierén eines Quotienten wird
daraus

. dx%— y% d2y-—%-d2x
- dx? = dx?
Da aber d2x = O ist, so bleibt
. A%y
y = axt’

In gleicher Weise wiirde folgen

no__ d3y IV _d4_y usw.

T dx3’ dx4
15. Die Bedentung des zweiten Differentialquotienten in
der Mechanik. Ist s = f(t) der Weg s als Funktion der Zeit t
gegeben, so bedeutet
ds
dt
die Geschwindigkeit im Zeitpunkt t, nimlich den Zuwachs des
Weges in der Zeiteinheit dt. Der zweite Differentialquotient
ds
dv d dt  d2s

== Vv

T @ —ae
ist der Zuwachs der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit dt, d. h.
also die Beschleunigung im Zeitpunkt t.
Man schreibt auch

ds - dv . &% o -
T=% =V e

Beispiel: Bei der gleichférmig beschleunigten Bewegung ist

1
8 :v1-t—|-—2—pt2,

§ = 7:11% = v, + pt die Geschwindigkeit,

" d2s . .
=32 =P die Beschleunigung.
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16. Anwendung der zweiten Ableitung zur Deutung der
Extremwerte. Wenn an einer Stelle A (Fig. 61) mit wachsendem x
auch die Funktion wichst, so bildet die Tangente mit der x-Achse

Fig. 61.

einen spitzen Winkel o, besitzt also eine positive Steigung tg 2.

d
Dann ist auch der Differentialquotient tgo = —d% an dieser Stelle

d
positiv. Umgekehrt ist der Differentialquotient —d% = tg  negativ,

wenn wie im Punkte B der Funktionswert mit wachsendem x abnimmt.

In Fig. 62 erkennt man, daf} vor einem Maximum die Steigung
positiv, im Maximum Null und nach dem Maximum negativ ist.
Die Steigung n#mlich y' ist aber ebenfalls eine Funktion von x,

y .
AV b
/0 \ x
Fig. 62. : Fig. 63.

L4
deren graphisches Bild, die Differentialkurve genannt, man zeichnen
kann (Fig. 63). Dem Maximum entspricht hier ein Punkt A, in
dem mit wachsendem x der Funktionswert y' abnimmt, d. h. die
Steigung der Tangente im Punkte A ist negativ. Diese Steigung ist
’
tgo = Ey— =y". Im Minimum ist" es genau umgekehrt. Das
x
Ergebnis ist:
Neuendorif, Lehrbuch der Mathematik, 2.Aufl 7
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Ein Extremwert ist ein Maximum, wenn die zweite
Ableitung an der Stelle negativ, ein Minimum, wenn sie
positiv ist.

Es sei noch darauf hingewiesen, daf den Extremwerten der
Funktion die Schnittpunkte der Differentialkurve mit der x-Achse
entsprechen. Auf diese Weise kann man graphisch die Extrem-
werte ermitteln, ohne die Gleichung y' = O algebraisch aufzulésen.
Die Methode ist besonders dann wichtig, wenn die Gleichung y' = 0
vom héheren als zweiten Grade ist.

Beispiel : Die Funktion sei

y=x3—2x+4 4.
Die Ableitung ist
y = 38x2— 2,

In den Extremwerten wird L
3x2—2=0;, x= 4_—1/%
x = -+ 0,82; x, = — 0,82.
Die zweite Ableitung wird
y' = 6x.
Da 6 x; > 0 ist, so entspricht x; ein Minimum, dagegen ist 6x3 <0,
also entspricht x; ein Maximum,

17. Die Ableitung der impliziten Funktion. Wenn eine
Funktion in einer nicht nach y aufgelosten Form gegeben .ist, so
heiflt sie eine implizite Funktion. Wir wihlen als Beispiel:

7x2+4 9y?2 = 63.

Man konnte diese (leichung nach y auflésen und dadurch y
als Funktion von x erbalten. Wiirde man einsetzen, so wire
7x2 4+ 9y? nur noch eine Funktion von x, deren Ableitung nach
den gewdhnlichen Regeln zu finden ist. Da also y als eine Funk-
tion von x gedacht ist, so muf y2 wie eine Funktion von einer
Funktion behandelt werden. :

Man setzt also:

. flx) = 7x2+ 9 y2% 63,
indem man y als Funktion voh x eingesetzt denkt, und bildet
df(x)
dx

(éy_?_dy? dy _ 511)

=14x+18y~g=0

dx—dy'dx_ 7 dx
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Daraus folgt: :

dy ___7x

dx = 9y

Kommen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens y und x vor,

go kann man jede Seite fiir sich als Funktion von x betrachten, dann
differenzieren wie oben und die Ableitungen einander gleichsetzen.

Beispiel: y = V3 x2 - 2 x (siehe Nr.11).

Hieraus folgt yi=x2-42x
dy
2 J
und 3y 3 2x 42

dy _2x+1 2 x+41

" T P
Ob man fiir y zum SchluBl, wie hier, seinen Wert wieder ein-
setzt oder nicht, hingt ganz von den Forderungen der Aufgabe ab.

18. Das Integral. Im allgemeinen besitzt jede Funktion eine
erste Ableitung. Jetzt kann man umgekehrt die Frage stellen:
Wie findet man zu einer gegebenen Ableitung die urspriingliche
Funktion? Also gegeben ist y' und gesucht y. Es war

dy /
ax Y

Hieraus schlieit man

oder dy = y'dx.

y =f y'dx,
indem man fiir diese Umkehrung des Differenzierens das Zeichen

J1) benutzt. Die rechte Seite heilt das Integral von y dx.
Differenzieren und Integrieren sind also einander zugeordnet, ge-
radeso wie Multiplizieren und Dividieren, Potenzieren und Radi-
zieren usw. Wie man aus der Potenz x3 = a die Basis durch
Einfithrung einer neuen Rechnungsart, des Radizierens, und eines

neuen Zeichens, des Wurzelzeichens, x =]3/;, findet, so ergibt
sich aus dem Differential dy == y'dx der Funktionswert y durch
die neue Rechnungsart, das Integrieren, und das neue Zeichen _/,
und zwar ist eben y = [y dx. A
Greradeso, wie sich Potenzieren und Wurzelziehen gegenseitig

aufheben : (]3/;)3 ==a, 80 heben sich auch Differenzieren und

1) Dies Zeichen ist ein lateinisches s, der Anfangsbuchstabe von Summe.
7%
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Integrieren gegenseitig auf:

fdx=x und d—‘/‘yE— ’

dx -

Man findet die Werte der Integrale durch Umkehrung der
bekannten Differentialformeln. So ist z. B.

d—;;—x3

1 .
fx2dx=—3—x3, da ja T:ﬂ

1
ist. Aber man erkennt -sofort, dafl man §x3 um eine beliebige

Konstante vermehren kann, da die Ableitung einer Konstanten
Null ist. In der Tat ist

d (—%— x3 - 5)
. A——— ]
dx x
aber auch
d (;— x5 — 100)
dx

Deghalb mufl unser Integralwert richtig so heiflen:
fx2dx=%~x3—|—0,

wo C irgendeine Konstante bedeutet,

= x2 usw.

19. Allgemeine Integralformeln. Man integriert eine
Summe, indem man jeden Summanden einzeln integriert.

Aus

folgt

y=1(x)+g(x)
Y =[f@x+gE] =1E+gEx.

Durch Umkehrung wird daraus

Sy dx =/f[f(x) + g (x)] dx = ff (x) dx + [¢' (x)dx.
Ein konstanter Faktor kann vor das Integral gesetzt
werden. -
Ist y = af(x), so wird y' = [af(x)]’ ==a - f'(x) und durch
Umkehrung
Sy dx = f[af(x)] dx = a/f' (x)dx.
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Beispiel: y' =3x2+4+4x—5
y=Jv dx=[(3x2 4 4x — 5) dx=3fx2dx 44 fxdx — b fdx
=x34+2x2—5x+4C.
Von der Richtigkeit iiberzeugt man sich umgekehrt durch
Differenzieren. )
Endlich soll“die wichtige Formel fiir das Integral einer Potenz
von x hergeleitet werden. KEs ist

d n+ 1
nf1- a1
p—ni X:X’
dx n~-1

also umgekehrt

1
n —_— n+41
fx dx._ll ¥ + C.

Hier kann n :jede positive oder negative, ganze oder gebrochene
Zahl sgein, nur nicht — 1. In -diesem Falle nimlich ist

n+1 g
n+1_ O
also unbestimmt. .

d
Das Integral 3 wird spiter gesondert hergeleitet werden.

Beispiele.
dx_/ 4 o 1 s —-—_—l—
-y 2 1 3 3 .
Jirsia— x3dx=gx3 +0=1Vx +C.
3

20. Die geometrische Bedeutung des Integrals und das be-
stimmte Integral. In Fig. 64 sei die

Funktion y = f (x) graphisch aufge- ¥ )
zeichnet. Gefragt ist nach dem Fli- &

cheninhalt F, der von der Kurve, der

1 !
x-Achse und den Ordinaten in den i F'ei :t
Endpunkten der Abszissen a und x | 3
begrenzt wird. Rechnet man die In- ar::a';_._i}_ x
halte immer von der Stelle a an, so ’
gsind sie nur noch eine Funktion von Fig. 64.

der Grenze x, bis zu der sie genommen
werden. Wichst x um A x, so nimmt auch F um einen kleinen
Betrag AF zu; und zwar sieht man aus der Figur, daB
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hAxZAF<<HAx
oder h<é£<H ist.
Ax

Wird Ax = 0, alsoA—F—=—£i—:~E‘— so wird auch h = H, und
. Ax dx
zwar ist h der zur Abszisse x gehorige Funktionswert y = f (x).
Also hat sich ergeben
dF
T = =)

woraus man durch Umkehrung' findet

F=jf(x) dx.

Hier sind die Grenzen angegeben, zwischen denen die Fliche liegt,

da ja sonst F nicht eine Funktion von x allein wire. .
Solch ein Integral heiBlt ein bestimmtes Integral, weil sich

némlich die Konstante C angeben 1ifit. Dies sieht man sofort so

ein. Es sei etwa
ff(x) dx = g(x) - C.

Setzt man x = a, 80 muB ja die Fliche O sein, also muB ga)+C
== 0 oder — g (a) = C sein. Deshalb schreibt man

2

S ax = (gl = glx) — gl

Die Konstante braucht, mit andern Wor-
ten, gar nicht beriicksichtigt zu werden, wenn
man den Wert des bestimmten Integrals als
eine Differenz auffaft.

Beispiel: In Fig. 65 ist die Parabel
gezeichnet, deren (leichung

D O 3 o ©
T T T T

S L N )
T T

y == 2x?
lautet.
Es ist die Fliche bis zur Stelle x = 2
zu berechnen vom Koordinatenanfangspunkt an.
Also ist zu setzen :

2
2
F=./.2x2dx=[£x3] —_—_3.8_3.0
0 0 3

3 3

16
F =5 =533
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Die Bedeutung des bestimmten Integrals tritt noch deutlicher
durch die folgende anschauliche Betrachtung hervor. Man zerlege
die Fliche F' in unendlich viele Streifen

von der Breite dx, Fig. 66. Jeder ¥
Streifen kann als ein Rechteck be- N
trachtet werden vom Inhalt y-dx =,
f(x) dx. Die Summe aller unendlich U
diinnen Streifen ist die Fliche F. v
Also wird z
0‘-a—>lLl<- o
X dx
F = [tx) ax, o
Y Fig. 66.

wo nun hier das Integralzeichen als besonderer Fall des Summen-
zeichens 2 auftritt, nimlich als Summe von unendlich vielen, aber

unendlich kleinen Summanden. Dafl solch eine Summe einen end-
lichen Wert besitzen kann, also ein endliches Integral im allgemeinen
existiert, schlieit man wieder aus der Tatsache, dafl im allgemeinen
eine endliche Fliche, wie eben angegeben, vorhanden ist.

Damit ist zugleich ein Einblick in die Bedeutung des Integrals,
unabhingig von dem geometrischen Flicheninhalt, gewonnen. Das
Integral gestattet Vorginge, die sich von Moment zu Moment
dndern, zu addieren.

Beispiel: Bei der gleichformig beschleunigten Bewegung #ndert
sich der in der Zeiteinheit dt zuriickgelegte Weg von Stelle zu
Stelle. Und zwar ist bekanntlich

— == = . t.
a4 - TP

Das Integral liefert den gesamten Weg, etwa vom Zeitpunkt O
an gerechnet, nach der Formel

t t
1 6 1
h v 2 2

21. Der natiirliche.Logarithmus. In Fig. 67 ist die Funktion
X-y==codery = ;cgezeichnet. Die Kurve ist eine gleichseitige

Hyperbel. Der Flicheninhalt, gerechnet von der Abszisse a bis

X, 1st
X X
d
F:f—c—dx:c ——}E
X X
a a
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Dieser 'Fléicheninhalt ist frither schon im dritten Abschnitt Nr. 12

berechnet worden. Dort erga
F=c¢

b sich
(Inx — In a).
Daher besteht die Beziehung

X
cl/‘E =c(lnx —1Ina).
X
Y !
Das unbestimmte Integral lautet:

/%I§=1n;fc+c.

x
Damit ist die Liicke, die in der
Potenzformel der Nr. 19 fiir n = — 1
. geblieben war, auch ausgefiillt.

Fig. 67. Anderseits liefert die Umkeh-
rung die wichtige Differentialformel

dinx 1

dx — x

‘Weitere Formeln leitet man so her:

Aus y = e* folgt x = In y und

|y

A N W o % g on e D
PP

Fig. 68.

Also ist:

dx__lo
dy ~ gy o dx
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d. h. die Ableitung der Funktion e* ist gleich der Funktion e*
selbst. Umgekehrt folgt daraus

Jex=ex+C.

22. Die Integralkurven. Xs sei eine Funktion y = f (x)
graphisch aufgetragen. Zeichnet man in jedem Punkte der x-Achse
X

als Ordinate den Wert des Integrals F = [ (x) dx auf, so werden
a

die Endpunkte der Ordinaten durch die Integralkurve verbunden.
a ist ein beliebig gewdhlter Anfangswert.

In Fig. 68 und Fig. 69 sind noch einmal als Beispiel zur
Ubersicht gezeichnet:

das Diagramm der Funktion - - - y= T x5,
die Differentialkurve - - - - -y = Ti— x2,
das Diagramm der zweiten Abieitung y' = ;—x,
x
die Integralkurve - - - F =0 % x3 = [% x4 ]t = %x{

Man beachte, daB neben y auch y’, y und ¥ Funktionen von x sind.
’ Ferner: Die Ordinate in einem Punkte x der Differential-
kurve ist gleich der Steigung der Tangente im Punkte mit der
Abszisse x der Funktionskurve. Dije Ordinate in einem Punkte x
der Integralkurve ist gleich dem
Flicheninhalt der Funktionskurve
vom ausgewihlten Anfangspunkt
bis zum Punkte mit der Ab-
szisse X.

Uber die Berechnung der
Flicheninhalte durch Integration
ist noch eine wichtige Bemerkung
zu machen. Es sei die Funktion
y =x — 4 gegeben und in Fig.70
gezeichnet. Berechnet man den
Inhalt in bekannter Weise vom
Anfangspunkt bis zur Abszisse
x = 8§, 80 erhilt man

1 3 64
— _ 11 0 % —
[x 4)dx [2x 4]0 5 4.8 0.
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Wie ist dies Ergebnis zu erkliren? Der Flichenteil von 0
bis 4 liegt unterhalb der x-Achse. Die Ordinaten sind simtlich
negativ, dagegen ist in jedem Fléchenstreifen dx positiv zu setzen,
und daher wird der Flicheninhalt jedes Teiles mit negativen
Ordinaten negativ. Bei der Integration wird folglich dieser Flichen-
teill von dem folgenden positiven Teil, der aber gleich grofl ist,
subtrahiert. Will man den wahren Flécheninhalt, abgesehen vom
Vorzeichen haben, so mufl man die Integration in zwei Teile zer-
legen und fiir den negativen Flidchenteil das Vorzeichen umkehren.

In unserem Beispiel wiirde

4 8
F=—-—f(x—-4)dx—l—f(x——4)dx

1 R E! 8
= — | =x2— —x2 .
[2 X 4x]0+[2 x 4x]4

= —8-+4+16-}32—32 — 8416 = 16.

Um aus der Integralkurve die wahren Flicheninhalte ablesen
zu konnen, wiirde man sie ebenfalls am besten in zwei Teile zer-
legen, einen von O bis 4, den zweiten von 4 bis x. Die End-
ordinanten wiren ihren absoluten Betrigen nach zu addieren.

23. Integralkurven, Statische Momente und Trigheits-
momente.

a) In Fig. 71 sind in ein beliebiges Koordinatensystem zwei
Rechtecke von der konstanten Breite a und den Héhen b und ¢
gezeichnet. Die Summe der statischen Momente bezogen auf die
Achse ¢ ist

a a a’b alc
—a.b -|=— e = 2 2°.

M=a-b (2+a)+a c’2 2+ab+2
Fiigt man noch weitere Rechtecke hinzu (s. Fig. 75) und wihlt
immer die letzte Rechtecksseite als Achse, so kommt bei jeder Ver-
schiebung der Momentenachse um’ eine Breite a je ein Summand

alb; aZc usw. hinzu. Bei n Rechtecken erhielte man:

2 2 2
M=a—2b+<n—1)a2b+i2°—+(n—2)a2c+----+%,
wenn k die Hohe des n*® Rechtecks ist.

b) In Fig. 72 ist ein Rechteck gezeichnet, bei welchem die
Achsen den Seiten parallel sind, wihrend der Nullpunkt im Schwer-
punkt des Rechtecks liegt. Zerlegt man das Rechteck parallel
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zur x-Achse in schmale Streifen von der Hohe dy, so ist das Trig-
heitsmoment eines Streifens

Jy = bdyy?
und das Trigheitsmoment des ganzen Rechtecks
a a
" 1 +7b 3 bad 1
a a
— 2dv == b —v3l —m 4 =% — —_Dal.
J fbydy [b3y] T TR Tl
2 _3
2 2
Y
y —— ::_”[,
[::::"_—_%yf; [4 z T
v
0 a v
Fig. 71. Fig. 72. Fig. 73.

Verschiebt man die Trigheitsachse parallel um ein Stiick 1,
so wird nach Fig. 73 das neue Triigheitsmoment

E . a
+5 +5 5 +5
5 =fb (v +D2dy =fby2dy +f2by-,1dy +fb12dy.
a a a a
) -7 T2 )
Das erste Integral ist J. Das zweite ist

a a

2 1 : 21 21
dy = 2b| =y =2p|E - — 2| =
2bfy 1dy 2b[2yl] 2b[8 8] 0,
a a
_a -3
wie nicht anders zu erwarten, denn J/ yldy ist ja das statische
Moment der Fliche bezogen auf eine Achse, die durch den Schwer:

punkt geht. Das dritte Integral endlich ist
12fbdy=12.F,

a

2
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wenn mit F' der Inhalt des Rechtecks bezeichnet wird. Also bleibt
J1 - J + ].2 - F.

Die Ergebnisse sollen auf die Rechtecke der Fig. 71 ange-
wendet werden. Man findet dort
ash a\2 alc a?
J=i?+«”+?)“+75+z*°
oder
alc

3b
T=g+2ath AL

Fiigt man wieder beliebig viele Rechtecke hinzu von der kon-
stanten Breite a und berechnet das Trigheitsmoment bezogen auf
die letate Rechtecksseite als Achse, so wird das Trigheitsmoment

ash a |? adk

wenn wieder k die letate Rechteckshdhe ist. Der Ausdruck kann
so umgeformt werden:

ash ash . adk
J=T2—+T+a3b(n——1)+a3b(n-——1)2+-~--~]—-—3—

J =

:E’;_b+(n_1)asb+(n_1)2a3b+....+i3k.

y ¢) Die Integralkurve eines Recht-
ecks ist eine geneigte gerade Linie, denn
der Inhalt des Rechtecks wichst bei
konstanter Héhe der Breite proportio-
nal. Das 148t sich rechnerisch sofort
dx bestitigen. Ein Streifen in Fig. 74 hat
s Z  die Breite dx und den Inhalt bdx.

v Folglich hat die Integralkurve die Glei
chung:
x X
_ y:/bdxz[bx]r-bx.
Fig. 74. A 0

In Fig. 76 ist unter die urspriinglichen Rechtecke die Integral-
kurve gezeichnet; fiir die neue Fliche ist sogleich fiir das folgende
auch die zweite Integralkurve konstruiert.® Es lifit sich jetzt der
Satz beweisen: )

Die erste von der Integralkurve, der Achse und der End-
ordinate umschlossene Fliche ist gleich dem statischen Moment der
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Rechtecke; dje zweite von der Integralkurve dieser Fliche, der
Endordinate und der Achse umschlossene Fliche ist gleich dem
halben Trigheitsmoment der Rechtecke.
Es ist nimlich der Inhalt der ersten
Integralfliche, wie kurz gesagt werde, y
a-ab a-ac

F1=———§v—{—a-ab+ 2

2 2
=a—2}3+a2b+%‘i=M.

Nimmt man in der urspriinglichen
Figur neue Rechtecksstreifen hinzu, so
kommen aufler Dreiecken zur Integral-
fliche jedesmal Rechtecke mit den In-
halten a?b;.alc usw. hinzu und auch
bei n Streifen wird:

_ath
1= 9

F -i—(r‘l—l)&”o—lra—;E

]

+(n——2)a2c+-~-+aj2l{=M. 7

Zeichnet man zur ersten Integral- Y| Melstab tom=1z

fliche die zweite, so kann deren Inhalt
ja sogleich berechnet werden, wenn man
das statische Moment der ersten Integral-
fliche ermittelt. Beide sind, wie soeben
bewiesen, einander gleich. Dies gibt

a-ab/a -
__&-abfa 7 Z
Fy = 5 (3+a) .
Fig. 5.
a a-ac a
Tecab gty
oder
adb ade 1
== — 3 —_— e
Fa 6 -+ a’b 4- 6 2J-

. TFigt man wieder neue Streifen hinzu, so wird das statische
Moment und damit"F, (siehe Fig. 75):

%E(—;—]—(n — l)a)—{— (n — 1)a2b

(n—1)a a?.ak

Fnz _{._._{__2.3
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n"'l_*_asb.u '._+a3k

a3h
padiid 3p -
6 -+ a3b
_Jd
T2

Damit ist der Satz bewiesen.

d) Wird eine Fliche von einer beliebigen Kurve, der x-Achse
und einer Endordinate begrenzt, so kann man die Fliche in
schmale, gleich breite rechteckige Streifen zerlegen, die so genau,
wie man es wiinscht, die Flache selbst bedecken, wenn man sie
nur hinreichend schmal wiblt. Dann aber kann das soeben Be-
wiesene Anwendang finden. Somit erhilt man den Satz:

Zeichnet man zu einem beliebigen Flidchenstiick die
erste Integralkurve und zu der ersten Integralfliche die
zweite Integralkurve, so ist der Inhalt der ersten In-
tegralfliche gleich dem statischen Moment und der In-
halt der zweiten Integralfliche gleich dem halben Trig-
heitsmoment der gegebenen Fliche bezogen auf die
letzte Ordinate als Achse.

e} Da das statische Moment einer Fliche gleich dem Flichen-
inhalt multipliziert mit dem Schwerpunktsabstand der Fliche von
der Momentenachse ist, so kann man diesen Abstand x, nach der
Formel

M
X9 = 4

F

berechnen. Dabei ist das Moment M als Inhalt der ersten Inte-
gralfiiche und der Inhalt F als letzte Ordinate dieser Integral-
fliche bekannt.

f) Uber die Inhaltsausmessung sei hier nur erwihnt, daB sie
in der Regel mit dem Planimeter ausgefithrt wird, einem Instru-
ment, das in der Geometrie besprochen werden wird. Hier mag
man etwa so verfahren, daB man die Flichen auf quadratisch ge-
teiltes Papier zeichnet und die von der Fliche bedeckten Quadrate
abzihlt. Den Inhalt der nur teilweise bedeckten Quadrate schitzt
man ab. Der oben hergeleitete Satz wird namentlich im Schiff-
bau viel verwendet.

Neunter Abschnitt.

Der binomische Lehrsatz.

1. Der binomische Lehrsatz fiir positive, ganze Expo-
nenten. Der binomische Lehrsatz gibt an, wie man eine Summe



Der binomische Lebrsatz. 111

von zwei Summanden (a -+ b), ein Binom genannt, zur n*" Potenz

zu erheben hat. BEs soll zuerst versucht werden, den Lehrsatz mit

Hilfe bekannter Formeln durch Ausprobjeren zu finden. Nachtrig-

lich ist zu beweisen, dafl das gefundéne Ergebnis richtig ist.
Bekannte Formeln sind:

(a+bjt=a-{1Db

(a4 b)2 = a2+ 2ab + b2

(a 4+ 1b)® = a3+ 3a2b + 3ab2-{ b3

(a4 b}t = at+ 4a3b 4 6a2b2 4 4ab3 4 bi.

Der Exponent werde jetzt allgemein mit n bezeichnet. Aus den
Formeln erkennt man, dafl die rechte Seite stets mit a® beginnt.
Die Exponenten von a nehmen jedesmal um 1 ab, die von b um-
gekehrt jedesmal um 1 zu. Die Summe der Exponenten ist in
jedem Gliede n. Abgesehen von den Vorzahlen werden daher in
der Reibe von (a 4 bj® die Glieder der Reihe nach enthalten

aB; ab—1b; aR~2b2; ....; bo.

In dem Gesetz, nach dem die Vorzahlen gebildet werden, wird
man die Zunahme um je 1 und die Abnahme um je 1 gleichzeitig
vermuten diirfen. Probiert man aus, so kann man die Vorzahlen
in der Formel (a - b}4 in der Tat so berechnen:

4 4.8 4.8.9 4.3.2.1
T=% 13=8% 133=% 1334 = 1
4-3.2.1.0 _
1.2.3-4-5 :

Dasselbe Rechenschema findet man bei den anderen Expo-
nenten 3, 2 und 1 bestiitigt. Wie es sein mufl, erhalten auch
alle Potenzen hinter b® die Vorzahl O, d. h. die Reihe bricht mit
b™ ab.

‘Wendet man dieselben Regeln auf (a - b)® an, so wird man
finden:

(a—{—b)“:aﬂ—a}——l‘:—a“—ib—l—g.—(}%—l—)

n{n—1){n — 2)
1.2.3
2. Die Binomialkoeffizienter. Vorzahlen, nach dem obigen

Rechenschema gebildet, heiflen Binomialkoeffizienten. Zur Ab-
kiirzung schreibt man

at—2p?

-+ a“’3b3+----+bn.
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n n .
—1-_—_—_(1) gesProchen ,n fiber 1¢

n(n—1) _n " «
T -—( 2) gesprochen ,n iiber 2
nn—1)(n—2) (n
1.2-3 "(3).“”‘

Allgemein fiir irgendeine Zahl k
n(n——l)(n—2)----(n——k+1) Nt
1.2.3..--k : —_(k)
n(n——l)(n——2)----(n——k+1)(n——k)___ n
1.2-3--- - k(k-1) 'f(k+1)'
Die abkiirzende Bezeichnung ist so gewshlt, dal oben immer

die erste Zahl des Zihlers, unten die letzte Zah! des Nenners steht.
Zugleich gibt die untenstehende Zahl die Anzahl der Glieder im

Zihler und im Nenner an.
_ Addiert man zwei aufeinander folgende Vorzahlen
der Reihe (a + b)?, so erh#lt man eine Vorzahl der Reihe

(o -+ DR
Es ist ndmlich
n n __n'(n—-—l)----(n——k—l—l)
‘(k)+(k+1)" 1.2-.--k
n(n—l)----(n—k+1)(n—k)

+- 1.2..- - k(k-+1)
__n(n——_l)---'(n———k—}—l) n—k
- 1-2..-.k (1+k+1)
=n(n——-1)----(n——k—}—l).k—i-i—}—n-—k
1.2..--k k+1
=(n+1)n-(n—1)-.--(n+'1—- )____(n‘+1)_
1-2----k(k—{—1) k+1
Beispiel:
7 7 8
. (3)+ (&)=
a ja
7N 7-6-5 7\ 7-6-5-4
(3):1-2-3=35’ (Z)=1-2.3.4=35
8\ 8-7-6-5 .
(§)=f5gg="T0 wad 8+36=10ik
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Wendet man den Satz an, indem man wirklich je zwei Vor-
zahlen einer Reihe addiert, um die der folgenden zu erhalten, so
ergibt sich das sogenannte Zahlendreieck der Binomialkoeffizienten.

1
11
121
1331
14641
15101051 .
1615201561
172135352171 usw.

3. Der Beweis des binomischen Lehrsatzes fiir positive
ganze Exponenten. Mit der neuen Bezeichnung der Binomial-
koeffizienten wiirde jetzt der Lehrsatz lauten

R i L Tl A EE R
Um zu beweisen, dal diese Formel richtig ist, verfahrt man
so. Angenommen, die Formel stimmte wirklich, dann werde sie mit

(a 4 b) multipliziert, um zu untersuchen, welche Form (a 4 bj2+1!
annimmt.

(a —i—b)‘;"'1 = (a 4+ b)2(a 4 b) == [a“—i— (111) a"~1b
+(I2l)an—2b2+ ....+(nil)abn—1+bn].(a+b}

— At (111) a'b 4 (;) ah=1b2 - .e.o f abo

4 ab + (111) at—1b2 4 ..., - (n i 1) ab“.—f— prt+t

=an+1+(“*1‘1)anb +(n_+2_1)a“"b2+..‘. +(n'*; l)abn+b"+1,

denn es ist

(?)‘*’1:}11““1: 1~ \1

R e B R M R G

da ja (2) =1 ist. Die iibrigen Koeffizienten werden mit Be-

n+1 (n+1)

nutzung des vorigen Satzes addiert.
Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 8
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Es hat sich jetat ergeben, dall die Formel von (a -~ b)jn+1
genau nach demselben Gesetz gebildet ist, wie die von (a - b)n.
Also ist die Formel (a - b)®+?! sicher dann richtig, wenn die von
(a 4+ b)® richtig ist. \

Urspriinglich war aber gezeigt worden, daf (a - b)¢ nach dem
gefundenen Gesetz gebildet wurde, also gilt, wie jetzt bewiesen,
daB Gesetz auch fiir (a 4 b)5 dann aber auch fiir (a 4 b)6 usw.
fiir alle ganzzahligen positiven Exponenten.

Man nennt diese Form des Beweises den SchluB von n
auf n - 1.

4. Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. Wiirde
man versuchen, den binomischen TLehrsatz anzuwenden, wenn n
eine negative oder gebrochene Zahl ist, so finde man sogleich
einen wesentlichen Unterschied. Ist n eine positive ganze Zahl,
so werden von einer Stelle an die Binomialkoeffizienten Null, d. h.
die Reihe hat nur eine endliche Zahl von Gliedern; man nennt
sie kurz eine endliche Reihe. Ist dagegen n eine negative Zahl

oder ein Bruch, etwa — 4 oder 80 wiirden die Binomial-

: 27
koeffizienten lanten

— (=88 (4

1’ 1.2 ’ 1-2.3

und
2 2 2 2 2 2 2 2 72
1’ 1.2 "1-2-3 ° 1-2.3-4

offenbar wird kein Koeffizient Null. Das gilt aber von jeder
negativen Zahl und jedem Bruch. Wenn es also wirklich erlaubt
wire, den binomischen Lehrsatz in diesen Fillen anzuwenden —
man wird nachher sehen, dafl es nicht immer der Fall ist — so
wiirde man Jedenfalls Reihen mit unendlich vielen Gliedern, kurz
unendliche Reihen genannt, erhalten. Das fiihrt dazu, Reihen
mit unendlich vielen Gliedern zu untersuchen.

Es war schon erwéhnt worden, was unter der Summe einer
unendlichen Reihe verstanden werden soll. Aber nicht jede Reihe
besitzt eine endliche Summe. Man sagt, eine Reihe ist konvergent,
wenn sie eine endliche Summe besitzt; alle andern Reihen heiflen
divergent.

Beispiel:

1 1 1

ist eine konvergente Reihe.

5 5 38 5 3 1 531(_1)
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1424844454 ...
1—141—141— 4. ...

sind divergente Reihen. X

Wenn eine Reihe konvergieren soll, so miissen ihre
Glieder von irgendeiner Stelle an ihrem absoluten Be-
trage nach abnehmen.

Unter absolutem Betrage von a versteht man den Wert von
a, abgesehen vom Vorzeichen; man schreibt ihn |a|. Nehmen die
Glieder daunernd zu, oder bleiben sie gleich ‘gro8}, so mufl notwendig
die Summe fiber alle Grenzen wachsen. Die hier aufgestellte Be-
dingung ist notwendig, aber nicht hinreichend. Eine divergente
Reihe, deren Glieder stets abnehmen, ist z. B. die sogenannte
harmonische Reihe:

und

deren Summe unendlich groB8 wird. Das sieht man sogleich ein,
wenn man die Glieder der Reihe so zusammenfaflt:

1 /1 .1y (1 1 1 1\
gtz )t lsrera gt

Da /g > 1, ist, so ist die erste Klammer sicher grofler als

2.1/, =1/,. In der zweiten Klammer ist-1/s > 1/s>1/; > 1/

also der Klammerwert sicher grofler als 4 -1/g = 1/, usw. Man
findet, dafl die Summe der Reihe sicher gréfler sein mull als

1 1 1 1
1+—2—+‘§‘+ ‘2“+-2‘“+

d. 1. unendlich grof}.

Eine Reihe mit lauter positiven Gliedern konver-
giert, wenn von irgendeiner Stelle an jedes ihrer Glieder
kleiner ist als das entsprechende Glied einer schon be-
kannten konvergenten Reihe.

Denn die Summe der neuen Reihe mufl kleiner sein als die
der alten, also um so mehr endlich.

Beispiel: Es konvergiert

1 1 1
3=1+1+—2—+Z+§+ """

folglich konvergiert auch

1 1
.3+

1
1+14 5+
8*
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denn es ist
1 1
>2 3 §—2.3.2 =W

Ist die Konvergenz fiir eine Reihe mit lauter positiven Gliedern
bewiesen, so konvergiert die Reihe um so mehr, wenn einige
Glieder das negative Vorzeichen erhalten.

Bricht man eine unendliche Reihe beim n'*® Gliede ab, so
nennt man die Summe der noch fehlenden Glieder den Rest der
Reihe. So kann man eine unendliche Reihe schreiben

a +ag4a3+ - -+ -+ an + Rn,

wenn R, den Rest vom n'® (Hliede an bezeichnet. Soll eine Reihe
eine endliche Summe besitzen, so mull dieser Rest, wenn man n
geniigend grof} wiihlt, beliebig klein gemacht werden konnen; d. h.
es mufl sich stets ein Wert fiir n finden lassen, so dafl der Rest
kleiner als ein beliebig angebbarer echter Bruch wird.

So 188t sich beweisen, daB jede fallende unendliche geome-
trische Reihe konvergiert. - Durch Division findet man

1:(1—X):1+x+x2+....+xﬂ—1+
1—x
“+x
~+ x — x?
+ =2

xn—1

1—x

xh—1 __ xn
Tx
Der Rest dieser Reihe ist

Xn

B = 1—x

Ist x ein echter Bruch, also —1<x<{-+41, so kann man x®
beliebig klein machen, also kann der ganze Rest, wenn man n
hinreichend grofl wihlt, beliebig klein gemacht werden. Deshalb
aber konvergiert die Reihe. Multipliziert man mit irgendeiner
Konstanten a, so entsteht eine beliebige fallende geometrische Reihe,
die ebenfalls konvergiert. Es ist wie frither gezeigt

a

a-ax-axl-p... . =

1—x

Anmerkung: Da nur eine konvergente Reihe eine endliche
Summe besitzt, so darf die rechts stehende Summenformel mit
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Sicherheit nur gebraucht werden, wenn x ein echter Bruch ist. Das
zeigen sogleich einfache Beispiele. So wiirde fiir

a=1; x=1

1
1+1+1+“"—-1_1 =00,
a=1; x=—1
1—1+4+1—1 hts ki L 1.
-+ +-~~recsame1+1 5
a=1; x=2
14244484 - rechts kiime 12——-—1usw

Eine Reihe konvergiert, wenn von irgendeiner Stelle
an der Quotient aus einem folgenden durch das vorher-
gehende Glied seinem absoluten Betrage nach kleiner
bleibt als ein bestimmt angebbarer echter Bruch.

Die Reihe sei:

ag -+ agtag+ - tagtagp -0

Der Voraussetzung des Satzes entsprechend soll ra | < q sein

und ebenso der Quotient bei allen folgenden Gliedern, wenn q ein
echter Bruch ist.
Man hat also

lat1 [ <7q -] axf; [axsa| <<q-[aker [ <] ak|q? usw.
Bildet man die Reihe

P | e[ q + a2+ e P 4 - -

so konvergiert diese geometrische Reihe, wie schon gezeigt. Jedes
Glied ist aber grofler als das entsprechende der obigen Reihe
von ax an; also ist die Summe der Glieder |ax| -+ |ag41| = - - - -
eine endliche Zahl. Die endliche Reihe a; - ay 4 ag + - - - ax_;
hat ebenfalls eine endliche Summe, also konvergiert die Rejhe.

Da q positiv gew#hlt werden kann, so konvergiert die Reihe,
wenn simtliche Glieder positiv sind, also um so mehr, wenn einige
Glieder negativ sind; d. h. es kommt nur auf den absoluten Betrag
des Quotienten an.

5. Die allgemeine Binomialreihe. Jetzt soll zuntichst ganz
abgesehen vom binomischen ILehrsatze die im allgemeinen unend-

liche Reihe
n n n
L (T ) ()4 (5 )=+
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untersucht werden, in der n irgendeine positive oder negative, ganze
oder gebrochene Zahl bedeutet. Um zu finden, wann diese ,all-
gemeine Binomialreihe* konvergiert, bilde man den Quotienten

) xk+1

&11

k , ,
_nn—1)n—2.---m—k41)n—k-1.2.8....kxktl
~1-2.83....k(k-+1)-nn—1)-m—2)---n—k41) X

__n—k <
T k417
Bringt man den Quotienten auf die Form
‘ n
T 1
—— X
1 ?
1+ 5

1
so erkennt man, da mit wachsendem k sowohl Ll als auch —

k k
beliebig nahe Null und folglich der ganze Bruch beliebig nahe — 1
werden. Soll der Quotient kleiner als ein bektimmt angebbarer
echter Bruch sein, so mufl folglich x ein echter Bruch sein.

Die allgemeine Binomialreihe konvergiert, wenn
—1<x< 41 ist.

6. Die Maclauringche Reihe. Zumal fiir die praktische
Berechnung einer Funktion ist es sehr hiufig niitzlich, die Funktion
durch eine schnell konvergierende unendliche Reihe zu ersetzen.
Der Rest einer solchen Reihe ist bald so klein, daB er den iibrigen
Zahlen gegeniiber vernachlissigt werden kann. Freilich ist das
Verfahren nur brauchbar, wenn die Glieder der Reihe nach ein-
fachen Rechenregeln gebildet sind, so dafl eben die Berechnung
der Reihe bequemer ist als die der Fanktion selbst. Man kann
sich die Aufgabe stellen: Es soll versucht werden, eine Funktion
f (x) in eine Potenzreihe zu entwickeln, d. h. in eine Reihe der
Form :
fx) =aytayx+apx?4f-agxd 4. ... -

FEine solche Entwicklung ist nur mdglich, wenn die Reike
rechts konvergiert, nur dann kann sie die endliche Summe f (x)
besitzen.

Die Koeffizienten ay, a; - « - sind leicht zu bestimmen, wenn
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man die Ableitungen von f (x) bildet. Es wird

f (x) a, +2a9x—4 Bagx2+ - -

£ (x). Qa9 42 -3ag x4

£ (x) 2.8a3 -+ - - usw.
Setzt man iiberall fir x den Wert Null und bezeichnet die ent-
sprechenden Funktionswerte mit f(0); £ (0) usw., so erhilt man

Il

f (0) = 4y
£0) =a
0 =2m;  m=5 10
mnt 1 171
f (0)=2'3'33;a3=—2——.’3—f (O)UBW-

Diese Werte sind in die Reihe einzusetzen; dann ergibt sich die
Maclaurinsche Reihe

1
B = 1(0)+ 1 (O)x 4 5 £ (O)xd+ 55 £ O+
Man beachte aber wohl, daB diese Entwicklung nur mdglich
ist, wenn die Reihe rechts konvergiert und natiirlich auch keine
der Ableitungen unendlich groff wird.

7. Der hinomische Lehrsatz fiir negative und gebrochene
Exponenten. Der Ausdruck (1 - x)* ist eine Funktion von x,
die nach dem Maclaurinschen Satze in eine Potenzreihe entwickelt
werden kann. Es wird

fx) =1 4x", f(0) =12=1
£x) =n(l+xpts £0) =n
f(x) =n(n— 1)1+ xP2; £(0) =n(@m—1)
£ (x) =n(n —1) (0 —2) (1 =2~ £ (i)) =n(n—1)(n—2) usw.
P = (=1 x0Ty
n(n—1)(n—2) .
s XS4

— n DY) e o I I
=1 () (3) =+ (5) =+

Die Reihenentwicklung ist freilich nur zulissig, wenn die
rechte Seite konvergiert. Rechts steht aber die allgemeine Bi-
nomialreihe, die immer konvergiert, wenn x ein echter Bruch ist.
Demnach hat sich ergeben:

Ist —1<"x< 41, so heilt der allgemeine binomische
Lehrsatz
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W =1 (7 ) s+ (5) 2+ (5) 2+

wo n eine beliebige positive oder negative, ganze oder
gebrochene Zahl ist.

Anmerkung: Hat man urspriinglich (a 4 b)® gegeben, und
ist etwa  a > b, so.klammert man a aus. Das gibt (a 4 b

b\» b :
= a® (1 —i——a—) . Hier ist - oo echter Bruch; setzt man fiir
ibn zur Abkiirzung x, so bleibt wieder (1 4 x)® zu entwickeln.

8. Anwendungen des binomischen Lehrsatzes. Der bi-
nomische Lehrsatz findet weitgehende Verwendung zur Herleitung
von Niherungsformeln, die einen mathematischen Ausdruck be-
quemer zu berechnen gestatten.

1. Beispiel. Ein Stab hat bei einer Temperatur von t0
die Linge l;; o ist der Ausdehnungskoeffizient. Wie grof ist
seine Linge 1, bei 00?

. : 1
=1, (1 + at), also ly=-—"

14+ at
ly=1 [1—|—(_11) at 4 (_'21) at? 4 .. ]

Die Reihenentwicklung ist zulissig, da at ein echter Bruch ist.
Es ist aber sogar at ein sehr kleiner echter Bruch, so dal im all-
gemeinen alle Glieder vom zweiten an als sehr klein vernachldssigt
werden diirfen. Dann bleibt

Iy =11 — at).

2. Beispiel. Zwei Riemenscheiben mit den Radien r und p
haben den Mittelpunktsabstand ¢. Wie lang mufl der Riemen sein?
Nach Fig. 76 wird

l=2ljF+r(x+2a0)4p(r—20a
=2+ (r+pr+{r—0p 2a.
Hierin ist 1 und a zu ersetzen. Man findet

r—e

c

=1 (1 + at)~!

sin o =

4

und da a ein kleiner Winkel ist, kann auch x=_—F gesetzt
. c

werden.
(r—p)?

=24 (r 4 )42 L.

c
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Weiter ist 1 = ¢ - cosa. Obwohl o ein kleiner Winkel ist, darf
doch cosa nicht durch 1 ersetzt werden. Es ist n#mlich
1
cosa =1 —sin?a = (1 —sinZa)? =
1

1 2
== —— —— .2 '4 —_— PR
1 5 sin a+\2 sint o +.

Fig. 76.

‘Wieder konnen alle Glieder von sintea an als sehr klein vernach~
lissigt werden. Setzt man wie oben fiir sina den Bogen und

— r — .
a == P’ g0 wird
c

— )2
cosa = 1— % iriczf)ﬁ’
also _
(r—p)?

[

2]y=2c¢—

Man bemerkt, daB sich 21; von 2¢ um ein Glied unterscheidet,
das nicht vernachldssigt werden darf, da an anderer Stelle ein

— o2
Glied derselben Dimension (ic—p) noch einmal vorkommt, also

dort nicht vernachldssigt wurde. Es bleibt
(r

— p)2 - — )2
B L

— )2
l=2c+(r+p)ﬁ+lig~&~-

1=2¢—

3. Beispiel. Eine Reihe anderer Néherungsformeln, die in
gleicher Weise wie oben hergeleitet werden, sind fiir einen sehr
kleinen Wert von a:
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1 1 1
—*-————:1—_' ——-:1— . — —
1+ o A+ ap 2a; Ao 1—3u

1 1 - 1

1 1 l
m—l——na;—(l—_—a)—n=1~r-na.

4. Beispiel. Wurzeln lassen sich mit Hilfe des binomischen
Lehrsatzes vielfach bequem berechnen.
1

10,99 =1 — 0,01 = (1 —0,01)

1 (L)
1 2 9 2 3
—1——001+1 Joo1 -—\3/0,01 I
Sollen 7 Stellen berechnet werden, so ist die Ausrechnung
1,000 000 00
— 0,005
— 0,000 012 50
— 0,000 000 06
— 0,000 000 00

0,994 987 44

(5)_ %3

\2= 1.2

d. h. der schon berechnete Wert 0,005 ist noch mit 0,01 zn
multiplizieren, und 4
/ 1 1( 1 3
2] 2 (—”2*) (_?)
\3 - 1.2.3 '
0,01

d. h. der schon berechnete Wert 0,000 012 5 ist noch mit -
zu multiplizieren usw. 2

10,99 = 0,994 9874.

9. Die Exponentialreihe. Friher waren die Formeln ge-
funden worden:

[l 2] = wa [+ 2=

Beide sind zur praktischen Berechnung unbrauchbar. Dagegen
kommt man zu bequemen Formeln, wenn man e* nach der Mac-
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Laurinschen Reihe entwickelt. Da
de*
dx

:ex

war, so ist
flx)=1fx=1"x= £ (x) = -+ ="
f(O) = f’(O) — fII(O) — fIII(O) — . —
und nach dem Maclaurinschen Satze
X x x? x3
s=ltyrigt

Ist insbesondere x = 1, so wird

1

Auf 5 Stellen genau wird z. B.

e = 2,000 000
0,5
0,166 667
0,041 667
0,008 333
0,001 389
0,000 198
. 0,000 025
0,000 003

2,718 282

Jede folgende Reihe wird aus der vorhergehenden berechnet,
indem man der Reihe nach durch 3, 4, b usw. dividiert.

o = 2,718 28.

Beispiel. Es soll Ve auf b Stellen genau berechnet werden.
Es wird 1 1 1
S & 2 22 23
 n? e [ T R SR N
Ve=el=14+—+i5+133
1,000 000
0,5
0,125 000
0,020 833
0,002 604
0,000 260
0,000 022
0,000 002

1,648 721

“i"
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1
o? = 1,648 72
oder umgekehrt
In 1,648 72 = 0,5.

Berechnet man in derselben Weise noch andere Logarithmen
und benutzt daneben die Formel Ina—+-Inb=1In(a-b), um

weitere Logarithmen zu finden, so kann man sehr schnell eine
gute graphische Tabelle der natiirlichen Logarithmen zeichnen.

10. Die Reihen fiir a~, sinx, cosX. Zum Schlu8 mogen
als Beispiele zur Reihenentwicklung noch drei Anwendungen des
Maclaurinschen Satzes gegeben werden.

f(x) = a*.
. ., da¥
Zunichst ist zu finden.
dx
Aus a* =y folgt durch Logarithmieren:
dx 1 dy .
x-lna=Iny und E;-lna =?; Ef;:ylna,
also
dax .
ix — 8 Ina.
Hieraus folgt:
f(x) =a%; ) =1
f'(x) = a*lna; f'(0) =Ina
f" (x) == a*(lna)?; {’(0) = (In a)2
fIII( ) _

=a*(Ina®; f”(0)= (Ina® usw.
x-lna 4 x2(lna)?  x3(lna)3 o
1 1.2 1.-2.3
Ist x =1, so kann man z. B. den Numerus zu einem gegebenen
Logarithmus berechnen nach der Formel:

. Ina (In a)? (In a)3
S T P N T D

In shnlicher Weise werden die Reihen hergeleitet, mit deren
Hilfe man die natiirlichen Logarithmen berechnet.

Weitere Beispiele sind:

f(x}) ==sinx

f'(x) = cosx; 0] =1

f''(x) = —sinx; {'(0) =0

" (x) = —cosx; f"(0)= —1 usw.
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x x3 x5

MEEr T iestresas ot
f(x) =cosx
f'(x) = —sinx; £(0) =0
f"(x) = —cosx; f7(0) = —1
" (x) = sin x; £7(0) =0  usw.
2 4
cosx =1:— > X

TetiTes st

x ist im Bogenmal einzusetzen.



Einfiihrung in die Vektorrechnung.

Erster Abschnitt.
Addition und Subtraktion der Vektoren.

1. Skalare und Vektoren. In der Physik kommen zwei
Arten von Gréflen vor: solche, die durch einen Zahlenwert allein
vollsténdig bestimmt sind, wie z. B. Temperatur, Dichte, Masse,
Arbeit, Trigheitsmoment; man nennt sie Skalare. Und solche,
die zu der Groflenangabe noch eine Richtungsangabe erfordern,
wie z. B. Geschwindigkeit, Beschleunigung, Drehmoment, statisches
Moment, Kraft; man nennt sie Vektoren.

Es sollen die Skalaren immer mit lateinischen Buchstaben:
A, a r, e usw.,, dagegen die Vektoren mit deutschen Buchstaben:
A, a, t, e usw. bezeichnet werden. Der Vektor U ist also nicht
etwa wie in der Algebra eine Zahl, sondern schliefit in sich GroBe
und Richtung des Vektors, Will man den zahlenm#figen Betrag
des Vektors 9 allein (also ohne Beriicksichtigung seiner Richtung)
ausdriicken, so schreibt man dafir auch ||, so daB also ||
= A1) ist.

Ein Vektor vom Betrage 1 werde durch die Buchstaben @
oder e bezeichnet, so daB also |€|=]|e|=1 ist. Ein beliebiger
Vektor % mit dem Betrage A, der dieselbe Richtung wie € hat,
kann somit immer in der Form geschrieben werden:

A=A-C.

2. Geometrische Darstellung und Gleichheit der Vektoren.
Ein Vektor wird geometrisch durch eine Strecke P;P, dargestellt,
die mit einem Richtungspfeil versehen ist. Die Richtung der
Strecke ist dieselbe wie die des Vektors. Die Linge PP, ist
gleich dem in einem vorgeschriebenen Mallstab abgetragenen Be-
trage des Vektors. Vektoren sind einander gleich, s. Fig. 77,

1) Das Zeichen = bedeutet identisch gleich®, d.h. links und rechts
steht dasselbe, nur anders bezeichnet.
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wenn sie gleiche Richtung und gleichen Betrag haben, dagegen
bleibt ibre Lage im Raum gleichgiiltig. Geometrisch ausgedriiekt:
Vektoren sind einander gleich, wenn ihre Bilder durch Parallel-
verschiebung zur Deckung gebracht werden kénnen. So ist also

B =P =P’, wenn P, P, 1+ Pi Py 4 P{ P} ist.

g ) .
£ «*
/ | :
‘BI
v ’ ‘1‘
!/ f;, g _.-_——_‘i—_-—-—» 6

4/ 0 Fig. 78.
6;) P,’ a $
U +B
B+ U
B U
Fig. 80.

Fig. 79.

3. Addition von Vektoren. Bei der Addition von Vektoren
handelt es sich nicht nur um ein Zusaminenfassen der Betrige,
sondern zugleich auch der Richtungen. Sind freilich die Rich-
tungen einander gleich, so erhilt man die Summe, indem man die
Betrige addiert und die Richtung beibehdlt. Sind die Richtungen
aber verschieden, so braucht man besondere Regeln, die von dem
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sonst Ublichen zuniichst abweichen. Indem man den aus der Er-
fahrung gewonnenen Satz von der Addition der Krifte, dem Krifte-
parallelogramm, allgemein auf Vektoren anwendet, erhilt man die
Additionsregeln, wie sie in Fig. 78: A + B = € und in Fig. 79:
A4 B+ €4 D= dargestellt sind.

Fir die Vektoraddition gelten die beiden Grundgesetze der
gewdhnlichen Addition, niimlich das ,kommutative Gesetz* U + B
= B -}- A, wie man aus Fig. 80 sieht, und das ,assoziative Gesetz®
A4 (B+ € = A+ B)+ €, wie Fig. 81 zeigt. Algebraisch
addiert man also Vektoren genau wie Zahlen, dagegen fiihrt man
geometrisch die Addition in der oben gezeigten eigentiimlichen
‘Weise aus.

4. Subtraktion von Vektorem: TUnter — 2 versteht man
einen Vektor, der denselben Betrag wie + U, aber die entgegen-
gesetzte Richtung hat, Fig. 82; B — A == € bedeutet deshalb, dal
der Vektor — U zum Vektor 4 € addiert werden soll. Fig. 83
zeigt dann, daB B — Y = € identisch ist mit B =A 4 €, wie
bei der gewdhnlichen Subtraktion. Ebenso ist natiirlich % — %A = 0.

+U

o}
Fig. 82. Fig. 83.

5. Ubungen. a) Was bedeutet 3% — 58 = 0?

Aus der Gleichung folgt 3% = 58, d. h. ¥ und B sind zwei
Vektoren von verschiedenen Betriigen, aber von gleicher Richtung.

b) Zwei Punkte Py und Py mit den Massen m; und m,
seien durch die Radien-Vektoren vy und 1y, d. h. durch
zwei Vektoren, die von einem festen Punkte O ausgehen,
gegeben. Der Radius-Vektor des Schwerpunktes wird
gesucht. Fig. 84.

Ist S der Schwerpunkt, so weil man aus der Mechanik, dafl
SP,:SPy = my:m; sein muBl. Fiihrt man die Hilfsvektoren
P;S=|p| und Py8 = |q| ein, so ist also |p|:|q| =my: m1
und folglich, da p und q entgegengesetzt genchtet sind:

m P = — myq.
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Aus der Figur liest man ab: p = 15 — 1, und q = vy — ty, folg-
lich wird:

my Ty — ty) = — my(Ty — Ta)
, — Tl +mry

my - my
e\” J q//e

T

LY T
174
Fig. 84.

Hat man statt zweier n Punkte, so folgt, indem man immer
einen weiteren Punkt hinzunimmt:

. oyt tmety e +matn
’ my - my 4o 4y
Der Radiusvektor des Schwerpunktes dreier Punkte mit gleicher
. T T
Masse wird z. B. 1y = ﬁ%:t—ri . (Man konstruiere diese

Formel geometrisch.)

Zweiter Abschnitt.

Multiplikation der Vektoren.

1. Das skalare Produkt. (Inneres Produkt. Arbeitsprodukt.)
Fiir die Multiplikation von Zahlen gelten die drei Gesetze:

1) das kommutative Gesetz: a-b =1D> - a;

2) das assoziative Gesetz: (a-b)-c=a-(b-c);

3) das distributive Gesetz: (a4-b)-c=a-c+b-c.

Es ist nicht moglich, die Multiplikation von Vektoren so zu
definieren, dafll jene drei Gesetze gleichzeitig erfiillt sind. Aber
man findet zwei verschiedene Arten der Multiplikation, indem bei
der ersten das 1 und 3. Gesetz, bei der zweiten das 3. Gesetz
gelten.

Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 9
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Unter dem skalaren Produkt zweier Vektoren ¥ und
B, die den Winkel o einschlieflen, geschrieben AB, ver-
steht man das Produkt ihrer absoluten Betrige multi-
pliziert mit dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels.
Also ist, Fig. 85,
AB = [A|-|B|cosa=A-B-cosa.

Fig. 85. ’ Fig. 86.

Dies Produkt nennt man auch inneres Produkt oder Arbeits-
produkt. Es ist eine skalare Grofe. Wird der Korper K, Fig. 86,
durch die Kraft P in der Richtung 3 fortbewegt, so leistet die Kraft
B die Arbeit :

A= |PB| |8] cosa=PR3. '

Die Arbeit ist also gleich dem skalaren Produkt der Vektoren
B und 8.

Aus der Definition des skalaren Produktes folgt unmittelbar,
dafl AB = BY ist. '

Das skalare Produkt zweier Vektoren ¥ und € kann man
auch als das Produkt der Projektion von U auf € — nimlich
|| cos e, wenn < (U, €)= a ist — mit |€| oder umgekehrt
auffassen. Daher liest man aus Fig. 87 ab:

(A4 B)C = AC 4 BE,
also die Giiltigkeit des distributiven Gesetzes.!)

<N

3
Fig. 88.

Y DaB das assoziative Gesetz nicht gilt, erkennt man so. B ist
ein Skalar, folglich ist (A B) € ein Vektor mit der Richtung €. Ist da-
%egen BE ein Skalar, so wird Y(BE) ein Vektor mit der Richtung .

ie Vektoren auf beiden Seiten von 2) haben also verschiedene Richtung
und sind folglich ungleich.
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Eg ist AN = A2 = A2 da a =0 also cosa. =1 wird. Ferner
ist @2 =1.

Aus AB =0 folgt A L B, wenn nicht etwa A = 0 oder
B =0 ist. Es muB némlich cos a = 0, also a = 90° sein.

2. Ubungen. a) Aus AB=9AC folgt nicht etwa B gleich G.
Vielmehr wird A (B —C)=0d. h. A1 B —GC.
b) Aus Fig. 88 liest man ab A = B — €. Also wird

W=(B—-C) (B—0C =9B24 €2— 28BC, d. h
A2 = B2-4-C2 —2BCcos a.

Damit ist der Kosinussatz bewiesen.

3. Das Vektorprodukt (AuBieres Produkt, Momentprodukt).
In der Ebene © — Fig. 89 — mogen sich 2 Vektoren U und B
befinden. Den Umlaufssinon von ¥ nach B, der dem Uhrzeigerlauf
entgegengesetzt ist, nennt man positiv und den umgekehrten Umlaufs-
sinn negativ. Einem Vektor €, der senkrecht auf = steht, legt
man in bezug auf U und B das positive Vorzeichen bei, wenn er
nach derjenigen Seite der Ebene w gerichtet ist, von der aus ge-
sehen der Umlaufssinn von ¥ nach B positiv ist.

Fig. 89. Fig. 90.

Unter dem Vektorprodukt der Vektoren U und B,
die den Winkel o einschlieBen, geschrieben [UB], ver-
steht man einen Vektor €, der auf der Ebene durch ¥«
und B senkrecht steht, das Vorzeichen des Umlaufssinnes
von % nach B hat und den Betrag |¥|-|{B| -sinau=AB
sin o. besitzt. Also ist, Fig. 90

| [AB] ]| = AB sin a.

Dies Produkt heifit auch #ufleres Produkt oder Momentprodukt.

Der Betrag des Vektors € also des Vektorproduktes ist gleich
dem Inhalt des von den Vektoren U und B gebildeten Parallelo-
gramms.

[V
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Das statische Moment der Kraft 8 in bezug auf den Punkt Z,
deren Angriffspunkt durch den Radiusvektor p gegeben ist, vgl.
Fig. 91, kann durch das Vektorprodukt

M = (pP]

Fig. 91.
dargestellt worden. Denn es ist der ,Hebelarm“ oder der Abstand 1
des Punktes Z von P in diesem Falle :

l=1psina .
und daher ist

M = Ppsino.

Anderseits hat das Mo-
ment einen bestimmten
Umlaufssinn von p nach .
In der Figur ist der Vek-
tor M nach unten ge-
" richtet.
Aus der Definition
@) .8 N folgt diesmal [AB] =
© .
P & — [BYU], d. h. das kom-
& ‘%/, mutative Gesetz gilt nicht.
Dagegen gilt das distri-
butive Gesetz.

Es ist zu beweisen,
da [AC]+ [BE] =
(A + B)E] ist. In Fig.
92 sind die Vektoren %I,
B, A4 B, € gezeich-
net; Fig. 92a ist dagegen

Fig. 92. eine Darstellung der von

einem Punkte ausgehen-

den Vektoren [UAE], [BE] und [(A + B)E]. Wenn jene Gleichung
besteht, so mufl das Dreieck Fig. 925 geschlossen sein. Man kann
auch sagen, daB die Summe der Projektionen von [A €] und [E]

[(L+B) 6)
o
[(U+B)E)
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auf [(U 4 B)E] gleich [(A + B)E] selbst sein muB. Das ist aber
nach der Definition des Vektorproduktes gleichbedeutend mit der
Forderung, dal die Summe der Projektionen der Flichen ABFE
und EFCD auf die Grundfliiche ABCD gleich dieser Grundflsiche
selbst sein mufl. Um die Richtigkeit dessen einzusehen, braucht
man nur die Seitenflichen FBC und EAD so zu verschieben, dafl
sie in die neuen Lagen FFBC und B'AD senkrecht zur Grund-
fliche itbergehen. Dadurch ist kein Flicheninhalt gedndert worden;
aber es ist evident, dal die Summe der Projektionen der Seiten-
fiichen gleich der Grundfliche wird. ‘

Ist (UB] = 0, so ist U parallel B, denn es mufl sin o = O,
also o == O sein, falls nicht etwa A =0 oder B =0 ist. Daraus
folgt die wichtige Formel [ %] = 0.

Fig. 93.

4. Ubungen. a) Aus [AB] = [AE] folgt auch hier nicht B
gleich €; denn es muB [A(B — €)] = O sein, also nur A||B — €.

b) Es ist A[BEC] =B [CU] = C[AB)], denn jedes dieser
skalaren Produkte ist gleich dem Inhalt der Fig. 93. Wihrend
aber natiirlich U [BE] = [BE]UA ist, ist A[BC] = — A[CYB).

Dritter Abschnitt.

Differentiation nach einem Skalar.

1. Die Differentiationsregeln, Ist der Vektor U eine Funktion
irgendeines Skalars t (z. B. Geschwindigkeit Funktion der Zeit)
80 definiert man als Differentialquotienten des Vektors U nach t

AU [UE+AY)— AW
ﬁﬁ—[ At ]At:o.

Wenn % um d¥U wichst, so erhilt man nach den Regeln der
Vektoraddition einen neuen Vektor ¥ -+ d¥ mit neuem.Betrage
aber auch von neuer Richtung. Der Differentialquotient d: dt
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ist ein Vektor, der dieselbe Richtung wie d ¥ hat, vgl. die
schematische Fig. 94.
Genau wie in der Differential-
Al hnung k der Definiti
ZU Zt rechnung kann man aus der Definition
des Differentialquotienten die folgen-
den Formeln herleiten.

d@U+4+B) a%A 438

% W=~ T &
&N
) dUAB) . dB , o dA
& AT TR T2
d (% B] a3 a
O “a=|rwl+ el
Fig. 94. Hier ist genau auf die Reihen-
folge der Faktoren zu achten.
diy% 4% dy
W =vg T
wenn y ein Skalar, aber auch eine Funktion von t ist.
ay a¥y dx
B T @
wenn U eine Funktion von x und x eine Funktion von ¢ ist.
daz9 d (d¥U
(6) dt_2 ——a(—ﬁ‘) usw.
ay . . . . a2y
i ist genau wie U selbst eine Funktion von t; ebenso auch )

und die weiteren Ableitungen.

2. Die Ableitung eines Einheitsvektors. Ist % ein be-
liebiger Vektor mit dem Betrage A und € der Einheitsvektor
(also mit dem Betrage 1) von derselben Richtung, so kann man
immer setzen: A—AG.

Durch Differentiation ergibt sich
dau . dA a¢

TR TR T
Multipliziert man beide Seiten mit 2%, so wird:
ayA dA a¢
e URk i T TS

da ja A€ = A -1cos 0= A ist.
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Differenziert man anderseits die Gleichﬁng A2 = A2, 50 wird

a” dA
U o= =24

Also bleibt oben
dE d@€
2A?I“—dt'—0 oder 91~——dt —

d. h. der Vektor d@:dt und folglich der Zuwachs d& des Ein-
heitsvektors &, mit derselben Richtung wie 2, steht auf U senk-
recht: A L dE.

3. Ubungen. a) Bewegt sich ein Punkt P auf einer krumm-
linigen Bahn, so kann man seine Lage zur Zeit t durch einen
Radiusvektor r, einen Vektor, der von einem festen Punkt O aus-
geht, ausdriicken. Dabei ist t eine Funktion von t. Vgl. Fig. 95.

Nach der Vektoraddition folgt, dafl d8 = dr ist, wenn d3
das Bogenelement der Bahn ist. Folglich wird die Geschwindig-
keit » des Punktes P

0,

p_d8_
. Tdt T db
Pds
=
[
B
0
Fig. 95. Fig. 96.
Ist ¢ der Einheitsvektor in Richtung t, also t = re, so wird
de dr
b=t +e Frl

Man kann also die Geschwindigkeit in zwei Kompenenten zer-
legen: die eine e{dr:dt) in Richtung des Radiusvektors selbst,
die andere r(de: dt) nach 2. senkrecht zu v. Man nennt de:dt=w
die Winkelgeschwindigkeit.

b) Das zweite Keplersche Gesetz. Im Punkte P der
Fig. 96 befinde sich eine Masse m. Der Punkt P bewegt sich auf
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irgendeiner Bahn, wahrend auf ihn eine Anziehungskraft in Rich-
tung PO wirkt. Eine Kraft, die in entgegengesetzter Richtung
zu v wirkt, kann man ausdriicken durch — Kt. Da m die Masse
und die Beschleunigung dv': dt ist, so muB sein:

dy .
mﬁ—_—Kl‘.

Nun ist aber wie oben b = dr:dt, also dv:dt = d2¢: dt?, und
folglich
d?y

maﬁr_—Kr.

Multipliziert man beide Seiten vektoriell mit ¥, 80 verschwindet die
rechte Seite der Gleichung; denn es wird:

d?y
m[rm]::-—K[rr] =0.

Nun ist aber

d dr __[rir +[dt_dr _ rd21¢
" T |Faw a‘tzﬁ]— ae]’

Folglich ist das eben gefundene Ergebnis

d dr 1 dr
d_t[r H] =0 oder 5 [r Et—] == kounst.

Nach der Bedeutung des Vektorproduktes ist —21~[r (x4 dr)] = dF

die vom Radiusvektor in der Zeit dt iiberstrichene Fliche. Weil
aber

1 1 1 1
?[r(r + dr)] = ?[rr] + ?[rdr] = ?[ dr,
ist, so folgt aus
1[ dr
—2~[r 7.1?] = konst.,
dafl
dF
_ T = konst.

ist, d. h. die in der Zeit dt iiberstrichene Fliche ist dt pro-
portional. Dann ist aber auch A F proportional At, und allgemein
ergibt sich: die vom Radiusvektor in der Zeiteinheit iiberstrichene
Fliche ist nach GroBe und Stellung konstant, wenn auf einen be-
weglichen Punkt nur eine Anziehungskraft nach einem festen
Punkt wirkt.
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¢)Die bei Bewegung eines Massenpunktes auf krumm-
lipiger Bahn geleistete Arbeit. Die Grundgleichung, von
deW auszugehen ist, ist wieder
dy
B=mg
Bezeichnet man den Einheitsvektor in Richtung v, also in Rich-
tung der Bahntangente, mit e, so ist b = ve und folglich'
dy d

v
mﬂ— *(ﬁ———-@.

de
myv o +me
Wenn nun ds das Bogenelement der Bahn ist, so kann man setzen
de_de ds_ de
it ds dt ds

, ds odv @
da ja v= T ist. Auflerdem .1st Tt e Mit diesen Werten
wird »
de d2s de
@:m\ﬂfd;—}—mem- sdﬁ 7
[

Jetzt betrachte man Fig.
97. Da|e|=11ist,so ist |de|
=d¢ (im Bogenmall gemes- T y
sen), Nennt man € einen
Einheitsvektor in Richtung

R ~

der Normalen, also nach dem Y
Kriimmungsmittelpunkt M hin 5
gerichtet, so ist de| & also Fig. 97.

de =d¢-&. Bezeichnet man

anderseits den Kriimmungsradius mit R, so kann man den Kurven-
bogen ds durch einen Kreisbogen um M mit dem Radius R er-
setzen, so daB ds = Rdo wird. Folglich wird

Eds de €
le="g o LT®
Setzt man oben ein, so ergibt sich:
€ d?s
= 2. —
R =mv R -+ me )

Die erste Komponente ist die sogenannfe Zentripetalkraft; sie hat
die Richtung von &, ist also nach dem Kriimmungsmittelpunkt M
hin gerichtet.
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Es bleibt die Berechnung der Arbeit. Dazu multipliziert man
skalar mit d3. Da aber d8 | € ist, so wird d8G = 0. Andm-
seits ist e|/d3 also ed8 = ds. Folglich wird

dv dv
fRdg = mdsm-—mds—(iT——mvdtﬂ:mvdv,
da ja ds:dt =, also ds = vdt ist.
Es bleibt
2
Rds =4 (’Eﬁ

Links steht die von der Kraft f langs des Weges d3 geleistete

Arbeit. Der Ausdruck rechts, _n_lzz_ = L geschrieben, ist die

kinetische Energie. Somit ist
’ Rdg = dA = dL.

Integriert man von der Zeit t) bis zur Zeit t;, indem man setzt:
2 2

mv; .
==Ly; zur Zeit t;, v =y, 5

zur Zeit ty, v =v,, 5 =1L,

so wird
1

sz mv2v1
/( )= [2]VZL’"L°’

d. h. die geleistete Arbeit ist gleich der Zunahme oder Abnahme
der kinetischen Energie.
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Erster Abschnitt.

Die Winkelfunktionen im Einheitskreise.

1. Die Winkelmessung. Dreht man einen Strahl in der Ebene
um einen seiner Punkte O, so kehrt er nach einer gewissen Zeit
in seine Anfangslage zuriick.- Die ganze, gleichférmig gedachte
Bewegung einmal um den Anfangspunkt herum zerlegt man in 360
gleiche Teile und nennt jeden Teil einen Grad!). Hin beliebiger
Winkel o in Fig. 98 wird durch die
Anzahl Grade gemessen, um die man
einen Schenkel drehen muB, bis er mit
dem anderen zusammenfillt. Bei der
praktischen Ausfiihrung der Winkel-
messung benutzt man in der Regel
einen Teilkreis um den Drehpunkt O
herum, dessen Umfang in 360 gleiche
Abschnitte geteilt wird.

In neuerer Zeit ist vielfach in
Aufnahme gekommen, die Grade statt
in Minuten und Sekunden in 1/i4; Fig. 98.

/100 usw. Grade zu zerlegen. Im
folgenden soll jedoch ausschlieBlich die alte Teilung benutzt
werden.

Bei der Drehung des Strahles um O herum, beschreibt jeder
seiner Punkte einen Kreis. Es ist deshalb naheliegend, die Linge
dieser Bahnen selbst zur Winkelmessung zu benutzen. Freilich
mull ein bestimmter Kreis ausgewidhlt werden. Man nimmt den
Kreis, dessen Radius gleich der Lingeneinheit ist, und nennt ihn

1) Ein Grad wird weiter in 60 gleiche Teile, die Minuten, und eine
Minute wieder in 60 gleiche Teile, die Sekunden, zerlegt. Die Bezeichnungen
fir Grade °, Minuten’ und Sekunden” bedeuten die Zahlen 0, I, II; sie
beziehen sich auf die alte sexagesimale Schreibweise ynd sollen das erste
bzw. zweite Sechzigstel der gegebenen Zahl andeuten.
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kurz den Einheitskreis. Nach dieser zweiten Art wird der
‘Winkel a durch die Bogenlinge gemessen, die seine Schenkel aus
dem Umfange des FEinheitskreises ausschneiden. Man sagt, der
Winkel sei im BogenmaB gemessen und schreibt a im Gegensatz
zu a% Die Umrechnung beider Mafle ineinander geschieht mit
Hilfe der Proportion:

0.0
2z.1 3600

K|)

Daraus folgt
w - of

1800

Die zusammengohtrigen Werte von « und «f findet man in
Tabellen angegeben.

2. Kartesische Koordinaten und Polarkoordinaten. In
einem Kreise, siehe Fig. 99, seien zwei aufeinander senkrechte Durch-
messer gezogen und mit Maflstiben versehen. Der Nullpunkt der
Mafstibe sei in den Kreismittelpunkt gelegt, die Strecken nach
rechts und oben seien positiv, die nach links und unten negativ

genannt. Die mit MafBstiben be-

1 deckten Durchmesser heiflen die
Achsen.

Jetzt kann man jedem Punkte

i zweli Zahlen, seine Koordinaten,

: eindeutig zuordnen, indem man die

: Mafstibe an den Achsen entlang

- 0 z % |* parallel verschoben denkt und auf

" ihnen die Abstinde des Punktes von

den Achsen nachmifit. So hat in
/_ der Figur P die Koordinaten 3

und 4. Man nennt 3 die Abszisse

\\_ und 4 die Ordinate und schreibt

Fig. 99. kurz P (3; 4), d. h. P hat die Ab-

szisse 3 und die Ordinate 4. Die

Abszissen pflegt man durch den Buchstaben x, die Ordinaten durch

den Buchstaben y zu bezeichnen und nennt deshalb die horizontale

Achse die Abszissen- oder x-Achse, die vertikale Achse dagegen
die Ordinaten- oder y-Achse.

Jedem Punkt sind seine Koordinaten eindeutig zugeordnet;
umgekehrt entspricht zwei beliebigen Zahlen ein und nur ein be-
stimmter Punkt.

Man hat zur Messung der Koordinaten gewissermaflen die
Parallelverschiecbung der Achsen benutzt. Da diese Methode von

a=

.’/+ ‘%/1/

i
1
x |
t

Y1
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Des Cartes, lateinisch Cartesius, (1596—1650) eingefithrt wurde,
80 heiflen die Koordinaten auch kartesische Koordinaten. Sie
gollen stets gemeint sein, wenn kurzweg von Koordinaten ge-
sprochen wird.

Statt von der Parallelverschiebung hitte man von der Drehung
ausgehen konnen. Dann gelangt man zu den Polarkoordinaten,
indem man den Punkt P durch seinen Abstand PO ==r vom Null-
punkt und durch den Winkel o festlegt, um den man die x-Achse
drehen mufl, bis sie mit PO zusammenfillt. Zur Abkiirzung hat
man zu schreiben: P (r; ¢). Hierbei rechnet man Drehung von der
positiven x-Achse zur positiven y-Achse positiv, im entgegengesetzten
Sinne negativ: Man sagt auch: Die Drehung im entgegengesetzten
Sinne des Uhrzeigerlaufs ist positiv, im Sinne des Uhrzeigerlaufs
negativ zu setzen. Da die Winkel durch die Drehung gemessen
werden, so gibt es also positive und negative Winkel. Man rechnet
die Winkel stets von der positiven x-Achse an.

3. Umrechnung der kartesischen in Polarkoordinaten. Da
zwel Koordinaten schon zur Bestimmung eines Punktes hinreichen,
mufl man die 4 Koordinaten ineinander umrechnen kénnen. So
miissen die kartesischen Koordinaten y und x durch r und « schon
mitbestimmt sein. D. h. aber, zwischen den drei Grifen y, r, o
einerseits und den drei Griflen x, r, o anderseits mull eine funk-
tionale Bezichung!) bestehen. BEs ist also z B. o = £ (y, r) und
such o = f, (x, r).

Uber die Form dieser Funktionen 148t sich noch genaueres
aussagen. Wenn man, wie in Fig. 99 das rechtwinklige Dreieck
ghnlich vergrdofert oder verkleinert, dann bleibt o unveréndert, so-
lange nur der Quotient y:r; y;:r; usw. denselben Wert behilt.
In gleicher Weise bleibt a unverindert, wenn x:r; x;:r; usw.
denselben Wert besitzt. Daher kann man genauer angeben, dafl

a =1 (—Z—) und a = fy (—:—)

Aber auch umgekehrt ist durch eine bestimmte Grofe des
‘Winkels o das Verhiltnis y:r bzw. x :r bestimmt. Daher ist auch
y:r eine Funktion von o, die den Namen Sinus erhalten hat,
geschrieben :

ist.

. I —sin d,
r

1) Es besteht eine funktionale Beziehung zwischen drei GriBen, heifBt
nichts weiter als: wenn man fiir zwei der Grofen beliebige Zahlenwerte
einsetzt, 5o ist der Zahlenwert der dritten dadurch bestimmt und kann be-
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und x:r eine andere Funktion des Winkels o, die den Namen
Kosinus erhalten hat, geschrieben:

X
—— === CO8 0.
r

Die Umrechnungsformeln sind daher:
y==r-sino; X=r"-C080

Sollen umgekehrt die Polarkoordinaten aus den kartesischen
berechnet werden, so beachtet man, daf, ganz entsprechend wie
oben gezeigt, y 7x eine Funktion von o« ist. Diese hat den Namen
Tangens erhalten; man schreibt

y
— =g a.
X g
Auch der umgekehrte Wert x :y ist eine Funktion von 2,
genannt der Kotangens von a, die man schreibt

T = ot
— = ctg a.
y
r berechnet man nach dem Pythagoras'

r="Vx+y2

4. Die allgemeinen Definitionen der kaelfunktmnen

Fithrt man die Koordmatenumrechnung fiir Punkte durch, die auf

dem Umfange des Emheltskrelses liegen,
+ so ist in den gefundenen Formeln r=1
zu setzen, und die Ordinaten und Ab-
szissen sind unmittelbar graphische Bil-
der der Funktionen Sinus und Kosinus.

Der Sinus eines Winkels ist
gleich der Maflzahl der Ordinate,
der Kosinus gleich der Maflzahl
der Abszisse, die der Endpunkt
‘des beweglichen Schenkels im Ein-
heitskreise besitzt.

Diese Definitionen sollen fiir simt-
liche positiven und negativen Winkel
gelten.

Unmittelbar aus Fig. 100 liest man die wichtigen Formeln ab:

sin2 o -}- €082 o = 11);

rechnet werden. o = fj (¥, r) ist die mathematische Formel fiir die Aussage:
o ist eine Funktion von y und r. Weiteres siche im dritten Abschnitt der
Algebra.

1) Statt (sin a)2 schreibt man mit Weglassung der Klammer sin?a.
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sin a coS o
tgo= otg o = sina ’
tga-etga=1.

Auch fir Tangens und Kotangens kann man sofort graphische
Bilder erhalten, wenn man die Achsenmaflstibe parallel mit sich
in positiver Richtung verschiebt, bis sie zu Tangenten an dem
Binheitskreise werden. Dann ist

der Tangens eines Winkels gleich der Mafizahl des
vom beweglichen Schenkel auf der vertikalen Tangente
abgeschnittenen Stiickes,

der Kotangens gleich der Maflzahl des vom beweg-
lichen Schenkel auf der horizontalen Tangente abge-
schnittenen Stiickes.

Die Richtigkeit dieser Definitionen, die auch fiir simtliche
‘Winkel gelten, beweist man aus Fig. 101 so:

AOPQ ~ AORS AOPQ ~ AOTU
RS _PQ TU_0Q
08~ 0Q 0T~ PQ
Nun ist aber +
08 =0U =1, ;
PQ =sin a, 0Q = cos ¢, 7—*‘
also R
sin o 3
= = >
RS cos o g %
5
TU=0?8a=ctga '
sin a

Ubungen: Durch eine
‘Winkelfunktion sind die ande-
ren schon mitbestimmt. Man
kann daher die Aufgabe stellen: -
Gegeben sei sin ¢ = 0,5; wie Fig. 101.
grof sind cos ¢, tg ¢ und ctg ¢?

Es war sin2 ¢ - cos?¢ == 1; also ist

cosp = = V1 —sin? ¢ = == V1 —0,25 = = V0,76
= *+=05V3 ==£0,5-1,732 = == 0,866.

Weiter ist

wh

gin ¢ 0,5 1
08¢ +05.¥3 V3

tg @ =
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=i%V§= :#:—;— 1,732 = =+ 0,577
ctg 0 = ! =% 1_=i]/§=i1,732.
' tg o 1:V3 ,

Man konstruiere auf Millimeterpapier in einem Einheitskreis
(Radius z. B. gleich 1 dm) die Winkel, deren Sinus 0,5 ist. Man
findet zwei Winkel, einen spitzen und einen stumpfen. Durch
Nachmessen iiberzeuge man sich von der Richtigkeit der gefundenen
Ergebnisse.

5. Die Vorzeichen und -die Grenzwerte der Winkel-
funktionen. Durchliuft der Punkt P in Fig. 101 den Kreisum-
fang, so sind seine Ordinaten im ersten und zweiten Viertel des
Einheitskreises positiv, dagegen im dritten und vierten negativ.
Die Abszissen sind im ersten und vierten positiv, im zweiten und
dritten negativ. Die Vorzeichen der Ordinaten und Abszissen sind
zugleich die Vorzeichen von Sinus und Kosinus. In derselben
Weise stellt man die Vorzeichen von Tangens und Kotangens fest,
wobei man zu beachten hat, daB der bewegliche Schenkel, wenn
nétig, tiber den Nullpunkt zu verlingeri ist, damit er mit der zu-
gehorigen Tangente zum Schnitt gebracht wird. Das gilt z. B. fiir
tg B, wenn [ wie in der Figur im zweiten Viertel liegt. Danach
ergibt sich die folgende Tabelle:

| I | I | mx | v

sin f + ¥“; -+ | — -
~ cos - ’ — ! —_ +
tg -+ — | -+ —_
ctg + -+ =

Einige Werte der Winkelfunktionen lassen sich unmittelbar
mit Hilfe der Definition ablesen. Ist z. B. der Winkel 0° so ist
die Ordinate von P gleich 0, dagegen die Abszisse gleich 1. Folg-
lich ist

sin 0° = 0; cos 0° == 1.
. Bei 90° ergeben sich die umgekehrten Werte usw. Man er-
kennt, daB Sinus und Kosinus immer gleich positiven oder negativen
echten Briichen zwischen — 1 und + 1 werden. Also ist immer

—1=sina=+41
und auch
—1=cosa=-41.

Dagegen durchwandert der Punkt R in Fig. 101 von S be-
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ginnend die ganze Tangente bis ins Unendliche, wenn o von 0° bis
90° wichst. Wichst aber « noch iiber 90° hinaus, so springt der
Punkt R vom Unendlichen auf der positiven Seite der Tangente
zum Unendlichen auf der negativen Seite der Tangente iiber. Mit
wachsendem o wichst dann weiter auch Tangens, da R aufsteigt,
also die negativen Werte, absolut genommen, kleiner, folglich in
‘Wahrheit groBer werden. (BEs ist ja z. B. — 7<(—1.) Fihrt
man die entsprechenden Uberlegungen auch fiir Kotangens durch,
so findet man: Wihrend Tangens immer wichst, nimmt Kotangens
immer ab. In einer Tabelle zusammengefalt, sieht das Ergebnis
80 aus:

0°=0 900=% 180°=1:'270°=E;7: 360° = 2=
Bin 0, +1 0 -1 0
cos +1 | 0 -1 0 +1
tg 0 | *oo 0 + o 0
ctg + o 0 Fo | 0 F oo

Hierin soll &= oo andeuten, daf der Wert von - 0o nach
— oo iiberspringt, wihrend - co den Sprung im umgekehrten Sinne
darstellt.

6. Einige spezielle Werte der Winkelfunktionen. In
Fig. 102 ist ein Winkel von 45° im Einheitskreise gezeichnet. Da
PQ = 0Q = x wird, so ist nach dem Pythagoras

1

1
2x2=1; x.———-—-— 2
; V3 ye.

45

/ <
\axa

Fig. 102. Fig. 103.
Das gibt die Werte

sin 45° = PQ=—;—V§=—;—- 1,414 = 0,707

Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 10
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co8 45° = 0Q = —;— VI§= 0,707

PQ 0Q
o __~% _ 1. o_ JX __
tg 45 -—OQ.—l, ctg4b PQ 1.

In Fig. 103 ist ein Winkel von 30° eingezeichnet und das
rechtwmkhge Dreieck OPQ zu einem gleichseitigen erginzt. Die
Seite des glelchseltlgen Dreiecks ist gleich 1 und folglich seine

Hohe 0Q gleich ?V '3; denn es ist ja

o=V1— (1} (—) Vi—-ﬁV

In diesem Dreieck liest man daher qb

sin 30° = PQ = —;— =0,b
1 = 1
cos 30° = 0Q = ?V‘s - + 1,732 = 0,866
1
1
tg 30° —PQ_ 2 _lyz_ 0,677
@ Lyg 3
2
0Q =
ctg 30° = ’PQ‘=V3 = 1,732
Dasselbe gleichseitige Dreieck ist
p in Fig. 104 in etwas anderer Lage ge-
N zeichnet, so dafl die Funktionen' des
N\ Winkels von 60° abzulesen sind. Man
Y we\\  erhilt _
o | O sin 60° — PQ — ~ V3 — 0,866
0 4 2
o 1
cos 60° = 0Q =45 = 0,5
tg 60° = V'3 = 1,732
Fig. 104. ctg 60° = 1 = 0,577.

V3
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Auch diese Werte seien in einer Tabelle zusammengestellt:

| 30° i 45° | 60°
1 1. 1 -
sin 5 V2 §]/3
1 1 1
cos —2—]/ 51/2 5
1 3
' V3 ' 11 _
ctg V3 1 3V3

Die einfachsten Werte der Sinusfunktion und der Cosinus-
funktion lassen sich leicht durch eine Gtedichtnisregel einpriigen,
die durch die folgende Tabelle veranschaulicht sei:

i 0° [ 30° | 45° \ 60° . ; 90°

t 1
. 1 1 1 1 \ 1
sin —2—]/0 51/1 ?VZ E‘V?) ?]/4
1 1 _ 1 ‘ 1
cos I ?V4 | ?V?) "2“]/2 El/l | *2“1/0

7. Die graphische Darstellung der Winkelfunktionen, Die

gefundenen Werte geniigen bereits, um hinreichend genaue geo-

190°310°340°270° 300° 330°
T T T T T

Fig. 105.

metrische Bilder der Winkelfunktionen zu zeichnen, aus denen
die Werte fiir alle Winkel abgelesen werden konnen. Die Kon-
struktion wird man am besten rein geometrisch ausfithren. Die
Sinuslinie ist in Fig. 105 gezeichnet. In den gegebenen Ein-
heitskreis hat man Winkel von 30° 60° 120° usw. einzutragen,
indem man in bekannter Weise den Radius auf dem Kreisumfang
absteckt. Die Ordinaten der Teilpunkte lotet man auf die vertikale

10*



148 Trigonometrie.

Achse, die man beliebig annimmt, heriiber, indem man als hori-
zontale Achse die horizontale Achse des Kreises selbst wihlt. Auf
dieser horizontalen Achse trigt man in einem beliebigen Mafstabe
die Grade ab (z. B. 2° = 1 mm). Zeichnet man zu 30°, 60° usw.
die zugehtrigen Ordinaten, so erhilt man Punkte der gesuchten
Kurve. Diese Punkte, miteinander durch eine stetige Kurve ver-
bunden, liefern die Sinuslinie. Es sei besonders darauf aufmerksam
gemacht, dafl die negativen Winkel nach links abzutragen sind.

In 5. waren Tabellen aufgestellt worden, die sich jetzt un-
mittelbar ablesen lassen.

Verschiebt man die Kurve um 180°, so geht sie in ihr Spiegel-
bild iiber; d. h. zu einem Winkel 180° - a gehort ein gleich grofler
Sinus wie zu o selbst, aber das Vorzeichen ist umgekehrt.

sin (180° 4~ o) = — sin a.
Ferner liest man aus dem graphischen Bilde die Formeln ab
sin (180° — a) == sin a,
sin (— a) = — sin a.

In Fig. 106 ist die Kosinuslinie gezeichnet. Die Kosinuswerte
sind die Abszissen zu den gezeichneten Winkeln. Um sie bequem

Fig. 106.

auf die vertikale A.chse projizieren zu kdnnen, dreht man am besten
den Einheitskreis um 90° herum. Die Kosinuslinie ist eine um
90° verschobene Sinuslinie. Entsprechend wie beim Sinus liest
man die Formeln ab:

cos (180° 4 o) = — cos a
cos (180° — o) = — cos a
cos (— o) = Co8 d.

Da die Kosinuskurve eine um 90° verschobene Sinuskurve
ist, s0 muB sin (90° 4 «) = cos « sein. Dagegen liegt der
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cos (90° - o) auf der negativen Seite der Achse, ist folglich gleich
— sin a.

sin (90° 4 a) == cos o

cos (90° -} o) = — sin a.

Ahnlich liest man ab

sin (90° — a) = cos @
cos (90° — o) = sin a.

Man merke sich die Regel: Bei einer Verschiebung um
180° bleibt die Funktion erhalten, dagegen geht sie in
ihre Kofunktion iiber, wenn man um 90° fortschreitet.
AuBerdem ist auf das Vorzeichen zu achten. Diese Regel
gilt auch fiir Tangens und Kotangens, wie sogleich gezeigt wird.

Die Funktionen Tangens und Kotangens werden in derselben
Anordnung gezeichnet, wie oben Sinus und Kosinus. Man erkennt
in den Fig. 107 und 108, dafl die Kurven mehrfach ins Unendliche

Fig. 107,

verlaufen. In Fig. 107 die Lote in den Punkten 90° und 270°
und in Fig. 108 die Lote in den Punkten 0°, 180° und 360°
heilen Asymptoten der Kurven. Diesen Asymptoten nihern
sich die Kurven, ohne sie jedoch je zu erreichen. Asymptoten
sind die Tangenten, die die Kurven im Unendlichen beriithren. Die
Tangenskurve geht bei Verschiebung um 90° in das Spiegelbild
der Kotangenskurve tiber; dann sind die entsprechenden Ordinaten
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gleich lang, unterscheiden sich aber durch das Vorzeichen. Mit
Riicksicht darauf liest man die Formeln ab:

tg (180° + o) = -} tg «, ctg (180° - a) == |- ctg a,
tg (180° — o) = — tg a, ctg (180° — a) == — ctg «,
tg (— a) = —tga, otg (— a) = —otga,

tg (90° + a) = — ctg a,
otg (90° 4 a) = — tga,
(
(

ctg (90° — o) = tg a.

Fig. 108,

Es ist damit zuglelch die oben gefundene Regel auch hier be-
stitigt. Zur Ubung leite man aus den graphischen Bildern auch
noch Formeln fiir sin (270° 4 a); tg (360° — a) usw. her.

Ubungen: Man zeichne das graphische Bild der Funktion
sin (o — 30°).
Die Sinuslinie wird wie vorher konstruiert, aber der Anfangs-

punkt der Winkelteilung um 30° nach links verschoben
‘Weiter zeichne man die Funktion

sin 3 a.

Man konstruiere die Kurve sin ¢, indem man ¢ = 3 a setat,
und bezeichne die Teilung auf der Winkelachse nach der Gleichung

¢

O = —-

3
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Soll endlich noch das Bild der Funktion
4 sina

entworfen werden, so gebt man statt vom Einheitskreise vom Kreise
mit dem Radius 4 aus und konstruiert mit seiner Hilfe die Sinus-
kurve wie gewGbnlich.

Zweiter Abschnitt.

Die Winkelfunktionen im rechtwinkligen
und im schiefwinkligen Dreieck.

1. Das rechtwinklige Dreieck. Ein beliebiges rechtwinkliges
Dreieck A B C sei gegeben (Fig. 109). Um den Eckpunkt A werde
der Einheitskreis beschrieben und AC
als horizontale Achse gewihlt. Dann
Liest man die Proportionen ab:

sin a a_cosa b
1 7 ¢’ 1
Also ist
. a
sing = —; coso = —
c ¢

Durch Division folgt
- b
tga = —; ctga = e

Da man den Eckpunkt, um welchen der Einhéitskreis beschrieben
werden soll, beliebig auswihlen kann, so hat man fiir die Anwen-
dungen im rechtwinkligen Dreieck die 'folgenden Definitionen
der Winkelfunktionen gefunden:

Der Sinus eines Winkels ist das Verhaltnls der ihm
gegeniiberliegenden Kathete zur Hypotenuse;

der Kosinus eines Winkels ist das Verhiltnis der ihm
anliegenden Kathete zur Hypotenuse;

der Tangens eines Winkels ist das Verhiltnis der ihm
gegeniiberliegenden Kathete zu der ihm anliegenden;

der Kotangens eines Winkels ist das Verhiltnis de:
ihm anliegenden Kathete zu der ihm gegeniiberliegenden.
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Beispiele: In Fig. 110 ist im Dreieck B F G-

; f e e f
sm(p=g; COSCP=E; tg‘P:T; ctg¢=?
f .
cos = ?; 81D @ == cos ¢ usw.
Y]
8 ’ Y .
N 0 6
\
\\
A U
Fig. 110. Fig. 111,

Zeichnet man wie in Fig. 111 zwei Kreige, deren Durchmesser
jedesmal die Liinge 1 besitzen, so sind die Sehnenléingen O A. usw.
gleich dem Kosinus der Winkel o usw. Denn im rechtwinkligen
Dreieck O A B ist

OA OA
cosa=—O§:—1—=OA.
¥ Anderseitsistcos (180 a) = —cos o
Bla da aber im rechtwinkligen Dreieck O A B,
0A 0A
OB; =7 =04
ist, so ergibt sich ganz richtig
cos 3 == cos (180° + a) = — OA,.

5

Fig. 112,

Man hat bei dieser neuen Art der graphischen Darstellung
der Kosinusfunktion also darauf zu achten, daB simtlichen Sehnen
des linken Kreises das negative Vorzeichen zu geben ist.

In Fig. 112 ist in gleicher Weise die Sinusfunktion dargestellt.
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‘Wie man sich sofort an der Figur iiberzeugt, erhalten jetzt simt-
liche Sehnen des unteren Kreises das negative Vorzéichen.

2. Der Sinnssatz. Im schiefwinkligen Dreieck miissen drei
Stiicke gegeben sein, wenn man ein viertes berechnen will. Man
wird daher nach Formeln zwischen vier GréBen, Winkeln und
Seiten, zu suchen haben. Zu dem Zwecke zerlegt man das
schiefwinklige Dreieck durch eine Hohe in zwei rechtwinklige. In
Fig. 113 ist das Dreieck ABC durch die Hohe AD geteilt worden.
Man driickt das gemeinsame Stiick beider Dreiecke, die Hohe h,
in beiden Dreiecken durch Seiten und Winkel aus. Dann ist

h
sinB:T; =¢-sinf
h
sin ¥ =3 h="Db-siny.
Daraus folgt
. . ¢
c-sinf=Dh-siny oder Snf  smy
Bei Wahl einer andern Hohe hitte man auch fiir s,a ”
in

denselben Wert erhalten.
Die Formel
' a b ¢
sinae = sinf "~ siny
heiBt der Sinussatz.
In einem Dreieck ist das Verhiltnis einer Seite zum Sinus
des gegeniiberliegenden Winkels konstant.
Es bleibt zu zeigen, dafl die

Formel auch gilt, wenn einer der “’
‘Winkel, wie in Fig. 114, ein stumpfer |
ist. Hier liest man ab i »
h="»-sin¥y; h=c-sinx }1
|
b-siny =c-sinx. i 8 Pt
. 078 ¢
Nun ist aber Fig. 114,
x = 180° — §,
sin x = sin (180° — ) = sin §;
also wird
bsiny=c-sinf
b ¢
sinf = siny’

genau wie oben.
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3. Der Kosinussatz, Zu einer zweiten wichtigen Formel
gelangt man mit Hilfe der Pythagoras. Man liest nédmlich aus
Fig. 115 ab: im Dreieck ABD

' h? = ¢2 — p2,
im Dreieck ACD
h2 ="b2 — (a —p)2=Db%2— a2+ 2ap — p%
Daraus folgt
02— p2=Db2—a2+2ap— p?
b2 = a? 4 ¢2 — 2ap. ‘

Die HilfsgréBe p ist durch Seiten und Winkel des Dreiecks

auszudriicken. Man erhilt ,

cosB=»€—; p==-c-caesf.

Folglich ist .
© b2P=a’4 ¢ —2accosf.

Rechts steht die Summe der Quadrate zweier Seiten, ver-
mindert um das doppelte Produkt dieser Seiten multipliziert mit
dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels. Links steht .das
Quadrat der dritten Seite. Die Formel heifit der Kosinussatz.

Nach ‘derselben Regel hitte man bei Wahl einer andern Héhe
die Formeln gefunden

a?="»02+c¢2—2bccosa,
¢2=a’+4h*—2abeos.

i
I

3

|
|
I
|
|
|
|
1
]
{

a-p

Q

& 7
Fig, 115. Fig. 116.

Auch hier bleibt zu zeigen, dafl die Formel in einem Dreieck
mit einem stumpfen Winkel ebenfalls gilt.
In Fig. 116 ist:
h? = ¢2 — p? und h?= b2 — (a 4 p)? = b2 — a2 —2ap —p?%
also
c?2 — p2 = b2 — a2 — 2 ap — p?
b2 = a2+ ¢2 4 2 ap.
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Nun ist aber x = 180° — B und cos x = cos (180° — f§) =

— cos f.

Ferner wird
P o cosx = —cos
c
p=—c-cosf.
Setzt man den Wert ein, so bleibt genau wie oben

b2 = a2} ¢2 — 2ac - cos .

4. Der Inhalt des Dreiecks. In vielen Fillen ist es niitzlich,

auch den Dreiecksinhalt durch Seiten und Winkel allein aus-
Man liest aus Fig. 117 ab

driicken zu konnen.
[ ]
J=%a-h
h=—c-sinj
J=%a-c-sinp.

Mit Benutzung einer andern Hohe finde man

1 1
J= ?bc sin o= —2—ab4sin~{.

Der Dreiecksinhalt ist gleich dem halben Produkt zweier
Seiten multipliziert mit dem Sinus des eingeschlossenen ‘Winkels.

L
b
Q

a

Fig. 118.

i

1

|
o

v/ ¢
e —a————
Fig. 117.
st einer der Dreieckswinkel wie in Fig. 118 stumpf, so &ndert

sich die Formel nicht; denn es ist

J=%a~h

h=oc-sinx =c-sin (180° —f) =c - sin

J=%a-c-sinp.
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Dritter Abschnitt.
Die Tabellen der Winkelfunktionen.

1. Tabellen der natiirlichen Werte der Winkelfunktionen.

Man hat drei Arten von Tabellen zu unterscheiden:
die graphischen Tabellen,
die Tabellen der natiirlichen Werte der Winkelfunktionen,
die Tabellen der Logarithmen der Winkelfunktionen.

Graphische Tabellen sind oben. bereits entworfen worden.
Aus ijhnen pflegt man die wirklichen Werte fiir beliebige Winkel
nicht zu entnehmen. Sie dienen mehr dazu, den Verlauf der Funk-
tionen, Vorzeichen usw. zu fiiberschauen. Hier ist aber auch der
Rechenschieber zu ergrihnen, der die wahren Werte der Winkel-
funktionen abzulesen gestattet. Er wird tatséichlich, wenn auch
nicht zu hiufig, zu diesem Zwecke verwendet. Wer mit seinem
Rechenschieber vertraut geworden ist, wird leicht selbst, von ein-
fachen bekannten Werten ausgehend finden, wie er emzustellen
hat, um Sinus, Kosinus usw. ablesen zu konnen Hier soll von
einer Anweisung, die iiberdies jedem Rechenschieber beigegeben
wird, abgesehen werden.

Dagegen soll die zweite Gruppe von Tabellen, die in jedem
technischen Kalender zu finden ist, besprochen werden. Die Funk-
tionswerte sind fiir alle Winkel zwischen 0° und 90°, wachsend immer
um 10’, angegeben. Da sin a = cos (90° — a) und tga =
ctg (90° — a) ist, so braucht man nur die Sinus- bzw. Tangenstabelle
riickwirts zu lesen, um die Kosinus- bzw. Kotangenswerte zu er-
halten. Deshalb besitzen diese Tafeln von unten aufsteigend, also
riickwirts eine zweite Teilung fiir die Kofunktionen. Man liest
z. B. ab:

sin 63° 50’ = 0,8975; tg 32°10' = 0,6289,

cos 15° 40’ = 0,9628; ctg 77° 20" == 0,2247.

Die ganzen Minuten beriicksichtigt man durch Interpolation,
indem man innerhalb des Zwischenraums von 10" proportionales
‘Wachstum voraussetzt.

Man rechnet dabei so:

sin 53°33' =7

sin 53° 30" = 0,8039
sin 53° 40’ = 0,8056
Differenz 17

Ansatz: .
Auf 10’ kommen 17 Einheiten

14
) 3 ) X S
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also
x 17
3 10’
x = 5,1 ~5.

Brgebnis: sin 53° 833’ = 0,8044.
Es ist 5,1 auf 5 abzurunden, da die funfte Stelle des Sinus
in diesem Falle nicht bekannt ist; folglich kann auch keine Zahl

zu ihr addiert werden.
Beim Kosinus und Kotangens ist zu beachten, daf diese Funk-

tionen mit wachsendem Winkel abnehmen. Der berechnete Inter-
polationswert ist daher zu subtrahieren. Ein Beispiel mag auch
das noch zeigen:
ctg 24°17 =7
ctg 24° 10’ = 2,229
ctg 24° 20" = 2,211
Differenz 18

Interpolationswert: 1,8 -7 =<12,6 ~13.

Ergebnis: ctg 24° 17 = 2,216.

Ist umgekehrt der Funktionswert gegeben und der Winkel
gesucht, so rechnet man, wie folgt:

Gegeben: tg o ==1,159; gesucht a.

tg 49° 10’ = 1,157 tg o =1,159
tg 49° 20" = 1,164 tg 49° 10 =1, 157
Differenz 7 Differenz 2
Auf 10’ kommen 7 Einheiten
) x 9 2 ”
X 2
10 =—,§-; x=3.

Ergebnis: a ==49°13’,

Beim Kosinus und Kotangens, die ja mit wachsendem Winkel
abnehmen, geht man deshalb vom n#chst gréBeren Werte, den
man in den Tabellen findet, aus. Auch dafiir ein Beispiel:

Gegeben: cos o ==0,3374; gesucht a.

cos 70° 10’ = 0,3393 cos o = 0,3374
cos 70° 20" = 0,3365 cos 70° 10" == 0,3393
Differenz 28 Differenz 19

Auf 10’ kommen 28 Einheiten
” x' » 19 ”
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x _19,
10~ 28’
- Ergebnis: a = 70°17'.
2. Die Werte der Funktionen stumpfer Winkel. Bei der
Berucksichtigung stumpfer Winkel kommen zwei Formelgruppen

in Betracht, je nachdem man den stumpfen Winkel durch seine Er-
ginzung zu 180° oder seinen UberschuB iiber 90° ersetzen will:

sin (180° — a) = sin a sin (90° -4 a) = - cos a
cos (180° — a) = — cos a usw. cos (90° - o) = — sin a usw.
Ein Beispiel mag sogleich erliutern, wie man zu rechnen hat:
cos 115° 32" = — cos (180° — 115° 32") = — cos 64° 28’
= —0,4310
oder '
cos 115° 32" = cos (90° - 25° 32') == — sin 25° 32’
= — 0,4310.

Das zweite Verfahren ist im allgemeinen vorzuziehen, da bei
ihm die Minutenzahl unveridndert bleibt und der UberschuBl der
Grade iiber 90° ohne besondere Rechnung sogleich bestimmt wer-
den kann.

Bei der Berechnung des Winkels aus einem gegebenen Funk-
tionswert 1st zuerst zu beachten, daB sin o =sin (180° — a) ist,
d. h. man weil nicht, ob der Winkel dem ersten oder zweiten
Viertel angebort, wenn der Sinus gegeben ist. Ist z. B.

sin « = 0,5361,
so wird
o= 32°25',
Da aber
. sin (180° — 82° 25’} = sin 32° 25’
ist, so ist auch oy = 147° 35’ eine Lisung der Aufgabe.

Die andern Winkelfunktionen sind siimtlich im zweiten Viertel
negativ. Die zugehtrigen Winkel bestimmt man in folgender Weise:

ctg o = — 2,016 ctg n = — 2,016
o= 180° — x o=90°4x
—ctga = — ctg (180° — x) — ctg o = — ctg (90° + x)
= ctg x = 2,016 == tg x = 2,016
x = 26° 23’ x = 63°37
o == 153° 37’ _a==153°37".

Aus denselben Griinden wie oben ist auch hier im allgemeinen
das zweite Verfahren vorzuziehen.
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Die Winkel im dritten und vierten Viertel des Einheitskreises
zu beriicksichtigen, liegt fiir den Techniker kaum jemals Veranlassung
vor. Hier soll darauf nicht eingegangen werden. Gegebenenfalls
kann man sich leicht mit Hilfe der graphischen Bilder zurecht-
finden.

3. Die Logarithmen der Winkelfunktionen. Die Vorteile
des Rechnens mit Logarithmen sind gerade in der Trigonometrie
recht wesentlich. Doch ist zu bemerken, daB bei den Anwendungen
in der Technik der Nutzen nur wenig hervortritt, so daf man hier
tatsiichlich auch ohne Logarithmen gut auskommen konnte. Jeden-
falls ist Sicherheit im Gebrauch der vorher besprochenen Tabellen
wichtiger.

Die Logarithmentafeln!) enthalten die Logarithmen der vier
‘Winkelfunktionen aller Winkel von 0° bis 90°, von Minute zu
Minute steigend. AuBerdem kann die erste Dezimalstelle der Mi-
nuten beriicksichtigt werden. Abweichend von der oben beschrie-
benen Anordnung pflegt man meist alle vier Winkelfunktionen
von 0° bis 45° aufzuschreiben. Liest man hier die Sinustabelle
riickwiirts, so erhélt man die Kosinuswerte von 45° bis 90°; dagegen
liefert die Kosinustabelle riickwirts gelesen die Sinuswerte von
45° bis 90°. Ganz entsprechend gehdren Tangens und Kotangens
zusammen. 4

Sémtliche Sinus- und Kosinuswerte sind echte Briiche, so
daBl ihre Logaritbmen die Form O,... — 1; 0,... — 2 usw.
erhalten wiirden. Hier pflegt man immer statt dessen 9,....
— 10; 8, . . .. — 10 usw. zu schreiben. Der Raumersparnis wegen
wird — 10 nicht mitgedruckt, ist aber immer hinzuzudenken.
Dieselbe Schreibweise verwendet man fiir Tangens und Kotangens,
solange deren Werte echte Briiche sind. Ein paar Beispiele mégen
folgen:

log sin 53° 17’ 28" = log sin 53° 17,5" = 9,9040 — 10

log cos 44°21,7" =19,8543 — 10

log tg 69° 13,4’ = 0,4209.

Vierter Abschnitt.

Beispiele zur'Berechnung rechtwinkliger
und schiefwinkliger Dreiecke.

1. Berechnung rechtwinkliger Dreiecke. In einem recht-
winkligen Dreieck ist eine Kathete a = 317,6 m und ein anliegen-

1) Es ist wieder eine vierstellige Tafel vorausgesetzt.
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der Winkel B == 43°17,6’. Die iibrigen Stiicke des Dreiecks und
gein Inhalt sind zu berechnen.
Aus Fig. 119 liest man die Formeln ab;

1. 0=190°—38 2. ¢ = —
P cos 3
c A :
a .
. =a- 4, = .
. 3. b=oa-1tg J 3
). Kann man ein Stiick in verschie-
w dener Weise berechnen, so nimnit man in
g. 119.

der Regel die Formel, in der die meisten
der vorkommenden Stiicke gegeben sind.
Die Ausrechnung wird praktisch logarithmisch durchgefiihrt.

1. 90° = 89° 60 2.  loga = 2,5019

B = 43°17,6’ log cosf} = 9,8620

o = 46°42 4’ loge = 2,6399

¢c==4364m

3. loga = 2,5019 4. loga = 2,5019

log tgB = 9,9741 logh = 2,4760
logh = 2,4760 log 0,5 = 0,6990 —1
b=2992m logJ = 5,6769 —1

= 4,6769
J = 47520 qm.

Anmerkung. Gleichschenklige
Dreiecke werden berechnet, indem
man sie durch die Hohe von der
Spitze auf die Bagis in rechtwinklige
Dreiecke zerlegt.

Beispiel. Wie grof muBl h
bei dem Fig. 120 skizzierter Rund-
stahl eines Friisers gemacht werden,
wenn der Ansatzwinkel § = 8°, 10°,
12° werden soll?

Die Tangente steht senkrecht

Fig. 120. auf dem Berithrungsradius. Daher liest
man im Dreieck OAB ab:
h = rsinf _
by = 30 - 5in 8°;  hy == 30 -8in10°; hy== 30 - sin 12°
= 30-0,1392; = 30 - 0,1736; = 30 - 0,2079
= 4,176; = 5,208; = 6,237

h; — 4,2 mm; hy = 5,2 mm; - by = 6,2 mm.
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2. Die erste Hanptaufgabe der Berechnung schiefwinkliger
Dreiecke. Die Aufgaben, die allein in Betracht kommen, lassen
sich simtlich mit dem Sinussatz oder dem Kosinussatz lésen. Die
Frage ist allein die, welcher der Sitze anzuwenden ist. Da der
Sinussatz aussagt, daB das Verhiltnis einer Dreiecksseite zum Sinus
des Gegenwinkels konstant ist, so ist er immer dann zu nehmen,
wenn unter den bekannten Stiicken des Dreiecks eine Seite und
ihr Gegenwinkel vorkommen. In allen andern Fillen fithrt der
Kosinussatz zum Ziel.

Die erste Aufgabe, die sich in Anlehnung an die vier Kon-
gruenzsitze ergibt, ist:

In einem Dreieck sind eine Seite und zwei Winkel
gegeben. Die iibrigen Stiicke sind zu berechnen.

In Fig. 121 seien ¢, a und 3 bekannt. Da die Winkelsumme
im Dreieck 180° betrigt, so kann man y ebenfalls als gegeben be-
trachten, so daB eine Seite mit ihrem Gegenwinkel bekannt ist.
Also ist der Sinussatz zu verwenden. Man erhilt:

Y o . sin 3 )
1. v=180 (a4 B) 3. b= “Sil,l'r c
sina 1 .
2. a=— siny -c 4. J = ?acsmﬁ.

@=520kg
Fig. 121. Fig. 122.

Beispiel. Fiir die nebenstehende Skizze Fig. 122 sind die
Stangenkrifte zu berechnen.

Die gegebene Kraft Q ist in zwei Komponenten in Richtung
der Tragstangen zu zerlegen. In dem so entstandenen Krifte-
dreieck kennt man zunichst nur Q. Man kann jedoch die beiden
‘Winkel o und B aus rechtwinkligen Dreiecken sofort berechnen.
Die Losung der Aufgabe sieht daher so aus:

800 500
a = 75° 58 B =68°12

Newendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl.

11
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3. 1=180° — (a + B)
= 180° — 144°10

v = 35°50
__ sina . sm B
4 P = sin g Q 5, Py = Sy -Q
_0,9702 - 520 __ 0,9285 - 520
- 0,5854 - 0,5854
9,702 : 5,854 = 1,657 9,285 : 5,884 = 1,586
5 854 5 854
3 848 3431 .
3512 520 - 1,657 ( 2927 520 - 1,586
336 520 504 520
293 312 ’ 468 260
43 26 _ 38 42
41 4 35 3
2 862 1 825
P, = 862 kg P, = 825 kg.

Ergebnis: Die Last Q iibt auf die Stangen Zugkrifte von
862 kg und 825 kg aus.

Zur Ubung zeichne man die Skizze mafBstablich und iiberzeuge
sich durch Nachmessen von der Richtigkeit der Ergebnisse.

3. Die zweite Hauptaufgabe. In einem Dreieck seien
zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben.
Die iibrigen Stiicke sind zu berechnen.

In Fig. 123 seien b, ¢ und « gegeben.

Mit dem Kosinussatz ist a zu berechnen. Dann aber sind a und
o bekannt, also ist der Sinussatz anzuwenden.

Fig. 123,

1. a=Vb2+ 2 — 2bccosu

’ 1
2, sinp=%sina 4.. J=?bcsina.
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Beispiel: In einem Bergwerke befinden sich zwei Stollen
von 162,5 m und 200 m Lénge, die einen Winkel von 70,5° ein-
schlieBen. Wie lang wird der Verbindungsstollen der beiden End-
punkte, und unter welchen Winkeln zweigt derselbe ab?
In Fig. 124 ist:

1. x =Va2+b2—2abcos*(

a2 = 40 000 cosy = 0,3338
b2 = 26410 2ab = 65 000
a2+ b2 == 66 410 3338 - 6,500
2ab - cosy = 21 700 20028
x2 == 44710 1669
x=2115m ' 21697
2. ginv=— siny 3. sinu = — siny
X X
_162,5-0,9426 200 - 0,9426
2115 T a1
188,52
T 21156
16,25 - 9,426
146,25
650
32
10 -
153,17 : 244,5 = 0,7242 1,8852 : 2,118 = 0,8913
14805 16920
512 1932
423 v = 46° 24’ 1904 u=63°2
-89 28 '
84 21
) T
4

Ergebnis. Der Stollen wird 211,6 m lang und muB unter
Winkeln von 46,4° und 63,0° abzweigen,

4. Die dritte Hauptaufgabe. In einem Dreieck seien
die drei Seiten gegeben. Die Winkel und der Inhalt sind
zu berechnen.

Die Aufgabe erfordert die Anwendung des Kosinussatzes.

Es ist
al =Db24c2 — 2bec- cosa;

11%*
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also
. b2 —a2
. coBol = 5he
Ganz entsprechend wird
c? -} a2 — b2
2. cosff=—o=—1———""—H—+
2¢ca
5w a? 4 b2 — 2
. CcoBY — ——— .
. T 2ab

Der Inhalt ist

4. J = % bcsina.

Nachdem o berechnet ist, kénnte man mit dem Sinussatz 3
und v ermitteln. Das ist weniger empfehlenswert, weil dann die
berechnete Grofle, o weiterbenutzt wird, wihrend nach den ange-
gebenen Formeln die Bedingung o -~ 8 - v = 180° eine Kontrolle
der Rechnung liefert. ‘

Statt mit der Inhaltsformel (4) wiirde man besser mit

J=7Vs(s—a)(s —b) (s —c

rechnen, wo

ist.

Beispiel: Zwei Krifte, P; = 130 kg und Py, = 140 kg, be-
sitzen die Resultante R — 85 kg. Welche Winkel bildet R mit
den beiden Kriiften P; und Py?

In Fig. 125 liest man ab:

P2+ R? — P,?
cosu —
2P, R
R? + Py — P2
CO8 V ==

2R P,
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Py2 = 19 600 R?= 17225
R2== 7225 P2 =16900
26 825 24 125
P2 = 16 900 P,2 = 19 600
Zshler = 9925 Zshler == 4525
2P, R = 23 800 2P, R = 22100
0,9925 : 2,380 = 0,4170 0,4525 : 2,210 = 0,2047
9520 4420
405 105
238 88
167  cosv = 0,4170 17  cosu = 0,2048
167 v = 65°21' 15 u="78°11'
0 2

Ergebnis. Die Resultante bildet mit Py einen Winkel von
65,4° und mit P; einen Winkel von 78,2°.

5. Die vierte Hanptaufgabe. In einem Dreieck sind
zwei Seiten und ein Winkel, der einer der Seiten gegen-
iiberliegt, gegeben. Die iibrigen Stiicke sind zu berechnen.
'PFig. 126.)

Gregeben seien b, ¢ und 7.

Zunichst liefert der Sinussatz:

1. sinfB = % sin 7. 4
Weiter ist
2 a=180°—(+1,
3. i ’ Fi; 126 )
sin ¢
4. J= -;— b ¢sin a.

Die Sinusfunktion ist im zweiten Viertel des Einheitskreises
positiv, so daB sinf = sin (180° —f3) ist. Ob in einem be-
stimmten Falle der spitze oder der stumpfe Winkel zu nehmen ist,
‘héingt daher ganz von den iibrigen gegebenen Stiicken ab. Darauf
mufl man bereits bei der zweiten Hauptaufgabe achten, indem man
zusieht, welche der moglichen Winkel zusammen 180° ergeben.
Aber dort ist immer nur einer der Winkel richtig, da alle Drei-
ecke, die in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel iiber-
einstimmen, kongruent sind.
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Anders liegt die Sache hier. In Fig. 127 sind die méglichen
Fille angedeutet. Da
AB =D siny

ist, so erhilt man:

keine Losung, wenn b - giny >c,

eine Losung, wenn b - sin 7 = ¢ (ein rechtwinkliges Dreieck),
zwei Liosungen, wenn b >>c¢ > bsiny,

eine Losung, wenn b = ¢ ist.

Man hat bei der Lisung
der Aufgabe aber nicht einmal
notig, vorher zu iiberlegen,
welcher der Fille eintritt.
Wenn man némlich aus der
ersten Formel 8 und (180°— §3)
bestimmt hat, braucht man
beide Werté in die zweite
Formel nur einzusetzen. Wer-
den beide Werte o positiv,
so gibt es zwei Losungen;
wird einer der Werte o ne-
gativ, so scheidet (180° -— )
aus, und die Aufgabe besitzt nur eine Lidsung. Ist das Dreieck
bei B rechtwinklig, so wird von vornherein 8 = 180° — 3 = 90°.

Ist endlich b siny>> ¢, so wird o

gar nicht méglich ist.

Das Ergebnis stimmt natiirlich mit dem vierten Kongruenz-
satze fiberein. '

Beispiel: Fine Kraft R == 26 kg soll in zwei Seitenkriifte
P und Q so zerlegt werden, da P = 20 kg wird und Q mit R
einen Winkel von 20° bildet. Wie grof wird Q? (Fig. 128.)

grofer als 1, so dafl sin 3
c

1. sinv=~r;sin<_9 2. u=180°— (v + v
log R = 1,4150 o+ vy= 46°24
log sin v = 9,5341 uy = 133° 36
10,9491
logP = 1,3010 ¢+ vy =173°36
logsinv = 9,6481 uy = 6°24
V1 = 26° 24’

vy = 153° 36’
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Die Aufgabe besitzt folglich zwei Lsungen.

sin u

3 Q= sin ¢
log sin u = 9,8598 = 9,0472
log P = 1,3010 = 1,3010
1,1608 | =0,3482
log sin © = 9,5341 =9,6341
log Q = 1,6267 = 0,8141

Q1 =4:2,3 kg Q2 == 6’5 kg.

Fig. 128,

Ergebnis: Die Zerlegung ist in zweierlel Weise moglich.
Entweder ist Q = 42,3 kg, dann bildet R mit P einen Winkel
von 133,6° oder es ist Q = 6,5 kg, wihrend R mit P einen Winkel
von 6,4° bildet.

In Fig. 128 sind beide Fille maBstsblich dargestellt.

47 2 3 4567890 \\f 0w 6080 w0
1 LT T 1T L

{ TTIT TrT1TTrTrm A
L T I o S
F45 70 D X W
. Fig. 129.

6. Rechnung nach dem Sinussatz mit dem Rechenschieber.
Man stecke den Schieber umgedreht so in den Stab, daB die Sinus-
teilung genau unter der oberen Stabteilung steht. Dann liest man
zunfichst fiber jedem Winkel den zugehdrigen Sinus ab.

Jetzt sgien in einem Dreieck gegeben:

a==15Tm; b=20,1m; B="71°54"

Man stelle 71°54’ unter 20,1 ein; d. h. also, man dividiert
20,1 : sin 71°54'; s. Fig. 129. Da aber nach dem Sinussatz
aisina=Db:sin§ ==_c:siny
ist, 80 bleibt bei der Division all dieser Briiche die Einstellung auf dem
Rechenschieber die gleiche. Also liest man sofort unter 15,7 den

gesuchten Winkel o == 48° ah. Endlich ist 7 == 180° — (a 4 f)
und folglick iiber 60°6' abgelesen ¢ = 18,3 m.
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(Man iiberlege selbst, wie man einzustellen hat, wenn iiber
einem Winkel abgelesen werden soll, der auf dem herausragenden
Schieberteil liegt.)

Fiinfter Abschnitt.

Goniometrische Formeln.

1. Geschichtliches. Die Lehre von den Eigenschaften der
trigonometrischen Funktionen heifit Goniometrie. Der ganze
erste Abschnitt gehort bereits zur Goniometrie. Hier sollen die
wichtigen A dditionsformeln mit ihren Folgerungen hinzugefiigt werden.

Uber die Geschichte der Trigonometrie mag kurz berichtet
werden. Bereits bei den Babyloniern und Agyptern finden sich
die ersten Anfinge der Trigonometrie; aber erst astronomische
Anforderungen fiihrten, besonders bei den Griechen, zu einer
Weiterbildung. Man hatte bereits Tabellen aufgestellt, in denen
fiir die verschiedenen Zentriwinkel das Verhdltnis der ganzen
Sehnen zum Radius berechnet war. In Indien fithrte man statt
der ganzen Sehnen die halben ein und schuf damit den Ubergang
zum Sinus. Das Wort Sinus ist durch eine falsche Ubersetzung
des indischen Wortes zuniichst ins Arabische und dann ins Latei-
nische entstanden. Kosinus heilt Complementi sinus. Tangens ist
im AnschluBl an die Definitionen im Einheitskreis erst im 16. Jahr-
hundert eingefiihrt worden. Die jetzt iibliche Darstellungsform der
Trigonometrie geht hauptsichlich auf Euler (1707—1783) zuriick.

-2. Die ersten Additionstheoreme (Addition der Winkel).
In Fig.130 sind im Einheitskreis zwei Winkel, ¢ und 83, aneinander-
gelegt. Vom Endpunkt P des Winkels (a0 + f) fillt man Lote PQ
und PR auf die iibrigen Schenkel der Winkel und zieht endlich
parallel bzw. senkrecht zur Horizontalen die Hilfslinien RT und R S.
Dann liest man aus der Figur ab:

sin (4 4 ) = PQ = PT 4+ TQ=PT + RS

RS =0R -sina PT =PR - -cosu
OR = cos B 7]?7R = sin 3 )
RS = sin a - cos 3 PT = cos a - sin 8

s1n(a+p)_sma €0s f 4-cos a. - sin .
cos(a—}—p)——OQ—OS—_QS—OS-TR

0SS =0R-cos a TR = PR -sina
OR =cosp - PR =sinf} B
OS = cos a - cos f TR == sin o - sin {§

€08 (¢ + ) = €08 o - 08 § — 8in « - 8in §.
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Ganz #hnlich wie soeben ist die Fig. 131 fiur die Differenz
zweier Winkel (o« — B) gezeichnet. Vom freien Schenkel OP des
Winkels (2 — B) sind die Lote auf die andern Schenkel gefillt und
dann die Hilfslinien RS und PT gezogen. Hier liest man ab:

Q|
L
[N S

Fig. 130. Fig. 131.
sin (@ — B) =PQ = TS = RS — RT
RS =O0R-sina : RT=RP - -cosa
OR = cos 3 IE.B_: sin B B
RS = sina - cos 3 RT = cosa-sinf3

sin (o — p) = sin a - cos § — cos o - sin B.
cos(n — B) = 0Q =08 48SQ=08+TP

0S =O0OR :cosa TP —=RP -sina
QR:cos@ RP =sin 3
OS = cos a - cos 8 TP =sina - sin

€08 (2 — B} = €0S « - €08 8 4 8in « - sin §.
Aus den erhaltenen Ergebnissen lassen sich die entsprechenden

Tangens- und Kotangensformeln herleiten.

b (n+B) = sin (o4 f) _ sina-cosB-coso-sinf

" cos(a-+pB)  cosa-cosB—sina-sinf

'Um wieder auf die Tangensfunktion zu kommen, dividiert
man Zihler und Nenner durch cos o - cos 3.
sing-cos 3  cosa-sinf
_ cosa-cosf ' cosa-cosf _ tgaitgf
tg(x+f) = cosa-cosff  sina-sinf T 1 —tga-tgh

cosa-cos B cosa - cosfl
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In shnlicher Weise folgt:
tga— 1t
tg (a — ) = g 88

T L+ tga-tgp
_ cos{o+B) cosa-cosB—sina-sinfi
otg (o + f) = sin (@ +B) sin o - cos 3 + cos a - sin f8

Um zur Kotangensfunktion zuriickzukommen, dividiert man
Zihler und Nenner durch sin a - sin .
cé)sa-cosﬁ_ sin a - sin 3
__ sina-sinB  sina-sinf  etga-ctgf—1
otg (2 + f) = sina-cosB+cosa-sinB T etgB+4-ctga
sin o - sin 3 sin o - sin §
‘ ctga-ctgf+1 -
c —B) = .
tg (= — ) etgf —ctga

3. Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen doppelter
und halber Winkel. In den soeben hergeleiteten Formeln sind
o und § Winkel beliebiger Grofe. Man kann z. B. § = a setzen.
Das ergibt die Formeln: '

aus
sin (o +- ) = sin & - cos § -} cos « - sin B
folgt ‘
8in 2 o = 2s8in o - €08 a;
aus
cos (a4 f3) == cos a - cos 3 — sin o« - sin B
folgt

€08 2 o = €082 o — sin® a.
Frither wurde gezeigt, da8
cos2a =1 —sin2e oder sin2a == 1 — cos?«
ist. Mit Benutzung dieser Formeln wird: )
cosa=1—2sin’a oder cos2a==2cos?a — 1.

Man kann diese Formeln noch in etwas anderer Form schreiben.
Es ist doch der links stehende Winkel doppelt so groBl wie' der
rechts stehende; diese Bezichung kann man auch zum Ausdruck

bringen, wenn man links « und rechts % schreibt. Dadurch

erhilt man die neue Formelgruppe:

sin o — 2 sin — . ¢og — - €08 o = 008% — — sin? —
- 2 P - 2 ; 2
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cos o =1 —2sin2-g—

— 2 __
2 cos 2 1.
4. Die zweiten Additionstheoreme (Addition der Funktionen).
Um eine letzte Formelgruppe herzuleiten, schreibt man die ersten
Additionstheoreme " fiir beliebige Winkel x und y hin und addiert
bzw. subftrahiert sie.

sin(x + y)=sinx-cosy -+ cosx-siny
sin (x —y}) =sinx-cosy —cosx - siny
sin (x 4+ y) + sin (x —y) = 2sinx - cos y

sin(x +y) —sin(x —y) = 2cosx - siny.

Die Bezeichnung der Winkel wihlt man anders, indem
man setzt:

x+y=ua-
x—y=2§
_
T
_a—8
Y=
In dieser neuen Bezeichnung heiflen die Formeln
. . —fB
sina -+ sing = 2sin “ T . cog 2 |
“~ ~
sina —sinp — 2eos 2P . sin 2 P,

2
Dieselbe Herleitung wendet man auf die Kosinusfunktion an.:

'c08 (X -+ y) = cosx - cosy — sinx - siny
08 (X — y) == cosx - cosy - sinx - siny
cos (x 4 y) + cos(x — y) = 2cosx - cosy

cos (x - y) — cos(x — y) = — 2sinx - siny;
oder wieder mit der andern Winkelbezeichnung
—B
co8u | €083 = “+B ccos 2P
2 2
. B . a—23
€08 o — €08 3 :—25111“;_‘ .sin 2 5 .

Um bequemer die Formeln dem Gedichtnis einzuprigen, merke



172 Trigonometrie.

man die einfache Gtedichtnisregel: ,Beim Sinus steht das Minus-
zeichen“; eine Regel, die man fortwihrend bestitigt finden wird
{natiirlich nicht ohne Ausnahmen).

5. Ubungen.
1. sin3a=sin(2a-4 a) = sin2a - cosa 4 cos2 a - sina
== 2s8in acos?a - (cos2a — sinZa) - sin o
— 2sgina cos?a -+ sin o cos2a — sinda
= 3sinacos?a — sind3a
== 8sina(l — sin?a) — sinda
== 3sina — 3sinda — sinda
sin3 0 = 3sina — 4sin3a .

Diese Formel wird z. B. bei der Theorie des Integrators ge-
braucht.

cos o cos o
—— 0820 = ——— - — 05 2 0
V1 + tg2a sin?a
14

cosa

cos @ cos o

= 0828 = —cos2a
]/cos2 o - sin2a 1
cos2a cos o,

= cos?a — cos2a - sin2 o = sin2a .

Sechster Abschnitt.

Die Berechnung der Kreisteile.

1. Die Bogenliinge Es soll die zum Zentriwinkel o ge-
horige Bogenlinge b im Kreis mit dem Radius r berechnet werden.
(Fig. 132).

Man zeichnet um denselben Mittelpunkt den Einheitskreis.
Kreise sind #hnliche Figuren, so daB die Proportion besteht

b _r

a 1
Also ist

—-———1‘-&.

Den Wert von o entnimmt man Tabellen. Schon hier sei erwihnt,
daB dieselben Tabellen in der Regel zu dem gegebenen Zentn—
winkel noch Sehnenlinge, Bogenhshe und Kreisabschnitt enthalten.
Bei der praktischen Benutzung der Tabellen rechnet man mit
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diesen Groflen wie mit unbenannten Zahlen, so dafl b die Be-
nennung von r erhilt.

Beispiel: r = 7,4 cm, o = 113°47, b =?
Aus Tabellen:
a= 19722
- 0,0137

7944 b=147cm
14,6957
Meist ist die Bogenlinge in den Tabellen nur fiir ganze Grade
angegeben. Die Linge fir die Minuten erhilt man, indem man
den zur gleich groflen Gradzahl gehorigen Wert durch 60 dividiert.
Im Beispiel gehort zu 47° der Bogen 0,8203, also zu 47 der
Bogen 0,8203: 60 = 0,0137.

” iy
' 4 3
" : .

Fig. 132. Fig. 133.

2. Funktionen kleiner Winkel. In Fig. 183 sind sina,
a und tgo fiir einen kleinen Winkel o gezeichnet. Die drei
‘Werte unterscheiden sich so wenig voneinander, dafl man in vielen
Féllen ohne merkbaren Fehler den einen Wert fiir den andern
getzen darf. Man beachte aber wohl, daf} fiir Sinus und Tangens
der Winkel nur gemessen im Bogenmall gesetzt werden darf. Zum
Vergleich sei erwshnt:

sin 5° = 0,0872

Bogen zu 5° = 0,0873

tg 5° = 0,0875 .

Setzt man statt Sinus oder Tangens den Bogen, so betrigt
in diesem Beispiel der Fehler nur hochstens 0,23 0/.
Statt coso kann man bei kleinen Winkeln in vielen Fillen 1
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setzen. Z. B. ist cos 5% = 0,9962. Setzt man 1 dafiir, so be-
trigt der Fehler nur 0,40/,

Anwendungen finden sich in- der Optik bei der Herleitung
der Linsenformel, bei der Formel fiir Riemenscheiben, bei der
Pendelformel usw.

3. Der Kreisausschnitt. In Fig. 134 ist der zum Winkel o
gehdrige Awusschnitt in sehr viele kleine Dreiecke zerlegt. Die
Grundlinien kann man ohne merklichen Fehler geradlinig annehmen.
Dann ist der Inhalt

=yt 8 __ T -5
F=2 5 =3 Zgn 3 b.
Setzt man noch fir b den Wert « - r, so ist
X F= % ar,
Die GroBe des Ausschnitts im Einheitskreise ist
1A
Fl == -2— o,

kann also auch aus der Tabelle entnommen werden.

B,

Fig. 135.

4. Der Ausschnitt aus einem Kreisring. Nach Fig. 135
berechnet man das gesuchte Flichenstiick als Differenz zweier

Ausschnitte

1 1 N1 .
F =?b1r—?b2(r— O) =?[b1r—b2(l‘— O)_[.
Aus der Ahnlichkeit der Kreise folgt
r—3 r

by by’
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also

‘ (/] _l'.
by — by by’

Nun' kann man umformen

. 1 1
F = --2—[b11“—b21‘+b28] == E-[r(bi —bg) +b28}

r(b1 —bz) =b16

F=-;—[b18+b2.6]=8

‘Wihrend man den Kreisausschnitt wie ein Dreieck mit der
Grundseite b und der Hohe r berechnen kann, erhilt man den
Ausschnitt aus einem Kreiaring, wenn man wie beim Trapez mit
den parallelen Seiten by und b; und der Hohe & verfihrt.

5. Der Kreisabschnitt. Der Kreisabschnitt (Fig. 136) ist
gleich der Differenz von einem Kreisausschnitt und einem Dreieck.

1

1 .
F=~2—br—?rzsma o
1 - 1
— —oar2 — — r2si

g ar g rsino

= ll‘Q(& —sina).

2

Hat man eine Tabelle zur Ver-
fiigung, in der auch die Kreisabschnitte
des Einheitskreises Fy angegeben sind,
so besteht, da die Flichen shnlicher Fig. 136.
Figuren sich wie die Quadrate ent-
sprechender Strecken verhalten, die Proportion

F:F1=r2:1}

also 1st i
F=TF r2.
Anwendung: Gegében sei ein Kreis mit dem Radius
r= 1dm. Es soll seine Integralkurve gezeichnet werden.

Als Achse werde der horizontale Durchmesser A B, siche
Fig. 137 gewihlt. In der Tabelle des Einheitskreises findét man
zu jeder Bogenhthe dem zugehtrigen Kreisabschnitt. Die Bogen-
hohen sind aber hier gleich den von A ab gerechneten Abszissen;
als Ordinaten werden die Inhalte der Kreisabschnitte abgetragen.
Der Kreis werde in natiirlicher Griéfle gezeichnet; als Maflstab der
Flichen ist gewdhlt 1 dm = 1 qdm. -
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Fig. 187 ist ein verkleinertes Bild dieser Zeichnung. Soll
jetzt z. B. der Kreis in drei gleiche Teile zerlegt werden, so teilt
man die Endordinate BC in drei gleiche
¢ Stiicke, lotet horizontal zur Integralkurve
K hiniiber und zieht durch die gefundenen
Schnittpunkte D und E die Ordinaten.
i Diese teilen den Kreis in drei gleiche
/ Teile. Denn es ist ja nach der Konstruk-
tion z. B. EF gleich dem dritten Teil des
ganzen Kreisinhalts BC. Also ist der zur
Bogenhshe ATF gehorige Abschnitt gleich
™~ einem Drittel des Kreisinhalts usw.

6. Bogenhéhe wund Sehnenlinge.
Bogenhshe und Sehnenlinge berechnet man
| leicht planimetrisch oder trigonometrisch.
Man kann auch die entsprechenden Werte

| // des Einheitskreises der Tabelle entnehmen
L und mit dem Radius r multiplizieren.
Fig. 137. Beispiel: Auf der Bohrmaschine sollen
15 Lécher in einen Verbindungsflanschen,
auf einer Kreislinie gleichmifBig verteilt, gebohrt werden. Der
Kreisdurchmesser betrigt 1556 mm. Die Zirkeléffnung zum Ab-
stecken der Lochmitten ist zu berechnen.
Es ist die Sehnenlinge zu bestimmen. Der Zentriwinkel ist

v — 360°
15
Zu einem Winkel von 24° gehért nach der Tabelle im Ein-

[ouie aa

-
T
A

[

1
)
|
i
|

= 24°.

heitskreise die Sehne 0,4158, also bei einem Radius von 165

die Sehne s = _0_&_5_2__1@5_
"15% . 0,28Y9
31,0
11
1

32,2 s = 32,2 mm.

7. Ubungsheispiel. Zwei Riemenscheiben mit offenem Riemen
werden durch einen Riemen von.der Gesamtlinge 1 = 16 600 mm
verbunden. Der Riemen bildet mit der Zentrale der Riemen-
scheiben einen Winkel a == 4°45’. Der Radius der grioferen
Scheibe ist r = 1300 mm; wie groB mufl der Radius der kleineren
Scheibe gewihlt werden? (Fig. 138.)

mm
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. Die Gesamtlinge zerfillt in zwei Bogenstiicke und zwei
Tangenten

1=b1+b2+2t.

Fig. 188.

Es ist
b; = (180°—2a) ¢
by = (180°+2a) r
t = ctg a (r — p)-
Da aber der zu 180° gehirige Bogen den Wert @ im Einheits-
kreise hat, so erhilt man durch Einsetzen

l=(r—2a)p+ m+2%)r-+2ctgalr—p)
Diese Gleichung ist nach p aufzuldsen.

1,=p(ﬂ—2a—2cgta)+r(7r+2'o?-{—2ctga.)
l—r(n+2a-+2ctga)

T—2a—2ctga

p =
Hierin sind die gegebenen Zahlenwerte einzusetzen
166 — 13 (x + 9°30" + 2 otg 4°45')
a x— 09380 — 2 ctg 4° 45’ '
Als MaBeinheit ist jetzt 1 dm gewhlt.

3930 =  0,1571
0,0087
2 otg 4945 — T 1204 , — 166 — 18 27,89
-+ 12,04 —21,11
94,25 166 — 356,07 _ 190,07
T = 3,14 = Tein1 . eiil S
+ 27,39
— 2111

Der Radius der kleineren Scheibe ist gleich 900 mm zu wihlen.
Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 12
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Siebenter Abschnitt.

Die Ableitungen der Winkelfunktionen.

Benutzt man in der Differentialrechnung trigonometrische
Funktionen, so ist der Winkel stets im Bogenmall gemessen gedacht.

1. Die Differentiation von Sinus und Kosinus. In Fig. 139
kann das Dreieck aus dx, dy, do als ein geradliniges, rechtwinkliges
betrachtet werden. Man liest gus ihm ab

dy
dx

Der ,,Zuwachs® von x ist, da x selbst abnimmt, negativ zu
setzen. Da aber im Einheitskreis

dog -cos ¢ .
—do - sin g,

y==sing; x=-cosq
ist, so lauten die Formeln

d(sing)
de

Umgekehrt erhilt man die Integralformeln
Jeoso-de=sing+C; fsing-do=—eoso+ C.

0S8 ¢; = — 8in ¢.

Fig. 189. Fig. 140.

Beispiel. Es sei eine Sinuslinie aufgezeichnet; jetzt aber
darf der MafBistab auf der horizontalen Achse nicht mehr will-
kiirlich gewshlt werden, vielmehr sind die Winkel im Bogenmal}
mit dem Radius als Lingeneinheit abzutragen. Das ist in Fig. 140
geschehen,

‘Wie groBl ist der von der x-Achse und dem von O bis =
reichenden Bogen begrenzte Flichenteil?

Man erhilt =

F=/sincpdcp=[—coscp]§
o .

= — cos ® -+ cos O.
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Da cosw == cos 180° = — 1 und cos 0 = 1 ist, so wird
F=2
Ist also z. B. der Kreisradius gleich 1 dm, so wire F = 2 qdm.
2. Differentiation von Tangens und Kotangens. Im Ein-
heitskreise ist
y X
t, = —; t, = —
g ¢ < w89 y
und folglich

d (tg ¢) = id—y%dx; d (ctg o) = )i{y—_i—xg»y :
Es war aber .
x=cosw; y=sing; dx= —sing-dg; dy = cosodsg.
Setzt man diese Werte ein, so erhdlt man
d(tgp) cos?o4-sin?¢ ~ dfctgp) —sin?¢ —cos?e
de cos? ¢ ’ de sin? ¢ '
Die Zahler sind 1 bzw. — 1, also
d(tge) 1 | d(etge) 1.
de — cos’o’ do T sinZe
Durch Integration folgt umgekehrt
fcodsgo'_—tgw_i—C :sm2 = —cigo+C.

Will man dagegen die Integrale von Tangens und Kotangens
bestimmen, so hat man so zu verfahren:

sin @ dcoso
[ — = — T = ] 5
ftg‘)d(? jcos d¢ ‘[coscp neosg 4 G,
dsi
fctgwdap-——- ok do = / e In sin o + C.
sin ¢ sin o
Beispiel. [sin?ada="7?
1 1
cos 20 =1 — 23sin? a; sm2a——————~cos2a
d 2
fsm%xda—f(*——— cosZa) U’_‘f a~j39§—--~gd
sm2a

12*
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Erster Abschnitt.

Allgemeine Einleitung.

1. Gerade und Ebene. Fine gerade Linie ist durch zwei
Punkte bestimmt. Eine Ebene ist bestimmt
durch drei Punkte, die nicht auf einer Gteraden liegen,
oder durch eine Gerade und einen Punkt auBerhalb der
Greraden,
oder durch zwei sich schneidende Geraden,
oder durch zwei parallele Geraden.

2. Parallele Geraden und Ebenen. Zwei in einer Ebene
liegende Greraden heiflen parallel, wenn sie sich in keinem eigent-
lichen Punkte schneiden. Man sagt dafiir auch: Die parallelen
Geraden schneiden sich in einem unendlich fernen Punkte oder
einem uneigentlichen Punkte.

Zwei Ebenen heiflen parallel, wenn sie sich in keiner eigent-
lichen Geraden schneiden.

Eine Gerade heiflt zu einer Ebene parallel, wenn sie die
Ebene in keinem eigentlichen Punkte schneidet.

Im allgemeinen schneiden sich zwei
Geraden der Ebene in einem Punkte,
zwei Ebenen im Raume in einer Ge-
raden, drei Ebenen in einem Punkte,
eine Gerade und eine Ebene ebenfalls
in einem Punkte.

3. Geraden im Raum. Zwei Ge-
/ raden im Raum konnen sich schneiden

oder parallel sein oder auch windschief

gein.  Windschief zueinander heiflen

zwei Geraden, durch die keine gemein-

Fig. 141. . same KEbene gelegt werden kann. In
Fig. 141 g und h.

Legt man durch zwei parallele Geraden g und h wie in
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Fig. 142 beliebige Ebenen, so gind die Schnittlinien s aller dieser
Ebenen zu g und h parallel.

Hat man zwei sich schneidende Geraden g und h, denen
zwei andere sich schneidende Geraden g; und hy parallel sind,

;

£
Fig. 143.
Fig. 142
| f | ﬂ
P F S Fig. 145.
Fig. 144
p
o A
Fig. 146. Fig. 147,

g0 sind die durch die Geradenpaare gelegten Ebenen E und E;,
siche Fig. 143, ebenfalls parallel.

4. Parallelverschiebung oder Translation. Verschiebt man
eine Gerade oder eine Ebene, wie in den Fig. 144—147 dargestellt
ist, parallel zu sich selbst, und beschreibt dabei ein Punkt P eine
beliebige geradlinige oder krummlinige Bahn, so sind die Bahnen
gimtlicher anderen Punkte gleich lang und dazu parallel.

5. Senkrechte Geraden und Ebenen. Eine Gerade heift
auf einer Ebene senkrecht, wenn sie auf simtlichen Geraden, die
in der Ebene durch den Lotfulpunkt gelegt werden konnen, senk-
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recht steht. Eine Gerade steht auf einer Ebene immer dann senkrecht,
wenn sie auf zwei Geraden der Ebene senkrecht steht. Siele Fig. 148.

Neigungswinkel einer Greraden zu einer Ebene nennt man den
Winkel, den die Gerade mit ihrer Projektion auf diese Ebene ein-
schliefit, Fig. 149. Es ist der kleinste Winkel, um den man die
Gerade um R drehen muB, wenn sie in die Ebene hineinfallen
goll. Steht eine Gerade auf einer Ebene senkrecht, so bildet sie
mit der Ebene einen Neigungswinkel von 90°.

Rotiert eine Ebene um eine Achse, Fig. 150, so beschreiben
simtliche Punkte Kreisbégen, deren Ebenen zur Rotationsachse
senkrecht stehen, und deren Mittelpunkte auf der Achse selbst
liegen. Die Bahnen aller Punkte sind #hnlich; ihre Lingen sind
den Abstinden der Punkte von der Rotationsachse proportional.

Tig. 150.

g

Fig. 149. Fig. 151.

Der Winkel zweier Ebenen ist das Mafl der Drehung, durch
die eine Ebene in die andere um die Schnittlinie als Achse hinein-
gedreht wird. . Errichtet man, wie in Fig. 151, auf der Schnitt-
geraden irgendzwei Lote in den Ebenen, so schlieBen diese den
Neigungswinkel oder kiirzer den Winkel der Ebenen ein. Zwei
Ebenen heiflen aufeinander senkrecht, wenn sie einen Winkel von
90° miteinander bilden. '

Anmerkung: Den Punkten der Ebene entsprechen im Raume
ebenfalls die Punkte; dagegen entsprechen den Geraden der Ebene
und ihren Eigenschaften im Raume die Ebenen. Lehrsétze iiber
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die Geraden der Ebene lassen sich deshalb auf die Ebenen im
Raum' iibertragen. Eine besondere Betrachtung erfordern die Ge-
raden im Raume.

6. Der Kiorper. Ein Teil des Raumes, der allseitig von
Flachen begrenzt wird, heiflt ein Korper. Wird er von Ebenen
umgrenzt, so heiflen diese seine Seiten, die Schnittgeraden der
Ebenen seine Kanten, die Schnittpunkte der Kanten seine Ficken.

Zweiter Abschnitt.

Die Inhalte geradlinig begrenzter,
ebener Figuren.

1. Das FlichenmaB. Die Einheit des Flichenmafies ist ein
Quadrat, dessen Seite gleich der Einheit des LingenmafBes ist. So
hat z. B. 1 qm die Seitenlinge 1 m oder 1 Quadratzoll die Seiten-
linge 1 Zoll usw. Soll der Flicheninhalt irgendeiner ebenen Figur
bestimmt werden, so hat man urspriinglich zu untersuchen, wie
viele Quadrate der gewihlten Einheit in die Fliche hineingelegt
werden kénnen. In der Regel wird man die Fliche mit Zirkel
und Lineal in ein gleich grofies Rechteck verwandeln miissen, das
man wirklich mit Quadraten bedecken kann. Die Flichengleichheit
ist mit Hilfe der Kongruenzsitze zu beweisen.

2. Das Rechteck. Man messe die Seiten eines gezeichnet
vorliegenden Rechtecks mit dem kleinsten praktisch méoglichen Maf-
stabe (hochstens !/, mm) nach. Hat man z. B. 88 mm und 53 mm
gefunden, haben sich also keine Bruchteile von mm mehr ergeben,
so zieht man Parallelen zu den Seiten je im Abstande von 1 mm.
Dadurch wird das ganze Rechteck mit Quadratmillimetern bedeckt.
Die Anzahl ist 88 - 53, d. h. gleich dem Produkt der Maflzahlen
beider Seiten. Also ist der ganze Inhalt gleich 88 - 53 qmm. Ganz
allgemein lautet das Ergebnis:

Der Inhalt des Rechtecks ist gleich dem
Produkt der MaBzahlen beider Seiten. Die
Benennung ist gleich der Quadrateinheit, s
die zur benutzten Lingeneinheit gehdrt.
Beide Seiten sind mit derselben Lingenein-
heit zu messen. +

In Formeln (s. Fig. 152) Fig. 152.

F=a-h
Man kann die Inhaltsbestimmung auch so auffassen, dafi man
die Grundlinie a parallel zu sich iiber die Fliche weg verschiebt.
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Jedesmal, wenn der Weg von einer Lingeneinheit zuriickgelegt ist,
ist eine Schicht von Quadraten iiberstrichen. Also ist die Anzahl
der Schichten gleich der MaBzahl des Weges, und der ganze In-
halt ist wieder a - b.

3. Das Parallelogramm. Die soeben durchgefiibrte Be-
trachtung kann sofort auf alle Flichen ausgedehnt werden, die
durch Parallelverschiebung einer Geraden entstanden sind. Wie
in den Fig. 153 und 154 gezeigt ist, lassen sie sich durch stufen-
férmige Flichen ersetzen. Die Anzahl der Schichten wird durch
den in senkrechter Richtung zuriickgelegten Weg gemessen, also

—

v

[ |

g . 9
Fig. 153. Fig. 154.

durch die sogenannte Hthe. Daraus folgt, daB der Inhalt des
Parallelogramms gleich dem Produkt aus Grundlinie nund Héhe ist.
In Formeln

F=g-h

4. Das Dreieck und das Trapez. Wie Fig. 155 zeigt, kann
man jedes Dreieck durch Hinzufiigung eines gleich groBen Dreiecks
zu einem Parallelogramm erginzen. Das Parallelogramm hat die-
selbe Grundlinie und Héhe wie das Dreieck, folglich ist der Inhalt
des Dreiecks 1

Fp=+528-h

@
Fig. 155. Fig. 156.

Das Trapez Fig. 156 mit den parallelen Seiten a und ¢ und
der Hohe h kann in zwei Dreiecke zerlegt werden. Sein Inhalt
ist gleich der Summe der Dreiecksinhalte. Folglich

1 __a+-e¢ ]

1
F=7a-h—|—?c-h_ o) I
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Eine beliebige geradlinig begrenzte Fliche mifit man aus, in-
dem man sie in Dreiecke zerlegt. Ihr Inhalt ist gleich der Summe
der Dreiecksinhalte.

5. Anwendung. Das statische Moment einer Kraft kann
graphisch durch den doppelten Inhalt eines Dreiecks dargestellt
werden. Die Grundlinie des Dreiecks ist die als gerade Linie ge-
zeichnete Kraft, und die Spitze liegt im Drehpunkt. In Fig. 157
sei P die Kraft und A der Drehpunkt, dann ist .

M=7P-1 und FA=;—PI,

folglich :
M = 2F,.

Mit Hilfe dieser graphischen Darstellung soll der Satz be-
wiesen werden:

Greifen in einem Punkte mehrere Kriifte an, so ist die Summe
der statischen Momente dieser Krifte gleich dem statischen Moment
der resultierenden Kraft,

Fig. 157, Fig. 158,

In Fig. 158 sind zwei Krifte P und Q, die im Punkte B
angreifen, gezeichnet. R ist die resultierende Kraft; A sei der
Drehpunkt. Dann ist

Mp=2AABE; Mq=2AABC; Mg = 2AABD.

Zieht man noch AF|CD|BE, verbindet F mit D und beachtet,
dal Dreiecke mit gleicher Grundlinie und Héhe inhaltsgleich sind,
50 findet man die folgenden Beziehungen:

AABE=AFBE=ADBF
AACD=AFCD
AABD=AABC+ABCD4+AACD
=AABC+ABCD+4+AFCD
=AABC4+ADBF
AABD=AABCH+AABE
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oder
Mg = MQ -+ Mp.

Fiir zwei Kriifte ist so der Satz bewiesen. Dann gilt er auch
fir n Krifte; denn man kann die Resultante zweier Krifte mit
der  dritten Kraft, deren Resultante mit der vierten Kraft usw.
zusammenfassen, so daf} die wiederholte Anwendung des bewiesenen
Satzes die gesuchte Formel liefert

Mg, + Mp, + Mp,+ - - - - + Mp, = Mg
oder

ZYMPD = Mg .

Die Kriifte brauchen nicht in einem Punkte anzugreifen. Man
kann ja zwei Krifte, indem man sie in ihrer Richtung verschiebt,
zum Schnitt bringen. Dann bringt man deren Resultante mit der
dritten Kraft zum Schnitt usw. Das Ergebnis ist dasselbe wie
oben. Eine besondere Betrachtung wird nur notwendig, wenn die
Resultante von (n — 1) Kréften mit Py ein Kriftepaar bildet, also
parallel und entgegengesetzt gerichtet zu Py ist. Darauf soll hier
nicht weiter eingegangen werden.

Dritter Abschnitt.

Das Prisma.

1. Definitionen. Der Korper, welcher entsteht, wenn man
ein ebenes Vieleck parallel zu sich selbst an geradlinigen Bahnen
entlang verschiebt, heillt ein Prisma. Die Eckpunkte des Viel-
ecks beschreiben die Seitenkanten des Prismas, die alle gleich

a

Fig. 159. Fig. 160. Fig. 161.

lang und parallel sind. Stehen die Seitenkanten auf der Grund-
fiiche senkrecht, so heifit das Prisma gerade. Ist die erzeugende
Grundfliche eines geraden Prismas ein Rechteck, so heilit das
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Prisma ein Quader. Der Wiirfel ist ein Quader, dessen simt-
liche Seiten Quadrate sind.

Alle Querschnitte parallel zur Grundfliche sind der Grund-
fiiche kongruent: Q = G.

Die Fig. 159—161 stellen ein gewthnliches fiinfseitiges Prisma,
einen Quader und einen Wiirfel dar.

2. Das Korperma. Die Einheit des Korpermafies ist ein
Wiirfel, dessen Kanten gleich der Einheit des Lingenmalfles sind.
So hat z. B. 1 cbm die Kantenlinge 1 m oder 1 Kubikzoll die
Kantenlinge 1 Zoll usw. Soll das Volumen eines Korpers bestimmt
werden, so hat man urspriinglich zu untersuchen, wie viele Wiirfel
der gewiblten Einheit in- den Korper hineingelegt werden kinnen.
In der Regel wird man den Korper mit einem inhaltsgleichen ge-
raden Prisma vergleichen miissen, dessen Volumen sich leicht
bestimmen lifit. Die Inhaltsgleichheit ist mit Hilfe der Kongruenz
zu beweisen.

3. Das Volumen des Quaders und des geraden Prismas.
Beim Quader messe man die drei im allgemeinen verschiedenen
Kanten a, b.und ¢ der Fig. 162, so genau es der
Korper gestattet, nach. Im allgemeinen wird 71
man hochstens auf 1/;; mm genau messen konnen.
Das sei hier geschehen. Dann denke man den
ganzen Korper durch Ebehen in 1!/;y mm Ab-
stand parallel zur Grundfliche, Stirnfliche und ¢
Seitenfliche in Wiirfel zerlegt (in der Figur fir
eine groflere Mafleinheit durchgefiihrt). Die Mal-

zahlen seien a, b und c¢. Dann liegen auf der 8
Grundfiiche a-b Wiirfel, ¢ Schichten sind vor- i
handen; also enthilt der Quader a -b . ¢ Wiirfel. Fig. 162.

1
Die Benennung ist o3 da 1/; mm die Léingeneinheit war.

Das Ergebnis ist:

Man messe die beiden Grundkanten und die Linge
der Seitenkante in derselben MaBeinheit. Das Volumen
des Quaders ist gleich dem Produkt der drei MafBizahlen.
Die Benennung ist durch den Wiirfel gegeben, dessen
Kantenlinge gleich der Mafleinheit ist. In Formeln

V=a-b-ec

Die Volumenmessung beim Quader 1ift sich noch in andrer
Weise auffassen. Verschiebt man n#mlich die in Quadrate geteilte
Grundfliche an den vertikalen Kanten entlang nach oben, so ist
jedesmal eine Schicht Wiirfel entstanden, wenn der zuriickgelegte
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Weg gleich der Quadratseite ist. Die Anzahl der Schichten, d. h.
der zuriickgelegte Weg gemeseen mit der Maleinheit der Quadrat-
seite, multipliziert mit der Anzahl der Quadrate ist gleich dem
Volumen.

Diese Betrachtung lifit sich auf jedes gerade Prisma aus-
dehnen. Die Grundfliche kann man, wie oben gezeigt, ausmessen;
man kann also angeben, wie viele Quadrate der gewihlten Einheit
gleiche Grofle wie die Grundfliche besitzen. Verschiebt man jetzt
diese Grundfliche G- um die zugrunde gelegte Lingeneinheit an
den senkrechten Kanten aufwirts, so ist eine Schicht entstanden
von Wiirfeln, deren Anzahl gleich dem MaBe der Grundfliche ist.
Ist die Linge der senkrechten Kante h, so entstehen im ganzen
h Schichten von der Grifle G. Folglich ist das Volumen des ge-
raden Prismas

V=G":h.

4. Das schiefe Prisma. Beim schiefen Prisma verschiebt
man die Grundfliche parallel zu sich stufenweise in senkrechter
Richtung, wie in Fig. 163 angedeutet ist. Dabei kommt jedesmal
ein Stiick hinzu, das aber genau gleich dem wegfallenden Stiicke
ist. Die Anzahl der Schichten wird durch die Hohe des Korpers
gemessen. Das Volumen ist

V=G h

Fig. 163. Fig. 164. Fig. 165.

Diese Formel bleibt auch noch richtig, wenn der Korper da-
durch entstanden ist, dafl man eine Grundfliche parallel zu sich an
krummlinigen Bahnen verschoben hat. In Fig. 164 ist angedeutet,
wie die Zerlegung in Schichten erfolgt.

5. ﬁbungsbeispiel. Fiir den in Fig. 165 skizzierten Kohlen-
bunker ist eine Integralkurve zu entwerfen.
Man berechne den Korper als Prisma.
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1. Volumen bis zur Héhe 350 mm.

V= }OOO;— 1250 350 - 6000 cmm = 1,125 - 2,1 ¢bm =
= 2,3625 chm
V; = 2,36 cbm.
2. Volumen bis zur Hohe 700.
Vv, =m—2ﬁ0—0— - 700 - 6000 cmm == 1,250 - 4,2 cbm = 5,25 cbm
V, = 5,25 cbm.

3. Volumen bis zur Hshe 2500.
V3 = Vy 4 1500 - 1800 - 6000 cmm == 5,25 - 16,2 chm
Vs = 21,45 cbm. 26

T Y

Nimmt man das 2 )4
Gewicht von 1 cbm e
Kohle zu 0,8 t an, so 2
kann man zugleich das 18
Gewicht der im Bunker 5% i
enthaltenen Kohlen bis pn)ge .
zu jeder Hohe angeben. 12 4
Auf einer verti- p
kalen Achse trigt man g0
die Hghen, auf der /
horizontalen das Volu- Zi
men und dariiber zu- o
gleich das Gewicht ab. G x 1,
Bis zur Héhe 0,7m 07 % 6 8 W0 % T % 1 20 22 Z4chm
erhilt man eine schwach- Fig. 166.

gekriimmte Kurve, von
da ab, da das Volumen des Quaders der Hohe proportional zu-
nimmt, eine Gerade. Fig. 166.

Vierter Abschnitt.

Die Inhalte krummlinig begrenzter,
ebener Figuren.

1. Flichenbestimmung mit Hilfe von quadratisch geteiltem
Papier. Eine ebene Figur soll eine ganz beliebige krummlinige
Begrenzung haben. Naherungsweise bestimmt man den Inhalt der
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Fliche, indem man sie auf quadratisch geteiltes Papier aufzeichnet,
wie in der Fig. 167, und die Anzahl der Quadrate abzihlt, dle
S —  von der Fliche bedeckt werden. . Dabei rechnet
man die zum gréBeren Teile bedeckten Quadrate
ganz, die zum kleineren Teile bedeckten gar nicht
mit. Man liest ab

- F = 20 qcm,
| wenn in der urspriinglichen, hier verkleinerten
Zeichnung die Quadratseite 1 cm war.

Liegt die Fliche fertig gezeichnet vor, so
bedeckt man sie mit quadratisch geteiltem Paus-
papier, wie es im Handel zu haben ist, und zihlt
auf diesem die Quadrate ab.

2. Flichenmessung durch Wigung. Man zeichnet die Fliche
auf Pappkarton auf, schneidet sie aus und wigt sie. Das Gewicht
sei z. B. 53 g. Dann schneidet man aus demselben Karton 1 qdm
und wigt es ebenfalls. Das Gewicht sei 17g. Da man durch-
schnittlich iiberall das gleiche Gewicht des Kartons in der Flichen-
einheit voraussetzen kann, so ist die gesuchte Fliche

53

Das Verfahren ist nur bei nicht zu kleinen Flichen anwendbar.

3. Das Polarplanimeter. Ein Instrument, mit dem mecha-
nisch der Inhalt einer beliebigen Fliche gemessen wird, heifit ein
Planimeter. Am bekanntesten ist das im Jahre 1854 von A msler
erfundene Polarplanimeter, dessen Bild Fig. 168 zeigt!). Seine
Theorie soll zunichst entwickelt werden.

Fig. 167.

Fig. 168.

1) AuBerdem sei auf das Stangenplanimeter hingewiesen. In seiner
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In Fig. 169 ist F die Fliche, welche ausgemessen werden soll.
L ist irgendeine Hilfskurve. Man nehme einen festen Stab und
fithre ihn so iiber die Fliche, dafl sich das eine Ende auf L das
andere auf dem Umfang von F verschiebt. Der Stab ist in
mehreren Lagen eingezeichnet, zugleich ist die Bewegungsrichtung
durch Pfeile angegeben. Rechnet man die Stabverschiebung von
links nach rechts in der vorliegenden Figur positiv und in ent-
gegengesetzter Richtung negativ, so wird die Fliche F nur einmal
in positiver Richtung, der zwischen ¥ und L liegende Teil aber
zweimal, positiv und negativ, iiberstrichen. Gibt man den iiber-
strichenen Flichen selbst die Vorzeichen der Bewegungsrichtung,
so bleibt nur die gesuchte Fliche F iibrig.

Fig. 169. Fig. 170.

Um die Bewegung des Stabes genauer zu untersuchen, ist in
Fig. 170 derselbe in zwei benachbarten Lagen 1 und 2 herausge-
zeichnet. Man kann den Stab aus der Stellung 1 in die Stellung 2
durch eine Parallelverschiebung und eine Drehung gebracht denken,
wie es jene Figur andeutet. Dabei wird ein Rechteck und ein
Kreisausschnitt iiberstrichen. Hat der Stab die konstante Linge 1,
so ist die iiberstrichene kleine Fliche

dF =l-ds+%12da.

Die ganze Fliche ist gleich der Summe aller unendlich kleinen

einfachsten Form wurde es von dem dénischen Offizier Prytz erfunden.
In vorziiglicher verbesserter Ausfiihrung wird es von der Firma O. Richter,
Chemnitz, hergestellt. Wie man nach demselben Prinzip sich fiir wenige
Pfennige aus einem gewohnlichen Radiermesser ein gut brauchbares Plani-
meter herstellt, zeigte Sachs. [Ein kalibriertes Stangenplanimeter. Zeit-
schrift fiir praktischen Maschinenbau (American Machinist) 1910, S. 1152).
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Flichenteilchen, also gleich dem Integral

F=f1ds+f»;—12da.

Dabei ist zu beachten, daB die Verschiebungen und Drehungen
ds und da in der einen Richtung positiv und in der entgegen-
gesetzten negativ zu rechnen sind.

Man sieht leicht ein, daB das zweite Integral Null ist!). Da
der Stab in die Anfangslage zuriickkehrt, muB er genau so weit
zuriickgedreht werden, wie er aus der Anfangslage herausgedreht
wurde. Also fillt die Sumine aller Drehungen heraus.

Es brauchen also nur die Verschiebungen gemessen zu werden.
Zu dem Zwecke trigt der Stab eine Rolle, auf der der zuriick-
gelegte Weg abgelesen wird. Bewegt man den Stab in entgegen-
gesetzter Richtung, so dreht sich auch die Rolle zuriick, so daf}
selbsttitiz der Weg ds subtrahiert wird.

Bei der praktischen Ausfiihrung bewegt sich das eine Stabende
auf einem Kreisbogen. Das erreicht man durch einen zweiten mit
ihm gelenkig verbundenen Stab, der sich um eine festgelegte, durch
Gewicht beschwerte Spitze dreht.

Bei gewohnlichen Apparaten
sind Stablinge und Rollendurch-
messer so gewshlt, dall man un-
mittelbar den Flicheninhalt in
Quadratzentimetern auf der Rolle
abliest. Bei besseren Ausfiilhrungen
ist die Stablinge verstellbar, so dafl
die Multiplikation mit einer auf
dem Stab angegebenen Konstanten
notwendig wird.

Eine am bequemsten mit dem Planimeter zu lésende Aufgabe
des Maschinenbauers ist, die mittlere Hohe eines Dampfdruckdia-
gramms und damit den mittleren Dampfdruck selbst zu bestimmen.

In Fig. 171 ist ein solches Diagramm schematisch gezeichnet.
Es soll also die Hohe eines gleich groflen Rechtecks ermittelt
werden, dessen Grundlinie gleich der Breite des Diagramms ist.
Das Planimeter liefert - ‘

F = lj'ds.

Fig. 171.

1) Wire die Fliche F sehr grof, so konnte L ganz innerhalb ¥ liegen,
und man konnte in die Anfangslage zuriickkehren, indem man eine Drehung
um 360° ausfiihrt. Darauf soll, weil praktisch unwichtig, nicht Riicksicht
genommen werden.
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Hat man die Stablinge 1, die zwischen zweli in der Fig. 168 sicht-
baren Spitzen eingestellt wird, gleich der Breite des Diagramms
gemacht, so soll der Rechtecksinhalt F = 1. h sein. Demnach wird

h =./.ds.

Man liest die miitlere Hohe direkt auf der Rolle ab. Dazu mufl
man wissen, welcher Weg von der Rolle zuriickgelegt ist, wenn sie
um einen Teilstrich weitergedreht wurde. Diese Zahl wird dem
Apparat beigegeben, kann aber, wenn nbtig, auch nachgemessen
werden. Entspricht z. B. einem Teilstrich der Weg von 0,6 mm,
und liest man auf der Rolle 53,4 ab, so wire die mittlere Hohe

h = 0,6 - 53,4 = 32,04 mm.

4. Der Integrator. In Fig. 172 ist ein Integrator abgebildet.
Das ist zunichst nichts anderes als ein Planimeter, bei dem als

Fig. 172.

Kurve L eine gerade Linie gewihlt ist, so dall das eine Stabende
mit Hilfe des Lineals auf einer Geraden verschoben wird, wihrend
das andere die Fliche, deren Inhalt gesucht wird, amfihrt. Fir
diesen Zweck gilt alles genau so, wie oben dargestellt. Der Apparat
leistet aber mehr, indem er auch noch statische Momente und
Trigheitsmomente mechanisch zu ermitteln gestattet. Dazu wird
er z. B. im Schiffbau viel verwendet.

Die Theorie soll an der Fig. 173 erklért werden. Die Achse,
in bezug auf die das Trigheitsmoment der Fliche I bestimmt
werden soll, sei die x-Achse. Die Fliiche werde in vertikale Streifen
der konstanten Breite dx zerlegt. Ein solcher Streifen habe die
Hshe a. Ein Flichenteilchen dieses Streifens hat den Inbalt
dy - dx, also das Trigsheitsmoment y2dydx. Das Trigheitsmoment

Neuendorif, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl, 13



194 Geometrie.

des ganzen Streifens ist folglich

a
Ji =[y2dydx.
0

Fig. 173.

Da dx konstant ist, ergibt sich
a a 3
gy =dX/y2dy=dx[iy3 =2 dx.
» : 37 1 3
Der Stab habe die Lsnge 1 und bilde den Winkel o mit der
Achse, wenn er sich im Endpunkte von a, wie in der Figur, be-
findet. Dann ist a =1 sina, also

13 gin3
UL
Aus der bekannten Formel
sin3 o = 3sino — 4sinda
folgt
3
sind ¢ = Zsina —%sin?)a. .
Damit wird
B 13

Ji =Z~sinadx—f2~sin3adx.

Das Trigheitsmoment der ganzen Fliche ist

13 13
J=Zfsinadx—i~§fsin3adx.

An dem Stabe befindet sich wieder eine Rolle. Ihre Be-
wegung soll untersucht werden, wenn das Stabende das kleine
Rechteck umfihrt. Beim Uberstreichen der Grundlinie dreht sich
die Rolle garnicht. Die Drehung beim Uberfahren der vertikalen
‘Wege ergibt ebenfalls O, da der eine Weg aufwirts, der andere
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abwirts iiberfahren wird. HEs bleibt nur der obere horizontale
Weg. Man fithre den Stab von der einen in die andere Grenz-
lage, indem man ihn, wie in der Nebenfigur angedeutet, parallel
mit sich und dann in sich verschiebt. Die Rolle wird nur bei der
Parallelverschiebung gedreht, und zwar ist der Weg der Rolle

ds = sinndx.

Also ist das ganze Stiick, um das die Rolle gedreht wird, wenn
der Stab die ganze Fliche umfahren hat,

s:fsinadx.

13 '
Zfsinadx

berechnet werden, folglich mufl der auf der Rolle abgelesene Wert
noch mit einer Konstanten multipliziert werden, die dem Apparat
beigegeben wird.

‘Weiter besitzt der Apparat eine zweite Rolle, die mit der
ersten durch Zahnradiibertragung verbunden ist, aber so, dafl ihre
Achse stets einen Winkel 3o mit der x-Achse bildet. Daher ist
das auf dieser Rolle abgelesene Stiick proportional zu '/'sin3 a dx.

Nun soll

13
TUm 19 f sin 3 e dx zu erhalten, muB der abgelesene Wert mit

einer neuen Konstanten multipliziert werden, die ebenfalls dem
Apparat beigegeben ist. Das wahre Trigheitsmoment ist gleich
der Differenz der ermittelten Werte.

Es ist nicht notig, die Flichenteile auf beiden Seiten der
Achse fiir sich zu berechnen, da ja nur beim Umfahren des Um-
fangs ein zu beriicksichtigender Beitrag zur Drehung der Rolle
geliefert wird. Man kaon folglich sogleich den ganzen Umfang
der Fliche umfahren.

Der Apparat trigt noch eine dritte Rolle, mit deren Hilfe
statische Momente ermittelt werden; darauf soll hier nicht weiter
eingegangen werden.

5. Der Kreisinhalt und der Krelsumfang Um den Kreis-
inhalt zu berechnen, bedeckt man den Kreis mdglichst genau mit
gleich groflen Drelecken, Fig. 174, d. h. man zeichnet in ihn ein
regelmaﬂlges n-Eck, dessen Inhalt n—mal so groB ist wie der eines
jener Dreiecke. Verdoppelt man fortlaufend die Seitenzahl, so
kommt man dem Kreisinhalt beliebig nahe. Berechnet man jedes-
mal zugleich den Inhalt des umbeschriebenen Vielecks mit gleicher
Seitenzahl, so werden die Ergebnisse bis zu einer gewissen Deai-
malstelle {ibereinstimmen; bis dahin mufl aber auch der Kreisinhalt,

13*
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der ja zwischen jenen Vielecken liegt, mit der gefundenen Zahl
iibereinstimmen.

Den Inhalt des Kreises mit dem Radius 1 nennt man 7. Be-
rechnet man ihn, wie oben gezeigt, so
findet man = = 3,14159. Es lilt sich
beweisen, daB die Quadratur des Kreises
nicht moglich ist, d. h., daf man den Kreis
nicht mit Zirkel und Lineal in ein gleich
grofles Quadrat verwandéln kann. Fiir das
praktische Rechnen ist diese Frage ganz
gleichgiiltig, da man den Inhalt immer so
genau, wie erforderlich, bestimmen kann.

. 2
Fig. 174. Sehr brauchbar ist der Niaherungswert 2—
fiir . ~ 7
Alle Kreise sind shnliche Figuren. Daher verhalten sich ihre
Inhalte wie die Quadrate entsprechender Strecken, also z B. wie
die Quadrate der Radien. Aus Fig. 175 liest man ab
o r?
o1
Da aber F; = w nach Definition ist, wird
. 2
Fp=nr2 — f.d_,

4

wenn mit d der Durchmesser bezeichnet wird.

@

Fig. 175. Fig. 176.

Zur Bestimmung des Kreisumfangs ersetzt man wieder den
Kreis durch ein regelmifiges n-Eck. Hier ist, siehe Fig. 176,

1
fi =?g1h1

an=2’_;‘gnh1 =—;‘h12’gn'

und
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Li#ft man die Anzahl der Vielecksseiten unendlich gro8 werden,
also n = o0, so0 wird '

Sta=F; bh=r, Sa=u,

wenn u den Kreisumfang bezeichnet. Also bleibt
1
_ 2 =

F. 2 ru oder wr 5 ru

u=—2nr =mnd.

Fiinfter Abschnitt.

Der Zylinder.

1. Volumen und Mantel des Zylinders. Durch Parallelver-
schiebung einer krummlinig begrenzten, ebenen Figur an gerad-
linigen Bahnen entlang entsteht ein Zylinder. Die Volumenberech-
nung geschieht wie beim Prisma, indem man die Grundfliche, die
immer so genau, wie verlangt, durch Quadrate ersetzt werden kann,
stufenweise verschoben denkt. Deshalb ist

V=G-h.
Ist die erzeugende Fliche ein Kreis, so wird
nd2?
= wrih = .
V=r=r 4 h

Beim geraden Kreiszylinder, Fig. 177, kann man sogleich noch
die Griofe der Mantelfliche angeben; wenn man den Mantel lings

Fig. 177.

einer Geraden aufschneidet und abwickelt, erbilt man ein Recht-
eck, dessen Grundlinie gleich dem Kreisumfang, und dessen Hohe
gleich der Zylinderhdhe ist. Folglich wird

M=2nr-h=mxd-h.
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2. Der Hohlzylinder. In Fig. 178 ist der Schnitt durch
einen Hohlzylinder gezeichnet. Sein Volumen ist gleich der Diffe-
renz zweier Zylinder: ‘

V = nr2h — np?h

oder =nh({2—pY) ==xh({r 4 p)(r —p).
Es ist aber r — p =08 gleich der Wandstirke des Hohlzylinders
und rtp — ry gleich dem mittleren Radius. Daher wird

V _ 2Tfhrma.

Statt 2nhry kann man My, d. h. den mittleren Mantel, setzen,
so dal man schlieflich erhilt

V=My-6.

Man hat also gefunden, was man unmittelbar der Anschauung
hitte entnehmen konnen, dal das Volumen ebensogrofl ist, wie
das eines Prismas iiber dem mittleren Mantel mit der Hohe &.

3. Ubungen. 1. Aufgabe. Wie verhilt sich die Hohe zum
Grundkreisdurchmesser eines zylindrischen Litermafles, das die
kleinste Benetzungsfliche besitzt?

Die Benetzungsfliche besteht aus einer Kreisfliche und der
Mantelfiiche, also ist die Funktion, die ein Minimum werden soll,

B=m1nr2+2xrh.

r und h sind variabel. Das GefsiB soll ein Litermall sein; wihlt
man also 1 dm als Lingeneinheit, so muf}

wr2 - h=1 oder h::—lg
Tr

sein. Das gibt
B =nrr2+4 2 .
r

Zur Bestimmung des Extremwertes differenziert man nach r und
setzt die Ableitung gleich Null.

dB
*&—22’7[1‘—1‘—2:0.

yi 1
r = V——dm oder 12— —.
T

r

Daraus folgt

Oben war

1 1
— 2 =
b r? oder wh’
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folglich wird

h=r
und B
h 1
d 2 1740

20

Das Gefal ist viel zu flach, als daBl es fiir |
Fliissigkeiten praktisch brauchbar wire. |
Soll noch gezeigt werden, dafl wirklich ein j

\

\

)

7500

Minimum vorliegt, so bildet man

d42B 4 50
— =2n+ — 7
dr? T+ o |
. e = mami
Da r immer positiv ist, ist der ganze Aus- % P

¥
druck immer positiv, also auch fir r = J/ —

Folglich ist der gefundene Extremwert wirklich
ein Minimum.

2. Aufgabe. Das Gewicht des Flan-
schenrohres Fig. 179 ist zu berechnen. Spez.
Gew. 7,25.

Das Volumen des Rohres ist

V= (ﬁ:: — ﬁ‘f;)h = (;22 — ﬁf?) 150 cem
= (38,48 — 19,63) 150 == 18,85 - 150 = 2827,5 ccm.
Das Volumen der Flanschen ist '
Vy=2 [(%f— ;ff) 2—6- TLZ—S? . 2]ccm
= 2[(153,9 — 19,63)2 — 12 . 2,545]
= 2(134,3 - 2 — 30,54) = 2(268,6 — 30,5) = 2 . 238,1
Vy = 476,2 cem.
G=V.y=(V,+ Vy)y=(28275 - 476,2) 7,25 =23303,7.7,25
21750

218

23960

Fig. 179.
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Sechster Abschnitt.
Die Guldinschen Regeln.

I. Die Rotation eines Rechtecks um eine Achse. Die
Formel fiir den Inhalt eines Hohlzylinders kann mnoch anders ge-
deutet werden. Es war ja

V=2zhryd;

hierin ist h -8 = F die Fliche des senkrechten Querschnitts, nim-
lich des Rechtecks, wihrend ry == x, gleich dem Schwerpunktsab-~
stand dieses Rechtecks von der Achse ist. Damit wird

V=2TCXOF.

Da der Hohlzylinder durch Rotation der Fliche um die Achse ent-
steht, so erhdlt man einen Satz, der dem frither gefundenen fiir
die Parallelverschiebung an die Seite zu setzen ist:

Rotiert ein Rechteck um eine Achse, so
r entsteht ein Hohlzylinder, dessen Volumen gleich
dem Inhalt der Fliche mal dem vom Schwer-
punkt zuriickgelegten Weg ist.

{[ p \ " 2. Die erste Guldinsche Regel. Auch

{ \ 4 dieser Satz gilt, wenn die Querschnittsfliche eine

7 beliebige Gestalt besitzt. Man denke sie sich

niamlich wie in Fig. 180 auf Quadratpapier auf-

] gezeichnet, auf dem jedes Quadrat den Inhalt f

besitzt. Ein einzelnes Quadrat erzeugt bei der
Rotation einen Hohlzylinder vom Volumen

Flg‘. 180. v:?ﬁrm'f-‘

Alle von der Fliche bedeckten Quadrate zusammen ergeben das

Volumen
Zv == 21:f2rm.

Werden n Quadrate bedeckt, so ist die ganze Fliche n-f=F.
Multipliziert man rechts mit n, dividiert aber zugleich durch n,
damit. der Gesamtwert nicht geiindert wird, so erhilt man

2v—2ﬂ:n f. 2rm-—2 Fzrm

Die Quadrate denkt man so klein gewahlt, dall man ohne
merkbaren Fehler n - f = F setzen konnte. Dann wird zugleich

2v= V gleich dem wahren Volumen des Rotationskdrpers.
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5
Endlich ist dann 2 ™ %y der mittlere Abstand aller Punkte

n
der Fliche von der Achse. Der Punkt, der diesen mittleren Ab-
stand besitzt, heifit der Schwerpunkt der Fliche. In der Mechanik
wird gezeigt, daf jede Fliche tatséichlich nur einen Punkt enthilt,
der in bezug auf jede beliebige Achse den mittleren Abstand
besitzt.

Aus unserer Formel wird endlich

v=27tX0-F.

Das Volumen jedes Rotationskdrpers ist gleich dem
Produkt aus der Fliche des erzeugenden Querschnitts
multipliziert mit dem Weg des Schwerpunktes von
diesem Querschnitt.

Der Satz gilt auch, wenn der Schwerpunkt nur einen Teil
des Kreisumfanges zuriicklegt, fiir den dabei entstandenen Teil des
Rotationskorpers.

3. Ubungen. 1. Aufgabe. Welches spezifische Gewicht be-
sitzt ein Ringkdrper mit Kreisquerschnitt, der in Wasser von 4° C
7cm tief eintaucht, wenn der Radius
des Querschnittkreises 9 cm ist?

Da der Koérper schwimmt, so
mufl das Gewicht des Ringes Gg
gleich dem Gewicht des Wassers
Gw sein.

GR = GW

Das spezifische Gewicht des Ringes
sei v, das des Wassers ist 1. ~Folg-
lich kann man setzen

.

Mit den Bezeichnungen der Fig. 181 wird
Ve = 2nxywr? =2 nlx,r2
Vw = 27x4 A,
wenn A den Kreisabschnitt bedeutet, der vom Querschnitt ein-
taucht. Wie in der Trigonometrie gezeigt wurde, ist

A=%(&—sina),
also

rz2 .
Vw=27rx0~é— (o0 — sin @).
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Die gefundenen Ausdriicke sind oben in die Gleichung fiir - ein-
zusetzen. ‘
__ wxer? (d—sing) o — sin «
P 2 w2 x; r2 o 2 ’
Jetzt fehlt nur noch die Berechnung von «. Man findet
‘ o 2
C08 o = o= = 0,2222
% = 77°10"; o = 154°20’.
Weiter ist:
o= 2,6878
0,0058 '
_+0,0058 2,260 _ 0,720 _ .
o = 2,6936 (= T T T g T HheY
sin o = 0,4331

Zghler = 2,2605

Ergebnis: Das spezifische Gewicht des

Ringkorpers ist
¥ = 0,36.

2. Aufgabe. Das Gewicht des in
Fig. 182 skizzierten Kettengliedes ist zu be-
rechnen, wenn das spezifische Gewicht 7,7 ist.

Der Korper setzt sich aus zwei Zylin-
dern und zwei halben Ringkérpern zusammen.
Man erhilt, wenn man die halben Ringstiicke
zu einem ganzen vereinigt denkt und nach
der ersten Guldinschen Regel berechnet:

 d2 nd2_ b—d
V=2-T(I—b)+—4—2n 5
= d2
=T[2 @—D)+=(b—d]
= 33,18 (2 - 8 -+ 51,84) = 33,18 . 67,84
1990,8
G =223.7,7 2323
15,75 265
1,58 13
17,33 2250,9

Ergebnis: Das Gewicht des Kettengliedes ist

17,3 g.
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4. Rotation einer Geraden um eine Achse. Rotiert eine
gerade Linie um eine Achse, so beschreibt sie den Mantel eines
sogenannten Kegelstumpfs. Wickelt man diesen Mantel ab, so er-
hilt man einen Ausschnitt aus einem Kreisring. In der Trigono-
metrie wurde gezeigt, dal man solch einen Ausschnitt wie ein
Trapez berechnen kann,

In Fig. 183 sei s die Gerade, die um die Achse rotiert. Der
abgewickelte Mantel ist (verkleinert) in Fig. 184 gezeichnet. Die

Fig. 184,

Kreisbogen des Ringausschnitts sind gleich den Umfingen der
Grenzkreise, die von der rotierenden Geraden erzeugt werden.
Dabher ist die ganze erzeugte Fliche

M—2Rpt2mr o g rde o
2 2
Hicrin ist _‘2_8 = x; der Abstand des Schwerpunktes S, nimlich

des Mittelpunktes, der Geraden s.
Daher wird auch

M=2=x s
Die Fliche, die eine Gerade erzeugt, wenn
sie um eine Achse rotiert, ist gleich dem Pro-

dukt aus der Linge der Geraden mal dem Weg
des Schwerpunktes dieser Geraden.

5. Die zweite Guldinsche Regel. Rotiert
eine beliebige Kurve um eine Achse, so kann
man die Kurve durch gleich lange Sehnen er-
setzen, deren Amnzahl n stets so grof gewihlt
werden kann, dafl die Linge der Kurve mit
der Summe der Sehnenlingen, so genau man Fig. 183.
will, iibereinstimmt.

»
H
.

Ist s die konstante Sehnenlange und xp der jeweilige Schwer-
punktsabstand von s, wie in Fig. 185 angedeutet, so ist die von
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simtlichen Sehnen erzeugte Mantelfliiche
M=2znx -s4+2nxy-8s++ -+ 27xy 8

:21’1‘8 an.

Multipliziert und dividiert man wieder mit n, so wird

M=2xn an.

- Jpe—

n
Ist n hinreichend groB, so wird n - s = 1 die Linge der Kurve

an

n
der Rotationsachse. Demnach ist
,M = 2 ™ Xp 1.

Der Mantel einer Umdrehungsfliche ist gleich dem
Produkt aus der Linge der erzeugenden Kurve mal dem
Weg, den der Schwerpunkt der Kurve zuriicklegt.

Auch dieser Satz gilt, wenn der Schwerpunkt nur einen Teil
des Kreises zuriicklegt, fiir den dabei entstandenen Mantelteil.

und = x; der Abstand des Schwerpunkts dieser Kurve von

Siebenter Abschnitt.

Pyramide und Kegel, Pyrami&enstumpf und
Kegelstumpf.

1. Die Definition der Pyramide. Verschiebt man eine ebene
Fliche parallel mit sich selbst, indem man sie zugleich &hnlich
- verkleinert, so entsteht cine Pyramide.
! Die Eckpunkte der Grundfliche beschreiben
] gerade Linien, die in einem Punkte, der
: Spitze der Pyramide, zusammenlaufen.
£ Der Inhalt eines beliebigen Querschnitts,

T 7 der paralle]l zur Grundfliche im Abstande y
g ! gelegt wird, ist eine Funktion dieser Héhe y.
Da sich die Inhalte #hnlicher Figuren wie
die Quadrate homologer Strecken verhalten,

Fig. 186. 50 liest man aus Fig. 186 ab:
Q__(h—y? h—2hy-+y> y ¥
G nz h? =l=2y e

,_,G_ 6
und Q:G—2-Hy+h_2y2r
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Denkt man sich die Pyramide gebildet, indem man iiber jedem
Querschnitt ein Prisma mit sebr kleiner Ho6he errichtet, also z. B.
die Pyramide aus Papierblittern aufschichtet, so erbilt man be-
liebig genau das wahre Volumen der Pyramide, wenn man nur die
Dicken der Schichten klein genug wihlt. Daraus folgt aber:

Zwei Pyramiden sind inhaltsgleich, wenn sie gleiche
Grundfliche und Héhe besitzen.

Denn in diesemp Falle sind nach obiger Querschnittsformel
simtliche Querschnitte in gleichen Hohen y gleich grof}, also auch
alle vorher beschriebenen diinnen Schichten.

2. Das Volumen einer dreiseitigen Pyramide. Der Pyra-
mide im Raum entspricht in der Ebene das Dreieck. Ahnlich wie
man den Dreiecksinhalt bestimmt, indem man
das Dreieck zu einem Parallelogramm erginzt,
so geht man im Raume von der dreiseitigen
Pyramide aus, die man zu einem Prisma erginzt.
‘Wihrend aber das Dreieck die Hilfte des Paral-
lelogramms ist, ist die Pyramide nur der dritte
Teil des Prismas. Man beachte, daB man
bei der Erginzung zu einem Prisma, die in
Fig. 187 gezeichnet ist, ein Prisma mit gleicher
Grundfliche und Hohe erhilt. Das Erginzungs-
stiick zerlegt man durch den Hilfsschnitt A B D
in zwei Teile. Dann sind als Pyramiden mit
gleicher Grundfiiche und Hohe einander gleich:

ABCD)=D(AEF)Y
ADEC)=A DEPF).

Auf der rechten Seite steht beidemal dieselbe Pyramide; also sind
alle drei einander gleich

ABCD)=D(AEF)=A(DEC)
und jede ein Drittel des ganzen Korpers. HEs folgt daraus

A(BCD):iBCDAEF.

Da die Pyramide dieselbe Grundﬂa.che und Héhe wie das Prisma
hat, so ist ihr Volumen

V=—_-G-h.

1) Es ist jedesmal zuerst die Spitze geschrieben und daneben in Klam-
mern die Grundfliche.
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3. Das Volumen der Pyramide. Hat die Pyramide eine
beliebige gerad- oder krummlinig begrenzte Grundfliche, so ver-
wandelt man diese Grundfliche so genau wie erforderlich in ein
Dreieck gleichen Inhalts. Uber diesem Dreieck errichtet man eine
Pyramide mit gleicher Hohe. Wie oben gezeigt wurde, haben dann
beide Pyramiden gleiches Volumen. Da aber Grundfliche und
Hohe gleich sind, so haben sie auch dieselbe Volumenformel, die
folglich fiir alle Pyramiden lautet:

1
.V——”:—-:_;—G']l.

4. Der Kegel. Besitzt die Pyramide eine krummlinig be-
grenzte Grundfliche, so heifit sie ein Kegel. Besonders interessiert
ein Kreiskegel, dessen Grundfliche ein Kreis ist. Das Volumen
des Kreiskegels ist folglich

1 ~d? 1,
V-—3 i 'h———3ﬁr h.
In Fig. 188 ist ein gerader Kreiskegel gezeichnet, bei dem die
Spitze senkrecht iiber dem Mittelpunkt des Grundkreises liegt. Der
Mantel des geraden Kreiskegels ergibt in der Ebene abgewickelt einen
Kreisausschnitt. Aus der Fig. 189 liest man seine GroBe unmittel-
bar ab, da, wie frilher gezeigt, der Kreisausschnitt wie ein Dreieck
berechnet werden kann. Es ist

1
M=,=rd-s=n=r-s.
2
S
“,
25
Fig. 188. Fig. 189.

5. Der Pyramidenstumpf. Schneidet man von einer Pyramide
durch einen ebenen Schnitt parallel zur Grundfliche ein Stiick ab,
so heiflt der Restkirper ein Pyramidenstumpf. Seinen Inhalt be-
rechnet man, indem man ihn wieder zu einer Pyramide erginzt
denkt, als Differenz zweier Pyramiden. Mit den Benennungen
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der Fig. 190 erhilt man
1 1
=—Gh ——-g-X.
v 3 G (b + x) 38X

Hierin ist noch x unbekannt. Man formt deshalb zunichst so
um, dal x nur einmal vorkommt.

1 1 1
J — i -
! 3Gh—[— 3Gx 3 8%

1
— 5 (6 h+x(G—g).

Um x zu berechnen, beachtet man, daf G und g einander
parallel sind. Diese Eigenschaft fithrt zu der Proportion

G_(h+x)2
g xz
oder
/
}7§:h+xz_h_+1
Vg X X
h_ VG VG —Vg
T Ve
VG —Vg

Schaift_znan noch die Wurzeln aus dem Nenner fort, indem
man mit V& -4 Vg erweitert, so bleibt
eV +Ve)  VG-gte.

G—g G—g

Diesen Wert von x setzt man oben ein und erhilt

1 G-g+g,~

V=§hm+VEE+Q=

6. Der.Kreiskegelstumpf. Beim Kreiskegelstumpf ist nach
Fig. 191 \

wd? )

[
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1 nd?2 wd3d m o2 _® 9 59
V"ﬁh(]——}— T+ 4)_12h(d +d-543)

=%—h(r2—l—-r-p+p2).

‘Wie schon oben gezeigt wurde, ist der Mantel des geraden Kreis-
kegelstumpfs
1
M= ?ﬂs(d—}—?)) =mns(r+p).
Zur Umrechnung der Groflen s und h ineinander beachte man
die Beziehung
82 = h2 4 (r — p)2.

Fig. 191.

1. I"Jbungen. Ein gleichseitiger Doppelkegel aus Buchenholz
mit dem spez. Gewicht v = 0,756 und 60 cm Kantenlinge soll als
Boje verwendet werden. Wie schwer diirfen bei dieser Boje
Kette, Ring usw. sein, wenn sie im Seewasser vom spez. Gew.
y1 = 1,026 nicht tiefer als bis zur halben Hohe des oberen Kegels
eintauchen soll? ’

Damit die Boje, Fig. 192, schwimmt, mufl das Gewicht der
Boje Gp zusammen mit dem Gewicht der Kette usw. Gg gleich
dem Gewicht der verdringten Wassermenge Gw sein.

Gp + Gg = Gw.

Es ist
1 ms2

'3 4
da der Querschnitt durch diesen Kegel ein gléichseitiges Dreieck
und folglich der Durchmesser des Grundkreises gleich der Seiten-

linie s und die Kegelhshe —S—VE ist.

GB=VB'T=2 %V§Y7

Ferner ist

Gw = Vw11,
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wo Vw als die Differenz eines Doppelkegels und eines kleinen
Kegels mit halber Hohe und halbem Grundkreisdurchmesser be-
rechnet wird.

1 1
Vw"{1=[2 —ﬂs “—V3—?“4— 1 '?—2—]/3]‘{1
1 2 2 _ 1
[ T8 SV w8 SV3”1’E]]’1
w82
T SV3‘“1"§'

Dieso Werte sind oben einzusetzen. Lost man zugleich nach
der Unbekannten Gg auf, so bleibt
1 ws? _ 15

1 =ws?
32 V3ute 3 1 V3
1 =s? — (15
=55Vl )
1

— 5 2827,43 103 92( 1,026 — 0,75)

2827 - 3464 ( 15,390
T 84810 16

1131
150 (0,962 — 0,75)

11
97920
Gg = 0,242 . 97,92
19,08
148
19

20 75
Ergebnls Die Boje darf noch mit 21 kg belastet werden.

Gg =

— 0,75)

Achter Abschnitt.
Kugel und Kugelteile.

L. Das Volumen beliebiger Kdrper. Von ganz willkiirlichen
und| regellosen Korpern, fiir die eine mathematische Berechnung
nach Formeln sicher ausgeschlossen ist, soll im folgenden abgesehen
werden. Ihr Volumen mufl nach physikalischen Methoden, indem

Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 14
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man z. B. die verdringte Wassermenge bestimmt, ermittelt werden.
Alle andern Korper kann man so entstanden denken, dafl man die
Grundfliche parallel mit sich verschiebt und zugleich nach einem

Fig. 193.

vorgeschriebenen Gesetz vergroflert oder
verkleinert. Dann wird der Querschnitt
in jeder Hohe eben nach diesem Gesetz
berechnet werden konnen, d. h. es wird
der Querschnitt Q eine Funktion der Hohe
y sein: Q =T (y). ‘

Um das Volumen des Kborpers zu
berechnen, denke man iiber jedem Quer-
schnitt Q, Fig. 193, ein Prisma mit sehr
kleiner Hohe errichtet -und alle diese Pris-
men addiert. Ist die Hohe der Prismen

unendlich klein, n#mlich dy, so hat man zur Volumenberechnung eine
Summe von unendlich vielen, unendlich diinnen Schichten zu bilden,
d. h. man hat zu integrieren.

Das Volumen einer Schicht ist

8=Q-dy="1(y)-dy,

also das Volumen des ganzen Kidrpers

h
V=ff(y)-dy~
-

2. Anwendung. Beim Prisma ist Q = G, also

h
h
V————dey————[Gy]J:G-h.
0
J |

Bei der Pyramide war

G G .

Q=G—2—h~y+—h~2~y2,

also wird
h

G G
P — 9 ___ g2
V= (G ’2hY+h2y)dy

1 G

G, 3h 1

1
V———3—G-h.

h2
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3. Das Kugelvolumen. Eine Kugel entsteht, wenn eine Halb-
kreisfliche um ihren Grenzdurchmesser rotiert. Der Umfang des
Halbkreises beschreibt dabei die Kugeloberfliche. Da alle Punkte
des Halbkreises, also alle Punkte der Oberfliche, vom Mittelpunkte
gleichen Absta',nd haben, so schneidet jede Ebene die Kugel in
einem Kreise, nimlich im Grundkreise eines geraden Kreiskegels,
der den Schnitt mit dem Mlttelpunkt verbindet.

In Fig. 194 sind zwei benachbarte parallele Querschnitte durch
die Kugel gelegt, die eine Schicht vom Volumen S = Qdy aus-
schneiden.

Hier ist einerseits
Q= xp?
und anderseits nach bekannten Sitzen der Planimetrie
92 =Y (2 r— Y)v
so daB

Q=2rry — wy?
und

S=(2rry—=y?dy

wird.

Fig. 194. Fig. 195.

Folglich ist das Kugelvolumen, da y von @ bis 2r wichst,
2r

V=f(2nry—ﬁy2) dy
0

1 2r 8

= [7rry2 -——:9)—'try3]U =4nr’— 3 wrd
4 1
—_ — 3 —

A g T 6
Anmerkung. Es sei an die Sitze der Planimetrie erinnert:
Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der Hohe gleich
dem Rechteck aus den Abschnitten der Hypotenuse und das Quadrat
iiber einer Kathete gleich dem Rechteck aus der ganzen Hypotenuse

und dem der Kathete anliegenden Abschnitt der Hypotenuse.

14*
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Nach Fig. 195 in Formeln:
h?=p.q; a?=p-c; bZ=gq-ec.

Schneiden sich zwei Sehnen eines Kreises, so ist das Produkt
aus den Abschnitten der einen Sehne gleich dem Produkt aus den

Abschnitten der anderen.
Nach Fig. 196 in Formeln:

pP-q==s-r bzw. AS.BS = CS.DS.

Fig. 196. Fig. 197.

4. Der Kugelabschnitt. Eine beliebige Schnittebene zerlegt
die Kugel in zwei Kugelabschnitte. In der Regel denkt man an
den kleineren Abschnitt, der den Kugelmittelpunkt nicht enthilt.
Man erhilt seinen Inhalt, wenn man genau wie oben integriert,
aber zwischen den Grenzen O und h. Dann wird:

h

1 h

V=f(2nry—1'ty2) dy=[7:ry2——§—ﬁy3]

. 0
:nrh2——%—nh3

\ %nm (31 — h).
Bezeichnet man den Radius des Grenzkreises, Fig. 197, mit
p, so ist nach den erwihnten planimetrischen Sitzen wieder
p2=h (2r —h) = 2rh — h?

p2 + h?
2h

r =

Damit wird:
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1
—_— 2
A4 311:11(

3p2 4 3h2 _ 1 ., 8p?+3h?—2h?
2h —h)_ g b 2h

V=—t1}—1rh(3p2+h2).

Die erste Formel ist im allgemeinen zu benutzen, wenn die
Kugel gegeben ist, und berechnet werden soll, wie grof ein Ab-
schnitt von vorgeschriebener Hhe werden wird. Die zweite Formel
dagegen enthilt nur Stiicke, die am Abschnitt selbst nachgemessen
werden konnen, so dafl sie unmittelbar zu seiner Volumenberechnung
dienen kann.

5. Ubungsaufgabe. Der Schwimmer einer Speiseleitung be-
steht aus zwel kongruenten Abschnitten von Hohlkugeln. Der
Durchmesser des Schwimmers ist
320 mm, seine Hohe 200 mm und '
seine Wandstirke 2 mm. Er ;
taucht in Wasser 92 mm tief ein.
Wie grofl ist das spezifische Ge-
wicht des verwendeten Materials?

Es ist wieder das Gewicht des
Schwimmers gleich dem Gewicht
des Wassers

© Gy = Gw
und folglich
V-1 = Var. Fig. 198.

Mit den Bezeichnungen der nebenstehenden Skizze Fig. 198 ist:

1602 = 100 (2r — 100)
r = 178 mm

sz%ﬂh2(3r_h)=-;—-ﬂ922 (3-178 — 92)

Vs=2-—fl—;—ﬁh(392—1—112)——2—;—11:(11—2)2(31‘1—h+2)

— %ﬂoo (3 - 1602 4 1002) —2—31—ﬂ982 (3 - 176 — 98)

_Vw 922 (3. 178 — 92)
T Vs 100 (3 - 1602 4 1002) — 2. 982 (3 . 176 — 98)
3741,1 _ 81411 8,89.

~ 8680 — 82594 420,6

Ergebnis: Das spezifische Gewicht des Schwimmers ist 8,89,
also das Material des Schwimmers Kupfer.
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6. Der Kugelausschnitt. Fiigt man zum Kugelabschnitt
noch den Kegel hinzu, Fig. 199, der den Grundkreis des Kugel-
abschnitts mit dem Mittelpunkte der Kugel verbindet, so entsteht
ein Kugelausschnitt. Sein Volumen ist folglich:

V=-31—~71h2(3r-—h)+%1tp2(r——h),

und da
p2=h (2r —h)
ist, wird
V:-;41:112(31'—-h)~{-%7th(2r—h)(r——h)
=%nh(3rh—h2+2r2—2rh—¥rh+h2)
2 _on_ 1
v-——3—ur'h—’€ﬂd h-

Fig. 199, ’ Fig. 200.

7. Die Kugeloberfiiche. Man lege in einer regelmiBigen
Anordnung ebene Schnitte durch den Kugelmittelpunkt, welche die
Kugel in Pyramiden zerlegen. Ist die Anzahl der Schnitte hin-
reichend grofl gew#hlt, so kdnnen die Grundflichen der Pyramiden
als eben betrachtet und die Hohe gleich dem Radius gesetzt werden.
In Fig. 200 ist eine solche Pyramide eingezeichnet worden mit
dem Inhalt

i= —f.r

i =%r2f.

Wird die Anzahl der Schnitte unendlich grofl, so’ erfiillen die
Pyramiden genau die Kugel, withrend die Grundflichen zusammen

Folglich ist
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die Oberfliche der Kugel bedecken. Also ist

Zi:—v und 2f=F

und V= % r-F.
‘Wie bekannt, ist
4
V= 3
dies eingesetzt, liefert
4
Crrd = —
3 =3 rF

‘ F=4r1r?=nd2
Die Kugeloberfliche ist viermal so grofl wie ein grofter Kugelkreis.

8. Die Kugelkappe. Eine Ebene schneidet von der Kugel-
oberfliche eine Kugelkappe ab. Zerlegt man genau wie vorher
einen Kugelausschnitt, Fig. 201, so ergibt sich fiir die Kugelkappe K

1
V=—3'I"K,
wo
V= %nrﬁh
zu setzen ist.
2 1
L oarth = —
3'rrh 3rK

K= 2xrh = =dh.

R N

3
\

Fig. 201. Fig. 202.

9. Die Kugelzone. Genau dieselbe Formel findet man auch
fir die XKugelzone. Eine Kugelzone wird von zwei parallelen
Ebenen aus der Kugeloberfliche herausgeschnitten. Man berechnet
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gie als Differenz zweier Kappen. Nach Fig. 202 wird

Z=X,—K;=2rr(h4+x) —2nrx
= 2xnrh 4 2%xrx — 2=nrx
Z = 2zrh — ndh.

Anmerkung. Aus Fig. 203 erkennt man unmittelbar: Die
Kugeloberfliche und ihre Teile sind gleich dem Mantel des der
Kugel umbeschriebenen Zylinders bzw. den entsprechenden Teilen
desselben. Darauf beruht z. B. eine Methode, die Erdoberfliche
flichentreu auf eine Ebene abzubilden.

N A
7 T

Fig. 203. Fig. 204.

o
Y
5l
B
M A
\_._/
il
K3

10. Die Kugelschicht. Zwei parallele Ebenen schneiden aus
der Kugel eine Kugelschicht aus, deren Volumen als Differenz
zweier Abschnitte berechnet wird. Nach Fig. 204 ist

S = 7ry2(3r—y)————;7—1rx2(3r-—x)

7[8r (32 — 53 — (58 — x9]

o= o) e

=gty —x)Brly+x)— (2 +yx+x.

An der Schicht selbst kann man nur p;, py und h nachmessen.
Diese GroBen sind in die Formel einzufithren. Es ist

pl=x(2r—x); pl=y@r—y)
B3p2=06rx—3x2; 3p,2=6ry— 3y
Die Summe beider Gleichungen fiihrt zu
3p2+8p?=06r(y+x —3y2—3x
6r(y +x) =38p2+8py24+ 3y2+ 3x2,
Am besten wird man auch oben in der eckigen Klammer 6r(y + x)
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herstellen, indem man in der Klammer mit 2 multipliziert, dann
aber zugleich auf der rechten Seite durch 2 dividiert. Darauf
setzt man den fir 6r (y + x) gefundenen Wert ein. So wird

Sz%ﬂ(y——x) 6ry+x)—2y2—2yx — 2x?

1

=5~ —x (8 pi2+ 8 p2 + y2 + x2— 2yx]
1 .
=5 —xBpl+3p?+F—x.

Endlich ist noch y —x =h zu setzen. Dann wird die Schlufiformel
1
S = »6—4:11(3 o2+ 3p,2 -+ h?).

Anmerkung. Die Formeln dieses Abschnitts lassen sich
in mehrfacher Weise untereinander auf ihre Richtigkeit priifen.
Setzt man z. B. in der Formel fiir den Kugelabschnitt p =r
und h =r, so muBl sich das Volumen der Halbkugel ergeben.
Oder aus der Formel der Kugelschicht wird fiir py = O die Formel
fiir den Kugelabschnitt und fir py = 0, p, =1, h = r wieder die
Formel fiir das Volumen der Halbkugel usw.

11. Schwerpunktsherechnungen durch die Guldinschen
Regeln. Die Formeln fir die Guldinschen Regeln lauteten:

V=2=n%xF und M = 2mwxl.

Sind.hierin V und F bzw. M und 1 bekannt, so kann der Schwer-
punktsabstand xy von der Rotationsachse berechnet werden. Nach
dieser Methode sollen die Schwerpunkte einiger
Kreisteile bestimmt werden. |

a) Der Halbkreis. Man lasse den Halb-
kreis um den Grenzdurchmesser rotieren, dann
entsteht eine Kugel. Der Schwerpunkt des Halb-
kreises liegt auf seiner Symmetrieachse, d. i. der
auf dem Grenzdurchmesser senkrechte Radius.
Seinen Abstand x, vom Mittelpunkt, s. Fig. 205,
findet man nach der Formel:

V: 21TXOF
4 m rl
?nr3=2n’xo 5
4r
Xy = 5—-

3n
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b) Der Halbkreisumfang. "Aus M = 27w x,l folgt
4nr2=2nxymr

2r

T

X9 =

¢) Der Kreisausschnitt. Nach Fig. 206 ist:
F = %rﬁ a.

Bei der Rotation entsteht ein Korper, der erhalten wird,
wenn man von der Kugel zwei Ausschnitte abzieht.

V=i7rr3——2-37:r2h= 4

3 3 —?,—ﬁr2(r—h).

Da
r-——h=rsin—;—

ist, wird daraus:

4
V=~§—7cr3sin%-
Also ist

4 1 ..
?nr3sin%=2ﬂ'xo?r2a

o

4rsin —

rsin o
= ——55= °*

0 3

i N

Fig. 206. Fig. 207.

d) Der Kreisabschnitt. Nach Fig. 207 ist:
1
V=—6—7rh(3 p12 4+ 8 pe2 + h2) — 7 ?h,
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namlich gleich der Differenz einer Kugelschicht und eines Zylinders.
Da aber p; = pp == p und h = s ist, so bleibt

V=%ﬂs(6p2+s2)—ﬁp2s=1tp2-s—|—%7ts3—7cp2s

1
V= 6
Wie in der Trigonometrie gezeigt wurde, ist weiter
F = _;— r2 (3 — sinl a),
also wird ‘
lﬂs‘* = 27rx0—1-r2(€—sin o)
6 2
g3

= 6 12 (o0 — sin a) ’

e) Der Kreisbogen.. Nach PFig. 208 ist: M = 2nr-s also

2xr-s=27nxb

Fig. 208. Fig. 209.

f) Ubungsbeispiel. Das Gewicht des in Fig. 209 skizzierten
hélzernen Spﬂlkopfes ist zu berechnen. Spez. Gew. v = 0,8.

Man denke den Kbérper aus drei Schichten bestehend Vi,
das Volumen der obersten Schicht, ist ein Zylinder und ein Halb-
kreiswulst.

d2
Vi"_ﬂ

w 82 T 4r



220 Geometrie.

= 50,27 -+ 0,7854 (0,67 - 12,57)
= 50,27 + 0,7854 - 43,24
7,854
2356
157
31

10,398
= 50,27 4 10,40
Vy = 60,67 cdm.
V3, das Volumen der mittleren Schicht, ist die Differenz aus einem
Zylinder und einem durch Rotation eines Kreisabschnitts erzeugten
Korper.

n 82

Vﬁ:T 8'—A2TX0
8
= - h?

e _16+075? 16405625 165625 _
STen T 15 15 - 15— bYtdm
a _r—h _ 11,04—075 1029
2 s 4 =g =

2
o

1°15'; o = 42°30’,
121 )9

(0,7446 — 0,6777)

121 9 - 0,0669

6,69
134
8,15 7
8,15
s3 512

=143——105=38
Va =5027-8 —85x 8,8 — 402,16 — - 81
30,4
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V, = 402,16 — 97,39 = 304,77 cdm.
V;, das Volumen der untersten Schicht, ist ein Zylinder.

w102
4

V=7V,+V,+V; = 60,67+ 304,77 - 157,08
V = 522,52 cdm
G=V. y=25225. 0,8 =418 kg.
Das Gewicht des Spillkopfes betrigt 418 kg.

V3=

.2 = 78,54 - 2 = 157,08 cdm

Neunter Abschnitt.

Die Simpsonsche Regel.

1. Das Prismatoid. Bs gibt eine groBe Zahl von ziemlich
allgemeinen Korpern, deren Aufbau so weit gesetzmifig ist, dal
zu ihrer Volumenberechnung aufler der H6he nur noch Grund—
fliche, Deckfliche und ein Querschnitt, der diesen parallel durch,
die Mitte der Hohe gelegt ist, bekannt zu sein brauchen. Zu diesen
Korpern gehort z. B. das Prismatoid, bei dem zuerst die Volumen-
formel hergeleitet werden soll.

Verbindet man die Seiten und Ecken zweier in parallelen
Ebenen liegenden Vielecke in regelmifliger Aufema.nderfolge durch
Drelecke, go entsteht ein Prismatoid.

G seidie Grundfliche, D dieDeckfliche
und M der oben erw‘a’whnte Mittelschnitt.
In Fig. 210 ist ein Prismatoid mit seinem
Mittelschnitt gezeichnet. Die Ebene des
Mittelschnitts halbiert zugleich die Seiten-
kanten. Jedes Seitendreieck wird in zwei
Teile zerlegt; das abgeschnittene kleine
Dreieck ist immer der vierte Teil des gan-
zoen Seitendreiecks.

Auf dem Mittelschnitt suche man
einen beliebigen Punkt P aus und ver-
binde ihn' mit simtlichen Ecken. Die
Strahlen aus P verbinde man durch Ebe-
nen; dann ist das ganze Prismatoid in
Pyramiden zerlegt. Man findet

1 h . 1
P(ABC"‘)=§G"?; P(A.lBlCi-'~)=-—3—-D'——‘
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Die Punkte in den Klammern sollen andeuten, dal die Vielecke
der Grund- und Deckfliche beliebig viele Ecken haben konnen.
In der Figur ist nur der Ubersicht wegen der einfachste Fall
gezeichnet.

Dazu kommen die Seitenpyramiden P (A; BC), P (A; B, O)
usw. Diese werden durch den Mittelschnitt jedesmal in zwei
Pyramiden von gleicher Hohe zerlegt. Da sich Pyramiden mit
gleicher Hohe wie die Grundflichen verhalten, so ist aber

P(A,BC) =4-P(AHJ)=4A(PHJ)
P(A;B,C)=4P(CJK) =4C(PJK)

usw.
oder
1 h
P(A,BO) =4 .5 APHJ.
1 h

usw.
Addiert man simtliche Seitenpyramiden, so wird

SP(ABC) = 4%—121—2APHJ.
Jetzt ist aber 2 AP HJ = M, gleich dem Mittelschnitt. Deshalb

wird das Korpervolumen
1 1 ’ 1
V=?Gh+FDh+4FMh
V= h(@+DLm)

Diese Volumenformel nennt man die Simpsonsche Regel.

2. Merkmal fiir alle Kérper, die nach der Simpsonschen
Regel zn berechnen sind. Schon friher war darauf hingewiesen
worden, dafl man den Querschnitt als eine -Funktion der Hohe
auffassen kann. Daran ankniipfend kann man zeigen, dafl die
Simpsonsche Regel immer dann gilt, wenn der Querschnitt Q als
Funktion der beliebigen Héhe y die Form hat:

Q=a-+by+cy?2 dys

Die Funktion enthilt also nur ganze positive Exponenten bis
zum Exponenten 3.

Durch Integration findet man das Volumen eines solchen
Korpers so:
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h

V:f(a+by-—l—cy2—}—dy3)d

]
1 1 1 h
=[a3’+‘§‘by2+—3‘°y3+z‘dy4]o
1 1 1
— _7 2 _ 3 - 4
_ah+2bh—|—-3ch—i—4dh.

Jetzt versuche man die Simpsonsche Regel anzuwenden. Aus
der Formel fiir Q erhilt man &, wenn man darin y = 0, D, wenn

h
man y == h, und M, wenn man y == - setzt. Also wird:

y=0; G=a
y—=h; D_a+bh+ch2+dh3

h h3
y:?; .__a,—{—b—-}—c———}—d—

Setzt man diese Werte in

b

V=g (G+D +4M)
ein, so wird .
V=—161—(6a+3bh+2ch2+% th)

bh? dh4
—ah+ﬂ+ ek

Das aber ist dasselbe Ergebms wie oben. Hitte man etwa noch

eyt zu hinzugenommen, so kime bei der Integration -1—eh5
y g ) g )

5
dagegen nach der Simpsonschen Regel —2—52 eh5 hinzu. Also darf
Q die vierte Potenz von y nicht mehr enthalten.

Das Ergebnis ist: Will man untersuchen, ob ein Korper nach
der Simpsonschen Regel berechnet werden darf so berechnet man
Q als Funktion von y. Zeigt es sich, daf diese Funktion nur
ganze positive Exponenten von y bis htiohstens 3 enthilt, so darf
die Regel angewendet werden.

Tatsichlich ist das Anwendungsgebiet der Formel noch viel
umfassender, weil sie als gute Niherungsformel sehr hiufig ver-
wendet werden kann, auch wenn sie theoretisch nicht zuléissig ist.

3. Beispiele. 1. Beispiel. Ein Kegelstumpf kann bequem
nach der Simpsonschen Regel berechnet werden. Sind r und p die
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Radien der Endflichen, so ist der mittlere Radius

A __r—{—p
— rm___—E——c

- Folglich wird das Volumen

8 2
& V:Ew[ﬂ—l—p?—l—éﬁ(r P)]
6 2
2. Beispiel. In Fig. 211 ist ein FaB
4 schematisch gezeichnet. Man mifit den
a Durchmesser der Bioden, die Héhe und die
Fig. 211, ' sogenannte Spundtiefe, d.h. den mittleren

Durchmesser. Die Anwendung der Simp-
sonschen Regel fiihrt auf praktisch hinreichend genaue Werte.
Man findet

h [ =d? T d2 ws?
V*F( 4 z Tt )
wh [d2 o
V=% (?+s”)'

Zehnter Abschnitt.

Niherungsformeln fiir die Berechnung
willkiirlich begrenzter Flichen.

1. Die Verwandlung in ein Rechteck. Eine Fliche sei durch
eine willkiirliche Kurve, zwel Ordinaten und durch die horizontale
Achse begrenzt. Fiir die niherungsweise Inhaltsberechnung solcher
Flichen kommen neben den bereits im vierten Abschnitt bespro-

’ chenen Verfahren hauptstichlich noch drei
in Betracht, die jetzt erortert werden

: sollen.
' Am einfachsten kommt man zum
Ym Ziele, wenn man nach Augenmall eine

Parallele zur Grundfliche zieht, so dall

* der von der Fliche abgeschnittene Teil

g gleich dem hinzugekommenen ist. : Hat

Fig. 212. die Parallele, Fig. 212, den Abstand

ym von der Achse — yp, ist die mittlere

Ordinate —, und ist g die Breite des Flichenstreifens, so ist der
gesuchte Flicheninhalt

F=yn-g
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Die Genauigkeit des Ergebnisses hiingt ganz von der Greschicklich-
keit des Zeichners ab.

2. Die Trapezregel. Statt
die ganze Kurve durch eine Ge-
rade zu ersetzen, zerlegt man sie
in einzelne Teile und ersetzt jedes
Kurvenstiick durch seine Sehne. %[ ¥ % %l Y| U sl Y
Gewohnlich teilt man die ganze
Fliche, wie in Fig. 213, in zehn L Fk
gleich breite Streifen und berechnet Fig. 213.
jeden Streifen als ein Trapez. Mit
den Bezeichnungen der Figur erhilt man

B‘=’Z‘0_2|_y1"h+ yl_;yz h+ y2_2'—YSh+'-

- YS—;YQ h+)’9—f2—§’1oh.

Die erste und die letzte Ordinate kommen nur einmal vor, alle
iibrigen zweimal; man kann daher, wie folgt, zusammenfassen:
F=h(—’L;X‘-"—+yl+yz+ys+----+y9)-
3. Die Simpsonsche Regel. Man zerlegt die Fliche genau

wie vorher, fallt aber je zwei Streifen zusammen und berechnet sie
nach der Simpsonschen Formell). Das gibt:

2h 2h
r =T(70+4Y1+Y2)+~6—(}’2+4Y3+Y4)+'-

2h
. "l“T (ys + 459 + y10)-

Wieder kommen y, und yjy nur einmal vor, alle iibrigen Ordinaten
zweimal; aber die ungeraden Ordinaten sind noch mit 4 multipliziett.
Zusammengefalt wird

h Y
=?[Y0+Y10+2(Y2+Y4+}'6+YS)+4(Y1 +ys+ys +y7 7))

1) Man geht dabei von dem Gedanken aus, daf der Flicheninhalt im
allgemeinen genauer erhalten wird, wenn man die willkiirlichen Kurven-
stiicke durch eine bekannte Kurve statt durch gerade Linien ersetzt. Man
ersetzt deshalb die Kurvenstiicke durch Parabelbogen. Dann ist tatsichlich,
wie spiter gezeigt werden wird, die Simpsonsche Regel anwendbar. Die
Parabel empfiehlt sich deshalb besonders, weil ihre Flache durch Quadratur
bestimmbar ist.

Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl. 15
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Gewdhnlich klammert man noch 2 aus und gibt somit der Simpson-
schen Regel die Form

F=§h[&%ﬂ+y2+y4+---+y8+2(y1+ys+~~+y9)J.

Die Simpsonsche Regel
liefert im allgemeinen genauere
Ergebnisse als die” Trapezregel.

N F 4, Beispiel. In Fig. 214

ist eine rings von einer willkiir-

lichen Kurve begrenzte Fliche

gezeichnet. Man kinnte, wie

angedeutet, eine beliebige Achse

Fig. 214. . durch die Fliche legen und

) jeden Teil oberhalb und unter-

halb dieser Achse fiir sich berechnen. Statt dessen kann man die

obigen Formeln offenbar sogleich anf die ganzen Ordinaten an-

wenden. Nebeneinander sind die Rechnungen einmal fiir die Trapez-
regel dann fiir die Simpsonsche Regel ausgefiihrt.

,29: 6,5 —yé‘lz 6,5
Y10 J10
s — O 2 — O
yi = 46 2y, = 92
yo = 53 yy = b3
y3 = 56 2ys == 112
vy = 57 yy = b7
ys = bb 2y, = 110
¥o = b4 Yo = b4
y; = 47 2y, = 94
¥s = 40 ys = 40
Yo = 29 2y9 = 58
. 20 1
F = 443,510 F — 676,5 - ~3—=§13530
= 44,35 qem. = 45,10 gem.

5. Die Formeln fiir beliebig viele Streifen. Hat man
beliebig viele Streifen, nimlich n bei der Trapezregel und 2n bei
der Simpsonschen Regel — mit 2n wird zum Ausdruck gebracht,
daf die Anzahl der Streifen eine gerade Zahl sein mull — so
lauten die beiden Formeln
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F—h (y‘)jz‘ o

+ytntyn+-- +S’n—1)

2 !
P Sn[2ETR gy

"+y2n—2+2(Y1+Y3+""+S’2n—1)].

Elfter Abschnitt.

Die analytische Behandlung der geraden Linie.

1. Drei Gleichungen der geraden Linie. Um die Gleichung
der geraden Linie L, Fig. 215, aufzustellen, itberlegt man zuerst,
wie viele und welche konstanten GroBen notwendig, aber auch
hinreichend sind, wum die '
Gerade L eindeutig festzu-
legen. Hier sollen die beiden
Konstanten a und b, die auf
den Achsen abgeschnittenen
Stiicke, ausgesucht werden,
wodurch zwei Punkte der
Geraden festgelegt werden.
Durch zwei Punkte ist aber
eine Gerade eindeutig be-
stimmt.

Darauf wihlt man einen
beliebigen Punkt P auf der
Geraden aus mit den Koordi-
naten x und y und driickt -
irgendeine passende geometrische Eigenschaft, die fiir die gerade
Linie charakteristisch ist, durch eine Gleichung zwischen a, b, x
und y aus. Da P beliebig ist, so wird die gefundene Gleichung
fiir die Koordinaten aller Punkte der Geraden gelten.

Hier werde eine Proportion aufgestellt, die immer bésteht,
wenn zwei Geraden von zwei Parallélen geschnitten werden:

y x-+a
b~ a

Zum Schlufl ist diese Gleichung noch auf eine geschicktere
Form zu bringen, indem man zugleich eine andere Konstante
auswihlt. Es folgt

. Fig. 215.

b
_— b.
y a x+

15%
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Die neue Konstante sei

b
M:;—:tga,

also y=Mx-+bh

M heit die Richtungskonstante; es ist der Tangens des
Winkels, den die Gerade mit der positiven Richtung der x-Achse
bildet. b ist das auf der y-Achse abgeschnittene Stiick.

Beispiele. Geht eine Gerade durch den Nullpunkt des
Achsenkreuzes, so ist b = 0. Also lautet die Gleichung dieser
Greraden

’ 'y = Mzx.

Liegt eine Gerade zur x-Achse parallel, so ist o = 0, also

auch tga = M = 0; die Gleichung wird

y=n>,
entsprechend besitzt eine Parallele zur y-Achse die Gleichung
x = a.

Eine zweite wichtige Gleichung der Geraden erhilt man, wenn
die Gerade auBer durch den Winkel o durch- einen beliebigen
fosten Punkt A mit den Koordinaten x; und y,; gegeben ist. Aus
Fig. 216 erhilt man fir den beliebigen Punkt P die Beziehung

also

Fig. 216. Fig. 217.

Beispiel. Eine Gerade mit einem Neigungswinkel o = 45°
geht durch den Punkt P (— 4; 8). Welche Stiicke schneidet sie
von den Achsen ab?
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M=—tga=1; % =—4; yy =38
y—8=x-+414
y =x-12.

Also ist b == 12 das auf der y-Achse abgeschnittene Stiick.
Das auf der x-Achse abgeschnittene Stiick a ist ebensogrof, da
a == 45° ist.

Die dritte wichtige Gleichung der Geraden ergibt sich, wenn
die Gerade durch zwei beliebige Punkte A (x;; y;) und B (x5 y3)
bestimmt ist. Fiir die Koordinaten eines beliebigen Punktes P
liest man aus Fig. 217 die Beziehung ab:

Yy—n_ X—x
- i
Ye—¥%1 XX

also

oy =T
y yl-—xz_xl(x Xp)

y

Der Quotient TN et gleich der Richtungskonstanten.

X2—%
Beispiel. Welche Richtung hat die Verbindungslinie der
beiden Punkte P (— 1; 6) und Q {— 4; — 2) und welche Stiicke
schneidet sie von den Achsen ab?

—2—6
Y—6-—~‘:m(x+1)
M=%=2,667; o = 69° 27’
y—ﬁzg(x«}-l)
8

y = —g—x + 8,67; b = 8,67.

Setzt man y == 0, so wird x == a der Abschnitt auf der
x- Achse.
8 26

0= a5 a=—32.
2. Der Schnittpunkt zweier Geraden. Es seien zwei Geraden
3x + by = 32
2x — Ty = 14

gegeben. In Fig. 218 sind sie gezeichnet, indem man die Schnitt-
punkte mit den Achsen berechnete.

y = 0; x = 10,67 y=0; x=17

x=0; y= 64 x=0;y=—2
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Nennt man die Koordinaten des Schnittpunktes xy und y,,
5o miissen diese den beiden Gleichungen geniigen; d. h. es mul} sein

3xy + by, = 32
2x) — Ty, = 14.

wnu;mm/&
17

=

.
Fig. 218.

Das sind zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten, die wie
folgt gelost werden.
6xy 4+ 10y, = 64
6 Xop — 21 Yo — 42

31y, — 22
Yo = 07‘7
2xp—7-0,7 = 14
Xy = 9,5.

In entsprechender Weise ist diese Aufgabe imfer zu be-
handeln.

3. Der Winkel zweier Geraden. Zwei gerade Linien seien
durch die Gleichungen ‘
y=Mx-}+b
y = Max + b,
gegeben. Aus der Fig. 219 liest man ab
CP = 04 — Q9.
Um unmittelbar ¢ aus den Richtungskonstanten ermitteln zu
konnen, setzt man

tg oy —tga
tg(P:tg(al_a?):iTtlém'
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Daraus folgt
Ml - M2

=T M, M

yl
N
/ .

\Z‘,

Fig. 219.

Béispiel. Sind die Gleichungen wie oben,
3x +5y =382 und 2x — Ty = 14,
so ist ‘

3 2
My =— 5 =—06 M=

und

7T —62
- = = — 1,069.
ey L L2 5,8 069
7

@ = 133° 5,

4. Parallele und senkrechte Geraden. Zwei gerade Linien
sind parallel, wenn ¢ = 0, also auch tgo = 0 ist. Dann muf} der
Zzhler des Bruches

MM
8=, M,
Null sein; d. h. M; = M,, wie nicht anders zu erwarten.
Zwei gerade Linien stehen aufeinander senkrecht, wenn ¢ = 90°,
also tg¢ = oo ist. Dann muB der Nenner jenes Bruches Null

sein; d. h.
1

T
Zwei gerade Linien stehen aufeinander senkrecht,

wenn die Richtungskonstanten reziprok zueinander sind
und entgegengesetzte Vorzeichen besitzenl).

14+ M, -My=0 oder My =

1) Nicht beriicksichtigt sind die Fille, in denen M; oder My selbst un-
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Beispiel. Wie lang ist das Lot vom Punkte P (5; 7) auf
die Gerade 2x +4- 3y = 67
Das Lot geht erstens durch den Punkt P, folglich lautet seine
Gleichung -
y—7=M(x—5).

Zweitens steht es auf der gegebenen Geraden senkrecht. Die

. . 2 .
Richtungskonstante dieser Geraden ist gleich — 3 also wird
M =% und die Gleichung des Lotes

3
y—7=?(x—b)

3x — 2y =1,

‘Der Lotfullpunkt habe die
Koordinaten x; und y,, so muB sein

2xg+ 3y, = 6

-3 .._'; -} 7 x 6X0+9y0=18
6X0 -—'4y0 = 2
< 13y° = 16
16 15
Fig. 220. Jo=73r = 13"

Aus Fig. 220 erhilt man sogleich die Linge 1 des Lotes

16)2 15)2
= V{15 + -1
__7/5625+2500 _ 1/8125 _ 90,1
- 132 IS EEERST

1—6,9

Zwolfter Abschnitt

Die Parabel.

1. Die Gleichung der Parabel. Bei jedem Punkt der Parabel
ist der Abstand von einer festen Geraden, der Leitlinie, gleich
dem Abstand von einem festen Punkte, dem Brennpunkte.

endlich gro3 werden, daB also die Geeraden senkrecht auf der x-Achse stehen.
Geometrisch erkennt man, dafl in diesem Falle die Geraden parallel sind, wenn
M; = M; = co wird, und zueinander senkrecht, wenn entweder M; = co;
My = 0 oder Mj = 0; My = co ist.
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In Fig. 221 ist L die Leitlinie und F der Brennpunkt. Die
einzige Konstante ist der Abstand des Brennpunktes ¥ von L, er
wird p genannt.

Ist P ein beliebiger Parabelpunkt,
so wird die geometrische Eigenschaft der ¢
Parabel durch die Gleichung PQ = PF
ausgedriickt.

Es bleibt noch iibrig, geeignete Achsen |
auszusuchen, Die Formeln werden am
giinstigsten, wenn man Symmetrielinien der 0 F
Kurve als Achsen wihlt. Offenbar ist das »
Lot von F auf L. eine Symmetrielinie; sie
werde als x-Achse gew#hlt. Eine weitere
Symmetrielinie ist nicht vorhanden.

In diesem Falle legt man die zweite
Achse so, dafl der Nullpunkt ein Kurven-
punkt wird. Dann kann ja die Gleichung Fig. 221.
keine nur konstanten Glieder enthalten,
weil sie durch x =10 und y=0 erfiillt
sein muBl. Der Mittelpunkt zwischen F und L ist sicher ein
Kurvenpunkt, denn er hat gleichen Abstand von F und L, durch
ihn werde die y-Achse gelegt. Dann wird

TTTTTRTTTTR

|

T 2
X—}—g*:]/yz-k (X_%) .

Die Gleichung wird vereinfacht, indem man quadriert und
zusammenfaflt.

2
x2—i—px+%=y2+x2——px+»
yY=2px

2p heifit der Parameter der Parabel.

Die Parabel kann vier wesentlich verschiedene Lagen zum
Achsenkreuz haben, die durch die Fig. 222—225 dargestellt
sind. Die Gleichungen erhilt man, wenn man beriicksichtigt, daB
die verschiedenen Lagen lediglich durch Vertauschung der Achsen
bedingt werden. So ist

Fig. 222 y2 = 2px; Fig. 224 y?2 = — 2px;
Fig. 223 x? = 2py: Fig. 225 x2= — 2py.

Ubungsbeispiel. Ein parabolischer Triger hat die Spann-

weite ] = 20 m und die Pfeilhthe h = 6 m. In gleichem Abstand

voneinander sind sieben Vertikalstibe angeordnet. Wie lautet die
Gleichung der Parabel und wie lang sind die Vertikalstibe ? (Fig. 226.)

P 2
,44
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Die Gleichung der Parabel hat die Form ,

x? = — 2py.
¥
Y
x
X
Fig. 292. Fig. 228,
y Y
x
»
x
Fig. 224. Fig. 225.
' Y
x
53 s fumbm K s
51 59
A I=20m —)°
Fig. 226.
1
Sie muf} z. B. fiir den Punkt B (?; — h) oder B (10; — 6)
gelten. '
Setzt man diese Werte ein, so wird

2
IZ = 2ph oder 100 = 2p6,
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also 50
2P =3~

| 50

X2=———3“‘y.

Wenn man nacheinander die Koordinaten der Punkte, C, D, E
einsetzt in die gefundene Gleichung, so erhilt man die gesuchten
Lingen der Vertikalstibe.

1 5 25 50
C (73_; —h+ Ss) oder'()i(—z-; — 6+ 55); 3 = '—“?;—(—'6 + 85)
85 = 5,625
1 50
D(AZ; —h—{—s6) oderD (5; — 6 -} s); 25:—-w?(—6+85)
8¢ :4,5
3 15 225 50
E (48—-1, —h+s7) oderE(?; — 0 +87); —4"‘——: — T("—6+s1)
8, = 2,625.
Also ist

g = 8; = 2,63 m; 8y == s8¢ = 4,5 m;
83 == 85 = D,63 m; 8, = 6 m.

2. Tangente und Normale. Wie lautet die Gleichung der
Tangente im Punkte P (x;; y;) der Parabel y? = 2px?

Da die Tangente durch den Punkt P hindurchgehen soll, so
hat ihre Gleichung die Form

y— v = M(x—x{).

M ist noch zu bestimmen. Bei der Tangente ist aber, wie
aus der Differentialrechnung bekannt ist,
dy
M= Ix
Also wird hier
dy
2y,dy = 2pdx; i = M= ;pl~ ,
da der Differentialquotient fir den Punkt P zu berechnen ist.
Die Tangentengleichung lautet .

P v
y—y=_—(E—x
=g (x—x)

oder y¥ 1 — N2 =px —px.
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Da yi2 = 2px ist, so wird sie einfacher

Y¥1=Dp(x+x)

Anmerkung. Die Tangentengleichung erhilt man hier, wie
bei allen Kurven zweiten Grades, wenn man in der Kurven-
gleichung ein y durch y; und ein x durch x, ersetzt. Man denkt
die Parabelgleichung dabei in der Form geschrieben

y y=px+x.
Errichtet man im Punkte P das Lot auf der Tangente, so

erhilt man die Normale der Kurve im Punkte P. Da diese Gerade
auch durch P hindurchgeht, aber anderseits auf der Tangente

1
senkrecht steht, also die Richtungskonstante — M —%— hat,
so ist ihre Gleichung
Y1

_ —_ — (X — X/

y—n p 1)
3. Subtangente und Subnormale. (Fig. 227.) Die zwischen
der x-Achse und dem Beriihrnngspunkte P liegenden Stiicke der

Tangente PQ und der Normale
PS8 nennt man kurz die Linge

P der Tangente und der Normale.

7 . Projiziert man diese Strecken

% auf die x-Achse, so erhilt man

7 % O\ % RS die Subtangente QR und die

Subnormale RS.
Aus der Tangentengleichung
ergibt sich 0Q, wenn man
Fig. 227. y=0setzt. Esist0Q = —x,.
Zugleich folgt dann aus dem
Dreieck PQR, daffi OT = —% PR = é— y1 ist. Die Subtangente
selbst hat die Liinge 2x,. Mit Hilfe dieser Beziehungen konstruiert
man die Tangente in einem Kurvenpunkt.
Um die Subnormale RS zu finden, geht man von den be-
kannten Proportionen im rechtwinkligen Dreieck P QS aus.
Darin ist

PR?= QR - RS oder y,2= 2x, - RS.
Setzt man wieder y;2 = 2px,, so bleibt
RS =1p.

Bei der Parabel ist die Subnormale konstant, und
zwar gleich dem halben Parameter p.
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Ubungsbeispiel. Wieviel Umdrehungen macht ein zylin-
drisches Gefil mit dem Radius r = 5 cm in der Minute, wenn
eine darin befindliche Fliissigkeit um
h = 8 cm am inneren Rande héher steht
als in der Mitte? (Fig. 228.)

Auf ein Massenteilchen m der Ober-
fliche wirken die Schwerkraft g - m und
die Zentrifugalkraft m w2x, wenn o die
‘Winkelgeschwindigkeit und x den Ab-
stand von der Drehachse bedeuten.

Soll Gleichgewicht herrschen, so
mufl die Resultante dieser Kriifte in die
Richtung der Normale der Oberfliche r
fallen. Dann liest man aus #hnlichen

Dreiecken die Proportion ab: Fig. 228.
3 m-g. 8
x mu):'g); » B 0 konst.

Die Oberfliche entsteht folglich durch Rotation einer Kurve,
deren Subnormale konstant ist; das ist aber die Parabel. Die
Fliissigkeitsoberfliche bildet ein Rotationsparaboloid.

Da bei der Parabel p = n ist, so folgt

— 8. = £.
P = w2’ w? =

P
Anderseits ist die G'rléichung der Parabel
x? = 2py;

sie mufl fiir den hochsten Punkt der Oberfliche erfiillt sein, also
fir x =r; y = h. Daraus ergibt sich

2 h r2
r=2ph; p=g3-
Mithin wird
ol & 2gh
p
. . . T .
Ist endlich T die Tourenzahl, so wird w = 307 folglich
n2T2  2gh 30—
2 o= —— = " = — .
900 2’ T, T Vegh
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In Zahlen
= 39 2-981~8=%—LV§= 243182
w-b T T
T — 91,68

- = 239.
T

Die Tourenzahl ist 239 Umdrehungen in der Minute.

4. Das Lot vom Bremnnpunkt auf die Tangente. Gegeben
sei die Parabeltangente y-y; = p (x + x). Thre Richtungskon-

stante ist M = YL Eine Gerade durch den Brennpunkt F (fg; 0)
1
hat die Gleichung

r—o=m(x~4);
soll sie auf der Tangente senkrecht stehen, so mufl M; = — N
.

sein, so dall die Gleichung lautet

___E'L(X_L)Z_Zi_x RS
P 2

Das Lot schneidet folglich auf der y-Achse
" das Stiick 221 ab; dieselbe Eigenschaft war aber

vorher von der Tangente selbst gezeigt worden.
Daraus folgt:
i3 Die Lotfullpunkte aller vom Brenn-
punkt auf die Parabeltangenten ge-
fallten Lote liegen auf der Scheitel-
tangente der Parabel. ,
In Fig. 229 ist eine bekannte Konstruktion
der Parabel durch ihre Tangenten angedeutet,

deren Richtigkeit der vorliegende Satz beweist.
g g

Zieht man endlich in Fig. 230 die Strecke

Fig. 229. BT und legt durch B eine Parallele zur Achse,

so wird = a = I 3; denn AABF ist gleich-
schenklig, weil das Lot, von der Spitze F auf die Basis AB ge-
fillt, diese Basis halbiert, wie frilher gezeigt wurde. Damit ist
bewiesen, dafl ein Lichtstrahl, der parallel zur Achse auf die
Kurve auftrifft, zum Brennpunkt reflektiert wird. (Nach dem Re-
flexionsgesetz mufl der Einfallswinkel gleich dem Winkel sein,



Die Parabel. 239

unter dem der Lichtstrahl zuriickgeworfen wird. Die Richtung in
einem Kurvenpunkt wird aber durch die Tangente in diesem Punkt
gegeben; folglich wird auch der Winkel zweler Kurven im Schnitt-
punkt durch den Winkel der Tangenten im Schnittpunkt gemessen.)

y
Z7
I3
| L Y1
b
_fZ ¥ ¥
F |
Tig. 230. Fig. 231.

5. Der Parabelabschnitt. (Fig. 281.) Soll der Abschnitt bis
zur Abszisse x; berechnet werden, so hat man nach den Methoden
der Integralrechnung zu setzen

1

F.=[xdy.
0
Nun ist aber x2 = 2py, also wird
N 1
F =[V2py2 dy .

0
Integriert wird

_ 9 Im 2 =— =5 2 e
F=|Vapgy?| =5 V2p Vyd=—nV2pm.

Endlich ist x2==2py;, also x; =V2py;, so daBl

2
F='3—X1Y1;

vom Inhalt des umbeschriebenen Rechtecks wird.

2
d. h. gleich 3

Anmerkung. Wie die Formel lehrt, ist die Quadratur des
Parabelabschnitts ausfihrbar; d. h. die Fliche kann mit Zirkel und
Lineal in ein Quadrat verwandelt werden. Frither war gezeigt
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worden, dal man den Inhalt einer Fliche, die von einer willkiir-
lichen Kurve begrenzt wird, berechnet, indem man die Fliche in
schmale Streifen zerlegt und in jedem Streifen zuerst das Kurven-
stiickchen durch eine Sehne ersetzt. Die Formel hieB die Trapez--
regel. Der Versuch ist naheliegend, das Kurvenstiickchen statt
durch gerade Linien durch eine Parabel zu ersetzen, um ein besseres
Ergebnis zu erzielen. Das geschieht in der Tat bei Anwendung
der Simpsonschen Regel. Berechnet man nimlich in Fig. 232 einen
beliebigen Querschnitt, der aber parallel zur Achse liegen mufl, von
der Parabel x2 = — 2py, so wird

d. h. in diesem Falle ist Q eine Funktion zweiten Grades der
Héhe x, in der der Querschnitt gelegt ist. Folglich ist die Simp-
sonsche Regel anwendbar.

Umgekehrt kann man jetat sagen: Die Anwendung der Simp-
sonschen Regel bei beliebig begrenzten Flichen sagt aus, daB man
das beliebige Kurventeilchen durch ein Parabelstiickchen ersetzt
denkt. Die Achse der Parabel liegt parallel zu den Querschnitten
der Fliche.

g \ ¥ Xy

— S Y2
Tz ===q===
Y o |
; { Io'?s = %,
| 1 %: o
A VAR

QI \! ! E

L *

=

Fig. 232. Fig. 233.

Ubungsaufgabe. Es soll der Schwerpunkt eines Parabel-
abschnitts bestimmt werden (Fig. 233).

Man denke durch Rotation der Parabel x?= 2py um die
y-Achse ein Paraboloid entstanden, dann ist nach der Guldinschen
Regel

V =2=nx,F.

Hier ist

1

N
V=f7rx2dy =[rn2pydy=[rpy?]]' =rpyn’
0 0
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2
F= Elaks
und folglich
. 2
TPyt =27mxy 5 Xt ¥

3 py1 _ 3 x?

onz Xy _8 Xy
3
x0=-8-x1.

Lilt man dieselbe Parabel um die x-Achse rotieren, so liefert
die Anwendung der Guldinschen Regel

Vy=2mxny,F.
Hier ist

X1 X : \
v :/(ﬂ ? _ mydx —f (nyﬁ—n x4)dx
1= J1 y = 4p?
0 0

=|nrylx—=x x* J® Tyix —r—ﬂs——
- J1 20P2 0 y1°% ‘20P2

Da aber x* = 4p?y,2 ist, so wird

2 4
Ty 2x
nx o2 Ty2x,

5 5

Vi=nmnylx —
und folglich

4 2
‘5_ﬂy12x1=2RYO 5 %t
3
Yo =?5’1-

Es hat sich ergeben: Der Schwerpunkt des Parabelabschnitts

hat die Koordinaten x, = 5 und y, = 5 Tt

Erwihnt sei noch, daB der Querschnitt des Paraboloids eine
Funktion ersten Grades der Hohe ist. Danach wire das Paraboloid
zwischen Prisma und Pyramide, deren Querschnitte Funktionen
0t hzw, 2ten Grades der Hohe sind, einzuschalten.

Neuendorff, Lehrbuch der Mathematik. 2. Aufl, 16
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Dreizehr’xter Abschnitt.

Die Ellipse und die Hyperbel.
1. Die Gleichungen der Ellipse und der Hyperbel. Bei

einer Ellipse ist die Summe der Abstinde eines jeden Kurven-
punktes von gwei festen Punkten konstant.
Bei einer Hyperbel ist die Differenz der Abstinde eines
jeden Kurvenpunktes von zwei festen Punkten konstant.
Die beiden festen Punkte
P Fy und Fy, Fig. 234, heillen
/)T\\ die Brennpunkte der Kurven.
- ) Die konstante Summe der Ab-
stinde werde mit 2 a bezeich-
—~ mnet. Auflerdem muB noch
F;Fy = 2 e bekannt sein. Die
Definition der Kurven wird
durch die Gleichung

PF, & PF, — 2a

Fig. 234.
ausgedriickt.

Aus der Definition erkennt man, dafl F,;¥5 eine Symmetrie-
‘linie der Kurve sein muf}; sie werde als x-Achse gewshlt. Da
beide Brennpunkte vollig gleichwertig sind, so mufl auch das
Mittellot auf F;F, eine Symmetrielinie sein, die man deshalb als
y-Achse withlt. Jetzt ist

PR =Vy+(e+x?% PF,=Vy2+ (e —x?
PR, =PF, =)y +(e+x2E}y2+(e—x2=2a
Yyl i—2s— VT T
y’—%—ez—2ex—!~—x2=4171.2—{—5'?‘—\—e2—|--2ex—{—x2—4aVy—2:-l--—fe*—k—;{_)—2
48.]/?—-]—-‘(;;—_{)7: 4a2-+4ex
a2y2 -+ a?e?{ 2alex + a?x?= 2% 4-2a%ex | e2x?
a2 y? -4 x2 (a2 — o) = a2 (a2 — e2).

Da die Summe zweier Seiten eines Dreiecks stets grofler ist
als die dritte Seite, so ist bei der Ellipse stets 2a~>2 e und folg-
lich a2 —e2>0.  Zur Abkiirzung setzt man bei der Ellipse
a2 — e? = b2,

" Anderseits ist die Differenz zweier Seiten eines Dreiecks stets
kleiner als die dritte Seite, also bei der Hyperbel 2a < 2e und
folglich a2 — e2<C 0. Zur Abkiirzung setzt man bei der Hyperbel
a? —e? = — b2
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Mit diesen Bezeichnungen erhilt man
a2y? o= b2x2 = == a?b?
oder
x|y
=L
" Das positive Vorzeichen gilt bei der Ellipse, das negative bei
der Hyperbel.

2. Die Diskussion der Kurvengleichung. a) Die Ellipse.
Lost man die Kurvengleichung nach x auf, so erhilt man

X = t%]/br__y?‘

Die Wurzel ist nur reell, solange — b =y = -~ b ist. Inner-
halb dieser Werte gehtren zu jedem y-Werte zwei x-Werte, die
sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Fiir y = 0 ist
x = = a; 2 a heilit deshalb die grofle Achse der Ellipse. Ferner ist

y:-’_—%l/aﬂ—ﬂ.

Die Wurzel ist nur reell fir —a=x=< -+ a, und wieder
gehdren zu jedem x-Werte zwei y-Werte, die sich nur durch das
Vorzeichen unterscheiden. Fiir x = 0 ist y =— 3= b; 2 b heiflt die
kleine Achse der Ellipse.

Die Ellipse (Fig. 235) ist eine
geschlossene Kurve, die zu bei-
den Achsen symmetrisch liegt. Die
auf den Achsen abgeschnittenen

Stiicke sind ==a bzw. == b. & =

b) Die Hyperbel. Die Auflésung
ihrer Gleichung nach x liefert

x = % Vb 32 Fig. 235.

Die Wurzel ist immer reell, d. h. zu jedem y-Werte von — oo
bis + o0 gehtren zwei x-Werte, die sich nur durch das Vorzeichen
unterscheiden. Die Kurve erstreckt sich bis ins Unendliche. Fiir
y=0 ist x = Z=a; 2a heillt die Hauptachse der Hyperbel.
Dagegen ist

b -
y=i_————]/x2—a,2.
a

Die Wurzel ist nur reell, wenn x < — a oder x > -} a ist.
Fiir diese Werte gehoren zu jedem x zwei y-Werte, die sich nur

16*
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durch das Vorzeichen unterscheiden. Zwischen den Abszissen — a
und 4 a liegt kein Kurvenpunkt. Fir x=0isty =xbV—1;
trotzdem nennt man auch hier 2b die Nebenachse der Hyperbel.
Die Hyperbel (Fig. 236) besteht aus zwei Zweigen.
Der eine beginnt bei der Abszisse x = — a und erstreckt
sich nach der Seite der negativen Achse ins Unendliche;
der zweite beginnt bei der Abszisse x = - a und erstreckt
gich nach der positiven Seite bis ins Unendliche. Die
Kurve liegt zu den Achsen symmetrisch. Aufder x-Achse
schneidet sie die Stiicke Z=a ab.
Die Konstruktion der Nebenachse b geschieht mit Hilfe
rechtwinkliger Dreiecke, wie z. B.
g in Fig. 236 angedeutet ist, nach
der Formel a? — e? = = b2

\5\
b N
[ a 5
e z

<1

Fig. 236. Fig. 237.

3. Durchmesser und Asymptoten. Eine gerade Linie durch
den Mittelpunkt der Ellipse und im. allgemeinen auch der Hyperbel
schneidet die Kurve in zwei Punkten A und B. Die Strecke AB
heiflit ein Durchmesser der Kurve (Fig. 237). Analytisch be-
stimmt man die Schnittpunkte A und B wie folgt.

a) Die Ellipse. Die Gleichung der Geraden durch den Null-

punkt sei
Y — Mx

und die Gleichung der Ellipse

x2  y?
ZTE=1t

Der Schnittpunkt habe die Koordinaten x, ‘und y,, dann
miissen diese Koordinaten beide Gleichungen erfiillen.
— My X0 Yo
Yo=Mx; o+37=1
und folglich
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on LI2 an —1: S b2 + M2a2 .

a? bz T YT e
Xl :i—;—“L und yl =_'.__——i__b—M_:*:
2 Vb2 4+ M2a? 2 Vb2  M2a2

Der Radikand im Nenner ist immer positiv; daher gibt es
stets zwei Schnittpunkte, deren Koordinaten sich  nur durch die
Vorzeichen unterscheiden, so dafl

0A = 0B = Vx.2+y,2 = Vxp? +yo?

wird.
Jeder Durchmesser wird im Mittelpunkt halbiert.
b) Die Hyperbel. Bei dieser Kurve erhilt man durch einfachen
Vorzeichenwechsel

ab : abM
x, ==+ = F

Solange es iiberhaupt Durchmesser gibt, gilt derselbe Satz
wie oben.
Da der Radikand im Nenner eine

Differenz ist, so sind drei Fille mdglich
(Fig. 238):
b2

I. b2>M2a? oder M2<C a2

es gibt zwei verschiedene Schnittpunkte A
und B und folglich einen reellen Durch-
messer.

, b2
IO b2< M2a? oder M2>—a§;

die Wurzel ist imaginir, folglich kann auch
von einem reellen Durchmesser nicht ge- Fig. 238.
sprochen werden.

b
I b?=M2a? oder M=t

die Koordinaten x, und y, werden unendlich grof. Man sagt:

Die Gerade beriihrt die Hype?‘bel im Unendlichen. Solche Tangenten
heilen Asymptoten der Kurve. Man zeichnet die Asymptoten,
indem man iiber den Halbachsen a und b Rechtecke konstruiert
(Fig. 239), deren Diagonalen die gesuchten Asymptoten sind. Die
Hyperbelzweige schmiegen sich den Asymptoten immer enger an,
ohne sie jemals zu erreichen. Bei der Konstruktion von Hyperbeln
leisten sie deshalb wertvolle Dienste.
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4. Die Tangenten. Die Gleichungen der Tangenten im
Punkte P (x;; y;) miissen wieder die Form
y—yn =M —x)
haben. Aus der Gleichung
2 2
el =+ I 1
a? b2
folgt
2xdx |, 2y,dy dy —— x; b?
=+ = - == ey
W T e 0 oder = 7, at’
wenn man wieder beachtet, da der Differentialquotient fiir den
Punkt P berechnet werden soll.

Y
1\ ? A
£ % =
i i
| EAN
Fig. 239

y—n= ;'ﬁ(x_xi)
oder aufgeldst
W _ e %
b2 b2 T a? = a?
XXj 00 VLI /L 1
a? b? a? b? )

Man findet die oben bei der Tangentengleichung der Parabel
aufgestellte Gedichtnisregel bestitigt. Die Gleichungen der Normalen
lauten

NS (.
y—n —i‘;;b_g(x‘*xi)-

Die Konstruktion der Tangente mag hier hinzugefiigt und fir
die Ellipse als richtiz bewiesen werden. Der Beweis bei der
Hyperbel ist ganz entsprechend.

Man verbinde, Fig. 240, den Ellipsenpunkt P mit F; und F,
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und verlingere PF,; iiber P hinaus, so daf F;Q = 2a wird
Weiter ziehe man QF,; dann ist PQF, ein gleichschenkliges
Dreieck, da bei der Ellipse PF; 4+ PF, = 2 a ist. Darauf fille
man von P auf QF, das Lot PS. Dieses Lot ist eine Ellipsen-
tangente; denn verbindet man einen beliebigen anderen Punkt als
P, z. B. R, mit F; und Q, so ist RF; +RQ > F;Q also auch
> 2a, d. h. Punkt R liegt auBerhalb der Ellipse. Das gilt fiir
jeden anderen Punkt von PS auBler P selbst, folglich ist P8
wirklich eine Tangente.

5. Die Brennpunktseigenschaft. Errichtet man noch in P

die Normale, Fig. 240, so wird PN || QF,, und folglich ist
AF; PN=JPQF;, = JAQF, P = A4 F, PN,
d. h. mit Riicksicht auf das Reflexionsgesetz:

Alle von einem Brennpunkt der Ellipse ausgehenden
Lichtstrahlen werden von der Kurve so reflektiert, dafl
gsie sich im anderen Brennpunkt wieder treffen.

Ganz entsprechend beweist man bei der Hyperbel:

Alle von einem Brennpunkt der Hyperbel ausgehen-
den Lichtstrahlen werden an der Kurve so zerstreut,

dafl sich ihre Verlingerungen im andern Brennpunkt
treffen.

6. Der Inhalt der Ellipse. Uber der groSen Achse der El-
lipse als Durchmesser zeichne man den Kreis. Zu irgendeiner
Abszisse x gehtre die Kreisopdinate y' und die Ellipsenordinate y,
dann ist (Fig. 241)

x2 4 y'2 = a2
xz y2
Bz = L

Aus der ersten Gleichung wird
x2  y?
wta=1

und folglich

12 9 !
—¥. ¥ _ 43,

a2 = T y b
d. h. die zur selben Abszisse gehdrigen Kreis- und Ellipsenordi-
naten stehen in einem konstanten Verhiltnis zueinander, und zwar
ist dies Verhiltnis das der groflen zur kleinen Achse.
Daraus folgt eine bekannte Ellipsenkonstruktion (Fig. 242).
Man beschreibt Kreise um O fiiber der kleinen und der groBien
Achse der Ellipse als Durchmesser. Ein Strahl aus O schneidet
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die Kreise in D und A. Von A und D fillt man Lote auf die
grofile und kleine Achse. Der Schnittpunkt der Lote B ist ein
Ellipsenpunkt. In der Tat liest man sofort aus der Figur ab
AC_AO_ s
BC DO b
‘Da AC = y' ist; so muBl wirklich BC eine Ellipsenordinate
sein.

Aber noch mehr 1Bt sich aus dieser Proportion folgern.
Man drehe in Fig. 241 den Kreis um die grofle Achse, bis A
senkrecht iiber B liegt, also die Lage der Fig. 243 erhalt. Der
Neigungswinkel der Ebenen ist

B_ b
O0A  a

CO8 ¢ =

Fig. 242. . Fig. 243.
Irgendein Kreispunkt P besitze die Projektion Q; dann ist
auch RQ b RQ b
'E—P—-—cosa———af oder Y

d. h. Q ist ein Ellipsenpunkt. Folglich ist die Ellipse die Pro-
jektion des Kreises mit dem Radius a.

Eine Ellipse kann stets als Projektion eines Kreises
aufgefaBt werden. Der Kreisradius ist gleich der grofien
Halbachse der Ellipse.?) A )

Jetzt kann der Kreisinhalt berechnet werden nach der Formel

+a
JK=2fy'dx
—a

1) Umgekehrt kann stets der Kreis iiber der kleinen Achse als Pro-
jektion der Ellipse aufgefallt werden. Daraus folgt, daB jede Ebene aus
einem senkrechten Kreiszylinder eine Ellipse ausschneidet.
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und der Ellipgeninhalt nach der Formel

4+ a

Jeg = 2‘/.y dx.

—a

b . .
Da aber y = . y' ist, so wird

+a +a
Je=22y dx~—2/‘y'dx=-JK
—a —a
JE=~E—JK=L119.2
JE= rab.

Anmerkung. Allgemein gilt
der Satz:

Projiziert man eine ebene
Flsche senkrecht auf eine
Ebene, so ist der Inhalt der
Projektion gleich dem Inhalt
der gegebenen Fliche multi-
pliziert mit dem Kosinus des
Neigungswinkels der beiden
Ebenen.

Das beweist man ganz ent-
sprechend wie oben, indem man,
Fig. 244, eine beliebige x-Achse
parallel zur Schnittlinie beider
Ebenen zieht, die folglich in wahrer
GroBe projiziert wird. Der ober-
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halb x liegende Flichenteil J habe z B. die Projektion Jp;

dann ist

a a a
J=fy'dxundJP=fydx=cosafy'dx,
0 0 0

da auch hier y =y’ cos a ist. TFolglich wird

Jp = J cos a.

Dieselbe Beziehung gilt fiir den unterhalb der x-Achse ge-
legenen Teil. Damit ist der Satz allgemein bewiesen.
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Yierzehnter Abschnitt.

Der Kreis und die gleichseitige Hyperbel.

1. Die Gleichungen der Kurven. Wenn die beiden Achsen
der Ellipse bzw. Hyperbel gleichgro8 werden, so entsteht der Kreis
bzw. die gleichseitige Hyperbel. Setzt man a = b = r, so lauten
ihre Gleichungen

x2 4 y2 = 12,

Beim Kreise fallen die beiden Brennpunkte mit dem Mittel-
punkt zusammen, da e = 0 wird.

Bei der gleichseitigen Hyperbel stehen die Asymptoten auf-
einander senkrecht, da die Asymptoten in diesem Falle die Diago-
nalen der Quadrate mit der Seite r werden.

Die Gleichung x% - y2 = r2 liest man unmittelbar aus der
Kreisfigur ab, wenn nur das Achsenkreuz seinen Nullpunkt im
Kreismittelpunkt hat.

2. Die Parallelverschiebung des Achsenkreuzes. Im all-
gemeinen wird aber der Nullpunkt nicht zugleich Mittelpunkt des
Kreises sein. Vielmehr wird

LI ¥ z. B. der Mittelpunkt O', Fig.
U 245, die Koordinaten a und b
\ im Achsenkreuz x,y haben. Dies-

A

<
|

s

mal liest man aus AO'P Q ab:

/a o= gt —br=n
] . k % Man kann diese Formel
o

P auch so auffassen, dafl man durch
O’ ein Achsenkreuz x', y' gelegt
denkt, in dem die Kreisgleichung

L—1

) x'2 4 y'2 =2
P *  wird. Setzt man
xX=x—a
Fig. 245.

y =y—h,

so werden durch diese Gleichungen neue Achsen eingefiihrt, die
durch Parallelverschiebung aus den alten hervorgehen. Man erhslt
durch Einsetzen die obige Gleichung wieder.

Damit aber ist es mdoglich, ganz sllgemein anzugeben, wie
eine Kurvengleichung sich durch Parallelverschiebung der -Achsen
indert. 'Wenn bei der Parabel, Ellipse und Hyperbel der Scheitel-
punkt bzw. der Mittelpunkt die Koordinaten ¢ und d hatten, so
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lauten ihre Gleichungen i
(y—d?=2p(x—c¢

(x—o?  (y—3d? Lo x=er (y—dp
P I YR

Man erkennt als charakteristische Eigenschaften aller dieser
Gleichungen zweiten Grades:

bei der Parabel kommt nur eine der Variabeln in der zweiten
Potenz vor, die andere nur und immer in der ersten;

bei der Ellipse kommen beide Variabeln in der zweiten Potenz
vor, doch haben diese Potenzen verschiedene Vorzahlen und gleiche .
Vorzeichen;

beim Kreise sind auler den Vorzeichen auch die Vorzahlen gleich;

bei der Hyperbel kommen beide Variabeln in der zweiten
Potenz vor; diese Potenzen haben verschiedene Vorzahlen und ent-
gegengesetzte Vorzeichen;

bei der gleichseitigen Hyperbel bleiben die Vorzeichen ent-
gegengesetzt, aber die Vorzahlen werden einander gleich,

3. Die gleichseitige Hyperbel,
bezogen auf ihre Asymptoten als
Achsen. Die Asymptoten der gleich-
seitigen Hyperbel stehen aufeinander
senkrecht, so dafl man sie als Achsen
wihlen kann. Man findet, dafl die
Kurvengleichung dadurch eine beson-
ders einfache Form erhilt. Die Um-
rechnung léuft auf eine Drehung des
Achsenkreuzes um 45° hinaus (Fig.
246). P habe im alten Achsenkreuz Tig. 246.
die Koordinaten PR =3 und OR ’
= x'; die Gleichung der Hyperbel ist x'2 — y'2=1r2 Im neuen
Achsenkreuz ist PQ =y und OQ = x. Man findet

OR=x =08 4+8R=08+4+ QT =0Qcos 45° + PQ cos 45°
= (x +y) cos 456° = (x+y)%V—2—:
PR—=y =PT — TR=PT — QS = PQ sin45° — 0Q sin 45°

=(y — x) s;n45°=(y—x)—;~V’§

g1 B s

=2xy =12

r2
Xy =5 = konst.
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Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel, bezogen
auf ihre Asymptoten als Achsen, hat die Form x.y <=
konst.

4. Die Konstruktion der gleichseitigen Hyperbel. Die
Asymptoten und ein PunktP der Hyperbel seien bekannt (Fig. 247).
Man ziehe durch P Parallelen zu den Achsen. XEin beliebiger
Strahl aus O schneidet die Parallelen in 8 und T. Durch S und
T zieht man wieder Parallelen zu den Achsen, die sich in einem
Punkte P; der Hyperbel schneiden. Da x -y = konst. sein muB,
so ist zu beweisen, daB die Rechtecke PQOR und P, Q, O R, in-
haltsgleich sind.

Im Rechteck O Q; TR ist die Diagonale OT gezogen und
durch einen Punkt S derselben Parallelen zu den Seiten. Nach
einem bekannten Satze der Planimetrie sind in diesem Falle die
nicht von der Diagonale durchschnittenen Rechtecke P S R; R und
P; Q, QS einhaltsgleich. Fiigt man zu beiden das Rechteck
0 Q SR, hinzu, so ist wirklich

OQ1P1R1=OQ‘PR,

also P;. ein Punkt der gleichseitigen
Hyperbel.

Fig. 248.

5. Anwendungen. 1. Beispiel. Fig. 248 stellt ein kreisformiges
Klérbecken dar, in welches das Wasser in der Mitte eintritt. Welches
Profil ist dem Querschnitt zu geben, wenn das Wasser iiberall
gleiche Geschwindigkeit besitzen soll, damit sich der Schlamm
.gleichm#Big absetzt? '

Wenn die Geschwindigkeit iiberall gleich groB sein soll, so
mufl durch jeden um die vertikale Achse konzentrischen Zylinder
in der Zeiteinheit dieselbe Wassermenge flieBen, also miissen die
Zylindermintel gleich groB sein. Mit der in der Figur angedeuteten
Wahl der Achsen mufl also 2 wx (— y) = konst. sein. Also ist
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x -y = konst., d. h. der Boden des Beckens wird von einer Fliche
gebildet, die durch Rotation einer gleichseitigen Hyperbel entsteht.

2. Beispiel. Die Arbeit bei
der isothermischen KXompression.
Bei etner isothermischen Kompres-
sion, bei der also die Temperatur
des Gases konstant bleibt, besteht
zwischen Volumen und Druck des -
Gases das Mariottesche Gesetz

P.V=konstt Das Diagramm 4

dieses Gesetzes, Fig. 249, ist eine Vi L .
gleichseitige Hyperbel. Ist Py; V, SEE— '
der Anfangs- und Py;V, der End- @ E—F—
zustand, so wird die Fliche zwischen o

diesen Koordinaten Fig. 249.

Yo
F— f PV,
Vi

da ein einzelner Flichenstreifen, wie die Figur zeigt, den Inhalt
PdV besitzt. Berechnet man die zur Kompression notwendige

Arbeit, so ist
- V1
A -:.:fK ds',
Vo

wenn man die Kompression in einem Zylinder ausgefiihrt denkt,
dessen Kolben den Querschnitt Q besitzt, ist K = P - Q, denn P
ist der Druck, bezogen auf die Flicheneinheit. «Damit wird

AL
A=f1>-st.
Vo

Qds ist das Volumenelement dV und folglich
Vi
A= f PdV = —F,
Vo

da die Grenzen vertauscht sind. Es wird folglich die Arbeit ver-

braucht
. v

T e -dv
onst.
A=deV_f - dV_-konst.fhv--
Vo Vo Ve
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