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Allgemeine physikalische Konstanten 
(September 1926) 1). 

a) Meehanisehe Konstanten. 
Gravitationskonstante. . • . 6.6;; .1O- 8 dyn. em2 • g-2 
Normale Sehwerebesehleunigung . . . 980.665 em· see- 2 
Sehwerebesehleunigung bei 45° Breite 980.616 em. see- 2 
1 Meterkilogramm (mkg). . . . . . . 0.980665 . 108 erg 
Normale Atmosph1ire (atm) . . . . . 1.013253 , 106 dyn . em - 2 
Teehnisehe AtmospM,re . • • . • . . 0.980665 • 106 d yn . em - 2 
Maximale Diehte des Wassers bei 1 atm 0.999973 g . em- 3 

Normales spezifisehes Gewieht des Queeksilbers 13.5955 

b) Thermisehe Konstanten. 
Absolute Temperatur des Eispunktes . . . 273.20° 
Normales Litergewieht des Sauerstoffes . . 1,42900 g • 1-1 
Normales Molvolumen idealer Gase. . . . 22.4145 .103 emS 

10.82045 , 102 emS-atm· grad - [ 

Gaskonstante fiir ein Mol . . . . . . . 0.83132 .106 erg· grad- 1 

. 0.83090' 101 int joule. grad - 1 
1.9858 cal. grad- 1 

14.1842 int joule 
1.1623.10- 6 int k-watt-st 

Energieaquivalent der 15°-Kalorie (cal) ..... 4.1863.107 erg 
4.2688 • 10 -1 mkg 

c) Elektrisehe Konstanten. 
1 internationales Ampere (int amp) . . . . . 1.00000 nbs amp 
1 internationales Ohm (int ohm) . . . . . . 1.00050 abs ohm 
Elektroehemisehes Aquivalent des Silbers .. 1,11800.10- 8 g .jnt eoul- 1 
Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1 0.96494 ' 105 int caul 
Ionisier.-Energie/lonisier.-Spannung. • . . . 0.96494 .105 int joule. int volt- 1 

d) Atom- und Elektronenkonstanten. 
Atomgewicht des Sauerstoffs. . 16.000 
Atomgewieht des Silbers. . • . . 107.88 
LoscHMIDTsehe Zahl (fiir 1 Mol) . 6.061 . 1023 

BOLTZMANNsehe Konstante k. . . 1.372.10- 16 erg. grad- 1 

1/16 der Masse des Sauerstoffatoms 1.650 • 10 - 24 g 

{ 1.592' 10- 19 int caul 
Elektrisehes Elementarquantum e • 4.774.10-10 dyn'/ •. em 
Spezifisehe Ladung des ruhenden EIektrons elm 1.766 .108 inteoul. g-1 
Masse des ruhenden EIektrons m. . . 9.02 • 10 - 28 g 
Gesehwindigkeit von 1-Volt-Elektronen . 5.945 .107 em. see- 1 

Atomgewicht des Elektrons . . . . . . 5.46.10- 4 

e) Optisehe und Strahlungskonstanten. 
Liehtgesehwindigkeit (im Vakuum) . . . 2.9985 .1010 em . see- 1 
Wellenlange der roten Cd-Linie (1 atm. 15°C) .• 6438.4700 ' 10- 8 em 
RVDBERGsehe Konstante fiir unendI. Kernmasse. 109737.1 em- 1 

SOMMERFELDsehe Konstante der Feinstruktur . . 0.729.10- 2 

{ 5.75 . 10- 12 int watt. em -2. grad- 4 
STEFAN-BoLTZMANNsehe Strahlungskonstante (J •• 137 10-12 1 -2 -1 d-4 , 4' ea • em . sec . gra 
Konstante des WIENsehen Versehiebungsgesetzes. 0,288 em . grad 
WIEN-PLANcKsehe Strahlungskonstante C2' • • • 1.43 em· grad 

f) Quantenkonstanten. 
PLANcKsehes Wirkungsquantum 11 • • • • •• 6,55,10- 21 erg. sec 
Quantenkonstante fiir Frequenzen {J = hjk •. 4,775 .10- 11 sec· grad 
Dureh 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlange 1.233.10- 4 em 
Radius der Normalbahn des H-Elektrons . .. 0.529.10- 8 em 

') Erlauterungen und Begriindungen s, Bd. II d. Handb. Kap. 10, S.487-518. 



Kapitel 1. 

Die MAXWELL-HERTzsche Theorie. 
Von 

FRIEDRICH ZERNER, Wien. 

Mit 2 Abbildungen. 

I. Die drei Grunderscheinungen 
und ihre theoretische Erfassung auf Grund der 

Konzeption der fernwirkenden Fluida. 
a) Elektrostatik. 

1. Die elektrische Ladung. Leiter und Isolatoren. Schon den Naturphilo
sophen des klassischen Altertums war es bekannt, daB geriebener Bernstein die 
Eigenschaft besitzt, leichte K6rper anzuziehen. Aber erst in der zweiten Halfte 
des 16. Jahrhunderts entdeckte GILBERTI), daB diese Eigenschaft auch noch einer 
Anzahl anderer K6rper zukommt 2). Er fuhrte dies auf eine Emanation der K6rper 
zuruck, durch die der elektrisierte K6rper, ahnlich wie nach der damaligen An
sicht die Erde die K6rper durch die Atmosphare anzieht, Krafte auf die um
gebenden K6rper ausubt. 

Diese Form der Theorie der Fluida, die eine Kombination mit der Nahe~ 
wirkungstheorie darstellt, konnte aber den weiteren Entdeckungen nicht stand
halten. Zunachst zeigte GRAy3) (1729), daB die Elektrisierung nur von der Ober
flache des geriebenen K6rpers abhangt, indem er einen vollen und einen aus
geh6hlten Eichenholzwurfel rieb und an beiden dieselben Erscheinungen vorfand. 
Das Fluidum dringt also in das Innere des K6rpers nicht ein. Dann zeigte 
FRANKLIN4) (1751), daB das Vorbeiblasen trockener Luft an einem elektrisierten 
K6rper dessen Elektrisierung nicht andert. 

Dieses Experiment weist bereits darauf hin, daB das Fluidum sich auch 
nicht von der Oberflache des elektrisierten K6rpers nach auBen erstrecken 
k6nne. Entscheidend spricht aber gegen diese Annahme eine andere Reihe von 
Experimenten. 1729 entdeckte namlich GRAy5), daB ein K6rper, der durch ein 

1) Gulielmi Gilberti de Magnete, ::\1agneticisque corporibus, et de magno magnete tellure. 
London 1600. 

2) 1m folgenden werden die geschichtlichen Zusammenhange nur insoweit erwahnt, 
als sich dies mit der systematischen Darstellung vereinigen laSt. Fiir detaillierte geschicht
liche Darstellung sei z. B. auf E. T. WHITTAKER, History of the theories of Aether and 
Electricity, Dublin 1910; F. DANNEMANN, Die Naturwissenschaften in ihrer Entwicklung, 
3 Bde., Leipzig 1911; F. AUERBACH, Entwicklungsgeschichte der modernen Physik, Berlin 
1923, hingewiesen. 

3) ST. GRAY, Phil. Trans. Bd. 37, S. 18,227,285, 397. 1731. 
4) B. FRANKLIN, Xew Experiments and Observations on Electricity, Letter VII. 1751, 
5) ST. GRAY, Phil. Trans. Bd. 37, S. 35. 1731. 

Hanrlbnch der PhYsik. XII. 



2 Kap. 1. F. ZERNER: Die MAXWELL-HERTzsche Theorie. Ziff. 2, 3. 

Metall mit einem elektrisierten K6rper verbunden wird, selbst elektrisiert wird. 
Das elektrische Fluidum ist also nicht untrennbar an den K6rper, an dem es 
durch Reibung erzeugt wird, gebunden, sondern kann von einem K6rper zum 
anderen gefiihrt werden. Allerdings kann es sich nur durch gewisse K6rper, die 
Leiter, hindurchbewegen, andere, die Isolatoren, sperren ihm den Weg. 

Diese Entdeckung gibt uns eine KHirung der verwickelten Krafterscheinungen. 
Ein elektrisierter K6rper stOBt namlich leichte K6rper seiner Umgebung auch 
manchmal abo Bringt man ein isoliertes Goldpapier in die Nahe eines elektri
sierten K6rpers, so wird es bis zur Beriihrung angezogen, nach der Beriihrung 
abgestoBen. Dies erklarte DU FAyl) (1733) dadurch, daB bei der Beriihrung das 
Goldblattchen elektrisiert wird und ein durch Beriihrung elektrisierter K6rper 
von dem K6rper, durch den er elektrisiert worden ist, abgestoBen wird. Auch 
zwei Goldblattchen, die durch Beriihrung mit demselben K6rper elektrisiert 
worden sind, stoBen einander abo 

2. Die zwei Arten elektrischer Ladung. Das Gesetz von der Erhaltung 
der elektrischen Ladung. Die nachstliegende Erweiterung dieses Resultates war 
natiirlich die, daB ein elektrisierter K6rper nichtelektrisierte anzieht, elektrisierte 
abst6Bt. DU FAyl) fand aber, daB dies keineswegs der Fall ist, sondern daB es 
zwei Arten von elektrisierten K6rpern gibt, derart, daB die K6rper der einen 
Art sich untereinander abstoBen, elektrisierte K6rper. der zweiten Art aber an
ziehen. Di~ Art der Elektrisierung hangt dabei lediglich von der Art der Er
zeugung der Elektrisierung ab, d. h. welche K6rper gerieben wurden. Da die 
eine Art beim Reiben von Glas, Kristall und anderen durchsichtigen K6rpern, 
.die andere beim Reiben von Ebonit, Bernstein und anderen Harzen entstand, 
nannte DU FAY die eine die Glas-, die andere die Harzelektrizitat. Wiederum 
zeigt sich, daB das elektrische Fluidum nicht an den K6rper gebunden ist, da 
Z. B. Glas durch Leitung Harzelektrizitat erhalten kann. 

Unabhangig davon war FRANKLIN2) (1747) zu der Annahme von zwei Arten 
der Elektrisierung gekommen. Er stellte einen Experimentator (a) mit dem 
Reibzeug, und einen Experimentator (b) mit dem Glasstab auf je eine isolierende 
Wachsplatte. Wird nun der Glasstab gerieben, so kann ein dritter Experimentator 
sowo~ aus dem Reibzeug wie aus dem Glasstab Funken ziehen, beide sind also 
elektrisch geladen, und zwar das Reibzeug mit Harzelektrizitat. Die beiden 
Elektrisierungen miissen aber entgegengesetzter Art sein. Bilden namlich die 
beiden Experimentatoren a und b wahrend oder nach dem Reiben einen Kontakt 
zwischen Glasstab und Reibzeug, so kann der dritte nicht mehr aus ihnen Funken 
ziehen, sie sind also nicht mehr elektrisiert. 

Da die beiden Arten der Elektrisierung einander aufheben, folgt, daB sie 
entgegengesetzter Natur, aber gleicher Intensitat sein miissen. Man kann sie 
also durch dieselbe Zahl, das eine Mal mit positivem, das andere Mal mit negativem 
Vorzeichen versehen, darstellen. Entsprechend bezeichnet sie FARADAY als posi
tive und negative Elektrisierung. Bei der Elektrisierung entstehen immer gleiche 
Mengen positiver und negativer Elektrizitat. Die Gesamtmenge der Elektrizitat 
bleibt also immer konstant. 

3. Ein- und Zweifluidumstheorie. Dieses Prinzip der Erhaltung der 
elektrischen Ladung macht die Auffassung der Elektrizitat als Fluidum nur 
plausibler. Macht man diese Annahme, so ist es klar, daB Elektrizitat weder 
entstehen noch verschwinden kann, daB die Elektrisierung vielmehr nur in einer 
Verschiebung des elektrischen Fluidums bestehen kann. 

1) CH. FR. DU FAY, Mem. de l'Acad. des Sciences S.23, 73, 233, 457. 1733; S.341, 
503. 1734. 

2) B. FRANKLIN, 1. c. Letter II. 



Ziff.4. Das elektrostatische Kraftgesetz. 

FRANKLIN stellte daher [unabhwgig von WATSON 1), der bereits 1746 denselben 
SchluB aus Untersuchungen iiber die Leydener Flasche gezogen hatte] 1. c. die H ypo
these auf, daB alle Korper ein gewisses Normalquantum an elektrischem Fluidum 
besitzen. Die positive Elektrisierung besteht danach darin, daB der Korper 
einen "OberschuB an elektrischem Fluidum erhaIt, die negative darin, daB dem 
Korper elektrisches Fluidum entzogen wird. Aus den Entladungserscheinungen 
zog FRANKLIN 1. c. den SchluB, daB in einem durch Reibung elektrisierten Glas
stab das elektrische Fluidum im UberschuB vorhanden ist. (V gl. : Ein geriebener 
Glasstab ist also positiv geladen, die Glaselektrizitat ist die positive.) 

FRANKLIN 2) schloB aus den Erscheinungen der Leydener Flasche, daB die 
elektrischen Fluida unvermittelte Fernwirkungen ausiiben. Er erklarte namlich 
die Verstarkung der ihr erteilten Elektrisierung daraus, daB sich auf je einer der 
durch das Glas getrennten Belegungen die eine der beiden Elektrizitaten an
sammelt. Das Glas muB also flir das elektrische Fluidum undurchlassig sein, 
da die beiden Elektrizitaten sich ja sonst neutralisieren wiirden. Dennoch ent
steht die Ansammlung der Elektrizitat auf der auBeren Belegung offensichtlich 
durch Einwirkung der Ladung der inneren. 1759 wies AEPINUS 3) nach, daB man 
das Glas in der Leydener Flasche durch Luft oder einen beliebigen Isolator ersetzen 
kann und widerlegte damit endgiiltig die Nahewirkungstheorie durch Emanation 
des Fluidums. Das Fluidum befindet sich daher nur auf der Oberflache der 
elektrisierten Korper. Die elektrischen Krafte sind Fernkrafte. 

Diese Auffassung liegt vom Standpunkt der Einfluidumshypothese urn so 
naher, als sie uns dazu bringt, die Gravitation unter die elektrischen Krafte 
zu subsumieren. Denn nicht nur die Teile des elektrischen Fluidums miissen 
einander abstoBen, dasselbe muB fiir die Teilchen der Materie der Fall sein, da 
ja zwei Korper, denen elektrisches Fluidum entzogen worden ist, einander ab
stoBen. Die Gravitation muB also darauf zuriickgehen, daB die AbstoBung 
zwischen den Teilen des Fluidums und den Materieteilchen untereinander 
schwacher ist als die Anziehung zwischen Fluidum und Materie. 

Will man der Verkniipfung von elektrischen und Gravitationskraften ent
gehen, so gelangt man zu der 1759 von SYMMER4) aufgestellten und insbesondere 
von COULOMB und den franzosischen Theoretikern vertretenen Zweifluida
theorie. In ihr entspricht sowohl der Glas- wie der Harzelektrizitat je ein Fluidum. 
Die Teile jedes Fluidums stoBen sich untereinander ab und ziehen das andere 
Fluidum an. Gemischt neutralisieren sie sich, wie Saure und Base gemischt ein 
neutrales Salz ergeben. Jeder Korper enthaIt einen Grundstock von gleichen 
Mengen der beiden Elektrizitaten; die Elektrisierung besteht entweder im Auf
fiillen mit der entsprechenden oder im Entziehen der entgegengesetzten Elektri
zitat. In dieser doppelten Deutbarkeit eines und desselben Vorganges liegt die 
eine Schwache dieser Hypothese. Viel schwerer wiegt es aber, daB sie keines
wegs angeben kann, worin sich zwei Korper desselben Materiales unterscheiden, 
in denen sich zwar die beiden Elektrizitaten neutralisieren, aber verschiedene 
Mengen der elektrischen Fluida vorhanden sind. 

4. Das elektrostatische Kraftgesetz. (Vg1. Kap. 4.) Aufgefordert durch 
FRANKLIN, untersuchte PRIESTLEY 5) 1767 die Verteilung der Elektrizitat auf 
der Innenwand metallener GefaBe und die Kraftwirkung im Inneren solcher 
GefaBe. Er fand die Vermutung FRANKLINS bestatigt, daB in ihrem Inneren 

1) W. WATSON, Phil. Trans. Ed. 44, S. 718. 1746. 
2) 1. c. § 28ff. 
3) F. V. T. AEPINUS, Tentamen theoriae Electricitatis et Magnetismi. Petersburg 1759. 

;4) R. SYMMER, Phil. Trans. Ed. 51, S. 371. 1759. 
5) J. PRIESTLEY, The History and Present state of Electricity, S. 732. London 1767. 

1* 



4 Kap. 1. F. ZERNER: Die MAXWELL-HERTzsche Theorie. Zifi. 5, 6. 

keine Kraftwirkung vorhanden ist. Dariiber hinaus zeigt sich, daB die gesamte 
elektrische Ladung auf der auBeren Oberflache des GefaBes sitzt. PRIESTLEY zog 
daraus den SchluB, daB die elektrische Anziehung denselben Gesetzen gehorcht 
wie die Gravitation, und daher umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent-
fernung ist. . 

Ebenso wie die erst 1879 auf Betreiben von W. THOMSON publizierten exakten 
Experimente und Uberlegungen von CAVENDISH!) gerieten seine Untersuchungen 
in Vergessenheit, so daB COULOMB 2) 1785 das Kraftgesetz, ohne die vorher
gehenden Untersuchungen zu kennen, wiederfand. Er bewies das Gesetz durch 
Messung der Kraft zwischen zwei gleich geladenen K6rpern mittels der von ihm 
konstruierten Drehwage. 1m nachsten Jahre bestimmte er die zwischen zwei 
entgegengesetzt geladenen kleinen Kugeln wirkende Kraft und fand auch fiir diese 
dasselbe Gesetz. Diese Methode kann aber nicht auf denselben Grad der Ge
nauigkeit gebracht werden wie die von PRIESTLEY und CAVENDISH verwendete, 
da die Ladung der einen Kugel die Verteilung der Ladung auf der anderen be
einfluBt, also nicht zwei gleichmaBig geladene Kugeln einander gegeniiberstehen. 
Dadurch werden die Verhaltnisse natiirlich bedeutend kompliziert (vgl. Kap. 4). 

Die zwischen zwei elektrisierten K6rpern wirkende Kraft hat also dieselbe 
Wirkungsweise wie die Gravitation. Yom Standpunkt der Fernwirkungstheorie 
aus gesehen ware daher die von der Einfluidumstheorie vorgenommene Sub
sumierung der Gravitation unter die elektrischen Krafte m6glich. 

5. Die Definition der elektrischen Ladung. Lassen sich die Gleichheits
und Ungleichheitsbeziehungen in leicht ersichtlicher Weise bereits aus den in 
Ziffer 2 angegebenen Erscheinungen definieren, so ergibt das COULoMBsche Kraft
gesetz eine Grundlage fUr die vollstandige Arithmetisierung. Denn die zwischen 
zwei elektrisiert<in K6rpern wirkende Kraft ist nicht nur von ihrer gegenseitigen 
Entfernung, sondern auch von dem Grade der Elektrisierung der beiden ~6rper 
abhangig. Wir k6nnen sie dem Produkt der beiden Ladungen proportional 
setzen: 

(1 ) 

Urn den Begriff der Ladung einfach in das GAusssche MaBsystem, da~ 
CGS-System, einfiihren zu k6nnen, setzen wir die Proportionalitatskonstante E 

gleich 1. Die Einheit der Ladung ist dann diejenige Ladung, die auf die gleiche 
Ladung in der Einheit der Entfernung (1 cm) mit der Krafteinheit (1 Dyn) 
wirkt. Die Dimension einer elektrischen Ladung ergibt sich so zu 

(2) 

Das auf diese Ladungseinheit (also E gleich 1) aufgebaute MaBsystem heiBt 
das elektrostatische MaBsystem. 

Durch die Dbereinstimmung der auf dem COULoMBschen Gesetz beruhenden 
Gleichheits- und Ungleichheitsdefinitionen mit den mit Hilfe der in Ziffer 2 be
sprochenen Erscheinungen aufgestellten erhalt das Prinzip der Erhaltung der 
elektrischen Ladung erst seine volle physikalische Bedeutung. 

6. Das Potential. Mit der Entdeckung des COULOMBschen Gesetzes ist die 
Elektrostatik in die NEWToNsche Mechanik eingegliedert. Die mathematische 
Formulierung unterscheidet sich von del' der Gravitation lediglich durch das 
Auftreten von Anziehungs- und AbstoBungskraften bzw. von positiven und 
negativen Massen. Dies ist bei del' Formulierung des Kraftgesetzes bereits dadurch 

1) The electrical researches of the Han. Henry Cavendish ed. by J. Cl. Maxwell 1879. 
2) C. A. COULOMB, Ann. de chim. Ed. 1, S. 1. 1789; Ed. 7, S. 97,112.1790. 
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beriicksichtigt, daB die Kraft dasselbe Vorzeichen erhalten hat wie das Produkt 
der Ladungen. 

Bei der graBen Rolle, die das Potential in der Theorie der Gravitation spielt, 
liegt es nahe, diesen Begriff auch in die Elektrostatik einzufUhren (POISSON 1811 )1). 
Die einzige Frage, die auch hier wieder auf tritt, ist die Berucksichtigung des 
Auftretens zweier Arten von Ladungen. Wir losen sie mit W. THOMSON dahin, 
daB das Potential V in einem Punkte die Arbeit angibt, die geleistet werden muB, 
um eine positive Punktladung der GroBe Eins aus dem Unendlichen in ihn zu 
bringen. (Vgl. Kap. 4, Ziff. 10.) 

Es gelten dann die sinngemaB iibertragenen Formeln der Potentialtheorie 
fUr die Elektrostatik. Der negative Gradient des Potentials stellt die Kraft auf 
die positive Einheitsladung dar. Fur das Potential selbst gilt die POISsoNsche 
Gleichung: 

LlV = -4ne, 

wobei e die Ladungsdichte bedeutet, und die entsprechenden Gleichungen fUr 
die Unstetigkeitsflachen (mit der Flachendichte 0 bzw. der Doppelschichte 
vom Moment -r) 

BV + BV_ 
.-~ + -- = -4no 
Bn+ Bn_ ' 

V+-V_=4n-r. 

(3 a) 

(3 b) 

Die Punkte gleichen Potentials bilden stetige Flachen, die wir als A.qui
potentialflachen bezeichnen. Die elektrische Feldstarke Gr, die die Kraft auf 
eine in den betreffenden Punkt gebrachte positive Ladungseinheit darstellt, 
steht auf diesen FBichen normal: 

Gr = -gradV. (4) 

7. Verteilung der Elektrizitat auf Leitern. Kapazitat. Elektrische In
fluenz. Energie eines Systems geladener Konduktoren. Die besondere Rolle, 
die der Potentialbegriff in der Elektrostatik spielt, beruht darauf, daB nach 
Herstellung des Gleichgewichtszustandes das Potential im Inneren und an der 
Oberflache der Leiter konstant ist. Wiirde im Inneren eines Leiters eine Pot en
tialdifferenz herrschen, so konnte sich die Elektrizitat nicht ineinem Gleich
gewichtszustand befinden, sondern muBte in Bewegung geraten. Diese Be
wegung kann erst aufhoren, wenn das Potential im Inneren konstant ist, und 

da dann JI~~ dS = 0, befindet sich aIle Ladung an der Oberflache. 

Auf dieselbe Weise erklart sich auch die Erscheinung der elektrischen 
Influenz. Bringt man einen Leiter in ein elektrostatisches Feld, so beeinfluBt 
er dieses derart, daB schliel3lich seine Oberflache eine A.quipotentialflache 
bildet. AuBerhalb dieser Flache steht der Gradient des Potentials, der nach 
bekannten Satzen der Potentialtheorie in diesem Bereich im allgemeinen nicht 
verschwinden kann, auf ihr normal, im Inneren muB er nach dem Obigen ver
schwinden: Es tritt daher im allgemeinen an der Oberflache des Leiters eine 
Flachenladung auf. Diese Influenzerscheinungen sind es, die die Bestimmung 
des Kraftgesetzes durch die Drehwage komplizieren. 

Befindet sich ein Leiter von anderen Ladungen und Leitern genugend ent
fernt, so daB Influenzwirkungen nicht auftreten konnen, so folgt aus der Tat
sache, daB sich aIle Ladung auf der Oberfiache befinden muB und das Potential 
fur den ganzen Konduktor konstant ist, daB dieses lediglich von der dem Leiter 

1) S. D. POISSON, Mem. de l'Institut Ed. 1, S. 163. 1811. 
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erteilten Ladung und der Gestalt seiner OberfHiche abhangen kann. Aus der Inte
"graldarsteilung fiir das Potential folgt aber leicht, daB dieses linear von der La
dung des Konduktors abhangt. Man definiert.c;laher den EinfluB der Oberflache des 
Konduktors durch den Quotienten aus Ladung und Potential, den man als die 
Kapazitat des Konduktors bezeichnet. Das Potential, auf das einemetallische 
Kugel vom Radius a durch Erteilung der Ladung e gebracht wird, ist nach ein
fachen Satzen der Potentialtheorie gleich eja. Die Kapazitat einer Kugel ist 
also gleich ihrem Radius. 

Infolge der Erscheinung der Influenz ist die Kapazitat eines KOl1duktors 
von der Lage der iibrigen Leiter mitbestimmt. Legen wir etwa um eine Metail
kugel eine Kugelschale, die wir durch eine leitende Verbindung mit der Erde 
auf das Potential Null bringen, so wird offenba,r die Kapazitat der Metailkugel 
durch das Ins-Endliche-Bringen des friiher im Unendlichen herrschepden Null
potentiales erh6ht. 

Mit Hilfe des Potentialbegriffs laBt sich die Energie eines Systems geladener 
Konduktoren, d. h. die Energie, die bei ihrer Entladung frei wird, leicht aus
driicken. Sie ist natiirlich gleich der Arbeit, die beim Aufladen des Systems 
geleistet wurde. Wie bereits erwahnt, folgt aus dem Integralausdruck fUr 
das Potential, daB dieses der Ladung proportional ist; wenn wir also eine An
zahl von Konduktoren haben, die die Ladungen ei tragen und die Potentiale Vi 
besitzen, so werden diese Konduktoren, wenn sie nur die Ladungen k ei tragen, 
die Potentiale k Vi besitzen. Laden wir daher die Konduktoren so auf, daB wir 
die Ladungsverhaltnisse auf den einzelnen Konduktoren von Anfang an den 
endgiiltigen Verhaltnissen gleichmachen, so ist die Arbeit, die wir leisten miissen, 
urn aile Laduilgen von kei auf (k + dk)Ci zu brihgen, ~kVieidk. Die gesamte 
zu leistende Arbeit ist daher 

(4) 

Mit Hilfe der bisher entwickelten theoretischen Anschauungen lassen sich 
aile elektrostatischen, auf im lufterfiiilten Raum befindliche, geladene Konduk
toren beziiglichen Probleme losen (vgl. Kap. 4). 

b) Magnetostatik der permanenten Magnete 1). 

8. Pole. Einheit des magnetischen Pols. Kraftgesetz. Zweifluidatheorie. 
Ebenso wie die elektrischen Eigenschaften des Bemsteins WaJ;" auch das sonder
bare Verhalten des Magneteisensteins bereits im Altertum bekannt. Bereits 1269 
entdeckte PEREGRINUS den fundamentalen Unterschied zwischen den elektrischen 
und magnetischen Krafterscheinungen. Wahrend ein elektrisierter K6rper auf 
seiner ganzen Oberflache Kraftwirkungen ausiibt, scheinen die Kraftwirkungen 
eines Magneten in zwei im allgemeinen entgegengesetzten Punkten seiner Ober
£lache, den Polen, konzentriert zu sein. Auch die Erde ist ein solcher Magnet 
(GILBERT l. c. 1600), da kleine drehbar angebrachte Magneten sich an jedem 
Punkt in die NordcSiidrichtung stellen. DaB geniigend kleine Magneten in dem 
Felde eines bedeutend groBeren keiner anziehenden oder abstoBenden, sondem 
nur einer Richtungskraft unterliegen, weist bereits darauf hin, daB auf den 
einen Pol des kleinen Magneten die entgegengesetzten Krafte ausgeiibt werden 
wie auf den anderen. Wir k6nnen daher davon sprechen, daB sich in den beiden 
Polen gleiche. Mengen von entgegengesetztem Magnetismus befinden. 

Es liegt nahe, in Analogie zu 'der Theorie der elektrischen Fluida die 
magnetische Kraftwirkung auf zwei magnetische Fluida zuriickzufiihren (BRUG-

1) Vgl. Bd. XV, Kap. 1. 
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MANS und WILCKE). Diese Analogie findet eine weitere Stiitze in der Bestimrnung 
des Kraftgesetzes zwischen zwei Polen durch MICHELLI) (1750) und COULOMB 
(1785)2), das ebenfalls dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional 
gefunden wurde. A1lerdings ist die Methode der Drehwage auch fiir die Be
stimmung des magnetischen Kraftgesetzes keiner groBen Exaktheit fahig, da 
das notwendige Vorhandensein der beiden anderen Pole der verwendeten Magnete 
die Erscheinungen kompliziert. Erst GAUSS gelang es, unter Verwendung der 
magnetischen Eigenschaften der Erde, das Gesetz mit groBerer Prazision zu 
statuieren. 

Das Kraftgesetz erlaubt uns wieder die Einheit der magnetischen Masse 
od~r den Einheitspol zu definieren. Wir konnen, analog wie in der Elektrostatik, 
die Kraft proportional dem Produkt der beiden Poistarken (oder dem Produkt 
der in den Polen vorhandenen magnetischen Massen) setzen: 

(1 ) 

Urn unsere Einheit wieder einfach in das CGS-System einordnen zu konnen, 
setzen WIT die Proportionalitatskon,stante gleich Eins. Ein magnetischer Einheits
pol ist also ein Pol, der einen in der Entfernung von einem Zentimeter befindlichen 
gleichstarken Pol mit einer Kraft von einem Dyn anzieht bzw. abstoBt. Die 
Dimension von mist wiederum [L!T-IM~l. 

9. Teilbarkeit der Magneten. Magnetisches Moment. Elementar-Magneti
sierung. In der bis jetzt entwickelten Theorie hat die Tatsache noch keinen 
Ausdruck gefunden, daB jeder Magnet zwei gleichstarke entgegengesetzte Pole 
besitzt. Auch wenn man einen Magneten zerbricht, besitzen wiederum beide 
Teilstiicke je zwei gleichstarke Nord- und Siidpole. Wenn wir also die Starke 
eines Magneten charakterisieren wollen, brauchen wir nur die Starke des einen 
Poles anzugeben, da der andere dieselbe Starke besitzt. Nehmen wir einen stab
formigen Magneten, so ist von vornherein klar, daB durch die Angabe der Pol
starke der Magnet noch nicht vollstandig beschrieben ist; denn seine Kraftwirkung 
ist noch von der Entfernung der beiden Pole abhangig. Zur vollstandigen 
mathematischen Bestimmung eines Magneten verhilft uns die Erkenntnis, daB 
ein kleiner, unendlich dunner Stabmagnet der Poistarke 2 m, dessen Pole urn 
die Strecke l voneinander entfernt sind, gleichwertig ist einem Stabmagneten 
der Poistarke m, dessen Pole voneinander urn 2l entfernt sind, was unter Zu
grundelegen des COULoMBschen Kraftgesetzes leicht zu beweisen ist. Man kann 
also einen solchen Stabmagneten durch sein magnetisches Moment, das ist das 
Produkt aus seiner Poistarke, in den Abstand seiner Pole charakterisieren und 
mathematisch als eine Doppelquelle behandeln. Dieses magnetische Moment ist 
kein Skalar, sondern ein Vektor, der die Richtung der magnetischen Achse 
des Magneten besitzt, d. h. die Richtung der Verbindungslinie des Sudpols mit 
dem N ordpol. 

Dadurch, daB jeder Magnet, an beliebiger Stelle zerbrochen, zwei neue 
Magneten lie~ert, werden wir zu der folgenden Ansicht iiber .die Konstitution 
der Magneten gefUhrt: Die einzelnen Molekiile eines Magneten sind selbst Ele
mentarmagnete, aus denen sich der Magnet zusammensetzt. Daraus ergibt sich 
fUr die magnetischen Fluida, daB sie in die Molekiile eingeschlossen sind, sich 
zwar innerhalb eines Molekiiles bewegen, nicht aber dieses verlassen konnen 
[COULOMB 3)]. 

1) G. MICHELL, A Treatise on Artificial Magnets. Cambridge 1750. 
2) CH. A. COULOMB, Mem. de l' Acad. S. 593. 1785. 
3) CH. A. COULOMB, Mem. de l' Acad. S. 488. 1789. 
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Schon diese Annahme macht die Theorie der magnetischen Fluida recht 
kompliziert. Dazu kommt noch die schwere ErkHirbarkeit der Permanenz des 
Magnetismus. Es ist daher viel einfacher, anzunehmen, daB die Molekiile der 
magnetisierbaren Korper von vornherein Magneten sind, deren Achsen, wenn 
der Korper nicht magnetisiert ist, regellos verteilt sind, so daB ihre Wirkungen 
sich gegenseitig aufheben. Die Magnetisierung besteht dann in einer Gleich
rich tung der Elementarmagnete: Diese wird nach der Magnetisierung durch 
zwischen den Molekiilen wirkende Krafte aufrechterhalten [WEBER 1), MAXWELL 2), 
vgl. Ziff. 29J. Fiir die elementaren Erscheinungen liefern aber beide Theorien 
dieselben Formeln. 

Nach diesen Betrachtungen konnen wir zur analytischen Charakterisierung 
eines beliebig geformten Magneten iibergehen. Wir konnen uns jeden Magneten 
aus infinitesimalen Stabmagneten bestehend vorstellen. Der Einfachheit halber 
nehmen wir an, daB ein solcher Elementarmagnet ein rechtwinkliges Parallel
epiped mit den Kantenlangen dx, dy und dz sei, und daB dx seine magnetische 
Achse darstelle. Die beiden auf diese Achse normalen Endflachen seien mit der 
Flachenladung M geladen. Sein magnetisches Moment mist dann gleich 
Mdx' dy· dz = ilL dv und hat die Richtung,der X-Achse. Den so definierten 
Vektor 

9)c= ~ 
dv 

nennt man die Magnetisierung. Seine Richtung ist in jedem Punkt gegeben 
durch die Richtung des magnetischen Momentes des dort befindlichen Elementar
magneten, sein Betrag ist gleich dem Betrag des Momentes des Elementar
magneten dividiert durch sein Volumen. Das magnetische Moment des gesamten 
Magneten ist dann durch 

f f fmdxdydz 
gegeben. 

10. Potential. POISSONS aquivalente Verteilung. Energie eines Systems 
permanenter Magneten. Mit Hilfe der Darstellung eines Magneten durch Angabe 
seiner Magnetisierung ist es moglich, die Magnetostatik als einen Spezialfall 
der Theorie des NEWToNschen Potentials zu behandeln. Von der Elektrostatik 
unterscheidet sie sich dadurch, daB das Elementarpotential nicht das Potential 
eines Massenpunktes, sondern entsprechend der entwickelten Theorie des 
Magnetismus das Potential eines infinitesimalen Dipols ist. Urn die aus der 
Existenz von zweierlei Polarten entstehende Zweideutigkeit zu beheben, wird 
das Potential wiederum definiert als die Arbeit, die geleistet werden muB, urn 
einen Einheits-Nordpol aus dem Unendlichen an die betreffende Stelle zu bringen. 
Das Potential eines durch die Magnetisierung We charakterisierten Magneten 
lautet dann: 

v=-fffWe.grad! .dxdydz, (2) 

wobei wie gewohnlich der Differentialoperator grad sich auf die Koordinaten 
des Aufpunktes bezieht. Beziehen wir ihn jedoch auf die Koordinaten des Dipols, 
was durch einen Strich angedeutet werden solI; so verkehrt sich naturlich das 
Vorzeichen. 

1) W. WEBER, Leipziger Ber. Bd. 1, S. 346. 1847; Pogg. Ann. Bd. 73, S. 241. 1848; Bd. 87, 
S. 175. 1850. 

2) J. CL. MAXWELL, Treatise on Electridty and Magnetisme, Bd. II, S. 74ff., § 443. 
Oxford 1873. 
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Durch Anwendung des GAussschen Satzes laBt sich dieser Ausdruck in eine 
interessante Form bringen: 

V = fff 9)( grad' + dx dy dz = - flj+ div Wl dx dy dz + Jf ~ (Wln) dS , 

wo dS ein Element der Oberflache des Magneten, n die dazugehorige nach auBen 
gerichtete Normale bedeutet. Schreiben wir 

divWl = -:. und (Wen) = a, l 
also V = flj ; dx dy dz + f f ; dS, J 

(2a) 

so konnen wir in der ursprunglichon Theorie der magnetischen Fluida sagen, 
daB e die Volums-, a die Flachendichte des magnetischen Fluidums darstellt. 
Die Formel stellt also den Zusammenhang zwischen der Polarisationstheorie 
und der elementaren Fluidumstheorie dar (aquivalente Verteilung). 

Mit Hilfe des Potentials laBt sich leicht die potentielle Energie eines Magneten 
berechnen, der sich in einem gegebenen magnetischen Felde befindet. Sei V 
das Potential, nachdem der Magnet bereits an die Stelle gebracht worden ist, 
und Wl seine Magnetisierung, dann ist die potentielle Energie eines Volum
elementes des Magneten, wie leicht ersichtlich: 

dQ = Wl· grad V dx dy dz. (3) 
Wollen wir nun die potentielle Energie eines Systems von permanenten 

Magneten bestimmen, so fUhrt uns eine der oben bei der Bestimmung der Energie 
eipes Systemes geladener Leiter durchgefUhrten analoge Uberlegung zum Ziele 
(vgl. Ziff. 7). Wil' erhalten offensichtlich 

Q = !LQi' (3 a) 

wo Qi das Potential des iten Magneten im resultierenden Felde bedeutet. Analog 
der elektrischen Feldstarke ~ konnen wir eine magnetische Sj definieren: 

Sj = -gradV. (4) 

11. Kraftverhaltnisse im Inneren eines Magneten. Magnetische Induk
tion. Magnetisches Vektorpotential. Die Kraftverhaltnisse im Innel'en eines 
Magneten sind jedesfalls auBerst komplizierter Natur; denn das Potential muB 
beim Ubergang von einem MolekUl zum anderen starke Schwankungen erfahren. 
Urn diesen Schwierigkeiten zu entgehen, sehen wir von der molekularen Struktur 
der Materie ab und nehmen an, daB die elementaren Magnete infinitesimal sind 
und den Raum kontinuierlich erfUllen. 

Urn die Kraft im Inneren eines Magneten zu untersuchen, miissen wir also 
einen kleinen Hohll'aum aus dem Magneten herausbohren, in den wir dann 
unseren Einheitspol bringen konnen. Die auf diesen Pol ausgeubte Kraft hangt 
nun von der Form dieses Hohlraums ab [POISSON 18131)J. 

Urn dies zu erkennen, geben wir dem Hohlraum die Gestalt eines Zylinders, 
dessen Achse in der Richtung del' Magnetisierung liegt. Die Hohe des Zylinders 
sei l, seine Grundflache n a2 • Da wir die molekulare Struktur vernachlassigen, 
konnen wir leicht eine aquivalente Verteilung del' magnetischen Masse angeben, 
durch die das Feld im Innel'en des Hohlraums bestimmt wird. Dader aus
gehohlte Raum im Vergleich zum Magneten klein sein solI, wird die Verteilung 
der Obel'flachenladung an der auBeren Oberflache des Magneten und die Ver
teilung der hypo thetis chen Raumladung nicht geandel't. Es tritt lediglich an 

1) S. D. POISSON, Mem. de l'Acad. Bd. 5, S. 247.1813. 
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der OberfHiche des Rohlraums eine OberfHichenladung von der flachendichte 
(nm) hinzu. Die Kraft im Inneren des Hohlraums unterscheidet sich also von 
der aus dem ins Innere des Magneten fortgesetzten Potential abgeleiteten um 
die aus der letzterwahnten OberfHichenladung folgenden, die 

a. ( i) 1. 2e de 2 

2x M 1 y(~)' +e' ' ~ 4nM 1 - y(~)' + a' 
o 

betragt. 
Wir konnen nun zwei Grenzfalle ·unterscheiden. Zunachst konnen wir die 

Oberflache des Zylinders gegen seine Rohe verschwindend klein machen, dann 
verschwindet die Zusatzkraft und die im Il1Ileren des Rohlraums wirkende Kraft 
wird gleich der aus dem Potential abgeleiteten. Sie ist daher die Fortsetzung der 
magnetischen Kraft Sj ins Innere des Magneten. Machen wir dagegen die Ober
flache groB gegen die Rohe des Zylinders, so ist die Zusatzkraft am groBten. 
Den dadurch definierten Vektor nennen wir den Vektor der magnetischen 
Induktion )S 

(5) 

Bilden wir das Oberflachenintegral von )S iiber eine geschlossene Flache, 
so laBt sich dieses durch die eben abgeleitete Formel in die Summe zweier Ober
flachenintegrale zerlegen: 

J J ()Sn)dS = J J (Sjn)dS + 4:n; J J (mn)dS. 

Aus der Darstellung des Potentials durch die aquivalente Verteilung magnetischer 
Massen (Gleichung 2a, Ziff. 10) folgt nun leicht, daB 

J J (Sjn)dS = -4:n; f J (mn)dS 

J f ()Sn)dS = 0, 
und daher 

div)S = 0. (6) 

Der Vektor )S ist also im ganzen Raume divergenzfrei. Er ist daher als 
Rotation eines Vektors darstellbar: 

)S = rotm. (7) 

Den Vektor m nennen wir das magnetische Vektorpotential. Da auBerhalb des 
Magneten Sj und)S gleich sind, ist auBerhalb des Magneten auch Sj von m ableit
bar (vgl. fiir den weiteren Ausbau den Artikel "Magnetostatik" im Bd. XV ds. 
Randb.). 

c) Der stationare elektrische Strom. 
12. Galvanischer Strom und statische Ladung. Zu den beiden bereits 

im klassischen Altertum bekannten Grunderscheinungen der elektrischen Auf
ladung und des permanenten Magnetismus tritt im 18. Jahrhundert eine dritte, 
deren elektrische Natur bald erkannt wurde. Der erste, der auf sie stieB, war 
JOHANN GEORG SULZER [1752] 1). Er beobachtete, daB ein Eisen- und ein Bleistab, 
deren eine Enden sich beriihren, mit den freien Enden auf die Zunge gebracht, 
eine Geschmacksempfindung hervorrufen, die der von Eisenvitriol ahnelt, obwohl 
diese· Metalle einzeln nicht so schmecken. Seine Entdeckung wurde aber nicht 
weiter verfolgt, wohl deshalb, weil diese Erscheinung mit keiner bekannten in 
Verbindung zu bringen war. 

1) J. G. SULZER, Mem. de i'Acad. de Berlin S. 356. 1752. 
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Anders war dies, als GALVANIl) , wahrend er Froschschenkel sezierte, ebenfalls 
durch Zufall die Bedingungen fiir die Entstehung eines elektrischen Stromes her
stellte. Er bemerkte das Auftreten der neuen Erscheinung an Konvulsionen der 
Muskelfasern, die ibn von vomherein an die durch die Entladung elektrisch auf
geladener Konduktoren hervorgerufenen physiologischen'Wirkungen erinnerten. 
Er ordriete die Erscheinung daher sofort unter die elektrischen ein. Bald darauf 
gelang es VOLTA 2), die Entstehungsbedingungen klar herauszuarbeiten und so das 
erste galvanische Element zu konstruieren. Er unterscheidet zwischen trockenen 
(metallischen) Leitern oder Leitern erster Klasse (Metalle, Kohle) und nassen 
(elektrolytischen) Leitern oder Leitern zweiter Klasse. Taucht man zwei ver
schiedene Leiter erster Klasse in einen Leiter zweiter Klasse und bringt man ihre 
beiden freien Enden in leitende Beriihrung, so entsteht ein galvanischer Strom. 

VOLTA 3) fand bald eine Methode, urn die Wirkung eines Elementes zu ver
starken. Er legte die aus je einer durch einen feuchten Pappendeckel voneinander 
getrennten diinnen Kupfer- und Zinkscheibe bestehenden einzelnen Elemente 
so aufeinander, daB immer die Kupferscheibe des einen Elementes auf die Zink
scheibe des anderen zu liegen kam. Verbindet man nun die an dem einen Ende 
iibrigbleibende Kupferplatte mit der am anderen Ende liegenden Zinkscheibe, 
so tritt ein bedeutend starkerer Strom auf. 

Nunmehr gelang es VOLTA, einen direkten Beweis fiir die e1ektrische Natur 
des Vorganges zu erbringen. Er brachte eine isolierte Kupfer- mit einer isolierten 
Zinkplatte zur Beriihrung. Beide zeigten nach ihrer Trennung entgegengesetzte 
elektrische Ladung. Auf diese Erscheinung der Kontaktelektrizitat baute VOLTA 
auch eine Theorie seiner Saule. Nach seiner Vorstellung wird, wenn sich aus 
der Zinkplatte eineKupfer- und eine Zinkplatte beriihren, die (positive) Elektri
zitat in die Kupferplatte getrieben. Dadurch geraten die beiden Platten in einen 
entgegengesetzten elektrischen. Spannungszustand. In der VOLTAschen Saule 
liegen nun die Kupfer-Zinkkombinationen durch die leitenden feuchtenden 
Pappendeckelscheibchen voneinander getrennt aufeinander, die Kupferscheibe 
teilt daher durch die trennende feuchte Schicht ihre Spannung der nachstfolgenden 
Zinkscheibe mit. Daher ist die Spannung der gesamten Saule die Summe der 
Spannungen der einzelnen Kupfer-Zinkelemente. COber die Theorie der Elemente 
vgl. Bd. XI, Kap.1, und Bd. XIII, Kap.15). 

Die beiden Hauptprobleme der Theorie sind durch diese Ansichten bereits 
festgelegt. Einerseits ist die Beziehung zwischen elektrischer Ladung und 
galvanischem Strom genauer zu bestimmen. Andererseits ist die elektrostatische 
Bedeutung der Spannung zu ermitteln. 

Fiir die L6sung der ersten Frage war es wichtig, daB bald eine Menge von 
Eigenschaften des galvanischen Stroms bekannt wurden. Zunachst erkannte 
bereits VOLTA die stationare Natur des Stroms an dem Andauern der physio
logischen Wirkungen, solange der Kontakt zwischen den beiden Enden der Saule 
hergestellt bleibt. 

Dies wurde bestatigt, als NICHOLSON und CARLISLE 4) (1800) die Elektrolyse 
entdeckten. Auch diese dauert so lange an, wie der Strom geschlossen ist. Diese 
Entdeckung des Zusammenhanges zwischen elektrischen und chemischen Er
scheinungen fiihrte auch zur Erklarung des dauernden Auftretens des Stroms. 
Bereits F ABRONI hatte erkannt, daB die galvanischen Erscheinungen mit che-

1) A. GALVANI, Comentarii Bononiensi Bd. 7, S. 363. 1791-
2) A. VOLTA, Phil. Trans. Bd. 83, S. 10,27.1793; Phil. Mag. Bd. 4, S. 59,163,306.1799. 
3) A. VOLTA, Phil. Trans. Bd. 90, S. 403. 1800. 
4) W. NICHOLSoN U, A. CARLISLE, Nicholson's Joum. Bd. 4, S. 179. 1800; Phil. Mag. Bd.7, 

S. 337. 1800. 
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mischen Vorgangen enge verkniipft sind, aber erst DAVyl) gelang es 1800, nach
zuweisen, daB das VOLTAsche Element nur dann wirkt, wenn. die Fliissigkeit 
zwischen den Platten imstande ist, das Zink zu oxydieren. Damit ist das bis dahin 
paradoxe dauernde Auftreten des Stromes erklart. Die hierzu notwendige Energie 
wird von dem parallellaufenden chemischen ProzeB geliefert. Zugleich ist nun 
der prinzipielle Unterschied zwischen statischen und galvanischen Erscheinungen 
definiert: Die ersten sind konservativer N atur, diese bediirfen zur Aufrecht
erhaltung der Energiezufuhr. 

Damit ist auch die Ansicht gestarkt, daB der galvanische Strom mit dem 
Entladungsstrom eines statischen Systems identisch ist. WOLLASTON 2) gelang 
es bereits 1801, durch einen solchen Strom Wasser zu elektrolysieren. Nach
dem noch eine Anzahl von Experimenten diese Hypothese gestiitzt hatten, 
wies FARADAY 1833 durch eine Serie von Experimenten 3) endgiiltig nach, daB 
Entladungsstrom und galvanischer Strom sich in jeder Beziehung gleich ver
halten. Seine Untersuchungen lassen sich dahin zusammenfassen, daB die Orte 
der zeitlichen Anderung der Ladungsdichte die Quellpunkte des elektrischen 
Stromes (i = Stromdichte) sind: 

oe d" dt + Ivt = o. ( 1) 

Wenn auch FARADAY aus dieser Konstatierung keine weiteren Schliisse 
auf die Natur des elektrischen Stromes gezogen hat, so waren doch nicht nur 
VOLTA, sondern die meisten Theoretiker der Ansicht, daB dieses Resultat darauf 
hinweist, daB der Strom in einem FlieBen der elektrischen Fluida besteht. Dem
gemaB hatten wir i = e b, wo b die Geschwindigkeit der Elektrizitat bedeutet, 
zu setzen. Es ware dann 

oe d' at + IVe b = o. (1 a) 

Diese Gleichung stellt eme besondere Form des Prinzips der Erhaltung der 
Ladung dar. 

13. Einheit des elektrischen Stroms. Elektrische Leitfahigkeit. OHM

sches Gesetz. Stromdichte. Die eben dargelegte Ansicht iiber den elektrischen 
Strom ermoglicht uns, im elektrostatischen MaBsystem eine Einheit des elek
trischen Stromes zu definieren. Wir geben demjenigen Strome die Stromdichte 
Eins, bei dem in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit eines zur Strom
rich tug senkrechten Querschnittes die Ladungsmenge Eins flieBt. Die Dimension 
der Stromdichte ist daher in diesem MaBsystem: 

[iJ = [M! L -! T-2]. (2) 

In dieser Eichdefinition ist allerdings schon das experimentelle Resultat 
vorweggenommen, daB der elektrische Strom nicht wie die elektrische Ladung 
an die Oberflache der Leiter gebunden ist, sondern durch den vollen Querschnitt 
der Leiter flieBt. Die Berechtigung zu dieser Annahme geben uns die Unter
suchungen iiber den Zusammenhang zwischen der Stromstarke und.der Gestalt 
der Leiter. DAVy4) gelang es 1821, zu zeigen, daB die Starke des durch einen 
Leiter gehenden Stromes proportional seinem Querschnitt und umgekehrt pro
portional der Lange des Leiters ist. Die Form des Querschnittes spielt dabei 

1) H. DAVY, Nicholson's Journ. Bd. 3, S. 515. 1800; Bd. 4, S. 275. 1801; Gilb. Ann. 
Bd. 7, S. 114. 1801; Bd. 8, S. 1, 300. 1801; Bd. 11, S. 338. 1802. 

2) W. H. WOLLASTON, Phil. Trans. Bd. <}1, S. 427. 1-801. 
3) M. FARADAY, Experimental Researches in Electricity, Ser. III. 
4) H. DAVY, Phil. Trans. Bd. 111, S. 433. 1821. 
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keine Rolle. Daraus folgt, daB der Strom sich gleichmaBig iiber den Querschnitt 
des Leiters verteilt. Dies erm6glicht \Lns die Definition des Vektors der Strom
dichte, der die Richtung des Stromes in dem betreffenden Punkte besitzt und 
dessen Betrag gleich ist der durch ein Flachenelement normal zur Stromrichtung 
gelegten Stromstarke dividiert durch den Betrag des Flachenelementes. DAVyl) 
fand auch das erst auf Veranlassung von W. THOMSON publizierte Resultat von 
CAVENDISH 2) wieder, daB die Leitfahigkeit der verschiedenen Leiter eine ver
schiedene ist. Er zeigte, daB das Verhaltnis der Leitfahigkeiten zweier Lei~er 
nur von deren Substanz und Temperatur, nicht aber von deren Gestalt ab
hangt, also durch eine Proportionalitatskonstante a -die spezifische elektrische 
LeiWihigkeit - ausgedriickt werden kann. 

Noch fehlt uns eine wichtige Beziehung. Denn die Starke des durch einen 
Leiter flieBenden Stromes ist nicht nur von der Beschaffenheit des Leiters, 
sondern auch von der an ihn gelegten "Spannung" U, d. h. der Anzahl der hinter
einandergeschaltenen VOLTAischen Elemente abhangig. OHM 3) fand, daB die 
Starke des den Leiter durchflieBenden Stromes ] ceteris paribus der Differenz 
der an dell beiden Enden angelegten Spannungen proportional ist. Somit laBt 
sich diese Beziehung in der folgenden Formel zusammenfassen: 

(3) 

In ihr bedeutet q den Querschnitt, l die Lange des Leiters. 
Indem OHM verschiedene Punkte eines geschlossenen Stromkreises mit 

einem Elektroskop verband, konnte er zeigen, daB die Spannung im algebraischen 
Sinne am positiven Pol der Batterieam gr6Bten ist und immer mehr abnimmt, 
je mehr man sich dem negativen Pole nahert. Es gelang ihm auch, zu zeigen, 
daB die Beziehung (3), das OHMsche Gesetz, nicht nur fUr den ganzen Leiter, 
sondern auch fiir seine einzelnen Teile gilt, also ein Differentialgesetz ist: 

] = - Xt adU. (3 a) 

14. JOuLEsche Warme. Dimension der Leitfahigkeit und der Spannung. 
Die bisher entwickelte Theorie des stationaren elektrischen Stromes. ist aber 
noch immer unvollstandig, da wir den Begriff der Spannung noch nicht v611ig 
erfaBt haben. Das auBert sich z. B. darin, daB wir seine Dimension und daher 
auch die Dimension der spezifischen Leitfahigkeit noch nicht angeben k6nnen. 
Die hierzu notwendige Briicke zu den elektrostatischen Begriffen wird erst durch 
energetische Dberlegungen geschaffen. 

Wir haben bereits darauf hingewiesen, daB ein VOLTAsches Element, dessen 
Pole leitend verbunden sind, kein konservatives System darstellt, da im Element 
ein chemischer ProzeB vor sich geht, bei dem Energie frei wird. Die unter Ziff. 12 
angefiihrten Erscheinungen legen die Annahme nahe, daB diese Energie zum 
Transport der Elektrizitat vom einen Pol zum anderen verwendet wird. Auf 
jeden Fall entsteht aber damit die Frage, was aus dieser Energie wird, da ja 
direkt durch den Transport der Ladung eine Aufspeicherung von Energie nicht 
erfolgt. Diese Frage wurde von JOULE 4) 1841 beantwortet. Er wies nach, daB 
in einem stromdurchflossenen Leiter Warme entsteht. Es gelang ihm auch, 

1) H. DAVY, Phil. Trans. Bd. 111, S. 433. 1821. 
2) H. CAVENDISH, Phil. Trans. Bd. 76, S. 196. 1776; ferner The Electrical Researches of 

the Hon. Henry Cavendish. 
3) '1. S. OHM, Pogg. Ann. Bd. 6, S. 459.1826; Bd. 7, S. 45, 117. 1826; Die galvanische 

Kette mathematisch bearbeitet. Berlin 1827. 
4) J. P. JOULE, Phil. Mag. Bd. 19, S. 260. 1841. 
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die quantitative Beziehung zwischen der in einem Leiter vom Widerstand 
R = dljqa pro Zeiteinheit entstehenden Warmemenge Q und.der Starke des ihn 
durchflieBenden Stromes ] anzugeben: 

Q=Rp. W 
Diese Beziehung ermoglicht uns zunachst die Ermittlung der Dimension 

des elektrischen Widerstandes eines Leiters bzw. seiner spezifischen Leitfahigkeit a, 
da die Dimension von Q und ] [Zif£' 13, Formel (2)] uns bereits bekannt ist: 

[R] = [L-1T], [a] =[T-l]. (5) 

Das OHMsche Gesetz liefert uns nunmehr die Dimension der Spannung 

(6) 

Diese hat also die Dimension des Potentials. 
15. Ableitung der Gesetze des stationaren Stromes aus den Anschauungen 

der Elektrostatik. Identitat von·Spannung und elektrischem Potential. Durch 
die eben durchgefiihrten Dimensionsbetrachtungen wird natiirlich nahegelegt, 
die Spannung als Ausdehnung des elektrostatischen Potentialbegriffes auf die 
Theorie der Erscheinungen des stationaren elektrischen Stromes anzusehen. 
OHM selbst hat 1. c. (1827) dieSpannung mit der Dichte der elektrischen Ladung 
an der betreffenden Stelle identifizieren zu konnen geglaubt. Erst KIRCHHOFF 1) 

hat (1849) die Anschauungen der Elektrostati~ konsequent weiter entwickelt, 
so daB die Gesetze der stationar stromenden Elektrizitat als ihre unmittelbare 
Folge erscheinen. 

Aus Ziff.12 folgt, daB, wenn zwei geladene Konduktoren miteinander 
leitend verbunden werden, ein elektrischer Strom entsteht. Wir gehen also davon 
aus, daB die beiden Enden eines Leiters elektrisch aufgeladen werden. Damit 
ein : stationarer Zustand erreicht wird, muB diese Ladung irgendwie dauernd 
aufrechterhalten werden (s. nachste Ziffer). Das Potential V, das dieser Auf
ladung entspricht, wird nun im allgemeinen im Inneren des Leiters nicht konstant 
sein. Die Elektrizitat im Inneren des Leiters befindet sich daher nicht im Gleich
gewicht und wird sich im Inneren des Leiters bewegen mussen. Uber diese Be
wegung brauchen wir nur die eine Annahme zu machen, daB die Bewegung in 
der Richtung der resultierenden elektrischen Kraft vor sich geht, und daB im 
Gleichgewichtszustand, den wir allein untersuchen, der Strom unter sonst gleichen 
Umstanden dem durchflossenen Querschnitt proportional ist. Wir erhalten so 
unmittelbar das OHMsche Gesetz in seiner Differentialform: 

J= -LagradV. (3 b) 

Die Proportionalitatskonstante a erweist sich somit als die bereits eingefuhrte 
spezifische Leitfahigkeit. 

Diese Ableitung des OHMschen Gesetzes erlaubt aber sofort seine Ver
allgemeinerung, d. h. die Aufstellung des Gesetzes, nach dem die Elektrizitat 
in einem beliebig gestalteten Leiter stationar stromt. Da der Zustand ein statio
narer ist, darf sich an keiner Stelle des Leiters elektrische Ladung ansammeln. 
Daher 

~;. = 0, also nach Gleichung 1 a, Ziff. 121 

divt = LlV = O. 
(7) 

Fur das Potential im Inneren eines von einem statioriaren elektrischEm Strom 
durchflossenen Leiter gilt also ebenfalls die LAPLAcEsche Differentialgleichung. 

1) G. KIRCHHOFF, Pogg. Ann. Bd. 78, S. 506. 184~. 
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Daraus folgt unmittelbar, daB sich auch im Inneren eines solchen Leiters keine 
elektrischen Ladungen befinden. Dieselbe 'Obedegung liefert auch die Rand
bedingung fiir die Oberflache des Leiters (natiirlich mit Ausnahme der Stellen, 
an denen die Ladung "kiinstlich" aufrechterhalten wird). Da auch dort keine Ladung 
entstehen darf, durch die Oberflache aber kein Strom gehen kann, muB sein: 

~: = O. (7a) 

(Die Grenzbedingung fiir den Fall, daB zwei Leiter aneinandergrenzen, s. nachste 
Ziffer). 

Mit Hilfe der entwickelten Theorie erhalten wir eine wichtige Umformung 
des Ausdruckes (4), Ziff.14 fiir die JOuLEsche Warme. Schreiben wir diesen 
Ausdruck zunachst in differentieller Form: 

dQ = ~ (id )2 adq . q , 

wo dq das normal zur Stromrichtung stehende Flachenelement, ds das in dieser 
Richtung gelegene Streckenelement bedeutet. Aus (3b) folgt dann: 

Q = f f f a grad2V dx dy dz , (3 c) 

was mit Hilfe des GREENschen Satzes und (7) zu 

Q = -JJaV ~: d5 
s 

wird, worin das Oberflachenintegral iiber die Oberflache des Leiters zu erstrecken 
ist und n die nach auBen weisende Normale bedeutet. 

Diesen Ausdruck fUr die J OULEsche Warme kann man nun mit Hilfe einer 
von CLAUSIUS 1) stammenden 'Obedegung auch aus den elektrostatischen An
schauungen ableiten und damit die Identitat von Spannung und elektrischem 
Potential erharten. Dabei haben wir nur anzunehmen, daB die gesamte von d~n 
elektrischen Kraften geleistete Arbeit sich in Warme umsetzt. Nach Ziff.6 
ist die Arbeit, die vom elektrischen Feld geleistet wird, wenn die positive Ladungs
einheit vom Potential VI auf das Potential V2 gebracht wird, gleich VI - V2 • 

Die Formel (7) zeigt nun, daB wir die stationiire Stromung der Elektrizitat 
(a elat = 0) als die wirbelfreie Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit auf
fassen konnen. Wir konnen uns also in Analogie zu diesem Fall", Stromlinien 
konstruieren, in denen die Elektrizitat von der Flache 51 (Potential VI)' das ist 
der Tell der Oberflache des Leiters, der positiv aufgeladen, zum Teil 52 (Poten
tial Va), der negativ aufgeladen wird, stromt. Eine solche Stromlinie schneide 
auf 51 das Element d51 aus, durch das pro Zeiteinheit die Elektrizitatsmenge 

a ~v d51 flieBt, auf 52 d5a, durch das a ~v d5a flieBt. Diese beiden Elektrizitats-un1 un2 

mengen miissen dem Betrage nach gleich sein. Die pro Zeiteiriheit in dieser 

Stromrohre geleistete Arbeit ist also dA = a ~v d52 (Vl - Va), daher die ge

samte JJa (VI - V2) :~2 d52• Da nl der Stromri~tung entgegengesetzt gerichtet 
s. 

ist, wahrend n2 in ihr liegt und an der iibrigen Oberflache aVian = 0, lassen 
sich diese beiden Flachenintegrale in ein iiber die ganze Oberflache des Leiters 
erstrecktes Flachenintegral zusammenziehen: 

A = - fra V ~: d5 . 
s 

1) R. CLAUSIUS, Pogg. Ann, Bd. 86, S. 337. 1852; Bd. 87. S. 415. 1852. 
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Dieses ist aber identisch mit dem von KIRCHHOFF angegebenen Ausdruck fliT die 
J OULEsche Warme. 

Damit ist eine einheitliche Theorie fur die Erscheinungen der ruhenden und 
der stationar str6menden Elektrizitat erzielt. 

16. Bedingung an einer gemeinsamen Grenzf1ache zweier Leiter. Elektro
motorische Kraft. Eingepragte elektrische Kraft. Wir haben bisher die An
nahme gemacht, daB der zwischen Eintritts- und Austrittsstelle des Stromes 
gelegene Leiter homogen ist. 1st dies nicht der Fall, so muB die Gleichung sinn
gemaB geandert werden, d. h. derart, daB der Strom auch in diesem FaIle 
tiberan divergenzfrei ist. Also: 

. a av 0 oV 0 av 
dlVo@ = ax 08X + BY 0 ay + tii 0 iii = 0, 

wobei 0 eine Funktion der Koordinaten sein kann. Grenzen zwei Leiter aneinander, 
so folgt daraus als Grenzbedingung: 

aV1 oV2 
o I -:0---- + O2 -:0---- = ° . 

un1 una 

Diese Gleichung gilt auch an der "freien" Oberflache, da an ihr der Leiter an 
einen Isolator grenzt, in dem O2 = 0. 

Die bisherigen Betrachtungen zeigen deutlich den Unterschied, der in der 
Auffassung der Leiter in der Elektrostatik und in der Lehre von der stromen
den Elektrizitat besteht. Wahrend in jener aIle Leiter als physikalisch gleich
wertig aufgefaBt werden, unterscheidet diese die Korper nach dem Grad ihrer 
Leitfahigkeit. Es gibt aber auch statische Phanomene, bei denen die verschiedene 
physikalische Natur der Leiter eine Rolle spielt. Auf ihr beruht z. B. die von 
VOLTAI) entdeckte elektrische Kontaktkraft. Diese mit dem chemischen Ver
halten der Leiter eng zusammenhangende Erscheinung laBt sich darauf zurtick
fUhren, daB man dem einen Leiter eine starkere Anziehungskraft fUr die positive, 
dem anderen eine starkere fUr die negative Elektrizitat zuspricht. An der Grenz
flache der beiden Leiter bildet sich dann nach dieser Auffassung eine Doppel
schicht aus, die den Potentialsprung hervorruft [HELMHOLTZ2)]. 1m statischen 
Fall muB sich jeder einzelne Leiter nattirlich auf einem konstanten Potential 
befinden, was zur Folge hat, daB auch seine Oberflache positiv bzw. negativ 
geladen ist. Grenzen n Leiter derart aneinander, daB jeder Leiter an zwei andere 
grenzt, dann folgt daraus die ebenfalls bereits von VOLTA experimentell ge
fundene Beziehung: 

U12 + U2.3 + '" Uk,k+l'" + Urn = 0, 

wo Uk +1 - Uk = Uk,k+1 den Potentialsprung zwischen dem kten und dem 
(k + 1) ten Leiter bedeu tet. 

Hieraus folgt als weitere Grenzbedingung ftir die Grenzflache zweier Leiter 

V2 - VI = U12 • 

Ein derartiger Kreis chemisch und physikalisch homogener Leiter liefert also 
auf die Dauer keine elektromotorische Kraft. Er wird lediglich wahrend der 
Zeit, in der sich die Doppelschicht und die Verteilung der Elektrizitat, die an 
der Oberflache zur Aufrechterhaltung des elektrostatischen Gleichgewichtes 
notwendig ist, ausbilden, von Strom durchflossen. Eine dauernde elektromoto
rische Kraft tritt erst auf, wenn die Homogenitat des Kreises zerstort und auf 

1) Zuerst entdeckt von A. EENETT, New experiments on electricity, S. 86ff. 1789. 
2) H. v. HELMHOLTZ, Wied. Ann. Ed. 7, S. 337. 1879. 
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diese Weise dauernd elektrische Energie zugefiihrt wird. Dies karin man z. B. 
dadurch erreichen, daB man in ihn einen elektrolytischen Leiter einschaltet 
(vgl. Ziff. 12). 1st dann der ganze Leiterkreis geschlossen, so ist der Durchgang 
des nichtstationaren Stromes, der zur Ausbildung des Gleichgewichtszustandes 
notwendig ist, durch den elektrolytischen Leiter mit chemischen Prozessen ver
bunden, bei denen Energie frei wird. Diese Energie auBert sich in einer standigen 
Aufladung der an den elektrolytischen angrenzenden metallischen Leiter mit ver
schiedenartiger Elektrizitat. Hierdurch wird in dem iibrigen Leiterkreis dauernd 
eine e1ektromotorische Kraft aufrechterhalten (vgl. Bd. XIII, Kap. 13). Diese elek
trische Kraft k6nnen wir aus den elektrischen Bedingungen des Systems allein 
nicht ableiten, sie ist dem System von auBen eingepragt. Man bezeichnet sie daher 
als eingepragte elektrische Kraft. Diese Bezeichnung lehnt sich an die analoge 
in der Mechanik an. Auch bei mechanischen Problemen treten oft Krafte auf, 
die aus dem vorliegenden mechanischen System nicht ableitbar sind. Will man 
derartige Krafte in das mechanische System einbeziehen, so gibt es zweierlei 
M6glichkeiten. Entweder es gelingt das dadurch, daB man das System erweitert. 
So kann man die Gravitation in ein elastisches Problem als auBere eingepragte 
Kraft einfiihren, aber auch die Erde in das betrachtete System einbeziehen. 
Oder aber man ist gen6tigt, eine ganze Gruppe von Erscheinungen mechanisch 
zu deuten (z. B. kinetische Gastheorie). Ebenso ist es in der Elektrizitatstheorie. 
Auch hier kann man eingepragte elektnsche Krafte oft dadurch zu System
kraften machen, daB man das System erweitert, so z. B. wenn die einem Leiter 
eingepragte elektrische Kraft von einer magnet-elektrischen Maschine stammt. 
In unserem und in dem gleich zu erwahnenden Fall ware es aber zur Ein
ordnung der Kraft in das elektrische System notwendig, eine elektrische Theorie 
der Materie zu entwickeln. Vgl. Kap. 2, Ziff.42. In der Vermeidung derartiger 
Komplikationen liegt die Bedeutung der Einfiihrung des Begriffes der ein
gepragten elektrischen Kraft. 

17. Die thermoelektrischen Erscheinungen. Ein weiteres Beispiel fiir die 
Einpragung elektromotorischer Krafte in einem Leiterkreis durch Zufiihrung 
nichtelektrischer Energie bildet das 1822 von SEEBECK 1) entdeckte Phanomen 
des Thermostromes (vgl. Bd. XIII, Kap. 6). Erhitzt man die L6tstelle zweier 
Metalle und stehen die beiden anderen Enden in leitendem Kontakt, so wird 
der Kreis von einem Strom durchflossen. Die der Kontaktflache der beiden 
Metalle zugefiihrte Warmemenge wird hierbei offenbar z. T. in elektrische Energie 
umgesetzt. Die umgekehrte Erscheinung wurde 1834 von PELTIER2) aufgefunden. 
Schickt man einen Strom durch die Kontaktflache zweier Leiter, so wird in 
dieser Warme entwickelt oder absorbiert, je nachdem ob der Strom entgegen 
oder in der Richtung des bei Erhitzung der Kontaktflache auftretenden Thermo
stromes flieBt. Schon durch diese Reversibilitat unterscheidet sich also der 
Peltiereffekt von dem Auftreten der JOuLEschen Warme, von dem er sich auch 
quantitativ unterscheidel, da die entwickelte Warmemenge der Stromstarke 
direkt proportional ist 

1Il2 ist also die Warme, die von der Kontaktflache der Metalle 1 und 2 in der Zeit
einheit absorbiert wird, wenn sie von der Stromeinheit durchflossen ist. Aus der 
Proportionalitat der entstehenden Warmemenge mit dem die Flache durch
flieBenden Strom folgt unmitte1bar, daB J II12 die an der Konta).dflache herrschende 
Potentialdifferenz darstellt (J = mechanisches Warmeaquivalent). 

1) T. J. SEEBECK, Abhandlgn. d. Bed. Akad .. 1822/23; Gilb. Ann. Bd. 73, S.115. 1823; 
Bd. 6, S. 1, 133,253. 1826. 

2) J. CR. PELTIER, Ann. de chim. Bd. 56, S. 371. 1834. 
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Betrachten wir einen Kreis metallischer Leiter, die sich aile auf derselben 
Temperatur befinden, so wird dieser von keinem Strom durchflossen. Daher gilt: 

Ii12 + 1I23 + ... lInt = ° . 
Man kann daher aile Peltierkoeffizienten auf ein beliebiges Standardmaterial 
beziehen. Der Koeffiiient ffir zwei bestimmte Metaile ergibt sich dann als 
Differenz der Koeffizienten der beiden Metalle: 

Il12 = II2 - lIt· 

Naturlich sind diese Koeffizienten auBerdem noch Funktionen der Tempera
tur, wie sich ja aus dem Auftreten des Thermostromes unmittelbar ergibt. Doch 
ist diese Abhangigkeit komplizierter Natur. CUMMING!) fand 1823, daB die elektro
motorische Kraft an der erhitzten Kontaktflache mit der 'femperatur zunach.st 
iunimmt, bei einer bestimmten Temperatur ein Maximum erreicht, dann ab
nimmt und schlieBlich sogar in die entgegengesetzte umschlagt. Es gibt also 
insbesondere eine Temperatur, bei der an der Kontaktflache kein Sprung besteht. 
Entsprechend tritt auch bei dieser Temperatur kein Peltiereffekt auf. 

Eine theoretische Erfassung dieser Vorgange ware auf zweierlei Weise mog
lich. Da ja die Warmeenergie in der Bewegungsenergie der Bausteine der Materie 
besteht, ist es klar, -daB auch die Einordnung dieses Erscheinungsgebietes in 
die.Theorie der Elektrizitat, d. h. die Deutung der eingepragten thermoelektrischen 
Krafte auf rein elektrischer Grundlage die Ausbildung der elektrischen Theorie 
der Materie verlangt (vgL Kap. 2, Ziff. 42). Solange diese nicht moglich ist, oder 
soweit man diese vermeiden mochte, bleibt nur die thermodynamische Behand
lung, wie sie von W. THOMSON 2) entwickelt worden ist. -Dieser faBt den thermo
elektrischen Stromkreis als thermische Maschine auf. Die yom elektrischen Strom 
geleistete Arbeit wird dadurch hervorgerufen, daB Warme in Arbelt verwandelt 
wird. Dann verlangt der zweite Hauptsatz, daB von den heiBen Stellen zu den 
kalteren Warme ubertragen wird. Der gesamte Warmeumsatz besteht aus der 
entstehenden JOuLEschen Warme und dem Peltiereffekt. Hiervon ist jene irre
versibel, wahrend dieser einen reversiblen ProzeB. darstellt. Macht man den 
flieBenden Strom schwach genug, so kann man, da die JOuLEsche Warme eine 
quadratische, der Peltiereffekt eine lineare Funktion der 'Stromsti:i.rke ist, jene 
gegen diesen vernachHissigen. Der ProzeB ist -dann reversibel und daher gilt 

TIn (T + AT) IIn(T) 
T+AT ---y-=O, 

T lIn (T + AT) - 1I12 - Il (T) 
AT - 12. • 

Der Peltiereffekt ware also proportional der Temperatur. Da dies nicht der Fall 
ist, schloB THOMSON, daB ein analoger Effekt auch in einem homogenen Leiter 
auftreten musse, in dem ein Temperaturgefalle herrscht. Er definierte deshalb 
die spezifische Warme der Elektrizitat 51 (T), die angibt, daB die Warme 51 (T) LI T 
absorbiert wird, wenn die elektrische Ladungseinheit von einem Punkte des 
Leiters 1, der sich auf der Temperatur T befindet, zu einem Punkte der Tempera
tur T + LI T stromt. Daher wird jetzt 

il12 (T+ AT) _ TI12(T) + [5 (T) _ 5 (T)]AT _ 
T+AT T 2 1 T - 0. 

1) J. CUMMING, Trans. Cambro Phil. Soc. Bd. 2, S. 47. 1823. 
2) W. THOMSON, Proc. Roy. Soc. Edinb. Bd. 3, S. 91. 1851. Diese und die weiteren AI

beiten abgedruckt in Lord Kelvin's Math. and Phys. Papers Bd. I, II. 
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Da die Prozesse iin Inneren der Leiter 1 und 2 voneinander unabhangig sind, 
ergibt sich femer die folgende Differentialbeziehung zwischen dem Peltier
koeffizienten und den Si(T) 

S.(T} = T~ IIj(T) 
• dT T . 

Weiteres s. Bd. XIII, Kap.6. 

II. Die Wechselwirkungen zwischen elektrischen 
Stromen und Magneten und die elektrische Natur 

der magnetischen Erscheinungen. 
Die N otwendigkeit -der Einfiihrung des 

. Feldbegriffes. 
a) Die ponderomotorischen Wirkungen des elektrischen 

Stromes .. 
18. Die Kraft eines. unendlich langen elektrischen Stromes auf einen 

Magneten. Das BIOT-SAVARTsche Gesetz. Schon in der ersten HaUte des 18.Jahr
hunderts wurden Erscheinungen bekannt, die auf einen Zusammenhang zwischen 
den Erscheinungen des elektrischen Stromes und den magnetischen hinwiesen. 
So beobachtete 1731 ein Kaufmann aus Wakefield, daB Stahl durch einen Blitz 
magnetisiert wurde1). Aber erst 1820 gelang es OERSTED 2) , nach 13 jahriger Arbeit 
den Zusammenhang zwischen galvanischem Strom und Magnetismlls zu ent
decken. Er lieB einen Strom in nord-siidlicher Richtung durch einen iiber einen 
Magneten gefiihrten Leiter flieBen und fand, daB die Magnetnadel nach Westen 
abgelenkt wird. Legte er den Leiter unter den ¥agneten, so wurde die Nadel 
nach Osten, abgelenkt. Mit dieser qualitativen Feststellung, daB sich um einen 
stromdurchflossenen, Leiter ein magnetischer Wirbel bildet, dessen Drehsinn 
durch die Schraubung einer rechtsgangigen Schraube in die Stromrichtung dar
gestellt wird, begniigte sich OERSTED. 

BIOT und SAVART3) fiihrtenseine Untersuchung~n noch im selben Ja)lre in 
quantitativer Hinsicht fort. Sie untersuchten zunachst die Kraftwirkung eines 
unendlich langen vertikalen (also auf der Magnetnadel senkrecht stehenden) 
Stromes auf einen Magnet. Sie fanden diese invers proportional dem Abstand 
der Nadel vom Leiter a.Um noch die AbMngigkeit der Kraft von der Neigung 
des Leiters gegen den Magneten zu erhalten, fiihrten sie den Leiter in der durch 
die Achse der Magnetnadel gehenden Vertikalebene in einer Geraden bis zum 
DurchstoBpunkt mit der Verlangerung der magnetischen Achse, knickten ihn 
dort symmetrisch ab und fiihrten ihn wieder gera<Uinig weiter. Es sei der Winkel 
der Geraden mit der Verlangerung der Achse tiber den Knickpunkt hinaus ~, 

dann ist die auf einen Pol der Nadel ausgeiibte Kraft proportional ! tg ~ , wo a 

die Entfemung des Knickpunktes von der Nadel bedeutet. Wir konnen mit 
AMPERE die Kraft der StromsUirke proportional setzen und bekommen so, wenn 

1) Phil. Trans. Bd. 39, S. 74. 1735. 
2) H. CHR. OERSTED, Schweiggers Journ. f. Chem.u. P.hYs. Bd. 29, S. 275.1820; Thom

son's Ann. of Phil. Bd. 16, S.273. 1820. 
3) J. B. BIOT U. F. SAVART, Ann.- d. chim. Bd. 15, S. 222. 1820; Journ. de Phys. Bd. 41, 

S. 51. 

2* 
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wir die gesamte Proportionalitatskonstante gleich Eins setzen, eine neue Definition 
der Stromeinheit, die sich, wie sich spater herausstellte, von der elektrostatischen 
urn eine, nicht dimensionslose Proportionalitatskonstante unterscheidet (vgl. 
Ziff.23)· 

Aus diesem Integralgesetz laBt sich das von den beiden Forschern angegebene 
Elementargesetz, das die Wirkung eines Stromelementes d~ auf einen in der 
Entfernung t befindlichen Magnetpol der Starke m angibt, durch Differentiation 
nach dem Langenelement ds des Leiters, naturlich nicht eindeutig, bestimmen. 
Sie wahlten das einfachste: 

(1) 

Dieser ponderomotorischen Kraft entspricht eine vom Stromelement stammende 
magnetische Feldstarke 

I Ids 
~ = r [d~tJ = rot r · (1 a) 

~ laBt sich also im ganzen Raum von einem elementaren Vektorpotential 

m: = Ids (1 b) 
r 

ableiten. Da hier ~ = j8, bleibt der Satz von der Quellenfreiheit von j8 aufrecht. 
Urn diese Kr~ft nun tatsachlich als magnetische Kraft ansprechen zu k6nnen, 

mussen wir uns davon uberzeugen, daB sie alle Eigenschaften der magnetischen 
Kraft besi tzt. Ta tsachlich ist dies der Fall. ARAGO 1) wies noch im selben Jahre 
nach, daB durch sie weiches Eisen magnetisiert wird. Ebenfalls im selben Jahre 
zeigte OERSTED2), daB sie dem Reaktionsprinzip NEWTONS gehorcht, d. h. daB 
ein Magnet dieselbe Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter ausubt. (Auf 
diese Weise ist das Elementargesetz uberprtifbar.) Es bleibt nun nur noch nach
zuweisen, daB zwei stromdurchflossene Leiter aufeinander entsprechend ihren 
magnetischen Kraften wirken. 

19. Wirkung zweier stromdurchflossener Leiter aufeinander. Noch im 
Jahre 1820 nahm AMPERE die Untersuchungen tiber diesen ,Gegenstand auf und 
publizierte 1825 seine Resultate 3). Seine experimentellen Ergebnisse faBt er in 
die folgenden vier Gesetze zusammen: 

1. Die Wirkung eines Stromes bleibt dem Betrage nach dieselbe, wird aber 
entgegengesetzt gerichtet, wenn die Stromrichtung verkehrt wird. 

2. Die Wirkung eines Stromes wird durch kleine Verbiegungen des Leiters 
nicht verandert. 

3. Die Wirkung, die ein geschlossener Stromkreis auf ein Element eines 
zweiten austibt, steht auf diesem senkrecht. 

4. Die zwischen zwei Stromelementen wirkende Kraft bleibt unverandert, 
wenn alle linearen Dimensionen proportional verandert werden, wobei die Strom-
starken gleich zu halten sind. ' 

Aus' diesen vier Gesetzen leitet nun AMPERE unter HinzufUgung des Reak
tionsprinzipes und unter der Annahme, daB die zwischen zwei Stromelementen 
wirkende Kraft in der Richtung ihrer Verbindungslinie liegt, das fur diese Kraft 
geltende Gesetz abo 

d 51' d 52 seien die Elemente, J 1 und J 2 die Stromstarken der beiden Kreise. 
Aus 2 folgt, daB der Ausdruck fUr die Kraft ~ in d 51 linear und homogen, 

1) F. ARAGO, Ann. de chim. Bd. 15, S. 93. 1820. 
2) H. eRR. OERSTED, 1. c. S. 364 bzw. 375. , 
3) A. M. AMPERE, Mem. de l'Acad. Bd. 6, S. 175. 1825; Recueil d'observations electro

dynamiques. 
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aus dem Reaktionsprinzip, daB sie in d SI und d S2 symmetrisch sein muB. Aus 1, 2 
und der Annahme, daB die Kraft die Richtung von t haben muB, folgt daher: 

~ = C Jl J2 [(d?J1 d?J2) q; (r) + (ds1 t) (d?J2t) 'I/' (r)] t , 

wo q; (r) und 1jJ (r) zwei zunachst beliebige Funktionen von r sind. Aus 4 folgt, daB 
A B 

q; (r) = "a , 'I/' (r) = rs . 
Zur Bestimmung der Konstanten A und B bleibt noch die Berlicksichtigung 

des dritten Gesetzes. Dieses verlangt, daB, wenn man ~ liber den ganzen Strom
kreis ?J1 integriert, wobei d S2 festzuhalten, also d SI = - d t ist, die in die Richtung 
von d S2 fallende Komponente der Integralkraft verschwindet. Also: 

= C f [~ (d?J1 d?J2) (t d?J2) + B (di51 ~5(di5s t)2] = O. 

Daher muB 
ill 

ein vollstandiges Differential sein. Daher 

B=-t A . 
So ergibt sich das AMPEREsche Elementargesetz: 

C"t:=CI I {di51di52_l (di51 t)(di5st)} 
U 1 2t y3 2 yO • (2) 

Durch Wahl einer bestimmten Proportionalitatskonstanten C wird das MaB
system festgelegt. Mit C = -1 erhalt man das elektrodynamische MaBsystem, 
bei dem zwei Einheitsstromkreise (j II d?J1 = f J2 d?J2 = 1), die beide auf t senk
recht stehen und voneinander um die Langeneinheit entfernt sind, mit der Kraft 
eins aufeinanderwirken, mit C = - 2 das elektromagnetische System. Wir 
wahlen im folgenden das zweite, das bereits dem Ausdruck fiir das BIOT-SAVART
sche Gesetz zugrunde gelegt wurde (vgl. Ziff. 18 u. 21). 

In dieser Ableitung des Elementargesetzes ist es die Annahme, daB die 
Elementarkraft in der Richtung von t liegt, die die Willkiirlichkeit in der Ab
leitung des Differentialgesetzes aus dem Integralgesetz behebt. Diese Annahme 
ist aber selbst willkiirlich. Auch unter Aufrechterhaltung des Prinzipes, daB 
die Kraft auf d S2 der auf d SI dem Betrage nach gleich, aber entgegengesetzt 
gerichtet sein solI, kann man noch andere Elementargesetze ableiten. Denn 
diese Annahme verlangt nur, daB der Ausdruck fiir ~ in dSI und in dss linear 
und homogen sein solI. Man kann also, da man Terme der Form 

q;(r)(ds1 t)d?J2 bzw. d[X(r)(d?Jsr)r] 

hinzufiigen kann, ohne die Richtung der Integralkraft zu andern, ~ um eine 
in d Sl und d S2 lineare und homogene Kombination der Terme vermehren. Dies 
ergibt als allgemeinen Ausdruck fiir tr unter Aufrechterhaltung des Prinzips der 
Reaktion: 

~ = - IIJ2r[~ (d?J1 d?J2) - 4 (d?J1 r)(d?J2t)] + x(r)[(d?J2t)d~1 + (d?Jlr)d~21 
r 1 y (2a) 

+ (d?J1 d?J2)r1 + - X' (r)(d?J1 r)(d~2r)r. y 

Eine noch weitergehende Kritik an der Verwendung des NEWToNschen 
Prinzips der Zentralkrafte libte GRASSMANNl). Er halt die Hypothese, daB die 

1) H. GRASSMANN, Pogg. Ann. Ed. 64, S. 1. 1845. 
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Richtung der Kraft mit der Verbindungslinie derwirkenden Elemente zusammen
fant, nur bei punktf6rmigen Massen fUr geboten. Wirken zwei ,;LinienteUe" 
aufeinander, so erscheint sie ihm willkiirlich. Um ~ie von ihm aufgestellte V'ber
tragung der NEWToNschen Prinzipien alif den vorliegenden Fall zu zeigen, gehen 
wir von dem von ibm aufgesteilten Elementargesetz aus. Diese$ erMl.t. man, 

wenn man in der Gleichung 2a x(r) = Ji2 einsetzt, daraus: 

~ = Jis {(d?>1 t) d?>2 + (d?>2 t)d?>l - (d?>1 d?>2)t} = J is [d?>2 [d?>ltJ] , (2b) 

laBt man in der Klammer den ersten·Summanden (d51t)d52 fort, so erhalt man 
das GRASSMANNsche Elementargesetz: 

~ = J~!s {(d?>~ t) d51 - Cd?>1 d~2)t}. (2c) 

Dieses ist in d$1 und d52 nieht mehr symmetrisch, entspricht also nieht. mehr 
dem Prinzip der Reaktion. Der tiefere Grund fiir dieses mit der NEWToNschen 
Dynamik nieht mehr zuvereinbarende Verhaltenliegt, wie wir in Ziff. 24 sehen 
werden, darin, daB dieses Gesetz auf eine zwischen zwei Elektrizitatsteilchen 
wirkende Kraft fiihrt, die nur vom Standpunkt der Nahewirkungstheorie ver
standlich wird. 

Nehmen wir nun, um die G;RASSMANNsche Analogie zur NEWToNschen 
Punktmechanik zu zeigen, den speziellen Fall an, daB d $1 und d 52 in einer 
Ebene liegen, und zwar sei die Bezeichnung derart, daB die kiirzeste Drehung 
von d $1 in die Riehtung von. d 52 entgegengesetzt dem Sinne des Ubrzeigers 
erfolge. Eine leichte Rechnung ergibt dann, daB die von d 51 auf d $2 ausgeiibte 
Kraft diesem um den gemeinsamen Schnittpunkt eine Winkelbeschleunigung von 

- Jis [d51 d$J 

erteilt, wahrend d ~1 von d 52 dieentgegengesetzte Winkelbeschleunigung erfahrt 
(wobei nun natiirlich d$2 festgehaltengedacht ist). Die Analogie zur NEWTON
schen Punktmechanik besteht daher darin, daB sich die Begriffe wirkender 
Punkt und wirkender Linienteil, Verbindungslinie der Punkte und Schnittpunkt 
der Richtungen der Linienteile, Beschleunigung der Punkte und Winkelbeschleuni
gung'der Linienteile dual entsprechen. 

Aile diese Elementargesetze miissen natiirlich entsprechend ihrer Ableitung 
fiir die 'Kraft des geschlossenen Stromkreises $1 auf das Element d $2 denselben 
Wert ergeben. Zur Berechnung dieses Wertes k6nnen wir daher einen beliebigen 
Ausdruck fiir ~ herausgreifen und iiber 51 integrieren. Wir wahlen (21 b), also 

oder 

mit SJ = 11 t [d~!l. 
il, 

Nun ist SJ die Kraft, mit der $1 auf einen in d $2 befindlichen magnetischen 
Einheitspol wirken wiirde. Nach dem BIOT-SAVARTschen Gesetz ist aber die 
Kraft, mit der ein Magnetpol der Starke m in der Entfernung t auf d $2 wirken 
wiirde, gleich 
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Wit konnen also SJ als die vom Strome herriihrende magnetische Feldstarke 
ansprechen. Entsprechendes gilt fur die aus den Elementargesetzen ableitbaren 
Feldstarken. 

20. Stromschleife und magnetische Doppelschicht. Potential und potentieUe 
Energie. Erste ele.ktromagnetische Hauptgleichung. Leitet man das Integral
gesetz aus dem AMl'ERESchen Elementargesetz ab, ohne fur die Proportionalitats
konstante C einen bestimmten Wert einzusetzen, so erhalt man 

~ = - ~ JIJ2![d~2 [d~t]] . 
11 

Da sich die MaBbestimmung in Jl und J2 symmetrisch ausdrucken muG, folgt 
daraus fUr die magnetische Feldstarke 

SJ = V-2C Jlf~ [d~lr]. 
il 

Das.durch SJ bestimmte.Vektorfeld-ist daher das Feld einer Wirbellinie, die mit 

dem Stromkreis ~1 zusammenfallt und das Wirbelmoment 4.n-r = 4.n F2C Jl 
besitzt. N ach der Theorie der Vektorfelder kann man diese Wirbellinie ersetzen 
durch eine Doppelschicht auf ei~er beliepigen durch ~1 auGen begrenzten 

Flache 11 vom Moment -rn ~ R Jln, wo nl die Normale von 11 bedeutet. 

Wir konnen daher das durch eine Stromschleife ~1 der Starke J 1 erzeugte 
magnetische Feld ersetzen durch das Feld einer magnetischen Doppelschicht 

vom Moment R Jln, die von der Stromschleife begrenzt wird. Hierbei sind 

natiirlich die Punkte der Doppelschichtauszunehmen, was bei der Willkiirlich
keit der Wahl ihrer Flache 11 immer moglich ist. Durch die MaGbestimmung 

-r=J1' also C=-2 

erhalten wir das elektromagnetische MaG system (WEBER). Aus der erstenFormel 
!:lieser Ziffer folgt unmittelbar, daG die elektromagnetische MaGzahl eines elek
trischen Stromes (2 mal kleiner ist als die elektrodynamische. 

Aus der Aquivalenz von Stromschleife und magnetischer Doppelschicht 
folgt sofort das skalare magnetische Potential einer Stromschleife zu 

V = -r!!d\~tn) . 
1, 

Das Potential ist keine eindeutige Funktion. 
Aus dem eben Gesagten und Formel (7) folgt, daB die potentielle Energie 

einer Stromschleife ~2 im Felde einer Stromschleife 131 gleich ist der potentiellen 
Energie einer magnetischen Doppelschichte vom Moment 7: =12' die durch $2 

berandet wird, im Felde SJ =JII[d:!~l: 
~1 

Q = J211!!! n· ~~ltJ d/1 = Jl J2!f!n rot d:1 d/1 = J1 J2Jjd~~d~a. (3) 
~~ ~~ ~~ 

Dieser Ausdruck heiGt das NEUMANNsche Potential der beiden Stromschleifen 
(vgl. Ziff.21). 
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Die Energie eines Systems von Stromen i3i (d. h. die gesamte in ihm auf
gespeicherte Energie, ohne Beriicksichtigung der zur Aufrechterhaltung des 
Stromes notwendigen sich standig in JOuLEsche Warme verwandelnden Energie) 
wur"de von W. THOMSON1) berechnet. Hierzu teilt man die einzelnen Stromkreise 
in unendlich schwache Elementarkreise, indem der Querschnitt jedes einzelnen 
in unendlich kleine Flachenelemente zerlegt wird, von denen jedes einen Elemen
tarkreis bestimmt. Die Energie ergibt sich dann aus der Arbeit, die beim Aufbau 
des Systems durch das An-den-Platz-Bringen der zuerst im Unendlichen be
findlich gedachten Elementarkreise geleistet werden miiBte. Analog zu Ziff.7 
und 10 ergibt sich 

{J _ tL {Ji = iL f f Ji(Sjn)dfi! 
_ tLhLLikhc, (3 a) 

i k 

Lik =ffd~i d~k . 
rill: 

~i ilk 

Die tik heiBen die Induktionskoeffizienten (vgl. ~ie folgende Zif£' 22). 
Aus der Mehrwertigkeit des Potentials ergibt sich, .daB die Arbeit, die erhalten 

wird, wenn man einen magnetischen Einheitsnordpol auf einer den Strom 13 
einmal umschlingenden Bahn 13' herumfiihrt, gleich 

J Sjdi3' = 4n J(in)df, 
dil' 

wo d f' ein Element der von 13' begrenzten Flache darstellt. Mit Hille des STOKE
schen Satzes folgt daraus 

rotSj = 4ni. (4) 

Diese Gleichung stellt die erste elektromagnetische Hauptgleichung (ausgedriickt 
in elektromagnetischen Einheiten) dar. 

b) Die Induktion elektrischer Strome. 
21. Die Gesetze der Induktion von LENZ und F. E. NEUMANN. Wie wir 

in Ziff. 7 gesehen haben, influenziert eine elektrische Ladung in einem in der 
Nahe befindlichen ungeladenen Leiter elektrische Ladungen. FARADAY ver
mutete daher ein ahnliches Phanomen, falls sich in der Nahe eines stromdurch
flossenen Leiters ein anderer befindet, und er fand es auch tatsachlich 1831 auf 2). 

Wird in einem Leiter der ihn durchflieBende Strom geandert, so tritt in einem 
benachbarten ein der Stromanderung entgegengesetzter. Strom auf. Bei der 
weiteren Untersuchung fand er, daB auch bei der Bewegung eines von einem 
konstanten Strom durchflossenen Leiters bzw. eines Magneten in einem anderen 
Stromkreis ein elektrischer Strom induziert wird. Dieser induzierte Strom 
erwies sich ceteris paribus dem Widerstand des Leiters, indem er induziert 
wird, proportional, so daB die induzierte elektromotorische Kraft sich als 
von den physikalischen Eigenschaften des Leiters, in dem sie induziert wird, 
unabhangig erweist. Bei der quantitativen Erfassung dieser Erscheinungen ent
wickelte FARADAY seine Theorie der Kraftrohren, die von hochster Bedeutung 
fiir den Aufbau der Nahewirkungstheorie ist. Zu ihrem vollen Verstiindnis, 
insbesondere zurn Nachweis der Notwendigkeit der Einfiihrung der Konzeption 
der Nahewirkung, miissen wir aber diese Erscheinungen erst in die bisher ent
wickelte Theorie einzuordnen versuchen. 

1) W. THOMSON, Papers on Electricity and Magnetism, S. 446. 
2) M. FARADAY, Experimental Researches in Electricity, Ser. 1. 
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Die erste Verbindung zwischen der Induktion und den bisher erforschten Er
scheinungen schuf LENZ1) (1834) .. Die nach ihm benannte Regel besagt, daB der 
durch die Bewegung eines stromdurchflossenen Leiters in einem anderen induzierte 
Strom, oder der durch die Bewegung von diesem gegen jenen induzierte Strom 
eine solche Richtung besitzt, daB die zwischen dem induzierenden und dem in
duzierten Leiter wirkende elektromagnetische Kraft der Bewegung entgegenwirkt. 

Urn die in der LENzschen Regel bereits angedeutete Verkniipfung der 
Induktionserscheinungen mit dem elektrodynamischen Kraftgesetz und dem 
Energieprinzip mathematisch zu formulieren, fassen wir die experimentellen 
Ergebnisse mit F. E. NEUMANN2) folgendermaBen zusammen: 

1. Induzierte Strome entstehen allemal da, wo die virtuelle Wirkung des 
elektrischen Stromes auf den Leiter eine Anderung erfahrt, d. h. diejenige 
elektrodynamische Wirkung, die der induzierende Strom auf den Leiter ausiiben 
wiirde, wenn der letztere von dem Strom Eins durchflossen gedacht wiirde. 

2. Die induzierte elektromotorische. Kraft ist von der Substanz des Leiters 
unabhangig. 

3. Unter sonst gleichen Umstanden ist die induzierte elektromotorische 
Kraft der Geschwindigkeit proportional, mit der die Stromelemente gegeneinandeJ; 
bewegt werden. 

4. Die nach der Richtung der Bewegung genommene Komponente del' 
elektrodynamischen Wirkung, welche der induzierende Strom auf ein Element 
des bewegten induzierten Leiters ausiibt, ist immer negativ. 

5. Unter sonst gleichen Umstanden ist die induzierte Stromstarke der 
induzierenden proportional. 

Aus 3 und dem OHMschen Gesetz folgt, daB auch die induzierte Strom
starke unter sonst gleichen Umstanden der Geschwindigkeit proportional ist, 
mit der die Stromelemente gegeneinander bewegt werden 12 = ~ v. Bezeichnen 
wir mit ts: die elektrodynamische Kraft, mit der der induzierende Strom auf den 
von einem Emheitsstrom durchflossenen zu induzierenden Leiter wirken wiirde, 
dann ist die auf ein Element dieses Leiters wirkende Komponente der elektro
dynamischen Kraft in der Richtung, in der der Leiter bewegt wird, 

~!(%b)ds2' 
Da dies nach Punkt 4 das zu v entgegengesetzte Vorzeichen haben muB, 

ist es am einfachsten, 
~ = -Af(% :)ds2', A> 0 

zu setzen. Daher ist 
12 = -A !(%b) ds2 , 

und nach dem OHMschen Gesetz folgt fUr die induzierte elektromotorische Kraft E 

E = -RA!(%b) ds2 • 

Nach 2 ist Evon der Substanz des Leiters unabhangig, daher ist es auch RA. 
Diese Konstante wurde daher von NEUMANN Induktionskonstante genannt. Durch 
ihre Festsetzung kamen wir offenbar zu einer neuen Definition der Stromeinheit. 

Berechnen wir nun die im induzierten Leiter pro Zeiteinheit geleistete Strom
arbeit, die natiirlich gleich der entwickelten J OULEschen Warme ist: 

dd~ = ETa = Rn = 12RA j(%b) ds2 • 

1) E. LENZ, Pogg, Ann. Bd. 31, S. 483. 1834. 
2) F. E. NEUMANN, Berliner Abhandlgn. 1848; Ostwalds Klassiker der exakten 

Wissenschaften Nr. 10 und 36. 1845. 



26 Kap. 1; -F .. ZERNER: Die MAxWlitL-HERTZsehe Thedrie. Ziff. 2"2~ 

Unter Beriicksichtigung der Resultate der letzten Ziffer erkennt man leicht, 
-daB sich dies folgendermaBen schieiben laBt: 

dW dQ 
Tt=RAd[' 

Das Energieprinzip verlangt nun, daB die im induzierten Leiter entstehende 
J OULEsche Warme der bei der Induktion geleisteten Arbeit gleich ist. Daher 

RA = 1 

in dem verwendeten elektromagnetischen MaBsystem. Gleichzeitig ist die zu
nachst willkurliche Annahme fUr 01; begriindet. 

Damit haben wir dem Induktionsgesetz eine Form gegeben, die, wie un
mittelbar ersichtlich ist, leicht auf alle moglichen Fane der Strominduktion 
anwendbar ist. 

22. Induktionserscheinungen und Prinzip der ~rhaltung der Energie. 
Der -eben aufgezeigte Zusammenhang zwischen Induktionserschemungen und 
Prinzip der Erhaltung der Energie laBt uns mit HELMHOLTZ vermuten, daB 
sich die Induktionsgesetze mit Hilfe dieses Prinzips aus der AMPEREschen 
Elektrodynamik ableiten lassen. 

Nehmen wir wieder den in der vorhergehenden Ziffer betrachteten Fall. 
Es seien H1 und E.2 die eingepragten elektromoto:dschen Krafte, dann muB die 
von diesen geleistete Stromarbeit gleich sein der entwickelten J OULEschen 
Warme und der geleisteten elektrodynamischen Arbeit: 

Ed1 + E2J2 = Rd~ + R2n + ~~ . 
Nun sei J2 so schwach, daB seine Ruckinduktion auf den induzierenden Leiter 
vemachlassigt werden kann, dann ist (mit !J = Jd2 V, Ziff. 20): 

dV 
J _ E2 -lId[ 

2 - R2 

Die induzierte elektromotorische Kraft ist daher gleich J1 ~~ . 
Diese von HELMHOLTZl ) und W. THOMSON2) entwickelte Methode reicht aber 

nur dann zur vollstandigen Bestinimung der .Induktionsstrome aus, wenn der 
eben gemachten Vemachlassigung analoge zulassig sind. MAxwELL3) hat nach
gewiesen, daB im allgemeinen Fall das Energieprinzip nicht hinreicht, urn die 
Induktionsstrome aus der AMPEREschen Elektrodynamik zu berechnen. Nehmen 
wir wieder den Fall zweier sich induzierender Leiter, so ist die gesamte elektro
dynamische Energie nach Gleichung (3 a) Ziff. 20 

Te = iLlln + Ll2 Jd2 + lL22 JL 
und daher deren Auderung infolge der Anderung der Stromstarken und der 
Lage (Koordinaten Xi): 

ST aT. SJ aT. SJ ~ aT. S 
U e= all U l+aj;U 2+ ~ 8x;" UXi' 

1) H. V. HELMHOLTZ, Dber die Erhaltung der Kraft, gel. Berl. Phys. Ges. am 23. Juli 1847. 
2) W. THOMSON, Trans. Brit. Ass. 1848; Phil. Mag. Bd. 1, S. 177. 1851-
3) J. Cl. MAXWELL, Treatise Bd. II; Papers Bd. 5, S. 472, 490. 
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D~ Te einehomogene quadratische Funktion von II und 12 ist, so ist 

aTeI + aTeI T aIz 1 - ala 2 = 2 e, 

2d Te = ~JT" dIl + II d ~lTe + ~lTe dI2 + 12 d ~lTe , 
l ' ,~a a 

dTe=I1d~;: +I2d~;: - ~~~: dXi' 

Nun ist aber .2: ~~: dXi gleich dem Zuwachs, den das System an inechanischer 

kinetischer Energie T m erfahrt, daher ist d.ie Anderung der gesamten Energie 
des Systems: . 

d(Te + Tm} =J1d ~J: + I2d~J: . 
Es muB also sein: 

(E1/1 .+E2/2}dt = (Rdi + Rd'~}dt + d(Te + Tm), 

h{Ei':-'- Rtf1 - :t (Lull + L12 I2)} + I2{A2 -R2I2 -, :t (Lull +L22 I2)} = O. 

Diese eine Gleichung reicht natiirlich im allgemeinen zur Bestimmung von II 
und 12 nicht aus. Die Induktionsgleichungen entstehen aus ihr, wenn man die 
einzelnen Klammerausdriicke gleich Null setzt. 

DaB das Energiepriilzip allein die Bestimmung der Induktionsstrome nicht 
gestattet, folgt aus den a:Ugemeinen Prinzipien der Dynamik, falls man diese 
auf unser System anwenden dar£. Denn es handelt sich hier um ein System 
mit zwei Freiheitsgraden, das mit einem Prinzip allein nicht beherrscht werden 
kann (vgl. Ziff. 46). 

Dagegen reicht dieses Prinzip natiirlich fUr die Theorie eines Systems von 
einem Freiheitsgradaus. Fur eirien einzigen Leiter erhalten wir:, 

d £.1 - Rtf 1 - dt Lu Il = 0 . 

Diese Gleichung besagt, daB, wenn die in einem Leiter vorhandene Stromstarke 
geandert wird, in ihm ein Induktionsstrom der cler Anderung entgegengesetzten 
Richtung induziert wird. Diese Gleichung liefert die Theorie der von FARADAyl) 
aufgefundenen Erscheinung der Selbstinduktion. 

,23. Das WEBERsche Grundgesetz fur die Kraftwirkung zwischen zwei 
gegeneinander bewegten' elektrischen Elementarteilchen. Wir haben bisher 
zwei verschiedene Theorien des elektrischen Stromes aufgestellt. Die eine, in 
Abschn. I c entwickelte, basiert auf der Theorie der Elektrostatik, wahrend die 
in Abschn. II a und Abschn. Hb aufgebaute Theorie der elektrodynamischen und 
elektromotorischen Wirkungen der Strome bis jetzt in keinem Zusammenhang mit 
der Theorie der Elektrostatik steht. Urn einen solchen herzustellen, miissen wir 
offenbar das COULoMBsche Kraftgesetz erweitern. Denn urn diese Erscheinungen 
ebenfalls auf eine Kraftwirkung zwischen den bewegten elektrischen Ladungen 
zuriickfUhren zu konnen, miissen wir annehmen, daB diese Kraft nicht nur von 
der Entfernung, sondern auch von der Bewegung der Ladungen abhangt. 

Urn aus dem AMPEREschen Gesetz eine derartige Formel abzuleiten, miissen 
wir uns den elektrischen Strom als eine Bewegung der elektrischen Elementar
teilchen im Leiter vorstellen. Diese Bewegung,muB, urn den neutralen Zustand 
im Leiter aufrechtzuerhalten, so vor sich gehen, daB in jedem Volumelement 

1) M. FARADAY, Researches, Series 1. 
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jederzeit gieichviel positive und negative Ladung vorhanden bleibt. Mit FECHNF$l) 
(1845) wollen wir zunachst annehmen, daB die beiden Elektrizitaten mit derselben 
Geschwindigkeit in entgegengesetzter Richtung stromen. Aus dem AMPEREschen 
Elementargesetz ergibt sich dann das Vorzeichen der zwischen zwei bewegten 
Teilchen wirkenden elektrodynamischen Zusatzkraft. Zwei gleich geladene 
Teilchen miissen sich, wie unmittelbar einzusehen ist, anziehen, wenn sie sich 
in gleicher Richtung bewegen, abstoBen, wenn sie sich entgegengesetzt bewegen. 
Zwischen zwei entgegengesetzt geladenen Teilchen ist die Kraft die umgekehrte. 

Urn nun mit WEBER2) aus dem AMPEREschen Elemi:mtargesetz das ent
sprechende Kraftgesetz abzuleiten, mussen wir Gl. 2, Ziff. 19 mit Hilfe der 
Gleichungen 

Nehmen wir nun an, daB sich in der Langeneinheit des ersten Leiters hI Ein
heiten positiver Ladung befinden, die sich mit der Geschwindigkeit U 1 bewegen, 
dann wird nach den eben gemachten Annahmen: 

II = 2hl u l • 

Bezeichnen wir die Ausdrucke, die sich auf die Wirkung der positiven Ladungen 
in 131 auf die positiven Ladungen in 132 beziehen, mit dem Index + +, und die 
ubrigen analog, so wird 

( dr) _ dr dr (d2 r) _ 2 d2 r dr dr 2 d2 r 
de ++ - Ul dS1 + U2 ds2' dt2 ++ - Ulds~ + 2ul U2 dS1 dS2 + U2ds~ , 

F hlh2dS~dS2{( -) ( .. ) ( -) ( -) 1 ('2) 1 ('2) = --~- rr + + - rr + - - rr _ + + rr - - -:- 2 r + + +"2 r +-

+ ~ (y2) _ + _ ~ (y2) __ } . 

Aus dieser Gleichung liest man unmittelbar die elektrodynamische Zusatz
kraft zwischen zwei Ladungen: 

F = e1e2 {rr _ ~ y2} 
r2 2 

abo Urn die gesamte zwischen den beiden Teilchen wirkende Kraft zu erhalten, 
mussen wir naturlich die elektrostatische hinzufiigen: 

Hierbei muBten wir allerdings eine neue Konstante c einfiihren, da ja das COULOMB
sche und das AMPEREsche Kraftgesetz auf zwei verschiedenen MaBsystemen 
beruhen. c stellt also die elektromagnetisch gemessene elektrostatische Ladungs
einheit dar und besitzt die Dimension einer Geschwindigkeit. 

DaB das WEBERsche Kraftgesetz dem Energieprinzip wenigstens formal 
entspricht, sieht man sofort daraus, daB es sich als Lagrangekraft in der Form 

1) G. T. FECHNER, Pogg. Ann. Bd. 64, S. 337. 1845. 
2} W. WEBER, Pogg. Ann. Bd. 72, S. 193. 1848. 
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darstellen laBt. Di(! Energiegleichung lautet daher: 
'2 

T + V + 81 82 c2 - 8 1 82 !.- = konst 
r 2 r ' 

wo T di~ kinetische Energie, V die mechanische potentielle Energie darstellt. Aller
dings HiBt diese Gleichung sehr merkwiirdige SchluBfolgerungen zu. So hat z. B. 
HELMHOLTZ1) darauf hmgewiesen, daB zwei Teilchen unter Umstanden schon in end
licher Entfemung eine unendliche gegenseitige Geschwindigkeit erhalten konnen. 

Dagegen ist nach Ziff. 21 bereits die Existenz eines Potentialausdrucks 
fUr die Erklarung der Induktionserscheinungen hinreichend, wenn nachgewiesen 
werden kann, daB dieser sich fUr einen geschlossenen Leiter auf den NEUMANN
schen bringen laBt. Die elektrische Energie zweier elektrischer Ladungen ist 

81 8 2 c2 _ 8182 ;2 = 8 1 8 2 C2 (1 _ {(tb1) - (tb2)}2) 
r 2 r r 2c2r2' 

daher ist die. potentielle Energie zweier Stromelemente 

4h1h2r~51d52 (ttl1) (ttl2) = J~!2 (tds1) (tdss). 

Dieser Ausdruck laBt sich aber zu 

J J d~1 d~2 J J d2r d d 
1 2 -- + 1 2 d-d Sl S2 r 51 52 

umformen. In diesem Ausdruck verschwindet nun bei der Integration iiber den 
geschlossenen Stromkreis 131 oder 132 das zweite Glied, so daB nur das erste Glied 
iibrigbleibt, das das NEUMANNsche :potential darstellt. 

24. Das Elementargesetz von CLAUSIUS. Wir haben das WEBERsche Elementar
gesetz unter der Voraussetzung abgeleitet, daB sich die beiden Elektrizitaten 
im Leiter mit derselben Geschwindigkeit bewegen. Diese Annahme ist notwendig, 
da dieses Gesetz sonst zu Folgerungen fiihrt, die mit der Erfahrung unvereinbar 
sind. CLAUSIUS2) hat zuerst darauf hingewiesen, daB ohne diese Annahme aus dem 
WEBERschen Gesetz folgen wiirde, daB ein ruhender Strom auf eine ruhende 
L~dung eine Kraft ausiibt. Hierfiir hat GRASSMANN3) den folgenden eleganten 
Beweis geliefert. Ein stationarer Strom flieBe durch zwei konzentrische Kreis
bogen, die durch die entsprechenden Teile zweier Radien mit ein
ander verbunden seien (Abb. 1). Dann ist iiberall (mit Ausnahme 
der vier Eckpunkte) dr 2/dt2 gleich Null~ Ebenso dr/dt = 0 in 
den beiden Kreisb6gen, dagegen dr /d t = konst =1= 0 fiir die Radien. 
Da dr/dt bei Annahme einer verschiedenen Stromungsgeschwindig
keit der beiden Elektrizitaten fiir die positiven und die negativen 
Teilchen verschieden ist, bleibt offensichtlich auf ein im Zentrum 
der Kreisb6gen ruhendes elektrisiertes Teilchen.eine Kraft iibrig. 

Abb. 1. Wirkung 
eines Strome. auf 
eine elektrische 

Ladung. 

Danach wiirde also ein konstanter Strom auf einen ruhenden geladenen Korper 
eine Kraft ausiiben, was mit der Erfahrung in Widerspruch steht. Nimmt man 
also das WEBERsche Elementargesetz als richtig an, so muB man gleichzeitig an
nehmen, daB die beiden Elektrizitaten sich mit gleichen Geschwindigkeiten be
wegen. Dies ist, .wie wir heute wissen, keineswegs der Fall. 

Daher ist die folgende, von CLAUSIUS stammende Untersuchung von groBer 
Wichtigkeit. Wir stellen uns die Aufgabe, die Kraftgesetze aufzustellen, die 
aus den bisher bespl,"ochenen Erscheinungen folgen, wenn wir annehmen, daB 
die beiden Elektrizitaten mit verschiedenen Geschwindigkeiten stromen und die 

1) H. v. HELMHOLTZ, Joum. f. Math. Bd. 77, S. 57. 1870. 
2) R. CLAUSIUS, Joum. f. Math. Bd. 87, S. 57, 1877. 
3) H. GRASSMANN, Joum. f. Math. Bd.88, S. 57. 1877. 
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Kraft von der gegenseitigen Entfemu.ng der beiden Elektrizit§.tsteil.chen uhd den 
ersten und zweiten Differentialquotienten der Ko~>r<linaten der Teilchen abhangt; 
und zwar sol1 der Ausdruck in den Geschwindigkeiten quadratisch, in den Be
schleunigungen linear sein. Hierzu fUhren wir ein spezie11es rechtwinkliges Koordi-: 
natensystem ein. Die l-Achse sei die momentane Verbindungslinie der beiden 
Teilchen, und zwar in derRichtungvon el nache2 • Diem-unddien-Achsestehen 
zur l-Achse und untereinander" senkrecht. Der von den Ableitungen der Koordi
naten unabhangige Teil der Kraft ist natiirlich das COULOMBsche Gesetz. Wir 
beschaftigen uns daher im folgenden nur mit dem iibrigen Teil der Kraft • 

. Betrachten wir zunachst deren l-Komponente L. Diese kann zunachst Glieder 

A dl1 A' dm1 A" dn1 
dt ' dt ' dt 

besitzen, worin, wie im folgenden ftberhaupt, die Koeffizienten Funktionen von r 
b d t D' Gli d A' dm1 A"dn1 h In 't dm1 b 't dn1 ihr e eu en. Ie e er ---at' de wec se mi ~ zw. ml de 
Vorzeichen. Fiir einen in der l-Achse "liegenden Punktverhalt sich aber die 
positive m-Richtung zur l-Richtung genau so wie die negative, daher muB 
A' = A" = 0 sein. Durch analoge Betrachtungen erhalt man die folgenden 
Ausdriicke fUr die drei Komponenten L, M und N: 

L = Ll + L2 + La, 

L A dl1 A d2 11 A (dl1)2 A 9 1= Tt+ 1'"dt2+ 2 Tt + sVi, 

L A dl2 A dil2 A (dls)2 A 2 
2= 4dT+ 5~+ 6 ([i + 7 V2, 

L A dl1 d12 A 
s= 8dtTt+ 9vlv2cose. 

M = Ml + M2 + M s , 

M B dm1 B d2m1 B dl1 dml 
1= dT+ 1(jj2+ 2TtdT' 

M B dms + B dimS + B dls dms 
" 1 = 8 ---at 4 dt2 5 dt dT ' 

M - B dl1 dm2 +B dls dm1 
3 - 6 dt dt 7 dt dt . 

Die Ausdriicke fiir N gehen aus denen fiir M durch Ersetzen der m durch 
die n hervor. 

Witgehen nunmehr in ein beliebiges, festes rechtwinkliges Koordinaten
system iiber. Darin ergibt eine elementare Rechnung fiir die x-KQmponente 
X = Xl + X2 + Xa der Kraft: 

X = B dx1 + B '!?Y.! + B .'!:.!'.- dX1 dS1 
1 d tId tS 2 d Sl d t d t 

+ {C :;1 ddS
: + [Cl ::; + C2 (:;y + Cs] (~Str + Cl:~ ~;1} (Xl - x 2), 

X = B dxs + B dB Xs + B .'!:.!'.- <ix~ dss 
2 3 d t 4 d tS 5 d S2 d t d t 

+ {C4;r~;{ + [CD :~ + C6(;~r + C7](dd~2r + C5:~ ~;s}(Xl -X2)' 

X B dr dxs d S1 B dr dX1 d Ss (C dr dr C ) ( ) d S1 dss 
3= 6iiS;:dtdt+ 7dss~dTdt+ Bds1 dss + qCOSf Xl -X2dtdT 

und die entsprechenden Ausdriicke flir Y und Z. 
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Um nun die Koeffizienten, die ja noch unbekannte Funktionen von r ,sind, 
zu bestimmen, wenden wir diesen Ansatz auf uns bekannte Erscheinungen an. 
Wir verwenden zunachst den Satz, daB ein geschlossener, stationarer und ruhender 

Strom ~2 auf eine ruhende Ladung e1 keine Kraft ausiibt. Da hier dd~1 = d!/ = ~~1 
= dds1 = 0, kommt nur, X 2 in Betracht. Das Integral iiber diesen Ausdruck 

t ' 
langs eines geschlossenen Stromkreises ~2 muB daher gleich Null sein, d. h., 
der Ausdruck muB ein vollstandiges Differential in bezug auf S2 darstellen. 

Daraus dBa dB4 C _ dC5 
C4 =-dr' B5="'Iir-C5' 6- dr' C7 =O. 

Nun verwenden wir den umgekehrten Satz, daB eine ruhende Ladung e2 

auf einen ruhenden, stationaren und geschlossenen Strom ~1 keine Kraft ausiibt. 

Da nun ~~2, ••• ~~2 = 0 ist nur Xl von Nun verschieden. Eine analoge Uber

legung ergibt 
C=dB 

dl' ' 
C _ dC l 

2-Tr' C3 = o. 

Da aber auf den Strom auch kein Moment ausgeiibt wen len darf, erhalten wir 
weiter 

B=O, daher B _ dB l 

2 - dr . 

Nunmehr betrachten wir die Krafte, die zwischen zwei ruhenden strom
durchflossenen Leitern wirken. Sei wiederum hI bzw. h2 die in der Langen
einheit des Leiters ~1 bzw. ~2 vorhandene Elektrizitat eines Vorzeichens, so haben 
wir die viererlei Krafte zu berucksichtigen, die derWirkung der positiven und 
negativen Teilchen im Strom Ein~ .auf die positiven und negativen TeilChen 
im Strom Zwei entsprechen, deren Resultierende die x-Komponente 

h1h2 ds1 dS2 X 3 , 

besitzt. Eine leichte Umformung und die EinfUhrung der neuen Koeffizienten 

1 ( 1 dE) 
E 1 =- 2: C9 +r ,dr ' 

ergibt: 

X - dSl dsz {E (x -x2) dZr2 +E i!!.... dx~ +E dr dXl + dZ E(xcXz)} 
3 - dt dt 1 1 dsldsz 2ds1 dsz 3ds2 dSl ds1ds2 ' 

Integrieren wir diesen Ausdruck iiber ~1 und~2' so erhalten wirdie zwischen 
zwei ruhenden Stromkreisen wirkende elektrodynamische Kraft, die aus der 
AMPEREschen Theorie bekaimt ist. Daher 

k 
E1 =;= ~ .• 

~r 

Um auch noch E2 zu bestimmen, beriicksichtigen wir, daB zwei stationare 
ruhende Strome keine induzierende Wirkung aufeinander ausiiben. Es ver
schwindet also die in die Richtung von d 131 fallende Komponente der vom ge
samten Stromkreis ~2 auf d £51 ausgeiibten: Kraft. Eine leichte Umformung ergibt 
fUr diese 

und daraus 
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Noch bleiben uns zur Bestimmung der iibrigbleibenden Koeffizienten die 
Induktionsgesetze. Bei ihrer Anwendung haben wir es nicht mehr mit stationaren 
und ruhenden Stromen zu tun, doch lassen wir den einen Leiter ruhen, den 
anderen nur Parallelverschiebungen durchfiihren, so daB jedes Element des 
Leiters 51 siCh in der Zeit dt um das gleiche Stiick da verschiebt. Natiirlich 
miissen jetzt entsprechend der doppelten Bewegung, die ein Elektrizitatsteilchen 
ausfiihrt, die in den Kraftausdriicken vorkommenden Differentiationen nach 
der Zeit geandert werden. Die etwas langwierige Rechnung ergibt nach einigen 
Umformungen fiir die gesamte induzierte elektromotorische Kraft 

_ 1 d2s2 ry[ d2r2 dr dr2] 1 dSB do d rj"1 d2r2 
E-"2h2 dtB JJ -B4dsldss +C5 dSl dS2 ds l ds2+"2kh2-dtdt doJ~ r ds l ds2 ds l ds2· 

~~ ~~ 

Von dieser Gleichung verlangen wir nun, daB sie der Tatsache gerecht 
werde, daB in 52 die gleiche Induktionswirkung auftritt, gleichgiiltig, ob in 51 
die Stromstarke von Null zum gegebenen Werte anschwillt, oder ob der Leiter 51 
aus dem Unendlichen in seine Lage gebracht wird, wahrend er von dem gegebenen 
Strom durchflossen wird. Daraus 

ff[(~ + B4) d~:~2SS - C5 ::1 :::ldsl ds2 = ff[~ + B4 + fC5dr]d~:~2s2dSldS2 = 0 

und x"nit C = j C5 dr - a 

Endlich verlangen wir noch, daB diese Kraft dem Energieprinzip entspricht, 
d.h. daB 

wo ~h die auf ein Teilchen des Leiters Eins, ~2 die auf ein Teilchen' des Leiters 
Zwei ausgeiibte Kraft bedeutet, die Ableitung eines aus den Koordinaten und 
Geschwindigkeitskomponenten der beiden Teilchen gebildeten Ausdrucks nach 
der Zeit sei. Setzen wir noch 

E dr dBl dr _ dF 
3------d S2 dr d S2 d S2 ' n=j-B3 rdr, R = jCrdr, 

so erhalten wir durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die Komponenten 

:t {- ~2 + (:r d~:~2S2 + d::~J ~~l ~s: + ~ Bl [(ddStr + (~St2r]) 
+ 2 ~ dSl dss +.!. dBl (dSl)2 + ~ dB2 (dS2)2 

dsl ds2 dt dt 2 dSl dt 2 dS2 de 

+ ~ (r dE (dr\2 + E + F + ~B] (dSl )2dS2 
dS2 dr ds"J 2 1 dt dt 

+ ~ [rdE (dr)2 + E + F + ~B] dSl (dS2)2. dSl dr dss 2 1 dt dt 

Der erste Ausdruck ist bereits eine Ableitung nach der Zeit, aIle iibrigen enthalten 
die ersten Ableitungen nach der Zeit in hoherem als erstem Grade, ohne daB die 
zweiten Ableitungen in ihnen auftreten. Daher miissen aIle diese Glieder einzeln 
gleich Null sein. Daraus: 

dx dE dF 
dr = B3 = Bl = dr = Tr = o. 
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Daher wird der Ausdruck fUr die Arbeit in der Zeiteinheit 

d { c2 (k d2r 2 d2R )}dS1 dS2 
e1 e2 lit - r + 2r ds1 ds2 + ds1 ds2 dt dt 

und damit das elektrodynamische Potential 

( k d2r2 d2R ') dS1 dS2 
V= -e1 e2 2rds1 ds2 + ds1 ds2 dtdt' 

Das zweite Glied ist nicht mehr naher zu bestimmen, da es bei der Inte
gration iiber einen geschlossenen Stromkreis wegfallt. Am einfachsten ist es 
natiirlich, R = 0 zu setzen. Dann wird das Gesamtpotential (mit k = 1) 

(1 ) 

ein Ausdruck, zu dem auch, von den auf die zeitliche Ausbreitung des Feldes 
zuruckgehenden Unterschieden abgesehen, die LORENTzsche Elektronentheorie 
gelangt (vgl. Kap. 2, Ziff. 27). 

Bestimmen wir nunmehr wieder die von einem Stromelemente des Stromes 
Eins auf eines des Stromes Zwei ausgeiibte Kraft unter Zugrundelegung von 
,R = 0 mit Hilfe der LAGRANGESchen Gleichungen, so erhalten wir in bekannter 
Kombination der vier moglichen Falle fiir die X-Komponente 

( d+ d~dXl') 
X = kJIJ2 dsl ds2 7iXcos e - dS2 dS1 . 

Dies ist aber mit k = 1 das GRASSMANNsche Elementargesetz (vgl. Ziff. 19), da 

11p{(d52'C) d51 - (d51d52) 'C},,= 11p {r ddr1 ds2d51 - (d5 1 d5 2)'C} 
r r ~ • 

25. Fernwirkungs- und Nahewirkungstheorie. Die Bedeutung der Kon
stanten c. DaB die CLAUsIUssche Kraftformel auf das GRASSMANNsche Elementar
gesetz fiihrt, weist bereits darauf hin, daB diese Kraft nicht mehr ohne weiteres 
in das System der NEWToNschen Dynamik eingeordnet werden kann. Und in der 
Tat besteht der hervorstechendste Unterschied zwischen der CLAUsIUsscherr und 
der WEBERschen Formel darin, daB in dieser bloB die gegenseitige Geschwindig
keit der beiden Ladungen auftritt, wahrend in jener die absoluten Geschwindig
keiten in Bezug auf das Koordinatensystem bestimmend sind. Diese Theorie 
drangt uns daher zu der Annahme, daB die elektrischen und magnetischen Krafte 
nicht unvermittelte Fernwirkungen sind, sondern durch ein "Medium" vermittelt 
werden, das eben das bevorzugte Koordinatensystem bestimmt. 

Freilich ist dieses Auftreten eines bevorzugten Koordinatensystems zwar 
l'in wichtiger Hinweis, aber kein unbedingter Beweis fUr die Nahewirkungs
theorie. Auch durch das NEWToNsche Gravitationsgesetz ist, wenn auch nicht 
ein einziges, so doch eine Gruppe von Koordinatensystemen ausgezeichnet. Die 
ErkHirung fUr diese Auszeichnung konnte man im Rahmen der Fernwirkungs
theorie im Sinne der MAcHschen Mechanik darin finden, daB diese Auszeichnung 
ebenfalls auf eine unvermittelte Fernwirkung aller Massen zuriickgeht. Eine 
ahnliche Erklarung stiinde uns natiirlich auch hier frei. 

Dieses Auftreten der absoluten Geschwindigkeiten im Kraftgesetz ist aber 
nicht der einzige Hinweis auf eine Theorie der N ahewirkung, der aus den bisher 

Handbuch der Physik. XII. 3 
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betrachteten Erscheinungen und ihrer theoretischen Erfassung folgt. Hierzu 
miissen wir zunachst prazisieren, worin in der mathematischen Formulierung 
der Unterschied zwischen Fern- und Nahewirkung besteht. Dieser resultiert 
daraus, daB bei F ernwirkung sich eine Anderung in der Verteilung der elektrischen 
Ladungen instantan merkbar machen moB, wahrend bei Nahewirkung die Fort
pflanzung dieser Storung des bisherigen Zustandes Zeit erfordert. DemgemaB 
miissen die Differentialgleichungen,die die mathematische Formulierung jener 
Theorie darstellen, vom elliptischen, diejenigen, die das Potential in dieser 
definieren, vom hyperbolischen Typus sein. Daher ist der erste Schritt zu dieser 
insbesondere von GAUSS l ) postulierten Theorie die Ersetzung der elliptischen 
POISsoNschen Potentialgleichung durch eine hyperbolische Differentialgleichung. 
Der einfachste derartige Ansatz, der von RIEMANN 2) (1858) aufgestellt worden ist 
und auch tatsachlich das skalare Potential der LORENTzschen Elektronentheorie 
darstellt ·(vgl. Kap. 2), lautet 

I 02 
LlV - - -- V = -4nn. c2 ot2 <:: 

RIEMANN zeigte auch, daB die in dieser Gleichung vorkommende Konstante c, 
wenn aus dieser Differentialgleichung das NEUMANNsche Potential folgen soIl, 
mit der in den Elementargesetzen auftretenden Konstanten c identisch sein miisse. 

Es gibt zwei Methoden, urn diese Konstante c, die Anzahl der in einer 
elektromagnetischen vorhandenen elektrostatischen Einheiten, direkt zu messen. 
Die erste von WEBER3) (1856) benutzte besteht darin, die Aufladung zweier Kon
duktoren einmal elektrostatisch zu messen, das andere Mal durch Messung des 
Stromes zu bestimmen, der auftritt, wenn man sie lei tend verbindet. Die zweite, 
die auch die experimentelle Stiitze fUr die Elektronentheorien abgibt, besteht 
darin, daB man die magnetischen Wirkungen bewegter Ladungen bestimmt 
(ROWLAND4) [1876]). AIle Messungen ergaben c als innerhalb der Fehlergrenzen 
gleich der Lichtgeschwindigkeit. Fassen wir also mit RIEMANN die elektrischen 
und magnetischen Kraftwirkungen als durch ein Medium vermittelt auf, so er
gibt sich, daB die Storungen sich in diesem Medium mit Lichtgeschwindigkeit 
fortpflanzen, was zum erstenmal von KIRCHHOFF bemerkt wurde. Damit hat 
dieser zum erstenmal den Spekulationen der Anhanger der kartesischen Natur 
philosophie, die bereits seit langem die elektrischen und magnetischen Wirkungen 
also durch das Medium in dem sich das Licht fortpflanzt, vermittelt ansahen, 
eine experimentelle Grundlage gegeben. 

Freilich ist von diesem Ansatz zu einer elektromagnetischen N ahewirkungs~ 
theorie, die auch das Licht in den Bereich der elektromagnetischen Erscheinungen 
einbezieht, noch ein weiter Weg, namlich der zu einer vollstandigen Theorie 
des elektromagnetischen Feldes. Vor allem widersprechen noch die aus den 
bisherigen Betrachtungen gewonnenen Potentialformeln Differentialgleichungen 
von der Art der RIEMANNschen. Denn diese besitzt die element are Losung 

V= __ e __ 

r(t - ;)' 
wo r (t - ric) die Entfernung zwischen den Lagen des Aufpunkts zur Zeit t und der 
wirkenden Ladung zur Zeit t - ric bedeutet. Ein derartiges retardiertes Potential, 
in das also nicht die Entfernung zweier gleichzeitiger Lagen von Massenpunkt und 

1) C. F. GAUSS, Ges. Werke V, 629. 
2) B. RIEMANN, Pogg. Ann. Bd. 131, S. 237. 1867 . 

. 3) W. WEBER U. R. KOHLRAUSCH, Pogg. Ann. Bd. 99, S. 10. 1856. 
4) H. A. ROWLAND, Bed. Ber. 1876, S. 211; Pogg. Ann. Bd. 158, S. 487. 1876. 
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Aufpunkt eingeht, ist charakteristisch fur die Nahewirkungstheorie, wahrend die 
instantanen Potentiale die unendlich schnelle Ausbreitung der Wirkung und 
damit die Fernwirkungstheorie charakterisieren. Es ist aber auch nach der 
Nahewirkungstheorie durchaus verstandlich, daB die Erscheinungen uns die 
retardierten Potentiale bisher noch nicht aufgedrangt haben. Denn wir hatten 
es in den Abschnitten I a bis II a mit statischen bzw. stationaren Erscheinungen zu 
tun, bei denen natiirlich retardiertes und instantanes Potential zusammenfallen. 
Erst in diesem Abschnitt haben wir langsam veranderliche Felder in unsere 
Betrachtungen einbezogen, und damit tritt auch die Bedeutung der Konstanten c 
hervor. So erhielt KIRCHHOFF!) (1856) als F ormelfur die Ausbrei tung von Poten tial
storungen entlang eines dunnen Drahtes (Lange l, Radius a) 

B2V 1 B2V BV 
Bx2 = c2 7fi2 + 2In(l/a)o.na2 at 

(vgl. den Artikel "Wechselstrome" im Bd. XV ds. Handb.), in der die Bedeutung 
von c fUr die Ausbreitung der elektrischen Felder bereits deutlich hervortritt. 
"Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ergibt sich hier = c, also als unabhangig 
sowohl yom Querschnitt als von der Leitungsfahigkeit des Drahtes, als endlich 
von der Dichtigkei t der Elektrizi tat; ihr Wert ist sehr nahe gleich der Licht
geschwindigkeit." Die bisher aufgestellten Potentialformeln stellen also Grenz
formeln fUr den Fall konstanter Felder dar, die fUr langsam veranderliche noch 
angewendet werden konnen. 

Aber nicht nur in der Theorie der rasch veranderlichen Felder mussen die 
Eigenschaften des Feldes eine ausschlaggebende Rolle spielen. Auch der Zu
sammenhang zwischen elektrischer und magnetischer Kraft wird durch sie 
bestimmt. Denn in der Nahewirkungstheorie 'sind elektrisches und magnetisches 
Potential nicht mehr wie in der Fernwirkungstheorie reine RechnungsgroBen, 
sondern entsprechen realen physikalischen GroBen, d. h. sie bestimmen den Zu
stand des Feldes, und zwar eines und desselben Feldes. Es ist daher anzunehmen, 
daB sie irgendwie gekoppelt sind. Dabei ist festzuhalten, daB die Verwandtschaft 
zwischen elektrischen und magnetischen Kraften nicht auf spekulative Be
trachtungen uber die Natur dieser Krafte gegrundet ist, sondern daB eine ganze 
Anzahl magnetischer Felder durch elektrische Strome bzw. bewegte elektrische 
Ladungen erzeugt wird, ja daB, wie wir unter II c sehen werden, alle magnetisch~n 
Felder auf soIche zuruckgefUhrt werden konnen. Gelingt es uns aber, einen 
derartigen Zusammenhang aufzufinden, so fUllen wir damit auch eine Lucke 
aus, die unsere bisherige Theorie noch besitzt. Die bisher aufgestellten Gesetze 
fur die zwischen zwei Stromelementen bzw. zwischen zwei bewegten Ladungen 
wirkenden Krafte stimmen namlich alle in den fiir geschlossene Strome geltenden 
Gesetzen uberein, weichen dagegen fUr oHene Strome in ihren Resultaten von
einander ab, ohne daB wir eine experimentelle Entscheidung angeben k6nnten, da 
aIle stationaren Strome geschlossene Strome sind. Eine vollstandige Theorie des 
elektromagnetischen Feldes muB aber naturlich diese Unbestimmtheit beseitigen. 

c) Die magnetise hen Eigensehaften der Materie2). 

26. Induzierter (temporarer) Magnetismus. Magnetische Suszeptibilitat. 
Para- und ferromagnetische Substanzen. In der vorigen ZiHer wurde bereits 
darauf hingewiesen, daB die Verwandtschaft zwischen elektrischer und magne
tischer Kraft nicht aus Spekulationen uber den Nahewirkungsmechanismus 

1) G. KIRCHHOFF, Fogg. Ann. Bd. 100, S. 193, 251. 1857. 
2) Vgl. Bd, XV, Kap. 1. 
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geschlossen zu werden braucht, sondern daB diese auf die magnetische Wirkung 
bewegter Ladungen und darauf gestiitzt werden kann, daB aile magnetischen 
Erscheinungen durch ungezwungene Hypothesen auf bewegte elektrische 
Ladungen zUrUckgefiihrt werden konnen. Um dies nachzuweisen, miissen wir 
die magnetischen Eigenschaften der nicht permanent magnetisierten Korper 
in unsere Betrachtungen einbeziehen. 

Bringt man weiches Eisen in ein Magnetfeld, so verhalt es sich wie ein 
Magnet, indem es auf andere Magneten und Stromkreise Krafte ausiibt. Es 
unterscheidet sich von einem permanenten Magneten nur dadurch, daB seine 
Magnetisierung nicht konstant ist, sondern von der an der Stelle herrschenden 
magnetischen Feldstarke abhangt. Es zeigt sich, daB die in ihm erregte Magneti
sierung (induzierter Magnetismus) im allgemeinen in der Richtung der herrschen
den Feldstarke liegt. Wir konnen also schreiben: 

(1 ) 

Der Koeffizient x, die magnetische Suszeptibilitat, ist fiir kleine Feldstarken 
eine Konstante, bei groBeren Feldstarken wird x bei ferromagnetischen Sub
stanzen von Sj abhangig, und zwar nimmt es mit zunehmendem Sj abo (Fiir Sj 
ist der gesamte Wert, d. h. inkl. der vom induzierten Magneten herriihrenden 
Feldstarke zu nehmen.) Es gibt aber eine Anzahl von Substanzen, fiir die x iiber
haupt eine Konstante ist. Von diesen paramagnetischen Substanzen unterscheidet 
sich weiches Eisen und die Substanzen, die sich 'li.hnlich wie dieses verhalten 
(Nickel, Kobalt usw.) , nicht nur durch diese Abhangigkeit der magnetischen 
Suszeptibilitat von der erregenden Feldstarke und deren bedeutende GroBe, 
sondern auch durch die Erscheinungen der Hysteresis, d. h. dadurch, daB auch 
bei quasistationarem Verringern der induzierenden Feldstarke, der der jeweiligen 
Feldstarke entsprechende induzierte Magnetismus starker ist als bei anwachsen
der induzierender Feldstarke (vgl. den Artikel "Die magnetischen Eigenschaften 
der Korper" im Bd. XV ds. Handb.). Diese Substanzen nennen wir ferro
magnetisch. 

In Kristailen stimmt die Richtung der Magnetisierung im ailgemeinen nicht 
mit der der erregenden Feldstarke iiberein. Hier ist die Suszeptibilitatskonstante 
kein Skalar mehr, sondern ein Tensor. W. THOMSON hat nachgewiesen, daB 
dieser Tensor symmetrisch sein muB, da sonst der Kristall in eine dauernd 
wachsende Rotation versetzt wiirde, was dem Energieprinzip widersprache. 
Der Beweis ist also vollig analog zum Beweis der Symmetrie, des elastischen 
Tensors (BOLTZMANNsches Prinzip; vgl. Bd. VI). 1m folgenden sehen wir von 
den nur den ferromagnetischen Substanzen eigenen Erscheinungen ab und be
schaftigen uns daher zunachst nur mit den paramagnetischen, nicht kristallischen, 
fUr die x eine positive Konstante ist. 

27. Potential. Aquivalente Verteilung. Grenzbedingung. Wir konnen 
die magnetische Feldstarke Sj, die bei Anwesenheit paramagnetischer Substanzen 
in einem magnetischen Felde herrscht, ,in zwei Teile zerlegen, in einen Sjl' die 
crregende Feldstarke, die bei Abwesenheit der paramagnetischen Korper herrschen 
wiirde, up.d einen zweiten Sj2' der die induzierte Feldstarke darstellt. Analog 
laBt sich das magnetische Potential V in zwei Teile VI und V2 spalten, da nach 
Ziff. 11 auch im Innern eines magnetisierten Korpers Sj von einem Potential 
ableitbar ist. Gleichung (1), Zif£' 26 laBt sich somit 

im = xSj = -x grad V 

schreiben. 1st also x konstant, d. h. der magnetisierte Korper homogen, so ist 
auch im von einer Potentialfunktion cp = % V ableitbar. 



Ziff.28. Energie und ponderomotorische Kraft. Diamagnetismus. 37 

Das Potential cp ist ein NEWTONsches. Denn nach Ziff. 10, Gleichung (2a) 
folgt fiir die dem induzierten Magnetismus aquivalente Verteilung magnetischer 
Massen die Dichte e = -div IDl , 

was mit Gleichung (1) Ziff. 26 e = -u div~ 

wird. Aus der Potentialtheorie folgt aber 

div~ = 4ne, 

woraus unmittelbar e = 0. Dem induzierten Magnetismus entspricht also ledig
lich eine Oberflachenbelegung der Flachendichte 

0= (IDln) = -u (ngrad) V = u(~:L. 
Daraus folgt die Bedingung, die dem Potential an der Oberflache der 

magnetisierbaren K6rper auferlegt werden muB. Nach bekannten Satzen der 
Potentialtheorie [vgl. auch Gleichung (3a), Ziff. 6 und Gleichung (1) Ziff. 26J ist 

(0V\ + (0V\ = -4na = -4nu (OV) , on)+ ,0;)_ an _ 

(~:L + (1 + 4nu) (~:L = 0. 

Durch Einfiihrung des Vektors der magnetischen Induktion laBt sich diese 
Gleichung bedeutend einfacher schreiben. Es ist [Gleichung (4), Ziff. 11J 

58=~+4nIDl= (1 +4nu)~. 

Die Konstante I" = 1 + 4me nennen wir die magnetische Permeabilitat. Daher 

58 = fL~ (2) 

und die Grenzbedingung lautet, da wir im freien Raum u = 0, I" = 1 haben: 

1"+ (~~+ + 1"- (~:L = fL+~n+ + fL-~n- =0, 

58n+ + 58n - = 0. (J) 

Es ist unmittelbar einzusehen, daB diese Gleichung auch fUr die gemeinsame 
Grenzf1ache zweier magnetisierbarer Medien ihre Gilltigkeit behalt. Die Normal
komponente der magnetischen Induktion geht also stetig durch diese Grenzf1ache 
hindurch, wie ja aus ihrem Verhalten in permanenten Magneten bereits zu er
warten war. 

28. Energie und ponderomotorische Kraft. Diamagnetismus. Nach den 
Gleichungen 0) und (3 a), Ziff. 10 ist der Beitrag, den ein K6rper der Suszeptibili
tat u zur potentiellen Energie eines Systems permanenter Magneten liefert, 

E = - t f f f u grad2 V d7:. 

Sei X die auf diesen K6rper ausgeiibte ponderomotorische Kraft magnetischen 
Ursprungs, dann ist nach dem Energieprinzip 

f X c5x + E = konst. 

1st u so klein, daB es in erster Naherung gegen Eins vernachlassigt werden kann, 
so folgt daraus in erster Naherung, wenn wir den K6rper als homogen annehmen. 
also u eine Konstante ist: 

X = - ~; = ~ u ooxJfIgrad2 V dT = ~ u oOxJfI ~2dT. 
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Daraus folgt fUr positive Werte von u, daB ein paramagnetischer Korper 
sich von Stellen kleiner magnetischer Feldstarke zu solchen groBerer magnetischer 
Feldstarke zu bewegen sucht. 

1m Jahre 1846 beobachtete FARADAY!), daB sich ein Glasstab, den er zwischen 
den Polen eines starken Elektromagneten aufgehangt hatte, nicht wie ein para
magnetischer Korper in die Richtung der magnetischen Kraft stellte, sondern 
quer zu dieser. Indem er zur Aufklarung dieses Phanomens Kugeln und Wurfeln 
aus Glas in ein magnetisches Feld brachte und so entdeckte, daB diese sich nicht 
wie etwa Stucke weichen Eisens zu Stellen groBerer Feldstarke bewegen, konnte 
er dieses Verhalten darauf zuruckfUhren, daB Glas sich von Stellen groBer Feld
starke zu solchen geringster bewegt. Er zag aus diesen Beobachtungen auch 
bereits den richtigen SchluB, daB in dem Glas zwar ebenso wie in den para
magnetischen Korpern durch ein magnetisches Feld Magnetismus erregt wird, 
daB aber die Richtung der induzierten Magnetisierung hier der Richtung der 
magnetischen Feldstarke entgegengesetzt ist. In die Sprache un serer Formeln 
ubertragen, bedeutet dies, daB fUr Glas und eine Reihe anderer Korper, ins
besondere fUr Wismut, das dieses Verhalten am starksten zeigt, die magnetische 
Suszeptibilitat u negativ ist. Dann ergibt auch tatsachlich unsere Formel fur 
die auf eine solche Substanz ausgeubte ponderomotorische Kraft, daB sie sich 
in einem Magnetfelde von den Stellen groBerer zu den Stellen geringster Feld
starke bewegen muB. Derartige Substanzen nannte er diamagnetisch. Ihre 
Existenz ist, wie wir unten sehen werden, die starkste Stutze fUr die elektrische 
Theorie der magnetischen Erscheinungen. 

29. Die Theorie der para- und ferromagnetischen Erscheinungen. Die 
Konzeption der Elementarmagneten hat sich bereits bei der Besprechung des 
permanenten Magnetismus als bedeutend einfacher erwiesen als die Annahme 
magnetischer Fluida. Versuchen wit nunmeht, uns eine Vorstellung von den 
molekularen Vorgangen zu schaffen, die den magnetischen Induktionserschei
nungen zugrunde liegen, so sehen wir, daB nur die erste Theotie in Bettacht 
kommt. 

Von entscheidender Bedeutung sind hier Versuche, die BEETZ2) 1860 an
gestellt hat. Er uberzog einen Silberdraht mit einer dunnen Schicht Lack, in 
die er einen dunnen Strich bis zum metallischen Silber einritzte. Den so prapa
rietten Silberdraht tauchte er in eine Eisensalzlosung. Schickt er nun einen 
Strom durch die Lasung, wobei der Draht als Elektrode diente, so schlagt sich 
das Eisen nur auf dem dUnnen blankgelegten Strich nieder. Legt man wahrend 
der Elektrolyse ein Magnetfeld in der Richtung des Striches an, so erweist sich 
das niedergeschlagene Eisen als stark magnetisch. Nicht nut die Starke und 
die Permanenz der Magnetisierung, sondern auch ihte fast vallige Unabhangig
keit von der erregenden Feldstarke ist auffallend. Die kleinste magnetische 
Starung zerstart die abnormale Magnetisierung des niedergeschlagenen Eisens, 
und dieses verhalt sich dann wie gewahnliches. 

Eine Erklatung dieses Phanomens auf Gtundlage der Theorie det magne
tischen Fluida muB naturlich auf praktisch unuberwindliche Schwierigkeiten 
stoBen. Dagegen ergibt die Annahme der Elementarmagneten diese Erscheinungen 
durchaus zwanglos. Herrscht wahtend des Niederschlagens der Eisenmolekiile 
ein magnetisches Feld, so reihen sich die durch die magnetische Kraft bereits in 
der Lasung gerichteten Molekule aneinander. Da die Richtung der Molekule 
bereits in der Lasung hergestellt ist, begegnet sie keinem wesentlichen Wider
stand, und die Starke des richtenden Feldes spielt daher keine entscheidende 

1) M. FARADAY, Researches § 2253. 
2) W. BEETZ, Pogg. Ann. Bd. 111, S. 337. 1860. 
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Rolle. Da eine derartige Anordnung der MolekUle jedenfalls eine, wenn auch ge
ringe Stabilitat besitzt, behalt das niedergeschlagene Eisen seine Magnetisierung 
auch nach dem Aufhoren des erregenden Feldes. Wird dagegen, etwa durch An
legen eines anders gerichteten auBeren Magnetfeldes, die Anordnung gestort, so 
verliert sie die Stabilitat, und es bildet sich die normale, in gewohnlichem Eisen 
herrschende Anordnung der Elementarmagneten aus. Vergleiche weiter unten 
die Theorie von MAXWELL und die Untersuchungen von EWING. 

Der in paramagnetischen Korpern induzierte Magnetismus findet demnach 
seine Erklarung darin, daB durch das auBere Feld die Elementarmagnet gleich
gerichtet werden. Da der Grad der Magnetisierung aber nunmehr von der Starke 
des erregenden Magnetfeldes abhangt, muB der richtenden Kraft des Feldes 
eine aus der inneren Konstitution des induzierten Korpers entspringende Kraft 
entgegenwirken. Trotzdem bei der Induktion auch Warme erzeugt wird, kann 
dies keine Reibungskraft sein, da sonst die Induktion erst von einer gewissen 
Minimalstarke der induzierenden Kraft an auftreten konnte. 

WEBER1) nahm daher an, daB auf jedes MolekUl eine Kraft wirkt, die es in 
seiner ursprunglichen Richtung zu halten sucht. Diese Kraft entspricht einer 
auf eine magnetische Feldstarke 'l) zuruckgehenden, deren Richtung in der 
urspriinglichen Richtung der magnetischen Achse des MolekUls wirkt. Unter 
dieser Annahme ist der Zusammenhang zwischen der induzierten Magnetisierung 
ID1 und der erregenden Feldstarke leicht aufzustellen. 

Befindet sich der Korper im neutralen Zustand, so sind die Achsen der 
Elementarmagneten uber alle Richtungen gleichmaBig verteilt. Wirkt jedoch 
die magnetische Feldstarke SJ auf ihn, so stellen sich die Achsen der einzelnen 
Elementarmagneten in die Richtung der Resultierenden ~ aus der Feldstarke SJ 
und der Richtungskraft 'l). Bezeichnet IX den Winkel zwischen SJ und'l), -& den 
Winkel zwischen SJ und ~, m das magnetische Moment eines Molekuls, n die 
Anzahl der magnetischen MolekUle in der Volumseinheit, so ergibt sich sofort: 

:n: 

ID1 = f~n cos-& sin IX drx. 
o 

Durch eine leichte Rechnung kann man -& und IX durch D, H und R ersetzen. 
Dies ergibt: :n: 

ID1 =f mn_ (R2 + H2 - D2)dR 4H2D . 
o 

Die Integrationsgrenzen sind nunmehr fur H < D von R = D + H bis R = D - H 
fUr H > D von R = H + D bis R = H - D. Daher 

H<D, 

H>D, ( 1 D2) SJ . 
ID1 = mn 1 - 3" H2 H • 

Dieses Resultat zeigt bereits die Proportionalitat der induzierten Magneti
sierung mit der Feldstarke fur kleine Feldstarken und das Erreichen eines 
Sattigungswertes mit sehr groBen Feldstarken. Dagegen ergibt die WEBERsche 
Theorie noch nicht die Erscheinungen der Hysteresis und das sehr starke An
steigen der Suszeptibilitat vor Erreichen des. Sattigungswertes. 

1) W. WEBER, Pogg. Ann. Ed. 87, S. 145. 1852. Die Endformel ist offenbar durch 
einen Rechenfehler entsteUt und wurde durch MAXWELL, Treatise Ed. II, § 443 richtig
gestellt. 
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MAXWELL1) hat daher die WEBERsche Theorie erweitert. Er nahm an, daB 
die einzelnen Elementannagnete, nachdem sie um einen bestimmten Winkel 
abgelenkt worden sind, in eine neue Stabilitatslage gelangen, so daB die WEBER
schen Vberlegungen nunmehr von diesem Winkel an durchzufiihren sind. Die 
entsprechend komplizierteren Rechnungen ergeben das folgende Resultat: 
Bis zu einer gewissen Feldstarke, bei der eben die ersten Molekiile in die neue 
Stabilitatslage gebracht werden, ist auch hier die induzierte Magnetisierung 
der Feldstarke proportional, dann aber steigt, wie unmittelbar einzusehen ist, 
die Perrileabilitat stark an. Wird die induzierende Feldstarke wieder entfernt, 
so kehren die Molekiile nicht mehr samtlich in ihre urspriingliche Lage zUriick, 
sondern in ihre nunmehrige Gleichgewichtslage. Daraus resultiert natiirlich 
der remanente Magnetismus. 

MAXWELL hat auch bereits erwwnt, daB die Richtungskraft'1.) auf die Ein
wirkung der iibrigen Elementarmagnete auf d(m betrachteten zuriickgefiihrt 
werden konnte. Dieser Gedanke wurde von EWING aufgenommen und durch
gefiihrt. EWING 2) nahm als Analogie eine Anzahl von Magnetnadeln und konnte 
nicht nur zeigen, daB diese tatsachlich mehrere Gleichgewichtslagen besitzen, 
sondern, auf dieser Analogie weiterbauend, zeigte er, daB samtliche Eigen
schaften der ferromagnetischen Korper durch die Theorie der Elementarmagnete 
erklart werden konnen. 

30. AMPERES Molekularstrome und die Theorie des Diamagnetismus. Da
gegen ist es unmittelbar einzusehen, daB die Hypothese der Elementarmagnete 
nie zu einer Erklarung des Diamagnetismus fiihren kann. Aber durch eine nahe
liegende physikalische Interpretation der Elementarmagneten gelingt es, auch 
diese Erscheinungen in die Theorie einzubeziehen. AMPERE 3) hat die Hypothese 
eingefiihrt, daB der Magnetismus der magnetischen Molekiile keine primare 
Erscheinung ist. Er nimmt an, daB die magnetischen Molekiile unendlich gut 
leitende Strombahnen besitzen, in denen ein konstanter Strom zirkuliert. Von 
MAXWELL 4) und anderen wurde dann nachgewiesen, daB es geniigt, die Molekiile 
aus unendlich gut leitender Materie bestehend anzunehmen, indem sie be
wiesen haben, daB in jedem derartigen Leiter Stromverteilungen, die einem 
geschlossenen Stromkreis entsprechen, auftreten konnen. 

Diese kleinen Solenoide verhalten sich nun natiirlich wie Elementar
magneten, freilich mit der Einschrankung, daB in ihnen bei einer Veranderung 
des Magnetfeldes Induktionsstrome erzeugt werden miissen. Um diese Induktions
wirkung zu berechnen, nehmen wir an, daB L der Selbstinduktionskoeffizient 
des magnetischen Molekiils, M sein Induktionskoeffizient in bezug auf das das 
magnetische Feld erzeugende System ist. Ferner sei y die im Molekel herrschende 
Stromstarke, y'die im erregenden System herrschende, dann ist (Ziff. 22): 

:t (Ly + My') = -Ry. 

Da R, der Widerstand des Molekiils, gleich Null ist, folgt daraus: 

Ly + My' = konst. 

Es herrsche das magnetische Feld 5), t sei der Inhalt der Projektion der von 
der molekularen Strombahn umflossenen Flache in die auf Achse des Molekiils 

1) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. II, § 444 ff. . 
2) J. A. EWING, Magnetic Induktion in Iron and other Metals, deutsch von L. HOL

BORN und S. LINDECK, Berlin 1892. 
3) A. M. AMPERE, Recueil d'observations electrodynamiques 367. 
4) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. II, §§ 890f. 
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senkrecht stehende Ebene, ~ der Winkel zwischen der Achse des Molekiils und 
SJ, dann ist L'Y +Htcos~ = L'Yo, 

wobei 'Yo nunmehr die Stromstarke im Molekiil zu der Zeit bedeutet, zu der 
SJ = O. Nehmen wir nun an, daB auch die nichtmagnetischen Molekiile derartige 
Strombahnen enthalten, so gelangen wir zur WEBERschen Theorie des Dia
magnetismus, die in qualitativer Hinsicht bereits von FARADAY angegeben war. 

In diesem FaIle ist 'Yo = 0, daher: 
HI 'Y = -Tcos~. 

Daraus ergibt sich unmittelbar, daB die Magnetisierung nunmehr zwar 
wiederum der magnetischen Feldstarke proportional, aber der Richtung des 
erregenden Feldes entgegengesetzt ist. Derartige Substanzen sind also dia
magnetisch. 

III. FARADAy-MAXWELLS Theorie des 
elektromagnetischen Feldes. 

a) Die Nahewirkungstheorie der bisher besprochenen 
Erscheinungen. 

31. Fern- und Nahewirkungstheorie. Wenn wir nunmehr aus den oben 
angefiihrten Grunden dazu ubergehen, eine Nahewirkungstheorie der elek
trischen und magnetischen Erscheinungen aufzubauen, so mussen wir vor 
allem die Betrachtungsweise, die wir bisher bei der Untersuchung der Er
scheinungen eingehalten haben, verandern. In der Fernwirkungstheorie ist der 
Sitz der elektrischen und magnetischen Krafte die Materie und die Grund
lage der Theorie wird daher durch die COULoMBschen Gesetze gegeben, die Be
ziehungen zwischen zwei materiellen Teilchen angeben. Wohl stellt die Poten
tialtheorie, wie bereits erwahnt, eine Art Feldtheorie dar, aber bloB im for
malen Sinn. Denn dem Potential kommt keinerlei physikalische Bedeutung 
zu, und die Potentialgleichungen beziehen ihre Rechtfertigung lediglich daher, 
daB sie sich aus den Kraftgleichungen ableiten lassen. Ganz anders sind die 
Anschauungen der Nahewirkungstheorie. Der Kraftbegriff, der in der Fern
wirkungstheorie lediglich der Ausdruck fiir eine Beziehung zwischen zwei 
materiellen Teilchen ist, wird in ihr verselbstandigt. Wiihrend in der alten Theorie 
von einer elektrischen Kraft nur dann gesprochen werden kann, wenn mindestens 
zwei elektrisierte Teilchen vorhanden sind und sich der Sinn des Kraftbegriffes 
in der Tatsache erschopft, daB zwei elektrisierte Teilchen einander in Bewegung 
zu setzen versuchen, erregt nach der Nahewirkungstheorie bereits ein elektrisch 
geladenes Teilchen physikalische Veranderungen im gesamten es umgebenden 
Raum, ganz unabhangig davon, ob es noch weitere elektrisierte Korper gibt oder 
nicht. Dieses elektrische Feld erreicht nach einer gewissen Zeit einen stabilen 
Zustand. Bringt man nun einen zweiten elektrisch geladenen Karper in da.s 
Feld, so stort er es durch das von ihm erregte und das Feld strebt nun einem 
neuen Gleichgewichtszustand zu und ubt, um ihn herbeizufiihren, eine pondero
motorische Kraft auf die beiden Karper aus. So wird die in der alten Theorie 
element are Erscheinung der ponderomotorischen Kraftwirkung in der Feld
theorie zu einem sekundaren ProzeB. 

Entsprechend diesen prinzipiellen Verschiedenheiten in der Grundanschauung 
sind naturlich auch die Untersuchungsmethoden und die Darstellungsweise der 
beiden Theorien von Grund auf verschieden. Die Nahewirkungstheorie kann 
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ihre Aufgabe nicht mehr in der Erforschung der Eigenschaften der Kraftzentra 
und ihrer gegenseitigen Beziehungen sehen, sondern in der Auffindung derjenigen 
GrOBen, durch die der Zustand des Feldes charakterisiert wird und durch die 
Untersuchung der Beziehungen, die zwischen dem Zustand des Feldes in einem 
Volumelement zu dem Zustand des Feldes in den angrenzenden besteht. Der 
mathematische Ausdruck der Feldtheorie besteht daher darin, daB die Feld
groBen durch partielle Differentialgleichungen dargestellt werden. Der EinfluB 
der Materie wird sich dabei in zweierlei Weise zeigen konnen. Erstens kann die 
Materie den von ihr eingenommenen Raum, d. h. die Differentialgleichungen, 
beeinflussen, und zweitens kann die Materie als Kraftzentrum dem sie um
gebenden Felde gewisse Bedingungen auferlegen, die sich meistens als Rand
bedingungen oder als vorgeschriebene Singularitaten auBern. 

32. Kraftlinien und Kraftrohren. Statische und stationare Felder. Wir 
miissen daher vor allem die bisher beschriebenen Erscheinungen von diesem 
neuen Gesichtspunkt aus betrachten, d. h. uns ein Bild der mit ihnen verkniipften 
Felder zu verschaffen suchen, urn aus diesem auf die physikalischen Verhaltnisse 
im Felde schlieBen zu konnen.· Dabei beschranken wir uns jetzt auf die Be
trachtung von Feldern im Vakuum, urn die durch das Vorhandensein der Materie 
evtl. auftretenden Komplikationen zunachst zu vermeiden. 

Es ist klar, daB von den bisher betrachteten GroBen lediglich das Potential 
bzw. die Feldstarke zur Charakterisierung des Feldes in Betracht kommen. Urn 
eine moglichst anschauliche Darstellung zu bekommen, wahlen wir die letzte. 
Dann ist das Feld dadurch gegeben, daB jedem Punkte des Raumes ein Vektor, 
namlich die Feldstarke, zugeordnet ist. Da wir zuerst die statischen Felder 
untersuchen, geniigt, wie aus dem Bisherigen hervorgeht, ein Vektor, die 
elektrische bzw. die magnetische Feldstarke, zur vollstandigen Charakterisierung 
des Feldes. Von dieser Auffassung des Kraftfeldes als Vektorfeld ausgehend, 
ist es moglich, zu einer noch anschaulicheren Darstellung zu gelangen. 

Zu diesem Zwecke ziehen wir [FARADAY 18311)] Linien, die in jedem ihrer 
Punkte die in diesem Punkte herrschende F~ldstarke zur Tangente haben. 
Derartige Kraftlinien erlauben uns also eine Darstellung des Feldes, die uns die 
Richtung der in jedem Punkte herrschenden Feldstarke anzugeben gestattet. 
Es gibt ein einfaches Mittel, urn mit ihrer Hilfe auch die Starke des Feldes 
in jedem Punkte anzugeben. Denn die Dichte, d. h. der Abstand, in dem wir 
die Linien voneinander ziehen, ist ja noch vollkommen willkiirlich. Wir setzen 
daher fest, daB die Anzahl der durch eine Einheit einer normal zu ihnen gestellten 
Flache stoBenden Kraftlinien dem Betrag der Feldstarke gleich sein soil. 

Die Kraftlinien eines statischen Feldes besitzen einige besondere Eigen
schaften, die sich am einfachsten aus einer von MAXWELL2) angegebenen physi
kalischen Analogie ergeben. Dazu miissen wir die Differentialgleichung fiir die 
Feldstarke aufstellen. Aus Gleichung (3), Ziff.3 ergibt sich fiir die elektrische, 
aus Gleichung (2), Ziff.10 fiir die magnetische Feldstarke, daB im freien Raum 

div~ = 0 bzw. divSj = O. 

Deuten wir daher die Feldstarke als die Geschwindigkeit einer stromenden 
Fliissigkeit, so folgt daraus, daB sich diese Fliissigkeit inkompressibel verhalt. 
Weil aber die beiden Feldstarken auBerdem noch von einem Potential ableitbar 
sind, ist diese Bewegung eine wirbelfreie. Da beide Erscheinungen durch den einen 
Vektor vollstandig bestimmt sind, kann man sie in Analogie zueinander setzen. 

1) M. FARADAY: Experimentaluntersuchungen fiber Elektrizitat. § 114. Berlin 1889. 
2) J. CL. MAXWELL: tJber FARADAYS Kraftlinien. Klassiker der exakten Wissenschaften. 

Bd.69. 
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Es entspricht also der Feldstarke ~ bzw. Sj, die Geschwindigkeit b einer in 
wirbelfreier Bewegung befindlichen inkompressiblen Fliissigkeit. Die Kraft
linien des Feldes entsprechen daher den Stromlinien der Fliissigkeit. Zieht 
man durch einen Punkt einer Stromlinie eine geschlossene Kurve und legt man 
durch jeden Punkt dieser Kurve eine Stromlinie, so erhalt man eine Stromrohre. 
Diese hat nun die Eigenschaft, daB die bei ihrem einen Ende eintretende Fliissig
keit am anderen Ende austreten muB, da ihre Wande ja aus Stromlinien be
stehen und daher von der Fliissigkeit nicht durchschnitten werden konnen. 
Daher muB durch jeden ihrer Querschnitte in der Zeiteinheit dieselbe Fliissig
keitsmenge flieBen, d. h. das Produkt aus Querschnitt und Geschwindigkeit 
ist fUr jeden Querschnitt konstant. Analog konnen wir nun auch Kraftrohren 
konstruieren und fUr diese gilt daher ebenfalls, daB das Produkt aus Querschnitt 
und Feldstarke fUr jeden Querschnitt dasselbe ist. Der Querschnitt einer Kraft
rohre ist also der dort herrschenden Feldstarke umgekehrt proportional. 

Definieren wir nun eine Einheitsrohre dadurch, daB das Produkt aus ihrem 
Querschnitt und der Feldstarke gleich Eins ist, dann konnen wir die Kraft
linien der oben angegebenen Konstruktion durch Einheitskraftrohren ersetzen. 
Denn nehmen wir eine auf die Kraftlinien normalstehende Flache und teilen 
wir sie so in Flachenelemente, daB jedes Element mit der an ihm herrschenden 
Feldstarke multipliziert Eins ergibt, und ziehen wir die durch diese Flachen
elemente bestimmten Einheitskraftrohren, so wird deren Zahl offenbar gleich der 
Zahl der Kraftrohren der anderen Konstruktion sein. Es ist natiirlich auch leicht 
einzurichten, daB jede Kraftlinie in einer anderen Einheitskraftrohre enthalten 
ist. Daraus folgt unmittelbar, daB unsere Felder die Eigenschaft besitzen, daB 
die Kraftlinien in ihnen nicht anfangen oder aufhoren konnen, da die Kraftrohren 
dies ja auch nicht konnen. (Fiir die Theorie der Stromrohren vgl. Bd.VII, Kap.L) 

Wir konnen aber aus dieser Analogie noch mehr schlieBen. Jede wirbelfreie, 
stationare, nicht zylindrische Fliissigkeitsstromung kann man sich entstanden 
denken aus einer gewissen Verteilung von Quellen und Senken, bei denen die 
Stromrohren beginnen bzw. endigen. Urn die Analogie, die unsere Felder fiir 
diese Singularitatsstellen aufweisen, zu finden, wollen wir die Beziehung zur 
Potentialtheorie herstellen. Da die Kraftlinien die Feldstarke zur Tangente 
haben, folgt aus Ziff. 6, daB die Kraftlinien auf die Aquipotentialflachen normal
stehen. Daraus folgt unmittelbar, daB sie auch auf der Oberflache eines Konduk
tors normal stehen. Sie miissen daher auch dort endigen, da im Innern des 
Konduktors die Feldstarke verschwindet. Aus dem erwahnten Satz folgt aber 
auch, daB die Kraftlinien an den Stellen enden miissen, an denen das Potential 
einen Maximal- oder einen Minimalwert erreicht. Die Kraftlinien beginnen 
oder endigen daher immer an den Stellen, an denen positive bzw. negative 
Ladungen vorhanden sind. DaB dies nur an diesen Stellen der Fan sein kann, 
laBt sich mit Hilfe der hydrodynamischen Analogie erweisen. Denn die Strom
rohren enden nur bei Quellen oder Senken der Fliissigkeit. Die angegebenen 
Fane erweisen aber, daB diese Stellen beim elektrischen Felde mit den Ladungen 
in Analogie zu setzen sind. Daher ist das Feld durch die Ladungen derart be
stimmt, daB diese entweder (Punktladungen) die Singularitaten des Feldes oder 
den KraftfluB durch eine bestimmte Flache bestimmen. Analoges gilt fUr das 
magnetische Feld. 

Wir haben damit eine geometrische Reprasentation der statischen Felder 
bekommen, die uns ein anschauliches Bild liefert. Sie laBt uns aber auch dann 
nicht im Stich, wenn wir zur Betrachtung anderer Felder iibergehen. Sie erweist 
sich im Gegenteil gerade bei der Betrachtung der elektromagnetischen Er
scheinungen von besonderer Einfachheit und KlaTheit. Betrachten wir das 
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magnetische Feld, das ein von einem stationaren elektrischen Strom durch
flossener Leitererzeugt. Dieses Feld unterscheidet sich wesentlich von den 
bisher betrachteten dadurch, daB es, da es ja keine magnetischen Pole mehr 
besitzt, auch keine Quellen oder Senken der Kraftlinien aufweisen kann. Diese 
bilden also geschlossene Kurven. Wir haben bereits in Zif£. 20 die Differential
gleichung abgeleitet, der der Feldvektor Sj in diesem Falle geniigt (elektro
magnetisches MaBsystem): rotSj = 41li. (1) 

Nach unserer hydrodynamischen Analogie ist also das Feld ein Wirbelfeld, bei 
dem die stromdurchflossenen Leiter die Wirbelfaden darstellen. Die groBe 
Einfachheit, die man mit Hilfe der Darstellung des Feldes durch Kraftlinien 
erhalten kann, zeigt sich insbesondere bei der Behandlung der wichtigsten 
Anwendung, namlich bei der Beschreibung des magnetischen Feldes einer Strom
schleife. Sei d?! das Element der die Stromschleife darstellenden Kurve, so ergibt 

die Gleichung (1) <J)Sjd?! =ffrotSjdl= 41lffin dl, (1 a) 

d. h. das Linienintegral iiber die magnetische Kraft langs einer geschlossenen 
Kurve ist gleich dem mit 41l multiplizierten durch die von der Kurve einge
schlossene Flache flieBenden Strom. 

33. FARADAYS Theorie der magnetelektrischen Induktion. In den Zif£' 21 
bis 24 haben wir die Theorie der elektromagnetischen Induktion aufzustellen 
versucht, wobei es unser Ziel war, den Anschauungen der Femwirkungstheorie 
entsprechend, den induzierten Strom als Funktion des induzierenden darzustellen, 
indem wir diesem eine elektromotorische Kraft zuschrieben. Ganz anders ist 
natiirlich unser Ziel, wenn wir die Theorie yom Standpunkt der Nahewirkung 
aus aufbauen wollen. Denn fiir diese Theorie ist das Auftreten des induzierten 
Stromes in dem· betreffenden Leiter ebensowenig eine primare Erscheinung 
wie die gegenseitige ponderomotorische Wirkung zweier elektrischer Ladungen 
aufeinander. Vielmehr haben wir uns das physikalische Phanomen jetzt so 
vorzustellen, daB der induzierende Strom nicht nur ein magnetisches, sondem 
auch ein elektrisches Feld erregt. Wo sich in diesem Felde ein Leiter befindet, 
muB dann natiirlich in ihm ein elektrischer Strom auftreten. Hier treten uns 
also zum erstenmal Felder entgegen, die nicht mehr wie die statischen entweder 
elektrischer oder magnetischer Natur sind, sondem in denen der magnetische 
und der elektrische Feldvektor miteinander in einer bestimmten Beziehung 
stehen. DaB dies der Fall ist, erkennen wir sofort daraus, daB sowohl das 
magnetische Feld wie das elektrische Feld durch ein und denselben elektrischen 
Strom hervorgerufen werden und durch ihn vollstandig bestimmt sind. Da also 
beide Vektoren Funktionen einer und derselben GroBe sind, muB diese aus den 
beiden Gleichungen eliminiert und so eine Beziehung zwischen den beiden Feld
vektoren aufgestellt werden konnen. Gerade auf diese Beziehung kommt es 
uns aber an, da ja nur sie uns die Eigenschaften des Feldes charakterisiert. 

Diese Beziehung aufzustellen, war das Ziel der Untersuchungen FARADAYS 
iiber die elektromagnetische Induktion, die wir in Zif£. 21 verlassen haben, 
da sie eben den Rahmen der Femwirkungstheorie sprengen. Das bereits dort 
erwahnte Resultat, daB der induzierte Strom ceteris paribus der Leitfahigkeit 
des induzierten Leiters proportional ist, gibt bereits eine Rechtfertigung fUr den 
oben entwickelten Standpunkt, da es zeigt, daB die induzierte Feldstarke von 
der an dieser Stelle befindlichen Materie unabhangig ist. Wir haben dort auch 
implizite das erste Ergebnis FARADAYS erwahnt, daB namlich ein konstanter 
Strom keine Induktionswirkung ausiibt, d. h. also, daB sein Feld rein magnetischer 
Natur ist. Daraus konnen wir bereits einen SchluB auf die Art der Beziehung 
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zwischen den beiden Feldvektoren ziehen. Denn da die Starke des induzierten 
Stroms durch die Anderung der Starke des induzierenden bestimmt ist, eine 
Anderung des induzierenden Stromes sich aber in einer Anderung des magne
tischen Feldvektors auBert, wird der elektrische Feldvektor eine Funktion der 
Anderung des magnetischen sein miissen. 

Der fiir uns einfachste Fall ist der, daB sich ein Leiter im Felde eines perma
nenten Magneten oder eines stationaren elektrischen Stromes bewegt. Dann 
ist, wie die Experimente F ARADAYS ergaben, die Stromrichtung durch die Richtung 
der Kraftlinien und die Richtung der Bewegung bestimmt1). (Rechte Handregel: 
Halt man den Daumen in die Bewegungsrichtung, den Zeigefinger in die Richtung 
der Kraftlinien, dann zeigt der Mittelfinger in die Richtung des in,duzierten 
Stromes.) Die weiteren Experimente FARADAYS zeigten, daB die Starke des 
im bewegten Leiter induzierten Stromes durch die Intensitat des magnetischen 
Feldes an der betreffenden Stelle unddie Starke der Bewegung des Leiters be
stimmt werden, aber unabhangig davon sind, ob der Leiter sich in einem homo
genen oder einem inhomogenen Felde bewegt2). Dagegen erweist sie sich als 
abhangig von der Richtung der Bewegung in bezug auf die Richtung der Kraft
linien und die Richtung des bewegten Leiterstiickes. Die induzierte Feldstarke 
ist am starksten, wenn der Leiter senkrecht zu den Kraftlinien steht und 
sich senkrecht zu seiner Richtung und der Richtung der Kraftlinien bewegt, 
sie ist gleich Null, wenn sich der Leiter parallel zu sich oder parallel zu den Kraft
linien bewegt. Die Experimente lassen sich in das Gesetz zusammenfassen, daB 
die induzierte Feldstarke gleich ist der von der Langeneinheit des Leiters in der 
Zeiteinheit geschnittenen magnetischen Kraftlinien3). 

Der betrachtete Fall fallt eigentlich auBerhalb des Kreises der von uns 
behandelten Phanomene, da er das elektrische Feld in einem bewegten Leiter 
ergibt, wahrend unsere Aufgabe die Untersuchung der Felder in ruhenden Medien 
ist. Um zu dieser zu gelangen, miissen wir aber noch den zu dem eben besprochenen 
Fall entgegengesetzten behandeln. Wir lassen nunmehr den Leiter ruhen, dagegen 
den Magneten bzw. den induzierenden Leiter sich bewegen. Dann ergeben die 
Experimente, daB die Richtung des induzierten Stromes dieselbe ist, wie wenn 
der Magnet ruhen und der induzierte Leiter sich in der entgegengesetzten Richtung 
bewegen wiirde. Auch die Starke des Stromes ergibt sich gleich der bei einer 
entgegengesetzten Bewegung des induzierten Leiters. Es zeigt sich also, daB 
die Konzeption der Kraftlinien auch fUr diese nicht mehr stationaren Felder 
ihren Sinn behalt. Wir konnen uns vorstellen, daB bei diesen langsamen Ver
anderungen des Feldes die Kraftzentren bei ihrer Verschiebung ihre Kraftlinien 
einfach mitnehmen. Dann ist die induzierte Feldstarke wieder gleich der Anzahl 
der von der Langeneinheit des Dra:htes geschnittenen magnetischen Kraftlinien. 
Da also das Feld in jedem Moment einem stationaren entspricht, nennen wir 
derartige Felder quasistationar. Es besteht aber ein wesentlicher Unterschied 
zwischen den eben besprochenen Fallen. Wahrend in dem ersten die induziertc 
elektrische Feldstarke nur in dem bewegten Leiter auftritt, da sie ja eben durch 
seine Bewegung erzeugt wird, ist sie im zweiten eine Folge der Bewegung der 
Kraftlinien und tritt daher im ganzen Raum auf. 

Wir konnen nun zur Untersuchung des dritten Falles schreiten. Er besteht 
darin, daB die induzierte Feldstarke nunmehr durch eine Anderung der Starke 
des induzierenden Stromes oder Magneten hervorgerufen wird. Nach den eben 
durchgefiihrten UberIegungen k6nnen wir uns von den Anderungen, die im 

1) M. FARADAY, Experimental Researches § 114ff. 
2) M. FARADAY, Experimental Researches § 217. 
3) M. FARADAY, Experimental Researches § 3082 u. 3115. 
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magnetischen Feld durch die Anderung der Starke des erregenden Stromes oder 
Magneten hervorgerufen werden, das folgende Bild machen, wenn diese Ande
rungen nur geniigend langsam vor sich gehen, so daB wir sie als quasistationare 
behandeln konnen. Nehmen wir etwa einen linearen Leiter. Dann besteht 
das von ihm hervorgerufene magnetische Feld aus kreisformigen Kraftlinien mit 
dem Leiter als Achse. Wird nun der Strom im Leiter verstarkt, so konnen wir 
uns das offenbar so vorsteIlen, daB die einzelnen Kraftlinien nach auBen riicken, 
so daB sich ihre Dichte iiberaIl verstarkt. Damit nun aber in der unmittelbaren 
Nahe des Leiters ebenfalls die Dichte der Kraftlinien steigt, miissen aus diesem 
immer neue heraustreten, die sich dann ebenfalls, solange die Stromverstarkung 
andauert, ausdehnen. Wenden wir diese VorsteIlung an, so ergeben die Experi
mente wiederum, daB die induzierte Feldstarke gleich ist der Anzahl der Linien, 
die durch die Langeneinheit des Leiters hindurchwandern. Damit ist natiirlich 
auch unsere Konzeption gerechtfertigtl). 

34. Induktion im Inneren eines Magneten. Das elektromagnetische In
duktionsgesetz. Bevor wir an die mathematische Formulierung der aufgefundenen 
Beziehung zwischen dem magnetischen und dem elektrischen Feldvektor gehen 
konnen, miissen wir uns noch eine Frage vom Experiment beantworten lassen. 
Wir kennen namlich zwei magnetische Feldvektoren, die magnetische Feld
starke S) und die magnetische Induktion m (vgl. Ziff.11). 1m Vakuum sind die 
beiden identisch; wir konnen daher aus den bisherigen Experimenten nicht 
entscheiden, welcher von beiden in unsere Beziehung eintritt. Die Entscheidung 
liefern die folgenden Experimente FARADAYS. 

N ach den oben besprochenen Versuchen konnten wir uns die Vorstellung 
bilden, daB die Kraftlinien einer Verschiebung des Magneten folgen. Was ge
schieht aber bei einer Rotation eines Stabmagneten urn seine Achse? F ARADA Y 
wies nach, daB bei einer solchen Bewegung im Inneren des Magneten ein Strom 
entsteht2). Einer solchen Bewegung des Magneten leisten also die Kraftlinien 
keine Folge, sondern verharren in Ruhe. Dadurch zeigt das Feld eine gewisse 
Unabhangigkeit von den es erzeugenden Kraftzentren. Gleichzeitig gibt uns aber 
diese Erscheinung die Moglichkeit, die Induktion im Inneren eines Magneten 
und damit den Kraftlinienverlauf dortselbst zu untersuchen, ohne im Magneten 
das Feld evtl. storende Hohlraume anbringen zu miissen. Zu diesem Zwecke 
£iihrte FARADAy3) einen Draht zur Achse des Magneten, einen zweiten fiihrte 
er etwa von der Nordseite her bis nicht ganz zur Mitte des Magneten, wo er in 
einem den zylindrischen Magneten beriihrenden Schleifkontakt endigt. Dreht 
man den zweiten Draht einmal urn den ganzen Magneten herum, so schneidet 
er bei dieser Bewegung samtliche vom Nordpol ausgehenden Kraftlinien einmal. 
Da die Feldstarke proportional ist der Anzahl der Kraftlinien, die pro Zeiteinheit 
bei gleichbleibender Bewegung geschnitten wiirde, so ist die Gesamtstarke des 
bei einer Umdrehung des Drahtes erzeugten Stromimpulses gleich der Anzahl 
der geschnittenen Kraftlinien dividiert durch den Gesamtwiderstand des Systems, 
d. h. er ist gleich der Zahl aller von dem Magneten ausgehenden Kraftlinien, 
dividiert durch diesen Widerstand. Lassen wir dagegen den Magneten rotieren 
und den zweiten Draht ruhen, so werden offenbar aile im Inneren des Magneten 
verlaufenden Kraftlinien bei einer Umdrehung des Magneten einmal geschnitten, 
die Gesamtstarke des bei dieser Bewegung entstehenden Stromimpulses ist 
also gleich dieser Anzahl, wiederum dividiert durch den Gesamtwiderstand des 
Systems. Die Experimente FARADAYS ergeben nun nicht nur, daB der im zweiten 

1) M. FARADAY, Experimental Researches § 238. 
2) M. FARADAY, Experimental Researches § 220. 
3) M. FARADAY, Experimental Researches § 3091ff. 
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Fall auftretende Stromimpuls gleich stark, aber entgegengesetzt gerichtet ist 
dem im ersten Fall induzierten, sondern es zeigt sich auch, daB, wenn man den 
Magneten und den zweiten Draht gleichzeitig gleich schnell rotieren HiBt, kein 
Strom auftritt. 

Daraus folgt, daB im Inneren des Magneten ebenso viele Kraftlinien vor
handen sind wie im Raume auBerhalb, daB diese Kraftlinien aber in entgegen
gesetzter Richtung verlaufen. Die Kraftlinien, die die magnetelektrisch induk
torische Wirkung hervorrufen, gehen also vom Nordpol des Magneten aus, 
treten an der Siidseite des .Magneten wieder in diesen ein und ziehen durch den 
Magneten zu ihrer Austrittsstelle zuriick. Sie bilden also geschlossene Linien 
und haben daher im ganzen Raum keine Quellen bzw. Senken. Daraus folgt, 
daB die Divergenz des magnetischen Feldvektors, den sie reprasentieren, gleich 
Null ist. Dies ist aber die charakteristische Eigenschaft des Vektors der magne
tischen Induktion (vgl. Ziff.11). Dieser tritt also in unsere Beziehung ein. [DaB 
in die Gleichung (1) der Ziff. 32 richtig der Vektor der magnetischen Feldstarke 
eingesetzt ist, ersieht man z. B. daraus, daB die durch eine Spule erregte mag
netische Feldstarke verstarkt wird, wenn man in sie einen Eisenkern steckt.] 

Um das in der vorhergehenden Ziffer abgeleitete Induktionsgesetz mathe
matisch zu formulieren, betrachten wir den in einer Stromschleife induzierten 
Strom. Wenn man beriicksichtigt, daB der vordere Leiterteil die magnetischen 
Kraftlinien in entgegengesetzter Richtung schneidet wie der riickwartige, so 
erhalt man leicht die folgende Glei<;:hung 

-f~d5=; :tffmd/, (2) 
in der das Zeichen der vollstandigen Differentiation nach der Zeit andeuten 
soll, daB nicht nur die zeitliche Anderung des Kraftflusses durch die Flache 
infolge der lokalen Anderung des magnetischen Feldes zu beriicksichtigen ist, 
sondern auch die aus einer Verschiebung oder Gestaltsanderung der Schleife 
resultierenden. Die Konstante c tritt in die Gleichungen ein, da ~ und ~ in 
verschiedenen MaBsystemen gemessen werden (vgl. Ziff. 19 u. 25). Beschranken 
wir uns auf Felder in ruhenden Medien, so k6nnen wir diese Gleichung mit Hilfe 
des STOKEsschen Satzes in die folgende transformieren (zweite elektromagnetische 
Hauptgleichung) : 1 . 

rot ~ = - -- 58 . (2 a) 
c 

Mit HiIfe des elektromagnetischen Vektorpotentials (Ziff. 11) wird dies: 

~ = -~~. (3) c 

Dies ergibt den unmittelbaren AnschluB an die Theorie von NEUMANN (Ziff.21). 
Denn aus Gleichung (3) Ziff.20 ergibt sich unmittelbar, daB das magnetische 
Vektorpotential des Stromelementes d51 durch 

m = 11 dS1 

gegeben ist. r 

b) Der physikalische Zustand des leeren Raumes. 
35. Die physikalischen Eigenschaften der Kraftlinien. Unsere Unter

suchungen haben bisher ergeben, daB die Konzeption der Kraftrohren sich 
lis Grundlage zur Behandlung der elektrischen und magnetischen Erscheinungen 
geeignet erwiesen hat. Doch haben wir den neuen Begriff immer nur formal 
verwendet, so daB wir die Kraftlinien bis jetzt· ebensogut als Reprasentanten 
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eines Feldes denn als Hilfsgr6Ben einer Fernwirkungstheorie - etwa analog 
dem Potentialbegriff - auffassen k6nnen. In dieser neutralen Stellung, die eine 
Entscheidung in der im Grunde genommen naturphilosophischen Frage bis zur 
Anstellung weiterer Versuche hinauszuschieben gestattet, sah FARADAY die groBe 
Bedeutung seiner Konzeption fiir den Experimentator1). Um aber entscheiden 
zu k6nnen, nach welcher der beiden Richtungen die Experimente mangen, 
miissen wir nun, nachdem wir die Verbindung mit der Fernwirkungstheorie 
bereits hergestellt haben, den Aufbau einer Nahewirkungstheorie versuchen. 

In dieser Beziehung haben uns die Kraftlinien bisher nur dazu gedient, 
uns ein geometrisches Bild des herrschenden Feldes darzustellen, das uns ins
besondere die Behandlung der magnetelektrischen Induktion zu vereinfachen 
gestattet hat. Diese Phanomene haben uns auch gezeigt, daB die Anderung, 
die das Feld durch eine Verschiebung oder eine Anderung der Starke der Kraft
zentra erleidet, durch eine Verschiebung der Kraftlinien darstellbar ist, daB aber 
bei der Rotation eines Magneten die Kraftlinien als ruhend aufgefaBt werden 
k6nnen. Darin auBert sich - wie bereits bemerkt - eine gewisse Unabhangigkeit 
der Kraftlinien von der sie erzeugenden Materie, die wir bereits als Hinweis auf 
ihre physikalische Existenz und damit auf eine Feldtheorie auffassen k6nnen. 
Wir stellen uns daher die Frage nach den physikalischen Eigenschaften der 
Kraftlinien, die wir aus den besprochenen Erscheinungen unter der Annahme der 
Existenz der Kraftlinien ableiten k6nnen. 

Betrachten wir zunachst die magnetischen Kraftlinien, so miissen wir 
schlieBen, daB diese sich in einem Zustand der Polarisation befinden, d. h. daB 
in jedem noch so kleinen Stiick einer Kraftlinie ein "Vorne" und ein "Riick
warts" ausgepragt ist. Dies ergibt sich zunachst aus der magnetelektrischen 
Induktion. Denn da die entgegengesetzte Bewegung des Leiters in diesem den 
entgegengesetzten Strom hervorruft, muB in den geschnittenen Kraftlinien eine 
Richtung ausgepragt sein. Ferner geraten (vgl. Zif£' 26 u. 28) K6rper, die in 
ein Magnetfeld gebracht werden, in einen Zustand der Polarisation. Diese kann 
nun aber nicht mehr, wie in der Fernwirkungstheorie durch die Polarisation 
des felderzeugenden Magneten hervorgerufen gedacht werden, sondern muB 
auf Eigenschaften der Kraftlinien zurUckgeflihrt werden. Diese miissen sich daher 
ebenfalls in einem Zustand der Polarisation befinden. 

Dasselbe gilt flir die elektrischen Kraftlinien. Nicht nur, daB· diese im 
ganzen polarisiert erscheinen, da: sie sich ja von einer positiven Ladung zu einer 
negativen erstrecken, also an ihren Enden polare Zustande auftreten, der Zu
stand der Polarisation ist auch jedem ihrer Teile zuzuschreiben, da ja an den 
Stellen, an denen eine elektrische Kraftlinie einen Leiter durchzieht, ein elek
trischer Strom auftritt, der eine ganz bestimmte Richtung besitzt. Wir werden 
iibrigens in Ziff. 40 sehen, daB auch die elektrischen Kraftlinien in gewissen 
materiellen Medien ganz ahnliche Polarisationszustande hervorrufen wie die 
magnetischen. 

Ohne daB wir uns eine bestimmte physikalische V orstellung iiber die 
Rraftlinien zu bilden brauchen, k6nnen wir sie nunmehr als Reprasentanten 
des Polarisationszustandes des Raumes auffassen. Auch in der Nahewirkungs
theorie sind also die Kraftlinien nicht unbedingt reale Gebilde (obwohl einige 
Forscher und vielleicht auch zeitweise FARADAY sie als solche aufgefaBt 
haben), sondern eine geometrische Reprasentation fiir den im Raum herrschen
den Polarisationszustand. Wir k6nnen aber, ohne das bisher gesammelte Tat
sachenmaterial vermehren zu miissen, noch einige Aussagen iiber den physi-

1) M. FARADAY, Experimental Researches z. B. § 3074ff. u. 3304. 
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kalischen Zustand des Feldes machen. Aus dem Begriff der Nahewirkungstheorie 
folgt, daB das Feld Energie besitzen muB, da ja die vom Korper Adem Korper B 
mitgeteilte Energie ihren Weg durch das zwischen beiden Korpem sich er
streckende Medium (worunter wir diesen Raum verstehen wollen, unabhangig 
davon, ob er von Materie erfullt oder leer ist) nehmen muB. Die Berechnung 
dieser Energie ist die Aufgabe der nachsten Ziffer. Aber nicht nur Energie muB 
das Medium besitzen, es muB auch ein gewisser Spannungszustand in ihm 
herrschen. Denn von ihm geht ja auch die ponderomotorische Kraftwirkung 
auf die Materie aus. Diesen Spannungszustand kann man nach FARADAY wieder 
mit Hilfe des Kraftliniensystems veranschaulichen. Die Kraftlinien ziehen von 
den positiven zu den negativen Ladungen. Ungleichformig elektrisierte Korper 
ziehen einander aber an. Daher herrscht in der Richtung der Kraftlinien Zug. 
Betrachten wir weiter das Kraftlinienbild etwa des Feldes zweier gleich elektri
sierter Kugeln (vgl. die diesbezuglichen Abbildungen in Kap. 4), so sehen wir 
deutlich, daB die Kraftlinien auseinanderstreben, sich also gegenseitig abzustoBen 
suchen. FARADAY schloB daraus, daB senkrecht zu den Kraftlinien Druck herrscht. 
Wir werden daher nach der Energie den Spannungszustand des Feldes zu unter
suchen haben. 

36. Die Energie des stationaren elektromagnetischen Feldes im leeren 
Raum. Wir gehen nunmehr zur Berechnung der Energie uber, die wir den uns 
bisher bekannten Feldem zuzuschreiben haben. Wir untersuchen zunachst 
das elektrostatische Feld. In der Femwirkungstheorie hatten wir uns die Energie 
in den elektrischen Ladungen konzentriert zu denken. Wir fanden fUr sie den 
in Gleichung (4), Ziff. 7 gegebenen Ausdruck. Nunmehr haben wir uns die Energie, 
die wir zur Herstellung eines Feldes aufzuwenden haben, uber das gesamte Feld 
ausgedehnt zu denken. Wir mussen daher die rechte Seite dieser Gleichung 
in ein uber den gesamten Raum erstrecktes Integral verwandeln, in dem nur 
die elektrische Feldstarke vorkommt. Zu diesem Zwecke schreiben wir Gleichung 
(4) um, indem wir die elektrische Ladung mit Hilfe der Gleichungen (3) und (3 a), 
Ziff. 6 ausdrucken: 

W = ~fffeVdXdYdZ + ~ ~ff(JVdSi' 
i S. 

Hierbei erstrecken sichdie Flachenintegrale uber die Oberflachen Si der ge
ladenen Konduktoren, die Raumintegrale uber die geladenen Raumteile. Wir 
konnen aber diese uber den ganzen Raum auBerhalb der Konduktoren erstrecken, 
da der Integrand ja fUr die ungeladenen Teile des Raumes identisch Null ist. Mit 
Hilfe der Gleichung (3 a), Ziff. 6 und des GREENschen Satzes erhalten wir dann: 

~f(V(@d~i) = -fff Vdiv@dxdydz - fff a;. gradV. dxdydz, 
s. 

1 W= ___ @2. 
8.n (1 ) 

Um den analogen Ausdruck fUr das magnetostatische Feld zu finden, gehen 
wir von Gleichung (3 a), Ziff. 10 aus: 

Q = ilf fmgradVdxdydz. 

Auch dieses Integral, das ja ebenfalls zunachst nur uber die magnetisch polari
sierten Massen zu erstrecken ist, konnen wir uber den gesamten Raum ausdehnen, 
da wiederum an den ubrigen Stellen der Integrand verschwindet. Dieses Integral 
ist wiederum zu transformieren, wobei aber jetzt in dem endgultigen Resultat 
zwei GroBen auftreten konnen, der Vektor-der magnetischen Kraft und der Vektor 

Handbuch der Physik. XII. 4 
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der magnetischen Induktion. Zu diesem Zwecke beweisen wir zunachst, daB 

f f f~S)dxdydz = O. 

f f f~S)dxdydz = - f f f~gradVdxdydz. Denn 

Dies kann mit Hilfe des Satzes von GREEN 

.If fVdiv~dxdydz - f f V (@d6) 
geschrieben werden. Jeder dieser beiden Ausdriicke ist aber gleich Null. Der 
erste, weil die Divergenz der magnetischen Induktion iiberall gleich Null ist; 
das iiber eine Kugel von unendlich groBem Radius zu erstreckende Oberflachen
integral, weil das Potential im Unendlichen wie 1/r2 und iiberdies noch ~ ver
schwindet. Aus Gleichung (5), Ziff. 11 folgt weiter 

f f f (S) + 4n Wl) S) dx dy dz = O. 

Hieraus erhalten wir fUr die Energie des magnetostatischen Feldes: 

- ~fffWlS)dXdYdZ = s~fffS)2dXdYdZ. 
Wir konnen aber die Energie eines weiteren stationaren magnetischen Feldes 

berechnen, namlich die des magnetischen Feldes eines stationaren elektrischen 
Stromes. Die zur Aufrechterhaltung des elektrischen Stromes notwendige Energie 
verwandelt sich naGh Ziff. 14 vollstandig in Warme. Daher ist die Energie des 
magnetischen Feldes konstant und ist gleich der Energie, die zur Herstellung 
des stationaren Zustandes notwendig ist. Diese wurde in Ziff. 20 angegeben. 
Aus den Gleichungen (3) und (3 a), Ziff. 20 folgt, wenn wir das elektromagnetische 
Vektorpotential wiederum mit m bezeichnen: 

T = !~Jkfmd5·. 
Fiihren wir hierin statt der Gesamtstromstarken !k die Stromdichten tk ein, so 
erhalten wir: T = ! ~ f f fm ik dx dy dz. 
Hieraus folgt mit Hilfe der Gleichung (1), Ziff. 32 

T = Si;a fIr~{· rotS) dx dy dz. 

Dieses Integral ist wiederum zunachst nur iiber diejenigen Teile des Raumes 
zu erstrecken, die von elektrischen Stromen durchflossen werden. Da aber an 
allen iibrigen Stellen rotS) = 0, konnen wir den Integrationsbereich wieder auf 
den gesamten Raum ausdehnen. Mit Hilfe einer partiellen Integration erhalten 

wir T = si;aIr~(. S) dS + s~ Iff S) rotm dx dy dz, 

in dem wiederum das Raumintegral iiber den gesamten Raum, das Oberflachen
integral iiber eine unendliche Kugel zu erstrecken ist. Dieses verschwindet aber, 
da auf dieser Kugel die magnetische Feldstarke wie 1/r3 verschwindet. Mit 
Hilfe von Gleichung (7), Ziff.11 erhalten wir daher: 

T = sin If f ~ . S) dx dy dz . (2) 

Fiir den leeren Raum ist ~ = S) und wir erhalten daher denselben Ausdruck 
fiir die Energie wie im Falle der magnetostatischen Felder. 

Dieses Resultat bestatigt aufs neue die physikalische Gleichheit der beiden 
Felder und rechtfertigt so, daB wirtdas von einem stationaren elektrischen 
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Strom erzeugte Feld als ein magnetisches ansprechen. Es liegt daher von 
vornherein nahe, die Frage nach der Energie eines stationaren magnetischen 
Feldes, das sowohl durch Magneten wie durch stationare elektrische Strome erzeugt 
wird, dahin zu beantworten, daB auch fUr dieses Feld derselbe Energieausdruck 
gilt. Dies, daB namlich die Annahme der physikalischen Gleichheit der beiden 
Krafte zu diesem Energieausdruck fiihrt, konnten wir auch mathematisch be
weisen, indem wir die zu den Gleichungen (3a), Ziff. 10- und Gleichung (3a), 
Ziff. 20 analoge fUr ein aus Stromen und permanenten Magneten bestehendes 
System aufstellen und diesen Ausdruck wiederum entsprechend transformieren, 
was zu keinen neuen Schwierigkeiten AnlaB gabe. Wir ersehen dies aber auch 
schon daraus, daB wir, wie wir in Ziff. 30 gezeigt haben, die Elementarmagneten 
durch molekulare Strombahnen ersetzen konnen. Denn dann girt es natiirlich 
nur magnetische Felder yom Typus der durch elektrische Strome erzeugten. 

Endlich haben wir uns noch zu fragen, wie der Energieausdruck fur ein 
stationares elektromagnetisches Feld lautet, das aus der Superposition eines 
magnetischen und eines elektrischen Feldes entsteht. Da die Erfahrung uns 
lehrt, daB die beiden Felder sich in keiner Weise storen, vielmehr aile, ihre physi
kalischen Eigenschaften behalten und keine neuen hinzutreten, konnen wir 
die Energie eines solchen Feldes als die einfache Summe der Energien der beiden 
Felder, aus denen es zusammengesetzt ist, betrachten: 

W= 8~fff(Q;2+Sj2)dxdydz. (3) 

37. Die ponderomotorische Wirkung des Feldes. Nachdem wir nunmehr 
gezeigt haben, daB eine groBe Anzahl von Erscheinungen sich mit Hilfe einer 
Nahewirkungstheorie auf einfache Weise darstellen lassen, gehen wir dazu iiber, 
auch die ponderomotorischen Krafte, die in elektrischen und magnetischen 
Systemen auftreten, und die ja gerade fiir die Ausbildung der Fernwirkungs
theorie maBgebend gewesen sind, auf eine Feldwirkung zuruckzufuhren. Wir 
haben dieses Problem bereits gestreift und dabei gezeigt, auf welche dynamischen 
Eigenschaften der Kraftlinien ihre ponderomotorische Wirkung qualitativ zuruck 
gefiihrt werden konnte. Fur eine eingehende Untersuchung ist es aber besser, die 
geometrische Reprasentation des Feldes durch ein Kraftliniensystem zu verlassen. 

Die nachstliegende Analogie fUr eine Theorie der Kraftubertragung ist 
die Art, wie der Mensch seine Muskelkraft durch Druck auf die Korper iiber
tragt. (In diesem homozentrischen Vergleich liegt wahrscheinlich auch die 
iiberzeugende Kraft, die jeder Nahewirkungstheorie innewohnt.) Es liegt uns 
daher am nachsten, die Theorie der Kraftiibertragung im Felde nach Analogie 
unserer Vorstellungen iiber die Kraftubertragung in einem kontinuierlichen 
elastischen Medium aufzubauen. Wir haben also, wenn wir uns zunachst auf die 
Untersuchung des elektrostatischen Feldes beschranken, fiir dieses einen 
Spannungstensor zu suchen, dessen Komponenten durch die an einer Stelle 
herrschende Feldstarke bestimmt sind (und evtl. durch ihre Derivierten), und der 
die durch die Erfahrung gegebenen ponderomotorischen Wirkungen auf die 
Volums- und Flachenladungen ergibt. Betrachten wir zuerst nur jene, so muB 
also, wenn p den Spannungstensor des Feldes bedeutet, 

apxx + 8p"y + 8p",. __ .?!:" 
ax oy OZ - (! ox ' 

apvx + apVY + apv. _ _ oV 
ox ay OZ - (! ay , 

0pu + i}p.v + ap .. _ _ av 
ax ay OZ - (! OZ 

4* 
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sein. Da der Tensor, wie aus der Elastizitatstheorie bekannt, symmetrisch sem 
soll, sind dies drei Gleichungen mit sechs Unbekannten. Das Problem ist also 
unterbestimmt. 

Urn eine L6sung zu finden, wahlen wir den folgenden von MAXWELL 1) ein
geschlagenen Weg. Wir teilen die vorhandenen Ladungen in zwei Systeme El 
und E z, wobei wir die Teilung so vomehmen wollen, daB die beiden Systeme in 
zwei durch eine geschlossene Flache voneinander getrennten Teilen' des Raumes 
liegen, was bei der Willkiirlichkeit der Einteilung keine Beschrankungder 
Allgemeinheit bedeutet. Dann ist die zwischen beiden wirkende pondero
motorische Kraft 

Das Integral, das zunachst nur iiber die geladenen Raumteile zu erstrecken 
ware, k6nnen wir natiirlich iiber den gesamten Raum erstrecken, da der Inte
grand an den anderen Stellen verschwindet. Bezeichnen wir mit VI bzw. Vz 
das zu El bzw. E z geh6rige Potential, so ist 

1.!3 = -} 1 1 grad V z • (11 dX1 dYl dZl . 

Da aber die Wirkung von El auf sich selbst nach dem Prinzip der Gleichheit 
von Wirkung und Gegenwirkung gleich Null ist, so ist 

-III grad VI (11 dX1 dYl dZl = O. 

Wir k6nnen daher, wenn wir den Integrationsbereich so wahlen, daB er das 
gesamte System Ev aber keinen Teil von Ez umfaBt, die gesamte auf El ausgeiibte 
Kraft folgendermaBen schreiben 

I.J3 = - 4~fff LtVgradVdx1dy1dz1 , 

worin V = VI + Vz das gesamte elektrostatische Potential darstellt. 
Nach der Nahewirkungstheorie haben wir uns aber die geladenen K6rper 

in das Feld eingebettet vorzustellen, dessen Spannungen an ihrer Oberflache 
angreifen. Die ponderomotorische Kraft muB daher durch ein Oberflachen
integral dargestellt sein, das iiber eine das gesamte System und nur dieses ein
schlieBende Flache erstreckt ist und mit dem Spannungstensor in der folgenden 
Weise zusammenhangt: I.J3 = II(Pd6). 

Wir haben also das aufgestellte Volumintegral in ein Oberflachenintegral um
zuwandeln, dessen Integrand durch die elektrische Feldstarke vollstandig be
stimmt ist. 

Urn die Krafte, die das Feld auf geladene Konduktoren ausiibt, leicht mit 
zu beriicksichtigen, addieren wir zu dem Volumintegral gleich die entsprechenden 
Flachenintegrale. Wir haben also fiir die X-Komponente der ponderomotorischen 

Kraft 1 (({ eV 1 ,(reV 
X = 4nJJ. LtV axdxdydz + 8n4JFex (grad V' d6i) , , 

worin der Integrationsraum durch die Flache 6, die das System vollstandig, 
aber auch nur dieses einschlieBt, und durch die Flachen 6 i , die die Begrenzung 
der Konduktoren, also die Flachenladungen, darstellen, begrenzt ist (Richtungs
kosinusse der nach auBen gerichteten Normalen: 1, m, n). Das Vorzeichen ist 
richtig gewahlt, da die positive Richtung der Kraftkomponenten nunmehr die 
positive Richtung der Koordinatenachsen ist (und nicht mehr wie in der Fem-

1) J. CL. MAXWELL, Treatise on Electricity and Magnetism. Bd. I, § 103ff.; vgl. auch 
z. B. J. H. JEANS, Electricity and Magnetism. § 193ff. 
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wirkungstheorie die positive Kraft gegenseitige AbstoBung bedeutet). Die 
einzelnen Teile des Volumintegrals k6nnen wir nun mit Hilfe des GREENschen 
Satzes in Flachenintegrale tiber die FHichen 6 und 6i umwandeln: 

ilf a2v iW 1 ill a (a~2 ---dxdydz=- -- - dxdydz ax2 ax 2 ax ax 

= + ~ 21f(:rrldSi + ~jf(~:)2tdS, . . 
r{{a2v av {{{av a av ~ av ov {{avov 
JJra y2 ax dxdY4Z= -JJroy oy ax dxdydz+ ~ ax ay mdSi+JJ oxeymdS .. 

• 
Da aber nach demselben Theorem 

Der dritte Summand des Volumintegrals ergibt ein analoges Resultat. Wir 
erhalten also zusammenfassend: 

x = ~ ~ {j'_t[(OV)2 + (OV)2] + m OV av + n av aV}dS. 
8n4JJ ay az ax oy ax oz • 

• 
+ ~ {{{~ t[(aV\2 _ (OV)2 __ (OV)2] + m OV av + n av aV}dS. 4nJJ 2 ax) ,ay oz ax ay ax az 

Da aber die Feldstarke auf der Oberflache der Konduktoren normal steht, ist 

OV. OV. av .. ax' ay' Bi = t.m.n. 
Daher verschwinden die Integrale tiber die Oberflachen der Konduktoren. Wir 
haben also tatsachlich die auf das System ausgetibte Kraft durch ein Ober
flachenintegral tiber eine dieses System einschlieBende Flache zurtickgefiihrt. 
Aus diesem ergeben sich die drei Komponenten des Spannungstensors: 

_ 1 (E2 E2 E2) 
Pxx - 8n '" - y - z' 

1 
P",y = 4n E",Ey , (4) 

1 
Pxz = 4n E",Ez • 

Das Resultat der Umformung der zwei anderen Kraftkomponenten erhalten wir 
am einfachsten durch zyklische Vertauschung. Daher ist: 

_ 1 (E2 E2 E2) 
Pyy - 8n y - ; - ."' 

_ 1 (E2 E2 E2) pzz - 8~ ; - x - Y' (4) 
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Da der Tensor auch symmetrisch ist, haben wir eine Losung der im Anfang 
der Ziffer aufgestellten Gleichungen gefunden. 

Wir wollen diesen Tensor mit MAXWELL als mathematischen' Ausdruck der 
im Medium herrschenden Spannungen annehmen, da er sehr viele einfache 
Eigenschaften besitzt. Zunachst ist er, wie man leicht einsieht, der einzige, der 
nur von der elektrischen Feldstarke abhangtl). Ferner steht er in einer einfachen 
Beziehung zu den Kraftlinien. Urn diese zu finden, bestimmen wir zunachst die 
auf eine Aquipotentialflache ausgeiibte Kraft. Seien lmn die Richtungskosinusse 
ihrer nach auBen gerichteten Normalen, die dann gleichzeitig auch die nega
tiven Richtungskosinusse der elektrischen Feldstarke sind. Dann·sind die Kompo
nenten des Spannungstensors: 

P = ~ E2 (l2 - m2 _ n2) 
a: a: Son: ' P _ 1 E2 va: - 4on: mn, 

1 
P = - E2 (m 2 - l2 _ n 2) yy Son: ' Pza: = 4~ E 2l n , 

. 1 1 
pzz = Son: E2 (n2 - l2 - m2) , Pa:y = 4on:E2lm. 

Die pro Flacheneinheit angreifende ponderomotorische Kraft ist daher: 
1 

1.13 = son: E2n • 

Die Kraft stellt daher einen Zug in der Richtung der Normalen, also entgegen 

der Richtung der Kraftlinien, vom Betrag S1on: E2 dar.. Wir haben damit eine 

Hauptachse des Spannungstensors gefunden. Urn die beiden anderen zu finden, 
untersuchen wir die Kraft, die auf ein zur Aquipotentialflache normal stehendes 
FHichenelement ausgeiibt wird. Bezeichnet wieder l, m, n die Richtungskosinusse 
der nach auBen gerichteten Normalen, so ist diesmal 

(n~) = 0 = lEz + mEy + nEz. 
Die X-Komponente der auf die Flacheneinheit wirkenden Kraft ist nunmehr 

8n P z = l (E; - E; - E;) + 2mEa:Ey + 2nEa:Ez. 
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit 2Ea: und ziehen wir sie von der zweiten 
ab, so erhalten wir: 8n P z = -1 E2. 

In allen Richtungen normal zu den Kraftlinien herrscht also ein Druck vom 

Betrage S~ E2. Unser Tensor 'bestatigi also die Ansicht, die sich FARADAY iiber 

die im Kraftlinienfelde herrschenden Spannungen gemacht hat. Wir konnen 
den Spannungszustand auch dadurch veranschaulichen, daB wir sagen, daB im 

Felde ein hydrostatischer Druck 'im Betrage von S1on: ~2 herrscht, dem in der 

Richtung der Kraftlinien ein Zug vom Betrage ~ ~2 iiberlagert ist. 
4 on: 

Die Spannungsenergie des Feldes ergibt sich daher zu S1~ ~2. Da dies der-

selbe Wert ist, den wir in Ziff. 36 fUr die Gesamtenergie des Feldes gefunden 
haben, konnen wir bei Annahme dieses Tensors die Feldenergie in ihrer Ganze 
als Spannungsenergie auffassen. 

Endlich iiben die durch die Gleichung (4) definierten Spannungen nur auf 
die geladenen Teile des Mediums motorische Krafte aus, wenigstens soweit 

1) Vgl. J. H. JEANS, The mathematical Theory of Electricity and Magnetism. § 161ff. 
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statisch~ Felder in Betracht kommen. Denn nur an solchen Stellen ist die 
Divergenz des Spannungstensors von Null verschieden: Ihre X-Komponente 
lautet namlich 

o p""" + ~p",y + 0 POI. = ~ {~(E2 _ E2 _ E2) + 2 ~ E E + 2 ~ E E} 
ox oy OZ 8n ox '" II Z oy '" y oz '" z 

= ~ {E divQ; + E [OE", _ OEy ] + E (BE", _ BE.)} 
4n:t y oy ox z oz ox' 

was wegen der Divergenz- und Wirbelfreiheit des Feldes verschwindet. 
Freilich ist die durch den Spannungstensor gegebene elastische Analogie 

nicht weiter fortzufiihren. Denn die elektrische Feldstarke tritt in diesem 
quadratisch auf, wahrend in dem Spannungstensor der elastischen Medien die 
Verschiebungen linear auftreten. Wie aber aus der Ziff.41 hervorgehen wird, 
und worauf wir iibrigens schon aus den Zusammenhang zwischen elektrischem 
Strom und elektrischer Feldstarke hingewiesen haben, miissen wir diese mit einer 
Verschiebung in Analogie bringen. Dies bedeutet aber nicht einen Widerspruch 
in der Theorie, sondern nur, daB wir die Eigenschaften des felderfiillten Raumes 
nicht durch die Eigenschaften eines elastischen K6rpers darstellen k6nnen. 

Wir haben nun noch den Spannungstensor der stationaren magnetischen 
Felder aufzustellen1). Aus Gleichung (3), Ziff. 10 folgt, daB die Kraft, die das 
Feld auf einen K6rper mit der Magnetisierung M ausiibt, die X-Komponente 

P",= + ~fffM~~ dxdydz 

besitzt. Ferner wirkt auf das Volumelement ein Drehnlpment mit der X-Kompo-
nente L = (My Hz - Mz Hy) dx dy dz. 

Ferner wirkt auf einen stromdurchflossenen Leiter eine Volumkraft 

P., = f f f (iy Bz - iz By) dx dy dz. 
Die X-Komponente der gesamten Volumkraft ist daher pro Volumeinheit: 

P M oH"+MOHy MoH. ·B ·B 
., = ., 0 x y 0 x + z ox + ~y z - ~z y. 

Da nunmehr auf ein Volumelement ein Drehmoment ausgeiibt wird, wollen wir 
diesmal direkt die Volumkrafte betrachten, die von den Spannungen im Medium, 
auf dessen magnetisierte bzw. stromdurchflossene Teile ausgeiibt werden. Deren 
X-Komponente ist bekanntlich 

P = op""" + ~p",y + opxo 
., ox oy OZ ' 

wahrend die X-Komponente des Drehmomentes pro Volumseinheit 
L = pyZ - P.y 

betragt, wobei die Komponenten des Spannungstensor lediglich Funktionen 
der magnetischen Feldstarke und der magnetischen Induktion bzw. ihrer Deri
vierten sein sollen. Mit Hilfe der Gleichungen (5), Ziff. 11 und (4), Ziff. 20 
wird die X-Komponente der Volumskraft 

P = 1_ {B _oH., + B oH., + B oH" _ ~ ~ Sj2} 
., 4Jt x ox Y oy Z OZ 2 ox . 

Was mit Hilfe der Divergenzfreiheit der magnetischen Induktion 

~=~~~~-~~+~~~+~~~ 
1) J. CL. MAXWELL, Treatise. Bd. II, § 639ff. 
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gesehrieben werden kann. Aus Gleiehung (5), Ziff. 11 folgt ferner 

1 
L = ~ (By Hz - BzHy). 

Ziff. 38. 

Die Resultate aus der Transformation der beiden anderen Komponenten k6nnen 
wir wieder dureh zyklisehe Vertausehung erhalten und daher den Spannungs
tensor folgendermaBen ansetzen: 

Pxx = 41" {BxHx - ~ (H; + H~ + H;), 

pyy = 4~- {By Hy - ~ (H.~; + H7t + H;) , 

pzz = 41" {BzHz - ~ (H; + H; + H;) , I 

Pyz = ;/; By Hz , PZy = -;/;;BzHy , t 
1 

Pzx=4;;:BzHx , 

1 
Pxy =4" BxHy, 

1 
Pxz = 4~ B",Hz , 

1 
Pyx = 4,,- By Hz· 

(5) 

1m freien Raum ist )8 = s;,. Der magnetisehe Spannungstensor ist daher im 
materiefreien Feld dem elektrisehen vollsHindig analog. Es gilt alles, was wir 
oben uber diesen gesagt haben, aueh fUr jenen. Insbesondere ist der Tensor 
im freien Feld symmetriseh und seine Divergenz gleieh Null. Die Spannungen 
iiben daher im freien Feld auf das Medium keine bewcgende Kraft aus. 

38. Allgemeine Theoreme uber die Energiefunktion. Wir wollen nun 
noeh beweisen, daB die Energie des statisehen Feldes bei gegebenen Randbe
dingungen ein Minimum darstellt, d. h. daB das Feld bei festgehaltenen Ladungen 
stabil ist. Wir beweisen dies in zwei Teilen. 

1. Dnter allen wirbelfreien Feldern ist die Energie des divergenzfreien ein 
Minimum: Da das Feld wirbelfrei ist, muB es sieh von einer Potentialfunktion 
ableiten lassen. Die Randbedingung legt ihren Wert auf der das System ein
sehlieBenden FHiehe fest. Wir zerlegen die allgemeine Potentialfunktion V in 
zwei Teile. Der erste VI stellt das NEwToNsehe Potential dar, das den gegebenen 
Randbedingungen genugt, der zweite V 2 genugt der LAPLAcEsehen Differential
gleiehung nieht, seine Werte auf der RandfHiehe 5 mussen gleieh Null sein, 
da das NEwToNsehe Potential bereits den Randbedingungen genugt. Die Energic 
des Feldes ist daher 

Das dritte Integral auf der reehten Seite laBt sich mit Hilfe des GREENschen 
Satzes partiell integrieren: 

jll/loVI 0,V2 + aVl ~£2 _I 0:'1 OV2] dx d dz =jOlv LlV dx d dz -j((v aVl dS . 
)) OX dx oY oy ,- dz oz Y )) 2 1 Y ) 2 on 
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Die beiden Integrale der rechten Seite sind aber gleich Null: der erste, wei! VI 
ein NEWToNsches Potential ist, das zweite, da V2 auf der RandfHiche gleich Null 
ist. Die Energie des Feldes ist also gleich der Su,mme der Energien des aus dem 
NEWToNschen Potential abgeleiteten Feldes und des Zusatzfeldes. Da die letztere 
aus der Summe von drei Quadraten besteht, ist sie immer positiv. Das aus dem 
NEWToNschen Potential abgeleitete Feld hat daher die kleinste Energie. 

2. Unter allen divergenzfreien Feldern ist die Energie des wirbelfreien ein 
Minimum (Theorem ,von THOMSON): Wir konnen ansetzen: 

@i=@i1 - gradY. 

Das aus dem NEWToNschen Potential abgeleitete Feld ist dann das wirbelfreie. 
Auf der das System einschlieBenden Flache S ist V = O. Auf den die Konduk
toren begrenzenden Flachen S., ni ist 

- I!-~~ dS. = 4nei, f((@ini)dS. =;= 4nei' Vi = konst. 

Dann ist die Energie des F eldes 

W = 81n!!!@iidXdYdZ + 8~!!!(gradV)2dXdYdZ - 4~jjI@ilgradVdXdYdZ. 
Das dritte Integral der rechten Seite ist nach dem GAussschen Satz 

- f f f (@ilgradV)dxdydz = f f f Vdiv@iIdxdydz + .2i f fV.(@ilni)dSi . 

Weiter ist nach unseren Annahmen 

div@i = div@il - AV = 0, fJV = 0, 

1!(@ilni)dS. =1 !(@ini ) dSi +11 ~~ dSi = O. 

Die Energie des Feldes setzt sich also wieder additiv aus der Energie des wirbel
freien Feldes (NEWToNsches Potential) und der Energie des Zusatzfeldes zu
sammen, die immer positiv ist. Das wirbelfreie Feld hat daher die kleinste 
Energie. 

3. Die Randbedingungen, die der Ableitung der beiden vorhergehenden 
Theoreme zugrunde gelegt sind, beinhalten, daB die im Felde vorhandenen 
Ladungen fixiert sind. 1st dies nicht der Fall, so laBt sich zeigen, daB ein ge
ladener K6rper in einem'statischen elektrischen Felde unter dem EinfluB der 
elektrischen Krafte allein keine stabile Gleichgewichtslage besitzen kann (Theorem 
von EARNSHAW). Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, daB ein elektrisch 
geladener, beweglicher K6rper sich in dem Felde einer Anzahl anderer fest
gehaltener befinde. Das Potential der von diesen auf jenen ausgeiibten Kraftl' 
sei Y. Dann ist seine potentielle Energie in dem Felde der anderen 

U = f f f e V dx dy dz , 

wo e die Ladungsdichte des beweglichen K6rpers bedeutet und das Integral 
iiber den von ihm eingenommenen Raum zu erstrecken ist. Nun ist aber offenbat 

AU = O. 

Nehmen wir zunachst an, daB die Ladungen der Korper durch die Bewegung 
nicht verandert werden, und daB der bewegliche Korper sich zu sich selbst 
parallel verschiebt. Dann k6nnen wir den Koordinatenursprung in ihm ver
ankern und neue Koordinaten einfiihren, die zu den alten parallel sind: 
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und direkt die Entfernung der Kerper von dem beweglichen angeben. Es ist 
02U 02U 02U . 
-O~2- + 01'J2 + O/;2 = O. 

Bei einer Bewegung des Kerpers andern sich die Koordinaten~, 1],1; aIler iibrigen. 
Daher kann die potentielle Energie des beweglichen in keiner Lage ein Minimum 
sein, da sonst der letzte' Ausdruck positiv sein miiBte. Es gibt also immer Ver
schiebungen, bei denen seine potentielle Energie abnimmt. Werden auch noch 
Rotationen des Kerpers zugelassen, so wird dieses Resultat natiirlich aufrecht 
bleiben. Ziehen wir auch die Verschiebungen der Ladungen infolge der Be
wegung in Betracht, so bleibt das Resultat ebenfaIls aufrecht, da die stabile 
Verteilung der Elektrizitat auf einem Leiter die Verteilung ist, bei der die 
Energie des F eldes am geringsten ist: 

Es sei die Gesamtladung jedes Leiters gegeben. Das Potential V setze sich 
aus dem NEWTONschen VI' das auf seiner Oberflache konstant ist und sich aus 
der gegebenen Oberflachenladung herleitet und aus einem Zusatzpotential V 2 , 

z~sammen.' dessen Randbedingung dann ff~:ldS = 0 ist. Dann ist wiederum 
die EnergIe: 

W = -8~Iff(gradVI)2dX dydz + 8~fff(gradV2)2dXdYdZ 

+ 41nfffgradVI' gradV2.dxdydz. 

Mit Hilfe des GREENschen Satzes wird das dritte Integral rechts 

-fffgradVI. gradV2dxdydz = fff VI .1V2 + ff VI ~:2dS 
und verschwindet, da jetzt beide Funktionen der LAPLAcEschen Differential
gleichung geniigen. Daraus folgt, daB die dem Potential VI entsprechende Ver
teilung der Ladung die geringste Feldenergie hervorruft und daher die stabile ist. 

c) FARADAy-MAXWELLS Theorie des elektromagnetischen Feldes 
in ponderablen Medien. 

39. Magnetische Leitfahigkeit (Permeabilitat), (vgl. Bd. XIV, Kap. 1). 
Wir haben unter III b den physikalischen Zustand des freien Feldes untersucht 
und eine flir aile praktischen, bei der Behandlung der stationaren Erscheinungen 
auftretenden Falle ausreichende Theorie aufstellen kennen. Dabei leiteten uns 
zwei Analogien. Eine hydrodynamische, die sich aus der Darstellung des Feldes 
mit Hilfe der Kraftlinien ergab, und eine elastische, die auf die Vorstellung, die 
sich die Nahewirkungstheorie von der Kraftiibertragung macht, zurUckgeht. Da 
wir die erste erschOpft haben und die zweite sich als nicht weiter verfolgbar 
erwies, miissen wir diese Untersuchung wenigstens vorlaufig abbrechen und 
wenden uns daher zur Untersuchung der Felder in ponderabler Materie. Da 
wir bis jetzt nur das magnetische Verhalten der Materie vollstandig kennen, 
beginnen wir mit den stationaren Magnetfeldern. 

Wir haben diese Erscheinungen unter II c bereits vom Standpunkt der Fern
wirkungstheorie aus erklart, in dem wir sie als molekulare Erscheinungen auf
gefaBt haben. Es ist durchaus meglich, diese Theorie mit dem Gedanken der 
Nahewirkung zu vereinigen, wie wir im Kap. 2 sehen werden. Wir kennen 
aber zur theoretischen Erfassung dieser Erscheinungen noch einen anderen Weg 
einschlagen, der ebenfalls von FARADAY vorgeschlagen wurde. Wir wollen ver-
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suchen, die Konzeption der Kraftlinien, die sich bei der Untersuchung des freien 
Feldes so bewahrt hat, auch zur Grundlage der Theorie der Felder in materiellen 
Medien zu machen. Dadurch verlieren wir allerdings den Zusammenhang mit 
der Hypothese der molekularen Struktur der Materie und damit die Moglichkeit, 
die magnetischen Eigenschaften der Materie zu "erklaren". Denn wir konnen 
das Feld nicht so genau bestimmen, daB sich die molekulare Inhomogenitat der 
Materie bemerkbar machen konnte. Gerade dadurch gewinnt aber unsere Theorie 
an Einfachheit, da wir nunmehr gezwungen sind, die Materie als kontinuierlich 
aufzufassen und so der prinzipielle Unterschied zwischen dem kontinuierlichen 
Raum und der molekular aufgebauten Materie wegfallt. Der Vektor m ver
liert damit in dieser Theorie seine physikalische Bedeutung. 

Wenn wir also darangehen, das Kraftliniensystem auch zur Veranschau
lichung der Felder in ponderablen Medien zu verwenden, so. miissen wir vor 
allem entscheiden, ob wir uns ein Bild vom Verlauf der magnetischen Feld
starke oder der magnetischen Induktion machen wollen. Denn diese beiden GroBen 
sind nun nicht mehr wie im freien Feld einander gleich. DaB wir uns fUr die 
Darstellung der magnetischen Induktion entscheiden, hat mehrere Griinde. Vor 
allem ist dieser Vektor quellenfrei, wahrend die magnetische Feldstarke an der 
Oberflache homogener Korper eine Flachendivergenz besitzt. Nun ist aber diese 
Oberflache keineswegs irgendwie dynamisch ausgezeichnet, so daB eine Dar
stellung mit Hilfe der Feldstarke nur irrefiihrend wirken konnte. Ferner haben 
wir in Ziff. 33 gesehen, daB die magnetelektrische Induktion durch den Vektor 
der magnetischen Induktion bestimmt wird. Endlich charakterisiert die magne
tische Induktion auch direkt die Starke der Polarisation des Mediums. 

Wir stellen also mit Hilfe des Kraftliniensystems den Vektor der magnetischen 
Induktion dar und sprechen daher im folgenden besser von magnetischen Induk
tionslinien. Betrachten wir also den Verlauf der magnetischen Induktionslinien 
in einem magnetischen Felde, in das wir nacheinander geometrisch gleiche Korper 
verschiedener Substanzen bringen. Der Verlauf der Induktionslinien ist dann 
jedesmal ein anderer. Die sich ergebenden Bilder lassen sich am besten dadurch 
charakterisieren, daB die Korper die Kraftlinien entweder in verschiedenem 
Grade in sich konzentrieren, also in sich hinein zu ziehen scheinen oder sie aus
einander drangen, also aus sich herausstoBen. Es scheint, als ob die verschiedenen 
Medien ein verschiedenes Leitvermogen fiir magnetische Induktionslinien 
hatten1). Dabei ergibt sich, daB die paramagnetischen Korper in einem freien 
Felde die Induktionslinien anziehen, die diamagnetischen sie abstoBen. Man kann 
die Substanzen nach ihrem magnetischen Leitvermogen in eine Reihe ordnen, in 
der dann der leere Raum insofern die Mitte bildet, als er die die Induktionslinien 
anziehenden Substanzen von den ausstoBenden trennt. Die Analogie etwa zur 
Verteilung eines elektrischen Stromes oder zur Warmeleitung, die in der Bezeich
nung magnetisches Leitvermogen liegt, wird auch dadurch gerechtfertigt, daB es 
sich urn Differential wir kungen handelt 2). Denn bringen wir diesel ben Korper nich t 
in ein freies Feld, sondern in ein etwa in einer stark konzentrierten Eisenchlorid
losung herrschendes, so verandern sich die Induktionslinienbilder wesentlich. 
Und zwar ist nicht nur der Grad der Erscheinung verandert, sondern unter Um
standen auch ihr Charakter. Bringen wir in ein solches Feld etwa eine Hohl
kugel, die mit einer Eisenchloridlosung geringerer Konzentration gefUllt ist, 
so wird die in der Kugel befindliche Eisenchloridlosung die Induktionslinien 
abstoBen, obwohl dieselbe Losung in ein freies Feld gebracht, die Induktions
linien in sich hinein zieht. Allgemcin konnen wir sagen, daB das jeweils das 

1) M. FARADAY, Experimental Researches. § 2797ff. 
2) M. FARADAY, Experimental Researches. S 3313ff. 
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Feld erfiillende Medium in der nach dem Leitvermogen der Substanzen gebildeten 
Reihe diejenigen Substanzen, die aus einem in ihm herrschenden Feld die Induk
tionslinien in sich hinein zu ziehen suchen, von denen trennt, die sich entgegen
gesetzt verhalten. 

Urn eine GroBe zu finden, durch die wir das magnetische Leitvermogen 
zahlenmaBig bestimmen konnen, stellen wir die Differentialgleichung fiir das 
magnetische Potential auf. Nach Gleichung (6), Ziff. 11 ist 

divm = O. 

Daraus folgt mit Hille von Gleichung (2), Ziff.27: 
. . iJ iJV iJ iJV iJ iJV 

dlVm = dlV,uSj = ax,u iJx + iii,u iJy + 8i Il-iJz = O. (1) 

Nach Analogie etwa zur Gleichung der Warmeleitung k6nnen wir daher ,u, die 
magnetische Permeabilitat, als magnetisches Leitvermogen bezeichnen. 

Versuchen wir nun noch von den so gewonnenen zu unseren friiheren An
schauungen iiberzugehen. Ein magnetischer Nordpol ist ein Ort, an dem aus 
einem K6rper magnetische Induktionslinien austreten, ein magnetischer Siidpol 
der Ort, an dem sie in ihn einmiinden. Bringen wir einen paramagnetischen 
K6rper in das Feld eines Magneten, so wird er die Induktionslinien in sich und 
dadurch auch in seiner Umgebung konzentrieren. Da die Kraftlinien yom Nord
zum Siidpol des erregenden Magneten laufen, treten sie an der dem Nordpol 
zugekehrten Seite in das Eisen ein. Nach den Ansichten der Fernwirkungs-· 
theorie befindet sich daher an dieser Stelle ein induzierter SiidpoL Das Umgekehrte 
ist an der dem Siidpol des Magneten zugekehrten Seite der Fall. Daher entsteht 
dort ein NordpoL Das Eisen erscheint daher magnetisiert. Die Starke der 
beiden Pole muB gleich sein, da die Zahl der eintretenden Induktionslinien gleich 
der Zahl der austretenden ist. Die Quellenfreiheit der magnetischen Induktion 
entspricht daher in unserer Darstellung der Tatsache, daB ein einzelner Magnetpol 
nicht existieren kann. Denn es miissen wegen dieser Eigenschaft des Vektors 
der magnetischen Induktion alle Induktionslinien, die in einen Korper ein-. 
getreten sind, wieder aus ihm austreten und nur diese, da sie in ihm weder ver
schwinden noch entstehen konnen. 

Wiederum hat uns die Anwendung der Konzeption der Kraftlinien eine 
einfache und iibersichtliche Darstellung der .Erscheinungen gestattet. In dieser 
ist aber eines auffallend. Wenn wir die verschiedenen Substanzen nach dem 
Grade irgendeiner ihrer Eigenschaften ordnen, etwa nach dem spezifischen Ge
wicht oder nach ihrem Warmeleitvermogen, so sind wir gewohnt, den leeren 
Raum, wenn er sich iiberhaupt mit diesen Erscheinungen in Beziehung bringen 
laBt, an dem einen Ende der Reihe zu finden. In der Reihe der nach ihrem 
magnetischen Leitvermogen geordneten Medien steht der leere Raum mitten 
drinnen, ohne daB seine Stellung irgendWie ausgezeichnet ware. Dies entspricht. 
auch durchaus seinem tatsachlichen Verhalten. Bringt man etwa eine leere 
Hohlkugel in eine Eisenchloridlosung, so verhalt sie sich in einem magnetischen 
Felde diamagnetisch, wahrend ein leerer Hohlraum in einem Wismutkorper sich 
paramagnetisch verhalt. Der leere Raum als Medium der Fortpflanzung eines 
magnetischen Feldes unterscheidet sich also nur in quantitativer, nicht aber in 
qualitativer Hinsicht von den iibrigen ponderablen Medien. Die in der Theorie 
erreichte Einheitlichkeit in der Behandlung der magnetischen Felder in den 
verschiedenen Medien entspricht also dem Charakter der Erscheinungen. Daher 
verlieB FARADAY auch die molekulare Theorie zugunsten der eben entwickelten. 

40. Die elektrostatische Induktion. Die Dielektrizitatskonstante. Schein
bare und wahre Elektrizitat. Wahrend wir die magnetischen Eigenschaften 
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der Materie bereits vollstandig kennen, haben wir von ihren elektrischen nur 
einen Teil kennengelemt. Wir haben die Substanzen nach ihrer Leitfahigkeit 
in Leiter und Isolatoren eingeteilt, aber nur die Erscheinungen in jenen naher 
besprochen. Gerade sie interessieren uns aber yom Standpunkt der Feld
theorie weniger, da ja ihre charakteristische Eigenschaft gerade darin besteht, 
ein in ihnen herrschendes Feld zu zerst6ren. Wir wollen uns daher jetzt naher 
mit den Eigenschaften der Isolatoren befassen. Bringt man einen Isolator in 
ein elektrisches Feld, so zeigt er zunachst dieselbe Erscheinung wie ein in ein 
elektrisches Feld gebrachter Konduktor: Sein der influenzierenden elektrischen 
Ladung zugekehrter Teil erweist sich als dieser entgegengesetzt, sein abgewendeter 
als gleich gehl.den. Die Gleichheit der Erscheinung ist aber nur eine scheinbare. 
Denn teilt man einen Konduktor in zwei Teile, so behalten diese die friihere 
Ladung bei, auch wenn das Feld spater vemichtet wird. Trennt man dagegen 
den Isolator in zwei Teile, so zeigen diese wahrend der Dauer des erregenden 
Feldes keine Gesamtladung, und sind daher nach des sen Erl6schen ungeladen. 
Wir miissen daraus schlieBen, daB sie nicht wie die Leiter im ganzen, sondem 
in ihren kleinsten Teilen polarisiert werden, etwa wie ein in ein magnetisches 
Feld gebrachter paramagnetischer K6rper. Daraus folgt aber, daB das Feld 
sich in ihr Inneres fortsetzt. Das elektrische Feld pflanzt sich also durch sie 
fort. Daher nennt man sie im AnschluB an F ARADA yauch Dielektrika. Dieses 
den paramagnetischen Substanzen analoge Verhalten lam vermuten, daB die 
Dielektrika das elektrische Feld besser fort pflanzen als der leere Raum. Urn 
dies experiment ell nachzuweisen, ersann FARADAyl) die folgende Apparatur. 
Zu beiden Seiten einer isoliert aufgehangten Metallplatte brachte er je eine 
geerdete an, die von der mittleren durch einen kleinen Zwischenraum getrennt 
war. Er Iud nun die mittlere auf und brachte zwischen sie und die eine seitliche 
eine Schellackplatte. Wenn dieser Isolator tatsachlich die elektrische Kraft 
besser fortpflanzt als der lufterfiillte Raum, (der sich ja in dieser Beziehung 
nahezu gleich dem leeren verhalt), so muB auf dieser Platte mehr Elektrizitat 
induziert werden als auf der anderen, was auch tatsachlich der Fall ist. Daraus 
folgt, daB die Kapazitat eines Kondensators geandert wird, wenn man zwischen 
die Platten des Kondensators statt del' Luft einen anderen Isolator steHt. Das 
Verhaltnis E der beiden Kapazitaten charakterisiert die zwischen den Platten 
befindliche Substanz. Es wurde von FARADAY spezifische Induktionskapazitat 
genannt, wird jetzt aber meistens als Dielektrizitatskonstante bezeichnet. 

Wenden wir wieder die Konzeption der Kraftlinien an, so sehen wir sofort, 
daB wir auch im elektrischen Feld zwischen Kraftlinien und Induktionslinien 
unterscheiden mussen. Denn an der Oberflache eines Isolators erscheint eine 
elektrische Ladung, d. h. die elektrische Feldstarke hat einen Sprung und die 
Zahl der Kraftlinien kann daher an den beiden Seiten del' Flache nicht dieselbe 
sein. Andererseits mussen wir uns die isolierende Substanz polarisiert vorstellen, 
wahrend keiner ihrer Teile eine wahre Ladung tragt. Die an del' Oberflache 
erscheinende Ladung ist also ebenso wie die aquivalente magnetische Masse 
PorSSONs lediglich eine scheinbare, die durch die Polarisation des Mediums 
vorgetauscht wird. Wir miissen daher die Theorie des elektrischen Feldes 
analog der Theorie des magnetischen ausbauen, wobei wir uns hier, da die Dber
legungen der Zif£' 11 nur mit einigen W ortanderungen anwendbar bleiben, kurz 
fassen k6nnen. Das Dielektrikum befindet sich also in einem polarisierten Zu
stand, den wir an jeder Stelle durch den Vektor \15 charakterisieren k6nnen. Diese 
Polarisation k6nnen wir uns so entstanden denken, daB die Molekiile des Dielek-

1) M. FARADAY, Experimental Researches. § 1252 u. 1307ff. 
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trikums aus leitender Substanz bestehen (vgl. Bd. XII, Kap. 5). Wir konnen 
daher einen zum Vektor der magnetischen Induktion analogen Vektor 'I) definieren 

'I) = ~ + 4Jl ~ = G ~ , (2) 

den wir als den Vektor der dielektrischen Verschiebungen bezeichnen wollen. 
DaB wir mit Recht die spezifische Induktionskonstante G in die Gleichung eino

_ 

gesetzt haben, diese also in Analogie zur magnetischen Leitflihigkeit setzen, 
ergibt sich nicht nur aus den molekularen Dberlegungen, sondern auch durch 
Anwendung des Induktionslinienbildes. Denn da die Ladung der Metallplatte 
in dem zur Bestimmung der Dielektrizitatskonstante verwendeten Experiment 
durch die Anzahl der auf ihr endenden Kraftlinien gegeben ist, bedeutet der 
Ausgang des Experiments, daB ° die Dielektrika bessere Leiter der Induktions
linien darstellen als das Vakuum und man sieht unmittelbar ein .. daB die Dielektri
zitatskonstante die Rolle der dielektrischen Leitfahigkeit spielt. Sie ist im all
gemeinen (Kristalle) ebenso wie fl durch einen symmetrischen Tensor G zu ersetzen. 

Aus der magnetischen Analogie folgt, daB in unserem Falle die Divergenz 
des Vektors der dielektrischen Verschiebung verschwindet. Dies ist aber nicht -
und darin besteht der wesentliche Unterschied zwischen der Theorie der Elek
trizitat und der des Magnetismus - tiberall der Fall. Die Erscheinung des 
elektrischen Stromes gestattet es, die bei der Polarisation noch bestehende 
Bindung zwischen den elektrischen Ladungen aufzuheben und so Stellen wahrer 
elektrischer Ladung zu schaffen, an denen dann nattirlich auch eine Divergenz 
von 'I) besteht. Die Divergenz bzw. die Flachenspannung von ~ gibt dann die 
freie Ladung an, d. i. die Summe der wahren und scheinbaren. 

Ordnen wir die Substanzen nach dem Wert ihrer Dielektrizitatskonstante, 
so zeigt sich, daB alle Dielektrika eine groBere Dielektrizitatskonstante besitzen 
als das Vakuum, daB also e immer groBer ist als Eins. Der leere Raum pflanzt 
das elektrische Feld schlechter fort als aIle anderen Medien. In einer nach diesel 
Eigenschaften aufgestellten Reihe der Medien steht er also wieder an dem einen 
Ende der Reihe. 

41. MAXWELLS Theorie der dielektrischen Verschiebung. Durch die bisher 
gefiihrten Untersuchungen ist es gelungen, die Nahewirkungstheorie soweit 
auszubauen, daB sie samtliche statischen und stationaren magnetischen und 
elektrischen Erscheinungen umfaBt. Wir konnen daher dazu tibergehen, die 
in Ziff. 25 entwickelten Probleme zu losen. Fassen wir zu diesem Zwecke die 
Vorstellungen zusammen, die wir uns tiber das elektromagnetische Feld gebildet 
haben. In Zif£' 35 haben wir gesehen, daB eine konsequente Durchfiihrung 
des Nahewirkungsprinzipes uns dazu fiihrt, die Polarisation als eine Eigenschaft 
des Feldes aufzufassen. Daher mtissen wir diese Eigenschaft auch dem freien 
Felde zusprechen. Daraus erklart sich auch, warum der leere Raum sich in der 
Fortpflanzung des Feldes von den ponderablen Medien nur quantitativ, nicht 
aber prinzipiell unterscheidet. In der Reihe der magnetischen Leiter kommt 
dies dadurch zum Ausdruck, daB er in ihrer Mitte auftritt; in cler der Dielektrika 
steht er zwar an dem einen Ende, doch bedeutet diese Stellung hier nur, daB 
er der schlechteste dielektrische Leiter ist. Polarisation ist also fiir uns nicht, 
wie in der Fernwirkungstheorie, eine molekulare Eigenschaft der Materie, son
dern eine Eigenschaft der Induktionslinien als ein "gespannter" (constrained) 
Zustand des Feldes. Daher konnen wir sie nicht mehr mit Hilfe der Vektoren IDl: 
bzw. ~ allein darsteIlen, da das freie Feld dann ja keine Polarisation besitzen 
wtirde, sondern durch die Vektoren)8 und 'I), die ja das Induktionsliniensystem be
stimmen. Mechanisch auBert sich dieser erzwungene Zustand des Feldes in den 
Spannungen. 
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Da bei Behandlung der magnetischen Erscheinungen keine Frage offen 
geblieben ist, wahrend die elektrischen zu dem Problem der offenen Strome 
gefiihrt haben (vgl. Ziff.25), miissen wir uns mit den Eigenschaftea der elek
trischen Polarisation naher befassen. Zu diesem Zwecke wollen wir den Vorgang 
der Ladung eines Plattenkondensators genauer verfolgen. Wird die eine Metall
platte geladen, so polarisiert sie zunachst den angrenzenden Teil des Dielektri
kums. Die Polarisation pflanzt sich in diesem fort, bis das ganze Dielektrikum 
einen stabilen Zustand erreicht. Wenn die Polarisation bis zur gegeniiber
liegenden Seite vorg~schritten ist, tritt dort eine scheinbare Oberflachenladung auf, 
die ihrerseits den Leiter induziert. Es ist unmittelbar klar, daB dieses Bild auch 
anwendbar bleibt, wenn der leere Raum das Dielektrikum ist, das sich zwischen 
den Kondensatorplatten befindet. Dadurch wird un sere Hypothese, daB der 
leere Raum sich prinzipiell eben so verhalt wie jedes andere Dielektrikum und 
ebenfalls im elektrischen Felde polarisiert ist, gestutzt. Bringen wir nun ein 
Dielektrikum in ein Feld, das sich in einem von einem anderen Dielektrikum 
kleinerer Dielektrizitatskonstante erfullten Raum ausgebreitet hat. Es wird 
sich dann die Polarisation in dem Raumteile, in dem sich nun das neue Dielektri
kum befindet, sofort verst1irken. Durch seine starkere Polarisation wird an der 
Grenze der beiden Dielektrika eine Oberflachenladung auftreten. Daher ist die 
starkere Polarisation dieses Raumteiles nicht die einzige Folge der Einfiihrung 
des Dielektrikums. Denn an der Grenzflache besitzt nun die elektrische Feld
starke eine Flachendivergenz, wahrend sie fruher diese Flache kontinuierlich 
durchsetzt hat. Daher entwickelt sich auch im Felde auBerhalb des neu ein
gefiihrten Dielektrikums eine andere Verteilung der elektrischen F eldstarke 
und damit ein anderer Polarisationszustand. Betrachten wir nun die Erschei
nungen, die auftreten, wenn wir einen Leiter in ein elektrisches Feld bringen. 
Dann treten in ihm Strome auf, die das Feld (die Polarisation) in seinem Inneren 
vernichten und so an der Grenzflache zwischen Leiter und Dielektrikum eine 
Oberflachenladung hervorrufen. Es entsteht daher wiederum an dieser Flache 
eine Flachendivergenz der elektrischen Feldstarke (diesmal auch der dielektri
schen Verschiebung) und deren Verteilung und damit auch der Polarisations
zustand des auBeren Feldes wird dadurch geandert. Elektrischer Leiter und 
Dielektrikum verhalten sich also insoweit durchaus analog in bezug auf das 
elektrische Feld. Durfen wir diese Analogie weiterfuhren? 

Den Stromen, die im Leiter die Oberflachenladung hervorrufen, miissen wir eine 
magnetische Wirkung zusprechen. Sie sind zwar nicht geschlossene, sondern offene 
Strome, aber auch diese besitzen, wie das Experiment beweist, eine magnetische 
Wirkung. Verbindet man etwa zwei geladene Konduktoren durch einen Draht, so 
besitzt der so entstehende StromstoB eine magnetische Wirkung, die mit der ent
sprechenden Starke eines geschlossenen Stromkreises durchaus vereinbar ist. Yom 
Standpunkt der Feldtheorie ist die Identitat der Wirkung fast selbstverstandlich. 
Denn nach ihr geht ja das Feld von jedem Stromelement aus, dessen Wirkung 
durch die der anderen nicht verandert werden kann. Bringt man daher einen 
Leiter in ein elektrisches Feld, so verandert er nicht nur dieses Feld, sondern er 
ruft auch wahrend der Ausbildung der Oberflachenladung ein magnetisches 
Feld hervor. Da aber das Einbringen eines Isolators in das elektrische Feld ganz 
analoge elektrische Wirkungen hat, und wir den elektrischen Strom yom Stand
punkt der Feldtheorie einer Vernichtung des Polarisationszustandes des Feldes 
gleichsetzen konnen, wollen wir diese Analogie zu einer vollstandigen machen, 
indem wir annehmen, daB die Polarisationsanderung, die in diesem Falle die Aus
bildung der Flachenladung verursacht, auch dieselben magnetischen Wirkungen 
hat wie ein ihr in elektrischer Hinsicht entsprechender Strom. 
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Diese Hypothese k6nnen wir uns durch eine physikalische Analogie ver
anschaulichen. (Es ist die von MAXWELL in seinem Treatise § 60 bis 62 ent
wickelte 11hd in diesem Werk durchaus festgehaltene. Sie wurde insbesondere 
von POINCARE, Electricite et Optique, erster Teil, zweites Kapitel, ausgebaut. 
Die allgemeinen Feldgleichungen erhielt MAXWELL bereits mit Hilfe der ersten 
speziellen mechanischen Analogie, die er fUr die Fortpflanzung des elektro
magnetischen Feldes auffand. Aus diesen interessanten Arbeiten, die von BOLTZ
MANN in der Nr. 102 der Klassiker der exakten Wissenschaften gesammdt heraus
gegeben wurden, erkHirt sich manche Merkwtirdigkeit in del;' Bezeichnungsweise 
MAXWELLS.) Wir wollen annehmen, daB alle ungeladenen Medien von einem 
inkompressiblen Fluidum erfiillt sind, das MAXWELL als elektrisches Fluidum 
bezeichnet. Herrscht im Medium ein elektrisches Feld, so sucht die herrschende 
Feldstarke dieses Fluidum zu verschieben. 1st das Medium ein elektrischer Leiter, 
so setzt sich das Fluidum in eine str6mende Bewegung, so daB seine Geschwindig
keit iiberall der Feldstarke proportional wird. Eine Bewegung des Fluidums 
stellt also einen elektrischen Strom dar. 1st das Medium dagegen ein Dielektrikum, 
so ruft eine Verschiebung des Fluidums elastische Krafte hervor, die die ein
zelnen Teile des Fluidums in ihre urspriingliche Lage zuriickzufiihren suchen 
lInd daher bewirken, daB jeder Feldstarke eine bestimmte Verschiebung des 
Mediums aus dem "neutralen" Zustand entspricht. Diese Verschiebung des 
Fluidums stellt also in unserem Bilde die Polarisation des Mediums dar. Es 
liegt daher nahe, die Verschiebung, die wir mit b bezeichnen wollen, mit der 
e1ektrischen F eldstarke in eine lineare Relation zu bringen: 

b = 1J0:, 

wobei 1J im allgemeinen ein Tensor sein kann, der sich fUr ein isotropes Medium 
natiirlich auf ein Skalar reduziert. Die Gleichung des ladungsfreien elektro
statischen Feldes lautet daher zunachst 

divb = O. 

Wir miissen nun noch die Beziehung zwischen dem elektrischen Fluidum 
und der elektrischen Ladung herstellen. Dazu miissen wir annehmen, daB an 
den Stellen, an denen elektrische Ladungen auftreten, das elektrische Fluidum 
nicht mehr inkompressibel ist, elektrische Ladung und elektrisches Fluidum 
zusammen aber inkompressibel sind. Das heiBt: Nehmen wir zunachst an, 
daB der ganze Raum zunachst ladungsfrei sei, und laden wir dann eine Stelle 
des Raumes positiv auf. Die elektrische Ladung muB dann das elektrische 
Fluidum solange verdrangen, bis die gemeinsame Dichte von elektrischer Ladung 
und elektrischem Fluidum an der Ladungsstelle wieder gleich der Dichte des 
elektrischen Fluidums im ladungsfreien Raum ist. Diese Verschiebung des elek
trischen Fluidums pflanzt sich durch den Raum fort. So entsteht das elektrische 
Feld. Da der ganze Raum von vornherein aber mit e1ektrischem Fluidum erfiillt 
war und dieses an den ladungsfreien Stellen inkompressibel ist, muB das ver
schobene Quantum sich irgendwo ansammeln und an dieser Stelle die entgegen
gesetzte Ladung anfordern, die den dort herrschenden DberschuB an elektrischem 
Fluidum wieder kompensiert. Es wird daher an einer Stelle im Raum die ent
geg.engesetzte elektrische Ladung erzeugt werden miissen, die den DberschuB an 
elektrischem Fluidum gewissermaBen wieder aufsaugt. Dies entspricht der Tat
sache, daB positive und negative elektrische Ladungen nur in gleichen Mengen 
erzeugt werden k6nnen. 

Aus diesen Dberlegungen folgt auch die allgemeine Gleichung des elektrischen 
Feldes di' ~ 

Vll = (!. 



Ziff. 42. Energie des Feldes in ponderablen Medien. 6S 

Gehen wir von unserem Bilde aus, so haben wir die Gleichung bereits ver
allgemeinert. Sie gilt nun nicht mehr nur fUr statische Felder, sondern fiir alle 
elektrischen Felder iiberhaupt. 

In diesem Bilde sind nun tatsachlich eine Anderung der Polarisation des 
Feldes und ein elektrischer Strom identische Vorgange. Denn dieser besteht 
in einer Bewegung des elektrischen Fluidums. Andert sich aber der Polarisations
zustand des Mediums, so andert sich die Verschiebung des elektrischen Fluidums, 
dieses bewegt sich also wahrend der Feldanderung. Diese Bewegung entspricht 
genau der, die den Stromen entsprechen wiirde, die dieselbe Oberflachenladung 
hervorrufen wiirden. MAXWELL bezeichnet daher den zeitlichen Differential
quotient en der Gesamtpolarisation als Verschiebungsstrom. FaBt man Leitungs
und Verschiebungsstrom zusammen, so folgt, daB jeder Strom geschlossen 
ist. Denn wenn ein offener Strom flieBt, so miissen sich an seinen Enden ent
weder elektrische Ladungen ausbilden oder verschwinden, und zwar ist die 
Anderung der Ladung gleich dem FluB des elektrischen Fluidums im Leiter. 
Aus der Inkompressibilitat der elektrischen Ladung und des elektrischen Fluidums 
folgt aber, daB der FluB des Fluidums durch die Ladungsanderung an dem einen 
Ende des Leiters im selben Betrage in das Dielektrikum fortgesetzt wird und 
infolge der Polarisationsanderung als Verschiebungsstrom durch dieses zum 
anderen Ende zuriickfiihrt. Dies bedeutet keine Erweiterung der am Anfang 
dieser Ziffer gemachten Hypothese. Man kann dasselbe Resultat auch aus ihr 
direkt ohne Zuhilfenahme un serer mechanischen Analogie ableiten. Dies begriin
det aber noch starker die einfache Ubcrtragung der magnetischen Wirkungen 
der geschlossenen Leiterkreise auf offene Strombahnen, die ja jetzt ebenfalls 
geschlossene sind. 

Damit haben wir eine Theorie der Felder der offenen Strome erhalten. Uber 
ihre Richtigkeit konnen natiirlich nur neue Experimente entscheiden. Freilich 
enthalt das angegebene Bild eine Schwierigkeit. Denn wir find en sonst elastische 
Krafte nur dort, wo die einzelnen Teile eines Mediums sich gegenseitig ver
schieben, wahrend hier die Spannungen bereits auftreten, wenn das elektrische 
Fluidum als ganzes verschoben wird. Wir konnen diese Verschiebung als Ver
schiebung gegen das das Feld fortpflanzende Medium auffassen, doch wird 
dadurch die Schwierigkeit nur teilweise behoben, da wir dadurch dem leeren 
Raum einen absoluten Charakter beilegen. Dies ist vielleicht eine notwendige 
Folge jeder Feldtheorie, jedenfalls beriihrt sie aber erst die Theorie der Felder 
in bewegten Medien. Die oben durchgefUhrten Uberlegungen werden durch sie 
nicht getroffen, da wir in ihr keine physikalische Realitat, sondern lediglich eine 
physikalische Analogie sehen. Diese muB aber nicht bis in ihre letzten Konse
quenzen anwendbar sein. Die Aufgabe der Theorie besteht lediglich darin, ihre 
Grenzen festzustellen und diese einzuhalten. . 

42. Energie des Feldes in ponderablen Medien. Zusammenhang zwischen 
elektrischer Feldstarke und dielektrischer Verschiebung. Unsere Theorie hat 
nun noch eine Liicke. In Ziff. 40 haben wir festgestellt, daB das elektrische Feld 
in einem beliebigen Medium durch zwei Vektoren dargestellt werden muB, nam
lich durch die Vektoren 0; und ':3), die sich analog verhalten wie die Vektoren Sj 
und )8 in der Theorie der magnet is chen Felder, wobei der magnetischen Leit
fahigkeit f~ die spezifische Induktionskapazitat (Dielektrizitatskonstante) c ent
spricht. In der Theorie, die in der vorigen Ziffer auf Grund der Hypothese des 
elektrische;n Fluidums entwickelt wurde, wird das elektrische Feld durch die Vek
toren 0; und b dargestellt, die nach unser en Annahmen ebenfalls in einer line
aren Beziehung stehen, die durch den Tensor Yj symbolisiert wird. Wahrend 
wir aber die physikalische Bedeutung von c bereits kennen, fehlt uns eine solche 

Handbuch der Physik. XlI. 
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noch fiir 'YJ. Die zu diesem notwendige Beziehung zwischen 'YJ und 6 wollen wir 
dadurch herstellen, daB wir die Energie des Feldes auf zweierlei Weise berech
nen l ). Wir konnen den Ausdruck fur diese Energie erstens wiederum dadurch 
erhalten, daB wir den Ausdruck der Femwirkungstheorie in eine der Feldtheorie 
entsprechende Form transformieren, wir konnen ihn aber auch aus der Theorie 
des elektrischen Fluidums ableiten. Durch Gleichsetzen der beiden so erhaltenen 
Ausdrucke konnen wir dann die gesuchte Beziehung zwischen 'YJ und 6 berechnen. 

Aus Gleichung (4), Ziff.7 ergibt sich die Energie des Feldes zu 

w= iff fVe d• + t~f f aVdSi · 
• 

Da aber diese nur durch die wahren Ladungen erzeugt wird (auch die molekulare 
Polarisationsenergie der Dielektrika ist natiirlich nach der Femwirkungstheorie 
durch die wahren Ladungen erzeugt), ist in diese Gleichung die Divergenz von ~ 
einzusetzen. Aus den Oberlegungen der Ziff.36 folgt leicht, daB in 

W = 8in!!! Vdiv~d. + 8~~!! V(~n) dSi 

i 

das Volumintegral wieder uber den genannten Raum auBerhalb der Leiter Si 
erstreckt werden kann. 

Der GREENsche Satz ergibt wiederum 

W= 8~!!! ~gradVd. = 8~!!!(N~) d. 

Hierin konnen wir '!) durch 6 Q; ersetzen, und erhalten so 

W = 8~!!!(6.,.,E;' + 6yy E! + 6zz E; + 26zy Ez Ey + 2611z EyEz + 26zz EzEz) d .. 
Fur homogene isotrope Medien ist daher 

Fiir 6 = 1 wird dies naturlich der in Ziff. 36 gefundene Ausdruck der Energie 
des freien Feldes. 

Wir gehen nun daran, die Energie nach der Hypothese des elektrischen 
Fluidums zu berechnen. Nach ihr bewirkt die elektrische Kraft eine Ver
schiebung des Fluidums, dem wir die Tragheitsdichte Eins zuschreiben wollen, 
was naturlich keine weitere Annahme, sondem lediglich eine Definition von 'YJ 
und b bedeutet. Der Zuwachs der elastischen Energie bei einer Verschiebung 
des Mediums um <5b ist daher 

<5W = f f f Q;<5b d. = f f f (EzMz + Ey <5dy + Ez<5dz) d •. 

Da das Feld in einem Dielektrikum ein konservatives System bildet, muB dieser 
Ausdruck ein vollstandiges Integral bilden. Daher ist 

fJE~ fJ2 W fJEy 
fJdy = fJdyfJd~ = fJd~ • 

Da aber Q; durch die zu'yJ inverse line are Vektorfunktion mit'!) verknupft ist, folgt 
hieraus und aus den zwei weiteren durch zyklische Vertauschung entstehenden 
Gleichungen, daB ')'J - ')'J 

'/Zll - '/IIZ' 'YJyz = 'YJZII ' 'YJzz = 'YJxz' 

1) J. CL. MAXWELL, Treatise. Bd. I, § 101; G. H. LIVENS, The theory of electricity. 
§181ff. 
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'fJ ist also ein symmetrischer Tensor. Daher wird 

W = t f f f ('fJzzE~ + 'fJIIIIE~ + 'fJuE~ + 2'fJxll Ex Ell + 2 'fJ 11' Ell E. + 2'fJ.x E•Ex) d •. 
Daraus ergeben sich sofort die Beziehungen 

'fJ = L, e , b = 4131: S) = (41
31: ~ + ~). 

Der Ausdruck ist analog dem in Ziff. 36 fiir die Energie eines magnetischen 
Feldes abgeleiteten, der ja, da der Unterschied zwischen magnetischer Induktion 
und magnetischer Feldstarke bei seiner Ableitung bereits beriicksichtigt worden 
ist, auch fiir Felder in ponderablen Medien gilt. 

43. Der Spannungszustand der Felder in ponderablen Medien. Nach der 
Fernwirkungstheorie ist die auf ein elektrisches System ausgeiibte Kraft 

~ = f f f e~d. + !~f f~(JdSi' 
i 

Bei der Ableitung der Energie des Systems hatten wir unter e und (J die Volum
und Flachendichte der wahren Elektrizitat zu verstehen, da die potentielle 
Energie des Systems gleich ist der Arbeit, die geleistet werden muB, um die 
wahren Ladungen an ihre Stellen zu bringen. In dieser Arbeit ist aber natiirlich 
die Arbeit, die zur Polarisation der Dielektrika notwendig ist, bereits enthalten, 
da deren EinfluB sich ja in der Veranderung des Potentials auBert. Anders ist 
dies jetzt. Die Erfahrung lehrt, daB das elektrische Feld auf die scheinbaren 
Ladungen, die durch die Polarisation der Dielektrika vorgetauscht werden, die
selbe ponderomotorische Kraft ausiibt wie auf die wahre. Nun ist aber die 
Volum- bzw. Flachendichte der wahren Elektrizat: 

divS) = 4ne, 

wobei die positiven Normalen nach auBen gerichtet sind, die der scheinbaren 
Elektrizitat, die ja das elektrische Analogon zur aquivalenten Verteilung der 
magnetischen Massen ist: 

e2 = -div~, (J2 = -- (~n+) - (~n_) . 

Bevor wir dies einsetzen, wollen wir iiber unser System zwei vereinfachende 
Annahmen machen. Wir wollen erstens annehmen, daB alle in ihm vorhandenen 
ponderablen Dielektrika und Leiter an den leeren Raum grenzen. Ferner sollen 
sich alle wahren Flachenladungen auf diesen befinden. Bezeichnen wir die Ober
flachen der Leiter mit Ii, die der ponderablen Dielektrika mit F i , so erhalten 
wir durch Einsetzen: 

~ = 111(41
31: div~ - div~) ~dr + 211 ~ (~n+) dFi + ~ 211 ~ (S)n+)dli · 

i i 

Die auf die Oberflachen der Isolatoren beziiglichen Flachenintegrale konnen 
wir in ein Volumintegral umwandeln. Denn nach dem GREENschen Satz ist: 

Daher wird: 
f f~ (~n) dFi = f f f ~div~dr + f f f (~J7)~d •. 

~ = 111(41
31: ~divS) + (~J7)~)d. + ~ 2jf ~(S)n)dli 

i 

denselben Ausdruck erhalten wir, wie ein Vergleich mit dem entsprechenden 
magnetischen sofort zeigt, auch aus der in Ziff. 40 angedeuteten Theorie der 
molekularen Polarisation l ). 

1) Vgl. z. B. G. H. LIVENS, The theory of electricity. § 225. 

5'" 
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Die X-Komponente der ponderomotorischen Kraft ist also: 

K., = ff(E., 4~ div~ + P., oJ; + P1J oJ;. + Pz °o~Z)aT + 8~ 2:ff E., (~n) ali' 
Beriicksichtigen wir, daB in den statischen Feldern 

rot~ = 0, 

i 

so konnen wir diese Volumkraft pro Volumeinheit folgendermaBen schreiben: 

k ='p oE,. + P oElI + P £..E. + _1_E div~ . ., ., ox 11 ox • ox 4n" 

Setzen wir hierin die Gleichung (2), Ziff. 40, 
1 

1.1S=-(~-~) 
ein, so wird dies 

4n 

_l_(D oEz + D oEy + D oE. _ ~ O~2 + E div~). 
4n ., ox 11 ox • ox 2 ox ., 

Beriicksichtigen wir wiederum die Wirbelfreiheit des Feldes, so erhalten Wlr 

_1 (D oE,. + D oE,. + D ~~"- _ ~ O~2 + E div~) 
4n ., ox 11 oy z OZ 2 ox ., 

= 4~ {a: (E.,D., - ~ ~2) + OOy E.,D1J+ :zE.,D.}. 

Somit ergeben sich die Komponenten des Spannungstensors, wenn wir die rest
lichen durch zyklische Vertauschung bestimmen zu: 

41lP.,., = E., D., - t (l;2, 41lP"1I = Ex DII , 41lP.,z = E., Dz; I 
41lp1J., = E1J D., , 41lPIl1J = E1JD1J -1~2, 41lP1J• = EyD.; (4) 
41lpz., = Ez D." 41lpz1J = Ez DII , 41lPzz = Ez D. - i ~2. 

Zunachst bemerken wir, daB dieser Tensor fUr s = 1 in den in Ziff. 37 ab
geleiteten Spannungstensor fUr den freien Raum iibergeht. Er stellt also tat
sachlich eine Verallgemeinemng dieses Tensors auf beliebige Medien dar. Daraus 
folgt unmittelbar, daB der Tensor auch die bei der Umformung ausgelassenen 
Flachenkrafte auf die Oberflachenladungen der Leiter einbegreift. Ferner ist der 
Tensor analog dem magnetischen gebaut, den wir in Ziff. 37 bereits unter Be
riicksichtigung der Verschiedenheit von Sj und>8 abgeleitet haben, und der daher 
auch fUr ponderable Medien gilt. Daher gilt das dort iiber die Krafte, die das 
Feld auf das Medium ausiibt, Gesagte auch hier. Insbesondere folgt fUr kristalli
sche Medien, in denen s durch einen Tensor dargestellt werden muB und die 
Vektoren ~ und ~ daher nicht mehr dieselbe Richtung haben, ein Drehmoment 
auf die einzelnen Volumelemente des Mediums, das durch a2 = [~'llJ aT ge
geben ist. 

Die Gleichung des Spannungsellipsoids lautet fUr homogene isotrope Medien: 

2s{E.,x + Elly + E.zP - (l;2 (X2 + y2 + Z2) = 81l, 

daher auf Hauptachsen transformiert: 

2s ~2 x 2 - ~2 (X2 + y2 + Z2) = 81l (~~) = E. 

In der Richtung der Kraftlinien herrscht also ein Zug vom Betrage £2(~: -1), 

normal zu ihnen ein Druck im Betrage von -81 E2. Oder im Medium herrscht 
n 
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ein hydrostatischer Druck yom Betrage i-E2, dem sich in der Richtung der 
Kraftlinie ein Zug yom Betrage :n; 

~ Q;2 = _1 (~:!)) 
4:n; 43& 

uberlagert. (Bezuglich der mechanischen Wirkung der Spannungen auf die 
ponderable Materie vgl. Rap. 5.) 

Dieser Spannungstensor ist naturlich nicht der einzige, der den Ansatzen 
der Fernwirkungstheorie entspricht, wie eine Betrachtung der bei seiner Ab
leitung durchgefuhrten Transformationen sofort ergibt. Tatsachlich findet man 
in der Literatur auch den folgenden Ansatz, dessen Verifikation mit Hilfe der 
hf!reits durchgefuhrten Dberlegungen keinerlei Schwierigkeiten bereitet: 

Pxx = 8~ (ExDx - EyDy - E.D.), Pxy = ExDy, Pxz = 4~ EZDZ\ 
111 

Pyx = 4; EyDx, pyy = 8~ (EyDy-E.Dz - ~xDx), PV' - 4:n; EyD., (4a) 

Pzx = 4n E.Dx, Pzy = 4:n;,E.Dy, pzz = s;- (EzD. - ExDz-EyDY)'J 

Dieser Spannungstensor la3t sich aber nicht auf eine molekulare Theorie der 
Polarisation zuruckfiihren1). 

d) MAXWELLS allgemeine dynamische Theorie des 
elektromagnetischen Feldes. 

44. Die Bedeutung der LAGRANGESchen Mechanik fUr die Verallgemeinerung 
der fur die stationaren Felder aufgestellten Gleichungen. Bisher haben wir, 
gestutzt auf die Ergebnisse der experimentellen Forschungen, die Feldgleichungen 
fUr die stationaren Erscheinungen aufgestellt. Diese behalten, wie wir ebenfalls 
experimentell feststellen konnten, ihre Gultigkeit auch noch fUr eine Reihe lang
sam veranderlicher Vorgange, bei denen wir die Felder in jedem Augenblick 
als stationare auffassen konnten. Der eigentliche Wert der Feldtheorie muB 
aber naturlich bei der Betrachtung derjenigen Falle auftreten, die nicht mehr 
als quasistationar aufgefaBt werden k6nnen, und bei denen daher die Art der 
Fortpflanzung des elektromagnetischen Feldes durch das Medium eine aus
schlaggebende Rolle spielt. Wir mussen daher unsere Gleichungen fUr diese Falle 
verallgemeinern. Die Aufstellung der allgemeinen elektromagnetischen Feld
gleichungen ist MAXWELL gelungen, der damit uber die von FARADAY in seinen 
Experimentaluntersuchungen angedeutete Nahewirkungstheorie hinausging. Da 
experimentelle Untersuchungen uber derartige Vorgange noch nicht vorlagen, 
war MAXWELL gezwungen, sich von theoretischen Gesichtspunkten leiten zu lassen. 

Auch hier wandte er seine schon mehrmals erwahnte Methode der mecha
nischen Analogie an. Das dabei auftretende Problem liegt klar zutage. Es handelt 
sich darum, eine mechanische Analogie anzugeben, die fur die stationaren FaIle 
die oben entwickelte Theorie ergibt und die aus dieser Analogie folgenden all
gemeinen Gleichungen als allgemeingultige Feldgleichungen anzunehmen. Die 
Entscheidung uber die Richtigkeit der Methode liegt dann naturlich beim 
Experiment. Nun wird aber der Sachverhalt dadurch kompliziert, daB offen
sichtlich mehrere derartige Analogien m6glich sind, die naturlich, wenigstens 
zum Teil, zu verschiedenen Verallgemeinerungen fUhren. Das zunachst an
zuwendende Auswahlprinzip der Einfachheit versagt aber hier. Denn die erste, 

1) Vgl. z. B. G. H. LIVENS, The theory of electricity. S. 104ff. 
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bereits in Ziff.41 erwahnte mechanische Analogie, die MAXWELL aufgesteilt 
hatte, ist bereits so kompliziert, daB ihr eine hinreichende 'Oberzeugungskraft 
nicht innewohnte. 

Es besteht aber noch eine weitere prinzipieile Schwierigkeitl). Wir konnen 
die elektromagnetischen Felder als konservative Systeme auffassen. (Fiir nicht
leitende Medien ist dies selbstverstandlich, fiir leitende miissen wir die dissipierte 
Energie als geleistete Stromarbeit einfiihren; vgl. Ziff.22.) Wir k6nnen daher 
die mechanischen Analogien mit Hille der sog. LAGRANGESchen Gleichungen 
zweiter Art behandeln (vgl. Bd. V). Das analoge mechanische System besitze 
n Freiheitsgrade. Es ist dann . bestimmt durch n Parameter qi und durch die 
beiden Funktknen T (kinetische Energie) und U (potentielle Energie). T muB 
dann bekanntlich eine homogene quadratische Funktion der Ableitungen der 
Parameter nach der Zeit sein: 

T= i~Aikqiqk> 
ik 

wobei die Koeffizienten Aik noch Funktionen der Parameter sein konnen. U ist 
lediglich eine Funktion der qi' Die Bewegungsgleichungen des Systems lauten 
dann: d aT aT au 

de aqt - aqt = - aq;' 
Diese Bewegungsgleichungen entsprechen natiirlich in der Analogie den 

Feldgleichungen. Jedes mechanische System, dessen Bewegungsgleichungen in 
diese Form transformiert werden k6nnen, gibt daher, als mechanische Analogie 
des elektromagnetischen Feldes aufgefaBt, dieselben Feldgleichungen. Nun gibt 
es aber eine unt!ndliche Anzahl von mechanischen Systemen, die aile auf ein und 
dasselbe LAGRANGESche System gebracht werden k6nnen. Denn bestehe eines 
dieser Systeme aus p Massenpunkten der Masse me, dann lauten seine 3 P NEw
TONschen Bewegungsgleichungen: 

dZx. au 
me -dtZ- = - ax. usw., T - 1 ~ ('2 '2 '2) - "2"::::" me Xe + Ye + Ze • 

e 

Haben wir also ein System LAGRANGEScher Bewegungsgleichungen bestimmt 
durch die n Parameter qi und durch die Funktionen T und U und fragen wir uns, 
welche mechanischen Systeme ihm entsprechen, so heiSt dies, daB wir P Kon
stanten me und 3 P Funktionen 

Xe = !fie (qi) , Ye = VJ. (qi) , z. = Xe (qi) 

'finden miissen, die dadurch bestimmt sind, daB die durch sie definierte Trans
formation die kinetische bzw. potentieile Energie des einen Systems in die 
des anderen iiberfiihrt. Es muB also sein: 

wobei natiirlich 

Da aber p beliebig gewahlt werden kann, sind diese Gleichungen unbestimmt. 
Es gibt daher unendlich viele L6sungen. 

1) H. POINCARE, Electricite et Optique, S. Sf£' 
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Gerade diese SchwiE!rigkeit weist uns aber auf den richtigen Weg. Freilich: 
ware es unsere Absicht gewesen, durch die mechanische Analogie die wahre 
Natur des elektromagnetischen Feldes zu enthiillen, dann wiirde diese Feststellung 
einen entscheidenden MiBerfolg unseres Unternehmens darstellen. Derartige 
in Wirklichkeit metaphysische Spekulationen liegen uns aber fern. (V gl. hierzu 
die Ausfuhrungen MAXWELLS in seiner bereits erwahnten Schrift: "Uber Faradays 
Kraftlinien." Die weitverbreitete, aber durchaus irrige Meinung, als komme 
es der Schule MAXWELLS auf derartige metaphysische Spekulationen an, wird 
am besten durch das folgende Zitat eines ihrer bedeutendsten Vertreter wider
legt: "Es ist nicht uberflussig, an dieser Stelle zu wiederholen, daB die Aufgabe 
eines Athermodells nicht die ist, seine tatsachliche Struktur darzustellen, sondern 
die, uns bei der Feststellung zu helfen, daB das mathematische Schema, das seine 
Wirkungsweise definiert, eine zulassige Konzeption darstellt"l). FUr MAXWELL 
haben die mechanischen Analogien lediglich einen heuristischen Zweck. Sie 
sollen nur dazu dienen, die fUr die quasistationaren Erscheinungen gultigen Feld
gleichungen, unter Berncksichtigung der durch die bisherigen Untersuchungen 
nahegelegten Annahme, daB sich das elektromagnetische Feld durch das "Medium" 
in ahnlicher Weise fortpflanzt wie die Spannungen in einem materiellen System, 
zu veraHgemeinern. Das eben abgeleitete Resultat besagt daher fUr uns, daB es 
gar nicht notwendig ist, eine spezielle mechanische Analogie fur das elektro
magnetische Feld aufzustellen. Es genugt vollstandig, wenn wir nachweisen, 
daB sich die Feldgleichungen in der Form der LAGRANGESchen Gleichungen zweiter 
Art schreiben lassen. Daraus folgt bereits, daB sie den fur materielle Medien 
gultigen dynamischen Prinzipien gehorchen. 

Unsere Aufgabe besteht also darin, nach entsprechender Wahl der Para
meter qi einen Ausdruck fUr die kinetische Energie T und die potentielle U 
aufzustellen, die den LAGRANGESchen Prinzipien genugen. Die Willkur, die bei 
der Aufstellung dieser Funktionen bleibt, beschranken wir dadurch, daB wir die 
einfachsten der den Experimenten genugenden Ausdrucke wahlen. Mit Hilfe 
der LAGRANGESchen Bewegungsgleichungen lassen sich dann aus diesen Funk
tionen die allgemeinen Feldgleichungen ableiten. Diesen Weg hat MAXWELL 
in der letzten Fassung, die er seiner Theorie im Treatise gegeben hat, beschritten. 

45. Die Energie des elektromagnetischen Feldes. Wenn wir nunmehr daran
gehen, die allgemeingiiltigen Feldgleichungen aufzustellen, so mussen wir uns 
vor aHem daran erinnern, daB ein Teil unserer Gleichungen bereits durch die in 
der MAXWELLschen Hypothese des elektrischen Fluidums liegende mechanische 
Analogie eine allgemeine Formulierung gefunden hat (vgl. Zif£' 41). Es ist dies 
die Feldgleichung d' Cl'\ 

Iv~=4ne, 

die beinhaltet, daB die Quellen des Vektors der dielektrischen Verschiebung 
durch die Verteilung der wahren Elektrizitat bestimmt werden. Auch die Aus
sage, daB der totale Strom sich aus dem Leitungs- und dem Verschiebungsstrom 
zusammensetzt, ist von allgemeiner Giiltigkeit. Endlich haben wir aus dieser 
Analogie auch den allgemeinen Ausdruck fUr den Teil der Feldenergie abgeleitet, 
der auf den elektrischen Teil des Feldes zurnckgeht. Dagegen haben wir die 
beiden elektromagnetischen Hauptgleichungen und den Ausdruck fur die magne
tische Energie des Feldes noch nicht abgeleitet. 

Gehen wir zur Verallgemeinerung dieser restlichen Teile der Theorie uber, 
so konnen wir von der Untersuchung der permanenten Magneten absehen und 
uns auf die der Felder der elektrischen Strome beschranken. Denn die perma-

1) J. LARMOR, Aether and Matter. S. 6, Anm. Cambridge 1900. 
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neil ten Magnete sind so gut wie immer von konstanter Starke und erzeugen 
daher immer statische Felder. Und uberdies laBt sich, wie in den Ziff. 29 und 30 
gezeigt worden ist, die Theorie der permanenten Magnete auf die Theorie der 
elektrischen Strome aufbauen. 

Nach dem in der vorhergehenden Ziffer entworfenen Plan haben wir also 
zunachst die L~.GRANGESche Funktion eines Systems elektrischer Strome auf
zustellen. Dabei ist aber noch die eine Schwierigkeit zu beseitigen, daB ein solches 
System, soweit es sich urn Leitungsstrome handelt, infolge der Entwicklung von 
JOuLEscher Warme nicht mehr konservativ ist. Wir konnen diese Schwierigkeit 
beseitigen, indem wir den elektrischen Widerstand als eingepragte Kraft in das 
System einfiihren. Wir haben uns nun zu entscheiden, ob wir die Energie, die 
ein elektrischer Strom besitzt, als kinetische oder potentielle auffassen, da dies 
das Zeichen bestimmt, unter dem sie in die LAGRANGESche Funktion eintritt. 
Alles, was wir uber den elektrischen Strom wissen, deutet darauf hin, daB seine 
Energie kinetischer Energie zu vergleichen ist. Nicht nur, daB er Konduktoren 
auf- und abladt, also einen Elektrizitatstransport bewirkt, bei der Elektrolyse 
bewirkt er geradezu einen Transport der Materie. Ja die Erscheinung der Selbst
induktion legt es nahe, ihm eine Art von BewegungsgroBe zuzuschreiben. AIle 
Autoren haben daher in ihm ein Analogon zur fortschreitenden Bewegung ge
sehen. Wir wollen daher seine Energie bei unserer dynamischen Analogie als 
kinetische behandeln. 

Urn uns die Festlegung der Parameter, die wir nunmehr vorzunehmen haben, 
zu erleichtern, beschranken wir uns zunachst auf die Betrachtung eines Systems 
von geschlossenen Leitern1). Da (vgl. Ziff. 41) nach unseren Annahmen alle 
Strome geschlossen sind, lassen sich dann die so gewonnenen Resultate leicht 
verallgemeinern. Wir haben offensichtlich zwei verschiedene Arten von Koordi
naten: die geometrischen Koordinaten, durch die wir die jeweilige Lage der Leiter
kreise festlegen, und die elektrischen Koordinaten, die uns die Lage der Teile des 
suponierten, die mechanische Analogie darstellenden Mechanismus angeben, 
dessen Bewegung in der Analogie den elektrischen Strom reprasentiert. Die 
kinetische Energie des ganzen Systems wird daher die folgende Form haben 
mussen T = Tm + Te + T me, 

Tm=,1:'AikXiXk> Te=2; Bid1iYk> Tme=,1:'CikXi:h. 
Die auftretenden Koeffizienten sind zunachst als Funktionen der beiden Koordi
natenarten x und y aufzufassen. 

Tm stellt die mechanische kinetische Energie der Leitermaterie dar. Daher 
konnen wir mit MAXWELL annehmen, daB ihre Koeffizienten nur von den geo
metrischen Koordinaten x abhangen. Auch die Koeffizienten von Te hangen 
nur von den x abo Denn die Energie eines Systems von ruhenden Leitern, die 
von konstanten Stromen durchflossen werden, bleibt konstant. Wurden aber 
in Te die yauftreten, so konnte es nicht konstant bleiben, da diese Koordinaten 
sich bei V orhandensein eines Stromes gemaB ihrer Definition dauernd andern 
mussen (ein analoges Argument laBt sich auch fur T me aufstellen). Wahlen wir, 
was ja am naheliegendsten ist, fur die Y die in den einzelnen Leiterkreisen 
herrschenden Stromstarken, so hat Te die Form, die wir in Ziff. 20 fur die Energie 
eines Systems von Stromkreisen gefunden haben. 

Wir nehmen im folgenden an, daB die elektrostatische Energie des Feldes 
W gleich Null ist. Ware dies nicht der Fall, so treten in den LAGRANGESchen 

Gleichungen die ~o W und ~ W auf. Denn die Yi k6nnen an den geladenen Stellen 
OXi uYi 

1) J. CL. MAXWELL, Treatise. Bd. II, Kap. VI. 
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der Leiter direkt mit den Ladungen identifiziert werden, da diese neue Defini
tion nicht iin Widerspruch mit der Definition Yi = Ii steht. 

Wir konnen nun zur Untersuchung des dritten Terms der Energie T me iiber
gehen, indem wir die aus ihm folgenden Wirkungen untersuchen. Wir erhalten 
die ponderomotorischen Krafte durch LAGRA~GESche Differentiation nach den 
geometrischen Koordinaten. Wollen wir das System im Gleichgewicht erhalten, 
so miissen wir "in der Richtung von xt eine eingepragte Kraft X~ wirken 
lassen, die durch 

bestimmt ist. Fehlt eine solche auBere Kraft, so tritt im System natiirlich die 
entgegengesetzte auf. Zur Diskussion dieser Formel nehmen wir zunachst an, 
daB aIle Leiter ruhen. Es wird, da alle Xi = 0 sind, 

X' d'~c' ;=([t..::::.,; ikYk> 

k 

also sind die auftretenden ponderomotorischen Krafte der Anderung der Strome 
proportional. Dann wollen wir die Strome konstant annehmen. Es wird nunmehr 

X I ~. d C a ~c . . 
i = .:::.. Yk dt ik - ax;':::" ik Xi Yk' 

k 

Die auftretende Kraft ist also den Geschwindigkeiten der Leiter und den Strom
starken proportional. 

Aus diesem Teil der Energie wiirden aber auch elektromotorische Krafte 
folgen, die wir durch die LAGRANGESche Differentiation nach den elektrisch~n 
Koordinaten erhalten: 

Yi = - Y~ = - :t ~ Cil. Xk . 

Diese Formel bedeutet, daB durch Beschleunigung eines Leiters in ihm Strome 
auftreten, die vollstandig unabhangig von allen Stromen des Systems sind. 

MAXWELL hat Experimente angestellt, urn einen dieser drei Effekte zu ent
decken. AIle diese Experimente sind negativ verlaufen, was auch in vollem Ein
klang mit unserer iibrigen Erfahrung steht. Wir konnen daher aIle Cik gleich Null 
setzen. Die Energie eines Leitersystems besteht daher aus der Summe von T m 
und Te. Da T m rein mechanischer Natur ist, brauchen wir fiir elektromagnetische 
Untersuchungen nur Te zu beriicksichtigen. 

46. Die Wechselwirkung zwischen zwei Stromkreisen. Da dieser Ausdruck 
nur die Stromstarken, nicht aber deren Ableitungen, und auBerdem in den Koeffi
zienten nur noch die geometrischen Koordinaten enthalt, konnen wir ihn sofort 
mit dem aus den stationaren Erscheinungen abgeleiteten Ausdruck (3 a), Ziff. (20) 
identifizieren. Da wir weiter die Energie eines Systems von Stromen als lediglich 
kinetisch angenommen haben, besitzen wir damit auch die LAGRANGESche 
Funktion fiir ein derartiges System. Mit der Wahl der Parameter und der Fest
stellung der LAGRANGESchen Funktion ist unsere dynamische Analogie auf
gestellt. Wir wollen sie zuerst zur Untersuchung der Induktionsvorgange in 
starren Leiterkreisen verwenden. Wir erhalten die elektromotorischen Krafte, 
wie bereits erwahnt, durch LAGRANGESche Differentiation von Te nach den elek
trischen Koordinaten. Fiir n Leiterkreise erhalten wir daher die n GI~ichungen: 

Ei - R)'i = -:t ~Bikh. 
Da diese die n Unbekannten Yn enthalten, ist das Problem vollstandig bestimmt. 
(Die Ei bedeuten die den einzelnen Kreisen eingepragten elektromotorischen 
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Krafte.) Da in den LAGRANGESchen Gleichungen nicht nur das Energieprinzip, 
sondem auch das Gesetz von der Erhaltung des Impulses enthalten ist, erkennen 
wir jetzt, warum der in Ziff.22 gemachte Versuch, die Induktionserscheinungen 
mit dem Energieprinzip allein zu behandeln, scheitem muBte. 

N ehmen wir n = 2 und Ea = 0, so ergibt sich durch eine leichte Integration 
fUr den zweiten Leiterkreisl ): " 

R2 Y2 = BI2 YI + B22 Y2 - (B12 h + B22 Ya)t=o , 
wobei Ya definitionsgemaB den Integralstrom im Leiter 2 bedeutet. Aus dieser 
Formel folgen leicht alle Induktionserscheinungen. 

Wollen wir die ponderomotorische Kraft bestimmen, die zwischen zwei 
stromdurchflossenen Leitem besteht, so haben wir nach den geometrischen 
Koordinaten zu differenzieren. Es ist daher die in der Richtung der VergroBerung 
von Xi wirkende ponderomotorische Kraft 

X ., dBn 
i = YIY2 dXi ' 

da dB12/dt und dB22/dt wegen der angenommenen Starrheit der Leiter ver
schwinden. Sie wirkt also, falls die beiden Strome gleichgerichtet sind, so, daB 
sie den Wert von B12 vergrOBert. 

Alle diese Resultate stimmen mit den entsprechenden friiher gegebenen 
Formeln und daher auch mit der Erfahrung iiberein. 

47. Die MAXWELLschen Feldgleichungen. Die in den beiden vorhergehenden 
Ziffem dargestellten Obedegungen MAXWELLS ergeben also fUr die Erscheinungen 
in stromdurchflossenen Leiterkreisen die uns bereits bekannten Gesetze. Dies 
zeigt uns nicht nur, daB wir diese Erscheinungen vom Standpunkt der ent
wickelten Feldtheorie aus betrachten diirfen, sondem, da wir uns in der Ableitung 
nicht mehr auf die quasistationaren Erscheinungen beschranken muBten, 
auch, daB wir diese Gleichungen auf nichtstationare Erscheinungen anwenden 
konnen. Wir haben zwar gemaB dem Ansatz unserer dynamischen Analogie 
zunachst nur die Gleichungen in der Sprache der Femwirkungstheorie erhalten. 
Da wir aber diese bereits in die Sprache der Feldtheorie iibersetzt haben, ist es 
hier nicht notwendig, die Analogie noch weiter zu treiben. Wir konnen uns auf 
die bereits weiter oben durchgeflihrten Transformationen berufen und somit 
die beiden elektromagnetischen Hauptgleichungen zunachst fUr den Fall ge
schlossener Leiterstrome als allgemeingiiltig annehmen. 

Es ist nun nicht mehr schwer, die Giiltigkeit dieser Feldgleichungen auch 
in dem Fall einzusehen, daB Verschiebungsstrome vorhanden sind, da sie nunmehr 
ja auch fUr nichtstationare Vorgange gelten. Denn wir haben ja angenommen, 
daB die physikalischen Wirkungen der Verschiebungsstrome dieselben sind 
wie die der Leitungsstrome. Daher ergibt sich aus der MAXWELLschen Hypothese 
des elektrischen Fluidums sofort die allgemeine· Giiltigkeit der ersten Haupt
gleichung (AMPEREsche Formel). Aber auch die weitere Giiltigkeit der zweiten 
Hauptgleichung (FARADAYSche Formel) laBt sich leicht aus den MAxwELLschen 
Analogien ableiten, da diese ja nichts anderes besagen, als daB alle Strome ge
schlossen sind. Ubrigens lieBe sich auch die MAxWELLsche dynamische Analogie 
flir diesen allgemeinen Fall durchflihren, etwa indem man sich das elektrische 
Fluidum" wie es z. B. POINCARE 2) macht, molekular konstituiert denkt 
und so die" LAGRANGESchen Gleichungen aufstellt. Dabei muB man den flir die 
Leitungsstrome aufgestellten Ausdruck flir die kinetische Energie natiirlich 

1) J. CL. MAXWELL, Treatise. Bd. II, Kap. VII. 
2) H. POINCARE, Electricite et Optique §§ 337 f. 
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iibernehmen. Die nunmehr vektoriellen elektrischen Parameter y haben jetzt 
einen unmittelbaren physikalischen Sinn, da ja der Integralstrom in diesem Fall 
durch den Vektor der dielektrischen Verschiebung gegeben ist. Wir k6nnen 
also die beiden elektromagnetischen Hauptgleichungen 

rotSJ = ~41lC, 1 
1 d 0) 

rot~ = - C dij8 

als ailgemeingiiltige Feldgleichungen annehmen. Dabei ist c die Dichte des 
Gesamtstroms, der sich aus dem Leitungsstrom und dem Verschiebungsstrom 
zusammensetzt: . 1 d 

c = t + 4n at 1). (2) 

Aus den beiden Hauptgleichungen folgen die beiden weiteren Feldgleichungen 

dive = 0,} 
(2a) 

divj8 = 0, 

die beide definitionsgemaB erfiillt sind, da durch die erste ja der Verschiebungs
strom eingefiihrt worden ist (vgl. Ziff. 41), wahrend die zweite besagt, daB der 
Vektor der magnetischen Induktion sich als Rotation eines magnetischen Vektor
potentials darstellen laBt, was wiederum seiner Definition entspricht. (In dieser 
Form wurden die Feldgleichungen von HEAVISIDE1) und HERTZ2) gebracht. 
MAXWELL verwendet noch das instantane elektromagnetische Vektorpotential m.) 

Da aber in den zwei Hauptgleichungen vier Vektoren vorkommen, be
n6tigen wir zur vollstandigen Bestimmung des elektromagnetischen Feldes noch 
zwei weitere Gleichungen, die die Verkniipfung zwischen den Vektoren der 
dielektrischen Verschiebung und der elektrischen Feldstarke bzw. der magne
tischen Induktion und der magnetischen Feldstarke angeben. Wir wollen wie 
bisher eine lineare Beziehung zwischen diesen Gr6Ben annehmen, da diese An
nahme sich bisher in den meisten Fallen bewahrt hat. Daher setzen wir 

1)=e~,} 
j8 = fLSJ, (3 ) 

wobei e und fL im allgemeinen Falle lineare Vektorfunktionen bedeuten. Damit 
der Gesamtstrom tatsachlich quellenfrei ist, muBten wir annehmen, daB 

div1) = 4ne (2a) 

ist. Die Unbestimmtheit, die in der zweiten Hauptgleichung bei der Bestimmung 
der elektrischen Feldstarke iibrigbleibt (Hinzufiigen eines beliebigen elektro
statischen Feldes), wird durch diese Gleichungen behoben. 

Setzt man in die erste Hauptgleichung den Totalstrom explizit ein, so er-

halt man: 4n . l' tln<J 1'1 rot SJ = c t + c 1) = - c - ~ + c 1) , 
(1 a) 

rot~ = -~~. c 

Spezialisiert man sie auf vollstandige Nichtleiter a = 0, so tritt in ihnen eine 
gewisse Dualitat zwischen den elektrischen und den magnetischen Feldgr6Ben 

auf, die einige Autoren veranlaBt hat, das Glied - ~ ~ als magnetischen Strom 
c 

1) O. HEAVISIDE, Phil. Mag. Bd.25, S.130. 1888. 
2) H. HERTZ, Ges. Werke. Bd. II, S.208ff.; Wied. Ann. Bd.40, S.577. 1890 .. 
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zu bezeichnen. Ihren voUen mathematischen Ausdruck findet diese Dualitat 
in den MINKOWsKIschen Feidgieichungen der spezieUen Relativitatstheorie (vgl. 
Kap. 3, Zif£' 57). _ 

48. Dimensionen und MaBsysteme. Wir haben bisher drei verschiedene 
Ma13systeme kennengelernt. In Ia und Ic haben wir unseren Betrachtungen das 
elektrostatische Ma13system zugrunde gelegt. Dieses benutzt ais Ausgangspunkt 
die Formel fUr die zwischen zwei elektrisch geladenen Karpern wirkende pondero
motorische Kraft: 

Da wir in diesen Abschnitten nur Vorgange im Ieeren Raum betrachtet haben, 
konnten wir k ais allgemeine Konstante, entsprechend der Gravitationskonstanten 
und daher ais reine Zahl betrachten. Die Uberlegungen der Ziff. 40 zeigen aber, 
da13 in beliebigen Medien k gleich der Dielektrizitatskonstante e zu setzen ist. 
Wir kannen das elektrostatische Ma13system daher in zweierlei Richtung aus
bauen. Entweder wir betrachten c ais reine Zahl, dann andert sich an den 
Dimensionen der elektrischen Gra13en nichts, oder wir betrachten es ais eigene 
Dimension, dann tritt c in die Dimensionen ValIer GraBen des elektrostatischen 
Ma13systems ein. 

In Ib, lIa und lIb haben wir das elektromagnetische MaBsystem ver
wendet, das von der Formel fiir die ponderomotorische Kraft zwischen zwei 
Magnetpolen ausgeht: 

In beliebigen Medien ist h gieich der magnetischen Permeabilitat fk zu setzen. 
Es gilt daher aUes iiber die Bedeutung von c im elektrostatischen System Gesagte 
analog fUr die Bedeutung von fk im elektromagnetischen Ma13system. 

Nun iiberdecken sich aber beide Systeme. Denn die elektrische Einheit 
der Stromdichte laBt sich (Ziff. 17) durch die Gleichung 

divi + e = 0 

1m elektrostatischen, durch die Gleichung 

rots;;, = 4ni 

im elektromagnetischen Ma13system definieren (Ziff. 18). Dadurch ist es natiirlich 
maglich, aIle elektrischen und magnetischen GraBen entweder in dem einen 
oder dem anderen Ma13system auszudri.icken. Bei der Umrechnung tritt die MaB
konstante c auf. 

Von IlIa an haben wir nun das GAusssche Mal3system verwendet, das eine 
Mischung zwischen den beiden anderen darstellt. In ihm werden c und fL als 
reine Zahlen betrachtet. Die elektrischen GraBen mit Ausnahme der Selbst
induktion werden im elektrostatischen, die magnetischen im elektromagnetischen 
Ma13system gemessen. Die Konstante c hat die Dimension einer Geschwindigkeit 
und den Wert der Lichtgeschwindigkeit. Uber ihre Bedeutung haben wir bereits 
in Ziff. 25 gesprochen. Wir werden weiter unten zeigen, da13 die dort aus
gesprochenen Vermutungen sich in der MAXWELLschen Theorie als richtig er
weisen. Die folgende Tabelle 1 gibt die Dimensionen der verschiedenen GraBen 
in den einzelnen Ma13systemen an. Die oberhalb der Ma13konstante c angefUhrten 
GraBen werden im GAussschen System aus dem elektrostatischen iibernommen, 
die unterhalb liegenden aus dem elektromagnctischen. Man sieht, da13 das System 
so eingerichtet ist, daB es die GroBe immer dem MaBsystem entnimmt, in dcm 
die GraBe c nicht in seiner Dimension vorkommt (vgl. Bd. XVI, Kap. -1). 



Ziff. 48. Dimensionen nnd MaBsysteme. 77 

Dielektrizitatskonstante . 
Elektrische Feldstarke . . 
Elektrische Verschiebung 
Vvahre elektrische Ladung 
Freie elektrische Ladung . 
Elektrisches Potential . 
Elektromotorische Kraft 
Wahre Stromdichte .. 
Freie Stromdichte. . . 
Elektrische Leitfahigkeit 
Widerstand. . . 
Kapazitat ...... . 
MaBkonstante c . .. . 
Permeabilitat . . . . . 
Magnetische Feldstarke 
Magnetische Induktion 
Dichte des wahren Magnetismus 
Dichte des freien Magnetismus 
Magnetisches Potential 
Elektromagnetisches Vektor-

potential .. 
Selbstinduktion . 

Tabelle 1. 

elektrostatisch 

e 
M'l, L -'I, T-le-'l, 
Mi[, L _'I, T -1 e", 

Ml/zL3/z T- 1E1/2 

Ml/2L'J/2 T-1s-1/z 
M'/,L',', T-'le-'!, 
M'!,L'/2 T--le-'!, 
lI!I'!, L -'I, T - 2 fl';2 

]1.ifl.'2 L -')/2£_1/2 
T-le 

L -lTe- l 
Le 
c 

elektromagnetisch GauB 

I 
L - 2 T2 {' -1 c2 I 1 

Jl.11/,L'/, T-2{t'!'C- l Jl.I'!,L-'.', T-l 
M'!.L- 3/,{,-'/,c IJl.I'!'L-'/'T-l 

: lI!I'I,L'/,{,-'!,c M'/,L"/, T-l 
[lI!I'!,L"!,T-2 U '!'C- l J'vI'!,L"!,T-l 
I JI.{'/'L"/'T--2:I.l'!2C- l 'I Jl.I'/2L'!,T-l 
! M'/,L'!,T-2 lt'/'c- l M'!,L'!2T-l 
M'!,L-'!,T-lu-'i,c I M '!,L-'/,T-2 
M'/, L -'I, T-i {l'I'e 'Jl.I'/, L-'!, T- 2 

L- 2T,u- l C2 I T-1 
L T-1{'c 2 : L-1 T 

L -1 T2 ft - 1 C 2 L 
c L T-1 
l' 

, lI!I'!, L -':, T -ltl" ,/, 
L - 2 T 2 e- 1 c2 

lI!I'/,L'!, T- 2e'/'C- 1 
lI!I'/,L -'/'e-'/,c 
M'!, L -'/'e-'/,c 

J.1f t /'lL -liz T- 2 S 1/2C -li 

IVI':, L +", T - 2 e", C 1, 

, M'/, L -'I, T-l {',f, 
M'/,L - ,,', T-1 {,'I, 

M'!2L _31, T-1 f t -'!' 
IVI', L',', T-1,lt -'I, 

[ 1 
[IVI'j,L-',', T-l 
M'!,L-':2T-1 
M'!,L -':, T-l 
1'VI'/,L-',2 T-1 
M'!,L':,T-l 

lI!II,', L -'/n-'!, c 
L -1 T 2 e- 1 c2 

l'VI'!, L'!, T -1 {",', 

Lft 

1'VI1/, LI,'2 T-11 
L 

Der Grund, warum wir in der Feldtheorie das GAusssche MaBsystem ver
wenden, ist der, daB in ihm die Dualitat zwischen elektrischen und magnetischen 
FeldgroBen am deutlichsten hervortritt, wahrend sie in den anderen durch das 
Auftreten der MaBkonstanten c verdeckt ist. Denn die beiden Hauptgleichungen 
lauten im elektrostatischen und im elektromagnetischen MaBsystem zwar 

rotS) = 4n.c,} 
rotC); = -)8, 

(1 b) 

zeigen also ebenfalls die Dualitat, aber die Verkniipfungsgleichungen werden 
bedeutend komplizierter, namlich 

im elektrostatischen, bzw. 

(3 c) 

im elektromagnetischen. Dadurch wird aber z. B. auch der Energieausdruck 
unsymmetrisch in 1), C); und 5),)8. 

Urn den insbesondere bei langeren Rechnungen unangenehmen Faktor 4n 
in den erst en Hauptgleichungen wegzuschaffen, hat HEAVISIDE vorgeschlagen, 
E und ft im leeren Raum nicht gleich Eins, sondern gleich 1/4n anzunehmen. 
Dann lauten die Feldgleichungen: 

rot S) = ..:J.. c , 1 c 
1 . 

rot C); =, - - )8 , 

div1) = Q. C J 

(1 c) 
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Allerdings lauten die COULOMBschen Gleichungen nun: 

bzw. 

was aber in der Feldtheorie meist nicht st(irt. 
COHN 1) hat darauf hingewiesen, daB die einzelnen Systeme durch die Be

stimmung der drei unbestimmten GraBen EO' 1-'0 und V hervorgehen, die durch 
die folgende Gleichung verkniipft sind: 

V2 
-=c2 • 
EO f-lo 

Dabei sind die Konstanten der COULoMBschen Gesetze fiir den leeren Raum 
folgendermaBen gewahlt: 

k=_1_ h=_1_. 
4""EO' 4""f-lo 

Die Hauptgleichungen schreiben sich dann: 

Die Verkniipfungsgleichungen 

rotSJ = ~ c, I 
1 . 

rotQ: = -V~. 

'II = eoQ:, 

Wahlt man V = 1, dann geniigen eo und 1-'0 der Bedingung 
1 

eoflo = C2' 

(1 d) 

(3d) 

Auf diese Weise erhalt man die von HEAVISIDE vorgeschlagenen rationellen 
Einheiten. Die einfache Gestalt der Hauptgleichungen: 

rotSJ = c, } 
rotQ: =-m (1 e) 

empfiehlt diese Einheiten insbesondere fiir komplizierte Rechnungen. 
49. Energie in beliebigen elektromagnetischen Feldern·. Konvektionsstrom. 

POYNTINGScher Vektor. Die elektrische und die magnetische Energie des elektro
magnetischen Feldes haben wir fiir stationare Felder durch partielle Integration 
aus den Ausdrilcken der Femwirkungstheorie erhalten. Wir kannen die Formeln 
(1) und (2), Ziff. 36, die auf dieseWeise fiir stationareundquasistationareFelder 
eine gewisse experimentelle Grundlage besitzen, fiir beliebige Felder verallge
meinem. Dies kannen wir damit begriinden, daB wir in Ziff.42 die Formel (1), 
Ziff. 36, aus der MAXWELLschen mechanischen Analogie des elektrischen Fluidums 
ableiten konnten. Die Verallgemeinerung des magnetischen Telles der Energie 
kannen wir auf Grund des Resultates der dynamischen Analogie vomehmen, 
da diese den der Formel (2), Ziff. 36, zugrunde liegenden Ausdruck der Fem
wirkungstheorie filr die Energie eines Systems von Str6men geliefert hat. 

Wir wollen nun untersuchen, ob unsere Theorie dem Energieprinzip ent
spricht. Zu diesem Zwecke betrachten wir einen Raumteil der von der Flache F 
eingeschlossen wird. Dabei beschranken wir uns im folgenden auf isotrope 

1) E. COHN, Das elektromagnetische Feld, S. 279ff., Leipzig 1900. 
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Medien (e ist ein Skalar). Die gesamte Energieanderung in ihm betragt pro Zeit
einheit: 

Da der Verschiebungsstrom gleich ist der Differenz zwischen dem Totalstrom 
und dem Leitungsstrom, wird dies 

~~ = fff(0;(C - 1) + 4~ ~18) dv. 
Durch Einsetzen der beiden Hauptgleichimgen erhalten wir 

~~ = fff{4Cn (0;rot~ - ~rot0;) - 0;i}dv1
j 

= - 4cn ff[0;~Jn dF - Iff 0;i dv. 
(4) 

Das zweite Glied stellt den Energieverlust dar, den das Feld infolge der 
sich entwickelnden J OULEschen Warme pro Zeit- und Volumeinheit erfahrt. 
Der erste Term stellt einen VektorfluB durch die Oberflache des betrachteten 
Volumens nach auBen dar, der pro Zeit- und Flacheneinheit 

(5) 

betragt. POYNTING nimmt daher an, daB dieser seither nach ihm benannte 
Vektor den in einem elektromagnetischen Felde auftretenden Energiestrom 
definiert. 

Diese Wahl ist natlirlich bis zu einem gewissen Grade willklirlich, da man 
zu dem POYNTINGSchen Vektor einen beliebigen im ganzen Felde divergenz
freien Vektor hinzufligen kann, ohne das Energieprinzip zu verletzen. Die POYN
TINGsche Annahme bringt auch gewisse Schwierigkeiten mit sich, da z. B., wie 
man unmittelbar einsieht, bei Uberlagerung eines statischen elektrischen und 
eines statischen magnetischen -Feldes dieser Vektor im allgemeinen nicht ver
schwindet, also ein Energiestrom in einem solehen statischen Felde besteht. 
Allerdings ist diese Stromung divergenzfrei und verlauft daher in geschlossenen 
Bahnen. 

Gegen diesen Energieansatz wurden aber noch weitere Bedenken geauBert. 
Den Ausdruck flir die Energie des elektrischen Feldes konnten wir noch durch 
eine immerhin sehr allgemeine Annahme liber die Wirkungsweise des Mediums 
stlitzen. Eine derartige Stlitze flir die angenommene Energiedichte des magne
tischen Feldes besitzen wir aber nicht. Der MAXWELLsche Ausdruck beruht 
lediglich auf der Transformation des in der Sprache der Femwirkungstheorie 
gewonnenen Ausdrucks flir die Gesamtenergie eines Feldes. Diese Transformation 
besteht nun darin, daB ein Volumintegral durch partielle Integration in eine 
Summe aus einem Volumintegral und einem Integral liber die dieses Volumen ein
schlieBende Flache verwandelt wird. Ganz abgesehen davon, daB diese Verwand
lung keineswegs eindeutig ist, sondem eine starke Willklir librig laBt, wurde 
gegen die von MAXWELL durchgeflihrte Transformation eingewendet, daB das N ull
setzen des Flachenintegrals bei Zugrundelegung beliebiger nichtstationarer Felder 
Schwierigkeiten hervorrufe, da die Vektoren in Feldem elektromagnetischer 
Wellen auch Glieder enthalten, die nur wie 1jr im Unendlichen verschwinden. 
Die MAXWELLsche Form kann allerdings durch die Bemerkung verteidigt werden, 
daB man die Flache soweit hinausverlegen kann, daB sie von diesen Wellen noch 
nicht erreicht worden ist. 
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Eine AnderuI).g im Arisatz der magnetischen Energie wiirde nun aber dne 
Anderung des Ausclrucks flir den Energiestrom mit sich flihren, wie die folgende 
von LARMOR stammende Ubedegung zeigtl): 

Die gesamte Energiedichte des elektromagnetischen Feldes E besteht aus 
der Summe aus der elektrischen Energiedichte W und der magnetischen Energie
dichte T. Ihre zeitliche Anderung pro Zeiteinheit setzte sich zusammen aus der 
zeitlichen Anderung der elektrischen und der magnetischen Energiedichte, der 
in der Zeiteinheit in eine andere Form verwandelten Energie. Sie muB sich als 
pro Zeiteinheit in das betrachtete Volumen einstr6mende Energie auffassen lassen: 

(4a) 

Hiervon kennen wir zunachst die - elektrische Energiedichte. Die in andere 
Form verwandelte Energie besteht erstens aus der sich entwickelnden JOULE
schen Warme, die pro Zeiteinheit gleich ist dem Produkt aus der elektrischen 
Feldstarke und dem Leitungsstrom. Weiter k6nnen wir noch berucksichtigen, 
daB durch das elektrische Feld die elektrisch geladenen K6rper in Bewegung 
gesetzt werden und auf diese Weise ein Teil der elektrischen Energie in rein 
mechanische Energie verwandelt wird. Durch die Bewegung eines geladenen 
K6rpers entsteht ein Konvektionsstrom, der nach den Versuchen von Row
LAND dieselben Eigenschaften besitzt wie ein Leitungs- bzw. Verschiebungs
strom. Seine Stromdichte ist, in Ubereinstimmung mit den bisher gemachten 
Annahmen (vgL Zif£' 12, 13) gleich dem Produkt aus seiner Geschwindigkeit 
in die Ladungsdichte. 

Durch die Einflihrung der Erscheinung des Konvektionsstromes in die 
Theorie miissen wir aber den Ausdruck flir den Totalstrom erweitern, der nun
mehr gleich ist der Summe aus dem Verschiebungsstrom, dem Leitungsstrom 
und dem Konvektionsstrom. Da aber dieser dieselben magnetischen Wirkungen 
ausiibt wie die beiden anderen, bleibt die erste Hauptgleichung bestehen. Wir 
haben also 

1 • I c = i + Q b + 4:>r i), 

4:>r{ i'} (if) 
rotS) = c a Q; + Q b + 4:>r i) . 

Die pro Zeiteinheit yom elektrischen Felde geleistete Arbeit ist daher ins
gesamt pro V olumeinheit: 

F = Q;i + Q;Qb = Q;(C - 4~ ~). 
Das Energieprinzip schreibt sich also: 

dd~ =dd~ +jjjQ;Cdv=-jj6ndF. (4b) 

Damit die Feldtheorie mit dem Energieprinzip vereinbart werden kann, 
miissen wir dE/dt in ein Oberfiachenintegral eines Vektors verwandeln k6nnen, 
der dann eben die Energiestr6mung darstellt. Die obige Gleichung, die dies aus
driickt, verkniipft den Vektor des Energiestromes mit dem Ansatz flir die magne
tische Energiedichte. 

Wir k6nnen nun unter Verwendung der MAXwELLschen Feldgleichungen 
darangehen, einfache Ausdriicke fiir T und 6 aufzustellen. Mit Hilfe der ersten 

1) J. LARMoR, Phil. Trans. 1897, S. 985; G. H. LIVENS, The theory of electricity. S. 550f£. 
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Hauptgleichung erhalten wir 

fff G3c dv = 4cnfff G3rotSJdv = - 4Cn ffCG3 SJJn dF + 4Cn fff SJrotG3dv 

= - 4cnfffCG3 SJJn dF - 41nfff SJ ~~ dv, 
daher 

Wir k6nnen daher 

j8 

T 41nfffdvfSJd58 
o 

setzen und sind so zur POYNTINGSchen Theorie gelangt. 
Wir k6nnen aber zu einem anderen ebenfalls verhaltnismaBig einfachen 

Ansatz fUr T und @5 gelangen, indem wir die zweite Hauptgleichung 
1 • 

rotG3 = - -58 c 

integrieren. Dann erhalten wir die elektrische Feldstarke ausgedriickt als Funk
tion des elektromagnetischen Vektorpotentials und des elektrostatischen Poten-
Hili: 1 • 

~ = -om - grad!p. 
c 

Es ist dann 

IrfG3CdV = - :.I!f21CdV -.r.fjCgrad!pdV 

= - +III2{ c dv +I((!p divc -I{!p en dF, 
und unter Beriicksichtigung von d' 

IVC = 0 

schreibt sich das Energieprinzip jetzt 

dE d T f/" 1 /'./'/' • 
rl,f= dT+ . !pc"dF+ c .. ,. c91dv. 

Wir k6nnen daher setzen 

(5 a) 

Dieser Ansatz stellt eine Verallgemeinerung des von MACDoNALD zur Ver
meidung der bei der partiellen Integration auftretenden Schwierigkeiten ge
machten dar I ). Allen seinen Vorteilen steht aber ein groBer Nachteil gegeniiber. 
Denn in ihm ist im Gegensatz zu den Vorstellungen der Feldtheorie die magne
tische Encrgie zum groBen Teil in den Str6men konzentriert, so daB z. B. die 
gesamte Energie eines Systems von stationaren elektrischen Str6men in den 
Leitern steckt. Auch ist die Energie nicht durch Gr6Ben gegeben, die durch den 
Zustand des Fcldes im betrachteten Volumelement bestimmt sind, sondern 

1) H. M. MACDoNALD, Electric Waves. Kap. IV, V, VI. Cambridge 1902. 

Handbuch der Physik. XII. 6 
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durch die Verteilung der elektrischen Ladungen. Dazu kommt noch, daB die 
momentane Verteilung der Strome maBgebend ist, was dem Gedanken der Nahe
wirkung vollstandig widersprichtl). 

Dagegen ist der MAXWELL-POYNTINGSche Ansatz nicht nur von bestechender 
Einfachheit, er ergibt auch Energieverhaltnisse, die der Nahewirkungstheorie 
durchaus entsprechen. Betrachten wir, um dies an einem Beispiel zu zeigen, 
das Feld eines geradlinigen Leitungsstromes. An der OberfHiche des zylindrisch 
gedachten Leiters ist die magnetische Feldstarke tangential gerichtet. Die 
elektrische Feldstarke verlauft im Inneren des Leiters in der Richtung seiner 
Langsachse. Wir konnen daher annehmen, daB sie unmittelbar an der Ober
flache noch dieselbe Richtung besitzt. Der POYNTINGSche Energievektor ist 
daher an der Oberflache in den Leiter gerichtet. Die pro Flacheneinheit in den 
Leiter einstri:imende Energie besitzt den Wert: 

c 
4,n HE. 

Die pro Langeneinheit in den Leiter stromende Energie ist daher gleich: 

4: ~HEdS, 
wobei das Linienintegral einmal um den Leiter zu erstrecken ist. Aus der ersten 
Hauptgleichung folgt daher c rf. 

4,n':f HEds =Ej. 

Die in den Leiter einstromende Energie ist daher gleich der im Leiter entwickelten 
J OULEschen Warme. Der durch einen stationaren elektrischen Strom stattfindende 
Energietransport findet also nach dieser Theorie nicht durch den Leiter hindurch, 
sondem durch das Medium statt, was der Feldtheorie durchaus entspricht. 

50. Die Spannungen im allgemeinen elektromagnetischen Feld. Ebenso 
wie wir die fiir die stationaren Felder aufgestellten Energiedichtenausdrucke 
auch im allgemeinen Fall als giiltig angenommen haben, nehmen wir auch die 
allgemeine Giiltigkeit der in den Ziff. 37 und 43 abgeleiteten Ausdriic~e fUr die 
in den stationaren Feldern herrschenden Spannungen an. Dabei ergibt sich nun 
allerdings eine bedeutende Schwierigkeit. Denn bei der Ableitung dieser Tensoren 
aus den der Femwirkungstheorie entsprechenden Ansatzen haben wir an
genommen, daB die Feldvektoren rotationsfrei sind. Diese Annahme ist aber 
im allgemeinen Fall nicht mehr richtig. Daher treten in nicht stationaren Feldem 
im allgemeinen auch Krafte auf den freien Ather auf, wenn man die pondero
motorischen Krafte auch in diesem FaIle aus den Spannungen allein ableiten 
will. Betrachten wir, um dies nachzuweisen, das System der elektrischen 
Spannungen [Gleichung (4), Ziff.37]. Die X-Komponente der aus ihm folgenden 
ponderomotorischen Kraft ist 

F-O(1ED 1 E2)·0 1ED 01 '" - ax g;; '" III - 8,n + a:;; 4,n '" y + 8i 4,n E", D. 
= E + (illl7)E + ~-D OE., + _1 D oE., _ __ 1E oEy 

e '" 1-' III 4,n Y oy 4,n' OZ 4,n Y ox 
__ 1_E oE. _ P oE., _ P oE" 

4,n • ox Y oy • oz . 
Die beiden ersten Terme der rechten Seite stellen die ponderomotorische Kraft 
auf die elektrisch geladene bzw. elektrisch polarisierte Materie dar, wie sie uns 

1) Vgl. G. H. LIVENS. Phil. Mag. (6) Ed. 34. S. 386. 1917; ferner G. A. SCHOTT, ebenda 
(5). Ed. 36, S. 343. 1918. wo der Zusammenhang mit der Strahlung des Elektrons diskutiert ist. 
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durch die Erfahrung iIi stationaren Erscheinungen gegeben ist. Die iibrigbleiben

den Terme ergeben _1_ {E '(BE", _ BEy) _ E (BE. _ BE",)} 
4:n: 1/ By Bx Z Bx Bz' 

was wir unter Beifiigung der beiden anderen Komponenten vektoriell 
1 

4:n: [Q;, rot Q;] 

schreiben konnen. Mit Hilfe der zweiten Hauptgleichung wird dies: 
1 . 

- 4:n:c [Q;~]. 

Eine vollkommen analoge Rechnung ergibt fiir die magnetischen Spannungen 
als Rest 1 . . 

- 4:n:c[Q;~], 
also insgesamt 1 d 

- 4:n:c dt [Q;~] . 

Auch bei Wahl eines anderen Spannungstensors kann dieser Rest, wie man 
unmittelbar einsieht, nicht zum Verschwinden gebracht werden, sondern erhalt 
nur einen anderen Wert. So ergibt das zweite angefiihrte Spannungssystem 
[Gleichung (4a) Ziff. 37)]: 1 d 

- 4:n:c dt [~~] . 

Fiir den freien Raum stimmen die beiden Ausdriicke iiberein, was ja zu erwarten 
war, da sie fiir diesen Fall ineinander iibergehen. Die pro Volumeinheit auf ihn 
ausgeiibte Kraft wird 1 d 1 . 

- 4:n:c dt [Q;SJ] = - C2 @) • 

Die physikalische Deutung dieses Terms ist eine Frage der Elektrodynamik 
bewegter Medien. Die heute allgemein angenommene dynamische Deutung als 
elektromagnetische BewegungsgroBe wurde von ABRAHAM!) gegeben. Urn die 
auf den Ather resultierenden Krafte zum Verschwinden zu bringen, wird zu 

den aus den Spannungen folgenden Kraften ~ @l hinzugefiigt (vgl. Kap. 2, c Ziff. 16 und 18). 

IV. Die Fortpfianzung elektromagnetischer 
Wellen. 

a) Allgemeine Theoreme und Losungsmethoden. 
51. Die mathematische Formulierung der Problenie in der MAXWELLschen 

Theorie. 1m Abschnitt III ist es gelungen, eine Fe1dtheorie fiir die stationaren 
und quasistationaren Vorgange aufzu,bauen und die fiir diesen Fall gewonnenen 
Differentialgleichungen fiir beliebige Falle z'u verallgemeinern. Wir haben damit 
ein System von Differentialgleichungen erhalten, das den Anspruch macht, 
alle elektromagnetischen Vorgange zu beherrschen. Dieser Anspruch konnte 
bisher nur durch theoretische Erwagungen gestiitzt werden. Wollen wir ihn der 
Kontrolle der Erfahrung unterwerfen, so miissen wir aus den gewonnenen 
Gleichungen die Gesetze ableiten, denen spezielle Felder unterliegen. Die mathe
matische Formulierung eines derartigen speziellen Problems unterscheidet sich, 
wie bereits in Ziff. 30 erwahnt, prinzipiell von der Formulierung eines Problems 

1) M. ABRAHAM, Gott. Nachr. 1902, S. 20; Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 105. 1903. 

6* 
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in der Fernwirkungstheorie. Wahrend es in dieser darauf ankam, die durch die 
Theorie gegebene Wirkung der einzelnen materiellen Elemente zu summieren, 
also auf die Bestimmung bestimmter Integrale, handelt es sich nunmehr darum, 
die partiellen Differentialgleichungen, die die Wirkungsweise des Feldes mathe
matisch reprasentieren, bei Vorgabe gewisser Randbedingungen, die ent
weder selbst den Zwang darstellen, unter dem das Medium in diesem Falle 
steht, oder den Raum, in dem dieser Zwang durch veranderte Differential
gleichungen bestimmt ist, mit dem freien Feld verbinden, zu integrieren. Dabei 
konnen diese Randbedingungen natiirlich zu vorgeschriebenen Singularitaten 
degenerieren, wenn der Einfachheit halber angenommen wird, daB der Raum, 
aus dem diese Feldbeeinflussungen ausgehen, zu Punkten, Linien oder Flachen 
zusammenschrumpft. 

Fiir statische Probleme zerfallen die MAXWELLschen Gleichungen in zwel 
voneinander unabhangige Systeme von je drei Gleichungen. Das erste 

rotG\: = 0, 

div'Il = 4ne , 
'Il=eG\: 

beherrscht die elektrostatischen Felder, das zweite 

t "" 4,,- . ro 4' = -(;t, 

div~ = 0, 

~ =,u~ 

die magnetostatischen bzw. stationaren elektrokinetischen Felder. Diese stimmen 
natiirlich mit den aus der Integraldarstellung der Fernwirkungstheorie folgenden 
Differentialgleichungen iiberein. 

Auch bei der Behandlung der quasistationaren Felder macht sich noch nicht 
die volle in den MAXWELLschen Gleichungen bestimmte Verkniipfung der Feld
vektoren geltend. Denn es sind z. B. im wichtigsten Fall, dem der quasistationaren 
Stromfelder, die Verschiebungsstrome so schwach, daB die aus ihnen folgenden 
Wirbel der magnetischen Feldstarke praktisch Null sind. Auch hier unterscheidet 
sich die MAXWELLsche Theorie nicht von der Fernwirkungstheorie. 

Die volle Wirksamkeit der MAXWELLschen Gleichungen tritt erst dann auf, 
wenn die Vorgange so schnell veranderlich sind, daB die felderzeugende Wirkung 
der Verschiebungsstrome nicht mehr vernachlassigt werden kann. Da es uns 
bei der Untersuchung derartiger Falle auf die Vorgange im reinen Feld ankommt, 
konnen wir von vornherein die Existenz von wahren Ladungen in den zu be
trachtenden Raumteilen ausschlieBen. Dann haben wir die Losungen der vier 
Differentialgleichungen und zwei Verkniipfungsgleichungen zu untersuchen: 

4%<1 l' 
rot ~ = - G\: + -- 'Il c c' 

1 . 
rot~ = --~ 

c ' 
div~ = 0, div'Il = 0, 

~=fl~, 'Il=eG);. 

Wenn nicht anders bemerkt, wollen wir uns auf isotrope Medien beschranken, 
also e und ,u als Skalare betrachten. 

Da dieses Gleichungssystem auBerst kompliziert ist, stellt man zu seiner 
Losung zwei Hilfsgleichungen auf, deren Theorie wohlbekannt ist. Bilden wir 
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die Rotation der beiden Seiten der ersten Hauptgleichung, so erhalten wir, indem 
wir aus den iibrigen entsprechend einsetzen: 

4.n:a • 11-
rot rot Sj = grad div Sj - LI Sj = - -2 58 - 258 . c c 

Wir wollen nun annehmen, daB das Medium auch homogen ist, und daB wahrer 
Magnetismus ebenfalls im betrachteten Raume nicht vorkommt. Dann ergibt 
sich: 

(1 ) 

Dasselbe Verfahren auf die zweite Hauptgleichung angewendet, ergibt: 

LI Q; _ 4.n:a,u 8Q; + !.!!... 8zQ; 
- c2 8t c2 8t2 ' 

(1 a) 

Q; und Sj geniigen also jetzt derselben Differentialgleichung, die eine Ver
allgemeinerung der sog. Telegraphengleichung 

82 Q; 8Q; 8ZQ; 
8xZ = acH + b 8tZ-

darstellt. 
Fiir speziellere Annahmen vereinfachen sich diese beiden Gleichungen noch 

mehr. Nehmen wir an, und dies stellt eine der wichtigsten Anwendungen dar, 
daB die Medien reine Dielektrika sind, also (j = 0, so erhalten wir 

eft 8ZQ; 
LI Q; = -;;z- fTtZ , 

LI '" _ ~I!._ 8z.\)_ 
'1>' - CZ 8t2' 

ij und Sj geniigen also der wohlbekannten und griindlich untersuchten Wellen
gleichung. Nehmen wir dagegen an, daB wir es mit idealen Leitern zu tun haben, 
also a -'>- 00, so verschwindet das zweite Glied der rechten Seite gegen das erste, 
und wir sehen, daB beide Vektoren der Warmeleitungsgleichung geniigen. 

Man geht daher bei der L6sung der MAxwELLschen Gleichungen so vor, 
daB man zunachst die den Bedingungen des Problems entsprechende Form der 
Feldvektoren aus diesen beiden Gleichungen bestimmt und dann erst durch die 
MAxwELLschen Gleichungen ihre Verkniipfung und damit die eindeutige Be
stimmung des Feldes gewinnt. 

Unter allen diesen L6sungen haben wir fUr die periodischen das gr6Bte 
Interesse. Denn da die Felder schnell veranderlich sein miissen, k6nnen wir 
in der Beobachtung den einzelnen elementaren ProzeB nicht verfolgen. Dennoch 
k6nnen wir ihn der Beobachtung zuganglich machen, indem wir ihn oftmals 
hintereinander wiederholen. Wir beschaftigen uns daher hauptsachlich mit 
den periodischen elektromagnetischen Wellen. 

52. Erste Losungsmethode: Ebene Wellen in nichtleitenden Medien. Be
kanntlich laBt sich eine L6sung der Wellengleichung durch den Ansatz 

~ = Q;l (t - ~ (xx + fly + )'C)) + Q;2 (t + V;'t (xx + fly + ),C)) 

finden. Betrachten wir das erste Glied der rechten Seite allein, so besagt es, 
daB ein Zustand, der zur Zeit t = to an der Stelle xo, Yo, Zo bestanden hat, 
zur Zeit tl an der Stelle 
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besteht. Der Zustand des elektromagnetischen Feldes schreitet also mit der 
Geschwindigkeit c/(iP. in der durch die Richtungskosinusse IX, p, r definierten 
Richtung fort. Das zweite Glied ergibt natiirlich ein Fortschreiten der Phase 
des Feldes mit derselben Geschwindigkeit in der entgegengesetzten Richtung. 

Diese L6sung erweist sich daher als geeignet zur Darstellung von ebenen 
Wellen. Wir machen, urn auch noch die MAXWELLSchen Gleichungen zu be
friedigen, fiir den magnetischen Feldvektor den analogen Ansatz. Ohne an 
Allgemeinheit zu verlieren, k6nnen wir zur Vereinfachung der Rechnung an
nehmen, daB die Welle sich in der X-Richtung fortpflanze. Die Differential
quotienten nach y und z sind dann samtlich Null, und die MAxWELLSchen 
Gleichungen schreiben sich in die Komponenten aufgelOst: 

~ oE. = 0 
c at ' 

oE",=O 
AX ' 

!!... oH. _ 0 
c at - , 

oH", -0 
AX - • 

Wir sehen sofort ein, daB Ez und Hz zeitlich und raumlich konstant sind. Wir 
k6nnen sie daher Null setzen, da wir in dem betrachteten Raume von statischen 
Feldern absehen wollen. Es zeigt sich ferner, daB nur je zwei der Feldkomponenten 
voneinander abhangen, namlich Ey und Hz einerseits und Hz und Ey andererseits. 
Da es sich urn die gleiche Abhangigkeit handelt, brauchen wir nur das eine 
Gleichungspaar zu behandeln und k6nnen daher Hy und Ez gleich Null setzen, 
ferner fiir Ey und Hz: (X) ( X) 

Ey = /1 t - C + 12 t + c ' 

H z =gl(t-;)+g2(t.+;). (2) 

Durch Einsetzen In die iibrigbleibenden Differentialgleichungen erhalten wir 

(2) 

Dieses Feld einer ebenen elektromagnetischen Welle besitzt eine Reihe 
einfacher 'und interessanter Eigenschaften. Wir bemerken zunachst, daB die 
ebenen Wellen im leeren Raume, wo e und {t gleich Eins sind, die Phasengeschwin
digkeit c also Lichtgeschwindigkeit besitzen. Diese Rolle der Konstanten c 
als Fortpflanzungsgeschwindigkeit (nicht nur Phasengeschwindigkeit) im leeren 
Raum hatten wir natiirlich, und zwar bereits fiir den allgemeinen Fall, aus 
der Form der Wellengleichung, die wir in der vorhergehenden Ziffer abgeleitet 
haben, ablesen k6nnen. Die darin liegende Analogie zwischen den elektro
magnetischen und den Lichtwellen im leeren Raum wird zu einer vollstandigen 
dadurch, daB auch das Feld der elektromagnetischen Welle ein transversales ist, 
da nur die Y- und Z-Komponenten der Feldvektoren in ihm auftreten. Darin 
sah MAXWELL die M6glichkeit, das Licht als elektromagnetische Wellenerscheinung 
aufzufassen. Die weiteren Konsequenzen dieser Vereinfachung des Gebaudes der 
theoretischen Physik, die den ersten Erfolg der MAXwELLschen Theorie darstellt, 



Ziff. 53. Ebene Wellen in leitenden Medien. 87 

werden wir in Ziff. 78 besprechen. Hier sei nur darauf hingewiesen, daB sie 
uns ermoglicht, den leeren Raum als Medium fiir die Ausbreitung des elektro
magnetischen Feldes mit dem Lichtather zu identifizieren, ohne daB wir wegen 
dieser Terminologie natiirlich den bisher eingenommenen vorsichtigen Stand
punkt MAXWELLS tiber die physikalische Natur dieses Mediums aufzugeben 
brauchen. 

Wir wollen nun noch die Energieverhaltnisse, die in einer ebenen elektro
magnetischen Welle herrschen, untersuchen. Dazu wollen wir aber unsere Losung 
noch weiter spezialisieren. Denn diese besteht aus einer Superposition von in 
der positiven und der negativen X-Richtung fortschreitenden ebenen Wellen 
und stellt daher im ailgemeinen ein Gemisch aus stehenden und fortschreitenden 
Wellen dar. Um eine lediglich in einer Richtung fortschreitende Welle zu erhalten, 
setzen wir t2 gleich Null. Die Energiedichte einer solchen Welle ist dann: 

1 
E = 83r (e~2 + ~~2) . 

Nun ist aber nach der obigen Losung 

~2 = J:..C;2. e '1.' , 

die Energie einer ebenen elektromagnetischen Welle ist also in nichtleitenden 
Medien zu gleichen Teilen elektrischer und magnetischer Natur. Um den in ihr 
stattfindenden Energietransport zu bestimmen, mtissen wir den POYNTINGSchen 
Vektor aufstellen: 

Da Q; und ~ aufeinander normal stehen, wie unmittelbar aus der Unab
hangigkeit der oben abgeleiteten beiden Gleichungspaare hervorgeht, die je· 
eine Y-Komponente des einen Feldvektors mit der Z-Komponente des an
deren auf dieselbe Weise, und zwar durch eine einfache Proportionalitat ver
kntipft, ist der Betrag von @l 

c \ 1 c 
l@l\ = 4; \Q;\.\~ = 83r y;,;; (eQ;2 + ~~2) 

C 

= ye,l E. 

Wir konnen daher sagen, daB sich die gesamte Energie der ebenen Welle mit 
der Geschwindigkeit c/-Ve~ bewegt, und zwar in der Richtung der Fortpflanzung 
der Welle, da @l ja wegen der Transversalitat desFeldes diese Richtung besitzt. 
In diesen einfachen und einleuchtenden Energieverh1iltnissen konnen wir eine 
Sttitze unseres Energieansatzes erblicken. 

53. Einftihrung komplexer GroBen. Ebene Wellen in leitenden Medien. 
Gehen wir zur Betrachtung ebener Wellen in leitenden Medien tiber, so gentigen 
die Feldvektoren nun nicht mehr der Wellengleichung, sondern der Telegraphen
gleichung: 

Wir konnen fUr diese denselben Losungsansatz machen, den wir in voriger Ziffer 
fUr die Wellengleichung gemacht haben, wenn wir komplexe Konstanten und 
damit natiirlich auch komplexe Vektoren zulassen. Wir konnen dies, ohne daB 
diese Losungen physikalisch sinnlos werden. Denn unsere Gleichungen sind linear. 
Daher ist eine Summe zweier Losungen wiederum eine Losung, ebenso wie das 
Produkt einer L6sung mit einer Konstanten. Nehmen wir daher zwei reelle 
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Losungen und addieren wir sie, nachdem wir die eine mit der imaginaren Einheit i 
multipliziert haben, so erhalten wit eine komplexe Losung. Ebenso stellen aber 
der reelle und der durch i dividierte imaginare Tell einer komplexen Losung 
reelle und daher physikalisch sinnvolle Losungen dar. 

Wit konnen daher, indem wir wieder die Fortschreitungsrichtung parallel 
zur X-Achse wahlen, den Ansatz 

~ = ~l(X, y, z) eiV(t-PcX)+ ~2(X, y, z) t-{t+PCX) 
machen, wobei ')I eine reelle, peine komplexe Zahl bedeuten solI: 

p = n - ix. 
Durch Einsetzen in die Telegraphengleichung erhalten wir 

P2 .431a,u 
. =8/1- 1--,,-

und daher nach der Definition von p 

n2 = £. [li~;+ 4~2 4-~2 + e] 
2 / 1'2' 

x2:- ; [Ve2 + 402 4,~~ '- e] . 

(3 a) 

(3 a) 

Dieser Ansatz ist also moglich, falls die Verknupfung der Feldvektoren in 
dieser Form durch die MAXWELLschen Gleichungen gelingt. Diese ergeben 
wiederum in Komponenten zedegt, das Verschwinden samtlicher Ableitungen 
der X-Komponenten von ~ und SJ, so daB wir diese wiederum gleich Null setzen 
konnen. Es verbleiben daher nur die vier Gleichungen 

!.. aEy + 431a E = _~Hz 
c at c y ax ' 

aEg ,u aH. 
-ax = -c 7ft, 

die wiederum in zwei Gleichungspaare zerfallen durch die Ey und Hz bzw. Ez 
und Hy miteinander verknupft werden. Wir setzen daher wiederum Ez und Hy 
gleich Null. Da aber ein Einsetzen von Ey und Hz in der bisher verwendeten 
allgemeinen Form auf sehr komplizierte Differentialgleichungen fUhren wurde, 
beschranken wit uns auf den Ansatz periodischer Felder: 

tV t-- tv t--. ( PX) . ( PX) 
Ey = a e c, Hz = bee . (2a) 

Es ergibt sich p n-ix b = a-- = a---. 
It fl 

Wir mussen noch die physikalische Bedeutung von n, v und x feststellen. 
Es ist ,,,·X . ( nx) 

-- tV t--
Ey = ae C e c, 

,,,·X (nx) 
Hz = be --C-/,· t-c . 

Daher ist v die Frequenz der Welle, cln die Phasengeschwindigkeit. Da 
2n-

v=-;;-c 
I. 

ist, wobei A. die Wellenlange einer Welle der Frequenz vim leeren Raum bedeutet,. 
gibt der Extinktionskoeffizient x an, daB die "Amplitude" der Welle bei einem 
Fortschreiten derWelle um eine Wellenlange (im leeren Raum) auf den e- 2 "'''ten 
Teil herabsinkt. x definiert daher die Absorption der Welle, 
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Wir konnen die Faktoren a und b wie jede komplexe Zahl in der Form 

schreiben. I a I bzw. I b I ist die Amplitude der Welle flir x = 0, (X, bzw. fJ ihr 
Phasenwinkel. Daher hangen Amplitude und Phasenwinkel der elektrischen 
und der dazugehorigen magnetischen Welle in unserem FaIle durch die oben 
abgeleitete Gleichung zwischen a und b zusammen aus der 

110 = Vn2+,,2 = ~14/ 2 + 4 24,,"2) 
I I ,;- I e a 2' a f1 V fl I' 

(X, - fJ = cp = arctg " . 
n 

(2a) 

Die magnetische Welle bleibt also in leitenden Medien um den Phasenwinkel cp 
gegen die elektrische zurlick. (Flir a = '" = 0 gehen die Gleichungen natlirlich 
in die flir nichtleitende Medien gliltigen liber.) 

Durch diesen komplizierteren Bau der eben en elektromagnetischen Wellen 
in leitenden Medien sind auch die Energieverhaltnisse keine so einfachen mehr 
wie in dem vorhin besprochenen Fall derartiger Wellen in Dielektrizis. Bei 
der Bildung des Ausdruckes flir die mittlere Energie dlirfen wir allerdings nicht 
mehr von den komplexen Vektoren ausgehen, da wir ja nunmehr Quadrate zu 
bilden haben und bei dieser nicht mehr linearen Operation die beiden voneinander 
physikalisch unabhangigen Losungen, die durch den reellen und den imaginaren 
Teil der komplexen Losung gebildet werden, durcheinandergeworfen werden. 
Doch sieht man auf den ersten Blick, daB durch das Eintreten von a in das 
Amplitudenverhaltnis die Gleichheit des Anteils der elektrischen und der 
magnetischen Energie an der Gesamtenergie des Feldes gestort wird. 

Man sieht auch ohne Rechnung ein, daB durch das Auftreten der Absorption 
der POYNTINGSche Vektor nicht" mehr gleich der mit der Phasengeschwindigkeit 
multiplizierten Energiedichte sein kann, da ein Teil der Energie ja durch Ab
sorption der Fortpflanzung entzogen wird. Dagegen hat der POYNTINGSche 
Vektor bei der Behandlung dieser Probleme eine andere wichtige Eigenschaft: 
Bildet man namlich das Integral (diesmal ist die Normale nach innen zu wahlen) 
liber seine N ormalkomponente liber eine geschlossene FHiche, so stellt der Mittelwert 
dieses Integrals die in dem von der betrachteten Flache eingeschlossenen Raum 
im Mittel entwickelte ] OULEsche Warme dar. Denn der FluB des POYNTINGSchen 
Vektors in eine geschlossene Flache ist nach dem in Ziff. 49 besprochenen Energie
prinzip gleich der Summe aus der zeitlichen Anderung der Feldenergie und der 
dissipierten Energie, die in unserem FaIle aus ]OuLEscher Warme allein besteht. 
Nun ist aber wegen der Periodizitat des Feldes die mittlere Energie eines be
liebigen Raumteiles konstant. Woraus unmittelbar der behauptete Satz folgt. 

Bei der Untersuchung dieser schnell veranderlichen Vorgange kommt es 
immer nur auf die Bestimmung der Mittelwerte der EnergiegroBen an, da nur 
diese eine praktische Bedeutung besitzen. Dabei ist der Mittelwert definiert 
als Mittelwert liber die Dauer einer Periode. Nun ist aber der Mittelwert des 
reellen Teiles einer sinusperiodischen komplexen GroBe gleich ihrem halben 
Absolutwert. (Dasselbe gilt natlirlich auch fUr den Absolutwert des imaginaren 
Teiles.) Dieser aber ist wiederum gleich dem Produkt aus der komplexen GroBe 
mit der zu ihr konjugiertcn. Bezeichnen wir die zu &;;l konjugierte GroBe mit &;;l*, 
so konnen wir also eine komplexe Erweiterung des POYNTINGSchen Vektors durch 

11 = C [0;8)*] 
8"" ~ 
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definieren, wobei wie gewohnlich das Uberstreichen bedeutet, daB es sich urn 
Mittelwerte handelt. 

Aber auch der imaginare Teil dieses von F. EMDE definierten Vektors be
sitzt physikalische Bedeutung. Betrachten wir wieder das den FluB dieses Vektors 
in den von der Flache F umschlossenen Raum darstellende Integral 

f fUndF = - f f f divUdF 

= sC:n: 111{rg rotS)* - S)* rot rg}dv . 
Urn die Rotationen wegzuschaffen, wollen wir flir rot S)* und rot rg aus den MAXWELL
schen Gleichungen einsetzen. Diese lauten fiir unsere periodischen Funktionen: 

rotS) = (4;a + i;e)rg, 
iVfl rotrg = --S). 

C 

Da aber die eine Rotation an den konjugierten Vektor angreift, miissen wir fiir 
diesen aus der konjugierten ersten Hauptgleichung 

rotS)* = (4;0 _ i;e) rg* 

einsetzen. Wir erhalten so: 

II UndF = ::n:lllw:n:a;; ive rgrg* + il~f~ S)S)*] dv 

= I I I [~ a I rg21 + i P (::n: I S)21 - Se:n: I rg21 )]} d v . 

Der reelle Teil des Integrals gibt uns also wie erwartet die in dem Raum ent
wickelte mittlere J OULEsche Warme, der imaginare Teil ist dem doppelten Produkt 
aus der Frequenz in die Differenz zwischen magnetischer und elektrischer Feld
energie gleich. 

54. Zweite Losungsmethode. Kugelwellen. HERTZ scher Oszillator. Eine 
weitere wichtige Gruppe von Losungen erhalten wir durch Anwendung del' von 
EULER gefundenen Lasung der Wellengleichung: 

Das erste Glied der rechten Seite besagt, daB ein Zustand, del' sich zur Zeit to 
an den Stellen Yo findet, zur Zeit t1 an den Stellen Yo + C (t1 - to) angetroffen 
wird. Es handelt sich also urn Wellen, die sich von einem Punkte aus kugel
fol'mig ausbreiten. Die zweite Losung beinhaltet den entgegengesetzten Vol'gang, 
also Wellen, die sich konzentrisch auf einen Punkt zusammenziehen. Nach 
un serer Erfahrung kommen nur Wellen der ersten Art in Wirklichkeit vor, solche 
zweiter Art kannten hochstens bei ganz bestimmter Anordnung von Reflektoren 
auftreten. Alle Wellenvorgange, die beobachtet wurden, bewil'ken eine Dissipation 
der Enel'gie. Wir konnen uns daher bei unseren Losungen auf das el'ste Glied 
beschranken. 

Wil' haben nun nachzusehen, ob wir durch einen deral'tigen Ansatz die 
2\1AxwELLschen Glcichungen befriedigen konnen. Dem Problem (Kugdwellen) 
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entsprechend fuhren wir Polarkoordinaten r, {}, gJ ein: 

1 oEr 1 {o . {} H 0 H} c --at = r2sinU> oU> rsm rp - 0'P r {}, 

1 oE{} 1 {OHr O. } cat = rsinU> a;p - or rsm{}H", ' 

~ oErp _ ~{~rH _ OHr} 
cot - r or {} au>' 

1 oHr 1 { a . QE a E} -c --at = r2 sinU> ou>rsmv 'P - orpr {} , 

1 oH{} 1 {OEr o. } - c --at = r sinU> a;p - or r sm{}Erp , 

_ ~ oHrp _ ~{~rE _ OEr} 
cot - r or {} aU>' 

wobei wir uns auf den leeren Raum beschrankt haben. Wir sehen zunachst, 
daB wir, um eine moglichst einfache Losung zu finden, H{} = H, = E", = 0 
setzen konnen. Dann ist auch (divS) = 0) 

aE{} _ oEr _ oHrp _ 0 
orp - orp - orp -

und das Feld daher axialsymmetrisch. Die iibrigbleibenden Gleichungen schreiben 
sich: 

1 oE, 1 a . {}H cat = r2 sinU> oU> rsm rp' 

1 oE{} 1 a . 
- -::;-t = - -'-a "!'> r sm {} H rp , c u rSInv' ur 

-~{~rE{}- OEr}=_~_~_~rSin{}H . r or AU> c rsmU> ot rp 

Wir sehen auf den ersten Blick, daB der einfache EULERsche Ansatz nicht aus
reicht, indem wir etwa eine Losung, die nur von r und t abhangt, suchen. Da 
aber eine kugelsymmetrische Losung bis jetzt noch keine physikalische Bedeutung 
erhalten hat, suchen wir gleich eine einfache axialsymmetrische. Von der EULER
schen L6sung wollen wir beibehalten, daB die Zeitkoordinate nur in der Ver
bindung t - ric vorkommen sol1. Durch Elimination von E, und E{} erhalten wir 

1 02 . {}H 02 . {}H 1 {as . {}H cosU> 0 . {}H} 
"c2 ot2rsm 'P = Br2rsm if' + r2 oU>2 rsm 'P - sinU> au>rsm 'P 

02 • sin28> 02 • 
. = or2 rsm{}H'P + ~ OCOSU>2 rsm#H'P' 

Die einfachste Abha.ngigkeit von {} erhalten wir, indem wir 

H = sin{}-1-." (t -!... r)" 
'I' r 't' c' 

setzen. Dann wird 

d f(t-rlc} 
1jJ = -r-" ~ --~ . 

dr r 

Da wir, um die Komponenten der elektrischen Feldstarke zu erhalten, integrieren 
mussen, set zen wir d F (t - ric) ( r' 

di.r-= rIc) - = t t - c)· 



92 Kap. 1. F. ZERNER: Die MAXWELL-HERTzsche Theorie. Ziff. 54. 

Dann ergibt sich leicht: 

H'P = si~ {} {; F" (t - f) + ~ F' (t - f)} , I 
E,. = 2~~S& {F'(t - f) + ~F (t - f)}, I (4) 

E ~ = sin {} {~F" (t - ~)' + ~ F' (t - -~) + -~. F (t - ~)} 
I l' C ere r2 c' 

wobei bereits darauf Riicksicht genommen ist, daB div@ = o. 
Die Lasung besitzt an der Stelle r = 0 eine Singularitat. Wir kannen ihre 

Ladung feststellen, indem wir das Integral 
n2n: r r Er r 2 sin{}dOdcp = 0 

o 0 
bilden. Da dieses gleich Null ist, ist die Singularitat im ganzen ladungsfrei, 
besteht also aus gleichgroBen positiven und negativen Ladungen. Urn ihre Struk
tur naher zu untersuchen, betrachten wir das Feld in der nachsten Umgebung 
der Singularitat. Da also r sehr klein ist, brauchen wir nur die hachsten Potenzen 
von 11r zu behalten: F'(t - ric) . 

H,p = .. '2-- smB· , 
r 

F(t-rlc) E = 2 c ----- cos{} 
r r3 ' 

E -_ F (t - ric) . B 
17 - C r3 sIn. 

Vernachlassigen wir auch ric gegen t, so sehen wir, daB das Feld in jedem Moment 
das statische elektrische Feld eines Dipols vom Moment F (t) darstellt. Das 
magnetische Feld ist das von einem stationaren Strom der Starke F'(t) erzeugte, 
wenn dieser Strom nur in einem unendlich kleinen Leiterstiick der Richtung 
der Dipolachse gedacht wird. Das ganze Feld in der unmittelbaren Nahe der 
Singularitat ist also das quasistationare elektromagnetische Feld eines sich nach 
dem angenommenen Gesetz F (t) andernden Dipols. Geben wir die gemachten 
Vernachlassigungen auf, so bedeutet dies zweierlei. Erstens wir beriicksichtigen 
in F(t - ric) auch ric, d. h. wir beriicksichtigen die Zeit, die eine Anderung der 
Felderregung braucht, urn sich an den entfernteren Stellen des Feldes bemerkbar 
zu machen. Zweitens beriicksichtigen wir auch die anderen Terme der Lasung, 
die offenbar durch den Verschiebungsstrom und die ihm entsprechende zeitliche 
Anderung der magnetischen Induktion im leeren Raum hervorgerufen werden. 
In groBer Entfernung vom Dipol sind diese Terme die einzigen praktisch wirk
samen, hier wird das Feld durch 

Er = 0, 

F" (t - ric) . .... _. -- sm {} 
r ' 

1 F"(t-r/c) . ( H,I' = _ .. __ ... _- smB· 
c r 

ausgedri.i.ckt. Dieses Feld besitzt einen wesentlich verschiedenen Charakter. 
Von dem stationaren unterscheidet es sich schon dadurch, daB E r , da es im 
Unendlichen von haherer Ordnung verschwindet als die anderen Feldkompo
nentcn, gleich Null gesetzt werden kann. Dadurch crhalt unser Feld den Charakter 
des Feldes ebener elcktromagnctischer '\Tellen. Denn es ist wie diescs transversal, 
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da die Wellen sich ja in radialer Richtung fortpflanzen. Auch steht die magneti
sche Feldstarke auf der elektrischen normal, und beide schwingen in derselben 
Phase. 

Auch die Energieverhaltnisse sind ganz analoge, denn die magnetische und 
elektrische Energiedichte sind einander gleich. Der POYNTINGSche Vektor liegt 
nicht nur wieder in der Fortpflanzungsrichtung der Welle, auch sein Betrag 
ist wiederum: c c 

161 = -4 HrpE.? = -8-{E~ + H~}. 
:if :if 

Die Energie stramt also mit Phasengeschwindigkeit. Von Interesse ist die ge
samte pro Zeiteinheit ins Unendliche ausgestrahlte Energie, die, da sie naturlich 
aus der Arbeit des schwingenden Dipols stammen muB, auf die in ihm herrschende 
Elektrizitatsbewegung einen zu dem ubrigen Widerstand hinzutretenden Strah
lungswiderstand bedeutet. Sie betragt 

~2n n 

W Jf 6 r r2 sinfJ dfJ dcp = ;c f Flf2(t - :) sin3 fJ dfJ = :C Flf2(t - :) • 
00 0 

Fur den Fall sinusperiodischer Stromschwingungen, also pro Langeneinheit 
des Erregers 

wird dies im Mittel - ,,2a2 
W = -~~. 

3c 

Ein derartiges, und zwar das sinusperiodische Feld wurde zuerst von HERTZ 
untersuchtl), der darin das Feld des von ihm verwendeten Oszillators sah. Den 
Fall gedampfter Schwingungen behandeln PEARSON und LEE, indem sie F (t - ric) 
= Ae-,,(t-rjc) sinp (t - ric) setzen2). Ferner wurde die Lasung zur Darstellung 
des Feldes einer Antenne verwendet3). 

55. Zusammenziehung der MAXWELLschen Gleichung in eine komplexe 
Verallgemeinerung der H:ERTzschen Losung. Addieren wir zur ersten Haupt
gleichung fUr den leeren Raum die mit ± i multiplizierte zweite, so erhalten wir: 

rot (Sj ± io;) = ; %t (0; =F iSj) = =F ~ %t (Sj ± io;) . 

Setzen wir also mit BATEMAN4) m = Sj ± io; und berucksichtigen wir, daB im leeren 
Raum keine Ladungen auftreten kannen, so schreiben sich die MAXWELLschen 
Gleichungen in der einfachen Form: 

i oWl 
rotm = =Fe Tt, (5) 
divm = o. 

Ihr Vorteil besteht darin, daB wir es nur mehr mit der Bestimmung eines einzigen 
Vektors zu tun haben. Auch kannen wir von ihr in zweierlei Weise zu Gleichungen 
zwischen 0; und Sj zuruckkehren, namlich erstens, indem wir die reellen bzw. die 
imaginaren Teile ihrer beiden Seiten einander gleichsetzen, aber auch, indem wir 
die mit zweifachen Vorzeichen versehenen Teile der beiden Seiten gleichsetzen. 

Aus ihr hat BATEMAN in eleganter Weise eine von RIGHI gegebene Ver-
allgemeinerung~ der HERTzschen Lasung abgeleitet. 

1) H. HERTZ, Wied. Ann. Bd.36, S.1. 1889. 
2) K. PEARSON U. A. LEE, Phil. Trans. Bd. 192, S.159. 1900. 
3) Vgl. auch M. ABRAHAM, Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V/18. 
4) H. BATEMAN, Electrical and optical wave motion. S.4. Cambridge 1915; L. SILBER

STEIN setzt !.l.R = ~) - i ~ . Ann~ d. Phys. Bd. 22, S. 579. 1904; Bd. 24, S. 783. 1907. 
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Aus der zweiten Gleichung sehen wir, daB wir 

m = ±irotE 

setzen k6nnen. Aus der ersten Differentialgleichung fUr m folgt dann 

rot (± irotE) = -} :t (rotE), 

±irotE = : ~; + gradL. 

Ziff. 55. 

(a) 

Setzen wir die linke Seite in die linke Seite der ersten Differentialgleichung fiir m, 
die rechte in die rechte ein, so erhalten wir 

daher 

1 a2 ,2 1 a . 
-rot rotE = C2 8i2 + C 7ft grad L = LIE - grad div E , 

1 a2 ,2 
LlE- c2 8i2=O, 

di 0 1 aL 
V,l;;+-~=O. 

C vt 

(b) 

(c) 

Aus der zweiten der eben aufgestellten Gleichungen folgt, daB auch L der Wellen
gleichung genugt. Zur L6sung des Gleichungssystems a, b, c wahlen wir zunachst 
einen der Wellengleichung genugenden Vektor @ und setzen L gleich seiner 

negativen Divergenz. Dann folgt, daB zunachst E = : ~~ + rotlll zu setzen ist, 

wobei der Vektor III noch unbestimmt ist. Berucksichtigen wir, daB @ der Wellen
gleichung genugt, so folgt aus a III = ± @. Aus a sehen wir auch, daB wir E 
noch urn einen Gradienten eines skalaren Wellenpotentials K vermehren k6nnen, 
wenn wir L entsprechend vermehren. Wir haben also erhalten: 

L = -div@ _ ~ aK 
c at 

E = ; ~~ ±irot@ + gradK. 

Da die Potentialfunktion K bei der Bildung des Feldvektors m aus dem Resultat 
verschwindet, brauchen wir sie nicht weiter zu berucksichtigen. Der Vektor @ 
ist naturlich komplex und enthalt wieder das doppelte Zeichen: 

@ = @1 =F i@2· 

Hieraus leitet sich das folgende Feld ab, wenn wir die Gleichung, die Emit 
m verknupft, nach einer eingangs erwahnten Methode spalten, nachdem wir fur E 
eingesetzt haben: 

~ = ! rot :t @1 + grad div@2 - :2 :;2 @2, I 
1 a2 • 1 a (6) 

Sj = c2 at2 @1 - grad d1V@1 + c rot at @2· 

Das Feld zerfallt in zwei voneinander unabhangige Teile, die sich von @l bzw. 
@2 ableiten. 

Urn die physikalische Bedeutung dieses zunachst formalen Resultates, 
daB d~s F eld einer elektromagnetischen Welle im allgemeinen in zwei voneinander 
unabhangige Teile zerfillt, zu finden, betrachten wir zuerst das Feld, das sich 
aus @2 ergibt. Wir erhalten also aus einer beliebigen reellen L6sung der Wellen-
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gleichung ®2 ein elektromagnetisches Feld, indem wir 

setzen. Wahlen wir fUr 

so wird 

. 1 82 

(if = grad dlV®z - c2 8t2 ®z, 
1 8 

S) =c rot 7ft ®z 

®2 die EULERsche Losung 

®2 = 1:1 (t - rIc) , 
r 

(if = grad div 1:1 (t - rIc) , 
r 

S) = ~rot 1:1'(t - rIc) . 
c r 

95 

Da der Ausdruck fUr das magnetische Feld der einfachere ist, wollen wir zunachst 
dieses untersuchen. Es ist 

rot 1:1'(t ~ rIc) = : rotlJ' (t - f) + [grad : ,lJ'(t - f)1, 
und da z. B. 

~lJ'(t -~) = - ~lJ"(t - ~)~ 8x c c c r' 
wird 

S) = c:3 [lJ'(t - f), xl + C2~2 [lJlI(t - f), xl· 
Legen wir lJ in die X-Achse und ~uhren wir Polarkoordinaten ein, so wird: 

H, = Hf} = 0, 

H = Sin{}{~pll(t_~) + ~p'(t- ~)lf' 
'P cr c c r c 

Dies ist aber das magnetische Feld eines HERTzschen Oszillators [Gleichung (4) 
Ziff. 54] mit 

Das von ®2 abgeleitete elektromagnetische Feld stellt also eine Verallgemeinerung 
des Feldes des HERTzschen Oszillators dar. Wir nennen daher den Vektor ®z 
mit ABRAHAM den HERTzschen Vektor. Dieser Teil des elektromagnetischen 
Feldes laBt sich als durch eine entsprechende Verteilung von vernnderlichen elek
trischen Dipolen erzeugt ansehen. 

Gehen wir zur Untersuchung des von ®1 erzeugten Feldes uber. Wir er
halten es aus dem eben Besprochenen dadurch, daB nunmehr die Formeln, die 
fruher die elektrische Feldstarke dargestellt haben, mit dem entgegengesetzten 
Vorzeichen versehen, die magnetische Feldstarke bedeuten, wahrend die fruhere 
magnetische Kraft jetzt ungeandert die elektrische zu bedeuten hat. Dieser 
Wechsel des Vorzeichens erklart sich notwendigerweise daraus, daB auch jetzt 
der POYNTINGSche Vektor wiederum nach auBen gerichtet sein muB. Es ist 
unmittelbar einzusehen, daB das dem HERTzschen Oszillator entsprechende, also 
wiederum aus einer EULERschen Losung der Wellengleichung abgeleitete Feld in 
der unmittelbaren Umgebung des singularen Nnllpunktes das Feld eines 
magnetischen Dipols darstellt. Die aus ®1 abgeleiteten Felder sind daher die 
durch veranderliche magnetische Dipole erzeugten. Ein dem HERTzschen Oszil
lator entsprechender magnetischer wurde znerst von FITZ GERALD 1) angegeben. 
Daher wird ®1 auch als FITZ GERALDscher Vektor bezeichnet. 

1) G. F. FITZ GERALD, Trans. Roy. Dub!. Soc. Bd. 1, S. 133, 173, 325. 1883; Scient.Writ. 
S. 122. 
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Diese Losungsmethode, durch die man aus jeder vektoriellen Losung der 
Wellengleichung zwei elektromagnetische Felder ableiten kann, laBt sich unter 
der Einschrankung, daB die zeitliche Abhangigkeit der Feldvektoren yom Typus 

~ = ~1(XIYlzl)ei"t 
ist, der Losung der Gleichungen fiir beliebige Medien 
namlich 

anpassen. Setzen wir 

kZ - liftV2 + 43li,uav IDe = c; ± im~, 
- c2' 'hi 

kc 
m=-

/-tv ' 

so lassen sich die MAXWELLschen Differentialgleichungen wiederum ill die 
komplexen Ausdriicke rot IDe = ± k IDe, 1 

divIDe = 0 J 
(5 a) 

zusammenfassen. 
halten wir 

Durch einen dem friiheren vollstandig analogen ProzeB er

m~ = rot@2 - i g graddiv@l + k@l}' I 
(6a) 

SJ = rot@l + i g graddiv@z + k@z}. 

Selbstverstandlich haben @l und @z ihre physikalische Bedeutung behalten 
und sind wiederum Losungen der Wellengleichung. 

56. BROMWICHS Losungsmethode. Wir haben bereits mehrmals voneinander 
unabhangige Losungen der MAXWELLschen Gleichungen erhalten, indem wir 
gewisse Feldkomponenten gleich Null gesetzt haben. Diese Methode zur Losung 
der MAXWELLschen Gleichungen wurde von verschiedenen Forschern benutzt, 
insbesondere bei der Behandlung von Problemen, die die Einfiihrung krumm
liniger, orthogonaler Koordinaten verlangen. Sie wUTde von BROMWICHI ) in 
eine allgemeine Form gebracht. 

Die Orthogonalkoordinaten Xl' x z, xa haben bekanntlich ein Bogenelement ds 
der Form ds 2 = a~ldxi + 41dx§ + aLdxL 
wo all' a 22 , aaa positive Funktionen von Xl' X2, Xa sind. Wollen wir die MAXWELL
schen Gleichungen fiir diese Koordinaten aufstellen, so gehen wir am besten 
von den Integralgleichungen aus. Auf einer Flache Xl = konst.lautet die AMPERE
sche Formel, falls nUT Verschiebungsstrome vorhanden sind: 

""f+dX. x'f+dX, Ii oE
l 

X~f+dX' x,+.dx3 x,+.dx' x3+.dx3 
dX2 dXa a22c2t = (a22H2)X3dx2 + j(aaaHa)x,+dx,dxa - j(a22 H2)x,+dx,dx2 - j(aaa Hs)x, dXa 

Xs Xa ::ell: Xa Xz X3 

X\l:+dX2 Za+dxa 

=f dx2fdxa {oaaaHa _ Oa22H2}. 
oX2 oXa 

DUTch zyklische Vertauschung und analoges Behandeln der F ARADA yschen 
Gleichung erhalten wir somit 

(1 g) 

1) T. S. BROMWICH, Phil. Mag. (6) Bd.38, S. 143. 1919. 
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Wir suchen nun die Gruppe von L6sungen fUr die HI = ° ist. Die erste 
FARADAYSche Gleichung ergibt dann: 

8aaaEa 8a22 E 2 

~ 8xa 
wir k6nnen also, wenn Peine beliebige Funktion von Xl' X 2 , Xs bedeutet, schreiben: 

8P 8P 
a22E 2 = ~ , a33 E3 = ~ . uX2 uXa 

Die zweite und dritte AMPEREsche Gleichung werden dann: 
aa3all 8 (I; 8P) _ 8aaaHa 
~ 8x2 cat - --ax;:-' 
all a 22 8 (I; 8 P)' _ 8 a22 H 2 

~8xa,cat -~-. 

Zur weiteren L6sung mussen wir nun die zulassigen Koordinaten em
schranken, indem wir verlangen, daB an nur von Xl abhangt. Wir k6nnen dann, 
wie ohne weiteres einzusehen ist, an = 1 setzen, ohne unsere Wahl starker ein
zuschranken. Weiter mussen wir aber noch fordern, daB a22/a33 nur eine Funktion 
von X 2 und X3 ist. Unter diesen Annahmen schreiben sich die zuletzt gefundenen 
Gleichungen: 8 (8 8 P)' _ a22 8aaaHa _ 8a22Ha 

8x2 -c 8t - - aa3 -ax;:- - - -ax;:-' 
8 (G 8P) _ a33 8a22H2 _ 8a33 H2 

8X3 cat - a22 - 8X;:-- - ~" 

Setzen Wlr P = 8U so k6nnen wir daher 
8x1 ' 

H2 = ~ ~ (~ 8 U) H3 = _ ~ _~. (~ 8 U) 
aa3 8 Xa ,C 8 t ' a22 8 X2 C 8 t 

schreiben. Gehen wir mit diesen Ansatzen in die zweite oder dritte FARADAYSche 
Gleichung, so erhalten wir 82 U 8f.l 82 U 

E -------
1 - 8 xi c2 8 t2 • 

Endlich erhalten wir aus der erst en AMPEREschen Gleichung die Differential
gleichung, der U genugen muB: 

Eil 82U _ 82U + 1 {8 (a33 0U) + 8 (a22 8U)} 
(f {ifl.- - -8xf a22 a3a ax; a22 aX;; 8 Xa aaa 8 Xa. . 

Die L6sungen fUr die HI = ° lassen sich also aus einer derartig definierten 
Funktion U durch die folgenden Gleichungen ableiten: 

82 U Ef.l 82 U 
El = 8X2 - C2 '(iii' , 

1 

1 82U 1 0 ('E 8U) 
E2 = a22 8X18'''C2 ' H2 = a~; oXa C 8t . 

E _~ 02U_ H 1 8 ('F 8U) 
3 - aa3 ox18x3 ' 3 = - a22 8X2 c'Bi' . 

Suchen wir nun die Gruppe von L6sungen fUr die El = 0, so folgt aus der 
Form der MAXWELLschen Gleichungen sofort, daB wir sie durch Vertauschen 
der elektrischen mit den magnetischen GraBen erhalten mussen. 1st daher V 
eme Lasung der fUr U aufgestellten Gleichung, so wird 

Handbuch der Physik. XII. 

82 V 811 02V H = ... -... - .. --
I 8x; c2 8t2 ' 

1 82 V 
H 2 = - "'- - - -- , a22 (;%10%2 

1 82 V 
H" =. '~~---. . aS3 eX10x3 

7 
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Unter gewissen Umstanden (Randbedingungen, ZusammenhangsverhaIt~ 
nissen des Raums usw.) erhaIt man durch Superposition dieser beiden Losungen 
samtliche moglichen. Auch fiir die Untersuchung dieser Frage konnte BROMWICH 
eine Methode angeben. Es handelt sich offenbar darum, daB, wenn El = Hl = 0, 
unter den vorgegebenen Bedingungen auch aile anderen Feldkomponenten ver
schwinden mussen. Gehen wir nun etwa von der Losungsgruppe Hl = ° aus, 
so folgt aus der Bedingung El = 0, daB U auch noch der Differentialgleichung 

a2 u eft a2 u 
ax~ - C2 7ft = 0 

genugen muB und daher auch der Gleichung 

~ a33 au + ~ a22 au _ ° 
ax! a22 aX2 axs ass axs -

genugt. Bilden wir nun das Integral 
x~x~ 

1= ffa22 a3S{(a:2 ~~r + (a:s ~~ndX2dX3' 
das mit Hilfe der letzten Differentialgleichung fiir U und durch partielle Inte
gration 

I _jX'{'[aS3 U au] _ [a3S U au] }dX +jX~{[a22 U au] _ [a22 U au] }dX - a22 aX2 x~ a22 aX2 x, 3 ass axs x~ ass axs x, 2 

geschrieben werden kann. LaBt sich nun zeigen, daB dieses Integral auf einer 

beliebigen Flache Xl = konst. verschwindet, so folgt daraus ~U = ~u = O. UX2 uXs 
Daher verschwinden auch aile ubrigen Feldkomponenten. Daraus folgt unmittel
bar, daB sich dann jede Losung aus je einer Losung einer der beiden Gruppen 
zusammensetzt. 

SoIl die Losung z. B. im Innern einer Kugelschale gelten, so wahlen wir 
als Koordinaten Kugelkoordinaten mit dem Ursprung im Zentrum der beiden 
die Kugelschale begrenzenden Flachen. Also: 

all = 1, a22 = r, a33 = rsino.. 

Bilden wir nun das Integral I uber eine im Bereich gelegene Flache r = konst., 
so sehen wir sofort, daB es verschwindet. Denn es ist 

2", 

1= jUsino.u :~o=o - [Sino.U ~~l~=JdqJ 
o 
~ 

j'{[ 1 au] [ 1 au] } + -U-- - --U--- dO. 
sin tJ. atp '1'=0 sin atp q>=2n ' 

o 

und das erste der beiden links stehenden Integrale verschwindet, wegen 
sin 0 = sinn = 0 das zweite, da 

In diesem Faile sind also bereits aIle Losungen erschOpft. Daher sind auch in 
einem solchen Raum El und Hl immer Losungen der Gleichung fUr U. 
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Verschwindet I nieht, so muB das Verfahren fortgesetzt werden. Man findet 
dann weitere Lasungen dadurch, daB man das Feld durch die Gleichungen 

. El = 0, 

1 82 U E 2 =---
a228x18x2' 

von einer Funktion U oder durch die entsprechenden Formeln von einer Funk
tion V ableitet, die den beiden angegebenen Differentialgleichungen genugen. 
Ein wichtiges Beispiel derartiger Lasungen bilden die von RAYLEIGH bei der 
Behandlung des Problems der Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen langs 
vollkommener Leiter gegebenen. Seien x, y und z kartesische Koordinaten und 
flihren wir mit MACDoNALD die folgenden Koordinaten ein 

Xl=Z, x+iy=tp(x2+ix3)=u+iv; an =1, a22=a33-V(:~Y+(::J, 
so erhalten wir flir U eine Lasung 

U = eiV(-;~;;t x,) f (X2X3) ' 

die ein nicht verschwindendes Feld ergibt. Dementsprechend verschwindet auch 
das Integral I im allgemeinen auf der Flache Xl = konst. nicht. 

57. Ubertragung des HUYGENSchen Prinzips auf elektromagnetische 
Wellen. Das von HUYGENS aufgestellte Theorem uber die Fortpflanzung 
einer Lichtbewegung besagt in der endgultigen von POINCARE und KIRCHHOFF 
gegebenen mathematischen Formulierung, daB die Lichtbewegung auBerhalb 
einer die betreffenden Lichtquellen einschlieBenden Flache ersetzt werden kann, 
durch eine Belegung dieser Flache mit flachenhaften Quellen, deren Starke durch 
die an dieser von den ursprunglichen durch die Lichtwellen hervorgerufenen Licht
erregung gegeben ist. Das Lichtfeld auBerhalb dieser Flache kann also durch 
ein Integral uber diese Flache dargestellt werden. 1m Innern der Flache ist das 
durch dieses Integral dargestellte Feld dann allerdings gleich Null (vgl. Bd. XX). 
Das analoge Theorem wurde fur elektromagnetische Wellen von LARMORl) 
aufgestellt und von KOTTLER2) auf die allgemeine Lasung der MAXWELLschen 
Gleichungen durch den HERTzschen und den FITZ GERALDschen Vektor [Gleichung 
(6), Ziff. 55J zuruckgeflihrt. 

Aus dieser Lasung konnten wir schlieBen, daB ein elektromagnetisches 
Wellenfeld durch schwingende elektrische und magnetische Dipole erzeugt wird. 
Legen wir also im Feld eine Flache, die diese Dipole einschlieBt, setzen wir das 
Feld im Inneren der Flache gleich Null, im auBeren Raume gleich dem durch 
die Dipole erzeugten Feld @, Sj und suchen wir die dadurch auf der Flache ent
stehenden Diskontinuitaten auf, so mussen wir das Analogon zum HUYGENSSchen 
Prinzip der Optik finden. 

Beim Passieren dieser Flache, deren N ormale wir nach innen rich ten, und deren 
positive Seite daher die innere ist, springen also die Feldvektoren von den Werten 
des ursprunglichen Feldes, den sie auBen besitzen, auf Null. Es springt also die 
Tangentialkomponente der magnetischen Kraft urn 

Sjtang = ° -Sjtang, 

1) J. LARMOR, Lond. Math. Soc. Proc. (2) Bd. 1, S. 1. 1903. 
2) F. KOTTLER, Ann. d. Phys. (4) Ed. 71, S.473. 1923. 

7* 
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besitzt also in der Flache einen Flachenwirbel. Aus der ersten Hauptgleichung 
konnen wir daher schlieBen, daB in der Flache ein Flachenstrom der Flachen-
dichte 4.nc 

-c- = -[n~] 

stromt. Diesen konnen wir natiirlich wiederum durch die Bewegung eines elek
trischen Dipols erzeugt denken. In der Flache sitzen also elektrische Dipole, 
die pro Flacheneinheit das Moment 

f dt c = - :.n f dt [n~] 

besitzen. Ihr Anteil an der Erzeugung des Feldes wird durch den HERTzschen 
Vektor t-,/c 

gegeben. 
®2 = -c ff ~f f[n~] 

Der FITZ-GERALDsche Vektor gibt den Teil des Feldes, der auf schwingende 
magnetische Dipole zuriickgeht. Wir finden ihn daher aus dem Sprung der 
tangentialen elektrischen Feldstarke 

Q; = 0 - Q;tang, 

die nach der zweiten Hauptgleichung die Starke des "magnetischen Stromes" 
darstellt, den wir wiederum als durch die Schwingung der magnetischen Dipole 
erzeugt auffassen konnen. Daher ist 

t-'Ic 

®l = c ff ~ff df [nQ;]. 

Dadurch ist aper bereits das ganze Feld gegeben. Denn der Sprung der 
radialen Feldkomponenten beim Durchgang durch die Flache kann nur durch 
eine einfache Flachenladung erzeugt gedacht werden, die aber nicht mehr in die 
Definition der beiden Vektoren ®l und ®2 eingeht, da diese nur durch die Strome, 
also die Ladungsanderungen, bestimmt werden. Trotzdem sind diese schon in 
der Losung enthalten, mathematisch, weil sie der MAxWELLSchen Gleichung ge

. niigt, physikalisch, weil die Flachenladungen durch die auftretenden Strome er
zeugt werden, deren gesamte Feldwirkung aber bereits beriicksichtigt worden ist. 

Damit haben wir das elektromagnetische Analogon zum HUYGENSSchen 
Prinzip gefunden. Das durch innerhalb einer Flache befindliche, sonst beliebig ver
teilte Quellen elektromagnetischer Wellen erzeugte Feld kann durch eine flachen
hafte Verteilung schwingender elektrischer und magnetischer Dipole auf dieser 

. Flache erzeugt gedacht werden, wobei die Starke dieser Dipole durch die 
Tangentialkomponenten der Feldstarke auf der Flache gegeben sind. 

58. Konjugierte und selbstkonjugierte Felder. Stromung der Energie. 
Reine elektromagnetische Wellen. Stellen wir zwei elektromagnetische Felder 
durch ihren komplexen Feldvektor 9.n1 bzw. 9.n2 dar, so kann es vorkommen, daB 
deren skalares Produkt 9.n1 9.n2 in einem beiden Feldern gemeinsamen Bereich 
verschwindet. Zwei soIche Felder nennt BATEMAN zueinander konjugiert1). 

1st daher fiir ein Feld 9.n2 = (Q;2 _ ~)2 ± 2i ~Q; = 0, 

so kann man dieses Feld entsprechend mit BATEMAN als selbstkonjugiert be
zeichnen. Es verschwinden dann sowohl der teelle wie der imaginare Teil, die 
bekanntlich Invarianten der Lorentztransformation darstellen (vgl. Kap. III). 

I) L. SILBERSTEIN, Ann. d. Phys. (7) Bd. 22, S. 585. 1907; H. BATEMAN, Electr. and 
Opt. Wavemotion S. 5ff. 
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Diese Felder sind daher dadurch ausgezeichnet, daB die elektrische Feldstarke 
auf der magnetischen normal steht, und daB der Anteil des elektrischen und 
des magnetischen Feldes an der Feldenergie einander gleich sind. 

Eine weitere physikalische Eigenschaft, die fur diese Felder charakteristisch 
ist, finden wir durch die folgende Betrachtung: Die Gleichung 

oe +d' at lye b = 0 

stellt bekanntlich die Kontinuitatsgleichung fUr ein mit der Geschwindigkeit b 
stromendes Gas der Dichte e dar (vgl. Bd. VII) .Verstehen wir also unter e die Dichte 
der Feldenergie, so bedeutet diese Gleichung, daB in dem Bereich, in dem sie gilt, 
die Energiedichte zwar von Ort zu Ort wechselt und sich in einem bestimmten 
Volumelement auch zeitlich andert, daB diese Anderungen aber nur durch eine 
Konvektion der Energie mit der Geschwindigkeit b vor sich gehen, wahrend die 
Gesamtenergie konstant bleibt, d. h. Energie in dem betrachteten Bereich weder 
entsteht noch vernichtet wird. Aus dem POYNTINGSchen Theorem [Gleichung (4) 
und (5), Ziff.49J folgt, daB wir aus den MAxWELLschen Gleichungen und dieser 
Gleichung 1 

e = 8;{~2 + S)2}, 

c eb = -- (~S)] 
4n 

erhalten. Bilden wir nun 
c2 -2 

f}2 (c2 _ V2) = __ (~2 + M)2 __ "_ [~c:.]2 
I:;: 4.16n2 'l,! 16n2 'l,! , 

woraus wegen 

wird. Diese Gleichung zeigt, daB die Feldenergie im allgemeinen mit einer 
Geschwindigkeit stromt, die kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit. Nur in 
den selbstkonjugierten Feldern ist die Geschwindigkeit der Energiestromung 
gleich der Lichtgeschwindigkeit und die Richtung der Stromung daher gleich 
der des POYNTINGSchen Vektors. Diese Felder zeigen daher eine Reihe einfacher 
Eigenschaften, die aIle auf besonders einfache Energieverhaltnisse, namlich auf 
eine rein konvektive Ausbreitung der Energie, hinweisen. Wir konnen sie daher 
mit SILBERSTEIN als reine elektromagnetische Wellen bezeichnen1). 

Diese Betrachtungen lassen sich leicht auf beliebige nichtleitende Medien uber-
tragen, indem man . 1 Ie c 

m = S) ± ~ V tt ~, C1 = }I~~ 

setzt und die EnergiegroBen fUr derartige Medien einfiihrt. Das sieht man sofort 
ein, wenn man die beiden Hauptgleichungen in der Form 

~ 1/ e @=rotc:. 
c r (t 'l,!, 

ye,u ~ = -ll-~rot~ c "e' ,u 

schreibt, denn dann gelten fUr m wiederum die Gleichungen (5), Ziff.55. In 
nichtleitenden Medien gibt es derartig einfache Energieverhaltnisse naturlich 

1) L. SILBERSTEIN, Ann. d. Phys. (4) Ed. 22, S. 585. 1907. 
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nicht, da infolge der Dissipation der Energie die Kontinuitatsgleichung nicht 
mehr ~elten kann. 

59. BATEMANS Losung der MAxwELLSchen Gleichungen. Die vorangegangenen 
Obedegungen zeigen die Wichtigkeit der selbstkonjugierten Felder fiir die Theorie 
der elektromagnetischen Felder. Diese gibt dem folgenden von BATEMAN her
ruhrenden Verfahren zur Auffindung selbstkonjugierter Losungen der MAXWELL
schen Gleichungen ein besonderes Interesse1). Man kann namlich die MAXWELL
schen Gleichungen durch ein anderes Gleichungssystem ersetzen, indem man 

M = 8(01., fJ) _ ± ~ 8(01., fJ) 
"'- o(y,z) - C o (x, t) , 

M = 0(01., fJ) = ±~ 0(01., fJ) 
Y - o(z, x) C o(y, t) , 

M - 0(01., (1) _ ± i 0(01., (1) .= o (x, y) - C 8(z, t) , 

setzt, wobei ~(~-,fJ)_ die JAKoBIsche Determinante bedeutet. Ein derartig definier-
u X 1%2 

tes IDe befolgt, wie man sich durch Einsetzen leicht uberzeugt, tatsachlich die MAX
wELLsche Gleichung, deren Integration daher durch die Integration der aus den 
Definitionsgleichungen folgenden Differentialgleichungen geleistet wird. Bildet 
man nun IDe2, indem man immer die zwei flir eine Komponente gegebenen Aus
driicke miteinander multipliziert, so findet man durch Ausdifferenzieren leicht: 

IDe2_M2+M2+M2_±i{8(lXfJ) 8(01.(1) + o(OI.fJ) O(lXfJ) + 8(01.(1) 8(lX fJ)}_0 
- x 11 z - C 8 (yz) o(xt) 8 (zx) 8(yt) 8(x,y) 8(z, t) - • 

Die auf diese Art gefundenen Felder sind also selbstkonjugiert, stellen also im 
ganzen Raum reine elektromagnetische Wellen dar. Hierin liegt ihre Bedeutung. 

60. Ausbreitung plotzlicher Feldstorungen. Wir haben bis jetzt nur stetige 
Felder betrachtet, was zur Folge hatte, daB die auftretenden Geschwindigklliten 
Phasengeschwindigkeiten waren, deren Bedeutung als Stromungsgeschwindig
keiten wir nur durch mehr oder minder formale Betrachtungen gewonnen haben. 
Eine unmittelbare Bedeutung erhalt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nur flir 
den Wellenkopf, d. h. fur die Fortpflanzung der Unstetigkeitsflache, die durch 
eine p16tzliche Anderung der Bewegung elektrischer oder magnetischer Ladungen 
im Felde erzeugt wird. Wir folgen bei der Untersuchung der Bewegung derartiger 
Flachen der von BATEMAN gegebenen Methode 2). 

Wir haben aber dabei nicht nur die Ausbreitung der Flache im Raum zu 
untersuchen, sondern auch zu erortern, welchen Bedingungen die auf ihr vor
handenen Unstetigkeiten unterliegen, da diese Unstetigkeiten ja als Grenzwerte 
flir ein Feld aufgefaBt werden konnen, das in einer unendlich dunnen Schicht 
der Umgebung der Flache herrscht, also in gewisser Beziehung auch den MAX
WELLschen Gleichungen unterworfen sind. 

Wir konnen eine bewegte Flache durch eine Gleichung 

t = j(xyz) 

darstellen. Dann gibt uns j = konst. die Gleichung der Flache zur Zeit t, gradt 
die nach auBen gerichtete Normale der Flache der Richtung nach an. Der rezi-

1) H. BATEMAN, Electr. and Opt. wave motion S. 12. 
2) H. BATEMAN, Electr. and Opt. wave motion S. 20. Andere Methoden siehe: 

O. HEAVISIDE, Electrical papers Bd. 2. S. 405; A. E. H. LOVE, Prec. Roy. Math. Soc. Lon
don (2) Ed. 1, S. 37. 1903; L. SILBERSTEIN, Ann. d. Phys. (4) Ed. 26, S.751. 1908; 
P. DUHEM, C. R. Ed. 131, S. 1171. 1900; G. H. LIVENS, The Theory of Electricity 
S.485 f t. 
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proke Betrag des Gradienten gibt die Geschwindigkeit, mit der sich die FHiche 
ausdehnt. Bllden wir nun das Integral 

f f{IDl =F f [IDl gradtJ}n df 
liber eine keine Ladungen einschlieBende, aber sonst beliebige FHiche, deren Be
wegung durch eine' derartige Gleichung gegeben ist, so ist dieses Integral gleich 
Null, da der erste Teil wegen der eben gemachten Bedingung verschwindet, der 
zweite Tell des Integranden aber einen in der Flache liegenden Vektor darstellt. 
Legen wir unsere Flache nunmehr so, daB sie einen Teil der Unstetigkeitsflache 
umgibt, und ziehen wir sie so zusammen, daB ihr~einer Tell die Unstetigkeits
flache von innen, ihr zweiter dieselbe Flache von auBen berlihrt. Die Gleichungen 
der beiden Flachenteile werden natlirlich identisch. Das FHichenintegral zerfallt 
dann in die beiden Teile: 

wobei IDl = IDlauJ3en - IDlinnen den Sprung des Feldes beim Durchgang durch die 
Flache bedeutet. Da wir dieses Integral liber einen beliebigen Tell der Flache er
strecken k6nnen, muB also sein 

IDl =F f [IDl gradt] = 0 
oder in Komponenten - i at . - at 

M",=F-My~±HM.~ = 0, c vZ vy 
- i at . - at 
My=F-M."-±zcM,,,~= 0, c vx vZ 
- i at . - at 
Mz=F-M",~±zcMy~ = 0. c vy vx 

Damit diese Gleichungen bestehen k6nnen, muB, vom trivialen Fall IDl = ° 
abgesehen, die Determinante der Koeffizienten der Komponenten der Feld
starke verschwinden. Dies ergibt: 

(~)2 + (~)2 + (~_')2 = ~ . 
ax ay az c2 

Die FHiche breitet sich also mit Lichtgeschwindigkeit aus. 
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit M"" die zweite mit My, die dritte 

mit M. und addieren wir, so erhalten wir 

IDl2 = 0. 

Die Sprungwerte am Kopf der Welle bilden also ein selbstkonjugiertes Feld. 
Dies erkiart, wieso die Kopfwelle sich auf jeden Fall mit Lichtgeschwindigkeit 
ausbreitet. 

Urn das Feld naher zu studieren, betrachten wir ein Flachenelement und 
legen dessen Normale in die X-Richtung. FUr dieses Flachenelement wird dann: 

Daraus folgt: 

M",=O. 
- i-at 
My =F c Mz ax = 0, 

, 
- i-at 
M.=F-Mya- = o. c x 
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Mit Hilfe dieser Gleichungen studierte LOVEl) das von einem HERTZ 
schen Oszillator emittierte Feld yom Beginn der Bewegung an. 

Den Zusammenhang mit der Theorie der Charakteristiken der Wellen
gleichung erhalten wir, wenn wir die Gleichung der UnstetigkeitsfHiche in der 

Form F(x, y, z, t) = 0 

schreiben. Die aufgefundene Bedingung schreibt sich dann 

(OF)2 + (OF)2 + (OF)2 = ~ (OF)2. ox oy OZ c2 at 
Das ist aber nichts anderes als die Gleichung fiir die Charakteristiken der Wellen
gleichung. 

Wir konnen auch diese Untersuchung auf beliebige nichtleitende Medien 

ausdehnen, indem wir wieder we = Sj ± iV; Q; setzen. Ersetzen wir dann in 

den MAXWELLschen Gleichungen c durch c1 = ,~, dann gelten fiir we wieder 
r 8 f-t 

wie schon gezeigt, die Gleichungen (5), Ziff.55. Nach der MAXWELLschen 
Theorie breiten sich die Kopfwellen daher in beliebigen nichtleitenden Medien 
mit der Geschwindigkeit ctVep, aus. (Dagegen ergibt sich aus den Anschauungen 
der Elektronentheorie unmittelbar auch in diesen Medien die Ausbreitungs
geschwindigkeit der Kopfwellen gleich der Vakuumlichtgeschwindigkeit c. 

61. Bedingungen an der Grenzflache zweier Medien. Ideale Grenzflachen. 
Mehrwertige Losungen. Grenzen an einer Flache zwei verschiedene Medien 
aneinander, so konnen, wie uns bereits die elektrostatischen Erscheinungen 
zeigen, auf dieser FHi.che Singularitaten der Feldvektoren auftreten. Anderer
seits miissen natiirlich auch die beiden aneinanderstoBenden Feldteile mit
einander in Beziehung stehen, da das Feld sich ja nach unserer Erfahrung auch 
durch derartige FHichen hindurch fortpflanzt. Urn diese Grenzbedingungen 
aufzufinden, kann man so vorgehen, daB man den plotzlichen Ubergang von 
einem Medium in das andere in eine stetige Dbergangsschicht auflost und dann 
mit der Dichte dieser Dbergangsschichte zur Grenze Null iibergeht. Wir konnen 
aber das Resultat dieses Grenziiberganges auch gleich dadurch iiberblicken, 
daB wir die den Singularitaten der einzelnen Feldvektoren entsprechenden 
Flachenbelegungen auf die Moglichkeit ihres Auftretens hin diskutieren2). 

Da die Divergenz des Vektors der magnetischen Induktion iiberall ver
schwinden muB, muB auch seine Flachendivergenz verschwinden. Das heiBt 
die Normalkomponente von )8 durchsetzt die Flache stetig. Dasselbe gilt fUr 
die dielektrische Verschiebung nur dann, wenn die Flache die Grenze zweier 
Dielektrika bildet. 

Dagegen ergeben die beiden Hauptgleichungen, daB die tangentiellen Kompo
nenten der elektrischen und der magnetischen Kraft die Flache stetig durch
setzen. Denn ein Spmng dieser Feldkomponenten wiirde einen Flachenwirbel 
dieser Vektoren und damit einen magnetischen bzw. elektrischen Flachenstrom 
bedeuten. Hierzu miiBte aber eine der Konstanten e, p, oder (J oder einer der 
Feldvektoren unendlich werden, was in Wirklichkeit ausgeschlossen ist. 

Allerdings hat der Idealfall des vollkommenen Leiters praktische Bedeutung, 
da sich die guten Leiter schnellen elektrischen Schwingungen gegeniiber mit 
groBer Annaherung als vollkommene Leiter verhalten und die mathematische 
Behandlung des Idealfalls bedeutend einfacher ist. Denn die vollkommene 

1) A. E. H. LOVE, Soc. Roy. Math. Proc. London (2) Bd. 1, S. 37. 1903. 
2) H. A. LORENTZ, ZS. f. Math. u. Phys. Bd.22, S. 1 u. 205. 1877. 
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LeiWihigkeit bewirkt, daB das elektrische Feld bereits im Entstehen vernichtet 
wird, im Innern eines so1chen Leiters also immer (l; = 0 und daher naturlich auch 
S) = 0 ist. Da aber ein magnetischer Flachenstrom in der Grenzflache schon 
wegen des Verschwindens der magnetischen Feldstarke im Innern nicht auf
treten kann, muB die elektrische Feldstarke die Flache stetig durchsetzen, d. h. 
also auch an der AuBenseite der Grenzflache verschwinden. Die elektrische 
Feldstarke steht daher auf diese Flache normal. Dagegen herrscht in der Flache 
ein elektrischer Flachenstrom und daher durchsetzen die tangentiellen Kompo
nenten der magnetischen Kraft die Flache nicht mehr stetig, sondern springen 
urn den Betrag: 4", c 

-c- = [S)nJ. 

Die Verhaltnisse, die das elektrische Feld an so1chen Flachen zeigt, sind 
also ganz analoge wie bei den elektrostatischen Erscheinungen: Die elektrischen 
Kraftlinien enden auf ihnen und stehen auf ihnen normal. Daher ist es moglich, 
die THOMsoNsche Bildermethode zu verallgemeinern und auch bei Wellen
problemen zu verwenden, wie dies z. B. MAC DONALD bei der Berechnung der 
Beugung elektrischer Wellen an einem vollkommen leitenden Keil getan haP). 

Man kann in der Idealisierung der storenden Korper dann noch weiter gehen 
,und gewisse Korper durch Flachen ersetzen. Die Felder zu beiden Seiten einer 
so1chen vollkommen leitenden Flache unterscheiden sich naturlich urn einen 
endlichen Betrag, erleiden also beim Durchgehen durch diese Flache sozusagen 
einen Sprung. Bei der Behandlung derartiger Probleme erweisen sich daher 
mehrwertige Losungen als geeignet. Sie wurden von SOMMERFELD bei der Be
handlung der Beugung elektromagnetischer Wellen an einer vollkommen leitenden 
Halbebene in die Theorie eingefUhrt, wobei auch hier ein Spiegelungsverfahren 
die Losung ergibt 2). 

Einen anderen Idealfall, der im Gebiete der eigentlichen elektrischen Wellen 
allerdings bisher keine praktische Bedeutung besitzt, stellt die schwarze Flache 
dar. Seine theoretische Bedeutung liegt zunachst in der Einordnung dieses fUr 
die theoretische Optik wichtigen Begriffes in die MAXWELLsche Elektrodynamik. 
Dies gelang KOTTLER 3) durch Weiterbildung und mathematische Formulierung 
der VOIGTSchen Auffassung, daB eine schwarze Halbebene cine offene Tur in 
einen nichtphysikalischen Raum darstellt: Die schwarze Flache ist eine Ver
zweigungsflache, zu deren beiden Seiten sich zwar Ather befindet, deren eine 
Seite dem physikalischen, deren andere aber einem nichtphysikalischen Raum 
angehort. Die auf die physikalische Seite auffallende "ungestorte" Welle geht 
daher in ihrer Gesamtheit in den nichtphysikalischen Raum uber, wird also 
durch die schwarze Flache verschluckt. Mathematisch gefaBt, bedeutet dies, 
daB die Feldkomponenten beim Durchtritt von der einen physikalischen Seite 
zur anderen einen Sprung urn den Betrag erleiden, den sie in der "ungestorten" 
Welle besitzen. Der schwarze Schirm wird so durch ein Sprungwertproblem 
definiert, wodurch sich erklart, warum er durch Randbedingungen nicht zu fassen 
ist. Die Losung dieses Sprungwertproblems gelingt durch Anwendung des 
HUYGHENSSchen Prinzips in der in Ziff. 57 gegebenen, von LARMOR stammenden 
Fassung. Diese L6sung stellt das Analogon zur KIRCHHOFFschen L6sung fUr 
den schwarzen Schirm dar. 

1) H. M. MACDoNALD, Electric 'Waves App. D. 
2) A. SOMMERFELD. Math. Ann. Bd. 45. S. 293, 1894; Bd. 47, S. 395. 1896. Zeitschr. 

f. Math. u. Phys. Bd. 46, S. 11. 1907. 
3) F. KOTTLER. Ann. d. Phys. Bd.70. S.405. 1923; Bel, 71. S. 457. 193; Bd. 75. 

S.634. 1924; Bd. 81. S. 373. 868; W. v, IGNATOWSKY. Bd. 77. S. 589. 1925: A. RUBINO
WICZ. Bd. 74, S. 459, 1924; Bel. 81, S. 140, 1926. 
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Die tiefere theoretische Bedeutung dieser Losung liegt aber darin, daB sie, 
wie ebenfalls KOTTLER dargelegt hat, eine Losung des folgenden Ansatzes ist. 
Daraus, daB sich das HUYGHENSSche Prinzip in die Theorie der elektromagne
tischen Wellen einfiihren HiBt, erkennt man sofort, daB auch die geometrische 
Optik in dieser Theorie ein Analogon finden muB. Insbesondere muB auch hier 
der Begriff des geometrischen Schattens seine entsprechende Bedeutung bei
behalten. Bringt man daher in das Feld eines elektrischen Dipols einen ebenen 
schwarzen Schirm, so muB dieser einen geometrischen Schatten werfen, der 
durch den Kegelstumpfmantel, der durch die VerHingerung der Verbindungs
linien des Dipols mit dem Rand des schwarzen Schirms tiber diesen hinaus ent
steht, begrenzt ist. Ware keine Beugung vorhanden, so wiirden die Feldkompo
nenten auf dieser Flache von dem Wert ftir das Feld eines schwingenden elek
trischen Dipols auf Null springen. Die Flache ware also eine Unstetigkeitsflache 
des Feldes. Als so1che kann sie aber nach den MAxWELLschen Gleichungen nieht 
existieren. Denn nach diesen mtissen Unstetigkeitsflachen, wie wir gesehen haben, 
sieh entweder in der Richtung ihrer Normalen mit Liehtgeschwindigkeit fort
pflanzen oder durch Flachenladungen oder Flachenstrome bedingt sein. Beides 
ist hier nieht der Fall. Daher muB diese Unstetigkeitsflache durch die Reaktion 
des Mediums selbst zerstort werden. Es muB also zu der "ungestorten Welle" 
eine Beugungswelle hinzutreten, die diese Unstetigkeit aufhebt. Urn diese zu 
finden, mtissen wir eine Losung der MAXwELLschen Gleichungen suchen, die auf 
der besprochenen Kegelflache gerade die umgekehrten Sprungwerte wie die 
durch den geometrischen Schatten hervorgerufenen hat. Als einwertige Losung 
dieses Sprungwertproblems ergibt sieh, wenn die zulassigen Singularitaten des 
Feldes auf die aus der. MAxwELLschen Theorie verstandliehen eingeschrankt 
werden, wiederum die elektromagnetische Verallgemeinerung der KIRCHHOFF
schen Losung. Fassen wir den schwarzen Schirm als offene Tiir in einen nicht
physikalischen Raum auf, so konnen wir aber auch mehrwertige Losungen zu
lassen. Dann ergeben sich die elektromagnetischen Analoga zu den V OIGT
SOMMERFELDschen mehrwertigen Losungen fUr den schwarzen Schirm. In 
diesen Fillen konnen wir aber die Beugungswelle nicht mehr als reine Feldwir
kung auffassen, bei der der schwarze Schirm durch das Schattenwerfen nur 
gleichsam als Katalysator wirkt, da sonst die niehtphysikalischen Raume eine 
Wirkung auf den physikalischen Raum ausiiben wiirden. 

62. Allgemeine Theoreme tiber die Stromverteilung in Leitern. (V gl. a. 
Bd. XIII, Kap.2.) Die Verteilung stationarer Strome in Leitem ist derart, daB 
die entwickeIte JOuLEsche Energie ein Minimum ist. Der Widerstand der von 
Punkt Pi zum Punkt Pk ftihrenden Strombahn sei R;". Der nach dem OHMschen 
Gesetz in ihm flieBende Strom ist dann 

1 
hk = -H (Vi- Vk). 

Ik 

Betrachten wir eine von dieser abweiehende Stromverteilung 

]i'k = hk + lik . 
Da in dem ganzen System geschlossener Strome keine Elektrizitat entstehen 
darf und die nach dem OHMschen Gesetz bestimmte Verteilung der Leiter dies 
bereits beriicksichtigt, muB ~Jik = 0 

" sein. Die der Stromverteilung entsprechend entwickeIte JOuLEsche Wii.rme 
ist aber F = ~ Ridi~ = ~ R.dh + ~ Ridit + 2 ~ Rididik 

ik 17:' 7T: ik 

= ~ R.dh + ~ Rilclit + 2 ~ J'il< (Vk - Vi) . 
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Daher ist, da natiirlich JiJc = Jlei ist, die bei einer dem OHMschen Gesetz ent
sprechenden Stromverteilung entwickelte ein Minimum. 

Fur sehr schnell veranderliche Strome ist dagegen die kinetische Energie 
ein Minimum: Denn nach den Ziff. 44ff. ist dann 

doT. aF aw 
dt oY. - ay. + oy; = E;. 

Wir konnen die Funktionen als Funktionen der Zeit durch f (xy z) ei~t darstellen, 
wobei dann l' eine groBe Zahl ist. Daher wird die letzte Gleichung 

also angenahert 

ip ~~. - ~~ + ~w = E;. 
uy; UYi UYI 

aT. _ 0 
oy; - . 

Wenden wir dieses Resultat auf die Stromverteilung in einem Leiter an, 
so folgt daraus sofort, daB die Str.ome sich urn so mehr an der Oberflache des 
Leiters zusammendrangen werden, je schneller veranderlich das Feld ist (Skin
effekt). 

b) Die Optik der elektromagnetischen Wellen1). 

63. Die Erregung elektrischer Wellen. Wir haben bereits in Ziff. 54 er
wahnt, daB das abgeleitete Feld eines schwingenden Dipols durch einen HERTZ

schen Oszillator erzeugt werden kann2). Dieser besteht im wesentlichen aus 
zwei geraden Leiterstucken, an deren einander zugewandten Enden je eine 
kleine Kugel, an deren voneinander abgewandten Seiten je eine Kapazitat 
angebracht ist. Dieser Kondensator wird durch ein 1nduktorium zu Schwin
gungen angeregt. Das durch diese Schwingungen erregte Feld kann in einiger 
Entfernung, wie ohne weiteres einzusehen ist, als das Feld eines schwingenden Di
pols aufgefaBt werden und ist daher durch die erwahnten Gleichungen charak
terisiert. Diese Gleichungen geben uns aber naturlich keinen AufschluB uber 
den eigentlichen Schwingungsvorgang, insbesondere uber die Periode und die 
Dampfung des Oszillators. Diese kann in erster Naherung aus der THoMsoN
schen Formel fur die Entladung eines Kondensators berechnet werden. 

1st R der konstant angenommene Gesamtwiderstand, L die Selbstinduktion 
des Kondensatorkreises, E die elektromotorische Kraft, so ist nach Ziff. 46 

dJ JR =E - L dt' 

Nun ist aber die elektromotorische Kraft gleich der Potentialdifferenz zwischen 
den beiden Teilen des Kondensators, diese aber gleich der Ladung des einen 
Teils geteilt durch die Kapazitat C des Kondensators. Unsen~ Gleichung schreibt 
sich daher e . dJ 

JR=C- L di , 

de e d2 e 
= -R dt = C + L dt2' 

da der Strom ja gleich der negativen Anderung der Ladung eines Kondensator
teiles pro Zeiteinheit ist. Die Ladung e ist also eine Exponentialfunktion der Zeit: 

R ,/~ 
e = A e - 2L± V 40 - OL. 

1) Vgl. auch Bd. XV B, Kap. 3. 4. 
2) H. HERTZ. Ges. Werke Bd. II. S. 32; Wied. Ann. Bd.31. S.421. 1887. 
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Die Entladung ist immer gedampft, besitzt aber, wenn dL> :~2' peri

odischen Charakter. K~n man noch RJ2L gegen 1JfCi vernachlassigen, so ist die 
Schwingungsdauer durch die THOMsoNsche Formel 

gegeben. 
"l = 2nfCi 

Die ersten von HERTZ benutzten Oszillatoren hatten (unter Annahme der 
Lichtgeschwindigkeit als Ausbreitungsgeschwindigkeit) eine Wellenlange in 
Luft von mehreren Metern, also von der GroBenordnung der Abmessung der 
Experimentierraume. Da dies Versuche mit diesen Wellen natiirlich storen muB, 
war es notwendig, Apparaturen fur kleinere Wellen zu konstruieren. RIGHI 
lieB daher die Kapazitaten an den Enden der Leiter weg und machte auch die 
beiden Kugeln, zwischen denen der Funken uberspringt, moglichst klein. Dadurch 
wird aber naturlich die Kapazitat des Kondensators herabgesetzt, was nach 
der THOMsoNschen Formel die Schwingungsdauer verkleinert. Gleichzeitig wird 
aber dadurch die Intensitat der uberspringenden Funken und damit auch die 
der erregten Wellen herabgesetzt. RIGHI verstarkt die Funken dadurch, daB er 
die beiden Kugeln in ein Paraffinbad eintaucht, das auch die Oberflache der 
Kugeln reinhalt. Er erhalt damit Wellenlangen der GroBenordnung 10 cm l ). 

LEBEDEW2) ersetzt die beiden Kugeln des RIGHISchen Oszillators durch dunne, 
v.orn abgerundete Metallzylinder und erreichte so eine Wellenlange von 6 mm, 
LAMPA3) nach derselben Methode 4 mm. NICHOLS und TEAR4) gelangten bis zu 
1,8 mm. Kurzere Wellen durft,en durch diese Methode nicht erreichbar sein. 

LODGE5) und BOSE 6) verwenden an Stelle des HERTzschen Oszillators eine 
einzige Kugel als Schwingungssystem, der die Ladung von zwei kleinen Kugeln 
aus durch Funken zugefiihrt wird. Die Schwingungsdauer ist durch die Eigen
schwingungen der Kugel gegeben (vgl. Ziff.77). Da die mittlere Kugel gegen 
die beiden anderen groB sein muB, lassen sich auf diese Weise nur Wellenlangen 
der GroBenordnung 10 cm erreichen. 

Ein weiterer, die Reinheit der Experimente oft storender Faktor der von 
einem HERTzschen Oszillator ausgesandten Wellen ist ihre starke Dampfung, 
durch die insbesondere die Berechnung der Versuchsresultate oft auBerst kom
pliziert wird. Um diese zu verringern, arbeiten STSCHODR07) mit einem POULSEN
schen Lichtbogensender, BERGMANN8), KOpp9) und SCHAEFER und MERZKIRCHlO) 

mit einem Rohrensender. Endlich haben MIE und seine Schiilerll) eine Ab
anderung des HERTzschen Oszillators konstruiert, die Wellen sehr geringer 
Dampfung aussendet. Sie bringen an die beiden Belegungen eines durch eine 
Funkenstrecke geschlossenen Kondensators je einen Draht an, der etwa die 
Lange von einem Viertel der erzeugten Wellenlange besitzt. Die beiden zu
einander parallel gefiihrten Drahte senden nur wenig gedampfte Wellen aus 
(StoBerregung). (Weiteres s. Bd. XV, Kap. B 3 und Bd. XVII, Kap. 2.) 

1) A. RIGHI, Die Optik der elektrisehen Sehwingungen. Leipzig 1898. 
2) P. LEBEDEW, Wied. Ann. Bd. 56, S. 1. 1895. 
3) A. LAMPA, Wiener Ber. Bd. 55, S. 587. 1896. 
4) E. F. NICHOLS U. J. D. TEAR, Phys. Rev. (2) Bd. 20, S.88. 1922; Bd.21, 

S. 581. 1923· 
5) O. LODGE, Nature Bd.41, S. 462. 1896. 
6) J. C. BOSE, Proe. Roy. Soc. London Bd. 60, S.167. 1896. 
7) N. STSCHODRO, Ann. d. Phys. Bd.27, S. 278. 1908. 
8) L. BERGMANN, Ann. d. Phys. Bd.67, S. 13. 1922. 
9) W. Kopp, Ann. d. Phys. Bd.72, S.525. 1928. 

10) CL. SCHAEFER U. G. MERZKIRCH, ZS. f. Phys. Bd. 13, S.166. 1923. 
11) G. MIE, Phys. ZS. Bd. 11, S.1035. 1910; H. RUKOP, Ann. d. Phys. Bd. 42, S. 489.1913. 
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64. Kopplung und Resonanz. Urn die MAxWELLsche Theorie zu uberprufen, 
bedarf es noch eines Mittels, urn das Auftreten der Wellen nachzuweisen. Hierzu 
verwendet man meist einen zweiten Schwingungskreis (Resonator), der durch 
die yom ersten (Oszillator) ausgesandten Wellen zu Schwingungen angeregt 
wird und so dessen Wirkung in diesem Punkte verstarkt. Zwei Schwingungs
kreise, die derartig angeordnet sind, daB die Schwingungen des einen auch 
Schwingungen des anderen hervorrufen, bezeichnet man als miteinander ge
koppelt. Diese Kopplung kann auf drei verschiedene Arten bewirkt werden. 
Die beiden Kreise k6nnen erstens ein Stuck der Leitung gemeinsam haben. Dann 
bezeichnet man die Kopplung als direkte oder galvanische. Sie k6nnen zweitens 
einen Kondensator gemeinsam haben (kapazitive Kopplung). Endlich k6nnen 
die Schwingungskrcise keinen materiellen Teil gemeinsam haben. Dann k6nnen 
sie nur durch Induktion aufeinander wirken. Daher wird diese Art der Kopplung 
induktive Kopplung genannt. (Ausfiihrliches s. Bd. XV, Kap. B3.) 

Da diese Kopplung nur durch das zwischen den beiden Kreisen befindliche 
Feld hergestellt wird, ist sie die fur unseren Fall wichtige. Naturlich wirkt das 
zweite System auch auf das erste zuriick. In unserem Fall ist aber diese in
duktive Ruckwirkung praktisch verschwindend klein, die Kopplung ist extrem 
lose. Wir brauchen daher nicht auf die vollen Induktionsgleichungen zuruck
zugehen, sondern k6nnen die Schwingungen des Resonatorkreises als erzwungene 
Schwingungen ansehen. Wir k6nnen sie daher aus der in voriger Ziffer ver
wendeten Gleichung ableiten, wenn wir der homogenen Gleichung noch ein Glied 
hinzufiigen, das die durch das Feld dem Leiter eingepragte elektromotorische 
Kraft darstellt, wobei wir allerdings ebenso wie dort die Strahlungsdampfung 
vernachlassigen. 

Der Einfachheit halber nehmen wir zuerst an, daD die eingepragte elektro
motorische Kraft rein sinusperiodischen Schwankungen unterliege. Dann ist: 

JR + L ~~ - E = Eosinvt. 

Urn aus dieser Gleichung die Stromstarke J zu eliminieren, erinnern wir uns 
de dE . 

daD J = - dt und e = CE, daher ] = -C Cit 1st. Also: 
~E dE . 

CL M + CR dT + E = -Eoslllvt. 

Wollen wir dagegen E eliminieren, so brauchen wir diese Gleichung nur nach der 
Zeit zu differenzieren. Dann erhalten wir: 

d2] d],] 
L d t2 + R dt T C = l' Eo cos v t . 

Man erhalt bekanntlich ein partikulares Integral dieser Gleichungen durch 

den Ansatz: E = El sin (v t + "Pl) 

bzw. J = vCE l cos (l't + 'PI) , 
wobei Eo 

E 1 = - - I -- ," 

C V R2y2 + V(Y2 - LId 
R j' 

tg'Pl = L -0--1 ' 
1'- -CL 

Urn die Anfangsbedingungen erfullen zu k6nnen, muD man diesen partikularen 
L6sungen noch die allgemeine Losung der homogenen Gleichungen hinzufiigen. 
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Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung lautet daher, wenn wir 
h d· E' kr' f 2 1 R2. f"hr noc le 1gen els requenz Y2 = L C - 4 L2 em u en: 

E = El sin (vt + 'lfJl) + E2• e- R/2L sin (V2t + 'lfJ2), 

J = -vCEl cos(vt + 'lfJl) + J2 e- R/2L cos (V2t + 'lfJ2) . 
Verlangt man, daB zur Zeit t = 0, E = ] = 0, so erhalt man die Gleichungen 

E l sin 'IfJl + E2sinVJ2 = 0, 

-yCEl COS'IfJ2 + J2COS'IfJ~ = 0 

zur Bestimmung der in der Formel fUr die elektromotorische Kraft auftretenden 
Konstanten. Daraus folgt, daB der Resonatorkreis Schwingungen sowohl von 
der Periode des erregenden Kreises, wie von seiner Eigenperiode ausfUhrt. Am 
Anfang des Prozesses sind die beiden, wie die letzten Gleichungen unmittelbar 
zeigen, im aligemeinen von derselben GroBenordnung. Die Eigenschwingungen 
sind aber gedampft und klingen daher in kurzer Zeit ab, so daB nur die er
zwungenen Schwingungen iibrigbleiben. Diese zeigen gegeniiber den erregenden 
Wellen eine Phasenverschiebung, die immer negativ ist und bis zum Wert -n 
anwachsen kann. Sowohl die Phasenverschiebung wie auch die Intensitat der 
erregten Schwingung sind yom Verhaltnis der Schwingungszahl der erregenden 
Wellen gegen die Schwingungszahl der "ungedampften Eigenschwingung" ab
hangig. Diese ist dann am groBten, wenn 

2 2 R2 
V = Y2 - 4L2' 

und zwar gilt dies fUr die Amplitude von E, wahrend die maximalen Amplituden 
von J erreicht werden, wenn 

ist. Kann man, was meist moglich ist, R2j4L2 gegen 1jCL vernachlassigen, so sind 
diese beiden Werte einander praktisch gleich und der Fall der "Resonanz" tritt 
dann ein, wenn die einfallenden Wellen die Schwingungszahl der nunmehr durch 
die THOMsoNsche Formel v~ = 1jCL gegebene Eigenschwingung des Resonators 
besitzen. 

Erregt man einen Schwingungskreis durch Wellen derselben Intensitat, 
aber verschiedener Periode, also etwa durch einen und denselben HERTzschen 
Oszillator, den man dauernd verstimmt, und miBt man die im Schwingungskreis 
auftretenden Stromstarken oder elektromotorischen Krafte (Spannungsdiffe
renzen) und tragt diese als Funktion der Schwingungszahl auf, so erhalt man 
die Resonanzkurve des Resonators. Fiihrt man dies tatsachlich durch, so erhalt 
man eine von der aus den oben abgeleiteten Formeln folgende vollig abweichende 
Kurve, und zwar kann man den Unterschied kurz dahin zusammenfassen, daB der 
Resonator noch auf HERTzsche Oszillatoren anspricht, die nach der in der vorigen 
Ziffer entwickelten Theorie eine von der seinigen so verschiedene Eigenschwingung 
haben, daB ihre Wellen keine merkbare Wirkung auf den Resonator ausiiben 
sollten. Dies entspricht den bei der Untersuchung der stehenden elektro
magnetischen Wellen auftretenden, von SARASIN und DE LA RIVEl) entdeckten 
und als multiple Resonanz bezeichneten Anomalien (vgl. Ziff. 68). Sie ware 
nach diesen Forschern so zu erklaren, daB ein HERTzscher Oszillator nicht eine 
einzige Wellenlange, sondern einen ganzen Wellenbereich aussendet. POINCARE2) 

1) E. SARASIN U. L. DE LA RIVE, Arch. de Geneves Bd.23, S. 557. 1890. 
2) H. POINCARE, Electricite et optique, 1. Auf!., Bd. II, Nr. 5. 
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und BJERKNESi) haben aber gezeigt, daB dies daher kommt, daB die erregenden 
Wellen, die der HERTzsche Oszillator aussendet, zwar monochromatisch, aber 
nicht, wie in dem Ansatz vorausgesetzt, ungedampft sind. Wir haben also an-
zusetzen . d2 E dE' 

CL dtZ- + CR de + E = Eor"t sim't 

und erhalten daher als allgemeine L6sung: 
R 

E = Eie-"tsin(vt + "Pi) + E 2 e - 2L sin (V2t + "P2)' 

Wiederum setzt sich die Schwingung des Resonatorkreises aus der Schwingung 
der erregenden Welle und der Eigenschwingung zusammen. Aber nunmehr 
sind beide gedampft. 1st, was meistens der Fall ist, der Resonatorkreis schwacher 
gedampft als der Oszillator, so iiberwiegen nunmehr die Eigenschwingungen. 
Dazu kommt, daB die Wellen aus aufeinanderfolgenden gedanipften Wellen
st6Ben bestehen, die die Eigenschwingungen immer wieder frisch anregen. Daher 
treten die Eigenschwingungen jetzt starker hervor, und dies ist die Ursache 
dafiir, daB die vorhin abgeleitete Formel versagt 2). In gewisser Beziehung 
stimmt diese Theorie mit der Annahme von SARASIN und DE LA RIVE allerdings 
iiberein; Denn man kann den Ausdruck r"tsinvt natiirlich durch ein FOURIER
sches Integral ausdriicken, d. h. der Welle ein kontinuierliches Spektrum zu
schreiben. Der Resonator spricht dann auf diejenigen Wellen an, die seine Eigen-

· schwingungszahl besitzen. Doch ist diese Auffassung nicht zweckmaBig. 
Die Resonanzkurven kann man dazu verwenden, um aus ihnen Eigen

schwingung und Dampfung des Resonanzkreises zu bestimmen (vgl. Bd. XVI, 
· Kap. 7 und 23). Die von dem Resonator ausgehende Sekundarstrahlung wurde 
bereits mehrfach untersucht3). 

65. Die Entdeckung der elektrischen Wellen. Die eben besprochene Er
scheinung benutzte HERTZ, um nachzuweisen, daB an einer bestimmten Stelle elek
trische Wellen vorhanden sind. Er nahm zu diesem Zweck einen kreisf6rmigen 
Draht, den er an einer Stelle durch eine Funkenstrecke unterbrach, die durch eine 
Mikrometerschraube reguliert werden konnte. Indem er feststellte, bis zu welcher 
Lange der Unterbrechungsstrecke noch Funken iiberspringen, maB er die maxi
male, im Kreis auftretende Spannungsdifferenz. Neben diesen geschlossenen 

· Resonatoren wandte er noch lineare an, die aus einem geraden, in der Mitte 
durchbrochenen und ebenfalls mit einem Funkenmikrometer versehenen Leiter 
bestanden. LaBt man das Mikrometer weg, so kann man noch aus der Starke 
der iiberspringenden Funken auf die Starke der auffallenden Wellen schlieBen. 
Um das Auftreten eines Funkens im geschlossenen Resonator h6rbar zu machen, 
schaltete TURPIN ein Telephon in den Leiter ein'). RIGHI fand, daB der Funke 
verstarkt wird, wenn man den linearen Resonator dadurch herstellt, daB man 
auf eine Glasplatte einen dunnen Silberstreifen niederschlagt, der in der Mitte 
durchschnitten wird. 

Die Nachfolger von HERTZ verwenden fast nur den linearen Oszillator, 
wobei meist an die Stelle der Funkenstrecke ein anderes Hilfsmittel tritt. So 
entdeckte LODGE, daB ein an Stelle der Funkenstrecke eingeschaltetes, mit 
Metallpulver gefiilltes GefaB durc~ das Auftreffen elektrischer Wellen leitend 

1) V. BJERKNES, 1. c. Anm. 2. . 
2) H. POINCARE, ~lectricite et optique. 1. Aufl. Bd. II, Nr. 5; V. BJERKNES, Wied. 

Ann. Bd.44, S.92. 1891; Bd.54, S.58. 1895. 
3) V. BJERKNES, Wied. Ann. Bd.49, S. 72 u. 573. 1891; A. RIGHI u .. K. F. LINDMANN, 

Ann. d. Phys. Bd.45, S.518. 1914. 
4) A. TURPAIN, Oscill. electro S. 31. Paris 1899. 
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gemacht wird. Derartige Koharer wurden in groBer Anzahl konstruiert, darunter 
auch solche, die den N achtell des von LODGE konstruierten, daB sie nur kiinstlich 
wieder nichtleitend gemacht werden konnen, nicht besitzen, sondern von selbst 
wieder in den urspriinglichen Zustand zUriickkehren1). Am meisten benutzt 
wurde der von KLEMENCI(2) konstruierte Thermoresonator, der an die Stelle 
der Funkenstrecke einen iiber die Lotstelle eines Thermoelements gefiihrten 
Draht besitzt und daher ~2 miBt. Auch das BolometerS) und der Kristall
detektor 4) wurden verwendet. Zur Demonstration eignen sich besonders die von 
ZEHNDER benutzten Rohren, die das Auftreffen der Wellen durch Leuchten 
anzeigen 5). 

Die Eigenschwingungen derartiger Resonatoren konnen wir nach der 
folgenden, von POINCARE angegebenen Methode angenahert berechnen6). Wir 
machen dazu die Annahme, daB der Halbmesser eo des zylindrischen Leiters, 
aus dem der Resonator besteht, so klein ist, daB roan seinen Betrag gegen die 
Einheit vernachlassigen kann. Seine Gestalt ist dadurch eingeschrankt, daB 
die im folgenden verwendeten Formeln fiir das Potential eines unendlichen 
Zylinders an seiner Oberflache in erster Annaherung giiltig bleiben. Da wir 
natiirlich wiederum den Fall extrem loser Kopplung behandeln, haben wir das 
folgende Problem zu losen: Der Oszillator entsendet das Feld ~1' 5)1' Durch 
dieses wird der Resonator zu Schwingungen angeregt, die das Feld ~2' 5)2 hervor
rufen. Da wir annehmen, daB der Resonator ein vollkommener Leiter ist, muB 
an seiner Oberflache die tangentielle Komponente der elektrischen Kraft ver
schwinden: 

Q;2 setzt sich aus drei Teilen zusammen: Da die Stromstarke nicht in allen Quer
schnitten dieselbe ist, muB an der Oberflache des Zylinders eine elektrische 
Flachenladung auftreten, deren Dichte pro Langeneinheit wir mit a bezeichnen, 
und die mit der Stromvertellung durch die Gleichung (1), Ziff.12 

oj + 00_ as fij-O 

zusammenhangt. Daher laBt sich der eine Tell von ~2 aus dem Potential dieser 
Flachenbelegung ableiten. 1st der Zylinder geniigend diinn, so ist das Potential 
an der OberfHi.che durch die Formel fUr den unendlichen Zylinder gegeben: 

V2 = 2alg Ro , 
eo 

wo Ro die Entfernung von der Zylinderachse bedeutet, bei der das Feld ~2 bereits 
merklich verschwindet. Der zweite Tell von ~2 riihrt von der Induktionswirkung 
der im Resonator auftretenden Strome her. Er laBt sich daher von einem Vektor
potential ableiten, dcssen tangentielle Komponente an der Oberflache des Leiters 
sich durch (Ziff. 33) eine der eben gemachten Betrachtung vollkommen analog zu 

Au = 2JIg Ro 
eo 

1) G. V. Me LEAN, Phil. Mag. Bd.48, S. 115. 1899. 
2) J. KLEMENCIC, Wied. Ann. Bd.45, S.62. 1892. 
3) H. RUBENS U. R. RITTER, Wied. Ann. Bd. 40, S. 55. 1890. 
4) L. BERGMANN, Ann. d. Phys., Bd. 67, S. 13, 1922. 
0) L. ZEHNDER, Wied. Ann. Bd.47, S. 77. 1892; Ann. d. Phys. Bd. 33, S.631. 1910; 

Bd.36, S.119. 1911. 
6) H. POINCARE, :E:lectricite et optique. 1. Aufl., Bd. II, S. 198; Oscillations electriques 

S.220. 
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ergibt. Der dritte Teil von Q;'2 stammt von'der Induktionswirkung der Ver
schiebungsstrome des vom Resonator ausgesandten Feldes. Es laBt sich zeigen, 
daB dieser Teil vernachHissigt werden kann. Denn der entsprechende Teil von Q;82 
HiBt sich wiederum von der s-Komponente eines Vektorpotentials ableiten, das 

nunmehr das Potential einer raumlichen Massenverteilung der Dichte : a:;2 
ist. Infolge der zylindrischen Symmetrie laBt sich dies zur Abschatzung durch 

: ~o a::. ersetzen, wobei e die Entfernung von der Zylinderachse angibt. Daher 

wird das Potential eo 

A' '=..!.- !9Q;~2f~ dv dv = ndndmdz, 
.2 C at rl" r ' '" '" r 
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also von der GroBenordnung eo log ;;0 . Da die iibrigen Potentiale von der GroBen

ordnung log ~ sind, kann dieser Teil vernachlassigt werden. Wir erhalten daher 
o 

und daraus: 

2 I eo oj eo 00 
(5;81 + C2 og Ro at + 2lg Ro liS = 0 , 

,L i!i + ao =_~ 
~ at as e ' 

210g R: 
aJ ao 
liS+at=O' 

aQ;'l 
1 aaJ a2] ---at 

C2 at2 - as2 = -e; = tp(s, t) . 
2Ig --

Ro 
Wir haben mit dieser Gleichung einen neuen Ausgangspunkt fiir die Theorie 

der Resonatoren gewonnen. Sie unterscheidet sich von der in der vorigen Ziffer 
entwickelten dadurch, daB diese Gleichung kein Dampfungsglied besitzt. Dem
entsprechend sind die Eigenschwingungen, die aus ihr resultieren, auch rein 
periodisch. Dies ist erklarlich, da wir den Leiter als vollkommen angesehen, 
seinen Widerstand daher als Null angenommen haben und die Riickwirkung 
der Verschiebungsstrome des vom Resonator ausgesandten Feldes, und damit 
die Strahlungsdampfung vernachlassigt haben. Dafiir haben wir aber jetzt den 
Verlauf des Stromes im Leiter beriicksichtigen konnen und erhalten daher die 
Perioden der Eigenschwingungen direkt durch die Dimensionen des Resonators 
ausgedriickt. Wir miissen hierzu allerdings die Problemstellung vervollstandigen. 
indem wir die Bedingungen fiir die beiden Enden der Leiter hinzufiigen. Aus den 
Anschauungen der MAXWELLschen Theorie folgt sofort, daB an den beiden 
Enden der Leitungsstrom verschwinden muB, daher fiir s = 0 und s = l, ] = O. 
Wir miissen also ] als FOURIERSche Reihe 

n:;::oo ] "'A . nns = ~ nsm-l-
n=l 

ansetzen und entsprechend tp (s, t) in eine solche entwickeln: 

Daraus folgt dann 

Handbuch der Physik. XII. 

00 

tp (s, t) = L} Bn sin n;s . 
o 

1 a2A nan2 

(;2 a/ + "'72 An = Bn . 

8 
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Fur die Eigenschwingungen ist En = 0 zu setzen: 
1 82An n 2 n2 

C2 7fi2 + --z2 An = 0 , 

A AO' nnt 
n = nSlnh' 

Es bilden sich im Drahte also stehende Stromwellen aus, mit den Knoten 
an den Enden des Resonators. Die Grundschwingung, die bei den Experimenten 
fast ausschlieBlich in Betracht kommt, besitzt also in Luft eine Wellenlange 
von der doppelten Lange des Resonators, hat also ihren Schwingungsbauch in 
der Mitte des Resonators. Dies wurde auch experimentell, insbesondere fUr offene 
Resonatoren, in genugender Annaherung beobachtet. 

1st das den Draht umgebende Medium nicht Luft, so ist 

V2 = 2~log Ro. 
Ii eo ' 

daher geht die Endgleichung in 
s 82J 82J 

c2 7fi2 - 8s2 = fgy (s, t) 

fiber. Dagegen kann ffir schnelle elektrische Schwingungen ft immer gleich Eins 
gesetzt werden (vgl. Ziff. 75). Die Wellenlange der Eigenschwingung des Draht-
stuckes wird daher urn fi verringert. Dies ergibt eine Methode zur Bestimmung 
von f (Bd. XVI, Kap. 20). . 

66. Untersuchung des Feldes des HERTzschen Resonators. Die Art, in 
der der geschlossene und der offene Resonator von einem elektromagnetischen 
Wellenfeld angeregt werden, ist eine prinzipiell verschiedene. Urn dies klar
zumachen, untersuchen wir das freie Feld eines HERTzschen Oszillators1). Wie 
aus der Formel (41) der Ziff. 54 folgt, ist das Feld am starksten in der Symmetrie
ebene des Oszillators. Es ist in einiger Entfernung von ihm rein transversal, 
und zwar liegt der elektrische Vektor in der Richtung der Oszillatorachse, der 
magnetische senkrecht dazu in der Normalebene zur Verbindungsgeraden mit 
dem schwingenden Dipol. Nehmen wir, urn die Gedanken zu fixieren, die Dipol
achse als horizontal gelegen an, und legen wir den geschlossenen Resonator mit 
dem Zentrum auf der Symmetrieachse in die durch den Dipol gehende Hori
zontalebene, so wird der Resonator auf die einfallenden Wellen ansprechen. 
Denn, wenn wir die Funkenstrecke nun in den Leiterkreis einrechnen, so haben 
wir einen geschlossenen Leiterkreis vor uns, der eine Flache einschlieBt, durch 
die ein standig sich andernder magnetischer InduktionsfluB geht, also standig 
Strom induziert wird. Die Unterbrechung durch die Funkenstrecke macht sich 
dadurch bemerkbar, daB die im Resonator induzierten Strome und daher auch 
die fiberspringenden Funken, bei einer Drehung des Resonators in sich nicht 
konstant bleiben. Sie sind am starksten, wenn die Funkenstrecke auf der dem 
Oszillator abgewandten Seite des Resonators liegt, am schwachsten, wenn der 
Resonator dem Oszillator die Funkenstrecke zuweist. 

Drehen wir nun den Resonator urn einen rechten Winkel urn den zur Dipol
achse parallelen Durchmesser. Auch in dieser Lage treten im allgemeinen noch 
Funken auf. Denndie elektrische Kraft des Feldes ruft im Leiter Strome hervor, 
die die beiden Enden des Resonators aufladen, bis durch das 'Oberspringen des 
Funkens die Potentialdifferenz ausgeglichen wird, Steht allerdings der Resonator 
so, daB ein durch die Mitte der Funkenstrecke gehender Durchmesser der wirken
den elektrischen Kraft parallel ist, so sieht man sofort aus der Symmetrie, die 

I} H. HERTZ, Ges. Werke. Ed. II. S. 87; Wied. Ann. Ed. 34, S. 155. 1888. 
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in diesem Falle vorhanden ist, daB kein Funke iiberspringen kann. Dreht man 
ihn aber in sich urn einen rechten Winkel, so muB die Erregung am starksten 
werden. Denn dann steht die Tangente des der Funkenstrecke gegeniiberliegenden 
Mittelstiicks des Resonators gerade in der Richtung der elektrischen Feldstarke, 
und der in ihm induzierte Strom wird nicht kompensiert, da in der Funkenstrecke 
natiirlich kein Strom erregt wird. In dieser Lage spricht der Resonator daher 
am starksten an. Man erhalt dieses Resultat auch sofort aus der in der vorher
gehenden Ziffer entwickelten Theorie des Resonators, nach der bei der praktisch 
allein wirksamen ersten Eigenschwingung der Bauch der sich im Leiter aus
bildenden stehenden Stromwelle in der Mitte des Leiters liegt. Daher muB in 
der letzten Lage der Resonator am starksten angeregt werden, da das erregende 
Feld gerade an der Stelle am starkst.en wirkt, an der sich der Schwingungsbauch 
ausbildetl). 

Der geschlossene Resonator verhalt sich in diesem Falle wie ein offener, 
fiir den natiirlich nur dieser Fall in 13etracht kommt. 

Drehen wir endlich den Resonator in die Symmetrieebene des Oszillators, 
so diirfen wegen der Transversalitat des Feldes keine Funken entstehen. Dies 
ist auch tatsachlich der F<Ill. 

Unter Beriicksichtigung dieser Ergebnisse ist es moglich, die Richtung der 
elektrischen Feldstarke in jedem Punkte festzustellen und auch mit Hilfe eines 
der in der vorigen Ziffer angegebenen Hilfsmittel die Intensitatsverhaltnisse 
zu bestimmen. Dies tat HERTZ in der durch die horizontale Achse des Oszillators 
gelegten Horizontalebene. Er fand die Verhaltnisse in guter Ubereinstimmung 
mit den theoretischen Ergebnissen. Allerdings bemerkte er, daB in vier Punkten 
der Ebene die Richtung der elektrischen Feldstarke nicht bestimmbar ist, da 
der vertikal gehaltene Resonator in allen Richtungen ansprach. Daraus folgt, 
daB der Vektor der elektrischen Feldstarke in diesen Punkten von konstanter 
GroBe ist, sich aber im Verlauf einer Periode einmal herumdreht, sein Endpunkt 
also bei festgehaltenem Anfang einen Kreis beschreibt. Er nannte daher diese 
Gebiete Kreisgebiete. Ihre raumliche Verteilung fiihrt auf zwei Kreisringe, 
deren Mittelpunkte auf der Oszillatorachse liegen 2). Auch diese Ergebnisse 
konnte er in Obereinstimmung mit seiner Theorie des Oszillatorfeldes bringen. 
Eine genaue diesbeziigliche theoretische Untersuchung wurde von CASPAR 3) 
angestellt. Er fand, daB derartige Kreisgebiete im Felde des HERTzschen 
Oszillators nur angenahert auftreten konnen, wahrend die Untersuchung des 
Feldes eines stabformigen Senders, den ABRAHAM durch ein langgestrecktes 
Rotationsellipsoid annaherte, ergab, daB in diesem Felde exakte Kreisgebiete 
von einer gewissen Entfernung vom Sender an auftreten. Seine Ergebnisse 
wurden von BERGMANN 4) experimentell iiberpriift und eine innerhalb der Fehler
grenzen geniigende qualitative Obereinstimmung gefunden. 

67. Brechung und Reflexion ebener elektromagnetischer Wellen an eben en 
Grenzf1a.chen. Da, wie in Ziff. 57 gezeigt is~, das HUYGHENSSche Prinzip sich 
von der Optik in die Theorie der elektromagnetischen Wellen iibertragen laBt, 
ist es naheliegend, anzunehmen, daB beim Auffallen einer ebenen elektro
magnetischen Welle auf eine ebene Grenzflache sich eine reflektierte und eine 
gebrochene Welle ausbilden wird, fUr die wir ebenfalls die in Ziff. 52 abgeleitete 
Losung der MAXwELLschen Gleichung, die ebene Wellen darstellt, verwenden 
konnen. Es sei ~ die Richtung der Wellennormale der einfallenden Welle (Rich-

1) Ausfiihrliche Theorie bei P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 53, S. 721, 184. 
2) H. HERTZ, Ges. Werke. Bd. II, S.99 u. 159. 
3) P. CASPAR, Ann. d. Phys. Bd. 51, S.649. 1916. 
4) L. BERGMANN, Ann. d. Phys. Bd.67, S. 13. 1922. 

8* 
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tung des ein£allenden Strahles), S3' die des reflektierten, S3" die des gebrochenen 
Strahles, n die Normale zur ~renzflache (Einheitsvektoren). Dann ist der Ein
heitsvektor der Normalen der Einfallsebene gleich [nS3Jjsing.>. Aus Symmetrie
griinden brauchen wir bloB die Erscheinungen in dieser Ebene zu verfolgen. Ihr 
Schnittgerade sei durch die Gleichung 

(rn) = 0 

gegeben. Ferner sei die einfallende Welle geradlinig polarisiert. Dann konnen 
wir die sie definierenden Feldvektoren in zwei Komponenten zerlegen, von denen 
die einen in der Einfallsebene liegen Ell' H II , die anderen auf dieser normal 
stehen E.L' H.L: 

~ = {E [~~] + E [[~~] ~]} eivt e-ik(Bt) 
.L SlllCP II SlllCP , 

und fUr die reflektierte Welle ~', Sj' 

~ = {E' [~~'] + E [[n.~'J ~1} ei,,'t e-ik'(ti') 
.L SIn cP' II SIn '1/ ' 

S" = ~{-E' r[n.~'J~']. = E' [~~']}eiv'te-ik(rB') 
Q "It .L SlllCP' 1/ SlllCP' 

bzw. fUr die gebrochene ~"Sj" 

~' = {Ell [n~''] + E [[n~"] ~"]} eiv"t e-ik" (il" r) 
.L sin cP" II sin cP" , 

c:.." = k"c {_ E" [[n~"] ~"] + E" [n~'1 } ei,'''t e-ik"(rB") 
W 'V" It" . .L sin '1''' II sin cp" 

2 

ansetzen, wobei wie gewohnlich k 2 = ell: . Die drei Wellen hangen durch die c 
in Ziff. 61 abgeleiteten Randbedingungen zusammen: Die tangentiellen Kompo
nenten von ~ und Sj miissen die Grenzflache stetig durchsetzen. Da dies natiirlich 
lineare Gleichungen fiir die Feldkomponenten ergibt, so folgt sofort, daB die 
beiden Exponentialfunktionen an der Grenzflache in allen drei Ansatzen identisch 
sein miissen: 

v = v' = v", 

k(S3r) = k(S3'r) = k"(S3"r) fUr (tn) = 0, 

Fiihren wir den Einfallswinkel g.>, den Reflexionswinkel g.>' und den Brechungs
winkel g.>" ein, so ergibt dies das Reflexionsgesetz: 

. ., 
smtp = smg.> 

und das Brechungsgesetz: 

fUr elektromagnetische Wellen, die den entsprechenden optischen Gesetzen 
vollkommen analog sind, falls man den Brechungsindex durch die Gleichung 

definiert. 

k" ]I e" ,1' 
n= T= ,j

re,U 
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Um die Intensitatsverhaltnisse zu erhalten, muB man dip Grenibedingungen 
aufstellen: [@n] + [@'n] = [@"n], 

[5)n] + [5)'n] = [5)"n]. 
In Komponenten zerlegt: 

k(EIi + E~) = k"E~', 

k cos T (E.1 - E~) = k" cos T" El ' 

E.1 + E~ = El ' . 

cosT (Ell - E~) = COST"EI. 

Die Auf10sung dieser vier Gleichungen ergibt: 

E" - 2k COSq> E 
.1 - k cOSq> + k"cosq>" .1 J 

E' = kcosq> - k"cosq>" = sin(q>" - 'P) E 
.L k COSq> + k"cosq>" sin (q>" + 9') .1' 

E" = _ 2k COS'P E 
" k cos (/''' + k" cos 'P ,,' 

, kIf cos q> - k cos q>" sin 2 'P - sin 2 q>" 
Ell = kcosq>"+ k"cosrp = sin2q> + sin2q>"Eu ' 

Fur den elektrischen Vektor gelten also die FREsNELschen Formeln (vgl. den 
Artikel "LichUheorien" in Ed. XX ds. Handb.). 

Fur den Fall, daB das zweite Medium leitend ist, beschranken wir uns auf 
den Fall der senkrechten Inzidenz aus dem.freien Raum (c = ft = 1). Die Grenz
flache sei die XY-Ebene, dann ist die auffallende Welle gegeben durch 

Ez = E ei"t e- ikz , 

Hy = E ei,'t e- ikz . 

Wir setzen wiederum die reflektierte durch 

-E~ = E'ei"te-ikz, 

H~ = E'ei"te-ikz, 

die gebrochene durch (vgl. Ziff. 53) 
E E'" t 'k" k"2 __ Bf-lV2 + ;4 n f-l ol' ~= e'''e-''Z, " 

N c2 c2' 

Hy = E" n ~ i1' ei" e-ik"z, n2 = ~ (yc2 + 4021;2 + c), ,,2 = ~ (yc2 + 4021'2 - f) 

an. Die Randbedingungen lauten nunmehr: 

daher 

E -E'=E", 

E + E' = E" n - i1' J 

It 

E = ~' (n ~ i x + 1) , 
E' = ~' (n ~ i x _ 1). 

Daraus erhalten wir das Reflexionsvermogen zu 
'E'2j (n - f-l)2 + 1'2 

R = I p I = (n + ,11)2 + 1'2 • 

Zur Diskussion dieser Formeln betrachten wir zunachst den Wert von 
n - i x . Setzt man die bei HERTzschen Wellen von einer Schwingungsdauer 
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"r"'-O 1 09 fUr irgendein Metall, z. B. Cu, gemessenen Werte c N 1, (] (Xl 1017 , P. C'V 1 
ein, so erkennt man sofort, daB man 

n = x = yap.r 

setzen kann. Daher ist in groBer Annaherung 

R=1-~. 
~ 

Das Reflexionsvermogen del' Metalle weicht also im Bereich der HERTzschen 
Wellen nul' wenig von Eins ab. Die Metalle verhalten sich in diesel' Beziehung 
in groBer Annaherung wie vollkommene Leiter. Auch folgt daraus, daB die 
Annahme, daB die elektrischen Feldstarken auf der Leiteroberflache normal 
stehen, angenahert richtig ist. 

Untersuchen wir nun die gebrochene Welle, so ist an ihr das Wichtigste, 
wie weit sie in das Metall einzudringen imstande ist. Das Dampfungsglied lautet 
-2n%~ 

e ;'. Set zen wir hierin auBer den bereits gemachten Vernachlassigungen 
noch p. = 1, so erhalten wir mit den obigen Zahlenwerten, daB das elektro
magnetische Feld im Inneren einer. Kupferplatte bereits in einer Entfernung 
von einem hundertstel Millimeter auf den e- 2n-ten Teil herabgesunken ist, wozu 
noch kommt, daB infolge des hohen Reflexionsvermogens nul' ein geringer Bruch
teil des elektrischen Feldes uberhaupt in den Leiter eindringt. Aber auch das 
magnetische Feld, das nur wenig gesthwac;ht in den Leiter eindringt, ist, da Sj 
mit demselben Dampfungsfaktor versehen ist, bereits auf weniger als ein Zwei
hundertstel seines Wertes herabgesunken. Diese Schirmwirkung des Metalles 
ist urn so starker, je geringer die Wellenlange der auffallenden Welle ist, mit 
anderen Worten, je schnellere Schwingungen auf das Metall auffallen, auf eine 
urn so dunn ere Oberflachenschicht ist ihre Wirkung beschrankt. Ihre Tiefe wurde 
von BJERKNES experimentell bestimmtl). Dieses Verhalten der Metalle entspricht 
dem in Ziff. 62 entwickelten Theorem (Skineffekt). Das Resultat bleibt natur
lich auch im FaIle schiefer Inzidenz aufrecht, da die Dampfung ja nach Ziff. 53 
ein untrennbarer Bestandteil des Ausdrucks fUr die ebene Welle in einem leitenden 
Medium ist. 

Gehen wir nun zur Betrachtung des allgemeinen Falles beliebiger Inzidenz 
uber. Wir konnen die oben entwickelten Formeln fUr den Zusammenhang der 
Feldvektoren del' drei Wellen weiter benutzen, wenn wir nur wegen des nunmehr 
komplexen Wertes von kkomplexe Werte fUr die Winkel f{!' und f{!" zulassen. 
Dies bedeutet, daB der reflektierte Strahl nun nicht nur eine Richtungsanderung, 
sondern auch eine Phasenverschiebung erleidet. Bilden wir das Verhaltnis der 
Amplituden, so ist der reelle Teil dieses Verhaltnisses das Intensitatsverhaltnis, 
der imaginare die Phasenverschiebung 2). 

N ehmen wir zuerst den Fall, daB der elektrische Vektor auf der Einfalls
ebene normal steht. Wir konnen dann ansetzen: 

fUr die einfallende Welle 
@5 = Elcivte-ik(cos'P,z+sll'r'Y), 

fiir die reflektierte Welle 
(til = E~ eivte -ik(-cos'P' Z + sin'r' Y) , 

flir die gebrochene Welle 

1) V. BJERKNES, Wied. Ann. Bd.48, S. 597. 1893. 
2) II. POINCARE, OsciI!. clectr. S.255ff. 
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Aus dem Brechungsgesetz folgt 

/32 = (n - i,,)2 - sin2 tp = :~ _ sin2 tp _ 4ni :0 . 
o . t Da - ~ e f£, IS COS cp 
l' 1---

E'L sin (cp" - cp) tg cpl! - tg If {J 
E1. = sin(cpll+q;) = tgqll + tgcp = - 1 + coscp 

{J 

ex> -1 
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ist. Es ist also· das Verh1iltnis der einfallenden zur reflektierten Amplitude 
gleich -1, d. h. die Phase ist UrI). n verschoben. 

Liegt die elektrische Kraft in der Einfallsebene, so ist 
Eli sin2cp -. sin 2 cp" 
Eil = sin2tp + sin2cp"' 

Da sintp = (n - ix) . sintp" ist sintp~sintp", und wir k6nnen schreiben: 

E~L "'" 1 _ 2 s~n2cpll "" 1 . 
Ell sm2cp 

Das Verhaltnis der Amplituden ist daher nahezu +1, es tritt in diesem Falle 
keine Phasendifferenz auf. 

68. Die Reflexion elektrischer Wellen. a) An Metallen. Aus den in der 
vorigen Ziffer entwickelten Formeln flir die Reflexion und Brechung ebener 
Wellen ergibt sich unmittelbar, daB die geometrische Optik der elektrischen 
Wellen mit der FRESNELschen Optik identisch ist, wenn man die Verbindung da
durch herstellt, daB man diejenige Polarisation der elektrischen Wellen, bei der 
der elektrische Vektor auf der Einfallsebene normal steht, der Polarisation des 
Lichtes beiordnet, bei der die Polarisationsebene der Einfallsebene parallel ist. 
Wir mussen daher alle Erscheinungen der geometrischen Optik auch bei der 
Ausbreitung elektrischer Wellen wiederfinden k6nnen, wenn wir nur den Unter
schied in der Wellenlange der beiden Erscheinungsgruppen beriicksichtigen, 
der sich natiirlich auch in der Dimensionierung der in Betracht kommenden 
Apparate und Raume ausdriickt. Da die Verhaltnisse am einfachsten sind, wenn 
wir die Ausbreitung ebener Wellen untersuchen und derartige Untersuchungen 
auch deshalb leichter sind, weil in diesem Falle die Energiedichte der Welle mit 
der Entfernung am geringsten abnimmt, werden fast in allen derartigen Unter
suchungen Hilfsmittel verwendet, die die vom Oszillator ausgehende Welle in 
eine ebene verwandeln sollen. Bereits HERTZ verwendet zu diesem Zwecke einen 
parabolischen Zylinder, in dessen Brennlinie er die Oszillatorachse stellt. Nach 
den Regeln der geometrischen Optik wirft der Spiegel die auftreffenden Wellen 
parallel in der Richtung der Parabelachse zuriick. Die ersten von HERTZ an
gestellten Versuche scheiterten, ohne daB dieser negative Ausfall gegen die Theorie 
spricht: Denn die damals von ihm verwendete WellenHinge betrug mehrere Meter. 
Erst als er raschere Schwingungen erzeugen konnte, gelang der Versuch. Sind 
die Abmessungen des Spiegels von der Gr6Benordnung des Oszillators, so muB 
man ihn so konstruieren, daB sein Brennpunkt etwa um eine Viertelwellenlange 
oder ein ungerades Vielfaches von dem Spiegel absteht, da dann der in ihn 
gebrachte Oszillator in einem Bauch der durch Reflexion an diesen Wanden ent
stehenden Wellen steht (vgl. Ziff. 69). Durch derartige Spiegel kann man tat
sachlich ein angenahert ebenes Wellenfeld ("Strahlen elektrischer Kraft") her
stellen. Die Intensitatsverhaltnisse in einem solchen Felde wurden von LAMPA1) 

untersucht und in guter Ubereinstimmung mit der Theorie gefunden (1 =:' 83 mm; 

1) A. LAMPA, Wiener Ber. Bd. 108, S. 4. 1899. 
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f = 16 mm). Schon durch derartige Versuche ist das Reflexionsgesetz indirekt 
bestatigt. Durch die auf diese Weise parallel gerichteten Strahlen ist es nun 
leicht moglich, das Reflexionsgesetz direkt zu uberprufen. 

Da aber bei allen derartigen Versuchen die Wellen bereits ziemliche Ent
fernungen zuruckzulegen haben, ist es von Vorteil, auch den Resonator in einen 
Konvexspiegel einzubauen, der die nunmehr parallel eintreffenden Strahlen in 
seinem Brennpunkt konzentriert. Urn das Auftreten der Funken beobachten 
zu konnen, fiihrte HERTZ die Enden seines geschlossenen Resonators durch die 
Spiegelwand und stellte die Funkenstrecke hinter den Spiegel, RIGHI dagegen 
machte in den Scheitel des Spiegels ein Loch, durch das er mit Hilfe einer Lupe 
die Funkenstrecke seines offenen Resonators beobachtet. 

Urn das Reflexionsgesetz zu uberprufen, stellte HERTZI) den einen Spiegel 
mit dem Oszillator in ein Zimmer, den anderen, mit dem Resonator versehenen, 
in ein Nebenzimmer, und richtete die Spiegel so, daB deren Offnungen sich in 
einem Punkte kreuzten, wobei der eine Strahl durch die Verbindungsture der 
Zimmer geht. Brachte er nun in den Kreuzungspunkt. eine Metallplatte, so 
sprach der Resonator an, wenn die Platte in die dem Reflexionsgesetz ent
sprechende Lage gebracht wurde. Eine Drehung urn etwa 10° aus dieser Lage 
bewirkte ein Verstummen des Resonators. Dagegen hinderte ein SchlieBen der 
Ture die Fortpflanzung der Wellen nicht merkbar. (Zum Nachweis des Reflexions
gesetzes besonders geeignet ist die von BOSE konstruierte Anordnung; vgl. 
Ziff.71). Dabei mussen die Bl'ennlinien der Spiegel und die mit ihnen fest ver
bundenen Achsen des Oszillators bzw. des Resonators einander parallel stehen; 
stellt man sie senkrecht zueinander ein, so vel'schwinden die Funken des Reso
nators: die Polarisation del' Wellen wird nicht geandel't. 

Urn das Reflexionsvermogen der Metalle zu messen, bestimmte KLEMENCI( 2) 

die Intensitat der Wellen nach der Reflexion an einer Zinkplatte von 120 X 80 cm 
mit Hilfe des von ihm konstruierten Thermoresonators und verglich sie mit der 
Intensitat derselben Welle, wenn sie ohne Reflexion dieselbe Distanz zuruck
gelegt hatte. Die Intensitatsschwankungen des Oszillators berucksichtigte er 
dadurch, daB er auch in den Spiegel des Oszillators einen Thermoresonatol' ein
baute und ihn mit dem Empfangsappal'at zusammenschaltete. Gleichzeitig 
bestimmte el' die Intensitat del' durchgelassenen Welle. Es el'gab sich, daB 
pl'aktisch die gesamte Strahlung reflektiel't wurde, und zwar bei beliebiger 
Polarisation der einfallenden Welle. Diese Versuche wurden von COLES) weiter 
ausgebaut, der bei der Polarisation E I , R = 100%, bei del' Polarisation Ell' 
R = 92,4 % fand~ Auch RIGHI fiihrte derartige Versuche durch, die ergaben, 
daB die Intensitat der reflektierten Strahlung yom Einfallswinkel und der Rich
tung der Polarisation abhangt. AIle diese Vel'suche sind aber mit Funkenresonator 
und ohne Vergleich mit der jeweiligen Intensitat der emittierten Welle angestellt, 
konnen also nur qualitativen Charakter beanspruchen. RIGHIS Resultate, ins
besondere seine Beobachtung, daB die elektrische Welle nach der Reflexion an 
Metallen elliptische Polarisation aufweisen, diirften auf Storungen zuruckgehen, da 
sie nicht nur der Theorie (vgl. Ziff. 67), sondern auch den Resultaten der anderen 
Beobachter widersprechen. Seine Versuche wurden dahel' von LINDMANN4) uber
pruft, der wieder volle Ubereinstimmung mit der Theorie und mit den fruheren 
Versuchsergebnissen fand. Es findet bei allen erreichbaren Einfallswinkeln (bis 79°) 
praktisch vollstandige Reflexion statt, bei der die jeweilige lineare Reflexion 

') H. HERTZ, Ges. Werke. Bd. II, S. 191; Wied. Ann. Ed. 36, S. 769. 1888. 
2) J. KLEMENCIC, Wied. Ann. Bd.45, S.62.1892. 
3) A. D. COLE, Wied. Ann. Ed. 57, S.290. 1896. 
4) K. F. LINDMANN, Ann. d. Phys. Ed. 4, S. 617. 190 L 
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aufrechterhalten wird. Urn insbesondere die Frage der elliptischen Polarisation 
auch bei streifender Inzidenz zu iiberpriifen, lieB er die Wellen mit einem 
Azimuth von 45 ° einfa:llen. Es bestand auch in diesem Faile volle Dberein
stimmung mit der Theorie, da das durch Interferenz der re£lektierten mit der 
einfailenden Welle entstehende Feld nur eine elektrische Komponente senkrecht 
zur Wand besaB. 

b) An Dielektrizis. Die ersten Versuche zur Untersuchung der Reflexion 
ebener elektrischer Wellen an Dielektrizis fiihrten RUBENS und RITTERl) an 
einer Glasplatte durch. Das negative Resultat dieser Versuche erkHirte TROUTON 2) 

dadurch, daB die Glasplatte zu diinn gewesen sei, so daB sich die an der vorderen 
und der riickwartigen Seite der Glasplatte re£lektierten Wellen gegenseitig auf
hoben, da sie eine Phasendifferenz von l/2 besitzen. Er wiederholte die Versuche 
mit einer Paraffinplatte von entsprechender Dicke (180 X 120 X 13 em). Stand 
die elektrische Kraft normal auf der Einfallsebene, so konnten sie eine Reflexion 
bemerken, war dagegen @ in der Einfailsebene, so wurde nichts reflektiert; was 
qualitativ den FRESNELschen Formeln entspricht. Diese Formeln wurden auch 
tatsachlich durch die nachfolgenden quantitativen Untersuchungen bestatigt. 
Aus ihnen folgt bekanntlich, daB unter einem bestimmten Winkel, dem Polari-

sationswinkel fUr den rp + rp" = ;, die Komponente En verschwindet, die 

reflektierte Welle also nur die Polarisation E[ zeigt, gleichgiiltig, wie der ein
fallende Strahl polarisiert ist. Diesen Polarisationswinkel bestimmte KLEMENCIC 
mit der oben angefUhrten Apparatur3) , an einer Schwefelplatte von 120x80 
X 7 em, die aus zwolf Ziegeln aufgebaut war. Er fand ihn zwischen 60 und 65°. 
Allerdings sind .diese Versuche mit Storungen behaftet, da die Summe der Inten': 
sitaten der reflektierten und der durchgelassenen Strahlen bei einigen Einfails
winkeln groBer ist als die Intensitat der einfallenden. Der daraus mit Hilfe der 
FRESNELschen Formeln zu berechnende Wert der Dielektrizitatskonstante ist 
in geniigender Ubereinstimmung mit den iibrigen Messungen. Mit derselben 
Methode bestimmte COLE4) das Verhaltnis der Amplituden der reflektierten 
und der einfallenden Wellen unter einem Einfallswinkel von 45°, fUr @ normal 
und parallel der Einfails.ebene. Zur Re£lexion verwendete er Flii.ssigkeitsober
£lachen, den Prozentsatz der Reflexion bestimmte er durch Vergleich mit der 
Intensitat des durch eine iiber die Fliissigkeitsoberflache geschobenen Zinkplatte 
reflektierten Strahles. Er erhielt z. B. ffir Wasser bei der Polarisation E I 
R = 71,8%, fUr En R = 52,7%. Die daraus folgenden Werte fur den Brechungs-= 
exponenten sind n = 8,9 bzw. n = 8,8. Diese Ubereinstimmung bestatigt neuer
lich die FRESNELschen Formeln. Auf diese Weise bestimmten COLE und MER
CZYNG5) die Dielektrizitatskonstanten einer ganzen Reihe von Fliissigkeiten und 
fanden sie in guter Ubereinstimmung mit den auf andere Weise gemessenen. 
Auch RIGHI konnte mit seiner Anordnung die FRESNELschen Formeln bestatigen. 

69. Stehende Wellen. Bestimmung der WellenHinge und der Phasen
geschwindigkeit. Lassen wir eine ebene elektrische Welle an einer Metallwand 
reflektieren und mit der einfallenden Welle interferieren, so entsteht eine stehende 
Welle. 1st insbesondere die Inzidenz eine senkrechte, so wird die elektrische 
Kraft 

1) H. RUBENS U. R. RITTER, Wied. Ann. Bd.40, S. 55. 1890. 
2) F. T. TROUTON, ::-<ature Bd.39, S.391. 1889; Bd.40, S.398. 1889. 
3) J. KLEMENCIC, Wied. Ann. Bd. 45,. S. 562. 1892. 
4) A. D. COLE, Wied. Ann. Bd. 57, S. 5290. 1896. 
5) H. MERCZYNG, Ann. d. Phys. Bd.33, S.1. 1910; Bd.34, S.1015. 1911; Bd.37, 

S. 157. 1912. 
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da wir das Metall als vollkommen leitend ansehen konnen. An der Metallwand 
bildet sich ein Knoten der elektrischen Kraft aus, was auch unIilittelbar daraus 
folgt, daB an ihr die zu ihr parallele Komponente der elektrischen Kraft ver
schwinden muB. Da aus den Formeln fUr die ebenen Wellen folgt, daB die 
Richtung· der magnetischen Kraft zu der Fortpflanzungsrichtung und der 
Richtung der elektrischen Kraft senkrecht steht und ~, Sj, 5' ein Rechtssystem 
bilden, muB sich zwar auch eine stehende magnetische Welle bilden, die 
aber urn eine Viertelwellenlange gegen die elektrische verschoben ist, in der 
Reflexionswand.also einen Bauch besitzt. Das Auftreten derartiger stehender 
Wellen konnte bereits HERTZl) nachweisen. Stellt man die Oszillatorachse und 
die Metallwand vertikal auf, so kann man mit dem geschlossenen Resonator 
nach Ziff. 65 sowohl die magnetische wie die elektrische Welle gesondert unter
suchen, wenn in diesem Falle die Ebene des Resonators parallel der durch ~ 
und Sj bestimmten Ebene, also parallelder Wand liegt, wobei die beste Wirkung 
erreicht wird, wenn die Funkenstrecke der Oszillatorachse parallel gerichtet ist, 
in jenem die Flache des Resonators vertikal aber senkrecht zur Wand und die 
Frinkenstrecke senkrecht zur Oszillatorachse steht. Durch Bestimmung der 
Entfernung der einzelnen Knoten und Bauche voneinander bestimmte HERTZ 
die WellenHi.nge der stehenden Welle. 

Diese Versuche von HERTZ wurden zuerst von SARASIN und DE LA RIVEl) 
wiederholt, die dabei das auffallende Resultat erhielten, daB die gefundene 
Wellenlange von den Dimensionen, also der Eigenschwingung der verwendeten 
Resonatoren, abhing (vgl. Ziff. 64). Sie schlossen daraus, daB der Oszillator ein 
kontinuierliches Spektrum emittiert, aus dem sich der Resonator die Welle niit 
der seiner Eigenschwingung entsprechenden Periode heraussucht. HERTZ sprach 
sofort die Vermutung aus 2) , daB dieses Resultat darauf zuriickgehe, daB der 
Oszillator zwar monochromatische, aber gedampfte Wellen aussende. Dies wurde 
auch durch die von POINCARE und BJERKNES (vgl. Ziff. 64) entwickelte Theorie 
nahegelegt, aus der folgt, daB die beobachtete Periode der Welle zwischen der 
Eigenschwingung des Resonators und der Periode der yom Oszillator emittierten 
liegt, und zwar urn so naher zur ersten, je geringer die Dampfung des Resonators 
im Vergleich zu der des Oszillators ist, und umgekehrt. BJERKNES3) stellte auch 
experimentell fest, daB die Dampfung der verwendeten Resonatoren bedeutend 
geringer ist als die der verwendeten Oszillatoren. 

McLEAN4) verwendete daher, urn die der Eigenperiode des Oszillators ent
sprechende Wellenlange zu bestimmen, einen Resonator, der dem Oszillator 
in jeder Beziehung gleichgebaut war. Da die mit diesem Resonator bestimmte 
Wellenlange nach der Theorie auch die der vom Oszillator ausgestrahlten Welle 
sein muBte, muB durch Division dieses Wertes durch die Periode des Oszillators 
die Phasengeschwindigkeit folgen, die fUr Luft gleich der Lichtgeschwindigkeit 
sein soIl. Er bestimmte die Schwingungsdauer des Oszillators durch die photo
graphische Methode (rotierender Spiegel), allerdings nur an einem analog ge
bauten Oszillator, indem er den gefundenen Wert durch die THOMsoNsche 
Formel auf die Dimensionen des urspriinglichen Oszillators reduzierte. Er 
fand so 7: = 1,976 '10- 8 sec, was mit dem beobachteten Wert A = 591,5 cm 
c = 2,991 . 1011 cm/sec ergibt. Zur Uberpriifung der von POINCARE und BJERK
NES entwickelten Theorie wiederholte er die Bestimmung der Wellenlange, 
nachdem er in den Resonator einen starkeren Widerstand eingebaut hatte. 

1) H. HERTZ, Ges. Werke. Bd. II, S. 133; Wied. Ann. Bd.34, S.610. 1888. 
2) H. HERTZ, Ges. Werke. Bd. II, S.17. 
3) V. B]ERKNES, Wied. Ann. Bd.44, S.74 u. 513. 1891-
4) G. V. McLEAN, Phil. Mag. Bd.48, S.115. 1899. 
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Er erhielt so denselben Wert der Wellenlange. Anderte er dagegen die Kapazitat 
des Oszillators oder des Koharerkreises, so anderte sieh aueh der Wert der Wellen
lange. Zum Sehlusse entfernte er aus dem Koharerkreis die Kapazitat und die 
Selbstinduktion. Er erhielt dann in Ubereinstimmung mit der Theorie keine 
eindeutigen Resultate. 

Die vollkommene Aufklarung der Erseheinung der multiplen Resonanz 
braehte eine Arbeit von LINDMANNl). Er bestimmte zunaehst die Eigensehwin
gung einer Anzahl von offenen Resonatoren, indem er diese dureh Anderung 
der Lange des Oszillators mit diesem in Resonanz braehte und dann die Lange 
der sich an ihrer Oberflaehe ausbildenden stehenden Wellen (vgl. Zitf. 65) maB. 
Diese ergab sieh, bis auf ein konstantes Korrekturglied, das offenbar die Storung 
dureh das naeh dem Vorgang von KLEMENCIC eingefiigte Thermoelement an
zeigt, gleich dem Wert der Eigensehwingung eines ABRAHAMsehen stabfOrmigen 
Erregers. Mit diesen Resonatoren maB er die stehenden Wellen, die dureh Re
flexion an einer Metallflaehe erzeugt wurden, die senkreeht zu den auffallenden, 
dureh einen parabolisehen Zylinderspiegel parallel gerichteten Strahlen stand. 
Die gemessene Wellenlange war bei A = 48,4 em gleich der Eigensehwingung des 
Resonators, wurde die Primarwel e vergroBert, so war die gemessene kleiner als 
sie und umgekehrt. Die gemessene Wellenlange lag daher immer zwischen der 
Wellenlange der vom Oszillator emittierten Welle und der der Eigensehwingung 
des Resonators entspreehenden. Fur die vom Oszillator ausgesandten Wellen 
muB daher A = 48,4 em sein. Der entspreehende Resonator stand aueh in Reso
nanz mit dem Oszillator. War die Eigensehwingung des Resonators so graB, 
daB die ihr entspreehende Wellenlange kleiner als 24 em war, so sprang der 
Wert der gemessenen Wellenlange der stehenden Welle auf 16 em und blieb dort 
nahezu konstant. Dies zeigt das Auftreten der ersten ungeraden Obersehwingung 
des Resonators an und weist daraui hin, daB sie weniger gedampft ist als dessen 
Grundsehwingung. Bereits diese Resultate legen den SehluB nahe, daB die 
stehenden Wellen in der Luft "objektiv existieren", d. h., daB die Erseheinung 
der multiplen Resonanz dureh die Dampfung der emittierten Welle hervorgerufen 
werden. Urn dieses Resultat zu erharten, stellte LINDMANN eine weitere Reihe 
von Versuchen mit bedeutend starker gedampften Resonatoren an, die dieselben 
Resultate ergaben. Es zeigte sieh, daB bei so starker Dampfung die Intensitats
kurven der stehenden Welle besonders bei Verwendung von Resonatoren deutlieh 
wird, deren Eigenwellenlange groBer ist als die des Oszillators. Zum Sehlusse 
fiihrte LINDMANN die Versuche ohne Konzentrationsspiegel dureh und erhielt 
wieder dieselben Ergebnisse. 

War damit das Problem aueh prinzipiell gelost, so blieben dennoeh eine 
Reihe von UnregelmaBigkeiten in der Ausbildung der stehenden Wellen zu er
klaren, die selbst bei sehr sorgfaltigen Untersuchungen immer noeh vorhanden 
waren. Es wurde mehrfaeh, insbesondere durch die umfassenden Untersuchungen 
von SJOSTROM 2), daraui hingewiesen, daB es sieh hierbei urn Fremdstorungen, 
die dureh die Reflexion der Wellen an den Zimmerwanden usw. hervorgerufen 
werden, handelt. Dadureh wurde KOpp3) veranlaBt, die Messungen nicht mehr 
in einem Laboratorium, sondern im Freien anzustellen. Bier ergab sieh aueh 
tatsaehlieh eine vollkommen ungestorte Ausbildung der stehenden Wellen, 
und zwar sowohl zwischen Oszillator und Wand wie hinter dem Oszillator. 

Dadureh ist die haufig zur Bestimmung der Wellenlange der Strahlung 
des Oszillators benutzte Methode, die auf der Bestimmung der Wellenlange 

1) K. F. LIND MANN , Ann. d. Phys. Ed. 38, S. 523. 1912. 
2) M. SJOSTROM, Ann. d. Phys. Ed. 42, S. 1549. 1913; Ed. 45, S.353. 1914. 
3) W. Kopp, Ann. d. Phys. Ed. 42, S.525. 1923. 
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der durch senkrechte Reflexion erz~ugten stehenden Welle durch einen mit 
dem Oszillator in Resonanz befindlichen Resonator beruht, gerechtfertigt. 

Bilden sich die stehenden Wellen nicht in Luft, sondern ineinem Dielektri
kum aus, so muB ihre WellenHinge entsprechend der kleineren Phasengeschwindig
keit eine kleinere sein. Bringt man daher in den Strahlengang ein Dielektri·· 
kum, so mussen sich auch in dem ubrigbleibenden Luftweg die Knoten bzw. 
die Bauche der stehenden Welle urn eine entsprechende Strecke verschieben. 
Auf diese Weise kann die Phasengeschwindigkeit und damit der Brechungs
index des betreffenden Dielektrikums gemessen werden. Dieser Versuch wurde 
zuerst von TROUTON 1) ausgeftihrt, der so den Brechungsindex von Paraffin be
stimmte. Er wurde dan,n von MACK 2) zur Bestimmung des Brechungsindex 
von Holz verwendet (vgl. Ziff. 73) und von PIERCE 3) insofern verandert, als 
dieser die stehenden Wellen auf der vom Spiegel abgewendeten Seite des Oszil
lators untersuchte. 

70. Andere Interferenzerscheinungen. KLEMENCrC und CERMAK4) stellten, 
einer Anregung BOLTZMANNS5) folgend, die Interferenz zweier Wellen dadurch her, 
daB sie die vom Oszillator ausgesandte Welle durch zwei Metallspiegel reflek
tieren lieBen, die zwar parallel gestellt, aber in der Richtung des auffallenden 
Strahles gegeneinander verschoben waren. Von diesen wurde die Welle in den 
Spiegel des Resonators reflektiert, wo sie sich je nach der entstandenen Gang
differenz verstarkten bzw. schwachten. Aus der GroBe der Strecke, urn die der 
bewegliche Spiegel verschoben werden muB, urn zwei aufeinanderfolgende Minima 
zu erhalten, kann auf die Wellenlange geschlossen werden. Es tritt naturlich 
wieder multiple Resonanz auf, aber so wie bei den stehenden Wellen, erhalt 
man auch bei dieser Methode die WellenHinge der emittierten Strahlung, wenn 
man den Resonator in Resonanz mit dem Oszillator bringt. Sie wurde, da sie 
sich als sehr geeignet erweist, sehr oft zu diesem Zwecke verwendet. KLEMENCrC 
und CZERMAK geben auch die Theorie des Experiments unter Berucksichtigung 
der Dampfung der Wellen. Dann laBt sich aus den Versuchen neben cler Wellen
lange auch die Dampfung der Strahlung bestimmen. 

Bringt man vor den einen Spiegel eine Schicht eines von Luft verschiedenen 
Dielektrikums, so muB man, falls vor dessen Einbringung etwa die Phase der 
beiden Wellen urn eine halbe Schwingungsdauer differierte, nunmehr den be
weglichen Spiegel verstellen, urn wiederum ein Minimum des Ansprechens des 
Resonators zu erreichen, da ja die Phasengeschwindigkeit im Dielektrikum eine 
andere ist als in Luft. Auf diese Weise kann man wiederum die Dielektrizitats
konstante der betreffenden Substanz bestimmen. Dieser Versuch wurde von 
RIGHI ausgeftihrt, der dabei die Anordnung von KLEMENCrC dadurch verbesserte, 
daB er nach Art des MICHELsoNschen Interferometers zwischen den Oszillator 
und den senkrecht gegen die von ihm ausgehenden Strahlen gestellten Spiegel 
eine gegen den Strahlengang urn 45 0 geneigte Schwefel- oder Glasplatte von 
geeigneter Dicke brachte, die die Strahlen einerseits teilweise vom Oszillator 
zu den Spiegeln durchlaBt, sie aber bei ihrer Ruckkehr von den Spiegeln teilweise 
unter 90 0 zum Resonator reflektiert. Die Berechnung des Brechungsindex aus 
der zur Wiederherstellung der ursprunglichen Phasendifferenz notwendigen Ver
schiebung des Spiegels ist jedoch von RIGHI ohne Berucksichtigung der Re
flexion an der vorderen Flache des Dielektrikums durchgeftihrt worden. Unter 

1) F. T. TROUTON, Nature Bd.40, S. 391. 1889. 
2) K. MACK, Wied. Ann. Bd. 56, S. 714. 1895. 
3) G. PIERCE, Phil. Mag. Bd. 1, S. 149. 1901. 
4) J. KLEMENCIC n. P. CERMAK, Wied. Ann. Bd. S0, S. 174. 1893. 
5) L. BOLTZMA:-lN, ,vied. Ann. Bd. 40, S. 399. 1890. 
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Berucksichtigung dieses Umstandes berechnete DRUDE1) die erforderliche Be
ziehung. Mit dieser Formel wertete WIEDEBURG 2) seine mit der RIGHISchen 
Apparatur angestellten Beobachtungen aus. Die Anordnung wurd~ von 
BLAIR3) weiter ausgebildet und zu groBer Exaktheit gebracht. Er untersuchte 
mit ihr die Erscheinungen, die bei Veiwendung ganz dunner Schichten von 
Dielektrizis auftreten. DaB den entsprechendEm optischen Erscheinungen analoge 
auch im Bereich der elektrischen Wellen auftreten mussen, schloB TROUTO):if 
bereits aus der Tatsache, daB zu dunne dielektrische Schirme die elektrischen 
Strahlen nicht reflektieren, was NEWToNsdunklem Fleck entspricht. Trotzdem 
verlief die weitere von ihm angestellte Untersuchung resultatlos. Erst RIGHI 
gelangen derartige Versuche. BLAIR untersucht die Erscheinungen an dUnnen 
Platten dadurch, daB er mit Hilfe der Interferometermethode die durch eine 
in den Strahlengang gebrachte Schicht eines Dielektrikums hervorgerufene 
Phasendifferenz miBt. Fur dicke Schichten muB diese Phasendifferenz der Dicke 
der Schichte proportional sein. Eine an verschieden dicken Paraffinplatten mit 
Hilfe der Methode der stehenden Wellen durchgefUhrte Untersuchung fUhrte 
zu keinem Resultat. Er verwendete daher zu den weiteren, an Wasserschichten 
ausgefUhrten Untersuchungen die folgende, dem MICHELsoNschen Interferometer 
vollkommen analoge Abanderung der KLEMENCIC-RIGHISchen Apparatur. Die 
von einem Paraboloidspiegel parallel gerichteten Strahlen des Oszillators werden 
senkrecht auf einen beweglichen Metallspiegel geworfen. In diesen Strahlengang 
wird ein Schirm gebracht, der gegen die Strahlrichtung urn 45 0 geneigt ist und 
aus einem Rahmen besteht, in dem 28 Kupferdrahte in einer gegenseitigen Ent
fernung von 6bis 7 cm parallel ausgespannt sind. Dieser halbdurchHissige Schirm 
spielt die Rolle des Glasspiegels im Interferometer von MICHELSON. Er reflektiert 
einerseits die vom beweglichen Metallspiegel zuruckgeworfenen Strahlen unter 90 0 

in den ebenfalls paraboloidischen Empfangsspiegel, andererseits teilt er die vom 
Oszillator ausgehenden Strahlen in zwei Teile. Der eine Teil wird durchgelassen, 
falIt also senkrecht auf den beweglichen Metallspiegel, von dem er, wie bereits 
oben geschildert, zuruckgeworfen wird, um dann bei seiner Ruckkehr zum 
Drahtschirm teilweise in den Empfangsspiegel reflektiert zu werden. Der andere 
Teil der vom Oszillator ausgehenden Strahlen wird unter 90 0 reflektiert und 
gelangt so auf einen festen, unter 45 0 gegen seine Richtung geneigten Metall
spiegel, der ihn senkrecht nach abwarts wirft. Er gelangt so in senkrechter 
Inzidenz auf die Oberflache des zu untersuchenden Wassers, das in einen glasernen 
Trog eingefUllt ist und unter dessen Boden sich unmittelbar ein zweiteiliger 
Zinkschirm befindet, der durch Umklappen um seine beiden Enden aus dem 
Strahlengang entfernt werden kann. Hier wird der Strahl daher wieder zuriick
geworfen, und zwar je nachdem, ob der Zinkspiegel in wirksamer Stellung ist 
oder nicht, ganz oder teilweise, und gelangt daher auf demselben Weg wieder 
zum Drehschirm zuruck, der einen Teil nach dem Empfangsspiegel durchlaBt. 
Hier vereinigen sich die beiden Teile des vom Oszillator ausgehenden Strahles 
wieder und gelangen so zur Interferenz. 1m Brennpunkt des Empfangerspiegels 
befindet sich ein Thermoresonator, der nach dem Vorgang von KLEMENCIC 
mit einem im Senderspiegel angebrachten verbunden ist, wodurch die Intensitats
schwankungen des Oszillators berucksichtigt werden. 

Nachdem durch Messung der Phasendifferenz, die durch den leeren Trog 
mit und ohne Einschaltung des Metallspiegels hervorgerufen wird, die Apparat
konstanten bestimmt sind, wird das Wasser in verschiedenen Tiefen in den Trog 

1) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 51. S. 77. 1894. 
2) O. WIEDEBURG, Wied. Ann. Bd. 59, S. 495. 1896. 
3) W. R. BLAIR, Phys. Rev. Bd.26, S.61. 1908. 
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eingefiillt. Die beobachteten Phasenverschiebungen sind bis zu einer Tiefe des 

Wassers von etwa 3 ~ nieht der Tiefe proportional. Der Quotient aus Phasen~ 
verschiebung und Schichtdicke ist demgemaB keine Konstante, sondern schwankt 
mit abnehmender Amplitude urn den fiir dicke Schichten gilltigen Wert p = n -1, 
wobei er diesem gleich ist, wenn die Schiehtdieke des Wassers ein Vielfaches 
der Viertelwellenlange (im Wasser) betr~gt. Der von BLAIR durchgefiihrte 
Vergleich mit der Theorie ergibt v611ige Ubereinstimmung. 

RIGHI machte auch den FRESNELschen Spiegelversuch mit elektrischen 
Wellen nacho Dabei ist zu bemerken, daB entsprechend der groBen Wellenlange 
der elektrischen' Wellen der Winkel zwischen den beiden Spiegeln entsprechend 
klein gewahlt werden muB. . 

LANG l ) verband zwei metallene U-Rohre Ul und U~ durch zwei gerade 
Metallr6hren A und B, und zwar so, daB die U-R6hren.in den geraden R6hren 
verschoben werden k6nnen. In der Mitte der R6hren A und B miinden senkrecht 
zwei weitere gerade Metallrohre Al und B l • Der Strahl wird durch Al geschiekt, 
teilt sieh beim Auftreffen auf die Wand von A in zwei Teile,. von denen der eine 
durch Ul und B, der andere durch U2 und B Hiuft, bis sie im Rohre Bl wieder 
vereinigt werden und dort zur Interferenz gelangen. Die beiden Wege k6nnen 
durch Ausziehen der U-R6hren aus den geraden verschieden lang gestaltet werden. 
Fiihrt man in die eine R6hre ein Dielektrikum ein, so laBt sieh aus der resul
tierenden Phasendifferenz dessen Brechungsexponent bestimmen. Es empfiehlt 
sieh, die R6hre rechteckig zu gestalten. Die komplizierte Theorie dieses Ver
suches, der ein Analogon zum QUINcKEschen Versuch der Interferenz von Schall
wellen bildet, wurde von WEBER2) und KALAHNE 3) behandelt. Der Versuch 
wurde von DRuDE4) und BEcKER5) wiederholt. 

Interferenzversuche mit einem Doppelprisma wurden durch BOSE 6) und 
RIGHI angestellt. 

Wahrend bei den bisherigen Interferenzversuchen die beiden zur Interferenz 
gelangenden Strahlen entsprechend dem Vorgehen in der Optik durch Teilung 
des vQm Oszillator ausgesandten erhalten werden, brachte KIEBITZ7) die von 
zwei gekoppelten Sendern ausgehenden Wellen zur Interferenz. Zu diesem 
Zwecke brachte er einen Schwingungskreis zwischen zwei parallel gespannte 
Drahte, deren Lange der der Periode des Schwingungskreises entsprechenden 
Wellenlange von einem Meter gleich war. In einer Entfernung von 25 cm (),/4) 
von den Enden dieser Drahte zweigte er je einen 25 cm (),/4) ·langen geraden, 
in der Ebene der beiden Paralleldrahte gelegenen Draht senkrecht abo (Es emp
fiehlt sich, knapp vor bzw. nach den Ableitungen die beiden parallelen Drahte 
zu iiberbriicken.) Wird nun der Schwingungskreis erregt, so bilden je zwei an 
gegeniiberliegenden Punkten der Paralleldrahte abgezweigte Drahte zusammen 
einen stabf6rmigen Sender und k6nnen daher in ihrer Wirkung angena.hert als 
schwingender Dipol aufgefaBt werden. Diese beiden Dipole schwingen aber, 
wie man aus ihrem gegenseitigen Abstand sofort erkennt, mit einer Phasen
differenz von einer halben Schwingung. Daher verstarken sieh die beiden von 
ihnen ausgehenden Wellen auf der durch die Dipole gelegten Gerade, verniehten 
sieh aber auf der Symmetralebene ihrer Verbindungsstrecke. Dies konnte KIEBITZ 

1) V. V. LANG, Wied. Ann. Bd. 57, S.430. 1896. 
2) R. H. WEBER, Ann. d. Phys. Bd.6, S.421. 1902. 
3) A. KALAHNE, Ann. d. Phys. Bd.18, S.92. 1905; Bd.90, S.18. 1906. 
4) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 65, S. 481. 1898. 
5) A. BECKER, Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 22. 1902. 
6) J. C. BOSE, Phil. Mag. Bd.43, S.56. 1897. 
1) F. KIEBITZ, Ann. d. Phys. Bd.22, S.943. 1907. 
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aueh dureh Untersuehung des Feldes mit Hilfeeiner Heliuinrohre zeigen. Der 
Versueh kann auf mehrere Arten variiert werden. 

71. Die Brechung elektrischer Wellen. Die experimentelle Uberpriifung 
der fiir die Breehung der elektrisehen Wellen aus der Theorie folgenden Gesetze 
wurde von HERTZl) begonnen. Er lieB die dureh einen parabolisehen Spiegel 
parallel geriehteten Strahlen auf ein Pechprisma (Hohe 150 em, Breite 120 em, 
brechender Winkel 30°) fallen (Einfallswinkel der Strahlen 65 0) und erzielte 
eine Ablenkung von 22°. Daraus ergibt sich n = 1,7. Diese Methode wurde 
von LAMPA2) zur Bestimmung der Brechungsexponenten einer Reihe von Sub
stanzen verwendet, wobei die Fliissigkeiten in Hohlprismen eingefiillt wurden. 
Diese Methode ist jedoch nicht zuverHissig, da der im Prisma zuriiekgelegte 
Weg meist von der GroBenordnung der Wellenlange ist. Genaue Untersuchungen 
der Erscheinungen an derartigen "diinnen Prismen" wurden von BLAIR8) dureh
gefiihrt. Er verwendete ein Prisma mit einem breehenden Winkel von 0,83 0. 

Der Oszillatorspiegel wurde direkt an die eine Wand des Prismas angelegt, so 
daB die Strahlen senkrecht auffielen und aIle Strahlen das Prisma passieren 
muBten. Der Empfatigsspiegel war um ein an der gegeniiberliegenden Seite 
des Prismas angebraehtes Pivot drehbar in einer Entfemung von etwa 80 em 
angebracht. Die mit dieser Anordnung fiir versehiedene Stellen des Prismas 
erhaltenen Resultate stimmten mit der vom Verfasser an der gleichen Stelle 
entwickelten Theorie eines solchen Prismas iiberein und waren auch im Einklang 
mit den in der vorigen Ziffer angefiihrten Experimenten iiber die Erscheinungen 
an diinnen Platten. 

LODGE und HOWARD4) bestatigten das Breehungsgesetz dadurch, daB sie 
den Oszillator in den Brennpunkt einer plan-hyperbolischen Zylinderlinse stellten 
(AusmaB der ebenen Flache 85 X 90 em, halber Asymptotenwinkel 54°, groBte 
Dicke 21 em, f = 41 em) und dadurch parallele Strahlen erhielten. Wurde 
gegeniiber der ersten eine gleich gebaute Linse aufgestellt, so konnte die Kon
vergenz der Strahlen in dem Brennpunkt deutlich verfolgt werden, und sogar 
die Divergenz hinter dem Brennpunkt wurde bemerkt. Die Wellenlange der 
Strahlung wurde durch stehende Wellen, die durch Anlegen einer Metallfolie an 
die ebene Flache des zweiten Prismas erzeugt wurden, zu 100 em gefunden. Da
dureh ist ein zweites Mittel zur Parallelrichtung der Oszillatorstrahlung gefunden. 
Seine Anwendung bietet gegeniiber der Parallelrichtung der Strahlen dureh 
einen Spiegel den Vorteil, daB in diesem Falle nicht nur die parallelgerichteten 
reflektierten Strahlen, sondem auch die direkte Oszillatorstrahlung die Spiegel
offnung passiert, so daB man es immer mit zwei interferierenden Wellen zu tun 
hat, wahrend bei Anwendung einer Linse natiirlich nur eine ebene Welle auf
tritt. Dafiir kann aber die nicht dureh die Linse parallelgerichtete Streustrah
lung des Oszillators nun unangenehme Storungen hervorrufen. 

Eine direkte "Oberpriifung des Brechungsgesetzes fiihrte BOSE 5) aus. Er 
halbierte einen Kreiszylinder (r = 12,5, h = 8 cm) aus Glas und brachte die 
eine HaUte in die Mitte eines Spektroskops. Auf dem bewegliehen Arm wurde 
der Empfanger (Koharer) angebracht, zu dem der gebrochene Strahl durch zwei 
Metallblenden gelangt, zwischen die gegebenenfalls eine Glaslinse (f = 13 cm) 
gestellt ist, die die parallel eintreffenden Strahlen auf den Empfanger konzentriert. 
Der Oszillator wird, wenn die Breehung an der ebenen Flache von Glas in Luft 

1) H. HERTZ, Ges. Werke. Bd. II, S. 194; Wied. Ann. Bd.36, S.769. 1888. 
2) A. LAMPA, Wiener Ber. Bd. 105, S. 587 u. 1049. 1896. 
3) W. R. BLAIR, Phys. Rev. Bd.26, S.61. 1908. 
4) O. LODGE U. J. L. HOWARD, Phil. Mag. Bd.28, S.48. 1889. 
5) J. C. BOSE, Proc. Roy. Soc. London Bd.62, S.293. 1897. 
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untersucht wird, in den Brennpunkt des Halbzylinders gebracht, so daB die diver
gent auf seine Oberflache auffallenden Strahlen parallel gerichtet werden. Durch 
eine zwischen Oszillator und Spektroskop angebrachte Blende wird das zentrale 
Biindel herausgeschnitten. Durch Einstellen desbeweglichen Armes in die Rich
tung, in der der Resonator am starksten anspricht, wird dann der Brechungswinkel 
gemessen. Wird dagegen die Brechung beim Ubergangvon Luft in Glas untersucht, 
so wird die Oszillatorstrahlung durch die Glaslinse parallel gemacht, und der Emp
fanger steht jetzt infolge entsprechender Dimensionierung der Anordnung im Brenn
punkt des Halbzylinders. Es ergab sich bei der Brechung Glas-Luft cp = 15°, 
cp" = 31 °15', n = 2,00; cp = 20°, cp" ='45 °15', n = 2,08; cp = 22°, cp" = 49,30°, 
n <= 2,03. Fur Luft-Glas: rp = 40°, cp" = 18°20', n = 2,04; cp = 50°, cp" = 22°30', 
n = 2,00; cp = 65°, cp" = 26°10', n = 2,05. Durch die Gleichheit der erhaltenen 
Brechungsindizes ist das Brechungsgesetz bestatigt. (Dieselbe Anordnung eignet 
sich natiirlich auch zur Uberpriifung des Reflexionsgesetzes.) < 

RIGHI wiederholte nicht nur die Prismen- und Linsenversuche, sondern 
er konnte auch zeigen, daB die elektrischen Strahlen beim schiefen Durchgang 
durch eine Paraffinplatte von 20 cm Dicke eine Verschiebung erleiden. Brachte 
er namlich eine solche Platte unter einem Einfallswinkel von 45 ° zwischen den 
Oszillator und den genau gegenubergestellten Resonator, so muBte er diesen 
urn etwa 6 cm verschieben, damit die in ihm entstehenden Funken dieselbe 
Intensitat zeigten wie vor Einbringen der Platte. Dies entspricht dem aus 
anderen Versuchen bestimmten Brechungsindex des Paraffins. Er konnte auch 
nachweisen, daB die Intensitat des gebrochenen Strahles in Ubereinstimmung 
mit den FRESNELschen Formeln davon abhangt, ob die elektrische Kraft in der 
Einfallsebene oder senkrecht zu ihr steht. In diesem Falle ist sie schwacher als 
in jenem. Liegt die Richtung der elektrischen Kraft zwischen diesen beiden, so 
wird die Richtung von Q; in die Einfallsebene gedreht. RIGHI konnte diese 
Wirkungen zeigen, indem er die Strahlen hintereinander durch drei Paraffin
platten brechen laBt. 

72. Totalreflexion. Findet die Brechung von einem Medium mit groBem 
Brechungsindex in ein solches von kleinerem Brechungsindex statt, so wird 
von einem bestimmten Einfallswinkel, dem Grenzwinkel, an die Brechungs-
gleichung n sin cp" = sin cp 
keinen reellen Wert fUr den Brechungswinkel geben. Man muB diesen dann 
komplex ansetzen: :r& • 

cp ="2+ ~'P. 
Fur den die Richtung des gebrochenen Strahles angebenden Einheitsvektor S" 
ergibt sich dann (vgl. Zif£. 67) : 

S" = -i sh1/-" n + [[ns] n] ~h'IjJ , 
8m')' 

und der periodische Faktor der elektrischen Feldstarke fUr diesen Strahllautet 
daher e+ivt e-k.8h'l,(tn) e-ik,([[d] nJ t). 

Die Phase pflanzt sich daher in der Richtung der Schnittlinie der Einfallsebene 
mit der Grenzebene, also parallel zu dieser, mit der Geschwindigkeit cJch'IjJ fort. 
Dagegen findet ein Amplitudenabfall in der Richtung der Normalen dieser Ebene 
statt. Die FRESNELschen Formeln gehen, fa,lls wir 

kl coscp ± i k2 sh'IjJ = 5 e±i2, k2 coscp ± ikl sh 'IjJ = Pe ± ill, 

schreiben, in 
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uber. Aus ihnen folgt sofort, daBder reflektierte Strahl dieselbe IntensWit 
besitzt wie der einfallende. Es findet also Totalreflexion statt. Da die Amplituden 
aber nunmehr komplex sind, i'$0 besitzt der reflektierte Strahl gegen den einfallen
den eine Phasenverschiebung. Diese ist bestimmt durch: 

t .2 = ~ sh1p t II = ~ sh1p 
g k1 cosq>' g k2 cosq>' 

Aus den Formeln folgt auch sofort, daB die Feldstarken nun nicht mehr auf 
die Fortpflanzungsrichtung der Phasen normal stehen. In diesem Sinne kann 
man von longitudinalen Wellen sprechen. Sieht man aber mit EICHENWALD1) 

als die Fortpflanzungsrichtung der Wellen die durch den POYNTINGSchen Vektor 
definierte Stramungsrichtung der Energie an, so sind natfulich auch diese Wellen 
gemaB der Definition des POYNTINGSchen Vektors transversal. 

Trotzdem der reflektierte Strahl dieselbe Intensitat besitzt wie der ein
fallende, tritt im zweiten Medium eine Welle, also Energie auf. Diese riihrt, 
wie EICHENWALD1) nachgewiesen hat, daher, daB die Grenzebene von einem mit 
der Zeit und von Ort zu Ort standig wechselnden Energiestrom durchflossen wird 

Der Grenzwinkel der Totalreflexion laBt sich mit der von BOSE angegebenen 
Apparatur (s. die vorige Ziffer) recht genau bestimmen. BosE2) fand z. B. fUr 
den dort erwahnten Halbzylinder aus Glas ({Jo = 29 0 daraus n = 2,08. Er 
fUhrte den Versuch auch so aus, daB er dem einen Halbzylinder den anderen mit 
der ebenen Seite gegenuberstellte und zwischen beiden eine Luftschicht von 
2 cm lieB, wobei er den EinfluB der Luftschicht auf die Totalreflexion unter
suchte. Der zweite Halbzylinder machte dann die durch den ersten parallel
gerichteten Strahlen des Oszillators konvergent. Er erhielt so n = 2,04 in Uber
einstimmung mit den in der vorhergehenden Ziffer angegebenen Resultaten. 

RIGHI zeigte, daB man Totalreflexion an der Hypotenusenflache eines 
rechtwinkligen Paraffin- oder Schwefelprismas erhalt, wenn man die Strahlen 
senktecht auf eine der Kathetenflachen fallen laBt. Dies konstatierte er dadurch, 
daB ein der anderen Kathete gegenuberliegender Resonator stark ansprach, 
wahrend ein hinter der Hypotenusenflache befindlicher stumm blieb. 

RIGHI konnte die Existenz eines Feldes hinter der Hypotenusenflache 
nachweisen, indem er in Analogie zu dem von QUINCKE angestellten optischen 
Versuch ein zweites gleichgebautes Prisma hinter das erste brachte, und zwar 
so, daB es seine Hypotenusenflache der Hypotenusenflache des ersten Prismas 
zuwandte, und daB beide FHi.chen einander parallel standen. Wird der Abstand 
der beiden Flachen kleiner als eine halbe Wellenlange, so wird der reflektierte 
Strahl bereits merklich schwacher, wahrend das Ansprechen des hinter den 
beiden Prismen aufgestellten Resonators zeigt, daB bereits ein normaler ge
brochener Strahl aufzutreten ,beginnt. 

Dieser Versuch wurde von SCHAEFER und GROSS3) wiederholt, wobei die 
Verwendung von Klemencic-Resonatoren die Messung der reflektierten bzw. 
durchgelassenen Strahlung gestattete und damit den Vergleich mit der Theorie 
zulieB. Es wurde eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Experiment und 
Rechnung gefunden. Eine Starung der Totalreflexion tritt auf, wenn die Ent
fernung der Hypotenusenflachen der beiden Prismen kleiner wird als eine 
Wellenlange. Auch wurde der Verlauf der instantanen Energiestramung nach 
dem Vorgang von EICHENWALD theoretisch flir diesen Fall bestimmt. 

1) A. EICHENWALD, Ann. d. Phys. Bd. 35. S.1037. 1911; A. WIEGRAFE, Ann. d. Phys. 
Bd.45. S.4'tlS. 1914. 

2) J. C. BOSE, Proc. Roy. Soc. London Bd. 59. S. 160. 1895; Bd. 62. S. 293 u. 300. 1897. 
3) CL. SCHAEFER U. G. GROSS, Ann. d. Phys. Bd.32. S.648. 1910; W. VOIGT. Ann. 

d. Phys. Bd. 34, S. 797. 1911. 
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Den beiden Genannten gelang auch die direkte Messung der Energie der 
im zweiten Medium bei Totalreflexion vorhandenen Welle, indem sie den Thermo
resonator ohne Hohlspiegel direkt hinter die Hypotenusenflache des benutzten 
Paraffinprismas brachten. Urn einwandfreie Resultate zu erhalten, ist es aber 
notwendig, die Strahlen des Oszillators durch eine Linse (verwendet wurde eine 
Petroleumlinse von etwa 40 cm Durchmesser) parallel zu richten. Denn bei 
Verwendung eines Spiegels tritt, wie bereits erwahnt, auch eine primare, also 
divergierende Welle aus der Spiegeloffnung aus, die evtl. zum Teil von der 
Hypotenusenflache gebrochen werden konnte, wodurch die Totalreflexion 
natiirlich gestort ware. Durch Messung der Intensitat in verschiedener Ent
femung von der Wand ergab sich dann der Theorie entsprechend ein exponen
tialer Abfall der Wellenenergie, der auch dem Betrage nach mit der Theorie in 
Ubereinstimmung ist. 

Die Phasenverschiebung, die der reflektierte Strahl gegen den einfallenden 
bei Totalreflexion erfahrt, ist verschieden, je nachdem, ob die elektrische Feld
starke in der Einfallsebene oder senkrecht zu ihr schwingt. 1st der einfallende 
Strahl daher in einer zwischen diesen Richtungen liegenden polarisiert, so werden 
die beiden Komponenten des reflektierten Strahles eine Phasendifferenz Lf auf
weisen, die durch die Gleichung 

Ll tg h 1jJ 
tg- = tg(n - e) =--

2 tg<p 
gegeben ist. 

Dement sprechend erhielt RIGHI durch Totalreflexion elliptische bzw. durch 
mehrmalige Totalreflexion zirkulare Polarisation. Man erhalt sie am besten 
durch entsprechend dimensionierte FRESNELsche Parallelepipede . 

. 73. Doppelbrechung. Da in die Phasengeschwindigkeit, wie aus den 
Formeln der Ziff. 53 hervorgeht, sowohl die Dielektrizitatskonstante wie die 
Leitfahigkeit eintritt, miissen, wenn sieh die elektrischen Wellen in Medien fort
pflanzen, in denen eine oder beide dieser GroBen durch Tensoren dargestellt 
werden, ahnliche Erscheinungen auftreten wie bei der Fortpflanzung des Lichtes 
in Kristallim. Eine derartige Anisotropie fand RIGHI zuerst bei der Untersuchung 
der Absorption des Holzes. Er fand, daB diese starker ist, wenn die Richtung 
der Fasem mit der Riehtung der elektrischen Feldstarke iibereinstimmte. Er 
schloB daraus, daB dann auch die Phasengeschwindigkeiten der beiden Strahl
komponenten eine verschiedene sein miiBte. Dies wies er dadurch nach, daB 
er einen Holzblock so zwischen den Oszillator und den Resonatorspiegel brachte, 
daB seine Faserung zur Strahlriehtung normal lag. War die Richtung der Faserung 
nun parallel der Achse des Oszillators, also auch parallel der elektrischen Feld
starke oder normal hierzu, so sprach der Resonator dann am starksten an, wenn 
seine Achse parallel der des Oszillators gelegen war, und blieb in der hierzu senk
rechten Richtung stumm. Der Strahl behielt also beim Durchgang durch den 
Holzblock seine Polarisation bei. Lag die Richtung der Faserung jedoch zwischen 
diesen beiden Richtungen, dann sprach der Resonator in allen Richtungen an, 
d. h. der Strahl war nunmehr elliptisch polarisiert, die Phasengeschwindigkeit 
im Holz ist also eine verschiedene, je nachdem, ob die elektrische Feldstarke 
in der Richtung der Faserung schwingt oder senkrecht hierzu. 

MACK1), der diese Erscheinung etwas spater entdeckte, wies nach, daB es 
sich hiernicht urn einen von der Richtung der Faserung an der Oberflache her
tiihrenden Effekt handle, da die Erscheinung nieht beeinfluBt wurdti, wenn er 
vor den Holzblock eine Platte mit anderer Faserung vorschaltete. Er bestimmte 

1) K. MACK. Wied. Ann. Bd.54. S.342. 1895; Bd.56. S.717. 1895. 
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auch die im Holz auftretende Phasengeschwindigkeiten durch die Methode der 
stehenden Wellenund fand sie am'kleinsten, wenn die Richtung der Faserung 
mit der der elektrischen Feldstarke iibereinstimmt. Dieses Resultat wurde von 
PIERCE l ) iiberpriift und in tlbereinstimmung mit der Theorie gefunden. Tat 
sachlich ergeben auch unsere Formeln, wenn man die Leitfahigkeit so klein 
nimmt, daB man ihr Quadrat bereits vernachlassigen kann: 

V 5 van2 x2 v= vo - 0 2 

BOSE2) untersuchte gefaserte Minerale und zeigte, daB auch hier die ent
sprechenden Erscheinungen auftreten. 

DaB auch einzelne Kristalle die Erscheinungen der Doppelbrechung zeigen, 
wurde von GARBASS03), BIENACKI 4) und LEBEDEW5) nachgewiesen. GARBASSO 
zeigte, daB man elliptische Polarisation des Strahles erhalt, wenn man ihn durch 
einen Kalkspat hindurchgehen laBt. Die Einwirkung einer eventuellen durch 
Beugung an dem Kristall hervorgerufenen Sekundarstrahlung wurde durch 
Einschalten einer Blende zwischen diesem und dem Resonator verhindert. Das
selbe wies BIENACKI unter Verwendung eines Eiswiirfels von einer Kantenlange 
von etwa 50 em nacho LEBEDEW verwendete die von ihm erzeugten ganz kurzen 
Wellen zu Brechungsversuchen an zwei Schwefelprismen, von denen die brechende 
Kante des einen der groBen, die des anderen der kleinen Achse des Dielektrizitats-
ellipsoids parallel war. Er erhielt -ve; = 2,8; (e;; = 2,00 [Versuche mit Holz
prismen wurden von LAMPA6) angestelltJ. Mit diesen Werten konstruierte er 
eine ViertelwellenHingenplatte aus Schwefel (2 X 2 X 0,6 cm3), die ihm auch tat
sachlich einen zirkularpolarisierten Strahl lieferte. .Ahnliche Versuche wurden 
von RIGHI mit Holz- und Gipsplatten durchgefiihrt. 

74. Die FRESNELsche Zonenkonstruktion und die aus ihr ableitbaren 
Beugungserscheinungen. Bekanntlich konnte FRESNEL aus dem HUYGHENS
schen Prinzip mit Hilfe seiner Zonenkonstruktion eine Reihe von Beugungs-
erscheinungen mit geniigender Annaherung berechnen 0 
(vgl. den Artike1 "Beugungsversuche" in Bd. XX). Da 
(Ziff. 57) das HUYGHENSSche Prinzip auch in die Theorie 
der elektrischen Wellen iibertragen werden kann, miissen 
diese Betrachtungen auch im Gebiete' der elektrischen 
Wellen gelten. Dies wurde von RIGHI untersucht. 

Zu diesem Zwecke spannte er auf einem Tisch Papier 
aus, auf dem er die folgende Zeichnung anbraehte (Abb. 2). 
Die Punkte 0 und R sind 140 em voneinander entfernt. Urn 
o ist ein Kreis von 75 em Radius besehrieben. Der Dureh-
stoBpunkt der Verbindungsgeraden von 0 mit R und dem 
Kreis ist mit A bezeichnet. Die Punkte des Kreises B, C, D R 
uSW. bzw. B', C' , D' usw. sind von Rimmer urn eine halbe Abb.2. FRESNELsche Zonen-konstruktion. 
Wellenlange weiter entfernt als der vorhergehende. 1/2 m 
iiber 0 bzw. iiber R ist der Oszillator bzw. der Resonator angebraeht. Der 
Kreis stellt also eine Wellenflaehe, die dureh die Punkte B, C usw. begrenzten 
Bogen FREsNELseher Zonen dar, die wir, von der Mitte A ausgehend, mit 1,2,3 

1) G. PIERCE, Phil. Mag. Bd.1, S.129. 1901. 
2) J. C. BOSE, Proe. Roy. Soc. London Bd.60, S.433. 1897. 
3) A. G. GARBASSO, Atti d. Torino Bd.30, 19. Mai 1895. 
4) V. BIENACKI, Wied. Ann. Bd. 55, S. 599. 1895. 
6) P. LEBEDEW, Wied. Ann. Bd.56, S.1. 1895. 
6) A. LAMPA. Wien. Ber. Bd. 105. S. 587. 1896. 

9* 



132 Kap. 1. F. ZERNER: Die MAXWELL-HERTzsche Theorie. Ziff. 74. 

bzw. 1',2',3' usw. bezeichnen wollen. RIGHI stellte nun 1 m hohe Zinkb1ech
schirme her, die jeder gerade eine derartige E1ementarzone bedecken. 

Mit dieser Anordnung 1a.Bt sich nun die Richtigkeit der FREsNELSchen 
Zonenkonstruktion iiberpriifen: Bringt man einen Schirm auf eines der E1emente 
der Wellenflache, so muB dadurch die Intensitat der Welle in R verkleinert werden, 
wenn das betreffende Element mit einer ungeraden Zah1 bezeichnet ist, dagegen 
verstarkt, wenn es sich um ein Element mit gerader Zahl handelt. Tatsachlich 
verringert sich im erst en Fall die Intensitat des iiberspringenden Funkens im 
Resonator, wahrend sie im zweiten Fall vergroBert wird. Bringt man analog 
je einen Schirm auf das Element 2 und 2', so wird der im Resonator iiberspringende 
Funken noch starker. (1st die Erregung des Resonators nicht zu stark, so kann 
man ihre Starke besser dadurch messen, daB man den Winkel bestimmt, um den 
man seine Achse aus der Richtung der elektrischen Feldstarke herausdrehen muB, 
damit die Funken verschwinden.) 

Auch die Beugung an einem Schirm mit geradlinigem Rande wurde von 
RIGHI iiberpriift. Zu diesem Zwecke stellte er einen groBen Metallschirm zwischen 
Oszillator und Resonator so auf, daB sein linker Rand gerade bei A steht. Dann 
sind die im Resonator auftretenden Funken deutlich schwacher, als wenn der 
Schirm nicht vorhanden ist. Wird der Schirm nun nach rechts verschoben, 
so nimmt die Intensitat der Funken zu, bis der Rand bei B angelangt ist, um bei 
weiterer Verschiebung wieder abzunehmen. Weiter konnte RIGHI die Beugungs
erscheinungen nicht verfolgen. Insbesondere konnte er sie im Schatten nicht 
beobachten. Eine weitergehende Untersuchung der Beugung elektrischer Wellen 
an einem geradlinig begrenzten Schirm wurde von SJOSTROM l ) durchgefiihrt. 

Mit Hilfe der anfangs erwahnten Zinkstreifen 1aBt sich auch die Beugung 
durch einen Spalt verfolgen. Verdeckt man mit den Streifen die E1emente 4, 5, 6 
bzw. 4', 5',6' usw., so erhalt man einen Spalt von drei Wellenlangen Breite und 
demgemaB eine Verstarkung der Intensitat der Welle in R. Verschiebt man den 
Spalt nun so, daB seine Rander nach C bzw. E' kommen und daher nunmehr die 
Elemente 3,4 bzw. 5',6' usw. verdeckt sind, so erhalt man in Rein Minimum 
der Intensitat. Verschiebt man den Spalt noch weiter, so daB seine Rander nach B 
bzw. F' gelangen, so erhalt man in R wiederum ein Maximum. Dasselbe Resultat 
erhalt man natiirlich durch Verschieben des Resonators auf einem Kreise um 
den Oszillator 0, wenn man den Spalt in der ersten Stellung belaBt. Deckt man 
dagegen die Elemente 3,4, 5 bzw. 3',4', 5' usw., so tritt in Rein Minimum der 
Intensitat auf. Verschiebt man den Spalt wieder wie friiher, so erhalt man 
wiederum nach einer Verschiebung der Rander um je ein Element abwechselnd 
Maxima und Minima der Intensitat in R. 

Genauere Untersuchungen an einem beugenden Spalt wurden von BARTEN
STEIN 2) durchgefiihrt. Er verwendete einen RIGHISchen Oszillator und einen 
Thermoresonator, der auf einem Wagen aufgestellt war, der durch eine Fiihrung 
im Kreise um den Mittelpunkt des Spaltes bewegt wurde. Indem er die Inten
sitat der Welle maB, wahrend er den Wagen um je einen Grad verschob, erhielt 
er zwar eine sehr glatte Interferenzkurve, und bei Verwendung verschiedener 
Spalte war die Abhangigkeit der Lage der Maxima und Minima auch annahernd 
die von der Theorie geforderte. Eine genauere Diskussion der Resultate zeigt 
aber eine systematische Abweichung der Lage der Maxima und Minima von der 
von der FRESNELschen Theorie geforderten. Nach dieser verlangt z. B. das 
bei einer Spaltbreite von 38 em unter 14° von der Mitte gefundene Minimum 
ein Maximum unter 20°3', wahrend dieses bei einem Winkel von 17° gefunden 

1) M. SJOSTROM, Upsala Univ. Arsskr. 1916. 
2) O. BARTENSTEIN, Ann. d. Phys. Bd.29, S.301. 1909. 
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wurde. Diese Abweiehung erkli:irt sieh, wie BARTENSTEIN durch Rechnung 
nachwies, daraus, daB die vom Oszillator ausgesendeten Wellen nieht ungediimpft 
sind, wie in der FREsNELschen Theorie vorausgesetzt ist. Die Durchfiihrung 
der FREsNELschen Theorie unter Zugrundelegung gedampfter Wellen ergab, 
daB in diesem FaIle die Stellen der Minima von der Mitte weg, die der Maxima 
zur Mitte zu verschoben sind gegen die Stellen, die aus der Theorie unter Zu
grundelegen ungedampfter Wellen resultieren. Aus dieser Verschiebung kann 
dementsprechend auch die Dampfung der Wellen berechnet werden. Wie zu 
erwarten, sind in jenem FaIle auch die Minima nieht mehr Nullstellen der Wellen
energie und die Maxima geringer ausgepragt als bei der Beugung ungedampfter 
Wellen. 

In diese Gruppe von Erscheinungen gehoren auch die durch Beugung an 
Gittern erhaltenen, wenn die Gitter etwa aus Zinkstreifen von einer Breite der 
GroBenordnung der Wellenlange der benutzten Strahlung bestehen. Derartige 
Gitter wurden des ofteren, so z. B. von LEBEDEW, LAMPA, BOSE zur Bestimmung 
der Wellenlange der Strahlung verwendet. Eine genaue Untersuchung dieser 
Beugungserscheinung wurde ebenfalls von BARTENSTEIN durchgefiihrt. Die 
experimentellen Ergebnisse stehen wiederum in guter tlbereinstimmung mit 
der Theorie, wenn man die durch die Verwendung gedampfter Wellen gegeniiber 
den analogen Lichterscheinungen hervorgerufenen Veranderungen beriicksiehtigt. 
Auf diese Weise erklart sieh z. B. das Auftreten des zweiten Maximums auch 
dann, wenn die Stabbreite gleich der Spaltbreite ist. 

Mit Hilfe der Beugung am Gitter konnte BARTENSTEIN auch die Existenz 
der ersten Oberschwingung in der Oszillatorstrahlung nachweisen. Hierzu ver
doppelte er die Dimensionen des Oszillators, der nunmehr eine Strahlung der 
doppelten Wellenlange aussandte, und dessen erste Oberschwingung daher 
dieselbe Wellenlange besitzt wie die Strahlung des ersten Oszillators. Wenn er 
nun die Intensitat der gebeugten Welle hinter dem Gitter fiir beide Oszillatoren 
mit demselben, mit dem ersten Oszillator in Resonanz stehenden Resonator 
ausmaB, so erhielt er in beiden Fallen dieselben Maxima und Minima, nur daB 
deren gegenseitige Entfernung etwas vergroBert war. Dies weist nach dem 
oben Gesagten auf die Existenz einer ersten Oberschwingung von geringerer 
Dampfung wie die Grundschwingung hin. 

75~ Beugung an dielektrischen Zylindern. Die Beugungserscheinungen an 
dielektrischen Zylindern wurden bereits von RIGHI beobachtet. Genaue Unter
suchungen dieser Erscheinung wurden von SCHAEFER und GROSSMANN 1) an
gestellt. SoIl die Beugung elektrischer .Wellen durch ein beliebiges Hindernis 
unter der Beriicksiehtigung der Materialkonstanten durchgerechnet werden, so 
erfordert dies natiirlieh die Losung der MAxWELLschen Gleiehungen mit den 
dem speziellen Problem entsprechenden Randbedingungen. Eine soIche Theorie 
wurde fiir verschieden gestaltete Korper durchgefiihrt. Die dabei zur Losung 
der MAxWELLschen Gleiehungen eingeschlagenen Wege lassen sich in die Ziff. 56 
dargestellte Losungsmethode von BROMWICH zusammenfassen. 

DemgemaB fiihren wir auch, urn die Theorie der Beugung elektrischer 
Wellen an unendlich langen Zylindern zu erhalten, Zylinderkoordinaten Xl = Z, 

x2 = r, X3 = rp; all = 1, a22 = 1, a33 = rein. (Vgl. Zif£. 56.) 
Es kommen dann zwci Gruppen von Losungen in Betracht, die durch den An

satz Hz = 0 oder Ez = 0 bestimmt sind. Mit diesen ist der zulassige Kreis von 
Losungen erschopft, wenn wir annehmen, daB die Wellen senkrecht zur Zylinder-

1) CL. SCHAEFER U. E. GROSSMANN, Ann. d. Phys. Ed. 31, S.455. 1910. Fiir die 
Theorie vgl. Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. Ed. 12, S. 81. 1881; W. SEITZ, Ann. d. Phys. Ed. 16, 
S.746. 1905; Ed. 19, S.554. 1906; W. v. IGNATOWSKY, Ann. d. Phys. Ed. 18, S. 795. 1906. 
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achse auf den Zylinder auffailen. Denn fUr aile iibrigen L6sungen miiBte 
Hz=Ez=O sein, also der POYNTINGSche Vektor in der Richtung der Zylinderachse 
liegen, was bei der gemachten Annahme den Symmetriebedingungen des Problems 
widersprache. Aus demselben Grunde miissen die Feldstarken von z unabhangig 
sein. Fiir den von SCHAEFER und GROSSMANN experimentell untersuchten Fall, 
daB der elektrische Vektor parallel zu z schwingt, werden daher die MAXWELLschen 
Gleichungen: e oE 1 0 1 oH 

cat = -r or (r H(p) - -r or' , 

p oHz 1 oE, 
c8t=-raq;' 
fl oH", oE, 
cEit = fiY' 

Die Grenzbedingungen an der Oberflache des Zylinders r = ro sind: 

(Ez)i = (Ez) a , (H"'}'i = (H",)a' 
Hierzu tritt noch die Grenzbedingung im Unendlichen, wo das Feld gleich dem 
einer ebenen Welle der verlangten Polarisation sein solI, die in der durch cp = ]l 
festgelegten Richtung fortschreitet (Ausstrahlungsbedingung). Da nur die elek
trische Feldstarke beobachtet wurde, k6nnen wir uns auf deren Bestimmung be
schranken. Sie muB im Inneren eine Lasung der Wellengleichung sein, die 
auch im Ursprung stetig ist. Daher miissen wir ansetzen: 

ex:> 

Ezi = Reivt'Li: bm I m (kir) cosmcp , 
o 

worin In die BESSELschen Funktionen erster Art bedeuten. 1m AuBeren miissen 
diese durch die HANKELschen Funktionen zweiter Art ersetzt werden, damit die 
Bedingung im Unendlichen erfiillt wird: 

E za = Reivt { eikarcos,!, + ~~ amH;n(kar) cosmcp = A cosnt + B sin nt. 

Die Koeffizienten am und bm werden durch die fUr r = ro geltenden Rand
bedingungen bestimmt: 

- 2 'rnkijm(karolj'm(kirol - kaj'm(karoljm(kirol - +'(3 
am - ~ kaH;':(karoljm(kirol _ kiH;" (karol j;.(kirol - IXm ~ m' 

Bei ao ist der Faktor 2 auszulassen. 
Da die Feldstarken also Funktionen von kr sind, wurden die Messungen 

mit einem HERTzschen Oszillator ausgefUhrt, der die Erregung von Wellen 
verschiedener Wellenlange gestattete (gemessen wurde mit A = 24 em bzw. 
34 cm bzw. 58 cm). Als beugende Zylinder wurden mit Wasser gefUllte R6hren 
von einem Halbmesser zwischen 0,1 und 1,5 cm verwendet. Sowohl das Ex
periment wie die von THILOl) durchgefUhrte Theorie ergab, daB die Glaswand 
der Rahren ohne EinfluB auf die beobachteten Erscheinungen ist. Das Feld 
wurde mit einem Klemencic-Resonator ausgemessen, also die elektrische Energie 
der Welle beobachtet. Die Messungen wurden bei dem Azimut cp = 0, also vor 
dem Zylinder, cp = ]l/2 (senkrecht auf den einfallenden Strahl), cp = n hinter 
dem Zylinder angestellt. 

Da der Halbmesser der beugenden Zylinder klein gegen die WellenHinge ist, 
kann man bei der Bel'echnung del' am die Naherungswerte der Zylinderfunktionen 
fUr kleine Argumente verwenden, fiir die Berechnung der Energie in dem Aufpunkt 

1) G. THILO, Ann. d. Phys. Bd.62, S. 531. ~920. 
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in dem die Messung stattfindet, kann man dagegen bereits die Naherungswerte 
fiir groBes Argument verwenden, daher: 

Eza = cos (11 t + kar cosrp) + V 2~a [(lXO - (Jl cosrp - lX2 cos 2rp) sin (vt + ~ - ka r)] 

+ (flo + lXl cosrp - (J2cos2rp) • cos (l't + ~ - kar). 
Fur rp = 0 ist also die mittlere elektrische Energiedichte 

~ = ~ {1 + 2;'r [(lXo - (Jl - lX2)2 + ((Jo + lXl - (J2)2] 

+ V::r [- (lXo + (Jl - lX2) sin ( 2kar- i) + ((Jo+lXl -(J2) cos( 2kar- i)]}· 
Aus dieser Gleichung folgt, daB vor dem Zylinder Interferenzstreifen auftreten, 
und zwar betragt der Abstand zweier aufeinanderfolgender Maxima oder Minima 
eine halbe Wellenlange. 

Fur rp = :n/2 wird 

Q;~= ~ {1 + 2;'r [(lXo + lX2)2 + (flo + (J2)2] 

+ ~ [- (lXo + lX2) sin (kar - :) + ((Jo + (J2) cos (kar - :)]). 

Auch in dieser Richtung treten also Interferenzstreifen auf, nur daB der Abstand 
zweier aufeinanderfolgender Maxima oder Minima nunmehr- eine ganze Wellen
lange betragt. 

Fur rp = :n wird endlich 

Q;~ = ~ {1 + 2~r [(lXo + (Jl - lX2)2 + (flo - lXl - (J2)2 

+ V k~r (lXo + (Jl - lX2 + (Jo - lXl - (J2)}' 

Die Intensitat ist keine periodische Funktion des Abstands von der Zylinder
achse mehr, es gibt also hinter dem Zylinder keine Interferenzstreifen. 1st der 
letzte der drei Summanden der geschwungenen Klammer positiv, so ist die 
;Energiedichte der Strahlung hinter dem Zylinder gri:iBer als die der einfallenden 
Welle, der sie sich fUr groBe Entfernungen asymptotisch nahert. 1st er dagegen 
negativ, so ist der Verlauf der Energiedichte verschieden, je nachdem, ob er gri:iBer 
oder kleiner ist als der zweite (immer positive) Summand. In jenem Falle ist 
die Energiedichte immer geringer als die der freien Strahlung, der sie sich wieder 
mit zunehmendem Abstand nahert, nachdem sie durch ein Minimum durch
gegangen ist, das naturlich nur dann vorhanden ist, wenn sein Abstand von der 
Zylinderachse gri:iBer als der Halbmesser des beugenden Zylinders ist. 1m zweiten 
Fall ist die Energiedichte in der Nahe des Zylinders starker als die der einfallenden 
Welle, wird mit zunehmender Entfernung geringer als diese, um sich ihr schlieBlich 
nach Erreichung eines Minimums wieder asymp~otisch zu nahern. 

Dieses Verhalten wurde durch die Versuche tatsachlich bestatigt. Eine 
Abweichung ergab sich nur bei Verwendung der dicksten Zylinder, wo sich auch 
hinter dem Zylinder Interferenzstreifen ergaben. SCHAEFER und GROSSMANN 
vermuteten, daB die Ursache dieser Abweichung in einer Beugung durch den 
Thermoresonator liegt. Dies wurde auch durch die strenge Theorie der Beugung 
an zwei hintereinanderstehenden Zylindern nachgewiesen, die durch ZAVISKA l ) 

durchgefUhrt worden ist. 
1) F. ZAVISKA, Ann. d. Phys. Bd. 40, S. 1023. 1913. 
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Stellt man die in einer bestimmten Entfernung hinter der Zylinderachse 
fUr verschiedene Zylinder erhaltenen Werte fUr die Energiedichte zusammen, so 
erhalt man eine Kurve, die verschieden ausgepragte Maxima zeigt. Die Formel 
fUr Eza zeigt, daB diese Maxima in der Nachbarschaft der Punkte liegen muB, 
fur die der Nenner ein Minimum wird. Die physikalische Bedeutung dieser zu
nachst formalen Bemerkung liegt darin, daB die Wurzeln der Gleichung 

ka H;f: (ka r 0)] m (k i r 0) - ki H;, (ka r 0)J~! (hi r 0) = 0 

die Eigenschwingungen des Zylinders angeben, wie man aus den Randbedingungen, 
die in diesem Falle ohne einfallendes Feld befriedigt werden mussen, sofort 
erkennt. Die L6sungen dieser Gleichungen mussen, wie man aus der komplexen 
Natur der HANKELschen Funktionen sofort schlieBen kann, komplex sein. Die 
Eigenschwingungen sind also, was physikalisch durch die Strahlungsdampfung 
gefordert erscheint, immer gedampft. Daraus folgt, daB die Maxima der Inten
sitatskurve nur in der unmittelbaren Umgebung der Eigenschwingungen liegen. 
Wie bereits aus der Theorie des Resonators geschlossen werden kann (die sekun
dare Strahlung des Resonators ist demgemaB auch ein Beugungsphanomen), 
sind sie urn so scharfer ausgepragt, je geringer die Dampfung der zugeordneten 
Eigenschwingung ist. SCHAEFER und GROSSMANN erhielten aber nur das der 
ersten Eigenschwingung zugeordnete Maximum. Die ubrigen waren bloB durch 
UnregelmaBigkeiten in der Intensitatskurve angedeutet. Sie fUhrten dies auf 
die Dampfung der einfallenden Wellen zuruck, was auch durch die theoretische 
Untersuchung von ;KOBAYASHI IWA01) bestatigt wurde. SCHAEFER und MERZ
KIRCH 2) wiederholt en daher diese Versuche mit ungedampften einfallenden 
Wellen, die sie nach der Methode von BARKHAUSEN und KURZ erzeugten (vgl. 
Bd. XVII, Kap. 2). Sie konnten nunmehr alle vier in den MeBbereich fallenden 
Eigenschwingungen durch die zu ihnen geh6rigen Maxima bestimmen. Sie maBen 
auch die Energieverteilung rund urn den Zylinder in unmittelbarer Nahe des 
Zylindermantels und fanden sie in Ubereinstimmung mit dem aus der Theorie 
folgenden Wert, der rechnerisch dadurch erhalten wird, daB nunmehr alle 
Zylinderfunktionen durch die Entwicklung fUr kleines Argument angenahert 
werden. 

In dieser Arbeit untersuchten sie auch den Fall Ez = 0 experimentell. 
Die der im vorhergehenden Falle analoge Rechnung ergibt fur die beobachtete 
1p-Komponente der elektrischen Feldstarke: 

E,p = -cos (vt + karcos1p) + V2~Y {(Yo - 01 cos1p - Y2cos21p) sin ( : - kar + ')It) 
+ (00 + Yl cos1p - O2 cos21p) cos (vt - kar + :)}, 

_ 2'm kd'", (kiYo)]m. (kaYo) - ka]",(kiYo)]'",(kaYo) _ +'5; 
Cm - ~ hHz'h )] h) h 2 h ]'(h )-Ym ~Um' fl,a rn (/taro In (tcir - (l,i Hrn (fl'a yo) m !-LlYo 

Die Maxima der die Energiedichte in einem Punkte als Funktion von kro dar
stellenden Kurve sind nunmehr durch die Eigenschwingungen 

kaH~f;(karo)Jm(kirO) - kiH'7n(karo)];n(kirO) = 0 

bestimmt. Es gelang, die in den Beobachtungsbereich fallenden zwei Eigen
schwingungen aufzufinden. Auch die Intensitatsverteilung urn den Zylinder in 
seiner unmittelbaren Nahe war wiederum in guter Ubereinstimmung mit der 
Theorie. 

") K. IWAO, Ann. d. Phys. Bd.43, S.861. 1914. 
2) CL. SCHAEFER U. J. MERZKIRCH, ZS. f. Phys. Bd. 13, S.166. 1923. 
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-einer theoretischen Untersuchung von SCHAEFER1) folgt, daB der scheinbare 
Widerspruch gegen die Theorie daherriihrt, daB bei den vorgenommenen Entwick
lungen kro als klein gegen Eins angenommen und die am dementsprechend ent
wickelt worden sind. Dies ist aber in diesem Falle nicht mehr zuHl.ssig, da die 
Dielektrizitatskonstante des Wassers zu groB ist. SCHAEFER konnte auch zeigen, 
daB ein Korper von unendlicher Dielektrizitatskonstante sich ebenso verhalt wie 
ein Zylinder von unendlicher Leitfahigkeit, was das Resultat von LAUGWITZ erklart. 

In dem angegebenen Ausdruck fiir die Durchlassigkeit des zylindrischen 
Gitters tritt auch die magnetische Permeabilitat auf. Durch Messung der von 
einem Drahtgitter reflektierten Energie (in deren Ausdruck fL natiirlich auch 
auftreten muB), konnte daher ARKADIEW2) in einer Reihe von Arbeiten den Wert 
dieser Konstanten bestimmen. Es zeigte sich, daB sie fiir verschiedene Wellen
langen verschieden resultiert, also eine Dispersion zeigt. Mit Abnahme der 
Wellenlange der einfallenden Strahlung wird sie kleiner und erreicht fiir A = 0 
den Wert Eins. Dies kann nach der MAXWELL-WEBERschen Theorie der Mole
kularstrome dadurch erklart werden, daB die Elementarmagnete, durch deren 
Drehung die Magnetisierung hervorgerufen wird, den schnellen Schwingungen 
nicht mehr folgen konnen (vgl. Ziff. 29). 

Nach den von J. J. THOMSON 3) und LAMB 4) aufgestellten Theorien flir 
unendlich leitende zylindrische Gitter (Drahtdurchmesser klein gegen Gitter
konstante) ist die Phase der vom Zylinder ausgehenden Beugungswelle gegen 
die der einfallenden Strahlung verschoben. Sowohl das reflektierte wie das 
durchgelassene Licht miissen daher elliptisch polarisiert sein. Dies wurde von 
G. H. THOMSON5) experimentell festgestellt. SCHAEFER und LAUGWITZ6) haben 
die Phasenverschiebung dadurch gemessen, daB sie den Doppelspiegel eines 
KLEMENcIcschen Interferenzapparates derart konstruierten, daB sie den einen 
Spiegel durch ein Drahtgitter austauschen konnten. Auf diese Weise konnten 
sie den Unterschied der Phase in der durch den Metallspiegel und der durch das 
Gitter reflektierten Welle feststellen. Beide Arbeiten ergaben Dbereinstimmung 
mit der LAMBschen Theorie 7). 

77. Beugung an einer Kugel. Auch die Theorie dieser Erscheinung erhalt 
man durch die Methode von BROMWICH (Ziff. 56) unter Verwendung von Kugel
koordinaten xl=r, x2={}, X3=cP, all =1, a22 =r, as3 =rsin{}. Wie bereits 
in Ziff. 56 gezeigt, erhalt man alle Losungen durch die Kombination zweier 
Losungen aus je einer der beiden Gruppen Er = 0 und Hr = o. Es ist: 

Ef} _ ~ 02U __ 1 __ ~_ ~ oV 
- r orof} rsinf} orp c at ' 

H _ 1 02V + 1 a e au 
f} - r or of} r sinf} orp C 7ft ' 

E _ 1 02U + 1 a fl oV 
<p - rsinf} ororp r of} cat' 

H _ 1 02V 1 0 e oU 
<p - rsinf} orotp - r of} C 7ft, 

wobei U und V Losungen derselben Differentialgleichung sind. Setzt man 
-U = r III eiyt bzw. V = r II2eiyt, so sind ill und II2 Losungen der Schwingungs-

1) CL. SCHAEFER, AnIY}d,:Phys. Bd.23, S.163. 1907. 
2) W. ARKADIEW, Ann. d. Phys. Bd.45, S.133. 1914; Bd.75, S.426. 1914. 
3) J. J. THOMSON, Recent. Researches Oxford, 1893, S.425. 
4) H. LAMB, Land. Math. Jour. Bd.29, S.523. 1898. 
5) G. H. THOMSON, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 365. 1907. 
6) CL. SCHAEFER und M. LAUGWITZ, Ann. d. Phys. Bd.21, S.587. 1906. 
7) CL. SCHAEFER und M. LAUGWITZ, Ann. d. Phys. Bd.23, S.599. 1907. 
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76. Beugung an Drahtgittern. Aus den Formeln fUr einen Zylinder leiteteIi 
SCHAEFER und REICHEl) durch Superposition der einzelnen Felder die Formeln 
fUr die Beugung an einem aus einer endlichen Anzahl von Sta.ben bestehenden 
Gitter ab, wobei der Abstand der Zylinder so groB angenommen wurde, daB die 
Zylinder aufeinander keine merkliche Einwirkung ausiiben. Dieser EinfluB wurde 
von IGNATOWSKy2), allerdings ebenfalls nur angena.hert, beriicksichtigt, wobei 
die Anzahl der Gittersta.be als unendlich angenommen wurde. Da nicht nur die 
Erscheinungen an die1ektrischen Drahtgittern beobachtet wurden, miissen die 
in der vorigen Ziffer abgeleiteten Formeln dadurch erweitert werden, daB an 

Stelle der Dielektrizita.tskonstante e der Ausdruck e - i ov tritt. 
c 

Auf diese Weise wurde zuna.chst l;lachgewiesen, daB die Lage der Beugungs
bilder in den behandelten Fallen vom Material unabhangig ist und daher nach 
der elementaren FRESNELschen Theorie berechnet werden kann. Die Dberlegen
heit der strengen vektoriellen Theorie iiber die skalare Theorie erweist sich erst 
dort, wo Aussagen iiber die Polarisationsverhiiltnisse gemacht werden miissen. 
So ist erst aus dieser die von HERTZ3) beobachtete Erscheinung der Polarisation 
der elektrischen Wellen erklarbar. HERTZ beobachtete namlich, daB ein aus 
parallelen Kupferdrahten bestehender Schirm die Wellen vollstandig reflektiert, 
wenn die Richtung der Drahte der Richtung der elektrischen Fe1dstarke parallel 
ist, dagegen nicht merklich reflektiert, wenn sie senkrecht zu dieser Richtung 
verlaufen. Die auf diesen Fall anwendbare Theorie von SCHAEFER und REICHE 
ergibt fUr diesen Fall (der f{I = n beim einzelnen Zylinder entspricht): 

1 (2:n:r)2 ll2l III 1 + 4'" T (n2 - x2 - 1 - 2nx) / T N 

l1. = 1 _ ~ (2:n:ro) 2 4nx - (n2 + X2)2 + 1 l;l2l N 
2 l (n2-x2-1)2+4n2 x2Vr 

_ N (2:n:ro)21;l2l ( 2 2 4nx + 1 _(n2 + X2)2) 
-1+ 4 -l- Vr' n -u -1-2nu+2(n2_x2+1)2+4n2x2' 

d. h. Gitter aus N diinnen Metallstaben lassen die Strahlen, in denen die elek
trische Feldstarke normal zu den Gitterstaben schwingt, besser durch als die 
normal hierzu polarisierten, was mit den Beobachtungen von HERTZ iiberein
stimmt. SCHAEFER nennt diesen Effekt daher den Hertzeffekt. 

Fiir Gitter aus N dielektrischen Staben ergibt sich unter denselben Voraus
setzungen: 

1+~(2:n:ro)2(8_1)l;l2lN _ 
h = 4 l V r _ 1 ~ (2:n:ro)2 e 8 - 11/ ~ N 
]I 1 +~(2:n:ro)28-11/2lN - + 4 l 8+2 r . 

2 l e+2Vr 

Es tritt also der umgekehrte Effekt auf. Ein soIcher wurde zuerst von DU BOIS 4) 
bei der Untersuchung des Durchganges von Lichtwellen durch ein metallisches 
Gitter beobachtet und daher von SCHAEFER als Du-Boiseffekt bezeichnet. Ein 
von LAUGWITZ 5) an einem aus Wasserstaben bestehenden Gitter durchgefiihrter. 
Versuch ergab allerdings den Hertzef£ekt, wobei nachgewiesen werden konnte, 
daB die Leitfahigkeit des Wassers keine entscheidende Rolle spielen kann. Aus 

1) CL. SCHAEFER U. F. REICHE, Ann. d. Phys. Bd. 35, S. 317. 1911-
2) W. v. IGNATOWSKY, Ann. d. Phys. Bd.44, S. 369. 1914. 
3) H. HERTZ, Ges. Werke. Bd. II., S. 190; Wied. Ann. Bd. 36, S. 769. 1889. 
4) E. DU BOIS, Wied. Ann. Bd.46, S. 542. 1892. 
5) M. LAUGWITZ, Ann. d. Phys. Bd.23, S.148. 1907. 
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gleichung. Sie sind mit den Wellenpotentialen von DEBYE l ) identisch. Teilt 
man das Feld im AuBenraum in das "einfallende" und das gebeugte, und ent
wickelt die der einfallenden ebenen Welle entsprechenden Funktionen in eine 
Reihe nach Kugeliunktionen, so ergibt die Anwendung der Randbedingungen, im 
Verein mit der Forderung der Stetigkeit, fiir das Feld im Inneren der Kugel und 
der Ausstrahlungsbedingung fiir das Storungsfeld im AuBenrauml)2), die jetzt 
auf die Kugelflache r = ro zu beziehen sind, fiir die Storungswelle im AuBenraum 

rill = .i;An vn~ar H!+i(kar)P;(cosO)coscp, 
1 

r Il2 = .i;Bn V n~ar H!+i (kar)P; (cosO) COScp. 
1 

Dabei ist die einfallende ebene Welle durch die Wellenpotentiale 
00 • __ 

II. - 1 ~ 'n-l 2n + 1 VnkarJ (k )Pl ( _Il) 
16 - k! • ..:::;.r~ (n + 1)n -2- n+! ar n cOS'U' coscp, 

1 

II. 1 ~.n-l2n+1VnkarJ (k )Pl( -(1) 2.= k!~n~ (n+1)n -2- n+! ar n cOS'V' COScp 
1 

dargestellt. Setzen wir zur Vereinfachung der Koeffizienten 

-Vnkr ( 1;;;7ir 2 'lfn(kr) = 2In+! kr), (;n = V 2Hn+t(kr), 

so erhalten wir: 
A _ i,,+l 2n + 1 xt'/Pn(karo)1jJ~(k.ro) - xa1jJ~(karo)1jJ,,(k.ro) 

n - k! (n + 1) n X.1jJ~(kirO) ~n (k.ro) - X.1jJ" (k.ro) ~~ (karo) , 
B _ i,,+l 2n + 1 xa1jJn(k.ro)1jJ~(kjro) - xi1jJ~(karo)1jJ .. (kjro) 

n - k! (n + 1) n Xa1jJ~ (kiro) ~n (k.rol - Xi1jJ1I (kiro) ~~ (k.rol ' 

wobei ,,2 = e - i ~ . 
flv 

Bildet man wiederum fiir einen Punkt hinter der Kugel, die die Abhlingigkeit 
der Energiedichte von r 0/).. darstellende Kurve, so zeigt diese Maxima, die wiederum 
in der Nachbarschaft der durch die Gleichung 

~~~~~~~-~%~~~~~=O 

definierten elektrischen Eigenschwingungen der Kugel- bzw. der magnetischen 
Eigenschwingungen 

"a~ (kiro) I;n(ka ro) - "i'lfn (ki ro) 1;;, (ka ro) = 0 

liegen miissen. Die von SCHAEFER und MERZKIRCH 3) an mit Wasser gefiillten 
oder mit Staniolpapier beklebten diinnwandigen Glaskugeln und Zinkhohlkugeln 
ausgefiihrten Experimente ergaben wiederum Ubereinstimmung mit der Theorie, 
insbesondere konnten die ersten Eigenschwingungen festgestellt werden. Ebenso 
wie bei' den Versuchen mit Zylindem ergeben die schwacher gedampften 
Schwingungen besser ausgepragte Maxima als die starker gedampften. 

1) P. DEBYE, Ann. d. Phys. Bd.30, S. 57. 1909. 
2l G. MIE, Ann. d. Phys. Bd.25, S.377. 1908. 
3) CL. SCHAEFER U. J. MERZKIRCH, ZS. f. Pgys. Bd.24, S.345. 1924. 
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78. MAXWELLS elektromagnetische Lichttheorie. Die Theorie von MAXWELL 
verlangt, daB der freie Raum von einem Medium erfiillt ist, dessen Eigenschaften 
die Fortpflanzung des elektromagnetischen Feldes nach den MAxwELLSchen 
Gleichungen bewirken. Nach der Undulationstheorie des Lichtes miiBte der freie 
Raum noch auBerdem von einem zweiten Medium erfiillt sein, das die Fort
pflanzung des Lichtes bewirkt. Anders gesprochen kommen dem leeren Raum 
zwei Gruppen von physikalischen Eigenschaften zu, deren eine die elektro
magnetischen, deren andere die optischen Erscheinungen bewirken. Da die 
gleichzeitige Existenz zweier verschiedener Media ebenso unwahrscheinlich 
ist wie die Annahme, daB dasselbe Medium zwei voneinander unabhangige 
Gruppen von dynamischen Eigenschaften besitzt, untersuchte MAxwELL, ob 
nicht der Lichtather mit dem elektromagnetischen Medium identisch sei, d. h., 
ob sich die optischen Eigenschaften des leeren Raumes nicht unter seine elektro
magnetischen einreihen lassen. Uberblicken wir die in den letzten Ziffern ent
wickelte "Optik der elektrischen Schwingungen", so bemerken ·wir sofort, daB 
die Eigenschaften der elektrischen Wellen im allgemeinen dieselben sind wie die 
der Lichtwellen, wenn man annimmt, daB der elektrisch.e Feldvektor senkrecht 
zur Polarisationsebene schwingt. Die dielektrische Verschiebung stellt dann 
den FRESNELschen Lichtvektor dar und der Brechungsexponent ist gleich der 
Quadratwurzel aus der Dielektrizitatskonstanten. 

Die Unterschiede in den optischen und den entsprechenden elektro
magnetischen Erscheinungen lassen sich zum graB ten Teil auf den Unterschied 
in der Wellenlange zuriickfUhren. So zeigen die Arbeiten von DU Bors und 
RUBENS1), daB ein Gitter, das fUr kurzwellige Warmestrahlen noch den du Bois
effekt zeigt, fUr langwellige Warmestrahlung den Hertzeffekt ergibt (vgl. Ziff. 76). 
Endlich erhielt BRAUN2) durch Zerstauben von Metalldrahten auf Glasplatten 
ein unregelmaBiges Stabgitter, fhr das Yo/A auch fUr Lichtwellen klein gegen Eins 
ist. Dieses Gitter ergibt auch tatsachlich den Hertzeffekt. Ahnlich erklart sich 
auch ein Teil der Unterschiede in der Metallreflexion HERTzscher und optischer 
Wellen. Infolge der klein en Wellenlange der optischen Schwingungen kann man 
in dem komplexen Brechungsexponenten 

n - i u = V-e ,-[---4-n i o;u 
nicht mehr den reellen gegen den imaginaren Teil vernachlassigen, wodurch die 
Erscheinungen nathrlich wesentlich kompliziert werden. 

In diesem Falle tritt aber noch hinzu, daB die optischen Konstanten eine 
sehr starke Dispersion zeigen, die durch die eben angegebene Formel nicht mehr 
dargestellt wird. Dies ist aber nur ein besonders auffallender Spezialfall der 
allgemeinen Tatsache, daB die nach der MAxwELLschen Theorie notwendige 
Beziehung (schon wegen der bei allen Substanzen auftretenden Dispersion des 
Brechungsexponenten fUr optische und Warmewellen) nur mehr oder mindel' gut 
angenahert gilt. 

Dabei zeigen aber mannigfache optische Untersuchungen, daB bei Einfhhrung 
der optisch gemessenen Konstanten in die MAxwELLschen Gleichungen diese die 
Erscheinungen l'ichtig wiedergeben. Es ist also die MAxwELLsche Theorie nicht 
widerlegt, sondern es ist nur notwendig, die Theorie der ponderablen Media ent
sprechend zu erweitern. DaB es sich dabei tatsachlich urn elektromagnetische 
El'scheinungen handelt, zeigt sich daraus, daB bei einer groBen Anzahl von 

") E. DU BOIS U. H. RUBENS, Wied. Ann. Bd.49, S.593. 1893; Ann. d. Phys. Bd.35, 
S.243. 1911, 

2) F. BRAUN, Ann. d. Phys. Bd. 16, S. 1 u. 238.1905; CL. SCHAEFER U. H. STALLWITZ, 
ebenda Bd. 50, S.199. 1916. 
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Korpern die Dispersion bereits im Bereich der HERTzschen Wellen auftritt 
und sich in diesem Falle gut an die imWarmespektrum beobachtete anschlieBt 
(vgI. Bd. XV, Kap. B 4). Die Richtung, in der die Weiterbildung der MAXWELL
schen Theorie zunachst versucht werden kann, zeigt sich auch bereits in einigen 
Versuchen, die mit solchen Wellen angestellt worden sind. So sind z. B. die 
Intensitatskurven, die hinter einem beugenden Zylinder oder einer beugenden 
Kugel aufgenommen worden sind, typische Dispersionskurven, und theoretische 
Untersuchungen haben auch ergeben, daB ein Medium, das durch Einbetten von 
vielen Zylindern oder Kugeln in ein homogenes Dielektrikum entsteht, aile Eigen
schaften dispergierender Media zeigtl). Es ist also naheliegend, die Disper
sionserscheinungen aus dem Vorhandensein schwingungsfahiger Gebilde in den 
einzelnen Substanzen abzuleiten, wobei dann die Eigenschwingungen dieser Ge
bilde die speziellen Eigenschaften des Mediums bestimmen. Man erhalt auch 
experimentell eine ganze Reihe von optischen Erscheinungen durch Herstellung 
kiinstlich inhomogener Medien. So stellte BRAUN2) ein doppeltbrechendes Me
dium her, indem er aus Backsteinen der Dimension 6 X 110 X 24cm3 ein Raum
gitter aufbaute, das dann tatsachlich linear polarisierte HERTzsche Wellen ellip
tisch polarisiert. BOSE3) stellte ein "elektrisch aktives" Medium dadurch her, 
daB er Bundel von Jutefasern drehte, LINDMANN4) erreichte dasselbe durch ein 
aus Kupferdrahtspiralen zusammengesetztes Gitter. Ebenso konnte er die 
Polarisationsebene der elektrischen Wellen drehen, indem er sie durch ein un
symmetrisch aus vier Kugeln aufgebautes Tetraeder schickte. 

Dazu kommt noch, daB FARADAy5) einen bereits von HERSCHEL 6) ver
muteten EinfluB des Magnetfeldes auf das Licht experimentell auffinden konnte, 
namlich die Drehung der Polarisationsebene eines linear polarisierten Licht
strahles, der ein materielles Medium im Magnetfeld durchlauft, und daB spater 
noch eine Reihe anderer magnooptischer Effekte aufgefunden wurden. (V gl. 
Kap. 2 und Bd. XX.) . 

Die Abweichungen, die die Erscheinungen in ponderablen Medien von der 
MAXWELLschen Theorie zeigen, konnen also darauf zurUckgefUhrt werden, daB 
der Aufbau dieser Media nicht so einfach ist, wie dies in der ursprunglichen Theorie 
angenommen wurde, was ja zu erwarten war, da diese von dem molekularenAuf
bau der Materie absieht. In der Verbindung der MAXWELLschen Feldtheorie 
mit der Molekulartheorie der Materie muB daher der weitere Weg zur Darstellung 
der Erscheinungen in ponderablen Medien gesucht werden. 

Kann man so die Lichtwellen als elektromagnetische Wellen sehr kleiner 
Wellenlange auffassen, so ist es moglich, die MAXWELLschen Spannungen auch 
in derartig schnell wechselnden Feldern auf ihre Gilltigkeit hin zu uberprufen. 
Aus der MAXWELLschen Theorie folgt namlich, daB die Wellen auf einen storenden 
Korper einen ponderomotorischen Druck ausuben. Dies ist fur die einfachsten 
Fane direkt aus den FARADAYSchen Vorstellungen uber die Kraftlinien ableitbar. 
Fant z. B. eine HERTzsche Welle senkrecht auf einen vollkommen leitenden 
Schirm, so existiert in der Schirmflache nur ein in dieser Ebene gelegenes 
magnetisches Feld, die Kraftlinien verlaufen also in der Flache. Da senkrecht 
zu den Kraftlinien Druck herrscht, im Inneren des Leiters aber kein Feld 
ist, uben die Wellen einen Druck auf den Schirm in der Einfallsrichtung aus. 

1) Siehe FuJ3note 2 S. 140. 
2) F. BRAUN, Phys. ZS. Bd. 5, S.199. 1904. 
3) J. C. BOSE, Proc. Roy. Soc. London Bd.63, S.146. 1898. 
4) K. F. LINDMANN, Ann. d. Phys. Bd.69, S.276. 1922; Bd. 74, S. 541. 1924. 
5) M. FARADAY, Exper. Unters. § 2152. 
6) Nach B. JONES, Life of FARADAY. S. 205. 
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Die Schwierigkeiten der Messung dieser ponderomotorischen Wirkung liegen 
nicht in der geringen Starke der wirkenden Kraft, sondern in der schwierigen 
Trennung der elektromagnetischen Erscheinung von den gleichzeitig infolge 
Erwarmung des bestrahlten Leiters auftretenden thermischen Effekten. Pondero
motorische Wirkungen elektrischer Wellen wurden von HERTZl) selbst und spater 
von LEBEDEW2) beobachtet, konnten aber mit der Theorie der Spannungen nicht 
verglichen werden. 

v. Weitere Ausbildung der Theorie. 
The·orie von HERTZ. 

79. Ausfiihrung der dynamischen und elastischen Analogien. In seinen 
Arbeiten, die aus den Beobachtungen stationarer und quasistationarer Vorgange 
zwischen elektrischen Ladungen, Magneten und Stromkreisen die Gesetze des 
elektromagnetischen Feldes ableiten, hat MAXWELL sich einer Reihe von dyna
mischen, aber auch von speziellerim Analogien bedient, deren weitere Ausarbeitung 
das Ziel einer ganzen Reihe von Arbeiten ist. In unserer Darstellung sind wir 
der letzten im Treatise niedergelegten Fassung MAXWELLS gefolgt, deren Ge
dankengang insbesondere vOn HERTZ und POINCARE klargelegt worden ist. Hier 
sind es zwei Analogien, die den Aufbau der Theorie tragen. Eine allgemein 
dynamische, die mit Hilfe der LAGRANGESchen Gleichungen die Wirkungen 
der Strome aufeinander untersucht, und eine elastische, die die Rolle der Dielek
trika festlegt. Nach beiden Seiten hin wurde die Theorie weiter ausgebaut. 

Die allgemeine dynamische Fundierung der Theorie wurde insbesondere 
dadurch erweitert, daB man an Stelle der LAGRANGESchen Gleichungen von den 
Variationsprinzipien der Mechanik ausging. Soweit diese Untersuchungen fUr 
die Elektronentheorie von Wichtigkeit sind, wird im folgenden Artikel auf sie 
eingegangen werden. Daher sei hier nur erwahnt, daB H. A. LORENTZ3) die 
MAXWELLschen Gleichungen aus dem D' ALEMBERTschen Prinzip, HELMHOLTZ4) 

und LARMOR5) aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung ableiten. 
Die Bedeutung der elastischen Analogien beruht darauf, daB MAXWELL 

die Lichtwellen als elektromagnetische Wellen aufgefaBt hat, woraus folgt, daB 
zwischen seiner Theorie und den elastischen Lichttheorien ein Zusammenhang 
bestehen muB. Die wichtigsten elastischen Analogien beruhen auf den folgenden 
Uberlegungen3): Da in den Feldgleichungen die Rotationen der Feldvektoren 
auftreten, so miissen wir die Analogie aus der Theorie der Medien mit Rotations
elastizitat schopfen. (V gl. Bd. 6.) In dieser gibt es zwei Paare von GroBen, die 
durch lineare Vektorfunktionen miteinander verkniipft werden kennen, in der 
Elektrodynamik also die Rolle der elektrischen bzw. der magnetischen Feld
vektoren einnehmen konnen, die ja ebenfalls durch je eine lineare Vektorfunktion 
e bzw. J1, miteinander verkniipft sind. Das eine Paar bilden die Drehung eines 
Volumelementes u und die diesem Volumelement entsprechende Moment
dichte m: m = -a·u. 

Das andere Paar bilden die Verschiebungsgeschwindigkeit q und die Impuls
dichte g, die wir durch 

1) H. HERTZ, Ges. Werke Bd. II, S. 199; Wied. Ann. Bd.42, S.407. 1891. 
2) P. LEBEDEW, Wied. Ann. Bd. 52, S. 621. 1894. 
3) H. A. LORENTZ, Enzyklopadie d. math. Wiss. Bd. V/13, § 35ff. 
4) H. v. HELMHOLTZ, Wied. Ann. Bd.47, S.1. 1892. 
5) J. LARMOR, Aether and Matter, S.83. Cambridge 1900. 
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verknlipfen k6nnen. Unter diesen Annahmen ist die kinetische Energiedichte 

Die Spannungen lauten: 

X",=O, 

Y", = -tN., 

Z", = tNy, 

T - 1 ..... b .. 
- 2"'::" ikq"qi' 

i, k=l, 2, 3 

Xy = lNz , 

Y y = 0, 

Zy=-t N "" 

Entsprechend ist die potentielle Energiedichte 

U = t 1: aikuiuk, 
i,k= 1. 2, 3 

und die Bewegungsgleichung lautet daher 

trotWC = g. 

Xz=-tNy, 

Yz=t N "" 
Z. = 0. 

Schreiben wir noch die Gleichung flir die Winkelgeschwindigkeit an 
iJu 1 . 
at = 2 rotq , 

so geben diese vier Gleichungen die MAXWELLS chen Feldgleichungen auf zweierlei 
Weise. Man kann erstens die magnetische Energie mit MAXWELL als die kinetische 
auffassen, dann muB man 

1 
13""'a 

setzen. Dies ist der Standpunkt MAXWELLS. Wir k6nnen aber auch, wie dies 
insbesondere W. THOMSON getan hat, die elektrische Energie als die kinetische 
auffassen, dann miissen wir 

setzen. Dieser Auffassung entspricht die FRESNELsche, jener die Theorie von 
NEUMANN und MACCULLAGH. Dies erkennen wir sofort, wenn wir uns erinnern 
(Ziff. 67), daB fUr den elektrischen Feldvektor die FRESNELschen Formeln gelten, 
dieser also auf die Polarisationsebene des Lichtes normal steht. Da der Licht
vektor derjenige Vektor ist, aus dem die kinetische Energie abgeleitet wird, 
schwingt er nach MAXWELLscher Auffassung in der Polarisationsebene, nach 
der KELvINschen senkrecht zu ihr. 

80. Die Theorie von HERTZ. Die allgemein dynamische Grundlegung der 
MAXWELLschen Feldgleichungen hat gezeigt, daB diese Gleichungen nicht nur 
untereinander widerspruchsfrei sind, sondern daB sie auch den Prinzipien der 
allgemeinen Dynamik entsprechen und von diesem Standpunkt aus die einfachste 
Verallgemeinerung der aus den Experimenten folgenden Gesetze darstellen. 
Die speziellen mechanischen Analogien zeigen, daB die Gesetze, die die Aus
breitung der elektromagnetischen St6rungen beherrschen, darauf zuriickgefUhrt 
werden k6nnen, daB diese Ausbreitung durch ein Medium bewerkstelligt wird, 
das den elastischen Medien analoge Eigenschaften besitzt, dessen Wirkungsweise 
aber auch durch verhaltnismaBig einfache Mechanismen veranschaulicht werden 
kann. Diese speziellen mechanischen Theorien des elektromagnetischen Feldes 
k6nnen aber, sobald ihnen ein liber die Bedeutung der physikalischen Analogie 
hinausgehender Sinn beigelegt wird, nicht befriedigen. Denn einerseits weichen 
die erforderlichen Eigenschaften des Mediums von denen der ponderablen Medien 
in grundlegenden Punkten ab, andererseits macht die groBe Auswahlsm6g1ichkeit, 
die durch die vielen m6glichen Theorien vorhanden ist, die Auszeichnungen einer 
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einzelnen so gut wie unmoglich. Schon die Frage, ob die magnetische oder die 
elektrische Energie des Feldes die kinetische darstellt, kann nur durch Willkiir 
entschieden werden. 

HERTZ1) stellte daher die MAXWELLschen Feldgleichungen an die Spitze der 
Theorie und stiitzt ihre Richtigkeit auf ihre Vbereinstimmung mit den Tatsachen, 
die durch die von ihm begonnenen Experimente mit elektrischen Wellen auch 
schnell veranderliche Erscheinungen erfassen und damit auch zur . Kontrolle der 
spezifischen Annahmen der Theorie geeignet sind. Natiirlich geht der Inhalt 
der Theorie jederzeit iiber das hinaus, was durch Experimente als erwiesen an
gesehen werden kann, aber die MAXWELLschen Gleichungen befriedigen, wie 
durch die bereits erwahnten Untersuchungen zur Geniige dargelegt worden ist, 
die beiden wichtigsten Forderungen, die an eine Theorie gestellt werden miissen: 
Sie sind innerlich widerspruchsfrei und von groBer Einfachheit. -

Auch den Anforderungen der Feldtheorie entspricht dieser Standpunkt 
vollkommen. Denn indem die Feldgleichungen an die Spitze der Theorie gestellt 
werden, geht diese natiirlich von den Votgangen im Felde und den Eigenschaften 
des "Feldtragers" aus, denn diese werden ja durch die Feldgleichungen festgelegt. 

HERTZ konnte auf diese Weise nicht nur die Konzeption der Theorie von 
allen aus der Fernwirkungstheorie stammenden Begriffen reinigen, sondern es 
gelang ihm auch, ihren Aufbau wesentlich zu vereinfachen. Sieht man namlich 
von den Erscheinungen des permanenten Magnetismus und der Dispersion ab, 
so kann man den Zustand des Feldes durch zwei Feldvektoren charakterisieren2). 

HERTZ wahlte die elektrische und die magnetische Feldstarke, die er durch ihre 
ponderomotorische Wirkung definiert (vgl. die Ziff. 6 u. 10). Durch diese beiden 
Vektoren ist die Energie des Feldes gegeben, wenn den einzelnen Medien zwei 
Tensoren Il und fL zugeteilt werden: 

W = 8~ .2 (llik Ei Ek + /A-ikHiHk)' 
i, k=l, 2, 3 

Die MAXWELLschen Feldgleichungen fUr Nichtleiter charakterisieren dann das 
Medium noch durch eine innere Konstante, die nicht wie Il oder fL durch Vergleichs
messungen in zwei Medien, sondern in einem Medium allein bestimmt werden 
kann. Es ist dies die Geschwindigkeit der Ausbreitung der elektromagnetischen 
Storungen C/llll/A-. Die Gleichungen fiir Leiter fiigen eine zweite innere Konstante 
hinzu, namlich 1l/4n (J, die die Zeit angibt, in der die elektrische Feldstarke in einem 
auBeren Einwirkungen entzogenen Leiter auf ihren eten Teil herabsinkt, falls 
die Grenzflachen zweier Medien als Dbergangsschichten, in denen die Feld
gleichungen weiter gelten, aufgefaBt werden. Durch diese GroBen sind die Vor
gange im Felde vollstandig bestimmt. Die weiteren Vektoren stellen abgeleitete 
GroBen dar, die lediglich der Veranschaulichung der Vorgange dienen. 

Wir wollen hier nur die EinfUhrung der Begriffe der Strom- und Elektrizitats
dichte behandeln, die den AnschluB an die Vorstellungen der Fernwitkungstlieorie 
liefert. In der AMPEREschen Gleichung tritt der Vektor (J @ = i auf. Bilden wir 
die Divergenz dieser Gleichung 

div'il = -4n divi, 

und integrieren wit iiber einen Raum, der durch eine im leeren Raum verlaufende, 
die gesamte ponderable Materie einschlieBende Flache begrenzt ist, dann 
witd nach Transformation durch den GAussschen Satz der Integrand auf der 

1) H. HERTZ, Ges. Werke Ed. II, S.208; Wied. Ann. Ed. 40, S. 577. 1890. 
2) Vgl. auch H. POINCARE, Oscill. electr., S.7. 
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rechten Seite gleich Null (wegen (J = 0), und daher ist 

j j'l)df = 0, 

j j'l)df = 4ne, 
e ist also eine von der Zeit unabhangige GroBe, die wir als die wahre elektrische 
Ladung des Systems bezeichnen konnen. Analog wollen wir 

div'l) = 4ne 

als die Dichte der wahren elektrischen Ladung bezeichnen, die dann mit dem 
Vektor i durch die Gleichung oe 

7ft + divi = ° 
verbunden ist. Wir konnen daher i mit der Dichte des elektrischen Stromes 
identifizieren. Man erkennt auch sofort den Zusammenhang mit der Kraft
linientheorie von FARADAY. Auch kann man sofort ableiten, daB wahre Elektrizi
tat nur an der Oberflache von Leitern auftreten kann. 

Die Definition der freien Elektrizitat als Divergertz der elektrischen Feld
starke und die analoge Definition von wahrem und freiem Magnetismus ergibt 
den vollstandigen AnschluB an die Fernwirkungstheorie. 

Handbuch der Physik. XU. 10 



Kapitel2. 

Die Elektronentheorie. 
Von 

FRIEDRICH ZERNER, Wien. 

Mit 3 Abbildungen. 

I. Die Grundlagen der Elektronentheorie. 
a) Die physikalischen Grundlagen. 

1. Die MAXWELLSche Theorie des elektromagnetischen Feldes und die 
Theorie der Materie. Wahrend die Forscher vor MAXWELL die elektrischen und 
magnetischen Erscheinungen durch die zwischen geladenen Partikeln auf
tretenden F ernkrafte und die durch sie hervorgerufenen Bewegungen dieser 
Teilchen zu erklaren versucht haben, faBte MAXWELL diese Erscheinungen als 
Folgen der im Felde, d. h. in dem zwischen den Ladungen gelegenen Raume 
vor sich gehenden Prozesse, auf. Die Materie tritt daher in seiner Theorie 
lediglich als Feldtrager auf, ebenso wie der leere Raum, den wir, da seine 
elektromagnetischen Eigenschaften nach Kap. 1, Ziff.78, seine optischen mit 
umfassen, auch als Ather bezeichnen konnen; die Dielektrika stellen nichts 
anderes als einen modifizierten Ather dar, da die Erscheinungen in ihnen denen 
im Ather vollkommen analog verlaufen mussen. Der Unterschied liegt nur in 
dem von der Einheit verschiedenen Wert der Dielektrizitatskonstante bzw. der 
magnetischen Permeabilitat, was aber einen prinzipiellen Unterschied nicht aus
macht (vgl. Ziff. 39 u. 40 des vorhergehenden Artikels, besonders Ziff.41, die 
Theorie des Verschiebungsstroms)., Hierdurch erhalt die MAXWELLsche Theorie 
groBe Einfachheit, muB diese aber mit schweren prinzipiellen Mangeln erkaufen. 

Denn der Ather als die Nahewirkung vermittelndes Medium ist nur als 
Kontinuum denkbar, wahrend die Materie zur Erklarung alier anderen Er
scheinungen molekular aufgebaut gedacht wird. Dieser Widerspruch zwischen 
der elektrodynamischen Theorie der Materie und der in alien ubrigen Zweigen 
der Theorie ublichen ist aber nicht nur ein formaler Schonheitsfehler. Er ver
hindert es auch, daB die elektrodynamischen Eigenschaften der Materie mit 
ihren ubrigen in Verbindung gebracht werden konnen, da diese nach unseren 
Ansichten in dem molekularen Aufbau der Materie und den Eigenschaften der 
Molekiile begrundet sind. 

Aber auch die elektrodynamischen Eigenschaften der Materie lassen sich 
aus dieser Anschauung nicht vollstandig erklaren. Wir haben in der Ziff. 78 
des vorhergehenden Kapitels bereits darauf hingewiesen, daB die Die1ektrizitats
konstante und das Leitvermogen der Substanzen eine Dispersion zeigen, die 
aus der MAXWELLschen Theorie nicht folgt. Da diese Erscheinung offensichtlich 
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molekularen Ursprungs ist, HiBt sie sich auf Grund der MAXWELLschen An
schauungen nicht erkHiren. Dafiir ist bezeichnend, daB MAXWELL selbst, nachdem 
er bereits die elektromagnetische Lichttheorie aufgestellt hatte, eine auf der 
elastischen Theorie des Lichtes basierende Dispersionstheorie angegeben haP). 
Eine molekulare Theorie der elektromagnetischen Eigenschaften der Materie 
wird also nicht nur die Verbindung der tibrigen Erscheinungsgebiete mit den 
elektromagnetischen Phanomenen liefern, sondern ist auch fUr die Erfassung 
der Dispersionserscheinungen notwendig. 

2. Die molekulare Theorie der Dielektrika. Wir haben bereits in der 
Ziff. 40 des vorhergehenden Artikels darauf hingewiesen, daB das Verhalten 
der Dielektrika in einem elektrischen Feld dem Verhalten der paramagnetischen 
K6rper in einem magnetischen Feld vollkommen analog ist. Dies wurde bereits 
von FARADAy2) bemerkt und brachte ihn zur Dbertragung der POISsONschen 
Anschauungen tiber die Wirkungsweise der paramagnetischen Substanzen auf 
die Dielektrika. Die mathematische Theorie wurde von W. THOMSON3) und 
MOSSOTTI4) ausgebildet. POINCARE hat dann, durch die gegen diese Theorie er
hobenen Einwande veranlaBt, eine strenge mathematische Entwicklung dieser 
Anschauungen geliefert 5). 

Nach dieser Theorie stellen wir uns vor, daB die Molekiile eines homogenen 
Dielektrikums leitende Kugeln sind. Wird eine solche in ein homogenes Feld 
(fo (Potential 'IjJ) gebracht, so wird auf ihrer Oberflache eine Flachenladung 
induziert, deren Dichte in einem Punkte der Oberflache, dessen Halbmesser mit 
der Richtung der Feldstarke den Winkel IX- einschlieBt, 

3Eo COS IX 
a = -=--"4:-"--

betragt (vgl. Kap. 5). Bringen wir nun in ein Feld, das vom Potential Vabge
leitet wird, ein Dielektrikum, das dadurch charakterisiert ist, daB in den Ather 
pro Volumeinheit N Kugeln vom Radius a eingebettet sind, so tritt zu dem 
Potential der das Feld erzeugenden Ladungen V noch das von den polarisierten 
Kugeln herriihrende Potential VI' Wir nehmen an, daB die Kugeln so klein 
sind, daB das jede einzelne Kugel induzierende Feld in der Umgebung dieser 
Kugel als homogen angesehen werden kann. (Sein Potential sei 'IjJ.) Dies be
inhaltet, daB der Abstand der einzelnen Kugeln voneinander groB gegen ihren 
Halbmesser ist. Dann ist der Vektor der Polarisation 

'.13 = -N\" a3 • 43,. .grad'IjJ = - 43,. hgrad'IjJ, 

wo h das VerhaItnis des von den Kugeln eingenommenen Volumens zu dem des 
Dielektrikums angab. Das von der Polarisation des Dielektrikums herrtihrende 
Potential ist (vgl. etwa Zifi. 10 des vorhergehenden Artikels) 

VI = !!!dXdYdz.'.13.grad' ; 

1) J. CL. MAXWELL, Cambridge Calendar 1869; Phil. Mag. Bd.48, S.151. 1899. 
2) M. FARADAY, Exp. Untersuchungen §§ 1164, 1338, 1679. 
3) W. THOMSON, Cambro and Dub!. Math. Journ. Nov. 1845, Papers on Electr. and 

Magn. § 43f. 
4) F. C. MOSSOTTI, Arch. des sciences phys. (Geneve) Bd.6, S. 193. 1847. 
5) H. POINCARE, Electr. et Optique 2. Auf!., §§ 45ff. 

10* 
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Analog der POISsoNschen aquivalenten Verteilung der . magnetischen Fluida 
laBt sich also die Wirkung der polarisierten Kugeln auch auf eine aquivalente 
Verteilungelektrischer Ladungen zuriickfiihren, die durch 

e = -div$, a=$n 

gegeben ist ("gebundene" Ladungen). 
Das induzierende Potential 'IjJ darf natiirlich nicht gleich V + V1 gesetzt 

werden, da in diesem Potential bereits das Potential der polarisierten Kugel 
inbegriffen ist. Urn jenes zu berechnen, stellen wir die Krafte, die auf die FHichen
ladung der Kugel wirken, zusammen. Diese sind: Das Feld der aufieren Ladungen, 
die durch das "ungest6rte" Potential V gegeben sind, die von der Flachenladung 
der Kugel herriihrenden Krafte, die gleich +grad'IjJ sind, und endlich die von 
dem iibrigen Dielektrikum stammenden Polarisationskrafte. Urn diese zu be
stimmen, legen wir urn die betrachtete Kugel eine Flache S, die zunachst der 
Bedingung unterworfen ist, daB der Raum, den sie umschlieBt, so klein ist, daB 
die Polarisation in ihm als konstant angenommen werden kann. Wir bezeichnen 
mit ~,r;, l; die Koordinaten des betrachteten Punktes der Kugelflache. Wir 
zeigen zunachst, daB die Flache S so gelegt werden kann, daB die Wirkung der 
in ihr gelegenen Molekiile auf das betrachtete Molekiil vemachlassigt werden 
kann: Wir legen hierzu den Ursprung des Koordinatensystems in das Zentrum 
der Kugel, deren Influenzierung wir betrachten, und bezeichnen mit d, e, b die 
Koordinaten des Zentrums der Kugel, deren Wirkung wir berechnen. Dann ist 
die X-Komponente der von dieser Kugel auf jene ausgeiibten Kraft, wie eine 
leichte Rechnung ergibt: 

as (d2 + e2 + b2 - 3 d2) 
X-~--~~--~~ 

- (d2 + e2 + b2)i ' 

da wir wegen der Kleinheit des Kugelradius diesen gegen die Entfemung der 
Kugeln vemachlassigen k6nnen. Die drei Kugeln mit den Koordinaten d, e, b; 
e, b, d; und b, d, e heben sich daher in ihrer Wirkung gegenseitig auf. Es kann 
daher S so gelegt werden, daB die in ihr liegenden Kugeln zusammen auf die 
betrachtete Kugel keine Wirkung ausiiben. Es bleibt noch die Wirkung der 
auBerhalb der Flache S liegenden Kugeln zu berechnen. Diese ist gleich dem 
iiber den Raum, den das Dielektrikum auBerhalb von S einnimmt, erstreckten 
Integral 

fffdXdydZ$grad; . 
Dieses ist gleich der Differenz aus V, verrnindert urn das ilber das Innere der 
Flache S erstreckte Integral. Die aus diesem Potential folgende Kraft ist 

ff ~ t ($n) - fff dx '!: dz t div$. 

Das zweite Glied ist wegen der Kleinheit des von S umschlossenen Raumes 
zu vemachlassigen, das erste Glied ergibt, da die Polarisation in dem betrachteten 
Raum als konstant zu betrachten ist und daher die X-Richtung ihr parallel 
gewahlt werden kann, filr die X-Komponente dieser Kraft 

t-n$x. 

Die Summe dieser Wirkungen ist daher 

- grad V - grad VI + -}n$ + grad1jl. 
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Driicken wir 'IjJ durch ~ aus und beriicksichtigen wir, daB V + Vl das gesamte 
wirkende Potential darstellt, also @ = -grad (V + Vl) ist, so ist die Gleich
gewichtsbedingung fUr die auf der OberfHiche der Kugel sitzende FHichenladung 

@=;n(~-c1)~. 
N ach Zif£. 40 des vorhergehenden Artikels ist 

@=~~, 
8-1 

daher 
e=1+ 3hh=1+3h. 

1 -

Trotz der Primitivitat der iiber die elektrischen Eigenschaften der Molekiile 
gemachten Hypothese ist die entwickelte Theorie von groBer Leistungsfahigkeit. 
Die aus ihr berechneten Molekiilradien ergeben sich zu etwa zwei Drittel der 
aus den mechanischen und thermischen Eigenschaften der Gase berechneten. 
DaB die beiden GroBen nicht vollstandig iibereinstimmen, ist leicht erklarlich, 
da in dem zweiten Fall die Wirkungsspharen berechnet werden, die sicherlich 
groBer sind als die Molekiile selbst. 

Dementsprechend wird auch die Druckabhangigkeit der Dielektrizitats
konstante der Gase richtig wiedergegeben. Man sieht auch sofort, daB aus der 
abgeleiteten Formel die Dielektrizitatskonstante von Gemischen aus den Di
elektrizitatskonstanten der Bestandteile berechnet werden kann. Allerdings ist die 
Theorie in der entwickelten Form auf Substanzen beschrankt, deren Dielektrizitats
konstanten von der des A.thers nicht zu weit abweichen, da h infolge der ge
machten Annahmen eine kleine Zahl sein muB. 

Die Theorie ist auch, wie man leicht einsieht, einer Erweiterung iiber den 
betrachteten Fall der Wirkung isotroper Dielektrika auf ein statisches Feld 
fahig. Fiir nicht isotrope Medien miissen die Molekiile als nichtkugelformig 
rind in bestimmter Richtung orientiert angenommen werden. Dann ist ihre 
Induktionswirkung in verschiedenen Richtungen natiirlich eine verschiedene. 
Die resultierende Dielektrizitatskonstante wird daher eine lineare Vektorfunktion. 
Sind die Felder nicht konstant, sondern etwa Felder elektrischer Wellen, so folgt 
aus der Ziff. 78 des vorhergehenden Artikels sofort, daB das Medium zu Dis
persionserscheinungen AnlaB geben muB, da die Kugeln schwingungsfahige 
Gebilde darstellen. Die mathematische Theorie der;artiger Medien wurde ins
besondere von GANS und HAPPELl ) entwickelt. (Vgl. Kap. 5.) 

3. Die Theorie der Elektrolyse und ihre Riickwirkung auf die Theorie der 
Dielektrika. Der nachste AnstoB zur Weiterbildung der Theorie der elektrischen 
Eigenschaften der Molekiile wurde ebenfalls durch F ARADAy2) gegeben, und zwar 
durch seine Untersuchungen iiber die Elektrolyse. Er erkannte zunachst, daB 
fUr den Ablauf dieser Erscheinung nicht die Elektroden, sondern der Elektrolyt 
von ausschlaggebender Bedeutung ist. Von den verschiedenen Versuchsreihen, 
in denen er dies zu beweisen sucht, ist diejenige fUr uns am wichtigsten, in der 
er nachweist, daB die durch den Strom iiberfUhrte Elektrizitatsmenge nur von 
der Menge der an den Elektroden abgeschiedenen Substanz und ihrem chemischen 
A.quivalentgewicht abhangt. Dies beweist nicht nur qualitativ, daB die elektro
lytische Leitung von dem Material der Elektroden unabhangig ist, sondern 
ergibt auch eine hochst auffallende quantitative Beziehung. Denn es besagt, 
daB, wenn durch verschiedene Elektrolyte dieselbe Elektrizitatsmenge durch-

1) R. GANS U. H. HAPPEL, Ann. d. Phys. Bd.29, S.277. 1909. 
2) M. FARADAY, Exp. Untersuchungen §§ 731 ff. 
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gegangen ist, die Mengen der sich an den Elektroden abscheidenden Substanzen 
sich wie ihre Aquivalentgewichte verhalten. Dnd zwar ist die Abscheidung 
eines Moles eines einwertigen Atomes oder Atomkomplexes mit dem Transport 
von 96494 into Coul. verbunden. 

Daraus schloB FARADAY, daB die Trennung des Elektrolyten in seine sich 
an den Elektroden abscheidenden Bestandteile durch das elektrische Feld erfolgt 
und daher die Atome bzw. die Atomkomplexe im Molekiil des Elektrolyten in 
geladenem Zustande sind. Es liegt dann nahe, die aus diesen Ladungen folgenden 
elektrischen Krafte zur Erklarung des Zusammenhaltes des Molekiils heran
zuziehen. So kam er dazu, die chemische Affinitat auf diese Krafte zuriick
zufUhren. Die Atome sind in irgendeiner Weise mit elektrischen Kraften begabt, 
denen sie ihre auffallendsten Eigenschaften, darunter ihre chemische Affinitat, 
verdanken1). Aus seiner Anschauung folgt, daB aquivalente Gewichtsmengen 
zweier Substanzen einfach solche Mengen sind, die gleiche Mengen Elektrizitat 
enthalten 2). Die letzte Konsequenz daraus zog HELMHOLTZ, indem er darauf 
hinwies, daB wir annehmen miissen, daB die Ladungen der einzelnen einwertigen 
Ionen einander gleich sind, die der zweiwertigen doppelt so groB usw. Wenn 
wir annehmen, daB die Elemente aus Atomen aufgebaut sind, so konnen wir 
uns dem SchluB nicht entziehen, daB auch die Elektrizitat, die positive so gut 
wie die negative, in bestimmte element are Portionen geteilt ist, die sich wie 
Elektrizitatsatome verhalten 3). 

Die Ansicht F ARADA YS hat allerdings insoweit eine Korrektur erfahren, als 
CLAUSIUS4) nachgewiesen hat, daB die Trennung des Molekiils in seine Ionen nicht 
durch das stromerzeugende Feld bewirkt wird, da bereits die kleinste elektro
motorische Kraft in einem Elektrolyten einen Strom hervorruft, wahrend nach 
der FARADAYSchen Anschauung natiirlich erst eine bestimmte Feldstarke die 
Trennung der in einem Molekiil verbundenen Ionen bewirken konnte. Wir 
miissen daher annehmen, daB in einem Elektrolyten eine gewisse Anzahl von 
Molekiilen jederzeit dissoziiert ist und das elektrische Feld nur die Bewegung 
der Ionen zu den Elektroden hervorruft. Dies folgt exakt daraus, daB das OHM
sche Gesetz auch fUr die Leitung in Elektrolyten gilt. Aber auch nach dieser An
schauung ist es am einfachsten, anzunehmen, daB die Ladung der Ionen nicht bei 
der Trennung des Molekiils entsteht, sondern daB sich die Atome bereits im Molekiil 
in geladenem Zustand befinden. Die Schliisse F ARADAYS bleiben daher unberiihrt. 

Wir konnen aber aus den Erscheinungen noch weitere Schliisse auf die 
Eigenschaften der Ionen ziehen. Zunachst konnen wir, indem wir die bei der 
Ausscheidung bestimmte Gewichtsmenge einer Substanz durch die dabei iiber
fUhrte Elektrizitat dividieren, den Quotienten aus Ladung mid Masse eines 
Ions, das ist seine spezifische Ladung, bestimmen. Ferner erhalten wir durch 
Division der bei der Ausscheidung eines Mols Wasserstoff oder einer anderen 
einwertigen Substanz iiberfiihrten Elektrizitatsmenge durch die A VOGADROSche 
Zahl N die auf ein Ion entfallende Ladungsmenge. Da man N auf kinetischem 
Wege mit einiger Genauigkeit bestimmen kann (BRowNsche Bewegung, innere 
Reibung und Warmeleitfahigkeit eines Gases usw.; vgl. Bd. XXII, Kap. 5), ge
lingt dies auch fUr die Ladung des einwertigen Wasserstoffions. Man erhalt 
e (Xl 4 . 10- 10 el. stat. Einh. 

1) M. FARADAY, Experimental Researches § 852. 
2) M. FARADAY, Experimental Researches § 869. 
3) H. v. HELMHOLTZ, Journ. chern. soc. Ed. 39, S. 277. 1881; G. J. STONEY, Phil. Mag. 

Ed. 11, S. 381. 1881. 
4) R. CLAUSIUS, Wied. Ann. Ed. 101, S. 338. 1857. Die Hypothese wurde bereits von 

A. WILIAMSON, Phil. Mag. Ed. 37, S.350. 1850, aufgestellt. 
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Endlich kann man auch die Geschwindigkeit der Ionen im elektrischen 
Feld bzw. ihre Diffusionsgeschwindigkeit bestimmen und daraus mit Hilfe der 
SToKEsschen Formel ihren Halbmesser abschatzen. Er ergibt sich in der rich
tigen GroBenordnung von 10-8 cm. Eine genauere Theorie der Bewegung der 
Ionen, die die elektrischen Krafte zwischen ihnen und den als Dipole aufge
faBten Molekiilen beriicksichtigt, wurde von BORN aufgestelltl) (vgl. Bd. XIII, 
Kap. 13 u. 14). 

Die aus der Elektrolyse gewonnene Anschauung iiber den Aufbau der Mole
kiile gestattet eine einfache Erklarung der Eigenschaften der Dielektrika. Denn 
da es sehr unwahrscheinlich ist, daB die Atome im Molekiil sich erst bei der 
Losung aufladen, miissen wir annehmen, daB auch die Molekiile der ungelosten 
Substanz bereits aus geladenen Atomen bestehen. Wir konnen sie daher als 
Dipole auffassen. Bringt man einen derartigen Korper in ein elektrisches Feld, 
so wird er auf zweierlei Weise polarisiert werden. Erstens werden die Dipol
achsen gerichtet werden, und zweitens werden die beiden Ionen auseinander
gezogen werden und dadurch wird die Polarisation verst1trkt. Nehmen wir an, 
daB im nichtpolarisierten Zustand die Verteilung der Ladungen im Molekiil 
eine derartige ist, daB sein Dipolmoment praktisch gleich Null ist, so bleibt nur 
der zweite Effekt iibrig und die in der vorigen Ziffer entwickelte Theorie zeigt 
sofort, daB bei elastischer Bindung der Ionen aneinander die Eigenschaften der 
Dielektrika durch diese Annahme erklart werden konnen. Dasselbe gilt natiirlich 
fiir die Erscheinung der Dispersion, da die Dipole infolge der elastischen Bindung 
der beiden Ladungen ein schwingungsfahiges System darstellen. (V gl. Kap. 5 
und Bd. XXI.) 

Bei der Kompliziertheit der chemischen Eigenschaften der verschiedenen 
Substanzen ist es von vornherein unmoglich, daB die Atome lediglich aus einem 
Dipol bestehen sollen. Die Dispersionstheorie, die in Ziff. 41 entwickelt werden 
wird, gibt uns nun eine Moglichkeit, die einzelnen in einem Molekiile vorhandenen 
schwingungsfahigen Gebilde zu untersuchen. Und zwar ergibt sich aus ihr fiir 
jeden schwingungsfahigen geladenen Baustein des Molekiils das Produkt aus der 
Anzahl der Molekiile in der Volumeinheit, multipliziert mit der Anzahl der be
treffenden Teilchen in einem Molekiil und mit dem Quotienten aus seiner Ladung 
und Masse (spezifische Ladung). So ergibt z. B. die Untersuchung der Dispersion 
des Quarzes zwei Eigenschwingungen im ultraroten Spektralbereich, fiir die sich 

Pl ~ = 7,19 ·101S el. stat. Einh. g-l, 
ml 

P2~ = 1,73 .1014 el. stat. Einh. g-2 , 
m2 

Ps ~ = 2,04.1015 el. stat. Einh. g-a 
ma 

ergibt. Dividiert man nun die durch die Elektrolyse erhaltene Zahl fiir Ne das 
eine Mal durch das Gewicht eines halben Mois Sauerstoff, das andere Mal durch 
das des Siliziums, so ist die erste der so erhaltenen Zahlen in der ersten angegebenen 
zweimal, die zweite in der anderen viermal enthalten. Indem wir die Vierwertig
keit des Siliziumatoms und die Zweiwertigkeit des Sauerstoffatoms beriick
sichtigen, konnen wir daraus schlieBen, daB in dem Quarzmolekiil ein Silizium
atom, das die vierfache, und ein Sauerstoffatom, das die zweifache Ladung 
des Wasserstoffions tragt, schwingen. Aus der Dispersion des Quarzes folgt 

1) M. BORN, ZS. f. Phys. Bd. 1, S. 221. 1920; s. a,uch R. LORENZ, Ra,umerfiillung und 
Beweglichkeit. S.221ff. Leipzig 1922. 
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aber noch eine Eigenschwingung im ultravioletten Teil des Spektrums. Diese 
ergibt: 

Ein Vergleich mit den eben besprochenen Zahlen zeigt sofort, daB dieser Term 
mit unseren bisher entwickelten Anschauungen kaum vertraglich ist, da selbst 
wenn wir annehmen, daB das schwingende Teilchen nur die Masse des Wasser
stofiatoms besi~zt, aus ihr folgen wiirde, daB dieser Molekillbestandteil eineLadung 
tragen wiirde, die mehrere hundertmal so groB ist wie die des Wasserstoffions, 
oder daB in jedem Molekill eine mit dem Molekulargewicht unvereinbar groBe 
Anzahl solcher Teilchen vorhanden sein miiBte. Dieses Ergebnis, das man bei 
der Untersuchung der Dispersion aller Substanzen wiederfindet, weist daher 
darauf hin, daB sich bei der Untersuchung alIer iibrigen Substanzen im Molekille 
Teilchen befinden, deren MaB um einige hundertmal kleiner ist als die des 
Wasserstofiatoms. (Vgl. Kap.2 und Bd. XX!.) 

4. Der Durchgang der Elektrizitat durch verdiinnte Gase. (Vgl. Bd. XIV.) 
Diese Ergebnisse wurden gefestigt und erweitert durch die Untersuchung des 
Durchgangs der Elektrizitat durch verdiinnte Gase. Bereits beim 'Obergang 
eines Funkens in Luft von Atmospharendruck treten an den beiden Elek
troden verschiedene Lichterscheinungen auf, die fiir den negativen bzw. positiven 
Pol charakteristisch sind. Aber diese Erscheinungen sind sehr komplexer Natur 
(vgl. Bd. XIV, Kap. 7). Als aber FARADAY die Erscheinungen, die in stark 
verdiinnten Raumen auftreten, beobachtete, fand er einfache Verhaltnisse. Als 
er namlich zwei Messingdrahte, die in einen evakuierten Raum eingefiihrt waren, 
an eine Elektrisiermaschine anschloB, ging von der Anode ein Lichtstrom aus, 
der aber nicht bis zur Kathode reichte, sondem von dieser, die selbst ein 
schwaches Glimmen zeigte, durch· einen dunklen Raum (F ARADA yscher dunkler 
Raum) getrennt blieb. FARADAY erkannte zwar die Wichtigkeit dieser Er
scheinung, von deren weiterer Verfolgung er sich grundlegende Aufschliisse 
iiber das Wesen der positiven und der negativen Entladung erwartete, konnte 
aber auf diesem Wege nicht weiter vordringen1). 

Erst als die Fortschritte in der Konstruktion der Luftpumpen eine bessere 
Evakuierung des Entladungsraumes erlaubten, gelang die weitere Erforschung 
dieser Erscheinung. PLtjCKER2) zeigte, daB die Entladung durch ein Magnetfeld 
abgelenkt wird, wie dies DAVy3) schon friiher fiir den Bogen einer Kohlenbogen
lampe gezeigt hat. Sein Schiller HITTORF") fand, daB ein einer punktformigen 
Kathode gegeniibergestellter Korper einen Schatten wirft. Daraus folgt, daB 
die von der Kathode ausgehende Strahlung sich geradlinig fortpflanzt. GOLD
STEIN fand dann, daB der scharf begrenzte Schatten auch dann bestehen bleibt, 
wenn der feste Korper einer flachenformigen Kathode gegeniibersteht, woraus 
folgt, daB im Gegensatz zum Licht, bei dem Halbschatten auftritt, die Strahlen 
die Oberflache der Kathode nur senkrecht verlassen. VARLEy5) schloB aus diesen 
Eigenschaften, daB die Kathodenstrahlen aus kleinen negativ ge1adenen Par
tikeln bestehen, die von der Kathode ausgeschleudert werden. 

Dieser Hypothese standen jedoch die Beobachtungen von HERTZ6) gegen
iiber. HERTZ hatte gezeigt, daB die Kathodenstrahlen durch immerhin so starke 

1) M. FARADAY, Exp. Untersuchungen § 1523. 
2) J. PLUCKER, Wied. Ann. Ed. 103, S. 88, 151; Ed. 104, S. 113,622; Ed. 105, S. 67. 1855; 

Ed. 107, S. 577. 1859. 
3) H. DAVY, Phil. Trans. 1821, S.425. 
4) W. HITTORF, Wied. Ann. Ed. 136, S.1, 197. 1869. 
5) C. F. VARLEY, Proc. Roy. Soc. London Ed. 19, S.236. 1871, 
6) H. HERTZ, Wied. Ann. Ed. 45, S.28. 1892. 
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Metallfolien dringen, wie es einer aus Atomen bestehenden Strahlung unmoglich 
ware. Auch ein von ihm angestellter Versuch, die Strahlen durch ein elektro
statisches Feld abzulenken, schlug fehl. Andererseits ist aber die magnetische 
Ablenkung der Strahlen wiederum vom Standpunkt der Wellentheorie dieser 
Strahlen nicht erklarlich. 

Die AufkHirung brachte eine Reihe von Versuchen zur Bestimmung der 
spezifischen Ladung der Kathodenstrahlteilchen, die im Jahre 1897 unabhangig 
von WIECHERT und J. J. THOMSON veroffentlicht wurden (vgl. Bd. XXII, Kap.1). 
WIECHERT benutzt eine Methode, die von SCHUSTER einige Jahre friiher ange
geben worden war, diesem Forscher aber, hauptsachlich wegen der zu geringen 
Evakuierung des Entladungsraumes, keine richtigen Resultate ergeben hatte. 
SCHUSTER nimmt an, daB die Kathodenstrahlteilchen die Kathode ohne nennens
werle Geschwindigkeit verlassen. [Diese Annahme wurde von KAUFMANNl) 
experimentell gerechtferligt.] 1st dann e die Ladung, ft die Masse und v die 
Geschwindigkeit eines Kathodenstrahlteilchens, so muB nach dem Energieprinzip 

sein, wenn die Kathode auf dem Potential Vo ist und das Teilchen an einen Ort 
mit dem Potential V gelangt ist. Bewegt es sich dann auBerdem noch in einem 
homogenen Magnetfeld der Feldstarke 5), so beschreibt seine Projektion auf 
eine zu 5) normale Ebene einen Kreis, dessen Radius durch die Gleichung 

R=~~ 
B H 

gegeben ist (vgl. Ziff. 15 u.33). Es ist also 

~ = (V- Vo)·~ 
(t H2R2 

und zwar fand WIECHERT2) zahlenmaBig ~ = 1,2.1018 el. stat. Einh. g-l. Ver-
(t 

gleichen wir dies mit dem aus der Elektrolyse folgenden Wert fiir die spezifische 
Ladung des Wasserstoffions, so sehen wir, daB dieser Wert etwa zweitausendmal 
zu groB ist, urn als spezifische Ladung eines einwertigen Ions gedeutet zu werden. 
Daraus schloB WIECHERT, indem er beriicksichtigte, daB die groBe Durch
dringungsfahigkeit der Strahlen verlangt, daB die Partikel wesentlich kleiner 
sind als lonen, daB die Ladung der Partikeln gleich ist der Ladung des Wasser
stoffions, ihre Masse aber etwa zweitausendmal kleiner. 

Unabhangig von den Untersuchungen WIECHERTS schloB J. J. THOMSON 3) 

aus den Versuchen von LENARD iiber die Reichweite der Kathodenstrahlen, daB 
diese aus Partikeln bestehen miissen, die sich mit sehr groBer Geschwindigkeit 
bewegen und gegen die Atome klein sind. FITZ GERALD erweiterle diese Hypo
these dahin, daB die Kathodenstrahlteilchen mit denjenigen geladenen Teilchen 
im Atom identisch sind, fiir die der Zeemanneffekt ebenfalls so hohe spezi
fische Ladungen ergibt 4). Diese Hypothese bestatigte J. J. THOMSON 5), indem 
er den Wert der spezifischen Ladung maB und gleichzeitig nachwies, daB die 
Kathodenstrahlen durch ein elektrostatisches Feld entsprechend ihrer negativen 

1) W. KAUFMANN, Ann. d. Phys. Bd.61, S.544. 1897. 
2) E. WIECHERT, Schriften d. Konigsberger Gesellschaft Bd. 38. 1897. 
3) J. J. THOMSON in einer Vorlesung an der Royal lnst. Bd. 30, IV. 1897. 
4) G. F. FITZ GERALD, Electrician Bd.21. Mai 1897. 
5) J. J. THOMSON, Phil. Mag. Bd.44, S.293. 1897. 
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Ladung abgelenkt werden. Die Abb.1 zeigt die von THOMSON verwendete 
Apparatur. Die von der Kathode K ausgehenden Kathodenstrahlen werden 
durch zwei Blenden geschickt (D1 und D 2). Sie laufen durch einen Platten
kondensator, in dem gleichzeitig auch ein magnetisches Feld erregt werden kann, 
das zum elektrischen Feld und zur Strahlrichtung normal steht. Der Punkt, 

Abb. t. Elektrische Ablenkung der Kathodenstrahlen. 

an dem die Kathodenstrahlen auf die Glaswand auftreffen, ist durch seine 
Fluoreszenz erkenntlich. J. J. THOMSON regulierte nun einmal das magnetische 
und das elektrostatische Feld so, daB der Fluoreszenzfleck an der Glaswand 
derselbe ist, wie wenn gar kein Feld angelegt ist, dann maB er die Verschiebung 
unter Einwirkung des magnetischen Feldes allein. Es ist nun: 

E 
eE = evH, v = H' 

E V 
p:= RH 

und daraus bestimmte er die Geschwindigkeit v etwa zu 2,7.109 cm/sec- 1 und 

die spezifische Ladung der Teilchen zu ~ = 2,4 . 1017 el. stat. Einh. g-1. Er 
fl 

bestimmte diese GroBe noch auf eine zweite Art. Er maB die Starke des iiber-
gehenden Stromes, die gleich ist dem Produkt aus der Ladung eines Kathoden
strahlteilchens multipliziert mit der Anzahl der pro Zeiteinheit einen Querschnitt 
des Strahles passierenden Teilchen n, also 

J= ne. 

Weiter maB er mit Hilfe eines Bolometers die Energie, die pro Zeiteinheit einen 
Querschnitt passiert: 

W= In,uv2 , 

und endlich bestimmte er wieder den Radius R der von den Kathodenstrahl
teilchen im Magnetfeld durchlaufenen Bahn. Daraus ergibt sich die spezifische 
Masse durch die Gleichung w 

p: = JR2H2 . 

Er erhielt ~ = 6.1017 el. stat. Einh. g-l, v <Xl 5 .109 cm/sec. 
ft 

Durch diese Versuche sind die beiden Einwande gegen die korpuskulare 
Theorie der Kathodenstrahlen widerlegt. Die hohe Geschwindigkeit und die 
aus der groBen spezifischen Ladung folgende geringe GroBe der Teilchen bedingt 
ihre starke Durchdringungsfahigkeit. Gleichzeitig haben die Versuche von 
THOMSON gezeigt, daB die Korpuskel elektrisch geladen sind, da sie von einem 
elektrostatischen Feld abgelenkt werden. 

Der Wert der spezifischen Ladung der Kathodenstrahlteilchen wurde durch 
eine Reihe von Arbeiten immer genauer bestimmt (vgl. Bd. XXII, Kap. 1). Dabei 
zeigte sich, daB dieser Wert von dem Material der Kathode vollstandig unab
Mngig ist, daB aber im Einklang mit der Theorie (vgl. Ziff. 30ff. und den folgen-
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den Artikel sowie den Artikel "Elektronen" in Bd. XXII ds. Handb.) dieser Wert 
von der Geschwindigkeit der Teilchen abhangig ist.· Der wahrscheinlichste Wert 
ist derzeit 

!.- = 5,295 ' 1017 el. stat. Einh. g-1 
(-l 

fiir die Geschwindigkeit Null. 
Vergleichen wir diesen Wert wit der in Ziff.3 angegebenen spezifischen 

Ladung der Teilchen, die die ultraviolette Schwingung des Quarzes hervorrufen, 
so sehen wir, daB er von derselben GroBenordnung ist. Nehmen wir an, daB 
es sich um gleiche Teilchen handelt, so miissen wir Ps = 4 setzen. Es ist nun von 
entscheidender Bedeutung, daB alle spezifischen Ladungen, die zu groB sind, um 
als spezifische Ladung eines Ions gedeutet zu werden, kleine Viel£ache der 
spezifischen Ladung der Kathodenstrahlteilchen sind. Wir konnen daraus 
schlieBen, daB die in den Atomen vorkommenden Bestandteile, die nicht Ionen 
sind, fiir alle Substanzen dieselben und mit den Kathodenstrahlteilchen identisch 
sind. Diese bilden daher einen elementaren Baustein der Atome und werden als 
Elektronen (im engeren, heute ailein gebrauchlichen Sinne) bezeichnet. 

Wo also Elektrizitat an einen ·kleineren Korper als ein Wasserstoffatom ge
bunden auftritt, handelt es sich um ein Elektron, und zwar nicht nur in den bisher 
besprochenen Fallen. Dagegen findet man die positive Elektrizitat nur an Atome 
(oder Atomkomplexe) gebunden. Das zeigt z. B. die von J. J. THOMSON durch
gefiihrte Analyse der Kanalstrahlen. Diese wurden von GOLDSTEIN 1) entdeckt, 
der die Kathode durchlocherte und so hinter ihr eine Strahlung nachweisen 
konnte. WIEN2) zeigte, daB sie durch ein Magnetfeld abgelenkt wird, daB 
aber ihre Ablenkung die entgegengesetzte von der ist, die gleichgerichtete 
Kathodenstrahlen erleiden wiirden. A1lerdings wird ein Kanalstrahl durch die 
magnetische Ablenkung in mehrere Teile zerlegt, was, wie THOMSON auseinander
setzte, daher kommt, daB er aus den verschiedensten Ionen zusammengesetzt 
ist, die sich auBerdem noch wahrend des Passierens des Magnetfeldes umladen 
(vgl. Ed. XXII, Kap. 2B und Bd. XXIV, Kap.2). Die Partikel sind zum groBten 
Teil Ionen des die Rohre fiillenden Gases. GEHRKE und REICHENHEIMS) haben 
auch eine von der Anode selbst ausgehende "Anodenstrahlung" entdeckt, die 
nach ihrer spezifischen Ladung aus positiven Ionen des Anodenmaterials besteht. 

5. Korpuskulare Strahlen radioaktiver Substanzen (vgl. Bd. XXII). 1m 
Jahre 1896 entdeckte BEQUEREL, daB Uraniumsalze eine Strahlung aussenden, 
die imstande ist, eine photographische Platte auch dann noch zu schwarzen, 
wenn sie eine doppelte Schicht starken Papiers passiert haben. Die Analyse 
der Strahlung ergab, daB von den Elementen, die als Quellen derartiger Strahlen 
aufgefunden wurden, drei verschiedene Strahlungsarten emittiert werden. 

Von diesen wird die ex.-Strahlung von der umgebenden Luft verhaltnismaBig 
schnell absorbiert und besitzt dementsprechend nur ein geringes Durchdringungs
vermogen. Sie wird, wie RUTHERFORD nachgewiesen hat, sowohl durch ein 
magnetisches wie durch ein elektrostatisches Feld abgelenkt, und zwar ist der 
Sinn der Ablenkung derart, daB diese Strahlen aus positiv geladenen Teilchen 
bestehen miissen. Aus der Starke der Ablenkung laBt sich wiederum die spezifische 
Ladung bestimmen, die sich fUr ex.-Strahlen ailer radioaktiven Substanzen zu 
1,447' 1014 el. stat. Einh. g-1 ergab, also zur Halfte der spezifischen Ladung 
des Wasserstoffions (2,873 . 1014 el. stat. Einh. g-l). Daraus folgt zunachst, daB 

1) E. GOLDSTEIN, Berl. Ber. Bd. 691. 1886. 
2) W. WIEN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd.16, S.165. 1897; Ann. d. Phys. Bd. 65, S. 440.1895. 
3) E. GEHRKE U. D. REICHENHEIM, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd.8, S.59. 1906; Bd.9, 

S. 76, 200 u. 374. 1907. 
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aIle von irgendwelchen radioaktiven Substanzen ausgesendeten /X-Partikeln 
untereinander identisch sind. Es liegt aber auch nahe, in ihnen Heliumatome 
zu erblicken, die die doppelte Ladung ¢les Wasserstoffions tragen; insbesondere, 
da W. RAMSAY die Entwicklung von Helium in einem Radium enthaltenden 

,GefaB nachgewiesen hat. Da dieses aber auch' mit der Zeit aus dem Glas aus-
getreten sein konnte, ist es wichtig, daB diese Hypothese auf zweierlei Weise be
statigt werden kann. Erstens wiesen RUTHERFORD und ROYDS1) nach, daB die 
'~-Partikel Heliumionen sind, indem sie Radiumemanation in ein so diinnwandiges 
Rohr einschlossen, daB die /X-Strahlen diese Glaswand durchdringen konnen und 
so in ein dickwandiges GlasgefiiB geraten, dessen Wand sie nicht mehr durch
dringen konnen. Nach einigen Tagen kann dann in diesem GefaBe Helium 
spektroskopisch nachgewiesen werden. Zweitens ist es moglich, die mittlere 
Ladung der ~-Partikel direkt zu bestimmen (RUTHERFORD). Das Prinzip der 
Methode besteht darin, daB dem ~-Strahler eine mit einem Elektrometer ver
bundene Elektrode gegeniibergestellt wird. Der EinfluB der ,B-Strahlung und der 
sekundaren Strahlung wird dadurch ausgeschaltet, daB diese bedeutend starker 
durch das Magnetfeld ablenkbaren Strahlen durch ein solches Feld von der Elek
trode abgelenkt werden. Der EinfluB der Ionisation des Gases wird dadurch 
eIiminiert, daB die Elektrode einmal positiv, das andere Mal negativ aufgeladen 
wird. Durch Kombination der in beiden Fiillen erhaltenen Strommessung wird 
'der Ionisationsstrom eliminiert. Da man durch verschiedene Zahlmethoden 
(Szintillations- und Elektrometermethoden) die Zahl der von einem Praparat 
bestimmter Starke in der Zeiteinheit ausgesandten Partikel bestimmen kann, 
erhiilt man durch die Division des aus der Strommessung folgenden Betrages der 
in der Zeiteinheit auf die Elektrode iibertragenen Elektrizitatsmenge durch die 
Zahl der aufgetroffenen Partikel die mittlere Ladung eines einze1nen. Messungen 
von RUTHERFORD und GEIGER2) ergaben diese Ladung zu 9,3 '10- 10 el. stat. Einh., 
Messungen von REGENER3) zu 9,57.10- 10 el. stat. Einh., was mit geniigender 
Genauigkeit der doppelten Ladung des Wasserstoffions entspricht. 

Neben der /X-Strahlung treten zwei Strahlungen von groBer Durchdringungs
fahigkeit auf, von denen aber nur die ,B-Strahlung durch das Magnetfeld ablenkbar 
ist (BECQUEREL), und zwar, wie bereits erwahnt, in weit hoherem MaBe als die 
IX-Strahlung. Die Bestimmung der spezifischen Ladung dieser Strahlen ergab 
denselben Wert wie fiir die Kathodenstrahlteilchen. Die ,B-Partikel sind daher 
Elektronen. Aus den Eigenschaften der Kathodenstrahlen wurde bereits ge
schlossen, daB die hohe spezifische Ladung der Elektronen auf ihre geringe Masse 
zuriickzufiihren ist, und daher die einfachste Annahme gemacht, daB ihre Ladung 
gleich der des Wasserstoffions ist. Fiir diese Hypothese konnten nun zwei wichtige 
und einfache experimentelle Stiitzen gebracht werden. Bekanntlich sind die 
Strahlungserscheinungen der radioaktiven Substanzen Begleiterscheinungen des 
Zerfalls eines solchen Elementes in die emittierten Strahlungspartikel einerseits 
und in ein neues Element andererseits. Die AusstoBung eines ~-Partikels, also 
eines Heliumions, muB natiirlich das Atorrigewicht des ~-Strahlers urn das Atom
gewicht des Heliums erniedrigen, die AusstoBung eines ,B-Partikels urn das Ver
hiiltnis der Masse eines Elektrons zur Masse eines Wasserstoffatoms. Nun zeigt 
es sich aber, daB die Atomgewichte einer "radioaktiven Familie", d. h. einer 
Gruppe voneinander durch radioaktiven ZerfaIl entstehenden Elemente, durch 
die ~-Strahlung der einzelnen Elemente vollstandig bestimmt ist. Die Masse 

1) E. RUTHERFORD u. R. T. ROYDS, Phil. Mag. Bd. 17, S. 281. 1909. 
2) E. RUTHERFORD u. H. GEIGER, Proe. Roy. Soc. London (A) Bd.81. S.162. 1908; 

Phys. ZS. Bd. 10, S. 42. 1909. 
3) E. REGENER, Berl. Ber. Bd.38, S.948. 1909. 
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des Elektrons ist daher sehr klein gegen die Masse des Wasserstoffatoms. Zweitens 
kann man die mittlere Ladung der ,8-Partikel auf dieselbe Weise bestimmen wie 
die der C\C-Partikel, allerdings nur mit einer geringeren Genauigkeit. Diese reicht 
zwar nicht aus, um die Ladung der Partikel zu bestimmen, geniigt abet zur Fest
steliung, daB sie nur die einfache, nicht aber die doppelte Ladung des Wasser
stoffions tragen k6nnen. (Vgl. Bd. XXII.) 

Die dritte Primarstrahlung ist die y-Strahlung, die sich als R6ntgenstrahlung 
erweist. Sie geht offenbar auf die Emission der korpuskularen Strahlung zuriick, 
da sie nur im Verein mit den ,8-Strahlen auftritt. Neben diesen primaren 
Strahlen treten noch sekundare auf, die durch die Absorption der primaren 
hervorgerufen werden (vgl. Bd. XXII, Kap. 2D). Wichtig ist fUr uns nur die 
allgemeine Konstatierung, daB durch Rontgenstrahlen und auch durch Licht 
Elektronen aus den verschiedensten Substanzen ausgel6st werden konnen. Auch 
die spezifische Ladung dieser Photoelektronen wurde bestimmtl) und der der 
Kathodenstrahlteilchen gleich gefunden. 

6. Die Elektrizitatsleitung in Metallen (vgl. Bd. XIII, Kap. 1). Die bis
herigen Untersuchungen haben uns dazu gefUhrt, daB die Atome sich aus lonen 
und Elektronen zusammensetzen. Die Entdeckung der Tatsache, daB sich in 
alien Substanzen Elektronen befinden, also Teilchen der gleichen Art, die die 
Ladung des Wasserstoffions tragen und dabei nur eine 1800mal geringere Masse 
und daher eine viel groBere Beweglichkeit besitzen als die lonen, ermoglicht erst 
den Versuch einer konsequenten Elektronentheorie der Metalleitung, wie ihn die 
Elektronentheorie der klassischen Vormaxwellschen deutschen Schule bereits 
unternommen hatte. Es war WEBER, der bei der Untersuchung der AMPEREschen 
Gesetze die von FECHNER stammende Annahme machte, daB die Leitung in 
Metallen durch die Konvektion positiv und negativ geladener Teilchen bewirkt 
wird (vgl. Kap. 1, Ziff. 23). 

Mittlerweile war durch die Versuche von ROWLAND 2) nachgewiesen, daB ein 
Konvektionsstrom dieselben Eigenschaften besitzt wie ein Leitungsstrom, und 
dadurch der Hypothese eine experimentelle Begriindung geschaffen worden. 
Doch hat diese Auffassung des galvanischen Stromes eine Schwierigkeit zu iiber
winden. Geht namlich ein Strom durch zwei Metalle, so miiBten nach der WEBER
schen Theorie - deren Elektronen nach der modernen Terminologie ja als lonen 
zu bezeichnen sind -, die Teilchen des einen Metalls in das andere dringen und 
so die chemische Natur der Metalle durch den elektrischen Strom allmahlich 
verandert werden, wie etwa die Anodenstrahlen die Elektrodenionen in das Gas 
tragen. 

Diese Schwierigkeit iiberwand J. J. THOMSON 3) durch die Annahme, daB 
in den Metallen freie, nicht an die lonen gebundene Elektronen vorkommen. 
1st dies der Fall, dann muB infolge der groBen Beweglichkeit der Elektronen die 
gesamte Elektrizitatsleitung in Metallen auf der Bewegung der Elektronen 
beruhen, da die Ionen infolge ihrer geringen Beweglichkeit dabei keine Rolle 
spielen konnen. Aus demselben Grunde spielen die Elektronen auch die Haupt
rolle bei der Warmeleitung in Metallen. Von dieser Hypothese ausgehend fand 
DRUDE4) eine Deutung der im WIEDEMANN-FRANzschen Gesetz ausgedriickten 
Beziehung zwischen der elektrischen und der Warmeleitfahigkeit der Metalle, 
indem er beriicksichtigt, daB dem Aquipartitionstheorem entsprechend die Elek
tronen auch an der Warmebewegung teilnehmen miissen. (Vgl. Zif£' 42.) Aller-

1) J. J. THOMSON, Phil. Mag. Ed. 78, S.547. 1899. 
2) H. v. HELMHOLTZ, Pogg. Ann. Ed. 158, S. 487. 1876. 
3) J. J. THOMSON, Rapports presentes au Congres de Physique. Ed. III, S. 138. Paris 1900. 
4) P. DRuDE, Ann. d. Phys. Ed. 1, S. 566. 1900; Ed. 3, S. 369. 1900; Ed. 7, S. 687. 1902. 
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dings treten bei der Weitediihrung der Theorie groBe Schwierigkeiten auf, die 
bis heute noch nicht behoben werden konnten. (Vgl. Bd. XIII.) 

Nach der modemen Elektronentheorie unterscheiden sich also die MetaIle 
von den Dielektrizis dadurch, daB in diesen aIle Elektronen an die lonen gebunden 
sind (Dispersionselektronen), wahrend in jenen auch "freie" Elektronen (Leitungs
elektronen) vorkommen. Die Bewegung dieser Leitungselektronen wird nur 
durch ihre ZusammenstoBe mit den lonen gehemmt, wahrend die Zusammen
stoBe der Elektronen untereinander vemachlassigt werden konnen. Die einzelnen 
Metalle unterscheiden sich in ihrer Leitfahigkeit, durch den verschiedenen 
Gehalt an freien Elektronen und deren verschiedene, durch die Verschiedenheit 
der lonen und der durch sie gebildeten Gitter bedingten Beweglichkeit. Durch 
diese Annahmen kann man auch die thermoelektrischen Erscheinungen erklaren. 

1m Inneren det MetaIle befindet sich also zwischen den lonen sozusagen 
ein Elektronengas. Die einzelnen Elektronen besitzen natiirlich nicht gleiche 
Geschwindigkeit, sondem auch fiir sie muB das MAXWELLsche Verteilungsgesetz 
gelten. Kommt nun ein Elektron an die Oberflache des MetaIles, so werden die 
lonenkrafte es wieder in das Innere zuriickziehen, wenn seine Geschwindigkeit 
nicht ausreicht, urn die Wirkungszone der lonen zu durchbrechen. Bei einer 
bestimmten Temperatur wird eine merkbare Anzahl von Elektronen diese Ge
schwindigkeit erreichen (Gliihemission, vgl. Bd. XIII, Kap. 4 und Bd. XIV, Kap. 2). 

J. J. THOMSON und RICHARDSON 1) haben die spezifische 
Ladung der so emittierten Elektronen bestimmt, und 
zwar mittels einer Methode, die THOMSON bereits 
friiher zur Bestimmung der spezifischen Ladung der 

_-+--.uv Photoelektronen verwendet hatte (Abb.2). Hierzu 
wird die Kathode K negativ, das Drahtnetz A positiv 
geladen (Feldstarke ~, Abstand der Kathode vom 
Netz d). Senkrecht auf die Richtung des elektrischen 
wird ein magnetisches ~ angelegt, das die durch das 

Abb.2. Bestimmung der spezifischen elektrische Feld beschleunigten Elektronen von der 
Ladung der Elektronen. 

Richtung zum Drahtnetz ablenkt. Bei einem be
stimmten Verhaltnis von elektrischer und magnetischer Feldstarke erreichen die 
aus der Kathode austretenden Elektronen das Drahtnetz gerade nicht mehr, 
namlich wenn E fl 

d = 2 H2 ---; 

ist. 1st die elektrische Feldstarke groBer, so erreichen sie sie, ist sie schwacher, 
so bleiben sie noch weiter von ihm entfemt. Durch Bestimmung der elektrischen 
Feldstarke, bei der fiir ein bestimmtes magnetisches Feld der Strom zwischen 
K und A gerade aussetzt, kann man daher die spezifische Ladung der von der 
Kathode emittierten Strahlen bestimmen. Sie erweist sich als der der Kathoden
strahlteilchen gleich, wodurch die Hypothese von J. J. THOMSON und DRUDE 
eine wichtige experimentelle Fundierung erhalt. 

Aus der entwickelten Anschauung folgt aber auch eine prinzipiell andere 
Art der ponderomotorischen Wirkung des Magnetfeldes auf einen stromdurch
flossenen Leiter. Denn nach der MAXWELLschen Theorie wirkt das Feld direkt 
auf die Materie, wahrend nach der Elektronentheorie dieses zunachst auf die 
den Strom darstellenden bewegten freien Elektronen wirkt, die dann die auf 
sie ausgeiibte Kraft durch ihre ZusammenstoBe mit den Ionen auf den kompakten 
Stromleiter iibertragen. Halt man diesen fest, so werden die Leitungselektronen 
im Sinne a.er wirkenden ponderomotorischen Kraft aus ihrer Bahn abgelenkt, 

1) J. J. THOMSON, Phil. Mag. Ed. 48. S. 547. 1899. 
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d. h. die Stromrichtung veriindert. Dieser Effekt wurde auch tatsachlich von 
HALL1) beobachtet (vgl. Bd. XIII, Kap. 5),. und zwar bereits vor Aufstellung der 
Elektronentheorie. 

7. Die Emission elektromagnetischer Wellenstrahlung. Bereits bei der 
Betrachtung der Fortpflanzung des Lichtes in ponderablen Medien haben uns 
die Dispersionserscheinungen zu der Ansicht gefiihrt, daB das Molekiil aus kleinen 
geladenen Korpern besteht, die durch elastische Krafte aneinander gebunden 
sind. Dasselbe ist der Fall, wenn wir uns die Frage nach der Emission der Licht
wellen stellen. 

N ach der MAXWELLschen Theorie gibt es zwei Grundmechanismen, auf die 
man die Emission periodischer elektromagnetischer Wellen zuriickfiihren kann. 
Der erste wurde von FITZ GERALD angegeben2). Er besteht darin, daB man in 
einem geschlossenen Leiter die Stromstarke periodisch wechseln laBt. Dieser 
magnetische Oszillator, der praktisch nicht ausgefiihrt wurde, emittiert ein Feld, 
das sich von einem FlTz GERALDSchen Vektor ableiten laBt (vgL Kap. 1, Zif£' 55). 
Der zweite Typus ist der HERTzsche elektrische Oszillator, bei dem die 
Schwingungen durch die periodische Auf- und Abladung eines Kondensators 
erzeugt werden. Man kann sich den Vorgang natiirlich auch so vorstellen, 
- und nach der Elektronentheorie ist dies auch die richtige Vorstellung -, 
daB elektrisch geladene Partikel in der Leitung zwischen den Kondensator
platten hin und her pendeln. Ein schwingendes Atom kann daher als HERTZ
scher Oszillator aufgefaBt werden. Dieselben Vorstellungen, die wir uns gebildet 
haben, urn die Dispersionserscheinungen zu erklaren, ermoglichen daher auch 
die Erklarung der Lichtemission. Auch dieser Zweig der Elektronentheorie 
hat auf bisher uniiberwindliche Schwierigkeiten gefiihrt, die jedenfalls zeigen, 
daB das Modell einer Lichtquelle nicht durch einen HERTzschen Oszillator dar
gestellt werden kann, wenigstens soweit es sich urn den tatsachlichen Vorgang 
beider Emission handelt. 

Wir kennen aber noch einen Vorgang, bei dem elektromagnetische Wellen 
emittiert werden. STOKES3) und WIECHERr4) wiesen darauf hin, daB bei der 
plotzlichen Abbremsung der Kathodenstrahlteilchen bei ihrem Aufprall auf die 
Anode eine elektromagnetische Wellenstrahlung entstehen miisse. Sie schlossen 
daraus auf die Wellennatur der tatsachlich an der Anode entstehenden Rontgen
strahlen und erklarten die ihnen eigentiimlichen Eigenschaften, die sie vom 
Licht unterscheiden (Fehlen von Brechung und Beugung) daraus, daB infolge 
der auBerordentlich raschen Abbremsung der Kathodenstrahlteilchen die der 
Wellenlange (Impulsweite) der emittierten Strahlung auBerordentlich klein ist. 
Diese insbesondere von SOMMERFELD 5). ausgearbeitete Theorie wurde erst viel 
spater durch die von LAVE 6) und BRAGG7) ausgefiihrten Bestimmungen der 
Wellenlange der Rontgenstrahlung bestatigt. (Vgl. Ziff. 22.) 

8. Die magnetischen Eigenschaften der Materie. In den Ziff. 29 und 30 
des vorhergehenden Artikels wurde eine Theorie der magnetischen Eigenschaften 
der Materie entwickelt, die die Erscheinungen des induzierten Magnetismus zu 
erklaren imstande ist. Sie sind leicht in die Anschauungen der Elektronen-

1) E. H. HALL, Amer. Journ. Math. Bd.2, S.287. 1879; Sill. Journ. Bd.19, S.209. 
1880; Bd.20, S. 161. 1880; Phil. Mag. Bd. 9, S.225 .1880; Bd. 10, S.301. 1880. 

2) G. F. FlTZ GERALD, Trans. Roy. Dublin Soc. Bd. 3. 1883. 
3) G. STOKES, Nature Bd. 54, S.427. 1896; Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 9, S. 215. 1896. 
4) E. WIECHERT, Ann. d. Phys. Bd. 59, S. 321. 1896. 
5) A. SOMMERFELD, Phys. ZS. Ed. 10, S.969. 1909. 
6) M. LAUE, W. FRIEDRICH und P. KNIPPING, Miinchener Ber. S. 303, 363. 1912; Ann. 

d. Phys. Bd. 41, S.989. 1913; Bd.42, S. 397. 1913-
7) W. L. BRAGG, Cambro Proc. Bd. 17, S.43. 1913. 
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theorie einzubauen, indem man [LANGEVIN1)] die molekularen Strombahnen als 
Kreisbahnen von Elektronen ansieht. Dabei zeigt sich die 'Obedegenheit der 
Elektronentheorie darin, daB man zur ErkHirung der Eigenschaften der dia
magnetischen Substanzen keine neuen Elektronen anzunehmen braucht, sondem, 
wie dies H. 4. LORENTZ ausgefiihrt hat, mit den Dispersionselektronen, die durch 
die Einwirkung eines magnetischen Feldes in eine Kreisbewegung geraten, 
auskommt. Fiir die Deutung der magnetischen Erscheinungen ist es allerdings 
notwendig, entsprechend den standigen Molekularstromen der AMPERE-WE13ER
schen Theorie, standig in Kreisbahnen laufende Elektronen im Molekiil anzu
nehIilen,.eine Anschauung, die auch die BOHRsche Atomtheorie iibemommen hat. 
Diese Annahme wird durch die Versuche von BARNETT2) und von EINSTEIN 3) 
und DE HAAS gestiitzt, die zeigen, daB die Magneten Eigenschaften besitzen, die 
darauf hinweisen, daB ihre Molekiile als Kreisel aufgefaBt werden miissen. 
(Vgl. auch Bd. XV.) 

Die elektronentheoretische Deutung der magnetischen Eigenschaften der 
Materie wird aber noch weiter dadurch gestiitzt, daB sich aus ihr die magneto
optischen Erscheinungen ungezwungen erklaren lassen, wahrend dies von der 
MAXwELLSchen Theorie ausgehend nur teilweise und durch sonst unmotivierte 
Erweiterungen der Theorie moglich ware. Da die optischen Eigenschaften der 
Materie im wesentlichen von den schwingungsfahigen Gebilden im Molekiil 
abhangen, miissen sie sich im Magnetfeld andem, wenn dieses die Schwingungs
dauer dieserGebilde andert. Dies ist nun, wieZEEMANN4) gefunden hat, tatsachlich 
der Fall. Theoretisch erklart sich dies, wie H. A. LORENTZ 5) nachgewiesen hat, 
dadurch, daB sich die durch das Magnetfeld hervorgerufene Kreisbewegung iiber 
die die Lichtemission ohne das Magnetfeld bewirkende freie Schwingung des 
Elektrons legt. Das urspriinglich nur eine Eigenschwingung besitzende Elektron 
erhalt dadurch drei, je nachdem, ob seine Bewegung durch die Einwirkung 
des Magnetfeldes begiinstigt, behindert oder iiberhaupt nicht beeinfluBt wird 
(vgl. Ziff. 41). Es erscheinen daher bei Emission in einem Magnetfeld an Stelle 
der gewohnlichen Spektrallinie drei, von denen die eine mit der gewohnlichen 
identisch ist, die beiden anderen aber von dieser urn den Betrag 

Ll A 1 B 
Llv=--=-H-J.2 4.nc [.t 

abweichen (normaler Zeemann-Effekt). Aus dieser Aufspaltung der Spektrallinien 
laBt sich daher wiederum die spezifische Ladung der Elektronen bestimmen. 
Sie ergibt sich nach den besten Messungen zu 5,31 '1017 el. stat. Einh. g-1. 

Aus dem Zeemann-Effekt folgt sofort, daB sich zirkularpolarisiertes Licht 
durch ein in einem Magnetfelde befindliches Medium verschieden fortpflanzen 
muB, je nachdem sein Drehungssinn mit dem Sinne der durch das Magnetfeld 
hervorgerufenen Kreisbewegung der Dispersionselektronen iibereinstimmt oder 
nicht. Schiekt man daher linear polarisiertes Licht in der Richtung der herrschen
den magnetischen Feldstarke durch einen durchsichtigen Korper, so wird die 
in einem Sinne zirkularpolarisierte Komponente den Korper rascher durchsetzen 
als die andere: die Polarisationsebene des Lichtes wird eine Drehung erfahren. 
Dies wurde bereits von FARADAy6) beobachtet. (Vgl. Kap. 2 und Bd. XX.) 

1) P. LANGEVIN. Ann. de ehirn. et phys. Bd. 5. S. 70. 1905. 
2) S. J. BARNETT. Phys. Rev. Bd.6. S.239. 1915. 
3) A. EINSTEIN U. W. J. DE HAAS. Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 17. S. 152. 1915. 
4) P. ZEEMANN. Arnst. Versl. Bd. 5. S. 181 u. 242. 1896; Bd. 6. S. 13 u. 99.1897; Phil. 

Mag. Bd.43. S.226. 1897. 
5) H. A. LORENTZ. Phil. Mag. Bd.43. S.232. 1897. 
6) M. FARADAY, expo Res. § 2152. 
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9. ElektrizWitsleitung in Gasen. Unter normalen Umstanden ist die Leit
fahigkeit der Gase sehr klein. Es gibt aber mehrere Methoden, urn sie zu steigern, 
indem man entsprechend den entwickelten Anschauungen die im Molekill vor
handenen Ionen voneinander trennt, sei es, daB man durch starkes Erhitzen die 
kinetische Energie der Ionen so stark steigert, daB eine merkliche Anzahl von 
Molekillen durch ihre Warmebewegung zerrissen wird, sei es, daB man dies durch 
den Aufprall von iX- oder p-Strahlen, also durch eine mechanische Wirkung be
wirkt, oder sei es endlich dadurch, daB man den Ionen durch die Absorption von 
Wellenstrahlung geniigend Energie mitteilt, urn den Molekiilverband zu zer
sprengen. In derartig ionisierten Gasen gilt aber das OHMsche Gesetz nicht, 
d. h. der Strom ist der angelegten Spannung nicht proportional, sondern nimmt 
langs~mer mit ihr zu, da die Anzahl der fiir die Leitung in Betracht kommenden 
Ionen zu gering ist, bis er einen Maximalzustand, den Sattigungsstrom, erreicht, 
der dadurch charakterisiert ist, daB die in der Zeiteinheit entstehenden Ionen 
gleich ist der Anzahl der in der Zeiteinheit an die Elektroden gebrachten. 

Nach den Anschauungen der Elektronentheorie miissen diese Ionen eine 
Ladung tragen, die entweder gleich der des Wassersto££ions ist oder ein ganzes 
Vielfaches dieser Ladung darstellt. Dies wurde zuerst von TOWNSEND l ) experi
men tell bestatigt, der die Beweglichkeit der Ionen, das ist ihre Geschwindigkeit, 
in einem elektrischen Felde der Feldstarke 1 und ihren Diffusionskoeffizienten 
bestimmte und daraus Ne bestimmte, das sich als gleich dem durch die Elektro
lyse gegebenen Wert ergab, und zwar unabhangig von der Art des untersuchten 
Gases. 

Eine zweite Gruppe von Versuchen, die diese Folgerung iiberpriifen lassen, 
beruht auf der von C. T. R. WILSON 2) gemachten Entdeckung, daB, wenn ein 
mit Wasserdampf gesattigter Raum abgekiihlt wird, das Wasser an den Ionen 
kondensiert, und zwar bei etwa vierfacher tJbersattigung.an den negativen bei 
siebenfacher an den positiven Ionen. Dadurch ist es vor allem moglich, die Bahnen 
der einzelnen Ionen sichtbar zu machen, was insbesondere die Sichtbarmachung 
der Bahnen der iX- und p-Partikel gestattet. Weiter aber gestattete diese Er
scheinung TOWNSEND, J. J. THOMSON und H. WILSON die Bestimmung der mitt
leren Ladung der Gasionen. Es ist namlich moglich, aus der Geschwindigkeit der 
Wassertropfen ihren Radius und damit ihre Masse aus dem STOIrnsschen Fall
gesetz zu bestimmen, wobei bei kleinen Tropfen und groBerer Genauigkeit die 
gastheoretischen Korrekturen dieses Gesetzes zu beriicksichtigen sind. Bestimmt 
man nun [TOWNSEND3) u. J. J. THOMSON 4)] die gesamte Ladung und Masse der 
Ionenwolke, so kann man die mittlere Ladung eines Ions bestimmen. Beide 
Methoden ergaben Werte, die in guter tJbereinstimmung mit dem aus der 
;Elektrolyse gewonnenen Wert von Ne und den aus der Gastheorie gewonnenen 
Schatzungen der LOSCHMIDTschen Zahl standen. 

Aber erst die von H. A. WILSON5) angegebene Methode gestattete eine 
.befriedigende Genauigkeit. WILSON erzeugte den Ionennebel zwischen zwei 
horizontalen Kondensatorplatten, und zwar trieb er die tJbersattigung nur 
so weit, daB bloB die negativen Ionen als Kondensationskerne witkten, 'also 
aIle Wassertropfchen negativ geladen waren. Legte er dann an die Konden
satorplatten ein entsprechend gerichtetes elektrisches Feld an, so wurde die 

1) J. S. TOWNSEND, Proc. Cambridge Phil. Soc. Ed. 9, S. 244. 1897. 
2) C. T. R. WILSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.61, S.240. 1897. 
3) J. S. TOWNSEND, Proc. Cambridge Phil. Soc. Ed. 9, S. 244. 1894; Phil. Mag. Ed. 45, 

s. 155 u. 469. 1848. 
4) J. J. THOMSON, Phil. Mag. Ed. 46, S. 528. 1898. 
5) H. A. WILSON, Phil. Mag. Ed. 5, S. 429· 1903. 
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Fallbewegung der Wolke verlangsamt, bei geniigender Starke des Feldes stieg 
die Wolke. Indem er nun die Geschwindigkeit des Randes der Wolke im elek
trischen Felde 'lJe und beim freien Fall 'lJg beobachtete, konnte er aus dem STOKES
schen Gesetz die Ladung der Tropfen bestimmen. Denn nach diesem ist 

431: 
mg =Ta3ag; 

mg = 6np,a'IJg , 

mg ± e~ = 6np,a'IJe • 

Aus diesen drei Gleichungen kann man natiirlich die drei Unbekannten. m, a 
und e bestimmen (a Dichte des Wassers, fL Reibungskoeffizient der Lu£t). 

Auch diese Methode war zunachst keiner groBen. Genauigkeit fahig. Vor 
allem zeigte es sieh, daB die einzelnen Tropfen nieht nur eine Elementarladung 
(Ladung des Wasserstoffions) tragen, da unter dem EinfluB des elektrischen 
Feldes sieh die Wolke in mehrere Teile spaltet. Die einzelnen so entstehenden 
Rander sind aber stark verwaschen, da die Tropfen doch von etwas verschiedener 
GroBe sind und sieh daher mit verschiedener Geschwindigkeit bewegen. Gerade 
diese Nachteile gestatteten MILLIKAN l } aber, die Methode zu groBer Vollkommen
heit auszubilden, indem es ihm gelang, die Wolke so schiitter zu machen, daB 
er einzelne Tropfen in ihrer Bewegung verfolgen und ihre Geschwindigkeit genauer 
messen konnte. Die gemessenen Wassertropfen teilte er nach der Anzahl von 
ihnen getragenen Elementarladungen in verschiedene Gruppen und bestimm te 
aus der mittleren Geschwindigkeit jeder Gruppe deren mittlere Ladung. 

Diese Mittelung wurde von EHRENHAFT2} angegriffen, der bei der Unter
suchung der von ihm durch einen Liehtbogen hergestellten ultramikroskopischen 
Metallsuspensionen diese elektrisch geladen gefunden hatte. Eine Bestimmung 
ihrer mittleren elektrischen Ladung hatte diese gleieh der Elementarladung er
geben3}, die Bestimmung der einzelnen Ladungen ergab EHRENHAFT2} jedoch 
starke Unterschreitungen dieses Wertes. Er zeigte auch, daB die von MILLIKAN in 
eine Gruppe zusammengefaBten Teilchen stark verschiedene Ladungen ergeben, 
wenn man diese aus den fiir die einzelnen Tropfen gemessenen Geschwindigkeiten 
berechnet, ja daB die Werte fUr die Ladungen der einzelnen Tropfen zweier 
Gruppen sich o£ters iiberkreuzen und stellte daher die Forderung auf, daB die 
Atomistik der Elektrizitat durch Messung der Ladung einzelner moglichst kleiner 
Teilchen iiberpriift werden miisse. Zur Berechnung der Ladung einzelner Tropfen 
war mittlerweile auch MILLIKAN4} iibergegangen. Er verwendete hierzu statt der 
rasch verdampfenden Wassertropfen Tropfen aus 01, die er durch Zerstauben 
auBerhalb des Kondensators herstellte und durch Ionisation auflud. Durch 
auBerordentliche Steigerung der Prazision seiner Versuche konnte er nachweisen, 
daB die Oltropfen auch nach mehrmaliger Umladung durch Ionisation immer 
Ladungen tragen, die ein ganzes Vielfaches der Ladung des Wasserstoffions be
tragen. Diese ergab sieh aus seinen Versuchen zu e = 4,774 _10- 10 el. stat. Einh. 
(vgl. Bd. XXII, Kap.1). 

Aus dem Wert, den die Versuche MILLIKANS fiir die Ladung des einwertigen 
Ions geliefert haben, konnen wir jetzt aus der spezifischen Ladung des Elektrons 
seine Masse berechnen. Sie ergibt sich zu 9,02' 10- 28 g, die des Wasserstoff
atoms zu 1,66 '10- 24 g. 

1) R. A. MILLIKAN, Phys. Rev. Bd.29, S. 560. 1909; Phil. Mag. Bd. 19, S.209. 1910. 
2) F. EHRENHAFT, Wiener Ber. Ed. 119, S.825. 1910. 
3) F. EHRENHAFT, Wiener Ber. Bd. 118, S.321. 1909. 
4) R. A. MILLIKAN, Science Bd. 32, S. 436.1910; Phys. ZS. Bd. 11, S. 940.1910; Phys. 

Rev. Bd.32, S. 349. 1911. 



Ziff. 10. Ather und Materie. 

b) Die Feldgleichungen und die elektromagnetischen 
Potentiale. 

10. Ather und Materie. Die in den vorangehenden Ziffem dargestellten 
Untersuchungen haben uns Anschauungen iiber die Konstitution der Materie 
geliefert, die uns die ErkHirung der elektromagnetischen Eigenschaften der 
verschiedenen Substanzen auf Grund der Molekulartheorie gestatten. Dies ge
lingt dadurch, daB wir uns die Molekiile aus kleineren Bausteinen aufgebaut 
vorstellen, namlich aus den positiven Ionen (Atomkemen), in denen praktisch 
die ganze Masse der Atome konzentriert ist, und aus den negativen Elektronen 
von verschwindend geringer Masse. Da keinerlei Anzeichen dafiir gefunden 
worden sind, daB sich im Innem der Atome elektrisch neutrale Teilchen vor
finden, konnen wir der Einfachheit halber annehmen, daB alle Bausteine der 
Atome elektrisch geladen sind. . 

Die Elektronentheorie stellt sich somit als eine experimentell besser be
griindete und praziser formulierte Erweiterung der klassischen, FECHNER
WEBERschen, Elektronentheorie dar (vgl. Kap. 1, Ziff. 23); denn sie fiihrt 
wie diese die elektromagnetischen Erscheinungen auf die Bewegung der 
elektrisch geladenen Bestandteile der Molekiile zuriick. Die so gewonnenen An
schauungen bestatigen aber die Ansicht von CLAUSIUS, daB die Elektrizitats
leitung in Metallen im wesentlichen nur von den Tragem der einen Elektrizitat 
geleistet wird. Es bekommen nun die Uberlegungen, die in den Ziff. 24 und 25 
des vorhergehenden Kapitels dargelegt worden sind, erhohte Giiltigkeit, d. h. es 
erscheint notwendig, die Elektronentheorie mit der Nahewirkungstheorie zu ver
kniipfen, wie dies GAUSS gefordert hat. 

Wenn also nunmehr wiederum der Blick von den Vorgangen im Felde selbst 
auf die e1ektrischen Elementarteilchen gelenkt wird, so diirfen trotzdem die mit 
jener Untersuchungsmethode erhaltenen Resultate nicht vergessen werden. 
Vielmehr ist es das Verdienst der LORENTzschen Elektronentheorie, eine Synthese 
aus der alten Elektronentheorie und der FARADAy-MAXWELLSchen Theorie des 
elektrischen Feldes hergestellt und so eine Theorie geliefert zu haben, die 
sowohl die aus dem elektrischen Aufbau der Materie wie die aus der zeitlichen 
Fortpflanzung des elektromagnetischen Feldes folgenden Erscheinungen umfaBt. 

Was dem Beobachter als ein Stiick kompakter Materie erscheint, ist nach 
der Elektronentheorie ein Gebiet, in dem in den Ather eine Anzahl von Elektronen 
und Ionen eingebettet ist, die einen auBerst geringen Bruchteil des betreffenden 
Raumes einnehmen. Nach der Molekulartheorie sind aber alle diese Teilchen 
in mehr oder minder schneller Bewegung. Daher tritt in der Elektronentheorie 
bereits in der Theorie der ruhenden Medien ein Problem auf, das in der MAXWELL
schen Theorie erst bei der Behandlung der elektromagnetischen Erscheinungen 
in bewegten Medien auftritt, namlich die Frage, ob der Ather durch die bewegten 
Elementarteilchen mitgefiihrt wird oder nicht, da in dem ersten Fall die Fe1d
gleichungen ja in jedem Punkt des Mediums auf ein anders bewegtes Koordinaten
system zu beziehen waren. 

Hier machte H. A. LORENTZ die einfachste Annahme, namlich die, daB 
der Ather durch die Elementarteilchen nicht in Bewegung gesetzt wird. Diese 
Annahme ermoglichte ihm erst die vol1ige Verschmelzung der Elektrodynamik 
und Optik, da in dieser der FRESNELsche Gedanke des ruhenden Athers durch
gedrungen war, wahrend der MAXWELL-HERTzschen Theorie, die ja die Materie 
als den Trager des elektromagnetischen Feldes ansieht, die vol1ige Mitfiihrung 
des Feldes adaquat ist. Insbesondere erscheint aber die Elektronentheorie 
auf den ersten Blick als eine aussichtsreiche Illustration der FRESNELschen 

11* 
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Theorie der partiellen Mitfiihrung. Diese kommt nach ihr anschaulich dadurch 
zustande, daB der innerhalb der Materie befindliche Ather in Ruhe bleibt, wahrend 
die Elektronen, auf die ja nach der Theorie der Unterschied zwischen dem 
Brechungsexponenten im freien Ather lmd in der Materie zuriickgeht, sich mit 
der Materie bewegen (vgl. das folgende Kapitel). 

Die Erklarung fUr diese mit den iibrigen Eigenschaften des Athers schwer 
zu vereinbarende UnbeeinfluBbarkeit des Athers durch die Bewegung der 
Elementarteilchen sieht LORENTZ darin, daB diese Modifikationen des Athers 
sind, vergleichbar etwa den KELvINschen Wirbelatomen. Diese Modifikationen 
k6nnen sich im Ather verschieben, ohne diesen selbst in Bewegung zu setzen. 
Wir k6nnen also davon sprechen, daB der Ather die Elementarteilchen durchsetzt, 
und sprechen daher auch von einem Felde im Innern dieser Teilchen. 

11. Die Feldgleichungen. Fiir das zwischen den elektrischen Elementar
teilchen befindliche Feld gelten also die MAXWELLschen Feldgleichungen 

rot"" = ~Cl; ~d C ' 

rot@ = -~t c e' (1 ) 
div@ = 0, 

divS) = o. 
Zur Begriindung dieser Gleichungen k6nnen die in dem vorhergehenden Kapitel 
dargelegten Uberlegungen ungeandert herangezogen werden, nur die Analogie 
zwischen dem Verhalten des Athers und der Dielektrika ist nicht aufrecht
zuerhalten, da nach der Elektronentheorie die Konstitution der beiden Arten 
von Medien eine prinzipiell verschiedene ist. Dies betrifft nur die Gleich
setzung von Verschiebungs- und Leitungsstrom, die wir dafUr nunmehr als ex
perimentell begriindet ansehen k6nnen (elektromagnetische Wellen). Am ge
eignetsten erweist sich daher der in der letzten Ziffer des Kap. 1 skizzierte 
Gedankengang (Theorie von HERTZ). 

Um das Feld bestimmen zu k6nnen, miissen wir noch die Felderregung 
kennen, die von den einzelnen Elementarteilchen ausgeht. Da es nach der 
Elektronentheorie magnetische Teilchen nicht gibt, muB das Feld durch die 
Ladung und den Bewegungszustand der Teilchen vollkommen bestimmt sein. 
Da sich nach den Uberlegungen der vorhergehenden Ziffer auch im Innern der 
Teilchen ein Feld befindet, k6nnen wir den EinfluB der Teilchen durch die in 
ihrem Innern geltenden Feldgleichungen beschreiben. Auch hier sollen die 
MAXWELL-HERTzschen Feldgleichungen fUr beliebige Medien 

1 . 
rotS) = c{4na@ + 4neb +:tJ}, 

rot@ = -~~ c ~d' 

div)8 = 0, 

div:tJ = 4ne, 

gelten, doch miissen wir an ihnen noch einige Modifikationen anbringen, die 
dem Charakter der Elektronentheorie entsprechen. Da auch das Innere der 
elektrischen Elementarteilchen aus Ather bestehen 5011, fallt der Unterschied 
zwischen elektrischer Feldstarke und dielektrischer Verschiebung bzw. zwischen 
magnetischer Feldstarke und magnetischer Induktion weg. Aus den unter I a 
entwickelten Anschauungen folgt dann weiter, daB der Totalstrom c sich nicht 
mehr aus den drei Komponenten: dj'i'J~Hrischer Verschiebungsstrom, Leitungs-
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strom und Konvektionsstrom, sondem nur mehr aus zwei Komponenten: dem 
Verschiebungsstrom des Athers und dem Konvektionsstrom der bewegten elek
trischen Teilchen zusammensetzt. Die einzelnen Terme der MAXWELL-HERTZ
schen und der Elektronentheorie hangen dabei folgendermaBen zusammen: 
Der Verschiebungsstrom der MAXWELLschen Theorie ist mit dem der Elektronen
theorie nur im Ather identisch. In den ponderablen Dielektrizis setzt sich der 
Verschiebungsstrom der MAXWELLschen Theorie nach der Elektronentheorie 
aus dem Verschiebungsstrom des Athers und dem bei der Etablierung des Polari
sationszustandes des betreffenden Mediums durch die Bewegung der Polari
sationselektronen in ihre neuen Lagen auftretenden Konvektionsstrom zu
sammen. Der Leitungsstrom der MAXWELLschen Theorie entspricht in der 
LORENTzschen Theorie dem Konvektionsstrom der Leitungselektronen. Daher 
haben wir die Feldgleichungen derElektronentheorie folgendermaBen zu schreiben: 

4n- 1 . 
rot~ = -c-eo + c@' 

1 . 
rot@=-c~' (2) 

div@= 4ne, 

div~ = O. 

Die letzte Gleichung driickt aus, daB es keine magnetischen Teilchen gibt, das 
gesamte magnetische Feld daher durch den Totalstrom hervorgerufen wird und 
dementsprechend ein reines Wirbelfeld ist. Fiir e = 0 gehen diese Gleichungen 
in die fUr den freien Ather giiltigen iiber. Wir kannen sie daher fiir den ganzen 
Raum als giiltig ansehen, brauchen also keine Randbedingungen fiir den Dbergang 
aus dem Innem der Teilchen in den freien Ather. Da in den vier Gleichungen 
nur die beiden Vektoren @ und ~ vorkommen, fallen die Verkniipfungsgleichungen 
der MAXWELL-HERTzschen Theorie natiirlich weg. 

Die aufgestellten Gleichungen enthalten zwar die Hypothese der atomistischen 
Konstitution der Elektrizitat nicht, sind aber mit ihr im Einklang, da aus ihnen 
folgt, daB Elektrizitat weder entstehen noch verschwinden kann: Nehmen wir 
namlich die Divergenz der ersten Gleichung (2), 'so erhalten wir die Gleichung 

00 d' ot + IVe O = 0, 

die der Kontinuitatsgleichung der Fliissigkeiten entspricht und daher besagt, 
daB alle Anderungen in der an einem Punkte herrschenden Ladungsdichte e 
aus Verschiebungen der Elektrizitat folgen. 

12. Die elektromagnetischen Potentiale. Es ist leicht nachzuweisen, daB 
die beiden Feldvektoren durch die vier Feldgleichungen vollstandig bestimmt 
sind, denn man kann aus ihnen genau so, wie in der Ziff. 52 des vorhergehenden 
Artikels fUr die MAXWELL-HERTzschen Feldgleichungen gezeigt worden ist, 
je eine Differentialgleichung fUr jede Feldkomponente ableiten. Es ergibt sich so: 

LI@ - :2 (;i; = 4ngrad e +::- :t (eo), 1 
1 .. 4n- (2a) 

LI~ - c2 ~ = - -c-rot(eo). 

Es empfiehlt sich aber nicht, von der Lasung der Feldgleichungen direkt 
auszugehen. Denn die mathematische Formulierung der Probleme in der Elek
tronentheorie nahert sich der in der Femwirkungstheorie iiblichen; handelt es 
sich doch wieder darum, das Feld unter Angabe der Verteilung und des Be
wegungszustandes der vorhandenen Ladungen zu berechnen, wobei nunmehr 



166 Kap.2. F. ZERNER: Die Elektronentheorie. Ziff.12. 

allerdings noch der Anfangszustand des Feldes und evtl. die Randbedingungen 
an der den betrachteten Raurn einschlieBenden Flache zu jeder Zeit gegeben 
sein miissen. Das gesamte Feld setzt sieh nach den Ansichten der Elektronen
theorie zusammen aus den Elementarfeldem der einzelnen Elektronen und 
lonen. Es ist daher naheliegend, statt mit den Feldgleichungen mit elektro
magnetischen Potentialen zu arbeiten, aus denen dann infolge der Linearitat 
der Feldgleichungen das Gesamtfeld additiv zusammengesetzt werden kann. 

Da der magnetische Feldvektor SJ quellenfrei verteilt ist, k6nnen wir ihn 
aus einem elektromagnetischen Vektorpotential vollstandig ableiten: 

SJ=rotm. (3 a) 
Setzen wir dies in die zweite Hauptgleiehung ein, so erhalten wir: 

rot(~+ ; m) = 0, I 
1 . (3 b) 

~ = - cSl( - grad<p. 

Durch diese beiden Gleiehungen sind die Potentiale aber noch nieht voll
standig bestimmt. Denn ist m, <p ein Losungspaar der beiden Gleiehungen, so 
gilt dies auch von 1 • 

m - grad X , <p + eX, 

wo X eine beliebige skalare Funktion ist. Man kann die beiden Potentiale daher 
noch einer weiteren Bedingung unterwerfen. Diese wird natiirlich so gewahlt, 
daB die die beiden Potentiale definierenden Differentialgleiehungen moglichst 
einfach werden. 

Es werden zwei Bedingungsgleiehungen, d. h. also zwei Paare von Potentialen, 
verwendet. MAXWELL und LARMOR setzen 

divm = 0. 

Aus der ersten Hauptgleiehung folgt dann 

LIm = - ~ (~ + 4n eo) , c 
(3 c) 

aus der dritten LI<p = -4ne. 

Das skalare Potential <p und die Komponenten des Vektorpotentials sind 
also unter Heranziehung dieser Bedingung NEWToNsche Potentiale der Massen-

verteilung e bzw. ~ (evx + Ex) usw. Sie unterscheiden sieh von den klassischen c 
Potentialen nur durch das Auftreten des Verschiebungsstromes. Daher konnen 
sie nur dann verwendet werden, wenn dieser vemachlassigt werden kann, d. h. 
also, wenn es sich urn die Gewinnung von Naherungsformeln fiir die Felder lang
sam bewegter Elektronen handelt, da ja zur Kenntnis des Verschiebungsstromes 
bereits die Kenntnis des Fe1des notwendig ist. Diese Potentiale werden daher 
nur selten verwendet. 

Das fast immer verwendete Losungspaar geniigt der Bedingung 

di elY 1. 
vu + c<p = 0. 

Dann folgt aus der ersten Hauptgleiehung 
1 .. 4n: 

LIm - -m = --flO c2 C '" , 

(3 d) 

aus der dritten 
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Die Losung dieser Differentialgleichung ist nach der Theorie der Wellen
gleichung (vgl. Bd. III) 

q; = fff(e)~-r'c d~d1JdC - ff{: (::Lr,c - [q;]t-r,c a:, (f) + ; [P]t-r,cf :~}dq;. 
Dabei ist das Flachenintegral immer dann gleich Null, wenn sich auBerhalb des 
betrachteten Raumes keine Ladungen mehr befinden. Von den NEWToNschen 
Potentialen unterscheiden sich diese dadurch, daB in ihnen nicht die gleich
zeitigen Ladungsverhaltnisse auftreten, sondern die um die Latenzzeit ric retar
dierten. Sie heiBen daher auch retardierte Potentiale. Wenn die erwahnte Be
dingung fur das Verschwinden der Flachenintegrale nach der Problemstellung 
zutrifft - und dies ist natiirlich meist der Fall -, dann kann man 

setzen. 

q;=fff(e)~-T,cd~d1JdC, ) 
m = ~ffPeb~-TJc d~d1JdC 

(4) 

Die Feldgleichungen lassen aber noch eine zweite Gruppe von Losungen zu, 
die aus den Potentialen 

q; = fff(e)~+rfc d~d1JdC, 

m = ffpeb);+T/C d~ d1J dC 
abgeleitet werden konnen. Diese unterscheiden sich von den eben gegebenen 
dadurch, daB in ihrem Integranden nicht der Ladungszustand einzusetzen ist, 
der an den einzelnen Punkten zu einer um die Latenzzeit zuruckliegenden Zeit 
geherrscht hat, sondern der um dieselbe Zeitspanne spater auftretende (avancierte 
Potentiale). Diese Losungen werden in der Elektronentheorie mit der Begrundung 
ausgeschlossen, daB sie das Kausalprinzip verletzen wiirden. Da diese Restrin
gierung der zulassigen Losungen von einem rein formalen Standpunkt aus will
kiirlich erscheint, hat RITZ 1) vorgeschlagen, die Theorie nicht auf die Feld
gleichungen, sondern auf die retardierten Potentiale aufzubauen. Dieser Vorschlag, 
den RITZ auch aus der Theorie der Elektrodynamik bewegter Medien begrundet 
hat, wurde aber nicht weiter ausgefiihrt. Er wiirde insofern eine gewisse Verein
fachung der Theorie bieten, als er den schwierigen Begriff des Verschiebungs
stromes entbehrlich machen wiirde. Die einzige zur Begrundung einer so auf
gebauten Theorie notwendige Annahme uber die Eigenschaften des Mediums 
ware die experimentell begriindbare, daB sich in ihm die Storungen mit Licht
geschwindigkeit fortpflanzen. 1m AnschluB an seine Ansichten fiber die Theorie 
der bewegten Medien dachte RITZ aber nicht an eine A.nderung der mathematischen 
Grundlagen der Feldtheorie, sondern an eine neue Art der Emissionstheorie des 
Lichtes (vgl. Kap. 3, Ziff. 18). 

13. Transformation der Potentiale. Die retardierten Potentiale entsprechen 
den Anforderungen derElektronentheorie besser als die durch die Gleichungen (3c) 
definierten, da in ihnen keine FeldgroBen mehr auftreten. Sie erweisen sich aber 
als unpraktisch bei der Losung der in ihr auftretenden speziellen Probleme, da 
in ihnen die elektrische Dichte und die Geschwindigkeit der elektrisch geladenen 
materiellen Volumelemente als Funktionen des Raumes und der Zeit auftreten, 

1) W. RITZ, Arch. sc. phys. et nat. Bd. 26, S. 209. 1908; Ann. de chim. et phys. Bd. 13, 
S. 145. 1908. 
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wahrend fast immer die Lage und die Bewegung der eIektrischen Teilchen seiber 
gegeben ist. Es erweist sich daher als notwendig, die Potentiale so zu trans
formieren, daB in ihnen nicht mehr die raumlichen VoIumeIemente und Funktionen 
von Raum und Zeit, sondem die materiellen Elemente der elektrischen Teilchen 
seIber und Funktionen der Lage und der Zeit auftreten. Diese Transformation 
ist analog dem Ubergang von den EULERschen zu den LAGRANGESchen Koordi
naten in der Hydrodynamik (vgl. Bd. VII, Kap.1). 

Hierzu erinnem wir uns zunachst, daB nach dem FOURIERschen Integral
satz, der, wie man aus physikalischen Uberlegungen Ieicht einsieht, hier auch 
dann anwendbar bIeibt, wenn man sich die Elektronen und Ionen mit einer 
Oberflachenladung versehen vorstellt 

+00 +00 

(e}t-r/c . 2~IdpI ei1t(t-r/c-<)e d1:, 
-00 -00 

+00 +00 

(eb}t-r/c = 2~Idf'Ieil'lt-r'c-<)ebd1: 
-00 -00 

und damit +00 +00 

P = -1-Id~ dYJ d1;Id f'Ieil'(t-r,c-<) ed 7: 
2", r ' 

-00 -00 

+00 +00 

~ = 21", I d~ d'f} d1; I df' I ei/dt-r/c-<) I!brd7: . 
-00 -00 

Hierin sind also r und b Funktionen der raumlichen Koordinaten ~, 'f}, 1; und 
der zeitIichen Koordinate1:. Dagegen ist die Entfemung r des ramnlichen VoIum
elementes vom Aufpunkt nur eine Funktion der ~, 'f}, 1; und der Koordinaten des 
Aufpunktes x, y, z: 

r = + V(x - ~}2 + (y - 'f}}2 + (z - 1;}2. 

Nunmehr wollen wir die Koordinaten des bewegten Teilchens seIber ein
fUhren, dessen Bahn wir ais gegeben betrachten. Es sind dann seine jeweiligen 
Koordinaten Funktionen der Koordinaten einer Anfangsiage oder dreier anderer 
von diesen GraBen abhangiger Parameter ~o, 'f}o' 1;0 und der Zeit 1:: 

~ = ~(~o, 'f}o, 1;0' 1), 'f} = 'f} (~o, 'f}o, 1;0' 1:),. , 1; = 1;(~0, 'f}o, 1;0' T) . 

r bedeutet nunmehr den Abstand des betrachteten VoIumeIementes des Teilchens 
vom Aufpunkt und ist daher eine Funktion der Koordinaten des Aufpunktes, 
der drei Parameter und der Zeit. An Stelle des raumlichen VoIumeIementes d~, 
d'f}, d1; wollen wir endlich das Ladungselement de einfuhren. Da fUr die elektrische 
Dichte die Kontinuitatsgleichung gilt, ist, wenn wir unter den ~, 'f},"1; nunmehr 
die Koordinate ein und desselben Ladungselementes verstehen 

de = e d~ d'f} d1; = eo d~o d'f}o d1;o· 
Mit Hille dieser, wie aus physikalischen Grunden leicht einzusehen ist, immer 
maglichen Koordinatentransformation werden die Ausdriicke fUr die Potentiale 

'P~ Lfd}~F"-",-,)e~,, \ 
+00 +00 

~ = 2~Id~ld~leif«t-r'c-,)ebed7:. j 
(4a) 
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Es soIl noch ausdriicklich bemerkt werden, daB diese Doppelintegrale keine 
FOURIERSchen mehr sind, da im Exponenten r vorkommt, das, wie bereits be
merkt, nunmehr auch eine Funktion von 7: istl). 

1st die Bewegung des Teilchens nur bis zu einer bestimmten Zeit vorgegeben 
und damit auch die Funktionen (! und b nur bis zu einer bestimmten Zeit bekannt, 
so kann man auf zweierlei Weise verfahren. Erstens kann man, urn das Feld bis 
zu dieser Zeit zu berechnen, die Angaben beliebig iiber diese Zeit hinaus erganzen, 
da eine derartige Annahme sich ja erst in einer spateren Zeit als t im Felde be
merkbar machen kann. Oder aber man kann an Stelle des oben verwendeten 
FOURIERschen Integrals eines der folgenden wahlen 

00 t 

(e)t-r/o = ~ /dft / cosft (t - f) cosft7:· (! d7: , 
o -00 

00 t 

(e)t-r/o = ~ / dft /sinft (t - f) sinft7:· eb d7: 
o -00 

und hierzu den entsprechenden Ausdruck fiir (! b fiigen. Man kann diese Aus
driicke in gewissem Sinne vereinfachen, indem man statt 7: die neue Variable 
0= t - 7: einfiihrt. Dann wird 

00 t+oo 2/ / ftr (e)t-r/o = -;r dft do· et-uCos c cosfto, 
o 0 

00 t+oo 

(e)t-r/o = ~ / dft / do· et-u sin :r sin ft 0 • 

o 0 

Die von SCHOTT2) herriihrende Bezeichnung der oberen Grenze mit t + 00 soIl 
daran erinnern, daB diese von der Zeit t abhangt. Auch sind (! und b nunmehr 
Funktionen von t - 0, also auch der Zeit t, was man des 6fteren (z. B. bei Diffe
rentiation nach t beriicksichtigen muB3). Die vorhin durchgefiihrte Trans
formation fiihrt nunmehr zu 

(XI 00 t+oo 

f{J = ~ / de / dft / ~(J cos :r cosfto, 
o 0 0 

00 t+oo 

12{ = ~ / de / dft/ ~(J b cos :r cosfto 
o 0 

bzw. (4b) 
00 t+oo 

f{J = ~ / de / dft / ~(J cos:~ cosfto, 
o 0 

00 t+oo 

12{= ~/de/dft/~(JbCOS~~COSfto. 
o 0 

Auch hierin sind natiirlich r, e und b Funktionen von t - o. 

1) G. A. SCHOTT, Ann. de phys. Bd.24, S.637. 1907. 
2) G. A. SCHOTT, Electromagnetic Radiation, Cambridge 1912, S. 17. 
3) F. LINDEMANN, Munchener Ber. Bd.23, S.320. 1907. 
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14. Die WIECHERT-LIENARDschen Potentiale. Diese lassen sich auf einfache 
Weise aus den Formeln (4a) ableiten. Hierzu fiihren wir durch 

t'=.+~ c 

die neue Zeitvariable t' in die so gegebenen Potentiale ein, wodurch diese gleich 
+cx:> 7: = +00 

cp = 2~fdefd/-tfdt' eil"(t-t'). :; , 
-co 7:=-00 

Ob diese Substitution zulassig ist oder nicht, hangt vom Wert von dt'/d. abo 
Fiihren wir diese Differentiation durch, so erhalten wir 

dt' = 1 + ~ ~ = 1 _ v, . 
dT c ih c 

Wenn die Geschwindigkeit des Teilchenelementes kleiner als die Lichtgeschwindig
keit ist, ist daher immer dt' /d. > 0, die Substitution also immer zulassig und 
die neuen Integrationsgrenzen sind t' = - <Xl bis t' = + <Xl. Da auch r aus 
dem Exponenten verschwunden ist, sind die Ausdriicke wieder FOURIERSche Inte
grale. Mit Hilfe des FOURIERSchen Integralsatzes erhalten wir somit 

( 
de 

'IjJ= v ' 
[r (1 - ~)l 

.; , C t-rlc 

2r = ;1 [r(1 ~'~t-rlc 
(4c) 

Bei der Bestimmung von r ist dabei zu beachten, daB dieses nunmehr den Abstand 
des Teilchens vom Aufpunkt zur Zeit der Emission bedeutet. 

Wiirde die Geschwindigkeit des Elektrons eine groBere als die Lichtgeschwin
digkeit, so gabe es im allgemeinen Punkte, fUr die dt'/d. = O. In diesen ist die 
'Transformation der Zeitkoordinate unzulassig. Das Integral muB daher in eine 
Summe von Integralen zerlegt werden, so daB die Nullpunkte der Funktion dt'/d. 
die Grenzen der einzelnen Integrationsintervalle bildet. Dabei ist zu beriick
sichtigen, daB der Integrationsweg immer von den kleineren zu den groBeren 
Werten von t' fUhrt. Die einzelnen Teilintegrale sind von der Form 

t~ ± 1 

[ dt' ei;;:-") - [( lv! )] t~ < t' < t~ ± 1 
-r r 1--

• dT C t-rlc 

sonst 0. 

t~ 

Der Elektronentheorie entspricht es besser, nicht die Potentiale eines ge
ladenen Volumelementes, sondern gleich die Potentiale der einzelnen Elektronen 
und Ionen anzugeben. Dies bereitet aber Schwierigkeiten, da hierzu die genaue 
Kenntnis der Gestalt und der GroBe der einzelnen Teilchen notwendig ist und 
daher auch das Problem der Kohasion des Elektrons eine Rolle spielt (vgl. 
Ziff. 30f£.). Handelt es sich aber nur urn das entfernte Feld langsam bewegter 
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Elektronen, dann kann man die gesamte Ladung in ein Volumelement konzen
trieren und erhalt so die WIECHERT-LIENARDschen Potentiale l ): 

G 

rp= 
[r(l - ~r)t_rlc 

, 

(4d) 
m= e'ot-ri' 

[r (1 - ~ )Lr'c 
, 

in denen e die Ladung des Elektrons bzw. Ions bedeutet. Bei dieser Vernach
lassigung handelt es sich darum, daB man annimmt, daB die gleichzeitig von 
den einzelnen Elementen des Teilchens ausgesendeten Felder zur gleichen Zeit 
im Aufpunkt ankommen, daher ist die Bedingung fUr die Anwendbarkeit dieser 
Formeln, wie man leicht einsieht, 

r~ a, 

2aliJi . 1 
c(c-v) <{( , 

wobei a den Halbmesser des Elektrons bzw. Ions bedeutet. 

c) Der Ansatz fUr die ponderomotorische Kraft. 
Zusammenhang mit den Prinzipien der Mechanik. 

15. Der Ansatz flir die ponderomotorische Kraft. Bewegung der Elektronen 
in einem homogenen Feld. In der MAXWELL-HERTzschen Theorie sind die 
ponderomotorischen Krafte durch die im Ather durch das Feld hervorgerufenen 
Spannungen gegeben. Aus diesem Ansatz folgt aber (vgL Kap. 1, Ziff. 50), daB 
auch auf den freien Ather ponderomotorische Krafte ausgeubt werden. Dies 
ist aber in der LORENTzschen Elektronentheorie, die den Ather ja als unbe
weglich ansieht, sinnlos. LORENTZ nimmt daher an, daB die ponderomotorischen 
Krafte wohl yom Ather auf die Materie, aber auch nur auf diese und auch nur 
dann, wenn sie elektrisch gel aden ist, ausgeubt werden. 

Den Ansatz fur die ponderomotorische Kraft erhalt er durch eine sinngemaBe 
Ubertragung der an makroskopischer Materie in stationaren Feldern beob
achteten Kraftwirkungen. Demnach besteht diese aus zwei Teilen. Der eine 
entspricht der elektrostatischen Kraft und wird daher e(l; gleichgesetzt. Der 
andere leitet sich aus dem BIOT-SAVARTschen Gesetz abo Nach diesem ist die 
Kraft, die ein magnetisches Feld der Feldstarke Sj auf ein Leiterelement (Lange is, 
Querschnitt q, Stromdichte i) ausubt, gleich: 

~ = q d s ~ [i SjJ . c 

Da der Strom aus negativen bewegten Elektronen besteht (Anzahl N), folgt 

~ = G~ [tJSj]. 

Da auch auf beliebig bewegte Elektronen nur diese beiden Krafte ausgeubt 
werden sollen, so ist die auf die Ladungseinheit ausgeubte Kraft 

(1) 

1) H. LIE NARD, L'Eclairage electrique Ed. 16, S. 5, ).), 106. 1848; E. WIECHERT, 

Arch. Neerland. Ed. 5, S. 549. 1900 (Lorentz-Festschrift). 
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Eine gewisse experimenteIle Stiitze findet dieser Ansatz in den zur Be
stimmung der 'spezifischen Masse der Elektronen und Ionen ausgefiihrten Ver.
suchen (vgl. Ziff.4, 5 u. 6), denn die dort verwendeten Formeln folgen direkt 
aus ihm: Bewegt sich ein Elektron in einem homogenen Magnetfeld~, so ist seine 
Bewegungsgleichung, wenn man die Riickwirkung des Eigenfeldes vernach
lassigt (vgl. Ziff. 30 bis 33): 

b= __ 8 [b~]. 
pc 

Die Beschleunigung, die es erfahrt, steht sowohl auf seiner Geschwindigkeit 
wie auf der magnetischen Feldstarke normal. Wir zerlegen daher b in eine zum 
Feld parallele und in eine zu diesem normale Komponente 

b = bJ. + bll • 

Setzen wir zunachst bll = 0, so liegt die Bahn des Elektrons voIlstandig in einer 
zur Richtung des magnetischen Feldes senkrechten Ebene. Da die Beschleunigung 
aber auch auf die Richtung der Geschwindigkeit normal steht, bleibt diese und 
damit auch die Beschleunigung konstant: das Elektron beschreibt eine Kreisbahn 
yom Radius 

1st dagegen VII ,*,0, so beschreibt es eine Schraubenlinie, deren Achse in der 
Richtung des Magnetfeldes liegt. 

Bewegt sich das Elektron in einem homogenen Magnetfeld, das senkrecht 
zu seiner Geschwindigkeit gerichtet ist, und ist gleichzeitig ein elektrisches Feld 
angebracht, so daB @ "'" [b~], so ist 

f=e(@++[b~]). 
SoIl das Elektron nicht aus der geraden Bahn abgelenkt werden, so muB 

E v 

sein. Yl=c 
Da die Experimente, bei denen diese Formeln benutzt werden, einheitliche 

Resultate ergeben (namlich bei Elektronen denselben, bei Ionen einen einem 
ganzzahligen Vielfachen der Elementarladung und dem Atomgewicht entsprechen
den Wert der spezifischen Masse), so erscheint der Ansatz fUr die pondero
motori:sche Kraft durch die Erfahrung gestiitzt. 

Nach unserem Ansatz ist die ponderomotorische Kraft eine Volumskraft. 
Dies ist mit der Annahme, daB sie eine yom Ather auf die Teilchen ausgeiibte 
Kraft ist, durchaus zu vereinbaren, da der Ather nach der Anschauung der 
Elektronentheorie die Teilchen durchdringt. Es bleibt uns noch zu untersuchen, 
ob man die ponderomotorische Kraft auf Spannungen im Ather zuriickfiihren 
kann. Hierzu setzen wir in den Ausdruck fiir die in einem gewissen Raum S 
wirkende ponderomotorische Kraft 

tr = jffe dv {@ + ~[tJ~]} 
aus den Feldgleichungen entsprechend ein und erhalten so 

tr = lffdv {41n @div@ + 4~ [rot~, S)] - 4:C [Q;, ~]} 
1 rrf { . 1 iJ l' } = 4nJJJ dv @dlV@ + [rotS),~] - C iJt [@,S)] + c[@,~] 

= 4~ fffdV {@ div~ + [rotS),~] + [rot@,~] - } :7[@' S)]}. 
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Es ist naheliegend, die Kraft in zwei Teile zu zerlegen, namlich in 

~1 = - fff4:C :t [~, SjJ dv, 

~2= 8~fffdV{Q;diVQ; + [rotQ;,Q;J + [rotSj,SjJ}. 

Den zweiten Teil konnen wir in Q; und Sj symmetrisch machen, wenn wir be
riicksichtigen, daB der magnetische Feldvektor quellenfrei verteilt ist: 

~2 = 41nfffdV {Q;diVQ; + [rot Q; , Q;] + Sj divSj + [rotSj, SjJ}. 

Diese Kraft laBt sich nun leicht auf den MAXWELLSchen Spannungstensor zuriick
fiihren. Denn es ist z. B. die X-Komponente des elektrischen Teiles: 

4 F =j'rrdv{(OEx + oEy + OEz)E + (OEx _ ?~z)E _ (OEy _ OEx)E} n 2",. ))' ox oy oz '" oz ox z ox oy y 

= fffdvg :x (E; - E; - E;) + OOyE",Ey + :zE",Ez} 

laBt sich daher auf den Spannungstensor n zuruckfuhren, dessen Komponenten 
folgendermaBen lauten: 

_1E2 E2 E2) p",,,, - 8 n ( '" - y - z' 

Pyy = 8 ~ (E~ - E~ - E;) , 

pu = 81n (E~ - E; - E~) , 

1 
Pyz = PZy = 4".% EyEz ' 

1 P",y = pzz = 4n EzEz , 
1 

P"'Y = Py", = 4n E",Ey . 

Dies ist aber der MAXWELLSche Spannungstensor fUr den freien Ather (vgl. 
Kap. 1, Ziff.37). 

Der Ansatz fUr die ponderomotorische Kraft laBt sich daher auch folgender-
maBen schreiben: 0 

f = div ll- 4:C at [Q;, SjJ = divn - ;2 @:; • (1 a) 

Das Auftreten des Gliedes -..; 6 ist, wie man aus der Zif£. 50 des vorhergehenden 
C 

Kapitels leicht ersieht, eine Folge unserer Annahme, daB die ponderomotorische 
Kraft auf den freien Ather immer gleich . Null ist. 

16. Das Energieprinzip. Da nach den Anschauungen der Elektronen
theorie aile Erscheinungen in ponderablen Medien auf die Bewegung von 
Elektronen zuriickzufUhren sind, ist die einzige Arbeit, die das Feld leistet, 
die Beschleunigung der Elektronen und lonen. Die im Zeitelement dt geleistete 
Arbeit ist daher 

dA=dt!!!fe bdv . 

Die zur Leistung dieser Arbeit notwendige Energie muB aus dem Felde 
stammen. Es muB daher 

dA + dE + ! ! 6 n dF . dt = 0 

sein, wenn wir wiederum mit E die Gesamtenergie, mit 6 den Vektor der Energie
stromung bezeichnen und dF' das Element der den betrachteten Raum ein
schlieBenden Flache bedeutet. 
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Urn die beiden EnergiegroBen zu bestimmen, mussen wir mit Hilfe der Feld
gleichungen den Ausdruck fUr dA so umformen, daB in ihm nur mehr FeldgroBen 
vorkommen. Aus dem in der vorigen Ziffer gegebenen Ansatz fur die pondero
motorische Kraft folgt 

dd~ =ffffebdV = Jffe@bdV. 
Aus der AMPEREschen Gleichung (2a) 

dA =~f"rre(@ rot~-~(§)dv. 
dt 4n JJ' c 

Da femer I I I dv· @rot~ = il I dv~rot@ - I I [@~]ndF, 
folgt hieraus, aus der FARADAYSchen Gleichung (2a) und dem GAussschen 
Integralsatz: 

d;: + 81n :tfffdV {@2 + ~2} + 4:ff[@~]ndF = o. (2) 

Wir haben also wie in der MAXWELL-HERTzschen Theorie fUr die elektrische 
Energiedichte 

Fur die magnetische 

w = _1_@2. 
8n 

Energiedichte 
T = _1_C'.2 

8n "d , 

und fur den Energiestrom den POYNTINGSchen Vektor 

e; = -4c [@~]. 
n 

(2a) 

(2b) 

(2c) 

Ebenso wie in der MAXWELLschen Theorie sind diese Ausdrucke fUr die 
Energie bzw. den Energiestrom keineswegs die einzig moglichen, sondem bloB 
diejenigen, die sich bisher am geeignetsten erwiesen haben. Wir konnten auch in 
der Elektronentheorie die in Ziff. 49 des vorhergehenden Artikels angegebenen 
MAC DONALDschen Werte 

m ~( 

1f 1f' T = c cdW = c (@ + 4n eb, dW) e; = cpc 
o 0 

verwenden. Ihre Bedeutung liegt darin, daB dieser Ansatz fiir die magnetische 
Energie oft bei der Ableitung der Grundgleichungen [das sind die Feldgleichungen 
(2a) und der Ansatz fiir die ponderomotorische Kraft] aus den Variationsprin
zipien der Mechanik verwendet werden!). 

Man iiberzeugt sich leicht, daB es sich nicht bloB urn eine andere Schreibweise 
eines und desselben Ausdrucks handelt. Denn es ist 

~2 = (~, rotW) = div [W~J + W rot~ 

= div[W~] + : (W, @ + 4neb). 

Die Stromungsverhaltnisse der Energie sind also in den beiden Ansatzen durchaus 
verschiedene. Allerdings ist der Unterschied bei Anwendung auf periodische 
Felder unwesentlich, da der Mittelwert von [W~] bei solchen Feldem, iiber eine 
ganze Anzahl von Perioden genommen, verschwindet. 

1) H. M. MACDONALD, Electric waves Kap. 4 u. 5. 
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17. Das Reaktionsprinzip. Urn zu untersuchen, ob die LORENTzsche 
Elektronentheorie das Prinzip von der Gleichheit der Wirkung und Gegen
wirkung erfiillt, betrachten wir zunachst die Kraftwirkung, die ein Elektron 
im Felde erfahrt. Ihr entspricht keine, zumindest keine zur gleichen Zeit ausgeiibte, 
Gegenkraft, da auf den Ather ja keine Kraft ausgeiibt wird. Hier liegt ein 
wesentlicher Unterschied gegen die MAxwELL-HERTzsche Theorie vor. Denn 
da nach dieser die auf das Medium ausgeiibte Kraft durch die MAxwELLschen 
Spannungen gegeben ist,' geht eine Kraft auf die Oberflache des freien Athers 
iiber, die gleich ist der auf die Oberflache des ponderablen Mediums ausgeiibten. 
Man erkennt dies sofort, da ja fUr beide dasselbe Flachenintegral, nur auf die 
umgekehrte Normale bezogen, gilt. 1st also in der Elektronentheorie die in der 
MAxwELLschen Theorie auftretende Schwierigkeit, die in der Frage nach den 
Folgen dieser Kraft auf den Ather liegt, behoben, so tritt nunmehr in ihr die 
Schwierigkeit auf, daB sie dem Reaktionsprinzip nicht geniigt. 

LI:ENARDl) hat diese Schwierigkeit durch eine neue Formulierung des 
Reaktionsprinzips zu lasen gesucht: "Verwirft man die Fernwirkungstheorie 
und nimmt man an, daB die Kraft eine gewisse Zeit zur Fortpflanzung durch den 
Ather braucht, so kann nicht mehr Gleichheit zwischen Wirkung und Gegen
wirkung bestehen, da die beiden nicht mehr zur gleichen Zeit ausgeiibt werden. 
Man kann nur verlangen, daB die Resultierende aller ponderomotorischen Krafte 
im Mittel verschwindet." Dies ist nun tatsachlich fiir die LORENTzsche Elek
tronentheorie der Fall. Betrachten wir ein isoliertes System von Elektronen 
und Ionen, so ist dieser Mittelwert gleich 

wobei das Integral iiber einen samtliche Teilchen enthaltenden Raum zu er
strecken ist. 1st der Raum so groB, daB das Feld seine Begrenzungsflache noch 
nicht erreicht hat, so ist 

f f f div [J dv = f f (IIn) dt = 0, 

1st das Feld aber bereits iiber diese hinaus gelangt, so ist zu beriicksichtigen, 
daB fUr den Raum auBerhalb der Begrenzungsflache (entsprechende Orientierung 
von n!) 1 . 

div II - -., 6 = 0 , c· 

Jj(IIn)dt= ;2 fff6dv , 
da sich nach unserer Annahme keine Materie dort befindet und auf den Ather 
keine Kraft ausgeiibt wird. Es ist also 

iJ = If(lln)dt - ;2 Iff 6dv, 
= - ;2-JfI6 dv, 

1) H. LIENARD, L'Eclairage electrique Ed. 14, S. 157. 1898. 
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wobei das zweite Volumintegral iiber den ganzen R.aum zu erstrecken ist. Daher 
ist der Mittelwert der resultierenden Kraft 

I, 

t2 ~ tJ''iJ dt = - C2(t21_ t l ) 161~ . 
I, 

Da die Energie des Feldes in jedem Zeitpunkt als endlich angenommen werden 
kann, so ist der Klammerausdruck endlich und der Mittelwert sinkt mit der Zeit 
unter jede Gtenze. 

POINCAR1P) hat nachgewiesen, daB diese Neuformulierung des Reaktions
prinzips zu weit ist. Denn die in den zitierten Satzen mit Recht verlangte Er
weiterung unter Beriicksichtigung der mit endlicher Geschwindigkeit erfolgenden 
Ausbreitung verlangt bereits, daB das Zeitintegral iiber die Resultierende der 
ponderomotorischen Krafte verschwinden muB, was natiirlich eine wesentlich 
engere Bedingung ist als die von LniNARD aufgestellte. Ihr geniigt die LORENTZ
sche Theorie nun nicht mehr, wie aus der eben durchgefiihrten Rechnung unmittel
bar hervorgeht. 

Urn dies zu beweisen, brauchen wir nur noch einen Fall anzufiihren, indem 
das abgeleitete Zeitintegral der Kraft nicht verschwindet. Wir betrachten hierzu 
ein materielles System, das aus einer in dem Brennpunkt eines parabolischen 
Spiegels fest angebrachten Lichtquelle besteht. Zur Zeit t = 0 beginne diese 
zu strahlen. Dann ist zu dieser Zeit @ = S) = O. Da zujeder spateren Zeit das 
elektromagnetische Feld sich aus der aus der Spiegeloffnung der austretenden 
parallelgerichteten Welle und dem schmalen direkten Strahlkegel zusammen
setzt, die sich standig mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten (vgl. Kap. 1, Ziff. 59), 
erkennt man unmittelbar, daB das Integral nicht nur immer von Null ver
schieden ist, sondern auch dauernd zunimmt. Dementsprechend setzt sich der 
mit der Lichtquelle fest verbundene Spiegel in eine dauernd an Geschwindig
keit zunehmende Bewegung. In dieser Verletzung des Schwerpunktsatzes driickt 
sich die Verletzung des Reaktionsprinzipes aus. Man sieht wiederum, daB der 
Grund hierfiir in der Annahme liegt, daB auf den Ather keine Kraft ausgeiibt 
wird. Denn auf diese Weise geht die Gegenkraft fiir den auf den Spiegel aus
geiibten Lichtdruck verloren. 

Insbesondere dieses Beispiel, aus dem hervorgeht, daB nach der LORENTZ
schen Theorie ein abgeschlossenes materielles System sich von selbst in Bewegung 
setzen kann, erscheint so paradox, daB man ernstlich erwogen hat, ob es uns 
nicht zwingt, diese Theorie aufzugeben. Urn dieses Problem zu losen, hat POIN
CARE zunachst untersucht2), woran es liegt, daB sich uns das Reaktionsprinzip 
mit solcher Gewalt aufdrangt. Den Grund hierfiir findet er darin, daB uns in 
seiner Verletzung zugleich eine Verletzung des Energieprinzips zu liegen scheint. 
Denn nimmt man an, daB die Krafte, die zwischen zwei Massenpunkten wirken, 
nur von ihrer relativen Lage (zueinander) und ihren relativen Geschwindigkeiten 
abhangen, so blieben die Krafte dieselben, wenn sich das vorhin betrachtete 
System in Bewegung setzt. Die potentielle Energie bliebe also konstant, wahrend 
die kinetische standig zunehmen wiirde. 

Diese Uberlegung trifft aber fiir die LORENTzsche Elektronentheorie nicht 
mehr zu. Denn dieser SchluBfolgerung liegt auBer dem Energieprinzip noch das 
Relativitatsprinzip der klassischen Mechanik zugrunde, daB wir in dieser Theorie 
nicht mehr als giiltig annehmen konnen. Zunachst scheint ja die LORENTzsche 
Theorie iiberhaupt keine Relativitat zuzulassen. Denn die Feldgleichungen gelten 

1) H. POINCARE, Electricite et Optique, 2. Auf I., S.448ff. 
2) H. POINCARE, Arch. Neerland. Bd.5, S.252. 1900 (Lorentz-Festschrift). 
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ja nur fiir das im Ather ruhende System und, dieser ist als unbeweglich an
genommen. Tatsachlich hat man auch lange ausschlieBlich die absoluten (d. h. 
die auf den Ather bezogenen) Lagen und Geschwindigkeiten der Korper zur 
Erklarung der elektromagnetischen Erscheinungen herangezogen. Aber die 
Experimente, die den aus dieser Anschauung folgenden EinfluB der Geschwindig
keit der Erde auf die elektromagnetischen Erscheinungen nachweisen hatten 
sollen, verliefen aile negativ, so daB auch fiir diese Erscheinungen ein Relativitats
prinzip zu gelten scheint. 

Dieses neue Relativitatsprinzip kann aber mit dem klassischen nicht identisch 
sein, wie bereits die Beobachtung der Lichtfortpflanzung in einem bewegten 
Medium zeigt. Denn wenn auch die zur Bestimmung der Geschwindigkeit der 
Erde gegen den Ather durchgefiihrten Experimente zeigen, daB, von einem mit 
dem bewegten Medium bewegten Beobachter aus betrachtet, diese Erscheinung 
ebenso vor sich geht wie die Fortpflanzung im Ather von einem in diesem ruhenden 
Beobachter aus gesehen, so zeigt doch die FIZEAusche Theorie, daB, von einem 
ruhenden Beobachter aus betrachtet, das Licht nur teilweise von dem Medium 
mitgefiihrt wird. Die Relativitat entsteht dadurch, daB der mitbewegte Beob
achter ebenfalls seine Messung auf die Lichtfortpflanzung basiert und daher an 
Stelle der im Ather geltenden Zeit die LORENTzsche Lokalzeit benutzt. Dies hat 
nun zur Folge, daB seine Messungsresultate von denen, die der im Ather ruhende 
Beobachter erhalt, abweichen. Daher emittiert die Lichtquelle fur den mit
bewegten Beobachter zwar standig die gleiche Energie (und zwar sowohl dem 
Betrage wie der Richtung nach), fiir den im Ather ruhenden Beobachter nimmt 
aber die aus der Spiegelof£nung austretende Feldenergie mit wachsender Ge
schwindigkeit des emittierenden Systems standig abo Dadurch geht das An
wachsen der kinetischen Energie des Systems fur ihn auf Kosten der Feldenergie 
vor sich und damit ist das Energieprinzip gewahrt. 

18. Der Impulssatz. Aus den eben durchgefiihrten Uberlegungen geht hervor, 
daB zwar die LORENTzsche Theorie das Reaktionsprinzip verletzt, sie lassen aber 
auch erkennen, daB hieraus keine ernstlichen Bedenken gegen die Zulassigkeit 
der Theorie erwachsen konnen. Dies weist bereits darauf hin, daB in die Theorie 
ein mit diesem Prinzip verwandtes eingefuhrt werden kann. In der klassischen 
Mechanik folgt aus dem Reaktionsprinzip 

~$i = ~miti = 0 

durch Integration uber die Zeit der Impulssatz 

~ mi Ii = konst. 

(wobei t der Fahrstrahl yom Koordinatenursprung ist). In der LORENTzschen 
Theorie ist die Summe der Krafte nicht gleich Null. Es tritt vielmehr an die 
Stelle der ersten Gleichung die folgende 

~+ :2ffP~dV=O. 
Aber auch diese laBt leicht die Integration nach der Zeit zu, 

t, 

f ~dt + c~fff @)dv:::= konst. (3) 
t. 

Diese Gleichung tritt also in der LORENTzschen Theorie an die Stelle des 
Impulssatzes im System der klassischen Mechanik. DaB ihr auch ein physikalischer 
Sinn zukommt, konnte POINCARE ebenfalls zeigen, indem er von der Bedeutung 

Handbuch der Physik. XII. 12 
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des POYNTINGSchen Vektors al~ Vektor der Energiestromung ausging1). FaBt 
man die Energie des elektromagnetischen Feldes als ein Fluidum auf, das die 
Dichte 1 

E = _{S)2 + ($2} 
8n 

besitzt, so kann man die Geschwindigkeit des Fluidums durch die Gleichung 

En =@5 

definieren. Dann bedeutet die oben aufgestellte Gleichung (7), daB das aus dem 
Fluidum und der ponderablen Materie bestehende System dem Impulssatz 
geniigt. 

Diese Interpretation begegnet aber gewissen Schwierigkeiten. Denn die 
hierbei verwendete Definition der Stromungsgeschwindigkeit der Feldenergie 
ist fiir nicht selbstkonjugierte Felder (vgl. Kap. 1, Ziff.58) keineswegs die einzig 
mogliche. Stellt man sich die Feldenergie nicht in Analogie zur ponderablen 
Materie als undurchdringlich vor, so konnte man im allgemeinen Fall auch die 
Annahme zulassen, daB sich nur ein Tell der Feldenergie bewegt. Es ist daher 
besser, die Interpretation der Gleichung mit ABRAHAM2) auf einer allgemeineren 
Basis durchzufUhren. 

Wir konnen dabei genau so vorgehen wie bei der Erweiterung des Energie
prinzips der Mechanik zum allgemeinen Energieprinzip. Auch in diesem Falle 
hat es sich gezeigt, daB, wenn es sich urn Vorgange handelt, bei denen die Summe 
der kinetischen und der potentiellen Energie nicht konstant bleibt, im System 
neben den Bewegungsvorgangen noch andere Erscheinungen auftreten, durch 
die im System Energie, d. h. Arbeitsfahigkeit, aufgestapelt wird. Die Analyse 
hat dann ergeben, daB fUr jedes Erscheinungsgebiet eine GroBe definiert werden 
kann, die in ihm als Energie angesprochen werden kann, da deren Einfiihrung 
in die Energiebllanz das Energieprinzip rettet. Dabei ist es aber keineswegs 
notwendig, diese Energie mechanisch zu deuten, sie braucht lediglich eine das 
betreffende Erscheinungsgebiet charakterisierende GroBe zu sein. 

Analog konnen wir bei der Erweiterung des Impulssatzes auf Grund der 
Gleichung (3) vorgehen. Diese besagt, daB das elektromagnetische Feld im
stande ist, einem ponderablen Korper einen mechanischen Impuls zu erteilen, 
und daB diese Fahigkeit durch den Vektor 

(4) 

charakterisiert ist. Gibt andererseits ein ponderabler Korper kinetische Energie 
an das Feld ab, so wird der Vektor ® urn einen Vektor vermehrt, der dem Verlust 
an BewegungsgroBe, die der Korper bei der Abgabe der Energie erleidet, gleich 
ist. Wir sind daher berechtigt, den Vektor ® als elektromagnetischen Impuls 
anzusprechen und dem Felde eine Impulsdichte 

9 =~ @5 (4a) 
C2 

zuzuschreiben, da es sinnlos ware, diese BewegungsgroBe dem als unbeweglich 
definierten Ather beizulegen, wahrend die Bedeutung des POYNTINGSchen Vektors 
diese Interpretation nahelegt. 

Auch der Satz von der Konstanz des Drehimpulses laBt sich auf diese Weise 
verallgemeinern. Definieren wir t als den Verbindungsvektor des Koordinaten-

1) H. POINCARE, Arch. Neerland Bd. 5, S.252. 1900 (Lorentz-Festschrift). 
2) M. ABRAHAM, Gott. Nachr. 1902, S.20; Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 105. 1903. 
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urspnmgs mit dem betrachteten Volumelement, so ist das resultierende Moment 
der vom Feld auf die Materie ausgeiibten Krafte 

ID=jjjCt,efJ dv . 
Bezeichnen WIr den Drehimpuls der materiellen Tei1chen mit n, so ist 

t2 

n + f~; fff[t@J] dv = o. 
tl 

Beriicksichtigen wir ferner, daB t definitionsgemaB von der Zeit unabhangig ist, 
so wird 

(3 a) 

Wir k6nnen daher 

ID = ;2 fff[t6] dv (5) 

als den Drehimpuls des Feldes und 
1 

~ = edt 6] (5 a) 

als die Dichte des elektromagnetischen Drehimpulses bezeichnen. 
19. Die Variationsprinzipe. Wir haben bisher gezeigt, daB die LORENTzsche 

Theorie dem Energieprinzip geniigt, und daB sich auch der Impulssatz auf diese 
Theorie ausdehnen laBt. Urn die Einordnung der Theorie in den Rahmen der 
allgemeinen Dynamik vollstandig zu machen, solI noch gezeigt werden, daB sie 
im Einklang mit den Variationsprinzipien der Dynamik ist. Dies ist von ver
schiedenen Forschern geleistet worden. Ein dem HAMILToNschen Variations
prinzip der Mechanik entsprechendes elektrodynamisches wurde von LARMOR1) 

gegeben und von LIVENS2) in die nachfolgende Form gebracht: 
Die in dem Variationsprinzip auftretenden unabhangigen Variablen sind 

durch die Problemstellung der Elektronentheorie gegeben. Es ist einerseits der 
Zustand des Feldes, der durch die Verteilung der Vektoren @ und SJ bestimmt ist, 
andererseits die Lage und Bewegung der Elektronen miteinander in Verbindung 
zu bringen, wobei angenommen werden solI, daB wir die Elektronen als punkt
f6rmig auffassen, also ihre Lage durch einen Vektor t definieren k6nnen und bloB 
die Wechselwirkung die zwischen einem ganzen Elektron und dem Felde statt
findet, ins Auge zn fassen haben. J edes Elektron (im alteren Sinne, der auch 
die lonen nmfaBte) ist also durch seine Gesamtladung Ei nnd den Vektor ti 

vollstandig bestimmt. Wir haben daher die unabhangigen Variablen @, SJ 
und ti' 

1m AnschluB an MAXWELL (vgl. Kap. 1, Ziff.44) nehmen wir an, daB die 
LAGRANGESche Funktion L des Problems aus zwei Teilen besteht. Der erste L1 
hangt von @ nnd SJ nicht ab nnd ist durch die mechanischen Eigenschaften und 
die Bewegung der Elektronen sowie durch die auf sie wirkenden auBeren Krafte 
nichtelektromagnetischer Natur bestimmt. Der zweite stellt die LAGRANGESche 
Fnnktion des Feldes L2 dar und hangt nur von @ und SJ, nicht aber von t, 
abo Indem wir die elektrische bzw. die magnetische Energiedichte durch die 
Gleichung (2a) bzw. (2b), Ziff. 16 definieren und mit MAXWELL die magnetische 

') J. LARMOR, Aether and Matter. S. 84 u. 94. 
2) G. H. LIVENS, Phil. Mag. Bd.32, S. 195. 1916; The Theory of Electricity. S.568. 

12* 
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Energie als kinetische, die elektrische als potentielle auffassen, wird die ge
samte LAG RANG Esche Funktion 

L = Ll + 81n jjf{S)2 - Q;2}dv 

und in Anlehnung an das HAMILToNsche Prinzip verlangen wir, daB 
t2 

bfLdt=O. 
t, 

Wir haben aber noch zwei Nebenbedingungen zu berticksichtigen, die an
geben, daB das Feld durch die Ladungen erzeugt wlrd: Erstens sind die Quellen 
des elektrischen Feldes die Elektronen: 

I I I divQ;dv = 1:4nBi' 

Zweitens sind die Wirbel des magnetischen Feldes durch den Konvektionsstrom 
und den V erschie bungsstrom bestimmt: 

III(rotS) - + 0;) dv = 4;~ ~ Biti' 

Wir mtissen daher, urn die erste skalare Bedingungsgleichung bei der Variation 
berticksichtigen zu k6nnen, die unbestimmte skalare Funktion cp, urn die zweite 
vektorielle Bedingungsgleichung zu erftillen, die unbestimmte vektorielle Funk
tion III in das Variationsprinzip einftihren: 

t, 

b Idt{L + jJ./:~ (cp divQ; - (lll, rotSj - + 0;)) -~ BiCP + ~ :i (llltil} = 0. 

" 
Wir beginnen mit der Variation der beidenFeldvariablen Q; und S). Da L1 

nicht angegriffen wird, ergibt sich: 

4~j~t.ffldv{S)bS) - Q;bQ; + cpdivbQ; - lllrotoS) + -llll d:tCf} = 0. 
I, 

Nun ist aber: 
I I I cp divbQ; dv = I I cpbQ;n df - I I I oQ;· gradcp dv, 

-- I I Illl rot oS) . dv = I I [llloS)Jn dt - II I oS)rot~{ dv, 
~ t2 

Idt9X dLCf =·llloQ;I~:-fdtlj{bQ;. 
tl tl 

Indem wir die Begrenzungsflache des Integrationsraumes wieder weit genug 
hinausverlegen, k6nnen wir die in den beiden ersten Gleichungen auftretenden 
Oberflachenintegrale gleich Null setzen. Ebenso kann die Variation zur Zeit t1 
bzw. t2 derart gewahlt werden, daB II I dv 9roQ;I~~ = O. Daher ist: 

I, 

Idt jjI :~ {( bS), S) - rot lll) - (b Q;, Q; + grad cp + { 2f)} = 0. 
I, 

Da die Variationen von Q;, S) und t voneinander unabhangig sind, erhalten wir 
hieraus : 

.'i) = rotlll, 
_ 1 ~ 

Q; = -gradcp - -9f. 
c 
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Dadurch sind zunachst die unbestimmten Funktionen g; und III definiert. 
Weiters ergeben sich aber daraus die beiden Feldgleichungen 

div~ = 0, 
1 . 

rot@ = --~. c 

Wir variieren nunmehr r, d. h. die Lage der Elektronen. Diese Variation 
greift daher Ll und die Glieder der LAGRANGESchen Funktion an, die die Ladungen 
enthalten: 

t. 

f dt{~Ll + ~; (i, (~rJ7) Ill) + ~; (~x, Ill) - ~ ei (~rJ7) g;} = 0. 
t, 

Es ist nun wegen der Definition von r 

~ ~ 

fdt(M, ~{) = (~r, Ill) ,:~ - fdt(~r,~~ + (iJ7) Ill) , 
tl tl 

da bei dieser Variation nicht der Wert von III an einer bestimmten Stelle des 
Raumes, sondern flir ein bestimmtes Elektron zu beriicksichtigen ist. Da aber: 

ist, so wird -(~r, (iJ7) Ill) = [i, rotlll]· ~r - (i (~rJ7) Ill) 
t, 

Idt{~Ll + ~ e;( -grad<p - +m + + [x, rotlll], or) = 0, 
t, 

~ a ~! _ ~ ~1 + "" e. (~m + grad m - -~, [i rot Ill]') = ° . dt at at ~'c 'r c 

Nun ist :t °0~1 - °O~l gleich der gesamten vom Feld auf die Elektronen aus

geiibten ponderomotorischen Kraft. Daher ist die Kraft auf die Ladungseinheit: 
1 . 1 . 1 f = - -c lll - gradg; + c[rrotlll] = @ + c-[tJ~]. 

Analoge Betrachtungen wurden von POINCARE 1) mit Hilfe der LAGRANGE
schen Gleichungen und von LORENTZ2) mit Hilfe des D' ALEMBERTschen Prinzips 
angestellt. 

Ein weiteres Variationsprinzip, das insbesondere in der Relativitatstheorie 
zu groBer Bedeutung gelangt ist (vgl. Kap. 3, Zitf. 46), wurde von SCHWARZ
SCHILD 3) angegeben. In ihm treten als zu variierende Variablen neben dem wieder
urn die Lage der Elektronen bestimmenden Vektor r die beiden Potentiale 9? 
und III auf. Ferner besteht seine LAGRANGESche Funktion L aus der des LARMOR
schen Prinzips, in der die Feldvektoren mit Hilfe der Gleichungen 

1 . 
@ = -gradg; - c Ill, 
~ = rot~ 

durch die beiden Potentiale zu ersetzen sind, und aus dem Glied 

jjjev;dv, 
1) H. POINCARE, Electr. ct opt. 2. Auf!., S. 427. 
2) H, A. LORENTZ, La Theorie electromagn6tique de MAXWELL et son application aux 

corps mouvants, Leiden 1892 und Arch. Neerland Bd. 25, S, 363. 1892; Enz. d. math. V,'iss. 
V/14 Nr. 8, 

3) K. SCHWARZSCHILD, Gott. Xachr. 1903, S,126. 
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worin 1 
'IjJ = cp - - (tJm) c 

das elektrokinetische Potential SCHWARZSCHILDS (vgl. Ziff. 27) ist. Durch die 
Erweiterung der LAGRANGESchen Funktion wird erzielt, daB die restlichen 
Grundgleichungen direkt aus dem Variationsprinzip folgen, ohne daB es, wie 
beim LARMoRschen Variationsprinzip, notwendig ware, Nebenbedingungen vor
zuschreiben. Die Grundgleichungen 

div~ = 0, 
1 . 

rota; =-~ c 

folgen unmittelbar aus den angenommenen Beziehungen zwischen den Feld
starken und den Potentialen. 

Das Variationsprinzip lautet also 
t, 

bJdt{f{fe(cp - + im) dv - i~III(gradcp + ~ Ij(Ydv + i;.jI!(rotm)2dv} = 0, 
t, 

wobei die Anfangs- und Endlagen der Elektronen festzuhalten sind und die 
Variationen fUr tl und t2 verschwinden miissen. 

Variieren wir zunachst cp, so erhalten wir 
t, 

I dt Ifldv {e Cl cp - 41; (gradcp + + Ij() gradbcp} = 0. 
t, 

Nun ist aber nach dem GAussschen Satz: 

Daher ist, da wir das Flachenintegral wiederum durch geeignete Wahl der Flache 
gleich Null machen k6nnen 

1 ( 1 .) e + 4% div gradcp + em = 0, 
und daraus 

diva; = 4ne. 

Variieren wir nunmehr m, so wird 
t, 

I- If I ~ i Clm dv - 41
% IIf dv (+ gradrp Cllj( + ;2 Ij( (J1j( - rotm rot(Jm) = 0. 

t, 

Es aber ist . d d 
gradrp (Jm = dt (gradrp Clm) - Clm ~n gradT , 

und da die Variationen von ~{ fUr tl und t2 verschwindet: 
t., t, f dt grad(p (J1j( = -I dt Clm :t gradrp. 

tl t1 

Ebenso ist ~, t, 

/ dtlj((J1j( = -( dtmbm. 
t~ t~ 

Weiters ergibt der GREENsche Satz 

II I dv rotm rotClm = I I [(Jm, rotm]" dF + I I I b2{ rot rotm dv, 
wobei wiederum das Flachenintegral gleich Null gesetzt werden kann. 
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Daher ergibt die Variation von ~ 

-~t + _1_(~gradm + ~m: + crotrot~) 
C 4JfC dt T C ' 

das ist aber die AMPEREsche Gleichung:. 
4Jf 1 . 

rotS) = ceo + -c@· 
Endlich ergibt die Variation von t 

t. 

!dt{e«hV)cp-; t(btV)~-; (bt~)}dv=O, 
t, 

woraus wie oben beim LARMORschen Prinzip der Ansatz fUr die ponderomotorische 
Kraft folgt. 

II. Die Dynamik des Elektrons1). 

a) Die Felder in grofierer Entfernung von den Elektronen. 
20. Das Feld gleichformig bewegter Elektronen. ·Wir behandeln zunachst 

den einfachsten Fall, namlich das stationare Feld eines mit der gleichformigen 
Geschwindigkeit 0 bewegten Elektrons. In diesem Falle gilt fur jede FeldgroBe: 

:~ + (tJ V) t = 0 • 

Beziehen wir daher die MAXWELLschen Gleichungen auf ein mit dem Elektron 
bewegtes Koordinatensystem (das im klassischen Sinne starr ist): 

X=x-vt, Y=y, Z=z, 

dessen Ursprung im Elektron und dessen X-Achse in der Richtung der Ge
schwindigkeit liegt, so werden die Feldgleichungen von der Zeit unabhangig: 

1 
rotS) = c(4neo - (tJV) @), 

rot@ = ~ (tJ V) S) . 
C 

Bestimmen wir das Feld zunachst nur bis auf GroBen, die in vic von der 
ersten Ordnung sind, so konnen wir aus diesen Gleichungen sofort ablesen, daB 
die magnetischen Feldstarken gegen die elektrischen von der GroBenordnung vic 
sind. Die FARADAYSche Gleichung gibt daher bis auf GroBen zweiter Ordnung: 

rotQ; = O. 

Die elektrische Feldstarke laBt sich daher von einem Potential ableiten. Da 
dieses im ruhenden System der Differentialgleichung 

1 f)2 
Lfcp - c2 f)t2 cp = 0 

genugt, also im mitbewegten der Gleichung 

1) In diesem Abschnitt solI die Bezeichung Elektron im allgemeinen im a,lteren Sinne 
verwendet werden. 
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so ist in diesem System wieder bis auf GroBen zweiter Ordnung: 

Acp = O. 

Das Potential der elektrischen Feldstarke ist also im mitbewegten System bis 
auf GraBen zweiter Ordnung in vIc dasselbe wie das einer ruhenden Ladung im 
rnhenden System. Ferner erkennt man sofort, daB die magnetische Feldstarke 
in derselben Naherung (II = tfr) 

c:. =!.. [btl] 
0<>, c r2 

ist, also gleich dem Felde eines Stromelementes in der AMPEREschen Theorie. 
Urn eine weitergehende Annaherung zu finden, gehen wir von den WIECHERT

LIENARDschen Potentialen [Gleichung (4d), Ziff. 14] 
e 

cp = ( bt) , r--
c t--rlc 

aus. Von den beiden Bedingungen, an die ihre Anwendung geknupft ist, ist die 
auf die Beschleunigung bezugliche immer erfiillt, da diese ja identisch Null ist. 
Die Anwendung dieser Formeln ist also in diesem FaIle nur dadurch beschrankt, 
daB die Entfernung des betrachteten Aufpunktes vom Elektron groB gegen 
dessen Durchmesser sein muB. 

Wir kannen sie in diesem FaIle noch weiter vereinfachen, da wir an Stelle 
der "retardierten" GraBen instantane einfuhren kannen. 1st namlich (Abb. 3) E 

Abb. 3. Retardierte nnd 
instantane Potentiale. 

der Ort des Elektrons zur Zeit t - ric, E' der zur Zeit t, 
P der betrachtete Aufpunkt; bezeichnen wir ferner den 

Vektor EP mit I und itp mit ffi, so ist EE' gleich b..!:.. 
Es ist daher C 

I = ffi + b r 
C ' 

bt 
ffiII = R cosx = r - c. 

Da b konstant ist, mussen wir nur noch an Stelle von X den WinkelljJ einfiihren, 
urn bei der Berechnung der Potentiale nur instane GraBen berucksichtigen zu 
mussen. Da nun 

so folgt 
sinx:sinljJ = v:c, 

e 
cp= / 2 ' v 

R V 1 - C2 sin2 tp 

eb m = ----:==;;='-----' RV 1 - ~ sin2 tp c2 

Die Feldstarken berechnen wir wieder in dem oben eingefiihrten mitbewegten 
Koordinatensystem. Die Transformation der Potentiale ergibt 
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Daher ist • 1 (V2) em Q; = -gradtp + - (bVW) = 1 - "2 -3 , 
C C S 

S)=rotW=rot(~ tp) = [gradtp ~] (1 ) 

= ~ [b Q;] = (1 - ~') -; [b ffi] . 
c ,c cs 

Dieses Feld zeigt, wie bereits die erste Annaherung erwal'ten lieB, die we sent
lichen Eigenschaften eines statischen Feldes. Die Feldstal'ken nehmen wie 1/ffi2 
ab, die elektrische Feldstarke liegt in der Richtung des Radiusvektors, die magne
tische steht auf diesem und auf del' Geschwindigkeit (Stl'omrichtung) normal. 

Der Energietransport beruht auf der Mitfiihrung des Feldes durch das 
Elektron. 1m Felde eines gleichformig bewegten Elektrons findet daher eine 
reine Konvektionsstrahlung statt. 

1st die Geschwindigkeit des Elektrons groBer als die Lichtgeschwindigkeit, 
so versagen die abgeleiteten Formeln, da ja die WIECHERT-LniNARDschen Pot en
tiale dann ebenfalls nicht mehr im ganzen Raume in der verwendeten Form 
giiltig sind (vgl. Ziff. 14). Dieses Versagen zeigt sich am besten bei Betrachtung 
der ponderomotorischen Kraft auf eine mitbewegte Einheitsladung. Diese ist 

f = Q; + ~ [bS)] = Q; + -; [b[bQ;J] = (1 - v:) Q; + -; b (Q;b). c c c c 

Daher berechnen sich die Komponenten zu 

/x=Ex =-(1-~:)~~ 
/y = Ey(1 - ~:) = - (1 - ~~) ;i 
Iz = Ez (1 - ~:) = - (1 - ~:Hi 
f = - grad (1 - ::) ip = - grad P 

(2) 

laBt sich daher von der Potentialfunktion P ableiten, die von SEARLE 1) als Kon
vektionspotential bezeichnet wurde. Das Feld von f wird durch die Flachen 
Iff = konst. charakterisiert, die der Gleichung 

X2 + (1 - ~:) (Y2 + Z2) = konst. 

geniigen und daher abgeplattete Rotationsellipsoide (Heaviside-Ellipsoide) sind, 
deren Mittelpunkt mit dem Elektron, deren Rotationsachse mit der Bahn des 
Elektrons zusammenfaIlt. Wird v = c, so degenerieren die Rotationsellipsoide 
zu den Doppelebenen Y X = ± konst. 

Der Fall des gleichformig bewegten Elektrons gibt infolge seiner Einfachheit 
auch einen guten Einblick in die Vorgange im Felde, falls die Geschwindigkeit 
des Elektrons die Lichtgeschwindigkeit iibersteigt. Urn diese zu untersuchen, 
gehen wir von den WIECHERT-LIENARDschen Potentialen aus, die, wie aus den 
Ausfiihrungen der Ziff. 14 leicht folgt, in diesem FaIle gleich 
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sind, wobei 'll und 'l2 die Wurze1n der Gleichung 

r V(VT - X)2 + 1]2 
t = 'l + C = 1: + -'-'---c---"----'- , 

darsteilen. Nehmen wir namlich t und 'l als variabel an, so stellt diese von SCHOTT 
als charakteristische bezeichnete Gleichung den oberen Zweig der Hyperbel 

c2 (t - 'l)2 - (V1: - X)2 - e2 

dar!). Die Falle v < c und v> c unterscheiden sich nun bereits dadurch, daB in 
jenem Faile die Kurve kein Minimum besitzt, wohl aber in diesem, und zwar fUr 

tm = ~ (x + e V~: ~) 
'lm = ~ (x - e V:: - 1) . 

Wahrend daher, falls v < c jedem Wert von t nur ein Wert von 'l entspricht, 
entsprechen im ailgemeinen fUr v> c einem Werte von t zwei Werte von 'l: 

vx - c2t yc2 (vt - X)2 _ (v2 _ C2)1]2 
'l = v2 _ c2 ± v2 _ c2 • 

Diese sind reeil falls (vt - X)2 > e2(v2jc2 - 1), im anderen Faile imaginar. Die 
reeilen Wurze1n befinden sich daher im Kegel 

(vt - X)2 = e2(:: - 1). 
Da aber t> 'l sein muB, zeigt die Gleichung 

v (vt - x) yc2 (vt - X)2 _ 1]2 (V2 - c2) t - 'l = =+= '----'----;;-~--'-. v2 _ c2 v2 _ c2 

daB nur die in der Halfte des Kegels, die sich in der Richtung der positiven 
X-Achse, also in die der Bewegung entgegengesetzte Richtung 6ffnet, gelegenen 
Punkte zum Potential beitragen. 

Die Verhaltnisse im Felde ergeben sich daher folgendermaBen. Der Kegel 

vt - x = te V:: ~, 
dessen Spitze im Elektron liegt, bewegt sich mit diesem fort. Der Raum vor dem 
Kegel ist frei vom Felde. Die Erregung beginnt in jedem Raumpunkt erst dann, 
wenn der Mantel des Kegels iiber ihn hinwegstreicht. Von diesem Momente 
an erreichen ihn zwei Wellen, die von zwei Punkten der Bahn ausgehen, von denen 
der eine in der Richtung des Elektrons, der andere aber dieser entgegengesetzt 
lauft. 

Mit Hilfe dieser Betrachtung ergeben sich die Potentiale leicht zu: 
2 

f{! = I/(vt _ X)2 _1]2(~: -1)' 
Il(= 2b . 

c l/(vt - X)2 - 1]2G: - 1) 
1) G. A. SCHOTT, Electromagnetic Radiation S. 24. 
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DaB sie fiir die auf dem Kegelmantel gelegenen Punkte unendlich werden, kommt 
nur von der Annahme der punktformigen Ladungen, da fiir raumlich ausge
dehnte Ladungen der Integrand nur fur ein Volumelement unendlich wird und 
integrabel bleibt. 

21. Das Feld beschleunigter Elektronen. Gehen wir nun zur Untersuchung 
des Feldes eines beschleunigten Elektrons liber, so konnen wir hierbei wiederum 
von den WIECHERT-LI:ENARDSchen Potentialen ausgehen, wobei nunmehr aller
dings die Beschleunigung der in der Ziff. 14 angegebenen Bedingung unter
liegt. Es ist aber besser, zuerst die Feldstarken aus den Potentialen [Ziff. 12, 
Gleichung (3 a) und (3 b)] abzuleiten und erst dann die von diesen PotentialeD 
zu den WlEcHERT-L!ENARDschen fiihrende Transformation durchzufiihren. Es 
ist also 

+00 +(X) 

m = -1-fdej' .( ei,u(t-r/c-') dr d/l, 
I 2n v l' ' 

-00 -00 

+0Cl +00 

2I = -1-fdeJ j' eirt(t-r/c-,) \) dr d,u . 
2nc r 

-00 -00 

Berucksichtigen wir nunmehr, daB e und b nur Funktionen von T, 1;,17, ~ sind, 
wahrend r von x, y, z, ~, 1], 1;, T abhangt, so erhalten wir 

+00 +00 

grad cp = ~fdef (eift(t-rIC-T) dr dfl t (~+ i/l_) 
2n" r 1 r c 

-00 -00 

-00 -00 -00 -00 

+00 +00 

rot2I=-1-J~ ![gradei /,dt-rIC-T)drd/l oj. 
2nc r ' 

-00 -00 

Daher fiir die Feldstarken 

-00 -0Cl -co -00 

-00 -co -ex:> -00 

Befinden wir uns in so groBem Abstand vom Elektron, daB der Vektor tl 
bei der Integration uber dieses als kODstant angenommen werden kann, so folgt 
a us diesen F ormeln 

die magnetische Feldstarke steht also auf der elektrischen Feldstarke senk
recht. 
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N unmehr machen wir einen dem Ubergang von den SCHoTTschen Potentialen 
zu den WIECHERT-LIENARDschen entsprechenden. (Vgl. Ziff. 14.) Dieser ergibt, 
wie sofort einzusehen ist, 

Bei der Ausfiihrung der Differentiationen ist nunmehr zu berlicksichtigen, 
daB die vorkommenden GroBen Funktionen von t' = t - ric und nicht von t 
sind, was von jetzt ab nicht mehr ausdrlicklich bezeichnet wird. Es ist daher 

Also 

ar ot'-v -- - -v . - - --,-at - r at - v ' 
1 --" 

c 

Dieses Feld zeigt nun einerseits Glieder, die an das in der vorigen Ziffer ab
geleitete Konvektionsfeld des gleichformig bewegten Elektrons erinnern, aber 
es enthalt auch Glieder, die mit dem Feld des HERTzschen Dipols in der Wellen
zone vergleichbar sind, da sie mit 1/1' abnehmen. Die Wellenzone ist dadurch 
charakterisiert, daB in ihr die Glieder mit 1/1'2 gegen die Glieder mit 1/1' ver
nachlassigt werden konnen. Tatsachlich ist nun in ihr unser Feld in dieser 
Naherung das Feld einer reinen elektromagnetischen Welle. Bilden wir namlich 

e (c2 - v2 ) 1 
(0;t1 ) = ( '2 ""2' 

c2 r2 1 _ V(2 ) r' 

so zeigt sieh, daB die elektrische Feldstarke bis auf Glieder zweiter Ordnung 
in 1/1' auf t senkrecht steht. Ferner ist 

S) = [t l 0;J , 
also 

Die elektrische Feldstarke steht also in derselben Naherung in der Wellenzone 
senkrecht zur magnetischen, und die Betrage der beiden Feldvektoren sind ein
ander gleich. Dies ist aber das Merkmal der reinen elektromagnetischen Wellen 
(vgl. Kap. 1, Ziff. 58). 
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Bestimmen wir nun den Wert von ~ in der Wellenzone, d. h. indem wir die 
Glieder mit 1/y2 vernachHissigen, so ist 

e { (at" 2 (0t')3 ( b ')} e (at')3 (b) ~ = - -b -) + btl - . tl - - + - - (c 2 - V2) t l - - . C2y at at c C2y2 at c 
Nun ist aber 

(tl - ~) (6 tJ - 6 (tl' tl - ~) = [tl [tl - ~, 6]] . 

~ = y:2(~~Y [tl[tl -~, u]], l Daher wird 

(3) 
~ = [tl~]' J 

Damit haben wir das Feid in der Wellenzone dargestellt. Befindet sich 
unser Aufpunkt in dieser, so ist die erste Bedingung fUr die Giiltigkeit der WIE
CHERT-LIENARDschen Potentiale, daB der Abstand des Aufpunktes vom Elektron 
groB sein soll gegen dessen Durchmesser, von selbst erfiillt. Unsere Formeln 
sind daher immer anwendbar, wenn die Beschleunigung des Elektrons nicht 
zu groB ist und seine Geschwindigkeit kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit. 
Dann bilden also die Vektoren ~,~ und t ein Rechtssystem, und die btiden 
Feldinvarianten (~~) und G;2 - ~2 verschwinden: wir haben das Feld einer r'einen 
elektromagnetischen Welle vor uns. DemgemaB ist der POYNTINGSche Vektor 

@:I = ~[~~J = ~[~[t ~J] = Ctl~2. 
4,n 4,n 1 4,n (4) 

Die gesamte Feldenergie bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit in der Richtung t i • 

Da ~ der Beschleunigung proportional ist, folgt, daB die Energie der Welle dem 
Quadrat der Beschleunigung proportional ist: Das Elektron sendet eine elektro
magnetische Welle dann und nur dann aus, wenn es beschleunigt wird. 

Die Bedeutung des POYNTINGSchen Vektors ist nun, daB seine in Bezug auf 
eine bestimmte Flache genommene Normalkomponente den durch die Einheit 
dieser Flache in der Zeiteinheit tretenden Energiestrom angibt. Da die be
trachtete Flache natiirlich eine ruhende sein muB, wird @:In der absolute Energie
strom genannt. Wollen wir den Energiestrom durch eine mit der Geschwindig
keit ~ bewegte Flache bestimmen, so miissen wir berucksichtigen, daB der 
Energiestrom durch eine derartige Flache aus zwei Teilen besteht, da zu dem 
POYNTINGSchen Energiestrom @:In noch der aus der Bewegung des Flachenstiickes 
durch das Feld resultierende Energiestrom pro FHicheneinheit 

_ ~: (@2 + ~2) 

tritt. Der gesamte relative Energiestrom durch eine bewegte Flache ist daher 

@:I~ = @:In - ~ (@2 + SJ2) . 

Mit Hilfe dieses Ausdruckes k6nnen wir nun die in der Zeiteinheit vom 
Elektron ausgestrahlte Strahlungsenergie bestimmen. Denn diese muB gleich 
sein dem relativen Energiestrom durch eine geschlossene, das Elektron ein
schlieBende und mit diesem bewegte Flache. Da im Felde keine Energie absorbiert 
wird, ist die Gestalt dieser Flache ohne EinfluB auf den Wert der sie durch
setzenden Gesamtstrahlung. Wir wahlen daher fiir sie eine Kugelflache, deren 
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Elemente gleichzeitig von den Elementen einer Welle erreicht wird, sl. h. eine 
soIche, deren Mittelpunkt der Emissionsort der Welle ist. Dann ist 

JJ@S~dF = - ~~ = ~~.rJdw@2(1 - ~l 
"Ober die Bedeutung des sog. "Doppler"faktors 1 - vr/c S. Kap. 3, Ziff. 5. 
Bisher haben wir das Feld in groBer Entfernung vom Elektron diskutiert. 

1st aber die Beschleunigung keine zu groBe, so konnen wir, ohne daB die WIECHERT
LI:ENARDSchen Potentiale ihre Giiltigkeit verlieren, mit dem betrachteten Auf
punkt so nahe an das Elektron heranriicken, daB die ausschlaggebenden Glieder 
in den Formeln fUr die Feldstarken die Glieder mit 1/r2 werden, gegen die die 
zu 1/r proportionalen vernachlassigt werden konnen. Dann ist das Feld durch 

@ = :2 (1 - ::) (~~~3 (rl - ~), 
5j = [rl @] 

dargestellt. Ein Vergleich mit den in der vorhergehenden Ziffer aufgestellten 
Formeln zeigt sofort, daB dies das Feld eines mit der konstanten Geschwindig
keit b bewegten Elektrons ist. In der Nahe des Elektrons ist das Feld daher 
bei nicht zu groBer Beschleunigung ein quasistationares. 

I ie bisher abgeleiteten Formeln gelten nur fUr v < C. Wird v > c, so werden 
die ;elder auBerst kompliziert, da je nach der Art der Beschleunigung das 
Elektron aus beliebig vielen Lagen gleichzeitig auf den Aufpunkt wirkt. Der
artige Felder wurden insbesondere von SCHOTT!) und SOMMERFELD2) untersucht. 

22. Bremsstrahlung. Bei der weiteren Diskussion der in der vorigen Ziffer 
abgeleiteten Formel fUr die in der Zeiteinheit ausgestrahlte Energie beschranken 
wir uns zunachst auf die geradlinige, beschleunigte Bewegung eines Elektrons. 
Bezeichnen wir noch den Winkel zwischen der Geschwindigkeit b und r mit cp, 
so wird wegen 

(u r)2 = r2v2cos2cp, 

(iJb)(br) =rv2 vcoscp, 

- d:e:" = ::~- f f( dOJvSin2rp )5' J J 11 - C cosrp 

Da das raumliche Winkelelement 

dw = sincp dcp d'IjJ 
ist, wird die Gesamtstrahlung 

n 2n +1 

dWIl e2iJ2j f sin3 rp e2iJ2j 1 - u 2 
-fit' = 4nc3 dcp d'IjJ( V )5 = 2e3 -(-1J')5 dU 

1-cCOSrp 1+c U 

o 0 -1 
2e2 iJ2 

Die Bedeutung dieser Formeln liegt vor allem in ihrer Anwendung auf die 
Theorie der Rontgenstrahlen. WIECHERT3) und STOKES 4) machten zuerst die 

1) G. A. SCHOTT, Electromagnetic Radiation. 
2) A. SOMMERFELD, Gott. Nachr. 1904, S.387. 
3) E. WIECHERT, Ann. d. Phys. Bd. 59, S. 321. 1896. 
4) G. STOKES, Nature Bd. 54, S.427. 1896; Cambro Phil. Soc. Bd.9, S.215. 1896. 
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Annahme, daB die von der Antikathode ausgehenden Strahlen die Bremsstrahlen 
der dort abgebremsten Kathodenstrahlteilchen sind l ). Dies kann allerdings nur 
fUr einen Teil dieser Strahlung der Fall sein. Denn das Feld der Bremsstrahlung 

ist durch _ ~(at')3 [ [ _ ~ 'J] 
Q; - 2 !It tl tl ,b, rc u c 

SJ = [tl Q;] 

gegeben. Die ausgesandte Welle ist daher vollstandig polarisiert, wahrend die 
von der Antikathode ausgehende Strahlung nur teilweise polarisiert ist. Dies 
ist aber durchaus verstandlich, da sich uber die Bremsstrahlung noch eine 
Strahlung legen muB, die von den durch den Aufprall der Kathodenstrahlteilchen 
in ihrem Gleichgewicht gestorten Atomen der Antikathode ausgeht und daher 
unpolarisiert ist. Daraus folgt aber auch, daB man aus der Polarisation der 
Gesamtstrahlung auf das Verhaltnis zwischen Bremsstrahlung und Eigenstrahlung 
schlieBen kann. 

Da die Emission der Bremsstrahlung ein aperiodischer Vorgang ist, mussen 
wir dem Vergleich mit der Erfahrung die gesamte wahrend der Abbremsung 
des Elektrons von der Geschwindigkeit bo emittierte Strahlung zugrunde legen. 
Urn diese zu berechnen, nehmen wir mit SOMMERFELD2) an, daB sie mit gleich
formiger Verzogerung erfolgt. Die Dauer des Bremsvorgangs ist daher volv, 
und die gesam te emittierte Energie ist 

~n f" ~1JOIC d(~) 
- dW = :;~2j dtp dcp sin3 cp ( vCr 

1 - ccosg> 

000 
2n ;n; 

2'J r . 3 ( ) 
-~ d d SlUg> 1 -1 
- 4nc2 tp cp 4cosg> ( vo )4 . 

1 - -COSg> 
• C 

o 0 

worin V der Absolutwert von 6, also immer positiv ist. 
Aus dieser Formel folgt zunachst, daB die Energie der ausgesandten Strahlung 

nicht uber alle Richtungen gleich verteilt, sondern eine Funktion des Azimutes <p 
ist. 1st vic < 1, so hangt die ausgestrahlte Energie von sin2cp ab: 

-dW= :~:v;3-ffdwsin2cp. 
Die starkste Ausstrahlung findet daher unter dem Azimut cp = 71/2, d. h. senk
recht zur Bahn des Elektrons, statt. Mit steigender Anfangsgeschwindigkeit 
des Elektrons verschiebt sich aber das Azimut der maximalen Strahlung immer 
weiter nach vorne zu kleineren Werten von cp: Wahrend fUr kleine Anfangs
geschwindigkeiten die Strahlung in erster Naherung symmetrisch in bezug auf 
eine durch das Elektron normal auf seine Geschwindigkeit gelegte Ebene ist, 
konzentriert sich die Strahlung ffir groBe Geschwindigkeiten immer starker in 
die ursprungliche Bewegungsrichtung. 

Dies tritt noch deutlicher hervor, wenn wir den Impuls der ausgesandten 
Bremsstrahlung bestimmen. In der Wellenzone ist die Impulsdichte 

1 Q;2 
g=4nc tl' 

') J. J. THOMSON, Phil. Mag. Bd.45, S. 172. 1898. 
2) A. SOMMERFELD, Phys. ZS. Bd. 10, S.969. 1909. 
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daher ist der in der Zeiteinheit vom Elektron ausgestrahlte elektromagnetische 
Impuls: 

Fuhren wir nun die Integration fiir die in der Richtung der Geschwindigkeit 
gelegene und fiir die auf diese senkrecht stehenden Komponenten gesondert aus, 
so sehen wir, wenn wir zuerst diese betrachten, sofort, daB das Integral uber sie 
verschwindet, da das Feld von g ja in bezug auf b Zylindersymmetrie besitzt. 
Es ist daher 

+1 
_ d@1I = b e2l:i2j-U(1-U2) du 

dt' 2c'v ( V)5 
1 +cU 

-1 

=b ( 2)3' 3c51-~2 

Ein Vergleich mit dem Wert der pro Zeiteinheit ausgesandten Energie ergibt 
d@1I b dWIl 

- dt' = - c2 at' - . 

Daraus folgt, daB die ausgesandte Wellenenergie urn so starker in die Richtung 
der Bewegung des Elektrons gerichtet ist, je schneller sich dieses bewegt. 

Ebenso wie die Energie ist auch die Breite des Impulses von dem Azimute 
abhangig, da ja die ihr proportionale Differenz der Latenzzeiten fiir den Beginn 
und das Ende der verz6gerten Bewegung vom Azimut des Aufpunktes abhangt. 
Sie ist geringer fur vor dem Elektron gelegene Punkte (hartere Strahlung), gr6Ber 
fiir entgegengesetzt liegende (DoPPLERsches Prinzip). 

Endlich mussen wir uns aber noch davon uberzeugen, daB die verwendeten 
WIECHERT-LI:ENARDSchen Potentiale fUr die Theorie der Bremsstrahlung der 
Kathodenstrahlteilchen angewendet werden k6nnen, da die in diesem Falle auf
tretenden (negativen) Beschleunigungen dem absoluten Werte nach sehr groB 
sind. Die Impulsbreite d ist bis auf den DOPPLERschen Faktor gleich der mit der 
Lichtgeschwindigkeit multiplizierten Emissionszeit, die natiirlich gleich ist der 
Dauer der verz6gerten Bewegung. Machen wir wiederum die Annahme, daB 
diese gleichf6rmig verz6gert ist, so ist v = v d / c. Die Bedingung fUr die Beschleuni
gung wird daher (vgl. Ziff. 14): 

2va 1 
( ) ~. cd 1 - ~ 

Berucksichtigen wir, daB fUr die Kathodenstrahlen v < c/3, so wird dies 
a 
d~1, 

der Durchmesser des Elektrons muB also klein gegen die Impulsbreite der R6ntgen
strahlen sein, was tatsachlich der Fall ist. 

23. Strahlung bei beliebig gerichteter Beschleunigung. Urn die in der 
Ziff. 21 fUr die von einem beschleunigten Elektron ausgesandte Strahlung 
abgeleitete Formel auch fUr beliebige Richtung der Beschleunigung auszuwerten, 
betrachten wir zuerst noch den weiteren Spezialfall 

(b6) = 0, 
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nehmen also an, daB die Beschleunigung auf der Geschwindigkeit senkrecht steht. 
Rechnen wir nunmehr 1jl von der durch die Geschwindigkeit und die Beschleuni
gung definierten Ebene an, so wird 

und daher 
(t6)2 = r2i12 sin2q;> COS 21jl 

dWI e2v2f'" 12
'" I 1 (V2) sin2 tp 1 - dt -- . 4nc3 smq;> dq;> d1p ( V )3 - 1 - -,2 cos21p ( v )0 

1- ccostp 1 - CCOStp 

o 0 

= ~:32If+( d: )' - ! (1 - ~)J+1( 1 -f;2 )01 du 
1+-U 1+-'U c c 

-1 -1 

2e2 ir2 

( 2)2' 
3c3 1 - :2 

Trotzdem jetzt die ausgestrahlte Energie nicht nur von q;>, sondem auch 
von 1p abhangt, ist die ausgestrahlte gesamte BewegungsgroBe doch wieder zur 
Geschwindigkeit parallel. Denn es ist 

Der Betrag der in die Richtung ausgestrahlten BewegungsgroBe ist daher gleich 
dem Betrag der in die Richtung q;>.1p + Jt ausgestrahlten. Da aber 

tl (q;> , 11') + tl (q;> , 1p + 37) = 2 cos q;> b1 
ist, so wird 

Es ist also wiederum 

Gehen wir nun zur Diskussion des allgemeinen Falles beliebig gerichteter 
Beschleunigung tiber. Wir zerlegen zunachst die Beschleunigung in je eine 
Komponente parallel und normal zur Geschwindigkeit: 

iJ =6 11 +6 1 , 

Handbuch der Physik. XII. 13 
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Dann wird der Betrag der ausgestrahlten Energie 
•• n 2n 

_ dW __ dW Il _ dWl + 2e2vII Vlf' d fd sintpcostp (~- ) 
dt' - dt' dt' 4nc3 SIng:> g:> 'IjJ( V )6 C costp, 

1 - C cos tp 

da 

dW II dWI 0 0 

= -(If - dt'-' 
2n 

JCOS'IjJ d1j1 = O. 
o 

Die gesamte in der Zeiteinheit ausgestrahlte BewegungsgrOBe ist wiederum 
zur Geschwindigkeit parallel: 

.. n 
_ d@} __ !(dWII+ dW..t) + 2e2vII Vlf' d fd sintpcostp (~- ') 

dt' - c2 dt' dt' 4nc4 SIng:> g:> 1j1 ( V )6 C costp tl' 
1--costp 

~ c 
o 

Zur Berechnung des Integrals zerlegen wir tl in Komponenten: 

rl = cosg:> 01 + sing:> cos1j1 b J.l + sing:> sin1j1 [01 b..LJ, 

und indem wir die entsprechenden Komponenten des Integrals gesondert be
rechnen, erhalten wir wegen: 

2.7l 2.71 

./COS1j1 d1j1 = fCOS1j1 sin1j1d1j1 = 0, 
o 0 

(5) 

oder in 

umformen. 
24. Strahlung einer Gruppe von Elektronen. Wir gehen nunmehr zur 

Untersuchung des Feldes einer Gruppe von Elektronen tiber l ). Wir nehmen 
an, daB sich alle Elektronen in einem kleinen Raumgebiete befinden und dieses 
wahrend ihrer Bewegung nicht verlassen. Den Ursprung unseres Koordinaten
systems legen wir in dieses Gebiet und bezeichnen mit t den "retardierten" 
Radiusvektor des Aufpunktes, mit ti die der einzelnen Elektronen ei, mit r~ 
die von diesen zum Aufpunkt fUhrenden. Dann machen wir zu den fUr die 
Giiltigkeit der WIECHERT-LrENARDschen Potentialformeln notwendigen Be-

1) H. A. LORENTZ, The Theory of Electrons, 1. Aufl., S. 55; G. H. LIVENS, The Theory 
of Electricity S. 512ff.; G. A. SCHOTT, Electromagnetic Radiation S.133. 
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dingungen noch die Einschrankung, daB rdr ~ 1 und die einzelnen Elektronen 
sich so langsam bewegen, daB vic ~ 1-

Unter diesen Annahmen wollen wir nun die Potentiale berechnen. Man 
sieht sofort ein, daB in dieser Annliherung 

'1 1 '1 
- = - - t·J7-
r' r • r 

und daB wir flir aile Elektronen die retardierten Werte flir die Zeit t - rIc nehmen 
k6nnen. Es wird daher 

cp = ~ ei { ~ - (ti 17) ~ +~} = ~ ei { ~ - div~} , 
da z. B. 

und 
m = ~ eicb; {~ - div ;}. 

Nehmen wir nun an, daB unsere Gruppe von Ladungen ein Molekiil darstellt, 
so ist, da dieses ja insgesamt keine Ladung enthli.lt 

Lei=O 
und daher in der Wellenzone bis auf Glieder h6herer Ordnung 

m = _div~eri =- -div $ 
r r r ' 

m - l:e,b, -- $ 
- cr - cr' 

wobei wir den Vektor der elektrischen Polarisation 

\l3 =LeIi 
eingeflihrt haben. Zur Bestimmung des Feldes k6nnen wir entweder von diesen 
Potentialen oder von den Gleichungen (3-) der Ziff.21 ausgehen und in diesen 
die hier gemachten Vernachlassigungen berucksichtigen. Wir erhalten so 

@ = [rl [rl , ~]J I 
rc2 , 

S) = [tv@]' 
(3 a) 

Fiir einen linear schwingenden Dipol erhalten wir (in Polarkoordinaten r, fJ, cp) 
die Formeln fur den HERTzschen Oszillator (vgl. den vorhergehenden Artikel 
Ziff. ?4): 

E - H _ $sin8> 
{}- 'P- r • (3 b) 

Unsere Formeln geben auch an, unter welcher Bedingung eine Elektronen
gruppe keine Strahlung infolge ihrer inneren Bewegung aussendet. Es ist hierzu 
notwendig und hinreichend, daB 

1:eibi = $ = 0 

istl). Hieraus folgt insbesondere, daB bei Rotation eines Elektronenringes, dessen 
einzelne Elektronen zentrisch symmetrisch um den Mittelpunkt verteilt sind, 
keine Ausstrahlung erfolgt. 

1) J. LARMOR, Aether and Matter S. 228. 

13* 
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26. Das Feld der Magnetonen. Die Untersuchungen der vorhergehenden 
Ziffer haben uns das Feld emes MolekiUs von wechselnder elektrischer Polari
sation gegeben und damit die Eigenschaften eines strahlenden Molekiils. Die 
Betrachtungen dieser Ziffer haben als Ziel, die Bedingungen aufzustellen, unter 
denen ein Molekiil (Elektronengruppe) kein elektrisches, sondem nur ein kon
stantes magnetisches Feld besitzt, also einen Elementarmagneten darstellt 
(Magneton)1) . 

Damit das 
nehmen, daB 

skalare elektrische Potential ({J verschwindet, miissen wir an

~ =2>iri =~ei = 0 

das Molekiil im ganzen also ungeladen und unpolarisiert ist. Dann wird das 
Vektorpotential nach den Ausfiihrungen der vorhergehenden Ziffer 

m = - ~ ~e.b.div.!!-. 
~ c" r 

SolI nun das aus m folgende magnetische Feld zeitlich konstant sein, so muB 
auch m von t unabhangig sein. Damit dies der Fall sein kann, muB die Bewegung 
der einzelnen Elektronen offenbar eine solche sein, daB das Magneton als Ganzes 
starr rotiert. Die Rotationsachse sei die Z-Achse, die Winkelgeschwindigkeit u. 

Bei der Auswertung der Potentiale gehen wir so nahe an das Magneton 
heran, daB wir die Latenzzeit vemachlassigen konnen und alle Funktionen zur 
Zeit t beriicksichtigen. Dies ist natiirlich nur dann moglich, wenn die Lagen
veranderungen im Magneton sehr langsam vor sich gehen, d. h. wenn vJc <{:: 1, 
da wir ja doch noch weit genug entfemt bleiben miissen, daB riJr <{:: 1. In dieser 
Zone wird daher 

Fiihren wir noch die Momente zweiten Grades der Ladungen ein 

P1 = 2:ei~~' 
Qll-l:ei(1J~ + 6~), 
Q1~-":"" Q21 = ~ei1Ji6i' 

P2 = 2:ei1JL 
Q22 = 2:ei(~~ + m, 
Q13 'Q31=2:ei~i6i' 

die den Tragheitsmomenten und Tragheitsprodukten der Mechanik entsprechen, 
so schreiben sich die Komponenten des elektromagnetischen Vektorpotentials 

A _ !!..(Q a! P a ! + Q a !) 
'" - C 12 OX + 2 oy 23 oe ' 

Ay = - ~ ( P1 00: + Q12 00; + Q13 00; ) , 

A z = o. 
Damit nun das Feld des Vektors m und damit auch das der magnetischen 

Feldstarke zeitlich konstant ist, muB es offenbar in jedem Augenblick zylindrische 
Symmetrie in bezug auf die Rotationsachse (Z-Achse) zeigen. Es muB daher 

Q12 = Q23 = Q13 = 0 , 

P1 = P2 = iQn = iQ22 

1) H. A. LORENTZ, Enz. d. math. Wiss. V/14 Nr. 15; M. ABRAHAM, Theorie der Elek
trizitat, 4. Auf!., Bd.2, S. 198. 
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sein, d. h. das durch den Tensor Qik definierte Tragheitsellipsoid der Ladungen 
mnS ein Rotationse11ipsoid sein, dessen Rotationsachse mit der Achse der Rotation 
des Magnetons zusammenfiillt. 

Um das magnetische Moment des Elementarmagneten zu finden, dem dieses 
Magneton aquivalent ist, miissen wir das elektromagnetische Potential in die 
Form bringen, die dem Vektorpotential eines magnetischen Dipols 

m=-[m, grad! 1 
entspricht. Dies gelingt, wenn wir beriicksichtigen, daB 

b.(r..V)~=~b.(r.. grad~)+~~(t.(t. grad~·))-t.(b. grad~) • r 2" r. 2 fJt • ., . r ..' r 

= ~ :t (ti (r.., grad !)) + ~ [grad ! [bit]]. 

Denn mit Hilfe dieser Umformung wird 

m = - _1 ~ [[to e. b·] grad~] - _1 ~ ~ e·r.. (t. grad~). 2e ~ .,.. r 2e fJt ~.., r 

Entsprechen nun die Tragheitsmomente der Ladungen den eben gemacht(n 
Bedingungen, so ist das zweite Glied der rechten Seite gleich Null. Daher ist: 

m = e ;e ~ ei[r..bi] = 21e ~ e.[r..[Uti]], 

= de ~ e,;{ (e~ + 1'J~ + en u,; - (~iU<l> + fJ,;Uv + ~iUz) til , (7) 

=~'U. 
2(; 

Auch aus dieser Formel erkennt man, daB die Bedingung dafiir, daB das 
magnetische Feld, also auch m, konstant ist, darln besteht, daB die Ladungen 
des Magnetons um die Rotationsachse rotationssymmetrisch verteilt sind. 

1st dies nicht der Fall, dann ist das Feld des rotierenden Magnetons peri
odisch mit der Zeit veranderlich. Das Magneton sendet dann eine Wellenstrahlung 
aus. Daher ist auch die Bedingung fUr die Konstanz des Feldes des Magnetons 
gleichbedeutend mit der Bedingung, daB dieses keine Strahlung aussendet, 
d. Ii., daB ~ = ~ ei bi = 0 ist. Diese Bedingung ist natiirlich fUr die angegebene 
Bewegung erfiillt. 

Fiihrt das Magneton andere Rotationen aus oder bewegen sich die in ihm 
vorhandenen einzelnen Elektronen mit derselben Periode aber sonst beliebig, 
dann strahlt das Magneton zwar Energie aus, sein mittleres Feld ist aber dennoch 
zeitlich konstant. Denn wenn man die letzte fUr das elektromagnetische Vektor
potential angegebene Formel iiber eine ganze Anzahl von Perioden integriert, 
so verschwindet das Integral iiber das zweite Glied und der Mittelwert wird daher 

§{ = - _1 ~ e. [[t.b.] grad~] = - -~ [m grad~]. 
2e~ , •• r 2e' r 

Dieser Ausdruck ist aber zeitlich konstant, da 

Dies ist auch unmittelbar geometrisch verstandlich, da die mittlere Massen
verteilung einer Punktmenge natiirlich rotationssymmetrisch in bezug auf die 
Rotationsachse ist. 
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Der Betrag der von einem um die Z-Achse rotierenden Magneton aus
gesendeten Strahlungsenergie kann auf folgendem Weg errechnet werden. Die 
Polarkoordinaten der Elektronen des Magnetons seien ri, {}" ut + C{Ji' Dann ist, 
da jetzt die richtigen Latenzzeiten beriicksichtigt werden mussen, 

1 r. = r - - (r, b.), 
'Y 

t _ 'Y, = t _ !.- + (ni) 
c c C'Y' 

/c (tti) = 1:, = :i [sin {} sin {}, cos (ut - uc'Y + U1:i + C{Ji - C{J) + cos{} COS{}i] , 

(Vi ti) = - rriu sin {} sin {}. sin (ut - ~'Y + U7:i + C{Ji - C{J) . 

Berucksichtigen wir nun, daB fUr das Magneton 

~ei = 2;ei4 = 0, 

so wird bis auf Glieder hoherer Ordnung in vjc und 1jr in der Wellenzone 

12 ei C{J=-
'Y 'YiU . .0. • .0. • (u'Y ) 1 + -c- SIn u' SIeVj SIn ut - -c- - ZHi + CPi - cP 

1 142 • 2.0.2 2' 2.0. (u'Y ) = -- -sm v e·r·sm 'U'·cos2 ut- - + m· - m 'Y c2 -. • t > , C '1'> '1' 

1 142 '.0. .0.2 2'.0. .0. (tt'Y ) - - - sln'u'cos'u' e'r· sln'u" cos'u" COS ut - - + m· - m 'Y c2 > t •• C '1'> '1" 

. ~ . (14'Y ) -'Yjuej SIn 'vi • Sln 14t - - + 14,. + CPi - cP 
A --1-2 c 
x- ) 'YC 'YiU... 14'Y 

1 + c smD-smD-ism (14t - C + zt'i + CPt - cP 

= - - - sm{} e'r· sm2{}. cos2 ut - - + In. - -1 u2 {. 2 2' (U'Y CP') 
'Y c' > • 0 C '1'0 C 

+ cos{} 2 e,r~ sin {}i COS{}i cos (u t - ~'Y - C{Ji) , 

1 e;'Y;USin{};CoS(14t- 14: +U,j+CPi) 
Ay = - ---------'--,--------'---;-

'YC 'Yi U • {} .. 0. • (t 14'Y ) 
1 + csm sm'U'i sm 14 - C + 14'i + CPi - cP 

= _..1_ u' {sin {} ~ e.r~ sin 2{}. sin 2 (ut _ -~ + m. _ .!L) 
'Y c' ~ o. • , C '1'> 'Y 

+ cos{} 2 eir~ sinOi cos{}. sin (ut - z~'Y - C{Ji)' 

Hieraus folgt, daB die Welle sich aus zwei sinusperiodischen Wellen zusammen
setzt, von denen die eine die Umlaufszeit der Elektronen des Magnetons, die 
andere die halbe Zeit zur Periode hat. VernachHissigt man wieder, was in der 
Wellenzone ja gestattet ist, die Glieder hoherer als der ersten Potenz in 1jr, so 
erhalt man nach langwieriger aber elementarer Rechnung fUr die pro Zeiteinheit 
ausgestrahlte Energie 

- dd~ = ~;~ {~ [4Qi2 + (Q22 - Qll)2] + 145 (Q23 + Q13)}' (8) 
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b) Die Bewegungen der Elektronen in einem Kraftfeld. 
26. Die Wirkung des auBeren Feldes auf ein Elektron. Wollen wir die Be

wegung berechnen, die ein Elektron in einem gegebenen Feld ausfiihrt, so konnen 
wir entsprechend dem Vorgang in der Mechanik die Berechnung in zwei Etappen 
zerlegen. In der ersten bestimmen wir die auf das Elektron wirkende motorische 
Kraft, in der zweiten die aus dieser motorischen Kraft folgende Bewegung. 

Bringen wir nun ein Elektron in ein Feld Q:a~a, so wird dadurch das Feld 
gestort, da das Elektron ja selbst ein Feld ~~i besitzt, das sich zu dem urspriing
lichen addiert, so daB jetzt 

~ = ~a + ~i , ~ = ~a + ~i 
ist. Es liegt daher nahe, bei der Berechnung der auf das Elektron ausgeiibten 
motorischen Kraft von diesem Felde auszugehen. Dieser Vorgang ware aber 
nicht praktisch. Denn die Riickwirkung des Eigenfeldes auf das Elektron ist' 
ja von dem wirkenden auBeren Felde unabhangig und nur von der Ladung 
und Bewegung des Elektrons bestimmt, gleichgiiltig, wodurch diese hervor
gerufen wird. Denn der physikalische Grund fiir diese Riickwirkung liegt, wie 
man aus den Ausfiihrungen der Ziff.16, 18 und 20 ohne weiteres entnimmt, 
darin, daB die Bewegungsenergie und BewegungsgroBe eines Elektrons nicht 
nur rein mechanisch durch seine Masse und Geschwindigkeit bestimmt ist, 
sondem daB auch das Feld des Elektrons seiner Energie und BewegungsgroBe 
nach durch die Bewegung bestimmt ist und mit dieser notwendig verandert 
wird. Wird daher ein Elektron durch ein Kraftfeld in Bewegung versetzt, so 
muB dieses nicht nur die mechanische kinetische Energie und BewegungsgroBe 
des Elektrons verandem, sondem auch die Energie und die BewegungsgroBe 
des von ihm erzeugten Feldes. Zu der Erscheinung der Tragheit tritt also beim 
Elektron eine ahnliche elektromagnetische, die durch die Riickwirkung des Eigen
feldes dargestellt wird. Aus dieser A.hnlichkeit folgt aber, daB die Riickwirkung 
des Eigenfeldes am besten gemeinsam mit der Tragheit zu beriicksichtigen sein 
wird, d. h. aber erst bei der Bestimmung der aus einem gegebenen Kraftfeld 
folgenden Bewegung1). 

Wenn wir also von der von einem auBeren Felde Q:a ~a auf ein Elektron 
ausgeiibten bewegenden Kraft sprechen, sehen wir von der Riickwirkung des 
Eigenfeldes abo Wir erhalten siedaher, in dem wir Q:a und ~a in die Formel (5) 
der Ziff. 15 einsetzen: 

In vielen Fallen erweist es sich aber als besser, statt von dieser Formel 
von einem der in Ziff.19 entwickelten Variationsprinzipe auszugehen2), Z. B. 
vom LAMoRschen t. 

r}fLdt=O. 
t1 

In die LAGRANGESche Funktion L geht natiirlich das gesamte Feld ein, daher 

L = 81n;I{Q:~ ~~ + Q:~~: + 2 (Q:j Q:a - ~i ~a)} dv = La + Li + Lai , 

wobei Q: und ~ als Funktionen der LAGRANGESchen Koordinaten h des Elektrons 
ek dargestellt sind. Variiert wird die Lage des Elektrons und mit ihr das Feld Q:i 

1) M. ABRAHAM, Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 105. 1903. 
2) H. A. LORENTZ, Enz. d. math. Wiss. V/14 Nr.23. 
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und ~i' und zwar derart, daB die variierten Werte der Feldvektoren das zu der 
variierten Lage des Elektrons gehOrige Feld darstellen. Daher brauchen wir 
keine Nebenbedingungen vorzuschreiben. Ferner sollen die Variationen an den 
Endpunkten des Integrationsintervalles tl und ta verschwinden. 

Von dieser Variation wird La natiirlich nicht angegriffen. Aber auch die 
Variation von Li ist fUr uns bedeutungslos, da sie offensichtlich die Riickwirkung 
des Eigenfeldes auf das Elektron ergibt. Zur Bestimmung der Kraft des auBeren 
Feldes auf das Elektron tragt daher lediglich die Variation von L ia bei, und zwar 
ist die in der Richtung der LAGRANGESchen Koordinate Pk auf das Elektron 
ausgeiibte Kraft Pk = _ ~ {)Lia + {)Lia 

dt {)Xk {)xk • 

Wir wollen nun L ia noch in eine Form bringen, in der es als Funktion der 
Ladung ek und der Geschwindigkeit bk des Elektrons und der Potentiale des 
auBeren Feldes erscheint. Driicken wir die Feldstarken durch die Potentiale 
aus, so wird 

4n U = f~i~adV = j~radcpigradCPadV + ; f~gradCPadV + :!ljragradCPi dV 

+ :2 f m, ma dv. 
Nach dem GREENschen Satz ist 

fffgradCPagradCPi dV = ffCPa ::idF - fffCPaACPi dV . 
Da wir iiber den gimzen Raum integrieren, riickt die Integrationsfiache ins 
Unendliche. Die Felder soIlen aber im Unendlichen so rasch verschwinden, daB 
3lle bei dieser Transformation vorkommenden Flachenintegrale gleich Null 
gesetzt werden k6nnen. Gleicherweise ist 

Daher wegen 
f f f2rigradcpadv = f f CPa 9lin dF - f f f CPadiv2ridv. 

= ~<pdiv 2t, c 

U = ~ { - j" dv m {A mo - ~ mo} + ~jdV m grad mo + -.!.fljro riT dV} 4 no • .,.. a .,.., c2 .,.., C a .,.., C" ,a 

= fff{eCPa + 4:C Ijra grad CPi + 4~2 ~ riTa} dv . 
Ebenso ist 

T = 4~fjf~i~adV = 41;jfJ~otmi.rotmadV 

= -};JffmarotrotmidV = 4~Iffma{- AWi + ~~i}dv + ma{graddiv2{i - ~~i}dv 
=~((({nb'2r -~2{ grad;"'o_l_2{ Wo}dV. c) J J'" a 4no a .,.., C a , 
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Da die Variation fiir die Endzeiten t1 und t2 verschwinden soll, gibt der Diffe
rentialquotient keinen Beitrag zur Variation und die zu variierende Funktion 
wird daher 

27. Das elementare Kraftgesetz. Um die LORENTZsche Elektronentheorie 
mit der Elektronentheorie der klassischen deutschen Schule zu vergleichen, ist 
es notwendig, die nach den beiden Theorien zwischen zwei Elektronen aus
geiibten Krafte einander gegeniiberzustellen 1). Um fiir jene eine mit den in diesen 
Theorien aufgestellten Formeln vergleichbare Formeln zu erhalten, miissen wir 
beide Elektronen als Punktladungen betrachten konnen, d. h. fiir das das 
"auBere" Feld erzeugende Elektron e die WIECHERT-LIENARDSchen Potentiale 
anwenden k6nnen und fur das andere Elektron e bei der Berechnung der durch 
dieses Feld ausgeiibten motorischen Kraft das Feld als homogen ansehen. Dies 
ist, wie man sofort einsieht, immer dann moglich, wenn die fiir die Giiltigkeit 
der erwahnten Potentiale aufgestellten Bedingungen (Ziff.14) erfiillt sind. Dann 
wird [Gleichung (1), Zif£. 15] 

~ = e'l = e'{~ + ! [b'~]} 
und da nach Zif£. 21, Gleichung (3), 

~ = [t1~] 

~=e'{~+~[b'[t1,Q;J] I 
= e'{~(1 ~ b;l) + t1(b'Q;)}. 

(2) 

Diese Kraft wurde von SCHW ARZSCHILD als elementare elektrodynamische Kraft 
bezeichnet. Die Werte flir e' und b' sind natiirlich gleichzeitig, d. h. zur Zeit t 
zu nehmen, dagegen ist ~ und ~ von den retardierten Werten von e, b und b 
abhangig (Ziff.21). Ebenso ist der in der Formel explizit und in den Ausdriicken 
flir ~ und ~ vorkommende Vektor t die Verbindungslinie des Aufpunktes mit 
dem Ort des Elektrons zur Zeit t - ric. Hierin zeigt sich der Unterschied 
zwischen der LORENTzschen und den klassischen Elektronentheorien, da in 
diesen nur die gleichzeitigen Werte fiir aIle vorkommenden GroBen auftreten. 

Wir wollen dieselbe Kraft noch nach der in der vorigen Ziffer angegebenen 
Methode berechnen. Die Funktion L ia wird jetzt: 

Lia = - e'V', 

Hierbei sind flir das Elektron e die retardierten, flir das Elektron e' die gleich
zeitigen Werte zu nehmen. (Die Funktion V' bezeichnet SCHWARZSCHILD als das 
elektrokinetische Potential.) Fiihren wir wieder die WIECHERT-LIENARDschen 
Potentiale ein, so wird: 

e e' { 1 , 1 L· = -.-- 1- --(bO) . 
• a b't c2 I r---

c 

Setzen wir in dieser Formel den DOPPLERschen Faktor gleich Eins, nehmen 
Wir fiir beide Elektronen die gleichzeitigen Werte flir die Ladungen und Ge-

1) E. WiECHERT, Arch. Neerland. Bd. 5, S. 549. 1900 (Lorentz-Festschrift); K. SCHWARZ

SCHILD, Gott. Nachr. 1903, S.132. 
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schwindigkeiten und ersetzen wir t durch dIe gleIchzemge Entfernung der 
beiden Elektronen, so haben wir aus dieser Formel offenbar alles entfernt, was 
auf die zeitliche Fortpflanzung des Feldes zuriickzufUhren ist. Aus 

L = - e1: 2 {1 - :2 (bb')} 

muB sich daher jene Kraftformel ableiten lassen, die in der klassischen Theorie 
auftritt, die der LORENTzschen Elektronentheorie am nachsten kommt. Dies 
ist aber, wie man sofort einsieht, die CLAUsIUssche Theorie, deren Kraftgesetz 
sich aus dieser LAGRANGESchen Funktion ableitet [vgl. Kap. 1, Ziff. 24, 
Gleichung (1)J. 

28. Kraft und Drehmoment des auBeren Feldes auf ein ausgedehntes 
Elektron bzw. Molekiil. Bezeichnen wir mit (f und Sj die Feldstarken des zu
nachst homogen angenommenen auBeren Feldes, so wird mit den in den Ziff. 24 
und 25 eingefiihrten Bezeichnungen, die vom Feld auf eine Elektronengruppe 
ausgeiibte Kraft 

wobei bo die Geschwindigkeit des Koordinatenursprungs 0 bedeutet. Mit Hilfe 
des in Ziff. 25 definierten Vektors m wird das Drehmoment in erster Naherung 

U = [~(f] + ..!... [~[boSjJ] + [mSj]. c 

An Stelle der ~ und m definierenden Summen kann man, wenn man sich 
die Ladungen kontinuierlich verteilt vorstellt, also insbesondere dann, wenn es 
sich urn ein ausgedehntes Elektron handelt, die entsprechenden Integrale ein
fUhren. Es empfiehlt sich, den Ursprung des Koordinatensystems 0 in den 
Ladungsmittelpunkt zu legen, der durch die Gleichung 

Idvet = 0 bzw. 

definiert ist. Denn bewegt sich dann der Ladungskomplex rein translatorisch 
(ri - 0), so verschwindet das auf ihn bezogene Drehmoment wegen ~ = O. 
Rotiert der Ladungskomplex wie eirr starrer Korper (Winkelgeschwindigkeit u) 
in einem Magnetfeld urn seinen Mittelpunkt, so ist die hierdurch hervorgerufene 
auBere Kraft: 

verschwindet also ebenfaIls. Dagegen ist das Drehmoment 

U = + ~ ei[Uti] (t·iSj) = + [u, ~ eiti(tiSj)], 

also im allgemeinen von Null verschieden. 
Nunmehr sei das auBere Feld nicht mehr als homogen angesehen. Dann 

entwickeln wir (f und Sj vom Punkte 0 aus, an dem es durch (fo und Sjo dargestellt 
ist, in eine Reihe 

von der wir immcr nur das erste von Null verschiedcne Glied berucksichtigen 
werden. Wir betrachten zunachst die Wirkung dieses Feldes auf ein ruhendes 
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neutrales, aber elektrisch polarisiertes Molekiil. Die X-Komponente der auf 
dieses ausgeiibten Kraft ist 

K =P oE",+p oE",+p oE"'+~[m"'] 
'" '" ox y oy Z OZ C 1-' 'l.! "', 

was sich mit Hilfe der F ARADA yschen Gleichung 

K = P oE", + p oEII + p oE. + ~ ~ [m "'] 
'" '" ox " ox • ox C dt 1-''l.! '" 

schreiben HiBt. 
Zum Schlusse diskutieren wir noch das auf ein rotierendes Magneton aus

geiibte Drehmoment: 

Der auf die elektrische Feldstarke zuriickgehende Teil des Drehmomentes U" 
ist in der angegebenen Naherung 

U" = l:ei[ri(rJ7)@]. 

Fiir die X-Komponente ergibt sich explizit 

was wir mit Hilfe der in Ziff. 25 eingefiihrten GraBen Qik und Pi 

N" _ Q OE. + P oE. + Q oE. _ Q oEy _ Q oEy _ P oE! 
x - 12 ox 2 oy . 23 OZ 13 ox 23 oy 3 OZ 

schreiben kannen. Fiir die beiden anderen Komponenten ergibt sich durch 
zyklische Vertauschung 

Ne _ Q oE", + Q oE", + P oE~ _ P oE. _ Q oEz _ Q oE. 
y - 13 8x 23 oy 3 OZ 1 ox 12 oy 13 OZ ' 

Ne = p oEy + Q oEy + Q oEy _ Q oE. _ P oE", _ Q 8E. 
Z 1 ox 12 oy 13 OZ 12 ox 2 oy 23 OZ . 

Das vom magnetischen Feld ausgeiibte Drehmoment ist 

um = ~ ~ ei[ri[bi~JJ 

= -} ~ei{bi(!i~) - ~(tibi)}. 

Setzen wir bi = [u ri] ein, so wird dies 
1 

Um = c[uC) , 

C = l:eiri(ti~)' 

Cx = PI Hx + Q12Hy + QI3 HZ' 

Cy = QI2 H", + P2Hy + Q23 Hz, 

Cz = Q13 Hx + Q13 Hy + PsHz • 

Nehmen wir an, daB die Ladungen im Magneton kugelsymmetrisch verteilt 
sind, also die 
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sind, so wird der Ausdruck fUr das Drehmoment besonders einfach. Es ist dann: 

U = 11· + Um = ~{rot@; + ; [ut)]} 

= - ~c{Sj - [ut)]}. 

Beziehen wir alles auf ein mit dem Magneton rotierendes System, so ist 

d' dS';) 
dt,t) = at - [ut)] 

und daher 
(3) 

29. Dynamik eines mit gleichformiger Geschwindigkeit bewegten Systems 
von Ladungen. Wir gehen nunmehr zu der Betrachtung der inneren Krafte 
eines gleichformig bewegten Systems elektrischer Ladungen uber, die, wie die 
nachste Ziffer zeigen wird, die Grundlage ffir die Dynamik der Elektronen liefert. 
Nach Ziff.20 laBt sich die von einem Elektron auf die mitbewegte Ladungs
einheit ausgeubte bewegende Kraft aus dem Konvektionspotential lJF ableiten. 
Da fur so bewegte Elektronen 

ergibt sich 

u 
~=-P c 

um: lJF=P--=ljJ· c 

Das Konvektionspotential ist also gleich dem in Ziff. 26 definierten elektro
kinetischen Potential 'F. 

Die Ableitung der Ruckwirkung des Eigenfeldes des Systems aus dem 
Konvektionspotential entspricht dem ersten der beiden in Ziff. 26 angegebenen 
Wege zur Ableitung der bewegenden Kraft aus dem Felde. Schlagen wir nun 
den zweiten ein, so miissen wir zunachst die LAGRANGESche Funktion des Feldes L 
bestimmen. Eine analoge Rechnung wie in der angefuhrten Ziffer ergibt 

L = - ~jffe lJFdv - 8~C :tJJI{~gradp + +~2i}dV. 
Da das Feld stationar ist, verschwindet der Differentialquotient und 

L = - ~DJ~ljJdV = - V. (4) 

Da aber lJF = ljJ das Potential der bew~genden Krafte darstellt, ist V, wie man 
unmittelbar einsieht, die potentiellt Energie des gesamten Systems (Krafte
funktion). 

Zu der eben durchgefuhrten Betrachtung ist allerdings noch eine Bemerkung 
zu machen .. Die in Ziff.20 abgeleiteten Formeln gelten nur fUr punktformige 
Elektronen, also auf das Elektron als Ganzes angewendet nur in groBerer Ent
fernung von1' Elektron. Hier haben wir sie aber auf Volumelemente angewendet 
und uber diese integriert. Wie aber die Ableitung der WIECHERT-LIENARDschen 
Potentiale in Ziff. 14 zeigt, gelten dann diese und damit auch die verwendeten 
Formeln streng. 

In unserem FaIle bestehen noch eine Reihe von einfachen Beziehungen 
zwischen cler elektromagnetischen Energie, dem elektromagnetischen Impuls 
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und der LAGRANGESchen Funktion des Eigenfeldes. Legen wir die X-Achse des 
Koordinatensystems wieder in die Bahn des Elektrons,· dann ist 

(b@\) = 4:cIJ!{EyH. - E.Hy}dv = 41,JII{H~ + H;}dv = 2T. 

Hieraus folgt nun fiir den Wert der gesamten elektromagnetischen Energie: 

W=2T-(T-U)=(b@\)-L. (5) 
. Es besteht nun aber auch eine einfache Beziehung zwischen Lund @\: 

L = - 81,Jff{E~ + (1 - ~)(E~ + E~}dv, 
~!:. = _v f('r{p + E~}dv _ ~ ('rr{E iJE", + (1 _ !C)(E iJE" + E iJEz)}dv. iJv 4nC2 .r!/ . 4n.Jr '" iJv c2 Y iJv Z iJv 

Das zweite Glied der rechten Seite laBt sich nach dem GAussschen Satz in 

- 41nI If grad l[f:~ dv = 4~fff l[fdiv:~ = 41nfff l[f~; dv 
umwandeln, wobei wie gewi:ihnlich angenommen wird, daB das Integral iiber die 
unendlich entfernte Begrenzungsflache verschwindet. Andert sich nun die 
Ladungsverteilung in einem bewegten elektrischen System derart, daB dieses 
Integral verschwindet, so wird 

iJL 1 ('rr 7JV = 4nc . .JJ {EyHz - EzHy}dv = G",. 

1st noch die Ladungsverteilung eine derartige, daB das Feld der Dichte der Be
wegungsgri:iBe g symmetrisch zur Bewegungsrichtung ist, dann gilt 

~~-G iJv -
wie dies auch m der LAGRANGESchen Mechanik der FaIl ist. Es wird daher 

iJL W = v iJv - L. 

Es bestehen also zwischen diesen drei GraBen die einfachen Differentialbeziehungen 
iJ2L iJG 1 oW 
ov2 = 8ii = V Tv . 

Die yom Eigenfeld auf die Ladungen des Systems ausgeiibten Krafte wirken 
sich in zweierlei Weise aus. Einerseits ki:innen sie die Bewegung des als starr 
betrachteten Systems als Ganzes andern, andererseits aber auch die gegenseitige 
Lage der Ladungen, also die Konfiguration des Systems bzw. die Gestalt der 
Elektronen zu verandern suchen. Diskutieren wir zunachst die erste Wirkung. 
Nach Ziff. 18 ist die gesamte auf die Ladungen ausgeiibte Kraft ~ gleich der 
negativen zeitlichen A.nderung des Gesamtimpulses des Feldes, verschwindet 
also in unserem FaIle, da das Feld stationar ist. Ferner ist das auf das System 
ausgeiibte Drehmoment U gleich der negativen zeitlichen A.nderung des Dreh
impulses, den wir auf einen im System ruhenden Punkt beziehen wollen. Daher ist 

11 = - II! [ r ~~ 1 dv = - tifl/[rg] dv - [b@\], 

da in diesem FaIle, wie leicht einzusehen ist, i: = -b ist. Da das Feld sich 
mit dem System bewegt, verschwindet das erste Glied der rechten Seite 
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und es ist daher die zeitliche Anderung des elektromagnetischen Impulses des 
Elektrons 

U = -[b®]. 

Liegt daher ® in der Richtung der Bewegung des Elektrons, so verschwindet 
auch das Drehmoment. Unter dieser Bedingung ist die gleichformige Translation 
eines Systems elektrischer Ladungen eine kraftefreie Bewegung: Wir konnen 
die Riickwirkung des Eigenfeldes zu den "Tragheitskraften" rechnen, ohne das 
erste Axiom der NEWToNschen Mechanik zu verletzen. 

Diskutieren wir nun die Wirkung des Eigenfeldes auf die Konfiguration 
des bewegten Systems. Der nahe Zusammenhang zwischen dem elektrostatischen 
Potential g; und dem Konvektionspotential lJf zeigt sofort, daB das ffir ruhende 
elektrostatische Systeme giiltige EARNSHAwsche Theorem auch fUr bewegte 
giiltig bleiben muB (vgl. Zif£' 38 des vorangehenden Artikels). Das System kann 
sich daher, falls zu den elektromagnetischen Kraften der Elektronen keine 
weiteren Krafte hinzutreten, nicht im Gleichgewicht befinden. Dieses Problem 
(und mit ihm aile das Feld gleichformig bewegter Ladungen betreffenden) laBt 
sich aber leicht auf das fUr ruhende Ladungen gesteilte Problem zurUckfiihren. 
Denn aus Zif£. 20 folgt sofort, daB das Konvektionspotential 'P im ruhenden 
System der Differentialgleichung 

geniigt. Fiihren wir nun durch 

(x"y".,) ~ (V;~ ::' Y, z) 
eine Dehnung des Raumes durch, so wird sich das Volumelement des Raumes 
verandern: 

Denken wir uns die Ladungsverteilung im neuen System derart, daB 

eodvo=(!dv, 
so wird 

und 

lr;--i} eo = (! V 1 - C2 

fJ2lJF f:J2lJF f:J2lJF V--v2 
-~-:;'2 + .02 + ~ = -43l(!o 1 -2", 
UNO UYo uZo C 

f6 = ~ (~ - X)2 + ('I] - y)2 + (,: - Z)2 . 
1 - ---

c2 

Daraus folgt zunachst, daB die Komponenten der im bewegten System auf 
die Ladungen wirkenden bewegenden Krafte gleich sind den mit 1, Vi - v2jc2, 

Vi - v2jc2 multiplizierten Komponenten aus den elektrostatischen Kraften, die in 
einem ruhenden System von Ladungen auftreten, das aus dem bewegten System 
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gewonnen wird, indem man dieses in der Bewegungsrichtung im VerhaItnis 

y 1 2 2 dilatiert. Der Dilatation werden auch die Ladungen unterworfen, 
1 - v Ie 

so daB die elektrische Ladungsdichte des ruhenden Systems eo aus der des be
wegten e durch die oben angegebene Gleichung folgt. 

Aus den am Anfang dieser Ziffer angefiihrten Formeln der Ziff. 20, die sich 
auch leicht direkt ableiten lassen (und daher ohne die Einschrankungen gelten, 
denen die LIENARD-WIECHERTSchen Potentiale unterliegen), wenn man bedenkt, 
daB fiir ein gleichformig bewegtes System 

(
V 2') fhp 82 q; fj2 q; 

1 - (;2 8x2 + 8y2 + 8z2 = -4n e , 

( V2) 8221 8221 8221 tJ 
1 - e2 8x2 + 8y2 + 8z2 = - 4nec 

und IJ raumlich und zeitlich konstant ist, folgt, daB aus dem Konvektionspotential 
samtliche FeldgroBen abgeleitet werden konnen. Die Bestimmung des Feldes 
des bewegten Systems laBt sich daher auf die Losung des zugeordneten elektro
statischen Problems zuriickfiihren. 

30. Die Dynamik des quasistationar bewegten Elektrons, Longitudinale 
und transversale elektromagnetische MaBe. Wir wollen nunmehr die Dynamik 
nicht gleichformig bewegter Elektronen untersuchen, uns jedoch dabei auf 
quasistationare Bewegungen beschranken, d. h. auf solche, bei denen wir das 
Feld in jedem Augenblicke als durch das Feld eines mit derselben aber gleich
bleibenden Geschwindigkeit bewegten Elektrons gegeben betrachten konnen. 
DaB es Bewegungen gibt, bei denen diese Vemachlassigung zulassig ist, ergibt 
sich aus den Betrachtungen der Ziff. 21, wo nachgewiesen worden ist, daB bei 
kleiner Beschleunigung das Feld in der Nahe des Elektrons mit groBer Annaherung 
dem stationaren Feld gleichgesetzt werden kann. Denn fUr die Riickwirkung 
des Feldes auf das Elektron kommt nur dieser Teil des Feldes in Betracht. Aller
dings werden wir in den folgenden Untersuchungen auch annehmen, daB das 
Feld zu jeder Zeit denselben Gesamtimpuls und dieselbe Gesamtenergie besitzt 
wie das entsprechende stationare Feld. Dies konnen wir dadurch begriinden, 
daB es sich dabei nur urn einen mathematischen Kunstgriff handelt, durch den 
die an das Elektron angreifenden Krafte durch Integrale iiber den ganzen Raum 
dargestellt werden, wobei das in der Umgebung des Elektrons herrschende Feld 
den MAXWELLschen Gleichungen entsprechend iiber den ganzen Raum fortgesetzt, 
also eine neue Vemachlassigung nicht vorgenommen wird. Vberdies werden wir 
aber noch in Ziff. 33 die Riickwirkung der damit vemachlassigten Wellenstrahlung 
des Elektrons berechnen und mit den beriicksichtigten Kraften vergleichen. 

Wir gehen bei der Berechnung der Riickwirkung des Eigenfeldes des Elektrons 
wie in der vorangehenden Ziffer davon aus, daB diese gleich ist der negativen 
Allderung des Gesamtimpulses bzw. daB das auf das Elektron ausgeiibte Dreh
moment gleich ist der negativen Anderung des auf das Elektron bezogenen Dreh
impulses dieses Feldes. Diese Aussage gilt natiirlich noch ganz allgemeine Wir 
wollen nun aber, urn eine moglichst einfache Form fiir die Bewegungsgleichungen 
des Elektrons zu gewinnen, diese Kraft mit den "Tragheitskraften" vereinigen, 
wie wir dies bereits in der Ziff. 26 angekiindigt haben. Nun ist aber der Impuls 
der Wellenstrahlung in erster Naherung proportional dem Quadrat der Be
schleunigung des Elektrons (vgl. Ziff.33). Daher wiirde die NEWToNsche Be
wegungsgleichung durch Einbeziehung dieses Teiles der Riickwirkung des Feldes 
bedeutend kompliziert werden. Dies ist, neben der bedeutenden, hierdurch 
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erzielten Vereinfachung der Rechnungen, der Grund daftir, daB wir uns auf die 
Betrachtung quasistationarer Bewegungen beschranken. 

Wir setzen also, indem wir mit sr die Resultierende der auBeren Krafte, 
mit U ihr Drehmoment und mit IDm den gesamten mechanischen Drehimpuls 
des Elektrons bezeichnen und bedenken, daB sich bei der Einordnung in die 
"Tragheitskrafte" das Vorzeichen verkehrt, 

. db sr = ® + mdt, 

n = [0 ®J + ID + IDm, 
und nehmen weiter an, daB die Ladungsverteilung im Elektron eine derartige 
ist, daB die Richtung des Gesamtimpulses des Feldes mit der Bewegungsrichtung 
zusammenfallt. Dann konnen wir diese Gleichung in zwei Komponenten zerlegen, 
deren eine in der Richtung der Geschwindigkeit, deren andere in der der Haupt
normalen nl der Bahn liegt. Es ist nun bekanntlich 

db, v 
dt = y-n1 · 

(r = Krtimmungsradius der Bahn) und daher, da 

® = Go I , 

. dG . v 
® = TvVOI + -i Gnl ' 

Die Bewegungsgleichungen werden also 

K . dG. 1 
v= mv +dv- V ' 

Kn = m ~2 + ~. ~2. I (6) 

Da der Impuls des Feldes mit zunehmender Geschwindigkeit des Elektrons 
wachst, zeigt diese Gleichung, daB durch die Rtickwirkung des Feldes die 
mechanische Tragheit des Elektrons vergroBert wird. Wir konnen deshalb G/v 
und dG/dv als elektromagnetische Massen bezeichnen. 1st nun aber G nicht eine 
lineare Funktion von v, so sind diese beiden Ausdrticke einander nicht gleich. Die 
Tragheitswirkung des Eigenfeldes des Elektrons ist daher in der Richtung der 
Bewegung und senkrecht dazu verschieden. Wir bezeichnen deshalb 

dG 
ml = dV" (6a) 

als longitudinale und 
(6b) 

als transversale elektromagnetische Masse. Begrtinden wir die Mechanik der 
Elektronen auf diese Bewegungsgleichungen, so unterscheidet sie sich also 
bereits in diesem Punkte von der NEWToNschen Mechanik. Dazu kommt aber 
noch, daB, wie bereits die Formeln der vorangehenden und der Ziff. 20 zeigen, 
ml und mt von v abhangen mtissen. Die elektromagnetischen Massen sind also 
von der Geschwindigkeit abhangig. Diese von ABRAHAM!) entwickelte Mechanik 
des Elektrons sprengt daher den Rahmen der NEWToNschen Mechanik. 

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen haben wir nur die Wirkung 
des Eigenfeldes auf die Bewegung des Elektrons als Ganzes berticksichtigt, 

') M. ABRAHAM, Ann. d. Phys. Bd. 10, S.105. 1903. 
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dagegen die mit einer Geschwindigkeitsanderung nach den Ausfiihrungen der 
vorhergehenden Ziffer im allgemeinen verbundenen Deformationen auBer acht 
gelassen. Dies ist berechtigt, da die mit der Deformation des Elektrons verbundene 
Anderung des elektromagnetischen Impulses seines Feldes in unseren Gleichungen 
enthalten ist und wir keinen Grund haben, eine Anderung des mechanischen 
Impulses oder eine andere Tragheitswirkung mit ihr zu verbinden. Dagegen 
darf die Deformationsarbeit nieht iibersehen werden, falls wir die Energiegleiehung 
fiir die Bewegung eines Elektrons aufstellen, da dann ein Teil der Energie des 
Eigenfeldes zur Deformation des Elektrons verwendet wird. Bezeichnen wir 
wieder mit W die gesamte elektromagnetische Energie des Feldes des Elektrons, 
mit E die "innere Energie" des Elektrons, die im allgemeinen von v abhangt, 
so schreibt sieh das Energieprinzip: 

(b)t) = d(~-:-E) . 

Da wir die Riickwirkung des Feldes als VergroBerung der Tragheit des 
Elektrons auffassen, liegt es nahe, in der Dynamik des Elektrons dieses von seinem 
Felde nieht mehr zu trennen, d. h. die BewegungsgroBe und die Energie des 
Feldes dem Elektron zuzusch,reiben, so daB dessen gesamte BewegungsgrOBe 

durch mb + @, dessen Energie nunmehr durch W + E + ; v2 gegeben ist. 

Wir sehen fiir das Folgende von den natiirlich niehts N eues liefernden mechanischen 
Gliedern abo Stellen wir nun die LAGRANGESche Funktion des Elektrons auf, 
so miissen wir, wie unmittelbar einzusehen ist, die innere Energie E als potentielle 
Energie auffassen, diese Funktion also, wenn wieder L die LAGRANGESche Funk
tion des Feldes ist, gleieh L - E setzen. Tatsachlich gelten dann, wie ABRAHAM 
gezeigt hat, fiir die Mechanik des Elektrons die Formeln der LAGRANGESchen 
Mechanik: 

G= d(L-E) 
dv 

E + W = v d (Ld~ E) - (L - E) . (7) 

Um zunachst die erste Gleichung zu beweisen, multiplizieren wir sie beider
seits mit v 

G . _ d (L - E) . _ d (L - E) 
v - dv v - dt • 

Nehmen wir nun wie bisher an, daB die Verteilung der Ladung im Elektron eine 
derartige ist, daB der Gesamtimpuls des Feldes in der Richtung der Geschwindig
keit des Elektrons liegt, dann wird mit Hilfe der Gleichung (5) der vorangehenden 

Ziffer: . d(L _ E) d(u@ - W - E) 
(@b) = dt =-----a;t--

d(W +E) = ( rU) 
dt b\V • 

Lassen wir wieder die mechanischen Glieder der Bewegungsgleiehungen, die der 
LAGRANGESchen Mechanik selbstverstandlich geniigen, aus, so werden diese 

nnd daher nnsere Gleiehung Sf = ®, 

d(H~:_~ = (bSf). 

Das ist aber die eben aufgestellte Energiegleichung. 

Handbuch der Physik. XII. 14 
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Nun ist aber auch die zweite Gleichung leicht zu beweisen. Denn es ist 
mit Hilfe der bereits bewiesenen ersten: 

also folgt aus ihr: 
vG - (L - E) = W + E, 

W = (tJ@j) - L , 

die eben verwendete Formel der vorigen Ziffer. 
Ebenso folgen die Bewegungsgleichungen aus den LAGRANGESchen: 

_~_ iJ(L - E) _ iJL _ sr. 
dt iJv, iJXi - •• 

Denn es ist 

~ iJ(L - E) __ ~ (d(L - Ej ~) _ ~-(G~)' _ G. 
dt iJVi - dt dv iJv i - dt v - ,. 

Nun ist aber die LAGRANGESche Funktion des Feldes eines translatorisch bewegten 
Elektrons nur von der Geschwindigkeit, nicht aber von den Koordinaten des 
Elektrons abhangig, daher ergeben die LAGRANGESchen Gleichungen 

G; = Xi' 

Das ist aber bis auf den mechanischen Teil unsere Bewegungsgleichung. 
Mit diesen Formeln mtissen wir nun die in Ziff. 15 gegebene Theorie der 

Bewegung eines Elektrons in einem homogenen magnetischen und elektrischen 
Feld erganzen. Man erkennt ohne weiteres, daB mit Hilfe der in den Ziff. 4, 5 
und 6 beschriebenen Versuche sowohl die longitudinale wie die transversale 
Gesamtmasse des Elektrons bestimmt werden kann. Mit Hilfe dieser Versuche 
kann aber auch die mechanische von der elektromagnetischen Masse getrennt 
werden. Denn die letztere ist, da G keine lineare Funktion von v ist, von der 
Geschwindigkeit abhangig und aus der Abhangigkeit der Gesamtmasse von v, 
die durch Versuche an verschieden schnell bewegten Partikeln bestimmt werden 
kann, ergibt sich das Verhaltnis der beiden Massen. 

Hierzu mtissen wir freilich die Abhangigkeit der elektromagnetischen Masse 
von der Geschwindigkeit kennen. Da diese durch die Gestalt der Elektronen 
bestimmt ist, werden wir sie in den beiden folgenden Ziffern unter einfachen 
Annahmen tiber diese berechnen. Umgekehrt ergibt sich aber wieder aus dieser 
Verkntipfung, daB diese Versuche uns mit der elektromagnetischen Masse auch 
Aussagen tiber die Struktur des Elektrons, und da diese von den die Kohasion 
des Elektrons bedingenden Kraften abhangt, auch tiber die innere Energie und 
diese Bindungskrafte ergeben. 

Ein wesentliches Resultat dieser Versuche ist nun, daB die Masse der 
Kathodenstrahl- bzw. p-Teilchen sich als innerhalb der Fehlergrenzen der 
elektromagnetischen Masse eines negativen Elektrons gleich ergibt. Dieses Resul
tat, das darauf hinweist, daB die negativen Elektronen keine Masse im eigent
lichen Sinne besitzen, sondern lediglich elektromagnetische Felder darstellen, 
erklart nicht nur die auffallend kleine trage Masse dieser Korpuskeln, sondern 
macht uns auch verstandlich, wieso diese Partikel in allen Elementen nachge
wiesen werden konnten, ohne daB sich die Verschiedenheit der Ursprungsmaterie 
in einerVerschiedenheit der Elektronen auBert. Da diese nicht materieller Natur 
sind, haben sie auch keinen Anteil an der Verschiedenheit der Materie. 

31. Das starre, kugelformige Elektron. Die einfachste Annahme, die wir 
tiber die Dynamik des Elektrons machen konnen, ist die, das seine Energie und 
sein Impuls rein elektromagnetischen Ursprungs sind (ABRAHAM). Dies ist, 
wie man unmittelbar einsieht, dann der Fall, wenn die Ladungselemente des 
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Elektrons durch unendliche Krafte in ihrer gegenseitigen Lage gehalten werden, 
das Elektron sich also wie ein starrer K6rper bewegt. Wir wollen daher zuerst 
die elektromagnetische Masse eines starren kugelf6rmigen Elektrons (ABRAHAM
sches Elektron) bestimmen. 

Wir miissen nun noch festlegen, welcher Art die Abhangigkeit der Ladungs
dichte von der Entfernung yom Mittelpunkt ist, und zwar werden wir zwei 
Faile behandeln. Zuerst wollen wir die Ladung des Elektrons als Flachenladung 
ansehen, die gleichmaBig iiber seine Oberflache verteilt ist. Dieser Fall ist in 
gewisser Beziehung ein besonders einfacher, da dieselbe Verteilung der Ladung 
auf der Oberflache eines kugelf6rmigen Leiters auftritt. Urn zunachst dies zu 
beweisen, verwenden wir die in Ziff. 29 angegebene Methode und fiihren unser 
Problem auf das entsprechende elektrostatische zuriick. Danach ist die geladene 
Flache des entsprechenden ruhenden elektrisch geladenen K6rpers ein Rotations-

ellipsoid mit den Achsen y a , a, a, falls wir mit a den Radius des Elektrons 
1 - V 2/C2 

bezeichnen. Die auf dieser Flache herrschende Elektrizitatsverteilung erhalten 
wir, indem wir uns die Ladung des Elektrons zwischen zwei sehr nahe aneinander 
befindlichen Kugelflachen (a und a - LI a) verteilt denken. Dann ist in dem 
entsprechenden ruhenden System die Ladung zwischen den konzentrischen ahn-

lichen und ahnlich gelegenen Rotationsellipsoiden mit den Achsen y a , a, a 
1 - V 2/C2 

bzw. ya - A a , a _ LI a, a - LI a verteilt. Dies ist aber (s. Kap. 4, Ziff.84) die 
1 - V 2/C2 

auf einem leitenden Rotationsellipsoid herrschende Gleichgewichtsverteilung. 
Nun ist, wenn wir mit f{io das elektrostatische Potential des ruhenden Systems 
bezeichnen, 

Es folgt daraus, daB im Inneren des ruhenden Rotationsellipsoides f{io = konst. 
ist, fUr das Innere der bewegten Kugel lJF = konst. Daher ist auch die Kugel
oberflache eine Flache konstanten Konvektionspotentials, und die Ladung befindet 
sich auf einem bewegten kugelf6n:riigen Leiter im Gleichgewicht, wenn sie iiber 
seine Oberflache gleichmaBig verteilt ist. 

Nach Kap. 4, Ziff.85 ist v 

wo xo' Yo' Zo die Koordinaten des ruhenden Systems, Y1 und Y2 die Abstande des 
betrachteten Aufpunktes von den Brennpunkten sind. Daher ist 

v2 v 
e '----vr e2 1 - & 1 + c 

-L = -V1--lJ'(a) = - --In--
2 c2 2a v v ' 

2- 1--
C C 

! V2 V I dL e2 1+& 1 +c 
G = dV = 2-;;:V --v-In --v -1 , 

2- 1 ---
C C 

14* 
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j v I 1 +~ dL e2 c c W=v--L=- ~ln---1 
dv 2a v v ' 1 -_. 

c 

I ~ v 1 3-- 1+~ 
1 e2 c2 c 

U = ~ (W - L) = -- -~ In -- - 1 
2 4a v v ' 

2- 1 - ~ j 
c c 

1 
V2 V 1 1+- 1 +~ 

1 e2 c2 c 
T=~ (W + L)= - --In-- -1l 

2 4a v v r' 2c 1 - c j 

e2 1 r 1 1 + ~ 2 I 
2a C" V" v v V" fltz = --. ·--.1-- ln --- + ---. , 

._- --- 1 - -- 1----
c2 C C c2 

2 e2 { 6 v2 9 v4 } = --. . 1 + -- - + ~ - + ... 
3 a c2 5 c2 7 c4 ' 

(8) 

1st die Bewegung des Elektrons eine so langsame, daB die Glieder mit V 2/C 2 

bereits vernachHissigt werden konnen, so ist die longitudinale gleich der trans
versalen Masse des Elektrons. Fiir diese "Ruhmasse" des Elektrons erhalten 
wir daher 

Aus ihr folgt 
2 e a=-·-·e. 

3c2 mo 

(8a) 

(8b) 

Aus der spezifischen Ladung und der Laclung selbst kann man claher clen Radius 
des ABRAHAMschen Elektrons berechnen. Er ergibt sich fiir FHichenladung 
aus den in den Ziff.4 und 9 angegebenen Werten zu 

a = 1,88.10-13 • 

Wir wollen nun noch annehmen, daB die Ladung gleichmaBig iiber das ganze 
Volumen der Kugel verteilt ist. Dann ist auch in clem entsprechenden ruhenden 
System die Ladung iiber clas ganze Volumen des Rotationsellipsoides gleichmaBig 
verteilt. Urn die LAGRANGESche Funktion dieses Elektrons zu berechnen, be
weisen wir den folgenden Satz: Die elektrostatische Energie eines mit gleich
formiger Raumladung gelaclenen Ellipsoides (a, b, c) ist gleich cler eines mit 
clerselben Gesamtlaclung geladenen lcitenden Ellipsoicles (a, b, c), multipliziert 
mit -2. 

Nach Kap.4, Zif£. 85 ist die clektrostatischc Energic eines flachenhaft gc
laclenen Ellipsoicles 
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die eines raumlich gleichmaBig geladenen ist 
co 

U' -- ~e2/' .... ds Jj'1dv e(1 _ ~ _ ~ _ .2 ) 

- 8 • y(a2 + s) (b2 + s) (c2 + s)},) } . a2 + s b2 + sc2 + s ' 
o 

Nun ist aber 
fJ 1 

(/a~2 y(a2 +~)(b2 + ~C2 + s) 

und da U eine homogene Funktion des Grades -t von a2, b2 und c2 ist: 

2 ~ U + b2 fJ U~ + 2 fJ U = _ ~ U 
a fJ a2 fJ b2 C fJ c2 2' 

Daher ist, wie behauptet 
U' = "~ U (1 - t) = {U . 

Daher sind aile eben fUr das flachenhaft geladene ABRAHAMsche Elektron 
berechneten Werte mit ~- zu multiplizieren, urn die entsprechenden \Verte 
fUr das raumlich geladene zu erhalten. 

32. Das deformierbare Elektron. Auf Grund seiner Untersuchungen liber 
die Optik bewegter Medien (vgl. den folgenden Artikel) kam H. A. LORENTZl) 
zu der Ansicht, daB die Oberflache des Elektrons ein Heavisideellipsoid ist, 
so daB das dem Elektron entsprechende ruhende System stets eine Kugel vom 
gleichen Radius a ist, deren Ladung sich gleichmaBig liber ihre Oberflache ver
teilt. Auch in diesem Faile ist also die Ladungsverteilung derart, als ob das 
Elektron ein leitender K6rper ware. 

Da wir die innere Energie des Elektrons noch nicht kennen, k6nnen wir 
bei der Berechnung des elektromagnetischen Impulses nicht von der LAGRANGE
schen Funktion des Elektrons L - E ausgehen, sondern mlissen hierzu die Feld
starken berechnen. Es ist, wenn wir die Bewegungsrichtung wieder in die X-Achse 
legen: 

fJr/J 1 fJ'Jf fJtpo E ---------. -- . -
Y - fJy - v 2 by - I - v2 fJy , 

1 -., 1/1 --
C" i c2 

br/J fJtpo E = - --.~ = - --------
Z fJz ;- v2 fJz ' 

1·/ 1 --
c2 

s;;, = ~ [tJ@], 

Gx = G = 4:cJjJaV{Ey Hz - HzEy} = 4:C2ffJav{E~ + E;}, 

Flir das Feld einer ruhenden Kugel ist aus Syrnmetriegrlinden: 

(fJr
tpo)2 = (8 tpo)~ = (~f£<l). 2. 

,dx ,fJy, fJz 

") H. A. LORE:-:TZ, Theory of Electrons, § 210ff. Leipzig 190')-
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Nach dem GREENschen Satz ist aber: 

Daher ist wegen dv = 11 1 - ~: dvo' 

G = .3.. __ v __ !.. 
3 21~ a' 

c r1 -"C2 

Ziff.32. 

(9) 

Die Ruhmasse ist daher der des ABRAHAMschen Elektrons gleich, was, da die 
Gestalt des Elektrons ja fiir v = 0 in die des ABRAHAMschen ubergeht, zu erwarten 
war. Dagegen ist die Abhangigkeit von der Geschwindigkeit eine andere. 

Die innere Energie des Elektrons wurde von ABRAHAM 1) berechnet. Nach 
Gleichung (7), Ziff. 30 ist 

d (L - E) = G = .3.. e2 __ v _ • 
dv 3 a -V--v2 c2 1 -

c2 

Ferner ist nach Gleichung (4), Ziff. 29 

daher ist 

E(v)=Eo + ::(111- ~: -.1). 
Die Deformation des LORENTzschen Elektrons geht also auf Kosten seiner inneren 
Energie vor sich. 

Ein Mechanismus, der die Eigenschaften des LORENTzschen Elektrons wenig
stens zum Teil erklart, wurde von POINCARE angegeben. Dieser nimmt an, daB 
das Elektron aus einer dunnen, vollkommen biegsamen, elastischen Raut besteht, 
auf deren Flacheneinheit ein Zug vom Betrag 

S=_e_2 _ 

8na4 

in der Richtung der inneren Normalen ausgeubt wird. Das LORENTzsche Elektron 
befindet sich dann tatsachlich im Gleichgewicht. Denn wenn sich das Elektron 
in Ruhe befindet, herrscht an seiner OberfHiche die Feldstarke 

1) M. ABRAHAM. Phys. ZS. Ed. 5. S.576. 1904. 
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der ein Zug pro FHicheneinheit im Betrage 

1 E2 _ 8 2 

-8n - 8na4 

in der Richtung der auBeren Normalen entspricht. Urn zu zeigen, daB die an
genommene Kraft das Gleichgewicht auch fiir das bewegte Elektron herstellt, 
zerlegen wir die an das Flachenelement angreifende Kraft nach den Koordinaten
achsen in drei Komponenten 5(1;' '5", 5z • Hierzu miissen wir das Flachenelement 
in die drei Ebenen yz, ZX, und xy projizieren. Da der Zug auf die Flacheneinheit 
konstant bleibt, andern sich diese Komponenten mit der Bewegung des Elektrons 
nur infolge seiner Deformation. Es sind also die fur das ruhende Elektron 
geltenden Komponenten mit 1, "(1=--;; 2jc2, 11- v2 jc2 zu multiplizieren. Sie andern 
sich daher ebenso wie die an das Element angreifenden elektromagnetischen 
Kraftkomponenten. Das Gleichgewicht wird daher aufrechterhalten1). 

Es ergibt sich auch die richtige Abhangigkeit der inneren Energie von der 
GeschwindigkeiP). Die von den Spannungskraften wahrend der Deformation 
urn das Volumcn dv geleistete Arbeit ist: 

5 dv. 
Die von den Spannungen geleistete Arbeit ist gleich der Abnahme der potentiellen 
Energie dieser Krafte. Daher wird, wenn Wir Emit dieser identifizieren: 

c2 (4 {V2}!-) 8 2 1/-v2 
E = 5v + konst. = 8na4 ' 3 na3 1- c2 " + konst. =6aV 1 - C2 + konst. 

in Ubereinstimmung mit dem oben gefundenen Werte. 
Dennoch ist der von POINCARE angegebene Mechanismus ungeniigend, 

da er nicht die volle Stabilitat des Elektrons verbiirgt 2). Urn dies nachzu
weisen, untersuchen wir die StabilitatsverhaItnisse am ruhenden Elektron, da 
ja nach den eben gemachten Ausfiihrungen diese den Verhaltnissen am be
wegten Elektron entsprechen. Andern wir zunachst nur das Volumen, nicht 
aber die Gestalt des Elektrons, so ist das Gleichgewicht stabil. Denl1 wahrend 
die an die Oberflache angreifenden elektrischen Krafte abnehmen, bleiben die 
Zugkrafte nach unserer Annahme konstant, ziehen also die Oberflache wieder 
hinein. Dagegen ist das Elektron gegen Formanderungen nicht sta~il.Defor
mieren wir das Elektron derart, daB seine Oberflache ein gestrecktes Rotations
ellipsoid wird, daB aber die GroBe und die Ladung des Flachenelementes 
bei der Deformation nicht geandert wird. Dann folgt aus Kap. 4, Ziff. 84, 
daB im Inneren des Rotationsellipsoids die elektrische Feldstarke nicht ver-

schwindet. Es wirkt auf den einen Pol ein elektri.scher Zug vom Betrag 8~q2 
nach innen und ein Zug vom Betrag ; n (q + ()) 2 nach auBen. Die Differenz ist 

-81 (}2 + _1_ q (}. Sie kann daher durch den angenommenen elastischen Zug vom 
n 4n 

Betrag 81n (}2 nach innen nicht kompensiert werden. (0 ist def Sprung der Feld

starke beim Passieren der Oberflache, q ihr Wert an der Innenseite.) Die groBe 
Achse des Rotationsellipsoids wird daher noch mehr verlangert. 

Eine andere Annahme iiber die Deformation des Elektrons bei seiner Be
wegung wurde von BUCHERER3) gemacht: Das Elektron nimmt zwar wieder die 

1) H. POINCARE, Rend. del. eire. math. di Palermo Bd.21, S. 129. 1906. 
2) H. A. LORENTZ, The Theorv of Electrons. S.215. 
3) A. H. BUCHERER, Mathematisehe Einfiihrung in die Elektronentheorie. S. 57ff. 

Leipzig 1904; P. LANGEVIN, Rev. gen. des seiene. pures et appl. Bd. 16, S.257. 1905. 
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Gestalt eines Heavisideellipsoides an, doch soIl bei der Bewegung diesmal das 
Volumen konstant bleiben. Bezeichnet daher ao den Radius des ruhenden 
Elektrons, so sind die Halbachsen des bewegten Elektrons 

Da das entsprechende ruhende elektrostatische System nunmehr eine Kugel 

vom Radius" ao ist, so ist 
'V 1 - V 2/C2 

(10) 

Die innere Energie des BUCHERERschen Elektrons ist von der Geschwindig
keit unabhangig: 

dE _ dL G - 0 Tv-di}- - . 

Von den angegebenen Formeln fUr die elektromagnetische Masse der Elek
tronen stimmen die LORENTzschen am besten mit den Beobachtungen an schnell 
bewegten Elektronen iiberein. Dberdies ist das LORENTzsche Elektron das 
einzige, mit Hilfe dessen die optischen Erscheinungen in bewegten Medien erkHirt 
werden k6nnen (vgl. Kap.3). 

33. Die Riickwirkung der Wellenstrahlung auf ein ungleichformig bewegtes 
Elektron. Wir haben die Riickwirkung des Eigenfeldes auf das Elektron dadurch 
berechnet, daB wir die aus ihr folgende Kraft gleichgesetzt haben der negativen 
zeitlichen Anderung des elektromagnetischen Gesamtimpulses des Feldes des 
Elektrons. Dabei haben wir die Bewegung als quasistationar angesehen und daher 
bei der Berechnung des Impulses und der Energie des Feldes die betreffenden 
Gr6Ben aus den Feldetn berechnet, die zu der jeweiligen Geschwindigkeit des 
Elektrons im stationaren FaIle geh6ren wiirden, also den EinfluB der WeIlen
strahlung, die das Elektron nach Ziff.21 bei ungleichf6rmiger Bewegung aus
sendet, vernachHissigt. 

Nunmehr soIl dieser mit der in der angefUhrten Ziffer eingehaltenen Naherung 
beriicksichtigt werden. Bezeichnen wir die aus der Riickwirkung dieses Teiles 
des Feldes entspringende Kraft mit Sf., so wird nach Gleichung (5). Ziff.23 
der Impulssatz 

und der Energiesatz 
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wenn wir aimehmen, daB das Elektron zur Zeit tl die Geschwindigkeit 13t besessen 
hat und bis zur Zeit t2 , zu der es die Geschwindigkeit v2 angenommen hat, eine 
beschleunigte Bewegung ausfiihrt. 

Als Losung dieser Integralgleichungen set zen wirl) 

2 e2 ( ii \:)(\:)\:)) 0(\:)6) \:)(\:)6)2 \ 
Sf. = 3 C2 ( V2) + ~( v2 )2 + 3 ~( v2 )2 + 3 ~( ~)3 1--- c 1-~ c 1-~ c 1-~ 

~ ~ ~ ~ 

(11) 

an. Urn zu zeigen, daB dieser Ausdruck tatsachlich eine Losung darstellt, bilden 
wir zunachst sein Zeitintegral. Nun ist aber: 

Da die Bewegung vor der Zeit tl und nach t2 kraftefrei, also mit gleichformiger 
Geschwindigkeit vor sich gehen solI, verschwinden die erst en Glieder der beiden 
rechten Seiten und daher ist die Impulsgleichung erfiillt. Die Energiegleichung 
wird mit unserem Ansatz 

und ist daher wegen 

ebenfalls erfiillt. 
Damit haben wir die Moglichkeit erhalten, nachzupriifen, ob eine gewisse 

Bewegung des Elektrons als quasistationar angesehen werden kann. Dies ist 
offenbar immer dann der Fall, wenn Sf. gegen die elektromagnetische Tragheit 
vernachlassigt werden kann. 

Beispielsweise untersuchen wir die Bewegung eines Elektrons in einein 
homogenen Magnetfeld. Nach Ziff. 15 ist die Bahn eines solchen Elektrons eine 
Kreisschraube. Zedegen wir die Geschwindigkeit in eine Komponente in der 
Richtung der Schraubenachse VII und die hierzu normale 0 I. Nach Ziff. 15 ist 
011 und v 1. konstant, die Beschleunigung steht daher auf der Geschwindigkeit 
normal: 

(oti) =0. 

Ferner ist bekanntlich bei einer solchen Bewegung 

.. v~ 
tl = -01.R2, 

1) M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat.II. Bd.; G. A. SCHOTT, Electromagn. Radiation. 
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wo R den Radius des Kreises darstellt, den das Elektron in der zur Achse senk
rechten Ebene beschreibt. Die Reaktionskraft des Feldes der emittierten Wellen-

strahlung wird daher 2 e2 1 v, v, I 
sr. = - 3 ca b.l ( V2) + b ( V2)2 

R2 1 - - c2 1 - - R2 
,c2 c2 

2 e2 / v, v, (1 - ~) v~ I 
= - 3 ca 1:>11 (1 _ ;:) . i2 + b.l (1 _ ~: r ii . 

Durch die Ausstrahlung wird daher sowohl die Bewegung in der Richtung der 
Sehraubenaehse wie die in der zu ihr senkreehten Ebene erfolgende Kreisbewegung 
des Elektrons gebremst. Allerdings ist jene Wirkung mit dieser nur bei sehr 
groBen Gesehwindigkeiten vergleiehbar. Wir vergleichen die Tragheitswirkung 
des Feldes, die ja nur in der Kreisbewegung auf tritt, mit der Reaktionskraft 
der Strahlung fur den Fall der Kreisbewegung. Dann ist 

I:> =1:>1' 

2 e2 v2 
st=--- b 

8 3 c3 2 ( v2 ')2 R 1--
c2 

und die Tragheitswirkung fur ein LORENTzsehes Elektron [Gleichung (9), Ziff.32] 
2 e2 v2 

3 ac2 -V v2 ' 
R 1-

c2 

Das gesuehte Verhaltnis wird daher 
a v 

R C(l- ;:y' 
Nun ist naeh Zif£. 31 a cv 2 • 10 - 13 em, wahrend bei allen Experimenten 
R > 10 - 1 em ist. Die Reaktionskraft der Strahlung kann daher immer ver
naehlassigt werden. 

34. Die Schwingungen eines Dipols. In Ziff. 24 haben wir gesehen, daB 
ein neutrales Molekiil mit weehselnder elektriseher Polarisation ein Feld erregt, 
das in der Wellenzone eine reine elektromagnetisehe Welle darstellt, und daher 
als Modell fUr die ErkHirung der Liehtemission in Betraeht kommt. Der einfaehste 
Fall eines'solchen Molekiils ist ein Dipol, der aus je einem positiv und einem nega
tiv geladenen Teilehen besteht, die dureh eine elastisehe Kraft aneinander ge
bunden sind. Der Meehanismus dieser Bindung ist unbekannt. Lassen wir aber 
d~s System nur kleine Sehwingungen urn die stabile Lage ausfiihren, so bedeutet 
die Annahme, daB die Bindungskraft proportional der Entfemung des Elektrons 
aus der Ruhelage ist nur, daB diese Lage einem stabilen Gleiehgewicht entsprieht. 

Nehmen wir noeh weiter an, daB der Dipol aus einem negativen Elektron 
im engeren Sinne (Kathodenstrahlteilchen) und einem positiven Ion besteht, 
so folgt aus dem groBen Massenuntersehied der beiden Partikel sofort, daB das 
Ion praktiseh in Ruhe bleibt, wahrend das Elektron die Sehwingungsbewegung 
ausfiihrL Seine Bewegungsgleiehungen lauten: 

JnOX=-!X, 
moy = -jy, 

lnOZ = -fz, 

x = ao eos (vot + to), 

y = a~eos(vot -+- t~), 

z = ao eos(vot + to) , 
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wobei die Frequenz der emittierten Welle 

Vo = li t . mo 
Dabei haben wir die elektromagnetische Masse gleich der Ruhemasse gesetzt 
und daher den Unterschied zwischen longitudinaler und transversaler Masse 
und damit die Glieder von der GroBenordnung v21c2 an vemachlassigt. 

Das Feld ergibt sich nach Gleichung (3 a) und (3 b), Ziff.24, als das eines 
HERTzschen Oszillators. Der Dipol strahlt daher monochromatisches Licht aus. 
Da er dabei standig Energie an das Feld abgibt, kann seine Bewegung keine rein 
periodische sein. Wir miissen daher in der Bewegungsgleichung die Strahlungs
reaktion beriicksichtigen, um die Dampfung der Schwingungen zu berechnen. 
In der gemachten Naherung istl) nach Gleichung (11), Ziff. 33 

2 e2 •• 
Sf. = 3(;3 b. 

Da die aus diesem Glied folgende Dampfung sehr gering ist, brauchen wir die 
Bewegungsgleichung .. 2 e2 ••• 

mot = -It + 3- c3 t (12) 

nicht zu integrieren, da es geniigt, die mittlere Dampfung wahrend einer ganzen 
Schwingung zu beriicksichtigen. Nun ist aber die Schwingungsenergie des Dipols 

w = mov2 
der Energieverlust durch die Strahlung in erster Naherung nach Gleichung (5), 
Ziff.23 dw 2 e2 '2 

- dt = 3 c3 v 

Daher, und da wir in geniigender Anniiherung V2 IV2 = ro setzen konnen, gilt 
fiir die Abnahme der mittleren Energie die Differentialgleichung 

d- 2 - -fif = ~ r:o c3 ro w = "W , 

W = e- xt • 

Fiir die Abnahme der Strahlungsenergie mit der Entfernung ist t durch ric zu 
ersetzen. Es wird daher 

" --r 
W =e C 

Nach dieser Formel sollte eine Interferenz der Lichtstrahlen noch bei bedeutend 
groBeren Gangunterschieden stattfinden, als dies tatsachlich der Fall ist. Aller
dings tritt zu der Dampfung durch die Strahlungsreaktion noch der EinfluB 
der benachbarten Molekiile (vgl. Ziff.41). 

Wir wollen jetzt den EinfluB eines homogenen magnetischen Feldes auf die 
Schwingungen des Elektrons untersuchen, wobei wiederum die Glieder hoherer 
als erster Ordnung in vic und die Riickwirkung der emittierten Strahlung ver
nachlassigt werden solI. Die Richtung der magnetischen Kraft sei der Z-Achs~ 
parallel. Dann sind die Bewegungsgleichungen des Elektrons 

.. j eHz • () ( ) mox = - x + - y , x = a1 cos VI t + tl + a2 cos V2t + t2 , 
C 

.. eHz • 
moy = -/y - 'c- x , 

moz = -jz, 

y = -a1sin(vlt + t1) + a2 sin (V2t + t2), 
z = aocos(vot + to), 

1) H. A. LORENTZ, Arch. Neerland. Bd. 75, S. 363. 1892; Enz. d. math. Wiss. Bd. V, 
S. 14, Ziff. 20. 
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wobei 

lJber die freie Schwingung des Elektrons lagern sich zwei Kreisbewegungen. 
Da das umlaufende Elektron negativ geladen ist, entspricht die h6here Kreis
frequenz "1 dem in unserem Rechtssystem im positiven Umlaufssinn durch
laufenen Kreise. Aus den Gleichungen (3 a) der Ziff. 24 ist das ausgesandte Strah
lungsfeld leicht zu entnehmen. Zu dem Felde in einem Punkte der (positiyen) 
Z-Achse tragt die Schwingung des Elektrons in der Richtung dieser Achse nichts 
bei. Dagegen ergeben die beiden Kreisschwingungen dort je eine zirkular 
polarisierte Welle, und zwar ist die Welle mit der Frequenz "'2 links-, die andere 
'rechtszirkular polarisiert. In einem Punkte der X-Achse sind nur die Wellen 
merkbar, die durch die Schwingungen in der Richtung der Z- und Y-Achse ent
stehen. Das Feld setzt sich daher dort aus drei linear polarisierten Wellen 
der Frequenzen "'0' "'1 und "'2 zusammen. In einem Punkt der Y-Achse ist das 
Feld natiirlich ebenso zusammengesetzt. 

Die Aufl6sung der Formeln fiir die Frequenzen ergibt: 

e 11 f 1 (emo)2 ' e I "'l=-H + I'-~+- -H <X>", +--H moc Z mo 4 c Z 0 moc z' 

e li7- 1 (emo ')2 e 
l' =-,--H + /-+- -H <XJ", --H 

2 mo c Z . mo 4, c Z 0 moc z' 

(13) 

da _e_ Hz <{: -' • Wie in Ziff. 8 bereits erwahnt, wurde ein derartiger Einflu13 
mc m 

eines Magnetfeldes auf die emittierte Strahlung von ZEEMAN festgestellt. Die 
Polarisationsverhaltnisse der in der Richtung des Magnetfeldes emittierten 
Strahlung ergaben sich so wie hier angegeben, woraus folgt, daB tatsachlich 
die Lichtemission durch die Bewegung der negativen Elektronen hervorgerufen 
wird. Ebenso ergibt sich die spezifische Ladung aus der letzten Formel gleich 
der der Kathodenstrahlteilchen. Allerdings tritt im allgemeinen eine bedeutend 
kompliziertere Aufspaltung der Spektrallinien auf (vgl. den Artikel "Emission" 
in Bd. XXI). 

35. Das rotierende Elektron. Wir haben uns bisher nur mit der Trans
lationsbewegung der Elektronen beschaftigt. Nunmehr betrachten wir die 
Rotation des Elektrons. Dabei beschranken wir uns gleich auf die negativen 
Elektronen im engeren Sinne, vernachlassigen also die mechanische Tragheit. 
1st U das von den auBeren Kraften ausgeiibte Drehmoment, so ist die Bewegungs
gleichung 

wo ID den elektromagnetischen Drehimpuls des Feldes des Elektrons bedeutet. 
Wir berechnen diesen fUr ein ABRAHAMsches Elektron, das mit der Winkel

geschwindigkeit u rotiertl). 1st diese so klein, daB wir v2jc 2 bereits gegen Eins 
vernachlassigen k6nnen, so gelten unsere Formeln, wie aus der Ziff. 32 unmittel
bar hervorgeht, in erster Naherung auch fUr das LORENTzsche bzw. BUCHERER
sche Elektron, fiir das die entsprechenden exakten Formeln noch nicht abgeleitet 
werden konnten. 

Wir bestimmen zuerst den elektromagnetischen Drehimpuls, eines flachen
haft geiadenen ABRAHAMSchen Elektrons (Flachendichte a = e/4na2). Das auBere 

1) M. ABRAHAM, Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 151. 1903. 
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elektrische Feld ist das statische Feld der im Mittelpunkt (von dem auch der 
Vektor t gezogen wird) konzentriert gedachten Ladung: 

im Inneren verschwindet die elektrische Feldstarke infolge des Sprunges art 
der Oberflache 

IJ:i=O. 

Das magnetische Feld auBerhalb des Elektrons ist nach Gleichung (7), Zif£. 25, 
das eines magnetischen Dipols vom Moment 

m = 2ocII[tb] dF = e3: 2 u , 

1 
SJ" = y3 (3 t 1 (mt1) - m) . 

Das Feld im Inneren erhalt man leicht, wenn man bedenkt, daJ3 an der Ober
flache 

wahrend im Inneren das magnetische Feld quellen- und wirbelfrei ist: 
2m 

~\=-3' a 

Der elektromagnetische Drehimpuls verschwindet daher im Inneren und ergibt 
sich zu: 

C"O lr: 2;rr 

1 ~ff 2em ((f sin{) ~ = -4 dv[t[Q;SJJ] = ;'-4- drdffdrp-2 ' ... net &. .). ;rc .. . ' r 
a 0 0 

= ~ -~m =cmo m 
3 ca e' 

(14) 

= }moa2 u. 

(Berechnung von 1no s. Ziff.31.) 

Fiihren wir die mechanische Analogie weiter, so miissen wir aus dieser 
Formel schlieJ3en, daJ3 das rotierende Elektron ein Tragheitsmoment vom Betrag 

besitzt. Danach ware seine kinetische Energie 

T = tmoa2 u2 • 

Nun ist aber nach unserer (MAXWELLschen) Auffassung die kinetische Energie 
des Elektrons gleich der magnetischen Energie seines Feldes. Diese aber ist 

oo:rt 2n 

T - 1 /'(/'"d , .. 2 - 1 r /·,·sin{}dYd{}df/J {3 () }2 14m2 4n 3 - - v'hl - - - -- --- m t1 t1 - m + -- - -- -a 
8n. . . 8n. • .r y4 8"" a6 3 

a 0 U 

in trbereinstimmung mit der eben gemachten Analogie. Allerdings ist zu bemerken, 
dan das Tragheitsmoment einer Massenkugelschale der gleichf6rmigen Dichte 
m/4:na 2 doppelt so groJ3 ist. 
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Fuhren wir dieselben Rechnungen fUr ein ABRAHAMsehes Elektron mit 
gleiehformiger Volumladung dureh. Das elektrisehe Feld ist wieder das statisehe 
einer solchen Kugel e 

(S;a = "[1 ' r" 

e 
(S;·i = at. a 

Das magnetisehe Feld ergibt sieh dureh sinngemaBe Anwendung der eben an
gegebenen Formeln zu: 

a;r 2n 

m = ;~JI fr4 (1 - cos{)) sin{}drd{}de = e5:
2 u; 

o 0 0 

1 
&)i = 5 (3t (mt) -I- m (5 a 2 - 6r 2)) • a 

Es tritt also in diesem Falle zu dem gleiehbleibenden Drehimpuls des auBeren 
Feldes der Drehimpuls des inneren, der ebenfalls aus Symmetriegrunden zu u 
parallel ist an 2,n 

Vi = -~ esi! ret [r (5 a 2 - 6r 2) mJ] r 2 sin{} dr d{} de, 
4:n:c a • ) I 

o 0 0 

a:n 2n 

= _1_ ~f'f'J~4(5a2 - 6r2) msin3 {) drd{) dn , 
4:n:c as " o 6 0 

2 e 111 
- - _e ____ • __ _ 

- 3 ca 7 

hinzu. Insgesamt ist daher 

V = ('-31 -~) ~ m = j- ~ m 
21 c a 7 c a ' 

5c 1110 
= -::;e m, (14a) 

= +tnoa 2u. 

Das elektromagnetische Tragheitsmoment des ABRAHAMschen Elektrons mit 
V olumladung betragt daher + tno a 2. 

Fuhrt das Elektron gleiehzeitig eine Translation und eine Rotation aus, so 
komplizieren sieh die Bewegungsgleiehungen bedeutend. Die Behandlung dieses 
Falles erfolgt am besten mit Hilfe der Relativitatstheorie. 

III. Die elektromagnetischen Eigenschaften 
der Materie. 

a) Die Mittelwerte der Feldgr6Ben und ihr Zusammenhang 
mit den MAXWELLschen Feldgr6Ben. 

36. Mikroskopisches und makroskopisches Feld. Die Mittelwerte der 
FeldgroBen. Wir haben unter II a die Felder einzelner Elektronen und ein
facher Molekiiltypen aus den in Ib angegebenen Feldgleiehungen berechnet 
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und in lIb die aus diesen Feldem und dem Ansatz fur die ponderomotorische 
Kraft (Ziff. 15) folgenden Bewegungsgesetze untersucht. Die so gewonnenen 
Formeln lieBen sich an der Erfahrung uberprufen. Zwar lassen sich Ex
perimente mit einem einzigen Elektron oder einem einzigen Molekiil nicht 
durchfiihren, wir konnen aber annehmen, daB die einzelnen E:athodenstrahl
teilchen in ihrer Bewegung bzw. ein Molekiil bei der Lichtemission von den 
anderen vorhandenen Teilchen soweit unbeeinfluBt wird, daB wir die be
treffenden Erscheinungen (Ablenkung der Kathodenstrahlteilchen, Emission 
von Rontgenstrahlen, Zeemaneffekt) als einfache Summierung der Einzeleffekte 
auffassen konnen. Alierdings liegt der einzige Beweis fiir die Zulassigkeit 
dieser Annahme in der Ubereinstimmung der Beobachtung mit den entwickelten 
Formeln. 

Die eigentliche Bedeutung der bisher durchgefuhrten Untersuchungen liegt 
aber darin, daB sie geeignet sind, eine Grundlage fiir die in Ziff. 1 gestellte Auf
gabe zu bilden, die elektromagnetischen Eigenschaften der Materie aus der 
elektrischen und mechanischen Struktur der Molekiile abzuleiten. Denn ist 
uns diese molekulare Struktur der Materie etwa fur einen Zeitpunkt voll
standig gegeben, so waren wir prinzipiell imstande, das zugehorige Feld und die 
weitere Bewegung der Elektronen unter Berucksichtigung eventueller auBerer 
Felder zu berechnen. Eine so weit ins Detail gehende Behandlung des Pro
blems ist aber ebenso unmoglich wie sinnlos. Denn wir konnen einerseits 
die Lage der einzelnen kleinsten Materieteilchen nicht angeben, andererseits 
kannten wir aber das Feld auch nicht mit der erforderlichen Genauigkeit aus
messen. Was wir messen kannen, sind lediglich Mittelwerte der einzelnen 
FeldgraBen. 

Wollen wir also aus dem aus der Elektronentheorie folgenden mikroskopischen 
Feld der Beobachtung zugangliche Schlusse ziehen, so mussen wir aus den 
GraBen e,~, e tmd b, die dieses Feld bestimmen, gewisse Mittelwerte bilden, 
die wir wie ublich durch Uberstreichen kennzeichnen und sie in Beziehung 
zu den beobachtbaren GraBen bringen, die das makroskopische Feld be
stimmen. 

Zunachst mussen wir die Mittelwerte definieren. Die Mittelung muB offen
bar so erfolgen, daB die nichtbeobachtbaren UnregelmaBigkeiten des mikro
skopischen Feldes verschwinden, die beobachtbaren Auderungen der Mittel
werte aber erhalten bleiben. Das Raumelement, uber das gemittelt wird, 
muB also so klein sein, daB in ihm die mittleren FeldgraBen konstant sind, 
d. h. daB bei einer Verschiebung des Volumens, die von der GraBenordnung 
seiner linearen Dimensionen ist, die Anderung der Feldstarke von derselben 
GroBenordnung ist wie diese Verschiebung, andererseits muB es aber eine groBe 
Anzahl von kleinsten Teilchen enthalten. Volumina, Flachen und Strecken, 
die dieser Definition entsprechen, heiBen physikalisch unendlich klein. Physi
kalisch unendlich kleine GraBen haherer Ordnung lassen sich entsprechend 
definieren. Diese Bedingungen beziehen sich nur auf die GraBe des Volum
elementes LI S. Es kann aber auch notwendig sein, die Lage der LI 5 umschlieBenden 
Flache (J gewissen Bedingungen zu unterwerfen, urn den angestrebten Zweck 
zu erreichen. Es ist also, falls cp irgendeine GroBe des mikroskopischen Feldes 
bedeutet, 

ihr Mittelwert, der das makroskopische Feld bestimmt. 
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Urn die Differentialgleichungen zu finden, denen die Mittelwerte e, I), e, ij 
genfigen, bilden wir zunachst den Mittelwert der MAXWELL-LoRENTzschen, fUr 
e, ~, e, u giiltigen Gleichungen: 

-- 1 7 4.n-
rot~ = ce + eeb, 
-- 1-
rote = - -~, c 
div~ = 0, 

dive = 4ne. 

Die eben aufgestellten Differentialgleichungen ffir das makroskopische 
Feld verkniipfen die Mittelwerte der Differentialquotienten der Vektoren e und ~ 
des mikroskopischen Feldes mit den Mittelwerten fiber Ladung und Geschwindig
keiten der Elektronen und Ionen. Sie haben daher noch nicht die Gestalt der 
MAXWELLschen Gleichungen, in die wir sie offenbar bringen mfissen, urn einerseits 
die Beziehung zwischen e und ij mit den MAXWELLschen Feldvektoren herstellen 
zu k6nnen, und andererseits die elektromagnetischen Eigenschaften der Materie, 
d. i. insbesondere die magnetische Suszeptibilitat, die Dielektrizitatskonstante 
und die elektrische Leitfahigkeit aus der elektrischen Konstitution der Materie 
erklaren zu k6nnen. Urn diese zu erreichen, mfissen wir offenbar die Differen
tialquotienten der Mittelwerte von e und 1) einfiihren, deren Existenz durch die 
Definition der Mittelwerte gesichert ist. Zunachst ist 

~~ = A~ ttfff €pdS = ~~, 
da man die Differentiation nach der Zeit ohne weiteres unter das Integralzeichen 
ziehen kann. Weiter ist nach dem GREENschen Satz 

oip 1 fj" ( ox = Lis),) cpcos nx)da. 
Nun ist aber 

(}(j; = !~ffcpcos(nX)da 
die Veranderung, die (j; erleidet, wenn man den Raum AS, fiber den gemittelt 
wird, urn die unendlich kleine Strecke (lx verschiebt. Wir k6nnen aber 

r 1 (f lim (j q; = JS cp cos (nx) do 
Jx=O X • 

a1s Differentialquotienten von (j; nach x bezeichnen, da nach der Definition der 
Mittelwerte (l(jj von derselben Gr6Benordnung wie (lx ist. Es ist daher 

oip a;P 
a-x=Tx-

und unsere Differentialgleichungen werden 

t~ 1 oe 4.n--
ro ,,= ciT'; + ceb, 

- 1 on rote = ---
c at' 

dive = 47lg , 

divl) = 0. (1 ) 
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Aus der Definition der Mittelwerte folgt auch, daB die Differentiale dt, dx,dy, dz,
die zunachst "mathematisch" unendlich kleine GroBen sind, ebenfalls als "physi
kalisch" unendlich kleine GroBen aufgefaBt werden konnen. Unsere Gleichungen 
haben nun bereits die Form der MAXWELLschen Gleichungen fiir ruhende 
ponderable Medien: 

1 a~ rotC; = - - + 4naa; 
~ c at ' 

rota; = -~~, c 
div;!) = 4ne, 
divj8 = o. 

Ein Vergleich der beiden Gleichungssysteme zeigt, daB wir ~ gleich j8, 
e gleich a; setzen konnen. Dann werden unsere Gleichungen 1) 

l' 4n 
rotj8 = -a; + -eb, c c 

1 . 
rota;=-cj8, (1 a) 

diva; = 4ne, 
divj8 = O. 

In diesen Gleichungen treten nur zwei der MAXWELLschen Feldvektoren, namlich 
die der elektrischen Kraft und der magnetischen Induktion, auf, und dem
gemaB fehlen auch die Verkntipfungsgleichungen. Andererseits kommen in ihr aber 
noch immer die Mittelwerte tiber e und eb vor. Gerade bei der Auswertung dieser 
beiden Mittelwerte spielt aber offenbar die molekulare Struktur der Materie, die 
einen EinfluB auf die Bildung der bisher besprochenen Mittelwerte nicht ausgetibt 
hat, eine groBe Rolle. Mit ihrer Hilfe mtissen sich daher;!) und ~ in die Gleichungen 
einfiihren lassen und die Verkntipfungsgleichungen ergeben, da die MAXWELLsche 
Theorie durch diese Gleichungen die elektromagnetischen Eigenschaften der 
Materie ausdriickt, die nach der Elektronentheorie durch die Struktur der Materie 
bestimmt werden. 

37. Elektrische Ladung und elektrische Polarisation. Die bisherigen Aus
fiihrungen haben uns zu der Anschauung gefiihrt, daB die Molekiile im allgemeinen 
elektrisch neutral, aber elektrisch polarisierbar sind, d. h. aus einer bestimmten 
Anzahl von elastisch aneinandergebundenen Elektronen und Ionen bestehen, 
deren Ladungssumme 

ist. Bestimmen wir nun die mittlere Ladung einer Substanz, die nur aus der
artigen Molekiilen besteht: 

Hierzu charakterisieren wir zunachst die elektrische Struktur des Molekiils 
durch seine Polarisation, die durch 

.\J = Lei!i 
bzw. wenn die Dimension der geladenen Teilchen berticksichtigt werden soIl, 
durch 

gegeben ist. Dabei werden die Vektoren ti von einem Punkte aus gezogen, dessen 
Lage wegen L ef, = 0 beliebig ist. Der makroskopische elektrische Zustand der 
betrachteten Materie ist dann durch 

~ = NlJ 
1) H. A. LORENTZ, Versl. Akad. Amsterdam Bd. 11, S.309. 1902. 

Handbuch der Physik. XII. 15 
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gekennzeichnet, den wir als Vektor der elektrischen Polarisation bezeichnen 
wollen (vgl. auch Ziff. 2 u. 3), wobei N die Anzah! der Molekille in der Volum
einheit bedeutet. 

Die Wahl des Volumens LIS, in dem wir den Mittelwert von (! bestimmen, 
solI nun derartig erfolgen, daB die Elemente do seiner OberfIache 0, die gegeniiber 
von 0 physikalisch unendlich klein sein miissen, eine gewisse Anzah! von Mole
killen durchschneiden und zwar derart, daB gleiche und gleichgerichtete Flachen
elemente, die nahe beieinander liegen, dies in derselben Weise tun. Liegen die 
Molekille unregelmaBig verteilt, so ist dies von selbst der Fall, wenn die Elemente 
nur physikalisch klein in der in der vorhergehenden Ziffer naher definierten Weise 
sind. 1st dagegen die Anordnung der Molekille eine regelmaBige, wie dies etwa 
bei einer kristallisierten Substanz der Fall ware, dann muB die Flache 0 der Struk
tur entsprechend gewahlt werden. 

Nunmehr ist e leicht zu bestimmen: Denn da die einzelnen Molekiile im 
ganzen ungeladen sind, ist die innerhalb von 0 befindliche Gesamtladung gleich 
der Ladung der in LIS befindlichen Molekiilteile bzw. gleich der negativen Ge
samtladung der durch die Flache 0 herausgeschnittenen Molekillteile. Also: 

eLlS = - f f do f f f (!itindvi -:- - f f~ndo = - f f fdiv~dS, 

if = -div~. 

Es konnen nun aber neben den neutralen Molekillen in der betrachteten 
Materie noch freie Elektronen und freie Ionen, d. h. frei bewegliche geladene 
Atome oder Atomgruppen vorkommen. Die Summe der Ladungen dieser Teilchen 
kann natiirlich ebenfalls von Null verschieden sein. Denn in diesem Falle liefern 
diese Teilchen zu Q den Beitrag 

~ei 
(!w = LiS' 

Es ist also insgesamt [vgl. Ziff. 36, Gleichung (1 a)] 

Q = (!w - div~, 

div~ = 4n(!w - 4ndiv~. (2) 

38. Elektrischer Strom. Magnetische Polarisation. Die Gleichungen fUr 
I;'uhende ponderable Medien. Fragen wir nun, was geschieht, wenn ein Medium, 
das aus den in der vorhergehenden Ziffer besprochenen Teilchen aufgebaut 
ist, in ein elektrisches Feld gebracht wird. Zunachst ist klar, daB sich die 
freien Elektronen und Ionen in Bewegung setzen werden. Diese Bewegung wird 
durch die ZusammenstoBe mit den anderen Teilchen gehemmt werden, sie 
wird also der Bewegung eines Teilchens in einer reibenden Fliissigkeit analog 
verlaufen, d. h. die Teilchen werden im Mittel eine gleichmaBige Geschwindigkeit 
annehmen. Wir haben es daher mit einem Leitungsstrom zu tun, wie er in 
Elektrolyten oder metallischen Leitern auftritt. Die Dichte dieses Leitungs
stromes ist offenbar 

. 1~- 1~N ~ t = - {l·tJ· = - ·e·tJ· -;:'" c ~t t C t t t, 

'J 

worin die vorhandenen freien Elektronen und verschiedenen freien Ionen durch 
verschiedene Indizes bezeichnet sind und Ni deren Anzahl in der Volumeinheit 
bedeutet. 

Da an den Enden eines Leitungsstromes die wahre Elektrizitat aufgestapelt 
wird, erkennen wir sofort, daB der Teil von Q, den wir in der vorigen Ziffer mit (!w 
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bezeichnet haben, die Dichte der wahren elektrischen Ladung darstellt (vgl. 
Kap. 1, Ziff. 40). Da aber nach der MAXWELLsche,n Theorie 

div;tJ = 47lew 

ist, 'so folgt aus der letzten Gleichung der vorhergehenden Ziffer 

;tJ = ~ + 47l'.13. (2a) 

Diese Gleichung tritt in der Elektronentheorie an die Stelle der MAXWELLschen 
Verkniipfungsgleichung 

Aber auch die neutralen Molekiile tragen in der ersten Zeit der Wirkung 
des Feldes etwas zum Mittelwert eo bei. Denn die einzelnen geladenen Tei1chen 
werden durch die elektrische Kraft solange auseinandergetrieben, bis die sie 
aneinanderbindende Kraft um den der elektrischen entgegengesetzten Wert 
zugenommen hat (etwa entstehende Schwingungen werden durch die Strahlungs
dampfung rasch vernichtet). Dieser Beitrag ist: 

etl =~. 
Der Verschiebungsstrom der MAXWELLschen Theorie zerfallt also in zwei 'Teile: 

l' l' . 
"4% ;tJ = 4,-,; ~ + '.13, 

d. h. in den Verschiebungsstrom des Athers 41
:n; ~ und in den Polarisationsstrom $. 

Aber auch unpolarisierte Molekiile k6nnen, wenn sie rotieren, also als 
Magnetonen wirken, zum Mittelwert e tl beitragen. Allerdings ist der Mittelwert 
iiber eine ganze Anzahl von Magnetonen wegen der Rotationssymmetrie der 
mittleren Bewegung gleich Null. Legen wir aber ebenso wie in der vorigen Ziffer 
bei der Berechnung der mittleren Ladung polarisierter Molekiile das Volumen J S 
1;>eliebig in die unregelmaBig verteilten Molekiile, so wird seine Oberflache eine 
Anzahl von Molekiilen schneiden, wie dies an der erwahnten Stelle naher aus
gefiihrt ist. Es wird daher eine analoge Betrachtung zum Ziele fiihren. Berechnen 
wir zunachst e Ox' Dann tritt an die Stelle von 1J = Lei ti q = ~ ti ei Vxi' Da 
aber tl, = [u ti], sind die Komponenten von q: 

Diese lassen sich aber leicht durch die Komponenten des magnetischen Momentes 
des Magnetons ausdriicken. Nach Gleichung (16), Ziff.25 ist z. B.: 

e.· ~ { } ~ e· e· d ~ 1 my = 2~ ~ ZiVxi - XiVzi = ~ -i-Z;Vxi - 2~ lit ~ (XiZi) = c qz ' 

Wegen der mittleren Rotationssymmetrie der Bewegung verschwindet namlich 
das zweite Glied der rechten Seite. 1st N die Anzahl der Magnetonen in der 
Volumeinheit, so definieren wir den Vektor der magnetischen Polarisation durch 

W1 = Nm. 

Dann ergibt sich, wenn wir noch den Vektor 0 = N q einfiihren: 

JS· etlx = - f fOnda = - f f f divOdS, 

1 - 8M. 8My c e Ox = iJ y ., -ai"' . 
Daher wird m diesem Falle eu = c rot9J1. 

15* 
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Fassen wir die Resultate dieser Ziffer zusammen, so konnen wir jetzt die 
AMPEREsche Gleichung fUr die Mittelwerte folgendermaBen schreiben: 

l' 4",,' 
rot 58 = C Gf + -c-\13 + 4.,.~J + 4n rotWC . 

'-
Ein Vergleich mit den MAXWELLschen Feldgleichungen ergibt daher die Definition 
der magnetischen Feldstarke: 

~ = 58 - 4nWC. (3) 
Diese Gleichung tritt gleichzeitig an die Stelle der MAXWELLschen Verknupfungs-
gleichung 58 = fl ~ . 

Damit sind fUr ruhende ponderable Medien Feldgleichungen aufgestellt, die 
nur mehr makroskopische GroBen enthalten. Die an die Stelle der Verknupfungs
gleichungen tretenden Gleichungen (2 a) und (3) gestatten, wie man unmittelbar 
einsieht, die Berechnung der Dielektrizitatskonstante und der magnetischen 
Permeabilitat aus der elektrischen Struktur der kleinsten Teile der betreffenden 
Substanz. Ihre elektrische Leitfahigkeit berechnet sich aus 

(4) 

Der allgemeinere Ansatz dieser drei Gleichungen ermoglicht die Beherrschung 
nichtstationarer Vorgange. . 

39. Energie und ponderomotorische Kraft. Ein wesentlicher Unterschied 
zwischen der MAXWELLschen und der Elektronentheorie besteht in der An
schauung uber den Energieinhalt eines ponderablen Mediums. Wahrend die 
MAXWELLsche Theorie die gesamte in dem vom Medium eingenommenen Raum 
enthaltene Feldenergie diesem zuschreibt, kommt nach der Elektronentheorie 
dem Medium nur die Feldenergie zu, die von den Teilchen der betreffenden 
Substanz erregt wird. Zu dieser Feldenergie tritt noch der Teil der inneren Energie 
der Teilchen hinzu, die auf die Wirkung des auBeren Feldes zuruckgeht, das ist 
die elastische Energie der Polarisation, die zu der elektrischen Energie hinzu
gerechnet wird, und die kinetische Energie der Leitungselektronen bzw. Leitungs
ionen, die aber gegen die Feldenergie verschwindend klein ist. Stellen wir die 
Enel'giegleichung auf, so mussen wir daher zwischen dem Teil des Feldes unter
scheiden, der durch die Teilchen des Mediums selbst hervorgerufen wird, und der 
eingepragten elektromotorischen Kraft Gfe. Die von dieser wahl'end der Zeit
einheit in der Volumeinheit geleistete Arbeit ist 

(Gfei) + (Gfe \l3) = dA . 

Diesel' Ausdruck laBt sich auf analoge Weise wie in Ziff. 16 umformen: 

(Gfei) + (Gfe$) = (Gf + Gfe, i) + -41 (Gf Q;) + (Gf + Gfe, $) + -41 (~.5.8) + -4C div[Gf~J. 
1C J( 1C 

Es ist daher wiederum der Vektor des Energiestromes 

6 = 4c"" [Gf, ~J , 
die elektrische Energiedichte: 

We = 8~ (Gf~) + ~ (Gfe \13), 
die magnetische Energiedichte 

1 
Wm = ~(~58). 

In der Formel fUr We kommt deutlich der obenerwahnte Unterschied gegen die 
MAXwELLsche Theol'ie zum Ausdruck. 
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Der bereits mehrfach erwahnte Unterschied zwischen den Kraftansatzen 
der MAXWELLschen und der LORENTzschen Theorie kommt zum Ausdruck, wenn 
wir die ponderomotorische Kraft berechnen, die von einem homogenen Magnetfeld 
auf die Volumeinheit eines nichtmagnetisierten K6rpers ausgeiibt wird. Diese ist 

1 1. l' 
Sf = - Leb, SjJ = - [t SjJ + - [\l5 SjJ . c c c 

Man erkennt sofort, daB auf den Ather keine Kraft ausgeiibt wird. Der Unter
schied gegen die nach der MAXwELLschen Theorie auftretende Wirkung des 
Magnetfeldes besteht darin, daB nach dieser das Magnetfeld auf einen Ver
schiebungsstrom eine ponderomotorische Wirkung ausiibt, wahrend dies nach 
der LORENTzschen Theorie nicht der Fall ist. Das magnetische Feld wirkt nach 
dieser Theorie vielmehr nur auf den Polarisationsstrom und den Leitungsstrom, 
d. h. eben auf bewegte Elektronen bzw. lonen. AIle diese Unterschiede gegen 
die MAXWELLsche Theorie gehen auf die in der LORENTzschen Theorie durch
gefUhrte Zerteilung des MAXWELLschen Verschiebungsstromes in den in ihr auf 
den Ather beschrankten Verschiebungsstrom und in den Polarisationsstrom 
zuriick. 

b) Die elektromagnetischen Eigenschaften der Materie. 
40. Die Dielektrizitatskonstante. Die Verkniipfungsgleichung 

~= s@ 

der MAXwELLschen Theorie ist fUr stationare und quasistationare Vorgange von 
der Beobachtung bestatigt worden. Wir k6nnen daher emit Hilfe der in Ziff. 38 
aufgestellten Gleichung (2 a) bestimmen 

Q; + 4.n \13 
e = --=Q;-'-' (2b) 

wenn wir die Polarisation \l5 berechnen, die durch ein konstantes Feld @ hervor
gerufen wird. Wir miissen hierzu allerdings noch eine Annahme dariiber machen, 
wie die einzelnen Elektronen bzw. lonen an ihre Gleichgewichtslage, in der wir 
natiirlich .p = \l5 = 0 annehmen, gebunden sind. Wir wollen mit Riicksicht 
auf die AusfUhrungen der Ziff. 34 annehmen, daB eine Verriickung des Tei1chen q 
eine elastische Kraft -aq hervorruft. Wirkt daher auf das Tei1chen die Kraft ef, 
so wird diese eine Verschiebung 

q =~f a 
nnd damit die Polarisation 

e2 

.p =-f a 

erzeugen. Wir setzen daher fiir ein ganzes Molekiil, das auch aus mehreren elastisch 
aneinander gebundenen Tei1chen bestehen kann: 

.p = Pf· 
Dabei ist angenommen, daB das Molekiil isotrop ist. 

Wir wollen nun annehmen, daB das isotrope Dielektrikum, dessen Dielektri
zitatskonstante wir berechnen, aus einer Art derartiger Molekiile besteht, und 
zwar befinden sich N Molekiile in der V olumeinheit. Dann ist die durch ein F eld 
hervorgerufene Polarisation 

\l5=NPf· 
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Das doppelte Uberstreichen von f zeigt art, daB die Mittelwertbildung, die wir 
vorzunehmen haben, eine andere ist als die in Ziff. 36 definierte, da bei der Be
rechnung von f das von dem gerade ins Auge gefaBten Teilchen herruhrende Feld 
ausgenommen werden muB. Da wir @ konstant annehmen und die Verhaltnisse 
erst nach Einstellung des neuen Gleichgewichtes betrachten, ist 

f = e, 
worin e die wirksame elektrische Feldstarke ist. 

Urn diese zu berechnen, legen wir urn das betrachtete Teilchen als Mittel
punkt eine physikalisch unendlich kleine Kugel. Dann k6nnen wir e aus drei 
Teilen zusammensetzen: aus @ seIber, aus dem Beitrag @', den die auBerhalb 
der Kugel gelegenen polarisierten Teilchen liefern, und aus @", das von den 
innerhalb der Kugel liegenden Molekiilen herruhrt. Da die Kugel physikalisch 
unendlich klein ist, ist ~ in ihr konstant. Das Feld @' leitet sich daher (vgl. 
Kap. 1, Ziff. 37 u. 11) von einer Ladungsverteilung uber die Kugeloberflache 
der Flachendichte +p .. her. Daher ist (vgl. Ziff. 2): 

TC 2,. 

@' = ;2/ / ~cos2{}r2sin{}d{}dcp = 4; ~. 
o 0 

Der Wert von @" ist naturlich von der Art der Verteilung der Uolekiile abh1i.ngig. 
1st diese isotrop, so ist 

@" = s~. 

Bilden die Molekiile ein kubisches Gitter, so ist s = O. Denn legen wir die Koordi
natenachsen in die Richtung der Kanten, so ist z. B. die X-Komponente der 
von einem Teilchen mit den Koordinaten y z in dem Mittelpunkt der Kugel 
hervorgerufenen elektrischen Feldstarke 

E' _ P 3X2 ----.!~ + p 3xy _ P 3xz 
x-x rO Yr5--ZrS' 

Summieren wir aber uber alle Teilchen, dann ist 

1:XiYi = 1:XiZi = 0, 

1: (3x~ - r~) = 1: (3y; - r;) = 1:(34 - r~) = t1:[3 (x~ + Y~ + z~) -3"D = O. 

Dasselbe gilt fur unregelmaBige Verteilung der Molekiile 
Insgesamt haben wir also: 

f = @ + (43"; + s) ~ , 
~=NP{@+(4; +s)~}. 

8 ) 1+NP(f-s 
f = 1_Np(4n + s)' 

,3 

Und daher1) 

(2 c) 

In Kristallen sind die Molekiile selbst und ihre Anordnung nicht isotrop, daher ist 
die Dielektrizitatskonstante kein Skalar mehr, sondern ein symmetrischer Tensor. 
Es sei ~i eine der die Konfiguration des Teilchens bestimmenden Koordinaten, 
l1: a ~7 die potentielle elastische Energie des Molekiils. Befindet sich das Molekiil 

1) H. A. LORENTZ, Arch. Neerland. Bd.25, S.363. 1892. 
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in einem feldfreien Raum, dann sollen in der Gleichgewichtslage samtliche ~i 
gleich Null sein. Ferner geh6re zu jeder Koordinate ein konstanter Vektor ~, 
so daB das elektrische Moment des Molekiils jederzeit durch 

dargestellt wird. 
,j:J = 2:~i~ 

Andert nun das elektrische Feld die Polarisation des Molekiils, so leistet es 
dabei die Arbeit 

c5A = fc5,j:J. 

Dabei andert sich die potentielle elastische Energie des Molekiils um 

dE=2:a~io~i' 
Der Gleichgewichtszustand in dem betrachteten elektromagnetischen Feld ist 
dadurch bestimmt, daB diese beiden Anderungen einander gleich sein miissen: 

daraus folgt 
2:a~io~; = ~(fif) O~i' 

a~i = (fif) , 

,j:J = .L: + (ffi ) fi = n . f , 
wenn wir einen Tensor n mit den Komponenten Pik = ..!-. k i kk definieren. Dies 

a 
ist aber ein symmetrischer Tensor, dessen Symmetrie bei der Bildung von I,jS 
natiirlich nicht verlorengehen kann. Daher ist auch die Dielektrizitatskonstante 
ein symmetrischer Tensor, wie dies bereits von der MAXWELLschen Theorie 
gefordert wird (vgl. Kap. 1, Ziff.40). 

Wir k6nnen die Formel (2 c) fiir die Dielektrizitatskonstante folgendermaBen 
schreiben: 

___ 8-=-_1 ____ C"V N C"V d . 
8 (1 + ~) + 2 _ L~ 
,4'" 4", 

1st insbesondere s = 0, so wird dies 

8- 1 C"Vd. 
10'+2 

Diese Formel gibt die Abhangigkeit der Dielektrizitatskonstante von der Dichte d 
des K6rpers an. Mit ihrer Hilfe k6nnen wir auch die Dielektrizitatskonstante 
eines Gemisches angeben, wenn angenommen werden kann, daB die Struktur 
der Molektile sich bei der Mischung nicht andert. 1st l3i die Dielektrizitats
konstante eines Stoffes bei der Dichte D; und d; seine partielle Dichte in der 
Mischung, so kann die Dielektrizitatskonstante des Gemisches aus der Formel 

8-1_ ~~~~ 
8 + 2 - ..:::... D j Sf + 2 

berechnet werden. (Vgl. Kap. 5.) 
41. Die Abhangigkeit der Dielektrizitatskonstante yom elektromag

netischen Feld. Die Erscheinungen in nichtstationaren Feldern zeigen, daB die 
Verkniipfungsgleichungen der MAXWELLS chen Theorie insofern versagen, als die 
Dielektrizitatskonstante vom elektromagnetischen Felde abhangt. Ebenso wie 
die Elektronentheorie die Abhangigkeit dieser Konstanten von der molekularen 
Struktur des betrachteten K6rpers angibt, muB sie auch dicse Abhangigkeit 
berechnen lassen 1) . 

1) H. A. LORENTZ, Versl. Akad. Amsterdam Ed, 18, S. 51. 1878; Ann. d. phys. chim. 
Ed. 9, S. 5641. 1880. 
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Wir berechnen im folgenden die Dielektrizitatskonstante eines nicht
magnetisierbaren Dielektrikums in einem sinusperiodischen elektrischen und 
konstanten magnetischen Felde. In einem solchen Felde werden die einzelnen 
geladenen Teilchen nicht mehr eine Gleichgewichtslage einnehmen k6nnen. Wir 
miissen daher zur Bestimmung der Gesamtpolarisation auf die Bewegungs
gleichungen dieser Teilchen zuriickgehen. Hierbei solI wiederum die elektro
magnetische Masse gleich der Ruhmasse gesetzt, der Unterschied zwischen 
longitudinaler und transversaler Masse also vernachlassigt und diese gleich zu 
der eventuellen mechanischen tragen Masse hinzugerechnet werden. _ 

Eine weitere Vernachlassigung wollen wir dadurch machen, daB wir f auf 
dieselbe Weise berechnen wie in der vorhergehenden Nummer, bis auf das von 
dem auBeren magnetischen Felde SJn herriihrende Glied. Dadurch vernachlassigen 
wir zunachst die von der, die elektrischen Schwingungen begleitenden, magnetischen 
Feldstarke herriihrenden Glieder. Diese sind, da die beiden Fehler derselben 
Gr6Benordnung sind, von der Ordnung vic gegen die Glieder in f, die von der 
elektrischen Feldstarke herriihren. Ferner berechnen wir dadurch diese Bestand-
teile von f so, als ob das Feld jeweils ein statisches ware. Dies ist aber erlaubt, 
da bei der Berechnung von (f' und (f" nur das Feld in dem physikalisch unendlich 
kleinen Kuge1raum in Betracht zu ziehen ist, das Feld in der unmittelbaren Nahe 
einer bewegten Ladung nach Ziff. 21 aber dem statischen gleichgesetzt werden 
kann. 

Somit lautet die Bewegungsgleichung: 

mr1 = e((f + (~+ s)~) - at - gr + ~[bSJ], 
(f = (foe i • t , 

SJ = Hz 31 

in der wir nur noch den Koeffizienten des Reibungsgliedes g zu berechnen haben. 
Der Widerstand, den das Teilchen in seiner, wie aus der Form der Differential

gleichung unmittelbar zu ersehen ist, mit der Periode y des einfallenden elektrischen 
Feldes schwingenden Bewegung erfahrt, kann auf zwei Ursachen zuriickgefiihrt 
werden. Der erste ist der Energieverlust durch die infolge der Schwingung aus
gesandte Strahlung. Dieser ergibt sich aus Gleichung (12), Ziff.34, zu 

Iiil 2 e2 •• 

J\.s = 3 cab, 

daher ist der daraus entspringende Teil von g 

2 e2 

gl = 3v2 C3' 

Der zweite Teil der Reibungskraft wird durch die Zusammenst6Be mit benach
barten Molekiilen hervorgerufen. Er kann auf folgende Weise berechnet werden. 
Setzen wir zunachst die mittlere Bewegungsgleichung an, in dem wir annehmen, 
daB das Teilchen bei seiner Bewegung der mittleren Reibungskraft - g2~i unter
liegt. Dann ist seine Bewegungsgleichung: 

.. . 
m~i = eiei,·t - a~i - g2~i' 

e· . 
~i = m (v~ _ v~) + ivg2 e,,·t, 

Berechnen wir nun den Wert g2' der aus der gemachten Annahme iiber den 
Ursprung der Reibungskraft folgt. Nach dieser verlauft die schwingende Be-
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wegung des Teilchens in der Zeit zwischen zwei Zusammenst6Ben widerstands
los. Also gilt fUr diese Zeit 

m€i = eiei"t - a;i, 
r = ei ei"t + C eiv,t + C e-ivot. • m (v~ _ 1'2) 1 2 

Nehmen wir nun zunachst aIle die Partikeln heraus, die den letzten Zusammen
stoB zur Zeit to erfahren haben und berechnen wir deren mittlere Verschiebungs
komponente. Wir k6nnen annehmen, daB nach dem ZusammenstoB der Mittel
wert der Verschiebungskomponenten und der Verschiebungsgeschwindigkeit 
gleich Null ist. Dann bestimmt sich der Mittlerwert von C1 undC2 aus den beiden 
Gleichungen ;i (to) = 0 , 

~i (to) = O. 

Nach der Zeit {}, die so klein ist, daB keines der Molekiile einen neueren Zusammen
stoB erfahren hat, ist daher ihre mittlere Verschiebungskomponente 

l- = ei eivt{1 _ ~ (1 + 2'..) ei(vo - ,·)if - ~ (1 _ 2'..) e-i(Vo+,,)if}. 
• m (v~ - 1'2) 2 1'0 2 1'0. 

Bezeichnen wir nun die Zeit, die zwischen zwei Zusammenst6Ben im Mittel ver
lauft, mit T, so ist die Anzahl der Molekiile, deren letzter ZusammenstoB .zwischen 

if 

Zeit t - {} und t - 1} - d{} stattgefunden hat, N e ---; d{}. Daher ist die mittlere 
Verschiebungskomponente aller Molekiile or 

00 - if N -~ e ~i = N ;d{}) -e • d{} = ----1--; _, ____ eivt . 
or m(1'g+2-1'2)+2i1'm 

o ~ or 

Daher ist, wenn wir 1/1;2 gegen '1'5 - '1'2 vernachlassigen, 

Setzen wir noch 
, m 

m = Ne 2 ' 

2m 
g2 = -or-' 

, a 
a = Ne2 ' 

g' = gl + g. 
Ne2 , 

dann erhalten wir aus den Bewegungsgleichungen die makroskopischen Diffe
ren tialgleichungen 

m'P", = E", + (4; + s)p", - a'P", - g'P", + e~ze P y , 

m'Pu = Ey + (4; + s)Py- a'Py - g'Py - e~zeP"" 

m'Pz = E. + (4; + s)P. - a'P. - g'p., 
deren L6sungen lauten 

E ( , 4.71: , 2 +. ') P . v Hz P '" = a - 3"" - s - m v ~vg '" - ~ eNe Y' 

E ( , 4.71: , 2 • ,) P • 1'Hz P 
=a---s-mv+~vg +z--

11 3 '" eN e "', 

E z = (.l' - 43.71: - S - m'v2 + iv g') P z • 

Diese Gleichungen treten jetzt an die Stelle der MAXWELLschen Verkniipfungs
gleichung. 
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Zur Diskussion dieses Resultates setzen wir zunachst Hz = ° und nehmen 
als auBeres Feld das Feld einer periodischen monochromatischen Welle. Aus 
den eben abgeleiteten Gleichungen und aus (2b), Ziff.40, folgt dann 

4.n 
c=1+ IX + i {J' 

<x=rI- 4;-s-mv2 , fJ=vg', 

= m' (~ - v2) _ (4; + s). 
Die Dielektrizitatskonstante ist zeitlich und raumlich konstant, da sie nur von 
der Frequenz der Welle abhangt. Nach der Elektronentheorie ist daher der 
MAxwELLsche Begriff der Dielektrizitatskonstante auch in der Optik anwendbar, 
wie dies auch die Experimente ergeben, wenn man die in dieser Gleichung auf
tretende Dispersion berucksichtigt. (Zur genauen Analyse dieser Erscheinungen 
vgl. die Artikel uber Dispersion in Bd. XXI ds. Handb.) Nach der Elektronen
theorie ergibt sich der komplexe Brechungsexponent eines dispergierenden 
Mediums zu . 2 _ 4.n _ IX - i{J 

(n-tu) -1+IX+i{J-1+4n~2' 

2 2 = 1 + ~ +l/~+ 8.nlX + 16.n2 
n lX2 + {J2 I lX2 + {J2 , 

2- 2 = _ 1 _ ~ +V1 + 8.nlX + 16.n2 
u 'IX2 + fJ2 IX2 + {J2 • 

Aus der Abhangigkeit der Terme von der Frequenz erkennt man sofort, daB die 
Absorption (der imaginare Teil) nur in der N1i.he der Eigenfrequenz Vo in Betracht 
kommt. Da ferner die Absorption immer gering ist, muB u eine kleine und daher fJ 
eine groBe Zahl sein. Man kann also die Wurzel in 

18mx+1 8IX 2 .n2 

1 + 2: a2 + {J2 - V + (J2)2 ... 
entwickeln und angenahert 

2.nlX 
n = 1 + lX2 + /32 , 

2.n{J 
setzen. u = lX 2 + [J2 

Aus diesen Formeln folgt, daB die Absorption ein Maximum 2nlfJ fur 

<X = 0, 

besitzt und im wesentlichen auf einen Bereich beschrankt ist, in dem 

-SfJ<o;<SfJ 
liegt. Aus der Absorptionskurve kann man daher fJ und, da man auch N e2 be
stimmen kann, g berechnen. Dieses ergibt sich allerdings zu groB, als daB es 
durch die zwei oben angeflihrten Ursachen erklart werden konnte. 

Diskutieren wir noch die Abhangigkeit von n von der Frequenz. Fur kleine 
Frequenzen kann man offensichtlich fJ vernachlassigen und daher 

c = 1 + 4.n 

m'(v~-v2) _ (4; + s) 
setzen. Aus dieser Formel folgt, daB flir v = ° das Quadrat des Brechungs
exponent en dem in der vorigen Ziffer gefundenen Wert der Dielektrizitats-
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konstanten gleich ist und mit wachsender Frequenz zunimmt (normale Dispersion). 
Fiir noch gr6Bere Werte von l' miissen wir dann die exakte Formel fiir n 2 be
rUcksichtigen, da in der Nahe von Vo IX gleich Null wird und daher f3 nicht mehr 
vemachlassigt werden darf. n erreicht einen maximalen Wert (und zwar bevor 
v = vol und sinkt dann rasch unter eins, evtl. sogar unter Null herab, bis es ein 
Minimum erreicht. Nimmt v weiter zu, so kann f3 wieder vemachlassigt werden 
und die entsprechende oben angegebene Formel zeigt dann, daB n standig gegen 
eins zunimmt, we1chen Wert es fUr v -+ 00 asymptotisch erreicht (anomale Dis
persion). Wie wir bereits in Ziff. 3 erwahnt haben, kann aus der Dispersionskurve 

mit Hllfe der unter Vemachlassigung von f3 gefundenen Formel m' = m . N1 und e e 
damit die spezifische Ladung des schwingenden Tei1chens berechnet werden. 

Aus derselben Formel ergeben sich die gleichen Formeln fUr die Abhangigkeit 
des Brechungsexponenten (der Dielektrizitatskonstante) von der Dichte wie die 
in der vorigen Ziffer angegebenen fUr stationare Felder giiltigen. Daher ist auch 
der Brechungsexponent eines Gemisches mit Hllfe der dort angegebenen Formel 
zu berechnen 1) (vgl. den Artikel "Absorption und Dispersion" in Bd. XXI ds. 
Handb.). Diese Untersuchungen gelten nur fur stationare Zustande. Die Kopf
welle versetzt die Ionen erst in Schwingung und kann durch sie daher nicht 
gest6rt werden. Sie pflanzt sich also mit der Geschwindigkeit c fort und wird 
auch beim Durchgang durch die Grenzflache zweier Medien nicht gebrochen2). 

Dies wurde experimentell durch SOLTS) bestatigt. 
Wollen wir nun noch den EinfluB eines der Welle uberlagerten konstanten 

magnetischen Feldes auf die Fortpflanzung der Welle untersuchen, so zeigen die 
oben fUr diesen Fall aufgestellten Verkniipfungsgleichungen, daB die Verhaltnisse 
bedeutend komplizierter sind als in der MAXWELLschen Theorie. Wir k6nnen 
uns daher bei der Aufstellung des Feldes nicht mehr auf diese berufen, sondern 
mussen die entsprechende L6sung der in Zif£. 38 aufgestellten Feldgleichungen 
fUr ruhende ponderable Medien suchen. Danach ist fUr nichtmagnetisierbare 
Dielektrika c; 1 ci-, 

rot 'b' = - .v , 
c 

1 . 
rot 0; = - -5). c 

Die Welle pflanze sich in der Richtung des konstanten Magnetfeldes fort. Legen 
wir wieder die Z-Achse in diese Richtung, so k6nnen wir ansetzen: 

0; = 0;0 eiv(t-qz), 

5) = 5)oeidt-qz) + Hz 31' 

Daher folgt aus den Feldgleichungen 
0; 1 ~ ill = c2 q2 - 1 0; 

= C2 q2' '1-' 4n ' 

und die Verknupfungsgleichungen werden 

(C2;~1- (IX + if3))Pa; = -i ;::~Py, 
(-2~ ~n 1 - (IX + if3))' Py = +i vNHz,Pa;. 
c q - c e 

Damit wir diese nach C2 q2 aufl6sen k6nnen, muB die Determinante verschwinden 
und daher P _ ± 'P 

y - Z a; 

1) H. A. LORENTZ, Arch. Neerland. Bd.25, S.525. 1892. 
2) A. SOMMERFELD, Ann. d. Phys. Bd. 44, S.177. 1919. 
3) J. H. SOLT, Phys. Rev. Bd. 20, S. 513. 1922. 
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sein. Wir erhaIten also zwei verschiedene Losungen, je nachdem, ob die Welle 
links oder rechts polarisiert ist. Daher bekommen wir auch zwei verschiedene 
Werte 

c2q2=(n-ix)2=1+ 4.?l 
± 'v.H. '{J IX --+z cNe 

Die Diskussion dieser Formel ist im AnschluB an die Diskussion der Dis

persionsformel leicht. Denn diese geht aus jener hervor, wenn man eX ± vNH. c e 
durch eX ersetzt. Daher verschiebt sich das Maximum des Absorptionsstreifens 
urn yHzjcNe nach groBeren oder kleineren Frequenzen, je nachdem die Welle 
rechts oder links polarisiert ist. Dieser Effekt ist gemaB dem KIRCHHoFFschen 
Absorptionsprinzip bereits nach dem Zeemaneffekt zu erwarten und wird daher 
als inverser Zeemaneffekt bezeichnet. 

Ebenso ist auch die Phasengeschwindigkeit der links und der rechts zirkular-· 

polarisierten Wellen eine verschiedene. Es ist fiir jene mit r = vNH. 
c e 

1 1 2.?l IX - l' 
VI = C + C (IX - 1')2 + {J2 ' 

fUr diese 
~_~ 2.?l ~_1' __ 
VI - c + C (IX + 1')2 + {J2 . 

War die Welle beim Eintritt in die betreffende Materie linear polarisiert, so 
wird die Polarisationsebene pro Langeneinheit der in ihr durchlaufenen Strecke 
urn den Winkel 

2.?lV { IX + l' IX - l' } 
w = -c- (IX + 1')2 + {J2 - (IX _ 1')2 + {J2 

gedreht. Dies liefert die Erklarung des Faradayeffektes. 
Untersuchen wir nunmehr die Erscheinungen, wenn sich die elektro

magnetische Welle senkrecht zu dem konstanten magnetischen Feld, also etwa 
in der X-Richtung, fortpflanzt. Schwingt der elektrische Vektor in der Z-Richtung, 
so iibt das magnetische Feld, wie die Verkniipfungsgleichung zeigt, auf die Fort
pflanzung der Welle keinen EinfluB aus. Dagegen ergibt sich aus diesen Glei
chungen, daB eine in der Y-Richtung polarisierte Welle in dem dispergierenden 
Medium auch eine Polarisation in der X-Richtung hervorruft. Daher tritt in 
dem Medium auch eine Schwingung der elektrischen Feldstarke in dieser Richtung 
auf. In diesem Sinne ist also die elektrische Welle nicht mehr transversal. Da 
aber eine wahre Dichte der elektrischen Ladung nirgends auftreten kann, muE 

Dx = E., + 4nP., = 0 

sein. Die dielektrische Verschiebung schwingt also immer transversal. 
und aus den Verkniipfungsgleichungen folgt 

(4.?l + IX + i(J)2 - (~r 
Dy = (IX + i{J) (4.?l + IX + i{J) - (;~~r . 

Die Feldgleichungen ergeben wieder 

Dy = c2q2Ey. 

. ( H)2 (4.?l+IX+i{J)2- VN ' 

(n - i X)2 = C (H r . 
(lX+i{J)(4.?l+IX+i{J)- ;N~ 

Daher ist 

Hieraus 
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Die Diskussion dieser Formel ist sehr langwierig. Daher sollen nur die 
wichtigsten Folgerungen angegeben werden. Die Absorptionskurve einer beliebig 
polarisierten Welle zeigt drei Maxima. Das eine bezieht sich auf die Absorption 
der in der Z-Richtung schwingenden elektrischen Komponente und ist gleich 
dem in der gewohnlichen Dispersionstheorie gefundenen. Die beiden anderen 
rlihren von der Absorption der in der y-Richtung schwingenden Komponente 
her. 1st 'Y::> fJ ::> 1, d. h. ist die Absorption gering (s. oben) und die Ent
fernung der beiden Absorptionsstreifen groB gegen ihre Breite, so liegen die 
beiden Maxima bei einer urn yH./cNe groBeren bzw. kleineren Frequenz. Dies 
ist dann wiederum der zum elementaren Zeemaneffekt inverse EffekL Die an
gefUhrten Bedingungen sind in den meisten Fallen erfiillt. 

Ferner tritt, da die beiden verschieden polarisierten Wellen eine verschiedene 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitzen, eine magnetische Doppelbrechung auf, 
die von VOIGT vorausgesagt und von ihm!), WIECHERT und GEEST2) beobachtet 
worden ist. (Weiteres liber die magnetooptischen Phanomene vgl. Ziff. 2 und 
Bd. XX.) 

42. Erscheinungen in metallischen Leitern (vgl. Bd. XIII, Kap.1). Nach 
Ziff. 6 befinden sich in den Metallen eine Anzahl von freien Elektronen, durch 
deren Bewegung der elektrische Strom entsteht. Diese Leitungselektronen ent
stehen dadurch, daB sie sich von den Molekiilen ablosen, d. h. aus der Wirkungs
sphare des Molekiils austreten, wahrend das positive Ion im Gitter zurlickbleibL· 
Dber die Bewegung, die das freie Elektron bei Abwesenheit auBerer Krafte aus
fiihrt, sind zwei verschiedene Annahmen moglich. THOMSON 3) nahm an, daB 
das Elektron bereits bei dem nachsten ZusammenstoB mit einem Molekiil oder 
Ion wieder eingefangen wird, wahrend DRUDE4) annimmt, daB das erst nach 
einer so groBen Anzahl von ZusammenstoBen der Fall ist, daB die Gesamtheit der 
Elektronen ein Gas bilden, in dem das MAXWELLschc Verteilungsgesetz der Ge
schwindigkeiten herrscht. Obwohl die Theorie von J. J. THOMSON der von DRUDE 
anscheinend durchaus gleichwertig ist, wurde doch nur jene weiter entwickelt. 

Nach ihr konnen wir daher von den standig stattfindenden Vereinigungen 
und Trennungen der lonen und Elektronen absehen und bei der Berechnung 
der Erscheinungen davon ausgehen, daB sich zwischen dem Gitter des Metalles 
ein Elektronengas ausbreitet, dessen mittlere kinetische Energie nach dem 
Aquipartitionstheorem gleich ncx,T ist, wobei IX die BOLTZMANNsche Konstante 
ist, die die kinetische Energie eines Molekiils bei der absoluten Temperatur 1 
angibt. Bezeichnen wir nun mit l die mittlere freie Weglange, mit v die mittlere 
Geschwindigkeit eines freien Elektrons und mit n ihre Anzahl im Kubikzentimeter, 
so gibt die BOLTZMANNsche Transportgleichung 

8G r= Cnlvrn 

die Menge r einer GroBe G an, die durch die Diffusion in der Zeiteinheit durch 
die Einheit einer Flache mit der Normale n transportiert wird. 

Der Einfachheit halber sehen wir fUr das folgende von den UnregelmaBig
keiten der thermischen Bewegung ab und nehmen an, daB alle freien Elektronen 
dieselbe Geschwindigkeit besitzen und dieselbe freie Weglange durchlaufen. 
Wirkt dann auf das Metall eine konstante elektrische Feldstarke (Z, so erteilt 
sie einem Elektron in der Zeit zwischen zwei ZusammenstoBen die Beschleunigung 

1) W. VOIGT, Gettinger Nachr. 1898, S. 355; Wied. Ann. Ed. 67, S. 345. 1899. 
2) J. GEEST, Arch. Neerland. Ed. 10, S.291. 1905. 
3) J. J. THOMSON, Applications of Dynamics to Physics and Chemistry. 1888. 
4) P.DRUDE, Gottinger Nachr. 1898, S. 48u.137;Wied .. Ann. Ed. 66, S.353u. 545.1898. 
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e [Jjjm, es tritt also in diesem Zeitraum zu der Warmebewegung die mittlere Ge-
schwindigkeit 1 e (,l; 1 

U=2mv' 

Da diese Geschwindigkeit gegen die der Warmebewegung, die bei einer Temperatur 
von 270 0 abs. von der GroBenordnung 107 cm ist, vernachlassigt werden kann, 
andert sie das Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten nicht. Sie ist daher die 
mittlere zusatzliche Geschwindigkeit iiberhaupt, und es wird 

. 1 n e2 1 
1 = nell = - -- [Jj . 

2 mv 

Es ist also das OHMsche Gesetz gewahrt, und die Leitfahigkeit ist daher 

1 n e2 1 
a = 2 mv ' 

1 ne2 vl 
4-O;Y' 

Auch das J OULEsche Gesetz folgt unmittelbar aus dieser Anschauung: 
Denn wir haben angenommen, daB das Elektron die wahrend der freien Bewegung 
gewonnene kinetische Energie bei dem nachsten ZusammenstoB wieder abgibt. 
Daher leistet das auBere Feld in der Zeiteinheit die Arbeit 

dA = n. ~ m(2u)2. ~ = mnv (eEl)2 = i2 
dt 2 I 21 mv a ' 

die sich in ungeordnete Warmebewegung umsetzt. Denn die Elektronen er
reichen zwischen zwei Zusammenst6Ben die Endgeschwindigkeit 2u. 

Nach unserer Annahme sind die positiven Ionen und die Molekiile an ihrer 
Stelle im Gitter gebunden. Ihre Warmebewegung besteht aus Schwingungen 
urn ihre Ruhelage. Daher besorgen die Elektronen auch den Warmetransport, 
der nach der Transportgleichung 

aT 1 aT 
1- = -nvllX-ax 3 ax 

ist. Daraus berechnet sich das Warmeleitvermogen des Metalles zu 

l=}nvllX. 

Der Quotient der beiden Leitvermogen hat also die einfache Form 
. 4 2 
~-~-T a - 3e2 • 

Er ist also fiir die verschiedenen Metalle konstant (WIEDEMANN-FRANzsches 
Gesetz) und der absoluten Temperatur proportional [Gesetz von LORENTZ!)]. 
Die Beobachtungen der genannten }'orscher und anderer ergeben eine gute 
qualitative und auch numerische Ubereinstimmung mit den Experimenten. 
Doch versagt die Formel vollstandig fUr tiefe Temperaturen, ja die numerische 
Ubereinstimmung wird bereits bedeutend verschlechtert, wenn man mit LORENTZ 
das MAXWELLsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz beriicksichtigt2). 

Zu dieser Theorie des stationaren Stromes ist noch eine Bemerkung zu 
machen. Bei ihrer Bewegung miissen die Elektronen Strahlung emittieren. 
Erstens werden sie beim Durchlaufen der freien WegHinge beschleunigt. Da die 
Beschleunigung aber sehr klein ist und auBerdem mit e2 jc3 multipliziert wird, kann 

1) H. A. LORENTZ, Proc. Amsterdam Bd. 7, S.438, 585 u. 684. 1904. 
2) Vgl. hierzu die wahrend der Drucklegung erschienene Theorie von A. SOMMERFELD, 

Naturwiss. Bd. 15, S.825. 1927, sowie das Nachwort zu Kap.1 in Bd. XIII. 
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die dabei emittierte Strahlung vernachHissigt werden. Aber abgesehen davon 
treten sehr schnelle G~schwindigkeitsanderungen bei den Zusammenst6Ben mit 
den Ionen auf. Diese rufen auch tatsachlich, wie LORENTZ berechnet hat, die 
Warmestrahlung der Metalle hervor. Allerdings haben dann insbesondere JEANS1) 
und LORENTZ2) gezeigt, daB die aus der Elektronentheorie folgende Ausstrahlung 
kurzer Wellen zu unm6g1ichen Resultatenfiihrt (vgl. Bd. XX). 

Ebenso wie die Dielektrizitatskonstante zeigt auch die metallische Leit
fahigkeit eine Dispersion 3). Diese kann auf dem folgenden Weg berechnet werden: 
Die Anderung der Bewegungsgr6Be eines Elektrons ist gleich der wirkenden 
elektrischen Kraft, multipliziert mit seiner Ladung, vermindert urn die bei den 
Zusammenst6Ben abgegebene Bewegungsgr6Be (vgl. Ziff.41). Die elektrische 
Feldstarke sei wieder eine sinusperiodische Funktion der Zeit E", = Eo cosvt, dann 
gilt fiir die X-Komponenten 

mit", = eEocosvt - mfJu", 
mit der L6sung 

e cos("t - arctg;) 
u - E - --'-===--'--'-

'" - 0 rn Vv2 + fJ2 • 

Die yom Feld in der Zeiteinheit geleistete mittlere Arbeit 
2" 

____ e2 1 fcos t cos (t - arctg;) n e2 fJ 
neuE =n-E2- dt= - _E2 __ 

rn 0 2:n: Vv2 + fJ2 2 rn 0,,2 + fJ2 
o 

muB gleich sein der entwickelten Warme. Da diese aber nach der eben auf
gestellten Formel E2 proportional ist, k6nnen wir die Leitfahigkeit durch das 
J OULEsche Gesetz definieren: 

Op E2 = i Op E5 , 
e2 nfJ 

Op = m ,,2 + fJ2 . 

Die Leitfahigkeit fur stationare Felder ist 

Daher wird 

e2 n 
0 0 = rnfJ' 

Mit Hilfe dieser Formel hat SCHUSTER 4) n aus den optischen Konstanten der 
Metalle errechnet. Er findet, daB die Anzahl der freien Elektronen etwa ein- bis 
dreimal gr6Ber ist als die Anzahl der vorhandenen Atome. 

Von den galvanomagnetischen und thermomagnetischen Erscheinungen 
sei, da deren Behandlung mit Hilfe der Elektronentheorie auBerst kompliziert 
ist, aber nicht in allen Fallen bereits zu einem vollen Erfolg gefuhrt hat, nur der 
Halleffekt erwahnt. FlieBt ein elektrischer Strom in der X-Richtung und befindet 
sich der Leiter in einem magnetischen Feld, das in der Z-Richtung liegt, so sieht 
man ohne weiteres ein, daB die Elektronen durch das Magnetfeld in die Y-Richtung 

1) J. H. JEANS, Phil. Mag. Ed. 17, S.774. 1909; Ed. 18, S. 209. 1909. 
2) H.A.LoRENTZ, Phil. Mag. Ed. 14, S. 217.1907; Ed. 20, S. 238.1910. 
3) H. A. LORENTZ, Proc. Amsterdam Ed. 5, S. 666. 1903; H. A. WILSON, Phil. Mag. 

Ed. 20, S.835. 1910. 
4) A. SCHUSTER, Phil. Mag. Ed. 7, S. 151. 1904. 
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abgetrieben werden. Tatsachlich wird in den meisten Fallen der Strom auch 
in dieser Richtung abgelenkt. FlieBt er 'aber in Eisen, Antimon, Tellurium, 
Zink, Iridium usw., so wird er in die entgegengesetzte Richtung abgelenkt. 
Trotz vielfacher Versuche konnte diese Anomalie bis jetzt nicht erkHirt werden 
(vgl. Bd. XIII, Kap. 5). 

Untersuchen wir nun die Vorgange an der OberfHi.che eines Metalls. Zunachst 
ist leicht einzusehen, daB sich an der Oberflache des Metalls eine Doppelschicht 
bilden wird, da eine Anzahl von Elektronen aus dem Gitter austritt, ohne die 
Wirkungssphare der Molekiile verlassen zu konnen. Hat sich diese einmal aus
gebildet, so muB ein Elektron, damit es sie durchstoBen kann, eine kinetische 
Energie besitzen, die groB genug ist, um die der Doppelschicht entsprechende 
Potentialdifferenz V zu durchlaufen 1). Nach unserer Annahme herrscht in dem 
Elektronengas im Inneren des Metalls das MAXWELLsche Verteilungsgesetz der 
Geschwindigkeiten. Die Anzahl der Elektronen, die eine Geschwindigkeits
komponente zwischen v'" und Vx + dv", besitzt, ist daher 

-- 3m 

dn = nll ~ e- 4aT v; dv . 
4ncxT. x 

Damit ein Elektron die Doppelschicht durchdringen kann, muB es mindestens 
die Geschwindigkeit (2Ve/m) ~ in der Richtung der Oberflachennormalen besitzen. 
Die Anzahl der die Oberflacheneinheit in der Sekunde durchfliegenden Elektronen 
mit e multipliziert gibt die Dichte des aus dem Metall austretenden Elektronen
stromes. Es ist daher 

'-j?" 3m ! 3m --v' 
i = neV--.- e 4"T x v dv . 4nexT '" x 

V2ev 
m 

-- 3eV 1/ exT --
= ne --e 2 a T. 

3mn 

Diese Formel steht in guter Ubereinstimmung mit den Experimenten (vgl. 
Bd. XIII, Kap.4). 

Nehmen wir nun an, daB zwei Metalle aneinandergrenzen. Die Anzahl der 
freien Elektronen in der Volumeinheit sei in dem ersten n1 , in dem zweiten n 2 • 

Dann herrscht in dem Elektronengas des ersten der Druck tn1IXT. in dem des 
zweiten der Druck t n2 IX T. Die Elektronen werden daher von dem Metall mit 
groBerem n in das andere diffundieren. Diese Diffusion wird so lange andauern, 
bis die durch - die so entstehende wahre Ladungsdichte hervorgerufene - elek
trische Feldstarke auf die Elektronen eine dem Druckgefalle im Elektronengase 
entgegengesetzte Kraft ausubt. Fur das Gleichgewicht gilt daher 

e@n = -gradp, 

@ = -~ ~gradnT. 
3 en 

Integrieren wir uber die dunne Ubergangsschicht zwischen den beiden Metallen, 
so erhalten wir das Kontaktpotential: 

2 

V = - 2CXTJ~ dn ds = 2cxT 10 n1. 
12 3 end s 3 e g n 2 

l' 

1) O. W. RICHARDSON, Phil. Trans. Bd.201, S.497. 1903. 
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Aus dieser Formel folgt das Gesetz von VOLTA (vgl. Kap. 1, Ziff. 16) unmittelbar: 

V 13 + V 32 = 230iT (log n1 + log ns) = V 12 e n2 n2, 

(vgl. Bd. XIII, Kap.9). Ebenso folgt aus dem Gesagten, wie man sofort einsieht, 
der Peltiereffekt, da die yom Feld bei der Bewegung der Elektronen gegen das 
Kontaktpotential geleistete Arbeit sich in ungeordnete Warmebewegung um
setzt. Der Peltierkoeffizient ist daher 

:7l12 = V12 • 

Aus derselben Betrachtung folgt, daB, wenn in einem Leiter ein Temperatur
gefalle herrscht, im stationaren Zustand ebenfalls eine elektrische Feldstarke Q; 
in ihm auftreten muB, die der Diffusion entgegenwirkt und die elektromotorische 
Kraft T, 

V = _20if~ dnT dT 
12 3e n dT 

TI 

hervorruft. Aus dieser Gleichung folgt nicht nur, wie unmittelbar einzusehen 
ist, die Umkehrung des Peltiereffekts, sondern auch der Thomsoneffekt: Denn 
wenn ein Strom in einem Leiter flieBt, in dem ein Temperaturgefalle herrscht, 
so gibt jedes Elektron bei der Bewegung urn die physikalisch unendlich kleine 
Strecke ds den UberschuB an kinetischer Energie IXdT ab und auBerdem wird 
die gegen Q; geleistete Arbeit eE ds in Warme verwandelt. Daher entsteht neben 
der JOuLEschen Warme pro Volumeinheit des Leiters die Warme 

i Q = e (lXdT + eE ds) , 

= iOi (1 _ ~ ~ dn T) dT. 
e, 3 n dT 

Der Thomsonkoeffizient (vgl. Kap. 1, Zif£. 'l7) ist daher 

= ~(1 _ 2n dnT) = ~(1 _ 2T dlgn'). 
fl e 3 dT 3e dT 

Die aufgefundenen Werte fiir die thermoelektrischen Koeffizienten ergeben tat
sachlich die KELvINsche Beziehung: 

111 - fl~ = T /T (.n:{I), 
(vgl. Bd. XIII, Kap. 6). 

43. Die magnetischen Eigenschaften der Materie. Der Zeemanneffekt 
legt es nahe, das Verhalten der diamagnetischen Korper auf die in einem Magnet
feld auftretenden Kreisbewegungen der Polarisationselektronen zuriickzu
fiihren. Tatsachlich konnte LORENTZ auch nachweisen, daB nach der Eta
blierung eines konstanten magnetischen Feldes, die anfangs ruhenden Polari
sationselektronen dieselbe Kreisbewegung ausfiihren. Wir nehmen an, daB die 
Elektronen in dem Molekiil kugelsymmetrisch verteilt sind, was erlaubt ist, 
wenn wir nur die Mittelwerte wahrend der kreisformigen Bewegung betrachten. 
Dann ist 

"'~ "'. "'. q ..:.., Xi = ..:..,Yi = ..:.., zi = 2m ' 
wenn wir unter q das mechanische Tragheitsmoment des Molekiils verstehen. 
Ferner konnen wir mit Berufung auf die aus dem Zeemaneffekt gewonnenen 

Hanrlbuch der Physik. XII. 16 
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Resultate annehmen, daB sich nur die Elektronen bewegen, w1ihrend die Ionen 
in Ruhe verharren. Endlich wollen wir wiederum wie in Ziff. 25 annehmen, daB 
das Molekiil als starrer K6rper rotiert. Die auf das Molekiil ausgejibte Drehkraft 
ist daher 

was nach Ziff.28 durch 

angenahert werden kann, indem wir angenahert 

Q: = Q:o + (tJ7)Q: 
setzen. 

N ach der F ARADA yschen Hauptgleichung ist aber weiter 
1 • 

rotQ: =- - -Sj. e 

Daher ist die Winkelbeschleunigung, die das Molekiil w1ihrend der Etablierung 
des F eldes erfahrt 

. e' 
U = - 2meSj, 

und die daraus resultierende Winkelgeschwindigkeit im konstanten Feld 
e 

U = - 2meSj. 

Daraus bestimmt sich die Magnetisierung des aus diesen Molekiilen zusammen
gesetzten Mediums zu 

ne2r2 m = - 4me2Sj , 

und seine magnetische Permeabilitat ist daher1) 

nne2r2 
fL= 1- --2-' me 

Die Erklarung der para- und ferromagnetischen Erscheinungen erfordert 
die Annahme von Elementarmagneten, d. h. in die Sprache der Elektronen
theorie iibersetzt, die Existenz von rotierenden Magnetonen auch bei Abwesen
heit eines magnetischen Feldes. Nehmen wir diese zunachst ebenfalls kugel
symmetrisch an, so ist das von einem elektromagnetischen Feld auf das Magneton 
ausgeiibte Drehmoment 

~ = - (dd~a - [USjaJ) fc ' 
daher seine Bewegungsgleichung 

q ~~ = - (dd~· - [USjaJ) fc' 
Das erste Glied der rechten Seite ergibt, daB das Magneton wahrend der Eta
blierung eines konstanten Magnetfeldes die zusatzliche Winkelbeschleunigung 

du e' 
lit = - 2meSja 

erfahrt, was dem Verhalten der diamagnetischen K6rper entspricht, dies ist 
aber gegen den folgenden Effekt zu vemachlassigen. Denn auch wenn das 

1) P. LANGEVIN, Ann. de chim. et phys. Bd. 5, S. 70. 1905. 
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Magnetfeld bereits konstant ist, wirkt auf das Magneton ein Drehmoment. 
Seine Bewegungsgleichung ist dann 

du Q 
q([t = 2C"[USja]' 

Aus dieser Gleichung folgt, daB der Betrag der Winkelgeschwindigkeit und seine 
in den Kraftlinien liegende Komponente konstant ist, die zu Sja senkrechte dreht 
sich um die Kraftlinien als Drehungsachse mit der Winkelgeschwindigkeit 

, e '" U = -2cm 'lia ' 

Das Magneton fiihrt daher eine Prazessionsbewegung um diese aus. 
Unter der bisherigen Annahme der Kugelsymmetrie des Magnetons steht 

dieser Bewegung kein Widerstand entgegen. Soll sich das Magneton in die 
Richtung der Kraftlinien einstellen, wie dies zur Erklarung der betrachteten 
Erscheinungen notwendig ist, so miissen wir von dieser Annahme abgehen 
und mit VOIGT annehmen, daB die Magnetonen bloB Rotationssymmetriebe
sitzen. Nach Ziff. 25 strahlt das Magneton bei der Rotation um eine andere als 
seine Symmetrieachse Energie aus, so daB es sich mit dieser in die Richtung 
der Kraftlinien einstellen muB. 

Damit nun nicht sofort die Sattigungsmagnetisierung eintritt, miissen 
diesem Richteffekt des auBeren Feldes andere Drehkrafte entgegenwirken. 
Diese konnen, wie dies in Kap. 1, Ziff.29 dargelegt ist, von den inneren Mole
kularkraften herriihren. Zu diesen tritt aber noch die unregelmaBige Rotation 
der Magnetonen infolge ihrer Warmebewegung. Es ist unmittelbar klar, daB 
in idealen GaS'en nur diese eine Rolle spielen kann. LANGEVIN hat daher die mag
netische Suszeptibilitat eines Gases auf die folgende Weise berechnet. Nach 
dem MAXWELL-BoLTZMANNschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz muB die An
zahl der Magnetonen, deren Achsen mit der Richtung des Feldes einen Winkel 
zwischen 19, und d{} einschlieBen, 

dn = Ce+ (m.l).)/s<XPsin{}d{} 

sein. Daher ist die gesamte durch die auBere magnetische Feldstarke Sja hervor
gerufene Magnetisierung 

" Iml Da f} " 

Iml = ImlcJe - S<xP cos cos{}sin{}d{} 
o 

und die Gesamtzahl der in der Volumeinheit vorhandenen Magnetonen 
:n; f . hlmlHa ImiDa .. nd.n Sln --T-

- --SIll"if "if 31X 
n= C e S<xP =2C---,----.-"=--ImlHa 

3IXT o 
Daher ist die Magnetisierung 

(
COSh_lml_Ha Sinh_lml_Ha) 

Iml = 2C Iml __ 3IX T _ __ 3IXT 
ImlHa ImlHa' 
3IXT 3o<T 

und wenn wir mit Mo die Sattigungsmagnetisierung bezeichnen, 

. ( Iml Ha 3o<T) Iml = Mo cotgh 30iT - ImlH . 
16* 
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Flir kleine Feldstarken kann man 

lonl = M [ltt[H~ 
~J~ 0 9a T 

setzen. Die magnetische Suszeptibilitat eines Gases ist daher 

[m[Mo 
x = 90iT . 

Ziff. 43. 

Die in dieser Formel zum Ausdruck kommende Abhangigkeit von der Temperatur 
wurde bei mittleren Temperaturen von P. CURIE experimentell aufgefunden. 

Diese Betrachtungen behalten ihre Giiltigkeit flir Losungen einer ferro
magnetischen Substanz. Die Formel flir die magnetische Sliszeptibilitat ge
stattet daher die Berechnung der magnetischen Elementarmomente. Wie 
P. WEISS gezeigt hat, sind diese ganze Vielfache des Wertes 

Iml = 18.10- 22 

des sog. Magnetons (im engeren Sinne). P. WEISS hat auch die Theorie auf feste 
Korper erweitert, in dem er die gegenseitige Wirkung der Magnetonen zu be
rlicksichtigen versuchte. Bezliglich des weiteren Ausbaues der Theorie durch 
BOHR vgl. Bd. XV, Kap. 3, sowie Bd. XXII und XXIII. 

Nach den Anschauungen der Elektronentheorie wird also die Magnetisierung 
eines Korpers durch die Rotation seiner Magnetonen bedingt. Ein magnetisierter 
Korper muB daher im ganzen ebenfalls einen mechanischen Drehimpuls besitzen. 
Umgekehrt mlissen durch Rotation des Korpers als Ganzes die Magnetonen 
gerichtet, der Korper also magnetisiert werden. Derartige Versuche, die von 
EINSTEIN und DE HAAS sowie von BARNETT angestellt worden sind, ergeben, 
wie leicht einzusehen ist, das Verhaltnis des mechanischen Impulsmomentes 
eines Magnetons zu seinem magnetischen Moment. Dieses ergibt sich aus den 
Beobachtungen zu 

Das wlirde dem Verhaltnis entsprechen, das flir ein rotierendes ABRAHAMsches 
Elektron mit Oberflachenladung in Ziff. 35 gefunden worden ist, wahrend aus 
der bisher gemachten Annahme, daB das magnetische Moment des Magnetons 
von der Kreisbewegung eines Elektrons herrlihrt, das Verhaltnis 

!L=R= mr2 =2~ 
Q ~ner2 e' 

also der doppelte Betrag, folgen wiirde (vgl. Ziff. 7). Jenes Modell des Magnetons 
wlirde strahlungsfrei sein, wahrend die Strahlungsfreiheit des letzteren Modells 
eine schwierige Frage der Elektronentheorie darstellt. Eine interessante Lcisung 
dieses Problems wurde von BATEMAN l ) geliefert, der sie in Zusammenhang mit 
der Struktur des Elektrons gebracht hat. 1m allgemeinen erklart man diese 
Frage auf Grund der Quantentheorie. 

Die wenigen Versuche zum Ausbau der MAXWELL-LoRENTzschen Theorie 
beschaftigen sich hauptsachlich damit, eine Elementarstrahlung anzugeben, die 
der EINSTEINSchen Nadelstrahlung entspricht. Hierzu wurden singulare Losungen 
der MAXwELLschen Gleichungen herangezogen, die durch die WIECHERT-LIENARD
schen Potentiale nicht dargestellt werden konnen und die durch die BATEMAN
schen Losungen (vgl. Kap. 1, Ziff.59) definiert sind 2). Andere Versuche in 
dieser Richtung hat WHITTAKER angestellt3). 

1) H. BATEMAN, Phys. Rev. Bd.20, S.243. 1922; Mus. of Math. Bd.53, S.124. 1924. 
2) F. KOTTLER, Wien. Ber. Bd. 129, S. 3. 1920. 
3) E. T. WHITTAKER, Edinb. Proc. Bd. 46, S. 116. 1926. 



Kapitel 3· 

Elektrodyoamik bewegter Korper und 
spezielle Relativitatstheorie. 

Von 

HANS THIRRING, Wien. 

Mit 13 Abbildungen. 

I. Die empirischen Grundlagen. 
a) Die Entwicklung der Frage nach der Mitbewegung 

des Xthers. 
1. Die FRESNELsche Theorie. Die FARADAy-MAXWELLschen Vorstellungen 

waren in ihrer Weiterentwicklung durch HERTZ, LORENTZ und andere um die 
90er Jahre des vorigen Jahrhunderts zu einer Theorie ausgebaut worden, die 
den groBten Teil der damals bekannten Erfahrungstatsachen hinsichtlich der 
elektromagnetischen Vorgange in ruhenden Korpern sehr gut wiedergab und 
insbesondere zu der wichtigen Erkenntnis der Identitat von Lichtstrahlen und 
elektromagnetischen Wellen gefiihrt hatte. Die "Obertragung dieser Vorstellungen 
auf die elektromagnetischen bzw. optischen Vorgange in bewegten Korpern bot 
dagegen Schwierigkeiten, da zur Beantwortung einer fiir dieses Gebiet ent
scheidenden Frage einander widersprechende Anhaltspunkte vorlagen. Es 
handelte sich um das alte Problem, ob bewegte Korper den als Trager der elektro
magnetischen Erscheinungen supponierten Ather mit sich fiihren oder ob alle 
Teile des Athers relativ zueinander in Ruhe bleiben, ohne von den in ihnen 
bewegten materiellen Korpern beein£1uBt zu werden. 

Die Diskussion iiber diese Frage war von Erwagungen iiber die Lichtfort
pflanzung ausgegangen und stammt aus jener Zeit, wo die Streitfrage zwischen 
Emissionstheorie und Undulationstheorie noch als unentschieden galt. Die 
von BRADLEY entdeckte Aberration des Lichtes war vom Standpunkt der 
Emissionstheorie aus ohne weiteres verstandlich und quantitativ erklarbar. Um 
die Erscheinung auf dem Boden der Wellentheorie zu deuten, griff FRESNEL 
die auf YOUNG zuriickgehende Hypothese auf, wonach der Ather frei durch den 
Erdkorper streiche, und wonach die Geschwindigkeit, die ihm durch die Erd
bewegung aufgepragt wird, nur ein kleiner Bruchteil der Erdgeschwindigkeit 
sein konne. 

Ein von ARAG01) ausgefiihrter Versuch tiber die Brechung von Sternlicht 
an Glasprismen und iiber die BeeinfluBbarkeit dieses V organges durch die Erd
bewegung gab FRESNEL AnlaB zu einer qualitativen Prazisierung dieser Aus
sage 2) : "Der Ather soIl im Inneren eines K6rpers yom Brechungsquotienten n 

1) J. B. BrbT, Trait6 6lementaire d'astronomie physique, 3. Auf!. S.364. 1857. 
2) F. FRESNEL, Ann. de chim. et phys. Bd.9, S. 57. 1818. 
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eine Verdichtung im .Verh1i.ltnis n 2 :1 gegen den Wert im Vakuum erleiden. 
Diese Verdichtung solI mit dem Korper mitwandern, wiihrend der der normalen 
Dichte entsprechende Anteil des Athers in Ruhe bleibt." FRESNEL folgerte 
daraus weiter, daB bewegte Korper den in ihnen laufenden Lichtstrahlen den 
Bruchteil (1 - 1/n2) ihrer eigenen Geschwindigkeit aufpragen (FRESNELscher 
Mitfiihrungskoeffizient), und konnte damit die erst ein halbes Jahrhundert 
spater experimentell bestatigte Vorhersage machen, daB die Aberrations
erscheinung von dem das Fernrohr erfiillenden Medium unabhangig seP). Eine 
direkte Verifizierung des Wertes fUr den FRESNELschen Mitfiihrungskoeffizienten 
erfolgte durch den FIZEAuschen Versuch (Ziff.6). 

2. Die Theorie von STOKES. STOKES hat einerseits der FRESNELschen Theorie 
eine verbesserte Formulierung gegeben2) und hat ihr andererseits eine davon 
verschiedene Theorie gegeniibergestellt, nach der die Erde den Ather bei ihrer 
Bewegung vollstandig mitfiihrt, so daB eine Stromung etwa nach Art der Be
wegung einer festen Kugel in einer materiellen Fliissigkeit entsteht3). STOKES 
zeigte, daB man auch auf Grundlage dieser Theorie die Aberration erklaren kann, 
wenn man annimmt, daB an der Erdoberflache noch vollstandige Mitfiihrung 
erfolge, und daB die Bewegung des Athers auBerhalb der Erde eine Stromung 
mit Geschwindigkeitspotential sei. 

H. A. LORENTZ hat durch kritische Betrachtung beider Theorien wesentliche 
Fortschritte herbeigefiihrt. Zunachst wies er nach 4), daB die eben erwahnte 
STOKEssche Annahme, wonach der Ather an der Erdoberflache relativ zu ihr 
ruhe und im AuBenraum eine Bewegung mit Geschwindigkeitspotential ausfiihre, 
mit der Annahme seiner Inkompressibilitat unvereinbar sei. Eine spatere Unter
suchung von ihm zeigte dann in Weiterentwicklung einer von PLANCK stammenden 
Anregung, daB unter Annahme einer weitgehenden Kompressibilitat des Athers 
die von STOKES geforderte Bewegung mit Geschwindigkeitspotential hydro
dynamisch moglich sei, und er stellte auch die Formeln fiir die Stromung eines 
kompressiblen Athers in der Umgebung der bewegten Erde auf 5). Es ist aber 
nirgends der Versuch gemacht worden, die Differentialgleichungen des elektro
magnetischen Feldes auf Grund der STOKES-PLANcKschen Hypothese zu formu
lieren (vgl. hierzu Ziff.15). 

3. Die LORENTzsche Elektronentheorie. Der wichtigste Beitrag von LORENTZ 
zu dieser Frage bestand in der Ausgestaltung des YouNG-FRESNELschen Ge
dankens vom ruhenden Ather durch Aufstellung der im zweiten Kapitel dieses 
Bandes ausfiihrlich erorterten Elektronentheorie. Die Grundgleichungen der 
Elektronentheorie sollen fiir ein bestimmtes Bezugssystem gelten, namlich fUr 
jenes, in dem der Ather ruht. In ponderablen Korpern wird die Ausbreitung 
elektroI)1agnetischer Wellen durch das Mitschwingen der an die Atome dieses 
Korpers gebundenen Ladungen (Elektronen) beeinfluBt; den primaren Wellen 
iiberlagern sich die von diesen schwingenden Ladungen ausgehenden Sekundar
wellen, was eine Verlangsamung der Phasengeschwindigkeit im Verhaltnis 1: n 
zur Folge hat. Eine Berechnung dieses Einflusses fUr den Fall eines gegen den 
Ather bewegten Korpers ergibt folgendes Resultat: Ein Lichtstrahl, der in einem 
mit der Geschwindigkeit v bewegten Korper parallel und gleichsinnig mit dessen 

1) G. B. AIRY, Proc. Roy. Soc. London Bd. 20, S. 35. 1871; Bd. 21, S. 121. 1873; Phil. 
Mag. Bd.43, S. 310. 1872. Vgl. hierzu Ziff. 4. 

2) G. G. STOKES, Phil. Mag. (3) Bd. 28, S. 76. 1846; Math. and Phys. Papers, Cambridge 
Bd. 1, S. 141. 1883. 

3) G. G. STOKES, Phil. Mag. (3) Bd.27, S.9. 1845; Papers Bd. 1, S.134. 1883. 
4) H. A. LORENTZ, Abhandlungen fiber theoretische Physik. Bd. I, S.347-349. 

Leipzig 1907. 
5) H. A. LORENTZ, 1. c. Bd. I, S.454-460. 
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Bewegungsrichtung Hiuft, hat, vom ruhenden Beobachter aus gemessen, die 
Geschwindigkeit v = ~ + (1 - ~ _ ~ dn) v 

n n 2 n dJ.. ' (1) 

wobei n den Brechungsquotienten des betreffenden Korpers und 1 die Wellen
Hinge des verwendeten Lichtes bedeuten. Der spater zu erorternde Dispersions-

term ~ :; ist numerisch sehr klein, so daB der Koeffizient von v in Gleichung (1) 

fast vollig mit dem FRESNELschen Mitfiihrungskoeffizienten iibereinstimmt. Eine 
Herleitung der Formel (1) nach der Relativitatstheorie wird in den Ziff. 25, 26 
und 65 gegeben werden. 

Die Elektronentheorie liefert also eine Ableitung des FRESNELschen Mit
fiihrungskoeffizienten und vermag so die Versuche von FIZEAU und AIRY zu 
erklaren. Es ist aber zu beachten, daB die Bedeutung des Mitfiihrungskoeffi
zienten nach der Elektronentheorie eine andere ist als in der FRESNELschen 
Theorie des elastischen Athers. Wahrend bei FRESNEL der Ather zum Tell 
mitgefiihrt wird, derart, daB der Schwerpunkt der in einem Korper eingeschlossenen 
Athermenge mit der Geschwindigkeit v (1 - 1 jn2) mitlauft, bleibt nach LORENTZ 
der Ather absolut ruhend. Die GroBe (1 - 1/n2) ist im Sinne der Elektronen
theorie der Mitfiihrungskoeffizient der Phasengeschwindigkeit des 
aus der Zusammensetzung von Primarwelle und Sekundarwelle resultierenden 
Lichtstrahles. 

Die Theorie eines absolut ruhenden Athers laBt einen EinfluB der Erd
bewegung auf die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen erwarten; ja man 
konnte sogar hoffen, durch geeignete optische oder elektrische Versuche die 
Bewegung des Sonnensystems gegen den Weltather feststellen zu konnen. 
LORENTZl) zeigte nun zunachst folgendes: Bei allen Experimenten, bei denen 
Lichtquelle, materielles Medium und Beobachter eine gemeinsame Translations
bewegung mit der Geschwindigkeit v gegen den Ather ausfiihren, tritt kein von 
dieser Bewegung erzeugter Effekt auf, der niedriger als zweiter Ordnung in vic 
ist. Kurz ausgedriickt: Eine gemeinsame Translationsbewegung von 
Lichtquelle und Beobachter erzeugt keinen Effekt erster Ordnung 
(vgl. hierzu Ziff. 33). 

Die Versuche nach Feststellung einer Absolutbewegung der Erde gegen 
den Ather muBten sich also auf Effekte zweiter Ordnung beschranken. Auf 
Grund einer Anregung MAXWELLS erdachte MICHELSON einen solchen Versuch 
(Ziff. 11), der jedoch entgegen der Aussage der LORENTzschen Theorie negativ 
ausfiel. Dasselbe gilt auch von dem spater ausgefiihrten elektrodynamischen 
Versuch von TROUTON und NOBLE (Ziff. 13). Wahrend also die Elektronentheorie 
die Erscheinungen an ruhenden Karpern sowie die Effekte erster Ordnung, die 
durch Relativbewegung zwischen Beobachter und Materie zustande kommen, 
in befriedigender Weise erklaren konnte, blldete das Ausbleiben von Effekten 
zweiter Ordnung bei den eben erwahnten Experimenten (Atherdriftversuchen) 
eine groBe Schwierigkeit der Theorie, die nur durch eine ad hoc erdachte Hypo
these (Lorentzkontraktion, Ziff.16) umgangen werden konnte. 

Unabhangig von den hier besprochenen Erwagungen iiber die Ausbreitung 
des Lichtes hatte HERTZ 2) den Versuch gemacht, Grundgleichungen fiir eine 
Elektrodynamik bewegter Karper aufzustellen. Seiner Theorie liegt implizit 
die Annahme einer vollstandigen Mitfiihrung des Athers durch jeden auch noch 
so kleinen materiellen Karper zugrunde. Die Ansatze von HERTZ stehen mit 

1) H. A. LORENTZ, Versuch einer Theorie usw. S.91-95. 
2) H. HERTZ. Wied. Ann. Bd. 41. S. 369. 1890. 
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den Ergebnissen des FIZEAuschen Versuches in Widerspruch und muBten sich 
daher von vornherein auf die elektrodynamischen Erscheinungen im engeren 
Sinne mit AusschluB der Optik beschranken. Diese Tatsache allein niuBte wohl 
als ein schwerer Mangel der HERTzschen Theorie betrachtet werden, da ja die 
Verschmelzung von Optik und Elektrodynamik eine der wichtigsten Leistungen 
der MAXWELLSchen Theorie bildete. Aber auch in ihrer Beschrankung auf 
die eigentlich elektromagnetischen Erscheinungen wurden die Ansatze von 
HERTZ durch die Versuche von EICHENWALD (Ziff.8) und von WILSON (Ziff. 9) 
widerlegt und kommen daher nicht mehr ernstlich in Betracht. V gl. hierzu 
noch Ziff. 56. 

Eine umfassende Erklarung sowohl fUr die bei Relativbewegung gegen den 
Beobachter auftretenden Effekte erster Ordnung als auch fiir den negativen 
Ausfall der Atherdriftexperimente gibt die spezielle Relativitatstheorie, die 
hinsichtlich der elektrodynamischen Erscheinungen einen rationellen Ausbau 
der LORENTzschen Elektronentheorie darstellt. Vor ihrer Erorterung seien die 
wichtigsten empirischen Grundlagen der Elektrodynamik bewegter Korper 
zusammengestellt1) • 

b) Das optische Beobachtungsmaterial. 
4. Die Aberration des Lichtes. Ein Beobachter bewege sich relativ zu einer 

Lichtquelle mit der Geschwindigkeit v in einer Richtung, die mit der Visions
richtung des Winkel w einschlieBe. Dann wird die Visionsrichtung mit der Ver
bindungslinie der Momentanstellungen von Lichtquelle und Beobachter den 
Aberrationswinkel IX einschlieBen, der nach der elementaren Theorie bei Ver
nachHissigung vap Gliedern hoherer Ordnung in vic gegeben ist durch 

v . 
tglX = -. slOW. 

C 
(2) 

Fur die' Erdbewegung betragt arctg vic = 20"47 (Aberrationskonstante). Die 
jahrliche Aberration auBert sich in den astronomischen Beobachtungen darin, 
daB die Sternorter im Laufe eines Jahres scheinbare Ellipsenbahnen beschreiben, 
deren groBe Halbachsen parallel zur Ekliptik liegen und im WinkelrnaB 20"47 
betragen, wahrend die kleine Halbachse 20"47 sin(3 betragt, wobei (3 die Breite 
des Sternes bedeutet. 

Urn die Aberrationserscheinung auf Grund der Athervorstellung zu erklaren, 
beschranken wir uns auf den Fall w = ;1(12. Ein Fernrohr mit plankonvexem 
Objektiv sei mit seiner Achse parallel zur Wellennormale eines ebenen Wellen
zuges aufgestellt und bewege sich in einer zur Wellennormale senkrechten Richtung 
mit der Geschwindigkeit v relativ zum Ather. Die ebene Vorderflache des Objek
tivs wird dann eine tangentielle Gleitbewegung langs der Wellenebene ausfwen 
und wird daher geradeso wie bei einem ruhenden Fernrohr in allen Punkten eine 
Lichterregung gleicher Phase empfangen. Nach dem KIRCHHOFF-HuYGHENSSchen 
Prinzip ist der V organg im Inneren durch die Erregung an der Vorderflache 
des Opjektivs eindeutig gegeben; in einem Bezugsystem K, das relativ zu dem 
irn Fernrohrinneren befindlichen Ather ruht, werden daher die Strahlen in einem 
in der Objektivachse liegenden Brennpunkt vereinigt. Wurde nun der Ather 
im Fernrohrinneren eine yollstandige Mitfuhrung erleiden, so wurde dieses Bezugs
system K auch relativ zu den Fernrohrwanden ruhen, der Brennpunkt wiirde 
in die geometrische Achse des Fernrohrs fallen und es kame uberhaupt keine 

1) Eine umfassende Darstellung des hierhergehorigen Beobachtungsmaterials gibt der 
Bericht von J. LAUB, Jahrb. d. Radioakt. Bd.7, S.405. 1910. 



Ziff.4. Die Aberration des Lichtes. 249 

Aberration zustande1). Nach der FRESNELschen Theorie wird aber der Ather 
im Inneren nicht vollstandig, sondern nur mit der Geschwindigkeit v (1 - 1jn2) 
mitgeflihrt, wobei n der Brechungsquotient der das Fernrohrinnere ausfiillenden 
Substanz ist. Das Bezugsystem K bewegt sich daher mit der Geschwindigkeit 
-vjn2 gegen das Fernrohr, und der Strahl wird urn das Stuck 

aus der Fernrohrachse verschoben sein. Rier bedeutet T die Zeit, die das Licht 
braucht, urn das Fernrohr zu durchlaufen; sie steht mit der Brennweite f des 
Fernrohrs in der Beziehung 

T = ~f c . , 

daher wird 
o=~f. nc 

Der Aberrationswinkel innerhalb eines Fernrohres, das mit einer Substanz vom 
Brechungsquotient n gefiillt ist, betragt daher 

, v 
1X = arctg -. nc 

Beim Austritt aus dem Fernrohr in die freie Atmosphare, deren Brechungs
quotient praktisch gleich 1 gesetzt werden kann, erleiden die Strahlen eine 
Brechung vom Lot, so dan 

ist. Daraus folgt 

sin <x' 

sin <x n 
. . v 

SIll1X = nSIll arctgnc 

oder mit'Vernachlassigung von h6heren Potenzen III vjc 

was in der angegebenen Naherung und mit w = nj2 mit Gleichung (2) uber
einstimmt. 

Es ergibt sich, dan die Aberration vom Brechungsquotienten der das Fern
rohr erfullenden Substanz unabhangig ist. Die Richtigkeit dieses Ergebnisses 
ist durch einen Versuch von AIRy2) bestatigt worden, der die Aberration mit 
einem mit Wasser gefiillten Fernrohr man und innerhalb der Beobachtungs
fehler den oben angegebenen 
Wert der Aberrationskon- Theorie I Mitfiihrungskoeffizient <x, Luft lX, "Vasser 

stanten erhielt. Emission I vic n 2 v/c 
In der nebenstehen- .' {' k = 1 0 0 

den Tabelle sind die For- Ather k = 0 vic nvjc 
meln, die sich flir die k = 1 - 11n2 vic vic 
Aberration in Luft und beob. k = 1 - 11n2 vic vic 

in lichtbrechenden Medien aus den verschiedenen Ansatzen fiir den Mitfii}lrungs
koeffizienten k ergeben, zusammengestellt. 

Zur Aberration vgl. noch die Ziff. 25, 26 und 69. 

1) Dies gilt fUr eine Theorie der vollstandigen Mitfiihrung des Athers nach Art jener 
von H. HERTZ (Ziff. 3) Nach der Stromungstheorie von STOKES (Ziff. 2) kame dagegen die 
Aberration schon auf dem \Vege zum Fernrohr zustande. 

2) G. B. AIRY, Proc. Roy. Soc. London Bd. 20, S. 35.1871; Bd. 21, S. 121.1873; Phil. 
Mag. Bd.43, S.310. 1872. 
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5. Dopplereffekt. Wie DOPPLERl) zuerst erkannt hatte, fUhrt eine Relativ
bewegung der Lichtquelle gegen den Beobachter zu einer Verschiebung der 
Spektrallinien (Dopplereffekt). Nach der Athertheorie unterscheiden sich die 
Falle: bewegte Lichtquelle - ruhender Beobachter und ruhende Lichtquelle -
bewegter Beobachter urn Glieder zweiter Ordnung in vic. Nachfolgend die 
element are Theorie der Erscheinung, die nur voraussetzt, daB die Geschwindigkeit 
des Lichtes gegen den Ather unabhangig yom Bewegungszustand der Lichtquelle 
den konstanten Wert chat. 

IX) Lichtquelle ruhend, Beobachter bewegt. Das Feld einer in der Richtung 
der positiven X-Achse laufenden Lichtwelle ist gegeben durch 

A cos271 (~ - ~) 
J J.' 

wobei 1 = CT die Wellenlange bedeutet. Der Beobachter bewegte sich nach der 
Gleichung x = vt, also ist fUr ihn der Verlauf des Feldes gegeben durch 

ACOS271(+ - ~t) =AcOS271'V(1- ~)t. 
Die yom Beobachter wahrgenommene Frequenz ist daher 

'V' = 'V(1- ~). (3) 

fJ) Lichtquelle bewegt, Beobachter ruhend. Zur Zeit t = 0 sei die Ent
fernung zwischen Lichtquelle und Beobachter x; zur Zeit t = 1 ist sie x + v, 
wenn die Lichtquelle sich mit der Geschwindigkeit v yom Beobachter entfernt. 
Die Ankunftszeiten der zwischen den Zeiten t = 0 und t = 1 ausgesendeten 
Lichtstrahlen sind 

Wahrend des Zeitintervalls 

und tl=1+X+V. 
c 

V 
tl - to = 1 +c 

treffen jene Wellenzuge ein, die wahrend einer Sekunde emittiert wurden; nennen 
wir ihre Zahl 'V, so nimmt der Beobachter eine Frequenz 'V" wahr, die gegeben 
ist durch v 'V" 

v 
1 +c 

(3 a ) 

In den Formeln (3) und (3 a) ist v positiv gezahlt, wenn Beobachter und Licht
quelle sich voneinander entfernen. Eine positive Radialgeschwindigkeit liefert 
also eine Frequenzerniedrigung (Rotverschiebung), eine negative Radial
geschwindigkeit liefert Frequenzerhohung (Violettverschiebung). Fur kleine 
Werte von vic geht die Formel (3 a) durch Entwicklung in die binomische Reihe 
in die Formel (3) uber. 

Das Vorhandensein des Dopplereffektes wurde in erster Linie durch astro
nomische Beobachtungen bestatigt. Bei visuell trennbaren Doppelsternen laBt 
sich die Radialgeschwindigkeit aus der Umlaufszeit, dem Winkeldurchmesser 
der Bahn und aus der Parallaxe bestimmen; sie stimmt mit der nach Formel (3) 
bzw. (3 a) aus den Linienverschiebungen berechneten Geschwindigkeit iiberein. 
Spater konnte der Dopplereffekt auch an rasch bewegten irdischen Lichtquellen 
nachgewiesen werden. STARK fand die dem Dopplereffekt entsprechenden Linien
verschiebungen bei den bewegten Atomionen der Kanalstrahlen 2) , und GALITZIN 3) 

1) eHR. DOPPLER, Fogg. Ann. Bd. 81, S.27. 1850. 
2) J. STARK, Ann. d. Fhys. Bd.21, S. 401. 1906. 
3) B. GALITZIN U. J. WILIP, Astrophys. Journ. Bd.26, S.49. 1907. 



Ziff. 6. Dopplereffekt. Versueh von FIZEAU. 251 

beobachtete den Effekt an bewegten Spiegeln. Seitdem die Existenz und Deutung 
des Doppelreffektes keinem Zweifel mehr unterliegt, bildet seine Messung ein 
wichtiges astrophysikalisches Hilfsmittel, indem sie uns iiber die Radialkompo
nente der Eigenbewegung der Fixsterne AufschluB geben kann. Weder bei den 
astronomischen noch bei den terrestrischen Messungen ist vic im Vergleich zur 
Messungsgenauigkeit groB genug, um zwischen den Formeln (3) und (3 a) unter
scheiden zu konnen. 

Die ErkHirung des Dopplereffektes nach der Relativitatstheorie wird in 
Ziff. 26 gegeben werden. 

6. Der Versuch von FIZEAU. FIZEAU hat im Jahre 1851 durch ein sehr 
geistreiches Experiment den EinfluB bewegter durchsichtiger Korper auf die 
Geschwindigkeit der in ihm fortschreitenden Lichtwellen untersuchtl). Abb. 1 
gibt eine schematische Darstellung jener Versuchsanordnung, mit der ZEEMAN2) 
spater die exakteste Wiederholung dieses Experimentes ausgefiihrt hat. Sie 
unterscheidet sich von der urspriinglichen FIZEAuschen Anordnung nur durch 
unwesentliche Details. Der Lichtstrahl sl 
wird an der halbversilberten Glasplatte a in 
zwei koharente Biindel zerlegt, die den Weg 
abedea in entgegengesetzten Richtungen 
durchlaufen, sich in a wieder vereinigen und 
im Beobachtungsfernrohr Interferenzstreifen 

+ 

erzeugen. Auf den Wegstrecken be und de 'b~~~==~~~g~=~~ sind Rohren eingeschaltet, die im Sinne der 
gezeichneten Pfeile yom Wasser durchstromt 
werden. Der eine der beiden Teilstrahlen 
lauft mit dem Wasser, der andere entgegen
gesetzt, so daB infolge der Mitfiihrung der 
Phasengeschwindigkeit der Lichtweg fiir den. Abb. I. Versuch von FIZEAU zur Bestimmung 
einen Strahl verkiirzt und fiir den anderen des Mitftihrungskoeffizienten. 

verlangert wird, was zu einer Verschiebung der 
Interferenzstreifen AniaB geben muB. Sei l die Lange jedes der beiden Wasser
rohre, dann ist die Verzogerung, die der eine Strahl gegeniiber dem anderen 
erleidet, gegeben durch 

(4) 

VI und V2 sind die Geschwindigkeiten des gleichsinnig bzw. entgegengesetzt 
der Stromung laufenden Lichtstrahles. Bezeichnet man die Stromungsgeschwindig
keit des Wassers mit v und den Mitfiihrungskoeffizienten mit k, so gilt 

C 
V1,2 = n±kv. 

Setzt man dies in (4) ein, so erhalt man bei Vernachlassigung der zweiten und 
hoheren Potenzen in vic 

Dieser Verzogerung entspricht eine Verschiebung der Interferenzstreifen in Bruch
teilen einer Streifenbreite 

LI - dt _ 41n2 kv (5) - --C - -----;:-c- , 

1) H. FIZEAU, C. R. Bd. 33, S. 349. 1851; Pogg. Ann. Erg.-Bd. 3, S.457. 1853; 
A. A. MICHELSON U. E. W. MORLEY, Sill. Journ. (3), Bd. 31, S.377. 1886. 

2) P. ZEEMAN, Proe. Amsterdam Bd. 17, S. 445.1914; Bd. 18, S. 398,711 u. 1240.1916; 
Bd.19, S.125. 1917. 
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wobei }, die WellenHinge des verwendeten Lichtes ist. Der Versuch wird so 
durchgefUhrt, daB die Stromungsrichtung des Wassers umgekehrt wird, wodurch 
eine Streifenverschiebung im doppelten Betrag des oben angegebenen 'Wertes 
resultiert. FIZEAUS Beobachtungsresultate ergaben einen Wert fiir k, der mit 
dem aus dem Brechungsquotienten des Wassers berechneten FRESNELschen 
Mitfiihrungskoeffizienten innerhalb del' Fehlergrenzen iibereinstimmt. Die 
MeBgenauigkeit war aber nicht hinreichend, urn zwischen der urspriinglichen 
FRESNELschen Formel und der LORENTzschen Formel (1) zu unterscheiden. 

Der FIZEAusche Versuch wurde spater von MICHELSON und MORLEY!) 
und neuerdings von ZEEMAN2) wiederholt, wobei unzweideutig die LORENTzsche 
Formel (1) bestatigt wurde. Die folgende Tabelle ist der Arbeit ZEEMANS (1. c. 
Bd.18, S.404) entnommen und gibt fUr vier verschiedene Wellenlangen die 
nach den Formeln von FRESNEL und LORENTZ berechneten Werte des Mit
fUhrungskoeffizienten sowie die aus den beobachteten Streifenverschiebungen 

nach (5) berechneten Werte. 
!. in A kFr kLo k exp ZEEMAN hat spater mit SNETHLAGE 
4500 0,443 0,464 0,465 zusammen 3) den FIZEAuschen Versuch 
4580 0,442 0,463 0,463 auf feste Korper, und zwar Glas und 
5461 0,439 0,454 0,451 Quarz, ausgedehnt. Ein parallepipedischer 
6870 0,435 0,447 0,445 Glas- oder Quarzkorper wurde auf geeig-

neten Fiihrungsschienen durch ein Schubkurbelgetriebe in rasche, hin- und her
gehende Bewegung versetzt, derart, daB die Geschwindigkeitsamplitude ca. 10m/sec 
betrug. Wie beim FIZEAuschen Versuch werden auch hier zwei koharente Licht
biindel in entgegengesetzten Richtungen iiber denselben Strahlenweg geschickt, 
wobei ein Teil des Weges im bewegten Glaskorper und ein Teil in einem ruhen
den Kompensator verlauft. Ein geeigneter VerschluB laBt das Licht nur in jenem 
Moment durch den Apparat gehen, wo der oszillierende Zylinder gerade das Maxi
mum der Geschwindigkeit erreicht hat. Die Verhaltnisse liegen hier etwas andel's 
als beim FIZEAuschen Versuch mit Wasser, weil dort die Grenzflachen des Uber
trittes in das brechende Medium relativ zum Beobachter ruhen, wahrend sie sich 
bei dem jetzt in Rede stehenden Versuch bewegen. Die Theorie dieses Versuches 
wird in Zifi. 66 gegeben werden. 

c) Elektrodynamische Versuche, bei denen eine 
Relativbewegung gegen den Beobachter auftritt. 

7. DerVersuch von ROWLAND. Nach den der Elektronentheorie zugrunde 
liegenden Annahmen sind elektrische Ladungen an materielle Trager gebunden, 
die am Aufbau ponderabler Korper in Form von Elektronen bzw. Atomkernen 
wesentlich beteiligt sind. Eine Stromung elektrischer Ladungen kann im Sinne 
dieser Anschauungen auf dreierlei verschiedenen Arten realisiert werden: 1. Die 
"freien" Elektronen metallischer Leiter bewegen sich bei feststehendem Atom
geriist dieser Korper iiber endliche Wegstrecken (Leitungsstrom). 2. Die 
Polarisationselektronen eines Dielektrikums bewegen sich in dem ebenfalls fest
stehenden Korper unter dem EinfluB eines au/3eren Feldes iiber atomare Distanzen 
bis zu einer neuen Ruhelage (Polarisationsstrom). 3. Ein geladener Korper 
wird als ganzer gegen seine Umgebungbewegt (Konvektionsstrom). Aus den im 
folgenden besprochenen elektrodynamischen Versuchen an bewegten Korpern geht 
vor aHem die Aquivalenz von Konvektionsstromen und Leitungsstromen hervor 

") A. A. MICHELSON U. E. \Y.MORLEY, Sill. Journ. Bd. 31. S.377. '1886. 
2) P.ZEEMAN. Proc.,\msterdamBd.17. S.445.1914; Bd.18, S.398.711u.1240.1916; 

Bd.19. S.125. 1917. 
3) P. ZEEMAN, Froc. Amsterdam Bd.22, S.462 u. 512. 1920. 
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Die Erzeugung eines Magnetfeldes durch einen Konvektionsstrom wurde 
im Jahre 1876 durch ROWLAND l ) nachgewiesen. Eine am Rande vergoldete 
Ebonitscheibe diente als Trager der Ladungen; die Konvektion wurde. durch 
Rotation der Scheibe bewerkstelligt. Das Magnetfeld wurde mit einem astatischen 
Nadelpaar gemessen. - Wegen der prinzipiellen Wichtigkeit der Aquivalenz 
von Leitungsstrom und Konvektionsstrom wurde der RowLANDsche Versuch 
von einer Reihe von Autoren nachgepriift; die genauesten Messungen stammen 

~B 

von EICHENWALD 2), dessen Anordnung in Abb. 2 wieder
gegeben ist. Eine rotierende Ebonitscheibe D tragt 
einen ringformigen Stanniolbelag und ist von einer als 
Kondensator dienenden geerdeten Zinkschachtel AB C 
umgeben. Die Belegung der Scheibe wird mittels Schleif
ring und Biirste W geladen. Das astatische Nadelpaar 
und der Ablesespiegel des Magnetometers M sind un
mittelbar oberhalb der Scheibe angeordnet; die Ab
lenkung des Spiegels wird durch einen konischen Ansatz
stutzen mittels Fernrohr beobachtet. Die ringformige Be
legung der Scheibe ist an einer Stelle unterbrochen und 
mit entsprechenden Zuleitungen versehen, so daB bei fest
stehender Scheibe ein gewohnlicher Leitungsstrom durch 
den Ring geschickt werden kann. EICHENWALD fiihrte 
keine Absolutmessung des Magnetfeldes aus, sondern be
stimmte jenen Leitungsstrom, der dieselbe Ablenkung des 
Magnetometers hervorrief wie ein Konvektionsstrom ge
gebener Ladung und gegebener Umdrehungszahl der 
Scheibe. Es sei V das in Volt gemessene Potential der Abb. 2. ROWLANDscher Versuch, 
Scheibe gegen Erde, C die Kapazitat des Systems in cm, v Anordnung von EICHENWALD. 

die Umfangsgeschwindigkeit der Scheibe, l die Lange der 
Ringbelegung, i die in Ampere gemessene Stromstarke des aquivalenten Leitungs
stromes und c das Verhaltnis zwischen magnetischer und elektrischer Einheit 
der Stromstarke (Lichtgeschwindigkeit). Dann ist 

vc 
3001 

die Ladung pro Langeneinheit der ringformigen Belegung und 
vc v 
300 T 

die Starke des Konvektionsstromes in abs. elektrostatischen Einheiten. Es gilt 
~so VC v ic VC. 

300 T 10 oder 30 v = H , (6) 

wobei v die sekundliche Umdrehungszahl der Scheibe ist. Aus EICHENWALDS 
Messungen folgten Werte fiir c, die zwischen 2,86 '1010 und 3,16 '1010 cm/sec lagen, 
was mit den optischen Messungen der Lichtgeschwindigkeit in guter Dberein
stimmung steht. Die Aquivalenz zwischen Konvektionsstrom und Leitungsstrom 
hinsichtlich der Erzeugung von Magnetfeldern ist damit quantitativ nachgewiesen. 

8. Die Versuche von RONTGEN und EICHENWALD. Bringt man eine ebene 
Scheibe aus einer isolierenden Substanz zwischen die Belegungen eines geladenen 
Plattenkondensators, so werden infolge der Polarisation des Dielektrikums 

1) H. v. H:';;LMHOLTZ, Pogg. Ann. Bd. 158, S. 487. 1876; Ges. Abhandlgn. Bd. 1, S. 791-
2) A. ErcHENwALD, Ann. d. Phys. (4) Bd. 11, S. 1 u. 421. 1903; vgl. insbesondere den 

zusammenfassenden Bericht im Jahrb. d. Radioakt., Bd. 5, S.82. 1908. 
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entgegengesetzte Flachenladungen an den beiden Seiten der Scheibe auftreten. 
LaBt man nun die Scheibe rotieren, so liefern die beiden Oberflachenladungen 
Konvektionsstrome, die zwei einander entgegengesetzten Leitungsstromen 
entsprechen. Das resultierende Magnetfeld ist die Differenz der von den ent
gegengesetzten Konvektionsstromen erzeugten Felder;es ist daher schwacher 
und schwerer nachzuweisen als das einfache Magnetfeld des ROWLANDschen 
Versuches. RONTGEN 1) hat zuerst das Auftreten eines von einem rotierenden 
polarisierten Dielektrikums hervorgerufenen Magnetfeldes beobachtet; der 
Effekt war aber zu schwach, um quantitative Messungen zuzulassen. Auch hier 
hat nun wieder EICHENWALD in Moskau sorgfaltige Messungen der dabei in Frage 
kommenden Effekte ausgefiihrt2) und konnte durchweg die LORENTzsche Theorie 
bestatigen. Es sei I (if I = E der Betrag der Feldstarke zwischen den Kondensator
platten, e die Dielektrizitatskonstante der isolierenden Scheibe. Wir rechnen 
ferner so, als ob das Dielektrikum den Raum zwischen den Kondensatorplatten 
ohne Luftspalt vollkommen ausfiillen wiirde. Dann gelten folgende Beziehungen: 

Flachendichte der wahren Ladung der Kondensatorplatten 

4no = 1'lJ1 = eE, 

Flachendichte der freien Ladung der Kondensatorplatten 

4no' = E, 

Dichte der Oberflachenladung am Dielektrikum 

4n(o' - 0) = -I~I = -(e - 1)E. 

Es sei ferner s,;,l das Magnetfeld, das erzeugt wird, wenn eine der beiden 
Kondensatorplatten allein vorhanden ist, die Ladungsdichte 1/4n tragt und 
mit der Umfangsgeschwindigkeit v rotiert. s,;,2 sei das unter gleichen Bedingungen 
von der zweiten Kondensatorplatte erzeugte Feld. Da die Magnetfelder den 
Stromdichten proportional sind, ist unter den nachstehend angegebenen Versuchs
bedingungen das Auftreten folgender Magnetfelder zu erwarten: 

Art des Konvektionsstromes: 

1. Eine Kondensatorplatte rotiert allein 
2. Eine Platte rotiert samt dem Dielektrikum 
3. Beide Platten rotieren ohne Dielektrikum 
4. Das Dielektrikum rotiert allein 
5. Beide Platten rotieren samt dem Dielektrikum 

Magnetfeld : 

eEs,;,l, 
Es,;,l + (e - 1)Es,;,2, 

eE(s,;,l - s,;,2)' 
(e -1)E(s,;,l- s,;,2), 

E (s,;,l - s,;,2)' 

Der Fall 1 entspricht dem urspriinglichen ROWLANDschen Versuch, wobei 
bloB durch die Anwesenheit des Dielektrikums die auftretende Ladungsdichte 
und damit das Magnetfeld um den Faktor e vergroBert wird. Die FaIle 2,4 und 5 
wurden von EICHENWALD untersucht, wobei Magnetfelder gefunden wurden, 
deren GroBe und Abhangigkeit von der Dielektrizitatskonstanten der Scheibe 
mit den obigen Angaben in Einklang stehen. 1m FaIle 5, wo der Kondensator 
als Ganzes rotiert, kommt bloB der von den freien Ladungen erzeugte Strom 
in Betracht; es ist daher das Magnetfeld nur von der Spannungsdifferenz am 
Kondensator und nicht von der Natur des Dielektrikums abhangig. Nach den 
in Ziff. 3 erwahnten Ansatzen von HERTZ diirfte im FaIle 5 iiberhaupt kein 
Magnetfeld auftreten. Sie werden daher durch EICHENWALDS Beobachtungen 
widerlegt. 

1) W. C. RONTGEN, Wied. Ann. Ed. 35, S.268. 1888; Ed. 40, S. 93. '1890. 
2) A. ErcHENwALD, Ann. d. Phys. (4) Ed. 11, S.421. 1903. 
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9. Der Versuch von WILSON. GemaB der Elektronentheorie wirkt auf eine 
mit der Geschwindigkeit u bewegte Einheitsladung die Kraft 

lY = ~ + ! [u~J. (7) 

In einem homogenen Magnetfelde von der Feldstarke I ~ I = H rotiere ein diinn
wandiger metallischer Hohlzylinder, dessen Achse der Feldrichtung parallel 
liege, mit der Umfangsgeschwindigkeit u. Da bei dieser Anordnung Geschwindig
keitsvektor und magnetischer Vektor aufeinander normal stehen, wird I [u~ ] I = uH . 

. Die vom Metall mitgefiihrten Leitungselektronen werden einen radialen Zug 

im Betrage .!!... H pro Ladungseinheit erleiden, und es wird daher zwischen der c 
Innen- und AuBenflache des Hohlzylinders eine Potentialdifferenz erzeugt, die 

proportional.!!...H ist. Diese Erscheinung wird bekanntlich als unipolare Indukc 
tion bezeichnet. 

Ersetzt man den metallischen Hohlzylinder durch einen solchen aus 

isolierendem Material, so wird der radiale Zug.!!...H auf die Polarisationselektronen 
c 

des Dielektrikums ausgeubt und wird eine Polarisation im Betrage 

I~I =e~~/ ; H 

verursachen. Belegt man die innere und auBere Mantelflachedes Hohlzylinders mit 
leitenden Schichten, so werden auf ihnen infolge dieser Polarisation wahre Flachen
ladungen im Betrage von a=e-1.!!...H 

4.:n: c (8) 

auftreten mussen. WILSON!) bestatigte das Vorhandensein dieser Ladungen, 
indem er die Belegungen des Zylinders an die Quadrantenpaare eines Elektro
meters anschloB. - Nach den Gleichungen von HERTZ muBten Flachenladungen 

auftreten, die proportional e.!!... H sind, was mit den Versuchsergebnissen von 
WILSON unvereinbar ist2). c 

10. Der Versuch von W. WIEN. Nach den Darlegungen der vorigen Ziffer 
kann der Versuch von WILSON als eine Bestatigung dafur aufgefaBt werden, daB 
der Term 1 

c[u~J 

des LORENTzschen Ausdruckes (7) fur die ponderomotorische Kraft auch auf die 
Polarisationselektronen eines Dielektrikums wirkt. Die Wirkung dieser Kraft 
auf die Leitungselektronen ist ferner durch die Erfahrungen der Elektrotechnik 
so weitgehend sichergestellt, daB sich eine Diskussion erubrigt. Ebenso kann auch 
hinsichtlich ihrer Wirkung auf freie Elektronen nach den Ablenkungsversuchen 
von Kathodenstrahlen im Magnetfeld kein Zweifel bestehen. W. WIEN hat nun 
im Jahre 1914 einen interessanten Versuch ausgefiihrtB), der zeigt, daB der Term 

~ [u~] auch auf die Leuchtelektronen freier Gasatome genau so wirkt wie ein c 
entsprechendes elektrisches Feld. Ein Kanalstrahlrohr wird zwischen die Pole 

1) H. A. WILSON, Phil. Trans. Bd.204, S. 121. 1904. 
2) Eine eingehende Diskussion des Versuches von WILSON vom Standpunkt der HERTZ

schen Theorie und der Elektronentheorie gibt M. ABRAHJ\.M, Theorie der Elektrizitat. II. Bd., 
4. Auf I., § 35. Berlin 1920. - Vom Standpunkt der Relativitatstheorie wird der Versuch 
von WILSON unter Ziff.64 behandelt werden. 

3) W. WIEN, BerI. Ber. 1914, S. 70: Ann. d. Phys. Bd.49, S.842. 1916. 
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eines Elektromagneten so eingefUhrt, daB die Bewegungsriehtung der Atomionen 
auf den magnetisehen Kraftlinien senkreeht steht. Die Beobaehtung erfolgt 
dureh eine Bohrung in den Magnetpolen so wie beim longitudinalen Zeemaneffekt. 
Wenn die Gesehwindigkeit der Atomionen 

lui = 108 em/sec 

betragt, so wirkt der Term ~ [u S)] so wie ein elektrisches Fe1d von der Starke 
c 

H Volt/cm, wobei H die in GauB gemessene Starke des Magnetfeldes bedeutet. 
Tatsachlich konnte nun WIEN bei Beobachtung an Wasserstoffkanalstrahlen 
das Auftreten eines diesem Felde entsprechenden Starkeffektes konstatieren. 
Die von dem gleichzeitig auftretenden Zeemaneffekt erzeugte Linienaufspaltung 
ist urn GroBenordnungen kleiner und kann daher mit dem Starkeffekt nicht ver
wechselt werden. 

Die Bedeutung der hier angefUhrten Versuche mit Relativbewegung gegen 
den Beobachter liegt in der Tatsache, daB ihre Ergebnisse mit der LORENTzschen 
Theorie durchweg in Einklang stehen, dagegen die HERTzschen Ansatze fUr 
bewegte Korper widerlegen. Erst nach AufstelIung der speziellen Relativitats
theorie hat man eine Anordnung des Versuches von WILSON ersonnen, bei der 
der zu erwartende Effekt nach den Ansatzen von LORENTZ anders ausfallen 
muBte als nach der Relativitatstheorie. Die experimentelle Nachprufung ent
schied dann zugunsten der relativistischen Formel (vgl. hierzu Ziff.64). 

d) Die Atherdriftversuche. 
11. Der Ather als ausgezeichnetes Bezugssystem in der LORENTzschen 

Elektrodynamik. Die Grundgleichungen der LORENTzschen Elektronentheorie 
weisen gegenuber der GALILEI-NEWToNschen Mechanik und der NEWToNschen 
Gravitationstheorie folgenden Unterschied prinzipieller Natur auf: Es sei K 
ein Bezugssystem, in dem das GALILEIsche Tragheitsgesetz Gultigkeit besitzt. 
Dann gelten die Grundgesetze der Mechanik in bezug auf aIle Systeme K', die 
jener dreifach unendlichen Schar von Bezugssystemen angehoren, die aus K 
durch die Gruppe der gleichformig geradlinigen Translationsbewegungen hervor
gehen. Seien x, y, Z, f die rechtwinkligen Raum-Zeit-Koordinaten des Bezugs
systems K, dann erstreckt sich der Gultigkeitsbereich der mechanischen Grund
gleichungen auf aIle Systeme K', die aus K durch die Transformation hervor-
gehen: , x = x - bxt, y' = y - byt, Z' = Z - bz t, t' = t, (9) 

wobei die Transformationsparameter bx , by, bz willkurliche Konstante sind. 
Einem Vorschlag von PH. FRANKl) folgend, nennt man die Transformation (9) 

"Galilei-Transforma tion"; die Tatsache, daB die mechanischen Grund
gesetze den Galileitransformationen gegenuber invariant sind, wird als das 
Relativitatsprinzip der Mechanik bezeichnet. Die Grundgleichungen 
der Elektronentheorie sind nun zum Unterschied gegenuber jenen der klassischen 
Mechanik den Galileitransformationen gegenuber nicht invariant; sie gelten 
vielmehr nur in bezug auf ein einziges besonders ausgezeichnetes Bezugssystem. 

Ein prinzipiell sehr wichtiger Zug der klassischen Mechanik fehlte also der 
LORENTzschen Elektrodynamik; es ware aber voreilig gewesen, aus diesem 
Umstand ein Gegenargument gegen die Elektronentheorie zu konstruieren. Denn 
schon seit FARADAY und MAXWELL lag ja der Elektrodynamik immer die Ather-

") PH. FRANK U. H. ROTHE. Ann. d. Phys. Ed. 34. S. 825. 1911; Phys. ZS. Ed. 13. 
S. 750. 1912. 
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vorstellung zugrunde. Nach der LORENTZSchen Elektronentheorie macht der 
Ather die Bewegung materieller Korper nicht mit; das im Ather ruhende Bezugs
system muBte daher natiirlich eine ausgezeichnete Rolle spielen; es ist gerade 
jenes, in dem die Grundgleichungen Giiltigkeit haben. Irgendwelche erkenntnis
kritische Argumente hinsichtlich der Relativitat der Bewegung konnten also 
gegen die das Relativitatsprinzip verletzende LORENTzsche Elektrodynamik 
nicht von vornherein ins Treffen gefiihrt werden. Denn auf Grund der Ather
vorstellung war zu erwarten, daB bei geniigend genauer Beobachtung jede 
"absolute" Bewegung sich als Relativbewegung gegen den Ather in den elektro
dynamischen Erscheinungen merkbar machen miisse. Allerdings hatte, wie 
schon in Ziff. 3 erwahnt, LORENTZ gezeigt, daB dieser EinfluB nur in Gliedern 
zweiter Ordnung in vic merkbar sein konne, wenn v die gemeinsame Relativ
bewegung von Beobachter und Versuchsobjekt gegen den Ather und c die Licht
geschwindigkeit bedeutet 1). 

Eine notwendige Folgerung der Vorstellungen der Elektronentheorie war 
also die, daB die resultierende Bewegung der Erde und des Sonnensystems gegen 
den Ather einen EinfluB von der Ordnung V 2/C 2 auf den Ablauf elektrodynamischer 
Vorgange und insbesondere auf die Ausbreitung des Lichtes langs der Erdober
flache haben miisse. Die Bewegung des Sonnensystems gegeniiber dem fundamen
talen Fixsternsystem ist zwar der GroBe und Richtung nach angenahert bekannt, 
diese Bewegung muBte aber nicht identisch sein mit jener relativ zum Weltather, 
da ja der Bewegungszustand des Fixsternsystems selbst gegen den Ather un
bekannt ist. Zweifellos muBte aber angenommen werden, daB das relativ zum 
Ather ruhende Bezugssystem ein GALILEIsches Tragheitssystem sei, und daB 
daher die Bewegung des Sonnensystems gegen den Ather eine gleichformig gerad
linige sei. Die Relativbewegung zwischen irdischem Beobachter und Ather setzt 
sich also vektoriell zusammen aus der unbekannten gleichformig geradlinigen 
Bewegung des Sonnensystems und aus der jahrlichen Bewegung der Erde um 
die Sonne. Die Geschwindigkeit der taglichen Bewegung ist so klein, daB ihr 
Quadrat gegen jenes der jahrlichen Bewegung vernachlassigt werden kann. 
Die resultierende Geschwindigkeit aus Erdbewegung und Bewegung des Sonnen
systems kann in einzelnen Punkten der Erdbahn kleiner sein als die Geschwindig
keit der Erdbewegung allein, sie ist aber dafiir in den diametral gegeniiberliegenden 
Bahnpunkten um den gleichen Betrag groBer. Wenn man also zu verschiedenen 
Jahreszeiten Beobachtungen vornimmt, so muB mindestens einmal ein Effekt 
von der GroBenordnung V~/C2 auftreten, wobei Vo : 30 km/sec die Umlaufs
geschwindigkeit der Erde um die Sonne ist. Wir, wollen die in den folgenden 
Ziffern behandelten Experimente zur Auffindung eines solchen Effektes kurz 
als A therdriftexperimen te bezeichnen. 

12. Die Versuche von MICHELSON, MORLEY und MILLER. Das MICHELsoNsche 
Interferometer, mit dem spater der AnschluB des Normalmeters an die Wellen
langenstandards gelungen ist, stellte ein hinreichend empfindliches Instrument 
dar, um kleine Unterschiede in der Lichtausbreitung parallel und senkrecht 
zur Erdbewegung feststellen zu konnen. Abb. 3 stellt schematisch jene Aus
fiihrungsform des Interferometers dar, die zur Feststellung eines allfalligen 
Einflusses der Erdbewegung auf die Lichtfortpflanzung verwendet wurde2). 

Ein von der Lichtquelle Q kommendes Lichtbiindel wird durch die Linse L 
parallel gemacht und durch die an der Riickseite halbversilberte Glasplatte P1 

1) Vgl. hierzu noeh insbesondere Ziff, 33, wo aueh die im weiteren Sinne zu den Ather
driftexperimenten gehorigen Jupitermondbeobaehtungen besproehen werden, 

2) A, A. MICHELSON, Sill. Joum. Bd.22, S. 120. 1881; A. A. MICHELSON U. E. W. MOR

LEY, ebenda Bd. 34, S. 333. 1887. 
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in zwei koharente Lichtbiindel zerlegt, die durch die senkrecht zu ihrer Richtung 
aufgestellten Spiegel SI bzw. S2 in sich selbst reflektiert werden, nach ihrer 
Wiedervereinigung bei PI gemeinsam in das Beobachtungsfernrohr F eintreten 

und dort Interferenzen erzeugen. Die 
Kompensationsplatte P 2 ist unver
silbert, aber hinsichtlich Dicke und 
Orientierung gegen die Strahlen iden
tisch mit PI; sie bewirkt bloB, daB 
beide Teilstrahlen gleich oft, namlich 
dreimal durch Glas laufen. Der Appa-
rat ist in horizontaler Lage auf einer 
Unterlagsplatte montiert, die auf 

B-----lf-l---79r<~----:;,ij.---lSZ Quecksilber schwimmt, so daB er 
L erschiitterungsfrei urn die vertikale 

Abb.3. Versuch von MICHELSON und MORLEY. 

Teilstrecke 

Achse drehbar ist. Nehmen wir an, 
der Apparat sei in eine soIche Stel
lung gebracht, daB er sich in der 
Richtung S2 Q mit der Geschwindig
keit v durch den Ather bewege. Eine 
elementare Rechnung ergibt dann 
fiir die Zeiten, die das Licht zum 
Durchlaufen der einzelnen Teil
strecken braucht, folgende Werte: 

Lichtzeit 
1 

c1+fl' 
1 

c1-fl' 
I 1 
c Vi - fl2 . 

Hier ist die auch im folgenden oft verwendete Abkiirzung benutzt: 
v P=c' (10) 

list die gemeinsame Lange der beiden Interferometerarme. 
Die beiden Arme werden auf optischem Wege durch Beobachtung von 

Interferenzen in weiBem Licht (vgl. Bd. XX, Kap.1 ds. Handb.) exakt gleich
lang gemacht. Die Differenz der Lichtzeiten der beiden Teilbiindel P l S'}.Pl 

und PlSlPl betragt bei Vernachlassigung der vierten und hoheren Potenzen in p: 
M=!"-p2. (11) 

c 

Dreht man nun den Apparat urn 90°, so wechselt (jt das Vorzeichen und es miiBte 
eine Verschiebung der Interferenzstreifen eintreten, die einer Verzogerung eines 
Strahles im Betrage von 2 (jt entspricht. Diese Verschiebung·betragt in Bruch-
teilen einer Streifenbreite 21 

TP2, (11 a) 

wobei A die Wellenlange des verwendeten monochromatischen Lichtes bedeutet. 
Bei den genauesten, von MORLEY und MILLERl) vorgenommenen Messungen 
wurde durch Anwendung wiederholter Reflexionen l = 3200 cm gemacht; die 

1) E. W. MORLEY U. D. C. MILLER, Phil. Mag. Bd.' 8, S. 753. 1904; Bd. 9, S. 680. 1905. 
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Gleichung (11 a) entsprechende Streifenverschiebung bei einer Drehung urn 90° 
hatte bei Beriicksichtigung der Erdgeschwindigkeit allein eineinhalb Streifen
breiten betragen miissen. Der Versuch wurde so durchgefUhrt, daB der Apparat 
in eine langsame gleichformige Rotation versetzt wurde. Ein mitgehender 
Beobachter las die Stellungen des mittleren Interferenzmaximums an einer 
Okularskala des Fernrohres F ab, wahrend ein zweiter Beobachter diese Stellung 
als Funktion des Azimuts des Interferometers notierte. Das Ergebnis einer sorg
faltig durchgefUhrten Beobachtungsserie aus den Jahren 1904 und 1905 wurde 
dahin ausgesprochen, daB eine evtl. vorhandene Relativgeschwindigkeit zwischen 
Erde und Ather (Atherdrift) nicht groBer sein konne als 3,5 km/sec, wahrend die 
Geschwindigkeit del' jahrlichen Erdbewegung allein ca. 30 km/sec betragt. 

MILLER hat dann in den J ahren 1921 bis 1926 das Michelsonexperiment 
auf dem Mount Wilson in ca. 1800 m Seehohe wiederholtl). Es ergab sich eine 
Abhangigkeit del' Lage der Interferenzfransen yom Azimut des Interferometers, 
die einer Relativbewegung gegen den Ather im Betrage von ca. 9 km/sec ent
sprechen wiirde. Zur Kritik der MILLERschen Ergebnisse vgl. Zif£' 15. 

Neuerdings ist die MeBgenauigkeit des Michelsonversuches durch KENNEDy2) 
dadurch wesentlich erh6ht worden, daB ein Kunstgriff verwendet wurde, der 
es gestattet, Interferenzverschiebungen im Betrage eines kleinen Bruchteiles 
einer Streifenbreite mit Sicherheit festzustellen. Die Einfiihrung dieser MaB
nahme ermoglichte es, den Lichtweg l wesentlich kleiner zu machen als beim 
MORLEY-MILLERschen Apparat, so daB das ganze Interferometer in einen 
luftdicht verschlossenen, edelgasgefiillten Kasten eingebaut werden konnte. 
Es wurden dadurch die atmospharischen Storungen eliminiert und die MeB
result ate wiesen untereinander viel geringere Fehler auf als bei den friiheren 
Versuchen. Die mit diesem Apparat angestellten Messungen ergaben das v611ige 
Fehlen eines Effektes sowohl im Niveau von Pasadena als auch auf dem Mount 
Wilson. 

Da von LENARD 3) und anderen die Meinung geauBert worden war, daB der 
Michelsonversuch vielleicht ein positives Ergebnis liefern wiirde, wenn man eine 
auBerterrestrische Lichtquelle statt einer irdischen verwendet, hat TOMASCHEK 4) 

einen Vergleichsversuch vorgenommen, bei dem Fixsternlicht und das Licht einer 
kiinstlichen Lichtquelle alternierend in das Interferometer geleitet wurde. Der 
Versuch wurde zu verschiedenen Sternzeiten durchgefiihrt, es zeigte sich aber 
beim Wechsel der Lichtquellen niemals eine die Beobachtungsfehler iibersteigende 
Verschiebung in der Lage del' Interferenzfransen. Unter Beriicksichtigung des 
negativen Ausfalles des urspriinglichen Michelsonversuches kann man also sagen, 
daB auch fUr Fixsternlicht keine Anisotropie del' Lichtausbreitung langs der 
Erdoberflache zu konstatieren ist. 

13. Der Versuch von TROUTON und NOBLE. Neben dem optischen Experiment 
MICHELSONS wurden auch elektrodynamische Versuche angestellt, urn einen 
EinfluB del' Bewegung der Erde gegen den Ather nachzuweisen. Als wichtigster 
darunter sei del' Versuch von TROUTON und NOBLES) genannt. Ein Platten
kondensator werde mit der Geschwindigkeit v so gegen den Ather bewegt, daB 
del' Geschwindigkeitsvektor mit del' Plattennormale den Winkel ffJ einschlieBe. 
Dann folgt aus del' Elektronentheorie, daB das yom bewegten Kondensator er-

1) D. C. MILLER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 1'1, S. 306. 1925; Science Bd. 63, 
S.433. 1926. 

2) R. J. E:ENNEDY, Proc. Nat. Ac. Amer. Bd.12, S. 621. 1926. 
3) PH. LENARD, Ather und Urather. S. 31. Leipzig 1920. 
4) R. TOMASCHEK, Ann. d. Phys. Bd. 73, S. 105. 1924. 
5) FR. T. TROUTON U. H. R. NOBLE, Proc. Roy. Soc. London Bd.72, S.132. 1903. 

17* 
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zeugte Feld ein Drehmoment im Betrage von 

D = E (~)\in2cp (12) 

auf ihn ausiibt, E bedeutet hier die elektrostatische Energie des Kondensators. 
Der Drehungssinn ist dabei ein solcher, daB die Plattenebene parallel zur 
Bewegungsrichtung gestellt wird. Das Zustandekommen eines derartigen 

y Drehmomentes HiBt sich auf elementarem 
Wege unmittelbar einsehen, wenn man die 
Kondensatorplatten durch zwei Punkt
ladungen ersetzt. Es mogen sich gemaB 
Abb. 4 zwei Punktladungen +e und -e in 
den Punkten PI bzw,P2 befinden; sie seien' 

_____ ~~.L....l----....:X~ durch einen starren Stab von der Lange a 
mit einander verbunden, der urn die durch 
seinen Mittelpunkt gehende Z-Achse eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems drehbar 
angeordnet ist. Das ganze System bewege 
sich mit der Geschwindigkeit t' parallel zur 
positiven X-Achse gegen den Ather; die Ge-

Abb. 4. Zustandekommen eines Drehmoments 
bei der Transiationsbewegung eines Dipois. rade PI P 2 schlieBe mit der Bewegungs-

richtung den Winkel cp ein. Nach dem 
BIOT-SAVARTschen Gesetz ist dann das infolge der Bewegung von + e im 
Punkte P J erzeugte Magnetfeld gegeben durch 

1
_ I '" e 1.' sin cp 
j~ = ·1)z =c .. a2 • 

Die vom Term ..! .. [uSJ] des LORENTzschen Kraftansatzes herriihrende Kraft
c 

komponente auf - e betragt daher 
. e2 v2 • 

ISi'1 = St'y = lif (;2 smcp. 

Auf die Ladung +e wirkt die gleiche Kraft in entgegengesetzter Richtung. 
Beide Krafte setzen sich dann zu einem Kraftepaar von folgendem Drehmoment 
zusammen e2 v2 . 

Dz = - 2 smcp coscp, a c 
wofiir man auch schreiben kann 

Dz = Ve(~rsincpcoscp= ~ ve(~)\in2cp, 
wobei V das von der einen Punktladung am Orte der zweiten Punktladung er
zeugte elektrostatische Potential bedeutet. Da nun die elektrostatische Energie 
des Systems gegeben ist durch E = l Ve , 

wird der letzte Ausdruck mit der rechten Seite von (12) identisch1). 

TRouToN und NOBLE haben versucht, das Auftreten dieses Drehmomentes 
nachzuweisen, indem sie einen an einem feinen Draht aufgehangten Kondensator 
abwechselnd luden und entluden und mit Spiegel und Skala die dadurch ver
ursachte Winkeldrehung maBen. Die beobachteten Ausschlage blieben innerhalb 
der Fehlergrenze und erreichten maximal 5 % des berechneten Wertes. 

1) Eine ausfiihrliche Theorie des Versuches von TROUTON und NOBLE gibt M. v. LAUE. 
Ann. d. Phys. Bd. 38, S. 370. 1912; vgl. ferner M. v. LAUE, Die Relativitatstheorie. Bd. I, 
4. Auf!., § 18. Braunschweig 1921. 
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TOMASCHEK hat denselben Versuch mit einer verfeinerten Anordnung auf 
dem Jungfraujoch in einer Seeh6he von 3457 m wiederholtl). Die Empfindlich
keit des von ihm zuletzt verwendeten Apparates betrug nach TOMASCHEKS 
Schatzung etwa das 800fache jener des ursprfinglichen Apparates von TROUTON 
und NOBLE und etwa das 30fache del' Empfindlichkeit des von MILLER ver
wendeten Michelsonapparates. Trotzdem blieben die auftretenden Effekte 
innerhalb der Versuchsfehler. 

e) Die Deutungsmoglichkeit des Beobachtungsmaterials. 
14. Ubersicht tiber die Deutungsmoglichkeiten des negativen Ausfalls der 

Atherdriftexperimente. "Venn wir von dem spater zu diskutierenden Ergebnis 
des MILLERschen Versuches auf dem Mount Wilson absehen, sind samtliche Ver
suche zur Feststellung einer gemeinsamen Relativbewegung von Beobachter 
und Versuchsobjekt gegen den Ather negativ ausgefallen. - Diese Aussage 
unterliegt allerdings del' Einschrankung, daB hier unter "Relativbewegung" 
nur eine geradlinige gleichfarmige Translationsbewegung zu verstehen ist. Bei 
jenen Vorgangen, wo die Kriimmung der Erdbahn mit in Betracht kommt, kann 
eine gemeinsame Bewegung von Beobachter und Lichtquelle gegen den Ather 
bzw. gegen ein GALILEIsches Tragheitssystem zu einem beobachtbaren Effekt 
fiihren (vgl. hierzu die AusfUhrungen fiber die jahrliche Aberration Ziff. 69). - Die 
Deutungsmaglichkeiten fUr den negativenAusfall der Atherdriftexperimente lassen 
sich in folgende vier Gruppen einteilen, die gesondert besprochen werden sollen: 

IX) Man gibt die FRESNEL-LoRENTzsche Vorstellung des ruhenden Athers 
auf und kehrt zur STOI{ESschen Theorie des mitgefUhrten Athers zuriick (Ziff. 5). 

(3) Man behalt die Grundvorstellungen der LORENTzschen Elektrodynamik 
bei und erklart den negativen Ausfall der Atherdriftexperimente durch die ad hoc 
eingeffihrte Hypothese der Lorentzkontraktion (Zifi, 16). 

y) Man dehnt das H.elativitatsprinzip der Mechanik auf die Elektrodynamik 
aus und verzichtet auf die Grundvorstellung del' Athertheorie, wonach die Aus
breitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen nur yom Zustand des 
Mediums, in dem die Lichtfortpflanzung erfolgt, nicht aber yom Bewegungs
zustand der Erregungsquelle abhangig ist (Theorie von RITz, Ziff. 18). 

c'J) Man dehnt das Relativitatsprinzip auf die Elektrodynamik unter Bei
bchaltung des Prinzips der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit aus, gibt aber 
dafUr die Vorstellung yom absoluten Charakter von Raum und Zeit auf (Ziff. 20f£.). 

Es sei schlieBlich erwahnt, daB auch die HERTZsche Elektrodynamik be
wegter Karper eine Erklarung fUr den negativen Ausfall der Atherdriftexperimente 
geben wiirde. Da sie aber im Widerspruch mit den Experimenten von FIZEAU, 
EICHENWALD und WILSON steht' scheidet sie von vornherein aus den Betrach
tungen aus. 

15. Die Deutungsmoglichkeit auf Grund der STOKEsschen Hypothese. 
Wenn man mit STOKES annimmt, daB der Ather im Erdinneren und an der 
Oberflache von der Bewegung der Erde mitgefUhrt wird (Ziff.2), dann ist in 
unseren Laboratoriumsraumen keine Relativbewegung gegen den Ather vor
handen und der negative Ausfall der Atherdriftexperimente erklart sich von 
selbst. Mit zunehmendem Abstand yom Erdmittelpunkt bzw. mit wachsender 
Seehahe des Beobachtungsortes soIl dann weiter gemaf3 der STOKEsschen Hypo
these eine zunehmende Relativbewegung zwischen Erde und Ather auftreten. 
Man konnte daher von vornherein erwarten, daB del' Michelsonversuch vielleicht 
ein positives Ergebnis liefern wiirde, wenn er an einem Orte geniigend groBer 

')K. T01l!ASGHEK, Ann. d. Ph),s. Dd. 71', S.743. 1925; Bel. 80, S.509. 1926. 
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Seehohe ausgefUhrt wiirde. In der Tat ergaben nun die in Ziff. 12 eiw1ihnten 
MILLERschen Versuche auf dem Mount Wilson einen Effekt, der einer Relativ
geschwindigkeit von etwa 9 km/sec zwischen Apparat und Ather entsprechen 
wiirde. Das Ergebnis dieser Versuche wurde daher auch von einzelnen Autoren 
als eine Bestatigung der STOKEsschen Atherhypothese aufgefaBtl). Eine kritische 
Analyse der MILLERschen Versuchsergebnisse widerlegte aber diese Vermutung2). 

Die aus der STOKES-PLANcKschen Hypothese folgende Stromung des Athers 
in der Umgebung der Erde ist von LORENTZ durchgerechnet worden3). Es ergibt 
sich, daB die theoretisch zu erwartende Zunahme der Athergeschwindigkeit 
mit der Seehohe nicht annahemd so groB ist, als daB sie in 1800 m Seeh6he schon 
den Betrag von 9 km/sec erreichen konnte. Ganz abgesehen davon zeigt die 
Richtung des von MILLER gefundenen Effektes im Laufe eines Tages einen solchen 
Gang, daB sie mit irgendeiner moglichen Atherstromung nicht in Einklang 
gebracht werden kann. Die drei oben zitierten Autoren gelangen daher iiber~ 
einstimmend zum Ergebnis, daB die von MILLER beobachteten Streifenver
schiebungen keinen reellen Effekt darstellen konnen. Diese Vermutung wird 
noch bekraftigt durch den negativen" Ausfall der Wiederholung der Versuche 
von TROUTON und NOBLE durch TOMASCHEK (Ziff. 13) und insbesondere durch 
die in Zif£' 12 angefUhrten neuen Messungen von KENNEDY. 

Die MILLERschen Versuche diirften also wegen der anscheinend vorliegenden 
Fehlerquellen keine Beweiskraft besitzen. - Andererseits konnte man aber den 
negativen Ausfall samtlichen Atherdriftexperimenten in groBer Seehohe nicht 
als Gegenargument gegen die STOKES-PLANcKsche Hypothese des mitgefiihrten 
Athers heranziehen. Denn die Rechnungen von LORENTZ hatten ja eben gezeigt, 
daB in den unseren Experimenten zuganglichen Schichten der Erdatmosphare 
die Relativgeschwindigkeit des mitgefiihrten Athers noch zu klein ware, um 
beobachtet werden zu konnen. 

Obwohl nun die durch die PLANcKsche Annahme verbesserte STOKEssche 
Theorie nicht in direkten Widerspruch mit den Ergebnissen der bisher an
gefiihrten Versuche gerat, kommt sie kaum emstlich als Erklarungsmoglichkeit 
fiir den negativen Ausfall der Atherdriftexperimente in Betracht. Der Grund 
dazu liegt darin, daB sie nur eine Aussage iiber den hydrodynamischen Bewe
gungszustand des Athers erithaIt, aber keine quantitative Theorie des elektro
magnetischen Feldes liefert. Es sind bisher keine Differentialgleichungen fUr 
das elektromagnetische Feld in einem kompressiblen, von der ponderablen 
Materie im groBen fortgefiihrten Ather aufgestellt worden. Es liegt keine 
Aussage dariiber vor, wie durch die Verdichtung und Bewegung des Athers 
die Feldstarken beeinfluBt werden. Es ist bisher weder gelungen, aus der 
STOKEsschen Hypothese die Formel fUr den FRESNELschen Mitfiihrungskoeffi
zienten herzuleiten, noch irgendwelche konkrete Aussagen iiber die elektroma
gnetischen Felder bewegter ponderabler Korper (Ziff. 7 bis 9) zu gewinnen. 
Die Tatsache, daB die SToKEssche Athertheorie durch die in Zif£. 12 und 13 
besprochenen Atherdriftversuche nicht widerlegt worden ist, verliert an Wert 
angesichts des Mangels an biindigen Aussagen, die sie liefert. AuBerdem werden 
wir in Ziff.72 einen neuerdings ausgefUhrten Versuch kennen lemen, dessen Er
gebnis mit den Annahmen der STOKEsschen Theorie unvertraglich ist. - 1m 
Gegensatz dazu hat die durch die Relativitatstheorie vertiefte LORENTzsche 
Elektrodynamik zu eindeutigen Aussagen gefiihrt, die mit den in den Ziff.4 

1) L. SILBERSTEIN, Nature Bd. 115, S. 798. 1925. 
2)" H. JOOS, Phys. ZS. Bd.27, S.1. 1926; H. THIRRING, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 723, 

1926; Nature Bd. 118, S.81. 1926; J. WEBER, Phys. ZS. Bd.27, S.5. 1926. 
3) H. A. LORENTZ,!. c. S.454-460. 
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bis 13 angegebenen Experimentalergebnissen in vollem Einklang stehen und 
dariiber hinaus zu neuen Folgerungen gefiihrt hat, die nachtraglich experi
mentell bestatigt worden sind (vgl. insbesondere Ziff. 41). 

16. Die Kontraktionshypothese von LORENTZ und FITZGERALD. Die im letzten 
Absatz der vorigen Ziffer angefiihrten Bedenken gegen die STOI(ESsche Theorie 
hatten LORENTZ schon vor drei Jahrzehnten veranlaBt, trotz des unerwarteten 
negativen Ausfalles des Michelsonversuches an der Theorie des ruhenden Athers 
festzuhalten. Zur Erklarung des Versagens der Atherdriftexperimente stellte 
LORENTZ und unabhangig von ihm FITZGERALD die Hypothese aufl), daB Korper, 
die sich mit der Geschwindigkeit v durch den Ather bewegen, eine relative Ver
kiirzung der parallel zur Bewegungsrichtung liegenden Dimensionen im Betrage 
von Vi - v2Je 2 erleiden. Wenn sich also ein Stab von der Lange 1 in seiner 
Uingsrichtung mit der Geschwindigkeit v durch den Ather bewegt, so soIl seine 
Lange auf l /-~ l' = 1 / 1 - -;--

, [2 
(1:;) 

zusammenschrumpfen, wahrend die Querdimensionen ungeandert bleiben. 
Der zur Bewegungsrichtung parallel liegende Arm des Michelsoninterfero

meters (Abb.:;, Ziff.12) wird gemaB dieser Hypothese urn das Stiick 

(~l = 1 (1 -1/ 1 - -~) 
verkiirzt. Bei Vernachlassigung der vierten und hoheren Potcnzen von fJ = v Je gilt 

ol=~fJ2. 
und daraus ergibt sich eine Verkiirzung der Lichtzeit beim Hin- und Hergang 
iiber den Arm PI S2 im Betrage von 

ot = ~- fi2 . 
[ 

Urn denselben Betrag wird aber infolge der Atherdrift gemaB Gleichung (11), 
Zif£. 12 die Lichtzeit des iiber PISI laufenden Strahles verkiirzt, so daB unter 
der Annahme der Lorentzkontraktion die beiden Teilstrahlen nach ihrer Wieder
vereinigung in P 1 wieder in Phase sind. Das Ausbleiben der Verschiebung der 
Interferenzstreifen ware dadurch theoretisch erklart. 

Die Kontraktionshypothese ermoglicht es also, den negativen Ausfall des 
Michelsonversuches mit der Theorie des ruhenden Athers in Einklang zu bringen. 
Der Nachteil dieser Erklarung liegt darin, daB sie einigermaBen gezwungen ist. 
Der Betrag der Verkiirzung wird ad hoc gerade so groB eingefiihrt, daB eine 
Kompensation der durch die Atherdrift hervorgerufene Verkiirzung der Lichtzeit 
eines Teilstrahles eintritt. LORENTZ hat allerdings spater den Versuch gemacht, 
eine Art Erklarung fiir das Zustandekommen der Kontraktion zu geben und sie 
mit den bei der Bewegung elektrischer Ladungen erzeugten elektromagnetischen 
Kraften in Zusammenhang zu bringen. Die Hypothese gewinnt aber dadurch 
nicht wesentlich an Uberzeugungskraft 2). 

17. Das Relativitatsprinzip. In Zif£. 11 war auseinandergesetzt worden, 
daB in der MAXWELL-LoRENTzschen Elektrodynamik im Gegensatz zur klassischen 

1) H. A. LORENTZ, Versl. Akad. Amsterdam Bd.1, S.74. 1892; 0_ LODGE, London 
Trans. (A) Bd. 184, S. 727. 1893. . 

2) Die M6glichkeit eines direkten Nachweises der Lorentzkontraktion wiirde sich auf 
dem Boden der Absoluttheoric aus der Tatsache ergeben, daB auf der durch die Kon
traktion zn einem Rotationsellipsoid dcformiertcn Erde Schwankungen der Lotrichtung 
mit halbtagiger Periode zu erwarten ''laren. Diesbeziigliche Messungen sind von L. COUR
VOISIER (Astron. Nachr. Bll. 226, S.241. 1926; Bd. 230, S.245. 1927) ausgefiihrt worden. 
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Mechanik das Relativitatsprinzip keine Gilltigkeit hat; die Grundgleichungen 
gelten nicht fUr beliebige Tragheitssysteme, sondern bloB fur ein einziges davon, 
namlich jenes, das im Ather ruht. Als theoretische Folge dieses Umstandes ergab 
sich das Auftreten eines Einflusses der Erdbewegung von der Ordnung (V/C)2 
auf die elektrodynamischen Vorgange. Diese Folgerung der Theorie hat sich 
jedoch nicht bestatigt. Samtliche optische und elektrodynamische Versuche zur 
Auffindung eines Einflusses des geradlinig translatorischen Anteils der Erd
bewegung waren geradeso fehlgeschlagen, wie es mit entsprechenden mechanischen 
Experimenten der Fall gewesen ware. Diese auffallige Tatsache mu13te zu einer 
Revision der Grundbegriffe der Theorie anregen1); man mu13te sich nach dem 
Fehlschlagen der Atherdriftexperimente die Frage vorlegen, ob es noch einen 
Sinn habe, an der Athervorstellung festzuhalten und ob nicht das Relativitats
prinzip uberhaupt ein allgemeines Naturgesetz darstelle, dessen Giiltigkeits
bereich nicht blo13 auf das spezielle Gebiet der mechanischen Vorgange be
schrankt sei. 

Der materielle Ather war ein integrierender Bestandteil der Wellentheorie 
des Lichtes gewesen, solange man die Lichtstrahlen als elastische Wellen eines 
hypothetischen Mediums auffa13te. N ach dem Durchdringen der elektro
magnetischen Lichttheorie fiel zunachst die Notwendigkeit einer Ather
vorstellung weg. Der Lichtstrahl war als ein elektromagnetisches Wechselfeld 
aufzufassen; ein eindeutiger und kausal notwendiger Zusammenhang zwischen 
den Feldvektoren @ und s:;, und irgendwelchen Zustanden des hypothetischen 
Mediums Ather war nicht mehr gegeben, er hatte vielmehr kunstlich im Nach
hinein wieder hergestellt werden mussen. Die Definitionsmerkmale der Feld
starken (Kraft auf den ruhenden elektrischen bzw. magnetischen Einheitspol) 
haben jedenfalls gar keinen Bezug auf irgendeine Zustandsgro13e des Athers. 
Trotzdem war die Athervorstellung als ein Rudiment der alteren physikalischen 
Begriffe in der Elektrodynamik erhalten geblieben; sie war gewisserma13en zum 
Symbol der Nahewirkungstheorie geworden. Auch hatte man keinen direkten 
Anla13, sie zu eliminieren, solange mansich der Erwartung hingab, da13 en tsprechend 
genaue Experimente Relativbewegungen gegim den Ather erkennen lassen wiirden. 
Erst der negative Ausfall der diesbezuglichen Experimente entzog der Ather
vorstellung vollig den Boden; es gab keine Erfahrungstatsache mehr, die die 
EinfUhrung einer hypothetischen Substanz "Ather" notwendiggemacht hatte 2). 

Mit dem Atherbegriff war aber gleichzeitig das Haupthindernis aus dem Wege 
geraumt, das der Ausdehnung des Relativitatsprinzips auf alle Naturvorgange im 
Wege stand. Wenn es keinen Ather gibt, dann ist kein Grund vorhanden, ein 
besonderes Bezugssystem vor allen anderen Tragheitssystemen auszuzeichnen; 
in der Tat lehrt ja auch der negative Ausfall der Atherdriftexperimente, da13 
der geradlinig translatorische Anteil der Erdbewegung keinen merklichen Einflu13 
auf die elektrodynamischen Vorgange ausubt. Es schien daher notwendig, 
die Gesetze der Elektrodynamik so umzuformen, bzw. so zu interpretieren, da13 

1) H. POINCARE, Science etHypothese Paris 1902, S. 199; C. R. Bd. 140, S. 1504.1905; 
Rend. Pal. Bd. 21, S. 129. 1906; A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 17, S.891. 1905. 

2) Die neuerlich sehr gebrauchliche Verwendung des vVortes "Ather" in der Literatur 
der allgemeinen Relativitatstheorie bedeutet keineswegs eine Ruckkehr zur alten Vorstellung 
des Athers im Sinne von FRESNEL, FARAD A Y und MAXWELL. Der moderne l'elativistische 
Atherbegriff ist ein vollig abstrakter; er bedeutet den Inbegriff des metrischen Feldes, 
dem als "Materie" die ponderabilen Masscn und das elektromagnetische Feld gegenuber
gestellt werden. Der klassische Ather der Wellentheorie des Lichtes war dagegen selbst 
eine Art Materie, der gewisse Eigenschaiten wie Elastizitat, Dichte u. dgl. zugeschrieben 
wurden, wie sic nul' materiellen Korpern zukommen. Mit diesem .. FRESNELschen" Ather 
hat der EINSTEINsche Ather ebensowenig etwas zu tun wie mit dem Ather der Chemiker 
(Athylather); er hat mit beiden nur den Namen gemeinsam. 
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sie in allen Tragheitssystemen Giiltigkeit haben und somit das Relativitatsprinzip 
erfiillen. EINSTEIN hat daher in seiner oben zitierten grundlegenden Arbeit 
von 1905 dieses Prinzip als ein Grundpostulat an die Spitze seiner Betrachtungen 
tiber die Elektrodynamik bewegter Korper gestellt. Die von LAUEl) gegebene 
prazise Formulierung dieses Prinzips lautet folgendermaBen: Man kann aus 
der Gesamtheit der N aturerscheinungen durch immer weiter ge
steigerte Annaherung immer genauer ein Bezugssystem x, y, z, t 
bestimmen, in welchem die Naturgesetze in bestimmten, mathe
matisch einfachen Formeln gelten. Das Bezugssystem ist aber 
durch die Erscheinungen keineswegs eindeutig festgelegt. Viel
mehr. gibt es eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit gleich
berechtigter Systeme, welche sich gegeneinander mit gleich
formigen Geschwindigkeiten bewegen. 

Da sich dieses Prinzip nur auf die Relativitat 'einer besonderen Klasse von 
Bewegungen, namlich der gleichformig geradlinigen bezieht, wird es zum Unter
schied von einem in der allgemeinen Relativitatstheorie auftretenden all
gemeineren Grundgesetz als das "spezielle Rela ti vi ta tsprinzi p" bezeichnet. 
Wir haben es im folgenden immer nur mit der speziellen Relativitatstheorie zu 
tun und wollen, da die Gefahr einer Verwechslung nicht besteht, der Ktirze 
halber immer vom "Relativitatsprinzip" schlechtweg sprechen. 

Die Ausdehnung des Relativitatsprinzips auf die Elektrodynamik muBte 
auch nach Aufgeben der Athervorstellung auf Schwierigkeiten stoBen, da, wie 
in Zif£. 11 hervorgehoben wurde, die Grundformeln dieser Theorie gegentiber 
der Galileitransformation nicht invariant sind. Man muBte daher entweder 
diese Grundformeln aufgeben, wie RITZ es tat, oder man muBte annehmen, daB 
der Ubergang zu einem geradlinig gleichformig bewegten Bezugssystem nicht 
durch die Galileitransformation vermittelt wird. Diese letztere Alternative er
fordert eine vollstandige Revision des Raum-Zeitbegriffes, wie sie von EINSTEIN 
durchgeflihrt wurde. - Es sei hier der Einfachheit halber zuerst die Theorie von 
RITZ besprochen, obwohl sie spater entstanden ist als die Relativitatstheorie. 

18. Die ballistische Theorie von RITZ. Wenn man an den herkommlichen 
Vorstellungen tiber Raum und Zeit festhalt, muB die Ausdehnung des Relativitats
prinzips auf Elektrodynamik und Optik zu der Folgerung flihren, daB sich die 
Bewegungsgeschwindigkeit einer Strahlungsquelle zur Ausbreitungsgeschwindig
keit der von ihr emittierten Wellen vektoriell addiert. Es sei K ein GALlLEIsches 
Bezugssystem (Tragheitssystem). Gegenstande, die in K ruhen, seien kurz 
als "ruhend" bezeichnet. Q sei eine Lichtquelle, die sich relativ zu K mit der 
Geschwindigkeit v in der Richtung der positiven X-Achse bewege. K' sei ein 
mit der Lichtquelle Q mitbewegtes Bezugssystem. Nach dem Relativitatsprinzip 
muB die Ausbreitung der von Q emittierten Wellen in K' genau so erfolgen wie 
die Ausbreitung der Wellen einer ruhenden Lichtquelle in K. Da nun die Aus
breitung der Wellen einer ruhenden Lichtquelle in K nach allen Seiten mit der 
gleichen Geschwindigkeit c erfolgt (es sei Ausbreitung im Vakuum vorausgesetzt), 
mtissen sich die von Q emittierten Lichtwellen von K' aus betrachtet nach allen 
Richtungen mit der Geschwindigkeit c ausbreiten. Daraus folgt weiter, daB Be
obachter, die in K ruhen, konstatieren wlirden, daB das von Q ausgesendete Licht 
sich in der Richtung der positiven X-Achse mit der Geschwindigkeit c + v und 
nach der entgegengesetzten Richtung mit der Geschwindigkeit c - v fortpflanzt. 

Diese Folgerungen stehen in Widerspruch mit den Vorstellungen tiber Licht
fortpflanzung, die sich aus irgendeiner Wellentheorie, sei es nun elastische oder 

1) M. V. LAUE, Die Relativitatstheorie. I. Bd., 4. Aufi., § 6. Braunschweig 1921. 
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elektromagnetische, ergeben. Denn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im 
Vakuum soll nach der Wellentheorie eine charakteristische Konstante des Athers 
bzw. des elektromagnetischen Feldes sein; sie hat mit der Bewegungsgeschwindig
keit der Lichtquelle ebensowenig zu tun wie die Schallgeschwindigkeit mit dem 
Bewegungszustand der Schallquelle. Wenn man sich hingegen auf den Boden 
einer Emissionstheorie stellt und die Lichtstrahlen etwa als materielle Partikeln 
betrachtet, die mit der Geschwindigkeit c von der Lichtquelle fortgeschleudert 
werden, dann wird man erwarten miissen, daB die beobachtete Lichtgeschwindig
keit sich aus der Emissionsgeschwindigkeit und aus der Geschwindigkeit der 
Lichtquelle vektoriell zusammensetzt, so daB die oben aus dem RelativiHits
prinzip gezogene Folgerung erfiillt ist. Dies ist ja auch selbstverstandlich, denn 
die Emissionstheorie fUhrt die Lichtausbreitung auf einen mechanischen Vorgang 
zuriick, fUr den, wie in Ziff. 12 auseinandergesetzt, das Relativitatsprinzip gilt. 

RITZl) hat nun den interessanten Versuch gemacht, die Elektrodynamik 
so umzugestalten, daB die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in derselben 
Weise erfolgt wie nach der Emissionstheorie. Er leitet so wie MAXWELL und 
LORENTZ die Feldstarken aus einem Skalarpotential und einem Vektorpotential ab: 

Q; = -grad V - ~ m:, SJ = rot~ (14) 
C 

(vgl. Kap. 2 ds. Bandes, Ziff. 12). Der Zusammenhang zwischen den Potentialen 
und den felderregenden Ladungen bzw. Stromen wird aber anders definiert als 
in der iiblichen Elektrodynamik. Nach LORENTZ gilt namlich: 

/
' ( r) ox'Y'z't--

V(x,y,z,t) =.' , 'r' C'dx'dy'dz', 
( 15) 

f~(x' Y' .z' t -~) 
~(x,y,z,t) = + " r' C dx'dy'dz'. 

An Stelle dieser Gleichungen treten bei RITZ die folgenden 

V(x. Y. '. t} -f+'·y''%~t- '~-;;;~ dx'dyW, I 
f~(x' y' z' t - -) 

~{(x y z t) = ~ '" - C+Vr dx'dy'dz' 
, "c r ' 

(15 ') 

wobei Vr die Geschwindigkeitskomponente der im Quellpunkt x', y', z' befind
lichen Ladung in der Richtung gegen den Anfpunkt xy z bedeutet. 

Unabhangig von RITZ haben sich TOLMAN, KUNZ und COMSTOCK2) mit der 
Frage der EinfUgung des Relativitatsprinzips in die Optik unter Beibehaltung 
der klassischen Raum-Zeitvorstellungen beschaftigt. Spater hat LA ROSA die 
RITzsche Theorie wieder aufgegriffen und den Versuch gemacht, eine Erklarung 
der veranderlichen Sterne aus dieser Theorie abzuleiten3). Der charakteristische 
Zug dieser "ballistischen" Theorien ist die Abhangigkeit der Lichtgeschwindigkeit 
yom Bewegungszustand der Lichtquelle. Sie werden samtlich widerlegt durch 
die in der nachsten Ziffer er6rterten Beobachtungsergebnisse. 

1) W. RITZ, Ann. de chim. et phys. Ed. 13, S. 145. 1908 (Ges. Werke S. 317); Arch. 
de Geneve Ed. 16, S. 209. 1908 (Ges. Werke S. 427); Scientia Ed. 3, S. 260. 1908 (Ges. Werke 
S.447). 

2) C. TOLMAN, Phys. Rev. Ed. 30, S.291. 1910; Ed. 31, S.26. 1910; J. KUNZ, Sill. 
Journ. Ed. 30, S. 1313. 1910; D. F. COMSTOCK, Phys. Rev. Ed. 30, S.267. 1910. 

3) M. LA ROSA, ZS. f. Phys. Ed. 21, S.333. 1924. 
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19. Das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. DE SITTER 1) 

hat mittels einer liberzeugend einfachen Uberlegung dargetan, daB die ballistische 
Hypothese mit den astronomischen Beobachtungen unvereinbar sei, und daB die 
Lichtfortpflanzung unabhangig vom Bewegungszustand der Lichtquelle erfolgen 
muB, so wie es den Anschauungen der Athertheorie entspricht. Das Beweis
material dazu liefern Beobachtungen an spektroskopischen bzw. photometrischen 
Doppelsternen. Die spektroskopischen Doppelsterne zeigen periodisch verander
liche Verschiebungen. der Spektrallinien, die als Dopplereffekt zu deuten sind, 
und deren Auftreten auf das Vorhandensein einer periodisch veranderlichen 
Radialbewegung (Umlaufsbewegung) schlieBen lassen. Wir betrachten in der 
schematischen Abb. 5 der Einfachheit halber ein Doppelsternsystem, deren: 
schwerere Komponente adem Begleiter b an Masse so liber
legen sei, daB sie nahezu ruht, wahrend b eine Kepplerbahn 
beschreibt. Die gestrichelte Gerade aE sei die Visionsrich
tung gegen die Erde, die in die Bahnebene fallen mage. 
Das von b im Bahnpunkt A emittierte Licht wird eine A 
Dopplerverschiebung nach violett, daB im Punkte B emit
tierte Licht eine Dopplerverschiebung nach rot zeigen. Wenn 
ferner, wie hier vorausgesetzt, die Visionsrichtung in der 
Bahnebene liegt, dann zeigt das System einen periodischen c+/Cu 

Helligkeitswechsel, indem im Bahnpunkt C eine Verfinste-
rung der Komponente b eintritt, derart, daB das ganze Sys-

I 
I 
I 
I 
I 
I 

~E 
tem in dieser Phase ein Minimum der Helligkeit aufweist, Abb·5. DE SITTERs.Beweis 

fiir das Prinzip der Konstanz 
wahrend die beiden Bahnpunkte A und B Maximis der der Lichtgeschwindigkeit. 

Helligkeit entsprechen. Man hat es dann mit einer sog. 
Bedeckungsveranderlichen zu tun. Durch spektroskopische Beobachtung des 
Dopplereffektes und durch photometrische Beobachtung des Helligkeitswechsels 
laBt sich die Umlaufsperiode eines solchen Doppelsternsystems mit groBer Ge
nauigkeit messen. Es werde nun ganz allgemein angenommen, daB sich die Ge
schwindigkeit v der Lichtquelle mit dem Bruchteil kv (0 <: k s:: 1) der Aus
breitungsgeschwindigkeit des Lichtes liberlagere. Der Fall k = 0 entspricht der 
herkammlichen Wellentheorie, der Fall k = 1 der ballistischen Hypothese von 
RITZ. Unter dieser Annahme wird das vom Bahnpunkt A emittierte Licht mit 
der Geschwindigkeit c + kv gegen die Erde laufen, das vom Bahnpunkt B 
emittierte Licht mit der Geschwindigkeitc - kv. Es sei ferner 7: die Umlaufs
periode der als kreisfarmig vorausgesetzten Bahn von b, .d die Entfernung des 
Doppelsterns von der Erde. Zur Zeit t = 0 befinde sich b im Bahnpunkt A. 
Die Zeiten, zu denen die Extrema der Dopplerverschiebung beobachtet werden, 
sind dann gegeben durch 

Violett: 
LI LI LI 

c + kv' 
7: + - --~ 27:+--' 

c + kv' c + kv' 

Rot: 
• LI 
2- + c - kv' 

3. LI 
-2 + C+ k-v' 

5. LI 
2 + c-kv' 

Man erkennt daraus, daB nach der genannten Hypothese schon bei verhaltnis
maBig kleinen Werten von .d und v das Wandern der Spektrallinien von Violett 
nach Rot langer dauern wlirde als das Wandern von Rot nach Violett. Die 
Erscheinung wlirde so ausfallen, als hatte man es mit einer elliptischen Bahn zu 
tun, deren Apsidenlinie gegen die Erde gerichtet ist. Bei groBen Werten von .d, 

1) W. DE SITTER, Phys. ZS. Bd. 1+, S.42,} u. 1913. 1267. 
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v und k wiirde die Erscheinung noch verwickelter werden. Es kann dann der 
Fall eintreten, daB LI 7: LI 

nr+ c+kv<2+ c-kv 

wird, wobei n eine groBe Zahl ist. Es werden dann Lichtstrahlen, die von ver
schiedenen Bahnpunkten ausgesendet werden, gleichzeitig auf der Erde eintreffen. 
Man kann Doppelsterne angeben, bei denen LI und v so groB sind und 7: so klein 
ist, daB unter der RITzschen Annahme k = 1 Lichtstrahlen, die von 600 ver
schiedenen Bahnpunkten ausgesendet werden, gleichzeitig auf der Erde ein
treffen1). Dies hiHte zur Folge, daB an Stelle eines periodischen Wanderns del' 
Spektrallinien eine konstante Linienverbreiterung auftreten miiBte, was aber 
nicht der Fall ist. DE SITTER hat aus den astronomischen Beobachtungen eine 
Abschatzung des Maximalwertes von k vorgenommen und gelangte zum Ergebnis 

k < 0,002. 

ZURHELLEN 2) hat unter Zuhilfenahme anderweitiger astronomischer Daten 
die Ungleichung fUr k noch verscharft und gelangte zum Resultat, daB 

I? < 0,000001 

sein muB. Es unterliegt daher wohl keinem Zweifel, daB man in Ubereinstimmung 
mit der herkommlichen Wellentheorie des Lichtes k = 0 zu set zen hat 3). Die 
Erfahrung lehrt also, daB die Vakuumlichtgeschwindigkeit unabhangig 
yom Bewegungszustande der Lichtquelle den universellen Wert c 
besitzt. Diese Aussage wurde von EINSTEIN als das Prinzip der Konstanz 
del' Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Nach den genauesten bisher vor
liegenden Messungen ist der Wert dieser universellen Konstanten 

c = 2,9985 .1010 em/sec. 

II. Die Kinematik der spezieUen 
Relativitatstheorie. 

a) Die LORENTz-Transformation und die aus ihr gezogenen 
Folgerungen. 

20. Das Grundproblem der speziellen Relativitatstheorie. EINSTEINS De
finition der Gleichzeitigkeit. Schon mehrere Jahre vor dem Erscheinen der 
Arbeiten von RITZ und DE SITTER hatte EINSTEIN4) eine Theorie der Elektro
dynamik bewegter Karpel' aufgestellt, die sowohl das Relativitatsprinzip als 
auch das Prinzip del' Konstanz der Lichtgeschwindigkeit als Grundpostulate 
enthalt. Da diese beiden Prinzipe unter Zugrundelegung der herkommlichen 
Begriffe von Raum und Zeit miteinander nicht vertraglich sind (vgl. Ziff. 18), 
muBte die gleichzeitige Anerkennung beider zu einem Bruch mit der iiblichen 

1) H. THIRRING, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 133. 1925. 
2) W. ZURHELLEN, Astron. Nachr. Bd. 198, S. 1, Nr. 4927. 1914. 
3) LA ROSA hat die Beweiskraft der DE SITTERschen tiberlegungcn angefochten und 

insbesondere die Sicherheit der Parallachsenmessungen, die der Berechnung von LI zugrunde 
liegen, in Zweifel gezogen. Seine Einwande sind aber von astronomischer Seite widerlegt 
worden; vgl. die dicsbeziigliche Diskussion bei lVI. LA ROSA, ZS. f. Phys. Bd. 21, S. 333. 1924; 
Bd. 34, S. 698. 1925; H. THIRRING, ebenda Bd. 31, S.133. 1925; \V. BERNHEIMER, ebenda 
Bd. 36, S. 302. 1926. - Abgesehen von der \Viderlegung durch die Beobachtung an Doppel
sternen erwachsen der ballistischen Hypothese Schwierigkeiten hinsichtlich der Erklarung 
dcr l,-eflexion und Brechung an bewegten Korpern; vgl. hierzu \V. PAULI, Ellzyklop. d. math. 
\Viss. Bd. V, S. 550- 552 und die dart angegebene Literatur. 

J) A. EI;-;1STElN, Ann. d. Phys. Bel. 17, S.8SJ1. 1905. 
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Raum-Zeitauffassung fUhren. EINSTEIN und MINKOWSKI 1) haben nun in konse
quenter Weise die neuen Vorstellungen iiber Raum und Zeit entwickelt, die 
sich aus dem gleichzeitigen Bestehen der beiden genannten Prinzipien ergeben 
miissen. Der Inbegriff aller SchluBfolgerungen aus dem Relativitatsprinzip 
und dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit wird als die spezielle 
Relativitatstheorie bezeichnet. Sie gestattet es, die MAXWELL-LoRENTzsche 
Elektrodynamik auf bewegte Korper zu iibertragen, derart, daB den in den 
Ziff.4 bis 10 aufgezahlten Erfahrungstatsachen Rechnung getragen wird, und 
daB gleichzeitig der negative Ausfall der .A.therdriftexperimente auf ein allgemeines 
Naturgesetz, das Relativitatsprinzip, zuriickgefiihrt wird. 

Den Angelpunkt der speziellen Relativitatstheorie bildet die folgende Frage: 
1st der Widerstreit zwischen dem Relativitatsprinzip und dem Prinzip der Kon
stanz der Lichtgeschwindigkeit ein wirklich unlosbarer logischer Widerspruru, 
oder ist er nur ein scheinbarer Widerspruch, hervorgerufen durch unzulangliche 
Begriffsbestimmung von Raum und Zeit? EINSTEIN hat die Frage im Sinne 
der zweiten Alternative beantwortet. Er zeigte, daB die Vorstellungen iiber 
den absoluten Charakter von Raum und Zeit entbehrlich sind, und daB man die 
Begriffe so fixieren kann, daB die beiden Grundpostulate miteinander vertraglich 
werden. 

Urn dies einzusehen, wollen wir nochmals jenes Beispiel betrachten, an dem 
in Zif£' 18 der Widerspruch zwischen den beiden Prinzipien dargelegt worden war. 
Vorausgesetzt wird das Relativitatsprinzip. Daraus folgt zunachst, daB die 
von der bewegten Lichtquelle Q kommenden Strahlen sich im mitbewegten 
Bezugssystem ](' nach allen Seiten mit gleicher Geschwindigkeit ausbreiten. 
Hieraus wurde weiter geschlossen, daB die in ]( ruhenden Beobachter konstatieren 
miissen, daB die von Q ausgesendeten Lichtstrahlen in der Richtung der positiven 
X-Achse mit der Geschwindigkeit c + v und in der entgegengesetzten Richtung 
mit der Geschwindigkeit c - v laufen, was im Widerspruch mit dem Prinzip 
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit steht. Eine Analyse dieser SchluB
folgerung lehrt nun, daB ihr als weitere Pramisse stillschweigend der Satz vom 
Parallelogramm der Geschwindigkeiten zugrunde liegt. Bevor man also den 
SchluB auf Unvertraglichkeit der beiden Grundpostulate als zwingend ansieht, 
wird man untersuchen miissen, ob das Gesetz vom Parallelogramm der Ge
schwindigkeiten eine durch die Erfahrung wohlbegriindete Tatsache ist, die 
auch bis zu Geschwindigkeiten von der GroBenordnung der Lichtgeschwindigkeit 
hinauf exakte Giiltigkeit beanspruchen muB. Fragen wir zunachst nach den 
Voraussetzungen, unter denen dieser Satz einer empirischen Bestatigung zu
ganglich ware, wenn eine der beiden Geschwindigkeitskomponenten die Licht
geschwindigkeit ist. Es soll die Geschwindigkeit, mit der sich der von Q aus
gesendete Lichtstrahl in der Richtung der positiven X-Achse fortpflanzt, sowohl 
von ]( als auch von ](' aus gemessen werden. Dazu ist notwendig, daB in beiden 
Bezugssystemen an raumlich entfernten Orten Beobachter oder selbstregistrierende 
Vorrichtungen aufgestellt sind, die mit exakt gleichgerichteten Uhren ausgeriistet 
sind. Die Synchronisierung raumlich entfernter Uhren erfordert aber zunachst 
die Festlegung des Begriffes der Gleichzeitigkeit raumlich entfernter 
Ereignisse, denn zwei Uhren laufen ja dann synchron, wenn das Erreichen 
gleicher Zeigerstellungen gleichzeitige Ereignisse sind. Der Gleichzeitigkeits
begriff war in der vorrelativistischen Physik und Philosophie als ein absoluter, 
a priori gegebener zu betrachten. Das bedeutet folgendes: Es sei P irgendein 
beliebiger Raumpunkt des Universums. Dann gibt es unter den dort statt-

1) H. MINKOWSKI, Gottingcr Nachr. 1908, S. 53; Phys. ZS. Ed. 10, S.104. 1909. 
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findenden Ereignissen E, E' , E" ... nur ein einziges, EO' das sie Eigenschaft hat, 
im Momente "jetzt" (t = 0) zu geschehen. Ein Ereignis E l , das nach den Angaben 
einer in P befindlichen Uhr eine Sekunde spater als Eo stattfindet, hat die Eigen
schaft, mit der Zeigerstellung t = 1 meiner Uhr gleichzeitig zu erfolgen usw. 
Unsere herkommliche Auffassung von Raum und Zeit hatte mit Selbstverstand
lichkeit zu dieser Aussage gefUhrt. Sie lieferte aber keine Methode, urn allgemein 
bei beliebiger Entfernung von P feststellen zu konnen, welches von den Er
eignissen E, E', E" ... gerade das jetzt stattfindende Ereignis Eo ist. Es ist 
auch leicht einzusehen, daB Gleichzeitigkeiten raumlich entfernter Ereignisse 
prinzipiell gar nicht feststellbar sind (auch nachtraglich nicht!), solange nicht 
tiber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit irgendwelcher Wirkungen oder Signale, 
die uns von dem Eintreten des Ereignisses Kunde geben, bestimmte Voraus
s~zungen gemacht werden. 

Der von NEWTONS Prinzipiis her tibernoIilmene absolute Zeitbegriff, der 
a priori und ohne irgendwelche Vorschrift zum Synchronisieren raumlich ent
fernter Uhren gegeben war, ist daher fUr quantitative Aussagen tiber den zeit
lichen Ablauf entfernter Ereignisse als ungeeignet zu betrachten. EINSTEIN 
hat ihm daher einen realen physikalischen Zeitbegriff gegentibergestellt, der 
folgende Eigenschaft hat: Die Gleichzeitigkeit raumlich entfernter Ereignisse 
wird durch eine bestimmte Vorschrift tiber das Synchronisieren entfernter Uhren 
per definitionem festgelegt. Diese Definition ist so beschaffen, daB der Gleich
zeitigkeitsbegriff seinen absoluten Charakter verliert, indem zwei an entfernten 
Orten stattfindende Ereignisse, die von einem bestimmten Bezugssystem aus 
betrachtet gleichzeitig erfolgen, von einem dagegen bewegten System aus be
trachtet nicht mehr gleichzeitig sind (Ziff. 22). 

EINSTEINS Vorschrift zum Synchronisieren raumlich getrennter Uhren 
basiert auf dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Es seien A 
und B zwei Raumpunkte, die sich in einer fixen, beliebig groBen Entfernung 
voneinander befinden mogen. 1m Moment, wo eine in A aufgestellte Uhr die 
Zeit t = to zeigt, werde ein Lichtstrahl von A nach B geschickt. Ein in B auf
gestellter Spiegel reflektiere den Lichtstrahl nach A zuriick, wo er zur Zeit to + 1: 

ankommen moge. Die Synchronisierungsvorschrift EINSTEINS lautet nun so: 
Die in B befindliche Uhr muB dann so gestellt werden, daB die Ankunftszeit des 

Lichtsignals in B t = to + ~ war l ). 

Kehren wir nun wieder zu dem in der vorigen Ziffer behandelten Problem 
der Messung der Lichtgeschwindigkeit von zwei gegeneinander bewegten Systemen 
aus zurUck. Wenn die in K befindlichen Uhren unter sich und die in K' befind
lichen Uhren unter sich nach dieser Vorschrift gleichgerichtet worden sind, 
dann kann eine Messung der Lichtgeschwindigkeit von K und K' aus nie zu 
einem Widerspruch mit dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit 
fUhren, da ja die Uhren, mit denen die Geschwindigkeitsmessung erfolgt, erst 
mit Hilfe dieses Prinzips gleichgerichtet worden sind. Wir werden daher zu 

1) Die KHirung des Zeitproblems war schon mehrere Jahre vor dem Erscheinen von 
EINSTEINS grundlegender Arbeit (1905) durch H. POINCARE weitgehend vorbereitet worden. 
Dieser hatte zunachst in einem im Jahre 1898 in der Revue de Metaphysique et de Morale 
erschienenen (spater als Kapitel tiber den Begriff der Zeit in seinem Buche "Der Wert der 
WissenschaIt" abgedruckten) Artikel das allgemeine Zeitproblem vom physikalischen Stand
punkt aus behandelt und hatte dort schon erwahnt, daB sich auf den Satz von der Kon
stanz der Lichtgeschwindigkeit eine Zeitdefinition grtinden laBt. Er hat dann in einer 
weiteren Arbeit "La TMorie de LORENTZ et Ie principe de reaction" (Arch. Neerland. (2) 
Bd. 5. 1900, Lorentz-Festschrift) die LORENTzsche Ortszeit (Zif£' 23) als die Zeit definiert, 
die durch mit Lichtsignalen synchronisierte Uhren gemessen wird. 
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erwarten haben, daB die in die SchluBfolgerungen der Ziff. 18 stillschweigend 
aufgenommene Pramisse, namlich der Satz yom Parallelogramm der Geschwindig
keiten, ungtiltig wird, wenn man die EINSTEINsche Definition der Gleichzeitigkeit 
verwendet. Wieso dies zustande kommt, wird in den nachsten Ziffern besprochen 
werden. 

21. Die Lorentztransformation. Ein Ereignis, das zu cinem bestimmten 
Zeitpunkt in einem bestimmten Raumpunkt stattfindet, sei ein "Punktereig
nis" genannt. Die Fixierung von Ort und Zeit eines Punktereignisses erfolgt 
durch Angabe von vier Zahlen, namlich drei raumlichen und einer zeitlichen 
Koordinate. In dieser Ziffer soll die Frage er6rtert werden, in welchem Zu
sammenhang die auf verschiedene Bezugssysteme K und K' bezogenen Koor
dinaten ein und desselben Punktereignisses miteinander stehen. 

Es sei der Anschaulichkeit halber angenommen, daB die beiden Bezugs
systeme K und K' durch zwei sehr lange Plattformen realisiert seien, die langs 
ihrer geraden Trennungslinie mit der gleichf6rmigen Geschwindigkeit v aneinander 
vorbeigleiten. Damit die Beobachter in K und K'sich gegenseitig tiber irgend
welche Koordinatenangaben verstandigen k6nnen, ist cs zunachst notwendig, 
daB sie ihre MaBstabe und Uhren miteinander vergleichen. Dies gelingt prinzipiell 
auf folgende Weise: IX) MaBstabsiibertragung: In Ie wird eine lange ebene 
Platte parallel zur Trennungsgeraden der beiden Systeme aufgestellt. In K 
befinde sich ein NormalmaBstab mit einer Vorrichtung, die zwei Marken in der 
Distanz der Langeneinheit zu zeichnen gestattet. Wird nun diese Vorrichtung 
auf die in K' befindliche Platte im Augenblick des Vortibergleitens angewendet, 
so entstehen auf der letzteren zwei parallele Striche, deren Abstand die auf K' 
tibertragene Langeneinheit darstellt. Dieser Vorgang ist eindeutig und umkehr
bar. In jedem System k6nnen dann Kopien des EinheitsmaBstabes angefertigt 
werden, die als starre transportable MaBstabe zur Anlegung eines raumlichen 
Koordinatennetzes verwendet werden k6nnen. - fJ) Uhrenvergleichung: 
Die Ganggesch windigkei taller Uhren in K und K' muB so einreguliert werden, 
daB Messungen der Lichtgeschwindigkeit, die mit ihrer Hilfe und mittels des 
EinheitsmaBstabes vorgenommen werden, den Wert c ergeben. Die Zeiger
stellungen der langs K verteilten Uhren werden gemaB der in der letzten Ziffer 
er6rterten Vorschrift gleichgerichtet. Die Ubertragung der Zeitangaben auf die 
Uhren von K' erfolgt weiter so, daB eine in K' befindliche Uhr U' beim Passieren 
einer bestimmten Uhr U von K mit dieser gleichgerichtet wird. AIle tibrigen 
Uhren von K' werden dann gemaB der EINSTEINschen Synchronisierungs
vorschrift mit U' gleichgerichtet. 

Durch die hier geschilderten Prozesse sind dann die Beobachter in K und K' 
in die Lage versetzt, sich ein raumliches Koordinatennetz sowie ein Netz raumlich 
verteilter Uhren anzulegen. Diese Anlegung solI so geschehen, daB gleich
bezeichnete Achsen der rechtwinkligen Koordinatensysteme einander parallel 
sind, und daB die gemeinsame X- und X'-Achse parallel zur Richtung der Relativ
geschwindigkeit der beiden Systeme liegt. Die vier Koordinaten irgendeines 
Punktereignisses k6nnen dann in bezug auf K und K' gemessen und miteinander 
verglichen werden. Es seien x, y, Z, t die Koordinaten eines Punktereignisses 
in K und x', y', z', t' die Koordinaten desselben Punktereignisses in K'. Unter 
der Voraussetzung der Gultigkeit der beiden Grundpostulate stehen dann die 
beiden Koordinatenquadrupel miteinander in folgender Beziehung: 

t _ v!,_ 
, c2 

t = t'1-~-P2 . y' = y, I 
Z = z, ( 16) 
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Auf diese Transformation hatte LARMORl) schon im Jahre 1900 aufmerksam 
gemacht, undLoRENTZ2) hatte spater gezeigt, daB dieMAxwELLschenGleichungen 
dieser Transformation gegeniiber invariant sind (vgl. Ziff.32). Man bezeichnet 
daher die Gleichungen (16) als die Loren tztransforma tion. Von EINSTEIN 
stammt aber erst die Erkenntnis, daB die Lorentztransformation die Koordinaten 
eines Punktereignisses miteinander verkniipft, wenn die Raum-Zeitmessung nach 
den oben angefiihrten Vorschriften durchgefiihrt wird3). Es sol1 im folgenden 
eine einfache, von BORN4) angegebene Herleitung der Lorentztransformation 
angedeutet werden. . 

Wegen der direkten Ubertragbarkeit der senkrecht zur Bewegungsrichtung 
liegenden Koordinaten gilt y' = y , z' = z , 

so daB die Lorentztransformation die Form haben muB 

x' = x' (x, t) , t' = t' (x, t) . 
Der Koordinatenursprung von K' bewegt sich gegen K mit der Geschwindigkeit v 
in der positiven X-Richtung; der Koordinatenursprung von K bewegt sich gegen 
K' mit derselben Geschwindigkeit in der negativen X-Richtung. Also ist 

und 

Daraus folgt 

x' = 0 gleichbedeutend mit x - vt = 0 

x=o gleichbedeutend mit 

ax' = (x - vt) 

ax = (x' +" vt') , 

x' + vt' = o. 
(17) 

(17 a) 

wobei der konstante Faktor a wegen des Relativitatsprinzips in beiden Gleichungen 
denselben Wert haben muB. Urn ihn zu bestimmen, verwendet man das Prinzip 
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Elimination von x' aus (17) und (17a) 
gibt 

at' = (X2 - 1 + t. 
v 

(18) 

Die Geschwindigkeit einer gleichformigen Bewegung in der X-Richtung ist im 
System K gegeben durch x 

u=T 
und in K' durch , x' 

u =7' 
Division von (17) durch (18) liefert 

, x' x - vt u - v 
2t = IT = ;X2 - 1-- = ;;2--=-1--

-v--- x + t -v-U + 1 

(19) 

Das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit verlangt nun, daB ein Licht
strahl, sowohl von K als auch von K' aus beurteilt, sich nach allen Richtungen 
mit der Geschwindigkeit c fortpflanzt. Wendet man das auf einen in der X-Rich
tung laufenden Lichtstrahl an und setzt u = u' = c in (19) ein, so ergibt sich 

1X = Y1-7ft, 
was in (17) und (17a) eingesetzt wieder auf die Formel (16) fiihrt. 

1) J. J. LARMOR, ETHER and MATTER, Cambridge 1900, S. 167-177. - Noch viel 
friiher hatte W. VOIGT in den Gottinger Nachr. 1887 dieselbe Transformation verwendet. 

2) H. A. LORENTZ, Proc. Amsterdam Bd.6, S.809. 1904; Versl. Akad. Amsterdam 
Bd. 12, S. 986. 1904. 

3) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 17, S. 891. 1905; Jahrb. d. Radioakt. Bd. 4, S. 441-
1907· 

4) M. BORN, Die Relativitatstheorie EINSTEINS. 2. Auf!., Kap. VI/2. Berlin 1921. 
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Die Lorentztransformation geht fUr den Grenzfall c = 00 in die gewohnliche 
Galileitransformation (9) tiber, wobei zu beriicksichtigen ist, daB nach der hier 
vorgenommenen speziellen Wahl des Koordinatensystems b", = v, by = bz = 0 ist. 

Die zu (16) gehorige U mkehrtransformation lautet: , 
t' + vx 

x'+vt', C2 
x = ,/_ , Y = Y , z = z', t = ,j ___ • (16') 

ri-p2 ri -p2 

Wir merken fUr das Folgende an, daB alle Bezeichnungen zwischen den ge
strichenen und ungestrichenen Variablen aus den betreffenden trmkehrbeziehungen 
einfach dadurch hervorgehen, daB man das Vorzeichen von v bzw. fJ vertauscht. 

Man kann sich von der speziellen Wahl des Koordinatensystems (X-Achse 
parallel zur Bewegungsrichtung) freimachen, indem man die Formeln (16) in 
Vektordarstellung bringt. Es sei t der Vektor mit den Komponenten x, y, z; 
tp sei seine Komponente parallel zur Bewegungsrichtung; rn irgendeine Kompo
nente senkrecht dazu. Dann heiBen die Transformationsformeln 

t-~t c2 p 

t'= . Yi - p2 
(16a) 

1m Gegensatz zu (16a) werden die Gleichungen (16) als die spezielle Lorentz
transformation bezeichnet. 

22. Die Relativierung von Raum und Zeit. Die in der vorigen Ziffer ge
schilderten Vorgange der MaBstabs- und Zeittibertragung ermoglichen es den 
Beobachtern in K und K', jedem Punktereignis bestimmte Koordinatenwerte 
zuzuordnen, die durch die Lorentztransformation aufeinander bezogen werden 
konnen. Es solI nun im folgenden untersucht werden, welche Resultate sich er
geben, wenn die Beobachter des einen Systems die Lange eines MaBstabes aus
messen, der im anderen System ruht und der Bewegungsrichtung parallelliegt, 
und wie die Uhrenangaben eines in dem einen System ruhenden Beobachters sich 
zu den Angaben der an ihm vorbeigleitenden Uhren des anderen Systems verhalten. 

Die Lange eines in K' ruhenden und der Bewegungsrichtung parallelliegenden 
MaBstabes A'B' von der Lange l' kann von K aus offenbar in folgender Weise 
gemessen werden: Es werden zwei Punkte A und B in K bestimmt, die die 
Eigenschaft haben, daB die raumliche Koinzidenz von A mit A' und die raum
liche Koinzidenz von B mit B' Ereignisse sind, die nach den Angaben der in K 
ruhenden Uhren gleichzeitig stattfinden. Der Abstand AB, gemessen mit in K 
ruhenden MaBstaben, ist dann die von K aus gemessene Lange des MaBstabes 
A' B'. Sie stellt das auf K bezogene raumliche Intervall der beiden Punktereignisse 
Koinzidenz AA' und Koinzidenz BB' dar. In analoger Weise handelt es sich bei 
der Vergleichung der Angaben einer in K ruhenden Uhr mit den Angaben der 
vorbeilaufenden Uhren von K' urn die Bestimmung des Zeitintervalls gewisser 
Koinzidenzen. 

Es seien allgemein Xl' tl bzw. x~, t~ die auf K bzw. K' bezogenen Koordinaten 
eines Punktereignisses und X2, t2 bzw. x~,~, die entsprechenden Koordinaten 
eines zweiten Punktereignisses. Die Y- und Z-Koordinaten, die sich identisch 
transformieren, sol1en im folgenden als unwesentlich auBer Betracht gelassen 
werden. Aus den Gleichungen (16) ergibt sich nun folgender Zusammenhang 
zwischen den auf K und K' bezogenen raumlichen und zeitlichen Intervallen der 
beiden Ereignisse: 

~ - ~ = ,,[(x2 - Xl) - : (t2 - tl )] , l 
~ - ft = " [(t2 - tl ) - C2 (X2 - Xl)]' 

(20) 
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Hier ist die auch im folgenden immer wieder verwendete Abkiirzung gebraucht 
1 x=---. Y1 - {J2 

(21) 

Wenn nun die beiden Punktereignisse die Koinzidenzen AA' bzw. BB' bei der 
vorhin geschilderten MaBstabvergleichung darstellen sollen, so ist zu setzen 
tl = t2 und es folgt x2 - xl = X (X2 - Xl) 

oder 
I = yi- {J21/. (22) 

Der bewegte ¥aBstab I' erscheint also von K aus betrachtet im Verha.1tnis 
Yi fJ2 verkiirzt. Die Lorentzkontraktion ergibt sich hier als Folge unserer 
Vorschrift iiber die Raum-Zeitmessung. In analoger Weise wird ein in K ruhender, 
zur X-Achse parallelliegender MaBstab von K' aus gemessen, indem man zwei 
Punkte A" und B" bestimmt, die. so gelegen sind, daB die Koinzidenzen AA" 
und BE" Ereignisse sind, die, von K' aus beurteilt, gleichzeitig stattfinden. 
Man hat also zu setzen t2 - t~ = 0, und dies liefert nach (20) 

x2 - xl = X (X2 - Xl) 
oder 

I' = -Vi {J21, (22') 

welche Gleichung formal mit (13) iibereinstimmt. Die Beziehung ist also, wie 
es ja nach dem Relativitatsprinzip erwartet werden muB, eine reziproke: die in K 
ruhenden MaBstabe erscheinen von K' aus verkiirzt und die in K' ruhenden 
MaBstabe erscheinen von K aus im gleichen Verhaltnis verkiirzt. 

Es sollen ferner die Angaben einer in K' ruhenden Uhr U' mit den Angaben 
der jeweils voriiberlaufenden Uhren von K verglichen werden. Die hier in 
Betracht kommenden Punktereignisse sind die raumlichen Koinzidenzen von U' 
mit zwei in K ruhenden Uhren U1 und U2 • Man hat dann in (20) zu setzen 
x2 - xl =, 0 und erhalt 

(23) 

Die Ganggeschwindigkeit der bewegten Uhr U' erscheint also von K aus beurteilt 
im Verhaltnis -Vi fJ2:1 verlangsamt zu sein. Auch diese Beziehung muB nach 
dem Relativitatsprinzip selbstverstandlich reziprok sein: Vergleicht man den 
Gang einer in K ruhenden Uhr U mit den in K' ruhenden Uhren U1 und U2, so 
ist zu setzen x2 - Xl = 0, und es folgt 

t2 - tl = -Vi - {J2 (t2 - tl)· (23') 

Diese Beispiele zeigen, daB sowohl das zeitliche als auch das raum
liche Intervall zwischen zwei Punktereignissen keine absolute, 
vomBezugssystem unabhangige Bedeutungmehrhat. Die Abhangigkeit 
dieser GroBen yom Bewegungszustand des Bezugssystems ist eine ahnliche wie 
die der Komponenten eines Vektors von der Lage der Koordinatenachsen. Be
trachten wir z. B. zwei Punkte in der X-Y-Ebene mit den Koordinaten Xl' YI 
und X2 , Y2. Geht man zu einem gegeniiber dem X-Y-System verdrehten System 
X', Y' iiber, so wird 

und 

Die "Horizontaldistanz" und "Hohendifferenz" zweier Punkte sind also davon 
abhangig, was man unter "horizontal" und "vertikal" definiert. Hingegen ist 
der Abstand der beiden Punkte schlechtweg von der Lage des Koordinatensystems 
unabhangig: {Xn _ X.)2 -I- {1In _ 11.)2 = {x~ _ X:\2 -I- (~_ 11~\2_ 
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In der Raum-Zeitauffassung der Relativitatstheorie bleibt nun der raumliche 
Abstand zweier Punktereignisse ebenfalIs ungeandert, wenn man nur die raum
lichen Koordinaten unter sich transformiert. Beim 'Obergang zu einem bewegten 
System K' andert sich aber sowohl der ,raumliche Abstand wie das zeitliche 
IntervalI t2 - tl zweier Punktereignisse. In analoger Weise, wie man nun aus 
den Differenzen der raumlichen Koordinaten flir sich eine invariante GroBe 

(X2 - X1)2 + (Y2 - Yl)2 + (Z2 - Zl)2 

bilden kann, die von der Lage des Koordinatensystems unabhangig ist, laBt 
sich auch aus raumIichem und zeitlichem Abstand zweier Punktereignisse eine 
invariante GroBe bilden, die beim 'Obergang zu einem bewegten System ihre 
GroBe nicht andert. Es ist dies der Ausdruck 

(X2 - X1)2 + (Y2 - Yl)2 + (Z2 - Zl) - c2 (t2 - t1)2, (24) 

der, wie eine elementare Rechnung zeigt, durch die Transformation (16) in sich 
selbst iibergefiihrt wird: 

(X2 - X1)2 + (Y2 - Yl)2 + (Z2 - Zl)2 - c2 (t2 - tl)2 = (x2 - xi)2 + (Y2 - yJ.)2} (25) 
+ (z2 - z;.)2 - c2 (t22 - t?)2. 

Da die Gleichung 

eine Kugelwelle darstellt, die sich yom Koordinatenursprung aus mit Licht
geschwindigkeit ausbreitet, so besagt die Invarianz des Ausdruckes (24) nichts 
anderes, als daB die Ausbreitung einer Lichtwelle im Vakuum von K und K' 
aus betrachtet nach alIen Richtungen mit der Geschwindigkeit c erfolgt. Da 
dieser Satz den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildet, haUe man die 
Gleichung (25) auch von vornherein der Ableitung der Lorentztransformation 
zugrunde legen konnen. 

In der Relativitatstheorie verlieren also raumIiches und zeitliches IntervalI 
fiir sich ihre absolute Bedeutung. Die drei Raumdimensionen und die Zeit stellen 
vier durch die Gleichung (25) zusammenhangige Dimensionen einer vierdimen
sionalen Mannigfaltigkeit dar, die von MINKOWSKI als die "Welt" bezeichnet 
wurde. Die vorrelativistische Physik haUe sich also zur Einordnung von Punkt
ereignissen des dreidimensionalen Raumes und der davon unabhangigen ein
dimensionalen Zeit bedient. Die Relativitatstheorie ordnet dagegen die Punkt
ereignisse in das vierdimensionale Schema "Welt" ein, dessen samtliche Dimen
sionen untereinander durch Gleichung (25) verkniipft sind. Das durch vier 
Koordinaten x, y, z, t festgelegte Punktereignis kann daher auch als" Welt pun k t" 
bezeichnet werden. 

Die Metrik der Welt ist durch das invariante Linienelement 

ds 2 = dX2 + dy 2 + dz 2 - c2 dt 2 (24a) 

charakterisiert. Der Faktor c2 hangt nur von der Wahl der Einheiten der Lange 
und der Zeit ab und kann durch passende Wahl dieser Einheiten gleich Eins 
gemacht werden. Das dt 2 geht aber auBerdem mit negativem Vorzeichen in den 
Ausdruck (24a) ein und dieser Umstand ist maBgebend fiir den erfahrungsgemaB 
tiefgehenden Unterschied zwischen raumlichen Dimensionen und Zeitintervall. 
Die Zeit verliert also in der Relativitatstheorie ihren absoluten Charakter, sie 
spielt aber doch die Rolle einer vor den drei arlderen ausgezeich
neten Dimension. Erst durch die",von POINCARlP) und MINKOWSKI ein
gefiihrte Transformation u = ict (27) 

1) H. POINCARE, Rend. Pal. Bd.21, S. 168. 1906. 
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geht der Ausdruck (24a) in das gewohnliche EUKLIDi£che Linienelement 

iiber. ds2 = dx2 + dy.2 + dz2 + du2 (24b) 

In den Koordinaten x, y, z, u geschrieben, stellt die Lorentztransformation (16) 
eine imaginare Drehung des Koordinatensystems in der X-U-Ebene urn den 
Winkel q; = ;'rctgi/3 

dar. mer die physikalische Bedeutung des ds 2 vgl. Ziff.29. 
Die durch das invariante Linienelement (24a) definierte Metrik wird als 

pseudoeuklidisch bezeichnet. Die spezielle Relativitatstheorie benutzt also 
zur Einordnung der Weltpunkte eine vierdimensionale pseudoeuklidische Mannig
faltigkeit, die Welt. 

23. Das kinematische Hauptgesetz der speziellen Relativitatstheorie. 
Die Lorentztransformation und die aus ihr gezogenen Schliisse gehen als Folge 
der in den Ziff. 20 und 21 angegebenen Vorschriften iiber die Raum-Zeit
bestimmung in K und K' hervor. Da nun die Festlegung des Begriffes der Gleich
zeitigkeit raumlich entfernter Ereignisse durch Definition erfolgt, so sind die 
vorstehenden Ergebnisse zunachst als logische Folgen gewisser Konventionen 
aufzufassen. Es ist daher auch schon die Meinung geauBert worden, daB die 
spezielle Relativitatstheorie als ein System von konventionellen Festsetzungen 
durch die Erfahrung weder bestatigt noch widerlegt werden konne1). Diese 
Ansicht trifft aber nicht zu, weil ja der Gleichzeitigkeitsdefinition eine Er
fahrungstatsache, namlich das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, 
zugrunde liegt und weil die Ableitung der Lorentztransformation auch noch das 
Relativitatsprinzip voraussetzt. Der Unterschied der Relativitatstheorie gegen
iiber reinem Konventionalismus wird in der Darstellung von BORN2) durch 
folgenden Hinweis besonders deutlich gemacht: Man konnte in rein formaler 
Weise die Ubereinkommen hinsichtlich der Messung von Langen und Zeiten 
nach Ziff.20 und 21 auch treffen, indem man ein "Prinzip der Konstanz der 
Schallgeschwindigkeit" zugrunde legt, also die Gleichzeitigkeit mit Hilfe von 
Schallsignalen in Luft definiert. Der Ubergang von einem Bezugssystem K zu 
einem relativ dazu bewegten K' ware dann auch durch eine Lorentztransformation 
gegeben, wobei aber an Stelle der Lichtgeschwindigkeit c die Schallgeschwindig
keit r in Luft treten wiirde. Messungen der Schallausbreitung mit Hilfe von 
MaBstaben und Uhren, die analog zu den Vorschriften von Ziff. 21 iibertragen 
worden sind, wiirden alsdann das Vorhandensein einer Relativbewegung gegen 
die atmospharische Luft nicht erkennen lassen. Hingegen wiirde sich etwas 
anderes herausstellen: Durch die in Ziff. 21 angegebene transversale Uber
tragungsmethode sei die Langeneinheit von K nach K' iibertragen worden; die 
Ganggeschwindigkeit aller Uhren U' von K' sei so einreguliert, daB Messungen 
der Schallgeschwindigkeit mit ihrer Hilfe und mit Hilfe der eben erwahnten 
MaBstabe den Wert r ergeben. Wenn man nun einer richtiggehenden Uhr in K 
durch einen Beschleunigungsvorgang die Geschwindigkeit v erteilt, so daB sie 
relativ zu den Uhren von K' ruht, so wird sich herausstellen, daB ihr Gang von 
den nach den obigen Vorschriften gerichteten Uhren U' abweicht. 

Die Relativitatstheorie setzt nun voraus, daB etwas Derartiges bei Zu
grundelegung der Gleichzeitigkeitsdefinition mittels des Prinzips der Konstanz 
der Lichtgeschwindigkeit nicht vorkommt. BORN bezeichnet diese Voraus
setzung als das "Prinzip der physikalischen Identitat der MaBeinheiten". Wir 
wollen es folgendermaBen ausfiihrlich formulieren: 

1) N. V. RASCHEVSKY, ZS. f. Phys. Bd.14, S. 107. 1923. 
2) M. BORN, Die Relativitatstheorie EINSTEINS. 2. Aufl., Kap. VI, S. 5. Berlin 1921. 
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Es seien K und K' zwei starre Bezugskorper, die zunachst relativ zu
einander ruhen mogen und GALILEISche Bezugssysteme darstellen. Langs K 
und K' seien MaBstabe und Uhren verteilt. Die MaBstabe seien aus starren 
Staben erzeugte Kopien eines Normalmeters, die Uhren seien nach der EINSTEIN
schen Vorschrift untereinander gleichgerichte~. Es stimmen also samtliche 
Uhren von K untereinander und mit samtlichen Uhren von K' iiberein. Nun 
solI der Bezugskorper K' durch irgendeinen Beschleunigungsvorgang auf die 
Relativgeschwindigkeit v gegen K gebracht werden, worauf die Beschleunigung 
aufhoren moge und K' sich mit der konstanten Geschwindigkeit v weiterbewegen 
moge. Die Relativitatstheorie behauptet nun folgendes: Durch diesen Be
schleunigungsvorgang sollen die Uhren und MaBstabe von K' so beeinfluBt 
werden, daB sich von selbst gerade jener Zustand einstellt, der durch die in Ziff. 21 
angegebenen Prozesse erzeugt wird. Dies ist eine physikalische Aussage iiber 
das Verhalten von Uhren und MaBstaben, die einer experimentellen Nachpriifung 
zuganglich ist. Wir wollen sie als das kinematische Hauptgesetz der 
speziellen Relativitatstheorie bezeichnen. Es enthalt als Voraussetzung 
das Relativitatsprinzip und das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit 
und liefert den mathematischen Ausdruck firr die Lorentzkontraktion und fiir 
die Verlangsamung des Uhrenganges. Eine direkte experimentelle Bestatigung 
des kinematischen Hauptgesetzes kann allerdings erst auf d~m Umwege iiber 
das Aquivalenzprinzip der allgemeinen Relativitatstheorie durch die Rot
verschiebung der Spektrallinien in Gravitationsfeldern erfolgen1). 

Wie in Ziff.21 erwahnt wurde, hatte schon LORENTZ durch den Nachweis 
der Invarianz der elektrodynamischen Grundgleichungen gegeniiber der Trans
formation (16) gezeigt, daB die Vorgange im bewegten System in derselben Weise 
von x', y', z', t' abhangen wie im ruhenden System von x, y, z, t. Schon in der 
LORENTzschen Theorie bestand also eine formale Relativitat unter der Voraus
setzung, daB im bewegten System als Zeitkoordinate die durch die letzte Gleichung 
von (16) eingefiihrte GroBe t' benutzt wird, die von LORENTZ als "Ortszeit" 
bezeichnet wurde. In der EINSTEINschen Relativitatstheorie tritt nun an Stelle 
dieser formalen Beziehung das zu einem Naturprinzip erhobene Re1ativitats
postulat und das fiihrt notwendigerweise zu dem im kinematischen Hauptgesetz 
ausgesprochenen SchluB, daB reale Uhren auch wirklich die Ortszeit anzeigen 
miissen, wenn sie durch einen Beschleunigungsvorgang auf die Geschwindigkeit v 
gegeniiber dem "Ruhsystem" K gebracht worden sind2). 

24. Additionstheorem der Geschwindigkeiten. In Zif£. 20 war dargelegt 
worden, daB die Wurzel des Widerspruches zwischen den beiden Grundpostulaten 
in der Extrapolation des Satzes von Geschwindigkeitsparallelogramm auf be
liebig hohe Geschwindigkeiten gelegen war. Aus' der relativistischen Raum
Zeitauffassung muB daher auch ein neues Additionstheorem der Geschwindig
keiten hervorgehen; seine Formulierung ergibt sich ohne weiteres durch An
wendung der Lorentztransformation. Es seien zunachst die beiden zueinander 
zu addierenden Geschwindigkeiten.als parallel vorausgesetzt. 1m Bezugssystem K 
pflanze sich irgendeine Wirkung mit der Geschwindigkeit dx/dt = u in der 
Richtung der positiven X-Achse fort. Das Bezugssystem K' bewege sich mit der 
Geschwindigkeit v in derse1ben Richtung. Wie groB ist die Geschwindigkeit 
der erstgenannten Wirkung von K' aus beurteilt? Aus (16) bzw. (20) folgt 

dx' =" (dx - vdt) , 

_. ____ . dt' = ,,(dt _ V!:). 
1) Vgl. Ed. IV. ds. Handb. (Kap.4). 
2\ V".l "lH'.h H PmNf'.ARR 1 r FnBnntp S ?7{) 
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Durch Division ergibt sich daraus 

oder 

mit der Umkehrung 

dx' 
u' = Iii' 

dx - vdt 

dt _ vd!! 
c2 

, u - v 
U=--

uv 
1-

c2 

u'+ v 
u = --;;?V. 

1 + - -
c2 

Ziii.24. 

(28) 

(28') 

Die Gleichungen (28), (28') werden als das EINSTEINSche Additionstheorem 
der Geschwindigkeiten bezeichnet. Wie aus der Ableitung dieses Gesetzes 
hervorgeht, bezieht sich die Geschwindigkeitsangabe u auf das System K und u' 
auf das System K'. Das EINSTEINSche Additionstheorem der Geschwindigkeiten 
verknupft also Geschwindigkeiten, die von verschiedenen Bezugssystemen aus 
gemessen sind. Wenn alle Gesehwindigkeitsangaben sich auf dasselbe System 
beziehen, dann gilt naturlich das gew6hnlich klassische Additionstheorem der 
Geschwindigkeiten. Es bewege sich beispielsweise ein K6rper A mit der von K 
aus gemessenen Geschwindigkeit u in der positiven X-Richtung und ein K6rper B 
mit der von K aus gemessenen Geschwindigkeit v in der negativen X-Richtung. 
Dann ist die von K aus gemessene Relativgeschwindigkeit zwischen A und B 
gegeben durch 

W = u + v. 
Das Glied uvjc 2, urn das sich das EINSTEINsche Additionstheorem der 

Geschwindigkeiten von dem eben erwahnten klassischen unterscheidet, ist selbst 
dann, wenn u und v von der Gr6Benordnung der Schallgeschwindigkeit sind, 
nur von der Gr6Benordnung 10- 12• Die Abweichungen vom klassischen Additions
gesetz sind also fUr aIle im Bereich der makroskopischen Mechanik liegenden 
V organge unmeBbar klein. 

Setzt man u = c, so folgt aus (28) u' = c in Ubereinstimmung mit dem 
Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Dieses Prinzip ist ja bei der in 
Ziff. 21 angegebenen Herleitung der Lorentztransformation benutzt worden. 
Tatsachlich erhalt man auch das Additionstheorem (28), indem man in der 
Formel (19) fUr ex seinen dort gefundenen Wert einsetzt. 

Fur u> c2jv wurde u' < 0 werden. Sendet man also in K von einem 
Punkte A aus ein Signal mit entsprechender Uberlichtgeschwindigkeit, das in 
einem entfernten Punkte B irgendeine Wirkung ausl6st, so wurde von K' aus 
betrachtet, die Wirkung fruher eintreten als die Ursache erfolgte. Zur Aufrecht
erhaltung des Kausalitatsgesetzes ist es also notwendig, zu folgern, daB keine 
Wirkungen mit Uberlichtgeschwindigkeit auftreten1). Tatsachlich 
bricht auch das Spektrum aller in der Natur beobachteten Geschwindigkeiten von 
materiellen K6rpern oder von irgendwelchen Wirkungen mit der Vakuumlicht
geschwindigkeit cab. 

Urn das dem Satz vom Parallelogramm der Geschwindigkeiten entsprechende 
allgemeinere Additionstheorem der Geschwindigkeiten fUr den Fall nicht paralleler 
Komponenten zu bilden, geht man in der gleichen Weise wie bei der Ableitung 
der Formel (28) vor, indem man aus Gleichungen (16) die entsprechenden Diffe
rentialquotienten bildet. Es sei die Geschwindigkeit v wieder der gemeinsamen 

1) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 23. S. 371. 1907; Jahrb. d. Radioakt. Bd.4, S. 441. 
1907; vgl. auch R. BASS, Phys. ZS. Bd.27. S.74. 1926. 
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X- und X'-Achse der beiden Bezugssysteme parallel, wahrend die Geschwinc1.lg
keit u, bezogen auf K, einen beliebigen Winkel co mit der X-Achse einschlieBe. 
Die Komponenten von u in K seien u"" uy , uz ; von K' aus gemessen seien die 
Komponenten ~,u~, u~. Dann ergeben sich mittels der angegebenen Prozesse 
aus (16) folgende Zusammenhange: 

u~ = u,. ~~z' u~ = -( U/lVUz) ' ~ = -(' U=~) (28 a) 
1-7 x1-7 X,,1- c2x 

mit den entsprechenden Umkehrformeln, die sich einfach durch Verta1,lSchung 
des Vorzeichens 'von' vergeben. Die' Gleichungen (28) stellen einen Spezialfall 
von (28a) dar. 

Zwischen den Absolutwerten der Ge,schwindigkeit besteht folgender Zu-
sammenhang: 

1/ (U'V sin w,\2 V U'2 + v2 + 2 u'v coso>' - -c' --) 
U=. u'v cos w' 

1 + --
c2 

(29) 

Hier bedeutet co' den in K' gemessenen Winkel zwischen u' und v. Fur den 
Zusammenhang zwischen co und co' findet man unter Berucksichtigung der 
Beziehungen u'" = u . cosco und u~ = u'cosco' folgende Gleichung 

u'sinw' 
tgco = (30) 

X (u'cosw'+ v) 
25. Anwendung des Additionstheorems der Geschwindigkeiten auf die 

Lichtfortpflanzung. Wir nehmen an, das System K' sei realisiert durch ein 
isotropes durchsichtiges Medium mit dem Brechungsquotienten n, das sich gegen 
das System K des Beobachters mit der Geschwindigkeit v bewege. In K' breitet 
sich das Licht nach allen Seiten mit der Geschwindigkeit V' = cln' aus. Gefragt 
ist nach der Geschwindigkeit, mit der sich das Licht relativ zu K in der Richtung 
der Relativgeschwindigkeit v fortpflanzt. Hier gilt u' = V' = cln' und die ge
suchte Geschwindigkeit wird nach (28') 

c 
n' + v v=--v 

1 + n'c 
Bei Vernachlassigung von Gliedern hOherer Ordnung in vic ergibt dies weiter 

V = .~ + v (1 - ~) . (31) n' n,2 

Der Wert des FRESNELschen Mitfuhrungskoeffizienten ergibt sich also nach der 
Relativitatstheorie ohne weitere Annahmen als naturliche Folge der Vorschriften 
uber Raum- und Zeitmessung. n' bedeutet hier den Brechungsquotienten fUr 
die im bewegten System beobachtete Wellenlange A'. Die Reduktion auf n(l), 
wobei A die von K aus gemessene Wellenlange ist, liefert dann unter Beruck
sichtigung des Dopplereffektes noch den LORENTzschen Dispersionsterm (vgl. 
Ziff.26). . 

Die Aberrationsformel der Relativitatstheorie laBt sich aus Gleichung (30) 
ableiten. Es sei narnlich u = u' = c die Geschwindigkeit einer ebenen Licht
welle, deren Fortpflanzungsrichtung mit der Richtung der Relativgeschwindig
keit v von K aus gemessen den Winkel co und von K' aus gemessen den Winkel co' 
einschlieBe. Mit u' = c geht die Gleichung (30) uber in 

sinw' 
tgco = x(cos~'+Sf. CH) 
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Die Differenz w - w' = 0(, stellt offenbar den Aberrationswinkel dar. Setzt 
man in (31) w = w' + 0(, ein, so erhalt man bei Vernachlassigung der Quadrate 
u:nd hi:iheren Potenzen von fJ 

tgO(, = fJ sinw, (2) 

was mit der entsprechenden in Ziff. 4 angegebenen Formel ubereinstimmt. Es ist 
zu beachten, daB hier von einer gleichfi:irmig geradlinigen Translationsbewegung die 
Rede ist. Die beobachtete jahrliche Aberration der Fixsterne kommt infolge der 
periodischen Umlaufsbewegung der Erde urn die Sonne zustande (vgl. Ziff. 69). 

26. Transformation der Richtungskosinusse und der Frequenz einer ebenen 
Welle auf ein bewegtes System. Dopplereffekt. Die relativistische Aberrations
formel (31) laBt sich noch auf einem anderen Wege ableiten, der gleichzeitig eine 
Formel fUr den Dopplereffekt liefert. Wir betrachten eine ebene Welle von der 
Frequenz v, deren Wellennormale in K den Winkel w mit der X-Achse ein
schlieBe und in der X-Y-Ebene liege. Die einzelnen Komponenten der Feld
starken sind dann proportional dem Ausdruck 

A 2 (t xcoSW + Y Sinw) A t.:I cos :nv - = COsCl. 
c 

Das Erreichen einer bestimmten Phase e an einer bestimmten Stelle x, y des 
Feldes ist nun ein Punktereignis. Die zugehi:irigen Koordinaten dieses Punkt
ereignisses, bezogen auf das mit der Geschwindigkeit v bewegte System K ' , 
seien x', y', t'. Da sie sich auf dieselbe Phase beziehen, gilt: 

2:nv (t _xcosw -; Y Sinw) = 2:nv' (t' _ x'cosw' -; Y'Sinw~. 

Druckt man auf der rechten Seite die gestrichenen Koordinatep. mittels (16) 
durch die ungestrichenen aus, so muB die resultierende Gleichung eine Identitat 
in x, y, t sein, da sie fUr alle Punkte des Feldes und fUr beliebige Werte von t 
gelten muB. Durch Koeffizientenvergleichung erhalt man dann: 

v'= xt'(1-fJcosw), (2) 

, cosw - p cosO) =----
1 - P COSW ' 

. , sin w v"1=P"2 
SInW = 1 - (Jcosw . 

Durch Division der beiden Gleichungen (33) ergibt sich 

t ' sinw gw -- x (cosw - (J) , 

was einfach die Umkehrbeziehung zur Aberrationsformel (31) darstellt. 
Gleichung kann noch auf die einfachere Form gebracht werden 

t (I)' =1/1 +{Jt !'!... 
g2 V1-p g 2· 

Aus der ersten der beiden Formeln (33) findet man ferner leicht 
1 _ R2 

1 + fJ cos w' = --:--------;;--'----1'-
1 - {J cosw 

und daraus ergibt sich durch Differentiation 

(33) 

Die 

(31' a) 

d cosw' 1 - {J2 
d cosw = (1 - {J cosw)2 . (34) 

Wir betrachten nun ein infinitesimales Bundel von ebenen Wellen, das den 
Offnungswinkel 

dQ = sinwdwd'!jJ = -dcoswdljJ 
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erfiillt, wobei der Polarwinkel1p das Azimut um die X-Achse darstellen moge. 
Der zugehorige Offnungswinkel, bezogen auf K', ist dann 

dQ' = sinw'dw'd1p' = -d cosw'd1p'. 

Wegen y = y' und z = z' gilt 1p = 1p' und man erhalt unter Beriicksichtigung 
von (34) die fiir die Strahlungsstatistik brauchbare Beziehung 

dQ' d cosw' 1 - {J2 
dD - dcosw - (1-{Jcosw)<J.· (35) 

Die Gleichung (32) stellt die durch den Dopplereffekt verursachte Frequenz
anderung im bewegten System dar. Sie stimmt bis auf Glieder zweiter Ordnung 
in vic mit den fUr cosw = 1 aus der elementaren Theorie des Dopplereffektes 
(Ziff. 5) hergeleiteten Formeln (3) und (3a) iiberein. Wegen des Relativitats
prinzips gibt es zwischen den beiden in Ziff. 5 unterschiedenen Fallen keinen 
Unterschied mehr; die Formel (32) gilt nach der Relativitatstheorie sowohl fiir 
den Fall ruhender Lichtquelle - bewegter Beobachter, wie fUr den Fall ruhender 
Beobachter - bewegte Lichtquelle exakt. 

Zum Unterschied von den Formeln (3) und (3a) tritt nach (32) auch bei 
transversaler Beobachtung eine Frequenzanderung auf. Die Lichtquelle ruhe 
im System K, der Beobachter im System K'. Die Beobachtung erfolge in jenem 
Momente, wo w' = ~/2 ist, wo also im Bezugssystem des Beobachters Visions
richtung und Bewegungsrichtung aufeinander senkrecht stehen. Dann folgt 
aus (31') cosw = fJ und die Gleichung (32) geht iiber in 

y' = YY1 - f32. (32a) 

Die Frequenz einer bewegten Lichtquelle erscheint also dem ruhenden Beob
achter bei transversaler Beobachtung im Verhaltnis ,,:1 verkleinert (trans
versaler Dopplereffekt). Dieses Ergebnis kann auch auf direktem Wege 
aus dem kinematischen Hauptgesetz der speziellen Re1ativitatstheorie (Ziff. 23) 
gewonnen werden. EINSTEIN!) hat auf die Moglichkeit hingewiesen, eine Be
statigung dieser Folgerung durch Beobachtung des transversalen Dopplereffektes 
an Kanalstrahlen zu erbringen. Die AusfUhrung dieses Versuches ist aber wegen 
der durch die Kleinheit des Effektes bedingten experimentellen Schwierigkeiten 
bisher unterblieben. 

Die Formel (32) kann noch dazu verwendet werden, um in dem Ausdruck 
fUr den FRESNELschen Mitfiihrungskoeffizienten den Brechungsquotienten n 
einzufUhren, der zu der vom ruhenden Beobachter gemessenen Wellenlange A 
gehOrt. Es gilt allgemein 

n()..') = n(l) + ~i ()..' - )..) + .. , . 
Wegen (32) und wegen ).. = Cly, A' = Cly' wird nun bei Vernachlassigung der 
hoheren Potenzen von fJ fUr den hier in Betracht kommenden Fall w = 0 

)..' = A (1 + n fJ) , )..' - A = n fJ l. 
(Es ist hier nfJ an Stelle von fJ zu setzen, weil die Lichtgeschwindigkeit im licht
brechenden Medium cln ist.) Die Formel (31) geht daher fiber in 

V = _._c_ + v (1 __ 1 ). 
dn n'2 

n +nfH--
dJ. 

1) A. EINSTEIN. Ann. d. Phvs. Bd.2'. S.1Q7. 1Q07. 



282 Kap. 3. H. THIRRING: Elektrodynamik bewegter Korper. 

Bei VernachHissigung der quadratischen Glieder in v gibt das weiter 

V =c_ + v (1 _ ...!... _ ~ dn) 
n . n 2 n dl 

Ziff. 27. 

(1 ) 

in Ubereinstimmung mit der in Ziff.4 angegebenen Formel, die LORENTZ aus 
der Elektronentheorie hergeleitet hatte. 

Der Ausdruck (32) fUr den Dopplereffekt ist hier ohne Bezugnahme auf 
irgendeine Theorie der Lichtemission aus den Transformationsformeln fUr eine 
ebene Welle gewonnen worden. SCHRODINGERI ) hat nun auf Grund der Quanten
theorie eine entsprechende Formel fUr den Dopplereffekt aus folgenden Uber
legungen hergeleitet: 

Die Emission eines Lichtquants ist verbunden mit einer Anderung des Im
pulses 2) des emittierenden Atoms im Betrage von lw/c. Das Atom andert also 
wahrend des Emissionsaktes seine Geschwindigkeit; es gibt folglich kein Bezugs
system, in dem das Atom wiihrend des ganzen Emissionsaktes ruht. Wohl abel' 
gibt es ein Bezugssystem K*, in dem die Geschwindigkeiten des Atoms vor und 
nach der Lichtemission einander entgegengesetzt gleich sind. Die in diesem 
System K* beobachtete Frequenz werde mit '1'* bezeichnet. 

Die Anderung des Impulses ist mit einer entsprechenden Anderung dE del' 
kinetischen Energie verbunden und diese verursacht wieder gemiiB der BOHRschen 
Frequenzbedingung eine Frequenzanderung urn den Betrag 

dE 
d'P = h' 

Die GroBe dE muB natiirlich von verschiedenenBezugssystemen aus betrachtet ver
schiedene Werte annehmen und dementsprechend wird auch d'P von verschiedenen 
Bezugssystemen aus betrachtet verschieden groB sein. Unter Berucksichtigung 
der relativistischen Transformationsformeln fUr Impuls und Energie erhiilt man, 
wie SCHRODINGER zeigte, gerade den richtigen Ausdruck fUr den Dopplereffekt. 
Es sei 'I' die Frequenz, die von einem System K aus gemessen wird, das sich gegen 
K* geradlinig gleichformig bewegt. Dann gilt nach SCHRODINGER: 

-----.- -,----

(Jib) 

Bier bedeuten vI> bzw. V 2 die Geschwindigkeiten des Atoms relativ zum 
Beobachter vor bzw. nach dem EmissionsprozeB; WI bzw. W 2 die entsprechenden 
Winkel zwischen Geschwindigkeitsvektor und Emissionsrichtung. Die F ormel (32 b) 
unterscheidet sich von (32) dadurch, daB der Faktor von 'I' geometrisch gemittelt 
ist aus denjenigen beiden Werten, die nach der letzteren Formel fUr die Anfangs
und Endgeschwindigkeit gelten wiirde. 

b) Die vierdimensionale Darstellung der Relativitatskinematik. 
27. Einfiihrung der vierdimensionalen Schreibweise. Die durch die Rela

tivitatstheorie bewirkte Verschmelzung von Raum und Zeit in den Weltbegriff 
laBt eine Darstellung der Gesetze in vierdimensionaler Schreibweise zweckmaBig 
erscheinen. Die dazu notwendigen Begriffe sollen im folgenden eingefUhrt werden 3). 

Die aufeinanderfolgende Ausfiihrung zweier Lorentztransformationen in 
beliebiger Richtung [Gleichung (16a), Ziff.21] liefert wiederum eine Trans-

1) E. SCHRODINGER, Phys. ZS. Bd. 23, S. 301. 1922. 
2) A. EINSTEIN, Phys. ZS. Bd. 18, S. 121. 1907. 
3) Die Kenntnisse der Elemente der Tensorrechnung sind hier als bekannt vorausgesetzt. 

Der Leser vergleiche diesbeziiglich Bd. III ds. Handb. (Kap. 5). 
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formation derselben Art. Den Lorentztransformationen kommt daher die 
Gruppeneigenschaft zu; die Gesamtheit der Lorentztransformationen bildet die 
Lor e n t z g r u p p e. Es ist dies die Gruppe der linearen Transformationen, die 
den Ausdruck ds 2 = -dr2 = dX2 + dy2 + dz 2 - c2 dt 2 (24a) 

in sich selbst iiberfiihrt. Das kinematische Hauptgesetz der speziellen Relativitats
theorie, dessen physikalische Bedeutung in Ziff. 23 dargelegt worden ist, laBt 
sich daher folgendermaBen in die Sprache der mehrdimensionalen Geometrie 
iibersetzen: Raum und Zeit bilden zusammen eine pseudoeuklidische vier
dimensionale Mannigfaltigkeit mit der metrischen Fundamentalform (24a), 
die Welt. 

Es ist zweckmaBig, die Weltpunkte mit numerierten Koordinaten zu be
zeichnen; man setzt also 1) 

X=X1 , Y=X2 , Z=X3 , ct=x4 • (36) 
GemaB der Substitution (36) wird unter Beibehaltung des Zentimeters als 

Langeneinheit das "Lichtzentimeter" als Einheit der Zeit gewahlt. Wenn man 
ferner das Gramm als Masseneinheit beibehalt, so werden die entsprechenden 
Einheiten fUr Kraft und Arbeit 9' 1020 Dyn bzw. 9' 1020 Erg. Wir wollen die 
auf Zentimeter, Gramm und Lichtzentimeter basierenden absoluten Einheiten 
1m folgenden kurz als "Lichteinheiten" bezeichnen. 

Der Ausdruck (24a) wird in den neuen Variablen 

ds2 = -dr2 = dxi + dx~ + dx~ - dx~ 
und kann durch die weitere Substitution 2) 

(24b) 

Yl=X1 , Y2=X2, Ys=Xs , Y4=ZX4 (36b) 
iibergefUhrt werden in 

ds2 = dYI + dy§ + dy~ + dyj = dYi dYi' (24c) 
Ubcr doppelt vorkommende Indizes wird gemaB einer allgemein gebrauchlichen 
Ubereinkunft stets von 1 bis 4 summiert, falls nicht das Gegentcil ausdriicklieh 
vermerkt wird. 

Der Ausdruck (24c) ist das vier dimension ale Analogon zum Linienelement 

ds 2 = dX2 + dy2 + dz 2 

der euklidisehen Geometrie. Dureh die Transformation (36b) wird also die 
pseudoeuklidische Welt auf cine vierdimensionale euklidisehe Mannigfaltigkeit 
mit einer imaginaren Dimension abgebildet. Die Lorentztransformation bedeutet 
in der imaginaren euklidisehen Welt einfach eine Drehung urn den Koordinaten
ursprung (vgl. Zif£' 22). Die Gruppe der Drehungen des Raumes allein ist als 
Untergruppe in der Lorentzgruppe enthalten. Der Vollstandigkeit halber wird 
meist in die Lorentzgruppe noch die vierparametrige Gruppe der (von der Zeit 
unabhangigen, also konstanten) Versehiebungen des Koordinatenursprunges mit 
inbegriffen. 

1) Wegen der Kontravarianz der Koordinatendifferentiale werden in den neueren 
mathematischen Darstellungen der Tensoranalysis die Koordinaten vielfach in konsequenter 
\Vcise mit oberen Indlzes bezeichnet: Xl, X2, X3, X4. Dieser von WEYL, PAULI u. a. ver
wendeten Bezeichnungsweise folgt auch die Darstellung der Tensoranalysis in Bd. III ds. 
Bandb. - Da es aber bei physikalischen Anwendungen weniger auf die konsequente Be
zeichnungsweise als auf die m6glichste Vermeidung von Verwechslungen mit Potenzexponenten 
ankommt, werden hier im Anschlusse an EINSTEIN, EDDINGTON u. a. die unteren Indizes 
bei den Koordinaten beibehalten. 

2) Die Substitution (36 b) stammt ursprunglich von POINCARE (Rend. Pal. Bd. 21, S. 168. 
1906) und ist spater insbesondere durch MINKOWSKI (Gottinger Nachr. 1908, S. 53) zu Be
rleutun2' 2'elan2't. 
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In den Variabeln Yi geschrieben, ist also die Lorentzgruppe einfach die 
Gruppe der linearen Orthogonaltransformationen. Ihre allgemeine Form ist 

Y; = lJr..ikYk + fJi 

mit den Orthogonalitatsbedingungen 

(16b) 

()(.il IJr..kl = 0ik 

und der aus den Realitatsverhaltnissen folgenden Bedingung, daB fJ4 und jene ()(.ik 

imaginar sind, bei den en der Index 4 einmal vorkommt, wahrend alle librigen ()(. 
und fJ reell sind. Der allgemeine Ausdruck fUr die Lorentztransformation in den Xi 
ergibt sich dann durch Rlicksubstitution nach Gleichung (36b). Der folgenden 
Darstellung werden meistens die reellen Koordinaten Xi zugrunde gelegt. 

Die Orthogonaltransformation (16b) sowie die entsprechende allgemeine 
Lorentztransformation in den Xi hat die Eigenschaft, daB die Substitutionsdeter
minante gleich 1 ist. Es gilt 

(37) 

Daraus folgt nach dem bekannten Satz tiber die Transformation mehrfacher 

Integrale, daB 1111 dxi dx~ dx~ dXJ = 1111 dX1 dX2 dX3 dx4 • (38) 

Das vierdimensionale Volumelement der Welt ist also ebenfalls eine Invariante 
der Lorentztransformation. 

Es sei a (x., x2 , X 3 , x4) irgendein Skalar oder ein Tensor beliebiger Stufe. 

Dann wird A = 1111 a(x1 , x2 , x3 , x4)dx1 dx2 dx3 dx4 

wegen der Invarianz des Volumelementes ein Tensor der gleichen Stufe sein. 
Der Transformationscharakter irgendeiner GroBe gegenliber der Lorentztrans
formation wird also durch Integration tiber ein Weltgebiet nicht geandert. Der 
vierdimensionale IntegrationsprozeB spielt hinsichtlich der Transformations
eigenschaften des Integranden dieselbe Rolle wie die Multiplikation mit einem 
Skalar. In der Ausdrucksweise der allgemeinen Tensoranalysis bedeutet dies, 
daB im pseudoeuklidischen R4 der Unterschied zwischen Tensoren und Tensor
dichten wegen (38) verschwindet. 

28. Geometrische Darstellung der Lorentztransformation. Die Lorentz-
transformation in reellen Variabeln laI3t sich nach MINKOWSKI geometrisch als 

4' 

Ubergang zu einem schiefwinkligen 
Koordinatensystem mit entsprechender 
Anderung der MaBeinheiten interpre
tieren. Wir legen den folgenden Be
trachtungen die durch die Substitution 
(36) eingefUhrten Variabeln Xi zugrunde 

X/ und stellen einen zweidimensionalen 
Schnitt durch die Welt in Abb.6 dar. 
Die Koordinatenachsen eines Bezugs
systems K seien durch das Achsenkreuz 
X 1 X 4 gegeben. 

Abb.6. Geometrische Darstellung der Lorentz-Trans
formation ll:lr.h MTNKOWSKT. 

Ein eindimensionales Kontinuum 
von Weltpunkten wird als eine Welt
linie bezeichnet. Die sukzessiven Exi
stenzgebiete materieller Punkte werden 
durch Weltlinien reprasentiert. Die 
Wpltlinip pin pc; in ()rnhpnnpn materiellen 
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Punktes ist durch die X 4-Achse gegeben; Punkte, die sich relativ zum System K 
bewegen, besitzen Weltlinien, die gegen die X 4-Achse geneigt sind. Das unter 45 0 

gegen die Koordinatenachse laufende Geradenpaar OLI ,OL2 stellt die Welt
linien eines von 0 ausgehenden Lichtsignales dar. Wir wollen sie als die "Licht
linien" bezeichnen; im vierdimensionalen hat man es mit einem "Lichtkegel" 
zu tun. 

Wir denken uns nun ein Koordinatensystem K' eingefuhrt, das sich gegen]( 
mit der Geschwindigkeit v = f3 in der Richtung der XcAchse bewegen mage. 
Die Weltlinic des Koordinatenursprunges von K' wird durch die unter dem 
Winkel 

'Ij1 = arctgf3 

gegen die X 4-Achse geneigte Gerade OX~ gegeben sein; sie stellt die Zeitachse 
von ](' dar. Wir zeichnen nun die beiden gleichseitigen Hyperbeln 

xi-xl=+1 
und 

xi-x~=-1, 

die die Lichtlinien als gemeinsames Asymptotenpaar besitzen, und stellen 
folgende Behauptung auf: Die Lorentztransformation besteht darin, daB die 
Gerade OX~ und die zu ihr hinsichtlich OLI symmetrisch gelegene Gerade OX~ 
als neue Koordinatenachsen verwendet werden und daB die Abschnitte OA, bzw. 
OB dieser Geraden mit den HyperbeHisten als Einheiten verwendet werden. 
Beweis: Die spezielle Lorentztransformation heiDt mit c = 1 

I x 1 -flx4 ,x4 -flx l 

Xl = 1I1~P , x4 = Vi _ fJ2 • (16b) 

Der Punkt A hat als Schnittpunkt der beiden Linien 

x4 = f3x I und xi - x! = 1 
die Koordinaten 

1 
Xl = -===---= , Yl - (12 

fJ 
X 4 = r;---==:' 

yl--fJ2 

Setzt man dies in (16b) ein, so kommt 

x~ = 1, x~ = O. 

Der Punkt A liegt also auf der XI-Achse des Bezugssystems K' und hat in diesem 
den Abstand 1 vom Koordinatenursprung. Die analoge Rechnung fUr den Punkt B 
liefert die Werte 

x~ = 0, x4 = 1. 

B liegt also auf der X;-Achse und hat den Abstand 1 vom Koordinatenursprung. 
29. Zeitartige und raumartige Vektoren. Die Eigenzeit. Das durch (24a, b) 

definierte Linienelement ds = idr stellt den vierdimensionalen Abstand zweier 
Weltpunkte dar. Seine physikalische Bedeutung 
richtet sich nach den Vorzeichen von ds 2• Wir 
betrachten in der zur Abb. 6 analogen Abb. 7 die 
beiden Paare von Weltpunkten OPI und OP2 • Fur 11 
das Punktpaar 0 PI ist 

ds 2 = dxi - dx~ > 0 . 

Wahlt man gemaD Ziff. 28 ein neues Bezugssystem 
](' so, daB die X{-Achse in die Richtung OPI WIt, 
so finden in K' die beiden Punktereignisse 0 und 
PI gleichzcitig statt. Es ist dann 

dX4 = 0 und 

--------~~-------X, 

Abb. 7. Zeitartige und raumartige 
Vektoren. 
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ds bedeutet also in diesem Fall den raumlichen Abstand der beiden Weltpunkte 0 
und P l in jenem Bezugssystem gemessen, in dem die beiden Ereignisse gleich
zeitig stattfinden. - FUr das Punktpaar 0 P 2 existiert dagegen kein Bezugssystem, 
in dem beide Ereignisse gleichzeitig stattfinden. Wohl aber laBt sich ein Bezugs
system angeben, in dem beide Ereignisse am gleichen Orte stattfinden; es ist 
jenes System K", dessen X4'-Achse in die Richtung OP2 falIt. Es ist dann 

dx? = 0 und ds 2 = -dx'f2, 

d7: = dx'f ist dann das zeitliche Intervall zwischen den beiden Ereignissen 0 
und P2, gemessen im letztgenannten System. d7: stelIt also die Zeitangabe einer 
auf der Weltlinie OP2 bewegten Uhr dar. Die beiden besprochenen Faile werden 
voneinander abgegrenzt durch den Lichtkegel 

ds2 = dxi + dx§ + dx~ - dxi = 0 , 

der in unserer zweidimensionalen Figur durch die beiden Lichtlinien OLl' OLz 
reprasentiert wird. Jene Weltvektoren dXi, die wie OPt urn mehr als 45 0 gegen 
die Zeitachse geneigt sind, heiBen raumartig; fUr sie ist ds reeil. Jene Welt
vektoren dXi, die wie 0 P 2 urn weniger als 45 0 gegen die Zeitachse geneigt sind, 
heiBen zeitartig; fUr sie ist d7: reeil. Fur eine zeitartige Weltlinie stimmt 

7:= fd7: 

mit der Angabe einer auf dieser Weltlinie bewegten Uhr uberein; man bezeichnet 
darum 7: als die Eigenzei t. . 

Es gilt ferner 
dX4 1 1 ---= =---=U. 
dr: 1/ dx2 + dy2 + dz2 V1 - fJ2 

r 1 - c2 dt2 

(21 a) 

Der vierdimensionale Richtungskoeffizient dx,/d7: einer zeitartigen Weltlinie stelIt 
das Verhaltnis der Ganggeschwindigkeit einer in K ruhenden Uhr zur Gang
geschwindigkeit einer langs der betreffenden Weltlinie bewegten Uhr dar. In 
der vierdimensionalen Schreibweise wird man daher statt des Faktors u die 
GroBe dx,/d7: setzen konnen. 

Der in der unteren H1i.lfte der Abb. 6 gelegene Teil des Lichtkegels wurde 
von MINKOWSKI als der Vorkegel bezeichnet, die obere Halfte als der N ach
kegel. Das Gebiet der Endpunkte aller von 0 ausgehenden raumartigen Vektoren 
heiBt das Zwischengebiet; das vom Vorkegel begrenzte Gebiet ds 2 < 0, 
d7: < 0 heiBt "Diessei ts von 0", das vom Nachkegel begrenzte Gebiet ds 2 < 0, 
d7: > 0 heiBt "J ensei ts von 0". Das Gebiet diesseits von 0 enthalt alle jene Welt
punkte, von denen aus Wirkungen nach dem Weltpunkt 0 gelangen konnen; 
das Gebiet jenseits von 0 enthalt alle jene Weltpunkte, die durch eine von 0 
ausgehende Wirkung beeinfluBt werden konnen. Punktereignisse, die in Welt
punkten des Zwischengebietes stattfinden, konnen mit dem in 0 stattfindenden 
Punktereignis weder aktiv noch passiv in kausalem Zusammenhange stehen. 

30. Vierergeschwindigkeit und Viererbeschleunigung. Wir betrachten im 
folgenden irgendeine Weltlinie, die durchwegs zeitartig ist, d. h. uberall urn weniger 
als 45 0 gegen die Zeitachse geneigt ist. Ihre reellen Richtungskoeffizienten sind 

. dx· 
u' = dr:'. (39) 

Da d7: ein Skalar ist und da durch Division eines Tensors durch einen Skalar 
wieder ein Ter1sor gleicher Art entsteht, stellt ui einen kontravarianten Tensor 
erster Stufe oder kontravarianten Vektor dar. Wenn die Weltlinie das Existenz-
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gebiet eines materiellen Punktes darstellt, so bezeichnet man ui als die Vierer
geschwindigkeit dieses Punktes. Die drei raumlichen Komponenten der 
Vierergeschwindigkeit 

dx ' 

stellen die mittels einer mitbewegten Uhr, also die in Eigenzeit gemessenen drei 
Geschwindigkeitskomponenten der Bewegung dar. Die vierte Komponente dx4/d-r 
gibt, wie schon in Ziff. 29 erwahnt, das Verhaltnis der Ganggeschwindigkeit einer 
in K ruhenden Uhr zur Ganggeschwindigkeit einer mitbewegten Uhr an. 

Unter_dem Absolutwert eines Tensors erster Stufe Ai versteht man die GroBe 

IA 1= YAiAi. 
Wegen 

= 1/(dXl)2 + (dX2)2 + (dXs)2 _ (dX4)2 = ds = i V dx d'l dx d'l dx 

ist also der Absolutwert der Vierergeschwindigkeit 

lui =i. (40) 

In analoger Weise definiert man die Viererbeschleunigung Bi durch 

(41) 

Diese GroBe ist ebenfalls ein kontravarianter Tensor erster Stufe, denn er unter
scheidet sich von u i nur durch den skalaren Faktor d-r. Aus 

(UiUi ) =-1 
folgt 

d ( .) .du· dui 
d~ Ui U' = U· d'l' + Ui(T; = 0. (42) 

Nun ist 
fur i=1,2,3 

und 

daher ist 
i dui dui 

U-=U'-
d'l • d'l 

und folglich nach (42) 

(43) 

Das skalare Produkt aus Vierergeschwindigkeit und Viererbeschleunigung ver
schwindet, oder mit anderen Worten: Vierergeschwindigkeit und Vierer
beschleunigung stehen aufeinander senkrecht. 

Die Weltlinie einer gleichformig geradlinigen Bewegung ist eine Gerade; 
hingegen sind die Weltlinien beschleunigter Bewegungen gekriimmt. Man 
denke sich ein Bezugssystem Ko eingefuhrt, dessen X 4-Achse die Weltlinie in 
einem Punkte P beriihrt. Es ist jenes System, in dem der betreffende Korper, 
der die Weltlinie beschreibt, in dem durch P gegebenen Zeitmomente ruht. 
Bezeichnet man den gewohnlichen dreidimensionalen Geschwindigkeitsvektor 
mit u, so ist fUr das momentane Ruhsystem KO 

Uo - UO ='uo = ° oX - Y z , f3 = 0, " = 1 , dx~ = dT. 
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Die Beschleunigungen sind im Ruhsystem KO gegeben durch 

duO duo duo _",=_,,=_1. 
dt d-,; d-,;' 

duO o • 
(h' 

Ferner folgt aus d~!d7: = 1 : 

Daher ist der Absolutwert der Viererbeschleunigung 

(44) 

Der invariante Absolutwert der Viererbeschleunigung ist gleich dem Absolut
wert der Beschleunigung im Ruhsystem, die man kurz als die Ruhbeschleuni
gung bezeichnet. 

31. Die Hyperbelbewegung. Der einfachste Typus einer nicht gleich
formigen Bewegung ist offenbar die beschleunigte Bewegung mit konstanter 
Ruhbeschleunigung. Wir fragen nach der Gestalt der Weltlinie einer solchen 
Bewegung, die das relativistische Analogon zum freien Fall im konstanten 
Gravitationsfeld darstellt. Die Bewegung mage in der XI-Richtung vor sich 
gehen. Dann ist 

und die Beziehungen (40) und (44) gehen tiber in 

und 

wobei b die konstante Ruhbeschleunigung ist. Eine Lasung dieser Gleichungen 
ist gegeben durch 

1 
Xl = b coshb7:, X" = ~ sinhbT. (45) 

Elimination von 7: aus diesen Gleichungen liefert 

(46) 

Die Weltlinie einer Bewegung mit konstanter Ruhbeschleunigung ist also im 
Xl - X4-Diagramm eine Hyperbel, weshalb man diese Bewegung als Hyperbel
bewegung bezeichnetl). 

Die Asymptote an die durch Gleichung (46) gegebene Hyperbel ist die 
Lichtlinie 

Xl - x" = o. 
Die Grenzgeschwindigkeit, die ein konstant beschleunigter materieller Karper 
erreichen kann, ist also die Lichtgeschwindigkeit, wahrend nach der klassischen 
Mechanik seine Geschwindigkeit tiber alle Grenzen wachsen wiirde. Das kommt 
in der graphischen Darstellung dadurch zum Ausdruck, daB die einer konstant 
beschleunigten Bewegung entsprechende Weltlinie in der klassischen Mechanik 
eine Parabel ist. 

1) H. MINKOWSKI, Phys. ZS. Bd.10, S.104. 1909; M. BORN, Ann. d. Phys. Bd.30, 
S. 1. 1909; A. SOMMERFELD, ebenda Bd.33, S.670. 1910. 
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III. Die relativistische Elektrodynamik 
des leeren Raumes. 

a) Die Tensordarstellung der Grundgleichungen. 
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32. Die Transformation der Feldgleichungen. Das Relativitatsprinzip 
fiihrt zusammen mit dem kinematischen Hauptgesetz der speziellen Relativitats
theorie (Ziff. 23) zu der Forderung, daB die elektrodynamischen Grundgleichungen 
der Lorentztransformation (16) gegeniiber invariant sein miissen. Das bedeutet 
folgendes: Es seien Q; und Sj die Komponenten der elektrischen bzw. magnetischen 
Feldstarke; e und eu die Ladungsdichte bzw. Stromdichte der Elektrizitat, 
alle gemessen in einem GALILEIschen Bezugssystem K. Q;', Sj', e', e'u' seien die 
entsprechenden GraBen, bezogen auf K'. Die in Kapitel 2 dieses Bandes be
sprochenen Feldgleichungen fiir das Vakuum lauten in K: 

. 1 (OQ: ) rotSj = c 7ft + 4neu , 

1 oS) rot Q; = - - --;;
c at' 

divQ; = 4ne, (47) 

divSj = O. (47a) 

Die Forderung der Invarianz besagt nun, daB die Feldgleichungen im bewegten 
System K' einfa,ch durch Ersetzung samtlicher abhangiger und unabhangiger 
Variabeln durch die entsprechenden gestrichenen entstehen. Die Feld
gleichungen sollen also in K' lauten: 

'h' 1 (OQ: I 
, ') rot "01 = c ,87 + 4 n e u , div'Q;' = 4ne', (47') 

rot' Q;' = _ ~ ~S)~ 
C ot" div'Sj' = O. (47'a) 

Die Striche an den Operatoren rot und div bedeuten, daB die Differentiationen 
nach x', y', z' vorzunehmen sind. 

Durch Ausfiihrung der Lorentztransformation (16) an den unabhangigen 
Variabeln x, y, Z, t gelangt man nun tatsachlich von den Gleichungen (47) und 
(47a) zu den Gleichungen (47') und (47' a), wenn man die folgenden Trans
formationsformeln fiir die abhangigen Variabeln hinzunimmt: 

Q;~ = Q;x, 
Q;~ = x (Q;y - f3 Sjz) , 
Q;~ = x (@z + f3 Sjy), 

e'u~ = xe (ux - v), 

Q'u~ = eUy, 

e'u~ = euz, 

, ( Vu x) e =X 1--2 e· 
, c 

(48) 

(49) 

Division der drei ersten Gleichungen (49) durch die letzte fiihrt zu Transformations
formeln fiir die Geschwindigkeitskomponenten, die mit dem in Zif£' 24 ab
geleiteten Additionstheorem der Geschwindigkeiten (28) iibereinstimmen. 

Wenn der Vektor iJ der Relativgeschwindigkeit zwischen K und K' nicht 
die Richtung der gemeinsamen X-Achse beider Systeme hat, erhalt man die zu 
(48) entsprechenden allgemeineren Transformationsformeln, indem man analog 
wie bei der allgemeineren Lorentztransformation (16a) die auftretenden Vektoren 

Handbuch der Physik. XII. 19 
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in Komponenten parallel und normal zur Bewegungsrichtung zerlegt. Die 
Formeln lauten dann: 

~~ = ,,(~ + -;- [tJSj])n'J 

Sj~, = ,,(Sj - ; [ll ~]L 
(48 a) 

DaB die Transformationsformeln (48) und (49) fUr die FeldsHirken und 
Ladungsdichten mit der Lorentztransformation (16) zusammen die Feld
gleichungen (47) in (47') uberfuhren, ist lediglich die Feststellung einer mathe
matischen Tatsache. Unter Zuhilfenahme des Relativitatsprinzips gewinnt sie 
folgenden physikalischen Inhalt: Wenn ein mit der Geschwindigkeit v be
wegter Beobachter das Feld ~,Sj mit seinen MeBinstrumenten nach den ublichen 
Methoden ausmiBt, so erhalt er fur die Komponenten der elektrischen und 
magnetischen Feldstarke gewisse GroBen ~~ ... Sj~, die mit den vom ruhenden 
Beobachter aus gemessenen Komponenten in dem durch (48) gegebenen Zu
sammenhange stehen. Die von ihm gemessenen Ladungsdichten und Strom
dichten gehen ferner durch (49) aus den entsprechenden von ruhenden Beob
achtern gemessenen GroBen hervor. Diese Aussage physikalischer Natur soli 
als das "dynamische Hauptgesetz der speziellen Relativitatstheorie" be
zeichnet werden. 

Die Ausmessung des elektrischen Feldes geschieht definitionsgemaB durch 
Bestimmung der Kraft auf einen ruhenden elektrischen Einheitspol. ~'ist also 
die Kraft, auf eine in K' ruhende Einheitsladung. Relativ zu K bewegt sich diese 
Ladung mit der Geschwindigkeit v in der Richtung der X-Achse. Nach der 
Elektronentheorie wirkt dann auf sie die Kraft (vgl. Ziff. 9): 

(7) 

deren Komponenten fUr tJ", = ~', tJy = tJz = 0 bis auf den fUr die Relativitats
theorie charakteristischen Faktor " mit den in Gleichung (48) angegebenen 
Ausdriicken fUr ~'ubereinstimmen. Der durch die Erfahrung wohlbegrundete 
Ansatz (7) fUr die ponderomotorische Kraft, der in der urspriinglichen Elektronen
theorie die Rolle eines selbstandigen Gesetzes spielt, ergibt sich also nach der 
Relativitatstheorie direkt als eine Folge des dynamischen Hauptgesetzes. 

Die Transformationsformeln (48) lehren ferner, daB die Aufspaltung des 
Feldes in ein elektrisches und ein magnetisches nur eine relative Bedeutung hat, 
die vom Bezugssystem abhangt. Ein Feld, das, von K aus betrachtet, rein 
elektrostatisch ist, hat, von K' aus betrachtet, auch magnetische Komponenten 
und umgekehrt. Dies hat zu einer neuen Auffassung des elektromagnetischen 
F eldes gefUhrt: In der klassischen Elektrodynamik ist das F eld charakterisiert 
durch zwei selbstandige Vektoren ~ und Sj, die bloB durch gewisse Beziehungen 
zwischen ihren raumlichen und zeitlichen Ableitungen [(47), (47a)] miteinander 
verknupft sind. In der Elektrodynamik der Relativitatstheorie werden dagegen 
die sechs Komponenten ~"" ~y, ~z, Sj"" Sjy, Sjz zu einem einheitlichen Komplex 
zusammengefaBt; das Feld wird nicht durch zwei Vektoren, sondern durch einen 
einzigen Tensor zweiter Stufe charakterisiert (Ziff.35). 

SS.Die GroJ3enordnung des Effektes bei den Atherdriftversuchen. Die 
Beobachtungen an den Jupitermonden. Die Invarianz der MAXWELLschen 
Gleichungen gegenuber der Transformation (16) war schon LORENTZ bekannt 
gewesen1). Da sich die Lorentztransformation von der Galileitransformation nur 

1) H. A. LORENTZ, Versuch einer Theorie der elektrischen und magnetischen Er
scheinungen in bewegten Korpern. Leiden 1895. 
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um Glieder zweiter Ordnung in vjc unterscheidet, beruht auf dieser Invarianz 
der in Ziff. 3 erwahnte, von LORENTZ auf dem Boden der AbsoluUheorie auf
gestellte Satz, daB bei einer gemeinsamen geradlinig gleichformigen Trans
lationsbewegung von Versuchsobjekt und Beobachter gegen den Ather kein 
Effekt erster Ordnung in vjc auftreten kann. 

Die auf Grund der LORENTzschen Theorie zu erwartenden Effekte 2. Ordnung 
enthalten entweder den Faktor v2 jc 2 oder vxjc 2, je nachdem, ob das betreffende 
Experiment ohne oder mit Hilfe von Uhren ausgefiihrt wird, deren Synchroni
sierung unabhangig von der Lichtfortpflanzung erfolgt. Der erstere Fall liegt 
bei den in den Ziff. 12 und 13 beschriebenen Atherdriftversuchen vor. Der letztere 
Fall ware zu verwirklichen, wenn es geliinge, zwei in der Entfemung x voneinander 
aufgestellte Uhren ohne Verwendung von Lichtsignalen zu synchronisieren. 

Ein Gedankenexperiment dieser Art, das die Existenz eines absolut starren 
Korpers voraussetzen wurde, ist folgendes: Man denke sich die FIZEAusche 
Methode zur Messung der Lichtgeschwindigkeit dahin abgeandert, daB der durch 
das rotierende Zahnrad tretende Strahl nicht von einem entfemten Spiegel reflek
tiert wird und das erste Zahnrad wieder passieren muB, sondem auf ein zweites 
auf derselben Welle umlaufendes Zahnrad fallt. Die Achse des Apparates sei der 
Atherdrift parallel gestellt; der Versuch werde so ausgefiihrt, daB der Lichtstrahl 
einmal gleichsinnig und einmal entgegengesetzt der Dridftrichtung gesendet wird. 
Wenn die Entfemung der beiden Zahnrader x betragt, sind die Durchlaufungs
zeiten xj(c + v), bzw. xj(c - v) und die der Messung zugangliche Zeitdifferenz 
betragt 

LI t = ~x _ _ _ x_ = 2 vx + ... 
c-v c+v c2 

Eine tatsachliche AusfUhrung dieses Gedankenexperimentes ist nun darum 
praktisch unmoglich, weil die bei der Rotation einer entsprechend langen Welle 
auftretenden Torsionsschwingungen Abweichungen von Synchronismus der beiden 
mechanisch gekoppelten Zahnrader verursachen wiirden, die den gesuchten Effekt 
weit uberdecken. 

Ein aussichtsreicheres Experiment, bei dem ebenfalls auf Grund der Absolut
theorie ein Effekt von der GroBenordnung vx/c 2 zu erwarten ware, ergibt sich aus 
der OLAF ROMERschen Methode zur Messung der Lichtgeschwindigkeit. MAXWELL, 
von dem ubrigens auch die erste Anregung zum MICHELsONversuch ausgegangen 
war, haUe darauf hingewiesenl), daB man nach dieser Methode den Wert c + v, 

. bzw. c - v fur die Lichtgeschwindigkeit erhalten musse, wenn die Messungen zu 
Zeiten vorgenommen werden, wo die Verbindungslinie Erde-Jupiter den Winkel 
0°, bzw. 180° mit der Bewegungsrichtung der Sonnensystems gegen den Welt
ather einschlieBt. v bedeutet hier die Geschwindigkeit des Sonnensystems gegen 
den Ather. 

Eine Diskussion der bis 1910 vorliegenden Beobachtungen durch BURTON 2) 

hat ergeben, daB die Fehlergrenzeca. 45 km/sec fur die in der Bahnebene des 
Jupiter liegende Komponente der Atherdrift betragt und ca. 10000 kmjsec fUr 
die Komponente senkrecht zur Bahnebene. Bisher konnte kein Effekt festge
stellt werden, der diese Fehler iibersteigt. - Es ware theoretisch nicht uninter
essant, die Genauigkeit der Jupitermondbeobachtungen so weit zu steigem, daB 
die Fehlergrenze unterhalb des Betrages der Apexgeschwindigkeit des Sonnen
systemes liegt. Das Ausbleiben eines Effektes ware in diesem Fall eine Tat-

1) J. CL. MAXWELL, Encyclopaedia Britannica, Artikel "Ether", abgedruckt in Papers, 
vol. II. 769. 1890. 

2) C. V. BURTON, Phil. Mag. (6), Bd.19, S.417. 1910. 

19* 
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sache, die nicht allein durch die Lorentzkontraktion der Langen (Ziff. 16) er
klart werden Mnnte, sondern Vielmehr direkt als Beweis fUr die Giiltigkeit der 
Relativitatskinematik und insbesondere der Lorentzkontraktion der Zeit (Ziff. 22) 
zu betrachten ware. 

34. Einfiihrung der vierdimensionalen Symbole fUr die FeldgroBen. Die 
in Ziff. 27 eingefiihrte vierdimensionale Schreibweise soll im folgenden auch auf 
die abhangigen Variabeln iibertragen werden. Die bisher verwendeten Vektor
symbole decken sich mit jenen, die in den vorigen Kapiteln dieses Bandes ver
wendet worden sind. Es sind dies die GrOBen: 

Q;, SJ elektrische bzw. magnetische Feldstarke, 
e elektrische Ladungsdichte, 
u Geschwindigkeitsvektor elektrischer Ladungen, 
V Skalarpotential, 
m: Vektorpotential, 
f ponderomotorische Kraft pro Volumeinheit (Kraftdichte)~ 

@) POYNTINGScher Vektor, 

g = .; @) Feldimpulsdichte, 
c 

w Energiedichte des Feldes im Vakuum, 
II = {S.,." s.,y .. . szz} MAXWELLScher Spannungstensor. 

In der folgenden Dbersetzungstabelle sind nun unter den Vektorsymbolen 
die zugehorigen Symbole in Tensorschreibweise angegeben. Hierzu ist zu be
merken, daB der vierdimensionalen Darstellung im folgenden immer die schon 
in Ziff.27 benutzten "Lichteinheiten" zugrunde gelegt werden, so daB c = 1 
wird. Ferner werden fiir die FeldgroBen an Stelle der GAussschen Einheiten 
die rationellen HEAVIsIDEschen Einheiten gewahlt, die dadurch gekennzeichnet 
sind, daB zwei Einheitspole in der Entfernung von 1 cm die Kraft 1/4:n dyn 
aufeinander ausiiben. Die Wahl dieser Einheiten bewirkt, daB aus den MAXWELL
schen Gleichungen und aus den Potentialgleichungen der Faktor 4:n wegfallt. 

Ubersetz ungsta belle. 

x, y, z, ct, } 
Xl' X2, Xa , X4 , 

1 Q;y, Q;z, SJ." SJy, SJz)' y- (Q;." 
4.n-

F 14 , F24 , F a4 , F 2a , F al , F12 
bzw. _F14, _F24, _F34, F23 , F31, F12 

oder1) F~, Ftt, F~, Fij, F~, F:4. 

~(e~z , eUy eu, 

:,)' ) c C 

Sl S2, S3, , 
-- --~--

1) Das zu Fik duale GroBensystem Ftk steht mit diesem in der Beziehung 

Fik = F?m' 

(36b) 

(49) 

(50) 

wobei die Indizes i, k, 1, m voneinander verschieden sind und durch eine gerade Anzahl 
von Vertauschungen aus der Reihenfolge 1,2,3,4, hervorgehen. 
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1 mv, SJ(z, V), I ~(SJ(x, 
g;1, g;2, g;3, g;4. 

(51 ) 

fx, fy, fz, + (fu), I 
11, 12, 13, 14. 

(52) 

Sik = -Sxx, 
1 

-Sxy, -SxzJ --;;-@lx, r-+i 1 
k -Syx, -Syy, -Syz, --;;-@ly, 

(53) 
1 

-SzxJ -Szy, -Szz, --@l c z, 

egx , egy , eg., w. 

Den hier eingefiihrten GroBen werden die folgenden Bezeichnungen beigelegt, 
deren Bedeutung aus den spateren Darlegungen hervorgehen wird: Fik kontra· 
variante, Fik kovariante Feldkomponenten; Si Viererstrom; g;i Viererpotential; 
Ii Viererkraft; Sik Energie-Impulstensor des elektromagnetischen Feldes. 

35. Die elektrodynamischen Grundgleichungen flir das Vakuum. Die 
folgende Formeltabelle enthalt eine iibersichtliche Zusammenstellung der schon 
im zweiten Kapitel dieses Bandes besprochenen elektrodynamischen Grund
gleichungen fiir das Vakuum. Die linke Spalte gibt die Formeln in der iiblichen 
Vektordarstellung, die rechte in vierdimensionaler Schreibweise. 

1 . 

) (47) 
rotS) = -(Q: + 4neu) c 

divQ: = 4ne 

iJFik . 
- = S· (I) 
fJXk 

1 . 

) (47a) 
rot Q: = --S) c 

divS) = 0 

f = e (Q: + : [uS)]) (7a) 

(fb) = e (Q:b) (7b) 

1 . 

) (14) 
Q: = - grad V - -SJ( 

c 

S) = rotSJ( 
F - iJq;k iJq;i (III) 

ik - iJXi - 8xk 

LlSJ( _ ~Ij( = _ 4.ne u 

1(54) 
c2 c 
1 -

LI V - '2 V = - 4ne c 

DfPi = - S;l) (IV) 

1 . 
(55) divSJ( + - V = 0 c 

02 02 iJ2 02 02 
1) Das Symbol 0 bedeutet hier: 0 =- + - + - - - =--

iJ~ iJ~ iJ4 iJ~ iJ~iJ~' 
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1 
(56) W = - (@2 + SJ2) 831 

6 = ~[@SJ] = c2 g 431 (57) 

4nsltv = (@,u@v - t (jlt V @2) I (58) + (SJltSJv - t(jltvSJ 2) 
(ft, ')! = 1,2,3) 

t = DivII - g (59) I ~~ + div6 + (fu) = 0 (60) 
(VII) 

Da in der vorstehenden Tabelle die Tensorsymbole zum Teil mit unteren 
und zum Teil mit oberen Indizes vorkommen, sei auf die bekannte Regel fUr das 
Hinauf- und Hinunterziehen der Indizes verwiesen: 

bzw. (61) 

wobei die Koeffizienten gik des Linienelementes im pseudoeuklidischen R4 ge
maB (24c) gegeben sind durch: 

1
1 0 
o 1 

gik = 0 0 

o 0 

o 0 
o 0 
1 0 

o -1 

Das Hinauf- oder Hinunterziehen der Indizes 1,2,3 erfolgt daher ohne Vor
zeichenwechsel, das des Index 4 mit Vorzeichenwechsel, z. B.: 

523 = 5~ = 5 23 , 

Die Gleichungen (III) bis (V) sind keine selbstandigen Gesetze, sondern 
stellen nur eine andere Formulierung der Grundgleichungen dar, die durch 
Einfiihrung der Potentiale als HilfsgroBen die Integration in manchen Fallen 
erleichtert. Die Gleichungen (VII) gehen mittels der Grundgleichungen (I), (Ia) 
und (II) aus den Ansatzen (VI) hervor. Ihre Bedeutung wird in Ziff. 38 besprochen 
werden. 

36. Der Tensorcharakter des elektromagnetischen Feldes. Der Ubergang 
von den auf der linken Seite der Formeltabelle angegebenen Gleichungen zu den 
auf der rechten Seite stehenden ist, wie man sich durch einfaches Nachrechnen 
tiberzeugen kann, eine mathematische Konsequenz der in der Ubersetzungs
tabelle angegebenen Substitutionen. Er wiirde an sich und ohne Festsetzungen 
tiber den Transformationscharakter der GroBen Fik, Si usw. gar keine physi
kalische Bedeutung haben und konnte daher unabhangig von der Relativi
ta tstheorie schon im Rahmen der klassischen Elektrodynamik vorgenommen 
werden. Die ZweckmaBigkeit dieses Uberganges konnte ja allein schon in dem 
Umstand ihre Begriindung finden, daB die Formeln auf der rechten Seite der 
Tabelle wesentlich einfacher und symmetrischer gebaut sind als die urspriing
lichen Formeln der linken Seite. Die Verwendung der vierdimensionalen Formeln 
konnte also zunachst lediglich als ein Schritt zur Vereinfachung der Schreibweise 
angesehen werden so wie z. B. die Vektordarstellung eine Vereinfachung gegen
tiber der frtiheren Komponentendarstellung bedeutet. Die Vektorschreibweise 
leistet aber auBer einer Vereinfachung der Formeln noch etwas anderes: sie 
liefert Aussagen, die von der Lage des Koordinatensystems unabhangig sind; 
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ihre Formeln sind den orthogonalen Transformationen der raumlichen Koordi
naten gegeniiber invariant. Die Aufstellung der Gleichungen (I) bis (VII) bedeutet 
einen Schritt weiter in dieser Entwicklung, wenn man hinsichtlich der darin 
auftretenden abhangigen Variabeln die Voraussetzung macht, daB sie sich beim 
Ubergang zu einem bewegten Koordinatensystem so transformieren, daB die 
Form der Gleichungen ungeandert bleibt. Da nun die genannten Gleichungen 
die Gestalt von Tensorgleichungen haben, ist diese Voraussetzung dann erfii1lt, 
wenn die abhangigen Variabeln der Lorentztransformation gegeniiber Tensor
eigenschaft besitzen, d. h. den folgenden Transformationsformeln gehorchen: 

., a~ -'" OXk 1 s' = -' :''-. ~ •. = -Sk' 
aXk ' ax~ 

(62) 
Fik' _ ox~ a~ F!'v Fkl _ ox!' a~ F F' _ ox!' oXv F 

- ox!, oXv ' • - ox~ oXv ft' ik - ax~ ox~ ftv' 

Wenn die FeldgroBen sich gemaB (62) transformieren, so gilt im bewegten 
System einfach OFik' i' 

~=S 
vXk 

(1') 

und die iibrigen Gleichungen der rechten Seite der Formeltabelle gehen ebenfalls 
in die entsprechenden Gleichungen in den gestrichenen Variabeln iiber. 

Nun war schon in Zif£' 32 aus dem Relativitatsprinzip gefolgert worden, 
daB die fiir das elektromagnetische F eld charakteristischen GroBen sich gemaB 
Gleichungen (48) und (49) transformieren. Diese Gleichungen gehen aber, wie 
man sich leicht iiberzeugen kann, durch einfache Spezialisierung aus den Tensor
transformationsformeln (62) hervor. Das dynamische Hauptgesetz der speziellen 
Relativitatstheorie laBt sich daher in die Form kleiden: Die FeldgroBen be
sitzen Tensorcharakter gegeniiber der Lorentzgruppe1). 

Insbesondere bilden die sechs Feldkomponenten Fik in ihrer Gesamtheit 
einen antisymmetrischen2) Tensor zweiter Stufe (FHichentensor). Das elektro
magnetische Feld zerfallt also nach der aus dem dynamischen Hauptgesetz 
hervorgehenden Auffassung nicht mehr in zwei selbstandige Vektorfelder @ und S), 
sondern bildet in seiner Gesamtheit ein vierdimensionales Tensorfeld zweiter 
Stufe. In der tensoranalytischen Ausdrucksweise wird man daher statt von 
elektrischer und magnetischer Feldstarke von den "Feldkomponenten" 
schlechtweg sprechen. Die Zerspaltung des Feldes in ein elektrisches und ein 
magnetisches verliert dadurch natiirlich nicht ihre praktische Bedeutung; 
in der Tat beeinflussen ja jene Feldkomponenten, bei denen der Index 4 einmal 
vorkommt, die Probeladungen, mit denen das Feld ausgemessen wird, anders 
als die iibrigen Komponenten. Nur hat diese Zerspaltung des Feldes keine 
absolute Bedeutung mehr, denn, wie schon in Ziff. 32 ausgefiihrt wurde, ist 
der Anteil der magnetischen und der elektrischen Kraft von der Wahl des Bezugs
systemes abhangig. 

1) Es sei bei dieser Gelegenheit auf die entsprechende Verallgemeinerung dieses Satzes 
hingewiesen: Irgendein N aturgesetz ist dann einer Transformationsgruppe G gegeniiber 
invariant, wenn man es durch Gleichsetzen zweier Tensoren ausdriicken kann, die sich gegen
iiber den Transformationen von G in gleicher Weise verhalten. Denn das Gleichsetzen zweier 
Tensoren ist aquivalent dem Nullsetzen ihrer Differenz, die wieder einen Tensor derselben 
Art darstellt. Die Transformationsformeln fiir Tensoren sind nun linear homogen, deshalb 
werden samtliche transformierte Komponenten verschwinden, wenn der urspriingliche 
Tensor gleich Null ist. Das betreffende Naturgesetz wird daher in allen durch die Trans
formationen von G aus einander hervorgehenden Koordinatensystemen durch Nullsetzen 
der entsprechenden transformierten Tensordifferenz auszudriicken sein. 

. Orrk 0rri 
2) Aus den Gleichungen (III). Fik = -5- - -f) folgt sofort Fik = -Fki • 

VXj X k 
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Die Tensordarstellung bildet die adaquate Formulierung der Feldgesetze, 
die der aus dem Relativitatsprinzip hervorgehenden Kovarianzforderung in 
der rationellsten Weise entspricht. Sie ist einfacher und iibersichtlicher als die 
Vektordarstellung und gewahrt einen tieferen Einblick in den Mechanismus der 
Verkettung von Feld und felderregenden Ladungen. In der urspriinglichen 
Darstellung (47) der MAXWELLSchen Gleichungen erscheint es beispielsweise 
unverstandlich, wieso zwei derart verschiedene Vorgange wie die zeitliche 
Anderung des elektrischen Feldes ~ und das Stromen elektrischer Ladungen 
4neu in gleicher Weise geeignet sind, ein magnetisches Feld zu erregen. Die 
MAXWELLsche Theorie fand daraus einen rein dialektischen Ausweg, indem sie 
die (im Vakuum mit -;b identische) GroBe ~ als den "Verschiebungsstrom" be
zeichnete. - 1m Lichte der vierdimensionalen Auffassung ist nun, wie ein Blick 

auf Gleichung (I) lehrt, der Zusammenhang folgender: Das Glied ~ ~ gehOrt c 
auf die linke Seite der Gleichung und bildet mit rot~ zusammen die vierrumen
sionale Divergenz des Feldtensors F,k, die gleich dem Viererstrom Si zu setzen ist. 

Die Diskussion einzelner FaIle und die Behandlung praktischer Beispiele 
vollzieht sich dagegen manchmal einfacher in der dreidimensionalen Schreib
weise, weshalb im folgenden beide Darstellungen nebeneinander benutzt werden 
sollen. 

b) Diskussion der Folgerungen aus der Kovarianz der 
Feldgr6Ben. 

37. Der Viererstrom. Invarianz der Ladung. Die Kovarianzeigenschaft 
des Viererstromes 

if 8~.k 
S = f)Xk :"-

ist die Verallgemeinerung der fUr die spezielle Lorentztransformation (16) 
giiltigen Transformationsformeln (49), aus denen sich nachstehende Folgerungen 
ziehen lassen: In einem Bezugssystem K mogen sich elektrische Ladungen von 
der Dichte emit der Geschwindigkeit lui = u'" bewegen. Wir fUhren ein Bezugs
system KO ein, das sich ebenfalls mit der Geschwindigkeit v = U'" gegen K bewegen 
soIl. In f{o ruhen also die Ladungen. Die in KO gemessene Dichte ist gemaB 
(49) fUr v = lui gegeben durch 

eo = e Vi - I~!~. 

Sie wird als die Ruhdichte bezeichnet. Die GroBe e Vi - ~!~ ist daher ihrer 

physikalischen Bedeutung nach yom Bezugssystem unabhangig; die Ruhdichte 
ist ein Skalar. Die in einem relativ zu den Ladungen gleichformig geradlinig 
bewegten Systeme gemessene Ladungsdichte e steht mit der Ruhdichte in der 
Beziehung 

___ I?o_ e - ----
1/1 _ ]~I~ 
V c2 

bzw. gemaB (21 a): (63) 

Wir betrachten ferner eine elektrische Ladung, die an einen materiellen 
Trager gebunden sei. In einem relativ zu diesem Trager ruhenden Bezugs
system Ko sei sein Volum dVo; die Ladungsdichte sei eo. Die auf dem Trager 
sitzende Ladung ist dann 
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Von einem gegen KO bewegten System K aus gemessen gilt nach (63) e = "eo; 
da ferner ein in KO ruhender Gegenstand von K aus gemessen im Verhaltnis 
1 :" in der Bewegungsrichtung verkiirzt ist, wahrend die Querdimensionen 
ungeandert bleiben, gilt 

1 : d7: 
dV = -dVo = -d dVo, 

" x, 
(22 a) 

und daher ist 
(64) 

Die an einen materiellen Karper gebundene Gesamtladung ist daher ebenfalls 
eine Invariante der Lorentztransformation. 

Die Beziehung (63) kann dazu verwendet werden, urn die Definition des 
Viererstromes gemaB (50) in Tensorform zu bringen: Es gilt 

1 ~I?U.. ''4= dX1 ,r:t::4 dX1 d7: ''4= dX1 s = --- = rLt1l e d- = rLt1l e -d d- = rLt1l eo -d ' c %, 7: x, 7: 
also ist 

b . . dXi wo el u' =d7: 

Si=~eoUi, 
die Vierergeschwindigkeit der Ladungen darstellt. 

(50a) 

Wir bilden noch das innere Produkt aus Viererkraft und Vierergeschwindig
k~it (fi1l/). Nach (II) gilt, wenn man zu kovarianten Komponenten iibergehtl): 

fi = FikSk. 

Setzt man hier gemaB (50a) Sk = f41leoUk, so kommt 

(fi ui) = f 4n eo (Fik ui Uk) . 

Die Matrix der Feldkomponenten Fik ist antisymmetrisch, jene der binaren 
Produkte (UiUk) ist symmetrisch, daher heben sich die beziiglich der Haupt
diagonale symmetrisch gelegenen Glieder der Doppelsumme (FikUiUk) gegenseitig 
paarweise auf. Also gilt 

(65) 

Viererkraft und Vierergeschwindigkeit stehen aufeinander senkrecht. [Diese Aus
sage ist lediglich die vierdimensional geometrische Reprasentation einer physi
kalisch trivialen Tatsache. Denn unter Beriicksichtigung von 14 = _/4 = -(ftl) 

und ddx, = ,/ 1 . gilt nach (50a) 
7: r 1 - {J2 

(fiUi) = ¥i ~ fJ2 {f",u", + fyUy + fzuz - (fu)} , 

was natiirlich identisch verschwindet.] 
38. Die Verschmelzung von Energie- und Impulssatz. Die aus der Uber

setzung der Gleichungen (59) und (60) hervorgegangene fundament ale Beziehung 

(VII) 

laBt sich aus dem Ansatz 

5; = Fa Fkl - .} bf F 1m Flm (VI) 

leicht direkt herleiten. Differentiation dieser Gleichung ergibt namlich: 

oSf _ p. OPI + plcl oFi ! _ -.!.. bk ~ (F pm) 
OXk - ,I OXk OXk 4 i OXk 1m . 

1) Vgl. die Anmerkung liber das Hinauf- und Hinunterziehen der Indizes Ziff. 35. 
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Das erste Glied der rechten Seite geht wegen (I) und (II) iiber in 

-Fa sf- = -Ii, 

Ziff.38. 

wahrend das zweite und dritte Glied zusammen nach einiger Umrechnung auf 
die Gestalt gebracht werden kann1): 

_~Fkl(aFik + iJFk! + aFIi) , 
2 iJx! aXi iJXk 

was wegen (Ia) verschwindet. Es bleibt also 
aSk 
iJx~ = -Ii, 

was nach Dbergang zu den kontravarianten Komponenten mit (VII) identisch ist. 
Die vierte Gleichung des Quadrupels (VII) lautet in Vektorform gemaB (60) 

~~ + div@) + (fu) = O. 

Wir integrieren diese Gleichung iiber einen abgegrenzten, relativ zum verwendeten 
Bezugssystem K ruhenden Raumteil ~ und erhalten nach Anwendung des GAUSS
schen Satzes 

(66) 

do bedeutet hier ein Flachenelement der Oberflache von S, iiber die das ge
schlossene Flachenintegral zu erstrecken ist. Die Gleichung (66) stellt die Energie
bilanz dar: Der sekundlich stattfindende Verlust an elektromagnetischer Energie 
innerhalb I setzt sich aus der durch die Oberflache von S ausgetretenen Strahlungs
leistung und aus der im Innern von 2,' pro Zeiteinheit geleisteten Arbeit zusammen. 

Die drei raumlichen Komponenten von (VII) lauten gemaB (59) in Vektor
form: f = divII - g. 
Wir integrieren Sle ebenfalls iiber das Volum S und erhalten2): 

sr= ffdS=fIIndo- ;t/gdS. (67) 

Das Integral auf der linken Seite stellt die auf den Raumteil I ausgeiibte Gesamt
kraft sr dar. Der Begriff der "Kraft" erhalt erst seinen Sinn, wenn man ihn mit 
anderen beobachtbaren GraBen wie Massen und Beschleunigungen verkniipft. 
In der klassischen Mechanik wird die auf einen Karper wirkende Kraft gleich
gesetzt dem Produkt aus seiner Masse und seiner Beschleunigung3), oder - was 

1) H. WEYL, Raum-Zeit-Materie. 5. Auf I., S.156. Berlin 1923. 
2) lln bedeutet hier einen Vektor, dessen X-Komponente gegeben ist durch· 

llnx = sxx cos (nX) + sYXcos(nY) + Six cos (nZ) , 
wobei n die nach auBen gezogene Normale des Flachenelementes do bedeutet. 

3) Die Kraftdefinition bildet in den meisten Darstellungen der Mechanik und ins
besondere selbst schon in NEWTONS "Prinzipiis" einen dunklen Punkt, fiber den mit einer 
gewissen Leichtfertigkeit hinweggegangen wird. In der Gleichung se = mb ist die Beschleuni
gung b die einzige GroBe, die ohne weitere Voraussetzungen direkt meBbar ist. Die trage 
Masse m wird als Widerstand (also Kraft!) gegen Geschwindigkeitsanderungen definiert, 
die Kraft als Produkt aus Masse mal Beschleunigung. Man hat es also mit einem typischen 
Zirkel zu tun; die Gleichung se = mb kann ohne zusatzliche Aussagen fiber die Begriffe Masse 
und Kraft nicht einmal als eine Definition, geschweige denn als ein Naturgesetz aufgefaBt 
werden. Vgl. hierzu E. MACH, Die Mechanik in ihrer Entwicklung historisch-kritisch dar
gestellt. 4. Aufi., S.226ff. Leipzig 1901. Ferner G. HAMEL, Bd. V ds. Handb., Kap.1, 
Ziff.2 bis 8. Wir wollen ffir die folgenden Betrachtungen die Masse eines Kiirpers von vorn
herein als wohldefiniert betrachten (beispielsweise unter Zugrundelegung der von MACH, 
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damit aquivalent ist - gleich der zeitlichen Ableitung des Impulses, wobei der 
Impuls als Produkt von Masse mal Geschwindigkeit definiert ist. Es erweist 
sich fiir die Dynamik der Relativitatstheorie als zweckmaBig, an der letzteren 
Beziehung festzuhalten, also die Kraft gleich dem zeitlichen Differential
quotienten des Impulses zu setzen, wobei die Verkniipfung des Impulsbegriffes 
mit Masse und Geschwindigkeit so vorgenommen werden muB, daB die aus dem 
Relativitatsprinzip flieBende Forderung nach Invarianz der Gleichungen gegen
iiber der Lorentztransformation gewahrt bleibt. Diese Verkniipfung solI in der 
nachsten Ziffer besprochen werden; wir bezeichnen vorderhand den mechanischen 
Impuls der in ~ enthaltenen materiellen K6rper mit ®m' dann gilt nach dem 
eben Gesagten 

Das Integral im zweiten Glied auf der rechten Seite von (67) stellt den gesamten 
in ~ enthaltenen elektromagnetischen Impuls dar; er m6ge mit ®e bezeichnet 
werden. Dann schreibt sich die Gleichung (67) 

:t (®m + ®e) = f IIn da . (67a) 

Wahlt man I geniigend groB gegeniiber dem V olum der in seinem Inneren 
eingeschlossenen Ladungen, so laBt sich der Wert des Oberflachenintegrals auf 
der rechten Seite von (67a) beliebig klein machen. Denn fUr statische Felder 
nehmen die Feldstarken mit der zweiten, die Spannungen mit der vierten Potenz 
der Entfernung ab, wahrend die Integrationsflache nur mit der zweiten Potenz 
des Durchmessers von ~ zunimmt. 1m Wellenfelde nehmen allerdings die Feld
starken nur mit der ersten Potenz der Entfernung ab (vgl. Ziff. 53), so daB 
also II mit derselben Potenz abnimmt, wie die Integrationsflache zunimmt. Nun 
kann aber das betrachtete System nicht seit unendlich langer Zeit dauernd end
liche Leistungen ausgestrahlt haben, weil es ja sonst unendlich viel Energie 
abgegeben hatte. Wenn also auch die in ~ befindlichen Ladungen vielleicht 
vor unendlich langer Zeit einmal Energie ausgestrahlt haben, so muB es doch 
dazwischen immer wieder Pausen gegeben haben, in denen keine endliche Energie
ausstrahlung erfolgte. Daher muB man die Oberflache von ~ so legen k6nnen, 
daB in dem betrachteten Zeitmoment gerade keine endliche Wellenstrahlung 
hindurchgeht. Dann sind die MAXWELLschen Spannungen in diesem Zeitmoment 
unendlich klein vierter Ordnung und das Flachenintegral verschwindet. Es gilt 

also lim (®m + ®e) = konst., (67b) 

d. h. der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems ist konstant. 
Die drei raumlichen Komponenten von (VII) stellen daher den Satz von 

der Erhaltung des Impulses dar, die zeitliche Komponente den Satz von der 
Erhaltung der Energie. Jeder dieser Satze fUr sich hat mit der Relativitats
theorie noch nichts zu tun; die hier erlauterte Bedeutung der Gleichungen (66) 
und (67) fant durchaus noch in den Rahmen der LORENTzschen Elektronen
theorie. Der durch die Relativitatstheorie neu hinzutretende Gesichtspunkt 
besteht in der zwanglaufigen Koppelung von Energie- und Impulssatz durch 
Zusammenfassung in die Gleichung (VII). Aus dieser Verschmelzung resultiert 
letzten Endes der in Ziff. 40 besprochene Satz von der Tragheit der Energie. 

1. c. S. 227 gegebenen Definiti.on: "Nehmen wir einen Vergleichskorper A als Einheit an, so 
schreiben wir jenem Korper die Masse m zu, welcher A das m-fache jener Beschleunigung 
erteilt, die er selbst in Gegenwirkung mit A erhalt.") Die Kombination der Aussage "Kraft 
ist gleich zeitlicher Anderung des Impulses" mit der Gleichung (67) liefert dann ein physi
kalisches Gesetz, wobei es Auffassungssache bleibt, ob man die erstere Aussage als Kraft
definition und die Gleichung (67) als ein Naturgesetz ansieht oder umgekehrt. 
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Der durch Gleichung (VI) definierte Tensor zweiter Stufe 5ik wird daher 
als der Energie-Impulstensor oder kurz als der Energietensor des elektro
magnetischen Feldes bezeichnet. Es seien f1 und 11 Indizes, die von 1 bis 3 laufen. 
Dann haben die einzelnen Komponenten von 5ik fOlgende Bedeutung: 

5 44 Energiedichte des Feldes; 
5f'4 Komponenten der Energiestromung; 
5 4v Komponenten der Feldimpulsdichte; 
5f'" Komponenten der Impulsstromung. 

Die MAXWELLschen Spannungen 51"', die nach dem Aufgeben der Athervorstellung 
nur mehr die Rolle mathematischer. HilfsgroBen spielen wiirden, erhalten so 
wieder eine anschauliche physikalische Bedeutung l ). 

c) Die Elemente der Relativitatsmechanik. 
39. Der relativistische Ansatz fUr den me chan is chen Impuls. Die Ent

wicklungen der vorigen Ziffer sind noch dadurch zu erganzen, daB man unter
sucht, wie in der relativistischen Dynamik der Impuls eines Korpers mit seiner 
Masse und seiner Geschwindigkeit zusammenhangen muB, damit das Gesetz 

Kraft gleich zeitlicher Ableitung des Impulses 

eine gegeniiber der Lorentztransformation invariante Aussage wird. Es ist zu 
erwarten, daB man mit dem Ansatz der GALILEI-NEWToNschen Mechanik, die 
den Impuls gleich dem Produkte von Masse mal Geschwindigkeit setzt, nicht 
auskommen kann. Denn mit diesem Ansatze waren ja die mechanischen Grund
gleichungen invariant gegeniiber der Galileitransformation (9). Nach dem 
kinematischen Hauptgesetz der Relativitatstheorie wird aber der Ubergang zu 
einem bewegten Bezugssystem durch die Lorentztransformation vermittelt. 
Da nun das Relativitatsprinzip voraussetzungsgemaB ein allgemeines Natur
gesetz sein solI, ist zu verlangen, daB auch die mechanischen Grundgleichungen 
der Lorentztransformation gegeniiber invariant seien; sie miissen deswegen von 
jenen der klassischen Mechanik abweichen. Allerdings brauchen diese Ab
weichungen nur von der GroBenordnung v2jc 2 zu sein, da sich ja die Lorentz
transformation nur urn Glieder dieser Ordnung von der Galileitransformation 
unterscheidet. Eine derartige Modifikation der mechanischen Grundgesetze 
kann man ohne wei teres vornehmen, ohne in Widerspruch mit den Erfahrungen 
der makroskopischen Mechanik zu geraten. Denn die Geschwindigkeiten 
ponderabler Korper sind so klein gegen c, daB die Genauigkeit aller mechanischen 
Experimente oder astronomischer Beobachtungen nicht hinreicht, urn Ab
weichungen von der Ordnung v2jc 2 von den klassischen Formeln erkennen zu 
lassen. 

Wie in der FuBnote zu Ziff. 36 dargelegt wurde, ist die Forderung nach 
Invarianz der mechanischen Grundgleichungen gegeniiber der Lorentztrans
formation dann erfUllt, wenn man sie in Tensorform bringen kann. Wir werden 
daher einen Fingerzeig fUr den relativistischen Ansatz des mechanischen Impulses 
erhalten, wenn wir untersuchen, was fiir einen Transformationscharakter er 
haben muB. GemaB Ziff. 27, letzter Absatz wird die Transformationseigenschaft 
der Kraftdichte Ii nicht geandert, wenn man sie iiber ein vierdimensionales 
Welt element integriert. Das System der vier GroBen 

Ji = J JJ J lidx1 dx2 dxa dx4 , i = 1,2,3,4, (68) 

1) M. PLANCK, Verh. d. D. Phys. Ges. 1908, S. 732. - Die Strornung irgendeiner phy
sikalischen GroBe A ist stets ein urn eine Stufe hoherer Tensor als A selbst. Die Energie ist 
ein Skalar, daher die Energiestromung ein Vektor. Der Irnpuls ist selbst ein Vektor, daher 
die Irnpulsstrornung ein Tensor zweiter Stufe. 
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bildet demnach einen Vierervektor, der eine einfache physikalische Bedeutung 
besitzt, wenn man das Integral iiber das Existenzgebiet eines materiellen Korpers 
in der vierdimensionalen Welt erstreckt. Zur Veranschaulichung betrachten 
wir in Abb. 8 wieder einen zweidimensio-
nalen Schnitt der Welt. Xl bedeute die 
Raumkoordinate, x, die Zeitkoordinate. Die 
Gerade AB stellt die Momentanlage eines in 
der Abbildung natiirlich eindimensional er-
scheinenden Korpers zu einer bestimmten 
Zeit dar. Der weitere Existenzverlauf des 
Korpers ist durch das gezeichnete zwei
dimensionale Flachenstiick gegeben, das einen 
Schnitt durch die vierdimensionale "Welt
rohre" des Korpers darstellt. Das Integral 
von Gleichung (68) soIl nun iiber ein Stiick 
dieser Weltrohre, etwa von der Zeit xl bis ~, 
erstreckt werden. Die Integration von Ii iiber 

;---------++----~xJ 

~----~~--------xl 

A8 
--+-------------------~X1 

Abb. 8. Zweidimensionale Reprasentation des 
die raumlichen Koordinaten allein liefert fiir Existenzgebietes eines materiellen KOrpers. 

i = 1,2,3 die Komponenten der elektroma-
gnetischen Gesamtkraft, die zu einem bestimmten Zeitmoment auf den Korper 
wirkt, und flir i = 4 die gesamte Momentanleistung. Die weitere Integration iiber x, 
ergibt dann das iiber das Zeitintervall xl bis x~ erstreckte Zeitintegral der Kraft 
bzw. der Leistung. Den Grundgesetzen der Mechanik entsprechend hat man nun 
diese GroBen den wahrend des angegebenen Zeitintervalles eingetretenen Zu
wachsen des mechanischen Impulses bzw. der Energie des Korpers gleichzusetzen. 
Mit .Riicksicht auf den Tensorcharakter der Ji ist daher zu verlangen, daB die 
Komponenten des mechanischen Impulses eines Korpers mit dessen Energie 
zusammen die Komponenten eines Tensors erster Stufe (Vierervektors) bilden 
sol1en (Forderung A). Wir werden femer bei dem Ansatz flir den Impuls noch 
zu beriicksichtigen haben, daB die neuen :mechanischen Grundgesetze sich von 
den alten nicht mehr unterscheiden sol1en, als unbedingt notwendig ist, um statt 
der Invarianz gegeniiber der Galileitransformation eine Invarianz gegeniiber der 
Lorentztransformation zu erzielen. Wir bringen das dadurch zum Ausdruck, 
daB wir verlangen: Die relativistische Formel flir den Impuls und die Grund
gesetze der Mechanik sollen fiir den Grenziibergang c = 00 in die entsprechenden 
klassischen Formeln iibergehen (Forderung B). Durch die Forderungen A und B 
ist nun die gesuchte Abhiingigkeit des Impl!lses von Masse und Geschwindigkeit 
eindeutig gegeben. Wir fiihren als Ruhmasse mo eines Korpers jene Masse ein, 
die von einem relativ zu diesem Korper ruhenden Beobachter gemessen wird. 
(Die iibliche Massenbestimmung durch Wagung ergibt beispielsweise die Ruh
masse.) Sie ist analog der Ruhdichte elektrischer Ladungen eine skalare GroBe. 
Ihr Produkt mit der Vierergeschwindigkeit des Korpers dxdd. = ui stellt gerade 
jenen Vierervektor dar, der die Forderungen A und B erfiillt. Denn flir c = 00 

wird d. = dx, und die raumlichen Komponenten von ui gehen in die gewohnlichen 
Geschwindigkeitskomponenten iiber, wahrend u4 = 1 wird. 

Der Vierervektor von 'mechanischem Impuls und Energie eines Korpers 
ist daher nach der Relativitatstheorie gegeben durch 

(69) 

Der Impuls wird hier in Lichteinheiten gemessen (vgl. Zif£. 27). Die Vereinigung 
der Gleichungen (68) und (69) liefert dann die gesuchte invariante 
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Aussage tiber die Einwirkung eines elektromagnetischen Feldes 
auf materielle Korper. 

Wir gehen nun wieder zur dreidimensionalen Schreibweise zuriick und be
zeichnen den mechanischen Impuls des Korpers wieder mit @m, seine mechanische 
Energie mit Em. Dann erhaIt man aus (69) in CGS-Einheiten unter Beriicksichti-
gung der Beziehung dT: = Vi - fJ2 dX4 [Ziff. 29, Gleichung (21 a)]: 

It{ mo 
\!!.1m = V1 _ (J2 \:), (70) 

moc2 

Em = V1 _(J2 • (71) 

Man setzt in der Relativitatsmechanik 

(72) 

und bezeichnet diese GroBe meist als die Masse schlechtweg. Sie ist gegeben 
durch das Verhaltnis zwischen Impuls und Geschwindigkeit des Korpers. Es gilt 

@m = m\:), (70a) 

Em = mc2• (71 a) 

40. Die Identitiit von Masse und Energie. Der Ausdruck (70 a) fUr den 
Impuls besitzt die iibliche Form: Produkt aus Masse mal Geschwindigkeit. 
Der Unterschied gegeniiber der klassischen Mechanik liegt bloB in dem Um
stand, daB die in (70a) auftretende Masse m keine Konstante ist, sondern von 
der Geschwindigkeit abhangt (vgl. Ziff. 41). Hingegen sieht der Ausdruck (71 a) 
fiir die durch mechanische Arbeitsleistung erzeugte Energie zunachst befremdlich 
aus. Die klassische Formel fUr die kinetische Energie lautet ja 

mv2 

Ekin=T' (71 b) 

Man erkennt jedoch leicht, daB der von der Geschwindigkeit abhangige Tei! der 
Energie gemaB Gleichung (71) mit dem klassischen Ausdruck (71 b) bis auf 
Glieder hoherer Ordnung in vic iibereinstimmt. Denn die Entwicklung von (71) 
nach Potenzen von fJ ergibt: 

E 2+1 2+3 v4 
m = moc -mov -mo- + ... 

2 8 c2 
(71 c) 

was bis auf die additive Konstante moc2 bei Vernachlassigung der hoheren 
Potenzen von fJ2 in (71 b) iibergeht. - Der exakte Ausdruck fiir die kinetische 
Energie, d. h. fiir den von der Geschwindigkeit abhangigen Teil der Energie, 
ist nach der Relativitatstheorie gegeben durch 

Ekin = moc2 (V1 ~ (J2 - 1). (71 d) 

Dariiber hinausgehend sagt Gleichung (71 c) noch aus, daB die Energie 
des Korpers auch fUr v = 0 nicht verschwindet, sondern den Wert moc2 an
nimmt. Man konnte allerdings ztinachst geneigt sein, diese Beziehung als eine 
rein formale zu betrachten: Die Energie eines Korpers ist ja nur bis auf eine 
additive Konstante bestimmt. Also fragt es sich, ob das Glied mo c2 nicht die 
Rolle einer physikalisch bedeutungslosen Energiekonstante spielt. Zur Ent
scheidung dieser Frage hat man zu untersuchen, ob die Anderung des Energie
inhaltes eines Korpers durch Erwarmung, Ausstrahlung o. dgl. eine Anderung 



Ziff.40. Identitat von Masse nnd Energie. 303 

seiner Masse bewirkt. EINSTEIN l ) hat daher folgendes Gedankenexperiment 
angestellt: Ein Korper emittiere durch Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen 
einen bestimmten Energiebetrag dE; wie wird durch diesen Vorgang seine trage 
Masse geandert? Es zeigt sich nun, daB eine Massenverminderung um den 
Betrag dE/c 2 stattfindet, so wie es der Gleichung (71 a) entspricht. 

Es solI im folgenden ein einfacher, von PH. FRANK2) stammender Beweis 
fur die Tragheit der Energie reproduziert werden. Zwei vollkommen unelastische 
Korper gleicher Masse mogen in entgegengesetzten Richtungen mit gleicher 
Geschwindigkeit aneinanderstoBen und gelangen dadurch zur Ruhe, wobei die 
gesamte kinetische Energie in Warme umgesetzt wird. Wir betrachten diesen 
Vorgang zunachst von einem Bezugssystem K aus, in dem der Schwerpunkt 
der beiden Korper ruht. Die Ruhmasse jedes der beiden Korper sei mo; ihre 
Geschwindigkeiten, bezogen auf K, seien vor dem StoB u bzw. -u; ihre Impulse 
sind gemaB (70) gegeben durch 

H 2 
1-

c2 

bzw. 

Die kinetische Energie jedes Korpers ist gemaB (71 d) 

Nach dem StoB sind die Geschwindigkeiten und Impulse gleich Null. Die Summe 
der Impulse beider Korper ist vor dem StoB gleich jener nach dem StoB, namlich 
gleich Null. Hingegen geht durch den StoB die kinetische Energie des ganzen 
Systems 

(73) 

als solche verloren und verwandelt sich in Warme. 
Wir betrachten nun denselben Vorgang von einem Bezugssystem K' aus, 

das sich gegen K mit der Geschwindigkeit v entgegengesetzt der Bewegungs
richtung des ersten Korpers bewegt. Nach dem Additionstheorem der Ge
schwindigkeiten [Gleichung (28)] sind die Geschwindigkeiten der beiden Korper 
vor dem StoB, bezogen auf K' 

,1~+V u:,= V-~t. 
Ul = ----U;, J uv 

1+"C2 1-"C2 

Die Impulse der beiden Korper sind vor dem ZusammenstoB 
mo~t~ mo(u + v) mou~' _ mo(v - u) 

1/1- U~2 1/1 _ ~t21/1_ v2 bzw. V 1- U~2 - V1- U21/1_ v2· 
r c2 V c2 V c2 c2 c2 V c2 

Die Summe der Impulse beider Korper vor dem StoB ergibt sich durch Addition 
der beiden letzten F ormeln zu 

(74) 

1) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 18, S.639. 1905; Bd.20, S.627. 1906. 
2) PH. FRANK, Natnrw. ZS. Lotos Bd. 70, S. 301. Prag 1922. 
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sie muB nach dem Satz von der Erhaltung des Impulses gleich sein der Summe 
der Impulse nach dem StoB. Diese ergibt sich aus der Uberlegung, daB die 
beiden nach dem StoB aneinanderhaftenden Korper sich in K' mit der Ge
schwindigkeit v bewegen, da sie in K ruhen. Bezeichnet man die Ruhmasse 
der beiden Korper nach dem StoB mit 2m~, so ist ihr Impuls in K' gegeben durch 

J = 2m6v . V 1)2 

1-
c2 

Ein Vergleich zwischen (74) und (74a) zeigt, daB 

ist, oder gemaB (7)) 

2 I 2mo mo= 
. 1/1 _ u 2 

V c2 

(74a) 

Es gilt also hier ebenso wie in dem obenerwahnten EINSTEINschen Beispiel: 

(75) 

Aus der relativistischen Forderung, daB der Impulssatz in K' ebenso wie in K 
gelten muB, folgt, daB die beim ZusammenstoB eingetretene Energievermehrung 
durch Erwarmung von einer entsprechenden Massenzunahme begleitet ist. 

Schon friiher hatte LORENTZl) gezeigt, daB die Beziehung (75) unabhangig 
von der Art der iibertragenen Energie dE gilt. 

In Lichteinheiten ausgedriickt, schreibt sich Gleichung (75) 

dm = dE. (7Sa) 

Die Relativitatstheorie fiihrt also zu der grundsatzlich wichtigen Erkenntnis 
der Identitat von trager Masse und Energie (Satz von der Tragheit der 
Energie). Die letzten Wurzeln dieser Erkenntnis gehen allerdings schon auf 
die Gleichung 

1 
9 =-E) 

c2 

der LORENTzschen Elektrodynamik zuriick, denn die Zuerkennung eines Impulses 
an die Strahlung impliziert bereits den Begriff der Tragheit strahlender Energie. 
In der Tat hatten ja schon HASENOHRL 2) und MOSENGEIL3) unabhangig von der 
Relativitatstheorie gezeigt, daB ein von Strahlung erfiillter Hohlraum Tragheit 
besitzt. Der Relativitatstheorie ist es aber vorbehalten geblieben, den Satz 
von der Tragheit der Energie in voller Allgemeinheit unabhangig von der Art 
der Energie auszusprechen. 

Die Bedeutung dieses Satzes liegt in erster Linie in dem Umstand, daB er 
es ermoglicht, zwei Grundgesetze der Natur in ein einziges zu verschmelzen. 
Der Satz von der Erhaltung der Masse und der Satz von der Erhaltung der 
Energie hat ten in der vorrelativistischen Physik die Rolle zweier voneinander 

1) H. A. LORENTZ, Das Relativitatsprinzip, 3 Haarlemer Vortrage; ferner Versl. Akad. 
Amsterdam Ed. 20, S.87. 1911-

2) FR. HASENOHRL, Wiener Eer. Ed. 113, S. 1039. 1904; Ann. d. Phys. Ed. 15, S. 344. 
1904. 

3) K. v. MOSENGEIL, Ann. d. Phys. Ed. 22, S.867. 1907. 
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unabhangiger Erfahrungstatsachen gespielt. Die Erkenntnis von der Tragheit 
der Energie lehrt nun, daB sie identische Aussagen enthalten. 

Weiter vermittelt der Satz von der Tragheit der Energie auch eine neue 
dynamische Auffassung der Materie. Der Ursprung dieser Auffassung geht 
von ABRAHAMS 1) Bestrebungen aus, die Tragheit des Elektrons auf die Ruck
wirkung seines Eigenfeldes zurUckzufi.ihren. Ihre weitere Entwicklung zielt 
dahin ab, den Substanzbegriff der Materie zu uberwinden und die elementaren 
Bestandteile der ponderablen Materie (Elektronen und Protonen) als "Energie
knoten" des Feldes zu deuten 2). Allerdings ist die Feldtheorie der Materie uber 
diese aligemein programmatischen Gesichtspunkte noch nicht hinausgekommen. 
Das Problem der Materie durfte wohl nur im Zusammenhang mit dem aligemeinen 
Quantenproblem zu 16sen sein, das sich bisher uberhaupt nicht in den Rahmen 
einer Feldtheorie hat einfugen lassen (vgl. hierzu noch Ziff.45). 

Eine mehr konkrete Anwendung des Satzes von der Tragheit der Energie 
bildet die Erklarung der Abweichungen der Atomgewichte von der Ganzzahlig
keit. Durch die Entdeckung der Isotopie ist die PRouTsche Hypothese wieder 
in den Vordergrund des Interesses getreten. Sie besagt, in moderner Sprech
weise ausgedriickt, daB die Atomkerne alier Elemente aus Elektronen und Wasser
stoffkernen (Protonen) zusammengesetzt seien. Der Haupteinwand gegen diese 
Hypothese, namlich die groBen Abweichungen von der Ganzzahligkeit, wie sie 
z. B. beim CI auftreten, ist durch den Nachweis beseitigt worden, daB solche 
Elemente aus ganzzahligen Isotopen zusammengesetzt sind. N ach der Elimination 
der durch die Isotopie bewirkten Abweichungen bleiben aber noch kleinere 
Abweichungen, meist in der zweiten oder dritten Dezimale der Atomgewichte, 
ubrig, die nicht auf Isotopie zuruckgefuhrt werden k6nnen, wie z. B. beim Ver
haltnis der Atomgewichte von Helium und Wasserstoff. Diese Massendefekte 
k6nnten nun, wie LENZ und SMEKAL3) ausgefi.ihrt haben, mittels des Satzes der 
Identitat von Masse und Energie auf die beim Aufbau der h6heren Atomkerne 
umgesetzte Energie zuruckgefi.ihrt werden. Aus der hohen Stabilitat der Alpha
teilchen folgt beispielsweise, daB der (bis jetzt noch nie realisierte) Vorgang 

He++ = 4H+ + 2( -e) 

eine stark endotherme Reaktion ware. Die beim inversen V organg frei werdende 
Energie ist nach dieser Auffassung das Aquivalent fur die Gewichtsdifferenz 
zwischen vier Wasserstoffkernen plus zwei Elektronen und einem Heliumkern. 
Wenn man einmal die bei der Atomzertrummerung freiwerdende Energie genau 
kennt, wird sich die Stichhaltigkeit dieser Auffassung viel1eicht verifizieren lassen. 

Eine weitere M6glichkeit der empirischen Prufung des Satzes von der Trag
heit der Energie liegt in der genauen Bestimmung der Atomgewichte der radio
aktiven Elemente. Die Differenz zwischen den Atomgewichten von Uran und 
Radioblei darf nicht nur aus der Summe der Gewichte der in der ganzen Zerfalis
reihe ausgesendeten Alpha- und Betapartikeln bestehen, sondern auch noch 
aus der wahrend des ganzen Zerfal1s freigewordenen Energie dividiert durch c2• 

Die bisher erreichte Genauigkeit der Atomgewichtsbestimmungen ist nicht groB 
genug, urn das Vorhandensein dieses von der Energie herruhrenden Zusatzgliedes 
nachkontrollieren zu k6nnen. 

1) M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat. Bd. II, Kap. 3. 
2) H. WEYL, Raum-Zeit-Materie, § 27. Ferner: Was ist Materie? Zwei Aufsatze 

zur Naturphilosophie. Berlin 1924. 
3) W. LENZ, Naturwissensch. Bd.8, S. 181 u. 393. 1920; A. SMEKAL, ebenda Bd.8, 

S.206. 1920; vgl. auch P. LANGEVIN, Journ. de phys. (5) Bd. 3, s. 553. 1913; R. SWINNE, 
Phys. ZS. Bd. 14, S.145. 1913. 
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41. Die Abhangigkeit der Masse von der Geschwindigkeit. Die Bewegungs
gleichungen fUr den Massenpunkt. Transversale und longitudinale Masse. Wir 
gehen nun zur Diskussion der in Ziff. 39 aufgestellten Gleichung (72) ftir die 
Abhangigkeit der Masse von der Geschwindigkeit tiber. Aus (72) und (71 d) 
ergibt sich 

mo E kin 
m=,~ =mO+-2 • v1 - p2 C 

(76) 

Die Abhangigkeit der Masse von der Geschwindigkeit erscheint hier als ein 
Spezialfall des allgemeinen Satzes (75) von der Tragheit der Energie. 

Der relativistische Ansatz fUr den Impuls, aus dem Gleichung (72) hervor
gegangen ist, war gewonnen worden, indem man den Impulszuwachs eines 
K6rpers gleich dem entsprechenden Zeitintegral der auf ihn wirkenden Gesamt
kraft setzte. Die Bewegungsgleichungen der Mechanik werden also ihre Form: 
Kraft gleich zeitlicher Anderung des Impulses beibehalten. Die Bewegungs
gleichungen ftir einen Massenpunkt von der Ruhmasse mo, auf den eine Kraft ~ 
wirkt, lauten also 

~(-~~)=~ 
dt V1 _ ~: • 

(77) 

Wir betrachten nun folgende Spezialfalle: a) Die Richtung der Kraft ~ ist parallel 
der momentanen Bewegung des Massenpunktes; b) die Richtung von ~ steht 
senkrecht auf der momentanen Bewegungsrichtung. Wir legen das Koordinaten
system so, daB der Geschwindigkeitsvektor u in dem betrachteten Zeitmoment 
geradc in die X-Achse £aUt, also 

gilt. 
!u!=u=ux = ~~ 

1m Falle a ist dann 

und die Gleichung (77) geht tiber in 

11. ~ m,:,(y, ~~) ~ (, :~y~; (77a) 

1m Falle bgilt 

A.us der letzten Gleichung folgt duJdt = 0; u = konst., daher 

(77b) 

Der Quotient zwischen Kraft und Beschleunigung faUt demnach verschieden 
aus, je nachdem, ob die Kraft parallel oder senkrecht zur Bewegungsrichtung 
wirkt. Man unterschied daher in den friiheren Darstellungen meist zwischen 
einer longitudinalen Masse ml und einer transversalen Masse mt, indem 
man setzte: 

m _ mo 
[- (1_P2)~' (78) 

Es erscheint jedoch zweckmaBiger, die Masse nicht als das VerhaItnis von Kraft 
zu Bcschleunigung, sondern als das Verhaltnis von Impuls zu Geschwindigkeit 
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zu definieren. Dann fallt der Unterschied zwischen longitudinaler und trans
versaler Masse weg und die Geschwindigkeitsabhangigkeit ist durch die einheit
liche Formel (72) oder durch die damit aquivalente Formel (76) gegeben. 

Die Veranderlichkeit der Tragheit elektrischer Ladungen bei hohen Ge
schwirrdigkeiten war schon. der vorrelativistischen Elektrodynamik bekannt. 
Eine bewegte elektrische Ladung erzeugt ein Magnetfeld, das einer Beschleunigung 
entgegenwirkt. Diese Kraft entspricht durchaus der gewohnlichen Tragheit, 
und es liegt daher die Annahme nahe, daB die Masse des Elektrons iiberhaupt 
allein auf diese elektrodynamische Wirkung zuriickzufiihren sei. (Von der darauf 
basierenden dynamischen Auffassung des Massebegriffes war schon in der vorigen 
Ziffer die Rede.) ABRAHAMl) hat die Riickwirkung des Eigenfeldes fiir den Fall 
eines starren kugelformigen Elektrons berechnet und gelangte zu folgenden 
Formeln fiir die (als Verhaltnis von Kraft zu Beschleunigung definierte) longitudi
nale und transversale Masse: 

3m o { 1 1 +,8 2} { 6 9 12 }l . ml= 4fJ2 -pln1 ___ ,o + "1=-,82 =mo 1+ 5 /32+ 7 /34+ 9 ,86+ ... 
. (78 a) 

mt = ~mO{!±~ln 1 +{J -1} = mo{1 +~/32 + ~/34 + ~/36 + .. '}J 
4{J2 2{J 1-{J 3·5 5·7 7,9 

LORENTZ2) hat ferner die analoge Rechnung unter Beriicksichtigung der Lorentz
kontraktion durchgefiihrt und erhielt Ausdriicke, die sich mit den spater aus 
der Relativitatstheorie hergeleiteten Formeln (78) decken (vgl. hierzu noch 
Ziff. 51 u. 52). 

Der experimentelle Nachweis der Massenveranderlichkeit und die Ent
scheidung zwischen den Formeln (78) und (78a) bildet neben den Atherdrift
experimenten die wichtigste empirische Stiitze der Relativitatstheorie. KAUF
MANN3) ist es zuerst gelungen, die Tatsache der Massenveranderlichkeit iiberhaupt 
festzustellen, indem er Betastrahlen eines radioaktiven Praparates einer gleich
zeitigen elektrischen und magnetischen Ablenkung unterwarf4). Die von ihm 
erreichte MeBgenauigkeit war aber nicht groB genug, urn zwischen den Formeln 
(78) und (78a) entscheiden zu konnen. Bei spateren Versuchen, die von vielen 
Autoren sowohl mit raschen Kathodenstrahlen als auch mit Betastrahlen aus
gefiihrt wurden, konnte dann die Genauigkeit geniigend gesteigert werden, urn 
eine Entscheidung zwischen den ABRAHAMschen und den LORENTZ-EINSTEIN
schen Formeln zuzulassen. Alle jene Messungen, die hinreichend scharfe Resultate 
ergaben, sprechen eindeutig zugunsten der relativistischen Formel (78)5). Man 
kann demnach gegenwartig mit Sicherheit behaupten, daB die aus der Relativitats
theorie abgeleiteten Formeln (72) bzw. (78) die Abhangigkeit der Masse von 
der Geschwindigkeit richtig wiedergeben. 

42. Die Bewegungsgleichungen fiir kontinuierlich verteilte Materie. Die 
nach einer der iiblichen Methoden (z. B. mittels Pyknometers) bestimmte Dichte 

1) M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat. Bd. II, Kap. 3, § 20. 
2) M. ABRAHAM, 1. c. § 22. 
3) W. KAUFMANN, Gottinger Nachr. 1901, S.143; 1902, S. 291; 1903, S.90; Ann. d. 

Phys. Bd.19, S.487. 1906; Bd.20, S.639. 1906. 
4) Die Theorie der Ablenkungsversuche wird von O. HALPERN in Bd. V, Kap. 10 ds. 

Handb. gegeben werden. 
5) Eine eingehende Beschreibung der diesbeziiglichen Versuche findet sich in Bd. XXII, 

Kap. 1 ds. Handb. (W. GERLACH), Ziff.41 bis 49. Eine dort nicht mehr angefiihrte neuere 
Untersuchung mit homogenen Beta-Strahlen, die ebenfalls mit Scharfe zugunsten der rela
tivistischen Formel entscheidet, stammt von A. R. TRICKER, Proc. Roy. Soc. London Bd. 109, 
S.384-397. 1925. 

20* 
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eines Korpers ist im Sinne der Relativitatstheorie als seine Ruhdichte Ilo zu 
bezeichnen, da ja der messende Beobachter relativ zu dem Korper ruht. Es 
gilt die Beziehung 

(79) 

wobei dmo die Ruhmasse und dVo das Ruhvolum emes Korperelementes be
zeichnen. 

Es sei ferner !£ die Dichte, gemessen von einem Bezugssystem K, das die 
Bewegung der Materie nicht mitmacht: 

dm 
1£ = dV . 

Dann gilt wegen (72) und (22a), Ziff.37 

flo (dX4')2 
1£ = 1 - (32 = 1£0 ,ar . (so) 

Der Unterschied gegeniiber dem Transformationsgesetz der elektrischen Ladungs
dichte [Gleichung (63)] ist darauf zuriickzufiihren, daB die Masse eines materiellen 
Korpers im Gegensatz zu seiner Ladung keine Invariante der Lorentztrans
formation ist. 

Die Bewegungsgleichungen fUr kontinuierlich verteilte Massen sind offenbar 
so anzusetzen, daB man aus 1£0 und den Beschleunigungskomponenten 'einen 
Tensor erster Stufe bildet, der dem Vierervektor Ii der Kraftdichte gleichzusetzen 
ist. Unter Beriicksichtigung der in Ziff. 39 aufgestellten Forderungen A und B 
erhalt man 

(S1) 

Hier bedeutet ui die Komponenten der Vierergeschwindigkeit; die totale Differen
tiation nach der Zeit hat dieselbe Bedeutung wie in der Hydrodynamik: Anderung 
der Geschwindigkeit beurteilt von einem die Stromung mitmachenden Beob
achter, Geschwindigkeit und Beschleunigung sind mit der Eigenzeit T des 
stramenden Partikels zu messen. Letzteres ist eine Folge der Forderung A, 
denn u i = dxddT ist ein Vierervektor, wahrend dxddx4 iiberhaupt keinen Tensor
charakter besitzt. Die Gleichungen (S1) stellen die Bewegungsgleichungen fiir 
kontinuierlich verteiltf;; Massen (hydrodynamische Grundgleichungen) dar. 
Hinsichtlich der Berechnung der auf der rechten Seite von (S1) stehenden GraBen ji 
vergleiche man noch die Bemerkung am Schlusse von Ziff.45. 

Multipliziert man beide Seiten von (S1) mit dV und beriicksichtigt dabei die 
Beziehungen 

dV = dVo V1--=-:: (J2- [Lorentzkontraktion, Gleichung (22a)], 

,1.10 dV = ,uodVo f1 ~ fJ2 = dmo 11 -(f2, 

dT=cdtV1-(J2, (21 a) 

so erhalt man nach Ubergang zu CGS-Einheiten und Vektordarstellung in Uber
einstimmung mit (77) fUr die raumlichen Komponenten der Bewegungsgleichungen 
wieder 

wobei dmo die in dV enthaltene Ruhmasse und dSf die auf dV ausgeiibte Gesamt
kraft bedeutet. 
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Wenn die wirkenden Krafte rein elektromagnetischer Natur sind, geht 
Gleichung (81) gemaB (III) fiber in 

du' 'k 
f1-o ([i = P Sk' 

'Obergang zu den kovarianten Komponenten und Einsetzen von (50a) liefert 
du, F k ,fA: F k Po a;; = ik S = v4n Qo ik U , 

Wir wenden diese Gleichung auf eine quasipunktformige Ladung (Elektron) 
mit dem Ruhvolum d Vo und der in rationellen Einheiten gemessenen Ladung e 
an. Multiplikation unserer Gleichung mit der Invarianten d Vo liefert dann die 
vierdimensionale Be w e gun g s g lei c hun g f fi r d a s E I e k t ron 

du, _ F k ( 
mO([i - e ikU • 81a) 

Sie HiBt sich in die fibliche Form bringen: zeitliche Ableitung des Impulses 
gleich dem Gradienten eines Skalars. Man ersetzt den Feldtensor Fik gemaB (III) 
durch die Ableitungen des Viererpotentials und erhalt 

mo dUi = euk(Oepk __ Oepl). 
d1: OX, iJXk 

Oepi k Oepi dXk dept 
-U -----
eXk - OXk d1: - d1: ' 

d ( ) _ k Oepk -d mOui + ecpi - eu -d • 
7: %i 

Nun ist 

daher 
(81 b) 

Man setzt nun 
mOui + ecpi = Pi '} 

-eukcpk = P, 
(VIla) 

Pi ist als der Impuls-Energie-Vektor des Elektrons im auBeren Felde zu be
trachten; Pals seine verallgemeinerte potentielle Energie. Mit Hilfe dieser 
GraBen nimmt (81 b) die gewunschte Form an: 

dp; OP 
([i = OX; (81 c) 

Es ist hier zu beachten, daB die partiellen Ableitungen nach den Koordinaten 
in (81 c) bei festgehaltenen Werten der Geschwindigkeiten Uk zu bilden sind. 

In Vektorschreibweise und in GAussschen Einheiten heiBt die erste 
Gleichung (VIla) b e 

m OYi _ (32 + em = @, (70b) 

moc2 + eV = E. (71e) Vi - {J2 

Zu den durch die Gleichung (70) und (71) von Ziff. 39 gegebenen Ausdrucken 
fur den rein mechanischen Impuls bzw. Energie des Massenpunktes treten also 

im auBeren Felde noch die Zusatzglieder ~ m bzw. e V hinzu. c 
Fur das Gesamtpotential setzt man in der Vektordarstellung zweckmaBig 

die GroBe U = py1-=--jJi = eV - ~ (bm). 
c 

Die Bewegungsgleichungen (81 c) fur das Elektron lauten dann in Vektorform 

d~ ) I Cit = -gradU ... , 
.1',y,.::; 

~d~ = ~~LY,z,;,Y,; . 
(77a) 
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Die als Indizes hinter die Klammern gesetzten GraBen sind bei der Differentation 
konstant zu halten. Es ist ferner zu beachten, daB die Ladung e in den Tensor
gleichungen in einem anderen MaBe ausgedriickt ist als in den Vektorgleichungen. 

43. Der kinetische Energie-Impulstensor. Die allgemeine Energie-Impuls
bilanz. Die rechte Seite der Gleichung (81) laBt sich gemaB (VII) als eine Tensor
divergenz darstellen. Wir zeigen im folgenden, daB fiir die linke Seite dasselbe 
gilt. Die totale Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit laBt sich in derselben 
Weise wie bei den EULERschen Grundgleichungen der Hydrodynamik durch 
die "lokalen" Ableitungen ausdriicken: 

dui OUi dXk Ie OUi ----=U-d7: - OXk d7: OXk • 

Ferner lautet die Kontinuitatsgleichung der Materie 

~~ + div(fLtJ) = 0, 
in Tensorschreibweise O(/louk ) _ 0 

OXk - • 

(82) 

Multipliziert man Gleichung (82) mit flo und (83) mit ui , so erhalt man durch 
Addition der entstehenden Gleichungen 

dui Ie OUi i O(fJo Uk) 0 ( i k) 
fLO-d = fLo u ~ + u -<1-- = ~ fLotl11 . 7: uXk uXk uXk 

Wir setzen Tik = flo u i Uk , 
dann schreiben sich unter Anwendung von (VII) die Gleichungen (81) 

B(Tik + Sik) 
--'----,,-'-- - - 0 . OXk -. 

(84) 

(85) 

einfach 

(VIII) 

Man bezeichnet den durch (85) eingefiihrten Tensor als den kinetischen Energie
Impulstensor der Materie. Die Energie-Impulsbilanz driickt sich gemaB (VIII) 
einfach durch das Verschwinden der Divergenz des gesamten Energietensors 
von Feld und Materie aus. 

Der Ansatz (85) liefert in anschaulicherer Weise als der Ausdruck (VI) 
des Feld-Energietensors eine Vorstellung von den Begriffen der Energie- und 
Impulsstromung. Man erhalt unter Beriicksichtigung von (80) fiir die Kompo
nenten von .Tik: 

Tik=I(~:;:: (~:~:: ~:;:: :::j 
(fLw)u, (/-tw)v, (fLw)W, /tW, 

flU, fL v , fL W, fL, 

(85 a) 

wobei u, v, W die vom ruhenden System K aus in Lichteinheiten gemessenen 
Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit sind. fL ist die Massendichte und 
gleichzeitig die Energiedichte in Lichteinheiten. Die Komponenten der Energie
stromung sind durch die drei ersten Glieder der letzten Zeile gegeben, die gleich
zeitig die Komponenten der Impulsdichte bedeuten. Die drei ersten Glieder 
der drei ersten Zeilen stellen die Stromungskomponenten der einzelnen Kompo
nenten flU, /-tV, fLw der Impulsdichte dar. 

44. Der Energietensor fur koharente Materie. Die fundament ale Beziehung 
(VIII), die den Energie-Impulssatz darstellt, war aus der Gleichung 

du' Ii !loCh = (81) 

hervorgegangen, die die Tragheitsreaktion der materiellen Ladungstrager gleich 
der auf sie ausgeiibten ponderomotorischen Kraft des Feldes setzt. Es ist dabei 
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vorausgesetzt, daB die hier ins Spiel kommenden Krafte nur die Tragheits
reaktionen und die Kraft des elektromagnetischen Feldes sind. Die Gleichung 
(VIII) zusammen mit dem Ansatz (85) wiirde also die richtige Energie-Impuls
bilanz fUr eine Elektronenwolke oder fiir eine geladene Staubatmosphare !iefern, 
in der nur die obengenannten Krafte in Betracht kommen. EINSTEIN hat daher 
fiir den Ansatz (85) die exaktere Bezeichnung "Energietensor inkoharen ter 
Materie" gewahlt. 

In gewohnlichen Gasen, Fliissigkeiten oder festen Korpern sind natiirlich 
noch die auftretenden inneren Spannungen zu beriicksichtigen. Bezeichnen wir 
die elastischen Spannungen mit Pxx , PXy usw., so ist bekanntlich die X-Kompo
nente der elastischen Kraft pro Volumeinheit gegeben durch 

oPx:t + oPy:t + oP.., -ox ay ffZ 

mit zwei analogen Ausdriicken fiir die iibrigen Komponenten. Dieser Ansatz 
gilt streng in jenem Bezugssystem KO, in dem das betreffende Volumelement 
im betrachteten Zeitmoment gerade ruht. In diesem Bezugssystem heiBt also 
die X-Komponente der Bewegungsgleichungen 

dul _ oPxz _ oPYX _ oP.., _ /1 (86) 
"" d.. ox oy OZ - • 

Es sei nun pik ein Tensor zweiter Stufe, der sich im Ruhsystem KO des Korpers 
auf folgenden Ansatz reduziert: 

Pzz, Pyx, Pzx , 0, 

Pilc = 
PXy , Pyy , PZy, 0, 

(87) 
Pzz, PYZ ' Pzz, 0, 

0, 0, 0, 
0 

1] , 

wobei ij die Dichte der elastischen Energie in KO angibt. Die Werte fiir pik in 
einem gegen KO gleichformig geradlinig bewegten Bezugssystem erhalt man 
durch Ausfiihrung der Transformationen fiir einen kontravarianten Tensor 
zweiter Stufe. 

Der Ansatz 
(85 b) 

liefert nun, in (VIII) eingesetzt, gerade jene Bewegungsgleichungen, deren erste 
Komponente durch (86) gegeben ist; wir werden daher (85b) als den Energie
Impulstensor fUr koharente Materie bezeichnen. 

In reibungslosen Fliissigkeiten treten keine Tangentialspannungen auf und 
es wird 

Pxx = Pyy = Pzz = -p, 
wobei p den gewohnlichen Druck darstellt, der ein Skalar ist. Der Energie
Impulstensor fiir reibungslose Fliissigkeiten heiBt daher 

(85 c) 

Da dieser Ausdruck Tensorcharakter hat, gilt er in jedem zulassigen Bezugssystem. 
In dem in der Hydrodynamik meist betrachteten Fall, daB die Fliissigkeit 

ungeladen ist, oder daB kein auBeres elektrodynamisches Feld vorhanden ist, 
gilt ji = ° und die Energie-Impulsbilanz heW dann einfach 

o Tik 
-----=0 ax.. . (VIII a) 
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Man sieht leicht ein, daB die drei raumlichen Komponenten dieser Gleichung 
in die gewohnlichen EULERschen Gleichungen fiir reibungslose Fliissigkeiten 
iibergehen. Denn unter Zugrundelegung des Ansatzes (85 c) fiir Tik ergibt wegen 
(84) die Ausfiihrung der Differentiation in (VIII a) : 

dui +ft-o 
flo d. OX; - , 

oder bei Vernachlassigung von Gliedern h6herer Ordnung 
du ou OU OU OU -1 0 P 
dt= at +U oX + v oy + WTt = -----,;: ox' 

was mit den EULERschen Gleichungen iibereinstimmt. 
Geht man in (VIlla) zu den gemischten Komponenten iiber: 

oTk 
--' = 0, 
OXk 

multipliziert man ferner diese Gleichung mit u i und summiert iiber i, so erhli.lt 
man unter Berucksichtigung von UiUi = -1 

~(.uOUk) _ dp _ 0 (88) 
OXk d. - . 

Geht man von den Lichteinheiten zu CGS-Einheiten iiber, so wird der zweite 
Term in (88) 

c2 dt' 

was bei den vorkommenden hydrodynamischen Drucken praktisch verschwindet. 
Gleichung (88) geht also bei Vernachlassigung von Gliedern hOherer Ordnung 
in die Kontinuitatsgleichung 

div(,ub) + ~~ = 0 

iiber. In dieser Tatsache erblickt EINSTEIN l ) ein weiteres Argument dafiir, 
daB die Formulierung (VIII) bzw. (VIlla) des Energiesatzes das Richtige trifft. 

Gegen den Ansatz (85b) fiir den Energie-Impulstensor k6nnte der Einwand 
erhoben werden, daB der Ubergang von den Tik zu den Tik praktisch nicht 
durchgefiihrt werden kann, wenn die Fliissigkeit sich nicht wie ein starrer K6rper 
bewegt. Denn es miiBte dann fiir jedes einzelne Vohimelement eine andere 
Transformation verwendet werden, um Tik zu erhalten. Dieser Einwand wird 
dadurch gegenstandslos, daB die in den hydrodynamischen Anwendungsgebieten 
vorkommenden Geschwindigkeiten so klein gegeniiber c sind, daB sich die Tik 

von den fik praktisch nicht unterscheiden. Dieser Umstand lehrt aber anderer
seits, daB die in dieser Ziffer entwickelten Gesetze nur einen Fortschritt in der 
formalen Behandlung des Gegenstandes bringen, ohne physikalisch etwas Neues 
zu bieten. In der Hydrodynamik und Elastizitatstheorie sind wegen der relativen 
Kleinheit der vorkommenden Geschwindigkeiten die Abweichungen von der 
klassischen Mechanik vollkommen zu vernachlassigen. 

45. Der phanomenologische Charakter der Ansatze fiir den mechanischen 
Energie-Impulstensor. Die in der vorigen Ziffer eingefiihrten inneren Spannungen 
eines K6rpers diirften, soweit sich gegenwlirtig iibersehen laBt, selbst elektro
magnetischer Natur sein und dasselbe gilt gemaB der in Ziff.40 erwahnten 
dynamischen Auffassung der Materie auch von den Tragheitswirkungen. Wenn 
man daher imstande ware, in den durch Gleichung (VI) definierten elektro-

1) A. EINSTEIN, Vier Vorlesungen liber Relativitatstheorie. S.35. Braunschweig 1922. 
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magnetischen Energie-Impulstensor 5 ik (der praktisch immer nur aus den Kompo
nenten pik der grob wahrnehmbaren makroskopischen Felder gebildet wird) 
die gesamten Atomfelder mit einzubeziehen, so wiirden damit im Sinne des 
elektromagnetischen Weltbildes aIle auftretenden Krafte einschlieBlich elastischer 
Spannungen und Tragheitswirkungen schon beriicksichtigt sein und die Energie
Impulsbilanz wiirde die einfache Form annehmen 

aSik 
-.!l- = O. (VIII b) 
vXk 

Nun scheinen sich aber der einheitlichen DurchfUhrung des elektro
magnetischen Weltbildes sehr ernstliche Schwierigkeiten entgegenzustellen. 
Zunachst sei nebenher erwahnt, daB die Gravitationskrafte sich ~icht in den 
Rahmen der elektromagnetischen Felder fUgen. Dieser Umstand wiirde aller
dings nicht daran hindern, die Energie-Impulsbilanz in der Form (VIIIb) zu 
schreiben, da die Gravitationswirkung in der Beeinflussung der Weltmetrik zum 
Ausdruck kommt (vgl. Bd. IV, Kap.4 ds. Handb.). - Die Hauptschwierigkeit 
liegt darin, daB die in der Natur vorkommenden Ladungsanhaufungen wie 
Elektronen und Protonen unter dem EinfluB elektromagnetischer Krafte allein. 
uberhaupt nicht bestehen k6nnen. Die Gravitation kann fur das Zusammen
halten der Ladungen nicht verantwortlich gemacht werden, weil sie gegenuber 
den elektrischen Kraften viel zu schwach ist. Die Schwerkraft, mit der zwei 
Elektronen in irgendeiner Entfernung einander anziehen, betragt nur ungefahr 
den 1O- 42 sten Teil der elektrostatischen AbstoBung. Wenn man also an der 
Giiltigkeit der elektrodynamischen Grundgesetze auch in atomaren Bereichen 
festhalten wollte, so muBte man neben den elektrischen und Gravitationskraften 
noch irgendwelche intrakorpuskulare Kohasionskrafte supponieren, urn das 
Bestehen der Ladungsanhaulungen erklaren zu k6nnen. Waren etwa die Feld
gesetze dieser Kohasionskrafte bekannt, so k6nnte man daran denken, den Aus
druck fUr den Energie-Impulstensor durch die diesen Kraften entsprechenden 
Terme zu erganzen und die gesamte Energie-Impulsbilanz durch die einheitliche 
Gleichung (VlIIb) darzustellen. 

Unabhangig von den Erwagungen uber das Zusammenhalten der Ladungs
anhaufungen ergeben sich Schwierigkeiten, wenn man die rein elektromagnetische 
Erklarung der Elektronenmasse mit 'dem Satz von der Tragheit der Energie 
in Einklang bringen will. Berechnet man namlich die elektromagnetische Ruh
masse eines kugelf6rmigen Elektrons vom Radius a aus der Ruckwirkung seines 
Eigenfeldes, so erhalt man l ) . 

mo = _32e22 fiir den Fall der Flachenladung, ac 

mo = s4e: fur den Fall der Volumladung. ac 

Die elektrostatische Energie einer geladenen Kugel ist 
2 

Est = -~ fUr Flachenladung, 
2a 

Est = _;:2 fUr Volumladung. 

In beiden Fallen ergibt sich die Beziehung 

Est = -lmoc2 • 

(89 a) 

(89b) 

(90 a) 

(90b) 

(91) 

1) M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat. Rd. II, Kap.20, Gleichungen (117b) und 
(117c). - Die Herleitung der GL (91) aus der Relativitatstheorie wird in Ziff. 52 gegeben. 
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Die Gesamtenergie der Ruhmasse mo ist aber nach dem Satz von der Tragheit 
der Energie gegeben durch E = mo c2. 

Wenn man also an dieser fundamentalen Beziehung festhalten will, so muB man 
annehmen, daB ein Viertel der Gesamtenergie des Elektrons nicht elektro
magnetischen Ursprunges ist. Es ware naheliegend, diese letztere Energie mit 
jener der unbekannten Kohasionskrafte zu identifizieren. 

DaB sich ohne Erweiterung unserer Vorstellungen vom elektromagnetischen 
Feld die Tatsache der Existenz des Elektrons nicht in den Rahmen der Feld
physik einfiigen laBt, geht aus folgendem von EINSTEIN bewiesenen Satz hervor1) : 

"Wenn es wahr ist, daB das elektromagnetische Feld sich durch einen anti
symmetrischen Tensor pik vom Range 2 darstellen laBt, so kann es nicht allgemein 
kovariante Gleichungen geben, die 1. das negative Elektron als Losung in sich 
begreifen, 2. keine Losung enthalten, die einem positiven Elektron von gleicher 
Masse entsprache." Gibt es eine Losung mit der Masse m und der Ladung -e, 
so gibt es auch eine Losung mit der Masse m und der Ladung + e. 

Ein Aufgehenlassen der Masse in den Feldbegriff ist also angesichts der 
hier aufgezahlten Schwierigkeiten gegenwartig nicht durchfiihrbar, und man 
wird daher an den durch (85) bzw. (85 b) gegebenen phanomenologischen Ansatzen 
flir den mechanischen Energie-Impulstensor festhalten, auch wenn man weiB, 
daB zumindest ein Teil davon elektromagnetischen Ursprunges ist und daher 
eigentlich in den Ausdruck Sik einzubeziehen ware. Man hat nur darauf zu achten, 
daB in den Gleichungen (81) und (VIII) das von den Ladungen des jeweils be
trachteten Volumelementes erzeugte Eigenfeld nicht in die Ii und in die Sik mit 
einzurechnen ist, weil ja dessen Wirkung ohnedies schon in der Tatsache der 
Tragheit des betreffenden Volumelementes zum Ausdruck kommt. 

46. Die Herleitung der Grundgleichungen aus einem Variationsprinzip. 
Die Grundgesetze der Elektrodynamik solIen es ermoglichen, den Verlauf elektro
magnetischer Vorgange bei gegebenem Anfangszustand und gegebenen Neben
bedingungen voraus zu berechnen. Die Erreichung dieses Zieles wird unter 
Zugrundelegung der MAXWELL-LoRENTzschen Gleichungen in zwei Schritten 
vorgenommen: Die Gleichungen (I) und (Ia) gestatten es zunachst, aus einer 
gegebenen Verteilung der Ladungs- und Stromdichten das Feld zu berechnen, 
und die aus dem Kraftansatz (II) bzw.· aus der Energie-Impulsbilanz (VIII) 
hervorgehenden Bewegungsgleichungen lehren dann weiter, welche Bewegungen 
geladene Korper unter dem EinfluB des Feldes ausflihren. Das Feld erscheint 
hier als ein Hilfsbegriff; seine Berechnung bildet eine Zwischenstufe in der 
Berechnung des Ablaufes der sichtbaren Vorgange2). Die Einschaltung dieser 
Zwischenstufe dient zur Erleichterung des Rechenvorganges, vermag aber eine 
wesentlich inharente Schwierigkeit nicht aus der Welt zu schaffen: Zur Be
rechnung des Feldes ist die Kenntnis der Konfiguration und Bewegung der 
Ladungen erforderlich; diese selbst wird aber erst durch das Feld bestimmt. 
Eine analoge Schwierigkeit tritt ja auch schon in der klassischen Mechanik zutage; 
die Unlosbarkeit des n-Korperproblems flir n> 2 ist letzten Endes auf diesen 
Umstand zurlickzuflihren. Die praktische Anwendbarkeit der Feldgleichungen 
beschrankt sich daher auf jene Falle, die eine vereinfachte Behandlung zulassen. 
Diese Vereinfachung kann einerseits darin bestehen, daB man sich mit Naherungs
losungen begnligt (wie bei der Behandlung quasistationarer Felder), oder darin, 
daB die Konfiguration und Bewegung der felderzeugenden Ladungen fix vor
gegeben ist, wahrend jene Ladungen, deren Bewegung berechnet werden solI, 

1) A. EINSTEIN, Physica Bd. 5, S.330. 1925. 
2) Vgl. A. EINSTEIN U. J. GROMMER, Berl. Ber. 1927, S.2. 
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das Feld nicht merklich beeinflussen (Bewegung von Probekorpern oder Ionen 
bzw. Elektronen in vorgegebenen elektrischen oder magnetischen Feldern). 

Die Gesetze der Erzeugung des Feldes aus Ladung und Strom (I), (Ia) 
und seiner Einwirkung auf die Bewegung elektrischer Ladungen (81) lassen sich 
rein formal in ein einziges zusammenziehen, indem sie sich, wie schon SCHW ARZ
SCHILD gezeigt hatte1) , aus einem HAMILTONschen Prinzip (Wirkungsprinzip) 
herleiten lassen. Die im folgenden gegebene Form dieses Wirkungsprinzips 
stammt von WEYL 2). 

Wir fiihren eine Wirkungsfunktion W ein durch 

W = f {"to + t Fik Fik - qJi Si} dx, (92) 

wobei dx das vierdimensionale Volumelement bedeutet: 
dx = dx! dX2 dX3 dx4 • 

Fik ist gemaB (III) durch die qJi auszudriicken, so daB das Feld durch qJi und Si 

allein beschrieben erscheint. ftG ist die Ruhmassendichte der Materie, an die die 
elektrischen Ladungen gebunden sind. Das Integral ist zu erstrecken iiber einen 
beliebigen endlichen Weltbereich. Das in Rede stehende Wirkungsprinzip besagt 
nun folgendes: Der Ablauf elektromagnetischer Vorgange erfolgt so, daB das 
Wirkungsintegral W, erstreckt iiber den tatsachlich eintretenden Vorgang, 
kleiner ist, als alle entsprechenden Wirkungsintegrale erstreckt iiber gewisse 
virtuelle Vergleichsvorgange. Die bei diesen Vergleichsvorgangen zu variierenden 
Funktionen sind dabei einerseits die Potentiale qJi, andererseits die Stromdichte Si 

bzw. die Weltlinien tti der elektrischen Ladungen. Und zwar sind die Variationen 
der qJi und der Si voneinander unabhangig vorzunehmen. Bei allen Vergleichs
integralen sind die Werte der zu variierenden GraBen an den Grenzen des 
Integrationsgebietes festzuhalten. 

Variiert man zunachst die qJi bei festgehaltenen si, so erhalt man unter 
Beriicksichtigung von (61) 

b1 W = f (!FikbFik - sib qJi) dx . 

Nun gilt wegen (III) und wegen der Antisymmetrie von Fik 

~f·pikbP. dx = (Fik iJi'Jrpk dx = _!FikiJi'Jrpi dx. 
2 v t.k • iJXi iJXk 

Dieser Ausdruck geht durch partielle Integration unter Beriicksichtigung des 
Verschwindens von bqJi an den Integrationsgrenzen iiber in 

j iJpik 
ax~- bqJi dx . 

Daher ist die Variation von W bei festgehaltenen Si: 

61 W =j(iJOFik - Si) /JqJi dx. 
OXk . 

Die Bedingung des Verschwindens dieser Variation ist nach dem bekannten 
Fundamentallemma der Variationsrechnung gegeben durch 

(I) 

Das erste MAXWELLsche Gleichungsquadrupel (I) ergibt sich also aus dem 
Variationsprinzip; das zweite (Ia) ist schon durch den Ansatz (III), der die Fik 
aus den Potentialen ableitet, identisch erfiillt. 

1) K. SCHWARZSCHlLD, Gottinger Nachr. 1903, S. 126. Vgl. auch Kap.2, Ziff.19. 
2) H. WEYL, Raum-Zeit-Materie. § 26. 
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Es solI weiter bei festgehaltenen Werten der f/Ji der Bewegungsverlauf der 
materiellen Teilchen und der an sie gebundenen Ladungen variiert werden. Wir 
denken uns das Integrationsgebiet in die einzelnen zeitartigen Weltr6hren zer
legt, die die zeitlichen Existenzgebiete der materiellen Teilchen reprasentieren. 
Die betrachtete Variation besteht nun in einer Deformation aller dieser Welt
rohren, wobei die lfi dieselben Funktionen der Koordinaten Xk bleiben wie beim 
unvariierten Vorgang. Der Term Fikpik des Integranden liefert daher keinen 
Beitrag zur Variation. Das Wirkungsintegral W sei erstreckt iiber ein Kontinuum 
von benachbarten Weltrohren gleicher Lange; das vierdimensionale Weltelement 
dx sei ein Stiick einer Weltrohre von der Lange dr: und dem (dreidimensionalen) 
Querschnitt dq. Dann ist 

flo dx = flo dq dr: = dm d. , 

eodx = eodqd. = dedr:. 
dm bedeutet hier die Masse, de die in rationellen Einheiten gemessene Ladung 
des den Querschnitt der Rohre erfiillenden Volumelementes. Weiter gilt 

wegen (50a) f f f d 
f/Ji Sidx = de f/Ji d:1 dr:. 

Wenn man hiervon die Variation bildet, hat man zu bedenken, daB auf der 
deformierten Weltrohre auch die Werte der f/Ji geandert sind, da ja die f/Ji fixe 
Ortsfunktionen sind: 

sf id (d j'{ sdx; OCP;s dXi}d 
U f/JiS X=, e f/JiU-;r;-+OXkUXk-;r;- r:. 

Wenn man den ersten Term auf der rechten Seite partiell integriert und im 
zweiten Term die Summationsbuchstaben vertauscht, erhalt man 

-"j', id fd f{dCP;s OCPk dXkS}d fd f{OCPk OCP;}dXk-" d U m·s X=- e -UX'---uX· .= e --- -uX· r: 
T' dx • ox; dx • ox; OXk dx • 

= f de f Fik ~:k dXidr: = f FikSkdxidx = fti dXi dx . 
Ferner ist 

of flo dx = f dmo f dr:. 
Nun gilt f d. = fwd)" 

wobei 

gesetzt ist und A. einen Kurvenparameter darstellt, der fiir die unvariierte Welt
linie mit der Bogenlange • zusammenfallen moge. Dann ist 

ofd = r~ {dX4 0 dxlJ, _ dX1 0 dX1 _ dX2 0 dX2 _ dxs 0 dXs} d 
• , w dJ. dJ. dJ, dJ. dJ. dJ. dJ. dJ. • . 

Wenn man hier partiell integriert, ferner beriicksichtigt, daB fiir die unvariierte 
Kurve die Beziehungen gelten 

dA.= dr:, w = 1, 

und endlich zu den kontravarianten Komponenten der Vierergeschwindigkeit 
iibergeht: 

so erh§.lt man schlieBlich 
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und die gesuchte 
der CPi wird 

Variation des Wirkungsintegrals bei festgehaltenen Wert en 

~2 W = /(fLO ~~t - Ii) ()Xidx. 

Daher folgt aus ~2 W = 0 die Gleichung 

dUt I fLo-;[; = i, 

die nach Ubergang zu den kontravarianten Komponenten mit der Bewegungs
gleichung (81) ubereinstimmt. 

d) Anwendungen. 
47. Die Berechnung der Felder in gleichformig geradlinig bewegten 

Systemen. Die Invarianz der Grundgesetze gegenuber der Lorentztransformation 
erlaubt es, die Behandlung der geradlinig gleichformig bewegten Systeme auf 
die ruhender Systeme zuruckzufuhren. Denn in einem Bezugssystem KO, das 
die Bewegung des betreffenden Korpersystems mitmacht, sind alle Vorgange 
die gleichen wie in einem ruhenden System. Kennt man aber die Feldstarken 
bzw. Wellenamplituden, Stromdichten usw. in KO, so erhalt man daraus die 
entsprechenden Werte fUr ein Bezugssystem K, das die Bewegung der Korper 
nicht mitmacht, durch AusfUhrung der Lorentztransformationen fUr die ab
hangigen Variablen (Ziff.32). Dieser Vorgang wird in Ziff.49 an dem von 
EINSTEIN!) zuerst behandelten Beispiel der Reflexion am bewegten Spiegel 
erlautert werden. 

48. Transformation der Wellenamplituden. Das Feld einer ebenen, parallel 
zur Z-Achse polarisierten Welle, deren Fortpflanzungsrichtung mit der X-Achse 
den Winkel ill einschlieBt, ist gegeben durch 

@", = - A sin ill cos e , Sj", = 0 , 

@y = A cos ill cos e , Sjy = 0 , 

@z=O, Sjz = A cose, 

(9 = 2:n1' (t _ x cosw ~ Y Sinw) . 

(93) 

Der Phasenwinkel e muB, von K und von K' aus gemessen, denselben Wert 
haben; e ist also ein Skalar. Von dieser Tatsache wurde in Ziff. 26 bei der Ab
leitung der Transformationsformeln fUr die Frequenz und fur die Richtungs
kosinus der Wellennormalen Gebrauch gemacht. Die von K' aus gemessenen 
Komponenten der Feldstarken sind gemaB Gleichung (48), Zif£. 32, 

@~ = -A sin ill cos e , Sj~ = 0, I 
@~ = 'xA (cosw - fJ) cos e, Sj~ = 0, (93') 

@~ = 0 , Sj~ = "A (1 - fJ cos ill) cos e . 
Daraus folgt 

16' I = 4c:;r; I @ , II Sj' I = ::;r; A 2 cos 2 e -V sin 2 ill + " 2 (cos ill - fJ) 2 • ,,(1 - fJ cos ill) , 

oder 
16'1 = 161 (1 ~~~~W)2. (94) 

1) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 17, S.891. 1905 (§ 8). 
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Ein Vergleich dieser Formel mit Gleichung (32), Ziff.26, ergibt 

161:16'1=')12:')1'2. (94 a) 

Eine Lichtquelle, die in jenem System, in dem sie ruht' nach allen Seiten gleich
maBig strahlt, wird, von einem relativ zu ihr bewegten System betrachtet, in 
der Bewegungsrichtung nach vom mehr Energie ausstrahlen als nach riickwarts. 

49. Die Reflexion am bewegten Spiegel. Der Strahlungsdruck. Ein ebener, 
auf der X-Achse eines Bezugssystems K senkrecht stehender Spiegel bewege sich 

gegen K mit der Geschwindigkeit v in der 
X-Richtung. Eine ebene, linearpolarisierte 
Lichtwelle mage auf den Spiegel fallen und 
von ihm reflektiert werden (Abb. 9). Ge

----~;.,___7IF_-'--...l-----_:x fragt wird nach dem Zusammenhang zwi

Abb. 9. Reflexion am bewegten Spiegel. 

schen den im Bezugssystem K gemessenen 
Winkeln 'ljJ1 (Einfallswinkel) und 'ljJ2 (Re
flexionswinkel). Die Berechnung erfolgt 
gemaB der in Ziff. 47 angegebenen Methode 

durch Einfuhrung eines Bezugssystems KO, in dem der Spiegel ruht. Einfalls
winkel und Reflexionswinkel sollen von KO aus gemessen die W erte 'IjJ~ und 
'ljJg haben. In KO gilt das Reflexionsgesetz 

(95) 

Die von K bzw. KO aus gemessenen Winkel zwischen der Strahlrichtung und der 
positiven X-Achse seien mit WI' W 2 bzw. w~, wg bezeichnet. Es gilt dann: 

'ljJ1 = WI' 'IjJ~= wL 
'ljJ2 = n - W2' 'ljJg = n - a,g. 

Der Zusammenhang zwischen WI und w~ bzw. zwischen W2 und wg ist durch die 
Formeln (33) von Ziff. 26 gegeben, wobei an Stelle der Striche der obere Index 0 
tritt. Setzt man in der Umkehrgleichung der ersten Formel (33) die 'IjJ an Stelle 
der W ein, so kommt 

costp~ + /1 
COS'IjJ1 = ---:c1-+-,------';/1f-C.....:o-stp'----;;-~ , 

COStpg - /1 
cOS lll = 

'1'2 1 - /1 costpg 

Daraus folgt weiter 
t 2 tp1 _ 1 - COS tp1 _ 1 - fJ t 2 tp~ 
g 2 - 1 + COS·tp1 - 1 + /1 g 2' 

tg2 tp2 = ~tjJ tg2 tpg 
2 1-/1 2' 

und unter Berucksichtigung von (95) 

tg tp2 = 1 + /1 tg tp1 • 
2 1-fJ 2 

(95') 

Wenn der Spiegel vor der einfallenden Strahlung zuruckweicht ((3 > 0), ist, 
von K aus gemessen, der Reflexionswinkel graBer als der Einfallswinkel. Das 
Reflexionsgesetz (95') stimmt mit der aus der klassischen Elektrodynamik her-:
geleiteten Formel flir die Reflexion am bewegten Spiegel uberein1). Es laBt 
sich durch Umrechnen auf die Kosinusse in die von EINSTEIN (1. c.) angegebene 
Form bringen ( + /12) 2/1 cos _ 1 COStp1 -

'ljJ2 - 1 - 2/1 COStp1 + f12 (95 'a) 

1) W. HICKS, Phil. Mag. Bd. 3, S. 9. 1902; M. ABRAHAM, Ann. d. Phys. Bd.14, S.236. 1904. 
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Es seien ferner 1'1 bzw. 1'~ die von K bzw. KO aus gemessenen Frequenzen 
des einfallenden Strahles und 1'2 bzw. 1'~ jene des reflektierten Strahles. Dann gilt: 

(96) 

Durch Multiplikation der Gleichung (32) mit der zweiten Gleichung (33) von 
Ziff.26 erhalt man ferner: 

1'~ sin w~ = 1'1 sin WI' 

1,2 sinwg = 1'2sinw2' 

Man erkennt aus Abb. 9, daB sinwl = sinV'1 usw. ist; daher folgt aus den beiden 
letzten Gleichungen zusammen mit (95) und (96): 

(96') 

Durch Elimination von V'2 mittels (95'a) folgt nach elementarer Umrechnung: 

(96'a) 

Bei der Reflexion am bewegten Spiegel tritt gemaB (96') und (96'a) ein 
Dopplereffekt auf, indem eine Violettverschiebung eintritt, wenn der Spiegel 
sich der einfallenden Strahlung entgegenbewegt (fJ < 0). Die Bestatigung dieses 
Effektes wurde durch die in Zif£' 5 zitierten Versuche von GALITZIN und WILIP 
erbracht. 

Hand in Hand mit dem Dopplereffekt geht eine Veranderung der Intensitat 
des reflektierten Strahles gemaB Gleichung (94a). Bezeichnet man wieder die 
auf den einfallenden und reflektierten Strahl bezuglich GraBen mit den Indizes 1 
bzw. 2, so gilt gemaB (94 a) : 

1m Ruhsystem KO ist nun 

1611:16~1 = 1'~:1'~2, 

1621 : 16g 1 = 1'~: 1'22. 

16gl=UI6~1, (97) 

wobei der echte Bruch U das Reflexionsvermogen des Spiegels bezeichnet. Aus 
(96) und (96') ergibt sich dann: 

1 61=UI612'~_=UI6Is~n21jJ1 (97a) 2 1 1'i 1 Sln21jJ2 ' 
oder nach (96'a) 

16 1 = U 6 1 (1 - 2/icosljJ1 + /12)2 
I 2 I 1 (1 _ (32)2 . 

Mit Benutzung der Abkurzungen 

M = (1 + fJ2) cos 1fJ1 - 2fJ'} 
N = 1 - 2fJ COSV'1 + fJ2 

(97b) 

(98) 

lassen sich die Formeln fUr die Reflexion am bewegten Spiegel folgendermaBen 
zusammenfassen: 

M ) 
COSV'2 = N ' 

1'2=1'l U 2 N, 

162 1 = UI6 1 1(u 2 N)2. 

(99) 

Fur den vollkommen reflektierenden Spiegel (U = 1) findet keine Energie
dissipation statt. Die Differenz der pro Zeiteinheit und Flacheneinheit des 
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Spiegels auffallenden und reflektierten Energie muB in diesem Falle gleich der 
Arbeitsleistung des StrahJ.ungsdruckes sein. Die pro Zeit- und FHicheneinheit 
auffallende Energie ist gegeben durch 

! 6 1 1 (COS'lf'l - (3) , 
die reflektierte Energie durch 

162 1 (COS'lf'2 + (3) • 

Die Differenz dieser Ausdrticke ist gleich der Arbeitsleistung des Strahlungs
druckes zu setzen. Diese ist gegeben durch pv, wobei p den Strahlungsdruck 
und v die Geschwindigkeit des Spiegels bezeichnet. Es gilt also 

1 P = v {1611 (COS'lf'l - (3) - 1621 (COS'lf'2 + (3)). 

Mittels der Formeln (95'a) und (97b) findet man daraus 

P _ ~ 16 I (COS1pl - (J)2 _ 2 1601 2 0 
- C 1 1 _ (J2 - C 1 cos 'If'1· (100) 

50. Felder von beliebig bewegten Ladungen. Die in Ziff. 47 angegebene 
Methode zur Berechnung der Felder in bewegten Systemen versagt ftir den 
allgemeinen Fall beliebig beschleunigter Ladungen. Man greift dann am besten 
auf die allgemeinen Formeln (54) bzw. (III) ftir die retardierten Potentiale zurtick. 
Die Integrale dieser Gleichungen sind gegeben durch die bekannten, schon in 
Ziff. 18 erwahnten Ansatze fUr die retardierten Potentiale1): 

f ( Y') (!X'y'z't--
V(x,y,z,t) = "y' C dx' dy' dz', 

. (15) ft) (x' y' z' t - ~) 1 'V , " c 
W (x, y, z, t) = - . dx' dy' dz' . 

C y 

Das Argument t - ric besagt, daB die Integration in (15) tiber den Vorkegel 
des Aufpunktes zu erstrecken ist. 

Die Anwendung dieser Formeln auf eine mit der Geschwindigkeit u bewegte 
Punktladung von der Starke de liefert 

V= de , 

Hi + :' )trlc 
(15 a) 

Die entsprechenden Ausdrticke fUr die Potentiale raumlich verteilter Ladungen 
erhalt man durch Integration tiber alle Ladungen bzw. Strome. Man kann also 
die Potentiale gemaB (15) durch Integration tiber den Vorkegel des Aufpunktes, 
oder gemaB (15 a) durch Integration tiber alle Ladungen berechnen. Die erstere 
Form der Losung stammt von LORENTZ2), die letztere von LIENARD und WIE
CHERTS). 

1) Vgl. hierzu M. v. LAUE, Die Relativitatstheorie. Bd. I, § 19; femer G. HERGLOTZ, 
Gottinger Nachr. 1904, s. 549; A. SOMMERFELD, Ann. d. Phys. Bd.33, S.649. 1910, (§ 7). 

2) H. A. LORENTZ, Arch. Neerland. Bd.25, S.363. 1892. 
3) A. LIENARD, L'eclairage electrique Bd. 16, S.5, 53 u. 106. 1898; E. WIECHERT, 

Arch. Neerland. (2) Bd. 5, S. 549. 1900. 
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Die F ormeln (15 a) lassen sich in der vierdimensionalen Schreibweise einfacher 
darstellen. 1m AnschluB an die beistehende Abb.10 verwenden wir folgende 
Bezeichnungen1) : 

Xi Koordinaten des Auf-Weltpunktes P; 
~i = ~ (l) Weltlinie der bewegten Punktladung; 

ui = ~: Vierergeschwindigkeit der Punktladung; 

~i Koordinaten des Quellpunktes Q (Schnittpunkt derWeltlinie ~('1) 
mit dem Vorkegel von P); 

Xi = Xi - ~i Radiusvektor vom Quellpunkt zum Aufpunkt. (101) 

Dann lauten die Formeln (15a) in Tensorschreibweise: 
1 SUi 

qJi = - 4n (urxr) (1Sb) 

e ist hier die in rationellen Einheiten gemessene Starke der Punktladung. Die 
rechte Seite von (15b) enthiilt sowohl in den ui als auch in den den Xi die Eigen
zeit '1Q des Quellpunktes implizit. '1Q bestimmt sich aus der Bedingung, daB 
der auf dem Vorkegel von P liegende 
Radiusvektor Xi eine Lichtlinie darstellt, 
also die Gleichung 

Xi Xi = 0 (102) 

erfiillt. Driickt man in (102) die Xi ge-
maB (101) durch die ~i('1) aus, so erhalt 
man eine Bestimmungsgleichung fUr '1, 

deren Auflosung 

'1Q = '1Q (Xi) 

in ( 15 b) einzusetzen ist. 
Die Ableitungen der Eigenzeit des 

Quellpunktes nach den Koordinaten des 
Aufpunktes erhiilt man durch Differen
tiation von (102) nach den Xi: 

( ~. . (h;) 
Xi Uk- U· 8xk = 0, 

{71; X k 

oxk = (~e, xr) . (103) 
Abb. 10. Weltliniendiagramm zur Berechnung der 
retardierten Potentiale fUr eine bewegte Punktladung. 

Mit Hilfe dieser Beziehungen findet man gemaB (III) durch Differentiation von 
(15 b) folgende Ausdriicke fUr die Feldstarken: 

4nFik = - (Ur~r)3{1 + (xr~t;r)}(uiXk - Uk Xi) + (Ur~r)2(~: X k - ~~k Xi)' (1.04) 

FUr eine gleichformig geradlinige Bewegung ist die Weltlinie der Punkt
ladung eine Gerade; die Ableitungen dui jd 1 verschwinden, daher ist das Feld einer 
mit der konstanten Geschwindigkeit u i bewegten Punktladung gegeben durch 

Ii 
4nFik = - (UrX')3 (UiXk - Uk Xi) . (104a) 

Um die Bedeutung des Ausdruckes (Xrut ) fUr den Fall der geradlinig gleich
formigen Bewegung kennenzulernen, denken wir uns fUr den· Augenblick ein 

I) Da es im folgenden darauf ankommt, kovariante und kontravariante Tensorkompo
nenteu wohl zu unterscheiden, werden hier die Koordinaten mit oberen Indizes bezeichnet. 

Handbuch der Physik. XII. 21 
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Koordinatensystem eingefuhrt, in dem die Punktladung ruht. In diesem System 
gilt 

U41 = 1. 
Daher ist 

(X,u') = (X~U") = X 4 = _X41 = -D. 

D ist hier die in Ruhsystem K' der Punktladung gemessene Entfernung RP, 
wobei R jenen Punkt der Weltlinie der Punktladung darstellt, der im Ruh
system K' mit P gleichzeitig ist. Kurz ausgedruckt: {) ist die in K'im Momente 
der Beobachtung gemessene Entfernung zwischen Punktladung und Aufpunkt. -
Der Ausdruck (104a) fur das Feld der geradlinig gleichformig bewegten Punkt
ladung laBt sich also schreiben 

(104b) 

51. Feld der Punktladung bei der Hyperbelbewegungl). Die Gleichung (104) 
laBt sich auch leicht fiir den Fall der Hyperbelbewegung (Ziff. 31) spezialisieren. 
Die dabei erhaltenen Formeln haben darum eine allgemeinere Bedeutung, weil 
sich aus ihnen die Ruckwirkung des Eigenfeldes auf die bewegte Ladung berechnen 
laBt, was zum Ausdruck fur die elektromagnetische Masse des Elektrons fiihrt 
(Ziff.40 u. 41). 

Wir wollen im folgenden die imaginare Zeitkoordinate y4 = ict benutzen, 
so daB gik = tJik wird. Dadurch wird die hyperbolische Weltlinie der Punkt
ladung auf einen Kreis abgebildet. Ihre Gleichung lautet: 

~2 = 'Yj, ~3 = l;, ~4 = ~sin1p, 

wobei~, 'Yj, I; Konstante sind und s/~=1p gesetzt ist. s ist die imaginareEigenzeit 
(Zif£. 29). Die Koordinaten des Aufpunktes werden in analoger Weise aus
gedruckt: 

yl = RcosgJ, y2 = y, y3 = Z, y4 = RsingJ. 

Dann sind die in (104) auftretenden GroBen: 

Xl = R cosgJ - ~ cos1p, 

X2 = Y - 'Yj, 
X3 = Z - 1;, 

X4 = RsingJ - ~sin1p, 

du1 1 
----;r; = T cos 1jJ , 

du3 
-=0, d7: (105 a) 

:: : ~ :in 1p , I 
u 3 =0, 

u 4 = -i cos1jJ. 

(105) 

(105 b) 

Der zum Lichtpunkt Q gehorige Wert des Parameters 1jJ ergibt sich aus der 
Gleichung Xi Xi = 0, die mit der Substitution 

ubergeht in 
r2= (R_~)2+ (y_'Yj)2+ (Z-I;)2 

r2 + 2R~ - 2R~cos(1jJ - gJ) = O. 

1) M. BORN, Ann. d. Phys. Bd.30, S. 1. 1909. 

(106) 
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Daher r2 + 2R~ 
cos(1jJQ-IP)= 2R~ , (107) 

Einsetzen der Werte (105), (105a) und (105b) in den Ausdruck (104) fUr die 
Feldkomponenten ergibt bei Ubergang zu GAussschen Einheiten unter Be
riicksichtigung von (107): 

Cf =i,/4nF = ie[R-~cos(1f'-9?)] =4e~2[r2-2R(R-m 
x V 14 ~R2sin3(1j1Q-9?) r3(r2+4R,;)~' 

Cf =i 14nF = ie(Y-1J) = 8e(Y-1J)R~2 
y 1 24 ~R2sin3(1f'-'P) r3(r2+4R~)!' (108) 

8e (z -~) R~2 

r3 (r2 + 4R~)i . 

e bedeutet hier die in GAussschen Einheiten gemessene Ladung. 
In einem Bezugssystem KO, das in dem durch die Zeitkoordinate des Aufwelt

punktes gegebenen Zeitmoment relativ zum Elektron gerade ruht, ist S) = 0 
und es findet daher in diesem Zeitmoment in KO auch keine Ausstrahlung statt. 

52. Die Riickwirkung des Eigenfeldes auf die Ladung. Elektromagnetische 
Masse des Elektrons. Ein endliches, geladenes Materiestiick M fUhre als starrer 
Korper eine Hyperbelbewegung mit der Beschleunigung b aus. Das von M 
im augenblicklichen Ruhsystem KO erzeugte Feld wird erhalten, indem man in 
den Ausdriicken (108), (108a) 

e = e(~, 1], C)d~d1] dC = ed~ 

setzt und iiber das Volum von M integriert. 
Die ponderomotorische Kraft auf ein an der Stelle ~, 1], Z: von M befindliches 

Volumelement dZ ergibt sich aus dem so erhaltenen Ausdruck fiir Cf durch 
Multiplikation mit 

Die gesamte Riickwirkung des Eigenfeldes wird dann durch nochmalige Inte
gration iiber das Volum von M erhalten: 

(109) 

mit einem analogen Ausdruck fUr St.. - In diesen Gleichungen kann R = y1 
gesetzt werden, weil in KO der Aufpunkt mit dem Mittelpunkt der HyperbeI 
gleichzeitig ist und daher IP = 0 ist. 

Zur Berechnung der elektromagnetischen Masse des Elektrons denkt man 
sich das Materiestiick M kugelformig und mit gleichformiger Raum- oder FHichen
ladung versehen. Es zeigt sich dann, daB Sty = Stz = 0 ist; den Ausdruck (109) 
fUr St", formt man durch eine Verschiebung des Koordinatensystems urn, indem 
man den Mittelpunkt des Elektrons zum Koordinatenursprung machtl). Der 
Abstand <X zwischen Hyperbehnittelpunkt und Mittelpunkt des Elektrons ist 
gemaB Gleichung (46), Zif£' 31 mit der Beschleunigung b durch die Beziehung 

') M. v. LAUE, Die Relativitatstheorie. Ed. I, 4. Auf I., § 20c, Gleichung (231). 

21* 
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oc. = c2 jb verkniipft. Da Sf mit b zugleich das Vorzeichen wechselt, entwickelt 
man Sf nach ungeraden Potenzen von b in der Form 

Sf =.-b(mo + m2 b2 + ... ) 
und erhalt in Einklang mit der von ABRAHAM auf anderem Wege hergeleiteten 
Formel [Gleichung (91), Ziff.45J 

m = -i-l"r ee d~'d2= -±- Est (91) 
o 6:n:c2 J r 3 c2 ' 

wobei Est die elektrostatische Energie des Elektrons ist. 
Die Gleichung (91) stellt in zweifacher Hinsicht eine Naherungsformel dar, 

denn sie ist fUr den Fail konstanter Ruhbeschleunigung (Hyperbelbewegung) 
hergeleitet worden und ist auBerdem durch Reihenentwicklung unter Be
schrankung auf kleine Beschleunigungen gewonnen worden. 

Bei einer ung1eichformig beschleunigten Bewegung tritt noch ein von der 
Reaktionskraft der Strahlung herriihrendes Glied hinzu, das in der nachsten 
Ziffer behandelt werden soil. 

53. Das Strahlungsfeld des bewegten Dipols. Die Berechnung der Felder 
bewegter Ladungen laBt sich in manchen Fallen dadurch erleichtem, daB man 
durch eine Lorentztninsformation auf ein Bezugssystem iibergeht, in dem die 
Feldstarken in einfacherer Weise ermittelt werden konnen. Dieses schon in den 
Ziff, 47 bis 49 benutzte Verfahren gestattet es auch, das Feld eines oszillierenden 
Dipols, dessen Mittelpunkt iiberdies gegen den Beobachter eine gleichformig 
geradlinige Bewegung ausfiihrt, aus den bekannten HERTzschen Formeln fUr 
den ruhenden Dipol herzuleiten. 

Das variable elektrische Moment des Dipols sei mit .\J bezeichnet; die Ge
schwindigkeit seiner positiven Punktladung mit u; die Ladung selbst mit e, 
daher gilt .p = eu. x sei der vom Dipolmittelpunkt zum Aufpunkt gezogene 
Vektor; r dessen Betrag und Xl = xjr der zugehorige Einheitsvektor. KO sei 
femer ein Bezugssystem, das relativ zum Dipolmittelpunkt ruht. Wir legen urn 
diesen Mittelpunkt eine ~ugelflache, deren Radius sehr groB sei gegeniiber 
der Weilenlange der vom Dipol ausgesendeten Strahlung. Das Gebiet auBerhalb 
dieser Kugelflache wird als die Wellenzone bezeichnet. Das Feld des Dipols 
fUr die Weilenzone ist fUr das System KO gegeben durch l ): 

~ = c: r [Xl [Xl ~J] = c: r [Xl [Xl it]], I 
(110) 

Sj = -i- [Xl~J = [Xl ~J. c r 

GemaB (110) stehen Xl' ~ und Sj aufeinander senkrecht. Zeichnet man auf 
der Kugelweile ein System von Meridianen und Parallelkreisen mit der Dipolachse 
als Polarachse, so weist in jedem Punkte der Kugel ~ in die Richtung des Meridians 
und Sj in die Richtung des Parallelkreises. In den Polen verschwinden die Feld
starken; es findet keine Ausstrahlung in der Richtung der Dipolachse statt. 

Die Schwingung des Dipols wird durch die Ausstrahlung gedampft; das von 
der oszillierenden Punktladung erzeugte Strahlungsfeld iibt also auBer der in 
der vorigen Ziffer berechneten, der Massentragheit entsprechenden Kraft noch 

1) M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat. Bd. II, § 9. - Zum Unterschied von der 
dortigen Bezeichnungsweise bedeutet in den obigen Formeln ~ die zweite Ableitung von .p 
nach der in Sekunden gemessenen Zeit t, wahrend es bei ABRAHAM die Ableitung nach der 
in Lichteinheiten gemessenen Zeit ct bedeutet. Aus diesem Grunde tritt bei den oben an
gegebenen, Formeln noch der Faktor c2 im Nenner auf. 
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eine da.ffipfende Kraft aus, die als die Reaktionskraft der Strahlung be
zeichnet wird. Ihr Betrag laBt sich aus der Dberlegung berechnen, daB ihre 
Arbeitsleistung gleich der Strahlungsleistung des Dipols sein muB. Bezeichnet 
man die Reaktionskraft der Strahlung mit ~s, so gilF): 

2 e2 d2 u 
~8 = 3 (;3 (jj2 . ( 111 ) 

Sowohl die Formeln (110) fur die Feldstarken als auch Gleichung (111) fur die 
Reaktionskraft stellen Naherungsausdrucke dar. Bei der Ableitung der ersteren 
sind Terme von der GroBenordnung J.12nr gegen 1 vernachlassigt worden; die 
letztere gilt nur fur Geschwindigkeiten n, die klein gegen c sind. 

Fur einen relativ zum Dipol bewegten Beobachter ergeben sich nun die 
Feldstarken durch entsprechende Transformation auf ein gegen KO bewegtes 
Bezugssystem K. Es bedeute: tJ die Relativgeschwindigkeit zwischen Beobachter 
und Dipolmittelpunkt; it die Beschleunigung der positiven Punktladung des 
Dipols zur Zeit t - ric; t den Radiusvektor yom Dipolmittelpunkt zum Auf
punkt zur Zeit t - ric; ffi den entsprechenden Radiusvektor zur Zeit t; tl und ffi1 
die zugehorigen Einheitsvektoren und {} den Winkel zwischen b und t. Man 
findet durch Ausfuhrung der Transformationen fUr das in K gemessene Feld: 

Q; = c:r (1-- /cos-lJ-:3) [tl [ffi! it]], 1 (110') 

S) = [tl Q;] . 

Zu denselben Formeln kann man mit etwas groBerem Rechenaufwand auch 
durch direkte Anwendung der allgemeinen Formeln (104) fur die Felder beliebig 
bewegter Punktladungen gelangen, wenn man die bei der Berechnung der Dipol
strahlung ublichen Vernachlassigungen macht2). 

ABRAHAM3) und LAUE4) haben ferner durch Anwendung der Lorentz
transformation den Ausdruck fur die Reaktionskraft ~s im System K berechnet. 
Es ergibt sich: 

__ 2e3 1 {" . 3 (0 it) 0 [" 3 (oit)2 ]} 
~s-JC31_jJ2 U+UC(1-/32J+C2(1_jJ2) (bU)+C2(1_jJ2) . (111') 

Der Wert dieser Formelliegt darin, daB bei ihrer Anwendung die den Gultigkeits
bereich der Gleichung<' (111) einschrankende Bedingung n <{: c wegfallt. 

Unabhangig von den relativistischen Betrachtungen, aber in etwas um
standlicherer Weise laBt sich Gleichung (111') auch aus der Impulsbilanz der 
Elektronentheorie herleiten5). 

IV. Die Elektrodynamik bewegter ponderabler 
Korper. 

a) Die Ansatze der alteren Theorien. 
54. Das Verhaltnis der phanomenologischen MAXWELLschen Gleichungen zu 

den Grundgleichungen der Elektronentheorie. Der EinfluB der Polarisations-, 
Leitungs- und Magnetisierungserscheinungen auf die Felder in materiellen Korpern 
- --

1) lVI. ABRAHAM, Theorie der ElektrizitlLt. Bd. II, § 9. 
2) W. PAULI, Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V, S. 19, Ziff.32. 
3) M. ABRAHAM ,Theorie der Elektrizitat. Bd. II, § 49. 
4) M. V. LAUE, Ann. d. Phys. Bd.28, S.436. 1909. 
5) M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat. Bd. II, § 15. - Man findet dort auch 

Spezialisierungen der Formel (111') fur die Faile gleichfOrmiger Bewegung langs eines Kreises 
und langs einer Kreisschraube. 
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'Nird in der MAXWELLschen Theorie dadurch berucksichtigt, daB neben den 
FeldsHirken 0; und Sj noch folgende VektorgroBen eingefUhrt werden: 

SD Elektrische Verschiebung, 
58 magnetische Induktion, 
0' Dichte des Leitungsstromes. 

Die gegenseitige Abhangigkeit dieser GroBen wird fUr ruhende Korper durch 
die MAXWELL-HERTzschen Gleichungen gegeben: 

1 . 
rotSj = - ('t: + 4nS'), div't: = 4ne, c 

1 . 
rot 0; = --58 div58 = 0, 

c ' 
SD=co;, 

58=,uSj, 

0' = 00;. 

(112) 

(112a) 

(113) 

(113 a) 

(114) 

Das Verhaltnis dieser Gleichungen zu den Grundgleichungen (47) und (47a) 
bzw. (I) und (Ia) ist yom Standpunkt der Elektronentheorie das folgende: Die 
Gleichungen (I) und (Ia) sind die allgemein und exakt gultigen Gesetze des Zu
sammenhanges zwischen Feld und Ladungen. Ihre exakte Integration wurde 
aber einerseits die vollstandige Kenntnis der Verteilung und Bewegung aller 
im Korper befindlichen korpuskularen Ladungen erfordern, die zum Feld bei
tragen, und wurde andererseits mehr Details des Feldes liefern als man braucht. 
Ebenso wie es in der Geographie unmoglich und auch uberflussig ware, die Lage 
jedes einzelnen Kieselsteines und jedes einzelnen Grashalmes eines bestimmten 
Landstriches anzugeben, kann und muB man bei der Beschreibung elektro
magnetischer Felder darauf verzichten, den genauen Wert des Feldes in jedem 
einzelnen Punkt zu kennen. Wegen der makroskopischen Abmessungen unserer 
Probekorper, mit denen das Feld sondiert wird, kommt es vielmehr nur auf 
die Mittelwerte des Feldes uber "physikalisch unendlich kleine" Weltgebiete 
an. Wenn man bei der Bildung der Mittelwerte der FeldgroBen in ruhenden 
materiellen Korpern die Wirkung der Polarisations-, Leitungs- und Magneti
sierungselektronen berucksichtigt, so gelangt man auf dem von LORENTZ!) 
angegebenen Wege von den Grundgleichungen (47), (47a) zu den phanomeno
logischen Gleichungen (112) bis (114) der MAXWELLschen Theorie. Bezeichnen 
wir der Unterscheidung halber die exakten Werte der Feldstarken in jedem 
einzelnen Punkte des Feldes mit e und 1) und deuten wir die Mittelwertbildung 
durch Querstriche an, so gelten fUr die makroskopisch beobachtbaren Feld
groBen 0;, Sj, SD, 58 und e folgende Beziehungen: 

o;=e, 58=~, 

SD = 0; + 4n~, 
Sj = 58 - 4n9JC, 

e = e + div~. 

(115 ) 

(116) 

(116a) 

(117) 

Hier bedeutet die Polarisation ~ das elektrische und die Magnetisierung 9J1 das 
magnetische Moment pro Volumeinheit des Korpers. 

1) H. A. LORENTZ, EnzykL d. math. \Viss. Art. V, S. 14, Kap. IV; M. ABRAHAM, Theorie 
der Elektrizitat. Ed. II, § 28. - Ygl. auch Kap. II ds. Eandes. 
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Wenn man von der durch Dispersion, Hysteresis usw. verursachten In
konstanz von e und fL absieht, geben die phanomenologischen Gleichungen (112) 
bis (114) die elektromagnetischen Vorgange in ruhenden K6rpern richtig wieder. 
Ihre Ubertragung auf bewegte K6rper soll in den folgenden Ziffern besprochen 
werden. 

55. Die LORENTzschen Gleichungen fUr bewegte Korper. Schon vor Auf
stellung der Relativitatstheorie hatte LORENTZ durch Anwendung der oben
erwahnten Mittelwertbildungen Gleichungen fiir die elektromagnetischen Vor
gange in bewegten Korpern gewonnen, deren Herleitung im nachstehenden fUr 
den Fall nichtmagnetisierbarer Korper angedeutet werden SOlll). 

Dem Gesichtspunkt der urspriinglichen Elektronentheorie entsprechend 
gelten die Gleichungen (47) und (47a) fUr das im Ather ruhende Bezugssystem; 
die Bewegung der mit einem materiellen Korper verbundenen Ladungen ruft 
einen Konvektionsstrom hervor, der in die mittlere Gesamtstromdichte eu mit 
einzubeziehen ist. Es sei b die Geschwindigkeit des materiellen Korpers gegen 
den Ather und u' die Geschwindigkeit der Ladungen gegen den K6rper, dann gilt: 

u = b + u' (118) 

und daher ist der Mittelwert des Gesamtstromes: 

(118a) 

Die Stromung relativ zum K6rper setzt sich nun aus dem Leitungsstrom oS und 
dem Polarisationsstrom o''1,3/ot zusammen, wobei o'/at die zeitliche Anderung 
an einer bestimmten Stelle des K6rpers bedeutet. Der Zusammenhang zwischen 
a'wat und der Anderung von '1,3 an einer bestimmten Stelle des Raumes o'1,3/at ist 
gegeben durch 

0'$ 17$ • at = at + b dlV'1,3 + rot['1,3b]. (119) 

Setzt man dies in (118a) ein, so erhalt man unter Beriicksichtigung von (117) 

eu=eb+oS+ ~~ +rot['1,3b]. 

Dies liefert mit (116) die erste Hauptgleichung fur bewegte unmagnetisierbare 
K6rper: 

1 17 '1l 4;;r { } rotSj = cat + c oS + eb + rot ['1,3b] . (120) 

Statt (120) laBt sich gemaB (116) auch schreiben: 

rotSj = ; {~~ + rot[(~ - Q;) b]} + 4; (oS + e b). (120') 

In das zweite MAXWELLsche Gleichungstripel geht die Bewegung der Materie 
uberhaupt nicht ein; es lautet also auch fiir bewegte K6rper: 

1 B~ 
rotQ; = - - - (120a) c Bt ' 

wobei fiir unmagnetisierbare Korper m = Sj zu setzen ist. Die Gleichung (120a) 
stellt bekanntlich das F ARADA ysche Induktionsgesetz dar; das V orhandensein 
von Wirbeln der elektrischen Feldstarke auBert sich experimentell durch das 
Auftreten induzierter Strome. Bei der Berechnung des Leitungsstromes im be-

1) H. A. LORENTZ, Proc. Amsterdam Bd. 11, S. 305. 1902; Enzykl. math. Wiss. Art. V, 
Nr. 26-34, S. 14; M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat. Bd. II, §§ 35 u.36. 
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wegten Korper hat man zu beachten, daB die auf die Einheit der mit der Ge
schwindigkeit u bewegten Ladungen wirkende Kraft nicht ~ ist, sondern 

1 f = e + -[u~J. c 

Wenn wir hiervon die Mittelwerte bilden und die Gleichungen (115) und (118) 
berncksichtigen, erhalten wir 

~ = ~* + ..!...[u'7B], (121) c 
wobei gesetzt ist 

~* = ~ + ~ [b7B]. c (122) 

~* ist die Kraft, die auf relativ zum betrachteten Korper ruhende Ladungen 
wirkt; sie wird als die "treibende elektrische Kraft" bezeiehnet. Der 
Leitungsstrom muB natiirlich der treibenden elektrischen Kraft proportional 
sein; die Differentialform des OHMschen Gesetzes fUr bewegte Korper lautet 
daher: :s = a ~*, (123) 

wobei vorausgesetzt ist, daB die Leitfahigkeit a durch die Bewegung des Korpers 
nicht geandert wird, was in erster Naherung sieher zutrifft. 

Wegen (122) und (119) gilt mit Riicksicht auf div 7B = 0 

rot~* = -- - + rot [7Bb] = - --. 1 {858 } 1 8'58 
c 8t c 8t (120a') 

Der Vektor ~* ist auch fUr die Verschiebung der Polarisationselektronen maB
gebend. Es gilt also 

4,n~ = (8 -1)~*, 

und daher tritt fiir bewegte Korper an Stelle der Gleiehung '1) = 8 ~ die Beziehung 

'1) = ~ + (8 - 1) ~*, l 
oder e - 1 (124) 

'1) = 8~ + -c- [b7B]. 

Die LORENTzschen Gleiehungen fUr bewegte unmagnetisierbare Korper heiBen 
demnach: 

1 {8~ } 4:n; rot Sj = c at + rot [('1) - ~) bJ + c (,s + e b), div'1) = 4,ne, (120) 

1 8'58 
rot~* =--

c 8t ' 

~ = ~* + ..!...[u'7B], c 

~* = ~ + ..!...[b7BJ, c 

,s = a~*, 

'1) = 8~ + e~ [b7BJ, 
c 

7B = Sj. 

(120a) 

(121) 

(122) 

(123) 

(124) 

(124a) 

56. Die Theorie von HEINRICH HERTZ. Wie schon in Ziff.3 erwahnt, hat 
HERTZl) im Jahre 1890 eine Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen in 

1) H. HERTZ, Wied. Ann. Ed. 41, S.369. 1890; Ges. Werke. Ed. II, S.256. 1894. 
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bewegten Korpem entwickelt, die den extremen Gegensatz . zur Theorie deS 
ruhenden Athers darstellt. Nach HERTZ nimmt der Ather an der Bewegung 
jedes noch so kleinen materiellen Korpers teil, was von vomherein in Widerspruch 
zum Ergebnis des FrzEAuschen Versuches steht. Dagegen wiirde die HERTzsche 
Theorie den negativen Ausfall der Atherdriftexperimente erklaren. Sie erfiillt 
das Relativitatsprinzip der klassischen Mechanik; ihre Gleichungen sind gegeniiber 
der Galileitransformation invariant, wie sich am einfachsten an ihrer Integral
form zeigen laBP). Die Differentialform der HERTzschen Gleichungen lautet: 

div~=4ne. (125) rot Sj = + { ~~ + rot [~b] } + 4; (~ + e b) , 

rot Q:: = _ ~{858 + rot[\8b]} = _ ~ 0'58 
c iJt c iJt' div\8 = O. (125 a) 

~ = aQ::. 

Das zweite Gleichungstripel unterscheidet sich von den entsprechenden 
Gleichungen der LORENTzschen Theorie dadurch, daB auf der linken Seite rot Q:: 
an Stelle von rot Q::* steht. Da aber nach HERTZ die Dichte des Leitungsstromes 
im bewegten Korper proportional Q:: ist, nach LORENTZ hingegen proportional Q::*, 
laufen beide Gleichungssysteme hinsichtlich der Aussagen iiber die Induktions
strome auf dasselbe hinaus. 

Anders ist das beim ersten Gleichungstripel, wo bei HERTZ auf der rechten 
Seite der Term rot[~b] auf tritt, an Stelle von rot[(~ - Q::)b] bei LORENTZ. Dem
entsprechend folgt aus der HERTzschen Theorie fiir die beim WILsoNschen 

Versuch zu erwartende Flachenladung der Wert 8!!... H gegeniiber (8 - 1) !!... H c c 
nach der LORENTzschen Theorie. Das Ergebnis des WILsoNschen Versuches 
(vgl. Ziff.9 u. 64) entscheidet zugunsten der letzteren Theorie. 

b) Die phanomenologische Elektrodynamik MINKOWSKIS. 

57. Die Hauptgleichungen. Die in Ziff.55 angegebenen LORENTzschen 
Gleichungen fUr die elektromagnetischen Vorgange in bewegten Korpem stehen 
mit der Erfahrung hinsichtlich der Effekte erster Ordnung in Einklang. Da 
aber ihre Ableitung aus den Vakuumgrundgleichungen ohne Riicksichtnahme 
auf die kinematischen Folgerungen der Relativitatstheorie erfolgt war, stehen 
sie mit dem Relativitatsprinzip in Widerspruch und vermogen das Ausbleiben 
der Effekte zweiter Ordnung bei den Atherdriftexperimenten nicht zu erklaren. 

Um zu Gleichungen fiir die Vorgange in bewegten ponderablen Korpem zu 
gelangen, die mit der Relativitatstheorie in Einklang stehen, kann man in zweierlei 
Weise vorgehen. Der eine Weg besteht in der "Obertragung des LORENTzschen 
Gedankenganges auf die relativistische Elektrodynamik: Mittelwertbildung 
unter Beriicksichtigung der Relativitatskinematik2). Der andere Weg ist der 
von MINKOWSKI3) beschrittene phanomenologische: Man verzichtet auf die 
Verfolgung des Zusammenhanges mit der Atomistik und stellt Gleichungen auf, 
die der Lorentztransformation gegeniiber invariant sind und fiir das im Korper 
ruhende Bezugssystem in die durch die Erfahrung als gegeben zu betrachtenden 
MAXWELLschen Gleichungen (112) bis (114) iibergehen. Dabei ist allerdings die 

1) VgI. M. v. LAUE, Die -Relativitatstheorie. Bd. I, 4. Auf I., § 4 b. 
2) PH. FRANK, Ann. d. Phys. Bd. 27, S. 1059. 1908; H. MINKOWSKI U. M. BORN, Math. 

Ann. Bd.68, S.526. 1910; W. DALLENBACH, Ann. d. Phys. Bd. 58, S.523. 1919. 
3) H. MINKOWSKI, Gettinger Nachr. 1908, S. 53; A. EINSTEIN U. J. LAUB, Ann. d. Phys. 

Bd.26, S. 532. 1908. -
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MAXWELLsche Theorie in jenem Punkte zu modifizieren, wo sie mit den Grund
vorstellungen der Elektronentheorie in Widerspruch gerat, namlich bei dem 
Ansatz fiir die ponderomotorische Kraft (Ziff.60). 

Urn die phanomenologischen Begriffe 'I) und Q3 der MAXWELLschen Theorie 
in das vierdimensionale Schema der Feldgleichungen (I) und (Ia) einzufiigen, 
mu13 man neben dem Feldtensor File noch einen zweiten ebenfalls antisymme
trischen Tensor Hik nach folgendem Ubersetzungsschema einfiihren: 

bzw. 

@z , Q3", , Q3y, Q3z},) 
F24 , F34 , 'F23 , F 31 , F12 , 

Fis, Fit, Ft;, Ft, Fi, F£4. 

(49 a) 

S)y, S)z}, ) 
H 24' H 34, H 23 , H 31, H 12 , 

His, Hit, Ht;, Ht, Hi, H~. 

S)", , 
(49 b) 

bzw. 

Unter Benutzung dieser Gro13en lassen sich die MAXWELLschen Gleichungen (112) 
und (112a) folgenderma13en schreiben: 

(I') 

(Ia) 

bzw. 
(Ib) 

Vermoge ihrer Tensorgestalt sind diese Gleichungen der Lorentztrans
formation gegeniiber invariant. Damit sie aber einen physikalischen Sinn er
halten, mu13 ihnen erst eine Vorschrift iiber den Zusammenhang der Feldkompo
nenten Fik und Hik mit der me13baren ponderomotorischen Kraft hinzugefiigt 
werden und ferner miissen die Verkniipfungsgleichungen zwischen Fik lind Hik 
angegeben werden, die den Beziehungen 'I) = e@und)8 = flS) der MAXWELLschen 
Theorie entsprechen. Die erstgenannte Vorschrift wird in Ziff.60 gegeben 
werden. Urn die letzteren zu finden, hat man lineare Gleichungen mit Tensor
charakter zwischen den Komponenten von Fik ' und Hik aufzustellen, die in dem 
relativ zur Materie ruhenden Bezugssystem in die Beziehungen 'I) = e@ und 
Q3 = flS) iibergehen. 

Wir wollen im folgenden immer das relativ zum betrachteten ponderablen 
Korper ruhende Bezugssystem als das Ruhsystem KO bezeichnen, wahrend K 
ein gegen KO gleichformig geradlinig bewegtes Bezugssystem sei. Die Vierer
geschwindigkeit des Korpers gegen das verwendete Bezugssystem K sei Vi. 
Dann sind die gesuchten Beziehungen zwischen Fik und Hik gegeben durch: 

Hi" v" = e File vk , (11)') 
F;kVk = flHi" v". (113 a') 

Eine der letzten Gleichung aquivalente Form ist 

FikVl + FklV': + FliV" = fl(HikVl + HklVi + HliVk). (113 b') 

Bezogen auf KO ist namlich VI = v2 = v3 = 0, v4 = 1. Somit gehen, wie man 
leicht einsieht, die Gleichungen (11)') und (113 a') im Ruhsystem tatsachlich 
in die Verkniipfungsgleichungen 'I) = e@, )8 = ItS) iiber. 
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SchlieBlich braucht man noch eine invariante Formulierung des differentiellen 
OHMschen Gesetzes (114). Seine Aufstellung erfordert eine Analyse des Begriffes 
des Leitungsstromes in der vierdimensionalen Ausdrucksweise; sie wird in Ziff. 59 
gegeben werden. 

58. Diskussion der MINKOWSKlschen Ansatze. Grenzbedingungen. Die 
Gleichungen (I'), (Ia) und (113'), (113a') beanspruchen ihrer Herleitung gemaB 
strenge Giiltigkeit nur fiir gleichformig geradlinig bewegte Korper, konnen aber 
naherungsweise auch fiir ungleichformig bewegte Korper verwendet werden, 
und zwar mit urn so besserer Naherung, je kleiner die auftretenden Beschleuni
gungen sind. 

Beim Ubergang zu einem Bezugssystem, das sich gegen das urspriingliche 
gleichformig geradlinig bewegt, transformieren sich die Feldkomponenten Fik 

und Hik natiirlich nach den allgemeinen Formeln (62) der Tensortransformation. 
Eine Ubertragung dieser Formeln auf die Vektorschreibweise fiihrt zu folgenden 
Transformationsformeln fUr die parallel und senkrecht zur Bewegungsrichtung 
liegenden Komponenten von @,~, '!> und S): 

@~ = @p, @~ = u(@ + ; [b~])n' 

~~ = ~p, ~~. = u(~ - 7[b@]t, 

'!>~ = '!>p, '!>~ = u ('!> + ; [bSJJt, 
(126) 

S)~ = S)p, S)~ = u(S) - ; [b'!>J)n· 

Hier bedeutet b die Relativgeschwindigkeit des Systems K' gegen K und die 
Indizes n und P bezeichm!n die Komponenten normal bzw. parallel zur Be
wegungsrichtung. 

Die drei raumlichen Komponenten der Gleichungen (113') und (113 a') 
lauten demnach in der dreidimensionalen Schreibweise: 

SD' = eW, 
~' = ftS)'· 

(113 If) 

(113 a") 

Bei Vernachlassigung von Gliedern zweiter Ordnung in vic und fiir ft = 1 gehen 
diese Gleichungen in die entsprechenden Verkniipfungsgleichungen (124) bzw. 
(124a) der LORENTzschen Theorie fiir bewegte unmagnetisierbare Korper iiber. 

Die Grenzbedingungen fiir die Trennungsflachen verschiedener Medien miissen 
fiir das Ruhsystem des Korpers mit jenen der MAXWELLschen Theorie zusammen
fallen. Bezeichnet man mit dem oberen Index 0 die Werte der betreffenden Feld
graBen im Ruhsystem Ko und mit den unteren Indizes t bzw. n die tangentiellen 
bzw. senkrechten Komponenten, so gilt: 

stetig 

'!>~1 - '!>~2 = 4nwo, 

wobei Wo die im Ruhsystem gemessene Dichte der evtl. an der Trennungsflache 
vorhandenen Flachenladungen bedeutet. Die betreffenden Grenzbedingungen 
in anderen Bezugssystemen gehen daraus durch die oben angegebenen Trans
formationen (126) hervor. 

59. Leitungsstrom und OHMsches Gesetz. Der auf der rechten Seite von (I') 
auftretende Viererstrom Si setzt sich zusammen aus dem durch die Bewegung 
der geladenen ponderablen Materie verursachten Konvektionsstrom und aus 
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dem Leitungsstrom. (Der Polarisationsstrom ist schon in den ~ entsprechenden 
Gliedern enthalten.) Bezeichnen wir den Konvektionsstrom mit Ki und den 
Leitungsstrom mit Ai, so gilt also: 

si=Ki+Ai. (127) 

Urn diese beiden Bestandteile getrennt zu berechnen bedenken wir, daB 
im Ruhsystem KO des Karpers die raumlichen Komponenten des Konvektions
stromes verschwinden, und daB ferner bei fehlendem Leitungsstrom in allen 
13ezugssystemen Si = Ki gelten muB. Wenn Vi wieder die Vierergeschwindigkeit 
des materiellen Karpers gegen das gewahlte Bezugssystem bedeutet, so kannen 
wir diesen Bedingungen durch folgenden Ansatz Rechnung tragen: 

Ki = -(VkSk)Vi , 

Ai = si + (VkSk) Vi. 

(128) 

(129) 

DaB dieser Ansatz die Gleichung (127) erflillt, sieht man sofort. Ferner ver
schwinden im Ruhsystem des Korpers die raumlichen Komponenten von Vi 
und daher auch gemaB (128) jene von Ki. SchlieBlich gilt im Isolator Ai = 0, 
daher 

Nun ist im Isolator Sk = I!OVk' Setzen wir :dies in (130) ein, so kommt 

Si = -I!O(VkVk) Vi, 

(130) 

was sich wegen VkVk = -1 [Gleichung (40), Zif£' 30J auf die Identitat Si = l!oVi 
reduziert. 

Die Viererleitung Ai und die Viererkonvektion Ki stehen aufeinander normal, 
denn es gilt nach (128) und (129) 

(Ki~) = - (v"s,,)2{1 + (ViVi))' 

Der zweite Faktor auf der rechten Seite verschwindet wegen (40), daher ist 

(131) 

Aus (131) folgt, daB die zeitliche Komponente von Ai im Ruhsystem des Karpers 
verschwindet, weil dort alle raumlichen Komponenten von Ki gleich Null sind. 
1m Ruhsystem gilt also nach (129): 

0= S4 + (V"Sk) v4 , 

oder 
S4 = - (vk Sk) v4 = + (vk Sk) v4 = (vk Sk) . (132) 

Die Raumdichte I! der elektrischen Ladungen eines Karpers ist durch die 
Zeitkomponente S4 des Viererstromes gegeben. Wir betrachten einen strom
durchflossenen Karper, der in einem relativ zu ihm ruhenden Bezugssystem KO 
elektrisch neutral sei. Dann verschwindet in KO der Konvektionsstrom und 
nach dem Obengesagten auch die zeitliche Komponente des Leitungsstromes, 
wahrend dessen drei raumliche Komponenten von Null verschieden sind. Geht 
man nun zu einem Bezugssystem K liber, das sich gegen den Karper bewegt, 
so wird wegen der Transformationsformeln (62) im allgemeinen S4 von Null ver
schieden sein, d. h. der Karper erscheint in K geladen. Dies scheint auf den 
erst en Blick ein Widerspruch gegen den in Zif£' 37 abgeleiteten Satz zu sein, 
wonach die auf einem materiellen Karper befindliche Gesamtladung eine In
variante der Lorentztransformation ist. Nun gilt dieser Satz aber nur fUr die 
wirklich am Karper haft end en Ladungen, wahrep.d man es hier mit Ladungen 
zu tun hat, die den Karper durchstramen. Die Ladungsdichte ist ja durch die 
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algebraische Summe der in der Volumseinheit des K6rpers gleichzeitig befind
lichen Elementarladungen gegeben. Wegen der Relativitat der Gleichzeitigkeit 
fallt nun diese Summe in verschiedenen Bezugssystemen verschieden aus, wenn 
sich die Ladungen gegen den K6rper bewegen, wenn also Leitungsstrom vor
handen ist1). FUr einen isolierenden K6rper bleibt dagegen der erwahnte Satz 
von der Invarianz der Ladungen aufrecht. 

Es handelt sich nun noch um eine dem Relativitatsprinzip entsprechende 
Formulierung des OHMschen Gesetzes. Man findet sie durch Bildung einer 
invarianten Gleichung zwischen Leitungsstrom und Feldkomponenten, die sich 
fur das Ruhsystem des K6rpers auf die gew6hnliche Gleichung 0 = a ~ reduziert. 
Die gesuchte Gleichung ist gegeben durch 

Ai = Si + (VkSk) Vi = aFikvk • (114') 

FUr das Ruhsystem des K6rpers gehen n;imlich die raumlichen Komponenten 
dieser Gleichung uber in die Beziehungen 

S,u = UF,,4' ft = 1,2,3, 

die der Vektorgleichung 0 = u ~ aquivalent sind. [Hier ist zu beachten, daB 
die in (114') auftretende Leitfahigkeit u gemaB unserer Ubereinkunft hinsichtlich 
der Einheiten im rationellen MaBsystem und in Lichteinheiten auszudrucken ist, 
wahrend das in (114) auftretende a in gew6hnlichen GAussschen Einheiten an
zugeben ist.] 

Die vierte Komponente der Gleichung (114') wird im Ruhsystem KO: 

S4 + (VkSk) V4 = 0, 

was mit (132) ubereinstimmt. 
60. Der Energie-Impulstensor der phanomenologischen Elektrodynamik. 

Wie in Ziff. 57 erwahnt, erhalt der Begriff der Feldkomponenten Fik und Hik 

seine reale physikalische Bedeutung erst durch die Festlegung des Zusammen
hanges mit der meBbaren ponderomotorischen Kraft. Fur ruhende ponderable 
Medien wird dieser Zusammenhang nach MAXWELL dargestellt durch 

f=divll, (59a) 

wobei der dreidimensionale Spannungstensor II = s,u" fUr das Vakuum durch 
den Ansatz (58), Ziff. 35 gegeben ist, wahrend er im Innem ponderabler K6rper 
nach MAXWELL und HEAVISIDE den Wert hat: 

ft, 'V = 1,2,3 . (58a) 

Wie schon in Ziff. 57 erwahnt, wird der Ansatz (59a) nicht in die relativistische 
Elektrodynamik ubemommen, weil er dem Geiste der LORENTzschen Theorie 
widerspricht. Nach Gleichung (59a) wurden namlich Krafte auch auf Punkte 
des Vakuums ausgeubt werden, wahrend nach der Elektronentheorie nur elek
trische Ladungen als Angriffspunkte elektrodynamischer Krafte in Frage 
kommen. Der Ansatz (59a) ist daher durch HinzufUgung des fur die Elektronen
theorie charakteristischen Gliedes - g abzuandern [s. Gleichung (59), Zif£. 35]. 
Gleichbedeutend damit ist es, die Gleichung (59a) unter Hinzunahme der Energie
bilanz durch die vierdimensionale Gleichung 

oS~ 
Ii + -:0- = 0 (VII) 

U%k 

1) Vg!. hierzu M. v. LAUE, Die Relativitatstheorie. Bd. I, 4. Auf!., § 21 c, wo die be
treffenden VerhiUtnisse durch Abb. 18 anschaulich gemacht werden. 
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zu ersetzen. Es handelt sich nun um die Frage, wie der Energie-Impulstensor 
S:, der fiir das Vakuum durch die Gleichungen (VI) gegeben ist, im Inneren 
ponderabler K6rper mit den Feldkomponenten pik und Hik zusammenhangt. 
Die folgenden Ansatze kommen in Frage: 

IX) Der Ansatz von MINKOWSKI: 

S~ = FlHkl- 1 b~Hl plm ttY 11 m • (VIa) 

Dieser Ansatz ist ebenso wie jener fUr den Energie-Impulstensor im Vakuum (VI) 
dadurch ausgezeichnet, daB S~ = 0 ist. In Vektorschreibweise und in GAusssche 
Einheiten iibersetzt decken sich die raumlichen Komponenten dieses Ausdruckes 
mit dem oben angegebenen MAXWELLschen Ansatz (58a); die Komponenten 
mit einem Index 4 sind 

c 
~ = 4.% [Q:~J, 

und die 44-Komponente: 
1 

W = 8.% (Q:~ + m~). 
Setzt man den MINKOWsKIschen Ansatz (VI a) in die Gleichung (VII) fUr die 
Kraftdichte ein, so erhalt man fiir homogene K6rper (8 = konst, fL = konst) im 
Ruhsystem KO: 

(/1' 12' 13)° = (eQ: + : mlmJr (fJo = (SIQ:)o. (133) 

Der obere Index 0 bedeutet, daB die betreffenden Gr6Ben im Ruhsystem KO 
zu messen sind; der Index l bei der Stromdichte S bedeutet, daB der Leitungs
strom gemeint ist. 

Gegen den MINKOWsKIschen Ansatz sind zwei Bedenken zu erheben. Das 
eine liegt, wieABRAHAM1) hervorhebt, in der Unsymmetrie des Ausdruckes (VIa). 
1m Sinne der Elektronentheorie sind ja die Ausdriicke fiir die Feldgr6Ben in 
ponderablen K6rpem durch Mittelwertbildung aus den exakt giiltigen Vakuum
gleichungen herzuleiten. Nun ist der Ausdruck (VI) fiir den Energie-Impuls
tensor im Vakuum symmetrisch2) , we1che Eigenschaft bei der Mittelwert
bildung nicht verlorengehen diirfte. Es ist also zu verlangen, daB auch p-er 
Energie-Impulstensor im Inneren ponderabler K6rper ein symmetrischer Tensor 
sei. Diese Forderung wird durch den MINKOWsKIschen Ansatz (VIa) nicht 
erfiillt. . 

Ein davon unabhangiger Einwand ist von EINSTEIN und LAUB3) erhoben 
worden; er richtet sich gegen den Umstand, daB im Ausdruck fiir die Kraft
dichte (133) nur der Leitungsstrom Sl auftritt. "Wahrend namlich ein von einem 
elektrischen Strom (Leitungsstrom) durchflossener K6rper im Magnetfeld eine 
Kraft erleidet, ware dies nach Gleichung (133) nicht der Fall, wenn der im Magnet
feld befindliche K6rper statt von einem Leitungsstrom von einem Polarisations-
strom <j) durchsetzt wird. Nach MINKOWSKI besteht also hier ein prinzipieller 
Unterschied zwischen einem Verschiebungsstrom und einem Leitungsstrom, 
derart, daB ein Leiter nicht betrachtet werden kann als ein Dielektrikum von 
unendlich groBer Dielektrizitatskonstante." 

1) M. ABRAHAM, Ann. d. Phys. Ed. 44, S.537. 1914. 
2) Gemeint ist naturlich die Symmetrie des zum Ausdruck (VI) gehorigen rein 

kovarianten oder rein kontravarianten Tensors; es muB gemaB (VI) gelten: Sik = Ski' 
Sik = Ski; hingegen ist Sf = -S!. .. 

3) A. EINSTEIN U. J. LAUB, Ann. d. Phys. Ed. 26, S. 541. 1908. 
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fJ) Der Ansatz von ABRAHAM. Die Schwierigkeit hinsichtlich der Un
syrnmetrie des Energie-Impulstensors wird iiberwunden durch emen von 
ABRAHAM1) angegebenen symmetrischen Ausdruck: 

(VI b) 

vk bedeutet hier die Vierergeschwindigkeit der Materie gegen das gewahlte 
Bezugssystem K und der Tensor ersten Ranges Q i ist definiert durch: 

Fi = FikVk, Hi = HikVk, Qi = VkFZ{HikVI + HklVi + HliVk}. (134) 

Fiir das Ruhsystem KO gilt: 

Fiihrt man den Ansatz (Vlb) in die Gleichung (VII) ein, so erhalt man im Ruh
system KO fUr die ponderomotorische Kraft: 

o ( 1 0.! Eft - 1 (6)0 
(/1' 12, 13) = eQ; + c[,\SI~J + -c2- Tt . (133 b ) 

Hinsichtlich der ponderomotorischen Kraft unterscheiden sich also die Ausdriicke 
• lilt - 1 86 

von MINKOWSKI und ABRAHAM nur durch das Zusatzghed -'--;;2- at' das zu 

klein ist, urn eine experimentelle Entscheidung zwischen beiden Ansatzen 
zuzulassen. 

y) Der Ansatz von EINSTEIN und LAUB. EINSTEIN und LAUB haben in 
konsequenter Verfolgung des von LORENTZ beschrittenen Weges versucht, die 
Ausdriicke fUr die ponderomotorische Kraft durch Mittelwertbildung herzuleiten, 
wobei sie sich auf ruhende unmagnetisierbare Korper beschrankten2). Wenn 
man die von ihnen erhaltenen Resultate in die Tensorschreibweise iibertragt 
und in die Form der ersten drei Gleichungen des Quadrupels (VII) kleidet, so gilt: 

4nS1 - - Q;x~y - 5),)By , (135) 
4n. s~ = Q;x~x + 5)x~x - t (Q;2 + 5)2) , 1 
(st, S~, st) = -4c [Q;5)] a; 

(mit analogen Ausdriicken fUr die iibrigen Komponenten). 

Gegen diesen Ansatz bleibt der oben erhobene Einwand wegen der Unsymmetrie 
bestehen und auBerdem tritt noch folgender Umstand hinzu: Wenn man den 
Ansatz (135) durch den Ausdruck fUr die Energiedichte 

1 
W = Sa; (Q;~ + 5B5)), (56a) 

zu einem vierdimensionalen Tensor erganzt, so bleibt die Beziehung S} = 0 
nicht mehr bestehen. Diese Beziehung gilt aber fUr den Impuls-Energietensor 
des Vakuums und diirfte bei der Mittelwertbildung ebensowenig wie die Syrnmetrie 
ver lorengehen. 

Setzt man sich iiber die hier genannten Bedenken hinweg, so kann man die 
Ansatze von EINSTEIN und LAUB im Sinne der Relativitatstheorie auf bewegte 

1) M. ABRAHAM, Rend. Pal. Ed. 28, S. 1. 1909; Ed. 30, S. 33. 1910; Theorie der Elektri
zitl1t. Ed. II, 3. Aufl., §§ 38 u. 39. Leipzig 1914. 

2) A. EINSTEIN U. J. LAUB, Ann. d. Phys. Ed. 26, S.541. 1908. 
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Korper verallgemeinern, indem man einen Ausdruck Sf bildet, der im Ruh
system KO mit (135) bzw. (56a) zusammenfallt. Der folgende Ausdruck erfiillt 
diese Bedingungen: 

Sf = FaPI + <5r R + ViVk0~FlmHlm + R), (VIc) 

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist 

2R = FimVmFrivl + HimVmHr'vl- 2FtmvmHrivl. (136) 

Der obenerwwnte Mangel der Unsymmetrie und des Niehtverschwindens des 
Skalars S~ bleibt auch natiirlich in dieser Form noch bestehen. Es ist also bisher 
nieht gelungen, einen in jeder Hinsieht befriedigenden phanomenologischen 
Ansatz fiir den Energie-Impulstensor des elektromagnetischen Feldes in 
ponderablen Korpern zu finden. 

61. Die Energiebilanz. JouLEsche Warme. Wir betrachten im folgenden 
die Zeitkomponente des vierdimensionalen Kraftansatzes 

{)S~ Ii + -{) = o. (VII) 
Xk 

Unter Zugrundelegung des MINKOWsKIschen Ansatzes (VIa) fiir 5; erhalt man 
fiir das Ruhsystem KO 

14 - ~ div6 - %t 8~C (~~ + mSJ) = 0, (136) 

wobei zwischen ~ und ~, 58 und SJ die gewohnlichen Verkniipfungsgleiehungen 
(113), (113a) fUr ruhende Korper gelten. Bei zeitlich konstanten e und fl, kann 
man fUr den letzten Term auch schreiben 

1 . . 
-4 (~~ + mSJ) . nc 

Wenn man hier ~ und 58 durch die aus den MAXWELLschen Gleichungen (112), 
(112a) folgenden Ausdriicke ersetzt, geht (136) iiber in 

14 - ~div6 - -41 (~rotSJ + SJrot~) + ~ (~m = O. c n c 

Da fUr das Ruhsystem Ko 

gilt, heben sieh nach einem bekannten Satz der Vektoranalysis die mittleren 
Glieder dieser Gleichung weg und es bleibt 

{l4)0 = - ~ (~~) = - ~ , (137) 

wobei Q die JOULEsche Warme bedeutet. Setzt man den Ausdruck fiir {l4)0 
aus (137) in (136) ein, so gilt fiir das Ruhsystem KO die Energiebilanz 

Q + div6 +~7 = O. (138) 

In einem gegen KO bewegten System tritt analog wie bei Gleichung (60) noch die 
Leistungsdiehte (fo) der elektromagnetischen Kraft hinzu. Es gilt daher in K: 

1 14 = - "-{Q + (lo)}. e (137') 
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Der Vektor der Kraftdichte fist durch die drei raumlichen Komponenten 
11,/2,13 der Viererkraft Ii gegeben. Man erkennt aus (137'), daB fiir ponderable 
leitende Korper die in Ziff. 37 fiir das Vakuum hergeleitete Beziehung 

(fiVi) = 0 

nicht mehr gilt, sondern zu ersetzen ist durch 
i _ -Q 

(fiV ) - ,/-' 
y1-fJ2 

(139) 

Wegen des skalaren Charakters der linken Seite von (139) muB der Ausdruck 
QIV1 - fJ2 eine Invariante sein. Daher gilt die folgende Transformationsformel 
fiir die JOuLEsche Warme (und fiir Warmemengen iiberhaupt): 

Q = Qo Vi - fJ2, (140) 

wobei Qo die im Ruhsystem gemessene Warmemenge bezeichnet. 
62. Die Bewegungsgleichungen. Urn die Bewegungsgleichungen (81), 

Ziff. 42 fiir kontinuierlich verteilte Materie auf leitende Korper zu iibertragen, 
muB man den Umstand beachten, daB nach dem Satz von der Tragheit der 
Energie die Ruhmassendichte /-to nicht mehr konstant ist, wenn durch Ent
wicklung von J OULEscher Warme der Energieinhalt des Korpers geandert wird. -
DaB die Gleichungen (81) nicht ungeandert auf leitende Korper iibertragen 
werden kann, geht ferner auch aus dem Umstand hervor, daB infolge der Beziehung 

(~~IUi)=O (43) 

das skalare Produkt beider Seiten von (81) mit ui verschwinden muB, was ge
maB (139) fUr leitende Korper nicht der Fall ist. Wegen der Veranderlichkeit 
der Ruhmasse sind daher die Bewegungsgleichungen fUr leitende Korper folgender-
maBen anzusetzen1): d 

a; (/-tOUi) = Ii· (81') 

Durch skalare Multiplikation von (81') mit ui erMlt man bei "Obergang 
zu CGS-Einheiten und unter Beriicksichtigung der Beziehungen 

(~~i ui ) = 0, (f-ti U') = -c2 

folgenden Ausdruck fiir die Anderung der Ruhmassendichte 

dfto Q 
a:r c2y 1 - (J 2 

dfto Q 
(jf=C2' 

oder 

wie es vom Satz der Tragheit der Energie gefordert wird. 

c) Anwendungen. 
63. Allgemeine Vorbemerkungen. Die Feldgleichungen der phanomeno

logischen Elektrodynamik MINKOWSKIS gehen bei Streichung von Gliedern 
zweiter Ordnung in vic und fiir ~£ = 1 in die in Ziff. 55 angegebenen LORENTzschen 
Gleichungen iiber. Da nun die in den Ziff. 7 bis 10 dieses Kapitels angefiihrten 

1) M. ABRAHAM, Rend. Pal. Bd. 28, S. 1. 1909; Phys. ZS. Bd. 10, S. 737. 1909; Bd. 11, 
S.627. 1910. 
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Versuche uber elektrodynamische Vorgange in bewegten Korpern sich auf 
Effekte erster Ordnung beschranken, unterscheiden sich die Resultate der 
MINKOWSKIschen Theorie fUr den Fall unmagnetisierbarer Korper innerhalb 
der MeBgenauigkeit nicht von jenen der Elektronentheorie und stehen daher in 
Einklang mit den experimentellen Ergebnissen. Sie sollen daher im folgenden 
nicht mehr gesondert erortert werden. Der Rauptwert der MINKOWsKIschen 
Ansatze liegt in der Ausdehnung der Theorie auf magnetisierbare Korper; es 
ist aber bisher nur ein Experiment angestellt worden, das zwischen den relativisti
schen Gleichungen MINKOWSKIS und den entsprechenden Gleichungen der 
LORENTzschen Theorie zu entscheiden vermag (vgl. hierzu Ziff. 64). 

Bei der Behandlung optischer Vorgange in bewegten Medien braucht man 
im allgemeinen nicht auf die in Ziff. 57 angegebenen Grundgleichungen zuruck
zugehen. Man betrachtet vielmehr den Vorgang zunachst yom Ruhsystem KO 
des Korpers unter Zugrundelegung der gewohnlichen MAXWELLschen Gleichungen 
und kann dann durch AusfUhrung der Lorentztransformation auf ein dagegen 
gleichformig geradlinig bewegtes Bezugssystem K ubergehen. Beispiele dafUr 
werden in Ziff.65 gegeben werden. 

64. Der Versuch von H. A. und M. WILSON. Urn die Theorie des in Ziff. 9 
besprochenen Versuches von WILSON auf Grund der MINKOwsKlSchen Elektro
dynamik zu behandeln, kann man ihn schematisch durch einen idealen Versuch 
mit gleichformig geradlinig bewegtem Dielektrikum ersetzen. 1m Bezugs
system K des Beobachters sei ein konstantes homogenes Magnetfeld parallel 
zur Y-Richtung vorhanden; ein Dielektrikum bewege sich mit der konstanten 
Geschwindigkeit v = (Jc in der X-Richtung. Der Korper habe die Gestalt einer 
flachen Scheibe, deren Rohe parallel zur Z-Achse liegen moge und klein sei 
gegenuber den ubrigen Dimensionen der Scheibe. Die BasisfHichen seien mit 
metallischen Belegungen versehen, die durch Schleifkontakte mit einem MeB
instrument verbunden sind. Dem beim realen Versuch mit rotierendem Dielektri
kum eintretenden stationaren Zustand entspricht in unserem FaIle ein Feld mit 
konstantem und von Null verschiedenem ~., ':tlz, 8;:)y, l5y , wahrend die ubrigen 
Feldkomponenten verschwinden. Da das Magnetfeld als von auBen her fix gegeben 
("eingepragt") zu betrachten ist, steht dieser Ansatz mit den Feldgleichungen 
in Einklang. Es sind dann noch die Verknupfungsrelationen zu berucksichtigen, 
die fUr den vorliegenden Fall am besten in der Vektorform (113") bzw. (113a") 
verwendet werden. Unter Benutzung von (126) gehen diese Gleichungen fUr 
unseren Fall uber in 

':tlz + (J8;:)y = E(~z + (Jl5y) , 

l5y + (J ~z = !£ (8;:)y + f3 ':tlz) • 

Elimination von l5y aus diesen Gleichungen liefert 

':tlz + (J8;:)y - E~z + Ef32~z = E!£(J8;:)y + E!£(J2':tlz 

oder bei VernachHissigung von Gliedern zweiter Ordnung 

':tlz = E ~z + (E f~ - 1) (J 8;:)y . (141) 

Wenn die Belegungen zu beiden Seiten der dielektrischen Scheibe kurzgeschlossen 
sind, gilt ~z = 0, daher 

Wegen 4nco = ':tln1 - ~n2 tritt daher eine Flachenladung co von folgendem 
Betrag auf: 

(142) 
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Diese Formel geht fUr J1 = 1 in den in Ziff.9 aus der Elektronentheorie her
geleiteten Ausdruck iiber. Fiir magnetisierbare Karper ware dagegen nach 
der LORENTZschen Theorie der folgende Wert fUr die auftretende Flachenladung 

zu erwarten1): 4nw = (I' -l)J1fJf;)y. (142a) 

H. A. und M. WILSON 2) haben durch Einbetten von Stahlkugeln in Siegellack 
kiinstlich einen magnetisierbaren Isolator hergestellt und daran den Effekt 
gemessen. Das Ergebnis ist mit dem aus der MINKOWsKIschen Elektrodynamik 
hergeleiteten Ausdruck (142) in besserer Ubereinstimmung als mit der Formel 
(142a) der Absoluttheorie. 

65. Lichtfortpflanzung in bewegten Medien. Die elementaren Gesetze 
der Lichtausbreitung in bewegten Medien kann man mit Hilfe def Lorentz
transformation gewinnen, ohne auf die Grundgleichungen (I'), (I a) zuriick
zugehen. Der Rechenvorgang ist dem in den Ziff. 26 und 48 verwendeten ganz 
analog. Ein durchsichtiger Karper sei von einer ebenen Lichtwelle durchstrahlt. 
1m Ruhsystem KO des Karpers werde ein rechtwinkliges Achsenkreuz so gelegt, 
daB die ZO-Achse senkrecht auf der Wellennormale stehe. Dann heiBt der Ansatz 
fUr das Wellenfeld des Strahles 

e:ro = e:rgcose, 

:to = ~gcose, 
f;)0 = f;)g cos e , } 
)So = )Sg cos e , (143) 

(144) 

Der obere Index 0 bedeutet wieder die Bezugnahme auf das RUhsystem KO; 
der untere Index 0 deutet die konstante Amplitude an. Der Ansatz fUr e unter
scheidet sich von dem entsprechenden des Vakuums [Gleichung (93), Ziff.48J 
dadurch, daB die Lichtfortpflanzung im Karper nicht mit der Geschwindigkeit c, 
sondern mit der Geschwindigkeit V = cln vor sich geht. In Gleichung (93) 
war ferner der Winkel zwischen X-Achse und Wellennormale mit dem Winkel w 
zwischen X-Achse und Strahlrichtung identifiziert worden, was jetzt nicht mehr 
allgemein zulassig ist, wie sich spater herausstellen wird. 

In der vierdimensionalen Schreibweise ware fUr die Gleichungen (143) zu 

setzen: Fik = (Fik)OCOSe, Hik = (Hik)OCOSe. (143 a) 

Der Phasenwinkel e ist, wie schon wiederholt hervorgehoben wurde, eine 
Invariante. Wir setzen fUr ein relativ zu KO mit der Geschwindigkeit v bewegtes 
Bezugssystem K {n } e = 2:nv t - C (xcos& + y sin'&) , (144') 

denken uns in (144') die Koordinaten x, y, t mittels der speziellen Lorentztrans
formation (16) durch xO, yO, to ersetzt und den resultierenden Ausdruck gleich (144) 
gesetzt. Die so entstehende Gleichung muB eine Identitat in den Koordinaten 
sein und ergibt durch Koeffizientenvergleichung: 

tg {} = nO sin {}O jlC2-=-1!il 
v + cnOcos{}O ' 

c + vnOcos{}O 
v=yO_~---

jlC2 + v2 ' 

(145) 

(146) 

V=~=c c+vnocos{}O .• (147) 
n j/(v + cnO cos {}0)2 + n02 (c2 _ v2) sin2{}0 

1) Vgl. A. EINSTEIN U. J. LAUE, Ann. d. Phys. Bd. 26, S. 532. 1908 [§ 2, Gleichung (3)J. 
2) H. A. u. M. WILSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.89, S.99. 1913. 

22* 
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Die Gleichungen (145) und (146) liefern den Ausdruck fUr Aberration und Doppler
effekt in lichtbrechenden Medien; fUr das Vakuum (n = nO = 1) gehen sie in 
die Gleichungen (31) bzw. (32) von Ziff. 25 und 26 iiber, wahrend die Gleichung 
(147) eine Identitat wird. Diese letztere Gleichung gibt die Phasengeschwindig
keit in bezug auf K an; bei Vernachlassigung der Quadrate und hoheren Potenzen 
von vic reduziert sie sich auf: 

V = :0 + VCOS-o.(1 - n!2)' (147a) 

Die parallel zum Lichtstrahl liegende Komponente der Geschwindigkeit des 
Korpers tritt mit dem FRESNELschen Mitfiihrungskoeffizienten multipliziert 
zur Phasengeschwindigkeit clno des Lichtstrahls im Ruhsystem hinzu. Die 
Naherungsformel (147a) deckt sich mit der aus dem Additionstheorem der Ge
schwindigkeiten ebenfalls durch Naherung hergeleiteten Formel (1a), Ziff.25. 

Hingegen stimmt die aus dem Additionstheorem hergeleitete exakte 
Formel (28b) aus Ziff. 25 fUr die auf das System K bezogene Fortpflanzungs
geschwindigkeit des Lichtstrahlesnicht mit derentsprechenden exakten Formel (147) 
iiberein. Diese Diskrepanz klart sich nach LAUEl) dahin auf, daB sich Gleichung 
(147) auf die Phasengeschwindigkeit des Lichtstrahles bezieht, wahrend 
die aus dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten hergeleitete Formel (28b) 
auf die Strahlgeschwindigkeit angewendet werden muB. Urn dies einzusehen, 
denke man sich einen "Lichtzylinder", d. h. einen nach allen Richtungen endlichen 
Ausschnitt aus einem Biindel paralleler Lichtstrahlen, der durch den Korper 
lauft. Das sukzessive Aufleuchten der verschiedenen yom Lichtblitz getroffenen 
Teile des Korpers stellt eine Kette von Punktereignissen dar, die sich zu einer 
Weltlinie zusammenschlieBen. Die Neigung der Weltlinie gegen die Zeitachse 
gibt dann die Geschwindigkeit des Strahles an. Das Additionstheorem der 
Geschwindigkeiten liefert nun die Umrechnung der Neigungen einer Weltlinie 
gegen die Zeitachsen verschiedener Bezugssysteme, also auch die Umrechnung 
der Strahlgeschwindigkeit. Richtung und Geschwindigkeit des Strahles sind 
also nach dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten zu berechnen. Be
zeichnet man die letztere mit VB und den Winkel zwischen Strahlrichtung und 
X-Achse mit OJ, so erhalt man durch eine analoge Rechnung wie jene, die auf 
die Formel (28b) und (31) von Zif£. 25 fUhrt: 

yc2 + n Ov2 + 2vcnO COSWO + v2 sin2 w O 
V = c "'-------~,----;c-----

S c nO + v cos mO ' 

sinwO yc2 - v2 

tgw = c cosmO + nOv- . 

(148) 

(149) 

So wie in einem doppeltbrechenden Medium haben also in einem relativ 
zum Beobachter bewegten ponderablen Korper Strahl und Wellennormale im 
allgemeinen verschiedene Richtung und Geschwindigkeit. Dieses Resultat ergibt 
sich auch direkt, wenn man unter Benutzung des Energie-Impulstensors die 
Richtung und Geschwindigkeit des Strahlvektors 6 transformiert2). 

66. Der Versuch von ZEEMAN und SNETHLAGE. Als Anwendungsbeispiel fUr 
die im vorstehenden entwickelten Formeln sei hier die Theorie des im letzten 
Absatz von Zif£. 6 geschilderten Versuches von Zeeman und Snethlage gegeben. 
Da sich bei diesem Versuch die Grenzflache Luft-Glas relativ zum Beobachter 
und zu den iibrigen Apparatteilen verschiebt, setzt sich der Einflu13 der Bewegung 

1) 1'i1. v. LAUE, Die Relativitatstheorie Bd. I, 4. Auf I. , § 23 f. 
2) Vgl. hierzu A. SCHEVE, Ann. d. Phys. Bd. 30, S. 805. 1909; W. PAULI, Enzyklop. d. 

math. Wiss. Bd. V, S.672. 1920; M. V. LAUE, ZS. f. Phys. Bd.l0, S.89. 1922. 
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des Glaskorpers aus zwei Effekten zusammen. Erstens wird namlich infolge der 
B.ewegung dieses Korpers die Geschwindigkeit des in ihm laufenden Strahles 
geandert, und zweitens andert sich die Lange des zwischen den fixen Apparat
teilen in Luft zUrUckgelegten Strahlenweges. Es sei 1 die Lange des Glaskorpers, 
n sein Brechungsquotient. Dann ist die Relativgeschwindigkeit des gleichsinnig 
laufenden Strahles gegen den Glaskorper gemaB Gleichung (1 a) und mit Ruck
sicht auf die Bemerkung aus Zif£. 24 iiber Zusammensetzung von Geschwindig
keiten, die im gleichen Bezugssystem gemessen sind, gegeben durch: 

V - v = ~ + v (1 - _1 ) - v = ~ (1 - ~) . nO n02 nO , enO 

Die zum Durchlaufen des Glaskorpers benotigte Zeit betragt daher bei Ver
nachlassigung von Gliedern hoherer Ordnung in vic: 

1 Ino ( v ) tl=-V =- 1+-0 , -v e en 

Wahrend dieser Zeit verschiebt sich der Stab um das Stiick vtl in der Richtung 
des Lichtstrahles, und um dieses Stuck wird daher der in Luft zuriickgelegte 
Lichtweg des Strahles verkiirzt. Es seien A und B zwei in der Entfernung L 
befindliche fixe Raumpunkte im Strahlengang zu beiden Seiten des Glasstabes. 
Dann ist die Zeit, die der Lichtstrahl braucht, um von A nach B zu gelangen: 

t = L - 1 - V tl + ~ = L - 1 + .i {no + ~ (1 _ nO)}. 
e e e e 

Die Zeit, die der entgegengesetzt laufende Strahl braucht, erhalt man durch 
Umkehrung des Vorzeichens von v, also betragt die Zeitdifferenz zwischen den 
beiden Strahlen 21v 

At = -2 (1 - nO). (150) e 

Dem entspricht eine relative Streifenverschiebung 
21v A = Tc (1 -- '120) • (151) 

nO ist der Brechungsquotient fur die Wellenlange des Lichts im Glasstab. Diese 
wird durch den Dopplereffekt gegenuber der ruhend gemessenen Wellenlange 
derselben Lichtquelle verandert, daher ware noch in (151) ebenso wie in Ziff. 26 
das Korrekturglied anzubringen, das auf den Lorentzschen Dispersionsterm fiihrt: 

'0_ 'fJ1 dn 
n - n + n AdA.' 

Setzt man dies in (151) ein, so erhalt man 

A = ~l /1(1 - n - n/12 :7). 
Zum Unterschied vom FIZEAuschen Versuch ist hier der Dispersionsterm klein 
von zweiter Ordnung und liegt unterhalb der MeBfehler. Das Versuchsergebnis 
von ZEEMAN und SNETHLAGE steht mit der Formel (151) in Einklang l ). 

V. Vorgange in ungleichformig bewegten 
Systemen. 

67. Der Giiltigkeitsbereich des speziellen Relativitatsprinzips und des 
kinematischen Hauptgesetzes der speziellen Relativitatstheorie. Das in Ziff. 17 
formulierte spezielle Relativitatsprinzip bezieht sich auf Systeme, die gegen-

1) P. ZEEMAN, Proc. Amsterdam Bd.22, S.462 u. 512. 1920. 
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einander eine gleichformig geradlinige Bewegung ausfUhren. Die im kinematischen 
Hauptgesetz der speziellen Relativitatstheorie (Ziff. 23) enthaltenen Folgerungen 
bezuglich der Beeinflu13barkeit der Ma13stabe und Uhren mussen aber ganz 
allgemein eintreten, und zwar bei ungleichformigen Bewegungen in jedem Welt
element in anderer Weise. Die dadurch hervorgerufene Veranderung der Welt
metrik ist Gegenstand der allgemeinen Relativitatstheorie und wird in Bd. IV, 
Kapitel4 ds. Handb. behandelt. Die ungerechtfertigte Anwendung des speziellen 
Relativitatsprinzips auf Vorgange in ungleichformig bewegten Systemen hat 
schon wiederholt zu Mi13verstandnissen gefuhrt und dazu Anla13 gegeben, da13 
der Relativitatstheorie inn ere logische Widerspruche vorgeworfen wurden. 
Es sollen daher in den folgenden Ziffern die wichtigsten Erscheinungen be
sprochen werden, die au13erhalb des Gultigkeitsbereiches der speziellen Relativitats
theorie liegen, deren Ablauf aber durch die kinematischen Konsequenzen der 
Relativitatstheorie beeinflu13t wird. 

68. Das Uhrenparadoxon1). Es seien U und U' zwei gleichbeschaffene 
Uhren, von denen die zweite sich mit der Geschwindigkeit v in der Richtung 
der positiven X-Achse bewegen moge. 1m Momente der raumlichen Koinzidenz 
sollen beide Uhren gleiche Zeigerstellungen haben. Die Uhr U' solI nun eine 

X~ gewisse (Eigen-) Zeit hindurch, die wir willkurlich 
als Zeiteinheit wahlen wollen, geradeaus laufen, dann 
eine plotzliche Verzogerung erleiden, so da13 sie um
kehrt und mit der Geschwindigkeit - v wieder zur 
ersten Uhr zuruckkehrt. In der zweidimensionalen 
Abb. 11 stellt das rechtwinklige Achsenkreuz das in 

____ ---:*ifJ--___ ..:...X,"-1 bezug auf U ruhende System dar. Die Weltlinie 

Abb.11. Weltliniendiagramm zum 
Uhrenparadoxon. 

von U ist daher die Zeitachse OR, wahrend die 
Weltlinie von U' durch den geknickten Geradenzug 
OU'R gegeben ist. Die Eigenzeit der Weltlinien OU' 
und U'R betragt, wie aus Abb. 11 und den Er
orterungen von Ziff. 28 hervorgeht, je eine Einheit. 
Bei Vernachlassigung der fUr den Beschleunigungs

vorgang erforderlichen Zeit wird also das mit U' gemessene Zeitintervall zwischen 
den Weltpunkten 0 und R gegeben sein durch t' = 2. Das mit U gemessene 
Zeitintervall ist dagegen gro13er, denn es ist 

OA > OQ = 1. 

Anwendung der Lorentztransformation liefert fUr kleine Geschwindigkeiten 
naherungsweise 

t - t' = t(J2t. 

Nach dem kinematischen Hauptgesetz der speziellen Relativitatstheorie erstreckt 
sich diese Beeinflussung der Ganggeschwindigkeit naturlich nicht nur auf 
mechanische Uhren, sondern auf aIle Naturvorgange, die in einem bestimmten 
Rhythmus vor sich gehen, wie Elektronenumlaufe im Atom u. dgl. Es wurde 
also auch ein auf Reisen geschicktes Lebewesen nach seiner Ruckkehr urn den 
(naturlich praktisch unme13bar kleinen) Betrag t (J2t junger geblieben sein als 
ein gleichbeschaffenes ruhendes Lebewesen. 

1) Vgl. hierzu insbesondere P. LANGEVIN, Scientia Ed. 10, S.31. 1911; M. V. LAUE, 
Phys. ZS. Ed. 13, S. 118. 1912; A. EINSTEIN, Naturwissensch. Ed. 6, S. 697. 1918; E. GEHRCKE, 
ebenda Bd. 7, S. 147. 1919; H. THIRRING, ebenda Ed. 9, S.209. 1921; M. BORN, Die Rela.
tivitatstheorie EINSTEINS, 2. Auf!., Kap. VI, § 5. Eerlin 1921; VI!. PAULI, Enzyklop. d. math. 
Wiss. Bd. V, S. 19, Nr. 53b. 
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Diese Folgerung wurde als ein Widerspruch gegen das spezielle Relativitats

prinzip betrachtet, da ja im Falle einer gleichformig geradlinigen Bewegung 
jede der beiden Uhren mit gleichem Rechte als ruhend und die andere als bewegt 
betrachtet werden kann, so daB keine vor der anderen ausgezeichnet sein darf. 
Diesen Einwanden gegeniiber braucht man aber nur die in Ziff. 22 gegebene 
Diskussion der Lorentztrans£ormation naher zu verfolgen. Die Transformations
gleichungen (16) und die aus ihnen hergeleiteten Formeln (23) und (23') lehren, 
daB tatsachlich keine Uhr vor der anderen ausgezeichnet ist, solange man es 
mit einer gleichformig geradlinigen Bewegung zu tun hat. Denn die Uhr U' 
geht fUt t' > 0 gegeniiber jeder mit ihr gerade raumlich koinzidierenden und 
mit der Uhr U synchronen Uhr des Systemes K nach, und ebenso geht U fUr 
t > 0 gegeniiber jeder mit ihr gerade koinzidierenden und mit U' synchronen 
Uhr des Systems K' nacho Jede der beiden Uhren U, U' geht also gegeniiber 
der anderen nach oder vor, je nachdem, auf welchem Wege die Vergleichung 
ihrer Zeigerstellungen vorgenommen wurde. Dies gilt fiir den Fall, daB die 
Relativbewegung zwischen U und U' eine gleichformig geradlinige ist. Wenn 
nun aber die Uhr U' zur Umkehr gebracht wird und zum Orte von U zuriick
kehrt, dann zeigt eine direkte Vergleichung der Zeigerstellungen, daB U' tat
sachlich nachgeht und daher vor U ausgezeichnet ist. In diesem Falle hat sie 
aber keine durchweg geradlinig gleich£ormige Bewegung ausgefUhrt, sondern 
hat den durch den Knick in der Weltlinie OU'R (Abb.11) angedeuteten Be
schleunigungsvorgang erlebt. N ach dem kinematischen Hauptgesetz der speziellen 
Relativitatstheorie erleidet dadurch ihr Gang jene Veranderung, die der "Rot
verschiebung" in einem dem betreffenden Beschleunigungs£elde aquivalenten 
Gravitationsfelde entspricht. DaB ein mit U' bewegtes System K' dem Ruh
system K nicht durchweg gleichwertig ist, geht schon daraus hervor, daB ein 
mit U' bzw. K' bewegter Beobachter wahrend des Umkehrvorganges Tragheits
reaktionen verspiiren muB, von denen ein relativ zu K ruhender Beobachter 
nichts bemerkt. Das spezielle Relativitatsprinzip ist also hier nicht anzuwenden 1). 

69. Die Aberration der Fixsterne. In der in Ziff. 25 aus dem Additions
theorem der Geschwindigkeiten abgeleiteten Aberrationsformel (2) steUt IX den 
Winkel zwischen den in K und K' gemessenen Richtungen ein und desselben 
Strahles dar. Es handelt sich dort urn gleichformig geradlinige Bewegungen; 
die Fane ruhender Beobachter-bewegte Lichtquelle und ruhende Lichtquelie
bewegter Beobachter sind nicht voneinander zu unterscheiden. 

Die von einer geradlinigen gleichformigen Bewegung unseres Sonnensystems 
erzeugte Aberration der Fixsterne entgeht nun der Beobachtung, da sie eine 
zeitlich konstante 'Verschiebung der scheinbaren Sternorter erzeugt. Die in den 
Beobachtungen auftretende j ahrliche A berra tion ist dagegen ein periodischer 
Effekt, fUr dessen Zustandekommen der Richtungswechsel der Erdbewegung 
maBgebend ist. Er faUt daher streng genommen gar nicht in den Rahmen der 
speziellen Relativitatstheorie und es ware unrichtig, zu behaupten, daB das 
Vorhandensein und die GroBe der jahrlichen Aberration nur von der Relativ
bewegung zwischen Lichtquelle und Beobachter abhangig sei. Dies laBt sich 
an folgendem Beispiel leicht einsehen: Man denke sich ein Doppelsternsystem, 
dessen leuchtende Komponente eine zur Erdbahn parallele und kongruente 
Bahn mit gleicher Umlaufsperiode wie die Erde beschreibe. Dann ist zwischen 
diesem Stern und einem irdischen Beobachter iiberhaupt keine Relativbewegung 
vorhanden, trotzdem wiirde aber die jahrliche Aberration denselben Wert haben 
wie fUr irgendeinen anderen Stern gleicher Breite. Fiir einen auf der Sonne 

1) Vgl. hierzu die an die oben zitierte Notiz von THmRING ankniipfende Diskussion mit 
E. GEHRCKE in den Naturwissenschaften. 
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befindlichen Beobachter ware hingegen die Relativbewegung zwischen Beob
achter und der beschriebenen Doppelsternkomponente dieselbe wie zwischen 
einem irdischen Beobachter und einem ruhenden Stern. Trotzdem wiirde der 
solare Beobachter in diesem Fall keine jahrliche Aberration wahrnehmen. Auch 
dieser Umstand darf nicht als ein Widerspruch gegen das Relativitatsprinzip 
ausgelegt werden. Denn dieses Prinzip besagt ja durchaus nicht, daB die physi
kalischen Vorgange in zwei gegeneinander ungleichformig bewegten Systemen 
in der gleichen Weise verlaufen. Schon die Tragheitserscheinungen zeigen ja, daB 
die Vorgange in einem rotierenden System beispielsweise anders verlaufen als in 
einem Inertialsystem. Ebenso wie also die Fliehkrafte in dem beriihmten NEWTON
schen Eimerexperimentl) nicht durch die Relativbewegung des Wassers gegen die 
Eimerwand, sondern durch seine Relativdrehung gegen den Fixsternhimmel ge
weckt wird, so ist fUr die jahrliche Aberration nicht die Relativbewegung des Beob
achters gegen die Lichtquelle, sondern seine Relativbewegung gegen die Gesamt
heit der Fixsterne, die oft als "Absolutbewegung" bezeichnet wird, maBgebend2). 

70. Der Versuch von SAGNAC. SAGNAC3) hat im Jahre 1913 bei einem 
optischen Versuch einen positiven Effekt erster Ordnung in vic feststellen konnen 

und hat darin einen Beweis ftir die wirk
liche Existenz des Lichtathers erblickt. Beim 
SAGNACSchen Versuch werden ebenso wie 
beim FIZEAuschen Versuch (Ziff. 6) zwei 
koharente Lichtbtindel in entgegengesetzter 
Richtung tiber ein und denselben geschlosse
nen Weg herumgeleitet und zur Interferenz 
gebracht (Abb.12). Die zum Umleiten des 
Strahlenganges verwendeten Spiegel sowie 
die Lichtquelle und die photographische 
Aufnahmeplatte sind auf einer drehbaren 
Scheibe montiert. Wenn der Apparat in 
Rotation versetzt wird, so lauft ein Strahl 
gegen und der andere mit dem Umlaufsinn 

Abb.12. Versuch von SAGNAC. Q Lichtquelle. der Scheibe, wodurch eine Verschiebung der 
L Sa=ellinse. 5, halbversilberte Glasplatte. 
5,.5 .. 5, Spiegel. P photographische Platte. Interferenzstreifen gegentiber. der Ruhe-

stellung erfolgt. Die gegenseitige Verschie
bung der Interferenzstreifen bei Rechtsdrehung und Linksdrehung des Apparates 
hat natiirlich den doppelten Betrag. 

Urn den Vorgang der Lichtausbreitung auf der rotierenden Scheibe yom 
Standpunkt der Relativitatstheorie aus kennenzulernen, betrachtet man zunachst 
ein Inertialsystem K, das die Bewegung der Scheibe nicht mitmacht 4). Der 
Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems in K soIl mit dem Scheiben
mittelpunkt zusammenfallen; die Z-Achse liege parallel zur Drehungsachse. 
Die Gleichung der Lichtausbreitung ist in K gegeben durch 

ds 2 = dx 2 + dy2 + dz 2 - c2 dt 2 = O. 

1) VgI. hierzu E. MACH. Die Mechanik in ihrer Entwicklung historisch-kritisch dargestellt. 
4. Auf I.. Kap. 2, § 6. Leipzig 1901. 

2) Ausfiihrliche Diskussion dieser Frage bei P. LENARD, Ann. d. Phys. Bd. 73. S. 89. 
1924; ZS. f. techno Phys. Bd. 6. S. 81. 1925; R. TOMASCHEK. Ann. d. Phys. Bd. 74. S. 136. 
1924; ZS. f. Phys. Bd.32. S. 397. 1925; H. THIRRING, ebenda Bd. 30. S.63. 1924; Bd.33. 
S. 153. 1925; Naturwissensch. Bd. 13. S.445. 1925; ZS. f. techno Phys. Bd.6, S. 561. 1925 
und insbesondere R. EMDEN. Naturwissensch. Bd. 14, S.329. 1926. 

3) G. SAGNAC. C. R. Bd.157. S. 708 u. 1410.1913; Journ. de phys. et Ie Radium (5) Bd. 4. 
S. 177. 1914. 

4) C. RUNGE, Naturwissensch. Bd. 13. S.440. 1925. 
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Wir fiihren ferner ein mit der Scheibe mitrotierendes Koordinatensystem ~, 17, r;, T 

ein durch die Gleichungen: 

x + iy = eion (~ + i17), z = C t = T. 

(T ist hier nich t die Eigenzeit!) Es gilt dann: 

dx + idy = eiWT{d~ + id17 + iw(~ + i1])dr}, 

dx2 + dy2 = (dx + idyl (dx - idyl 
= d;2 + d1]2 + 2w(~d'l] - 17d;)dT + W2(~2 + 172)dr2, 

ds 2 = d;2 + d1]2 + df;2 + 2w(~d'f} - 'l]d;)dT - [c 2 - W2(~2 + 1J2)Jdr2. 

Wir betrachten nun eine Lichtlinie, ds 2 = 0, die vom Punkte ~ = r, 'f} = f; = 0 
ausgeht und tangential langs des Scheibenrandes verlauft. Dann ist 

d~=df;=o 
und es gilt: 

ds 2 = d'f}2 + 2wrd1] dT - (c 2 - w 2r 2)dT2 = O. 

Aufli:isung dieser Gleichung nach d1] /dr ergibt: 
d'7 
dr=-wr±c. ( 152) 

d17/dT ist hier die Geschwindigkeit des tangentiallaufenden Lichtstrahles relativ 
zum Scheibenrand. Das obere Vorzeichen gilt fiir den mit der Drehung der 
Scheibe gleichsinnig laufenden Strahl, das untere fUr den entgegengesetzt laufenden 
Strahl. Die geschlossene Bahn des Lichtstrahles sei nun ein regulares Polygon 
mit der Seitenlange Z und dem Radius des eingeschriebenen Kreises r. Dann ist 
die Differenz der Umlaufszeiten der beiden Teilstrahlen gegeben durch 

LI t = 2:Z (~ - ~), 
V 2 VI 

wobei fUr VI und v2 mit guter Naherung die beiden Werte aus Gleichung (152) 
eingesetzt werden ki:innen. Bei yernachlassigung der zweiten und hi:iheren Pot en
zen von wr/c gegen 1 ergibt dies: 

J t = 2:Z 2wr = 4w~ 
c2 c2 .' 

wobei F die Flache des Polygons bedeutet. Der Effekt hangt in der hier ver
wendeten Naherung nur von w und F ab und ist von der Gestalt des Strahlen
ganges unabhangig. Die in Bruchteilen einer Streifenbreite gemessene Ver
schiebung der Interferenzstreifen gegeniiber der Ruhestellung der Scheibe ist 
dann gegeben durch .dt 4wF 

LI = _. = _... (1 53) 
r Xc' 

wobei 1/T die Frequenz und A. die Wellenlange des verwendeten Lichtes bedeutet. 
Formel (153) deckt sich mit jener, die SAGNAC aus der Theorie des ruhenden 

Athers hergeleitet hatte l ). Das Ergebnis der Relativitatstheorie stimmt also 
hinsichtlich des der Beobachtung allein zuganglichen Rotationseffektes erster 
Ordnung mit jenem der Athertheorie iiberein. Der Versuch von SAGNAC kann 
also keihe Entscheidung zwischen Relativitatstheorie und Theorie des ruhendcn 
Athers liefern. 

Die von SAGNAC selbst mit geringer Rotationsgeschwindigkeit ausgehihrten 
Messungen ergaben ein Resultat, das innerhalb der Beobachtungsfehler durch 
F ormel (153) richti g wiedergegebcn wird. 

1) Eine element are Herleitung der Formel (153) fUr den Fall des quadratischcn Strahlen
ganges gibt M. v. LAUE, Die Relativitatstheorie Bd. I, 4. Aufl., § 16 c. Braunschweig 1921. 
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Ein analoger Versuch mit wesentlich erh6hter Genauigkeit wurde im Jahre 
1925 von B. POGANY im Laboratorium der Zeisswerke in Jena ausgefUhrtl). 
Die UmJ.aufsfrequenz wurde auf 1200 bis 2000 Touren pro Minute erh6ht, wobei 
F = 1178 cm 2 betrug, so daB LI von der Gr6Benordnung 1 wurde. Als Mittelwert 
aus einer gr6Beren Anzahl von Einzelmessungen, die untereinander nur urn wenige 
Prozente abwichen, ergab sich 2L1 = 0,924, 

wahrend der aus Gleichung (153) berechnete Wert 0,906 betragt. 
71. Der Versuch von HARRESS. F. HARRESS2) hatte in den Jahren 1909 bis 

1911 einen Versuch ausgefiihrt, der urspriinglich analog dem Versuch von ZEE
MAN und SNETHLAGE (Ziff. 6 u. 66) dazu dienen sollte, den Wert des FRESNELschen 
Mitfiihrungskoeffizienten in Glas zu bestimmen. Auch bei HARRESS durchlaufen 
zwei koharente Strahlen entgegengesetzte Bahnen auf einer rotierenden Scheibe; 
seine Anordnung weicht von jener des spater ausgefiihrten Versuches von SAGNAC 
im wesentlichen nur dadurch ab, daB zur Umleitung der Lichtstrahlen eine Reihe 
von totalreflektierenden Prismen verwendet wurde, derart, daB die Lichtwege 
in Glas statt in Luft verlaufen. Die Theorie des Versuches von HARRESS ist erst 
durch spatere Arbeiten von HARZER, EINSTEIN und LAUE3) geklart worden, 
wobei sich herausstellte, daB im Gegensatz zur urspriinglichen Ansicht von 
HARRESS die durch die Rotation des Apparates erzeugte Streifenverschiebung 
vom Brechungsquotienten des Mediums unabhangig ist und daher durch dieselbe 
Formel (153) wie beim SAGNACSchen Versuch dargestellt werden kann. 

Urn dies zu zeigen, betrachten wir zunachst mit LAUE den folgenden Vorgang: 
Ein gerader Glasstab von der Lange t bewege sich in seiner der X-Achse eines 
Koordinatensystems parallelen Langsrichtung mit der Geschwindigkeit v relativ 
zum Beobachter. In einem relativ zum Stabe ruhenden Bezugssystem K' seien 
die Abszissen seiner Endpunkte: 

x'=o und x'= t. 
Von beiden Enden her sollen nun, gleichzeitig in bezug auf K', Lichtstrahlen in 
den Stab eintreten; sie werden zur Durchquerung des Stabes gleiche Zeiten, 
namlich T = nt/c, brauchen, wobei n den Brechungsquotienten des Glases fiir 
die betreffende Lichtfrequenz darstellt. Der Zeitpunkt des Eintritts der beiden 
Strahlen in den Stab sei t'- _ nl 

- c' 

dann langt jeder Strahl zur Zeit t' = 0 am entgegengesetzten Endpunkt an. 
Wir betrachten nun denselben Vorgang von ejnem relativ zum Beobachter 

ruhenden Bezugssystem K aus. Bezeichnet man mit tl bzw. t2 die von K aus 
gemessenen Zeiten des Eintritts bzw. Austritts des in der positiven X-Richtung 
laufenden Strahles und mit t3 bzw. t4 die Eintritts- bzw. Austrittszeit des ent
gegengesetzt laufenden Strahles, so findet man mit Hilfe der inversen Lorentz
transformation fUr die Zeit t = ,,(t' + vc:') 

fblgende Werte: -nl vl 
tl = ~-=-vi' t2 = cyc2 _112 ' 

ta = ]Iii ~-i~ (% - n), t4 = O. 

1) B. POGANY, Ann. d. Phys. Bd. 80, S. 217. 1926. 
2) F. HARRESS, Dissertation. Jena1911; O. KNOPF, Ann. d. Phys. Bd. 62, S. 389. 1910. 
3) P. HARZER, Astron. Nachr. Bd. 198, S. 378. 1914; Bd. 199, S. 10. 1914; A. EINSTEIN, 

ebenda Bd. 199, S. 9. u. 47. 1914; M. v. LAUE, Ann. d. Phys. Bd. 62, S. 448. 1920; Die Rela
tivitatstheorie. Bd. I, 4. Auf I., § 23h. 
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Die YOm Bezugssystem des Beobachters aus gemessene Differenz der Durch
laufungszeiten ist demnach bei VernachHissigung der Glieder zweiter Ordnung: 

2lv 
At = (t2 - tl ) - (t4 - ta) = -2 • (154) c 

Der Brechungsquotient n ist .aus dieser Formel herausgefallen. 
Wir gelangen nun von dem hier beschriebenen Vorgang zur Versuchs

anordnung von HARRESS, indem wir uns eine Reihe von Glasstaben zu einem 
regularen Polygon zusammengesetzt denken, das auf einer drehbaren Scheibe 
montiert ist. Lichtquelle und Beobachtungsapparat nehmen an der Rotation 
nicht teil, sondern sind auBerhaIb der Scheibe fix aufgestellt. Das Licht tritt 
wahrend einer Umdrehung nur in zwei Azimuten des Apparates ein und wird 
durch eine haIbversilberte Glasplatte in zwei koharente Teilstrahlen zerlegt, die 
den Prismenkranz in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen. Nach ihrer 
Wiedervereinigung werden sie durch geeignete Reflexionsvorrichtungen in der 
Richtung der Drehungsachse aus dem Rotationsapparat in die Aufnahmskamera 
geleitet, wo sie Interferenzen erzeugen. Da Lichtquelle und photographische 
Platte die Bewegung nicht mitmachen, kommt fUr den Phasenunterschied 
zwischen den beiden interferierenden Strahlen die gemaB (154) berechnete Diffe
renz der Durchlaufungszeiten in Betracht; sie betragt fUr unseren Fall: 

At = 2v ~l = 2ror ~l = 4roF 
c2 c2 c2 ' 

was wieder auf die SAGNACSche Formel (153) ffir die Streifenverschiebungen fiihrt. 
Bei der Ableitung dieser Formel ist allerdings die Wirkung der Zentripetal

beschleunigung auf den Strahlengang auBer acht gelassen worden. Wenn man 
aber das Aquivalenzprinzip der allgemeinen Relativitatstheorie akzeptiert, 
erkennt man, wie W. WIEN gelegentlich bemerkt hat, daB die bei den Versuchen 
von HARRESS, SAGNAC usw. auftretenden Beschleunigungen noch keinen merk
lichen Effekt erzeugen konnen. Denn die bei diesen Versuchen vorkommenden 
ZentrifugaIkrafte sind der GroBenordnung nach etwa 10 bis 100mal so groB 
wie die Schwerkraft an der Erdoberflache. Die beobachtete Lichtablenkung 
am Sonnenrande zeigt nun, daB die Beeinflussung der Lichtstrahlen durch ein 
Kraftfeld dieser GroBe innerhalb der hier erzielbaren MeBgenauigkeit keinen 
merklichen Betrag erreicht. 

LAUEI) zeigt ferner, daB die infolge der Rotation etwa verursachten Ande
rungen des Reflexions- und Brechungsgesetzes keinen EinfluB erster Ordnung 
auf den beobachteten Verschiebungseffekt ausiiben konnen. 

Die Messungsergebnisse von HARRESS sind mit der Formel (153) inner
halb der Beobachtungsgenauigkeit in Einklang. POGANY hat versucht, 
auch das HARREsssche Experiment durch Erhohung der Tourenzahl des Apparates 
zu verfeinern, konnte aber bisher die dahei auItretenden technischen Schwierig
keiten nicht iiberwinden, weshalb er zur SAGNACSchen Anordnung iiberging und 
dabei die in der vorigen Ziffer angegebenen Resultate erhielt. 

72. Der Versuch von MICHELSON und GALE. Die Idee der in den beiden 
vorigen Ziffern besprochenen Rotationsversuche geht urspriinglich auf MICHEL
SON zuriick, der schon im Jahre 1904 ein dem SAGNACSchen Versuch analoges 
Experiment vorgeschlagen hatte, bei dem jedoch die Erde selbst aIs die rotierende 
Scheibe dienen sollte2). Wegen der Kleinheit der Winkelgeschwindigkeit OJ der 
Erdbewegung muS in diesem FaIle die yom Strahlengang begrenzte Flache F 

1) M. V. LAUE, Ann. d. Phys. Bd.62, S.448. 1920. 
2) A. A. MICHELSON, Phil. Mag. (6) Bd.8, S. 716. 1904. 
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entsprechend groB gemacht werden, urn gem~iB Gleichung (153) eine beobachtbare 
Verschiebung der 1nterferenzstreifen zu liefern. AuBerdem kommt natiirlich 
nur die Projektion der vom Lichtweg umschlossenen Flache F auf die zur 
Drehungsachse normale Ebene in Betracht. 1st daher b die geographische Breite 
des Beobachtungsortes, dann gilt fUr den MICHELsoNschen Rotationsversuch 

LI _ 4wF sinb 
- J.e . (153 a) 

Die Schwierigkeit dieses Versuches liegt darin, daB wegen der notwendigen 
GroBe von F der Lichtweg der interferierenden Strahlen so groB gemacht werden 
muB, daB die atmospharischen Storungen das Auftreten von 1nterferenzen iiber
haupt verhindern. Es ist daher erst in den J ahren 1924 und 1925 MICHELSON 
mit GALE!) zusammen gelungen, diese Schwierigkeiten durch AusfUhrung des 
Versuches in einem evakuierten Rohrsystem zu iiberwinden. Ein 12zo11iges 

Wasserrohr wurde in Form eines Rechteckes von 
D~C';.-_____ -\.E 2010 FuB Lange und 1113 FuB Breite ausgelegt und mit 

Hilfe einer 50pferdigen Luftpumpe auf ca. 13 mm Hg 
evakuiert. Der Strahlengang ist in Abb. 13 darge
stellt. Da zum Unterschied gegeniiber den Versuchen 

A "8 
von SAGNAC und HARRESS das w der Erddrehung nicht 
variiert werden kann, wird die Nullage der 1nterferenz

Abb. 13. Strahlengang des Versuches streifen dadurch bestimmt, daB die beiden interferieren-
von MICHELSON und GALE. den Strahlen zunachst iiber den Nebenweg ABeD 

geleitet werden, des sen Flache gegeniiber jener des 
eigentlichen Versuchsweges AFED zu vernachlassigen ist. Das Resultat von 
269 Einzelmessungen ergab eine relative Streifenverschiebung von 

Ll beob = 0,230 ± 0,005 , 

was mit dem aus der Formel (153) berechneten Wert 

sehr gut iibereinstimmt. 
Llber = 0,236 ± 0,002 

Der Versuch von MICHELSON und GALE ist ein optisches Gegenstiick zum 
FOUCAULTschen Pendelversuch, indem er ein Laboratoriumsexperiment zum 
Nachweis der Erddrehung darstellt. Er hat gegeniiber jenem den Vorzug groBerer 
Genauigkeit voraus. Sein positiver Ausfall ist ebenso mit der Theorie des ruhenden 
Athers wie mit der Relativitatstheorie vertraglich (Ziff. 70), er widerspricht 
aber der Theorie des mitgefiihrten Athers. Wiirde nafnlich der Ather relativ 
zur Erdoberflache ruhen, so diirfte beim Versuch von MICHELSON und GALE 
iiberhaupt keine Verschiebung der 1nterferenzstreifen auftreten. 

1) A. A. MICHELSON u. H. G. GALE, Nature Bd. 11S, S.566. 1925. 
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Elektrostatik der Leiter. 
Von 

FRIEDRICH KOTTLER, Wien. 

Mit 84 Abbildungen. 

a) Experimentelle Grundlagen. 
1. Begrenzung des Stoffs. Der naehfolgende Artikel behandelt die all

gemeinen experiment ellen und theoretisehen Grundlagen der Elektrostatik 
sowie die Verteilung der Elektrizitat auf Leitern. Alles auf Dielektrika Be
zugliehe findet sieh in Kap. 5. 1m Gegensatz zu der historiseh gewordenen 
ublichen Darstellung der Elektrostatik in Verbindung mit der Reibungselektrizitat 
wird diese, da sie von COEHN im Bd. XIII besonders dargestellt wird, hier ausge
sehieden, da es prinzipiell gleiehgiHtig ist, welcher Quellen zur Gewinnung hoeh
gespannter Ladungen man sieh bedient. Als Ausgangspunkt fUr die theoretisehe 
Darstellung dient das COuLoMBsehe Kraftgesetz, also der Standpunkt der Fern
wirkung; fUr die Darstellung naeh FARADAY und MAXWELL (Standpunkt der 
Nahewirkung) sei auf Kap. 1 verwiesen. Sehlie13lieh bemerken wir, daB die 
elektrostatisehen Apparate und Messungen im Bd. XVI behandelt werden. 

2. Grundversuche. Zur experiment ellen Grundlegung der Elektrostatik 
gehoren folgende Versuehe: 

IX) Ponderomotorisehe Wirkung geladener Korper auf ungeladene Korper: 
Ein elektrisierter Stab zieht Papiersehnitzel, Holundermarkkugelchen, Sonnen
blumenmarkstuekehen u. dgl. an. Elektrisehes Pendel (an Kokonfadep auf
gehangte Markkugel). Drehung eines bifilar aufgehangten Holzstabes bei An
naherung des elektrisierten Stabes, oder aueh Drehung des aufgehangten elektri
sierten Stabes bei Annaherung des Holzstabes. Man beobaehtet bei diesen Ver
suehen nieht nur Anziehung, sondern aueh, naeh stattgefundener Beruhrung 
der ungeladenen Korper mit dem geladenen Korper, AbstoBung. Erklarung 
dureh Influenz s. Ziff. 5. 

fJ) Ubertragbarkeit des elektrisehen Zustands von geladenen auf ungeladene 
Korper dureh Beruhrung (Elektrisierung dureh Mitteilung): Ladung eines 
oder mehrerer elektriseher Pendel dureh Beriihrung mit einer elektrisehen Probe
kugel (kleine Kugel an isolierendem Stiel). Die Kugel verliert dabei an elektriseher 
Wirksamkeit. Sie hat an Quantitat der Elektrizitat an die Pendel abgegeben. 
Dies zeigt sieh an der Verminderung der Intensitat ihres elektrisehen Zu
standes. Man zeigt leieht dureh oftere Mitteilung von Elektrizitat an ein elek
trisehes Pendel, daB Quantitat (Ladungsmenge) und Intensitat (Spannung) 
des elektrisehen Zustandes auf einem geladenen Korper einander proportional 
sind. Erklarung bei Kapazitat Ziff.28. Noeh mag bemerkt werden, daB es 
strenge genommen keine Elektrisierung dureh Mi tteil ung gibt, da bei der 
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der Beriihrung vorausgehenden Annaherung notwendig Elektrisierung durch 
Verteilun g (Influenz) stattfinden muB. 

y) Ponderomotorische Wirkung elektrisch geladener Korper auf geladene 
Korper: Anziehung oder AbstoBung. Positive (Glas-) Elektrizitat und negative 
(Harz-) Elektrizitat. Gleichnamig elektrische Korper stoBen sich ab, ungleich
namig elektrische ziehen sich an. Auf der AbstoBung der gleichnamigen Elektri-· 
zitaten beruht das Blattchen-Elektroskop, d. h. zwei elektrische Pendel, 
an gemeinsamer Zuleitung aufgehangt. Der groBere oder geringere Winkel ihrer 
Divergenz bei Zufiihrung von elektrischer Ladung ist ein MaB fiir diese Ladung 
(allerdings kein proportionales MaB). Er kann auch als MaB fiir die Spannung 
des elektrischen Zustandes auf dem Elektroskop angesehen werden. J edoch 
gehen hier Ladung und Spannung wegen veranderlicher Kapazitat einander 
nicht proportional (vgl. Ziff. 51). 

b) Leiter und Nichtleiter: Beriihrung des Knopfes des geladenen Elektroskops 
mit ungeladenem Glas- oder Harzstab: das Elektroskop bleibt geladen. Be
riihrung mit Metallstab oder mit der Hand: Die Blattchen fallen augenblicklich 
zusammen. Glas, Harz u. dgl. sind Nichtleiter (Isolatoren) der Elektrizitat 
zum Unterschiede von den Metallen, dem menschlichen Korper u. dgl., welche 
Leiter der Elektrizitat sind. Daneben gibt es auch Halbleiter (trockenes. Holz, 
Hanf u. dgl.). Notwendigkeit der isolierenden Stiitzen bei elektrostatischen 
Apparaten. Vorsicht vor Feuchtigkeit, da eine,Wasserhaut das Glas leitend macht. 
Dagegen ist die trockene (nichtionisierte) Luft ein Isolator. Auf der Leitfahigkeit 
der Metalle beruhte GILBERTS1) Irrtum, daB es nur wenige durch Reibung 
elektrisierbare Korper gabe. Erst GRAy2) zeigte 1729, daB mit isolierendem Hand
griff versehene Metalle beim Reiben auch elektrisch wiirden. 

8) Neutralisation ungleichnamiger Ladungen: Ladet man zwei moglichst 
kongruente Elektroskope, das eine positiv, das andere negativ, zu gleichem 
Ausschlage und verbindet beide sodann leitend, so fallen beide Blattchenpaare 
zusammen, die Elektroskope sind ungeladen. Ungeladene Korper konnen also 
als mit gleichviel positiver und negativer Elektrizitat geladen aufgefaBt werden. 
Umgekehrt entsteht, wenn z. B. Elektrizitat durch Reibung auf ungeladenen 
Korpern erzeugt wird, immer gleich viel positive Elektrizitat auf dem einen, 
wie negative Elektrizitat auf dem anderen der beiden aneinander geriebenen 
Korper. Dies wird mit Hilfe des F ARADA yschen Becherelektroskops gezeigt (Ziff. 6). 

Das Gesetz, wonach bei jedem Vorgang der Erzeugung oder Vernichtung 
elektrischer Ladungen die algebraische Summe beider Elektrizitaten auf den 
beteiligten Korpern die gleiche bleibt, heiBt das Gesetz der Erhaltung der 
Elektrizitat (BEN]. FRANKLIN urn 1750). 

3. Elektrizitat als Stoff. Nach B. FRANKLIN3) ist die Elektrizitat ein im
ponderables Fluidum einer einzigen Art, von welch em in den unelektrischen 
Korpern jederzeit ein bestimmtes Quantum vorhanden ist. Wird dieses Quantum 
iiberschritten, so solI der Korper positiv geladen sein, fehlt hingegen etwas 
dazu, so zeigt der Korper negative Ladung. 1m Gegensatz zu dieser unitari
schen Hypothese steht die dualistische Hypothese von R. SYMMER4), 

welche je ein positives und ein negatives gewichtsloses Fluidum annimmt. Beiden 
Hypothesen gemeinsam ist die Auffassung der Elektrizitat als eines Stoffes. 
Demgegeniiber betont MAXWELL6) (1873), daB aus dem Gesetz der Erhaltung 

1) W. GILBERT, De magnete etc. 1600, Lib. II, Cap. II. 
2) ST. GRAY, Phil. Trans. 1731, 1732, 1735, 1736. 
3) B. FRANKLIN in einem Aufsatz Philadelphia 1. VI. 1747. 
4) R. SYMMER, Phil. Trans. Bd. 51, S. 389. 1759. 
5) J. CL. MAXWELL, Treatise on electricity and magnetism, 3. Aufl., Bd. I, S.38. 
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der Elektrizitat cillein noch nicht auf die stoffliche Natur der Elektrizitat ge
schlossen werden durfe, da dieses (bei AusschluB der unvermittelten Wirkung 
in die Ferne) auch auf die Elektrizitat als eine Form der Energie passe. DaB 
Elektrizitat eine bloBe Form der Energie sei, halt er allerdings aus Grunden der 
physikalischen Dimensionen fUr unwahrscheinlich und laBt die Frage somit 
offen. Er neigte freilich dazu, die e1ektrischen Phanomene im Anschlusse an 
FARADAY auf Bewegungen (Verschiebungen) der Teilchen eines elastischen ge
wichtslosen Fluidums, des den ganzen Raum erfiillenden A thers, zuruckzufuhren. 

Demgegenuber hat die neuere Elektronentheorie die Natur der Elektrizitat 
als eines ponderablen Stoffes an die Spitze gestellt, nachdem zuerst J. J. THOM
SON den Zuwachs an Masse, den ein geladener Korper infolge der Ladung erfahrtl), 
berechnet hatte, und nachdem durch die Messungen von J. J. THOMSON 2), 
E. WIECHERT3), W. KAUFMANN') dargetan worden war, daB die Masse der 
Kathodenstrahlen ca. 1800 malleichter sei als die des Wasserstoffatoms. Nach 
den Ergebnissen der Elektronentheorie besteht also eine Art unitarischer Theorie 
zu Recht. Die Elektrizitat besteht danach aus kleinsten Atomen negativer 
Elektrizitat (Elektronen) von der Masse ca. 9 - 10- 28 g, dem Radius 2.10- 13 cm 
und der Ladung 4,774 _10- 10 E.St.E., wahrend die positive Elektrizitat an die 
gewohnliche Materie gebunden ist. Jedes Atom der Materie besitzt im neutralen 
Zustande eine gewisse ihm zukommende Anzahl von Elektronen; hat es deren 
mehr, so ist es negativ, hat es zu wenige, ist es positiv geladen. Der Unter
schied gegen FRANKLIN ist die Vertauschung der Rollen der positiven und der 
negativen Elektrizitat; auBerdem hatte die Elektrizitat FRANKLINS noch keine 
Masse. 

In den Leitern sind die Elektronen frei beweglich; in 1 cm3 eines Leiters 
betragt ihre Zahl etwa 1022 bis 1023• In den Isolatoren dagegen sind die Elek
tronen an die Materie mehr oder weniger fest gebunden, so daB sie nur kleine 
Verschiebungen um eine Ruhelage ausfuhren k6nnen. Durch die Elektronen
theorie wird ein verschiedenes Verhalten der beiden Elektrizitaten nahegelegt, 
welches sich auch z. B. bei der Spitzenentladung auBert, indem eine Spitze eine 
groBere Ladung positiven als negativen Vorzeichens vertragt (Ziff. 7). 

4. Versuche tiber das elektrische Gleichgewicht in Leitern. Sitz der 
Ladung. Ein hohler, mit einer Offnung versehener Leiter werde geladen; eine 
isolierte Probekugel, in sein Inneres gebracht, erweist sich am Elektroskop als 
ungeladen. Umgekehrt wird eine geladene Probekugel, in das Innere eines un
geladenen Leiters gebracht, vollig entladen, wahrend der Leiter an seiner AuBen
flache nachher eine Ladung aufweist. Die Ladung von Leitern sitzt also nur 
an deren Oberflache und nicht im Innern6}. Bringt man an einem Drahtnetz
zylinder elektrische Pendel sowohl innen als auBen an und ladet ihn kraftig, 
so zeigen nur die auBeren Pendel Abspreizung; die inneren bleiben ruhig, sind 
also gewissermaBen durch den Drahtnetzzylinder vor allen elektrischen Wir
kungen geschutzt. Hierauf beruht FARADAYS elektrostatischer Schutzkafig fur 
die elektrostatischen MeBinstrumente 6}. FARADAY hat den entsprechenden Ver
such in groBen Abmessungen wiederholt, indem er sich eine Kammer mit leitenden 
Wanden von 12 FuB SeitenHinge herstellte, diese an Seidenschnuren aufhing 
und von auBen elektrisieren lieB, wahrend er selbst sich mit einem feinen Elektro-

1) J. J. THOMSON, Phil. Mag. Bd. 11, S.229. 1881-
2) J. J. THOMSON, Phil. Mag. Bd.44, S.293. 1897. 
3) E. WIECHERT, Schriften d. Konigsb. Ges. 1896/97. 
4) W. KAUFMANN, Wied. Ann. Bd. 61, S.544. 1897. 
5) CH. COULOMB, Mem. de l' Acad. de Paris 1788, S. 620. 
6) M. FARADAY, Experimental Researches § 1173. 1837. 
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skop in da~ Innere begeben hatte. Trotz stiirkster Elektrisierung der AuBen
w1inde war innen nicht das geringste zu verspuren1). FARADAY verwendete auch 
einen Beutel aus Baumwollgaze, den er Iud, worauf alle Ladung auf der AuBen
seite war. Stiilpte er den Beutel mittels eines an seinem Boden innen augenahten 
Seidenfadens urn, so wanderte die gauze Ladung auf die friihere Innenseite, die 
jetzt zur AuBenseite geworden war. MACH2) stellt ein Elektroskop mit BleifuB 
in ein WassergefaB. Solange das Wasser den Knopf des Elektroskops noch nicht 
erreicht, reagieren die Blattchen auf eine zugefiihrte Ladung, fallen aber sofort 
zusammen, wenn das Wasser den Knopf erreicht und daher ein leitender Mantel 
das ganze Elektroskop einhullt. Ein eleganter Vorlesungsversuch stammt von 
VANDERVLIET sowie von KOLBE 3): Ein S-formig gebogener, biegsamer Leiter 
tragt mehrere Pendel. Sie zeigen bei Ladung nur an den konvexen Stellen einen 
Ausschlag. Wird der Leiter mittels isolierter Handhaben zu S-Form umgebogen, 
so zeigen die fruher konvexen, jetzt konkaven Stellen keinen Ausschlag. 

Der genaueste Versuch uber den Sitz der Ladung stammt bereits von 
CAVENDISH 4) aus dem Jahre 1772. Eine leitende Kugel ist von zwei eng an 
ihr anliegenden, gleichfalls leitenden halbkugelformigen Schalen uberdeckt, die 
mit isolierenden Handgriffen versehen sind. Liidt man die Kugel und umschlieBt 
sie dann mit den Halbkugeln, so erweist sie sich nach Abnahme der Halbkugeln 
als vollig unelektrisch. Dies priifte CAVENDISH an einem empfindlichen Elektro
skop. Der Versuch hat grundlegende Bedeutung, insofern hieraus durch CAVEN
DISH das Coulombsche Kraftgesetz abgeleitet wurde. MAXWELLS) hat diesen 
Versuch wiederholt und das Gesetz des umgekehrten Quadrats der Entfernung 
bis auf eine Genauigkeit von 1/21.600 bestatigt. Man findet in den Lehrbuchern6) 

die Eigenschaft der Elektrizitat, sich nur auf der Oberflache der Leiter vor
zufinden, aus dem gegenseitigen AbstoBungsbestreben der Teilchen der elek
trischen Ladung erklart, die nur dann im Gleichgewicht waren, wenn sie sich 
"soweit als moglich voneinander entfernt, also auf die Oberflache begeben 
haben". Ja es existiert sogar ein "Beweis" von LENZ [vgl. KOLBE 1. c.3)] dafur, 
daB die Teilchen der Ladung im Innern einer Kugel einen resultierenden Zug 
nach auBen erfahren mussen7). AIle diese Betrachtungen sind unrichtig. Die 
genannte Eigenschaft folgt vielmehr einzig und allein aus dem COULoMBschen 
Gesetze, sowie auch dieses umgekehrt aus ihr folgt (vgl. Zif£. 14). 

Die Wirkungen einer Hohlkugel und einer Vollkugel sind bei gleicher Ober
flache und gleicher Ladung die gleichen. Dieses merkwiirdige Verhalten war 
Gegenstand eingehender Untersuchungen von GRAY bis zu COULOMB. Es 
ist daher ganz gleichgultig, aus was fur einer Substanz der Leiter besteht. 
1m Gegensatz zur Warme zeigt die Elektrizitat im Gleichgewicht auf Leitern 
keine Abhangigkeit (der Kapazitat) von der chemischen Natur des Leiters. 
Es handelt sich bei elektrischen Ladungen von Leitern nur urn eine auf der 
Oberflache ausgebreitete Schicht. Die Dicke dieser Schicht ist unmerklich, wie 
schon COULOMB zu zeigen versucht hatS). 

1) M. FARADAY, 1. c. Bd. I, S.365. 
2) E. MACH, Carls Repert. Bd. 6, S.40. 1870. 
3) B. KOLBE, Einfiihrung in die Elektrizitatslehre. Berlin 1904. 
4) Ver6ffentlicht durch MAXWELL in den Exper. Researches of H. CAVENDISH, Cam

bridge 1879, S. 104. 
5) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. I, S. 80ff. 
6) Vg1. MtlLLER-POUILLET, 10. Au·fl., Bd. 4, S. 142; L. GRAETZ, Die Elektrizitat, 

22. Aufl., S: 11. 
7) Ein ahnlicher FehlschluB bei CH. COULOMB selbst, Mem. de l' Acad. 1786, S. 75. 

Vg1. die Kritik von P. DUHEM, Le~ons sur l'electricite etc., Bd. I, S. 130. 1891-
8) CH. COULOMB, Mem. de l'Acad. 1786, S.452. 
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Die Konduktoren der elektrostatischen Apparate sind aus den geschilderten 
Grunden hohl. 

5. Influenz (Elektrisierung durch Verteilung). Zwei kongruente Elektro
skope seien mittels eines Stabes an isoliertem Griff verbunden. Dem einen 
werde ein geladener Korper genahert; beide Elektroskope divergieren. N ach 
Entfernung des Korpers fallen sie wieder zusammen, woraus hervorgeht, daB 
sie gleiche, aber entgegengesetzte Ladungen getragen haben (Ziff. 2e). Rebt man 
den verbindenden Stab ab, solange der geladene Korper noch in der Nahe ist, so 
bleiben auch nach seiner Entfernung die Ausschlage der beiden Elektroskope 
bestehen, und es erweist sich das nahere Elektroskop a1s ungleichnamig, das 
entferntere als gleichnami g mit dem Korper geladen. LaBt man die Elek
troskope verbunden, wahrend der Korper in der Nahe ist, und beri.ihrt sie irgend
wo ableitend mit dem Finger (Ziff. 2c)), so fallen die Blattchen des entfernteren 
(gleichnamig geladenen) Elektroskops zusammen; nach Entfernung des Korpers 
zeigen b eid e Elektroskope ungleichnamige Ladung. Man nennt dies eine Ele k tri -
sierung d urch V erteil ung. Wahrend also die Elektrisierung durch Mi t
teilung (Ziff.2(3) gleichnamig ist, ist die Elektrisierung durch Verteilung 
ungleichnami g mit der elektrisierenden Ladung. 

Diese Verteilung oder Influenz erklart sich aus der leichten Beweglichkeit 
der Elektrizitat in den Leitern. Auf dem urspri.inglich ungeladenen Leiter sind 
beide Elektrizitaten in gleicher Menge vorhanden. Bei Annaherung eines ge
ladenen Korpers wird die gleichnamige abgestoBen und begibt sich zum groBten 
Teile an das entferntere Ende, wahrend die ungleichnamige zum naheren Ende 
herangezogen wird. Dazwischen ist eine ungeladene Grenzscheide, die neutrale 
Lini e. Die Gesamtladung ist auch nach der Influenzierung Null (Gesetz der 
Erhaltung der Elektrizitat Ziff. 2e). Da die gleichnamige Elektrizitat abgestoBen, 
die ungleichnamige angezogen wird, ist die erstere frei oder ableitbar, die letztere 
gebunden. 

Mittels der Influenzladung kann das Vorzeichen einer auf einem Elektroskope 
befindlichen Ladung erkannt werden. 1st z. B. das Elektroskop negativ geladen 
und nahert man einen positiv geladenen Korper, so influenziert dieser den Knopf 
negativ, die (entfernteren) Blattchen positiv; diese gehen also zusammen. Bei 
zu starker Annaherung uberwiegt allerdings die positive Influenzladung die 
ursprungliche negative Ladung und die Blattchen gehen wieder auseinander. 
Ratte man statt des positiv geladenen einen negativ geladenen Korper genahert, 
so waren die Blattchen des negativ geladenen Elektroskops statt zusammen
zugehen, auseinandergegangen. 

Durch Influenz erklart sich die Anziehung mit nachfolgender AbstoBung 
ungeladener Korper durch geladene. Diese influenzieren jene ungleichnamig 
auf den naheren, gleichnamig auf den ferneren Teilen. Die Anziehung der un
gleichnamigen naheren uberwiegt die AbstoBung der gleichnamigen ferneren 
Influenzladung, da die elektrischen Krafte mit wachsender Entfernung offenbar 
abnehmen. Fiihrt diese Anziehung zur Beruhrung, so kommt es zu einem Aus
gleich der influenzierten ungleichnamigen mit einem Teile der influenzierenden 
Ladung, da diese in unserem Falle jene immer iibertrifft (vgl. jedoch den Fall 
des F ARADA Yschen Influenzgesetzes Ziff. 6). Die restliche influenzierende Ladung 
stoBt sodann die noch verbliebene gleichnamige influenzierte Ladung abo 

Der Elektrisierung durch Mitteilung geht stets eine Elektrisierung durch 
Verteilung voraus, auf die bei erfolgter Beruhrung ein Ausgleich der influenzierten 
ungleichnamigen mit einem Teile der influenzierenden Elektrizitat nachfolgt. 
Die scheinbar mitgeteilte Elektrizitat ist also in Wirklichkeit die gleichnamige 

Handbnch der Physik. XII. 23 
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Influenzelektrizitat. Auf den erwahnten Ausgleich deutet der kleine Funke 
hin, den man erhalt, wenn man mit einem stark elektrisierten Stabe einen noch 
ungeladenen Korper iiberstreicht. Denn Funkenentladung (Bd. XIV) tri.tt nur 
bei der Vereinigung entgegengesetzter Ladungen auf. 

Die Influenz ist auf Leiter beschrankt. Nahert man einem Nichtleiter einen 
geladenen Korper, so tritt wohl auch eine Trennung der in jedem Atom vor
handenen positiven und negativen Elektrizitaten auf. Da aber die freie Ver
schiebbarkeit der Elektronen langs der Oberflache und im Innern wie bei Leitern 
hier nicht vorhanden ist, kommt es nicht zur Anhaufung freier Ladungen an den 
entgegengesetzten Enden (Polen) des Korpers. Wohl aber tritt innerhalb eines 
jeden Atoms eine solche "Polarisation" auf. Darum erklarten MOSSOTTI!) und 
CLAUSIUS 2) die Erscheinungen in den Isolatoren durch die Annahme leitender 
Teilchen, welche in einem nichtleitenden Medium eingebettet seien. Die Elek
tronentheorie gelangt zu den gleichen Resultaten durch Annahme einer Ver
schiebung quasielastisch gebundener Elektronen in den Atomen der Isolatoren 
(vgl. Kap. 5). 

Auf der Influenz beruht auch die Schirmwirkung elektrischer Leiter, 
die mit der Erde leitend verbunden (geerdet) sind und zwischen einen geladenen 
Korper und ein Elektroskop gestellt werden. Die gleichnamige Influenzladung 
ist dann auf dem leitenden Schirm abgeleitet, die ungleichnamige und die Ladung 
des Korpers heben sich in ihrer Wirkung auf das Elektroskop auf, welches dadurch 
vor der Einwirkung des Korpers geschiitzt ist. Ersetzt man den leitenden Schirm 
durch einen Isolator, so ist dieser bloB polarisierbar, nicht influenzierbar, und 
die in den einzelnen Atomen vorhandenen gleichnamig mit dem Korper geladenen 
Pole wirken auf das Elektroskop und pflanzen so die Wirkung des Korpers durch 
den Isolator bis zum Elektroskop fort. Die Isolatoren sind also fiir die elektrischen 
Wirkungen durchlassig und heil3en daher auch Dielektrika. 

Die Verteilung der Elektrizitat auf einem kraftig influenzierten Korper laBt 
sich durch Bestreuung mit einem Gemisch aus roter Mennige (PbS0 4) und gelbem 
Schwefelpulver erkennen. Erstere ladt sich bei der Mischung und Streuung 
positiv, haftet also an den negativen Stellen, bei letzterem ist es umgekehrt. 

6. Das FARADAYSche Influenzgesetz3). Wahrend bei der Influenzierung eines 
Leiters durch eine ihm von a uB en genaherte Ladung die Influenzladungen jede nur 
einen Bruchteil der influenzierenden Ladung ausmachen, ist dies anders bei Ein
fiihrung der influenzierenden Ladung in das Inn er e eines hohlen Leiters. FARADAY 
benutzte als solchen einen hohlen Zylinder ("Eiseimer"), der isoliert aufgestellt 
und mit einem Elektroskop verbunden war ("Becherelektroskop"). Bei Einfiihrung 
einer Ladung in den Hohlraum des "Bechers" zeigt das Elektroskop eine gleich
namige Ladung an, unabhangig von dem Ort, an welch em sich die in den 
Hohlraum gebrachte Ladung befindet. Dieser Ausschlag bleibt unverandert, auch 
wenn die eingebrachte Ladung mit der Innenwand des Hohlraums in leitende 
Beriihrung gebracht wird, wodurch sich die auf dieser Innenwand befindliche 
ungleichnamige Influenzladung mit der influenzierenden Ladung vereinigt. Zieht 
man die letztere heraus, so zeigt sich, daB sie hierbei vollkommen neutralisiert 
wurde. 

Die von einer Ladung, die sich irgendwo innerhalb eines hohlen Leiters 
befindet, an der Innenwand des Hohlraums influenzierte ungleichnamige Ladung 
und somit auch die auf der AuBenwand influenzierte gleichnamige Ladung sind 
ihr stets numerisch gleich (Faradaysches Influenzgesetz). FARADAY hat 

1) o. J. MOSSOTTI, Arch. sc. phys. et nat. Bd.6, S. 193. 1847. 
2) R. CLAUSIUS, Mechanische Warmetheorie, Bd. II, S.64. 1879. 
3) M. FARADAY, Phil. Mag. Bd.22, S.200. 1832; Exper. Researchs Bd. II, S.279. 
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mit diesem Gesetz eine Folgerung vorweggenommen, die aus dem von GAUSS 
einige Jahre spater aufgestellten Satz iiber den KraftfluB folgt (Zif£. 25 y). 

Wahrend also bei Beriihrung eines Leiters von auBen mit einem geladenen 
Korper dem ersteren nur ein Bruchtei I der Ladung des letzteren mitgeteilt 
werden kann, welcher Bruchteil nicht bloB von der geometrischen Konfiguration 
(von den Kapazitaten), sondern auch von der Spannung der bereits auf dem 
Leiter befindlichen Ladung abhangt, ist es bei dem Vorgange FARADAYS moglich,. 
die ganze Ladung auf einen Leiter zu entladen, wenn man sie in sein hohles 
Innere und da in leitende Beriihrung mit der Innenwand bringt. Darauf beruht 
eine Methode, ein mit einem FARADAYSchen Becher versehenes Elektroskop auf 
Ladung zu eichen, indem man mittels einer klein en Probekugel von einem 
groBen Elektrizitatsreservoir immer gleiche Ladungen abschopft und in dem 
Becher entHidtl). 

Das FARADAYSche Becherelektroskop dient auch zum Nachweis des Gesetzes 
von der Erhaltung der Elektrizitat bei der Erzeugung der Elektrizitat durch 
Reibung. Reiber und Reibzeug werden an isolierenden Stielen in den Becher 
eingefiihrt und aneinander gerieben. Es zeigt sich kein Ausschlag. Hebt man 
entweder den Reiber oder das Reibzeug heraus, so zeigen sich beidesmal gleiche, 
dem Vorzeichen nach entgegengesetzte Ladungen. 

Es mag noch betont werden, daB wohl die GroBe, nicht aber die Dichte 
der im FARADAYSchen Becher influenzierten Ladungen von dem Orte der in~ 
fluenzierenden Ladung unabhangig ist. 

7. Elektrizitatsgrad, Dichte, Spitzenwirkung, Kapazitat. Verbindet man 
eine mit isoliertem Stiel versehene Probekugel durch einen langen diinnen 
spiralisierten Draht mit einem weit entfernten Elektroskop und fiihrt nun die 
Probekugel iiber die Oberflache eines geladenen Leiters, evtl. auch in sein 
Inneres, wenn er hohl ist, so zeigt das Elektroskop immer den gleichen Aus
schlag. Hierbei muB man sich hiiten, durch Annaherung der Hand an den 
Leiter dessen Kapazitat (vgl. weiter unten) zu beeinflussen; die kleinen Kapa
zitatsanderungen, die eine Folge der Bewegung der Kugel auf der Oberflache 
des Leiters sind, konnen vernachlassigt werden. Man bezeichnet den konstanten 
Ausschlag des Elektroskops als ein MaB fiir den "Elektrizitatsgrad" auf dem 
Leiter, welcher also im Faile des Gleichgewichts iiberail (auch im Innern, 
obwohl dort keine Ladung sitzt, Ziff.4) den gleichen Wert hat, ganz ahnlich 
wie der Warmegrad oder die Temperatur eines Warmeleiters bei Gleichgewicht. 
Dieser' Elektrizitatsgrad eines Leiters (oder sein Potential vgl. Zif£. 11) ist ein 
MaB fiir die Intensitat oder Spannung des elektrischen Zustands auf ihm. 

Entfernt man nun den Draht von der Probekugel, bringt sie mit verschiedenen 
Steilen des geladenen Leiters zur Beriihrung und entladt sie im Becherelektroskop, 
so erhalt man verschiedene Ausschlage, je nach der beriihrten Stelle des Leiters. 
Insbesondere liefert sein hohles Innere den Ausschlag Null, hervorstehende Spitzen 
oder Stellen starker Kriimmung die gr5Bten Ausschlage. Man hat hierbei offenbar 
verschiedene Ladungsmengen von den verschiedenen Stellen des Leiters iiber
tragen entsprechend der verschiedenen Dichteverteilung der Elektrizitat 
auf der Oberflache des Leiters. DaB im friiheren Falle diese Verschiedenheit 
nicht zur Geltung kam, erklart sich daraus, daB infolge der leitenden Verbindung 
Probekugel-Elektroskop der Leiter und das Elektroskop zusammen einen einzigen 
Leiter bildeten, auf welch em sich infolge der freien Verschiebbarkeit der Elektrizi
tat sogleich eine neue Verteilung herausbildet, derart, daB im Falle des Gleich-

1) F. HARMS, Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 816. 1903, verwendet ein durch die Lichtleitung 
aufgeladenes TropfgefaB und die daraus in den FARADAYSchen Becher abfallenden Tropfen. 

23* 
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gewichts iiberall der gleiche Elektrizitatsgrad herrscht. Vber die Theorie der 
Probekugel (Probescheibe) vgl. auch Ziff. 83. 

Man zeigt die Abhangigkeit der Dichte von der Kriimmung passend an 
einem geladenen leitenden und isolierten Prisma von rhombischem Querschnitt, 
der, urspriinglich ein Quadrat bildend, zu einem Rhombus deformiert wird. Je 
schader (stumpfer) dabei das eine (andere) Paar Kanten wird, desto groBer 
(kleiner) wird die mit der Probekugel abschOpfbare Dichte daselbstl). 

Zu erwahnen ist hier noch die sog. Spitzenwirkung. Endet ein Leiter 
in eine Spitze, so erreicht daselbst die Dichte sehr groBe Werte. Infolgedessen 
tritt manchmal ein "Ausstromen" der Elektrizitat aus der Spitze in die umgebende 
Luft auf, das sich auch als "elektrischer Wind" durch Wegblasen einer der Spitze 
genaherten Kerzenflamme auBert. Diese elementare ErkHirung ist unzureichend, 
da zu einer "Ausstromung" in die Luft erst deren Leitendmachung infolge 
Ionisation edorderlich ist (vgl. Bd. XIV, Kap. 4). Da dies bekanntlich von 
seIber (durch IonenstoB) erst oberhalb eines bestimmten Potentials moglich ist, 
muB man, urn Spitzenwirkung zu erzielen, die mit Spitzen versehenen Leiter 
mittels Elektrisiermaschine usw. auf hohes Potential laden. Das bloBe "Un
endlichwerden der Dichte" in der Spitze geniigt nicht. 

Man unterscheidet zweierlei Spitzenwirkung, je nachdem die Spitze an einem 
geladenen Leiter (Ausstromung) oder an einem ungeladenen Leiter gegeniiber 
einem geladenen Leiter (Saugwirkung) angebracht ist. Tragt ein geladener 
Leiter eine Spitze, so stromt aus ibm bei Erreichung eines bestimmten Potentials 
(Nachweis mittels Elektroskops) die Elektrizitat aus, was man mittels des elek
trischen Windes oder im Dunkeln an den rot1ichen Lichtbiischeln bei positiver, 
an den weiBlichen Lichtpunkten (Glimmlicht) bei negativer Ladung an der Spitze 
erkennt. Die negative Ladung entweicht dabei bereits bei niedrigerem Potentiale 
als die positive (Ziff. 3). Auch das elektrische Flugrad beruht auf der Riick
stoBwirkung der Ausstromung auf tangential zu den radialen Speichen eines 
leichten Rades angebrachte Spitzen. 

Sehr wichtig ist die Saugwirkung der Spitzen wegen ibrer Anwendung 
bei den Elektrisiermaschinen (Bd. XVI, Kap. 3) und beim Blitzableiter. Ein 
mit einer Spitze versehener ungeladener Leiter, einem geladenen Leiter gegen
iibergestellt, verliert durch den elektrischen Wind, der von ibm ausgeht, seine 
ungleichnamige Influenzladung, die ibrerseits einen Teil der Ladung des anderen 
Leiters neutralisiert. Auf dem Spitzenleiter verbleibt die gleichnamige Influenz
ladung, die dem geladenen Leiter ausgesaugt zu sein scheint. Dies ist ein' Mittel 
zur "Ableitung" der ungleichnamigen (gebundenen) Influenzelektrizitat. 1st 
die Spitze yom geladenen Leiter abgekehrt, so behalt der Spitzenleiter die ungleich
namige Influenzelektrizitat und verliert die gleichnamige. 

Der Elektrizitatsgrad eines Leiters kann ebenfalls, auBer durch Anderung 
der Ladung, auf geometrischem Wege ohne Anderung der Ladung geandert 
werden. Schon FRANKLIN2) brachte in eine geladene Metallkanne eine Kette. 
Lag sie zusammengerollt auf dem Boden, so zeigte ein mit der Kanne verbundenes 
Elektroskop einen Ausschlag, der sich verkleinerte, sobald die Kette, ohne die 
Beriihrung mit dem Boden zu verlieren, aus der Kanne herausgehoben wurde. 
Das gleiche beobachtet man an einem teleskopartig auseinanderziehbaren Leiter3) , 

an einem Papierlampion4), an einer aufblasbaren Seifenblase5), an dem "elek-

1) Vgl. auch die Anordnung von E. MACH, Carls Repert. Bd.6, S.8. 1870. 
2) B. FRANKLIN, Werke Bd. I, S. 186. 1780. 
3) E. MACH, 1. C. 
4) F. SCHUTZ, ZS. f. Unterr. Bd. 16, S. 146. 1903. 
5) B. KOLBE, Elektrizitat, Bd. I, S. 23. 
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trischen Rouleau" 1) usf. Hierbei vergroBert man die Oberflache, also den 
"Fassungsraum" (Kapazitat) fur die Ladung (Ziff. 4) und verkleinert dadurch 
den Elektrizitatsgrad, ganz ahnlich, wie es durch VergroBerung der Warme
kapazitat eines Warmeleiters mit dem Warmegrad desselben geschieht. Als 
Vergleich kann man auch die Fullung eines zylindrischen GefaBes mit Flussig
keit heranziehen; die Flussigkeitsmenge in einem solchen ist gleich dem Pro
dukt aus Querschnitt (ex! Kapazitat) mal Hohe (Fullungsgrad ex! Potential). 
AIle diese Vergleiche hinken: die Warmekapazitat hangt nur vom Volum 
(eigentlich: der Masse) ab, die hydrostatische Kapazitat nur von der Quer
schnittsflache, die elektrische Kapazitat auBer von der Oberflache des Leiters 
noch von der Nachbarschaft anderer Leiter (siehe unten). Hingegen hangt die 
Warmekapazitat zum Unterschied von der elektrischen Kapazitat noch vom 
Material des Leiters abo 

DaB die Kapazitat eines Leiters durch Annaherung eines zweiten ungeladeneri 
Leiters vergroBert wird, zeigt man, wenn man zwei parallele isolierte Platten 
einander gegenuberstellt. 1st die eine geladen und mit einem Elektroskop ver
bunden, so zeigt dieses bei Annaherung der zweiten einen Ruckgang, der noch 
viel starker wird, wenn die zweite Platte geerdet wird. Der Grund dieser Er
niedrigung des Elektrizitatsgrades der erst en Platte ist die schwachende Ruck
wirkung der ungleichnamigen Influenzladung der zweiten Platte auf die 
erste, welche im ersten FaIle durch die gleichnamige Influenzladung teil
weise paralysiert ist, wahrend im zweiten FaIle durch die Erdung diese Paraly
sierung wegfallt. Den EinfluB der Annaherung eines geerdeten Leiters zeigt 
bereits die Annaherung der Hand des Experimentators an ein geladenes Elektro
skop, welches dadurch zuruckgeht, urn bei Entfernung der Hand wieder seinen 
fruheren Ausschlag anzunehmen. 

Schlie13lich laSt sich die Kapazitat noch durch einen dritten Faktor ver
groBern, namlich durch Zwischenschaltung eines Isolators zwischen die beiden 
erwahnten Platten. Auf dem Isolator entsteht (Ziff. 5) an der der geladenen 
Platte zugewendeten Grenzflache eine ungleichnamige Ladung, der allerdings 
unendlich nahe und parallel zur Grenzflache eine Schicht gleichnamiger Ladung 
folgt, worauf wieder eine Schicht ungleichnamiger, sodann eine Schicht gleich
namiger Ladung usf. ±olgen, bis zur abgewendeten Grenzflache, die eine mit 
der geladenen Platte gleichnamige Ladung tragt. Trotzdem diese verschiedenen 
Schichten sich gegenseitig storen, uberwiegt der EinfluB der ersten Schicht 
auf die Platte, weil sie beliebig nahe, viel naher als eine leitende Platte, an jene 
herangebracht werden kann. Infolgedessen wachst die Kapazitat der Platte, 
welcher eine geerdete Platte gegenubersteht, durch Ausfti.llung des Zwischen
ramllS mit einem isolierenden Medium. Dabei kommt es auf die Natur dieses 
Zwischenmediums an. Es gibt Isolatoren, wo innerhalb jedes Atoms die entgegen
gesetzten Pole weit auseinandergeschoben werden. Dann ist der storende Ein
fluB der gleichnamigen Schich ten im Vergleich zu der ersten ungleichnamigen 
Schicht ein geringerer, die KapazitatsvergroBerung daher bedeutender. Man 
bezeichnet das Verhaltnis der Kapazitaten nach und vor der Einfuhrung des 
Isolators oder Dielektrikums, welches sich als eine nur von dessen Natur ab
hangige Konstante erweist, als die Dielektrizitatskonstante des Isolators. 
Da die Influenz offenbar als Grenzfall einer Polarisation mit unendlich we iter 
Auseinanderschiebung der Pole betrachtet werden kann, sind vom elektro
statischen Gesichtspunkte (aber nur von diesem) die Leiter Isolatoren mit un end
lieh groDer Dielektrizitatskonstante. 

1) I. B. BlOT, Traite de phys. Bd. II, S.279. 1816. 
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b) Grundbegriffe des elektrostatischen Feldes. 
8. Die elektrische Feldstarke. Der Raum in der Umgebung elektrischer 

Ladungen, in weIchem sich die Kraftwirkungen derselben auBern, heiBt das 
elektrische Feld. 

Bringt man einen neuen Korper in das Feld, so werden offenbar die Kraft
wirkungen der Ladungen auf ihn auch davon abhangen, ob der Korper eine 
Ladung tragt und wie groB dieselbe ist. Urn diese Abhangigkeit zunachst zuriick
stellen zu konnen, sei festgesetzt, daB der einzubringende neue Korper immer 
ein und dieselbe Ladung tragen moge, deren GroBe irgendwie festgelegt, 
z. B. in irgendeinem MaB gemessen (vgl. Ziff. 6, Eichung), gleich der Einheit 
sei. Die Messung der Ladungen geschieht bekanntlich mit Hilfe des COULOMB

schen Gesetzes, kann also vor Aufstellung desselben nich t durchgefiihrt werden. 
PIDDUCK1) hat darauf hingewiesen, daB die Elektronentheorie wenigstens theo
retisch ein einfaches Mittel an die Hand gibt, diese Schwierigkeit zu umgehen. 
Danach soIl als Einheit der Ladung die Ladung des Elektrons (das "Elementar
quantum" der Elektrizitat, Ziff. 3) gewahlt werden und an Stelle der Messung 
einer Ladung die Zahlun g der vorhandenen Elektronen treten. 

Es ist weiter notwendig, daB die Ladung des in das Feld einzubringenden 
"Probekorpers" sehr klein sei. Sonst storen die von ihr ausgehenden Wirkungen 
das zu untersuchende Feld. 

Es ist schlieBlich edorderlich, daB der die Ladung tragende Pro bekorper 
seIber sehr klein sei, so daB zur Festlegung seines Ortes die Angabe der Koor
dinaten eines Punktes geniigt. 

Unter diesen Voraussetzungen laBt sich die Kraft bestimmen, die auf den 
Probekorper an irgendeiner Stelle des Feldes ausgeiibt wird. Diese Kraft heiBt 
die elektrische Feldstarke an dieser Stelle; sie ist, da sie auf eine bestimmte 
Ladung zu beziehen ist, ihrer Dimension nach keine Kraft im gewohnlichen Sinne 
der Mechanik. Wir bezeichnen die Komponenten dieser Feldstarke mit @x, @y, @z, 
die Feldstarke als Vektor mit @. Das elektrische Feld ist gegeben, sobald @x, 
@y, @z als Funktionen von x, y, z (des Ortes) gegeben sind. 

9. Die Kraftlinien und ihre experimentelle Darstellung. Bringt man in 
einen Punkt des Feldes eine kleine Ladung, so setzt sie sich unter der Einwirkung 
des elektrischen Feldes in Bewegung. Wenn man sie sofort wieder zur Ruhe 
bringt, urn sie dann wieder fiir einen Augenblick freizugeben usf., so beschreibt 
sie eine ganz bestimmte Bahn, weIche die Kraftlini e heiBt, die durch jenen 
Punkt geht. Die Einschrankung, daB die Ladung stets nur fiir ein kurzes Stiick 
freigegeben werden dad, ist notwendig, da die Tangente der Bahn iibereinstimmen 
soIl mit der Richtung der elektrischen Feldstarke und der von ihr hervorgerufenen 
Beschleunigung; daher dad die Ladung nie eine nennenswerte Geschwindigkeit 
besitzen, die sich der Beschleunigung superponieren wiirde. 

Aus der Definition folgt, daB durch jeden Punkt des Raumes, in weIch em die 
elektrische Feldstarke bestimmt ist, eine und nur eine Kraftlinie geht. Die 
Differentialgleichungen der Kraftlinien lauten 

d x : d y : d z = @x : @y : @z. (1) 

Es gibt also 00 2 Kraftlinien im ganzen Raum. 
Die elektrischen Kraftlinien konnen sichtbar gemacht werden, wenn 

auch nicht so leicht wie die magnetischen Kraftlinien. Indem man einen Papier
busch aus vielen schmalen Seidenpapierstreifchen auf einen Konduktor einer 
Elektrisiermaschine aufsetzt, geben die sich straubenden Streifchen ein Bild 

1) F. PIDDUCK, Treatise on electricity, S.46. Cambridge 1916. 
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der nach allen Richtungen des Raumes von einer Ladung ausstrahlenden Kraft
linien. Niihert man dem Busch einen geerdeten K6rper, so werden die Streifchen, 
also auch die Kraftlinien, an den K6rper herangezogen. Verbindet man zwei 
Papierbusche mit den entgegengesetzten Konduktoren, so reichen sich die Streif
'chen gegenseitig gewissermaBen die Hand, ein Zeichen, wie die Kraftlinien von 
positiver zu negativer Ladung heruberfuhren. Verbindet man dagegen zwei 
Busche mit demselben K6nduktor, so sieht man, wie die Kraftlinien sich aus
weichen und abstoBen. FARADAY stellte sich vor, daB in Richtung der Kraft
linien eine Zugspannung, senkrecht zu den Kraftlinien eine Druckspannung, 
jede yom Betrage [nach MAXWELL 1)] 

herrschen. 

1 
_~2 
8Jl: ' 

Durch Pulve r haben dargestellt die elektrischen Kraftlinien: A. PERRIN 2) 
mittels Hanffasem 2 bis 3 mm lang, die auf eine Glasplatte gestreut wurden, 
wonach die Platte durch Klbpfen erschuttert werden muBte; D. ROBERTSON 3) 

mittels liinglicher Siigespiine; GRIMSEHL4) und FISCHER 5) mittels gesiebten 
Gipspulvers; MIE 6) mittels feinen Rutilpulvers auf gefirniBter Glasplatte; 
PIDDUCK 7) mittels prismatischer Kristalle von Oxalsiiure auf Kartonblatt 
(Klopfen soli entbehrlich sein). Verwendbar sind schlieBlich feine Harchen, 
Kristalle von Hydrochinon, Magnesiumsulfat, Korkpulver u. dgl. BOUDREAUX 8) 

betont die Notwendigkeit, Halbleiter als Pulver zu verwenden (da Leiter ange
zogen und abgestoBen werden), z. B. Diamidophenol in Nadeln von 2 bis 3 mm. 
Ferner muB nach ihm die Glasplatte gut isolieren; die auf dieselbe geklebten 
Stanniolflecke, die die geladenen Leiter repriisentieren, werden durch dunne 
Drahte mit einer langsam gedrehten Influenzmaschine verbunden. Mittels 
Suspension en von Pulvern in nichtleitenden Flussigkeiten gelingt die 
Darstellung der elektrischen Kraftlinien viel einfacher. KOLBE (Elektrizitiit 1891) 
verwendet schwefelsaures Chinin (wasserfrei) in reinem Terpentin61. Desgleichen 
M. SEDDIG 9), der auch Glyzin verwendet oder Holzpulver in geschmolzenem 
Paraffin. Die Dielektrizitiitskonstante der Pulver muB gr6Ber sein als die der 
Flussigkeit. 

SchlieBlich geben auch die von Lichtenberg entdeckten Figuren, welche 
die Bahnen der Entladung eines mit einem Isolator beruhrten elektrisierten 
Leiters liings der Oberfliiche des Isolators darstellen, bei Bestreuung des Isolators 
mit Schwefelmennigepulver (Ziff. 5) Bilder des Kraftlinienverlaufs (vgl. Bd. XIV, 
Kap.8). 

10. Das Potential. Wird der in Ziff. 8 definierte Probek6rper im elektrischen 
Felde verschoben, so wird Arbeit geleistet. Diese Arbeit betragt auf dem Wege 
von der Stelle 1 langs der Linie L nach der Stelle 2 nach bekannten Prinzipien 
der Mechanik: 

2 

A = fLl (dx~", + dy~y + dz~z). 
1 

1) ]. CL. MAXWELL, Phil. Mag. 1861 u. 1862 (Ostw. Klass. Nr.102). 
2) A. PERRIN, Bull. Soc. Electriciens Bd.6, S.83. 1889. 
3) D. ROBERTSON, Edinb. Proceed. Bd.22, S.361. 1899. 
4) E. GRIMSEHL, Lehrbuch der Physik Bd. II, S.43. 1923. 
5) K. FISCHER, ZS. f. phys.-chem. Unterr. Bd.29, S.204. 1916. 
6) G. MIE, ZS. f. phys.-chem. Unterr. Bd. 19, S.154. 1906. 
7) A. PIDDUCK, Treatise on electricity, S.66, 1916. 
B) E. BOUDREAUX, C. R. Bd. 128, S.882. 1899. 
9) M. SEDDIG, Ann. d. Phys. Bd. 11, S.815. 1903. 
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Wird die Verschiebung des Probekorpers von 1 nach 2 langs der Linie L' vor
genommen, so leisten die Feldkrafte die Arbeit: 

2 

A' = JLI) (dx ~'" + dy ~y + dz ~z). 
1 

Es wird behauptet, daB A = A' oder die Arbeit unabhangig vom Wege ist. Be
weis: Man lasse den Probekorper erst den Weg L von 1 nach 2 durchlaufen und 
ffihre ihn dann entgegen den Feldkraften von 2 nach 1 auf dem Wege L' zurfick. 
Auf diesem Wege betragt die gesamte Arbeit A - A'. Diese Arbeit muB Null 
sein. Denn nach der Rfickkehr des Probekorpers zur Stelle 1 ist alles unverandert 
wie vor Beginn seines geschlossenes Weges von 1 fiber 2 nach 11). Ware also 
A - A' < 0, so ware Energie aus dem Nichts gewonnen oder ins Nichts verloren 
worden. Da dies nicht moglich ist, muB A - A I = 0 sein oder: 

(2) 

erstreckt fiber irgend einen geschlossenen Weg. 
Es gibt Felder, in welchen die Bedingung (2) nicht erfUllt ist und bei Ver

schiebung des Probekorpers langs gewisser geschlossenen Bahnen elektrische 
Energie verlorengeht (und sich in die sog. JOuLEsche Warme verwandelt). 
Diese Energie entstammt den langs dieser Bahnen wirkenden "elektro
motorischen Kraften", welche entweder chemischen oder thermischen 
Ursprungs sind und dann in das Gebiet der Elektrokinetik (stationare Strome) 
gehoren, oder elektromagnetischen Ursprungs sind und dann in das Gebiet der 
Elektrodynamik (quasistationareStrome) gehOren (vgl. Kap.1). 

FUr die reine Elektrostatik ist die Bedingung (2) durchaus als erffillt an
zusehen. Dann folgt aus der bekannten Transformation von STOKES (Bd. III, 
Artikel Vektorrechnung) die differentielle Form von (2): 

a{C\;z a{C\;y ( ) 
~ - ~ = rot ~ '" = 0, vy v", 

a{C\;" _ iJ{C\;z = (rot~) = 0 az ax Y' (3 ) 

a {C\;y a {C\;" ( rc.) fiX - By = rot ~ z = 0 

oder vektoriell: 
rot ~ = o. (3 a) 

Die Gleichungen (2) sind bekanntlich die notwendige und hinreichende Be
dingung dafUr, daB eine Funktion V existiert, so daB 

oder vektoriell: 

av 
~,,= - ax' 

av 
G:y=-By' 

~ = -grad V. 

BV 
~ - ---z - az (4) 

(4a) 

(Uber das negative Vorzeichen vgl. unten.) Diese Funktion V ist bekanntlich 
nur bis auf eine Konstante bestimmbar und heiBt das Potential des Vektors ~ 
(der elektrischen Feldstarke. Aus dem Frfiheren ergibt sich, daB 

(x, y, z) 

V = -I(dxrtx+ dyG:y + dzrtz) 
p 

1) Mathematisch gesprochen: die Komponenten der Feldstarke {C\;". {C\;y. {C\;, sind 
eindeutige Funktionen des Ortes x, y, z; thermodynamisch: die elektrostatischen Krafte 
sind konservativ. 
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genommen werden kann, wo sich das Integral auf irgendeinen Weg bezieht, 
der von dem festen Punkte P nach dem variablen Punkte x, y, z fiihrt. V ist 
eine eindeutige Funktion der oberen Grenze x, y, z und enthiilt auBerdem eine 
willkiirliche Konstante durch P. Bei den Differentiationen (4) fallt natiirlich 
diese willkiirliche Konstante heraus. 

Dieses Potential V bedeutet, physikalisch gesprochen, die Arbeit, die von 
auBen zugefiihrt werden muB, urn den mit der konstanten Ladung "Eins" 
(vgl. Ziff.8) geladenen Probekorper aus dem Punkte P in den Punkt 
x, y, z zu schaffen (daher das negative Vorzeichen). Mit dieser physikalischen 
Definition deckt sich die in der elementaren Theorie gegebene Definition, wobei 
gewohnlich als P, wenn das Feld nicht ins Unendliche reicht, der Punkt 00 ge
wahlt und gesetzt wird: 

(X,y, z) 

V = - f(dx~",+ dy~y+ dz~.). (5) 
00 

Damit ist iiber die willkiirliche Konstante in V so verfUgt, daB das Potential 
im Unendlichen verschwindet. Es muB aber betont werden, daB diese physi
kalische Definition nur einem Zufall ihre Existenz verdankt, daB vielmehr 
(vgl. die Definition des Geschwindigkeitspotentials in der Hydrodynamik Bd. VII, 
Artikel LAGALLY) einzig und allein die aus (3 a) flieBende mathematische Defi
nition (4a) maBgebend ist, ohne daB dieses V irgendeine physikalische Bedeutung 
haben miiBte. 

Bei Feldern, die ins Unendliche reichen, miissen andere Festsetzungen be
treffend die willkiirliche Konstante getroffen werden. 

11. Die AquipotentialfUichen. Eigenschaften der Leiter. Unter einer 
Aquipotentialflache (oder Niveauflache) versteht man· eine Flache konstanten 
Potentials: 

V(x,y,z) = const. 

Da die Kraftlinien wegen (1) und (4) auch durch die Differentialgleichungen 

av av av 
dx: dy : dz = ax: 8y: 7fZ 

gegeben sind, so stehen sie senkrech t auf den Flachen konstanten Potentials. 
Da es 001 Aquipotentialflachen in einem Felde gibt, kann man auch sagen: 
Die 002 Kraftlinien bilden die Orthogonaltrajektorien einer Schar von 001 

Flachen. Darin liegt eine Besonderheit des Systems der Kraftlinien. Ein be
liebiges System von 002 Kurven erfiillt diese Bedingung nicht. Diese Be
dingung ist iibrigens notwendig, aber nicht hinreichend fUr die Existenz eines 
Potentials (4a). 

Auf der Oberflache eines Leiters, der sich in elektrischem Gleichgewicht 
befindet, miissen die Kraftlinien senkrech t stehen. Hatten sie namlich eine 
zur Oberflache schiefe Richtung, so besaBe die elektrische Feldstarke eine zur 
Oberflache tangentielle Komponente; diese wiirde die Elektrizitat auf dem Leiter 
verschieben, es wiirde also kein Gleichgewicht herrschen: Die Oberflache 
jedes im elektrischen Gleichgewichte befindlichen Leiters ist eine 
Aquipotentialflache (Ziff.7). 

Aber es muB nicht nur das Potential auf der Oberflache des Leiters konstant 
sein, sondern auch im Innern. Denn wiirde die elektrische Feldstarke dort 
irgendeine von Null verschiedene Komponente besitzen, so wiirde diese die 
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Elektrizitat im Innern des Leiters verschieben, es konnte kein Gleichgewicht 
herrschen. Also verschwindet die gesamte Feldstarke 

im Innern eines Leiters oder 
av av av 
ax=ay=az=O, 

d. h. das Potential im Innern eines Leiters ist konstant. 
Die geschlossene Oberflache eines Leiters trennt also den Raum in zwei 

Teile, einen inneren Teil, in welchem die Funktion V konstant ist, und einen 
auBeren, in welch em sie von dem Oberflachenwert bis zum Wert Null im Unend
lichen (Ziff. 10) abnimmt (zunimmt). Selbstverstandlich handelt es sich hier um 
zwei Zweige der Funktion V. 

Es mag bemerkt werden, daB aus der Konstanz des Potentials V im Innern 
der Leiter kein SchluB darauf gezogen werden kann, daB die Ladung nur an 
der Oberflache sitzt. Bei einem anderen als dem COULOMBschen Kraftgesetz 
ware vielmehr Ladung im Innern eines Leiters sehr wohl mit der Konstanz des 
Potentials daselbst vertraglich. 

Aus dieser Konstanz des Potentials auf der Oberflache und im Innern eines 
Leiters folgt, daB man, obwohl das Potential eigentlich nur fUr einzelne Punkte 
definiert wurde, von dem "Potential des Leiters" sprechen kann. Das 
Potential des Leiters charakterisiert die Intensitat seines elektrischen Zustandes 
(Ziff. 8). Man vergleicht es auch oft mit der Temperatur eines im thermischen 
Gleichgewicht befindlichen Warmeleiters und spricht yom Elektrizitatsgrad. 
In den iibrigen Geltungsgebieten der Potentialtheorie (Gravitation, Magnetismus, 
Hydrodynamik) fehlt eine Analogie fUr den Leiter und daher die Eigenschaft 
des Potentials, nicht mil' .Aquipotentialflachen, sondern auch (innerhalb del' 
Leiter) .Aquipotentialra ume zu bilden. J. JEANSl) erwahnt allerdings ein Analo
gon aus dem Gebiet der zweidimensionalen Geodasie. Denkt man sich auf 
der krummen Erdoberflache die sog. Schich tenlinien (Linien gleichen Niveaus 
iiber dem Meereshorizont) gezogen, so sind sie ein zweidimensionales Analogon 
zu den Flachen konstanten (Schwere-) Potentials. Die Linien des kiirzesten 
Falles odeI' des starksten Gefalles (Schraffen auf del' Landkarte) stell en die 
Kraftlinien (der Schwerkraft) dar. Die Oberflache einesSees bildet dann einen 
ganzen Flachenraum mit konstantem Niveau (Potential), da nicht nur die auBere 
Umrandung (das Ufer), sondern auch das Innere der Oberflache (der Spiegel) 
das gleiche Niveau haben. -

Verbindet man zwei Leiter leitend, so sind sie nur dann im Gleichgewicht, 
wenn sie gleiches Potential besitzen. Sonst tritt Potentialausgleich durch Be
wegung del' Elektrizitat ein. 

Die Erde ist ein Leiter, del' wegen seiner GroBe gegen jeden Leiter unserer 
Laboratorien sein Potential beibehalt. Die Ladung der Erde wird bei leitender 
Verbindung mit einem Leiter anderen Potentials nicht merklich geandert. Aus 
diesem Grunde kann man das Potential der Erde fUr viele Zwecke als das feste 
Niveau (P) ansehen, das ja in der Definition (5) des Potentials willkiirlich bleibt. 
Man nimmt dann das Potential der Erde fUr "Null". In Wirklichkeit lehrt die 
Theorie der atmospharischen Elektrizitat (Bd. XIV, Kap. 9), daB die Erde 
eine negative Ladung (von der Dichte 2,63 bis 10,6 E.St.E. per 1 m2) und 
daher ein negatives Potential besitzt. Verbindet man einen Leiter leitend mit 
der Erde, "erdet" man ihn, so besitzt sein Potential den fest en Wert "Null". 

1) J. JEANS, Electricity and magnetism,S. Aufl., S.30. Cambridge 1925. 
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Das Elektroskop gibt immer die Potentialdifferenz gegen sein Gehause, 
wenn also dieses geerdet ist, die Potentialdifferenz gegen Erde an. 

12. Die experimentelle Untersuchung des Feldes. Die praktische Unter
suchung des elektrischen Feldes und seine Darstellung mittels der Aquipotential
flachen (z. B. in der Lehre von der atmospharischen Elektrizitat) geschieht 
mittels der elektrischen Sonde. Als solche dienen: 

IX) Die Spi tze (vgl. Ziff. 7): Man verwendet als Sonde eine kleine mit Spitze 
versehene Probekugel oder iiberhaupt einen scharf zugespitzten kleinen Korper, 
der durch einen langen, diinnen, spiralisierten, blanken Kupferdraht mit einem 
empfindlichen Elektroskop verbunden ist. Infolge der Saugwirkung der Spitze 
nimmt das Elektroskop langsam das Potential der Stelle des Feldes an, in welch em 
sich die Spitze befindetl). 

fJ) Die Flamme: Ahnlich wie eine Spitze wirkt eine Kerzenflamme2). Die 
aufsteigenden Rauchgase entfiihren ebenso wie der elektrische Wind die un
gleichnamige Influenzladung und hinterlassen das mit der Flamme durch 
einen Draht verbundene Elektroskop auf dem entsprechenden Potential der 
gleichnamigen Influenzladung. Bedenklich bei der Verwendung dieses "Flam
menkollektors", der rascher als die Spitze wirkt, ist die ionisierende Wirkung 
der Flammengase (vermoge ihres Ionengehaltes) auf die umgebende Luft (Bd. XIV, 
Kap·3)· 

r) Der Tropfkollektor3): Aus einem gut isolierten MetallgefaB, das mit 
einem Elektroskop verbunden ist, entfiihren die ausstromenden Tropfen die 
ungleichnamige Influenzladung. An Stelle des Tropfkollektors verwendet 
man heute bei Untersuchungen iiber atmospharische Elektrizitat (Bd. XIV, 
Kap.9) gem Spritzkollektoren. Der Wasserkollektor ist langsamer, daflir 
unbedenklicher als der Flammenkollektor. 

c5) Der G liih.drah t4): Ein gliihender Platindraht sendet positive (negative) 
Ionen aus, solange er sich auf hoherem (niedrigerem) Potential als das umgebende 
Feld befindet, und stellt sich daher auf nahezu das gleiche Potential wie dieses ein. 

Man kann auch die ungleichnamige Influenzladung zur Messung des 
Potentials an einer Stelle des Feldes verwenden, indem man die gleichnamige 
durch Ableitung einer isolierten Probekugel zur Erde (mittels diinnen kapazitats
freien Drahtes) beseitigt. Diese Probekugel, in einem Becherelektroskop entladen, 
gibt dort eine dem jeweiligen Feldpotential proportionale Ladung zu erkennen 5). 

Unzulassig ist es dagegen, wie es GRIMSEHL6) tut, die gleichnamige Influenz
ladung ohne Wegschaffung der ungleichnamigen Influenzladung zu Messungen 
zu verwenden, da die Wirkungen beider sich (in schwer berechenbarer Weise) 
schwachen und daher keine zum Feldpotential proportionale Ladung auf dem 
Elektroskop erzeugen. 

Bei dieser Gelegenheit sei auch einer von MAXWELL herriihrenden Zang e 
Erwahnung getan. Sie besteht aus einem isolierenden Stoffe, an ihren Enden 

1) Uber einen Versuch zum Nachweis der Konstanz des Potentials auf einem ungeladenen 
Leiter mit positiver und negativer Influenzladung mittels Spitzenkollektors vgl. K. ROSEN
BERG, Experimentierbuch Bd. II, S.292. Wien 1924. 

2) A. BENNET, Phil. Trans. 1787, S.26. 
3) Lord KELVIN, Reprint of papers on electrost., S. 218 (aus NICHOLS Cyclopaedia 

1860). 
4) N. SEMENOFF U. A. WALTHER, ZS. f. Phys. Bd. 17, S.67, 1923. 
5) J. DELLMANN, Pogg. Ann. Bd. 112, S. 631. 1861; vgl. hierzu J. CL. MAXWELL, Treatise 

Bd. I, S. 340. 
6) E. GRIMSEHL, Lehrb. d. Phys. Bd. II, S. 90. 1923; vgl. auch J. FRICK, Physikal. 

Technik Bd. II, S. 1, 62. 1907, wo dies durch eine ungenaue Rechnung gestiitzt wird. Vgl. 
hingegen J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. I, S. 340f., wo eine ahnlicl1e, aber richtige Methode 
dargestellt ist. 
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sind kleine Metallscheibchen angebracht. Man bringt diese Zange an eine Stelle 
des Feldes, wodurch die beiden Scheibchen (wenn sie senkrecht zu den Kraft
linien gehalten werden) entgegengesetzte 1nfluenzladungen erhalten. Durch 
6ffnung der Zange werden dieselben getrennt und konnen im Becherelektroskop 
jede fiir sich gemessen werden, wodurch ein RiickschluB auf das Potential 
an der betreffenden Stelle moglich ist. 

Von MAXWELL1) stammt schlieBlich eine elegante Methode, die zu einem 
Leiter gehorigen Aquipotentialflachen darzustellen, ohne daB dieser selbst geladen 
ist. Diese Methode beruht auf dem Reziprozitatssatz fiir die "Potential
koeffizienten" (Ziff. 39 <x) und besteht darin, eine kleine geladene Probekugel 
von verschiedenen Stellen des F eldes aus, den mit einem Elektroskop verbundenen 
Leiter influenzieren zu lassen. N ach Ableitung der gleichnamigen 1nfluenz
ladung zeigt das Elektroskop keinen Ausschlag; denn es befindet sich der Leiter 
auf dem Potential Null der Erde, welches sich zusammensetzt aus dem urspriing
lichen von der Probekugel auf dem Leiter erzeugten Potential und dem Potential 
der ungleichnamigen 1nfluenzladung (Prinzip der Superposition Ziff.28). 
Wird die Probekugel an eine andere Stelle gebracht und zeigt sich dort kein 
Ausschlag am Elektroskop, so ist das von der Probekugel in der neuen Lage auf 
dem Leiter erzeugte Potential das gleiche wie friiher; nach dem erwahnten Rezi
prozitatssatz befindet sich daher die neue und die alte Lage der Probekugel auf 
ein und derselben Aquipotentialflache, die der Leiter bei irgendwe1cher Ladung 
besitzen wiirde. So fortfahrend, kann man die verschiedenen zu dem Leiter 
gehOrigen Aquipotentialflachen ermiUeln. 

c) Das COULOMBSche Gesetz. 
13. Abhangigkeit von der Ladung. WiI: wollen zunachst die Kraftwirkung, 

die zwei Elektronen aufeinander ausiiben, betrachten. Die Elektronen konnen 
wegen ihrer Kleinheit bei groBerem Abstande wie sog. Punktladungen be
handelt werden. (Es solI jedoch hier nicht verschwiegen werden, daB alle Schwie
rigkeiten, die dem "Problem des Elektrons" innewohnen, mit der Zulassung von 
Punktladungen bei den Rechnungen ihren Ausgang nehmen.) Da alle Elektronen 
untereinander gleich sind2) , miissen die Kraftwirkungen zwischen irgend zwei 
Elektronen in derselben Entfernung gleich sein. Hat man ein neutrales Molekiil, 
das aus einem negativen Elektron und einem gleich groBen positiven Restion 
besteht, so miissen die Krafte dieses neutralen Molekiils auf ein entferntes Elektron 
verschwinden. Also folgt, daB auch die Krafte der positiven einfach geladenen 
Restionen (sofern diese auch als Punktladungen aufgefaBt werden) ceteris paribus 
gleich, aber entgegengesetzt sind den Kraften der Elektronen. Aus dem Prinzip 
der Superposition der Krafte folgt mithin fiir die Kraftwirkung zwischen zwei 
Punktladungen von der GroBe von m bzw. n Elektronen (Restionen), die sich 
in der Entfernung r voneinander befinden, daB diese Kraft von der Form 

mn f{' (r) 

sein muB, wo rp nur von der Variablen r und nicht von m oder n abhangt. Dabei 
soll ein negatives m oder n eine negative, ein positives m oder n eine positive 
Ladung andeuten. 1st das Produkt mn positiv (die beiden Ladungen gleichnamig), 
so hat man positive, d. h. abstoBende Kraftwirkung, anderenfalls negative oder 
anziehende Kraftwirkung. Setzt man noch fUr den Augenblick die Ladung des 
Elektrons gleich 1 und bezeichnet die Ladung m· 1 mit e, die Ladung n· 1 mit e', 

1) J. CL. MAXWELL, Elementary treatise on electricity and magnetism, S.43. 
2) Vgl. fiir diese Schlu13weise das schon zitierte Buch von PIDDUCK, S. 46f. 
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so hat man aus der Hypothese der atomistischen Struktur der ElektriziUit deduk
ti v die Form e e' cp (r) (6) 

fUr die Kraftwirkung zweier Punktladungen e, e'. 
In Wirklichkeit gibt es keine Punkte und Punktladungen, deren Existenz 

iibrigens der atomistischen Hypothese widersprechen wiirde. Der Ausweg aus 
dieser Schwierigkeit ist die Einfiihrung des Unterschiedes zwischen "mathe
matischem" und "physikalischem" Unendlichkleinen. Das erstere bedeutet: 
kleiner als jede angebbare GroBe, das letztere: kleiner als jede meBbare 
GroBe. Dann darf man die GroBe des Elektrons selbst sowohl a1s auch die Ab
stande der einzelnen Elektronen vonej.nander, die in irgendeiner Ladung enthalten 
sind, als physikalisch unendlich klein (wenigstens in groBerer Entfernung von 
der Ladung) auffassen und gelangt zur kontinuierlichen Verteilung von 
unendlich kleinen Ladungselementen, deren jedes seIber als Punktladung be
handelt werden darfl). Damit setzt man sich allerdings unbedingt in Wider
spruch mit der atomistischen Hypothese. 

Nennt man de die Ladung auf dem Element dt der Oberflache eines Korpers, 
so laBt sich dann eine Flachendich te a der Ladung definieren als Grenzwert: 

1. de 
a = 1m dt 

d/-+O 

14. DasGesetz des umgekehrtenQuadrates der Entfernung. Wir betrachten 
mit CAVENDISH!) (1773) eine hohle geladene leitende Kugel. Der Versuch von 
CAVENDISH (Ziff. 4), der von MAXWELL2) mit groBter Sorgfalt wiederholt wurde, 
bestatigt, daB die Ladung nur an der Oberflache dieser Kugel sitzen kann. Die 
Dichte a derselben wird aus Symmetriegriinden iiberall gleichformig sein. Es 
ist das Potential zu berechnen, das die ganze Ladung in einem beliebigen Punkte A 
erzeugt. 

Hierzu denke man sich die Oberflache in lauter kleine Elemente df mit 
der nahezu punktformigen Ladung ad t zerlegt. In A befinde sich die Ladung 1. 
Dann iibt dt auf A eine Kraft (6) 

a d t . 1 . cp (r) 

aus, wo r die Entfernung von d t nach A ist. Wir berechnen das Potential zu 
dieser "Feldstarke". Nach (5) hat man 

r 

- j dr· a d t . cp (r) , 
00 

indem als Weg ·die Verlangerung des Radiusvektors von d f nach A iiber A hinaus 
gewiihlt wurde. 

Fiir das Potential der ganzen Kugel hat man dementsprechend 
00 

V = ff adfjdrcp(r). 
r 

Wir fiihren eine neue Funktion f (r) statt cp (r) ein: 
00 

rjdrcp(r) = d~f(r). (7) 

1) Vgl. auch G. H. LIVENS, Theory of electricity, S.48. Cambridge 1918. 
2) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. I, S. 80ff. 1892; Electrical researches of H. CAVENDISH, 

edited by MAXWELL, S. 104. 1879. 
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Dann Hi.Bt sich V leicht berechnen (vgl. MAXWELL 1. c.): 

V= 2na: {f(rl ) -f(r2)}. 

Hierin bedeuten: 
a den Radius der KugelfHi.che, 
b den Zentralabstand des Punktes A, 
r l bzw. r 2 den gr6Bten bzw. kleinsten Abstand, den A von der KugelfHi.che 

haben kann. 
Daher ist fUr einen 

auBeren Punkt: V = 2na :y (a + b) - f(b - a)}, 

Punkt der Kugel: V = 2n a : f(2a) , 

inneren Punkt: V= 2na: {t(a + b) - f(a - b)}. 

Hier ist t (0) = 0 gesetzt, was zulassig ist. 
LAPLACE l ) hat aus der letzten Forme! zuerst das Gesetz des umgekehrten 

Quadrates der Entfernung abgeleitet. Wenn das elektrische Gleichgewicht bei 
reiner Oberflachenladung bestehen solI, muB im Innern des Leiters (Ziff. 11) 
V = konst. sein, wo auch A liege, also 

1 
b{t(a + b) - f(a - b)} 

unabhangig von b sein oder: 

t (a + b) - t(a - b) = konst . b. 

Zweimalige Differentiation nach b liefert 

!"(a + b) - f"(a - b) = 0 
oder 

f"(r) = konst. = Co' 

hieraus (mit Cl als Integrationskonstanten) 

f'(r) = Cor + Cl 

und nach (7) 
C 

cp(r) = ri (8) 

was zu beweisen war. Der Beweis von CAVENDISH selbst beschrankt sich auf die 
Voraussetzung 

(7a) 

CAVENDISH folgert aus der Genauigkeit, mit welcher sein Elektrometer die 
Nichtexistenz einer Ladung auf der Innenkugel festzustellen gestattete: 

Iql<~· 
MAXWELL fand bei seiner Wiederholung des Versuches unter Verwendung des 
Quadrantenelektrometers 

Die Annahme (7a) ist, wie CAVENDISH und MAXWELL betonen, keine Beschran
kung der Allgemeinheit, da nur diese Annahme mit der Tatsache vertraglich ist, 
daB die von zwei einander ahnlichen K6rpern erzeugten elektrischen Felder 
einander auch ahnlich sind. 

1) P. S. LAPLACE, Mecanique celeste Bd. I, S. 163. 
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Die Umkehrung, daJ3 aus dem Gesetz des umgekehrten Quadrates folgt, 
daJ3 die gesamte Feldstarke im Innern einer gleichformig geladenen Kugelschale 
verschwindet, hat schon NEWTON 1) (fUr sein Gravitationsgesetz) bewiesen: 
Wir betrachten (Abb. 1) die auf einen Punkt P im Innern von der Oberflache 
ausgehenden Wirkungen. Zu diesem Zwecke zerlegen wir die Oberflache in lauter 
kleine Paare von unendlich kleinen Flachenelementen iI' /2' die je von einem 
Doppelkegel mit dem Scheitel in P und dem unendlich kleinen Offnungswinkel 
dw ausgeschnitten werden. Die Wirkung jedes solchen Paares 
in P ist Null. Denn wir haben mit den Bezeichnungen der 
Abb.1 

und die Kraftwirkungen sind, wenn a die Oberflachendichte 
bedeutet, bez. 

~_adw 
ri - sin IX ' r2 

2 

adw 
sin IX 

also gleichen Betrages und entgegengesetzter Richtung. 

Abb. 1. 1m Innern einer 
gleichformig geladenen 
Kugelschale verschwindet 

das elektrische Feld. 

15. COULOMBS eigene Forschungen. Das Gesetz fur die Kraftwirkungen 
zweier Punktladungen e, e' , deren Entfernung r ist, ist nacho (6) und (8) 

I C1 e·e .-
r 2 

und von CAVENDISH fruher (1773) aufgefunden und genauer bestatigt worden 
als von COULOMB2) (1785), dessen Namen es tragt, der es aber unabhangig ge
funden und veroffentlicht hat, wahrend CAVENDISH seine Resultate nicht ver
offentlichte. COULOMB verwendet zu seinen Messungen die Drehwage (Bd. XVI, 
Kap. 8); die AbstoJ3ung einer an einem horizontalen Wagebalken, der urn 
einen vertikalen Draht drehbar ist, befestigten MeJ3kugel durch eine feste Stand
kugel wird durch die Torsion des Aufhangedrahtes nach einer Drehung urn 
einen bestimmten Winkel aus der Anfangslage kompensiert. Indem man diesem 
Draht verschiedene Anfangstorsionen erteilt, so daJ3 Drehwinkel iX und Torsions
winkel ?J nicht zusammenfallen, ergibt sich bei Gultigkeit des Gesetzes des um
gekehrten Quadrates der Entfernung 

IX IX 
?J sin 2 tg 2 = konst (9) 

welche Relation durch Veranderung der Anfangstorsion fJ = ?J - iX bestatigt 
werden kann. Die Konstante hangt von den Ladungen e und e' der Stand- und 
MeJ3kugel ab. Da diese im Laufe der Versuche durch Zerstreuung abnehmen, 
muJ3 eine Korrektion angebracht werden, welche allerdings die Abhangigkeit 
von der Ladung nach (6) vorwegnimmt. Insgesamt sind folgende Korrektionen 
erforderlich: 

ix) wegen Elektrizitatszerstreuung: durch Beobachtung zu ermitteln; 
fJ) wegen der nicht punktformigen Gestalt der Ladungen: durch Be

rucksichtigung der gegenseitigen Influenzen der beiden Kugeln [vgl. Ziff. 82, 
Gleichung (88 ix)]; 

y) wegen der Influenzladungen auf dem Gehause: durch Berucksichtigung 
des "elektrischen Bildes" der Standkugel an dem als leitende Kugel ideali
sierten Gehause3) (vgl. Ziff. 68). 

1) J. NEWTON, Principia etc. lib. 1, sect. 12, prop. LXX. 
2) CR. COULOMB, Mem. de l' Acad. roy. des sciences 1785, S. 572 (Ostwalds Klassiker 

Nr. 13). 
3) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. I, S. 328f£. 
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Einige Resultate von COULOMB Einige Resultate von RIEssl) 
(ohne Korrektionen): (ohne Korrektionen): 

Anfangs- Drehwinkel I Drehwinkel 
Differenz Anfangs- Drehwinkel I Drehwinkel 

Differenz 
Beob. Beob. torsion (beobachtet) (gerechnet) Rechnung torsion (beobachtet) (gerechnet) Rechnung 

{J= 0° 1X=36° I -

I 
(J = 0° I IX = 42° 

I 

-

I 
126° 18° 

I 
18 ° 6' + 6' 70° 28° 27 ° 44' -16' 

567° 8 0 30' ! 9° 5' I +35' 110° 23° 23 ° 42' +42' 

Schwieriger als fUr das Gesetz der AbstoEung nach dem umgekehrten 
Quadrat der Entfernung ist der Nachweis des Gesetzes der Anziehung. Es 
gibt hier zwei verschiedene Gleichgewichtslagen fUr die bewegliche MeE
kugel, eine stabile und eine unstabile 2). COULOMB hat hier die Methode der 
Drehwage durch eine Methode der Schwingungen ersetzen mlissen3). Bei Gliltig
keit seines Gesetzes muE die Schwingungsdauer eines ungleichnamig zu einer 
Standkugel geladenen horizontalen SHibchens proportional der Entfernung sein, 
was annahernd bestatigt wurde: 

Entfemung 

9 Zoll 
18 

Dauer von 15 Schwingungen 

20" 

Schwingungsdauer 
Verhaltnis Entfernung 

2,22 
41" 2,28 

24' " 60" 2,50 

Das Gesetz der Anziehung nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung ist 
seinerzeit von S HARRIS angefochten worden 4), der dabei die Anziehung mittels 
einer gewohnlichen Wage und Gewichten maE (Vorlaufer des absoluten [Gewichts-] 
Elektrometers von Lord KELVIN, Ziff.43). Lord KELVIN [Sir W. THOMSON 5)] 
hat diese Anfechtung durch verschiedene Einwande, hauptsachlich aber durch 
den Hinweis auf CAVENDISH (damals noch unveri:iffentlicht) entkraftet. Die 
COULoMBsche Drehwage ist eben lange nicht so genau wie der Versuch von 
CAVENDISH. Gleichwohl behauptet sie ihren Platz, wenn es sich urn die absolute 
Messung einer Elektrizitatsmenge handelt, wahrend alle anderen Elektrometer 
nur relative Messungen derselben gestatten. 

Es bleibt schlie13lich noch die Erforschung der Abhangigkeit von der 
Ladung durch COULOMBS Drehwage zu besprechen. COULOMB6) verwendet 
hierzu die Methode der Halbierung einer Ladung durch Berlihrung der 
Standkugel mit einer genau kongruenten Kugel. Mit der neuen Ladung ej2 
der Standkugel und der unverandert gebliebenen Ladung e' der MeEkugel (e, e' 
sind wieder gleichnamig) wird eine verkleinerte Anfangstorsion fJ eingestellt, 
so daB der frlihere DrehwinkeliX wieder resultiert. Die Torsionswinkel qJ = IX + fJ 
mlissen sich verhalten wie 1: 2, fUr die Ladungen ej2 bzw. e. COULOMB fand: 
qJ = 148 0 bzw. = 72 a (korrigiert wegen Elektrizitatszerstreuung: 73,5 0). 

16. Demonstration des COULOMBS chen Gesetzes. Flir Demonstration eignet 
sich an Stelle der Drehwage besser das elektrische Pendel, bei welch em die 
elektrische AbstoBung durch die Schwerkraft an Stelle der Torsionselastizitat 
kompensiert wird7). Dieses ursprlinglich von ODSTRCIL herrlihrende Verfahren 
ist von PENKMAYER8) und DECHANT9) zu einer Nullmethode umgestaltet 

1) P. RIESS, Reibungselektrizitat Ed. I, S. 92. 1853. 
2) E. lVIASCART, Handb. d. statischen Elektrizitat, ubersetzt von 'N ALLENTIN, S. 61. 1883. 
3) CH. COULOMB, I. c. S. 581. 
4) S. HARRIS, Phil. Trans. 1834, II, S.213; 1836, II, S.431-
5) Lord KELVIN, Reprint of papers, S. 18-26. 
6) CH. COULOMB, lVIem. de l' Acad. des sciences 1786, S. 69. 
7) J. ODSTRCrL in GrundriB der Naturlehre von E.lVIACH u. J.ODSTRCIL. Prag 1887. 
8) R. PENKMAYER, ZS. f. Unterr. Ed. 15, S.209. 1902. 
9) J. DECHANT, ZS. f. Unterr. Ed. 17, S. 35. 1904. 
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worden. Auf einer Teilung sind zwei gleiche Standkugeln (statt einer) verschieb
bar, zwischen denen die leichte MeBkugel als elektrisches Pendel bifilar auf
gehangt ist. Die MeBkugel wird geladen und muB, wenn die beiden Standkugeln 
gleiche Ladung (nach der Methode der Halbierung einer Ladung; Ziff. 15) er
halten haben, genau in der Mitte zwischen beiden schweben. Nun wird eine der 
beiden Standkugeln mit einer dri tten gleich groBen zweimal beriihrt, wodurch 
ihre Ladung auf ein Viertel der anderen Standkugel sinkt; daher nahert sich 
die MeBkugel der schwacheren Ladung. Urn sie wieder auf Null zu bringen, muB 
man die Standkugel mit der schwacheren Ladung auf die Halfte ihrer friiheren 
Entfernung von der Null bringen. Hierdurch ist die Proportionalitat der Ab
stoBung sowohl mit der Ladung als mit dem umgekehrten Quadrat der Ent
fernung demonstriert. Urn die Lagen der drei Kugeln sichtbar zu machen, 
projiziert man ihre Schattenbilder alif einen mit Teilung versehenen Schirm. Es 
lassen sich mit dieser Anordnung (bei Verzicht auf die Nullmethode) natiirlich 
auch noch andere Fane des COULoMBschen Gesetzes demonstrieren. Vorsicht 
vor Luftstromungen und Storungen durch den Korper des Experimentierenden! 

Andere mehr oder minder komplizierte Methoden finden sich bei FRICK l ). 

17. Definition der elektrostatischen Einheit der Elektrizitatsmenge. Aus 
(6) und (8) ergibt sich fiir die Kraftwirkung zwischen zwei Punktladungen e, e' 
in der Entfernung r voneinander 

wo Cl eine noch unbestimmte Konstante ist. Durch Festlegung des Wertes von Cl 

wird die Einheit der Elektrizitatsmenge festgelegt (vgL hierzu die Bemerkungen 
in Ziff. 8). Man pflegt2) die Konstante Cl = 1 zu setzen und erhalt hierdurch 
die Definition der Einheit der Elektrizitatsmenge im elektrostatischen MaGe 
bei Zugrundelegung von cm, g, sec: 

Die elektrostatische Einheit der Elektrizitatsmenge ist diejenige Menge, 
welche auf eine genau gleiche Elektrizitatsmenge in der Entfernung 1 cm die 
Kraft 1 dyn ausiibt. 

Bemerkt werde, daB bei der Form 

(10) 

des COULoMBschen Gesetzes wie iiberhaupt im bisherigen der EinfluG des 
Mediums nicht beriicksichtigt ist. Wiirde man als umgebendes Medium statt 
eines Vakuums oder (was nahezu auf dasselbe hinauskommt) Luft ein Dielektri
kum mit einer von 1 wesentlich verschiedenen Dielektrizitatskonstante (Ziff. 7) 8 

verwenden, so kame statt (10) 
1 ee' 

(10a) 

also eine Schwachung der Wirkung. (Hierbei ist vorausgesetzt, daB die 
Ladungen e, e' bei dem Dbergang von Luft zu dem Dielektrikum 8 konstant 
erhalten werden [vgL Kap. 5].) 

Zur Illustration der elektrostatischen Einheit (E.St.E.) der Elektrizitats-

menge diene (MACH): zwei gleiche Kugeln von 1 g Gewicht, an 490 cm = L 
2 

(halbe Fallbeschleunigung) langen Seidenfaden aufgehangt und elektrisiert, 

1) J. FRICK, Physikal. Technik Bd. II, 1, S. 16ff. 1907. 
2) Zuerst von C. F. GAUSS, AUgem. Lehrsatze usw. 1840 (Ostw. Klass. Nr. 2) nach dem 

Vorbild seiner magnetischen Einheiten: Intensitas viris magneticae etc. Pogg. Ann. Bd. 28. 
1833; W. WEBER, Elektrodynam. MaBbest. Bd.1. 1846; vgl. auch H. v. HELMHOLTZ, Wied. 
Ann. Bd. 17, S.42. 1882; R. KOHLRAUSCH U. W. WEBER, Elektrodynam. MaBbest., 4. Abh., 
Bd. III, S.228. Leipzig 1857. 

Handbucb der Physik. XII. 24 
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haben, wenn sie sich auf 1 cm Abstand abstoBen, je eine elektrostatische Einheit 
der Elektrizitatsmenge. 

Die Dimension der E.St.E. der Elektrizitatsmenge ist 

gl cm~ sec - 1 , 

wenn die Dielektrizitatskonstante to als dimensionslos behandelt wird. 
Noch mag bemerkt werden, daB seit O. HEAVISIDE1) und H: A. LORENTZ2) 

die Wahl der Konstanten C1 = 1 im COULoMBschen Gesetz nicht mehr wie bei 
GAUSS und seinen N achfolgern fUr passend erachtet wird; an Stelle der GAussschen 
Tendenz, die Coulombschen Elementargesetze zu vereinfachen, tritt jetzt 
die Tendenz, die Maxwellschen Fundamentalgleichungen zu verein-

fachen. Dies gelingt durch die Wahl C1 = 41:Jt' wodurch die LORENTzsche E. St.E. 

der Elektrizitatsmenge gleich wird ,~ X der GAussschen E.St.E. In LORENTZ-
r4:Jt 

schen E.St.E. lautet daher das COULoMBsche Gesetz: 

bez. 1 ee' 
4:JtE 7' 

18. Feldstarke und Potential auf Grund des COULoMBschen Gesetzes. Nach 
Ziff. 13 ist die elektrische Feldstarke die auf die Ladungseinheit ausgeubte Kraft, 
also fUr eine Punktladung e als Kraftzentrum und fUr eine Entfernung r von 
dieser: 

Hierzu gehort als Potential 
017 

iQ;i=-Tr' 

(11) 

V=~. 
r 

(12) 

Hat man mehrere punktformige Ladungen e1 , e2 , ea •.. als Kraftzentren mit 
den Entfernungen r1 bzw. r2 bzw. ra' .. vom "Aufpunkt" A, so berechnet sich 
V durch bloBe Addition der Einzelpotentiale, da V eine "skalare" GroBe ist 
vgl. Bd. III, Vektorrechnung von RADAKOVIC): 

Hieraus 
017 

Q;", = -ax' 017 Q; =--
y oy' 

017 
~z = -Tz' 

(12a) 

wobei die Differentiation nach den Koordinaten des Aufpunkts A vorzunehmen 
ist. Hierin liegt der groBe Vorteil der Einfuhrung des Potentials fUr die Verein
fachung der Rechnung. 

Hat man eine kontinuierliche Verteilung (Ziff. 13), so tritt an Stelle von (12a) 

(12b) 

wobei das Integral uber die Oberflachen der mit der Dichte 0 geladenen Korper 
zu erstrecken ist und r die Entfernung des jeweiligen Elements df vom Auf
punkt A bedeutet. An Stelle von (12b) hatte man bei raumartiger Verteilung 
eine Raumdichte (} im Volumenelement dv und 

(12C) 

1) O. HEAVISlDE, Electrical papers. 1892 ("rationelle Einheiten"). 
2) H. A. LORENTZ, Enzyklop. d. math. Wiss. Ed. V, S.83ff. 1904. 
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Solche Raumladungen sind in ionisierten Gasen (atmospharische Elektrizitat, 
. Gluhelektronen usw.) von Bedeutung. Da wir es hier vorwiegend mit Leitern 
zu tun haben, werden uns nur Oberflachenladungen und nicht Raumladungen 
beschaftigen. In der Potentialtheorie, die auch Gravitation umfaBt, spielen 
diese Raumladungen naturlich eine groBe Rolle (vgl. Bd. III u. V). 

d) Die aus dem COULoMBschen Gesetz folgenden Integral- und 
Differentialsatze. 

19. GAUSS' Satz vom KraftfluB. GAUSS1) hat folgendes Integral betrachtet: 

Jdt COS (nr) . 
. r2 

Es ist zu erstrecken uber irgendeine geschlossene Flache; dl ist irgendein 
Element derselben, n die nach auBen gezogene Normale zu dl, r die Entfernung 
von d Ibis zu einem fest en Punkte Q, innerhalb oder auBerhalb der Flache. Welches 
auch immer die Form der Flache und die Lage des Punktes Q seien, hat dieses 
Integral konstan ten Wert, und zwar: 

J dl co:~n1. = 2n fiir einen auf der Flache gelegenen Punkt. j4n innerhalb 

o auBerhalb 

Die Anwendung auf die Kriifte, welche das Gesetz des umgekehrten Quadrats 
der Entfernung befolgen, liegt auf der Hand. Es bedeutet 

cos (nr) 
r2 

die nach der Normalen n des Elements dl genommene Kompo~nte der Feld
starke, welche gemaB (11) eine in Q befindliche Einheitsladung auf d I ausiibt. 
Hat man in Q die Ladung e, so betrachte man 

!dj eco:t1r) = 4ne oder 2ne oder 0 wie oben. 

Hat man schlieBlich mehrere Ladungen e1 in Ql' e2 in Q2 usw., so folgt 

rd/{~~coS(nrl) + icos(nr2) + ... } = 4n{e1 + e2 + ... } .1' r , r2 

wenn aIle Ladungen von der Flache eingeschlossen werden, oder gleich Null, 
wenn aIle Ladungen von der Flache ausgeschlossen werden. Sonst sind an der 
rechten Seite leicht erkennbare Anderungen anzubringen. Der Integrand der 
linken Seite ist aber die Normalkomponente Q;n der gesamten Feldstarke Q;, so 

daB man J dlQ;n = 4n2' e (13) 

erhalt. Das Integral der linken Seite heiBt der "KraftfluB" durch die geschlossene 
Flache; n ist die a uBere Normale, und rechts steht die 2' e, das ist die Summe 
aller von der Flache eingeschlossenen Ladungen, die auch Null sein kann. 
Es wird hierbei ausgeschlossen, daB Ladungen auf der Flache selb'st liegen. 

Bei kontinuierlicher Verteilung mit der Dichte /2 gilt 

/djQ;n = 4nJdvQ, (13 a ) 

wo das Volumintegral der rechten Seite iiber das ganze eingeschlossene Volumen 
zu erstrecken und fiir ladungsfreie Gebiete e = 0 zu setzen ist. 

') c. F. GAUSS. Allgem. Lehrsatze usw., § 22ff. 1840 (Ostw. Klass. Nr. 2. S. 32ff.); oder 
schon C. F. GAUSS, Theoria attractionis etc. G6ttinger Abh. Ed. II. 1813. 

24* 
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20. Anwendungen des GAussschen Satzes yom KraftfluB. IX) Sitz der 
Ladung im Leiter: Man ziehe irgendeine geschlossene Flache I, die nur ganz 
im Innern des Leiters gelegen sei. Wenn der Leiter im elektrischen Gleich
gewicht ist, verschwindet uberall in ihm (2;, also auch die rechte Seite von (13), 
also auch jede innere Ladung. SoIche kann sich also hochstens auf der Ober
flache vorfinden. So folgt aus dem mit dem COULOMBschen Gesetz gleich
wertigen GAussschen Satz umgekehrt jene Tatsache, aus der in Ziff. 14 
das COULoMBsche Gesetz selbst abgeleitet wurde. 

fJ) Wirkung einer Ku'gel nach auBen: Eine mit Flachendichte ° oder 
Raumdichte (! gleichformig geladene Kugel wirkt nach auBen jedenfalls radial
symmetrisch, d. h. die Feldstarke (2; hangt nur von der Entfernung r des Auf
punktes vom Zentrum abo Als geschlossene Flache t lege man eine zur Kugel 
konzentrische auBere Kugel. Da auf dieser r = konst., ist auch I (2; I = konst.; 
obendrein ist (2;" = (2;. = I (2; I, da das Feld uberall radial, daher normal zu dieser 
Kugel stehen muB. Daher folgt aus (13) 

f dt(2;" = I (2; If dl = I (2; I· 4nr2 = 4ne, 
woraus 

l(2;i=~· (14) 

Eine gleichformig geladene Kugel wirkt nach auBen wie die gesamte in ihrem 
Mittelpunkte konzentrierte Ladung e. Dies ist eine schon von NEWTON verwendete 
nachtragliche Rech tfertigung der Einfiihrung der fingierten Punktlad ungen. 
Freilich reicht diese Rechtfertigung zwar fur die Gravitationstheorie, wo es keine 
Leiter und daher keine Verteilungsprobleme gibt, nicht aber fur die Elektrostatik 
aus (vgl. etwa das Problem der zwei Kugeln Ziff.82). 

r) Wirkung einer Kugel nach innen: Hier kommt selbstredend nur 
die Raumladung in Betracht. Als geschlossene Flache lIege man eine zur Kugel 
(Radius a) konzentrische innere Kugel (Radius r), die gerade durch den Auf
punkt geht. Diese teilt jene in zwei Teile, von denen offenbar nur der innere 
Teil auf den Aufpunkt wirkt. Man hat dann nach (13a) 

(dl(2;" = 1(2;1 (dl = 1(2;1' 4nr2 = 4n(dv(! = 4n. e r:. 
v j' .J' a 

Daher: 
(14a) 

Die elektrische Feldstarke innerhalb der Kugel ist der erst en Potenz der Ent
fernung r vom Mittelpunkt direkt proportional. Dies ware also ein Feld, das 
ins Unendliche reicht (dort nicht verschwindet). Selbstredend ist die Gultigkeit 
der Formel (14a) bloB auf das Innere r <:: a beschrankt. Fur r = a gehen (14a) 
und (14) stetig ineinander uber, und fUr das A.uBere r > a gilt nur (14). Es 
handelt sich hier urn zwei Zweige einer mehrwertigen Funktion. 

<'J) Wirkung eines unendlichen Zylinders nach auBen: In analoger 
Weise findet man fiir einen gleichformig geladenen unendlich langen Zylinder 
als auBeres Feld 2e 

1(2;1=7' (15) 

wo e1 die Ladung per Lang~neinheit des Zylinders, r der Abstand von der 
Zylinderachse sind. Das Feld hat iiberall die Richtung von r. 

E) Wirkung einer unendlichen Ebene: Man findet 

i@I=2no, (16) 

wenn odie Flachendichte der beiderseits geladenen Ebene ist. 1(2;1 ist stets 
senkrecht zur Ebene und von ihr weg gerichtet. 
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21. Die COULoMBsche Gleichung. Wir betrachten einen mit der FHichen
dichte 0 geladenen Leiter. Es sei dt ein kleines Element seiner Oberflache; 
mit d t als Grundflache errichte man sowohl nach auBen als nach innen je einen 
unendlich kleinen Zylinder, dessen Leitlinien normal zu d t stehen und durch 
die Berandung des Elements d t gehen. Man betrachte sodann die aus diesen 
beiden Zylindern zusammengesetzte geschlossene Flache und wende den GAUSS
schen Satz (13) auf den so erhaltenen zusammengesetzten Zylinder an. Seine 
Mantelflache ist durchaus parallel der zu d t normalen Richtung,· welches ja 
nach Ziff. 11 die Richtung der elektrischen Kraftlinien, also von Q; ist. Daher 
verschwindet auf seiner MantelfHiche die zu dieser normale Komponente von Q; 
und damit deren Beitrag zur linken Seite von (13). Was sodann die innere Basis
flache . des zusammengesetzten Zylinders anlangt, so verschwindet auch deren 
Beitrag, da innerhalb des Leiters Q; = O. Es verbleibt nur der Beitrag der auBeren 
Basisflache, wo fUr Q; .. sehr nahe der Wert auf der Grundflache d t selbst ge
nommen werden kann. Indem man dann die Rohe des auBeren Zylinders unend
lich klein werden laBt, erhiilt man aus (13) 

Q;n = 4:no, (17) 

eine von COULOMBl) bei seinen Untersuchungen iiber die Verteilung der Elektrizitat 
auf den Leitern gefundene Gleichung. Nach Einfiihrung des Potentials wird: 

oV - on = 4:no, (17a) 

wobei n die auBere Normale und 
o 000 

an = cosnx o~ + cosny oy + cosnz oz 
bedeutet. Da im Innern des Leiters V konstant ist, bedeutet (17a), daB die 
nach der Normalen genommene Derivierte des von einer Flachenladung her
riihrenden Potentials an der Oberflache des geladenen Leiters unstetig ist. AuBen 

gilt - :: = 4:no, innen ~: = O. Diese Unstetigkeit folgt aus allgemeinen Satzen 

der Potentialtheorie fiir ein Integral von der Form (12b) [vgl. die von POISSON 
gegebene Erweiterung (19c) der COULOMBschen Gleichung (17a) in Ziff.23J. 

Die COULOMBsche Gleichung verbindet die unmittelbar an der Oberflache 
des Leiters herrschende Feldstarke I Q; I = Q; .. und die dortselbst herrschende 
Flachendichte o. Beide sind einander proportional. Wo also das Feld Q; stark 
ist, d. h. das Potential in der Richtung vom Leiter weg einen starken Abfall 
(pro Langeneinheit) erleidet, sind Stellen starker Flachendichte des Leiters. 
Diese Stellen sind Punkte groBer Kriimmung des Leiters (vgl. Ziff. 27). 

22. Der elektrostatische Druck. Infolge der gegenseitigen AbstoBung der 
Elektrizitatsteilchen herrscht auf der Oberflache eines geladenen Leiters ein 
Druck, der diese Teilchen nach auBen zu treiben sucht. Dieser Druck wird ge
funden als Quotient aus <;ler Kraft, die auf ein Element d t der Oberflache des 
Leiters von den samtlichen anderen Elementen ausgeiibt wird, durch die GroBe 
d t dieses Elements. 

Die gesamte Feldstarke IQ; I = Q;n in d t steht auf d t normal und soll in zwei 
T eile zerlegt werden It:'" "" .. = Q;n + Q;n , 

von denen der erste der von d t selbst herriihrende Anteil, der zweite der von 
samtlichen anderen Elementen herriihrende Anteil ist. Es ist dann der elektro
statische Druck offenbar gleich 0 Q;~. Um Q;~ = Q;n - Q;~ zu berechnen, fassen 

1) CH. COULOMB. Mem. de l'Acad. 1788. S.676-677. 
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wir df als Teil einer unendlichen Ebene, die gleichformigmit derselben Dichte 0 

geladen ist, auf. Dies ist gestattet, wenD. der Abstand des Aufpunkts von df 
unendlich klein von hoherer Ordnung gegen die Abmessungen des d fist, was wir 
voraussetzen wollen. Dann wirkt nach Ziff. 20 (16) die Ebene nach innen wie 
nach auBen mit der konstanten Feldstarke I Q;~ I = 21£0. Da aber im Innern 
kein Feld herrscht, muB die nach innen gerichtete Feldstarke Q;~ = 21£0 von der 
(nach auBen) gerichteten Feldstarke Q;~, die von den samtlichen anderen Elementen 
herriihrt, kompensiert werden, woraus !f'; = 21£0. Nach auBen addieren sich 
hingegen die Beitrage Q;~ und Q;~ zu Q;n = 41£0 in Ubereinstimmung mit .(17). 
Aus dem Vorstehenden folgt fUr den elektrostatischen Druck per Flacheneinheit 
der Oberflache eines geladenen Leiters 

P = 2 1£ 0 2 ( 18) 

in der Richtung der auBeren Normale. Hierfiir kann auch wegen (17) geschrieben 
werden 

(18a) 

Aus der von MAXWELL gegebenen dynamischen Theorie der Elektrizitat (vgl. 
Zif£' 9) folgt dieses Resultat unmittelbar, da langs der auf dem Leiter senkrecht 
beginnenden (endigenden) Kraftlinien ein Zug von der GroBe (18a) herrscht. 

Urn eine Abschatzung der GroBe des elektrostatischen Drucks zu ermoglichen, 
diene als MaBstab1), daB ein Leiter bei 760 mm Hg und 15 0 C nicht mehr als 
I Q; I = 100 E.St.E. vertragen kann, ohne daB En tladung durch die Luft ein
tritt. Dabei ist vorausgesetzt, daB kein anderer Leiter in groBerer Nahe (Bruch
teil von 1 mm) ist. Dies ergibt 

1 P<S:n: 104 dyn per cm2. 

Der Druck der Atmosphare ist bei 760 mm ca. 106 dyn per cm 2, daher: 
1 P:::; SOO:n: atm = ca. 0,3 mm Hg. 

JEANS2) diskutiert die Moglichkeit, diesen elektrostatischen Druck an elektri
sierten Seifenblasen durch VergroBerung von deren Radius zu messen3). Ver
suche zur Demonstration des elektrostatischen Druckes an Fliissigkeitstropfen 
bei FRICK-LEHMANN4). 

Man kann die Formel (18) oder (18a) benutzen, urn die resultierende pondero
motorische Kraft auf einem geladenen Leiter auszurechnen (vgL Ziff.42). 

In einem Dielektrikum mit der Konstante 8 tritt an Stell~ von (18a): 

P = se:n: Q;2. (18a) 

28. Die LAPLACE-POISsoNsche Differentialgleichung. Von GAUSS (1813) und 
GREEN (1828) ist die Umformung angegeben (vgl. Bd. III, Vektorrechnung): 

f f (of,}; of,}; Of,};) 
df{Q;",cosnx + Q;ycosny + Q;.cosnz} = dv a; + 0; + oz' 

oder vektoriell f dfQ;n = .r dv divQ;. 

1) J. J. THOMSON, Elements of electricity, S.41. 1921. 
2) J. JEANS, Electricity, S. 81 ff. 1925. 
3) Versuche an elektrisierten Seifenblasen bei C. V. Boys, Soap-bubbles, S. 131 ff. 1890 

(L. WEINHOLD, Physikal. Demonstrationen, S. 747ff. 1913), die dem Nachweis des Sitzes 
der Ladung dienen sollen. 

4) J. FRICK, Physik. Technik Bd. II, 1, S. 83 ff. 1907. 
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Hierin erstreckt sich das OberfHi.chenintegral tiber die geschlossene Flache j, 
welche das Volumen v einschlieBt. Bedingungen: ~"" ~Y' ~z endlich und stetig 

und ~~., , ~~ ,~~z endlich aUf und innerhalb j. 

Anwendung dieser Umformung auf (13a) fiihrt zu 

Jdv(div~ - 4.ne) = 0 

oder da das Volumen v ganz beliebig ist, 

div~ = ~Q;x + oQ;y + oQ;, = 4.ne. 
ox oy oz 

Einsetzung von (4) liefert 
iJ2V 82V 02V 
"2 + ?19' + -:oz = JV = - 4.ne 
ox uY" uZ 

bzw. im ladungsfreien Gebiete: 
JV= o. 

(19) 

(19a) 

(19b) 

Die Gleichung (19b) heiDt die LAPLAcEsche Differentialgleichung1); die Gleichung 
(19 a) heiBt die POISsoNsche Differentialgleichung2). 

Nach ihrer Herleitung bezieht sich die PorssoNsche Differentialgleichung 
bloB auf Raumladung. Bei Flachenladung a erleidet namlich ~n eine Unstetig
keit an der geladenen FHiche (Ziff. 21), weshalb die GAUss-GREENsche Trans
formation nicht mehr anwendbar ist. Dortselbst gilt an Stelle von (19a) die 
COULOMBsche Gleichung (17 a) bzw. die allgemeinere von PorSSON 3) an Stelle 
derselben aufgestellte Gleichung: 

(OV) (OV' -an auGen - on)innen = - 4.na. (19 c) 

Bei Leitern verschwindet innen ~: ' und aus (19C) wird wieder die COULoMBsche 

Gleichung (17a). Die Gleichung (19C) wird fUr uns, da wir es nur mit Leitern 
zu tun haben, keine Rolle spielen. Anders ist es beiDielektriken, wo durch (19c) 
die schein bare Ladung an den Grenzflachen derselben gegeben ist. [Beim 
Dbergang von einem Dielektrikum (cl) in ein anderes (C2) ist namlich ~n unstetig, 
da Cl (~n)1 = C2 (~n)2 stetig ist; Naheres in Kap. 5J. 

In der Potentialtheorie wird gezeigt, daB die allgemeinste Losung von (19 a) 
die Form hat 

(20) 

WO T die Flachendichte des "elektrischen" Moments einer "Doppelschicht" ist. 
Da wir in der Elektrostatik der Leiter T = 0 haben, zeigt dies, daB der aus dem 
COULoMBschen Gesetz (durch Dbergang von Punkt- zu kontinuierlichen Ladungen) 
gefolgerte Ansatz (12b), (12c) mit der POISsoNschen Differentialgleichung vollig 
gleichwertig ist. 

Man kann umgekehrt zeigen (GAUSS), daB der Ansatz (20) die Differential
gleichung (19 a) befriedigt. Ein ungenauer Beweis ist schon von POISSON (1. c.) 
gegeben worden und bedient sich einer klein en Kugel, die den Aufpunkt umgibt, 
innerhalb welcher die Dichte e von POISSON (zu Unrecht) als gleichfOrmig an
gesetzt wird, woraus dann allerdings nach Ziff.20y) der gewtinschte Beweis 
folgt. 

1) P. S. LAPLACE, Par. Rist. 1782, S. 135, 252. 
2) S. D. POISSON, Soc. Philom. Bd.3, S.388. 1813. 
3) S. D. POISSON, Par. lVIem. Bd. 12, S. 30.1811. 
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An sog. UnstetigkeitsfHichen mit "einfacher Belegung" gilt bei dem 
Ansatz (20) iJV iJV 

----=4na, iJn1 iJn2 

wo nI , n2 die Normalen nach beiden Seiten dieser Flache sind, an sog. Unstetig
keitsflachen mit "doppelter Belegung" 

VI - V2 = 4nT, 
wobei VI der Wert auf der im Sinne von n in (20) positiven Seite, V 2 der Wert 
auf der negativen Seite ist. In der Elektrostatik der Leiter haben wir es nur 
mit den ersteren und auch da nur im Sinne COULOMBS mit der eingeschrankten 
Bedingung (17 a) an Stelle der allgemeineren (19c) zu tun. 

24. Das Hauptproblemder mathematischen Elektrostatik. In der Potential
theorie wird bewiesen, daB das Potential V irgendeines elektrostatischen Feldes 
eindeutig bestimmt ist, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: IX) LlV = -4nQ 
bzw. = 0 in allen Punkten des Feldes, auBerhalb gewisser das Feld nach inn en 
und nach auBen begrenzender Flachen. Dabei ist die Raumdichte Q fiir jede 
Stelle des Feldes .vorgegeben, wQbei Q natiirlich auch Null sein kann. fJ) An den 
das Feld begrenzenden Flachen, worunter auch Unstetigkeitsflachen innerhalb 

des Feldes zu verstehen sind, geniigt V den Bedingungen: d~V + ~V = -4no n1 un2 

oder VI - V 2 = 4nT, wobei a und T fiir aIle diese Flachen vorgegeben sind 
(und natiirlich auch eines oder beide Null sein konnen). y) Wenn das Feld ins 

Unendliche reicht, so bleiben RV bzw. R2 :~ endlich, wenn R (der Abstand yom 

Ursprung der Koordinaten) unendlich wird. 
An Stelle dieses allgemeineren Problems werden wir es in der Elektrostatik 

der Leiter bloB mit folgendem Probleme zu tun haben. IX) V erfiillt in allen 
Punkten des Feldes auBerhalb gewisser Flachen die Gleichung LlV = O. fJ) Auf 
den genannten Flachen ist V konstant und vorgegeben oder V konstant und 
(an Stelle von V) die gesamte Ladung jedes Leiters vorgegeben. y) Bedingung 
fUr das Unendlichferne wie oben. 

Es laBt sich zeigen, daB, wenn eine Losung existiert, sie durch diese Be
dingungen eindeutig bestimmt ist. Hierzu bedient man sich der folgenden von 
GREEN l ) herriihrenden Formel und SchluBweise: 

IdvWiJ~r + (~~r + (~~n + Idv ULIU = - ~fdt U ~~. 
Hierin ist U irgendeine gewissen Regularitatsbedingungen (vgl. Ziff. 23) ge
niigende Funktion. Die Volumintegrale gehen iiber das Innere des Feldes. die 
Flachenintegrale iiber samtliche das Feld inn en und auBen begrenzenden Flachen, 
wobei n diesmal nicht die yom Feld hinausgerichtete auBere, sondern die in das 
Feld herein gerichtete Normale bedeutet. 

Angenommen, es gabe zwei verschiedene Losungen des skizzierten Problems 
V und V'. Dann wahle man U = V - V'. Es ist LI U = 0 und auf den Flachen 
entweder U = 0 oder zumindest konstant, so daB mit Hilfe von (17a) 

f iJU J iJU . I 

- djUa;;;=-UJdj Sn=4n U.(e-e)=0, 

wobei e bzw. e' die Ladungen der betreffenden leitenden Flache darstellen. 
Beidemal (ob V oder e gegeben sind) resultiert daher aus der zitierten Formel 

Idv{(~~r + (~~r + (~I~Y} = 0 
1) G. GREEN, Essay etc. 1828 (Ostw. Klass. Nr. 61). 
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d iJU au au . u V V' k t 1 h K t t o er -8 = -,- = ~ = 0, womlt = - = ons., we c eons an e 
% oy uZ 

uberdies im Falle der Vorgabe von V Null sein muB. Aber auch, wenn in V (bei 
Vorgabe von e) eine Konstante willkurlich bleibt, ist nach Ziff. 10 das Feld ein
deutig bestimmt. Was zu beweisen war. 

Von diesem Satz wird im folgenden des Ofteren Gebrauch gemacht werden, 
wenn es sich darum handelt, die Gleichgewichtsverteilung (a) auf einer Anzahl 
von Leitem zu berechnen, deren Potentiale (V) oder Gesamtladungen (e) be
kannt sind. 

In der Potentialtheorie heiBt dieses Problem ein Randwertproblem, 
und zwar das von LEJEUNE-DIRICHLETl). Das andere Problem, das von F. NEU
MANN 2) , kommt in der Elektrostatik der Leiter nicht vor. Denn es hat keinen 

Zwe'ck, a = - 4~ ~V , also die Gleichgewichtsverteilung selbst, auf den Leitem 
Jr un 

vorzugeben, da dann V sich nach (12b) mittels einer Integration berechnet. 
Allerdings bereitet die direkte Integration nach (12b) oft praktisch groBe 
Schwierigkeiten und wird daher gem durch die Integration der LAPLAcEschen 
Differentialgleichung unter Zugrundelegung eines DIRICHLETschen Problems 
umgangen. Als Beispiel sei die Umstandlichkeit der Rechnungen nach (12b) 
Coder nach (12c)] fUr die gleichformige Belegung Coder Raumladung] einer Kugel 
erwahnt. 

Der Gegensatz zwischen den beiden Rechenmethoden, namlich dem elektro
statischen Problem bei der LAPLACEschen Differentialgleichung und der be
stimmten Integration oder Summation, ist von MAXWELL auf den Gegensatz 
zwischen Nahewirkung (Differentialgleichung) und Fernwirkung (Integral
gesetz) bezogen worden3). Wenn dies richtig ist, so ist wenigstens vom mathe
rna tischen Gesichtspunkte dieser Gegensatz gegenstandslos, da beide Rechen
methoden gleichwertig sind. Ob ein anderer Gesichtspunkt in der rechnenden 
Physik zulassig ist und nicht in das Gebiet der Naturphilosophie gehort, solI 
hier nicht entschieden werden. 

25. Einige Folgerungen aus der LAPLAcEschen Gleichung. ex) 1m ladungs
freien Gebiet ist LtV = 0, also kann dort V weder ein Maximum noch ein 
Minimum haben. Denn fUr ein Maximum (Minimum) ist erforderlich, daB 

hI 02 V 1 02 V 1· 02 V.. l' h . ( ..) . d . d B sowo 0%2 as iJ y2- as iJ z2 samt IC negahv poslhv sm, was mIt em e-
iJ2V 02V 02V 

stehen der Relation 0%2 + oy2 + iJ z2 = 0 unvereinbar ist. 

fJ) Wenn V irgendwo ein Maximum (Minimum) hat, so befindet sich in 
dem betreffenden Punkt eine elektrische Ladung positiven (negativen) Vor
zeichens. Denn, wenn man diesen Punkt mit einer kleinen Kugel vom Radius r 
umgibt, so muB dann (bei genugend kleinem r) ~r~ auf der Kugelflache durchweg 
< 0 (> 0) sein, also auch 'oV r 

jdtar < ° (> 0) 

erstreckt uber die ganze Kugel. Nach dem GAussschen Satz vom KraftfluB (13) 
ist dies aber gleich der von der Kugel eingeschlossenen Gesamtladung 

-4ne, 
1) P. G. LEJEUNE-DIRICHLET, Vorlesungen fiber die im umgekehrten Verhaltnis des 

Quadrats der Entfernungwirkenden Krafte, S. 127. Leipzig 1867. Das Problem von DIRICHLET 
ist zum erstenmal von GREEN in seinem Essay (1828) formuliert worden. 

2) F. NEUMANN, Vorlesungen fiber elektr. Strome, 1884, oder Theorie des Potentials, 
S.262. 1887. 

3) J. CL. MAXWELL, Treatise preface IX. 
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also ist bei einem Maximum (Minimum) eine Ladung positiven (negativen) 
Vorzeichens vorhanden. 

r) Nach (4a) ist die elektrische Feldstarke durch das Gefalle (den nega
ti yen Gradienten) des Potentials V gegeben. Die elektrischen Kraftlinien, 
welche die Richtung der elektrischen Feldstarke reprasentieren (Ziff. 9), verlaufen 
daher von Stellen hoheren zu Stellen tieferen Potentials. Wenn also eine Kraft
linie irgendwo endigt, kann dies nur in einem Minimum des Potentials, d. h. 
nach (3) in einer negativen Ladung sein, und ebenso kann eine Kraftlinie nur 
in einem Maximum, d. h. in einer positiven Ladung, anfangen. Wenn eine 
Kraftlinie kein Ende hat, so geht sie ins Unendliche; wenn sie keinen Anfang 
hat, kommt sie aus dem Unendlichen. Kraftlinien ohne Anfang und ohne Ende, 
geschlossene Linien, gibt es bei eindeutigem Potential (Ziff. 10) nicht. 

Eine Kraftlinie, die auf einem Leiter beginnt, kann nicht auf demselben 
Leiter endigen, da auf diesem das Potential konstant ist. Ebensowenig kann 
eine Kraftlinie aus dem Unendlichen, wenn dort keine Ladungen sind, kommen 
und ins Unendliche gehen. 1st ein Leiter hohl und befinden sich in seinem Innern 
keine Ladungen, so gibt es dort keine Kraftlinien, ebensowenig wie in einem 
massiven Leiter. Befinden sich aber in einem hohlen Leiter Ladungen, so miissen 
aile Kraftlinien, die von ihnen ausgehen (auf ihnen endigen), innerhalb des 
Leiters endigen (anfangen) (vgl. FARADAYS Influenzgesetz; Ziff. 6), was leicht 
aus dem GAussschen Satz bewiesen werden kann: Hierzu denke man sich eine 
in dem hohlen Leiter zwischen seiner Innen- und AuBenflache verlaufende ge
schlossene Flache. Da in dem Leiter Q: = 0, ist also nach (13) die eingeschlossene 
Gesamtladung Null, also muB auf der Innenflache eine der Innenladung gleiche, 
aber entgegengesetzte, auf der AuBenflache des (urspriinglich ungeladenen) 
Leiters daher eine gleiche und gleichnamige Influenzladung sitzen. 

26. FARADAYS Kraftrohren. FARADAY hat bei seinen Forschungen (vgl. 
vorstehendes und Ziff. 6) viele Resultate der Mathematiker durch seine Kon
zeption der Kraftrohren antizipiert. Seine Kraftrohren stellen einen Versuch 
dar, die Konzeption der Kraftlinien nicht nur fUr die Darstellung der Rich
tung, sondern auch der GroBe der elektrischen Feldstarke dienstbar zu machen. 

Hierzu denkt er sich auf irgendeiner Niveauflache ein kleines Element df 
umgrenzt und die durch die Randlinie gehenden Kraftlinien gezogen. Hierdurch 
erhalt man eine schmale gekriimmte rohrenartige Mantelflache. Schneidet man 
nun diese "Kraftrohre" irgendwo durch eine zu ihr senkrechte Flache, so be
kommt man ein anderes Element df' (einer anderen Niveauflache). Betrachtet 
man den durch das erste Element hindurchgehenden KraftfluB Q:nd f (wo n parallel 
der Richtung der Kraftlinien sei) und den durch das zweite Element hindurch
gehenden, Q:~df', so folgt leicht aus dem GAussschen Satze (13), angewendet 
auf den krummen Zylinder mit den Basisflachen df bzw. df': 

Q:ndf. Q:~dr, 

d. h. langs einer Kraftrohre ist der KraftfluB durch deren Quer
schnitt konstantl). 

FARADAY nennt nun das Produkt Q:ndf die "Starke" der Kraftrohre. Die 
Einheitsrohre ist: Q:ndf = 1 oder Q:n = IQ:I = 1/df, d. h. je starker das Feld, 
desto schmaler, also auch gedrangter sind die nebeneinanderliegenden Einheits
rohren. Konstruiert man also samtliche durch eine Niveauflache hindurchgehen
den Einheitsrohren, ~o kann man aus dem Anblick des Kraftrohrenbildes die 
Stellen groBerer und kleinerer Feldstarke sofort erkennen, ahnlich wie bei den 

1) M. FARADAY, Roy. Soc. Trans. Bd. 141, S.2. 1831. 
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durch Eisenfeilicht gebildeten "Kraftlinienbildern" der Magnete. Von der 
Ladung e gehen dabei, wegen jC§:ndt = 4ne, 4ne Kraftrohren weg. 

Die FARADAYSche Konzeption ist sicherlich ein fruchtbares und anschauliches 
Mittel zur Darsteliung des elektrostatischen Feldes. Jedoch soli nicht unter
lassen werden, darauf hinzuweisen, daB die moderne Vektoranalysis mindestens 
ebenso anschaulich ist, und daB es zum mindesten unokonomisch ist, den etwas 
schwerfalligen und willkurlich scheinenden FARADAYSchen Apparat an ihre 
Stelie zu setzen. Bekannt ist ferner, daB sich an die FARADAYSchen Kraftrohren 
viele nicht gerade fruchtbare "Erklarungen" knupfen, die das Einfachere durch 
das Schwierigere zu erklaren scheinen. SchlieBlich hat BERTRANDl) darauf 
hingewiesen, daB im Gegensatz zu den Kraftlinien die Kraftrohren unverwendbar 
sind zur Beschreibung eines beliebigen Kraftfeldes, da sie an den GAussschen Satz, 
also an das Gesetz des umgekehrten Quadrates der Entfernung, gebunden sind. 

27. FHichendichte und Kriimmung. Es soIl jetzt gezeigt werden, daB das 
Potentialgefalie und daher die Feldstarke und Ladungsdichte langs der Ober
flache eines Leiters dort am starksten ist, wo die mittlere Krummung der Ober
flache am starksten ist. Wir betrachten (Abb. 2) eine Aquipotentialflache 
V = konst. im ladungsfreien Gebiet und einen Punkt P der- n=z selben. Die Abbildung stellt einen durch die Flachennormale 
in P (die wir zur z-Achse des Koordinatensystems wahlen) 
gelegten Schnitt dar und soli als z-x-Ebene gewahlt werden. 
Die Tangentialebene ist also die x-y-Ebene, die Tangente 
PT'T" die x-Achse. Auf letzterer seien zwei Punkte T', Til Ahh.2. ZurBerechnungder 
so gewahlt, daB: zweiten Differentialquotien-

P T' = T'T" = LI x . ten des Leiterpotentials. 

Wir projizieren T', Til auf die Flache und erhalten so P', P". Wenn Llx klein, 
so dad der Flachenbogen P P' P" mit einem Kreisbogen verwechselt werden. 
Es sei Rl der Krummungsradius dieses Kreises. Dann ist angenahert: 

P'T' =...!.. (.1X)2 , P"T" =...!.. (2.1X)2 . 
2 R1 2 R1 

Das Potential V' in T' ist nicht mehr V (wie in P, P', PII), sondern angenahert: 

V' = V + PIT' . oV = V + ...!.. (.1X)2 oV . an 2 R1 an 
Ebenso ist das Potential V" in Til: 

V" = V + P"T" oV = V + 2 (.1X)2 0V . an R1 an 
Wir bilden nun den tangentiellen Differentialquotienten ~: in P: 

oV . V'- V 
-= hm ---=0 
AX .1x---+O .1x 

d b d · . 11 Diff . 1 . 02 V un e enso en zwelten tangenhe en erenha quohenten ox2 : 

02~ = lim _1_ {VII - V' _ V' -:-~} = lim V" - 2 V~ + V = ~ oV. (a) 
ox- Jx---+o.1x.1x .1x ilx---+O (.1x) R 1 0n 

Ebenso bekommt man fur den zur Zeichenebene senkrechten Schnitt, die z-y
Ebene, wenn R2 den Krummungsradius des zugehorigen Kreisbogens bedeutet: 

02V 1 oV 
oy2 = R2 ~on . (b) 

1) J. BERTRAND, Le~ons sur la theorie de l'eIectricite, Kap. IV. 1890. 
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Da nun aber C!2V 02V 02V 
LlV = ox2 + oy2 + OZ2 = 0 

02V 02V 
gilt, folgt aus (a) und (b), indem OZ2 = on2 geschrieben wird 

_ ~21T _ (~ + ~) OV (21)1) 
on2 - ,R1 R2 C!n . 

Diese Gleichung kann auch auf die OberfHiche eines geladenen Leiters, 
die ja auch eine Aquipotentialflache ist, angewendet werden 2). Integriert man (21) 
langs einer von dem Leiter senkrecht weggehenden und alle Aquipotentialflachen 
bis ins Unendliche senkrecht durchsetzenden Kraftlinie, so erhalt man 

_ C!V = /dn(k + k) . 
on 

Die Dichte a = - ~ oV hangt also mit der mittleren Krummung3) 
4"" on 

~+~ 
Rl R2 

der samtlichen von der Kraftlinie durchsetzten Aquipotentialflachen zusammen. 
Es ist also offenbar, daB an Stellen groBer Krummung eines Leiters die Dichte 
groBe Werte erreichen wird; insbesondere wird dies bei ausspringenden Spitz en 

oder Kanten der Fall sein, wo beide oder eine der Krummungen ~ , ~ = 00 
1 2 

werden. Sie wird dagegen kleinste Werte bei einspringenden Spitz en oder Kanten 
haben, wo beide oder eine der Kriimmungen - 00 werden. 

Dber die mit dem Unendlichwerden der Dichte,zusammenhangende Spitz en
wirkung vgl. Ziff. 7. 

e) Die KapazWit. Kondensatoren. 
28. Die Kapazitat eines Leiters. In der experimentellen Einleitung war 

mehrfach (Ziff. 2, Ziff. 7) von der Kapazitat eines Leiters die Rede. 
Unter Kapazitat versteht man den Quotienten aus Ladung eines Leiters 

durch sein Potentia14). Dieser Quotient hangt nur von der geometrischen 
Gestalt des Leiters, nicht aber von Ladung e oder Potential V des Leiters abo 
Urn dies zu beweisen, bedarf es des Prinzips der Superposition der elek
trischen G leichgewich tszustinde sowie des Eindeutigkeitssatzes der Ziff. 24. 
Nach (12b) ist (bezogen auf einen Punkt der Leiteroberflache) 

V =fdf~. 
Wenn man die Dichte a verdoppelt, so superponiert man einer schon bestehenden 
Gleichgewichtsverteilung eine zweite. Die Summe beider entspricht ebenfalls 
einer Gleichgewichtsverteilung nach dem Prinzip der Superposition der Gleich
gewichtszustande, das einfach aus der Linearitat der LAPLAcEschen Differential
gleichung (19b) bzw. der COULOMBschen Gleichung (17a) folgt. Die Summe 

1) G. GREEN, Essay (TheOl'ie der allgemeinen Leidnerflasehe), S. 24. 1828; R. CLAUSIUS, 
Meehan. Behandlung der Elektrizitat, S.42. 1879; TH. KOTTERITZSCH, Elektrostatik, S. 70. 
1872. 

2) TH. K6TTERITZSCH, 1. c. S. 102. 
2) Der Ausdruek 1/ Rl + 1/ R2 ist bekanntlich eine Invariante. 
4) V gl. Ziff. 11. 
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zweier Losungen ist wieder eine Losung. Wenn man aber die Dichte verdoppelt, 
verdoppelt man, nachdem die Ladung durch 

e=fdfa 

gegeben ist, die Ladung, und umgekehrt: zur verdoppelten Ladung gehort die 
verdoppelte Dichte als einzig mogliche Gleichgewichtsverteilung, da nach dem 
Eindeutigkeitssatz Ziff. 24 diese durch die Vorgabe der Ladung eindeutig be
stimmt ist. Aber nicht nur die Ladung verdoppelt sich bei verdoppelter Dichte; 
auch das Potential verdoppelt sich nach (12b). So fortfahrend, zeigt man, daB 
zur n-fachen Ladung das n-fache Potential gehort oder: Ladung und Potential 
sind einander proportional. Was zu beweisen war. 

Der Proportionalitatsfaktor in 
e=CV (22) 

'heiBt die Kapazitat des Leiters. Er ist, wie gesagt, der Quotient 

C = (fd f;) genommen fiir: fd f a 
einen Punkt der 
Leiteroberfl!lche 

und nur von der geometrischen Gestalt abhangig. (Der direkte Beweis hierfur 
ware auBerst schwierig.) Bezuglich Illustration des Begriffes der Kapazitat 
Ziff. 7. Vorausgesetzt ist bei (22), daB der Leiter allein (ohne benachbarte Leiter) 
auftritt. Sonst Ziff. 36. 

29. Kapazitat einer Kugel. Urn das Potential der Kugel (Radius a) zu 
berechnen, hat man Ziff. 20{J), Formel (14) 

av e I ~ I = ~r = -Tr = r' 
also V = ejr, wenn fur r ->- 00, V ->- 0 sein solI, und fur r = a auf der Kugel: 

V=~. a 
Hieraus folgt nach (22): 

C=a. (23) 
Die Kapazitat einer vereinzelten Kugel ist gleich ihrem Radius. Das elektro
statische MaB der Kapazitat ist daher das Zentimeter. 

30. Kondensatoren. Die Kapazitat eines Leiters hangt, wie wir in Ziff. 7 
sahen, von seiner Oberflache, aber auch von der Nahe anderer Leiter abo Und 
zwar druckt die auf dies en influenzierte ungleichnamige Ladung das Potential 
des Leiters hetab, ohne daB seine Ladung geandert wurde. Diese Wirkung ist 
noch starker, wenn gleichzeitig die gleichnamige Influenzladung durch Erdung 
der benachbarten Leiter weggeschafft ist. SchlieBlich kommt es auf eine moglichst 
starke Influenzierung an; diese kommt zustande, wenn der Fall des FARADAYschen 
In£1uenzgesetzes vorliegt, d. h. der Leiter allseitig von einer leitenden Flache 
umschlossen ist, die nach dem Vorigen zur Erde abzuleiten ist (wodurch er nach 
Ziff.4 auch noch vor storenden fremden Feldern geschutzt ist). Eine soIche 
Vorrichtung heiBt ein Kondensator: der eingeschlossene Leiter stellt die 
"Kollektorbelegung" (auch den "Kollektor"), der umschlieBende geerdete 
Leiter die "Kondensatorbelegung" des Kondensators dar. Fiillt man noch 
den Zwischenraum zwischen beiden Belegungen statt mit Luft mit einem festen, 
flussigen 'oder gasformigen Dielektrikum von der Dielektrizitatskonstante 8 
aus, so erhalt man eine 8-mal starkere kondensierende, d. h. das Potential bei 
konstanter Ladung herabdruckende Wirkung, weIche von der ungleichnamigen 
scheinbaren Ladung der an den Kollektor anstoBenden Grenzschicht des Dielek-
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trikums herriihrt. Nach (22) muB aber, wenn das Potential bei konstanter Ladung 
heruntergedriickt wird, die Kapazitat des Kollektors durch die EinschlieBung 
in der kondensierenden Umhiillung gestiegen sein, was auch die Rechnung be
statigen wird. 

Der Vorteil eines Kondensators ist der, bei Verwendung einer Quelle kon
stanten Potentials groBere Ladung aufspeichern zu konnen. 

Die wirklich verwendeten Kondensatoren entsprechen der obigen Definition, 
vom K ugelkondensa tor abgesehen, nur unvollkommen; sowohl die Leidener 
Flasche1) als die FRANKLINsche TafeI2), d. h. sowohl der praktisch verwendete 
Zylinderkondensator als der Plattenkondensator sind begrenzt, so daB 
die Kollektorbelegung nicht ailseitig von der Kondensatorbelegung umschlossen 
wird, was auch zu einer storenden Randwirkung fiihrt (vgl. Ziff.105). Fiir 
unsere Rechnung (Ziff.32 und 33) ersetzen wir gleichwohl den begrenzten 
Zylinderkondensator und den Plattenkondensator durch unbegrenzte, aus un
endlichen Zylindern bzw. Platten bestehende Apparate. 

31. Kugelkondensator. Die Kollektorbelegung wird von einer inneren Kugel 
(Radius ri) dargestellt, die Kondensatorbelegung von einer mit jener konzen
trischen auBeren Kugel (Radius ra). Es sei e die Ladung der Innenkugel, dann 
tragt nach dem FARADAYSchen Influenzgesetz (Ziff. 6 u. 25 r) die geerdete auBere 
Kugel auf ihrer Innenflache die Ladung -e. Das Potential V der Innenkugel 
setzt sich nach dem Prinzip der Superposition (Ziff. 28) aus zwei Teilen zu
sammen: der von der Ladung e auf der inneren Kugel herriihrende Beitrag ist 
(Ziff. 29) e 

hinzu kommt der von der auBeren Kugel herriihrende Beitrag 

da nach Ziff. 11 das Potential im Innern und auf. der OberfHiche eines Leiters 
das gleiche ist. Somit: 

V = ~ ----.: ~ = e • Ya - YI • 
Yi ra yari 

Hieraus folgt fUr die Kapazitat eines Kugelkondensators: 

C=~. 
Ya - Yi 

(24) 

Vergleicht man dies mit (23), so sieht man, daB die Kapazitat ri der einzelnen 
inneren Kugel durch die kondensierende Umhiillung im Verhaltnis 

welches stets > 1 ist, vergroBert wurde. Man nennt dies Verhaltnis die konden
sierende Kraft des Kondensators. 

Wenn der Abstand beider Kugeln 

~ = ra - ri 
klein ist, so kann statt (24) geschrieben werden: 

C ex> 1 = 41
% ~ • (34a) 

1) E. v. KLEIST, Versuche und Abhandlungen der naturf. Gesellsch. zu Danzig Bd.2, 
S.407. 1745; P. VAN MUSSCHENBROEK, Mem. de I'Acad. de Paris 1746, S.2 (lettre a Re
aumur: Anzeige von der Entdeckung durch CUNAEUS und MUSSCHENBROEK). 

2) B. FRANKLIN, Werke Bd. I, S.48. Dresden 1780 (aus dem Jahre 1747). 
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Hierin bedeutet: F = 4nr~ die Oberflache der Kollektorbelegung, ~ den Abstand 
der beiden Belegungen. Man sieht, daB die Kapazitat des Kugelkondensators 
(und, wie wir sehen werden, auch der anderen Kondensatoren) mit der Oberflache 
der Belegungen direkt, mit ihrem Abstande verkehrt proportional ist. 

Wurde der Zwischenraum durch ein Medium von der Dielektrizitatskonstante 
e ausgefUllt, so wftrden sich die rechten Seiten in (34) und (34a) noch mit e multi
plizieren. 

32. Zylinderkondensator. Er besteht aus zwei konaxialen unendlichen 
(vgl. Ziff.30) Kreiszylindern. Der Radius des inneren Kollektorzylinders sei ri, 
der des geerdeten auBeren Kondensatorzylinders sei ra. Aus Ziff. 20~, Formel (15), 
folgt fUr das Feld im Zwischenraum 

i@i = - av = 2e1 

or r' 

wenn e1 die Ladung des inneren Zylinders per Langeneinheit ist. Hieraus 

V = 2elln~, r 

wenn V auf dem auBeren Zylinder verschwindet. Daher ist das Potential des 
Kollektorzylinders 

und die Kapazitat des unendlichen Zylinderkondensators per Langeneinheit: 
1 

C1 =--, 
21n~ 

r i 

1st der Abstand ~ = r a - ri der beiden Belegungen klein, so folgt 

(35) 

C 1 r; 1 F1 ( 5 ) 
1= 1 ( lJ)""'2lJ=4.n-T' J a 

2 n 1 +-r; 
worin Fl = 2nri . 1 die Oberflache der Langeneinheit bedeutet. [Vgl. das zu 
(34a) Gesagte.] 

Fur den praktischen Zylinderkondensator ist die Formel (35) oder (35 a) 
nur dann annahernd brauchbar, wenn die Lange desselben groB gegen seine 
Breite ist. 

Fur die Lange I multiplizieren sich (35) und (35 a) mit I. 
Urn die kondensierende Kraft des Zylinderkondensators zu finden, muB 

man die Kapazitat eines einzelnen unendlich langen Zylinders per Langeneinheit 
berechnen. Hierzu bediene man sich, da die Formel (15) hier nicht brauchbar 
ist, der bestimmten Integration (12b). Man berechne zunachst das Potential 
eines Zylinders von der Lange I fUr den Mittelpunkt desselben. Man nehme 
diesen als Ursprung, die Zylinderachse als z-Achse, so daB der Zylinder sich von 
z = -t Ibis z = +t I erstreckt; der Radius des Zylinders sei r = a. Man 
findet mit gleichformiger Dichte a: 

+i 

V fd!!!"-=2nra< dz =2nraln tl+V~ =4nraln(-21 +1~+4122). 
r Jla2+z2 -F+ a2+-1/2 a V'1 a 

I 
2 

Sodann hat man I ~ a zu nehmen und erhalt das gesuchte Potential 
2e I V--)--ln-
I a' 
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wobei e = 2:n a 1· a die Ladung der Lange 1 ist. Hieraus folgt fUr die Kapazitat 
.eines vereinzelten Zylinders von der Lange 1: 

I 
C ~ l/2In-a' ()6) 

Fiir die gleiehe Lange 1 hat der Zylinderkondensator nach (35) 

C = l/2ln ra. 
r£ 

Die kondensierende Kraft ist der Quotient von (35) durch (36) mit ri = a 

Inl-Inri 
Inra -Inri' 

also, da 1 > r a, sieher groBer als 1. 

(35) 

33. Plattenkondensator. Dieser besteht aus zwei zueinander paralle1en 
unendlichen (Ziff. 30) Ebenen. 

Sei z = 0 die Kollektorebene, z = () 'die Kondensatorebene, so ist das Feld 
innen homogen, also V eine lineare Funktion von z. Man findet leicht 

V = 4:n a({) - z) , 

da V = 0 fur z = (). Fur die Kollektorebene z = 0 ist 

V=4:na{) 

und daraus die Kapazitat des Plattenkondensators fur die Flacheneinheit 
1 

C1 = 4.n~· 

Fiir die Flache F ergibt sieh [exakt, nicht bloB genahert wie in (34a) und (35 a)]: 

(37) 

Der praktische Plattenkondensator besteht aus zwei rechteckigen oder kreis
fOrmigen Platten (vgl. Unterabschnitt 0) und entsprieht daher nur bei groBer 
Ausdehnung und kleinem Abstand dem obigen Fall. Wegen der allseitigen Be
grenztheit der Belegungen ist die tJbereinstimmung des praktischen mit dem 
idealisierten Typus noch schlechter als bei dem Zylinderkondensator, der nur 
eine zweiseitige Begrenztheit aufweist. 

34. Kondensator aus zwei beliebigen krummen Flachen bestehend1). GREEN 
hat im Essay (1828) Art. 8 die Kapazitat eines solchen Kondensators berechnet. 

Es sei (Abb. 3) Fi die innere Belegung und Fa die auBere 
~"'---,:llo~_~_ Belegung. Beides sind geschlossene leitende Flachen und 
F..~p ---...... sollen den sehr kleinen von Punkt zu Punkt verander
A~b.3. ZurTheorie deskrumm. lichen Abstand () haben. Sowohl Fi als Fa mussen 

fHichigen Kondensators. Niveauflachen sein. Sei zunachst die auBere Belegung Fa 
nieht geerdet, so kann ihr Potential Va aus dem Poten

tial Vi der inneren Belegung durch eine TAYLORSche Reihenentwieklung be
rechnet werden. Sei P ein Punkt auf F i , () sein langs der Normalen n in P ge
messener Abstand von Fa. Man hat: 

1) Fur Felder, deren Potentialflachen abwickelbar sind, berechnet die Kapazitat eines 
derartigen Kondensators J. SPIELREIN, Arch. f. Elektrot. Bd.10, S.371. 1922. 
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Unter Benutzung von (21) wird daraus: 

V V ~ 8Vi ( ~ [ 1 1]). 
a = i + U • an 1 -"2 Rl + R2 + ... 

Setzt man jetzt Va = 0 (aul3ere Belegung geerdet), so hat man fur das Potential 
V = Vi der inneren Kollektorbelegung unter Benutzung von (17a): 

V=4nac5.(1-%[~1 + ~J). 
Wenn c5 eine kleine GroBe ist, deren Quadrat vernachlassigt werden darf, folgt 

a = _1 (1 + ~ [~ + ~]) V 
4,no 2 Rl R2 

und somit fur die 
Stelle P: 

Kapazitat der Flacheneinheit des Kondensators an der 

C1 = 4:~(1 +& [~l + ~J). (38) 

Fur die ganze Kapazitat hat man 

C = ~fdf. ~ [1 + ~(~ + ~)] 
4,n 0 2 Rl R2 

(38a) 

erstreckt uber die ganze Flache des Kollektors. 
Wenn c5 uberall konstan t ist, wird hieraus 

C = 4:~F + 81,nfdf(~1 + ~J. (38b) 

Bei kleinem c5 uberwiegt hier der erste Ausdruck uber den zweiten, so daB 

C",,-,-L-F (38c) 
4,no 

die schon oft erwahnte Naherungsformel fur die Kapazitat eines beliebigen Kon
densators bewiesen ist [vgl. (34a), (35a), 37)]. 

Die genauere Formel (38b) ergibt: 
(\C) fUr den K ugelkondensa tor (Rl = R2 =.Yi = Radius der Innenkugel): 

y2 1 2 
C = -': + _r2 . - = 1J. (r. + c5) =~;Ya o 2' Yi ~. • Yo - Y,' 

da r a = ri + c5 der Radius der auBeren Belegung ist, in Dbereinstimmung mit 
der genauen Formel (34) 

fJ) fUr den Zylinderkondensator (Rl = ri, R2 = CXJ) (Lange 1) 

C = i'! + !, 
dies entspricht der Entwicklung in (35a), wenn sie urn ein Glied weiter ge
trieben wircl 

C = -- _l __ 0'- = ---0-/ ~2 ----~ = ~Y~ ( 1 + ~ :i + .. -); 
21n (1 + -) 2 (- - - 2' + . ,,) \ r i r i 2 ri 

y) fiir den Plattenkondensator (Rl = R2 = CXJ) 

C=~F 
4"" ~ 

CLAUSIUS l ) hat die Formel (}8a) auf die Berechnung cler Kapazitat eines 
Kreisplattenkondensators angewenclet und ist clamit zu einer Berechnung 

1) R. CLAUSIUS, Pogg. Ann. Bd.86, S.161. 1852. 

Handbuch der Physik. XII. 25 
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der storenden Wirkung der Rander gelangt. KIRCHHOFF hat eine einfachere 
Methode angegeben (vgl. Unterabschn. 0). Die rechten Seiten aller bisher 
entwickelten Formeln multiplizieren sich gegebenenfalls noch mit 
der Dielektrizitatskonstante e. 

35. Schaltung von Kondensatorenbatterien. Unter einer Batterie versteht 
man eine Zusammenstellung von mehreren, meistens untereinander gleichen 
Kondensatoren. Diese kann in zweierlei Weise vorgenommen werden: 

ex) ParalIel- oder N e beneinanderschaltung: Alle Kollektorbelegungen 
einerseits, alle Kondensatorbelegungen anderseits sind leitend verbunden. Man 
erhalt offenbar nichts anderes als einen Kondensator mit n-mal vergroBerter 
Belegungsflache F, wenn n Kondensatoren vorhanden sind. 1st c die Kapazitat 
eines einzelnen Kondensators, so ist die Kapazitat der Batterle nach (38c): 

C=nc. (39a) 

fJ) Serien- oder Hintereinanderschaltung (FRANKLINS Kaskaden
schal tung): Die Kondensatorbelegung des erst en Kondensators ist verbunden 
mit der Kollektorbelegung des zweiten, die Kondensatorbelegung des zweiten 
mit der Kollektorbelegung des drltten usf. Da die verbundenen Belegungen 
je auf dem gleichen Potential sich befinden, kommt alles auf dasselbe hinaus, 
als ob zwischen die erste (freie) Kollektorbelegung und die letzte (ebenfalls freie) 
Kondensatorbelegung n Zwischenstufen eingeschaltet werden, d. h. das Potential
gefalle n-fach unterteilt wird. Mit anderen Worten: die Batterle stellt einen 
Kondensator mit n-fach vergroBertem Belegungsabstand () dar. Somit ist nach 
(38c) die Kapazitat der Batterle, wenn c die eines einzelnen Kondensators ist: 

C = .!.c. (39b) n 

Die Anwendung der Parallelschaltung liegt auf der Hand; sie dient der Ver
groBerung der Kapazitat des einzelnen Kondensators. Die Kaskadenschaltung 
wird selten angewendet; sie bezweckt z. B. die VergroBerung der von einem 
einzelnen Kondensator tolerierten Potentialdifferenz; hierzu wird diese, urn 
Durchschlage der isolierenden Zwischenschichten zu vermeiden, auf n Zwischen
stufen aufgeteilt. 

In Kaskade geschaltet sind z. B. die an den Influenzmaschinen befindlichen 
Leidener Flaschen; hierdurch tragt jede nur die halbe Potentialdifferenz der 
Konduktoren der Maschine. 

Wichtig ist es auch, daB mittels Kaskadenschaltung ein hoheres Potential 
als das von der Elektrlzitatsquelle gelieferte erzielt werden kann. Hierzu bedient 
man sich nach dem Vorgang von MACHI) einer Batterie, die von Parallel
schaltung zur Kaskadenschaltung iiberzugehen gestattet. Geladen wird in 
ersterer, wodurch jeder Kondensator der Batterie das Potential V der Quelle 
annimmt. Nun wird zur Kaskadenschaltung iibergegangen, wodurch jeder 
Kondensator gegen den folgenden auf ein urn V hoheres Niveau gebracht wird, 
so daB als Potentialdifferenz der Enden schlieBlich das n-fache von V resultiert. 
Hierdurch kann man Strom und Potential der Funkenentladung so steigern, daB 
die Leistung groBer Induktorlen erreicht wird [Funken von 1 m Lange nach 
DES. COUDRES2)J. 

Wenn die Kondensatoren einer Batterle ungleich sind, so seien cI ' c2 • •• Cn 
ihre Kapazitaten, el , e2 ••• en ihre Ladungen, VI' V 2 • •• Vn die Potentialdiffe
renzen ihrer Belegungen. Man hat bei . 

1) E. MACH. Wiener Anz. Ed. 15. 1876. 
2) Nach W. KAUFMANN in MDLLER-POUlLLET, Physik Ed. IV, S.208. 1909. 



Ziff. 36 . Verallgemeinerung des Kapazit!l.tsbegriffs. 

von 

oder 

.x) Parallelschaltung: VI = V 2 = ... = Vn = V, daher durch Addition 

el + e2 + ... + en = (c1 + c2 + ... + cn) V 

C = c1 + c2 + ... + Cn • (40a) 

P) Serienschaltung: el = e2•• • = en = e (FARADAYSches In£luenzgesetz). 
Daher durch Addition von 

oder 
(40b) 

Diese Formeln erinnern an die KIRCHHoFFschen Gesetze der Stromver
zweigung (Bd. XIII, Kap. 2). Es addieren sich die Leitvermogen (reziproken 
Widerstande) bei Parallel-, die reziproken Leitvermogen (die Widerstande) 
bei Serienschaltung. Man hat dies zum AnlaB genommen, einen "dielektrischen 
Widerstand" (in unserem Fall gleich der reziproken Kapazitat) in die Elektro
statik einzufiihren l ) und auf die FARADAYSchen Kraftrohren zu basieren (vgl. 
hierzu die Bemerkungen in Ziff. 26). 

Uber die praktischen Ausfuhrungen der Kondensatoren vgl. Bd. XVI, 
Kap.18. 

f) Systeme von Leitern. Verallgemeinerung des 
KapazitatsbegrifIs. 

36. Die Potential-, Kapazitats- und Influenzierungskoeffizienten. Wir 
haben bisher immer nur einen vereinzelten Leiter (Ziff. 28 bis 29) bzw. einen 
Leiter, dem ein geerdeter Leiter gegenubersteht (Ziff. 30ff.) betrachtet. Die 
hierbei eingefiihrte Kapazitat, die sog. Kapazitat gegen Erde, laBt eine 
Verallgemeinerung zu fUr den Fall, daB mehrere Leiter mit beliebigen Poten
tialen sich gegenseitig in£luenzieren. Das Potential eines jeden von ihnen wird 
dann nicht nur von seiner eigenen Ladung abhangen, wie bei (22), sondern auch 
von den Ladungen der anderen. An Stelle der einfachen Proportion (22) tritt, 
wie wir sehen werden, eine lineare Relation. 

Wir denken uns n Leiter 1,2 ... n gegeben, welche bez. die Ladungen 
1, 0 ... 0 tragen sollen. Ihre Potentiale seien bez. Pn, P21 ... Pn I . Wenn sie 
die Ladungen el,O ... 0 tragen, mussen dann nach dem Prinzip der Super
position der Gleichgewichtszustande (Ziff. 28) und nach dem Eindeutigkeits
satz Ziff. 24 ihre Potentiale Pu el , P21 el , ... Pnl el sein. Wir denken uns jetzt, 
daB sie bez. die Ladungen 0,1,0 ... 0 tragen; es seien ihre Potentiale jetzt 
bez. P12' P22' .. Pn2' Wenn sie statt dessen die Ladungen 0, e2, 0 ... 0 tragen, 
so mussen ihre Potentiale P12 e2, P22 e2 ... Pn2 e2 sein. 

Wenn diesen Leiter nunmehr die Ladungen el , e2 , O ... 0 tragen, so folgt 
durch erneute Anwendung des Superpositionsprinzips, daB ihre Potentiale 
Pnel + P12e2' P2lel + P22e2"" Pnlel + Pn2e2,sein mussen. So fortfahrend, ge
langt man zu dem Satz: 

Wenn n Leiter 1,2 ... n die bez. Ladungen el , e2 ... en trageri, so sind ihre 
Potentiale darstellbar in der Form: 

1) Z. B.: EBERT-HEINKE, Physik Bd. II, S. 167ff. 1920. 

25* 
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VI , P1l el + P12 e2 + ... + PI n en, 1 

~2. , :~I.e~ ~ ,P,2~ e~ ~. ',': ~,~2~ ~n' I 
Vn = Pnl el + Pn2 e2 + ... + Pnn en 

(41) 

oder kurz 
i = 1, 2, .. n, 

wobei die Pik die Potentialkoeffizienten heiBen und nur von Gestalt und 
gegenseitiger Lage des Systems der n Leiter, nicht aber von deren elektrischem 
Zustand abhangen. 

Durch Auflosung der n linearen Gleichungen (41) nach den n Unbekannten 
el , e2 • •• en gewinnt man hieraus den Satz: 

Wenn n Leiter 1,2, ... n die Potentiale VI' V 2 • •• Vn besitzen, so sind 
ihre Ladungen darstellbar in der Form: 

el = qIl VI + ql2 V2 + .:. + qln Vn ') 

~2 ••• q~I.V.I ~ ~2~ ~~ ~ ,':', ~ ,q~n.~n' 
en = qnl VI + qn2 V2 + '" + qnn Vn 

(42) 

oder kurz: n 
ei = ~qik Vk 

k=1 
i = 1, 2, .. n, 

Die Koeffizienten qii (mit zwei gleichen Indizes) sind hierbei die Ka pazi t1i.ts
koeffizienten, die qik(i =f k) die Influenzierungskoeffizienten (des 
i-ten Leiters mit Riicksicht auf den k-ten Leiter). Sie sind nur von Gestalt und 
gegenseitiger Lage der n Leiter, nicht aber von deren elektrischem Zustand 

. abhangig. 
Die qik bilden nach der Lehre von den Determinanten die zu den Pile rezi

pro k e Matrix und umgekehrt. 
37. Der Reziprozitatssatz. GAUSS I) hat folgenden allgemeinen Reziprozitats

satz bewiesen: Es seien el , ez .. , en die Ladungen von n Leitern, wenn deren 
bez. Potentiale VI' V 2 , ••• Vn sind, und es seien el' e2, .. ,e~ die Ladungen 
derselben n Leiter, wenn deren bez. Potentiale Vi, V~, ... V~ sind, dann gilt: 

Der Beweis wird gefiihrt, indem man von der Darstellung (12a) durch diskrete 
Punktladungen ausgeht, Wir verweisen diesbeziiglich auf GAUSS. 

Wendet man (43) auf folgende Verteilungen an: 

VI =1, V 2 =O, 

also nach (42) 

el = qll' e2 = q21' 

so findet man: 

Allgemein ist: 

und daher 

Vn=O bez. V1=O, V~=1, 

qik = qki 

Pik = Pki' 

1) C. F. GAUSS, Allgem, Lehrsatze, Art. 19. 1840. 

V;,=o, 

(44 a) 

(44b) 



Ziff. 38. Kugelkondensator. Schirmwirkung. 

38. Der Kugelkondensator; Schirmwirkung. Als Beispiel sei hier der 
Kugelkondensator betrachtet, wobei aber nicht mehr, wie in Ziff. 31, die auBere 
Kugel geerdet sei. Es seien el , VI' r1 bez. e2 , V 2 , r2 Ladung, Potential, Radius 
der inneren bez. auBeren Kugel. Das Potential jeder Kugel setzt sich wieder 
aus zwei Beitragen, dem eigenen und dem der anderen Kugel, zusammen. So 
findet man 

Hieraus: 
1 

Pu = r;:' 

V -~+~ 1- . , 
1'1 r.;a. 

1 
P12 =~' 

1 
P22 = -. r2 

Die Relation (44b) ist somit hier bestatigt. Durch Auflosung findet man: 

Hieraus: 

qn 

Die Relation (44 a) ist hier ebenfalls bestatigt. 
Man bemerkt, daB qu mit C (der Kapazitat gegen Erde des Kugelkonden

sators) in (34) identisch ist, wie auch aus unseren Formeln, wenn darin V 2 = 0 
gesetzt wird, folgt. 1st aber V 2 t 0, so reprasentiert der Influenzierungskoeffi
zient qI2 die auf der Kugel 1 durch V2 hervorgerufene Influenzwirkung. Er ist 
neg a ti v, da es sich stets urn eine ungleichnamige Influenzladung oder Schwachung 
des eigenen Potentials handelt. AuBerdem zeigt unser Beispiel noch das Bestehen 
einer Relation 

qu +- qI2 = 0 

an. Diese ist charakteristisch fUr die Schirmwirkung der auBeren Kugel auf 
die innere. 

Urn dies 'zu beweisen, denke man sich n Leiter 1, 2, 3 ... n gegeben, von 
denen der Leiter 2 den Leiter 1 vollkommen einschlieBe und ihn so gegen die 
Wirkungen der anderen abschirme. Wenn zwischen 1 und 2 keine Potential
differenz besteht, so muB offenbar die Ladung auf 1 Null sein. Denn die Ladung 
im Innern eines hohlen Leiters ist Null, wenn dort das gleiche Potential herrscht, 
wie an seiner Oberflache, d. h. VI = Vz ist. Dies muB gelten, we1che Potentiale 
auch immer die auBeren Leiter 3,4, ... n haben. Es folgt aus (42): 

el = 0 = (qIl +- qlZ)VZ +- qI3V 3 +- q14V4 + .. , + qInVn' 

Diese Gleichung kann bei vollig willki'lrlichen V 2 , V3 • •• Vn nur bestehen, wenn 

qn + qI2 = qI3 = ... = ql n = 0 

ist, d. h. Kapazitats- und Influenzierungskoeffizient des eingeschlossenen Leiters 
rucksichtlich des einschlieBenden Leiters 2 sind einander entgegengesetzt glCich; 
die Influenzierungskoeffizienten des Leiters 1 rucksichtlich der auBeren Leiter 
3,4 ... n sind Null. Man erkennt unschwer das FARADAYSche Influenzgesetz 
(Ziff. 6 u. 25 y) in der ersten dieser Relationen. Die anderen besagen die Wirkungs
losigkeit der auBeren auf den inneren Leiter. 
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Nur im Falle der Sch irmwirkung, also wenn die obigen Relationen er
flillt sind, ist der Ka pazi ta tskoeffizien t eines Leiters 1 gleich seiner Ka pa
zitat gegen Erde. Man schreibe: 

e1 = qll (VI - V2) + (qlZ + qll) Vz + qisVa + .,. + qln Vn = qll (VI - Vz), 

d. h. man hat wieder unsere friihere Proportion (22) mit qn = C, in der bloB an 
Stelle des Potentials des Leiters, seine Potentialdifferenz gegen die Hiille 
eintritt. 

Fur die Potentialkoeffizienten gilt bei Schirmwirkung: Wenn der innere 
Leiter 1 keine Ladung tragt, el = 0, muB VI = Vz sein, welches auch ez, ea ... en 
seien~ 

VI == Pll e1 + PIZ ez + ... + PI n en , 

V2 = P21 eI + P2Z e2 + ... + P2n en' 

Somit: P12 = PZZ' PI3 = Pza, ... , PIn = P2n bei Schirmwirkung. Tatsachlich 
war auch in unserem Beispiel PI2 = P22' 

39. Eine leitende Kugel und eine Punktladung. Als weiteres Beispiel be
trachten wir eine leitende Kugel 1 mit dem Mittelpunkt in 0 und einen punkt
formigen Leiter 2 in P: 

IX) P auBerhalb der Kugel (diese isoliert). Bringt man die Ladung Eins 
auf die Kugel 1 (Abb. 4), wahrend in P die Ladung Null ist, so ist das Potential 
von 2 nach (12) und (41): 1 

V2 = =- = P21 • 1 + P22 • 0 = PZI' OP 
I'F-_+-___ ~z Bringt man dagegen die Ladung Eins nach P, wahrend 

P die Kugel ungeladen ist,so erzeugt diese Punktladung 2 
auf der Kugel 1 ein Potential: 

Abb. 4. Punktladung 1 und Kugel 2. 
VI = Pll • 0 + P12 • 1 = PIZ' 

Nach dem Reziprozitatssatz (44b) ist aber 

und folglich auch: 

Statt einer Kugel kann man auch einen beliebigen Leiter fur 1 nehmen; immer 
gilt: Das Potential, das eine Punktladung e in P auf dem ungeladenen Leiter 
influenziert, ist das gleiche wie das Potential, das der Leiter im Aufpunkt P 
erzeugt, wenn er eine Ladung von der GroBe e erhalt. 

MAXWELL hat dies zur Erforschung der AquipotentialfHi.chen eines Leiters 
verwendet (Ziff. 12). 

[3) P innerhalb der Kugel (diese isoliert). Bringt man die Ladung Eins 
auf die Kugel 1, wahrend P ungeladen ist, so ist, wo immer auch P liege, das 
Potential des in P befindlichen kleinen Leiters 

1 
V 2 =- = P21' a 

wo a der Kugelradius ist. Daher erzeugt die Ladung Eins, irgendwo in einem 
inneren Punkt P der Kugel befindlich, auf dieser stets das Potential 

1 
VI = P12 = Pn =-. a 



Ziff. 40. Zwei Kugeln in groBer Entfemung. 391 

y) P auBerhalb der Kugel (diese geerdet): Erdet man die Kugel 1 und 
bringt eine Ladung Eins nach dem auBeren Punkte p, so ist nach (41) 

VI = 0 = Pn e1 + P12 • 1 

oder die auf der Kugel influenzierte ungleichnamige Ladung 

e1 = - ~:~ = - o~ [wegen~) und (23)], 

d. h. gleich dem Quotienten aus Radius gebrochen durch Zentralabstand. 
Dieses Resultat wird sich spater (Ziff. 68) aus der Methode der elektrischen 
Bilder von Lord KELVIN (Sir W. THOMSON) nochmals ergeben. . 

~) P innerhalb der Kugel (diese geerdet). Ebenso ergibt sich fUr die 
auf der Kugel influenzierte ungleichnamige Ladung, wenn in einem inneren 
Punkt P die Ladung Eins sitzt, 

e1 = - P12 = - 1 [wegen {3) und (23)], 
Pu 

d. h. die influenzierte Ladung ist diesmal unabhangig vom Ort der Punktladung, 
dieser stets gleich. und entgegengesetzt. Es liegt hier der Fall des FARADAyschen 
Influenzgesetzes (Ziff. 25 y) vor. Vollstandige Influenz, wahrend im Falle y) 
die Influenzladung nur ein Bruch teil der influenzierenden Ladung ist (un voll
standige Influenz). 

Die in {3) und b) erhaltenen Resultate gelten natiirlich mutatis mutandis 
fUr das Innere eines beliebigen hohlen Leiters. 

40. Zwei leitende Kugeln in groCer Entfernung voneinander. Ais letztes 
Beispiel betrachten wir zwei Kugeln mit den Radien r 1 , r 2 und dem Zentral
abstand R, welcher gegen r1 und r 2 so groB sei, daB jede Kugel fUr die andere 
wie ein punktformiger Korper behandelt werden dad. Es seien e1 , VI bez. 
e2 , V2 Ladung und Potential der Kugeln. Dann gilt nach (14) (vgl. Ziff. 31): 

hieraus: 
1 

Pn = r 1 ' 

Ferner durch Auflosung 

also: 

V =~+ e2 
1 r1 R' 

1 
P12 = P21 = R' 

Die Kapazitatskoeffizienten qn und q22 sind bez. groBer als r1 und r2 die Kapa
zitaten der einzelnen Kugeln. Dies entspricht der allgemeinen Regel, daB die 
Kapazitat eines Leiters durch Annaherung eines anderen vergroBert wird (Ziff. 7). 
Die erhaltenen Resultate sind natiirlich ungenau: denn erstens ist das von 2 
herriihrende Potential e21R auf 1 nicht konstant, VI also kein Gleichgewichts
potential. Und zweitens gilt das namliche von ell R auf 2. Die genaue Losung 
s. Unterabschnitt k, insbesondere Ziff. 79. 
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g) Energie und ponderomotorische Krafte. 
41. Energie eines einzelnen Leiters. Wird ein Leiter von der Kapazitat C 

auf das Potential V (gegen Unendlich oder Erde) geladen, so wird hierbei eine 
gewisse Ladungsarbeit geleistet, die sieh in potentielle, elektrostatische Energie W 
verwandelt. Diese wird dann spater bei der Entladung des Leiters in Form von 
Strom- oder Funkenwarme und magnetischer, kurz elektrokinetischer Energie 
£rei. Diese Ladungsarbeit, die ebenso groB ist wie die Entladungsenergie, be
rechnet sieh wie folgt: 

Wenn der Leiter bereits irgendeine Ladung besitzt, so daB sein Potential 
irgendeinen Wert V (gegen Null) erreieht hat, so ist, urn der Ladung das Element 
de hinzuzufugen, nach Ziff. 10 die Arbeit 

dW= Vde 
erforderlich, da V die Arbeit ist, welche bei der Verschiebung der Ladung Eins 
aus dem Unendlichen bis zu dem Punkte, wo das Potential den Wert V hat, 
von auBen zugefiihrt werden muB. Wegen (22) hat man auch: 

e 
dW= cde. 

Die ganze Ladungsarbeit ist daher: 
e 

fe 1 e2 

W= cde-="2c' 
o 

Man gewinnt so die folgenden Ausdrucke fur die Energie eines Leiters: 

W = ~ ~ = ~ eV = ~ CV2. (45) 

42. Energie des Plattenkondensators. Trennungsarbeit und Potential
verstarkung. Die Anwendung der Formel (45) auf den Kollektor de;; Platten
kondensators ergibt wegen (37): 

1 e2 1 (J2p2 
W = -- = --- = 2n02 ·F· 0 (46) 

2 c 2 F/4n~ . 

Diese Energie laBt sieh noch auf eine andere Weise berechnen: Auf die Flachen
einheit des Kondensators wirkt der elektrostatische Druck (18) 

p = 2n02 , 

auf die Flache F daher die Kraft pF = 2 n 0 2 F. Hieraus kann die Arbeit be
rechnet werden, welche notwendig ware, urn die ± geladenen, dieht beieinander 
liegenden Platten des Kondensators auf die Entfernung 0 auseinanderzubringen. 
Da 0 unabhangig von der Entfernung der beiden Platten ist, behalt hierbei 
der elektrostatische Druck und die Kraft denselben Wert. Diese Arbeit ist daher 
einfach A = pF . 0 = 2 n 0 2 F 0 = W 

wie in (45). Die Energie eines Plattenkondensators ist daher gleich der mecha
nischen Arbeit, welche zur Trennung der Platten unter Dberwindung ihrer 
Anziehung notig war. Hierbei nahm die Potentialdifferenz der Platten von 
Null in der Anfangslage der Platten (0 = 0) bis zu V = 4noo (vgl. Ziff.33) in 
der Endlage zu. 

Diese Vermehrung der Potentialdifferenz auf Kosten der mechanischen 
Arbeit der Trennung findet sieh ausgenutzt in ALESSANDRO VOLTAS Konden
satorelektroskop (1782). Dieses tragt an Stelle des Knopfes einen Platten
kondensator, der oft nur aus zwei durch isolierenden Lackanstrieh getrennten 
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Platten besteht (zur Erzielung eines sehr kleinen ~). Die Ladung wird von einer 
ergiebigen Quelle konstanten aber niedrigen Potentials der unteren Platte unter 
Erdung der oberen zugefiihrt; wenn dann die obere Platte abgehoben wird, zeigt 
das Elektroskop einen merklichen Ausschlag, auch wenn das anfangliche Potential 
sehr gering war. 

Die Bedeutung der mechanischen Trennungsarbeit zur Gewinnung 
elektrosta tischer Energie spielt auch bei VOLTAS Elektrophor (1775) 
eine Rolle, die von VOLTA selbst ubersehen, erst durch ROBERT MEYER (1845) 
richtig erkannt wurde. 

SchlieBlich geh6ren hierher alle auf dem Prinzip des Duplikators oder 
Potentialverstarkers aufgebauten Elektrisiermaschinen: Ein rotierender Quer
arm, der an seinen Enden zwei Leiter 1, 2 tragt, wird in einer bestimmten Lage 
(Abb.5) von zwei, seinen Enden (die in dieser Lage leitend verbunden sind) 
gegenuberstehenden, festen + bez. - geladenen Konduktoren - bez. + influ
enziert; wenn er weitergedreht wird, ist die Anziehung der influenzierenden und 
der influenzierten Ladungen an jedem seiner Enden (die jetzt nicht mehr leitend 
verbunden sind) zu uberwinden, was mechanische Arbeit erfordert. Er gerat 
in eine zweite Lage, wo er die mitgeftihrte - Ladung an den festen - Konduktor, 

+~- +~-+~-+~-
+ + 

Erste zweite dritte vierte Lage. 

Abb. 5. Rotierender Duplikator. 

bez. die mitgeftihrte + Ladung an den festen + Konduktor abgibt, deren 
Potentiale hierdurch verstarkt werden. In einer dritten Lage sind die Enden 
des Querarms wieder leitend verbunden, sie stehen aber jetzt bez. den - bez. 
+ geladenen Konduktoren gegenuber. Die hier gewonnene + bez. - Influenz
elektrizitat wird dann in einer vierten Lage wieder an die festen + bez. - Kon
duktoren abgegeben, deren Potentiale abermals verstarkt werden, worauf das 
Spiel von neuem beginnt. Die gewonnene elektrostatische Energie beruht also 
auf der mechanischen Arbeit, die zur Trennung sich anziehender Ladungen 
beim tJbergang von der ersten (dritten) (Lade-) Stellung in die zweite (vierte) 
(Entlade-) Stellung erforderlich sind [vgl. Bd. XVI, Kap.3 1)]. Die Ruckver
wandlung elektrostatischer Energie in mechanische Arbeit kann bei den auf 
dem Duplikatorprinzip beruhenden Influenzmaschinen nach POGGENDORF~ Vor
ganga) dadurch gezeigt werden, daB man die von einer gedrehten Maschine 
erzeugten Ladungen in die Konduktoren einer anderen leitet, die dann ihrerseits 
in Drehung gerat, und zwar im umgekehrten Sinne, als wenn sie selbst ihre 
Konduktoren mit dem entsprechenden gleichen Vorzeichen aufzuladen hatte. 

43. Energie einer Batterie von Kondensatoren. Die Energie einer Batterie 
von n Kondensatoren kann nach Ziff. 35 wie folgt ermittelt werden: 

.x) Parallelschaltung: Die Batterie ist aquivalent einem einzigen Kondensator 
von der nfachen Kapazitat, aber dem einfachen Potential eines Einzelkonden
sators. Sei w die Energie desselben, so ist die Energie W der Batterie nach (45) 
und (39 a) W = n w. (47a) 

1) Zur Theorie der zyklischen elektrostatischen Maschinen vgl. z. B. A. W. SIMON, 
Phys. Rev. Bd.26, 5.111. 1925. 

2) J. C. POGGENDORF, Pogg. Ann. Bd. 139, 5.513. 1870. 
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fJ) Serienschaltung: Die Batterie ist aquivalent einem einzigen Kondensator 
von der 1/nfachen Kapazitat eines Einzelkondensators, aber der einfachen 
Ladung eines Einzelkondensators. Somit nach (45) und (39b) wieder: 

W=nw. (47b) 

Beriihmt sind die Versuche von P. RIESS 1) zur Bestatigung von (47a) und 
(47b) , indem er die Entladungsenergie der Batterie durch die Entladungswarme 
mit Hilfe eines Luftthermometers bestimmte. Dies geschah zu einer Zeit, als 
das Energieprinzip und der Satz von der JOuLEschen Warme noch unbekannt 
waren! Zur Messung der Ladungen diente hierbei eine LANEsche MaBflasche2). 

Dies ist eine Leidener Flasche, deren Innen- und AuBenbelegung zu einer Fun ken
strecke gefiihrt sind. Ubersteigt die Ladung und damit das Potential der Flasche 
eine ganz bestimmte Hohe, die im wesentlichen nur durch die Lange der Funken
strecke, nicht durch die Kapazitat der Flasche bestimmt ist, so erfolgt Funken
entladung. Auf diesem "Fundamentalgesetz der elektrischen Entladungen" beruht 
die Messung hoher Potentiale durch Funkenschlagweiten (vgl. Bd. XIV, Kap. 7 
und Bd. XVI, Kap.14). Aus der Anzahl der Entladungen der mit der Batterie 
verbundenen MaBflasche wahrend der Aufladung der Batterie laBt sich die GroBe 
der erreichten Ladung berechnen. 

44. Energie eines Systems von Leitern. Es seien n Leiter mit den Poten
tialen VI,VZ ••• Vn und den Ladungen eV e2 ... en gegeben. Man betrachte einen 
friiheren Zustand, in welchem die Ladungen und Potentiale bloB den ~ ten Bruch
teil ihres Wertes haben. Dies ist, wie das Superpositionsprinzip zeigt, auch ein 
Gleichgewichtszustand des Systems. Von diesem Zustand aus soli der End
zustand des Systems dadurch erreicht werden,. daB jedem Leiter ein Ladungs
inkrement d~el bez. d()l"e2 ... bez. d~en' also proportional den zu erreichenden 
Endwerten zugefiihrt werde. So fortfahrend, gelangt man offenbar durch eine 
fortlaufende Reihe von Gleichgewichtszustanden zum Endzustand. Die jedesmal 
erforderliche Ladungsarbeit ist: 

dW = ~VI . d~el + ~Vz . d~ez + ... + ~Vn' d~en 
= (eIVI + eZV 2 + ... +enVn) • ~d~. 

Daher betragt die ganze Ladungsarbeit vom Anfangszustand ~ = 0 bis zum 
1 

Endzustand ~ = 1 wegen I~ d ~ = t 
o 

n 

W = -HeIVI + e2V 2 + ... + enVn) = t ~eiVi' 
i=1 

(48) 

Einsetzung von (41) oder (42) liefert 
n 

W =~-(Pllei + 2p12 el eZ + pzze§ + ... ) = -~-~Pikeiek (48 a) 
i, k=1 

oder: " W =~(ql1Vi + 2ql2V IVz + q22V~ + ... ) = +2;Qi"Vi V", (48b) 
i, k= 1 

Die elektrostatische Energie W eines Systems von Leitern ist also eme qua
dratische Funktion der Ladungen oder del' Potentiale. 

Durch Differentiation el'halt man aus (48a) wegen (41) 

(49 a) 

1) P. RIESS, Pogg. Ann. Ed. 40, S.335. 1837; Ed. 43, S.49. 1838. 
2) LANE, Phil. Trans. 1767, S.451. 
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wobei die iibrigen n - 1 Ladungen immer konstant zu halten sind. Ebenso 
aus (48b) mit (42) 

(49 b) 

wobei die iibrigen n - 1 Potentiale immer konstant zu halten sind. 
Die Gleichungen (49a) und (49b) konnen auch folgendermaBen abgeleitet 

werden: Wenn die Ladungen el ... en bez. die Potentiale VI' .. Vn in ct· .. If,. 
bez. V~ . .. V~ abgeandert werden, sei W' die geanderte Energie. Die Anderung 
der Energie ist dann nach (48) und dem GAussschen Reziprozitatssatz (43): 

W'- W= t~e'V'- t~eV 

= t~e'V' ±t~eV'=Ft~e'V - t~eV = t~(e' ±e)(V'=Fv). 

'Wahlt man das obere Vorzeichen, so hat man bei kleinen Anderungen 

e' - e = de, V' - V = dV, W' - W = d W, 
also 

dW=~edV, 

woraus sofort (49b) folgt. Fiir das untere Vorzeichen hat man 

woraus sofori (49a) folgt. 
Die Gleichungen (48), (48a) , (48b) sind natiirlich fiir n = 1 In Oberein

stimmung mit (45). 
45. Ponderomotorische Krafte. Es moge das in Ziff. 44 behandelte System 

von n Leitern in seiner geometdschen Konfiguration durch eine Anzahl von 
LAGRANGESchen generalisierten Koordinaten ~I' ~2 • •• (vgl. Bd. V, Prinzipe der 
Dynamik) bestimmt sein. Wenn die Leiter sich infolge ihrer elektrischen Energie 
in Bewegungen setzen, d. h. die Koordinaten ~ sich andern, so werden die zur 
Einleitung dieser Bewegungen erforderlichen ponderomotorischen Krafte Arbeit 
offenbar auf Kosten der elektrischen Energie leisten. Dies verlangt das Energie
prinzip, sofern die Leiter sich selbst iiberlassen sind, also keine andere Energie
quelle in Betracht kommt. Die Bedingung £iir letzteres ist offenbar, daB die 
Ladungen der Leiter wahrend der Bewegung konstant bleiben, so daB 
keine Ladungszufuhr (und ebenso kein Ladungsverlust) vorkommt. Nach 
LAGRANGE ist die Arbeit bei generalisierten Koordinaten ~ gegeben durch 

A=2Exd~x, 
x 

wo Ex die. auf VergroBerung der Koordinate ~x hinzielende generalisierte Kraft 
ist. Nach dem Energieprinzip ist aber 

A = -dvVe, 

d. h. diese Arbeit ist gleich der Abnahme der elektrischen Energie bei Konstant
haltung der Ladungen. Durch Gleichsetzung der beiden Ausdriicke und Diffe
rentiation ergibt sich leicht 

Ex= -(~~)~ 1X = 1, 2 ... , (50a) 

wo der Index e die Konstanthaltung der Ladungen andeutet. 
Es kann nun auch der Fall eintreten, daB nicht die Ladungen e, sondern 

die Potentiale Vkonstant erhalten werden, z. B. indem die Leiter mit Elektrizitats
quellen festen Potentials verbunden sind. Dies ist der Fall bei den Elektrometern 
bei Messung von Potentialen (vgl. nachsten Abschnitt). Hierbei wird wahrend 
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der Bewegung (infolge der eintretenden Kapazitatsiinderungen und Auderungen 
der Influenzierungskoeffizienten, da ja die qik von den ~ abhangen) Ladung 
zugefiihrt; somit geschieht die Arbeit der ponderomotorischen Krafte nicht 
mehr bloB auf Kosten der elektrostatischen Energie des Systems, sondern auch 
auf Kosten der fremden Elektrizitatsqueilen. 

Es ist leicht, auch in diesem Faile die ponderomotorischen Krafte S(X durch 
Differentiation der Energie W v bei konstanten V auszudrucken. Die pondero
motorischen Krafte mussen in beiden Fiillen die gleichen sein, da sie nur von 
dem anHinglichen Zustand des Systems, d. h. von den el ... en, VI" .. Vn, 
~l' ~2' ~3 ••• nicht aber von den Inkrementen del"" den oder dVI ... dVn 
am Ende der Verschiebung d~l' d~2' d~3 ... abhiingen. Nun kann leicht gezeigt 
werden, daB wahrend der Verschiebung die GroBe 

We+WV 
konstant bleibt, d. h. von den ~ unabhangig ist. In der Tat hat man nach (48) 

We + Wv = 2'eV, 
wodurch die Behauptung bewiesen ist. Somit folgt 

-dW.=+dWv , 
d. h. die Abnahme der elektrischen Energie wahrend der Verschiebung d~l' 
d~2' d~3 ..• , wenn die Ladungen konstant erhalten werden, ist gleich der 
Zunahme der elektrischen Energie bei der gleichen Verschiebung, wenn die 
Poten tiale konstant erhalten werden. Da nun die ponderomotorischen Krafte 
in beiden Fallen die gleichen sind, ist ihre Arbeit A auch ausdruckbar: 

A = +dWv , 
diese Arbeit ist also gleich der Zunahme der elektrischen Energie bei Konstant
haltung der Potentiale. Wie vorhin erhalt man so: 

(SOb) 

Die von den fremden Elektrizitatsqueilen zugeschossene Energie ist offenbar gleich 
2dWv , 

da ja d W v zur Deckung der Abnahme von W, die infolge der Bewegung eintreten 
wftrde, und weiter d W v = A fUr die Arbeit der ponderomotorischen Krafte 
gebraucht werden. 

Es mag noch daran erinnert werden, daB der Form nach ahnliche Gleichungen 
wie (SOa), (SOb) auch in der LAGRANGESchen Mechanik auftreten. Dort handelt 
es sich ebenfails urn eine quadratische Funktion, namlich urn die kinetische 
Energie, welche einmal als Funktion der Geschwindigkeiten, ein zweites Mal 
als Funktion der Impulsmomente dargestellt werden kann. Die hierbei ver
wendeten Matrizen sind ebenso reziprok zueinander wie die Matrizen der Pik 

und qik in (48a) und (48b). Auf dieser Reziprozitat beruht die Gleichheit der 
rechten Seiten von (SOa) und (SOb), ebenso wie der Dbergang von den LAGRANGE
schen Gleichungen erster Art (Konstanthaltung der Geschwindigkeiten) zu 
denen zweiter Art (Konstanthaltung der Momente). 

46. Beispiele zu den ponderomotorischel'l Kraften. 0(.) Elektrisierte 
Seifenblase. Bei der Kugel ist die Energie zufolge (4S) und (23): 

1 e2 1 W = ~-=~aV2. 
2 a 2 

Der einzige Parameter ~ ist hier der Kugelradius a 

~ = a. 
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Die elektrischen Krafte [der elektrostatische Druck (18)] sind bestrebt, diese 
Koordinate zu vergroBern, was bei einer deforrnierbaren Kugel, z. B. einer 
elektrisierten Seifenblase, in Erscheinung treten kann. Die beziigliche auf Ver
groBerung des Kugelradius hinwirkende Kraft S berechnet sich auf zweifache 
Weise. Einerseits bei Konstanthaltung der Ladung: 

S= -(~!~t = ~ :: = ~ V2. 

Anderseits bei Konstanthaltung des Potentials: 

S= +(~~v= ~ V2. 

Beide Ausdriicke stimmen natiirlich miteinander iiberein. Man kann auch die 
Resultierende des elektrostatischen Druckes (18) 

P = 2n02 = 2n (_e_)2 = _1_ e2 
4",a2 8n a4 

iiber die ganze Oberflache bilden 
1 e2 1 e2 1 F . P = 4na2 • - - = - - = - V2 8", a4 2 a2 2 

und findet auch diesen Ausdruck in Dbereinstimmung mit den zwei friiheren. 
fJ) Zwei leitende Kugeln in groBer Entfernung voneinander. 

Nach Ziff. 40 haben wir: . 
W = ~ (e~ + 2 e1 e2 + e~). 

2 Y1 R Y2 

Der einzige veranderliche Parameter ist der Zentralabstand der beiden Kugeln: . 
~=R. 

Die auf VergroBerung dieser Koordinate hinwirkende Kraft ist bei Konstant
haltung der Ladungen . 

=' __ (OW) _ e1 e2 
~ - oR e - R2 ' 

womit wir das COULOMBsche Gesetz wiederfinden. Wir erkennen gleichzeitig 
die Giiltigkeitsgrenzen desselben. Der obige Ausdruck fiir Wist namlich nur 
bis auf Glieder von der Ordnung 

(~r und (~r 
genau [vgl. Ziff. 40 u. 82, Gleichung (88)]. Daher gilt das COULOMBsche Gesetz 
fUr zwei Kugeln nur bis auf Glieder von der Ordnung 

(~r und (~r. 
d. h. fUr solche Entfernungen R, die entsprechend groB sind gegen die Radien 
der Kugeln. 

h) Theorie der Elektrometer. 
Als Anwendung der in Ziff. 45 abgeleiteten Satze iiber die ponderomotorischen 

Krafte folgt die Theorie der Elektrometer, weil fiir dieselbe in der Beschreibung . 
derselben (Bd. XVI, Kap. 8) nicht der geeignete Platz ist. 

47. Thomsons absolutes Elektrometer1). Die elektrostatische Einheit des 
Potentials.. Die Kondensatorplatte eines Kreisplattenkondensators ist durch 
einen ringformigen Schlitz in einen inneren (kreisformigen) und einen auBeren 

1) w. THOMSON (Lord KELVIN), Rep. Brit. Assoc. 1867 (Reprint of papers, S. 281); 
G. KIRCHHOFF hat dem Elektrometer die handliche Form einer Wage gegeben. 
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(kreisringformigen) (Sch u tzring) Teil zerlegt. Der innere Teil ist als Wag
schale an einer gewohnlichen Wage ausgebildet. Unterhalb der Kondensatorplatte 
befindet sich in genau meBbarem Abstande und parallel zu jener verschiebbar 
auf isoliertem SHinder die Kollektorplatte. Der Zweck des Schutzringes ist die 
Homogenisierung des Feldes im Raum 'zwischen (unterer) Kollektorplatte 
und beweglichem Teil der (oberen) Kondensatorplatte. Der Schutzring selbst 
ist fest und trennt sozusagen die storenden Rander von dem Kondensator 
ab, durch deren Einwirkung das Feld in ihrer Nahe inhomogen wird, also von 
dem Ansatz Ziff. 33 abweicht. Freilich hat man dafiir die storende Einwirkung 
des schmalen Luftschlitzes zwischen Schutzring und Wagschale. Diese ist aber 
sehr gering und kann dadurch geniigend beriicksichtigt werden, daB man als 
wirksame Flache der oberen Belegung die Flache der beweglichen Platte um die 
halbe FHi.che des Schlitzes vermehrtl). 

Man bringt bei geerdeter Wage die Kollektorplatte auf ein bestimmtes 
Potential, wodurch die bewegliche Platte heruntergezogen wird. Zur Herstellung 
ihrer friiheren Gleichgewichtslage inmitten des festen Schutzrings ist die Auflage 
von G Gramm auf der anderen Wagschale erforderlich. Auf diese Weise dient 
dieses absolute Elektrometer zur Abwagung elektrischer Krafte (Poten
tiale). 

Wir berechnen den Fall des wiederhergestellten Gleichgewichts: Nach (18) 
und (37) ist der elektrostatische Zug der unteren auf die obere Platte 

e2 1 F P·F = 2na2 ·F = 2n- = - -. V2 F 8.n d2 • 

Dieser Kraft hiilt die Schwer kraft von G g Dyn das Gleichgewicht. 
Gleichsetzung beider Ausdriicke 

V=b 1 / 8 1T. G V F g, 

Somit durch 

(51) 

wodurch sich V im absoluten MaBe (CGS) ergibt, wenn der Abstand b der beiden 
Platten, F die wirksame Flache der oberen beweglichen Platte, G das Auflage
gewicht bestimmt sind. 

Das absolute Elektrometer dient zur Zuriickfiihrung der absoluten Einheit 
des Poten tials (E.St.E.) auf Einheiten des CGS-Systems ebenso wie die Torsions
wage zur Zuriickfiihrung der absoluten Einheit der Elektrizitatsmenge 
(E.St.E.) auf CGS-Einheiten dient (Ziff. 17). Selbstredend sind beide Einheiten 
nicht voneinander unabhangig, sondern durch die Gleichung (12) 

V=~ 
r 

miteinander verbunden. Daher kann man eine der beiden Reduktionen auf 
CGS-Einheiten sparen; bequemer ist es z. B., ein Elektrometer auf CGS-Einheiten 
des Potentials mittels der THOMSON-KIRCHHoFFschen Wage zu eichen, anstatt 
auf Einheiten der Ladung. Allerdings ist die Wage nur fUr Werte von 1000 Volt 
aufwarts zu gebrauchen. AuBerdem bereitet die genaue Bestimmung des Ab
standes b der Platten erhebliche Schwierigkeiten. 

Die Dimension der E.St.E. des Potentials ist entsprechend Ziff. 17 und 
Gleichung (12): 

g! cm! sec-t. 

1) J. J. THOMSON, Elements of Electricity, S.67. 1921. Vgl. die Theorie des Schutz
ringkondensators in Ziff. 106. 
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Zu den von LORENTZ gewahlten Einheiten (Zif£. 17) besteht die Relation: 

1 LORENTzsche E.5t.E. der Ladung = 1/~ GAusssche E.St.E., 

1 LORENTzsche E.St.E. des Potentials = ~ GAusssche E.St.E., 
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da das Produkt eV die (doppelte) Energie bedeutet und sowohl bei LORENTZ 
als bei GAUSS in den gleichen Einheiten Erg zu messen ist. 

Noch mag an die Beziehung zum praktischen (P.E.) und elektromagnetischen 
MaBsystem (E.M.E.) erinnert werden: 

R.St.E. P.E. E.M.E. 

Ladung 3· 1010 = 10 Coulomb = 1 
Potential = 300 Volt = 3.1010 

(alles natiirlich in GAussschen Einheiten). Die E.St.E. der Ladung (des Potentials) 
ist daher sehr klein (groB) entsprechend den Verhaltnissen in der Elektrostatik, 
wo man es mit kleinen Ladungen (groBen Potentialen) zu tun hat. Umgekehrt 
ist es in der Elektrodynamik. 

SchlieBlich soll noch bemerkt werden, daB die Gleichung (51) auch mittels (46) 

W=~CV2= ~ V2 
2 8.n~ 

und (SOb) 

+ (~a~v = - 8:~2 V2 

gewonnen werden kann; vorstehender Ausdruck zeigt die auf die Verkleinerung 
von b (daher Minuszeichen) hinwirkende elektrische Kraft. Ihr ist die auf Ver
groBerung von b hinwirkende Schwerkraft des Gegengewichts zu addieren, 
urn die Resultierende (die Null sein soIl) zu finden. 

48. Andere Formen des absoluten Elektrometers. LIPPMANN!) und friiher 
MACH2) haben an Stelle des absoluten Plattenelektrometers von THOMSON 
ein absolutes spharisches Elektrometer gesetzt, bei welchem die AbstoBung 
zweier getrennter, aber sich gerade beriihrender Halften einer geladenen Kugel 
durch eine Wage gemessen wird. Hierdurch wird die schwierige Messung von b 
(Ziff.47) umgangen. Die Methode ist jedoch nur bei sehr empfindlicher Wage 
und fiir hohe Potentiale (5000 bis 30000 Volt) brauchbar. Zur Berechnung der 
gegenseitigen AbstoBung der Half ten bedenke man, daB diese gleich ist dem 
halben elektrostatischen Gesamtdruck auf eine Halbkuge1 (Ziff.46a), da der 
von der Halbkugel auf sich selbst ausgeiibte Druck offenbar nicht in Betracht 
kommt. Es folgt fiir die GroBe der AbstoBung: 

daher als Gleichgewichtsbedingung 

Gg = t V2 
oder 

(52) 

SchlieBlich ist von BICHAT und BLONDLOT3) ein zylindrisches Elektrometer 
konstruiert worden. Bei diesem schwebt ein geerdeter Zylinder teilweise inmitten 
eines festen isolierten Zylinders. Wird dem letzteren eine Aufladung erteilt, 
so wird der erstere in ihn hineingezogen. Dieser Zug wird an einer Wage gemessen. 

1) G. LIPPMANN, Journ. de phys. (2) Bd. 5, S. 323. 1886. 
2) E. MACH, Wiener Elektrot. ZS. 1883. 
3) E. BICHAT U. R. BLONDLOT, Journ. de phys. (2) Bd.5. 1886. 
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Nach Ziff. 32, Gleichung (35) und nach (45) betragt die Energie des Zy
linderkondensators von der Lange lund dem auBeren (inneren) Radius ra (ri): 

W=~._1~V2. 
2 2In r. 

ri 

Somit ist die auf VergroBerung von l gerichtete Kraft nach (SOb) 

we1che im FaIle des Gleichgewichts der Schwerkraft Gg gleich ist. Hieraus er
gibt sich 

(53) 

Auch dieses Elektrometer ist ziemlich unempfindlich, wenn auch leicht 
zu handhaben. Es ist fUr Unterrichtszwecke geeignet. 

49. Quadrantenelektrometer von Thomson l ). Es besteht aus einer flachen 
zylindrischen Schachtel, die durch zwei Schnitte in vier symmetrische Quadranten 
zerlegt ist. In der Mitte dieser Schachtel schwebt eine gut zentrierte leichte 
Nadel von der Gestalt zweier sich diametral gegentiberliegender Kreissektoren. 
Gegentiberliegende Quadranten sind je untereinander verbunden und untersttitzen 
sich in ihrer Wirkung auf die Nadel. Besteht eine Potentialdifferenz zwischen 
beiden Quadrantenpaaren, so dreht sich die Nadel zu demjenigen Paare hin, 
des sen Potential starker von ihrem eigenen abweicht, solange bis durch die Tor
sion des Aufhangedrahts (Fadens) diesel' Drehung Einhalt geboten wird. Die 
Theorie des Instruments wird gewohnlich auf del' des Plattenkondensators 

basiert. Wenn die Nadel in del' Ruhelage streng sym-

~z J' , "/'~/~. ~1·2 _ .-.'~ metrisch tiber einem del' zwei diametralen Schlitze schwebt, 
__ __ - "':'1 und wenn sie sich von diesel' Ruhelage nur urn einen kleinen 

Winkel {} (Abb. 6) entfernt, kann die storende Einwirkung 
der Randel' vernachlassigt werden. Dann kann man in del' 
Tat von zwei Plattenkondensatoren sprechen, deren eine 

Abb. 6. Zur Theorie des gemeinsame Belegung die Nadel ist, wahrend die anderen 
Quadrantenelektrometers. Belegungen bez. von den oberen (unteren) Deckplatten der 

Quadrantenschachtel gebildet werden. Wir bezeichnen das 
Potential des erst en (zweiten) Quadrantenpaares mit VI (V2)' das del' Nadel 
mit Vs. Die Gesamtflache der Nadel sei F=FI +F2 , WO FI den tiber 1, F2 den 
tiber 2 befindlichen Flachenteil bedeutet. Der Abstand del' Nadel von del' oberen 
und unteren Deckflache sei gleich o. Dann hat man fliT die Energie [wegen (45) 
und (37)] vom erst en Quadrantenpaar den Anteil 

WI = 2· ~ :;'1~ (Vs - V1)2 
und vom zweiten 

W 2 = 2' ~ ~~~ (V s - V 2) 2 , 

indem del' Anteil jedes Quadrantenpaares sowohl oberhalb als unterhalb der 
Nadel zu nehmen ist. Insgesamt 

W = 4~1~ (Vs - V1)2 + :;'2~ (V3 - V2)2. 

1) W. THOMSON (Lord KELVIN), Rep. Brit. Assoc. 1855; Reprint S. 263ff. 
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Die Drehung der Nadel erfolge etwa von 1 nach 2 (Abb. 6). Hierbei nimmt FI 
urn den gleichen Betrag ab, urn den F2 zunimmt. Sei a der Halbmesser der Nadel, 
so ist 2 

-dFI = dF2 = a fJ. 
Daher fiir kleines fJ 

aFl_ aF2 _ 2 
-M-M- a 

Somit ergibt sich fiir das Drehmoment der elektrischen Krafte nach (50b) 

(~~v = 4:2~ (VI - V2) (2 Va - VI - V2) • 

Das Drehmoment der elastischen Krafte sei kfJ; dann ist die neue Lage der Nadel 
bestimmt durch l ) 

a2 (1 1) kfJ = 2:JE~ (VI - V 2) Va - 2: VI - 2: V 2 • (54) 

Von dieser Formel macht . man folgende Anwendungen2): 

Quadr.an tenschal tung: Das eine Quadrantenpaar 2 ist geerdet, das andere 
1 wird mit der zu messenden klein en Spannung VI verbunden; die Nadel ist 
auf ein relativ hoh~s Hilfspotential Va ~ VI geladen. Es ergibt sich aus (54) 

fJ = konst. VI Va, (54a) 

d. h. der Ausschlag {} ist porportional dem zu messenden Potential VI' Die 
Proportion alit at mit Va laut (54a) trifft strenge nicht zu; erstens weil Va an 
Stelle von Va - t VI steht, was nur vernachlassigt wurde, zweitens weil die oben 

gemachte Voraussetzung, daB die Kapazitatsanderungen durch - a:V1 = a:V2 = a2 

gegeben sind, nicht genau zutriffta). Die Empfindlichkeit der Nadel wachst 
also nicht dauernd mit dem Nadelpotential Va, sondern nur bis zu einemMaximum. 

N adelschaltung: Die beiden Quadrantenpaare werden auf gleiche, aber 
entgegengesetzte Hilfsspannung, VI = - V2 , geladen. Das zu messende Poten
tial Va wird an die Nadel angelegt. Es folgt aus~ (54): 

fJ = konst. Va VI' (54b) 

Ziemlich unempfindlich und Isolationsschwierigkeiten. 
Idiosta tische Schaltung (ohne Hilfsspannung im Gegensatz zu den 

beiden vorstehenden heterostatischen Schaltungen mit Hilfsspannung): 
Nadel 3 und ein Quadrantenpaar 2 werden miteinander verbunden und geerdet; 
dem anderen Quadrantenpaar 1 wird die zu messende Spannung VI zugefiihrt. 
Es folgt aus (54): 

fJ = konst. Vi. (54c) 

Wahrend also bei den heterostatischen Schaltungen der Ausschlag mit der ersten 
Potenz der zu messenden Spannung [VI in (54a) bez. Va in (54 b)] proportional 
ist, ist er es mit der zweiten Potenz bei der idiostatischen Schaltung. Letztere 
ist deshalb auch fiir W echselspann ungen brauchbar. Bei ihr sind iibrigens 
die Storungen infolge der veranderlichen Kapazitat der Nade13) geringer als bei 
der Quadrantenschaltung. 

1) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. I, S. 338. 
2) W. HALLWACHS, Wied. Ann. Bd. 29, S. 1. 1886; E. ORLICH, ZS. f. Instrkde. Bd.23, 

S·97. 1903. 
3) Infolge von Randwirkungen treten Storungen in der Kapazitatsanderung auf. Vgl. 

L. GOUY, Journ. de phys. Bd. 7, S.97. 1888. 

Handbuch der Physik. XII. 26 



402 ~ap. 4. F. KOTTLER: Elektrostatik der Leiter. Ziff. 50. 

. Die Formel (54) ist von HALLWACHS (l. c.) durch Beriicksichtigung der 
Kontaktpotentiale der Quadranten gegeneinander, P 12 und der Nadel gegen die 
Quadranten P a wie folgt verbessert worden: 

{} = konst. (VI - V 2 + P12) (Va + Pa - -} VI - t V 2)· (54') 

Hieraus ergibt sich die Justierungsvorschrift: Bei geerdeten Quadranten 
(VI = V2 = 0) und aufgeladener Nadel ergibt sich ein Ausschlag 

{} = konst. Va P I2 , 

der sich bei Kommutierung des Nadelpotentials Va umkehrt. Uber Justierung 
und Mittelung der verschiedenen Ausschlage vgl. ORLICH l. c. 

GroBte Empfindlichkeit des Quadrantenelektrometers in der Form l.lach 
DOLEzALEK (1901): 10-5 Volt. 

50. Binantenelektrometer I ). Die mehrfachen erwahnten (Ziff. 49), von den 
Randern der Nadel herrtihrenden Storungen werden wie folgt vermieden: Man 

laBt die Nadel aus zwei voneinander isolierten Teilen bestehen, 
die auf entgegengesetzte Potentiale Va = - V4 geladen werden. 
AuBerdem bestehen an Stelle der Quadrantenpaare 1,2 nur 
zwei Binanten 1, 2; in der Ruhelage schwebt die Nadel so 
tiber denselben, daB die Trennungslinie ihrer Halften 3,4 
senkrecht steht iiber 1, 2. Bezeichnet man (Abb. 7) die Fliiche 

Abb.7. ZurTheoriedes der Halfte 3 der Nadel mit F3 = FSI + F a2 , wo Fal bez. Fa2 
Binantenelektrometers. die iiber dem Binanten 1 bez. 2 stehenden Teile bedeuten, und 

ebenso die Flache der anderen Halfte 4 mit F 4 = F 41 + F 42' 

so ist (vgl. Ziff. 49, aber diesmal mit groBerer Genauigkeit) die Kapazitatsande
rung bestimmt durch: 

_ OPal _ + oPa2 __ OP42 _ + oPu _ 2 
00. - of} - of} - of} - a . 

Ftir die Energie des Systems hat man ahnlich wie in Ziff. 49: 

W = :;~ (Va - VI) 2 + :;~ (Va - VII) 2 + :;X (V4 - VI) 2 + :;~ (V4 - V2)2. 

So ergibt sich schlieBlich: 
2a2 

k{) = 4.1l~ (Va - V 4) (VI - V 2)· (55) 

Der Vergleich mit (54) zeigt sofort die Uberlegenheit des Binantenelektrometers 
tiber das Quadrantenelektrometer: Es besteht Proportion alit at der Aus
schliige {} zu der zu messenden Poten tialdifferenz VI - V2 ohne Riick
sicht auf deren GroBe im Vergleich zum Nadelpotential Va = - V4 , wahrend 
dies beim Quadrantenelektrometer nur bei geringer GroBe (VI + V 2 < 2 Va) 
der Fall ist (vgl. Ziff.49, Quadrantenschaltung). Auch gilt die Formel (55) 
bis zu Ablenkungen {} = 80 0 , wahrend (54) nur fiir kleine {} gilt. (Wegen der 
oft erwahnten Randstorungen.) SchlieBlich ist die Empfindlichkeit des Binanten
elektrometers dem N adelpotential Vs proportional, ohne sich wie beim Quadranten
elektrometer bei wachsendem Nadelpotential einem Maximum zu nahern 2). 

1) R. BLONDLOT U. P. CURIE, C. R. Bd. 107, S. 864. 1888; F. DOLEZALEK, Ann. d. Phys. 
Ed. 26, S.312. 1908. 

2) Dieses Maximum ist ca. 200 Volt beim Quadrantenelektrometer. Empfindlichkeit 
bei 200 Volt von Binantenelektrometer und Quadrantenelektrometer ungefahr gleich. Die 
des ersteren UiBt sich durch Steigerung des Nadelpotentials (bis zu 1500 Volt) steigern. 
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51. Verwendung des Quadrantenelektrometers zur Ladungsmessung. Wir 
berechnen aus dem Ansatz fiir die Energie (Ziff. 49) 

W = 4~1~ (Va - VI) 2 + 4~~ (Va - V2)2 

gemaB (48b) die Kapazitats- und Influenzierungskoeffizienten1) der Quadranten 
1,2 und der Nadel 3: 

wozu nach (Ziff.49) die Veranderlichkeit mit dem Drehungswinkel {) tritt: 

BFt _ BFa _ 2 - ---eo: - a:o: - a 

Bringt man also eine Ladung ei. auf das wohlisolierte Quadrantenpaar 2, wenn 
vorher 1 und 2 geerdet waren, so hat man daselbst eine Ladung: 

el=ei+e~. 

welche sich aus der zugefiihrten e~ und der infolge der Potentialdifferenz der Nadel 
gegen Erde schon vorhandenen Influenzladung e~ zusammensetzt. Man hat: 

el = ei + e~ = qllV I + Ql3Va 

(fUr {) = 0). 
Somit folgt: a2 

ei = QllV I + (Q13 - Q~a) Va = QllV I + 2n~{)' Vs· 

Anderseits ist (mit V 2 = 0 und VI ~ Va) nach (54):. 

Hiera,us 

oder: 
(56) 

Durch Zusammenhaltung dieser Formel fiir Ladungsmessung mit der fiir 
Potentialmessung (54) 

(54) 

erkennt man, daB die Eichung fiir erstere und fUr letztere nicht zusammenfallen 
(vgl. das in Ziff. 2y iiber das Elektroskop Gesagte, wo ebenfalls eine mit dem 
Ausschlag veranderliche Kapazitat vorhanden ist). Proportionalitat der zu
gefiihrten Ladung ei. mit dem Ausschlag {) besteht, da FI von {) abhangt, nur 
fUr sehr kleine {). 

AuBerdem ergibt Gleichung (56), schon fiir kleine {), eine Abhangigkeit der 

Empfindlichkeit von der Nadelspannung in dem Sinne, daB fiir Va = V2n~:-lk 
ein Maxim urn der Empfindlichkeit auftritt (vgl. Ahnliches in Ziff. 49 Quadranten
schaltung) . 

1) Beachte die Schirmwirkung von 3 auf 1 bez. von 3 auf 2. nach Ziff. 38. die naturlich 
in Wirklichkeit nicht besteht. Es besteht hiichstens eine soIche von 1 + 2 auf 3. 

26* 
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52. Saitenelektrometer1). Bei diesen Elektrometern befindet sieh ein 
einziges BHittchen oder eine Saite inmitten zweier auf entgegengesetztes Potential 

geladener paralleler Platten. J. J. THOMSON2) hat diesen Fall 
behandelt. Es sei (Abb. 8) das Potential der linken Platte + V, 

+ das der rechten - V; die Saite, weIche geerdet in der Mitte 
des Plattenabstands 2d sich befindet, werde auf das Potential v 
gebracht, urn x parallel zu sieh selbst aus ihrer Ruhelage ver-
schoben, bis eine elastische Kraft, die sie in diese Ruhelage 
zuruckzuziehen trachtet, Einhalt gebietet. FaBt man das Ganze 

Abb.8. Zur Tbeorie wieder als doppelten Plattenkondensator auf (vgl. Ziff.49) und 
des Saitenelektro~ 

meters. bedeutet F die Flache der Saite, so ist die Energie des Systems: 

w= ~4n(:+X)(V_V)2+ ~4n(:_.'l1)(V+v)2. 
Hieraus folgt die Gleichgewichtsbedingung: 

aw 
-(fX = F,ux, 

wenn f-lx die elastische Kraft per Flacheneinheit der Saite bedeutet, oder 
1 (V + V)2 1 (V - V)2 

Sn(d_x)2-S n (d+x)2='UX. (57) 

Urn diese Gleiehung zu diskutieren, nehme man zunachstv = 0 (Saite geerdet). 
Es ergibt sieh als Gleichgewich tslagc,! 

~2 . !v"2-
X = 0 und d2 = 1 - V 2nl--; d3 ' 

d. h. es gibt eine stabile Gleichgewichtslage (Mittellage) und zwei instabile 
Lagen, links oder reehts davon, solange V2<2nf-ld3• Wenn V2=2nf-ld 3 wird, 
rucken beide Lagen dieht zusamrnen. Das Instrument erreieht dann seine groBte 
Empfindlichkeit, da die geringste Verschiebung die Saite aus der stabilen in die 
unstabile Lage hinausbringt. Fur V2> 2n f-ld 3 gibt es nur eine instabile Gleich
gewich tslage. 

Wenn jetzt die Saite auf ein gegen V kleines Potential v > 0 gebracht wird, 
so gibt es eine stabile Lage: x > 0 und klein, die annahernd durch 

(57a) 

gegeben ist, und eine instabile Lage, ebenfalls x > 0, und etwas naher zur Mitte 
als die fruhere in stabile Lage fUr v = o. J e mehr v wachst, desto naher rucken 
sich die stabile und die instabile Lage, bis sie schlieBlich fUr einen bestimmten 
Wert von v, der von V, d und f-l abhangt, zusarnrnenfallen. Dber diesen Wert 
von v hinaus gibt es keine stabile Gleichgewichtslage: Die Saite fliegt an die 
negative Platte an, das Elektrometer gestattet nicht mehr, soIche Potentiale 
zu messen. 

Das Instrument ist naturlich urn so empfindlicher, je naher schon fUr kleine 
Saitenspannungen v die beiden Gleichgewichtslagen sich sind. Dies tritt nach 
dem fur v = 0 Gesagten dann ein, wenn V2 fast gleieh 2nf-ld3 geworden ist. 
Die Gleichung (57 a) zeigt auch, daB dann schon zu kleinen v groBe Ausschlage x 
gehoren; sie zeigt auch die Unbrauchbarkeit des Instrurnentes, wenn die Gr en z-

1) W. HANKEL, Pogg. Ann. Bd. 84, S.28. 1850; M. TH. EDELMANN, Phys. ZS. Ed. 7, 
S.113. 1906. 

2) J. J. THOMSON, Elements, S.77. 1921. 
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spannung v fiir die Saite iiberschritten, d. h. im FaIle v "'" 0, wenn V2> 21lp,d3 

geworden ist, da sich zu positivem v groBe negative (anstatt positive) x ergeben 
wiirden. 

Es kann natiirlich auch der Fall eintreten, daB V2 klein gegen 21lp,d3 ist. 
Dann liegen die beiden Gleichgewichtslagen fur kleines v weit auseinander und 
nahern sich erst starker fiir groBeres v. Die Empfindlichkeit des Instruments 
ist dann klein fiir kleine Spannungen v und wachst erst fiir wachsende 
Spannungen. Dieses auffallende Verhalten findet sich auch oft bei den ge
wohnlichen Elektroskopen. 

Die Ablesungen sind natiirlich gemaB (57) und (57a) nur fiir kleine v diesen 
an die Saite angelegten Spannungen proportional. Das Instrument muB also 
zum Unterschiede vom Quadrantenelektrometer auch fUr relative Messungen 
geeicht werden, wahrend das letztere einer Eichung nur fiir absolute Messungen 
bedarf. Dafiir hat das erstere vor dem letzteren den Vorzug geringer Kapazitat 
(2 cm gegen etwa 50 cm bei DOLEZALEKS Form des Quadrantenelektrometers1). 

An Stelle der elastischen Kraft bei dem eigentlichen Saitenelektrometer 
kann natiirlich jede mit der Entfernung annahernd proportionale Kraft, daher 
auch die Schwerkraft treten. (Vgl. die urspriingliche Form von HANKEL und das 
Kippelelektrometer von C. T. R. WILSON. Naheres in Bd. XVI.) 

53. Elektroskop. Noch schwieriger als die Theorie des Saitenelektrometers 
ist die des gewohnlichen Blattchenelektroskops. Man begniigt sich daher meist 
mit empirischen Kurven. Es sollen hier nur zwei Punkte kurz beriihrt werden, 
die sich mit verhaltnismaBig einfachen Mitteln ededigen lassen. 

Der erste betrifft das Doppelpendel (Abb. 9). Zwei kleine leitende 
Kugeln (Masse m) werden an isolierenden Faden (Lange l) aufgehangt. Gleich
stark geladen (e), stoBen sie sich bis zu einer Entfernung 2r abo Nach dem Cou
LOMBschen Gesetz muB dann sein: 

e2 -y----. l2 - r2 - mg· r = 0 4r2 

(Summe der Drehmomente = Null). Hieraus 
,/- -----

e =y4mgl2 tglX-sin2 lX-. (58 a) 

Wenn die Kugeln sich nicht selbst influenzieren und von Abb.9· Zur Theorie des Doppelpendels. 
Influenzen des Gehauses £rei sind, kann nach (22) die 
Ladung e proportional dem Potential V genommen werden, so daB e = CV und: 

V = 2C lsinlX--YmgtglX. (58b) 

Der zweite betrifft das Blattchenelektroskop mit einem BlaUchen und 
parallelepipedischer Wand2). Dies gestattet die Auffassung als Plattenkonden
sator; eine Belegung ist die Wand, die andere der BlaUchen
trager, dem das Blattchen anliegt (Abb.10). Dann wirkt auf das 
Blattchen bei kleinen Ablenkungswinkeln der elektrostatische 
Zug, welcher nach Ziff. 42 proportional V2 ist. Als Gleich
gewichtsbedingung ergibt sich: 

V = konst.-YmgtglX. (59 a) 

V=o V 

A~ 
Abb.l0. ZurTheorie 
des Bliittchenelek· 

troskops. 
Die von NOACK vorgenommene experimentelle Priifung dieser 

Formel hat keine gute Bestatigung derselben ergeben. Er hat dann ein Halb-

1) Empfindlichkeit eines Saitenelektrollleters mit Ablesemikroskop ca. 1/300 Volt. 
2) K. NOACK, Abhandlungen zur Didaktik der Naturwissenschaften Bd. 2, S. 1. 1906. 
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zylinderelektrometer (Abb. 11) konstruiert, bei welchem das Gehause aus einem 
Halbzylinder besteht, in dessen Achse das Blattchen drehbar angebracht ist. Die 

Abb. 11. NOACK
sches Halbzylinder

elektrometer. 

Beobachtungen werden uberraschend gut durch die Formel 

v = konst.Ymgsin~. tg~ (59b) 
dargestellt. 

Welche von den obigen Formeln die Theorie des gewohn
lichen Doppelblattchenelektrometers mit zylindrischem Gehause 
annahernd wiedergibt, muB dahingestellt bleiben. Untersuchungen 
von KOLACEK1) ergaben fur ~ < 18 0 

V 2 = A~ + BiX 2 , (60) 

wo A und B Konstanten des Elektroskops sind. Dies ist mit keiner der obigen 
Formeln vettraglich. -

i) Das Feld von Punktladungen auf einer Geraden. 
54. Allgemeines tiber Losungen elektrostatischer Probleme. Wenn wir 

jetzt uns zur Berechnung spezieller elektrischer Felder wenden, so tritt uns die 
in Ziff. 24 charakterisierteAufgabe der Integration der LAPLAcEschen Differential
gleichung unter gewissen Randbedingungen entgegen. Diese Aufgabe ist bei 
allgemeiner Gestalt der das Feld berandenden Leiterfiachen, wenigstens prak
tisch, nicht losbar 2). AIle Losungen der LAPLAcEschen Gleichung, die im nach
folgenden behandelt werden, beziehen sich auf spezielle Gestalten dieser Flachen; 
bei fast allen diesen ist ein besonderer Grad von Symmetrie vorhanden, so daB 
die Losung nicht von drei Koordinaten, sondern nur von zwei oder einem 
Parameter abhangt. 

Dagegen ist es ein Leichtes, Losungen der LAPLAcEschen Gleichungen ohne 
Riicksicht auf Randbedingungen aufzustellen. Man kann zusehen, welches die 
Leiterflachen sind, zu denen diese Losungen passen. Dies nennt MAXWELL 3) 
das umgekehrte Verfahren zu dem oben geschilderten: anstatt die Losung 
an die vorgegebene Flache anzupassen, wird die Flache zu der vorhandenen 
Losung ermittelt. "Dies ist in der Tat der Weg, auf welchem die Losung 
zu jedem elektrischen Problem, das wir kennen, gefunden worden ist." (MAx
WELL.) 

SO wenig befriedigend vom mathematischen Gesichtspunkte schon diese 
"experimentierende Analysis" ist, so ist die von MAXWELL daran geknupfte 
praktische Methode zur allgemeinen naherungsweisen Integration allgemeinerer 
FaIle noch unbefriedigender; gleichwohl ist sie bei dem volligen Mangel an 
praktischen Integrationsmethoden die einzige, die wir haben. MAXWELL schlagt 
namlich vor, auf Grund der schon gelosten SonderfaIle denjenigen herauszusuchen 
und als Naherung zugrunde zu legen, mit welchem die in dem zu lOsenden Problem 
auftretenden Leiterflachen die groBte geometrische Ahnlichkeit haben. Da
bei muB nicht bloB die dem betreffenden Sonderfall zugrunde liegende Leiter
£lache, sondern auch aIle sie umgebenden Aquipotentialflachen in Betracht 
gezogen werden. Denn nach einem von GREEN herriihrenden Satze (vgl. Ziff. 66) 
kann jede Aquipotentialflache mit einer der COULOMBschen Gleichung (17) 
entsprechenden Ladungsdichte belegt, als Leiter angesehen werden, der die 

"I) KOLACEK, Wied. Ann. Bd.28, S. 525. 1886. 
2) Einen formalen Ansatz zur Lasung dieses Problems unter Verwendung der "Ele

mentarbelegungen" und "Elementarpotentiale" von C. NEUMANN siebe bei K. HILLFBRAND, 
Phys. ZS. Bd.25, S.8. 1924. 

3) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. I, S. 177. 
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eingeschlossene Leiterflache hinsichtlich ihrer Wirkung auBerhalb dieser Aqui
potentialflache vollkommen vertritt. 

Bei diesem Stande der Dinge ist es daher nach MAXWELL geboten, die Kennt
nis moglichst vieler geloster Sondedalle zu sammeln und evident zu halten. Man 
dad daher auch von dem Folgenden nicht allgemeine rna thema tische 
Formulierungen erwarten, die praktisch unbrauchbar sind, 
sondern eine bloBe Aneinanderreihung der fiir die einfachsten geometrischen 
Formen von Leitern bekannten Losungen innerhalb der durch die Riicksichten 
auf den vediigbaren Raum beschrankten Grenzen der Vollstandigkeit. Die 
Beschrankung auf praktische Brauchbarkeit bringt es mit 
sich, daB im folgenden auf Entwicklungen nach Kugelfunk
tionen, Ringfunktionen u. dgl. nicht eingegangen wird. Dies
beziiglich sei auf MAXWELL oder JEANS, Lehrbuch der Elektrizitat, verwiesen. 

55. Punktladungen, welche sich auf der namlichen Geraden befinden. 
Ihre Kraftlinien. Raben wir eine Anordnung von punktformigen Ladungen, 
die auf der gleichenGeraden g (Abb.12) liegen, so liegt hier ein nach der Formel (12) 
leicht, ohne Integration der Differentialgleichung 
zusammensetzbares Feld vor. Es kommt dazu, daB 
in diesem Fall auch die Differentialgleichungen (1) 
der Kraftlinien leicht integriert werden konnen, 
so daB das ganze System der Aquipotentialflachen, 
nach (12) und der Kraftlinien, nach (1) leicht 
gezeichnet werden kann. 

Wir betrachten einen Punkt P (Abb. 12) in Abb.12. Punktladungenauf einerGeraden. 

irgendeiner Ebene, die durch g gelegt ist; jede 
soIche Ebene ist bei der axialen Symmetrie des Problems gleichwertig. Es solI 
die durch P gehende Kraftlinie bestimmt werden (durch jeden regular en Punkt 
geht nur eine soIche Linie; Ausnahmen konnen nach (1) nur eintreten, wenn 
fUr den betreffenden Punkt @", = @y = @z = 0 (vgl. Ziff. 58, 64). Es seien El , 

E 2 • •• die auf der Geraden g gelegenen Punkte mit den Ladungen e1 , e2 ••• 

Der KraftfluB, den e1 durch eine Kugelkalotte von der halben Offnung PPI 
und dem Zentrum El hindurchschickt (man denke sich die Figur urn gals 
Achse rotiert), ist (Ziff.19) 

erstreckt iiber diese nich t geschlossene Flache. Er werde mit q\ bezeichnet: 
2," ft, 

q\ -fdW fd#sin#ri • ;~ = 2.71el (1 - COS{)l)' 

o 0 

Rielin bedeuten rl , #, co auf El und g beziigliche Polarkoordinaten. {}l ist der 
Winkel PE1Pl ; r l ist E1P = E1Pl • Ebenso berechnet sich fUr E2 der von e2 

durch die Kalotte mit der halben Offnung P2P und dem Zentrum in E2 hindurch
geschickte KraftfluB zu 

QJ2 = 2.71e2 (1 - COS{)2)' 

Der KraftfluB, den el bez. e2 durch die ebene Kreisflache vom Radius PoP 
(Po Projektion von P auf g) und Zentrum in Po hindurchschicken, ist ebenfalls 
~l bez. c[J2' Denn betrachtet man z. B. die aus dieser Kreisflache und der Kalotte 
PI P zusammengesetzte geschlossene Flache, so verschwindet, da e1 auBerhalb 
derselben liegt, der gesamte von el durch diese Flache geschickte KraftfluB fdf@n 
nach Ziff.19, wobei die Normale n durchwegs nach auBen, also auf der Kreis
flache gegen el hin, gerichtet ist. Rechnet man n immer von el weg, so folgt 
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daraus die obige Behauptung. Der gesamte KraftfluB durch die KreisfHiche 
vom Radius PoP ist daher: 

([J = ([Jl + ([J", + ... = 2nel (1 - COS#l) + 2nea (1 - cos#a) + '" . 
Es sei nun Q ein zu P benachbarter Punkt, fiir welchen ([J den gleichen 

Wert hat wie fiir P. Wir betrachten die kegelstumpfartige FHi.che, die durch 
Rotation des Vierecks PQPoQo um die Achse g entsteht. Der gesamte KraftfluB 
durch diese FHiche kann Null genommen werden, wenn der Fall ausgeschlossen 
wird, daB zwischen Po und Qo auf g eine Ladung liegt. Dabei ist die Normale n 
immer nach auBen, also auf PoPnach links, auf QoQ nach rechts gerichtet. Nimmt 
man n auf PoP ebenfalls nach rechts gerichtet an, so bekommt man von PoP 
den Beitrag - ([J, von QoQ den Beitrag ([J zu dem KraftfluB durch die Flache 
PoQoPQ, da ([J fiir Q den gleichen Wert haben soil wie fiir P. Es verbleibt mithin 
fiir den Mantel PQ dieser Flache der Rest Nuil des Kraftflusses oder es ist dort 
Gl:n = 0 oder die Linie PQ ist eine Kraftlinie. 

Die Kraftlinien sind daher in unserem FaIle Linien konstanten 
Kraftflusses ([J. Ihre Gleichung kann geschrieben werden: 

(61) 

Fiihrt man die Gerade g als z-Achse eines Koordinatensystems ein, so seien Zl 
bez. za' .. die Koordinaten von El bez. Ea . .. , ferner x, y, z die Koordinaten 
des Aufpunkts. Dann erhalt man statt (61) 

~ Z-Z; k ei ,/ . .. = onst. • yX2 + y2 + (z - Z,)2 
Wir bezeichnen die linke Seite dieser Gleichung der Kraftlinien mit 
Ferner erhalt man fiir das Potential im Punkte x, y, z 

(61 a) 

U(x,y,z). 

V = 4eit9 + y2: (z _ 2;)2 = ~:: (62) 
1 • 

das dort die Punktladungen el , e2 ••• erzeugen. 
56. Das axialsymmetrische Feld. Die Integration der Differentialgleichungen 

(1), deren Integral im vorigen Faile durch (61 a) gegeben ist, gelingt iiberhaupt 
immer in ahnlicher Weise, wenn das Feld axialsymmetrisch ist, wie schon Lord 
KELVIN 1) bemerkt hat. Es seien e, w, z Zylinderkoordinaten, wobei eden Ab
stand von der, w das Azimut um die z-Achse bedeuten. Bei axialer Symmetrie 
hat man durchweg: a 

aoo =0. 

Daher reduziert sich die LAPLACESche Gleichung, die in Zylinderkoordinaten 

lautet, auf 

AV=~~( aV)+~a2v +a2v_ o - e a e e a e . e2 a 002 a Z2 - . 

(a) 

Ferner lautet die Gleichung einer Kraftlinie in irgendeiner durch die z-Achse 
gelegten Ebene, nach (1): av av - Bii dz + Bide = o. (b) 

1) W. THOMSON, Cambro Math. Jouro. 1843, Reprint 492; G. KIRCHHOFF, Vorlesungen 
fiber Elektrizitat, S. 91. 
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Bildet man: 
f(e ~~ . de - e ~~ dZ) = U(z,e), (63) 

so ist 
U (z, e) = konst. 

ein Integral der Differentialgleichung (b). Dies bestatigt man durch Differentiation 
von (63) oU oV 

iIi = -eBi' 
oU oV -=+e--012 oz' 

I 

(64) 

so daB e integrierender Multiplikator der Differentialgleichung (b) sein 
muB. Dies ist in der Tat der Fall, weil die Bedingung hierfiir 

o (OV') CJ ( OT') oe e Be- = Bz e· - 8Z 
wegen (a) erfiillt ist. 

Die Gleichungen (64) und die Funktion U (sog. STOKESsche Funktion) (63) 
spielen in der Theorie der axialsymmetrischen Losungen der LAPLAcEschen 
Differentialgleichung die gleiche Rolle wie die CAUCHy-RIEMANNschen Diffe
rentialgleichungen (96) und die konjugierte Funktion U (95) in der Theorie der 
zweidimensionalen Losungen derselben Differentialgleichung. [Vgl. Ziff. 941)J. 

trtierhaupt kann man noch weiter gehen und den Satz aussprechen 2): Alle
mal, wenn das Feld statt von drei nur von zwei Parametern abhangt, ist ein 
Integral der Differentialgleichungen (1) der Kraftlinien sofort angebbar, indem 
man namlich den dritten Parameter gleich konst. setzt, wonach das zweite 
noch iibrige Integral der Differentialgleichungen (1) bloB durch eine Quadratur 
(nach JACOBIS Theorie des letzten Multiplikators), als eine Funktion der zwei 
anderen Parameter folgt. 

In unser em Falle sind diese beiden Integrale: 

w = konst., U (z, e) = konst. 

Diese beiden Gleichungen zusammen bilden die Gleichung einer Kraftlinie im 
Ra ume. Auch im allgemeinsten FaIle wird natiirlich eine solche durch zwei 
Gleichungen . 

F(x, )" z) = konst., G(x,)" z) = konst. 

dargestellt, ohne daB es aber (wie bei den obigen Fiillen) moglich ware, z. B. G 
als Funktion bloB zweier Parameter darzustellen. 

57. Besondere Fane der Kraftlinien von Ziff. 55. Zum speziellen Fane der 
Zif£. 55 zuriickkehrend, bestatigt man leicht an Hand der Formeln: 

(61 a) 

und v = "V ei 1 "'7- yx2 + y2 + (z - Zl)2 
(62) 

die Formeln (64), wobei x2 + )'2 = e2 gesetzt wird. 
Auch die Deutung der Funktion U durch den KraftfluB cP 

cP = - 2nU + 2n1:ei 
i 

ist mittels (63) leicht zu bestatigen. 

1) Eine Anwendung der STOKEsschen Funktion auf das axialsymmetrische Feld einer 
Linse bei G. GREENHILL, Proc. Roy. Soc. (A) Bd.98, S.345. 1921-

2) E. BETTI, Lehrb. d. PotentiaItheorie, deutsch von W. FR. MEYER, S. 164. 1885. 
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Wir wollen nun besondere Hille der Gleichung 

U = konst. 

der Kraftlinien untersuchen. Wenn eine Kraftlinie durch eine der Ladungen, 
z. B. e1 , hindurchgeht, wird (Abb.12) der Radius r1 = E1 P wegen Zusammen
fallens der Punkte E1 und P, zur Tangente an die Kraftlinie inEl> derWinkel #1 
wird zu #~, dem Winkel, unter we1chem diese Kraftlinie die Achse g schneidet. 
Die anderen Winkel #2' #a ... werden dann bez. Null oder 180°, je nachdem 
die betreffenden Ladungen e2 , ea . . . links oder rechts von e1 auf g angeordnet 
sind. Mithin wird: 

U = 1;ei COS#i = konst. = e1 cos#~ ± e2 ± ea ± ... 
i 

Wenn eine Kraftlinie von e1 ausgeht und in e2 endigt, so hat man demgemaB 
£iir sie: 

U = 1;ei cos/Ji = konst. = e1 cos#~ ± e2 ± ea ± ... 
i 0 = =f e1 + e2 COS1}2 ± ea ± ... 

Hieraus folgt 
e1 (1 ± cos{}~) + e2 (1 =f cos8g) = 0, 

d. h. e1 und e2 mussen, da 1 ± cos# im allgemeinen > 0, ungleichnamige 
Ladungen sein, wie schon in Zif£. 25 r fur Anfang und Ende einer Kraftlinie be
merkt wurde. Nur wenn 1 ± cos1}~ = 1 =f cos#g = 0 ist, wenn also #~ = n bez. 
= 0 und 8·g = 0 bez. = n ist, muB dies nicht der Fall sein. Dann geht eine 
Kraftlinie von einer Ladung e1 nach links bez. rechts aus und endigt von rechts 
bez. links kommend, in einer Ladung e2 , die ungleichnamig oder gleich
namig sein kann. Diese Kraftlinie ist offenbar identisch mit dem Stuck der 
Achse g zwischen E1 , E 2 • Wenn die Ladungen gleichnamig sind, so liegt zwischen 
ihnen ein sag. Gleichgewich tspunkt (vgl. Ziff. 65), so daB in Wirklichkeit 
zwei Kraftlinien je eine von E1 und von E2 gegen diesen Punkt langs der Achse g 
auslaufen, wo sie sieh dann von der Achse wegbiegen. Es besteht daher auch 
hier keine Ausnahme von der Regel, daB Kraftlinien nur auf posi ti ven Ladungen 
beginnen und auf nega ti ven Ladungen endigen kannen (Naheres vgl. Ziff. 59). 

Wenn eine Kraftlinie ins Unendliche verlauft, so geht sie nach Ziff. 25 r 
sieher von einer der Ladungen aus oder endigt auf einer der Ladungen. Es mage 
eine Kraftlinie z. B. auf e1 beginnen und im Unendlichen endigen. Dann bilden 
(Abb. 12) samtliche Radienvektoren von E1 bez. E2 bez .... nach dem unendlich
fernen Punkt Poo dieser Kraftlinie die gleichen Winkel 81' bez. 1}r' bez .... 
mit der Achse g. Es folgt mithin £iir diese Kraftlinie: 

U = 1;e; COS1}i = konst. = cos8'f'1;ei. 
i i 

Urn das Feld im Unendlichen zu untersuchen, entwickeln wir den Ausdruck 
(62) £iir das Potential nach reziproken Potenzen von x2 + y2 + Z2 = r2, wo r 
die Entfernung von dem auf der Achse g zunachst irgendwo gelegenen Ursprung 
der Koordinaten bedeutet. Wenn r, die Entfernung des Aufpunktes vom Ur-

sprung, sehr graB wird, kann man Glieder mit -;. schon weglassen und erhalt r 
aus (62): 

~ e· ~e. (Z ) V = Y , =. ' 1 + -2' Zi + ... 
. r2 + z~ - 2 Z Zi . r r 
• • 

1 z· 
= r ,2;ei + ,,3 ~eiZi + ... 

i i 
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Das zweite Glied ist natiirlich nur von der Ordnung --;-, da ~ von der Ordnung 
Null ist. Wahlt man nun den Ursprung so, daB r r 

2;eizi = 0, 
i 

d. h. daB der Ursprung mit dem "elektrischen Schwerpunkt" zusammen
fallt, so ist das Feld im Unendlichen bis auf unendlich Kleines dritter Ordnung 
gegeben durch 

~'e' V= .... ~+ r ... 

d. h. das System wirkt im Unendlichen so, als ob die gesamte Ladung im 
elektrischen Schwerpunkte vereinigt ware. 

Urn zu den Kraftlinien, die ins Unendliche reichen, wieder zuriickzukehren, 
bemerken wir, daB daher fUr ~ei = 0 (Gesamtladung des Systems NUll) 
keine Kraftlinie ins Unendliche reichen kann. Wenn ~ei =1= 0, so gibt 
es Kraftlinien, die ins Unendliche reichen und daselbst von dem elektrischen 
Schwerpunkt des Systems herzukommen scheinen. Sie besitzen also jede eine 
Asymptote, die durch den Schwerpunkt gebt, und deren Neigung gegen die 
Achse nach dem friiheren durch u 

cos{}'1 =-~ 
"'-c(, 

gegeben ist. i 

58. Zeichnung von KraftHnienbildern1). Die zeichnerische Darstellung von 
Kraftlip,ien und Aquipotentiallinien (in der Zeichenebene) beruht im wesentlichen 
auf dem Prinzip der Superposition: 

V = VI + V2 + ... bez. V = VI + U 2 + ... 
Hierin bedeuten VI bez. U1 die auf eine Punktladung ei entfallenden Beitrage 
zum Potential bez. KraftfluB usf. 

Man kann auf diese Weise das Feld mehrerer Punktladungen aus den Feldern 
der einzelnen Punktladungen zusammensetzen, indem man die zu jeder einzelnen 
Punktladung geharigen Kraft- und Niveaulinien (Radien und konzentrischen 
Kreise) konstruiert und zum Schnitt bringt. In jedem Schnittpunkt ist dann 
die Summe der Werte VI + V2 + ... bez. U I + V 2 + ... der sich schneidenden 
Linien zu bilden. Verbindet man dann aIle so erhaltenen Schnittpunkte mit 
gleichem V bez. gleichem U. so erhalt man eine Niveaulinie bez. Kraftlinie des 
zusammengesetzten Feldes. 

Es ist dabei iiblich 2), die Einzelwerte VI sowohl als VI nach einer arithme
tischen Reihe auszuwahlen, da ja doch nicht aIle gezeichnet werden kannen. Man 
hat so insbesondere, wenn man statt V den KraftfluB 
if> = -2nU + 2ne (Ziff. 57) verwendet, direkten An
schluB an die FARADAYSchen Einheitsrahren (Ziff.26). 
Zum Beispiel teilt man bei einer einzigen Punktladung e 
die Kugel in lauter fHichengleiche Zonen durch: 

if> = 2ne (1 - cos{}) = a, 2a, 3a, ... 

MAXWELLl) wahlt a = 4n, so daB in jeder durch die 
Kugelachse gehenden Halbebene e Kraftlinien (wenn e 
eine ganze Zahl ist) von dem Kugelzentrum (= Sitz 
der Punktladung) weggehen (Abb. 13). 

o 1 

z 

~--+--.J 

5 
6 

Abb. 13. Kraftlinien einer Punkt
ladung e = 6 nach MAXWELL. 

1) Vgl. auch O. GROTRIAN, Phys. ZS. Bd. 21, S. 145. 1920; TH. THORKELSSON, 
ebenda S. 513. 

2) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. I, S.183f. 
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Diese Darstellung leidet an dem Ubelstand, daB eine willkiirliche Richtung 
als Achse ausgezeichnet werden muB, und daB wegen der Nichtproportionalitat 
von 1 - cos{} und {} das Feld seinen radialsymmetrischen Charakter zu 
verlieren scheint. Besonders auffallend wird dies, wenn man die Kraftlinien 
des homogenen Feldes (Feldes einer unendlich fernen Punktladung) auf diese 
Weise darstellt. Irgendeine der samtlich dann parallelen Kraftlinien wird als 
Achse ausgewahlt; die Abstande der iibrigen Kraftlinien von dieser Achse wachsen 
wie die Quadratwurzeln der ganzen Zahlen. Die Kraftlinien des homogenen 
Feldes sind also in dieser Darstellung nich t aquidistant. 

Gegeniiber diesen Nachteilen hat die Darstellung nach Abb. 13 den Vorteil, 
daB der KraftfluB durch die Kugelkalotte von der halben bffnung 0 1 gleich ist 
dem KraftfluB durch die Kugelzone 12 usf., namlich je gleich 4n, so daB jede 
solche Zone (Kalotte) 4n FARADAYSche Einheitsrahren umfaBt. Teilt man eine 
solche Zone in 4n gleiche Teile, so erhalt man, indem man die so erhaltenen 
Flachenstiicke aus dem Z<mtrum projiziert, lauter Einheitsrahren und deren von 
innen nach auBen zunehmende Divergenz bietet ein Bild der Abnahme der Feld
starke mit der Entfernung. 

59. Zwei gleiche Punktladungen. Wir wahlen e1 = e in %1 = a und e2 = e 
in %2 = - a. Dann gibt es einen sag. Gleichgewichtspunkt, in welch em 

~V = ~ V = ~V = 0 ist, d. h. das Feld verschwindet. Selbstredend ist dieses 
ox uy uZ 

Gleichgewicht labil, da nach einem Theorem von EARNSHAW l ) eine stabile 
Gleichgewichtslage innerhalb des elektrostatischen Feldes unmaglich ist. Man hat 

~: = Ji{i!J=.ry;-~~~(~c=-~r +ii;2+~ (2 + ali} = 0 

~~ = a~ { + } = 0 

~~ = :z{ + } = 0 

und findet, daB diese Gleichungen die Lasung 

x=)I=z=O 

zulassen. Der PunktO in der Mitte der StreckeEl E 2 ist also ein G leichgewich ts
punkt. Er ist gleichzeitig der elektrische Schwerpunkt von e1 und e2 . 

Man sieht auch leicht ein, daB er von links und von rechts die Abst<;>Bung eja2 

erfahrt, welche sich beide aufheben. Verschiebt man aber einen dort befindlichen 
Probekarper ein wenig aus der Geraden E 1 E 2 , so sieht man, daB dieser Probe
karper in der neuen Lage auf jeden Fall eine Resultierende der beiden von el 

und e2 herriihrenden AbstoBungen erfahrt, die ihn ins Unendliche treibt. 
Das Gleichgewicht ist also jedenfalls nicht stabil. 

Wir betrachten die Aquipotentialflache, welche durch den Gleichgewichts
punkt 0 hindurchgeht. Sie hat die Gleichung 

V = 2e 
a 

und besitzt wegen 
oV oV uV 
~=~=~=O ox oy OZ 

1) J. CL. MAXWELL, Treatise Ed. I, S. 174ff. 
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in 0 einen Doppelpunkt. Ihre Durchschnittsfigur mit der Zeichenebene 
(Abb. 14) hat lemniskatenahnliche Gestalt. Entwickelt man 

V = 8 { .. 1 + 1 } = 2e 
Vx2+y2+(z-a)2 Vx2+y2+(z+a)2 a 

in der Nahe von 0 in eine TAYLORSche Reihe, so erhalt man bei Beschran
kung auf die Glieder zweiter Ordnung die Gleichung 

o = 2Z2 - (x 2 + y2) . 

Setzt man noch x2 + y2 = 1]2, so 
sieht man, daB die beiden Tan-

gen ten, die die Niveaulinie V = 2e 
a 

in 0 besitzt, mit der Achse einen 
Winkel 

arctg ~ = arctgY:2 = 54 0 44' 

bilden. Die 00 1 Tangenten in dem 
Doppelpunkt der N iveauflache bilden 
daher einen Kegel mit der halben 
Offnung 54 0 44'. Dies ist eine allge
meine Eigenschaft der 00 1 Tan-
genten, die eine Niveauflache in Abb. H. Niveaulinien lmd Kraftlinien zweier gleiciler 
cinem ihrer Doppelpunkte besitzt Punktladungen. 

(Ziff. 65). 2 
Aile Niveauflachen, fiir welche V > .~ ist, zerfallcn in zwei getrenn te 

a 
Schalen, welche je E1 bez. E2 umgeben; je naher man an E1 bez. E2 heranriickt, 
desto gr6Ber wird der Wert von V und desto ahnlicher werden die Niveauflachen 
zu Kugeln, welche ihr Zentrum in E1 bez. E2 besitzen. 

Alle Niveauflachen, fUr welche V < 2e ist, bestehen nur aus einer Schal e, 
a 

wc1che sowohl E1 als E2 umschlieBt. Je kleiner V wird, um so mehr entfernt man 
sich ins Unendliche, wo schlieBlich die Niveauflachen zu Kugeln werden, we1che 
ihr Zentrum in 0, dem elektrischen Schwerpunkt (Ziff. 57), besitzen. 

Zu den Kraftlinien iibergehend, bemerken wir, daB dieselben, wenn sie 
z. B. von E1 gegen E2 hin ausgehen, vor Erreichung der Symmetrieebene z = 0 
umbiegen' und ins Unendliche verlaufen. Dabei besitzen sie Asymptoten, die 
durch den elektrischen Schwerpunkt 0 gehen und den Winkel {}'f = {}-:' mit 
der Achse bilden. Hat eine Kraftlinie in E1 eine Tangente, die den Winkel {}~ 
mit der Achse bildet, so besitzt sie (Ziff. 57) die Gleichung 

81 COS{}1 + 82 cos,D2 = 8 (1 + costJ·~) = 28 costJoo , 

woraus: 

oder Y-. {Jeo . {}? 
2 SIn _ .. - = SIn -.-

2 2 • 

Diejenige Kraftlinie, we1che von E1 unter {}~ = ~. weggeht, erleidet daher eme 

so1che Abbiegung nach rechts (von E2 weg), daB ihre Asymptote die Achse unter 

dem Winkel {}OO = ~ trifft. Die gesamte Abbiegung betragt bei dieser Kraft
linie daher 30°, 
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Was nun die Kraftlinie, die langs der Achse von El nach 0 hinlauft und ebenso 
die von E2 nach 0 hinlaufende anlangt, so haben sie beide die Gleichung 

e1 COS{)l + e2 COS{)2 = e (COS{)l + COS{)2) = o. 
Diese Gleichung wird befriedigt durch: 

{)l = 'Jl , {}2 = 0 

(das Stuck E 1 E 2) oder {)l + {}2 = 'Jl (die Symmetrielinie senkrecht zu g durch 0). 
Man sieht daraus, daB die Kraftlinie sich in 0 in zwei Teile teilt, die aufein

ander senkrecht stehen. Offenbar hat man sich die entstehenden vier Zweige 
in der Form der Abb. 15 getrennt und von einem Probekorper im Sinne der 
Pfeile durchlaufen zu denken, da ein anderes Verhalten physikalisch unmoglich ist. 

MAXWELL gibt im Treatise l ) den Fall zweier ungleicher gleichnamiger 
Punktladungen e1 : e2 = 4: 1 Wieder. Dann fallen Gleichgewichtspunkt 0 und 
elektrischer Schwerpunkt S nicht mehr zusammen, da 0 die Strecke El E2 im 
direkten Verhaltnis der Quadratwurzeln f~ :f~ = 2: 1, S dieselbe Strecke im 
indirekten Verhaltnis e2 :e1 = 1:4 teilt. Wieder geht natiirlich eine .Aqui
potentialflache mit Doppelpunkt in 0 hindurch. Es gibt auch wieder eine 

Abb.15. Anoma!e Kraftlinie. Abb.16. Zwei entgegengesetzte Pnnktladungen. 

anomale Kraftlinie, die sich in 0 teilt, und die aus der Strecke ElEa sowie aus 
einer senkrecht durch 0 hindurchgehenden gegen E2 konkaven krummen Kurve 
besteht. Letztere bildet wieder die Grenze der von El ausgehenden Kraftlinien 
gegen die von Ea ausgehenden Kraftlinien. 

60. Zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen. Die beiden entgegen
gesetzten Ladungen seien el = e in Z = + a und ea = - e in z = - a. Hier 
gibt es keinen Gleichgewichtspunkt. 

Die Niveaulinien (Abb. 16) umgeben El und Ea als geschlossene kreisartige 
Kurven. Nur die Niveauflache 

V=o 
macht eine Ausnahme hiervon; sie ist die Symmetrieebene der Strecke E1E2 • 

Wir haben also hier den Fall einer geerdeten Ebene bei Gegenwart zweier Punkt
ladungen, von denen die eine das Spiegelbild der anderen bezuglich dieser Ebene 
ist. Nach dem in der Einleitung zu diesem Abschnitt erwahnten heuristischen 
Prinzip MAXWELLS kann dies dazu dienen, ein auf eine leitende Ebene 
bezugliches Problem zu losen, welche man an die Stelle jener ebenen .Aquipotential
flache z = 0 setzt und entsprechend der COULOMBschen Gleichung (17) mit der 

Dichte (J = - 4~ ~~ (berechnet fUr z = 0) belegt. Man hat nur alle auf einer 

Seite dieser Ebene, z. B. links, gelegenen Niveauflachen und Kraftlinien weg
zulassen, da das Feld durch einen Leiter nicht hindurchgeht, und hat dann z. B. 

1) MAXWELL, Ed. I, Tafel 1 (Text Seite 178). 
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das Feld einer Punktladung e in El in Gegenwart einer leitenden Ebene, 
Z = 0, die geerdet ist. Wie man sieht, ist die Wirkung der Ebene fUr den 
Raum rechts von ihr aquivalent mit der Wirkung einer Punktladung - e in E 2 , 

die das Spiegelbild der ersteren bezuglich der Ebene ist (Lord KELVINS elektri
sche Bilder vgl. Ziff.67). 

Was die Kraftlinien artlangt, so gehen ihrer keine ins Unendliche. AIle 
beginnen in El (+ e) und endigen in E2 (- e). Die Gleichung der Kraftlinien 
lautet: 

e(eos{}1 - eos{}2) = konst. 

Sie gibt zu folgender Konstruktion1) AniaB (Abb. 17): Man sehlage um El 
und E2 zwei Kreise mit gleichen Radien r und bringe diese mit einer beliebigen 
Geraden 51 52 P, die auf g senkreeht steht, zum Sehnitt. Die Verbindungs
linien E151 und E 252 sehneiden sich in einem Punkt einer Kraftlinie. Beweis: 
EtP=-rcos{}I,E2 P=rcos{}2: E1 P+E2 P=E1E2 =konst., daher eos{}2 
- COS{}1 = konst., solange r = konst., welches aueh die gewahlte Gerade P5152 
sei. Die Konstruktion laBt sieh offenbar verallgemeinern auf den Fall ungleicher 
Punktladungen. Man hat dann nur Radien r1 von El bez. r 2 von E2 aus zu nehmen, 
die im Verhaltnis der absoluten Betrage der Ladungen e1 bez. e2 stehen. 

~ 
g Ez P £1 

Abb.17. Konstruktion der Kraftlinien bei zwei entgegengesetzt 
gleichen Punktladungen. 

p 

Abb. 18. Tangente der Kraft
linie eines Dipols. 

61. Dipol. Wenn in Ziff. 60 a sehr klein, e gleichzeitig aber sehr groB wird, 
so daB das Produkt 2ea -+ f-t einen endliehen Wert f-t behalt, entsteht aus der 
obigen Anordnung zweier entgegengesetzt gleicher Ladungen ein Dipol. f-t heiBt 
das Momen t des Dipols. Fur das Potential erhalt man in der Grenze den 
Ausdruek 

V = ~ (.!.) = fl cosiJ (65 a) 
f-t Bz r r2 • 

Die Gleichung der Kraftlinien wird: 
(!2 sin2iJ 

U-II. -II. - .-7 - '--r-' (65 b) 

wobei r = Ye 2 + Z2 den Abstand von dem im Ursprung befindlichen Dipol, 
dessen Achse die z-Achse ist, bedeutet. 

tIber die Tangente dieser Kraftlinie des Dipols in einem beliebigen Punkte 
bestehen folgende Satze (GAUSS)2): 

IX-) Die Tangente TP (Abb. 18) in einem Punkte P einer Kraftlinie schlieBt 
mit dem Radiusvektor OP einen Winkel IX- ein, wobei tg.x = ltg{}. 

Beweis: 

1) J. FRICK, Physikal. Technik Bd. II, 1, S.349. 1907. 
2) Vg. E. Mascart u. 1. Joubert, Lec;:ons sur 1'6lectricit6 I (1896), 163 ft. 
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fJ) Die Tangente TP trifft die Achse in einem Punkte T, so daB OT = tOQ, 
wobei Q der Schnittpunkt der zum Radiusvektor senkrechten Geraden PQ .1 0 P 
mit der Achse ist. 

Beweis: 
OT = PT s~n<x • 

sm{} , 
TQ = PT cos<x • 

cos{} , OT: TQ = tglX: tgU = 1: 2. 

62. Zwei ungleichnamige Punktladungen verschiedener GroBe. Es be
finde sich e1 = k 2 e in Zl = a und e2 = - e in Z2 = - a. Die Gleichung einer 
AquipotentialfHi.che lautet: 

Diese FHi.chen (Abb. 19) sind fiir groBe negative Werte von V geschlossene 
Flachen, we1che E2 umgeben. Dann gibt es eine Flache 

I 
I 
I 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\,\ 
...... --~, 
//0 ""- __ 

--- - ... _---

V=O oder r 1 =k2r 2 , 

das ist eine Kugel, we1che 
die Strecke E1 E2 harmonisch 
teilt. Denn der geometrische 
Ort aIler Punkte P (Abb.20), 
deren Abstande E1P = r1 und 
E2 P = r2 von zwei festen 
punkten E1 E2 das konstante 
VerhaItnis 

Abb.19. Zwei ungieichnamige Punktladungen verschiedener GroBe. Abb.2O. Inverse Punkte einer Kugel. 

besitzen, ist diese Kugel. Der Beweis folgt aus: LJME2P ~ LJME1P. (Denn 
-t:M ist beiden Dreiecken gemeinsam und ME2 : M P = M P: MEl wegen MEl' ME2 
= R2 = M p2, wenn die Punkte E1E2 durch die Kugel vom Zentrum M und 
Radius R harmonisch getrennt werden, oder was auf dasselbe hinauskommt, 
beziiglich dieser Kugel.zueinander invers oder rezipro k sind.) Jetzt ergibt 
sich: 

E] P ~ M P _ MEl -1/ MEl _ k _ k2 
E P - ME - M P - ME - onst. - .. 

2 2 2 

Wenn k2> 1 ist, wie wir fortab annehmen wollen, ist E1 der auBere, E2 der 
innere der beiden inversen Punkte. Das Verhaltnis der beiden Ladungen ist also 

~ = _ k2 = _ MEl = _ d 
e2 M P R' (66a) 

wo d der Zentralabstand der auBeren Ladung von der Kugel ist. 
Innerhalb dieser Kugel liegen aIle Aquipotentialflachen V < 0, auBerhalb 

derselben aIle V> O. Dnd zwar gibt es zweischalige, von denen die eine 
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Schale E2 nahe umschlieBt, wahrend die andere E1 und E2 in groBem Bogen 
umschlieBtl), und einschalige, we1che nur E1 in ziemlich geringer Entfernung 
umgeben. Die Grenze zwischen beiden bildet eine Niveauflache mit Doppel-

punkt. Dieser ist natiirlich wieder ein G leichgewich tspunkt D (~~ = ~~ 
= ~~ = 0) (vgl. Ziff.65) und liegt dort auf der Achse jenseits E2 von E1 aus, 

wo die AbstoBung durch e1 und die Anziehung durch e2 sich die Wage halten, 
wo also 

oder oder 

Dieser Punkt D liegt natiirlich auBerhalb der Kugel V = 0; diehindurchgehende 
NiveaufHi.che, die ihn zum Doppelpunkte hat, besitzt die Gleichung 

V = e (k _1)2 
2a ' 

denn der Abstand D von E1 bez. E2 rechnet sich aus E1E2 = 2a und ~~1 = k 

zu DEI = r1 = 2a-k k ,bez. DE2 = r2 = 2a-k 1 . Einschalig sind als02 aile 
. -1 -1 

Flachen + 00 > V> e (k ;a1)2, zweischalig e (k ;a1)2 > V> O. 

Wir sehen also hier das Auftreten einer geerdeten Kugel bei Gegenwart 
einer auBeren Ladung. So wie in Ziff.60 eine geerdete ebene Niveauflache 
auftrat, die wir durch eine leitende Ebene ersetzten, k6nnen wir die kugel
f6rmige Niveauflache durch eine leitende Kugel ersetzen, die sich aufdem 
Potential Null befindet und von einer Punktladung e1 = k 2 e auBerhalb influenziert 
wird. Dabei miissen wir wieder den Innenraum der leitenden Kugel freilassen 
von Kraftlinien und Niveauflachen, da das auBere Feld nicht in das Innere eines 
Leiters durchdringt. Man sieht nun, daB die Wirkung der auf der Kugel in
fluenzierten Ladung nach auBen ersetzt werden kann durch eine zur in-

fluenzierenden Ladung ungleichnamige Punktladung e2 = - e = - : e1 , we1che 

sich in dem zu dem geladenen Punkt E1 beziiglich der Kugel inversen Punkt E2 
befindet, so daB, wenn M der Mittelpunkt, R der Radius der Kugel: 

MEl' ME2 = R2. (66b) 

Die Ladung in E2 heiBt nach Lord KELVIN das elektrische Bild der Ladung 
in E1 beziiglich der Kugel (vgl. Ziff.68). 

Wir wenden uns zu den Kraftlinien. Ihre Gleichungen sind: 
U = e (k2coS{}1 - cosl}2) = konst. 

Ins Unendliche wirkt das System wie die im elektrischen Schwerpunkt vereinigte 
Gesamtladung e1 + e2 = (k2 - 1) e, we1che positiv ist. Es gibt daher Kraft
linien, we1che von E1 ausgehend ins Unendliche verlaufen und so1che, we1che 
von E1 ausgehen und in E2 endigen. Die Grenze zwischen beiden bildet die Kraft
linie, we1che von E1 ausgeht und die Kugel V = 0 links bez. rechts umfahrt, 
urn in D zu endigen. Urn die Gleichung dieser Kraftlinie zu ermitteln, berechnen 
wir den Winkel {}eo, we1chen die Asymptote irgendeiner ins Unendliche gehenden 
Kraftlinie mit der Achse bildet (Ziff. 57). Wir finden 

cos{}eo. (k2 - 1) = k2COS{}~ - 1 , 

wo {}~ der Winkel gegen die Achse ist, unter dem diese Kraftlinie von E1 ausgeht. 
Also muB sein _<leo _ k2COS{}~ - 1 > 1 

cOSv - k2 _ 1 = - . 

1) In Abb. 19 fehlen wegen Raummangels diese zweiten Schalen. 

Handbuch der Physik. XII. 27 
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Dies gibt als Grenze der ins Unendliche verlaufenden Kraftlinie: 
.QO 2 cos 'u'l = - 1 + k2 ' 

Daher ist die Gleichung der durch den Doppelpunkt gehenden Kraftlinie1): 

U = e (kZCOS{}l - cos{}z) = - e (k2 - 1) . 

Diese Gleichung wird auch erfilllt durch alle Punkte, fUr welche {}l = 'If, {}2 = 'If, 

d. h. durch die ganze Achse jenseits Ez bis ins Unendliche. Dieses Stiick ist 
die Fortsetzung der von E1 kommenden, die Kugel V = 0 links und rechts 
umgehenden, in D endigenden Zweige dieser Kraftlinie. Urn auch explizite zu 
beweisen, daB der erste Punkt, in welchem ein solcher von E1 ausgehender Zweig 
die Achse wieder trifft, der Doppelpunkt D ist, setze man fUr einen Punkt P 
m der Nahe der Achse: {}1 = 'If - e, wo e sehr klein sei. Es ergibt sich aus der 

o 

Gleichung dieser Kraftlinie 

{}2= 'If - ke. 

Man hat (Abb.21): DP=DE2 • ke2=DE1· e, 

woraus ~i1 = k, wie oben fiir den Doppel-
2 

punkt D folgt. Man sieht iibrigens, daB der 
Abb.21. AnomaIe Kraftlinie bei zwei ungleichen Zweig E 1 ... P . .. D . . . in D auf der Achse 

ungleichnamigen Punktladungen. senkrecht steht. 

D D 1 k D h t d· K d' k + 1 E . k 1 er oppe pun t a Ie oor mate z = - a k _ 1 . ntwlc e t man 

k 2 1 (k - 1)2 V=e __ -e =e---
Ve2 + (z - a)2 Ve2 + (z + a)2 2a 

in der Nahe von z = - a kk + 1 , so findet man bei Beschrankung auf die Glieder 
-1 

zweiter Ordnung (k _ 1)4 
0= - (2,2 - eZ) 8k(i3 +"', 

wo z = - a! + 1 + 'gesetzt wurde. Hieraus bestatigt man wieder wie inZiff. 59, 

daB die beiden-~angenten, welche die Niveaulinie V = e (k - 1)2 in der Zeichen-
2a 

ebene im Doppelpunkt D besitzt, mit der Achse einen Winkel 

einschlieBen. 
arctg I = arctg V2 = 54 0 44' 

63. Eine Punktladung im homogenen Feld. 1m Ursprung der Koor
dinaten 0 befinde sich die Ladung e. Das homogene Feld habe die Starke E 
und sei parallel zur z-Achse. Man hat somit fiir das Potential: 

V=~-Ez. 
r 

Es gibt emen Doppelpunkt D auf der negativen z-Achse, dort, wo (Abb. 22) 

~=E 
Z2 

;- .. 
also z = -1/.~ .. Durch ihn geht die Aquipotentialflache 

IE 

V=2VeE , 
1) Beriicksichtigt man (Ziff.57), daB der KraftfluB <P = 2n(2:e - U) ist, so zeigt 

diese Gleichung, daB diese Kraftlinie die Linie des gesamten Kraftflusses "Null" ist. Kon
struiert man also eine KreisfHiche senkrecht zur Achse durch irgendeinen Punkt einer solchell 
Kraftlillie, so tritt durch diese Kreisflache von E2 der gleiche KraftfluB wie von E1 (dem 
absoluten \Verte nach). 
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,-
welche eine Schleife besitzt, die in z = + Vi 0/2 - 1), also auf der anderen 

Seite von E wieder die Achse schneidet. Innerhalb derselben liegen die den groJ3en 
Werten von V entsprechenden Aquipotentialflachen 00 > V> 2 -{eE, und zwar 
sind es nur die einen Schalen dieser 
zweischqJigen Flachen, diejenigen, 
welche 0 als geschlossene Flachen 
umgeben; die anderen Schalen 
durchschneiden die negative z-Achse 

bei W erten v~n z < - Vi normal 

zu ihr und besitzen Asymptoten
ebenen normal zur z-Achse. SchlieJ3-
lich fUr V -+ + 00 reduzieren sich die 
auJ3eren Schalen auf Ebenen normal 
zur negativen z-Achse und die inne
ren auf Kugeln, die den Ursprung 
umgeben. Fur 2-yeE> V > - 00 

hat man einschalige Flachen, die um 
so mehr Ebenen normal zur positiven 
z-Achse ahneln, je weiter man sich 
vom Ursprung entfernt (Abb. 22). 

Die Gleichung einer Kraftlinie 
lautet jetzt (Ziff. 57) 

(P=2ne (1- cos{}) +nliE = konst., 

hieraus wegen (P = 2n (e - U) 

z 

U = e cos {} - -Ix (! 2 E = konst. Abb. 22. Punktladung im hornogenen Feld. 

Fur {} "" n und ebenso {J "" 0 hat man (2 = konst., also Parallele zur Achse. 
Ein Teil der Kraftlinien beginnt also in z = - 00 parallel zur Achse, erleidet 
bei Annaherung an den Ursprung eine AbstoJ3ung und Ausbiegung, um schlieJ3-
lich wieder fur z = + 00 parallel zur Achse zu endigen. Diese Ausbiegung 
bestimmt sich aus: 

( 2) ( 2 _ 4e 
(2 Z= +00 - (2 )z= -00 - E' 

1~=O 1}=n 

Die Ausbiegung (2+00 - (2-00 ist also um so schwacher, je graJ3er die mittlere Ent
fernung von der Achse, d. h. in je graJ3erer Entfernung von e sie vorbeistreichen. 
Ein anderer TeiJ der Kraftlinien beginnt in e und ver
lauft nach z = + 00 • Beide Gattungen Kraftlinien 
werden getrennt durch die Linie: 

U = e cos {} - -Ix (22 E = - e. D 
Diese lauft von z = - 00 bez. von e (z = 0) je langs 
der Achse gegen den Doppelpunkt D, um sich daselbst 

k h A h b · d Abb.23· Anomale Kraftlinie bei sen rec t zur c se auszu legen un nach Erlangung Punktladung im homogenen Feld. 

einer gewissen Ausbiegung wieder parallel zur Achse 
in z = + 00 zu endigen: Setzt man namlich (Abb. 23) {} = n - c fur einen 
Punkt P in unmittelbarer Nahe von D, so kommt bei kleinem c aus der Glei
chung U = - e fUr den Abstand P von der Achse: 

l' e 
nC/). -'E 
" 'E "' 

27* 
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woraus 
von D 

OD --+Vi in Dbereinstimmung mit dem Umstand, 

z=-l/I 
daB die Koordinate 

wie oben bewiesen worden ist. Fiir. {} = :n; erhaIt man aus U = - e den Wert 
e = 0, d. h. die ganze negative z-Achse. 

64. Drei Punktladungen in bestimmten Verhaltnissen der Ladungen und 
Entfernungen. MAXWELL 1) behandelt folgendes Beispiel (Abb. 24): Auf der 

Abb.24. Drei .Punktladungen. 

Achse befinden sich in El eine Ladung e1 , in 
E2 eine Ladung e2, in E3 eine Ladung e3. 
Urn El ist eine Kugel mit dem Radius 
EID = e1, urn E3 eine Kugel mit dem 
Radius E3D = e3 geschlagen. Beide Kugeln 
schneiden sich senkrecht in dem Kreise D D, 
dessen Mittelpunkt E2 ist. Dann folgt 

und 
EIE2 .E1E3 = E1 D2, 

d. h. die Punkte E1 und E2 sind beziiglich 
der Kugel urn E3 invers zueinander; ebenso die Punkte E3 und E2 beziiglich 
der Kugel urn E 1 • Wiihlt man nun noch 

und gleichzeitig 

also 
(67) 

so ist E2 das elektrische Bild (Ziff. 62) von El in bezug auf die Kugel urn E3 
und gleichzeitig das elektrische Bild von E3 in bezug auf die Kugel urn E 1 • 

Dann folgt, daB die AquipotentialfHiche2) 

V=~+~+~=1 
rl r2 r3 

in zwei Kugeln zerfallt, in die Kugel urn E1 mit dem Radius r1 = e1 und 
in die Kugel urn E3 mit dem Radius r3 = e3. Beweis: Wenn r1 = e1 folgt aus 
V= 1: 

d. h. V = 1 entspricht tatsachlich die Kugel urn El mit dem Radius r1 = e1 

[vgl. Ziff.62, wo bewiesen wird, daB fiir zwei Bilder El und E2 in bezug auf 
einen beliebigen Punkt der Bildkugel urn M das konstante AbstandsverhaItnis 

i:; = k2 = ~~!., (66a), bestehtJ. Ebenso folgt, wenn r3 = e3' aus V = 1: 
r2 _ 8 2 _ + 88 _ Ea D 
r;. - -~ - E1Ea- - E3 E l' 

d. h. V = 1 entspricht tatsachlich die Kugel urn E3 mit dem Radius r1 = e1 • 

Dies kann man auch folgendermaBen einsehen: e2 ist die von e1 auf der 
Kugel urn E3 influenzierte Ladung, wenn diese Kugel das Potential Null hat. 
Wenn auBerdem in den Mittelpunkt E3 die Punktladung e3 gesetzt wird, so super-

1) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. I, S. 181, Tafel IV; J. BERTRAND, Leyons, S.51-
2) MAXWELL schreibt (1. c.) irrtiimlich: V = 0 statt V = 1. 
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poniert sich dieser In£luenzladung die mit homogener Dichte fiber die Ober

£lache verbreitete Ladung el , die die Kugel auf das Potential V = ~ = 1 bringt. 
. ~ 

Das Gesamtpotential ist daher V = 0 + 1 = 1 ffir die Kugel urn Ea. Ebenso 
ist aber eg die von Ea auf der Kugel urn El in£luenzierte Ladung, wenn diese 
Kugel das Potential Null hat. Wenn auBerdem in den Mittelpunkt El die Punkt
ladung el gesetzt wird, so superponiert sich dieser In£luenzladung die mit homo
gener Dichte fiber die Oberflache verbreitete Ladung el , die die Kugel auf das 

Potential V = ~ = 1 bringt. Das Gesamtpotential ist daher V = 0 + 1 = 1. e1 

Wir haben hier das Beispiel einer aus zwei kugelformigen Teilen bestehenden 
Niveau£lache, welche nicht mehr wie die Beispiele in Zif£. 59 und 62 einen ein
zig en Doppelpunkt, sondern eine ganze singuliire Linie, den Kreis DD, be-
't t D' K" t' I kt' h GI . h . ht 1" av av 8V Sl z. 1eser re1S1S emeee nsc e e1C gew1c s 1n1e: 8x=8y = 8z=0. 

Die beiden Niveaulinien, die in der Zeichenebene (Abb. 24) durch einen Punkt D 
der singularen Linie gehen, namlich die Kreise urn El mit dem Radius e1 bez. 
urn Ea mit dem Radius e3 schneiden sich jetzt in D nich t mehr unter dem 
Winkel arctgV2 = 54°44' (vgl. Zif£. 59 u. 62), sondern un ter dem Winkel 
90°. Es ist dies ein spezieller Fall eines von RANKINE gegebenen Theorems fiber 
elektrische Gleichgewichtslinien (vgl. Zif£. 65). 

Innerhalb der den beiden Kugeln gemeinsamen Doppelkalotte, in welcher 
die negativel ) Ladung e2 liegt, liegen aile Aquipotential£lachen: - 00 < V < 0; 
auBerhalb der Kugeln, alle drei Ladungen e1 , e2 , ea einschlieBend, dfe Flachen: 
o < V < 1; innerhalb des restlichen Raumes der Kugeln die zweischaligen 
Flachen: 1 < V < 00, je eine Schale El bez. Ea umgebend. 

Die Kraftlinien zerfallen in drei Gattungen: solche, welche von El nach 00 

gehen, solche, welche von Ea nach 00 gehen, und solche, welche von El bez. Ea 
nach E2 gehen. Die Grenze zwischen den letzten und den ersteren bilden Kraft
linien, welche von El bez. Ea nach den Doppelpunkten D auf der singularen 
Linie DD auslaufen und dort sich in einen nach E2 bez. in einen nach 00 ver
laufenden Zweig teilen. (Vgl. die Tafel IV bei MAXWELL.) 

Durch Anwendung der wiederholt angefiihrten MAXwELLschen Betrachtung 
folgt, daB hiermit die Losung zu folgenden Problem en gefunden ist: 

~) Eine leitende Kugel urn El mit dem Radius r l = el wird durch eine 
Ladung ea in Ea influenziert und befindet sich auf dem Potential 1. Diese Kugel 
tragt negative l ) Ladung auf der Kalotte, die durch die Kreislinie DD begrenzt 
ist, positive l ) Ladung auf dem Rest. Die Linie DD selbst ist eine neutrale 
Linie. (VgL Ziff. 5 bei Influenz.) Es ist bemerkenswert, daB nicht nur die in
fluenzierte Kugel das Potential 1 hat, sondern auch eine sie in der neu tralen 
Linie senkrech t durchschneidende Niveauflache, welches in unserem 
Falle der Teil der Kugelflache urn Ea ist, welche auBerhalb der leitenden Kugel 
urn El liegt. Denn durch diese Kugel dringt das Feld nicht hindurch. Diese 
Spaltung einer Niveauflache liings der neutralen Linie eines 
influenzierten Leiters ist ein allgemeines Symptom der Influenzie
rung von nicht geerdeten Leitern. (VgL Ziff.69.) 

(3) Statt dessen kann auch die Kugel urn Ea als leitend und auf dem Poten
tial 1 befindlich bei Gegenwart einer influenzierenden Ladung el in El angesehen 
werden. 

r) Endlich kann die a uBere Oberflache beider sich senkrecht schneidender 
Kugeln urn El und urn Ea als leitend und auf dem Potential 1 befindlich an-

1) el' e3 werden als positiv vorausgesetzt. 
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gesehen werden. Man erhalt dann eine groG ere Kugel, die einen kleineren kugel
formigen Buckel besitzt. (Vgl. Ziff. 73.) 

65. Punkte und Linien elektrischen Gleichgewichts. 1m vorstehenden 
sind wir des ofteren Gleichgewichtspunkten oderauch Linien, wo das Feld ver-
schwindet, oV oV av 

ox = oy =Tz=O 

begegnet. Es sei xo , Yo , Zo ein solcher Punkt; wir entwickeln das Potential V 
nach x -,xo =~, y - Yo = 'YJ, z - Zo = l; in eine TAYLORSche Reihe: 

V=V +~~2(82V) +~1'l(82V) + ... +~/;2(02V) + ... 
o 2 ox2 0 '/ iJxiJy 0 2 iJ z2 0 

Die FHiche V = Vo, welche durch den Punkt xo, Yo, Zo hindurchgeht, hat 1D 

seiner Nahe die Gleichung: 

~2(iJ2V) +2~'YJ(iJ2V) + ... =0. iJx2 0 8xiJy 0 

Dies stellt einen Kegel zweiten Grades mit der Spitze in xo, Yo, zo, namlich 
den Kegel der daselbst an die Niveauflache V = Vo gelegten Tangenten, dar. 
Bezieht man diesen Kegel auf seine Hauptachsen, indem man auf geeignete 
Koordinaten ~', 'YJ', l;' orthogonal transformiert, so nimmt diese Gleichung'die 
Form an 

at2 + b'YJ'2 + Cl;'2 = 0, 

(02V' (02V) (iJ2V' 
a=iJx/2 )o' b=iJ y I 2 0 ' C=iJz'2)O 

wobei 

bedeuten. Wegen der LAPLAcEschen Gleichung, die ja gegen orthogonale 
Transformationen invariant ist, gilt: 

a + b + C = o. 
Dies ist die Bedingung dafiir, daB der Kegel zweiten Grades drei zueinander 
senkrechte Erzeugende besitzt. Es lassen sich dann solche Tripel von senkrechten 
Erzeugenden auf 001 Weisen auffinden. 

1st z. B. das Potential V urn die z-Achse axialsymmetrisch, so muG oben 
a = b, daher c = -2a sein, und wir erhalten die Gleichung 

t2 + 'YJ'2 - 2/;/2 = 0 

(vgl. Ziff. 59 u. 61). Dies bedeutet, daB die Tangenten, die diesen Kegel bilden, 
mit der z-Achse den Winkel 

Y~'2 + 12 
2 arctg 1;' 1'} = arctg fi = 54 ° 44' 

bilden. In diesem axialsymmetrischen FaIle ist der 
Kegel zweiter Ordnung ein gerader Kreiskegel und die 
Achse dieses Kegels eine Hauptachse. Der halbe Off-

3 nungswinkel eines solchen Kreiskegels, der ein (und da-
her 001) Tripel senkrechter Erzeugender besitzt, muB 

1 gerade arctg 12 sein. Dies sieht man aus dem spharischen 
Abb.25. Halber Offnungswin- durchaus rechtwinkligen Dreieck (Abb. 25), das die drei 
kel IX des Kegels der Tangenten irgendwie herausgegriffenen zueinander senkrechten Er
an eine NiveaufHiche in einem 
elektrischen Gleichgewicbts- zeugenden 1, 2, 3 auf der Einheitskugel urn den Kegel-

punkt. ~ ~ ~ 

scheitel bilden. Es ist nicht nur: 12 = 13 = 23 = 90°, 
sondern auch <:}: 231 = <:}: fi2: = <:}: 123 = 90°. Die MitteIlinie zu diesen drei 
Erzeugenden durchstoBt die Einheitskugel im Mittelpunkt M dieses spharischen 
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Dreiecks. Dann ist 1M = £"M = fM = IX- der gesuchte halbe Offnungswinkel. 
Man findet durch Anwendung des cos-Satzes auf das Dreieck 13 M 

COS2 IX- - sin2 IX-' -t = 0 oder tgIX- = 12. 
Dies ist also, wie man sieht, eine unmittelbare Konsequenz der LAPLACEschen 
Gleichung (a + b + c = o). 

Es kann vorkommen, daB der Kegel zweiten Grades zerHill t. Er zerfillt 
dann iIi zwei Ebenen, deren Schnittgerade die Tangente an eine Schnittlinie 
zweier Schalen ein und derselben NiveaufHiche ist; diese Schnittlinie ist eine 
L ·· 1 k . h Gl' h . ht av av av M h . Inle e e tnsc en elC gewlc s: ax = 7fY = ---az = o. ac en WIT 

sie zur C'-Achse, so lautet die Gleichung des Ebenenpaares 

ar2 + br/2 + 2prr;' = 0 

mit a + b = 0, wie aus der LAPLAcEschen Gleichung folgt. Daher mit 1... = q a 

o = ~'2 - r;'2 + 2 ~ r r;' = (~' + rJ' [q + yq2 + 1]) (~' + r/ [q - yq2 + 1]). 
Dies stellt zwei zueinander senkrechte Ebenen dar. Man vergleiche damit 
das in Ziff. 64 fur ei.ne solche Gleichgewichtslinie Gefundene. Eine solche Gleich-

. h l' . av av av . t . d 1 L' . d geWlc ts Ime ax = By = ---az = 0 IS ]e e neu tra e Inle a = 0, wegen er 

COULoMBschen Gleichung a = - 4~ ~:. Infolgedessen schneidet langs der 

neutralen Linie den Leiter eine Niveauflache, welche zu dem gleichen Potential 
gehort wie die Leiteroberflache selbst, und zwar schneidet sie ihn senkrecht. 
Dies ist z. B. der Fall bei der neutralen 
Linie, welche die ungleichnamige und die 
gleichnamige Influenzladung auf einem 
influenzierten Leiter trennt (Abb. 26). 
Selbstverstandlich treffen in jedem 
Punkt dieser Linie zwei Kraftlinien 
zusammen, eine dort endigende und 
eine dort beginnende (vgl. das uber die 
anomalen Kraftlinien in Doppelpunkten 
Gesagte in Ziff. 59, 61 u. 64). 

Wir haben im vorstehenden den 
Selbstdurchschnitt einer und derselben 
Niveauflachein einemDoppelpunkt oder 
in einer singularen Linie besprochen. 
Es gibt aber Selbstdurchschnittspunkte 
oder Linien, die mit den obigen Resul
taten im Widerspruch zu stehen schei
nen. Ein solcher Punkt oder eine solche 
Linie ist z. B. die Spitze oder Kante 
eines Leiters. AIle Teile eines Leiters 

Abb. 26. Influenzierung der isolierten Kugel urn E, durch 
eine Punktladung E, (darstellbar durch die Punktladung 
E.), wobei die Kugel auf konstantem Potential sich be
fiiidet (darstellbar durch die Punktladung in E,). Vgl. 

Zift. 69. Der Kreis DD ist neutrale Linie. 

befinden sich auf demselben Potential. Es handelt sich also wirklich bei 'einer 
Spitze urn einen Selbstdurchschnittspunkt, bei einer Kante urn eine Selbst
durchschriittslinie ein und derselben Niveauflache. Gleichwohl muB der halbe 
Offnungswinkel des die Spitze tragenden Kegels nicht arctg p, noch muB der 
Kantenwinkel 90 0 sein. Dieser Widerspruch klart sich wie folgt: Raben wir es 
zunachst mit einer ausspringenden Spitze oder Kante zu tun, so wissen wir 
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aus Ziff. 27, Formel (21), daB hier keinesfalls ein Punkt oder eine Linie elektrischen 

Gleichgewichtsvorliegt, indem ~~ , ~~ , ~~ nicht nur nicht Null, sondern alle 

oder teilweise Unendlich sind. Raben wir es aber mit einer einspringenden 
Kante oder Spitze zu tun, so verschwindet daselbst das Feld von h6herer als 
erster Ordnung. Es sind also aIle zweiten Differentialquotienten, also oben 
a = b = c = O. Dies fiihrt auf den letzten hier zu behandelnden Punkt, das 
RANKINEsche Theorem: 

Wenn aIle Differentialquotienten bis zur n - 1 ten Ordnung verschwinden, 
so ist der in dem betreffenden Gleichgewichtspunkt zu betrachtende Tangenten
kegel ein Kegel n ten Grades. Es kann nun der Fall eintreten, daB dieser Kegel 
zerfiillt. Ein Kegel dritten Grades kann z. B. zerfallen in einen Kegel zweiten 
Grades und eine Ebene oder auch in drei Ebenen. J edenfalls existiert eine 
Selbstdurchschnittslinie der Niveaufliiche, d. h. wir haben es mit einem auf einer 
Gleichgewichtslinie liegenden Gleichgewichtspunkt zu tun. RANKINEl) 
hat nun den Fall betrachtet, daB der Kegel nten Grades in lauter (insgesamt n) 
Ebenen zerfiiIIt. Dann kann bewiesen werden, daB diese Ebenen unter sich 

gleiche Winkel.:!...- bilden. Man mache niimlich die gemeinsame Schnitt-n 
linie dieser Ebenen zur ~'-Achse, dann erhiiIt die TAYLoRsche Entwicklung des 
Potentials in der Spitze unseres Kegels die Gestalt: 

V = Vo + ao ~'n + a l ~'n-l r/ + a 2 ~'n-2 'fj'2 + ... + a n _l f 'fj'n-l + an 'fj'n 

+ (Glieder n + Her Ordnung). 

Fiihrt man Zylinderkoordinaten durch 

ein, so folgt: f = e cosw, 'fj' = emin 

V - Vo = en. Funktion von w + Glieder (n + 1)ter Ordnung. 

Die LAPLAcEsche Gleichung lautet in Zylinderkoordinaten: 

B2V 1 B (BV) 1 B2V 
LlV = B~2 + e Be e Be + ~ ow2 = O. 

Dies angewendet auf V V j ( ) = 0 + en w + '" 
liefert fiir die Glieder nter Ordnung 

n2j(w) + f"(w) = 0 oder j(w) = cos(nw + £X.), 
wo £X. eine Integrationskonstante ist. Der (zerfallende) Kegel nter Ordnung 
hat also die Gleichung 

cos(nw+1X)=O oder w=-£X.+k""::", k=1,3 ... 2n-1, 
2n 

womit der Beweis erbracht ist. 
Fiir n = 2 erhalten wir zwei Ebenen, die aufeinander senkrecht stehen 

(vgl. oben). Bei einer einspringenden Kante eines Leiters ist der Tangentenkegel 
zwar auch dritten oder h6heren Grades; er muB aber durchaus nicht in drei (oder 
lauter) Ebenen zerfallen, weshalb das RANKINEsche Theorem auf eine solche 
Kante keine Anwendung findet. 

66. GREENS 

kanntlich: 

j) Die elektrischen Bilder. 
aquivalente Schicht. Der sog. GREENsche 

!dv(ULlV - VLlU) =!dj(U~~ - V~~). 
1) RANKINE, Phil. Mag. Okt. 1864. 

Satz lautet be-



Ziff.66. GREENS !iquivalente Schicht. 425 

Das erstere Integral geht iiber das Innere, das letztere iiber die Begrenzungs
fHiehe des geschlossenen Gebiets, n ist die auBere Normale. Man wendet diesen 
Satz auf den AuBenraum einer Flache t (Abb.27) an, indem man annimmt, 
daB U, Vim Unendlichen sich wie 1JR verhalten. (Vgl. Ziff. 24.) 1m Innern der 
Flache t sollen sich verschiedene Ladungen 1, 2, 
3,4 ... , die das Potential V erzeugen" befinden. 
AuBerhalb der Flache t solI sich keine Ladung oder 
Unstetigkeit von V befinden. Dann ist dort LI V = O. 
Fiir U wahlt man nun eine sog. Grundlosung 

U=~ 
r ' 

Abb.27. Ersatz der innerhalb einer 
FHiche liegenden Ladungen durch eine 
aquivalente Schicht auf der Fliiche. 

die in A eine Unendlichkeit hat; r bedeutet die Entfernung irgendeines Punktes 
yom "Aufpunkt" A. Man muB also die Umgebung von A durch eine kleine 
Kugelflache k yom Radius r = e ausschlieBen. In dem Raum auBerhalb t und k 
ist dann auch LlU = 0; die linke Seite des GREENschen Satzes verschwindet. 

Die Durchfiihrung der Integration iiber k und Grenziibergang zu e -+ 0 
liefert 

lim fdt(~ oV _ v 01 /r) = -4nVA' 
r=E~O r on on 

k 

so daB schlieBlich resultiert: 

4nV =fdf('~ oV _ v01/r). 
A 'r on on 

1st nun t eine Aquipotentialflache, V = konst., so verschwindet der zweite 

Teil des Integrals, da fdt 00* fiir einen auBeren Punkt verschwindet (Ziff. 19). 
Es bleibt also nur n f 

V - _ ~ d f 0 V (68) 
A - 4.n r on' 

wo n' die von t gegen den Aufpunkt hingehende (fiir das Integrationsgebiet 
innere) Normale ist. Statt also das Potential, das die Ladungen 1,2,3,4 ... 

in A erzeugen, nach der Formel V = 2:: oder fdv ; zu berechnen, kann man 

das Potential V auch nach (68) berechnen. Hierbei ist irgendeine Aquipotential~ 
flache V = konst., welche samtliche Ladungen umschlieBt. als belegte Flache f 
angenommen, die mit der Dichte 

1 oV 

belegt ist. Diese Belegung bildet nach GREEN eine mit den Ladungen 1, 2, 3,4 ... 
wenigstens auBerhalb t vollig aquivalente Schicht und umgekehrt: man 
kann natiirlich die Flachenbelegung t durch die inneren . Ladungen ersetzen. 

Von dem ersten Teil dieses Satzes haben wir Gebrauch gemacht: in Ziff. 60 
(zwei entgegengesetzte gleiche Punktladungen: eine Aquipotentialflache, V = 0 , 
ist eben); in Ziff. 62 (zwei entgegengesetzte ungleiche Punktladungen: eine 
Aquipotentialflache, V = 0, ist eine Kugel); endlich in Ziff. 64 (drei Punkt
ladungen unter gewissen Verhaltnissen: eine Aquipotentialflache, V = 1, ist 
eine Kugel). In der nun darzustellenden Theorie der elektrischen Bilder 
von Lord KELVIN!) wird von der Umkehrung, dem zweiten Teil des obigen Aqui
valenzsatzes, Gebrauch gemacht. Wir haben Leiter von ebener und kugel-

1) W.THOMSON, Liouvilles Journ. Bd.10. 1845; Bd.12. 1847 (Reprint Art. XIV); 
Cambridge Math. Journ. 1818, 1849. 1850 (Reprint Art. V). 
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formiger Gestalt gegeben und suehen in gewissen Fallen die auf diesen Leitern 
bestehenden Fliiehenbelegungen dureh Punktladungen im Innern derselben zu 
ersetzen. 

67. Influenzierung einer leitenden Ebene durch eine Punktladung. In 
Ziff. 60 fanden wir, daB zwei entgegengesetzte gleiche Punktladungen e in E1 
und -e in E2 auf der Symmetrieebene z = 0 ihres Abstandes 2a das Potential 
V = 0 erzeugen. Umgekehrt konnen wir daher bei der Influenzierung einer 
geerdeten leitenden Ebene z = 0 (Abb. 28) dureh eine Punktladung e in E1 in 
z = a die Influenzladung auf der Ebene hinsiehtlieh ihrer Wirkung rechts der 

Ebene ersetzen dureh eine Punktladung - e in E2 in 
V= 0 z = -a (Spiegelbild!). Links der Ebene herrseht 

natlirlieh nicht das Feld von -e, sondern es ist dort 

-e e 
0- - - - --t-----o-~ Ez (L a E7 Z 

Abb.28. Das Bild einer Punkt
ladung in einer geerdeten Ebene. 

V = konst. = O. 8V 
Wir berechnen die Belegungsdichte (J = - ~ -0- aus 

4n on 
e e V=-,------ - , 

Ye2 + (z - a)2 Ye2 + (z + a)2 

indem Wlr - ~ (~~') bilden. Es kommt: 
4n oz Z=O 

1 ea 1 ea 
(J = - 2n (V + e2(2) 3 = - 2n ry' (69) 

Die Dichte der auf der geerdeten Ebene influenzierten Ladung ist also der dritten 
Potenz der Entfernung des betreffenden Ebenenpunktes von der Punktladung 
umgekehrt proportional. Der groBte Wert der Dichte besteht im Ursprung 

(! = z = 0, wo (J = - ~ e2 ; auf jedem Kreise (! = konst. urn diesen Punkt 
2na 

als Zentrum in der Ebene z = 0 herrscht konstante Dichte (J, wobei gemaB (69) 
die Dichte mit der dritten Potenz der Entfernung des Kreises von E1 abnimmt. 
Die nebenstehende Abb. 29 illustriert die Verteilung der Influenzladung langs 

""I'~'\""" 
Abb.29. Verteilung der von E, auf der Ebene influenzierten Ladung. 

der Ebene, indem parallel zur z-Richtung die Werte von (J liber den entspreehenden 
Abstanden (! von der Aehse aufgetragen sind. Die Ladung wird infolge der An
ziehung dureh den influenzierenden Punkt sehr stark gegen die Mitte der Ebene 
(DurehstoBpunkt der z-Achse) herangezogen. Die Gesamtladung auf der Ebene 
betragt natiirlieh, wie aus dem GAusssehen Satz unmittelbar gefolgert werden 
kann, - e. Dasselbe ergibt sieh auch durch Integration von (69) liber die ganze 
Ebene. 

Die Punktladung erfahrt dureh die ungleichnamige Influenzladung auf 
der geerdeten Ebene eine Anziehung, die gleieh ist der Anziehung, die von der 
fingierten Punktladung, dem elektrischen Bild, hinter der Ebene ausgelibt wurde, 
also gleich 
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68. Influenzierung einer leitenden Kugel durch eine Punktladung. In 
Ziff. 62 fanden wir, daB eine Punktladung e in El und eine PunktIadung - e~ 
in E z das Potential Null auf einer Kugel yom Radius R erzeugen, bezuglich derer 
die beiden Punkte EIEz invers oder reziprok sind und von deren Mittelpunkt 
der Punkt EI den Zentralabstand MEl = d auf
weist (Abb.30). Umgekehrt konnen wir daher die 
Influenzladung auf einer geerdeten leitenden Kugel, -, 
die durch eine PunktIadung EI hervorgerufen wird, rL E1 
ersetzen durch eine fingierte PunktIadung im In- e 

nern der Kugel in dem zu El reziproken Punkte E 2 , Abb.30. Das Bild einer PunIitiadung in 

von der GroBe -e ~ (elektrisches Bild von e). einer geerdeten Kugel. 

Selbstredend gilt dies nur auBerhalb der Kugel; innerhalb der Kugelist das Feld 

Null. Wir berechnen die Dichte der Influenzladung aus a = - 41n ~~, wobei 

v= e _ eR 
yr2 - 2rd cos/} + d2 11 R2 R4 

d r2 - 2r-cOS/} +-
d d2 

und r, f}, Polarkoordinaten in M mit MEJiI als Achse sind. Man findet 

a = - 41n (~:)r=R = - 4:r~ • d2 ~ R2, (70) 

wo r l = YR2 - 2 Rdcosf) + d2 den Abstand eines Kugelpunktes (RI' f}) von El 
bedeutet. Es ist also wieder, wie in (69) bei der leitenden Ebene, die Dichte 
der an irgendeiner Stelle influenzierten Ladung der dritten Potenz des Ab
standes dieser Stelle von der influenzierenden Punktladung verkehrt proportional. 

Die GesamtIadung auf der Kugel ist naturlich - e~ (vgl. Ziff. 39y). Umgekehrt 

kann jede Dichteverteilung a auf einer Kugel, welche der dritten Potenz 
der Entfernung von einem auBeren Punkt verkehrt proportional 

ist, a = ;'3' in ihrer Wirkung nach auBen ersetzt werden durch eine Punkt-
r 1 

ladung in dem zu jenem Punkt inversen inneren Punkt von der GroBe: 
4nR2 • 

d (d2 _ R2) • A . 

Das Maximum hat die Dichte 
nach (70) in dem zu EI benach
barten Pole (f) = 0, r1 = d - R): 

e d+ R 
a = - 4nR (d _ R)2 ; 

das Minimum in dem anderen Pole 
(f) = n, r l = d + R): 

e d- R 

£, 

a = - 4nR (d + R)2' 
Abb. 31. Verteilung der auf einer geerdeten Kugel von einer 

Die nebenstehende Abb. 31 versinn- Punktladung in E, influenzkrten Ladung. 

licht wiederum die Dichteverteilung, 
indem die Werte von a jeweils normal zur Kugelflache aufgetragen sind. Dbrigens 
kann leicht aus (70) auf (69) durch Grenzubergang zu einer unendlich groBen 
Kugel (= Ebene) zuruckgegangen werden, indem man statt des Zentralabstandes d 
den Polabstand a durch d = a + R einfUhrt und sodann in (70) R --+ 00 macht. 
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Was das Kraftlinienbild anlangt, so braucht man nur in. Abb. 19 die Niveau
linien und Kraftlinien innerhalb der (strichlierten) Kugel wegzulassen, urn dasselbe 
zu erhalten. Bemerkenswert ist dabei der Punkt D, der Gleichgewichtspunkt. 
Er ist ein Punkt eines relativen (!) Maximums des Potentials, wenn man 
sich auf Verschiebungen Hi.ngs der Achse beschrankt, wie man nach Ziff.62 
leicht erkennt. Die Wirkung des Feldes auf eine Sonde (Ziff. 12) ist also in D 
am starksten, starker als naher zur Achse hin. Dies erinnert an den nebenstehend 
skizzierten (Abb.32) Versuch FARADAYSl). Dieser setzte eine kleine metallene 

s 

Abb.32. Versuch 
FARADA YS tiber 

die krummen 
Kraftlinien. 

Halbkugel m auf einen Schellackzylinder s, machte den oberen 
Teil des letzteren durch Reiben negativ elektrisch, so daB die 
Halbkugel positive Influenzladung annahm, indem die negative 
durch Erdung fortgeschafft wurde. Er untersuchte nun das Feld 
mittels einer isolierten Probekugel, von der (vgl. Ziff. 12) die 
gleichnamige (negative) Influenzladung durch Erdung beseitigt 
und nur die ungleichnamige (positive) behalten wurde. Diese 
letztere wurde in einer Torsionswage gemessen. In den bez. 
Stellungen der Probekugel (Abb. 31) wurde gefunden: 

1 : 112 0, 2: 108 0, 3: 65 0, 4: 3 5 0, 5: 87 0, 6 : 1 0 5 0 (M a x i mum), 7: 98 o. 

Aus diesem Versuch schloB FARADAY, daB die Influenzwirkung 
des Schellackzylinders 5 die Metallhalbkugel me umkreisen muB, 

daB also krumme Kraftlinien existieren (vgl. Abb. 19 die von El nach D 
gehende Kraftlinie und Abb. 21). Dies aber ware nach FARADAY ein Zeichen 
dafiir, daB die elektrische Wirkung sich nicht unvermittelt, sondern mit Hilfe 
des Zwischenmediums fortpflanzt, da unvermittelte Fernwirkung nur mit ge
radliiliger Wirkungslinie vertraglich sei. Dieser letztere SchluB FARADAYS ist 
nicht zutreffend; denn die Existenz des Maximums kann, wie wir eben gesehen 
haben, auch aus der Potentialtheorie, also auch aus der Fernwirkungstheorie, 
gefolgert werden 2). 

Es mag noch bemerkt werden, daB auch die auBere Punktladung in El 
umgekehrt als das elektrische Bild einer im Innern einer geerdeten Kugel in E2 
befindlichen Ladung angesehen werden kann, wenn es sich urn das Feld im Innern 
einer Hohlkugel und den Ersatz der auf ihrer Innenwand influenzierten Ladung 
handelt. Bezeichnet man Ladung und Zentralabstand von E2 mit c2 und d2 , 

von El mit c1 und d1 , so hat man in beiden Fallen, ob es sich urn das "auB-ere" 
oder "innere" Problem handelt: 

oder 

69. Influenzierung einer nicht geerdeten Kugel durch eine Punktladung. 
Man kann zu der in Ziff. 68 gefundenen Verteilung (70) der ungleichnamigen 
Influenzladung auf der Kugel irgendeine andere Gleichgewichtsverteilung super
ponieren und erhalt wieder eine neue Gleichgewichtsverteilung, wobei die Kugel 
sich auf einem von Null verschiedenen, konstanten Potential V (dem Potential 
der hinzugefugten Verteilung) befindet. Aus dem Eindeutigkeitssatz (Ziff.24) 
folgt umgekehrt, daB die resultierende Verteilung die einzige ist, die zu dem 
Potential V gehort, wenn die Kugel vom Radius R der Wirkung einer influenzieren
den Punktladung e1 im Zentralabstand d1 ausgesetzt ist. 

1) M. FARADAY, Exper. Researches Bd. I, S. 383. 1837. 
2) E. MASCART, Bandb. d. statischen Elektrizitllt, ubcrsetzt von \VALLENTIN, S.214, 

438. 1883. 
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Die zu dem Potential V allein gehorende Gleiehgewichtsverteilung ist 

natiirlieh homogen von der Diehte V R' so daB die aus Influenz und Eigen-
potential resultierende Dichte 4n 

V e1 d~ - R2 
a = 4nR - 4nr~ R (71) 

betragt. Die Gesamtladung ist: 
R 

e = RV - e1 d1 • (71 a) 

Wenn diese Gesamtladung versehwindet, also wenn 

V = iI' (71b) 

dann haben wir eine Kugel isoliert und ungeladen im Felde der Punktladung e1 

mit Zentralabstande d1 ; dann tragt sie sowohl die mit e1 ungleichnamige als die 
gleichnamige Influenzladung. Das Potential einer solchen Kugel ist naeh (71 b) 
genau so groB wie das Potential, das die Kugel, mit der Ladung e1 geladen, inE1 

erzeugen wiirde (vgl. Ziff.391X). Die Dichte ist in dies em Falle 
e1 {1 d~ - R2J 

a=4nR d.1-~· (71 e) 

Es gibt eine neutrale Linie: r¥. = d1 (df - R2). 
Wenn dagegen die Kugel eine Eigenladung (also zugleich aueh Gesamtladung) 

hat, die gerade e = e ( __ R __ _ R) (71 d) 
1 Vd~ _ R2 d1 

betragt, so ist das Potential dieser Kugel, wenn sie der Influenzwirkung von e1 in E) 
ausgesetzt ist naeh (71 a): V = __ e__ (71 e) 

Vd~ - Ra' 

also groBer als das Potential V' = V e1 - ed1 , das die Kugel fur sieh allein 
d~ - R2 1 

hatte. Die Diehte ist in diesem Faile: 

a = ~{ __ 1 __ d~ - R2} (71 f) 
4 '" R y'df="R2 r~· 

Es gibt eine neutrale Linie: r~ = (yd~ - R2)S. Diese liegt naher gegenE1 zu als 

jene in (71e) wegen d1 > v'd~ - R2. 
Der zuletzt behandelte Fall entsprieht genau dem in Ziff. 64 behandelten 

Fail der drei Punktladungen MAXWELLS. In der Tat kann die zu dem Potential V 
gehorige Gleichgewiehtsverteilung, da sie homogen ist, naeh Zif£' 20P ebenfails 
dureh eine Punktladung ersetzt werden, die im Mittelpunkt der Ku
gel (M in Abb. 30, Es in Abb. 24, 26) anzubringen ist. Nennen wir diese La
dung es, so, haben wir: 

im Faile (71 b, e) (isolierte Kugel) (vgl. Abb. 26) 

V = ~~, es = VR = e1 :1 in Es; ez = - e1 :1 in E z; e1 = e1 in E 1 , 

im Falle (71 d, e) (Maxwells Fall) (vgl. Abb.24) 

- VR - R. E 1). - R. E' -' E ea - - e1 ,;- - -- In a , ez - - e1 -d In 2' e1 - e1 In l' 
rd~ R2 1 

1) Diese Ladung besteht also aus der Eigen- oder Gesamtladung der Kugel un d der 
gleichnamigen Influenzladung: 

ea = e1 (-- R. _ R) + e1 R , Vdf - R2 d1 d1 
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Setzt man hierin V = 1, so kommt 

e3 = R ; e2 = - ~r3; 
1 

ganz :n Ubereinstimmung mit Abb. 24 und Formel (67) in Ziff. 64. Die neutrale 
Linie auf der leitenden Kugel urn Ea (Abb. 24) mit dem Radius ea oder der Kugel 
urn M (Abb. 30) mit dem Radius R ist der Kreis DD (Ziff. 64a.). Sie hat genau 
den Abstand r l = idi - R2 von E 1 , wie wir auch vorhin bei (71 f) fanden. 

1m Falle der isolierten Kugel trifft das MAXwELLsche Verhaltnis der drei 
Ladungen nicht mehr zu. Infolgedessen ist die neutrale Linie (der Kreis DD in 
Abb.26) nicht mehr mit dem Kreis DD von Abb. 24 identisch, wie wir auch 
vorhin bei (71 c) fanden. Auch ist der auBerhalb der Kugel gelegene Teil der 
AquipotentialfHiche V = el/dl keine Kugel mehr (wie die Kugel urn El in Abb. 24), 
sondern, wie Abb. 26 zeigt, eine andere Flache, die aber auch die leitende Kugel 
urn Ea (Abb. 26) langs der neutralen Linie DD senkrech t schneidet. 

Das Besondere des MAXWELLschen Falles ist, daB eine Aquipotentialflache 
der influenzierenden Punktladung el , die Kugel urn El mit dem Radius Ydi - R2, 
die gleiche bleibt wie vor Einbringung der leitenden Kugel urn Moder Ea mit 
dem Radius R in das Feld. Alle anderen werden deformiert, da sie die ein
gebrachte leitende Kugel schief schneiClen. Nur diejenige, die sie senkrecht 
schneidet, eben die Kugel mit dem Radius Vdi - R2, bleibt undeformiert, da 
ein Sichschneiden zweier Aquipotentialflachen (eine so1che ist ja die Oberflache 
der leitenden Kugel) nach dem RANKINEschen Theorem (Ziff.65) m6glich ist, 
wenn sie sich senkrech t schneiden. Ihre Schnittlinie ist dann eine neutrale 
(Gleichgewichts-) Linie und sie geh6ren beide zum gleichen Potentialwert V. 

70. Kriifte auf die in£1uenzierte Kugel. Nach Ziff. 69 haben wir es im 
Falle einer mit e geladenen leitenden Kugel vom Radius R und Mittelpunkt M, 
die von einer Punktladung (Abb. 33) el in El im Zentralabstand dl influenziert 

Abb. 33. Eine irgendwie ge
ladene Kugel unter der Ein
wirkung einer Punktladung. 

wird, mit drei Punktladungen zu tun, namlich: el in E l , 

e2 = - e~~ in E2 , wo MEl .ME2 =R2 und ea = e + e~~ 
in M. Das Potential der Kugel ist: 

V=i=~+~· 
Infolgedessen erfahrt die Ladung in 

COULoMBschen Gesetz die Kraftwirkung 
El nach dem 

e1 e3 + e1e2 e1VR eiRd1 e1e erR e;Rd1 
(if (d1 - d2)2 ~ - (di - R2)2 = di + (if - (di - R2)2' 

worin d2 = ME2 = ~2 gesetzt ist; diese Kraft ist langs des Radiusvektors MEl 
1 

gerichtet und ist auch die Kraft, mit der die Kugel auf el wirkt; sie ist entgegen-
gesetzt gleich der Kraft, die auf die Kugel wirkt. 1m besonderen: 

a.) Kugel geerdet (V = 0); Anzieh ung: 
2 Rd1 

- e1 (di _ R2)2 . 

Fiir groBe Entfernung (dl ::?> R) ist diese Anziehung ."", - e~~ verkehrt pro-
I 

portional der dritten Potenz der Entfernung der influenzierenden Punkt-
ladung el vom Zentrum; fiir kleine Entfernung (dl "'" R) ist diese Anziehung 

c-v - e; (d
1 
~ Rj2 verkehrt proportional der zwei ten Potenz der Entfernung der 

Punktlaclung von cler Oberflache cler Kugel. 



Zif£. 71. Krafte aui die influenzierte Kugel. Kugel im homogenen Feld. 

13) Kugel isoliert und ungeladen (e = 0); Anziehung: 
er R3 (2di - R2) 
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dr (d; - R2)2-' 

Fur groBe Entfernung (dl ~ R) ist diese Anziehung: '" - 2 e;d~3 verkehrt 
1 

proportional der funften Potenz der Entfernung; fur klei ne Entfernung 

(dl (X) R) ist diese Anziehung: c-o _1 (d 1 R 2 wie unter lX, (es kommt also bei 
4 I - ) 

kleiner Entfernung nur die ungleichnamige Influenzladung in Betracht). 
y) Kugel geladen (e =F 0, V 01= 0): Die Kraftwirkung ist nich t die 

bloBe Coulombsche Wirkung 
e1 e 
df' 

d .eIe e;R3(2d;-R2) dh .. d d h-" d b'd I fl son ern. -d2 - -rJ3 --(d'- R2.-' . . g e a n e r t urc uIe von en eI en n uenz-
1 1 1 ) 

ladungen herriihrende Wirkung. Es kommt daher auch, wenn e und el gleich
namig sind, unter UmsHinden eine Anzieh ung zustande, wenn 

R3 (2di - R2) 
e < el dl (d; - RY' 

Setzt man hierin dl (XJ R, so erhii.lt man als Grenze fUr e 
R2 

e < el 4 (dl _ R)2 ' 

damit trotz Gleichnamigkeit von el und e keine AbstoBung, sondern eine An
ziehung stattfinde. Wenn also die Entfernung der Punktladung von der leitenden 
Kugel nurgenugend klein genommen wird und die Ladung der letzteren nicht 
sehr groB wird, gibt es jederzeit einen Punkt im Felde, wo die AbstoBung ver
schwindet und in Anziehung ubergeht. Dieser Punkt ist naturlich ein Punkt 
(labilen) Gleichgewichts (Ziff. 65). Die influenzierende Punktladung sitzt dann 
selbst in einem Gleichgewichtspunkt; die kleinste Verschiebung, die sie aus diesem 
Punkt auf die Kugel zu, bez. von der Kugel weg verschiebt, verwandelt das 
Gleichgewicht in Anziehung bez. AbstoBung, lii.Bt also keine Riickkehr der 
Punktladung in die Gleichgewichtslage zu; das Gleichgewicht ist eben labil. 

71. Eine leitende Kugel im homogenen Feld, Die Kugel sei isoliert und 
ungeladen. Ein homogenes Feld C entsteht, wenn die influenzierende Punkt
ladung ins Unendliche ri,ickt, die Ladung dabei unendlich groB wird, so zwar, 

daB lim ;! -+ C endlich bleibt. In Ziff. 69 haben wir daher das elektrische Bild E2 
mit der u~endlich groBen Ladung e2 = - e~R -+ - C R dl , welches dicht an die 

I 

im Mittelpunkt M befindliche Ladung e3 = + ~~~ -+ + CR, dl heranriickt, da 

der Zentralabstand JIIIE 2 =d2 = ~12 unendlich klein wird. Es entsteht ein 

Dipol. Sein "Moment" (Ziff. 61) ist gleich dem B 
Produkt Ladung mal Abstand der Pole, also ~ R 

R2 ~~----
CR· d l ' d; -+ C R3. ~+ 

Dieser Dipol im Mittelpunkt der leitenden isolierten 
I{ 1 .. t' t d h d' I fl . k d Abb.34. Influenzierung einer leitenden uge reprasen ler a er Ie n uenzWlr ung es isoliertenKugeldurcheinhomogenesFeld. 

homogenen Feldes C auf die Kugel. DieOrientierung 
des Dipols in bezug auf das Feld zeigt die Abb. 34. Die Dichte der Influenz
ladung finden wir aus (71 c) durch Grenziibergang nach Reihenentwicklung: 

3 a cost} 
0= + 4,,; (72) 
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Es besteht naturlich ungleichnamige Influenzladung von {} = Jl bis zum Aquator 

{) = jC (neu trale Linie) und gleichnamige von da bis zu I} = O. Die Ebene 
2 

{) = ~ ist ein Teil, die Kugelflache der andere TeiF) einer und derselben Niveau

flache V = Vo [vgl. (73)]. Die resultierende Feldstarke auf der Kugel ergibt 
sich nach (17) aus 4no = + 3 {] cos{}; sie ist mithin in dem Pol {} = Q dreimal 
so groB als die ursprungliche. Dies. erklart sich in FARADAYS Sprechweise da
durch, daB die urspriinglich parallelen Kraftlinien von der Kugel angezogen und 
verdichtet werden. 

Lord KELVIN 2) hat die Gestalt der Kraftlinien in diesem und ahnlichen 
Fallen berechnet. Man hat fUr das Potential gemaB (65 a) 

cos{} 
V = Vo - {] r cos {} + {] R3 . -2 ' r (73) 

wobei Vo das ursprunglich an dem Orte des Mittelpunkts der Kugel vorhandene 
Potential bedeutet. (Vo - (Jr cos{} ist das Potential des homogenen Feldes.) 
Unser Feld ist ein axialsymmetrisches; infolgedessen existiert nach ~3), (64) 
und (65 b) eine Funktion 

U + 1 p 2 . 2{} + PR3 sin2 iJ. = - l1 r SIn l1 -- . 
2 r (74) 

Die Gleichungen der Kraftlinien sind daher U = konst. Setzt man 

+ 2.r! = b2 2 R3 = a3 
E' , 

so erhalt man aus (74) 

Fur z = 00 ist (2 = b = kOJ.lst. J ede Kraftlinie besitzt eine Asymptote parallel 
zur Richtung des homogenen Feldes. Fur endliches z muB (22 < b2 sein, da die 

Kraftlinien zu der leitenden Kugel 
hingezogen werden (Abb.35). Daher 
ist die obige Quadratwurzel positiv zu 
nehmen. Die Doppelpunkte (Schnitt
punkte zweier Kraftlinien) findet man 

a .. 
zu z = 0, (2 = -3 - = R (Aquator der 

V2 al3 
Kugel R), wenn b = --.=- = Rfi, also 

V2 

U = .~. (JR2 . Fur b > RY3 hat man 
Abb.35. Kraltlinien liir eine leitende Kugel im homo- . 

genen Feld. zweiteilige Kraftlinien, die teils mner-
halb der Kugel R zwischen den Polen des 

Dipols im Mittelpunkt der Kugel verlaufen, daher nicht in Betracht kommen, teils 
auBen an der Kugel mit einer leichten Einbiegung gegen dieselbe vorbeigehen. Fur 
b < R V3 hat man einteilige Kraftlinien, die, aus dem Unendlichen kommend, im 
negativen Pol des Dipols bez. auf der Kugel R endigen und yom positiven Pol 
des Dipols bez. der Kugel R anfangend, ins Unendliche verlaufen. Die Grenze 
zwischen beiden ist die erwahnte Kraftlinie mit Doppelpunkt, b = RY3. 

Die Formel (72) kann geschrieben werden 

0= 0 0 cos{} , (72 a) 

1) Vgl. Ziff.65. 
2) W. THOMSON (Lord KELVIN), Reprint, Art. XXXII. 
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wobei Go = !~ die maximale Dichte im Pole {} = 0 der Kugel (Abb. 34) ist. 

Dies HiBt folgende Interpretation zu (Abb. 36): Man denke sich eine mit homo
gener Raumdichte -e geladene Vollkugel mit dem t 
Mittelpunkt M und eine mit homogener Raumdichte -
+e geladene Vollkugel mit dem Mittelpunkt M ' , 
wo MM' = () eine kleine Strecke parallel zur Rich-
tung des homogenen Feldes (] ist. Beide Raum
ladungen heben sich auf bis auf eine schmale Schicht 
an der OberfHi.che (Verschiebungsschicht). Die 
Ladung eines Volumelements dv derselben betragt 
(Abb·36) wegen dv = dt· h = dt· () 1 cos{} I: Abb. 36. Verschiebungsschichten: 

± e d v = ± e 1 cos{} 1 d t () = e cos{} d t () = e () . cos{} . d t = Go • cos{} . d t , 

wo lime () ~ Go gesetzt ist, wodurch eine reine Oberflachenladung d t G mit ~! ~ 
der Dichte (72a) entsteht. Dieser Ersatz des Dipols in Abb. 34 durch die Ver
schiebungsschichten ist iibrigens eine selbstverstandliche Folgerung aus der 
Tatsache, daB auch eine homogene Vollkugel nach auBen wie eine in ihrem Mittel
punkt befindliche Punktladung wirkt, und umgekehrt (Ziff.20/f). 

72. Eine geerdete Kugel im homogenen Feld. Wenn die Kugel eine Ladung 
besitzt, so sei ihr Potential V'. GemaB (73) folgt jetzt 

cosf} V = V' + Vo - {]r cos{} + E{]3_2 r 

und fiir die Dichte gemaB (72) 
1 V' 3 

G = 4.n IF + 4.n {] cos{}. 

Insbesondere fiir die maximale Dichte ({) = 0) 
1 V' 3 

Go = 4.n IF + 4.n {]. 

Wenn also V' ~ - 3 (] R, ist die Dichte Go ~ O. 1st insbesondere die Kugel 
geerdet, also V' = - Vo, so hat die Kugel eine Gesamtladung 

e=-VoR, 
die ~ 0 ist, je nachdem Vo;;: 0 ist. Um dieses merkwiirdige Verhalten zu 
verstehen, bedenke man, daB man sich das homogene Feld anstatt durch eine 
einzige, etwa nach z = - 00 geriickte positive Ladung unter anderem auch 
durch zwei Ladungen, eine positive + eoo in t 
z = - 00 und eine ebenso groBe negative - eoo in ~ 
z = + 00 erzeugt denken kann (Abb.37). Es teoo -eoo 

sei V = Vo - {]rcos{} das Potential des homo- -~_~~ --®\ +®.\ 
genen Feldes, wobei Vo das Potential an der Stelle -:. : ... + + 
. d d M' I k d I' d Vo=+.1ER 110=0 /I",-J{R 1st, an die ann er ltte pun t er elten en 

Abb.37. Geerdete Kugel im homogenen 
Kugel gebracht wird. 1st also z.·B. Vo<O, so Feld in mehreren Stellungen. 

ist diese Kugel sozusagen der negativen un-
endlich fernen Ladung naher als der positiven, empfiingt also mehr positive 
als negative Influenzladung usf. Ja es kann der Fall eintreten, daB (Abb.37) 

fUr Vo < - 3 {]R die Dichte G iiberall positiv 
und fiir Vo> + 3 {]R die Dichte G iiberall negativ 

ist. Dies riihrt eben von dem Zusammenwirken zweier influenzierenden Ladungen 
her. Befindet sich die Kugel in den Zwischenlagen zwischen Vo = -3 {]R 
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und Vo = +3 (;R, so tragt sie Influenzladung beiderlei Vorzeichen. 1st ins
besondere V~ = 0, so unterscheidet sich der Fall der geerdeten Kugel nicht 
von dem der isolierten Kugel im homogenen Feld; in beiden Fiillen 
ist die Gesamtladung Null. Es besteht wohl ein Unterschied in energetischer 
Beziehung. Die ungeladene Kugel erfahrt im homogenen Feld keinerlei Kraft
wirkung, die geerdete erfahrt hingegen je nach ihrer Lage eine Beschleunigung 
parallel oder entgegengesetzt zum Felde, also (Abb. 37) in der rechten Lage eine 
Beschleunigung nach rechts, in der linken eine nach links, in der mittleren keine. 
Diese letztere Lage ist also bei geerdeter Kugel eine Lage labilen Gleichgewichts, 
wahren4 sie bei ungeladener Kugel (wie aIle deren Lagen) eine Lage indif£erenten 
Gleichgewichts ist. 

73. Zwei sich rechtwinklig schneidende Kugeln. Wir kommen nunmehr 
auf das dritte der in Ziff. 64 angedeuteten Probleme (y) zuriick, bei welchem 
ebenfalls wie bei IX. oder p oder wie in Ziff. 69 alles auf insgesamt drei Punkt
ladungen zuriickgefiihrt werden kann.' Es seien also zwei sich recht
winklig schneidende KugeIn mit dem Mittelpunkt um Ell bez. um Ea mit 

Radien RI = ~ ,bez. Ra = ~, wo e~ bez. es die in El und Ea anzubringen

den'Ladungen und V das konstante Potential ist, auf welchem sich das 
. V ganze Gebilde (Abb. 38) befinden solI. Wir 

miissen auBerdem noch eine dritte Punkt
ladung (67) in E2 

e = _~~ __ 1._ 

2 V fR~ + R~ 
'anbringen, wobei E2 zu EI (Es) in bezug 
auf die Kugel um Es (El ) reziprok ist. Es 
stellt also e2 das elektrische Bild von el (es) 
in der Kugel um Es (EI ) dar. Daraus geht 

Abb.38. Zwei sich rechtwinklig schneidende Kugein. sofort hervor, daB el (es) und e2 zusammen 
. auf der Kugel um Es (EI) das Potential 
Null ergeben, wozu noch das von ea (e l ) auf der Kugel um Es (EI) erzeugte 
Potential eS/Rs(el/RI) = V (nach Voraussetzung) kommt. Das Problem ist da
durch gel6st. 

Die Gesamtladung ist: 

e = el + e2 + es = V (RI + Rs -:- .Ji~) , 
jlR~ + R~ 

die Kapazitat des Systems ist: 
C = ~ = R + R _ RlRa 

V 1 S jlRi + R: 

Zur Berechnung der Dichteverteilung hat man, wenn ~~):~~, ~~) die von 
el bez. e2 bez. es herriihrenden Anteile an der Normalkomponente der elektrischen 
Feldstarke sind: 4na = ~~) + ~~) + ~~. 
Auf der Kugel um EI hat man, wenn EI Es = Y Ri + R~ = d gesetzt wird, nach 
leichter Rechnung: 

~(1)=~=~ 
n Ri Rl' 

~~) = i cos (rSRI) = V R 3 (R l + d· cosOl ) ., 

'a {R~ + d2 + 2RldcoSOl}" 

~(2) = ~ cos (r2R I ) = _ V !?~ __ . (R l cosOl + d) 
n ,2 R " 

2 1 {Ri + d2 + 2Rl d . cos-DJ-



Ziff. 73- Zwei sich rechtwinklig schneidende Kugeln. . 

folglich auf der Kugel urn El 

4na' = £.{1- R~ }. 
. RI {R~ + d2 + 2RI d· cos DI}I 

Ganz analog auf der Kugel urn Es 

4 'If V {1 Rf } 
na = Rs - {R: + d2 - 2Rsd. COS Ds}1 • 

Wiinscht man die auf die Kugel urn El entfallende Ladung zu kennen, so bilde 
man mit dem ersten der obigen Werte (a') 

2", arccos ( - RJd) 

f d (J) f R¥ sin {}l d{}l a'. 
o 0 

Man erhaIt so fiir die Gesamtladung e' auf der Kugel Urn El 

e = V {R + R + R~ - RIRs - Ri} 
21 a YR~+Ri 

bez. fiir die Gesamtladung e"' auf der Kugel urn Es 

e" = V {R + R + Ri - RI Rs - R~}. 
2 a 1 yR~ + Ri 

Die Surnme beider ergibt natiirlich die Gesamtladung e: 
e = e' + e". 

Die Dichte auf der Kugel urn El kann geschrieben werden: 

, V { (R3)S} 4na = RI 1 - r;- . 
Dabei bedeutet 41

3f ~ die homogene Dichte, welche auf der ganzen Kugel bei 

Abwesenheit der zweiten Kugel und bei dem Potential V herrschen wiirde. Diese 

Dichte ist je nach der Entfernung Ys vonEa verringert im VerhaItnis 1,-,--(~:r 
gegen 1. Den maximalen Wert erreicht dieser Faktor fiir {}i = 0 im DtirchstoB
punkt der Achse, wo 

der Faktor also 
1 - (d !3R] = 1 - (d ~sRlr 

wird. Den kleinsten Wert erreicht der Faktor fiir COS{}l = - ~I, WO Ys=RJ' 

der Faktor also N ull wird. Die Schnittlinie der beiden Kugeln ist, was auch 
aus ihrer Eigenschaft als einspringende Kan te eines leitenden Gebildes 
(Ziff.27 u. 65) folgt, eine Linie von der Ladung Null oder eine Gleich
gewich tslinie. 

Ebenso findet man fiir die Dichte auf der Kugel urn E3: 

4na'" = ~ {1 - (~:)l 
Es gilt Analoges wie friiher: Maximum im DurchstoBpunkt der Achse ({}a = n); 

Minimum (Null) auf der Schnittlinie: cos{}s = ~3, Y1 = R I • 

28* 
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Wir diskutieren den Fall einer kleinen halbkugelformigen Erhebung 
(Buckel) auf einer groBen Kugel. Es sei al~o (Abb. 39) 

Abb. 39. EinBuckel auf einer Kugel. 

Rs<R1 • 

Dann folgt: Kapazitat: 

C = R + ~ R~ = R (1 + ~ va) 
I 2 R~ I 2 vl ' 

WO Vs das Volumen der kleinen, VI das Volumen der 
groBen Kugel bedeutet. Die Vermehrung der Kapazitiit 
durch den Buckel ist also nicht durch den Zuwachs 
an Oberflache, sondern durch den Zuwachs an 

Volumen (tvs = Volumen des Buckels) bestimmt. Auf die groBe Kugel ent
fallt hierbei die Ladung 

e' = V (RI - i ~:) bis auf Glieder dritter Ordnung 

auf den Buckel e"/ = 1. V. R~ 
4 R1 . 

Wie man sieht, wird ein betriichtlicher Tell der Gesamtladung 
e = e' + e'" = VR1 bis auf Glieder dritter Ordnung 

auf den Buckel als a usspringenden Tell des leitenden Gebildes (Ziff.27) hinaus
gezogen. Dies zeigt sich auch an den Dichten: 

GroBe Kugel: 4.no' "'" ;1 bis auf Glieder dritter Ordnung, daher gleich der 

homogenen Dichte, die bei Abwesenheit des Buckels herrschen wurde. 

Buckel: 4.no'" "'" 3 ;1 (- cosf}s), d. h. die Dichte auf dem Buckel erreicht 

fUr f}s = .n sogar das Dreifache der Dichte auf der groBen Kugel. 
Rechnet man die mittlere Dichte auf dem Buckel, so erhaIt man 

elll 31V 
23r R~ "2 43r R 1 ' 

d. h. die mittlere Dichte ist das Anderthalbfache der mittleren Dichte auf 
der groBen Kugel. 

74. Buckel auf einer leitenden Ebene. Die in Ziff.73 gegebene Losung 
umfaBt auch den Fall einer halbkugeliormigen Erhebung auf einer leitenden 
Ebene (Abb. 38, RI - (0). Es rucken e2 und ea in einen Dipol zusammen wegen 

, , 
\ 

---*~'Q- ---~ ---------
/ 

Rl 
e2 = - ea - - ea 

l'R~ + R~ , 
w1i.hrend el hls Unendliche ruckt. Man hat also 
den Fall einer leitenden Kugel im homogenen 
Feld (Ziff. 71), wo ja auch (73) eine Ebene 

f} = ~ oder V = Vo auftritt. Man hat nur die 2 " 
eine Halfte der Abb. 34 (vgl. Abb. 40) wegzu
lassen. Ais Starke deshomogenen Feldes tritt 

Abb. 40. Ableitung der halbkugelformigen j etzt (vgl. Ziff. 73) 
Erhebuug auf der Ebene aus dem Falle !l = ~ = p 
einer leitenden Kugel im homogenen Feld. Ri Rl U 

auf. Man findet sowohl aus (72) als aus dem Wert von 0'" in Ziff. 73, da ja der 
Fall Ra < RI gleichwertig mit RI - 00 ist, fUr die Dichte auf dem Buckel: 

4.n0'1/= 3 acos(.n- f}a) = - 3 acos{)a_ 
Die Dichte auf der Ebene ist dagegen bis a.uf Glieder dritter Ordnung 

4.no'= a. 



Ziff. 75, 76. Zwei Kugeln. Unendlich viele Bilder. 437 

k) Das Problem der zwei Kugeln. 
75. Verschiedene Methoden. Die im vorigen Abschnitt besprochene Methode 

der Bilder ist in ihrer Anwendung auf kugelformige (ebene) Leiter beschriinkt, 
wie man unschwer aus Ziff. 62 (Abb. 20) ableiten kann. Man kann die Bilder nicht 
llur bezuglich einer, sondern auch mehrerer Kugeln (Ebenen) bilden. Man gelangt 
so zu einem endlichen System von Bildern, wofiir MAXWELL in Art. 165 bis 170 
des Treatise Beispiele bringt, auf die wir hier verweisen. Die beriihmteste Anwen
dung der Methode der elektrischen Bilder besteht jedoch in der Losung des Pro
blems zweier sich gegenseitig influenzierenden Kugeln, die schon von Lord KELVIN 
1853 (Reprint Art. VI) angebahnt, bei MAXWELL Treatise Art. 171 ff. weiter 
ausgefiihrt und von J. J. THOMSON in einem Appendix hierzu verbessert wurde. 
Es handelt sich hierbei urn ein unendliches System von Bildern. Auf ganz 
anderer Grundlage beruht die ursprungliche von POISSON 1811 gegebene Losung 
dieses Problems, des einzigen Problems, bei welchem die Berechnung der gegen
seitigen Influenzierung zweier Leiter bisher gelungen ist. POISSONl ) hat eine 
Funktionalgleich un g fur das Potential aufgestellt, das in irgendeinem Punkte 
der Zentrallinie herrscht. Mit der Losung dieser Funktionalgleichung haben sich 
nach POISSON u. a. beschaftigt: PLANA2), KIRCHHOFF3), neuestens A. RUSSELL4). 

Wir geben nachstehend die Losung nach der Methode der Bilder wieder. 
76. Die unendlich vielen Bilder beL zwei sich in£1uenzierenden Kugeln. 

Die Losung mittels der Bilder beruht auf einer von MURPHy5) vorgeschlagenen 
Methode der "sukzessiven In
fluenzen". Das Wesen der Me
thode wird aus dem folgenden 
klar werden. . 

Wir bezeichnen (Abb.41) alles 
auf die eine Kugel Bezugliche 
mit den Buchstaben A (Punkte, 
z. B. Ao Mittelpunkt), a (Ab- Abb.41. Problem der zwei KugeIn. 

stande vom Mittelpunkte, z. B. 
a Radius), IX (Ladungen). Desgleichen alles auf die zweite Kugel Bezugliche mit 
den Buchstaben B, b, fJ. Der Zentralabstand Ao Bo sei c. 

Wir behandeln nun zwei getrennte Probleme: 

IX) Kugel A auf dem Potential ~, Kugel B auf dem Potential 0, 
a ~ 

fJ) A" 0, B " b' 
Die auf das zweite Teilproblem bezuglichen GraBen sollen durch den Akzent 
von den auf das erste Teilproblem bezuglichen unterschieden werden. Nach 
dem Prinzip der Superposition ergibt sich durch Addition die allgemeine Lasung, 
wo beide Kugeln auf je einem willkurlichen Potential sich befinden. Wir be
handeln zuerst das erste Teilproblem. Die Losung des zweiten wird hieraus 
durch Vertauschung der Buchstaben a, IX mit b, fJ erhalten. 

1) S. D. POISSON, Mem. de l'Inst. Bd. XII. 1811. 
2) PLANA, Mem. de l'Ac. des sciences de Turin Bd. II, S.7. 1845. 
3) G. KIRCHHOFF, Crelle's Journal Bd. 59. 1861, Berl. Ber. 1885, Vorlesungen tiber Elek

trizitat Ed. 3. 
4) A. RUSSELL, Proc. Phys. Soc. Bd.35. 1922. A. RUSSELL gibt auch eine Methode 

zur Berechnung des "Selbstkapazitatskoeffizienten" (vgl. Kapazitat gegen die Erde Ziff. 36) 
ciner Kugel in Anwesenheit eines anderen Leiters von beliebiger Gestalt: q •• = a + C, wo 
C die Kapazitat des Kondensators ist, der 'Von dem elektrischen Bilde des Leiters in der 
Kugel und von der Kugeloberflache gebildet wird. Proc. Roy. Soc. Bd. 97, S.160. 1920. 

5) MURPHY, Electricity. S. 93. Cambridge 1833. 
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Wir erteilen also der Kugel A eine Ladung (x,o, wiihrend die Kugel B geerdet 
ist. Die Ladung (x,o wirkt zunachst nach auGen wie eine im Mlttelpunkt Ao 
befindliche _Punktladung (X,o' Diese erzeugt nach Ziff. 68 auf der geerdeten Kugel 
erne ungleichnamige Influenzladung, die sich hinsichtlich ihrer Wirkung nach 
auBen durch eine Punktladung PI in Bl dem zu Ao in bezug auf die Kugel B 
inversen Punkte ersetzen laBt (elektrisches Bild von (Xo), wobei: 

Diese Influenzladung wird aber wieder riickwarts die Verteilung auf der Kugel A 
storen, indem sie dort auch eine ungleichnamige Influenzladung erzeugt. Diese 
wird nach auBen reprasentiert durch eine Punktladung (X,l in Al dem zu Bl 
in bezug auf die Kugel A inversen Punkte (elektrisches Bild von PI), wobei 

a 
0(.1 = - Pl---' 
, C -b1 

Nunmehr wird auch diese neue Ladung (X,l auf die KugelB influenzierend wirken. 
Das elektrische Bild von (X,l in bezug auf die Kugel B ist eine Ladung P2 in B2 , 

dem zu Al in bezug auf die Kugel B inversen Punkte, wobei 

Wir erhalten so durch Beriicksichtigung der sukzessiven In£luenzen -
dies ist eben die Methode von MURPHY - eine unendliche Reihe von elektrischen 
Bildern, (X,s in As, Ps in B" wo 

a a2 
(X" = - p, --b-' AoA, = a, = --b- , BoAs = c - a, , (75 a) c- , c- , 

b b2 

P'=-(X,'-lc_a ' BoB8=b,= AoB,=c-b, (75 b) 
.-1 c - a'_ 1 

mit s = 1, 2, 3 . .. Dabei ist ao = 0 und (x,o die in Ao urspriinglich angebrachte 
Ladung. 

77. Aufstellung und Losung einer Funktionalgleichung. Zur Losung von 
(75 a) und (75 b) beachte man 

Man hat: 

as 
a8 = --b-' c - • 

0(. - - P _a_ entweder = _ Rs aa8 oder = _ R, ___ a~_ 
8 - , C _ bs p, p. b2 

c----
a2 c - a'_ 1 

c--
P b b, t d a. d b 

S = - (X,s-l = -(X,'-l-b en we er=-(X,s-l-b-o er = -(X'-l---. c-a'_ 1 c-a'_ l 

Eliminiert man hieraus P" so kommt bez. 
a c - a2 ab 

entweder (Xs = (X'-l • ab oder = (X'-l ( ) b2 • 
C C - a'_l -

Wendet man den zweiten Teil der obigen Gleichung auf s + 1 statt s an, so hat 
man: ab 

(X'+l = (X, ( ) b2 • c c-a. -
hieraus die Funktionalgleichung: 

(76) 
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Genau dieselbe Gleichung gilt (durch Vertauschung der a, IX mit den b, [3) 
fUr die [3. 

Zur Losung von (76) betrachten wir die quadratische Gleichung: 

2 + 1 c2 - a2 - b2 - 0 U - U ab .,-. 

Ihre Wurzeln seien u l = eJ. und u2 = e-J., also 

coshl = c
2 
-2a;b- b2 I 

(77b) 
. _Va'+b4+c4_2b2c2-2c2a2-2a2b2 _ y'W 

smhl - 2ab - 2ab • 

Dann ist eine Losung von (76), wie man sofort sieht: 

~ = ClUj + C2U~, 
8 

Ebenso 
1 D '+D ' fl. = lUI 2U j, 

wo Cl ,C2 , Dl , D2 noch zu bestimmende Konstanten sind. 
Bestimmung von Cl , Ca aus lXo (vorgegeben) und 1X1 = lXo 2 ab b2 : FOOrt man 

b c -
die Wurzeln VI = a + bP,l = ef', v2 = a + ~ = e-I' der quadratischen Gleichung 

ein, also 

so kommt 

und schlieBlich 

c c 

cosh,u = _c2_+--=--=-2a_;_c-_b_2 I 
sinh,u = t2W = ~ sinhl 

ac c 

Cl=~~' C2=-~~ 
lXu VI - Va /Xu Vl - v 2 

1 1 VlU~-V2U~ 1 sinh(s}..+p,) 
lX. = lXo -v; =v;-~ = lXo sinhp, 

. b a~ 
Beshmmung von Dl , D2 aus [31 = - lXo - und [32 = - lXo • 

c C (c2 - a2 - b2) • 

Dl=-~_1_, D2=+~_1_, 
lXo Vl - V2 lXu Vl; - Va 

1 1 ut - u~ 1 sinhs}.. 
{i, = - lXo VI - V 2 = - lXu sinhp, . 

Somit lautet die gesamte Losung der Funktionalgleichung (76): 
Ladungen der Bildpunkte: 

IX sinh p, p sinh p, 
8 ;= lXo sinh (s J. + p,)' 8 = - lXo sinh s l 

Zentralabstande der Bildpunkte von der eigenen Kugel: 

(78 a) 

(78b) 

(76a) 

(76b) 

a-a sinhsl b=b sinh [(S-1)l+p,] s=1,2,3 .. · (79) 
8- sinh(s}..+ft)' 8. sinhsl 

Desgleichen von der anderen Kugel: 

c - a = b sinh[s + 1]~ c _ b = a sinh(sl :+"jl) 
8 sinh (sJ. + ft)' 8 sinhs}. 

wozu noch (1X8)8=O = lXo, ao = 0 tritt. 
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Dies ist die Losung des ersten Teilproblems (Kugel A auf Potential lXo , a 
Kugel B geerdet). Wie man sieht, werden die sukzessiven Influenzladungen 
lXI' 1X2' ••• bez. fll' fl2 .•• immer kleiner, je groBer die Ordnungszahl s wird 
(wegen des Nenners sinh(sl+,u) bez. sinhsl), ihr Beitrag zum Feld daher immer 
geringer. Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn l = 0 oder c = a+ b, d. h. die 
Kugeln A und B sich beriihren. Fiir diesen Fall sind die Formeln (79) nicht 
brauchbar (vgl. Ziff. S3). In allen iibrigen FaIlen ist c> a + b und die von (79) 
gelieferten Reihen konvergieren. 

Die Losung des zweiten Teilproblems (Kugel A auf Potential 0, Kugel B 

auf Potential P;) erhiilt man aus (79) durch Vertauschung der a, IX mit den 

b, fl und Akzentuierung. An Stelle von (7Sa), (7Sb) treten die Wurzeln 
, b + aUl "b + a1t2 ' d dr f h GI' h VI = C = eI', V2 = C = e-f' er qua a lSC en elC ung 

c2 2 + b2 
v'2+1-v' -;c. =0, (SO a) 

also cosh,u' = c2 -2~2C+ b2 I 
(SOb) 

sinh,u' = VWb = ~ sinh l 
2 c c 

wobei l = ,u + ,u' , (SO c) 

so daB schlieBlich die Losung des zweiten Teilproblems lautet: 
Ladungen der Bildpunkte: 

, ,sinh,u' " sinh,u' 
fls = flo sinh(sJ.+,u')' IXs = - flo sinhsl 

Zentralabstande der Bildpunkte von der eigenen Kugel: 
b' b sinhsl ,sinh[(s -1) l + ,u'] s = 1, 2, 3··· 
s = sinh (sl + ,u')' as = a sinhs l 

(S1) 

Desgleichen von der anderen Kugel: 
c _ b' - a sinh (s + 1) l c _ a' _ b sinh (sA + ,u') 

s - sinh(sl+,u'), S - sinhsl 

wozu noch (~.=o = fJ~, b~ = 0 tritt. 
Auch die Formeln (S1) gelten nur fUr c > a + b und versagen fUr c = a + b 

(Beriihrung der Kugeln). 
78. Dipolare Koordinaten. Methode von RUSSELL. Man· setzt (Abb. 42) 

; + i'1] = pcothf(,u - iv), 
wobei 00' = 2P und 0,0' die beiden Pole des dipolaren Koordinatensystems 
sind. Es ergibt sich durch Trennung des Reellen und Imaginaren: 

sinh,u sin v 
; = p cosh,u - cos.'' '1] = P cosh,u - cos.'' 

Hieraus zeigt man, daB die Kurven 

-t-----+->oI----po1"-t------fn-+-----+-s v = konst. oder ;2 ('1] - P ctg v)2 = .P: 
SIn .' 

Abb.42. Dipolare Koordinaten. 

Kreise sind, die samtlich durch die zwei 
Punkte 0, 0' hindurchgehen (strichlierte 
Kreise in Abb. 42) ; v bez. :Jl - v bedeutet den 
fiir aIle Punkte Q eines solchen Kreises kon-

stanten Peripheriewinkel iiber den beiden durch 00' begrenzten Bogen. Der 
Kreis mit dem Radius p insbesondere hat seinen Mittelpunkt in M; ihm 
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entspricht Y = ~2' Fur y =:n hat man die Strecke 00' odeI' t} = 0, ; = ptangh'~, . 2 
was dem absoluten Werte nach hachstens gleich p ist. Fur y = 0 hat man die 

unendlichen Stucke del' ;-Achse jenseits 0 bez. 0' odeI' t} =0, ; =pcotangh~, 
2 

also ;::> P fUr fl, > 0 bez. ; ~ - p fUr fl, < O. Fur; = + 00 ist fl, = 0 und 
nimmt dann mit abnehmendem ; bis zu fl, = + 00 fur 0 odeI' ; = p zu. Fur 
; = - 00 ist fl, = 0 und nimmt dann mit zunehmendem ~ bis zu fl, = - 00 fUr 0' 
odeI' ; = - p abo 

Die Kurven 
fl, = konst. odeI' (; - p coth fl,)2 + t}2 = ---J-~--

smh2 ,u 

sind Kreise, die jene ersten samtlich senkrecht schneiden. Del' Mittelpunkt 
eines solchen Kreises ist ~o = pcotanghfl" t}o = 0 odeI' Yo = 0, fl,o = 21t , wenn fl, 
die Konstante des Kreises ist. Del' Radius ist p/I sinh fl, I. Dabei bedeutet fUr 
irgendeinen Punkt P eines Kreises fl,: 

e." = O'F 
OF 

(vgl. Ziff. 68 bei Abb. 30) das konstante Verhaltnis del' Abstande von den Polen 
0, 0', welche fUr aIle Kreise fl, ein inverses Punktepaar sind. 

Wir wahlen zwei solche Kreise III = 11 > 0 und fl,2 = - fl,' < O. Die Mittel
punkte seien: A (2!1,Y = 0) und B(- 2fl,', Y = 0), die Radien a = p/sinhfl, 

und b = P /sinh fl,', del' Zentralabstand c = p coth fl, + p coth /t' = p S.illhh ('" .+ ",,~ 
~J ~"'~'" 

= P . h . 'h ,. Bildet man hieraus coshfl, bez. coshfl,', so findet man die 
sm [<sm '" 

in (78b) bez. (80b) angegebenen Werte und erkennt so die Bedeutung del' 
dortigen GraBen fl",t. Zu bemerken ist, daB an Stelle del' n ega ti ven Koor
dinate /l2 fur die Kugel B bez. den Kreis B hierbei del' absolute Wert 
fl,' = - fl,2 verwendet wird. 

Wir betrachten irgend zwei beziiglich eines Kreises fl, inverse Punkte P, P' 
(Abb.43). Man sieht leicht, daB JOPA ex> JO'P'A (gemeinsamer Winkel A, 
AP'· AP = AO'· AO = a2), ebenso JO'PA ,"",JOP'A. Hieraus folgt: O'P': OP 
= AP':AO, ebenso O'P:OP' = O'A:AP', woraus durch Multiplikation: 

O'F' O'F O'A 
-O-pI • -OF = ·oX 

odeI' wenn fl, (P') bez. fl, (P) bez. fl, (A) die dipolare 
fl,-Koordinate von P bez. P' bez. A bedeuten 

11 (P) + fl,(P') = /l(A) (IX) 

d. h. die Summe del' fl,-Koordinaten zweier be
zuglich des Zentrums A inverser Punkte P, P' 
ist gleich del' fl,-Koordinate dieses Zentrums. Da 

10' 
I 
I 
I 
\ 

Abb.43. Inverse Punktepaare. 

nach dem Vorigen die fl,-Koordinate fl,(A) des Zentrums A des Kreises /1 gleich 
ist 2fl" so ist diese Summe auch gleich 211, wenn fl, del' Inversionskreis ist. 

Ferner findet man leicht, daB 
-1: 0 1 P'O = -1: 0' PO odeI' Y (P} = Y (P) ; 

inverse Punkte bezuglich eines Kreises fl, liegen auf dem gleichen Kreis Y. 
Von diesen Resultaten machen wir die folgende Anwendung 1 ) (Abb.44). 

Wir invertieren die Kugeln (Kreise) A (Zentrum Ao) an B und B (Zentrum Bo) 
an A; wir erhalten die Kugeln Zentrum Al und Zentrum B~. Hierau£ inver-

1) Vgl. A. RUSSELL, Proc. Phys. Soc. Ed. 35, S.22. 1922. 
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tieren wir wieder die Kugel Al an B und die Kugel Bl an A. Wir er
halten die Kugeln Zentrum B~ bez. Zentrum A2 usf. Es wird sich zeigen, daB 
diese mit den unendlich vielen Bildern Lord KELVINS (Ziff. 77) in engstem 
Zusammenhang stehen. Nach (£x) folgt: Kugel Al invers zu Bin bezug auf Ao: 
fl (P) + fl (PI) = fl (A 0) , wo P bez. P' zwei bei der Inversion sich entsprechende 

Punkte der Kugel Al bez. der Kugel B sind. 
Da die fl-Koordinate auf B bez. auf Al 
konstant ist, so haben P bez. P' die fl-Koor
dinate der betreffenden Kugel. Wir setzen 
wieder fUr die Kugel B: fl = - fl', fur die 
Kugel A schreiben wir: fl. Dann folgt fUr die 
Koordinate fli der Kugel Al mit A. = fl + fl': 

Abb. 44. Sukzessive Inversionen zweier Kugeln. fli = 2 fl + fl' = A + fl, fur den Mittel
punkt Al dieser Kugel: 2fli = 2A + 211, 

fUr den Radius: r l = pjsinhfli = pfsinh(A + /t), fUr den Abstand: AAI = al 
sinh), sinhA 

=pcotanghll-pcotanghu=p . h . h(' )-=a~h('+~)' . SIn ,U SIn ), + ,U SIn /I. p 
Ferner fUr die Kugel B~: fl~ = - 2fl' - fl, fiir den Mittelpunkt Bi: 2fl{ 

=-4fl'-2,u, fiir den Radius:r~=P/lsinhfln=P/sinh(2fl'+fl)' fur den Ab
stand: A B~ = c1 = pcotanghfl - pcotanghfll = p [cotanghfl + cotangh (2fl' + fl)] 

sinh (2p' + 2p) sinh (2p' + 2p) 
= P sinhp sinh (2p' + p) = a sinh (2p' + 2ft)' 

Fur die zu BI bezuglich A inverse Kugel A2: fl2 = 2 fli - fll = 3fl + 2 fl' 
=2A. + fl, MittelpunktA 2 : 2fl2=4A + 21l, Radius: r2=p/sinhfl2=P/sinh(2l+ fl), 

sinh 2), 
Abstand A A2 = a2 = P cotangh fl - p cotangh fl2 = P . h . h ( ) + ) 

sinh2A sm psm 2, P 

= a sinh (2A + p) . 
Fur die zu Al bezuglich B inverse Kugel B~ : ~ = - 2 fl' - fli = - 3 fl' - 2 fl, 

Mittelpunkt B~ : 2 fl~, Radius: r; = PI I sinh fl~ I, Abstand: AB~ = c~ = p cotangh II 
, sinh (3 p' + 3 p) - p cotanghfl2 = a . h(' ) usf. sm 3p + 2p 

Man sieht zunachst durch Vergleich mit (79): 
Die Mittelpunkte AI' A2 ... der Kugeln, welche durch sukzessive Inversion 

von B an A bez. A an B innerhalb A entstehen, sind identisch mit den Bild
punkten AI' A2 ... des etsten Teilproblems in Ziff. 75 (Kugel A auf dem Potential 

Va = ~, Kugel B auf dem Potentiale Vb = 0). Jeder solche Bildpunkt As tragt a 
eine Ladung 

sinh,u_ = ~. __ E __ - V . p-- = V ,1' 
as = £Xo sin h(s J. + Il) a sinh (s A + p) - a sinh (s). + 1') a 8' 

d. h. diese Ladung entspricht genau der Kapazitat (Radius) der Kugel, deren 
Mittelpunkt A8 ist, wenn sie gleichfOrmig zum Potential Va geladen ist. Man 
ersieht hieraus leicht: die Kapazitat der Kugel a, die sich ja nach (42) aus 

ea = qaa Va + qab Vb, 

eb = qab Va + qbb Vb 
(ea, Va bez. eb, Vb Gesamtladung und Potential der Kugel A bez. B) als qaa be
rechnet, d. h. als Gesamtladung der Kugel A im erst en Teilproblem, wo Va = 1, 
Vb = 0, laBt sich ausdrucken: 

oder 
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als Summe der Einzelkapazitaten der ineinander geschachtelten 
(Abb.44) Kugeln A, A1,AlI usf. 

Weiters: Der Influenzierungskoeffizient qab berechnet sich fur das erste 

Teilproblem als ~o qab = PI + P.,. + P3 + ... (Gesamtladung der Kugel B) oder a 
ab r. r~ 

-qab = - + a-, + a-::r + .... 
C c1 "2 

Denn aus (79) folgt: 

fJ8= - :0. sin~sJ. = - :0. ac~: . 
Er ist also gleich der Summe der Einzelinfluenzierungskoeffizienten 
(Ziff. 40), die die Kugel A und die Kugeln B, B{, B2 (bei groBer Entfernung 
voneinander) besitzen wurden. 

79. Berechnung der Kapazitatskoeffizienten. Auf die in Zif£' 78 auseinander 
gesetzte Weise findet man: 

qaa = i; lX. = a sinh p, i; sinh (S\ + ",i ' 
8=0 8=0 

(82) 
00 00 00 

qab = 2: P. = 2: lX; = - acb sinhA 2: S~SA. ' 
8=1 8=1 8=1 

00 00 

qbb = 2: P~ = b sinhp,'2: sinh(S~ + ",')' 
8=0 8=0 

wo von (79), (81) sowie von der aus (78b) und (80b) folgenden Relation (vgl. 
auch Ziff. 78) 

b sinh,u' = asinhp, = a b sinh A = P 
C 

Gebrauch gemacht und lXo = a, Po = b gesetzt ist. 
Diese Reihen konvergieren, wenn A =!= 0, d. h. (Ziff.77) die'" Kugeln sich 

nicht beruhren, absolut. Dies ist die nachtriigliche Rechtfertigung 
der Methode der sukzessiven Influenzen. 

Fur die praktische Berechnung eignen sich die Reihen (82) weniger gut. 
Wir schreiben zuniichst, indem wir wieder nach (77b) , (78 b), (80 b) 

einfuhren: 

(82 a) 

Diese Reihen sind also samtlich von der Form 
00 

~ r' 
~ 1=~2r2" 

wobei y = u2 und c5 = v2 bzw. = u2 bzw. = v2 ist. 
$=0 
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KIRCHHOFF (Vorlesungen 1. c. 87) gibt folgende Umformung einer solchen Reihe 

~ y' ~ 1 - ~2y4s+1 
....:::;.. 1 - ~2y2s = ....:::;.. (0 2;,28+1)8 (1 - ~2y28) (1 - y25+1) , 
8,=0 0 

welche Reihe viel rascher konvergiert. Schon das erste Glied (s = 0) 
1 - ~2y 

(1 - ~2)(1 - y) 

geniigt fiir eine gute Naherung, also: 
1 - V~U2 qaaCXJ a ---

1 - u 2 ' 

ab 1 - u~ 
qab=-Cl_U;' 

1 - V~2 fJ'2 

1 - u 2 

Wendet man namlich (82a) auf zwei Kugeln in groBer Entfernung voneinander an 
(c::> a und ::> b), so hat man zufolge (77 b), (78 b), (80 b) 

~t2 = cosh A - sinh A 

= c2-a2-b2 _ jI(C2=a2-=b2)2-4a2b2 =c2-a2-b2{1 _ ('1 _ ~ 4a2b2 , ... )} 
2ab 2ab 2ab 2 (c2_ a2_ b2)2 + 

= :~ + (Glieder :4)' 
V 2 = cosh,u - sinh/l 

~ c2+a2_b2 _ v(c2:+a2-b2)2-4a2c2 = c2+a2-~~{1 _ (1 __ 1_ 4a2c2 + ... )} 
2ac 2ac 2ac 2 (c2+ a2_ b2)2 

= ; + (Glieder.:3 ) • 

Ebenso V2 "'" ~ + (Glieder :3). 
Somit: 1 - ... . 1 

qaa "'" a ---b + Gheder 4 a c 
1--c2 

ab 1 - ... . 1 
qab CXJ - c-----rib + Ghederca 

1 - C2 
1 - ... 1 

qbb"'" b ,---- + Glieder-a b c4 ' 
1 - (;2-

welche Resultate genau mit den in Ziff. 40 erhaltenen iibereinstirnmen. Zu
gleich sieht man, daB fUr zwei Kugeln in einer Entfernung c groB gegen deren 
Radien a, b die dort erhaltenen Resultate in dritter bez. zweiter Ordnung beziig
lich c genau sind. 

RUSSELLI) hat eine ahnliche Umformung wie KIRCHHOFF gegeben: 

1) A. RUSSELL, Froc. Phys. Soc. Bd. 23, S. 352. 1911. 
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Es genugt nach RUSSELL hierin n = 1 zu nehmen 
1 1 1 _ y(j2 

1 - (j2 + r 1 - Y + '" = (1 _ (j2)(1 - y) , 

welcher Ausdruck offenbar mit dem ersten Glied der von KIRCHHOFF gegebenen 
Entwicklung iibereinstimmt. 

Beispiel: a = 7b, c = 10b. 

W = c4 + a4 + b4 - 2a2 c2 - 2a2 b2 - 2b2 c2 = (48b2)2 

c2 - a2 - b2 y'W 50 48 1 
$£2 = ~-c- - 2ab = 14 - 14 = 7 

a + bU2 5 
v2 = C = 7 

, b + aU2 1 
v2 = --c·_· = 5 

2 { 1 - V~U2 uiv~ u~v~ } z. B. qaa = a (1 - vID (1 _ v~) (1 _ u 2) + 1 _ u~ + 1 - u~ + ... 

= a \~ 3213 + ~ - ~) 3h. ~~ + (1 - ~) ~.~ + ... \ 
1 1 1 

1- 7 1- 343 1-16807 

= aU~ + 4~' 0,0089509 + 4~' 0,0000929 + ... } "" ~~a = a(1 + ~). 
Wie man sieht, geniigt es vollkommen, auch in diesem Falle, wo C = 1~ a, also 

nicht besonders groB gegen a ist, die erste Naherung nach RUSSELL (n = 1) sowie 
KIRCHHOFF (s = 0) zu nehmen. 

80. Zuriickfiihrung der Berechnung auf den exzentrischen Kugelkonden
s~tor. RUSSELLI) geht bei der Berechnung der Kapazitatskoeffizienten zweier 
Kugeln auf den aus zwei ineinander, aber exzentrisch ge
legenen Kugeln bestehenden Kondensator zuruck. Es seien 
(Abb. 45) ~,a bez. 58, b Mittelpunkt und Radius der beiden 
Kugeln (a> b) und c < a - b sei ihr Zentralabstand. Dann 
ist die "Kapazitat" eines solchen Kondensators, wenn die 
auBere Kugel ~ geerdet ist (Kapazitat gegen Erde vgl. 
Ziff. 38), gegeben durch: 

C(a, b, c) = j:J 2 sinh(; + SA)' (83) 
8=0 

Abb. 45. Exzentrischer 
Kugelkondensator. 

. j:l j:l j:lsinh,u ob 
wobel a =. ( ,b = -.--, C = . ( A)' und j:J = -sinhA. smh ft - J.) smh,u smh ,u - smh,u c 

ahnliche Bedeutung haben, wie ft, A., P in Ziff. 78. RUSSELL schreibt nun 

C (a, b, c) = j:J ~h + j:J ~ -'--h( +1,-----+ J.) = b + C (a', b', c'), sm,u ~sm f1 A S • 
• =0 

worm a' = V n 
sinh(!t + A - A) =:= , 

b' - j:l 
- sinh (,u + J.) , 

I j:l sinhJ. 
C ---------

- sinh,u sinh (,u + J.) 

ist. Somit a' = b, 

0 2 + b2 + c2 

, ob2 
b = -2--2' o - C 

cb2 

c' = 02 _ c2 wegen coshft = 
0 2 - b2 _ c2 

2bc 

coshA. = b 20 

1) A. RUSSELL, Proc. Phys. Soc. Ed. 35, S.10. 1922. 
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Also folgt: 

C (a, b, c) = b + C (b, a as ~ c2 ' C a2 ~ c2 ) = b + 112 ~ c2 C ( a2 
; c~ , a , c), (83 a) 

da es gestattet ist, aile Abmessungen eines Kondensators mit dem gleichen 
Faktor zu multiplizieren,. wobei die Kapazitiit sich mit demgleichen Faktor 
multipliziert. Durch wiederholte Anwendung der Formel (83 a), wobei c < a - b 
vorausgesetzt ist, d. h. daB die Kugeln sich nich t beriihren, gelingt es einen 
nahezu konzentrischen Kondensator, ffir den die Formel (24), also 

ab 
C(a, b, 0) =-b a-gilt, zu erreichen. 

Die Anwendung auf die Formeln (82) zeigt folgendes: 

= = 
~ 1 P ~ 1 

q/J,a = P ..::::.. sinh (SA + ft) = sinhft + P ..::::.. sinh({t + A + SA)' 
o 8=0 

worin a sinh.u = ab sinh), = p (Ziff. 78) gesetzt ist. Die auf der rechten Seite 
(; 

dieser Gleichung stehende Summe entspricht nun einem exzentrischen Kugel
kondensator mit 

b = sinh~ + A)' 
a- p -a 

-sinh(,u+A--A)- , 
psinhA 

c = sinh(,u + A) sinh(ft + A - A) 

a2 

=b(;2_b2 

also 

a2 

=C(;2_b2 

. a2 ((;2 _ b2 ) 
qaa = a + (;2 _ b2 C -a-' b, c , 

worauf nach (83 a) zu verfahren ist. Ebenso 
b2 ((;2 _ a2 ) 

qbb = b + (;2 _ a2 C -b-' a, C , 

(84 a) 

(84b) 

ab a2b2 (C2 - a2 _ b2 ) 
-qab=c+ (;(C2_a2_b2)C ab ,1,1. (84c). 

Beispiel: POISSON berechnete den Fall a = 1, b = 3, C = 5 (nach seiner Methode; 
vgl. Ziff. 75) 

Somit 

Fern,er 

1 
qaa= 1 + 16 C (16, 3,5), 

C(16, 3, 5) = 3 + 2;1 C(2~1 ,16,5) = 3 + i7 C (77, 16, 5). 

77·16 C(77, 16, 5) =C(77, 16, 0) = ~. 

3 3 
qaa = 1 + 16 + 61 = 1,2367. 

3 9 (15 ) 3 3 qab'= 5 + 5 .15 C 3,1,1 = 5 + 25 C(5, 1, 1), 

1 
C(5, 1, 1) = 1 + 24 C(24, 5,1), 

5·24 C(24, 5, 1) =C(24, 5,0) = ~' 

, 3 3 3 
-qab = 5 + 25 + 95 = 0,7516. 



Ziff. 81. 

SchlieBlich 

Berechnung der Potentiale und Dichten. 

qbb = 3 +! c (¥, 1, 5) = 3 + t C (8, 1, 5), 

1 
C (8,1,5) =,1 + 39 C (39,8,5), 

C (39,8,5) "'" C (39, 8, 0) = 3~18 , 

3 3 
qbb = 3 + 8" + 31 = 3.4719 
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in Ubereinstimmung mit den von POISSON berechneten Werten. Zur Abschatzung 
des Fehlers beiErsetzung des nahe konzentrischen durch den genau konzentrischen 
Kondensator dient folgende von RUSSELL gegebene Entwicklung: 

ab { ao cB } 
C (a, b, c) = a _ 0 1 + a2 + b2 + ao (a _ b)2 + ... (85) 

Der Fehler in n~16 C (77, 16, 5) "'" n~16 C (77, 16,0) ist daher von der Ordnung: 

3 77,16 77,16 25 1232 25 3 
16,n' 61 5929 + 256 + 77,163721 = 7417 3721 • 61 = 0,000055 . 

Die Resultate sind also einschlieBlich der vierten Dezimalstelle genau; 
Die Kapazitiits- und Influenzierungskoeffizienten zweier gleicher Kugeln 

(a = b) s. in Ziff. 82. 
81. Berechnung der Potentia1e und Dichten. FUr das von beiden Kugeln 

in einem Punkte P des AuBenraumes erzeugte Potential findet man als Gesamt
wirkung der unendlich vielen Bilder (X. in As, P. in B, bez. p; in B~, (X; in A~ 
[vgl. (75a) u. (75b)]: 

00 00 fJ 00 I 00 fJl 

v= ~ A:P+ ~ B,P+ ~ A~8p+:2 B:'p· 
o 1 1 0 

Die beiden ersten Summanden riihren vom ersten Teilproblem (Ziff. 76), die beiden 
letzten vom zweiten Teilproblem her. Bei POISSON und allen seinen Nachfolgern 
findet sich V zerlegt in eine Summe 
aus dem ersten und dritten Summand 
(Ladungen in der Kugel A) und eine 
Summe aus dem zweiten und vierten 
Summand (Ladungen in der Kugel B). 
Diese Zerlegung entspricht nicht der 
Superposition von zwei Gleichgewichts
problemen wie die unserige und fiihrt 
daher auf umstandlichere Rechnungen Abb. 46. Polarkoordinaten bei zwei Kugeln. 

bei der Berechnung der Dichte. Fiihrt 
man (Abb.46) Polarkoordinaten ein, so hat man nach (79) und (81), indem man 
jeden Bildpunkt einmal auf Ao als Zentrum, ein andermal auf Bo als Zentrum 
des Polarkoordinatensystems bezieht: 

A,F2 = a~ - 2a,Ycos# + y2 = (c - a,)2 - 2 (c - a,) r'COS#1 + r'2, 

B,P2 = (c - b,)2 - 2 (c - b8) YCOS# + y2 = b~ - 2b,r' cos#' + r'2 , 

B~P2 = b:2 - 2 Y. y' cos#' + r'2 = (c - b:)2 - 2 (c - y.) YCOS# + y2, 

A:P2 = (c - a~2 - 2 (c - a:) y' cos#' + r' 2 = et.2 - 2 a: y' cos#' +r'2 • 
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DemgemaB bezogen auf Aol): 

V = iXo sinh u ~ __ . _.. 1 . _ .. _ 
I ..::.. ya2sinh2sA - 2a r sinh SA sinh (SI. + f') cosO> + r~ smh2 (SI.+ fl) 

o , 
co 

. h 2 1 - iXOSlll f.1, 
ya2 sinh2 (s J. + fl) - 2a r sinh sA sinh (s I. + fl) cos{} + r2 sinh2s A 

1 
00 

RI' h/2 1 + {lOSlll ft I -" .- . ---

ya2 sinh2 (s+1) A -2arsinh (s+ 1) 2 sinh (SA+ fl') cosO> + r2 sinh2(sA + fl/) 
o 

00 

RI' h/2 1 - IJoSIn ft.- . . , 
]la2sinh2 [(s -1) A+plJ -2arsinh[(s-1) A+p'J sinhsA cos{}> + r 2 sinh2 s2 

j 

oder bezogen auf Eo 2) : 
00 

. h 2 1 V = iXo Slll f.1, 
o Yb2 sinh2 (s+1) 2 -2br' sinh (S+l)Asinh(sA +fl) cos {}I +r/2sinh2 (s2+p) 

- iXosinhf.1, .2 y 1.. ._ .. _ 
j b2 sinh2 [(s -1) A + flJ -2br' sinh [(s -1) A+fl]sinhs ).cosO>'+r/ 2 sinh2 sA 

+ fJosinh f.1,' ~ 1 
..::.. Yb2 sinh 2 s 2 - 2b r' sinhs A sinh (s 2 + 1") cosO>' + r/2 sinh2 (s ). + ,u/) 

o 

_ fJosinhf.1,' ~ _. _ 1 _.. ... . • 
..::.. yb 2 sinh2 (s). + ft') - 2b r' sinh sA sinh (s2 + 1") cosO>' + r'2 sinh2 s2 

j 

Die Diehte erhalt man hieraus hoehst einfaeh naeh der C.OuLoMBsehen Gleiehung: 
Und zwar nimmt man auf der Kugel A nathrlieh die erstere Gestalt von V 
(bezogen auf Ao) und bildet: 

1 (OV) 01 0 , h ~oo sinh2 (s). + v) - sinh2 s}, 
(J = - - - = -- . Slll ft -

a 40r or r~a 4na2 {sinh2 s2-2sinhs2sinh(sJ.+p} cosO>+ sinh2 (s}.+p)}£ 
o 

+ (j~ . h '~oo sinh2 (s2 + /1') - sinh2 (s + i)}. 
-- • Slll ft - • 
4na2 {Sinh2 (s + i)}. - 2 sinh (s + i)}, sinh (s). + !l') cosO+ sinh2 (s). + !t')}~ 

o 
Ebenso kommt auf der Kugel E aus der zweiten Gestalt von V (bezogen auf Eo): 

(Jb= - ~_(o·~) = fJ~ 2 sinhft' ~ . . sinh2 ~s), + !,/) - sinh2 sA . ____ • 
4n or r'~ b 4n b ..::.. {smh2s}.-2smhs}.smh (Sl. +fl') cos 0>' + smh2(s 2 + pI)}> 

o 

+ ~o>sinhf.1, ~ __ sinh2 (s). + p) - sinh2 (s + 1) }. . _. 
4 n b- ..::.. {sinh2 (s + 1);. - 2 sinh (s + i)}. sinh (s). + /1) COS{}>I + sinh2 (s;, + !l)}~ 

o 
Besonders einfaehe Werte nehmen die Diehten an den Polen der Kugeln 

an. So ist auf der Kugel A: 

{zugekehrten}p 1 {{}> =O} d' D' ht 01 0 , h ~oo sinh (s). + /1) ± sinhsJ. am 0 e Ie Ie e (J = -- Slll f.1, ----------
abgekehrten {}>=n a 4ora2 {sinh (s). +p)=t= sinhs2}2 

o 

+ (J~_ sinh I ~ sinlJjs). + ,ul ) ± sinh (s + 1) J. 
4ora2 ' fA-..::.. {sinhsJ'+fl')=t=sinh\s+1)J,}2 

o 

1) Fiir r = a, d. h. auf der Kugel A ergibt dies 

2) Fiir r' = b, d. h. auf der Kugel B ergibt dies 
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POISSON hat (1. c. lIe partie, 163) den Fall a = 1, b = 3, c = 5 berechnet, wobei 
er an Stelle der urspriinglich auf den Kugeln vorhandenen Ladungen iXo bez. flo 
die Potentiale Va = 01; bez. Vb = ~~ einfiihrt und mit 4nh bez. mit 4ng be

zeichnet. Er schreibt: 
aa = M h - N g , ab = - M' h + N' g . 

Dabei sind also nach (86 a) : 
00 

M= sinh,u ~___ sinh2is)'+f-I)-sinh2s). 
a ..:;;.; {sinh 2 s ), - 2 sinh S A sinh (s A + f-IJ cos 0> + sinh 2 (s), + ,u')}~ 

o 

.N = + sinh,u '" sinh2 (s + 1) A - sinh2 (S'A + ,u') " 
a ..:;;.; {sinh2 (s + 1) A - 2 sinh(s + 1) A sinh (SA + ,u') cosO> + sinh2 (SA + ,u')l' 

o , 
0> = ° M = 1,6637 N = 1,5595 0>' = 

22 0 30' 1,5735 1,4215 
45 0 1,4032 1,1343 
67 0 30' 1,2684 0,8613 
90 0 1,1850 0,6605 

112 0 30' 1,1374 0,5288 
135 0 1,1110 0,4486 
157 0 30' 1,0979 0,4058 
180 0 1,0938 0,3923 

° I M' = 0,9525 
22 0 30' , 0,6142 
45 0 • 0,421.5 

, 67 0 30' 0,3677 
90 0 0,3526 

112 0 30' 0,3457 
135 0 0,3425 
157 0 30' 0,3411 
180 0 0,3407 

N' = 0,8803 
0,4304 
0,1444 
0,0612 
0,0328 
0,0212 
0,0158 
0,0134 
0,0127 

Nachstehende Abb. 47 illustriert die POISsoNsche Tabelle, indem wieder
wie in Abb.29 und 31 die Dichten, d. h. die Werte M bez. M' fUr das erste 

Abb.47. Die Verteilung der Ladung auf zwei sich influenzierenden Kugeln. 
Ausgezogene Kurve: A auf Potential 1/4:rr:, B geerdet; gestrichelte Kurve: A geerdet, B auf Potential 1/4"". 

Teilproblem (ausgezogene Kurven), und die Werte Nbez. N' fUr das zweite Teil
problem (gestrichelte Kurven) auf den Radien der Kugeln nach auBen aufge
tragen sind. 

Statt, wie vorstehend, durch die Potentiale, kann man die Dichten auch durch 
die Ladungen oder mittleren Dichten ausdriicken, indem man sich der von POISSON 
(Ziff.80) berechneten Werte der qaa, qab, qbb bedient, da ja 

ea = qaa Va + qab Vb = 1,2367· 4nh - 0,7516· 4ng , 
eb = qab Va + qbb Vb = - 0,7516· 4nh + 3,4719' 4ng 

Handbuch der Physik. XII. 29 
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ist. Die mittleren Dichten sind au = ea/4na2 und ab = eb/4nb2. POISSON hat auch 
eine darauf beziigliche Tabelle gegeben. 

Bemerkenswert ist das folgende Verhalten der kleineren Kugel (a = 1): 
Wenn sie mit der groBeren (b = 3) zuerst in Beriihrung war, wobei beiden eine 
Ladung erteilt wurde, so verhalten sich die mittleren Dichten Ou:Ob = 12541:1 
(vgl. Ziff. 84). Werden sie hierauf getrennt, so zeigt die kleine Kugel an dem der 
groBen zugekehrten Pol ({) = 0) ungleichnamige Dichte im Betrage von 
7/100 ihrer mittleren Dichte, wenn der Zentralabstand c = 5, daher der Abstand 
der zugekehrten Pole A = c - a - b = a = 1 ist. Dieses Verhalten hat schon 
COULOMB beobachtet. PLANA hat (1. c.) eine Tafel berechnet, aus welcher hervor
geht, bei welcher Distanz A diese ungleichnamige Dichte am zugekehrten Pol 
der kleineren Kugel, die zuerst mit der groBeren Kugel in Beriihrung gewesen 
war, verschwindet. 

Die Dichten in den zugekehrten Polen der beiden Kugeln sind durch die 
obigen Formeln gegeben, welche im Falle gleicher Kugeln a = b und entgegen
gesetzt gleicher Potentiale Va = - Vb = E/2 die Form annehmen 

E 00 sinh (2S + 1) fJ, 

4na~~o = ',j • sm f[ cos - , 'h hrJ,~ 2 
LJ 2 h 2 ( )'t 

• 0 cos 2s + 1 2' 

worin ft = tt' = ~, coshtt = ~nach (78b), also A = c - 2a = 2a(coshtt -1). 
2 2a 

Nach der COULOMBschen Gleichung ist 4na,~~o = (Q;n)O~o der maximale \Vert 
der Feldstarke auf der Oberflache jeder der Kugeln. RUSSELL gibt (1. c.) (64) 
eine empirische Relation fiir dies en maximalen Wert, der bei Eintritt der 
Funkenentladung an den zugekehrten Polen zweier kugelformiger Elektroden 
herrscht. Es laBt sich daraus auf eine Abhangigkeit von Entladungsspannung E 
und Radius a der Kugeln schlieBen, wahrend nach der Theorie die Entladungs
spannung bei gegebenem A (Schlagweite des Funkens) von der Kapazitat a 
der Kugeln unabhangig sein sollte. 

RUSSELL berechnet schlieBlich die maximale Anziehungskraft zwischen 
zwei solchen Kugeln und schliigt auf Grund dessen ein absolutes Elektrometer 
mit Kugeln anstatt der Platten (Ziff. 47) VOL 

82. Ponderomotorische Krafte zwischen den Kugeln. Urn die pondero
motorischen Kr~ifte zu berechnen, hat man nach Ziff. 45 fUr die Energie: 

2 W = qaa V~ + 2qab Va Vb + qbb V;. 
Die Kraft ist bei Konstanthaltung der Potentiale gegeben durch 

oW -oc 
[vgl. (SOb)]. Bei der Differentiation beachte gemaB (77b), (78b), (80b): 

oJ, c 0/1 coshp/ or/ cosh,u 
oc ab sinh), ' oc asinh?, ' 8C = bsinh},' 

Man erhalt: 

oq"a ~oo 1 {COShlt',sinhSA } --' = -,--"",--- - s cosh (sA + tt) oc sinh2(sJ, + II) sinh?, . 
1 

0J a b = ~_! ,{ _ cosh It • cosh pI _I' s cosh S I,} (87) 
(I c ...:::.. sinh S ), sinh?, sinh sJ. ' 

1 

Oqb. _~oo 1 {COShp.sinhS;, (1 .)1 
',,-- - -;--h'2 ( , I- -')' - h'}-- - s cosh s /I, + ,it J-u C SIn SA - /' sm. 

1 
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Lord KELVINl) berechnet den Fall gleicher Kugeln, a = b = 1, C > a + b = 2, 
wenn Va = V, Vb = 0, welchen Fall SNOW HARRIS in Phil. Trans. 1834 experimen
tell untersucht und als im Widerspruch mit dem COULoMBschen Elementar
gesetz befindlich gefunden hatte (vgl. Ziff. 15). Man findet die Kraft wegen 

, A. 
ft = ft ="2 zu 

..!.. oq •• V2 = V2 cosh 3:. ~ 1 {SinhSA. _ s cosh(s + i) A.} 
2 oe 2 2"';;:;;' sinh2 (5 + i) A. sinhA. coshtA. 

1 

_ 2 h A. V2~oo ( sinhA. )2 ssinh(s + 1)A.-(s+1)sinhsA. _- cos- o 

2 sinh(s+1)A.+sinhsA. 4 inh' . h2 A. 
1 S A~ -

oop 2 

= - C V2 ""'--.!.. "';;:;;'Q: ' 
1 

worin gesetzt ist: 
p _ s sinh (s + 1)A. - (5 + 1) sinh sA. 
.- A.' 

4 sinhA. sinh2"2 
Q _ sinh (s + 1) A. + sinhd 

• - sinhA. • 

Es ist c = 2 cosh ~ nach (77b). Man findet: 

Pl=1, Ql=c2-1; P2=2c2-3, Q2=(c2-2)Ql-1=c4-3c2+1 usf. 

Wichtiger ist der Fall der Konstanthaltung der Ladungen. Man berechne nach 
(50a) und (48a) die Potentialkoeffizienten in 

wo 

Va = Paaea + Pabeb, 
Vb = Pab eb + Pbb eb, 

P qbb P qab P q •• 
aa = A' ab = -A' bbA' 

und findet die Kraft jetzt zu oW 
-7fC 

KELVIN hat fiir den Fall a = b Tabellen gerechnet. 
Wir geben einen Auszugund eine VervollsHindigungnach JEANS2): a = b = 1. 

I q •• = qU [ 

, 

I Pu = pu· c -.!. oq ... I Oq.b 
+P.b 

lop •• OP.b (~)GleiCh--q.b eo +--2 oc 2 oc eb gewicht 

2 00 

I 
00 00 I 00 0,722 0,722 00 I 

O'~31 1 
2,1 1,584 0,882 1,138 ! 2,349 0,915 0,509 0,154 I 0,391 
2,2 1,431 0,724 0,529 

I 
1,127 0,939 0.475 0,083 I 0,305 0,294 

I 
2,3 1,348 0,634 0,329 0,727 0,952 0.448 0,054 0,243 0,236 
2.4 1,293 0,572 0,231 0,529 0,961 I 0,425 I 

0,039 0,206 0,199 
i 

I 
2,5 1,253 0,525 0,174 0,413 0,968 0,406 0;030 0,181 0,169 
2,6 1,222 0.488 0,137 0,335 0,973 ! 0,389 0,023 0,861 0,145 
2,7 1,198 0.457 0,111 0,282 0,978 0,373 0,018 0,147 0,128 
2,8 1,177 0.431 0,092 0,241 0,981 0,359 0,015 0,134 0,113 
2,9 1,160 0.409 0,077 0,210 0,984 0,346 0,012 0,123 0,100 
3,0 1,146 0,389 0,066 0,186 0,986 0,335 0,010 0,115 i 0,089 
3,5 1,099 0,317 0,0344 0,114 0,993 0,286 0,00437 0,0825 . 0,053 
4,0 1,072 0,269 0,0207 0,079 0,996 0,250 0,00216 0,0628 1 0,034 
5,0 1,044 0,209 0,0096 i 0,048 0,998 0,200 1 0,00065 0,0401 0,016 , 
6,0 1,030 0,172 0,0053 0,031 ! 0,999 I 0,167 : 0,00026 0,0278 . 0,009 
00 1,0 ° ° I ° 1,0 , ° ; ° ° ° 

1) Lord KELVIN, Reprint S.22. 
2) J. H. JEANS, Electricity, S.199. 

29* 
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Die Kraft ist gegeben durch 

~ ()q.a (V2 + V2) + B q.b V V 
2 Be a b Be a b 

oder durch 
_ ~ B P •• (e2 + e2') _ ?.}ab e e • 

2 Be a b Be a b 

Wenn a = b nicht gleich Eins, sondern gleich r sind, so multipliziert sich der 

erstere Ausdruck mit ~ = 1, der letztere mit _1_ = ~, da dann auch emit r, r r· r , r, 
ebensc> wie die Kapazitaten qaa = qbb mit r, die Potentialkoeffizienten dagegen 

mit ~ sich multiplizieren. 
r 

Wollen wir den letzteren Ausdruck mit dem COULoMBschen Gesetz ver-

gleichen, so haben wir e. :b zu bilden. Der Einfachheit halber nehmen wir 
, e' 

ea = eb = 1 und haben: nach COULOMB ;2' nach KELVIN ~(- B t;b) - 2. ~ B t;a] . 

Kraft nach c =2 2.1 2.2 2.3 2.41 z.51 2•6 '12.7 I 2.812.91 3,0 1 3.5 14.0 I 5.0 1 6•0 
Coulomb 0,25000,2270.2071°,1891°,1740.1600.15°1°,1371°.128 0, 1190.111,,0.08164 0,06251°,04 0,0278 
Kelvin 0.1538:0,145:°,139,0,1351°,1280,1210,115 0.1110,1041°,09910,095'0,0738 ,0,0585,0,03880,0273 

Die Abweichungen yom COULoMBschen Elementargesetz infolge der storenden 
Influenz sind also selbst bei Entfernungen, die das Sechsfache des Halbmessers 
betragen, merkbar. 

Die Ausdrucke fur die Kraft konnen geschrieben werden: 

2mVaVb-lV~-nVL 

bez. 

Sie werden Null, wenn 

bez. 

2m= 

2q = _~P·b 2P= 
8e ' 2r= 

Dann tritt Gleichgewicht ein, d. h. die Anziehung infolge der .Influenz
ladungen halt der AbstoBung infolge der Eigenladungen die Wage. FUr gleiches 
Vorzeichen und ein bestimmtes Verhaltnis der Ladungen wird also bei ganz 
kleinen Distanzen die Anziehung uberwiegen, bei einer gewissen mittleren 
Distanz ist die Kraft Null, und fUr groBere Distanzen tritt AbstoBung auf. Das 
Gleichgewicht in dieser mittleren Distanz ist also labil, die Energie Wist ein 
Maximum. (Umgekehrt ware sie ein Minimum bei Konstanz der Potentiale 
anstatt der Ladungen.) Das betreffende Ladungsverhaltnis im Falle a = b 

e. q _ ]I q2 _ p2 P 
e;; = - -P---- =: q + ]I q2 _ p'i. 

findet sich als letzte Kolonne in der vorletzten Tabelle. 
Bei Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens besteht naturlich standig 

Anziehung und gibt es keine Gleichgewichtslage, 
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RUSSELLI) gibt folgende Reihen bei gleichen Kugeln a = b fiir die Kraft; 

( a6 a8 ) eaeb 
,1 + 15 c6 + 54c8 + ... IT 

( a3 as a7 ' a9 all .) e~ + eg 
- 2 c3 + 3 c5 + 4(Ji + 25 C3(C2 _ ai)3 + 75 C5(C2 _ a2)3 + ... -c-2-

bei konstanten Ladungen ·bez. bei konstanten Potentialen: 

~--:-~----- + ... V Vb ( a2 at a6 a8 ) 
,c2 -4a2 c4 c6 c8-4c4a4 a 

- (C(C2~4a2).--'- C«(;3 _a~a(2)2 -"')(V! + V~). 
Als Korrektur zum COULOMBSchen Gesetz fiir endliche GroBe der Kugeln 

folgt hieraus in erster Naherung: 

anstatt (SS) 

Bei gleichen Ladungen ea = Cb = e ergibt dies: 

anstatt (SS~) 

Bei entgegengesetzt gleichen Ladungen ea = -eb = e: 

anstatt (SSP) 

Die erstere Korrektur (8S~) ist notwendig, um mittels der COULOl\:lBschen Dreh
wage (Ziff.15) absolute Ladungen zu messen [vgl. das von BEER2) aus den 
elektrodynamischen MaBbestimrrmngen von WEBER und KOHLRAUSCH ent
nommene Beispiel]. 

83. Zwei sich beriihrende Kugeln3). Bisher war der Fall der Beriihrung 
der Kugeln durchaus ausgeschlossen worden. Dann wird namlich der Zentral
abstand e gleich der Summe der Radien a + b, daher nach (77b) , (7Sb), (SOb) 

A=/-t=/-ti=O. 

Die Reihen (S2) fUr die Kapazitatskoeffizientcn nehmen die Werte 0/0. an. 
Es versagen auch die dipolaren Koordinaten (Ziff. 78),da keine deF Kugeln 
It = konst. eine andere Kugel /-t' = konst. beriihrt oder schneidet. Es lassen 
sich aber mittels des Grenziibergangs 

c = a + b + l ~2 , wo ~ --+ 0 

die unbestimmten Werte % berechnen. Man findet zunachst: 
a+b b 

A""~' ,/-t=~. , 
Va.b(a+b) Va.b(a+b) 

Ferner muB selbstverstandlich das Potential der beiden Kugeln gleich sein: 

0(0 = (J~ = V. 
a b 

1) A. RUSSELL, Proc. Phys. Soc. Bd. 35, S.25. 1922. 
2) A. BEER. Elektrostatik. S,95. 1865. 
3) Vgl. auch A. RUSSELL, Proc. Phys. Soc. Bd. 37, S.282. 1925: The electrostatic 

capacity of two spheres when touching one another. Hier wird gezeigt, daB z. B. lognat 7 
die Summe der Kapazitaten von 3 sich beriihrenden Kugelpaaren ist, deren Radien bez. 
1 und i, ~ und ~. ·k und 1 sind. 
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Damit ergibt sich aus (79) und (81): 
ab 

tX. = V b + s (a + b) , 

s = 0,1,2, 

I V ab 
tX. = - s (a + b) , 

s = 1, 2, ... 

Daher folgt die Gesamtiadung: 

R __ V ab 
('.- s(a+b) 

s = 1, 2, ... 

P' - V ab 
• - a+s(a+b) 
s = 0, 1, 2, ... 

Ziff. 83. 

(89) 

ea = i: tX. + i: tX~ = vIa + a a: b i:( 1 b -; )) , (90) 
o 1 1 s+ a+b 

=V{a+ a~b[lp(O) -lp(a~b)]}' 
eb = i: P~ = i: P. = V {b + a ~ b [11' (0) - 1jJ (a ~ b)]}' 

o 1 

Hierin ist gesetzt d d 
1jJ(x) = dxlnlI(x) = dxlnr(x + 1) 

(gew6hnlichere Schreibweise: 11' (x) = ddx In r (x»). Es ist also nach der EULER

GAussschen Definition der Gammafunktion 

lp(x) = lim {lognat n __ 1 ____ 1 __ ... __ 1_}. 
n-+-oo X + 1 x + 2 x + n 

Insbesondere 

1jJ(0) = lim {lognat n - ~ - ~ - ... -~} = -C = -0,57721 
n-+-oo 1 2 n 

(EULERsche Konstante). 
Man beachte die Regeln: 

1jJ(x) = 1jJ(x - 1) + ~ , 
11' ( - x) = 11' (x - 1) + n cotang n x • 

Infolgedessen kann man auch schreiben 

ea = V a a: b {1p (0) - 11' ( - a ~ b)}' 1 
eb = V ~{1p(0) _ 'I/,( __ b )} 

a+b a+b 

und fUr die Di£ferenz der Ladungen: 
:n:b :n:b 

ea - eb = Va a + b cotang a + b' 

(90a) 

Wir berechnen die Grenzwerte von ea und eb, wenn die Kugel B unendlich klein 
wird (b-Jo. 0). Aus (90) folgt ffir b-Jo. 0: 

ea -Jo. V· a, 
d. h. die gleiche Ladung wie eine einzelne Kugel. Die Beriihrung mit einer 
unendlich klein en Kugel hat keinen EinfluB auf die Ladung der beriihrten 
Kugel. Aus (90a) ergibt sich ferner durch TAYLOR-Entwicklung: 

eb -Jo. V a (~)2 [d1fJ (X)] • 
a dx ",=0 
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Man findet aber leicht 

d1p(x) 1 1 1 
---a:x = (x + 1)2 + (x + 2)2 + (x + 3)2 + 

also 

Somit 
eb -> Va ( : r ~~ . 

Berechnet man die mittleren Dichten 

so findet man m der Grenze b --+ 0 
_ V 

4no ->-a a 

und 

und 
_ T7 ;rr;2 

4n 0b --+ -.-. 
a 6' 

455 

d. h. die mittlere Dichte auf einer sehr kleinen Kugel, mit der eine geladene 
Kugel beruhrt wird, ist unabhangig von der GroBe a dieser Kugel und betragt 
n 2j6mal der mittleren Dichte der geladenen Kugel. Daher ist es moglich, mittels 
einer unendlich kleinen Pro bekuge 1 die Dichteverteilung auf einer Kugel, 
und wenn dieses Resultat auf einen Leiter beliebiger Gestalt ausgedehnt werden 
dad, auch auf einem solchen festzustellen. 

Man sieht, daB die Ladung auf der kleineren der beiden Kugeln, z. B. B, 
wcnn b < a, stets kleiner ist als die del' groBercn Kugel. Di~ mittlere Dichte ist 
gleichwohl auf der kleineren Kugel stets groBer l ) , da fUr 0 <b< a 2) 

COULOlVIB 3) hat diesbezuglich genaue Versuche angestellt. Nachstehend 
eine Vergleichung seiner RJsultate mit den Rechnungen POISSONS: 

Verhaltnis der Radien 
der groBen und der kleinen 

Kugel a: b 

1 
2 
4 
8 

00 

Verhaltnis der 
beobaehteten mittleren 

Dichten Ca: a: 
eb: b" 

1 
1,08 
1,30 
1,65 
2 (geschatzt) 

Dasselbe nach 
den Rechnungen 

PUISSONS 

1 
1,16 
1,32 
1,44 
1,65 = ",2/6 

84. Die Dichteverteilung auf zwei sich beruhrenden Kugeln. Der Grenz
ubergang von Ziff. 83 liefert aus (86a) fUr die Dichte auf zwei sich beruhrenden 

Kugeln, wenn ~o = ~~. = V das gleiche Potential der beiden Kugeln ist: 

V 1 2 ~ . 2sc + b ~ 2sc - b I 
Oa=4-;"a 'I + b -4-' {b2+2S-~(b+sc) (1-=-COS&)}~ - b2 -4-' {b2+2~(=b+sC)(1-~;-;&)}~ , 

worin c = a + b ist. 

1) In Ubereinstimmung mit Ziff. 27. Die Kriimmung auf der kleincn Kugel ist grafter. 
2) Wenn b = a wird, ergibt sich aus (90): 

e = eb = Va 11 +~ ~ ..1_ - ~- ~...!..) = Va {1 - ..!.. + ~. - -41 + .. . 1J = Va lnat 2. 
a 2~ 1 2~S 2 3 

1 S + ... 1 
2 

3) CR. COULOMB, :\116m. de l' Acad. de Paris 1787, S. 425. 
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Fiir -& = 0 (Beriihrungspunkt der beiden Kugeln) versagt diese sonst 
konvergente Reihe. Aber es ist fur den Beruhrungspunkt als einspringenden 
Doppelpunkt der aus den zwei Kugeln bestehenden Niveauflache nach Ziff. 27 
und 65 ohne weiteres klar, daB die Dichte dort verschwinde t. 

Fiir den anderen Pol -& = ',TC findet man maximale Diehte: 

a:o = 4:a 11 - 8b3C.$ {4S2C: - b2}l 
Auf der anderen Kugel (Radius b) bekommt man die Werte von 0b, indem man 
in Oa b und a vertauscht. Hieraus ergibt sieh, wenn der Radius b -4- 0 (unendlich 
kleine Kugel): 

0180 _ ~ laB ~ 1 _ a2 ~ 1 I 
b -4:;rb + (2sc+a)2 +{2(s+t)c-a}2 

v 21 ~ 45b ~2(25+2)bl 
-4- 4:;rb a - + (25 + 1)3 a3 + + (25 + 1)3 a3 

V ~ 1 V 
= 4:;ra 4~ (25 +1)3 = 4:;ra 4,20721 , 

o 

wiihrend limo~80 -4- 4V ist. Die maximale Diehte auf der (unendlich) kleinen 
b-+o :;ra 

Kugel erreicht also das 4,20721 fache der Diehte auf der groBen Kugel, wahrend 
die mittlere Diehte (Ziff. 83) auf der kleinen Kugel das ',TCBj6 = 1,65 fache ist. 
COULOMB!) hat die Verteilung der Diehte auf zwei sieh beruhrenden Kugeln 
experimentell bestimmt und POISSON hat sie nach den obigen Formeln berechnet. 
In folgender Tabelle ist die Diehte auf der groBeren Kugel gegeben: 

Radius a = 4 Zoll 
Radius b = 4" 2" 1" 

{} = 30° 
60° 
90° 
180° 

(Ja = 0,21 (0,171) 
0,80 (0,746) 0,59 (0,556) 
1 (1) 1 (1) 1 (1) 
1,05 (1,140) 1,33 (1,35) 1,43 (1,67) 

Die Dichte ~ fur 90 0 ist gleich Eins gesetzt. In Klammern steht die Berechnung 
POISSONS. 

Andere Versuche COULOMBS2) betrafen die maximale Dichte 0~80 der 
kleineren Kugel: 

Radius a = 1 Zoll 
Radius b = 1" i" 1" Null 

(J~80= 1,27 (1,322) 1.55 (1,834) 2,35 (2,477) 3,18 (3,087) 4 (4,207) 

Hier ist die Dichte auf der groBen Kugel Oa = 1 gesetzt; in Klammern steht 
die Berechnung POISSONS. Der Wert fur Null ist von COULOMB extrapolie.rt. 

SchlieBlich folge eine von PLAN A 3) berechnete Ta belle: Radius der groBeren 
Kugel a = 1. Potential beider Kugeln V = 1. 

1) CR. COULOMB, Mem. de I'Acad. de Paris 1787, S.437. 
2) CR. COULOMB, 1. c. S. 457. 
3) PLANA, Mem. Turin II, 7, S. 71. 1845. 
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Radiusder Laduug der Laduug Kapazitllt beider \ Verhaltnis ') Verhaltnis der Maximale Dichte 
kleinen der kleinen derLadun- mittleren 
Kugel b groJ3en Kugel e. Kugel eb Kugeln eo + eb gen ell: ea Dichte ub : G. 4:to::ax 4:na:'Q.Z 

1 I 0,69315=ln2 10,69315 1,38629=21n2 1 1 0,91588 0,91588 
0,9 0,72108 0,59777 1,31885 0,83 1,02344 0,92939 1,00074 
0,8 0,75116 0,50496 1,25612 0,67 1,05037 0,94239 1,04332 
0,7 0,87267 0,41459 1,19726 0,53 1,08107 0,95477 1,22401 
0,6 0,81629 0,32831 1,14460 0,40 1,11721 0,96628 1,39407 
0,5 0,85161 0,24700 1,09861 0,29 1,16017 0,97474 1,56260 
0,4 0,88809 0,17228 1,06037 0,19 1,21241 0,98547 1,73751 
0,3 0,92466 0,10632 1,03098 0,11 1,27757 0,99244 2,12645 
0,2 0,95903 0,05214 1,01117 0,05 1,35906 0,99718 2,56949 
1,0 0,98724 0,01458 1,00182 0,015 1,47666 0,99955 3,21145 
0,05 1,99640 0,00387 1,00027 0,004 1,55038 0,99999 3,66106 

31: 
0 1 0 1 0 1,64494=6 1 4,20721 

85. Ponderomotorische Kriifte zwischen zwei sich beriihrenden Kugeln. 
Die Methode des Grenziiberganges aus (87) nach Ziff. 83 versagt hier. Lord 
KELVlN2) hat die hier einzuschlagende Methode angegeben. Aus (79) und (81) folgt 
zunachst durch Grenziibergang nach Ziff. 83 fiir die einzelnen elektrischen Bilder: 

V ab R V ab IX' = _ V ab R' ab 
a.= sc+"b /-'.=- sc s se /-'s=Vse+a 

se b = b (s - 1) e + b , (s - 1) e + a b' = b~ 
as = a se + b S se a, = a se • se + a 

b(s+1)e c_bs=a se + b c_a'=b se + a c_b'=a(S+1)e 
c - as = se + b se' se 8 sc + a 

s=0,1,2 ... s=1,2... s=1,2 ... s=0,1,2 ... 
Daraus berechnet sich die ponderomotorische Kraft nach Lord KELVIN einfach 
nach dem COULOMBschen Gesetze durch Doppelsummen iiber die Kraftwirkungen 
samtlicher Bilder IX. und IX~ auf die Bilder fl. und fl~, mithin: 

0000 R (i' 'R 
"'" "'" 01,1-"+1 + 01, , + 01.+ 11-',+1 
~ ~ (e - b'+l - a,)2 (e - ~ - a.)2 (e - b,+~- a~+lJ.2 
8=0 t=O OI~+lP; _ 2 "'" "'" (t + 1) c • (s c + b) 

+ (e - b; - a~+1)2 - + V ~ ~ - [b + (s + t + 1)e]2 

+ S!c _+ a) • (se + b) + (s + 1) • (t + 1) _ (s + 1) e· (et + a) 
e2(s+t+1)2 (S+t+2)2 [(s+t+1)e+2]2' 

Man beachte, daB im Nenner bei jeder dieser vier Doppelsummen das Quadrat 
der Summe der beiden Faktoren des Zahlers steht. 

Lord KELVIN berechnet den Fall a = b = 1, c = 2. Man erhiilt: 
+ vz "'" "'" _ (2t+2) (2S+1) + ~_t±~LQ.S+1) + (2S+2) (2t+2) _ (2S+~ (2t-t1~ 
~ ~ (2S + 2t + 3)2 (2t + 2s + 2)2 (2S + 2t + 4)2 (2S + 2t + 3)2 

eine nur bedingt konvergente Doppelreihe. Statt dessen kann man schreiben 
00 00 .1 tln~ 

V2~~(_)m+n (mm~:)2 =VZJdt(1+ ~)4 = 
111=1 n=1 0 

_ 2 1 3 t2 + t3 1 1 t 11 
- V I - -6 1n t . (i-+ t)3 + 6 1n (1 + t) - 6 (1 + t)2 0 

= :2 {In 2 - i} = V2. 0,073858. 

1) Diese Spalte ist von uns hinzugefiigt; sie zeigt, daD die Ladung zwcier sich beriihrender 
Kugeln sich im allgemeinen 11 i c h t im Verh5Jt11is der Radien (Eigenkapazitaten) verteilt. 

2) Lord KELVIN, Reprint S. 94. 
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Da andererseits nach Ziff. 83 (FuBnote) in unserem Faile a = b 

ea = eb= a VIn 2 = a V· 0,69315 

Ziff. 86. 

ist, so folgt fiir die ponderomotorische Kraft im Faile a = b = 1, c = 2 

6(l~2)2{In2 - ·H = (2,;;0)2 = e2 • 0,1538. 

Nach COULOMB berechnet, ware 
e2 

22 = e2 • 0,25 . 

Diese Verkleinerung der COULOMBschen Kraft ist die Folge der ungleichformigen 
Verteilung der Ladung. Sie wirkt wie eine VergroBerung der Entfernung von 
2 auf 2,55. 

RUSSELLl) gibt eine Berechnung der ponderomotorischen Kraft zwischen 
zwei sich nahez u beriihrenden KugeIn. Wenn der Abstand der OberfHichen 
c - a - b = LI klein gegen a und b ist, findet er fur die Kraft: 

_ (Va - Vb)2ab {1 + a2 + b2 - ab d In((a + b) A) + (2a2 + 2b2 + ab) A} 
4A(a + b) 3ab(a + b) 2ab 18ab(a + b) 

- a26~ab: ~)~b {VJ ( - a ~ b) V; + VJ (- a ~ b) n - 2Va VbVJ (O)} 

- :~~a;b~~ {VJ' (- a ~ 6) V; - VJ' (-li ~ b) n} 
ab 

- 6(a + W Va Vb' 

Fur kleines LI findet man: 
(Va - Vb)2ab 

4A(a + b) , 

d. h. stets Anziehung, wenn Va nicht genau gleich Vb ist. Nur bei strenger 
Gleichheit der Potentiale (wie z. B. bei der Beriihrung) besteht AbstoBung. 

1m Faile a = b hat man: 

_ (Va - Vb)2. a{1 _ ~ 1 - 121J! (0) + .!.~ln~} 
8.1 a 36 6 a a 

+ (V~ + n) In2 - t 
a b 12 . 

Dies liefert mit Va = Vb den KELVINschen Wert (vgl. oben): V2 0,07)858. 
1m Faile a = 3 b hat man mit Va = Vb aus der fruheren Formel V 20,0430; 

schlieBlich im Faile a ~ b den Wert Null. 

1) Das Ellipsoid. 
Bisher war nur von kugelformigen Leitern die Rede gewesen; wir wenden 

uns nunmehr zu Leitern von ellipsoidischer Gestalt. 
86. Gleichgewichtsverteilung auf einem dreiachsigen Ellipsoid. Wir be

trachten ein einzelnes dreiachsiges Ellipsoid, dessen OberfHiche ge1aden ist. 
Wenn Gleichgewicht herrscht, muB die Wirkung der FHichenbelegung auf einen 
beliebigen Punkt P im Innern (Abb.48) verschwinden. Man zedegt nach dem 

1) A. RUSSELL, Proc. Phys. Soc. Bd. 35, S.24. 1922. 



Zif£. 86. Verteilung auf einem dreiachsigen Ellipsoid. 459 

Vorgange NEWTONS bei der KugelfHiche (vgl. Abb.1) die OberfHi.che durch lauter 
kleine Doppelkegel mit dem Scheitel in P in entsprechende Paare von FHichen
elementen dtl' dt2' Wenn die Wirkung eines 
jeden solchen Paares in P sich aufhebt, so 
ist die Gesamtwirkung sicher Null. Wenn es 
also moglich ist, eine Gleichgewichtsverteilung 
mit der Dichte a anzugeben, welche diese 
Bedingung erfiillt und dabei von der Lage 
von P unabhangig ist, so ist sie, da es nur 
eine einzige Gleichgewichtsverteilung gibt, die 
Losung des Problems. Jene Bedingung ist aber 

\ 
\ 

\ 

\ 

\ 
\ 

erftillt, wenn 
Abb. 48. Gleichgewicht auf der Oberfliiche 

eines Ellipsoids. 

oder, wenn n1 bez. n2 die Normale auf dtl bez. dt2 bedeutet: 
/11 /1a 

cos(n1r1) = COS (nara) • 

Das Ellipsoid habe die Gleichung: 

Hieraus ergibt sich 

worin 

x 
cos(nx) = 2P, a cos(ny) = tzP, 

1 1/ X2 y2 Z2 

p= V a4 + b4 +C4 

z 
cos (nz) = 2 P , 

C 

(91) 

gesetzt ist; P ist die Lange des Perpendikels, das yom Ursprung der Koordinaten M 
(dem Mittelpunkt des Ellipsoids) auf die in x, y, z das E1lipsoid tangierende 
Ebene gefiillt ist. Somit ergibt sich: 

cos(n11'1) = cos (nIx) cos (1'lx) + cos (n1y) cos (1'1Y) + cos (nlz) cos (1'lz) 

= PI {X!. Xl - X 2 + Y1 Y1 - Y2 + ~ Zl - za} 
a 1'12 ba 1'12 Ca 1'12 

_ PI {1 _ X 1 X 2 _ YIY2 _ zl Za} 
- 1'12 a2 b2 c2 ' 

Ebenso findet man: 
cos (n21'2) = P2 {1 _ XI X a _ YIY2 _ ZI Za}. 

1'12 a2 b2 c2 

Hierin bedeutet 1'12 = 1'1 + 1'2 die Entfernung der Oberflachenpunkte 1(dtl) 
und 2(d!2). Die Bedingung (91) ist also erftillbar, wenn 

a = konst .. P, (92) 

und zwar gilt dies fUr jeden beliebigen inneren Punkt P. Daher gibt (92) 
die Gleichgewichtsverteilung auf einem einzelnen dreiachsigen Ellipsoid: Die 
Dichte in irgendeinem Punkte seiner Oberflache ist dem Abstand der zugehorigen 
Tangentialebene yom Mittelpunkt proportional. 

Zur Bestimmung der Konstante in (92) sei e die Gesamtladung des Ellipsoids. 

Man hat e = fad! = konst.f Pdf = konst.3 v = konst.· 4~abc, 
da tPdt das Volumen des tiber dt mit dem Mittelpunkt als Scheitel errichteten 
Kegels ist. Also e 

konst.=4-b na C 

und e 
u=4nabc P. (92 a) 
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87. Berechnung des auBeren Potentials der in Ziff. 86 berechneten Gleich
gewichtsverteilung. Wir beweisen zunachstl), daB die AquipotentialfHichen zu 
der Verteilung (92a) konfokale Ellipsoide sind. 

Wir betrachten (Abb.49) einen Punkt P auf dem Ellipsoid E 
x2 y2 Z2 

a2 + b2 +c2 - 1 

und einen Punkt P' auf dem konfokalen Ellipsoid E' 
X'2 y/2 z'2 

-a2 + }, + b"+X + -[;2+T - 1 = 0 

die, wenn a'2 = a2 + A, b'2 = b2 + A, C'2 = c2 + A 
bedeuten, durch folgende Transformation T zu
sammenhangen: 

Abb.49. Transformation zweier konfokaler 
Ellipsoide ineinander. x' 

a' 
y' 
17 

y 
b ' 

Z 

C 
(T) 

Wenn Q, Q' ein zweites bei dieser Transformation sich entsprechendes Punkte
paar sind, so kann man leicht beweisen: 

P<l=P'Q. 
Wenn nun das Ellipsoid Emit der Menge e geladen ist, hat es nach (92a) die 
Dichte e 

a = 4;;:ibc p, 
und wenn das Ellipsoid E' statt dessen mit e geladen ist, hat es: 

I e I 

a = 4 Jra'b'c' p . 
Wir betrachten zwei Elemente dt in P (Abb.49) und df' in P', die durch die 
Transformation T sich entsprechen. Konstruiert man aus dem gemeinsamen 
Mittelpunkt beider Ellipsoide die Kegel, welche dt bez. df' projizieren, so ver
halten sich deren Volumina: 

P'df': pdt = a'b'(/: abc. 

Somit folgt fUr das Verhaltnis der Ladungen auf d t' und d j: 

a'df':adj = a/~;cldf': afc-df = 1. 

Oder: die Ladungen auf den durch die Transformation T sich entsprechenden 
Elementen dt und df' sind gleich. 

Berechnet man also das Potential V, das E in einem Punkt Q' von E' erzeugt, 
so hat man j. 0 

V= dt-i , 

wo rdie Entfernung irgendeines d j des Ellipsoids E, z. B. des d t in P, von dem 
Punkte Q't also r = PQ', bedeutet. Berechnet man anderseits das Potential V', 
das statt dessen E' (mit e geladen) in dem Punkte Q des Ellipsoids E, der Q' durch 
die Transformation T entspricht, erzeugen wiirde, so hat man 

V' =j-dt' o~ r' , 

wo r' = P'Q die Entfernung des dem dt entsprechenden Elements d/', also z. B. 
des df' in P', von Q bedeutet. 

1) Vgl. GRINWIS, Wiskunclige theorie cler wrijvings electriciteit, S.60. litrecht 1869. 
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Nach dem vorhin Bewiesenen ist aber a'df = adl und P'Q = r' = PQ' = r 
und daher: V=V', 

Das Potential V' muB aber in allen Punkten von E konstant sein, da sie innere 
Punkte des geladenen Leiters E' sind. Also ist auch das Potential V in allen 
Punkten des konfokalen E' konstant oder: jedes konfokale Ellipsoiq.E' ist 
eine Aquipotential£Hiche von E. E' 

Wir berechnen jetzt den Abstand des kon
fokalen Ellipsoids E' von E, wenn in der Gleichung 
von E' x2 ,,2 Z2 

a2 + J. + b2 +). + c2 + ). '- 1 = 0 

A. eine sehr kleine GroBe d ft ist. Dieser Abstand ist 
Iangs der N ormalen n irgendeines Punktes P von E 
(Abb. 50) zu messen. Es sei dn seine Lange, und 
Xl' Y1' Zl seien die Koordinaten von PI' dem End- Abb. 50. Abstand zweier konfokaler 

f 6 Ellipsoide. 
punkte von dn. Man findet leicht (vgl. Zif . 8 ) 

% 
Xl = X + -2' • P • d n, a Y1 = Y + b2 • p. dn, 

Z 
Z = Z +' -.-.. P . d n 1 c2 ' 

wobei 2 2 2 
X, + ._"_' _ + _z_,_ -1 - 0 

a 2 +dft b2 +dlt c 2 +df/ -

und d ft sehr klein ist. Hieraus: 
1 

dn = dfL' 2P' 

(lV 
Aus der COULOMBschen Gleichung 4na = -'1- und aus (92a) folgt dann fUr 
die Abnahme des Potentials von E zu E': en 

dV = -4nadn = -4n. ~. dft = _ ___ e_ dft. 
4nabc 2P 2abc 

Geht man von E' zu einem zweiten konfokalen Ellipsoid E" weiter, so hat man 
'wieder eine Abnahme des Potentials 

e e 
dV = - -,~d", = -. -~--'-_-_:-_ .. "= --=-== d,L, 

2a b c 2y(a2 + It) (b2 + tt) (c2 + It) 
da ja das mit e geladene E in seiner Wirkung nach auBen durch das mit e ge
ladene E' (Aquipotential£lache zu E, nach dem GREENschen Aquivalenzsatz 
(Ziff.66) ersetzt werden kann; es treten dann einfach a', b', c' an Stelle des friiheren 
a, b, c, also a' = -ya2+i usw., wofUr wir lieber -ya2 + ft usw. schreiben. So 
fortfahrend, erhaIt man fUr die Abnahme des Potentials von E bis zu E (A.), wo A
ein endlicher Wert des Parameters ft ist 

). 

V E - V().) = ~f dft , 
2 y(a2 + It) (b2 + It) c2 + ft) 

o 
indem A. = 0 dem Ellipsoid E entspricht. Oder 

;. 

V V e r dft 
/ (I.) = E - 2, y(a2 + ft) (b2 + fti (c 2 + fl) . 

o 
Da im Unendlichen das Potential verschwinden solI, hat man 
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so daB schlieBlich fur das auBere Potential des mit e geladenen Ellipsoids A = 0 
sich ergibt: 00 

V = V(J,) = !-.f dP. (93) 
2 V(a2 + ,n) (b2 + p) (e2 + ,u) 

A 

88. Kapazitat des Ellipsoids und seiner Ausartungen. Aus Ziff. 87 
ergibt sich fur das auf dem Ellipsoid E selbst herrschende Potential 

V - e f ==c~d=p=. =;=::=;0== 
E - 2 V(a2 + (1) (b2 + p) (e2 + I') 

o 

und hieraus fur die Kapazitat des Ellipsoids: 
C= __________ 2 ________ _ 

Joo dp 

V(a2 + p) (b2 + p) (e 2 + p) 
o 

Wir spezialisieren jetzt die Formel (94) in verschiedenen Fallen. 

ex) Kugel (a = b = c) : 

2 f dp 1 2 1
00 2 

C = {a2 + p}~ = - Va2 + I' 0 = a
D 

(94) 

C = a [vgl. Ziff. 29, Formel (23)]. 

fJ) Gestrecktes Rota tionsellipsoid a> b = c (ya 2 - b2 = t): 

~_ [ap =~Iln -V~-I 1= =~lna+f 
C - JV a2 + p (b2 + p) f Va2 + p + lot a - f 

o 

~ - ~ln,!-+j 
C - 21 a - f' 

Hieraus folgt £iir em nahezu spindelformiges Rotationsellipsoid b <i( a 

~CX)~ln2a 
Cab 

(94a) 

[vgl. (36) £iir den sehr dunnen KreiszylinderJ, 

so daB fUr eine Dicke b -+ 0 auch die Kapazitat C -,. 0 geht. 

y) Abgeplattetes Rotationsellipsoid a = b > c: 
00 

2 = r dp = 2 1 arctg l/e2 + ,Lt 1
00 = 2 arccotg c 

C )(a2+1')VC2+1' Va2-c2 ra2- c2 o Va2 -c2 Va2-c2 
o 

1 

C 
c 1 C 

arccotg / = V arccos-. Va2 - c2 ) a2 _ c2 a2 _ c2 a 

b) Kreisscheibe (a = b, c = 0). Aus (94b) folgt fur c = 0: 
1 1C 

C 2a oder C=2a =_a_ 
1C 1,5708 . 

E) Elliptische Scheibe (a> b, c = 0). Aus (94) folgt: 

(94b) 

(94c) 



Ziff. 89. Ausartungen des Ellipsoids. Kreisscheibe. 

Hier ist K das vollstandige elliptische Integral erster Gattung modulo 

L=~ und . a a a Sln!p = ,/_. 
va2 +!' 

C = ~ (mod ~ = va2
: bl Also 

(94d) 

Wenn t = 0 oder a = b, wird K = ~ , und man erMlt wieder (94c). Wenn f ~ a 
(geringe Exzentrizitat), wird 

:n: ( 1 f2 ' 
K c-0 2: 1 + 4" a2 + ... ) 
~'-"'J2.(1 _.!..t + .. . )"",2.V1 f2 = 2.1/ b 
K:n: 4 a2 :n: a2 :n: V a 

C"",2Vab . 
:n: 

Wenn t "'" a (Exzentrizitat sehr groB) , wird der Modul k = 1. "'" 1 und a 

also 

. [ 1 + COSe e + Ve + k12] 4 4a 
~ lim 19n . . --k'-- ~ 19n ,/-- -= 19n -b ' 

SlUe Vi - k2 

1 1 4a -"",-lgn--o a b 

(vgl. dagegen oben unter (3: runde Spindel im Gegensatz zu £lacher Spindel). 
89. Dichte und Potential der Kreisscheibe. Aus (92a) folgt fur die Dichte 

auf der Kreisscheibe (a = b, c = 0): 

a = !~(4:n::2C 1/%2 -1y2 i.) ~ ~4":" V",+y' i ( .. ""Y')--
a4 + a4 + c4 -£i4- + c2 1 - .~ (94 e) 

e e 
= 4:n: a Va2 _ %2 _ y2 = 4:n: a VT-= y2' 

wo r = yx2 + y2 der Abstand vom Mittelpunkt der Kreisscheibe ist. Auf 
dem Rande r = a wird dies natiirlich unendlich (Ziff. 27). COULOMB1) hat dies
bezugliche Messungen bei einer Kreisscheibe von a = 5 Zoll Halbmesser an
gestellt. Die folgende Tabelle enthalt die von GREEN nach (94e) gerechnete 
Vergleichung mit den Beobachtungen: 

Abstand vom Mittelpunkt y 0 2 3 4 4,5 5 
4:n:a2 a 

beobachtet (COULOMB) 1,001 1,005 e 1,17 1,S2 2,07 2,90 

4:n:a2 a 
gerechnet (GREEN) 1,020 1,090 1,25 1,667 2,294 C'0 

e 
----

I) Vgl. Lord KELVIN, Reprint S.179. 
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Die Kapazitat der Kreisscheibe ist nach (94c) 
c= 2a =_a_ 

n 1,5708 ' 

Ziff. 90. 

CAVENDISH I ) fand die Kapazitat einer Kreisscheibe vom Radius a durch Messung 
gleich dem 1,57. Tell der Kapazitat einer Kugel von gleichem Radius, ein Zeichen 
hoher MeBgenauigkeit. 

Fur das Potential, das eine Kreisscheibe mit der Ladung e in der Umgebung 
erzeugt, findet man aus (93) und Ziff. 88): 

_. 1 8 2 . -, / c2 + }. 1
00 e a V - hm 1- . -- -=----=-= ar ctg / -2--2· = - arctg -= , 

c .... o 2 ya2 _c2 a -c I;. a V). 
worin A eine Wurzel der folgenden Gleichung ist: 

x2 + y2 Z2 
tl2+ }. + T = 1 und A > O. 

Der Scheibe entspricht hierbei: z = 0, x2 + y2 < a2 oder A = O. Aus (94e) 
hat KELVIN (1. c.) mittels der Methode der Inversion die Verteilung auf einer 
offenen Kugelschale abgeleitet (vg1. Ziff. 92). 

SchlieBlich sei noch die Dichte auf einer geladenen geraden Strecke 
(Fokalstrecke eines abgeplatteten Rotationsellipsoids) angegeben. Man findet 
aus (92a) mit b = c 

a = lim _~~~___ ..... _____ .8 ___ ._ 

b~).O 4nab21/ x 2 +:y_2t Z2 4nayy2 + Z2 
. a4 b4 

e 
4nab' 

wo b = Vy2 -+-Z2 die "Dicke" der geraden Strecke ist. Die Dichte ist also 
gleichformig verteilt und die Aquipotentialflachen sind die abgeplatteten 
Rotationsellipsoide, die jene Strecke als Fokalstrecke besitzen. 

90. Die Kraftlinien bei einem geJadenen Ellipsoid. In Ziff. 87ist bewiesen 
worden, daB die Aquipotentialflachen bei einem geladenen Ellipsoid die kon
fokalen Ellipsoide sind. Daraus folgt sofort fUr die Kraftlinien als die ortho
gonalen Trajektorien samtlicher Aquipotentialflachen (vg1. Ziff.11), daB sie die 
Schnittlinien der einschaligen und der zweischaligen Hyperboloide sind, welche 
mit jenen Ellipsoiden zusammen bekanntlich eine Schar von konfokalen drei
fach orthogonalen Flachen zweiten Grades bilden. Man findet diese Schar mit 
Hilfe der drei Wurzeln der kubischen Gleichung 

(a2 + A) (b2 + },) (c 2 + A) l" 1 - _X2_ - -y~- - Z2 -j = (A - A ) (A - A ) (ii - A) = 0 a2 + ). b2 + J. c2 + J. 1 2' 3 , 
woraus man fUr die acht Schnittpunkte der drei Flachen AI' A2 , }'3 hat: 

2 _ (a2 + }ol)(a2 + }'2) (a2 + As) 2 _ (b2 + }ol) (b2 + J·2) (b2 + J·s) 
x - -(a2 _ b2) (a2 _ c2) , Y - - (a2 _ b2) (b2 _ c2) , 

o (c2 + J'l) (c2 + A2) (c2 + As) 
Z" = ~-- (a2 _ c2 ) (b2 _ c2 ) 

Hierin sei etwa Al > }'2 > A3 , woraus leicht folgt, daB 

00 > }'1 > - c2 > }'2 > - b2 > A3 > - a2 

sein muB. Es reprasentiert daher 
A = Al (wegen c2 + ..1.1' b2 + AI' a2 + Al samtlich positiv) ein Ellipsoid, 
A = A2 (wegen c2 + }'2 < 0, b2 +}.2 und a2 + }.2 > 0) ein einschaliges 

Hyperboloid, 
A = A3 (wegen c2 + As und b2 + i'3 < 0, a2 + }.a > 0) ein zweischaliges 

Hyperboloid. 
1) LORD KELVIN 1. C. 
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m) Die Methode der Inversion. 
91. Die geometrischen Grundlagen. Es sei (Abb. 51) E' der zuE in bezug 

auf das Zentrum 0 einer gewissen Kugel vom Radius k inverse (vgl. Ziff.62) 
Punkt, ebenso P' zu P. Die Dreiecke 

f).OPE"", f).OP'E' p 

sind einander ahnlich. Hieraus folgt 
EP:E'P' = OE:OP' = OP:OE'. 

Bildet man also das Potential einer Punktladung e ~ o E' E in E beziiglich P: V e. 
=EP' Abb. 51. Inversion einer Punktladung. 

so erhalt man ein anderes Potential 
, e' e' . OE k e' . k OP eke OP 

V = E'P' = EP. k • OP' = EP· OE" T = EP' OP' = EP . T 

einer Punktladung e' = e ;E = e 0;' in dem inversen Punkt E' beziiglich des 

inversen Punktes P', welches zu V in der Relation steht 

r=v;=~, W 
worin r = OP, r' = OP', rr' = k2 gesetzt ist. 

Was hier fUr das Potential einer einzelnen Punktladung bewiesen ist, gilt 
natiirlich auch fUr die Summe aus vielen solchen, daher allgemein der Satz: 
Wenn man zu einem Leiter mit der Oberflache t den Leiter mit der 
inversen Oberflache t' in bezug auf ein Zentrum 0 (Inversions
radius k) bildet und die Ladungen entsprechender Flachenelemente 
der beiden Leiter dt in E und dl' in E' sich verhalten wie 

adt: a'dl' = OE: k = k: OE', (B) 
so erhalt man in einem beliebigen Aufpunkt P ein Potential V 
vom ersten und in dem inversen Punkt P' ein Potential V' vom 
zweiten Leiter, so daB 

V:V'=k:OP=OP':k. (A) 
Aus (B) folgt, da offenbar 

dt: dl' = OE2: OE'2 = OE4: k4 = k4: OE'2, 
daB a:a'=k3:OE3=OE'3:k3 (C) 
das Verhaltnis der Dichten in entsprechenden Punkten ist. 

Von diesem Satz hat Lord KELVIN!) eine Anwendung fUr den besonderen 
Fall gemacht, daB der Aufpunkt P ein Punkt der Leiteroberflache t ist, daB 
also V das auf der Oberflache t konstante Potential des Leiters ist. Dann liegt 
auch p' auf der zu t inversen Oberflache I' des anderen Leiters, aber V' ist zu
folge (A) nicht mehr konstant auf der Flache 1'. Wohl aber ist nach (A) 

V" = V' _ V. k = 0 
OP' . 

konstant auf der ganzen Flache I' des anderen Leiters, namlich Null. Dies laBt 
sich deuten, als das Zusammenwirken einer Punktladung 

-V· k 
im Inversionszentrum und der von ihr auf der Flache t' erzeugten ungleich
namigen Influenzladung mit dem (Teil-) Potential V', wenn das (Gesamt-) 
Potential V" der Flache I' Null ist. 

1) Lord KELVIN, Reprint XV, S. 179. 

Handbuch der Physik. XII. 30 
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Von NICHOLSON und WRINCH1) ist hervorgehoben worden, daB die An
wendung des Satzes (A) nicht auf den speziellen Fall Lord KELVINS, namlich 
V = konst. auf t, beschrankt ist, sondern daB V beliebig sein kann, also P 
nicht auf t zu liegen braucht. 

92. Einige Anwendungen der Inversion. Invertiert man eine Kugel, so 
erhalt man wieder eine Kugel. Nimmt man also £iir V das auf der ersten Kugel 
konstante Potential einer gleichfOrmigen Verteilung cr, so erhalt man auf der 
zweiten Kugel das Potential V' der Influenzladung, welches eine Punktladung 
(- Vk) im Inversionszentrum 0 auf der geerdeten Kugel erzeugt (Ziff.68). 
Die Formel (C) gibt die Dichte dieser Influenzladung; sie ist verkehrt proportional 
der dritten Potenz der Entfernung des jeweiligen Flachenelements von der 
Punktladung in 0 [vgl. (70)]. 

Auf diese Weise gelingt es aus bekannten Lasungen Lasungen fUr neue 
Probleme abzuleiten. Das bekannteste Beispiel ist die schon erwahnte Ge
winnung der Verteilung auf einer offenen Kugelschale aus der Verteilung auf 
der Kreisscheibe (Zif£' 89). Wir geben nur Lord KELVINS Resultate wieder. 

Abb. 52. Kugelschale. 

. Mit den Bezeichnungeri der Abb. 52 wird die innere Dichte 

e' - _V--{V" - 11,2 _ arctgl/12 - a2} '-2:n;21 a2_r2 'a2_r2 

und die auBereDichte 
V 

ea=ei+ 2:n;/' 

worin V das Potential der Kugelschale ist. Fur t -+ 00 erhalt man hieraus wieder 
die Verteilung (94e) auf der Kreisscheibe: -. 

V 1 e 1 
ei = ea = 2:n;2 ya2 -'::::1"2 = 4:n;a J1a2 _ r2' 

n) Zweidimensionale Probleme. 
93. Vorbemerkungen. In Ziff. 56 war das axialsymmetrische Feld 

behandelt worden, das bei EinfUhrung von Zylinderkoordinaten e, ill, Z 

von dem Azimut ill rings urn die Achse unabhangig ist, also nur von zwei 
Koordinaten e, Z abhangt 2). Dieser Fall - Abhangigkeit. des Feldes von nur 
zwei anstatt von drei. GraBen - ist gekennzeichnet durch die un mittel
bare Integrierbarkeit der Differentialgleichung der Kraftlinien mittels einer 
Funktion U, die mit dem Potential V durch die Differentialgleichungen (64) 
zusammenhangt. 

Einen ganz analogen Fall haben wir bei den zweidimensionalen Pro
blemen, bei denen eine Unabhangigkeit von Z besteht, indem alle vorhandenen 
Leiter unendliche Zylinder vorstellen, deren Erzeugende parallel zur 
z-Achse sind. Ein solches Problem hangt nur von (1, ill oder (was dasselbe ist) 
von x, y abo Auch hier tritt eine Funktion U auf, die mit dem Potential Veinfach 
zusammenhangt. -

94. Die zum Potential V konjugierte Funktion U. In dem vorstehend 
skizzierten Falle lautet die LAPLAcEsche Gleichung 

02 '. 02 

8x" V + oyZ V = 0 (a) 

1) D. WRINCH u. J. W. NICHOLSON, Proc. Roy. Soc. London Ed. 108, S.104. 1925; 
D. WRINCH, l'hil. Mag. Ed. 50, S. 1049ff. 1925, insbesondere 1054. 

2) Vgl. hierzu die Untersuchungen von D. WRINCH liber Kapazitiit gewisser Ro
tationskbrper, Phil. Mag. Ed. 50, S.60. 1925. 
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und die Gleichung der (durchaus ebenen) Kraftlinien: 
av av + ay dx - dx dy = O. (b) 

Bildet man mit 1 als integrierendem Multiplikator: 

f1. (~~ dx - ~: dY) = U(x, y), (95) 

so ist U ein Integral von (b). Dies bestatigt man durchDifferentiation von (95): 
au av au av 
ax = ay , ay = -:- ax . (96) 

Die Gleichungen (96) sind aber identisch mit den CAUCHy-RIEMANNSchen 
Differentialgleichungen in der Theorie der Funktionen einer komplexen Ver
anderlichen. Sie sagen aus, daB U die konjugierte Funktion zu V ist, d. h. daB 

U + iV = W (x, y) 

nur eine Funktion von C = x + i Y ist: 

U + iV = W(x + iy)= W(C). (97) 
Umgekehrt liefert jede Funktion W(C) der komplexen Variation 1.; = x + iy 
in ihrem reel1en oder imaginaren Bestandteil eine von z unabhangige, nur von 
x, y abhangende Losung der LAPLACEschen Gleichung, die als Potential oder als 
Kraftlinienfunktion angesehen werden kann. Zu welch em speziel1en Problem 
sie gehort, hat erst die nahere Untersuchung zu lehren. Jedenfalls bilden die 

Kurven U(x,y) = konst. und V(x,y) = konst. 

zwei zueinander orthogonale Kurvenscharen (Niveaulinien in der Ebene z = konst. 
und Kraftlinien oder umgekehrt). 

Auf der Begrenzung eines Leiters ist diejenige Funktion, die das Potential 
darstellt, z. B. V, konstant. Die Normale n ist natiirlich bei einem von z un
abhangigen Problem der x y-Ebene iiberall parallel. Wir betrachten (Abb. 53) 
den GrundriB eines Leiters (V = konst.) in der Ebene z = O. Es sei ds ein Element 
der UmriBlinie. Diese moge das Innere des Leiters im positiven Sinne (ent
gegengesetzt zum Uhrzeiger) umkreisen; n sei die auBere Normale. Dann 
folgt aus (96) durch Spezialisierung des Koordinatensystems: 

_au_+av BUn 'A as - an' 
Daher fiir die Dichteauf dem Leiter V = konst.: 

a u Abb. 53. Dichte auf 
411: (J = + as (98) einem Leiter. 

und fiir die Ladung zwischen zwei Punkten A und B der UmriBlinie bezogen auf 
die Langeneinheit der z-Achse: -

t B 

1 j' f au 1 4n dz dS as =4n(UB -UAJ. (99) 
o A 

Bekanntlich ist W(C) eine monogene Funktion von 1.; = x + iy, d. h. 
dW oW .aw au .av .au av 
'(j( = -----ax = - ~BY =ax + 2 ax = - 2-fJy + ay' 

Hieraus folgt fiir die Feldstarke ~ in irgendeinem Punkte: 

I, dW 1= 1/(aV)'-2 + (ay )2 = I ~ I. 
d~ r ax ay I I 

(100) 

30* 
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Es soli schlieBlich daran. erinnert werden, daB (97) auch als ,cine konforme 
Abbildung der W = U + iV-Ebene auf die C = x + iy-Ebene aufgefaBt 
werden kann, wobei die Langenelemente durch 

!dW!2 = dU2 + dV2 = 1 dd~ dC 12 = 1 dd~ 12 (dx 2 + dy2) (101) 

zusammenhangen. 
95. Einfache rationale Funktionen. Wie schon in Ziff. 94 bemerkt, besteht 

die Behandlung der zweidimensionalen Probleme meistens darin, daB man zu 
einer gegebenen Lasung den passenden Leiter sucht, anstatt zu einem Leiter 
die passende Lasung zu finden. Wir bringen einige Beispiele: 

ex) W = Coder V = y liefert ein zur y-Achse paralleles Feld. 
(3) W=C2 oder V=2xy, U=X2_y2. Die Kurven U=konst.sind(Abb.54) 

gleichseitige Hyperbeln mit der x- bez. y-Achse als reener Achse; als besonderer Fall 
erscheint das Geradenpaar x 2 - y2 = O. Die Kurven V = konst. entstehen durch 

Abb. 54. Gleichseitige Hyperbeln. 

I 
\ 
\ 
\ , 

"

" 

~ , 
\ 

I 
I 

/ 
/ 

Abb.55. Zwei entgegengesetzt geladene 
zusammenfallende Linien. 

Drehung des Systems der Kurven U = konst. urn 45 D. Sie besitzen die x- und 
y-Achse als Asymptoten. Als besonderer Fall tritt auf das Geradenpaar xy = O. 

Hat man also V = 2xy, so kann dies z. B. gedeutet werden als das Feld 
in dem von zwei leitenden Halbebenen x = 0, y > 0 bez. y = 0, x> 0 begrenzten 
Raum, wenn diese zwei Halbebenen sich auf dem Potential Null befinden. Man 
benutzt dann nur den einen Quadranten der C-Ebene. Anstatt dessen kann man 
ebenso den Raum auBerhalb eines beliebigen Hyperbelzweiges V = konst. in 
diesem Quadranten oder den Raum zwischen zwei solchen Hyperbeln annehmen, 
die als Leiter auf entsprechenden Potentialen gehalten werden. 

cos w • sin (j),/ Y 
y) W=C-l oder U=-e-' V =--'0-' wo e=V x2 +y2, tgw=x' 

r x 2 + ')12 - ~ = 01 . U =c konst. . U . . . . -Achse 
DIe Kurven {v k t Jl oder 1 smd KreIse, dIe dIe {Y } 

= ons. 2 i. 2 + Y _ x-Achse x I y V-a 
im Ursprung als gemeinsame Tangente besitzen (Abb. 55). Besondere Fiille: 
U = 0 oder x = 0 (y-Achse) und V = 0 oder y = 0 (x-Achse). Der Ursprung 
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selbst ist auszuschlieBen, da in ihm W = (Xl. Das Feld entspricht mit V als 
Potential eiriem zweidimensionalen Dipol, dessen Achse die y-Achse und dessen 
Moment t ist. 1m Ra um tritt natiirlich ein aus zwei unendlich benachbarten 
und entgegengesetzt geladenen Linien, die in der z-Achse liegen, bestehendes 
Gebilde auf. Beziiglich der Linienladungen vgl. Zif£. 96. Man vergleiche das 
Kraftlinienbild der Abb. 55 mit der Abb. 16 (die einen punktformigen Dipol 
darstellt, wenn El E2 ->- 0) . 

96. Die Funktion log. Setzt man V = InC, so erhalt man U = lne, V = w. 
Bedeutet V das Potential, so sind die Niveaulinien die vom Ursprung ausstrahlen
den Radien, im Raume sind also die durch die z-Achse gehenden Halbebenen 
die AquipotentialfHichen. Dabei sind die Werte des Potentials in zwei eine 
Ebene bildenden Halbebenen um n voneinander verschieden. Die Kraftlinien 
U = konst. oder e = konst. sind Kreise, die, an der Halbebene w = 2n beginnend, 
im negativen Drehungssinn bis zu der Halbebene w = 0 fiihren. Natiirlich kann 
man sich auch auf einen Teil des Winkelraums beschranken, also z. B. nur den 
Raum 0 < w < n betrachten: dies entspricht dem Fall, daB die zwei Halften 
einer Ebene auf verschiedenen Potentialen gehalten werden (die z-Achse ist natiir
lich als Trennungslinie der beiden Halften aus dem betrachteten Gebiet aus
zuschlieBen) . 

Wichtiger ist der Fall, daB U das Potential bedeutet (Abb. 56) : Wir denken 
uns die z-Achse gleichformig mit der Ladung e1 per Langeneinheit geladen. 
Dann haben wir ein zweidimensionales Problem; in allen Ebenen :y 
normal zur z-Achse herrscht das gleiche Feld, die Kraftlinien 
haben die Richtung von e (Abb. 56). Die Anwendung des 
GAussschen Satzes vom KraftfluB auf einen Zylinder, der die 
z-Achse zur Achse hat, von der Hohe 1, ergibt, da I@I = ~!.' 
sein muB und nur von e abhangt: 

2 n e . [ @ I = 4n e1 , 
Abb. 56. Eine Linien, 
ladung in del' z-Achse. 

woraus I@I = 2eI = - ~V und V = -2e1 lne + konst. folgen. Wir sehen 
I! vI! 

also, daB U = lne das Potential einer mit e1 = - t per Langeneinheit geladenen 
Linie ist, wobei noch eine additive Konstante weggelassen ist. Ebenso ergibt sich 
jetzt leicht, daB zwei mit der z-Achse parallele entgegengesetzt geladene Linien, 
wenn e1 die Ladung per Langeneinheit und dy ihr etwa zur y-Achse paralleler 

Abstand ist, das Potential -2e1dy: lne = -2 e1 dy. ~ = -2 e1 dy. sinQ) 
erzeugen (Ziff. 95). Y I! I! 

97. Das Problem der zwei sich influenzierenden Kreiszylinder und Ver
wandtes. Wir betrachten die Funktion: W = In (C - p) -In (C + P). Dies ent
spricht einer Linienladung (Ziff. 96) von der Starke e1 = -t per Langeneinheit 
in der Linie x = p (P als reell vorausgesetzt), y = 0 und einer Linienladung von 
der Starke e1 = +1' per Langeneinheit in der Linie x = -p, y = 0, wenn 

U = ~ In i: ~ ~;:! ~: als Potential angesehen wird. Das Bild der kreisformigen 

Niveaulinien bez. Kraftlinien in der Ebene zeigt Abb. 42. Denn durch Auflosung 
findet man leicht 

W U+iV C = -pcoth 2 , = -pcoth -2-·' 

so daB U und V die zu den Polen x = p, y = 0 und x = - p, y = 0 gehOrigen 
dipolar en Koordinaten sind. (In Ziff.78 ist U = -fl, V= y.) 1m Raume 
hat man natiirlich als Niveauflachen Kreiszylinder, deren Achsen parallel der 
z-Achse sind. Die Ebene x = 0 ist die Aquipotentialflache U = O. Beschrankt 
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man sich auf den Halbraum x >. 0, so lost der obige Ansatz das Problem: eine 
Linienladung in Gegenwart einer leitenden Ebene. Man hat also auch eine 
zweidimensionale Theorie elektrischer Bilder1) (vgl. Ziff. 67); denn die 
leitende Ebene x = 0 und ihre Influenzladung k6nnen hinsichtlich ihrer Wirkung 
nach auBen ersetzt werden durch eine in der Bildlinie der influenzierenden Linien
ladungbeztiglich der Ebene angebrachte, entgegengesetzte Linienladung. Be
rechnet man die Dichte der Influenzlad ilIlg auf der Ebene x = 0, so findet man 

gem~iB (98) wegen V = arctg x ~ p - arctg x r p: 

au av a y 2p 
411:a = - ax = - ay = +2 ay arctg p = p2+ y2' 

Wtirde die Ladung der Linie x = p, y = 0 per Liingeneinheit nicht -t , sondern e1 

betragen, so hatte man: e1 P e1 P a=-----=---
:n; p2 + y2 :n; e~' 

(102) 

Der Vergleich mit dem dreidimensionalen Problem (69) zeigt, daB beim zwei
dimensionalen Problem bloB das Quadrat der Entfernung lh von der Linien
ladung an Stelle des Kubus der Entfernung r 1 von der Punktladung beim 
dreidimensionalen Problem eintritt. Die gesamte Influenzladung ftir die Rohe 1 
der Ebene x = 0 ergibt sich aus 

1 00 

f d z f dy a = - e1 

o -00 

in Ubereinstimmung mit dem GAussschen Satz vom KraftfluB. 
An Stelle der Linienladung in x = -p, y = 0 (0' in Abb. 42) kann aber 

z. B. ein sie umgebender Kreiszylinder U = konst. treten. Dann hat man das 
Bild der Linienladung in x = p, y = 0 (dem Punkte 0 in Abb. 42) in einf'm 
Kreiszylinder. Dieses Bild ist eben die Linienladung e1 = - e1 , in 0' dem zu 0 
in bezug auf den Kreis U = konst. inversen Punkt. Das Bild hat hier also die 
entgegengesetzt gleiche. Ladung wie die abzubildende Ladung (vgl. dagegen 
Ziff. 68 fUr das dreidimensionale Problem). Allerdings ist der Zylinder U = konst. 
nieM auf dem Potential Null, sondern auf U; aber es ist bei dem logarithmischen 
Potential tiber die willktirliche Konstante in U = oder V = -2elogne + konst. 
floch zu verftigen, so daB immer U auf Null gebracht werden kann. (Dies 
steht im Gegensatz zu der Bestimmung bei dem dreidimensionalen Potential 

V = .!. + konst., wo konst. = 0 gesetzt werden m uB, wenn die Bedingung 
r 

[Ziff. 10J tiber das Versehwinden im 00 angenommen wird. Eine soIche Bedin
gung kann beim logarithmisehen Potential nicht gestellt werden.) 

Es mag sehlieBlich noeh bemerkt werden, daB an Stelle beide r Linien
ladungen in 0 bez. in 0' (Abb. 42) Kreiszylinder mit der Aehse in A bez. in B 
parallel zur z-Achse treten k6nnen. Man hat dann den Fall zweier Kreiszylinder 
mit en tgegengesetzt gleichen Ladungen 2). Die Potentialdifferenz U1 -U2 

1) Einige Anwendungen auf ebenflachige Leiter bei J. KUNZ U. P. L. BAYLEY, Phys. 
Rev. Bd.17, S.147. 1921; C. M. HERBERT, ebenda S.157. 

2) Der Fall zweier Kreiszylinder mit gleichen Ladungen ist schwieriger zu be
handeln. 1m FaIle gleicher Radien a = b = PJIsinhv11 findet F. J. WHIPPLE, Proc. Roy. 
Soc. Bd.96, S.465. 1920 die Darstellung: 

C = pcoth ~ iu, W = 4C11n{ msinam [(U + :V)K]}, 
wobei m eine willkiirliche Konstante, K das vollstandige elliptische Integral 1. Gattung 
mod. k, K'das komplementare Integral, endlich 2v1 =K':n;JK bedeuten. Das Potential 
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der beiden Zylinder ist, weil das Potential U = - fL (vgl. oben und Ziff. 78), 
gegeben durch 

. ya4+b4+c4-2a2b2-2a2c2-2b2c2 
smh(UI - U2) = 2ab ' 

c2 _ a2 _ b2 

cosh(UI - U2) = 2ab ' 

wo a (b) Radius des Zylinders U1 (U2) und c der Abstand del' Zylindel'achsen ist. 
Infolgedessen ist die "Kapazitiit" der Kombination beider Zylinder per Liingen
einheit im Falle entgegengesetzt gleicher Ladungen 

1 c2 - a2 - b2 
- = 2 arccosh-----
C1 2ab ' 

da die Ladung per Liingeneinheit e1 = - t isF)2). 
Das gleiche gilt fUr zwei sich umschlieBende Zylinder, also einen Zylinder

kondensator mit exzentrischem inneren Zylinder. Hier hat man nach dem 
FARADAyschen Influenzgesetz (Ziff.6) immer den Fall en tgegengesetzt 
gleicher Ladungen auf beiden Zylindern. Man hat hier: 

cosh(U _ U) = a2 + 92 _c 2 

1 2 2ab' 

Fur die Kapazitiit des e xz e n t ris chen Zylinderkondensators daher 
1 a2 + b2 - c2 

- = 2arccosh~----. (103) 
C1 2ab 

Fur den k onzentri s chen Zylinderkondensator ist c = 0 und daher 

[vgl. (35) J. 
98. Parameterdarstellung von Kurven. Direkte Losung der beziiglichen 

elektrostatischen Probleme. Bisher waren zu gegebenen Funktionen die zugehari
gen Probleme gesucht worden, jetzt soll eine Methode angegeben werden, die den di
rekten Weg (Aufsuchung der zu einem gegebenen Problem geharigen Lasung) gehP). 

Es sei eine Kurve (Grundlinie eines zylindrischen Leiters) gegeben durch 
x=/(U), y=g(U), (104) 

wo U ein reeller Parameter ist, der in einem gewissen Bereich variiert, wenn 
der Punkt x, y die Kurve durchliiuft. Dann kann man schreiben 

t; = x + iy = t(U + iV) + ig(U + iV) = F(U + iV) (104a) 

auf jedem der beiden gleichen Zylinder hat dann der; 'Vert [[= 4e1 In(m2;k). Da nach 
dem Obigen fur entgegengesetzt gleiche Ladungen ei der Ansatz WI = 2e; (v - iu) zu Recht 
besteht, so wird der allgemeine Fall bel i e big e r Ladungen auf zwei Kreiszylindern von 
gleichem Radius erhalten durch Addition von W und WI. Dabei ist die Ladung per Langen
einheit des Zylinders v = VI gleich 8 1 + e;, die des Zylinders v = --VI gleich 8 1 - e;. Die will
kurliche Konstante m kann erst festgelegt werden, wenn das Potential Null festgelegt ist. 

1) Fur die Kapazitat G eines dunn en Kreiszylinders U in Gegenwart der geerdeten 
p p+ya2+p2 

Ebene U = 0 oder % = 0 hat man einfach: sinh U = - oder U = In , daher 
a a 

1 p + ya2 + p2 2 ya2 + fJ2 2 d .---- = 2 U = 2 In -- - CXl 21n ---- = 21n -, wo d = ya2 + p2 der Abstand der 
GL a a a 
Zylinderachse von der Ebene ist. (Kapazitat eines Telegraphendrahtes per 
Langeneinheit gegen Erde.)-

2) Fur die Kapazitat zweier paralleler gleich dicker Kreiszylinder (a = b) liefert unsere 

c (c ~2 ) Formel l1G1 = 4 arccosh - = 41n - + --2 - 1 . Dies kann zur Berechnuug der 2a 2a 4a 
Kapazitat von Drahtspulen dienen. Vgl. F. PIDDUCK, Electricity, S.80. 1916. 

3) Vgl. J. JEANS, Electricity, S.269. Eine Anwendung auf Zylinder von allgemeinerem 
Querschnitt bei D. M. WRINCH, Phil. Mag. Bd.48, S.692. 1924. 
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und hat in V das Potential, welches einem auf dem Potential V = 0 befindlichen 
zylindrischen Leiter, der jene Kurve (104) zur Grundlinie und die Erzeugenden 
parallel zur z-Achse hat, entspricht. 

99. Anwendung auf einen elliptischen und hyperbolischen Zylinder. Fiir 
die Ellipse gibt es bekanntlich die Parameterq.arstellung: 

x = acosU, y = bsinU 0:0:;;; U <2n. 
Die Lasung des Problems, welches einem auf V = 0 befindlichen elliptischen 
Zylinder entspricht, ist daher gegeben durch 

x + iy = acos(U + iV) + ibsin(U + iV). 
Setzt man, wenn 2j die Brennweite der Ellipse ist: 

a = j cos (i VoL ib = jsin(iVoL 
so kommt x + iy = jcos(U + i[V - Yo]) (105) 

oder, da die Konstante beim logarithmischen Potential willkiirlich ist, einfacher: 

C = x + iy = jcos(U + iV) = jcosW. (105 a) 
Man erhiilt x = j cos U coshV, y = jsinU sinh V, 
so' daB die Niveaulinien V = konst.: 

x2 y2 
12cosh2V + 12 sinh2V = 1, 

die konfokalen Ellipsen, die Kraftlinien U = konst. die konfokalen Hyperbeln: 
x2 y2 ,..-----.-;;-;- - --- = 1 12 cos2U 12 sin2 U 

sind. Dabei Hiuft V von Null bis 00, U von 0 bis' 2n. V = 0 ist die Strecke 
zwischen den beiden Brennpunkten, U = 0 bez. U = n ist der Rest der x-Achse, 
U = nj2 bez. U = 3 nj2 ist die y-Achse. Aus 

ds2 = dx2 + dy2 = j2 (cosh2 V - cos! U) (d U2 + dV2) 

folgt auf dem Zylinder V = konst. 
au 1 
as = /Ycosh2V _ cos2U = 4na (106) 

gemaB (98). Dies steht in Dbereinstimmung mit (92a), da ja der elliptische 
Zylinder als Ausartung des Ellipsoids [c = 00 in (92a)] aufgefaBt werden kann. 
In der Tat kommt mit ej2c = e1 (Ladung per Langeneinheit der Zylinderachse) 
aus (92a) fUr c = 00 wegen a = jcoshV, b = jsinhV 

4na=2eI 1, = 2eI _ = 2eI , 

ab 1/ x2 y2 J / 2 b2 2 a2 1 Vcosh2 V - cos2 U 
V a4 + b4- V x a2 + y b2 

so daB in unserem FaIle die Ladung 

e1 =-l 
per Langeneinheit des elliptischen Zylinders ist. Dies geht auch aus (99) hervor, 
wenn tiber den ganzen Umfang der Ellipse integriert wird, wegen U B - U A = -2n 
in diesem Fall. Die Kapazitat C1 des elliptischen Zylinders per Langeneinheit 
ergibt sich aus V b 

= 2V = 2arctangh-CI el a 
a+b a+b = 2lognat -, - = lognat a -=-b (107) 
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in Ubereinstimmung mit (94), wenn bei (93) beriicksichtigt wird, daB unser 
Potential V nicht im Unendlichen, sondern auf der Strecke zwischen beiden 
Brennpunkten verschwindet, so daB an Stelle der Grenze 00 fiir p, die Grenze 

(- b2) in (93) bez. (94) einzusetzen ist. Dies liefert (wegen c -+ (0) mit ;c = el : 

o 

~ =/ dft = 2ll0gnat(Vb2 +~ + ya2 + p,) /'0= lognat~-±~. 
C1 y(a2 + Il) (b2 + Il) -b a - b 

-b' 

Man kann natiirlich die vorstehenden Betrachtungen statt auf den ellip
tis chen Zylinder auch auf den hyp er bo lis chen Zylinder anwenden, indem 
man V mit U vertauscht. 

Man kann auch die Kapazitat eines aus 2 konfokalen Zylindern bestehenden 
elliptischen Zylinderkondensators berechnen. Man erhalt, wenn a, b bez. 
a' b' die beziiglichen Halbachsen des inneren bez. auBeren Zylinders sind, aus 
(107) per Langeneinheit 

1 V' - V . a' + b' a - b 
C- = -- = 2 (V' - V) = lognat,-----b'-+ b 

1 Bl a - a 
a' + b' a' + Ya'2 - t 

= 2lognat-+ b = 2lognat ~. (108) 
a a + a2 - t 

wegen a'2 - b'2 = a2 - b2 (konfokale Ellipsen). In der Grenze a = b lie£ert 
dies fiir den Kreiszylinderkondensator (35). 

Wir bemerken noch, daB (in 105 a) als spezieller Fall das Feld eines unend
lichen Streifens (y = 0, I x I <. f) enthalten ist und geben nachstehend (Abb. 57) 
Niveau- und Kraftlinien desselben. I / 

Die gleiche Abbildung gibt bei Ver- \ '- .. I : I " / 

tauschung von V mit. U, also der " I / 

Niveau- mit den Kraftlinien, das 
Bild fiir das Feld irgendeines hyper
bolischen Zylinders U = konst., wo
bei V von -00 bis +00, U von -
obis 11: lauft. Selbstredend ist dann 
U = konst. nur die eine Schale des 
hyperbolischen Zylinders, die andere 
Schale entsprache dem Wert 11: - U. 
Als besondere FaIle seien erwahnt: 
das Feld einer geschlitzten Ebene 
(x-z-Ebene, Schlitz Ix I <. t), wobei 
die rechte Halfte auf dem Potentiale 

, , 
\ 

'-, 

U = 0, die linke auf dem Potential /",/ 
U = nsich befindet, oder dasFeldder ' 
Halbebene x> t, y = 0 auf dem Po
tential U = 0 in Gegenwart der Ebene Abb. 57. Niveau· und Kraftlinien bei einem unendlichen ebenen 

Streifen. 
X = 0 auf dem Potential U = n/2. 

100. Anwendung auf den parabolischen Zylinder. Bezieht man die Parabel 
auf ihren Brennpunkt als Ursprung, so laBt sie bekanntlich die Parameter-
darstellung p p 

y = p U, x + "2 = "2 U2 

zu, woraus y2 = 2 P (x + P/2) resultieren wiirde. GcmaB (104). (104a) hat man 
daher p p p 

, = x + iy =2 W2 + ip W - 2- = "2 (W + i)2 
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fiir das Problem des parabolischen Zylinders. Die vorgegebene Parabel befindet 
sich dann auf dem Potential V = O. Fiilirt man statt dessen 

C = ~ W2 (109) 

ein, s6 befindet sich die vorgegebene Parabel auf dem Potential V = +1, wahrend 
das Potential V = 0 der Halbachse y = 0, x > 0 zukommt. Man hat: 

x = ~ (U2 - V2), Y = pUV. 

Die Kurven V = konst. stellen, wenn V von Null bis Unendlich Hiuft, konfokale 
Parabeln dar: 

I 
I 

I 
I 

Abb. 58. Niveau- und Kraft
linien bei eiuer HaIbebene. 

y2 = 2 (iPvl (x + (y~V)2) . 
. Die Kurven U = konst., wo U von - 00 bis + 00 lauft, 
stellen die orthogonale Schar konfokaler Parabeln (Abb. 58) 
dar, also die Kraftlinien, wenn V das Potential be
deutet, und haben die Gleichung: 

y2 = 2 (ypU)2 (_ X + (~U)2). 
Die Dichte auf der zum Potential V = 0 geladenen 
Halbebene y = 0, x > 0 berechnet sich aus (98) b ei d et-
seits zu au 1 

4na=±ax =-Y2PX' 

Die Gesamtladung ist Unendlich, gemaB (99), da U von - 00 bis + 00 lauft. 

In der Kante x = 0 wird die Dichte unendlich wie y~ (Ziff. 27). Die Ladung 1/4n 

entspricht einem Streifen, etwa 'auf der Oberseite der Halbebene, zwischen der 

Kante (U = 0) und der Geraden x = 1.. (U = 1), der von z = 0 bis z = 1 
reicht (Gestalt eines Parallelogramms). 2 

Es mag noch bemerkt werden, daB die Transformation (109) nur auf den 
AuBenraum des parabolischen Zylinders anwendbar istl). 1m Innenraum 
eines solchen gibt sie das Potential nur dann richtig, wenn eine leitende Halb
ebene y = 0, x > 0 auf dem Potential V = 0 innerhalb vorhanden ist. 

101. Das Problem der geradlinigen Kante. 1m AnschluB an die in Ziff.100 
behandelte leitende Halbebene geben wir nach MAXWELL 2) die Behandlung 
eines leitenden Keils aus zwei leitenden Halbebenen, die unter einem Winkel IX 

in einer geradlinigen Kante zusammenstoBen. Anstatt nach (109) C = konst. W2 
setzen wir C = awn 0 ~ n <:: 2 

(fUr n = 2 hat man den friiheren Fall). Hieraus 
1 

W = (~)n 
und 1 . 1 

U = (~)n cos!'!.. V = (~)n sin!'!... an' a n 

Die Aquipotentialflache V = 0 entspricht daher den zwei Halbebenen w = 0 

und w = nn, so daB als Keilwinkel IX = 2n - nn resultiert oder n = 2:1t _- IX 
:It 

1) J. H. JEANS, Electricity, S. 281, 
2) J. CL. MAXWELL, Treatise Bd. I, S.294f. 
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(Abb. 59). Die Dichte auf den SeitenfHichen dieses Keiles berechnet sich aus 
(98) zu' • 1-n 1-n lX-n 

4na=±BU =±~en cos~=_~(f)1! = __ n_.!.(f)2,.-",. (110) 
Be n1. n na a 2n -01 a a 

an 

Das Vorzeich~n von i3B~ bestimmt sich nach der Abb. 53 auf der Flache w = 0 

des Keils zu minus, auf der anderen Flache (w = n:n) zu plus. 
Aus (110) geht hervor: Solange IX < n (ausspringende Kante), wird 

a in der Kante (!? = 0) unendlich. FUr IX = :n hat man die Ganzebene mit homo
genem Feld. Wenn IX>:n (einspringende Kante), wird a in der Kante (!? = 0) 
Null (vgl. Zif£' 27). 

Hat man insbesondere n = t, so findet man 
den Fall Ziff. 95) eines einspringenden Keils vom 

Keilwinkel IX = 3; wieder (Abb. 54). Die Dichte 

ist in diesem Faile nach (110) 
2 

a = - a2 !?' 
Abb. 59. Ein leitender Keil. 

d. h. dem Abstand von der Kante direkt proportional. 
Die Gesamtladung ist in jedem FaIle unendlich. Die Ladung auf einem 

Streifen von der Lange Eins (1Iz-Achse) und der Breite !? = a, von der Kante 
ab gerechnet, betragt beide rseits nach (99) 

4
1
n (Ua - Uo) 1= _ ~ 

1 4 n-' 
4n (UO - Ua) 

w=O, 

w=nn, 

ist also auch in den Fallen (n> 1) endlich, wenn die Dichte in der Kante selbst 
un endlich wird (in Ziff. 100 ist a = P/2). 

102. Geradlinig begrenzte Leiter. Elliptische Funktionen. Wir hatten bis
her die in nachstehenden Figuren (Abb.60--63) angedeuteten Faile von gerad-

z.!' .1 

Abb.60. :;=/. cos(U +iV). Unendlicher Streifen von 
der Breite 2/, der sich auf konstantem Potential befindet. 

~I"l U=o 
II ~-+I--;;;"'';;'''-_lI;'' 
~ 

U-7( U== 0 
... ...;;;;----=:-.-..:;.;.-....«( - - - - l_......;~-=--_~;.. 

Z/ 
Abb.61. 1;=/. cos(U +iV). Schlitz von der Breite 2/ 
zwischen zwei Halbebenent zwischen denen eine Paten

tialdifferenz ,. herrsch t. 

linig begrenzten Leitern mit den dabei
stehenden Transformationen. 

Wir wollen nun noch einige allge
meinere Faile hinzufiigen, die man 

V=o 

~ 
Abb.o2. 1;=/.cos(U+iV). Halbebene gegenuber einer Abb.63. ,=a.(U+iV)n2~·n~0. KeilaufdemPoten-
. Ganzebene. Potcntialdifferenz zwischen beiden :rr/2. tial V= O. Keilwinkel ",=2,.- n,.. 

mit Hilfe der jAcoBIschen elliptischen Funktionen 1) sinam (kutz sn ge
schrieben), cosam (oder cn), dam (oder dn) behandeln kann. 

1) J. J. THOMSON, Recent Researches in Electricity, S.236-250. 1893. 
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IX) Geschlitzter Streifen: C = asinam (U + iV) fUhrt auf das in Abb. 64 
dargestellte Problem eines unendlichen Streifens von der Breite 2aJk, wo k der 
Modul der elliptischen Funktion ist, der durch einen Schlitz von der Breite 2a 
in zwei symmetrische Hillten zerlegt ist, zwischen denen eine Potentialdifferenz 
2K besteht, wo K das vollstandige elliptische Integral erster Gattung mod. kist . 

• y Man beachte hier und fiir das folgende 
I 
~ sn (iu, k) =i tgn (u, k') 

. Va -I'( I U=/( -----._J ___ --- ~.x 
~...,..-

'-- -----~~q.------ --' 
zrilk 

Abb.64. Geschlitzter Streifen. 

cn(iu, k) = (1 k/) cn u, 

d ( . k) dn(u, k') 
n ~u, = -(--k/) , cn u, I (111) 

worin k' = -Vi - k 2 der komplementare Modul ist. Hierzu nehme man die TafeP): 

u= o I K I 2K I iK' liK'+K iK'+2KI 2iK' 2iK'+K 2iK'+ 2K 

sn~t 

rl 
1 

I 
0 

I 
00 11/k 00 

I 
0 1 0 

cnu 0 -1 00 ik'/k 00 -1 0 1 
dnu k' 1 00 , 0 00 -1 -k' -1 

Dann ergibt sich mit Hilfe der bekannten Additionstheoreme 2} und aus (111) 
fiir U = K: 

+ . - (K+ 'V) _ snKcniVdniV+snUV)cnKdnK 
x ~y-asn ~ -a 1-k2.sn2K.sn2(iV) 

cniVdniV 1 
= a [dn(iV)J2 = a dn (V, k/)' 

Die Funktion dn(V, k'} ist fUr alle reellen Werte von V reell und positiv und 
zwischen -Vi - k'2 = k und 1 gelegen. Daher entspricht dem Werte U = K 
die Strecke y = 0, x = aJdn(V, k'}, die bei x = a beginnt und bei x = aJk > a 
endigt (Abb.64). Ebenso kommt fiir U = - K 

. 1 
X + ~y = - a dn (V, k')' 

also die Strecke von x = - aJk bis x = - a (Abb.64). 
Die Dichte auf der rechten Halfte des Streifens berechnet sich aus 

x = aJdn (V, k') 
av dn2(V, k/) dn2(V, k/) 

4:n:o = -a-x = a. k'2 • sn·(V, k/) dn(V, k') =a -V-:r1=-=d:;=n::;;2::;:(V~. k~')~jldrd;=n~2:;:;(V~,=;kC=;C:/) _ k2 

a 
V(x2 - a2) (a2 _ k2x2) , 

wird also an beiden Kanten x = a und x = aJk unendlich. Die Ladung auf 
der Oberseite des rechten Streifens ergibt sich nach (99) per Langeneinheit zu 

~ [V (I!:) - V (a)] = ~K' 4,n k 4,n , 

da x = aJdn(V, k') und dn(O, k') = 1, dn(K', k') = kist. Die ganze Ladung 
auf dem rechten Streifen ist daher per Langeneinheit 

~K' 2,n . 

1) JAHNKE-EMDE, Funktionentafeln, S.47. 1909. 
") JAHNKE-EMDE, I. c. S.47. 



Zif£. 102. Elliptische. Funktionen. 

Ebenso befindet sich auf dem linken Streifen beiderseits die Ladung 

-~K' 2:n; • 

477 

Die Potentialdifferenz zwischen beiden Streifen ist 2 K, daher die Kapazitat 
per Langeneinheit: 

1 K' 1 :n;K' 1 
C1 = 4:n; K = 4:n;2'--Y = - 4:n;210gnatq 

= (_ 21n! - !...k2 _ 13 k4 _ ~k6 _ ... )_1_. 
4 2 64 192 4:n;2 

Die Funktion log1oq = - :n;Jt findet sich tabuliert bei JAHNKE-EMDE fiir alle 

Werte von arcsink von Null bis 90° von 5 zu 5 Minuten1). 

Fiir k - 0 wird die Breite jeder Hiilfte des Streifens (Abb. 64) unendlich 
groB. In diesem Falle nahert sich die Kapazitat dem Werte 

1 4 
C1 - 2:n;2ln k' 

wobei k das Verhaltnis des Abstands des Innenkante der Streifenhalfte von der 
Mittellinie des Schlitzes zu dem Abstand der AuBenkante ist. Wir erhalten 
dann den Fall der Ziff.99 mit U als Potential (Abb. 61). Dies geht auch aus 

1; = alimsn(U + iV) - asin(U + iV), 
k~o 

hervor, wenn U durch ~ - U ersetzt wird. 

limK _'!!. 
k~O 2 

Fiir k - 1 schrumpft jede Halfte des Streifens (Abb. 64) auf eine Linie 
(x = a, y = 0 bez. x = -a, Y = 0) zusammen. Man erhalt 

1; = alim sn(U + iV) - atangh (U + iV), limK -40 00, limK' --+ '!!., 
k~1 k~1 k~1 2 

d. h. den Fall zweier entgegengesetzt gleicher Linienladungen im Abstand 2a, 
welcher Fall mit dem in Ziff. 97 behandelten iibereinstimmt, wenn man U + iV 

durch [~ + i (: +~)], a durch p ersetzt. (Die Ladung per Langeneinheit der 

rechten Linie ware ~ K' - -41 statt!'" wie in Ziff. 97.) SchlieB- Y 
2:n: 2 

lich mag noch bemerkt werden, ·daB der Ansatz 1X- ebensowohl 
den Fall derAbb. 65 befriedigt, wo ein unendlicher Streifen 

Y = 0, a < x ::=;; i vom Potential U = K senkrecht zu einer 

leitenden Ebene x = 0 vom Potentiale U = 0 steht. Grenz-

I:) lj=/( 
~ a.----x 

a..1r~ 

iibergang zu k - ° liefert den Fall von Abb. 62, zu k _ 1 den Abb.65. Rin nnend
in Ziff. 97, FuBnote 1) auf S. 471, behandelten Fall der Linitm- licher s~~::e.nnd eine 
ladung vor einer leitenden Ebene. 

fJ) Geschlitzte Ebene mitZwischenstreifen. WenninderTrans
formation 1; = a sn (U + i V) nicht U, sondern V das Potential bedeutet, so 
liefert sie den folgenden Fall: Aus 

1; = asn (U + iV) = a sn Udn(V, k~ + tcn Usn(V,k~dn Ucn(V,k') 
cn2 (V, k') + k2 sn2 Usn2 (Vk') 

folgt fiir V = 0: )- I I " = asn U • d. h. y = 0, x < a, 
fUr V = K': 

d. h. y=o, 

1) ]AHNKE-EMDE, 1. C. S.65. 
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Hier geht: -K~U<K, o<V<K'. 

Abb.66 zeigt die geschlitzte Ebene y = 0, Breite des Schlitzes 2ajk, die sich 
aufdem Potential V = K' be£indet, und den inmitten des Schlitzes liegenden 
Streifen, Breite 2a, auf dem Potential V = ° be£indlich. Abb.66 ist die zu 
Abb.64 komplementare Figur. Gesamtl~dung der geschlitzten Ebene: 

1 1 
2· 4.n- (- Uz=oo + Uz=a/k) + 2· 4.n- (- Uz= -atk + Uz= -00) 

= 2.~.K + 2.~K = !K. 
4.n- 4.n-.n-

Gesamtladung des Streifens: 
1 1 

2· 4.n- (Uz= -a - Uz=a) = --;;;K. 

Kapazitat der geschlitzten Ebene per Langeneinheit: 

C1 =!K:K' . .n-
Grenzubergang k -+ ° : 

1; = asin(U + iV), k -+- 0, k' -+- 1, K-+-!!. 
2 ' 

K' -+- 00. 

Der Schlitz ist unendlich breit, die Ebene verschwindet, es bleibt nur der Streifen. 
Wir erhalten den Fall der Abb. 60 (vgl. auch Ziff. 99), wenn wir bloB U durch 

fY 
I 

I 
v=/(' v! 0 V=f(' 

..... E~~~--tl--~--I_....:.......:.;..-~~ X 
'i? l:l:c;rll;:~ t;) 
~ ,JI II ~ ~ 11 ~ 

" ~2a~ ::::, 
+-2an.-~ 

Abb. 66. Geschlitzte Ebene mit Zwischenstreifen. 

I Y 
"" .. __ v_=.:;:.¥ __ 10 

~ 
2a. 

Abb. 67. Ebene mit Mittelstreifen. 

U +!!., a durch! ersetzen. Die Kapazitat C1 (der verschwindenden Ebene) 
2 -

wird natfulich Null [vgl. auch (107), welches mit b -+- ° Null wird]. 
Grenziibergang k -+- 1 : 

1; = atangh(U + iV), k' -+- 0, k -+-1, K' -+- ~, K -+- 00 • 

Der Schlitz verschwindet, wir erhalten die Ebene (Abb.67), die in ihrer Mitte 
einen Streifen von der Breite 2a enthalt, der sich auf dem Potential Null 

befindet, wahrend der Rest der Ebene das Potenti~l V = ~ hat. 

103. Elliptische Funktionen (Fortsetzung). Wir besprechen weiter: IX) Ge
schlitzte Ebene mit quergestelltem Zwischenstreifen 1;=acn (U +iV). 
Dies lie£ert 

r_ (U+ 'V) _ cnUcn(V,k') -isnUsn(V,k')dnUdn(V,k') 
" - acn ~ - a cna (V,k') + k2sn2 Usn2(V,k') . 

Mit V als Potential ergibt sich: 

fUr V = 0: 1; = acnU, 
fUr V = K': 1; = _ i ~ dn U 

k snU' 

d.h. 

d.h. 

y=o, Ixl <a, 
x=o, ak' 

Iyl>k-' 
wobei ° ~ U < 4 K und ° ~ V <K'. Wir erhalten (Abb.68) die geschlitzte 
Ebene x = 0, Schlitzbreite 2ak'lk, Potential V = K' mit senkrecht dazu 
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gestelltem Zwischenstreifen inmitten des Schlitzes, Breite 2a, Potential V = 0. 
Gesamtladung der Ebene: 

1 "', 1, 1 
2· 4~ (UlI= +00 - l1l1=ai) + 2· 4~ (UlI= +ai - UlI= -00) = ;; K. 

Gesamtladung des Zwischenstreifens: -..!. K. Kapazitat der Ebene per Langen-
'h't ~ erne1: 1 

C1 = -K:K'. 
~ 

Grenzubergang k~ 0: 1; = acos(U + iV) [vgl. (105a) und Abb. 60.J 

Abb.68. Geschlitzte Ebene mit quergestelltem 
Zwischenstreifen. 

h-
I 
I 
I 
I 
I 

Z ~ ~tl ~t~l(~ 
... (o--_..;;..u_-()"--_-I~ ~ ~ T 

~_4JJ- -f--;.. 
. tv-x' 

1 
I 
1 
I 
1 
I 

Y 

u-a 

Abb. 69. Geschlitzte Ebene mit quergestelltem Zwischenstreifen 

(3) Geschlitzte Ebene mit quergestelltemZwischenstreifen. Be
deutet in unserer Transformation U das Potential, so lasseman a <V < 4 K ' , 
a s U s K laufen. und erhiilt aus: 

r_ (U+'V) _ enUen(V,k')-isnUsn(V,k')dnUdn(J7,k') 
;,-acn ~ -a en2(V,k') + k2sn2Usn2(Vk') , 

fiir U = 0: a d h I I 1; = en(V, k') , .. y = 0, x > a, 

fUr U=K: ., sn(V,k') 
1; = -~ k a dn(V, k') , d. h. x = 0, Iyl<ar 

(vgl. Abb. 69). Gesamtladung auf dem Zwischenstreifen: 

2'-41 (Vy=+a"~-Vy=-a~)=2'-41 '2K'=~K'. 
~ " " ~ ~ 

Gesamtladung auf der Ebene: 
1 1 

2· 4-(-V,,=+00+ V,,=+a) +2'-4 (-V,,=_a+ Vo;=-oo) 
~. ~ 

= - 2. _1_. K' - 2 . . L. K' = - ~ K' . 
4~ 4~ ~ 

Kapazitat: 1JnK':K, 
Grenzubergang: k~'l, k'~O, K~oo, K/~nI2, E: U-O 

a 
1; = eosh(U + i 17) 

mit U als Potential ergibt 

ho.Y 
I 
I 
I 
I 
I 

1'-+--1 
~-I-~ 

2~ 
I 
I 

t 

U-O 

U+iV=lna+~. Abb. 70. Geschlitzte Ebene mit LinienJadung in 
der Mitte. 

d. h. eineLinienladung von der Starke + i per Langeneinheit inmitten des Schlitzes 
einer auf Potential U = 0 befindlichen Ebene y = 0, Breite des Schlitzes = 2a 
(Abb. 70). 
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y) l; = adn(U + iV) oder 

l; = a dn U dn(V, k') cn(V, k') - i k2 sn U cn U sn(V, k') 
cn2(Vk') + k 2 sn2Usn2(V,k') 

Ziff. 104. 

Mit V ~ ls Potential 

V=o: l;=adnU, y=O, ak'<x<a, 

V = K': I; = -iacotgU, x = 0, 

entspricht dem Fall der Abb.65. 
Mit U als Potential 

U=o: dn(V,k') y =0, \x\>a, I;-a 
- cn(V,k') ' 

U=K: I; = k' cn (V, k') 
a dn(V, k') , Y = 0, \x\ <ak' 

entspricht dem Fall der Abb. 66.· 
Zum Schlusse dieser Ziffer verweisen wir auf die kiirzlich erschienene Arbeit 

von HERTHA PETERSOHN, ZS. f. Phyz. Bd. 38, S. 727. 1926, wo statt der ]ACOBI
schen Funktionen irgendwelche Quotienten der vier E>-Funktionen betrachtet 
werden. 

104. Die Methode von SCHWARZ. AuBerst fruchtbar zur Behandlung von 
geradlinig begrenzten Leitern erweist sich die von H. A. SCHWARZ I) herriihrende 
und von G. KIRCHHOFF 2) in die Elektrostatik eingefUhrte Methode. Wir erinnern 
daran, daB der Ansatz (97) in Ziff. 94 

W = U + iV = W(I;) = W(x + iy) 
auch als eine konforme Abbildung der Ebene der komplexen Variablen t; 
auf die Ebene der komplexen Variablen W aufgefaBt werden kann. 

Die Methode von SCHWARZ und KIRCHHOFF besteht nun darin, zwei kon
forme Abbildungen der Variablen W einerseits, der Variablen t; anderseits auf 
die Hilfsvariable t vorzunehmen, so zwar, daB ein gewisser geradliniger Linienzug 
in der W-Ebene als auch ein ebenfalls geradliniger Linienzug in der l;-Ebene sich 
beide auf die reelle Achse der t-Ebene abbilden. Damit ist auch die passende Zu
ordnung der geeigneten W -W erte zu den zugeharigen l; -VI erten auf dem geradlinigen 
Linienzug in der x-y- oder I;-Ebene erreicht. Man braucht namlich bloB zwischen 

n 

if 3 !I W = W(t) und I; = I;(t) 

C?J --!---.1: 
t, t2 t3 tn 

Abb.71. Konforme Abbildung der ~- auf die I-Ebene. 

die Hilfsvariable t zu eliminieren, 
um die genannte Zuordnung und 
damit zufolge des Eindeutigkeits
satzes (eindeutige Bestimmtheit 
einer Lasung bei Erfiillung der 
Randwerte) die gesuchte Lasung 
zu erhalten. 

Die Abbildung eines polygonalen Zuges (Abb. 71) auf die reelle Achse der 
/.-Ebene ergibt sich aus der Integration der Differentialgleichung: 

dt; :'>-1 :'>-1 ~-1 
dt = C (t - t1) .,; (t - t2)" • •• (t - ttl) " (112) 

Hierin sind eXI ' eX2 • .. die Innenwinkel des Polygons. C ist eine Konstante, 
die vorlaufig frei bleibt. Die Zuordnung der t1 t2 • •• ttl Werte zu den Ecken des 

1) H. A. SCHWARZ, erelles Journ. Bd. 70, S. 105-120. 1869. 
2) G. KIRCHHOFF, Ber!. Ber. 1877; Ges. Abh. S. 101. 
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Polygons ist nicht ganz willkiirlich. Damit zwei n-Ecke, die die gleichen Winkel 
besitzen, sich ahnlich sind, sind n - 3 Bedingungen zu erfiillen. Daher k6nnen 
nur 3 t-Werte willkiirlich gewahlt werden. 

105. Der Plattenkondensator. Wir illustrieren die SCHWARZ-KIRCHHOFFsche 
Methode an dem Problem eines aus zwei parallelen unendlichen Halbebenen 
bestehenden Plattenkondensators1). Die Abb. 72 gibt die Lage und Entfernung 

der Spuren der Platten in der 
x y = ,-Ebene, die Zuordnung der 
t-Werte und die V-Werte. Der 
polygonale Zug muD durch einen 

t..!J 
VCI 

I V~+Va 
~ =7 F""i"=-,=",,,,",m===cii::9· 
I 

--~--~-------------~ ?»-:£ 

I~ 
t ~7FI =i========Zi 

V~-Vo 

Kreisbogen von t = +00, das -; ist 

"'V t=+oo tll t~o 

~i _m_+m+ 
I I 
~ I 

t=-oo t=H t~O 

Abb. 73. Konforme AbblJdung der W- auf 
die t-E bene. 

x =+00, y =+h nach t =-~, 
das ist· X = +00 , y = -h ge
schlossen werden, wahrend bei 

Abb. 72. Konforme Abbildung der t;- auf die I-Ebene. t = 0, das ist x = +00, y = ±h 
keine Liicke besteht. Die Innen

winkel 
x=O, 

sind 2n bei t = -1 oder x = 0, y = -h sowohl als bei t = +1 oder 
y = h und ° bei t = 0. Daraus und aus (112) 

!~ = C(t+ 1)2- 1t- 1(t _ 1)2-1 = C t2 _ 1 
dt t 

und ,= C (~ - lnt) + A, 

wo die Konstanten A, C aus den Bedingungen 
t=1: ,=ih=C(l)+A 
t = -1: ,= -ih = C(~· - in) + A 

zu c = 2h A = ih _!!.. 
n ' 7C 

bestimmt werden, also r _ 2h (t2 - 1 1) 'h 
" - ~ -2- - nt + z . 

Ferner hat man die konforme Abbildung der W-Ebene nach Abb. 73. Sie liefert: 

dd~ = Dt- 1 oder W = DInt + B. 

Die Konstanten B, D, bestimmen sich aus 

t=1, W=+iVo=B, 

zu 

also 

t = -1, W=-iVo=Din+B, 

D __ 2Vo B-'V 
- :;r' . - t 0' 

W 2Vol 'TT 
=-- nt+zvo· 

n 
(113 b) 

1) Zwei sich schneidende Platten endlicher Breite behandelt W. B. MORTON. Phil. Mag. 
Bd.1, S.337. 1926. . 

Handbuch der Physik. XII. 31 
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Man kann tin (113a) und (113b) als Parameter betrachten, was oft bequem ist, 
oder auch eliminieren, woraus 

r;=_!:.+~e;.(-W+iv·)+h~ (113 c) 
~ ~ Vo 

oder h h - Un ~ U 
x=--+-e V·cos-(V-Vo)+h-

~ ~ Vo V o ' 

h - Un ~ V 
Y = --e v. sin- (V - Vo) + h-. 

~ Vo Vu 
Man sieht leicht, daB (113c) das vorgegebene Problem wirklich lost. Die Abo. 74 
gibt die Niveau- und Kraft1inien. Die Ebene y = 0 ist NiveaufUiche V = 0, 
weshalb (113 c) auch -das Problem "eine Halbebene im Abstand h von einer 
Ganzebene" lOst. 

Um die Ladung auf der oberen Platte y = h zu berechnen, bemerken wir, 
daB (Abb. 73) U= -00 flir t= +00, U=o fUr t=1 und U=+oo flir t=o. 
Mithin ist die Ladung auf der {OubetrSei~et } von der Kante (U = 0) bis zu einer 
Stelle (U S 0) n ersel e 

1 
=F 431 U. 

Diese Ladung ist stets positiv und fur die ganze Ober- (Unter-) Seite unendlich. 
Man hat aus (113c) flir V = Vo auf der Unterseite 

h h - Un U u 
x+-=-e V. +h-<Xlh--, 

~ ~ Vo Vo 
wenn die Entfernung von der Kante groB, U --?- 00 ist. Die Ladung auf einem 
Streifen von der Kante bis zu einer gewissen Entfernung x ist also auf der Unter
seite der oberen Platte bei groBerer Entfernup.g nicht dieser Entfernung x, 
sondern der um hln vergroBerten Entfernung proportional. Dies ist die 
Wirkung der durch die Kante hervorgerufenen Verdichtung oder Ungleich
formigkeit der Dichte. Auf der 0 be r seite hat man 

h h - u", U h h ( ~X) x + - <Xl - e V. oder - - <Xl -In 1 + - . 
~ 31 Vo ~ h 

Somit ist die ganze Ladung auf der Ober- und Unterseite zwischen der Kante 
und der zu ihr parallelen Geraden in groBerer Entfernung x von der Kante 
(naturlich per Langeneinheit der z-Achse): 

4:~ [1 + xh~ + In (1 + X;)]. 
Die Ladung auf der Oberseite ist daher zwar auch unendlich wie die der Unter
seite, gleichwohl aber im Vergleich zu dieser verschwindend. Berucksichtigt 
man daher nur die Ladung der Unterseite, so findet sich eine VergroBerung der 
Kapazitat flir den Streifen Breite x, Lange 1, von 

1 X· 1 - 1 X + h/~ 
4~ -2:h [vgl. (37)J auf 4~ ~ 

Die Dichte berechnet sich aus 

4 n a = T"~_U = ::r ~ ---.; 
., uX ., h nU 

1 - e-v' 
(Oberseite ) 
Unterseite 

fur t = +oo(U = -(0): 4na = 0 (Oberseite weit von der Kante) , 

t (X) 1 (U ex> 0): 

t= 0 (U = +(0): 

V2 1 
4 n a --?- - _0_ - --?- 00 (Kante) , lUI h31 

4na = -~.!! (Unterseite weit von der Kante) , 
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letzteres wie die gleichformige Dichte auf einer unendlichen Ebene (Ziff. 33). 
Auf der Oberseite hat man bei groBerem x nach dem Vorausgehenden 

V 4na=-o, 
nx 

auf der Unterseite: 4na= ~o (""') ~ -~~. In kleiner Entfernung 
l_e-,,+1 

hs ~ U = 0 hat man x =2 V2 U2 und 4na= ,/_ auf Unter- und Oberseite. 
o r2nhx 

Die Abb. 74 gibt die Niveau- und Kraftlinien, die Abb. 75 die Dichteverteilung 

, 

, 
/ 

/ 

, 
"

'-

'-
/ 

---
/ 

/ 
/ 

Abb. 74. Niveau- und Kraftlinien beim Platten
kondensator. 

Abb. 75. Darstellung der Dichte auf der Ober- bzw. 
Unterseite der unteren Platte dnes Plattenkondensators. 

auf der un teren Platte, wobei Vo = h = n gesetzt ist, d. h. Plattenabstand und 
Potentialdifferenz der Platten = 2n . 

106. Der Schutzringkondensator (vgl. Ziff.47). Wir betrachten den Fall 
Abb. 76: Eine geschlitzte unendliche Platte, y = h, Breite des Schlitzes 2k be
findet sich auf dem Potential V = Vo, im Abstand h von einer geerdeten un
endlichen Platte y = O. Dieser Fall tritt bei dem mit Schutzring versehenen 

t- +a... 
<::> 

x 
t-+tL 

Abb.76. Konforme Abbildung der :;- auf die I-Ebene. Abb.77. Draufsicht auf den Kondensator 
von Abb.76. 

Kondensator auf, wenn man die Kri.imm ung des Ringes vernachHissigen darf, 
so daB der Kondensator in Draufsicht wie Abb. 77 aussieht. Aus (112) und Abb. 76 
ergibt sich (der Wert t = a < 1) 

_di; = C(t + 1)2-1(t + a)-l(t _ a)-l(t _ 1)2-1 = C t2 - 1 
dt - a 

" ( 1 _. a 2 t - a 1 - a 2 • ) 
<" =C t---ln--+--zn. 

2a t + a 2a 
oder (114) 

31* 
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Der Wert von t = a muB aus den Abmessungen des Polygons bestimmt werden, 
da (Ziff.104) nur drei t-Werte willkurlich angenommen werden konnen. Man hat: 

k=C 1---ln--( 1 - a2 1 - a) 
2a 1 + a ' 

1 - a2 
h=C--n. 2a 

Hieraus folgt fUr a: 

:v 
kn =~+ln1+a. 
h 1- a 2 1 - a 

(114 a) 

i=-oo 1 t=.,.oo 

tt Fur die Abbildung der W-Ebene dient Abb. 78: 
dW 
7fT = D(t - a)-I(t + a)-I; 

Abb.78. Konforme Abbildung der W. hieraus 
auf die t·Ebene. W=Volnt+a+iV. 

n t- a 0 
(114b) 

Die Ladung auf der Un t e r s e i t e der rech ten Halfte der 0 beren Platte betragt 
von einem Werte a < t < 1 an bis zur Kante t = 1 per Langeneinheit der z-Achse: 

--- (Ut - U t - ) = -- In -- -In -- . 1 Vo ( t + a· 1 + a) 
4 n -1 4 n 2 t - a 1 - a 

Wenn die Entfernung von der Kante groB oder t-+a ist, ergibt sich aus (114), 
t114a) : 

( 1 - a2 [ t + a 1 + a]') x-k=C t-1 +--_. In---In--
2a t - a 1 - a 

und die gesuchte Ladung zu 

JJ._{x - k + C(1 - t)}-+~-{x - k + C(1 - a)}. 4nh 4nh (115 a) 

Die gesamte Ladung auf der Oberseite der rechten Hiilfte der oberen Platte 
betragt: 

1 Vo 1 + a 
4- (Ut=1 - U1=+00) = -4 2ln -1 -. n n -a (115b) 

Es sei der Schlitz sclimal oder k <. h . . Dann ist a C'V 0 und gernaB (114a): 
kn 

a (Xl 4h und k (X) 2C . 

Daher fur die Ladung auf einern Streifen der Unterseite bis zurn Abstand 
(x - k) von der Kante aus (115a) 

Vo (x-~k) (115 c) 4nh 2 

und fur die ganze Ladung der Oberseite aus (115b): 

Vo k (115 d) 
4nh'2' 

Aus (115 c) folgt, daB der EinfluB der Kante auf die Verdichtung der Elektrizitat 
auf der Unterseite sich in einer VergroBerung der Kapazitat nach (37) 

von 4:h (x - k) auf 4:h(x- %) auBert, also in einer Verbreiterung der 

Plattenhalfte urn 1/4 der Schlitzbreite. Hinzu tritt die gesamte auf die Ober
seite geschlupfte Ladung, so daB aus (115 c) und (115 d) zusarnmen die Ladung 

Vo 
4nJi x 

oder eine VergroBerung der gesamten Kapazitat urn k resultiert, was einer 
Verbreiterung der rechten Plattenhalfte urn die halbe Schlitzbreite 
gleichkomrnt. 
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Man kann die hier gegebene Berechnung leicht auf den Fall erweitern, daB 
die rechte HaJfte (a < t < (0) und die linke Halfte (- a > t > --(0) der 
oberen Platten sich auf ungleichen Potentialen VI bez. Vz befinden. Anstatt 
( 114 b) hat man einfach zu setzen 

W = V 2 In (t + a) - VI In (t - a) + i VI . 
:rr: :rr: 

(114c) 

Denn wenn z. B. t = 1 ist, hat man V = VI; nimmt t ab und geht von a + 15 

zu a - 15, so nimmt die Phase von t - a urn 'll zu, daher nimmt V urn VI ab und 
wird Null. Gelangt man zu t = -a + 15 und geht t von -a + 15 zu -a - 15, 

so nimmt die Phase von + t + a urn'll, daher V urn V 2 zu und V wird V 2 • 

An (114), (114a) andert sich nichts. Somit wird die Ladung auf der Un ter
s ei t e der rechten Halfte der oberen Platte bis zu einer Entfernung x - k von 
del' Kante per Langeneinheit del' z-Achse gegeben durch: 

~ (Ut- Ut~I) =~{V2ln(t + a) - V1ln (t-_ a) - "V~In(1 + a) + 1/1ln (1_ a)} 
4:rr: 4:rr: :rr: :rr: :rr: :rr: 

= ~{(V2 - V1)ln(t+ a) + VI (x- Cal _ 1/2 - v11n (1 +a) _ V1 (k -C)}. 
4:rr: a: h :rr: h 

Wenn t <XJ a (groBe Entfernung von del' Kante) und wenh k <: h (schmaler 
S hI' ) 1 . d d' . k a: C k c ltz, a so a <Xl 0., so Wlr IeS mIt a 00 4 h" 00 2-: 

(115e) 

Fur V 2 = VI = Vo geht dies wieder in (115 c) uber. Die Ladung auf der Ober
sei t e wird fUr groBe Entfernung (t -+ (0) von del' Kante per Langeneihheit 
der z-Achse: 

~(Ut~l - Ut) = ~{V2ln(1 + a) - V1ln (1 - a) - V2ln (t+ a) + V1ln (t - a)} 
4:rr:.· 4a: a: a: :rr: a: 

1 {V2 - VII ( ) VI (k' C V2 - VII } 
-+ 4:rr: --:rr:- n 1 + a - T' -) - :rr: nt. 

Hieraus fUr schmalen Schlitz (a 00 0, wie oben): 

1 {V2±-.!"! k _ ~2- VI In ~X} . (115 f) 
4a: 4h a: k 

Fur Vz = VI = Vo geht (115 f) in (115 d) uber. Gesamtladung auf einem Streifen 
von der Breite x - k und der Lange 1 aus (115 e) und (115 f) : 

_ V 2 - VI In 4xh + 10, x 
4a:2 a:k2 4a:h' 

Die Gesamtladung del' rechten Halfte der oberen Platte bis zur Entfernung x 
von del' Kante ist also bei nur einigermaBen verschiedenen Potentialen VI' V 2 

del' beiden Halften stark verschieden von der Ladung bei gleichen Potentialen 
VI = V 2 = Yo, da xh ::?> k 2 ist. Es ist dies eine Folge der Influenzwirkung des 
Sehutzringes auf die geschutzte Platte. Es empfiehIt sich daher, den Schutz
ring immer auf gleichem Potentiale wie die geschutzte Platte zu 
verwenden. 

0) Der Kreisplattenkondensator. 
107. Vorbereitung der Rechnung. Wir geben nachfolgend die Berechnung 

wieder, mittels welcher G. KIRCHHOFF l ) das wichtige Problem des aus zwei 

1) G. KIRCHHOFF, Ber!' Ber. 1877; Ges. Abh. 8.101; Vorlesungen fiber Elektrizitat, 8.Vorl. 
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parallelen kreisformigen Platten bestehenden Kondensators behandelt hat. Das 
Problem hat axiale Symmetrie, hangt also nur von zwei Koordinaten (}, z 
(vgl. Ziff. 56) abo Die Integration der LAPLACEschen Gleichung ist aber in diesen 
Koordinaten nicht so leicht wie in dem zweidimensionalen Fall (Abhangigkeit 
nur von x, y), was auf die kompliziertere Gestalt der Differentialgleichungen (64) 
(Ziff. 56) im Gegensatz zu der einfachen Gestalt der CAUCHy-RIEMANNSchen 
Differentialgleichungen (96) des zweidimensionalen Falles zuruckgeht. Deshalb hat 
KIRCHHOFF einen Umweg eingeschlagen, welcher im wesentlichen auf die Ersetzling 
des axialsymmetrischen Problems durch ein zweidimensionales hinauslauft1). 

Wir betrachten (Abb.79) einen Kreisplattenkondensator, Radius der Platten R, 
Abstand der Innenseiten 2 a, Dicke jeder Platte b, und legen das Zylinderkoordi
natensystem (}, w, z, so daB der Mittelpunkt des Kondensators Ursprung, die 
Achse des Kondensators die z-Achse ist. Wir konstruieren einen ringformigen 
Raum 1, 1, der durch Rotation eines Kreises 1 urn die z-Achse entsteht. Dieser 
Raum enthalt die "Randwirkungen". Der restliche Innenraum des Kondensators 
sei 2,2, der restliche AuBenraum sei 3,3. 

In (1) konnen wir alle Entfernungen als klein gegen R ansehen, d. h. die 
Krummung 1jR der Kreise vernachlassigen (R4- (0). Wir erhalten dann ein 
zweidimensionales Problem in jeder durch die z-Achse gelegten (}z-Ebene: 
zwei parallele Platten (von endlicher Dicke b, aber einseitig unendlicher Aus
dehnung 2 R 4- (0) stehen sich im Abstand 2a der Innenflachen gegenuber. 

Z 
3 -t- 3 

{.Jill" 

J1~E-~;'P.EtJ 
V=-1 

J .] 

Abb. 79. Zerlegung des Raumes beim KreispJattenkondensator 
in drei Gebiete. 

tZ n f 
Idf. 

p 

++++++++++++ +++-----+ --------+------- ~ 
~~ 

Abb. 80. Der Fan der kreisformigen (a ~ R) 
DoppeJschicht. 

In (2) konnen wir die Entfernung von den Randern als so groB ansehen, 
daB wir ein eindimensionales Problem folgender Art haben: Zwei unendliche 
parallele Ebenen im Abstande 2a voneinander. 

In (3) konnen wir schlieBlich die Entfernungen von den Randern als so 
groB gegen den Plattenabstand 2a ansehen, daB wir diesen vernachHissigen 
durfen und folgendes axialsymmetrische dreidimensionale Problem haben: 
Eine Doppelschicht auf der Kreisflache z = 0, (} < R. 

Wir berechnen nun die geeigneten Losungen flir jeden dieser drei Raume und 
bemerken noch, daB auf den Grenzflachen zwischen 3 und 1, bez. 3 und 2 die 
Losungen fur 3 und flir 1 bez. fur 3 und fur 2 stetig ineinander ubergehen mussen. 

108. Die Lasung fur den AuBenraum (3). Nach Ziff. 107 haben wir hier 
cine kreisformige Doppelschicht an Stelle der beiden :Kreisplatten (Abb. 80). 
Nach (20) hat deren Potential in P die Form: 

V = fdf~ rtn (~). 
1) Eine andere Behandlung dieses Problems, wobei die beiden Kreisplatten als Grenz

faIle abgeplatteter Rotationsellipsoide betraehtet werden, bei J. W. NICHOLSON, Phil. Trans. 
(A) Bd.224, S. 303. 1924. Eine andere Behandlung auf Grund symmetriseher harmoniseher 
Funktionen von BELTRAMI, die auf zwei FREDHoLMsehe Integralgleiehungen zweiter Art 
fuhrt, bei R. SERINI, Line. Rend. Bd. 29, S. 34,257. 1920; Bd. 31, S. 182. 1922. Er gelangt 

konst. R 
zu einer Endformel fur unendlieh dunne Platten: C = -- + - , vgl. dagegen (120a). 

a :n 
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Die FHichendichte i des Moments ist offenbar gleichformig und durch die 
Gleichung 

4Jli = V + - V _ = 1 - (-1) = 2 

ZU i = 21n bestimmt. Somit fUr den Wert von V in P 

V(P) = ~J'd f ~ (~) = - -!- ~- f~ 
2n az r 2n azpo r ' (116a) 

denn r2 = (x - Xp)2 + (y - yp)2 + (z - Zp)2; 
daher :z (+) = - ate)· 
Da unser Problem 
U (e, z), so daB 

axialsymmetrisch ist, existiert nach Ziff. 56 eine Funktion 

oU oV oU oV 
8e = e 8z ' 8z = - f28(i' (64) 

Diese Funktion ist, von einer additiven Konstanten abgesehen, 

denn 

U -1-e~rd! 
- 2n oeo r ' 

(; U 8 (1 0 Jdf) a V oz = f2 0 oe 2n OZ r = - e oil ' 

(116b) 

nach (116 a), wenn der Buchstabe P wieder weggelassen wird, da selbstver
standlich hier nur nach den Koordinaten irgendeines Aufpunkts P und nicht 
nach denen eines geladenen Elements differenziert wird. Ferner: 

aU 1 a (afd!) 1 a2 fd! aV ae = 2n ae f2 ae r = - 2n e az2 r = e az ' 
da fd! die LAPLACEsche Gleichung 

10(0 _') 02 
- - 0 -- [00 oJ + - [0 0 oJ = 0 e oe ~ Of! OZ2 

befriedigt. 
Mit (116a) und (116b) ist das Problem fUr den Raum (3) gelost. Wir be

rechnen noeh: 
<X) Grenzwert von V auf der Trennungsflaehe von 3 und 1: Es sei P 

(Abb. 81) ein Punkt auf der Trcnnungsflache. Nach (116a) ist der Raumwinkel 
zu bereehnen, unter dem sich auf der Einheitskugel!lC (s. Abb. 81) urn P die Kreis
flache t des Kondensators darstellt. Da auf rlieser Grenzflache die Entfernung vom 
Rand klein gegen den Durchmesser 2 R der ---r:::f;\J 
Kreisplatte ist, lauft der nach dem anderen J/--_W--.L-----~ 

~a~~~~~~~~~~;~::rie~1~i~h~~:~~:!t~~ra~~ v~~ {--&;;liiile )"'22i?(IiU i:u1 leii" Ie,.} 
man ferner die Krummung 1/R des Randes aus \ / 
den eben genannten Grunden vernachlassigen '- -_./ 

Abb.81. ZUi' Berechnung des Grenzwerts des 
darf, hat man statt der Kreisflache eine Halb- Potentials an der Grenzc zwischen 1 und 3. 

ebene, daher wird der Raumwinkel von zwei 
Ebenen gebildet, deren eine dureh P und die Randlinie der Halbebene bestimmt 
ist, deren andere die durch P gelegte, zur genannten Halbebene par allele Ebene 
ist. Dieser Winkel ist (Abb. 81) 2{}, da{} der Winkel der beiden Ebenen ist. 
Dabci ist {} auch der Winkel, unter dem der vom Rand nach P hin gehende 
kurzeste Abstand sich tiber der Verlangerung der Halbebene erhebt (-Jl ~ {} ~ Jl). 
Der gcsuehte Grenzwert ist daher: 

H V = -- (116c) 
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P) Wert von U auf der Platte: Urn den Wert von U auf der Kreisplatte 

zu berechnen, bediirfen wir des Wertes von f a: ' wenn der Aufpunkt P in die 
Platte fallt (Abb. 82) 

2",,' 2", 

fd! = fdwfrdr.~ = f dw . r', 
o 0 0 

wo r' den unter dem (festgehaltenen) Winkel w gegen 
PM geneigten langsten Radiusvektor (bis an die Kreis
peripherie) bedeutet. Man hat daher 

Abb. 82. Draufsicht auf den 
Kondensator. 

oder 

also 

1'2 + Q2 - 2Q1' cosw = R2 

2,,; 2", 

f~f fdW (Qcosw + -yR2 _Q2sin2W) = RfdW Vi - (~rsin2w =4R.E(mod~), 
o 0 

wo E das vollstandige elliptische Integral zweiter Gattung mod QI R ist: 

U = ~ {} ~fd f = ~ Q 4 . a E = 2 e • ~ (E _ K) = 2 R (E _ K) , 
2:n;O:Oe'Y 2:n; ok :n; k :n; 

wo k = QII? ist. Wir werden besonders benotigen die Werte von U: 
am Plattenrand: ' 

4 4R 1 8R . 
K -In ,~ = In J"R2= - -In -R (vgl. Ziff. 88e) , 

y 1 - k2 R2 - e2 2 - e 

U--i--ln--2R ( 1 8R) 
:n; 2 R-e' 

im Plattenmittelpunkt: k- 0, E=K-~ 
2 

U-O. 

(116 d) 

(116 e) 

Der Grund, weshalb wir diese Werte benotigen, ist folgender: Fiir die Ladung 
auf der Kreisplatte haben wir gem1iB (64) 

R 2", R 2", 

fdf(J==f41:n;fQdQfdw~: ==f41nfdQfdWoo~ ==F~[U(R)-U(O)J, (117) 
o 0 0 0 

wo das obere (untere) Vorzeichen fiir die obere (untere) Seite gilt. Also eine zu 
(99) (bei der zweidimensionalen U-Funktion) ganz ahnliche Relation. 

109. Berechnung fUr den Ringraum 1. Wir haben hier nach Ziff. 107 das 
zweidimensionale Problem nach Abb. 83 nach der Methode von SCHWARZ und 
KIRCHHOFF (Ziff. 104) zu lOsen. Als Ursprung der Koordinaten in der ge
zeichneten z-Q-Ebene nehmen wir nicht den in Ziff. 107 gewahlten Mittelpunkt 
des Kondensators, sondern den in der Entfernung Q = R vom Mittelpunkt 
gelegenen Punkt der Ebene Z = 0 und fiihren statt Q die Koordinate ~ = R - Q 
(Abb.83) ein. Wir setzen r; = ~ + iz und bilden, indem t = ±P" ±.1 noch 
zu bestimmende Werte bleiben 

di; (/1-2 - t2)~ (,1,2 - t2)~ 
Tt=C t 
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oder, wenn C = -2a gesetzt wird, 

, = ia - a y(},2 - t2) (f-L2 - t2) 

489 

?2 + ,u2 y,u2 _ t2 + y22 _~ 2 YIJ,2 _ £2 + /' Y22 - t2 
---aln +If-Laln (U8a) 

2 YIJ2 _ t2 - Y22 _ t2 2 Y 11,2 - t2 - ,u Y22 - t2' 

wobei die Integrationskonstante so gewahlt ist, daB, fUr t = 1, ,= ia wird. 
Von den In sind, wenn 1> t> 0 ist, die Hauptwerte (In 1 = 0) zu nehmen. 

Ferner haben wir die Abbildung der W-Ebene auf die t-Ebene nach Abb. 84 

dW B oder W - - ~lnt + i (118b) 
dt - lC ' 

wo die Integrationskonstante so gewahlt ist, daB, fUr t = 0, V = 1. 

z 
t 3.K t=,u 2 V= f1 t=-fOO 

fi.:t1. JK t=O 
.c:::, I" I 2 <::) 

~ ~ f----------- s 
t};-t1.1 Zf. t=o 

t=-p. J2I V=-1 t=-oo 
2 

Abb. 83. Abbildung der 1; = ~ + iz - auf 
die t-Ebene. 

Abb.84. Abbildung der W-Ebene auf 
die t-Ebene. 

Zur Bestimmung von 1, f-L in (118a): Von t = -0 auf t = +0 nimmt die 
Phase von tum nab, , urn 2ia zu, also wegen 

--- ~- t2 (,u2 J2) 
}'f-La In (1 Y f-L2 - t2 - f~ 11 12 - t2)t~o -+ If-La In ~ , . 2,u, 

2ia = -21f-La. (-in) oder 1 = If-Ln. (U8c) 

Von t = +00 auf t = -00 nimmt die Phase von tum 2n zu, 'urn 2i(a + b) abo 
Wegen 

22~,U2 aln(yt2=f-L2 _ yt2 -12)t+00-+ 22~fl2 alne2~fl2) 

hat man 2 2 2 
2;( +b) +2 +,u ( .) oder a+b 22+,u (118d) ta = -2- a - tn -2-=-2-n. 

Hieraus 
f-L + 1 = V~ 2aa+ b, f-L -1 =V~ ~. (U8e) 

Mit (118a), (118b), (U8e) ist unser Problem ge16st. Wir benotigen noch: 
eX) Grenzwert von V auf der Trennungsflache gegen 3: Dazu haben 

wir offenbar t -+ 00 gehen zu lassen, da der Kreis 1'1 = 00 die Spur der Grenz
flache ist (Abb.83). Wir erhalten: 

2 1 t 
W"'" --lnt + i ,-+ +at2, W-+ --In--'-- + i n' n a 

1{11'1 . tZ}. = --;; n a +t arc g T + t , WO 0 < arctg <: 2 n . 

Somit 
V -+ + ~ (n - arctg~) =~, 

lC . ~ lC 
(118e) 

wie man leicht aus Abb. 81 erkennt. Also stimmen, (118e)und (116c), oder 
die Grenzwerte von V aus Raum 3 und aus Raum 1 an der Grenzflache 
iiberein. 
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(3) Grenzwe rte von U auf der Platte an der Grenze zwischen 
3 und 1: Mit t~ 00 wird 

oder 

2 
U = --lnt, ~ ~ +at2, 

~ 

1 R-e 
U~--ln--. :n; a 

1 ; 
U~--ln

~ a 

(118f) 

y) Grenzwert von U auf der PIa tte an der Grenze zwischen 2 und 1. 
Mit t~ 0 wird 

2 }.2 + fl2 fl + }. {2}.fl)2 
U = - -;-In t , ; ~ - aJ... p, - -2- a In fl _ }. + J... p,a In (fl2 _ }.2) t2 

= _!! __ ~ln(:n2a + b) _ ~ln2a + b _ 2a lnt 
~ ~ 2a 2:n; b :n; 

gemaB (118 c), (118d), (118e). Also: 

U ~ R ~ + ~ + ~ln(:n2a+b) + _b_ In 2a+b. 
a :n;:n; 2a 2:n;a b (118g) 

~) Grenzwert von V au f der Trennungsflache gegen 2: Mit t ~ 0 
wird 

w= -~lnt + i :n; , 1: ~ 2a - - - --In :n-- - -In-- - -lnt, . a a (2a + b) b 2a + b 2a 
. ~:n; 2a 2:n; b :n; 

also 
w~~ + ~ + ~ln(:n2a+b·) +_b_ 1n2a+b 

a :n; ~ 2a 2a:n; b' 
woraus 

(118h) 

110. Berechnung fUr den Innenraum 2. Nach Ziff. 107 haben wir hier das 
eindimensionale Problem: Zwei unendliche parallele Ebenen im Abstand 2a. 
Wir erhalten also das Potential fUr ein homogenes Fe1d (vgl. Ziff. 33): 

V =~. (119a) 
a 

Hierzu gehOrt nach Zif£' 95 IX: 
; R-e U=-=--. a a (119b) 

Grenzwert von V gegen 1: Wir erhalten Dbereinstimmung zwischen (119a) 
und (118 h) : 

Wert von U in der Mitte der Platte (e = 0): U =~. a 
Wert von U am Rande der Platte (e = R): U=o. 

(119c) 

(119 d) 

111. Berechnung der Ladungen auf den einzelnen Teilen der Kreisplatte. 
Kapazitat des Kreisplattenkondensators. Wir haben: 

Auf der zum Raum 3 gehOrigen Oberseite der oberen Platte (Abb.79) 
nach (117): 

1 R (1 8R ) Gesamtladung: 2 [U (0) - U (R)] = -;; 2ln R _ e - 1 . 

Auf den zum Ringraum 1 gehOrigen Randern der Platte nach (118£), 
(118g), (99): 

Gesamtladung: 4~[ - U(oo) + U(o)]· 2R:n = + ::n;lnR; e 

+ B{~ + ~ln:n;(2a + b) + _b_ In2a+ b}. 
2:n; ~ 2a 2:n;a b 
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In (118g) kann namlich nachtraglich e <Xl R gesetzt werden, da es sich urn die 
Rander handelt. Man beachte, daB der Wert t = 00 (Abb. 79 tmd 83) bei U nach 
(118b) unmittelbar an den Wert e <Xl R bei U nach (116b) anschlieBt, daB aber 
gleichwohl gemaB Abb. 53 der Wert t = 00 nicht als obere, sondern als untere 
Grenze zu behandeln ist, ferner daB sich die nach (99) berechnete Ladung [zum 
Unterschied von der nach (117) berechneten] auf die Langeneinheit der Rand
linie bezieht, daher noch mit 2nR zu multiplizieren ist. 

Auf der zum Innenraum 2 gehorigen Unterseite der Platte nach (119c), 
(119 d), (99): 

Gesamtladung: 1 2Rn R2 
-[-U(R) + U (0)]·- =-. 
4n 2 4a 

Hier muB als Lange der Mittelwert zwischen Null (Mittelpunkt) und 2 Rn 
(Umfang der Kreisscheibe) eingesetzt werden. Auch direkt aus (119 b), indem 

die Dichte: a = 4~ ~u =4~ und die Gesamtladung 
n u; na 

j. 1fd R2 dla = - -dl=-4n a 4a ist. 
Gesam tlad ung auf der 0 beren Platte: Ais Summe dieser Ladungen 

ergibt sich 

R2 +!!_[_1+ln(2a+bn)+~ln2a+b+ln8R]=2C (120) 
4a 2n 2a 2a b a . 

gleich der doppelten Kapazitat des Kreisplattenkondensators, da die Potential
differenz zwischen oberer und unterer Platte 2 istl). 

Der zweite Summand in (120) gibt die storende Wirkung des Randes und 
der Oberseite auf die fUr einen unendlich ausgedehnten Plattenkondensator nach 
der iiblichen Formel (37) berechnete Kapazitat R2J8a. Setzt man, urn diese 
storende Wirkung zu erfassen 

so bekommt man nach GANS2) fiir unendlich diinne Platten b = 0, wo 

c = R2 + !!...(In 8Rn -1) 
8a 4n a 

die folgende Tabelle fUr k: 

aiR = 0,0001 II 0,0005 I 0,0010 
k = 0,0004 I 0,0017 0,0031 

0,0100 
0,0239 

(120a) 

112. Kreisplattenkondensator, dessen Platten sich auf beliebigen Potentialen 
befinden. Es werde zunachst der Fall untersucht, in welchem beide Platten des 
Kondensators Abb. 79 sich auf gleichem Potential V = 1 befinden. Bei ge
niigender Kleinheit des Abstandes 2 a gegen den Durchmesser 2 R laBt sich der 
Kreisplattenkondensator dann als eine einfaci:J.e Kreisscheibe auffassen. 
N ach Ziff. 89 gilt fiir das Potential im AuBenraum bei der Ladung e 

V e R = R arctg yI , 

1) Vor KIRCHHOFF hatte schon R. CLAUSIUS (Pogg. Ann. Bd. 86, S. 161. 1852) den Fall 
b = ° angenahert, aber nicht ganz richtig berechnet. Vgl. Ziff. 34. 

2) R. GANS, Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V. S.317. 1907. 
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worin A. die positive Wurzel voil 
(12 Z2 

R2 + A + T -:-1 = 0 

ist (e, z Koordinaten des Aufpunktes) und 0 -s;; arctg ;::; n/2 ist, dabei ist die 
Kapazitat der Kreisscheibe 

C_ 2R 
- 31:' 

das Potential derselben also C e = 2R e. Da 
31: 

dieses gleich Eins sein so11, muS 
2R. d e= -seln, un 

31: 2 R 
V = - arctg,/l' 

31: yA 

Auf jeder der beiden Platten sitzt die Ladung ~ = R . 
2 31: 

(121) 

Es sei nun V(l) die Losung nach (116a) , (118b), (119a), welche auf der 
oberen Platte V(l) = + 1, auf der unteren Platte V(l) = -1 ergibt. Und es 
sei V(2) die Losung (121), welche auf beiden Platten V(2) = + 1 ergibt. Wenn 
nun die obere Platte das Potential A, die untere das Potential B erhalten solI, 
so ist 

V = i(A - B)V(l) + l(A + B) V(2) 
die gesuchte Losung. 

Es selen ferner im ersten FaIle die Ladungen der oberen bez. unteren Platte 
e(l) bez. -e(l), also gleich + oder -2 C nach (120); im zweiten Falle seien die 
Ladungen sowohl der oberen als der unteren Platte e(2), also gleich R/2 n (vgL oben). 
Dann hat man fur die Ladung im allgemeinen Falle 

auf der oberen Platte: e = t (A - B)e(l) + t (A + B) e(2) , 

auf der unteren Platte: e = -t (A - B) e(l) + t (A + B) e(2). 

Hieraus folgt nach (42) fiir den 

Kapazitatskoeffizienten der (Obteren ) Platte: i(e(l) +e(2») 
un eren 

Influenzierungskoeffizienten der beiden Platten: -t(e(l) .,-e(2»). 

R Hier hat e(l) den Wert 2C nach (120), e(2) = -. 
231: 



Kapitel 5. 

Dielektrika. 
Von 

A. GONTHERSCHULZE, Berlin. 

Mit 10 Abbildungen. 

I. Theorie der Dielektriken 1). 
a) Das ladungsfreie Feld. 

1. Bei statischer dielektrischer Beanspruchung. Die dielektrischen Eigen
schaften des ladungsfreien leeren Raumes lassen sich ermitteln, wenn er durch 
K6rper begrenzt wird, von denen aus er elektrisch beeinfluBt werden kann. 
Der einfachste Fall einer solchen Begrenzung sind zwei unendlich ausgedehnte 
planparallele leitende Platten im Abstand a. Zwischen ihnen ist die elektrische 
Erregung '1> des Raumes der in ihm herrschenden Feldstarke Q; proportional 

'1> = ~. Q; (1) 
4n ' 

wo e eine Konstante ist, die Dielektrizitatskonstante genannt und im elektro
statischen MaBsystem fUr den leeren Raum gleich 1 gesetzt wird. 1st U die 
Spannung zwischen den Platten, so ist 

'.!l=~=e.U. 
4n 4na (2) 

Ein Element des Raumes, in dem die Feldstarke Q; ist, enthalt eine Energie, 
die gleich dem Produkt aus dem Volumen des Elementes und der Energiedichte u 
ist. Dabei ist 

u = _e_Q;2. 
8n 

2. Bei dynamischer dielektrischer Beanspruchung. 1st die elektrische 
Feldstarke Q; periodisch veranderlich 

so wird 
Q; = Q;o sinwt, 

'1>= 4: Q;osinwt. 

b) Das ideale, verlustfreie, Ladungen enthaltende Feld. 
Die MAXWELLsche Theorie der Dielektriken. 

(4) 

(5) 

3. Statische oder quasistationare Belastung. Als quasistationar werden 
SOlche Spannungsanderungen bezeichnet, deren Anderungszeit groB ist gegen 

1) Zusammenfassende Darstellung 1. der alteren Theorien s. E. SCHROEDINGER, Dielek
trizitat, im Handbuch der Elektrizitat und des Magnetismus von L. GRAETZ, Bd.1. 1921; 
2. der neueren Theorien s. O. BLUH, Phys. ZS. Bd.27, S.226. 1926. 
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die Zeit, die die elektromagnetischen Storungen gebrauchen, urn den Abstand 
zwischen den beiden entferntesten Punkten des Systems zu durchmessen. 

Zwischen den beiden planparailelen Platten befinde sich jetzt nicht mehr 
der leere Raum, sondern ein nichtleitender gasformiger, fliissiger oder fester 
Korper, ein Dielektrikum. Seine Dielektrizitatskonstante sei e, seine Leit
fahigkeit a = O. 

Die Gleichungen 1 bis 5 bleiben bestehen. e ist jetzt aber nicht mehr gleich 1, 
sondern eine vom dielektrischen Material abhangige Konstante. Die MAXWELL
sche Theorie sieht diese Konstante als gegeben an und geht auf ihren Zusammen
hang mit der Konstitution der Materie nicht ein. Sie ist in dieser Beziehung 
rein formal. 

1st das Feld stationar, so l1iJ3t es sich von einem Potential ableiten 

~ = -gradp, 

woraus nach der Potentialtheorie folgt 

(6) 

= _1_fdiV~ d. (7) 
qJ 4n r ' 

wobei das Raumintegral tiber aile Volumelemente d. zu erstrecken ist und r 
den Aufpunkt des Volumelementes d. bedeutet. 

Die GroBe 
div~ . 
~=ef 

wird "Dichte der freien Ladung", die GroBe 

div~ = :n div~ = ew 

"Raumdichte der freien Elektrizitat" genannt. 
4. Die Erscheinungen an der Grenzflache zweier Dielektriken. Es sei d I 

ein Element der Grenzflache zweier Dielektriken verschiedener Dielektrizitats-

Abb. 1. GrenzfHiche 
zweier Dielektriken. 

konstanten. Wird d I durch zwei parallele Flachenstiicke a und 
a' und durch die Zylinderflache b (Abb. 1) eingeschlossen, 
so ergibt sich fiir die gesamte freie Elektrizitatsmenge im 
Innern des kleinen Zylinders: 

f 1 J' . 1 f df efd. = 4n dlVG;d. = 4n ~ndl = 4n (~n + ~n-)' (8) 

Dabei sind ~n und ~n' die Normalkomponenten von ~ zu 
beiden Seiten von dl, und die Normale ist stets in das Innere 
des betrachteten Dielektrikums gerichtet. 

Die Oberflachendichte der freien Elektrizitat an der GrenzfHi.che betragt also 
1 

af = 4n (~n + ~n') . (9) 

Andererseits ergibt sich die Flachendichte aw der wahren Elektrizitat zu 
Ii e' 

aw = ~n + ~n' = 4n ~n + 4n ~n' . (10) 

Enthalt eine Grenzflache zweier Dielektriken zu irgendeiner Zeit keine wahren 
Ladungen, so entstehen auf ihr auch nie solche. Es ist stets 

(11) 

Zusammen mit dem Satz, daB die tangentielle Komponente von ~ stetig durch 
die Grenzflache geht, fiihrt das zu dem Brechungsgesetz der elektrischen Kraft
linien: 
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Die Tangenten der Winkel, welche die elektrischen Feldstarken mit dem 
Lot auf die Grenzflache bilden, verhalten sich ,vie die Dielektrizitatskonstanten. 

1st das eine der beiden Medien ein Leiter, so verhalt er sich hinsichtlich 
des vorstehenden Gesetzes so, als ob seine Dielektrizitatskonstante unendlich 
ware: Die elektrischen Kraftlinien stehen auf der OberfHiche eines Leiters stets 
senkrecht. 

Sind eine Anzahl Leiter in ein unendliches homogenes Dielektrikum ein
gebettet, und ist die wahre Dichte der Elektrizitat im Dielektrikum iiberall 
gleich Null, so folgen aus der Potentialtheorie die beiden Satze: 

. 1. Die Kapazitat eines Leiters ist der Dielektrizitatskonstante des um
gebenden Mediums proportional. 

2. Die ponderomotorischen Krafte zwischen Leitern, die auf einem kon
stanten Potential gehalten werden, sind der Dielektrizitatskonstante des um
gebenden Dielektrikums proportional. Wird dagegen die Ladung der Leiter 
konstant gehalten, so sind die Krafte der Dielektrizitatskonstanten des um
gebenden Dielektrikums umgekehrt proportional. 

Dadurch, daB in Wirklichkeit an die Stelle des unendlichen ein endliches 
Dielektrikum gesetzt werden muB, entstehen Fehler, uber deren GroBe sich 
der Messende in jedem FaIle Rechenschaft geben muB. 

5. Dynamische, nicht mehr quasistationiire Belastung. Fur das Folgende 
werde der allgemeine Fall zugrunde gelegt, daB das Dielektrikum ein spezifisches 
Leitvermogen a + ° hat. Die Beschreibung der nicht mehr quasistationaren 
Vorgange im Dielektrikum geht von den MAXWELLschen Feldgleichungen aus: 

4n . 
rot~ = C (~ + S), (12) 

(13 ) 

(14) 

Dabei ist ~ = 4cn @ die dielektrische Erregung, S = a@ die Dichte des Leitungs

stromes, a das spezifische Leitvermogen, ~ die magnetische Feldstarke. 
Wird auf Gleichung (12) die Operation rot angewandt und Gleichung (13) 

nach der Zeit differenziert, so ergibt sich 

A~ - cC2 ~ - 4~OSj = 0, (15) 

S" 4no . 
A@-,,@--z@=O. 

C" C 
(16) 

Es verlaufen also die Anderungen sowohl der magnetischen als auch der elek
trischen Feldstarke nach der sog. Wellengleichung. Dnd zwar ergeben sich 
ungedampfte Wellen, wenn 0= 0, gedampfte wenn 0+0. Bei dem einfachsten 
Fall, der ebenen, linear polarisierten Sinuswelle hangen die Feldstarken bei ge
eigneter Wahl der Koordinaten auBer von der Zeit nur von einer Konstanten 
ab, die die Fortschreitungsrichtung des Wellenzuges angibt. Sie sind dem reellen 
Teil des Ausdruckes 

( 17) 

proportional. Dabei ist A die Amplitude, y die Frequenz, v die Fortpflanzungs
geschwindigkeit und x der Absorptionsindex der Welle. x laBt sich durch die 
Angabe veranschaulichen, daB die Amplitude auf der Strecke einer Wellenlange 
anf den Bruchteil e- 2 "," geschwacht wird. 
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1m leeren Raume ist ,,= 0, v = c. 
1m reinen Die1ektrikum mit der Dielektrizitatskonstante e und der Leit

fahigkeit Null ist 
c 

v=-. 
VB 

x = 0, 

Es findet also in einem nichtleitenden Die1ektrikum wie im leeren Raume weder 

Dispersion'noch Absorption statt, wahrend v < c. Das VerhaItnis ~ = n = e2 

heiBt der Brechungsindex. v 
1st s 4 0, so wird 20 

BV 
(18) X= 

1+V1+(~:r' 
e = n 2 (1 _ X2) • (19) 

Merkliche Leitfahigkeit bewirkt also bei der MAXWELLschen Theorie sowohl 
Absorption als auch Dispersion. Doch ist die Theorie v611ig auBerstande, die 
wirklichen Erscheinungen wiederzugeben, weil sie ein Dielektrikum voraus
setzt, das es nicht gibt, namlich ein Dielektrikum, in welchem e> 1 ist, ohne 
daB quasielastisch gebundene Ladungen in ihm vorhanden sind. In Wirklich
keit ist nur dann e > 1, wenn sich solche Ladungen im Dielektrikum befinden. 
Dann treten aber sogleich die quasielastischen Bindungskrafte dieser Ladungen 
ins Spiel, und die Theorie erhalt eine v611ig neue Grundlage. 

c) Die Theorie der Dielektriken mit quasielastisch 
gebundenen Elektronen und Ionen. 

6. Ein Vorla.ufer der Elektronentheorien. In einer von W. THOMSON, Mo
SOTTI und POINCARE entwickelten Theorie werden die Molekiile eines homogenen 
Dielektrikums als leitende Kugeln angesehen. Es wird dann auf ihrer Ober
flache durch das Feld eine Flachenladung induziert. Wird weiter angenommen, 
daB die Kugeln so klein sind, daB das jede einzelne Kugel induzierende Feld in 
der Umgebung dieser Kugel als konstant angesehen werden kann, so ergibt sich 
fiir e tier Wert 3 h 

e = 1 + 1 _ h ' (20) 

wo h das Verhaltnis des von den Kugeln eingenommenen Volumens zu dem des 
Dielektrikums ist. Die ausfiihrliche Ableitung der Formel findet sich im Kapitel 2 
dieses Bandes. 

7. ttbersicht tiber die verschiedenen in den Dielektriken moglichen Polari
sationen. a) Die in den Atomen quasielastisch gebundenen Elektronen bewirken 
eine Elektronenpolarisation $.. b) Besteht das Dielektrikum aus Molekeln, 
so verschieben sich in einem e1ektrischen Felde auch die Atome der Molekeln 
gegeneinander. Es tritt zu der Elektronenpolarisation $. eine Atompolari
sation $a. c) Sind die Molekeln frei beweglich und haben sie auch ohne die 
Wirkung eines auBeren Feldes polare Ladungen, so drehen sie sich im e1ektrischen 
Feld mehr oder weniger in die Feldrichtung. Es ergibt sich also eine Orientierongs
polarisation $0' 

8. Theorie der statischen Elektronenpolarisation 'e und Atompolari
sation 'a. Da diese Theorie in Kap. 2 ausfiihrlich behandelt ist, soli hier der 
Vollstandigkeit halber nur das Wesentliche kurz angefiihrt werden. Die elek
trische Stroktur des Molekiils wird durch seine Polarisation 

(21) 
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charakterisiert. Der makroskopische elektrische Zustand ist dann durch 

~=N~ (~ 

gegeben, wobei N die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit bedeutet. Die 
dielektrische Erregung stl wird 

Daraus ergibt sich 
stl = @ + 4n~e = e@. 

@+4.n-I.l3, 
e = @ • 

(23) 

(24) 

Zur Berechnung von ~e wird die Annahme gemacht, daB eine Verriickung des 
Teilchens urn den Betrag q eine elastische Kraft -aq hervorruft. Wirkt also 
auf das Teilchen die Kraft el, so wird die Verschiebung 

e 
q =-1 a 

und die Polarisation e2 

iJe = - I· a 

Fiir das ganze Atom oder MolekUllaBt sich also setzen iJe = PI, wo P die Summe 
alier einzelnen e2/a darstellt. fist die wirksame elektrische Feldstarke. Die 
Ausdehnung der Rechnung auf das makroskopische Diclektrikum flihrt zu der 
Formel r (8.n- ) 

1+lVp---s _ 3 
E= (25) 

( 4n -)' 
1 - Np --3 + s 

wobei seine von der als isotrop angenommenen Verteilung der Molekiile ab
hangige GroBe ist. Bilden die Molekiile ein kubisches Gitter, so ist s = o. Eine 
Umformung der Gleichung (25) ergibt: 

Daraus folgt 

E - 1 3 -----,(--3S ) 35- = 4;r Np rv d. 
E 1 +4.n- + 2 - -4-n 

flirs=O' 

(26) 

E - 1 1 
- - -- = konst. E+ 2 d ' 

(27) 

wo d die Dichte des betreffenden Dielektrikums ist. Gleichung (27) ist die sog. 
CLAUSlUS-MoSOTTISche Bcziehung. Nach ihr ist die Konstante der Gleichung (27) 
vom Aggregatzustand des Dielektrikums unabhangig, falls P davon unabhangig ist. 

Die Schwierigkeit der Berechnung von Dielektrizitatskonstanten aus BOHR
schen Atommodellen liegt in der Ermittlung der GroBe p. 

Die Atompolarisation ~a berechnet sich mit Hilfe von Ansatzen, die den 
vorstehenden vollig analog sind. 

9. Theorie der Elektronenpolarisation im elektromagnetischen Schwin
gungsfelde. 1m elektromagnetischen Felde erleiden die schwingenden Elektronen 
und Atome Energieverluste durch die ausgesandte Strahlung und durch Zu
sammenstoBe mit benachbarten Molekiilen. Aus den auf dieser Grundlage 
oben ausgefiihrten Rechnungen folgt: 

wobei 

IX = m'(Y5 - 1'2) _ (4;- + s), f3 = 2nyg', 
. ,----
t =)-1, 

(28) 

, m 
'J1Z = --Ne 2 , 

m die Masse des schwingenden Teilchens, Yo seine Eigenfrequenz, g' das die Energie
verluste reprasentierende Reibungsglied ist. 

Hanubuch der Physik. XII. 32 
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Nach Gleichung (28) hiingt die Dielektrizitatskonstante, wie es die Optik 
verlangt, von der Frequenz der elektromagnetischen Schwingung ab, es be
steht eine .Dispersion. Ferner folgt aus (28), daB die Absorption nur in der Nahe 
der Eigenfrequenz in Betracht kommt. 

Der reelle Tell von e wird 
_ + 4.nIX _ 2( 2) 

e - 1 IX2 + (32 - n 1 -" , (29) 

wobei n der Brechungs- und " der Absorptionsindex ist. e laBt sich in diesem 
Falle als dynamische Dielektrizitatskonstante des Dielektrikums bei der Fre
quenz 'I' bezeichnen. 

1st 'I' sehr klein, so verschwindet fJ und damit auch ,,: Fiir sehr lange Wellen 
nahert sich das Quadrat des Brechungsindex der statischen Dielektrizitats
konstanten. 

1st bei beliebiger Frequenz der Energieverlust verschwindend klein, so wird 

_ 2 _ 1 + 4.n _ 1 + 4.n _ 1 + 4·.n e - n - - -, 2' 
IX '( 2 2) (4.n) konst. - m v 

(30) 
m '1'0 -v - 3- + s 

,,= O. 

Die Dielektrizitatskonstante nimmt mit der Frequenz zu (sog. normale Dis
persion). Die Absorption ist Null und die MAxwELLsche Beziehung erfullt. 

Mit der Annaherung von 'I' an Yo nimmt der EinfluB der 
Energieverluste (fJ) zu. Der Verlauf von n und n" in dem 
kritischen Gebiete in der Nahe von 'I' = Yo ist in Abb. 2 fur 
den Fall wiedergegeben, daB g' nicht zu groB wird. Die Ab
nahme von n mit zunehmendem 'I' und die gleichzeitigen 
groBen Werte von " heiBen anomale Dispersion und Ab-

v-v" v sorption. Das Gebiet, in dem sie vorhanden sind, heiBt ein 
Abb. 2. Absorption und Absorptions- oder Dispersionsstreifen. Ein solcher Streifen 
Dispersion im kritischen ist urn SO schmaler und intensiver, J' e kleiner das Reibungs-

Gebiet. 
glied g' ist. Sind mehrere Elektronengattungen vorhanden, 

so treten so viele Absorptionsstreifen auf, wie Elektronengattungen mit ver
schiedenen Eigenfrequenzen. 

d) Die Dipoltheorien. 
10. Die Dipoltheorie von DEBYE. DEBYEl) wird durch die Unfahigkeit 

der reinen Elektronentheorie der Dielektriken, die starke Temperaturabhangig
keit der Dielektrizitatskonstante vieler Flussigkeiten zu erklaren, zu der An
nahme gefiihrt: 1m Innern der Dielektriken sind nicht allein elastisch gebundene 
Elektronen, sondern auch fertige Dipole vorhanden. Jedes Molekiil hat ein 
unveranderliches elektrisches Moment vom Betrage fl. Dann besteht die Polari
sation 1.13, die durch ein Feld @: hervorgerufen wird, aus zwei Gliedern. Der erste 
Summand gibt die Wirkung der "Verschiebungselektronen" und ist von der 
Temperatur unabhangig. Er sei mit (eo - i)@: bezeichnet. Der zweite Summand 

hat die CURIE-LANGEVINSche Form @:.;-, wobei a eine durch das.Dipolmoment fl 

bestimmte Konstante und T die absolute Temperatur ist. Hiernach ist fur Gase: 

(31) 

1) P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 13, S.97. 1912. 
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Es wird also die dielektrisehe Versehiebung 

~ = ~ + ~ = ~(eo+ ;) (32) 

und die DielektriziUitskonstante 

(33) 

wenn das Volumen konstant gehalten wird. 
Bei der Anwendung der Formel (31) auf fliissige Dielektriken ist die Wirkung 

des von den Dipolen erzeugten Molekularfeldes zu beriieksiehtigen. DEBYE 
stellt die dureh das Molekularfeld hervorgerufene Kraft naeh H. A. LORENTZ 
dureh ~/3 dar und findet dann in erster Naherung fUr kleine Feldstarken 

wobei e eme Temperaturfunktion der Form 

3a 
e=3 b +7 

ist. Aus (32) und (34) ergibt sieh weiter 

oder aueh 

1 + iB 
e = 1 - ~B 

(34) 

(35) 

(36) 

8-1 
Das heiBt: Das Produkt des Ausdruekes 8 + 2 mit der absoluten Temperatur 

ist eine line are Funktion von T. Dabei ist die .A.nderung der Diehte des Dielektri
kums mit der Temperatur vernaehlassigt. Die genauere Formel lautet: 

E-1 T 
8 + 2 d = a + b T. (37) 

Wird die linke Seite der Gleiehung (37) als Funktion von T aufgetragen, so 
ergibt sieh eine Gerade, deren Neigung gegen die horizontale Aehse dureh die 
Versehiebungselektronen hervorgerufen wird. Sind keine Dipole vorhanden, so 
ist a = 0, und es wird 

von der Temperatur unabhangig. 

8 -1 1 
--=b 
8 +2 d (38) 

Haben dagegen aIle Molekiile das gleiehe feste, von der Tern pera tur 
unabhangige elektrisehe Moment f1 und sind N Molekiile im em3, so wird 

Nf).2 
a = ~9k" 

wobei k die BOLTzMANNsehe Konstante ist. Daraus folgt 

3 l/ka 
f1 = V4.n: V N el. stat. E. 

(39) 

(40) 

Der Faktor ,~ ist infolge des Ubergangs zu elektrostatisehen Einheiten hinzu-
gefUgt. y 4 .n: 

Es ist hervorzuheben, daB die entwickelten Formeln nicht anwendbar sind, 
wenn die Zahl der Dipolmolekiile und ihr Moment ihrerseits von der Temperatur 
abhangen, beispielsweise wenn dureh Assoziationen mit abnehmender Temperatur 
Dipole versehwinden. 

32* 
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Ahnliche Vorstellungen wie DEBYE entwickelte auch SCHROEDINGERl ) und 
spater, anscheinend unabhangig von DEBYE, J. J. THOMSON 2). 

11. Die Dipoltheorie von GANS. Beriicksichtigung der molekularen Felder. 
GANS wurde durch seine Untersuchungen uber den Paramagnetismus3) zu einer 
Berechnung des Einflusses der Molekularfelder gefUhrt. Die gewonnenen Ergeb
nisse lieBen sich ohne wei teres auf das Problem der Dielektrizitatskonstante uber
tragen 4). Der Gedankengang ist folgender: Zu dem Felde, das sich am Ort eines 
beliebig herausgegriffenen Molekti.ls in einer Flussigkeit befindet, liefert ein in der 
Umgebung befindliches anderes Molekti.l einen Beitrag F, der zeitlich nach GroBe. 
und Richtung schwankt. Der zeitliche Mittelwert des am Ort des ersten Molekti.ls 
aus der Wirkung samtlicher Molekti.le der Umgebung resultierenden Feldes sei F l , 

die Feldschwankurigen um diesen Mittelwert F 2 • In dem Augenblick, in dem das 
Feld gleich Fl + F2 ist, sucht sich das Dipolmolekti.l diesem Felde entsprechend 
zu orientieren. Daraus laBt sich die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Orien
tierung nach dem MAXwELLschen Verteilungsgesetz bestimmen und die Richtungs
wahrscheinlichkeit in bezug auf das Gesamtfeld mit dem Wahrscheinlichkeits
gesetz der Schwankung vereinigen, wobei sich dann nach GANS der richtige 
Mittelwert des beobachteten Momentes ergibt. 

DEBYE hat hiergegen den Einwand erhoben, daB die Schwankungen der 
Molekularfelder so schnell verlaufen, daB es nicht zu der von GANS voraus
gesetzten Einstellung kommt. 

GANS beschrankt die Gultigkeit seiner Dberlegungen infolgedessen auf 
extrem tiefe Temperaturen, bei denen sich die Tei1chen hinreichend langsam 
verschieben. Doch werden die Dberlegungen auch bei extrem hohen Tem
peraturen wieder streng gti.ltig, weil dann die Warmebewegung den EinfluB 
des Molekularfeldes vol1ig uberdeckt. Fur den allgemeinen Fall, daB die Molekti.le 
Dipole yom Momente 1£ sind, daB aber 1£ durch auBere Felder merklich geandert 
wird, erhalt GANS die Formel: 

(41) 

Dabei ist g die Konstante der quasielastischen Bindung, d. h. das von der er
regen den Kraft 1 induzierte elektrische Moment: 

kT V9 --'t2C" 
T=/tA~' Ao= 201-J""_g2C' 

C der Beitrag der durch das auBere Feld bedingten quasielastischen Anderungen 
des elektrischen Momentes zu 8 - 1 1 

8+2 Ii' 
'IjJ (r) ist eine von GANS in Form einer Tabelle berechnete Funktion. 

In einer spateren gemeinsam mit ISNARDI ausgefUhrten Arbeit5) hat GANS 
die Gleichung (41) in die Form 

(42) 

gebracht. Hier ist 

') E. SCHROEDINGER, \Viener Ber. Ed. 21, S. 1937. 1912. 
2) ].]. THOMSON, Phil. Mag. Mai 1914. 
3) R. GANS, Ann. d. Phys. Bd. 50, S.163. 1916. 
4) R. GANS, Ann. d. Phys. Bd.64, S.481. 1921. 
5) R. GANS u. H.ISNARDI, ZS. f. Phys. Bd.9, S. 153· 1922. 
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Der zweite Term der rechten Seite der Gleichung (42) stellt den Beitrag der 
Orientationen der permanenten Momente fL dar. Da diese infolge des groBen 
Tragheitsmomentes der Molekiile zum optischen Brechungsexponenten n keinen 
Beitrag liefern, ist n2 - 1 1 C 

n2 +2 d = -~. 
1 - ).2 

(43) 

Es laBt sich also C aus der Dispersionskurve unter der Annahme berechnen, daB 
Ao die ultra violette Eigenwellenlange ist, die den elektrischen Deformationen 
der Molekiile durch das auBere Feld entspricht. 

Weiter laBt sich der Ausdruck 8 - 1 d1 nach der Gleichung 8+2 
8 - I ~ _ 81 - 1 ~ 8 2 - ~ ~ 

8 + 2 d - 81 + 2 d + 82 + 2 d 

so in die Beitrage C1 der Def~rmation und C2 der Orientation zerlegen, 

81 - 1 ~ = C 8 2 - 1 ~ = .:i cp (T Vi 1 - Y-d) 
81 + 2 d ' 8 2 + 2 d T B d 

(44) 

daB 

ist. Es bleiben also die beiden Konstanten A und B, um die theoretische (e = f (T»)
K urve den Versuchsergebnissen anzupassen. 

Andererseits driicken sich die Konstanten A, B und C nach GANS folgender
maBen durch molekulare GraBen aus: 

Das wahrscheinlichste Molekularfeld ist: 

(45) 

Dabei ist R die Gaskonstante, M das Molekulargewicht, s der Molekulardurch
messer. 

12. Dipolmoment und Quantentheorie. Die Quantentheorie ist durch 
PAULI1) auf die Berechnung des Dipolmomentes aus der Dielektrizitatskonstante 
angewandt worden. PAULI geht von der DEBYESchen Theorie aus und laBt bei 
seinen Rechnungen den von der quasielastischen Elektronenverschiebung her
riihrenden Beitrag zu c der Dbersichtlichkeit halber weg. 

Fiir die Berechnung des mittleren elektrischen Momentes '.l5 pro Volumen
einheit kommt es auf das Verteilungsgesetz der Winkel {} an, den die Dipol
achsen mit der Richtung des auBeren Feldes bilden. Nach der klassischen Theorie 
ist es das MAXWELLsche. Ferner wird nach der klassischen Theorie die ganze 
elektrische Polarisation allein von den verhaltnismaBig wenigen Molekiilen hervor
gerufen, die kleine Schwingungen um ihre Gleichgewichtslage vollfiihren. Die 
Hauptmenge der Molekiile, die wirkliche Rotationen ausfiihren, liefert keinen 
merklichen Beitrag zur Polarisation. 

Nach der Quantentheorie dagegen gibt es Quantenzustande, bei denen der 
Dipol Schwingungen um seine Gleichgewichtslage ausfiihrt, iiberhaupt nicht. 
Es sind nur solche Bahnen vorhanden, die nach der klassischen Theorie keinen 
inerklichen Anteil zur elektrischen Polarisation beisteuern. 

1) W. PA.1JLI, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 319. 1921. 



502 Kap. 5. A. Gtl'NTHERSCHULZE: Dielektrika. Ziff. 13, 14. 

Die quantentheoretische Mittelung iiber cosf} ergibt bei Beschrankung 
auf zweiatomige Gase mit einer nur bei sehr tiefen Temperaturen nicht mehr 
ausreichenden Naherung: 

3 8 - 1 f-l2 

4n 8 + 2 = U367 kT N. (46) 

Wird mit ftkl das nach der klassischen Formel 
3 8 - 1 1 f-l2 

4.1& 8 + 2 = 3 kT N, (47) 

mit ftqu das nach Formel (46) berechnete Dipolmoment bezeichnet, so wird 

ftkl = 2,1471 ftqu· (48) 

PAULING1) rechnet mit Halbquantenzahlen, wie sie durch die neueren 
Untersuchungen wahrscheinlicher geworden sind, und kommt zu einem ahn
lichen Ausdruck wie PAULI. 

Eine Moglichkeit, zwischen beiden Formeln zu entscheiden, liegt vor, \venn 
das Dipolmoment ft der untersuchten Substanz anderweitig bekannt ist. Das ist 
z. B. bei den Halogenwasserstoffen der Fall, wo der Kernabstand aus den ultra
roten Spektren genau entnommen werden kann. Liefert also die klassische Formel 
ffir die Dielektrizitatskonstante eine Dipollange, die groBer ist als der aus den 
ultraroten Spektren entnommene Kernabstand, so ist sie zu verwerfen. Werden 
die Messungen an gasformigen Halogenwasserstoffen ausgefiihrt, so ist die 
DEBYESche Formel (31) anwendbar, die erforderliche MeBgenauigkeit jedoch 
kaum zu erreichen. Werden fliissige Halogenwasserstoffe untersucht, so hat 
die GANssche Formel an die Stelle der DEBYESchen zu treten und die PAuLIsche 
Rechnung ist entsprechend zu modifizieren. 

13. Theorie des Dipolrotationseffektes. Bei dem Versuch, den eigentiim
lichen Zusammenhang zwischen der Beweglichkeit elektrolytischer Ionen und 
ihrer GroBe und Ladung zu erklaren, wird BORN2) auf die Wirkung der Wasser
dipole auf diese Beweglichkeit gefiihrt. Wenn ein Ion durch das Wasser vor
warts wandert, so wird sich die elektrische Achse der Wasserdipole nach der 
momentanen Lage des Ions hinzudrehen streben, dabei aber wegen der Reibung 
stets etwas zuriickbleiben. Daraus folgt, daB die Anziehungskraft auf die Dipole 
im inhomogenen Felde des Ions nicht genau nach dessen Mittelpunkt gerichtet 
ist ... sondern eine bremsende Komponente hat, und auBerdem durch das Feld ein 
Drehmoment auf jedes Volumelement ausgeiibt wird, das gegen die Reibungs
krafte Arbeit leistet, Energie verzehrt und dadurch den Widerstand vergroBert. 

Diese Uberlegung veranlaBt BORN, die Wirkung eines elektrischen Feldes 
auf eine Dipolfliissigkeit genauer zu studieren, wobei er auf der Theorie von DEBYE 
aufbaut. Die von Born ausgefiihrten Rechnungen, deren Wiedergabe hier zu 
weit fiihren wiirde, zeigen, daB auf eine Dipolfliissigkeitskugel in einem elektro
statischen Drehfeld ein Drehmoment vom Betrage 

L - Q;2 4:71' 3 ( fl )2 (49) - 3 Y W17 kT 

ausgeiibt wird. Dabei bedeutet R den Radius der FHissigkeitskugel, W die Kreis
frequenz des Drehfeldes, 1) die Reibungskonstante der Fliissigkeit, k die BOLTZ
MANNsche Konstante. 

14. Rotationseffekt infolge von Leitfahigkeit des Dielektrikums. Wird 
eine dielektrische Kugel in ein elektrostatisches Feld gebracht, so wird sie sich. 

1) L. PAULING, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 12, S.32. 1926. 
2) M. BORN, ZS. f. Phys. Bd.1, S.221. 1920. 
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sofern ihre Leitnihigkeit nicht NuU ist, auch durch Leitungsstrome polarisieren. 
Wird sie nun in Rotation versetzt, so werden diese Polarisationsladungen durch 
die Drehung bis zu einem gewissen Grade mitgefiihrt, ehe' sie sich wieder aus
gleichen. Das elektrische Feld iibt also ein die Rotation hemmendes Dreh
moment auf die rotierende dielektrische Kugel aus. Ruht die Kugel und rotiert 
das Feld, so ergibt sich das gleiche Drehmoment, das bestrebt ist, die Kugel in 
Rotation zu versetzen. Diese Erscheinung ist zuerst von QUINCKE1) beobachtet, 
dann von HEYDWEILLER2) und V. SCHWEIDLER3) theoretisch behandelt worden. 
Endlich hat LAMPA4) gezeigt, daB das Drehmoment mit steigender Frequenz 
linear zunimmt und nach Erreichen eines Maximums hyperbolisch abfaUt. Und 
zwar ergibt sich das Drehmoment nach LAMPA zu 

L=Q;2 r3 4 .n 3(OaOi-OjOa) (50) 
w 16.n2 , 

-2- (20a + 0/)2 + (20a + 0;)2 
W 

dabei sind ei und 0i die Dielektrizitatskonstante und spezifische Leitfahigkeit 
der Kugel und ea' Oa die entsprechenden Werte des sie umgebenden Mediums. 
1st dieses Luft, so wird 

L = Q;2 r 3 4.n 3 0 i 

w 16.n2 
-2- 02 + (2 + 0;)2 

W 

(51) 

Das maximale Drehmoment liegt bei der Frequenz 
4.n°i 

W max = 2 + OJ' (52) 

SoU also der im Abschnitt (12) behandelte Dipolrotationseffekt ermittelt werden, 
so muB die Frequenz W des Drehfeldes moglichst weit oberhalb des Wertes Wmax 
liegen, da der Dipolrotationseffekt mit steigendem W dauernd zu, der Leit
fahigkeitsrotationseffekt oberhalb von W max asymptotisch abnimmt. 

Eine genauere Durchrechnung des Problems, die zu den gleichen Ergebnissen 
fiihrt, findet sich bei LERTES5). 

15. Dipoltheorie der anomalen Dispersion. DEBYE6) fand, daB anomale 
Dispersion bei denjenigen Substanzen auftritt, deren Dielektrizitatskonstante 
von der Temperatur abhangt, die also Dipole enthalten. Wird an ein solches Di
elektrikum eine hochfrequente Wechselspannung gelegt, so haben die Molekiile 
nicht die Zeit, die sie brauchen, um sich in die einem statischen Felde entspre
chende Richtung einzusteUen. Die Dielektrizitatskonstante erreicht also nicht 
mehr den Betrag, den sie in einem statischen Feld hat. Sie wird um so kleiner, 
je groBer die Frequenz d.es Wechselfeldes wird, bis bei den hochsten Frequenzen 
nur die Wirkung der Verschiebungselektronen iibrig bleibt und sich die dem 
Quadrat des optischen Brechungsindex gleiche Dielektrizitatskonstante ergibt. 

Es ist also zunachst diese "Relaxationszeit der Molekiile" zu berechnen. 
Aus ihr folgt dann ohne weiteres die Schwingungszahl, bei der die Dispersions
kurve sich anomal zu verhalten anfangt. DEBYE steIIt deshalb zunachst die Diffe
rentialgleichung auf, welche die mittlere Anderungsgeschwindigkeit der An
ordnung der Momentenachsen als Funktion der veranderlichen treibenden Kraft 
zu berechnen gestattet. Sie ergibt sich aus einer Verallgem::!inerung der von 

1) G. QUINCKE, Wied. Ann. Bd. 59, S.417. 1896 und Bd.62, S.67. 1897. 
2) A. HEYDWEILLER, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 32. 1897. 
3) E. v. SCHWEIDLER, Wien. Ber. Bd. 115, S.526. 1897. 
4) A. LAMPA, Wien. Ber. Bd. 115, S. 1659. 1906. 
5) P. LERTES, ZS. f. Phys. Bd.4, S. 315. 1921-
6) P. DEBYE, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 777. 1913; Handb. d. Radiologie Bd. 6, 

S. 597. 1924. 
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EINSTEIN zur Theorie der BROWNSchen Bewegung berechneten Bestimmungs
gleichung fUr das mittlere Quadrat der Schwankung. 

Zur Vereinfachung wird das wirkliche Dielektrikum durch ein fingiertes 
ersetzt. Beim wirklichen k6nnen die Momentenachsen nach allen Richtungen 
des Raumes gerichtet sein, beLdem fingierten solien alle Momentenachsen nur 
in einer Ebene drehbar sein, in der auch die erregende elektrische Kraft liegen 
m6ge. Dann kann die Richtung einer Achse in jedem Augenblick durch einen 
einzigen Winkel IX definiert werden, der von der Richtung der positiven Kraft 
aus gemessen sei. Der dielektrische Zustand der Substanz ist in jedem Moment 
durch die Anzahl Molekille bestimmt, deren Momentenachsen im Intervall d IX 

liegen. Sie sei dz = F. dlX. (53) 

Dabei ist F die gesuchte von IX und t abhangige Verteilungsfunktion. In der 
Zeit At andert sich F um LI F und es wird 

Adz=LlFdlX. (54) 

Die Anzahl Molekille, deren Momente "durch den Punkt IX von links nach rechts 
wahrend einer Zeit At hindurchgehen", setzt sich aus zwei Bestandteilen zu
sammen. Erstens wirkt auf jedes Molekill infolge des auBeren Feldes ein Dreh
moment von der Starke -,u@sinlX. 

Zweitens zeigt der Winkel IX durch die Zusammenst6Be verursachte Schwan
kungen X. Wird das mittlere Quadrat dieser Schwankungen tm genannt, so 
wandern infolge dieser Schwankungen pro Zeit LI t durch den Punkt IX hin
durch: 

Molekille. Aus beiden ergibt sich: 

LlF. dtx, = ~ [,u@sin2lX FAt + x!. OF] dtx. 
OlX e 2 OlX 

Dabei ist e eine Reibungskraft, die durch die Gleichung 

e = 8:n1] a3 

(55) 

(56) 
definiert ist, wobei 1] der Koeffizient der inneren Reibung der untersuchten 
Fliissigkeit und a der Radius des als Kugel gedachten Molekills ist. 

Ware nun der Zustand des elektrischen Feldes stationar, das heiBt @ von t 
unabhangig, so ware mit EINSTEIN 

x; = keT At. (57) 

Dieser Wert wird nun auch fUr den nichtstationaren Fall als naherungsweise 
richtig angesehen. Dann ergibt sich die gesuchte Differentialgleichung in der 
Form of 0 [. OF] 

eTt=OlX f-t@SlllIXF+kT 7fOI., (58) 

aus der F bei gegebenem @ als Funktion von tx und t zu bestimmen ist. 
@ wird nun als periodische Funktion 

@ = @oeirot 

angenommen, wobei co die Kreisfrequenz, d. h. die Schwingungszahl in 2:n sec 
bedeutet. Dann wird fUr beliebige Werte von co 

F = A 1 + ---.--costx [ ,u@oeirot ] 
kT+zw(! , (59) 

wobei A = Fo eine Konstante ist. 
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Solange ~o konstant ist, gilt dagegen 

F = A [1 + m@:k~osol 
FUr ~o = 0 muB F der Gleichung geniigen: 

of , o2F 
eTt ~ kT O0i2· 

Ihre Losung hat die Form: 

F = A [1 + ~@:r;SOi e - keTt] . 

50; 

(60) 

(61) 

(62) 

Der EinfluB des zweiten Gliedes der Klammer ist nach emer Relaxationszeit 

7: = ki auf den e-ten Teil abgedampft. 

Hieraus folgt, daB das erregende Feld nur dann die Verteilung der Dipol
achsen wesentlich andert, wenn sich derWert we/kToder W7: derGroBenordnung 1 
nahert. Das heiBt, der EinfluB der Schwingungszahl wird merklich, wenn die 
Zeitdauer einer elektrischen Schwingung und die Relaxationszeit vergleichbare 
Werte bekommen. 

Aus Gleichung (59) laBt sich der Brechungs- und Absorptionsindex als 
Funktion der Schwingungszahl berechnen. Nach dem LORENTzschen Ansatz 
wird zunachst 

mit 

identifiziert, dann wird die Polarisation ~ als mittleres elektrisches Moment 
eines Kubikzentimeters ausgerechnet, woraus dann schlieBlich die dielektrische 
Verschiebung '1) nach der Formel 

'1) = ~ + 4n~ 
folgt. Nun kann das rechte Glied als Vielfaches von (l; geschrieben werden, und 
der Faktor von ~ ist das gesuchte Quadrat des komplexen Brechungsexponenten n, 
der sich dann weiter in seine Bestandteile: gewohnlicher Brechungsindex n und 
Absorptionsindex ~, zerlegen laBt. Es ist 

1 + 2(4n Ne 2 + 4n N,u 2 __ 1_) 
3 t 3 2kT iWQ 

1 + liT 
n2 = --(-;-4:-n---'N:-;ce02'---4:-n-N~f£2 - 1 ). 

1- 3-t-+32kT iw(! 
1 + kT 

(63) 

Dabei ist angenommen, daB pro Molekiil auBer dem Dipolmoment !t noch ein 
Verschiebungselektron e vorhanden ist, das durch eine quasielastische Kraft 
vom Betrage t im Abstande 1 an seine Ruhelage gebunden ist. Offenbar ist 
infolgedessen Gleichung (63) nur solange richtig, als die Schwingungszahl der 
erregenden Welle nicht in die Nahe der Eigenschwingungszahl der Elektronen 
kommt, also nur im langwelligen und elektrischen Spektrum. Wird 

gesetzt, so folgt nach einigen Umrechnungen: 

EO + iw(! Soo 

So +2 liT eN + 2 
1 iw(! 1 ---- + ---- ---

co + 2 k T Coo + 2 

(64) 
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Eine numerische Reehnung ergibt fiir Wasser von 18° C bei einem Molekiil
radius von 1 . 10-8 em eine kritisehe Frequenz von 2,35.101°, die in Luft einer 
Wellenlange von 1,28 em entsprieht, wahrend sich bei einem Molekiilradius 
von 2.10- 8 em eine Wellenlange von 10,2 em ergeben wiirde. 

Die Trennung von n und " ergibt sieh mit Hilfe der Formel 

Es folgt 
n = n(1 - i,,). 

[( 
eo )2 (02 (!2 ( eoo )2]-} 

_ ~ + k2'J'i" ,e;:+2 <P2 - <PI 
n - (_1_)2 - (O2(!2 (_1_)2 eos--2-, 

,eo+2 + k2T2 <00+2 

" = tg <Pa - <Pl • 
2 

Dabei ergibt sieh fP2 - fP1 aus: 

(65) 

(66) 

1 _ eoo 

t ( _ ) - (0 (! <0 + 2 eo (67) 
g fP2 fPl - k T <00 + 2 (02 (!2 «0 + 2)2 eoo • 

1 + k2P eoo + 2 --;0' 
Aus (66) und (67) folgt, daB" bei einer bestimmten Frequenz ein Maximum 

hat und fiir sehr lange und sehr kurze Wellen versehwindet. Da cos <Pa; <P! 

in diesen Fallen den Wert 1 annimmt, geht der Breehungsexponent n bei zu
nehmenden Werten von en von n = -yt;; zu n = yeoo fiber, zeigt also eine anomale 
Dispersion. 

16. Abhangigkeit der Dielektrizitatskonstante von Dipolfliissigkeiten von 
der elektrischen Feldstarke. DEBYE beschrankt seine Formeln ausdriieklich 
auf kleine Feldstarken. RATNOWSKy1) erweitert sie fUr hohe Feldstarken. Er 
reehnet dabei der Einfachheit halber so, als ob in einem Dielektrikum groBer 
Temperaturabhangigkeit nur fertige Dipole, also keine Verschiebungselektronen 
vorhanden seien. Er findet dann 

[:= 
1 + 2(9 243 8 3 (t2 

1 - (9- - 80~2 (1 - 8)3 N 2 ti2 ' 
(68) 

e = 411:Nfl~ 
9kT 

wobei 
(69) 

ist. Das zweite Glied der rechten Seite der Gleichung (68), das bei kleinen Feld
starken vernachlassigt werden kann, stellt die Abnahme der Dielektrizitats
konstante mit zunehmender Feldstarke dar. 

Spater hat HERWEGH2) gezeigt, daB die Vernachlassigung der Versehiebungs
elektronen durch RATNOWSKY zu betraehtliehen Fehlern fUhrt. 

HERWEGH entwiekelt die grundlegende DEBYESehe Formel 

[ 
fl ( 411:) k T I $,lt = Nfl coth kT@+3$ - -~-) 

tt(($ + -3 \13 
(70) 

nach steigenden Potenzen von (l; und bricht nach dem zweiten Gliede abo Dazu 
addiert er die Verschiebungspolarisation und erhalt die Gesamtpolarisation: 

{Nne2 Nfl2 (' 1 fl2 ($2 )}( 411:) 
~ = --r + 3kT ,1 - 15 kap (1 - 8)2 @ + 3 $ . (71) 

1) S. RATNOWSKY, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd.15, S.497. 1913. 
2) J. HERWEGH, ZS. f. Phys. Bd.3, S.36. 1920. 
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N ach einigen Umformungen ergibt sich daraus: 
1 + 28 4 N ft4 Q;2 

13 = 1 _ 8 - 15 k 3T3 (1 _ 8)4 . (72) 

Der auBere Bau der Gleichung ist derselbe wie bei RATNOWSKY. Das Glied, 
welches die Abnahme der Dielektrizitatskonstanten mit der Feldstarke dar
stellt, lautet jetzt aber: 

4n Nft4 Q;2 
.113 = -1"5 k 3T3 (1-8)4' 

.113 liegt an der Grenze der zur Zeit erreichbaren MeBgenauigkeit. 

e) Theorien der dielektrischen Nachwirkungen und 
dielektrischen Verluste1). 

(73) 

17. Korper aus zwei dielektrischen Schichten verschiedener Dielektrizitats
konstante und Leitfahigkeit im statischen Feld. MAXWELL2) stellt folgendeTheorie 
auf: Zwei planparallele Platten gleicher Dicke a aus verschiedenen Dielektriken 
seien liickenlos aufeinandergelegt und mit Hilfe zweier Elektrodenplatten einer 
Spannung U ausgesetzt. Die Dielektrizitatskonstanten seien 131 und 132 , Dann ist 
die dielektrische Verschiebung 'l) in beiden Platten gleich, die Feldstarke also 
verschieden. Und zwar ist 

und (74) 

Raben nun die beiden Dielektriken die Leitfahigkeiten 0'1 und 0'2' so flieBt im 
ersten ein Leitungsstrom 

II = 0'1 Q;l = _U ~ 
a 81 + 82 

und im zweiten entsprechend 

I rc: U °2 82 
2 = 0'2 ~2 = - --. a 81 + 82 

(75) 

(76) 

Infolgedessen sammelte sich eine elektrische Ladung auf der Trennflache der 
Dielektriken an, die die urspriingliche Feldverteilung andert und zunimmt, 
bis das Gleichgewicht wieder hergestellt, das heiBt, bis II = 12 ist. Das ist der 
Fall, wenn 

Q;1= U ~-_, Q;2= U_o_1 _. 
a 111 + <J2 a 01 + <J2 

(77) 

Die dielektrischen Verschiebungen sind jetzt in beiden Dielektriken ungleich. 
Ferner nimmt die durch das System gebildete Kapazitat zu, bis das Gleich
gewicht erreicht ist. 

Die Geschwindigkeit, 
sich aus dem Ansatz: 

mit der das Gleichgewicht erreicht wird, berechnet 
d II - 12 = at ('l)2 - 'l)l) . (78) 

Aus ihm ergibt sich 
(79) 

wo 
liV = 81 + 82 

)' (01 + (2) 
und y = 36n .1011 

durch die gewahlten gesetzlichen MaBeinheiten bestimmt ist. 

') Siehe auch E. v. SCHWEIDLER, Die Anomalien der dielektrischen Erscheinungen. 
Handbuch der Elektrizitat und des Magnetismus von L. GRAETZ, Bd.1. 1921. 

2) J. Cl. MAXWELL, Lehrbuch der Elektrizitat und des Magnetismus Bd. 1, Berlin 1883. 
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Obgleich also jedes der beiden Dielektriken fiir sich a1lein weder Nach
ladung noch Ruckstand zeigt, hat ihre Kombination zu einer geschichteten 
Anordnung beide Eigenschaften. 

Zeigt nun ein anscheinend homogenes festes Dielektrikum N achladung und 
Ruckstand, so liegt nahe, zur ErkHirung anzunehmen, daB sie durch eine ver
borgene Art Schichtung inhomogener Bestandteile verschiedener DielektriziUits
konstante und Leitfahigkeit hervorgerufen sind. In der Tat stelIt diese An
nahme die an wirklichen Dielektriken beobachteten Erscheinungen qualitativ 
dar, versagt aber, wenn es sich urn ihre quantitative Erfassung handelt. 

18. Das geschichtete Dielektrikum im Wechselspannungsfelde l ). In einem 
idealen homogenen Dielektrikum der Leitfahigkeit (J und Dielektrizitatskon
stanten e setzt sich bei Belastung mit einer periodischen Wechselspannung 
a: = eeirot der Gesamtstrom 

(80) 

aus den durch die beiden Glieder der Klammer gegebenen Anteilen des Leitungs
stromes und des Verschiebungsstromes zusammen. 

Bei einem in gleicher Weise wie im vorhergehenden Abschnitt geschichteten 
Dielektrikum wird, weil der Verschiebungsstrom in einer diclektrischen Schicht 
gleich dem ihr zugefiihrten Ladungsstrom ist: 

] = ((Jl + i(~e1) a:l = ((J2 + i(;:~2) 0:2 = Xl Q\ = X2 a: 2 • 

Gleichung (81) laI3t sich umformen in 

] = U _~1 ~2 _ = U X. 
a 2'1 + 2'2 a 

Fur Gleichstrom wird 

Fur sehr hohe· Frequenz ist A neben OJ~; zu vernachlassigen und es wird 

2' - i,U)_ ~~ 
ex) - i' ':1 + f2 • 

Wird X in der Form 
X = (J + i OJ F + 2~, 

y 

(S1 ) 

(S2) 

(83) 

dargestellt, so ist 2',. derjenige Teil der scheinbaren Leitfahigkeit, der von 
den N achladungsvorgangen herruhrt. Es ergibt sich: 

,"' iwe K 
":;'n = y'- 1 + iwTV ' wo (S4) 

ist. K heiBt die Nachwirkungskonstante. 
Wird in Gleichung (84) der reelIe Teil yom imaginaren getrennt, so bestimmt 

der reelIe Teil 

den Energieverbrauch bei Belastung mit Wechselspannung. Der durch den 
zweiten Summanden dargestellte, uber den der wahren Leitfahigkeit (J ent
sprechenden Wert hinausgehende Verbrauch wird als "dielektrischer Verlust" 
bezeichnet. Diese Verluste haben zwei Folgen. Erstens tritt zu dem Leitungs
strom und dem Verschiebungsstrom als dritter der dielektrische Verluststrom 

1) Siehe H. SCHERING, Die lsolierstoffe der Elektrotechnik. Berlin 1924, Kap.!: 
K. \V. \VAGNER: Theoretische Grundlagen. 
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hinzu. Zweitens eilt die Gesamtladung des von dem geschichteten Dielektrikum 
gebildeten Kondensators der Spannung urn einen Winkel 0, den dielektrischen 
Verlustwinkel, nacho Flir diesen gilt 

(;) ItT 
tg a = K 1 + J{ + (;)2 W2 . (85) 

Abb.3 veranschaulicht die Abhangigkeit des tgo von 
der Frequenz der Wechselspannung. Sein Maximum 
liegt bei der durch w W = 11+ K gegebenen Frequenz. 
Endlich ist der dielektrische Verlust 

Q = wCU2tgo, 

tgcl 

Abb. 3. Abhangigkeit des tg 6 von 
der Frequenz der \~Techselspan~ 

nung. 

(86) 

wo C die Kapazitat des Kondensators ist. Der dielektrische Verlust wachst 
also mit dem Quadrat der Spannung. 

Die vollstandige Darstellung der Nachwirkungsvorgange bei einem Dielektri
kum aus einer groI3eren Anzahl verschiedenartiger Schichten scheitert an mathe
matischen Schwierigkeiten. 

19. Das beliebig inhomogene Dielektrikum. Theorie der dielektrischen 
Hysterese. Bei einem Dielektrikum, das Nachladung und Rlickstandsbildung 
hat, ist bei variabler elektrischer Feldstarke 0: der jeweilige Wert der dielektrischen 
Verschiebung ~ bei abnehmendem 0: gro/3er als bei zunehmendem. Bei Wechse1-
spannung ergibt daher die graphische Darstellung ~ = t (0:) eine Kurve, die 
eine gewisse Ahnlichkeit mit einer magnetischen Hysteresisschleife hat. BEAU
LARD 1) bezeichnete deshalb die dielektrische N achwirkung als dielektrische 
Hysteresis. Er konnte jedoch zeigen, da/3 sie durchaus andere Gesetze l:iefolgt 
als die magnetische. 

Eine groI3ere Anzahl Forscher bemlihten sich urn die Ausbildung der Theorie 
dieser dielektrischen Hysterese. HOPKINSON 2) libertrug die von BOLTZMANN 
flir die elastische Nachwirkung aufgestellten Gesetze auf die dielektrische Nach
wirkung. HOLLEVIGUE 3) behandelte die dielektrische Verschiebung wie eine 
elastische Deformation. DECOMBE 4) entnahm einen formal ahnlichen Ansatz 
der Elektronentheorie. Seine Ableitungen werden durch PELLAT 5) zu einer voll
standigen Theorie entwickelt, in der die Verschiebung in eine normale und eine 
viskose zerlegt ist: 

(87) 

Der erste Teil genligt den Voraussetzungen der allgemeinen Theorie. Es ist 

~'(t) = -~ 0: (t). 
4,,; 

(88) 

Flir den zweiten Teil gilt die Differentialgleichung: 

d~~(t) = ex ['tJ" (=) - 'tJ" (t)] = ex [1] 4: 0: (t) - ~"(t)] . (89) 

Darnach strebt~!I einem ebenfalls der Feldstarke proportionalen Endwert ~!I(=) 
zu und seine Anderungsgeschwindigkeit ist der vorhandenen Abweichung von 
diesem Endwert proportional. 

') F. BEAULARD, ]ourn. de Phys. Bd.9. S. 313. 1900. 
2) J. HOPKINSON, Phil. Trans. Bd. 166, S.489. 1876; Bd. 167, S.599. 1877. 
3) L. HOLT,EVIGUE, ]ourn. de Phys. Bd.6, S. 113, 120 n. 153. 1897. 
4) L. DECOMBE, ]onrn. de Phys. BeL 2, S.181. 1912. 
5) H. PELLAT. Jonrn. de Phys. Bd. 9. S.313. 1900. -
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Bei konstanter Fe1dstarke Q:o gilt fiir t> 0: 

Si)" = 'f) _B_ Q: [1 - e-lXt] ./ 43< 0 , (90) 

a~" E 
J(t) = lit = X17 43< Q:oe- lXt • (91) 

Bei belie big veranderlicher Fe1dstarke wird 
00 

B B f Si)(t) = 43< Q:(t) + x'YJ 43< Q:(t- w)e-IXOJdw, (92) 
o 

wobei w die seit Erzeugung der Nachwirkung verflossene Zeit ist. 
SCHWEIDLERl) wies jedoch nach, daB diese Theorie die Versuchsergebnisse 

nicht darzustellen vermag und modifizierte sie deshalb durch die Annahme, 
daB die viskose Verschiebung sich aus einer end1ichen oder unendlichen Zah1 
von Gliedem zusammensetze, deren jedes der PELLATschen Differentialg1eichung 
genuge. SCHWEIDLER weist jedoch se1bst darauf hin, daB sich auf diese Weise 
jede beliebig gegebene Funktion fur den zeitlichen VerIauf des Ruckstands
stromes darstellen 1aBt. 

Zur Erk1arung der viskosen Verschiebung 1aBt sich annehmen, daB es in 
den festen Die1ektriken, denn urn diese handelt es sich in erster Linie, Mo1eku1e 
gibt, deren Bewegung im e1ektrischen Felde aperiodisch gedampft ist, so daB 
sich das Mo1ekiil durch seine "mo1ekulare Re1axationszeit" charakterisieren 1aBt. 

Die Annahme, daB nur eine Sorte solcher Mo1ekiile vorhanden ist, fiihrt zur 
PELLATschen Theorie, die Annahme, daB verschiedene Arten aperiodisch ge
dampfter Mo1ekiile vorhanden seien, zur Theorie von SCHWEIDLER. 

Es liegt nahe, die Mo1eku1e in An1ehnung an die DEBYESche Dipoltheorie 
a1s Dipole konstanten e1ektrischen Momentes anzusehen, deren Bewegung in 
einem auBeren Felde in einem festen Korper aperiodisch gedampft ist. Diese 
Auffassung hat WAGNER2) angedeutet. 

20. Das beliebig inhomogene Dielektrikum. Theorie von WAGNER. 

K. W. WAGNER ge1ang es mit Hilfe eines den wirklichen Die1ektriken besser 
angepaBten Modells, a1s es das geschichtete Die1ektrikum war, die wirklichen 
die1ektrischen VerIuste erschopfend zu beschreiben. 

WAGNER denkt sich in einer nicht 1eitenden Grundsubstanz von der Die1ek
trizitatskonstante c k1eine Kuge1n verteilt, deren Die1ektrizitatskonstante den 
namlichen Wert hat wie die Grundsubstanz, und die auBerdem eine gewisse 
Leitfahigkeit 1 haben. Das Die1ektrikum moge den Raum zwischen zwei p1an
paral1e1en E1ektroden ausfiillen. Bei Abwesenheit der 1eitenden Kuge1n ware 
das Fe1d homogen. Jede Kugel ruft eine gewisse Storung des Fe1des hervor, 
die in groBem Abstand von ihr unmerklich wird. Wird angenommen, daB die 
einze1nen Kugeln im Verg1eich zu ihrer GroBe genugend weit voneinander ent
femt sind, so beeinfluBt jede Kugel das Fe1d so, a1s ob die ubrigen nicht vor
handen waren, und das Verhalten des Die1ektrikums 1aBt sich in An1ehnung 
an eine ahn1iche Rechnung MAXWELLS berechnen. Es ergibt sich fur die ge
samte Storung im Die1ektrikum: 

(93) 

(94) 

1) E. V. SCHWEIDLER, Wiener Ber. Bd. 116, S. 1055.1907; Ann. d. Phys. Bd. 24, S. 711. 
1907. 

2) K. W. WAGNER, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S.45. 1913; Ann. d. Phys. Bd.40, 
S.817. 1913. 
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3 

Dabei ist c die Lichtgeschwindigkeit und P = m: , ro der Radius elDer aus 
ro 

delD Dielektrikum herausgeschnitten gedachten Kugel, r der Radius einer der 

leitenden Kugeln und m ihre Anzahl in der herausgeschnittenen Kugel, TV = __ }_Si __ 
die Zeitkonstante cles Modells. 4rrc (j 

Die Beziehung zwischen cler Verschiebung uncl Feldstarke lautet: 

sGr [ 3P 3PiwW] 
SD = 4rr c2 1 + 1-+ (02 W2 -- 1-t-~2 W2 • (95) 

Nun geht WAGNER noch einen Schritt weiter und nimmt an, daB in der 
Grunclsubstanz nicht nur eine einzige Art von leitenden Klige1chen eingebettet 
sind, sondern n Arten mit den verschiedenen Leitfahigkeiten VI' 02' ... , Vn 

und den relativen raumlichen Dichten PI' P2' ... , Pn. Sind dann die Klige1chen 
hinreichend weit voneinander entfernt, so konnen alle Storungsglieder einfach 
superponiert werden, und an Stelle von Gleichung (89) ergibt sich: 

SD = 4:~2 [1 ++1 :~;W; - +~~~;~;!1' (96) 

Diese Gleichung erlaubt die wirklichen Vorgange in Dielektriken mit dielektrischen 
Verlusten vollstandig zu beschreiben. Die Annahme der Kugelgestalt der Tei1chen, 
die gemacht werden muBte, um die mathematischen Betrachtungen durch
fiihren zu konnen, ist nicht in der Natur des Problems begriindet, so daB eine 
andere Annahme liber die Form der Tei1chen zu demselben Ergebnis gefiihrt 
hiitte. 

Die wichtigste Leistung dieser Theorie besteht darin, daB man die dielek
trische Nachwirkung nicht als eine neue physikalische Erscheinung aufzu
fassen braucht, sondern daB sich ihre allgemeinen Gesetze aus MAXwELLschen 
Vorstellungen vollstandig herleiten lassen. Ein Vergleich der SCHWEIDLERschen 
Theorie der viskosen Hysterese mit der WAGNERSchen Theorie der eingebetteten 
leitenden Tei1chen zeigt, daB die beiden Theorien einander ziemlich ahnlich sind. 
Beide nehmen zur Erklarung der dielektrischen Anomalien Inhomogenitaten des 
Dielektrikums an, die liber die Inhomogenitaten der Atome mit ihren Verschie
bungselektronen hinausgehen. Bei SCHWEIDLER sind es die Molekiile, die als 
Dipole die elektrische Inhomogenitat bilden, bei WAGNER makroskopische 
Tei1chen. Denn der Begriff der Leitfahigkeit ist ein makroskopischer. Beide 
Theorien kommen mit einer einzigen Art Tei1chen nicht aus, sondern sind ge
zwungen, eine groBere Anzahl verschiedenartiger Tei1chenarten anzunehmen. 

Flir Dipolfllissigkeiten geht die SCHWEIDLERsche Theorie in die BORNsche 
Theorie der anomalen Dispersion liber. 

21. Theorie der dielektrischen Leitungsanomalien. Zuerst von WARBURG I ), 

dann von REICH 2) wurde die ,bei vielen schlechtleitenden Dielektriken zu be
obachtende Abnahme der Stromstarke mit der Dauer des Stromdurchganges 
durch das Vorhandensein dissoziierter Verunreinigungen erklart, die durch den 
Strom ausgeschieden werden. 

SCHWEIDLER3) verglich die zeitliche Abnahme des Stromes mit den Vor
gangen bei Gasentladungen, insbesondere mit der Anderung der Ionenverteilung 
und dem Auftreten von Raumladungen, di" ebenfalls den Strom schwachen. 
Die einfachen, cler Gasionentheorie entnommenen Voraussetzungen zeigten sich 
jedoch nicht genligend erflillt. 

1) E. WARBURG. Wied. Ann. Bd.54, S.396. 1895. 
2) M. REICH, Dissert. Berlin 1900. 
3) E. v. SCIlWEIDLER, Wiener Ber. Bd.109. S.964. 1900; Bd. 111, S.579. 1902. 
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MIEl) verbesserte die Theorie der lonenverteilung und der Beziehung 
zwischen Stromstarke und Spannung. 

LANGEVIN 2) leitete theoretisch die Formel 
SIX 

4.n (U1 + 142) = 1] < 1 (97) 

ab, worin ()(, der Wiedervereinigungskoeffizient gemaB der Gleichung ~~ = -()(,n2 

ist und U 1 und U 2 die Beweglichkeiten der beiden lonenarten sind. rJ ist eine 
durch eine Wahrscheinlichkeit definierte GroBe. 

Durch Versuche an Dielektriken, in denen durch die durchdringenden Strahlen 
des Radiums kunstIich lonen erzeugt waren, lieB sich die Theorie prufen und 
bestatigen. 

II. Me.Bergebnisse. 
a) Allgemeine Bemerkungen fiber die MeBmethoden. 

22. Die Messung der Dielektrizitatskonstanten. Auf wenigen Gebieten der 
Physik sind die alteren Messungen so fragwiirdig wie auf dem der Dielektrizitats
konstanten. Die komplizierte Einwirkung der Leitfahigkeit, der dielektrischen 
Nachwirkung, der dielektrischen Verluste und der elektrolytischen Polarisation 
auf die der Messung zuganglichen GroBen fiihrte insbesondere bei den fruher 
uberwiegend mit Gleichstrom ausgefuhrten Messungen zu Fehlern, die unter Um
standen sogar eine falsche GroBenordnung der Dielektrizitatskonstanten ergaben. 

Ein Umschwung trat hier erst ein, als einerseits durch die Ausbildung der 
Theorie klargestellt wurde, wie zu messen war und wie die Storungen zu um
gehen waren und andrerseits durch die ungedampften Hochfrequenzstrome eine 
auBerordentliche Steigerung der MeBgenauigkeit erzielt wurde, so daB jetzt ge
nugend genaue und hochempfindliche MeBmethoden vorIiegen. Sie sind im 
Band 16 ausfuhrlich behandelt. 

Eine weitere Schwierigkeit der Messung, die darin liegt, daB sich das zu 
messende Dielektrikum vielfach nicht in eine kompakte homogene Form bringen 
laBt, besteht dagegen unverandert fort. 

23. Messung des Dipolmomentes der dielektrischen Verluste und der 
dielektrischen Festigkeit. Die ohne besondere Schwierigkeiten ausfuhrbare 
Messung der Temperaturabhangigkeit der Dielektrizitatskonstanten fuhrt nur in 
Verbindung mit einer Theorie dieser Abhangigkeit zu Werten fur die·Dipolmomente 
des Dielektrikums, so daB diese von der benutzten, strittigen Theorie abhangen. 
Die beiden neuen Methoden der Dipolrotation von LERTES und der elektro
statischen Dipolpolarisation von HERWEG, die die Ergebnisse der erstgenann
ten Methode kritisch erganzen konnten, sind leider meBtechnisch so schwierig 
fehlerfrei zu bekommen, daB sie kaum in groBerem Umfange angewandt werden 
durften, so daB hier der Zustand zur Zeit noch unbefriedigend ist. 

Die Messung der dielektrischen Verluste ist durch das groBe technische 
Interesse an ihrer moglicht genauen Kenntnis auf eine hohe Stufe der Voll
endung gebracht worden. Es gibt exakte Methoden, nach denen die dielektri
schen Verluste von Isoliermaterialien gemessen werden konnen, wahrend sie 
mit einer Wechselspannung von 290000 Volt belastet sind. 

Andererseits hat dieses uberwiegend technische Interesse zur Folge gehabt, 
daB auch fast nur technische Isoliermaterialien untersucht sind und Messungen 
an chemisch reinen, wohldefinierten Dielektriken bisher kaum vorliegen. 

1) G. MIE, Ann. d. Phys. Bd.26, S. 597. 1908. 
2) P. LANGEVIN, C. R. Bd. 146, S. 1011. 1908. 
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Fur die Messung der dielektrischen Festigkeit gilt das gleiche wie ffir die 
der Dielektrizitatskonstanten. Die alteren Messungen sind fast aile undefiniert 
und zum Teil der GroBenordnung nach falsch. Erst in letzter Zeit ist hier 
Wandel geschaffen. Auch hier liegen immer noch die groBten Schwierigkeiten 
im Material selbst. Neuerdings wird die Ermittelung der dielektrischen Festig
keit der festen Korper durch die Theorie der Lockerstellen, die in allen Kri
stallen vorhanden sein sollen, auf eine vol1ig neue Grundlage gestellt. 

b) Die DielektriziUitskonstante der Gase l ). 

24. EinfluB des Materials. Infolge der auBerordentlich geringen Dichte 
der Ladungen ist die Dielektrizitatskonstante der Gase von 1 nur so wenig 
verschieden, daB die ersten von FARADAY und anderen Forschern angestellten 
Versuche, diesen Unterschied zu entdecken, miBlangen. 

Andererseits bieten die Gase den groBen Vorteil, daB dIe verschiedenen bei 
flussigen und festen Dielektriken auftretenden Storungen bei ihnen fehlen, so 
daB bei hinreichend empfindlichen Methoden sehr genaue und gut definierte 
Messungen moglich sind. 

Als erstem gelang es BOLTZMANN2), fUr die Gase Luft, H2, CO, CO2, CH" 
C2H4 (Athylen) und N 20 den Wert 13 -1 mit hinreichender Genauigkeit zu messen. 

Weitere Versuche wurden durch KLEMENCIC3), LEBEDEW 4), BADECKER5), 

HOCHHEIM6), ROHMANN7), GILLS), BEDEAU9), CARMAN und LORANCElO), FRITTSll) 
bei der Frequenz 8· 106 Hertz, C. T. ZAHNl2) u. a. ausgefuhrt. Dabei wurde 
sowohl der Kreis der untersuchten Gase weiter ausgedehnt, als auch die Genauig
keit der Messungen durch Anwendung der Differenzmethoden der Hochfrequenz 
weitgehend gesteigert. Trotzdem bestehen in den Untersuchungen noch emp
findliche Lucken. 

In folgendem sind die Dielektrizitatskonstanten der elementaren Gase und 
der Kohlensaure fUr 0° C und 760 mm Druck zusammengestellt. Weitere Werte 
finden sich im nachsten Abschnitt uber die Temperaturabhangigkeit der 
Dielektrizitatskonstante der Gase. Einzelheiten sind in den Tabellen von LANDOLT 
BORNSTEIN nachzusehen. 

Die Tabelle 1 zeigt, daB unsere Kenntnis der Dielektrizitatskonstanten der 
Gase noch recht luckenhaft ist. Fehlen doch die gesamten Edelgase mit Aus-

1) Die Messungen der Dielektrizitatskonstante werden in der Reihenfolge Gase, Fliissig
keiten, feste K6rper behandelt werden. In jedern der drei Unterabschnitte wiederurn wird 
die Unterteilung 

1. Abhangigkeit vorn Material, 
2. von der Ternperatur und den Urnwandlungspunkten, 
3. vorn Druck, 
4. von der Wellenlange, 
5. " vom Magnetfeld und elektrischen Feld 

durchgefiihrt werden. Dabei werden jedesrnal die rein phanomenologischen Werte voran
gestellt. Es folgen die Werte, die eine der besprochenen Theorien bestatigen oder widerlegen 
sollen. 

2) L. BOLTZMANN, Wiener Ber. Bd. 69, S.795. 1874; Ann. d. Phys. Bd.155, S.401. 1873. 
3) J. KLEMENCIC, Wiener Ber. Bd.91, S.712. 1885. 
4) P. LEBEDEW, Ann. d. Phys. Bd.44, S.288. 1891. 
5) K. B.ii.DECKER, ZS. f. phys. Chern. Bd.36, S.305. 1901. 
6) E. HOCHHEIM, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 10, S.446. 1908. 
7) H. ROHMANN, Ann. d. Phys. Bd.34, S.979. 1911. 
8) E. W. B. GILL, Rad. Rev. Bd.2, S.450. 1921-
9) BEDEAU, C. R. Bd. 174, S.380. 1922; Bd. 175, S.147. 1922. 

10) A. P. CARMANU. C. T. LORANCE, Phys. Rev. Bd. 20, S. 715. 1922; Bd. 21, S.197. 1923. 
11) E. C. FRITTS, Phys. Rev. Bd. 21, S. 198. 1923. 
12) C. T. ZAHN, Phys. Rev. Bd.23, S.781. 1924. 

IIandbuch der Physik. XII. 33 
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nahme von He ebenso wie die halogenen Gase F 2 und C12 • Auch die in der Tabelle 
aufgefiihrten Werte diirften zum Teil revisionsbediirftig sein, da sie von recht 
alten Messungen herrUhren. Leider fallen gerade die neuesten Messungen be
trachtlich aus den gut in sich iibereinstimmenden Gruppen der alteren heraus. 
Es bietet sich hier also die dankbare Aufgabe, diese Messungen mit den aul3er
ordentlich verfeinerten Methoden der Hochfrequenz zu wiederholen und zu 
erweitem. Die Beziehung e = n 2 ist so gut erfiillt, wie sich bei der Unsicherheit 
der Messungen erwarten laSt. "Oberall fallen die Werte von n 2 zwischen die 
einzelnen von den verschiedenen Autoren gemessenen Werte; bei COg scheint 
allerdings doch eine gewisse Abweichung vorzuliegen; in der Tat ist CO2 auch 
in geringem Grade dipolar. . 

Tabelle 1. Dielektrizitlitskonstanten der apolaren Gase bei 0 0 C 
und 760 mm Druck. 

Gas 

Luft 1,000590 
1,000586 
1,000576 
1,000580 
1,000585 
1,000572 
1,000601 
1,000655 
1,000074 
1,000264 
1,000264 
1,000273 
1,000282 
1,000265 
1,000221 
1,000606 
1,000581 
1,000581 
1,000505 
1,000547 
1,000518 
1,000460 
1,000946 
1,000985 
1,000975 
1,000989 
1,000760 

Autor 

BOLTZMANN 
KLEMENCIC 
TANGL 
ROHMANN 
VERAIN 
ZAHN 
CARMAN U. LORANCE 
GILL 
HOCHHEIM 
BOLTZMANN 
KLEMENCIC 
TANGL 
ROHMANN 
ZAHN 
FRITTS 
ROHMANN 
TANGL 
ZAHN 
FRITTS 
ROHMANN 
ZAHN 
FRITTS 
BOLTZMANN 
KLEMENCIC 
VERAIN 
ROHMANN 
FRITTS 

R. LANGl ) hat die Gleichung aufgestellt 
e - 1 5- = 123.10- 6 , 

n' optisch 

1,0005854 

1,00007 

1,0002774 

1,000592 

1,0005436 

1,0009088 

(98) 

wo 5 die Summe aller Atomvalenzen des Gasmolekiils ist. Nach DOBROSEDOW2) 

soli diese Beziehung zwar fUr H 2 , CO, CO2 , N20, CH4 , C2H 4 , nicht aber allgemein 
gelten. Da ein Teil der von DOBROSEDOW angefiihrten Gase Dipolmolekiile hat, 
die iibrigen dagegen nicht, scheint die Giiltigkeit der angefiihrten Beziehung 
selbst bei diesen Gasen sehr fraglich. 

POHRT3) untersuchte die Dielektrizitatskonstante von etwa 40 Dampfen 
mittels einer Briickenmethode nach LEBEDEw, gr6Btenteils bei der Tempera
tur 100° C. 

1) R. LANG, Ann. d. Phys. Bd. 56, S. 534. 1895. 
2) D. DOBROSEDOW, Jouro. russ. phys. chem. Ges. Bd. 41, S. 1385. 1909. 
3) G. POHRT, Ann. d. Phys. Bd.42, S. 569. 1913. 
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Die folgende Tabelle 2 enthalt einige Werte zusammen mit denen fruherer 
Beobachter: 

Tabelle 2. 

Substanz Temperatur i 
o c i KLEMENCIC LEBEDEW BAED ECKER POHRT 

Methan 0 1,000953 1,000886 
.Athylen 0 1,001456 1,001423 
Benzol 100 1,00027 1,000293 1,000274 
.Athylalkohol . 100 1,00065 1,000647 I 1,000606 
Methylalkohol 100 1,00057 1,000600 1,000566 
Chlorathyl . 0 1,000552 1,01420 
Bromiithyl. 0 1,01546 1,01500 

25. EinfluB der Temperatur. Aus den Theorien der Dielektrizitatskonstante 
folgt, daB sich bei den Gasen oder Dampfen, deren Molekille keine Dipole ent
halten, die Dielektrizitatskonstante mit der Temperatur in der gleichen Weise 
andert wie die Dichte, d. h. E - 1 bei konstantem Volumen von der Temperatur 
unabhangig, bei konstantem Druck der absoluten Temperatur umgekehrt 
proportional ist. 

Diese Erwartung zeigte sich in der Tat bei denjenigen permanenten Gasen, 
bei denen Dipole nicht zu erwarten waren, erfullt. So untersuchte z. B. RIEGER l ) 

bei konstantem Druck folgende Gase bei den angegebenen Temperaturen 
Luft -185,5°C CO2 - 73 0 C 
H 2 ••••••.•.. -191" CO -189 " 
CH •......... -154 " 

Wurde aus den Messungen nur unter Berucksichtigung der Dichteanderung 
auf Zimmertemperatur umgerechnet, so ergaben sich nur bei CO groBere Ab
weichungen von den bei Zimmertemperatur direkt gemessenen Werten. Bei den 
ubrigen Gasen stimmten die so berechneten mit den direkt gemessenen Dielektri
zitatskonstanten innerhalb der Fehlergrenzen uberein. 

Dagegen fand BAEDECKER2) nach der NERNsTschen Methode als erster, 
daB die Proportionalitat von E - 1 mit der Dichte bei Temperaturanderungen 
von "Dampfen" nicht mehr gilt. BAEDECKER hatte wohl kaum die Absicht, 
eine Theorie aufzustellen, als er "Dampfe" sagte, und doch stellte er damit eine 
Theorie auf und eine unrichtige obendrein. Denn nicht bei Dampfen, sondern 
bei Molekillen mit Dipolen zeigen sich die Abweichungen. 

Erst durch die Dipoltheorie von DEBYE erhielten diese Abweichungen. ihre 
Erklarung und die Untersuchung der Dielektrizitatskonstanten der Gase einen 
neuen Impuls und einen neuen Wegweiser. Es handelte sich jetzt darum, fest
zustellen, ob die nach der Theorie von DEBYE errechneten Dipolmomente mit 
den nach den atomistischen Vorstellungen zu erwartenden sich in Einklang 
befinden. 

Zuerst bestimmte JONA3) die Dipolmomente von CO2, NH3 , S02' CH30H 
und H20, verglich sie mit Werten, die HOLsr1) erhalten hatte, und rechnete 
aus den Messungen von BAEDECKER die Dipolmomente aus. 

Sodann beschaftigte sich speziell mit diescr Frage eine Untersuchung von 
ZAHN5) sowie von COMPTON und ZAHN 6), die mit Hilfe der elektroakustischen 

1) H. RIEGER, Aun. d. Phys. Bd.59, S. 753. 1919. 
2) K. BAEDECKER, ZS. f. phys. Chern. Bd.36, S.305. 1901-
3) M. J ONA, Phys. ZS. Bd. 20, S. 14. 1919. 
4) G. HOLST, Vers!. Akad. Amsterdam Januar 1917. 
5) C. T. ZAH~, Phys. Rev. Bd.24, S.400. 1924. 
6) K. T. COMPTON U. C. T. ZAHN, Phys. Rev. Ed. 23, S. 781. 1924. 

3°* . .) 
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Tabelle 3. 

Gas TO abs. .-1 bei 760mm (e-l)vT 

HCl .. 201,4 0,007482 1,110 
260,1 0,004716 1,169 
294,2 0,003792 1,205 
359,2 0,002672 1,266 
433,9 0,001948 1,347 
503,9 0,001526 1,423 
588,8 0,001182 1,505 

HBr .. 217,5 0,004545 0,7835 
269,0 0,003209 0,8501 
294,4 0,002796 0,8840 
338,9 0,002228 0,9400 
478.5 0,001303 1,098 
599,1 0,000943 1,248 
244,5 0,002687 0,5885 HJ ... I 
295,1 0,002123 0,6776 
345,9 0,001760 0,7713 
474,6 0,001239 1,022 
612,2 0.000971 1,334 

v ist das nach der VAN DER WAALsschen Glei
chung korrigierte spezifische Volumen bei 0 ° C 

und 760 mm Druck. 

Uberlagerungsmethode die DEBYE
sche Theorie an den Halogenwasser
stoffen priiften. 

Tabel1e 3 enthalt die Messungen 
von ZAHN. 

Ferner untersuchte WEIGTl) 
die Dipolmomente des CO- und 
CO2-Molekiils nach der Methode 
von PREUNER und PUNGS, so daB 
bereits eine groBe Anzahl von Wer
ten der Dipolmomente vorliegen. 
Sie werden im Abschnitt h), Ziff. 36 
bis 40, gegeben. 

In der folgenden Tabelle 4 sind 
die Dielektrizitatskonstanten der Di
polgase zusammengestellt. SANGER2) 
untersuchte nach der Methode von 
PUNGS und PREUNER sowie von 
HERWEG bei der Frequenz 1,6· 105 

die Dielektrizitatskonstanten der 

Tabelle 4. Dielektrizitatskonstanten dipolarer Gase bei 0° C und 760mm Druck. 

Gas 

HCl 
HBr 
HJ 
CO 
CO2 

" 
NHs 

Autor 

ZAHN 
ZAHN 
ZAHN 
WEIGT 
JONA 
WEIGT 
BAEDECKER 
HOLST 
BAED ECKER 
JONA 
BAED ECKER 
JONA 
BAEDECKER 
HOLST 
JONA 

e .. ' 
1,001040 1,000888 
1,001212 1,001140 
1,001856 1,001812 
1,00069 1,000670 
1,00097 

1,0009088 
1,00718 (20°C) 

1,00754 
1,00993 

1,001407 
1,00600 (HO°C) 

1,001098 
1,00705 (145°C) 

1,00508 

Dampfe von CH4 , CH3Cl, CH2CI2, CHCI3 , CCl4 in Abhangigkeit von der Tempe
ratur. Er fand folgendes: 

Tabelle 5. 

CH. Siedep. -164 0 CH,Cl Siedep. - 24,09 0 CH.Cl, Siedep. 40 0 

10' 

I (e -.1) .10' 
10' I (e - 1) .10' 

10' 

I (e -1) ·10' -T- T I T 

3,428 I 84.2 3,434 978,9 
I 

484,3 3,012 
2,912 I 84,0 2,917 844,8 2,726 i 459,9 
2,720 86,1 2,729 

I 
784,7 2,583 i 441,7 

2,572 85,5 2,581 738,7 2,413 I 413,2 
2,411 87,4 } verschiedene I 2,412 I 691,2 

I 81,S Me13reihen , 

1) H. WEIGT, Phys. ZS. Bd.22, S.643. 1921-
2) R. SANGER, Phys. ZS. Rd. 27, S. 556. 1926. 



ZiIf. 26. Dielektrizitatskonstante der Gase. EinfluB des Druckes. 

Beziiglich der hier-
aus sich ergebenden Di
pole s. Ziff. 47-51. 

26. EinfluB des 
Druckes. Da eine 

wesentliche gegenseitige 
Beeinflussung der Eigen
felder der Molekiile im 
Gaszustand fehlt, ist zu 
erwarten, daB Ii - 1 bei 

Tabelle 5. (Fortsetzuug.) 

CHC13 Siedep. 61,21 0 

I (8 - 1) • 10' 
103 

T 

2,917 I 341,9 
2,723 328,5 

2,581 
2,415 
2,257 

321,6 
315,2 
312,8 

2,772 
2,651 

2,519 
2,405 
2,313 

CC1, Sie:lep. 76,75 0 

(e - 1). la' 

273,6 
277,3 } verschiedenc 
273,9 MeBreihen 
268,6 
271,9 
274,8 
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Gasen der Gasdichte auch bei Anderung des Druckes proportional ist. Die 
Versuche haben in der Tat ergeben, daB auch bei Druckanderungen die Be-

ziehung von CLAUSIUS-MoSOTTI : ~ ~ -} = konst. mit groBer Genauigkeit erfiillt 

ist. Sorgfaltige Versuche sind hieriiber von OCCHIALINIl) und von TANGL2) 
angestellt worden. T ANGL erhielt folgende Werte: 

Die Messungen sind mit 
H2 und N2 bei 20 0 C, mit Luft 
bei 19 0 C ausgefiihrt worden. 
s- 1 1. . B A 
-- -d 1St mIt gro er n
s+2 
naherung konstant. 

N euere Messungen liegen 
von BODAREU 3) (N2' N20, 
CH3Cl) , VERAIN4) (Luft, S02' 

Druck 

1 Atm. 
20 
40 
60 
80 

100 

Tabelle 6. 

H2 

1,000273 
1,00500 
1,00986 
1,01460 
1,01926 
1,02378 

N, 

1,000581 
1,01086 
1,02185 
1,03299 
1,04406 
1,05498 

Luft 

1,000576 
1,01080 
1,02171 
1,03281 
1,04386 
1,05494 

CO2), OCCHIALINI 5) (°2, H 2, CO2) vor. Sie sind auszugsweise in Tabelle 7 
wiedergegeben. Tabelle 7 zeigt, mit welcher auBerordentlichen Genauigkeit der 
Ausdruck e - 1 ~ bei 

s +2 d 
Gasen bei groBen Druck
anderungen konstant ist. 

Die friiheren Er
gebnisse iiber den line
aren Z usammenhang 
zwischen Ii - 1 und den 
Druck sind fiir H 2, °2, 
N2, CO2 von WOLFF 6 ) 

mit besonders groBer 
Genauigkeit bestatigt. 
Aus seinen Messungen 
folgt, daB eine etwa auf 
den Elektroden vor-
handene adsorbierte 

Gasschicht, die die Die
lektrizitatskonstan te 

vergroBern wiirde, diin
ner als 10 -7 cm sein muB. 

Druck 
Atm. 

87 
114 
143 
174 
205 
226 

Diehte 

80 
105 
130 
155 
180 
·195 

Tabelle 7. 

I E - 1 1 , 
1
---·10 
e + 2 d 

1. Stickstoff bei 23 0 C. 

1,04750 1949 
1,06276 1952 
1,07828 1956 
1,09373 1955 
1,10953 1957 
1,11867 1952 

2. Stickoxydul N 20 bci 13 0 C. 

372 
372 

20 
30 
40 
50 

80 
100 
120 
140 
160 

1,02246 
1,03385 
1,04551 
1,05683 

373 
372 

3. \¥asserstoff bei 24 0 C. 
1,02180 9018 
1,02730 9018 
1,03280 9012 
1,03835 9015 
1,04390 9014 

Autor 

; 1 
it BOOAR" 

I) RODARE" 

1) A.OCCHIALINI, Rend. Lincei Ed. 14, S.613. 1905; Phys. ZS. Ed. 6, S.669. 1905. 
2) K. TANGL, Ann. d. Phys. Ed. 23, S. 559. 1907; Ed. 26, S. 59. 1908. 
3) E. BODAREU, Cim. Ed. 7, S. 165. 1914. 
4) L. VERAIN, Ann. d. phys. Ed. 1, S.255. 1914. 
5) A. OCCHIALINI, Cim. Ed. 7, S. 108. 1914. 
6) K. WOLFF, Phys. ZS. Bel. 27, S. 588. 1926. 
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Bei Wasserdampf fand dagegen ZAHN1), daB die Kurve zwischen e - 1 und 
dem Druck aus zwei linearen Stucken verschiedener Neigung besteht, die durch 
ein Knie verbunden sind. Das steilere Stuck liegt bei h6herem Druck. Mit 
steigender Temperatur nimmt die Differenz der Neigungen der beiden Kurven
stucke ab und verschwindet bei 47 0 C. ZAHN nahm die Bildung einer adsorbierten 
Wasserschicht merklicher Dicke auf den Elektroden oberhalb eines bestimmten 
Dampfdruckes an, die bei dem Sattigungsdruck etwa 200 Molekiillagen stark 
sein soli. WOLFF2) bestatigte die Ergebnisse von ZAHN und fand ahnliche Ver
haltnisse bei Ammoniak. N ur liegt bei" diesem das steilere Stuck bei h6herem 
Druck. WOLFF halt infolgedessen die Erklarung der Erscheinung durch ZAHN 
fur verfruht. 

27. EinfluB der Frequenz. Aus der Giiltigkeit der Beziehung e = n 2 der 
nichtpolaren Gase der Tabelie 1 folgt, daB bei diesen Gasen eine merk
liche Dispersion zwischen der Frequenz 0 und optischer Frequenz nicht vor
handen ist. 

Direkte Messungen wurden von GILL3) ausgefiihrt. Er arbeitete nach der 
Oberlagerungsmethode, gibt seine MeBgenauigkeit auf 0,01 0/ 00 an und fand bei 
760 mm Druck und 0 0 C: 

v 
3,24' 105 Hertz 
2.29' 105 

1.69' 105 

0.75' 105 

1.000658 
1.000654 
1.000654 
1.000653 

Es besteht also innerhalb des Frequenzbereiches, das die Messungen um
fassen, keine uber die Fehlergrenzen hinausgehende Dispersion. Doch liegen 
die Zahlen samtlich nicht unbetrachtlich h6her als die nach anderen Forschern 
gefundenen (vgl. Tab. 1), was aber wohl weniger an einer Dispersion als an 
den Messungen liegt. 
. Bei den Dipolgasen dagegen laBt sich aus Tabelle 4 auf das Vorhandensein 

von Resonanzschwingungen der Molekiile zwischen dem optischen Gebiet und 
niederer Frequenz schlieBen. Versuche uber die Lage dieser Resonanzschwin
gungen im Gaszustand liegen noch nicht vor. 

28. EinfluB des Magnetfeldes. WEATHERBY und WOLF 4) fanden bei der 
Frequenz 106, daB sich die Dielektrizitatskonstante von Helium von 20 mm 
Druck, Luft und Sauerstoff von 76 mm Druck weniger als 1 auf 500000 andert, 
wenn die Gase einem zu den elektrischen Feldlinien transversalen oder parallelen 
Magnetfelde von 800 bis 10000 GauB ausgesetzt wurden. 

c) Die DielektrizWitskonstante von Fliissigkeiten. 
29. Abhangigkeit yom Material. Dielektrizitatskonstante und Kon

stitution. Chemisch einheitliche Stoffe. Die groBe Menge der besonders an 
organischen Flussigkeiten ermittelten Dielektrizitatskonstanten ist in den 
Tabellen im LANDOLT-BoRNSTEIN einzusehen. Hier k6nnen nur die wichtigsten 
der seit der letzten Auflage dieses Werkes ver6ffentlichten Werte sowie die aus 
den Einzelmessungen abgeleiteten aligemeinen GesetzmaBigkeiten gebracht 
werden. 

1) C. T. ZAHN, Phys. Rev. Bd.27. S.329. 1926. 
2) K. WOLFF. Phys. ZS. Bd. 27. S. 588. 1926. 
3) W. B. GILL. Radio Rev. Bd.2. S.450. 1921-
4) B. B. WEATHERBY U. A. WOLF. Phys. Rev. Bd.27. S.252. 1926. 
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BREIT und KAMERLINGH ONNES!) sowie WOLFKE und KAMERLINGH ONNES2) 
untersuchten bei der Frequenz 105 Hertz die verflussigten Gase He, H2 und O 2 
bei tiefen Temperaturen. Sie fanden: 

Tabelle 8. 

'F -1 1 
Fliissigkeit Druck abs. Temp. Dichte F -1 1 - - der Gase bei 

e+2 d £+2 d 
mm i Zimmertemperatur 

He. 76,5 1,048 
H2 . 76,3 20,37 0,0708 1,211 0,928 

76,7 20,38 0,0708 1,220 0,964 
76.7 20,38 0,0708 1,214 0,946 0,9783) 

76,1 20,36 0,0709 1,220 0,964. 
17,7 16,30 0,0749 1,229 0,943 

7,1 14,42 0,0767 1,236 0,951 
O2 . 77,2 90,29 1,145 1,463 0,1167 

15,2 77,12 1,210 1,493 0,1167 
13,2 76,19 1,214 1,496 0,1169 

{ 
0,1267 4) 

76,0 90,11 1,146 1,464 0,1168 
41,0 84,61 1,174 1,478 0,1172 0,1073 5) 

25,0 80,70 1,193 1,487 0,1172 
9,6 74,16 1,223 1,504 0,1176 
5,4 70,75 1,239 1,S1O 0,1173 

SCHLUNDT und GERMAN 6) bestimmten mit Hilfe der Methode DRUDE
SCHMIDT die Dielektrizitatskonstante von Karbonylchlorid bei 22 0 C zu 4,34 ± 0,02 
und den Temperaturkoeffizienten zu -0,4% pro Grad. 

LEAR7) ermittelte nach der gleichen Methode die Dielektrizitatskonstante 
von GeCl4 und verglich sie mit alteren Wert en der Dielektrizitatskonstanten 
von SiCl4 und SnCl4 • Es ergab sich: 

GeCl. 30 2,65 
SiCl. 17 2,18 
SnCl. 22 3,2 

LOOMIS und SCHLUNDT8) untersuchten die Halogenverbindungen des Vana
diums: 

Vanad!umoxybromi~ . . . . . . E = 3,62 bei Zimmertemperatur 4,38 el 
Vanadiumoxychlorid ...... E = 3,42} { 3,38} b . -70 0 C 

Vanadmmtetrachlond . . . . . . E = 3,05 -

Ferner SCHLUNDT und UNTERWOOD 9) flussiges HJ: 
t o~ 

19 2,65 
- 50 3,61 
-70 3,05 (fest) 

Untersuchungen von organischen Flussigkeiten wurden in letzter Zeit von 
HySLOP und CARMAN 10) (Kerosin, Toluol, Athylather, 0liven61, Petrolather), 

1) G. BREIT u. H. KAMERLINGH ONNES, Proc. Amsterdam Bd.26, S.617. 1924. 
2) M. W. WOLFKE U. H. KAMERLINGH ONNES, Proc. Amsterdam Bd.27, S.621 u. 

627. 1924. 
3) L. BOLTZMANN, Wiener Ber. Bd. 69, S. 795.1874. Ann. d. Phys. Bd. 155, S.401. 1873. 
4) H. ROHMANN, Ann. d. Phys. Bd. 34, S. 979. 1911, 
5) E. C. FRITTS, Phys. Rev. Bd. 21, S. 198. 1923. 
6) H. SCHLUNDT U. A. F. O. GERMAN, Journ. phys. chern. Bd.29, S. 353. 1925. 
7) M. E. LEAR, J ourn. phys. chern. Bd. 28, S. 889. 1924. 
8) A. G. LOOMIS U. H. SCHLUNDT, Journ. phys. chern. Bd. 19, S.734. 1915. 
9) H. SCHLUNDT U. J. UNTERWOOD, Journ. phys. chem. Bd. 19, S.338. 1915. 

10) W. H. HYSLOP U. A. P. CARMAN, Phys. Rev. Bd. 15, S.243. 1920. 
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MICHAUD und BALLOULl), JOACHIM 2) , GRIMM und PATRICK3), SAYCE und BRISCOE 4) 

(Benzin) durchgefiihrt. 
Tabelle 15 (Ziff. 34) bringt die Ergebnisse der Versuche von HANS JOACHIM. 
Da nach Arbeiten von SMITHS) der Brechungsquotient bei der kritischen 

Temperatur bei allen Stoffen den gieichen Wert besitzen solI und das gleiche fiir 
die Dielektrizitatskonstanten anzunehmen ist, berechnete HERTZ6) aus 

(99) 

wobei k der Index hir den kritischen Zustand, t der Index hir Zimmertemperatur 
ist, die Dielektrizitatskonstante Ck fiir 33 Fliissigkeiten, die in der folgenden 
Tabelle 9 zusamniengestellt sind. 

Die Tabelle zeigt, daB sich die Zahlen in der Tat urn einen bestimmten 
konstanten Wert gruppieren. Wahrend die Dielektrizitatskonstante bei gewohn
licher Temperatur zwischen 81,1 beim Wasser und 1,54 bei CO2 liegt, liegen die 
kritischen Dielektrizitatskonstanten zwischen 2,83 bei HCI und 1,17 bei O2 , 

Tabelle 9. 

Stoff d dk 'k 

Wasser 18 0,9986 0,329 81,1 2,40 
Azetonitril 20 0,7828 0,2371 38,8 2,17 
Methylalkohol . 20 0,7915 0,2722 31,2 2,36 
Proprionitril 20 0,7835 0,2401 27,7 2,14 
Athylalkohol 20 0,7894 0,2755 25,8 2,36 
Prophylalkohol 20 0,8035 0,2734 22,2 2,27 
Schwefeldioxyd 20 1,3774 0,52 14,0 2,33 
Chlorbenzol . 10,8 1,1160 0,3654 10,95 2,01 
Athylenchlorid. 20 1,2521 0,419 10,4 2,02 
Essigsaure 18 1,0511 0,3506 9,7 1,99 
l\thylformiat 14,5 0,9189 0,3232 9,10 2,04 
Prophylfonniat 23,1 0,8908 0,3093 9,01 2,01 
Chlorwasserstoff . -90 1,165 0,61 8,85 2,83 
Methylformiat . 20 0,9685 0,3489 8,37 2,03 
Isobutylformiat 22 0,8818 0,2879 7,28 1,85 
Methylazetat 20 0,9338 0,3252 7,08 1,91 
Athylazetat . 20 0,9005 0,3077 6,11 1,82 
Propylazetat 19 0,8895 0,2957 5,73 1,77 
Methylpropionat . 18,5 0,8918 0,2965 5,64 1,76 
Amylformiat 19 0,8765 0,282 5,61 1,73 
Isobutylazetat 19,5 0,8716 0,281 5,26 1,70 
Brombenzol . 20 1,4948 0,4853 5,2 1,70 
Athylbutyrat 18 0,8807 0,276 5,08 1,66 
Brom 3,186 1,18 4,6 1,76 
Athylather 20 0,7135 0,2625 4,30 1,71 
Zinntetrachlorid . 22 2,2211 0,7419 3,2 1,49 
Benzol 18 0,8811 0,3045 2,288 1,35 
Tetrachlorkohlen-

stoff 18 1,5978 0,5576 2,246 1,34 
Oktan 17 0,7046 0,2327 1,95 1,26 
Hexan 14,2 0,6648 0,2344 1,86 1,26 
Stickoxydul . 5 0,885 0,454 1,573 1,27 
Kohlendioxyd . 10 0,860 0,464 1,540 1,27 
Sauerstoff -182 1,1415 0,4299 1,491 1,17 
~----

1) F. MICHAUD U. A. BALLOUL, Ann. d. phys. Bd. 11, S.295. 1919. 
2) H. JOACHIM, Ann. d. phys. Bd.60, S.570. 1919. 
3) F. V. GRIMM U. "V. A. PATRICK, Journ. Arner. Chern. Soc. Bd.45, S,2794, 1923. 
4) L. A. SAYCE U, H. V. A. BRISCOE, Journ. chern, soc. Bd, 127, S, 315, 1925. 
5) SMITH, Proc, Roy. Soc. London Bd. 87, S.366. 1912. 
6) W. HERTZ, ZS. f. phys, Chem. Bd. 103, S,269. 1922. 
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Gegen die Tabelle 9 lassen sich jedoch gewichtige Bedenken vorbringen. 
Ein groBer Teil der in ihr aufgefUhrten Stoffe sind dipolare FHissigkeiten, und 
es steht fest, daB fUr diese die CLAUSIUS-MosoTTIsche Formel durchaus nicht 
anwendbar ist. Am eklatantesten zeigt sich dieses bei Wasser. Nach der Formel 
von CLAUSIUS-MosOTTI miiBte dessen Dielektrizitatskonstante von 0 bis 4 0 C 
zunehmen, wahrend sie in Wirklichkeit abnimmt. Ferner berechnet sich fUr 
100° C eine Dielektrizitatskonstante von 38,8, wahrend sie zu 55,3 1) gemessen 
worden ist. Es darf bei der CLAUSIUS-MosOTTISchen Formel nicht vergessen 
werden, daB sie urn so unempfindlicher wird, je groBer die Dielektrizitatskonstante 

ist. Bei Wasser ergibt sich bei 0° C die Konstante zu 8877,9 _-+,_1. ~86 = 0,9668. 
,9 2 0,999 

Nimmt jetzt e urn 10% ab, so andert sich die Konstante urn 0,44%. Es kann 
also in der Formel eine Anderung der Dielektrizitatskonstante urn 10% durch 
eine Anderung der Dichte urn 0,44 % kompensiert werden. Das heiBt, die Formel 
ist in diesem Gebiet groBer Dielektrizitatskonstanten praktisch vollig unbrauch
bar. 

Aus der Tabelle 9 diirfte also hinsichtlich der dipolaren Fliissigkeiten wohl 
nur hervorgehen, daB die Storungen durch die Warmebewegungen bei der 
kritischen Temperatur so groB sind, daB der Beitrag der Dipole zur Dielektrizitats
konstante verschwindet und praktisch nur die Elektronenpolarisation und Atom
polarisation iibrigbleibt, so daB die Dielektrizitatskonstante der dipolaren 
Fliissigkeiten hier ebenso klein ist wie die der apolaren. 

Die am haufigsten gemessene Dielektrizitatskonstante, die des Wassers, 
wird im folgenden Abschnitt iiber Temperaturabhangigkeit der Dielektrizitats
konstante behandelt werden. 

GesetzmaBige Zusammenhange zwischen Konstitution und Dielektrizitats
konstante sind im Gebiet der anorganischen Chemie fUr fliissige Dielektriken 
noch nicht aufgedeckt. 

Dagegen ist fUr die fliissigen Dielektriken der organischen Chemie schon 
wiederholt mit mehr oder weniger Erfolg nach derartigen Zusammenhangen 
gesucht worden. THWING 2) stellt die Formel auf 

d 
e = M (aIel + a2 c2 + ... ), (100) 

worin d die Dichte, M das Molekulargewicht der Verbindung, a l die Zahl der 
Atome oder Atomgruppen und el ... en die Konstanten sind, die den Beitrag 
der einzelnen Atome oder Gruppen zur Gesamtdielektrizitatskonstante charakteri
sieren, die aber durchaus nicht etwa mit der Dielektrizitatskonstante der aus 
der betreffenden Atomart bestehenden reinen Fliissigkeit identisch ist. Nach 
THWING ist zu set zen fur 

E E 

R 2,6 N02 3090 
C 31,2 = 2,6' 12 CR2 41,6 
0 41,2 = 2,6' 16 CR3 46,8 
X 2.6' In" S 2,6' 32,2 
OR 1356 
CO 1520 
COR 970 

DaB diesc additive Berechnung der Dielektrizitatskonstante hochstens da 
gelten kann, wo durch die Bildung der Verbindung weder neue Dipole entstehen, 
noch bisherige beseitigt werden, diirfte nach der neueren Entwicklung der Theorie 
der Dielektrizitatskonstante selbstverstandlich sein. 

1) Siehe L. KOCKEL. Ann. d. Phys. Ed. 77. S. 417. 1925. 
2) C. B. THWING, ZS. f. phys. Chern. Ed. 14, S.297. 1894. 
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Schon vor der Aufstellung der DEBYESchen Dipoltheorie hat denn auch 
WALDENl) auf die sehr beschrankte Giiltigkeit der THWINGSchen Formel hin
gevviesen und ihr den Satz entgegengestellt, daB die Dielektrizitat keine additive 
Eigenschaft ist, sondern daB die Atome und Atomgruppen eines Molekiils ihre 
dielektrischen Eigenschaften wechselseitig erheblich beeinflussen. Hohe Dielektri
zitatskonstanten werden nach WALDEN durch gewisse elektronegative Radikale, 
sog. Dielektrophore, hervorgerufen, die Kombinationen polyvalenter Elemente 
untereinander oder Halogene sind. So1che Gruppen sind: 

H 
I I 

I OH, N02, CO, CO, C = 0, COOH, S02' 
I 

II CN, SCN, NCS, NH2 • 

III F, Cl, Br, J. 
Wird ein Wasserstoffatom eines Kohlenwasserstoffes durch ein solches 

dielektrophores Radikal ersetzt, so entsteht eine Verbindung mit groBer Dielektri
zi ta tskonstan te. 

Hier sind also bereits im Jahre 1910 die Konsequenzen der Dipoltheorie 
klar ausgesprochen, ohne daB das erlosende Wort Dipol gefallen ist. 

WALDEN fand weiter, daB, wenn aile Wasserstoffatome eines Kohlenwasser
stoffes durch dielektrophore Gruppen ersetzt werden, sich Verbindungen mit 
wieder kleinerer Dielektrizitatskonstante ergeben. Auch das folgt aus der Dipol
theorie. Denn ein vollstandig substituierter Korper ist kein Dipol mehr. 

Die zweite Radikalart, die notig ist, um hohe Dielektrizitatskonstanten 
hervorzurufen, nennt WALDEN Dielektrogene. Es sind elektropositive Gruppen 
wie H, CH3 , C2H5, CSH5 usw. Wie die EinfUhrung der Radikale in einen Korper 
auf seine Dielektrizitatskonstante wirkt, sei an zwei Beispielen gezeigt: 

1. Einfiihrung des dielektrophoren Radikals N02 in den Benzolring: 
Zahl der eingefiihrten Radikale 0 1 2 3 

Korper Benzol Nitrobenzol Dinitrobenzol Trinitrobellzol 
C6H 6 C6H 5NOz rnCsH.(NOzh sCSH 3(N02)3 

c .2,26 36,5 20,7 7,2 

2. Einfiihrung des dielektrophoren Radikals Cl in Essigsaure: 
lahl der eingefiihrten Radikale 

Korper 
o 1 2 3 

CH3COOH CHzClCOOH CHClzCOOH CClgCOOH 
7 20 7,8 4,6 

Es gelingt WALDEN, unter Umstanden quantitative RegelmaBigkeiten bei 
EinfUhrung so1cher Gruppen in einander ahnliche Verbindungen zu ermitteln 
und so Dielektrizitatskonstanten vorauszuberechnen. 

In einer neueren Arbeit haben WALDEN und WERNER2) die Dielektrizitats
konstante gechlorter Paraffine und Olefine in der HOLBoRNschen Schaltung 
mit der Frequenz 6,7' 107 Hertz gemessen. Tabelle 10 enthalt ihre Ergebnisse. 

Perchlorathylen 
Trichlorathylell 
Dichlorathylen. 

Tabelle 10. 

Siedep. bei 'I' 
, 760 mm Druck 
I 

119 
87 

, c 

48,5 cis 
60 trans 

Tetrachlorathan C2H 2Cl. 145,6 
Pentachlorathall . CzHC15 158 

1) P. WALDEN, lS. f. phys. Chern. Bd. 70, S.569. 1910. 

2,37 
3,42 
3,67 
7,55 
8,15 
3,76 

2) P. WALDEN U. O. WERNER, ZS. f. phys. Chern. Bd. 111, S.465. 1924. 
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Es besteht ein Parallelismus zwischen Ionisationstendenz (Bildung farbiger 
Ionen) und eine Proportionalitat zwischen Loslichkeit und Dielektrizitats
konstante. 

Weitere Untersuchungen wurden von TERESCHIN 1), TOMASZEWSKI 2), BOHM3), 

STEWART4) iiber homologe Reihen der Fettkorper, des Benzols sowie iiber stereo
isomere Verbindungen ausgefiihrt. 

In letzter Zeit untersuchten ERRERA und LEPINGLE 5) den Zusammenhang 
zwischen Dielektrizitatskonstante und Konfiguration von Stereoisomeren. Ihre 
Ergebnisse finden sich in Tabelle 11. 

Tabelle 11-

Verbindung Konfiguration 
Siedepunkt Dielektrizitats-

°c konstante 

HCIC = CClH cis 60,25 9,22 
(Dichlor-Athylen) trans 48,35 2,35 
HJC = CJH) cis 72,5 4,46 
(Dijod-Athylen) trans 76,5-77 3,19, 
CHa-ClC = CH-COOC2H 5 cis 75,3-76 7.67 
(fJ-Chlorkrotonsaureathylester) trans 54 4,70 
C2H 5-HC = CHBr 94,6-94,8 5,89 
(Athylathylenbromid) 86,0-86,2 5,05 
CHa-BrC = CH-CHa CHa u. Br trans 93,6-93,9 6,76 
(Butylenbromid) CHa u. Br cis 85,8-85,9 5,38 
CHa-HC = CH-CN 107,7-108,2 36,08 
(Crotonnitril) 121,7-122,1 28,08 

Hiernach geben die cis-Konfigurationen die hohere Dielektrizitatskonstante. 
Bei ihnen stehen die elektronegativen Atome oder Gruppen auf der gleichen 
Seite des C-Atomes. 

Eine Weiterbildung der von WALDEN herausgearbeiteten GesetzmaBigkeiten 
hat E. H. L. MEYER 6 ) versucht. Er stellt folgende Satze auf: Als polare C-Atome 
werden bezeichnet: 

1. solche, bei denen von den 4 Valenzen mindestens 2 mit verschiedenen 
Atomen auBer C abgesattigt sind; 

2. solche, bei denen ein ein- oder mehrwertiger Substituent (z. B. OH, N02, 
S03H, S02' N, Karbonylsauerstoff, Halogen) an ein C-Atom gebunden ist, 
dessen iibrige Valenzen sich nur an C betatigen. 

Dann solI gelten: Alle organischen Fliissigkeiten mit derartigen polaren 
C-Atomen sind Dipolfliissigkeiten. Sie haben also einen verhaltnismaBig groBen 
absoluten Wert der Dielektrizitatskonstante, eine starke Abhangigkeit der 
Dielektrizitatskonstante von der Temperatur und eine starke Zunahme der 
Dielektrizitatskonstante beim Ubergang vom festen zum fliissigen Zustand. 
Wo zwci oder mehrere polare C-Atome vorhandcn sind, stellen absoluter Wert 
der Dielektrizitatskonstante und ihre Temperaturabhangigkeit einen Mittelwert 
aus mehreren Einzelwirkungen dar. 

30. Mischungen von Dielektriken. Aus den theoretischen Uberlegungen 
folgt, daB die Dielektrizitatskonstante einer Mischung aus den Dielektrizitats
konstanten der Komponenten nur dann nach der einfachen Gesellschaftsrechnung 
ermittelt werden kann, wenn die Komponenten nur Elektronenverschiebung 

I) S. TERESCHlN, Ann. d. Phys. Bd. 36, S.792. 18S9. 
2) F. TOMASZEWSKI, Ann. d. Phys. Bd. 33, S. 33. 1888. 
a) P. BORl"l, Dissertation. Halle 1911. 
4) A. W. STEWART, Joum. chern. soc. Bd.93, S.1059. 1905. 
5) J. ERRERA U. M. LEPINGLE, Bull. de Belg. (5) Bd. 11, S. 150. 1925. 
6) E. H. L. MEYER, Ann. d. Phys. Bd.75, S. SOt. 1924. 
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und keine atomare Verschiebung oder dipolare Drehung aufweisen. Sind solche 
vorhanden, so sind bei Mischungen Assoziationen oder lose Bindungen zu er
warten, die die Dielektrizitatskonstante vollstandig andern konnen. So fand 
z. B. THWING1) bei Mischungen von Methyl-, .Athyl-, Propylalkohol, Glyzerin 
und Essigsaure mit dem stark dipolaren Wasser bei molekularen Mischungs
verhaltnissen Spitzen in den Kurven, die die Dielektrizitatskonstante als Funktion 
des Mischungsverhiiltnisses angaben. 

Ebenso £and LINEBERGER2) bei Mischungen organischer Fliissigkeiten 
Abweichungen von der einfachen Mischungsregel, und zwar lag die Dielektrizitats-
konstante der Mischung unterhalb der berechneten. . 

DRUDE3) dagegen fand bei Wasser-Methylalkohol und Wasser-Propionsaure 
gute Ubereinstimmung mit der Mischungsregel, wenn er nach Gewichtsprozenten 
rechnete. 

Weiter liegen an iilteren Untersuchungen noch die von SILBERSTEIN4) und 
von EHRENHAFT5) vor, die die Formeln aufstellten 

~8iVi 
8 = -1; Vi ' 

wenn keine V olumenkontraktion bei der Mischung, und 

~8iVi 
8 = ----v-

(101) 

(102) 

wenn Volumenkontraktion stattfindet und V das wirkliche Volumen der 
Mischung ist. 

In neuerer Zeit hat REICH6) nach einer empfindlichen Resonanzmethode 
bei Methylalkohol-Wassergemischen wieder wie THWING Unstetigkeitsstellen bei 
Hydraten gefunden. 

Weiter liegen Versuche vor von ANGERVO und LURI7) an den Gemischen 
Petroleum-Terpentin und Petroleum-Rizinusol, von VAISALA 8) an Petroleum
Terpentin und Benzol-Rizinus61 und von SUVOLA 9) an Petroleum-Toluol und 
Toluol-Rizinusol. 

Sie fanden samtlich, daB die Dielektrizitatskonstante bei den von ihnen 
benutzten Mischungen eine lineare Funktion der Zusammensetzung des Ge
misches ist. Beispielsweise gibt SUVOLA an (Methode von NERNST): 

Petroleum-Toluol bei 11,0 0 C e = 2,684 - 0,00600n} 0 I 
21,0 0 C 8 = 2,527 _ 0,00489n n = Yo Petro eum 

Toluol-Rizinusol bei 12,5 0 C 8 = 4,782 - 0,02144 n} _ 0/ T I I 
20 0 C e = 4,554 _ 0,02022n n - /0 0 uo . 

Endlich hat neuerdings GRUTZMACHER 10) die ganze Frage einer griindlichen 
Bearbeitung unterzogen. Ais Formeln gibt er an 

SILBERSTEIN: !.... (PI + P2) = ~ e!.. + 8 2 P2 (103) 
d d1 d2 

1) C. B. THWING, ZS. f. phys. Chern. Bd. 14, S.293. 1894. 
2) C. E. LINEBERGER, ZS. f. phys. Chern. Bd.20, S. 131. 1896. 
3) P. DRUDE, ZS. f. phys. Chern. Bd.23, S.288. 1897. 
4) S. SILBERSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 56, S. 677. 1895. 
5) F. EHRENHAFT, Wiener Ber. Bd. 111, S. 1549. 1902. 
6) M. REICH, Verh. d. D. phys. Ges. Bd.4, S.22. 1923. 
7) K. H. A. ANGERVO U. MIKKO LURI, Ofversigt Finska Vetensk.-Soc. Forh. Bd. 56, 

Nr.9. 1913/14. 
8) Y. VAISALA, Ofversigt Finska Vetensk.-Soc. Forh. Bd. 57. Nr. 15, 1914/15. 
9) P. SUVOLA, Soc. Scient. Fenn. Cornrn. phys. math. Nr. 18, S. 1. 1922. 

10) M. GRUTZMACHER, ZS. f. Phys. Bd. 28, S. 342. 1924. 
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bei konstantem Volumen, wo P die Gewichtsmengen und d die Dichten sind; 
P R 1 - IX C ( ) Rl R2 ( ) 

ULFRICH: ii 1--=-c P1 + P2 = a;P1 + a;P2' 104 
8-1 r;; wobei fUr R entweder 13 - 1 oder 8 + 2 oder 1 13 - 1 gesetzt werden kann. c ist 

der Kontraktionskoeffizient. 
1st N der Brechungsquotient der Mischung und n der eines Bestandteils 

der Mischung, so ergibt sich IX aus der Formel 
N _ 1 _ (nl - 1) VI + (n2 - 1)v2 

IXC= V1 +V2 (105) 
N -1 

Die Prufung der Gleichungen erfolgte mit Gemischen von Tetrachlorkohlen
stoff-Chloroform, Tetrachlorkohlenstoff-Schwefelkohlenstoff, Schwefelkohlenstoff
Benzol, Benzol-Toluol. 

Es ergab sich, daB weder die SILBERSTEINsche noch die PULFRIcHsche 
Formel die tatsachlichen VerhaItnisse wiedergeben. Ob Volumenkontraktion 
eintritt oder Dilatation, fast stets sind die gemessenen Werte der Dielektrizitats
konstante betrachtlich kleiner als die berechneten. 

1m letzten Jahre ist die ganze Frage noch einmal von LICHTENECKER1) 

in einer zusammenfassenden Darstellung ersch6pfend behandelt worden. LICHTEN
ECKER findet, daB sich die Dielektrizitatskonstante von Gemischen sehr gut 
nach der logarithmischen Mischungsregel berechnen laBt. Sie lautet 

19n = 'l9>11gn1 + 'l9>2Ign2' (106) 
wo n = 132 , 

'19>1 dcr Raumteil der eincn, {)2 der der anderen Komponente des Gemisches ist. 
Auf das der Arbeit beigefUgte Literaturverzeichnis von 116 Ver6ffentlichungen 
sei besonders hingewiesen. 

PARTINGTON und RULE2) bestimmten mit Hilfe der NERNsTschen Methode 
die Dielektrizitatskonstante der L6sungen von m-Dinitrobenzol, Phenol und 
Benzoesaure in Benzol. Sie erhielten folgende Ergebnisse: 

Tabelle 12. 
ro-Dinitrobenzol in Benzol (Teroperatur 20 0 C). 

Molekular-
konzentration 

° 0,088 
0,176 
0,264 
0,351 
0,423 

° 0,700 
0,951 
1,40 
1,90 

° 0,011 
0,023 
0,035 
0,046 
0,082 

Gewichts- I Molekular- Gewichts-
prozent konzentration prozent 

° 2,286 0,562 9,83 
1,66 2,82 0,628 11,19 
3,31 3,34 0,742 12,95 
5,05 3,95 0,842 14,44 
6,55 4,24 1,007 16,62 
7,55 4,68 

Phenol in Benzol (Teroperatur 18 0 C). 
° 2,288 2,82 26,61 
7,73 I 2,64 3,85 33,14 
12,48 2,80 5,57 41,34 
15,23 3,08 6,55 45,74 
19,66 I 3,37 

Benzoesaure in Benzol (Teroperatur 18 0 C). 

° 2,288 0,123 1,69 
0,15 2,67 0,164 2,24 
0,30 3,22 0,205 2,81 
0,46 3,53 0,322 4,44 
0,61 3,76 0,393 5,38 
1,11 3,94 

1) K. LICHTENECKER, Phys. ZS. Bd.27, S. 115. 1926. 

8 

5,57 
5,91 
6,51 
7,22 
7.59 

4,02 
4,62 
5,61 
6,25 

3,93 
3,87 
3,74 
3,57 
3,43 

2) ]. R. PARTINGTON u. ]. F.]. RULE, Phil. Mag. Bd. 1, S.1035. 1926. 
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Eigentiimliche Erscheinungen zeigen sich, wenn absolutem Alkohol geringe 
Mengen Wasser zugesetzt werden. COLLEyl) fand, daB die Dielektrizitats
konstante hei zunehmendem Wassergehalt erst stark zu- und dann stark ab
nimmt, so daB in der Kurve ein Buckel entsteht. Zwischen ° und 5 % Wasser
gehalt waren flinf derartige Buckel vorhanden, deren Lage von der Frequenz 
und Temperatur unabhangig war. Offenhar bilden sich hier durch molekulare 
Umlagerung Dipole, die bei weiterer Konzentration zunachst wieder verschwinden 
und dann sich wiederum bilden. Die Untersuchung ist ein Beweis dafiir, wie 
wichtig die Messungen der Dielektrizitatskonstante fiir das Eindringen in die 
feineren Molekularstrukturen unter Umstanden sein konnen. 

31. Wassedge Losungen. Von besonderem Interesse ist die Wirkung des 
Zusatzes von Salzen zu Wasser auf die Dielektrizitatskonstante. Da die groBe 
Dielektrizitatskonstante des Wassers dadurch hervorgerufen wird, daB die 
dipolaren Wassermolekiile sich unter der Wirkung des Feldes drehen, und da 
die Ionen fast aller Salze in Losung mehr oder weniger stark hydratisiert sind, 
d. h., eine Anzahl Wassermolekiile an sich gefesselt haben, die sich infolgedessen 
nicht mehr zu drehen vermogen, ist bei Zusatz von Salzen zu Wasser, die starke 
Elektrolyte bilden, eine Abnahme der Dielektrizitatskonstante zu erwarten. 
Infolge der mit der Konzentration zunehmenden Leitfahigkeit des Wasseis 
wird ihre Messung allerdings urn so schwieriger, je groBer die Konzentration der 
Losung ist. Infolgedessen widersprechen sich besonders die alteren Versuche 
vielfach. So fand COHN 2), der die Dielektrizitatskonstante wasseriger Kochsalz
losungen untersuchte, eine VergrOBerung der Dielektrizitatskonstante. Das 
gleiche Ergebnis erhielt SMALE3) mit Losungen von KCl, HCl, CuS04 und Mannit
Borsaure, wahrend DRUDE4) ebenso wie COOLIDGE5) und PALMER6) fiir sehr ver
diinnte Losungen keine Anderung der Dielektrizitatskonstante, bei groBer 
Konzentration dagegen eine hedeutende Abnahme fanden. 

Zucker 
Molekulare 

Konzentration \ 

0 
0,1 
0,2 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,9 
1,0 
1,2 I 
1,4 I 

, 

Tabelle 13. 

Hamstoft 
Molekulare 

I e Konzentration e 

78,7 ° 78,7 
77.6 0,5 80,22 
76,7 1,0 81,5 
75,5 1,5 82,8 
75,1 2,0 84,0 
74,5 2,5 85,2 
73,8 3,0 : 86,2 
72,5 ! 
71,8 
70,4 
68,7 

Die neueren Versuche stimmen 
besser untereinander iiberein. HARRING
TON7) untersuchte wasserige Losungen 
von Zucker und Harnstoff und fand 
die in Tabelle 13 zusammengestellten 
Werte. 

Hiernachnimmt die Dielektrizitats
konstante von Zuckerlosungen mit zu
nehmender Konzentration geradlinig 
ab, bei Harnstofflosungen dagegen, 
ebenfalls geradlinig, zu. 

LATTEy8) untersuchte wasserige 
Losungen von CuS04, KCl und Tetra
athylammoniumnaphthalen-p-Sulfonat. 

Er fand geradlinige Abnahme der Dielektrizitatskonstante mit zunehmender 
Konzentration der Losung, und zwar war nahezu iibereinstimmend bei allen 
drei Stoffen die Dielektrizitatskonstante bei einem Gehalt von 0,008 n auf das 
0,8fache gesunken. 

1) A. R. COLLEY, Phys. ZS. Ed. 10, S.663. 1909. 
2) E. COHN, Ann. d. Phys. Ed. 45, S.375. 1892. 
3) F. SMALE, Ann. d. Phys. Ed. 60, S.627. 1897. 
4) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd.59, S.61. 1896. 
5) W. D. COOLIDGE, Ann. d. Phys. Bd. 69, S. 134. 1899. 
6) A. DE FOREST PALMER JR., Phys. Rev. Ed. 14, S.38. 1902. 
7) E. A. HARRINGTON, Phys. Rev. Bd.8, S. 581. 1916. 
8) R. T. LATTEY, Phil. Mag. Bd.41, S. 829. 1921. 
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ZAHN1) vergleicht die Dielektrizitatskonstante einer gesattigten LiCI-Losung 
mit der einer verdiinnten NaCI-Losung gleicher Leitfahigkeit. Es ergab sich mit 
Sicherheit, daB die Dielektrizitatskonstante der LiCI-Losung niedriger als die 
der Vergleichslosung ist. Ihr numerischer Wert ist sicher kleiner als 57, wahr
scheinlich sogar kleiner als 42. 

Die Methode bestand in der Messung der Intensitatsanderung eines elek
trischen Strahlungsfeldes durch einen dielektrischen Zylinder. Fiir quantitative. 
Messungen ist die Methode leider nicht geeignet. FURTH2) leitet aus der DE BYE
schen Theorie ab, daB die Kurve der Abhangigkeit der Dielektrizitatskonstante 
von der Konzentration der Losung ein Maximum hat, das je nach der Starke 
der Dipolmomente eine verschiedene Lage einnimmt. Falit das Maximum in 
das Gebiet der negativen Konzentration oder auf Konzentration Null, so ergibt 
sich eine mit zunehmender Konzentration abnehmende Dielektrizitatskonstante, 
wie FURTH sie bei den Zuckerarten findet. Fallt das Maximum jenseits der 
Sattigung, so ergibt sich eine aufsteigende Kurve wie bei Glykokoll und Karbamid. 
Fallt es endlich in das erreichbare Gebiet, so tritt es in der Kurve zutage wie 
bei Saccharin. Die drei beobachteten Typen von Kurven fiigen sich also zwanglos· 
in die DEBYESche Theorie ein. 

SACK3) nimmt an, daB sich ein Dipol in wasseriger Losung mit einer Satti
gungssphare umgibt und berechnet die GroBe dieser Sphare auf Grund des 
Richtungseffektes. Es ergibt sich fiir die Dielektrizitatskonstante einer ein
wertigen Salzlosung die F ormel 

e = 80[1,0 - 3,0 r], 
wo r die Konzentration in Mol pro Liter ist. Wird der aus optischen Messungen 
folgende Wert e = 2 fiir die gebundenen Molekiile des Wassers eingesetzt, so 
wird der Radius der Wirkungssphare 9,1 A bei Ionenradien von 1 bis 3,5 A. 

HELLMANN und ZAHN4) kommen auf Grund ihrer neuesten Messungen zu 
dem SchluB, daB die tatsachlichen Erniedrigungen der Dielektrizitatskonstante 
betrachtlich kleiner sein miissen als in den letzten Arbeiten, insbesondere von 
FURTH und von WALDEN, ULICH und WERNER angegeben worden ist, bei denen 
durch den Kopplungsgrad zwischen Erreger- und Resonanzkreis falsche Werte 
vorgetauscht werden. 

L. EBERT5) berechnet aus den Messungen von BLt.iH, HUCKEL, WALDEN, 
ULICH und WERNER die Zahl der von einem Mol Salz fixierten Dipolmolekiile. 
Diese Zahl geht in keinem Falle (berechnet fiir KCl, BaCl2, CdBr [C3H7]" NJ) 
iiber 12 hinaus. 

32. Nichtwasserige Losnngen. WALDEN, ULICH nnd WERNER6) untersuchten 
den EinfluB der Losung von Salzen auch in nichtwasserigen Losungsmitteln. 
Sie fanden, daB in Losungsmitteln mit kleiner Dielektrizitatskonstante die 
Dielektrizitatskonstante steigt, wenn Salze gelost werden. Bei groBerer Dielektri
zitatskonstante nimmt diese dagegen zuerst ab, durchlauft mit steigender Salz
konzentration ein Minimum und steigt dann iiber den Wert des reinen Losungs
mittels hinaus. Abb. 4 enthalt die Untersuchungen an Tetrapropyliodid und 
Diathylaminhydrochlorid, die in Chloroform, Abb. 5 die Versuche an Tetra
propylammoniumjodid, das in Athylanilin gelost war. 

1) H. ZAHN, ZS. f. Phys. Ed. 31, S.362. 1925. 
2) R. FURTH, Ann. d. Phys. Ed. 70, S.64. 1923. 
3) H. SACK, Phys. ZS. Ed. 27, S.206. 1926. 
4) H. HELLMANN U. H. ZAHN, Phys. ZS. Ed. 27, S.636. 1926. 
5) L. EBERT, Proc. Amsterdam Ed. 29, S. 454. 1926. 
6) P. WALDEN, H. ULICH U. O. WERNER, ZS. f. phys. Chern. Ed. 115, S.177. 1925; 

Ed. 116, S.261. 1925. 
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Hier ist die anfangliche Abnahme der Dielektrizitatskonstante gering. Bei 
Lasung von Tetrapropylammoniumjodid in Pyridin (e = 12,5) ergab sich bereits 
ein starkeres Minimum (Abb. 6). 

t 
E 

1,00 

6,50 

o 

NH(CzH5Jz H~ 
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1,050 

1,025 
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1,000 '~fy 
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Abb.4. Abhangigkeit der Dielektrizitiitskonstanten des Chloroforms Abb. S. Abhiingigkeit der Dielektrizi-
von der Konzentration der darin gelBsten Salze. tiitskonstanten des Athylanilins von der 

Konzentration des darin gelOsten Salzes. 

Die Grenze bilden die wasserigen Lasungen, bei denen sich nur der ab
steigende Ast der Kurven bisher hat realisieren lassen. 

t 1,000 '_yo 
0,980 ~ \j'r)f/.J 
0,970 

Die Abnahme der Dielektrizitatskonstanten 
wird mit Hilfe der Dipoltheorie, die spatere Zu
nahme durch Assoziation erklart. 

33. Kolloidale Losungen. Sehr interessante Er
scheinungen ergab die Untersuchung der Dielektri
zitatskonstante kolloidaler Lasungen. Die ersten 
Messungen riihren von KELLER 1) her und erstrecken 
sich auf Rohrzucker-, Gelatine- und Eieralbumin 
lasungen verschiedener Konzentration. KELLER 
fand eine starke Abweichung der Dielektrizitats

Abb.6. AbhiingigkeitderDielektrizitiits- konstante von der Proportionalitat mit der Konzen
k~~~~:::'o"n ~:s ~!i';el~~fend~a~~- tration, wie die folgende Tabelle erkennen laBt: 

Ferner zeigen nach 
KELLER die elektrolythal
tigen Kolloidlasungen in 
natiirlichen Organismen 
bisweilen abnorm hohe Di
elektrizi ta tskonstanten. 

Ta belle 14. 

Rohrzucker in Wasser 
Konzentration 

in% 

o 
10 
20 
30 
40 
60 

100 fest 

81 
79,5 
74 
67 
60 
39 
5 

Gelatine in Wasser 
Konzen tra tion 

in % 

1,9 
4,8 
6,7 
9,1 

13 
30 
50 

100 fest 

74 
67,5 
66 
61 
58 
48 
44 

5,6 

1) R. KELLER, Kolloid-ZS. Bd.29, S. 193. 1921. 

Dann wurde das V 205-

Sol von ERRERA 2) sowie von 
FURTH und BLUHS) ein
gehend untersucht. Nach 
den Beobachtungen von 

2) J. ERRERA, Kolloid-ZS. Bd. 31, S.59. 1922; Bull. Soc. chim. Bel. Bd. 33, S.422 u. 
432. 1924. 

3) R. FURTH U. O. BLti'H, Kolloid-ZS. Bd.34, S.259. 1921. 
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DIESSELHORST, FREUNDLICH und LEONHARDT ist die Losung dieses Sols unter 
Umstanden doppelbrechend, weil die kolloiden Teilchen stabchenformig sind und 
sich beim FlieBen des Sols ausrichten. 

ERRERA verwandte die Methode von NERNST in der Ausgestaltung, die ihr 
durch W. HERTWIG und HANS JOACHIM gegeben wurde. Er arbeitete mit der Fre
quenz 6,8 . 10s und benutzte als Eichfliissigkeit Methylalkohol der Dielektrizitats
konstante 33. Er ging von der Losung eines 14promill. V20 s-Sols aus und fand 

Verdiinnung 0 2 4 8 16 32 64 128 
8 400 '203 149 119 98 91 84 83 

Als Ursache der anormal hohen Dielektrizitatskonstante erkannte ERRERA 
bereits die stabchenformige Gestalt der dipolaren' Kolloidteilchen des VPs
Sols. Die einzelnen Stabchen werden unter dem EinfluB der elektrischen'Krafte 
gerichtet. Deshalb nimmt auch die Dielektrizitatskonstante mit zun,ehmender 
Frequenz zu, weil dann die Einstellung der Teilchen durch die BRowNsche 
Molekularbewegung weniger gestort wird. Ferner ist die Temperatur der 
Losungen und die Frequenz von EinfluB auf die Dielektrizitatskonstante. End
lich nimmt auch die Dielektrizitatskonstante dieser Sole nach ihrer Herstellung 
anfanglich zu. Der hohe Wert von 400 tritt erst nach einiger Zeit ein .. Mit zu
nehmendem Alter nimmt dann die Dielektrizitatskonstante wieder abo 

Hinsichtlich anderer kolloidaler Losungen findet sich bei _ ERRERA die 
Bemerkung, daB diejenigen Losungen, die man als wenig solvatiert bezeichnet, 
in der Regel die gleiche Dielektrizitatskonstante wie das LosungsInittel haben. 

FURTH und BLUH ermitteln mit der Frequenz 4,3 . 108 die Abhangigkeit der 
Dielektrizitatskonstanten eines drei Jahre alten und eines neuen V 205-Sols von der 
Konzentration. Sie bestatigen im wesentlichen die Ergebnisse von ERRERA, wenn 
sie auch nicht ganz so groBe Werte der Dielektrizitatskonstante finden wie dieser. 
Sie betonen, daB aIle ihre Ergebnisse mit der Theorie von DEBYE im Einklang 
sind, und erklaren die Artsicht ERRERAS, daB nach der Dipoltheorie die Dielektri
zitatskonstante mit der Feldstarke zunehmen miisse, fUr einen Irrtum. Die von 
ERRERA ta tsachlich gefundene Z unahme fiihren sie auf elektrolytische Polarisations
spannungen und die dadurch hervorgerufenen Polarisationskapazitaten zuriick. 

Die Dielektrizitatskonstante fliissiger Kristalle hat KASTl) zuerst untersucht. 
Auch bei diesem haben die langgestreckten Molekiile die Tendenz, sich parallel 
zu richten, so daB sich Schwarme bis zu 0,01 mm Lange ausbilden. Die Kristalle 
sind doppelbrechend. KAST suchte mit der HERWEGSchen Uberlagerungsmethode 
nach Anderungen der Dielektrizitatskonstanten bei Ubergang aus dem un
geordneten in den durch ein Magnetfeld geordneten Zustand der Kristalle. Er 
fand zwei Gruppen. Bei der einen ist die Langsachse die Richtung der groBten 
Dielektrizitatskonstante, bei der anderen die der kleinsten. JEZEWSKI2) fand, 
daB die Dielektrizitatskonstante von Azooxyanisol und Azooxyphenetol mit 
der Intensitat des Magnetfeldes, in das sie gebracht werden, zunimmt. 

ORNSTEIN 3) entwickelte die Theorie dieser Erscheinungen. 
34. Abhangigkeit von der Temperatur. Altere Messungen sind von P ALAZ 4 ), 

CASSIE 5), NEGREANo6), RATz7) , HEINKE 8), TANGL9) ausgefUhrt. Gemessen 
1) W. KAST, Ann. d, Phys. Bd. 73, S. 145. 1924. 
2) M. JEZEWSKI, Ann. d. Phys. Bd. 75, S. 108. 1924. 
3) L. S. ORNSTEIN, Ann. d. Phys. Bd.74, S.445. 1924. 
4) A. PALAZ, Beibl. Bd. 11, S.259. 1887. 
5) W. CASSIE, Proc. Roy. Soc. London Bd.48, S. 357.- 1889., 
6) D. NEGREANO, C. R. Bd. 114, S.375. 1892. 
7) F. RATZ, ZS. f. phys. Chern. Bd. 19, S.94. 1896. 
8) C. HEINKE, Elektrot. ZS. Bd. 17, S.483 u.499. 1896. 
9) K. TANGL, Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 748. 1903. 

Handbuch cter Physik. XII. 34 
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wurden Benzol, Toluol, CS2-Metaxylol, Athylather, Chloroform, Anilin, Amyl
alkohol, Athylalkohol usw. Die Werte der von den einzelnen Forschern ge
messenen Temperaturkoeffizienten weichen zum Teil recht erheblich vonein
ander ab. 

Spater hat WALDENl) nach der Methode von NERNST die Dielektrizitats
konstanten einer groBeren Zahl von Fliissigkeiten bei drei Temperaturen ge
messen. Seine Ergebnisse finden sich in der folgenden Tabelle 15 : 

Tabelle .15. 

Fliissigkeit tl '1 I t, I e, I t, e, 

Athylalkohol 1,5 28,8 i 18,5 25,4 49,2 20,8 
Athylenglykol . 1 46,7 20 41,2 50,5 35,5 
Benzylalkohol . 1 15,8 19 13,1 49 10,4 
Furfurol 1 46,9 19,5 42,0 50 34,9 
Benzylzyanid 1,3 19,95 21,5 18,23 51 16,80 
Propionitril . 1 31,3 21 27,5 50 24,6 
Nitrobenzol . ° 40,3 20,5 35,5 50,5 30,2 
Athylnitrat 1,1 21,2 20,7 19,6 50 16,9 
Azetophenon 14 18,6 21 18,1 56 15,1 
Anisol ... 4 4,7 23,4 4,3 56 3.9 
Athylenchlorid. 1 11,55 19,8 10,45 so 9,4 
Trichloressigsaures Athyl . 2 8,3 20,5 7,8 60 6,7 
Syrnrn.-Diiithylsulfit 1 17,5 19,5 15,9 50,4 13,7 
Benzylamin . 1 5,5 20,6 4,6 50 4,3 
Dirnethylanilin 2 4,8 20 4,48 51,8 3,9 
Brornbenzol . 1,2 5,46 23,5 5,21 50 4,64 

Hiernach schein en Fliissigkeiten im allgemeinen negative Temperatur
koeffizienten zu haben. Eine Bearbeitung des von WALDEN beigebrachten 
Materials mit Hilfe der Dipoltheorie scheint bisher noch nicht erfolgt zu sein. 

~ 
1,7 

1,J 

1,2 

1,1 

In dem Gebiet der kritischen Temperatur 
bewegen sich zwei Untersuchungen, die eine 
von EVERS HElM 2) , der Athylather, S02' SH2 , 

C12 , untersuchte und unterhalb der kritischen 
Temperatur eine lineare Abnahme, in der Um
gebung der kritischen Temperatur ein rasches 
Absinken und dann annahernd Konstanz der 
Dielektrizitatskonstante fand. Die zweite 
Untersuchung riihrt von VERAlN 3) her und 
wurde an CO2 ausgefiihrt. Abb. 7 zeigt die 
Kurve der Dielektrizitatskonstante in der 

o 'I 8 12 15 20 2'1 28 3rt:' Nahe des kritischen Punktes. 
Abb.7. Abhangigkeit der Dielektrizitiitskon· Weitere Messungen liegen noch vor von 
stanten von ~~tis~~:' ~~~:teis~ Gebiet des ABEGG4) tiber die Dielektrizitatskonstante von 

Toluol, Amylalkohol, Athylather und Athyl
alkohol bei Temperaturen bis -80 0 C sowie von ABEGG und SEITZ 5) an einigen 
Alkoholen und Nitrobenzol. 

DEBYE6 ) berechnet in seiner ersten Veroffentlichung iiber seine Dipoltheorie 
selbst eine Anzahl von Dipolen auf Grund der erwahnten Messungen von ABEGG 

1) P. WALDEN, ZS. f. phys. Chern. Bd.70, S.569. 1910. 
2) P. EVERSHEIM, Ann. d. Phys. Bd.8, S. 539. 1902; Bd. 13, S.492. 1904. 
3) L. VERAIN, C. R. Bd. 154, S. 345. 1912. 
4) R. ABEGG, Ann. d. Phys. Bd.60, S. 54. 1897. 
5) R. ABEGG u. W. SEITZ, ZS. f. phys. Chern. Bd.29, S.242 u. 491. 1899. 
6) P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 13, S.97. 1912. 
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und SEITZ. Die von ihm berechneten Werte sind in der folgenden Tabelle 16 
zusammengestell t. 

Die seit der Aufstellung der DEBYESchen Theorie veroffentlichten Arbeiten 
priifen die Frage der Giiltigkeit dieser Theorie. Dabei ist zu bedenken, daB eine 
selbstverstandliche Voraussetzung dieser Theorie die ist, daB sich die Zahl und die 
Beschaffenheit der 
Dipole mit der Tem
peratur nicht andert. 
Finden Assoziationen 
von Dipolen zu gro
Beren, weniger oder 
nicht dipolaren Kom
plexen statt, deren 
Menge von der Tern· 
peratur abhangig ist, 
so ist eine Giiltigkeit 
der DEBYESchen For-

Tabelle 16. Dipolrnornente nach DEBYE, berechnet aus 
Messungen von R. ABEGG u. W. SEITZ 1). 

melnichtzuerwarten. 

Name 

Methylalkohol 
Athylalkohol . 
Propylalkohol 
Isobutylalkohol 
Arnylalkohol 
Wasser .. 
Athylather . 
Azeton .. 
Toluol ... 
Nitrobenzol 

Chemische Forme! 

CHaOH 
C2H sOH 
CaH 70H 
(CHa)2CHCH2oH 
CSHllOH 
HOH 
C2H sOC2H s 
CHaCOCHa 
C6H sCHa 
C6H sN02 

3.4 . 10-19 

4,3' 10-19 

5,0' 10- 19 

6,5' 10- 19 

7,9'10- 19 

5,7' 10- 19 

11,8' 10- 19 

3.4 . 10- 19 

5,1' 10- 19 

5,7' 10- 19 

Hierzu sei zunachst eine Untersuchung von GRAFFUNDER2) erwahnt, der 
die Abhangigkeit der Dielektrizitatskonstante von Benzol, Azetylen und Glyzerin 
von der Temperatur bei der Frequenz 1 - 3 . 106 und Temperaturen zwischen 
-30 und 100° C untersucht. GRAFFUNDER findet, daB Benzol und Azetylen 
keine Dipole besitzen. Glyzerin dagegen zeigt zwischen den Frequenzen 3 . 105 
und 6,8' 105 anomale Dispersion, die in gutem Einklang mit der DEBYESchen 
Theorie der anomalen Dispersion bei Temperaturen unter _10° C eintritt. 
DaB das Dispersionsgebiet hier bei tiefen Temperaturen sich bis zu so niedrigen 
Frequenzen erstreckt, liegt an der groBen inneren Reibung des Glyzerins bei 
diesen Temperaturen. 

GRAFFUNDER betont, daB aus dem Temperaturgang der Dielektrizitats
konstante von Substanzen im fliissigen Zustand allein, zum mindesten wegen 
der Moglichkeit der Polymerisation, nicht ohne weiteres auf das Vorhandensein 
von Dipolen geschlossen oder gar das Dipolmoment berechnet werden kann. 

Uber das fliissige Wasser, das bei seiner sehr groBen Dielektrizitatskonstante 
von rund 80, bei Zimmertemperatur gegeniiber einer Dielektrizitatskonstante 
von etwa 3,5 des Eises eine fUr die Priifung der Dipoltheorie besonders geeignete 
Substanz zu sein scheint, liegen eine Anzahl altere, vor Aufstellung dieser Theorie 
von HEERWAGEN 3) , FRANKE4), RATZ5), NIVEN 6), COHN7), THWING8) und DRUDE 9) 

ausgefUhrte Messungen vor. Samtliche Forscher finden eine starke Abnahme der 
Dielektrizitatskonstante des Wassers mit zunehmender Temperatur, wahrend die 
einzelnen Werte zum Teil recht betrachtliche Abweichungen voneinander zeigen. 

Nach einer langen Pause ist dann vor kurzem die Temperaturabhangigkeit 
der Dielektrizitatskonstante des Wassers von LIU KOCKEL lO ) nach der NERNsT
J OACHIMschen Briickenmethode bei einer Frequenz von 6· 105 Hertz in dem 

1) R. ABEGG U. W. SEITZ, ZS. f. phys. Chern. Bd.29, S.242 u. 491. 1899. 
2) W. GRAFFUNDER, Ann. d. Phys. Bd.70, S.225. 1923. 
3) F. HEERWAGEN, Ann. d. Phys. Bd.49, S.272. 1893. 
4) A. FRANKE, Ann. d. Phys. Bd. 50, S. 163. 1893. 
S) F. RATZ, ZS. f. phys. Chern. Bd. 19, S.94. 1896. 
6) C. NIVEN, Proc. Roy. Soc. London Bd. 85, S. 139. 1911. 
7) E. COHN, Ann. d. Phys. Bd.45, S. 376. 1892. 
8) C. B. THWING, ZS. f. phys. Chern. Bd. 14, S.296. 1894. 
9) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd.59, S. 17. 1896. 

10) L. KOCKEL, Ann. d. Phys. Bd. 77, S.417. 1925. 
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ganzen Bereich zwischen o· und 100 0 C sehr sorgHiltig mit der ausgesprochenen 
Absicht der Priifung der DEBYESchen Theorie gemessen worden. Die folgende 

Tabelle 17 gibt die Ergebnisse wieder. Dabei 

o 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 I 

Tabelle 17. ist ft nach der Formel . 

87,9 
84,0. 
79,4 
76,0 
72,3 
69,1 
65,8 
63,0 
60,4 
57,8 
55,3 

87,9 
83,9 
80,0 
76,4 
72,8 
69,5 
66,3 
63,3 
60,4 
57,6 
55,0 

ft = 87,9· e- 0,0047t (107) 

berechnet worden. Tabelle 17 zeigt, daB diese 
Forme! die Messungen befriedigend wiedergibt. 

Aus der Tabelle ergibt sich weiter, daB 
S-1T k · lin F k' T't' S + 2 d eme eare un hon von IS, Wle es 
die Theorie von DEBYE verlangt. Wird die Kurve 
trotzdem durch eine Gerade angenahert dar
gestellt, so ergibt sich aus dieser ein Dipol
moment des Wassers von 1,7 bis 2,4' 10- 19, 

wahrend DEBYE 5,7.10- 19 und P. LERTES 
aus dem Rotationseffekt 7,4' 10- 19 finden. Auch mit der Theorie von GANS 
HiBt sich keine vollstandige Dbereinstimmung erzielen. Der Grund diirfte in 
der erwahnten Polymerisation liegen. 

Zu dem gleichen Ergebnis kommt KOCKEL hinsichtlich der Dielektrizitats
konstante von Rohrzuckerlosungen und Harnstofflosungen, die sie bei einer An
zahl verschiedener Konzentrationen zwischen 0 und 100 0 C untersucht. 

Harnstoff lieB reproduzierbare Messungen nur bei steigender Temperatur zu. 
ISNARDI1) folgert aus seinen mit Hochfrequenz ausgefiihrten Versuchen, 

daB Ather und Chloroform Molekeln mit permanenten Dipolmomenten haben, 
die sich nach der von GANS erweiterten DEBYESchen Theorie berechnen lassen. 

Abb.8 zeigt sehr anschaulich die starke Zunahme der- Dielektrizitats
konstanten des fliissigen Athylathers mit abnehmender Temperatur bis zur 

'10 

t 
e 

8 

(j 

Abb.8. Abhangigkeit der Dieiektrizitiitskonstanten 
des fiussigen Atbyiiithers von der Temperatur. 

200 

150 

100 

50 

Abb. 9. PrUfung der Theorie von DEBYE 
mit Hilfe der Werte der Abb.8. 

Erstarrungstemperatur, bei der sie jah bis zu dem geringen, fast temperatur
unabhangigen Wert des festen Athers abfalit. Abb. 9 zeigt, daB die Anwendung 

1) H.IsNARDI, Phys. ZS. Bd.22, S.230. 1921; ZS. f. Phys. Bd.9, S.153. 1922. 
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der einfachen Theorie von DEBYE auf diese Werte nicht zu demgeforderten 

geradlinigen Zusammenhang von T und : ~ ~ ~ fiihrt, wahrend die GANSsche 

Theorie die Werte erheblich besser darzustellen vermag. Da diese Theorie aber 
iiber mehr Konstantenverfiigt, wiirde das erst dann die Richtigkeit dieser Theorie 
beweisen, wenn der Nachweis erbracht ist, daB bei den Messungen Storungen 
durch veranderliche Molekiilassoziation keine Rolle gespielt haben. 

Auch Toluol gehort nach ISNARDI zu den Stoffen mit permanenten Momenten, 
doch ist der EinfluB der Orientierungen auf den Betrag der Dielektrizitats
konstante so klein, daB die Molekularkonstanten von ISNARDI nicht berechnet 
wurden. 

Tetrachlorkohlenstoff, Benzol, Xylol, CS2, Athylalkohol und Methylalkohol 
haben keine Dipole. Tabelle 18. 

ZEJEWSKI1) miBt die Ab
hangigkeit der Dielektrizitats
konstante der in der neben
stehenden Tabelle 18 ange
gebenen Stoffe von der Tem
peratur zwischen 270 und 

Anilin ... 
Nitrobenzol 
Glyzerin .. 
Wasser .. 

a 

+54,3 
-43,2 
-22,5 
-25,5 " 

b 

+0,465 
+0,904 
+0,822 
+1,054 

470 0 abs. Die Tabelle enthalt die Konstanten a und b der DEBYEschenGleichung 

: ~ ~ ~ = a + bT, durch die sich die Messungen gut darstellen lassen. 

1m Widersprucli zur Theorie von DEBYE steht allerdings die Tatsache, daB 
die Konstanten a bei drei der untersuchten Fliissigkeiten negativ sind. 

Eine eigentiimliche Temperaturabhangigkeit fand BOCK2) bei Glyzerin. 
Bei einer Frequenz von 2,2' 106 Hertz erwies sich namlich die Dielektrizitats
konstante von -140 bis -15 0 C als praktisch konstant, wuchs dann von -15 
bis +60 0 C von dem Wert 3 auf den Wert 36, urn dann langsam wieder ab
zunehmen. Mit den friiheren Einzelmessungen an Glyzerin stimmten die Werte 
von BOCK gut iiberein. Anscheinend liegen hier verwiekelte Polymerisationen vor, 
die in dem Temperaturgebiet von -15 bis +60 0 mehr oder weniger zerfallen. 

WERNER und KEESOM3) untersuchten die Dielektrizitatskonstante von 
festem und fliissigem Wasserstoff Tabelle 19. 
in Abhangigkeit von der Tempe
ratur nach verbesserten Methoden. 
Die Frequenz betrug 1,67' 106, der 
mittlere Fehler 0,4%. Sie fanden 
folgenden Zusammenhang zwischen 
der absoluten Temperatur T, der 
Dielektrizitatskonstanten e und der 
Dichte e. 

Fiir die Dielektrizitatskonstante 
von fliissigem Wasserstoff beim Siede
punktergibt sich e =1,2311 ± 0,0002, 
nahe beim Schmelzpunkt e = 1,2533, 
bei festem Wasserstoff e = 1,206. 
Zwischen Schmelzpunkt und Siede
punkt ist der Verlauf von emit der 
Temperatur linear. 

TOabs 

20,49 
20,40 
20,40 
19,11 
17,73 
16,73 
15.47 
14,71 
14,69 
14,56 
14,33 
14,29 
14,12 
14,10 
14,0 
13,8 
13,5 

1,2305 
1,2315 
1,2307 
1,2356 
1,2408 
1,2455 
1,2484 
1,2492 
1,2512 

[1,2497] 
1,2521 

[1,2505] 
[1,2522] 
1,2533 
1,2059 
1,1987 
1,1972 

1) M. ZEJEWSKI, S. A. PaIn. Akad. Ber. Bd.105. 1921. 
2) R. BOCK, ZS. f. Phys. Bd.31, S.534. 1925. 

I! 

0,07068 
0,07082 
0,07082 
0,07215 
0,07360 
0,07457 
0,07573 
0,07641 
0,07643 
0,07654 
0,07675 
0,07678 
0,07694 
0,07695 

3) W. WERNER U. W. H. KEESOM, Proc. Amsterdam Bd.29, S.34. 1926. 

flussig 

fest 
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35. EinfluB des Druckes. Bei Fliissigkeiten nimmt emit dem Druck an
scheinend stets langsamer zu, als nach der CLAUsius-MosOTTISchen Formel zu 
erwarten ist. Die Abweichungen sind bei Fliissigkeiten mit Dipolen besonders 
groB. Versuche dariiber wurden von RATZ1), ORTVAy2) und WAIBEL3) angestellt. 
RATZ erhielt in dem DruckintervaIl von 1 bis 300 Atm. folgende Werte fUr die 
relative Druckzunahme L1 ele: 

Ather Benzol Anilin 

10' ~8 232 0,139 0,45 
Amylalkohol 

0,42 

ORTVAY stellte die Ergebnisse seiner Messungen mit Drucken bis 500 Atm. 
durch die Formel dar: ep = eo(1 + IXP + PP2). (108) 

WAIBEL benutzte eine sehr empfindliche Resonanzmethode unter Verwendung 
einer Elektronenrohre als Schwingungserzeuger und eines Vibrationsgalvano
meters als Resonanzinstrument. Seine Anordnung erlaubte, noch relative 
Kapazitatsanderungen von 1,2' 10-6 nachzuweisen. Er fand ebenfalls fiir aIle 
drei von ihm untersuchten Fliissigkeiten einen schwach quadratischen Verlauf 
der Druckabhangigkeit der Dielektrizitatskonstante. Es war bei 

CS2 
Hexan 
Benzol 

8 = 2,644 (1 + 7.47' 10- 5 P - 3.64 . 10- 8 p2) bei 13 ° C 
s=1.883(1+8.61·1O- 5 p-7.81 '1O- 8 p2) .. 14°C 
s = 2,291 (1 + 6,24' 10- 5 P - 0.468' 10- 8 p2) .. 14.8° C 

Fliissigkeit 

Wasser 
Athylalkohol 
Methylalkohol 
Azeton ... 

Tabelle 20. 

Temp. 

16.3 
20,0 
18,0 
20,0 

Druckintervall ! 
Atm. i 

7-200 
15-200 
15-200 
15-200 

Mittleres Ll. 
Atm. 

0.0046 
0.0097 
0,0102 
0,016 

FALKENBERG 4) 

fand bei der Frequenz 
6· 107 die Werte der 
Tabelle 20. 

Bei Wasser und 
den Alkoholen war 
8 - 1 
-d- konstant, wenn 

d die Dichte ist. 
Weitere Versuche liegen von GRENACHER 5) und von CHARLOTTE FRANKE6) 

vor. Letztere untersuchte einige organische Fliissigkeiten bis zu Drucken von 
800 Atm. Die Dielektrizitatskonstante nahm mit dem Drucke schwach zu, 
der CLAUSIUS-MosOTTISche Ausdruck bei Benzol urn 2,25 % abo 

36. Abhangigkeit von der Wellenlange. Dispersion. Die alteren Messungen 
der im allgemeinen geringfiigigen, wenn iiberhaupt vorhandenen Dispersion 
sind mit MiBtrauen zu betrachten, da die MeBtechnik damals noch nicht hin
reichend fortgeschritten war. Vor aHem gilt dieses, wenn die Messungen bei 
verschiedenen Frequenzen von verschiedenen Forschern an verschiedenen, viel
fach nicht hinreichend definierten Proben des angeblich gleichen Materials 
vorgenommen worden sind. Vielleicht laBt sich aus den alteren Messungen der 
SchluB ziehen, daB merkliche anormale Dispersion am haufigsten bei organischeh 
Fliissigkeiten vorkommt, wahrend groBe normale Dispersion sehr selten ist. 

Wird als Aufgabe der dielektrischen Dispersionsmessungen die Auffindung 
der Dispersionsstreifen, d. h. der Eigenfrequenz der schwingenden Ladungen, 
bezeichnet, so folgt aus den heutigen Anschauungen iiber die dielektrische 

1) F. RATZ, ZS. f. phys. Chern. Bd. 19. S.86. 1891. 
2) R. ORTVAY. Ann. d. Phys. Bd.36. S.1. 1911. 
3) F. WAIBEL. Ann. d. Phys. Bd. 72, S. 161. 1923. 
4) G. FALKENBERG, Ann. d. Phys. Bd.61, S. 160. 1920. 
5) M. GRENACHER. Ann. d. Phys. Bd. 77, S. 138. 1925. 
6) CH. FRANKE. Ann. d. Phys. Bd. 77. S. 159. 1925. 
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Polarisation, daB die Polarisationselektronen ihre Eigenfrequenz im Ultra
violett haben, also nicht Gegenstand elektrischer Messungen sein k6nnen. Auch 
die Eigenfrequenzen der Polarisationsatome liegen noch im· optischen Gebiet, 
so daB nur bei Dipolen Eigenfrequenzen mit elektrisch zuganglichem Frequenz
bereich zu erwarten sind. Der erste, dem es gelang, solche Eigenfrequenzen von 
Dipolfliissigkeiten zu finden, war COLLEyl), der mit sehr schwach gedampften, 
kontinuierlich veranderlichen Wellen arbeitete. 1m einzelnen erhielt COLLEY 
folgende Werte: 

Wasser: bei 17 0 C e = 80,26 bis , = 5 . 108 Hertz; 20 Absorptionsstreifen 
zwischen 5 . 108 und 8,3 . 108 Hertz, daran anschlieBend stetige Abnahme von e 
bis 13,4, 108 Hertz. 

Athylalkohol: 5 Dispersionsbanden zwischen 3,23' 108 und 5, 108 Hertz. 
Benzol: 2 scharfe Dispersionsstreifen zwischen 5,56· 108 und 5,82' 108 Hertz. 
Toluol: 4 Streifen zwischen 4,25 . 108 und 4,57' 108 Hertz; 

2 ,,5,5 . 108 und 6,0' 108 Hertz. 
Azeton: 1" " 4,43 . 108 und 4,50' 108 Hertz. 
Ahnliche Ergebnisse erzielte OBOLENSKI 2) am Petroleum, dessen elektrisches 

Spektrum er mit einem kannelierten Bandespektrum vergleicht. 
Mit sehr hohen, aber nicht so reinen Frequenzen wie COLLEY arbeitete 

MERCZYNG 3). Er ging bis zur Frequenz 6,7' 109 , verwendete jedoch nicht die 
Methode der Drahtwellen, sondern die der Reflexion nach COLE4). Er erhielt 
folgende Werte fiir e: 

Wie nicht anders zu erwarten, kon
vergiert also emit steigender Frequenz 
gegen den bei optischer Frequenz giil
tigen Wert. 

Weitere Messungen von KOSSONO
Gow 5), der fUr eine Anzahl organischer 
Fliissigkeiten in dem Frequenzbereich 
3,3 ,109 bis 15,5 ,109 vorwiegendnormale 

v= 

Glyzerin 
Methylalkohol 
Amylalkohol • 
Essigsaure. 
Anilin 
Athylather . 

Tabelle 21. 

optisch I 6,7' 109 

2,1 
1,8 
1,9 
1,9 
2,5 
1,9 

16,8 
29,4 

3,31 
3,5 
4,36 
3,26 

4.0·10' 

25,4 
33,2 

5,51 
6,29 
7,14 
4,42 

Dispersion findet, und von LAMPA6), der fiir ahnliche Flussigkeiten in dem Fre
quenzbereich 3,75 . 1010 bis 7,5 . 1010 vorwiegend anormale Dispersion feststellt, 
sind nicht recht miteinander in Einklang zu bringen. 

N euere Messungen iiber die Dispersion von Fliissigkeiten im elektrischen 
Gebiet sind von JOACHIM 7) unternommen worden und in der folgenden Tabelle 22 
zusammengestellt, aus der hervorgeht, daB bis zu v = 106 Hertz keinerlei An
zeichen einer Dispersion gegeben sind. Vielmehr diirften die beobachteten Unter
schiede der Dielektrizitatskonstante durchaus innerhalb der MeBfehlergrenze 
liegen. 

Zusammenfassend laBt sich sagen, daB es hier sowohl mit exakten Messungen 
iiber die Lage und Beschaffenheit der Dispersionsstreifen und den Gang der 
Dispersion, die von einem Forscher an einem und demselben Material durch
gefiihrt sind, als auch mit der Theorie noch recht im argen liegt. Gerade bei 
den Dipolfliissigkeiten ware eine weitere Durchmessung der Dispersion sehr 
erwiinscht. 

1) A. COLLEY, Phys. ZS. Bd. 10, S.471 u. 657. 1909; Bd. 11, S.324. 1910. 
2) N.OBOLENSKI, Phys. ZS. Bd. 11, S. 433. 1910. 
3) H. MERCZYNG, C. R. Bd. 149, S.981. 1909; Ann. d. Phys. (4) Bd. 33, S. 1. 1910; 

Bd.34, S.1015. 1911. 
4) A. D. COLE, Ann. d. Phys. Bd. 57, S.290. 1896. 
5) J. KOSSONOGOW, Phys. ZS. Bd.3, S.207. 1902. 
6) A. LAMPA, Ann. d. Phys. Bd.61, S. 79. 1897. 
7) H. JOACHIM, Ann. d. Phys. Bd.60, S. 570. 1919. 



536 Kap·5· A. GUNTHERSCHULZE: Dielektrika. Ziff. 37. 

Tabelle 22. 

Substanz 1'=0 4·10' 1 • 106 Hertz 

Chloroform 5,14 4,95 
Toluol. 2,33 2,31 2,38 

',
06 1 o-Xylol 2,57 2,57 (::j~) ohne Widerstandskompensation Ather. 4,36 4,35 

Athylenchlorid 10,8 10,95 
Anilin . 7,32 7,14 7,23 
Wasser 81,1 80,7 80,16 
Methylalkohol 35,2 33,2 36,17 
Athylalkohol . 26,8 31,8 29,57 
Isobutylalkohol 18,9 18,0 19,90 
Azeton 21,5 20,7 21,03 
Nitrobenzol (36,45) 34,0 (36,45) ohne Widetstandskompensation 

37. Abhangigkeit yom elektrischen Feld und Magnetfeld. Bei Elektronen
polarisation ist bisher eine Abhangigkeit· der Dielektrizitatskonstante von der 
elektrischen Feldstarke noch nicht festgestellt worden. Das heiBt, die die 
Elektronen bindende quasielastische Kraft ist der Entfernung der Elektronen 
aus der Ruhelage streng proportional. Offenbar muB diese Proportionalitat 
bei steigender Entfernung der Elektronen schlieBlich einmal aufhoren. Es 
scheint aber unmoglich zu sein, die Spannungen zu erreichen, bei denen die Ab
weichung von der Proportionalitat merklich zu werden beginnt, weil schon vorher 
stets ein elektrischer Durchschlag infolge von Ionisierung durch den StoB freier 
Elektronen erfolgt. 

Bei Dipolfliissigkeiten laBt sich dagegen nach HERWEGH und P6TZSCH1) 

aus der Theorie von DEBYE eine Verkleinerung der Dielektrizitatskonstante 
bei zunehmender Feldstarke ableiten. Und zwar finden HERWEGH und P6TZSCH 
dafUr die F ormel 4n Nu4 ( Q;2 ) 

LI e = 15 k3 '-I3 1 _ 194 ' ( 1 09) 

wobei LI e die Differenz der Dielektrizitatskonstante beim Feld Null und dem 
Feld 0;, N die Zahl der Dipole im cern, ft das Dipolmoment, k die BOLTZMANNsche 

Konstante, T die absolute Temperatur und e = e -;- 1 , e die Dielektrizitats-
e,2 

konstante der Fliissigkeit bei der Temperatur T ist. 
HERWEGH und P6TZSCH finden bei Athylather die aus der Gleichung (25) 

folgende Beziehung LIe = C0;2 sehr gut bestatigt. Nach Anbringung der er
forderlichen Korrekturen erhalten sie fUr das Dipolmoment des Athylathers 
den Wert 12,00· 10-19, wahrend DEBYE aus der Temperaturabhangigkeit der 
Dielektrizitatskonstante den Wert 11,8.10- 19 ermittelt. Die Formel (25) stellt 
auch die Temperaturabhangigkeit der Wirkung der Feldstarke, sowie die Ab
hangigkeit von der Konzentration der Dipole beim Verdiinnen des Athylathers 
mit Benzol recht gut dar. Unterhalb der absoluten Temperatur von 240 0 versagt 
sie jedoch. Anscheinend andert sich bei dieser Temperatur der molekulare Zu
stand des Athylathers. 

Ein EinfluB starkerer Magnetfelder auf die Dielektrizitatskonstante hat 
sich trotz zahlreicher Versuche von VAN AUBEL 2), PALAZ3) und DRUDE4) bis 
vor kurzem nicht feststellen lassen. Erst in letzter Zeit ist es gelungen, eine 
Einwirkung des Magnetfeldes auf die Dielektrizitatskonstante bei den fliissigen 

1) J. HERWEGH U. W. POTZSCH, ZS. f. Phys. Ed. 8, S. 1. 1921-
2) VAN AUBEL, Arch. de Geneve Ed. 5, S. 142. 1898. 
3) A. PALAZ, Arch. de Geneve Ed. 17, S.287 u. 414. 1887. 
4) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Ed. 52, S.498. 1894. 
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Kristallen nachzuweisen. Untersuchungen sind von KASTl), ORNSTEIN 2) und 
JEZEWSKI3) ausgefiihrt. 

KAST benutzt die von HERWEGH angegebene Apparatur zur Messung sehr 
kleiner Anderungen der Dielektrizitatskonstante zur Untersuchung der fliissig
kristallinischen Schmelzen von p-Azoxyanisol, p-Azoxyphenetol und von pseudo
isotropen Schmelzen im Magnetfeld. Das Magnetfeld liegt senkrecht zu den 
Platten des Plattenkondensators, zwischen denen sich die Fliissigkeiten befinden. 

Bei den gewohnlichen fliissig-kristallinischen Schmelzen wird die Dielektri
zitatskonstante durch das Magnetfeld verkleinert. Die Molekiile haben also in 
der Richtung, mit der sie sich in die magnetische Feldrichtung einstellen, ihre 
kleinste Dielektrizitatskonstante. Bei Temperatursteigerung vermindert nicht 
nur die wachsende Energie der molekularen Warmebewegung die Einstellfahigkeit 
der Molekiile, sondern es scheint auch die Zahl der einstellfahigen Molekiile gegen 
die obere Grenze des fliissig-anisotropen Zustandes stark abzunehmen. Die 
Ionenbeweglichkeit folgt den gleichen Gesetzen. 

Bei den pseudo-isotropen Schmelzen ist der EinfluB des Magnetfeldes be
deutend kleiner. Die Molekille werden hier nur noch etwas nachgerichtet. 
Auffallenderweise ist das aber mit einer VergroBerung der Dielektrizitatskonstante 
verbunden, so daB hier die optische Achse der Molekiile als die Richtung der 
groBten Dielektrizitatskonstante angesehen werden muB. In diesem Fall besteht 
kein TemperatureinfluB .. 

ORNSTEIN hat diese Versuche von KAST theoretisch behandelt. Er macht 
die Annahme, daB das Medium entweder aus anisotropen Molekiilen aufgebaut 
oder als Kristallaggregat mit BRowNscher Bewegung anzusehen ist. Er leitet 
die Formel ab _ 2 _ ( 3 coshC 3 ) 

L1c- 3 (C1- C2) 1- C +C2' (110) 

wo C = ~~, f-L das Dipolmoment der Teilchen, ~ die magnetische Feldstarke, 

C1 und C2 die groBte und kleinste Dielektrizitatskonstante sind. Aus den Messungen 
von KAST berechnet sich dann 

fUr p-Azoxyanisol f-L = 9,43.10-17 , 

fUr p-Azoxyphenetol f-L = 8,46· 10- 17 . 

Aus der GroBe dieser Werte folgt, daB die der Theorie zugrunde gelegten 
Teilchen nicht einzelne Molekiile sein konnen, sondern groBere Kristallaggregate 
sein miissen. 

JEZEWSKI stellt ebenfalls fest, daB die fliissigen Kristalle elektrisch anisotrop 
sind, und daB .1 BIB mit der Feldstarke bis 2000 GauB ansteigt, mit steigender 
Temperatur abnimmt, und daB sich die Dielektrizitatskonstante bei trans
versalem Magnetfeld nicht andert. In gewohnlich doppelbrechenden Fliissig
keiten konnte JEZEWSKI unter dem EinfluB des Magnetfeldes keine Anisotropie 
fUr elektrische Schwingungen feststellen. Er vermutet, daB seine Methode 
hierfiir noch nicht genau genug war .. 

d) Die Dielektrizitatskonstante fester K6rper. 
38. Kristalle. Bei Kristallen hangt die Dielektrizitatskonstante von dem 

Winkel zwischen der Richtung der elektrischen Feldlinien und den !(ristall
achsen ab. Wirddas Hauptkoordinatensystem als Achsenkreuz gewahlt, so 
sind drei Hauptdielektrizitatskonstanten zu unterscheiden, die - wie beispiels-

1) W. KAST, Ann. d. Phys. Bd. 73, S.145. 1924. 
2) L. S. ORNSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 74, S.445. 1924. 
3) JEZEWSKI, Journ. de phys. Bd. 5, S. 59. 1924. 
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weise bei den regularen Kristallen - auch alle drei gleich sein konnen. Als 
Beispiel fiir derartige nach den Kristallachsen verschiedene Dielektrizitats
konstanten sei die folgende, von BORELl) angegebene Tabelle 23 angefiihrt: 

Tabelle 23. Klinorhombische Kristalle. 

Kristall Sa Sb 

(SO')2Mg(NHs)2 + 6 H 2O 8,54 7,06 
(SO')2Mn(NHs)2 + 6 H 2O 6,83 5,91 
(SO,)2Zn(NHs)2 + 6 H 2O 7,56 6,62 
(SO,)2NiK2 + 6 H 20 7,06 6,37 
(SO')2CoK2 + 6 H 20 10,71 9,35 
(SO,)2Ni(NHs)2 + 6 H 2O 6,76 5,38 
(SO')2Co(NHs)2 + 6 H 2O 6,13 5,78 
(SO')2ZnK2 + 6 H 20 - 6,42 
AsO,Na2H + 12 H 20 7,26 5,91 

E. 

6,10 
4,61 
5,35 
5,52 
8,46 
5,08 
5,58 
-

5,28 

1m iibrigen sei auf 
die unten angefiihrte 
Literatur2) der auf die
sem Gebiet ausgefiihrten 
Untersuchungen und auf 
die Tabellen von LAN
DOLT-BoRNSTEIN ver
wiesen. 

1m allgemeinen hat 
sich ergeben, daB eine 
quantitative Dberein
stimmung zwischen e 

und n 2 in der Regel nicht besteht, ein Beweis dafiir, daB zu e auch die Atom
polarisationen einen Beitrag liefern, die zwischen den elektrischen und den 
optisch sichtbaren Schwingungen im Ultrarot ihre Eigenfrequenzen haben. 

39. Messungen ohne Riicksicht auf die Kristallstruktur. Fiir die di
elektrischen festen Korper liegen bisher weit weniger exakte Messungen an 
reinen oder auch nur scharf definierten Stoffen vor als bei dielektrischen Fliissig
keiten. Die Griinde sind mehrfacher Art. Erstens ist die Messung einer dielek
trischen Fliissigkeit zwischen den Platten eines Kondensators sehr viel einfacher 
wie die eines festen Korpers. Dieser muB entweder in Form einer groBeren 
planparallelen Platte vorliegen, was bei einer ganzen Anzahl fester Substanzen 
ohne weiteres unmoglich ist. Die Elektroden miissen entweder mit Hilfe irgend
welcher storenden Bindemittel aufgebracht werden oder ein Luftraum zwischen 
Elektrode und Platte in Kauf genommen werden. Besteht eine merkliche elektro
lytische Leitfahigkeit, so drohen schwer eliminierbare Storungen durch elektrische 
Polarisation. Lassen sich einheitliche planparallele Platten nicht herstellen, 
so miissen die Stoffe in Pulverform zwischen die Elektroden gebracht und durch 
Rechnungen mit Hilfe nicht immer ganz sicherer Annahmen aus den gemessenen 
Werten die Dielektrizitatskonstanten der Stoffe ermittelt werden. 

Das alles hat zur Folge gehabt, daB vorwiegend technisch wertvolle Sub
stanzen wie Glaser, Marmor, Hartgummi, 1soliermaterialien aller Art untersucht 
worden sind, deren Dielektrizitatskonstanten technisch recht wichtig, wissen
schaftlich aber wegen der fast nie hinreichenden Definiertheit der Substanz ohne 
Wert sind. Und doch diirfte eine systematische Untersuchung des Zusammen
hanges zwischen chemischer Konstitution und dielektrischer Elektronen- undAtom
polarisation, denn nur urn diese handelt es sich im festen Zustand, wertvolle Auf
schliisse iiber den Zusammenhang zwischen Elektronenverschieblichkeit und Elek
tronenbindung ergeben. Erst in der neueren Zeit sind derartige Versuche begonnen. 

1) CH. BOREL, C. R. Bd. 116, S. 1509. 1893. 
2) E. ROOT, Pogg. Ann. Bd.158, S.31. 1876; L. BOLTZMANN, Wiener Ber. Bd. 68, 

S.81. 1870; Bd. 70, S. 301. 1874; Ann. d. Phys. Bd. 153, S: 525. 1874; ROMICH u. 
NOWACK, Wiener Ber. Bd.70, S.380. 1874; J. CURIE, Ann. chim. phys. Bd. 17, S.385. 
1889; Bd. 18, S.203. 1889; CH. BOREL, C. R. Bd.116, S.1509. 1893; Arch. de Geneve 
Bd.30, S. 131. 1893; H. STARKE, Ann. d. Phys. Bd. 60, S. 641. 1897; Bd. 61, S. 804.1897. 
R. FELLINGER, Ann. d. Phys. Bd.7, S.333. 1902; W. M. THORNTON, Proc. Roy. Soc. 
London Bd. 82, S. 422. 1909; M. v. PIRANI, Dissertation. Berlin 1903.; P. LEBEDEW, 
Ann. d. Phys. Bd.56, S.6. 1896; W. SCHMIDT, Ann. d. Phys. Bd. 9, S.919. 1902; Bd.11, 
S. 114. 1903; S. W. RICHARDSON, Proc. Roy. Soc. London Bd.92, S.41. 1915; R. FELLINGER, 
Ann. d. Phys. Bd.60, S.181. 1919. 
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Als erster untersuchte BAUMANNl) eine gr6Bere Anzahl fester Salze in 
Pulverform mit Hilfe schwach gedampfter Hochfrequenzschwingungen. Er 
fand, daB das hygroskopisch aufgesogene Wasser die Dielektrizitatskonstante 
ziemlich stark erh6ht, so daB seine Werte ffir hygroskopische Salze wohl etwas 
zu hoch sein diirften. Die BAUMANNschen Messungen sind dann von HEID
WEILLER2) vervollstandigt und ausfUhrlich durchgerechnet worden. Wegen der 
prinzipiellen Wichtigkeit des ganzen Verfahrens seien diese Rechnungen etwas 
ausfiihrlicher mitgeteilt. Die Pulverwerte wurden mit Hille einer von O. WIENER3) 

angegebenen, von STOCKER') gepriiften Formel auf die Werte der kompakten 
Salze normaler Dichte umgerechnet. Die Ergebnisse sind in der folgenden 
Tabelle 24 zusammengestellt. Dabei bedeuten 

e und el die Dielektrizitatskonstanten fUr die Frequenz 6,3 . 107, 

d und dl die Dichten, 

<5 = t das Dichteverhaltnis, 

u die WIENERSche Formzahl nach STOCKERS Tabelle 6, 
eJ' die Dielektrizitatskonstante der kompakten Salze, wurde aus e, u, <5 

nach der Gleichung ~ (8 + u) + U (8 - 1) 
f1 = ~ (8 + u) _ (8 _ 1) (111) 

d 

1 NaF 1,437 
2 NaCl 1,330 
3 NaClO4 1.425 
4 NaBrOa 2,116 
5 Na2COa 1,253 
6 N~COa10H20 1,039 

7 KF { 1,334 
1,472 

8 KCl { 1,274 
1,306 

9 KBr 1,794 
10 KJ 1,967 
11 KClOa 1.420 
12 KNOa 1,260 
13 K2S04 1,770 
14 K2Cr04 1,701 
15 K 2COaH 2O 1,102 

16 BaCl2 1,883 
17 BaCl22H2O 2,005 
18 BaBr2 2H2O 2.411 
19 Ba(BrOa)2H 20 2,627 
20 Ba(J°a)2H 20 1,816 
21 Ba(NOa)2 2,268 
22 Ba(SCN) 23H20 1,413 

23 CuC122H2O 1.557 
24 CuS04 1,373 
25 CuS04 5 H 20 1.439 
26 CrFa 4H2O 1,084 
27 FeF3 3 H 2O 1,195 
28 Pb(N03)2 3,069 i 

Ta belle 24. 

2,828 
2,181 
2,316 
3,319 
4,454 
1,469 , 

} 2.48 { 
} 2,000 {. 

2,753 
3,175 
2,360 
2,105 
2,663 
2,711 
2,222 

3,885 
3,122 
3,872 
3,950 
4,657 
3,372 
2,286 

2,530 
3,631 
2,388 
2,266 
2,298 

I 4,552 

I 1Q3." I 
I 

508 
610 
615 
638 
511 
707 

538 
593 
637 
653 
652 
620 
602 
599 
665 
627 
496 

485 
643 
623 
665 
390 
672 
618 

615 
379 
603 
479 
521 
674 

, 

I 
I 

1) E. BAUMANN, Diss. Rostock 1914. 

u 

2,91 
3,13 
3,14 
3,19 
2,91 
3,34 

2,96 
3,09 
3,19 
3,22 
3,22 
3,15 
3,11 
3,10 
3,25 
3,17 
2,88 

2,86 
3,20 
3,15 
3,25 
2,67 
3,26 
3,16 

3,14 
2,65 
3,11 
2,85 
2,93 
3,27 

2) A. HEYDWEILLER, ZS. f. Phys. Bd.3, S.308. 1920. 
a) 0. WIENER, Leipziger Ber. Bd.62, S.256. 1910. 
4) E. STOCKER, ZS. f. Phys. Bd.2, S.236. 1920. 

£ 

2,09 I 3,94 I 495 

I 
3,15 

I 

6,28 I 638 
2,93 5,43 I 596 

I 
3,70 7,67 690 
2,97 8,44 713 
3,37 5,33 592 

2,68 5,91 I} 621 2,96 5,93 
2,84 4,85 

I} 558 2,92 4,88 
2,85 4,70 552 
30,0 5,58 I 604 
2,75 5,05 I 575 
2,72 4,99 

I 
571 

3,34 5,87 619 
3,53 7,31 

I 
. 678 

2,61 6,61 652 

3,11 11,44 ! 776 
4,14 9,35 763 
4,25 10,95 

I 

767 
3,99 8,0 699 
2,56 12,9 799 
3.42 5,89 624 
4,52 12,85 798 

3,51 7,58 687 
2,36 10,31 756 
3.44 7,84 689 
2,55 6,79 659 I 

I 2,83 
I 7,27 I 676 

I 7.67 37,7(?) 924(?) 
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berechnet. Die Werte sind nach HEYDWEILLER urn einige Prozente unsicher 
und durchschnittlich etwas zu hoch. Aus den mit und ohne Kristallwasser 
untersuchten Salzen ermittelt HEYDWEILLER unter der wohlbegriindeten An
nahme, daB die elektrische Refraktion der wasserhaltigen Molekeln sich additiv 
aus den Refraktionen der wasserfreien Molekeln und der Wassermolekeln zu
sammensetzt, fiir Kristallwasser im Mittel die DielektrizitiHskonstante 5,8. 
Diese so berechnete Dielektrizitatskonstante sollte annahernd gleich der des 
Eises sein, da in beiden Fallen die dipolare Polarisation nicht in Frage kommt, 
weil die Molekiile festliegen. Es ist von Interesse, hier die neueste Bestimmung 
der Dielektrizitatskonstante des Eises von BROMMELS zum Vergleich heran
zuziehen. BROMMELS1) findet 

e = 3,40 + 0,04 (t + 10°). (112) 

Das gibt auf die von BAUMANN bei seinen Messungen zugrunde gelegte 
Temperatur von 18° C extrapoliert 

elS = 4,52. 

BAUMANN selbst hatte aus weniger genauen Rechnungen fiir die Dielektri
zitatskonstante des Kristallwassers den Wert 

erhalten. 
e = ),6 

Es liegt also der von BROMMELS direkt gemessene Wert in der Tat zwischen 
den beiden, vielleicht obere und untere Grenzen darstellenden Werten von 
HEYDWEILLER und BAUMANN. 

Ferner weist HEIDWEILLER nach, daB die dispersionsfreie optische Refraktion 
der Salze annahernd, vielleicht genau, gleich der HaUte der langwelligen elek
trischen Refraktion ist, oder daB an der letzteren die ultravioletten (Elektronen-) 
und die ultraroten (Ionen-) Eigenschwingungen gleichen Anteil haben, in "Ober
einstimmung mit der HABERschen 2) empirischen Beziehung zwischen den beiden 

Tabelle 25. 

d d 

Schwingungsarten. 
Ferner hat JOACHIM3) 

eine Anzahl pulverisierter 
E Krist. 

Pulver (berechnet') Salze bei der Frequenz 106, 
-----+----.;-----!----+---- JAEGER') verschiedene 

Substanz 
Pulver Krist. 

KCl 1,61 1,985 2,06 2,42 kompakte und gepreBte 
PKbACll(2S04)2 1,482 1,75 2,97 63,87 SalzebeiderFrequenz3'107 4, 4 5,80 4,29 ,03 
PbS04 3,59 6,30 3,72 16,07 gemessen. Ihre Ergebnisse 
Pb(COOH)2 2,26 2,50 2,35 2,57 sind in den Tabellen 25 
S(Am) 1,31 1,92 2,84 4,76 und 26 zusammengestellt. 
~~f61r)2 ~:~~ 1:6; ;:l~ ~:~; Weitergehende allgemeine 
(NH4)2S04 1,39 1,77 2,56 3,31 Schlfisse sind aus ihnen 

nicht abgeleitet. 
Zusammenfassend laBt sich sagen, daB die Untersuchungen fiber den 

Zusammenhang zwischen Dielektrizitatskonstante, chemischer Zusammensetzung, 
periodischem System der Elemente usw. noch in den ersten Anfangen stecken. 
Hier ist noch eine umfangreiche Arbeit zu leisten, denn es ist zu hoffen, daB es 
gelingt, diese Untersuchungen, die fiber die im Innern der Atome wirkenden 

1) H. BROMMELS, SOC. Scien. Fenn. Comment. phys. math. Bd. 1, Nr. 19. 1922. 
2) F. HABER, Verh. d. D. phys. Ges. Bd. 13, S. 1117. 1911; Bd. 21, S.767. 1919. 
3) H. JOACHIM, Ann. d. Phys. Bd.60, S. 570. 1919. 
4) R. JAEGER, Ann. d. Phys. Bd.53, S.409. 1917. 
5) Mit Hilfe der Formel von CLAUSIUS-MosOTTi. 
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,Krafte ebensogut AufschluB geben wie die Spektren, ebenfalls mit Erfolg zum 
Ausbau der Atomphysik' heranzuziehen. 

HinsichtIich der zahlreichen, zum Teil nur mit groBer kritischer Vorsicht 
zu verwendenden Einzelmessungen uber die Dielektrizitatskonstante fester 
K6rper muB auf die Tabellen von· LANDOLT-BoRNSTEIN verwiesen werden. 
Es sei lediglich erwahnt, daB in neuerer Zeit folgende Forscher1) auf diesem 
Gebiet Untersuchungen ausgefiihrt haben. 

Tabelle 26. 

Substanz Zustand 
e el) 

"=3 '10' ,,= 1·10" 

AgCI kompakt I 11,2 12,3 
AgBr 

gepreBt~ Pulver 
12,2 15,7 

AgCN 5,62 5,881 naeh der 
TICI I 46,9 50,3 LORENTZ-
TlBr I 53,8 61,0 sehen 
Hg2Cl2 

I 
9,36 14,1 Formel 

NH4CI 6,96 6,78 auf Kristall-
NH4Br I 7,08, 7,28 diehte 
KBr 

I 
4,61 5,09 umgereehnet 

KJ 5,20 5,39 

40. EinfluB der Temperatur. Bei den festen Dielektriken wird die Dbersicht 
sehr erleichtert, wenn sie in zwei Gruppen, die der echten und der Pseudo
dielektriken, geteilt werden. Dabei seien als echte Dielektriken solche Stoffe 
definiert, die aus neutralen Molekillen aufgebaut sind, so daB sie beim Dbergang 
in den flussigen Zustand Nichtleiter bleiben, wahrend die Pseudodielektriken 
aus Ionen bestehen, bei der Verfliissigung gute Leiter werden und nur dadurch 
dielektrische Eigenschaften vortauschen, daB die Reibungswiderstande der Ionen
bewegung bei ihnen im festen Zustand und bei hinreichend niedriger Temperatur 
sehr groB sind. 

Da diese Reibungswiderstande bei steigender Temperatur sehr schnell 
abnehmen, wachst bei fast allen Pseudodielektriken die Leitfahigkeit mit 
steigender Temperatur auBerordentIich rasch, in der Regel exponentiell. Infolge
dessen nehmen auch die St6rungen bei der Messung der Dielektrizitatskonstante 
mit steigender Temperatur sehr schnell zu. Hierzu kommt noch, daB, sobald 
in einem festen K6rper Bewegungen elektrisch geladener Teilchen iiber gr6Bere 
Strecken vorkommen, die Dielektrizitatskonstante nicht mehr exakt definiert 
ist, weil sich der Zustand des K6rpers dauernd andert. Alles das fiihrt dazu, 
die Messungen iiber die Abhangigkeit der Dielektrizitatskonstante von der 
Temperatur bei den Pseudodielektriken mit groBem MiBtrauen anzusehen. 
Ganz besonders gilt das von den alteren Messungen, bei denen die Technik der 
Elimination der St6rungen noch nicht so weit gediehen war wie jetzt. Da nun 
die meisten haufig untersuchten Stoffe wie samtliche salzartigen K6rper, Glas, 
Glimmer, Marmor usw. zu der Klasse der Pseudodielektriken geh6ren, liegen 
kaum sichere Messungen iiber die Temperaturabhangigkeit der Dielektrizitats
konstante fester K6rper vor. 

1) F. SCHMIDT (Sehwefel), Ann. d. Phys. Bd.44, S.329. 1914; H. H. POOLE (Glim
mer), Phil. Mag. Bd.32, S. 112. 1916; R. JAEGER (Glaser, Quarz, Gummi, Salze), Ann. 
d. Phys. Bd. 53, S.409. 1917; G. E. BAIRSTO (Teehnisehe Stoffel, Proe. Roy. Soc. London 
Bd.96, S.363. 1920; E. SCHOTT (Glaser), Jahrb. d. drahtL Telegr.Bd. 18, S.82. 1921; 
F. J. ROGERS (Seide), Phys. Rev. Bd. 16, S.370. 1920; J. R. WAKS JR. (Glimmer), Phys. 
Rev. Bd. 19, S.272 u. 319. 1922; R. V. GUTHRIE (Isoliermaterialien), Proe. lnst. Radio 
Eng. Bd. 12, S.841. 1924. 

2) Aus optisehen Messungen von RUBENS abgeleitet. 
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Es sei hier deshalb lediglich erw1i.hnt, daB derartige Messungen von CASSIE1), 
PELLAT und SACERDOTE2) , SCHAEFER und SCHLUNDT~), CURIE und COMPAN 4), 

GRAY und DOBBIE 5), DEWAR und FLEMING6), THOMAS7), BEHN und KIEBITZ 8), 

GAGNEBIN 9) angestellt worden sind. 
Aus den angefiihrten Griinden ist auch durchaus noch die Frage offen, 

wieweit die CLAUSIUS-MosoTTIsche Formel die Temperaturabhangigkeit der 
Dielektrizitatskonstante der festen Korper darstellt. Nach M. v. PlRANI10) stimmt 
sie bei vollkommen durchsichtigen Korpern gut, bei anderen dagegen nicht. 
G. RUDORFll) dagegen lehnt die Formel durchweg abo 

In letzter Zeit hat DIETRICH12) nach der Uberlagerungsmethode von HER
WEG unter besonderen VorsiehtsmaBregeln den Temperaturkoeffizienten der 

Tabelle 27. 

Material 

Reiner FluBspat . 
Gips (Girgenti) . 
Glas (photogr. Platte) . 
SCHoTTsches Minosglas . 

1 LI. 

2,05' 10- 4 

3,75'10- 4 

2,97' 10- 4 

1,37' 10- 4 

Frequenz 

6,4 • 105 

7,1 . 105 

4 . 105 

4 bis 10' 105 

Dielektrizitatskonstanten 
von Quarz, FluBspat und 
Gips bestimmt. Zwischen 
10° C und 50° C findet er 
folgendes ffir den Tempe-

k ff" t 1 L/ e ratur oe lZlen en -; L/f}' 

Quarz war nicht mehr 
genau meBbar. 

41. Umwandlungspunkte. Die Anderung der Dielektrizitatskonstante beim 
Umwandlungspunkt fliissig-fest ist ffir die DipoItheorie von groBem Interesse. 
Denn da die Dipole beim Erstarren der Korper in das KristalIgitter eingefUgt 
werden, falIt die dipolare Polarisation im festen Zustand weg. Es laBt sich also 
durch Gefrierenlassen der Korper der dipolare Beitrag von dem Beitrag durch 
Elektronen- und Atompolarisation trennen. Allerdings scheinen die Dipole 
dieht unterhalb des Schmelzpunktes noch nieht unbedingt festzuliegen, so daB 
es sieh empfiehlt, bei der Messung der Dielektrizitatskonstante des festen Zustandes 
nieht zu nahe an den Schmelzpunkt heranzugehen. AuBerdem spielen in der 
Nahe des Schmelzpunktes Storungen durch dielektrische Anomalien eine groBe 
Rolle. Dadurch erklart sieh beispielsweise die folgende Tabelle 28 iiber die von 
verschiedenen Forschern gemessene Dielektrizitatskonstante des Eises, die ganz 
erstaunliche Diskrepanzen zeigt. 

Eine neuere Untersuchung liegt von BROMMELS13) vor, der nach der Methode 
von NERNST und mit Benzol als Eichfliissigkeit den Wert e = 3,40 + 0,04 (t + 10) 
fUr das Temperaturbereich von -18 bis _2° C erhielt. 

Aus den Untersuchungen von ABEGG und SEITZ14), DRUDE15) undAuGuSTIN16) 
folgt, daB die Dipolaritat bei dielektrischen Fliissigkeiten sehr verbreitet ist, 

1) W. CASSIE, Proc. Roy. Soc. London Bd.48, S.357. 1889. 
2) H. PELLAT U. P. SACERDOTE, C. R. Bd. 127, S. 544. 1898. 
3) O. C. SCHAEFER U. H. SCHLUNDT, Jouro. phys. chem. Bd. 13, S.669. 1909. 
4) P. CURIE U. P. COMPAN, C. R. Bd. 134, S. 1295. 1902. 
5) A. GRAY U. J. J. DOBBIE, Proc. Roy. Soc. London Bd.67, S.197. 1900. 
6) J. DEWAR U. J. A. FLEMING, Proc. Roy. Soc. London Bd.61, S.2 u. 316. 1897. 
7) P. THOMAS, Phys. Rev. Bd. 31, S.278. 1910. 
8) U. BEHN U. F. KIEBITZ, Boltzmann-Festschrift, S.610, 1904. 
9) S. GAGNEBIN, Arch. sc. phys. et nat. Bd.6, S. 161. 1924. 

10) M. V. PIRANI, Diss. Berlin 1903. 
11) G. RUDORF, Jahrb. d. Radioakt Bd.7, S.38. 1910. 
12) A. DIETRICH, Ann. d. Phys. Bd.81, S.523. 1926. 
13) H. BROMMELS, Soc. Scient. Fenn. Comment. phys. math. Bd. 1, Nr.19. 1922. 
14) R. ABEGG U. W. SEITZ, ZS. f. phys. Chem. Bd.29, S.242. 1899. 
15) P. DRUDE, ZS. f. phys. Chern. Bd.23, S.267. 1897. 
16) H. AUGUSTIN, Diss. Leipzig 1898. 
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Tabelle 28. Die Dielektrizitatskonstante des Eises. 

v Beobacbter 

-38 bis 0 0 5· 106 3,2 HARMS (R. ABEGG, Ann. d. Phys. Bd. 65, 
S.229. 1898). 

-23° 0 78,8 E. BOUTY, C. R. Bd. 114, S. 533 u. 1421. 
1892. 

-5° 106 2,85 } C. B. THWING, ZS. f. phys. Chern. Bd.14, 
-2 10 3,36 S.286. 1894. 
-2 40 bis 80 93,9 P. THOMAS, Phys. Rev. Bd. 31, S. 278. 1910. 
-2 Hochfrequenz i ca. 2 U. BEHN u. F. KIEBITZ, Boltzrnann-Festschr., 

S. 610. 1904. 
0 100 78 } J. DEWAR u. J. A. FLEMING, Proc. Roy. Soc. 
0 107 2 London Bd.61, S.2 u. 316. 1897. 
0 8,6· 106 1,455 F. BEAULARD, C. R. Bd. 144, S.904. 1907. 
0 107 2,04 A. PEROT, C. R. Bd. 119, S.101. 1894. 
0 107-108 2 R. BLONDLOT, C. R. Bd. 119, S. 59S. 1894. 

-4,5 108 2,17 DE LENAIGAN u. J. GRANIER, C R. Bd. 180, 
S. 198. 1925. 

und daB im festen Zustand nur sehr wenige Substanzen eine iiber 5 hinausgehende 
Dielektrizitatskonstante haben, so daB die Vermutung der Dipolaritat ohne 
weiteres gegeben ist, wenn ein fliissiges Dielektrikum eine wesentlich iiber 5 
hinausgehende Dielektrizitatskonstante besitzt. 

HATTWICH1) fand bei Schwefel, Paraffin, Kolophonium, 'Naphthalin, 
Phenantren keine unstetige Anderung der Dielektrizitatskonstante beim Schmelz
punkt. Diese Stoffe be sit zen also im fliissigen Zustand keine Dipole. 

Eine gute Illustration zur Dipoltheorie ist ferner die Untersuchung des 
Benzophenons durch WALDEN2). Dieser fand fiir dessen stabile Form mit dem 
Schmelzpunkt 48,5 0 C: 

fest fliissig unterkiihlt fiiissig 

t=25,SoC 21°C 37°C 46°C 63°C 
s=3,1 13,2 12,5 12,2 11,2 

Solange also das Benzophenon fliissig bleibt, steigt mit abnehmender 
Temperatur die Dielektrizitatskonstante kraftig an, weil die Storungen durch 
die Warmebewegung abnehmen. Sobald aber die Fliissigkeit erstarrt, springt 
die Dielektrizitatskonstante auf den geringen, der Elektronen- und Atom
polarisation entsprechenden Wert 3,1. Ahnliche Ergebnisse erhielt SCHLUNDT 3) 

an den Halogenverbindungen der Phosphorgruppe. 
GAGNEBIN 4) vermutete auf Grund der Theorien von CURIE, LANGEVIN, 

WEISS iiber den Magnetismus der Atome ein diesem analoges Verhalten der 
Dielektrizitatskonstante, indem er annahm, daB im fest en Zustand eine spontane 
dielektrische Polarisation bestande, die bei einer bestimmten Temperatur, analog 
dem CURIEschen Punkt, verschwinde, wobei dann die Dielektrizitatskonstante 
stark ansteigen miiBte. GAGNEBIN untersuchte deshalb die Dielektrizitats
konstante von Quarzstiicken, die durch Schmelzen von Quarz hergestellt waren, 
bei Temperaturen bis 800 0 C. Die Versuche bestatigten jedoch die Vermutung 
in keiner Weise. Es war weder eine Unstetigkeit der Dielektrizitatskonstanten
Temperaturkurve beim Umwandlungspunkt LX - fJ noch oberhalb 575 0 C 
irgendein starkes Ansteigen von E zu beobachten. Parallel zur Achse war Evon 
Zimmertemperatur bis 120 0 C fast konstant, stieg dann langsamc bis 200 0 C 

1) J. HATTWICH, Wiener Ber. Bd. 117, S. 903. 1908. 
2) P. WALDEN, ZS. f. phys. Chern. Bd. 70, S. 576. 1910. 
3) H. SCHLUNDT, Journ. phys. chern. Bd. 5, S.503. 1901; Bd.8, S.122. 1904. 
4) S. GAGNEBIN, Arch. sc. phys. et nat. Bd.6, S. 161. 1924. 
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von 4,S auf SA. Bei weiterer Temperatursteigerung wuchs es schnell und ging 
in dem Gebiet von 200 bis 290 0 C anscheinend durch ein flaches Maximum im 
Betrage von 12,1, urn bis 680 0 dann wieder ganz langsam abzunehmen. Senkrecht 
zur Achse stieg -e bis- SOOO C von 4,27 bis 4,5, wuchs dallll stark und erreichte 
in abgeflachter Kurve bei 800 0 C qen Wert 11,7. Oberhalb von 500 0 C war 
jedoch die dielektrische Hysterese und die Leitfahigkeit so groB, daB die Messung 
schwierig war. 

SCHMIDT1) erhielt flir Schwefel eo = 4,00, <5e = 0,0010 pro 1 0 C und ffir einen 
CaBiNa-Phosphor eo = 8,03, <5e = 0,0021 pro 1 0 C. 

Die gefundenen Anderungen der Dielektrizitatskonstante des Phosphors 
sind in vollkommener Ubereinstimmung mit dem, was aus den Phosphoreszenz
eigenschaften zu erwarten war. 

42. EiilfluB des Druckes. Uber den EinfluB mechanischen Druckes und 
Zuges auf die Dielektrlzitatskonstante liegen Versuche von ERCOLINI2), CORBIN0 3) 

(Glas und Kautschuk), LAMPA 4), SCHILLER6) (Kautschuk), WULLNER und WIEN 6), 
ADAMS und HEAPS 7) vor. -Die Versttche widersprechen sich teils, teils wurde kein 
Effekt gefunden, so daB tiber diese Erscheinungen sich noch nichts AbschlieBendes 
sagen laBt. 

43. EinfluB der Frequenz. Dispersion. Nach der 1,'heorie ist eine merkliche 
Dispersion bei festen Korpern, bei denen die dipolare Polarisation fehlt, nur bei 
Frequenzen.oberhalb von etwa 1012 Hertz, d. h. vom Ultrarot an, zu erwarten. 
Infolge der zli den allgemeinen Schwierigkeiten exakter Kapazitatsmessung bei 
den festen Korpern noch hinzutretenden besonderen Schwierigkeiten und 
Storungen gelten hier die bei den Fltissigkeiten gemachten Ausflihrungen in 
erhohtem MaBe: eine Dispersion aus Versuchen ableiten zu wollen, bei denen 
die Versuche mit verschiedenen Frequenzen von verschiedenen Forschern an 
verschiedenen Proben des angeblich gleichen Materials ausgeflihrt worden sind, 
muB als ganzlich verfehlt bezeichnet werden. 

In neuerer Zeit ist eine sehr sorgfaltige Untersuchung von R. JAEGERS) 
an einer Anzahl Glaser, Quarz, Gummi und verschiedenen Salzen ausgeflihrt 
worden. Die an Salzen von ihm erhaltenen Ergebnisse sind in Tabelle-26 zu
sammengestellt. JAEGER betont ebenfalls, daB der Vergleich der Messungen 
verschiedener Forscher bei verschiedenen Frequenzen zur Ermittlung einer 
Dispersion verfehlt ist. JAEGER zieht aus seinen Messungen den SchluB, "daB 
unter Berticksichtigung der GroBe der Beobachtungsfehler kein Grund zur An
nahme elektrischer Dispersion der untersuchten festen Korper in dem hier 
verwendeten Spektralbereich vorliegt". 

Irgendwelche dieser Feststellung widersprechenden exakten Messungen 
liegen bisher nicht vor. . 

44. Absorption. Mit Hllfe des COLLEYSchen Vibrators gelang ROMANOFF9) 
der Nachweis der selektiven Absorption im Gebiete der HERTzschen Wellen. 
Er untersuchte die ersten flinf Alkohole der Fettreihe. Bei allen war die Absorption 
von der Frequenz stark abhangig. 

1) F. SCHMIDT, Ann. d. phys. Bd.44, S.329. 1914. 
2) G. ERCOLINI, Ciro. (4) Bd. 8, S. 306. 1898; (4) Bd. 12, S. 77. 1900; (5) :ad. 2, 

S. 297. 1901. 
3) O. M. CORBINO, Ace dei Lincei (5) Bd. 8, Nr. 2, S. 238. 1899; Ciro. (5) Bd. 3, S. 85. 1902. 
4) A. LAMPA, Wiener Ber. Bd.111 (2a), S.982. 1902. 
5) L. SCHILLER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 35, S.931. 1911. 
6) A. WtiLLNER U. M. WIEN, Ann. d. Phys. (4), Bd. 11, S.619. 1903. 
7) E. P. ADAMS U. C. W. HEAPS, Phil. Mag. (6) Bd.24, S.507. 1912. 
8) R. JAEGER, Ann. d. Phys. Bd.53, S.409. 1917. 
9) W. ROMANOFF, Ann. d. Phys.Bd. 69; S. 125. 1922. 
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POTAPENK01) setzte die Untersuchungen von ROMANOFF fort. Er fand 
Absorptionsstreifen in Methyl- und Athylalkohol im Frequenzgebiet 3' 108 

bis 109• Bei Methylalkohol wachst der Absorptionskoeffizient mit der Frequenz. 
Bei Athylalkohol erreicht er bei der groBten benutzten Frequenz den Wert 0,843. 

ECKERT 2) maB die Absorption in Methyl-, Athyl-, Propyl- und Isobutyl
alkohol sowie Glyzerin in dem Frequenzbereich 0,34 '1010 bis 1,7 '1010• MOBIUS 3) 

ging zu noch hoheren Frequenzen. Er untersuchte Wasser und Athylalkohol 
bei den Frequenzen 0,86 bis 4,3 . 1010 und fand bei Wasser einen Absorptions
streifen bei der Frequenz 1,36' 1010• (Naheres s. Bd. XV B, Kap. 4.) 

45. Elektrisches Feld, Magnetfeld, Belichtung. Ein ziemlich verwickelter 
Erscheinungskomplex liegt bei den Untersuchungen vor, die von F. SCHMIDT4), 
MOLTHAN 6), WILDE 6) und HERWEGH7) tiber die Dielektrizitatskonstante von 
Phosphoren angestellt worden sind. SCHMIDT miBt die Dielektrizitatskonstante 
einer groBeren Anzahl dieser Korper. Er findet bei den Oxydphosphoren je nach 
Zusammensetzung und wirksamem Metall, ja selbst nach der Gltihtemperatur 
verschiedene Werte der Dielektrizitatskonstante. 1m Mittel erhielt er flir 

e 
CaO-Phosphore 7,20 
SrO-Phosphore 7,44 
BaO-Phosphore 8,43 

e 
CaS-Phosphore 7,68 
SrS-Phosphore 8,65 

BaS-Phosphore 8,50 

Seine Messungen bestatigen das von LENARD aufgestellte Gesetz, daB der 
Quotient aus den Wellenlangen der selektiven Erregung der betreffenden Dauer
banden und der Quadratwurzel der Dielektrizitatskonstante konstant ist. 

WILDE findet eine erhebliche Zunahme der Dielektrizitatskonstante eines 
ZnSCu-lX-Phosphors bei Belichtung. Die Erscheinung ist an die Erregung der 
Phosphoreszenzzentren gebunden und besitzt ein Maximum bei 140 0 C, weil 
mit steigender Temperatur zwar die Verschieblichkeit der Ladungen zunimmt, 
der verftigbare Weg jedoch abnimmt. 

HERWEGH untersucht den EinfluB des elektrischen Feldes auf die durch die 
Belichtung vergroBerte Dielektrizitatskonstante eines ZnSCu-Phosphors. Hat 
die Dielektrizitatskonstante des Phosphors durch Belichtung ihren Hochstwert 
angenommen, so nimmt sie unter Einwirkung eines elektrischen Feldes abo 
Die Verkleinerung ist proportional der Feldstarke, doch ist eine Mindestfeldstarke 
von 1300 Vjcm flir das Zustandekommen des Effektes erforderlich. 

46. Die Dielektrizitatskonstante in der Biologie. Die Dielektrizitats
konstante organischer Substanzen hat neuerdings in der Biologie eine wichtige 
Rolle zu spielen begonnen. Da der Biologe in der Regel die MeBmethoden nicht 
hinreichend beherrscht, wird er dem Physiker seine Wtinsche vortragen. Die 
erst en Untersuchungen sind von KELLERS) durchgeftihrt. Weiter hat dann 
FURTH9) auf seine Veranlassung Messungen ausgeftihrt, die in Tabelle 29 zu
sammengestellt sind. Ferner haben FURTH und KELLER10) beobachtet, daB die 
Dielektrizitatskonstante des Serums bei Zusatz weniger Promille Athylalkohol 

1) G. POTAPENKO, ZS. f. Phys. Bd.20, S.21. 1923. 
2) F. ECKERT, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 307. 1913. 
3) W. MOBIUS, Ann. d. Phys. (4) Bd.62, S.293. 1920. 
4) F. SCHMIDT, Ann. d. Phys. Bd.44, S.329. 1914; Bd.64, S. 713. 1921-
5) W. MOLTHAN, ZS. f. Phys. Bd.4, S.262. 1921. 
6) R. WILDE, ZS. f. Phys. Bd. 15, S.350. 1923. 
7) J. HERWEGH, ZS. f. Phys. Bd. 16, S.29. 1923. 
8) R. KELLER, Kolloid-ZS. Bd. 36, S. 173; Bd. 37, S. 255.1925; Biochem.-ZS. Bd.115, 

S. 134. 1921; Bd. 128, S.409. 1922; Bd. 136, S.163. 1923. 
9) R. FURTH, Ann. d. Phys. Bd. 70, S.64. 1923. 

10) R. FURTH U. R. KELLER, Biochem. ZS. Bd. 141, S. 187. 1923. 
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Starke. 
Dextrin 
Casein. 

Hamoglobin 
Cholesterin . 
Lezithin .. 

Substanz 

Lezithin in Wasser emulgiert 
Gew.-Proz. 

0,075 ..... . 
0,15 ..... . 

Pepsin in Wasser gelost: 
Gew.-Proz. 

1 • . . . . . . . 
2 ....... . 

Trypsin in Wasser gelost: 
Gew.-Proz. 

0,25 
0,5 

Kuhmilch 
Sahne . 
EiweiB 
Eigelb .. 

Ta belle 29. 

11,6 
8,0 
8,0 

14,2 
5.4 

13.0 

77.5 
74 

78,S 
76 

81,S 
84 
66 
63 
68 
60 

Substanz 

Menschliches Blut . . . . . . " 85,S 
Menschliches Blutserum ... " 85,S 
Blutkuchen (nach Trocknen und I 

Pulverisieren) . .... .. i 84,0 

Pferdeserum 85,0 
Diphtherieheilserum 85,S 
Meerschweinchenserum . 85,2 
Inaktiviertes Serum: 

1/2 Stunde erhitzt 83.4 
1/2 Stunde geschuttelt 81,9 

Fraktionen des menschlichen 
Serums: 

Albuminfraktion. . . . . . 82,5 
Globulinfraktion '" . . 85,2 
Froschmuskelsubstanz . . . 83 
Gehirnsubstanz des Menschen: 

graue . . . . . . . . . . 85,0 
weiBe . . . . . . . . . . 90,0 

Nervus opticus vom Rind . . 89 
Gewebsubstanz griiner Blatter 83 

bis auf den Wert 93 steil ansteigt und bei weiteren Zusatzen einem konstanten 
geringeren Wert zustrebt. Das gleiche Maximum zeigt die Leitfahigkeit der 
Mischung. Diese Erscheinungen lassen sich zur Erklarung der physiologischen 
Wirkungen des Alkohols heranziehen. 

HELLENBRAND und JOACHIMOGLU 1) stellten fest, daB Sublimat in Losungs
mitteln mit kleiner Dielektrizitatskonstante nicht antiseptisch wirkt. 

Ein zusammenfassender Bericht iiber die Dielektrizitatskonstante in der 
Biologie ist von HAFNER2) veroffentlicht. 

e) Dipolmomente. 
Die Dipolmomente sind hier besonders behandelt, weil sie der Messung 

nicht unmittelbar zuganglich sind, sondern mit Hilfe bestimmter Theorien aus 
den Messungen errechnet werden mussen. Fur diese Rechnungen Iiegen die 
Verhaltnisse bei den Gasen am einfachsten, weil bei ihnen sich die molekularen 
Felder der einzelnen Molekiile nicht mehr merklich beeinflussen und Assoziationen 
keine Rolle spielen. Infolgedessen erscheint es angebracht, die Dipolmomente 
moglichst weitgehend aus Messungen an Substanzen im gasformigen Zustande 
abzuleiten und durch Vergleich der so erhaltenen Werte mit denen des flussigen 
Zustandes die Anwendbarkeit der verschiedenen Theorien zu prli.fen. Leider 
ist in dieser Richtung noch fast nichts geschehen. 

47. Messung von Dipolmomenten mit Hilfe elektrostatischer Drehfelder. 
Die im folgenden mitgeteilten Messungen der Dipolmomente sind die einzigen, 
die nicht auf der Messung von Dielektrizitatskonstanten beruhen. Nach der 
Theorie von BORN-DEBYE werden die Dipole einer in ein elektrostatisches Dreh
feid gebrachten Flussigkeit dem rotierenden Feid zu folgen versuchen, aber 
infolge der inneren Reibung dagegen zuruckbleiben. Das so entstandene Dreh
moment auBert sich in einer Rotation der Fliissigkeit. Unabhangig von diesem 

1) \V. HELLENBRAND U. G. }OACHIMOGLU, Biochem. ZS. Bd. 153, S. 131. 1925. 
2) E. A. HAFNER, Ergebn. d. Physiol. Bd.24, S. 566. 1925. 
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Effekt treten infolge von Polarisation und Leitfahigkeit ahnliche Erscheinungen 
auf. Nach Versuchen von PETER LERTEsl) wird bei der Frequenz 1,9' 107 

der gesuchte Rotationseffekt noch v6llig durch die St6rungen iiberdeckt. In einer 
zweiten Untersuchung 2) gelang es ihm jedoch, die Frequenz so weit zu erh6hen, 
daB er den Dipolrotationseffekt exakt mess en konnte. Untersucht wurden 
Methylalkohol, Athylalkohol, Amylalkohol, Wasser, Athylather, Azetylen, 
Toluol, Nitrobenzol, Glyzerin, Benzol, Petroleum. Die Fliissigkeit wurde in 
eine diinnwandige Glaskugel gebracht, die an einem Phosphorbronzedraht von 
0,06 mm Durchmesser und 105 cm Lange im Drehfeld aufgehangt war. Es 
ergab sich eine volle Bestatigung der BORN-DEBYESchen Theorie. Benzol und 
Petroleum zeigen keinen Effekt, besitzen also, wie sich auch aus anderweitigen 
Messungen ergibt, keine Dipole. Bei Glyzerin verschwindet der Effekt bei der 
Frequenz 2,75 . 107 Hertz, so daB dort wahrscheinlich das Maximum des Ab
sorptionsgebietes des Glyzerins liegt. Aus den Messungen lassen sich die Dipol
momente der Fliissigkeiten errechnen, wobei sich folgendes ergab (Tabelle 30): 

Durch diese Untersuchungen ist die BORNsche Theorie der Beweglichkeit 
der elektrolytischen Ionen auf eine sichere Grundlage gestellt worden. 

Tabelle 30 3). 

Flussigkeiten I ). 
Q- 1 cm-118°C ,u 

Methylalkohol 33 1,64' 10- 7 3,4' 10 -19 

Athylalkohol . .{ 26 7,52' 10- 7 4,3' 10- 19 
25* 

Amylalkohol .{ 16 9,54' 10- 7 0,05558 7,9' 10- 19 
12,8* 

V{assel' 81 7,6 · 10- 6 0,01078 5,7'10- 19 

Athylathel' . 4,4 7,92' 10- 8 0,00661 11,8' 10-19 

Azeton 21 1,49' 10- 5 0,01956 3,4 . 10-19 

Toluol 2,3 2,3 · 10 -10 0,00610 5,1 . 10-19 

Nitl'obenzol 36 8,6 · 10- 8 0,02095 5,7' 10- 19 

Glyzel'in . .{ 56 8,78' 10- 8 0,94 43* 
Benzol 2,3 1,9 · 10- 9 I 
Petroleum 2,1 2,3 · 10 -10 

* Bei del' Frequenz 7,5 . 107 gemessen. 

48. Wirkung des Magnetfeldes auf Dipole. Nach der BORNschen Dipol
theorie miiBten sich im konstanten Magnetfelde die gegen die Feldrichtung 
geneigten Begrenzungsflachen einer anisotropen Fliissigkeit elektrisch aufladen. 
SZIVESSI 4) hat bei einer Anzahl solcher Fliissigkeiten vergeblich nach diesem 
Effekt gesucht, obwohl seine Versuchsanordnung noch den 106ten Teil des 
Effektes angeben konnte. ORNSTEIN 5) bemerkt dazu, daB dieses negative Er
gebnis mit einer von ihm entwickelten Kristallaggregattheorie iibereinstimmt. 

49. Dipolmomente der Gase und Dampfe. Die im folgenden mitgeteilten 
Dipolmomente beruhen auf den von JONA6) aus den Messungen von BAEDECKER 7) 

errechneten Werten, auf seinen eigenen Messungen, auf denen von HOLsT 8) 

1) P. LERTES, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 315. 1921, 
2) P. LERTES, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 56. 1921. 
3) P. LERTES, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 61. 1921. 
4) G. SZIVESSI, ZS. f. Phys. Bd.34, S.474. 1925. 
5) L. S. ORNSTEIN, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 394. 1925. 
6) M. JONA, Phys. ZS. Bd.20, S. 14. 1919. 
7) K. BAEDECKER, ZS. f. phys. Chem. Bd.36, S.105. 1901. 
8) G. HOLST, Verslag. Kg!. Akad. d. Wiss., Amsterdam. Januar 1917. 

35* 
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und den neueren Untersuchungen von ZAHN1), WEIGT 2) , FALKENBERG3) und 
SXNGER4). Ferner sind in die Tabelle 31 die Werte aufgenommen, die FRIVOLD 5) 

aus der Elektrostriktion der Gase und BORN und KORNFELD 6) aus der Subli
mationswarme errechnet haben. 

Tabelle 31- Dipolmomente ft der Gase und Dampfe. 

Substanz Methode Beobachter ft. 1018 I Mittelwerte 

Wasser Temp.-Abh. BAED ECKER 2,39 

" JONA 1,87 2,29 
Zustandsgleichung HOLST 2,61 

Luft Temp.-Abh. JONA 1,61 
CO WEIGT 0,118 

CO2 WEIGT 0,142 
JONA 0,303 
ZAHN 0,060 ! 

S02 BAED ECKER 1,60 
JONA 1,76 1,70 
ZAHN 1,61 

Elektrostriktion FRIVOLD 1,83 

NH3 Temp.-Abh. BAEDECKER 1,52 
JONA 1,53 
ZAHN 1,44 1,72 

Zustaudsgleichung HOLST 2,38 

HCI Temp.-Abh. ZAHN 1,03 
FALKENBERG 2,15 
FALKENHAGEN U. WEIGT 2,15 

Elektrostriktion I FRIVOLD U. HAssEL 1,48 
Subl.-Warme BORN u. KORNFELD 3,89 

HBr Temp.-Abh. ZAHN 0,79 
Subl.-Warme BORN u. KORNFELD 3,35 

HJ Temp.-Abh. ZAHN 0,38 
Subl.-Warme BORN u. KORNFELD 3,89 

CH30H Temp.-Abh. BAEDECKER 1,96 
JONA 1,61 

CH4 SANGER ° CH3Cl . SANGER 1,97 
CH2Cl2· SANGER 1,59 
CHCl3 . SANGER 0,95 
CCl4 SANGER ° 
Athan SMYTH u. ZAHN ° Athylen SMYTH u. ZAHN ° Azetylen. SMYTH u. ZAHN ° Butylen SMYTH u. ZAHN 0,37 

Die Tabelle zeigt, daB leider selbst bei gleichen Methoden bei einigen Gasen 
zwischen den Ergebnissen der einzelnen Forscher noch so groBe Unterschiede 
bestehen, daB ein Mittelnehmen zwecklos erscheint, wahrend bei anderen Gasen 
die Ergebnisse bereits gut iibereinstimmen. 

50. Die Dipolmomente der Fltissigkeiten. Die Dipolmomente der Fliissig-
keiten der folgenden Tabelle 32 beruhen auf den Messungen und Berechnungen 

1) C. T. ZAHN, Phys. Rev. Bd.27, S.455. 1926. 
2) H. WEIGT, Phys. ZS. Bd.22, S.643. 1921, 
3) G. FALKENBERG, Ann. d. Phys. Bd.61, S.160. 1920. 
4) R. SANGER, Phys. ZS. Bd.27, S.556. 1926. 
5) 0. E. FRIVOLD, Phys. ZS. Bd.22, S. 603. 1921. 
6) M. BORN U. H. KORNFELD, Phys. ZS. Bd. 24, S.121. 1923. 
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von DEBYE1), ISNARDI 2), GRAFFUNDER3), LERTES 4), JONA5), HERWEG 6), LANGE7), 

KOCKEL8) und ·KAST9). 

Tabelle 32. Dipolmomente fl flussiger Dielektriken. 

Substanz 

Wasser 

Methylalkohol 

.Athylalkohol . 

Propylalkohol 

" Isobutylalkohol. 

Amylalkohol . 

" Isoamylalkohol . 

.Athylather . 

Azeton 

" Toluol 

Nitrobenzol 

Benzol 

" Glyzerin 

" Schwefelkohlen -
stoff 

Tetrachlor-
kohlenstoff 

Metaxylol 
Pyridin 
Chloroform 

p-Azoxyanisol 
p-Azoxypheneto I 

Methode 

Temp.-Abh. 

Rot.-Effekt 

Temp.-Abh. 

Rot.-Effekt 

Temp.-Abh. 

Rot.-Effekt 

Temp.-Abh. 
Assoziation 
Temp.-Abh. 
Assoziation 
Temp.-Abh. 
Assoziation 

Temp.-Abh. 

Rot.-Effekt 
Polarisation 
Assoziation 

Temp.-Abh. 

Rot.-Effekt 
Temp.-Abh. 
Rot.-Effekt 
Assoziation 
Temp.-Abh. 

" Rot.-Effekt 
Polarisation 
Temp.-Abh. 
Rot.-Effekt 

Temp.-Abh. 
Rot.-Effekt 

Temp.-Abh. 

" Assoziation 
Temp.-Abh. 

Magnetfeld 

Beobachter 

DEBYE 
KOCKEL 
LERTES 

DEBYE 
ISNARDI 
GRAFFUNDER 
LERTES 

DEBYE 
ISNARDI 
LERTES 

DE BYE 
LANGE 
DEBYE 
LANGE 
DEBYE 
LANGE 
LANGE 

DEBYE 
ISNARDI 
LERTES 
HERWEG 
LANGE 

DEBYE 
GRAFFUNDER 
DEBYE 
LERTES 
DE BYE 
LERTES 
LANGE 
JONA 
GRAFFUNDER 
LERTES 
HERWEG 
GRAFFUNDER 
LERTES 

ISNARDI 
LERTES 

ISNARDI 
ISNARDI 
LANGE 
LERTES 
ISNARDI 
KAST 
KAST 

10" • f< fltlssig 10" ·!t Gas 

0,57 
0,17 - 0,24 2,29 
0,74 

0,34 

° ° ° 
0,43 

° 0,53 

0,50 
1,53 
0,65 
0,172 
0,79 
1,83 
1,76 

1,18 
1,435 
1,27 
1,20 
1,22 

0,34 

° 0,51 
0,63 
0,57 
0,71 
3,84 

° ° ° ° ° 0,28 

° ° 
° ° 2,11 
0,136 
1,26 
94,3 
84,6 

1) P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 13, S.97. 1912; Bd.13, S.205. 1912. 
2) H. ISNARDI, ZS. f. Phys. Bd. 9, S. 153. 1922. 
3) ,;y. GRAFFUNDER, Ann. d. Phys. Bd.70, S.225. 1923. 
4) P. LERTES, Phys. ZS. Rd. 22, S.621. 1922. 
5) M. JONA, Phys. ZS. Bd.20, S. 14. 1919. 
G) J. HERWEG, ZS. f. Phys. Bd. 3, S.36. 1920; Bd. 16, S.23. 1923. 
7) L. LANGE, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 169. 1925. 
8) L. KOCKEL, Ann. d. Phys. Bd. 77, S. 417. 1925. 
9) W. KAST, Ann. d. Phys. Bd. 73, S. 145. 1924. 
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LERTES benutzte den Dipolrotationseffekt, HERWEG die Polarisation der 
Dipole im elektrischen Felde, KAST ihre Beeinflussung durch das Magnetfeld. 

LANGE suchte den Zusammenhang zwischen Assoziation der Molekiile 
und der Abweichung der Temperaturabhangigkeit der Dielektrizitatskon
stanten von der DEBYESchen Theorie unmittelbar experimentell zu fassen. 
Bei der Assoziation bestehen zwei Moglichkeiten. Die Molekiile konnen sich 
so einander lagern, daB ihr Moment Null wird, oder so, daB sie den doppelten 
Betrag des einzelnen Molekills erreichen. LANGE verwandte als Losungsmittel 
die sicherlich dipolfreien Fliissigkeiten Benzol und Schwefelkohlenstoff. Gelost 
wurden Nitrobenzol, Pyridin, Ather, Propylalkohol usw. LANGE zieht aus ihren 
Beobachtungen den SchluB, daB Nitrobenzol und Pyridin sowie vielleicht auch 
Amylalkohol nach dem Typus a, die iibrigen untersuchten Alkohole nach dem 
Typus b assoziieren. 

Die Tabelle 32 bietet im al1gemeinen kein sehr erfreuliches Bild. Die Ab
weichungen der nach den verschiedenen Methoden erhaltenen Werte sind vielfach 
sehr groB. Nur bei Athylather stimmen die Messungen recht gut iiberein. Leider 
ist Wasser der einzige Stoff, der sowohl in gasformigem wie in fliissigem Zustande 
untersucht worden ist, wobei von einer Ubereinstimmung der Dipolmomente 
keine Rede sein kann. 

Es ware dringend erwiinscht, daB baldigst die Dipolmomente von fliissigem 
CO2, S02' NH3 , CHaCl, CH2Cl2 und von gasformigem Athylather ermittelt 
wiirden. 

51. Dipolmoment und Molektilarstruktur. Das Dipolmoment eines Mole

Tab.elle 33. 

Chlorbenzol 
Brombenzol 
Dimethylanilin . 
o-Dinitrobenzol . 
m-Dinitrobenzol 
p-Dinitrobenzol. 
sym-Tribrombenzol 
o-Nitrotoluol. . . 
p-Nitrotoluol. . . 
o-Chlornitro benzol 
m-Chlornitrobenzol 
p-Chlornitrobenzol 
p-Bromnitrobenzol 

1018 • ". 

1,58 
1,56 
1,39 
5,95 
4,02 
·0,8 
0,3 
3,56 
4,30 
4,25 
3,38 
2,52 
2,69 

1018 • V 

6,5 
3,75 
0,00 
0,00· 
3,62 
4,18 
4,75 
3,27 
2.17 
2,19 

kills; das mehrere polare Gruppen 
enthalt,· niuB nach DEBYES Theorie 
die Vektorsumme der Dipolmomente 
der Gruppen sein. Zur Priifung dieses 
Satzes wurde von HOJENDAHLl) eine 
Reihe von Ol:ganischen Fliissigkeiten 
untersucht. In der folgenden Ta
belle 33 ist ft das experimentell er
mittelte, v das theoretische Dipol
moment. 

HOJENDAHL nimmt an, daB 
die Chlor-, Brom- und Nitrogruppe 
gleiche, die Methylgruppe die ent
gegen~esetzte Ladung hat. 

f) Permanente Polarisation. 
52. Der Elektret. HEAVISIDE hat ein im gesamten Volumen permanent 

polarisiertes Dielektrikum "Elektret" genannt. Zwei japanischen Forschern, 
SAT(2) und EGUC:HI 3) ist es gelungen, soIche Elektrete herzustellen und zu 
untersuchen. 

Wird eine dielektrische Fliissigkeit, die aus Dipolen besteht und amorph 
erstarrt, wahrend sie sich in einem starken elektrischen Feld befindet, ihre Dipole 
also zum Teil ausgerichtet sind, in die feste Phase iibergefiihrt, so werden die 
Dipole in ihrer gerichteten Lage fixiert und behalten diese Lage auch nach Aus
schalten des elektrischen Feldes bei; so daB der Korper pc-manent elektrisiert ist. 

1) K. HOJEXDAHL. Nature Bd. 117, S.892. 1926. 
2) M. SATO. Sc. Reports Tohok~ Univ. Bd. 11. S. 159. 1922. 
3) M. EGUCHI. Phil. Mag. Bd.49, S.178. 1925. 
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EGUCHI und SATO fanden, daB Mischungen von Wachs und Harz die ge
wiinschten Eigenschaften besitzen. Die nach der Erstarrung und,dem Ausschalten 
des Feldes vorhandenen OberfHichenla:dungen zeigten ein bemerkenswertes Ver
halten. Sie waren nach GroBe und Art von den bei Oberfl1j.chenelektrisierung 
auftretenden Ladungen verschieden und lieBen sich weder durch Behandlung 
der Oberflache mit der Bunsenflamme noch durch wiederholte Bestrahlung mit 
RontgenstraPlen noch durch Abwaschen mit Salzsaure, Alkohol, Alkalien zer
storen. Auch Abtragen der Oberflachen mit dem Messer beseitigte die Ober
flachenladung nicht. Nur ein zeitweises Absinken oder Verschwinden konnte 
bei verschiedenen Manipulationen beobachtet werden, stets aber stellte sich der 
urspriingliche Wert der Polarisation wieder ein. Die erhaltenen Werte der Ober
flachendichte sind ebenso groB wie diejenigen, die iiberhaupt durch Reibung 
erhalten werden konnen, namlich ca. 5 elektrostatische Einheiten, und ihre Be
standigkeit ist so groB, daB nach drei Jahren noch keine Verringerung der Ladung 
festgestellt werden konnte. Bei einer Art von Wachs, dem Carnaubawachs, 
erhielt SATO folgende permane~ten Werte: 

mittlere Raumladungsdichte 2,63.10- 9 coul/cm3 positiv, 
1,67 .10- 9 coul/cm3 negativ; 

maximale OberfHichendichte 1,59.10- 9 couljcm2 positiv, 
1,22- 10-9 coul/cm2 negativ. 

g) Ermittelung der Kraft f. der Elektronenbindung. 
53. Molrefraktion und Deformierbarkeit der lonen. Das Ziel, aus der 

Messung der Dielektrizitatskonstante die auf die Polarisationselektronen in den 
Atomen und Molekiilen wirkenden Krafte abzuleiten, ist noch nicht erreicht 
worden. Dagegen liegen schon mehrere Versuche vor, diese dielektrischen Krafte 
aus optischen Messungen abzuleiten. 

Fiir die Kraft I, die sich der Verschiebung eines optischen oder dielektrisch 
wirksamen Elektrons aus seiner Ruhelage widersetzt, gilt 

I -- 4n N 2 !:~ + 2 
- 3 e n~ -1 ' (113) 

wo N die Zahl der fraglichen Elektronen in der V olumeneinheit, e die Elektronen
ladung und nco der optische Brechungsindex fiir unendliche lange Walen ist. 
Da nun nach MAXWELL 

n~=e, 
so wird 1= 4n- N e2 8 + 2 • 

3 8 - 1 

Andererseits hangt I mit der sog. Molrefraktion R eng zusammen. Es ist 

R = n~ -1 f 
n~ + 2 d ' 

wo g das Molgewicht und d die Dichte der Substanz ist. 
Also wird 

1= 4n None2 

3 R ' 

(114) 

(115) 

(116) 

wo No die LOSCHMIDTsche Zahl und n die Zahl der im Atom oder Molekiil ver
schiebbaren Elektronen ist. 

Es laBt sich also setzen I ~ konst.· n 
- R . (117) 
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Die Molrefraktion R ist durch FAJANS und Joos1) fUr eine groBe Anzahl von 
Ionen berechnet worden. Sie extrapolierten allerdings n nicht auf unendlich 
lange Wellen, sondern rechneten mit den Brechungsexponenten bei der Wellen
Hinge der D-Linie. Die dadurch bedingten Abweichungen sind gering. 

Ferner haben BORN und HEISENBERG2) die Deformierbarkeit eines Atoms 
oder Ions berechnet, wobei sie unter Deformierbarkeit IX den Betrag des elek
trischen Momentes verstehen, den das Atom im Felde 1 annimmt. Also ist 

ne2 

IX=-j-' (118) 

BORN und HEISENBERG lei ten IX aus den RYDBERG- und RITzschen Korrektionen 
der Serienspektren abo Die von ihnen erhaltenen Werte genugen mit betracht
licher Genauigkeit dem Gesetz 

IX = C· zclL (119) 

wobei die zur Bestimmung von Zeff benutzte Abschirmungszahl ungefahr mit 
der fUr R6ntgenterme gultigen ubereinstimmt. Unter Heranziehung der Re
fraktion der Salze laBt sich dann eine vollstandige Tabelle der IX-Werte aller 
edelgasahnlichen Ionen aufstellen und damit die wichtigsten Eigenschaften der 
Salzmolekeln der Alkalikaloide numerisch voraussagen. 

54. Berechnung der GroBe f. Aus den von F AGANS und J oos gegebenen 
Werten hat SMYTH 3) die GraBe t selbst ausgerechnet. Dabei wurde angenom
men, daB aIle Elektronen der auBeren Schale in gleicher Weise verschieb
lich seien und zur Molrefraktion beitrugen, wahrend die Elektronen der inneren 
Schalen so fest gebunden seien, daB ihr Beitrag zur Molrefreaktion vernach
lassigt werden kanne. 

Er gibt folgende TabeIle: 
Tabelle 34. 

I He I Li+ ! I Be++ I B+++ I c++++ 

I 

i I ! 

I 
Rn 0,50 

I 
0,20 I 

I 
0,09 0,05 0,03 I 

f' 10- 6 2,32 5,8 I 12,9 23,2 
i 

38,6 
I 

0-- I F- Ne I Na+ I I Mg++ I Al+++ I Si++++ I 

Rn I 2,5 I 0,50 

I 

! 

I I 
7 1,00 0,29 0,17 0,1 

I' 10- 6 0,66 I 1,85 
I 

4,63 9,27 
I 

16,0 27,3 46,3 

I 

I I K+ Ca++ 
I 

I sc+++ ITi++++ S- - Cl- I A 
I I 

I 
I 

............ -. I 

Rn 15 8,7 4,20 2,23 1,35 Zn++ : 0,97 0,69 
I' 10- 6 0,31 0,53 1,10 2,08 3.43 : : 4,78 6,72 

i 0,29 
I Br- Rr Rb+ Sr++ 16,0 y+++ IZr++++ Se- -

I 

Rn 16,3 12,2 6,37 3,6 2,25 Cd+++ 2,6 
I 

2,03 
1'10- 6 0,28 

, 
0,38 

I 
0,73 1,29 2,06 1,78 2,28 

2,44 : I 
Te- -

I 
]- I X cs+ Ba++ 1,90 : La+++ Ice++++ 

Rn 24,4 18,5 10,42 I 6,3 4,3 Hg++ 4,0 3,05 
f· 10- 6 0,19 0,25 0,445 I 0,74 

I 
1,08 1,16 1,52 

I 5,05 
0,92 

1) K. FAJANS U. G. Joos, ZS. f. Phys. Bd.23, S.1. 1924. 
2) ::\1. BORN u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd.23, S. 388. 1924. 
3) C. F. SMYTH, Phil. Mag. Bd. 1, S.361. 1925. 
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In Tabelle 34 bedeutet RD die Molrefraktion flir die D-Linie. Die in punktierte 
Linien eingeschlossene Spalte ist eine Reihe tiefer gesetzt, weil ihre Zahlen nicht 
unmittelbar mit den beiden Nebenspalten zu vergleichen sind. 

SMYTH folgert aus weiteren Berechnungen, daB bei ungesattigten Valenzen 
die auf die Elektronen wirkende Kraft f klein ist, und daB im allgemeinen die 
Kraft t sowohl bei denjenigen Elektronen, die Atome miteinander verbinden, 
als auch bei denen, die einem Atom oder Ion allein in der auBersten Schale an
geh6ren, in dem MaBe abnimmt, in dem die Zahl der Elektronenschalen zunimmt, 
und wachst, wenn die Kernladung wachst, ohne daB die Zahl der Elektronen
schalen steigt. 

Es ist zu erwarten, daB diese wichtige Kraft t auch durch Messung der Di
elektrizitatskonstanten selbst ermittelt wird. 

h) Storungen und Anomalien in den Dielektriken. 
55. Leitfahigkeit. Wie bereits eingangs erwahnt, ist es verfehlt, zwischen 

Dielektriken einerseits, Leitern andererseits zu unterscheiden. Jeder K6rper be
sitzt quasi-elastisch gebundene Elektronen, also dielektrische Eigenschaften, und 
auBerdem verschiebliche Ladungen, also Leitfahigkeit. Infolgedessen kann die 
elektrische Leitfahigkeit der Dielektriken nicht Gegenstand eines Abschnitts iiber 
Dielektrika sein, sondern geh6rt in das Kapitel iiber elektrische Leitfahigkeit. 
Die Beseitigung der durch sie und die aus ihr folgende elektrolytische Polari
sation hervorgerufenen St6rungen der Messung der Dielektrizitatskonstanten ist 
Sache der MeBtechnik und geh6rt ebenfalls nicht hierher. 

56. Dielektrische Hysterese. Dielektrische Verluste. 1st die elektrische 
Leitfahigkeit eines Dielektrikums bekannt, so laBt sich ohne weiteres die Gr6Be 
der durch sie bei Belastung des Dielektrikums mit Wechselspannung bedingten 
Energieverluste berechnen. Werden die Ergebnisse solcher Berechnungen mit 
den tatsachlich gemessenen Verlusten verglichen, so zeigt sich, daB die Verluste 
unter Umstanden viel gr6Ber sind, als sich aus der Berechnung ergibt. Der Dber
schuB der wirklichen Verluste iiber die berechneten und ohne weiteres erklar
lichen sei als dielektrischer Verlust im engeren Sinn bezeichnet. Diese dielek
trischen Verluste fehlen bei Gasen, sind bei dielektrischen Fliissigkeiten meist 
gering, zum Teil sogar unmerklich, dagegen bei festen K6rpern vielfach sehr 
groB. Sowohl bei starker Spannungsbelastung (Hochspannungskabel) als auch 
bei hoher Frequenz (drahtlose Telegraphie) k6nnen sie so groB werden, daB sie 
das Dielektrikum zerst6ren. An ihrer Erklarung besteht also ein noch gr6Beres 
technisches als wissenschaftliches Interesse. . 

Nun scheint aber zum mindesten ein groBer Teil dieser dielektrischen Ver
luste durch Verunreinigungen des Dielektrikums durch einen zweiten in geringer 
Menge anwesenden K6rper (bei fliissigen Dielektriken vielfach Wasserspuren) 
verursacht zu sein. Wahrend aber die Technik die Stoffe wechselnder Zusammen
setzung so untersuchen muB, wie sie sie braucht, hat die Wissenschaft nur an 
solchen Untersuchungen Interesse, bei denen die untersuchten K6rper vollstandig 
definiert sind, d. h. an chemisch reinen einheitlichen Stoffen oder h6chstens noch 
an solchen Verunreinigungen, deren Art, Verteilung und Gehalt genau bekannt 
sind. 

Das alles hat in Verbindung mit Schwierigkeiten der MeBmethode zur Folge 
gehabt, daB unter der groBen Zahl der iiber die dielektrischen Verluste aus
geflihrten Messungen die wissenschaftlich brauchbaren sehr selten sind. 

Bei den alteren Untersuchungen wurde in der Regel der Energieverlust 
selbst durch die Erwarmung des Dielektrikums ermittelt. Wird die Abhangig-
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keit des Energieverlustes Q von der Spannung E durch Q = C . Em dargestelit, 
so fanden die meisten Beobachter m = 2, also ein quadratisches Gesetz, wahrend 
sich bei anderen fUr m bald groBere, bald kleinere Werte ergaben. Mit wachsender 
Frequenz nimmt der Energieverlust zu, und zwar soli der Energieverlust inner
halb einer Periode bei bestimmten Werten der Frequenz ein Maximum zeigen. 

Bei den neueren Untersuchungen wird nicht mehr der Energieverlust selbst, 
sondern der mit ihm zusammenhangende "Verlustwinkel" {} untersucht, der 
sich sehr viel einfacher und genauer messen laBt, als die Erwarmung des Dielek-
trikums. Es gilt Q = e. i. sin{}. (120) 

Um den Winkel {} bleibt der elektrische Vektor des Kapazitatsstromes gegen 
den Stromvektor eines idealen verlustfreien Kondensators zuriick. Es liegt also 
eine Art Hysterese vor. Bei geeigneter Anordnung laBt sich direkt eine Hysterese
schleife ahnlich der magnet~schen aufnehmen. Der grundlegende Unterschied 
zwischen beiden Erscheinungen besteht jedoch darin, daB die magnetische Hyste
reseschleife auch statisch aufgenommen werden kann, die elektrische dagegen 
vorwiegend dynamisch bedingt ist. 

Von den neueren Versuchen sei vor aHem der von BRYAN l ) erwahnt, der 
fliissige Dielektriken untersucht und feststelit, daB bei Xylol der Verlustwinkel 
infolge von sorgfhltigem Trocknen auf 1/12 seines Wertes sinkt. Da nun die Ver
suche iiber die elektrische Durchschlagsfestigkeit von Olen ge,.;eigt haben, wie 
auBerordentlich schwierig es ist, die letzten Wasserspuren aus dem 01 zu ent
fernen, liegt der SchluB nahe, daB der bei BRYAN nach Trocknung des Oles noch 
iibrig gebliebene geringe Verlustwinkel durch einen Rest von Feuchtigkeit im 
01 verursacht ist und daB vollkommen trockene dielektrische Fliissigkeiten keine 
dielektrischen Verluste zeigen. Jedenfalls diirfte aber aus den Messungen von 
BRYAN mit Sicherheit hervorgehen, daB nur solche Untersuchungen irgendwelches 
wissenschaftliche Interesse haben, bei denen die Trocknung und Reinigung der 
Versuchssubstanzen mit allen zu Gebote stehenden Mitteln vor der Messung 
durchgefiihrt worden ist. Da solche Versuche iiberhaupt noch nicht angestellt 
wurden, ist es miiBig, iiber die dielektrischen Verluste in wissenschaftlicher Be
ziehung weitere AusfUhrungen zu machen. Es liegen bisher keinerlei Griinde fUr 
die Annahme vor, daB die Theorie von K. W. WAGNER, wonach die dielektrischen 
Verluste durch die Anwesenheit mehr oder weniger schlecht leitender fremder 
Teilchen verschiedener GroBe (also durch Verunreinigungen) in dem Dielek
trikum hervorgerufen werden, die dielektrischen Verluste nicht volistandig zu 
erklaren vermag. Es seien deshalb im folgenden lediglich die Autoren aufgefUhrt, 
die in neuerer Zeit Messungen iiber die dielektrischen Verluste ausgefUhrt haben. 
Es sind dies TANK2) (allgemeine AusfUhrungen), BAIRSTo3 ) (Loschpapier, Glas, 
Guttapercha, Gummi, Marmor, Schwefel), SCHOTT 4) (Glaser), SAEGUSA5) (Quarz 
und andere Kristalle, Bernstein, Paraffin, Schwefel, Papier, Ebonit, Glas) , MAc 
LEOD6 ) (Glas, Paraffin, Ceresin, Glimmer), JAQUEROD und MUGELI7) (Quarz
glas) , U. MEYERS) (Glimmer), LUBBEN 9) (Kabelpapiere), MAC DOWELL10) 

1) A. B. BRYAN, Phys. Rev. Bd.22, S.399. 1923. 
2) F. TANK, Ann. d. Phys. Bd.48, S.307. 1915. 
3) G. E. BAIRSTO, Proc. Roy. Soc. London Bd.96, S.363. 1920. 
4) E. SCHOTT, Jahrb. d. drahtl. Telegr. Bd. 18, S.82. 1921. 
5) H. SAEGUSA, Sc. Reports Tohoku Univ. Bd. 10, S. 437.1922; Bd. 13, S. 179. 1924. 
6) H. J. MAC LEOD, Phys. Rev. Bd.21, S. 53. 1923. 
7) A. JAQUEROD U. H. Mti'GELI, Arch. sc. phys. et nat. Bd.4, S. 10 u. 89. 1922. 
8) U. MEYER, ZS. f. Fernmeldetechn. Bd.4, S. 1. 1923. 
9) C. Lti'BBEN, Arch. f. Elektrot. Bd.10, S.283. 1925. 

10) L MAC DOWELL, Phys. Rev. Bd.23, S. 507. 1924. 
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(fliissige Dielektriken), MOULINEl) (Kolophonium), HILL2) (Bleiglas), RICHARD
SON 3) (Quarz). 

i) Mechanik der Dielektriken. 
57. Theorie der Elektrostriktion. Elektrostriktion wird die elastische 

Deformation der K6rper durch elektrische Krafte genannt. 
Da die zur Erzeugung des elektrischen Feldes n6tigen Elektroden sich 

gegenseitig anziehen, iiben sie auf das Dielektrikum einen Druck aus, sobald 
eine Spannung an ihnen liegt und sie nicht durch die Art der Befestigung 
daran gehindert werden. Der ausgeiibte Druck ist durch das Quadrat der 
Feldstarke, also durch V2/d 2 (V Spannung, d Abstand der planparallel gedachten 
Elektroden) bestimmt. 

Die Frage ist, ob die durch diesen Druck hervorgerufene Volumanderung 
des Dielektrikums die einzige ist, od.er ob die dielektrische Polarisation des 
Dielektrikums in seinem Innern ebenfalls Volumanderungen hervorruft. Oder 
vielleicht noch besser ist die Frage zu stellen, wie groB diese Volumanderungen 
sind, denn daB sich bei Verschiebung der Elektronen und Kerne eines Atoms oder 
der Atome eines Molekiils gegeneinander auch das Volumen andert, diirfte keinem 
Zweifel unterliegen. Die Frage ist nur, ob diese Anderung meBbar ist. 

Die Theorie hat sich in zwei Richtungen um die Erfassung der Erscheinungen 
bemiiht. N ach F ARADA Y und MAXWELL besteht im elektrischen F eld des Raumes ein 
Zug in Richtung der Kraftlinien und ein Druck senkrecht dazu. Die Schwierig
keit fUr die Dbertragung dieser Vorstellung auf die Dielektrika bestand nun darin, 
daB keine plausiblen Annahmen dariiber gemacht werden konnten, welcher 
Bruchteil dieser Krafte vom Raum und welcher von dem in den Raum gebrachten 
Dielektrikum aufgenommen wurde. N'ach den heutigen Vorstellungen ist die 
ganze Betrachtungsweise gegenstandslos. 

Die zweite Richtung war die Beantwortung der Frage: wie deformiert sich 
ein K6rper, der eine gleichmaBige Volumladung tragt? 

Neben der auf diese beiden Weisen berechneten Deformation bestt;ht noch 
eine zweite, die sich aus der Thermodynamik ableiten laBt: wachst die Dielek
trizitatskonstante durch auBeren Druck, so muB sich der K6rper im Feld zusam
menziehen und umgekehrt. Da nun e schon wegen der zunehmenden Dichte mit 
dem Druck stets zunimmt, ware hiernach stets eine Kontraktion der Dielektriken 
im elektrischen Feld zu erwarten. 

58. Versuche tiber Elektrostriktion. Die Versuche, die Frage experimen
tell zu 16sen, begannen mit GOVI 4), DUTERS), RIGHI6), KORTEWEG und JULIUS7), 
RONTGEN 8), QUINCKE 9), ohne daB es gelang, zu einem eindeutigen Ergebnis zu 
kommen. Auch die spateren Versuche von DESSAU IO) CORBINOll), ERCOLINI12), 
MOREI3) widersprechen sich noch. 

1) M. MOULINE. Ann. de Toulouse Bd. 14. S.71. 1923. 
2) C. F. HILL. Phys. Rev. Bd. 25. S. 116. 1925. 
3) S. W. RICHARDSON. Proc. Roy. Soc. London (A) (Bd. 107. S.101. 1925. 
4) G. GOVI. C. R. Bd.87. S.857. 1878. . 
5) E. DUTER. C. R. Bd.87. S.828. 1878; Bd.88. S.1260. 1879. 
6) A. RIGHI. C. R. Bd.88. S. 1260. 1879. 
7) D. KORTEWEG U. V. JULIUS. Wied. Ann. Bd.12. S.647. 1881. 
8) W. C. RONTGEN. 20. Ber. d. OberheJ3. Ge~. f. Natur ~. Heilk. 1880. 
9) G. QUINCKE. Wied. Ann. Bd. 10. S.161 u. 513. 1881; Bd. 19. S. 545. 1883. 

10) B. DESSAU. Rend. Ace dei Lincei (5) Bd.3. S.488. 1894. 
11) O. CORBINO. Cim. (4) Bd.4. S.240. 1896. 
12) G. ERCOLINI. Cim. (4) Bd. 12. S. 77. 1900; (5) Bd. 2. S. 5 u. 297.1903; Journ. de phys. 

(4) Bd. 1. S.40. 1902. 
13) L. T. MORE. Phil. Mag. (5) Bd. 50. S.198. 1900; (6) Bd.2. S.527. 1901. 
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Besonders sorgfaltige Messungen sind von WULLNER und WIENl) ausgefuhrt 
worden. Sie benutzten die von QUINCKE angegebene Anordnung, bei welcher 
die Volumanderung thermometeriihnlicher, innen mit Wasser gefUllter und in 
Wasser getauchter GlasgefaBe im kapillaren Tell direkt abgelesen werden konnte. 
Sie verwendeten dabei moglichst kurze Ladungszeiten, urn Fehler durch Leitungs
warme und Ruckstandsblldung zu vermeiden. Sie erhieIten das gleiche Er
gebnis wie QUINCKE, daB namlich der Effekt zweiter Art dem erster Art ent
gegenwirkt. 

Wird kl = +. :; fUr Druck senkrecht zum Feld gesetzt, so war bei den Ver

suchen von WULLNER und WIEN kl negativ mit erheblichen Unterschieden je 
nach der Glassorte. Die beiden Forscher haben ihre Ergebnisse dann weiter da
durch nachgepruft, daB sie die Kapazitatsanderung an Glasrohren maBen, die 
durch Zug beansprucht wurden. Die' Kapazitatsanderungen betrugen nur ein 
Zehntausendstel des urspriinglichen Werts, liegen also an der Grenze der damals 
erreichbaren MeBgenauigkeit. Die so erhaltenen Werte waren mit den aus den 
Elektrostriktionsmessungen erhaItenen in befriedigender 0bereinstimmung. 

Mit der Elektrostriktion in Flussigkeiten beschaftigten sich Versuche von 
QUINCKE2), RONTGEN3), BOS4), ODDONE 5). Es gelang aber bei diesen Versuchen 
nicht, einen Effekt mit Sicherheit festzustellen. 

An den Gasen Luft und CO2 wurde die Elektrostriktion von GAUS6) unter
sucht. Bei Gasen falIt der Effekt erster Art weg. Es bleibt nur die Druckande
rung infolge von Raumladungen ubrig. Fur die Druckanderung ergibt sich bei 
apolaren Gasen 

(121) 
wo ~ die Feldstarke ist. 

Die von GAUS gemessenen Druckdifferenzen stimmen bei Berucksichtigung 
der Schwierigkeiten der Messung befriedigend mit den berechneten Werten 
uberein. 

Eine Durcharbeitung der Theorie der Elektrostriktion ist in neuerer Zeit 
durch KEMBLE7) erfolgt. Versuche sind von BOUCHET8) FRIVOLD9), KARBLER10), 
PAUTHENIERll), BRUHAT und PAUTHENIER12) ausgefiihrt worden. 

BOUCHET untersuchte die Zusammenpressung einer Kautschukplatte durch 
ein elektrostatisches Feld bei beweglichen Elektroden. Er fand eine starkere 
Zusammenpressung, als der Formel 

Ad 1 s0;2 
d= M 8",;' (122) 

(M Elastizitatsmodul, c Dielektrizitatskonstante, ~ Feldstarke) entspricht und 
schloB daraus auf eine direkte Wirkung des Feldes auf das Dielektrikum, die 
dem Quadrat der Spannung proportional ist. 

1) W. WULLNER U. M. WrEN, Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 1217. 1902 u. Bd. 11, S. 619. 1903. 
2) G. QUINCKE, Wied. Ann. Bd.10, S. 513. 1881-
:1) W. C. RONTGEN, Wied. Ann. Bd. 11, S. 771. 1880. 
4) D. Bos, Dissert. Groningen 1890. 
0) E.ODDONE, Lincei Rend. (4) Bd.6, S.452. 1890. 
6) R. GAUS, Ann. d. Phys. Bd. 11, S.797. 1903. 
7) E. C. KEMBLE, Phys. Rev. Bd.7, S.614. 1916. 
8) B. L. BOUCHET, Ann. de phys. Bd. 12, S. 303. 1919; C. R. Bd. 163, S. 169 u. 479.1916. 
9) O. E. FRIVOLD, Phys. ZS. Bd.603. 1921-

10) J. P. KARBLER, Phys. Rev. Bd.23, S.300. 1924. 
11) M. PAUTHENIER, Journ. de phys. Bd. 5, S.312. 1924. 
12) G. BRUHAT U. M. PAUTHENIER, C. R. Bd. 179, S. 1257.1924; Journ. de phys. Bd. 6, 

S. 1. 1925. 
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Eine weitere Untersuchung BOUCHETS bezog sich auf Glas, Paraffin und 
Ebonit, die als Dielektrikum eines ringformigen Kondensators dienten. BOUCHEt 
fand, daB die mit Hilfe der Verschiebung von Interferenzstreifen gemessene Ver
langerung des Dielektrikums im elektrischen Feld mit 11M wuchs und daB bei 
Ebonit 1 1M und Verlangerung einander proportional waren. 

Ferner trennte BOUCHET das Dielektrikum von den Belegungen, urn den rein 
elektrostatischen Druck der Elektroden auszuschalten. Dann deformierte sich 
Paraffin fast ebenso wie fruher, wahrend bei Ebonit die Deformation so groB war 
wie zuvor (?). Wirkte das elektrostatische Feld auf das innere Volumen von 
Zylindern ein, so wuchsen die Deformationen proportional der Ladung und das 
Volumen blieb konstant. Vbereinstimmung zwischen Rechnung und Messung 
ergab sich nur, wenn statt der wirklichen die scheinbare Dielektrizitatskonstante 
in die Formeln eingesetzt wurde, wobei als scheinbare Dielektrizitatskonstante 
das Verhaltnis der Ladungen des Kondensators mit Dielektrikum im Augenblick 
der Messung und des Kondensators ohne Dielektrikum bezeichnet ist. Bei sehr 
kurzer Ladungsdauer war die scheinbare Dielektrizitatskonstante gleich der 
wirklichen. Ferner fand BOUCHET, daB bei leitenden Flussigkeiten das Gleich
gewicht zwischen den elektrostatischen Kraften und dem Druck augenblicklich 
erreicht wird, wahrend bei isolierenden Flussigkeiten ein Zeiteffekt besteht und 
erst die Extrapolation auf die Zeit Null die gleichen Werte ergibt, die bei leitenden 
Flussigkeiten sofort auftreten. 

FRIVOLD benutzte die aus der DEBYESchen Theorie folgende Druckzunahme 
dipolar Gase im elektrischen Feld zur Messung des Dipolmoments. 

Der Druck p eines in einem elektrischen Feld befindlichen dipolaren Gases 
ist durch die Gleichung 1 @:' 

P _ P '2 ("'+P) kT 
- oe (123) 

gegeben. Dabei ergibt sich tX aus der Gleichung 

(124) 

wenn n der auf die Schwingungszahl 0 extrapolierte Brechungsexponent, M das 
Molekulargewicht, e die Dichte des Gases und N die LOSCHMIDTsche Zahl ist. 
Ferner ist fl2 

fJ = 3k T . (125) 

Da tX und fJ sehr kleine GroBen sind, laBt sich schreiben 

P - Po 1 ~2 
-P- = 2'(tX + fJ) kT' (126) 

FRIVOLD erhalt mit Hilfe dieser Gleichung durch Messung von p und Q; fUr 
S02 den Wert fl = 1,83'10- 18, wahrend lONA aus der Temperaturabhangigkeit 
der Dielektrizitatskonstante den Wert fl = 1,76 '10- 18 erhielt. Die gute Uberein
stimmung durfte ein Beweis dafUr sein, daB die DEBYESche Theorie auch die 
Elektrostriktionserscheinungen der dipolaren Gase richtig wiedergibt. 

KARBLER versucht, mit einem WHIDDINGTONSchen Ultramikrometer fest
zustellen, ob die nach FARADAY und MAXWELL im elektromagnetischen Raum vor
handenen Zug- und Druckkrafte auf das Dielektrikum iibertragen werden. Es 
gelang ihm jedoch nicht, einen Effekt nachzuweisen, obwohl die bei Ubertragung 
der Zug- und Druckkrafte auf das Dielektrikum zu erwartende GroBe des Effektes 
die Empfindlichkeitsgrenze des Mikrometers urn das hundertfache ubertraf. 

PAUTHENIER untersuchte mit einer Interferenzmethode den Unterschied des 
Brechungsindexes von dielektrischen, sehr schwach doppelbrechenden Flussig-
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keiten innerhalb und auBerhalb des elektrischen Feldes. Er arbeitete dabei mit 
!...adungsdauem von 10-4 sek, die zur optischen Beobachtung geniigen, aber noch 
keinen storenden Jouleeffekt auftreten lassen. Er fand bei Benzin eine Elektro
striktion, die der GroBe nach dem Gesetz von LORENTZ entspricht. D. h. es war 

:: ~ ~ ~ = konst., wenn die Dichteanderung des Benzins im elektrischen Feld 

nach der LIPPMANNschen Theorie der Elektrostriktion berechnet wurde. 
Bei Tetrachlorkohlenstoff dagegen war die Ubereinstimmung weniger gut. 
Endlich weisen BRUHAT und PAUTHENIER darauf hin, daB zwischen einer 

isothermen und einer adiabatischen Elektrostriktion unterschieden werden miisse. 
Bei Ladezeiten von 10- 4 sek kommt nur die adiabatische in Frage. 

59. Der J ohnsen-Rahbeck-Effekt. Wird auf eine Platte, die aus einem 
Halbleiter wie z. B. Solnhofener Schiefer besteht und deren untere Flache mit 
einer festanschlieBenden Metallbelegung versehen ist, eine Metallscheibe gelegt 
und eine Spannung von beispielsweise 220 V zwischen die Metallbelegung unter 
der Platte und die Metallscheibe auf der Platte geschaltet, so flieBt infolge des 
hohen Widerstandes des Halbleiters nur ein Strom von etwa 10 - 6 Amp. durch 
das System. Gleichzeitig wird aber die Metallplatte so kraftig von der Halb
leiterplatte angezogen, daB Hebekrafte von der GroBenordnung eines Kilogramms 
notig sind, urn sie von ihr abzuheben1). 

Die Erklarung der Erscheinung ergibt sich aus Abb. 10. 
Bekanntlich ist es nur bei auBerster Sorgfalt moglich, zwei Platten so eben 

zu schleifen, daB sie sich beim Aufeinanderlegen in vielen Punkten beruhren und 
infolgedessen durch Adhasion aneinander haften. Bei Platten, die ohne besondere 
Vorkehrungen glatt geschliffen sind, findet Beruhrung nur in ganz wenigen Punk
ten, beispielsweise bei A und B in Abb. 7, statt. Infolgedessen haben die elek
trischen Stromlinien den in .Abb. 7 'punktiert eingezeichneten Verlauf und im 

Punkt C herrscht nicht das Potential Null, wie es bei Beruhrung mit der Metall
platte an dieser Stelle vorhanden ware, sondem ein Potential von vielleicht 
100 V, wahrend die Metallplatte, die sich im Punkt C, nur durch eine auBerst diinne 
isolierende Luftschicht getrennt, gegeniiber befindet, auf dem Potential Null 
ist, so daB in der Luftschicht eine auBerordentlich groBe Feldstarke und infolge
dessen eine sehr groBe elektrostatische Anziehung zwischen der Metallplatte und 
der gegeniiberliegenden Flache des Halbleiters besteht. 

Aus dieser Analyse der Erscheinung folgt ohne weiteres, welche Bedingungen 
der Zwischenleiter ediillen muB. Sein Widerstand muB namlich mindestens so 
groB sein, daB er die gewiinschte Spannung, in Abb. 10 220 V, aushalt, ohne sich 
storend zu erwarmen, dad aber doch nicht so graB sein, daB die Aufladung des 
durch die Luftschicht, den Halbleiter einerseits, die Metallplatte andererseits 
gebildeten Kondensators auf ein dem Gleichgewichtspotential naheliegendes 
Potential merkliche Zeit dauert. Es muB also der Widerstand des Halbleiters 

1) Siehe K. ROTTGARDT, ZS. f. techno Phys. Bd.2, S. 31 S. 1921; E. REGENER, ebenda 
Bd.3, S.220. 1922; L. BERGMANN, ebenda Bd.4, S.11. 1923; J. WASZIK, ebenda Bd.5. 
S.29. 1924; A. KRAMER, ZS. f. Phys. Bd.27. S.74. 1924. 
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urn so geringer sein, je haher die Wechselstromfrequenz ist, bei welcher die An
ziehung noch wirksam sein solI, bis sich die beiden Forderungen bei Hochfrequenz 
widersprechen. 

Ware das aus dem Halbleiter und der Metallplatte gebildete System voll
standig starr, so ware die Anziehungskraft zwischen den beiden dem Quadrat 
der angelegten Spannung proportional. ROTTGARDT1) fand jedoch Proportio
nalitat mit P, was sich ohne weiteres daraus erklart, daB die elektrostatische 
Anziehung zwischen den beiden Flachen diese einander urn so mehr nahert, je 
graBer sie ist. 

1st der Zwischenkarper ein maglichst vollkommener Isolator, so bewirkt 
nach SCHERING und SCHMIDT2) die Luftschicht, daB die Anziehungskraft graBer 
ist als bei luckenloser Beruhrung und zwar urn einen Faktor, der nahezu gleich 
der Dielektrizitatskonstante des Isolators ist, weil sich die Feldstarken im Iso
lator und in der Luftschicht umgekehrt wie die Dielektrizitatskonstanten ver
halten und die Dielektrizitatskonstante der Luftschicht praktisch gleich 1 ist. 
Dabei ist, wie auch die Rechnung ergibt, die Anziehungskraft nur wenig von der 
Dicke der Luftschicht abhangig, so lange diese klein ist. Bei einem im Innern 
hochisolierenden Dielektrikum mit Oberflachenleitung gilt bei Wechselspannung 
das gleiche wie bei einem vollkommenen Isolator, bei Gleichspannung dagegen 
verschwindet die Anziehungskraft. 

Bei gewahnlichem Glas laSt sich durch Temperaturanderung die Leitfahig
keit in weiten Grenzen andern, so daB sich die verschiedenen typischen Falle der 
Anziehung in dem Gebiet zwischen geringer und starker Leitung zur DarsteIlung 
bringen lassen. 

k) Die dielektrische Festigkeit der Gase, Flftssigkeiten 
und festen Korper. 

60. Die dielektrische ReiBfestigkeit. Unter dielektrischer Festigkeit wird 
die Fahigkeit eines Dielektrikums verstanden, seine quasi-elastisch gebundenen 
Ladungen entgegen den auseinandertreibenden Kraften eines aufgedruckten 
elektrischen Feldes an einem Orte festzuhalten. Die Grenze der dielektrischen 
Festigkeit wird in dem Augenblick erreicht, in dem die quasielastische Bindung 
der Ladungen durch die Starke des elektrischen Feldes uberwunden wird. Die 
dielektrische Festigkeit laSt sich also durch Angabe einer bestimmten elek
trischen Feldstarke beschreiben. 

61. Die dielektrische StoBfestigkeit. Es gibt aber noch ein zweites, weit 
wirksameres Verfahren, den Zusammenhang der Ladungen zu zerstaren, namlich 
die BeschieBung des Karpers mit Elektronen oder Ionen. Auch in diesem FaIle 
wird das Dielektrikum in ein elektrisches Feld gebracht, zugleich aber dafiir 
gesorgt, daB dauernd einige freie Elektronen oder Ionen in dem elektrischen 
Feld vorhanden sind. Diese fliegen infolge der treibenden Feldkrafte mit zu
nehmender Geschwindigkeit in der Richtung der Feldlinien, bis sie auf ein ihnen 
im Wege befindliches Atom oder Molekiil aufprallen. Die Wucht dieses AufpraIles 
wachst mit der Feldstarke und mit der Lange des zwischen zwei Zusammen
st6Ben zuruckgelegten Weges. Bei einer fur jede Atomart ganz bestimmten 
Wucht des Zusammenpralles wird ein Elektron aus der auBersten Schale des 
getroffenen Atoms gewissermaBen herausgeschossen und £rei. Sobald dieser Vor
gang einmal eingesetzt hat, wachst er lawinenartig uber jedes MaB hinaus, so 
daB ein Funke, ein KurzschluB entstcht. Die Spannung, bei der dieses geschieht, 

1) K. ROTTGARDT, 1. c. S. 558. 
2) H. SCHERING U. R. SCHMIDT, ZS. f. techno Phys. Ed. 6, S. 19. 1925. 
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ist ebenfalls ein MaB der dielektrischen Festigkeit des Dielektrikums, aber von 
der zuerst definierten Spannung vollig verschieden. 

62. Die pseudodielektrische Festigkeit. Hierzu kommt noch eine dritte Art 
des Niederbruehs sog. Isolatoren, die zwar mit der eigentliehen dielektrisehen 
Festigkeit kaum etwas zu tun hat, in ihrem Verlauf aber dem Niederbrueh eehter 
Dielektriken sehr ahnlieh ist. 

GUNTHERSCHULZE1), der diese drei versehiedenen Arten dielektriseher Festig
keit zuerst systematiseh voneinander trennte, nannte die erste die dielektrisehe 
ReiBfestigkeit, die zweite die dielektrisehe StoBfestigkeit, die dritte die pseudo
dielektrisehe Festigkeit. 

63. Messung der dielektrischen Festigkeit. Unmittelbar gibt iiber die Eigen
sehaften der Dielektriken nur die erste, die dielektrisehe ReiBfestigkeit, AufsehluB. 
Um die messen zu konnen, ist es notig, samtliehe frei bewegliehen Elektronen 
und Ionen, die StoBwirkungen auszuiiben vermogen, fernzuhalten. Dieses seheint 
in Gasen ebenso unmoglieh zu sein wie in Fliissigkeiten, so daB in beiden keine 
Aussicht besteht, die ReiBfestigkeit, die sehr viel groBer ist wie die StoBfestig
keit, messen zu konnen. Dagegen erseheint es bei festen Korpern moglieh, samt
liehe Ladungen dureh Ubergang zu sehr niedrigen Temperaturen soweit festzu
legen, daB eine Messung der ReiBfestigkeit aussiehtsreieh wird. 

ROGOWSKI2) hat fUr den der Reehnung zugangliehen Fall des Steinsalzes 
die dielektrisehe ReiBfestigkeit des Steinsalzes erreehnet und erhalt je naeh den 
der Reehnung zugrunde gelegten Annahmen Werte von 10 bis iiber 100 Millionen 
Volt/em. Eine experimentelle Priifung dieser Reehnung ist in Aussicht ge
nommen 

Die dielektrisehe StoBfestigkeit und die pseudodielektrisehe Festigkeit ist 
in Bd. XIV, Kap. 7 behandelt. 

1) A. Gil"NTHERSCHULZE, Uber die dielektrische Festigkeit. Miinchen: Joseph Kosel 
u. Friedrich Pustet 1924. 

2) W. ROGOWSKI, Arcbiv f. Elektrot. Bd. 18, S. 123. 1927. 
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