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Vorwort.

- Die Sicherheit eines Bauwerkes kann in verlaBlicher Weise nur nach
seiner Tragfahigkeit beurteilt werden und ist durch das Verhdltnis aus
Traglast zu Nutzlast eindeutig bestimmt. Als Tragfahigkeit im allge-
meinsten Sinne ist hierbei jene obere Grenze der Belastung zu verstehen,
welche mit Riicksicht auf den besonderen Zweck des Bauwerkes einen
unerwiinschten (geféhrlichen) Zustand desselben herbeifiihrt. Bei der Ge-
staltung eines Tragwerkes ist demnach von der Festigkeit seiner Einzel-
teile und deren Verbindungsmittel auszugehen, welche aus wirtschaft-
lichen Griinden gleich bruchsicher auszubilden sind. Die Wahl des Sicher-
heitsgrades héngt von einer ganzen Reihe von Umstdnden, wohl aber in
erster Linie von der Unvollkommenheit unserer rechnerischen Unter-
suchungsmethoden, aber auch von den schwankenden Festigkeitseigen-
schaften unserer Werkstoffe, von Ungenauigkeiten bei der Feststellung
der Lasten und deren Verteilung usw. ab. Die immer héufiger erhobene
und zeitgemiBe Forderung nach Herabsetzung des behérdlich vorge-
schriebenen Sicherheitsgrades setzt daher neben einer griindlichen Er-
forschung der Werkstoffeigenschaften eine eingehende Vertiefung unserer
theoretischen Erkenntnisse voraus; denn nur dann, wenn der entwerfende
Ingenieur in die Lage versetzt wird, die Festigkeit der Bauwerksteile ver-
laBlich vorausberechnen zu konnen, ist praktisch an eine Verringerung
des Spielraumes zwischen Nutzlast und Traglast und damit an eine wirt-
schaftlichere Ausnutzung unserer Werkstoffe zu denken. Bei der rechne-
rischen Ermittlung der Festigkeit eines Bauwerksteiles darf man sich
dann im allgemeinen keineswegs mit der iiblichen Untersuchung im
elastischen Bereich begniigen, sondern mufl auch das Tragverhalten im
unelastischen Bereich, d. h. im bleibend verformten Zustande in Betracht
ziehen. Die hierzu erforderliche Verfeinerung unserer Rechenmethoden
erweist sich aber nur als zweckmiBig, wenn sie unter verhaltnismaBig
einfachen Voraussetzungen erreicht werden kann. Denn ein wirklicher
Fortschritt im Sinne einer verld8lichen und doch praktisch brauchbaren
Vorausberechnung der Festigkeit eines Bauwerksteiles kann nur dann
erzielt werden, wenn das Verhalten des verwendeten Werkstoffes sowohl
im elastischen als auch im unelastischen Bereich in verld8licher Weise
und mit einfachen Mitteln rechnerisch zu erfassen ist ; diesen Anforderungen
im Vereine mit der von jeder Festigkeitsrechnung meist stillschweigend
vorausgesetzten Eigenschaft der Isotropie des Werkstoffes geniigen, wie
die versuchstechnische Erfahrung lehrt, wohl in erster Linie die derzeit
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verwendeten Stahlsorten. KEine Ausdebnung unserer Festigkeitsunter-
suchungen auf den unelastischen Bereich erscheint daher bei Bauwerks-
teilen aus Stahl besonders aussichtsreich. In der Tat bedeutet z. B. die
erst in den letzten Jahren zur Geltung gekommene und bewufte Aus-
nutzung des plastischen Arbeitsvermogens des Stahles einen wesentlichen
Fortschritt und Markstein in der wirtschaftlichen Bemessung statisch un-
bestimmter Stahlbauten.

Neben der Untersuchung der értlichen Anstrengung bzw. der Form-
anderung muf} aber unter allen Umsténden die Frage entschieden werden,
ob der Gleichgewichtszustand des betrachteten Bauwerksteiles auch stabil
ist. Dieser Frage ist auch in jenen Belastungsfillen, bei welchen augen-
scheinlich nur ein sogenanntes ,,Spannungsproblem® vorliegt, besondere
Beachtung zu widmen (Auskippen und Ausbeulen diinnwandiger Quer-
schnittsteile bei auf Biegung beanspruchten Stédben). Unter den Stabili-
tétsproblemen nimmt wohl die theoretisch und experimentell vielfach
untersuchte Aufgabe der Bestimmung der Tragfahigkeit eines auf mittigen
Druck (Knickung) beanspruchten geraden Stabes den ersten Platz ein.
In diesem Falle lauft die Ermittlung des Tragvermogens auf die Berech-
nung jener Axialkraft (Knicklast) hinaus, unter welcher die gerade Form
der Stabachse labil wird, und der Nachweis der ¢rtlichen Anstrengung ist
hier vollkommen bedeutungslos fiir die Sicherheit des Stabes. Diese Art
der Beanspruchung stellt allerdings einen praktisch kaum zu verwirk-
lichenden Idealfall dar, da die geringsten und praktisch unvermeidlichen
Abweichungen von den Voraussetzungen — nicht mittiger Kraftangriff,
kleine Kriimmungen der Stabachse, Wirkung des Eigengewichtes bei
waagerecht gelagerten Druckstiben — eine zusétzliche Biegung hervor-
rufen und damit unter Umsténden eine recht erhebliche Herabsetzung der
Tragfahigkeit bewirken. Dann liegt zwar der Festigkeitsfall ,,axialer
Druck und Biegung* vor, es besteht jedoch ebenso wie beim mittig ge-
driickten Stahlstab die Gefahr des Eintrittes eines instabilen Gleich-
gewichtszustandes. Dies gilt ganz allgemein fiir alle auf axialen Druck
und Biegung beanspruchten Stébe aus einem elastisch-plastischen Werk-
stoff, so daB der derzeit noch allgemein iibliche Nachweis der grofiten
Randspannung seine urspriingliche Bedeutung als MaB fiir die Bruchgefahr
verliert.

Die Zusammenfassung und einheitliche Behandlung aller hierher-
gehorigen und fiir den Stahlbau bedeutsamen Stabilitatsprobleme, deren
Loésung vornehmlich teils veréffentlichten, teils unversffentlichten eigenen
Arbeiten entnommen wurde, bilden den Inhalt des vorliegenden Buches.
Imersten Abschnitt wird die exakte Berechnung von mittig gedriickten,
auBermittig gedriickten, gekriimmten und querbelasteten Druckstében
mit Rechteckquerschnitt durchgefiihrt; die Ergebnisse beleuchten zu-
nichst eingehend die Bedeutung des Forménderungsgesetzes bei der vor-
liegenden Aufgabe und dienen als Grundlage zur Beurteilung der im
zweiten und dritten Abschnitt entwickelten Naherungslosungen,
welche nicht nur Stdbe mit Rechteckquerschnitt, sondern auch die im
Stahlbau am hiufigsten verwendeten ,,Grundquerschnittsformen® um-
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fassen. Als Endergebnis dieser Untersuchung sind die dem Bediirfnis der
technischen Praxis entsprechenden und unmittelbar anzuwendenden
Naherungsformeln anzusehen, deren Brauchbarkeit im vierten Ab-
schnitt an Hand der zur Verfiigung stehenden Versuchsergebnisse nach-
gewiesen wird. SchlieBlich wird im fiinften Abschnitt ein dem Trag-
verhalten axial gedriickter und auf Biegung beanspruchter Stahlstibe
entsprechendes Bemessungsverfahren entwickelt, mit den derzeit gelten-
den behordlichen Vorschriften verglichen und an Zahlenbeispielen er-
ortert. Die vorliegenden Ausfithrungen sollen nicht nur eine iibersichtliche
Darstellung der hier in Betracht kommenden Probleme geben, sondern
dariiber hinaus vornehmlich dem praktisch t4tigen Ingenieur einen brauch-
baren Behelf beim Entwurf und der Querschnittsbemessung von Druck-
stiben aus Stahl bieten. In diesem Sinne sind den einzelnen Abschnitten
zahlreiche Schaubilder und Zahlentafeln fiir die wichtigsten Belastungs-
félle, Querschnittsformen und Stahlsorten beigegeben, welche die Durch-
fithrung der Berechnung im Einzelfalle erleichtern.

SchlieBlich mochte ich an dieser Stelle dem Verlag Julius Springer
fiir die rasche Drucklegung und die sorgfiltige Ausstattung des Buches
meinen verbindlichsten Dank aussprechen.

Wien, im Januar 1937.
Dr. Karl Jezek.
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Erster Abschnitt.

Strenge Losungen.

Die Ausfiihrungen dieses Abschnittes behandeln die Stabilitdtsver-
hiltnisse axial gedriickter und auf Biegung beanspruchter Stibe unter
Beriicksichtigung der genauen Form der ausgebogenen Stabachse. Die
so erhaltenen Ergebnisse sind als exakt im Sinne einer mathematisch
strengen Erfillung der mechanischen Voraussetzungen anzusehen und
werden daher als strenge Losungen bezeichnet. Den Betrachtungen wird
die Untersuchung der Tragfahigkeit eines auf mittigen Druck beanspruch-
ten geraden Stabes vorangestellt. Bei der Losung dieser als Knickproblem
bekannten Gleichgewichtsaufgabe muB schon aus rein didaktischen
Griinden zwischen Stiben aus einem unbeschréinkt elastischen Werk-
stoff und solchen aus einem elastisch-plastischen Werkstoff strenge
unterschieden werden, um zu einer klaren Krkenntnis der Unterschiede
im Tragverhalten unterhalb der Hochstlast zu gelangen. Die aus der
Rechnung entspringenden SchluBfolgerungen werden ausfiibrlich be-
sprochen und insbesondere der Begriff des ,,Knickens®, dessen mif-
verstindliche Anwendung auch in jiingster Zeit manchen AnlaB, zu irr-
timlichen Auffassungen und Begriffsverwirrungen gibt, eindeutig um-
schrieben. Aus den Ergebnissen dieser Untersuchung, welche die Be-
deutung des Forménderungsgesetzes klar hervortreten 1aBt, koénnen
wertvolle Schliisse hinsichtlich einer im Rahmen der vorliegenden Pro-
bleme zuldssigen Vereinfachung des Arbeitsgesetzes eines Stahles gezeigt
werden, und man erhdlt damit die gesicherte Grundlage fiir eine rein
analytische Untersuchung des Tragverhaltens auBermittig beanspruchter
und querbelasteter Druckstébe, deren Stabilitdtsverhéltnisse von denen
des mittig gedriickten Stabes grundsétzlich verschieden sind.

§ 1. Die Knickfestigkeit.
1. Der unbeschriinkt elastische Druckstab.

Die Tragfihigkeit eines geraden, homogenen und mittig gedriickten
Stabes aus einem Werkstoff, der unbeschrinkt elastisch und bruchsicher
ist, war bereits Leonhard Euler bekannt.! Die Abb. 1 zeigt einen ur-

1 L. Euler: De curvis elasticis. Lausanne und Genf 1744, deutsch in
Oswalds Klassikern der exakten Wissenschaften, Nr. 175. Leipzig. 1910.

JeZek, Druckstibe. 1



2 Die Knickfestigkeit.

spriinglich geraden, beiderseits gelenkig gelagerten Stab von der Linge 1,
der durch eine in der Richtung der Stabachse wirkende Druckkraft P
belastet ist. Dieser Stab sei unbeschrinkt elastisch und bruchsicher
(Elastizitdtsmodul E) und die z-y-Ebene sei die Richtung seiner geringsten
Biegesteifigkeit (kleinstes Haupttragheitsmoment J). Es ist nun zu
untersuchen, ob und unter welcher Belastung auBer der geraden Form
noch die in Abb.1 angedeutete ausgebogene Form der Stabachse eine

p Gleichgewichtslage sein kann. Im ausgebogenen Zustande er-
gibt sich die Kriimmung in einem beliebigen Querschnitte zu
| 1 Py
L 0T T ES M
L Schrinkt man die Untersuchung auf kleine Ausbiegungen
4 Nl ein, so kann die Kriimmung mit ausreichender Naherung gleich
d?y

T = y'' gesetzt werden, und man erhilt mit «? = T
a1

‘Z/”‘j die bekannte homogene und lineare Differentialgleichung
2. Ordnung fiir die ausgebogene Stabachse:

X Y oy =0, @)
Die allgemeinste Losung dieser Gleichung lautet:

L __ Y

y = C,sinx « + C, cos & . 3)

P Die Einfithrung der vorgeschriebenen Randbedingungen

apb.1. (®=0,1, ... y=0) fihrt zu C; =0 und C;sinxl=0.

AuBer der trivialen Losung C; =0 und y = 0 (der Stab

bleibt gerade) ist eine Losung der Differentialgleichung 2 und. damit
eine Ausbiegung des Stabes nur moglich, wenn

2

% = n? 12"'(n:1’2’3"")' 4)

Die Gl. 4 entspricht den Eigenlésungen des Problems, von denen
aber nur der niedrigste Wert n = 1 eine praktische Bedeutung besitzt.
Man erhilt dann die schon von Euler bestimmte Knicklast des beider-
seits gelenkig gelagerten Stabes zu

2
p,= "8, (5)

Die iibrigen Eigenlosungen (n = 2, 3,...) entsprechen den hoheren
Knicklasten, die jedoch nur unter bestimmten Voraussetzungen (Fest-
halten von Zwischenpunkten) erreicht bzw. erzwungen werden konnten.
Die Gl.5 kann auch bei anderen Lagerungsfillen verwendet werden,
wenn ! nicht die Stablinge, sondern die sogenannte ,,Knicklinge*
bedeutet. Diese iibliche und auf sehr kleine Ausbiegungen abgestimmte
Untersuchung fithrt zu dem Ergebnis, daB der Gleichgewichtszustand
des Stabes unter einer bestimmten Axialkraft vieldeutig wird, da die
ausgebogene Stabachse die Form einer Sinuslinie mit unbestimmter
Amplitude besitzt. (Die Integrationskonstante C; und damit die Durch-
biegung y kann aus der obigen Rechnung nicht bestimmt werden.) Man



Der unbeschrinkt elastische Druckstab. 3

darf aber aus dieser Betrachtung nicht etwa — wie es vielfach geschieht
— schlieflen, daBl der Stab schon nach der kleinsten ,,stérenden‘ Aus-
biegung ,,unaufhaltsam® ausweicht, da doch die ganze Ableitung auf
der Annahme kleiner Ausbiegungen beruht, sondern kann nur feststellen,
daB das Gleichgewicht indifferent gegeniiber einer unendlich
kleinen Ausbiegungist. Jene Axialkraft, welcher eine Verzweigungs-
stelle des Gleichgewichtes entspricht, ist im klassischen Sinn als
Knicklast zu bezeichnen. Die vorgefilhrte Rechnung gestattet somit
zwar die Ermittlung der Stabilitdtsgrenze, 148t jedoch tber das Trag-
verhalten des Stabes fiir oberhalb der Knicklast liegende Beanspruchungen
keine Aussage zu. Die Unbestimmtheit der Forménderungen folgt aus
dem iiblichen Naherungsansatz fiir die Kriimmung, der zu der linearen
Differentialgleichung 2 fiihrt, und verschwindet, wenn der Rechnung die
strenge Gleichung der Biegelinie zugrunde gelegt wird. Diese erweiterte
Eulersche Theorie? fithrt zu der nachfolgenden nichtlinearen Differential-

leichung: "
g & LI — (6)
@ [1+ (%)%
Die Grenzbedingungen der Aufgabe bleiben unverindert (an den
Stabenden ist die Durchbiegung gleich Null), nur ist jetzt die Bogenlinge
gleich der urspriinglichen Stablinge zu setzen (die gleichm#Bige Zusam-
mendriickung durch die Axialkraft wird jedoch vernachlissigt). Nach
Integration der Gl. 6 erhilt man:

S Y Lo=0 7

1+ (y)2 Tt @)

Lost man diese Gleichung, in welcher C' eine noch zu bestimmende Inte-
grationskonstante bedeutet, nach y’ auf, so ergibt sich die nachstehende
Gleichung: o2 g

+ C
1 2 _ (8)

r 2
AR

Aus den beiden Gleichungen 7 und 8 erhilt man schlieBlich, wenn s die
Bogenlinge bedeutet:

ﬂziy’_:l/ _(“W ’ 9

s =y V) ®

Ist der Stab im ausgebogenen Zustande einsinnig gekriimmt (siche

Abb. 1), so ist das Problem symmetrisch, und die gréBte Ausbiegung in

Stabmitte kann aus Gl. 7 berechnet werden (fiir x =1/,1 gilt ¢ = 0):

Yn =~} 2(1—0). (10)

2Vgl. F. Grashof: Theorie der Elastizitdt und Festigkeit. Berlin. 1878. —
A. Schneider: Zur Theorie der Knickfestigkeit. Z. 6st. Ing.- u. Arch.-Ver.
1901. — R. v. Mises: Ausbiegung eines auf Knicken beanspruchten Stabes.
Z. angew. Math. Mech. 1924. — O. Domke: Die Ausbiegung eines Druck-
stabes bei Uberschreitung der Knicklast. Bautechn. 1926.

1*
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Die Gl. 9 kann nun integriert werden, wobei die Bogenliinge s zwischen
y =0 und y = y,, gleich 1/, zu setzen ist; man erhilt dann, wenn zur
Abkiirzung 1—C

e __ - —C
M=T1710c
eingefiihrt wird, die folgende Gleichung:
2]
Ym

e 7 remren

m m

(11)

0

Das in der vorstehenden Gleichung enthaltene Integral ist ein voll-
sténdiges elliptisches Integral I. Gattung mit imaginirem Modul u.
Aus Gl. 11 kann bei gegebener Stablinge I, Querschnittsabmessung
(Tragheitsmoment J), Elastizitétsmodul £ und Axialkraft P der Modul ,
bzw. die Integrationskonstante C berechnet werden. Die grofte Durch-
biegung ist sodann aus, Gl. 10 zu bestimmen. Fiir nicht allzu groBe Aus-
biegungen ist u? sehr klein, und man kann daher den Integrand in Gl. 11
in eine Reihe entwickeln. Nach darauffolgender Integration und unter
Vernachldssigung aller Glieder héherer Kleinheitsordnung erhilt man

zunichst
()

2

und schlieBlich nach Einsetzen dieses Wertes in Gl. 10 die groBte Aus-
biegung in der Form I sw e e
= o

Die vorstehende Gleichung besitzt jedoch nur fiir verhéltnisméBig kleine
Uberschreitungen der Knicklast Giiltigkeit. Fiir beliebig grofe Aus-
biegungen gibt O. Domke? die nachfolgende Néherungsformel an:

l P P\
vn =) 81— 32) (13)
Diese Formel, welche nur geringe Abweichungen gegeniiber der

strengen Losung nach Gl. 11 aufweist, gestattet die restlose Aufklirung
der hier bestehenden funktionalen Zusammenhénge und zeigt, dafl die Aus-

43
bei P =2 P, wieder abnimmt; dies ist auch ohne weiteres ein-
leuchtend, da die Ausbiegung nur so lange anwachsen kann, bis die
beiden Endpunkte des Stabes sich beriihren (Schleifenform der ausge-
bogenen Stabachse!). Die Kenntnis dieser Zusammenhénge besitzt
natiirlich nur theoretisches Interesse, férdert aber das Verstindnis
fiir das vorliegende Problem. Die Abb. 2 zeigt die bildliche Darstellung
der Gleichungen 12 und 13, aus welcher ganz allgemein geschlossen
werden kann: Solange die Axialkraft unterhalb der Euler-Last liegt
(P < Py), bleibt der Stab gerade (Gl.12 ergibt imaginire Werte fiir die

biegung ¥,, nach Erreichen eines Hochstwertes (max Y = vz 1=045 l)
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mittlere Ausbiegung). Erst fiir oberhalb der Knicklast (P > P;) liegende
Axialkrifte ist eine endliche und der Grofle nach eindeutigbestimmte
Ausbiegung des Stabes mdglich, die allerdings schon bei geringfiigiger
Uberschreitung der Knicklast sehr rasch ansteigt. Die wirkliche
Tragfahigkeit ist daher grundsétzlich groBer als die Euler- Last,
wobei allerdings zu bedenken ist, daB fiir einen im Verband eines Trag-
werkes befindlichen Stab selbst unter der Fiktion eines unbeschrinkt
elastischen und bruchsicheren Werkstoffes eine wesentlich iiber der
Knicklast liegende Axialkraft schon deshalb keine praktische Bedeutung
besitzt, da die mit einer groBen Ausbiegung verbundene starke Anniherung
der Stabenden geometrisch unzulissi-
ge Forménderungen des Tragwerkes 57~
herbeifithren wiirde.

Die Ergebnisse der Untersuchung
lassen sich zusammenfassend wie
folgt darstellen: Ein gerader und
mittig gedriickter Stab aus einem 45l
unbeschriankt elastischen und bruch-
sicheren Werkstoff besitzt unterhalb
einer bestimmten Axialkraft, die als
Knicklast bezeichnet wird, als ein- 0
zige mogliche Gleichgewichtslage jene Abb. 2.
mit gerader, verkiirzter Stabachse;
diese gerade Form, in welche der Stab nach jeder ihm erteilten,
beliebig groBen Ausbiegung (eine storende Ausbiegung kénnte z. B.
durch Schwingungen herbeigefithrt werden) wieder zuriickkehrt, ist
demnach als unbeschriankt stabil zu bezeichnen. Unter der Knick-
last selbst ist die gerade Form der Stabachse indifferent gegeniiber
einer unendlich kleinen ‘Ausbiegung, d. h. es existiert neben der
geraden noch eine unendlich nahe benachbarte ausgebogene
Gleichgewichtslage. Uberschreitet die Axialkraft die durch Gl.5 ge-
gebene Knicklast (von der Erzwingung hoherer Knicklasten wird hier ab-
gesehen), so besteht neben der geraden, labilen Form noch eine aus-
gebogene Gleichgewichtslage, in welche der Stab nach jeder beliebig
grofen Stérung seiner Ausbiegung zuriickkehrt, und die daher
als unbeschrinkt stabil zu bezeichnen ist. Der Begriff der Knick-
last ist durch die vorstehenden Ausfithrungen eindeutig beschrieben.
Die Erscheinung der bei geringster Uberschreitung dieser Last und nach
erfolgter Storung der geraden, labilen Form stark anwachsenden
Ausbiegung, die zwar einem stabilen Gleichgewichtszustand entspricht,
praktisch aber einem plétzlichen Versagen des Stabes gleichkommt,
wird als ,, Knicken‘ bezeichnet.

2. Die Knickfestigkeit mittig gedriickter Stahlstiibe.

Bei der Ermittlung der Tragfahigkeit mittig gedriickter Stdbe aus
Stahl, also aus einem elastisch-plastischen Werkstoff, sind zwei Unter-
suchungsbereiche zu unterscheiden. Je nachdem der Stab beim Erreichen

=\
)
T
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der fiir seine urspriingliche, gerade Form maBgebenden Stabilitatsgrenze
noch vollkommen elastisch oder bereits bleibend verkiirzt ist, unter-
scheidet man zwischen der sogenannten ,.elastischen Knickung® und der
,,unelastischen Knickung. Zuerst soll kurz der erste Fall besprochen
werden. Die Knicklast ist dann

zwar mit der Euler - Last iden-

tisch (Gl.5), doch unterscheidet

sich das Tragverhalten des Stahl-

stabes bei Storungen der geraden

Form sowohl fiir wunterhalb

als auch oberhalb dieser Axial-

kraft liegende Beanspruchungen

grundsétzlich von dem eines un-

beschrankt elastischen Stabes.

Die Klarlegung der Stabilitéts-

verhaltnisse dieses Stahlstabes lduft auf die Ermittlung von ausgebogenen
Gleichgewichtslagen hinaus. Diese Aufgabe, bei deren Untersuchung
selbstverstdndlich das gesamte Formidnderungsvermogen des Werkstoffes
in Betracht zu ziehen ist, d. h. die Untersuchung ist auch auf den unelasti-
schen Bereich zu erstrecken,

kann auf zeichnerischem Wege

gelost werden (vgl. §2/1). Der

Berechnung von Biegespannun-

gen ist dann neben der durch

Versuche® gut bestéitigten Ber-

noullischen Hypothese (Eben-

bleiben ebener Querschnitte)

das aus dem einachsigen Zug-

und Druckversuch ermittelte

Forméanderungsgesetz zugrunde

zu legen, da die in jiingster Zeit

von mehreren Seiten aufge-

stellte, von vornherein zwar un-

wahrscheinliche, aber viel Ver-

wirrung anstiftende Behauptung

von einer ,,Erhohung der FlieB-

grenze bei Biegebeanspruchung*

. ) nunmehr auch experimentell
einwandfrei widerlegt werden konnte.t Als Forménderungsgesetz wird
die fiir die derzeit verwendeten Stahlsorten geltende Arbeitslinie mit
ausgepragtem FlieBbereich angenommen, wobei die Proportionalitits-

¢ E.Meyer: Die Berechnung der Durchbiegung von Stiében, deren Ma-
terial dem Hookeschen Gesetz nicht folgt. Z. VDI 1908. .

¢ F.Rinagl: Gibt es eine Erhohung der FlieBgrenze bei Biegebean-
spruchung ? Vortrag, gehalten am 4. November 1935 im Osterr. Verein
deutscher Ingenieure in Wien. — Uber die FlieBgrenzen bei Zug- und
Biegebeanspruchung. Bauing. (17) 1936, S. 431.
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und FlieBgrenze fir Zug und Druck erfahrungsgemif gleich grof3
vorausgesetzt werden darf (Abb.3). Das Ergebnis der Untersuchung
ist in Abb. 4 dargestellt. Zunéchst sei die Bedeutung der strichliert ein-
gezeichneten Linien I', und I, erldutert. Die Linie I",, deren Abszissen
jener Ausbiegung y,, = y, entsprechen, bei welcher am Biegedruckrand
gerade die Proportionalititsgrenze o, erreicht wird (es sei hier der Ein-
fachheit halber ein symmetrischer Querschnitt vorausgesetzt), begrenzt
den Bereich rein elastischer Forméinderung, die Linie I",, deren Abs-
zissen jenen Ausbiegungen entsprechen, bei welchen am Biegezugrand die
Zugfestigkeit erreicht wird, begrenzt den Festigkeitsbereich des Werk-
stoffes; beide Linien haben die Abszissenachse zur Asymptote. Schliefllich
ist in Abb. 4 die gleichmiBig iiber den Querschnitt verteilte Druck-

spannung o, = % in Abhingigkeit von der groBten Ausbiegung y,, des

nach Abb. 1 belasteten Stabes durch die Kurve o, = f (y,,) dargestellt.
Fiir eine unterhalb der Knickspannung liegende Axialspannung o, << oy
besitzt der Stab zwei modgliche Gleichgewichtslagen. Die primére
Gleichgewichtslage entspricht der geraden Form (Punkt 1, y, = 0), die
sekundire Gleichgewichtslage einer ausgebogenen Form der Stabachse
(Punkt 2), mit der mittleren Ausbiegung y,. Im Verlauf einer stetig
gesteigerten Belastung bleibt der Stab gerade; erfihrt diese gerade
Lage eine Stoérung, durch welche eine Ausbiegung des Stabes erzwungen
wird, so sind zwei Fille zu unterscheiden. Solange die durch die Aus-
biegung bewirkte Forminderung rein elastisch ist (y,, =< ¥,), kehrt der
Stab nach erfolgter Stérung von selbst in die gerade Gleichgewichtslage
zuriick, die sich demnach als beschriankt stabil beziiglich einer end-
lichen, jedoch auf elastische Form#nderungen beschrinkten Ausbiegung
erweist; eine iiber dieses MaB hinausgehende Ausbiegung y, = y, hat
bereits unelastische Formanderungen zur Folge, so dafl der Stab nach
Beseitigung des Zwanges nicht mehr in seine gerade Form zuriickkehrt,
sondern dauernd verbogen bleibt, und ist durch den Wert y, nach oben
hin begrenzt. Dieser Ausbiegung y, entspricht jene Grenzlage der
gekriimmten Stabachse, in welcher zwischen dufleren und inneren Kréaften
gerade noch Gleichgewicht besteht, und somit das Héchstmal
transversaler Storung, dessen Uberschreitung ein unaufhaltsames
Ausweichen des Stabes bis zum Bruche zur Folge hat. Die sekundéare
Gleichgewichtslage ist demnach unbeschriankt labil beziiglich jeder
Ausbiegungsverstirkung und beschrinkt labil gegeniiber einer Ver-
kleinerung der Ausbiegung. Die Differenz Ay,, = y, der diesen beiden
moglichen Gleichgewichtslagen zugeordneten Durchbiegungen kann als
Stabilitditsmal der primdren Gleichgewichtslage angesehen werden,
es ist fiir den unbelasteten Stab unendlich groB und nimmt mit
wachsender Belastung ab. Unter der Euler-Last (6, = oy) ist die gerade,
primire Gleichgewichtslage (Punkt I) indifferent beziiglich einer
unendlich kleinen Ausbiegung, jedoch beschrinkt stabil beziiglich
einer endlichen Ausbiegung, und die sekundire Gleichgewichtslage
besitzt die oben angefiithrten Eigenschaften. Fiir oberhalb der Knicklast
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liegende Beanspruchungen besitzt der Stab drei mégliche Gleich-
gewichtslagen, unter denen die gerade Form der Stabachse als labil
zu bezeichnen ist. Die Ausbiegung der zweiten Gleichgewichtslage ist
innerhalb des elastischen Bereiches (y,, =< y,) nach Gl. 13 zu ermitteln
und nimmt bei geringerer Uberschreitung der Knickspannung rasch zu.
Oberhalb der Axialspannung o, entsprechen die zweite und dritte Gleich-
gewichtslage (Punkte 1’ und 2') bereits unelastischen Forméanderungs-
zustinden des Stabes. Die zweite Gleichgewichtslage (Ausbiegung %)

ist dann als stabil, die dritte Gleichgewichtslage

| /V”_ - -lb als labil beziiglich einer unendlich kleinen Verstér-
ot ] kung der Ausbiegung anzusprechen. Das Stabilitéts-
mi § maB der zweiten Gleichgewichtslage Ay,, = ¥,— ¥,

} wird immer kleiner und erreicht schlieBlich fiir die

v Axialspannung oy,, die als kritische Spannung
bezeichnet werden soll, den Wert Null. Die dieser
o Spannung entsprechende kritische Last Py, stellt die
19,0 | 1 eigentliche Tragkraft des Stabes dar, da oberhalb
T ? dieser Beanspruchung iiberhaupt kein Gleich-
gewicht im ausgebogenen Zustande mdoglich
ist. Hierzu sei bemerkt, dal die Tragkraft P, nur
bei auBerordentlich schlanken Stiben (Stahlfedern)
merklich gréfer sein konnte als die Euler-Last
und bei den im Stahlbau iiblichen Querschnitts-
abmessungen und Stablingen die theoretisch mog-
Abb. 5. liche Uberschreitung der Knicklast vollkommen be-
deutungslos ist. Die Differenz zwischen der Knicklast
und der kritischen Last wird mit zunehmender Stablinge kleiner und schlie3-
lich Null, wenn die Knickspannung die Proportionalititsgrenze erreicht. In
letzterem Falle ist also die Knicklast genau gleich der kritischen
Last. Zusammenfassend kann gesagt werden, daf im elastischen Bereich
die Eulersche Knicklast praktisch als obere Grenze des Tragvermégens
anzusehen ist, was durch zahlreiche Versuche bestdtigt wird.

Liegt jedoch die Knickspannung oberhalb der Proportionalitits-
grenze ¢,, so ist der Stab bereits bleibend verkiirzt (Gebiet der ,,un-
elastischen Knickung®). Die auf den unelastischen Bereich erweiterte
theoretische Untersuchung der Stabilitit eines mittig gedriickten Stahl-
stabes wurde von Engesser?® durchgefithrt und spéter von v. Karman®
durch Versuche bestitigt. Der nachfolgend kurz wiedergegebenen Rech-
nung liegen die {iblichen Annahmen zugrunde: Voraussetzung der Giiltig-
keit der Bernoullischen Hypothese und Ermittlung der Biegespannungen
unter Verwendung der aus dem Zug- und Druckversuch gefundenen
Arbeitslinie (Abb. 3). Die Problemstellung ist dieselbe wie in den vorher-
gehenden Fillen, d. h. es ist jene Axialkraft zu bestimmen, unter welcher
die gerade Form der Stabachse labil wird. Die zugeordnete Axialspan-

5 F. Engesser: Knickfragen. Schweiz. Bauztg. 1895.

8 Th. v. Kérmén: Untersuchungen iiber Knickfestigkeit. — Mitteilungen
iiber Forschungsarbeiten. Z. VDI, H. 81. 1910.

R
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nung soll wieder als Knickspannung bezeichnet werden, und man erhilt
unter der Annahme einer unendlich kleinen Ausbiegung die in Abb. 5
dargestellte Spannungsverteilung in einem beliebigen Querschnitte. Der
gleichméBig iiber den Querschnitt verteilten axialen Druckspannung oy
werden Biegespannungen iiberlagert, deren Nullinie N, nicht durch den
Schwerpunkt des Querschnittes geht. Der Kriimmung des Stabes ent-
sprechend (s. Abb. 4) entstehen in den rechts von der Nullinie gelegenen
Fasern weitere Verkiirzungen und damit zusétzliche Druckspannungen o,
dagegen findet in den links von der Nullinie gelegenen Fasern eine Ent-
lastung statt. Bei eben bleibenden Querschnitten verlaufen daher die
Biegedruckspannungen o¢; nach der Arbeitslinie fiir Druck, die Biege-
zugspannungen ¢, dagegen nach dem Proportionalitéitsgesetz mit dem
Elastizitdtsmodul E. Fir sehr kleine Ausbiegungen sind aber die
Biegedruckspannungen o, ebenfalls nur sehr klein, und es kann dann die
Arbeitslinie innerhalb des zugehorigen kleinen Stauchungsintervalls

(ex bis &, + &) genau genug durch ihre Tangente E, = fzik ersetzt

werden. Die Biegespannungen ergeben sich daher zu k
o,=1FE, & } (14)
oy = K¢,y

Durch die beiden Gleichungen 14 sind die elastischen Bedingungen
(Zusammenhang zwischen Spannung und Forminderung) festgelegt. Die
geometrische Bedingung lautet:

L. & __ & 15
. 0 n s’ (15)
wobei 3 die Kriimmung des betrachteten Stabelementes bedeutet

und nach dem in Abb. 1 angenommenen Koordinatensystem negativ ist.
Schliellich sind noch die Gleichgewichtsbedingungen zwischen
duBleren und inneren Kraften zu erfiillen. Da die Biegespannungen keine
Resultierende besitzen, gilt:

F, F,
jordf ={oydf
oder mit Benutzung der Gleichungen 14 und 15
E, 8, =ES8,. (16)

Hierbei bedeuten §; und S, die statischen Momente der rechts bzw. links
von der Nullinie N, gelegenen Flichenteile F; und F,. Die Gl. 16 be-
stimmt daher die Lage der Nullinie der Biegespannungen. Die zweite
Gleichgewichtsbedingung fordert, daBl das Moment der inneren Krifte
gleich dem Moment M der Axialkraft P ist:

F, Fy

{ovmdi+ [ogmedf =M = Py.

Das Moment der Axialkraft ist auf die Schwerachse zu beziehen; das
Moment der Biegespannungen ist von der Bezugsachse unabhingig und
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kann daher mit Vorteil fiir die Nullinie der Biegespannungen bestimmt
werden. Die obige Gleichung geht unter Verwendung der Gleichungen 14

und 15 iiber in 1
?(ElJl—{—EJz):————Py, (17)

wobei J, und J, die Trigheitsmomente der zu beiden Seiten der Null-
linie gelegenen Flichenteile beziiglich dieser Achse bedeuten. Ist J das
Trigheitsmoment des Gesamtquerschnittes (kleineres Haupttragheits-

moment), so bedeutet 1
T:”J‘(E1J1+EJ2) (18)

den Engesserschen Knickmodul, mit dessen Verwendung die Dif-
ferentialgleichung der Biegelinie die nachfolgende Form annimmt:

1 _: Py

T T TJT
Es ist von wesentlicher Bedeutung, daf der Knickmodul 7' lings der
ganzen Stabachse denselben Wert besitzt, da er nur von der Knickspan-
nung ¢; und der Querschnittsform abhéngig ist. Im elastischen Be-
reich gilt E; = E, und der Knickmodul 7' ist dann, da die Nullinie der
Biegespannungen in diesem Falle mit der Schwerachse zusammenfallt
und J; + J, = J wird, gleich dem Elastizititsmodul £. Die Gl 19 stellt
somit die allgemeinste Form der Differentialgleichung fiir die aus-
gebogene Schwerachse eines mittig gedriickten geraden Stabes dar. Die
Integration dieser Gleichung ergibt nach Einfiihrung der Randbedin-
gungen die Engessersche Knicklast im unelastischen Bereich zu:

P, = a2 TdJ (20)

12

(19)

Aus dieser Gleichung erhdlt man die Knickspannung als Funktion der

Schlankheit des Stabes 4 = % (wobei ¢ den Triagheitshalbmesser bedeutet)

zu 2T
O =73 * (21)

Da, der Knickmodul nicht nur von der Knickspannung, sondern auch
vom Querschnitt abhéngt, erhdlt man bei gleicher Arbeitslinie je nach
der Querschnittsform verschieden grofe Knickspannungen. Gedrungene
Querschnitte (Kreuz- und Rechteckquerschnitt) ergeben bei gleicher
Schlankheit héhere Knickspannungen als solche Profile, deren Material
mehr gegen den Querschnittsrand zu angehduft erscheint (I- Querschnitt);
die Unterschiede bewegen sich jedoch innerhalb der in den Festigkeits-
eigenschaften (Stauchgrenze) zu erwartenden Schwankungen, so da@
man sich auch im unelastischen Bereich mit einer unveridnderlichen,
etwa unter Zugrundelegung des I-Querschnittes ermittelten Knick-
spannungslinie begniigen kann. Fiir den I-Querschnitt mit unendlich
diinnem Stege errechnet Kdrméan den Knickmodul zu

r_ 2BE

RRVES AR (22)
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Diese auf unendlich kleine Ausbiegungen beschrinkte Ermittlung
der Stabilititsgrenze erméglicht keine Aussage iiber die Stabilitidtsver-
hiltnisse fiir unterhalb der Knicklast liegende Beanspruchungen. Zur
endgiiltigen Klarlegung der hier bestehenden funktionalen Zusammen-
hinge ist die Untersuchung auf endliche Stabausbiegungen zu er-
strecken, d. h. es ist festzustellen, ob der Stab auBer der geraden Form
noch endlich ausgebogene Gleichgewichtslagen besitzt. Die diesbeziig-
lichen Untersuchungsergebnisse von E. Chwalla,” denen eine Arbeits-
linie nach Abb. 3 zugrunde liegt, sind in Abb. 6 veranschaulicht. Die

Axialspannung o, = % ist in Ab- a Mo\
hingigkeit von der mittleren Aus- A \
biegung fiir Stdbe verschiedener & -

Schlankheitsgrade A; > Ay > Anrdar-
gestellt. Diese Spannungen verlaufen
innerhalb des zwischen den Linien I",
(Grenze des elastischen Forminde-
rungsbereiches) und I", (Festigkeits-
grenze) liegenden Diagrammberei-
ches und zweigen von der Ordinaten-
achse g, =0 in der Hohe der
Engesserschen Knickspannung mit
waagrechter Tangente ab; hierzu sei
ausdriicklich festgestellt, daf die
Knickspannung ¢, bei einem Werk-
stoff mit ausgeprigtem FlieBbe-
reich grundsédtzlich unterhalb Abb. 6.

der Stauchgrenze liegt (erreicht nim-

lich die Knickspannung die Stauchgrenze, so wird E, und damit auch der
Knickmodul 7" und die Schlankheit A4 gleich Null). Die Eigenschaften der
Funktion ¢, = f(y,) seien nun in Abhingigkeit von 4 an Hand der Abb. 6
erliutert. Liegt die Knickspannung nicht wesentlich héher als die Pro-
portionalitdtsgrenze ¢, (Linie 4;), so entspricht diesem Werte auch gleich-
zeitig die Grenze des Tragvermogens und unterhalb dieser Beanspruchung
besitzt der Stab eine gerade, beziiglich einer unendlich kleinen Aus-
biegung stabile Form (solange iibrigens die Axialspannung unterhalb
der Proportionalitidtsgrenze liegt, ist die gerade Form beschrankt stabil
beziiglich der endlichen Ausbiegung ,), und eine ausgebogene, beziiglich
einer unendlich kleinen Ausbiegungsverstirkung labile Gleichgewichts-
lage. Mit abnehmender Schlankheit des Stabes weist die Funktion
0, = [(¥n) ein immer deutlicher in Erscheinung tretendes sekundires
Maximum auf, dessen Entstehung auf die mit zunehmender Belastung

7 E.Chwalla: Die Stabilitdt zentrisch und exzentrisch gedriickter Stibe
aus Baustahl. Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften in Wien,
Math.-naturwiss. Kl., Abt. ITa, 137. Bd., 8. H. 1928. Vgl. auch den Schluf}-
bericht des I. Intern. Kongresses fiir Briickenbau und Hochbau in Paris 1932,
S. 53ff.
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und Aushiegung auftretende Verfestigung des Stabes zuriickzufiihren ist;
dann sind bei bestimmten Axialspannungen sogar vier verschiedene
Gleichgewichtslagen moglich (s. Abb. 6). Dieses sekundire Maximum ist
zunichst kleiner als die Knickspannung (Kurve Ay), erreicht jedoch und
iiberschreitet sogar mit weiter abnehmender Schlankheit die Engesser-
sche Stabilititsgrenze (Kurve Ay) und damit auch die Stauchgrenze o;.
Hinsichtlich der Stabilititsverhdltnisse gilt dann ganz allgemein: Die
Abszissen (Ausbiegungen) der auf ansteigenden bzw. abfallenden Kurven-
ssten der Funktion ¢, = f(y,,) gelegenen Punkte entsprechenden Gleich-
gewichtslagen, die beziiglich einer unendlich kleinen Ausbiegungs-
verstirkung als stabil (z. B. die Punkte 1 und 3) bzw. als labil (z. B.
die Punkte 2 und 4) zu bezeichnen
sind. Die Kurve Ay veranschaulicht
die Stabilititsverhiltnisse eines
extrem gedrungenen Stabes, des-
sen Knickspannung bereits nahezu
gleich der Stauchgrenze ist. Beim
Erreichen der Knicklast, bzw. bei
deren geringster Uberschreitung wird
die gerade Form der Stabachse labil,
der Stab biegt sich bei der geringsten
Storung aus, verfestigt sich aber und
erreicht nach einer endlichen Aus-
biegung wieder eine stabile Gleich-
gewichtslage (Punkt 4); bei dersel-
ben Axialspannung ist auBerdem eine
starker ausgebogene Gleichgewichts-
lage moglich (Punkt B), die sich als labil beziiglich jeder Ausbiegungs-
verstdrkung erweist (Grenzlage). Mit weiter zunehmender Belastung
wird das StabilitdtsmaB der schwicher ausgebogenen Gleichgewichts-
lage (y3 — y.4) immer kleiner und unter einer bestimmten Axialspannung,
die wieder als kritische Spannung bezeichnet werden soll, gleich Null.
Die kritische Spannung entspricht der eigentlichen Tragkraft des
Stabes, da oberhalb derselben kein Gleichgewicht im ausgebogenen Zu-
stande moglich ist.

Ein anschauliches Bild der in diesem Abschnitt besprochenen Stabili-
tétsverhéltnisse eines mittig gedriickten, geraden Stahlstabes bietet das
Diagramm in Abb.7. Die vollgezeichnete Linie entspricht dem Verlauf
der Knickspannungen o; in Abhingigkeit vom Schlankheitsver-
hiltnis 1. Diese Knickspannungslinie wird im elastischen Bereich
(0 =0y =0, aus der Euler-Hyperbel, im unelastischen Bereich
(0p = 0x = 0,) aus der Engesser-Linie gebildet und erreicht fiir 2 = 0
die Stauchgrenze g;. Die so ermittelte Knickspannung entspricht der auf
unendlich kleine Ausbiegungen beschrinkten Tragfahigkeit des
geraden Stabes. Die strichliert eingezeichneten Linien der kritischen -
Spannung o, begrenzen das auf Ausbiegungen endlicher GroBe erstreckte
und absolute Tragvermdgen des Stabes, doch ist die mégliche Uber-




Die Knickfestigkeit mittig gedriickter Stahlstibe. 13

schreitung der Knicklast im elastischen bzw. im unelastischen Bereich
ihrer Bedeutung nach grundsétzlich verschieden zu beurteilen. Wihrend
namlich im elastischen Bereich die fiir die praktisch in Betracht kom-
menden Schlankheitsgrade nur unwesentlich iiber der Euler- Spannung
gelegene kritische Spannung (die entsprechende Linie ist der deutlichen
Zeichnung halber nicht maBstabrichtig eingetragen!) nach Durchlaufen
von durchwegs stabilen ausgebogenen Gleichgewichtslagen
erreicht wird (s. Abb. 4), konnte im unelastischen Bereich die fiir extrem
gedrungene Stidbe 1 << 1, iber dem Engesser-Wert gelegene kritische
Spannung oy, nur nach Uberwindung des beim Uberschreiten der Knick-
spannung vorhandenen labilen Gleichgewichtszustandes (s. Abb. 6,
Kurve Ay;) unter plotzlicher Aus-
biegung erreicht werden ; hierzu tritt
noch die auch von Kédrmédn bei
seinen Versuchen beobachtete, vor-
nehmlich durch die beim Passieren
des FlieBbereiches auftretende starke
Langsverkiirzung des Stabes be-
wirkte weitere Unsicherheit der ge-
raden Gleichgewichtslage hinzu, so
dal die oberhalb der Stauchgrenze
liegenden kritischen Spannungs-
werte fir die Praxis vollkommen
bedeutungslos sind. Die unbe-
schrankte und auch auf den Ver-
festigungsbereich  erstreckte An-
wendung der Engesserschen Knickformel ergébe fiir die derzeit ge-
briauchlichen Stahlsorten die in Abb.8 dargestellte Knickspannungs-
linie (Punkte 1, 2, 3, 4, 5). Auf die Bedeutung des dem Verfestigungs-
bereich zugeordneten, strichliert eingezeichneten Astes der Knick-
spannungslinie hat F. Hartmann? ausfithrlich hingewiesen und kommt
zu dem SchluB, daB diese oberhalb der Stauchgrenze liegenden Knick-
spannungen nur dadurch erreicht werden konnten, wenn man den
Stab beim Passieren des FlieBbereiches an einer Ausbiegung kiinstlich,
z. B. durch seitliche Festhaltung oder durch Einbetten in ein starres
Medium, verhindern wiirde, so daf praktisch nur die unterhalb der
Stauchgrenze liegenden Knickspannungswerte in Betracht zu ziehen sind.
In diesem Zusammenhang sei noch hervorgehoben, da der von Karmén
angegebene stetige Verlauf der Knickspannungslinie (Punkte 1, 2, 4, 5)
fir einen Werkstoff mit ausgeprigtem FlieBbereich® innerhalb des
punktiert gezeichneten Teiles (Punkte 2 bis 4) grundsédtzlich un-
richtig ist und daB bereits Engesser die Bedeutung der Stauch-

8 1. Intern. KongreB fiir Briicckenbau und Hochbau, Schlubericht, 8. 40ff.

? Bs seli hier ausdriicklich festgestellt, da8 das Druckdiagramm des
Kéarmanschen Versuchsstahles einen kleinen, jedoch ausgeprigten
FlieBbereich aufwies, so daB die Knickspannungslinie grundsétzlich den in
Abb. 8 dargestellten Verlauf (Punkte 1, 2, 3, 4, 5) aufweisen muf3te.
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grenze g, als der oberen Grenze fiir die Knickspannungen voll
erkannt hat.

Durch die grundlegenden Untersuchungen von Engesser ist ins-
besondere der Zusammenhang zwischen Arbeitslinie und Knickspannungs-
linie eindeutig festgelegt. Man kann demmach aus dem Verlauf der
Arbeitslinie auf den Verlauf der Knickspannungslinie schlieen und um-
gekehrt aus der Knickspannungslinie das Forménderungsgesetz des Werk-
stoffes bestimmen. So entspricht beispielsweise der von Tetmajer10
fiir den unelastischen Bereich aufgestellten und derzeit noch vielfach in
Gebrauch stehenden empirischen Knickformel ¢, = 3,1 — 0,0114 1 die
in Abb. 9 dargestellte, mit Hilfe des Engesserschen Knickmoduls be-
rechnete Arbeitslinie (strichlierte Linie), welche ein ganz anderes Ver-

- T

2}

Abb. 9. Abb. 10.

halten zeigt als das zum Vergleich eingezeichnete Formanderungsgesetz
der derzeit gebrduchlichen Stahlsorten. Der Gebrauch der Tetmajer-
Formel bei der Berechnung der Knickspannung fiir die derzeit ver-
wendeten Stahlsorten ist daher insbesondere fiir kleinere Schlankheiten
als unzutreffend abzulehnen (Osterreichische Vorschriften). Die Deutschen
Vorschriften begrenzen die Knickspannungslinie durch die Stauchgrenze,
tragen daher den hier besprochenen Untersuchungsergebnissen grund-
satzlich Rechnung und fiithren zu der in Abb. 10 dargestellten Arbeits-
linie mit unbestimmt bleibendem FlieBbereich. Die in Abb. 8 vollgezeich-
nete Knickspannungslinie, gegen deren Richtigkeit heute wohl kein
ernstlich begriindeter Einwand erhoben werden kann, ist also nur vom
Verlauf der Arbeitslinie zwischen Proportionalititsgrenze und Stauch-
grenze abhdngig und kann daher aus einem nahezu ideal-plastischen
Forminderungsgesetz abgeleitet werden. Nun haben aufBlerdem die
neuesten und sorgfiltig durchgefithrten Druckversuche mit dem meist
verwendeten Stahl St 37 gezeigt, dal die Arbeitslinie nahezu bis zur
Stauchgrenze o, dem Hookeschen Gesetze folgt;'* dann kann aber das
Forménderungsgesetz mit ausreichender Genauigkeit durch die von

10 1,.v. Tetmajer: Die Gesetze der Knickungs- und zusammengesetzten
Druckfestigkeit der technisch wichtigsten Baustoffe. Leipzig und Wien. 1903.

11 W.Rein: Versuche zur Ermittlung der Knickspannungen fiir ver-
schiedene Baustidhle. H. 4 der Berichte des Ausschusses fiir Versuche im
Stahlbau. Berlin: J. Springer. 1930.



Der auBlermittig gedriickte Stab. 15

Prandtl!? erstmalig verwendete ideal-plastische Arbeitslinie be-
schrieben werden (s. Abb. 10, Linienzug 0, 1, 2). Dieser ideal-plastischen
Arbeitslinie entspricht dann eine Knickspannungslinie, die aus der Euler-
Hyperbel bis zur Stauchgrenze und von hier ab durch die Gerade o), = g,
gebildet wird. Diese bedeutungsvolle, aus theoretischen Erkenntnissen
gewonnene Vereinfachung des Forminderungsgesetzes bildet die Grund-
lage fiir eine analytische Losung des Gleichgewichtsproblems axial
gedriickter und auf Biegung beanspruchter Stahlstébe.

§ 2. Der aullermittig gedriickte Stab.

Ein Stab ist auf auBermittigen Druck beansprucht, wenn die Wirkungs-
linie der Axialkraft nicht mit der Schwerachse des Stabes zusammenfillt;
dann treten zu der gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilten axialen
Druckspannung noch Biegespannungen hinzu und der Stab erfihrt
bereits unter kleinen Axialkréften endliche Ausbiegungen. Hinsichtlich
der technischen Bedeutung des Festigkeitsfalles ,,axialer Druck und
Biegung* sei bemerkt, daB einerseits eigentlich jeder ,.entwurfsgema(
mittig gedriickte Stab‘‘ infolge der praktisch niemals streng er-
fiillten Forderung eines genau mittigen Kraftangriffes eine zusitzliche
Biegung erfihrt und daB anderseits sehr oft aus konstruktiven Griinden
ein einseitiger Kraftangriff von endlicher Grofe nicht zu vermeiden ist.
Die Bedeutung von sehr kleinen, unbeabsichtigten und kaum meBbaren
Exzentrizititen des Kraftangriffes und ihr EinfluB auf die Tragfihigkeit
kommt in der trotz gleichbleibender Werkstoffeigenschaften verhiltnis-
miBig starken Streuung der Ergebnisse von Knickversuchen, insbesondere
im elastisch-plastischen Forminderungsbereich, sinnfillig zum Aus-
druck; hierbei ist auBerdem zu bedenken, daB fiir einen innerhalb eines
Bauwerkes befindlichen Druckstab die mittige Kraftiibertragung noch
weit weniger gesichert erscheint als beim Versuchsstab. Diese Unsicher-
heit in den Berechnungsannahmen wird bei mittig gedriickten
Stében gewohnlich durch einen unverhéltnisméBig hohen Sicherheits-
grad gedeckt. Es wire wohl zweckméBiger, bei der Bemessung derart
belasteter Stdbe einen der praktischen Erfahrung und den besonderen
konstruktiven Umstéinden entsprechenden auBermittigen Kraftangriff
bei gleichzeitiger Senkung des Sicherheitsgrades in Rechnung zu stellen,
was natiirlich eine eingehende Kenntnis einer derartigen Beanspruchung
voraussetzt.

Untersucht man zundchst das Verhalten eines auBermittig gedriickten
Stabes aus einem unbeschréinkt elastischen und bruchsicheren
Werkstoff, so ergibt sich, daB ein derartiger Stab nur eine einzige
stabile und ausgebogene Gleichgewichtslage besitzt. Ohne die Rech-
nung selbst auszufiihren, sei folgendes bemerkt: Wird die Untersuchung
in iblicher Weise unter Verwendung der linearisierten Differential-

2 L. Prandtl: Uber die Eindringungsfestigkeit (Hérte) plastischer Bau-
stoffe und die Festigkeit von Schneiden. Z. angew. Math. Mech. 1921.
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gleichung der Biegelinie (Stabkriimmung gleich der zweiten Ableitung
der Durchbiegung) durchgefiibrt, so zeigt sich, daf die Durchbiegung
mit wachsender Axialkraft rasch zunimmt; bei unbeschrinkter An-
wendung der aus dieser Néherungsrechnung gewonnenen Zusammenhénge
zwischen Belastung und mittlerer Stabausbiegung erhilt man unter
der der Euler-Last des mittig gedriickten Stabes gleicher Abmessungen
entsprechenden Axialkraft eine unendlich grofle Ausbiegung!
Dieses paradoxe Ergebnis wird leider sehr hiufig als ,,Kriterium®
eines ,,Stabilitdtswechsels” angesehen und fithrt zu dem immer
wiederkehrenden Irrtum, daB ein auBlermittig gedriickter Stab aus einem
unbeschriankt elastischen Werkstoff unter der Euler-Last der Knickung
unterliegt. Das starke Anwachsen der Aus-
biegung weist aber lediglich darauf hin, daf}
fir groBere Axiallasten eine genauere
Untersuchung unter Zugrundelegung des
exakten analytischen Ausdruckes fiir die
Stabkriimmung (Gl. 6) erforderlich wird. Der
Loésungsvorgang ist dann im Prinzip derselbe
wie beim mittig gedriickten Stab, nur ist die
Randbedingung an den Stabenden entspre-
chend zu dndern.’® Die Abb. 11 enthilt eine
anschauliche Darstellung des funktionalen
Zusammenhanges zwischen der Axialkraft P
und der mittleren Stabausbiegung vy, fir
e Fxzentrizitst Im auBermittige Beanspruchung, wobei die stark
gezeichnete Linie dem Ergebnis der genauen
Untersuchung (exakte Differentialgleichung)
und die strichliert gezeichnete Linie dem Ergebnis der Naherungsrechnung
(linearisierte Differentialgleichung) entspricht. Aus dem Vergleich mit
der fiir mittigen Druck ebenfalls eingetragenen Kurve der Durchbiegungen
folgt der wesentliche Unterschied zwischen mittiger und auBermittiger
Beanspruchung: Fiir den mittig gedriickten Stab ist das Gleichgewicht
unterhalb einer bestimmten Axialkraft, die als Knicklast bezeichnet
wird, eindeutig, dagegen oberhalb dieser Verzweigungsstelle des
Gleichgewichtes mehrdeutig, fir den auBermittig gedriickten Stab
ergibt sich bei jeder beliebigen Belastung grundsitzlich eine eindeutige
Glelchgemchtsla,ge, die unbeschrinkt stabil ist.- Die auBermittige
Beanspruchung eines unbeschrinkt elastischen Stabes stellt demnach
ein reines Spannungsproblem und kein Stabilitatsproblem dar.
Untersucht man nun das Tragverhalten eines auBermittig ge-
driickten Stahlstabes, so gelangt man zu grundlegend anderen Er-
gebnissen. Eine zahlenmifiige Abschitzung der Tragfahigkeit auBer-
mittig gedriickter Stahlstibe wurde auf Grund der theoretischen und
experimentellen Untersuchungen Th. v. Kdrmans mdoglich,® welche zu
13 Vgl. L. Karner: Stabilitdt und Festigkeit von auf Druck und Biegung

beanspruchten Bauteilen. Vorbericht des I. Intern. Kongresses fiir Briicken-
bau und Hochbau in Paris 1932, S. 17ff.

" AvlBermitiger Orock

Py

Abb. 11.
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der Erkenntnis fiihrten, daB die Ermittlung der Tragfihigkeit eines der-
art belasteten Stabes ein Gleichgewichtsproblem darstelle, da also die
Festigkeit durch den Eintritt eines instabilen Gleichgewichts-
zustandes begrenzt ist. Dieses eigenartige Tragverhalten, welches an
die besonderen Werkstoffeigenschaften (plastisches Verformungsver-
mégen) gebunden und nur unter Beriicksichtigung des Einflusses der
Forminderungen auf das Kréftespiel (Theorie II. Ordnung) feststellbar
ist, besitzt fiir den Stahlbau grofite Bedeutung, da nur bei Kenntnis der
Festigkeit die Einhaltung eines vorgeschriebenen oder angestrebten
Sicherheitsgrades und damit eine wirtschaftliche Querschnittsbemessung
derart beanspruchter Stibe verbiirgt erscheint. Durch diese Erkenntnis
wird aber auch die bis in die jiingste Zeit vertretene Auffassung dieser
Beanspruchung als Spannungsproblem hinféllig,. da der iibliche Nach-
weis der grofiten Randspannung ohne Kenntnis der Festigkeit keineswegs
als ausreichende Sicherung gegen den Eintritt des kritischen Gleich-
gewichtszustandes angesehen werden kann.

I. Zeichnerisches Liosungsverfahren.

Die Untersuchung erstreckt sich auf einen beiderseits gelenkig ge-
lagerten Stab von der Lénge L = 2! und mit Rechteckquerschnitt (b . 4),
welcher in der zur Seite & parallelen Haupttrigheitsebene
durch eine Axialkraft P auf auBermittigen Druck bean- ¢~

sprucht wird (Abb. 12). Wird der Rechnung das in Abb. 3 /1x
dargestellte, analytisch kaum erfafbare Forménderungs- /1P
gesetz des Baustahles zugrunde gelegt, so kann die Losung f
der vorliegenden Aufgabe nur auf zeichnerischem Wege i

T

erfolgen. Wichst die Axialkraft in ihrer auBermittigen Lage
— wie dies praktisch, d. h. bei allen konstruktiv bedingten ¥
Exzentrizititen, der Fall ist — von Null bis zu einem be-
stimmten Grenzwert des Tragvermogens stetig an, so ist hin- In
sichtlich der diesem Grenzzustand entsprechenden Normal-
spannungsverteilung folgendes zu bemerken. Solange die
von der Axialkraft herriihrende Stauchung rein elastisch

L
.

~

ist (o, << @,), wachsen die Biegespannungen rascher an als f'L
die Axialspannung und folgen daher bei eben bleibenden \ [P
Querschnitten den Arbeitslinien fiir Zug und Druck. Dies \

gilt aber nicht mehr, wenn die am Biegezugrand gelegenen N 1

heitsverhiltnis des Stabes sehr klein und nidhert sich die
Exzentrizitdit des Kraftangriffes dem Werte Null (¢ — 0),

dann nimmt die Ausdehnung derartiger Entlastungszonen Abb. 12.
an der Biegezugseite immer mehr zu, bis schlieBlich im

Grenzfalle ¢ = 0 (mittiger Druck) auf der Biegezugseite ausschlieBlich
das Entlastungsgesetz Geltung besitzt (man erhilt dann eine Normal-
spannungsverteilung nach Abb. 5). Demgemi verwendete Kdrmaén,
der sich nur die Feststellung des Einflusses sehr kleiner ,,unvermeid-

Jezek, Druckstibe. 2

Fasern bereits unelastisch gestaucht sind. Ist das Schlank- » *F
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licher Exzentrizititen des Kraftangriffes zum Ziele setzte, Normal-
spannungsverteilungen, welche am Biegedruckrand der Arbeitslinie fiir
Druck und auf der Biegezugseite dem Entlastungsgesetz (Elastizitéts-

modul E) folgen. Bei endlichen, und zwar bei verhiltnism#Big kleinen

Exzentrizititen des Kraftangriffes (a = %) kommt jedoch auf der Biege-

zugseite nicht mehr das Entlastungsgesetz, sondern das Forminderungs-
gesetz der Belastung (Arbeitslinie fiir Zug) zur Geltung, und dieser Fall,
welcher von E. Chwalla in Ankniipfung an die Gedankengéinge Kdrmans
eingehend untersucht wurde, soll hier besprochen werden.

Unter der Axialkraft P, die an beiderseits gleich grolen Hebelarmen
angreift, besitzt der Stab eine bestimmte Gleichgewichtslage y = f(x),
deren Ermittlung das Ziel der nachstehenden Untersuchung bildet. Die
Normalspannungen, die hierbei in den einzelnen Querschnitten ent-
stehen, miissen dem vorhandenen Biegemoment M = P y und der Axial-
kraft P das Gleichgewicht halten. Zerlegt man die Normalspannung in
die gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilte axiale Druckspannung

0o = und in die Biegespannung o,, so kionnen die beiden Gleich-
gewichtsbedingungen in der Form

F F

[ovai=0, [oidf=m=Py M
angeschrieben werden, wenn { den Abstand einer Faser von der Stab-
achse bedeutet. Bezeichnet man die Biegerandspannungen mit 0,4 und o, ,,

so sind die wirklichen Randspannungen ihrem Absolutwerte nach gleich
04 = 04 + 034 und 0, = 0, — 6, (s. Abb. 13). Ein Stabelement von der

4 E.Chwalla: Die Theorie des auBermittig gedriickten Stabes aus Bau-
stahl. Stahlbau 1934, S. 161.
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Lange Eins, welches aus dem ausgebogenen Stabe herausgeschnitten
wird, nimmt unter der Einwirkung der Axialkraft P und des Biege-
momentes M die in Abb. 13 dargestellte Form an, wenn eine lineare
Verteilung der spezifischen Léngendnderungen quer zur Stabachse
vorausgesetzt wird ; dann ist die in Abb. 13 angegebene Normalspannungs-
verteilung affin verwandt mit der Arbeitslinie fiir Zug und Druck, d. h.
der zwischen den Abszissen ¢; und ¢, — die spezifischen Lingendnderungen
am Biegedruck- und Biegezugrand werden ebenfalls mit ihrem Absolut-
werte in die Rechnung eingefithrt — gelegene Ast der Arbeitslinie er-
scheint iiber die Querschnittshohe % abgebildet (s. Abb. 14). Die értliche
Krimmung erhidlt man mit
der iiblichen Annéherung (Be-
schrankung auf groBie Kriim-
mungshalbmesser) zu

1 gte, .

Aus der gegebenen Axial-
spannung o, und fiir ein an-
genommenes Biegemoment M
kann die Kriimmung aus der
Querschnittsform und der Ar-
beitslinie eindeutig wie folgt
bestimmt werden. Man wahlt
zu ¢, einen beliebigen Wert ¢,
und findet die zugehdrige spe-
zifische Dehnung am Biegezug-
rand ¢, aus der Bedingung,
daB die Biegezugspannungs-
fliche @,, gleich der Biege-
druckspannungsfliche @, ist (1. Gleichgewichtsbedingung). Im Arbeits-
diagramm sind die Spannungen und Lingeninderungen in einem be-
stimmten LéngenmaBstab aufgetragen (Ordinaten 1 cm = y kgfem?), so
daB bei der Ermittlung von Kriften oder Momenten die Abszissen im

Verhiltnis % zu reduzieren sind. Man findet dann die Resultierende
der Biegedruckspannungsfliche bzw. der Biegezugspannungsfliche zu

D=7=u®ysb1

und schlieBlich das Moment der inneren Krifte zu
h h \2
M:Dsﬁzuébdbs(ﬂ. (3)

Nun kann die diesem Moment zugeordnete Kriimmung nach GIl. 2
berechnet werden. Durch die Wahl verschiedener Werte fiir ¢; bei gleich-
bleibender Axialspannung o, erhilt man fiir ein bestimmtes Form-
anderungsgesetz die Krimmung als Funktion des Biegemoments (Abb. 15).

2*
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Die stark eingezeichneten Linien gelten fiir den Fall, daf die Axial-
spannung gleich Null (reine Biegung), bzw. gleich der Proportionalitits-
grenze o, bzw. gleich der Stauchgrenze o, angenommen wird. Die
strichliert eingezeichneten Linien P, @ und @' sind Spannungsverteilungen
zugeordnet, bei welchen am Biegedruckrand gerade die Proportionalitéts-
grenze, bzw. die Stauchgrenze, bzw. der Beginn der Verfestigung erreicht
wird, wihrend sich die Linien P;, S und 8’ sinngemif auf den biegezug-

seitigen Rand beziehen. Die nach dem Parameter ¢, geordneten Linien
des Diagramms in Abb. 15 legen den funktionalen Zusammenhang

h Py

3:__7”/':w(m)zw(aa-%)=wl(%) (4)

fest, aus welchem durch zweimalige Integration die Gleichung der Biege-
linie bestimmt werden kann. Man erhélt mit den Randbedingungen
T = %9 ce.y =0und z=0... y=0 (s. Abb. 12) die Gleichgewichts-
form eines ausgebogenen, mittig gedriickten Stabes von der Lange L,
welche jedoch mit Riicksicht auf die angenommene entlastungsfreie
Normalspannungsverteilung nur fiir Axialspannungen ¢, << ¢, mit der
wirklichen Biegelinie identisch ist und aus welcher, wie spiter gezeigt
wird, die Gleichgewichtslinge L << L, des Stabes gleicher Abmessungen

bei auBermittiger Belastung, jedoch unter der Einschrinkung a = —;%

(fir kleinere Exzentrizitdten wiirde das Entlastungsgesetz die Ergebnisse
bereits wesentlich beeinflussen), abgeleitet werden kann.



Zeichnerisches Lésungsverfahren. 21

Die graphische Integration der Differentialgleichung 4 erfolgt nach
v. Karméan in zwei Quadraturstufen und soll an Hand der Abb. 16 er-
lautert werden. Man entnimmt zunichst die einer vorgegebenen Axial-
spannung zugeordnete Linie der inneren Momente aus Abb. 15 und stellt
die affine Funktion —Ay" = v, (%) dar (strichpunktierte Linie in
Abb. 16a). Nun kann die erste Quadratur mit Hilfe der Beziehung
Ym
=2\ (—hy)a(Y) (®)
v

durchgefithrt werden. Die erste Randbedingung y = y,, fiir ¥’ = 0 ist
dann erfillt. Fir eine angenommene mittlere Durchbiegung ¥,, kann
nun der Verlauf der Funktion (y')2 bestimmt werden: Es entspricht nim-
lich der einer Durchbiegung 0 < y, < y,, zugeordnete Wert (y,’)2 dem
doppelten Inhalt der in Abb. 16a schraffierten Fliche @,. SchlieBlich

kann auch die Kurve i, ermittelt werden, welche mit waagrechter
Tangente von der Ordinatenachse abzweigt und die Grundlage fiir die
zweite Quadraturstufe bildet. Man erhilt nimlich aus Gl. 5

¥

2= 60wt

Die Grenzen sind gemdf der zweiten Randbedingung z = 0, y = 0 ein-
gesetzt. Die einer Durchbiegung 0 < y, < y,, zugeordnete Abszisse =,
wird durch Planimetrierung der Fliche @, erhalten; in der unmittelbaren

Umgebung des Scheitels der gesuchten Gleichgewichtsfigur y = f(x)
versagt dieses Verfahren, da dort i, unendlich groB wird. Man kann

jedoch fiir Ausbiegungen, welche nahezu gleich der mittleren Durch-
biegung sind, die zugehorige Entfernung vom Scheitelpunkt z = (% — x)
aus der nachstehenden Gleichung bestimmen:
0
_ 1 ’
[ P} 7)
o
Unter Verwendung des Diagramms Abb. 16a ist dann in der Umge-
bung des Scheitels die Funktion — —h—;T = @ (y') darzustellen (Abb.16b),

deren Integralkurve die gesuchte Losung ist (einer bestimmten Durch-
biegung y, < y,, ist die durch den Inhalt der Fliche @, gegebene Abszisse z,
zugeordnet).

Die nach diesem Verfahren ermittelte Kurve %: Py (%), deren

obere Hilfte in Abb. 16 ¢ dargestellt ist, entspricht dann der Biegelinie
eines Stabes von der Linge L,, welche unter einer Axialkraft P = F g,
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bei einer mittleren Ausbiegung y,, zur Ausbildung gelangt. Durch
Anderung der Werte o, und y,, erhilt man daher alle moglichen aus-
gebogenen Gleichgewichtslagen axial gedriickter Stibe, welche auch im
Falle eines auBermittigen Kraftangriffes sinngemi verwendet werden
konnen; liegt z. B. der Belastungsfall Abb. 12 — Stabenden beiderseits
gelenkig gelagert, gleich groBle Hebelarme — vor, so dndert sich nur die

zweite Randbedingung in = % ... y=a, so daf} die Gleichgewichts-

figur des auBermittig gedriickten Stabes durch den zwischen den Ordi-

naten y = a gelegenen Ast der bereits bekannten Funktion %— = Y, %)

A gleicher Axialspannung und Scheitel-
ausbiegung bestimmt ist (s. Abbil-
dung 16 ¢). Das geschilderte Losungs-
verfahren ist fiir verschiedene Axial-
spannungen und Ausbiegungensyste-
matisch durchzufiihren, und man
erhilt dann fiir jede Laststufe g,
eine Schar moglicher Gleichgewichts-
lagen, aus welchen die einer vorge-
gebenen Exzentrizitit des Kraftan-
griffes a zugeordnete Gleichgewichts-
lainge L entnommen werden kann.
Fiihrt man das Schlankheitsverhilt-
nis des Stabes

L 2L o
b= =008

in die Rechnung ein und bezeichnet
Abb. 17. man als Exzentrizitdtsmal m

den Quotienten aus Exzentrizitit des

Kraftangriffes durch die dem Hebelarm gegeniiberliegende Kernweite £,
also

a 6a

i (®)
so erhidlt man in weiterer Folge unter Benutzung der bereits bekannten
Ergebnisse bei unverdnderlicher Axialspannung die Schlankheit in Ab-
héngigkeit vom Exzentrizitdtsmaf m und der mittleren Durchbiegung ¥,,;

in Abb. 17 ist diese Funktion A =@ <m, mi) fir den Fall 0, < 0, zeich-

nerisch dargestellt. Die Grenzkurve der nach dem Parameter m = %

geordneten Schar entspricht der mittigen Beanspruchung (m = 0) und
zweigt von der Ordinatenachse in der Hohe der Eulerschen Knick-

schlankheit 4, =7 —E mit waagrechter Tangente ab, verlauft bis

zur Grenze des elastlschen Bereiches (Durchbiegung v,) parallel zur
Abszissenachse (nach der genaueren Theorie steigt diese Linie noch etwas
an bis zur Hohe der kritischen Spannung, s. Abb. 4) und fillt dann ab.
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Die der auflermittigen Beanspruchung zugeordnete Kurve zweigt von

der Abszissenachse (A = 0) an der Stelle —y%m— = % = % mit lotrechter

Tangente ab, steigt zunéichst an und fillt nach Erreichen einer ausge-
pragten Extremstelle, deren Ordinate mit wachsender Exzentrizitat ab-
nimmt, wieder ab. Die bei kleinen Exzentrizititen auftretenden Extrem-
stellen, die zwar grundsdtzlich auBerhalb des Hookeschen Bereiches
liegen, denen aber zufolge des noch kleinen Biegemoments eine Spannungs-
verteilung entspricht, welche auf der Biegezugseite auflerhalb des Ver-
festigungsbereiches bleibt, sollen ,,Maxima I. Ordnung® genannt
werden ; die zugeordnete Ordinate entspricht der groBten Stablinge, bei
welcher noch Gleichgewicht zwischen dufleren und inneren Kriften moglich
ist, und Soll als kritische Schlankheit A,, bezeichnet werden. Mit zu-
nehmender Linge nimmt der Stab die der kleineren Ausbiegung ent-
sprechende Lage ein (Punkt 1), in die er nach einer unendlich kleinen
Storung von selbst wieder zuriickkehrt und die demnach als stabil
zu bezeichnen ist. Nach einer endlichen Ausbiegung strebt der Stab
ebenfalls in seine frithere Gleichgewichtslage zuriick, kann diese jedoch,
falls er durch die zusétzliche Ausbiegung bereits bleibend verformt wird,
nicht mehr erreichen. Das AusmaB einer Ausbiegungsverstirkung von
endlicher GréBe ist aber durch die zweite mogliche Gleichgewichtslage
(Punkt 2), in welcher sich der Stab gerade noch im Gleichgewicht be-
findet, begrenzt; eine dariiber hinausgehende Ausbiegung wiirde ein
unaufhaltsames Ausweichen und damit den Zusammenbruch des Stabes
bewirken. Die zweite Gleichgewichtslage ist demnach als labil gegen-
iiber einer unendlich kleinen Ausbiegungsverstirkung zu bezeichnen.
Mit zunehmender Stablinge (A — 4;,) ndhern sich die beiden Gleich-
gewichtslagen und fallen bei der kritischen Stablinge zusammen. Die
geringste VergrofSerung der kritischen Schlankheit oder der Axial-
spannung bzw. der Exzentrizitdt @ hat den endgiiltigen Zusammenbruch
des Stabes zur Folge. Diese Erscheinung soll als kritischer Gleich-
gewichtszustand und die einer bestimmten Extremstelle entsprechende
Axialspannung als kritische Spannung bezeichnet werden, deren
Erreichen bei zugeordneten Werten von 4;, und m der obersten Grenze
des Tragvermogens gleichzuhalten ist. Die grofte Randspannung, die
beim Eintritt des kritischen Gleichgewichtszustandes im mittleren Quer-
schnitt herrscht, ist zwar immer groBer als die Proportionalititsgrenze o,
kann aber bei sehr kleinen Exzentrizititen und groBen Schlankheits-
graden noch unterhalb der Stauchgrenze liegen.

Mit zunehmender Exzentrizitdt des Kraftangriffes wachsen die Biege-
momente und damit die Randspannungen stark an. Gelangt die Rand-
spannung bereits in den Verfestigungsbereich, so tritt im abfallenden
Kurvenast (Abb. 17) ein sekundirer Riicken in Erscheinung, dessen
Scheitel zunichst tiefer, mit zunehmender Exzentrizitat aber schlieBlich
in gleicher Hohe mit dem nur mehr schwach ausgeprigten Maximum
L. Ordnung liegt; in letzterem Falle (Punkte S, und S,’) besitzt der Stab
knapp unterhalb der kritischen Schlankheit sogar vier mégliche
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Gleichgewichtslagen! Fiir noch gréBere Exzentrizititen ist nur mehr
diese sekundire Extremstelle ausgebildet (Punkt S;'), welche als
y2Maximum II. Ordnung® bezeichnet werden soll. Diese Maxima
IT. Ordnung legen die kritischen Gleichgewichtszustinde der stark ge-
drungenen Stdbe fest, besitzen demnach fiir die Baupraxis keinerlei
Bedeutung, sondern beanspruchen nur theoretisches Interesse im Sinne
einer vollstandigen Losung.

Wird die in Abb. 17 dargestellte Kurvenschar, welche die Gleich-
gewichtszustinde auBermittig gedriickter Stibe bei konstanter Axial-
spannung veranschaulicht, fiir eine ausreichende Anzahl von Laststufen

(etwa von 100 zu 100 kg/cm?) er-
o mittelt, dann kann aus diesen
S \ Diagrammen der Zusammenhang
A>Rg>28 zwischen Axialspannung. Schlank-
heitsverhiltnis und Stabausbie-
gung bei unverdnderlichem Ex-
zentrizititsmaB, also die Funktion
o, = ¥ (4, ¥,,) abgeleitet werden.
Die in Abb. 18 dargestellte Kur-
\ N\ 1 venschar ist nach dem Para-

§

meter A geordnet. Die einzelnen
Kurven (4, > 1, > A;) zweigen
von der Abszissenachse an der

Stelle —% = konstant mit lotrech-

¥m ber Tangente ab., steigex'l zunéchst
72 an, erreichen ein Maximum und
fallen wieder ab. Diese Extrem-
Abb. 18. stellen entsprechen bei schlanken
Stiaben einem ,,Maximum I. Ord-
nung‘ (Punkt 8,;), bei gedrungenen Stiben tritt im abfallenden Aste
ein sekundédrer Riicken in Erscheinung, dessen Scheitel zunichst tiefer,
mit abnehmender Schlankheit aber schlieBlich in gleicher Héhe mit dem
Maximum I. Ordnung liegt (Punkt 8,’); fiir sehr kleine Schlank-
heiten wird dann das sekundire oder ,,Maximum II. Ordnung* allein
mafBgebend. Die Ordinaten dieser Extremstellen entsprechen der kriti-
schen Axialspannung oy,. Die in Abb. 18 dargestellten Linien I', und I,
entsprechen Spannungsverteilungen, bei welchen am Biegedruckrand die
Proportionalitdtsgrenze (Grenze des elastischen Bereiches) bzw. am Biege-
zugrand die Zugfestigkeit erreicht wird.

Mit abnehmender Exzentrizitit ¢ — 0 gelangt der EinfluB des Ent-
lastungsgesetzes auf der Biegezugseite immer mehr zur Geltung, und die
Kurven nach Abb. 18 schmiegen sich der Kurvenschar in Abb. 6 an,
welche fiir streng mittigen Kraftangriff gefunden wurde. Ist demnach das
Schlankheitsverhéltnis und das ExzentrizitdtsmaB sehr klein, dann kann
das Maximum II. Ordnung, welches hier fiir das Tragvermégen mal3-
gebend ist, auch oberhalb der Stauchgrenze liegen. Aus einer entspre-

g -7%- =konstant
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chenden Anzahl von Diagrammen nach Abb. 18 kénnen schlieflich die
den Kurvenextremen I. und II. Ordnung zugeordneten und zusammen-
Yer
Yo
ausbiegung im kritischen Gleichgewichtszustande besitzt im allgemeinen
fir die Baupraxis kein Interesse, da sie nach den Untersuchungen
Chwallas selbst bei schlanken Stiben nur Teile der Querschnittshéhe
betrigt (y.,< k), und kann deshalb weiterhin auBer Betracht bleiben.
Man kann dann den funktionalen Zusammenhang o), =9 (4, m) in

gehorigen Werte oy,, A, und -% = m entnommen werden. Die Stab-

O

3
=

|
|
> ! <&
§ ! %%
D I
& |
‘4;: ]
TN I e
~ |
~ |
tp—==—

Abb. 19.

einem Diagramm nach Abb. 19 graphisch darstellen. Die obere Grenze
fiir die nach dem Parameter m = % geordnete Kurvenschar bildet die

dem mittigen Kraftangriff entsprechende Linie m = 0, welche fiir

ngnl/—fi aus der Euler-Hyperbel, fir 4, <1< 1, aus der
D

Engesser-Kdrmdnschen Knickspannungslinie (vgl. §1, 2. Teil) und
firr stark gedrungene Stdbe 0 << A < 1, aus der steil ansteigenden, den
Kurvenextremen II.Ordnung entsprechenden Linie der kritischen
Spannungen, die dann die obere Grenze des Tragvermogens darstellen,
gebildet werden; den Kurvenextremen I.Ordnung entspricht hier die
der Verzweigungsstelle des Gleichgewichtes zugeordnete Knick-
spannung, die grundsétzlich unterhalb der Stauchgrenze liegt und diese
fiir A = O erreicht (strichlierte Linie 2, 3). Die Grenzlinie I" scheidet den
Giiltigkeitsbereich der Kurvenextreme I. und II. Ordnung und verlauft
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fiir nicht zu kleine Axialspannungen nahezu parallel zur Ordinatenachse,
wobei 4, von der Linge des FlieBbereiches abhingig ist. Da nun die
gebrauchlichen Stdhle einen ziemlich groBen FlieBbereich aufweisen,
wird A, sehr klein (bei einer Linge des FlieBbereiches von 10°/,, erhilt
man 4, < 15), sodaB die links von der Grenzlinie I" ausgebildeten Last-
kurvenextreme II. Ordnung und damit der Verfestigungsbereich des
Werkstoffes bei den im Stahlbau iiblichen Schlankheitsgraden 4 > 30
gar nicht zur Auswirkung gelangen. In allen praktisch vor-
kommenden Fillen wird daher der kritische Gleichgewichtszustand und

o damitdie Grenze des Trag-
vermégens erreicht, be-
Eshe— vor eine Verfestigung ein-

treten konnte.
Zusammenfassend sei
festgestellt, daB die Er-
gebnisse dieses Verfahrens
& in hohem Mafle von der
Querschnittsform  und
dem Forméinderungsge-
setz, d. h. fir die iiblichen
Schlankheitsgrade vor-
__]/ nehmlich von der Ho-
R henlage der Proportiona-
Abb. 20. litdts- und FlieBgrenze
— der Elastizitdtsmodul
kann wohl fiir alle Stahlsorten als unverinderlich angenommen werden —
abhingig sind und daher nicht etwa, wie von mancher Seite der Ein-
fachheit halber angenommen wurde, auf andere Querschnittsformen oder
Stahlsorten iibertragen werden darf. AuBerdem erfordert aber diese
Losungsmethode einen derart groBen Aufwand an Rechen- und
Zeichenarbeit, dal ihre Anwendung im Einzelfalle (gegeben ist das
Forménderungsgesetz, die Stababmessungen und die AuBermittigkeit des

Kraftangriffes, gesucht wird die Tragkraft des Stabes) sich als praktisch
unmoéglich erweist.

arctg £

— O ——]

~£ -

4——03.—&

II. Analytisches Losungsverfahren.

Das sehr verwickelte Forménderungsgesetz des Baustahles kann nach
den Ergebnissen der vorangehenden Untersuchungen fiir den vorliegenden
Zweck durch eine ideal-plastische Arbeitslinie (Ideal-Stahl) er-
setzt werden, und diese praktisch gerechtfertigte Vereinfachung erméglicht
eine strenge analytische Losung des Problems.’> Die nachfolgenden Unter-
suchungen erstrecken sich auf einen nach Abb. 12 belasteten Stab mit

15 K. JezZek: Die Tragfahigkeit des exzentrisch beanspruchten und des
querbelasteten Druckstabes aus einem ideal-plastischen Stahl. Sitzungs-
berichte der Akademie der Wissenschaften in Wien, Math.-naturwiss. Kl.,
Abt. ITa, 143. Bd., 7. H. 1934.
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Rechteckquerschnitt, dessen Arbeitslinie in Abb. 20 dargestellt ist; bis
zur Stauchgrenze o, und Streckgrenze —o,, welche Spannungen dem
Absolutwerte nach gleich grol angenommen werden, gilt das Hookesche
Gesetz (Elastizitdtsmodul %), mit weiter zunehmender Stauchung bzw.
Dehnung wird die Spannung unverdndert gleich der FlieBgrenze ange-
nommen. Unter Hinzufiigung der Giiltigkeit der Bernoullischen
Hypothese ist das Spannungsbild aus den Gleichgewichtsbedingungen
- zwischen duBeren und inneren Kriften vollstindig bestimmt.16

In einem auf axialen Druck und Biegung beanspruchten Rechteck-
querschnitt sind im Hinblick auf das gegebene Forméinderungsgesetz
drei verschiedene Verzerrungszustinde moglich, die nachfolgend unter-
sucht werden. In den Rechnungen werden Druckspannungen positiv,
Zugspannungen negativ bezeichnet, und es bedeuten o, ¢, die Spannungen
und ¢, ¢, die spezifischen Léngeninderungen am Biegedruckrand bzw.
am Biegezugrand.

1. Die Aste der Biegelinie.

Verzerrungszustand I (AstI): g; < ¢y, 6, << —¢,, 05 < 0y, 0, << —0,

(Abb. 21).

Die in Abb. 21 dargestellte Spannungsverteilung entspricht einer rein
elastischen Forménderung des durch die Axialkraft P = F ¢, = bho,

_ _ agi L &d
M -lr
= o
s wn
< \O P K]
~ ____;__F___
= Iy Z
T e T
O——l

Abb. 21.

und durch das Biegemoment M = Py beanspruchten Querschnittes.
Bedeutet 0 = % 6, die Spannung in einer um den Betrag iz von der Null-

linie entfernten Faser, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen

F F
|odf =P, (cudf=M=Py (1)
16 Diese beiden Voraussetzungen — ideal-plastische Arbeitslinie und

Bernoullische Hypothese — bilden die Berechnungsgrundlagen auch bei
anderen wichtigen Festigkeitsproblemen des Stahlbaues. Vgl. J. Fritsche: Die
Tragféhigkeit von Balken aus Stahl mit Beriicksichtigung des plastischen
Verformungsvermdégens. Bauing. 1930. — Ferner: Arbeitsgesetze bei elastisch
plastischer Balkenbiegung. Z. angew. Math. Mech. 1931. — K. Girkmann:
Die Bemessung von Rahmentragwerken unter Zugrundelegung eines ideal-
plastischen Stahles. Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften in
Wien, Math.-naturwiss. Kl., Abt. ITa, 140. Bd., 9. u. 10. H. 1931.
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Aus diesen Gleichungen erhilt man die Lage der Nullinie und die Spannung
am Biegezugrand zu

& bhe z)
=1z e=1—7]
{ 2
__ ¢ |‘
Uz §Gd )

Dem Biegemoment ist eine bestimmte Kriimmung zugeordnet, welche
mit Riicksicht auf die bei der Untersuchung in Frage kommenden sehr
kleinen Ausbiegungen in iiblicher Weise durch den zweiten Differential-
quotienten ersetzt werden kann, so daB die Differentialgleichung der
Biegelinie die nachfolgende Form annimmt:

L ” Eq 12M

E;:yl ="F T T Eih (3)
Tg=% &
b
M + S Ji &5
R S T N S = T
g4 J
o
oz €z
Y .
Abb. 22.
Mit M = P y, und den Abkiirzungen
120,
%P =g Y=Y 4)
nimmt Gl. 3 die nachfolgende Form an:
' =—aly=f(y) (8)

Durch zweimalige Integration dieser Differentialgleichung ergibt sich
zunichst die Neigung der Biegelinie

=) 4221 dy = |/ 42— (6)
und schlieflich die Biegelinie selbst in der Form

d 1 U
xl:g (yi/'1)2_+B:713rcsmF + B, (7)
wobei 4% und B die Integrationskonstanten bedeuten, die aus den Rand-
bedingungen zu ermitteln sind. Die Durchbiegung, bei welcher am
Biegedruckrand des Stabes gerade die Stauchgrenze erreicht wird, besitzt
den Wert: hia

n=-g(2—1) (8)

a
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Der Verzerrungszustand I liegt demnach in jenen Teilen des Stabes
vor, dessen Durchbiegungen innerhalb der Grenzen

gelegen sind O=n=u ®)

Verzerrungszustand II (Ast IT): ¢; = ¢, 6, < —¢,, 0, =0,, 0, = —0,
(Abb. 22).

Mit zunehmender Belastung wird am Biegedruckrand die FlieBgrenze
erreicht. Es wird angenommen, da8 sich vom Biegedruckrand ausgehend
ein FlieBgebiet von der Breite & gebildet hat und daB die Spannung am
Biegezugrand noch unterhalb der Streckgrenze liegt. Die erste Gleich-
gewichtsbedingung 1 kann dann in der Form

b
bhO’s—E (h-‘—é) (Gz + 0'3) = P = bho’a
angeschrieben werden. Mit ¢, = % 0, erhilt man hieraus
__(h=¢p
1= 2h(o,—op)

Bezieht man das Moment der &uBleren und inneren Krifte auf den
Biegezugrand, so lautet die zweite Gleichgewichtsbedingung 1:

Phr’ h? b
MLt o, 4 b (h— 8 (0, + o) =0.
Fithrt man in diese Gleichung fiir 7 den Wert aus Gl. 10 ein, so erhilt
man die Breite des FlieBgebietes zu
3 M h

(10)

&= bh(o,—oa,) 2 (11)
Aus den Gleichungen 10 und 11 folgt
2M172
9h|(o;,— 0,)— 7;;&?} l
1= 8=y % (12)
{=h—§&—7 l
Die Kriimmung ergibt sich als Funktion des Biegemoments zu
_:.yzlr:_fqi____ 8(0‘8—011)3 . (13)
En 2M)2
e g 9E L [(o’s —0,)— W}
Mit M = P y, und den Abkiirzungen
2ho, (0 \3
=55 (or ) }
: h (o
5225(0_:—“1) l} (14)
2 2 o
Y (Ba— ¥2) J
nimmt die Differentialgleichung 13 die nachfolgende Form an:
p = (15)

(82— ?/2)27.
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Durch zweimalige Integration dieser Gleichung erhélt man zunéichst
die Neigung der 