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EINLEITUNG

Dafl die Mathematik, wie zu allen Naturwissenschaften, so
auch zur Biologie in engster Beziehung steht, liegt im Wesen
der Naturwissenschaften begriindet. Denn diese sind dadurch
charakfterisiert, daf§ sie nicht nur die vorhandenen Dinge und
ihre Veranderungen exakt erkennen und beschreiben, son-
dern von diesen Grundlagen aus weiterzuschreiten suchen
zur Feststellung der Krdfte, welche den Wechsel der Er-
scheinungen verursachen, und der Gesetze, welche die Rich-
tung ihrer Wirkungsweise bestimmen.

Unter allen Naturwissenschaften sind Astronomie, Physik
und Chemie zuerst in die Lage gekommen, Naturgesetze auf-
zustellen und sie in diejenige Form zu bringen, welche wir
als die zuverldssigste ansehen, nimlich die mathematische
Form. Denn sobald es gelungen ist, den Ablauf eines Natur-
ereignisses in eine mathematische Formel zu fassen, bei
welcher die Wirkung als abhingige Veranderliche in einer
bestimmten Funktion der unabhingig veranderlichen Ursache
erscheint, ist es uns moglich gemacht, diesen Naturvorgang
in allen seinen gegenwartigen, vergangenen und zukinftigen
Einzeliallen zu tibersehen. Dieses Beslreben nach restloser
Erkenntnis eines Naturvorganges gehort so sehr zu den fun-
damentalen Forderungen, die wir an eine exakte Wissen-
schaft zu stellen gewohnt sind, dafl Kant (1786) sich zu dem
viel zitierten Wort veranlafit sah: ,Ich behaupte aber, dafl
in jeder besonderen Naturlehre nur so viel eigentliche Wissen-
schaft angetroffen werden konne, als darin Mathematik an-
zutreffen ist.

Dafl die genannten Wissenschaften am ehesten zu mathe-
matisch formulierbaren Ergebnissen kommen konnten, hat
seinen Grund im Gegenstand dieser Wissenschaften bzw. in
der Art, wie sie diese Gegenstinde zu erfassen versuchen.
Denn hier, wo die leblose Natur durch den meist verein-
fachenden Versuch im Laboratorium oder an Modellen er-
forscht wird, gelingt es verhiltnismaflig leicht, einen Natur-

llﬁ



4 Einleitung

vorgang in moglichst einfache Erscheinungen gewissermafien
wie in seine Komponenten zu zerlegen, die dann mit weni-
ger Schwierigkeit zu tibersehen und zu analysieren sind. In
der freien Natur aber, und hier besonders bei den Lebe-
wesen, sind die Verhiltnisse bis ins Unendliche kompliziert,
so daBl es den biologischen Wissenschaiten erst sehr viel
spiter gelang, wenigstens einige Erscheinungen ihres un-
tibersehbar groBlen Tatsachenmaterials in mathematisch for-
mulierbare Gesetze zusammenzufassen, und so {iber das an-
fangliche Stadium qualitativer Beschreibung hinaus zu quan-
titativerErfassung derLebenserscheinungen weiterzuschreiten.

Es kann beider folgenden Darstellung mathematisch formu-
lierbarer biologischer GesetzmaBigkeiten auf nur annihernde
Vollstandigkeit kein Anspruch gemacht werden, schon des-
halb nicht, weil die meisten der hier zu behandelnden Pro-
bleme noch im Flusse sind. Die Auswahl wird sich auf das
einigermaflen Gesicherte zu beschrinken haben und auch
hier, unter Verzicht auf Einzelheiten, vornehmlich auf das
Problem in seiner Gesamtheii eingehen.

Der Stoff wird in zwei Hauptabschnitte eingeteilt, je nach-
dem er sich mehr auf aulere, morphologische oder auf in-
nere, anatomisch-physiologische Verhiltnisse bezieht. Eine
strenge Scheidung nach diesen Gesichtspunkten ist bei dem
vielfachen Ineinandergreifen der Beziehungen nicht moglich
und auch nicht notwendig; denn immer mehr missen wir
uns gewodhnen, einen Organismus nicht blof§ durch Zerlegen
in seine einzelnen Teile, sondern auch das Zusammenwirken
dieser Teile in einem einheitlichen Ganzen verstehen zu lernen.

Eines der wichtigsten Gebiele der Biologie, auf welchem
die mathematische Behandlung bereits eine Reihe grofier
Erfolge gezeitigt hat, namlich die Variations- und Vererbungs-
lehre, fallt auflerhalb des Rahmens der vorliegenden Arbeit,
weil es bereits in Band 24 dieser Sammlung (Riebesell, P,
Die mathematischen Grundiagen der Variations- und Ver-
erbungslehre. Leipzig 1916) behandelt wurde.



I. ZUR MORPHOLOGIE
A. GROSSENVERHALTNISSE DER ORGANISMEN

DaB die GroBenausdehnungen der Organismen sich inner-
halb gewisser, fiir die einzelnen Arten oft sehr enger Gren-
zen halten, ist eine 1angst bekannte Erfahrungstatsache, welche
in dem bekannten Satz ihren drastischen Ausdruck findet:
,Es ist dafur gesorgt, daB die Baume nicht in den Himmel
wachsen." In der Geschichte der Organismen kehrt mit einer
gewissen RegelmaBigkeit die Erscheinung wieder, dafl die
Individuen einer Formengruppe auszusterben beginnen, wenn
inihr ein bestimmtes Maximum der Kérpergrofie erreicht wor-
den ist. Es sei nur erinnert an die grofien Farn- und Béar-
lappbiume der Kohlenformation, an die riesigen Ammoniten
der Kreide oder an die in der Trias ausgestorbenen Stego-
cephalen. Der Grund zu dieser Erscheinung liegt darin, daf
mit der unbegrenzt zunehmenden linearen Vergroferung
schwere Storungen im Gesamtbetrieb der Lebenstatigkeiten
verbunden sind, welche fur sich allein genfigen k#nnen, um
das Aussierben einer Art zu besiegeln. Denn mit der Ande-
rung der linearen Ausdehnung werden die meisten lebens-
wichtigen Beziehungen wesentlich verindert. Einige Beispiele
mogen dies erlautern.

Die Arbeit, welche notig ist, um eine Last p aber die
Strecke s zu bewegen, ist gegeben durch das Produkt:

a=ps.

. o——

Bei einem beweglichen Organ wichst nun p proportional
der Masse, also mit I°, wahrend der Weg mit der Lange in
geradem Verhdlinis zunimmt. Demnach ist die zu leistende
Arbeit der vierten Potenz der Linge proportional; in diesem
MaBle wichst die Arbeitsleistung, welche von den Muskeln
des vergroBerten Tieres gefordert wird, wenn es die gleiche
Beweglichkeit haben soll, wie die Ausgangsform. Die Arbeits-
fahigkeit ist aber in erster Annaherung proportional der
Muskelmasse; sie wiachst also nur mit der dritten, nicht mit
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der vierten Potenz der Linge. Die Folge davon ist, dafi unter
sonst gleichen Umstinden die beweglichen Organe eines
Tieres verhaltnismaBig um so kleiner werden miassen, je
groBer das Tier ist und dafl umgekehrt kleinere Organis-
men relativ lingere Extremititen haben und entsprechend
schnellere Bewegungen aufweisen kdnnen. Als Beweis sei
an die oft sehr langen Fliigel, Beine und Fuhler besonders
der kleinen Formen unter den Krebsen, Spinnen und Kerb-
tieren erinnert. Langbeinige Formen, wie etwa den bekann-
ten ,,Weberknecht” (Phalangium parietinum) linear doppelt
so grof} zu konstruieren, wiirde praktisch unmoglich sein, weil
seine Muskelmasse nur um das 8fache, die zur Bewegung
seiner Beine notige Arbeit aber um das 16fache zunehmen
wiirde. Eine Vergrofierung auf etwa einen Meter Spannweite
wire nur noch die nicht mehr lebensfihige Karikatur eines
auf dem Lande lebenden Tieres; verwirklicht ist eine solche
Vergroflerung einigermafien bei gewissen Formen der Tief-
see, so z. B. bei der Tiefseekrabbe Macrocheira Kaempferi,
deren Beine bei 50 cm Korperlinge etwa 3 m Spannweite
besitzen. In der Tiefsee sind eben die Lebensbedingungen
wesentlich andere, als auf dem Lande, weil der Auftrieb des
Wassers und das Fehlen des Wellengangs die an das Mus-
kelsystem zu stellenden Anforderungen bedeutend herab-
setzen.

Die gleiche Gesetzmafligkeit finden wir nun nicht nur bei
der Vergleichung verschiedener Tierformen von ungleicher
Linge bestatigt, sondern sie beherrscht auch die Entwicklung
der einzelnen Arten und Individuen. Es ist ein durchaus
nicht seltener Fall, dal der Embryo oder die Larve eines
Tieres verhaltnismaBig langere Gliedmaflen hat, als die aus-
gewachsene Form. Dadurch, dal den Gliedmafien in der
Folge em klemerer Wachstumskoefhznent zukommt als den

- oo Lo, werden sie decart verindert, daf die
mr 1hre Bewegung aufzuwendende Arbeit der relativ ge-
ringeren Muskelmasse des grofier gewordenen Tieres ent-
spricht. Ein gutes Beispiel hierfir sind die Ergebnisse der
Untersuchungen Przibrams (1906) tiber die Entwicklung der
,ottesanbeterin® (Mantis religiosa), einer in den Mittel-
meerlindern heimischen Fangheuschrecke. Die jungen, eben
aus dem Ei geschltipften Tiere besitzen spinnenférmig lange
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Extremitaten, die dann im Verhaltnis zur Kérperlange immer
kiirzer werden, indem sie von Anfang an eine entsprechend
geringere Wachstumsgeschwindigkeit besitzen. Die Gesamt-
lange des Tieres steigt im Laufe der Entwicklung von 7 auf
52 mm; die tagliche Wachstumsgeschwindigkeit ist 0,204 mm.
Bei den Extremitaten ist sie dagegen sehr viel geringer; sie
betrigt ftir den Schenkel (Femur) eines Fangbeines im Tag
0,074 mm und far die Schiene (Tibia) 0,044 mm, so daB
die Beine mit zunehmender Grofle des Tieres relativ immer
kleiner werden. ]

Beim Springen und Hitpfen sind die kleinen Formen eben-
falls im Vorteil; denn auch hier nimmt die Arbeit mit der
vierten Potenz der Linge zu. Damit namlich ein Kérper von
der Masse m um das nfache seiner linearen Ausdehnung,
also um die Hohe H = nl gehoben werde, ist ein Arbeit

a=mgH=mgnl

notwendig. Da die Masse m mit dem Kubus der Lange zu-
nimmt, ist auch diese Arbeit proportional I'; sie nimmt also
{ mal schneller zu oder ab, als das Gewicht des Korpers.
Ein linear doppelt so grofies Tier kann also mit gleicher
Kraftentifaltung im Vergleich zur Linge seines Korpers nur
halb so hoch springen, als das um die Halite kleinere, wéh-
rend ein 10 mal kleineres 10 mal hoher zu springen vermag.
So ist es verstandlich, daB kleine Tiere, wie z. B. die Flohe,
das 200 fache ihrer Lange im Sprunge zuriicklegen konnen,
wiahrend andere, zum Springen annihernd ebenso gut ein-
gerichtete, grofere Tiere nur relativ viel geringere Sprung-
weiten erreichen. Die Heuschrecke z. B. springt nur etwa
das 30fache, die Springmaus das 15fache, das Kinguruh
das 5fache der eigenen Korperlinge. Ganz gleich sind die
Verhaltnisse bei schlechten Springern, d. h. bei Tieren, welche
nicht, wie die guten Springer stark entwickelte Hinterglied-
maflen haben. Die Waldmaus z. B. springt das 8fache, das
Mauswiesel das 6fache, der Fuchs das 4fache und der Lowe
das 3fache der Korperlinge.

Mit der Vergroflerung eines lebenden Organismus sind
aber nicht blofl die Anspriiche an die Leistungsfahigkeit
der Bewegungsorgane, sondern auch die Anforderungen an
die mechanische Festigung des Korpers gestiegen. Die Bie-
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gung d, welche ein horizontaler, an den beiden Enden ge-
sttitzter Balken von rechteckigem Querschnitt (Lange = I,
Breite = b, Hohe = h) durch eine in der Mitte angreifende
Last P erfahrt, ist gegeben durch die Gleichung
1.pPP
= E g Abb. 1
wobei E den Elastizititsmodul bedeutet, eine von dem Ma-
terial, nicht von der Gro8e des Korpers abhangige Konstante.

rp
; Lose =

L

h A

a4 ! 1 P

[ E—— '——"7-'-":T_'_;,'_':"‘"::':' T

F o =

Abb. 1.

Werden nun sowohl Balken, als Last im gleichen linearen
Verhiltnis verdndert (also P proporhonal P, dann muf} d

zu- oder abnehmen im Verhiltnis —— L =[*. Die Durchbiegung

B l
ist also proportional dem Quadrat der linearen Ausdehnung
von Balken und Last; die Biegungsfestigkeit steht dement-
sprechend zu dem Quadrat der Linge im umgekehrten Ver-
haltnis. Vergleichen wir ein Ztindholzchen mit einem linear
100 mal grofieren Balken, so ist bei dem Zuindholzchen die
Durchbiegung bei prozentual gleicher Belastung 10000 mal
geringer oder die Biegungsfestigkeit ebensovielmal grofier.
Ganz gleich sind auch die Skeletteile eines kleineren Indi-
viduums um das Quadrat ihrer geringeren Ausdehnung bie-
gungsfester, als die seines grofleren Bruders. Die Vorteile,
welche fur die kleinen Formen aus dieser Tatsache hervor-
gehen, sind bedeutend; wir wissen, dafl ein Insekt dem Zer-
dricktwerden einen um so grofieren Widerstand entgegen-
setzt, je kleiner es ist, und dafl kleine Tiere von relativ enor-
men Hohen schadlos herunterfallen konnen. Bei grofieren
Tieren mtiBten die Skelettstiicke bald gewaltige Dimensionen
annehmen, sofern sie den erhohten Anforderungen an die
Festigkeit gentigen sollten, so daBl der GroBenentwicklung
der einzelnen Organismen auch durch die Rucksicht auf die
Festigung des Korpers gewisse ziemlich enge Grenze ge-
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zogen sind. Schon Galileo Galilei (1564 —1642) wies auf
diese Tatsache hin, indem er bemerkte: ,,Es iafit sich leicht
beweisen, daf nicht blo die Menschen, sondern auch selbst
die Natur die Grofie ihrer Schopiungen nicht aber eine ge-
wisse Grenze hinaus ausdehnen kann, ohne ein festeres Ma-
terial zu wahlen und ohne sie monsirds zu verdicken, so
daB ein Tier von riesigen Dimensionen eine unmafiige Dicke
haben miBte.” Denn je groBer das Tier ist, desto bedeuten-
der mufl die Masse seines Skelettes im Verhéltnis zur Ge-
samtmasse sein. So betrigt z. B. bei Siugern das Gewiclit
des Skelettes in Prozenten des Gesamtgewichtes ausgedriickt:
bei der Spitzmaus 7,9%,, bei der Hausmaus 8,4°/,, beim
Kaninchen 9%, bei der Katze 11,5°%,, bei einem mittelgrofien
Hund 14%,, beim Menschen 17~18%,; oder in der Reihe
der Vogel: beim Zaunkonig 7,1%, beim Haushuhn 11,7%,
bei der Gans 13,4%,. Mit zunehmendem GroBenwachstum
miite das Skelett zuletzt so massig werden, daf’ die zum
Tragen seines Gewichtes notige Muskelmasse unverhiltnis-
maBig groBl und das Tier zuletzt ein unférmlicher Fleisch-
klumpen werden mufte. —

Die Vergrofierung der linearen Ausdehnung kann aber
fur einen lebenden Koérper nicht nur deshalb verhingnisvoll
werden, weil die Leistungsfahigkeit des Bewegungsapparates
und die Festigkeit des Skelet es relativ kleiner werden, son-
dern auch deshalb, weil das Verhiltnis der Oberflache zum
Volumen mit zunehmender Grofle fur die Oberflaiche immer
unglnstiger wird. Denn da die Oberfliche mit dem Quadrat,
das Volumen aber mit dem Kubus der Linge zunimmt, mufl
die Oberflache bei grofien Formen relativ klein, bei kleinen
relativ groB werden. Diese Tatsache ist immer dann far Or-
ganismen von ungiinstiger Bedeutung, wenn diese darauf
angewiesen sind, Energieformen zu bentitzen, welche im
gleichen Verhalinis wie die Oberflache zu- und abnehmen.
Dies ist z. B. der Fall beim Fliegen und Schweben.

Die Wirkung des Flugelschlages hiangt von der Grofie des
Luftwiderstandes ab, und dieser wird bedingt aufler durch
die Geschwindigkeit der Gegenbewegung durch die Grofie
der Flugelfliche. Diese ist aber bei ahnlichen Formen rela-
tiv um so kleiner, je grofier die Tiere sind. Bei einer Fliege
(Tabanus infuscatus) von 0,16 g Gewicht kommen auf 1 g
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11000 mm® Flugelilache, bei einer grofien Libelle (Aeschna
cyanea) von 0,92 g 2500 mm? beim Ligusterschwirmer
(Sphinx ligustri) von 1,92 g 1000 mm®; ganz gleich sind
die Verhaltnisse bei den Vogeln: bei der Rauchschwalbe
{20 g) ist die aut 1 g Korpergewicht bezogene Tragflache
675 mm?®, beim Mauersegler (33 g) 425 mm® beim Turm-
falken (260 g) 260 mm? beim Seeadler (5000 g) 160 mm®
Da der durch den Flugelschlag erzeugte Auftrieb mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit zunimmt, ist auler der Flache
auch die Form der Fliigel von Bedeutung. Denn der Flagel
hewegt sich in einem Gelenk, das an dem einen Ende liegt,
und so haben die Teile des Fliigels eine umso groBiere Ge-
schwindigkeit, je weiter sie vom Drehpunkt des Gelenkes
entfernt sind. Die Folge davon ist, daB von zwei Fltugeln
von gleichem Flicheninhalt, von denen der eine kiirzer und
breiter, der andere linger und schmiler ist, bei gleichem
Ausschlagswinkel und bei gleicher Schlagdauer der lingere
eine groflere Wirkung erzielt als der kiirzere. Deshalb kon-
nen grofere Flieger wegen der absolut groBleren Linge
ihrer Flugorgane eine bedeutendere Wirksamkeit austiben
als kleinere und auf diese Weise den Mangel an Flugflache
einigermaflen ausgleichen, besonders wenn die Flugel lang
und schmal sind. DaBl es aber doch nicht mdglich ist, die
Abnahme der Tragfliche mit der zunehmenden absoluten
GroBle zu kompensieren, beweist die Tatsache, dafl gerade
die groBten Vogel flugunfihig sind. Riesenvogel, wie z. B.
der Kasuar (Gattung Casuarius; Hohe bis 1,8 m), der Emu
{Dromaeus; 2 m), der Straufl (Struthio camelus; 2,5 m) oder
der ausgestorbene Moa (Dinornis giganteus; 3 m) haben
wohl nie fliegen konnen, sondern Vorfahren von ihnen, welche
kleiner waren, haben unter gtinstigen Verhiltnissen (Mangel
an Verfolgern) das Fliegen aufgegeben, und die Nachkom-
men konnten dann zu solchen Rissen heranwachsen.

Beim Schweben hat die Oberflichenvergrofierung eine
noch viel grofiere Bedeutung, als beim Fliegen, weil es sich
hier um eine rein passive Bewegungsart handelt. Die Ge-
schwindigkeit, mit der ein Korper in einem Medium, z. B.
im Wasser, sinkt, hangt auler von seinem Ubergewicht auch
von seiner Gestalt ab. Denn die Zahl der Wasserteilchen,
welche er verdrangt, ist {e nach seiner Gestalt verschieden
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grof}; je mehr sie zunimmt, desto groBer ist der Widerstand,
den ein sinkender Korper findet, und umso geringer ist seine
Sinkgeschwindigkeit. Diese ist demnach umgekehrt propor-
tional dem ,Formwiderstand” des Koérpers, d. h. seiner Pro-
iektion auf die zur Sinkrichtung senkrechte Ebene. Ferner
steht sie in umgekehrtem Verhdltnis zur innerer Reibung
des Mediums; sie ist z. B. in Salzwasser kleiner, als in reinem
Wasser. In eine Formel zusammengefafit ergibt sich (nach
Wo. Ostwald):

. . Ubergewicht
Sinkwiderstand = d Ahl

Formwiderstand >< innere Reibung

Wenn dieser Quotient grofier als Null ist, dann sinkt der
Korper; damit der Korper schwebe, mufl die Sinkgeschwin-
digkeit Null werden. Es ist klar, da der Quotient, sofern
ein Ubergewicht vorhanden ist, ftr endliche Werte des Nen-
ners nie Null wird, es kann aber doch, besonders bei kleinen
Lebewesen infolge ihrer relativ grofien Oberiliche, derForm-
widerstand so hohe Werte annehmen, daf§ die Sinkgeschwin-
digkeit beinahe unmefibar klein wird. In Luft sinkt z. B. ein
Wassertropfchen von 0,01 mm Durchmesser trotz des enor-
men Ubergewichtes mit einer Geschwindigkeit von nur 3 mm
in der Sekunde, so dal eine ganz geringe Gegenstromung
der Luftteilchen gentigt, um das Wasserblischen am Sinken
zu verhindern.

Bei den Organismen handelt es sich ausschlielich um
das Schweben im Wasser oder in der Luft, wobei die Be-
dingungen im Wasser wegen des gréfieren spezifischen Ge-
wichtes und der grofieren inneren Reibung des Mediums
viel gtnstiger sind, als in der Luft. Immerhin sind auch im
Wasser nur kleine, makroskopisch kaum sichibare Formen
zum Schweben befshigt. Meist ist dabei die Oberflache zur
Vermehrung des Formwiderstandes durch Stacheln, Dornen,
Borsten usw. vergrdflert, welche die Linge des Korpers oft
um ein Vieliaches ubertrefien. Nur ganz kieine Formen kon-
aen auf die Ausbildung solcher Schwebevorrichtungen ver-
zichten und sogar Kugelgestalt annehmen, trotzdem die Kugel
derienige Korper ist, welche im Verhilinis zu seiner Masse
die kleinste Oberflache hat und deshalb fur einen schwe-
benden Korper die denkbar ungtinstigste Form darstelit.
Ist ein Korper klein genug, so kann er sich sogar in Luft



12 I. Zur Morphologie

langere Zeit schwebend erhalten. Solche kleinste lebende
Korper kommen vor bei den einzelligen Dauerformen (Sporen)
mancher Organismen, besonders der Spaltpilze (Bakterien),
bei den méannlichen Fortpflanzungszellen der Blutenpflanzen
(Pollenkérner) und bei manchen kleinen Samen und Friichten,
die durch den Wind verbreitet werden. Als solche staub-
iormige Samen sind vor allem diejenigen der Orchideen an-
zuftihren, deren Gewicht bis auf 0,000003 g herabgehen
kann. Die Pollenkérner der ,windblutigen' Pilanzen haben
in der Regel einen Durchmesser, der kleiner ist als 0,001 mm,
also, unter Voraussetzung der ganz unglinstigen Kugelform
ein Verhaltnis 0 : V= = = 2 — -5 — 3000 1. Bei
den noch kleineren Sporen der Spaltpilze ist das Verhiltnis
fur die Oberflache und somit fiir die Schwebefahigkeit noch
unvergleichlich viel giinstiger.

Aus diesen Beispielen, welche die giinstigeren Bedingungen
der kleinen Formen ftr die Lebenstitigkeiten erweisen,
darf aber nicht etwa der Schlufi gezogen werden, dafl die
Kleinheit der Form nur Vorteile nach sich ziehe; sie hat im
Gegenteil auch ihre unginstigen Folgen; denn sonst wire
nicht einzusehen, warum sich nicht die Ausbildung moglichst
kleiner Formen als Endziel der Entwicklung darstellen sollte.
Tatsachlich ist das Gegenteil der Fall; es wurde schon er-
wihnt, dafl sehr viele Formen eben an ihrer auf Vermeh-
rung der Korpergrofle gerichteten Entwicklungstendenz zu-
grunde gegangen sind. Denn mégen auch immerhin kleinere
Lebewesen tiber relativ erheblichere Kraite verfigen als
grofiere, — Kriite, die es z. B. der Ameise ermdoglichen, mit
einer Last, die das Gewicht jhres Kérpers um ein Vielfaches
tibersteigt, an Baumstimmen, Mauern usw. senkrecht em-
porzulaufen — so sind dech die absoluten Kraite der kleinen
Formen kleiner als die der grofien, und so werden im ,,Kampf
ums Dasein", wo eben das unerbitiliche ,,Recht des Star-
keren gilt, unier sonst gleichen Umstianden die grofieren
Formen Sieger bleiben. Aber nicht nur absoclut, sondern auch
relativ sind die kleineren Formen eben wegen ihrer relativ
grofien Oberilache in mancher Hinsicht benachteiligt; es be-
trifft dies vor allem den Wirmehaushalt und die Wasser-
versorgung des Organismus.
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Der Wiarmevorrat eines Organismus ist seinem Volumen
proportional; auch die Moglichkeit, durch physiologische Vor-
gange, z. B. durch die Atmung Wiarme zu erzeugen, hingt
von der Masse des zur Verfiigung stehenden, brennbaren
Materials, also ebenfalls vom Volumen ab. Dagegen steht
der Warmeverlust, den ein Kérper durch Ausstrahlung er-
leidet, in geradem Verhaltnis zur ausstrahlenden Oberflache,.
Die Fahigkeit, Warme zu speichern, wichst also mit dem
Kubus, die Geschwindigkeit der Warmeabgabe mit dem Qua-
drat der Lange. Die meisten Organismen nun sind wechsel-
warm, d. h. die Temperaturgrenzen, innerhalb welcher diese
Wesen lebensidhig sind, liegen ziemlich weit auseinander.
Da diese Organismen fast bei allen ,gewdhnlichen” Tempe-
raturen lebensfihig bieiben, ist bei ihnen ein besonderer
Warmeschutz in der Regel nicht vorhanden; sie kiihlen sich
auf die Temperatur ihrer Umgebung ab und erwirmen sich
mit ihr. Nur die Végel und die Siugetiere sind gleichwarm,
d. h. sie konnen nur bei einer bestimmten Temperatur am
Leben bleiben; eine Uberschreilung der sehr engen Gren-
zen hat den Tod des Tieres zur Folge. ihir Kérper mufl des-
halb durch Warmeisolation (Haare, Federn, Fetischicht usw.)
gegen Abktihlung und Erwirmung geschitzt sein. Gelit nun
die KorpergroBe unter ein gewisses Maf hinunter, so miiBte
diese Wirmeisolation an Dichte und Umfang so sehr zu-
nehmen, dafl der Organismus zur Ausitbung seiner Lebens-
tatigkeiten unfahig wirde. Der kleinste Warmblater, der
Zwergkolibri (Trochilus minimus), welcher auf Haiti und Ja-
maika heimisch ist, hat noch 2 g Korpergewicht und konnte
jedenialls nicht bis auf dieses geringe Kérpergewicht hin-
untergehen, wenn er statt in den Tropen in der gemafigten
oder gar in der polaren Zone lebte. Im allgemeinen nehmen
die gleichwarmen Tiere gegen die Pole an GroBe zu; kleinere
Formen, welche in kalte Gegenden vordringen, wie z. B.
kleine Nager und Spitzmiuse,ziehen sich beim Einsetzen der
Kalte in Hohlen und Nester zurtick oder graben sich ganz
in die Erde ein. Wird die Atmung und somit auch die Wirme-
erzeugung im Tierkorper geringer, wie dies z. B. wihrend
des Schlafes der Fall ist, so kauern sich die Warmbliter
derart zusammen, daf} die Oberfliche moglichst klein wird.
Manchen gelingt es dabei, sich in hohem MafBle der in die-
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sem Falle giinstigsten geometrischen Form, nimlich der
Kugelform,zu nihern, so z. B. die Vogel, welche beim Schlafe
den Kopf unter einen Flugel stecken und so niederhocken,
dafl auch die Fufle dulerlich kaum mehr sichtbar sind.

Die ganz gleichen Verhiltnisse, wie fur die Warmeabgabe
liegen auch vor beim Wasserverlust durch Verdunstung. Da
ohne Wasser das Protoplasma die Lebenstitigkeiten einzu-
stellen gezwungen ist, konnen kleine Formen, weil sie eine
relativ grofle, verdunstende Oberflache besitzen, nur an feuch-
ten Orten leben, am besten im Wasser oder dann als Schma-
rotzer in den Korperséften anderer Lebewesen. Sofern solche
Organismen an Orten leben, wo die Moglichkeit des Aus-
trocknens besteht, besitzen sie in der Regel die Fahigkeit,
trotz der infolge der Trockenheit unausbleiblichen Einstel-
lung der Lebenstatigkeiten doch nicht dem Tode zu verfallen,
sondern in Dauerformen (Sporen, Samen, Knollen usw.) tiber-
zugehen, welche gegen Temperaturwechsel und Wasser-
mangel so gut wie unempfindlich sind und beim Wiederein-
tritt giinstiger Bedingungen sofort ihre Lebenstitigkeiten
wieder aufnehmen kénnen, ein Zustand, welcher in der Winter-
ruhe der ausdauernden hoheren Pilanzen und im Winter-
schlaf mancher Tiere sein Gegenstiick findet. Wasserireie
Samen werden auch durch Abktihlung auf die Temperatur
der flissigen Luft (— 191° C) nicht getdtet; dabei zeigen
sich bei starken und plotzlichen Temperaturspringen kiei-
nere Samen widerstandsfahiger, als grofiere. Die Sporen der
kleinsten, bis jetzt bekannten Lebewesen, der Bakterien,
ertragen schadlos sogar stundenlange Abkuhlung auf die
Temperatur des flassigen Wasserstofies (— 252,5° C).

Die hier bertihrten Probleme sind nur ein kieiner Aus-
schnitt aus dem ganzen Umfange jener Beziehungen, die sich
aus den Groflenverhiltnissen der Organismen ergeben und
die in ihrer Gesamtheit unter dem Begriff der Korrelation
der Organe zusammengefafit werden. Das hier geltende Grund-
gesetz, fiir welches schon Aristoteles, der,Vater der Zoo-
logie" ein Reihe von Beispielen angab, wurde zuerst von
GeorgCuvier (1769—1832) formuliert:, Jeder Organismus
bildet ein einheitliches und geschlossenes Ganzes, so daf
kein Organ sich 4andern kann, ohne daB auch die anderen
Teile sich entsprechend andern mussen.“ Wenn auch Cu-
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vier dieses Gesetz, das er rein biologisch aus der Funktion
der einzelnen Organe ableitete, nicht naher auf seine quan-
titative Seite mathematisch untersuchte, so ist doch die Auf-
findung mathematisch bestimmter Verhéltniszahlen far die
einzelnen Formengruppen durchaus notwendig, umso mehr,
als hier ein Fundamentalgesetz der Entwicklung vorzuliegen
scheint. Denn es drangt sich immer mehr der Gedanke auf,
dal auch die Formeniwicklung der Organismen einer ,,En-
tropie”, d. h. einem Ausgleich der in ihr vorhandenen Span-
nungsunterschiede zustrebe. Es diirfte diese Entropie am
ehesten in derjenigen Ausbildung gefunden werden, welche
alle Teile eines Organismus, ohne einen zu beeintrachtigen
oder zu bevorzugen, zu einem harmonisch ausgeglichenen
Ganzen vereinigt. Wahllos sehen wir die Natur immer neue
Entwicklungsmoglichkeiten verwirklichen; der Katalog der
ausgestorbenen Formen ist tiberreich an Monstrositaten, bei
denen irgend ein Organ sich einseitig entwickelte, bis an
seiner Uberbildung (,,Hypertrophie*) die ganze Entwicklungs-
reihe untergehen mufite. Eine Vergleichung der ausgestor-
benen Lebewesen mit den heute lebenden zeigt unverkensn-
bar eine Entwicklung in der Richtung immer besser ausge-
glichenerProportionalitat, wahrend dasweniger Ausgeglichene
zugrunde geht. Es miifite aber auch diese morphologische
Entropie, ebenso wie ihr Gegenstuck, die Ausbildung extrem
differenzierter Formzustinde ein Ende der Entwicklung be-
deuten,

B. SYMMETRIE DER ORGANISMEN

Wir pilegen einen Korper, dessen einzelne Teile sich in
gesetzmifliger Reihenfolge wiederholen, als symmetrisch zu
bezeichnen und den Grad seiner Symmetrie nach’ dem Vor-
handensein von Symmetrieebenen, Symmeirieachsen und
Symmetriezentrum zu beurteilen. Die bei den Organismen
vorkommenden Symmetrieverhaltnisse lassen sich auf fol-
gende drei Symmetrieformen zurtickfihren:

a) Zweiseitig symmetrisch (= bilateral, zygomorph) ist ein
Korper, welcher nur eine Symmetrieebene besitzt; diese teilt
ihn in zwei spiegelbildlich gleiche Halften (rechts und links).

b) Strahlig (= radiar, aktinomorph) gebaut ist ein Korper,
welcher mehrere Symmetrieebenen auiweist, welche sich in
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einer Symmetrieachse schneiden. Diese Achse besitzt die
Eigenschait, dal der Korper, wenn er um sie gedreht wird,
bei einer vollstindigen Umdrehung n mal mit der Anfangs-
stellung zur Deckung kommt.

c) Kugelige (sphirische) Symmetrie besitzt ein Korper.
welcher nicht nur mehrere Symmetrieebenen, sondern auch
mehrere Symmetrieachsen aufweist, welche sich in einem
Punkte, dem Symmetriezentrum schneiden. Das Symmetrie-
zentrum teilt alle durch dasselbe innerhalb des Korpers ge-
legten Geraden in zwei gleiche Halften. — Geometrische Bei-
spiele ftr diese Symmetriearten sind: fur die zweiseitige
Symmetrie Pyramiden mit gleichschenklig dreieckiger Grund-
flaiche, far die strahlige Symmetrie Kegel und Pyramiden
von reguldrer Grundflache, fiir die kugelige Symmetrie die
Kugel und die reguldren Korper.

Es ist klar, daB von den drei genannten Symmetrien die
sphérische den hochsten Grad von Symmetrie besitzt. Unter
den Organismen finden wir nun diese nur bei den kleinen
Formen, und zwar unter diesen fast ausschliefilich bei den
einzelligen Lebewesen verwirklicht. Jede freie Zelle nimmt
in der Ruhelage kugelige Gestalt an, schon wegen der Ober-
flichenspannung, welche sie zwingt, die Oberiliche im Ver-
gleich zum Volumen mdéglichst klein zu machen. Die kuge-
lige Symmetrie ist demnach ftir die freie Zelle das primére;
die schonsten Beispiele hierftir bieten die Kieselskelette der
Radiolarien. Diese im Meere lebenden einzelligen Tiere bil-
den ein Geriist aus Kieselsaure: konzentrische Kugelschalen
mit zahlreichen Offnungen, so dafl das Ganze das Aussehen
eines Gitterwerkes erhilt. Sie verwirklichen dabei alle theo-
retisch moglichen Formen kugeliger Symmetrie, indem sie
durchaus stereometrischen Einteilungsprinzipien folgen, wie
sie z. B. Haeckel (1866) in seiner Promorphologie mathe-
matisch abgeleitet hat.

Bei groferen Formen ist es in erster Linie der Einflul
der Schwerkraft, welcher ihnen das Beibehalten kugeliger
Symmetrie nicht moglich macht. Bei jedem Organismus stehen
die unteren Teile unter dem Drucke der oberen; dieser Druck
wichst mit der Masse, also proportional dem Kubus der
Lange. Beikleinen Formen ist dieser Druck dementsprechend
so gering, dafl er nicht geniigt, um die nach allen Richtungen
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des Raumes gleichmiflig sich erstreckende Gestaltungskraft
der lebenden Zelle nach oben und unten gegensatzlich zu
verdndern; mit dem GroSerwerden der Formen mufl aber
die Schwere rasch zu einer ihr entsprechenden Anordnung
der Teile und zur Ausbildung von Stotzorganen fiihren. Die
Gleichartigkeit von Oben und Unten kann also nur bei den
kleinsten Formen gewahrt bleiben; bei den anderen muff
die zur Richtung der Schwerkraft senkrechte Ebene, also
die Horizontalebene, aufhtren, Symmetrieebene zu sein. Die
sphirische Symmetrie geht unter dem Einflul der Schwer-
kraft in die radiire tiber. Tatsichlich finden wir bei den-
jenigen Lebewesen, bei denen die Schwerkraft allein oder
doch in ausschlaggebendem Mafle die Gestaltung beeinflufi,
also vor allem bei den festgewachsenen Organismen, strah-
lige Symmetrie sehr verbreitet. Ich erinnere nur an das
Habitusbild eines normal gewachsenen Baumes oder an die
strahlige Symmetrie vieler Blaten, ferner an die Polypen,
Korallen, Seelilien usw.

Tritt aber zur Richtung der Schwerkrait noch eine zweite
Richtung starker Beanspruchung hinzu,welche mitder Schwer-
kraft nicht parallel geht, dann wird durch diese beiden sich
schneidenden Richtungen die Lage einer Ebene bestimmt,
welche dann als die einzige mogliche Symmetrieebene des
betreffenden Organismus brig bleibt. So sehen wir z. B.
bei Baumen, welche starkem einseitigem Wind ausgesetzt
sind, dal der Stammquerschnitt dann nicht mehr einen Kreis,
sondern eine Ellipse darstellt, deren grofie Achse der vor-
herrschenden Windrichtung parallel gerichtet ist. Auch die
Schwerkraft selbst kann, sofern ein Organ durch Drehung
eine andere Stellung zu ihr einnimmt, die urspringlich strah-
lige Anordnung der Teile zu einer zweiseitigen umgestaiten.
Sehr deutlich zeigen dies z. B. manche Liliengewichse, bei
denen man an dem gleichen Stengel vertikale, genau strah-
lige Blaten neben geneigten beobachten kann, wo unter dem
erneuten Einflusse der Schwerkraft die radidre Symmetrie
durch Aufwartskriimmen der Staubfiaden usw. in die bilate-
rale umgewandelt wurde.

Der haufigste Fall, bei welchem aufler der Schwerkrait
noch eine andere mechanische Beanspruchung den Grad der
Symmetrie einengt, ist die Beweglichkeit der Lebewesen.

Math.-phys. Bibl, 42: Schips, Mathematik und Biologie. 2



18 I. Zur Morphologie

Denn jeder sich bewegende Korper erfahrt durch das Me-
dium einen Widerstand, welcher mit dem Quadrate der Ge-
schwindigkeit zunimmt und den Korper zu drehen sucht,
wenn sein Schwerpunkt nicht in die Bewegungsachse oder
(bei nicht vertikaler Bewegung) nicht in die durch sie und
die Schwerkraft bestimmte, vertikale Ebene fallt. Dement-
sprechend sind die beweglichen Tiere bilateral gebaut, wo-
bei es von besonderer Bedeutung ist, daBl die Bewegungs-
organe rechts und links genau symmetrisch seien, wenn
eine geradlinige Bewegung gewihrleistet sein soll. Wie sehr
hier schon kleine Abweichungen vom streng symmetrischen
Bau von Bedeutung sein kénnen, zeigt das Beispiel des
Menschen, der doch gewifl nicht zu den schnellsten Lebe-
wesen gehort. Die gewohnlich vorhandene, geringe Asym-
metrie seiner Beine und Arme 148t ihn sofortKreisbewegungen
ausftihren, wenn es ihm aus irgendeinem Grunde nicht mog-
lich ist, durch die Sinne die Abweichung von der geraden
Richtung zu kontrollieren und dann — unbewufit — durch
groflere Anstrengung der schwicheren Extremitat auszu-
gleichen. Da das linke Bein des Menschen in der Regel
kraftiger und 1—2 cm lidnger ist als das rechte, geht der
des Nachts oderim Nebel der Orientierung beraubte Mensch
nach rechis im Kreise herum; auch gehetzte Tiere, welche
in der Angst den Gebrauch der Sinne verloren haben, so
der Bar, das Reh, der Fuchs und besonders der Hase be-
schreiben Kreise. Wenn der Mensch seine Arme zur Fort-
bewegung bentitzt, wie z. B. beim Rudern, kommt auch hier
die Asymmetrie zum Ausdruck; da der rechte Arm starker
ist als der linke, erfolgt hier die Kreisbewegung im umge-
kehrten Sinne als beim Gehen (Guldberg, 1896).

Ein besonders lehrreiches Beispiel, wie weit aufiere Fak-
toren die Symmetrieverhaltnisse eines lebenden Korpers be-
einflussen konnen, zeigt sich tberall dort, wo es sich darum
handelt, den zur Verfiigung stehenden Raum moglichst voll-
standig auszuntitzen. Die im freien Zustande kugeligen Zellen
erhalten dabei einen polygonalen Querschnitt. Tritt dabei
zugleich noch die Forderung hinzu, dafl die einzelnen Ele-
mente in ihrer Masse moglichst wenig beschrinkt sein sollen,
dann wird dieser polygonale Querschnitt sich immer mehr
einem regelmafigen Sechseck nahern; prismatische Gebilde
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ergeben dann einen Anblick, wie wir ihn an den Zellen der
Bienenwaben gewohnt sind, und wie ihn z. B. die Oberflache
des aus vielen Augenkeilen zusammengesetzten Fazetten-
auges der Gliederfufller darbietet; sie ist in zierliche regel-
maBige Sechsecke eingeteilt, welche die Grundflichen der
pyramidenférmigen Augenkeile bilden. Es ist leicht einzu-
sehen, daf8 diese Einteilung der Grundfliche geometrisch den
gtnstigsten Fall darstellt. Auf planimetrische Verhéltnisse
reduziert, 1aBt sich nimlich die Aufgabe auf folgende Weise
formulieren: Es soll eine Flache in lackenlos aneinander-
schlieBende Felder so zerlegt werden, dall die einzelnen
Felder im Vergleich zu ihrem Umfang eine moglichst grofie
Fliche besitzen; das Bedtirinis, Material und Raum zu sparen,
begrtindet die Forderungen der Aufgabe. Die Bedingung
der grofiten Fiiche bei kleinstem Umfang ist nun bei den
regelmaligen Figuren und unter diesen beim Kreis am besten
erftllt. Kreisformig darfen aber die einzelnen Felder nicht
sein, weil sonst ein lickenloser Zusammenhang nicht mog-
lich ist; aus dem gleichen Grunde kommen nur jene regel-
mafigen Vielecke in Betracht, deren Winkel als Faktor in
360° enthalten sind. Es sind dies die Winkel 60°, 90° und
120°% also das regelmaBige Dreieck, Viereck und Sechseck.
Eine Berechnung dieser drei Figuren und ihr Vergleich mit
dem Kreis ergibt nun, daff von den drei in Betracht kom-
menden Vielecken das Sechseck das gtinstigste ist; seine
Fiache bleibt nur wenig hinter dem iiberhaupt moglichen
Maximum, dem Kreis, zurtick. Dieser sechseckige Querschnitt
findetsich nun beilanggestrecktenorganischen Gebilden selbst
dann verwirklicht, wenn er ihrer inneren Symmetrie gar
nicht entspricht. Gerade die angefthrten Fazettenaugen zei-
gen dies deutlich; denn, obschon sie dufBerlich die sechs-
seitige Symmetrie angenommen haben, sind sie doch im
Innern vierseitig symmetrisch geblieben; der unter der Linse
in jedem Augenkeil befindliche Kristallkorper ist der Ldnge
nach aus vier Teilen zusammengesetzt, welche in der zen-
tralen Achse unter einem rechten Winkel zusammenstofien.

Eine besondere Art der Symmetrie findet sich bei der
Stellung der Blatter an den Sprossen der Pflanze verwirk-
licht. Zunachst ist hier wieder die Schwerkraft von EinfluB,
welche eine moglichst gleichmaflige Belastung der aufrechten

, 2%
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Stengel, also radidre Symmeirie verlangt. Tats4chlich zeigen
denn auch die Blattstellungen vieler Pilanzen strahlige An-
ordnung, namlich tberall dort, wo bei jedem Stengelknoten
mehrere BlatterihrenUrsprunghaben, alsobeider sogenannten
quirligen oder wirteligen Blattstellung. Samtliche in einem
Knoten entspringenden Blatter bilden einen Quirl oder einen
Wirtel, in welchem immer zwei benachbarte Blatter um den
gleichen Winkel gegeneinander gedreht sind, Diesen Win-
kel nennt man die Divergenz; sie 14t sich am einfachsten
in Form eines Bruches angeben, welcher anzeigt, in wieviele
Teile der Stengelumfang (= 360") geteilt worden ist (Abb. 4).

Abb. 2.

Bei einem aus n Blittern bestehenden Wirtel ist dieser Bruch
30 jie Abb. 2 gibt die Querschnitte ftr n = 2 und n = 3.

n

Mit der Rticksicht auf die Schwere ist aber nur die eine
Seite des Problems ausgedriickt; es ist dabei vor allem der
Hauptaufgabe der griinen Laubblatter, mit Hilfe der Sonnen-
energie die anorganischen Nahrstoffe zu assimilieren, nicht
Rechnung getragen. Diese Auigabe erfordert, daf} die Blatter
moglichst gleichmaBig dem Sonnenlichte ausgesetzt sind. Bei
der quirligen Blattstellung wird dies vielfach dadurch er-
reicht, dafl, wie Abb. 2 zeigt, die einzelnen aufeinanderfol-
genden Quirle um den Winkel }29%— gegeneinander gedreht
sind. Aber auch dann werden sich die Blitter eines Quirles
um so mehr gegenseitig iberschatten, je zahlreicher sie sind;
deshalb erscheinen die Blitter eines Quirles vielfach in ver-
tikaler Richtung auseinandergertickt, wodurch die quirlige
Blattstellung in die spiralige Gbergeht. Die Blatter stehen
dann nicht mehr auf dem Umfang eines Kreises, sondern
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auf einer Spirale symmetrisch?) verteilt, welche den Stengel
umwindet (Abb. 3). Die nahe Verwandtschaft dieser Sym-
metrie mit derjenigen des Kreises, aus welcher sie sich auch
ableiten 1a8t*), geht durch Vergleichung der Abbildung 2 mit
der Abbildung 3 deutlich hervor.

Die in der Spiralstellung der Laubblatter verwirklichten
Gesetzmafigkeiten sind so auffallend, da man sich schon
seit langem mit der mathematischen Formulierung und Deu-
tung dieser Verhaltnisse befaBlte, zuerst K. F. Schimper
(1834), A. Braun (1835) und die beiden Bravais (1837).

Abb, 3.

Leider verlor man sich bald darauf, einem zur ,Naturphilo-
sophie” neigenden Modetrieb folgend, in mystische Speku-
lationen tiber die ,,Spiraltendenz der Vegetation“; es ist be-
kannt, mit wie groflem Eifer und mit wie wenig bleibendem
Erfolg sich z. B. Goethe diesen Bestrebungen zugewandt
hat. Auf den Boden der Wirklichkeit wurde die Blattstellungs-
lehre erst wieder zuriickgeftihrt durch die Arbeiten von Han-
stein (1857) und Hofmeister (1868), welche die Blatt-

1) Es ist zwar nicht gebriuchlich, von ,,spiraliger Symmetrie* zu
reden. Da man aber unter Symmetrie iberhaupt die gesetzmafbige
Wiederholung der Teile eines Ganzen zu verstehen hat, so ist
nicht einzusehen, warum symmetrische Verteilung langs einer
Spirale und somit ,spiralige Symmetrie“ ein Widerspruch sein
sollte.

2) Es darf hier nicht unterlassen werden, darauf hinzuweisen,
dafl die mathematische Ableitung einer Bildung mit ihrer stam-
mesgeschichtlichen Entstehung nicht identisch 2zu sein braucht;
gerade bei der Blattstellung deuten verschiedene Tatsachen dar-
auf hin, dafl nicht die Quirlstellung, sondern die Spiralstellung
die urspriingliche und dementsprechend der Quirl als zusammen-
gedréngte Spirale anzusehen ist.
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stellungen aus den Blattanlagen abzuleiten suchten; spater
erregte besonders Schwendener (1878) Aufmerksamkeit
und Widerspruch durch seinen Versuch, die Blattstellungen
aus dem gegenseitigen Druck der sich bertihrenden Blatt-
anlagen im Vegetationskegel mechanisch zu erklaren.

Im folgenden sollen, unter Verzicht auf die Erorterung
strittiger Punkte, die Grundlagen der Blattstellungslehre und
die biologische Bedeutung der in Frage kommenden Blatt-
stellungen kurz dargestellt werden. Aus sehr vielen Be-
obachtungen hat sich ergeben, dafl die scheinbar aufier-
ordentliche Mannigfaltigkeit der verschiedenen Blattstellungen
sich auf verhaltnismiBig wenige, oft wiederkehrende Faile
zuriickftihren 1a8t. Die haufigsten Divergenzen, wie bei der
quirligen Blattstellung durch einen echtenBruch ausgedriickt,
lassen sich in folgende Reihe A ordnen:

A4 4+ 1 2 3 5 s 13

2 3 5 8 13 21 34

Als Beispiele seien angeftihrt:

L ... die zwe:relhlgen Blatter mancher Zwiebelpilanzen
(CIzvza) sowie der horizontalen Zweige der Ulme und an-
derer Baume.

.... Riedgraser, Erle, Birke.

: ....sehr haufig: Weide, Rosen, Steinobst.

. Kohl, Astern, Habichtskrauter.

5 ....Nadeln verschiedener Nadelhdlzer, Konigskerze
(Verbascum).

s « - . . Schuppen der Fichten und Tannenzapfen.

31 -+ ..Schuppen der Zapien von Pinus laricio; hohere
Glieder der Reihe bei den Bluten und Hullblattern der Korb-
bliitler (Compositen),z. B.beider Sonnenblume, bei Distelnusw.

Am einfachsten findet man den Blattstellungsquotienten
dadurch, dal man an einem nicht gedrehten Stengel die
Blatter nach ihrer Reihenfolge durch einen Faden verbin-
det, der dann als Blattstellungsspirale um den Stengel her-
umlduft. Der Nenner n des Bruches wird durch dasjenige
Blatt bestimmt, welches tiber dem mit Null bezeichneten
steht, der Zahler durch die Anzahl der vollstandigen Um-
ldufe der Spirale um den Stengel zwischen dem Oten und
dem nten Blatt. Steht z. B. das 8. Blatt tiber dem 0. und geht
der Faden dreimal um den Stengel herum, so ist die Blatt-
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stellung . Geht manin der Spirale in der entgegengesetzten
Richtung, in der Abb. 4 also nach links statt nach rechts, so
wird man einen anderen Blattstellungsquotienten erhalten,
welcher demjenigen Winkel entspricht, der den ersten zu
360° ergiinzt; die Summe der so erhaltenen Quotienten ist 1.
Man erhalt also in dem angefuhrten Beispiel § statt 2; statt
: wiirde man £, statt % allgemein -—

erhalten. Es er-
gibt sich so eine Reihe B, deren ein- v v viviviny u ww
zelne Glieder, zu denjenigen der Reihe - ~
A addiert, die konstante Summe 1 er-
geben

B 1 ¢ & & s 1 oo

s 3 5 8 13

Fur die Blatistellung ergeben beide
Reihen dasselbe; es ist also an sich
gleichgtiltig, welche Reihe man wihle;
der Bequemlichkeit halber wird man die
Reihe A wegen der kleineren Zahler
vorziehen. Das Bildungsgesetz dieser
Reihen ist unmittelbar ersichtlich: Zahler
und Nenner sind gleich der Summe der
beiden vorhergehenden Zihler und Nen-
ner. Die genannten Reihen sind die weit-
aus haufigsten; es kommen aber als
Blattstellungsquotienten auch Glieder an-
derer Reihen vor, die alle das gleiche
Bildungsgesetz haben; die beiden ersten Zihler sind 1 und
1; die beiden ersten Nenner n und n + 1.

1 1 2 3 5 8 13

B T ¥ 8 35 & 18 2
i1 2 3 5 8 13 _

A ¢ 3 5 % 15 21 34
11 2 3 5 8 13 .
3 04 7 1 o1 29 41
11 2 8 5 8 13
4 % 9 14 2 37 ep USW.

Allgemein:
1 2 3 5 8 13

-

n+1 2n+41 3n+2 5n+3 8n+5 183n+8
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Die Zahler sind bei allen Reihen die gleichen; entscheidend
far die GroBe der Glieder sind die beiden ersten Nenner n
und n 4 1. Man erkennt sofort, dafl die Glieder immer zwi-
schen den beiden Anfangsgliedern eingeschlossen bleiben,
daf8 sie also einem endlichen Endwert zustreben. Um diesen
Grenzwert zu finden, zerlegt man am einfachsten die ein-
zelnen Bruche in Kettenbrfiche, z. B.:

5 1 1 1 1

5n+43 5n;-3 ”+% n+",i n+1_:_§

1 1 1
- 1 1 1 '
n+ T "t—t rtt——7—
14—

+1+1

1

n+——-————l—~————
R U
L —

Rl

Man sieht, daB sich immer der gleiche Kettenbruch wieder-
holt; der Grenzwert x ist also

1
n + __.Ll“_
Tt

U . . — .. .
m x zu finden, setzen wir ——n Fg =% somit:

1

——————— =y; es ist also y ein echter Bruch.

1+__._-.»1__
l+
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. 1 _
Dann ist aber auch TF5= y
r+y—1=
—1+VY1+4 1
y= i;/ * +V5 < |1]; es ist far y das posi-

tive Zeichen zu wéhlen, da y als echter Bruch den Wert
4+ 1 nicht erreichen darf. Wir erhalten somit fiir x den Wert

v = 1 2 _2@n—1—y5)
— — E - _— 2_. -
np—1HVE 1+1/5 ~en 14V5 @n—1)2—s
2(2n—1—1/5") _2@n—1—y5) 2n—1—}5
T I —dn41—5 4ni—4n—4  2m—2n—2

Fir die bei der Blattstellung am hiufigsten vorkommenden
Reihen A (n = 2) und B (n = 1) ergeben sich dann folgende
Grenzwerte x; und x,:

_2—1—V5  yY5—1 _4—1—}5 3—y5
CWERITeT T T REJFTIT2 T T2
x,=0,431966=137°30"28" | x,=0,568034=222°29"32"

x + x,=1= 360"
Man sieht sofort, dafl es sich hier um eine Teilung nach

dem goldenen Schnitt handelt, und zwar ist x; der kleinere
und x, der groBere Abschnitt:

lix,=x,: (1 —x,) (I —xg)=(1 —xg): %,
B=1—x (1 —x)t=x,
If+x1—l=0 Z_SXQ+1=O
—_ /
=21 < = 22V8 o4
5—1 3—Vy5
x1=V2 X = ZV

Dieses Ergebnis, dafl das Blattstellungsverhaitnis gegen
einen irrationalen Grenzwert konvergiert und daf} dieser bei
den in der Natur am hiufigsten verwirklichten Fallen iden-
tisch ist mit der Teilung des Kreises nach dem goldenen



6 I[. Zur Anatomie und Physiologie

Schnitt, ist das merkwirdigste, was im Blattstellungsgesetze
liegt. Die gtinstige Folge, welche das Vorherrschen gerade
der Reihen A und B, also derjenigen mit kleinstem n far
die Funktion des Stammes und der Blatier, nach sich zieht,
ist unschwer zu erkennen. Denn bei dieser Reihe wird schon
mit der kleinsten Zahl von Blittern, ndmlich mit 2 und 3 die
gleichmiBige Verteilung der Blatter am Stengelumfang und
so die gleichmaflige Belastung des Stengels erreicht, wih-
rend dies fur hohere Werte von n (z. B. fur n = 100) erst
viel spater (beim 100. Blatte) der Fall ware. Gegenaber der
quirligen Blattstellung besitzt die spifalige aber den Vorteil,
dafl die Blatter in vertikaler Richtung gréBere Abstande zwi-
schen sich frei lassen und so sich weniger gegenseitig be-
schatten. Da die Divergenzen bei den Reihen A und B zwi-
schen den Grenzen '/, und Y/; bzw. %/, liegen, ist immer das
folgende Blatt um den grofiten moglichen Winkel gegen
das vorhergehende gedreht und wird ihm so auch bei star-
ker Breitenausdehnung nicht ,,vor der Sonne stehen“.

1I. ZUR ANATOMIE UND PHYSIOLOGIE

A. MECHANISCH BEDINGTE GESETZMASSIGKEITEN
IM INNEREN BAU DER ORGANISMEN

1. Konstruktion biegungsfester Organe. Im ersten Teile
war von der Festigung des lebenden Organismus die Rede,
soweit diese von Einfluf} ist auf die dulere Gestalt des Kor-
pers; hier handelt es sich um den inneren, anatomischen
Bau der Festigungsorgane, wobei vor allem gezeigt werden
soll, ob und wieweit die Konstruktion des Skelettes der
Tiere und des Festigungssystems der Pflanzen der Forde-
rung genfigt, mit geringstem Aufwand an Material eine mog-
lichst grofie Festigkeit zu erreichen. Da nun unsere Technik
das gleiche Ziel standig vor Augen hat, ist zu erwarten, daf§
die statisch-mechanischen Gesetze, welche der Ingenieur-
technik zugrunde liegen, auch in der Konstruktion der
Festigungsorgane der Lebewesen Anwendung finden. Diese
Gesetze hier einzeln abzuleiten und darzulegen, ist natiirlich
nicht moglich; es mufl gentigen, die Prinzipien, soweit sie
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hier in Betracht kommen, kurz auseinanderzusetzen; die
mathematischen Ableitungen sind den Lehrbtichern zu ent-
nehmen.

Wenn ein viereckiger Balken (Hohe des Querschnittes
= h, Breite = b), welcher an dem einen Ende befestigt ist,
an dem anderen freien Ende durch ein Gewicht P belastet
wird, dann eriahrt er eine Biegung in dem Sinne, dafl die
obere Seite des Balkens verlangert und die untere verkurzt
wird. Es herrscht also oben Zug (Z) und unten Druck (D),
wahrend die Mitte des Balkens frei von Spannung bleibt.
Denn sowohl Zug als Druck
nehmen gegen die Mitte zu
ab und werden in der neu-

tralen Schicht (N) gleich ;L — _——
Null. Um also einen Balken =
bei geringstem Materialauf- NV’I
wand moglichst tragfahig 2]

zu machen, mufl die Haupt- Abb. 5.
masse des Materials an die

Orte der grofiten Spannung verlegt werden, d. h. also an die
obere und die untere Grenzflache; zur Ausitillung des Zwi-
schenraumes kann weniger widerstandsfihiges Material, ein
Maschensystem, Gitterwerk usw. verwendet werden.

Die mathematischen Berechnungen ergeben in Uberein-
stimmung mit obiger Uberlegung, daB ein Balken, wenn ihm
durch Aushdhlung Material entzogen wird, nicht in dem glei-
chen MaBle an Widerstandsfahigkeit einbufit und daB ein
hohl konstruierter Balken widerstandsfahiger ist als ein an-
derer, welcher mit gleichem Materialaufwand massiv gebaut
wurde. Fur den Biegungswiderstand W erhélt man bei einem

rechteckigen Balken: . bh®
~ 2
. st
bei einem quadratischen: =13
- .o r'n
bei einem zylindrischen: W= —-

Bei einem hohlen Balken wird zur Berechnung von W der
innere Querschnitt von dem #Aufleren subtrahiert; man er-
halt demnach

z
N
D
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BH' —bi’
iz °

Nimmt man z. B. einem zylindrischen Triger durch Kon-
struktion als Hohlzylinder bei gleichbleibendem Umiang einen

W = (R_’A)__".

der w=5—;—s' oder W=

Teil seiner Masse, wie sie dem Radius der Hohlung r = %
entspricht, dann wird sein Widerstand
R‘) n-R‘( 1) n- R nt—1

1

n? n

=%(R4——

Der Widerstand des massiven Balkens verhdlt sich also zu
dem des ausgehohlten bei gleichem &uflerem Umfang wie
‘.——
1: L o !
der groBe, dann verhalten sich die Massen des massiven
und des hohlen Zylinders wie 4 : 3 und ihre Widerstande
wie 16 : 15; trotzdem also die Masse um 25%, abgenommen
hat, ist der Biegungswiderstand nur um 6,25%, kleiner ge-
worden. — LaBt man anderseits die Masse (bzw. den Quer-
schnitt) unverandert, konstruiert aber den Triger als Hohl-
zylinder, so erhalt man, wenn man den Radius des massiven
Balkens = 1, seinen Querschnitt also = m und seinen Wider-
stand = % setzt, fir die Radien R und r und den Wider-

stand W des Hohlzylinders die Bezichungen

- Ist also z. B. der kleine Radius halb so grofl wie

Rn—rin=nmn
R:=r?41
=—I—(R‘—~r")=%[(r7’+ 1)2—rl= %(2 r“+ 1).

Es verhalten sich also die Widerstinde des massiven und
des hohlen Balkens wie 1:(2 r®+ 1). Ist z. B. der Radius
des Lumens halb so gro8 wie der des massiven Zylinders,
so ist das Verhaltnis der Widerstinde bei gleichem Material-
aufwand 1:3 =2:3. Da dieses Verhltnis fiir endliche
Werte von r seinen grofiten Wert nicht erreicht, kann theo-
retisch der Durchmesser eines biegungsfesten Korpers be-
liebig grofl gewahlt werden. Dabei wird aber die Wanddicke
bald so gering ausfallen, daBl auf der Druckseite eine Ein-
knickung erfolgen mufite. Deshalb muB in der Praxis eine
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gewisse Wanddicke immer erhalten bleiben, deren Minimal-
groBe natarlich von der Wahl des verwendeten Materials
abhangig ist; bei guBeisernen Siulen mufl die Wanddicke
17—20%, und selbst in auBersten Fallen noch etwa 129,
des Durchmessers betragen.

Der Nachweis, da das Material, welches zur Festigung
lebender Korper dient, in seiner Anordnung diesen statischen
Gesetzen folgt, wurde zuerst 1873 durch Hermann v. Meyer
an den Rohrenknochen der Wirbeltiere geliefert. Dafl die
groBeren Knochen im Innern einen Hohlraum besitzen, wel-
cher bei den meisten Wirbeltieren mit Mark, bei den Vogeln
mit Luft geftllt ist, war schon immer bemerkt worden, und
man erkannte die biologische Bedeutung dieser Tatsache
darin, dafl auf diese Weise die Knochen ohne Verringerung
ihres Umfanges leichter wurden. Bei dieser Uberlegung, die
ja unbestreitbar richtig ist, blieb aber die Hauptfrage unbe-
riicksichtigt, ob und wie weit sich diese Verminderung der
Knochenmasse mit der mechanischen Widerstandsiahigkeit
der Knochen vertrage. Diese Frage untersuchte nun H. v.
Meyer, indem er die Leistungsfahigkeit der Knochen in
ihrer Verwendung als horizontale Tragbalken und als verti-
kale Stutzsaulen berechnete. Er stellte dabei iolgende Werte
fest:

a) Die Tragkraft B; sie ist gegeben durch diejenige
Kraft, welche, in der Richtung der Achse wirkend, gerade ge-
niigt, um den Knochen zu zerknicken.

b) Die Biegungsfestigkeit P; sie ist gleich derjenigen Kraft,
welche, wenn sie senkrecht zur Lingsachse wirkt, gerade
gentigend ist, um den Knochen zu zerbrechen.

Die Formeln sind
fur massive Zylinder:

K s
B=—}-R‘"‘-—l— und P=F—6‘R‘-—,E;,
fur Hohlzylinder:
L. o K * E
B=7 R —r)-7 uwd P=g- (R —1) 5

In diesen Formeln bedeuten
R den Radius des auBeren Umfangs,
r den Radius des Lumens bei den Hohlzylindern,
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I die Lange des Zylinders,

K den Festigkeitsmodul des Materials und

E den Elastizititsmodul des Materials.

Die Werte, welche H. v. Meyer erhielt, sind in folgender
Tabelle zusammengestelit:

Gleicher " Quer- Biegungsmoment | Tragkrafl
Durchmesser -: 100 | schnitt als Tragbalken als blulzsaule
I Massiver Zylinder 250'0727 08107 = 1000%0, | 12111635 = 10007y,

2. Hohlzylinder; r=30: 16007z | 85471 =870,40%,0 ' 10542 210=2870,40%0,
3 H(»‘)lzylmder r--ﬂ) ()0071 ; 57970*500 40"00 ! 71509002590,40”/“(,

Gleicher s
Querschnill = 1600 = j Radius ] i
4. Massiver Zylinder  R=40  50277=1000%  4961040=1000%
2. Hohlzylinder PR=50; 85471=1700%, = 10542210=2125%,
r=30 ;
5. Lamellensystem R=100  154367=8070% . 29965110=6040%,
{Ryo=10

Die Vergleichsstiicke sind:

1. Ein massiver Zylinder; R = 50.

2. Ein Hohlzylinder; R = 50; r = 30, als schematisches
Bild eines gesunden Rohrenknochens.

3. Ein Hohlzylinder; R = 50; r = 40, als schematisches
Bild eines marastischen Rohrenknochens.

4. Ein massiver Zylinder; R = 40.

5. Ein Lamellensystem als Bild der Spongiosa.’) Von die-
sem wird vorausgesetzt, daBl sein Querschnitt den gleichen
Flicheninhalt habe, wie die Zylinder 4 und 2, also 1600 .
Der Radius des #uflersten Umfangs der #ulersten Lamelle
wird = 100 angenommen, die folgenden zu 90, 80, 70, 60,
50, 40, 30, 20 und 10. Die Berechnung ergibt dann als
Dicke einer Lamelle 1,31, so daB die Radien der einzelnen
Lumina bzw. gleich 98, 69; 78, 69 usw. zu setzen sind.

Die Tabelle ermoglicht den Vergleich von je drei ver-
schieden gebautenzylindrischen Knochen von gleichem Durch-
messer bzw. von gleichem Querschnitt; die Werte sind auf
Tausendstel des massiven Vergleichszylinders zurtickgefihrt.
Es ergibt sich:

1. Durch Aushshlung wird in den Knochen die Wider-
standsiahigkeit nicht in demselben Grade vermindert, wie

1) Naheres Gber die Spongiosa in dem folgenden Abschnitt:
Spannungstrajektorien.
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die Masse abnimmt. Denn bei unverdndertem suBerem Durch-
messer verhalten sich die Flacheninhalte der einzelnen Quer-
schnitte und somit auch die Volumina der Knochen 1, 2 und
3 wie 25:16:9 oder wie 100 : 64 : 36; ihre Widerstands-
fahigkeit sowoh! als horizontaler Balken, wie als vertikale
Siule hat aber im Verhaltnis 100 : 87 : 59 abgenommen.

2. Bei gleichem Querschnitt, d. h. also bei Verwendung
der gleichen Masse nehmen die hohlen Knochen mit der Ver-
groBerung ihres auBeren Durchmessers auch an Festigkeit
zu,und zwar mehr, als der Zunahme des Radius entspricht.
In den Beispielen 4, 2 und 5 verhalten sich die Radien wie
4:5:10 oder wie 100: 125 :250; die Biegungsmomente
dagegen wie 100 :170:307 und die Tragfahigkeiten wie
100 : 213 : 604. Es ist also beim Bau der hohlen Knochen
trotz der sparsamen Verwendung des Materials die mecha-
nische Festigkeit durchaus nicht beeintrichtigt. Indem das
Material so auseinandergeriickt ist, dafl es eine gréiere Ober-
flache besitzt, ist nicht nur seine Festigkeit in hohem Grade
gestiegen, sondern es bietet auch den Sehnen und Bindern
groflere Ansatzstellen und wird erst durch diesen Umstand
befahigt, in dem ganzen, auBlerst komplizierten Bewegungs-
apparate die Rolle des Widerlagers zu tibernehmen.

Bei den Pflanzen fand Schwendener (1874) prinzipiell
die gleichen Verhiltnisse. Alle oberirdischen Pflanzenteile
mussen biegungsiest sein, so vor allem die Stengel und die
Stamme, welche der Biegung nach den verschiedensten Sei-
ten, je nach der Richtung des eben herrschenden Windes
Widerstand zu leisten haben. Die verschiedenen Verteilungs-
arten der mechanischen Zellen stimmen alle darin @berein,
dal die widerstandsfihigen Elemente moglichst weit von
der neutralen Schicht abgertickt, d. h. also mdoglichst vom
Zentrum entfernt peripher gelagert sind. Das biegungsfeste
Material, der sog. Bast, liegt in der Rinde, wihrend sich im
Zentrum weiches Mark oder, wie z. B. bei den Grasern, ein
Hohlraum befindet. Gerade die Graser sind kaum zu tiber-
treffende Vorbilder for die Konstruktion biegungsfester
Triger; man denke nur etwa an einen Getreidehalm, der bei
einem Basisdurchmesser von nur einigen Millimeternin1—2m
Hohe ,spielend" die Ahre tragt. Dies ist nattrlich nur mog-
lich, wenn das zur Verwendung kommende Material eine
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hohe Tragiahigkeit und Elastizitat besitzt. Tatsichlich hat
der Bast der Pilanzen ein Tragvermbgen von 15—20 kg
auf 1 mm? Tragfliache, er kann also in dieser Beziehung mit
gutem Stahl verglichen werden.

2.Spannungstrajektorien. Die ebenbesprochenenRohren-
knochen sind nicht in ihrer ganzen Linge als Hohlzylinder
ausgebildet, sondern besitzen nur in ihrem Mittelsticke den
Charakter einer Rohre von ganz freiem Lumen, wahrend sie
an den Gelenkenden von zahlreichen Knochenbalken und
Knochenplattchen durchzogen sind, welche ein scheinbar
regelloses Maschenwerk bilden. Dieses wird als Schwamm-
substanz (Substantia spongiosa oder kurz
Spongiosa) von der festen Knochenmasse
(Substantia dura) unterschieden. Bei vielen
Knochen nun, und zwar besonders bei
denjenigen, welche in bestimmten Rich-
tungen mechanisch beansprucht werden,
zeigt sich eine deutliche RegelmaBigkeit
in der Struktur der Spongiosa; das klas-
sische Beispiel hierfur ist der mensch-
liche Oberschenkelknochen (Abb. 6). Die
kompakte Masse der Rohre wird gegen

Abb. 6. die Gelenkenden immer dtnner, indem

sie sich in einzelne Fasern aufldst, welche

sich nach innen zu einem zelligen Gertiste verbinden. Die

Balken verlaufen dabei in parallelen Bogen, welche sich

durch Spaltung in mehrere Aste facherformig ausbreiten.

Dabei durchkreuzen sich die rechtsseitigen und die links-

seitigen Stabchen immer unter einem rechten Winkel, so

dafl sie quadratische oder rechteckige Hohlraume einschlie-

Ben und sich als ein System rechtwinkliger Trajektorien
darstellen.

Diese RegelmaBigkeit wurde zuerst von dem bereits ge-
nannten H. v. Meyer erkannt und 1866 der Zuricher Natur-
forschenden Gesellschaft an Knochenpriparaten vorgezeigt.
Bei dieser Gelegenheit machte C. Culmann, der Begriinder
der graphischen Statik, darauf aufmerksam, dafl die merk-
wiirdige Anordnung der Blittchen der Spongiosa in stark
beanspruchten Knochen dieselben Linien darstelle, welche
die graphische Statik als die Kurven des maximalen Druckes
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und des maximalen Zuges zu bezeichnen pilegt und welche
den Spannungstrajektorien im Innern belasteter Balken ent-
sprechen. Beim menschiichen Oberschenkel z. B. verlaufen
die Knochenfasern ganz gleich, wie in einem gebogenen
Krane, der an seinem oberen Ende eine seitliche Last, nam-
lich das Gewicht des menschlichen Kdorpers zu tragen hat.

Der Grund, weshalb die Stabchen der Spongiosa in der
Regel rechtwinklige Trajektorien darstellen, liegt darin, dafl
auf diese Weise die sog. Scherkrdifte ausgeschaltet sind.
Dritckt namlich (Abb. 7) eine Kraft K gegen eine Flache f,
so zerlegt sich ihre Wirkung in zwei Komponenten, von
denen die eine, K, auf f senkrecht steht, wahrend die an-
dere, K., der Flache parallel geht. Die Krait K, driickt die
beiden Teile I und Il des Korpers gegeneinander, wahrend
K, den obern Teil gegen den
untern gleitend zu verschieben
sucht. Diese Kraift K,, welche
Scherkraft genannt wird, erreicht .
den Wert Null, wenn K senkrecht -7/
zu f angreiit. Indem nun die ein- ~
zelnen Lamellen der Spongiosa —
durch Querstiabe gegenseitig ver- Abb. 7,
bunden sind, kann die einzelne
Lamelle fur sich dem Druck bzw. dem Zug nicht aus-
weichen, da sie von den benachbarten Lamellen gehalten
und gestatzt wird.

Was hier von dem menschlichen Oberschenkelknochen
gesagt wurde, gilt allgemein von der Anordnung der Spon-
giosa. Von den kurzen, rundlichen Knochen z. B. der Fuf3-
wurzel sind diejenigen am einfachsten gebaut, welche von
zwei einander gegentiberliegenden parallelen Flichen aus
unter Druck stehen; bei ihnen findet sich zwischen den bei-
den Flachen eine Anzahl fester Stabchen ausgespannt, welche
zu den beiden Flichen senkrecht gestellt sind und so den
Druck von beiden Seiten her aufnehmen. In anderen rund-
lichern Knochen dagegen, welche von mehreren Seiten her
dem Druck ausgesetzt sind, findet sich im Innern ein rund-
maschiges, starkes Gefiige zur Aufnahme des in den ver-
schiedenen Richtungen einsetzenden Druckes. Bei besonders
komplizierter Beanspruchung, z. B. in den Gelenkenden,

Math.-phys. Bibl. 42: Schips, Mathematik und Biologie. 3

I7
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wo der Zug der Muskeln angreift, treten zu den ftr die sta-
tische Festigkeit notwendigen Lamellen noch andere hinzu,
welche die Fortsetzung der an den Gelenkenden sich an-
setzenden Sehnen und Binder darstellen. So sind die Kno-
chen nach denselben Gesetzen gebaut, wie gegitterte Pfeiler
oder Gitterbrticken, oder auch wie unsere Tische und Sttihle,
wo statt einer massiven Stiitzmasse nur eine Reihe von
Staben verwendet wird, welche so gerichtet sind, wie sich
der Belastungsdruck in der massiven Masse fortpflanzen
wilrde. Der Knochen er-
scheint demnach als ein
Gebilde, welches mit dem
geringsten Aufwand an
Material die grofite Wider-
standsfahigkeit erreicht.
Das gleiche Prinzip des
statischen Gleichgewich-
tes, weiches die gesetz-
miflige Anordnung der
Spongiosa bedingt, finden
wir auch bei den Wachs-
tumserscheinungen  der
_ Pilanzen bestatigt. Beiden
ol r héheren Pflanzen sind die
Abb. 8. SpitzenderStengelund der
Wurzeln als sogenannte
Vegetationskegel ausgebildet; d. h. sie stellen ein kegelformi-
ges,aus diinnwandigen Zellen bestehendes Organ dar,welches
durch standige Zellteilungen dasLingenwachstum der Pilanze
bewirkt (Abb. 8). Im Langsschnitt zeigen sich dabei mantel-
formig tibereinander gelagerte Zellschichten, welche, wie zu-
erst Sachs erkannte, eine Schar konfokaler Parabeln dar-
stellen. Diese Parabeln werden dann rechtwinklig durch eine
Schar anderer Parabeln geschnitten, welche mit den ersten
den gleichen Brennpunkt und die gleiche Achse haben, aber
in der entgegengesetzten Richtung verlaufen (Abb. 9). Die
beiden Parabelscharen werden als Antiklinen (1, 2, 3, 4, 5
usw.) und als Periklinen (I, 1I, 11, IV usw.) bezeichnet. Die
Parabelform der Periklinen ist durch die paraboloide Form
des Vegetationskegels gegeben; dafl die neuen Querwande
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sich rechtwinklig zu den Periklinen einstellen, beruht darauf,
dafl nach den Untersuchungen von Errera und Berthold
die Anlage neuer Zellwande denselben Gesetzen folgt, wie
die Bildung einer dtnnen Flussigkeitslamelle, z. B. in dem
Schaum einer Seifenlgsung. Diese bilden immer sog. Mini-
malflichen, bei welchen die Oberflichenspannung den ge-
ringsten Wert erreicht; sie stellen sich also, wenn sie zwi-
schen zwei parallelen Wanden ausgespannt werden senk-
recht zu diesen. Spannt man .

z. B. in einem kubischen Rah-
men eine Seifenlamelle in der
Richtung der Diagonale aus
(Abb. 10), dann wird sich die-
selbe so lange verschieben,
bis sie das Minimum der Ober-
flachenspannung erreicht hat,
was nattrlich dann der Fall Abb. 9.

ist, wenn sie den Wiirfel recit-

winklig durchschneidet. Entsprechend kommt auch eine sich
bildende neue Zellwand erst ins statische Gleichgewicht,
wenn sie als kleinste Fliche sich rechtwinklig an die schon
vorhandenen parallelen Winde der Periklinen ansetzt. Wenn
nun die Zellwand wenigstens im .

Augenblick ihres Entstehens flussig |

wire, dann warde sich die Anlage |
neuer Wiande bei den Zellteilungen
auf das Gesetz des Gleichgewich-
tes von Flissigkeitslamellen ohne
Schwierigkeit zuriickfahren lassen. Da es aber bis jetzt noch
nicht gelungen ist, den flussigen Zustand der sich bilden-
den Zellwande nachzuweisen, so miissen wir uns damit be-
gntigen, die groBe Ahnlichkeit, welche zwischen beiden Er-
scheinungen offenbar besteht, festzustellen, ohne tiber die
Ursachen dieser Ubereinstimmung etwas Bestimmtes aus-
sagen zu kdnnen.

Ahnliche Spannungstrajektorien bilden auch die Mark-
strahlen, welche an Querschnitten durch die Stamme der
Holzgewichse in Erscheinung treten. In dem Querschnitt
durch einen normalen Stamm zeigen sich die Jahresringe als
konzentrische Kreise und die Markstrahlen als Radien (Abb.11).

3.

Abb. 10.
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Tritt nun aber aus irgend einem Grunde, z. B. wegen ein-
seitiger mechanischer Beanspruchung, exzentrisches Dicken-
wachstum auf, dann werden diese geradlinigen Markstrahlen
gekriimmt und bilden dann rechtwinklige Trajektorien der
exzentrischen Jahresringe (Abb. 11b). In der Regel sind nun
aber diese Trajekiorien nicht orthogonal, sondern zeigen
einen von 90° etwas abweichenden Winkel, wie er den punk-
tierten Linien in Abb. 11b und Abb. 12 entspricht. Wenn
wir von abnormen Ursachen solcher Abweichungen (z. B.
Verwundung oder Platzkonkurrenz verwachsener Stimme)
absehen, so finden wir die normale Hauptursache in der
Spannung der Rinde. Diese erreicht beim Dickenwachstum
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Abb. 11, Abb. 12.

einen erheblichen Wert (bis 1000 g auf einen Rindenstreifen
von 1 mm Breite) und verteilt sich bei konzentrischer An-
lage der Jahresringe gleichmiBig auf den ganzen Umfang;
bewirkt also in diesem Falie keine Verschiebung der radialen
Gebilde. Erfolgt dagegen das Dickenwachstum exzentrisch,
dann ist die Zunahme der Rindenspannung auf der starker
wachsenden Seite grofier als auf der entgegengesetzten. In
Abb. 12 bezeichnen die orthogonalen Trajektorien AM, BN,
CP und DQ die normalen Verschiebungswege der Punkte
A, B, C und D des kleinen Kreises, welche so gewihlt sind,
daf} sie gleichweit von der Symmetrieachse abstehen. Durch
das exzenirische Dickenwachstum erfahrt nun aber dieser
Abstand in PQ einen viel kleineren Zuwachs als in MN, so
daB hier ein Rindenstuck viel stirker gespannt wird als in
PQ. Der starker gespannte Teil MN ist dementsprechend
mit viel groflerer Kraft bestrebt, sich zusammenzuziehen,
als PQ und wird vermoge dieses Ubergewichtes die Punkte
M und N in der Richtung gegen die Symmetrieachse ver-
schieben, wie es in den Abb. 11 und 12 durch die punk-
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tierten Linien angegeben ist, welche dem taisachlichen Ver-
lauf der Markstrahlen in exzentrischen Stimmen entsprechen.

3. Bau der Blutgeiifie. DaBl es fur die Organe des Blut-
kreislaufes von grofiter Bedeutung ist, ihre Arbeit nach dem
Prinzip des kieinsten Kraftverbrauches leisten zu konnen,
geht schon aus der Grofie der Leistung hervor, welche von
diesen Organen wahrend des ganzen Lebens ohne Unter-
brechung gefordert wird. So betrigt die Tagesarbeit des
menschlichen Herzens etwa 18000 mkg. Bei einer derart
enormen Beanspruchung ist es als unumgénglich anzusehen,
dal} jede unniitze Energieausgabe vermieden wird, da sie
die Lebensiahigkeit des gesamten Orga- -
nismus stark beeintrachtigen mafite. Es "% A
sind demnach im Bau der Zirkulations- v S s
organe Anordnungen zu erwarten, welche % o
es ihnen ermoglichen, mit geringstem I
Kraltaufwand den grofiten Effekt zu er-
zielen. Einige Bedingungen hierftir hat
in neuester Zeit W. R. He 8 mathematisch ¥4
abgeleitet und dann die tatsachlich vor- Abb. 13.
handenen Eigenschaften der Kreislauf-
organe auf ihre Ubereinstimmung mit den theoretisch gtin-
stigsten Verhiltnissen gepriiit.

Fir die Grofie der energetischen Belastung der Kreislauf-
organe ist aufier der Menge des Blutes und seiner inneren
Reibung (Viskositit) vor allem auch der Druck bestimmend,
welcher notwendig ist, um das Blut trotz des Widerstandes
des Gefafisystems in Zirkulation zu erhalten. Dieser Druck,
um dessen Berechnung es sich im folgenden in erster Linie
handelt, ist abhingig

a) von derLinge der vom Blute zurtickzulegenden Strecken,
also von der Art der Verzweigungen des GefaBnetzes und

b) vom Querschnitt der Gefafle.

a) Berechnung des giinstigsten Verzweigungswinkels. Es
sei in Abb. 13 A die Ursprungsstelle eines Gefales, welches
zwei Stellen B mit Blut zu versorgen hat. Dem Verlangen
nach moglichster Kiirze des Weges wiirde durch die gerad-
linige Fuhrung, wie sie durch die beiden Strecken AB an-
gedeutet ist, gentigt, da diese den kiirzesten Weg darstellen,
kiirzer, als z. B. die Fiithrung tiber C, bei welcher die beiden
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Gefifle aui der Strecke AC vereinigt bleiben. Dieser kiir-
zeste Weg ist aber nur dann der giinstigste, wenn wir von
dem Energieverlust absehen, welcher in engen Gefiflen
grofer ist als in weiten. Der Reibungswiderstand ist nam-
lich unter sonst gleichen Umstinden abhangig von dem Ver-
haltnis der Wandflachen zum Volumen der Leitungsrohren;
er steht demnach im umgekehrten Verhiltnis zum Radius
(bzw. zum Durchmesser) der Rohre. Bei sehr engen Ge-
iaBen, welche auch als Haargefafle (Kapillaren) bezeichnet
werden, wichst er aber nach dem Gesetz von Poiseuille
noch viel rascher, niamlich im umgekehrten Verhéltnis zum
Quadrate der Flache (= zur vierten Potenz des Radius). Der

p Energieverlust muf} also in engen Geiafien sehr

[ n/ bald hohe Werte erreichen, und es ist klar,
P /{, daB in Abb. 13 der Umweg uber C vorteil-
E* 7 hafter ist, weil so ein Teil der engeren Bahn
7| e durch die gemeinsam gelithrte Strecke AC

(% ersetzt ist, welcher wegen ihres grofieren Quer
schnittes ein geringerer Energieverlust ent-
spricht. Es handelt sich nun darum, die gun-
stigste Verzweigungsstelle, d. h. den glinstig-
sten Verzweigungswinkel « zu finden.

Zu diesem Zwecke kann man auf die folgende Weise vor-
gehen: In Abb. 14 stelle die senkrechte Gerade einen Haupt-
ast dar, von dem aus eine Verzweigung nach P gefahrt
werden soll. Der Energieverlust, den das Blut beim Zuriick-
legen einer Strecke von 1 cm im StammgefaB erleidet, sei
g, im AstgefaB, wo er natirlich wegen des kleineren Quer-
schnittes einen groferen Wert erreicht, sei er G. Wir wahlen
nun zuerst zwei Verzweigungen AP und BP derart, dafl
ihnen der gleiche Energieverlust entspricht. Diese Bedingung
ist ausgedriickt durch die Gleichung

] AP-G=AB-g+ BP-G.
Von P aus wird nun mit BP als Radius der Bogen BC ge-

zogen. Setzt man nun AB=1; AC = d und BP = g, dann
erhélt die Gleichung I die Form

la (a+dG=1g+ aG
aG+dG =1-g+ aG
dG=1l-g

Abb. 4.
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1 d:l=g:0G.

Die gunstigste Abzweigungsstelle mufl nun zwischen A und
B liegen, da ja der Winkel B zu grofl und der Winkel o zu
kiein gewahlt sind. La8t man nun, immer unter Aufrecht-
erhaltung der in Gleichung I formulierten Bedingung, die
Punkte A und B immer naher gegeneinander riicken, dann
werden auch die beiden Winkel immer mehr sich einander
néhern und zuletzt, bei der Vereinigung der Punkte A und
B nur einen einzigen Winkel bilden, welcher dann eben den
gunstigsten Verzweigungswinkel darstellt. Dabei wird der
Bogen BC immer mehr zu einer Geraden und die Flache
ABC zu einem rechtwinkligen Dreieck. Dann lafdt sich die
Bedingung fur den ginstigsten Verzweigungswinkel o aus
der Figur und aus der Gleichung Il unmitielbar ablesen:

cose=d:l=g:G.

Es ergibt sich also der Satz: Der giinstigste Verzweigungs-
winkel eines Astes ist derjenige, dessen Kosinus gleich ist
dem Verhiltnis des Energieverlustes, den das Blut im Stamm-
gefafl erleidet zu dem Energieverlust,
den es in einem gleichlangen Aststiick
erfahrt.

Nach diesem Gesetze gestaltet sich
der Verlauf der Blutgeiafie etwa fol-
gendermafen (Abb. 15): Fur Aste von
sehr engem Querschnitt ist derjenige
Abzweigungspunkt der vorteilhafteste, ¥
welcher eine moglichst lange, gemein- r.'-m_,‘__\r,;’(

{

same Strecke aufweist; dies wird er-

reicht, wenn der Abzweigungswinkel

sich einem rechten nahert. Da G im

Verhaltnis zu g bei engen Gefafien A

einen hohen Wert annimmt, wird der Abb. 15.

Kosinus des Verzweigungswinkels sich

dem Werte Null nihern (Abb. 15. Verzweigung bei D). Uber-
lnupt geht bei ungleichmafBiger Aufteilung die Fuhrung
immer so, daf der-stirkere der beiden Aste unter einem
kleineren kael entspringt; da G bei weiteren Asten kleiner
ist als bei engeren, erhilt man fur diese einen grofieren Wert
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flir den Kosinus des Verzweigungswinkels und somit einen
kleineren Winkel (Abb. 15. Verzweigung bei C). Bei Auf-
teilung des Stammes in zwei gleich starke Aste erfolgt die
Abzweigung, da G itr beide Aste den gleichen Wert be-
sitzt, nach beiden Seiten unter dem gleichen Winkel; die
Verzweigung wird in diesem Falle symmetrisch (Abb. 15.
Verzweigung bei B).

Zur Prafung, ob und wieweit die Verhiltnisse bei den Blut-
gefafien mit diesem ,Kosinusgesetze* tibereinstimmen, eignet
sich jedes flachig ausgedehnte Gefidfinetz. Roux fand hierbei
schon 1878, also 25 Jahre vor der Formulierung des Gesetzes
durch HeB, eine Reihe von GesetzmifBigkeiten, von denen
folgende durch das genannte Gesetz ihre Erklirung finden:

,Teilt sich ein Stamm in zwei gleichstarke Aste, so stehen
beide in gleichem Winkel zur Richtung des Stammes.”

»Die Ablenkung des Arterienstammes ist stets geringer als
die Ablenkung des Astes von der urspriinglichen Stammes-
richtung.”

»Diejenigen Aste der Aorta, der Arteria brachialis, femo-
ralis und der Herzarterie, welche so schwach sind, daB bei
ihrer Abgabe der Stamm keine Ablenkung zeigt, entspringen
meist unter grofien, iber 70° betragenden Winkeln."

,Dieienigen Aste, welche so stark sind, daf8 bei ihrer Ab-
gabe der Stamm betrichtlich abgelenkt ist, entspringen meist
unter Winkeln von weniger als 70"."

Man sieht,dafl die von Roux empirisch aufgesteliten Regein
die durch das Kosinusgesetz festgelegten Verhiltnisse deut-
lich wiedergeben. Eine strikte Befolgung des Gesetzes kann
freilich hier so wenig wie bei den andern mathematisch-
biologischen Gesetzen erwartet werden, weil in der mathe-
matischen Ableitung in der Regel nur ein einziger Faktor
berticksichtigt wird, wahrend noch eine Reihe anderer Fak-
toren bei der in Frage stehenden organischen Bildung be-
teiligt sein koénnen, welche das alleinige Gelten eines ein-
zigen Prinzips nicht zulassen. Solche Faktoren sind hier:
Pressung durch die Muskeln, Verlegung des Weges durch
andere Gebilde, nachtragliche Verlagerungen usw. Bei den
Venen, wo der Energieverlust tiberhaupt von geringerer Be-
deutung ist, wird man das Gesetz nur in wenigen, beson-
ders gunstigen Ausnahmetfillen bestitigt finden.
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b. Berechnung des giinstigsten Querschnitisquotienten.
Da der Energieverlust in einer weiten Strombahn geringer
ist, als in einer engen, so wéren an sich moglichst weite
Adern das Optimum far den Bluttransport. Im lebenden Or-
ganismus sind aber der Querschnittsentwicklung bestimmte,
ziemlich enge Grenzen gesetzt. Die wichtigste einschrankende
Bedingung ist, dafl die im Koérper vorhandene Biutmenge
ausreichen muf}, um den Rauminhalt des ganzen Systems zu
fullen. Mit der Erweiterung des Gefafinetzes miifite auch
eine Vermehrung der Blutmenge verbunden sein, welche
ihrerseits aber unmoglich ist, weil sie den Stoff- und Kraft-
haushalt des Organismus zu sehr einseitiz belasten und da-
durch andere, ebenso lebenswichtige Funktionen beeintrach-
tigen wirde. Es ist also auch in Bezug auf den Querschnitt
der Leitungsbahnen die Erreichung moglichst giinstiger Ver-
hiltnisse von hochster Bedeutung.

Da mit jeder neuen Auiteilung die Aste enger werden,
vergrofert sich der Widerstand mit jeder neuen Verzweigung,
wenn diese Vergrofierung nicht durch eine Vermehrung des
Gesamtquerschnittes wieder ausgeglichen wird. Die Summe
der Astquerschnitte mufl also grofier sein als der Stamm-
querschnitt. Die Grofie dieser Zunahme 148t sich ausdriicken
durch das Verhaitnis der Summe S der Astquerschnitte zum
Stammquerschnitt Q. Dieses Verhiltnis § :. Q werde kurz als
Querschnittsquotient bezeichnet. Indem man nun den Wider-
stand als Funktion dieses Querschnittsquotienten ausdriickt,
mufl es moglich sein, denjenigen Querschnittsquotienten zu
finden, welchem der kleinste Widerstand entspricht. Hef§
gibt diese Ableitung unter der Voraussetzung, dafl sich der
Stamm, wie dies bei den Kapillaren meistens der Fall ist,
in zwei gleiche Aste, also symmetrisch teilt.

Nach dem Gesetze von Poiseuille ist der Widerstand
einer kapillaren Strombahn dem Quadrate ihrer Strombahn
umgekehrt proportional. Es ist also
] Wl = g@;
wobei W, den Widerstand des Stammgefifies, Q dessen
Querschnitt und K einen Zahlenwert bedeutet, welcher von
der Viskositat der Flussigkeit und von der Lange der Strom-
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bahn abhingig ist und bei der folgenden Ableitung als kon-
stant angenommen wird. Es seien nun ferner w und q der
Widerstand und der Querschnitt eines der beiden gleichen
Aste, V und v die Mengen des in dem Stammgefil und in
je einem der beiden Aste zu transportierenden Blutes; dann
erhalt man den Wert ftir den Gesamtwiderstand W. der bei-
den gleichen Aste auf Grund folgender Beziehungen:

V=v+4v

RN

W._=%=2—%.=(—§—%_,; oder, da 2¢=3S
i W=2§]§

Das giinstige Querschnittsverhélinis liegt nun dann vor, wenn
die durch die Gleichungen | und II definierten Widerstdnde
des Stammes und der Aste im Verhaltnis zu den zugehdrigen
Querschnitten Q und S um den kleinsten moglichen Betrag
voneinander abweichen. Dies tritt aber offenbar dann ein,
wenn die Differentialquotienten der beiden Widerstiande nach
ihren respektiven Querschnitten einander gleich sind, wenn
also die Beziehung besteht:

dw, _dWw,

a0 - dS
Denn in diesem Falle wird jede Vergrofierung von W, gegen-
tiber W, durch eine VergroSerung von S (bzw. q) gegen Q
ausgeglichen und umgekehrt. Die Gleichsetzung der Diffe-
rentialquotienten ergibt dann nach den Gleichungen I und ll:

2K 2.2K
— = Y5
L_ 2
[
S8 0°=2:1

S:0=12:1=126:1.

Es besteht also in einer kapillaren Strombahn, welche sich
in zwei gleiche Aste teilt, dann das giinstigste Querschnitts-
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verhaltnis, wenn der Gesamtquerschnitt der Aste 26 Y%, groBer
ist als der Stammaquerschnitt; das Verhaltnis Q : g ist dem-
nach gleich 1 :0,63.

Die Nachprifung dieses Gesetzes stofit insofern auf er-
hebliche Schwierigkeiten, als der Querschnitt der zu messen-
den Gefafle im lebenden Korper nicht konstant ist, sondern
infolge nervdser Reize sich erweitert oder verengt. Gelegen-
heit zur Bestimmung der GefaBdurchmesser unter annihernd
normalen Verhiltnissen bilden photographische Auinahmen
des Augenhintergrundes. Die Werte, welche Hef3 bei sol-
chen Messungen erhielt, liegen zwischen 1,26 und 1,30; sie
stimmen also mit dem giinstigsten Werte sehr gut tberein.
Nach einer anderen Methode ergaben sich bei Mesenterial-
gefaflen von Pferden Werte, welche zwischen 1,23 und 1,44
liegen, also in die unmittelbare Nahe des giinstigsten Quer-
schnittsquotienten fallen.

B. DAS WEBERSCHE GESETZ

Das nach seinem Entdecker Ernst Heinrich Weber
(1795—1878) von Fechner so genannte Webersche Ge-
setz hat zum Gegenstand die Beziehung zwischen einer Emp-
findung und dem Reiz, welcher sie auslost. Dafl eine solche
Bezichung tatsichlich besteht, lehrt unsere tagliche Erfah-
rung; denn wir sind befahigt, den Kraftaufwand ziemlich
sicher zum voraus abzuschitzen, welchen wir zur Erzielung
eines bestimmten Effektes mit unserer Muskelarbeit leisten
miissen. Mit zunehmender Ubung gelingt es immer leichter,
verschieden schwere Korper mit richtig bemessener Kraft-
ausgabe an dasselbe Ziel zu werfen oder den Stimmbéndern
des Kehlkopfes diejenige Spannung zu erteilen, bei welcher
dieselben durch die Atemluft in die einer bestimmten Ton-
hohe entsprechende Zahl von Schwingungen versetzt wer-
den. Diese Vorginge lassen sich nur verstehen, wenn zwi-
schen den physikalischen Kraften der AuBlenwelt und den
in den Sinnesorganen von ihnen ausgeldsten Prozessen ein
bestimmtes Abhidngigkeitsverhiltnis existiert. Es mufB sich
demnach die Empfindung als eine Funktion des Reizes dar-
stellen lassen.

Rei seinen grundlegenden Versuchen ging Weber (1846)
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von der Tatsache aus, dafl wir zwar nicht imstande sind,
bei zwei verschieden starken Empfindungen anzugeben, wie-
vielmal die eine $tarker sei als die andere, dafl wir aber
mit Sicherheit beurteilen konnen, ob zwei Empfindungen
einander gleich sind, oder nicht. Lost man durch einen Reiz
von genau gemessener GroBe eine Empfindung aus und
vermehrt oder vermindert man diesen Reiz allmihlich, so
1aB8t sich genau ermitteln, bei welchem Werte des positiven
oder negativen Reizzuwachses die entsprechende Empfindung
eine eben merkliche Verstirkung oder Abschwichung er-
fahrt. Das Ergebnis, zu welchem Weber gelangte, 1ait sich
an einem Beispiel am leichtesten verstandlich machen. Durch
Auflegen eines Gewichtes von 20 g auf die Hand entsteht
eine bestimmte Druckempfindung., Wird nun unmittelbar
darauf ein Gewicht von 20,5 g auf die gleiche Tastiliche ge-
legt, dann erscheint die zweite Druckempiindung der ersten
gleich; eine merkliche Erhohung der Druckempfindung kommt
erst zustande, wenn zu dem Gewicht von 20 g ein ganzes
Gramm hinzugeftigt wird. Bei einem zweiten Versuch, wel-
cher mit 40 g beginnt, ist die zur Auslosung eines eben
merklichen Empfindungszuwachses notige Gewichtszunahme
nicht mehr dieselbe wie im ersten Versuch, sondern sie ist
von 1 g auf 2 g gestiegen. Bei 60 g Anfangsgewicht ist der
zur Erhohung der Empiindung noétige minimale Reizzuwachs
3 g, bei 80 g 4 g, bei 100 g 5 g usw. Der Reizzuwachs ist
also nicht konstant, sondern er wéchst proportional dem vor-
hergegangenen Reize; konstant ist das Verhiltnis des Reiz-
zuwachses Ax zu dem vorhergegangenen Reize x. In dem
angeftihrten Beispiele verhalt sich

Ax:x=1:20=2:40=3:60=4:80=05:100 usw.

Es 1at sich demnach das Webersche Gesetz etwa auf fol-
gende Weise aussprechen: Es entsprechen merkbare Emp-
findungsunterschiede nur denjenigen Reizunterschieden, wel-
che zu dem hervorgegangenen Reiz in einem bestimmten,
konstanten Verhdltnis stehen.

Dieses Verhaltnis ist bei den einzelnen Sinnen verschieden
und auferdem noch starken individuellen Schwankungen
unterworfen. Die hiufigsten Mittelwerte sind ftr den Men-
schen etwa folgende:
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fir die Lichtempiindung 1:100
Muskelempfindung 1 : 40
Druckempfindung 1 : 20
Schallempfindung 1:4 %)

Die Gultigkeit dieses Gesetzes, welches Weber zunichst
fur den Menschen aufgestellt hatte, wurde bei Tieren und
Pflanzen vielfach und nicht immer mit positivem Erfolge
nachgepriift. Es zeigte sich, daB es nur Geltung hat fir einen
bestimmten Bereich, welcher zusammenfailt mit dem Umfang
der gewdhnlichen Beanspruchung der Sinnesorgane, daf
dagegen bei abnorm starken Reizen das genannte Verhilt-
nis immer kleinere, bei sehr kleinen Reizen immer grofiere
Werte annimmt. Es sind also immer die Grenzen zu be-
achten, innerhalb welcher das Webersche Gesetz Geltung
hat. Innerhalb solcher Grenzen gilt aber das Webersche
Gesetz nicht nur beim Menschen, sondern auch bei den tibri-
gen Lebewesen.

Eine besondere Bedeutung erhielt das Webersche Gesetz
dadurch, dal Fechner (1860) die durch dasselbe festge-
stellten Beziehungen dazu beniitzte, um die Art des funktio-
nellen Zusammenhangs der psychischen mit den physischen
Erscheinungen zu ermitteln. Die mathematische Ableitung
des ,psychophysischen Grundgesetzes" aus dem Weber-
schen Gesetz ist folgende: Es werde mit x ein Reiz und mit
y die ihm entsprechende Empiindung bezeichnet. Ferner
wird angenommen?), daB die eben merklichen Empfindungs-
unterschiede Ay, welche durch die den Reizgrofien propor-
tional wachsenden Reizzuwtichse ausgelést werden, unter

1) Ein Analogon bietet das Bernoullische Gesetz, welches be-
sagt, daBl die iber einen Giterzuwachs empfundene Beiriedigung
der Masse der bereits besessenen Giiter umgekehrt proportio-
nal ist. :

2) Ob diese Voraussetzung zutreffe oder nicht, ist eine immer
noch nicht endgiiltig entschiedene Frage; es muf} die Moglich-
keit offengelassen werden, dafl die einzelnen Empfindungszu-
wiichse nicht konstant sind, sondern nach einem bestimmten Ge-
setze zu- oder abnehmen. Es wiirde sich dann fiir die Empfin-
dung eine andere als die von Fechner abgeleitete logarith-
mische Funktion des Reizes ergeben.
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sich die gleiche Grdfie haben. Die einzelnen Empfindungen
sind dann:

y y+ Ay y+2Ay y+ 348y usw,;
sie bilden also eine arithmetische Reihe. Far die entspre-
chenden Reize gilt das Gesetz:

NN _ N4 XX =k
x x, x,
Da nun x; = x + Ax, erhalten wir
x+Ax—x Ax
x T x
Ax=h-x.
Ferner ist x, = x; + Ax;; somit

.\"+Axl—:ﬁ_: Ax, =k

X X
Ax, = hx,
Dxy,=kx; usw.
Fur die Reize ergibt sich somit die Reihe:
x
xy=x +Ax =x +kx =x(1+k)
xn=x+Ax =x+ky=x1+R=x(1+5R:
X =%+ Axy=x, + kx,=12x, (1 + k) = x (1 + k) usw.

T LU R Allgemein:
— |
"_'_'_i"/ l| .=y + nAy
- ! t und
' x,=x (1 + k)"

| i
| | Die Reize bilden
| . also eine geome-
T = %5 trische Reihe. Gra-
Abb. 16. phisch dargestelit
ergibt sich die in
Abb. 16 wiedergegebene Figur, bei welcher k=1 ange-
nommen ist, so dafl die Reize der Reihe nach die Werte
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x 2x 4x 8x 16x 32x usw.

annehmen, wahrend die Empfindungen immer um den Be-
trag Ay in arithmetischer Progression auisteigen. Die durch
eine gebrochene Linie untereinander verbundenen Punkte,
welche das Abhingigkeitsverhiltnis zwischen Reiz und Emp-
iindung zur Darstellung bringen, liegen auf einer logarith-
mischen Kurve. Denn wenn wir die meflbaren Zuwiichse
Ax und Ay beliebig klein werden lassen; d. h. also alle
Reizunterschiede, auch diejenigen, welche eine merkbare
Empfindungsanderung auszuldsen nicht imstande sind, in
Rechnung ziehen, dann lafit sich das Webersche Gesetz
ausdriicken durch die Gleichung:
dx

wobei K eine Konstante bedeutet. Durch Integration geht
obige Gleichung iiber in

y = Klog x + Const.
Um nun den Wert der Integrationskonstanie zu bestimmen,
iihrt Fechner den Begriff der Reizschwelle ein. Es ent-
spricht namlich erfahrungsgemifi der Empfindung y =0
nicht etwa der Reiz x =0, sondern es gibt Reize, deren
Grofe zwar wohl bestimmbar ist, die aber eine Empfindung
nicht auszulosen vermodgen. Damit dies geschehe, darf der
Reiz unter einen minimalen Schwellenwert s, der gerade
schwach genug ist, um ohne Ausldsung einer Empfindung
ehen noch voritberzugehen, nicht hinabgehen. Diesem Schwel-
lenwerte x = s entspricht dann die Empfindung y == 0. Wir
haben also die beiden Gleichungen:

y = K-log x + Const.
0= K-log s + Const.
Durch Subtraktion erhalten wir
y=K-log x — K-logs.

Waihlen wir nun s als Einheit des MaBsystems fiir den Reiz,
dann erhalten wir, da log s = log 1 = 0, fiir das Webersche
Gesetz den Ausdruck:

y = Klog x.
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In dieser zweiten, von Fechner aufgestelllen Form lauiet
dann das Gesetz: Die Empfindung wdchst proportional dem
Logarithmus des Reizes.

Es ist klar, dafl diese Formulierung wegen des oben er-
wihnten, immer noch problematischen Charakters ihrer Vor-
aussefzung nur als eine vorldufige anzusehen ist; es wire
ebenso verfehlt, ihre Bedeutung zu tiberschatzen, wie es
unangebracht wire, sie zu verwerfen, bevor sie als unzu-
treffend erwiesen ist und durch die richtige ersetzt werden
kann. ,In Wahrheit besteht der Wert mathematischer Be-
trachtung auf diesem Gebiete — — hauptsichlich darin, daf§
jede Art exakter GesetzmaBigkeit im geistigen Leben wie
in der Natur schiieBlich in mathematischer Form muf} dar-
gestellt werden konnen. Hierin allein, nicht etwa in irgend
einer geheimnisvollen Eigenschait der Logarithmen, liegt
daher der Wert der logarithmischen Beziehung zwischen
Reiz und Empfiindung. Diese Beziehung gibt nur dem in
dem Weberschen Gesetze enthaltenen Tatbestand einen
mathematischen Ausdruck, indem sie dieses Gesetz einer
bestimmten Form mathematischer Funktionen unterordnet.”")

SCHLUSS

Aus den angefiihrten Beispielen geht hervor, daBl die
Mathematik auch in den biclogischen Wissenschaften eine
grundlegende Aufgabe zu erfillen berufen ist. Man mag
sich zum Problem des Lebens stellen, wie immer, sei es,
daBl man an der Moglichkeit einer restlosen Zuriickitthrung
des Lehens auf physikalische und chemische Vorgange fest-
hilt, oder sei es, dall man dem Leben eine gewisse Eigen-
gesetzlichkeit zuschreibt, — auf alle Falle wird es die oberste
Aufgabe biologischen Forschens bleiben, die bei den Lebens-
erscheinungen verwirklichten Gesetze quantitativ zu fassen
und abzuleiten. Hierbei kann die Biologie so wenig wie die
anderen Naturwissenschaften auf mathematische Formulie-
rung und auf mathematische Denkweise verzichten.

1) Wundt, W., Yorlesungen iber die Menschen- und Tier-
seele. 4. Aufl. Leipzig 1909, S. 56.
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Die Haupischwierigkeit, welche sich der mathematischen
Formulierung biologischer Probleme entgegenstellt, namlich
Pluralitat der Ursachen des einzelnen biologischen Vorganges,
ist ja nicht eine Besonderheit biologischer Fragen, sondern
sie kehrt auch in der anorganischen Natur aberall wieder,
wo es sich darum handelt, empirisch festgestellte Daten
in ein mathematisches System zu fassen. Gerade wie z. B.
die Wurflinie nie eine Parabel ist, sondern nur auf eine
Parabel zurtuckgefihrt werden kann unter vereinfachenden
Voraussetzungen, wie sie empirisch nie gefunden werden,
gerade so ist auch z. B. die Abhangigkeit zwischen Reiz und
Empfindung durch eine logarithmische Kurve nur darstell-
bar unter Bedingungen, die in der Wirklichkeit so oft durch
,Nebeneinilusse" gestort werden, dal sich die mathematiscli
abgeleitete Beziehung empirisch nie rein wird nachweisen
lassen. Eben diese ,Empfindlichkeit der mathematischen
Ableitung bewirkt, dafl bei der empirischen Nachprifung
auch diejenigen mitwirkenden Faktoren aufgedeckt werden,
deren Existenz vorher ganz unerkannt geblieben war und
die wir vielleicht auch nachher nicht sofort aufzeigen konneu,
so dafl wir uns vorlaufig damit begniigen massen, das Vor-
handensein einer ,terra incognita® festgestellt zu haben.

Die mathematische Darstellungsweise ist eben einzig ge-
eignet, die gegenseitige Abhingigkeit zweier Erscheinungen
quantitativ zum Ausdruck zu bringen und auf diese Weise
eine exakte Erkenntnis tiber die Art dieser Abhingigkeit zu
vermitteln. Und gerade in der Biologie, wo durch den un-
serem Denken unvermeidlich anhaftenden Anthropomorphis-
mus die schlimmste Verwirrung in die grundlegenden Be-
grifie: Ursache und Wirkung, Zweck und Folge usw. hinein-
getragen wurde, ist die Mathematik als Korrektiv besonders
unentbehrlich, da sie sich, als die abstrakteste Wissenschait,
von ,der Parteien HaB und Gunst“ am wenigsten leicht be-
irren 1agt.

Es erfullt also die Mathematik far die biologischen Wissen-
schaften so gut wie fur die anorganischen eine Aufgabe von
grundlegender Bedeutung, im Sinne jenes letzten Zieles aller
Wissenschaft, welches nach dem bertihmten Ausspruche von
Laplace (1814) darin gegeben ist, daB dem wissenschaft-
lich vollkommenen Geiste ,ftr einen gegebenen Augenblick

Math.-phys. Bibl. 42: Schips, Mathematik und Biologie. 4
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alle Krifte, welche die Natur beleben und die gegenseitige
Lage aller Wesen, aus denen sie besteht® bekannt sind. Die
Worte, mit denen Laplace vor mehr als hundert Jahren
dieses Ziel beschrieb, sind auch heute noch merkwirdig
und bedeutsam genug; sie mégen den Abschlufl unserer
Erorterungen bilden: Dieser Geist, ,,sofern er sonst umfas-
send genug wire, um diese Angaben der Analyse zu unter-
werfen, wirde in derselben Formel die Bewegungen der
groften Weltkdrper und des leichtesten Atoms begreifen;
nichts ware ungewif} fir ihn, und Zukunft wie Vergangenheit
ware seinem Blicke gegenwirtig. Der menschliche Verstand
bietet in der Vollkommenheit, die er der Astronomie zu
geben gewuflt hat, ein schwaches Abbild solchen Geistes
dar. Seine Entdeckungen in Mechanik und in Geometrie,
verbunden mit derjenigen der allgemeinen Anziehung, haben
ihn in die Moéglichkeit versetzt, mit Hilfe der gleichen ana-
lytischen Ausdriicke die vergangenen und die zukinftigen
Zustinde des Weltsystems zu erkennen. Indem er die gleiche
Methode auf einige andere Gegenstinde seiner Erfahrung
anwendet, ist es ihm gelungen, die beobachteten Erschei-
nungen auf allgemeine Gesetze zurfickzuftihren und die-
jenigen vorauszusehen, welche unter gegebenen Umstinden
sich ereignen miissen. Alle seine Anstrengungen, die Wahr-
heit zu suchen, haben das Bestreben, ihn dieser Einsicht,
deren Begriff wir eben aufgestellt haben, immer n#herzu-
bringen, wenn er auch freilich von ihr immer unendlich weit
entfernt bleiben wird. Dieses dem menschlichen Geschlechte
eigentiimliche Bestreben ist es, welches dasselbe iiber die
Tiere erhebt, und die Fortschritte auf diesem Gebiete zeich-
nen die Nationen und die Jahrhunderte aus und begriinden
thren wahren Ruhm.”
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