
.-~~~~--------

Die "Sammlung Vieweg" hat sich die F\ufgabe gesteilt, Wissens
und Forschungsgebiete, Theorien, chemisch -technlsche Verfahren usw., 
die 1m Stadium der Entwlcklung stehen, durch zusammen
fassende Behandlung unter BeifUgung der wichtlgsten Literaturangaben 
weiteren Kreisen bekanntzumachen und ihren augenblicklidlen Ent
wlcklungsstand zu beleudlten. Sie will dadurch die Orlentierung 
erleichtern und die Richtung zu zeigen suchen, welche die weitere 
Forschung einzuschlagen hat. 

F\ls Herausgeber der einzelnen Gebiete, auf welche sich die 
Sammlung Vieweg zunachst erstreckt, sind tatig, und zwar fUr: 

Physik (theoretische und praktische, und mathematische Probleme): 
Herr Professor Dr. Karl Sdleel, Physlkal.-Techn. Reichsanstalt, 
Charlottenburg; 

Chemie (F\lIgemeine, Organische und F\norganische Chemie, Physlkal. 
Chemie, Elektrochemie, Technische Chemle, Chemie In Ihrer F\n
wendung auf Kiinste und Gewerbe, Photochemie, Metailurgie, 
Bergbau): 

Herr Professor Dr. B. Neumann, Techn. Hochschule, Breslau; 

Technik (Wasser-, StraBen- und Briickenbau, Maschinen- und Elektro
technik, Schiffsbau, mechanische, physikalische und wirtschaftliche 
Probleme der Technik): 

Herr Professor Dr.-Ing. h. c. Fritz Emde, Techn. Hochschule, 
Stuttgart. 

Bisher erschienene Hefte der "Sammlung Vieweg" 
Heft !. Dr. Robert Pohl und Dr. P. Pringsheim-Berlin: Die limt-

elektrismen Ersmeinunqen. Mit 36 F\bbildungen. M. 3,-. 
Heft 2. Dr. C. Freiherr von G i rs ew a I d - Berlin - Halensee: Peroxyde und 

Persalze. M. 2,50. 
Heft 3. Diplomlngemeur Paul Bejeuhr-Charlottenburg: DerBftJriot

Flugapparat und seine Benutzung durm Pegoud vom Stand
punkte des Ingenieurs. Mit 26 F\bbildungen. M. 2,-. 

Heft 4. Dr. Stanislaw Loria-Krakau: Die Limtbred7ung in Gasen als 
physikal. und memo Problem. Mit 3 F\bbiid. und I Tafel. M. 3,-. 

Heft 5. Professor Dr. F\. Gockel-Freiburg I. d. Schweiz: Die Radio
aktivitat von Boden und Quellen. Mit 10 F\bbildungen. M. 3,-. 

Heft 6. Ingenieur D. Sidersky-Paris: Brennereilragen: Kontinuierlime 
Garung der Rubensafte. - Kontinuierlime Destillation und 
Rektifikation. Mit 24 F\bbildungen. M. 2,-. 

Heft 7. Hofrat Professor Dr. Ed. Donath und Dr. F\. Groger-Briinn: 
Die flussigen Brennstotle. ihre Bedeutung und Besmallung. 
Mit 1 F\bbildung. M.2.50. 

Heft 8. Geh. Reg.-Rat Professor Dr. Max B. Wei n s te i n - Berlin: Kralte 
und Spannungen. Das Gravitations- und Strahlenfeld. M. 2,-. 

Heft 9/10. Geh. Reg.-Rat Professor Dr. O. Lummer-Breslau. Verflussi
gung der Kohle und Herstellung der Sonnentemperatur. Mit 
50 F\bbildungen. M. 5.-. 

HeftI!. Dr. E. Przybyllok: Polhohen-Smwankungen. Mit 8 F\bbil-
dungen. M. 2,-. 

Fortsetzung siehe 3. und 4. Umsdlldgseite 



Mathematik und Physik 

Eine 

erkenntnistheoretische Untersuchung 

Von 

E. Study 

Druck und Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn Akt. Ges. 

Braunschweig 1923 



AIle Rechte vorbehalten 

ISBN 978-3-663-06375-9 ISBN 978-3-663-07288-1 (eBook) 
DOI 10.1007/978-3-663-07288-1 

Copyright, 1923, by Friedr. Vieweg & Sohn Akt. Ges., Braunschweig, Germany. 



Der einzige natiirliche Gegenstand 
fur das mathematische Denken ist die 
ganze Zahl. 

H. Poincare. 

In der Zeitschrift Naturwissenschaften vom Jahre 1917 
(S. 341,362 u. ff.) finden sich zwei Aufsatze von Aloys Miiller, 
iiberschrieben: Die Fiktion in der Mathematik und 
der Physik. 1m ersten unterzieht Herr Miiller die von 
Vaihinger in seiner "Philosophie des Als Ob" dargelegte Auf
fassung der mathematischen Wissenschaft einer ausfiihrlichen 
Kritik. Mit dieser bin ich vollkommen einverstanden; ich 
wiinsche dazu nur zu bemerken, daB mir eine griindliche 
Auseinandersetzung damit seitens gewisser Vertreter des "Fik
tionalismus", die in den Annalen der Philosophie zu Worte 
gekommen sind, ganz unerlaBlich zu sein scheint. 

In seinem zweiten, der Physik gewidmeten Aufsatze sucht 
Herr M iiller einen neuen Fiktionsbegriff einzufiihren. Danach 
sollen die gebrauchlichen Idealisierungen den "Fiktionen" 
nicht untergeordnet, sondern disjunktiv gegeniibergestellt 
werden. Ich nehme das zum AnlaB, einmal das Verhaltnis 
von Mathematik und Physik iiberhaupt zu besprechen. Wir 
lesen unter anderem: 

(1) "Es ist nicht so, als ob es eine mit Masse belegte 
Linie, eine reibungslose Fliissigkeit, vollkommen elastische 
Kugeln, ideale Gase, umkehrbare Kreisprozesse gabe ... 
(2) Wenn eine Fliissigkeit keine innere Reibung besitzt, dann 
konnen Wirbelbewegungen in ihr weder entstehen, noch ver
gehen; wenn ein Gas ideal ist, dann folgt es dem Boyle
Mariotteschen Gesetz." 

(3) "Eine homogene Kugel zieht einen auBer ihr gelegenen 
(Massen-) Punkt so an, als ob ihre Masse im Mittelpunkt 
(der Kugel) vereinigt ware." 

Mii'ller vergleicht nun diese Satze (1), (2), (3) unter
einander. Seine Meinung geht dahin, daB in ihnen allen physi-

Study, Mathematik und Physik. 1 
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kalische Behauptungen aufgestellt werden. Und weil im zweiten 
Satz die Sprachformel Wenn - dann und im dritten die 
andere Ais Ob vorkommt, so spricht er im FaIle (2) von 
einer Idealisierung, und im FaIle (3) von einer Fiktion. So 
sollen sich namlich Idealisierungen und "Fiktionen" tiber
haupt unterscheiden. 

Eine genaue Darlegung und Begrtindung meiner ab
weichenden Ansicht tiber die sachgemaBe Umgrenzung der 
Begriffe Fiktion und Idealisierung ist hier nicht notig. Man 
wird sie in der in Vorbereitung begriffenen neuen Ausgabe 
meiner "Realistischen Weltansicht" finden. Danach mtissen 
die Idealisierungen als eine besondere Art von Fiktionen an
gesehen werden - wofiir sie auch bisher schon wohl so gut 
wie allgemein gehalten worden sein dtirften. Die Idealisierungen 
lassen sich danach auch nicht durch die Sprachformel Wenn -
Dann von den iibrigen Fiktionen absondern. Vielmehr besteht 
ihr Kennzeichen darin, daB an Stelle der in ihrer un
geheuren Verwickelung unserem Verstande unfaB
baren physischen Wirklichkeit eine (immer sehr 
viel) einfachere ideelle Wirklichkeit gesetzt wird; 
und zwar in der Physik die "Wirklichkeit" der 
Mathematik 1). 

Was hier eine zutreffende Auffassung sein mag, wird dem 
Theoretiker der Erkenntnis keinesfalls gleichgiiltig sein. Aber 
auch dem Physiker kann es nicht wohl oder sollte es doch 
nicht gleichgiiltig sein. Auch er bedarf ja der Einsicht in Wesen 
und Leistungsfahigkeit seiner Denkprozesse, wenn er sich, nach 
dem Vorbilde von Helmholtz, iiber ein Spezialistentum er
heben will, das allerdings ohne jede Erkenntnistheorie aus
kommen kann. Miillers Beispiele aber scheinen mir geeignet, 
Licht auf einen Sachverhalt zu werfen, der auch sonst nicht 
immer zutreffend aufgefaBt wird. 

1) Der Begriff der ideellen (oder "idealen") Wirklichkeit, auf den 
hier Bezug genommen wird, umfaBt Logik und Mathematik. Die 
Wirklichkeit, von Logik und Mathematik ist die des Gel tens. Sie 
hat nichts zu tun mit unserer Sinneswahrnehmung - auch nicht im 
Falle der Geometrie. Siehe den weiteren Text. 
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Es soIl zunachst gezeigt werden, wie viele anscheinend 
nicht unverstandig gesteUte Fragen gerade bei der Grund
legung der Physik unbeantwortet zu bleiben pflegen und zum 
Tell wohl sogar fUr immer unbeantwortet bleiben miissen. 

Auf der ersten Seite eines der gewiB besten Werke iiber 
theoretische Physik findet man folgenden Satz: 

"Die Eigenschaften des Raumes sind aus der Euklidischen 
Geometrie bekannt." 

Was mit diesen Worten gesagt werden soIl, kann nicht 
wohl zweifelhaft sein. Euklidische Geometrie ist ein Zweig 
der Mathematik, ist die Disziplin, die seit langer Zeit den 
Hauptgegenstand der Schulmathematik bildet. Der "Raum" 
aber, von dem die Rede ist, ist der Raum, in dem wir leben, in 
dem auch die K6rper sind, mit denen es der Physiker zu tun 
hat, kurz der Raum der Physik. Wie aber kann eine Kenntnis 
bloBer Gedankengebilde uns etwas lehren iiber die ganz anders 
geartete physische Wirklichkeit 1 Hierauf wird etwa diese 
Antwort gegeben werden: Die Postulate ("Axiome"), von 
denen die Euklidische Geometrie ausgeht, lehnen sich an 
gewisse Erfahrungen an, und darum wird alles, was in ihnen 
schon enthalten ist und was der Mathematiker nur auseinander
legt, denselben Anspruch auf Wirklichkeitswert haben wie 
jene Postulate selbst. 1st das nun eine geniigende Antwort 1! 
Die Erfahrung, auf die da verwiesen wird, bedeutet eine geistige 
Verarbeitung von Sinneseindriicken, und diese fiihrt uns, fast 
ganz in UnbewuBten verlaufend, zu der sogenannten Raum
anschauung, die jedem erwachsenen Menschen, aber ver
schiedenen Menschen in sehr verschiedenen Graden der Deut
lichkeit, eigen ist. Tatsachlich haben die Alten mit dieser Raum
anschauung gearbeitet. Aber soUten sie wirklich geglaubt 
haben, in ihr Punkte, Geraden und Ebenen vorzufinden, aus
gestattet mit aUen den Eigenschaften, von denen die Eukli
dische Geometrie spricht, also Gedankengebilde von voll
kommener Prazision 1 Kehren wir zur QueUe der Erfahrung 
zuriick, so finden wir nichts von alledem! H6chstens finden 
wir Gebilde, die ein Stiickchen weit und fiir eine rohe Be
trachtungsart ungefahr solche Beziehungen zueinander haben 

1* 
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wie die, von denen die Euklidische Geometrie nandelt. Schon 
Punkte finden wir liberhaupt nicht, sondern nur mehr oder 
weniger "kleine" Korper! Die vorgenommene Beziehung 
zwischen der Euklidischen Geometrie (A) und den Eigen
schaften des Raumes der Physik (B) muB ein synthetisches 
Urteil sein, A rv B. Dieses aber hat nur dann einen Sinn, 
wenn man weiB, was A und was B is t ! 1m Falle von A wissen 
wir das vielleicht - ich will das hier gelten lassen -, a ber 
was ist B ~ Es handelt sich also doch wohl nicht um etwas, 
das als bekannt gelten dlirfte, sondern um eine Hypothese. 
Jenem geheimnisvollen Etwas, das wir "unseren Raum" nennen, 
sollen Eigenschaften zukommen, die den Aussagen der Eukli
dischen Geometrie eindeutig umkehrbar entsprechen. Z. B. sollen 
"Punkte" in ihm "dasein"l), wenn wir sie auch nicht wahr
nehmen konnen, und ebenso Geraden, Ebenen usw., alle mit 
solchen gegenseitigen Beziehungen wie die sind, von denen 
der Mathematiker spricht, wenn er die gleichen Werte braucht. 
In der physischen Welt sollen wir dann diese Gebilde, wenn 
auch nur unvollkommen, "realisiert" finden. Und wir finden 
wirklich etwas derart. Die "Ebene", die "Kugelflache", die 
der Glasschleifer herstellt, sie versinnlichen uns in gewissem 
MaBe die Eigenschaften der mathematischen Ebene oder 
Kugel, ein Lichtstrahl hat angenahert die Eigenschaften einer 
Geraden usw. Wir finden zunachst, soweit wir es erwarten 
dlirfen, unsere l(ypothese "bestatigt", jedenfalls nicht wider
legt. Es ist eine gute, das heiBt eine widerspruchsfreie und 
brauchbare Hypothese. Sie hilft uns zum Verstandnis von 
vielem, das uns sonst dunkel bleiben mliBte. Aber ist sie darum 
schon richtig ~ Alle Messungen der Physiker sind mit Un
genauigkeiten behaftet, und das muB die Wirkung haben, 
daB andere Hypothesen, vielleicht auf minder einfache Weise, 
dasselbe leisten. Ja, es k6nnte sein, daB verfeinerte Messungen, 

1) Das wird von Philosophen als sinnlos hingestellt. Ich teile 
dieses Bedenken nicht, kann aber hier nicht darauf eingehen. 
Auch hiember wird man naheres in der zweiten Ausgabe meiner 
"Realistischen Weltansicht" (erste Auflage, Braunschweig 1914) 
finden. 
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oder auch Uberlegungen theoretischer Art, uns geradezu zur 
Ablehnung der Euklidischen Hypothese zwangen! Bekanntlich 
hat schon GauB mit einer solchen Moglichkeit sehr ernsthaft 
gerechnet. Eben darum hat er sein beriihmtes Triangulations
experiment angestellt. Er wiirde also den zuvor angefiihrten 
Satz gewiB nicht unterschrieben haben. In der Folgezeit ist 
man weiter gegangen. Man hat sich iiberlegt, daB die Eukli
dische Hypothese, wenn man die Korperwelt im ganzen in 
Betracht zieht, zu weiteren, und zwar ziemlich gekiinstelten 
Hypothesen notigt. Daher gaben manche Forscher einer 
anderen Hypothese, der der sogenannten spharischen Geo
metrie, den Vorzug. Aber bewiesen werden konnte diese 
Annahme so wenig als die Euklidische. Sie empfahl sich nur 
durch ihre groBere Einfachheit. Neuerdings ist dann die ganze 
Frage in eine neue Phase eingetreten. Jene alteren Forscher 
hatten nicht daran gedacht, daB das bloBe Dasein schwerer 
Korper, besonders der Fixsterne, unsere Messungen beeinflussen 
konnte. Das ist nun aber, nach Herrn Einstein, wirklich der 
Fall, und wenn dem so ist, so wird ma.n weder in der Eukli
dischen Geometrie noch auch in der spharischen das Abbild 
einer physischen Wirklichkeit erblicken diirfen. Die "physische 
Geometrie" ist da.nn nicht nur ein Problem, was sie auch vorher 
schon war, sondern etwas in seinen Einzelheiten (sogar fiir 
immer) Unbekanntes. Man kennt ja nicht die Massen der 
Fixsterne und ihre Verteilung. 

Genug, was in jenem Satze als bekannt hingestellt wird, 
ist nichts weniger als das; es behalt aber seinen Wert als eine 
brauchbare Hypothese, die uns, wenn auch nicht endgiiltige, 
so doch annahernd richtige und wertvolle Einsichten liefert. 
Bei alledem aber drangt sich die Frage auf, welche Rolle denn 
der Mathematik in theoretisch-physikalischen Uberlegungen 
zufallt. Was ist der Mathematik zuzurechnen, was 
ist spezifisch- physikalisch in der theoretischen 
Physik, und wie geht es zu, daB sich Teile der 
Mathematik iiberhaupt mit der Physik zu einer 
hoheren Einheit verbinden lassen? Damit bin ich bei 
meinem Thema angelangt. 
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Wenn ich versuche, diese Frage zu beantworten, soweit 
sie sich in allgemeinen Ziigen beantworten laBt - und ich 
glaube, daB das wirklich moglich ist -, so kann ich freilich 
nicht auf das verweisen, was im gegenwartigen Augenblick 
unter dem Namen Mathematik zusammengefaBt wird - also 
nicht auf die aktuelle Mathematik. Zu dieser gehort 
z. B. die Topologie, die es mit Verknotungen von Faden und 
ahnlichem zu tun hat, eine noch in der Entwicklung begriffene 
Disziplin, von der ihre eigenen Vertreter sagen: Das ist noch 
nicht Mathematik. Ich muB mich vielmehr auf einen 
Grenzzusta.nd beziehen, dem die mathematische Wissenschaft 
unverkennbar zustrebt und der durch den Satz bezeichnet 
wird: 

Zur Mathematik gehort das Rechnen mit natiir
lichen (positiven, ganzen) Zahlen und alles, was 
dar auf gegriindet werden kann, aber weiter nichts. 

Es ist noch nicht sehr lange her, daB man einen solchen 
Satz nicht einmal a.ls Ideal oder Programm hatte hinstellen 
konnen. Solange es namlich nicht gelungen war, den Begriff 
des Kontinuums auf den der natiirlichen Zahl zu griinden, 
solange muBte Mathematik als ein Konglomerat sehr hetero
gener Gegenstande erscheinen. Heute sind wir, dank den 
Forschungen von Dedekind und G. Cantor, in einer gliick
licheren Lage. Freilich ist ner durch ihre Entdeckungen ein
geleitete EntwicklungsprozeB noch nicht abgeschlossen. Aber 
das braucht uns nicht zu hindern, den angefiihrten Satz als 
Umgrenzung der "Mathematik" anzunehmen. Auf Grund einer 
solchen Definition laf3t sich dann die Grenzlinie von Mathematik 
und Physik mit aller Scharfe ziehen. Ich erlautere das zunachst 
an dem Beispiel der Geometrie. 

Die moderne Mathematik kennt viele Arten von "Geo
metrie", von denen die Euklidische Geometrie, von der zuvor 
die Rede war, nur eine ist. Sie aIle aber lassen sich in gleicher 
Weise charakterisieren; ich wahle statt der Euklidischen Geo
metrie, in deren FaIle ich zuviel hier Nebensachliches wiirde 
erortern miissen, ein Beispiel aus, in dem der Sachverhalt 
einfacher und darum besonders durchsichtig ist. Ein solches 
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Beispiel ist die als e bene proj ekti ve Geometrie bekannte 
Disziplin. 

Wo immer wir eine Deduktion finden, da finden wir ihren 
Gegenstanden gewisse Zeichen zugeordnet, mogen es nun 
Wortzeichen oder Buchstabenzeichen oder in ahnlichem Sinne 
(nicht nur zum Zahlen) gebrauchte Zahlzeichen oder irgend
welche andere Zeichen sein. Die Art aber, wie diese Zeichen, 
insbesondere in der Mathematik, verwendet werden, laBt keinen 
Zweifel dariiber, daB es bei dem ProzeB der Deduktion 
gar nicht auf das ankommt, was man sich als Bedeutung 
solcher Zeichen denkt oder vorstellt. Es handelt sich lediglich 
um Abhangigkeiten zwischen den Gegenstanden der Dar
stellung: Diese selbst konnen, zwar nicht ganz beliebig, aber 
doch in mannigfachster Weise, geandert werden, ohne daB 
die genannten Abhangigkeiten dadurch zerstort wtirdenl). So 
sind in der ebenen projektiven Geometrie die W orte Punkt 
und Gerade solche Zeichen, und weiter nichts, mag auch 
die Auffassung der Mathematiker einer alteren Periode und 
vielleicht auch noch die mancher unter den neueren diesem 
Gedanken ferngeblieben sein. Nach einem unter dem Namen 
"Prinzip der Dualitat" bekannten Lehrsatze kann man beide 
Worte vertauschen, ohne daB die einmal festgestellten Be
ziehungen zu bestehen aufhorten. Man muB dazu nur die 
Terminologie passend einrichten. Sagt man, "ein Pnnkt liegt 
auf einer Geraden", so dan man dann, streng genommen, 
nicht mehr sagen, "die Gerade geht durch den Punkt", sondern 
es muB heiBen, "die Gerade liegt auf dem Punkt" -
so wie es die amerikanischen Mathematiker Ve bIen und Young 
in ihrem Werke tiber projektive Geometrie wirklich ausgeftihrt 
haben. 

Ahnlich steht es mit den Koordinaten der analytischen 
Geometrie, insbesondere mit denen der projektiven. Diese 

1) Dieser Gedanke ist besonders von dem englischen Mathema
tiker und Philosophen B. Russell entwickelt worden. Siehe z. B. das 
Buch Our Knowledge of the External World (1914, zweite Ausgabe 
vom Jahre 1921). 

Die hier fiir die Mathematik obwaltenden Beschrankungen liegen im 
Gebiete der Theorie der Transformationsgruppen. 
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Koordinaten sind Zahlen (reelle oder gewahnliche komplexe 
Zahlen). Einem Punkt entspricht in der ebenen projektiven 
Geometrie ein System von drei sogenannten homogenen 
GraBen, namlich von Verhaltniszahlen Xl: X 2 : X 3, seinen 
Koordinaten, einer Geraden ein ebensolches System U 1 : U 2 : U 3• 

DaB ein Punkt (x) auf einer Geraden (u) oder die Gerade auf 
dem Punkt liegt, wird dann durch eine einfache Gleichung 
ausgedruckt: 

U1X1 + U 2 X 2 + UaX3 = o. 
In dem symmetrischen Bau dieser Gleichung, darin also, daB 
sie auch in der Form 

X1U1 + X 2U 2 + xau3 = 0 

geschrieben werden kann, liegt dann schon der Beweis des 
erwahnten Satzes von der Dualitat aller Abhangigkeiten 
zwischen beliebig vielen Punkten und Geraden. Nichts steht 
nun im Wege, zu sagen, das System der drei mit dem Zeichen x 
verbundenen Zahlen ist der Punkt, und das System der drei 
dem Zeichen U zugeordneten Zahlen ist die Gerade. Tut man 
das, so hat man, wie der technische Ausdruck lautet, die pro
jektive Geometrie (zunachst allerdings nur einen Ausschnitt 
von ihr) arithmetisiertl). Offenbar aber haben fur diese 
Arithmetisierung die Werte Punkt und Gerade nur noch die 
Bedeutung irgendwelcher Zeichen. Sie haben in logischer 
Hi n sic h t keine noch so entfernte Beziehung zur materiellen 
Welt oder zu unserer sogenannten Raumvorstellung. Die eben 

1) Das Wort Arithmetisierung riihrt, wenn ich nicht irre, von 
L. Kronecker her, hatte aber bei ibm einen anderen Sinn. Dieser 
sehr verdiente, aber auch sehr einseitige Mathematiker ging in seiner 
Einschatzung der Aritbmetik so weit, daB er es fiir moglich und er
wtinscht hielt, die irratiQnalen und stetig veranderlichen Zahlen abzu
schaffen - und zwar gab er dieser Ansicht Ausdruck, als man bereits 
(seit 1872) die mit diesen Begriffen verbundenen Schwierigkeiten als 
iiberwunden betrachten durfte. Diese Utopie, die hesonders im FaIle 
der Geometrie und Mechanik (auf die Kronecker ausdriicklich Bezug 
nahm) ohne weiteres als solche zu erkennen ist, nannte er Arithmeti
sierung der Mathematik. Sein iiberspanntes Ideal hat diesen Forscher 
verbindert, das Erreichbare und wirklich ZweckmaBige zu erkennen. 
(Siehe Festschrift fiir Zeller, abgeruruckt im Journ. f. Math. 101, 338, 
339, 1878.) 
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falls eingefiihrten, ganz willkiirlich gewahlten Zeichen x und u 
tun fiir sich allein schon dieselben Dienste. Ferner kann man, mit 
Hilfe gewisser von den Mathematikern so genannter (Paare von) 
Substitutionen an Stelle jener Tripel neue Tripel von Zahlen, 
x~ : x~ : x~ und u1 : u~ : u~ einfiihren, die den zuvor definierten 
Punkt (x) und die Gerade (u) ebenfalls bestimmen (aber, wenn 
man sie an Stelle von Xl: X2 : Xa und ul : u2 : U a setzt, einen 
anderen Punkt und eine andere Gerade definieren). Die Ab
hangigkeiten, von denen die Rede -war, werden dadurch nicht 
zerstort. Man sagt dann, man habe das Koordinatensystem 
gewechselt. Es kommt also weder auf die W orte Punkt und 
Gerade, noch auch auf das besondere System von Koordinaten 
an, das man benutzt hat. Der (groBe) Vorteil aber, den man 
bei dem kurz geschilderten Verfahren gegeniiber anderen 
Methoden der Geometrie hat, bernht darauf, daB man iiberall 
mit einem Minimum von Grundbegriffen auskommt, 
und zwar mit denselben Begriffen, die auch den meisten anderen 
"mathematischen" Disziplinen zugrunde liegen, und in den 
auch den Laien bekannten Regeln fiir das Rechnen mit natiir
lichen Zahlen (positiven ganzen Zahlen) enthalten sind. 

Aber warum braucht man denn solche Worte 
wie Punkt und Gerade, bei denen doch so ziemlich 
ein jeder etwas ganz anderes denkt, als z. B. Zahlen
tripel1 1st das nicht im hochsten MaBe irreleitend 1! 
Ja, es ist allerdings irreleitend, aber nur fiir den nicht geniigend 
Unterrichteten oder zu wenig Geschulten, keineswegs auch fiir 
den Fachmann, der Bescheid weiB. Es ist ebensosehr 
und ebensowenig irreleitend wie die Sprache iiber
haupt, von deren zahllosen Mehrdeutigkeiten jedes Lexikon 
Zeugnis ablegt, deren richtiger Gebraueh darum ebenfalls 
erlernt werden muB und sogar eine nicht geringe Ubung ver
langtl}. AuBerdem wiirde es nicht gelingen, fiir aIle die Be
griffe, die der Mathematiker bildet und braucht, immer neue 
unser Gedaahtnis belastende Namen einzufiihren. 

1) Die wissenschaftliche Literatur ist voU von Unklarheiten, die 
daher riihren, da13 zahlreiche Gelehrte (nicht nur Verfasser von medi
zinischen Doktordissert ationen !) die Sprache mangelhaft beherrschen 
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Aber der Mathematiker ist nicht ein nur in Zahlen denken
des blutleeres Wesen. Auch er steht in der physischen Wirk
lichkeit, die auf seine Sinne eindringt, und fiihlt sich als Teil 
von ihr. Er ist kein Gespenst. Darum ist er, wenigstens meistens, 
nicht n ur auf die logische Seite seiner Stoffe erpicht. Daher 
versucht er, wo es angeht, seinen Gedanken von vornherein 
eine Richtung auf die physische Welt zu geben. Tut er das, 
so kann ihm die Bedeutung seiner Zeichen nun ganz und 
gar nicht mehr gleichgiiltig sein. Wo immer die materielle 
Welt betrachtet werden solI, kommt es gerade auf diese Be
deutung an. Danach richtet nun der Mathematiker, wenn er 
nicht von allen guten Geistern verlassen ist, auch seine Kunst
sprache "ein. So erlautert der Geometer seine Lehrsatze zu
weilen durch Zeichnungen und Modelle, besonders in den 
Anfangen der Geometrie. Damit verzichtet er auf die Pra
zision, die den Aussagen der Mathematik innewohnt, oder 
doch innewohnen sollte; als Entschadigung dafiir erhalt er 
ein konkretes, durch das Auge aufzufassendes Bild. 

Also auch aus diesem sehr praktischen Grunde behalt 
der moderne Mathematiker soweit als moglich die Worte bei, 
die ihm von seinen Vorgangern iiberliefert worden sind, fiir 
die das Konkrete eine noch viel groBere Bedeutung hatte. 
Er spricht von Punkten und Geraden, weil das eben die Worte 
sind, die er brauchen muB, um sich anderen, besonders solchen, 
die Mathematiker erst werden wollen, schnell verstandlich zu 
machen, wenn er seine Zeichnungen vorweist. Die Moglichkeit 
eines MiBverstandnisses erscheint ihm als kein sonderliches 
Ubel, weil es bei gutem Willen und geniigender Auf
merksamkeit des anderen sehr wohl vermieden werden 
kann. Niemals wird der Mathematiker in die Lage kommen, 
seine Punkte mit Tintenklexen auf dem Papier oder mit Nadel
spitzen zu verwechseln, und niemals verwechselt er etwa den 
dreidimensionalen Euldidischen Raum oder irgend ein anderes 
seiner Raum genannten Gedankendinge mit dem Raum der 
Physik. Und auch darum schon hat der Mathematiker Freiheit 
in der Wahl seiner Worte, weil der Physiker, als Physiker, 
gar nicht in der Lage ist, Punkt, Gerade, Raum usw. zu defi-
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nieren. Will er das, so wird er selbst zumMathematiker werden, 
sich immer auf die Mathematik stiitzen miissen, die mit ihrer 
Freiheit der Begriffsbildungen auch der physikalischen 
Forschung die n6tige Freiheit gewahrt. Es hat keinen Sinn, 
zu verlangen, daB der Mathematiker seine Terminologie dem 
jeweiligen Zustande der Physik, der gerade vorherrschenden, 
oft genug nicht einmal klar ausgedriickten Meinung der Phy
siker, anpassen sollte. 

Wenn der Mathematiker eine Zeichnung ent
wirft, so verlaBt er damit, streng genom men, das 
Gebiet seiner'Vissenschaft. Er macht eine Anwendung 
von ihr, und im Grunde treibt er damit sogar schon eine primitive 
Art von Physik, und zwar von Experimentalphysik: Den 
gew6hnlichsten Zeichnungen schon haften aIle die Ungenauig
keiten an, mit denen samtliche Anwendungen der Mathematik 
auf die materielle Welt verbunden sind. Tatsachlich sind wohl 
viele geometrische Satze auf Grund von Zeichnungsexperimenten 
gefunden oder besser vermutet worden. Nur vermutet, denn 
bewiesen werden kann auf diese Art kein einziger mathe
matischer Satz. Das wuBten die Alten, aber jene alteren unter 
den modernen Mathematikern wuBten es nicht, die da meinten, 
jede "Kurve" miisse eine Tangente haben. Und die von den 
Englandern sogenannten circle sqnarers wissen es noch 
hente nicht. 

Das Wesentliche hieran ist, daB die logische Strnktnr 
einer wie auch immer beschaffenen und begriindeten Art von 
"Geometrie" weder mit der materiellen Welt noch mit der 
Raumanschanung etwas zu tun hat, durch deren Vermittlung 
wir nnsere V orsteIlungen von den Dingen bilden. Darum 
k6nnen Mathematiker auch von einer Geometrie in n Di
mensionen sprechen, wobei die mit n bezeichnete natiirliche 
Zahl einen beliebigen Wert haben kann, also keineswegs gerade 
gleich 3 sein muB. Und auch in dieser Geometrie, besser in 
diesen vielen Arten von Geometrie nnd ihren durch sonstige 
Annahmen bestimmten Unterarten spricht man von Punkten, 
Geraden usw., wobei dann aIle mit solchen Worten zu ver
bindenden Begriffe, mit EinschluB des Begriffs Raum, nicht 
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anschaulich sind, sondern aus dem Zahlbegriff geschopft 
werden oder doch aus ihm auf die einfachste Weise abgeleitet 
werden konnen. 

So einfach dieser Sachverhalt im Grunde ist, so oft ist 
er verkannt worden. Er wird z. B. von Philosophen verkannt, 
die da meinen, mit Griinden der Logik dartun zu konnen, 
daB "der Raum" drei Dimensionen haben miisse. Kant ist 
dariiber im unklaren gewesen, da er in der Arithmetik ein 
Wissen von der Zeit, in der Geometrie ein Wissen yom "Raume" 
erblicken wollte, und ebenso unklar war hieriiber unter vielen 
anderen auch der verdiente Mathematiker W. R. Hamilton. 
Der Z ei t genannte Begriff gehort nicht der Mathematik an, 
und was Kant unter Raum verstand, ist ein nicht analy
siertes Gemisch von Begriffen der Mathematik, der Psycho
logie und der Physik 1). Und auch heute noch wird dieser 
Sachverhalt wahrscheinlich sogar recht oft verkannt oder doch 
nicht in seiner erkenntnistheoretischen Bedeutung und wissen
schaftlichen Tragweite gewiirdigt. 

Fiir den Physiker ist es natiirlich, in der Geometrie, wie 
in Mathematik iiberhaupt, vor allen Dingen ein Hilfsmittel, 
ein Instrument zur Erforschung der materiellen Welt zu er
blicken. Er hat also recht, wenn er sein Interesse vor allem 
auf das richtet, was er brauchen kann. Der Physiker, von 
dem ich hier reden will (also nicht jeder Physikerl), 
geht aber noch weiter, und dann hat er nicht mehr recht. Zu
nachst darin nicht, daB er im voraus zu wissen glaubt, was 
ihm dienlich sein kann. So war sicher fUr viele der Raum von 
vier Dimensionen bis vor kurzem ein Hirngespinst, gleich 
andel1en Hirngespinsten, mit denen sich Mathematiker iiber
fliissigerweise beschaftigen. Da haben sie sich nun belehren 
lassen miissen. Werden sie aus ihrem Irrtum eine weitere 
Lehre ziehen 1 Und noch in einem anderen, sehr wesentlichen 
Punkte hat jener Physiker nicht recht. "Auf der Schule" , 
so argumentiert er wohl im Grunde seines schwarzen Herzens, 
"habe ich die Elementargeometrie gelernt, dann auf der Uni-

1) Naheres dariiber in meiner "Realistischen Weltansicht" (1914), 
Abschnitt IV. 
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versitat analytische Geometrie und Mechanik und iiberhaupt 
theoretische Physik, und zwar, wie ich meinen will, griindlich. 
Da habe ich doch alles, was ich brauche, sogar vielleicht mehr 
als genug Mathematik, was fehlt da noch 1 Was sollen mir 
z. B. "Punkte " , die weiter nichts sind als Zahlenfiguren? 
Meine Punkte, und die jedes gebildeten Menschen, sind doch 
etwas ganz anderes." Dieser Physiker weiB also gar nicht, 
daB sein Gedankengebaude, so brauchbar es ganz gewiB ist, 
sich dennoch in schwerer Unordnung befindet. Ja, das ist ihm 
vielleicht sogar ziemlich gleichgiiltig. Griindlich ist dieser 
unser Physiker namlich nicht. 

Und selbst unter Mathematikern von Fach gibt es solche, 
die sich die Tragweite des Gesagten nicht klargemacht haben 
k6nnen. Sonst wurden sie nicht der Euklidischen Geometrie, 
der Geometrie der Alten. ein erkenntnistheoretisches 
Interesse zuschreiben, das sie allerdings verdiente, solange 
man nichts anderes kannte, das aber schon seit der Ent
deckung der Nicht - Euklidischen Geometrie sehr verringert 
worden ist. 

Damit komme ich zu einer anderen Seite unserer Sache, 
zur historischen, und, im Zusammenhang damit, zur Schul
mathematik. 

Die Geometrie der Alten, die in unserer Schulmathematik 
noch lebendig ist, war, ungeachtet des Vorwiegens der Deduk
tion auch schon in ihr, keineswegs in erster Linie ein rein-theo
retisches Lehrgebaude und solIte es auch gar nicht sein. Sie 
war vielmehr nach der Absicht ihrer Urheber ein Zweig -
der zuerst ausgebildete - der theoretischen Physik. Ent
sprechend waren ihre Grundlagen, nach heutiger Ausdrucks
weise, gewonnen worden durch einen AbstraktionsprozeB, sie 
wurden abgeleitet aus der physischen Welt, wie wir heute 
sagen, durch Idealisierung von Erfahrungstatsachen. 
Aber auf diesen Grundlagen hatte man ein umfangreiches 
Lehrgebaude errichtet, und dieses war in seiner ganzen Struktur 
unabhangig von der Erfahrung. "Obgleich jedes Stuck damn 
aus der Anschauung entstanden ist, erkennt man damn auch 
heute noch ohne Muhe das Werk eines Logikers" (H. Poincare). 
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Jenen sinnreich erdachten und imponierenden Bau auf die 
Arithmetik grunden zu wollen, daran konnte allerdings nicht 
einmal gedacht werden. Eine dazu ausreichende Arithmetik 
gab es noch gar nicht - und fur den Schulbetrieb gibt es sie 
auch heute noch nicht. 

Auf eben diesem Wege sind nun wir aIle in die "Elemente 
der Geometrie" (nur der Euklidischen Geometrie!) eingefuhrt 
worden. Und zwar geschah das zu einer Zeit, da wir noch 
in sehr jugendlichem Alter standen und keine Kritik zu uben 
wuBten. So sind wir nicht gewahr geworden, wie viele und 
groBe Schwierigkeiten da vor unseren Augen vertuscht worden 
sind. Spater aber hat so mancher von uns das auch nicht 
gemerkt. Unsere Interessen wurden dann auf andere Gegen
stande gerichtet. In dieser Lage befindet sich der vorhin ge
nannte Physiker (ich wiederhole: nicht jeder Physiker!) noch 
heute. 

Auf dem Unterbau der Euklidischen Geometrie wird nun 
das hoher strebende Lehrgebaude der analytischen Geometrie 
errichtet, die in ihren ersten Anfangen auch schon aus dem 
Altertum stammt, gewohnlich aber, ich lasse es dahingestellt 
sein, ob mit Recht, mit dem Namen von Descartes ver
bunden wird, und ihre heutige Entwicklung sogar erst in der 
zweiten Halfte des neunzehnten J ahrhunderts erreicht hat. Ihr 
Kennzeichen ist die Einfuhrung von HilfsgroBen, die Koordi
naten heiJ3en und Zahlen sind. Z. B. wird, auch heute noch, 
im Universitatsunterricht so ziemlich uberall, ein mit dem 
W orte Punkt bezeichneter Begriff aus der Euklidischen Geo
metrie ubernommen, und dann wird fortgefahren: Diesei 
Punkt wird durch Koordinaten dargestellt. Man weiB 
also schon, oder glaubt wenigstens zu wissen, was ein Punkt 
ist. Man denkt dabei etwa an immer kleiner werdende physische 
Korper, also an einen Grenzubergang, den nur der erfahrene 
Mathematiker reinlich darstellen kann, und auch der nur, 
wenn er die doch erst einzuflihrenden Koordinaten schon hat. 
Diese Unklarhe,it der Grnndbegriffe schadet der weiteren Dar
legung nichts, aber sie ist da, und der gewissenhafte 1!-'orscher 
nimmt an ihr AnstoB. 
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Die Koordinaten sind nun flir diese analytische Geometrie, 
die wir hier hinnehmen, wie sie ist, ein fremdes, von auBen 
hineingetragenes Element, n ur Mittel zu einem Zweck: Kriicken, 
deren Unentbehrlichkeit oft beklagt worden ist. Die eigen
tiimliche Schonheit der Geometrie der Alten war verloren; ob 
unvermeidlicherweise und fiir immer, ist eine weitere Frage, 
auf die hier nicht eingegangen werden soIl. Zur Entschadigung 
kam man sehr viel weiter. Man hatte nun sogar einen geniigen
den Unterbau auch flir die theoretische Physik. 

Urn dem miBlichen Zustand ein Ende zu machen, in 
dem sich gerade die Grundlagen jenes geometrischen Lehr
gebaudes befanden, haben Mathematiker zwei verschiedene 
Wege eingeschlagen. Die einen, die heute sogenannten Axio
matiker, folgten im wesentlichen dem Gedankengang del' 
Alten. Sie suchten in Ordnung zu bringen, was mangelhaft 
war. Das war nun durchaus keine leichte Sache. Schon die 
erste - und wichtigste - Entdeckung, die bei solchen For
schungen gemacht worden ist, die der Nicht -Euklidischen 
Geometrie, gelang erst nach allerlei gescheiterten Versuchen. 
1m ganzen darf man wohl sagen, daB diese Unternehmungen 
einen guten Erfolg gehabt haben. Aber: DaB man einem 
Physiker zumuten konnte, sich durch aIle diese 
Schwiel'igkeiten hindurchzubei13en, davon kannnicht 
einmal die Rede sein. 

Schwerlich hat nun der Physiker, der sich durch solche 
Forderungen des Logikers belastigt und aufgehalten fiihlt, eine 
ganz irregeleitete Empfindung. "Die mathematische Wissen
schaft nimmt, indem sie streng wird, den Charakter des Kiinst
lichen an, der aIle Welt befremdet. Sie vergi13t ihren historischen 
Ursprung. Man sieht, wie die Probleme gelost werden konnen, 
man sieht nicht mehr, wie und warum sie gestellt worden 
sind" (H. Poincare). 

Es mu13 also diesem Physiker nach Moglichkeit geholfen 
werden. Und das geschieht auf einem anderen Wege, durch 
das zuvor beschriebene, viel radikalere Denkverfahren. Die 
dafiir charakteristische Wendung ist: Die Zahlenkonfiguration 
(je nach Umstanden die einzelne Zahl, das Paar von Zahlen, 
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das Tripel usw.} ist der Punkt. Ohne Zweifel entfernt man 
sich hiermit zunachst noch weiter von der physischen Wirk
lichkeit. Aber man tut das nicht fur immer und hat den 
Gewinn, daB die logische Seite der Sache sich sehr viel ein
facher darstellt. 

Vorauszusetzen ist dann, wenn nicht doch noch Dunkel
heiten zuruckbleiben sollen, eine einwandfreie Begrun
dung der Arithmetik, und in der weiteren Darlegung 
werden allerlei Ergebnisse der naturlich ebenfalls streng zu 
begrundenden modernen Analysis gebraucht. Das erste wird 
verlangt von der Reinlichkeit des Denkens, das zweite 
erfordert Kenntnisse, deren der Physiker ohnehin nicht ent
raten kann. Es werden also an den Junger der Wissenschaft 
keine unbilligen Anspruche gestellt. (In Deutschland wenigstens 
leistet der heutige Universitatsunterricht wohl uberall das 
Erforderliche, es gibt aber noch immer eine Menge schlechter 
Lehrbucher, aus denen leider mit besonderer Vorliebe die 
Mehrzahl unserer Studierenden, namentlich auch solcher der 
Physik, "Mathematik" zu "lernen" pflegt.) 

Auf diese Art werden naturlich die Schwierigkeiten, von 
denen die Rede war, nicht uberwunden, wohl aber werden sie 
vermieden. Und das ist besser, wenigstens fur den, dessen 
Hauptinteresse nicht auf das Logisieren, sondern auf Resultate 
gerichtet ist; also z. B. fur den Physiker, mag dieser den zu
grunde liegenden Gedanken auch noch so befremdlich finden. 
Deshalb habe ich hier das zweite, mir als einfacher erscheinende 
Denkverfahren an die Spitze gestellt. Wir haben heute, 
dank der prazisen Begrundung der Lehre von den 
Zahlen durch Dedekind und G. Cantor, einen Konigs
weg zur Geometrie. Wir haben sogar einen Weg zu allen 
den vielen Arten und Unterarten der Geometrie, der fiir sie 
aIle in gleicher Weise gangbar und bequem ist. Wir brauchen 
uns nicht mehr so schrecklich zu plagen, wenn wir es nicht 
selbst wollen. Von den Anwendungsmoglichkeiten geht ja 
nichts verloren, wenn wir die "impliziten Definitionen" der 
Axiomatiker durch die sonst in der Mathematik ubliche Art 
des Definierens ersetzen, die als einzige Grundlage das Rechnen 
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mit natiirliehen Zahlen kennt und braueht. Und wir haben 
es aueh nieht notig, immer wieder von vorn anzufangen, was 
ftir den Axiomatiker streng genommen erforderlieh ist. Die 
Geometrie in zwei, drei, vier Dimensionen usf., die Euklidisehe, 
die versehiedenen Arten Nieht - Euklidiseher Geometrie und 
noch viele andere, eine jede bediirfte ja streng genommen 
einer eigenen Axiomatik! Und wir haben es aueh nieht notig, 
uns auf eine schwierige und noeh nie vollstandig durehgefiihrte 
Untersuehung tiber Unabhangigkeit geometriseher "Axiome" 
einzulassen, wenn wir genau wissen wollen, was Definition ist 
und was bewiesen werden kann. 

Ieh fasse nun das Wesentliehste von dem Gesagten kurz 
zusammen. 

AIle Zweige der Geometrie lassen sich "arithmeti
sieren". AIle Arten "arithmetischer Geometrie" sind 
logisch unabhangig von der Erfahrung, also von jeder 
Wahrnehmung auBerer Dinge und (daher) auch von 
jeder "Raumvorstellung" oder "Raumanschauung". 

Dies gilt nicht minder von den geometrischen Disziplinen, 
die zur Physik in Beziehung gebracht werden, als von den 
iibrigen. Z. B. hat die logische Struktur der dreidimensionalen 
Euklidischen Geometrie mit ihrem physikalischen Interesse 
nicht das geringste zu tun. Griindet man sie nicht auf Postulate 
(oder "Axiome"), sondern auf die Arithmetik, so tritt das 
ohne weiteres hervor. Aber auch im anderen l!'alle schon ist 
die Deduktionsbasis dieses geometrisehen Systems nieht 
logiseh abhangig von der Erfahrung. Was uns bestimmt, 
gerade diesen Postulaten und den daraus abzuleitenden weiteren 
Entwieklungen eine Vorzugsstellung einzuraumen, hat nieht 
den Charakter eines Grundes, sondern den eines Motivs. Wir 
fallen ein Werturteil und treffen daraufhin eine Wahl 
unter verschiedenen M6glichkeiten. Ein nur logiseh denkendes 
Wesen wiirde ebenfalls AnlaB haben, der Euklidisehen Geo
metrie ein gewisses Interesse zuzuwenden, aber sehwerlich 
wiirde es einen geniigenden Grund finden, seine Hauptinteressen 
gerade auf den Fall von drei Dimensionen zu richten. Wir 
konnen uns nicht in gleieher Weise interessieren fiir alles, 

Study, Mathematik und Physik. 2 
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was es III der Gedankenwelt des Mathematikers geben kann, 
und wir denken auch nicht nur logisch. Wir haben Wlinsche 
und unterliegen einem psychischen Zwange. Wir mlissen uns 
in der Welt, in der wir stehen, so gut als moglich zurechtfinden. 
Der Mathematiker aber kann, als Mathematiker, noch 
andere Motive flir Werturteile haben, namlich solche, die aus 
der Mathematik selbst geschopft sind. So verfahren tatsachlich 
aIle, die ihr Hauptinteresse auf die Zahlentheorie richten. 
Dnd nicht minder tun das Geometer, wenn sie z. B. ihre wissen
schaftliche Tatigkeit hauptsachlich der projektiven Geometrie 
widmen. Werturteile haben aber immer nur eine relative, 
nie eine absolute Gtiltigkeit. 

Was von der Euklidischen Geometrie gesagt wurde, gilt 
genau so von allen geometrischen Disziplinen, die man, aus 
welchem AniaB auch immer, zu der physischen Welt in Be
ziehung gesetzt hat oder noch set zen wird. Der Physiker macht, 
als Physiker, keine mathematischen Entdeckungen. Er findet, 
daB dieses oder jenes geometrische System seinen Bedlirf
nissen besser entspricht als andere. Findet er ein neues, so findet 
er es, weil er zugleich auch Mathematiker istl). Der Physiker 
fallt also ein Werlurteil und trifft eine Wahl: Das alogische 
Moment ist in seinen Drteilsbildungen immer nachweisbar. 

Ganz verkehrt ware es, aus dem Gesagten den 
SchluB ziehen zu wollen, daB durch die Arith
metisierung der Geometrie flir den Mathematiker 
das sinnliche Element aus seinen Uberlegungen 
ausgeschaltet wlirde. Es ist ein Irrtum, daB es flir den 
Mathematiker nur auf das "folgerechte Weiterdenken" an
kommt 2). Man kann nach zahllosen Richtungen weiterschlieBen, 
alles, was sich erschlieBen laBt, kann niemand ausdenken. 
Auch hier schon gewinnen also alogische Momente Bedeutung: 
Immer muB eine Wahl getroffen werden. Die wichtigsten 
Motive liefert dann dem Geometer die Raumanschauung oder 

1) Helmholtz hat ein solches System gefunden, das abel.' kein 
physika.lisches Interesse hat. (Ebene Geometrie ohne "Monodromie".) 

2) Siehe meinen Aufsatz: Denken und Darstellung, S. 25, 26. 
Braunschweig 1921. 
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Raumvorstellung, die er, mehr oder weniger entwickelt, in 
sich vorfindet. Tatsachlich arbeiten Geometer damit in 
weitestem Umfang; ja es wird nur der ein guter Geometer 
sein, dessen Raumanschauung nicht zu kiimmerlich entwickelt 
ist. Der Geometer zeichnet auch Figuren und konstruiert 
Modelle. Wenn er aber ein guter Geometer ist, so bildet er 
sich nicht ein, daB er damit etwas beweisen konnte. Er begeht 
nicht den Fehler der circle squarers. Beweise, die der 
Mathematiker anerkennt, konnen nur auf abstraktem Wege, 
durch das Denkverfahren der Deduktion gefiihrt werden, 
also nicht durch Berufung auf Figuren. Das ist ein, wenigstens 
theoretisch, gegenwartig allgemein anerkannter Grundsatz. 

Die Raumanschauung, die nichts anderes ist als ein Er
ge1bnis friiher gemachter und unbewuBt verarbeiteter Er
fahrungen aus der physischen Welt, bleibt also dem Geometer 
all" Forschungsmittel. Dem Forscher ist, solange er forscht, 
jedes Mittel erlaubt (Weierstrass). Und die Anwendungs
moglichkeit des Erforschten bleibt nicht minder. 

Diese Erorterung ist etwas lang ausgefallen, dafiir kann 
ich mich aber nunmehr sehr kurz fassen. 

Auch der mathematische Bestandteil der theore
tischen Physik laBt sich arithmetisieren. Die so 
entstehende "arithmetische Physik" hat zur logischen 
Grundlage nur das Zahlenrechnen, wie schon die 
"arithmetische Geometrie"l). Von dieser ist sie 
eine Fortsetzung nach bestimmter Richtung. Man 
trifft dabei unter vielen Moglichkeiten eine Wahl 
auf Grund eines Werturteils. Das Motiv dafiir ist, daB 
man nur solche Uberlegungeh anstellen will, deren 
Ergebnisse eine enge Beziehung zur Erfahrung haben. 

Nur psychologisch (und historisch) ist also auch 
die theoretische Physik abhangig yom Inhalte der 
Erfahrung. 

Z. B. betrachtet die theoretische Physik sogenannte Massen
punkte. Zeichen fiir einen Massenpunkt ist ein System von 

1) Ich will diese N amen nicht zum Gebrauch vorschlagen. Ich 
brauche sie nur hier im Interesse der Klarheit. 

2* 
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vier Zahlen, m, Xv Xg, Xs (abgekiirzt m, x). m heiBt Masse, 
Xl' X 2, Xs werden Koordinaten des Massenpunktes genannt. 
AuBerdem kommt vor eine weitere Zahl t, die Zeit (eigentlich 
MaB der Zeit) genannt wird und die Rolle einer unabhangigen 
Veranderlichen iibernimmt. Ob nun aber diese Zahlen zur 
Physik in Beziehung gesetzt werden, ist fiir die logische Seite 
der Sache ganz gleichgiiltig. Irgendwelche andere Namen und 
Buchstabenzeichen wiirden dieselben Dienste leisten, und wenn 
es iiberhaupt keine Physik gabe, so wiirden sich die gleichen 
Schliisse ziehen lassen. N ur wiirden sie uns dann ein viel ge
ringeres Interesse abgewinnen; der mathematische Inhalt 
unserer theoretischen llhysik wiirde unter vielem Ahnlichem 
in unserem Denken keine Vorzugsstellung einnehmen. Nichts 
steht ja im Wege, die fiim Zahlen Xv Xg, xs, m, t z. B. so zu 
behandeln, wie" man die Koordinaten eines Punktes Xv x2' 

xs, X", X5 in der Euklidischen Geometrie des Raumes von 
fiinf Dimensionen behandelt. Warum geschieht das nicht 1 
Nur darum unterbleibt es, weil man dann keine fiir die Physik 
verwertbaren Ergebnisse erhalten wiirde. 

In der klassischen Physik wird m als eine Konstante be
handelt. Bei t wird die Addition einer Konstanten zugelassen. 
Fur Xv x2' xa werden gewisse (sogenannte eigentliche orthogo
nale) Substitutionen zugelassen. Was bei alledem zahlenmaBig 
unverandert bleibt oder nach Einfiihrung neuer Koordinaten 
in gleicher Form wiederkehrt, sagt die altere Physik, hat (mit 
Abstufungen) physikalisches Interesse. Zugrunde liegt 
der Gedanke, da.B die Massen aller physischen "Korper un
veranderlich sind, daB Zeit und Raum nichts miteinander zu 
tun haben, und daB im Sinne der Euklidischen Geometrie 
"kongruenten" Figuren "gleiche" Eigenschaften zugeschrieben 
werden sollen. "Physikalisches Interesse" hat z. B. die (positiv 
genommene) Entfernung von zwei Punkten x, Y 

r(x, y) = V (Yl - X1)2 + (Y2 - X2)2 + (Ya - XS)2, 

das N ewtonsche Potential 
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femer der "Geschwindigkeitsvektor"J da.s System der ersten 
Differentialquotienten der von t abhangig gedachten Koordi
naten Xv X2' X3' der "Beschleunigungsvektor", das System der 
zweiten Differentialquotienten und anderes. Man fiigt Funk
tionen hinzu, die analog behandelt werden und Krafte heiBen: 

X k (xv X 2, X 3, t), (k = 1, 2, 3) 

stellt die Differentialgleichungen auf: 

(k = 1, 2, 3) 

und integriert sie womoglich. Man tut das, wei! man davon 
AufschluB iiber Vorgange in der materiellen Welt erwartet. 
Aber man konnte es auch ohne solche Erwartung tun, wie 
es in der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen 
wirklich geschieht. 

Die in Entwicklung begriffene "Physik der Relativitats
theorie" beruft sich auf eine verfeinerte Erfahrung, und sie 
verfahrt demgemaB anders. Fiir t, Xv x 2, X3 werden Substi
tutionen zugelassen, die zwar nicht ganz, aber doch in hoherem 
MaBe willkiirlich sind, der Begriff der Masse wird ebenfalls 
geandert usw. Kurz, es wird ein anderes Werturteil gefallt 
und eine andere Wahl getroffenl). Das "physikalische Inter
esse" ist ein anderes geworden, aber hier wie dort ist es ein 
solches Interesse, also ein alogisches Moment, das die Fort
schreitungsrichtung des mathematischen Gedankens bestimmt. 
Die Namen und sonstigen Zeichen sind fUr die mathematische 
Seite der Sache wiederum gleichgtiltig. 

Man konnte nun meinen, daB das Gesagte wohl fiir die 
angefiihrten Beispiele zutreffen mag, fiir andere Begriffe der 
Physik, wie z. B. Licht, Fliissigkeit, Gas aber nicht. 
Das wiirde ein groBer Irrtum sein. Wo immer die mathematische 
Behandlung solcher Dinge einsetzt, da wiederholt sich das 
gleiche, und zwar notwendigerweise. Ware dem nicht so, so 
konnte man iiberhaupt keine Mathematik zur Anwendung 
bringen. Das Gesagte gilt also auch fiir aIle Zukunft. 

1) Die prazise Bezeichnung der zuzulassenden Operationen erfolgt 
hier wie dort auf Grund der Theorie der Transformationsgruppen. 
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Ich fiihre das nicht mehr aus: Den einen wiirde die Vorfiihrung 
verwickelterer Beispiele nichts niitzen, fUr die anderen wiirde 
sie iiberfliissig sein. 

Sehen wir nun zu, wie sich im Lichte dieser Uberlegungen 
der Sinn der eingangs angefiihrten Satze (1), (2), (3) darstellt! 

(1). Dieser Satz bezieht sich zweifellos auf Physik. Es 
wird anerkannt, daB die aufgezahlten Gedankendinge in der 
physischen Wirklichkeit kein Gegenstiick haben. Was damit 
gewonnen werden solI oder kann, daB in den Ausdruck dieses 
Gedankens die Wendung des Ais Ob hineingebracht wird, 
vermag ich nicht zu sehen. Wenn jemand sagen will "Es ist 
Tag" und statt dessen sagt "Es ist nicht so, als ob es Nacht 
ware", so kann man sogar von Verdunkelung eines einfachen 
Gedankens und von scholastischem oder "philosophischem" 
MiBbrauch der Sprache reden. Ubrigens ist das hier neben
sachlich; worauf es ankommt, ist allein, daB der Satz (1) sich 
auf Physik bezieht. 

(2). SolI auch dieser Satz den Ausdruck eines physika.
lischen Gedankens enthalten, so haben wir einen Widerspruch 
zu (1). Tatsachlich liegt eine mathematische Behauptung 
vor, trotz der Worte Fliissigkeit, Reibung usf. Der Gebrauch 
der Sprachform Wenn ... Dann ist dabei ganz nebensachlich. 
Man hat ein analytisches Urteil vor sich, das sich in nichts 
von anderen unterscheidet. Wie im FaIle (1) das "Als Ob", 
so ist hier das "Wenn ... Dann" kiinstlich in die Aussage 
hineingebracht. Statt zu sagen: x Gulden = y Kronen, kann 
man auch sagen: Wenn die Zahl der Gulden x ist, dann 
sind sie· y Kronen wert. Aber was beweist das 1 ! 

(3). Auch dieser Satz ist ein mathematischer Lehrsatz, 
trotz des etwas alIzumenschlichen Wortes Anziehung 1). Und 
auch in diesem Faile ist die Sprachform nebensachlioh. Man 
kann ja auch sagen: Die Kugel iibt nach auBen hin dieselbe 
"Anziehung" aus wie der materielle Punkt (oder, sie bestimmt 
dieselbe Potentialfunktion - aus der sich durch Differen
tiation die Anziehung genannte Vektorgr6Be ableiten laBt). 

1) Natiirlich bezeichnen auch die Wort.e innen und auJ3en mathe
matische Begriffe (X\2 + X 22 + X3 2 - r2 < 0, > 0). 
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Man kann also die Worte Ais Ob nach Belieben brauchen 
(iibrigens auch in umgekehrter Richtung) oder nicht. 

Hiermit erweisen sich die Schliisse, die Herr M iiller an 
seine Beispiele hat kniipfen wollen, als hinfiillig. Der richtige 
Sachverhalt ergibt sich aus dem Vorhergehenden. Die Be
deutung der Satze (2), (3) fiir die Physik beruht darauf, daB 
sie Vereinfachungen unseres Gedankenbildes der materiellen 
Welt zur Voraussetzung haben, und zwar solche, die eine 
leichte mathematische Behandlung, eine einfache Rechnung, 
iiberhaupt erst moglich machen. Sie konnten auf Grund von 
Beobachtungstatsachen (Experimentalphysik, Astronomie) ver
m u tet werden: Wirklich ist man gerade auf diesem Wege 
zu Ihnen gekommen. Wollen wir dann umgekehrt die Ergeb
nisse der Rechnung auf die materielle Welt anwenden, so 
haben wir es wieder mit einem verwickelten Tatbestand zu 
tun. Eine genaue Ubereinstimmung mit der physischen Wirk
lichkeit besteht nicht. Wir konnen aber, innerhalb gewisser 
Schranken, physische Fliissigkeiten und Gase so behandeln, 
als 0 b sie "ideal" oder "vollkommen" waren, und Planeten 
so, als 0 b sie homogene Kugeln waren und, im Zusammenhang 
der Astronomie, in gewisser Hinsicht auch so, als 0 b sie sogar 
nur "materielle Punkte" waren, kurz, wir konnen die Rechnung 
so fiihren, als 0 b wir es von vornherein mit einfachen mathe
matischen Gebilden zu tun hatten. Rier driickt das "Als Ob" 
den Kern der Sache aus. In der Anwendung solcher mathe
matischer Satze auf die materielle Welt, und zwar erst in 
dieser Anwendung, bedienen wir uns also einer Fiktion, 
und zwar beidemal in gleicher Weise einer Idealisierung. 

Der von meinem verehrten Kollegen eingeschlagene 
Irrweg scheint mir lehrreich zu sein, weil er typisch ist, und 
weil Herr M iiller, einer der anscheinend nicht zahlreichen 
mathematisch gebildeten Philosophen. in seinem ersten Aufsatz 
dargetan hat, daB er eine zutreffende Vorstellung vom Wesen 
der Mathematik besitzt - was man nicht einmal von allen 
Mathematikern behaupten kann. Almliche Irrtiimer aber 
diirften weit verbreitet sein. Wie zahlreich heute noch die 
Anhanger von Stuart Mill sind, der die gesamte Mathematik 
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(nicht nur die Geometrie) fiir eine Erfahrungswissenschaft 
ansah, weiB ich allerdings nicht zu sagen. Doch ist anzunehmen, 
daB diese Lehre auch jetzt noch von vielen fiir richtig gehalten 
wird; von solchen namlich, die meinen, man konne aus den 
vereinzelten Tatsachen der Wahrnehmung ohne ein "a priori" 
ein zusammenhangendes Gauzes machen; auch von solchen, 
die in der Mathematik nur ein Mittel zur Beherrschung der 
physischen Wirklichkeit sehen und sich um ihre Grundlegung 
gar nicht gekiimmert haben. AIle diese miissen in steter Gefahr 
sein, den Sinn von Aussagen miBzuverstehen, in denen der 
Physik entlehnte W orte vorkommen. 

DaB umgekehrt Physika1isches fiir Mathematik angesehen 
wird, ist eine wohl noch haufigere Erscheinung. Es war das 
im Grunde schon der Fehler jener zahlreichen Geometer, die, 
mit der Raumanschauung arbeitend, kein starkes Bediirfnis 
nach praziser Abfassung ihrer Lehrsatze hatten, und zwischen 
ihrer Intuition und einem ordentlich gefiihrten Beweis nicht 
unterschieden. Zahllose Irrtiimer sind auf diese Weise in die 
Wissenschaft hineingekommen. 

AIle Geometer denken in Bildern. Reute aber sieht man 
da Probleme, wo Geometer (oder Physiker) einer alteren Rich
tung mit ihren Ergebnissen schon recht zufrieden waren 1). 

Nach dem Vorgetragenen besteht der Gedankeninhalt der 
heutigen Physik aus drei Bestandteilen, die einen ganz ver
schiedenen erkenntnistheoretischen Charakter haben. Einer 
davon gehOrt zur (reinen) Mathematik. Seine Methode ist 
die der Deduktion. Ein zweiter Bestandteil ist die Experi
mentalphysik, deren Methode die (unvollstandige) Induktion 
ist. Dazwischen schaltet sich ein Grenzgebiet ein, das in beide 
iibergreift und sie zueinander in Beziehung setzt. Hier handelt 
es sich um Anwendungen der Mathematik. Die fiir dieses 

1) Siehe meine Kritiken: Jahresbericht der Deutschen Mathe
matikervereinigung 17, 125 u. ff., 1908; 25, 96 u. ff., 1916, und Archiv 
der Mathematik 18, 169 u. ff., 1911. Vgl. auch H. Poincare, Wert 
der Wissenschaft, S.8 bis 25, 1910 (Anschauung und Logik in der 
Mathematik). 
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Grenzgebiet charakteristische Methode ist die Idealisierung, 
die neben Deduktion und Induktion als ein drittes und gleich
wertiges Denkverfahren gewiirdigt werden muB. Das logische 
Verhiiltnis dieser drei Teilgebiete der Physik wird bezeichnet 
durch das Schema 

Mathematik ___ - Experimentalphysik 

Grenzge biet. 

Der historische und psychologische Sachverhalt, der zu
gleich die (eben nicht nur durch Logisches bestimmten) Wege 
der Forschung bezeichnet, ist ein anderer: 

Experimentalphysik ~ Grenzgebiet ~ Mathematik. 

Beobachtungsergebnisse werden idealisiert und dadurch 
der mathematischen Behandlung zuganglich gemacht. Die 
Ergeb~sse der Rechnung werden dann wieder mit der phy
sischen Wirklichkeit verglichen. 1st das Resultat unbefriedigend, 
so hebt der Kreislauf von neuem an, man versucht es mit 
einer verfeinerten oder auch ganz neuen Idealisierung. 

Das Grenzgebiet wird iiblicher- (und zweckmaBiger-) 
weise mit der mathematischen Theorie als theoretische 
Physik zusammengefaBt. In jeder· einzelnen Behauptung 
dieser Disziplin sind die beiden genannten Bestandteile deutlich 
erkennbar, wenn sie auch gewohnlich nicht auBerlich getrennt 
werden und fiir den erkenntnistheoretisch Geschulten auch 
nicht getrennt zu werden brauchen 1). Aber ist nun erkenntnis
theoretische Einsicht bei den Verfassern physikalischer Schriften 
wirklich immer in geniigendem MaBe vorhanden 1 Und wenn 
ja, darf sic dann bei den Lesern solcher Schriften vorausgesetzt 
werden 1! 

·Ich glaube, daB viele, ja wohl aIle Mathematiker mir bei
stimmen werden, wenn ich sage, daB in dem Grenzgebiet von 
Mathematik und Physik sehr groBe Schwierigkeiten ihren Sitz 
haben, und solche, die, wenn sie einmal iiberwunden sind, 
immer noch eine nicht gewohnliche Darstellungskunst er
fordern, falls nicht fiir den Adepten der Wissenschaft ein bitterer 

1) Vgl. H. Poincare, Der Wert der Wissenschaft, S. 17, 18, 1910. 
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Rest zurtickbleiben soll. Darum muB ich es ftir bedauerlich 
halten, daB gerade dieses Grenzgebiet oft recht stiefvaterlich 
behandelt wird. Man £tihlt sich zuweilen versucht zu fragen: 
Hat denn das alles £tir die Physik wirklich die Bedeutung, 
die ihm zugeschrieben wird? 1st es nicht vielmehr n ur Mathe
matik? "Wenn das Physik sein solI, so verstehe ich es nicht, 
nach dem Begri££, den ich nun einmal vom Verstehen zu haben 
pflege !" Von diesem Zustande der Dinge kann sich also gerade 
der Mathematiker abgestoBen ftihlen. J e hoher die An
sprtiche sind, die der einzelne an sich selbst und 
dann an Wissenschaftlichkeit tiberhaupt zu stellen 
pf1egt. desto leichter wird ein solcher Widerwille 
zustande kommen. Nicht jedem ist es gegeben, sich tiber 
dieses und jenes leichten Herzens hinwegzusetzen. Es sind 
nicht die schlechtesten Mathematiker, bei denen man eine Ab
neigung gegen "aIle Physik" antre££en kann. Mag auch noch 
so vieles in der Begrtindung tibertrieben sein: Ganz unberechtigt 
ist die darin liegende Kritik sicherlich nicht. 

"Nur vorwarts, die Uberzeugung wird spater kommen", 
ist ein bedenklicher Grundsatz. Dieses Wort rtihrt von einem 
bertihmten Mathematiker her. Aber es stammt aus einer Zeit, 
da die Mathematik noch langst nicht das war, was sie heute ist. 

Wenn ein Physiker einwenden sollte, daB seine Er
fahrung es ihm erlaubt, alle jene 1dealisierungen vorzunehmen, 
so wtirde darauf zu erwidern sein, daB es auf diesem Gebiete 
Selbsttauschungen gibt, und daB es gerade seine Aufgabe ist, 
die besonderen Erfahrungen, die der andere eben nicht haben 
kann, ihm wenigstens mittelbar zuganglich zu machen. Um 
so mehr so, als auch die Erfahrungen der einzelnen Physiker 
notwendigerweise sehr verschieden sein mtissen, so verschieden, 
daB die im besonderen Falle erforderlichen Erfahrungen sogar 
bei der Mehrzahl der Physiker selbst nicht immer vorhanden 
sein konnen. Kurz, es; werden an den "guten Willen" des Lesers 
physikalischer Schriften oft unberechtigte Ansprtiche gestellt. 

Die Schwierigkeiten, von denen ich hier rede, sind nicht 
die, die ein bescheidener Experimentator gemeint hat, da er 
von sich selbst sagte, er verstehe nicht viel von Theorie. Es 
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sind wohl auch nicht die, die einen beriihmten Mathematiker 
zu dem klassischen Ausspruch veranlaBt haben sollen: "Die 
Physik ist ja fur die Physiker viel zu schwer". Es sind nicht 
die Schwierigkeiten der Mathematik. Es sind vielmehr solche, 
die in der Tiefe der Personlichkeit wurzeln und die daher 
nicht jeder lebhaft zu empfinden braucht. So ist es mit den 
Schwierigkeiten der Erkenntnistheorie iiberhaupt, deren Pro
bleme sich auf das uns Allervertrauteste beziehen, und die 
eben darum von vielen nicht einmal als Probleme gewiirdigt 
werden. Es ist moglich, Gewohnheiten des Denkens mit Ver
stiindnis zu verwechseln. Und da das schon bei Mathema
tikern vorkommt, so kann es bei Physikern nicht wohl 
anders sein. 

Teilen wir die Forscher einmal ein in Ideologen und Prak
tiker - ohne mit solchen Worten gleich einen tadelnden Neben
sinn zu verbinden -, so gehort der Mathematiker - als Mathe
matiker - zur ersten, der experimentierende Physiker zur 
zweiten Kategorie. Das dem Fortschritt Heilsamste ist eine 
starke Vereinigung sehr verschiedener Fahigkeiten und Inter
essen. Diese aber ist wohl so haufig nicht. lch erinnere jetzt 
an die zahlreichen politischen und ethisehen Ideologen, die 
sich durch keine Berufung auf Tatsachen belehren lassen, und 
an gewisse Techniker und Mediziner, auch Biologen mit rein 
wissenschaftlicher Einstellung, die alle "Spekulation" ver
achten und so kenntnis- und gedankenlos sind, daB sie nicht 
einmal die Voraussetzungen und Ziele ihres eigenen Tuns 
verstehen. Das sind Extreme - aber wer wird den Mut haben, 
von sich zu sagen, daB er ganz frei von solchen Einseitigkeiten 
ist? - Die immer notiger gewordene Arbeitsteilung hat dem 
Vorschub geleistet. Was dann fehlt, ist ein Wirklichkeitssinn, 
der in hochster Ausbildung das Logische und Mathematische, 
das Psychologische und Historische, das Physische, in gleicher 
Weise umfaBt und in der Darstellung das alles in organischen 
Zusammenhang zu bringen weiB. Wo Mathematik und Ex
perimentalphysik nur lose verbunden nebeneinander her
laufen, da fehIt etwas von den LebensauBerungen eines solchen 
Wirklichkeitssinns. 
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Die theoretische Physik hat es durchweg mit Idealisie
rungen zu tun. In dieses Gewand kleidet sie ihre Hypothesen. 
Idealisierungen aber sind Fiktionen, und solche bedtirfen, nach 
Vaihingers glticklichem Wort, der Justifikation. Das ist 
es, was oft vermiBt wird. Mit welchem Rechte ktimmert man 
sich nicht um so vieles, das doch da ist ~ wie groB sind die 
Fehler, die die Idealisierung mit sich bringt, wie pflanzen sie 
sich durch die Rechnung fort, wie groB sind dann die neuen 
Fehler, die sich zeigen, wenn man die Ergebnisse der Rechnung 
mit dem Gedankenbilde der physischen Wirklichkeit vergleicht 1 
Das erste und letzte kann der Mathematiker nicht aus eigenem 
.erganzen. Er kann nicht beurteilen, in welchem Umfange 
schematische Zeichnungen und DiHerentialgleichungen eine 
physische Wirklichkeit vertreten. Und da er nun einmal 
pedantisch genug ist, alles verstehen zu wollen, was man 
ihm vortragt, also nicht nur das Mathematische daran, so 
bleibt er unbefriedigt, wenn ihm der Physiker nicht hil£t. Er 
kehrt dann zu einer Beschaftigung zurtick, die ihn weder vor 
untiberwindliche Schwierigkeiten stellt, noch ihm einen Ver" 
zicht auf reinliches Denken zumutet. Und das liegt wohl nicht 
immer im Interesse der Physik. 

Nachdem das Vorhergehende schon in Druck gesetzt war, 
habe ich von einem Physiker Zuschriften erhalten, die mich 
noch von einer anderen Seite her dartiber belehrt haben, daB 
das Verhaltnis von Mathematik und Physik nicht immer 
richtig aufgefaBt wird. Es handelt sich dabei um eine gewiB 
nicht unwichtige Frage des Unterrichts. 

Von den Studierenden unserer Universitaten gehen gerade 
in der jetzigen Zeitlage nicht wenige zur Technik tiber. Von 
ihnen wird erwartet, daB sie sich durch eine Arbeit tiber 
Physik oder Chemie den Doktortitel erworben haben. Ohne 
Zweifel muB dieser Sachlage Rechnung getragen werden, es 
fragt sich aber, wie die dann zu stellenden Aufgaben des 
Unterrichts zu verteilen sind. 

Mein physikalischer Freund klagt nun, daB die jungen 
Mathematiker die Mathematik, die sie lernen, nicht anzuwenden 
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verstehen - und darin wird er wohl recht haben. Sie stellten 
zur Wiedergabe ihrer Beobachtungen die wunderbarsten Formeln 
auf, nur hatten diese keinen physikalischen Sinn. Das abstrakt
mathematische Denken sei ihnen nicht auszutreiben. Fur die 
Technik seien sie also nicht zu gebrauchen. Zur Abhilfe macht 
er den Vorschlag, die Mathematik ("reine Mathematik") als 
Nebenfach der Doktorprufung durch "angewandte Mathe
matik" zu ersetzen. Verloren wi.irde dadurch nichts, denn 
wer Mathematik anzuwenden wisse, miisse doch selbstverstand
licherweise Mathematik verstehen: die mathematische Ein
sicht brauche also nicht noch durch eine besondere Prufung 
festgestellt zu werden. 

Offenbar hande-lt es sich hier in der Hauptsache gerade 
um das, wovon zuvor die Rede war, um die eigentumlichen 
Schwierigkeiten des Idealisierungsprozesses. Wie und mit 
welchem Rechte druckt man physikalische Probleme durch 
Differentialgleichungen aus'l Das abzuhandeln faUt nun aber, 
wie gesagt, nicht in die Kompetenz des Mathematikers, der es, 
als Mathematiker, nur mit der Theorie der Differential
gleichungen zu tun hat, und der auch der Experimentalphysik 
fast immer zu ferne steht, als daB er die ihm hier zugeschobene 
Leistung vollbringen konnte. Dies gilt auch von dem Ver
treter der angewandten Mathematik, wenn er nicht geradezu 
Physiker ist. Die Vorlesungen uber theoretische Physik 
scheinen mir also der Ort zu sein, wo solche Fragen behandelt 
werden mussen, und wo auch den Bedurfnissen des werdenden 
Technikers einigermaBen Rechnung getragen werden kann 
(abgesehen von darstellender Geometrie und Verwandtem, 
das von Mathematikern vorgetragen werden kann und vor
getragen zu werden p£legt). 

Was aber vor allem Widerspruch herausfordert" ist die 
letzte Position: Mathematik versteht, wer sie (das 
heiBt ihren Rechnungsapparat) anzuwenden weiB. 
Es ist im Gegenteil gewiB, d8,B es sich mit diesem Apparat 
nicht viel anders verhalt als mit so manchem anderen, mit 
einer· Nahmaschine z. B., oder mit einem Telephon. Sehr wohl 
kann man fertige Begriffe, als da sind Differentialquotient 
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und Integral, benutzen, ohne von der Gedankenarbeit, die zu 
ihrer Bildung gefiihrt hat - der Arbeit von Generationen -, 
eine klare VorsteUung zu haben. Ja es weiB jeder als Examinator 
erfahrene Mathematiker, daB solche Begriffe viele zu gebrauchen 
wissen, unter gewohnlichen Umstanden wenigstens, die nicht 
einmal imstande sind, ihre Definition ordentlich auseinander
zusetzen. Eben darnm, weil eine solche Moglichkeit besteht, 
sind gewisse Biicher so beliebt, deren Verfasser von keinerlei 
"philosophischen" Skrupeln angekrankelt sind, sondern geraden
wegs losgehen auf die Technik des Rechnens. Was dann fehIt, 
kommt unter gewohnlichen Umstanden meist nicht zum Vor
schein. Es zeigt sich erst dann, wenn der Mathematiker zum 
Selbstdenken gezwungen wird, wenn namlich irgend eine Auf
gabe nicht mehr nach Schema F zu erledigen ist. Aber auch 
in viel einfacheren Fallen offenbaren sich gelegentlich schon 
die Mangel dieser teclmischen Mathematik, die tiber Grund
probleme mit so groBer Eleganz hinwegzugleiten versteht. 
Von denen, die, gewiB mit Recht, als Koryphaen del' physi
kalischen Wisscnschaft betrachtet werden, haben mindestens 
drei die Lehre von einem angeblichen "Warmetod des Uni
versums" verktindet, ja noch ganz ktirzlich haben wir wieder 
diese Belehrung iiber uns ergehen lassen mtissen. Das soll 
eine mathematische Folgerung sein aus dem zweiten Haupt
satz del' mechanischen Warmetheorie. Zugrunde liegt ein 
grober Denkfchler, den man nicht bei Physikern erwarten 
sollte, die sonst reichlich gezeigt zu haben schienen, daH ihnen 
Mathematik gelaufig ist, soweit sie sie brauchen. Solange so 
etwas moglich ist, kann keine Rede d1) von sein, daB die Mathe
matik - reine Mathematik - entbehrt werden konnte als 
Prtifungsfach fUr den sich ausbildendep Physiker, mag er sich 
nnn spater der Technik zuwenden odeI' nicht. Das Gegenteil 
wiirde einen bloH handwerksmiiBigen Betricb bedeuten, und 
den wollen wir nun einmal von unseren Universitaten fern
halten. an denen nicht nul' gebrauchsfertige Kenntnisse er
worben werden sollen, sondern vor allen Dingen eine gewissen
hafte Arbeitsweise zu erlernen ist. Dal3 so mancher verdicnte 
Physiker eine grtindliche mathematische Schulung nicht er-
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halten hat, und vielleicht nicht einmal weiB, daB ihm etwas 
Wesentliches fehIt; dad keinen Grund abgeben, del' jungeren 
Generation die Anlcitung dazu als unnotig erscheinen zu 
lassen. 

Freilich klagt mein Freund, der Physiker, noch weiter: 
Seine jungen Mathematiker wuBten auch mit ihren Differential
gleichungen selbst nicht umzugehen. Das ist etwas anderes. 
In del' Tat ist wohl der mathematische Unterricht vielfach zu 
abstrakt. Das SpezielIe, z. B. die integrierbarc und die physi
kalisch interessante Differentialgleichung, verschwindet nicht 
selten ganz von der BildfHiche. Das hangt zusammen mit 
jenem Mangel an Wirklichkeitssinn, von dem zuvor die Rede 
gewesen ist. Ganz abzuhelfen wird dem also so leicht, nicht 
sein, mit gutem Willen aber liiBt sich schon einiges tun. In
sofern ist, wie mir scheint, die gewordene Anregung mit Dank 
zu begruBen. 

Ubrigens werden die jungen Mathematiker unseres Phy
sikers wohl dieselben sein, dencn man wertvolle und empfind
liche Apparate nicht in die Hand geben dad. 

Zugestanden werden muB doch wohl, daB man nicht aus 
Jedem einen Maler odeI' Musiker oder einen Mathematiker 
machen kann. Warum aber sollte dann jeder, del' Neigung 
zur Mathematik hat, auch zum Physiker oder Techniker 
tauglich sein? Es gibt nun einmal heillos unpraktische 
Menschen. Keine Art der Unterweisung wird das andern 
konnen, am allerwenigsten aber ist dazu berufen del' Unter
richt in der Mathematik. 
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Stu d y ist nicht nur ein originaler, sondern auch ein universaler 
Geist, denn nicht weniger als drei Gebiete der Wissenschaft. Mathe
matik. Philosophie und Biologie hat er durch seine Kritik gefordert. 
durch seine genialen Forschungen befruchtet und bereichert. Der 
Haupfwert der neuen Schrift liegt auf methodischem Gebiet. Lehrer der 
Mathematik werden hier reiche Anregung finden, ganz gleich. ob ihre 
Lehrtiitigkeit auf der Hochschule oder auf der hoheren Schule liegt. 

Stu d y verlangt von einer Darstellung des Beweisganges, daB 
sie das Kernstiick des Gedankens, das eigentlich Neue an der an
gestellten Oberlegung mit moglichster Deutlichkeit heraushebt. Eine 
solche Darstellung wirkt iiberleugend und zugieich anregend. Bei 
dieser Methode ist auch die Forderung der bkonomie des Denkens 
am vollkommensten erfiillt, deren Sinn Study dahin deutet, daB sie 
nicht Anstrengungen ersparen. sondern Kraftvergeudung verhiiten 
soll. Die euklidische Methode, so wie sie heute allenthalben in der 
Schule gehandhabt wird, erzielt genau die gegenteilige Wirkung. Sie 
vergeudet die Kriifte und verhiitet Anstrengungen .... Vor allen 
Dingen muB der Forscher Phantasie haben: Die reine Logik ist un
fruchtbar. weil sie sich so fort ins Uferiose verliert. Aber nicht nur 
der Forscher, auch der Lehrer der Mathematik sollte mathematische 
Phantasie haben, urn bei seinen Schiilern die Phantasie pflegen und 
wecken zu konnen. was heute Ieider sowohl in der Schule wie auf 
der Universitiit am meisten verabsiiumt wird. 

Zeitschrift fUr den mathematischen Unterricht, ]ahrg. 53, Heft 516. 

In f(urzem werden erscheinen: 

Die Realistische Weltansicht und die Lehre vom 
Raume. Geometrie, Anschauung und Er::: 
fahrung. 2. umgearbeitete Auflage. Erster Teil: 
Das Problem der AuSenwelt. 

(Die Wissenschaft, Bd.54.) 

Einleitung in die Theorie der Invarianten 
linearer Transformationen auf Grund der 
Vektorenrechnung. Erster Teil. 

(Die Wissenschaft, Bd. 71.) 

Der angegebene Preis blfdet die Grundzahl. die, multipliziert mit der Schlilsselzahl 
(z. Z. 600), den jetzigen lIerkaufspreis ergibt. Die SchlOsselzahl ist veranderlich nach 
der jeweils gOltigen offiziellen Festsetzung des B6rsenvereins der Deutschen 

Buchhandler. 
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Heft 12. Professor Dr.Rlbert Oppel-Halle a.S.: aewebekulturen und 
aewebeplJege im Explantat. Mit 32 Rbblldungen. M. 3,-. 

Heft 13. Dr. Wilhelm Foerster-Berlin: Kalenderwesen und Kalender-
reform. M. 1,50. 

Heft 14. Dr. O. Zo t h -Oraz: ()ber die lYatur der Mischfarben auf arund der 
Undulationshypothese. Mit 3 Textfig. und 10 Kurventaf. M. 3,-. 

Heftl5. Dr. Siegfried Valentiner-Clausthal: Die arundlaqen der 
Quantentheorie in elementarer Darstellung. Mit 8 Rbbildungen. 
3. erweiterte Ruflage. 1920. M. 4,-. 

Heft 16. Dr. Siegfried Va lenti ner-Clausthal:ltnwendungderQuanten
hypothese in der kinetischen Theorie der festen Korper und der 
aase. In elementarer Darstellung. 2. erweiterte Ruflage. Mit 
5 Rbbiidungen. M. 4,50. 

Heft 17. Dr. Hans Witte-Wolfenbiittel: Raum und Zeit im Lichte der 
neueren Physik. Eine allgemelnverstandliche Enbvicklung des 
raumzeitiichen Relativitatsgedankens bis zum Relativitatsprinzip 
der Tragheitssysteme. Mit 18Rbbild. 3. Rufl. 1920. M. 3,-. 

Heftl8. Dr. Erich Hupka-Tsingtau: Die Interferenz der Rontgen
strah/en. Mit 33 Rbbild. und 1 Doppeltafel In Lichtdruck. M.3,-. 

Heft 19. Prof. Dr. Rob e rt K re man n - Oraz: Die elektrolytische Dar
stellung von Legierungen aus wasserigen Losungen. Mit 20 Rb
bildungen. M. 2,50. 

Heft 20. Dr. Erik Liebreich-Berlin: Rost und Rostschutz. Mit 22 Rb-
bildungen. M. 3,25. 

Heft21. Prof. Dr. Bruno 01 atzel-Berlin: Elektrische Methoden der Mo
mentphotographie. Mit dem Biid desVerf. u. 51 Rbbild. M.4,-. 

Heft 22. Prof. Dr. med. et phil Carl Oppenheimer: Stoffwechsel-
fermente. M. 2,50. 

Heft 23. Dr. R if red W eg e n e r- Ham burg: Die Entstehung der Kontinente 
und Ozeane. 3. ganzlich umgearbeitete Ruflage, erschien als 
Bd.66 unserer Sammlung .. Die Wissenschaft". 

Heft 24. Dr. W. Fahrion-Feuerbach-Stuttgart: Die Hartung der Fette. 
2. vollstandig umgearbeitete Ruflage. Mit 5 Rbbild. M. 6,-. 

Heft 25. Prof. Dr. R. Was s m u t h -Oraz: arundlagen und Itnwendungen 
de! statistischen Mechanik. 2. Ruflage. M. 4,-. 

Heft 26. Dr. R. Lip s c h ii t z - Bern: Zur allgemeinen Physioloqle des 
Hungers. Mit 39 Rbbildungen. M. 3,-. 

Heft 27. Prof. Dr. C. Doe I t e r -Wlen : Die Farben der Mineralien, ins-
besondere der Edelsteine. Mit 2 Rbbildungen. M. 3,-. 

Heft 28. Dr. W. Fa h ri on -Feuerbach-Stuttgart: lYeuere aerbemethoden 
und aerbetheorien. M. 4,50. 

Heft 29. Dr. Eri k Hag 9 I u n d-Bergvlk (Schweden): Die Slllfitablauge 
und ihre Verarbeitung auf Itlkohol. Mit 6 Rbbild. und einer 
Tafel. 2. Ruflage. M. 3,50. 

Heft30. Dr. techno M. Vidmar-Laibach: Moderne Transformatoren-
fragen. Mit 10 Rbbildungen. M. 3,-. 

Heft 31. Dr. Helnr. FaBbender-Berlin: Die technischen arundlagen 
der Elektromedizin. Mit 77 Rbbildungen. M. 4,-. 

Heft 32/33. Prof. Rud olf Ri chter- Karlsruhe: ElektrischeMaschinen mit 
Wicklungen iJusltluminium, Zinku.Eisen. Mit 51 Rbbild. M.6,-. 

Heft 34. Obering. Car I Bee k man n - Berlin - Lankwitz: Haus - und 
aeschafts-Telephonanlagen. Mit 78 Rbbildungen. M. 3,-. 

Heft 35. Dr. Rio Y s M ii II e r - Bonn: Theorie der aezeitenkrafte. Mit 
17 Rbbildungen. M. 3,-. 

Wenden! 




