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Vorwort.

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die ich mehr-
fach als Einfiilhrung in die héhere Mathematik an den Universititen
Halle und Berlin gehalten habe.

Es soll dazu beitragen, die Schwierigkeiten zu iiberwinden, die sich
dem Studierenden beim Ubergang von der Schule zur Hochschule bieten.
Diese ergeben sich z. T. daraus, daB der Lernende, von der Schule her
an die Form des abfragenden Unterrichts gewdhnt, vielfach noch nicht
die Reife fiir die Ubermittelung des Stoffes durch akademische Vor-
lesungen besitzt. Denn hier bleibt die Kontrolle dariiber, ob wirklich
alles verstanden ist, der eigenen Initiative und Selbstkritik iiberlassen.

Es ist daher anzustreben, den Studenten besonders im Anfang
seines Studiums zur stirkeren aktiven Mitarbeit heranzuziehen. Diese
soll auBer im Losen von Aufgaben gelegentlich auch in der Wiedergabe
des in der Vorlesung gebrachten Stoffes sowie in Referaten einzelner
Abschnitte des Buches bestehen. Auf diese Weise tritt an die Stelle der
Vorlesung teilweise eine geleitete Lektiire.

An Vorkenntnissen wird so wenig wie moglich vorausgesetzt. Kom-
binatorik, binomischer Satz und andere Dinge, die noch in das Pensum
der Schule gehoéren, werden daher entwickelt, jedoch in einer Form,
die sich vom elementaren Unterricht loslést und den Studierenden
gleich zu Anfang mit Hilfsmitteln vertraut macht, die ihm neu, aber
fiir strenge Durchfilhrung mathematischer Beweise von grundlegender
Bedeutung sind.

Es ist dies in erster Linie der InduktionsschluB. Seine vielfache Ver-
wendung kann den Anfinger zunichst befremden; ebenso verhilt es
sich mit dem Aufbau der Determinantentheorie nach der WEIERSTRASS-
schen Definition. Trotzdem habe ich diese Darstellung gewihlt. Denn
erstens werden so die Beweise kurz und einfach, und die ganze Theorie
gewinnt an Schénheit und Eleganz, zweitens soll neben der Ubermitte-
lung des Stoffes eine Einfithrung in mathematische Methoden und Ge-
dankenginge iiberhaupt erfolgen, wie sie im elementaren Unterricht
nicht gegeben werden konnen.

In der Behandlung der linearen Gleichungen bin ich einer Anregung
des Herrn Prof. H. W. E. Junc, Halle, gefolgt.

Die Paragraphen 13, 14, 15 und 16 sind fiir die folgenden Kapitel
nicht erforderlich und konnen iibergangen werden.



v Vorwort.

In den Anwendungen wird die Bedeutung der Determinanten und
Matrizen fiir die analytische Geometrie gezeigt. Besonderer Wert ist
darauf gelegt, die Grundlagen fiir das Rechnen mit Vektoren zu schaffen.

Die Ubungsaufgaben bieten keine besonderen Schwierigkeiten.
Einige davon sind mir von Assistenten gegeben worden, sie stammen
aus Vorlesungen, die frither an der Berliner Universitit gehalten wurden.

Besonderen Dank schulde ich dem Verlag, der trotz der schwie-
rigen Zeitlage das Erscheinen in so kurzer Zeit erméglichte.

Charlottenburg, Oktober 1941.
NEISS.

Vorwort zur zweiten Auflage.

In der zweiten Auflage ist noch ein Kapitel iiber quadratische For-
men hinzugefilgt worden. Es enthilt die wichtigsten Sitze tiber die
charakteristische Gleichung einer symmetrischen Matrix und die Haupt-
achsentransformation. Sonst sind keine wesentlichen Verinderungen
vorgenommen worden.

Charlottenburg, August 1943.
NEISS.
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Erstes Kapitel

Allgemeine Vorbemerkungen.

§ 1. Der InduktionsschluB.

Ein in der Mathematik hiufig gebrauchtes Beweisverfahren ist der
Schlu3 der vollstindigen Induktion, auch SchluB von » auf » + 1 ge-
nannt. Zur Erliuterung dieser SchluBweise beweisen wir folgende
Formel:
n(n+1)

1+2+34+--+n= 3 !

wo n eine positive ganze Zahl ist. Man kann die Richtigkeit dieser For-
mel fiir besondere Werte von # leicht durch Einsetzen bestitigen, z. B.
fiir

n=1 ist: 1=”12+”, "2 1+2=2-(22+1)’
n=4: 1+2+3+4:4‘(42+1> W,

Derartige Proben kann man beliebig vermehren. Will man indessen aus
diesen einzelnen Feststellungen folgern, daB8 die Formel fiir jeden Wert
von # richtig ist, so ist dies ein Schlul vom Besonderen zum Allgemeinen,
er wird InduktionsschluB genannt und ist in dieser Form als mathe-
matischer Beweis nicht zulissig.

Dagegen ist folgende SchluBweise bindend:

Wir iiberzeugen uns durch Einsetzen zunichst von der Richtigkeit
der Formel fiir » = 1. Dann nehmen wir an, die Formel sei fiir alle n < »
bewiesen, wo unter r eine beliebige feste, positive ganze Zahl zu ver-
stehen ist. Vielleicht erscheint es im ersten Augenblick widersinnig, das
als richtig anzunehmen, was doch erst bewiesen werden soll. Das trifft
aber nicht zu; denn die Annahme bezieht sich nur auf alle n < r, der
Beweis soll aber die Giiltigkeit der Formel fiir alle # erbringen. Wir
zeigen jetzt: Wenn die Annahme erfiillt sein sollte, d. h. wenn die Formel
fiir » < 7 richtig ist, dann ist sie auch fiir die folgende Zahl » + 1 richtig,
oder anders ausgedriickt:

.
Voraussetzung: 1 +2+4-.- 4-n= w fir n < 7.

Behauptung: (» wird durch » 4+ 1 ersetzt)

1+2+...+,+7+1:('_+_1_)2('i22.

NeiB, Determinanten. 2. Aufl. 1



2 Allgemeine Vorbemerkungen.

Zum Beweis wird die Summe 1 4+ 2 + ... 4+ 7 in die nach der Vor-
aussetzung zulidssige Form 4 (,; . geschrieben. Danach lautet die Be-

hauptung:
(V+1)+ r+ 1= +1)2(V+2)’

eine Identitit, wie man durch Umformung leicht bestitigt.

Damit ist der Beweis natiirlich noch nicht fertig, es ist nur gezeigt:
Wenn die Formel etwa fiir alle » < 17 richtig ist, dann ist sie es auch fiir
n = 18. Die Beweisfilhrung beruhte auf einer Annahme, deren Giiltig-
keit zunichst noch offen ist und einstweilen nur fir » = 1 feststeht.
Daher gilt aber die Formel, wie eben gezeigt wurde, auch fir # = 2,
ebenso kommt man von # = 2 zu # = 3, und diese SchluBweise kann be-
liebig weit fortgesetzt werden.

Der InduktionsschluB ist, wie man sieht, nur zu gebrauchen, wenn der
zu beweisende Satz eine Aussage iiber eine ganze Zahl enthilt. Es ist
auch nicht immer gesagt, daB die Giiltigkeit bei » = 1 anfingt, sie kann
auch schon bei # = 0 oder erst an einer spiteren Stelle einsetzen.

§ 2, Gebrauch des Summenzeichens.

2. (groBes griechisches Sigma) ist das Summenzeichen. Ist f(g) eine
Funktion von g, die nur fiir ganzzahlige g erklirt zu sein braucht, und

will man die Summe
f) +72) +--+f(n)

bilden, so schreibt man dafiir
n
o),
e=1

lies: ,,Summe von g = 1 bis #**; d. h.: es werden fiir g der Reihe nach die
Zahlen 1, 2, bis n eingesetzt, und die so erhaltenen Werte f(p) werden
addiert. Haufig tritt der Summationsbuchstabe als Index auf:

Dap=a,+a,+--+a,.
o=1

Auf die Bezeichnung dieser Zahl kommt es nicht an, daher ist:

n n -
Al
2y = Ya, Z Bir1,
r=1 o=1 =0

o ist durch 4 + 1 ersetzt; wenn g die Werte von 1 bis # durchliuft, geht

A von 0 bis n — 1.
Die Regel fiir die Multiplikation zweier Summen nimmt jetzt fol-

gende Form an:



§ 3. Aufgaben. 3

Die rechte Seite ist eine Doppelsumme, denn g und 4 durchlaufen unab-
hingig von einander die Werte von 1 bis # bzw. von 1 bis . Natiirlich
miissen hier die beiden Summationsbuchstaben verschieden bezeichnet
werden.

§ 3. Aufgaben.

Folgende Formeln sind durch vollstindige Induktion zu beweisen.
Die linken Seiten sind bei Aufgabe 1 bis 7 auf zwei Arten geschrieben,
um den Leser an den Gebrauch des Summenzeichens zu gewéhnen.

n

1. 292=12+22+---+nz=——~ﬂ("+l)6(2n+l) nz0
e=0
n
2. Ngp= 184204 oo = (HEDY n=0
o=0
n
3 1 1 1 o 1 _on—1
3'%(e—1)e_ﬂ+ﬁ+“ Fo—D»~ ne?
n
1 1 1 1 o 3n24-5n -
4. £9(9+2)_T§+ﬂ+ +n(n+2)_4(n+l)(n+2) nzl
5 - 1 — 1 + 1 +...++
'£9(9+1)(9+2)_1-2-3 2-3-4 n(n+1) (n+42)
_ n(n+3)
B CESTET) ne 1
n-—1
"1
6. Mt =1+g+¢+- +r =" nzl
=0
n
7. 321 =2.20143.2 4. 4 u2l=(n—1)2" n>2
e=2
X 2
8. 2%=2—n2+" n=>1
o=1
n sin (n _2*_ 1 x)cos <%x)
9. Zcos(gx): — n=0
0=0 sm—2—-

10. Jede ganze Zahl N 1alt sich auf die Form bringen:
N=¢+¢e'3+e3%+---+¢,3",
wo die GroBen g, ¢,,. . ., &, nur die Werte + 1, 0, — 1 annehmen diirfen.
11. Man beweise die Bernoullische Ungleichung:
I+p)"=1+mnp
fir p > — 1 und # positiv und ganz.
1‘



4 Kombinatorik.

Zweites Kapitel.

Kombinatorik.

§ 4. Permutationen.

n! (lies ,,» Fakultit™) ist fiir ganze positive » als das Produkt der
nZahlen 1,2, 3, ..., n erklirt, also

n!=1-2-3...n;

fiir » = 0 wird erginzend 0! = 1 gesetzt. Danach ist: 1! = 1; 2! = 2;
3! =6; 4! = 24; 5! = 120; 6! = 720 usw.

Es seien a, b, ¢,... eine Anzahl begrifflich unterschiedener Dinge,
die auch Elemente genannt werden. Eine bestimmte Anordnung der-
selben heiBt eine Permutation; z.B. sind acbh; bac; abc Permutationen
der drei Elemente abc.

Satz 1: Die Anzahl der verschiedenen Permutationen von n Ele-
menten (sie soll mit P, bezeichnet werden) ist n!.

Beweis: Fir w = 1 ist P, = 1! = 1. Wir nehmen an, fiir # < r sei
P, = n!, wo r eine feste Zahl bezeichnet, und zeigen, daB auch
Py = (r + 1! ist.

Um alle Permutationen von » + 1 Elementen zu bilden, denken wir
uns alle von » Elementen aufgestellt: abc... sei eine solche. x ist ein
r + 1t¢ Element. Aus jeder Permutation von » Elementen machen wir
durch Hinzufiigen von x genau » + 1 Permutationen von » + 1 Ele-
menten, indem x erst an den Anfang, dann zwischen das erste und
zweite Element usw. gesetzt wird:

xabc. .. axbce. .. abxc... abex. ..

Verfihrt man in gleicher Weise mit allen ! Permutationen der » Ele-
mente, so erhilt man alle Permutationen der » + 1 Elemente und jede
nur einmal, daher ist:

Poy=P,(r+1)=r(r+1)=(+1)".

Permutationen mit Wiederholungen sind solche, bei denen
einzelne Elemente mehrfach auftreten, z. B. aaabb. Ihre Anzahl ergibt
sich aus folgendem

Satz 2: a mdige amal, b mige fmal usw. vorkommen, dann ist die
Anzahl P der verschiedenen Permutationen:

n!
al B...°

Fiir das obige Beispiel ist # =5, « = 3, f = 2, also P = 10.
Beweis: Wir denken uns alle verschiedenen Permutationen dieser
Art hingeschrieben, z. B.:

P:

abcaacab. ..



§ 5. Kombinationen. 5

An die Elemente a fiigen wir Indices:

abeazazcagh. ..

und permutieren unter Beibehaltung der b, ¢ nur die a,, a,, 45, .. ., etwa:
asbcajascab. ..

Man erhilt aus jeder Permutation o! neue, bei denen die a,, a,, a3, .. ., als

verschieden anzusehen sind. Insgesamt ist also Pa! die Anzahl der
verschiedenen Permutationen von den # Elementen:

a,a,...a.bb...cc...,

wo die a,, a,, a,. . .verschieden sind und nur unter den b bzw. ¢ gleiche
auftreten konnen. Wendet man dasselbe Verfahren auf die b, dann auf
die ¢ an, so erhilt man alle Permutationen von # verschiedenen Ele-
menten, deren Anzahl #! ist. Also:

PalBl... =n!

§ 5. Kombinationen.

p sei eine positive ganze Zahl, # beliebig, dann wird das Zeichen (:)

(lies ,,m iiber p*), wie folgt, erklirt:
(n)__n(n——l) om—=p4+1
v/ 1-2...p '

[

1 1/1
-\ =(x=-1
Fir p = 0 wird ergdnzend (8) =1 festgesetzt.

Da wir im folgenden das Symbol nur fiir positive ganzzahlige » ge-
brauchen, soll jetzt # eine solche Zahl bezeichnen. Ist p > #, so kommt
im Zihler einmal der Faktor 0 vor. Also ist

(;):O flirn <p.

Fiir 0 =< p < # 14Bt sich das Symbol durch Einfithrung von ¢ = » —A{)
in eine symmetrische Form bringen, indem mit ¢! erweitert wird:

n n!
()= srar
woraus (;) = C) sofort zu erkennen ist. Das ist auch fiir p =0, ¢ =n

richtig:

Satz 3:



6 Kombinatorik.

Diese Formel ergibt sich leicht, wenn man die beiden Briiche links gleich-
namig macht und addiert:

n! n! _ul(p+1) 4 nlg
PSP RV | 1Y R e VY PT
JHEaED et oty

Pl Dl \p+1)

Fir p > » ist die Formel auch richtig, ebenfalls fiir beliebige .
Satz 4: (;) ist tmmer eine ganze Zahl.
Beweis durch Induktion nach #n. Fiir n = 1 ist der Satz richtig,

weil ((1)) - G) =1, sonst (:,) = 0. Ferner ist (8
n

brauchen nur noch p = 1 zu betrachten. Angenommen, (p) sei fiir n <7,

) =1 fiir jedes », wir

wo r einen festen Wert bezeichnet, und alle p bereits als ganzzahlig er-
kannt, dann ist fir p = 1:

(37 =6)+6 10

das ist die Summe zweier ganzen Zahlen, also ist der Satz auch fir
n = r + 1 richtig.

Greift man aus # verschiedenen Elementen p heraus, wobei es auf
die Reihenfolge nicht ankommt, so heiBt eine solche Zusammenstellung
eine Kombination von # Elementen zur p*" Klasse. Z. B. sind acd,
bce, ade Kombinationen der fiinf Elemente abcde zur dritten Klasse.

Satz 5: Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur p¥® Klasse
ist <:> .

Nimmt man aus » Elementen p heraus, so bleiben ¢ iibrig, die dann

alle Kombinationen zur pt*® Klasse bilden. In der Tat ist (:) = (;).

Erster Beweis durch Induktion nach p. Es sei # eine feste Zahl,
und p durchlaufe die Werte von 1 bis #n. Fiir p = 11ist (:) = n, und nMog-

lichkeiten gibt es, aus # Elementen eines herauszunehmen. Bis zu p = 7,
wo 1l < 7 < n, sei der Satz bewiesen, dann lassen sich die Kombinationen
zur 7 + 1*" Klasse folgendermaBen abzihlen: Wir bilden alle Kom-

. . n\ . . .
binationen zur 7**® Klasse, deren Anzahl (7> ist, und setzen jedesmal eines

der iibrigen # — 7 Elemente dazu, so daB aus jeder Kombination zur 7"
Klasse # — r Kombinationen zur r 4 1t¢® Klasse entstehen. So erhilt
man alle Kombinationen zur » + 1% Klasse und jede einzelne » + 1 mal,
denn jedes der r + 1 Elemente einer solchen Kombinafion kann das
hinzugefiigte » -+ 1*¢ Element sein. Demnach ist die Anzahl der ver-
schiedenen Kombinationen zur r + 1t® Klasse:

Criri=(4):




§ 6. Der binomische Satz. 7

Zweiter Beweis. Er wird gezeigt, daB die Anzahl der Kombinatio-
nen von # Elementen zur pt*" Klasse gleich der Anzahl der Permutationen
von # Elementen ist, von denen je  und je ¢ einander gleich sind:

aa...abb...b
12... n

In der ersten Zeile steht pmal @ und ¢ mal &, in der zweiten entsprechend
darunter die Zahlen von 1 bis #, so daB unter jeden Buchstaben eine
Zahl kommt. Fithren wir in der ersten Zeile eine Permutation aus und
lassen die Zahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge darunter stehen:

babaa...
12345...

so bilden die unter den a stehenden Zahlen eine Kombination von # Ele-
menten zur p*" Klasse. Jeder solchen Permutation wird dadurch eine
und nur eine Kombination zugeordnet und umgekehrt. Die Anzahl der

Permutationen ist bekannt, nidmlich gleich ;7—;—, = (;) und dies ist
auch die Anzahl der verschiedenen Kombinationen.

Dritter Beweis durch Induktion nach #. Fir # = 1 ist der Satz
richtig, ebenso fiir p == 1 und jedes %, daher betrachten wir nur $ > 1.
Wir nehmen an, er sei fiir alle # < 7 und fiir jedes p bewiesen. Alle Kom-
binationen von » + 1 Elementen zur %" Klasse sollen jetzt in der Weise
gebildet werden, da unter den » + 1 Elementen eines hervorgehoben
wird (es moge x genannt werden), und die Kombinationen in solche ein-
geteilt werden, die x enthalten, und in solche, die x nicht enthalten.

Die Anzahl der ersteren ist < »

Kombinationen der restlichen » Elemente zur p — 1t Klasse iibrig,
deren Anzahl auf Grund der Induktionsannahme bekannt ist. Die Kom-
binationen ohne x sind einfach diejenigen von r Elementen zur pb®

Klasse, deren Anzahl (;

14 N (r+1
(i) +G) =03
die gesuchte Anzahl der Kombinationen von r 4+ 1 Elementen zur p*®
Klasse.

: 1), denn 148t man x weg, so bleiben alle

) ist. Insgesamt ist also nach Satz 3:

§ 6. Der binomische Satz.
Fiir ganzzahlige positive # und beliebige a und & ist
n
n n n
(@ + b)» :2{3(9) arebe = an + <1> ar1b + (2) ar?b? 4 ... 4 b"
o=



8 Kombinatorik.

wo diese Summe iiber alle Werte p und ¢ zu erstrecken ist, fir die
p +qg=mn ist.
Der Beweis wird entweder so gefiihrt, daB man das Produkt
(@ + %)) (@ + x5). . . (a + %)
ausmultipliziert, nach Potenzen von a ordnet und dann x;, = x, = x,4

= ... = b setzt, oder durch Induktion nach #:
Multipliziert man die als richtig angenommene Gleichung

(@ + b)r = Z(;) ar-» b7

beiderseits mit a + b, so wird

BT+l = 7 —p+1 ) o/ -9 o+l
(a + )()a"’ ”+§<,}>a"”’

r—1
14 _ i 4 _
gt +;—EZ<#> ar-vH pp +£<P>ar P ppHL | prel

In der zweiten Summe wird p durch p — 1 ersetzt und die Summation
von p =1 bis p = r erstreckt:

— a1 +Zf7<;) ar-vH pp - ST‘(p : l) ar-pH1pp | pr1

p=1
i _*_2, ( ) ( ) | ar-p+1 pp - pret — }rj(r :— l>ar—p+1 be,

was zu bewelsen war.
Eine entsprechende Formel fiir eine Summe von drei Gliedern erhilt
man, wenn b = ¢ + d gesetzt wird:

(@a4+c+adr= Z%al’(c—%—d)q

n! ol
— — D . C'd‘
i Y

r!s!
pg=n r+s=q

!
= V" o
plrlst !

wo p, 7, s alle Werte annehmen, fiir die p 4- » 4- s = nist. Das Verfahren
laBt sich auf Summen von beliebig vielen Gliedern ausdehnen, und so
erhilt man den polynomischen Satz:

, -y n!
(@ a b bt = Yottt
hier ist die Summe iiber alle p,, #,, $3,..., P, zu erstrecken, fiir die

pr+pet st Hpr=mn st



§ 7. Gerade und ungerade Permutationen. 9

§ 7. Gerade und ungerade Permutationen.

Setzt man fiir die Elemente einer Permutation eine bestimmte Rei-
henfolge als die , natiirliche” oder ,,urspriingliche’ fest, so bezeichnet
man bei einer Permutation die Stellung zweier Elemente als eine In-
version, wenn ein Element, das bei der natiirlichen Reihenfolge vor
einem anderen steht, jetzt nach diesem seinen Platz hat. Z. B. 12345
sel die natiirliche Reihenfolge, 2 4 1 5 3 eine Permutation, dann bilden
2und 1, 4 und 1, 3 und 4, 3 und 5 je eine Inversion; hier sind also vier
Inversionen vorhanden. Wiirde man 5 4 3 2 1 als natiirliche Reihen-
folge festsetzen, so hiitten wir sechs Inversionen, nimlich 2 und 5, 4 und
5,1 und 5, 2 und 4, 3 und 1, 3 und 2. Je nachdem diese Anzahl der
Inversionen gerade oder ungerade ist, sprechen wir von einer geraden
oder ungeraden Permutation.

Vertauscht man in einer Permutation zwei Elemente miteinander,
so sagt man, es sei eine Transposition ausgefithrt worden. Jede Per-
mutation kann durch eine gewisse Anzahl von Transpositionen aus der
natiirlichen Reihenfolge hergestellt werden. Z. B.:

Aus
12345 entsteht:
21345 durch Vertauschung von 2 u. 1,
24315 " " . 4ul,
24135 " " 3ul,
24153 5 u. 3.

» » »

Es waren vier Transpositionen erforderlich. Diese Anzahl steht nicht
eindeutig fest, denn man kann auch anders verfahren, so da8 evtl. mehr
Transpositionen herauskommen, aber es gilt folgender

Satz 6: Jede gerade (bzw. ungerade) Permutation kann nur durch
eine gerade (bzw. ungerade) Anzahl von Transpositionen aus der natiir-
lichen Rethenfolge gebildet werden.

Zunichst beweisen wir

Satz 7: Wird eine Transposition ausgefiihrt, so dndert sich die An-
zahl der Inversionen um eine ungerade Zahl.

Ist

ab...xy...mn...

eine Permutation, in der die beiden nebeneinander stehenden Elemente
x2 und y umgestellt werden:
ab...yx...mn...,

so wird, je nachdem x vor oder nach y eingeordnet ist, eine Inversion
gewonnen, oder es geht eine verloren. Thre Anzahl 4ndert sich also um
~+ 1 oder — 1.

Stehen die beiden Elemente nicht nebeneinander, etwa:

ab...xciCo.. CrY..mMN. ..,
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so wird die Transposition x, y in folgenden einzelnen Schritten durch-
gefiihrt:
G Xy Gy

e Gy Ca X G Y.

ce 1 Cy G Y XL

Bis dahin sind » 4 1 Transpositionen gemacht worden. Jetzt wird y
nach links gebracht:

e G Yy Cr X
VA SRy

Hierzu waren » Transpositionen erforderlich. Die Umstellung von x und
y ist durch 27 + 1 Transpositionen ausgefithrt worden, die so beschaffen
waren, dal immer nur zwei nebeneinander stehende Elemente ver-
tauscht wurden. Die Anzahl der Inversionen ist also 27 - 1 mal um eine
ungerade Zahl veridndert worden. Wenn aber eine ungerade Anzahl von
ungeraden Zahlen addiert wird, so ist die Summe ungerade.

Bei der natiirlichen Reihenfolge ist die Anzahl der Inversionen = 0.
Fithrt man ¢ Transpositionen aus, so hat sich die Zahl der Inversionen
tmal um eine ungerade Zahl gedndert, ist ¢ gerade, so ist die Anzahl
der Inversionen auch gerade und umgekehrt, womit auch Satz 6 be-
wiesen ist.

§ 8. Aufgaben.

Die drei ersten Aufgaben sind Beziehungen zwischen Binomial-
koeffizienten, die durch Induktion zu beweisen sind.

L)+ (T () =070,

n

2 (e Y ek ()= (1D
92n-1 < (2 ,,) < 92n '
jn T AR/ T 8041
4. Jede ganze rationale Funktion

1) = aoa™ + a3t + - +a,

148t sich auf die Form bringen:
ta) = Ao+ 4, (1) + 4, (5) + -+ 4.(])
wo o A= 10) — () 1= 1) +(5) 1tk =D = 21 (0).

Anleitung: Es geniigt, den Satz fiir ganzzahlige x = 0 zu beweisen.
Fiir x =0 ist die Identitit leicht zu erkennen. Wir nehmen an, die For-
mel sei bis zu einer Zahl x als richtig erkannt, und zeigen ihre Giiltigkeit

3.
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fir x + 1. Wir setzen
x4+ 1) =f(x) +g(x),
dann ist g(x) auch ganz und rational vom Grade # — 1 und kann in
der Form ne1
e =3 5B.(;)
k=0
geschrieben werden. Dann ist:
By =¢(0) = f(1) — f(0) = 4,
B, =g(l) —g(0) =1(2) — (1) —f(1) +[(0) = 4,
5. Ist p eine Primzahl und a eine beliebige ganze Zahl, so ist a* — a
durch p teilbar.
Anleitung: Man nehme a positiv und schlieBe von a auf a + 1. Es

ist zu beachten, da <i> fiir 1 < & < p immer durch p teilbar ist.

Aufgabe 6 und 7 sind aus ManGoLDT-KNopp, Einfithrung in die
hohere Mathematik, entnommen.

6. Man bezeichne die Anzahl aller Inversionen, die alle Permuta-
tionen von #» Elementen zusammengenommen aufweisen, mit J,, so
daB J, =0, J, =1, J; =9 ist. Man zeige, daB sich diese Anzahlen
rekursiv mittels der Formel

Jonn=@+1) J, +5nln+ 1]
und unmittelbar durch die Formel

T =t — 2t (20

bestimmen lassen. Hiernach ist J, = 72, J, = 600 usw.

7. Ein Stadtteil von der Form eines Rechtecks ist auf seinen 4 Seiten
von StraBen begrenzt und auBerdem von o StraBen durchzogen, welche
dem einen, und g Stralen, welche dem anderen Paar von Gegenseiten
des begrenzenden Rechtecks parallel laufen. Auf wieviel verschiedenen
Wegen kann man, ohne Umwege zu machen, von einer der vier duBersten
Ecken des Stadtteils zu der diagonal gegeniiberliegenden Ecke gelangen ?

(a4 B+ 2)!
e+ DB+ 1!

8. Es ist zu zeigen, daB die Anzahl der geraden Permutationen von

n Elementen gleich der Anzah! der ungeraden ist.

Antwort: Auf Wegen.

Drittes Kapitel.
Determinanten.

§ 9. Definition der Determinante nach LEIBNIZ,

Bei der Auflésung eines Systems von # linearen Gleichungen mit
n Unbekannten treten gewisse Funktionen der Koeffizienten auf, die
auch sonst mehrfach vorkommen. Mit Hilfe dieser Funktionen, die
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Determinanten genannt werden, lassen sich die Ergebnisse vieler Sitze
oder die Losungen von Aufgaben elegant und iibersichtlich formulieren,
so daB die Theorie der Determinanten ein unentbehrliches Hilfsmittel
aller Gebiete der Mathematik geworden ist. Die Determinante zu defi-
nieren, ihre Eigenschaften kennenzulernen, ist das Ziel dieses Kapitels.

Gehen wir vonzwei Gleichungen mit zwei Unbekannten aus:

ax +byy=c¢
ayx + byy = ¢y,

so wird, wenn die erste Gleichung mit b,, die zweite mit —&,, bzw. mit
—a, und a, multipliziert wird und beide addiert werden:

% (ayby — byap) = ;b — by,

y (a1by — byap) = a,¢, — ¢ya,.
Ist a,b3 — b,a, + 0, so kann man dividieren, und das Gleichungssystem
ist gelost. Den Ausdruck a,b, — a,b, schreiben wir in der Form

a, b, b b
= @09 — 0,4,

a, by

und nennen ihn eine zweireihige Determinante. Die Losung des Glei-
chungssystems hat jetzt die Gestalt

6 b a, b und y =

X =

¢y by a, by

Die zweireihige Determinante ist also eine ganze rationale Funktion
von vier GroBen, die in zwei Zeilen (das sind die horizontalen Reihen)
und zwei Spalten (das sind die vertikalen Reihen) angeordnet sind. Wenn
wir kurz von Reihen sprechen, kénnen damit Zeilen oder Spalten ge-
meint sein.

Die Auflésung eines Systems von drei Gleichungen mit drei
Unbekannten fiihrt uns zur Erklarung der dreireihigen Determinante.

a,x by +c¢z=d, bycg — Cybg
ayx +byy 4 cpz = dy | — (by65 — ¢,05)
azx -+ bgy + c3z = dg | bicy — ¢1b,

Die Gleichungen werden mit den danebenstehenden Ausdriicken mul-
tipliziert und addiert:
% (aybycsy — a1b3cy + aybyc; — aybycy + aghyc, — aghyc,)
= d bycg — dibycy + dybge, — dybicg + dybycy — dgbye,.
Die Glieder mit y und z verschwinden, und x wird Quotient zweier
Summen, deren Eigenschaften uns beschiftigen werden.
Weiter wollen wir hier nicht auf die Lésung des Gleichungssystems
eingehen.
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Der Koeffizient von x ist eine dreireihige Determinante und wird so
geschrieben:

a, b, ¢
a, by ¢y | = abyey — abge, -i- azbgey — azbycg - aghyc, — agbyc,.
as by c3

Werden hier a,, a,, a; durch d,, d,, d; ersetzt, so entsteht die rechte
Seite der letzten Gleichung.

Betrachten wir die Determinante niher: sie ist eine ganze rationale
Funktion von 32 = 9 Groé8en, die in 3 Zeilen und 3 Spalten angeordnet
sind. Der Index bezeichnet die Zeile und der Buchstabe die Spalte. Die
Summe hat 3 positive und 3 negative Glieder, und jedes Glied ist Pro-
dukt aus 3 Faktoren und so beschaffen, daB weder zweimal derselbe
Buchstabe noch zweimal derselbe Index vorkommt, oder: in jedem ein-
zelnen Gliede kénnen niemals zwel Faktoren stehen, die derselben Zeile
oder derselben Spalte angehéren. Die Summanden haben alle die Form:
4 a,bg¢,, Woa, B, v eine Permutation der Ziffern 1, 2, 3 ist. Die einzelnen
Faktoren der Glieder sind ferner so geschrieben, daB der an erster Stelle
stehende Faktor a, der ersten, der zweite b; der zweiten Spalte usw.
angehort. Trifft man diese Festsetzung, so ist jedem Glied eine Permu-
tation zugeordnet, und da 3! = 6 Glieder vorhanden sind, treten alle
Permutationen auf. Wir bemerken ferner, da den geraden Permu-
tationen, das sind: 123, 23 1, 3 1 2, die positiven, und den ungeraden,
dassind: 132,21 3,321, die negativen Glieder entsprechen. Danach
148t sich die Determinante in folgender Form schreiben:

D= 3(—- I)Jaabﬂcr»
wo die Indices «, 8, y alle Permutationen der Ziffern 1, 2, 3 durchlaufen,
und J jedesmal die Anzahl der Inversionen einer solchen Permutation
ist. Die Reihenfolge der Zeilen ist hierbei die natiirliche Anordnung
der zu permutierenden Indices.

Diese von LEiBNiz herrithrende Definition 13t sich auf n-reihige
Determinanten iibertragen:

al bl Cl ..

a2 b‘l (1‘2 DR J

S =3(—17agbsc,...

a, b, c‘,,
Wie vorher durchlaufen «, 8, y... alle Permutationen der Ziffern
1,2,...,nund J ist die Anzahl der Inversionen. Unter den #! Gliedern

sind ebensoviele positive wie negative vorhanden (§ 8 Aufgabe 8). Auch
die Erklirung einer zweireihigen Determinante, wie sie oben gegeben
wurde, ist hierin enthalten.
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Unabhingig von dieser Definition der Determinante als Summe von
n! Gliedern wird im folgenden Abschnitt eine Definition nach WEIER-
STRAss gegeben. Der Leser muB sich daher zunichst auf den Standpunkt
stellen, als sei ,,Determinante nach WEIERSTRASS etwas anderes als
,,Determinante nach LeiBN1z*, weil beide verschieden erklirt sind. DaB
beide identisch sind, ergibt erst der Beweis des folgenden Satzes 8.

§ 10. Definition der Determinante nach WEIERSTRASS,

Im folgenden Abschnitt wird der Begriff ,,homogene lineare Funk-
tion‘* gebraucht, daher soll zunichst einiges dariiber gesagt werden.

fx,y,2) =3x24+2xy +5y2 + 322

heiBt homogen in x, y, z, weil die einzelnen Glieder die Eigenschaft
haben, daB die Summe der Exponenten der Veridnderlichen immer
gleich ist; und weil sie gleich 2 ist, ist die vorliegende Funktion homo-
gen und vom zweiten Grade. Man kann das auch so ausdriicken:

f(x1, %5,..., x,) ist homogen vom Grade m in x,, %,,..., ¥,, wenn
Flexy, tx0, .00, tx,) =1™f(xy, %5, .., %),
D. h.: werden die Verinderlichen durch ¢x,, tx,,...,tx, ersetzt, so kann

der Faktor ™ herausgenommen werden.

Spricht man von homogenen Funktionen, so sind die Verinderlichen
zu nennen; denn in dem obigen Beispiel ist f homogen in x, y, z, dagegen
ist f, als Funktion von x und y betrachtet, nicht homogen.

Funktionen ersten Grades heiSen auch linear.

f=ax +by +cz

ist also homogen und linear in %, ¥, z, sofern a, b, ¢ von diesen Veriander-
lichen unabhingig sind. Werden x, y, z mittels linearer homogener
Funktionen durch neue Verinderliche u, v, w ersetzt, so sagt man, es
wird eine lineare Substitution ausgefiihrt, etwa:

x=3u+4v —6w; y=u—v+ 3w, 2=2u+v —w,
dann wird f wieder eine homogene lineare Funktion von %, v, w:
f=QBa+b+2c)u+ 4a—b+c)v+ (—6a+3b—c)w.

Wir dndern jetzt die Bezeichnung fiir die Elemente einer Determi-
nante und schreiben:

Ay Qyg-.. 4y
D=ja, ay...a,
anl an2 ce-pn

Jedes Element hat zwei Indices, z. B. ay,, lies ,,a drei, vier’ bezeich-
net das Element, das in der dritten Zeile und vierten Spalte steht, der
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erste Index gibt die Zeile, der zweite die Spalte an. Mitunter schreibt

man auch:
D = |aik|n'

Hier bedeutet der Index # rechts unten, daBl D eine n-reihige Deter-
minante ist, ¢ und %2 durchlaufen die Werte 1 bis #.
Nach WEIERSTRASS wird die Determinante — sie soll mit Dy, be-

zeichnet werden — folgendermalen definiert:
Dy, ist eine ganze rationale Funktion von n2 GréBena;, (1 =1,...,#;
k=1,..., n), die in n Zeilen und » Spalten angeordnet sind, und fol-

gende Eigenschaften besitzt:

I. Dy ist homogen und linear in bezug auf die Elemente einer jeden
Zeile.

I1. Dy, wechselt das Zeichen, wenn man zwei Zeilen vertauscht.

IT1. Dy, wird = 1, wenn die Glieder der Diagonale, das sind a,;, a,,,

.., a,, gleich 1, alle iibrigen gleich 0 gesetzt werden.

Eine solche Definition bekommt erst dann einen Sinn, wenn die Frage
nach der Existenz und Eindeutigkeit geklart ist. D. h.: Sind {iberhaupt
Funktionen vorhanden, die diesen Bedingungen entsprechen? Gibt es
nur eine oder mehrere? In welcher Form kann man alle angeben? Die
Antwort gibt

Satz 8: Fiir jedes n gibt es eine und nur eine den Forderungen I, I1, 111
gendigende Funktion, und diese ist mit der Determinante nach LEIBNIZ —
D, genannt — identisch. Wird nur I und II verlangt, so ist die Funktion
nicht eindeutig, aber bis auf einen komstanten Faktor k erklirt und gleich
kD,

Beweis: Es mul Existenz und Eindeutigkeit gezeigt werden, daher
besteht der Beweis aus zwei Teilen.

a) Es existiert eine Funktion mit den Eigenschaften I, II, III,
niamlich D,

In der Schreibweise der doppelten Indices ist:

DL = 2(— I)Jaa,l A2 ** - Aapn,

hier durchlaufen a,, a,,. . ., «, alle Permutationen der Zahlen 1, 2,.. ., #,
J ist jedesmal die Anzahl der Inversionen der zugehérigen Permutation,
und es ist die Reihenfolge der Zeilen als die natiirliche zugrunde zu legen.
Diese braucht weder hinsichtlich der Zeilen noch der Spalten mit 1,2,. .., %
ibereinzustimmen, man kann die Elemente auch anders bezeichnen.
Wollen wir z. B. in der vierreihigen Determinante

g1 Ayq Go3 Qg
Ay Q44 Q43 4y
a1 @4 A3 Qe

A3y A3 Az Az
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das Vorzeichen von aay,a5,a,, bestimmen, so sind erst die Faktoren
den Spalten entsprechend zu vertauschen, d. h. die zweiten Indices
miissen die Folge 1 4 3 2 haben: a,,a,,a,345,; dann ist ] fiir die ersten
Indices 4 1 2 3 abzuzihlen, wenn 2 4 1 3, das ist die Reihenfolge der
Zeilen, die nattirliche ist. Es ist /] = 2, denn 1, 2 und 4, 2 bilden je eine
Inversion.

Weil bei einer Permutation «,, a,,. .., «, jede der » Zahlen 1, 2,.. ., n
einmal und nur einmal vorkommt, so ist auch in jedem Gliede von D,
ein und nur ein Faktor aus jeder einzelnen Zeile enthalten, also ist I
erfiillt.

Wir sehen uns daraufhin die dreireihige Determinante an:

Dy = ay,85033 + A5,0300,3 + 31015053 — 431055813 — @y A1pd33 —

T 411832453
= @y, (g933 — Agp23) — Ayp (@3 Q33 — A3, 53) + Ay3 (A Agp — A3, Ayy)-

In der zweiten Form ist D,;, wie man sagt, ,,nach der ersten Zeile ent-
wickelt*, und hier ist sofort zu erkennen, daB D in bezug auf die erste
Zeile homogen und linear ist. Durch andere Zusammenfassung kann man
ebenso nach der zweiten oder dritten Zeile entwickeln. DaB3 hinsichtlich
der Spalten auch I erfillt ist, soll einstweilen nur beildufig erwdhnt
werden.

Die Anzahl der Inversionen einer Permutation hingt bekanntlich
davon ab, welche Reihenfolge als die natiirliche angesehen wird. Wir
vertauschen in dieser zwei Elemente und legen jetzt die so gebildete An-
ordnung als die natiirliche zugrunde. Waren vorher ¢ Transpositionen
erforderlich, um a,, ,,. .., a, herzustellen, so kann man, von der neuen
Anordnung ausgehend, durch ¢ + 1 Transpositionen zu a,, o,,..., «,
gelangen, weil zuerst durch eine Transposition die abgednderte natiir-
liche Reihenfolge in die vorherige iibergefiihrt wird; von da aus kommt
man durch ¢ Transpositionen zu a,, a,,. . ., a,. War also J vorher gerade,
so ist es jetzt ungerade und umgekehrt. Weil nun bei D, zur Bestimmung
des Vorzeichens der einzelnen Glieder die Reihenfolge der Zeilen maf-
gebend ist, so hat die Vertauschung zweier Zeilen zur Folge, daB jedes
Glied sein Vorzeichen umkehrt. D, erfiillt II.

Werden alle a;; = 0 fiir 7 & %, so bleibt von der ganzen Summe D,
nur das Glied a,,ay...a,, mit J = 0 iibrig, also ist auch III erfiillt.

b) Dy, sei jetzt eine beliebige Funktion mit den verlangten Eigen-
schaften, wir beweisen, daB es nur eine solche Funktion geben
kann.

Es kommt darauf an, nur unter Benutzung der Bedingungen, denen
Dy, entsprechen soll, diese Funktion zu konstruieren.

Um den Leser in den Gedankengang einzufiihren und an einem
einfachen Beispiel deutlich zu machen, daB durch solche Eigenschaften
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eine Funktion vollstindig charakterisiert werden kann, mége der Fall
n == 2 gesondert behandelt werden.
Mit Riicksicht auf I muB D, die Form haben

Dy = Aay) + Bay,,

wo A und B von a, und a,, unabhingig sind. D, ist auch homogen und
linear in a,; und a,,, und daran dndert sich auch nichts, wenn 4,, =1
und a,, = 0 gesetzt werden. Dann ist

Dy = A = aay + Pay,.
Ebenso wird
B = yay + day,

wo a, f, y, 6 Konstante sind. Durch den Ansatz

DW — (aazl + ﬁazz) a, + ('}’azl -+ 6“22) Q)

ist I erfillt. Wir vertauschen die beiden Zeilen, so entsteht

(@ay, + Bay) ay + (yay, -+ 0ay,) ay,,

und die vier Glieder dieses Ausdrucks miissen nach Umkehrung des Vor-
zeichens mit denen von Dy, iibereinstimmen; daraus ergeben sich zur
Bestimmung der Konstanten folgende Beziehungen:

a=—x, f=—y, y=—F 06=-0
oder « = ¢ = 0, 8 bleibt unbestimmt und y = — 8, also
Dy = B (ay a5 — app0y).
Wenn also nur I und II gefordert werden, ist Dy, bis auf einen konstanten
Faktor erklart. Um diesen zu bestimmen, setzen wir
ay =y =1, a,=a;=0.

Dann wird nach III Dy = 1. Also ist § =1 und Dy, = D, .

Wir fithren den allgemeinen Beweis durch Induktion. Fiir » = 1 ist
Dy, = D; = a,;, und der Satz ist richtig. Der Umstand, daB die For-
derung II hier gar nicht anwendbar ist, ist kein Grund, die Giiltigkeit
fiir » = 1 auszuschlieBen.

Wir bestimmen folgende besonderen Determinanten:

{100...0]
010...0

E,=[001...0

000...1'

NeiB, Determinanten. 2. Aufl, 2
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Wird die erste Zeile mit der zweiten vertauscht, so entsteht die
Determinante E,. Wir gehen wieder von E, aus, vertauschen die dritte
Zeile mit der zweiten, dann die zweite mit der ersten, so erhalten wir £y,

und es ist

010, 0 0010...0
100, 0 1000...0
E,—|001...0{=—1 und E,=0100..00
0001...0
000...1

0000...1

E, ist durch eine, E; durch zwei Transpositionen zweier Zeilen aus
E, entstanden. Allgemein wird E, so gebildet: In E,; vertauscht man
die kt¢ Zeile mit der # — 1te?, danach die 2 — 1t¢ mit der 2 — 2te? ysw.,
bis die k' Zeile an die erste Stelle geriickt ist. Weil 2 — 1 Transposi-
tionen ausgefiihrt wurden, ist
E, = (— 1)1,

In der ersten Zeile von E; ist das Element der k%" Spalte = 1, die
iibrigen sind = 0, in der k'*" Spalte stehen auch lauter Nullen bis auf
das Element der ersten Zeile. LiBt man in E die erste Zeile und %% Spalte
fort, so bleibt eine # — l-reihige Determinante, deren Elemente der
Hauptdiagonale = 1, alle iibrigen = 0 sind.

Setzen wir jetzt Dy, als homogene lineare Funktion von den Elemen-
ten der ersten Zeile an, so wird

Dy = apAy + apdy + - + a4y,
wo Ay, Ayg-- ., Ay von ayy, @y,,. . ., @y, unabhingig sind. (Die Bezeich-
nung der doppelten Indices bei den 4 wird sich erst spiter als zweck-
miBig erweisen). Es kann aber auch 4, kein Element aus der k%" Spalte
enthalten. Denn nehmen wir an, in 4,, wiirden Glieder mit dem Fak-
tor a,, auftreten, dann lassen sich diese mit a,, B zusammenfassen, und
dieses B kann aber auch kein Glied der ¢t Zeile enthalten, weil D auch
homogen und linear in bezug auf die *¢ Zeile ist. B dndert sich also nicht,
wenn die erste mit der %" Zeile vertauscht wird. In der Entwicklung
von Dy, miiBte ein Glied a,;a;; B vorkommen. Nach II geht dieses Glied
in den entgegengesetzten Wert iiber, wenn die erste und die z'¢ Zeile ver-
tauscht werden; es ist also B= — B =0. Jedes 4, (k=1, 2,..., n)
erweist sich als eine Funktion der (n — 1)? GroBen, die iibrig bleiben,
wenn man in Dy, die erste Zeile und k* Spalte weglidBt, und diese Funk-
tionen erfiillen I und II. Um dies einzusehen, setze man a,, = 1, alle
anderen Glieder der ersten Zeile = 0. Dann wird
Dy = Ay;.

Da D,, auch homogen von der zweiten, dritten, ..., nter Zeile ist, so gilt
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dasselbe fiir 4,,. Ebenso ergibt sich der Zeichenwechsel bei Vertau-
schungen innerhalb der letzten » — 1 Zeilen. Fiir (n — 1)-reihige Deter-
minanten ist aber auf Grund der Induktionsannahme der Satz anwend-
bar, und A4,; ist bis auf einen konstanten Faktor «, bestimmt.

Ay Ay« - A2 k—142 k41 - - A2)n
a3 A3z - -. A3,k~143,k+1 --- 43,2
Ay =%

an,1n,2- - - An, k—1 4n,k+1- -+ Qn,n

Es kommt also nur noch auf die Bestimmung der » GréBen «;, a,,
..., o, an. Weil sie von den a;; unabhingig sind, kénnen diese GréBen
durch besondere Werte ersetzt werden. Dies geschieht so, daB an Stelle
von D, der Reihe nach die Determinanten E,, E,,..., E, genommen
werden, deren Werte uns bekannt sind. In der Summe

Dy = apdy +apdy, +-+ a,4,,
bleibt dann nur ein von Null verschiedenes Glied stehen:
Ey =14, =a,1=(—1)%1,

Denn die Determinante A4, hat nach III den Wert 1. Mit der Ermitt-
lung der «;, «,, ..., a, ist Dy, vollstindig bestimmt, und es ist gezeigt:
wenn es liberhaupt eine den Bedingungen I, II und III geniigende Funk-
tion gibt, kann es nur diese sein. Wir wissen aber, daBl D, diese Eigen-
schaften besitzt. Also ist Dy mit D, identisch.

Wir haben noch eine Funktion F (4;;) zu betrachten, die nur I und II
erfiillt. Wir setzen in F die Glieder der Diagonale =1, alle iibrigen

=0, dann moge F = % sein. D sei die aus den a,, gebildete Deter-
minante. Die Funktion

Flay) —(k—-1)D
geniigt dann den Bedingungen I, IT und III, ist also gleich D oder:
Fa;)=(k —1)D +D=rFrD.

§ 11. Einfache Sitze iiber Determinanten.

Die Darstellung
n
D= Ya, 4,
e=1

heiBt, wie erwihnt, die Entwicklung der Determinante nach der ersten
Zeile. Natirlich kann man D auch als homogene lineare Funktion einer
jeden anderen Zeile ansetzen:

n
D= Sa;,A,. i=12,...,n
e=1
PAd
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Zur Ermittlung der 4,, bringen wir durch 7 — 1 Vertauschungen die
it Zeile an die erste Stelle. Dann geht D in
D= (—1)1D

iiber. Wird D’ in bekannter Weise nach der ersten Zeile entwickelt:

n
D' = Ya,,4i,,
o=1
so ist
Aip = (=1 ap,1]p
lll’ld Aie = (— l)i—l A;e = ('— 1)i+9 | ak,,|n_1 ,

wo diese (n — 1)-reihigen Determinanten — sie werden Unterdetermi-
nanten genannt — durch Weglassen der 5'® Zeile und p'" Spalte aus D
gebildet sind. A4;, heiBt die zu a;, gehorige Adjunkte. Sie ist also die
genannte Unterdeterminante, versehen mit dem Vorzeichen (— 1)¥*e.
Letztere verteilen sich wie die schwarzen und weiBen Felder eines
Schachbrettes: bt

_+_-..
+_+...

Andere Unterdeterminanten von D werden erhalten, wenn beliebige
Zeilen und ebensoviele Spalten weggelassen werden.

Satz 9. D wechselt das Zeichen, wenn man zwei Spalten vertauscht.

Zum Beweis nehmen wir die Leibnizsche Darstellung. Da die Zeilen
bleiben, dndert sich auch die natiirliche Reihenfolge der ersten Indices
nicht. Dagegen muB die Reihenfolge der Faktoren mit der der Spalten
ibereinstimmen, es mul3 daher in jedem Glied eine Transposition ge-
macht werden, bevor [ ermittelt wird. Das Vorzeichen dndert sich da-
durch bei jedem Glied.

Satz 10. D dndert sich nicht, wenn man Zeilen und Spalten vertauschi.

Beweis: D besitzt auch hinsichtlich der Spalten die Eigenschaften
I, IT und III. Weil es nach Satz 8 nur eine Funktion mit diesen Eigen-
schaften geben kann, ist D mit der Determinante identisch, in der die
Spalten von D zu Zeilen gemacht werden.

Zeilen und Spalten sind daher gleichberechtigt. Insbesondere ist

D= Yag, 4oy
e=1

die Entwicklung der Determinante nach der &'" Spalte.

Satz 11. Sind die Elemente einer Rethe (d. h. Zeile oder Spalte) Sum-
men von zwei Gliedern, so lift sich- D als Summe zweier Determinanten
schreiben. Ist z. B. fiir die erste Zeile

ay =0y +pf1, aGp=0y+ P, ..., an=0o, TPy,
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dann ist
oy Oy .. Oy By B: .- Bn
Ay Qoo ... A a,, a ... a
21 “22 2n 21 *“*22 2n
D=| 2™ oy R :
anlan2"'ann anlan2 cer Qup

Der Beweis ergibt sich leicht aus I oder aus der Entwicklung nach
der betreffenden Reihe. In gleicher Weise folgt

Satz 12. Werden die Elemente einer Reihe mit einem Faktor A mul-
tipliziert, so geht D in AD diber.

Satz 13. Sind die Elemente einer Rethe denen einer parallelen Reihe
proportional, so ist D = 0.

Beweis: Es sei fiir die beiden ersten Zeilen:

a, =Aray, a,=>~Aay,..., a4, =2a,,.

Dann nehme man 4 vor die Determinante:
D =1D'.

In D’ sind die beiden ersten Zeilen gliedweise einander gleich. Werden
diese vertauscht, so tritt einerseits Zeichenwechsel, andererseits keine

Verinderung ein, also
D= -—-D =0.

Satz 14. D dndert sich nicht, wenn man die mit einem Faktor A multi-
plizierten Glieder einer Reihe zu denen einer parallelen Reihe addiert.

Beweis: Nach Satz 11 zerlege man die in der angegebenen Weise
umgeformte Determinante in eine Summe, und nach Satz 13 verschwin-
det dann das zweite Glied. Fiir den Fall, daB3 die zweite Spalte mit 2
multipliziert und zur ersten addiert wird, schreiben wir die Zerlegung
auf:

a,, +Aa,, ay,... a4, Ay Ao --- Ayp Ay Qg ... Qyp
|

Ay + Ay Ay Gy, | _ | @y @gp ... dyy a9 G- as ,

Anq _:'—}‘an2 Apg---Ann Apny Anz---8nn Ang Apa--+ Qpyp

Satz 15. Zwischen den Adjunkien bestehen folgende Beziehungen:
D fir 1 =k
0 fir s 44

n D fir 1 =k
2y Aoy = .
e=1 0 fir 7z k.

n
280 Ao = {
=1

Beweis: Fir ¢ = % haben wir die bekannten Entwicklungen nach
einer Reihe, und fiir 7 4 % kénnen wir diese Summen als Determinante
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mit zwei gleichen Reihen schreiben, so ist z. B. im ersten Falle fiir 7 = 2
und 2 =1

A Az .- Agp
Ay Aoy ... Q

21 @22 2n | _ _
B . =and; +apdy+ o +a3,4,,=0.
anl an‘l"'ann

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Werden die Elemente
einer Reihe mit den Adjunkten einer von dieser verschiedenen, aber
parallelen Reihe multipliziert und addiert, so verschwindet diese Summe.

Satz 16. (Multiplikationstheorem) Es seien
A=\aixln, B=|biln, C=]c¢iln

drei n-rethige Determinanten, deren Elemente in folgender Beziehung zu-
etnander stehen:

n
Cik = A\jlaiebkE‘
Q=

Dann ist
C = AB.

¢;x wird das innere Produkt der " Zeile aus 4 mit der A"°
Zeile aus B genannt.

Beweis: Wir betrachten C als Funktion der Verinderlichen a,, und
die b,; als Konstante. Dann ist C, als Determinante, eine homogene
lineare Funktion einer jeden Zeile, etwa von ¢y, ¢y, . . ., €;,. Diese sind
ihrerseits homogen und linear von a,, 4y,,...,4,, abhingig. Sonst
kommen die Elemente der ersten Zeile der a;; nicht mehr in C vor. Es
ist also C auch homogen und linear in ay,, a5, ..., @;,. (Vgl. §10 Be-
merkungen iiber homogene Funktionen.) Das gleiche gilt fiir jede andere
Zeile aus A. C ist also eine homogene lineare Funktion von den Elementen
einer jeden Zeile der a,y.

Vertauscht man zwei Zeilen aus 4, so werden dadurch auch die bei-
den entsprechenden Zeilen der c,; vertauscht. Hiervon iiberzeugen wir
uns leicht, indem wir die beiden ersten Zeilen aus C aufschreiben:

ey = Dayobig, C1g = Ja1obsg, -, Cin= 21005,

n=12....n
Co1 = Dgpb10, Cog = Dspbge, -, Can= D30bns-

Wird die erste mit der zweiten Zeile aus A vertauscht, so heiBit das, aus
a,, wird a,, und umgekehrt. Man sieht sofort, da8 dadurch auch die
beiden ersten Indices 1 und 2 bei den ¢;, vertauscht werden; das liegt
daran, daB in den allgemeinen Formeln fiir die ¢, der erste Index 7 bei
den b, nicht vorkommt.
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C erfiillt daher die Bedingungen I und II des Satzes 8 hinsichtlich

der a,,, also ist
C=84,

wo B eine Konstante, d. h. von den a,; unabhingige GroéBe ist. Um
sie zu finden, setzen wir a,; = 1 flir ¢ = &, sonst = 0, dann wird

Cip = by

Denn in Ya,, by, bleibt nur das Glied iibrig, in dem g = 7 ist, denn sonst
ist a;, = 0. Fiir diese besonderen Werte der a,;, wird
A=1 und C=|b,;|,=8= B.
Hier sind bei der Bildung des Produktes Zeilen mit Zeilen kombiniert

worden. Wegen der Vertauschbarkeit von Zeilen und Spalten konnen die
¢;r auf vier verschiedene Arten angegeben werden:

Cir = Da;0bro Zeilen mit Zeilen

oder Cip = D@;0bey Zeilen mit Spalten Lo
=1,2,...,n

oder Cip = D)a,;b,, Spalten mit Zeilen

oder Cip = D@; 0o, Spalten mit Spalten.

Wenn von den Elementen der ersten Zeile ,, beliebig ist, aber
@y = @3 =+++=a,, =0, so kann D als (n — 1)-reihige Determinante
geschrieben werden:

D =a;4,.

Eine wiederholte Anwendung fiihrt zu folgendem
Satz 17. Wenn D die Form hat

D= '
7 R J 0
B C
d. h. rechts von a,,, Ay, ..., Apm Stehen lauter Nullen, dann st

D =a,,050a35...0,,C.

C bezeichnet die rechts unten stehende (# — m)-reihige Unterdetermi-
nante. D ist also unabhingig von den mit B zusammengefafiten Elemen-
ten, sowie von a;, fir 7 = k.

Es bleibt noch zu beachten, daB3 die obige Form unter Umstinden
erst durch Reihenvertauschung zu bilden ist.
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§ 12. Beispiele, Aufgaben und Anwendungen.

1. Die Berechnung einer dreireihigen Determinante ldBt sich fol-
gendermafBen veranschaulichen:

a. AP a’k a,q /,M\\/&ﬂ /,3-1?.
T TN
«\ s T oder au\aez Ay a2

\\/’ » L - Tl

</ Y ay ay By 8y “ay

Ié

o

Im linken Schema sind die Glieder, deren Produkt positiv ist, durch
starke Linien und die mit negativem Produkt durch punktierte Linien
verbunden. Im rechten Schema sind die beiden ersten Spalten noch
einmal daneben geschrieben, positive und negative Produkte werden
durch starke und punktierte Linien unterschieden.

2. Die Gleichung einer geraden Linie durch zwei Punkte in der Ebene

}’—}’1:."1—3’2

xX—x X — %

soll auf die Form D = 0 gebracht werden, wo D eine dreireihige Deter-
minante ist.
3. Man beweise folgende Identitit:

1 cosa cosbh

rcosa 1 cosc | = 4 sins sin(s — a) sin(s — ) sin(s — ¢),

r cosb cosc 1

wo s =3 (a+ b+ c) ist.

4. Wie man zweckmiBig verfihrt, um eine Determinante zu berech-
nen, soll an folgendem Beispiel gezeigt werden. Die einzelnen Schritte
sind unter a) bis f) unten erklart.

0 13 14 15] 1 1 1 1 o 1 1 1
13 0 15 14 13 0 15 14 1 0 15 14
=42 =42-14-

14 15 0 13 14 15 0 13 -1 15 0 13
15 14 13 0 15 14 13 0 1 14 13 0|

0 1 1 1
1 1 1
0 15 15 27
=42-14- =—42-14-3-| 5 5 9|=—42-14-3X
-1 15 0 13
29 13 13
0 29 13 13
0 1 1
x| 0 5 9|=—42-14-16-3-| _ 9’=—112896:—16-842.
5
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a) Die zweite, dritte und vierte Zeile wurde zur ersten addiert und
42 herausgenommen.

b) Die erste Spalte wurde verindert, indem die zweite und vierte
Spalte subtrahiert und die dritte addiert wurde, 14 wurde heraus-
genommen.

c) Die dritte Zeile wurde zur zweiten und vierten addiert.

d) Nach der ersten Spalte wurde entwickelt und 3 herausgenommen.

e) Die zweite Spalte wurde von der ersten abgezogen.

f) Nach der ersten Spalte wurde entwickelt, usw.

Man formt, wie das Beispiel zeigt, die Determinante so um, daf
in einer Reihe nur noch ein von 0 verschiedenes Glied vorkommt. Dann
streiche man Zeile und Spalte, in der dieses Glied steht, setze es als Faktor
vor und gebe das Vorzeichen (— 1)*** nach dem Schachbrettprinzip.

5. V bezeichnet das Volumen eines Tetraeders, «, f, ¢ sind drei von
einer Ecke ausgehende Kanten, a, b, ¢ die diesen bzw. gegeniiberliegen-
den. Es gilt folgende Formel, die spiter abgeleitet wird:

0 c2b%a%l

2 0 a2 fp21

288V2= |02 a20 921

«?f2y20 1

11110
Zur Ubung im Berechnen von Determinanten sind folgende Zahlen-
beispiele nachzuprifen. Sie sind so gewihlt, daB alle sieben GréBen

rational sind. (Vgl. Otto ScHuLz: Uber Tetraeder mit rationalen MaB-
zahlen der Kantenldngen und des Volumens. Diss. Leipzig 1913.)

« B ¥ a b c |4
2 3 3 4 3 3 3
2 4 5 7 6 4 6
5 6 4 8 7 2 6
7 3 7 8 7 5 0

6. Es ist zu zeigen, dafB die aus den #% Adjungierten gebildete Deter-

minante
IAik |n = D1

ist.

Anleitung: Man multipliziere mit D und wende Satz 15 an.

7. Bei der Auflosung einer Gleichung vierten Grades kommt es
darauf an, das gegebene Polynom in zwei quadratische Faktoren zu
zerlegen:

axt +4bx® +6cx2 +4dx +e= (ux? 4+ 2vx + w) (W22 42924 w').
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Zur Berechnung der Unbekannten %, v, w, %', v', @’ erhalten wir durch
Vergleich entsprechender Koeffizienten folgende Beziehungen:

a=un, 2b=uv' +u'v, 6c =uw -+ uvw -+ 4vv,
2d = vw' + wv', e = ww'.

Die Elimination gelingt durch folgenden Kunstgriff: Wir fiihren noch
eine weitere Unbekannte s ein, setzen

v  =c+s

und bilden durch Multiplikation von Zeilen mit Zeilen das Produkt:

u w 0 uw u 0 a b ¢ —2s
v v 0 v v 0| =8- b c+s d
w w 0 w w 0 c—2s d e

=8:(—45% 4 g5 + g5 =0,

a b ¢
wo g, =ae —4bd +3c? und g;=|b ¢ d]ist
c d e

Diese Gleichung heilt kubische Resolvente und wird mittels der Car-
danischen Formeln gelGst

Vga + Vgs Vgs Vg.s 3783-

Die weitere Elimination zur Bestimmung der Unbekannten macht keine
Schwierigkeiten mehr. Als Beispiel 16se man die Gleichung:

x4+ 343 —x—3=0.

Es ist so gewihlt, daB, soweit dies tiberhaupt méglich ist, alle Radikale
rational sind.

Diese Losung einer Gleichung vierten Grades stammt von Lupovict
FERRARI (1522—1565). Veroffentlicht hat sie zuerst CARDANO in seinem
Werk Ars magna (1545). Die hier angegebene elegante Form der Bildung
der kubischen Resolvente habe ich in den Vorlesungen von FROBENIUS
kennengelernt. Sie stammt, soviel ich weiB, von WEIERSTRASS, die
Bezeichnung g, und g, fiir die Invarianten der biquadratischen Funktion
laBt auch darauf schlieBen.

Bei der Losung der Aufgaben 8 bis 15 sind einfache Eigenschaften
einer ganzen rationalen Funktion f(x) zu verwenden, namlich: aus
f(a) = 0 folgt, daB f(x) durch x — a teilbar ist, und f(x) kann nicht
mehr Nulistellen haben als der Grad angibt.
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Wir bringen als Beispiel die Losung der Aufgabe
8. 28 y3 2B
D=|x y z | soll in vier lineare Faktoren zerlegt werden.
111

Werden die drei verinderlichen GroBen durch ¢x, ¢y, tz ersetzt, so er-
weist sich D als homogene Funktion vierten Grades in #, y, z. Als Funk-
tion von x ist D nur vom dritten Grade und verschwindet fiir x = y und
% = z, ist also durch (x — y) (¥ — z) teilbar; ebenso erkennt man y — z
als Faktor von D, so daB

D=(x—y(Ex—2—23F
angesetzt werden kann, wo F homogen und linear in %, y, z ist:

F=oax +8y +7yz.

z
Weil 11177 z der Koeffizient von x® in der Entwicklung von D
ist, muB « = 1 sein; ebenso folgt § =y =1, also

D=(x—y@x—2—2F+y+2).

9. Yz 2% XY
Xy z soll in drei Faktoren zerlegt werden.
1 11
10. a? (a+1)2 (a-+2)2
b2 (b + 1) (b +2)2 | in drei Faktoren.
¢t (c+1)? (c+2)°
11. x4yt 28
x y z |in vier Faktoren.
111
12. x84 44 24 gt

x2 y2 2'2 M2 . .
in sieben Faktoren.

x

Yy Z u
111

[—

13. ab c
a c L.

in vier Faktoren.
c x a

SRR

b a x

LY

Anleitung: Durch geeignete Addition oder Subtraktion der drei
letzten Zeilen zur ersten lassen sich die einzelnen Faktoren leicht er-
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kennen. Man kann auch so verfahren: Man multipliziere die Deter-
minante mit

1 1 1 1
1 1 —1 —1
1 -1 1 =1/
1 —1 -1 1

einem Faktor, von dem man durch Quadrieren leicht erkennt, da er 4 0
ist. In dem Produkt kann man die gesuchten linearen Faktoren vor die
Determinante schreiben und den Faktor, mit dem erweitert wurde,
wieder wegheben.

Setzt man x = 0, so ist die Determinante = —16 J2, wenn J der
Inhalt des aus a, b, ¢ gebildeten Dreiecks ist (vgl. Beispiel 4).

14. 0 a% b% (2
a? 0 2% y?
b2 22 0«2

c? y2 x2 0

ist in vier Faktoren zu zerlegen.

Anleitung: Man fithre durch Umformungen folgender Art auf das

vorige Beispiel zuriick; die beiden ersten Zeilen multipliziere man mit

und die beiden letzten Spalten mit —:— usw.

15. ab b...b
a b...b
|6 ba..b|=la+@m—1l@—0m
. b b b...al,
16. Die Vandermondesche Determinante ist ein Produkt aus
n(n—1)
) Faktoren:
A1ty ] (%) — %) (%) — %) (% — %) ... (%7 — %)
-1 n- (%, — x3) (22 — %) (% — %)
an~1 4n—2 x, 1
2 2 e Xy
= (%3 — x,) (%3 — %,)
antan=2ox, 1,
(xn—l - xn)

Der Beweis dieser Identitat wird durch Induktion geftihrt. Wir haben
hier eine ganze rationale Funktion {# — 1)** Grades von x; und der Koef-
fizient von x}! ist eine (# — 1)-reihige Vandermondesche Deter-
minante.
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17. Die Beispiele 8 und 12 sind auf entsprechend gebildete n-reihige
Determinanten zu verallgemeinern.

Die beiden folgenden Aufgaben 18 und 19 sind.aus PoLyA und SzEGG:
Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, VII. Abschnitt, entnommen.

18. 11 1...1
by @, 4 4
b, b, a,...a, |soll in n Faktoren zerlegt werden.
by by b An
19. v a a...a
b r, a a
__af(b) —bf(a)
b b 73 a =T a5
b b b...7,
wo f(x) = (r, — %) (g — %) (r3 — %) ... (r, — x) gesetzt ist.

Anleitung: Addiert man zu simtlichen #2 Elementen der Deter-
minante eine verdnderliche GréBe x, so ist die so entsteheden Funktion
D (x) linear: D(x) = Ax -+ B. Wenn man fiir zwei Werte von x das zu-
gehorige D (x) angeben kann, so lassen sich 4 und B berechnen.

20. Einé schiefsymmetrische #-reihige Determinante (d. h. @, = —ay;)
verschwindet, wenn # ungerade ist.

Anleitung: Man multipliziere alle Zeilen mit — 1.

21. Fiir gerades » ist eine schiefsymmetrische Determinante das
Quadrat einer rationalen Funktion. Zunichst soll dieser Satz nur fiir
n = 4 nachgewiesen werden. Zur Abkiirzung wird p = ux + vy + wz
gesetzt, dann ist:

0 =« v w

D— —u 0 z —y sz.

—v —z 0 x

—w y —x —0

Anleitung: Zweite Spalte mit x multiplizieren, dann dritte Spalte
mit y, vierte mit z multiplizieren und zur zweiten addieren. So wird
D x das Produkt aus p und einer dreireihigen Determinante. In dieser
wird die erste Zeile mit x multipliziert und &hnlich verfahren. Man er-
hilt: D2 = x2p2.

Um den Satz allgemein zu beweisen, zeige man der Reihe nach:

1. D =|a;;|, » gerade und a,; + a;; = 0. D bleibt schiefsymme-
trisch, wenn die 4% und A® Spalte und zugleich die st und k¢ Zeile
vertauscht werden.



30 Determinanten.

2. Desgleichen, wenn die mit 4 multiplizierte 7t Spalte zur %" und
die mit A multiplizierte s*¢ Zeile zur At*" addiert werden.

3. D 146t sich auf die Form bringen, in der a,, = — a,, = 0, wihrend
alle iibrigen Elemente der ersten Zeile und ersten Spalte verschwinden.

4. Danach wird D Produkt aus a2, und einer schiefsymmetrischen
(n—2)-reihigen Determinante, die auf Grund einer Induktionsannahme
die gewiinschte Form besitzt.

Aufgabe 22, 23, 24 sind Identititen, die durch Induktion zu be-
weisen sind.

22. cosp 1 0O o0...0 O
1 2cosp 1 0...0 O
0 1 2cosp 1...0 0 = cos(ng).
0 0 0 0...1 2cosp |,
23. 1 1 00... . . 0
-1 1 220... . . 0
0 -1 13.. . . 0 |
= n!
0 00 0... -1 1(n—1)2
0 000 o-1 1 |,
24. 1! 2! n!
! ! !
R L P TP Y 1Y P
n! (41! ... 2u—=1)1],

25. yp(n) ist die Anzahl der Glieder einer n-reihigen Determinante,
die keinen Faktor aus der Hauptdiagonale enthalten, oder, was das-
selbe ist, die Anzahl aller Permutationen von # Elementen, die kein
Element an seiner Stelle lassen; man zeige:

1 1 1 1
po) =n! (1= + 5 —gr + --~:t—)-

n!
Zuerst beweise man die Rekursionsformel:
py)=m—1yHr—1) +ypr—2)].

Wie viele von diesen Gliedern haben positives und wie viele negatives
Vorzeichen ? Oder: Wie viele von diesen Permutationen sind gerade und
wie viele ungerade?

Um die letzte Frage zu beantworten, beachte man, daB die Differenz
der beiden gesuchten Zahlen gleich dem Wert einer #n-reihigen Deter-
minante ist, deren Glieder der Hauptdiagonale = 0, alle iibrigen =1
sind.
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§ 13. Erweiterung der Weierstrassschen Definition.

Die in § 10 gegebene Definition einer Determinante 1aBt sich verall-
gemeinern und auf ein System von Verdnderlichen iibertragen, in dem
die Anzahl der Zeilen nicht gleich der der Spalten zu sein braucht. Wie
wir bald sehen werden, hat nur der Fall Interesse, wo mehr Spalten als
Zeilen auftreten.

Es seien a,,(:=1,2,...,m; k=1,2,...,n) mn verinderliche
GroBen, die in m Zeilen und # Spalten angeordnet sind, und es soll # = m
sein. Eine ganze rationale Funktion F(a,;) mége die Eigenschaften I
und II besitzen, d. h.

I. F ist linear und homogen in bezug auf die Elemente einer jeden
Zeile.

I11. F wechselt das Zeichen, wenn zwei Zeilen vertauscht werden.
Aus dem System

Ay, Ay --- 844
Ay Ayy ... G5,
Ay G - Ay n
. n o . . .
lassen sich s = (m) m-reihige Determinanten bilden; D,, D,,..., D,, in-

dem unter Beibehaltung der Zeilen aus den »n Spalten m herausgegriffen
werden ; in welcher Reihenfolge diese Spalten bei der Bildung der Deter-
minanten eingesetzt werden, ist fiir das folgende gleichgiiltig, wir kénnen
aber festsetzen, daB der kleinere Spaltenindex vor dem gréBeren stehen
soll. Es gilt folgender

Satz 18. F ist eine homogene lineare Verbindung von D,,D,,...,D,:

F = kD, + kyDy + --- + k,D,,

wo ky, Ry, ..., Rk, konstante Grifen sind.

Beweis: Denkt man sich F als Summe aufgeschrieben, so muB mit
Riicksicht auf I jedes Glied ein und nur ein Element aus jeder Zeile als
Faktor enthalten. Werden mit C,, C,, ... gewisse Konstante bezeichnet,
so kann man

F=23C,0484,...a

mam

ansetzen. DaB bei den Spaltenindices «,, o,,..., &, in einem Gliede
nicht zwei gleiche vorkommen diirfen, folgt hier ebenso wie beim Be-
weise des Satzes 8. Demnach ist die Summe so zu bilden, dal man aus
den n Zahlen 1, 2,..., n auf alle moglichen Arten m herausgreift, diese
permutiert und als Spaltenindices nimmt. Alle Glieder aus F, die zu
derselben Kombination gehéren, d. h. bei denen die &, a,,. . ., &,, immer
nur Permutationen derselben s Zahlen sind, werden zusammengefaBt,
so daB einer jeden Kombination eine bestimmte Anzahl der Glieder aus F
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zugeordnet wird. Die so gebildeten Teilsummen werden mit T, T,,...
bezeichnet. Da je zwei dieser Teilsummen kein gemeinsames Glied haben
kénnen und andererseits alle Glieder von F durch die T, T,,... er-
faf3t werden, ist

F=T,4T,+ - +T,.
Jedes T, ist aber eine Funktion von m2? GréBen mit den Eigenschaften I
und II. Also ist nach Satz 8 bei entsprechender Zuteilung der Indices:

T,=hD,.
Zusatz: Fiir m > » muB F identisch verschwinden, weil dann in der
obigen Summe bei keinem Gliede die a,, a,, . . .,a,, alle verschieden sein

kénnen.

§ 14. Satz von LAPLACE,

Trennt man in einer n-reihigen Determinante die ersten m Zeilen ab:

an ) An
‘zml amz Amn

D == | e )
Am+1,1 Fm+1,2 + - Emi,n
anl anz e ann

und betrachtet man D als Funktion der Elemente dieser ersten Zeilen,
so sind I und II des § 13 erfiillt. Daher kann D unter Beibehaltung der
dort gebrauchten Bezeichnungen in die Form:

D="FkD, +k,Dy+---+ kD,
gebracht werden, wo die %, &,, ..., k, Konstante, d. h. unabhingig

von den Elementen der ersten m Zeilen sind, sie kénnen also nur noch
von den letzten # — m Zeilen abhingen. Es sei:

a4 G .- m
D, =
Amy Amz +++ A
Um £k, zu bestimmen, setzten wir in D, die Glieder der Diagonalen = 1,
alle iibrigen Elemente der ersten m Zeilen = 0, dann wird einerseits
D = k,, andererseits (Satz 17):

am+1, m+l - am+1,n
D =
an, m+1 e an,n

k, ist also die (» — m)-reihige Unterdeterminante, die aus den letzten
n — m Zeilen und denjenigen Spalten gebildet ist, die ilibrig bleiben,
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wenn die zu D, gebrauchten Spalten weggelassen werden. In der gleichen

Weise erhdlt man %,, k5, ... Es sei
A1g, Aray -+ Aiam
D, = Arey Agay - -+ Aygm
amal ama,"‘ amam

oy << og << v < Oy

Wir nehmen in D folgende Vertauschungen der Spalten vor: Die
a,' Spalte kommt an die erste Stelle, das erfordert a; — 1 Vertauschun-
gen, dann soll die o, Spalte an die zweite Stelle riicken, dazu sind
®, — 2 Vertauschungen notwendig usw. Insgesamt wechselt D

c=a;, —1+a,—2+4+ -+ o, —m
= oy + o+ ...+am_'L"'2_+_l_).
mal das Vorzeichen und geht in (— 1)?D iiber. Die Bestimmung von &,
geschieht jetzt ebenso wie bei £:

Am+1,h » - m+1,Bn-m
ke = (—1)° )
Anp, s AnBa-m
Hiersind dieB,, Bz, - -, Bn-m auchso angeordnet,daBf, < f, <--* < fu_m
ist, und diese Indices ergeben sich aus den Zahlen 1,2, ..., s, wenn
®y, %, . . -, %, Weggelassen werden. %, heiBen die zu D, komplementédren

Unterdeterminanten. Schreiben wir Di, statt %,, so lautet die Laplace-
sche Entwickelung einer Determinante:
Satz 19: D=D,D,+D,D, + --- + D,D,.

In gleicher Weise gilt der Satz auch fiir die Spalten; man kann ferner
statt der m ersten beliebige andere Reihen herausgreifen, die durch
Vertauschungen an die erste Stelle gebracht werden kénnen. Der Satz
ist eine Verallgemeinerung der Entwicklung einer Determinante nach
einer Reihe.

§ 15. Verallgemeinertes Multiplikationstheorem.

Wir gehen von zwei rechteckigen Systemen verinderlicher GréBen
mit m Zeilen und » Spalten (m = ) aus:

Ay .. Ap by .- bin

und

Ay o+ Apn bpg coe Umn

NeiB, Determinanten. 2. Aufl. 3
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und wenden formal die Regel der zeilenweisen Multiplikation zweier
Determinanten an. So entsteht eine m-reihige Determinante

C=|cixlm» Cix=Birbxy + Qizbpy + -+ + @ bpn

k=12 ...,m.
Wie vorher bezeichne a,, «,, ..., «,, eine Kombination der Zahlen
1,2, ..., n. Die zugehérigen Determinanten seien
A1a, Qyay -++ Aram b1y bras -+ Dram
dp=| B G| ung By = |l B e,
ama, ama; - amam bmm bma; A b'mam

o durchlduft die Werte 1,2, ...,s und s = <Z) Ae und Be sind also jedes-
mal aus den gleichen Spalten in der gleichen Reihenfolge gebildet.
Satz 20: C=A,B, +4,B, + -+ A,B,.

Beweis: Wie beim Beweise des Satzes 16 erkennt man, daBl C, als
Funktion der a;, betrachtet, I und IT erfiillt. Nach Satz 18 ist deshalb

C:k1A1+k2A2+"'+ksAa’

wo die k, nur noch von den &, abhangen. Um &, zu bestimmen, werden
die Glieder der Diagonale aus 4, gleich 1, alle iibrigen a,, gleich 0 ge-
setzt. Dann wird 4, = 1, die anderen 4; (4 = o) enthalten eine aus
lauter Nullen bestehende Spalte. Also ist

C = k,.
Andererseits ist

n
Cit =21 bk 1 = bra
A=1

Denn in der st" Zeile der a;,
Aiyy Aig, ooy Qig

steht nur ein von Null verschiedenes Element, nimlich das in der Dia-
gonale von A, vorkommende:

a; o =1.
Es bleibt also von der Summe nur das Glied mit 4 = «, iibrig. Daher ist
¢ = ke = | Ciklm = | bka‘lm’

und diese Determinante ist nach Vertauschung von Zeilen und Spal-
ten B,.
e
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§ 16. Der Sylvestersche Satz.

In diesem Paragraphen wird die Ausfithrung der Umformungen im
einzelnen dem Leser iiberlassen.
Eine r-reihige Determinante

4=| ap lr
werde durch Hinzufiigen einer Zeile und einer Spalte ,,gerindert*:
ay Ay ... QG by,
Ay gy ... Ay by2
DxZ:
Ary Ary ... Ay by
Cuy Cxg -« Cxy Gxi

Dann ist

T
Dxi. = dxl 4 — %‘ Aaﬂ Cxp bal s
a,f=1

wo die A,;4 die Adjunkten zu «,, innerhalb A bezeichnen. Die Summe
ist iiber alle 72 GréBen A4, 4 zu bilden. Die Einfiihrung der Indices % und A
wird sofort verstindlich. Wir sagen, D,; ist nach dem Rande ent-
wickelt.

Um diese Identitit zu beweisen, wird D, ; zuerst nach der letzten
Spalte, danach werden die einzelnen Unterdeterminanten nach der
letzten Zeile entwickelt.

Wir betrachten jetzt eine (» + s)-reihige Determinante:

Ay - -- Ayy by ool by
Apy o gy bpy .. by,
D = .
C1g +-- Cpp Ayg --- dys
Csy +-- Csp gy oo dgg

Daraus kénnen wir unter Beibehaltung der obigen Bezeichnung s?2
GréBen D, ; und hieraus eine s-reihige Determinante |D, ll, bilden.
Satz 21. Der Sylvestersche Satz lautet:
| D, ,8 = DAs%-1,
o und g durchlaufen die Werte von 1 bis 7, » und 4 die Werte von 1
bis s.
Zum Beweise sei folgende Anleitung gegeben: Wir setzen
EAaﬂba;,ZC;_ﬂ und EAaﬁc»ﬁ:Bxa:
8

a
dann wird

D,q:d,‘;,A '—EAaﬂ Cxp ba;_= dxlA ——ZC;,ﬁc,,p.
a, B

3.
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Durch zeilenweise Multiplikation und unter Beachtung des Beispiels 6
§ 12 und des Satzes 15 bestitige man folgende Identitit:

Ay -y byl by 4“"'/1,”(.) O O
: Ay oeidy, 0 0., 0
Apyoer Oy bpy ... b r "

(— 1)y DAr+s-1=| " AR B o R o’ B B
Cip + - Crr Byy .. Qg
: o 1 Cy o Coy 0—4 ... 0
Cop ove Cop dgy--.dgs Cy ...Csp 0 0...—4
40 ...0 0 ... 0
04 ...0 0 ... 0

—|0 0 ...4 0 .00 |=(—1p4r| D).

By, By, ... By, —D,, ...—D,,

§ 17. Aufgaben.

1. In einer Determinante seien diejenigen Elemente, die in den
ersten r Zeilen und letzten s Spalten stehen, = 0; es ist zu zeigen, daB
fiir s > »n — r die Determinante verschwindet.

2. Aus dem System

a; by ¢, d;

ay by ¢y dy
lassen sich sechs zweireihige Unterdeterminanten bilden. Zur Abkiirzung
ist folgende Schreibweise zu empfehlen:

a, b a G

(a,b) = P (@)=

a, b, a, ¢,
Es soll eine Beziehung zwischen diesen sechs Groen gefunden werden.
(Zu einer vierreihigen Determinante erginzen, dann die Laplacesche
Entwicklung ansetzen!).
3. Die Gleichung
(af + 1) (af + 03) = (a,a, + by05)2 + (2,0, — b1a,)°

besagt, daB das Produkt der Summen zweier Quadrate wieder Summe
zweier Quadrate ist. Man kann diese Identitdt verallgemeinern und
in der Form

% /31
ay P

a, b
= (ayo, + b, B) (@go + by By) —
— (ay oy + by o) (g oy + by By)

a, b,
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schreiben, die fir a; = «,, b, = B,, a4, = «, und b, = f, in die vorige
iibergeht.

Versteht man aber unter 4, und «,, 4, und «, usw. je zwei konjugiert
komplexe GroBen, so zeigt diese Formel, daB auch das Produkt aus zwei
Summen von je vier Quadraten wieder Summe von vier Quadraten ist.

Mit Hilfe des verallgemeinerten Multiplikationstheorems und des
Ergebnisses der vorigen Aufgabe beweise man:

ayoy + b,y + ey + 4,6, ayo, + b, + 01y + 416,

ay %y + by B+ Cay1 + dp 6, ay oy + by s + ¢y, +da 0y

=[(a,0) + (3, )1 [(x, B) + (c, )1 +[(a, ¢) + (6. B)) [(a., ) + (d,0)] +
+ [(a, d) + (B, 7)1 [(«, 8) + (b, ¢)].

a, = a;, b; = f; usw. ergibt den Satz fiir Summen von vier Quadraten
ohne Benutzung komplexer GréBen. Nimmt man a, und o,, @, und a,
usw. konjugiert komplex, so erhalten wir den entsprechenden Satz fiir
Summen von acht Quadraten.

Viertes Kapitel

Matrizen.

§ 18. Rechnen mit Matrizen.

Sind # verdnderliche GréBen x,, x,, ..., x, und s veranderliche
GroBen y,, ¥,, ..., ¥y durch die Gleichungen
Yy =anu% +ap% -+ T aax,
Vo =y Xy + Ay Xy + v+ Gyn Xy
Ym = AGm1 % + Ama Xy Tt A Xy

miteinander verbunden, so spricht man von einer linearen Substitution,
durch welche die y, durch die x, ersetzt werden kénnen. Solche Um-
formungen kommen z. B. beim Ubergang eines Koordinatensystems zu
einem anderen vor. Die Bezeichnung der Verinderlichen ist fiir die
lineare Substitution gleichgiiltig, es kommt nur auf das System der
Koeffizienten an. Dieses schreibt man in der Form

Ay Ay -.. A1y
QI — Ayy Aoy ... Qgp
aml am‘.’ ce-Qmn

und nennt es eine Matrix aus m Zeilen und » Spalten. Man sagt
auch: Die Matrix ist vom Typ (m, n). Ist m = n, so haben wir eine
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quadratische Matrix vor uns, in diesem Falle verstehen wir unter |¥|
die Determinante | a,; |. Wir bezeichnen die Matrizen mit groBen deut-
schen Buchstaben. Wahrend eine Determinante einen bestimmten Wert
hat, hat es keinen Sinn, von dem Wert einer Matrix zu sprechen. So
konnen zwei Determinanten einander gleich sein, wihrend ihre Elemente
verschieden sind, dagegen wird die Gleichheit zweier Matrizen
folgendermaBen definiert:
A=121
bedeutet, % und B sind vom gleichen Typ, und jedes einzelne Element
von ¥ ist gleich dem entsprechenden von B,
A =0b, fire=1,2, ..., mund 2 =1,2,...,n.

Durch das eine Gleichheitszeichen in % = B sind also m#n einzelne
Gleichungen ausgedriickt.

Sind alle a;, = 0, so heiBt % die Nullmatrix; sie wird in Uberein-
stimmung mit BIEBERBACHS analytischer Geometrie mit £ bezeichnet.

Sind A = (a;;) und B = (b;;) zwei Matrizen vom gleichen Typ, so
laBt sich die Summe bilden. Man versteht unter

C=A4+9B

eine Matrix, die gebildet wird, indem man zu jedem Element von % das
entsprechende von B addiert. Wird also € = (c;;) gesetzt, so ist

Cox = Qg T by

Sind die beiden Matrizen nicht vom gleichen Typ, so hat das Symbol
A + B keinen Sinn.
Die Addition ist kommutativ, d. h.

A+B=9B +A
Ist A eine Zahl, so versteht man unter A9 oder A A die Matrix

Aay, Aay, ...hap,

Aay, Aay, ...Ray,

Ay, Ao ... Ay,

Hier wird im Gegensatz zur Multiplikation einer Determinante jedes
Element mit 4 multipliziert. Fiir quadratische Matrizen gilt

| A ] :Z"|9I|.
Wie man leicht erkennt, ist
AQUA+B) =AA +48, A +L=UA 0A=L.

Um auch das Produkt zweier Matrizen A = (4;;) und B = (b;)
zu erkliren, betrachten wir die linearen Substitutionen
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2y =ay Yy T ap Yy ot a, v yy = by %+ by %+ -+ by %,
Zy = Ay Yy + ax y2+ *F A0 Y ynd Ve _b21 % + bzz Xyt 0+ by %y

Zm —“m1y1+“m2y2+ +amnyn Va = bnlxl+bn2x2+ +bnrxr-

Vermoge U werden 2y, 2, . . ., 2, als lineare Funktionen der y,, v,, . . ., ¥,

dargestellt. B gestattet, die y,, ¥,, ..., ¥, durch x,, x,, ..., x, zu er-

setzen. Dadurch werden z,, z,,..., 2z, lineare Funktionen der x,, x,,
e, Xy

2y =€y Xt Cp Xyt 0 %,

2 =Cy Xy F Coyp Xyt ot F Gy %, —
v Cie= A by + @by + o+ A, b,
Zy = Cm1 Xy T Cmo X+ + oo+ Cpup Xy

Man beachte, daB in den ¢, = Z ;0 b, der verdnderliche Index g bei

a;, an zweiter, bei bex an erster Stelle steht. Daher ist ¢, das innere Pro-
dukt der ste" Zeile aus A mit der &t Spalte aus B. Die Matrix € = (¢;;)
heiBt das Produkt

€= 9%-B.

Es wurde gebildet, indem zwei nacheinander auszufiihrende Substitu-
tionen durch eine ersetzt wurden.

Die beiden Faktoren des Produktes kénnen nicht beliebig gewihlt
werden. Damit die Bildung der inneren Produkte c,; mdoglich ist, mul3
die Anzahl der Variabelen y in beiden Substitutionen die gleiche sein,
oder: Die Anzahl der Spalten von %A muB gleich der Anzahl
der Zeilen von B sein. Nur fiir diesen Fall ist das Produkt zweier
Matrizen erklirt. J. SCHUR bezeichnete in seinen Vorlesungen solche
Matrizen als ,,verkettet'‘, genauer: 9 ist mit B verkettet, wenn A vom
Typ (m, n) und B vom Typ (n, ») ist. Das Produkt ist dann vom Typ
{m, r). Wenn U mit B verkettet ist, braucht nicht auch 8 mit U ver-
kettet zu sein. Die Ausdrucksweise gilt auch fiir Produkte aus mehreren
Faktoren, z. B. sind vier Matrizen verkettet, wenn sie der Reihe nach
vom Typ (m, n), (n, #), (v, s), (s, ¢) sind; ihr Produkt ist dann vom Typ
(m, t). Fiir quadratische Matrizen gleicher Reihenzahl gilt der

Satz 22. Die Determinante eines Produktes ist gleich dem Produkt
der Determinanten der einzelnen Faktoren.

Denn das Produkt der Determinanten kann ebenfalls durch Multi-
plikation von Zeilen mit Spalten gebildet werden.

Fiir quadratische Matrizen ist auch die Potenz, etwa %2 = % er-
klart,
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Mitunter schreibt man auch Matrizen, deren Elemente selber wieder
Matrizen sind. Die Multiplikationsregel bleibt dabei erhalten, z. B.

(QI B /A B’ N <‘)I%[' + BC AV + BD’
e @ \& ¥ CA + DC ECB + DD/
Natiirlich miissen die Rechtecke aneinander passen, d. h. % und 8 miis-
sen gleich viel Zeilen haben usw. Ferner miissen % und %A’, A und B’
usw. verkettet sein.

Bekanntlich ist das Produkt zweier Zahlen dann und nur dann = 0,
wenn einer der Faktoren verschwindet. Dieses Gesetz gilt fiir das Rech-
nen mit Matrizen nicht. Es kann

AYB = O

sein, wihrend 9 und ¥ beide von der Nullmatrix verschieden sind. Z. B.

1 0\ /0 0 0 0
<0 0) (0 1) (0 0)'
Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ:
(AB)E = A (BE) = ABE,
d. h. wenn Produkte von drei oder mehreren Matrizen zu bilden sind,
so kann man erst AW berechnen, dann rechts mit € multiplizieren,
oder erst B¢ bilden, dann links mit % multiplizieren. Um einzusehen, daf
das Ergebnis das gleiche ist, stelle man sich vor, daB drei lineare Substi-
tutionen nacheinander ausgefiihrt werden sollen. Gewisse Variabele
mogen durch v, diese durch x, diese durch y ersetzt werden. Die lineare
Substitution, durch die die % als Funktionen der y dargestellt werden,
kann entweder erhalten werden, indem man erst die # als Funktion
der x ausdriickt, danach die x durch die y ersetzt — diese Rechnung ent-
spricht dem Symbol (A8) € — oder man stellt erst die v als Funktionen
der y dar und setzt diese Ausdriicke in die Summen # ein. Das End-
ergebnis, in dem die » als Funktionen der x erscheinen, ist in beiden
Fillen dasselbe.
Wir wollen das assoziative Gesetz auch durch direkte Bildung des
allgemeinen Gliedes d,; von ABE beweisen. Es sei

A= (a;x), B=1(1), C=(cx), AB = (1), BE = (Bix).

Dann ist
o x :Zaiebek» Bix =2 biacCur,
e a

2 =2 %iaCay =3 (Y aigbea) Car = a0 boo Cax =Zai921)gn Cot
a 4 e a

a e,a
- 2“19 ﬂgk-
P)
Die Multiplikation ist nicht kommutativ, d. h. 248 und 8 U brauchen
nicht gleich zu sein. Das geht schon daraus hervor, daB 9 mit B verkettet
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sein kann, aber deshalb B mit A nicht verkettet zu sein braucht. Fiur
quadratische Matrizen kann man leicht Beispiele bilden, bei denen AW
von BUA verschieden ist. Ist AB = BA, so nennt man solche Matrizen
vertauschbar. Z. B. ist

AZ-A = A = A- A2,
Die quadratische Matrix
1 0 0...0
010...0
€=too01...0
000...1/ ,
heift Einheitsmatrix, und es ist — Verkettung vorausgesetzt —
CGA=A und AC = UA.
Die Multiplikation ist distributiv, d. h.
(A4 B)C=AC + BE und A(B +€) =AYV + AC.

Beweis: (a0 + bio) Cor =3 ai0Cox + 2bioCor
) e

[

und S0 (box +Cor) =i bor + aip o
e e e

Quadratische Matrizen des gleichen Typs haben demnach die Eigen-
schaft, daB Summe und Produkt erklirt sind und wieder eine Matrix
des gleichen Typs ergeben. Die Addition ist kommutativ und assoziativ,
die Multiplikation assoziativ und distributiv. Eine Menge von GrofBen,
denen diese Eigenschaften zukommen, bezeichnet man als einen Ring.

§19. Cramersche Regel; inverse, transponierte, orthogonale Matrizen.

Matrizen, die nur aus einer Spalte bestehen, werden auch Vektoren
genannt; wir werden sie mit kleinen deutschen Buchstaben bezeichnen:

/

X Y1
Xo Yo
L= . H = .
x” y?n

Diese Symbolik erméglicht, die lineare Substitution
Y1 =y % A Xp e A, Xy

Yo = Qg Xy F Ay Xy ot A= dep Xy,

Ym = Qm1 X +am2x2 T +amnxn
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in der abgekiirzten Form

= Ax
zu schreiben, wo A = (4;;) vom Typ (m, n) und Ax ebenso wie Y aus
m Zeilen und einer Spalte besteht.

Wir wollen jetzt U als quadratisch voraussetzen und durch Umfor-
mung die Veridnderlichen x,, x,, ..., %, als lineare Funktionen der
Y1, Ya» - -+, ¥ ausdriicken. Zu diesem Zweck muitiplizieren wir die
n Gleichungen der Reihe nach mit den Adjunkten A4,,, 4y, ..., Apr
der kt*" Spalte von % und addieren. Dann ist nach Satz 15

Vidie + Vedox + -+ Y dar = A%,
wo A = |A| gesetzt ist (vgl. §9).

Entscheidend ist fiir die weitere Rechnung, ob 4 verschwindet oder
nicht. Ist A 4 0, so kann man dividieren, und x,, %,, ..., x, sind als
lineare Funktionen der y,, ,, ..., y, dargestellt.

Diese Rechnung 148t noch eine andere Deutung zu. Wir fassen

p=12Ag
als ein System von # Gleichungen mit » Unbekannten x;, x,, ..., x,
auf, wihrend ¥,, v,, ..., ¥, und a;; gegebene GréBen sind.

Der hier behandelte Fall m = n und A == 0 wird Cramerscher Haupt-
fall genannt. In der Losung des Systems erscheinen die Unbekannten
als Quotient zweier Determinanten; die Nenner sind iiberall 4, und die
Zihler

Ayxyy + Agays o0+ Apin
konnen auch in Determinantenform geschrieben werden, indem in 4

die k¢ Spalte durch y,, y,, ..., v, ersetzt wird:
Ayy - Ayn P A A
Xe| o ... . =
Apy v Onn 2

Die angegebene Umformung zeigt: Wenn das Gleichungssystem
iiberhaupt eine Losung besitzt, so kann es nur diese sein. Daf3 die errech-
neten Werte fiir x,, %,, ..., ¥, auch wirklich die Gleichungen erfiillen,
ist nicht selbstverstindlich, sondern muB erst durch Einsetzen gezeigt
werden. Setzen wir

=193y,
so ist B aus den Adjunkten von a;; mit Vertauschung von Zeilen und
Spalten und nach Division durch 4 gebildet:

Ay, Agy oA
1A, Agp ... 4
% —_ A— 12 22 n2

Aln AZn e Ann
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Es ist
4 0...0
yp—sa=—[% 4-0)_¢
0 0...4

Denn dieses ist Satz 15 in anderer Form.

Wir setzen fiir ¢ den gefundenen Vektor ein und erhalten die Iden-

titat
p=ABy =Cy=1.

Die Schreibweise eines Gleichungssystems im Matrizenkalkiil fiihrt
dazu, nicht mehr von » Gleichungen mit # Unbekannten zu sprechen,
sondern von einer Gleichung mit einer Unbekannten, in der die gegebenen
GroBen Matrizen, die gesuchte ein Vektor ist.

B heiBt die zu A inverse Matrix, sie wird von jetzt ab mit A-1 be-
zeichnet. Geht man nicht von der Umkehrung einer linearen Substitution
aus, so erklirt man 9! als diejenige Matrix, die der Bedingung

AA1=C oder AU =C

gentigt. Ist || = 0, so kann keine inverse Matrix existieren, weil nach
Satz 22
||| %1 =€ =1 ist.
Es kann auch nur eine solche Matrix geben, denn angenommen

AB=C¢ und AB, = C,

so mul
AB - B) =92,
BAB — B,)) =BL =9,
G(%_%l):%_%122y
cder B =B,
sein.
Die Losung des Gleichungssystems
h = Ax

gestaltet sich jetzt formal so, als ob ), % und ¢ Zahlen bedeuten, es wird
durch 9 dividiert! Nur diirfen wir beim Rechnen mit Matrizen nicht von

einer Division sprechen noch ein Symbol % schreiben, weil AP und

B A unterschieden werden miissen. Man sagt deshalb: zur Losung der
Gleichung ) = A¢ wird links mit Y-! multipliziert.

Fir A = 0 existiert keine inverse Matrix, aber das Gleichungssystem
kann bei passender Wahl der y,, y,, ..., ¥, Losungen besitzen, wie im
fiinften Kapitel gezeigt werden soll.
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Fir die Inverse eines Produktes gilt

Satz 23:

(AB)~! = BA-L,

Beweis: Weil

ABB U1 =AU = C
ist, ist B~1A-1 die Inverse zu AB.

Mit 9’ wird die Matrix bezeichnet, die durch Vertauschung von Zeilen
und Spalten aus U entsteht; sie heiBt die transponierte Matrix. Wie
bei den Inversen gilt auch fiir die Transponierte eines Produktes der

Satz 24:

(AYB)" = B'A".
Beweis: Das Element der 7**® Zeile und k%" Spalte von A ist:
Cix =20 bk
e
Also steht ¢, in (AB)’ in der k" Zeile und st Spalte. Das an gleicher
Stelle stehende Element aus 8'A’ heiBt

Dberaio = i,
e

weil infolge der Vertauschung von Zeilen und Spalten bei % und B jetzt
der erste Index die Spalte und der zweite die Zeile angibt.
Zu erwihnen ist noch

(AY =A und A = (AN

A'-1 wird die zu A kontragrediente Matrix genannt.
Ist a;; = az;, so wird % = A’ und heiBt symmetrisch.
Ist a;;, = — a;;, so heiBt A schief-symmetrisch.
Sind r und 1) zwei Vektoren gleichen Typs (x, 1), so heilt, wie bereits
erwahnt
Y1

, Yo
'y = (%% . .. x,) : =M+ %Yt X Ya

Yn
das innere Produkt. Es ist eine nur aus einem Element bestehende

Matrix und wird deshalb eine skalare GroBe genannt. Weil sie mit ihrer
Transponierten identisch ist, ist

'y = (x'y) =y'r.
Ist 'y = 0, so heiBen die beiden Vektoren orthogonal zueinander,
man sagt auch, sie stehen aufeinander senkrecht, eine Ausdrucksweise,

die erst bei den geometrischen Anwendungen verstindlich wird (vgl.
Seite 55).
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Eine Matrix wird orthogonal genannt, wenn sie quadratisch ist und
das innere Produkt je zweier verschiedener Zeilen = 0 und jeder Zeile
mit sich selbst =1 ist:

[ 0 fiir ¢ 4=/
|1 firéi=1{"
Diese Beziehungen sind gleichbedeutend mit

AA' = E oder A = AL

Man kann auch sagen, eine Matrix ist dann orthogonal, wenn die In-
verse mit der Transponierten tbereinstimmt.
Wird die letzte Gleichung rechts mit % multipliziert, so erhilt man

AA=C,

d.h. auch %’ ist orthogonal oder aus der Orthogonalitit der Zeilen
folgt die der Spalten und umgekehrt:

0 fir k41
1 fir =1

n
2k =
k=1

n
2apa; =
l

Sind 90 und B orthogonal, so ist es auch das Produkt, weil
(AB) (AB) = ABB'A = AA = €.
Aus AA' = € folgt
|UA Y] =|C|=|A|2=1 oder |A|= 4 1.
Werden die beiden Vektoren g und t vermoge einer orthogonalen
Substitution durch g und 1 ersetzt:
1=UAr, p=12AUAy,
so bleibt das innere Produkt unverindert. Denn
Uy =rAAY =¢'y.
Dasselbe gilt auch, wenn statt 1, v, £, §) die Differenzen zweier Vektoren
r—a y—0Db ¢ —a y— b genommen werden:
(x—a) (9 —b) = (Ag — Aa)’ (Ay — Ab) = (x — )’ A AW — D)
=(@&—a'(y —0b).
Man sagt auch, das innere Produkt ist invariant gegeniiber orthogo-
nalen Transformationen.

Eine weitere Invariante wird folgendermaBen erhalten: Aus den Ele-
menten der n -+ 1 Vektoren

Xn X2 Xn+1,1
%12 Koo Xn+1,2

L=1": » L= yeeor Ll =

Xin Xon Xnst,n
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bilden wir die (n -+ 1)-reihige Determinante

X131 X210 Xpip,a
X1z Xop - Xni,2
D =
xln Xop »o- xn+1,n
1 1 ...1

Wir machen eine orthogonale Substitution:
T = Ay,.

Das sind #(n 4 1) Gleichungen, die, ausfiihrlich geschrieben, folgende
Form haben:

g = Ay Yoy Qe Yie T+ 410 Vin

Xin = An1 Y1+ GugViz T+ @paVin
Daraus ergibt sich folgende Identitat:

Ay -, 0 Yu Yar -+ Yet11
Ay -+ 8y, 0 Yiz Va2« -« Yn+1,2

D= ,
Any---Ann 0 Yin Y2n -+« Yntlin
0o ...0 1 1 1 ...1

die man durch Multiplikation von Zeilen und Spalten leicht bestitigt.
Der erste Faktor ist gleich |%| = 4- 1, und der zweite ist aus den y;
ebenso gebildet wie D aus den g;.

Wir fassen diese Besonderheiten der orthogonalen Matrizen zusam-
men:

Satz 25. Wenn W' = WA~ ist, heifit die Matrix orthogonal und hat
folgende Eigenschaften:

a) Auch die transponierte ist orthogonal.

b) Die inneren Produkie je zweier verschiedemer paralleler Reihen
sind = 0 und jeder Reihe mit sich selbst = 1.

¢) Die Determinante ist = + 1.

d) Produkte orthogonaler Matrizen sind wieder orthogonal.

e) Das innere Produkt zweier Vektorem ist gegeniiber einer orthogo-
nalen Substitution tnvariant.

1) Dasselbe gilt fiir die oben erklirte Determinante D, wenn || = + 1
1st, dagegen geht D in — D diber, wenn || = — 1 ist.
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Werden Vektoren in der Weise verindert, daf3 iiberall ein konstanter
Vektor ¢ addiert wird, so spricht man von einer Parallelverschie-
bung des Koordinatensystems. Dadurch bleiben die Differenzen

t—a=yx+c—(a+¢
unverdndert, also ist das innere Produkt in der Form
(tr—a)(m —0b)
invariant bei einer Parallelverschiebung.
Ebenso verhilt sich D, weil

Fpp Fe Xy F6p e Xy T 6 X1 X1 -+« Xpi1,1

Xrg HCp Xag FCp e Xpype TG X1z oz -+ Xayye

Xin +Cn Xppn T Cn oov Xpyr,n Tt Cn Xin Xan -+ Xnein
1 1 1 1 1 ... 1

ist. (Letzte Zeile mit c; multiplizieren und von der z'*" subtrahieren.)

§ 20. Aufgaben.

1. Folgendes Gleichungssystem soll mit Hilfe der Cramerschen Regel
gelost werden:
3x — y—2z2+4 u=1
2x+ y+ 24+3u=26
— x+3y+2z+4u=1
—2x — 2y 4+ 32 —2u=17.
2. Durch Bildung der inversen Matrix soll folgende lineare Substi-
tution umgekehrt werden:

Y =062, +2x, 4 3%,
Yo =42, + 5%, — 2%,
Y3 = Tx; + 2x, + 4x5.

3. Es sei
n 0 ...0
M = 0 u,... 0
0 0...u,
eine Matrix, in der alle auBerhalb der Hauptdiagonale stehenden Ele-
mente verschwinden. Die GréBen uy, y,, . . ., g, sollen alle untereinander

verschieden sein und keine von ihnen soll verschwinden. Es sollen alle
Matrizen Y angegeben werden, fir die

AM = MA

ist.



48 Matrizen.

4. Die 6 Matrizen

1 00 2 —1 -1 -1 4 -5
&, =|01 0}, G,=|2 —1 —2), &= 01 o
0 0 1 1 —1 0 00 1
—2 7 —11 1 2 -7 —~16 —12
€ =|-2 17 —12], 35=(2 —1 —2], C=|—-27 —12
—-13 — 5 1 —1 0 ~13 -5

haben die Eigenschaft, daB das Produkt von je zweien wieder eine der
6 Matrizen ist. Man sagt auch, sie bilden eine endliche Gruppe. Auf-
gabe: Die Gruppentafel ist aufzustellen, d. h. eine quadratische Tafel
aus 6 Zeilen und 6 Spalten ist auszufiillen, die Reihen sind mit 1 bis 6
numeriert, und es wird z. B. in das Feld der zweiten Zeile und dritten
Spalte &, eingetragen, weil &,8; = €, ist.

§ 21. Geometrische Anwendungen.
Vgl. BIEBERBACH, Analyt. Geometrie § 11 und 12.
g y

Es sind X, und X, bzw. X, X, und X, die aufeinander senkrechten
Koordinatenachsen der Ebene bzw. des Raumes. Es werden in den fol-
genden Betrachtungen nur rechtwinklige Koordinatensysteme zugrunde
gelegt. Die Koordinaten eines Punktes werden mit x,;, x, bzw. x;, x,, %3
bezeichnet. Anfangspunkt ist O, und die Strecke

r = Va2 + a2 + 2

ist der stets positiv zu nehmende Abstand des Punktes P vom Anfangs-

punkt.
Jedem Punkte ist, je nachdem wir Geometrie der Ebene oder des
x %1
Raumes treiben, ein Vektor( l) oder | x, ] zugeordnet, den wir mit
X
\X3

-
OP oder wie vorher mit ¢ bezeichnen. Ist h = 0Q ein zweiter Vektor, so

wird durch P und Q der Vektor PQ bestimmt, und es ist

>

PQ =19 — 1 oder QP—z—t)
Es besteht die Identitat
. 0P+P(+00=09
Denn es ist Q0 = — 0—(3: — 1.
Ein Punkt P kann auch durch seinen Abstand » vom Nullpunkt und
durch die Richtung des Vektors 6}; gegeben sein. Diese ist durch die
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—>
drei Winkel «,, a,, o, die O P mit den Achsen bildet, festgelegt, und es
ist

Xy = ¥ COSA;, Xy =7 COSAy, X3 = FCOS0;.

. . . L . T
Fir die Ebene ist o = und o, 4- a3 =-. Also
X, = ¥ COS&;, X, =rsina,.
Wir fithren eine Drehung der Koordinatenachsen in der Ebene um

den Winkel ¢ (Abb. 1) aus. In bezug auf das neue System habe P die
Koordinaten y,, y,. Der Abstand r bleibt, «, geht in §, iiber; dann ist

o =p +¢
und
%, = rcos (B, + @)= rcosf cos ¢ — rsinf, sing =y, cosp — y, sing,

%y =7rsin(f, + ¢) =7 cosP,sing + rsinfcosp = y,sing + y, cos p.

Oder X, s
i 9
(xl __(cosg —sing) [y,
\xz) (Sintp Cow)(yz)' yz
7,
Die hier auftretende Matrix ist K 4
orthogonal. Denn die Umkehrung .
der Substitution ergibt = 2%
1\ cos@ sing xl) z X
Ya —sing cosp/ \ x, /) AbD. 1.

Die inverse Matrix ist also mit der transponierten identisch, sie entsteht,
wenn @ durch — ¢ ersetzt wird; das bedeutet, die Drehung wird riick-
gingig gemacht.
Die Form
cosp —sing
<sin ¥ cosg,

gibt die Moglichkeit, durch beliebige Wahl des Winkels zweireihige
orthogonale Matrizen anzugeben. Man nennt einen solchen Ausdruck
eine Parameterdarstellung und die verinderliche Groe ¢ den
Parameter.

Es fragt sich, ob in dieser Darstellung alle derartige Matrizen ent-
halten sind; das ist fiir solche mit der Determinante -+ 1 richtig.

1 %12

. (“1

Denn es sei
31 Qg
reell. Dann gibt es, weil 4% + a?, = 1 ist, stets einen Winkel ¢, so da3

) orthogonal, a,, @y, — 4,54, = 1 und die a,;

a,, =cosp und a, = — sing
Nei8, Determinanten. 2. Aufl. 4
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wird, und aus
@11 g1 + @12 Gy == @y COSQ — ay, Sing = 0
folgt
ay =Asing und a,, =4 cosg,

wo A mit Riicksicht auf a,,a,, — a,,4,; = 1 den Wert 1 haben muB.

Um dreireihige orthogonale Matrizen zu erhalten, betrachten wir
Drehungen im Raum. Sie werden in drei Schritten ausgefiihrt. Wir
drehen zunichst nur die X, X;-Ebene, wobei die X,-Achse festgehalten
wird. y,, ¥,, ¥; sind die Koordinaten in bezug auf das so verinderte
System, dann ist

= x N 1 Y Y %1
Y2 = %, Cos@ +xysing oder [y, | =0 cosp sing %y
Y3 = — X, Sing + x5 cosg Vs 0 —sing cose %3

Dreht man danach um die soeben entstandene Y,-Achse, so wird,
wenn y der Drehungswinkel ist,

2, cosy 0 siny Y1
2, | = 0 1 0 ) Vo
24 —sing 0 cosy Vs

SchlieBlich wird die Z;-Achse festgehalten und um v gedreht:

u, /' cosy siny O 2
U, | = | —sinyp cosyp O 2y

U3 0 0 1 25
%,, Uy, %z sind die Koordinaten in bezug auf das durch drei Drehungen
entstandene System; sie lassen sich durch Zusammensetzen dieser drei
Transformationen durch x,, x,, x, ausdriicken:

%, cosy siny 0 cosy 0 siny\ /1 0 0 %
4y |=[ —sinyp cosy O 0 1 0 0 cosp sing] |x,].
g 0 0 1 —siny 0 cosy/ \0 —sing cosp/ \x

Die so gebildete Matrix ist orthogonal, weil sie Produkt aus drei ortho-
gonalen Matrizen ist. ¢, 7 und p heiBen Eulersche Winkel. Sie sind
die Parameter dieser Darstellung von dreireihigen orthogonalen Matrizen.

Indem wir zugleich auf n-reihige Matrizen erweitern, werden wir
zeigen, daB durch eine solche Parameterdarstellung alle orthogonalen
Matrizen mit positiver Determinante erhalten werden.

Wir verstehen unter ., () (¢ < &) folgende Matrix: In der st" Zeile
und z'*" Spalte steht cos g, ebenso in der kt" Zeile und &*" Spalte. Das
Element der #**" Zeile und k%" Spalte ist sin ¢ und das der kt* Zeile und
1e" Spalte ist —sin @. Alle iibrigen Elemente sind, sofern sie nicht in der
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Hauptdiagonale stehen, = 0, und die letzteren = 1. Alle %, sind ortho-
gonal, ihre Determinante ist + 1, und es gilt:

Bix (@) = B (@) = Bun(—¢).
In dieser Schreibweise erhilt die oben angegebene dreireihige Matrix
die Form:

P12(y) Bia(x) Pos(p) und die inverse: Bos(— @) Bra(— ) Bra(— ).
Satz 26. Jede n-reihige quadratische Matrix © = (s;;) laft sich auf
die Form bringen:
6= s»Blz sfBla .. 'sBln 5323 51324 .. -ﬂszn .. '.%n—l,n'% .
Jedes B, hingt noch von einem Winkel @, ab, und diese Grofen kinnen
so bestimmt werden, daf alle unterhalb der Hauptdiagonale von B stehende
Elemente verschwinden: also
bll b]2 bl3 A bln
0 by byz...by,
B=| 0 0 byy...b3,

0 0 0 ...5,,
AuBerdem kann man noch errveichen, daf by, by, . -, bny, n-1 Micht nega-

tiv ausfallen.
Die Anzahl der verfiigbaren Winkel g, ist

m—1)+m—2) 4 F2+1=

Andererseits treten in 8 ebenso viele Nullen auf. D. h. die Zahl der Be-
dingungen ist ebenso groB wie die Zahl der zu bestimmenden GréBen.

Beweis: Wir bringen durch linksseitige Multiplikation der Reihe nach
die Faktoren 9, auf die andere Seite und bestimmen die Winkel.
@2 Wird so gewihlt, daB in

B (712) © =T = (ti)
das Element #,) = 0 wird. Es wird durch Multiplikation der zweiten
Zeile von B, (— @y,) mit der ersten Spalte von & erhalten:

n(n—1)

lay = S11 SIN@yp =+ Sy COSPy, = 0.

Ist s;;, =0, so wird ¢,, = % , sonst

S,
8P = — 5_: .
Jetzt wird @5 in gleicher Weise ermittelt. In
PBis (— ¢1a) T

soll das Element der dritten Zeile und ersten Spalte verschwinden, also:
Ly sing;s + t3 cosgyy =0

dient zur Bestimmung von ¢,,.
4%
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Wir beachten noch, daB3 ¢,; = 0 war und auch bei dieser Umformung
nicht verdndert wird, denn die Multiplikation der zweiten Zeile aus
P13(— @13) mit der ersten Spalte aus T ergibt

Oty + 14y, + 025y 4+ -+- +0-¢,, = 0.
In der Weise fortfahrend, kommen wir zu einer Matrix
C =B Brr-1--- P B! © = (cin)»
bei der ¢y = ¢3 =+++=¢,, = 0 ist. Es soll aber noch ¢;; = 0 sein.

Dies wird bei der letzten Multiplikation erreicht. Wird die vorletzte
Matrix mit (r;;) bezeichnet, so haben wir zuletzt folgendes Produkt:

cos@y, 0...0 —sing,, TR
0 1...0 0 0
Bin(—@1a) (riz) = IR : : = (cex)
0 0...1 0 0
\sing;, 0...0 cosg,, Fny -/

Cyy = 711 COSQyp — 7y SINQ , = 0
Cny = 71 SINQyp 4 75, COSQ, = 0.

Den aus der letzten Gleichung entnommenen Winkel ¢, , darf man um n
vermehren; wiirde also ¢;; negativ ausfallen, so nehme man statt ¢,
den Winkel ¢, ,, + 7, dadurch dndern Sinus und Kosinus ihr Vorzeichen.

Durch linksseitige Multiplikation mit Rz' (@) wird das unter c,,
stehende Element zum Verschwinden gebracht. Bei dieser und allen
folgenden Umformungen bleibt die erste Spalte unverindert, wie aus
folgendem Schema ersichtlich ist:

/1 0...0 Chy - (eyy o
0 0 _{o
0 0 0

Denn jedes Rz (k =3, ..., n) hat die im linken Faktor angegebene
erste Zeile und erste Spalte.

In gleicher Weise werden die iibrigen Spalten behandelt. DaB dabei
die bereits vorhandenen Nullen nicht mehr verindert werden, zeigt
folgendes Schema:

10...0 dy dyy .. dy dy
0 1...0 0 dy ... 0 dy,
0 0.... 0 0o ... = 0 0 .
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Damit ist der Satz bewiesen. Man erkennt auch, daB die Bestimmung der
Vorzeichen der Glieder in der Diagonale nur bis b,_; ,_, moglich ist;
bis dahin sind alle =0, b,,, kann auch negativ sein.

Satz 27. Ist @ orthogonal, so ist B fiir den Fall | @| = +1 die Ein-
heitsmatrix, und fir | €| = —1 ist b,, = — 1, sonst ist B mit der Ein-
heitsmatrix identisch.

Beweis: B ist das Produkt aller B;, und &, also Produkt lauter
orthogonaler Faktoren, also selber orthogonal. Das innere Produkt der
ersten Spalte mit sich selbst ist 42, = 1, und da b,, nicht negativ ist,
muB b, = 1 sein. Fiir die erste Zeile ist

Uy 4 O+ B =

das ist aber, da wir es nur mit reellen Zahlen zu tun haben, nur moglich,

wenn
b12 :bm:“':blnzo

ist. Jetzt 1aBt sich die gleiche Uberlegung fiir die zweite Spalte und
zweite Zeile anwenden, woraus

622=1,623=---=b2"=0

folgt; das geht so weiter bis b,y 5y =1, byy o = 0. Fir b,, bleibt
jetzt nur noch + 1. Welcher dieser beiden Werte zu nehmen ist, ergibt
sich durch Vergleich der Determinanten. Da alle | B,;| = + 1 sind, ist

|€|=1%].
Alle n-reihigen orthogonalen Matrizen mit positiver Determinante

sind durch das Produkt der B, als Funktionen der z ("2_

dargestellt. Im Falle negativer Determinante ist noch ein Faktor zuzu-
fiigen, der sich von der Einheitsmatrix nur dadurch unterscheidet, daB
an letzter Stelle — 1 steht.

Orthogonale Transformationen mit positiver Determinante sind
also gleichbedeutend mit einer Reihe von Drehungen um gewisse feste
Achsen. Ist die Determinante — 1, so kommt zu der Drehung noch
hinzu, daB eine der Achsen ihre Richtung dndert, wihrend die anderen
bleiben, also eine Transformation der Form

1
) Parameter g,

N=2XpYs = %9 eees Y1 = Xp1s Yn = — Xp.

Das bedeutet bei n = 2, daB die obere Halbebene auf die untere um-
geklappt wird und ebenso die untere auf die obere. Es ist eine Spiegelung
mit der X,-Achse als Symmetrieachse. Fiir n = 3 liegt eine Spiegelung
vor, bei der die X,X,-Ebene Symmetrieebene ist. Wihrend bei Dre-
hungen Figuren oder Kérper in kongruente {ibergehen, werden bei einer
Spiegelung aus den betreffenden Gebilden die symmetrischen.

Satz 26 1aBt folgende geometrische Deutung zu: Die einzelnen Spal-
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ten der Matrix @ mogen die Koordinaten je eines Punktes bezeichnen;
z. B. fir den Raum:
X1 Vi
=] % ¥y-..
Xz Vg

Satz 26 sagt aus, daB man das Koordinatensystem so drehen kann, da3
X%y = x3 = y; = 0 wird, das transformierte System kann also so ge-
legt werden, daB die X,-Achse durch einen vorgegebenen Punkt geht,
und ein zweiter gegebener Punkt in der X, X,-Ebene liegt. Der Inhalt
dieses Satzes ist fiir » = 2 oder # = 3 anschaulich ohne weiteres klar,
er ermoglicht, die Drehungswinkel anzugeben. Fiir beliebiges # ist na-
tiirlich ein Beweis erforderlich.

Wir kommen zur geometrischen Deutung der im § 19 erklirten In-
varianten.

1. Das innere Produkt betrachten wir in der Form

(x—a)(y—b).

Es ist durch die vier Punkte X, 4, Y, B bestimmt. Durch Parallel-
verschiebung machen wir 4 zum Nullpunkt, und durch Drehung wird
erreicht, daB X auf der X,-Achse liegt. Dann ist

y1— b
(x—a)(H—0)=(x, 00y, —by | =% (y,—b).
Y3 — by

x, ist die Strecke A X = 7, und y, — b, ist die Projektion der Strecke
BY =7, auf die X,-Achse. Also:

¥ — by = r, cosp,
—> - >
wo @ den Winkel bezeichnet, den die Vektoren 4 X und B Y miteinander

bilden. Da durch zwei Richtungen im Raum der Drehungssinn nicht
gegeben ist, kann 0 < ¢ < 7 angenommen werden. Haben x, und y, — b,

gleiches Vorzeichen, so ist 0 < ¢ <i2l-, andernfalls liegt @ im zweiten
Quadranten. Da die Abstinde zweier Punkte und die Winkel zweier
Geraden auch bei Drehungen und Parallelverschiebungen unverindert
bleiben, gilt bei beliebiger Lage der Achsen:
(£ — )’ (b — b) = 7,7, cOS .
Ist insbesondere x =t und a = b, so ist ¢ = 0, und wir erhalten die
Formel X, — a
(x—a)f(x—a)= (2, —a;, % —ay, ¥3—ag)|x—a
X3 — a3
= (% — )% + (% — )% + (%5 — ag)® = 4 X2,
durch die der Abstand zweier Punkte angegeben wird.
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Die Anwendung des Distributivgesetzes auf die letzte Gleichung er-
gibt
*AXP= (Y ) —a) =y () —a' g =rr+aa—ga—ay
=0X%2+0A4A2—2-0X-04 cos(A0X).
Denn
ra=a'yg (vgl. S. 4).
* ist der Kosinussatz der ebenen Trigonometrie.

Um den Winkel @ zweier vom Nullpunkt ausgehender Vektoren OX
und OY zu bestimmen, setze man a = b = . Dann ist
'y = %Y1 + %Y, + X3Y3 = 717, COS @,
eine Beziehung, die durch Einfiihrung der Richtungskosinus in

COS @ = CO0s &, €OS ff; + cos a, €Os B, + cos ag cos fy
ibergeht.

Ist t =19, so ist ¢ = 0 und «; = f, usw. Danach ergibt sich eine
Bedingung, die die Richtungskosinus eines Vektors erfiillen miissen:

1 = cos?u; + cos?a, + cos?ag.

Ist das innere Produkt = 0, so haben wir die Vektoren orthogonal
genannt; in der Tat ist dann cos ¢ = 0 und die Vektoren stehen senkrecht
aufeinander.

2. Die in § 19 betrachtete Determinante war aus den Koordinaten
von % -4 1 Punkten gebildet. Fiir die geometrischen Anwendungen
kommen nur # = 2 und #» = 3 in Betracht. Es ergeben sich Formeln fiir
den Inhalt eines Dreiecks und das Volumen eines Tetraeders. Es geniigt,
den Fall » = 3 durchzufiihren.

Wir brauchen vier Punkte A, mit den Koordinaten «x,;, %,, #,3
(» =1,2,3,4) und bilden

X X X1 Xq
X12 X2 X3z X2
D —
%13 %23 X3z Xg3
1 1 1 1
Durch Parallelverschiebung wird 4, zum Nullpunkt gemacht, dann ist
X111 Xa1 X3t
D=| 2, %p %z |
%13 X3 %33

und durch Drehung wird erreicht, daB x,, = %,3 = %,3 =0 wird.
Nach dieser Vereinfachung ist

D = %, %gp %43.
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- > —>
Erginzt man die beiden Vektoren 04, und OA4,, indem man durch
A, und A, Parallele zieht, zu einem Parallelogramm, so ist x,, x,, sein

Inhalt. In gleicher Weise lassen sich OA:, OAZ, OA)3 zu einem Parallel-
epiped erginzen. Nimmt man das eben genannte Parallelogramm als
Grundfliche, so ist x5, die Héhe und D sein Volumen.

Das Parallelepiped 148t sich durch eine durch 4,4, gehende zu O A,
parallele Ebene in zwei gleich groBe dreiseitige Prismen zerlegen, und
ein solches durch geeignete Schnitte in drei inhaltsgleiche Tetraeder
aufteilen; demnach ist das Volumen V des Tetraeders 04,4,4;

V=1D.

Da dieser Korper bei Drehung und Parallelverschiebung in einen kon-
gruenten ibergeht, so ist allgemein das Volumen eines Tetraeders,
ausgedriickt durch die Koordinaten seiner vier Eckpunkte,

X1 X1 X3 Xa

Vo1 X1z Xop Xz Xgp
=%
X13 Xag X33 g3

1 1 1 1

L4Bt man in D eine Zeile und eine Spalte fort, so erhalten wir die
entsprechende Formel fiir die Ebene; der Inhalt eines Dreiecks ist

Xn X1 X3

_ 1
J =53] %12 X2 X3

1 1 1

Ist die Determinante der transformierenden orthogonalen Matrix — 1,
so liegt, wie erwihnt, eine Spiegelung vor. Dabei wechselt D das Vor-
zeichen. Das ist gleichbedeutend mit der Vertauschung zweier Ecken.
Man sagt auch, der ,,Windungssinn*“ bzw. der ,,Umlaufssinn‘‘ wird ge-
andert. (Zur genaueren Erklirung dieser Begriffe wird auf BIEBERBACH:
Analytische Geometrie, verwiesen.)

Nimmt man ein Dreieck im Raum, so kann durch die Lage der drei
Eckpunkte der Umlaufssinn nicht bestimmt sein, da er sich dndert, wenn
das Dreieck von der anderen Seite betrachtet wird. Eine Formel, durch
die der Inhalt J eines im Raum gelegenen Dreiecks aus den Koordinaten
seiner Eckpunkte gegeben wird, kann daher nicht rational sein, da das
Vorzeichen von J hierbei unbestimmt bleiben muB.

Wir leiten eine solche Formel ab. Der eine Eckpunkt liegt im Null-
punkt, die beiden anderen seien X und Y und die entsprechenden Vek-
toren r und Y. Aus den Koordinaten bilden wir die Systeme:

X, X, X3 X, Xy X3

Y Y2 Vs Yy Y2 Vs
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Das verallgemeinerte Multiplikationstheorem (Satz 20) auf diese Systeme
angewendet, fithrt zu folgender Identitit:

2 2 2

+

% Xy

Y1 Y

X3 %

Ys N

Xy Xy

Yo Vs

' 'y
n'r 9’y
Weil links nur innere Produkte stehen, die bei Drehungen invariant
bleiben, darf man das Koordinatensystem so drehen, daB X auf der
X,-Achse, Y in der X, X,-Ebene liegt, dadurch wird x, = 23 = y; = 0.
Dann wird die rechte Seite = (x,y,)%, also == 4 J2. Es gilt daher allge-
mein:

4]22132 zﬁl.
hr 9y

Von hier aus kann man leicht auf die Dreiecksseiten iibergehen. Wir
setzen OX =a, OY = b, XY = c. Dann ist:

a? ab cos (a, b)
4 J2 ==
ab cos (a, b) b2
0111
2 a2 a? - b2 — c? 1 0 ¢ b2
16 J2 = = —
a® -+ b — c? 2 b2 1 ¢2 0 a?
1 b2 a2 0
0ad c
a c b
=71, =(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c).
c a
c a 0

Die letzten Umformungen mége der Leser selber nachpriifen (vgl. § 12,
Aufgabe 13).

Das Volumen eines Tetraeders soll durch seine sechs Kanten aus-
gedriickt werden (vgl. § 12, Aufgabe 5). Die Eckpunkte seien 0,X,Y, Z,
und die Kanten werden folgendermaBen bezeichnet:

OX=a, 0Y=4, 0Z=y, XY=¢, YZ=0a, ZX =b.
Dann ist
1 N4
V=4 % 5 2
X3 Y3 23

Wir bilden durch spaltenweise Multiplikation V2, dabei werden die
auftretenden inneren Produkte ¢’ g, ¢'y,... durch die Kanten und die
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Kosinus der eingeschlossenen Winkel ersetzt:

«? afcos(x,fB) aycos(xy)
36V2=| af cos ( f) B? By cos (B, y)
ay cos (a, y) Py cos (B, ) v?

2a2 a2+ﬂ2‘62 a2+},2_62
8.36 VZ.: a2+ﬂ2_62 2'32 ﬂ2+y2ﬁa2
a2+y2_b2 ﬂ2+y2_a2 2y2

0 2% b2 o2
(32 0 a2 ‘32
= | b2 a2 0 .2
«? B2 y2 0
1 1 1 1 0

i e T S

Um die fiinfreihige Determinante auf die dreireihige zuriickzufiihren,
subtrahiere man die vierte Zeile von den drei ersten und verfahre ebenso
mit der vierten Spalte. Eine Zerlegung in Faktoren gelingt bei dieser
Determinante nicht.

§ 22. Transformation einer Matrix auf die Diagonalform.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie eine beliebige Matrix
durch rechts- und linksseitige Multiplikation auf eine besonders einfache
Form gebracht werden kann. Wir betrachten zunichst drei Typen von
Matrizen und untersuchen, welche Verinderungen durch Multiplika-
tionen mit diesen bewirkt werden.

1. Vertauscht man in der Einheitsmatrix € die ¢t¢ und kt® Zeile
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die 7' und k% Spalte, so entsteht
eine Matrix, die mit %B;, bezeichnet wird. Z. B, ist fiir n = 4

0010
0100
1 000
0001
Es entsteht 8B, aus A durch Vertauschung der zt¢® und kte? Zeile und

A B, aus A durch Vertauschung der 2" und kte® Spalte. Um dies ein-
zusehen, geniigt folgendes einfache Beispiel:

SB13 =

x, 0 01 % X3
Bis{x]=101 0 % | =1 x

%5 1 00 %3 x,
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und

0 01
(%, %2 %3) Byz = (%;%,%3) |0 1 0] = (x3%,%)).
1 00

Ferner ist |8;;] = —1 und B;; = By, = V3.

2. Wir gehen wieder von der Einheitsmatrix aus, ersetzen die Null
in der %" Zeile und kte" Spalte (¢ + k) durch eine Gré8e x und nennen
eine solche Matrix €;,(x). Wird % mit €, (x) links multipliziert, so
wird dadurch in U die k¢ Zeile mit x multipliziert und zur ste" addiert;
AC; . (x) entsteht aus A, wenn die mit x multiplizierte s*¢ Spalte zur
ktem addiert wird. Auch hier geniigt ein Beispiel, bei dem % nur aus einer
Reihe besteht, denn die parallelen Reihen verindern sich ebenso.

a; 1 000 a, a,
a 01 0 x a a, + xa
Cyy (%) = Pl= ‘1 und
a, 0010 ag dy
a, 0001 a, a,
1000
01 =x0
(a1, a3, a3, a5) Cy3(x) == (ay, ay, a3, a,) 0010 =(a,,ay, a3+ %4y, ay).
0001

Ferner ist | €;,(x)] =1 und G3'(x) = G;(— ).

3. Eine Matrix, in der alle Elemente auBerhalb der Hauptdiagonale
verschwinden, heiBt eine Diagonalmatrix. Sie ist auch fiir rechteckige
Matrizen erklirt und soll mit I bezeichnet werden. Je nach der Gestalt
des Rechtecks kénnen sie folgende Form haben:

0 ... 0
10 0 ...0 0 #a--. 0 % 0 ...0 0...0
0 -0 oder |0 0 ...u, | oder 0 #0000
0 0 ..U, ? (.) 0 00 ...u, 0...0
00 ...0

Fir quadratisches M ist
| M| =gy pta - - - -

Multipliziert man U mit einer Diagonalmatrix, so werden, wie man sich
leicht iiberzeugt, bei M A die Zeilen und bei AM die Spalten von A der
Reihe nach mit uy, y,,. .., u,, multipliziert.
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Quadratische Diagonalmatrizen sind vertauschbar (vgl. § 20, Auf-
gabe 3).

Wir kommen zu folgendem wichtigen

Satz 28: Ist A eine belicbige Matrix vom Typ (m, n), so gibt es zwes
quadratische Matrizen € und T von m bzw. n Reihen, sodaf

CAT =M

wird. Hier ist M etne Diagonalmatrix, © und T sind Produkte von Ma-
trizen B, und €, (x), also sind | S| und |T| =+ 0.

Beweis: Wiirde YU aus lauter Nullen bestehen, so hitte es die Dia-
gonalform; andernfalls hat % von Null verschiedene Elemente. Durch
Vertauschen von gewissen Zeilen oder Spalten, d. h. durch Multipli-
kation mit geeigneten LB, links oder rechts, erreichen wir, daB ein
solches Element an den Anfang kommt. Die neue Matrix bezeichnen wir
wieder mit ¥, und jetzt ist a,, <+ 0.

Folgende Produktbildung zeigt, wie man schrittweise zur Diagonal-
form gelangt:

1 0...0

(. s - B L}
_? 1...0 ay ..., a3 ay; an
n . - 0 1 0o ... 0
B10...0
a5
Amy Amn
aml 1 0 0 0 l
an
a, 0...0
0
= 2
0 /

Der linke Faktor ist das Produkt
_@) s [ %) —_ 9m
Co(—52) € (= 22) . G [ 2)
und der rechte

= 52) 0a(-2) (- 2).

a5

9B hat eine Zeile und eine Spalte weniger als %, und die weitere Um-
formung kann in gleicher Weise erfolgen. Ist % einreihig, so hat man
entweder nur links oder nur rechts zu multiplizieren, womit fiir diesen
Fall der Satz bewiesen ist. Wir wenden den Induktionsschlul an. Da-
nach existieren zwei Matrizen €, und I,, sodal

€, 8T, =M,
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ist, und &,, ¥,, M, die verlangten Eigenschaften haben. Dann ist

1 0...0 a; 0...0 1 0...0, ay; 0...0
0 0 0 0

- A . oW, '
0 0 0 0

was zu beweisen war.

Ohne Beweis sei noch folgende Erginzung zu diesem Satz erwidhnt:

Wenn die a;, ganze Zahlen sind, so kann die Diagonalform stets in
der Weise erreicht werden, daB tiberall in den G, (x) fiir die GroBen x
ganze Zahlen gesetzt werden. Das gleiche gilt, wenn die Elemente
ganze rationale Funktionen einer oder mehrerer Veranderlichen mit
rationalen Koeffizienten sind. Die Elemente der Matrizen & und
haben dann die gleiche Eigenschaft und ihre Determinante ist + 1.
(Vgl. SCHREIER-SPERNER: Analyt. Geometrie II §8.)

Eine andere Formulierung des Satzes 28 ist, folgender

Satz 29: Jede Matrix ist Produkt von Matrizen der Form G (%), By
und einer Diagonalmatrix.

Denn aus GAT = M folgt A= S 1M I, und &' und T-! sind
als inverse von solchen Produkten wieder Produkte von €,;(x) und 8B,;.

Ist A quadratisch, so ist

A= = | M| =21 tg - -t
Beispiel: Die Matrix

1 7
A= (J 6
1 4 3

soll auf die Diagonalform gebracht werden.

Um die erste Zeile auf die gewiinschte Form zu bringen, wird rechts
mit E,,(— 7) und €;(— 5) multipliziert, und die linksseitige Multi-
plikation mit @,,(— 3) G,,(— 1) fithrt hinsichtlich der ersten Spalte
zum Ziel. Die Faktoren werden zusammengefalBt:

.1 0 0 1 7 5 1 -7 —5) 1 0 0
-3 1 0)-13 6 2)-1{0 1 O)z 0 —15 --13
—1 0 1 1 4 3/ 0 0 1. 0 - 3 — 2

Es bleibt
—-15 —13
B={_3_2

noch zu transformieren. Zur Vermeidung von Briichen sorge man dafiir,
daB ein Element, wenn méglich, den Wert -+ 1 erhilt. Wir subtrahieren

[SSIN
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deshalb die zweite Spalte von der ersten, d. h. wir multiplizieren rechts
—1

3 [ 4 T S B G BT

SchlieBlich ist:

1 0
mit ( 1). Danach werden beide Zeilen vertauscht:

1 0 -1 — 2\ /1 -2 —1 0
(—2 1_)(—2—13)(0 1):( 0—9)'
100
Alle diese zweireihigen Matrizen werden durch {0 gerandert,
0
und so wird:
€ == By (— 2) By €,y (—3) Gy (= 1)
1 00 1 0 0 10 O
= 0 01 <— 31 0)=|—-120 1 und
0—-21 010 1 01 —-—11 -2
T=Cp (=7 Cu(—95) Cp(—1) Cu(—2)

—d 1 0 0 1 0 0 1 -2 —1

0 1 0 1 0J10 1 —2)=|{0 1 —2.

\0 0 1 —1 1 0 0 1 0 —1 3
1

SUAT = (O -1 0]=%m.
0 0 —9
Die Darstellung der Matrix 9 gemilB Satz 29 lautet:
A= Gy (1) €y (3) B €y (2) MEyy (2) Cyy (1) Cia(5) €2 (7),
und es ist

o= —[m|=~

§ 23. Rang einer Matrix.

FroBeNIUs hat den Begriff ,,Rang einer Matrix‘ eingefiihrt;
die Bedeutung dieser GréBe und die ZweckmiBigkeit, sie zu benennen,
tritt bei allen Anwendungen, insbesondere bei der Lésung eines linearen
Gleichungssystems, in der analytischen und projektiven Geometrie
klar hervor. Wir geben drei Definitionen, von denen die dritte erst im
nichsten Kapitel folgen wird.

Erste Erkldarung: Der Rang einer Malrix ist v, wenn mindestens
eine r-rethige von Null verschiedene Unterdeterminante vorhanden ist, aber
alle r + l-rethigen Unterdeterminanten verschwinden.



§ 23. Rang einer Matrix. 63

DaB dann auch alle héheren Unterdeterminanten = 0 sind, bedarf
wohl keiner weiteren Ausfiihrung.

Danach ist z. B. die Angabe, der Rang eines Vektors ist = 1, gleich-
bedeutend mit: Der Vektor ist von © verschieden. GréBer als 1 kann
der Rang natiirlich nicht sein, weil aus einer einreihigen Matrix nur aus
einem Element bestehende Unterdeterminanten gebildet werden kénnen.
Ist also mindestens eine solche Unterdeterminante, das ist aber ein
Element (eine Koordinate) von Null verschieden, so ist der Vektor
nicht 9.

Ist bei einer quadratischen n-reihigen Matrix » <<#, so ist sicher
die Determinante dieser Matrix = 0. Die genauere Angabe r =n — 1
besagt, daB unter den #2 Unterdeterminanten aus # — 1 Reihen sicher
eine von Null verschieden ist.

Satz 30: (Invarianz des Ranges). Ist B quadratisch und | 8|+ 0,
so dndert sich der Rang einer beliebigen Matrix N nicht, wenn mit B mul-
tipliziert wird; wir schreiben auch:

Rang (AB) = Rang (A)
und Rang (8%U) = Rang (A).
Ist B beliebig, so kann durch Multiplikation mit B der Rang nur verkleinert
werden:

Rang (AB) = Rang (A)

Rang (BU) < Rang (A).

Erster Beweis: 1. Der Rang dindert sich nicht bei beliebiger Multi-
plikation mit einer Matrix B, weil dadurch nur Zeilen oder Spalten
untereinander vertauscht werden, und die Frage, ob eine Unterdeter-
minante verschwindet oder nicht, ist von einer solchen Veridnderung
unabhingig.

2. Wird % mit einer Diagonalmatrix multipliziert, so werden bei
IM A alle Zeilen und bei AIM alle Spalten der Reihe nach mit y,, ps,. ..

multipliziert. Ist A eine Unterdeterminante aus 2 und A die aus den

gleichen Zeilen und Spalten gebildete aus M A, so ist A ein Produkt aus 4
und gewissen Faktoren ;. Ist also 4 = 0, so ist auf jeden Fall auch

4 =0. Wenn also alle (r + 1)-reihigen Unterdeterminanten aus A
verschwinden, so gilt das gleiche fiir M A; d. h.

Rang (M A) < Rang (A).
Ist aber | M| 4 0, so sind alle x; < 0, und wenn dann A + 0 ist, muB
auch A 4 0 sein. In diesem Falle ist

Rang (M A) = Rang (¥).
3. Auch die Multiplikation mit @, ,(x) dndert den Rang nicht. Es
> A= Gy (x) U
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9 ist aus U entstanden, indem die k% Zeile mit x multipliziert und zur
iten addiert wurde. Ist 4 eine Unterdeterminante aus 9, so ist zu unter-
scheiden, ob “A die 4t Zeile enthalt oder nicht; im letzteren Falle ist A
auch zugleich Unterdeterminante aus % und verschwindet, wenn sie mehr
als » Reihen hat, denn nur die 7% Zeile hat ja eine Verinderung erfahren.
Andernfalls ist

A=A, + x4,

hier ist 4, eine Unterdeterminante aus A, 4, hingt mit 4, so zusammen,
daB die ¢t Zeile durch die %% aus U ersetzt ist. 4, enthilt also entweder
zwei gleiche Zeilen, oder es ist eine andere Unterdeterminante aus ¥,
je nachdem, ob die k¢ Zeile in 4, vorkommt oder nicht.

Besteht A aus 7 -+ 1 Reihen, so gilt dasselbe fiir 4, und 4,; diese
verschwinden aber, weil Rang (U) = » ist. Also sind alle » + 1-reihigen

Unterdeterminanten aus 9 gleich Null, und
Rang (¥) < Rang (%).

Um aber noch zu zeigen, daB hier das Gleichheitszeichen stehen muf,
beachten wir, daB umgekehrt % aus U in gleicher Weise gebildet werden
kann:

A= G p(—x).
Daher kommen wir auf Grund der gleichen SchluBweise zu
Rang (%) < Rang (%).
Diese beiden Beziehungen sind aber nur miteinander vertriglich, wenn

Rang (%) = Rang ()
ist. —
Es soll noch auf anderem Wege die Existenz eines r-reihigen A4 <+ 0
gezeigt werden. Ein A4, 4 0 ist vorhanden, wir bilden das zugehérige

A= A4, + x4,.

Ist dieses auch == 0, so sind wir fertig. Ist aber 4 = 0, so muB A, £ 0
sein und kann nicht zwei gleiche Zeilen enthalten, ist also Unterdeter-
minante aus Y. 4, enthilt aber die 7% Zeile nicht, denn diese ist ja durch

die k' ersetzt; also ist 4, auch zugleich Unterdeterminante aus % und
+ 0.

Nach Satz 29 148t sich jede Matrix B als Produkt der unter 1, 2
und 3 behandelten besonderen Matrizen darstellen. Der Rang von % kann
nur bei der Multiplikation mit 9% verkleinert werden, und dies geschieht
nur, wenn | 8| = £+ |M| =0 ist.

Ob man rechts oder links multipliziert, ist fiir die Beweisfiihrung
gleichgiiltig, weil statt der Zeilen die Spalten verindert werden.
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Zweiter Beweis: Die Elemente einer jeden Unterdeterminante
von B U sind innere Produkte der Zeilen von 8 mit den Spalten von 2.
So entsteht z. B. die aus den ersten s Zeilen und ersten s Spalten von BYU
gebildete Unterdeterminante, indem man aus folgenden beiden Syste-

men:
by - bim @y ... Ay

und

bey -+ bsm Ay - -+ Ay
eine s-reihige Determinante herstellt, wie es das verallgemeinerte Mul-
tiplikationstheorem § 15, Satz 20, verlangt. Im System der a,; sind nur,
um auf die dortige Schreibweise zu kommen, Zeilen und Spalten zu
vertauschen. Danach ist jede s-reihige Unterdeterminante aus B eine
lineare Verbindung von s-reihigen Unterdeterminanten aus Y. Letztere
verschwinden aber alle, wenn s = r + 1 ist, daher ist immer:

Rang (BYA) =< Rang (A).
Wenn 9B eine inverse besitzt, folgt in gleicher Weise:
Rang (B-18%A) < Rang (BA)

oder Rang (A) = Rang (BY),
womit fir diesen Fall die Gleichheit der Rangzahlen bewiesen ist.

Wird % auf die Diagonalform gebracht: €UAT = M, so haben A
und M den gleichen Rang, der bei M sofort zu erkennen ist.

Zweite Erklirung: Der Rang einer Matrix W ist die Anzahl der

von Null verschiedenen Elemente der zugehiorigen Diagonalmatrix M.
Denn nehmen wir, was durch geeignete Vertauschung stets zu machen

ist, die » ersten GroBen u,, u,, ..., 4, + 0, alle anderen y,,, =--- =y,
= 0, so ist die r-reihige Determinante

;0 ... 0

0 w, ... 0

o ‘ =ty -.. iy = 0.
0 0...4

Aber jede » + l-reihige verschwindet, weil sie mindestens eine aus
lauter Nullen bestehende Reihe enthalten muB.

Aufgabe: Es sei A quadratisch. Die Summe der Glieder der Haupt-
diagonale: a,; + @y, ++++ + a,, wird Spur der Matrix genannt.

Man beweise folgenden Satz:

A und @ A -1 haben die gleiche Spur, wo & quadratisch und | & | 4+ 0
ist.

Dieser Satz 148t sich auch ohne die sog. ,charakteristische Glei-
chung’‘ mit den hier zur Verfiigung stehenden Mitteln leicht beweisen.
Man wende auf @ Satz 29 an und verfahre dhnlich wie beim Beweise
des Satzes 30.

NeiB, Determinanten. 2. Aufl. 5
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Finftes Kapitel.

Systeme linearer Gleichungen.

§ 24. Aligemeine Losung eines Systems linearer Gleichungen.

In §19 ist fiir einen besonderen Fall die Losung eines Systems
linearer Gleichungen gegeben worden. Wir betrachten jetzt allgemein
m Gleichungen mit » Unbekannten:

Ay Xyt X+ oo Fay, X, =Y,
Ag) Xy + Qg %o+ -+ gy X =Y oder Az =1y
amlx1+am2x2+"'+amnxn:ym

a;, und y; sind gegebene GroBen, und x, sind die Unbekannten.

In den folgenden Untersuchungen handelt es sich darum, zu priifen,
ob bzw. unter welchen Bedingungen ein solches System Losungen be-
sitzt, eine Ubersicht iiber die Lésungen zu gewinnen und eine Form
anzugeben, in der alle Losungen enthalten sind. Der hier eingeschlagene
Weg fiihrt zwar bei dieser theoretischen Erérterung sehr rasch zum
Ziel, ist aber fiir praktische numerische Berechnung der Unbekannten
wenig geeignet.

DaB ein solches System keineswegs immer eine Lésung zu haben
braucht, ist leicht einzusehen, z. B.

¢

x+v=2
x+y=3
hat keine Losung.
Wir erledigen zuerst den Fall m = n = 1. Also:

) anx; = Y.
Hier ist zu unterscheiden:

1. a,; + 0. Es ist eine und nur eine Losung vorhanden: x; = 2
a

2. a,; = 0 und y, + 0. Die Gleichung besitzt keine Lésung. !

3. a;; = 0 und y, = 0. Wir haben unendlich viele Lésungen; denn
jeder Wert von x, erfiillt die Gleichung.

Satz 28 ermoglicht es, den allgemeinen Fall auf diese einfachen
Betrachtungen zuriickzufiihren.

Zu diesem Zweck wird das gegebene System

I Ar=y
durch ein anderes ersetzt; das kann so geschehen, daB man zunichst
%y, Xg,. .., %X, vermoge einer linearen Substitution durch # neue Un-
bekannte #,, #,,. .., #, ausdriickt:

1 =3u,
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wo T vom Typ (n, #) sein muB. So entsteht

II ATu =1y.
Wiirde man ¥ beliebig wihlen, kénnte man nur schlieBen, daB jeder
Lésung von II in den #,, #,,. .., #, auch eine von I entspricht, namlich

t = Tu. Es mubB sich aber auch umgekehrt aus jeder Losung von I eine
von II angeben lassen, dies trifft sicher zu, wenn ¢ = Tu umkehrbar,
also | T| = 0 ist.

Eine andere Moglichkeit, das System durch ein gleichwertiges zu
ersetzen, besteht darin, daBl man die erste Gleichung mit s,,, die zweite
mit s,,..., die m'* mit s,, multipliziert und dann addiert. Danach
fiihre man die gleiche Rechnung mit anderen Zahlen s,;, Sy,.- -, Sopm
usw. aus. Macht man das m-mal, so ergeben sich m neue Gleichungen.
Die s,, bilden eine Matrix €, und das neue System kann kurz in der
Form

III SAr=ECY oder SATu= Gy
geschrieben werden.

Wenn I durch ein Wertsystem x,, #,,..., %, erfiillt ist, so gilt das-
selbe fiir I1I. Damit aber aus dem Bestehen von III auch auf I geschlos-
sen werden kann, wihlen wir & so, daB | &| & 0 ist.

Nunmehr kann IIT links mit &-! multipliziert werden, und I ist
aus III hergeleitet.

Jetzt wenden wir Satz 28 an; danach werden @ und ¥ so gewibhlt,
daB

CAT =M
Diagonalmatrix wird. Zur Abkiirzung wird
€p=0vp
gesetzt. Das transformierte System III hat folgende Gestalt:
firm=mn
ty ... 0 My %y iv1
: ', Hythy = Uy
o . #, .
0 3 ‘:;" ' - Oder luﬂun = vn »
. : 0 —
. , o Uni1
0 ...0
0 =uv,
firm<mn
fy...0 0...0 “ ?, Bt =4
0 0...0 \
fom Uy o R Y = Uy
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Im letzteren Falle kommen die Unbekannten #,,,, ..., #, nicht mehr
vor. Das System ist also so transformiert, daB jede einzelne Gleichung
nur noch eine Unbekannte enthilt. Danach gewinnen wir folgendes
Ergebnis: Damit I (oder III) Losungen besitzt, ist notwendig und hin-
reichend, daB jedesmal, wenn p; = 0 ist, auch das zugehdrige v, ver-
schwinden muB; dazu kommt noch im Falle m > #, daB v,,; ="
= v, = 0 sein muB.

Dieser Bedingung geben wir eine andere Form. Dazu brauchen
wir zwei Matrizen, nimlich einmal die Matrix der Koeffizienten A
bzw. M, dann die Matrix, die aus % entsteht, wenn die Spalte t) zuge-
fiigt wird, bzw. wenn zu 9 die Spalte v hinzugesetzt wird; sie soll mit
(A, y) bzw. (M, b) bezeichnet werden. Also ist:

P P U 0 ...0 oy

0 ...0
(?{, t)) — a2 a2n y2 , (9}2’ U) — Ha Vs
Amy -+ Amn Ym 0 0.... v,

DaB Rang (%) = Rang (M) ist, ist klar. Aber es ist auch Rang (%, )
= Rang (M, ). Denn

0
3 .
(%A, v) 0 = (AL,y),
0...0 1
und weil
0
Totojzl+o,
0...0 1
ist

Rang (A,9) = Rang (AZ, ).
SchlieBlich ist
S(UAT,n) = (SAT, Ey) = (M, v)

und Rang (AT, y) = Rang (M, v).

Die Matrix M kann durch passende Vertauschungen so angeordnet
werden, daB uy, g, fy F 0, flrsy = frye =-+-=0 sind, wo 7 der
Rang von ¥ ist.

Unsere Bedingung fiir die Losbarkeit eines Systems linearer Glei-

chungen kann jetzt in die fiir beide Félle passende Form: v,,; = ¥r4s
—... =1y, = 0 gebracht werden. Dieses ist aber gleichbedeutend mit:

Rang (M, v) = r.
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DaB dieser Rang = 7 sein muB, geht einfach daraus hervor, daB er durch
Zusatz einer Spalte niemals verkleinert werden kann. Wenn aber von
v,4, an abwirts alle v; verschwinden, stehen in den letzten m — » Zeilen
von (M, ) nur Nullen:

Yy 0 0.0

(g)z’n): 0 oo Uy 0...1),
0...0 0...0

0...00...0
und es kann keine r 4 1-reihige nicht verschwindende Unterdetermi-
nante gebildet werden.
Umgekehrt, wenn Rang (IR, v) = »ist, miissenalley; = 0 (s =7 4- 1)
sein. Denn wire etwa v,,;, & 0, so nehme man folgende » + l-reihige

Unterdeterminante (die ersten » + 1 Zeilen dazu die ersten » und die
letzte Spalte):

My oo 0 vy
tr Uy =y My« -y Upyq + 0.
0... 0 9,4,

Danach lautet die Bedingung:
Rang (M, v) = Rang (M)
oder Rang (%, ) = Rang (%).

Damit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 31: Ein System linearer Gleichungen ist dann und nur dann
losbar, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix gleich dem Rang der-
jenigen Matrix ist, bei der zu den Koeffizienten noch die Spalie der von den
Unbekannten freien Gliedern zugefiigt wivd.

Unter der Voraussetzung, daB diese Bedingung, die wir kurz ,,Rang-
bedingung‘‘ nennen wollen, erfiillt ist, werden jetzt alle Lésungen an-
gegeben. Aus III sind u,...u, eindeutig bestimmt:

v v
= Uy = —.
the

v
1
— Uy =

U, — =
1 ’ 2 I ]
3 He

Fir » = » haben wir nur diese eine Ldsung. Sofern »# > » ist, bleiben
noch #,,y, 4p40,. .., 4, die jeden Wert annehmen koénnen. Wir setzen:

Uppy = Uy Upyg = Ly, ooy Uy = Lyy,

wo die Parameter ¢; unabhingig voneinander alle Werte durchlaufen.
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Wir schreiben das Ergebnis noch in einer anderen Form und setzen

%, 0 0 0
u, 0 0 0
=0}, uyy=|1|(, u=(014,...,u,,=10
0 0 1
: : . 0
0 0 0 1
Fiir %,,..., %, sind die oben angegebenen Werte einzusetzen. Die an-

deren Vektoren sind so gebildet, daB in u, die 1 an » + 1'%, in u, an
r + 2ter Stelle usw. steht. Danach ist

U =1y + by +hly el U,

die allgemeine Losung von IIL.

Multipliziert man links mit ¥ und setzt

] Lo=Fu, LH=3U, o) Lnr =Ty,
so 1st

I=1T +hbh + izt o+ Larlnr

die allgemeine Losung von I, d. h. jede spezielle Lésung wird dadurch
erhalten, daB man den Parametern besondere Werte beilegt.

Zur Erliuterung dieses Verfahrens zur Auflésung eines Systems
linearer Gleichungen wird ein Beispiel gezeigt. Hier ist m =3 und
n =4

%+ 3x, — 6x3 4+ 3x,= 9 —1 1| —1
2x, + 3x, — 6x3+ 3x,=15 1{ —4|—-3.
Tx, + 12x, — 2423 + 122, = 54 0 1 1
Die Matrix der Koeffizienten wird auf die Diagonalform gebracht:
00

—1 10 1 3 —6 3 1000
612 —1

1 —41 2 3 —6 3 =10 3 00

0000

301 0
-1 -3 1 712 —24 12 )

Hieraus sind © und g ersichtlich. Man erkennt auch » = 2. Wir formen
zunichst vermége & das System um. Dies geschieht in der Weise, daB
die Gleichungen mit den daneben stehenden Zahlen multipliziert und
addiert werden.

% =6 0 00
3x, — 6x, +3x,=3; (SA Sy)=[03 —6 3 3)
0=20 00 000
Die Rangbedingung ist erfiillt, denn Rang (€%, v) = 2.
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Jetzt werden die neuen Unbekannten eingefiihrt:

X = U
Xy = 6u, + u, + 2u; — u,
t = Tu oder )
X3 = 3u, - Uy
Xy = Uy

dadurch gehen die letzten Gleichungen tber in

#u; = 6 und 3u, = 3.

Damit ist
6 0 0
1 0 0
Uy = K u, = uE U, = L U=1Uy+U ¢+ Uyls
0 0 1,
und nach Multiplikation mit
6 0 0 % =6
37 2 -1 Xy = 37 424 — £,
T = + 4+ ¢, oder .
18 1 0 %3 = 18 + ¢
0 0 1 Xy = ty

Diese Methode ist, wie erwihnt, fiir das praktische Rechnen nicht
zu empfehlen, weil die Transformation auf die Diagonalform zu um-
standlich ist. Wir kommen an spiterer Stelle auf dieses Beispiel zuriick.

§ 26. Lineare Abhingigkeit.

Der Begriff | linear abhingig* oder ,linear unabhingig* ist in An-
betracht seiner vielfachen Verwendung von besonderer Bedeutung.
Er wird auf Matrizen, insbesondere Vektoren, auch auf Funktionen und
anderes angewandt. .

Es seien A;, U,,..., A; Matrizen gleichen Typs und %, k,,..., %,
konstante GroéBen. Die Gleichung

klml + kzmz +"' +klml - D
ist stets erfillt, wenn alle %2, = 0 sind. In der Regel fragt man aber,
ob diese Beziehung auch besteht, wenn nicht alle %, verschwinden.
Erklarung: %, As,..., A; heifen lincar abhingig, wenn eine Glei-
chung der Form
R, A+ k2 4+ g2, = ©
besteht, wihrend nicht alle k) = 0 sind.

Dagegen nennt man solche Matrizen linear unabhingig, wenn diese
Beziehung nur méglich ist fur 2, =k, = ... =k, = 0.
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Beispiele:

1 0 1 0
1. (0) und (1) sind linear unabhingig; denn #, <0) 4- &y ( l)

kl
= = oder k, =k, =0.
k2

1 0 2\ . . . .
2, ( ) ( ) (3) sind lincar abhingig, weil

0 1
9 1 13 0 2 0
0 1 3) \o)
1 0 . . .
0 und ) heiBen auch die Einheitsvektoren in der X, X,-Ebene; jeder

Vektor, der in dieser Ebene liegt, ist von diesen linear abhingig. Denn

(2)=nlo)+=(0)

Im Raume gibt es natiirlich drei linear unabhingige Einheitsvektoren,
und jeder andere Vektor ist eine lineare Verbindung dieser.
3. Die Funktionen

x2 —T7x+3, 2x245x+1, x24+50x —12
sind linear abhingig, denn
5(x2—Tx4-3) —3(2x2+5x+1) + (2 -50x — 12) = 0.

Weil es hier nur auf die Koeffizienten ankommt, kann man die Funk-
tionen auch durch folgende Matrizen ersetzen:

5(1, —7,3) —3(2,5,1) 4+ (1,50, — 12)= (0,0, 0).
4. sinx und cosx sind linear unabhingig, man braucht in

kysinx 4 kycosx =0

nur fiir x die Werte 0 und —721 einzusetzen und erhilt 2, = %, = 0.

A,;...A; seien Matrizen gleichen Typs. Thr Verhalten hinsichtlich
ihrer linearen Abhingigkeit oder Unabhingigkeit wird nicht gedndert,
wenn mit &, einer Matrix mit nicht verschwindender Determinante,
rechts oder links multipliziert wird, weil von den beiden Beziehungen

Ry Uy 4Ry -+ RU =D und
FEU, + A8 + -+ A£G, =9
die eine aus der anderen hervorgeht.
Bei der Losung eines Systems linearer Gleichungen blieb noch die

Frage offen, ob die Anzahl der willkiirlichen Parameter genau » — 7 sein
muB, oder ob man schon mit einer geringeren Anzahl von Parametern
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auskommen kann. Dies wire ndmlich der Fall, wenn sich einer der
Vektoren, etwa g,_,, als eine lineare Verbindung der anderen erweisen

wirde:
Tnr = kl L+ k2 L+ + kn-r—l Tn—r-1-

Dann koénnte die allgemeine Lgsung in die Form

=12 + (tl + kltn—r) L1 + -4+ (tn—r—l + kn—r-ltn—r) Lner—1
gebracht werden, und diese ist dann nur noch von # — » — 1 Parame-
tern abhingig, niamlich:
o=y A Ryt ly =ty 4 Rybypre e by =gy~ kst
Es ist leicht zu erkennen, dafB eine solche Beziehung zwischen den

Vektoren t,, r5...., Ly—y nicht bestehen kann, weil u,, u,,...,u,_,
linear unabhingig sind.
k1u1 +Ruy + -+ u,,

ist ndmlich ein Vektor, dessen » erste Zeilen Nullen sind, die » - 1t
ist &y, die » 4 2% ist %, usw. Soll dieser Vektor £ sein, so miissen alle
k; verschwinden. Die g; sind also auch linear unabhingig und die An-
zahl der Parameter kann nicht vermindert werden.

Eine besondere Erwihnung verdient noch der Fall

np=9.

Ein solches Gleichungssystem heiBt homogen. Hier ist die Rangbedin-
gung immer erfiillt, weil durch Hinzufiigen von lauter Nullen als letzte
Spalte der Rang nicht vergréBert werden kann. Wir haben auch stets
die Losung ¢ = ©. Aus ) = O folgt v = O und uy = g, = O.

Bei einem solchen System fragt man meistens nur nach Lésungen
t + O. Solche Lésungen konnen aber nur auftreten, wenn r << # ist.
Denn bei r = # bleibt in der Formel der allgemeinen Losung nur das
Glied ¢ = g, iibrig. Wenn man umgekehrt von einem System von # li-
nearen Gleichungen mit # Unbekannten weiB, daB eine Lésung 1 + ©
vorhanden ist, so muB3 » << % sein, also die Determinante der Koeffi-
zienten verschwinden.

Ist m < n, muB auch » < » sein, ein solches System hat, wenn es
homogen ist, immer eine von § verschiedene Losung.

Wir fassen diese Ergéinzungen zu Satz 31 in folgenden beiden Sitzen
zusammen:

Satz 32: Die Losung eines Gleichungssystems, das die Rangbedingung
erfiillt, hat die Form

E=Y t 4Ll i T T s Lnr,
WO ¥y, Xpye - +» Lny Uinear unabhingige Vekioren sind.
Ist das System homogen, so ist I, = &, und das System hat » — »
linear unabhingige Losungen, und jede Losung ist eine lineare Verbin-
dung dieser.
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Hiufig angewendet wird folgende Umkehrung:

Satz 33: Wenn ein System von n homogenen linearen Gleichungen
mit n Unbekannten eine Losung ¢ == O besitzt, muf die Determinante
der Koeffizienten verschwinden.

Aus / linear unabhingigen Matrizen gleichen Typs U, %s,..., A;
bilden wir durch lineare Verbindung

B, = k;q?[l + kvzmz +- szmz
beliebig viele B, mit irgend welchen Konstanten ko l0=1,2,...,1).
Dann gilt: je ! + 1 der 9B, sind linear abhingig.

Um dies zu zeigen, sind ! + 1 Konstante x,, %,,..., ¥;4; zu be-

stimmen, so daB

%8B + %8 + -+ %1 By = L.
Werden die B, durch die U, ersetzt, so miissen die Koeffizienten von
Ay,. .., A, einzeln = O sein:

, cee L =
kyyxy + Ry xy + R, 1% =0
Ryp%y 1 Rog Xy + -0+ Ry 0%y = 0

Rygxy + Ryyxy oo k1%, =0,

und dieses System hat sicher eine Losung, bei der nicht alle x, ver-
schwinden.

Nimmt man nur / Vektoren und ist | %,,|; #+ 0, so sind die B, linear
unabhingig, weil dann das Gleichungssystem in den x,,..., x; eine
Unbekannte weniger enthdlt und der Rang =/ ist.

Greifen wir / Reihen (Zeilen oder Spalten) aus einer Matrix heraus,
also I Vektoren qa,,. . ., a,;, so ist die Frage, ob sie linear unabhingig sind
oder nicht, durch die Losung des Gleichungssystems

2,0 + %0 + - 0, = 0
zu entscheiden. Die Anzahl der Elemente in jedem einzelnen a, gibt an,
aus wieviel Gleichungen das System besteht.

Ist » der Rang der Matrix, aus der diese Reihen ausgewdhlt wurden,
so kann der Rang der Koeffizienten dieses Systems sicher nicht gréBer
sein. Ist also / == r 4+ 1, so haben wir auf jeden Fall eine Ldsung, bei
der nicht alle x,,..., x;, verschwinden, dann sind also je » + 1 Reihen
linear abhingig. Ist ! = 7, so lassen sich die Reihen qa,, a,,..., a; so
auswihlen, dafl die Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems eine
r-reihige, von Null verschiedene Unterdeterminante enthalt. Dann ist
also auch hier der Rang = 7, und es existiert nur die Losung x; ="
= x, = 0, d. h. es sind 7 linear unabhingige Zeilen und ebenso # linear
unabhingige Spalten vorhanden. Danach ergibt sich folgende

dritte Erklirung fiir den Rang: Ev ist die Maximalzahl linear
unabhingiger Reihen.
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Es gilt natiirlich auch umgekehrt: Wenn r linear unabhingige Rethen
vorhanden sind und je r + 1 Rethen linear abhingig sind, so ist r der
Rang.

Fir das Verschwinden einer Determinante sind an fritherer Stelle
mehrere hinreichende Bedingungen angegeben worden. Schirfer ist
folgender

Satz 34: Die lineare Abhdngigkeit der Zeilen oder Spalten ist not-
wendig und hinrveichend dafir, daf die Determinanie = 0 ist.

Der Beweis liegt in vorangehenden Untersuchungen iiber Rang und
lineare Abhingigkeit.

Will man den Rang einer Matrix bestimmen, so muB eine r-reihige
Determinante gefunden werden, die = 0 ist, danach sind alle » + 1-rei-
higen zu untersuchen. Dabei kann man sich aber darauf beschrinken,
nur diejenigen Unterdeterminanten zu betrachten, die entstehen, wenn
zu der vorhandenen von Null verschiedenen r-reihigen auf jede mégliche
Art eine Zeile und Spalte zugefiigt wird. Denn es gilt der

Satz 35: A sei eine r-rethige Unterdeterminante von A und =+ 0.
Wenn U auf jede mogliche Weise gerindert wird und wenn alle so ge-
bildeten Determinanten verschwinden, dann ist Rang () = 7.

Beweis: Die Zeilen und Spalten in % mogen so angeordnet sein,
daB A aus den r ersten Zeilen und Spalten gebildet ist. Wir betrachten
zuerst die Matrix

4 G .- Mg
Ay Ay ... gy
A, =
a,y Ay ... dp,
Ari1,1 Are1,2 -+ - Ari,n/
und bezeichnen die einzelnen Spalten der Reihe nach mit q,, a,,..., q,.

Dann ist der Rang von (q,...q,) gleich 7, der sich auch nicht #ndert,
wenn eine der iibrigen Spalten a, (r +1 = ¢ < n) zugefiigt wird.
a;...a, sind also linear unabhingig, aber a,,...,q,, a, sind linear
abhingig:

kyay + kya, + - + ka, + kya, = O,

dabei kann ke nicht = 0 sein; durch Division kann also erreicht werden,
daB £, = — 1 und q, eine lineare Verbindung der 7 ersten Spalten wird.
Demnach sind, wie oben ausgefithrt wurde, je » + 1 der a,, a,,...,q,
linear abhingig und Rang (%,) == ». Daher miissen auch die » + 1 Zei-
len von ¥, linear abhingig sein, genauer: die r ersten Zeilen sind linear
unabhingig, und die r + 1*¢ ist eine lineare Verbindung dieser. Das
gleiche gilt fiir die » + 2% und alle folgenden Zeilen aus . So fiihrt die
gleiche SchluBweise zu dem Ergebnis, daB in ¥ je » + 1 Zeilen linear
abhingig sind, daher ist gemidB der dritten Erklirung Rang (%) = 7.
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§ 26. Zusidtze zur Losung linearer Gleichungen.
Ein inhomogenes System %y =y 148t sich durch Einfithrung einer
weiteren Unbekannten homogen machen. Wir setzen
Xy Xs Xy

statt  xy, %5, ..., X
xn+1’ xn+1, )x”+1 1 2 ’ n»

multiplizieren mit x,_,, und die Gleichungen erhalten folgende Form:
i1 %)+ A%y + 0 A xy — Vi%py = 0. 1=1,2,...,m

Um aus der Losung des homogenen eine des inhomogenen zu erhalten,
muB x,,, #+ 0 sein. Solche Lésungen sind nur vorhanden, wenn die
Rangbedingung erfiillt ist. So hat z. B. das System

% +%=1 und x +x,=2
keine Losung, aber das zugehérige homogene System
%+ % —23=0 und x +2x,—22x,=0

hat eine Losung:
1

r=1|—1]¢.
0/

Mit Hilfe einer bekannten Lésung ¢ = g, 148t sich ebenfalls ein inhomo-
genes auf ein homogenes System zuriickfiihren, wir setzen ¢ = g, + 3,
dann ist Ar, + A3 =1 oder A3 = O, und der neue unbekannte
Vektor 3 geniigt einem homogenen System.

Fiir die praktische Berechnung der Unbekannten ist es zweck-
méiBig, unter den vorliegenden m Gleichungen zunichst die linear un-
abhingigen auszusuchen. Schreiben wir das System in der Form

n
Li=JXax, — vy, =0, 1=1,2,...,m
E=1
so kénnen wir die Bezeichnung so wihlen, daB L,, L,,..., L, linear

unabhingig sind, wihrend alle folgenden L,.,,..., L, lineare Verbin-
dungen dieser sind; hierbei ist » = Rang (%, y). Fir die Auflésung ge-
niigt es, sich auf die » ersten zu beschrinken; wenn diese erfiillt sind, ist
auch L,,, = 0 usw. Wenn das System Ldsungen besitzt, muB der Rang
der Koeffizientenmatrix auch gleich 7 sein, es miissen sich also » Spalten
auswahlen lassen, so daB die aus diesen gebildete Determinante == 0
ist. Wir nehmen wieder die » ersten. Dann setze man

Xeod =l ey =lps oo Xy =1y,

und berechne x,, %,,..., %, nach der Regel des Cramerschen Haupt-
falles; diese erscheinen dann als lineare Funktionen der Parameter

e e by
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Wir kommen in diesem Zusammenhang noch einmal auf das in § 24
behandelte Beispiel zuriick. Die drei Gleichungen

Li= x + 32— 623+ 3x,— 9=0
L,=2x, -+ 3x,— 6x3+ 3x,—15=0
Ly="7x, +12xy —24x; + 122, - 54 =0

hi

sind linear abhingig:
Ly,=1L, +3L,.

L, kann weggelassen werden. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich
durch Einfithrung von

y =%, — 2x3 + x,.
Danach lauten die Gleichungen:
%, +~3y=9 und 2x, +3y =15 unddie Loésung: x;, =6, y = 1.
Es bleibt noch

_ ,
1 =2, —2%3 + %,

zu erfiillen. Wir setzen x; = #; und x, = 5, dann ist x, = 1 4 2, — £,.
Diese Losung geht in die friihere iiber, wenn ¢ durch 18 + ¢, und £,
durch ¢, ersetzt werden.

Ist ein beliebiges System vorgelegt, bei dem sich solche Verein-
fachungen nicht sofort erkennen lassen, so verfahre man so:

Wenn a,, + 0 ist, wird die erste Gleichung mit — ? multipliziert
11

und zur zweiten addiert, darauf wird in gleicher Weise x, aus der ersten
und dritten eliminiert, usw. Diese Rechnungen sind aber nichts anderes
als die Konstruktion der Matrix &, wie sie beim Beweise des Satzes 28
angegeben wurde.

Hat man so ein System aufgestellt, das eine Gleichung und eine
Unbekannte weniger enthilt, so eliminiere man in derselben Weise
weiter. Es kann dabei eine unmdgliche Gleichung der Form 0x = 1
kommen ; dann besitzt das System keine Ldsung, oder man kann auf eine
Identitiat 0 = O gefiihrt werden, dann findet man auf diese Weise lineare
Abhingigkeit und kann die Anzahl der Gleichungen verringern.

§ 27. Geometrische Anwendungen.

L=Ax + Bx,+C=0 und E=Ax, + Bx,+Cx3+D =0
sind die Gleichungen einer Geraden in der Ebene oder einer Ebene im
Raum. #; sind, wie vorher, rechtwinkelige Koordinaten. Wenn diese
Gleichungen eigentliche Gebilde darstellen sollen, diirfen die Koeffi-
zienten der laufenden Koordinaten nicht simtlich verschwinden. Sind
L, und L, oder E, und E, zwei linear abhingige Funktionen dieser Art,
so fallen die beiden Gebilde zusammen, wie man leicht erkennt. Sind
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sie linear unabhingig, so sind, wenn ¢, und ¢, beliebige Konstante sind:
L=¢L,+tL,=0 und E=4HE, +4L,E, =0

auch Gleichungen von Geraden bzw. Ebenen. Werden den Parametern
¢, und ¢, alle moglichen Werte beigelegt, so erhidlt man eine Schar von
Geraden oder Ebenen, und zwar geht jede einzelne dieser Schar durch
die gemeinsamen Punkte von L, =0 und L, =0 bzw. E;, = 0 und
E, = 0, sofern liberhaupt Schnittpunkte vorhanden sind. Eine solche
Menge von Geraden, die alle durch einen Punkt gehen, heiBt ein Ge-
radenbiischel, ebenso nennt man eine Menge von Ebenen, die alle durch
dieselbe Gerade hindurchgehen, ein Ebenenbiischel. Die einzelnen Ge-
bilde eines solchen Biischels diirfen nicht zusammenfallen, aber das ist
auch nicht méglich, wenn L, und L, bzw. E, und E, linear unabhingig
sind.

Hat man drei linear unabhingige Gerade der Ebene, so lilt sich
jede Gerade in die Form:

L=hL, + kyLy + kyLy =0

bringen. Denn die Berechnung der Konstanten &,, k,, &; filhrt auf ein
inhomogenes System von drei linearen Gleichungen mit nicht verschwin-
dender Determinante.

Drei linear unabhingige Ebenen bestimmen ein Ebenenbiindel:

E=4E, 4+ L,E, + 1E;=0.

Denn alle Ebenen E = 0 gehen durch den Schnittpunkt der drei anderen.
Wenn Schnittpunkte nicht vorhanden sind, bekommt man im Falle

der Biischel parallele Gebilde, und ein Ebenenbiindel ist dann so be-

schaffen, daB die Spurgeraden je zweier Ebenen parallel sind.

Mit Hilfe von vier linear unabhingigen Ebenen liB8t sich jede als
lineare Verbindung dieser darstellen.

Esseien P, Q, R,. .. eine Reihe von Punkten, deren Koordinaten bzw.
mit p,, pa; 4y, Go; ¥y, *a; - - . oder mit p,, p,, ps; ... bezeichnet werden.
Ob diese Punkte zusammenfallen oder auf einer Geraden liegen oder
in einer Ebenen, wird durch den Rang der Matrix

Pr P2 1 P P2 Pa 1
V) e y=[| D T ]
ry 1y 1 ry ry rg 1

entschieden. Es gilt:

Rang (A) = 1, die Punkte fallen in einen zusammen.
Rang (A) = 2, die Punkte liegen auf einer Geraden.
Rang (A) = 3, die Punkte liegen in einer Ebene.
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Wir fithren diese Untersuchung gleich fiir den Raum durch und
fragen, ob es eine oder mehrere Ebenen gibt, die zugleich alle Punkte
P,Q, R, ... enthilt. Wenn

Axy - Bx, +Cx3+D =0

die Gleichung einer solchen Ebene ist, muB sie erfiillt sein, wenn der
Reihe nach die Koordinaten der Punkte P, Q, R, ... eingesetzt werden:

Ap1+B752+C753+D:O
Ag, +Bg, +Cq3 +D =0

Das ist ein System von homogenen linearen Gleichungen, in denen 4, B,
C und D die Unbekannten sind. % ist die Matrix der Koeffizienten.

Ist Rang (A) = 1, so haben wir 4 — 1 = 3 linear unabhingige L&-
sungen, und die allgemeine Losung ist:

A=t A, +t,Ay + 1,4,
B =1, B, + 1, B, 413 B,

und wenn
E,=A;x, + B;x, + C,x, + D, (2=1,2,3)

gesetzt wird, so sind E; linear unabhingig. Fragt man umgekehrt nach
den gemeinsamen Punkten dieser drei Ebenen, so gehéren sicher P, Q,
R,... dazu; das inhomogene System E; = 0, indem x,, x,, x3 die Un-
bekannten sind, erfiillt also die Rangbedingung. Da die Anzahl der
Unbekannten gleich dem Rang ist, ist nur eine Lésung moglich, daher
fallen P, Q, R,... zusammen, und alle Ebenen des Biindels

E=4HE +LE, + E;=0
haben diesen als gemeinsamen Punkt.
Ist Rang (A) = 2, so sind 4 — 2 = 2 unabhingige Losungen vor-

handen. Wir haben einen Parameter weniger, und alle Ebenen, die zu-
gleich die Punkte P, Q, R, ... enthalten, bilden ein Ebenenbiischel:

E=4E, +4LE,=0.
Die genannten Punkte liegen also auf einer Geraden, ndmlich auf der
Spurgeraden aller Ebenen des Biischels.

Ist Rang (A) = 3, so gibt es unter den gegebenen Punkten sicher drei,
die nicht zusammenfallen und nicht auf einer Geraden liegen, diese be-
stimmen dann eine und nur eine Ebene, deren Koeffizienten die Lésungen
des homogenen Gleichungssystems sind.

Die Frage nach Schnittpunkten von Geraden in der Ebene oder von
Ebenen im Raum ist mit der Aufldsung eines inhomogenen Gleichungs-
systems beantwortet und ist durch die vorstehenden Betrachtungen
im wesentlichen erértert. Wir fassen nur zusammen:



80 Systeme linearer Gleichungen.

Sind E,; = 0 eine Anzahl Ebenen,
4, B, € 4, B, ¢, Dy
" = Rang A4, B, C, und 7= Rang |4, B, C, Dz),

so wird die verschiedene Lage der Ebenen zueinander durch folgende
Fille gekennzeichnet:

1.7 =1, »r = 2, die Ebenen sind parallel, denn sie haben keinen ge-
meinsamen Punkt.

2. 7" =2, r =2, die Ebenen schneiden sich in einer Geraden.

3. " = 2, » = 3, unter den Ebenen gibt es drei linear unabhingige,
von diesen kénnen hochstens zwei parallel sein, dann mul die dritte
diese schneiden, oder je zwei dieser drei Ebenen schneiden sich in je
einer Geraden, und diese sind parallel.

4. v = 3, r = 3, alle Ebenen gehen durch einen Punkt.

5. v = 3, r = 4, kein gemeinsamer Punkt, die Ebenen begrenzen
i. a. ein Tetraeder.

Fragen:

1. Koénnen im Falle 5 auch parallele Ebenen auftreten?

2. Warum ist 7' = 2, » = 4 unmoglich?

3. Welcher Fall liegt vor, wenn die E; = 0 die vier Seitenflichen
eines Quaders sind?

Ahnliche Betrachtungen fiir gerade Linien in der Ebene durchzu-
fiihren eriibrigt sich.

Indessen ist noch eine geometrische Deutung des Satzes 35 erwdhnens-
wert. Die Matrix %, die aus den Koordinaten der Punkte P, Q, R, ...
gebildet war, enthielt drei oder vier Spalten und beliebig viele Zeilen.
Ist ihr Rang = 2, so liegen die Punkte auf einer Geraden. In diesem
Falle ist eine zweireihige Unterdeterminante = 0 vorhanden, es moge

f;‘ i ‘ =+ 0 sein, d. h. P und Q fallen nicht zusammen. Wird diese auf
1

jede mogliche Art gerindert und sind alle so gebildeten Unterdeter-
minanten = 0, so verschwinden alle dreireihigen Determinanten. Das

bedeutet fiir die Ebene: Wenn PQR, PQS, PQT,... auf einer Geraden
liegen, so auch je drei beliebige unter diesen Punkten. Fiir den Raum

besagt

by #s 1
@ 95 1|=0,
ry, ry 1 |

daB die Projektionen der Punkte PQR in die X,X;-Ebene in einer
Geraden liegen. Bleiben wir bei drei Punkten, so sind drei derartige
Determinanten vorhanden, wenn zwei davon verschwinden, ist auch die
dritte = 0, oder wenn die Projektionen der Punkte in die X, X;-Ebene
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und in die X, X,-Ebene auf einer Geraden liegen, so gilt das gleiche
fir PQR, immer vorausgesetzt, dal p, + ¢, ist.

Die Gerade im Raum kann als Schnitt zweier Ebenen aufgefaBt
werden, und die gemeinsamen Punkte von E; = 0 und E, = 0 werden
durch die Parameterdarstellung

=12+ Li!

erfaBBt, und dieses ist die Gleichung einer Geraden in einer Form, wie
sie fiir die Geometrie der Ebene und des Raumes paBt. Denn die Glei-
chung der Geraden in der Ebene ist anzusehen als eine Gleichung mit
zwei Unbekannten, deren Lésung ebenfalls die oben angegebene Form
hat, nur sind hier die Vektoren , r,, g, zweireihig.

Uber die geometrische Bedeutung von r, und g, ist folgendes zu sa-

e e
gen: Werden den Matrizen , g, r, wieder die Vektoren 0X, 0X,, 0X,
zugeordnet, so erweist sich X, als ein Punkt der Geraden, der dem Werte

P

= 0 entspricht. Der Vektor ¢r, ist parallel zu O0X, und je nach dem
Vorzeichen von ¢ gleich oder entgegengesetzt gerichtet. Durch ¢ wird
die Linge des Vektors bestimmt. Die Summe py + r,¢ wird demnach

so konstruiert, daB8 in X, dem Endpunkt von g,, die Parallele zu OX:
gezogen wird, deren einzelne Punkte die Endpunkte von g,¢ sind. Alle
Punkte ¢ = g, + r,¢ liegen also auf dieser Geraden. g, gibt ihre Rich-
tung an.

Zu einer entsprechenden Parameterdarstellung der Gleichung einer
Ebene fiihrt die gleiche Uberlegung. Alle Punkte einer Ebene geniigen
einer Gleichung, in der # = 3 und » = 1 sind. Also ist die allgemeinste
Losung:

L= Yo 1+ ity + Lolo,

wo I, und &, linear unabhingig, also nicht parallel sind. Jeder Punkt
der Ebene wird demnach so erhalten, daB an einen festen Punkt X,
ein Vektor verdnderlicher Linge aber konstanter Richtung g,¢, und an
diesen noch ein solcher, aber von anderer Richtung angesetzt wird.
Die Gleichung einer Ebene durch drei gegebene Punkte P, 0, R ist

X %X, %3 1
Pr P2 P51
@ 9 95 1

ry 1, 73 1

wie man direkt so einsieht: Diese Determinante ist linear in x,, x,, %,
also die Gleichung einer Ebene, sie verschwindet, wenn die laufenden
Koordinaten durch die der Punkte P, Q, R ersetzt werden, daher geht
diese Ebene durch die gegebenen Punkte. Endlich muB noch gesagt

NeiB, Determinanten. 2. Aufl. 6
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werden, daB nicht 4 = B = C = 0 sein darf; dies wire gleichbedeutend
damit, daB der Rang der drei letzten Zeilen = 2 ist. Die Punkte P, Q, R
diirfen also nicht auf einer Geraden liegen.

Auch folgende Ableitung der Gleichung einer Ebene durch drei ge-
gebene Punkte ist beachtenswert: Es sei

Ax, + Bxy +Cx3 +D =0

die gesuchte Gleichung; sie muB erfiillt sein fiir x, = p,, x, = $,, %3 = P,
usw. So erhilt man vier homogene lineare Gleichungen in 4, B, C, D.
Nach Satz 33 muf} die Determinante der Koeffizienten verschwinden.

SchlieBlich kann man auch sagen, P, Q, R, X liegen dann in einer
Ebene, wenn das Volumen des aus diesen vier Punkten gebildeten
Tetraeders verschwindet.

DaB man auch die Gleichung einer geraden Linie in der Ebene durch
zwei gegebene Punkte in Determinantenform schreiben kann, ist in
§ 12, Aufgabe 2 erwihnt.

Die Inhaltsformeln fiir Dreiecke und Tetraeder ermoglichen eine
geometrische Deutung des Satzes 14, § 11. Sind P, @, R, O die Ecken
eines Tetraeders, so ist sein Volumen

. b1 P2 b3
V=510 % 4
" Ty 13

Wir wollen P durch einen veridnderlichen Punkt X ersetzen und
suchen nach allen Punkten X, so daB die Volumina aller Tetraeder
XQRO gleich V sind. Die Koordinaten dieser Punkte geniigen der
Gleichung

X Xp A3 Py P2 Ps ]
9H 92 B |=|% 92 93 |-
ry re 73 ry ry 13

Sie liegen also auf einer Ebene. Andererseits bleibt ¥ unverindert, wenn
die zweite Zeile mit ¢#;, die dritte mit £, multipliziert und zur ersten
addiert werden, wenn also p,, p,, p; durch

¥ =p T+ Ot TNl

Xy =P + Qaty T 72ly

X3 = pg + g3ty + 73l3
ersetzt werden, und dies ist eine Parameterdarstellung der genannten

e —>

Ebene, die, wie man sieht, durch P geht und zu O R und O Q parallel ist.
Satz 14, auf zwei- bzw. dreireihige Determinanten angewendet, enthilt
also den elementargeometrischen Satz, wonach Dreiecke oder Tetraeder

von gleicher Grundlinie bzw. Grundfliche und gleicher H6he inhalts-
gleich sind.
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Diese in Satz 14 ausgedriickte Eigenschaft kann auch zur Charak-
terisierung einer Determinante dienen. Unter Beibehaltung von I und III
der WeierstraBschen Erklirung kann II durch folgende Forderung er-
setzt werden:

I’ D bleibt ungeindert, wenn die Glieder einer Zeile zu denen einer
anderen Zeile addiert werden.

Wir hatten von der zu bildenden Funktion I, IT und III vorausgesetzt
und II’ nachgewiesen. Man kann aber auch I, IT" und IIT voraussetzen
und Existenz, Eindeutigkeit und die iibrigen Eigenschaften der Deter-
minanten beweisen. Dieser Gedankengang hat den Vorzug, daB sich die
Voraussetzungen auf natiirlichem Weg ergeben. Stellt man ndmlich an
die zu erklirende Funktion die Forderung, daBl ihr Wert gleich dem
Volumen eines Parallelepipeds (Inhalt eines Parallelogramms) sein soll,
so erweisen sich diese drei Bedingungen als bekannte elementargeome-
trische Eigenschaften. (Vgl. BIEBERBACH: Analytische Geometrie.)

Die folgenden Untersuchungen im einzelnen auszufiihren, ist leicht
und bleibt dem Leser iiberlassen.

Aufgabe 1. Gegeben sind die Gleichungen zweier Geraden:

T=12+ %4, B =09 + it
Welche Bedingungen miissen g,, I, 1)p, 1), erfiillen, damit die Geraden
zusammenfallen, parallel sind, sich schneiden oder windschief sind?
Aufgabe 2. Entsprechende Untersuchungen fiir eine Ebene und
eine Gerade.
Aufgabe 3. Es soll gezeigt werden, daB3 der Vektor f mit den Kom-
ponenten
71 92

Ty

9> 93

te 713

9 9

rs 7

k1: , k2: ) k3:

auf q und v senkrecht steht.

Aufgabe 4. Aus der Gleichung einer Ebene ¢ =yp + q¢, 4 ¢4,
soll die Form Ax, + Bx, + Cx; + D = 0 hergeleitet werden.

Das geschieht durch Elimination von ¢, und 4, und ergibt

br—% 4 n
Po— % 4y 72| =0,
Ps— %3 q3 13
oder p — r + q¢; + t4, = © wird links mit §' multipliziert:
Vip—-1=0

Man iiberzeuge sich, daB beide Formen identisch sind. Danach sind 4, B,

C die Komponenten von ¥, eines auf der Ebene senkrechten Vektors.

Aufgabe 5. Wie findet man den Winkel, den zwei Geraden oder eine
Ebene und eine Gerade oder zwei Ebenen miteinander bilden?
6‘
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Aufgabe 6. Gegeben sind ein Punkt P (2; 1; 1) und eine Gerade g
als Spurgerade der beiden Ebenen

2x -3y —z=1und x —y 4+ 2z =3.

Gesucht sind die Gleichung der Parallelen zu g durch P, die Glei-
chung der zu g senkrechten Ebene durch P und die Gleichung des Lotes
von P auf g.

Aufgabe 7. Gegeben sind zwei windschiefe Gerade g, und g, durch
ihre Gleichungen

2

0 —4 5 2
_:—-(6 -+ 3t und r=|—2]+| —3 ]
0 —1 1 2

a) Welcher Vektor ! steht auf beiden senkrecht?

b) Gleichung der Ebene E,, die parallel zu ¥ ist und g, ganz enthalt.

¢) Gleichung der Ebene E,, die parallel zu ¥ ist und g, ganz enthilt.

d) Die Spurgerade von E; und FE, steht senkrecht auf g, und g, und
schneidet diese beiden Geraden in P und Q. P ist der kiirzeste Abstand
der beiden Geraden und ist zu berechnen.

Sechstes Kapitel.
Hauptachsentransformation.

§ 28. Die charakteristische Gleichung.

Wir brauchen im folgenden den Fundamentalsatz der Algebra: Jede
Gleichung f(x) = 0 hat n Wurzeln, wenn » der Grad des Polynoms f(x)
ist. Sind die Koeffizienten reelle Zahlen, so treten die imaginiren
Wurzeln paarweise auf; ist nimlich ¥ = « 4 7 eine Wurzel, so ist
die konjugiert komplexe Wurzel « — 8¢ ebenfalls Wurzel der Gleichung.

Ein Beweis dieses Satzes kann hier nicht gegeben werden.

Es sei A eine quadratische n-reihige Matrix. Wir fragen nach einem
Vektor r und einer GroBe 4, so daB

Ny =2y
ist. Oder ausfiihrlicher geschrieben:
(@ —2) %, + a1, Tt a,%,
Ay %y + (Byy — W) 2y + -+ 04,5, =0

a,,%, + ap,x, + ot @y — Ax, =

Das System ist in x,, %,,..., x, homogen und linear. Damit eine Lo6-
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sung =+ O existiert, muB
ay — 4 4 -0 dpg
Ao ag, ‘ -0
Any A2 Apn — A ’
sein. Das ist eine Gleichung 7" Grades in 4, die in der Form
|A—AC| =0
geschrieben werden kann. Sie hei3t die charakteristische Gleichung, und
ihre Wurzeln werden die Eigenwerte der Matrix 9 genannt.

Satz 36. Ist A =N und sind 2, und A, zwei verschiedeme Eigen-
werte, 1, und t, die dazugehorigen Vektoren, so sind diese orthogonal:

1L =0.

Beweis: Aus

Ar, =4zt und Ar, =45,
folgt
An=n% =AU
Rechts wird mit g, multipliziert:
ML = AL,
Ebenso zeigt man
Ataty = AL,
Wir bilden die transponierte
2kt = DAL
Also ist
(A — ) 112 = 0.
Da A, # 4, vorausgesetzt war, mub
I, =0 sein.

Satz 37. Die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind simt-
lich reell.

Beweis: Wir nehmen an, 2 sei ein komplexer Eigenwert und bezeich-
nen mit 4 den konjugiert komplexen. Die einzelnen Koordinaten von g
werden durch Auflosen eines linearen Gleichungssystems gefunden,
dessen Koeffizienten infolge des darin auftretenden Wertes 4 auch
komplex sein konnen. Wird iiberall ¢ durch —7 ersetzt, so gehen 4, x,
%4,..., X, In die konjugierten 4, x,,%,,..., x, iber. Nach Satz 36 ist,
da A1,

X Xy S KKy e - x, %, = 0.
Nun ist aber das Produkt zweier konjugiert komplexer GréBen stets
Summe zweier Quadrate [(« + f%) (x — B7) = «® -+ B%]. Die obige
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Summe kann also keine negativen Glieder enthalten, und jedes ein-
zelne Glied muB verschwinden ; das ist aber nicht maglich, weil ¢ 4= O ist.

§ 29. Orthogonale Transformationen quadratischer Formen.
Unter einer quadratischen Form von # Veridnderlichen F (x,, x,,
.., x,) versteht man eine homogene Funktion zweiten Grades, die
fiir » = 3 folgende Gestalt hat:
F = (ay%, + ay% + a5 %3) %y + (122 + A%y + a3 %5) %,
+ (@15%) + g5 %y + A33%3) X3

In dieser Schreibweise kommen die Glieder mit x,%,, x,%3, %,%; je
zweimal vor, und man kann sie mit

(@91 + @po) %%, usW.
zusammenfassen. Es ist daher keine Einschrinkung, wenn a,, = a,,
gesetzt wird, da F doch nur von der Summe dieser beiden GréBen

abhingt. Es sei jetzt A = (a,;) eine n-reihige symmetrische Matrix.
F 148t sich als eine nur aus einem Element bestehende Matrix in der

Form

F=yiy
schreiben.
Die veridnderlichen Gré8en x,,..., x, sollen vermdge einer linearen
Substitution durch y,,..., y, ersetzt werden:

Vo= DSvexe w=1,2,...,n) oder =6, r=GC1y.
=1

F geht iiber in
' S1AESTy.

Es kommt jetzt darauf an, durch passende Wahl der Matrix & die
gegebene Form auf eine moglichst einfache Gestalt zu bringen. AuBer-
dem wird uns noch folgende Fragestellung beschiftigen: Welche Be-
dingung miissen zwei Formen F (x,,..., x,) und G (z,..., z,) erfiillen,
damit sie sich durch eine lineare Substitution

3=t
ineinander iiberfiithren lassen? Man spricht in diesem Falle von dqui-
vialenten Formen. SchlieBlich ist bei dieser Fragestellung zu beachten,
ob & beliebig ist oder gewissen Einschrinkungen unterworfen wird.
Wir wollen zunichst nur orthogonale Transformationen zulassen.

Satz 38. Jede quadratische Form F(x,, ..., x,) mit reellen Koeffi-
zienten 1aPt sich durch eine orthogonale Substitution auf folgende Form
bringen:

F=29% +4y5 +- - + 4,03,
wo Ay,..., A, die Eigenwerte der Matrix W sind.
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Im Matrizenkalkiil wird der Satz so formuliert:
Es sei A = (a,,) eine n-reihige symmetrische Matrix; es ist stets
eine orthogonale Matrix & (= &'-!) vorhanden, so daf3

A0 ...0

0 4 ...0
M=0CAC" =

00 ...4,/

Diagonalform hat.

Beweis: Fiir n = 1 ist der Satz richtig. Wir nehmen an, er sei fiir
(n — 1)-reihige Matrizen bewiesen. Zunichst wird eine orthogonale Matrix
€, angegeben, durch die A auf die Form

A 0...0

M, = 6,AE, = %

0
gebracht wird. Weil 9%, symmetrisch ist, hat auch B diese Eigenschaft.
€, = (s;x) wird so erhalten: Setzt man in
@191 = ml @1

beiderseits die Elemente der ersten Zeile einander gleich, so ergibt sich
das System:

n
Z;slgae,-:lls“ ¢t=12...,n),
o=
das in s,y,..., s;, homogen und linear ist. 4, ist Eigenwert und reell.

Die GroBen s,, sind nicht simtlich = 0. Als Losung eines homo-
genen Systems diirfen sie mit einem Faktor multipliziert werden, der
so gewidhlt werden kann, daBl die Summe ihrer Quadrate =1 wird.
Man sagt auch, die GréBen werden normiert.

Damit ist die erste Zeile von &, bestimmt. Bezeichnet 3, die % Zeile
(¢=1,...,n) aus &,, so muB 3,8, = 0 sein. Das ist eine homogene
lineare Gleichung in s,,,...,s,,, die sicher eine Lésung 4 © besitzt.
Ebenso bestimmt man 3; aus den beiden Gleichungen

8,8, =0, 3,8,=0 usw,
bis schlieBlich zur Ermittelung von 8, #» — 1 homogene lineare Gleichun-
gen zur Verfligung stehen:
8,8, =0, 8,5,=0,..., 8,,5,=0.

Da sich alle diese Gleichungen so erfilllen lassen, daB in keiner Zeile
lauter Nullen stehen, kann jede Zeile normiert werden, und &, ist
orthogonal.
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M, = &, AEG] ist dadurch auch eindeutig bestimmt, und wir miissen
uns nur noch davon iiberzeugen, daB die erste Zeile und erste Spalte
die vorgeschriebenen Werte haben. Die erste Zeile von 9, kann wieder
durch ein Gleichungssystem ermittelt werden, indem in

U=, E,
die Elemente der ersten Zeilen einander gleich gesetzt werden. Dieses
System allein geniigt, um die fraglichen Elemente aus I, zu berechnen.
Es ist erfillt durch 4,,0, 0,...,0, und mit Riicksicht auf die Ein-
deutigkeit kommen auch keine anderen Werte in Frage. Weil ferner
M, = M) ist, ist die erste Spalte mit der ersten Zeile identisch und M,
hat die gewiinschte Form.

Auf Grund der Induktionsannahme gibt es eine orthogonale (» — 1)-
reihige Matrix &,, so da

A 0 ... 0
aue— | ° Ay... 0
0 0...4,
wird. Die n-reihige Matrix
1 0...0
0
C; = g
0
ist auch orthogonal, ebenso das Produkt & = €;&,, und es ist
4, 0...0 i, 0...0
, , 0 4,...0
A =CME = : ¢ 8¢ o
0 0 0...4,

Satz 39. Ist A ein p-facher Etgenwert, so ist Rang (U — AC€) = n — p.
Beweis: Es ist
Rang (A — AG) = Rang[€ (A — AE)&'] = Rang (M —AC)
nach Satz 30. Die letzte Matrix ist diagonal und enthilt in der Haupt-
diagonalen p Nullen, wenn 4, =4, =--- =4, =1 ist.

§ 30. Invarianten quadratischer Formen.

Ist @ eine beliebige n-reihige quadratische Matrix mit nicht ver-
schwindender Determinante, so haben % und GA G-! dieselben Eigen-
werte. Denn die charakteristischen Gleichungen

| ~xC]=0 und |GAG1—2C|=0
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sind identisch, wie man erkennt, wenn in
GUA—2C) G 1=6AG? —xC
beiderseits die Determinanten gebildet werden.

Beildufig sei noch bemerkt, daB die Summe der Eigenwerte das-
selbe ist wie die am SchluB des § 23 erklirte Spur. Die dort gestellte
Aufgabe findet damit auch ihre Lésung.

Nimmt man insbesondere statt & eine orthogonale Matrix &, so
ist @1 = &', und wir erhalten

Satz 40. Die Eigenwerte einer quadratischen Form sind gegeniiber
etner orthogonalen Transformation invariant.

Es gilt aber auch das Umgekehrte:

Satz 41. Wenn die Eigenwerte zweier symmetrischer Matrizen U
und B tibereinstimmen, so gibt es eine orthogonale Matrix T, so daf
TAT =B

ist.
Beweis: Es gibt zwei orthogonale Matrizen & und &,, so daB
CASG =M und E,BE =M
ist. Die beiden mit IR bezeichneten Matrizen kénnten sich allenfalls
durch die Reihenfolge der Eigenwerte unterscheiden. Es ist leicht
einzusehen, daB diese beliebig gewihlt werden kann. Aus
CUAC = €,BE;
folgt:
CeAC'S,; =B und T = E[C.

Es sei » = Rang (A) = Rang (). Dann ist » zugleich die Anzahl
der von Null verschiedenen Eigenwerte. Unter diesen seien p positive:
Ay,..., A, und ¢ negative vorhanden: A,,,,...,4,,4 (p + ¢ =7). Die
Zahl s = p — ¢ heiBlt die Signatur der Form.

Wir nennen, wie erwihnt, zwei Formen dquivalent, wenn sie
durch eine reelle, aber sonst beliebige Substitution mit nicht ver-
schwindender Determinante ineinander {ibergefiihrt werden kénnen.

Satz 42 (Trigheitsgesetz der quadratischen Formen). Zwei Formen
sind dann und nwur dann dquivalent, wenn sie gleichen Rang und gleiche
Signatur haben.

Beweis: Durch’ eine orthogonale Transformation erhilt unsere
Form zunichst die Gestalt

MV A0+ A0 A T F A Vi
Diese wird durch

% % % Zp41 Zy
ylz——:y2:——:~--:yp::' yp+1:——,...,y,.:
; A | b2, b= 2541 b—4
au
A4+t =g, — =7

transformiert.
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Diese einfachste Gestalt, auf die jede Form gebracht werden kann,
ist durch # und s vollkommen bestimmt; also sind Formen &dquivalent,
wenn sie in » und s iibereinstimmen.

Es muB noch das Umgekehrte gezeigt werden, nimlich dal die
Ubereinstimmung in » und s notwendig ist, d. h. daB durch eine lineare
Substitution diese Zahlen nicht geindert werden konnen, also In-
varianten sind.

DaB r diese Eigenschaft hat, folgt aus Satz 30. Um das gleiche fiir
s zu beweisen, nehmen wir an, zwei Formen mit verschiedener Signatur
seien dquivalent:

B4t 2—22, — - —2und wi Ul —ufy, — e — ]

und p << p’. Dann miiBte eine lineare Substitution & existieren, so da
3=8u
die eine Form in die andere iberfiihrt. Setzt man
2;=0,...,2,=0 und u,,;=0,...,4,=0,

so entsteht ein homogenes lineares Gleichungssystem in den Unbe-
kannten #,, %,,. .., %,, denn z,,.. ., z, sind lineare Verbindungen dieser
GroBen. Die Anzahl der Gleichungen ist p + (r — p') =7 — (p — ')
also < r. Es gibt daher eine Losung, bei der nicht alle #,,. .., u, ver-
schwinden. Diese Zahlenwerte, in die erste Form eingesetzt, wiirden
einen Wert ergeben, der nicht positiv sein kann; die zweite Form, deren
Wert damit iibereinstimmen soll, wiirde aber positiv sein. Es muB also
p =’ sein.

Die Transformation einer quadratischen Form, sei es nun durch ortho-
gonale oder durch beliebige reelle Matrizen, ermdoglicht eine Klassifika-
tion der Kurven und Flichen zweiter Ordnung, auf die hier nicht ndher
eingegangen werden soll. Die Koordinatenachsen werden so gedndert,
daB sie in die Richtungen der Hauptachsen der Kurve oder Fliche fallen.
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