Formeln und Lehrsitze

zam Gebranche

der elliptischen Functionen.

Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des’ Herrn

K. Weilerstrass

bearheitet und herausgegeben

yon
H. A, Schwarz.
Zweite Ausgabe.

Erste Abtheilung.
(Enthaltend Bogen 1—12.)

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH
1893



Formeln und Lehrsitze

zum Gebrauche

der elliptischen Functionen.



Formeln und Lehrsitze

zum (ebrauche

der elliptischen Functionen.

Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn

K. Weierstrass

bearbeitet und herausgegeben

yvon
H. A. Schwarz.
Zweite Ausgabe.

Erste Abtheilung.

(Enthaltend Bogen 1—12.)

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH
1893.



Dieterichsche Universitits- Buchdruckerei
W. Fr. Kaestner.

Gittingen.

ISBN 978-3-662-23687-1 ISBN 978-3-662-25776-0 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-662-25776-0

Softcover reprint of the hardcover 2nd edition 1893



Vorwort.

Durch die Bearbeitung und die Herausgabe der vorliegenden Sammlung
von Formeln und Lehrsitzen glaube ich allen denen einen wesentlichen Dienst
zu leisten, welche sich iiber die Theorie der elliptischen Functionen auf Grund
der von Herrn Weierstrass in die Wissenschaft eingefithrten Behandlungs-
weise unterrichten wollen; ebenso glaube ich denen zu niitzen, welche von
dieser Theorie Anwendung zu machen wiinschen.

Die neuen Normalformen und die neuen Bezeichnungen werden, da sie
neben grosstmoglicher Einfachheit in theoretischer Hinsicht den bisher be-
vorzugten Normalformen und den &lteren Bezeichnungen gegefliiber einen
hoheren Grad praktischer Brauchbarkeit besitzen, in vielen Abhandlungen und
zusammenfassenden Werken iber elliptische Functionen, sowohl des Inlandes
wie des Auslandes, bereits in ausgedehntem Masse angewendet. Es ist zu er-
warten, dass dies kiinftig in noch hoherem Masse der Fall sein wird.

Bei der grossen Zahl der fiir die Theorie und fiir die Anwendungen der
elliptischen Functionen in Betracht kommenden Formeln, aus denen die in
jedem einzelnen Falle am meisten geeigneten, beispielsweise die fiir die Aus-
fithrung numerischer Rechnungen zweckmissigsten, ausgewihlt werden miissen,
ist eine wohlgeordnete Sammlung zuverldssig richtiger Formeln aus dieser
Theorie zur Zeit ein fast unentbehrliches Hulfsmittel fir den Forscher. Aber
auch dem Universitatslehrer, der die Theorie der elliptischen Functionen oder
Anwendungen derselben zum Gegenstande seiner Vorlesungen macht, gewihrt
eine Formelsammlung, welche von den Studirenden wihrend der Vorlesungen
benutzt werden kann, bedeutende Erleichterung, da es bei Zugrundelegung
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einer solchen Sammlung sehr oft geniigt, die Methode der Herleitung der
einzelnen Formelsysteme anzugeben, ohne dass es nothig ist, auf die Einzel-
heiten der Rechnung néher einzugehen oder simmtliche Formeln vollstindig zu
entwickeln.

Diese Erwigungen haben mich zur Bearbeitung und zur Herausgabe der
vorliegenden Sammlung veranlasst. Ausser Formeln und Lehrsitzen zum Ge-
brauche der elliptischen Functionen, welche sich auf die neuen Normalformen
beziehen, enthilt dieselbe in Riicksicht auf die Anforderungen des praktischen
Bediurfnisses ein ansgedehntes System von Formeln, mit deren Hiilfe der Ueber-

gang von der alten zu der neuen Bezeichnungsweise ausgefithrt werden kann.

Bei der Herstellung dieser Formelsammlung habe ich mich der thitigen
Mitarbeit des Herrn Weierstrass zu erfreuen gehabt; kein Bogen der ersten
Ausgabe ist ohne die Billigung desselben gedruckt worden.

Die meisten der aufgenommenen Formeln sind, wie schon auf dem Titel
angegeben ist, Vorlesungen oder schriftlichen Aufzeichnungen des Herrn
Weierstrass entnommen; einige Formeln aber sind mit Riicksicht auf das
praktische Bediirfniss erst fiir diese Sammlung ausgearbeitet worden.

Die im Art. 15 (Seite 19) mitgetheilte Formel fiir die Function %
riihrt von Herrn Kiepert her. (Journal fiir Mathematik, Bd. 76, Seite 31.)

Wenn es gelungen ist, in dieser Druckschrift einen hohen Grad der
Correctheit und der Genauigkeit im Ausdrucke zu erreichen, so glaube ich
dies hauptsichlich der eingehenden Kritik zuschreiben zu miissen, welche
Herr Hettner meinem Entwurfe vor dem Drucke desselben hat zutheilwerden
lassen, einer Kritik, fiir welche ich nicht genug danken kann. Ebenso ver-
pilichtet mich die grosse Sorgfalt, mit der die Herren Hettner und von
Mangoldt bei der Prifung der Richtigkeit der Formeln mich unterstiitat
haben, zu besonderem Danke.

Die bis jetzt zu meiner Kenntniss gelangten bei der ersten Ausgabe iiber-
sehenen Fehler sind aus der auf den Seiten IX und X abgedruckten Zusam-
menstellung ersichtlich.

Die erste, zunichst fiir einen engeren Kreis von Mathematikern bestimmte
Ausgabe dieser Formelsammlung war nach kurzer Zeit vergriffen. Die zweite
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Ausgabe unterscheidet sich von der ersten durch manche Verbesserungen im
Wortlaut und durch einige Aenderungen in den Bezeichnungen, von denen
die folgenden hier besonders erwihnt werden méogen.

G'(u)

Zur Bezeichnung der Function B ist von der Abkiirzung -g'(u) Ge-

brauch gemacht worden.

In den Artikeln 32 und 33 ist H, H,, H,, H, an die Stelle von &, k, I, &,
gesetzt worden, um einer Verwechselung mit der Bedeutung, welche den
Gréssen h, h, b, in den Artikeln 45 und 46 beigelegt wird, vorzubeugen.

In der Tabelle des Art. 33, welche sich auf die sechs verschiedenen Fille
der Transformation ersten Grades bezieht, haben die in der ersten Ausgabe
mit V und VI bezeichneten Fille beziehlich die Ordnungsnummern VI und V
erhalten.

Mit Riicksicht auf die im Art. 48 erklirten Grossen R 8 &y oo er-
schien es nicht zweckmissig, die im Art. 40 der ersten Ausgabe den Bezeich-
nungen R, &,, &,, --- beigelegte Bedeutung beizubehalten. Die im Art. 40 der
zweiten Ausgabe erklirten Grossen &, & , &, -+ héngen von der Grésse &’ eben-
g

so ab, wie die entsprechenden mit &, ¢ -~ bezeichneten Grissen von der

Grosse 1.

Trotzdem dass bei der zweiten Ausgabe einige Formeln, die in der ersten

017 Vo2

nicht enthalten waren, hinzugefiigt worden sind, hat es sich erméglichen
lassen, dass die Artikelnummern und Seitenzahlen der zweiten Ausgabe mit
den entsprechenden der ersten Ausgabe durchgehends iibereinstimmen.

Bei der Correctur der zweiten Ausgabe bin ich durch Herrn E. Ritter in
dankenswerther Weise unterstiitzt worden.

Hinsichtlich der Schonheit der typographischen Wiedergabe der einzelnen,
mitunter in hohem Grade zusammengesetzten Formeln sind die hdoohsten An-
forderungen gestellt worden, in der Ueberzeugung, dass durch die Schénheit
in typographischer Hinsicht die Uebersichtlichkeit vieler Formeln ausserordent-
lich gesteigert und damit der Nutzen der Sammlung erhéht wird. Als sachver-
stindiger Beirath hat hierbei der Factor der hiesigen G. R eimerschen Buch-

druckerei, Herr C. Barich, mir zur Seite gestanden.

Die Dieterichsche Universitits-Buchdruckerei in Géttingen, aus der die
gesammelten Werke von Gauss und einige Béinde von Jacobi’s gesammelten
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Werken hervorgegangen sind, hat durch die typographische Ausstattung der
vorliegenden zweiten Ausgabe einen neuen Beweis ihrer hervorragenden Lei-
stungsfahigkeit geliefert.

Gleichzeitig mit dieser Ausgabe der Formelsammlung in deutscher Sprache
erscheint, in dem Verlage von Gauthier-Villars et Fils, eine von Herrn
Henri Padé besorgte Ausgabe in franzdsischer Sprache.

Der ersten Abtheilung beabsichtige ich eine zweite folgen zu lassen,
sobald meine Berufspflichten es mir gestatten werden, die begonnenen Vor-
arbeiten zu einer Fortsetzung und Beendigung dieser Sammlung zum Ab-
schlusse zu bringen.

Berlin, im Mai 1893.

H. A. Schwarz.



Berichtigungen und Zusitze

zur ersten Ausgabe der

Formeln und Lehrsitze zum Gebrauche der elliptischen Functionen.

Seite 13, Zeile 3 von unten, Art. 12 (1.), ist zu lesen

190 <§)'u I 59’1;) 10 /pux go'v)
) = gu— = — (") — gy (S
(1) plutv) = gu 2 Ou \ pu— v T2 <50“ — v

Seite 16, Zeile 3 von unten ist zu lesen
—C, statt C,
Seite 43, Zeile 8 von oben, Art. 35 (4.), ist zu lesen
9,(0) = 1— 24 2% — 204 -
Seite 58— 64.

Wenn die Grissen —l, 1) —57 tibereinstimmend mit der im Art. 47

und in den Gleichungen (10—17.), (25—32.) des A1t. 46 angewendeten
Bezeichnungsweise beziehlich mit

]
)

%y T, 7% bezeichnet werden, so stehen die

Grossen hy, h,, h, und die Grossen
lﬂ lt? la
zu den Grossen % T, 7T, in derselben Beziehung, wie die

Grossen h, I zu der Grosse .

Seite 61, Zeile 1 von unten ist zu lesen
—Th* 4. .. statt —TR° ...

Seite 75, Zeile 4 von unten
Statt ¢’ ist zu lesen ¢,
Seite 75, Zeile 1 von unten

Statt ¢ ist zu lesen ¢'.



X Berichtigungen und Zusiitze zur ersten Ausgabe.

Seite 81, Zeile 13 von unten ist zu lesen
liegenden statt liegende
Seite 82, Zeile 14 von oben ist zu lesen
o2+, 7“"“1‘_%2_17
Seite 85, Zeile 7 von unten ist hinzuzufiigen
wobei die Summation iiber alle diejenigen Werthe des Index x zu
erstrecken ist, fiir welche die Grosse v, der Null nicht congruent ist,

Seite 90, Zeile 2 von oben, Art.57(2.)

(2) ( “y1)+J (xﬂyz) = J’( a!ys)'l"]l Zl—r
2

Seite 96, Zeile 10 von unten ist zu lesen
mindestens ein  statt  ein primitives

Seite 96, Zeile 7 von unten ist zu lesen
Ein solches statt ~ Dieses primitive

Berlin im Ma1 1893.
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Allgemeine Lehrsitze betreffend diejenigen analytischen Functionen,
welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen.

1.
Wenn eine analytische Function ¢(%) des Argumentes u die Eigenschaft
besitzt, dass zwischen den zu je drei Werthen des Argumentes

u, v, %40

gehdrenden Functionswerthen

s,  5(0),  e(+v)
eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von % und » unabhangig
sind, so sagt man, dass fiir diese Function ein algebraisches Additions-
theorem besteht, oder dass diese Function ein algebraisches Additionstheorem
besitat.

Jede analytische Function ¢(u), welche ein algebraisches Additionstheorem
besitzt, hat die Eigenschaft, dass zwischen der Function und ihrer in Bezug auf
das Argument u genommenen ersten Ableitung ¢'(u) eine algebraische Gleichung
besteht, deren Coefficienten von dem Argumente v unabhéngig sind.

Der Bereich des Argumentes einer solchen Function kann in jedem Falle
auf alle endlichen Werthe ausgedehnt werden, ohne dass die Function aufhért,
den Charakter einer algebraischen Function zu besitzen; denn jede analytische
Function ¢(u), welche ein algebraisches Additionstheorem besitzt, ist Wurzel
einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten eindeutige Functionen des
Argumentes » sind und fiir alle endlichen Werthe desselben den Charakter ra-
tionaler Functionen besitzen. Es kann also das Argument dieser Functionen
nur eine im Unendlichen liegende Grenzstelle haben.

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 1



2 Allgemeine Lehrsitze. Art. 2,

Eine analytische Function ¢(u), fiir welche ein algebraisches Additions-
theorem besteht, ist
entweder I., eine algebraische Function von w,

oder  IL, wenn mit w eine passend gewihlte Constante bezeichnet wird,
)

eine algebraische Function der Exponentialfunction € ©

oder  IIL, eine algebraische Function einer Function pu = s, weléhe, wenn
mit g, und g, zwei passend gewihlte Constanten bezeichnet wer-
den, durch die Differentialgleichung

(%)2: 483_923—93

und die Bedingung ¢(0) = oo bestimmt werden kann.
Die beiden ersten Falle sind als specielle Fille im dritten enthalten: der
erste, wenn g, und ¢, einzeln den Werth Null haben, der zweite, wenn g;—27;
gleich Null ist.

2,

Unter den analytischen Functionen eines Argumentes u, welche ein alge-
braisches Additionstheorem besitzen, sind diejenigen ausgezeichnet, welche fiir
alle endlichen Werthe des Argumentes den Charakter ganzer oder gebrochener
rationaler Functionen haben, welche daher eind eutige Functionen ihres un-
beschriinkt veranderlichen Argumentes sind.

Alle eindeutigen analytischen Functionen ¢(u), welche ein algebraisches
Additionstheorem besitzen, haben die Eigenschaft, dass ¢(u+v) rational aus-
driickbar ist durch die Werthe ¢ (u), ¢ (v) und die Werthe der ersten Ableitungen
v(u), ¢v).

Wenn eine analytische Function ¢(u) die Eigenschaft besitzt, dass ¢ (u+v)
rational ausdriickbar ist durch ¢ (u), o(v), ¢(u), ¢(v), so ist diese Function eine
eindeutige Function ihres unbeschrankt verédnderlichen Argumentes, welche fiir
alle endlichen Werthe desselben den Charakter einer ganzen oder gebrochenen
rationalen Function hat.

Es gilt auch der Satz: Wenn eine eindeutige analytische Function ¢ (u)
die Eigenschaft hat, dass zwischen der Function und ihrer ersten Ableitung ¢'(u)
eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von dem Argumente
nicht abhingen, so besitzt diese Function ein algebraisches Additionstheorem.



Art. 3. Allgemeine Lehrsiitze. 3

Eine eindeutige analytische Function ¢(u), welche ein algebraisches
Additionstheorem besitst, ist
entweder I., eine rationale Function von w, i
oder IL., eine rationale Function einer Exponentialfunction ev,
oder III., eine rationale Function einer Function pu und ihrer ersten Ab-
leitung @'u.
Die beiden ersten Fille sind wiederum als specielle Fille im dritten ent-
halten.

3.

Jede transcendente eindeutige analytische Function, welche ein alge-
braisches Additionstheorem besitzt, ist nothwendig eine periodische, und zwar
entweder eine einfach periodische oder eine doppelt periodische
Function.

1. Wenn alle Perioden des Argumentes der Function als positive oder ne-
gative ganzzahlige Vielfache einer und derselben Periode 2w dargestellt werden
kénnen, so heisst die Function einfach periodisch. Die Grésse 2w heisst
primitive Periode.

2. Wenn eine periodische eindeutige analytische Function nicht im er-
kldrten Sinne einfach periodisch ist und wenn dieselbe sich nicht auf eine Con-
stante reducirt, so ist es auf unendlich mannigfaltigze Weise méglich, zwei Pe-
rioden 2w und 2w’ des Argumentes der Function derart auszuwihlen, dass alle
iibrigen Perioden durch Addition und Subtraction aus diesen beiden zusammen-
gesetzt werden konnen. In diesem Falle wird die Function doppelt perio-
disch genannt und jedes System von zwei Perioden 2, 2w', welche die angege-
bene Eigenschaft haben, heisst ein primitives Periodenpaar.

Der imagindre Bestandtheil des aus den zwei Perioden 20" und 2w eines
primitiven Periodenpaares (2w, 20’) gebildeten Quotienten % = 1 ist stets von
Null verschieden und zwar kann vorausgesetzt werden, ohne dass die Allgemein-
heit der Untersuchung hierdurch wesentlich beschrinkt wird, dass der reelle
Bestandtheil des Quotienten %, welcher in der Folge durch ER(—(%) bezeichnet
werden soll, einen positiven Werth hat.

Zwei Periodenpaare (2w, 20w’) und (26, 2') sollen aequivalent genannt

werden, wenn die Gesammtheit aller derjenigen Grossen, welche durch Addition
1 *



4 Allgemeine Lehrstitze, Art, 4.

und Subtraction ganzzahlig aus den Perioden des einen Paares gebildet sind,
ibereinstimmt mit der Gesammtheit aller auf analoge Weise aus den Pe-
rioden des anderen Paares gebildeten Gréssen.

Damit zwei Periodenpaare (2w, 20') und (2®,2&') aequivalent seien, ist
nothwendig und hinreichend, dass zwischen den Perioden beider Paare Glei-
chungen von der Form

20 = 2pw +2¢0’, 26’ = 2p'w+2¢'0’
bestehen, in welchen p, ¢, p, ¢ ganze positive oder negative der Bedingung
p{—q' = *1
geniigende Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten.

Die beiden Gréssen

Rig) wd wd—a)0()

1)

haben dasselbe Vorzeichen.
Durch geeignete Bestimmung der Zahlen p, ¢, p', ¢’ kann stets erreicht

werden, dass, wenn 2)%(%) = «, 2}{(3) — B gesetst wird,

w?

=1, =g

o]m

4.

Der allgemeinste Fall der eindeutigen analytischen Functionen, fiir welche
ein algebraisches Additionstheorem besteht, wird gebildet von den eindeutigen
doppelt periodischen Functionen, welche fiir alle endlichen Werthe des Argu-
mentes den Charakter rationaler Functionen besitzen, deren Argument also nur
eine im Unendlichen liegende wesentlich singuldre Stelle hat. Diese
Functionen werden im weiteren Sinne elliptische Functionen genannt.

Wenn in dem Folgenden von einer elliptischen Function die Rede ist, so
ist stillschweigend immer eine eindeutige elliptische Function gemeint.

Ist (2w, 20') ein primitives Periodenpaar des Argumentes einer elliptischen
Function, so sind alle Perioden des Argumentes dieser Function in der Formel
w = 2pw + 2p'w’ enthalten, in welcher jeder der beiden Zahlen g und g’ alle ganz-
zahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beizulegen sind.
Der Werth Null wird nur im uneigentlichen Sinne zu den Perioden gerechnet.



Art. 5. Die Function Gu. 5

Zwei Werthe des Argumentes heissen congruent oder incongruent,
jenachdem die Differenz derselben eine Periode ist oder nicht.

Ein Periodenparallelogramm des Argumentes u einer elliptischen
Function, fiir welches (2w, 20’) ein primitives Periodenpaar ist, wird analytisch
definirt durch die Gesammtheit aller Werthe, welche in der Formel

= U+ 2t + 2w’
enthalten sind, falls jeder der beiden verinderlichen Gréssen ¢, " alle reellen
Werthe zwischen 0 und 1 (0 eingeschlossen, 1 ausgeschlossen) beigelegt werden.

Unter dem Grade einer elliptischen Function versteht man die Zahl,
welche angibt, wie oft diese Function innerhalb eines Periodenparallelogramms
unendlich gross wird; hierbei ist jede Stelle, an welcher die Function unendlich
gross wird, so oft zu zihlen, als die Ordnungszahl des Unendlichgrosswerdens an
dieser Stelle anzeigt.

Es gibt keine elliptische Function ersten Grades.

Die Function Gu.

5.

Die einfachste analytische Function, welche fiir alle endlichen Werthe
des Argumentes u den Charakter einer ganzen Function besitzt und die Eigen-
schaft hat, fir v = 0 sowie fiir alle diesem Werthe congruenten Werthe
w = 2po + 2w’ von der ersten Ordnung unendlich klein zu werden, ist die zu dem
Periodenpaare (2w, 2u’) gehorende Sigmafunction 6(u|w, w') = Gu. Diese Func-
tion wird gegeben durch die Formel

uoaw ‘}L,}L':O,'i"l,i2,i‘3,---ixl

’ w w2t [N

(1) Ou = un,,(l-—;}-)@ , w=2po+2p'vw
’ ausgenommen @ = 0 )

in welcher der Grosse w bei der Bildung des unendlichen Productes alle in dem
Ausdrucke 2po + 2p'0’ enthaltenen Werthe, mit Ausnahme*) des Werthes w = 0,
beizulegen sind. Hierbei wird, wie stets in dem Folgenden, vorausgesetat, dass
der reelle Bestandtheil der Grosse ;07 einen von Null verschiedenen und zwar
positiven Werth hat.

*) An diese Ausnahme wird in den beziiglichen Formeln durch einen dem Product- oder Summen-
zeichen folgenden Accent (') erinnert.



6 Die Function Gu. Art. 5.

Aus der obigen Definition ergibt sich, dass 6(—u) = —G(u) ist; die Func-
tion Gu ist daher eine ungrade Function des Argumentes w.

Es bestehen ferner die Gleichungen
(2.) 6(0) = 0, G(0) =1, G(0) =0, G"(0)= 0.

Die Function Gu ist durch eine nach Potenzen der Grésse » mit ganzzah-
ligen positiven Exponenten fortschreitende Reihe darstellbar, welche fiir alle
endlichen Werthe von u convergent ist.

Die Coefficienten der einzelnen Glieder dieser Reihe sind ganze Func-
tionen zweier Grossen ¢, und g,, welche durch die Gleichungen
(3. fo= 085 g= 25T
bestimmt sind. Auch in diesen Gleichungen sind der Grésse w alle in dem Aus-
drucke 2pw + 2y’ enthaltenen Werthe, mit Ausnahme des Werthes w = 0,
beizulegen.

Die Grdssen g,, g, heissen die zu der betrachteten G-Function
(4.) 6u = 6(u|w,0') = G(u;g,,9,)
gehorenden Invarianten.

Wird mit m irgend eine von Null verschiedene reelle oder complexe Grésse
bezeichnet, so besteht die Gleichung

U w o'

(5.) G(u o, o) = 6(u;g,,9,) = 7755( o *) = 71@6(%;7}1’92,413“93).

mim?!'m

Fiir alle endlichen Werthe des Argumentes « und der Invarianten g,und g,
besitzt die Function G(u; g,, ¢,) als Function der drei unbeschriinkt verinder-
lichen Grdssen u, g,, ¢, betrachtet den Charakter einer ganzen Function.

Es ergibt sich

5 7 2.9 1
9,4 st g% 995U

(6.) Gu = u+%— B35 Pa s T T ET TN R s T

Die Function G{u; g,, g,) geniigt der partiellen Differentialgleichung

0°6 6 2 ,06 1
R 2 o7 il 2____ 2
(7.) u = g, Ty g, g0
aus welcher sich, wenn
. dm+6n+1
8.) Gu = Em,na‘"’“(?gz)mmga)n@ﬁén__{_m (mn=0,1,2,3,-0c0)



Art. 6.

gesetzt wird, zur Berechnung der ganzzahligen Coefficienten a,,, die Recursions-

formel

16 1
(9) tmy = 34D amerna+— (WDt onp —5 (2m+3n—1) (4n+ 61 —~1) an_1,

ergibt. Dem Coefficienten a,, ist der Werth 1, dagegen denjenigen Coefficienten,
fiir welche einer der beiden Indices einen negativen Werth erhilt, der Werth 0

beizulegen.

Die Werthe der Coefficienten a

m,nd

Die Function Gu.

fir welche die Summe 4m+ 6n+1 die

Zahl 35 nicht iiberschreitet, sind in folgender Tabelle enthalten.

uy4m+6n+l‘| mlul - gdm+en+1l gy o A
ut 010 +1 014 + 1506600
w10 —1 w? |32 +20019960
w101 -3 610 + 1416951
w210 —9 2 (3 162100
o 1 + 162100440
ur [1]1] —18 “ols — 41843142
0 |02 o4 114 ] 4796330440
310) +69 w® | 42| —376375410
@ 1o l1] 4513 70| 388946691
1 o ls ] +2388991320
o | A0+ w83 | —9465715080
1| 2] +4968 61| —6519779667
go | 0|3 +14904 2 [ 4| —144916218720
31| +33588 w® |52 | —210469286736
PREE 19257580 80| 425514578881
50| +160839 1|5 | —1289959784640
w |18 +502200 u® |4 |8 | —4582619446320
w 41 1| +2808945 71| —485174610648

Darstellung der Function Gu durch einfach unendliche Producte.

6.

Fiir unendlich grosse Werthe von E}%((‘”—) ergibt sich

(1)

denn es besteht, wenn bei der Bildung der unendlichen Producte IT, der Zahl »
alle ganzzahligen positiven Werthe beigelegt werden”), die Gleichung

%) Dieselbe Bedingung gilt fir alle im Folgenden vorkommenden Producte lI, und Summen Z,.

Gu =

1

6"6

(

uww

0]

2
@E) 2w . um

s

Sin —
= 2w



8 Die Function Gu. Art. 6.

w

(2.) sin(5) = ol (1-

2 Al L 14

(/ 2w .

2nw 2nm )

Mittelst der Function Sinus kann die Function Gu auf verschiedene Weise als
ein einfach unendliches Product dargestellt werden.
Zur Abkiirzung soll im Folgenden von den Bezeichnungen

u (0] w’ ()
(3.) o9 — U e =z o =0 e =1

Gebrauch gemacht werden, wobei festgesetzt wird, dass der Potenz 4" fiir jeden
Werth des Exponenten m stets der Werth ¢"™ beigelegt werden soll. In Folge
der beziiglich des Vorzeichens der Grosse ER(%) getroffenen Festsetzung ist der
reelle Bestandtheil der Grosse tni negativ; der absolute Betrag der Grésse h ist
also kleiner als 1.

Unter Benutzung dieser Bezeichnungen ergibt sich

F 0T n(e—v)- st o
(4‘) Oou = 2—(0 sinm-@ﬂ H sm(m 1)).1r2 Sln('}’l’l'—{—'l)) esm?m-tg
= " SIN“ATw
und, wenn mit 7 die Grosse
5. ot
¢ = 52, sin*ntr
bezeichnet wird,
2 2
(6. 6u = €. 2 gnonll (1_ _Sl_ni)z_)
T sin*ptn
Ferner ergeben sich die Gleichungen
(1) Gu — ezv,mv 20 sin H sin(nt—2)% e-vm'H sin(nt+v)7 eym'
g sinntr " sinnte
2rw’ 20 £—27! 1-h"s 1—hs?
8. = @ l — - —
(®) 7: 24 o= "l
2 _ 2n 4n
(9.) — 6271“"7 20 sinpe H 1-2k cos2om + A"
= (1—=h")
8 2n
(10.) o0 = L3 4

6 S 1=k



Art. 78, Die Function Gu. 9

Aenderung des Argumentes der Function Gu um eine Periode.

‘.
Zwischen G(u) und G(u * 20) besteht die Gleichung

+ o (uk , o
(1) Glutlw) = —€ it w)G(“), aus welcher sich 7 = %_1

w)

ergibt. Bei der Vertauschung des Periodenpaares (2w, 20') mit dem Perioden-
paar (20,—2w) bleibt die Function Gu ungeéindert und es ergibt sich in Folge
dessen analog den obigen Gleichungen

o0 (ut o
(2.) G(ut2) = —3—2T‘ (u_(u)G(u)7 7= =

Fiir die Aenderung des Argumentes um eine beliebige Periode gilt die
Gleichung

petpta 2pntan) (ntpotge) g

(3.) G(u+2p0+2qu) = (=1) u),

oder, wenn po +qu'= @, py +q7 = 7] gesetzt wird,

(&) Glut2s) = ze1 T g

)

wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt, jenachdem die Grosse 6(®) einen
von Null verschiedenen Werth hat oder gleich Null ist.
Zwischen den vier Grissen w, o', 7, 7 besteht die Relation

, Wy CL.
(5.) qw—wy = +1xi, Wenn ER(—U;) einen positiven Werth hat;
dagegen ist
(5%) qo/—or = —1ri, Wenn, entgegen der getroffenen Voraussetzung,

‘ﬁ(—;{) einen negativen Werth hat.

Die Function %(u).
8.
Fiir die Function —d—lo 6(u) = Glw) welche zur Vereinfachung mit
08 Gl)° nfachung mi

% (u) bezeichnet werden moge, gelten die Gleichungen

(1)

ala

(ut20) = »g-'(u)i 2, S(ut2) = Z(u)Eer, S(ut2s) = B () 27,

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen., Zweite Ausgabe. 2



10 Die Function pu. Art. 9.

Wenn o +o'= o, 047 = 1" gesetzt wird, so ergibt sich

(2, Sy =1 L)=1, Lu)=1.

Fiir die Umgebung des Werthes v = 0 gilt die Reihenentwickelung

' 1 g g 9 9,9
6 - - _ 2 3 __ 3 5__ 2 T 2J8 9__ ...
) ) = g T T T T T Tt
wahrend die Ausdriicke
. 1 1 1 u w = 2uw+2v'w’
6 — 4 i . ) h
(4) E(u) T u +2w(u,—w + w + w*) (ausgenommen w=20 )

L um T (u—2mw')—i T N1
(5) = LUt o ’cotg 5 +2”(cotg oo (u—2nw") @)+2" (cotg ™ (u+2nw)+z)§

3}
2w

PR 20zt 2R 21 S

-1 — i
(6') - © u+ P _z—l zn 1—]l2”2‘_2 2" l_kanzz

fiir alle endlichen Werthe des Argumentes » Geltung haben.

Die Function gu.
9.
Mit der Sigma-Function Gu ist die Pe-Function pu = p(u|w, )
= p(u; g,,,) durch die Gleichung

a (Cu)— 6ulb'u
(1) pu = —Wlogﬁu = I

verbunden. Es ergibt sich daher p(—u)=p(u). Ferner bestehen die Gleichungen

1o 1 1 w = 20 + 2o’
(2) pU = a?'l'z,,,((u_”}? -W> ( ausgenommen 90 = () )
Y 7\ 1 1 1
R e Y o . S
@ (2‘”) sin® (;‘—;) " sin’a (u — 2nw’) n Sin2;_u) (u+ 2n0’)
_ 1~— E 2 1 h?nz—ﬂ h2”22
(4') - ® ((D) (Z_Z—l)z +2n (l_h2nz—2)2 +2n (1___h2n22)2 t7

0w o

u 1 o s
mm ‘Wﬁo W}mgaamgs'

(5)  plulo,0) = p(u;g,g,) = %S"(;{

Fiir die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung

9: oy 300,

s e
N T BE T

— l g2 0 s 4
(6.) pu = u,+%+2,.5u+22_7u+



Art. 9. Die Funetion pu. 11
und zwar besteht, wenn

1
(7. pu = —u7+*+02“2+09’4‘+“'+C;.uﬂ'2+"'

gesetzt wird und 4 grosser als 3 ist, die Recursionsformel

(8.) 6 = TR0 (v = 2,3, (2—2)).
Die Function pu ist eine doppelt periodische Function, fiir deren Argu-

ment (2w, 20) ein primitives Periodenpaar ist; dieselbe wird innerhalb jedes Pe-
riodenparallelogramms nur an der Stelle, welche dem Nullwerthe des Argumentes
congruent ist, unendlich gross und zwar ist die Ordnungszahl des Unendlich-
grosswerdens gleich 2.

- Die Function pu ist also eine elliptische Function zweiten Grades. In
der fiir die Umgebung des Werthes u = 0 geltenden nach Potenzen des Argu-
mentes fortschreitenden Reihenentwickelung der Function

(9.) pU = 7 + +&u+——u+

ist % das einzige Glied mit negatlvem Exponenten, wihrend das constante Glied
dieser Entwickelung den Werth Null hat.

Durch die angegebenen Eigenschaften ist die Function pu unzweideutig
bestimmt. Unter allen doppelt periodischen Functionen iiberhaupt ist daher
die Function pu die moglichst einfache. Die Function pu ist eine grade Func-
tion des Argumentes u.

Die erste Ableitung @' der Function pu ist eine elliptische Iunctlon
dritten Grades, welche nur fiir die dem Nullwerthe congruenten Werthe des
Argumentes unendlich gross wird und eine ungrade Function desselben ist.

Es ergibt sich
(10, Pl—u) = —g'(u),

’ 1 ’ ’
(11.) pu = _22w_(u_~_w-)3_’ (= 2p0 +2u'0")
Aus der letaten Gleichung wird fiir u = o, ', 0" gefolgert
(12.) Plo) =0, (o) =0, ¢") =0

Fiir die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung

: _3 9s B o 300
(13.) s@u = *+ —M-[————H'i'zs 5 +T’g'7—11u+'

2*



12 Die Function pu. Art. 10,

Zwischen der Function pu und ihrer ersten Ableitung @' besteht die
Gleichung

(14.) (pu) = 4@’u—g,pu—g,,

aus welcher sich

(15.) P'u = 6p'u—1g,, ©"u = 12pu-p'u

ergibt. Alle Ableitungen der Function pu, deren Ordnungszahl grade ist, sind

ganze Functionen von gu.
Die drei Grossen

(16.) po =¢, po'=¢, po =e¢

sind von einander verschieden, wenn beide Perioden 2w, 20" des primitiven
Periodenpaares endliche Werthe haben, und es ergibt sich

(17.) (p'u) = 4(pu—gpo)(pu—po’)(pu—po’) = 4(pu—e¢,)(pu—e)(pu—¢,).
Es bestehen daher die Gleichungen
etete=0,
(18.) elteetes = —3(@+atd) = — 14,
66,6, = {0y
Die Grosse (e,—e,)"(e.—e,)'(e,—¢,)] = +(g;—27¢;) mdge mit G bezeichnet
werden.
10.
Fiir den besonderen Fall, in welchem der reelle Bestandtheil der Grosse %
unendlich gross wird, wihrend 2w einen endlichen von Null verschiedenen Werth

hat, werden die beiden Grdssen ¢, und e, einander gleich. Unter dieser Voraus-
setzung ergeben sich folgende Gleichungen:

99,
=\ 1 1=y 29 393
(1) pu = (_)—___"(_) - 3
2w/ s 3\2 . 9 2
()
l 2— 993 3.(]3 393 3 2
(2) (2(”) — 292’ 2 7 y 6 € = 292, 9,—27g; = 0,



Art, 11—12. Additionstheorem der Function pu. 13

Wenn endlich sowohl 2w, als auch 20’ unendlich grosse Werthe annimmt,
wahrend hmiﬁ( ) von Null verschieden ist, so werden alle drei Grossen e, ¢,, €,
einander gleich und es ergibt sich

1
(4) pu = —, -6-(u)=;, ou=u; e=¢e¢=¢=20, ¢g=0 ¢g,=0.

Additionstheorem der Function %(u).

11.
Zwischen der Function pu und der Function Gu besteht die Gleichung

. G(u+v)6 (u—v)
(1) PU— PV = ———

Aus derselben ergibt sich durch logarithmische Differentiation

G VLG p) 98 () — _ B%
(2) E(u + 7’) + G (u ’U) 2 G (“) — ou — v ’

5 _G _0G — =¥V
(3.) o (uto) (6—v) =22 (v T

— G(u)4 G (p) 4L EUY
(u+b) - 6 (u) + 6 (’l))+ 2 S')u'_sav

=
-
ala

)

1 putpv
2 pu—gpov

A
ot
=

Sy

(u=v) = F)=F()+

Additionstheorem der Function gu.

12.
Durch Differentiation ergibt sich aus dem Additionstheorem der Function
%(u) das Additionstheorem der Function pu

1 0 (pugpo 19 5J'u¢sa'v)
+9) = pu—— =
(1) pluxo) = gu 2 du (gau——gav) S Ov(sou-—sov
_ (69" — 3.9,) (pv — ) + 49" — gy 9t — 9, F Pu 0
(2. = puts 2(pu—pv)
(3) — o4 BTV 50) (U gu) P gy pr =g, TP UGV

2(pu—gpovy



14 Additionstheorem der Function pu. Art. 12

_ 2pupv—ig,)(putpo) =g, T PuPv
2 (pu— po)

_ ! L"_"M}_ _
(5.) 4[80“-50” PU— PV,

Aus diesen Formeln erhélt man die folgenden:

1 2pupv—ig,)(putpr)—g, T pup
pluto) — 2(pupv+ig,)+2g,(pu+pv)

2(pupv—19,) (pu+pv)—9g,

(7.) putv)+pu—rv) =

(pu—pv)*
0 9*
(8.) = 2pu— P log (pu—pv) = 2@0—W10g(gou-—sov),
_ o pupv _ 0? o
(9)  plutv)—plu—r) = = = F = " duav BE¥TPY)

(pupv+£9,)'+ 9, (pu+90)
(pu— po)’

, B e =L
+ — — * — —7 | Y,
(11.) p'(uxv) ((gov—gou)“ 2 (pv— pu) pu o0 2 (pu—pv) 4

(10.)  p(utv)-plu—v) =

_ (£eosry_ (zlro o)
(1) dlp+pl)+plurn) = (S0 = (S TIEE .
(13, Pu—g'v _ —p'(utv)—p'(v)
' PU— o putv)—p(v)’
1 pu P'u
(14.) 1 P p'v = 0.

1 pwtv) —p(uto)

2 1) ) 2
(15) p(2) = (9'u +30,)'+ 20,90 _ gou—ld—

W L
4p'u—g,pu—9g, £ B =

d N\
1 (% log ¢ u) —20u.

Durch Integration ergibt sich aus der letzten der vorstehenden Formeln

6 () — 28 (u) 4 LE® O _
—6‘(2“) =2 6 (u) + 2 SO’M ! 6’% - S"“,

(16.)

U = 26u (6'u)*— 3G*u G'uG"u + G'u G"u.



Art. 18, Elliptische Functionen beliebigen Grades. 15

Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades
durch die Functionen 6(u|w,w’) und ¢(u|w,o").

13.

Wenn ¢(u) eine elliptische Function #* Grades, (2w, 20') ein Perioden-
paar des Argumentes derselben und G(u) die zu diesem Periodenpaare gehorende
Function G(u|w, ') bezeichnet, so ist es stets moglich, 2r + 1 Grossen

. .
Upylhyy oo Uy Vyy Uy 0,5 C

derart zu bestimmen, dass die Gleichung besteht

_  O(u—u)6(u—u,)-G(u—wu,)
(1) plu) = C 6(u~1;1)6(u—v2)--~6(u~vr)'

Zwischen den Grossen u, u,---u; v, v, - v, findet hierbei die Be-

r

ziehung statt

(2~) ul-]—u2+-..+ur: 1)1+1;2+...+Ur.

Dieser Satz lasst sich folgendermassen umkehren.
Wenn die Grossen u,, u,, -+ u; v, v, v, die Gleichung (2.) befriedigen

r

und wenn keine der Differenzen

u).—v

w

(léyy hhu=123: 1)

der Null congruent ist, so ist die durch die Gleichung (1.) bestimmte Function
o(u) eine zu dem Periodenpaare (2w, 20') gehorende elliptische Function r™
Grades.

Wenn von den » Grdssen u,, u,, -+ ,, beziehungsweise v, v,, -+~ v, keine
zwei einander congruent sind, so sind alle Wurzeln der Gleichung ¢ (u) = 0, be-
ziehungsweise ¢ (1) = oo, einfache Wurzeln: Sind hingegen einige der Grdssen
Uy Uy - U, OdeEr einige der Grossen o, v,, - v,, einander congruent, so sind die
entsprechenden Wurzeln der Gleichung ¢ (u) = 0, beziehungsweise ¢(u) = oo,
mehrfache Wurzeln.



16 Elliptische Functionen beliehigen Grades. Art. 14,

14.
Wenn

Uy, Uy Uyy o U

0) 1) n

(n+1) von einander unabhingige und unbeschrinkt verinderliche Gréssen be-
zeichnen, so ist die Function

|1 p(w) @) - ") |

1 1 p(u) ¢'(w) -+ " "(u,)
(1') c?(u'oa Uy Ugy o+ “n) =1 59(?&2) 5')'(%) t S")(“_U(“a)

|1 opw) @) - " (u,)

in Bezug auf jedes ihrer Argumente eine elliptische Function (n + 1) Grades.
Als Function von u, betrachtet wird dieselbe nur an der Stelle u,= 0 und den
congruenten Stellen unendlich gross, dagegen fiir

Ug= Uypy Ugy * =+ Uy, _(u1+“z+ +u,)

und die congruenten Stellen unendlich klein.
Es moge vorausgesetzt werden, dass von den Grossen

Upy Uyy » o Uy, u1+u’z+"'+un
keine der Null congruent ist, ferner dass von den Grdssen
Uyy Uyy - U

n

keine zwei einander congruent sind.
Es ergibt sich zunéchst

(2-) (P(‘u/oa unug;“'un) = C," 6(u0+u1+u2+.“+un)66(::10(;@;1)G(MO—%)“.G(%—M‘) ’

wo der Factor C, nur von den Grossen u, u,, - u, abhingt.
Zur Bestimmung dieses Factors dient die Gleichung
-0 = (—=1)"n! o (ty, 1y, )

n

6 (utut -+ ,)6(w,) 6 (1) - 6(w,)

Wenn nun vorausgesetzt wird, dass keine der Summen

Uyt Uyt U,y Uttt oo, o U U,



Art. 14. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 17

der Null congruent ist, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung der ange-
gebenen Formel
G (uy+u,+ u2+-~+un)n;,ly6(u,-,..uy)

G (1) G (,) 6 (my) -+ G™*(w,)
(A<p, Lp=012-n)

nmn-1)

(3.) ¢ (thyythyythy,---tt) = (—1) 12!13!..m!

Die Geltung dieser Formel ist, wie sich aus Stetigkeitsbetrachtungen er-
gibt, nur an die Bedingung gekniipft, dass keine der Grssen u, (1 =0, 1,2, .- n)
der Null congruent ist.

‘Fiir die im Art. 13 betrachtete elliptische Function ¢ (%) ergibt sich hier-

nach die Darstellung
(+) o) = (. F 0ty )

(.g(uy Uyy Uy vr) '

wo der Factor C' nur von den Grossen u, u,, -+~ u; v, v,, --- v, abhangt. Hier-
bei ist vorausgesetzt, dass von diesen 2r Gréssen keine der Null congruent ist
und dass keine zwei derselben einander congruent sind. Es bietet keine Schwie-
rigkeit, aus dieser Formel durch einen angemessenen Grenziibergang andere
Formeln herzuleiten, welche sich auf die angegebenen Ausnahmefille beziehen.

Es gelten iiberhaupt folgende Sitze:

Jede (eindeutige) elliptische Function ¢ (u), deren Argument die Perioden
20, 20 besitzt, ist rational ausdriickbar durch die zu dem Periodenpaare (2w, 20)
gehorende Function p(u|w,0’) = pu und deren in Bezug auf die Grdsse u ge-
nommene erste Ableitung p'u. Umgekehrt sind diese Functionen pu und o'
durch die Function ¢(u) und deren erste Ableitung ¢'(w) rational ausdriickbar,
wenn (2w, 20’) ein primitives Periodenpaar des Argumentes der Function
o (u) ist.

Wenn die betrachtete Function ¢(u) eine grade Function ihres Argu-
mentes ist, so ist dieselbe eine rationale Function von pu; wenn die Function

()

. . . " o3 . !,P .
¢(u) dagegen eine ungrade Function ihres Argumentes ist, so ist - o €lne ra-

tionale Function von gu.

Wenn die betrachtete Function ¢(«) nur fiir » = 0 und die congruenten
Werthe unendlich gross wird, so ist dieselbe eine ganze Function von pu
und @'u.

Zum Gobrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 3



18 Elliptische Functionen beliebigen Grades. Art. 15,
. . 6
Die Function 2™ .
6™(u)
15.

Unter der Voraussetzung, dass n grosser als 1 ist, ergibt sich fiir den
Grenzfall

wenn

po p'v o "M
_ (O (u—0)G(u + ) N I A
(1') ('P(u) - (_1) 6”“(“)6”(’0)6(%1}) ’ Pn(v) - . .

P P ™
gesetzt wird,
L pu—gpv Pu—pv o P u— "
) i p'v @"v . P
(2.) P (v)¢(u) = o L P o' .. @y
A

Wird nun beiderseits nach Potenzen der Grosse u—uv entwickelt, so folgt
aus der Vergleichung der Coefficienten der mit (w— v)" multiplicirten Glieder

G((n+1)v) _ __1__ . Ppﬂ(v)

(3') mmﬂﬂ(v) - nln I ”(17)

Andererseits ergibt sich, wenn die Grosse ¢, durch die Gleichung

(—1)"_1'cn Pn(U)' 6nn(v)

(4) 6(m) = (112181 (n—=1)!)?

definirt wird,
6((n+1)v) 1 6y P,‘H(vl

(5:) Gm)6™(v) —  alnl ¢, P(v)

Fiir jeden hier in Betracht kommenden Werth von » hat demnach der
Quotient “* den Werth 1.

Ca

Fiir n = 2 ergibt sich
6(20) = —¢,- p'v-Gv);

in Folge der Gleichung (16.) des Art. 12 ist also ¢,= 1.



Art. 15. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 19

Mithin ist auch ¢,= 1 und es besteht daher, wenn u statt v eingefiihrt
wird, die Gleichung

(n—1)

Pt 9w o "

(6.) Glm) _ (=) g gt
' 6™(u) (218l (n =11y I ,;
S')'n—lJu S')/m“ . S’){Zn—:i),u i

Den Gleichungen (14.) und (15.) des Art. 9 zufolge sind simmtliche Ablei-
tungen der Function pu als ganze Functionen der Grdssen gu, o', 3¢, g, mit
ganzzahligen Zahlencoefficienten darstellbar. Die Determinante P ‘u), durch
welche die Function g("(l;)) ausgedriickt ist, ist daher ebenfalls eine ganze Func-
tion dieser Grossen.

6,(,"(”} eine grade Function des Argu-

eine ganze Function der Grossen pu, 3g,, g.; wenn

dagegen n or1 ade ist, so ist G

G(nu) ")

. A 3 . o 1
und es ist — 89 ) cine ganze Function der Gréssen pu, | 9ys 9,

‘Wenn nun = unwrade ist, so ist
%zu)

mentes u, es ist daher —.. )

cine ungrade Function des Argumentes u

Es besteht daher fiir alle ungraden Werthe von # eine Gleichung von
der Form

G (nu 1

F0e-n) !
und fiir alle graden Werthe von n eine Gleichung von der Form

G(nu) —p'u 1
(8.) Gw) (U203 (n=1)1) G (pu, egwﬂa);(nz_“-
In diesen Gleichungen bezeichnet G (pu, 1g,, g,), eine ganze Function der
drei Gréssen pu, 1g,, g, mit ganzzahligen Zahlencoefficienten und der Index N
den Grad dieser Function in Bezug auf das Argument pu.
Da
a G (nu)

9.) T ——log— ") = n’(pu—p(nu)),

so kbnnen die angegebenen Gleichungen dazu benutat werden, um ¢(nu) rational
durch pu auszudriicken.

3*



20 Elliptische Functionen beliehigen Grades. Art. 16,

Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades
durch die Function %(u) und deren Ableitungen.

Integration einer elliptischen Function beliebigen Grades.

16.
Aus der Gesammtheit derjenigen Werthe des Argumentes u, fir welche
eine elliptische Function »* Grades

o 1 O(u—2%)6(u—u,) - 6(u—u,)
(1) #lu) = C.G(u—vl)G(u—%)u-G(u—vr)

unendlich gross wird, sei ein vollstindiges System einander nicht congruenter
Werthe

Uyy Ugyeo* 0

m

herausgehoben und es sei fir g = 1,2, m

Cu(w—0,) 7+ Co (=) "+ Cl (w—0,) "+ o 4 (D ()

die Summe aller Glieder mit negativem Exponenten, welche in der fiir die
Umgebung des Werthes v, geltenden nach Potenzen der Grosse u— v, fortschrei-
tenden Reihenentwickelung der Function ¢ () enthalten sind.

Unter diesen Voraussetzungen bestehen die Gleichungen

(2. ntntetn=r, C+CF-+C, =0,
() #(0) = C+2,0, G (u—v) +2 217F G o Slu—s),

(A= 1)2""(7;4'—1); e=12--m)

Die Constante C, kann bestimmt werden, wenn der Werth der Function
¢ (u) fiir einen nicht singuliren, d.h. keinem der Werthe v, v, --- v_congruen-
ten Werth des Argumentes  bekannt ist, oder wenn in der fiir die Umgebung
irgend eines der Werthe v, geltenden nach Potenzen von u — v, fortschreitenden
Reihenentwickelung der Function ¢(u) ausser den Gliedern mit negativem
Exponenten noch das constante Glied gegeben ist.



Art. 17—18. Die Functionen G u, G,u, O,u. 21

17.
Aus dem in dem vorhergehenden Art. enthaltenen Ausdrucke fiir die
Function ¢ (u) ergibt sich fiir die zu derselben gehorende Integralfunction, wenn
nit C, die Constante der Integration bezeichnet wird, folgender Ausdruck :

f o (w)du = 2,0,log6(u—v,) + Cou+ (

_2“(& _g_ (u— ,U‘“) 4 2“ 2}' (— 1)}‘-1 »}‘1’_ Cf:) 890'—2)(% _ ?)#),

(A=2,8,--(n—1); w=1,2m)

In der zweiten Zeile der vorstehenden Formel ist o“(u —v,) = p(u—v,),
P u—w,) = —;u;go(u—-v“) zu setzen. Uebrigens ist hierbei zu bemerken, dass
den zu Grunde gelegten Voraussetzungen zufolge alle in dieser Zeile enthaltenen
Glieder der Integralfunction fortfallen, wenn jede der Zahlen s, x, .. 7 den
Werth 1 hat.

Die Functionen Gu, Gu, Gu.

18.
Durch die Gleichungen
—1u .

e 6 (w+u) e 06(w—u) /

O = —F5,— = g, = Olufw,0),
——1‘”"/ T‘"u )

(4 6 (w"+u) ¢ 6w —u) ,

(1) Ou = 60" = 6o T O,(|w, o),
e—nluG( ") en’um '—u)
[0} w— ;
63“ == ‘“'Er* = T = 63(u | 0,0 )

werden drei Functionen Gu, Gu, Gu als eindeutige Functionen der unbe-
schriinkt versinderlichen complexen Grosse  erklirt. Fiir alle endlichen Werthe
des Argumentes « besitzen dieselben den Charakter ganzer Functionen.

Jede der drei Functionen Gu, Gu, Gu ist eine grade Function des Ar-
gumentes v. Dem Werthe u = 0 entspricht der Functionswerth 1.

Wenn in der Formel (1.) des Art. 11 fiir v beziehlich die Werthe v, 0", o’
gesetzt werden, so ergeben sich die Gleichungen

G,u

(2 pu—e, = (%g)z, PUu—e, = (%—’:)2, PU—e, = (’67;)2’



29 Die Functionen G,u, 6,u; Gu. Art. 18.

aus welchen hervorgeht, dass jede der drei Differenzen pu—e, (4 =1, 2, 3) das
Quadrat einer eindeutigen Function des Argumentes « ist.

Es bestehen die Gleichungen

(8.) p'u = —2 %%%Z%;i’ 6(2u) = 26uGuG,uGu.

Bezeichnen 4, g, v die drei Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihenfolge, so
gilt die Reihenentwickelung

(4') 6,-_u :‘1—%81142——»4%-(66%—92)1(,*__...

Die Grosse g, hat zufolge Art. 9 (18.) den Werth

(5.) 9= —4(eqteetee) = —4((0/1“'6,‘)(9;,—%)—363).
Fiir die Vermehrung des Argumentes um eine ganze Periode gelten die
Formeln
5(u20) = _e2ﬂ(u+w)6u 6 2u) = 4327‘”(“'-'-(“”)6“ 6wt 20) = _eﬁn’(u+w’)6n
(6.) 6,(u+2vw) = _e2r,(1¢+m)61u i G,(u+20") = +€2n”(“+w”)6,u 6,(ut+20w') = +6’2T‘,(u+w,)6,u
6,(u+20) = +e27‘ (u+w)62u 6 (w4 20") = _e2n”(z¢+m”)62" 6wt 20/) = +62n’(u+m')62u
G (ut2uw) = +827‘(u+w)63u 6 (1+20") = +eﬁn”(u+w”)63u 6 (uk2w') = ety

Diese Formeln sind specielle Fille der folgenden, in welchen p, ¢ irgend
welche ganze positive oder negative Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten :

20 = 2pw + 2qu’, 2% = 2pn + 2q1,

Glut28) = (1)L,

bl

(1) Gu+2s) = (1T 1T V6,

pq eiﬂ(u+®)6

Qu’

Gu+2) = (1)

Pet+q e?ﬁ(uw)6

X'

Gu+2i) = (1)

Fiir jeden von Null verschiedenen Werth der Grosse m und fiir jeden der
drei Werthe des Index 4 gilt die Gleichung

(8.) Gy (u]o,w) = G| 2, %)



Art. 19. Die Functionen Gu, 6,u, Gyu. 23

19.
Es bezeichne jetat
& = po + qu’
eine halbe Periode, mit anderen Worten, es werde vorausgesetzt, dass die beiden

ganzen Zahlen p und ¢ nicht beide zugleich grade sind.
Wird entsprechend der im Art. 7 erklarten Bezeichnungsweise

W=t = 2(a)

gesetzt, so stimmt die Function

e—mt6('6)+u) _ eT‘uG(m—u)

O® 6

mit der Function Gu iiberein, wobei der Index 2 den Werth 1, 2 oder 3 hat,
jenachdem pd gleich e, ¢, oder e, ist.

Es ist nun

pd = e, also 4 =1, wemn p=1, ¢=0 (mod.2);

(1) b = ¢, also 4= wenn p=1, ¢=1 (mod. 2);

2,
pb = ¢, also 4 =3, wenn p=0, ¢g=1 (mod.2)

Unter der Voraussetzung, dass der Werth von 4 den vorstehenden Bedin-
gungen geméss bestimmt wird, bestehen die Gleichungen :

(2.) SO(;) = e,',
—fu_ i
o) e ggli-_ﬂ — _e_gg’__“l = Gu,
eyt S S~ S
(4) 6(“—‘”)+ 76w G (), G, (u 6) G(M)—n

Wird in den Ausdriicken fir ¢ (u£v) der Grosse v der Werth & beigelegt,
so ergibt sich

.(_E)L_, e_u) (e). —ﬁz_ .

(5.) plutd)—eg = e,




2 Die Functionen G4, Ou, Gyu. Art. 20—21,

20.
Fiir den ersten im Art. 10 betrachteten Grenzfall 2}{(3) = oo erhilt man
Ay pat
(L) Ou = OF(M) COS-;TE-, 64 = Cu = 60(2‘") .

Wenn aber sowohl 2w, als auch 20" unendlich gross wird, wihrend
lim R (%) einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist
(2.) 6u = 0u = Oy =1

zu setzen.

21.
Durch die Gleichungen

—— G,u —— Gyu — G,u
(1.) Vou—e, = 2=, Vou—e, = 2=, Vou—g = 2=

sind die Werthe der drei Quadratwurzeln als eindeutige Functionen des Ar-
gumentes u definirt.

Wenn dem Argumente » der Reihe nach die Werthe

—_— —_— r o " ___!
0, =0, 0o,=e0+0 =0, 0, =0

beigelegt werden, so ergeben sich folgende Gleichungen

!

Uiy
6,w e Guw

_"l,u)

\/ _ 6w v o — 6w € Gw”
b=6 = g, = Gw o ? G=% = Go 6w 6w !
,qm" 1]’(07’
0,0" e Guw G,w” e Go
(2') V€2'— 6 = 61(1)" = - 6w 6w ! \/62—' 6 = 63(»" = = Gu' 6w !
: e ' '’
\/e —e = gf?_ — ‘e¥776vm— \/e —_e, = gw__ fomnd ¢ iﬁg
LR Gw Ow Ow' ! 5T G T Gw' Gw" ’

durch welche die Werthe der sechs Quadratwurzeln in eindeutiger Weise
bestimmt werden.

Zwischen diesen Wurzelgrossen bestehen in Folge der Voraussetzung
R(2) > 0 die Beziehungen

®) Voo = —iVa—e, Va-a = —iVe=a, Vaq = ~iVa-a,



Art. 22. Verwandlungsformeln fiir die G-Functionen. 25

Verwandlungsformeln fiir die Functionen Gu, 6 u, Gu, G u.
22.

Aus den Gleichungen (2.) des Art. 21 ergeben sich fir die Grossen
Gw, Gw’, Go' folgende Ausdriicke

1w = 11" . s’

27 27 i

[4 1 e 1e°
Ow" = \/ O =

‘4/01'-03{/81—62 \/62 € \/6 Vf —63\/6 —&
Hierbei ist zu bemerken, dass die drei Wurzelgrdssen

\4/02—63, \‘/61_837 461_62

nur solche Werthe annehmen kénnen, deren Quadrate den durch die Gleichungen
(2.) des Art. 21 bereits eindeutig bestimmten Grssen

vee'— sy \/91 — €5 \/cx )

beziehlich gleich sind. Jede der drei vierten Wurzeln kann demnach nicht
vier, sondern nur zwei Werthe annehmen ; sobald aber iiber den Werth einer
dieser drei Grossen entschieden ist, sind die Werthe der beiden andern ein-
deutig bestimmt.

(1.) 60) =

Zur Bestimmung der Werthe der Producte je zweler der drei vierten Wur-
zeln konnen auch folgende Gleichungen dienen:

ooy =i o).

6(3w)

(%) Ve,—eVe,—e, g(:u,)y Ve—eVe,— i ,::) Ve—¢

Der Grosse \/7 ist der Werth ¢ beizulegen.

Fiir die Vermehrung und Verminderung des Argumentes der vier G-Func-
tionen um eine halbe Periode gelten unter der Voraussetzung, dass den zweiten
und vierten Wurzeln die im Vorhergehenden bestimmten Werthe beigelegt
werden, die in der Tabelle auf der folgenden Seite enthaltenen Verwandlungs-
formeln :

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 4



Verwandlungsformeln fiir die G- Functionen. Art. 22.

T(ntio)

Gluto) = +¢"1" Go 6 =+, __e 6,u
\/e —e¢,\Ve,—
G (utw) = F\e—e \/e—ee " 6w Gu = Ve, —e,\e,—e, 6+T‘(u+1w)6u
6t o) = Ve—a - A1 Gy G — Te_,_—ﬁ ) ein(ui-;w)Gau
6—6
O(utw) = Ve,—e, - e Go 6 = »,--e—é;ii . ein(ui;w)@u
6—¢,
B(uto’) = 6 M Gou =k Vi),
\/61——82 \/82—63
Guto)= Voo - € " 6uGu = LW;‘E gt (Mt
\/'L \/62_63
” 4/ Y _ +9"( + L
G(ut o) = 3Vo—e Vo6 GGy = ?e’ﬁeé\“-/e”ﬁe"‘ (wxie)g,
i
— + +1 "
GS(Mi(D”) — \/32—63 . e+‘f uG "6u — \\?e ev . e—n (u () )Glu
e,—
Guto) = +¢ 1 oGy =+ T g
\/ex =& \/82—— €y
, tru_ Ve—e,  ty(utio’)
G (uto') = Ve,—e, - € Ow'Gu = + - e 0,
\/62—63
I + 4/ _ ’ !
Gluto) =  Vomg - 6T eweu =  Vazh . grlre)g,
\/61—6’3
+q! L'
Gy(utw') = F\e,—e \e,—e ——ee " 6u'Gu =tiVe,—c\e —ese—n(ui’w)Gu.



Art. 28, Verwandlungsformeln fiir die G- Quotienten. 27

Verwandlungsformeln fiiv die Quotienten zweier G- Functionen.

23.
Fiir die Quotienten zweier G-Functionen gelten folgende Verwandlungs-
formeln:
Glute) -1 O G(ute) _ oy O
G(uTw) — \e—e Ve, —e O Gutw) TV G
Gue) _, i Gu | Gkw) 1 Gu
Guto’) — T \e—e O Gutw’) — T OU
Guto) v Gy Guto) Ve,—e, Gu
Guto) T T e —e, O,u Gutw) —  \e—e Ou
Gutew) . 1 G,u Guto)  _ —— Gu
Gute) — F Vice | Ga Gite) = FVA5 Gy
1) Guto’) -1 Ou G(ut o) __i\/el—ez o
G(uto) ~ Voo \o—c, OU G(utw) Ve—e, Ot
Gutw) 4 1 O Gute) 1 O
Gut o) T e 6,u Gutw) +\/ez—€s Gu
Suto) 1 Gn Gyutw) _ Ve—t Ou
Ga(u‘im) B \/61—63 62”’ 63(uiw) \/61—83 62”
G(uxw") — 1 G 62(1¢ifw::) _ +ife T, Gu
0,(u* o) Ve, —e, 6,u Oy (ux ") O
Glutw) 1 Ggu _67(ui o) 1 61u.
Gutw) ~ \e—e\e,—e O Gutw) — T ye—e Ou
Gut2w)  Gu Gu(ut20;) _ 6,u
G(u*20,) —  Gu G, (u X 2;) 6,u
(2.)
Gut2e)  Gu l G(ut2e) _  Gu
Gut2w,)  Gu G, (u*t 2w,) G, u



28 Differentialgleichungen der G- Quotienten. Art. 24—25.

: N : . 6 Gu .
Aus diesen Formeln ergibt sich, dass die Functionen 67:3 und g"ﬁ ein-

deutige doppelt periodische Functionen sind, fiir deren Argument (2vw,, 4w,) ein
primitives Periodenpaar ist.

Gleichungen zwischen den Quadraten von je drei G- Functionen.

24,
Aus den Gleichungen

2
P

ergeben sich durch Elimination von pu die folgenden Gleichungen zwischen den
Quadraten von je drei G- Functionen

Ciu— Gru+ (6,— ¢,) G'u = 0
Gyu—Glu +(¢,—e)Cu = 0,
Glu—Gu+(e,—e,)0u = 0,

(ez'— 63) 6:“ + (es—el) 6:“ + (61—62) 6:“ = 0.

Differentialgleichungen der G-Quotienten.

25.
Aus der Gleichung
(1) pu = —a gt 3 B
ergeben sich fiir die Functionen
Gu 0,u [
G’ " G,u’ Ou

folgende Differentialgleichungen

d 6u _ Gu Gu d Gu
®) Tow = Guou duwte 4%




Art. 25. Differentialgleichungen der G- Quotienten. 29
. ) 6u GCu Gu . . . .
Die Functionen G G‘J’ Gy genigen hierbei der Bedingung, dass
fiir den Werth w = 0’

6u d 6u Ou .. G . Cu d Gu
)6 =" wWou=Y Gu=Y  Gu- " M, we.=

Die angegebenen Differentialgleichungen nehmen in Folge der zwischen
den Quadraten von je drei G-Functionen bestehenden Gleichungen (Art.24)
folgende Formen an:

d GuP 6 u G’u
(4) b*u‘ ?5174} = {1“(e,rel)@%Hl—(%“e;)gﬁ},
d Gu . Giu Giu
(3.) [du G’MJ - ‘1 Gty H —ot(o- )M(:')2 }
d Gu Giu Oy u
(6) [du 6“14} {6}; +ei ]{62 +e) y]

Es geniigen daher die vier Functionen

Gu 1 O 1 Gu 1 G

6—11;7 \/e - "1 6 w’ \/e;él G-“H’ \/e —q \/9 -8 Gu
fiir £ gesetzt derselben Differentialgleichung
agy’ ) :
(F) = 1= 8= 6= ).

Zu bemerken sind noch die Gleichungen:

(8) %(u)—%(u) - j— og% =%;;9%6_§§()5,‘;L) = —(e,,—ey)%,

0) 4 o) = rlogou = ~LA=8AZ8) o (o g)o—q)Fu—g
= —(a—e¢) Z‘Z‘Z 6 = —(el_e_u)_g%%—ep'

1) 2y Sl o) = et



30 Die Jacobischen elliptischen Functionen.

Art. 26.

Vergleichung der G-Quotienten mit den Jacobischen elliptischen

Functionen.

26.

Wenn der Modul & der Jacobischen elliptischen Functionen durch die

Gleichung

6,6
€,— 6

(1.) B =

bestimmt wird, so ergeben sich fiir die G- Quotienten folgende Ausdriicke durch

die Jacobischen elliptischen Functionen :

Gu 1 . ' Ou
6 = Vool sin am(\/el—ex-u, k) Bu
6u . O,
Gu cos am (\e,—e,-u, k) u
O, ——— O
6w = A am (Ve,—e,-u, k) Gu
(2)
6 . . Gu
G sin coam (\'e,— ¢,-%, k) Gu
Gu 1 - Ou
T Vize o8 coam(\/el—es-u, k) Gu
op _ ﬁe—‘_—eaf A coam (Ve,—e,-u, ) O
qu - \/el_e2 ! st Glu

Ve cos am (\Ve,— e,u, k)
"% sinam (\e,—e,-u, k)
vize. A am (Ve,—eyu, k)
" ginam (Ve,—e¢,-u, k)
1
e,—¢ —
Ve, sin am (Ve,—¢,-u, k)
1 S
tg am (Ve,— e, %, k)
\/61_ €
1
sin coam (Ve,— ¢, u, k)
1
cos am (\e,—e,-u, k)

coam (\/el—ea-u, k) = am (K—\e,—¢,-u, k).

Der Quadratwurzel /¢, —¢, kann hierbei jeder ihrer beiden Werthe beige-

legt werden, die Entscheidung iiber den der Quadratwurzel \/¢ — ¢, beizulegenden

Werth hiingt hingegen von der Uebereinkunft iiber die Bestimmung der Grosse
K ab, welche der Definition von coam (e, —¢,.u,k) zu Grunde liegt.



Art. 27. Einfiihrung der Grossen K und K'. 31

Die von Jacobi mit K bezeichnete Grosse kann nédmlich jeden in dem
Ausdrucke

Ve,—e, (o + 4po + 2q0’)

enthaltenen Werth annehmen, wobei p und ¢ beliebige ganze Zahlen bezeichnen.
Der in den vorstehenden Formeln vorkommenden Wurzelgrosse \¢,—¢, ist nun
derselbe Werth wie im Art. 21, oder der entgegengesetzte Werth beizulegen,
jenachdem die Zahl ¢ grade oder ungrade ist.

Bestimmung eines primitiven Periodenpaares fiir das Argument der
Function pu mittelst zweier eindeutig bestimmter Grossen K und K.

27.

Die Wurzeln der Gleichung 4s’—g,s—¢, = 0 mdgen, — unter der Vor-
aussetzung, dass g, —27¢; nicht gleich Null ist, — in irgend einer Reihenfolge
mit ¢, ¢,, ¢, bezeichnet werden, mit der Bedingung, dass, falls die bei der geo-
metrischen Darstellung den drei reellen oder complexen Grissen e, e,, ¢, ent-
sprechenden Punkte in gerader Linie liegen, ¢, dem mittleren dieser drei
Punkte entspricht.

Unter dieser Bedingung sind die Grdssen

e,—¢ e,—¢.
273 12 1 2

€—6 6,—&

(1) = I

so beschaffen, dass keine von beiden einen reellen negativen Werth hat und
dass auch keine von beiden einen reellen positiven Werth hat, welcher grésser
als 1 oder gleich 1 ist.

Mit £ und ¥ sollen diejenigen Werthe der Quadratwurzeln aus 475 ynd

—Z%Z’— bezeichnet werden, deren reelle Bestandtheile positiv sind. Es hat dann

1 3

auch der reelle Bestandtheil des Quotienten % einen positiven Werth,
Die Grossen K und I sollen die Werthe der bestimmten Integraie

i1 il
(2) L K = f &
b YV1—¢ \/l—/u“t‘ ) \/1_3! VI ke

bezeichnen, vorausgesetzt, dass die Integration auf directem Wege ausge-




39 Emfiihrung der Grossen K und K. Art. 27

fihrt*) und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren
reelle Bestandtheile positiv sind.
Werden nun zwei Grossen o, und w, durch die Gleichungen
K <

(3.) 0= —e 0, = —me
' \/81-— b ’ ' vex“ A

bestimmt, in welchen der Werth von \/e —e, beliebig fixirt ist, so ist (20,20,
ein primitives Periodenpaar des Argumentes der zu den Invarianten g, und g,
gehdrenden Function p(u; g,,¢,) und es bestehen, wenn

. 0, = 0+ 0,
gesetzt wird, die Gleichungen
PO, = €, POy = &, PL; = €.

Die reellen Bestandtheile der beiden Gréssen K, K' und der reelle Bestand-
theil des Quotienten
o, K

o, K
haben positive Werthe.

Wenn die Grosse %:% =k’ einen reellen Werth hat, so haben K und

1 3

K'positive Werthe. In diesem Falle ist das Dreieck, dessen Ecken bei der
geometrischen Darstellung den Grossen 0, 2w, 2w, entsprechen, ein recht-
winkliges und zwar entspricht dem Werthe 0 der Scheitel des rechten
Winkels.

Das erwahnte Dreieck ist jedoch ein spitzwinkliges, wenn die Grosse
K eine complexe Grosse mit positiv imagindrem Bestandtheile ist; es ist ein
stumpfwinkliges, wenn & eine complexe Grdsse mit negativ imagindrem
Bestandtheile ist, und zwar entspricht dem Werthe 0 der Scheitel des stumpfen
Winkels. In dem letzteren Falle sind die bei der geometrischen Darstellung
den Grossen 0, 20, — 2w, entsprechenden Punkte die Ecken eines spitzwink-
ligen Dreiecks. v

Das Periodenparallelogramm, dessen Seiten bei der geometrischen Dar-
stellung beziehlich den beiden durch die obigen Formeln bestimmten Perioden

*) An die Bestimmung, dass die Integration auf directem Wege ausgefiihrt werden soll, wird
in den beziiglichen Formeln durch einen an das Integralzeichen angefiigten Accent (f) erinnert.



Art. 28. Bestimmung der Wurzelgrossen fiir ein specielles Periodenpaar. 33

2w, 20, entsprechen, ist also entweder ein Rechteck, wenn %’ einen reellen
Werth hat, oder es hat, wenn dies nicht der Fall ist, die Eigenschaft, durch seine
kiirzere Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt zu werden.

Diese Eigenschaft ist fiir das auf die angegebene Weise bestimmte pri-
mitive Periodenpaar (20,,2w,) charakteristisch, wenn noch die Bedingung hin-
gugefiigt wird, dass pw = ¢, pw, = e sein und dass der reelle Bestandtheil des
u% einen positiven Werth haben soll. Denn ausser den beiden
primitiven Periodenpaaren (2w ,20,), (—2w ,—2w0,) gibt es kein anderes diesen

Quotienten

Periodenpaaren aequivalentes Periodenpaar mit derselben Eigenschaft.

Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der G- Functionen
vorkommenden Wurzelgrossen fiir ein specielles Periodenpaar.

28.

Unter der Voraussetzung, dass die Perioden 2w, 20, 20, auf welche sich
die Formeln des Art.21 und des Art.22 beziehen, durch die Gleichungen

(1.) 20 = 20,, 20" = 20, = 20,4+ 20y, 20" = 20,

bestimmt werden, wobei o und w, die im Art.27 festgesetzten Werthe haben,
ergibt sich, dass der im Art. 21 fixirte Werth der Quadratwurzel \e,—¢, genau
iibereinstimmt mit demjenigen Werthe dieser Wurzelgrosse, welcher zur Be-
stimmung der Grossen o, und o, angewendet wurde und beliebig gewihlt
werden konnte.

Zur Bestimmung der Werthe der iibrigen in den Gleichungen des Art. 21
und des Art, 22 vorkommenden Wurzelgrossen ergeben sich, unter Beibehaltung
der im Art.27 festgestellten Bezeichnungen, die folgenden Gleichungen

6o _ 6o Gl _ 1 6w _ T
Go VAT G ! 6o k' 0" k'’
(2) \/62_03 = k\/ex_"s’ \/el" 6 = K \/cl’"esv

\/93—01 = -’i\/ex_csa \/63—02 = —1ik \/61—33; \/02—6, = —iF \/0:"‘63'

Wenn der Werth von Ve —¢, = We,—e, beliebig fixirt wird und mit

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen, Zweite Ausgabe. 5



34 Einfithrung der Grossen E und E', Art. 29.

Vk» VE diejenigen Werthe dieser Wurzelgrossen bezeichnet werden, deren reelle
Bestandtheile positiv sind, so gelten die Gleichungen:

(3.) V‘ b— 6 = \/k_\‘/ex“esy Vie.x"ez = \/Er\‘//el_ea'

Bestimmung der Grossen %(w,) und %’(“’3) mittelst zweier
eindeutig bestimmter Grossen E und E'.
29.

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 erklirten Bezeichnungen sollen die
Grossen E und E' die Werthe der bestimmten Integrale

]‘w—w / 1-¢
E= | X =
0 V1= VI—E\1I— R f T

P12 12 42
E:fM —f 1-FF 4
o V1=¢ Vi—Ei—k*f

bezeichnen, vorausgesetzt®) dass die Integrationen auf directem Wege ausge-

fithrt und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren reelle
Bestandtheile positiv sind.
Unter dieser Voraussetzung sind die Grissen 4, = S(0), 4, =& (0,)

6
durch die Gleichungen

(2)  m=\Ve—g

s 2 :
’ Ny = _l\/el_eng +-3_K
66

— G

bestimmt, aus denen sich

1 ,
(3.) E=—= (Tl1+elwl)! E =
Ve,—e, e,—e,

ergibt. Zwischen den Grossen o, w,, 7, 7, besteht zufolge Art. 7 (5.) die
Gleichung

+e,0,)

(4) NW— 0% = %m;7

welche der Legendreschen Relation EK'4+ EK—KK' = 1= entspricht.

*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 32.



Art. 30—31.  Darstellung der Functionen G, Gu, G durch unendliche Producte.
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Darstellung der Functionen 6w, 6,4, Gu durch unendliche Producte.
30.
Die Function G,u ist ebenso wie die Function Gu durch ein zweifach un-
endliches Product darstellbar.
Wenn niamlich

(1)
gesetzt wird und bei der Productbildung jeder der beiden Zahlen p, ' alle

0, = (2p+ Do+, w,=Qut)o+ e+, 1w =2u0+ (204 1)

ganzzahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beigelegt
werden, so besteht fiir jeden der drei Werthe von 4 (4 = 1,2,3) die Gleichung

% 41 u?
—1e1 w\ ¥R
#4 I I —_ % /)

e w, (1 )6 .

w,

(2)

Gu = Gyulw,w) =

31.

u Ocy) 21w’
— =, 14 {
w

Die Werthe, welche die Gréssen

annehmen, wenn dem Argumente # der Reihe nach die Werthe

=2z, 2w, @

“+to, U+ o 2%+ "

beigelegt werden, sind zusammengestellt in folgender Tabelle, in welcher
T = % und /= ¢ die im Art. 6 erklirte Bedeutung haben.

% %+ w %+ o %+ o
v v+ v+it (T
(L) 7 Iz i -
2yw0’ %2r,w1)2+'qu+—;-nm 2100+ U450 o'+ LRl 200’ + n"1t+—;-;]"w"+}zi+-:-Tr.i-{—?;i
e2~r,uw2 e2nwv’e~qu FLT 621,«»02 en’n 6-5-1@’(0’ s e‘Zv‘wv? en"u ot 70" Vi It

Der Wurzelgrésse \7 ist der Werth €™ beizulegen.
Mit Benutzung dieser Tabelle ergeben sich aus den im Art. 6 enthaltenen

5%



36 Darstellung der Functionen Gu, Gu, G durch unendliche Producte. Art. 31

Ausdriicken (7.), (8.), (9.) fiir die Function Gu folgende Ausdriicke der Functionen
Gu, G, Gu durch einfach unendliche Producte:

27,0 cos (nt—v —Uml I )
- cos(nr=v)7 ~vmi ] cos(nttv)m om

2. 6u = €
(2.) 1 COSNTT " cosnNTm

1 U - 1+ a7 14078
(3.) =" 4]l e IT, o

2v0v H 1 4 2/*cos 2vm + A"

(1 + th)2

(4.) =¢ cosvm

o' [ €08 (1—3)3—0)7 —omip 08((1=3)3 +0) o

5, O =

(5) =0 *ocos(n—y)tw *cos(n—3)w ¢
. 21‘4.0?) L+ 1+ 0%

(6-) - Hn 1 + th—l ]'—‘[n 1 +h2n-

21wv 14 2h*'cos 2um + h"“2
7. =e¢ "Il
( ) (1 + h?n—l)?

2 e _l ‘:_ - _ ‘. . _l_ .
(8) 6 = (210 [ S(B—DT=0)m omipy sin (5T 0)z v

sin (n—1) = " osin(n—3)tw
270)1) 1 it 1—A1s?
(9 . ) = : H hﬂn—l ]'—In 1 kZ»—l

anv H 1—2k*"cos 2vx + A"

(10) = (1_h>n-1)2

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grdsse v und Vergleichung der
Coefficienten der mit v* multiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichungen

(1L) o = =247 4 3, 1+k’")
h?n—l

(12.) 210 = — 20+ 3, W (L
4

(1) 2o = = 26,0 == B,

welche der Gleichung (10.) des Art. 6 entsprechen.



Art. 32. Bestimmung der Wurzelgrossen durch unendliche Producte. 37

Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der G- Functionen

vorkommenden Wurzelgrossen durch einfach unendliche Producte.
32.
Wenn die Grissen H , H , H,, H durch die Gleichungen
) H = (1-#)(1—k)(1=1)-, H = 1+ +2)1+8) -,
H= (1+h) QB)(148) -, Hy= (1—h) 1=F)(1=F) -

definirt werden, in welchen die Grosse & die im Art. 6 erklarte Bedeutung hat,
50 ist

(2) H, = H 4 H H,, H H H, =1,
und es ergibt sich

1 2 . N
iho HY _ 20 nu)v {I; o' —

20 iqw’. H;

) ) —€ [yt
- 2 - P ES

" HO i zhaﬂ:)z " Zthog

Die im Art. 21 in eindeutiger Weise bestimmten Wurzelgréssen

\/62-—63 ’ \/er 2%) \/51— €,
haben demnach die Werthe

(4) \/82—-63 = %&'4}&.2.H:Hf) \/61'—63 = é%HgHg, \/61_62 = ﬁ;HjH;;

mithin gelten fiir die in den Verwandlungsformeln des Art.22 vorkommenden

Wurzelgrossen Ve,—e,, Ve,—e,s Ve,—e, die Gleichungen

Ve,—e, = \/2'3“2};4‘H0Hf, Ve,—e, = \/ HH, \e—e = \/;EHOH?
(5.)

C/ez_esc/el_es\‘/ex—ez = \B/G_ = 2‘* \/E‘IZh H3

in welchen der Werth von ; beliebig fixirt werden kann.
(0]

Es ergibt sich also

(6) K=

(14+73)( 1+h‘)(1+h")-~=8 k,z_el——ez_%(l—7»)(1—7;3)(1—7»5)..-“

62 16]{ 3 5 ! - - 8 5y | "
1+4) (1482)(14-K°)- - e—e,  (1+R)(L4+R)(14R)-

e——e



38 Uebergang zu dem Periodenpaare (24, 26'). Art. 33.

Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (20,2¢)
zu einem dquivalenten Periodenpaare (26,24).

33.

Wenn an die Stelle des primitiven Periodenpaares (2w,2w'), auf welches
die in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Formeln sich beziehen, ein dem-
selben dquivalentes Periodenpaar (28, 2&') tritt, wo

(L) & = po +qv', &' = potq =gy =1,

so ist in jenen Formeln an die Stelle von

=X}
=3

1
+ +
13

' "o__ ’ ~ ) —
0, 0,0 =o+t+w 0, O, 0=

beziehlich

’ ’ ~n

y =

=32

Ny 0, =+

=3

H
zu setzen, wobei § = pn+an, 7' = pn+q7.

Bei dieser Vertauschung bleiben die Invarianten g,, g, und die Functionen
Gu und pu in Folge der Gleichungen

(2) G(ulo,0) = O(uld, &),  plufo,o) = p(u[s,d)

ungeindert. Der Gleichung (17.) des Art.9 zufolge bleibt mithin bei dieser
Vertauschung die Gesammtheit der drei Grissen ¢, ¢, ¢, also wegen der
Gleichungen (2.) des Art.18 auch die Gesammtheit der drei Functionen G,
Gu, Gu ungeindert; dagegen kinnen die Indices der drei Grossen e, e,, ¢,
und dem entsprechend die Indices der drei Functionen Gu, Gu, Gu ihre
Werthe indern.

Aus den in den Artikeln 6, 8, 9, 18, 21, 22, 23, 26, 31, 32 enthaltenen
Formeln ergibt sich eine Anzahl neuer gleichfalls giiltiger Formeln, wenn in
denselben gleichzeitig die Grossen

, o', & , Gj", &
n ’ ~ ~ ~
U PR i, W
€y 6 3 s : . P €, L
(8. beziehlich durch die Grossen
o, Gu, Gu 6%, 6,u, G,u
v L— o
T %2 T w v= 26 = &



Art. 33. Uebergang zu dem Periodenpaare (26,2&’). 39

ersetzt werden, wobei die Grdssen z und % ihre Bedeutung entsprechend andern.
Hierbei sind die Indices 4, g, », welche den Gleichungen
() i A
gemiss zu bestimmen sind, von den Resten der Zahlen p, ¢, p, ¢ in Bezug auf
den Modul 2 abhéngig.

Die nachfolgende Tabelle enthdlt die Werthe dieser Indices fiir jeden
der sechs von einander verschiedenen Falle, welche eintreten konnen.
'Reste modulo 2 “

_ plqlglfq%\lfulv“
Ifftjofof1]1]2]83
(5.) 1ot |1|1]3]2
Ofj1jr[o|1]2[1]3
1

2

1

IV[1[1|1]0]2]3

Vijojr]jrj1}s]1
VIjoj1[1]0]|3]2]

Hiernach bestehen, wenn fiir 2, u,» die durch die vorstehende Tabelle
gegebenen Werthe gesetzt werden, die Gleichungen

6,(u|®,8) = Gu = G,(u]o,0'),
(6.) O,(u|®,d") = Gu = G,(4|ov,w),
Gy(ul®,6") = G,u = G, (1|w,w).

Unter derselben Voraussetzung ergeben sich durch die Vertauschungen (3.)
aus den Gleichungen (5.) des vorhergehenden Art. die folgenden Gleichungen,
in welchen b = ¢™ © = % zu setzen ist, withrend H,H, H, H, die im vorher-
gehenden Art. erklédrten Functlonen der Grosse b bedeuten.

(7.) 2 o=, = A = 2 TT (1= 1) (1410,
() VEVamo = mm=  ILu-masiy,
(9.) VoiVa—a = mm= Ia-ima-imy,
(10.) \/ Do — atE = ot TL (1)

Der Wurzelgrésse /G ist der Werth Ve,—e¢,Vo— ¢,Ve,— ¢, beizulegen. Der
Werth der Wurzelgrdsse \/%ﬁ kann beliebig fixirt werden.



40 Einfilhrung der Thetafunctionen. Art. 34.

Unter der Voraussetzung, dass die Wurzelgrossen durch die Gleichungen
(7—10.) bestimmt werden, bestehen die Gleichungen

)V EEe = L Eae =) L (1) (1) (),
\/2‘“ e Gu = € o Bt e I (1= ) (14 ) (14 B,
(18) Ve au = €O TL 0= (1) (141,

— Y~ o2
(14) {2 Vamq G = ¢ IL I (=) (1),

)

u ® L)
nv=2—m—,z_—_e ) T:—U_)‘,hze.

Die Grosse 27i® kann mittelst der Gleichung (10.) des Art. 6 oder der
Gleichungen (11 —13.) des Art. 31 bestimmt werden, nachdem in diesen Glei-
chungen die angegebenen Vertauschungen (3.) vorgenommen sind.

Einfiihrung der Thetafunctionen.  Ausdruck der vier G- Functionen
durch die Functionen $(v|t) und @(u|&,&)

34.
Der Werth des unendlichen Productes

(1.) F(Z) — H,,(l—h“)(l-i-h?""z‘”)(l+h?"“,32)

kann durch eine nach Potenzen der Grosse 2* fortschreitende unendliche Reihe
dargestellt werden, welche fiir alle endlichen Werthe der Grosse z, den Werth
z = 0 ausgenommen, unbedingt convergirt. Fir alle Werthe der Grdsse A,
deren absoluter Betrag kleiner ist als 1, besteht ndmlich die identische
Gleichung

(2) TL(1=R) (L4 R a) (14 i 22) = 14 B4 27) + B (4 27) + 1 (24 27°) -
=1 +2nh" (& 27™).
In Folge dieser Umgestaltung des unendlichen Productes in eine unend-

liche Reihe ergeben sich aus den Gleichungen (11-—-14.) des vorhergehenden
Art. folgende Darstellungen der vier G- Functionen:



Art. 34. Emfiihrung der Thetafunctionen. 41

o o I~ 2 N a2 1 2 9,
(3.) \/gff—s(} Gu = 627'(””-%—71'1?1”’(13'221'): 62"(””%Zm(—l)”h“(%m) 7 L“,

9% 44— 2700 1 1L 27 mvt 12 2
(4 2_—““0. —e,Gu = ¢ (e h%zF(h’,z) =" Emk‘(zmﬂ) ZQ"LH,

20 4 27 v’ 2% e’ \
(5') \/2_:1\4/91—6;1 G;Lu = e.r‘wv . F(Z) f— 6 l‘wv EmkaQm’

Yy S0 P .
(6. \/ B G = Pl = ¢S~
Bei der Bildung der vorstehenden unendlichen Summen sind der Zahl m
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe, einschliesslich der Null, bei-
zulegen, wihrend = ¢™ zu setzen ist.
Durch die Gleichungen

(7) *:— 2 (- 1)mhw"&1)252"”1 = 2l sin v — 20 sin 8em + N sinbor—-.. = 3,(v),
(8) 2, PR teosvr 4 20 cosBum + 2B cosBurd o = S(v),
(9. 2 P = 1+ 2hcos2um + 2l cos dvm 4 20 cos bum +-- = J(v),
(10.) Em(— 1)" el = 1—2hcos2vn 4 2h* cosdvr—2M° cos bvm + - = J(v)

(m=0 21, £2, .- x0C)

werden die Functionen J(v), 3(v), J(v), 3(v) definirt, welche, wenn vm = &
gesetzt wird, bel Anwendung der Bezeichnungsweise, deren sich Jacobi in
seinen Vorlesungen (Gesammelte Werke, Bd. I S. 501) bedient hat, mit den
Jacobischen Functionen J{@,q), 3(2,q), 3(@,q), S(@,¢) beziehlich iiber-
einstimmen. Die von Jacobi mit ¢ bezeichnete Grosse hat dieselbe Bedeutung,
wie die im Vorhergehenden mit % bezeichnete Grdsse.

Herr Hermite bezeichnet (Journal de M. Liouville, 2™ série, tome III,
p. 26) fir w = 0,1, » =0,1 den Werth der unendlichen Reihe

. ‘ .
2,,,(—1)“”6“1(2’”-]_”)9;+ 1o (2m+u) it 0,(2).

(m=0,x1 12, -+ +£00)

Zwischen der durch die Gleichungen (7—10.) festgesetzten Bezeichnungs-
weise der vier Thetafunctionen {(v) (¢ =1,2,3,0) und der von Herrn

Zum Gebrauche der olliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 6



49 Einfiihrung der Thetafunctionen. Art. 34,

Hermite angewendeten Bezeichnungsweise besteht daher, wenn o = t gesetzt
wird, die durch folgende Gleichungen ausgedriickte Beziehung

00,0((17) = Ss(x)7 00,1(‘27) = SIJ(ZL 01,0(x) = 32(‘”)7 01,1(x) = 2&1(‘7;')'

Die Functionen 3 (v) sollen im Folgenden, wenn es néthig ist, eine Angabe
hinsichtlich des Periodenpaares (2@, 2@'), auf welches diese Functionen sich
beziehen, in die Bezeichnung derselben aufzunehmen, mit

(11.) S(e12) = Sl (e=1,230)

bezeichnet werden. Das zweite Argument wird auch Parameter der 3-Func-
tion genannt.

Aus der angegebenen Definition ergibt sich
(12.) v]t) + 3 (v]7) = 23(20]47), J(v]1)=3(v]7) = 23, (20]4).

Die vier Functionen J, (v|r) geniigen nebst allen ihren Ableitungen der

partiellen Differentialgleichung

1 0 _ 1 a3
(13.) ot~ 4w O

Werden durch die Gleichungen

25’ &'
(14) Q) = Quls, &) = ¢ 3|, = 2w

S

fiir o = 1,2,3,0 vier in Bezug auf die drei Argumente u, &, & homogene Func-
tionen definirt, so bestehen dem Vorhergehenden zufolge die Gleichungen

v:%, T:—g—, k=€mi,
(15.) \/%f/@ ou = 6217‘&”231(141) = Ofu]d,d),
(16, VEe—a G = €7 S0/ = 0 uls, ),
(11 V2 V= 6 = €7 500 = guls, ),

(18, VEa=g60 = 5,0 = Qs o)



Art. 35. Finige Reihenentwickelungen. 43

35.

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grosse v und Vergleichung der
Anfangsglieder erhilt man aus den Gleichungen (15—18.) des vorhergehenden
Art. folgende Ausdriicke fiir die im Art. 33 (7—10.) bestimmten Wurzelgréssen:

(1) \/?Ef@ = 5o 9(0) = TRL-SR LB TR ),
(2) VEG=a = 80 = Baart i b,
(3.) 2%”\/%—6 = §(0) = 1+2h+2k 42+,

(4.) \/g\‘/e,.—e“ = $(0) = 1-2h+ 2K -2k +

(5.) J/(0) = =3(0)3,(0)%;(0), JO+30 = F0),

6) &= 5] GO0, 6= (o) FO-50), o= -3 (5 E0+E0O,

% o +2k +2h F oo

7. = = ol 4 200 4 2h% + ..
(7) - \/ ve;—e—\/a;—e ( )
2 1+2h+2h+2h+
8. — = — (1+2h F20 4,
) B “7-'—8»‘ \/’ 4 -l-\/e)
7. 4€u ev ‘%(0“') 2”‘;+2I¢2+2h%+
(8 V= Ve—e 5007 — 14220 + 204
— Vea—e  S0r)  1—2h 220
10. Fo=YaTh - 20
(1) V Ve—e, J0[7) 14204204200+
Zwischen der Grosse
1) 1= 12VE _Vaze—Va—q B4 Wte  S00k)
1+ \F {/gl_ev.i_{/ei_e;‘ 14204 4201 ... J,(0]4%)

und der Grosse 4t besteht hiernach dieselbe Gleichung, wie zwischen \% und .



44 Verwandlungsformeln fiir die - Functionen. Art. 36.

Die Gleichung (11.) ist ein specieller Fall der Gleichung

a2) VamaGu—Va—eGu _ S(w[s) _ Va—g—Vo—q 6

2
\/e).-ev ,u“'l'\/‘z e}LGVu B 33(2144}?) \/0 4 +\/L)—0: 62(2

welche sich aus den Gleichungen (12.) des vorhergehenden Art. ergibt.
Durch Entwickelung nach Potenzen der Grdsse » und Vergleichung der
Coefficienten der mit ¢, beziehungsweise mit ©*, multiplicirten Glieder erhalt

man aus den Gleichungen (15—18.) des vorhergehenden Art. folgende den
Gleichungen (10.) des Art. 6 und (11—13.) des Art. 31 analoge Gleichungen:

T

(14) %@ = —2qa— 3?;; = g AT
(15.) 255 = —2%&2_% iigi = —Ze,‘a*+4ﬂ21f2;ih;;siz;;;.m’
(16.) % = —2e76)2——%§:”52; = 2~ 4’ _}‘2_}&4:‘*2;9_";;”_

Verwandlungsformeln fiir die - Functionen.

36.

Fiir die Vermehrung des Argumentes v der Functionen J(v), 5 (o), 3,(v),
$,(v) um eine der Gréssen 1, 37, 3 +17, 1,7, 1 +7, beziehungsweise um die Grosse
p+qt, wo p und ¢ ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, gelten folgende
Formeln:

S+ =30 | Se+1) = ()
S+ = 3 S +1) = —<i(0)
S+ = —40) G0 +1) = —3(0)
S+ = %) S+ = J0)



Art. 37. Lineare Transformation der Thetafunctionen. 45

S+t = b ‘”“”ff() S+ = 1Y)
S+i) = i) S047) = =" "7 50)
S+ = FHe ™) So+s) = 1meTTg()
S+ = HTY0) S+0) = 1)
St = FEET80) | Q4149 = 1" TG ()
Swi+in = FHT80) | S+l4n = e
S+i+i) =—i Y0 | Ge+14n) = 1T g )
S+t = AT | SeHbg = 10T ep)

Se+ptq) = ()WL)
31(1) Fp+qr) = (_1)P+qh"‘lze—2q0ﬂi31(v)
Swtp+e) = (VPTG )
So+p+e) = Wl s ),

Grundformeln der linearen Transformation der Thetafunctionen.

37.

Aus den Gleichungen (2.) und (6.) des Art.33 ergeben sich in Folge der
Gleichungen (15—18.) des Art.34 folgende die lineare Transformation der
@-Functionen betreffende Formeln :

V~ (u]w,0") O,(u|6,0') = 52\/% 01| v,0’),
Q(MIG), (?)’) = 33\/%(%(14(»,(»'), @0( = .‘;\/-—~ N , (;)

In diesen Formeln bedeuten «, §, y die drei Zahlen 2,3, 0 mit der Bestim-

Sl

mung, dass =441, f=u+1,7=v+1 (mod.4). Die Gibssen ¢, ¢, ¢, ¢ be-
deuten achte Wurzeln der Einheit.
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Lineare Transformation der Thetafunctionen.

Die einfachsten linearen Transformationen, aus denen alle anderen linearen
Transformationen [ﬁ X Z] zusammengesetzt werden kénnen, sind die Transforma-
)

tionen [:’ﬂ und [_?’H, durch welche die Grosse t in 1+1, beziehungsweise in
T, = —% iibergefithrt wird. Fiir diese speciellen Transformationen gelten fol-

gende Grundformeln:

beizulegen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist. Der Grésse ¢

—_a

Oulw,0) =1 *6(u|w,0'+ o)

Oulo,0) = i 6 u]v,0'+ o)
0,(u]w, o) = 0,(u]w,0'+ v)
Ou] v, ) = O,(u|w,0'+ 0)

S0l = Sl+1)
() = $(l+1)

¢”*™ beizulegen.

gen der vier Functionen J (v|1):

(4.)

Swlr) = V=i 2 (-

m r-z(t+m)

(v]7) = V=g 2, (—

m(v—4+m)?

8ulv,0) = i{/ 2L 6 (ujw,—o)

oy

(u]o,0") = ~m—,@0(ulw',——w)
(u]o,0) = |/ 2 6u]u,—0)
6,(u]w,0') = ::f ) (4] o', —w).

S(0]%) = —iVTrd g 5]
S0t = V=51 ™Y (ep]s)
S0 = V=i €™ ()5,
S0l = V=i €S (],),

Der Quadratwurzel \/%1 = \/i = \/—=,i ist derjenige ihrer beiden Werthe
~% ist der Werth

Aus den vorstehenden Formeln erhalt man folgende analytische Darstellun-

S(01%) = V=R B, e 0T

\/‘ @2 ermv 14m)?
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Additionstheoreme der G- und - Functionen.
38.

u, vier beliebige Grossen bezeichnet werden, so ergibt

1) 273

Wenn mit u, u
sich aus der identischen Gleichung

(pr— g, ) (gu,— ) + (pu— p,) (ot — o1ty ) + (Pu— guy ) (9u, — pu,) = 0
durch wiederholte Anwendung der Formel (1.) des Axt. 11 die Gleichung
6(u +u,) G(u—u,) O (u, + u,) 6, —u,)

(1) + 6(u + u,) 6(u—u,) 6, + u,) 6(u;—1,)
+ G(u + u,) 6(u—uy) 6(u, +u,) 6(n,—u,) = 0,

welche fiir alle Werthe der Grossen u, u , u,, u, Geltung hat.
Durch die Gleichungen

utu, = a, w—u, = b, u,+u, = ¢, u,—u, = d,
(2.) utu, = a, u—u, = b, u4u, = ¢, u—u, = d,
utu, = d, u—uy =,  utu,=¢, u-—u=d

werden drei Systeme von je vier Gréssen a, b, ¢, d; o, U, ¢, d; @', V', ¢, d" ein-
gefithrt, zwischen welchen folgende Beziehungen bestehen:

LY+ )
L+ d)
V4 -)
L@+ Y =)

Ha+bte+d) | a'= Ha+b++d) | a
b= ;(a+b—c—d) V= Hd+b—c-d) b
wa=b+c—d) | '= L(@=V+d=d) ¢
d = t(—a+b+e—d) | d'= H(—=a'+b+—d) | d

I|

(3. —
«'= j(a+b+c—d) a = 3(a'+b+c-d) o = La'+b" ¢ - d")
b'= j(a+b—c+d) b= 3@ +b—c+d) Vo= L' +V—¢' +d)
¢ = 3(a—b+c+d) ¢ = ;(a’—b-l-c +d) ¢ = La'— b”.}.d’.*.d”)
d'= ;(a—b—c—d) d=1d=b-c~d) | d={=b—~d)

(8%) AP+ d = P+ = YA

Aus den Gleichungen (3.) ergibt sich, dass jedes einzelne der drei Systeme
von je vier Gréssen a, b, ¢, d; d, ¥, ¢, d; o, V', ¢, d" als ein System von vier
unabhiingig verinderlichen Grdssen betrachtet werden kann.
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In der Gleichung (1.) migen nun an die Stelle der Grossen u +u,, u—u,

u,+u,, u,—u, der Reihe nach folgende Grdssen gesetst werden:

(1] a,b,¢,d; [2]a+d,b+6,¢,d; [B]a+d,0+8" c~d,d; [4]a+6",0+6",c+d,d—d",
5l a+d+20,b4+8,c+0,d—d; [6] a+6,0+6,c+d,d—a,

wobei @, ", ® die im Art. 33 erklarte Bedeutung haben. Dann ergeben sich
unter Benutzung der Gleichungen (3.) und der Verwandlungsformeln der G-Func-
tionen nach jedesmaliger Abtrennung eines den drei Gliedern der entstandenen
Gleichung gemeinsamen Exponentialfactors die in der Tabelle [A.] zusammen-
gestellten Gleichungen. Die Indices 4, g, » bedeuten in irgend einer Reihen-
folge die Zahlen 1, 2, 3.

[A]
1] 6a GbGeGd + Ga' GY G Gd' + 6a' 6l 6¢'6d" = 0
2] G,aGbGc Gd +  Ga'Gh G G + 6,d'G,H' 6¢" Gd' = 0
3] 6,46,b6c6d + GGl G Gd + 6,0'6,5'6,¢'6d" = 0
[4] 646,664 — GuGHGCGd + (q-6)6a'GH 6" Gd = 0
[5] (¢,~¢) 60 6,b G,cGd + (6,—6) G,aGIGC,d  +  (4—e)6,'6H6,¢'6,d" = 0
6] GaGhGeGd — GGG G + (4—6)(q—e,) G’ GV 6¢' 6d' = 0.

Aus diesen Additionstheoremen der G-Functionen erhilt man vermittelst
der Gleichungen (15—18.) des Art. 34 die entsprechenden in der Tabelle [B.]
zusammengestellten Additionstheoreme der @-Functionen. Die Indices «, g, y
bedeuten in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 2, 3, 0.

(B

(1] 6,0a6b6c0d+06460c6d+0d 06,64 =0
[2] 0,00,b6,c0,d+0,00b6,0d +0,d"0,)6,6,d" = 0
(3] 0,0 0,0 6,c0,d+ 6,406, 6d + 6,0"0" 6,0, = 0
(4] 0,000 0,c0d— 0,0 Q'6,c'6d L 6,0'0b"6,'6d" = 0
[5] 6,a 6)b O,c O,d— 6,0’ O O,c'6,d + 6" B O,'6,d" = 0
(6] 6,00,b0,c0,d—06,d006,6,d+ 646 6c6d=N0.
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In der Gleichung [B. 4] hat
fir (e, 8,7)=1(23,0), (0,2,3), (3,2 0) dasobere Zeichen,
fir (o87)=(20,3), (0,32), (3,0,2) dasuntere Zeichen
Geltung. In der Gleichung [B. 6] gilt fiir « = 2 und fiir « = 0 das obere, fiir
« = 3 das untere Zeichen.

Bei dem Uebergange von den Functionen ©(u) zu den Functionen J(v) er-
gibt sich aus den Gleichungen der Tabelle [B.] nach Abtrennung eines Expo-
nentialfactors mit dem Exponenten 2%((12-1- b4 '+ d*) unter Bericksichtigung der
Gleichungen (3*) ein System ganz analoger auf die Functionen S(v) sich be-
ziehender Gleichungen, welche dieselbe Form haben, wie die Gleichungen der
Tabelle [B.].

Die Argumente der in den Gleichungen der Tabelle [A.] auftretenden
6-Functionen héngen ab von vier von einander unabhéngigen verinderlichen
Grossen. Diese Zahl erniedrigt sich, wenn einem oder zweien der erwihnten
Argumente der Werth Null beigelegt wird. Aus den auf diese Weise sich er-
gebenden speciellen Fillen der in der Tabelle [A.] enthaltenen Formeln, in
welchen die Indices 4, g, » beliebig permutirt werden konnen, sind die in den
Tabellen [C.] und [D.] zusammengestellten Formeln hergeleitet. Die Argumente
der hierbei in Betracht kommenden G-Functionen sind durch drei von einander
unabhingige unbeschrinkt verdnderliche Grossen u, v, w ausgedriickt, wihrend
die Indices 4, u, v in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten.

Aus [A. 2] sind hergeleitet [C. 1, 16, 19] und [D. 1],
” [A' 3] ” ” [C' 7, 8,13, 14,17, 18] » (D7, S]a
" [A. 4] " [C. 2,5, 6,9, 10, 11, 12, 15, 20] y [D- 2,5, 6 9]’
” [A’ 5] ” ” [C' 4] " [D' 4]7
” [A" 6] ” ” [C' 3] ” [D' 3]'

Die Substitutionen, durch welche der Uebergang von einer Gleichung der
Tabelle [A.] zu einer Gleichung der Tabelle [C.] oder [D.] vermittelt wird, und
die eventuell anzuwendende Permutation der Indices ergeben sich in jedem ein-
zelnen Falle ohne Schwierigkeit aus der Vergleichung der einander entsprechen-
den Glieder beider Gleichungen.

Die rechten Seiten der Gleichungen [C. 7] und [C. 8] enthalten, vom Vor-
zeichen abgesehen, dieselben Glieder, wie die rechten Seiten der Gleichungen
[C.13] und [C. 14] und wie die rechten Seiten der Gleichungen [C. 17] und [C. 18].

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 7
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i 6;(w) 6 (u+v+w) G (u—v)
[2) (68)y(6) 6 (u-+v-+) 6 (i)
8] 63 (10) 6, (utv+w) G, (u—v)
(4] (66)6; ()G, (utv+u)G; (u—0) =
(5] G, (w) 6y (u+v+w) 6y (u—v)
(6] G, (w) By (u+v+) 6y (u—v)
[ 6, (w) 6, (u+v-+w) 6 (u—)
(8] G, (w) Gy (u+v+w) G (u—v)
(9] 6,(10) 6, (u+v+)6; (u—0)
[10] G,(w) 0, (u-+v+1) Gy (u—v)
(11] Gy (w) 6, (wtv+w)G; (u—v)

6,
[12] G, ()0, (u-+v+w)G; (u—v)

(18] G,u)6utotu)Gilu—)
[14] G,(w) G (u+v+w)6; (u—v)

[15] (6—¢) G () Gy(utv+10) 6 (u—0)

[16] 6 ()6, (u+v+w) G (u—v)

17 G (w)G, (u+v+) 6, (u—v)
[18] 6 ()G, (u+v-+w) G, (u—n)

[19] 6(w) 6 (u-+v+w) 6, (u—v)

[20] (¢—e,) G (w) G (u-+v+w) G, (u—v)

Additionstheoreme.

(C]
= O(utw) 6 (u)G;(v+w)Gy(v)
= G,(utw)G,(u)G,(v+w)6,()

= Gy(ut+w)06 (u)G,(v+w)6,()
= Gutw)G,(u)G,(v+u)6,()

= G,(u+w)G,(n)6,(v+0)G; ()
= 6y (u+w)6,(u)G, (v+w)G,(v)
= G)(utw)G,(w)G,(v+u)G;(v)
)G,

= 6”(M+W) (u' (’l)-Hl}) Gu(v)

= G(utw)G(u)G,(v+u)6,()
= G(utw)6, ()G, (v+w)G,(v)

= 6,(utw)6,(u)G,(v+0)G,(v)
= Gy(utw)G ()G (v+w)Gy(v)

= G,(utw)G, (1) 6 (v+w)G;(v)
= 6(Hu)6,(0)6, (41)6,0)

= Gluwhu)6y(u) 6 (o+0)Gy(0)
= G,u+w)6,(u)6,v+w)G,([v)

Art. 38.

6 (utw) 6, (u) 6 (v+w) G (v)
G, (u+w)G, ()6, (v+w) Gu(v)

6,(u+)G, ()G, (v+w) 6 (v)
G, (u+1)G,(u) 6 (v-+1) Gy (v)

6, u-410) 6, (1) 6 0-+1)G, o)
G, (ut)6, (u) 6 (v-+w) 6 (1)

,(u+)G, (4)G,(v+)G, (v)
6 (u+10) Gy (u)G;(v+) G (0)

6, (u-+0)6,(1)6,0+10) 6 o)
Gy () G ()6, (v+)6,(v)

G, (ut+w) G ()6, (v +w) G (v)
G, (u-+w)G,(u)G, (v+w) 6, (v).



Art. 38. Additionstheoreme. 51

Wenn der Grosse w in den Formeln [1— 14] der vorstehenden Tabelle der
Werth Null beigelegt wird, so ergeben sich die in der Tabelle [D.] zusammen-
gestellten Formeln.

[D.]
[1 6(u+v)6(u—v) = 6 G —GuG
[2] (6,—€,)6(u+v)6(u—v) = GuGw—GuGw
(3] Gy (u+0)Gy(u—v) = GuGlv—(g—e,)(g—8¢)C'uG"
[4] (6,—€)6;(u+0)Gy(u—v) = (¢—¢,)GuGw—(e—e)Gubw
[5] Gy(u+0)6;(u—v) = GuGv—(g—e,)Cubp
[6] Gy(u+2)6y(u—v) = GuGw—(¢—¢)Cub
[7] Gy(u+v) 6 (u—v) = GuGu6,w 6r—G6,ub,ubw6y
(8] 6(u+v)6(u—v) = Gub6uGVGY +6,u6uGw6y
[9] G, (4 +2)6;(u—v) = GuBuGw 6, —(6,—¢)Cububv6Y.

Aus den in der vorstehenden Tabelle enthaltenen Formeln ergeben sich auf
sehr einfache Weise die fiir die Quotienten zweier G-Functionen geltenden
Additionstheoreme.

Man erhalt beispielsweise durch Verbindung von [D.8] mit [D.3], indem

der Factor G,(u—v) bei der Division fortfallt, %% rational ausgedriickt durch

6u Gu Gu OGv Gov Gy
Andere Ausdriicke fiir die Grosse %L) erhilt man durch Verbindung
von [D. 8] mit [D.4], [D.5] und [D. 6], von [D.8] mit [D.9] und nachfolgende
Vertauschung von 4 und g, endlich durch Verbindung von [D.1] und [D.2]
mit [D. 7].

. . . w2 vm G
Analogerweise erhilt man verschiedene Ausdriicke fiir die Grosse %

durchVerbindung von [D.9] mit [D.3], [D. 4], [D.5] und [D. 6], oder indem man
mittelst [D. 7] G,(u+v)6(u—v) und G,(u+v)G(u—v) berechnet und aus den er-
haltenen Grossen den Quotienten bildet, oder endlich, indem man mittelst [D. 9]
G,(u+v)6,(u—v) und G,(u+v)6,(u—v) berechnet und aus den erhaltenen Grossen
den Quotienten bildet.

7*
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Die Functionen E(u), Z(u), 2(u), ©(u), H(x), H(u,a) Jacobi’s.
39.
Die Functionen, welche Jacobi mit E(u), Z(u), Q(u), © (u), H(u), II(u,a)
bezeichnet hat, sind erklart durch folgende Gleichungen:

E(u) =/ Aamudu, Jacobi's Gesammelte Werke Bd.I. S.299.
0
(2) Z{u) = (u)——Ilf:u, S.187.
_]:E(u)du
(3) Qu) =€ : S.300.
f"Z(u)du T S.198.
(£) OW) = B(0)¢ ;00 = ) §S.231.
1 (2ut+K') -y " S.224.
(5.) H(u) = € T O+ K), S.226.
) u sin’amw du
(6.) H(u,a) = k’smamacosamaAama[ I Fsmfamasmams
0
i, S(u—a) . S.197.
= 318 g T E@ | {8.305.

Zur Vereinfachung der nachstehenden Formeln, sowie zur FEizielung
grosserer Uebereinstimmung derselben mit den Formeln des Art.26 empfichlt
es sich, die von Jacobi mit u, beziehungsweise mit a4, bezeichneten Argumente
der vorstehend erklirten Functionen mit Ve—e,-u, \e,—¢,-a zu bezeichnen. Es
ergeben sich dann folgende Gleichungen:

v Bean) = (g 0 o)

(8) Z(Vo=tu) = %.1:7(2'” -1

(9) 0o gu) = €6,

(10.) O (Ve u) = \/?‘el—ze"m“"”g@u = J(v]%),
(11.) - H(Ve—e,u) = \/?V(x’te”z"”’”zw = 307,
(12, Moty e ) = 1og g o) +-(0)--

Gy(u+a)
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Hierbei ist Folgendes zu bemerken:
Bei der Definition der betrachteten sechs Functionen konnen die von
Jacobimit K, K’ bezeichneten Grossen als bekannt angenommen werden. Der
reelle Bestandtheil des Quotienten _KIQ hat stets einen positiven Werth. Der
mit \e,—e, bezeichneten Grisse kann der eine oder der andere ihrer beiden
Werthe beigelegt werden.
Die Grossen v, o', v, T, b sind durch die Gleichungen
K , K" u o K4
® \/;:eﬁ m:vz—i_e—s, vESs TE = h=e

bestimmt. Zur Bestimmung der Grossen
20 877 %0 y——
\/T\/G; ?\/31_027 1

dienen die Gleichungen (1.), (4.), (13.) des Art.35, in welchen 4 =1, p =2,
® = w, 7 = 7 zu setzen ist.

i

Nach Potenzen des Moduls & fortschreitende Reihenentwickelungen
fir die Grossen K, K/, .
40.

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 getroffenen Festsetzungen moge
jetzt angenommen werden, dass der Modul £ dem absoluten Betrage nach
kleiner ist als 1

Unter dieser Voraussetzung gelten, wenn der Werth der unendlichen Reihe
(1) L4 () F + GRPR 4+ GIR +
mit & bezeichnet und zur Abkiirzung von den Bezeichnungen

R, = (4 (R R+
(2) £,= (LSRR 4 (2R + -
®,= (bosepe ..

u

Gebrauch gemacht wird, die Gleichungen
(8.) K = 18z, = Rlognat (45™) — 2|5 R+ 5T Rt 25 Rt -]

Dem natiirlichen Loganthmus ist hierbei sein Hauptwerth®) beizulegen.

*) Unter dem Hauptwerthe des natirlichen Logarithmus einer Grosse , welche mit Ausnahme
der reellen negativen Werthe jeden complexen Werth annehmen kann, wird hier und im Folgenden
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Weil die Grosse K nicht gleich Null werden kann, da der reelle Bestand-
theil derselben stets einen positiven Werth hat, so ist auch die Grosse
2 log nat (—;)—EKZ fiir alle Werthe von k, deren absoluter Betrag kleiner ist
als 1, durch eine nach Potenzen der Grosse k mit ganzzahligen positiven Expo-
nenten fortschreitende Reihenentwickelung darstellbar. Die Coefficienten der
einzelnen Glieder dieser Potenzreihe sind rationale positive Zahlen.

Es ergibt sich

()

(4) mo= "’I‘{KTE = 2lognat (3k)+ ;B + 5 b+ B0+

In Folge dieser Reihenentwickelung ist auch die Grésse b = ¢™ und jede
Potenz derselben, deren Exponent eine positive Zahl ist, fir alle Werthe des
Moduls %, deren absoluter Betrag nicht grosser ist als 1, durch eine nach Potenzen
der Grosse k fortschreitende Reihe darstellbar; die Coefficienten der einzelnen
Glieder dieser Reihen sind positive Zahlen und die Summe derselben ist fir
jede dieser Reihen gleich 1.

Insbesondere ergeben sich folgende Reihenentwickelungen:

(5. ho= AR ER
(6. W= SR+ 2GVE) 415 GVR) + 150 (V) 4 -
Der Wurzelgrésse Vk ist derjenige ihrer beiden Werthe beizulegen, dessen
reeller Bestandtheil positiv ist.
Wenn von der Reihe fiir die Grosse h* das Anfangsglied allein, oder nur

die zwei, drei, vier ersten Glieder in Rechnung gezogen werden, so ist der be-
gangene Fehler dem absoluten Betrage nach beziehlich kleiner als

(=DOE,  (—5—2 OB, (1—5—5—3)OWB° (g (VR
mithin kleiner als

1(VEY, LR, o (\hY", = (\E)".

derjenige Werth des natiirlichen Logarithmus der Grosse « verstanden, dessen imaginirer Bestandtheil
dem absoluten Betrage nach kleiner ist als m.

Unter derselben auf die Verinderlichkeit der Grosse x sich beziehenden Einschrinkung soll fir
beliebige Werthe des Exponenten m unter dem Hauptwerthe der Potenz 2™ der Werth gmlognais
verstanden werden, vorausgesetzt dass dem natirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird.
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Entwickelung der Grosse » nach Potenzen der Grosse I

41.

Die in dem Art.27 enthaltenen Definitionen und Lehrsitze bleiben be-
stehen, wenn an die Stelle von e, e,, ¢, beziehlich ¢, ¢,, e, gesetzt wird, wobei
die Indices 2,4, » in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2,3 bedeuten.
Hierbei muss indess die Bedingung aufrecht erhalten bleiben, dass, falls die
den drei Grdssen e, e,, ¢, bei der geometrischen Darstellung der complexen
Grossen entsprechenden Punkte in gerad er Linie liegen, ¢, dem mittleren
dieser drei Punkte entspricht.

Fiir jede unter der angegebenen Bedingung zuldssige Permutation der In-
dices sind daher dem Inhalte des Art. 27 zufolge zwei Grdssen £, , folglich auch
zwei Grissen K, K' eindeutig bestimmt. Aus den letzteren Grossen ergibt sich,
sobald iiber den der Quadratwurzel Ve, —e¢, beizulegenden Werth eine Entschei-
dung getroffen ist, ein bestimmtes primitives Periodenpaar (2w,,20,) des
Argumentes der Function pu, fiir welches die Gleichungen

(1) plo) = ¢, plote) = e, plo) =

bestehen. Hierbei ist zu bemerken, dass die Gesammtheit der drei Grossen
w;, v, = 0+, v, fir jede der zulissigen Permutationen der Indices eine
andere ist.

Nachdem eine bestimmte Permutation 4, g, v der Indices 1, 2,3 ausgewihlt
worden ist, moge ein Werth der Wurzelgrosse Ve, —e, beliebig fixirt und das
Quadrat desselben mit Ve, —e, bezeichnet werden.

Es mogen ferner \‘/EH—:%, \‘/ﬁ diejenigen Werthe dieser Wurzelgrossen
bezeichnen, welche unter der Voraussetzung, dass den beiden Potenzen mit dem
Exponenten 4 ihr Hauptwerth beigelegt wird, durch die Gleichungen
@) Voo _ o (30), Fare g (e

\‘/e —e, 66 \/e,_—ey 6—6

erklart sind.

Die Grossen w; und o, seien durch die Gleichungen

(3-) W, = ——=, O = ——-—

bestimmt.
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Wird hierauf

(T)Z(D;J 0= o

gesetzt, so gelten fiir die erklirten Wurzelgrossen die Gleichungen des Art. 35.
Fiir die in diesen Gleichungen vorkommende Grdsse \/ 25 ergibt sich hier-

T
bei der Werth L \/ % und zwar ist der Wurzelgrosse \/ z derjenige ihrer

{/el -6

beiden Werthe beizulegen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist.

Die Grdssen ¢;, e,, ¢, konnen als verdnderlich betrachtet werden, mit
der Einschrinkung, dass keine der beiden Grossen %', k* negativ werden darf.
Wenn nun ferner die Verdnderlichkeit der Grossen e;, ¢,, ¢, voriibergehend in
der Weise beschriinkt wird, dass der absolute Betrag der Grdsse 1’ kleiner
bleibt als 1, so finden die im vorhergehenden Art. enthaltenen Entwickelungen
Anwendung. Die rechte Seite der Gleichung (9.) des Art.35 wird daher,
wenn man fiir #* die Reihe

(4. W= 2+ 2@VE) + 15 (VR + 150 GVE) '+ - vergl. Art. 40 (6.)
und fiir die Potenzen von h* die aus dieser Reihe durch Potenzerhebung sich
ergebenden Reihen setzt, identisch in % iibergehen.

Hieraus folgt, dass die der Gleichung (9.) des Art.35 analoge Gleichung

(11.) desselben Art.

2h+ 214+

b= T oy o

identisch befriedigt wird, wenn fiir 7 die Reihe
(5.) ho= L1420+ 15 (1P +150 (1) +

gesetzt wird, vorausgesetzt dass diese Reihe convergirt. Diese Folgerung
ist von der Voraussetzung, dass die Grosse i' dem absoluten Betrage nach
kleiner sei als 1, nicht abhéingig, denn die Convergenz der Reihe (5.) ist allein
an die Bedingung gekniipft, dass die Grosse
(6. - Va—eVa—q _ 1-VF

Va—e+Va—q 1+
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dem absoluten Betrage nach den Werth 1 nicht iberschreitet. Diese Bedin-
gung aber ist den getroffenen Festsetzungen zufolge stets erfiillt und zwar
stimmt der aus den Gleichungen (5.) und (6.) sich ergebende Werth der Grésse
h, wenn die Werthe der Wurzelgrossen in der angegebenen Weise bestimmt
werden, mit dem Werthe 7 = ¢™ {iberein.

Ist die Wahl der Indices 4, g, » so getroffen, dass von den drei Gréssen
e;—e,, e,—e,, e,—e, die erste den grossten, die letzte den kleinsten absoluten
Betrag hat, so ist die Grosse ! dem absoluten Betrage nach nicht grosser als

tg 5, also kleiner als %, wihrend die Grosse b dem absoluten Betrage nach

nicht grésser ist als ¢ V3" TUnter dieser Voraussetzung ist, wenn die drei
ersten Glieder der nach Potenzen der Grosse ! fortschreitenden Reihenent-
wickelung fiir die Grosse / in Rechnung gezogen werden, der absolute Betrag
des begangenen Fehlers kleiner als eine Einheit der dreizehnten Decimalstelle.

In den meisten Fillen der Anwendung wird es daher, wenn die Indices
A, p,v passend gewahlt sind, ausreichend sein, die zwei oder drei ersten
Glieder der angegebenen Reihenentwickelung allein zu beriicksichtigen.

Die Reihenentwickelung (5.) kann indess fiir numerische Rechnungen in
vielen Fillen auch dann noch mit grossem Nutzen angewendet werden, wenn
die Grosse I dem absoluten Betrage mach nicht den in jedem einzelnen Falle
erreichbaren kleinstmoglichen Werth hat.

Wenn nimlich der absolute Betrag der Grésse ! nicht grosser ist als %, $0
ist der absolute Betrag der Summe aller auf die zwei ersten, beziehungsweise

auf die drei ersten Glieder der Reihenentwickelung fiir die Grosse b noch fol-
genden Glieder bereits kleiner als

%0, beziehungsweise =17,
und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhergehenden Behauptung.

Wenn der Werth der Grosse & gefunden ist, so ergibt sich der Werth
der Grosse \/ 2% durch die Gleichung (8.) des Art.35 und der Werth von o,
mittelst der Gleichung

g 1
(7.) 0, = — lognat(k).

Dem natiirlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen.

Zum Gebranche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 8
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Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2e,20,)
zu dem Periodenpaare (2v,,—2w,).

42,

Die Entwickelungen des vorhergehenden Art. ergeben sich aus den
Gleichungen des Art. 35 unter der Voraussetzung, dass & = w;, & = v, gesetzt
wird. Analoge Entwickelungen ergeben sich mittelst analoger Schliisse, wenn
® = o, &= —o, gesetzt wird.

Bei dem Uebergange von dem primitiven Periodenpaare (2w;,2w,) zu
dem primitiven Periodenpaare (2w,, —2w,) bleiben nimlich die beiden Inva-
rianten g,, g, und die Grosse ¢, ungeiindert, wihrend an die Stelle der Grssen

¢, ¢, k, ¥, K, K, =

beziehlich die Grossen
e, ¢, k¥, bk, K, K, 7y=-1" vergl. Art. 87,

treten. Diejenigen Grossen, welche bei diesem Uebergange an die Stelle der
Grdssen h, [ zu setzen sind, sollen mit %, " bezeichnet werden.

Wenn nun die den Wurzelgrossen Ve,—es Ve, —¢,, Ve,— e, Ve,—¢, beizu-
legenden Werthe in der Weise bestimmt werden, wie im vorhergehenden
Art. angegeben ist, so konnen die Wurzelgrossen, welche aus diesen durch die
Vertauschung von ¢, und e, sich exgeben, durch die Gleichungen

Ve, —¢ = ——'t'\/e,-—ey Ve—¢ = V=iVe—e,
Ve—e, = V=iVe— Vo—o = V=iVa—e,

erklirt werden. Der Wurzelgrosse \/:Z ist hierbei irgend einer ihrer beiden

(1)

Werthe, aber jedesmal derselbe, beizulegen.
Es bestehen hiernach die Gleichungen

€ ’ T 7 17/ 2 ' 1 7/1\1
(2) l,— r— **l;ﬁt‘ h = ¢! v = ‘2‘l+2(’;’l )5+ 15(;l )9+150(El )3+""

Ve +Ve—

welche zur Berechnung der Grésse /' angewendet werden konnen. Aus der
Gleichung (8.) des Art. 35 ergibt sich

= (142h"+ 2R+ )

m Va—e, - Ve—e+ \7%_ 4 \/el

(3) ‘/gw, 14+ 204 20+ 21"+ - 2 1 \/21{'_
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Hierbei ist der Wurzelgrosse \/ 2K derjenige ihrer beiden Werthe beizu-
legen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist.

Die Gleichung (3.) kann zur Berechnung der Grisse w, angewendet
werden; zur Berechnung der Grésse w, ergibt sich dann die Gleichung

o, 1
(4.) 0, = ?ilog nat (7)

Dem natiirlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Die
beiden Grossen & und %' sind durch die Gleichung

(5.) lognat k-lognat b’ = =°

mit einander verbunden.

Aus den Gleichungen (1—4.) und (13—16.) des Art. 35 erhilt man, wenn

g(w,.) = 7, gesetzt wird, die folgenden :

6) VG = LS00 = DR T )

(7.) \/ e e = $(0]5) = WL R ),

(8) \/QU{V m = 3(0]7) = L+ 2+ 2h* + 2"+ -+,

T

(9) \/2_(? Ve.—e, = 3(0]7) = 1—2h'+ 20" =20+ .-,
1.3700]z) 1.3(0]x)
10, i ) oM
(10) 2n,0, 6 (0% —250, T2 §(0]5)’
19/(0]x) 1.9/(0]5)
(11.) tn0, = —200i— L 20T o LN(0)%)
: ’ 2 33(0 Tx) ' 2 ~2( ~‘1

Aus den Gleichungen (15—18.) des Art. 34 ergeben sich in Ueberein-
stimmung mit den beziiglichen Formeln des Art. 37 folgende Gleichungen:

" © T
= —, Tl——"——i’ WV=e
20, o,

8*
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20, 87 2 ’ .
(12.) \/%VGGH =6 T”w’vcf}l(vh,) =1i0,(u|w,,—wv,),
w0, 4 21, 0,0°
(13‘) ?{"\/Qu—ewGlu =€ 30(1)11-1) = ®o(u’]ww_w].)7
14 2_u>,\4/———“6 _ 27‘,‘(1),1)2 q _
(14.) = va—6 W= 7 ”3(U|Tn) = @3(1410),,—(»1),
Qw, 4—— 27, 0,0°
(15) VErama6u = 7 S0it) = 6ulv,—u,).

Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2v;,2w,)
zu dem Periodenpaare (2v;,20,+2w,).
43.

Bei der Vertauschung der beiden Grossen ¢, und e, gehen die Grdssen
und % beziehlich in —/ und — 7 iiber, wihrend die Grisse & = v, den Glei-
chungen (7.) und (8.) des Art. 35 zufolge unveréndert bleibt. An die Stelle des
primitiven Periodenpaares (2w,,2w,) tritt hierbei das primitive Periodenpaar
(20;,20,% 20;) und zwar gilt das obere oder das untere Zeichen, jenachdem
die Grosse k* eine complexe Grosse mit positiv oder negativ imagindrem
Bestandtheile ist.

Formeln zur Berechnung der Perioden und Ausdriicke der 6-Functionen
durch 9-Reihen fiir den Fall reeller Werthe der Invarianten.

44.

Wenn die Gxdssen ¢, ¢,, ¢, bekannt sind, so sind die in den Artikeln
34, 35, 41 und 42 enthaltenen Formeln ausreichend, sowohl um ein primitives
Periodenpaar (2v;,20,) des Argumentes der Function pu und die Grossen
N = %(wl), 1, = %(wv) zu berechnen, als auch um die vier G-Functionen
durch solche 3-Reihen auszudriicken, bei denen die Grésse %, beziehungsweise
die Grdsse I, dem absoluten Betrage nach einen méglichst kleinen ‘Werth hat.

Zur Erleichterung des Gebrauchs dieser Formeln sollen dieselben fiir die-

jenigen Fille, in welchen die Invarianten g,, g, reelle Werthe haben, mit den



Art. 45, Specielle Formeln fiir den Fall reeller Invarianten. 61

durch diese Specialisirung herbeigefiihrten Modificationen in den Artikeln 45
und 46 nochmals zusammengestellt werden.

45.

Haben die beiden Invarianten g, und g, reelle Werthe und ist die Discri-
minante G = (g, —279;) = (¢,—e¢,}'(e,—¢,)'(e,—¢,) der kubischen Gleichung
48'—g,s—g, = 0 positiv, so sind alle drei Wurzeln derselben reell.

Es bezeichne ¢, die im algebraischen Sinne grésste Wurzel dieser Glei-
chung, ¢, die mittlere, ¢, die kleinste Wurzel derselben. Allen in den
folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrdssen ist ihr positiver Werth
beizulegen.

Man setze

e L, 66 K Ki g

2 ’ _ 5 -y O _
(1) —»el_es, V=T 0, = \/é—es’ Wy = \/e_e ) 6(“’1) = Mn 5(‘”3)—713'

) u ui
2) ~=-2, h=¢", 1, =—-, hl:h/:el; V= 0= ’

Die Grossen o, %, ~, —*, &, &, haben positive Werthe.
1) i ) i ’ 7 ! ) 1
Nach diesen Festsetzungen ergibt sich, wemn A=1, p =2, v =3,

® = v, ® = o, gesetzt wird, dem Inhalte der Artikel 34, 35 und 41 ent-
sprechend das System von Gleichungen

Ve, ~e,~Ve—e,

*) k= R B G S0)
1 2

DoYE = B e, o = g}

() = —\/ eﬁ+\/e 3 T - gna h}
o 1-8%R +53h”—7"’h”+~~ L

(5.) 2n,0, = 6 1—8h 4 M ThEg.. ¢ % 0Ty = 3T,

(6.) 2“" Vet = 2B (L4 R4 R4 24 ),
B,

(7.) ‘/»—2—"—\/61—63 = 142k + 2B+ 2%+ -,

(8.) 2 M e, = 12+ 2h— 2 -,

(9.) \/32*1— VG = SR ah s .

1
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2w, 87 27, 0,0
(10.) \/—:—{’/Gm =€ " S(v|7),
Ty — 2 2 ) u
(11.) \/2:‘ Ve,—e,6u = € T 3(v]1), V=G
1
2w, y—— 27,0,0% o, ®
(12.) ‘;"\/61_836274 =0 (v 7), T =2
- o,
27, 0,0 3
(18.) \/e —e,6,u = € J,(v]7),
(14.) (v z) = 1—2hcos 2vr + 2h* cos 4vx — 21’ cos 6ur +
(15.) Jv]r) = 2 sin vr— 20* sin 8om + 24 sin bvr—- -+,
(16.) gl = 2h"‘cosm+2h’2'cos 3v:+2hg"§cos Sum 4+
2 )
(17.) J,(v]7) = 1+ 2hcos2vx + 2 cos dvr + 2k cos bum + -
Wenn ¢,—e, § e,—e,, also e, = 0 ist, so ist l< 3@—1 , h % e

Wird dagegen i =3, p = 2,v =1, & = o, & = —o_gesetzt, so ergibt
sich entsprechend dem Inhalte des Art. 42 folgendes System von Gleichungen

(18) I, = Ve—a—V hy = Ll 2 (L1415 (S1) +150 (L)% +- -,

Ve, —e +\/e

20 (0] 1
e - —(1 4 16 Y 2
(19.) \/ = \/e ; +\/e . + 20 20+, o = — lognat(hl),

x 1= 3R+ 5 — Th .

(20 M0y = g s ey T = 7,
Bor g o

(21) Vo=, = 2 (L R+ B+ R+ ),

(22.) \/ = 1+ 2h,+ 2h; + 2h) +

(23.) i—‘;’ Ve,—e, = 1—2h+ 2hi— 200 +

(24, VEE = T sl sl - T ).
' 3
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Do s 1 -2
(25.) \/%’{/G Gu = ~6 i w“”‘“ (v,0]7,)
— —2rw 0, . ui
(26. Vet = ¢ gl | 6=
P s
2w, — 21, 0,0}
(27') \/2—%4\/0“6 6 u= 0 s “(\73( ‘1)7 = =2,
= o,
e s
(28.) \/-2_(—‘;’ ¢,—e,0u = € T‘3wab‘3( ),

(20)  S(vyi|7) = 1=h,(27+ 720 ) 4 e+ eh0F) B PR 4 80T 4o
(80.) %31(@1” 71) — h'li'(evlr_ e—l*lz>__k‘;.’(e31=;:_ e‘s‘v:")+hf’i(e5”:"'—e‘5"x“)—

(31.) Snils) = hrf‘r(erlt*' g"l';::‘, + hf(e%l‘—'ﬁ- e—SUl:) + h:‘-<e5r‘:+ e—5l‘,7:> ey

(32)  S(v,i|7) = 1+h (004 e 20) 4 B (4074 g b0T) 4 19 (807 4 o780 4o

Wenn ez—csg-el—eg, also e, § 0 ist, so ist I, = vzii h % e

Die Grosse ¢~ = 0,0432139 ist kleiner als -2%

Wenn g, positiv, also e, negativ ist, so empfiehlt sich der Gebrauch der
Gleichungen (3 —17.), ist aber g, negativ, also e, positiv, so empfiehlt sich der
Gebrauch der Gleichungen (18—32.), weil in dem ersten Falle / kleiner ist als
h , wihrend im zweiten Falle & kleiner ist als .

46.

Haben die beiden Invarianten g, und g, reelle Werthe und ist die Discri-
minante & = §(g,—27¢;) = (¢,—¢,)’(¢,—¢,)’(¢,—¢,)’ der kubischen Gleichung
4s'—g,s—g,= O negativ, so ist nur eine Wurzel derselben reell, wihrend
die beiden anderen Wurzeln conjugirte complexe Werthe haben.

Es bezeichne e, die reelle Wurzel dieser Gleichung; die beiden complexen
Wurzeln derselben seien in der Weise mit e, und e, bezeichnet, dass die Diffe-
renz e, — e, positiv imaginir ist.

Es seien p und ¢ zwei positive Grssen, fiir welche die Gleichungen

e,—e, = pe", e, = pe¥,  (0<y<n)
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bestehen. Allen in den folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrossen
ist ihr Hauptwerth beizulegen.

Man setze
47 17
I €0 R = b=, 0. = e‘_g w, = _eA_K’
o = - 1 T ey Wy = e,
(1) 66 =6 Vl(es_el) \/1(63—‘61)
6 6 —
0, = O, F 0, O = O 0 "5(“’2) LTS 6(“’;) = 7:;
’ ’
, T () 1 T 122 UL
2, d== ,=—, hy=e""; t,=——, h=¢"; v,=-—, v,=—;
( ) (‘02 1] 2 2 ) ] 3 2T' H 3 ) 2 2(1)2’ 3 20)2

Nach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn i =2, p=1,v =3,
b =0, d=0=730+10, =i, h=il, gesetzt wird, dem Inhalte der
Artikel 34, 35 und 41 entsprechend das System von Gleichungen

8) = LVEaVaTh ) g (P ISP IS0
v \/82_03'*'\/62—61

2o, 20,1 1
2 ¢———24 —(L+ 2R+ 200 +-), o, = 0 lognat(—),
(4-) B \/62— 7%y \/62— 2 T h2
0, = J0,— 70, 0y = O+ 5w,
w14+ 3R 5 — T , , .
(5. 2,0, = 6 1+3h2:—5h;2—— 7h;22; T N W, — Wy, = T,
Ty = T 5 T Ty = 37t 37
(6) VEilma) = =BT+,
(n) £\ 2 et Vee) = 12 2
(8) /20 (oo~ e—e) = 2i(hA B+,

T

(9.) \/2—?%’—@ - ;—‘h:‘(1+3h§—5h:—7h;’+---).
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2 s“.
(10.) V =6 60 = PTG (0 ),
2n,0,07 —imi o
(11) \/z e)Gu = ¢ " (14, | = 20, ’
B, 4—— 27,0,02 o,
(12') (:2 \/ez—9361u = ¢ W 33(7)2[%'*'72)! H= sz_
2
2w, y— 270,03
(13.) %\/eQ—el@u = 6T G(r,]1 41y,
(14.) e‘imffl(m-; +1,) = 2hfsinv27:+ 2h;j" sin3vzn—2k;"‘isin5v21:—~--,
(15.) e'%m&z(vzngrr?) = 2hfcosvzrc—2h§cos3v2z-2h§§cos5vgr+-‘-,
(16.) [ 5+ 1)+ (0,5 +7)] = 1+ 2hicos 4o, + 20 cos 8v,m + -+,
(17.) %[\(}3(021%4-72)—&()(02[%-{-1?2)] = 2i(hycos 20,7 +hj 008 60,7+ ).
Wenn e, % 0, also ¢ 5 +7, S0 ist [, é tgs= und 2, § e i,
Wird dagegen 2 =2, 4 =3, v =1, d =0, ¢ = —0 = jo—1to,
l=il, h =ih gesetzt, so ergibt sich das System von Gleichungen
8 5 8 ) g b g
1yVe—e— \/
(18') s = 7% ;+\/e ””” tg (“_(;‘)v hs_ 3l +2(2ls) +15( Z)o+150(%l3)13+._’

20 _ __2__ o _ 2o, (l)
(19.) \/“i T Ve Ve (1+2k+2k o= 2y logmat| ),

0, = '?wz—%w;, 0, = lu,+to,
90 — 'r_ 14 8%hy— 5°h— Tt 4 , .
(20.) 1292 = 1+3h§—5hg—7h;2+~- ) T W~ W7y = 70,
W= %Tm—i’?;; e = Mt 7T
Q0] 1
(21 Bhfiae) = U= i)
2w] 4
(22.) ; m* (Ve,— e, +Ve,—e,) = 142k + 2B%° +
2w, .
(23') % \/e \/ = 21(h3+h§+h§5+”')7
(24.) \/ﬂz V-G = ‘"w;fhj(u3h;—5k;-7h;2+--.).
2

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 9
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(25.) \/?K—“Té;\s/—_G_Gu = Ly 0 1),

(26.) \/2% Vile,—e)6u = € 2o ;26 ﬂif}_z(vui;‘§+ra), v, = —2%2,

27, \/2 Ve—e,6u = g0 s ilien), | n= ——2%’;»-

(8)  VEEaTacu= €T gl

(29.) ;l.e $TG (0] 47,) = hf(e”-‘"'—e‘”s"‘)—|—hz‘(c3'l’a“—e‘3”a“)—h?(e”a"*—e‘”zﬁ)-— .
(30, Y (1 4n) = k:c(eraﬂ—*_e_vsn)_hf(e?}l’:n_l_6—3@3t)_]l:a§'(e5037:+e—5vsr)_I_”_l

(B1.) 2[H(vgd]++7,)+S( (0ilt+17,)] = 14+R (e‘“’a‘ +e‘wa")+h;“(esva"‘+g‘sva“)+...,

(52) HIS (014509013 45)] = i {6 o720 H R 40 ) o .
> < . > > i
Wenn e, =0, also ¢ = §7, so st = tgiw und by = ¢

Die Grosse tgiz hat den Werth y2—1 = 04142136, die Grosse
e FT = (,2078796.

Wenn g, also auch e, positiv ist, so empfiehlt sich der Gebrauch der
Gleichungen (3—17.); ist aber g,, also auch e, negativ, so empfiehlt sich der
Gebrauch der Gleichungen (18—32.), weil im ersten Falle die Grosse h, kleiner
ist als die Grosse k,, wihrend im zweiten Falle die Grosse kb, kleiner ist als die
Grosse .

47,

Unter Beibehaltung der im Art.45 und im Art.46 getroffenen Fest-

setzungen bestehen ferner folgende Gleichungen:

e = feaadT T T oo
@) S = el ey L e
Sl i R GO O R ER IR
s = R e e



Art. 48. Berechnung der Grosse u. 67

Berechnung eines zu gegebenen Werthen der Functionen gz und ¢'u
gehorenden Werthes des Argumentes w.

48.
Uebereinstimmend mit den im Axt. 41 getroffenen Festsetzungen sei
(20;, 2w,) ein bestimmtes primitives Periodenpaar des Argumentes der Function
ou. Die Wurzelgrissen Ve —e, \4/07‘—7‘ seien ebenso bestimmt, wie im Art. 41,
die Quadrate derselben mogen mit \¢,—e,, \e,— ¢, bezeichnet werden.
Bezeichnet u, einen der Werthe, welche fiir u gesetzt die Gleichung
pu = s befriedigen, so sind alle Wurzeln dieser Gleichung in der Formel

(1) = Tu+2u0+ 2p'o,

enthalten, in welcher p, p' irgend welche positive oder negative ganze Zahlen
einschliesslich der Null bedeuten.

In Folge der Gleichung Glutle) _Gu gibt es unter diesen Werthen
G, (u E20,) Gu °
der Grosse u stets solche, fiir welche der reelle Theil des Quotienten

Vo= % G nicht negativ und demnach der absolute Betrag der Grosse

Ve—e, G,

() \/c)—e6u \/e, eu6vu . \/eﬁ{—c \/e,—e 76 (2u] vy, 4o,)
' Ve, — e6u+\/q 6,0,u Ve, —e, +\/el—( (2], 4o))

vergl. Art. 85 (12.)

nicht grosser als 1 ist.

Nachdem die den Wurzelgrissen \s—e,, Vs—¢, beizulegenden Werthe der

Ve—eVs—¢
\/e;—e Vs— -6

Bedingung gemiss gewahlt sind, dass der reelle Theil des Quotienten =

nicht negativ ist, setze man

(3.) Vq*e —\/ez:f 7 ”c, - Y%,,FJL 7\/9{: 7\/‘87—‘; —u

\/6’7“9 +\/e,—e o ..—" Vs—e +\/9r“ y\/s
20 = %)2# (:i) r ('us) 4 Y
80,1 = (;) (Ii)2l8+(§::)zlm "
(4) 8, = ()P G+
20,3 = (:: ;)zl” )

9%
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Dann ergibt die Gleichung

\/c;—c +\/c, u, (0 —fﬁ—ﬂ/i_rg; =

= 1@ lognat(t +i\I—) + VI—F(Q, t+ 18 £+ 28 £4..),

(5.)

wenn man der Grosse \1—¢ irgend einen ihrer beiden Werthe und dem natiir-
lichen Logarithmus irgend einen seiner unendlich vielen Werthe beilegt, stets
einen solchen Werth der Grdsse u, fiir welchen die Gleichung pu = s erfiillt ist.
Die Integration kann auf directem Wege ausgefiithrt und der Quadrat-
wurzel {1—I'g* kann derjenige von ihren beiden Werthen beigelegt werden,
dessen reeller Theil positiv ist.
Bezeichnet /S irgend einen der beiden Werthe der Wurzelgrosse

\4s*—g,s—g,, so besteht die Gleichung
(6.) o'u = —\8,
wenn bei der Berechnung der Grosse « mittelst der Gleichung (5.) der Wurzel-

grosse \1—# der Werth

—  Ve—e +\/el—e 1-0 VS
(7 V= = T e

beigelegt wird. Hierbei ist der Wurzelgrosse \I—/** derjenige ihrer beiden
Werthe zu geben, dessen reeller Theil positiv ist.

Bei dieser Bestimmung der Wurzelgrosse \1—# erhalt man demnach aus
der Gleichung (5.) fiir jedes gegebene Paar zusammengehorender Werthe
s, \/S einen Werth des Argumentes u, fiir welchen pu = s, 'u = —V§ ist.

Durch Einfithrung der Bezeichnungen
(8) G,() =t, O) =t+5t  Gf) = 1+ 450
geht die Gleichung (5.) tiber in die Gleichung

1({g—e+Ve— eP)Q- w = 18 Jognat (¢ +i\1—#) +
V=206, (0) 1+ G 6,() 0 + GRF G 4]
Gibt man der Grosse s den Werth ¢;, beziehungsweise den Werth e,, so
ergeben sich aus der Gleichung (5.) die folgenden
28 = 2@ ilognat (217)—2i (58, + o5 5302-}-3‘,—580&-_--')'

10) o= " ), = e T\ %T TN
(1) o (\/Gl—ey+\‘/el-—e#)2’ " \/el——e +\/el-—e

(9.)




Art. 48. Berechnung der Grisse . 69

Dem natiirlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Anstatt mit
Hiilfe der Gleichungen (3—7.) direct einen Werth der Grosse » zu ermitteln,
welcher zu gegebenen Werthen pu = s, ¢'u = —\/S gehért, kann man auch aus
diesen letzteren nach Annahme einer beliebig zu wihlenden Grosse v mittelst
des Additionstheorems zunichst die Werthe ¢(u+v) = s und @(u+v) = —\§
bestimmen und aus den auf diese Weise erhaltenen Werthen von @(u+v) und
¢(w+v) mittelst der Formeln (3—7.) einen der zugehérenden Werthe des Argu-
mentes » + v berechnen. Durch Subtraction der Grdsse v ergibt sich dann einer
der gesuchten Werthe des Argumentes u.

Dieses Verfahren kommt besonders fiir den Fall in Betracht, in welchem
fur die Grosse v der Werth +w, gewéhlt wird.

Es folgen hier die fiir die Annahme v = —w, sich ergebenden Formeln.

Hinsichtlich der Wahl des der Wurzelgrésse Ve, —s beizulegenden Werthes
wird die Bestimmung getroffen, dass der reelle Theil der Grosse

\97 6 \/";“" =i
nicht negativ sein darf. Der Werth der Grosse ¢ ergibt sich aus der
Gleichung

(12, Vas—Vs—ala—s

Vo—s+Va—¢ \/ez
Der Wurzelgrosse \1—¢* lege man den aus der Gleichung

(11,) Ve—s 141

=1t

2(q-¢) V1=t (5—a)
unter der Bedingung R \1—7#% > 0 sich ergebenden Werth bei.
Unter diesen Voraussetzungen ergibt die Gleichung

(13) \/ITtu \/C; 6, +Ve)""e _l?t? Vg

(14 ) i ({/e,ia-}-{/e,——;)? (““wr) =
— 18, lognab(? +iVI— %)+ 1= 0 (Gt + 18004 B e
stets einen derjenigen Werthe der Grdsse u, fiir welche pu = s, gu = —\/§ ist.

In Bezug auf die Formeln (5.) und (14.) ist Folgendes zu bemerken.
Die Glieder der nach Potenzen der Grdsse ¢ fortschreitenden Reihe

Eo,1t + % 80,1 £ + g‘; 20,3 v +

nehmen in starkerem Maasse ab, als die Glieder einer geometrischen Reihe mit
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dem Quotienten I't’, wobei der absolute Betrag der Grosse (¢ die Einheit nicht
tiberschreitet. Im Allgemeinen wird es sich demnach empfehlen, zur Berech-
nung eines Werthes des Argumentes » die Gleichung (5.) oder die Gleichung
(14.) anzuwenden, jenachdem von den beiden Grdssen ¢, f die erste oder die
zweite den kleineren absoluten Betrag hat.

Wenn die Grossen ¢, ¢,, e, bekannt sind, so sind die im Vorhergehenden
enthaltenen Formeln ausreichend, um alle zu gegebenen Werthen der Functio-
nen pu und p'u gehorenden Werthe des Argumentes » zu berechnen.

Entsprechend den in den Artikeln 45 und 46 enthaltenen Bestimmungen
sind fiir diejenigen Fille, in welchen die Invarianten g, und g, reelle Werthe
haben, die Permutationen (, g, v) = (1,2, 3), (3,2,1), (2,1,3), (2,3,1) in Be-
tracht zu ziehen.

Zur Erleichterung fiir den Gebrauch der vorstehenden Formeln sollen die
wichtigsten derselben in den beiden folgenden Artikeln unter Voraussetzung
reeller Werthe der Invarianten fiir die angegebenen Permutationen specialisirt
werden.

Specielle Formeln zur Berechnung eines zu gegebenen Werthen der
Functionen pu und @u gehdrenden Werthes des Argumentes
fiir den Fall reeller Werthe der Invarianten.

49.

Unter Beibehaltung der im Art. 45 erklirten Bezeichnungen ergeben sich
fiir den Fall reeller Werthe der Invarianten, wenn die Discriminante G einen
positiven Werth hat, und mit «, 8 zwei reelle Grossen bezeichnet werden, dem

Inhalte des vorhergehenden Art. entsprechend folgende Systeme von Gleichungen,
in welchen dem natiirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beizulegen ist :

L 2=1, p=2, v=23.

8 = LT G0+ G+ 0
1
.= (F+(P+ (,ii)l” T e Ve
( )2 = .1_'228 1:8:5 12
QM s ff::;l K o Qilognat(ﬂ')—i(,‘27201+3‘,8&2+~)_
o8 3 T

T ey = (oot Yo
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g Ve Vs—e, >0, \/e —e,\s—¢,—\e,—e,\s—¢,
\/8—6 6= 3\/3—6’2‘*—\/(‘1—62\/8— 2

pu = s, = I,

— S — e, —e,+\e —e, 11 VS
w= —\S, RYITPE=0, (i = Va—otVa—e 1-0F
\/ ' \/ , \/ 2 \/1-—l4t2 (s—e)(s—e,)’

L(Ve,—e,+Ve,—e,) (n—to) =
= Qoilognat(\/l—t‘3+ti)+\/1—t2(2mt+—§20,2t3+%80,3t5+-.-);
= (G+a)o+fo, —-1=e¢=1, -—-1==1

pu=s, Wygszo, YamsoVaalace g,
\/e “s‘l'\/e 3\/0
. — oh 1Pt vs
= VS, RYITP 0, (TP = YaatVea—g 1=t
S \/ ) \/ i \/ 2(6—63) \/1 t4 72 _el
‘ Ve, —e+Ve,—e,)  (n—tw,—w,) =

( = & ilognat(y1—¢*+14) +\/1—t" 8t + 384"+ 538,4°+);
l‘:(?-*—a)ml (1+ﬂ)w37 —1§“<1r _'1=5<1'

IL 1=3, u=2, v=

G = LU (G P ;
1 n.l

&= @EHGPRACEIE 4, | 29T

2 1 2 446 0—e+ e, —
sz (;3) L+ (;_i_;)zlu \/ \/
2' _ 135212 Ly — Elognat(Zl ) (1°L,1+ 314 21,3%';)‘
O (m) N 271 \\/(3 e +\/0

pu=s, W=y Va—alsaci 0—,0\!8:_6 _

' Vs—t, | Ve—e\s—e, +Ve,— e \s—e '

ou= —\§, WYITE =0, Viof = Va—atVa—e 1-0A VS

2i Vil (s—e)(s—e,)’

e, —e,+Ve,—e,) (u—to,) =

= Qlognat (V1 —£—ti)+iVI—£(& £+ 28 L4248 £,

3.)"’131

U= co,+(;+plo, —-1=¢Z1, -1=ZL
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(6%) pu =S, m\/éte_ai 0, \/s‘ E’—\/e ‘ \/e =1L,
\/s—e +\/e —e \/e

T i —n Ve, —e,+ Ve,—e, 1=Dt2 S
™) pu = —\S, RVI-LP >0, V1-t = — $ L L
() VS, %y V 2ife,—e)  V1—0? (s—e)’
(\/ — e +\/e u o,—30) =
(8%) = @ lognat (\1—¢7—¢i) +z\/1— (8t 4+ 380+ 5380 +);
= (I+a)o,+ G+, -1=eT1, -1=Z1L

50.

Unter Beibehaltung der im Art. 46 erklirten Bezeichnungen ergeben sich
fiir den Fall reeller Werthe der Invarianten, wenn die Discriminante G- einen
negativen Werth hat, und mit «, 8 zwei reelle Grossen bezeichnet werden, fol-
gende Systeme von Gleichungen, in welchen dem natiirlichen Logarithmus sein
Hauptwerth beizulegen ist:

L. 2=2, p=1, v=238.

8, = 4+ E+GED R+ ERIE + - 0x
8= GEFEIEHEIT - | T ([ o4 Vese)
(1.) L, = Loy sy
' G+ . ,__22@10gnat(2l') 2i(1222,1+“2m+.-)
Ls = (b2 )l” vy | 7%= .
(Ve,—e, +Ve,—e,
@) pu=s Mﬁ;ﬁﬁz o, VameVoma—Va—aVs—e _ g,
vez_ea\/s_el \/ 6’3\/8 e+\/6 0\/8 e,

vez'—es + \/62—(31 14 l:t: \/§

(3) pu= _\/gz %VI-——E> 0, \/1_:72 =

2 VI—Bg (s—e)(s—¢)’
Ve, —e,+Ve,—e, ,) =
(4) = Lilognat (VI—8+4,i) +\/1 2,,t+ QB+ 1R B4 -);

w=(te)o+fol, —1=«Z1, —3SHT5
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e Ve,—s—\/e,—e f/ez—e .y
* = —s > — @lzt
(2') 6"“ S} ER\/ez 8=0, ve —8+\/€ s\/e 2!

\/62—63+\/62—61 1+ lit? \/‘S_'
2(e,—e)  \I—lt? G=9)

L\e,—e,+Ve,—e,) (u—Lo)) =
(4%) = Qilognat(VI—£2—ti) — V1=t (&, £, + 2R, 10+ 248, #34...);

u=oaw,+F+Hple, -1=e1l, —3=HZ5

(39 pu=-V§, RVI-G57 >0, Vi-¢ =

IV. =2, py=38, »=1.

8, = 1+ h+ G B+ GRE +- Qni
1y — 3" :
Ga= UGN T o e
. — 181278 | (1852012 4
(5) 88,2 (2.4) la+(2.£-n) 8 + 1’ . _ 23310gnat( Z—l) (112 83,1+ 31483,2'*'") )
Ly (aad) ey | 2= Ve—e,tye—e,

Verez\/S"ea
(1) pu=—\5, WITE>0, (g VazttVaza 14h6 18

(6) o _ 5, mﬁ—%\/s—el >, Ve,—e, \s—e,—\e,—e, \s—e, i

Ve,—e,Vs—e,+Ve,—e, \s—e, s

2 VI—ie (5—¢)(s—e,)’
TVe,—e,+Ve,—e,) (u
(* S logmat (VT VI8, 10,0 0,64
U= a0, +GF+po, —-it=e=1l -1 <g=1.
(6%) pu =35, Ris—¢=>0 Vs—e,—Ve,—e,Ve,—e, e

=1
’ \/3—82 + 4/_61—6’2 4/"—*6:‘!_~e2 3781

S 2412 q

(™) o'u = _\/gy ER\/I_—l;t;Z >0, \/T__t;z — \/Gl—eﬁ' Ve,—e, 141, \/S

2i(es—e1) \/l—ﬁl;t? (8_62) ’_
—¢€ +Ve —8 % =

(8%) = leognat(\/l—t:—t;z +N1-¢;2 A LU AR

8378

=(%+a)wa+ﬁ‘”;r "%‘é“?’{, -1=8=1.

Zum Gebrauche der elliptischon Functionen, Zwoite Ausgabe. 10
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Einige durch elliptische Functionen vermittelte conforme Abbildungen.

51.

Wenn o, einen positiven, w, einen positiv imagindren Werth hat (vergl.
die Formeln und Bezeichnungen des Art. 45) und ¢, { zwei verianderliche
Grossen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen alle positiven zwi-
schen 0 und 1 liegenden Werthe annehmen konnen, so entspricht bei der geo-

metrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe
u = to,+1w,, (0=t21, 0=Z¢21)
die Fliche eines Rechtecks.

Wird die Verénderlichkeit der Grosse w auf die Begrenzung dieses
Rechtecks beschrénkt, so nimmt die Function p(u|w,w,) = pu alle reellen
Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an.

Fiir die Werthe des Argumentes u

to,, (t=0-1); o+l (=0-1); to,+o, ((=10); o, (#=1-.0)
liegen die Werthe der Function pu beziehlich in den Intervallen

toowg 6,6, : 6,0, : 0y —00
und zwar sind die zugehorenden Werthe der Ableitung pu beziehlich

negativ. ;  positiv imagindr ; positiv ; negativ imagindr.

Die Function pu nimmt alle complexen Werthe mit negativ oder
positiv imagindrem Theile und jeden dieser Werthe einmal an, wenn dem
Argumente » alle dem Gebiete

u = to,+t'w, oder 4 = to,—t'v, (0<t<l, 0<t'<l)
angehorenden Werthe beigelegt werden:

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function pu ent-

sprechen demnach den einblittrigen Flichen der beiden Rechtecke

u = to, Tt'o,, (0=tZ1, 0=SP21)
die einblittrigen Flichen von zwei Halbebenen, deren gemeinschaftliche
Begrenzung von der Axe des Reellen gebildet wird. Auf die Fliche jeder von

diesen beiden Halbebenen wird die Flache je eines der beiden Rechtecke in der
Art zusammenhingend und in den kleinsten Theilen #hnlich abgebildet, dass
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die Punkte beider Flichen einander gegenseitig in eindeutiger Weise ent-
sprechen.

Den Mittellinien beider Rechtecke u = tw,*}wv,, u = jo,tt'w, ent-
sprechen hierbei in der Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grosse
@u geometrisch darstellen, vier Halbkreise, welche sich zu zwei Kreisen er-
ginzen.

Der eine dieser beiden Kreise hat den Mittelpunkt ¢ und den Radius
V(e,—¢,)(e,~¢,), der andere hat den Mittelpunkt ¢, und den Radius \/(e,—¢,) (¢,—¢,)-

Die Punkte

59(%(”1 * ; ’”3) = 6 ¢i\/(€1—62) (62—63)
sind beiden Kreisen gemeinsam.
Durch die Function

\/e es+z\/e cZ— pu—e,+i\(e,—¢,)(e,—¢,)
\/6 —2\/3 —6 5914/—"82—7;\/(61—62)(62—63)

wird die conforme Abbildung der einblattrigen Flache des Rechtecks
= to, +tv, (0=tZ1, 0SVZ1)

auf die einblittrige Fliche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden Mittel-
linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des
Rechtecks entsprechen die vier Punkte

+\/6 ——63+7/\/8 —6,

Ve,—e,
Wenn dem Argumente  alle dem Gebiete
= Tt tto, (0=tZ21, 0=S¢Z1)
angehorenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function

0 - . .
C/(el—es)(e,—e,)gg kleiner als 1, gleich 1, grosser als 1,

1

jenachdem der Werth von ¢ kleiner als §, gleich §, grosser als § ist.

Unter derselben Voraussetzung ist der absolute Betrag der Function
Gu

{/(er‘ 63) (32':6—35 m’

8

kleiner als 1, gleich 1, grosser als 1,

jenachdem der Werth von ¢ kleiner als §, gleich 4, grosser als 4 ist.
10*
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Gu Gu

Von den vier Grossen w, G Su haben innerhalb des Gebietes

" Gu’ Gu
= tio Tt (0St<1, 0=t <1)
die reellen Theile einerseits und die reellen Factoren der imaginiren Theile

andererseits dasselbe Vorzeichen. Fiir dieselben Werthe des Argumentes  ist
6,

der reelle Theil jedes der sechs Quotienten (= 1,2,3) von Null verschieden

v

und positiv.

Der imaginare Theil des Quotienten %“% hat innerhalb des Gebietes

v
4 = to,+t'v, (0<t<l, 0<t<1)

positiv oder negativ imaginire Werthe, jenachdem p grosser oder kleiner als v ist.

Wird die Grosse '2% mit v, die Grosse % mit © bezeichnet, so haben
innerhalb des Gebietes
= to,Tt'o, (O<t<l, 0=t <1)
die reellen Theile der Functionen 3 (v|t), J(v|t), 3(v|1), J(v|7) positive
Werthe.
Innerhalb des Gebietes
u = to,+to, (0<t<1, 0<t <l)
sind die imaginéren Theile der Functionen J,(v|t) und 3 (v|t) positiv imagindr,
die imaginiren Theile der Functionen §(v|t) und §(v|7) negativ imaginir.
Innerhalb des Gebietes
w = to,—t'w, (0<t<1l, 0<t'<l1)
sind die imaginaren Theile der Functionen §(v|t) und J(v|t) negativ imaginir,
die imagindren Theile der Functionen §(v|c) und 3,(v|t) positiv imaginér.
Beispielsweise ergibt sich hieraus, dass die Function
% lognat gﬂ;m ,
wenn dem natiirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird, innerhalb
des Gebietes (0<t<1, 0=t <1) eine reelle stetige Function der beiden Ar-
gumente ¢, £ ist, welche fiir # = 0 den Werth Null hat.

(e= 0,1,2,3)

52.
Wenn o, = o + o einen reellen positiven, o= o—w, einen positiv
imaginiren Werth hat (vergl. die Formeln und Bezeichnungen des Art. 46) und
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t,¢ zwei verinderliche Grossen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen
alle positiven zwischen 0 und 1 liegenden Werthe annehmen konnen, so ent-
spricht bei der geometrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe
“ = tw,+ ', (0=StZ1, 0=V )
die Fliche eines Rechtecks. Léngs der Begrenzung dieses Rechtecks nimmt
die Function p(u|w,w )= pu alle reellen Werthe und zwar in Folge der
Gleichung ¢ (0 +u') = p(o,— ) jeden derselben zweimal an.
Fiir die Werthe des Argumentes »

tw,, (t=0-1); w,+tw, (t'=0-1); to,+o, (t=1-.0);

to,, ('=1.-0)
liegen die Werthe der Function pu beziehlich in den Intervallen
_}.oo...e2 , ez....__oo

; +0ore

A ; €, ++—00

: )
und zwar sind die zugehorenden Werthe der Ableitung 'u beziehlich
negatﬁ' i positiv imagindr ; positiv : negativ imaginir.

Die Function pu nimmt alle complexen Werthe mit negativ imaginirem
Theile und mit Ausnahme des Werthes po = ¢, jeden dieser Werthe zweimal
an, wenn dem Argumente » alle dem Gebiete

u = tw,+t'o, (0<t<l, 0<t'<1)
angehorenden Werthe beigelegt werden.

Die Function pu nimmt alle complexen Werthe mit positiv imaginirem
Theile und mit Ausnahme des Werthes po, = ¢, jeden dieser Werthe zweimal
an, wenn dem Argumente % alle dem Gebiete

% = to,—tw, (0<t<l, 0<t'<l)
angehorenden Werthe beigelegt werden.

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function pu entspricht
der einblattrigen Fliche jedes der beiden Rechtecke

u = to,Ttw, (0=tZ1, 0Z¢'Z1)
je eine zweiblittrige aus zwei Halbebenen gebildete Fliche. Die Begrenzung
jeder von diesen beiden Halbebenen wird in beiden Féllen von der Axe des
Reellen gebildet; in dem ersten Falle ist der Punkt e, in dem zweiten der Punkt
e, ein Windungspunkt erster Ordnung im Inneren der betrachteten zweiblattri-
gen Fliche. Den Mittellinien beider Rechtecke u = tw,* 1w, u = v, Tlw,
entsprechen in der Ebene, deren Punkte die Werthe der Function pu geometrisch
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darstellen, vier Bogen desselben Kreises, dessen Mittelpunkt ¢, und dessen Radius

gleich V(¢,—¢,)(e,~¢,) ist. Dieser Kreis enthilt die beiden Punkte e und e,.
Durch die Function y/{e,—¢,) @% wird die conforme Abbildung der
einblittrigen Fliche des Rechtecks
= *to, >0, 0=Zt=1, 0t =4)
auf die einblattrige Fliche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden Mittel-

linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des
Rechtecks entsprechen die vier Punkte

o No—e g Vae
IO ICETA R (OETACEY
Wenn der complexen Grosse u alle dem Gebiete
= tiv,t{v, (05t21, 0=¢21)
angchorenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function
Vie,—e,)(e,—e,) f%% kleiner als 1, gleich 1 , grosser als 1,

jenachdem das Product ({—34)(f—4) positiv, gleich Null, negativ ist.

. w 6 . .
Von den beiden Grossen w, GZ haben innerhalb des Gebietes
2
4 = Tiw,Tto, (0=t<l, 0=t<1)

die reellen Theile einerseits und die reellen Factoren der imagindren Theile
andererseits dasselbe Vorzeichen.

Wenn den drei Gréssen 0, o, o, bei der geometrischen Darstellung die
Ecken eines spitzwinkligen Dreiecks entsprechen, so entspricht der Ge-
sammtheit aller Werthe

= Tto,*to, (0St=1, 0St+t21)
die Fliche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Kcken
to,*w, o, welches die Eigenschaft hat, durch seine drei Hauptdiagonalen
in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt zu werden.

Entsprechen dagegen den drei Grissen 0, w, w, bei der geometrischen
Darstellung die Ecken eines stumpfwinkligen Dreiecks, so entspricht der
Gesammtheit aller Werthe

u = Tto,* v, (0St+¢ 21, 05032Y)
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die Fliche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken o ,
*w, * o, welches durch seine drei Hauptdiagonalen in sechs congruente spitz-
winklige Dreiecke getheilt wird.

Fiir alle innerhalb des ersten beziehungsweise des zweiten Sechsecks lie-
gende Werthe des Argumentes u hat der reelle Theil jedes der sechs Quotienten
%‘%(y,v =1,2,3) von Null verschiedene und zwar positive Werthe.

v

Fir den Fall, dass w, = o ¢ ist, gilt dieselbe Behauptung fiir alle inner-
halb eines Quadrates
u = fto, o, (0=t+<1).

liegenden Werthe des Argumentes.

33.

Es moge angenommen werden, dass das primitive Periodenpaar (2w, 2w,)
des Argumentes » einer Function ¢ (u|w,w,) so gewdhlt sei, dass den Grdssen
0, »,, o _bei der geometrischen Darstellung die Ecken eines spitzwinkligen

Dreiecks entsprechen. (Vergl. Art.27.) Dann entspricht der Gesammtheit aller
Werthe

u = 2fw, + 2w, 0=tZ1, 0=¢Z1, 0Zt+t'=1)

die Fliche eines spitzwinkligen Dreiecks. Die Grssen w, o + o, = ,, w, ent-
sprechen den Mitten der Seiten desselben. Werden diese drei Punkte durch
drei geradlinige Strecken verbunden, so wird die Fliche des betrachteten Drei-
ecks in vier congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt und es entsteht auf
diese Weise das Netz der Oberfliche eines Tetraeders, welches die Eigen-
schaft besitzt, dass je zwei seiner Gegenkanten gleiche Linge haben. Jedem
Punkte der Oberfliche dieses Tetraeders wird ein Werth der Function p(u|w , w,)
zugeordnet und durch Vermittelung dieser Function wird die Oberfliche des
Tetraeders auf diejenige unendliche Ebene, deren Punkte die Werthe der
Function pu geometrisch darstellen, in der Art zusammenhéngend und in den
kleinsten Theilen #@hnlich abgebildet, dass die Punkte beider Flichen einander
gegenseitig in eindeutiger Weise entsprechen.

Wenn das erwéhnte spitzwinklige Dreieck in ein rechtwinkliges tibergeht,
so tritt an die Stelle der Oberfliche des betrachteten Tetraeders die doppelt zu
denkende Fliche eines ebenen Rechtecks, dessen beide Blitter lings der ganzen
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Begrenzung des letzteren, eine Falte bildend, mit einander zusammenhéingen.
(Vergl. die Abhandlung: Conforme Abbildung der Oberfliche eines Tetraeders
auf die Oberfliche einer Kugel. Journal fiir Mathematik, Bd.70. S.121 —136.
H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 2. S. 84—101.)

Die Fliche des geradlinig begrenzten convexen Sechsecks, dessen Ecken
den Werthen o, two, *(0,—o ) entsprechen, hat die Figenschaft, durch die
drel Hauptdlagonalen des Sechsecks in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke
getheilt zu werden.

Fiir alle Werthe des Argumentes u, welche den innerhalb des erwihnten
Sechsecks liegenden Punkten entsprechen, hat der reelle Theil jedes der sechs

Quotienten 2“: (w7 =1,2,3) von Null verschiedene und zwar positive Werthe.

v

Aus diesem Satze kann die in den Gleichungen (2.) des Art. 28 enthaltene
Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der G-Functionen vorkommenden

Wurzelgrossen hergeleitet werden.

Das Quadrat des Moduls und die absolute Invariante
als Functionen des Periodenverhéltnisses.

54.

Die Grosse §* = e_—_ea_ 3‘ g{ ist, vergl. auch die Formel (6.) des Axt. 32,

eine eindeutige analytlsche Functlon des Verhaltnisses 1 = ?: der beiden Perio-
den eines primitiven Periodenpaare