


Formeln und Lehrsätze

zum Gebrauche

der elliptischen Functionen.



Formeln und Lehrsätze

zum Gebrauche

Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn

K. Weierstrass

bearbeitet und herausgegebpn

von

H. A. Schwarz.

Zweite Ausgabe.

Erste Abtheilung.

(Enthalt end Bogen 1-12.)

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH

1893.

der elliptischen Functionen.



Diet eri ehsehe Universitäts -Buchdruckerei
W. Fr. Kaestner.

Göttingen.

ISBN 978-3-662-23687-1 ISBN 978-3-662-25776-0 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-662-25776-0

Softcover reprint ofthehardcover 2ndedition 1893



Vor W 0 r t.

Durch die Bearbeitung und die Herausgabe der vorliegenden Sammlung
von Formeln und Lehrsätzen glaube ich allen denen einen wesentlichen Dienst

zu leisten, welche sich über die Theorie der elliptischen .Functionen auf Grund
der von Herrn We i er s tr ass in die Wissenschaft eingeführten Behandlungs
weise unterrichten wollen; ebenso glaube ich denen zu nützen, welche von
dieser Theorie Anwendung zu machen wünschen.

Die neuen Normalformen und die neuen Bezeichnungen werden, da sie
neben grösstmöglicher Einfachheit in theoretischer Hinsicht de~ bisher be

vorzugten Normalformen und den älteren Bezeichnungen gegenüber einen
höheren Grad praktischer Brauchbarkeit besitzen, in vielen Abhandlungen und
zusammenfassenden Werken über elliptische Functionen, sowohl des Inlandes

wie des Auslandes, bereits in ausgedehntem Masse angewendet. Es ist zu er

warten, dass dies künftig in noch höherem Masse der Fall sein wird.
Bei der grossen Zahl der für die Theorie und für die Anwendungen der

elliptischen Functionen in Betracht kommenden Formeln, aus denen die in
jedem einzelnen Falle am meisten geeigneten, beispielsweise die für die Aus

führung numerischer Rechnungen zweckmässigsten, ausgewählt werden müssen,
ist eine wohlgeordnete Sammlung zuverlässig richtiger Formeln aus dieser
Theorie zur Zeit ein fast unentbehrliches Hülfsmittel für den Forscher. Aber

auch dem Universitätslehrer, der die Theorie der elliptischen Functionen oder

Anwendungen derselben zum Gegenstande seiner Vorlesungen macht, gewährt
eine Formelsammlung, welche von den Studirenden während der Vorlesungen

benutzt werden kann, bedeutende Erleichterung, da es bei Zugrundelegung
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einer solchen Sammlung sehr oft genügt , die Methode der Herleitung der

einzelnen Formelsysteme anzugeben, ohne dass es nöthig ist, auf die Einzel

heiten der Rechnung näher einzugehen oder sämmtliche Formeln vollständig zu

entwickeln.

Diese Erwägungen haben mich zur Bearbeitung und zur Herausgabe der

vorliegenden Sammlung veranlasst. Ausser Formeln und Lehrsätzen zum Ge

brauche der elliptischen Functionen, welche sich auf die neuen Normalformen

beziehen, enthält dieselbe in Rücksicht auf die Anforderungen des praktischen

Bedürfnisses ein ausgedehntes System von Formeln, mit deren Hülfe der Ueber

gang von der alten zu der neuen Bezeichnungsweise ausgefiihrt werden kann.

Bei der Herstellung dieser Formelsammlung habe ich mich der thätigen

Mitarbeit des Herrn Wei er st ra ss zu erfreuen gehabt ; kein Bogen der ersten

Ausgabe ist ohne die Billigung desselben gedruckt worden.

Die meisten der aufgenommenen Formeln sind, wie schon auf dem Titel

angegeben ist , Vorlesungen oder schriftlichen Aufzeichnungen des Herrn

W ei er st r a ss entnommen; einige Formeln aber sind mit Rücksicht auf das

praktische Bedürfniss erst für diese Sammlung ausgearbeitet worden.

Die im Art. 15 (Seite 19) mitgetheilte Formel für die Function ~n~l~:~ .

rührt von Herrn Ki ep ert her. (Journal für Mathematik, Bd. 76, Seite 31.)

Wenn es gelungen ist , in dieser Druckschrift einen hohen Grad der

Correctheit und der Genauigkeit im Ausdrucke zu erreichen , so glaube ich

dies hauptsächlich der eingehenden Kritik zuschreiben zu mü ssen, welche

Herr H et t ner meinem Entwurfe vor dem Drucke desselben hat zutheilwerden

lassen, einer Kritik , für welche ich nicht genug danken kann. Ebenso ver

pflichtet mich die grosse Sorgfalt , mit der die Herren H e t t ne r und von

Man g ol d t bei der Prüfung der Richtigkeit der Formeln mich unterstützt

haben, zu besonderem Danke.

Die bis jetzt zu meiner Kenntniss gelangten bei der ersten Ausgabe über

sehenen Fehler sind aus der auf den Seiten IX und X abgedruckten Zusam

menstellung ersichtlich.

Die erste, zunächst für einen engeren Kreis von Mathematikern bestimmte

Ausgabe dieser Formelsammlung war nach kurzer Zeit vergriffen. Die zweite
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Ausgabe unterscheidet sich von der ersten durch manche Verbesserungen im

Wortlaut und durch einige Aenderungen in den Bezeichnungen, von denen

die folgenden hier besonders erwähnt werden mögen.

Zur Bezeichnung der Function ~ ~:: ~ ist von der Abkürzung ~' (lt) Ge

brauch gemacht worden.

In den Artikeln 32 und 33 ist H , J{ , H , H an die Stelle von h , h , h , 11o 1 2 3 0 1 2 3

gesetzt worden, um einer Verwechselung mit der Bedeutung, welche den

Grössen h
1

, h" hs in den Artikeln 45 und 46 beigelegt wird, vorzubeugen.

In der Tabelle des Art. 33, welche sich auf die sechs verschiedenen Fälle

der Transformation ersten Grades bezieht, haben die in der ersten Ausgabe

mit V und VI bezeichneten Fälle beziehlieh die Ordnungsnummern VI und V

erhalten.

Mit Rücksicht auf die im Art. 48 erklärten Grössen 53 , 2 ., 2 , ' " er-
0,1 0,_ 0,3

schien es nicht zweckmässig, die im Art. 40 der ersten Ausgabe den Bezeich-

nungen ~1 ' St" ~3 ' ... beigelegte Bedeutung beizubehalten. Die im Art. 40 der

zweiten Ausgabe erklärten Grossen ~, ~1' ~2' ... hängen von der Grösse k' eben

so ab, wie die entsprechenden mit 2
0,20 1

, 2
0

" . , . bezeichneten Grössen von der

Grösse t;

Trotzdem dass bei der zweiten Ausgabe einige Formeln, die in der ersten

nicht enthalten waren, hinzugefügt worden sind, hat es sich ermöglichen

lassen, dass die Artikelnummern und Seitenzahlen der zweiten Ausgabe mit

den entsprechenden der ersten Ausgabe durchgehends übereinstimmen.

Bei der Correctur der zweiten Ausgabe bin ich durch Herrn E. R i t t er in

dankenswerther Weise unterstützt worden.

Hinsichtlich der Schönheit der typographischen Wiedergabe der einzelnen,

mitunter in hohem Grade zusammengesetzten Formeln sind die höohsten An

forderungen gestellt worden, in der Ueberzeugung, dass durch die Schönheit

in typographischer Hinsicht die Uebersichtlichkeit vieler Formeln ausserordent

lieh gesteigert und damit der Nutzen der Sammlung erhöht wird. Als sachver

ständiger Beirath hat hierbei der Factor der hiesigen G. R eim er schen Buch

druckerei, Herr C. Ba ri ch , mir zur Seite gestanden.

Die Di et erichsche Universitäts-Buchdruckerei in Göttingen, aus der die

gesammelten Werke von Gau ss und einige Bände von Ja c0 b i 's gesammelten
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Werken hervorgegangen sind, hat durch die typographische Ausstattung der
vorliegenden zweiten Ausgabe einen neuen Beweis ihrer hervorragenden Lei
stungsfähigkeit geliefert.

Gleichzeitig mit dieser Ausgabe der Formelsammlung in deutscher Sprache
erscheint, in dem Verlage von Gauthier-Villars et Ei ls, eine von Herrn
He n r i Pa de besorgte Ausgabe in französischer Sprache.

Der er st en Abtheilung beabsichtige ich eine zw ei t e folgen zu lassen,
sobald meine Berufspflichten es mir gestatten werden, die begonnenen Vor
arbeiten zu einer Fortsetzung und Beendigung dieser Sammlung zum Ab
schlusse zu bringen.

Berlin, im Mai 1893.

H. A. Schwarz.



Berichti gungen und Zusätze

zur er st en Ausgabe der

Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen.

Seite 13, Zeile 3 von unten, Art. 12 (1.) , ist zu lesen

1 a (!O'u:+ r/V) 1 a ( bi/ U:+ go'V)(1.) bO(u±v) = gon-- - -- - - = gov :+ - - - - -
2 au bOu - gJV 2 8v !OU - gov

Seite 16, Zeile 3 von unten ist zu lesen

- 0" statt 0"

Seite 43, Zeile 8 von oben, Art. 35 (4.), ist zu lesen

~o (O ) = 1-2h+2h'-2lt9t .. ·

Seite 58- 64.

Wenn die Grössen -~ , ! ,', -~ übereinstimmend mit der im Art. 47
, 2.

und in den Gleichungen (10- 17.), (25- 32.) des Art. 46 angewendeten

Bezeichnungsweise beziehlieh mit

'I' '21 " bezeichnet werden, so stehen die

Grössen hu h
2

, 11
3

und die Grössen

i; 12 I l3

zu den Grössen 'tl '2' '3 in derselben Beziehung, WIe die

Grössen h, I zu der Grösse t.

Seite 61, Zeile 1 von unten ist zu lesen
_7hU +... statt -7119 +...

Seite 75, Zeile 4 von unten

Statt t' ist zu lesen t.

Seite 75, Zeile 1 von unten

Statt t ist zu lesen i',



x Berichtigungen und Zusätze zur ersten Ausgabe.

Seite 81, Zeile 13 von unten ist zu lesen

liegenden statt liegende

Seite 82, Zeile 14 von oben ist zu lesen

Seite 85 , Zeile 7 von unten ist hinzuzufügen

wobei die Summation über alle diejenigen Werthe des Index I-t zu

erstrecken ist, für welche die Grösse vI' der Null nicht congruent ist,

Seite 90, Zeile 2 von oben, Art. 57 (2.)

Dieses primitive

ein primitives

J ' ( ) J' ( ) - J '( )+l Yt- Y2
X1' Yl + X2' Y2 - X3'Y3 2--'

XI -Xi

Seite 96, Zeile 10 von unten ist zu lesen
mindestens ein statt

Seite 96, Zeile 7 von unten ist zu lesen
Ein solches statt

(2.)

Berlin im Mai 1893.
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Allgemeine Lehrsätze betreffend diejenigen analytischen Functionen,
welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen.

1.

Wenn eine analytische Function ~ (u ) des Argumentes u die Eigenschaft

besitzt, dass zwischen den zu je drei Werthen des Argumentes

u, v, tt +V

gehörenden Functionswerthen

',?(u) , 9(V) , 9(u+v)

eine algebraische Gleichung besteht, derenCoefficienten von u undv unabhängig

sind, so sagt man, dass für diese Function ein algebraisches Additions

t h e0 rem besteht, oder dass diese Function ein algebraisches Additionstheorem

besitzt.

Jede analytische Function ~ (u), welche ein algebraisches Additionstheorem

besitzt, hat die Eigenschaft, dass zwischen der Function und ihrer in Bezug auf

dasArgument u genommenen ersten Ableitung ~'(u) eine algebraische Gleichung

besteht, deren Coefficienten von dem Argumente u unabhängig sind.

Der Bereich des Argumentes einer solchen Function kann in jedem Falle

auf alle endlichen Werthe ausgedehnt werden, ohne dass die Function aufhört,

den Charakter einer algebraischen Function zu besitzen ; denn jede analytische

Function ~ (u ), welche ein algebraisches Additionstheorem besitzt, ist Wurzel

einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten eindeutige Functionen des

Argumentes u sind und für alle endlichen Werthe desselben den Charakter ra

tionaler Functionen besitzen. Es kann also das Argument dieser Functionen

nureine im Unendlichen liegende G ren zstell e haben.
Zum Gebrauche der elliptischen Funetionen. Zweite Ausg.be.



2 Allgemeine Lehrsätze. Art. 2.

Eine analytische Function Cf ( lt ) , für welche ein algebraisches Additions

theorem besteht , ist

entweder I., eine algebraische Function von u,

oder II. , wenn mit w eine passend gewählte Constante bezeichnet wird,
Ui:i

eine algebraische Function der Exponentialfunction e~,

oder III. , eine algebraische Function einer Function ~O lt = s, welche, wenn

mit 9
2

und 9
3

zwei passend gewählte Constanten bezeichnet wer

den, durch die Differentialgleichung

(aS)2
du = 48

3-9
28- U3

und die Bedingung ~o (O ) = 00 bestimmt werden kann.

Die beiden ersten Fälle sind als specielle Fälle im dritten enthalten: der

erste, wenn 9
2

und 0
3

einzeln den Werth Null haben, der zweite, wenng:- 2iO:

gleich Xull ist.

2.

Unter den analytischen Functionen eines Argumentes lt , welche ein alge

braisches Additionstheorem besitzen, sind diejenigen ausgezeichnet, welche für

alle endlichen Werthe des Argumentes den Charakter ganzer oder gebrochener

rationaler Functionen haben, welche daher ei n d eu t i g e Functionen ihres un

beschränkt veränderlichen Argumentes sind.

Alle eindeutigen analytischen Functionen 10 (!t), welche ein algebraisches

Additionstheorem besitzen, haben die Eigenschaft, dass 1O (!t +v) I' a ti 0 n al aus

drückbar ist durch dieWerthe 10 (!t), 7J (v) und dieWerthe der ersten Ableitungen

<p'(u), :p'(v).
Wenn eine analytische Function <p (u) die Eigenschaft besitzt, dass <p (u+v)

rational ausdrückbar ist durch <p (u), <p (v), <p'(u), <p'(v), so ist diese Function eine

eindeutige Function ihres unbeschränkt veränderlichen Argumentes, welche für

alle endlichen Werthe desselben den Charakter einer ganzen oder gebrochenen

rationalen Function hat.

Es gilt auch der Satz : Wenn eine e i nd eu ti g e analytische Funotion <p (u)
die Eigenschaft hat, dass zwischen der Function und ihrer ersten Ableitung <p'(u)
eine algebraische Gleichung besteht , deren Coefficienten von dem Argumente

nicht abhängen, so besitzt diese Function ein algebraisches Additionstheorem.



Art. 3. Allgemeine Lehrsätze. 3

Eine ein deu t i g e analytische Function 'P (u) , welche ein algebraisches

Additionstheorem besitzt, ist

entweder L, eine rationale Function von 11,
tl i: t

oder lI., eine rationale Function einer Exponentialfunction ew,
oder III., eine rationale Function einer Function \(} lt und ihrer ersten Ab-

leitung \;/u.
Die beiden ersten Fälle sind wiederum als specielle Fälle im dritten ent

halten.

3.

Jede t r an scen d en t e eindeutige analytische Function , welche ein alge

braischesAdditionstheorem besitzt, ist nothwendig eine p er iod i sch e, und zwar

entweder eine ei n f ach p eriodi s ch e oder eine dopp el t p er iodi sch e

Function.
1. Wenn alle Perioden des Argumentes der Function als positive oder ne

gative ganzzahlige Vielfache einer und derselben Periode 2m dargestellt werden

können , so heisst die Function einf ach per iod i sc h. Die Grösse 2m heisst

primi tiv e P er iod e.

2. Wenn eine periodische eindeutige analytische Function nicht im er

klärten Sinne einfach periodisch ist und wenn dieselbe sich nicht auf eine C 011

stante reducirt, so ist es auf unendlich mannigfaltige Weise möglich, zwe i Pe

rioden 2m und 22>' des Argumentes der Function derart auszuwählen, dass alle

übrigen Perioden durch Addition und Subtraction aus diesen beiden zusammen

gesetzt werden können. In diesem Falle wird die Function d 0 PPeIt p er i 0

d i sch genannt und jedes System von zwei Perioden 2m, 2m', welche die angege

bene Eigenschaft haben, heisst ein primiti ves P eriod enp aar.

Der imaginäre Bestandtheil des aus den zwei Perioden 2m' und 2m eines

primitiven Periodenpaares (2m, 2m') gebildeten Quotienten : ' = " ist stets von

Null verschieden und zwar kann vorausgesetzt werden, ohne dass die Allgemein

heit der Untersuchung hierdurch wesentlich beschränkt wird, dass der reelle

Bestandtheil des Quotienten Ä- , welcher in der Folge durch ffi (~) bezeichnet
M M

werden soll, einen po si t i ven Werth hat.

Zwei Periodenpaare (2m, 2m') und (2w, 2w' ) sollen a equ i va l ent genannt

werden, wenn die Gesammtheit aller derjenigen Grössen, welche durch Addition

t '"



4 Allgemeine Lehrsätze. Art. 4.

und Subtraction ganzzahlig aus den Perioden des einen Paares gebildet sind,

übe I' ein stim mt mit der Gesammtheit aller auf analoge Weise aus den Pe

rioden des anderen Paares gebildeten Grössen.

Damit zwei Periodenpaare (200, 200' ) und (200,200' ) aequivalent seien, ist

nothwendig und hinreichend, dass zwischen den Perioden beider Paare Glei

chungen von der Form

2ül = 2pw +2qw', 2ül ' = 2p'w +2q'w'

bestehen, in welchen p, q, p', q' ganze positive oder negative der Bedingung

pq'-qp' = ± 1

genügende Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten.

Die beiden Grössen

m(:i) und (pq'-qp')m(:~)

haben dasselbe Vorzeichen.

Durch geeignete Bestimmung der Zahlen P»q, p', q' kann stets erreicht

werden, dass, wenn lJt (:) = «, lJt ( :~) = ß gesetzt wird,

4.

Der allgemeinste Fall der eindeutigen analytischen Functionen, für welche

ein algebraisches Additionstheorem besteht, wird gebildet von den eindeutigen

doppelt periodischen Functionen, welche für alle endlichen Werthe des Argu

mentes den Charakter rationaler Functionen besitzen, deren Argument also nur

eine im Unendlichen liegende wesentlich singuläre Stelle hat. Diese

Functionen werden im weiteren Sinne e11 i Pti sc he Fun c ti 0 n e n genannt.

Wenn in dem Folgenden von einer elliptischen Function die Rede ist, so

ist stillschweigend immer eine ein d eu ti g e elliptische Function gemeint.
Ist (200, 200') ein primitives Periodenpaar desArgumentes einer elliptischen

Function, so sind alle Perioden des Argumentes dieser Function in der Formel

w = 2P.OO +2P.'oo' enthalten, in welcher jeder der beiden Zahlen fL und fL' alle ganz
zahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beizulegen sind.

Der Werth Null wird nur im uneigentlichen Sinne zu den Perioden gerechnet.



Art. 5. Die Function 6u. 5

Zwei Werthe des Argumentes heissen cong r ue n t oder incon gru ent,

jenachdem die Differenz derselben eine Periode ist oder nicht.

Ein P eriod enp arall elo gr amm des Argumentes u einer elliptischen

Function, für welches (2m, 2m') ein primitives Periodenpaar ist, wird analytisch

definirt durch die Gesammtheit aller Werthe, welche in der Formel

u = uo+ 2tw + 2t'w'

enthalten sind, falls jeder der beiden veränderlichen Grössen t, t' alle reellen

Werthe zwischen 0 und 1 (0 eingeschlossen, 1 ausgeschlossen) beigelegt werden.

Dnter dem G r ad e einer elliptischen Function versteht man die Zahl,

welche angibt, wie oft diese Function innerhalb eines Periodenparallelogramms

unendlich gross wird; hierbei ist jede Stelle, an welcher die Function unendlich

gross wird, so oft zu zählen, als die Ordnungszahl des Unendlichgrosswerdens an

dieser Stelle anzeigt.
Es gibt keine elliptische Function er s t en Grades.

Die Function 611.

5.

Die einfachste analytische Fuuction, welche für alle endlichen Werthe

des Argumentes u den Charakter einer ganzen Function besitzt und die Eigen

schaft hat , für u = 0 sowie für alle diesem Werthe congruenten Werthe

U' = 2p.m +2p.'m' von der ersten Ordnung unendlich klein zu werden, ist die zu dem

Periodenpaare (2m, 2m' ) gehörende Si gm afunction 6(lt Itu , m') = 611. Diese Func

tion wird gegeben durch die Formel

(1.)
~ r- , r-' = O, '± 1, ± 2, ±3, ' . . ±xl

W= 2r- w+ 2 r-'w'
/ ausgenommen IV = 0 )

in welcher der Grösse 10 bei der Bildung des unendlichen Productes alle in dem

Ausdrucke 2p.m +2p.'ru' enthaltenen Werthe, mit Ausnahme*) des Werthes10= 0,

beizulegen sind. Hierbei wird, wie stets in dem Folgenden, vorausgesetzt, dass

der reelle Bestandtheil der Grösse ~ einen von Null verschiedenen und zwar
Wl

p osi t i ven Werth hat.

*) An diese Ausnahme wird in den bezüglichen Formeln durch einen dem Product- oller Summen

zeichen folgenden Accent (' ) erinnert.



6 Die Function 6u. Art. 5.

Aus der obigen Definition ergibt sich, dass 6 (- ll ) = -6(u) ist ; die Func

tion 61l ist daher eine u n g l' ad e Function des Argumentes u.

Es bestehen ferner die Gleichungen

(2.) 6 (0) = 0, 6'(0 ) = I , 6"(0) = 0, 6'''(0) = O.

Die Function 6u ist durch eine nach Potenzen der Grösse 1l mit ganzzah

lig en positiven Exponenten fortschreitende Reihe darst ellbar, welche für alle

endlichen W erthe von u convergent ist.

Die Coefficienten der einzelnen Glieder dieser Reihe sind ganze Func

tionen zweier Grössen O
2

und {I., welche durch die Gleichungen

(3.)
, ~,l

fJ = 2··3 ·5 .~ -
, "'10"

2 ~,1
9 = 2 ·5· 7 ·~ -

3 " w.

bestimmt sind. Auch in diesen Gleichun gen sind der Grösse w all e in dem Aus

drucke 2[!w +2[!'w' enth altenen W erthe , mit Ausnahme desWerth es 10 = 0,

beizulegen.

Die Grössen !J
2,!J

. heissen die zu der betrachteten 6-Function

(4.) 61! = 6(u lw,w') = 6 (U;g2,9.)

gehörenden Invariant en.

Wird mit m irgend eine von Null verschiedene reelle oder complexe Grösse

bezeichnet, so besteht die Gleichung

(5.) 6(u w. w') = 6(11 ;Y21 Y3) = m6('!!- \~ , ~) = m6(.!!... ,·m'y" 11I6Y3)'
, In 11l 'In In

Für alle endlichen W erth e des Argumentes u und der Invariant en 0, und 9.

besitzt die Fun ction 6 (u; !12 , 0.) als Function der drei unb eschränkt veränd er

lichen Grössen u, O
2

, O. betra chtet den Charakter einer ganzen Fu nction.

Es ergibt sich

(6.)
y,y.u"

2' · 3'· 52 . 7 . 11

(7.)

Die Function 6 ( ll ; !J" 9.) genügt der partiellen Differentialgleichung

0'6 _ ? 06 2 2 06 1 ,
Olt' - Lg. og, +sY'ag:- -12g,u 6,

aus welcher sich, wenn

(8.)
1 m 11 U4m+611 +1

6u - ~ a (-g) (2g) - - - -
- ~11I.11 nt.u ' 2 • (4m+6 tt+ l) ! (m,11 = 0, 1, 2,3, ' '' 00)



Art. 6. Die Function 6u. 7

gesetzt wird, zur Berechnung der ganzzahligen Coefficienten am,n die Recursions

formel

16 1
(9 .) am,n = 3 (m + 1 ) am+ l , n - l + 3 ( 11 + 1 ) am~2, n t l - ~f ( 2 m +3 11 - 1) ( 4m + 6 11 - 1 ) am_ l, n

ergibt. DemCoefficienten a o,o ist der Werth 1, dagegen denjenigen Coefficienten,
für welche einer der beiden Indices einen negat i ve nWerth erhält, derWerth 0

beizulegen.
Die Werthe der Coefficienten am,n' für welche die Summe 4111 +On +1 die

Zahl 35 nicht überschreitet, sind in folgender Tabelle enthalten.

U+lIl t 6n+l f m I lt I am n

n' 0 0 +1
1/5 1 0 -I
!I ' 0 1 - 3
11" 2 0 -9
/t U 1 1 -1 8

1/' 3 0 2 -54
3 0 + 69

1/' 5 2 1 + 513

1/' 1 4 0 + 321
1 2 + 4968

1/'" 0 3 + 14904
3 1 + 33588

!l
21 2 2 + 257580

5 0 + 160839

U
23 1 3 + 502200

4 1 + 2808945

U4m+611 +1 lt1 1I am,n

0 4 + 1506600
lt25 3 2 + 20019960

6 I 0 + 1416951

U
21 2 . 3 + 162100440

5 : 1 - 41843142

I 4
~ -

1 + 796330440
!l

29 4 2 - 376375410
7 0 --388946691

0 [) +2388991320
!l31 3 3 - 9465715080

6 1 - 6519779667

2 4 -144916218720
U

33 5 2 - 210469286736
8 0 + 25514578881

-
1 5 -1289959784640

n35 4 3 I-4582619446320
7 1 -485174610648

(1.)

Darstellung der Function 6u durch einfach unendliche Producte.

6.

Für unendlich grosse Werthe von ffi (:J ergibt sich

1('';:)2
6 e6 2", 2w . 111:

U = · - Slll - .;: 2w ~

denn es besteht, wenn bei der Bildung der unendlichen Producte n,der Zahl u

alle ganzzahligen po si t i ven Werthe beigelegt werden*), die Gleichung

*) Die seibe Bedingung gilt für a11 e im Folgenden vorkommenden Protlucte U. und Summen ~" .
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(2.)

Die Function 611.

U f'
sin(w: ) = ~lt TI ( 1_~)e211w TI (1 _,_, )e- 211w.

2111 2111 tl 211 111 tl + 2nlll

Art. 6.

Mittelst der Function Sinus kann die Function Gu auf verschiedene Weise als

ein einfach unendliches Product dargestellt werden.

Zur Abkürzung soll im Folgenden von den Bezeichnungen

(3.)
U

2111 = v,
torie = s ; e~;:i = h

Gebrauch gemacht werden, wobei festgesetzt wird, dass der Potenz hm für jeden

Werth des Exponenten 1n stets der Werth e",:oi beigelegt werden soll. In }<'olge

der bezüglich des Vorzeichens der Grösse lR (:;) getroffenen Festsetzung ist der

reelle Bestandtheil derGrösse 'r7i:i ne g a t i v; der absolute Betrag der Grösse h ist

also k 1ein e l' als 1.

Unter Benutzung dieser Bezeichnungen ergibt sich

(4.)

und, wenn mit 1j die Grösse

(5.)

bezeichnet wird,

(6.) 27j wv' 2w . ( sin'v.. )6 u = e . - smvd l 1- - .-.-- .
~ tl SIn"flor;:

(7.)

(8.)

(9.)

(10)

Ferner ergeben sich die Gleichungen

6 e27j wv' 2w . TI sin(m -v)" - v..iTI sin(n. +v)" v"i
lt = . - smv" . e tl - - .-- e

TC tl SIll nm smurn

= e27jwv' . ~. z- z-ITI ~-!t" z-' TI I -h"~

.. 2i tl 1- !t" 11 1- h'n

27jwv' 2w. 1-2h'ncos2v,,+h'n= e .- .Slll 0 .. TI _._-----._---,..- -- ... 11 (l -Jrn)'

[
1 4h" ]

271W = ,,' "6 - ~tl (I - h'")' .



Art. 7-8. Die Function 6 11,

Aenderung des Argumentes der Function Gu um eine Periode.

7.

Zwischen 6(u) und 6(u ±2w ) besteht die Gleichung

(1.)
+ 2'1: (ll + w) 6'(w )

6 (u±2w ) = - e- I - 6 (11) , aus welcher sich ", = 6 (w)

, 6 '(w')
1j= 6~'(2.)

ergibt. Bei der Vertauschung des Periodenpaares (2w, 2w') mit dem Perioden

paar (2w',- 2w ) bleibt die Function 6u ungeändert und es ergibt sich in Folge

dessen analog den obigen Gleichungen

+ 2 '( + ')
6 ( +2 ') - _ - 7j U _ tu 6( )u _ w - e U ,

Für die Aenderung des Argumentes um eine beliebige Periode gilt die

Gleichung

(3.) 6(u + 2pw+2qw') = (_ 1)pq+P+ Qe2(p",+ Q7j') (lI +p w+ Qw') 6( uL

oder, wenn pOl +qw' = w~ p''l +q"l' = ~ gesetzt wird,

(4.) 6( 2 _) - _ e2~ (1I + w ) 6 ( )1I+w - + 11 ,

wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt, jenachdem die Grösse 6(w) einen

von Null verschiedenen Werth hat oder gleich Null ist.

Zwischen den vier Grössen ui , w', "'I, ''l' besteht die Relation

(5.) 7jw'- w7j'= +f ..i , wenn ffi (:~ ) einen p ositiven Werth hat ;

dagegen ist

(5~) 7jw'-w7j' = - f ..i, wenn, entgegen der getroffenen Voraussetzung,

ffi (:J einen n eg a ti ven Werth hat.

Die Function ~ (u).

8.

F.. di F . cl 1 6() 6'(11 ) 1 hur i e unction du og 11 = 6(u) , we c e zur

t (u) bezeichnet werden möge, gelten die Gleichungen

Vereinfachung mit

Zum Gebrauche der elliptischen Funclionen. Zweite AU,<gabe. 2



10 Die Function SJII. Art. 9.

Wenn w+w' = w", .~ +r;' = r;" gesetzt wird, so ergibt sich

(2.)

Für die Umgebung des Werthes 1l = 0 gilt die Reihenentwickelung

(3.) 6'(u) - ~ + *_~_tlS _ _~U5_ g: u1 g,g_s -uQ_ •• •

"6 - u 2' . 3 . 5 2' · 5 . 7 2' . 3 . 5' . 7 2' · 3 . 5 . 7 . 11 '

während die Ausdrücke

(4.) 6' 1 , .( 1 1 U )
u - - + --+-+-"6 ( ) - U ~IV U - W W 10' (

10 = 2f1.w+2u.'w' )
ausgenommen W · 0

(5,) '1) r. I ur. ~ ( r. ( ,) .) ~ ( r. ( , .)l= - u+- cotg - +.t:.J cotg - u-2nw - ~ +.t:.J cotg - u+2nw)+~
W 2w 2w ,, 2w ,, 2w

(6.)
'I) r.i IZ +Z-1 2h'· z-' 2h'· z'

= - u + - - - - - + . -w 2w Z - Z- I ~"l-h'· .<: ' ~"l-h'·z,1
für alle endlichenWerthe des Argumentes u Geltung haben.

Die Function \.lU.

9.

Mit der Sigma -Function 6u ist die P e-Function \J lt = \;} (u 100, w')

= S;} (ll ; 9" Os) durch die Gleichung

d' (6'u)'- 6u6"u
(1.) p u = - dU"log6 u = - -6'!t' -

(
10 = 2f1.w +2f1.'w' )

ausgenommen 10 = 0(2.)

verbunden. Es ergibt sich daher p (- u)= \;}(u). Ferner bestehen die Gleichungen

1 ~ ' (1 1 )JU - -+~ - - -- -
S - u2

Ir (u-w)' 10'

(6.)

Für die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung

1 ' 3Sou = -+ *+J.!- u'+-fL3.-U·+_~U6+ g,gs u8 + .. .
u' 2' . 5 2'· 7 2' . 3 . 52 2' · 5 . 7 . 11



Art. 9.

und zwar besteht: wenn

Die Function &,Ju. 11

(7.)
1

&O U = l1 + * +c,u' +c,n' + . . . +cJ.uz}·-,+ . . .

gesetzt wird und J. grösser als 3 ist, die Recursionsformel

(8.)

Die Function pu ist eine doppelt periodische Function , für deren Argu

ment (200 , 200') ein primitives Periodenpaar ist ; dieselbe wird innerhalb jedes Pe

riodenparallelogramms nur an der Stelle, welche dem Nullwerthe des Argumentes

congruent ist, unendlich gross und zwar ist die Ordnungszahl des Unendlich

grosswerdens gleich 2.

Die Function Si) u ist also eine elliptische Function zwe i t en Grades. In
der für die Umgebung des Werthes u = 0 geltenden nach Potenzen des Argu

mentes fortschreitenden Reihenentwickelung der Function

(9.) &J U = 'l~' + '* + ~~ u'+ g~ u'+ .. .

ist -!, das einzige Glied mit negativemExponenten, während das constante Glied
!l

dieser Entwickelung den Werth Null hat.

Durch die angegebenen Eigenschaften ist die Function pu unzweideutig

bestimmt. Unter allen doppelt periodischen Functionen überhaupt ist daher

die Function pu die möglichst einfache. DieFunction pu ist eine grad e Func

tiondes Argumentes u.

Die erste Ableitung ~du der Function SJll ist eine elliptische Function
d r i t t en Grades, welche nur für die dem Nullwerthe congruenten Werthe des

Argumentes unendlich gross wird und eine u ngrad e Function desselben ist.

Es ergibt sich
(10.)

(11.)

(12.)

(13.)

&o'( - n) = - I'/ (u),

80'u = 2~ 1- ,, (u- w)3'

Aus der letzten Gleichung wird für u = 00, 00', 00" gefolgert

&J'(w) = 0 , p'(w') = 0 , &J'(w") = o.
Für die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung

2 ' 3
&J'U = __ + *+ Jb_U+g3 tt3+~U5+_~U7+ .. .

u3 2. 5 7 23
• 53 2 . 5 . 7 . 11

2*



12 Die Function ~J lt . Art. 10.

Zwischen der Function pu und ihrer ersten Ableitung gdu besteht die

Gleichung

(14.)

aus welcher sich

(15. )

ergibt. Alle Ableitungen der Function 8JU, deren Ordnungszahl grade ist, sind

ganze Functionen von jOu.

Die drei Grössen

(16.)

sind von einander verschieden, wenn beide Perioden 2m, 2m' des primitiven
Periodenpaares endliche Werthe haben, und es ergibt sich

(17.) (~/u)z= 4(~JU-~Jw)(~JU-~JW")(~ .1U-8JW') = 4(lJu-e,)(lJu-ez)(gJu-es)'

Es bestehen daher die Gleichungen

(18.)

el+ez+es = 0,

ezes+esel+elez = -f(e;+e:+e:) = - tgz,

clezes= igs'

Die Grösse (ez- es)Z(es- eJ (e,- eS = -i6(g:-27g:l möge mit G bezeichnet

werden.

10.

Für den besonderen Fall, in welchem der reelleBestandtheil der Grösse :i.-,-
W!

unendlich gross wird, während 2m einen endlichen von Null verschiedenen Werth
hat, werden die beiden Grössen ez und es einander gleich. Unter dieser Voraus

setzung ergeben sich folgende Gleichungen:

(1.) (- )2 1 1(-)2
~J U = 2'~ ----:-;-(ur:) - 3 ;~ =

Slu 2w

(2.) (~)z = ~ e = 39s
2w 2gz ' I s;' e = e = - 3gs gS_27gZ = 0z s 2gz' z s ,

(3 ) G'( r. lt7t 1 (7t)2. "6 u) = 2;cotg 2w +3 2w u,
7t2 ]_(,,~)z 2w . Ur.

21jw = - 6u = e6 ,2", • -sm-'
6 ' 1t 2w



Art. 11-12. Additionstheorem der Function pli . 13

Wenn endlich sowohl 2m, als auch 2m' unendlich grosse Werthe annimmt,

während lim!R (lJ)'.) von Null verschieden ist, so werden alle drei Grössen e , e , eslJ)! 1 2

einander gleich und es ergibt sich

1 6' 1
(4.) &JU = 11' 6' (U) = u' 6u = u; e, = e2 = e, = 0, 9,= 0, 9, = 0.

(1. )

Additionstheorem der Function ~' (u).

11.

Zwischen der .Function S;:I u und der .Function Gu besteht die Gleichung

6(u +v)6(u-v)
gJU-&ilV = -~6't' - '

Aus derselben ergibt sich durch logarithmische Differentiation

(2.)

(3.) .0.'(u +v) - Si(lt - v) - 2_6~ (v)
666

&J'U
, - ---- ,

l·!!t - VV

--=i~ .
\-1/t - l·IV

(4.)

(5 .)

Folglich besteht das Additionstheorem

Si(u +v) = ß' (u) + .Q(v) + ..!... P'U- \/ /i
6 6 6 2 l,ll t - &JV '

.Additionstheorem der Function \J u.

12.

Durch Differentiation ergibt sich aus dem Additionstheorem der Function

t (u) das Additionstheorem der Function pu

J(u+v) = 'J U _ ..!.. ~ ( &J 'u =+= &,/V ) = JV -.!. ~(.f~=+=l/V)
(1.) & - & 2 alt SJU-VV & + 2 OV SJU -S.IV

(6p 2
11 _ i g,) (gJV - SJu) +4gJ'u- 92\,IU - .q, =+= p'u&./v

(2.) = &Ju+ -- 2(pU- SJV)2

(6p2V- +92)Ü'JU - \-n )+4&iv - 9dJV-y, =+= SJ"ug./v
(3.) = <J V + . r '

ö 2(SJu - p v '
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(4.)

(5.)

(6.)

(7.)

Additionstheorem der Function S.Ju.

Aus diesen Formeln erhält man die folgenden :

1 2 (SJUgov - +g,)(SJU+gov) - g3±p'll y'/ v
SJ(!t±v) = 2ÜO Il SJV++g,)'+ 2g3(SJ u+SJv) ,

2( {()u (Jv- ~g )({ou +{.J v)-g
SJ(u+ v)+go(u- v) = ~ ~ " ö Ö 3

(SJU - go v)'

Art. 12.

(8.)

(9.)

(10.)

(12.)

(13.)

4(s·J(u)+ SJ(v)+ SJ(u+ v)) = ( s./u- s/V)' = ( s.J't + V~ +SO'((V)) )' ,
snt - sJV SJ U+V - sJ V

sJ'U- S/ v - S/(u+ v)- SJ'( v)
sJU-SJV - SJ( u+v )-sJ(v)'

(14.)

1

1 = O.

SJ(U + V) - So'(u+ v)

( ) (so'u ++g,)'+2g3SJU 1 d' l ' 1 (d 1 ' )'15. go (2u) = , = sou- - -
d

' ogSJU = - -d ogSJU -2sou.
4SJu-g, f'Ju- g, 4 U 4 U

Durch Integration ergibt sich aus der letzten der vorstehenden Formeln

(3' (3' 1 sO"u 6 (2u) ,
- - (2«) = 2- (u) +--- - - = - (Ou6 6 2 so'u ' 6'« ~,

(16.)

6(2u) = 6'u d
31

ao
g
36u = 26u(6'u)' -36'u 6'u6"u+63u6"'u.

U



Art. 13. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 15

(1.)

Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades
durch die Functionen G(!t100, 00') und \.7 (u100, 00' ).

13.

Wenn cp (u) eine elliptische Function rtm Grades, (200, 200') ein Perioden

paar des Argumentes derselben und G(!t) die zu diesem Periodenpaare gehörende

Function G(u100, 00' ) bezeichnet, so ist es stets möglich, 2r+1 Grössen

derart zu bestimmen, dass die Gleichung besteht

6(u -u )6(u-u ).. · 6 (u - 1I )ep(u) = C. 1 2 r •
6(u- vtl 6(u - v2 ) · · · 6(u - V,.)

Zwischen den Grössen 11 U .• • !t . V V . • . v find et hierbei die Be-
I' 2' r ' l ' 2 ' r

ziehung statt

(2.)

Diesel' Satz lässt sich folgendermassen umkehren.

Wenn die Grossen 11 , U • . .• u ; v, v, '" v die Gleichung (2.) befriedigen
1 2 ' r 1 2 r

und wenn keine der Differenzen

UÄ- ~" (J. ~It, J. ,1t = 1,2,3 , ,, ,1')

der Null congruent ist, so ist die durch die Gleichung (1. ) bestimmte Function

<f' (u) eine zu dem Periodenpaare (200, 200' ) gehörende elliptische Function T
tm

Grades.
Wenn von den r Grossen u , u

2
, ••• u , beziehungsweise v , v , .. .v , keine

1 I r v 1 2 r

zwei einander congruent sind, so sind alleWurzeln der Gleichung rp (u) = 0, be-

ziehungsweise rp (u)= co, ein fa che Wurzeln; Sind hingegen einige der Grösscn

u , !t , .. .u , oder einige der Grössen 'V , V , •. . v , einander congruent, so sind die
1 2 r 1 2 r

entsprechenden Wurzeln der Gleichung rp (u ) = 0, beziehungsweise cp (u) = co,

mehrfache Wurzeln.
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Wenn

Elliptische Functionen beliebigen Grades.

t 4.

.Art. 14.

(n + 1) von einander unabhängige und unbeschränkt veränderliche Grössen be

zeichnen, so ist die Function

I 1 so(uo) S/(uo) so('-O (uo) I
1

1 so (u,) so/(uJ SO<'-\)(uJ I
(1.) ~ ("., '" ' " ...u.l~ 11 So(u2 ) S/ (u2) SOlO-\) (u2)

so (u,.} S/(u.) so(O-O(u.)I 1

in Bezug auf jedes ihrer Argumente eine elliptische Function (n+1r Grades.

Als Function von Uo betrachtet wird dieselbe nur an der Stelle Uo= 0 und den

congruenten Stellen unendlich gross: dagegen für

und die congruenten Stellen unendlich klein.

Es möge vorausgesetzt werden, dass von den Grössen

keine der Null congruent ist, ferner dass von den Grössen

keine zwei einander congruent sind.

Es ergibt sich zunächst

() ( ) - C 6 (uO+U,+U2+ ·· ·+u.)6(uo-uJ6(uo-U2)···6(uo-u.)
2. rp uo•u" u" ... u, - .. 6'+1 (u

o
) ,

wo der Factor C; nur von den Grössen u
1

' u
2

, ' " u" abhängt.

Zur Bestimmung dieses Factors dient die Gleichung

Wenn nun vorausgesetzt wird, dass keine der Summen



Art. 14. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 17

der Null congruent ist , so ergibt sich durch wiederholte Anwendung der ange

gebenen Formel

( ) ( . .. ) _ (_ ):. (11- 1) I , 1. .. I 6 (UO+UI+ U2+·.. +uJ Tl...u6 (Ui.- U!')
3. <r UO,ul!u21 u. - 1 1.2.3. n. 6'+'(uo

)6'+!(u
l
)6'+I(U

2
) ' " 6.t1 (uJ '

( J.< Il, A, /L = O, 1,2, · .. t1 ).

Die Geltung dieser Formel ist, wie sich aus 8tetigkeitsbetrachtungen er

gibt, nur an die Bedingung geknüpft, dass keine der Grössen u. (A= 0, 1, 2, ... n)
der Null congruent ist.

.Für die im Art. 13 betrachtete elliptische Function <p (u) ergibt sich hier

nach die Darstellung

(4.) ( ) 0, ?(U,U"U2' ''' u,)
~ tt = . ,
• ? (U , VllV2,"' Vr)

wo der Factor C' nur von den Grössen u , u
2

, ' " u ; v , v .. ,. r abhängt. Hier-
1 r 1 - 2 ' r v

bei ist vorausgesetzt , dass von diesen 2r Grössen keine der Null congruent ist

und dass keine zwei derselben einander congruent sind. Es bietet keine Schwie

rigkeit , aus dieser Formel durch einen angemessenen Grenzübergang andere

Formeln herzuleiten, welche sich auf die angegebenen Ausnahmefälle beziehen.

Es gelten überhaupt folgende Sätze:

Jede (eindeutige) elliptische Function <? (ll) , deren Argument die Perioden

2m, 2m' besitzt, ist rational ausdrückbar durch die zu demPeriodenpaare (2m, 2m' )

gehörende Function ~) ( II Iur, m') = ~JU und deren in Bezug auf die Grösse u ge

nommene erste Ableitung SJ'u. Umgekehrt sind diese Functionen So u und p'u
durch die Function rp (u) und deren erste Ableitung <p' (u) rational ausdriickbar,

wenn (2m, 2m') ein primitiv es P eriodenpaar des Argumentes der Funetion

<p (u ) ist.

Wenn die betrachtete Funetion <p (u) eine g r a de Funetion ihres Argu

mentes ist, so ist dieselbe eine rationale Function von ~JU; wenn die Function

<p (u) dagegen eine u n gr a de Function ihres Argumentes ist, so ist ~,; :,:) eine ra

tionale Function von Sou.

Wenn die betrachtete Funetion <p (u) nur für u = 0 und die congruenten

Werthe unendlich gross wird, so ist dieselbe eine g an ze Funetion von SJ U

und so'u.
Zum Gebrauche der el1ipliecheu Fnnctionen, Zweite Ausgab.. 3



18 Elliptische Functionen beliebigen Grades.

Die Function 6 (nu )
6 '-(u) .

15.

Art. 15.

Unter der Voraussetzung, dass n grösser als ist , ergibt sich für den

Grenzfall

wenn

(1.)
. 6°(u - v)6(u+ nv)

lf (u) = (-1) 6n+I(1I)6n(v)6(nv) , P_(v) =

&;J'v so"v . . r lo- t)v

so"v SO"u . . r ln'v

gesetzt wird,

(2.)

I
I

1 !
P.(v). ~(1I ) = nT

SO U -&OV

sO 'v

&/ 'v

lo'u - so'v ..

r"v
SO '''v

&Oln-I'U _ soln-t)v

&Olo'V

SOI·+t)V

(3.)

Wird nun beiderseits nach Potenzen der Grösse lt - v entwickelt , so folgt

aus der Vergleichung der Coefficienten der mit (n- vrmultiplicirten Glieder

6 ((n + l )v) P'+I (v)
6(nv)6';+'(v) = - n!n! . -Po(v) .

Andererseits ergibt sich, wenn die Grösse c. durch die Gleichung

(4.)

definirt wird,

(_ 1)n-I· c
6(nv) = (1!2!3!... (n -'::I )!)2 P. (v)·6··(v)

(5.)
6 ((n+l )v)

6(nv)62R+'(v)

Für jeden hier in Betracht kommenden Werth von n hat demnach der
Quotient S..±!.- den Werth 1.

e,

Für n = 2 ergibt sich

in Folge der Gleichung (16.) des Art. 12 ist also c,= 1.



Art. 15. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 19

Mithin ist auch c.= 1 und es besteht daher: wenn u statt v eingeführt

wird , die Gleichung

\/11 p"lt SOln-ll1/

6 (nu) (_1)" -1 I/' U ~)

,.,
It I./nlu

(6,)
-6n~ (1! 2! 3!·· ·(n-1 )! )'

\./ll-ll ll l/nlU .. I./,·-a)u

Den Gleichungen (14,) und (15.) des Art. 9 zufolge sind sämmtliche Ablei

tungen der Function sau als ganze Functionen der Grössen p 1l, S:/u, {[/" 8a mit

ganzzahligen Zahlencoefficienten darstellbar. Die Determinante p.:u), durch

welche die Function ~~:'~':~ ausgedrückt ist, ist daher ebenfalls eine ganze Func

tion dieser GrÖssen.

Tf{ de i 6(1111)' d r . dy cnn nun n u n g r a e ist , so ist 6''''( u) eine g ra e .unction es Argu-
. d h 6(nu) . T.." d G "mentes u, es ist a er 6""( u) eine ganze Function er rossen SJ U: { [/" [/a; wenn

dagegen n g r a de ist , so ist -~~ :.~~)) eine u n g r a d e Function des Argumentes u
und es ist _ 1_, • 66,(.nuL) eine ganze Function der Grossen {;JU. ",'-[/ • r; .p li ' ( 11 v ) - , . , 3

Es besteht daher für alle un gr ad en Werthe von I! eine Gleichung von

der Form

(7.)
6(nu )
6ftß(u) -

und für alle g rad en Werthe von n eine Gleichung von der Form

(8.)
6(121/)
6""(11)

- SO' II G 1

(I! 2!3!. . .(n - 1) !)' (p li, ", g., 9a\ ("'_4) .

In diesen Gleichungen bezeichnet G(sau , t!J" !Js )" eine ganze Function der

drei Grössen ~u, +!J" [Js mit ganzzahligen Zahlencoeffioienten und der Index N
den Grad dieser Function in Bezug auf das Argument ~Ju .

Da

(9.)
d' 6(nu ) ,
du,log 6""(u) = n (p ll -SJ(nll )) ,

sokönnen die angegebenen Gleichungen dazu benutzt werden, um ~a ( nu ) rational

durch ~{} U auszudrücken.

3*



20 Elliptische Functioneu beliebigen Grades.

Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades
durch die Function ~' (1t) und deren Ableitungen.

Integration einer elliptischen Function beliebigen Grades.

Art. 16.

(1.)

16.

Aus der Gesammtheit derjenigen Werthe des Argumentes u, für welche

eine elliptische Function 1'1'" Grades

6(!t-uJ 6(u-u2) · · · 6(u-u,)
9 (u) = C· 6(u- vJ 6(u- v

2
) . .. 6(u- v,)

unendlich gross wird, sei ein vollständiges System einander nicht congruenter

Werthe

herausgehoben und es sei für ,U = 1, 2 ~ . . , m

C ( )- 1 Cf ( )-2 C"( )- 3 0<1'-1)( )-1'!' u - t~" + ," u-v" + !' u-v!, +...+ fll' u - ~" I'

die Summe aller Glieder mit ne g at iv e m Exponenten , welche in der für die

Umgebung des Werthes v,I< geltenden nach Potenzen der Grösse u - vI' fortschrei

tenden Reihenentwickelung der Function ~ (u) enthalten sind.

Unter diesen Voraussetzungen bestehen die Gleichungen

(2.)

(3.)

( A= 1,2, ... (1i<-1) i I'" = 1,2,'" m).

Die Constante Co kann bestimmt werden, wenn der V{erth der Function

cp (u) für einen nicht singulären, d.h. keinem der Werthe VI' v
2

, ' " v'" congruen
ten Werth des Argumentes u bekannt ist, oder wenn in der für die Umgebung

irgend eines derWerthe vI' geltenden nach Potenzen von 1t - vI' fortschreitenden

Reihenentwickelung der Function ~ (u) ausser den Gliedern mit ne ga t i ve m

Exponenten noch das co nsta n t e Glied gegeben ist.



Art. 17-18. 21

17.

Aus dem in dem vorhergehenden Art. enthaltenen Ausdrucke für die

Function ~ (u) ergibt sich für die zu derselben gehörende Integralfunction, wenn

mit C: die Constante der Integration bezeichnet wird, folgender Ausdruck;

!9(u)dU = ~,«~«log6(u- v,«)+ Cou+ C~

-~ C' ~ (u -v ) + ~ ~ .(_1)i.- l ~ Ci·' di.-2)(U_v)
!t ,lL (5 ,u ,u I. l ! ,u 0 ft ,

In der zweiten Zeile der vorstehenden Formel ist ~J(O) (u -v!J = ~J (u-vJ,
~(r(u -vf' ) = -t~ YJ( u- v,« ) zu setzen. Ucbrigens ist hierbei zu bemerken, dass
den zu Grunde gelegten Voraussetzungen zufolge alle in dieser Zeile enthaltenen

Glieder der Integralfunction fortfallen, wenn jede der Zahlen 1; , J;, ... 1;. den
Werth 1 hat.

Die Functionen 6
1
u, 6

2
11 , 6

3
11 .

18.
Durch die Gleichungen

(1.)

-7JU

6
e 6(w + u )

.u = 6w

-r/'u,
6 e I 6 (w"+ U)

,tt = 6 w"

- r'u
6 _~(w'+u)

aU - 6w'

7J lle 6 (w--u)
= ~6w-- = 6.(u lw,w'),

r"u
e l 6( w" -u) _ I '
--6 ,,- -- - 6,(u \w , w),

<0

werden drei Functionen 6 u, 6 u, 6 u als eindeutize Functionen der unbe-• ' s u

schränkt veränderlichen complexen Grösse 1t erklärt. Fiir alle endlichen Werthe

des Argumentes u besitzen dieselben den Charakter ganzer Funetionen.

Jede der drei Funetionen 6.u, 6,u, 6au ist eine grad e Function des Ar

gumentes u. Dem Werthe u = 0 entspricht der Functionswerth 1.

Wenn in der Formel (1.) des Art. 11 für v beziehlieh die Werthe to, (j)", (j)'

gesetzt werden, so ergeben sich die Gleichungen

(2.) (
6 ll)'IJu-e. = i u '



22 Art. 18.

aus welchen hervorgeht, dass jede der drei Differenzen ~JU-ei. ( ). = 1, 2, 3) das

Quadrat einer eindeutigen Function des Argumentes u ist.

Es bestehen die Gleichungen

(3.)

Bezeichnen l , /L , v die drei Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihenfolge, so

gilt die Reihenentwickelung

(4.)

Die Grösse g2hat zufolge Art. 9 (18.) den Werth

(5.)

Für die Vermehrung des Argumentes um eine ga n ze Periode gelten die
Formeln

2'1 (u+(O)
6 (11 + 2(0) = -e 6 11

21j {1I+(O)
6,(u + 2(O) = - e 6,11

(6.) ,
21/(11 +(0)

6,(11 +2(0) = + e ' 6,11

2'1 (u+ (O)
6.(1I + 2w) = +e 6,u

, , 21"(11 + (0") 21/(1I + W')
6 (11 + 2(0") = - e I 6u 6 (1I + 2w' ) = -e 6 1t

2r;"{u+ w"J 21/(U+W')
6,{u+ 2(O" ) = + e ' 6,11 6,(1I + 2(u') = +e 6,u

I

2r/,(u+w" ) I 21/ (U+(O' )
6,(u+ 2w") = - e 6,11 6,(1l + 2ol' ) = + e 6,11

21j"(!!+w" ) 21/ (1l +W')
6,(11 + 2(0") = +e 6,!t I 6,(u+2w' ) = - e 6,u.

Diese Formeln sind specielle Fälle der folgenden, in welchen p, q irgend

welche ganze positive oder negative Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten:

2üJ = 2pw +2qw', 211 = 2P"l +2qr/,

(7.) 6 ) (
- l )pq+P 2~(u +ÜJ)6,(u+2u) = e ,U ,

6,(u+2üJ) =
2~ (U+ ÜJ)e 6,u,

6 ) (
- l )pq+ q e2~ (U +ÜJ)

,(u +2iiJ = 6,1l .

Für jeden von Null verschiedenen Werth der Grösse m und für jeden der
drei Werth e des Index l gilt die Gleichung

(8.)



Art. 19.

Es bezeichne jetzt

19.

W = pw+q w'

23

eine halb e Periode, mit anderen Worten, es werde vorausgesetzt, dass die beiden

ganzen Zahlen p und q nicht beide zu g1ei ch grade sind.

Wird entsprechend der im Art. 7 erklärten Bezeichnungsweise

gesetzt, so stimmt die Function

- ~ l!e 6(Ül +1!)
6Ül

mit der Function t:\u überein, wobei der Index ,1, den Werth 1, 2 oder 3 hat,

jenachdem ~1W gleich e
l

, e
2

oder es ist.

Es ist nun

~oio = el , also ,1, = 1 , wenn p == 1 , q == 0 (mod. 2);

(1.) ~JW = e2 , also ,1, = 2, wenn p == 1, q= 1 (mod.2);

fiJw = es' also ,1, = 3, wenn p = 0, q= 1 (mod. 2).

Unter der Voraussetzung, dass der Werth von ,1, den vorstehenden Bedin

gungen gemäss bestimmt wird, bestehen die Gleichungen :

(2.)

(3.)

(4.)
6' 6'6:(n± iö) = 6(n )± ~

Wird in den Ausdrücken für YJ (u±v) der Grösse v der Werth wbeigelegt,

so ergibt sich

(5.)



24 Art. 20-21.

20.

Für den ersten im Art. 10 betrachteten Grenzfall ffi ( :~) = 00 erhält man

(1.)
' ("")2(5 tt = e. 2", COS u;:

I 2Ul '

Wenn aber sowohl 2m , als auch 2m' unendlich gross wird, während

lim ffi (:~) einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist

(2.)

zu setzen.

21.

(1.)

Durch die Gleichungen

, /- - G1I
Yb,JU- CI = -G1

_ ,
U V

- - G1I
((lU - c = -.!-
) 2 Gu I

-- Gu
VS(lU- C3 = 6~

sind die Werthe der drei Quadratwurzeln als ein deu t i ge Functionen des Ar
gumentes u definirt.

Wenn dem Argumente u der Reihe nach die Werthe

Oll = W , W2 = W +w' = w" I Ul3 = W'

beigelegt werden, so ergeben sich folgende Gleichungen

.rr:': G,Ul _
y CI- C2 = - Gw

1 "00
e' Gw'
GwGUl" ,

- 7;'W
e I GUl"

GwGw' ,

(2.)
1:-0:)"

- - Gw" e ' GUl'
VC2- C1 = G'oo" = - -Gw Gw" ,

r.'m"
- - G oo" e l Gw

Vc2- c, = G' oo" = - Gw' Gw" ,

r(oo'
e Goo
Goo'Gtd' '

durch welche die Werthe der sechs Quadratwurzeln in ein d eu t iger Weise

bestimmt werden.

Zwischen diesen Wurzelgrössen bestehen in Folge der Voraussetzung

ffi (:~) > 0 die Beziehungen



Art. 22. Verwandlungsformeln für die 6 -Functionen.

Verwandlungsformeln für die Functionen Gu~ G, u, G
2u,

G
3u

.

22.

25

Aus den Gleichungen (2.) des Art. 21 ergeben sich für die Grössen
Gm, Gm", Gm' folgende Ausdrücke

(1. ) 6 "w = 6w'=
i e ~T{Ul'

Hierbei ist zu bemerken, dass die drei Wurzelgrössen

nur solche Werthe annehmenkönnen, deren Quadrate den durchdie Gleichungen

(2.) des Art. 21 bereits eindeutig bestimmten Grössen

beziehlieh gleich sind. Jede der drei vierten Wurzeln kann demnach nicht

vier, sondern nur zwei Werthe annehmen ; sobald aber über den Werth einer

dieser drei Grössen entschieden ist, sind die Werthe der beiden andern ei n

deu ti g bestimmt.
Zur Bestimmung der Werthe der Producte je zweier der drei vierten Wur

zeln können auch folgende Gleichungen dienen:

(ln

Der Grösse \)-": ist der Werth eId beizulegen.

Für die Vermehrung und Verminderung des Argumentes der vier G-Func

tionen um eine h al be Periode gelten unter der Voraussetzung, dass den zweiten

und vierten Wurzeln die im Vorhergehenden bestimmten Werthe beigelegt

werden. die in der Tabelle auf der folgenden Seite enthaltenen Verwandlungs

formeln:
Zum Gebrauche der elliptischen Funetionen. Zweite Au,g.be. 4



26 Verwandlungsformeln für die G· Functionen, Art. 22.

G(u±Ol) -

(2.)

G(u+ ) ,/--, /- - ± 1j u G __ ,' /- - 'r-- ± 71(U± l Ol )
I - Ol = =+= yel - e, ye,- es e Ol Gu - + ye,- e, ve,- es e Gu

. rr>; ± 1juye,- es . e GOl Gsu =

,/-- ± 1j u
ye, - e, . e GOl G.u =

G(u±Ol") =
+ n \ ' ''''' " ( " )+ e- 1j lt G "G + t ±1j u ± l Ol

- Ol 2U = ,'r::--;: '/ e G,u
ye, - e2 \ e,- es

(3.)

- - e±r,"u G "GVe,- el • Ol sU =
1 ;'j- " ( " )yel- es e±r, u ± l Ol G

,,"'" i/- s14
Y t e.- e,

G,(U± Ol") =
+v"'ll

. tr:": e- ' j GOl"G"-yes- es • ,w- i/
-_ _ "+ 1. ", I · _~ . ±"tJ (lt- ,Ol)G

y t ''/_ _ e IU
\ el - e2

G(U ±Ol') =
+ ' " ( ')+e-r,u G'G _ + 1 ±r, U ± { Ol

- Ol , 11 - - i/ i/ e G,u
e,- es e2- e,

i/es - e, e±Tj'(u± l Ol ') G

i/
- - . ,U
e,- e,

(4.)

+ '.rr:': e-Tj U G 'Gye,- e, . Ol sU = i/
-
ei- es

i/e,- es

+ '( 1' + t ' )e-Tj ' _ ',Ol G, U



Art. 23. Verwandlungsformeln für die 6 - Quotienten. 27

Verwandlungsformeln für die Quotienten zweier <5 - Functionen.

23 .

Für die Quotienten zweier <5 - Functionen gelten folgende Verwandlungs

formeln :

6(u ± w)
61(u ± w)

- 1 6[11

" e - c \Ie - c -6uY 1 t I 3

6,(It±w") _ _ 1 6,u
-~- - +-- --

6,(1l ± w") \Ie- c 6u
2 a

6(u ±m") = ±
-6[(11 ± w") y~ - c,

<5 (1I±w') = ± ~

61(u±w') yC
I
- C

3

6311
62lt

6[(u±w')
-62(lt±w')

\Ic - e 6u1 :l 2

"c - c 61lty 2 a

(1 ) 6(u±w"L = - i 62lt

. 62(u ± w") "c- c<Ic- e -6uv 1 2 V 2 3

6 (u± w') _ + i 63u
6,(u± w') - - yc - c 6

1u, 3

6 (u± w)
= ±

61lt

63(lt± w) Ycl - C, 6,lt

6(u ±w")
= ±

1 62u
63(u ±w") ye, - c3

61lt

6(u ±w') 1 6,lt
6,(u ±w') - yc

l-
c, Yc2- c, 61t

61(lt ± w) ._ ,,- - 6 u
6 ,(u±w) = + y Cl - C, 6,u

6Jll ± e") .YC1- C2 6,u
-- - - =-1- - - -
6,(u ± w") . Ie - c 61uV 2 3

61(tt ±w') i 6,u
6

3
(u± w') = +- " e - c -(sny 2 3

62(u ± w)
6,(u ± w)

62(u ±w") _ + " ~ 61t
-6 ( +-----;;-) - _ l yCl- c2 ~6a u _ w Ilt

62(lt±w') i 611t
-.--- = +--- ~.63(u ± w') . Ic - c 6 1ty 1 s

(2.)

6(lt ±2w<)
6i (u ±2w<)

6~ (lt± 2~u ) 6uu
6. (lt± 2w!' ) = - 6.11 .

4*



28 Differentialgleichungen der 6· Quotienten. Art. 24-25.

A di F' 1 ibt si h d di v ' 6 u d 6i'u ,us lesen orme n ergl t SIC, ass ie r unctionen ~ un ~ em-
I:J),U I:J.U

deutige doppelt periodische Functionen sind, für deren Argument (2w)" 4wu ) ein

primitives Periodenpaar ist.

Gleichungen zwischen den Quadraten von je drei 6- Functionen.

24,

Aus den Gleichungen

(,1, = 1,2,3)

(1.)

ergeben sich durchElimination von SQU die folgenden Gleichungen zwischen den

Quadraten von je drei 6- Functionen

Differentialgleichungen der 6-Quotienten.

25,

Aus der Gleichung

'U = -2 6),u 6i'u 6.u
r 13u. 6u 6u

ergeben sich für die Functionen

6u
G),u '

folgende Differentialgleichungen



Art. 25. Differentialgleichungen der 6 -Quotienten. 29

D' F ' 6 U G"u G1.u hi bei die unctionen G,u' 6:;' 6u genügen ier er er Bedingung, dass
für den Werth u = O'

(3.) ~lt =0,
u,u

Gu
-!..- - 1·G,u - ,

lim~~ ~ G,u =-1
6J.u du 6 u '

Die angegebenen Differentialgleichungen nehmen in Folge der zwischen

den Quadraten von je drei 6-Functionen bestehenden Gleichungen (Art, 24)

folgende Formen an:

(4.)

(5.)

(6.)

Es genügen daher die vier Functionen

1 G,u
Ve,---;;' ~u lt '

für ~ gesetzt derselben Differentialgleichung

Zu bemerken sind noch die Gleichungen:

6' 6' d Gu
(7.) ~ (lt ) -- ( lt ) = - log--' =

6, 6 du 6 u
-~~
2 iJu -el.

G"u.6,u
61.u·6u'

(8.) -66~ ( U ) - 66~(U) = dd log6
6
f'u = -2

1
_( (el'-)e,(.)jJ'lt _)_= -(el,- e,) :lU'~ u ,

U lt iJU - e IJU - e ' u· u1''' V;l ,u il).' 11 ..



30 Die Ja c 0 bischen elliptischen Fun ctioueu, Art. 26.

Vergleichung der 6 - Quotienten mit den Ja c0 bischen elliptischen
Functionen.

26.

Wenn der Modul k der Ja c0 bi schen elliptischen Functionen durch die

Gleichung

(1.)

bestimmt wird, so ergeben sich für die 6-Quotienten folgende Ausdrücke durch

die Ja c0 bi schen elliptischen Functionen :

6
6 U = 1 sin am(Vc,- ca'u, k)

sU "e -cV I S

G,u
Gau -

G,u
Gsu

-

(2.)

Glu
G,u

cosam(Vcl- es' u, k)

Ä am (VC, - Cs ' u, k)

sincoam (VC,- Cs'u, k)

G,u _ Vc _ c Ä am(I/c,- e: ~u, k)
6u - , a sin am(Vc,- c, u , k)

Gu 1 - - .
6 = , /- coscoam(Vcl- es'u, k)

,u yel- e,

VC,- es " ("- - 7)
U coam yel - es' U, I,

Vel- e,
Gsu
Glu

1

1

coam (Vcl- es'u, k) = am(K- VcI - cs' u, k) .

Der Quadratwurzel VCI-C
S

kann hierbei jeder ihrer beiden Werthe beige

legt werden, die Entscheidung über den der Quadratwurzel Vc,- c, beizulegenden

Werth hängt hingegen von der Uebereinkunft über die Bestimmung der Grösse

K ab, welche der Definition von coam (Ve
l

- es. u,k) zu Grunde liegt.



Art, 27. Einführung der Grössen Kund K', 31

Die von J a c0 b i mit J( bezeichnete Grösse kann nämlich jeden in dem

Ausdrucke

\jCI - C, (w +4pw +2qw' )

enthaltenenWerth annehmen, wobei ]J und q beliebige ganze Zahlen bezeichnen.

Der in den vorstehenden Formeln vorkommenden ,Vurzelgrösse \jc
I

- c. ist nun

derselbe Werth wie im Art. 21, oder der entgegengesetzte Werth beizulegen,

jenachdem die Zahl q grade oder ungrade ist.

Bestimmung eines primitiven Periodenpaares für das Argument der
Function pu mittelst zweier eindeutig bestimmter Grössen J{ und JC,

Die Wur zeln der Gleichung 48' -[/. s - .rJ, = 0 mögen ~ - unter der Vor

aussetzung, dass [/:- 2i .rJ: nicht gleich Null ist , - in irgend einer Reihenfolge

mit e" e. . e, bezeichnet werden, mit der Bedingung, dass, falls die bei der geo

metrischen Darstellung den drei reellen oder complexen Grössen e
l

, e. ~ e, ent

sprechenden Punkte in ge r a de I' Li n i e liegen, e. dem mit t l e r en dieser drei

Punk te entspricht.

Unter dieser Bedingung sind die Grössen

(1.) C, - C. = 1."
CI - C,

so beschaffen , dass keine von beiden einen reellen n ega t i " e n ,\Yerth hat und

dass auch keine von beiden einen reellen po si t i v en Werth hat, welcher grösser

als 1 oder gleich 1 ist.

Mit kund k' sollen diejenizen Werthe der Quadratwurzeln aus ~~ e, und
" e-€

!,- e, bezeichnet werden, deren reelle Bestandtheile po s i t i v sind. Es hat' dann
el -c3

auch der reelle Bestandtheil des Quotienten i einen positiven Werth,

Die Grossen J( und JC sollen die Werthe der bestimmten Integrale

(2.) 11 dt

K = 0 Vl~ t' I/I - i"'it"
K' = 11

d~
o \11 - t' VI - k" }

bezeichnen, vorausgesetzt , dass die Integration au f di r e ct em '\Vege auzge-
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führt *) und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren

reelle Bestandtheile pos i t i v sind.

Werden nun zwei Grössen w
t

und Ws durch die Gleichungen

(3.)

bestimmt, in welchen der Werth von Vet-e
S

beliebig fixirt ist, so ist (2wt,2ws)

ein primitives Periodenpaar des Argumentes der zu den Invarianten {f2 und Os

gehörenden Function ~o (U; g2' gs) und es bestehen, wenn

gesetzt wird, die Gleichungen

bOllJ2 = e2 ,

Die reellen Bestandtheile der beiden Grössen X, K' und der reelle Bestand

theil des Quotienten

haben positi ve Werthe.

Wenn die Grösse e,-.2 = k2 einen I' e el l en Werth hat, so haben X unde,-e,
X' pos i ti ve Werthe. In diesem Falle ist das Dreieck, dessen Ecken bei der

geometrischen Darstellung den Grössen 0, 200" 2ws entsprechen, ein l' e ch t
w i n k 1i g e s und zwar entspricht dem Werthe 0 der Scheitel des rechten

Winkels.

Das erwähnte Dreieck ist jedoch ein sPi t zw i n k li g es, wenn die Grösse

k2 eine complexe Grösse mit pos i ti v imaginärem Bestandtheile ist; es ist ein

s tu m Pfw ink lige s, wenn k2 eine complexe Grösse mit ne ga ti v imaginärem

Bestandtheile ist, und zwar entspricht dem Werthe 0 der Scheitel des stumpfen

Winkels. In dem letzteren Falle sind die bei der geometrischen Darstellung

den Grossen 0, 2ws ' - 2wt entsprechenden Punkte die Ecken eines sp i tz win k

1i gen Dreiecks.

Das Periodenparallelogramm , dessen Seiten bei der geometrischen Dar

stellung beziehlieh den beiden durch die obigen Formeln bestimmten Perioden

*) An die Bestimmung, dass die Integration auf directem Wege ausgeführt werden soll, wird

in den bezüglichen Formeln durch einen an das Integralzeichen angefügten Accent (J) erinnert.
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2w" 2w
3

entsprechen , ist also entweder ein R eeh tee k, wenn 1/ einen reellen

Werth hat, oder es hat, wenn dies nicht der Fall ist, die Eigenschaft, durch seine

kürzere Diagonale in zwei sp i t zwi n k1ig e Dreiecke zerlegt zu werden.

Diese Eigenschaft ist für das auf die angegebene Weise bestimmte pri

mitive Periodenpaar (2w" 2w3) charakteristisch , wenn noch die Bedingung hin

zugefügt wird, dass SJW, = e" pW
3
= e

3
sein und dass der reelle Bestandtheil des

Quotienten~ einen posi t i ven Werth haben soll. Denn ausser den beiden
Oll '

primitiven Periodenpaaren (2w,, 2w
3

) , (- 2w, , - 2w
3

) gibt es kein anderes diesen
Periodenpaaren aequivalentes Periodenpaar mit derselben Eigenschaft.

Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der C5 - Functionen
vorkommenden Wurzelgrössen für ein specielles Periodenpaar.

28.

Unter der Voraussetzung, dass die Perioden 2w, 2w", 2w', auf welche sich
die Formeln des Art. 21 und des Art. 22 beziehen, durch die Gleichungen

(1.) 2rn = 2rn"

bestimmt werden, wobei w, und w
3

die im Art. 27 festgesetzten Werthe haben,

ergibt sich, dass der im Art. 21 fixirte Werth der Quadratwurzel Yc,- e3 genau

übereinstimmt mit demjenigen Werthe dieser Wurzelgrösse , welcher zur Be

stimmung der Grössen w, und w
3

angewendet wurde und beliebig gewählt

werden konnte.

Zur Bestimmung der Werthe der übrigen in den Gleichungen des Art. 2 t

und des Art. 22 vorkommendenWurzelgrössen ergeben sich, unter Beibehaltung

der im Art. 27 festgestellten Bezeichnungen, die folgenden Gleichungen

6,rn _ k'
6

3
rn - " I

6
1rn

' 1
6,rn' = k '

(2.)

Vc,- e, = - ik'Vc,- c3 •

Wenn der Werth von ve,-e3= VI/ C,- C3 beliebig fixirt wird und mit
Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite A.,g.be. s
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Vk, VI! diejenigenWerthe dieser Wurzelgrössen bezeichnet werden, deren reelle
Bestandtheile po si t i v sind, so gelten die Gleichungen:

(3.)

Bestimmung der Grössen ~ (wJ und ~ ( 003 ) mitte1st zweier

eindeutig bestimmter Grössen E und E'.

29.

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 erklärten Bezeichnungen sollen die
Grössen E und E' die Werthe der bestimmten Integrale

(1.)

11V1- k"t' 11 l- k"t'
E' = dt = dt

o Vl-t' 0 Vl- t' Vl- k"t'

bezeichnen, vorausgesetzt*) dass die Integrationen auf dir ect em W eg e ausge
führt und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren reelle

Bestandtheile po si t i v sind.

Unter dieser Voraussetzung sind die Grössen 1), = %(w,) , "!ja = %(w
3

)

durch die Gleichungen

(2.)

bestimmt, aus denen sich

(3.)

ergibt. Zwischen den Grössen 00
1

, 00
3

, "'l, , "'l3 besteht zufolge Art. 7 (5.) die

Gleichung

(4.)

welche der L eg en dr eschen Relation EK' +E'K - KK' = -i 7': entspricht.

*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 32.
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1
lt , 62lt , 63lt durch unendliche Producte. 35

Darstellung der Functionen <\ u, G2u, G
3u

durch unendliche Producte.

30.

Die Function Glu ist ebenso wie die Function Gu durch ein zweifach un
endliches Product darstellbar.

Wenn nämlich

(1.) WI = (2p.+l)Ul+2f1'Ul ', W2 = (2f1+l )Ul + (2f1'+l)Ul',

gesetzt wird und bei der Productbildung jeder der beiden Zahlen (-L , (-L' alle

ganzzahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beigelegt
werden, so besteht für jeden der drei Werthe von i (A= 1,2,3) die Gleichung

(2.)

31.

Die Werthe, welche die Grössen 21
; = v , e

V
7:1 = Z, 2"1jUlV2, r}"ljUlV

2

annehmen, wenn dem Argumente u der Reihe' nach die Werthe

lt + Ul', 11 +Ul"

beigelegt werden , sind zusammengestellt in folgender Tabelle, in welcher

't = :i. und h = e-r:r:i die im Art. 6 erklärte Bedeutung haben.
Ul

u I tt + Ul tt + Ul
,

U+ Ul
11

v I v+ -: v+ {-'t v+i +,

I
1

i h ~ z(1.) z iz h'z

2 212 2+ + 1 12 2+' +1 , '+1 __0 '+ '- '\2 2+ 11 +1 11 "+ 1_'+ 1__' _'"ljUlV 7jUlV 1jU , 7j Ul "ljUlV 7j lt '27j Ul .. ".1 V••t "ljUlV "Ij lt '2 "1j Ul ....I -, " .I +V ..t

2 2\ 2 2 I 2 2 , I" I 2 2 11 1 11 117jUlV 7jUlV "ljU \"ljUl "ljUlV 'In .1j lO 7: ",lOV "Ij lt ,,,, Ul l /-;-l' ~e e e e' e e e' 1I z e e e v1 t Z

Der Wurzelgrösse Ij-:[ ist der Werth e~ 7:i beizulegen.

Mit Benutzung dieser Tabelle ergeben sich aus den im Art. 6 enthaltenen
5*
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Ausdrücken (7.), (8 .), (9.) für die Function Gu folgende Ausdrücke der Functionen

G,u, G
2u

, G
3u

durch einfach unendliche Producte:

(2.)

(3.)

(4.)

(5.)

(6.)

(7.)

(8.)

(9.)

(10. )

r: 27jUlV2 rr cos(m-v ).. e-v,,'i rr cos(m +v ).. v..i
v U == e cosv.. e

I " cos n-::.. Il cos nt..

r: 27jUlvjrr cos ((n-t)-::-v).. - vmrr cos ((n-t)t +v).. v..ivu==e e e
2 Il cos(n -+)t.. " cos(n-t)-::..

2 • (( ' ) ) • • ( I ) •r: _ 27jUlV rr sm n-. -::-v "e-v..'n sm (n-,) -:: +v .. V7tt
v3u - e '( ') in ] e" sm n-, t.. .. sm n-t)t..

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grösse v und Vergleichung der

Coefficienten der mit v2 multiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichungen

(11.)

(12.)

(13.)

welche der Gleichung (10.) des Art. 6 entsprechen.
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Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der G- Functionen
vorkommenden Wurzelgrössen durch einfach unendliche Produete.

32.

Wenn die Grössen Ho' H
"

H
2

, H
3

durch die Gleichungen

(1.)
Ho= (1-h2)(l-h')(l-h6

) ,

H2 = (l+h) (1+h3)(1+h5
) ,

H, = (1+h2)(1 +h')(l +h6
) ,

][3 = (l-h) (1-h3)(1-h5
) .

definirt werden, in welchen die Grösse h die im Art. 6 erklärte Bedeutung hat,
so ist

(2.)

und es ergibt sich

(3.)
2 . " " I-n 2 ," 112

r-:. " w ,1j W l /~ 1 2 rz:» w ·,1)W • 3
vw = --=- e y~ - -'_ - , vw = --=- e ~ - J _ - •

I , 2h'H; .. 2h'II;

Die im Art. 21 in eindeutiger Weise bestimmten Wurzelgrössen

haben demnach die Werthe

(4.) Ve2-e3 = ~. 4h~I~Il:,
2w

mithin gelten für die in den Verwandlungsformeln des Art. 22 vorkommenden

Wurzelgrössen ye2- e3 , ye
1
- e3 , ye,- ez die Gleichungen

ye1- e3 = V2: II"II;,
(5.)

in welchen der Werth von' / ;: beliebig fixirt werden kann.y 2(0

Es ergibt sich also

k'Z _ e,- e2 _1(1-h)(l-h
3
)(1- h

5
) . ,, / " .

- ei-es - (1 +h)(1+h')(1+h5
) . "
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Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (200 , 200')

zu einem äquivalenten Periodenpaare (2w, 2w') .

33.

Art. 33.

Wenn an die Stelle des primitiven Periodenpaares (200 , 200' ), auf welches

die in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Formeln sich beziehen, ein dem

selben äquivalentes Periodenpaar (2m, 2m') tritt , wo

(1. ) w= pw+q w', w' = p'w+q'w', pq'-qp' = 1,

so ist in jenen Formeln an die Stelle von

w, oi', w"= w+w' W, Ü)/, 00"= w+iiJ'
, ,, , beziehlieh

'lj, 'lj , 1j = 'l] + lj ~ , ~', :;''' = ~ + r,'

zu setzen, wobei ~ = p1j + q1j', r/ = p'lj + q'lj'.

Bei dieser Verta uschung bleiben die Invarianten 0., Os und die Functionen

Gu und Sou in Folge der Gleichungen

(2.) 6(ttl w,w' ) = 6(u[w, iö' ) ,

ungeändert. Der Gleichung (17.) des Art. 9 zufolge bleibt mithin bei dieser

Vertauschung die Gesammtheit der drei Grössen e
"

e., es' also wegen der

Gleichungen (2.) des Art. 18 auch die Gesammtheit der drei Functionen G,u,

G,u, Gsu ungeändert ; dagegen können die I n d i ce s der drei Grössen e
"

c. , es

und dem entsprechend die In d i ces der drei Functionen G,u, G,u , Gau ihre

Werthe ändern.

Aus den in den Artikeln 6, 8, 9,1 8,21 , 22,23,26, 31, 32 enthaltenen

Formeln ergibt sich eine Anzahl neuer gleichfalls gültiger Formeln, wenn in

denselben gleichzeitig die Grössen

"
, w, -" - ,w, w , w w, w

"
,

~ , -" -,
1j , 1j , lj r" 1j

(3.)
c, , c21 Cs

beziehlieh durch die Grössen
e). , el' ' e,

6,tt, 6.tt, 6att (5).tt, <51'U, 6. l~

U
, -,

W lt W

V = 2w ' 't= -
V = 2iö' 't =~

lU lU
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ersetzt werden, wobei die Grössen z und h ihre Bedeutung entsprechend ändern.

Hierbei sind die Indices .l. , /l, v, welche den Gleichungen

(4.)
~o w = el ,

~o üJ = Cl'

~O WI/ = e"
~o üJl/ = ~"'

sow/ = e
3

~oüJ/ = e;

(5.)

gemäss zu bestimmen sind, von den Resten der Zahlen p, q,p', q' in Bezug auf
den Modul 2 abhängig.

Die nachfolgende Tabelle enthält die Werthe dieser Indices für jeden

der sechs von einander verschiedenen Fälle, welche eintreten können.

11

Restemodulo2/,

p I q Ip/ I q/ I .l. / /L I v

I /1 1 I 0 10 I 1 I1 i I 2 13
II " 1 I 0 I 1 I 1 11 1 I 3 I 2

111 11 1 I 1 I 0 I 1 /1 2 I 1 I 3
IV I11 I 1 I 1 I 0 112 I 3 I 1
V 11 0 I 1 I 1 1 1 /1 3 I 1 I 2
VI II 0 I 1 I 1 I 0 11 3 I 2 I 1

Hiernach bestehen, wenn für .l. , /L , v die durch die vorstehende Tabelle
gegebenen Werthe gesetzt werden, die Gleichungen

61(u lüJ, üJ/) = 6J.l t = 6, (u lw,w/),
(6.) 6,(u llii,üJ/) = 6"u = 6u (ltlw,w/),

63(ul üJ,üJ/) = 6,u = 6,(u lw,w/).

Unter derselben Voraussetzung ergeben sich durch die Vertauschungen (3.)

aus den Gleichungen (5.) des vorhergehenden Art. die folgenden Gleichungen,

in welchen h = r; ,= !!;. zu setzen ist, während H , H , H ,H die im vorher-
w 0 1 2 3

gehenden Art. erklärten Functionen der Grösse h bedeuten :

(7.) y2: y~,_ e, = 2k~HoHI' = 2ht IT
Il
(1-lt'ft )( 1+lt2ft )2,

(8.) y2: yCl- e, = HoH; = IT,,(1_h'ft)(1+h2ft- I
) ' ,

(9.) y 2: i./ el- ~" = Hon; = ITIl(1-lt

2ft )(1-h'ft-l )' ,

(10.)

Der Wurzelgrösse VG ist der Werth ye."- d!Cl - e, i/Ce e." beizulegen. Der

Werth der Wurzelgrösse y'i!: kann beliebig fixirt werden.
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Unter der Voraussetzung, dass die Wurzelgrossen durch die Gleichungen

(7- 10.) bestimmt werden, bestehen die Gleichungen

(11.) V2;," yG Gu = e2
'i1wv' .+l/ (z - z- ' )II"(l-h''') (I - h'Y ' )(I - hhz'),

(1 2.) V2;';' \I~,- e,G}.u = e2~wv' . h:(z + z-' )II,, (I-h" )(I+ hh z-' )(I+h"z' ),

(13.) V2: \lee e,G" lt = e2~wV' II" (1- h,n) (1+k'·-IZ- ' ) (1+1I"-'z' ),

(14.) V2;,;, Ye.- ~" G, lt = e 2~WV' II,,( I_ h,n) (l - k,n-lz-') (1- h"-IZ') ,

u v;:i
v = 2ÜJ' z = e ,

_ - w' h _ d
,- w' - e .

Die Grösse 2~w kann mitteist der Gleichung (10.) des Art. 6 oder der

Gleichungen (11-13. ) des Art. 31 bestimmt werden , nachdem in diesen Glei

chungen die angegebenen Vertauschungen (3.) vorgenommen sind.

Einführung der Thetafunctionen. Ausdruck der vier (5- Functionen
durch die Functionen .3- (vj' ) und B(ulw, w').

34.

Der Werth des unendlichen Productes

(1.)

kann durch eine nach Potenzen der Grösse z' fortschreitende unendliche Reihe

dargestellt werden, welche für alle endlichen Werthe der Grösse z , den Werth

z = 0 ausgenommen , unbedingt convergirt. Für alle Werthe der Grösse li,

deren absoluter Betrag kleiner ist als 1, besteht nämlich die identische

Gleichung

(2.) II,,(I-h,n)(1+h'o-I z-' )(1+h"-' z') = 1+h(i+ z-') +h'(z'+ z-') +k9 (Z6+ Z-6)+...
= 1+~)/ (z'·+ z-'· ).

In Folge dieser Umgestaltung des unendlichen Productes in eine unend

liche Reihe ergeben sich aus den Gleichungen (11-1 4.) des vorhergehenden

Art. folgende Darstellungen der vier (5- Functionen:



Art. 34.

(3.)

Einführung der 'l'hetafunctionen.

2- - ' 1 2- - '1 'T,WV h-l- F (7: ') -,,wv" ( 1)" '7-: (2,"+1 ) 2m+ l= e '-;- z I 1 ZI = e -;- ..w - 1I Z.
2 ~ lJl '

41

(4.)

(5.)

(6.)

E(z)

F(zi)

Bei der Bildung der vorstehenden unendlichen Summen sind der Zahl m

alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe, einschliesslich der Null, bei

zulegen, während z = erd zu setzen ist.

Durch die Gleichungen

(7.) 1 " "'1"(2111+ 1)' 2111 +1 7·' . 7'· . 71! .-;- "'" (-1) 11' Z = 2 I' sinv.. - 2 I' sm 3n: +21' sm 5vr: - .. .
~ 'I l

(8.)

(9.)

(10. )

~ h1(2m+ l )' /," +l

'"
" 7m2 2m
~ ~ Z

'"

= 2h{eosv..+2h~ cos 3 v..+2h-fcos5v..+ ... = ~, (v ),

= 1+2hcos 2v..+2h'cos4v;: +2h9 cos 6v;: +... = ~3(V ),

= 1-2h cos2v..+2h' cos4v;:- 2h9 cos6v..+ .. · = ~o(V)

(m = 0, z I, ± 2, ' " ± oo)

werden die Functionen ~ (v ) , 3, (v), 3, (v ), .3Jv) definirt, welche, wenn VTC = x
gesetzt wird, bei Anwendung der Bezeichnungsweise, deren sich Ja c0 b i in

seinen Vorlesungen (Gesammelte Werke, Bd. I S. 501) bedient hat, mit den

Jacobi schen Functionen ~ (x, q ), 3, (il}, q), 3, (x, q), 5 (x,q) beziehlieh über

einstimmen. Die von Ja cobi mit q bezeichnete Grösse hat dieselbe Bedeutung,

wie die im Vorhergehenden mit h bezeichnete Grösse,

Herr Hermite bezeichnet (Journal de :M. Liouville, 2m
, serie, tome III,

P: 26) für It = 0, 1, v = 0, 1 den Werth der unendlichen Reihe

~ (_1)""ei;:l(2m+lt) x+ :ro(2m+/L)2j
'"

(m = 0, ± 1, ± 2, . . . ± co)

mit qll(X) .

Zwischen der durch die Gleichungen (7-1 0.) festgesetzten Bezeichnungs

weise der vier 'l'hetafunctionen .3
Q
(v) ( 11 = 1, 2 , 3, 0 ) und der von Herrn

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 6
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H er mi t e angewendeten Bezeichnungsweise besteht daher, wenn Co) = t gesetzt

wird, die durch folgende Gleichungen ausgedrückte Beziehung

Die Functionen ~~ (v) sollen im Folgenden, wenn es nöthig ist, eine Angabe

hinsichtlich des Periodenpaares (2w,2w'), auf welches diese Functionen sich

beziehen, in die Bezeichnung derselben aufzunehmen, mit

(11.) ( ~ = 1, 2, 3, 0 )

bezeichnet werden. Das zweite Argument wird auch P aram e t er der ~-Func

tion genannt.
Aus der angegebenen Definition ergibt sich

(12.)

Die vier Functionen i(vI,,) genügen nebst allen ihren Ableitungen der

partiellen Differentialgleichung

(13.)

(14.)

a~ 1 a2~

a, - 4;ri W·

Werden durch die Gleichungen

~(u) = Et(u lw,.w') = e2~wv2 ~ (v l ~ ), !t = 2wv

für Q= 1, 2, 3, 0 vier in Bezug auf die drei Argumente u, w,w' homogene Func

tionen definirt, so bestehen dem Vorhergehenden zufolge die Gleichungen

11

V = 2& '

(15.)

(16.)

(17.)

(18.)

, / 2& ,8/-G 6 2~WV2 '" ( I ) t.:l ( [ ~ ~ ,V-;:Y l t = e v, v, = I!:f, !t w , W ) ,

, / 2& ,' /- 6 2~WV2 co. I ) t.:l ( I~ N ')v -;: ycl- e. /"!t =e v 3(v , =1!:f3 !tw ,w ,



Art. 35. Einige Reihenentwickelungen. 43

(1.)

35.

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grösse v und Vergleichung der
Anfangsglieder erhält man aus den Gleichungen (15- 18.) des vorhergehenden
Art. folgendeAusdrücke für die im Art. 33 (7-10.) bestimmtenWurzelgrössen:

, / 2W,8/(J = , ~ 5 ' (0) = "; /tl(1_ 3hlo2 + 5h'·' - 7hH + ...)V -:: 2ltJ ! tu '

(2.)

(3.)

(4.)

\l 2Wy-- (h -e =
;: I. I'

\l 2Wy-- e,-e =_ I. l(.. .

Es ergibt sich hieraus das System von Gleichungen

(5.)

( 7.)

(8.)

'1 2
: =

'1 2
: =

I 9 : 5

2h' + 21t' + 2h-'- + ...

1+ 2h + 2h'+ 2h9 +...
Ye.-eA ,

2 . I' 1 18
.'~ .'I _ (1 +21/ + 2/1 +" '),
yel.- e,+y ej 1<

(9.)

(10.)

I :I :!syk = Y1,-~e, = ~, (0 1 7) 2h'+2k'+2h' + .
Yel.-e. ~:(O i7j = 1+ 2h + 2h' + 2h9 + '

'Ir? - Yeci... _ ~ (0 1 7 ) _ 1- 2h + 2h' - 2h9 + .
- yel.- c, - ~, (0 1 7 ) - 1+ 2h + 2h' + 2h9 + ..

Zwischen der Grösse

(11.)
2h +2h9 +...

1+ 2h' +2!t'· +...
5,(0147)

- 'S,(O!47)

und der Grösse 4, besteht hiernach dieselbe Gleichung, wie zwischen Vr und r.
6*
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Die Gleichung (11.) ist ein specieller Fall der Gleichung

Art. 36.

(12.) VM 6"n-i/~6.n _ ~,( 2v I 47 ) _ i/M-Vel. -~" 6,(2u!w,4w')
Ve,- e. ~"n+i/ e, - ;:ß.n - -53(2v[4-0 - i/el.- e,+i/el.-~" 6,(2ulw, 4w') ,

welche sich aus den Gleichungen (12.) des vorhergehenden Art. ergibt.

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grösse v und Vergleichung der

Coefficienten der mit v3
, beziehungsweise mit v', multiplicirten Glieder erhält

man aus den Gleichungen (15-1 8.) des vorhergehenden Art. folgende den

Gleichungen (10.) des Art. 6 und (11- 13.) des Art. 31 analoge Gleichungen:

(13.)
r.' 1- 33h'" +53112-3 - . "
(; 1- 3h'" +5h2-3 - ••. '

(14.)

(15.)

(16.)

~_ _, 1 5~'(0) _" h+ 4h4+ 9h9+".

2ljw = - 2~"w - 2" 53(0) = - 2~"w +4.. 1+ 2h + 2h4 +2h9 +". '

Verwandlungsformeln für die 5 -Functionen.

36.

Für die Vermehrung des Argumentes v der Functionen ~(v) , ~ ('V) , .:J,(v),
~ (v) um eine der Grössen t, t't, t +-}'t, 1, 't, 1+r, beziehungsweise um die Grösse

p+q't, wo p und q ganzepositive odernegativeZahlen bedeuten, gelten folgende

Formeln:

5o(v+ t ) = ~s(v )

5,(v+t) = .:J,(v)

~,(v +-}) = - 5,(v)

~(v+ t)= ~o(v)

~o ( V +1) = ~o (v)

~, (V +1) = -~ ( v )

5,(v+ l) = -3;(v)

~3(V +1) = ~s (v )
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~o(v + ~ , ) = . ih- 1e-ro:i~l (V )

~l(V +-j- , ) = ih- 1 e-ro:i ~o( v )

~2(V ++,)= h- 1 e-l'hi~3(V )

~ (v + -j- , ) = h- :e - vd S; (v)

Q. ( 1 ' ) ,- t - ro:i Q. ( )
~o V +.. +-i ' = t e v, V

~I(V +t+ j-, ) = h- { e-l'o:i~3(V )

3;(v ++ ++,) = _ih- te- ro:i J;(v)

~3 (V +++T') = i lt- i e- vo:
i~l (V )

Q. ( ) ,-I -2vo:i 't ( )v o V +, = - t e ~o V

~I(V + ,) = _ h-I e- 2ro:i ~I(V )

Q. ( ) ,-I-2ro:i Q. ( )
~2 V +, = t e ~'3 V

~3(V + ,) = h-I e- 2v o:i ~ (v )

Q. ( ,-I- 2v. i Q.
V o V +1+,) = - t e . ~o(v )

~( v +1+,) = h- 1e- 2l'o:i~ (v )

.7,(v + l +, ) = _lt-Ie- 2ro:i J,(v)

~3 ( v + l + 't ) = h-l e-2d ~3(V)

~o (v +P+q,) = (-1 {lh- q' e- 21J.l'o:i 3.(v)

~(v +p +q't ) = (-1)P+Qh- q'e- 2
IJ.

Vo:i~I(V )

~2 (V + P + q, ) = (_ 1}Ph-lJ.' e- 2 1J. l'o:i ~(v)

S;(v + p +q,) = h- Q'e- 2
IJ.

Vo:i .7,(v ).

Grundformeln der linearen Transformation der Thetafunctionen.

37.

Aus den Gleichungen (2.) und (6.) des Art. 33 ergeben sich in Folge der

Gleichungen (15- 18.) des Art.34 folgende die lineare Transformation der

@-Functionen betreffende Formeln :

(1.)

In diesen Formeln bedeuten a, ß, l' die drei Zahlen 2,3, 0 mit der Bestim

mung , dass a = ). + l , ß= !L+1, 1'=v + t (mod. 4). Die Grössen €" €" €3' €o be

deuten ac h t e Wurzeln der Einheit.
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Die einfachsten linearen Transformationen, aus denen alle anderen linearen

Transformationen [Jl,' IJ.,] zusammengesetzt werden können , sind die Transforma-
Jl , q

tionen [ ~ :~] und [_~: ~ ] , durch welche die Grösse, in ,+ 1, beziehungsweise in

' ,= - ~ übergeführt wird. Für diese speciellen Transformationen gelten fol
gende Grundformein :

.)3(v I,) =

.)o(vl' ) =

(2.)

(3.)

~,(v I , ) = i- I ~, (v 1r +1)

~~(v i,) = i - I ~2 ( v l,+ 1)

~,( v l,) = ~(vl , + l)

~o(v l ,) = ~,(v l , + l)

0,(u lw,w') = iV:: 0,(u j<o', -(0)

O2(u lw, <o ') = V:~ e.,(u lw', - w)

0,(u lw,w') = V~~ 0at u lw"-w)

00 (ulw,w') = V:~ O2(u lw', -w).

.),(vl') = - i \L" i e",;:iv
2j-,

("v l, ,)

- ~ -iv'y- "i e"" ~("v 1,J
.rrz: ",;:iv' <t
V-',t e ~3( " V 1,,)

- ~ -iv'Y-,,ie'," .:1, ("v 1',).

Der Quadratwurzel V:: = V~ = V-"i ist derjenige ihrer beiden Werthe

beizulegen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist. Der Grösse i -I ist der Werth

e- t ;:i beizulegen.

Aus den vorstehenden Formeln erhält man folgende analytischeDarstellun

gen der vier Functionen ~ (vI, ):

~,(v l ,) = V-" i~m (_1 re",;:i (v-:+m)2
(4.)

.:1,(v I,) = y- "i ~m (_l r ev:i (v+ m )2

( 111 = O, ± l, ±2, · .. ±oo ).



Art. 38. Additionstheoreme.

Additionstheoreme der G- und e -Functionen.

38.

47

Wenn mit u , ll " ll" u
3
vier beliebige Grössen bezeichnet werden, so ergibt

sich aus der identischen Gleichung

( ~JU -\Jll, )(s·nt2 -\J1l3 ) +(\Jll -pll,){SJ1l3 -~J1l 1) +(\Jlt-\.J1l3)(pU1-SOll, ) = 0

durch wiederholte Anwendung der Formel (1.) des Art. 11 die Gleichung

(1.)

6{11 +11,) 6{lt- u,) 6{u,+u3 ) 6 {u,-u.)

+ 6 {1t + l/,, ) 6(u -u,)6(us+u,) 6(u . - u,)

+6{u + u3)6(u-1l3)6(u, + u,)6(ll,-ll,) = 0,

welche für alle Werthe der Grössen 11 , 1l
1

, u" u. Geltung hat.
Durch die Gleichungen

U+U, - a, lI- U, - b , lI,+U. -- c, 11, - U. - d ,

(2.) u+u, = a', tl -U, - b' lt. +U1 - e, lIs-U, - d', ,
u +u. - a" tl - lt 3 - b" U1 + u, - c" U,-u , - d", , ,

werden drei Systeme von je vier Grössen a, b, e, d; d, b', e', d'; a", b", c', d" ein

geführt, zwischen welchen folgende Beziehungen bestehen :

a'= f (a+ v+c + d) a"= .:.(a' +v'+ c'+d') a= -:.(a"+b"+ c"+d")

b' = +(a+ v -c - d) b"= f {u' + b'- c'- d') b = .: (a"+b"-c"-d" )

c' = ~(a-b+ c-d) " f (a' - b'+c' -d') c = -}l a"- v" -t c" - d")C =

d' = +(-a + b+ c-d) d"= +(-a'+b'+c'-d') d = f (- a"+ b"+ c"- d")
(S.)

tt"= f (a+ b+ e- d)

b"= { (a+ b- c+ d)

e" = { (a - b+ c+d )

cl" = { {a- v-c-d)

a = -i-(a' +v' + e' - d' )

b = -Ha'H '-c'+d')

e = } (a' -v'+ e' + d')

d = ~(a'-b' -e' -d')

a' = +(e"+b"+ e"- d")

v' = ':' ((1" +b"-c" + d")

e' = } (a"- v"+ e"+ d" )

d' = -}(e"- b"- e"- d" )

(Sn a' + b' +e'+ d' = a" +b"+ e"+ d" = a"' + b"'+ c"' + d"' .

Aus den Gleichungen (3.) ergibt sich, dass jedes einzelne der drei Systeme

von je vier Grossen a, b, e, d; d; b', e', d': a", b", e", d" als ein System von vier

unabhängig veränderlichen Grössen betrachtet werden kann.
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[A.]

[1 ] 6a 6 b 6e 6d t 6a' 6b'6c' 6 d'

[21 6}.a6i.b 6 e 6d t 6}.a'6}.b' 6 e' 6d'

[3] 6i.a6ILb 6,.e 6 d t 6}.a'6"b'6,.e'6d'. '

[4] 6"a61L b6
"
e6.d 6"a'6J '6.e'6.d'

In der Gleichung (1.) mögen nun an die Stelle der Grössen u t tI" U - u"
u t u, u - II der Reihe nach folgende Grössen gesetzt werden:

2 3 2 3 u

[1] a, b, C, d; [2] atOl,btOl , c, d; [3] at Ol ,bt Ol", e-Ol', d; [4]atOl", bt Ol", etiiJ', d-Ol' ;

[5 ] atOl t2Ol ',b tOl , etOl ,d -Ol; [6] atOl ,btOl , etOl ,d -Ol ,

wobei w,w", w' die im Art. 33 erklärte Bedeutung haben. Dann ergeben sich

unter Benutzung der Gleichungen (3.) und der Verwandlungsformeln der G-Func

tionen nach jedesmaliger Abtrennung eines den drei Gliedern der entstandenen

Gleichung gemeinsamen Exponentialfactors die in der Tabelle [A.] zusammen

gestellten Gleichungen. Die Indices Ä. , I.t , v bedeuten in irgend einer Reihen

folge die Zahlen 1, 2, 3.

t 6a"6b"6c"6d" = 0

t 6}.a"6}.b"6c"6d" = 0

t 6,u"6"b"6.c"6d" = 0

t ( ~,, - e.)6}.a"6}.b"6c"6d" = 0

[5] ( ~,, -eJ 6ia 6j, b6i.c6}.d t (e,- ei.l6,,,a'6ß6,,e'6,,d' t (el - e
lL

) 6.a"6.b"6.c"6.d" = 0

[6] 6i.a 6j.b6}.e6j.d 6i,cI'6;b'6,c'6j.d' t ( ej. - e,)( el - ~J 6a"6b"6c" 6d" = O.

Aus diesen Additionstheoremen der G- Functionen erhält man vermittelst

der Gleichungen (15- 18.) des Art. 34 die entsprechenden in der Tabelle [B.]

zusammengestellten Additionstheoreme der 0 - Functionen. Die Indices IX, ß, r
bedeuten in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 2, 3, O.

[B.]

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

0,a 0,b0,e01d+°1a'01b'G{c'01d't 01a"0,b"0,c"0,d"= 0

0"a0"b0,c01d t 0«a'0«b'0/ 0I d' t ~,a" 0ab"0/'0, d" = 0

e aObe e0d t e a'eb'e c'ed' t e «e re «e d" = 0
a~'l l U j1 y t u ~rl

°aebe ee (1 - e«evee' 0 d' ± e«« r eee d" = 0
il il r y il iJ Y r " « ' ,

0,a 0,b0,e0,d - 03a'03b' 03e' 03d' t 0oa"0ob"0/ '0.d" = 0

0aa0«b 0"e~,d - 0«a'0) '0"e'0ad' ± G{a"0,b"0,c" 0I d" = o.
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In der Gleichung [B. 4] hat

für (a, ß, r ) = (2, 3,0 ), (0, 2,3 ), (3, 2, 0) das ob er e Zeichen,

für (a, ß, r ) = (2, 0, 3), (0, 3, 2), (3, 0, 2) das u n te r e Zeichen

Geltung. In der Gleichung [B. 6] gilt für a = 2 und für a = °das 0 b er e , für
a = 3 das u n t er e Zeichen.

Bei dem Uebergange von den Functionen e(u) zu denFunctionen .J- (v) er
gibt sich aus den Gleichungen der Tabelle [B.] nach Abtrennung eines Expo

nentialfactors mit dem Exponenten 2~ (a'+b'+c'+d') unter Berücksichtigung der
Gleichungen (3n ein System ganz analoger auf die Functionen .J- (v) sich be
ziehender Gleichungen, welche dieselbe Form haben, wie die Gleichungen der
Tabelle [B.].

Die Argumente der in den Gleichungen der Tabelle [A.] auftretenden

6- Functionen hängen ab von vi er von einander unabhängigen veränderlichen

Grössen. Diese Zahl erniedrigt sich, wenn einem oder zweien der erwähnten

Argumente der Werth Null beigelegt wird. Aus den auf diese Weise sich er

gebenden speciellen Fällen der in der Tabelle [A.] enthaltenen Formeln, in

welchen die Indices ;., /l, v beliebig permutirt werden können, sind die in den

Tabellen [C.] und [D.] zusammengestellten Formeln hergeleitet. Die Argumente

der hierbei in Betracht kommenden 6-Functionen sind durch drei von einander

unabhängige unbeschränkt veränderliche Grössen u, v, wausgedrückt, während

die Indices ;., /l , v in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten.

Aus [A. 2] sind hergeleitet [Co1,1 6,1 9] und [D. 1],

" [A.3] " :l [Co7,8, 13, 14, 17, 18] " [D. 7, 8],

" [A. 4] " " [Co2, 5,6, 9,10,11 ,12,1 5,20] " [D. 2, 5, 6, 9]'

" [A. 5] " " [Co 4] " [D. 4]'
" [A. 6] " " [Co3] " [D. 3].

Die Substitutionen, durch welche der Uebergang von einer Gleichung der

Tabelle [A.] zu einer Gleichung der Tabelle [C.] oder [D.] vermittelt wird, und

die eventuell anzuwendende Permutation der Indices ergeben sich in jedem ein

zelnen Falle ohneSchwierigkeit aus derVergleichung der einander entsprechen

den Glieder beider Gleichungen.

Die rechten Seiten der Gleichungen [C.7] und [C. 8] enthalten, vom Vor

zeichen abgesehen , dieselben Glieder , wie die rechten Seiten der Gleichungen

[Co13] und [Co 14] und wie die rechten Seiten der Gleichungen [Co 17] und [Co 18].

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgab.. 7
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[C.]

[1) 6j (w) 6(tltvtw)6 (u-v) = 6(utw) 6(1l)6j(vt w) 6j(v) 6j(tltw)6j(tl)6 (vt1O) 6 (v)

[2] (e,-~J6j(w) (5(tltvtw) (5(u-v) = 6~(tltw)6~(1l)6, (vtw)6, (v) 6, (utw)6, (1l)6~(vtw)6~(v)

[SJ 6j(w)6j(utvt w)6j(tl-v) = 6j (utw)6j(u)6j (vtw)6}.(v) - (eee,)(eeep) (5(ut w) (5(u)(5(vtw)(5(v)

[4J (e:-~.l 6j (w)6j(lltvtw) 6j (u-v)= (ee~J 6,(utw)6,(u)6,(vt w)6,(v) - (ee e,) 6,, (ut w)6~(u) 6~(vtw) 6~(v)

[5] 6p(w)6j (utvtw)6j(u-v) 6p(ut w)6,,(u)6j(vt w)6}.(v) (eeep) 6 (utw) (5(u) 6.(vtw)6,(v)

[6] 6~(w)6}. (utvtw)6j (u-v) 6j(ut w)6j(u)6p(vt w)6p(v) - (eeep)6,(ut1O) 6,(u) (5(vtw)6(v)

[7] 6p(w)6}.(ut vtw)6(u- v) = 6j(ut w)6 (u) 6u(vt w)6,(v) 6u(ut w)6,(u)6j(vt w)6 (v)

[8J 6~(w)6}. (utvtw) 6(u-v) 6(u tw)6j(u)6,(vtw)6u(v) 6,(ut w)6u(u) 6(vtw)6j(v)

[9] 6~(w)6~(utvtw)6j(u-v) ~u(utw)6j(u) 6p(vtw)6j (v) (ep- ej)6,(ut w)6 (u)6,(vtw) 6 (v)

[10J 6i w)6p(utvtw)6j (u-v) = 6}. (utw) 6~(u)6j (vtw)Gu(v) - (ep- ej)6 (utw)6,(u) 6 (vtw) 6,(v)

[11] 6j (w) 6~(utvtw)6}. (u-v) = 6}. (utw) 6~(u) 6p(vtw)6j (v) - (ep-ej)6,(utw) 6 (u) 6(vtw)6,(v)

(1 2] 6j(w)6p(ut vt w)6}.(u-v) 6p(tltw)6}. (u)6}. (Vtlll) 6~(v) - (~u-ej) (5(utw)6,(u) 6,(vtw) (5(v)

[13] 6,(w) (5(utv t w)6j(u- v) 6}.(ut w)6 (u)6.(vtw)6,(v) t 6,(ut w)6u(u) 6(vtw)6j(v)

[14J 6,(10) 6(11+vt w)6j(u-v) (5(utw)6j(u)6,(vtw)6u(v) t 6~(utw) 6, (u)6j (vtw) 6 (v)

[15] (e,-e) (5(w) 6j(utvtw) 6 (u-v) = 6p(utw) 6,(u)6,(vtw)6p(v) 6,(utw)6p(u)6iv+w)6, (v)

[16] 6(w) 6j(utvtw) 6 (u-v) 6j(ut w)6 (u) 6 (vtw)6j(v) 6(utw)6j(u)6j(vtw) 6 (v)

[17] 6(w)6, (utvtw)6~(u-v) = 6,(utw)6~(u) 6(vtw)6}.(v) 6p(ut w)6,(u) 6j(vtw) 6 (v )

[18] 6(w) 6,(utvtw)6~(u-v) = 6 (utw)6j (u)6, (vtw)6~(v) 6j(ut w)6 (u)6u(vtw) 6,(v)

[19] 6(w) 6(utvtw)6j(u-v) = 6(tlt w)6}.(u)6 (vtw)6j(v) 61.(utw) 6 (u) 6}.(vtw) 6 (v)

[20] (e,-~J 6 (w) 6(lHvtw)6j(u-v) 6u(utw)6, (u)6~(vtw)6, (v) 6,(utw)6p(u)6,(vt w)6u(v) .
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Wenn der Grösse w in den Formeln [1-14] der vorstehenden Tabelle der

Werth Null beigelegt wird, so ergeben sich die in der Tabelle [D.] zusammen

gestellten Formeln.

[D.]

[1] 6(u+ v) 6(u- v) = 6'u6iv-6IuG2v

[2] (e.-el')6(utv) 6(u- v) = 6~u6~v-6:u~~v

[3] 6).(utv) 6).(u-v) = Glu 6Iv-(e). -~u)(e). - e.) 62u G2
0

[4] (e.-el')6).(utv)6).(u- v) = (ece,.)6:u6:v-(e).-e.)6~u~~v

[5] 6).(utv)6).(u-v) = 6~uGiv-(e.-el')6'u6:v

[6] 6).(utv)6).(u-v) = 6Iu6
1
;v-(e).- e,.)G:u62v

[7] 6).(u+ v)6 (u- v) = 6).uGu6l'v 6.v-6I'u6.u6).vGv

[8] 6(u+v)6).(u- v) = 6).u6u6I'v6.v+6I'u6.u6).v6 v

[9] 61'(u+v)6).(u-v) = 6).u6I'u6).v61'1'-(el'-e).)Gu6.uGv6.v.

Ausden in der vorstehenden Tabelle enthaltenenFormeln ergeben sich auf

sehr einfache Weise die für die Quotienten zweier 0 -Functionen geltenden

Additionstheoreme.

Man erhält beispielsweise durch Verbindung von [D.s] mit [D.3), indem

der Factor 0).(u- v) bei der Division fortfällt, ~).\::v;) rational ausgedrückt durch

6u 61'u 6.u 6 0 61'v 6.v
- - , - , - , - , -'
6).u ' 6).u 6).u 6).v 6).v 6).v

Andere Ausdrücke für die Grösse GG((u+v)) erhält man durch Verbindung
). u+ v

von [Iis] mit [D.4], [D.5] und [D.6] , von [D.S] mit [D.9] und nachfolgende
Vertauschung von J. und p" endlich durch Verbindung von [D.l] und [D.2]

mit [D. 7J.
A 1 . häl hi d A drü k f" di G" GI'(u+v)na ogerweise er at man versc 1C ene us ruc e ur ie rosse GJ.(u+ v)

durchVerbindung von [D.9] mit[D.3], [D.4] , [D.5] und [D.6], oder indem man

mitte1st [D. 7] 0
I
Ju+v)0(u-v) und 0).(u+v )0(u-v ) berechnet und aus den er

haltenen Grössen den Quotienten bildet, oder endlich, indem man mittelst [D. 9]

0,u(u+v )0.(u-v ) und 0).(u+v )0.(u-v ) berechnet und aus den erhaltenen Grössen
den Quotienten bildet.

7*
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Die Functionen E(u ), Z(u), Q(u ), @(u ), lI(u), II(u,a) Jaco bi 's.
39.

Die Functionen, welche J ac obi mit E(u), Z(u) , Q(u), @(u ), H(u), II(u, a)
bezeichnet hat, sind erklärt durch folgende Gleichungen:

S. 187.

1
8. 197.
8.3 05.

8 .300.

1
8. 198.
8.231.

l8.224.
8.226.

J aco bi' s Gesammelte Werke Bd.1. 8. 299 .

0 (0) = V2lc'K ,
1t

1 ( 211 + K'j) •
- - - ;t l

H(u) = -,- e 4K 0 (u +K'i ) ,
t

1" sin'amudu
II (tt,a) = Jc' sinamacosamaäama 1 Jc' " • ,- . sm amasm amu

o
t Q(u-a )

= "2logQ(u+a) +E(a)· u.

(6.)

(1. ) E (u) = j "ä' amudU,
o

E
Z (tt) = E(u)- K lt ,

{E(u)du
(3.) Q(lt) = e ,

{Z (u)du
0 (u) = 0(0)e ,

(5.)

(4.)

(2.)

(8.)

(9.)

Zur Vereinfachung der nachstehenden Formeln, sowie zur Erzielung

grösserer Uebereinstimmung derselben mit den Formeln des Art. 26 empfiehlt

es sich, die von Ja c0 bi mit u, beziehungsweise mit a, bezeichneten Argumente

der vorstehend erklärten Functionen mit Vct- cs'u , Ve;- cs ·a zu bezeichnen. Es

ergeben sich dann folgende Gleichungen:

(7.) E(yc,- cs'u) = 1 (~~ (u) +Cttt),
VC,-cs s

Z (Vel- Ca' u) = " 1 _ ( ~~ (u)--""-u),
Vet- eS s Ul

.rr:': leu'
~~( Vel-e3' u) = e ' 6su ,

(10.)

(11.)

(12.)
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h
, r;i

=e

Hierbei ist Folgendes zu bemerken:
Bei der Definition der betrachteten sechs Functionen können die von

Ja c0 bi mit K, K' bezeichneten Grössen als bekannt angenommen werden. Der
reelle Bestandtheil des Quotienten i hat stets einen positiven Werth. Der

mit Ve:- es bezeichneten Grösse kann der eine oder der andere ihrer beiden
Werthe beigelegt werden.

Die Grössen 00, 00', v, r, li sind durch die Gleichungen
]{ ,]{'i u w ]('i

w = Ve~~ C
s

' w = I/~, _es' 1) = 2w ' r = --; = K'

bestimmt. Zur Bestimmung der Grössen

, / 2;-0). .s/-G , ' / 20) ,'J-Y V Y7 vc,- c"

dienen die Gleichungen (1. ), (4.), (13.) des Art. 35,
W= 00, ~ ='~ zu setzen ist.

.~

In welchen ,1, = 1, /L = 2,

Nach Potenzen des Moduls k fortschreitende Reihenentwickelungen
für die Grössen K , K' , i.

40.

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 getroffenen Festsetzungen möge
jetzt angenommen werden, dass der Modul k dem absoluten Betrage nach
k lei n er ist als 1.

Unter dieser Voraussetzung gelten, wenn der Werth derunendlichen Reihe

(1.) 1+ ( ~)'k' +(:::)'k' + (:::::)'k6 +...

(2.)

mit ~ bezeichnet und zur A.bkürzung von den Bezeichnungen

~l = (+)'k'+( :::)'k' +(:::::)'k6 + .
sr, = C:: )'k' +( ~ : : ::)'k6 + .
srs = (:::::)'k6 + .

Gebrauch gemacht wird, die Gleichungen

(3.) ]{ = {-sr r:, Je = srlogllat(4k-') -2[-hSl"+ 3~St,+ f.6~s+ " ·]·

Dem natürlichen Logarithmus ist hierbei sein II a upt wer t h*) beizulegen.

*) Unter dem Ha npt wer t he des natürlichen Logarithmus einer Grüsse ,r, welche mit Ausnahme
der reellen nega t iven Werthe jeden complexen Werth annehmen kann , wird hier und im Folgenden
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Weil die Grösse K nicht gleich Null werden kann, da der reelle Bestand

theil derselben stets einen po si t i ven Werth hat , so ist auch die Grösse

210gnat(i)- x;.-.: für alle Werthe von k, deren absoluter Betrag kleiner ist

als 1, durch eine nach Potenzen der Grösse k mit ganzzahligen positiven Expo

nenten fortschreitende Reihenentwickelung darstellbar. Die Coefficienten der

einzelnen Glieder dieser Potenzreihe sind rationale po si t i ve Zahlen.

Es ergibt sich

(4.) ~.i = _ !!~7( = 210gnat (!.k) t !.k't E- k't E... k6 t ..... K . , 6' ...

In Folge dieser Reihenentwickelung ist auch die Grösse h = / -.:i und jede

Potenz derselben, deren Exponent eine positive Zahl ist, für alle Werthe des

Modulsk, deren absoluter Betrag nicht grösser ist als 1, durch eine nach Potenzen

der Grösse k fortschreitende Reihe darstellbar ; die Coefficienten der einzelnen

Glieder dieser Reihen sind pos i ti ve Zahlen und die Summe derselben ist für

jede dieser Reihen gleich 1.

Insbesondere ergeben sich folgende Reihenentwickelungen :

(5.)

(6.)

Der Wurzelgrösse Vk ist derjenige ihrer beiden Werthe beizulegen, dessen

reeller Bestandtheil po s i ti v ist.

Wenn von der Reihe für die Grösse h{ das Anfangsglied allein, oder nur

die zwei, drei, vier ersten Glieder in Rechnung gezogen werden, so ist der be

gangene Fehler dem absoluten Betrage nach beziehlieh kleiner als

mithin kleiner als

~( 'fJC) ' S
512 Vff, ,

~( ' fJC) 1 7
4096 V1IJ •

derjenige Werth des natürlichen Logarithmus der Grüsse x verstanden , dessen imaginärer Bestandtheil

dem absoluten Betrage nach kleiner ist als -.:.
Unter derselben auf die Veränderlichkeit der Grösse x sich beziehenden Einschränkung soll für

• • m d W h mlognatzbeliebige Werthe des Exponenten m unter dem Hau pt wer t he der Potenz x er ert e
verstanden werden, vorausgesetzt dass dem natürlichen Logarithmus sein Hau pt wer th beigelegt wird.
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Entwickelung der Grösse h nach Potenzen der Grösse 1.

41.

Die in dem Art. 27 enthaltenen Definitionen und Lehrsätze bleiben be

stehen, wenn an die Stelle von e
l

, e
l

, es beziehlieh e):, e", e, gesetzt wird, wobei

die Indices A, /L, v in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten.

Hierbei muss indess die Bedingung aufrecht erhalten bleiben, dass, falls die

den drei Grössen e). , e" , e, bei der geometrischen Darstellung der complexen

Grössen entsprechenden Punkte in g er ad er Linie liegen , e" dem mit t I e I' en

dieser drei Punkte entspricht.

Für jede unter der angegebenen Bedingung zulässige Permutation der In

dices sind daher dem Inhalte des Art. 27 zufolge zwei Grössen k, k', folglich auch

zwei Grössen K, K' eindeutig bestimmt. Aus den letzteren Grössen ergibt sich,

sobald über den der Quadratwurzel Vel.- e. beizulegenden Werth eine Entschei

dung getroffen ist , ein b est im mt es primitives Periodenpaar (2w). , 2w,) des

Argumentes der Function Sou, für welches die Gleichungen

(1.) p( w)J = e)., ~o( w).+ wv) = ~" ~J( w,) = e,

bestehen. Hierbei ist zu bemerken, dass die G esamm th ei t der drei Grössen

w). , w" = w).+w. , w. für jede der zulässigen Permutationen der Indices eine

a n dere ist.
Nachdem eine bestimmte Permutation A, !L , v der Indices 1, 2, 3 ausgewählt

worden ist, möge ein Werth der Wurzelgrösse ye). -e, beliebig fixirt und das

Quadrat desselben mit V~- e, bezeichnet werden.

Es mögen ferner ye"- e" Ye). - ~u diejenigen Werthe dieser Wurzelgrössen

bezeichnen, welche unter der Voraussetzung, dass den beiden Potenzen mit dem

Exponenten t ihr Hau pt wert h beigelegt wird, durch die Gleichungen

(2.) fe,, -e~ = V1i = ( e,, -_~ ){·, Ye). ":'~" = '111;- = (!y'.- e,, )}
Ye). - e, el- c, ve;=.- e~ el- e;

erklärt sind.

Die Grössen w). und w. seien durch die Gleichungen

(3.)

bestimmt.

K
(0 ). = v'i;- e~ I

X'i
10, = -\Ie). - e~
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Wird hierauf

Berechnung der Grösse h. Art. 41.

W,.
r = -,

w}.

1 -;;:i
Tl = e

gesetzt, so gelten für die erklärten Wurzelgrössen die Gleichungen des Art. 35.

Für die in diesen Gleichungen vorkommende Grösse V2:' ergibt sich hier-

bei der Werth V 1 1/ 2!! und zwar ist der Wurzelgrösse l j 2!! derjenige ihrer
~ _~ V ,. V ,.

beiden Werthe beizulegen, dessen reeller Bestandtheil po si t i v ist.
Die Grössen e}., el" e, können als veränderlich betrachtet werden , mit

der Einschränkung, dass keine der beiden Grössen k', 7/' negativ werden darf.

Wenn nun ferner die Veränderlichkeit der Grössen ei. , el" e,. vorübergehend in
der Weise beschränkt wird, dass der absolute Betrag der Grösse 1.' kleiner
bleibt als 1, so finden die im vorhergehenden Art. enthaltenen Entwickelungen

Anwendung. Die rechte Seite der Gleichung (9. ) des Art. 35 wird daher,
-'-wenn man für h&die Reihe

(4.) vergl.Art. 40 (6.)

und für die Potenzen von hl die aus dieser Reihe durch Potenzerhebung sich

ergebenden Reihen setzt, identi sch in Vk übergehen.
Hieraus folgt, dass die der Gleichung (9.) des Art. 35 analoge Gleichung

( 11.) desselben Art.
l = 2ht 2hi t .. ·

1t 2h't 2hJ6t ···

i den t i sc h befriedigt wird , wenn für h die Reihe

(5.)

gesetzt wird, vorausgesetzt dass diese Reihe convergirt. Diese F 0 Iger un g
ist von der Voraussetzung, dass die Grösse k2 dem absoluten Betrage nach
kleiner sei als 1, nicht abhängig, denn die Convergenz der Reihe (5.) ist allein

an die Bedingung geknüpft, dass die Grösse

(6.)



Art. 41. Berechnung der Grösse h, 57

dem absoluten Betrage nach den Werth 1 nicht überschreitet. Diese Bedin

gung aber ist den getroffenen Festsetzungen zufolge stets erfüllt und zwar

stimmt der aus den Gleichungen (5.) und (6.) sich ergebende Werth der Grösse

li, wenn die Werthe der Wurzelgrössen in der angegebenen Weise bestimmt

werden, mit dem Werthe li = e~-;:i überein.

Ist die Wahl der Indices .1. , !L , v so getroffen, dass von den drei Grössen

e,- er) ei.- eil' e." - e,. die erste den grössten , die letzte den kleinsten absoluten

Betrag hat , so ist die Grösse l dem absoluten Betrage nach nicht grösser als

tg ;~, also kleiner als :5 ' während die Grösse b dem absoluten Betrage nach

nicht grösser ist als e-H'3~. Unter dieser Voraussetzung ist, wenn die drei

ersten Glieder der nach Potenzen der Grösse l fortschreitenden Reihenent

wickelung für die Grösse h in Rechnung gezogen werden, der absolute Betrag

des begangenen Fehlers kleiner als eine Einheit der dr eizehnten Decimalstelle.

In den meisten Fällen der Anwendung wird es daher, wenn die Indices

.1. , 11 , v passend gewählt sind , ausreichend sein, die zwei oder drei ersten

Glieder der angegebenen Reihenentwickelung allein zu berücksichtigen.

Die Reihenentwickelung (5.) kann indess für numerische Rechnungen in

vielen Fällen auch dann noch mit grossem Nutzen angewendet werden, wenn

die Grösse l dem absoluten Betrage nach nicht den in jedem einzelnen Falle

erreichbaren kleinstmöglichen Werth hat.

Wenn nämlich der absolute Betrag der Grösse l nicht grösser ist als+,so

ist der absolute Betrag der Summe aller auf die zwei ersten, beziehungsweise

auf die drei ersten Glieder der Reihenentwickelung für die Grösse 11, noch fol

genden Glieder bereits kleiner als

fo 19, beziehungsweise -k l'3,

und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhergehenden Behauptung.

Wenn der Werth der Grösse li gefunden ist, so ergibt sich der Werth

der Grösse V2>durch die Gleichung (8.) des Art. 35 und der Werth von to,

mitte1st der Gleichung

(7.) w,i 1 (1)
(1),. = ~ og nat 11 .

Dem natürlichen Logarithmus ist sein Hau ptwer t h beizulegen.
Zum Gebrauch. der elliptischen Fnnetienen, Zweite Ausgabe. 8
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Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2Oli. , 2Ol,)

zu dem Periodenpaare (2Ol ,., - 2Oli.).

42.

Die Entwickelungen des vorhergehenden Art. ergeben sich aus den

Gleichungen des Art. 35 unter der Voraussetzung, dass üi = Ol i. , üi' = tu, gesetzt

wird. Analoge Entwickelungen ergeben sich mitteIst analoger Schlüsse, wenn

üi = Ol" üi'= - Oll. gesetzt wird.
Bei dem Uebergange von dem primitiven Periodenpaare (2OlI., 2Ol,) zu

dem primitiven Periodenpaare (2Ol,., - 2OlI,) bleiben nämlich die beiden Inva

rianten 9
2
,9

3
und die Grösse eIl ungeändert , während an die Stelle der Grössen

Cl ' Cl" s, e, K , r ; t

beziehlieh die Grössen

vergl. Art. 37.

treten. Diejenigen Grössen , welche bei diesem Uebergange an die Stelle der

Grossen li, l zu setzen sind, sollen mit li', l' bezeichnet werden.

Wenn nun die den Wurzelgrössen 'lei.- e" Vei - e" Vei.- ~" , V~u - e, beizu
legenden Werthe in der Weise bestimmt werden, wie im vorhergehenden

Art. angegeben ist, so können die Wurzelgrössen, welche aus diesen durch die

Vertauschung von el. und e, sich ergeben, durch die Gleichungen

(1.)
Ve, - el. = - i Vel.- e, J

erklärt werden. Der Wurzelgrösse V-i ist hierbei irgend einer ihrer beiden

Werthe, aber jedesmal derselbe, beizulegen.

Es bestehen hiernach die Gleichungen

(2.)

welche zur Berechnung der Grösse h' angewendet werden können. Aus der

Gleichung (8.) des Art. 35 ergibt sich

(3.) V2w.' = 1+2h'~2h'4+ 2h'D+ .. = . 2 . (1+ 2h'4+2h'16+,,) = . 1 V2~'.
l:t Vei - e, VCi-e.+i/e,..- e, Vel- e.
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Hierbei ist der Wurzelgrösse V2~' derjenige ihrer beiden Werthe beizu

legen, dessen reeller Bestandtheil pos i t i v ist.

Die Gleichung (3.) kann zur Berechnung der Grösse 1Il, angewendet

werden; zur Berechnung der Grösse lIll ergibt sich dann die Gleichung

(4.) w,.1 ( 1 )w. = -::::- ognat Tf •
h 1, ti

Dem natürlichen Logarithmus ist sein Hau p t wer t h beizulegen. Die

beiden Grössen hund h' sind durch die Gleichung

(5.) lognat li -Iog nat h' = ,,2

mit einander verbunden.

Aus den Gleichungen (1- 4.) und (13- 16.) des Art. 35 erhält man, wenn

-~ (wrJ = 1], gesetzt wird, die folgenden:

(6.)

(7.)

(8.)

(9.)

~2(0 I'I) = 2h,t(1 +h'!·2+ li'N+ h'H+ "'),

(10.)

(11.)

Aus den Gleichungen (15- 18.) des Art. 34 ergeben sich in Ueberein

stimmung mit den bezüglichen Formeln des Art. 37 folgende Gleichungen:

1t
V=-,

2w,
"

- e,,7.i
~ - ,

8*
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Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2Wl. l 2wr )

zu dem Periodenpaare (2wl. ' 2w.. ±2wl. )'

43 .

Bei der Vertauschung der beiden Grössen e,u und e, gehen die Grössen l
und h beziehlieh in - l und -lt über , während die Grösse w= WI. den Glei

chungen (7.) und (8.) des Art. 35 zufolge unverändert bleibt. An die Stelle des
primitiven Periodenpaares (2wl. , 2w.) tritt hierbei das primitive Periodenpaar
(2wl , 2w. ± 2wl ) und zwar gilt das obere oder das untere Zeichen, jenachdem
die Grösse Weine complexe Grösse mit po si t i v oder ne ga ti v imaginärem
Bestandtheile ist.

Formeln zur Berechnung der Perioden und Ausdrücke der6-Functionen
durch J - Reihen für den Fall reeller Werthe der Invarianten.

44.

Wenn die Grössen el, el" e, bekannt sind, so sind die in den Artikeln

34, 35, 41 und 42 enthaltenen Formeln ausreichend, sowohl um ein primitives

Periodenpaar (2Wl ' 2w.) des Argumentes der Function ~ou und die Grössen

"lJl = %(wl ) , "IJ, = %(w,) zu berechnen, als auch um die vier 6 -Functionen
durch solche J -Reihen auszudrücken, bei denen die Grösse 11, beziehungsweise
die Grösse h', dem absoluten Betrage nach einen möglichst kleinen'Werth hat.

Zur Erleichterung des Gebrauchs dieser Formeln sollen dieselben für die

jenigen Fälle, in welchen die Invarianten g2' g3 reelle Werthe haben, mit den
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durch diese Specialisirung herbeigeführten Modificationen in den Artikeln 45

und 46 nochmals zusammengestellt werden.

45.

Haben die beiden Invarianten q und g reelle Werthe und ist die Discri-• 2 ,

minante G = -& (g:- 27g: ) = (ez- eS (e,- eS(e,- eS der kubischen Gleichung
4l-gzs- gs= 0 po s i ti v, so sind alle drei Wurzeln derselben r ee11.

Es bezeichne e, die im algebraischen Sinne gröss te Wurzel dieser Glei

chung, ez die mittl er e, e, die kl ein st e Wurzel derselben. Allen in den

folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrössen ist ihr po si ti ver Werth

beizulegen.

Man setze

(1.)

(2.)
_ _ (0 , I _ ~;:i _ _ (0 , 1 _ l ' _ ~l ;:i • _ 11
• - - - , I - e , ' I - - - , 11, - 1I - e , v - -2 '

(0 , (Os W,

ut
V = _.

1 2w
8

(3.)

Die Grossen w" _~s_ , ~ , '.' , s, ltl haben po si t i ve Werthe,
! I 'I

Nach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn ). = 1 , /L = 2 , v = 3,

üi = (J)" üi' = w, gesetzt wird, dem Inhalte der Artikel 3-1, 35 und 41 ent

sprechend das System von Gleichungen

l i/e,- es-i/e,- ~ h = +l t 2(f l)5t 15(} Wt 150(-:-l)" t ... ,
= -~c-:+-ife:~e: '

(4.)

(5.)

w,i 1 (1)
IOj = ---;- og nat h '

1 •
7J,ws- w,"1js = -,-TIl ,

(6.)

(7.)

(8.)

(9.)

V 2:~i/ez- e~ = 2/tl(1t ltZt lt6t h' Zt ·..),

I / 2UJ,-8~e = 1t 2h+2/t' t 2/t9 t ...,V ;: V 1 3
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(10.)

(11.)

(12.)

(13.)

, / 2wI .'r;-~- r: _ e2rl'W 1v
2

Cl. ( 1_)V .. yu, es 1:12U - -.ls V • ,

n
V = - 

2wl '

(14.)

(15.)

(16.)

(17.)

~o(v I.) = 1- 2hcos 2vrr + 2h4
COS4v..- 2h9

COS6v.. + ' '',

~, (v Ir) = 2ht sinv..- 2h~ sin3v..+2h~" Si ll 5vrr - ... ,

t ~ : 5

~2(V I.) = 2h"cos v.. + 2h'cos 3v.. + 2h-'-cos 5v.. + ' '' ,

~ (v I.) = 1+ 2hcos 2v..+ 2h' cos4v..+ 2h9 cos6v.. + ... .

'

:fr < 1 -c , . t . l < 1/2-1 I < -..v enn e2-eS>el-e21 aso e2= 0 IS , so ist = --;r-l l> e .
> > y2 +1

Wird dagegen;' = 3, /L = 2, v = 1,00 = Ols ' 00' = -Oll gesetzt, so ergibt
sich entsprechend dem Inhalte des Art. 42 folgendes System von Gleichungen

(19.) W I = w~ lognat (~) I
T.l 111

(20.)

(21.)

(22.)

(23.)

(24.)
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(25.)

(26.)

(27.)

(28.)

Y2m ., --
- .3-\lc - c 611 =:: 1. 2 3 1

Y2(0" 1-' - 6 -
~\C,- CI s lt 

.. I

') ., Vi
- -'lS(O S 1<>'(, '1_)e ""0 V, t " ,

(0 ,

':t =- ~'
S

" -

\
'U < I < 0 . t ' t I > Vi-l, > - ;:
,y enn CI- Cs > el - CI ' a SO C, > IS , SO IS = . .. .- - 1I = C

, < V'i+i ' ' < .

Die Grösse c-;: = 0,04321 39 ist kleiner als 2
13

'

Wenn g3 positiv, also e2negativ ist , so empfiehlt sich der Gebrauch der

Gleichungen (3-17.), ist aber g3 negativ, also CI positiv, so empfiehlt sich der

Gebrauch der Gleichungen (18- 32.) , weil in dem ersten Falle li kleiner ist als
li , während im zweiten Falle li kleiner ist als h.

1 1

46.

Haben die beiden Invarianten gl und s, reelle Werthe und ist die Discri

minante G = i6 (g:- 279: ) = (el- esl'(c.- ctl'(c,- cS)' der kubischen Gleichung

4i - gis - gs = 0 n ega t iv, so ist nur ei n e 'Vurzel derselben I' ee l l , während
die beiden anderen Wurzeln conj ug i r t e compl ex e Werthe haben.

Es bezeichne c. die reelle Wurzel dieser Gleichung; die beiden complexen

Wurzeln derselben seien in der Weise mit c, und es bezeichnet , dass die Diffe

renz e,- es po si ti v imaginär ist.

Es seien pund ~ zwei positive Grössen, für welche die Gleichungen
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bestehen. Allen in den folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrössen
ist ihr Hau p t wer t h beizulegen.

Man setze

(1.)
6'( ') _ '6' w2 - 712 '

(2.)
o( h _ ",..i . _ _ 1 h _ e",..i . u ui

'2 = "2' 2 - e , ' 8 - - 2,' , 8 - , v2 = ~, Va= -2 "
2 w2

... w~ ~' 72 73 • • •Die Grossen Ul21 --; ' , ---;- , ---;- , ---;- , h" ha haben pos i t i v e Werthe.
t t t t

Nach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn A= 2, !L = 1, v = 3,

00 = 00" 00' = 00
8

= +00
2
++00:, l = il

2
, h = i h

2
gesetzt wird, dem Inhalte der

Artikel 34, 35 und 41 entsprechend das System von Gleichungen

(3.)

(4.)

, 2w2i ( 1 )
W 2 = - _- log nat '1 ,

h 1~2

(5.)

(6.) V~V-' ( - )- ~ e-e
40 3 1

(7.)

(8.)

ll/2W'_ (" J~et"J~e) = It2h't2h'&t .. ·IV h V2 S V2 1 2 2 ,

(9.)
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(10.)

(11.)

Specielle Formeln für den Fall reeller Invarianten.

Y
~ .,~( - )6 - 27j,Ol,V;e- t r.i 't ( . \ ' - )- Vt \cs- e, , I{ - e ~, t, 2 + " ,

r:

65

(12.)

(13.)

Y
2<o , -
-' ye,-c,6,u =

7t

, /~ .',-V-;- Ve, - e, 631{ =

e2"1 ,Ol2V; 't ( 1' )
~, V2 2 +'2,

e27j,Ol,v: 't ( 1' )
~o V, -, +'2,

__ 00;
', - 2Ol,'

(14 .) e-t::i.s-,(v,I_} +'2) = 2h; sinv,1t + 2h;sin 3v,T.-2h;i sin5v,T.-""
- tr:i Q. \ 1 _ I • es

(15. ) e '-'2(V, ,+ ' 2) = 2h~cos v, T. - 2h~ cos3v,T.-2h;cos5V2T.+ ' '' ,

(16.) HJ,(V2 1~+'r,) +Jo(v,I++72) ] = 1+2h:cos4v2T. +2h:6cos8v,T. + ·" ,

(17 .) H~(v, I ++ 't,)- .s-o ( v , I + + 7, )] = 2i(h, cos 2v,T. +h~ co s 6 v , T. +"· ) .

'U T > 0 1 ,< I • t 1 < t I d 1 < - lr:n enn e, < , a SO y > "2 T. , 80 18 '> g il T. un /12 > e .

Wird dagegen;. = 2,!L = 3 , v = 1, tU = 00; , tU' = -00, = -} oo;- +oo2,

l = il" h = ih
3

gesetzt, so ergibt sich das System von Gleichungen

(1 8.) I - .!.~-ye3- e2 - t -'-( - _ ' ) 1 ' I 2(11)- 15(' 1)9 150( '1 )1's - . .', .'r::-----:: - g , " y , /1, = ., ,+ 2", 0 + "2 , + "2 , +",
t ve,- e,+v e,- e,

2w; 1 t( 1)Ol, = ~ ogna -h '
H~ S(19.)

(20.)

l'/2"'.; = H 2Y (1+ 211:+2h~6 +..),
V r:t ve,- e,+ c,-e2

Ol l= TOl2- +Ol; , w, = ·: Ol2 + -} Ol;,

(21.) V2<O; ,<I-'
~vt(e, -e,)

•. t
- 2kl'(1_h2_h6+h12+ ... )- , ", ,

Zum Gebrauche der elliptischen Fnnclionen. Zweite Ausgab6,

(22.)

(23.)

(24.)

,,/2<0; (.'1- .'/-) _ 2'( 1 19 h25 )2'V--;;r- ve,-e2- ve,-e, - t I!,+ fl ,+ a +... ,

- t 1

= .;.h:(1+ 3h;- 5h:-7h~'+ .. ·).w,
9
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(25.)

(26.) v a -

(27.)

(28.)

(29.)

(30.)

(32.) H33(v3iI-} t ' 3)-~(V,i I+t '3)] = i [113 (c2r," t c-21',;: )t h:(e6V," te- 6V,,,)t· ..].

"
r > 0 I I < 1 - • t l > t 1 - d 7 > - i';:. enn c, < ' a SO 'i' > 2' '' ' SO 18 3 < g l;" " un 113 < e .

Die Grösse tg ~ 7: hat den Werth V2- 1 = 0,4142132. , die Grösse
e- l " = 0,2078792. .

Wenn g" also auch e, positiv ist , so empfiehlt sich der Gebrauch der

Gleichungen (3- 17.); ist aber ga' also auch e, negativ, so empfiehlt sich der
Gebrauch der Gleichungen (18- 32.), weil im ersten Falle die Grösse h, kleiner

ist als die Grösse h , während im zweiten Falle die Grösse li kleiner ist als diea 3

Grösse li .,

(4.)

(3.)

(2.)

(1.)

47.

Unter Beibehaltung der im Art. 45 und im Art. 46 getroffenen Fest

setzungen bestehen ferner folgende Gleichungen :

~(j- lIl, t U )_ i/- - </- - 3,(vl}t ,}-3, (vl +t,} . lIla . '
6(-} uJ,t u} e,-cs\c1-c' 3-JvT:t,}tj;lVTH,}' , - ~ . (Art.4::»

.6a(} lIl.-±tt). = ~ i/e -c i/e -c ~(vli l t t ,,) t 31 ( VJ i H '1 ) . , =- ~ . (ArI.45)
6( : lIlat u} i 1 a a 3 3,(v1i ltt'1)-3.(v1i l.H'1}' 1 lIla

62H lIl, t u} = i/e - c irc - c ~,(v2 1'2 )-=-31 ( ~,J .:'2 l . '2= ~ . (Art.46)
6( } lIl2t lt) 2 s 2 1-5; (v21' 2) t 31(v21' 2} ' 2lO,

.62J.}(J)1±·!1 = ~i/cS -=--c~i/el -C2 ~(v.~ I~a)±_~(vs~ I~.) ; r = -~ . (Art.46)
6 (,' lO, t U) ~ ' 2(Val ['a}-,,(Val l'a) s 2lO2
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Berechnung eines zu gegebenen Werthen der Functionen ~OU und ~/u

gehörenden Wertlies des Argumentes u,

48.

Uebereinstimmend mit den im Art. 41 getroffenen Festsetzungen sei

(2001., 200,) ein bestimmtes primitives Periodenpaar des Argumentes der Function

~ou. Die Wurzelgrössen V CI. -C" VCI.- ~" seien ebenso bestimmt, wie im Art. 41,

die Quadrate derselben mögen mit VCI. - C" VCI. - ~ bezeichnet werden.

Bezeichnet Uo einen der Werthe , welche für u gesetzt die Gleichung

ru = s befriedigen, so sind alle Wurzeln dieser Gleichung in der Formel

(1.)

enthalten, in welcher (L , (L' irgend welche positive oder negative ganze Zahlen

einschliesslich der Null bedeuten.

1 d GI ' h 6(!!± 2m) 6tt'b d' \CU]In Fo ge er eic ung r:."-(~ --'--) = - 6' - gl t es unter lesen iy ert ien
1;11' !! - 2m,. I'tt

der Grösse u stets solche , für welche der reelle Theil des Quotienten

~Ci.-j~ G,!! nicht negativ und demnach der absolute Betrag der Grösse
v;;=. C, GI'!!

(2.) vergl, Art. 35 (12.)

nicht grösser als 1 ist.

Nachdem die den Wurzelgrössen Vs- ~", Vs- ~ beizulegenden Werthe der
.4~-,/-

13 di äss aewähl ind d d 11 Th 'I d Q t' t YCI-C" ys-e,e mgung gemass gewa t sm , ass er ree e ei es uo ien en ,41 ' "
YCI.-C, VS-C"

nicht negativ ist, setze man .

(3.)

(4.)

2 =o

2o" =
20,2 =

2 3 =.,

1+(tj214 +(:::)218 +c:::;n'2+"',
(J_)21' +(.'.:")218 +(" 3-5} 2112 +.. .

2 2·4 2+6 ,

(H )218 +( : :~ ::)2l 12 +"' ,
(::;:;)2112+"',

9*
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(5.)

Berechnung der Grösse u.

Dann ergibt die Gleichung

('/- y- 2 Jl d;.I \ c, - e,t e -e jl . !t = _ _
2 I. I I. ,u t V1- ; 2 VI-I' ;'

= .12 1ognat (tt i \/I - t' l t \/I - t' (\l tt -'-2 t3t ~2 t5 t · ··)
1 0 ""O,t :I 0,2 8·5 O,S ,

Art. 48.

(9.)

wenn man der Grösse Vl-t' irgend einen ihrer beiden Werthe und dem natür

lichen Logarithmus irgend einen seiner unendlich vielen Werthe beilegt, stets
einen solchen Werth der Grösse u, für welchen die Gleichung ~;} U = s erfüllt ist.

Die Integration kann auf directem Wege ausgeführt und der Quadrat

wurzel Vl-l' ; ' kann derjenige von ihren beiden Wertheu beigelegt werden,
dessen reeller Theil pos i t i v ist.

Bezeichnet VB irgend einen der beiden Werthe der Wurzelgrösse

V4s3-g2s-g3, so besteht die Gleichung

(6.) S;/!t = - VB,
wenn bei der Berechnung der Grösse u mitteist der Gleichung (5.) der Wurzel

grösse V1- t' der Werth

(7.) Vl-t2 = VH t 'IM ~-=!2 t2 _ VB
2 V1-I' t' (s - ~..) (s - e,)

beigelegt wird. Hierbei ist der Wurzelgrösse Vl-l't' derjenige ihrer beiden

Werthe zu geben, dessen reeller Theil positiv ist.

Bei dieser Bestimmung der Wurzelgrösse Vl-t' erhält man demnach aus

der Gleichung (5.) für jedes gegebene Paar zusammengehörender Werthe

s, VB einen Werth des Argumentes u, für welchen SJu = s, ~;}'U = -VB ist.

Durch Einführung der Bezeichnungen

(8.) @,(t) = t, @2(t) = tttt3, @3(t) = tt tt3+
~ : :ts,

geht die Gleichung (5.) über in die Gleichung

t (Ve,- e, +ye,- eS ' u = +201ognat (tt iVI-t')+

+vI-t' [(t)2@,(t)I' +(~::)2@2(t) 18 t (;:~::)2@8(tW+..-l
Gibt man der Grösse s den Werth c" beziehungsweise den Werth e, so

ergeben sich aus der Gleichung (5.) die folgenden

(10) _ 220" 220ilognat(21-1 \=_2 i ~2o.1 + 3\ 2o,2 +-h2o,s+ ''' ) '
. Ul,- (ye;,-e,+Ye.-el' )" Ul,= (yel -e,,+ye,-el')2
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(11.)

(12.)

(14.)

Dem natürlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Anstatt mit

Hülfe der Gleichungen (3- 7.) direct einen Werth der Grösse u zu ermitteln,

welcher zu gegebenenWerthen pu= s, s;/u = - VBgehört, kann man auch aus
diesen letzteren nach Annahme einer beliebig zu wählenden Grösse v mittelst

des Additionstheorems zunächst die Werthe s;} Cu+v) = s' und S;}'(u+v) = - V5
bestimmen und aus den auf diese Weise erhaltenen Werthen von s;} (u+v) und

s;}'(u t v) mitteist der Formeln (3- 7.) einen der zugehörendenWerthe des Argu

mentes u+v berechnen. Durch Subtraction der Grösse vergibt sich dann einer
der gesuchten Werthe des Argumentes u.

Dieses Verfahren kommt besonders für den Fall in Betracht, in welchem

für die Grösse v der Werth ± ui , gewählt wird.

Es folgen hier die für die Annahme v = - (u v sich ergebenden Formeln,

Hinsichtlich der Wahl des der Wurzelgrösse Velo- s beizulegendenWerthes
wird die Bestimmung getroffen , dass der reelle Theil der Grösse

Ve).-s 1+ lt'

,lei. -=~; \10. =1:: - I -lt'

ni eh t neg at i V sein darf. Der Werth der Grössc t' ergibt sich aus der

Gleichung

V;c s -v~~v~~ = u.
Velo- s +,/e).- ev \leI. - 1:"

Der Wurzelgrösse VI - ti lege man den aus der Gleichung

(13.) V1- t'; = _YM+ Ve). - ~I_'_ 1- 1' t'2 _~B
2(1:,,-e.) VI - I'('; (s - e)J

unterder Bedingung ffi VI- I'('2 > 0 sich ergebenden Werth bei.

Unter diesen Voraussetzungen ergibt die Gleichung

: (Vel.-ev +Vel. -~J '(l!- Wr) =
= +.2olognat(t' +iVl- t" )+Vi - t" (.20" t'+ } .2o,l '+ ~:: .2o,J ' +...)

stets einen derjenigen Werthe der Grösse u, für welche s,Jlt = s, sJu = -VBist.

In Bezug auf die Formeln (5.) und (14.) ist Folgendes zu bemerken.

Die Glieder der nach Potenzen der Grösse t fortschreitenden Reihe

.20" t++.20,2t' +-H20,/ +...
nehmen in stärkerem Maasse ab, als die Glieder einer geometrischen Reihe mit
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020,, =

(1.) 020,2 =

dem Quotienten l't', wobei der absolute Betrag der Grösse lt die Einheit nicht

überschreitet. Im Allgemeinen wird es sich demnach empfehlen , zur Berech

nung eines Werthes des Argumentes u die Gleichung (5.) oder die Gleichung

(14.) anzuwenden, jenachdem von den beiden Grossen t, t' die erste oder die
zweite den kleineren absoluten Betrag hat.

Wenn die Grössen e., e,'" e, bekannt sind, so sind die im Vorhergehenden
enthaltenen Formeln ausreichend, um alle zu gegebenen Werthen der Functio

nen 5iJU und 5{)'U gehörenden Werthe des Argumentes u zu berechnen.

Entsprechend den in den Artikeln 45 und 46 enthaltenen Bestimmungen

sind für diejenigen Fälle, in welchen die Invarianten O2und ga reelle Werthe

haben, die Permutationen (Ä, /L , v) = (1, 2, 3), (3,2,1), (2, 1, 3), (2,3, 1) in Be
tracht zu ziehen.

Zur Erleichterung für den Gebrauch der vorstehenden Formeln sollen die

wichtigsten derselben in den beiden folgenden Artikeln unter Voraussetzung

reeller Wcrthe der Invarianten für die angegebenen Permutationen specialisirt
werden.

Specielle Formeln zur Berechnung eines zu gegebenen Werthon der
Functionen pu und p'u gehörenden Werthes des .Argumentes u

für den Fall reeller Werthe der Invarianten.

49.

Unter Beibehaltung der im Art. 45 erklärten Bezeichnungen ergeben sich

für den Fall reeller Werthe der Invarianten, wenn die Discriminante G einen

positiven Werth hat, und mit «, ß zwei reelle Grössen bezeichnet werden, dem

Inhalte des vorhergehenden Art. entsprechend folgende SystemevonGleichungen,

in welchen dem natürlichen Logarithmus sein Hauptwerth beizulegen ist :

1. Ä = 1 , /L = 2, v = 3.

.\3 = 1 +(-'-) 2ll + (~)2 l8 + (.'.:'!'-~) 2 l1 2 + ..o 2 :H. 2+G ,

(+Yll+(} })218+(fH)'112+",
(;::)'18 +(-::::;)2112+",

(+''1:% )'1'2+",
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(2.) g;}!t = s, CI) V S- Ca > 0
vI Vs-e, = ,

(4.) = Boi log nat(Vl-t' + ti) + V1-f (53,} + -}Bo,l +::: Bo,/ + ...);

tt = (~' + Ci ) Ul I + ß Ul3 ' - 1< a< 1, - 1 < ß< 1.

(2n ru = s,

(3n

(4n = Boilognat( \I1- t" +t'i) +V1-t" (53,,/+ f Br,r + ::: Br,P +..,);

u = (i+a)wl +(l+ß)Ul3 , -1 < Ci < 1, -1 < ß< 1.

II. ,1, = 3 , fL = 2, v = 1.

BI = l+(-:-)'l:+(H)'I~ +(t: : :)'l:' +· "

B" I= W'I: +( : ::)'I~+G:::~) 'I:'+ .. ,
(5.) 53", = (}-})'l~ +(:::::)'1:' +",

B,,3= (;::::)'1:'+.. ,

(6.) I"l' _Vs_--:-'!"t. > 0
iJt 1-- = ,

Vs-e,
~VH,- i/~Vs- el = u;
I/e;=- C3Vs-e,+ I/e,- C3 Vs ~el

(8) °1 t( /- - -t' t ') :1!1- t' (\1 t ' \lt3 , 2" \1 /' ).. =~, ogna \ 1- 1 - 11 + tv - 1 ~1, 1 1 + -3~ J ,21 T 3 . j-~" a l +'" ,

U = aUl1+U+ß)w" - 1 < Ci < 1, -1 < ß< 1.
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(6n g.m = s ,

+(Yel- e. +ye,- es Y(u- Ull- t Ulsl =

(Sn = 2,lognat(V1- t;' - t;i)+ i '11 - t;' (21) :+ .}21"t;S+ ::: 21,.t;' +...);

u = (l+ a)UlI + tt+ ß) Ul., - 1 < « < 1, -1 < ß< 1.

50.

Unter Beibehaltung der im Art. 46 erklärten Bezeichnungen ergeben sich
für den Fall reeller Werthe der Invarianten, wenn die Discriminante G einen
negativen Werth hat, und mit a, ß zwei reelle Grössen bezeichnet werden, fol

gende Systeme von Gleichungen, in welchen dem natürlichen Logarithmus sein
Hauptwerth beizulegen ist :

ur. A = 2 , fL = 1, v = 3.

o 1+ (.!.)'l'+ (..'.:!)' /8+ (~)'I12+ ....c2 = 2 2 2·4 2 2+8 2 ,
1 2,7':

2",= m'l: +(~:: )' l: + ( ~:::: )' l:'+ .., 2' Ul, = ( .'~ ,'/ )"ye,- es +ve,- eI
(1.) 2 = (..'.:!)'18+(~)'I12 + ..

',' N , :::::,:, ' I .!. Ul ' = 22,ilognat(21;')-2i(f..2" I+f.-2",+..).
2" . = (2+8) 1, +", " (.'/ _ +.'1 _ )'v« es v». e,

(2.) 80 u = s, ye:=e. V~-YMVs-es '1 t
:'/ •/ ,4/ . / = t , "ye,-es ys- eJ +yt,- e, ys-es

t(\le,- e. +ve,=-e} .(u- t Ul,) =

(4,) = 2,ilognat (Vl-t;+ t,i)+V1-t~ (2,),+ f 2" ,t:+ :::2"st:+ ...) i

( I ) ß I 1 < = , < ß= IU = 2' +a Ul,+ Ul" - = a < 1, - '2 = < '2'
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(2n SJU = 5 ,

(3n b/u = -V8, IRVl-l:t;' > 0,

HVe2- eS+ye,- eY · (u- t w; ) =

(4n = .\32ilognat(Vl- t;2-t;i)- Vl- t;' (.\32,1 t;+ t .\32,2 t;S + ;:: .\32,st;5+ .. .) ;

u = "w2+(-Hß)w;, -1 < " < 1, - t < ß< f.

IV. Ä = 2, /L = 3, v = 1.

o = 1+ (.!)2l1+ (.!:!)2l8+ (!±!)2 ll2 + ...es 2 3 2·4 S 2+6 3 ,

.\3 (.!)2l1 + (.!:!)2l8+ (!±!)2 ll2 + ..
8,1 = 2 S 2·4 S 2+ 6 3 ,

(5.) .\3S,2=

.\33,s=

(6.) bOU = 5,

G:~::Y l~2 +",

(7.) SJ'u = -V8, IRVl-l:t; > 0,

(8.)

~ (V'e1- e2 +Ve3-e2 )' · (u- i w;) =

= .\3s1ognat(Vl-t~ - tsi )+ i Vl-t; (.\3s)s+ -}.\3S,2t:+ ~ : : .\3s,st: + ...) ;

U = "w2+ (+ +ß)w;, - t < " < t, -1 < ß< 1.

(6n SJU = 5 ,

(8~) = .\3 lognat(, /1- t'2_t' i)+ i ,/l-t'2(.\3 t' + ! .\3 t's+.!:!0 f '5+ .. .) .s V 3 3 V 3 3,1 3 S 3,2 S 3.5 ..cS,8 3 ,

U = (i +,, )w2 +ßw;, -{ < " < -}, - 1 < ß< 1.

Znm Gebranche der elliptiechen Fnnctionen. Zweito Ausgabe. 10
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Einige durch elliptische Functionen vermittelte conforme Abbildungen.

51.

Wenn lIll einen positiven, lila einen positiv imaginären Werth hat (vergl.

die Formeln und Bezeichnungen des Art. 45 ) und t, t' zwei veränderliche

Grössen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen alle positiven zwi

schen 0 und 1 liegenden Werthe annehmen können, so entspricht bei der geo

metrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe

die Fläche eines Rechteck s.

Wird die Veränderlichkeit der Grösse u auf die Beg ren z u n g dieses

Rechtecks beschränkt, so nimmt die Function ~;} (U lllll,lIl3 ) = ~;}U alle reell en

Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an.

Für die Werthe des Argumentes u

tWI! (t = O... I ); wl+t'w., ( t' = O... I ) ; tW1+W al (t=1 .. .0); t'wal (t' = I .. .0)

liegen die Werthe der Function ~JU beziehlieh in den Intervallen

+ co .. ·el

und zwar sind die zugehörenden Werthe der Ableitung ~J'U beziehlieh

negativ positiv imaginär ; positiv ; negativ imaginär.

Die Function ~JU nimmt alle complexen W erthe mit ne g a ti v oder

pos i t i v imaginärem Theile und jeden dieser Werthe einmal an, wenn dem

Argumente U alle dem Gebiete

(0 < t < l , O<t'<I)

angehörenden Werthe beigelegt werden:

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function 8Ju ent- '

sprechen demnach den einblättrigen Flächen der beiden Rechtecke

u = tWI±t'W31 ( O ~ t < l , O~t'<I)

die einblättrigen Flächen von zwei HaI beb e n e n, deren gemeinschaftliche

Begrenzung von der Axe des Reellen gebildet wird. Auf die Fläche jeder von

diesen beiden Halbebenen wird die Fläche je eines der beiden Rechtecke in der

Art zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet, dass



Art. 51. Einige conforme Abbildungen. 75

die Punkte beider Flächen einander gegenseitig in eindeutiger Weise ent

sprechen.

Den Mittellinien beider Rechtecke ft = t lO, ±+lO3 ' !t = f lO, ± t'103 ent
sprechen hierbei in der Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grösse
gqu geometrisch darstellen, vier Halbkreise, welche sich zu zwei Kreisen er

gänzen.
Der eine dieser beiden Kreise hat den Mittelpunkt e

l
und den Radius

V(el- e3)(e,- e2 ), der andere hat denMittelpunkt es und den Radius V(e
l
- e

3
) (e2- e3 ) .

Die Punkte
~o ({- lOl ± {- w3) = e2 +i y( el -e2 ) (eS-e3 )

sind beiden Kreisen gemeinsam.

Durch die Function

wird die conforme Abbildung der einblättrigen Fläche des_~.e0_t~~~s. .'

( O~ t< 1, O;;t' < 1)

auf die einblättrige Fläche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem

Mittelpunkte desRechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beidenMittel

linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des

Rechtecks entsprechen die vier Punkte

+ V~+ i VM
Ve,- e3

Wenn dem Argumente u alle dem Gebiete

angehörenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function

.'I Gu I IV(el-e3 ) (el- es) -G d einer als 1, gleich 1, grösser as 1,
,ft

jenachdem der Werth von kleiner als t, gleich t, grösser als t ist.

Unter derselben Voraussetzung ist der absolute Betrag der Function

v( el- e3)(eS- ea) ~u kleiner als 1, gleich 1, grösser als 1,
v al'

jenachdem der Werth von' t' kleiner als t, gleich t, grösser als t ist.
10*
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Von den vier Grössen u, ~u , ~u , ~u haben innerhalb des Gebietes
\:lItt \:l,U \:l3U

tt = ±tlO,±t'103 (O';;; t < l , O~t' <I)

die reellen Theile einerseits und die reellen Facteren der imaginären Theile
andererseits dasselbe Vorzeichen. Für dieselben Werthe des Argumentes u ist

der reelle Theil jedes der sechs Quotienten ~u (~, 11 = 1,2,3 ) vonNull verschieden
\:l.U

und posi ti v.

Der imaginäre Theil des Quotienten ~u hat innerhalb des Gebietes
<:.I.U

U = tlO,+t'lOs (O< t < I , O< t'< I )

positivodernegativ imaginäre Werthe, jenachdem f./, grösser oderkleiner als v ist.

Wird die Grösse -2
u

mit v, die Grösse lO3 mit t bezeichnet, so haben
lO, lO,

innerhalb des Gebietes
U = tlOt±t'103 (O<t<l, O~t'<I)

die reellen Theile der Functionen ~ (v l't ) , ~ (v l't ), ~ (v l't ), ~ (vl't ) positive
Werthe.

Innerhalb des Gebietes
U = tlO,+t'103 (0 <t <1,0 <t' <I)

sind die imaginären Theile der Functionen~o (v l 't ) und ~ (v l't ) positiv imaginär,

die imaginären Theile der Functionen~ (vI't) und ~ (vI't) ne ga t i v imaginär.

Innerhalb des Gebietes
(O<t<I,O <t' <I)

sind die imaginären Theile der Functionen~ (vI't) und ~, ( vI't) ne gat iv imaginär,

die imaginären Theile der Funetionen ~ (vl't ) und ~(v l't ) po sitiv imaginär.

Beispielsweise ergibt sich hieraus, dass die Function

1 ~~(+t + -} t'* J
-,-lognat "'(.!.t- .!.t' I ) ' (p=0,1,2,3)
% v~ 2 2 r t

wenn dem natürlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird, innerhalb

des Gebietes (0 < t < 1, 0 < t' < 1) eine reelle s t e ti g e Function der beiden Ar

gumente t, t' ist, welche für t' = 0 den Werth Null hat.

52.

Wenn w = W +00 einen reellen positiven , 00' = 00 -00, emen positiv
~ 3 , ~ 3

imaginären Werth hat (vergl. die Formeln und Bezeichnungen des Art. 46 ) und
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t, t' zweiveränderliche Grössen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen

alle positiven zwischen 0 und 1 liegenden Werthe annehmen können, so ent

spricht bei der geometrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe

die Fläche eines Re ch t eck s. Längs der Begrenzung dieses Rechtecks nimmt

die Function SJ (u!w1,W
S

) = SJU alle reellen Werthe und zwar in Folge der

Gleichung SJ (ws +u' ) = SJ (ws- u'l jeden derselben zwei mal an.
Für die Werthe des Argumentes u

tw2 , (t=0 .. .1); w
2+t'w;

, (1'=0 . . . 1); tw2+w;, (t=1 ... 0); t'w;, (t'=1 .. .0)

liegen die Werthe der Function Sou beziehlieh in den Intervallen

und zwar sind die zugehörenden Werthe der Ableitung Sou beziehlieh

negativ positiv imaginär ; positiv ; negativ imaginär.

Die Function fPu nimmt alle complexen Werthe mit ne ga t i v imaginärem

Theile und mit Ausnahme des Werthes sows = es jeden dieser Werthe zwei mal

an, wenn dem Argumente u alle dem Gebiete

tt = tw
2+t'w;

(0 <t <1, 0 <t' <1 )

angehörenden Werthe beigelegt werden.
Die Function Sou nimmt alle complexen Werthe mit pos i ti v imaginärem

'I'heile und mit Ausnahme desWerthes sow
1
= e, jeden dieser Werthe zwei mal

an, wenn dem Argumente 1t alle dem Gebiete

tt = tw2-t'w; (0 <t <1,0 <t' <1)

angehörenden Werthe beigelegt werden.
Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function fPu entspricht

der einblättrigen Fläche jedes der beiden Rechtecke

tt = tw2±t'w; (O ;;;:t,< 1, O;;;:t' '< 1)

je eine zweiblättrige aus zwei Halbebenen gebildete Fläche. Die Begrenzung

jeder von diesen beiden Halbebenen wird in beiden Fällen von der Axe des

Reellen gebildet; in demerstenFalle ist derPunkt es' in dem zweiten der Punkt
e, ein Windungspunkt erster Ordnung im Inneren der betrachteten zweiblättri

gen Fläche. Den Mittellinien beider Rechtecke u = tw
2±{-w;,

U = -i w
2 ±(w;

entsprechen in der Ebene, deren Punkte dieWerthe derFunction ~J1t geometrisch
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darstellen, vier Bogen desselben Krei ses, dessen Mittelpunkt e, und dessen Radius

gleich V(e
1
- e, )(e

3
- e,) ist. Dieser Kr eis enthält die beiden Punkte e

1
und e

3
•

Durch die Fun ction v( c,-e,)(e3- e,) 66!t wird die conforme Abbildung der
,!t

einblättrigen Fläche des Rechtecks

auf die einblätt rige Fläche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt . Dem

"Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunk t , jeder der beiden Mittel

linien des Rechte cks entspricht ein Durchmesser des Kr eises. Den Ecken des

Rechtecks entsprechen die vier Punkte

+ V~ + Ve;--e,
- v (e,-c, )(es-e, ) , - v( e

1-
e,)(e

3
"- e,) .

Wenn der complexen Grösse u alle dem Gebiete

lt = ±tlO,±t'm; (O:;; t< l , O~t'< I)

angehörenden W erthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Fun ction

.' r;-::- 6!t kl . 1 1 .v (e,-e. )(e3-e' )-6 emer a s 1, g eich 1 ,grösser als 1,
,ft

jenachdem das Product ( t - t )( t'- ~" ) positiv, gleich Null, negativ ist.

Von den beiden Grössen u, 66u haben innerhalb des Gebietes
,u

u=±tm,±t'IO; (0~t < 1, 0:;;t' < 1)

die reellen Theile einerseits und die reellen Facteren der imaginären Theile

andererseits dasselbe Vorzeichen.

Wenn den drei Grössen 0 , w
1

' w
3

bei der geometrischen Darstellung die

Ecken eines s p i t zw in k 1i ge n Dreiecks entsprechen , so entspricht der Ge

sammtheit aller Werthe

11 = ± tm, ± t'1O;

die Flä che eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken

±w
1

, ±w
3

' ±w;, welches die Eigenschaft hat , durch seine drei Hauptdiagonalen

in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt zu werden.

Entsprechen dagegen den drei Grössen 0 , w
1

, w
3

bei der geometrischen

Darstellung die Ecken eines s t u m p f wi n k lige n Dreiecks, so entspricht der

Gesammtheit aller W erthe
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die Fläche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken ±00l'
± 00

2
, ± OOs' welches durch seine drei Hauptdiagonalen in sechs congruente spitz

winklige Dreiecke getheilt wird.
Für alle innerhalb des ersten beziehungsweise des zweiten Sechsecks lie

gende Werthe des Argumentes u hat der reelle Theil jedes der sechs Quotienten

~u (1', '11 =1,2,3) von Null verschiedene und zwar pos i ti ve Werthe.
I:J.U

Für den Fall, dass 00
3

= ooJ ist, gilt dieselbe Behauptung für alle inner-

halb eines Quadrates

(O~t+t'<I).

liegenden Werthe des Argumentes.

53.

Es möge angenommen werden, dass das primitivePeriodenpaar (200
1

, 200sl

des Argumentes u einer Function So (u I00
11

(0
3)

so gewählt sei, dass den Grössen
0,00

1,003
bei der geometrischen Darstellung die Ecken eines spitzwinkligen

Dreiecks entsprechen. (Vergl. Art. 27.) Dann entspricht der Gesammtheit aller

Werthe

die Fläche eines spitzwinkligen Dreiecks. Die Grössen 00
1

, 00
1
+ 00

3
= 00

2
, 00

3
ent

sprechen den Mitten der Seiten desselben. Werden diese drei Punkte durch
drei geradlinige Strecken verbunden, so wird die Fläche des betrachteten Drei
ecks in vier congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt und es entsteht auf

diese Weise das Netz der Oberfläche eines Tetraeders, welches die Eigen
schaft besitzt, dass je zwei seiner Gegenkanten gleiche Länge haben. Jedem

Punkte der Oberfläche dieses Tetraeders wird ein Werth der Function so lu 1 00
1

' oosl
zugeordnet und durch Vermittelung dieser Function wird die Oberfläche des

Tetraeders auf diejenige unendliche Ebene, deren Punkte die Werthe der

Function SJu geometrisch darstellen, in der Art zusammenhängend und in den
kleinsten Theilen ähnlich abgebildet, dass die Punkte beider Flächen einander

gegenseitig in eindeutiger Weise entsprechen.

Wenn daserwähnte spitzwinklige Dreieck in ein rechtwinkliges übergeht,
so tritt an die Stelle der Oberfläche des betrachteten Tetraeders die doppelt zu

denkende Fläche eines ebenen Rechtecks, dessen beideBlätter längs der ganzen
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Begrenzung des letzteren, eine Falte bildend, mit einander zusammenhängen.
(Vergl. die Abhandlung: Conforme Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders
auf die Oberfläche einer Kugel. Journal für Mathematik, Bd. 70. S.121-136.
H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 2. S. 84 -1 01.)

Die Fläche des geradlinig begrenzten convexen Sechsecks, dessen Ecken

denWerthen ±w
1

, ±ws' ± (ws-wJ entsprechen, hat die Eigenschaft, durch die
drei Hauptdiagonalen des Sechsecks in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke

getheilt zu werden.
Für alle Werthe des Argumentes u, welche den innerhalb des erwähnten

Sechsecks liegenden Punkten entsprechen, hat der reelle Theil jedes der sechs

Quotienten ~u (11',11= 1,2,3) von Null verschiedene und zwar positive Werthe.
<:J,U

Aus diesem Satze kann die in den Gleichungen (2.) des Art. 28 enthaltene

Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der 6-Functionen vorkommenden
Wurzelgrössen hergeleitet werden.

Das Quadrat des Moduls und die absolute Invariante
als Functionen des Periodenverhältnisses.

54.

D· G" k2 e2-eS j-,I(O It')· I hd' F l ()d Aie rosse = ---=- = -~'(O I:::) ist, verg . auc ie orme 6. es rt.32,
el es ~s '

eine eindeutige analytische Function des Verhältnisses t = Ws der beiden Perio-
W1

den eines primitiven Periodenpaares (2w
l
, 2ws ) '

Diese Function möge mit e('t) bezeichnet werden.
Man setze t = at ßi, wo « und ß zwei reelle veränderliche Grössen be

zeichnen. Während die Grösse tx alle reellen Werthe annehmen kann, ist die

Veränderlichkeit der Grösse ß auf positive Werthe beschränkt.

Der Gesammtheit aller Werthe

t' = atßi

entspricht bei der geometrischen Darstellung der complexen Grösse 't dieFläche

eines von zwei geraden Linien und einem Halbkreisebegrenzten Kr ei sbog en
dre i eck s T, dessen drei Winkel einzeln gleich Null sind. Eine Ecke dieses
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Kreisbogendreiecks entspricht dem Werthe ß= +00, die beiden anderen ent

sprechen den Werthen t = 0 und t = 1. Wenn die Veränderlichkeit der

Grösse r auf das Gebiet T beschränkt wird, so ist das geradlinige Dreieck ,

dessen Ecken den Werthen 0, 1, t entsprechen, ein sp itz wi nk l ige s. Dieses

Dreieck geht in ein r ec h t wi nk I i g es über, wenn t einen der Werthe

l+ß i (ß> O) ßi ( ß> 0)

annimmt, welche den der Begrenzung des Bereiches T angehörenden Punkten

entsprechen.

Längs der Begrenzung des Bereiches T nimmt die Function 6(,) = k' alle

re e11 en Werthe und zwar jeden derselben nur ein mal an.

Für die Werth e der Grösse r

1+ßi (ß= o,, ·t oo) ßi (ß = too " .O) a+iVa( l -al ( (/ = 0 " .1)

liegen die Werth e der Function 6(,) = k' beziehlieh in den Intervallen

- 00· .. 0 1" ' + 00.

Im Inneren des Bereiches T nimmt die Function 6(,) alle complexen Werthe

mit pos i t i v imaginärem Theile und zwar jeden derselben nur e i n mal an.

Der einblättrigen Fläche des Kreisbogendreiecks T entspricht daher bei

der geometrischen Darstellung der Werthe der complexen Grösse 0(,) = k' die

einblättrige Fläche der auf der positiven Seite der Axe des Reellen liegenden

HaI b eb ene, in der Art , dass die Punkte beider Flächen einander gegenseitig

in eindeutiger ,Veise zugeordnet werden.

Die Function 6('t) nimmt alle complexen Werthe mit n e g a t i v imagi

närem Theile und jeden derselben einmal an, wenn der Grösse r alle dem

Gebiete

r = a + ßi

angehörenden Werthe beigelegt werden. Diesen Wertheu entspricht bei der

geometrischen Darstellung der Werthe der complexen Grösse r die Fläche

eines zweiten Kreisbogendreiecks, welche mit 1', bezeichnet werden möge.

Je zwei in Bezug auf die Gerade a = 0 symmetrisch liegenden Punkten der

beiden Bereiche T und TI entsprechen conjugirte complexc \Verthc der Grössc

6(t ) = k'.
Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 11
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Durch symmetrische Wiederholung in Bezug auf seine drei Seiten *) ent

stehen aus dem Kreisbogendreieck T ausser dem Kreisbogendreieck 1', noch

zwei andere; durch entsprechende symmetrischeWiederholung der entstandenen

Dreiecke und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergeben sich unendlich viele

Kreisbogendreiecke , deren Flächen die ganze Halbebene ß> 0 lückenlos und

einfach ausfüllen.

Jedem derjenigen Kreisbogendreiecke, welche aus dem Bereiche T durch

eme endliche Anzahl symmetrischer Wiederholungen hergeleitet werden, ent

spricht bei der durch die Function 0Ci: ) = k2 vermittelten conformen Abbildung

die auf der positiven oder die auf der negativen Seite der Axe des Reellen

liegende Halbebene, jenachdem die Anzahl der erwähnten symmetrischen

Wiederholungen eine grade oder ungrade ist.

Die beiden Transformationen der Grösse L

" 11 2+_,

sowie alle Transformationen der Grösse L, welche aus diesen beiden durch ~u

sammensetzung erhalten werden, lassen die Function 0(L) = k2 unverändert.

Es erzibt sich auf diese Weise eine Transformation L fi t +g''=, in welcher
u I p+q7

P q P' q' vier beliebize nur den Bedineunzen pq'- qp' = 1 P c-: 1 q ". - 0
'" 0' Ob , -, -,

p'= 0, q' . . 1 (mod. 2) unterworfene ganze Zahlen bezeichnen.

Aus dem Umstande, dass die Fläche des Kreisbogendreiecks T und die

Flächen der aus demselben auf die angegebene Weise entstehenden Kreisbogen

dreiecke die Halbebene ß > 0 lückenlos und einfach ausfüllen, während die

Function 0(L) jeden der Werthe, welche sie innerhalb des Gebietes T annimmt,

innerhalb desselben nur an einer einzigen Stelle annimmt, ergibt sich, dass,

falls k2 einen von 0, 1 und co verschiedenen Werth hat, und '0 eine Wurzel der

Gleichung 0(, ) = k2 bezeichnet, alle anderen Wurzeln dieser Gleichung durch
'+ ,-

die Formel L = L ~~. zezeben werden. .in welcher p, q, 1/, q' vier !!'anze Zahlen
p+q~ u u · u

von der angegebenen Beschaffenheit bezeichnen.

Es besteht überhaupt der Satz: Jenachdem die vier ganzen Zahlen

*) Unter der symmetrischen Wiederholung einer Figur in Bezug auf eine Kreislinie versteht
man diejenige Figur, welche aus der' betrachteten durch Verwandlung mitte1st reciproker Radien hervor
geht, falls der Mittelpunkt jener Kreislinie zum Transformationsmittelpunkt und das Quadrat des Radius
dieser Kreislinie zur Transformationspotenz gewählt wird.
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p, q, p', q' ausser der Bedingung pq'- qp' = 1 mit Bezug auf die Tabelle (5.) des

Art. 33 den Bedingungen des Falles

I , II , III , IV, V, VI

sreniise n ist der Werth von 0(P'+9.,,) zleich
1:> 1:> , P+9.' 0

1
o('~) ,

J ede dieser Grössen ist gleich einem der sechs Werthe des durch die VIer

Grössen 00 , Cl' C
2

, Ca bei beliebiger Anordnung derselben bestimmten Doppel

verhältnisses.

55.

Durch die Transformation " II- ~ geht das Gebiet T in das Gebiet TI über,

indem den Ecken +oo i, 0, 1 des Gebietes T beziehlieh die Ecken 0, +oo i, - 1

des Gebietes 1', zugeordnet werden ; der Werth t = i entspricht bei dieser Trans

formation sich selbst.

Bei den Transformationen "Ih~, und r 11' ~1
entspricht das Gebiet T sich

selbst, indem den Ecken +00 i , 0, 1 desselben die Ecken 0, 1, +coi, beziehungs

weise 1, +oo i, °zugeordnet werden. Bei diesen beiden Transformationen bleibt

der Werth t = J (1+ 1/3i) ungeändert .

Das Gebiet T wird durch die Gerade « = -} und durch die beiden mit dem

Radins 1 um die Punkt e r = °und", = 1 als Mittelpunkte beschriebenen Kreis

linien in sechs Kr eisbogendreiecke mit den Wink eln 0, J 1: , + 'it getheilt. Dieser

Theilung des Gebietes T entspricht bei der durch die Function 0('t) = k2 ver

mittelten conformen Abbildung desselben auf eine Halbebene eine Theilung der

letzteren in sechs Kreisbogendreiecke mit den Winkeln } 'it, } 'it,:1 'it. Die im

Inneren der Halbebene liegenden Begrenzungslinien dieser Dreiecke werden ge

bildet von der durch den Punkt k2 = ~- hindurchgehenden, auf der Begrenzung

der Halbebene senkrechten Geraden und von den beiden um die Punkte k2
= °

und k2 = 1 als Mittelpunkte mit dem Radius 1 beschriebenen Kreisen.

Wird das Gebiet TI und die demselben entsprechende auf der negativen

Seite der Axe des Reellen liegende Halbebene in entsprechender Weise getheilt ,

11 '"
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[(I+/;')(2-k')(1-2k')]' _ 279:
27[k'(I-k')]' - 9:-27g: '

so ergibt sich eine Theilung der Ebene, derenPunkte die Werthe der complexen
Grösse k' geometrisch darstellen, in zwölf Kreisbogendreiecke.

We11n g, und 9
3

die im Art. 5 (3.) erklärte Bedeutung haben, so bestehen
die Gleichungen

4: (1- k' +k'r 9:
27[/;'(1_/;')]' - g:-27g~'

Die Grösse 3 92: 72 , eine zu dem primitiven Periodenpaare (2w , 2w
3

) ge-
~_ ~ I

hörende ab sol u t eIn va r i an t e, ist eine eindeutige analytische Function des
Periodenverhältnisses "C, welche mit j ('t) bezeichnet werden möge.

4:( 1-/;'+ k')' . . . .
Durch die Function 27[k'(I-k')]' = J ('t) WIrd eme conforme Abbildung

der Fläche jedes der erwähnten zwölf Kreisbogendreiecke auf die Fläche einer
Halbebene vermittelt, welche so beschaffen ist, dass die Punkte beider Flächen
einander gegenseitig in eindeutiger Weise zugeordnet werden.

Ueberhaupt gilt folgender Satz:
Längs der Begrenzung des Gebietes

" = a+ßi (0 ;:2 (/ <l, ß~ 1"1--;;')
a

nimmt die absolute Invariante .- 9
2,
~ , = j (t ) alle re e11 en Werthe und jeden

9,- 19,
derselben nur ein mal an; für die Werthe des Periodenverhältnisses "C

ßi (ß=t x; ·.. l) ; a+iVl-rx' ((/=0" '1) ; -l-+ßi (ß=lVa.. ·tco)

liegen die Werthe von J("C) beziehlieh in den Intervallen

+ co· .. l 1 .. ·0 0 .. · - co.

Die absolute Invariantej ('t) nimmt alle complexen Werthe mit ne ga t i v oder
pos i t i v imaginärem Theile und jeden derselben nur einmal an, wenn dem

Periodenverhältnisse t alle dem Gebiete

,,= rx+ßi, ... = - rx +ßi (O<(/<l, ß>v1=ä')

angehörenden Werthe beigelegt werden.

Alle Wurzeln der Gleichung j (t ) = j ('to) sind gegeben durch die
Gleichung

p'+q',o
.. =ptq,o '



Art. 56. Elliptische Integrale der drei Arten. 85

in welcher den Grossen p, q, pi, q' alle Systeme von ganzen Zahlen beizulegen

sind, welche der Bedingung pq' - qp' = 1 genügen.
Es folgen hier einige auf die in den Art. 54 und 55 enthaltenen Unter

suchungen sich beziehende Literaturangaben.

D ed ekin d, Ueber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, Journal
für Mathematik, Band 83, Seite 265ft·. 1877 .

F. Kl ein , Ueber die Transformation der elliptischen Functionen, Mathema

tische Annalen, Band 14, Seite 111 ff. 1878.

We i e r st r as s , Zur Theorie der elliptischen Functionen, Sitzungsberichte

der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin ,

Jahrgang 1883, Seite 127 t ff.

Normalform der elliptischen Integrale erster, zweiter, drittel' Art.

56.

Die zu einer elliptischen Function Cfi (u)gehörende IntegralfunctionfCfi (u)du
besteht, wie die im Art. 17 angegebene Formel zeigt , im Allgemeinen aus vi er

verschiedenartigen Bestandtheilen:

1. einem Gliede von der Form Co'u ,

2. einem Aggregate von Gliedern von der Form -~! I C!:-~: (U - ~IJ , welches

sich nach Art. 11 (5.) durch ei n Glied von der Form - (~!,C;.). ~(u ) und
eine elliptische Function des Argumentes u ersetzen lässt ,

3. einem Aggregate von Gliedern VOll der Form ~/~~..log6 (u- vul, welches

sich in Folge der Gleichung 'Z!lC" = 0 (Art. i 6 (2.)) unter Hinzunahme

einer additiven Constante auf die Form 'Z:C..log ~6(~~6-~ bringen Hisst ,
. . lt t'u

wobei die Summation ~;. über alle diejenigen Werthe des Index !L zu er-

strecken ist , für welche die Grösse '~u der Null nicht congruent ist ,

4. einer elliptischen Function des Argumentes u, welche zu demselben

Periodenpaare (200 , 200') gehört , wie die Function cp (u ).
Hiernach ergibt sich , wenn CPt(u) eine zu dem Periodenpaare (200 , 200') ge

hörende elliptische Function des Argumentes u bezeichnet, aus der Formel des

Art. 17 die folgende:

(1.) / 9(u)du = Co ·n-(2,,,q;) ~:(u ) + 'i,,~q.log 6~ ~:1~1~1:) + 'tt(u) ,
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Entsprechend der in den Art. 48- 50 gebrauchten Bezeichnungsweise

möge mit S derWerth der zu der elliptischen Function r.p (u) gehörenden Function

SOu , mit VB einer der beiden Werthe der Quadratwurzel aus der Grösse

S = 4l -9,s-9
3

bezeichnet werden.
Die Gesammtheit der Werthe, welche die als Function des Argumentes s

betrachtete Grösse u für einen beliebigen Werth So der Grösse s unter der Be

dingung annehmen kann, dass, wenn vB; einen b e s tim mte n der beiden

Werthe der Quadratwurzel aus der Grösse 8
0
= 4S:-0,so-9

3
bezeichnet , für

jeden dieser Werthe die Gleichung S;/u = - vB: erfüllt ist, stimmt überein mit
der Gesammtheit aller derjenigen Werthe, welche das e11 i pt i s ch e In t egr a l

er stel' Art f X d~. unter der Voraussetzung annimmt, dass die Integration
.t t: VS

(s",vS,)

von dem Werthepaare s = sO, VII = vB; ausgehend längs irgend eines Weges
bis zum Werthe s = 00 erstreckt wird.

Bezeichnet 11
0

irgend einen beliebigen dieser Werthe, so sind alle übrigen

in der Formel 11 = Uo+ 2p.oo +2p.'oo' enthalten, in welcher den Coefficienten p., p.'
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe einschliesslich des Wertheil

Null beiwiegen sind.

Die Perioden 200 , 200' des Argumentes der elliptischen Function Cf (u) und

der zu dieser Function gehörenden Function So u heissen daher auch P erioden

des e11 i p ti s ch en In t egr al s er st el' Art u = foo d~ .

(s,{S) VS
Wenn der Werth dieses elliptischen Integrals erster Art mit J(s, VB )be

zeichnet wird, so ist die Gleichung

(2.) .- Joo as
u=J(s,VS)= __ VB

(s,'18)

mit dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen

(3.)

vollständig gleichbedeutend.

Als Normalform eines el l i l' ti s ch e n I n t eg r als zwe i t el' Art kann

die Function t (u) erklärt werden, vorausgesetzt, dass der Werth auch dieser
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Grösse als Function des Argumentes s betrachtet wird. Es besteht nämlich die
Gleichung

( 4.) ß~(u) =j(S,VS) s~ ,
6 VB

wenn die Integrationsconstante in der auf der rechten Seite dieser Gleichung

stehenden Integralfunction durch die Festsetzung bestimmt wird, dass die für

hinlänglich grosse Werthe des absoluten Betrages der Grösse s geltende Ent

wickelung eines Zweiges dieser Integralfunction die Gestalt

(5. )

annimmt, wobei

zu setzen ist.

j(S' VS) s~ = , IS[ l+ *_ } 2 .]__~ . ~+ ...]
VS V 24 S2 40 s'

Wird der Werth dieser Integralfunction mit J'(s,YS) bezeichnet, so er

gibt, wenn u irgend einen die Gleichungen (3.) dieses Art. befriedigendenWerth

bezeichnet, der Werth der Function f (u) einenWerth des elliptischen Integrals
zweiter Art

- j (S,VS) sds
J'(s ,VS) = VS'

Bei Vermehrung desArgumentes u um 2(0, beziehungsweise um 2(0', ändert

sich der Werth der Function f (u) um die Grösse 21), beziehungsweise um die

Grösse 21)'. Dieselben zusammengehörenden Aenderungen der Werthe der

Grössen u, %(u) können durch entsprechende gleichzeitige Aenderungen der In
tegrationswege für die Integrale

j
(S,VS) sds

YS

herbeigefii.hrt werden.

Die Grössen 21J, 2'~' heissen daher auch die den Perioden 2(0, 2m' des
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elliptischen Int egrals erster Art

.ts [ CO dsJ(8, vB) = .1-'

• (s,';-8) vB

entsprechenden P er iod en d e s e11 i p t i seh en I n t e g r a ls z wei t el' A r t

j (S,V8 ) d
J '(8, \/B) = Vs~ ·

Als Normalform eines e l l i p ti sch en In t eg I' al s d r i t t e rAr t kann

die aus der Function t p'1t+p'V durch Integration in Bezuz auf die Grösse u
SfJU -P O v

hervorgehende Integralfunction

(6.) j+~;::~~~. du = log 6i~I~~1+* (v ).u+C vergl. Art. 11 (5.)

erklärt werden.

Die von dem Argumente u unabhängige veräuderliche Grösse v, welche

Par a 111 e t er des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art genannt werden

kann , darf weder den Werth Null, noch einen dem Werthe Null con?ruenten

Werth annehmen.

Wenn der in dem Ausdrucke für das betrachtete elliptische Integral

dritter Art auftretenden Integrationsconstante C der Werth Null beigelegt wird,

so erhält das constante Glied in der für die Umgebung des Werthes u = 0 gel

tenden , nach Potenzen der Grösse u fortschreitenden Entwickelung mit dem

Anfangsgliede - logu

( 7 ) j,d~~± SJ' O du = - logu+C- -'- if} v · u2 + -'- d v. u3 + . ..
• 2 pU- pv 2 ~ 6.

ebenfalls den W erth Null. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich, wenn die

Grössen 8, VB die durch die Gleichungen (3.) dieses Art. festgestellte Bedeutung

haben und die Grössen so' 'ISo durch die Gleichungen 8. = 8Jv , VB. = -8:Jv
bestimmt werden , als Normalform eines elliptischen Integrals dritter Art der

Ausdruck

6(v - u) 6' _j(S' VS ) J vS +vs, ds
(8.) log 6u6 v+ -g(v),u - " 8'='-8;' vs' ,

dessen Werth mit J (8, VB; s.' vB.) bezeichnet werden möge.

Dureh Vertauschung der beiden Grössen u und vergibt sich

log 6iu ~ v ) +'~~ ( l{ ) ' V = J( 8. ,VS. is , '18).
11 v i:J '
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es besteht daher die Gleichung

(9.) J(s ,VS ;so ,V~)-J(so , V~;s, VS) = u ~(v)- v *(u) +(2no+ 1)7:i,

- 2r/v+2w'-~ (v)+2n'..i,( 10.)

in welcher no eine ganze Zahl bedeutet.

Diesem Satze entspricht in der Leg end re- J ac0 bischen Theorie der
elliptischen Integrale der Lehrsatz über die Vertauschung von Parameter und
Argument bei elliptischen Integralen dritter Art.

Bei Vermehrung des Argumentes u um 20), beziehungsweise um 20)',

ändert sich der Werth des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art be
ziehungsweise um

15' •
-2."v +2w 6(v) +2n..~,

wobei n, n' zwei ganze Zahlen bedeuten, deren Bestimmung eine besondere Er

örterung erfordert. Diese Grössen sind daher Per iod end es el l i p ti s chen
Integrals dritter Art

f
u SJ'u+jO'v 6 (v-u) 15' f(S,VS)I VS +vs:. ds -

(11.) ~ du=log~6-+U -6-(v)= 2- -'--;-=J(s"rs,'so ,dSo)'jOu- jO v I;)U v s-so \8 VI:) V

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, dass die zu einer elliptischenFunetion

~ (u) gehörende Integralfunction I tfi (u)du darstellbar ist durch ein Aggregat be
stehend aus

1. einem elliptischen Integrale er st er Ar t,
2. einem elliptischen Integrale zweiter Art,

3. einer endlichen Anzahl von elliptischen Integralen d r i t t erAr t,

4. einer rationalen Funetion der Grössen s = SJU und VB = -Si/U.

Additionstheoreme der elliptischen Integrale.

57.
Wenn

Xo = SJUo, XI = sJU1, x, = SJU" XS = ~?Us'

Yo = -sluo , YI = -Slup Y, = -SJ'U" Y3 = -slu3,

gesetztwird und die Integralfunetionen J(x,y), J' (x,y), J (x,Y; xe' yo ) die im vor
hergehenden Art. erklärte Bedeutung haben, so bestehen folgende Gleichungen:

Zum Gebrauche der elliptischen Fuuctionen. Zweite:.Ausgabe. 12
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( 1.)

(2.)

Perioden der elliptischen Integrale. Art. 58.

Diese Gleichungen gelten in dem Sinne, dass, wenn den auf der linken

Seite einer dieser Gleichungen stehenden Integralfunctionen irgend welche der
unendlich vielen Werthe beigelegt werden J die dieselben annehmen können,

die Summe einem der unendlich vielen Werthe gleich ist J welche die auf der
rechten Seite derselben Gleichung stehende Function annehmen kann.

Bestimmung der Perioden der aus elliptischen Functionen
entspringenden Integralfunctionen.

58.

Unter einer Periode der aus einer beliebigen elliptischen Function ~ (u )

entspringenden Integralfunctionf~ (u)du ist jeder Werth zu verstehen J welchen

das bestimmte Integral

unter der Bedingung annehmen kann, dass die Function ~ (u) für keinen Punkt
des - im Uebrigen beliebig, aber von endlicher Länge zu wählenden - Integra

tionsweges unendlich gross wird. Die Grösse 2& bezeichnet hierbei eine belie
bigePeriode des Argumentes der Function~ ( u ) , einschliesslich desWerthes Null.

Wenn die Grösse 2& den Werth Null hat, so ist der Integrationsweg ein

gesch l 0 sse n er. Es bezeichne kf' die Summe der Zahlen, welche die An

zahl und den Sinn der Windun g en dieses geschlossenen Integrations

weges um die Punkte

v!'+ 2mw+2m'w' (m, m'= O,± 1,±2,' " ± x)

angeben, und von denen stets nur eine endliche Anzahl von Null verschieden

ist. Dann ist das längs des betrachteten Integrationsweges zu erstreckende

Integral



.Art. 58. Perioden der elliptischen Integrale. 91

mithin hat das längs desselbenWeges zu erstreckende Integral f ll\,(u)du, wenn
/I.

die Function ~ (u ) auf die im Art. 16 (3.) gegebene Gestalt gebracht wird, den
Werth

( fL = 1,2 , 3, .. . In) •

Der Werth des Integrales11

\ (U)dU ist also stets bestimmbar, wenn derll.
Integrationsweg insoweit gegeben ist , dass für die in Betracht kommenden

Werthe ~u die mit kl' bezeichneten ganzen Zahlen ermittelt werden können.
Ist 2w von Null verschieden, so möge in der Nähe des Werthes Uo ein

Werth u, so angenommen werden, dass für keinen der geraden Strecke

(u, '" u,+ 2w) und für keinen der geraden Strecke (u,' " u,+ 2w' ) angehörenden
Werth des Argumentes u die Function ffJ (u) unendlich gross wird. Der vorge
schriebene vom Werthe Uo zum Werthe Uo+ 2w = Uo+ 2mw + 2m'w' führende In

tegrationsweg werde mit L , ein beliebiger, vom Werthe Uo zum Werthe u,
führender, keine Unendlichkeitsstelle des Argumentes der Function ~ (u) ent
haltender Weg werde mit L' bezeichnet; L" bezeichne den ' Veg, welcher,

während die Variable u den Weg L' beschreibt, von der Variablen u+2w be

schrieben wird.

Wenn die Variable u nach einander folgende Integrationswege beschreibt,

er s t ens, den vorgeschriebenen vom Werthe Uo zum Werthe Vo+ 2w füh

renden Weg L,
zweit en s, den vom Werthe uo+2w zum Werthe u,+2w führenden

Weg Ln,
drittens, den vom Werthe u,+2w = u,+2mw+2m'w' zum Werthe

u,+2mw führenden ger a dli nige n Weg*),
viertens, den vom Werthe u,+2mw zum Werthe u, führenden gerad

linigen Weg,
fünften s, den vom Werthe u, zum Werthe Uo führenden Weg L',

so ist der aus den fünf angegebenen Theilen bestehende Integrationsweg,

welcher, im angegebenen Sinne durchlaufen, mit L bezeichnet werden möge,

*) VergI. die Anmerkung auf Seite 32.

12*
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ein g esch lo sse n er; es besteht daher, wenn die im Vorhergehenden mit k
14

bezeichneten ganzen Zahlen sich auf den Integrationsweg L beziehen, die

Gleichung

1!l0+ 2üi r: I " , +2üi I II, +2mw l u,
= 9(tt)du+ 9(u)du- 9(tt)du- 9(u)du- 9(u)du

110 lIo+ 2üi " ,+2mw!l, 110
(L ) (L" ) (L ' )

( I" = 1, 2"" 111 ).

Es ergibt sich also die Gleichung

Unter den Grössen C
14

besteht die Relation ~.UCI' = 0; es können zwischen

denselben Grössen noch andere Relationen von der Form ~I' 1'I4CI' = 0 bestehen,

in denen die Coefficienten 1'/" ganze Zahlen sind. Es ist stets möglich, aus den

Grössen CI' C
2

, .. . Cm andere Grössen (11 1 (12' .. . (1~ durch Addition und Sub

traction in derWeise zusammenzusetzen, dass auch umgekehrt jede der Grössen

CI' C
2

, ' " Cm durch Addition und Subtraction aus den Grössen (1" .. . (1~ zusam
mengesetzt werden kann , während unter den letzteren Grössen keine homogene

lineare Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten besteht.

Es geht in diesem Falle der Ausdruck

~2kl'0ud

in einen Ausdruck von der Form

(1' = 1, 2, " '(1)

über, wo die Coefficienten m, ganze Zahlen sind.

Wird nun

l
u, + 2W

(2.) r.p(u)du = Q ,
u,

gesetzt, so ergibt sich

l
Ul + 2WI

r.p (u)du = Q',

",
2~,T.i = Q" (v = 1,2 ,"'(1)

(3.) ( v = 1,2 ,00' (1 ).
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Da es nun, wenn die Wahl der Grösse 200 = 2mw + 2m'w' keiner Be

schränkung unterliegt , stets möglich ist , solche Integrationswege anzugeben,

für welche eine beliebige der' Zahlen m, m', m
"

m.,··· m~ den Werth 1 , alle

übrigen aber den Werth 0 erhalten, so bilden die Grössen Q, Q', Q" Q., ... Q~

ein System primitiver Perioden der FunctionJr? (u)du , aus denen sich alle ande

ren Perioden dieser Function durch Addition und Subtraction zusammensetzen
lassen.

Zum Zwecke der Darstellung der Function r.p (1t) in der im Art. 16 (3.)
angegebenen Form können die Grössen ~" so gewählt werden, dass jede der

selben innerhalb des durch dieWerthe u ,u +2w , u +2w +2w',u +2w' be-
l 1 1 1

stimmten Periodenparallelogramms

U = u,+2tw t2 t'w' (O< t< I , O< t'< l)

liegt.

Wird die veränderliche Grösse v gleichfalls der Beschränkung unter

worfen, innerhalb dieses Periodenparallelogramms zu liegen, so ergeben sich
die Gleichungen

iJ111
.+2Ul6

•(Jv 6 (u-v) du = - 2-" ,
11.

iJ ll1l+2lo' "'.
°Bv o~o ( lt - v ) du = -2-,, '

11.

und, wenn v', v" ebenfalls dem Inneren des erwähnten Periodenparallelogramms
angehören,

(4.)

Da der Gleichung (1.) des Art. 56 in Folge der Relation ~.uCI' = 0 die

Form

(5.) ( ) C " C' [ 6:( . ) 6'( ' )] (" C') d 6' () d91(U )
'!J U = 0+-"" ~ lt- V" - -6' lt - V -""\L" -d '6' lt +-d-, • • :1 , •• It U

gegeben werden kann, so ergeben sich aus den Gleichungen (4 .) für die Pe
rioden Q, Q' folgende Ausdrücke :

(6.) Q ' -"'C ' 2(" C \' C') · '- .... IJw - - ,U 1 l ~lt + -:u. !t ',.
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Durch die Gleichungen (1- 6.) ist die Aufgabe der Bestimmung der Pe
rioden der aus der elliptischen Function ep (lt) entspringenden Integralfunction

Jep (lt)du in allgemeinster Weise gelöst.

59.

Diese allgemeine Bestimmung der Perioden soll jetzt für die Normalform
des elliptischen Integrals dritter Art specialisirt werden.

Die Grösse v möge, wenn a, ß zwei r eell e Grössen bezeichnen, auf die
Form 2alll + 2ßlIl' gebracht werden; mit ao, ßo mögen diejenigen ga n zen Zahlen
bezeichnet werden, für welche die Differenzen a-ao, ß- ßo nicht negativ und

kleiner als 1 sind.
Unter dieser Voraussetzung bestehen, wenn E, E' positive Grössen von

angemessener Kleinheit bezeichnen, folgende aus den im vorhergehenden

Art. entwickelten allgemeinen Formeln durch Specialisirung sich ergebende

Gleichungen:

1
<'0l'+ 20l , , ,

(1.) +P 11+ \-1 v dlt = - 2r1v + 2Ul-*-(v) +2(ßo+1)o:i ,
. 'Ol' p ll - pv u

j EUl + 20l' 1 p'l/ t P'r "G' .
(2.) 2" . du = -2r,v+ 2Ul ~(v)-2(ao+l) ..t ,

pll -pV U
EID

E' '+20l

1-Ol p'lI tp'v G"
(3.) ~ , du = - 27j v + 2 Ul ~ (v ) + 2ßo T. l ,

, , p li-pr u
- EW

1-
EOl +

20l
; P'lI tp'v _ ' ' G' _.

(4. ) 2" du - -2r, v + 2Ul -;: (v)- 2ao··t,p ll-IJV u
- EW

wenn ß-ßo> 0
und O < ~' <2(ß-ßo),

wenn a-ao> 0
und 0< ~ < 2(a-ao) ,

wenn 0 <~'< 2-2 (ß- ßo),

wenn 0 < e< 2-2 (a-ao)'

Das Bestehen der Gleichung (1.), beziehungsweise der Gleichung (2.), ist

an die Bedingung geknüpft, dass ß-ßo' beziehungsweise a-ao1 einen von Null

verschiedenen Werth hat; ist hingegen ß- ßo = 0 , beziehungsweise a- ao = 0,

so bestehen die Gleichungen:

1± E'0l'+20lP'II+p'v G' ·
(5.) ~ du = -2r, v +2Ul6- (V)+2ßoT.l ,

+ ' , pll-pV_EOl

1± EOl + 20l' '11 'v '
(6.) ~ P t p du = - 2Yj'v +2Ul'-*-(v) - 2aor. i ,

+ r u-pv u
_EOl

wenn ß = ßo, 0< s' < 2,

wenn a = ao, 0 < ~ < 2.
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60.

95

Zur Bestimmung der Werthe, welche die Integrale

1U> - p'o
- - du

o pli -p U ' 1U> · - p'o
- --du

o pu -pu

annehmen, wenn die Integrationen der getroffenen Festsetzung zufolge auf
directem Wege ausgefi.i.hrt werden, kann folgende, von den in den beiden vor
hergehenden Artikeln enthaltenen Untersuchungen unabhängige Schlussweise
dienen.

Aus Art. 11 (3.) ergibt sich die Formel

( 1.) I
u

- .p'o d I 6 (v t u) 2 6'
- - - U = 0 - u-- vo p u-p o g 6 (u- u) 6 ( ) .

Die Grösse v möge, wenn a, ß zwei r ee11 e Grössen bezeichnen, auf die
Form 2aw t 2ßw' gebracht werden; mit ao, ßo mögen diejenigen ga nzen Zahlen
bezeichnet werden, für welche die Grössen a- eto' ß-ßo nicht negativ und kleiner
als 1 sind.

Damit das erste, beziehungsweise .das zweite der beiden zu Anfang dieses

Art. betrachteten Integrale eine bestimmte Bedeutung habe , darf die Grösse
ß- ßo' beziehungsweise die Grösse a - eto nicht gleich Null sein.

Aus Gleichung (1.) ergeben sich die Ausdrücke

1U> p'o 6'
(2.) - -- - du = 2r,v -2w r.,-(v) t n::i,

o p li-PU ~

wo n, n' ungrade ganze Zahlen bezeichnen.

Wenn die Grösse v von dem Werthe 2etw t 2ßw' ausgehend auf directem

Wege in denWerth (2ao+I) tn +(2ßo+1)w' übergeht, so können sich die Werthe
der beiden bestimmten Integrale und die Werthe der Ausdrücke

2~ v - 2w _6'(v)
I (5'

nicht anders als stetig ändern ; bei diesemUebergange behalten daher die beiden
ganzen Zahlen n, n' ihre Werthe unverändert bei. Wenn aber der Grösse v der

Werth (2ao+I)W +(2ßo+1)w' beigelegt wird, so nehmen die beiden bestimmten
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Integrale den Werth 0, die Ausdrücke

6'21jV-2w"6(Vj,

beziehlieh die Werthe (2ßo+1) tci, - (2ao+1)rci
also für die ganzen Zahlen n, n' die Werthe

an, es ergeben sich

(3.) n = -(2ßo+l), n' = 2ao+1.

Unter Zugrundelegung der speciellen Voraussetzungen, dass ßo = 0 ist,
beziehungsweise dass ao = 0 ist, ergeben sich folgende specielle Gleichungen:

( 4 ) llll - p'v 6' ·. --du = 21jv -2w -6-(V)-"~'
o ~QU -i3V

l lll' p'v 6'(5.) -'::--du = 21j'v- 2w'"6(v) +d,
o pu-pv

61.

v = 2aw+2ßw',

v = 2aw+2ßw',

(ubeliebig,O<ß<l),

(O <u<l, ßbeliebig).

Es kommt mitunter vor, dass eine elliptische Function <p (1l ), zu welcher

die Integralfunction bestimmt werden soll, als Quotient zweier ganzen homo
genen Functionen desselben Grades der vier 6-Functionen 6u, 6

Iu,
6

2u,
6

gu,

gegeben ist.

Für jede solche Function ist mindestens eins der fünf Periodenpaare

(2w, 2w'), (4w,2w'), (2w,4w'), (4w, 2w+2w') , (4w,4w')

ein Periodenpaar des Argumentes.

Mit (2w, 2w') möge irgend ein bestimmtes Periodenpaar des Argumentes

der Function cp (u) bezeichnet werden.
Wird nun die den Untersuchungen des Art. 56 und des Art. 58 zu Grunde

gelegte Function 6 (u100, 00') durch die Function 6 (u Iw, w') ersetzt, so kann die

Function cp(u ) auf die im Art. 58 (5.) angegebene Form gebracht werden und es
ergeben sich dann die Perioden der aus der Function cp (u) entspringenden Inte

gralfunction f<p (1l) du aus den in demselben Art. entwickelten Gleichungen.




