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Vorrede.

Die Optik ist der am weitesten entwickelte Zweig der
Physik, und die sogenannte Undulationstheorie bildet dement-
sprechend ein abgeschlossenes Ganze, das den Geist wahrhaft
befriedigen muss; indessen darf man nicht mehr von dieser
Theorie verlangen, als sie uns geben kann.

Die mathematischen Theorien sollen uns ja nicht die
wahre Natur der Dinge enthiillen; dies wiirde ein unverntinf-
tiges Verlangen sein; ihr einziger Zweck ist vielmehr der, einen
gewissen Zusammenhang zwischen den physikalischen Gesetzen
herzustellen, welche uns die Erfahrung kennen lehrt und die wir
ohne Hiilfe der Mathematik nicht einmal aussprechen kénnten.

Die Frage, ob der Aether wirklich existirt, hat fiir uns
wenig Bedeutung; dies zu umtersuchen, ist die Sache der Meta-
physiker! Fiir uns bleibt die Hauptsache, dass alles so vor sich
geht, als wenn der Aether thatsichlich vorhanden wiére, und
ferner, dass diese Hypothese eine einfache Erkldrung der ver-
schiedenen Erscheinungen gestattet. Haben +wir denn einen
anderen Grund, an die KExistenz materieller Gegenstinde zu
glauben? Dies ist doch auch nur eine bequeme Hypothese; freilich
wird dieselbe wohl niemals aufgegeben werden, wihrend zweifellos
eines Tages die Annahme von dem Vorhandensein des Aethers
als unniitz verworfen werden wird.

Aber selbst dann werden die optischen Gesetze und die
Gleichungen, welche diese Gresetze analytisch darstellen, wenigstens
als erste Anndherung bestehen bleiben. Es ist also immer sehr
torderlich, sich in eine Theorie zu vertiefen, die uns den inneren
Zusammenhang aller dieser Gleichungen kennen lehrt.

Zahlreich und iiberzeugend sind die Theorien, die zur Er-
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klirung der optischen Erscheinungen durch die Schwingungen
eines elastischen Mediums aufgestellt wurden; aber es wiirde
nicht rathsam sein, sich auf eine derselben zu beschrinken;
man konnte ihr sonst leicht ein blindes und deshalb irrefiihren-
des Zutrauen schenken. Aus diesem Grunde sollte man alle
Hypothesen kennen lernen, denn gerade eine Vergleichung der-
selben kann sehr lehrreich sein.

Leider aber muss man zu diesem Zwecke immer auf die
Originalabhandlungen zuriickgreifen, die oft schwer aufzufinden
und schwer zu verstehen sind; denn beim Uebergange von der
einen zur anderen #dndert sich Alles, Bezeichnung, Gedanken-
folge, Ausdrucksweise u. s. w., und eine Vergleichung derselben
wird in Folge dessen fast zur Unmoglichkeit.

Aus diesem Grunde hielt ich es nicht fir dberfliissig, in
einem kleinen Bande diese verschiedenen Hypothesen tibersicht-
lich zu vereinigen, indem ich meine an der Sorbonne im Jahr
1887—1888 gehaltenen Vorlesungen verdffentlichte. Herrn
Blondin bin ich zu besonderem Dank verpflichtet, dass er
diesen Versuch durch Sammeln und Redigiren der Vortrige er-
moglichte.

Zum erfolgreichen Studium dieses Werkes ist es freilich
nothwendig, dass der Leser die Experimentalgesetze der physi-
kalischen Optik wenigstens in den Hauptziigen kennt; ich
hitte sonst wunméglich in einem einzigen Semester eine so
ausgedehnte Materie behandeln konnen, wenn ich micht tiber-
zeugt gewesen wire, dass diese Gesetze meinen Zuhdrern schon
vertraut sind.

Der Undulationstheorie liegt eine Molekulartheorie zu
Grunde; fiir die einen, die da glauben, hinter dem Gesetz die
Ursache zu entdecken, ist dies ein Vortheil, fiir die anderen
dagegen ein Grund zum Misstrauen. Aber dieses Misstrauen
erscheint mir ebenso wenig gerechtfertigt, als die Illusion der
ersteren.

Diese Hypothesen spielen ndmlich nur eine untergeordnete
Rolle; ich hé&tte dieselben ebensogut unberiicksichtigt lassen
konnen, habe es aber nicht gethan, weil die Ausfithrung da-
durch an Klarheit verloren hitte. Dies ist aber auch der ein-
zige Grund, der mich davon abgehalten hat.



Vorrede. v

Thatsichlich entlehne ich den Molekularhypothesen nur
zweierlei, nimlich das Princip von der Erhaltung der Energie
und die Darstellung der allgemeinen Gesetze der kleinen
Bewegungen durch lineare Gleichungen.

Darin findet auch die Thatsache ihre Erklidrung, dass die
meisten Folgerungen Fresmel’s unverindert bestehen bleiben,
wenn man die elektro-magnetische Lichttheorie annimmt. In
diesem Band werde ich von jener Theorie nicht reden, sondern
behalte mir vor, dies eingehend in einem anderen Werke zu
thun, in dem ich meine Vorlesungen des zweiten Semesters ver-
offentlichen werde!). Ich glaubte mich zunéichst in die Ideen
von Fresnel vertiefen zu miissen; dies schien mir die beste
Vorbereitung zum Studium des Gedankengangs von Clerk
Maxwell.

Noch eines méchte ich am Schlusse bemerken: In dem
Kapitel iiber die Diffraktion habe ich Hypothesen entwickelt,
die ich fiir neu hielt. Hierbei unterliess ich es leider, Kirch-
hoff zu erwihnen, dessen Name fortwihrend hiétte genannt
werden miissen. Noch ist es Zeit, dieses unbeabsichtigte Ver-
sehen wieder gut zu machen; ich beeile mich, dies zu thun,
indem ich gleichzeitig auf die Sitzungsherichte der Berliner
Akademie (1882, 2. Semester, S. 611) verweise.

Paris, den 2. December 1888.

H. Poincaré.

1) Anm. d. Herausg.: Dies Werk ist bereits in der Uebersetzung
erschienen unter dem Titel ,Elektricitit und Optik* 2 Binde.
1891 92. Verlag von Julius Springer in Berlin.
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Einleitung.

Von allen physikalischen Theorien ist die Lichttheorie, wie sie
sich aus den Arbeiten Fresnel’s und seiner Nachfolger weiter ent-
wickelt hat, am vollkommensten ausgebildet. Bekanntlich beruht
dieselbe auf der Hypothese der Aetherschwingungen; sie vermag
fast alle gegenwiirtig bekannten optischen Erscheinungen zu erkliren,
und wenn auch einige derselben keine unmittelbare Erklirung zu-
lassen, so braucht man nur geringe Modifikationen in den Einzel-
heiten der Fresnel’schen Hypothesen vorzunehmen, um auch diesen
Erscheinungen Rechnung tragen zu koénnen.

Den Skeptikern, welche glauben, dass die Undulationstheorie
eines Tages dasselbe Schicksal erleiden wird, wie die Emissions-
theorie, kann man entgegenhalten, dass Biot’s Versuche, simmt-
liche bis zum Jahre 1813 bekannt gewordenen optischen Erschei-
nungen mittels der Emissionstheorie zu erkliren, viel zu gekiinstelt
waren, als dass sie vollstindig hétten befriedigen koénnen. In der
Emissionstheorie gab es ndmlich fast ebenso viel Hypothesen, als
Erscheinungen zu erkliren waren; allerdings bedarf man auch in
der Undulationstheorie einer gewissen Anzahl von Hypothesen, aber
dieselbe ist doch viel geringer als die Anzahl der zu erklirenden
Erscheinungen.

Es ist also wahrscheinlich, dass ungeachtet des einstigen Schick-
sals der Fresnel'schen Theorie die meisten Resultate bestehen
bleiben, und dass das Studium derselben immer hohen Nutzen bringen
wird. In der letzten Zeit hat man allerdings versucht, an Stelle der
Undulationstheorie eine elektromagnetische Theorie zu setzen, welche
die optischen Erscheinungen aus den periodischen und ausserordent-
lich raschen Verinderungen eines magnetischen Feldes zu erkliren
sucht. Aber diese Theorie fiihrt zu denselben analytischen Resul-
taten, wie die Fresnel’sche Undulationstheorie; nur die physika-
lische Deutung der Formeln ist verschieden. Es scheint sogar nicht
unmoglich, dass beide Theorien zuletzt zu einer einzigen ver-

schmelzen.
Poincaré, Das Licht. 1



9 Einleitung.

Inhalt des Buches. — Wir wollen nur die Undulationstheorie
in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen, da die elektromagne-
tische Theorie von einer Vorlesung {iiber Elektricitit unzertrennbar
ist. Hierbei werden die Arbeiten von Fresnel, Cauchy, Lamé,
Briot und Sarrau in Frankreich, von Neumann in Deutschland
und von Mac Cullagh in England Beriicksichtigung finden. Die
Thatsachen der experimentellen Optik muss ich als bekannt vor-
aussetzen und werde nur die Entwicklung der mathematischen
Theorien geben.

Wir beginnen mit der Theorie der kleinen Bewegungen in
einem elastischen Medium, um sodann die allgemeinen Gesetze der
Schwingungen und der Fortpflanzung ebener Wellen aufzustellen;
danach treten wir in das Studium der Beugung ein, betrachten
die verschiedenen Theorien der Dispersion, diejenigen der Doppel-
brechung, ferner die Reflexion und die Brechung an der Oberfliche
der durchsichtigen, isotropen Medien, der krystallinischen Ko&rper und
der metallischen Oberflichen. Hieran schliesst sich endlich die Unter-
suchung der Aberration und der Fortpflanzung des Lichtes in be-
wegten Medien.



Kapitel I

Untersuchung der kleinen Bewegungen in einem
elastischen Medium.

1. Erste Hypothese. — Wir nehmen an, ein elastisches Medium
bestehe aus getrennten Molekiilen, d. h. wir betrachten die Materie
als diskontinuirlich. Hierbei wollen wir noch speciell betonen, dass
die Uebereinstimmung der experimentellen Thatsachen mit den
mathematischen Folgerungen aus dieser Hypothese keineswegs als
ein Beweis fiir die Diskontinuitiit der Materie aufzufassen ist. Unsere
Hypothese dient vielmehr lediglich zur Vereinfachung der Rech-
nungen, denn auch wenn wir die Materie als kontinuirlich auffassen
wollten, wiirde die Uebereinstimmung zwischen Theorie und Ex-
periment bestehen bleiben.

2. Zweite Hypothese. — Weiter wollen wir voraussetzen, dass
die Molekiile gewissen Kriften unterworfen seien, dass sie sich in einer
bestimmten Lage im stabilen Gleichgewichte befinden und dass sie
sehr kleine Schwingungen um diese Gleichgewichtslage ausfiihren,
wenn man sie aus derselben entfernt und sodann sich selbst tiberldsst.

3. Bewegungsgleichungen. — Wir fassen nun n Molekiile M,
M,..... M, mit den Massen mg, my...... m, in’s Auge. Die Koordi-
naten eines dieser Molekiile seien in der Gleichgewichtslage z;, y,, 2,
und nach der Verschiebung x, + &, y, + 1,, 2, + £,. Ferner nehmen
wir an, dass eine Kriftefunktion U existirt, d. h. dass Erhaltung der
Energie stattfindet; dann erhalten wir als Bewegungsgleichungen:

5 U

™ e T o

*1; oU

@ ™ FE T
&G _ U
™ TeE T et

1*



4 Untersuchung der kleinen Bewegungen in einem elast. Medium.

4. Eigenschaften der Kriaftefunktion. — Entwickelt man U nach
wachsenden Potenzen von & (wobei man unter § die Gesammtheit
der Grossen &, y, &; &, 75, & . . . . zZu verstehen hat), so erhilt
man:

U=U0+U1—|—U2+

Das konstante Glied U, kann man gleich Null setzen, denn
von der Funktion U treten in den Bewegungsgleichungen nur die
Differentialquotienten auf.

Das Glied U,, welches die Gesammtheit der Glieder ersten
Grades in Bezug auf € enthilt, d. h.

ou
25( y
i 8§L 0

ist ebenfalls Null, denn STU stellt die X-Komponente der auf das

Molekiil M; wirkenden Kraft dar, und die letztere ist Null fiir die
Gleichgewichtslage, d. h. fir §,==0. Somit ist (STU) =0 und inFolge
dessen auch U,.

Da wir weiter vorausgesetzt hatten, dass die £ sehr Kklein sein
sollten, so darf man die Glieder, welche in Bezug auf & von einer
hoheren als der zweiten Potenz sind, vernachlissigen, und wir er-
halten

@ U="0,.

Die Grosse U, ist quadratisch in Bezug auf die 3 n Grossen §,
sie ldsst sich also als eine Summe von Quadraten darstellen. Diese
Summe muss negativ sein, denn, da das Gleichgewicht stabil ist,
wenn die & Null sind, so muss die Funktion U fir §=0 ein Maxi-
mum besitzen, und eine der Bedingungen dafiir, dass eine Funktion
ein Maximum aufweist, besteht darin, dass die Gesammtheit der
Glieder zweiten Grades in der Entwickelung negativ ist. Theilt
man nun die auf das System wirkenden Krifte in zwei Gruppen,
in die inneren und in die dusseren Krifte, und bezeichnet die der
ersten Gruppe entsprechende Kriftefunktion mit U', die der zweiten
Gruppe entsprechende mit U'", so erhilt man:

®) U=TU'+U".

5. Eigenschaften der Funktionen U’ und U". — Wenn die ver-
schiedenen Molekiile eine solche Verschiebung erleiden, dass ihre
Entfernungen von einander ungesndert bleiben, dann ist die Arbeit
der inneren Krifte, folglich auch U', gleich Null. U’ ldsst sich so-
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mit auffassen als Funktion der Abstinde der Molekiile; bezeichnen

wir die Quadrate dieser Abstdnde mit R, R', R"...., so konnen wir
setzen:
@ U=F (R, B, R"...)).

6. Wenn wir ferner voraussetzen, dass je zwei Molekiile # und
1 sich so anziehen oder abstossen, dass die dabei auftretenden Krifte
immer einander gleich sind, in der Richtung der Verbindungslinie
dieser Molekiile wirken und nur von der Entfernung up' derselben
abhingen, mit anderen Worten, wenn wir die Hypothese von den
Centralkriften annehmen, dann wird U' aus der Summe der zu je
zwei Molekiilen p und p' gehorigen Kriftefunktionen bestehen; wir
erhalten in diesem Falle:

®) U=FfR) +7F" R)+f"RY+----

7. Die auf das System wirkenden #usseren Krifte kénnen von
zweierlei Art sein:

1. Krifte, welche gleichzeitig an den im Inneren und an der
Oberfliiche befindlichen Molekiile angreifen, wie dies beispielsweise
bei der Schwerkraft der Fall ist.

2. Krifte, welche nur auf die Oberflichenmolekiile wirken,
z. B. auf die innere Oberfliche der Winde eines Raumes, welcher
ein Gas einschliesst.

Die Kriifte der ersten Art treten in der Optik mnicht auf, denn
wir miissen annehmen, dass der Aether imponderabel sei. Das
Vorhandensein von Kriften der zweiten Art lisst sich nicht ohne
Weiteres in Abrede stellen. Setzen wir aber voraus, dass auch sie
nicht vorhanden sind, dann ist die Kriftefunktion, welche sich auf
die #dusseren Krifte bezieht, Null, also U"=0.

8. Wir koénnen nun auch die Funktionen U’ und U’ nach wach-
senden Potenzen der § entwickeln, und erhalten, wenn wir dabei die
Glieder von einer hoheren als der zweiten Potenz vernachlissigen:

U'=U, +U/+U
UV!=U071+U1IY+U2YI.

Durch Vergleichung dieser Entwickelungen mit der Entwicke-
lung der Funktion U (§ 4) gelangen wir zu folgenden Gleichungen:

Uy’ + Uy =T, =0
6 U,/ + U,"=T,=0
) U,y + U, =0U,=T.
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Ausserdem konnen wir noch annehmen, dass jede der Kon-
stanten U, und U," fiir sich Null ist.

9. Untersuchung der Funktion U'. — Die Koordinaten zweier
Molekiile g und p' mogen fiir die Gleichgewichtslage sein:

@ 9,23 v+ Dx, y+ Dy, 24Dz

hierbei sind die Zuwachse Dz, Dy, Dz der Koordinaten nicht unend-
lich klein, da der Abstand der Molekiile von einander nicht unend-
lich klein ist. Das Quadrat dieser Entfernung ist gegeben durch:

R=Da? -+ Dy? + D22

Werden die Molekiile aus ihren Gleichgewichtslagen entfernt,
so gehen deren Koordinaten tiber in:

t+& y+9q, 24§
#+De+E+Dg y+Dy—+ 9+ Dy 2+Da+ 0+ Dy,

und das Quadrat ihres Abstandes wird alsdann

R4 o=23Dr+D§)?= 23 Da? 4 23 DrDi 4 I D&%

Der Zuwachs ¢, den das Quadrat des Abstandes erfahren hat,

ist also
0=223 Dz D&+ X D¢
setzen wir darin

®) 01 =2 (Dz D + Dy Dy + Dz D) =2 3D D&
&) 0, =Dg -+ Dy 4 Dg? — 3 D&,
so haben wir fiir ¢ die Gleichung
(10) ¢=¢1 + ¢
Die auf die inneren Kriifte beziigliche Kriftefunktion wird, wenn
die Molekiile aus ihren Gleichgewichtslagen entfernt sind,
U'=FR+g¢, R'+0o', R'+g" +---),

und, wenn man sie nach wachsenden Potenzen von ¢ entwickelt,

: , oF 1§ OF OF ,
U=F®, R, R" ..) +28_R9+?2W?2+2m99 .

In diesem Ausdrucke hingt das Glied F (R, R, R'' ...) nicht
von der Verschiebung ab, es ist also identisch mit dem konstanten
Gliede Uy, das wir bei der Entwickelung der Funktion U’ nach ¢
erhielten; somit hat dasselbe den Werth Null.
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Da die Grossen ¢ von derselben Grissenordnung sind, wie die
¢, so kann man in der Entwickelung von U’ die Glieder vernach-
lassigen, welche ¢ in einer hoheren als der zweiten Potenz enthalten,
und findet somit

2 1 oF , 2 or
RO &3 oREC RO ©¢"

Ersetzt man darin ¢ durch seinen Werth ¢, + @5, so folgt

oF 1 oF oF
(11) 23R91+23—R— 92-1-27@92-1- Eb—aRaR,eeﬂ

Durch Vergleichung dieser Entwickelung mit derjenigen der-
selben Funktion nach & (§ 8) ergibt sich fir das zweite Glied U,':

12) U,/ _2 = 22 o5 (D@ Di+ Dy Dy + Da DY)

10. In dem speciellen Falle, wo der #ussere Druck in der
Gleichgewichtslage Null ist, kann man aus dem letzten Ausdrucke
sechs wichtige Gleichungen ableiten. Das zweite Glied U,"” in der
Entwickelung der auf die dusseren Krifte beztiglichen Kriftefunktion
U" ist nimlich Null, da die partiellen Differentialquotienten von
U"” mnach den Grossen & die Komponenten des #Husseren Druckes
darstellen.

Nun haben wir nach Gleichung (6)

U, =0.

Substituiren wir also in U,’ an Stelle von &, 9, £ irgend welche
anderen Grossen, so miissen wir wieder auf der rechten Seite Null
erhalten; so konnen wir beispielsweise {=z, y={=0 setzen; dann

finden wir
aF Y J—
"a—R Dz?=0 ,
und entsprechend

oF oF .,
R Dy? = und R Dz?2=0.

Die Substitution £=y, {=2=0 liefert

JoF

R DaDy=0,

und entsprechende Substitutionen:

oF

oF
s DyDe=0 und X 7pD:Dr=0.
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Ist also der dussere Druck in der Gleichgewichtslage Null, so
sind folgende sechs Gleichungen erfiillt:

oF oF

8) E%Dgﬂ:o (14) gf; DzDz—0
oF [, oF B
og Dt =0 o5 DyDz=0.

Umgekehrt hat Cauchy auch nachgewiesen, dass der &dussere
Druck Null sein muss, wenn diese sechs Gleichungen erfiillt sind.
Wir werden spéter den Beweis filir diese Reciprocitit ebenfalls
fiihren.

11. Der Ausdruck fir das dritte Glied U, in der Entwickelung
von U’ nach den Grissen £ wird, wenn man die Terme dritten
und vierten Grades von D& vernachlissigt:

o°F oF ,
15) Uy’ “2 aR e+ 28R- "R 20"

Setzt man diesen Werth von U, in die Gleichung (7) ein, so
erhilt man:
PE o°F

U=U =0+ Y g et 5 S we’+ Samam oo

Das erste Glied dieses Ausdrucks, U,", spielt in der Elasticitiit
im Allgemeinen Keine Rolle; es hingt nimlich von den &#usseren
Drucken ab und kann nur von den Verschiebungen der Oberflichen-
molekiile herriihren. Untersucht man nun die Bewegung in einem
unendlich grossen Medium, so nimmt man an, dass die Grossen &
im Unendlichen Null sind. Hat man es aber mit einem begrenzten
Medium zu thun, so werden die Schliisse, welche man aus den Rech-
nungen unter der Voraussetzung zieht, dass U," Null sei, und die
fiir alle in einer gewissen Entfernung von der Grenzschicht liegen-
den Theile streng richtig sind, auch fiir die der Grenzschicht be-
nachbarten Theile nicht wesentlich ge#ndert.

Das zweite Glied

2 aR 0= 2 8R (D& + Dy + DY)

ist in einem Falle Null, und zwar dann, wenn man annimmt, dass
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der sussere Druck im Gleichgewichtszustande Null sei; dies soll spiter
nachgewiesen werden.

Das dritte Glied bleibt in allen Féllen bestehen.

Das vierte Glied endlich,

2F ,
Doraw o0

verschwindet bei der Annahme von Centralkriften. Wir sahen nim-
lich in § 6, dass sich unter dieser Annahme die Funktion U’ auf
eine Summe von Gliedern reducirte, von denen jedes nur von einer
einzigen Grosse abhdngt.

Differentiirt man nun die Gleichung (5) nach R, so erhilt man

au' _ /(R

oR ~ R’
und, da f(R) nicht von R’ abhingt, so liefert eine neue Differen-
tiation nach R’

o i = () —o0
fROR' ~ OROR'  OR'| R |

Das vierte Glied der Funktion U ist also in diesem Falle
wirklich Null.

12. Dritte Hypothese. — Wir wollen nun bei unserer Unter-
suchung noch eine neue Hypothese einfiilhren, und annehmen, dass
die ungemein zahlreichen und durch sehr kleine Zwischenriume ge-
trennten Korpermolekile nur in sebr geringen Entfernungen auf
einander wirken kinnen. Die Maximalentfernung, in welcher eine
derartige Einwirkung noch mdoglich ist, bezeichnen wir als Radius
der molekularen Wirkungssphire.

Die Einfiihrung dieser Hypothese gestattet uns, den Ausdruck
fir die Funktion U’ zu vereinfachen. Wir fassen zu diesem Zwecke
ein bestimmtes Volumen des elastischen Medium
in’s Auge und theilen dasselbe in die beiden §
Theile R und R' (Fig.1). Die Potentialfunktion
U' der Kriifte, welche bei der gegenseitigen Wir-
kung der Molekiile des Gesammtvolumens auf-
treten, kann nun als die Summe folgender drei
Grossen aufgefasst werden: 1. des Potentials V,
das sich auf die gegenseitige Wirkung der Mole- Fig. 1.
kiile des Volumens R bezieht. 2. Des Potentials
V', welches auf die gegenseitigen Wirkungen der Molekiile des
Volumens R' zurickzufiihren ist. 3. Des Potentials, welches aus
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der Wirkung der Molekiile des Volumens R auf die Molekiile des
Volumens R' resultirt; dies letztere Potential ist sehr Xklein. Die
Molekiile némlich, welche auf einander wirken sollen, miissen sich
in einer Entfernung von einander befinden, welche geringer ist als
der Radius der molekularen Wirkungssphire. Demnach werden die
Molekiile von R, welche auf diejenigen von R' wirken, und um-
gekehrt, innerhalb eines Volumens liegen, das von zwei zur Tren-
nungsfliche von R und R’ parallelen Oberflichen begrenzt ist, und
zwar darf die Entfernung dieser beiden Oberflichen die Grosse des
Radius der molekularen Wirkungssphiire nicht tiberschreiten.

Dies Volumen kann aber gegeniiber dem Volumen von R und
R' vernachlissigt werden, und, wenn wir annehmen, dass die Zahl
der Molekiile in einem Medium dem Volumen desselben proportional
ist, so werden die Molekiile eines jeden der Volumina R und R/,
welche auf die Molekile des anderen Volumens wirken konnen,
ihrer Zahl nach gegen die Molekiile zu vernachlissigen sein, welche
sich in R und R' befinden. Somit kann auch das Potential, das von
der Wirkung der Molekile im Volumen R auf diejenigen im Vo-
lumen R’ herriihrt, gegentiber V und V' vernachlissigt werden, und

wir erhalten
U=V +V".

Diese Ueberlegung behdlt auch dann noch ihre Giiltigkeit,
wenn man das elastische Medium in eine unendlich grosse Anzahl
unendlich kleiner Theile zerlegt, vorausgesetzt, dass die Dimen-
sionen dieser Theile unendlich gross bleiben im Verhiltniss zur
molekularen Wirkungssphdre; dies wird aber immer moglich sein,
da der Radius dieser Wirkungssphére, absolut genommen, unendlich
klein ist. Bezeichnen wir mit dr eines dieser Elementarvolumina,
mit Wdz das Potential, das von der gegenseitigen Wirkung der
Molekiile im Innern dieses Elements herriihrt, dann wird das Poten-
tial der inneren Krifte des gesammten Volumens

(16) U’=5Wdr.

13. Wir konnen nun W nach wachsenden Potenzen der £ ent-
wickeln und erhalten, wenn wir die Glieder der dritten und der
hoheren Potenzen vernachlissigen :

W=W,+ W, + W,

Das konstante Glied W, diirfen wir Null setzen; dann liefert
uns die Gleichung (16)
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(17) Uly-——: ‘gi Wl dr
18) U, = S W, dr.

Die Kriftefunktion U, welche in die Bewegungsgleichungen
eingeht, wird nun unter Beriicksichtigung der Gleichung (7)

19) U="1U,"+ S W, dr.

Nun koénnen wir die Frunktion W auch nach wachsenden Po-
tenzen von ¢ entwickeln, wie wir es mit der Funktion U' gethan
hatten, und setzen, der Formel (15) entsprechend:

o°F *F ,
e W=3 ety D gprett Doperr ¢ o

hierbei erstrecken sich die Summationen nur auf die Molekiile des
Elements dr.

Da die Grosse ¢; linear und homogen in Bezug auf die Grossen
D¢, Dy, D¢ ist, und ¢, homogen und von der zweiten Potenz in
Bezug auf dieselben Grossen, so folgt daraus, dass W, eine homo-
gene Funktion zweiten Grades von D&, Dy, D{ ist.

14. Neue Hypothesen. — Weiter nehmen wir an, dass die Ver-
schiebungen ¢, , { kontinuirliche Funktionen der Koordinaten z, y, 2
sind, welche die Gleichgewichtslage der Molekiile bestimmen, und
dass das Gleiche auch fiir ihre Differentialquotienten gilt. Diese
Annahme ist berechtigt, denn wenn die relative Verschiebung zweier
benachbarten Molekiile nicht sehr klein wire, so wiirden dabei sehr
betrdchtliche elastische Reaktionen auftreten, in Folge deren ein
solcher Zustand nicht dauernd bestehen konnte.

Unter der oben gemachten Annahme kénnen wir nun die Funk-
tionen £, 7, { nach wachsenden Potenzen der Gréssen z, y, z ent-
wickeln, und erhalten
0% 85 8:- 0

0%

Di=—" ot D& g Dyt

Dx+

Die Grossen Dz, Dy, Dz bezeichnen die Zuwachse der Koordi-
naten, wenn man von einem Molekile zu einem benachbarten
Molekiil iibergeht, sie sind also von der Grissenordnung des Radius
der molekularen Wirkungssphiire; die Quadrate dieser Grossen wer-
den daher unendlich klein sein, so dass man sie im Allgemeinen
vernachlissigen kann. Allerdings werden wir sehen, dass dies nicht
in jedem Falle berechtigt ist, und dass namentlich eine der Theorien,
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welche die Dispersion des Lichtes erkliren wollen, verlangt, dass man
diese Grossen zweiter Ordnung beibehilt. Vernachliissigt man sie
aber, dann sind die Grossen D€, Dy, D{ als homogene lineare Funk-
tionen von neun partiellen Differentialquotienten

o ok 73 Oy

— I m— e

oz’ Oy 02 oz

gegeben, und wir erhalten

B o o
Dé= £ Dx —+ By Dy + o Dz

On On Oy
@r) Dy= e Dz 4+ By Dy + ZTDZ
Dg_——Dx—f— gé’ Dy + gt D-.

15. Untersuchung der Funktion W, — Wir sahen (§ 13), dass
W, eine homogene Funktion zweiten Grades der Grossen D&, Dy, D¢
ist, es ist also auch eine homogene Funktion zweiten Grades der
neun partiellen Differentialquotienten g;, —37; ..., die wir in der
Folge héufig in der von Lagrange gewdhlten Form £, £ & ...
schreiben werden. Das Quadrat eines Ausdrucks mit neun unabhingi-
gen Variabeln besteht aber aus neun quadratischen Gliedern und soviel
Produkten, als die Kombination zweiter Klasse von neun Elementen

liefert, also 9'28 =36, und kann also 45 willkiirliche Koefficienten

enthalten. Wir wollen nun die Anzahl der Koefficienten bestimmen,
welche in der Funktion W, wirklich auftreten.

Zu diesem Zwecke fassen wir das erste Glied 2 S—R g, der
in (20) entW1eke1ten Funktion in’s Auge. Die Glieder mit £, '2, welche
in 2 R % vorkommen, kdnnen nur von D£? herriihren, denn weder

Dy noch D enthalten §. Wir finden also durch Quadrirung der
ersten Gleichung von (21)

Dé?z(g—i) Da? +(2‘)D +(gf) D22 +22—5 —%DJ.‘DJ—‘— N

F .
und der Koefficient von §? in z %R_ 9, ist somit
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Dieselbe Grosse tritt auch noch als Koefficient von 7,'? und £

auf. Die Koefficienten der Quadrate der neun partiellen Differential-
quotienten reduciren sich also auf drei:

oF __ oF oF
PR D PR S agr D
0t 0
Der Koefficient des doppelten Produktes 2 P Oy ist
OF
R Dz Dy.

Entwickelt man die Quadrate von Dy und D, so erkennt man leicht,

dass bei den Produkten 2 ~ai, 9 2E x dieselbe Grosse als
ox 0Oy’ 0z Oy

Koefficient auftritt. Die Koefficienten der neun doppelten Produkte,
F .
welche in zgﬁgg vorkommen, reduciren sich demnach auf die

drei folgenden:

ZEI:'. Dz Dy; oF —+- Dy Dz; g—gDz Du.

Somit enthilt das erste Glied von W, nur sechs willkiirliche
Koefficienten; diese sind Null, wenn man annimmt, dass der §ussere
Druck im Gleichgewichtszustande Null ist, wie wir bereits in § 10
nachgewiesen haben.

16. Die beiden letzten Glieder von W, sind homogen in Bezug
auf ¢, und ¢,". FErsetzt man in dem Ausdrucke fir g,

01=2 (Dxz D& 4 Dy Dy + Dz DY)
D¢, Dy, D{ durch ihre Werthe aus (21), so findet man:

1 B ., . O aq)

(22) g o= ¥ D?,{_*a Dy +—a D22 4 (3J+8 Dax Dy +
Nz o 0%
_t-(—az—}-al)DJDz—-}—(a > )Dsz,

d. h. ¢, ist eine lineare und homogene Funktion der sechs Grossen

or oy & B¢ B b & 8 0
0x’ Oy’ 0 ay+3$’ oz ' Oy’ ox @




14 Untersuchung der kleinen Bewegungen in einem elast. Medium.

Die Summe der beiden letzten Glieder von W, ist also eine
homogene Funktion zweiten Grades dieser sechs Grossen; sie wird
somit nur 21 willkiirliche Koefficienten enthalten, und zwar 6 fir
die Quadrate und 15 fiir die doppelten Produkte.

17. Wir sehen also, dass in der Funktion W, im allgemeinsten
Falle nur 21 + 6=27 willkiirliche Koefficienten auftreten wiirden,
eine Zahl, die sich auf 21 reducirt, wenn der #ussere Druck im
Gleichgewichtszustande Null ist.

Unter der Annahme von Centralkriiften sahen wir (§ 11), dass

L
OR OR' )

In diesem Falle verschwindet das dritte Glied der Entwicke-
lung (20) von W,, und, wenn man im zweiten Gliede ¢,2 durch seinen
der Gleichung (22) entnommenen Werth ersetzt, so findet man, dass
unter den 21 Koefficienten 6 einander gleich sind. So ist beispiels-
weise der

4 2
Koeff. von (ST’/ +g—l) = Koeff. von 2 % . —%-
0y [0 | op\ on o ¢ 0¢
Koeff. von 2 oz (Ty +‘5;) = Koeff. von 2 (E -+ "9;) (—3; -+ E) .

Die Zahl der willkiirlichen Koefficienten reducirt sich in diesem
Falle auf 15.

Fassen wir alles nochmals zusammen, so erhalten wir in dem
Ausdrucke fir W,:

1. 27 Koefficienten im allgemeinsten Falle.

2. 21 Koefficienten, wenn der #dussere Druck im Gleichgewichts-
zustande Null ist und die Krifte nicht Centralkrifte sind.

3. 21 Koefficienten, wenn die Krifte Centralkrifte sind und
der #ussere Druck im Gleichgewichtszustande von Null verschieden
ist (Hypothese von Cauchy).

4. 15 Koefficienten, wenn die Kriifte Centralkrifte sind und der
dussere Druck im Gleichgewichtszustande Null ist.

Der Werth dieser Koefficienten wird in einem beliebigen Medium
im Allgemeinen von den Schwerpunktskoordinaten des Volumen-
elements dz abhidngen. Um die Untersuchung zu vereinfachen, be-
handeln wir den gewdhnlichsten Fall, und setzen voraus, dass das
Medium homogen sei; dann werden die Koefficienten zu Konstanten.

18. Isotrope Funktionen. — Ein homogenes Medium heisst iso-
trop, wenn dasselbe nach allen Richtungen hin identisch ist. Dies
ist z. B. der Fall beim Aether im leeren Raume, bei den gasformigen
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und fliissigen Korpern, bei den amorphen festen Korpern, nicht aber
bei den Krystallen. Aus dieser Definition folgt, dass bei einem iso-
tropen Korper jede beliebige Ebene eine Symmetrieebene ist; speciell
sind die Koordinatenebenen solche Symmetrieebenen. Die Be-
wegungsgleichungen und somit auch die Funktion W, diirfen sich
also nicht dndern, wenn man an Stelle von « und & bzw. —r und
— & setzt, an Stelle von ¥ und # bzw. —y und — 7, endlich an Stelle
von z und { bzw. —z und — £, Hierbei miissen wir noch darauf
hinweisen, dass die isotropen K&rper nicht die einzigen sind, welche
diese Eigenschaft besitzen, sondern auch alle krystallisirten Korper
mit drei senkrecht auf einander stehenden Symmetrieebenen, d. h.
die Krystalle, welche zu den vier ersten Krystallsystemen gehoren.
Bei diesen und bei den isotropen Korpern darf die Funktion W,
keine Glieder enthalten, welche bei einer der drei oben genannten
Substitutionen ihr Vorzeichen wechseln. Es ist nun leicht einzusehen,
dass die Glieder, welche bei einer derartigen Substitution ungeindert
bleiben, in vier Gruppen zerfallen.

2
1. Die quadratischen Glieder von der Form (—g%) .

2

2. Die quadratischen Glieder von der Form (%—) .
3. Die Produkte von der Form o ﬁ
or 0y
0k oy .

4. Die Produkte von der Form —+ - o~
0y Ox

Bel den isotropen Korpern und den Krystallen des hexago-
nalen Systems haben alle Glieder ein und derselben Gruppe den-
selben Koefficient, denn hier spielen die drei Richtungen der Koor-
dinatenaxe dieselbe Rolle. Wir kénnen also zwei der Axen oder
auch alle drei Axen vertauschen, ohne am Werthe von W, etwas zu
indern, mit anderen Worten, W, muss seinen Werth beibehalten,
wenn man darin beispielsweise 2 mit y und § mit » vertauscht. Soll
das der Fall sein, dann miissen die Grossen

() (2], (2]
ox |’ dy)’ \é:

die gleichen Koefficienten besitzen, und daher treten die Glieder
der ersten Gruppe in der Funktion W, in Gestalt der Summe

05\ 2 on\? o\
(%:) + (87) +(E)
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auf. Das Gleiche gilt fir die Glieder der drei anderen Gruppen,
somit ist die Funktion W, die Summe aus vier homogenen Poly-
nomen zweiten Grades in Bezug auf die neun partiellen Differential-
quotienten, welche noch mit numerischen Koefficienten multiplicirt
sind. Diese- vier Polynome sind:

£+, + 52,
R T e T I
B n) &8+, L
§/n, +&'8, +9/L).

19. Wir haben nun zu untersuchen, ob diese vier unabhin-
gigen Polynome auch in dem Falle auftreten werden, dass wir es
mit einem vollstindig isotropen Korper zu thun haben; wir werden
zeigen, dass sie sich dann auf drei reduciren, die wir isotrope Poly-
nome nennen wollen.

Da bei einem isotropen Korper alle Richtungen identisch sind,
so darf sich der Ausdruck eines isotropen Polynoms nicht #ndern,
wenn man eine beliebige Koordinateniinderung vornimmt, bei welcher
der Koordinatenursprung ungedndert bleibt; die Form eines iso-
tropen Polynoms muss also von der Wahl der Koordinatenaxen
unabhiingig sein.

z

Fig. 2.

Das Molekiil p (Fig. 2) eines isotropen Medium habe die Koor-
dinaten x, y, z, ein benachbartes Molekil px' die Xoordinaten
z+Dz, y+ Dy, z+Dz. Wenn das Molekill p aus seiner Gleich-
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gewichtslage verschoben worden ist, mége es sich im Punkte g mit
den Koordinaten z+ &, y + 7, = +  befinden, wihrend das Molekiil
p' dann zum Punkte p,' mit den Koordinaten =z -+ &+ Dz+D¢;
y+7+Dy+Dy; 2+ [+ Dz + D gelangt ist. Wir ziehen nun
durch den Punkt p die Gerade pp' gleich und parallel p,p,/ und
verbinden g’ mit p"’. Ferner legen wir durch den Koordinaten-
anfangspunkt O eine Gerade OM gleich und parallel x ' und eine
Gerade OP gleich und parallel p' p", dann bat der Punkt M die
Koordinaten Dz, Dy, Dz, der Punkt P die Koordinaten D&, Dy, DL
Bezeichnen wir die Linge der Geraden OP mit /, so haben wir

(23) 2 =Dg + Dy* + D&,

und da nach Gleichung (21) D¢, Dy, D{ homogene Funktionen
ersten Grades von Dz, Dy, Dz sind, so ist * eine homogene Funk-
tion zweiten Grades von den Koordinaten des Punktes M. In Folge
dessen ist der geometrische Ort der simmtlichen Punkte M, fiir
welche die Linge OP konstant bleibt, ein Ellipsoid, dessen Centrum
in O liegt. Da das Medium isotrop séin sollte, so miissen wir immer
dasselbe Ellipsoid finden, welches auch die Richtung der Koordi-
natenaxen sein moge. Die Gleichung des Ellipsoids wird naturge-
miss von der Wahl der Axen abhingen, aber das KEllipsoid selbst
wird sich nicht #ndern, wenn man die drei Koordinatenebenen
indert. Nun gibt es bekanntlich bei einem im Raume festen Ellipsoid
gewisse Funktionen der Koefficienten der FEllipsoidgleichung, die
unter dem Namen der Invarianten bekannt sind und welche von der
Wahl der Axen nicht abhingen; diese miissen also isotrope Funk-
tionen sein. Eine dieser Invarianten ist die Summe aus den Qua-
draten der Koefficienten der quadratischen Glieder; um sie zu finden,
ersetzen wir in Gleichung (28) die Griossen D&, Dy, D durch ihre
Werthe (21). Wir erhalten dann zwischen den Koordinaten Dz, Dy, Dz
des Punktes M eine Gleichung, welche gerade die Gleichung unseres
Ellipsoids darstellt, und finden fiir den Koefficient von Dz die
Summe
g2+ 7m0+ 0%

der Koefficient von Dy? wird
g2+ m°+ {2,
derjenige von Dz’

5;2 —+- ,72!2 -+ ;;2

Die Summe dieser drei Koefficienten wird also eine isotrope
Poincaré, Das Licht. P
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Funktion sein; wir bezeichnen dieselbe, d. h. die Summe aus den
Quadraten der neun partiellen Differentialquotienten, mit

(24) H=— &2
20. Um noch andere isotrope Funktionen zu finden, betrachten
wir den Fall, wo die Molekiile £ und p' sich derart wverschieben,
dass die Gerade yu p' immer parallel zu sich selbst bleibt; dann sind

auch die Geraden OP und OM parallel, und wir haben, wenn wir
das Verh#ltniss ihrer Lingen mit a bezeichnen:

Di=aDs; Dy=aDy; D{=aDsz.

Durch Einsetzen dieser Werthe in die Gleichungen (21) des
§ 14 erhalten wir
eDr=¢ Dz 4 Eé Dy +&, D2

uDy=)79'cDx -+ 1];Dy+7]; D2
«De={,Dx + ¢, Dy +1, Da.

Die Elimination von Dz, Dy, Dz aus diesen Gleichungen fiihrt
zur Determinante

- &) g ‘
M ny— e 1 }:0.
& &, 5 —e|

Aus dieser Gleichung lisst sich a bestimmen. Da diese Grosse
offenbar nicht von der Wahl der Koordinatenaxen abhingt, so sind
die Koefficienten der Gleichung fiir a Invarianten. Der Koefficient
des Gliedes a? ist

§, 4+, + L.

Diese mneue isotrope Funktion bezeichnen wir mit © und be-
trachten, da sie in der zweiten Potenz in die Funktion von W, ein-
geht, ihr Quadrat

(25) O = (] - n) + L),

2l. Die Funktion ® hat eine interessante geometrische Be-

deutung.
Der Ausdruck fir das Volumen eines im Gleichgewichte be-
findlichen Theils des elastischen Medium ist

SSS dw dy d-.
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In Folge der Deformation des Medium werden die Schwer-
punktskoordinaten eines Volumenelements z+ &, y 4+, z+¢, und
das Volumen des betreffenden Theiles erhilt den Werth

(§§ o+ dey @y + dn) @z + v,

Sind nun in einem Integrale

((§F@yawaye

die x, y, z Funktionen dreier neuen Variabeln a, 2, y, so wird dies
Integral, wenn man die @, 2, y als neue Variabeln wiihlt,

§j5¢oamy)gfﬁ’ﬁ « dj dy's

. . . D (z, 9, 2)
hierbei bezeichnet D8 7) ”

nach a, B, y. Sonach erhalten wir fiir das Volumen nach der De-
formation den Ausdruck:

D[($+§), (Z/+'7), (z+z)] .
(ﬁ D @, ;9 du dy dz.

die Funktionaldeterminante von z, ¥, z

Der Werth der Funktionaldeterminante, welcher in diesem
Integral auftritt, ist

1+&, &, £ ‘
g T+, w0,
o4 & 14y

beh#lt man bei der Entwickelung derselben nur die ersten Potenzen
der Differentialquotienten bei, so findet man

d. h.
1+ 8.

Durch Einsetzen dieses Werthes in das Integral fiir das Vo-
lumen nach der Deformation folgt

SSS (1 + ) dxdyde.

Ein Volumenelement dz dy dz wird also nach der Deformation
(1 + 6) dr dy dz; demnach ist © der Koefficient der kubischen Dila-
tation des Medium.
2%
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22. Wir kehren nun zu unserer Gleichung fir a zuriick. Der
Koefficient des Gliedes — a ist
(26) Ke=§ gy =& n,+n, &, —n, L+08 — &6
Dies ist ein drittes isotropes Polynom, welches sich schreiben
lasst

D (= y D (y, 2) Dz 2)

28. Die drei isotropen Polynome zweiten Grades H, 62, K
sind auch drei unabhéngige Polynome; andere kénnen mnicht vor-
kommen, denn wenn es deren vier gibe, so wirden alle Korper
mit kubischer Symmetrie, fiir welche die Funktion W, eine Summe
von vier unabhiéingigen Polynomen zweiten Grades ist, gleichzeitig
auch isotrop sein. Uebrigens ist bei Korpern mit kubischer Sym-
metrie das erste der in W, auftretenden Polynome (§ 18)

2 m )L

kein isotropes Polynom, denn es bleibt bei einer Drehung der
Axen nicht ungeéndert, wie man leicht erkennen kann, wenn man
die Axen der x und y in der XY-Ebene um 45° dreht.

24. Ausdruck von W, bei isotropen Kérpern. — Die Funk-
tion Wy, kann nur die drei isotropen Polynome enthalten, die wir
soeben gefunden haben, und da sie eine homogene Funktion zweiten
Grades von den 9 partiellen Differentialquotienten &/, é'y’ ..... ist, so
muss sie linear und homogen in Bezug auf die drei isotropen Poly-
nome sein, denn diese sind ihrerseits homogen und vom zweiten
Grade in Bezug auf die 9 partiellen Differentialquotienten. W, wird
sich also in der Form

@0 W,=iK 4+ uH+»0

darstellen lassen.

Wir wollen diesen Ausdruck mit der Entwickelung (20) der-
selben Funktion vergleichen. Das erste Glied dieser Entwickelung
und die Gesammtheit der beiden letzten miissen fiir sich isotrop
sein, denn in einem isotropen Medium muss jede symmetrische
Funktion der gegenseitigen Abstiinde der Punkte, an welchen sich
die Molekiile vor und nach der Verschiebung befinden, eine isotrope
Funktion sein.

Wir fassen zunichst das erste Glied 2'2%9’ dieses Ausdruckes

in’s Auge, und wollen zeigen, dass es gleich dem mit einem kon-
stanten Faktor multiplicirten Polynom H ist.
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‘Wie wir bei der Untersuchung der Funktion W, (§ 15) sahen,
wiirde man, wenn im ersten Gliede der Entwickelung dieser Funktion
die Grossen D§, Dy, D durch ihre in Gleichung (21) gegebenen
Werthe ersetzt werden, fiir dies Glied ein homogenes Polynom
zweiten Grades der 9 partiellen Differentialquotienten erhalten, wel-
ches die Quadrate dieser Differentialquotienten sowie die 9 doppelten
Produkte von der Form g% - % enthielte. Da dies Glied aber eine
isotrope Funktion ist, so konnen diese doppelten Produkte darin
nicht vorkommen, denn sie finden sich nicht in den vier Gruppen
von Gliedern, welche bei Kérpern mit kubischer Symmetrie auftreten
(§ 18); das erste Glied von ‘W, reduecirt sich also auf ein Polynom,
das mur die Quadrate der partiellen Differentialquotienten enthilt.
Es kann auch nicht ® und K enthalten, denn in der Funktion K
kommen die doppelten Produkte von der Form & y' », vor, die sich
nicht mit den in 6% vorhandenen doppelten Produkten wegheben
kénnen, denn die letzteren haben eine andere Form. Es muss
also sein

@) R
25. Die Gesammtheit der beiden letzten Glieder

oF ,
3 EaRz o + YRR & &

in dem Ausdrucke (20) der Funktion W, ist bei isotropen Kérpern
ebenfalls eine isotrope Funktion, und es ergibt sich aus den Glei-
chungen (20), (27) und (28) die Beziehung

0*F

oF |
TR IR’ 010 =

(29) o am =+

=1K4+ (u—u) H A+ » 62

Bei der Untersuchung der Funktion W, (§ 16) wiesen wir nach,
dass im allgemeinen Falle die linke Seite dieser Gleichung eine ho-
mogene Funktion zweiten Grades von folgenden sechs Grossen ist:

ot ' .
Sgr Uy Cz'r

Ey+mgs om,+bys b +FEL
Die Glieder £ und 2 g "y, konnen nur vom Quadrat der
Grosse (E +7.) herriihren, s1e miissen also denselben XKoefficient
haben. Nun findet sich aber das Glied g’-‘ 2 nur in der Funktion H,

wo es mit dem Koefficient 1 behaftet ist, es wird also in die rechte
Seite der Gleichung (29) mit dem Koefficient (x — ;) eingehen. Das
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Glied 2 §,' %' kann nur aus der Funktion K kommen, wo es den

Koefficient —% besitzt; der Koefficient, mit welchem es in die
A .
rechte Seite der Gleichung (29) eingeht, wird also — —— sein. Da

nun die beiden betrachteten Terme auf der linken Seite der Glei-
chung (29) denselben Koefficienten besitzen, so muss dies auch auf
der rechten Seite der Fall sein, und wir erhalten daher:

A
(30) #— g =g

26. Setzt man voraus, dass der #Hussere Druck im Gleichge-
wichtszustande Null sei, so verschwindet das Glied Eg_f{ o> der Ent-

wickelung von W, (§ 15); demmnach ist g, = Null, und die obige
Beziehung wird

(31)

Es bleiben dann also nur zwei willkiirliche Koefficienten in
der Funktion W,.
Unter der Annahme von Centralkriften ist das Glied

g ,
PROR ¢ @

Null (vgl. § 17), und die linke Seite der Gleichung (29) reducirt

sich auf
1 oF
o 2 et

Nun sahen wir, dass, wenn man ¢, durch seinen aus Gleichung
(22) folgenden Werth ersetzt, der Koefficient von (%+—gi)2gleich
Y X
On

. 0%
dem Koefficient von 2—&%@ ist. Demnach muss auf der linken

Seite der Gleichung (29) der Koefficient von ¢ gleich demjenigen
von 2& "% ' sein, und dasselbe muss fiir die rechte Seite dieser
Gleichung gelten. Nun hat hier das Glied ¢ den Koefficient
(#—p); da nun das Glied 2 € 7' in 6 mit dem Koefficient 1

und in K mit dem Koefficient % behaftet ist, so tritt es auf der

rechten Seite von (29) mit dem Koefficient (v+%) auf; wir haben

somit die Gleichung
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A
p— =yt g

Ersetzen wir darin g — g, durch seinen aus Gleichung (30)
folgenden Werth, so erhalten wir

(82) A+r=0;:

somit ist die Zahl der willkiirlichen Koefficienten auf zwei reducirt.

2%7. Fassen wir nochmals alles zusammen, so finden wir: Die
Funktion W, der inneren Krifte, welche bei der Deformation eines
isotropen Medium auftreten, ist eine homogene Funktion zweiten
Grades der 9 Differentialquotienten der Grossen &, und enthilt hoch-
stens drei willkiirliche Koefficienten A, p, v. Die Zahl dieser Koef-
ficienten kann sich aber in gewissen speciellen Fiallen noch ver-
ringern, und zwar erhalten wir:

1. Drei willkiirliche Koefficienten im allgemeinsten Falle.

2. Zwei Koefficienten, wenn der #ussere Druck im Gleichge-
wichtszustande Null ist und die Krifte nicht centrale sind.

3. Zwei Koefficienten, wenn die Krifte centrale sind und der
dussere Druck im Gleichgewichtszustande von Null verschieden ist
(Annahme von Cauchy).

4, Einen einzigen Koefficienten, wenn die Krifte centrale sind
und der #“ussere Druck im Gleichgewichtszustand Null ist, denn in
diesem Falle gelten die Gleichungen (31) und (32) gleichzeitig.

28. Ausdruck von W, als Funktion der partiellen Differen-
tialquotienten. — Die Funktion W, ist das Glied ersten Grades in
der Entwickelung der Funktion W nach wachsenden Potenzen der
£ (8§ 13). Wie die Funktion U’, so lisst sich auch diese Funktion
nach wachsenden Potenzen von ¢ entwickeln, und wir erhalten unter
Beriicksichtigung der Gleichungen (12) und (17):

oF

W, = 67R91’

wobei sich die Summation lediglich auf die Molekiile des Volumen-
elements dr erstreckt. Ersetzt man ¢, durch seinen aus Gleichung
(22) folgenden Werth, so findet man

1 . < OF OF

c ! aF < pe
o W= Fgp P+ Jp P T Xor D

z! 14 aF
+ &)+ ) Ea—RDny—!— .....
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Dies ist also eine homogene Funktion ersten Grades der 9
partiellen Differentialquotientén.

29. Aeussere Drucke. — Bewegungsgleichungen. — Wir fassen
eine geschlossene Oberfliche S in’s Auge (Fig.1), welche das elastische
Medium in zwei Theile zerlegt, den einen, R, innerhalb der Ober-
fliche, den anderen, R', ausserhalb derselben. Die verschiedenen
Molekiile von R' wirken auf die Molekiile von R, aber, da der
Radius der molekularen Wirkungssphire nur sehr klein ist, so unter-
liegen nur die der Oberfliche von R benachbarten Molekiile den
Wirkungen der Molekile in R'.

Diese Wirkungen lassen sich durch ein System wvon Kriften
ersetzen, welche an den Elementen dw der Oberfliche S angreifen,
und die im Allgemeinen schrig gegen das betreffende Element ge-
richtet sind. Wir bezeichnen die Komponenten des dusseren Druckes
auf das Element do nach den drei Koordinatenaxen mit

P, dw; P, dw; P do;

dies sind #ussere Krifte fir das System, wenn man nur das von der
Oberflaiche begrenzte Volumen R betrachtet. Die Anwendung des
Princips von d’Alembert und des Princips der virtuellen Ge-
schwindigkeiten wird uns gestatten, die Werthe der Druckkompo-
nenten zu bestimmen, und wird wuns gleichzeitig auch eine neue
Form der Bewegungsgleichungen liefern.

Bezeichnet ¢ die Dichte eines Volumenelements dz (in Zukunft
soll der Buchstabe ¢ ausschliesslich diese Bedeutung besitzen), so ist
die Masse des Elements gdz, und die drei Komponenten der Trig-
heitskriafte, welche auf dies Element wirken miissen, damit es sich
nach dem d’Alembert'schen Princip im Gleichgewichte befindet,
sind

2% 2, 2
— gdr%; — gdrgt—;t; —gdthg -

Wenn alle Volumenelemente von R unter der Einwirkung
der bewegenden Krifte und der Trigheitskrifte in Ruhe sind, so
kann man auf dies Volumen das Princip von den virtuellen Ge-
schwindigkeiten anwenden: In einem im Gleichgewichte befindlichen System
ist die Summe der virtuellen Arbeiten Null. Bezeichnet man mit U die
Kriftefunktion der simmtlichen auf R wirkenden inneren und sus-
seren Kréifte, dann ist die Summe der virtuellen Arbeiten dieser
Krifte 6U; nennt man ferner 8£, dy, of die Projektionen der vir-
tuellen Verriickung eines Elements dr, so wird die virtuelle Arbeit
der Tragheitskraft
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0% 0*
— ot (g 95+ 4l i+ g )

Die Summe der Arbeiten sidmmtlicher Trigheitskrifte wird
also sein

0% 0% 0%
—jgdz(at JE +- e dp + = ¥l JC)

und nach dem Princip von den virtuellen Geschwindigkeiten erhilt
man:

(33) JU — (gd ("S & it

et C)_O’

‘l‘n

J% +

welches auch die 0¢, oy, o sein mogen.
Nach Gleichung (19) ist

0U = gU" +- 5’ IW dr,

und zwar bedeutet 0U" die Summe der virtuellen Arbeiten der dus-
seren Krifte, mit anderen Worten, der oben definirten Drucke; wir
haben also:

JU" — S do (P, J§ + Pyd\?]+ P,dy),

wobei sich das Integral iiber die ganze Oberfliche erstreckt. Nimmt
man an, dass die Komponenten dy und 67 der Verschiebung Null
sind, dann reducirt sich die virtuelle Arbeit der #usseren Krifte auf

IU" = (do P,

Die auf die inneren Kriifte bezligliche Funktion W ist eine
Funktion der 9 partiellen Differentialquotienten der £. In Folge
der virtuellen Verrickung des Systems #ndert sich im Allgemeinen
jeder dieser Differentialquotienten, aber in dem speciellen Falle, wo
oy =6Z=0, sind die einzigen Derivirten, deren Werth sich &ndert,
F 1=

¢' &'. Demnach ist

fa? i =

oW W W g OW
J\’V—af—,(k e JE) + w JE, =

&

85’ sx*

Nun ist 5/, d. h. ¢ %S;, gleich 585 0¢, somit wird der Aus-
druck fiir W
8W 0
IW = 2 o d&.
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Wir haben demnach

oW 0

JU:jdemJE -+ g’dr

Fiihrt man diesen Werth in Gleichung (83) ein und setzt dabei

in dem Gliede, das sich auf die Arbeit der Trigheitskrifte bezieht,
op=0{= 0, so erhilt man:

(34) jde J§+57 22?'7 0 Sgdrgf JE—0.

30. Diesen Ausdruck, der neben 6% auch noch dessen Diffe-
rentialquotient nach x enthélt, miissen wir nun umformen. Zu diesem
Zwecke wenden wir den folgenden Satz an, der gewdshnlich zum
Beweise des Greenschen Theorems in der Potentialtheorie dient.

Bedeutet F' eine Funktion der Koordinaten z, y, z eines Punktes,
und a den cos. des Winkels zwischen der Normalen eines Elements
do einer geschlossenen Oberfliche S und der X-Axe, so ist das In-
tegral von F oadw, ausgedehnt iiber alle Elemente der Oberfliche S,

F
gleich dem Integral von Sde, ausgedehnt iiber alle Volumenele-
mente dr des von der Oberfliiche S begrenzten Volumens R.

. oW .
Setzen wir nun F= 5=~ 6§, so erhalten wir
Sz

BW o5 oW
58W 5 ( ar (aw RS
35' J¢ o dw — mdt:b ax' JEdr + ) b?[ o d1
und entsprechend
17A%%
Sy OW 0 d&
jag,d?ﬂdw 5—— d‘§d1’+5‘a§y, 3y dz
W
OW 0 d¢
58’:’ nydw—y (J‘Edt+5a§, e dr

Durch gliedweise Addition dieser drei Gleichungen folgt:

. aw | . OW 08
Sd‘§dw abgg—j\deIE +Sdrzb§7,w
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oder:

a@W

avva(r:g_f oW ( [
Sdr G =) Ede zxa?z—ud§d12fax .

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber gerade das Glied der
Gleichung (34), welches den Differentialquotient von J& enthilt; er-
setzen wir dasselbe durch den gefundenen Werth, so erhalten wir:

oW
( “ oW ‘& o5
‘e L % § o
)P, g + 5 dsdwENESTL — Yoed J—gie — ) odr g 0=0,

oder, wenn man die Oberflichen- und die Volumenintegrale zu-
sammenfasst:
oW

aAT_—
. oW . b 0%, )=
5"””’("”2“@) —5"“” (‘\"aFJ“E T A

Diese Gleichung gilt fiir jeden beliebigen Werth von 06§, daher
miissen die Koefficienten von 6§ dw und d§dr Null sein; wir erhalten
somit

(35) P,—=— Q¢ gzv
und
0% A
(36) —egs = %= _a?

31. Die erste dieser Gleichungen liefert den Werth der X-Kom-
ponente des Druckes; setzen wir

ow oW W _ o
_>8;T;— rx? —85;— zy? —7§:

xz?

so wird der Ausdruck fiir diese Komponente
PJ;: « P:l’a) -+ ‘8 PJ:]/ + szz )
Die Grosse P in diesem Ausdrucke ldsst sich aber schreiben

p —_OW __ oW, oW,
%] 0T o

xr

Nun ist W, eine homogene lineare Funktion der partiellen
Differentialquotienten, W, eine Funktion zweiten Grades derselben
Grossen, somit ist das erste Glied von P_ eine Konstante und das
zweite Glied eine Funktion ersten Grades der partiellen Derivirten.
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Befindet sich das Medium in seiner Gleichgewichtslage, so sind die
Gréssen £ Null, und, da Null den Minimalwerth fiir diese Grossen
darstellt, so sind auch ihre Differentialquotienten £, &' . ... Null;
demnach verschwindet das zweite Glied von P und der Werth
von P fiir die Gleichgewichtslage wird:

xx !

o oW,

Nach dem Werthe, den wir in § 28 fiir W, fanden, ist

:—22*1)2

Entsprechend wiirde man fiir die Gleichgewichtslage des Systems
finden

JF oF
Pwy——_——QE-gRDny; Px::—QzﬁDxD:....;

diese Ausdrticke zeigen, dass, wenn die sechs Grissen

oF ., oF oF
PRD™ R Fit
oF oF
2 £ Dy Dz, s D?De, X DeDy

Null sind, auch der dussere Druck im Gleichgewichtszustande Null
sein muss. Dies ist gerade das Reciproke der Eigenschaft, welche
wir in § 10 nachwiesen.

32. Wir wollen nun die Gleichung (36) in’s Auge fassen, welche
eine der Bewegungsgleichungen darstellt. Ersetzt man darin W durch
W+ W,, so wird dieselbe:

oW, 5 OV,
o 2 3t :
¢ e E ox + 2

hierin ist W, linear und homogen in Bezug auf die partiellen Dif-

ferentialquotienten, somit ist o L eine Konstante; der Differential-
€

quotient dieser Grosse nach x ist also Null, und das erste Glied auf
der rechten Seite der Gleichung verschwindet. Die Bewegungs-
gleichungen reduciren sich somit auf’:
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oW,
0% oo
T e T 2 ox
oW,
oy O
e T 2 iz
PR
_e oy %
o T R
33. Bewegungsgleichungen fiir isotrope Korper. — Bei iso-

tropen Korpern ist die Funktion W, gegeben durch die Gleichung

@27) des § 24

Wz——_'— AK +‘uH+V®2.

Setzt man diesen Ausdruck in die Bewegungsgleichungen ein,

so wird die erste derselben:

9K

0%
7]

Y

5,
ox +

2 ¢0H 06?
o BE7
“ 2 Ox R 2 ox

‘Wir wollen nun den Werth eines jeden Gliedes auf der rechten

Seite bestimmen.

Aus dem durch die Gleichung (26) des § 22 gegebenen Werthe

von K erhalten wir:

0K , , 1) ', 0K ,
*6?='7y+§z; *aE;:”"Wlw 5’5:’7:—%
und somit wird:
8—8~K— oK 3 oK
I T T A . TP £ TR
0x ~ Ozdy T oy =~ Ozdy 0z - 0xds

Durch Addition dieser drei Gleichungen ergibt sich

Pt

2

der Koefficient von 1 verschwindet also aus

o0k,
Ox

=0;

den Bewegungs-

gleichungen, aber er wiirde in dem Ausdruck fiir den Werth der
Drucke bei isotropen Korpern wieder auftreten.
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Nach Gleichung (24) ist der Werth von H gegeben durch

H — 2' 9;2;
hieraus erhalten wir:
cH 'L oH oH ..
9—57 2§w7 @-“25‘1/7 8§zy—2§
oH oH 0H
0 o8 % 9 EE—]/T 325 87’)5"; o, o
oz 0ab oy ay B T
und
BH
0% 0% | 0%\
/‘2 (axz"l"g.'y'z"‘"aza) 2uds.

Schliesslich bestimmen wir noch den Werth des Gliedes, wel
ches # enthiilt; wir finden nach (25)

06? 093 06?
= . ZY —0- 22 =0
o =29 5 0; =0
06? 06?2 0e?
oy e w0 Pa
T or R oy T T T e
und somit
)2
2 3%9’ 20
v 2 - ax =2y .

Demnach werden die Bewegungsgleichungen

0% 00

_Qaﬂ = 2”AE+2V_%

. 0* 06
(38) —gag = 2/,¢Aq+2y~5y—
o 20

Dieselben enthalten zwei willkiirliche Koefficienten, welche sich
in dem Falle auf eine einzige reduciren, wo die Kriifte centrale sind
und der #Hussere Druck im Gleichgewichtszustande Null ist. Wir
sahen ndmlich in § 27, dass dann gilt:
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A
p=—9 A+v=0,

und somit

M:——Q—.

84. Longitudinal- und Transversalbewegungen. — Wir wollen
nun nachweisen, dass man die Bewegung eines Molekiils in einem
isotropen Medium so auffassen darf, als entstehe dieselbe durch das
Zusammenwirken zweier Bewegungen, die wir transversale und longi-
tudinale nennen wollen; diese Bezeichnungsweise werden wir spiter
rechtfertigen.

Wir differentiiren die erste der Gleichungen (38) nach =z, die
zweite nach y, die dritte nach z und addiren dieselben; dann er-
halten wir

%) ey o]
—e ( et t e )

:2/4(4'%4—4'2

oy ac)
Y

+ 4 5]+

0’0 00 %6
+2» (81:2 +3y” +322) .

Nun ist nach Gleichung (25)
0 = Ex' -+ ’7‘1; —+ C;y
demmnach
o , e e %O
und
»e 0%, O, O
&= T T

Somit ldsst sich die obige Gleichung schreiben:

7]
—ezp = 2(u+v)46;

dieser Differentialgleichung muss also die Funktion 6 gentigen.
Nehmen wir an, dass zar Zeit ¢=0 sowohl die Funktion & selbst
wie ihr Differentialquotient nach der Zeit Null sind, so zeigt die
obige Gleichung, dass dies auch fiir den zweiten Differentialquotient
der Fall sein muss. Durch Differentiation dieser Gleichung wiirden
wir eine mneue Gleichung erhalten, aus der wir wiederum den Schluss
ziehen konnten, dass auch der dritte Differentialquotient von € nach
der Zeit Null sein muss; ebenso wiirden wir auch fiir die iibrigen
Differentialquotienten den Werth Null finden, und somit muss die
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Funktion & selbst identisch gleich Null sein. Die kleinen Bewegungen,
fir welche die Funktion # Null ist, sind es nun, die wir als trans
versale bezeichnet haben.

35. Wir betrachten ferner die Grossen
On oc I & o0& Oy
g _ % - — 0

% O " ar T8 "y ar’

und suchen die Differentialgleichung auf, welche sie verbindet. Zu
diesem Zwecke differentiiren wir die zweite der Gleichungen (38)
nach z, die dritte nach y und subtrahiren dieselben von einander,
dann erhalten wir

|, o ) oy ot e o6
¢ (?T T ToE =2u (A 0z 637) +2v (*3318? - 78179?)
oder
0%u

— 0 55 =2 .
® or p du

Auf analoge Weise gelangen wir zu den beiden entsprechen-
den Gleichungen

o2
—97;221udu
27

Sind auch hier fiir t=0 sowohl die Grossen u, v, w als auch deren
Differentialquotienten erster Ordnung Null, so gilt dasselbe, wie die
vorhergehenden Gleichungen zeigen, auch fiir die zweiten Differen-
tialquotienten. Durch Differentiation dieser Gleichungen wiirde man
wieder neue Gleichungen erhalten, vermittels deren sich nachweisen
liesse, dass fiir t=0 auch die dritten Differentialquotienten Null
sein miissen u. 8. f. Somit sind die Funktionen », v, w identisch
gleich Null. Die Bewegungen, fiir welche dies der Fall ist, heissen
longitudinale.

86. In den drei identischen Gleichungen

o o . o5 0% On _

9 "y G T oe 0 By e

haben wir die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen da-
fiir, dass die Grosse

fda—+ndy—+(de
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ein vollstindiges Differential darstellt. Wir konnen also im Falle
der Longitudinalbewegungen setzen

¢de + ndy + {de=dy,
und haben somit

. P 0
iz’ T T b
87. Nunmehr fassen wir eine Verschiebung &, %, £ in’s Auge.

Zum Beweise dafiir, dass sich die Bewegung der Molekiile als Resul-
tante einer Transversal- und einer Longitudinalbewegung auffassen
lasst, haben wir zu zeigen, dass

§=h+ 5Ly n=mn+mn; =L+,

worin &, #;, & sich auf eine transversale, &, 7,, & auf eine longi-
tudinale Bewegung bezichen. Nach dem Vorangehenden ist nun

=lr, . 0., O
LA YA ’72_6]/1 _2“‘627
und somit
O a’l’ . O
E=§ + ey 1T @ C—C1+5;;

wobei &, 7, {; der Differentialgleichung der Transversalbewegungen

a§| on oLy
i By + o =0

geniligen.
Differentiiren wir die Gleichungen fir &, », £ bezw. nach
z, y, 2 und addiren dieselben, so folgt

O 00 08 am 3&'1 Gy ¢ D¢
R S e R ek~

% O 8x2
diese Gleichung reducirt sich nach unseren Annahmen auf
0 = Agp.

Nun ist nach der Poisson’schen Gleichung die Summe der
zweiten Differentialquotienten des Potentials in einem Punkte gleich
—4 mo, wobei ¢ die Dichte der anziehenden Materie in dem be-
treffenden Punkte bezeichnet; man wird also eine Funktion ¢ er-
halten, welche der Gleichung & = 4dp geniigt, wenn man das Poten-

tial einer anziehenden Materie bestimmt, deren Dichte — ;% ist.

Eine solche Funktion gibt es stets, und somit ldsst sich in der That
die Bewegung eines Molekiils als Superposition einer longitudinalen

und einer transversalen Bewegung auffassen.
Poincaré, Das Licht. 3
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38. Gleichungen fiir die Transversalbewegungen in den iso-
tropen Korpern. — Die Gleichungen fiir die Transversalbewegungen
in den isotropen Korpern erhélt man, wenn man in den Gleichungen
(38) =0 setzt; dieselben werden somit

73

—ezg =2ul
9) — o ga=2ud
—elt—suu

39. Gleichungen fiir die Longitudinalbewegungen. — Auch

die Gleichungen fiir die Longitudinalbewegungen nehmen eine ein-
fache Gestalt an. Da

war, so ist

00 0% d [0y 0 (ot
0z ’

%o oy \ow th
Nun sind w, v, @ Null, somit ist

On 08  Or O
& By’ o
und
0 (0n\_ 0% 9 (0r\ %
wle) =5 o (o) =a
Setzt man dies in die Gleichung fiir 37@ ein, so erhilt man:

2 2 ?
s R LS S
4

=t gy

und durch Einfiihrung dieses Werthes von % in die Gleichungen (38)
ergibt sich fiir die Longitudinalbewegungen

0% .
— 0 g —2 () b

2

02
(40) —egp =2+l

82
—e e =2(ut Nt



Kapitel IIL

Fortpflanzung einer ebenen Welle. —
Interferenz.

40. Specieller Fall: Fortpflanzung in ebenen Wellen. — Wir
wollen nun annehmen, dass die Verschiebungskomponenten £, 7, ¢,
welche im Allgemeinen Funktionen von z, y, z und ¢ sind, nur von
z und ¢ abhiéngen. Fassen wir eine zur Z-Axe senkrechte Ebene
in’s Auge, so werden alle in dieser Ebene befindlichen Molekiile zu
derselben Zeit ¢ auch dieselbe Verschiebung erleiden, da alle
Punkte dieser Ebene durch denselben Werth von z charakterisirt
sind. Diese Ebene ist die Wellenebene.

Bei den Transversalbewegungen ist die isotrope Funktion 6
identisch Null; da nun bei der von uns betrachteten Bewegung
¢, 7, £ nicht von z und y abhingen, so haben wir

% %

¢ a _g.
&v_o und 6y—0’

somit reducirt sich die Bedingungsgleichung 6 = 0 auf
a
 raa 0.

Die Verschiebungskomponente  ist also eine Konstante;
nehmen wir an, dieselbe sei Null, so findet die Verschiebung der
Molekiile des elastischen Medium in der Wellenebene statt; dies
rechtfertigt den Namen Transversalbewegungen fiir die Bewegungen,
welche durch die Gleichung © = 0 charakterisirt sind.

Die Bewegungen, weleche wir als longitudinale bezeichneten,
sind durch folgende identische Gleichungen (§ 35) bestimmt:

o _ % 00 E_, % On_,
YT Ty YT er 0 YT oy Oz )
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Bei ebenen Wellen reduciren sich diese Bedingungen auf

Fir denselben Augenblick ¢ haben die Verschiebungskom-
ponenten & und z aller Molekiile denselben Werth; setzen wir ihn
gleich Null, dann findet die Verschiebung der Molekiile in einer
zur Wellenebene senkrechten Geraden statt; aus diesem Grunde
haben wir die den obigen Gleichungen geniigenden Bewegungen als
longitudinale bezeichnet.

41. Die Gleichungen fiir die Transversalbewegungen in den
isotropen Korpern vereinfachen sieh im Falle der Fortpflanzung
in ebenen Wellen; da die Grossen &, », { weder von x noch von
y abhingen, so erhalten wir fiir die Bewegung eines Molekiils in
der Wellenebene

L, o
Cog = < M g
0% ]
—9822 —2‘u—a—22-
Setzen wir
V=T — 24

7

[y

so gehen diese Gleichungen iiber in

o o
=Y g
Oy . 0%
@Y o

Durch Integration der ersten Gleichung erhalten wir
§=F(@— Vo + F' (z+ V),

wobel ' und F' willkirliche Funktionen bezeichnen. Die Ver-
schiebung & eines in der Wellenebene gelegenen Molekiils ldsst sich
also auffassen als Summe zweier Verschiebungen, von denen die
eine durch die Funktion F (z — Vt), die andere durch die Funktion
F'(z+ Vi) gegeben ist.

42, Die Grosse V hat eine sehr einfache geometrische Bedeu-
tung. Bezeichnen wir mit » die Entfernung der senkrecht zur
Z-Axe durch zwei Molekiile A und A' gelegten Ebenen, und nennen
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wir z, die Z-Koordinate des tiefer gelegenen Punktes A, dann er-
halten wir fiir den Punkt A zur Zeit t, statt (z— Vi) den Werth

2o — Vo

Fiir den Punkt A' wird der Werth dieses Ausdrucks zur Zeit

et
TV
zg+h—V (t0‘+ %—) =2y — Vi,
Dies ist derselbe Werth, wie derjenige, welchen wir im Punkte
A zur Zeit ¢, erhielten; somit nimmt die Funktion F (z—V?) im

Punkte A' den Werth an, den sie im Punkte A zu einer um -%TL

friiheren Zeit hatte. Fiir einen Beobachter, der sich lings OZ mit
einer Geschwindigkeit V fortbewegt, wird die Funktion ¥ eine Kon-
stante sein; dem Beobachter miissen also die verschiedenen Mole-
kiile, welehen er begegnet, in derselben Lage erscheinen. Somit muss
sich die Bewegung innerhalb der Molekille mit der gleichen Ge-
schwindigkeit V fortgepflanzt haben. Aus diesem Grunde sagt man,
dass F eine Bewegung bedeutet, welche sich mit dexr Geschwindig-
keit V, und F' eine Bewegung, welche sich mit der Geschwindigkeit
—V fortpflanzt. Die Transversalbewegungen lassen sich also als
Superposition zweier Bewegungen auffassen, welche sich in entgegen-
gesetzter Richtung mit, absolut genommen, gleicher Geschwindig-

keit fortpflanzen.
Vl — _ 2 (/‘ + V) ,
l 4

48. Setzt man
so gehen die Gleichungen der Longitudinalbewegungen (40) fir die
Bewegung lings einer auf der Wellenebene normalen Geraden
iber in
A iy
2T Vo2

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist
(=T, (e — Vi) +F/(z+ Vi)

Man kann sich also auch eine Longitudinalbewegung aus dem
Zusammenwirken zweier Bewegungen entstanden denken, welche
sich mit den Geschwindigkeiten -+ V; und — V, fortpflanzen.

44, Wenn der dussere Druck im Gleichgewichtszustande Null
ist und die zwischen den Molekiilen auftretenden Kriifte centrale
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sind, so hiingen die Geschwindigkeiten V und V, von einander ab.
Wie wir nfimlich in § 26 sahen, sind unter diesen Bedingungen 4,
p und v durch die Gleichungen

T ST

verkniipft. Durch Elimination von A erhélt man
v=2 u.

Setzt man diesen Werth von v in den Ausdruck fiir V, ein,

so folgt
V2 =3Ve

In allen anderen Fillen sind die Geschwindigkeiten V wund V,
unabhingig von einander.

45. Hypothesen iiber die Eigenschaften des Aethers. — Der
Versuch zeigt, dass die Aetherschwingungen immer transversal ge-
richtet sind; wum dieser experimentellen Thatsache Rechnung zu
tragen, kann man mehrere Hypothesen aufstellen.

Erste Hypothese. — Man kann annehmen, dass der Aether
sowohl die longitudinalen wie die transversalen Schwingungen fort-
zupflanzen vermag, dass aber die ersteren weder auf die Retina des
Auges, noch auf die photographische Platte, noch auch auf die zur
Bestimmung der strahlenden Wirme verwendeten Instrumente zu
wirken vermogen. Diese Hypothese steht jedoch im Widerspruch
mit den Experimenten von Fresn el iiber die Reflexion und Brechung
des Lichts; dieselben zeigen ndmlich, dass die lebendige Kraft des
einfallenden Strahles sich vollstiindig in den reflektirten und ge-
brochenen Transversalstrahlen wiederfindet.

46. Zweite Hypothese. — Man kann annehmen, dass V,==0,
d. b., dass nach dem Werthe dieser Grosse

== — ¥
ist. Aus § 34 ergibt sich, dass die Differentialgleichung

e
-—QW=2(‘M+V)L]9

2
durch Annahme dieser Hypothese tibergeht in gt—f=0. Wenn nun

06
fir =0 die Funktion # und ihr Differentialquotient Fa Null sind,
so ist, wie wir bereits in § 34 nachwiesen, die Funktion € identisch
2
Null; anderenfalls liefert die Bedingung %29:0 fir & den Werth

® = at + b.
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Ist ¢ von Null verschieden, dann wird die Funktion @ mit der
Zeit tiber jede Grenze hinaus wachsen. Nun stellt aber 6 den Zu-
wachs der Volumeneinheit des Medium dar (vgl. § 21). Demnach
kénnte ein Volumenelement, welches im Anfang der Zeit beliebig klein
sein mag, im Verlauf einer gentigend langen Zeit grosser werden,
als jede gegebene Grisse. Dies ist eine bedenkliche Folgerung aus
dieser Hypothese, man darf derselben jedoch nicht zu viel Gewicht
beilegen, denn wenn der Volumenzuwachs des elastischen Medium
zu gross wiirde, dann kénnten die Grossen £, 5, £ auch nicht mehr
als unendlich klein aufgefasst werden, und wir wiirden unter diesen
Umstiéinden die Bedingungen verlassen, welche wir beim Beginn
dieser Untersuchungen (§ 2) aufgestellt hatten. Die obige Annahme
gestattet die Erklirung aller in der Optik bekannt gewordenen Er-
scheinungen; ausserdem fiihrt sie auch auf dieselben Gleichungen,
welche sich aus der elektromagnetischen Lichttheorie ergeben; wir
werden ihr also den Vorzug geben.

47. Dritte Hypothese. — Wir konnen ferner annehmen, dass
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V, der Longitudinalbewegungen
imagindr ist, d. h. dass

u + v >0.

Diese Hypothese erklirt die Reflexion und Brechung besser
als die erste, aber sie filhrt zu der Annahme, dass das Gleichgewicht
des elastischen Medium nicht immer stabil ist. Bei stabilem Gleich-
gewichte muss nimlich das zweite Glied U, in der Entwickelung
der Funktion U nach & negativ oder Null sein. Nun fanden wir
(§ 13)

U, =U,"+ (W, a,

und ausserdem ist bei isotropen Korpern (§ 24)
W, = 1K —+ uH + »62.

Fassen wir den speciellen Fall in's Auge, dass alle partiellen
Differentialquotienten &/, ' ... mit Ausnahme von &' Null-sind,
¢, aber gleich Eins ist, so erhalten wir fiir die isotropen Funktionen
H, K, €2 die Werthe

K=0; H=1; 62=1;
somit ist in diesem Falle

W, = pu -+,

d. h. eine positive Grosse. Das im Ausdrucke fiir U, auftretende
Integral ist also positiv und demnach ist das Gleichgewicht labil.
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Aber bei unserer mangelhaften Kenntniss von der wahren Natur des
Aethers diirfen wir den Einwiirfen, welche sich auf die Klasticitiits-
theorie griinden, nicht allzuviel Bedeutung beimessen.

48. Vierte Hypothese. — Schliesslich kann man annehmen,
dass die Aethermolekiile nicht frei, sondern Bedingungen unter-
worfen sind, in Folge deren #=0 wird. Diese Hypothese kommt
auf die Annahme von der Inkompressibilitit des Aethers hinaus, sie
steht somit, sozusagen, im Gegensatze zur zweiten Hypothese, welche
zu der Apnahme fiihrte, dass @ beliebig gross werden koénne, mit
anderen Worten, dass der Widerstand des Aethers gegen Kompression
Null sei. Fresnel wandte bald die eine, bald die andere der bei-
den Hypothesen an, denn bei seinen Rechnungen setzt er, — oft
nur implicite — einmal voraus, dass dieser Widerstand gegen Kom-
pression Null, ein anderes Mal, dass derselbe unendlich gross sei.

49. Bewegungsgleichungen des Aethers. — Wir wollen die
zweite Hypothese annehmen, nach welcher p-+v=0 ist, und setzen
also

wobei V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes bedeutet.
Dann haben wir
2u=—eV?; 2y =¢V?,

fiihren wir diese Werthe in die Bewegungsgleichungen fiir ein iso-
tropes Medium. (38) ein, so erhalten wir

0% L)
W ("s - 9;)
Oy 00
W &=V (=5
- 06\
= ("‘? - a—\)

Diese (Gleichungen lassen sich mnoch in eine andere Form
bringen, indem man setzt:

__op o _ 0 9 % Oy

YT "T e e T e

es ist niamlich
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I I 5

A==t op T e e oy Gxde

. 8‘5 82,] 625 azc
“of  bxoy o2 we:
oder
00 0w v

E— =% "

Transformirt man auf dieselbe Weise die Grossen

a@' AC——a'le

b=y A

welche in den beiden letzten Bewegungsgleichungen vorkommen,
so findet man
0% Vg(aw 8u)

= Vo, "%
Oy re[Ou  Ow
W"V%‘ﬁ
Fr (B
o ="(a 5

50. Losung der Gleichungen fiir die Transversalbewegungen. —

Die Gleichungen fiir die Transversalbewegungen erhalten wir, wenn
wir in den Gleichungen (1) @ =0 setzen; dieselben werden dann

0%

2 72 V2/)E .
@ ap = Vi

0%
oe?

2
— Vidy; %ﬁ—: Ve

Wir wollen diesen Gleichungen dadurch zu gentigen suchen,
dass wir einfiihren

f=Ad; y=DB"; t=Ce¥;

hierbei sind A, B, C Konstanten und P ein homogenes Polynom ersten
Grades in Bezug auf die Variabeln z, g, 2, ¢,

P=c«x+ By-+ys+dt.

Durch Differentiation von &, 7, £ erhalten wir
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73 0% 0%
?jzAaeP; »»az—z—Au eFs ?,i———--Ad‘2
on _p,p. O P, Pn_paa,p
Ty——Bﬂe P = Bp?%¢ 97 = Bd?%e
4 % o

a—zz——CyeP; a21——0;/‘3@1); fat—ézCJ?eP.

Demnach wird

o Oy o¢

Y s P
@—av—'_ay—‘_ e (Ae+Bg+Cy)
P a?E 85

A5 = Gt g g = AT @)

Ersetzt man nun in den Gleichungen (2) 4¢, dy, 4Z und die
zweiten Differentialquotienten von &, %, ¢ nach der Zeit ‘durch ihre
Werthe, so erhilt man

0‘2:V2 (“2 —+- l32+ 7‘:) .

Da die Bewegungen transversal sein sollen, so muss @ =0 sein,

d. h.
Ae+Bg+ Cy=0.

Diese beiden Bedingungsgleichungen miissen die Koefficienten
a, B, 7, 0 erfiillen, damit die Ausdriicke fiir £, 7, { den Bewegungs-
gleichungen geniigen.

51, Wenn die Grossen A, B, C, a, 8, 7, 0 reell sind, so wird
dasselbe auch fir & », { der Fall sein; ist aber eine dieser Grossen
komplex, dann sind auch ¢, 5, & komplex Da die Bewegungs-
gleichungen linear sind in Bezug auf die Differentialquotienten
zweiter Ordnung von ¢, 7, {, so miissen der reelle und der imaginire
Theil einer komplexen Lisung fiir sich genommen den Bewegungs-
gleichungen gentigen; wir erhalten somit zwei Losungen.

In der Optik haben wir es nur mit imaginiren Ldsungen zu
thun, denn die Lichtbewegungen sind immer pendelartige Schwin-
gungen und somit periodisch nach der Zeit. Demnach miissen auch
die £, 7, £ nach der Zeit periodisch sein, und wenn wir sie, wie
oben, durch eine Exponentialgrésse ausdriicken, so muss e’ fiir
Werthe, welche sich um eine bestimmte Griosse ¢ unterscheiden,
immer wieder denselben Werth annehmen; wir miissen also haben

Jr—2n¢
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und somit
__ 2nd

_ 2

T

0 ist also imagindr, 6 somit negativ, und die Gleichung
0?2 =7V? <a2 - /32 - y?)

zeigt, dass auch die Summe a? -~ 5% y? negativ sein muss; dies er-
fordert aber, dass wenigstens eine der Grossen «, B, y imagindr ist.

Haben wir nun die komplexe Losung einer Gleichung ge-
funden, so muss der reelle Theil derselben den experimentell er-
mittelten Thatsachen gentigen. Nun lisst sich der reelle Theil einer
Exponentialfunktion durch einen XKosinus darstellen, wir konnten
also die reellen Lsungen fiir die Differentialgleichungen finden,
wenn wir diejenigen Werthe fiir die £, 7, { suchten, welche einen
Kosinus enthalten und die Gleichungen befriedigen. In gewissen
Fillen werden wir auch diesen Weg einschlagen, in anderen da-
gegen werden wir uns der imaginiren Exponentialfunktionen be-
dienen und die reellen Theile derselben als Losung ansehen.

52. Wir fassen jetzt eine zur Ebene

er+By—+yz=0

parallele Ebene in’s Auge. Fiir alle Punkte dieser Ebene hat das
Polynom P in jedem Augenblicke denselben Werth; demnach werden
die Verschiebungen aller dieser Punkte zu derselben Zeit die gleichen
sein.  Entsprechend der Definition in § 40 ist diese Ebene die
Wellenebene.

Zunichst untersuchen wir den Fall, dass die Ebene

«x—+By+ye=0

reell ist. Wihlen wir dieselbe zur X Y-Ebene, dann reducirt sich
ihre Gleichung auf
z=0;

somit haben wir in diesem Falle a= =0 und 62=V2y2? also

d _ 2ai

YEN TV

Das Produkt Vr im Nenner bezeichnen wir mit A; es stellt die
Wellenléinge dar und bedeutet den vom Lichte wi#hrend -einer
Sechwingungsperiode durchlaufenen Weg.

Ersetzt man in P die Grossen «, 8, y, 6 durch ihre Werthe,
so erhilt man:
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P= 277” (= -+ V).

P ist also eine periodische Funktion von z und ¢; die Periode
fiir z ist A Der Werth von &, welcher der ersten Bewegungsglei-
chung geniigt, wird dann

2ny

A T(z—l—Vt).
§=Ae

Der Koefficient A kann komplex sein. Bedeutet A, seinen
Modul, ¢ sein Argument, dann kénnen wir setzen

A=A, T,
und damit wird der Werth von &:
2ni

A T(Z+Vt)+z'q>
§=2A,e .

Der reelle Theil dieses Ausdruckes gibt die Verschiebung
nach der X-Axe und hat den Werth

E==A, cos [%z(z -+ Vi) + tp] :
Fir die Verschiebung nach der Y-Axe erhalten wir ent
sprechend
7 =B, cos [2—;l (z4+Vi)+ ’f‘l] :
Wir wollen weiter annehmen, die Ebene az+ Sy —+ yz sei
komplex; dann lidsst sich die Gleichung derselben in die Form

P+iQ bringen. Wihlen wir P=—0 zur YZ-Ebene, Q=0 zur
XY-Ebene, dann wird die Gleichung der Wellenebene

ar+iez =0,
In diesem Falle liefert die Bedingung =0 die Gleichung
Ae+iCe=0,

welche zeigt, dass das Verhiltniss % imaginir sein muss. In Folge

der Periodicitit der Lichtbewegung haben wir
4 72

gl — =
2’
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wihrend die Bedingung ¢*=V? (a? + 82 + ) die Gleichung

4 n?
TR

—a?—

liefert. Hieraus folgt, dass ¢ > a sein muss. Die Losung der ersten
Bewegungsgleichung ist
exr -+t -+ 2nit +ig
E=Aje '
Der reelle Theil derselben gibt als Werth fiir die Verschie-
bung nach der X-Axe

f=A,¢"" cos (s z—i—:,o—l—@).

Fiir die Verschiebungskomponenten nach den beiden anderen
Axen 7 und { wiirden wir analoge Ausdriicke erhalten.

53. Erloschende Strahlen. — Die Form, welche wir fiir £ ge-
funden haben, unterscheidet sich wvon derjenigen, welche wir vorher
fiir eine reelle Welle ermittelten, nur durch den Faktor ¢**. Wenn
« negativ ist, so nimmt dieser Faktor mit wachsendem x sehr rasch
ab; in der Nahe der Ebene =0 wird die Bewegung merklich sein;
dagegen wird die Amplitude sehr klein, wenn man sich von dieser

1
Ebene etwas entfernt. Da a ungefihr von der Gréssenordnung —-

ist, so wird die Bewegung schon in einer Entfernung, welche mit
derjenigen einer Wellenlinge vergleichbar ist, ungemein gering,
Eine derartige Bewegung finden wir bei der totalen Reflexion. Wenn
der Winkel, welchen der einfallende Strahl mit der Normalen der
Trennungsfliche bildet, grosser ist als der Grenzwinkel, so ist der
sin. des Brechungswinkels, deér sich aus der Formel

sin ¢

sinr

ergibt, imagindr; in diesem Falle ist also sowohl der gebrochene
Strahl als auch die auf demselben senkrecht stehende Wellenebene
imagindr, wir haben daher in dem Medium mit geringerem Bre-
chungsexponenten eine Bewegung, die sehr rasch erlischt. Fresnel
versuchte experimentell die FExistenz der erlsschenden Strahlen
nachzuweisen; zu diesem Zwecke stellte er eine GGlasplatte in sehr
geringer Entfernung von einer Oberfliche auf, an welcher eine
totale Reflexion vor sich ging, und erhielt in der That helle und
dunkele Streifen.
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Bei der Untersuchung der Longitudinalbewegungen fand
Cauchy erloschende Bewegungen, doch konnte deren Vorhanden-
sein nicht experimentell nachgewiesen werden. Wir wollen an-
nehmen, dass die Verschiebungen £ und 7, welche fiir alle Punkte
einer ebenen Welle dieselben sind, Null seien, und wollen der
Gleichung fiir £

0%
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dadurch zu gentigen suchen, dass wir setzen:
[= Ce(yz -+ JY).

Durch Einfiihren der zweiten Differentialquotienten nach z und
t in die Differentialgleichung erhalten wir die Bedingung

2 =V,% %

Da die Grosse 0 in Folge der Periodicitit der Schwingungsbe-
wegung imaginir sein muss, so ist ihr Quadrat negativ. Cauchy
hatte die Annahme gemacht, dass (@ - v) >0; dann ist V2 <O und
y reell; somit wird die Exponentialfunktion, welche der Bewegungs-
gleichung geniigt,
2mit

—

ye+
(=Ce

Der reelle Theil derselben ist

2
t=0C,e’? cos —Tlt

Nehmen wir y<<O0 an, so wird die Amplitude der Sechwingungs-
bewegung sehr rasch abnehmen, wenn man sich in der Richtung
der positiven z von der Ebene z=0 entfernt; wir haben es also mit
einem erléschenden Strahl zu thun.

34. Bahn der Aecthermolekiile bei den Transversalbewe-
gungen. — Setzen wir
2
—;(Z-I-Vt)+w=w; g1 — =6,
so gehen die Awusdriicke

E=A,cos [%’ (e + Vo) + vp]

9 .
n=B, cos [Tn (= +Vt)+q1],
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welche wir fiir die in der Wellenebene erfolgenden Transversal-
verschiebungen eines Molekiils gefunden hatten (vgl. § 52), tiber in

¢=A,cosw
n=B, cos (w + 6).

Durch Elimination von @ aus diesen beiden Gleichungen finden
wir die Gleichung der Kurve, welche das Molekiil beschreibt; wir
erhalten némlich

_.___E__. 1 —_ 7 i o
COos » = A, sin o — B, sin @\-l— A, cotg ©.
Erheben wir beide Ausdriicke in’s Quadrat und addiren sie,
so folgt
-+ icotg@— 7 2:1.
: A, By sin @

Dies ist die Gleichung einer Ellipse; diese Ellipse geht fiir
#=0 oder = = in eine Gerade iiber, wie man leicht sieht, wenn
man cos w aus den beiden Gleichungen fiir £ und » eliminirt, nach-
dem man #=0 gesetzt hat. Je nachdem die Bahn des schwingen-
den Molekiils eine Ellipse oder eine Gerade ist, nennt man das
Licht elliptisch oder geradlinig polarisirt.

Die Schwingungsrichtung des Aethers bei geradlinig polari-
sirtem Lichte experimentell zu bestimmen, ist nicht méglich; das
einzige, was sich beobachten lisst, ist die Thatsache, dass die Er-
scheinungen von der Lage einer bestimmten Ebene abhingen, welche
man Polarisationsebene genannt hat. Aus Grinden der Symmetrie
miissen die Schwingungen entweder in der Polarisationsebene oder
senkrecht dazu erfolgen. Fresnel nimmt an, dass sie senkrecht
dazu verlaufen, andere Gelehrte (F. E.Neumann) haben die ent-
gegengesetzte Hypothese vorgezogen; wir werden spiterhin noch aus-
fihrlich auf diesen Punkt zuriickkommen,

55. Bemerkung iiber die Konstanten, welche in den Be-
wegungsgleichungen auftreten. — Bei der Losung der Gleichungen
fir die transversale Bewegung (§ 50) wurden die Grdssen Ay, B, C,
o, B, v, ¢, V, A als Konstanten betrachtet. In Wirklichkeit nehmen
die sieben ersten dieser neun Grossen innerhalb einer Sekunde un-
endlich viele Werthe an, aber da sie sich viel langsamer #ndern als
¢,9, £, so darf man sie wihrend der Dauer einer gewissen Anzah]
von Schwingungen als konstant auffassen (dies gilt fiir mindestens
50000 Schwingungen, deren Schwingungsdauer ungefdihr den zehn-
milliardsten Theil einer Sekunde betrigt). Die Fortpflanzungs-
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geschwindigkeit V des Lichtes ist fiir ein homogenes Medium eine
absolute Konstante, dasselbe gilt bei monochromatischem Lichte fiir A
Man kénnte auch annehmen, dass sich A auf irgend eine Weise beim
weissen Lichte #dndert oder mit anderen Worten, dass das weisse
Lieht durch die Superposition einer grossen Anzahl von monochroma-
tischen Lichtarten gebildet wird. Da wir jedoch im Verlaufe unserer
Betrachtungen immer nur monochromatisches Licht berticksichtigen
werden, so diirfen wir auch bei unseren Rechnungen A als Konstante
betrachten. Wollte man dann den Werth der Verschiebungen eines
Molekiils fiir weisses Licht finden, so wiirde man nur die Summe
aus einer grossen Anzahl von Verschiebungen zu bilden haben, wobei
fiir jede derselben 2 als Konstante aufzufassen wire.

56. Intensitiit des Lichts. — Die Intenpsitit einer Lichtschwin-
gung definirt man als eine Grosse, welche der lebendigen Kraft des
in Bewegung befindlichen Molekiils proportional ist. Da diese leben-
dige Kraft als Funktion der Zeit sich sehr rasch #dndert, so ist die
Annahme gestattet, dass die messbare Intensitit, d. h. diejenige In-
tensitit, welche auf unsere Sinne wirkt, dem Mittelwerthe dieser
Funktion proportional ist.

Die lebendige Kraft des in Bewegung befindlichen Molekiils
ist in einem bestimmten Augenblicke gegeben durch

05\? an\?
elar) + (&)
Nun sahen wir (§ 54), dass bei der Fortpflanzung des Lichtes
durch reelle Wellen — dem einzigen Falle, der bei experimentellen

Untersuchungen in Betracht kommt, — die Verschiebungskompo-
nenten eines Molekiils dargestellt werden durch

E=A,c080; 7 =B, cos (v + ),
wobei

2
w=77~t(Z+Vl)+lf.

Differentiiren wir § und 5 nach ¢ und betrachten Ay, B, und ¢
als Konstanten, so erhalten wir

g—fz—Ao——?—%zsinw; g—:=—B0 27V in (0 -+ @) .
. AN . 0% 7] .
Da nun sin z = — cos (a:—f— —2-) , S0 sind b und a—;’ bis auf

27V . .
den konstanten Faktor ——%— gleich € und 7, wenn man in den Aus-
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driicken fiir diese letzteren Werthe « um ~;~ vermehrt. Dies kommt
aber, in Folge des Werthes von w, auf dasselbe hinaus, als ob man

A . .
¢t um Wiy oder um % wachsen lédsst. Demnach sind die Werthe von

—g% und % zur Zeit ¢ proportional den Werthen von & wund 7 zur

Teit ¢+ %,

wird der Summe aus den Quadraten der Werthe & und 7 zur Zeit

und die lebendige XKraft eines Molekiils zur Zeit ¢

t+ —41 proportional sein. Wenn man aber t mit (t + i) vertauscht,

so dndert sich deshalb der Mittelwerth der lebendigen XKraft noch
nicht, die letztere wird also dem Mittelwerthe von £2% -+ #? propor-
tional sein. Wir dirfen somit als Werth fiir die Lichtintensitit eine
dem Mittelwerthe von §?+ 7? proportionale Grosse wihlen.

57. Interferenz des nicht polarisirten Lichtes. — Es sei P ein
Punkt des Raumes, zu welchem Licht aus einer in der Entfernung z
befindlichen Lichtquelle gelangt; dann haben wir fiir die Verschie-
bungskomponenten des in P befindlichen Aethermolekiils (§ 52) zu
setzen

2
f= A, cos —A”—(z—l—Vt)—i—tr]; n=B, cos g)z(z—*—Vt)-‘}—'p] .

Setzt man

PR .,
w=—"(+V) + @; =g — o,

so werden diese Ausdriicke
1 E=A, cos w; 7 =B, cos (w+ ©).

Wir nehmen nun an, der Punkt P erhalte gleichzeitig Licht
von derselben Wellenlinge, welches entweder aus einer zweiten
Lichtquelle stammt, oder auch aus der urspriinglichen, nur moge
dasselbe in diesem Falle einen anderen Weg zuriickgelegt haben,
dessen Lénge z' ist; dann erhalten wir fiir die Verschiebungskompo-
nenten nach denselben Axen

2
@ &=A, cos %z(z'—kVt)—l-— (p']; n=B,' cos T”(z'+vt)+¢1' .

Wir fiihren nun eine neue Grdsse ¢ ein, welche man Gang-
differenz der Lichtstrahlen im Punkte P nennt und welche definirt
ist durch die Gleichung

2n

T(z'——z)::,p.

Poincaré, Das Licht. 4
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Setzen wir ferner
vtog —gp=:
p+g —gr=e,
so erhalten wir fiir die Gleichungen (2) die Ausdriicke
E=A, cos (0 ¢); n =B, cos(v+ 0+ ¢).

Die Verschiebung des Molekiils P, welche von den beiden Be-
wegungen herriihrt, hat die Komponenten

®) E=Ajcos0+ A, cos (w + &)
n=DB,c08 (0 + ©) + B, cos (v + 0+ ¢).

58. Um die Lichtintensitit im Punkte P zu erhalten, suchen
wir den Mittelwerth von §2+ %2 Nun ist

E=Alcos? w + Ay?cos? (0 + &) + 2 Ay Ay cos weos (w + ¢)
7?=By?cos? (w4 O) + B, cos? (w -+ & &)+ 2B, B cos (w+ @) cos (w + O +¢).

Wihrend der Dauer einer Schwingung darf man A,, ¢ und ¢/,
somit auch & als konstant betrachten; dagegen nimmt « alle Werthe
zwischen O und 2z an. Wir erhalten also fir den Mittelwerth von
§ wihrend der Dauer einer Schwingung eine Grosse, welche dem
zwischen den Grenzen O und 27 genommenen Integrale tiber &2 pro.
portional ist. Bezeichnen wir den Mittelwerth einer Grosse dadurch,
dass wir die betreffende Grosse in eckige Klammern einschliessen,
so finden wir

27T

, 1 Ag?
[Ao2 cos? w] =3- Aof"S‘cos? o do= 70
0
on
12 2 1 Ao
Ay? cos? (w+ .s)] =A% |\ cos?(w+¢do=—5—
27 2
(i

2mn
[2 Ay Ay eos w cos (0 -+ 5)] = §17 2A,A) jcos w ¢0s (w -+ &) dw
(]

an
1
=ﬁA0A0'5(cos(2w + &) + cos &) do=Ay A/ cos ¢,
0

somit



Fortpflanzung einer ebenen Welle. — Interferenz. Hhl

[52] —l—- 2 +A0A0 eos .

Entsprechend wiirden wir fiir den Mittelwerth von »? wihrend
der Dauer einer Schwingung finden

[ ] +——+B(,Bo coS & .

Wir bestimmen nunmehr den Mittelwerth dieser Grossen wih-
rend der Zeiteinheit einer Sekunde. In diesem Falle miissen die
Grossen Ay, Ay, By, By als Variabele betrachtet werden, ebenso die
Grossen ¢ und ¢', und da diese letzteren wihrend der Zeiteinheit
unendlich viele verschiedene Werthe annehmen, so ist dasselbe im
Allgemeinen auch fir die Grosse & der Fall. Somit wird cos ¢ alle
Werthe zwischen =1 annehmen, der Mittelwerth von cos & wihrend
der Zeiteinheit wird also Null sein und damit reducirt sich der

. . Az | A
Mittelwerth von &2 wihrend dieses Intervalles auf [—2g -+ —2L], aus

dem gleichen Grunde wird der Mittelwerth von »? wihrend einer

Sekunde [— sein. Abgesehen von gewissen Ausnahmefillen

wird also die Intens1tat in P nicht von der Lage dieses Punktes ab-
hingen und sich auf die arithmetische Summe aus den Intensititen
reduciren, welche von jedem der beiden komponirenden Strahlen
herriihren.

59. Wir wollen mit g, und ¢, die Werthe von ¢ und ¢' in
der Nahe der Lichtquellen bezeichnen, wihrend im Punkte P die
Werthe dieser selben Winkel auch fernerhin ¢ und ¢’ sein mogen.
Nun sind diese vier Grossen ¢, @', ¢,, ¢,/ Funktionen der Zeit, und
wir haben

7O =g (t—%—) ;¢ =g (t——zvy—)-

Wenn die beiden Strahlen nicht aus der gleichen Lichtquelle
stammen, so liegt kein Grund dafiir vor, dass g,=¢,’ und ¢=y¢'
ist; die beiden Winkel ¢ und ¢’ werden sich also unabhingig von
einander dndern. Daher kann ihre Differenz ¢ — ¢', und somit auch
¢ alle moglichen Werthe annehmen, so dass der Mittelwerth von
cos ¢ Null sein wird; daher werden die beiden Strahlen nicht
interferiren.

Stammen dagegen beide Strahlen aus derselben Lichtquelle,
80 hat man

4*
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somaf§) o)

I
Ist ¢ nicht so klein, dass = Vz
gehnmilliardsten Theil einer Sekunde, so ist kein Grund dafiir vor-
handen, dass ¢' = ¢, somit werden aus denselben Griinden wie im
vorhergehenden Falle die Strahlen nicht interferiren?).

Stammen endlich beide Strahlen aus derselben Lichtquelle und

weniger betrigt als etwa den

ihre Gangdifferenz v ist klein genug, dass “—? unter dem zehn-

milliardsten Theile einer Sekunde liegt, so hat man
p—q
und somit
e=y+ ¢ —gp=1y.

Ebenso konnen ¢, und ¢,' als gleich aufgefasst werden, und
wir erhalten & = . Ersetzt man nun in dem Ausdrucke fiir den
Mittelwerth von &2+ 7 die Gréssen & und & durch ihren Werth ¢,
so tritt darin der Mittelwerth von

AyA) cosy + By B, cosyp

auf. Fir den betrachteten Punkt P ist nun zwar die Gangdifferenz
9 eine Konstante, dagegen éndert sich der Werth von i, wenn man
sich vom Punkte P entfernt; die Lichtintensitit wird also im Punkte
P nicht dieselbe sein, wie in einem benachbarten Punkte, und so-
mit erhalten wir Interferenzstreifen.

60. Interferenz des polarisirten Lichtes. — Wir wollen nun
die beiden Strahlen auf zwei Polarisatoren /I und /I' fallen lassen,
deren Polarisationsebenen parallel sein mdgen. Wihlen wir als
YZ-Ebene eine zu den Polarisationsebenen parallele Ebene und
nehmen an, dass die Schwingungen senkrecht dazu gerichtet seien,
dann werden die 7-Komponenten der beiden Lichtstrahlen zerstort,
somit wird die Lichtintensitit in einem Punkte P, zu dem die
Strahlen nach ihrem Durchgange durch die Polarisatoren gelangen,
proportional dem Mittelwerthe aus dem Quadrate der Summe der
§-Komponenten. In Folge dessen wird in diesem Falle unter den

) In den letzten Jahren ist es gelungen, mit wirklich monochroma-
tischem Lichte selbst bei Gangdifferenzen von mehreren hunderttausend
Wellenlingen noch deutliche Interferenzen zu erzielen; die vom Verf. oben
angenommene Grenze von 50000 Wellenlingen muss demnach wesentlich
erweitert werden. — D. Uebers.
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gleichen Bedingungen Interferenz auftreten, wie beim natiir-
lichen Lichte.

‘Weiter wollen wir annehmen, die Polarisatoren I und II' seien
senkrecht zu einander orientirt, somit gilt dies auch fiir die Polari-
sationsebenen der Strahlen, welche die Polarisatoren durchsetzen, und
wir konnen dieselben zur YZ- und XZ-Ebene wihlen. Nun wird
die Komponente 7 des ersten Strahls beim Durchgang durch den
Polarisator Il zerstort, wir haben somit By=0, ebenso wird die
Komponente & des zweiten Strahles durch den Polarisator II' ver-
nichtet, demnach ist A =0. Somit kommt in dem Mittelwerthe des
Ausdrucks fiir die Intensitit im Punkte P kein mit cos & behaftetes
Glied vor, da die Koefficienten dieser Glieder Null sind, es findet
also keine Interferenz statt.

Schliesslich lassen wir nun die beiden Strahlen, welche bereits
getrennt die Polarisatoren I/ und /7' passirt hatten, noch durch einen
dritten Polarisator /' gehen. Bei seinem Eintritt in den Polarisator
II" hat der erste Strahl eine Verschiebung nach der X-Axe

t=A,cosm,
der zweite eine solche nach der Y-Axe
=B, cos (w+ @ +¢),

oder, wenn man annimmt, dass die Gangdifferenz beider Strahlen
nur sehr gering ist
7=DB, cos (w+ O+ y).

Y

Fig. 3.

Unter dem Einflusse dieser beiden Bewegungen gelangt das
in O befindliche Aethermolekiil nach dem Punkte M mit den Koor-
dinaten & und 7 (Fig.3). Nun moge OG die neue Schwingungs-
richtung beim Austritte aus dem Polarisator II' bezeichnen; dann
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lasst sich die Schwingung OM in zwei Komponenten zerlegen, deren
eine mit O G zusammenfillt, wihrend die darauf senkrechte in Folge
des Durchganges durch /I' vernichtet wird; wir erhalten somit

OQ=O0Mcosg+MM' sing==~&cosg+ ysing.
Ersetzt man ¢ und y durch ihre Werthe, so erhilt man
O Q= A,cosgcosw+ By sin g cos (0w + 6 + ).

Um nun die Lichtintensitit in einem Punkte P zu bestimmen,
hat man den Mittelwerth von O Q? fiir eine sehr grosse Anzahl von
Schwingungen zu suchen. Der Mittelwerth dieser Grosse wéhrend
einer Schwingung ist

% [Ay? cos?yg 4 By?sin? g + 2 A, By’ sin g cos g cos (0 + y)].

Wenn nun das Licht vor dem Eintritte in /7 und /1" unpola-
risirt war, so kann 6 unendlich viele Werthe annehmen, und in
dem Mittelwerthe des vorangegangenen Ausdruckes verschwindet
das Glied mit cos (0 -+ 9), es kommt also keine Interferenz zu
Stande.

Ist dagegen das Licht vor seinem Durchgange durch /7 und II
geradlinig polarisirt gewesen, dann ist die Grosse © =0 oder ==,
In diesem Falle wird der Werth des letzten Gliedes, bis auf das
Vorzeichen,

2A,B,'sin g cos g cosy,
sein Mittelwerth wihrend einer grossen Anzahbl von Schwingungen
wird also cos 9 enthalten und die Strahlen werden interferiren.



Kapitel 111

Das Princip von Huyghens.

61. Das Huyghens’sche Princip, auf welchem die Beugungs-
theorie beruht, war der Gegenstand zahlreicher Einwiirfe; um diese
zu entkriften und die Richtigkeit dieses wichtigen Princips nach
Moglichkeit zu erweisen, werden wir genothigt sein, uns eingehender
mit diesem Gegenstande zu beschiftigen.

Wir wollen zunichst den Ge-
dankengang von Huyghens aus-
einandersetzen; zu diesem Zwecke
nehmen wir an, alle Aethermolekiile
seien in Ruhe, und man bringe nur
bei denjenigen eine Erschiitterung
hervor, welche sich innerhalb einer
Kugel A (F'ig. 4) von sebr kleinem
Radius befinden; sodann iiberlasse
man die Molekiile sich selbst. Die
den Molekiilen in A mitgetheilte Er-
schiitterung wird sich nun in den
Aether weiter verbreiten; Huyg-
hens nimmt an, dass eine kugel-
firmige Welle entsteht, und dass
nach Verlauf einer gewissen Zeit ¢
die einzigen Molekile, welche in
Bewegung sind, eine unendlich diinne
Schicht auf der Oberfliche einer mit
A koncentrischen Kugel 8 vom Ra-
dius V¢ einnehmen. Diese Hypo-

@

G

sl

Fig. 4.

these 1duft auf die Annahme hinaus, dass die Fortpflanzung einer
isolirten Welle moglich sei, und wenn auch der experimentelle Nach-
weis dafiir niemals gelingen diirfte, so kann man von dieser Ab-

straction in der Theorie doch Gebrauch machen.

In diesem Falle

werden nach Verlauf einer Zeit ¢+t' die einzigen in Bewegung
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befindlichen Molekiile in einer Kugelschicht $' vom Radius V (¢ +1)
liegen, welche mit S koncentrisch ist. Das Princip von Huyghens
besteht nun in der Annahme, dass die Aetherbewegung in jedem
Punkte dieser Welle 8' die Resultante der simmtlichen Bewegungen
ist, welche alle Elemente derselben Welle in ihrer fritheren Lage §,
einzeln flir sich genommen, verursachen wiirden.

Ist dies Princip richtig, dann kann man daraus schliessen, dass
die simmtlichen in Bewegung befindlichen Molekiile zur Zeit (24t
innerhalb der Kugelschicht 8’ liegen. Nun wird die Partialwelle,
welche bei der Fortpflanzung derjenigen Erschiitterung entsteht, die
ein Element B der Kugel S zur Zeit ¢ erlitt, eine Kugel mit dem
Mittelpunkte B und dem Radius V¢' sein; diese Kugel wird also die
Welle 8" bertihren. Dasselbe ist fiir die simmtlichen Partialwellen
der Fall, und man darf daher die Welle 8' als Einhiillende der
Partialwellen auffassen, welche von den verschiedenen Punkten von
S ausgehen. Somit ist es klar, dass jenseits der Welle S’ eine Be
wegung nicht vorhanden sein kann, dagegen liegt a priori kein
Grund dafiir vor, dass dies auch innerhalb der Welle S' der Fall
sein miisse. Im Gegentheil scheint die Begriindung dieser Annahme
im ersten Augenblicke schwierig zu sein, denn da die Bewegungen
der auf der Erschiitterungskugel gelegenen Molekiile in demselben
Sinne zu verlaufen scheinen, miissten sie auch Bewegungen in der-
selben Richtung hervorrufen, die sich nicht gegenseitig vernichten
kénnen. Huyghens suchte diese Anomalie durch die Annahme zu
erkliren, dass bei der unendlich geringen Dicke der Schicht S die
Bewegungen, welche von der FErschiitterung der verschiedenen
Elemente dieser Oberfliche herriihren, unendlich klein sein miissen,
und dass sie daher nur auf der Oberfliche S' zu bemerken wéren,
wo eine grosse Anzahl dieser Bewegungen zusammenwirkt. Diese
Erklirung kann jedoch vor einer strengen Analyse nicht bestehen.

62. Fresnel modificirt in seiner Beugungstheorie das
Huyghens’sche Prineip, indem er nicht mehr eine isolirte Welle
betrachtet, sondern vielmehr eine ganze Reihe von Wellen, welche
von Schwingungsbewegungen herrithren. Er spricht dies Princip
folgendermaassen aus: Die Schwingungen einer Lichtwelle in jedem ihrer
Punkte kann man als die Summe aller einzelnen Elementarbewegungen auf-
Jassen, welche alle Theile dieser Welle von einer beliebigen friiheren Stelluny
aus in demselben Augenblicke an diesen Punkt gesendet haben wirden. Hierzu
fiigt er noch die Anmerkung!): ,Ich betrachte immer die Aufein-
anderfolge einer unendlich grossen Anzahl von Schwingungen oder

1) Oeuvres de Fresnel, Bd. 7, S. 298.
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eine allgemeine Schwingung des Fluidum. Denn nur in diesem
Sinne kann man davon sprechen, dass zwei Lichtwellen sich ver-
nichten, wenn sie um eine halbe Wellenlinge verschieden sind. Die
Formeln fiir die Interferenz, welche ich aufgestellt habe, lassen sich
durchaus nicht auf den Fall anwenden, wo es sich um eine isolirte
Sehwingung handelt, ein Fall, der iibrigens in der Natur auch nicht
vorkommt.“ — Wenn man, wie F'resnel, auf diese Weise die aufein-
anderfolgenden Wellen in’s Auge fasst, wobei die Schwingungen der
Molekiile von S bald in der einen, bald in einer anderen Richtung
vor sich gehen, ist es erklirlich, warum zur Zeit (¢ -+ ¢') die ausser-
halb der Oberfliche S’ befindlichen Molekiile nicht in Bewegung
begriffen sind. Immerhin ist diese Erklirung keineswegs iiber jeden
Einwurf erhaben, wie wir im folgenden Paragraphen sehen werden.
Ausserdem ldsst auch die — in mathematischer Betrachtungsweise
immerhin mogliche — Fortpflanzung einer isolirten Welle noch eine
Schwierigkeit bestehen, welche beseitigt werden muss.

63. Fresnel's Streit mit Poisson. — Ob man nun eine isolirte
Welle betrachten mag oder eine Reihe von aufeinanderfolgenden
Wellen, immer wird das Huyghens'sche Princip zu der Annahme
nothigen, dass ausser der Welle S' noch eine andere Welle S" ent-
steht, welche die innere Einhiillende fiir die FElementarwellen S
bildet. Dies ist einer der Einwiirfe, welche Poisson in einem an
Fresnel gerichteten Briefe!) erhebt, aus dem wir folgende Stelle
wiedergeben wollen: ,Jch méchte Ihnen ausserdem bemerken, dass
in der Ueberlegung, die Sie zu der Formel auf Seite 287 Ihrer Ab-
handlung iiber die Beugung?) gefiihrt hat, kein Grund dafiir vor-
handen ist, dass der Punkt P (Fig. 5) jenseits der Welle AMF liegen
muss, und dass, wenn er diesseits dieser Welle lige, genaun dieselbe
Ueberlegung Sie zu einer #hnlichen Formel fiir die ihm ertheilte Ge-
schwindigkeit fiihren wiirde; diese Formel enthielte nur fiir die Ent-
fernung CP an Stelle von (a—+ b) die Differenz (a—25). Aus Ihren
Sitzen wiirde also folgen, dass die Welle AMF, auch wenn sie voll-

1) Oeuvres de Fresnel, Bd. 2, S. 209.
2) Er meint damit die Formel

[[Sdzcos( M + [Sd‘sm 22(a+b))] ]:/2

welche die Verschiebungsgeschwindigkeit im Punkte P darstellt und die
Fresnel auf Grund des Huyghens’schen Princips aufstellte (Oeuvres de
Fresnel Bd. 7, S. 316); hierbei bedeutet ¢ die Entfernung CM, & die Ent-
fernung MP.
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standig ist, sowohl diesseits wie jenseits ihrer Oberfliche Bewegung
hervorrufen miisste, ein Schluss, der geniigen wiirde zum Beweise
dafiir, dass in Threr Auffassung dieser Frage irgend ein Fehler vor-
handen sein muss. Das Entstehen einer neuen Welle diesseits der
von Thnen betrachteten und die Thatsache, dass diese Bewegung sich
nicht auch nach riickwirts fortpflanzt, lisst sich nur dadureh er-
kldren, dass ein bestimmtes Verhiltniss zwischen den Verdichtungen
und den eigenen Geschwindigkeiten der Molekiile in der gegebenen
Welle besteht, mnicht aber durch Interferenz der Elementarwellen,
welche von allen ihren Punkten zu verschiedenen Zeiten ausge-
gangen sind.“

e

3

Fig. 5.

64. Nachdem Fresnel in seiner Erwiderung auf diesen Brief
zundchst andere Einwiirfe von Poisson beantwortet hatte, kommt
er schliesslich zur wirklichen Erkldirung der Anomalie, welche die
Mathematiker so lange aufgehalten hatte. Er sagt, bei der Bewe-
gung eines Molekiils sei zweierlei zu unterscheiden, nimlich die Ge-
schwindigkeit, welche das Molekiil besitzt, und seine Verschiebung
aus der Gleichgewichtslage; hieraus entstinden zwei verschiedene
Wellensysteme.

Bevor wir jedoch jene Stelle aus der Fresnel’schen Er-
widerung anfiihren, miissen wir noch einige Bemerkungen iiber das
Kosinusgesetz vorausschicken. Zu der Zeit, als dieser wissenschaft-
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liche Streit stattfand, hatte Fresnel bereits seine grosse Entdeckung
gemacht, dass die Lichtschwingungen transversal gerichtet sind, Pois-
son jedoch wund die iibrigen Mathematiker jener Zeit wollten die-
selbe nicht anerkennen. So richtete denn Fresnel, getrieben von
dem Wunsche, die Differenzen zwischen seinen und Poisson’s An-
sichten zu verringern, und in der Ueberzeugung, dass seine Beugungs-
theorie sich auf alle Hypothesen anwenden lasse, seine Ausfiihrungen
so ein, als hitte man es mit Longitudinalschwingungen zu thun.

In Folge dessen kam er durch eine Beweisfihrung, die auch
aus anderen Griinden keineswegs einwurfsfrei ist, zu der Folge-
ring, dass die von einem Punkte B der Welle 8 (Fig. 6) zu einem
Punkte D der Welle 8' ibertragene Bewegung dem Kosinus des
von der Richtung DB und der Wellennormale eingeschlossenen
Winkels DBC proportional ist. Dieser Beweis ist in keiner Weise
auf die Transversalbewegungen anwendbar.

8
B
8’
D ©
Fig. 6.

Gliicklicherweise spielt das Kosinusgesetz in der F'resnel’schen
Theorie keine wesentliche Rolle und darf bei diesem Streite nur als
etwas Nebensichliches betrachtet werden. Die Einwiirfe, zu welchen
dies Gesetz Veranlassung gibt, stehen in keiner Beziehung zu
Fresnel’s Theorie.

65. Die wichtigste Stelle aus dem Briefe von Fresnel lautet!):
»ole werden vielleicht gegeniiber der Ausfiihrung, die ich soeben
fir den Fall einer kleinen Erschiitterung gegeben habe, den Ein-
wurf erheben, dass diese Erschiitterung auch entgegengesetzt gerich-
tete Strahlen gleicher Intensitit hervorrufen wiirde, selbst wenn die
anfingliche Erschiitterung von einer sekundiren Welle ausginge.
Darauf muss ich, wie ich es bereits gethan, antworten, dass dies
keineswegs eine Folgerung des Princips ist, auf das ich mich stiitze.
Ich komme n#mlich zu dem Kosinusgesetze, indem ich die beiden

1) Oeuvres complétes 2, S, 227.
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Wellen getrennt betrachte, deren eine von den (eschwindigkeiten
der im Erschiitterungscentrum befindlichen Molekiile herriihrt, wih-
rend die andere auf die blossen Verschiebungen der Molekiile zuriick-
zufiihren ist. Falls nun diese beiden Wellenziige auf das Fluidum
in derselben Richtung wirken, so verstirken sie sich gegenseitig
durch Uebereinanderlagerung, und wenn die Intensititen an den
verschiedenen Oberflichenpunkten bei beiden Wellen das Kosinus-
gesetz befolgen, so wird dies Gesetz auch bei der Welle Giiltigkeit
haben, die aus der Vereinigung der beiden Theilwellen entsteht.
Haben die Wellen das Bestreben, die Aethermolekiile in entgegen-
gesetzter Richtung zu bewegen, so werden sich die absoluten Ge-
schwindigkeiten gegenseitig vermindern und sogar aufheben koénnen,
wenn sie gleiche Grisse besitzen. Dies ist aber der Fall fiir die
rickliufigen Wellen, wenn das Erschiitterungscentrum die specielle
Beschaffenheit der sekundiren Wellen besitzt. Fasst man beispiels-
weise ein Element einer derartigen Welle in dem Moment in’s Auge,
wo die Molekiile nach vorwirts getrieben werden, d. h. in der Fort-
planzungsrichtung der sekundiren Welle, so ist bekanntlich diese
Bewegung von einer Verdichtung, d. h. von einer Annéherung der
Molekiile, begleitet. Waren nun die Molekiile nur verschoben, besissen
aber in demselben Augenblicke keine Geschwindigkeit, so wiirde aus
ihrer Annédherung eine Expansivkraft entstehen, welche das Flui-
dum nach riickwiirts wie nach vorwirts treiben und so eine riick-
ldufige Welle erzeugen wiirde, &hnlich derjenigen, welche sie nach
vorwérts hervorbringt, nur dass bei beiden die absoluten Geschwin-
digkeiten das entgegengesetzte Vorzeichen hitten. Befinden sich
dagegen die Molekiile in dem Momente, wo man die Erschiitterung
beobachtet, in ihrer Gleichgewichtslage, und man ertheilte ihnen
in diesem Augenblicke nur die Geschwindigkeiten, welche sie vor-
wirts trieben, so wiirde auch dann eine riickliufige und eine vor-
wirts gerichtete Welle entstehen, da die hinteren Molekiile den vor-
deren folgen wiirden, und so fort von Schicht zu Schicht. Die nach
rickwirts verlaufende Welle wiirde auch diesclbe Intensitit besitzen,
wie die nach vorwirts gerichtete, und wirde die Molekiile des
Fluidum in demselben Sinne verschieben, wihrend die in Folge der
einfachen Verdichtung entstandene riickliufige Welle die Molekiile
im entgegengesetzten Sinne bewegt. Diese beiden Bewegungen
werden sich also bei den rickwirts gerichteten Wellen, welche von
der Verdichtung und von den Geschwindigkeiten der Molekiile her-
rihren, gegenseitig verringern, wihrend sie sich bei den beiden
nach vorwirts gerichteten Wellen addiren. Wenn also beide Ur-
sachen gleich grosse Wirkungen erzeugen, wie dies speciell bei den
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sekundiiren Wellen der Fall ist, so werden sich die riickldufigen
Wellen gegenseitiz vernichten und die Schwingungen werden sich
nur in der Bewegungsrichtung der sekundiren Welle fortpflanzen
konnen.*

Dies war thatsichlich die richtige Erklirung fiir das Huyg-
hens’sche Prineip, wie wir im Folgenden noch genauer nachweisen
werden.

66. Integration der Gleichungen fiir die Transversalbewegungen
bei Kugelwellen. — Wir wollen wieder auf die Gleichungen fiir die
Transversalbewegungen

2 2 2

Bvias; vy Devu
zuriickgehen, die wir bereits fiir den Fall ebener Wellen gelost
hatten (vgl. § 50), und nunmehr die Integrale fir den Fall suchen,
dass wir es mit kugelférmigen Wellen zu thun haben.

Bei derartigen Wellen miissen die Verschiebungen und die Ge-
schwindigkeiten in einem Punkte M (Fig.7) dieselben Werthe fiir
alle diejenigen Punkte besitzen, wel-
che sich in der gleichen Entfernung
r yom Mittelpunkte der Wellen be-
finden; demnach werden die Grossen
¢, 7, L und deren Differentialquotien-
ten nur von r und von der Zeit ¢ ab- I
hingen. Wihlen wir als Koordinaten-
anfang das Centrum der Kugelwellen
und nennen z, y, z die Koordinaten
des Punktes M, dann haben wir

2 — 22 2 ~2
r=at Y4 Fig. 7.

Wir wollen nun
. u
=
p
setzen, wobei u eine Funktion von » und ¢ sein soll, und zusehen,
weleche Form diese Funktion haben muss, damit sie den Bewegungs-
gleichungen geniigt.
Die Grosse 4% ist eine homogene lineare Funktion von » und
den ersten beiden Differentialquotienten von » nach r; wir konnen
sie also schreiben

A ou O
As——AM-'-B-aT—FCa—ﬂ'
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67. Den Werth der Koefficienten A, B, C kénnten wir nm
dadurch bestimmen, dass wir die zweiten Differentialquotienten von
§ nach x, y, z berechneten und dieselben addirten; wir kommen
jedoch einfacher zum Ziele, wenn wir specielle Annahmen tiber die
Funktion = machen.

- . . 1 .
Setzen wir beispielsweise » =1, dann haben wir &= e Dies

ist die Form der Potentialfunktion fiir die Anziehung zweier Punkte
nach dem Newton’schen Gesetze, somit muss 46=0 sein, und da
sich unser Ausdruck fiir 4§ in diesem speciellen Fall auf A reducir,
so folgt, dass A Null sein muss.
Wihlen wir ferner u=r, so erbalten wir §=1 und 4§=0.
Andererseits haben wir
o _
ar

0
B

1; 0;

da wir fiilr A bereits den Werth Null gefunden haben, ist somit

Qu_

4i=B or

0;
es muss also auech der Koefficient B =0 sein.
Um endlich den Koefficient C zu ermitteln, setzen wir u =1
., O .
dann ist 5}; == 67, und wir erhalten
4§ =6 Cr.

Andererseits ist bei u=178 der Werth von ¢:

§:%=,.2___12+y2 + 2
somit
45 =6.

Durch Vergleichung der beiden fiir 4§ gefundenen Werthe folgt

Der Ausdrueck fiir 4§ im allgemeinen Falle wird also

2
A§=l~ O%u

r or?

Fiihren wir diesen Werth in die erste Bewegungsgleichung ein
2

und ersetzen dabei noch g—tf durch seinen Werth %%;—l, so erhalten

wir eine Gleichung zur Bestimmung wvon », nimlich
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1 0% 1 0%
e T VT
oder o
2u u
a?=vzg;§.

Durch Integration dieser Gleichung finden wir

u=F@r— V4 F r+V),
und somit
_Fe—VH R4V

r r

§

68. Da die Funktionen F' und F; beliebig sind, so kénnen wir
eine derselben, z. B.F,, gleich Null setzen, und erhalten dann den
Ausdruck
F@r—Vi)

r

g_

welcher den Bewegungsgleichungen gentigt. Demnach ldsst sich im
allgemeinen Falle £ als eine Verschiebung betrachten, welche aus
zwei Bewegungen entsteht, die sich in kugelfsrmigen Wellen fort-
pflanzen und von denen die eine mit der Geschwindigkeit V, die
andere mit der Geschwindigkeit —V vom Mittelpunkte O ausgeht.

1 . . .
Der Faktor S welcher im Ausdrucke von ¢ auftritt, zeigt, dass

die Bewegung mit der Entfernung vom Erschiitterungscentrum ab-
nimmt.

Die beiden anderen Gleichungen der Transversalbewegungen
wirden fiir » und { Ausdriicke liefern, welche dem fiir & gefun-
denen analog sind.

69. Durch die Festsetzung bestimmter Anfangswerthe fiir die
Verschiebungs- und Geschwindigkeitskomponenten wird die Be-
wegung vollstindig bestimmt, und man kann dann die Funktionen
F und F, finden. Nehmen wir an, dass zur Zeit t=0

0¢
E=p(); 5 =00
sei, so erhalten wir aus dem allgemeinen Ausdrucke fiir &, wenn
wir darin ¢=20 setzen,
@) re()=F () +F (.

Der Differentialquotient von £ nach der Zeit wird

! !
ﬁz_vF (r— Vo) +VF1 (7'+Vt);
ot r r
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setzt man darin ¢=0, so folgt:

% __ ¥
r

== +V

Fy' ()
r b

und somit
@ ry()=V[F () —F ()
Aus den Gleichungen (1) und (2) lassen sich die Funktionen
F und F, bestimmen.
Eine specielle Losung der Gleichungen fiir die Transversal-

bewegung, welche gerade fiir die Optik von Interesse ist, erhilt
man, wenn man setzt:

F, ()=0; F (r) =&
Dann wird der Werth von &
te (r—Vt)
=t .
r
Der zweite Differentialquotient von & nacht wird — «2V2£, Da
nun £ den Bewegungsgleichungen gentigen soll, so muss gelten

0%

s veys
oz Vedz,

d. h

— ?VeE= V345,

oder

4+ a2 = 0.
70. Allgemeine Integrale der Gleichungen fiir die Transversal-
bewegungen. — Wir wollen die erste Gleichung
M o8 — o

etwas nidher in’s Auge fassen. Das allgemeine Integral derselben
finden wir dadurch, dass wir eine Funktion £ von z, ¥, z und ¢
suchen, welche dieser Gleichung geniigt, und die sich ausserdem fiir
t=0 auf eine willkiirliche Funktion von z, y und 7 reducirt, wib-
rend ihr Differentialquotient nach der Zeit fir =0 eine andere
willkiirliche Funktion von z, y, 2z darstellt.

Das allgemeine Integral enthilt somit zwei willkiirliche Funk-
tionen.

Zunichst wollen wir zusehen, wohin uns die Anwendung des
Huyghens’schen Princips fiihrt. Zu diesem Zwecke nebmen wir
an, dass die anfingliche Erschiitterung der Molekile im Punkte
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#, 9, 2 zur Zeit t=0 gleich F (', y', 2') sel. Nach Verlauf einer
F
Zeit ¢ wird dieser Punkt #', ', 2' eine FErschiitterung - nach allen

Punkten z, y, z entsandt haben, welche in einer Entfernung ="V
vom Punkte 2', y', ' liegen, wihrend alle Punkte, die sich in einer
grosseren oder geringeren Entfernung befinden, keine Erschiitterung
von ihm aus erleiden.

Somit wird also auch dem Punkte =z, y, z nach dem Huyghens'’-

schen Princip zur Zeit ¢t eine Erschiitterung —~ yon allen den Punk-

ten z', y', 2’ derjenigen Kugel zugefiihrt werden, deren Mittelpunkt
¢, y, 2 und deren Radius r= V¢ ist, wihrend er von keinem anderen
Punkte des Raumes aus eine Erschiitterung erleidet.

Wir setzen also

(2) Esz ('Z’J’ y’? Z') dw,

wobei das Integral iiber alle Oberflichenelemente dw der Kugel mit
dem Mittelpunkte z, y, z und dem Radius r=Vt auszudehnen ist;
hierbei bezeichnen Z, ¢, 2’ die Koordinaten des Elements dw. Der
Werth des Integrals wird offenbar vom Mittelpunkte und dem Radius
dieser Kugel abhingen, £ wird also eine Funktion von z, y, z und ¢
sein. Wir haben somit zum Beweise fiir die Richtigkeit des
Huyghens’schen Princips zu zeigen, dass der Werth (2) der Glei-
chung (1) genitigt. '

Zu diesem Zwecke bestimmen wir g%, indem wir x einen
Zuwachs drx ertheilen, wihrend y, z und ¢, somit auch » ihre Werthe
beibehalten; dies kommt darauf hinaus, dass wir die Kugel parallel
zir X-Axe um die Grosse dr verschieben. Hieraus ergibt sich fiir
7 ein Zuwachs dz, wihrend y', z', dw und r ihre Werthe beibehalten.

oF
Dann wird der Zuwachs von F (2', ¥', 2') sein: 5y 0, und wir er-

d§=5‘% d.'l:iilg .

halten
r

Da der Zuwachs von #' fiir alle Elemente des Integrals dieselbe
Grosse hat, kann man dz als Faktor vor das Integral setzen und
beide Seiten der Gleichung durch dx dividiren; man findet somit

ot OF do

B ) o' r

(a1}

Poincaré, Das Licht.



66 Das Prineip von Huyghens.

Eine nochmalige Differentiation nach z liefert fiir den zweiten
Differentialquotient den Werth

o §82F dw

o ’

Ox'? 7

und eine analoge Rechnung wiirde fiir die zweiten Differential-
quotienten von & nach y und z ergeben:

i 57 OF  do

e oy Ty
o | O°F _ do
o2 ) 027 r

Durch Summation dieser drei Gleichungen finden wir
11 by do
@) d§=(§AF(m,g/,z)T-

7. Wir wollen nun den zweiten Differentialquotient des In-
tegrals (2) nach der Zeit bestimmen. Ertheilen wir der Zeit ¢ einen
Zuwachs dt, ohne dabei z, y, z zu &ndern, so bleibt der Kugelmittel-
punkt unverindert, dagegen erfihrt der Kugelradius eine Vergros-

serung
dr="Vdt;

hierbei geht das Oberflichenelement dw in do' iiber. Man kann
nun de aus dem Integral entfernen, wenn man dafiir den korper-
lichen Winkel do einfiilhrt, unter welchem das Oberflichenelement,
vom Kugelmittelpunkte aus gesehen, erscheint; es ist ndmlich

dw = r%do
oder
dTw = rdo.
Somit wird unser Integral
(4) b= 5 F (2, y', 2") rdos,

und, da = fiir alle Elemente des Integrals denselben Werth besitzt,
kann man auch schreiben

'§=er (=', y', 2") de.

Wenn nun r einen Zuwachs dr erhilt, so ist der Zuwachs ds,
welcher hierbei fiir § eintritt,
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d§=d7‘SFdo' -+ rdSchr

=dr5Fdo~—l— rdrj‘%f:da.

Bei der Auswerthung des zweiten Integrals bedenken wir, dass
der Radius r auf dem Oberflichenintegral do senkrecht steht; somit
ist nach dem Green’schen Satze

j‘ai dw =SAFdT,
or

wenn dt ein Volumenelement bedeutet, und das Integral auf der
rechten Seite iiber die ganze Kugel erstreckt wird. Fiihren wir in
diese letzte Gleichung den korperlichen Winkel do ein, welcher dw
entspricht, so geht sie iiber in

®) 5— de =— —17511}." dr.

Wir koénnen somit den oben fiir df gefundenen Werth folgen-
dermaassen schreiben:

d&:drSFdﬂ'-l—% AF dr,

oder, wenn wir beiderseits mit dr =V dt dividiren,

®) 1% Fd +— AF d
T T o ar.

Differentiiren wir diese letzte Gleichung nochmals nach 7, so
erhalten wir

1 0% oF 1 1 0
Voo f o d"‘?z“j"Fd”?'aTS"Fd”

eine Gleichung, die sich unter Berticksichtigung von (5) reducirt auf

1 o 1 9

@ v~a7~7~~a7§AFd’-

¢/

1
Die rechte Seite dieser Gleichung ist, bis auf den Faktor —»

gleich dem Integral SAF dr, das iiber die Volumenelemente einer

Kugelschale zwischen den Radien r und r+ dr zu erstrecken ist.

Wir fassen nun ein Element in’s Auge, welches begrenzt ist von
5*
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den beiden Kugelfliichen und von einem Kegelmantel, dessen Spitze
in dem gemeinsamen Mittelpunkte der beiden Kugeln liegt und
dessen Basis von dem Element dw der ersten Kugelfliche gebildet
wird. Das Volumen dieses Elements ist, bis auf Gréssen von einer
hoheren Ordnung als der dritten, gleich dwdr; somit wird das vor-
hergehende Integral

S AF dw dr
oder

dr S AF dow ,

wobei die Integration iiber alle Elemente der Kugel vom Radius r
zu erstrecken ist; wir erhalten also an Stelle der Gleichung (7)

1 % 1

2
72. Ersetzen wir in der Bewegungsgleichung (1) g—; durch
den Werth, der sich aus der letzten Gleichung ergibt, und 4¢ durch

den aus (3) folgenden Werth, so wird dieselbe erfiillt. Somit ist
! ' r
§=5F<m2yﬁz)dw

r

eine partikulire Losung der Bewegungsgleichung; ein allgemeines
Integral derselben kann sie noch nicht sein, da sie nur eine einzige
willkiirliche Funktion enthilt.

Wir wollen nun die Anfangswerthe von ¢ und —g—f suchen.

Wenn ¢ sich der Null nihert, so ist dies auch fiir den Radius der
Kugel » der Fall, dann aber n#hert sich F (¢, y,7) dem Werthe
von F (2, , 2). Ist nun 4, y', 2 nur sehr wenig von =z, y, = ver
schieden, so wird der Werth des Integrals

SF (', y', 2") do
dem Werthe von
F(w,y,z)5d6=4 aF (z,y,2)

sehr nahe kommen. Hieraus folgt, dass der durch den Ausdruck (4)

gegebene Werth von ¢ nur wenig von
rd4aF (z, y, 2)

abweicht. An der Grenze, fiir »=—0, ist also auch §=0; demnach
ist auch der Anfangswerth von § Null.
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Fiir 25 liefert uns die Gleichung (6)

ot
a—fzvfwa—;— Xdedr.
ot r

Das zweite Glied auf der rechten Seite kann fiir ein unend-
lich kleines r vernachlissigt werden. Da nimlich das Integral auf
alle Elemente der Kugel auszudehnen ist, so ist es in diesem Falle
unendlich klein von der dritten Ordnung; durch Division mit 7
bleibt es daher immer noch unendlich klein von der zweiten Ord-
nung, und somit kann dies Glied gegeniiber dem ersten, dessen
Grenzwerth 4 = VF ist, unberiicksichtigt bleiben. Wir erhalten also

9 (E) =47 VF(z,y2).
ot o

Da die Funktion F beliebig ist, so ist auch die anfiingliche
Geschwindigkeit der Verschiebung willkiirlich.

%3. Um das allgemeine Integral der Bewegungsgleichung zu
finden, miissen wir noch eine zweite partikulire Losung suchen,
deren Anfangswerth willkiirlich ist. Wir wollen nachweisen, dass

1 3

"——-*,,_
SEY Ca

diesen Bedingungen geniigt, und zwar haben wir zunichst zu zeigen,
dass diese Grosse ¢’ ebenfalls eine Losung der Bewegungsgleichung
darstellt.

Es ist nimlich

#1138 (625)

- VeV o \ee
und
. O [1 & »? (1 0% ” (1 oe\_1 o .
A"_W(V'a:)+5j§(7'87)+73§(7'ﬁ)—v a7 (49
Soll also die Bewegungsgleichung befriedigt werden, so
muss sein
1 9(e%\ _ .1 0, .
voala) =V w @
oder
0 [0%\__ e O 1
i (e6) =V 2 @

Dies ist aber thatsichlich der Fall, denn man erh#lt die soeben
aufgestellte Gleichung, wenn man die Gleichung (1), welcher ja ¢
identisch geniigt, nach ¢ differentiirt.
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Um den Anfangswerth von &' zu finden, braucht man nur zu
untersuchen, was aus Gleichung (6) wird, wenn wir =0 setzen
Nach dem, was wir oben bei der Bestimmung des Anfangswerthes

7 .
von %‘7 fanden, ist

(10) Eo=4nF (=, y, 2).

Da die Funktion F willkiirlich ist, konnen wir somit fiir den

Anfangswerth der Verschiebung einen beliebigen Werth setzen.
el
Der Anfangswerth von% ergibt sich aus der Gleichung (8);
es ist nimlich

o 1 %V _

!

somit ist der Anfangswerth der Geschwindigkeit gT Null.

74. Die Summe der beiden partikuliren Losungen £ und ¢,
die wir soeben fanden, wird die allgemeinste Losung der Bewe-
gungsgleichung darstellen. Diese Loésung ist

§== CM—ZD do +5,Fl (', y', ") do+ 1 AF, dr,
J r r
wenn wir mit F, diejenige willkiirliche Funktion bezeichnen, welche
in der zweiten partikuldren Losung auftritt.
Wir wollen nun den Ausdruck fiir diese Losung suchen, wenn
fiir die Verschiebung und Geschwindigkeit bestimmte Anfangswerthe
angenommen werden; wir setzen:

v

. 0%
=g (%9 2); (W)Os (%9, 2).

~

Der Anfangswerth des allgemeinen Ausdruckes fiir & reducirt
sich auf den Anfangswerth der zweiten partikuliren Losung; somit
liefert uns die Gleichung (10)

p=4nF,.

Da die Anfangsgesehwindigkeit bei der zweiten partikuliren

Losung Null ist, so erhalten wir aus (9)

py=4nVEF.
Ersetzt man in dem allgemeinen Ausdrucke fir & die Funk-

tionen F und F; durch ihre aus den beiden letzten Gleichungen ab-
geleiteten Werthe, so findet man
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| wde q> do‘ dop dr
§= 47V r EREY
oder

(11) f= 1 d“’[w+ +9"]

4n v or

75. Rechtfertigung des Huyghens’schen Princips. — Der obige
Ausdruck zeigt, dass die zur Zeit ¢ eintretende Verschiebung eines
Punktes einer Kugel der Radius Vi gleichzeitig von den Werthen
der Verschiebung und der Geschwindigkeit abhiingt, welche der
Kugelmittelpunkt zur Zeit t=——O besass. Hierauf kénnen wir den
Nachweis von der Richtigkeit des Huyghens’schen Princips griinden,
und zwar sowohl in dem Falle, wo es sich um eine einzelne Welle
handelt, als auch dann, wenn eine ganze Reihe periodischer Wellen
in Betracht kommen.

Wir nehmen nach dem Vorgange von Huyghens an, dass
die Molekiile einer Kugel von unendlich kleinem Radius eine Er-
schiitterung erleiden. Diese Erschiitterung wird sich in kugelfér-
migen Wellen fortpflanzen, und zu einer bestimmten Zeit werden
sich die erschiitterten Molekiile innerhalb einer Kugelschale S be-
finden, welche von Kugeloberflichen mit den Radien 7, und r,+¢
begrenzt ist. Die Verschiebung eines Molekiils wird durch die Formel

F@r—V)

r

E=

gegeben sein, die wir im § 68 bei der Untersuchung der Fort-
planzung sphérischer Wellen fanden. Da eine Bewegung nur inner-
halb der Kugelschale vorhanden ist, so muss § und somit auch F
fir jeden Punkt ausserhalb derselben Null sein. Die Funktion F,
welche fiir 7, und fir r,+ ¢ Null ist, weist also flir einen be-
stimmten Werth von r zwischen 7, und ry,-+¢ ein Maximum oder
Minimum auf; demnach hat ihr Differentialquotient nach r nicht fiir
alle Punkte der Schale gleiches Vorzeichen. Nun ist die Geschwin-
digkeit eines Molekiils gegeben durch

0k VvV .
—at-_—-TF r—V,

sie muss also fiir einen Werth wvon r, welcher zwischen 7, und
1o+ & liegt, ebenfalls ihr Vorzeichen wechseln.

Nach Verlauf der Zeit ¢ -+ t' wird eine Bewegung nur im
Innern einer Kugelschale S’ vorhanden sein, welche durch zwei
koncentrische Kugelfiichen mit den Radien (r,+ V¢') und. (r,+ Vi +e)
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begrenzt ist. Wollen wir andrerseits den Werth von & zur Zei
t+1t in einem beliebigen Punkte des Raumes haben, so kénnen wir
die verschiedenen Molekiile von S als Erschiitterungscentren auf
fassen, und erhalten den Werth von £ durch die Formel (11) des § 7
1 (do {1 0
=i | o (¥ + T )

Dies Integral ist iiber sdmmtliche Elemente dw einer Kugel
fliche zu erstrecken, deren Centrum P und deren Radius 7' = V!
ist, oder vielmehr iiber alle diejenigen Elemente, welche der unend
lich diinnen Schicht S angehéren; hierbei bezeichnet ¢ den Werth
der Verschiebung des Schwerpunktes von dw zur Zeit ¢ und vy den
Werth der Geschwindigkeit desselben Punktes zu derselben Zeit.

Wir haben nun noch zu erkliren, wie es kommt, dass der so
gefundene Ausdruck ¢ immer dann Null ist, wenn der Punkt P
nicht der Schicht S' angehort. Dies ergibt sich daraus, dass die
Anfangsgeschwindigkeit ¢, wie wir eben sahen, nicht immer das
selbe Vorzeichen besitzt. Das Integral hat also positive und nega-
tive Elemente, und es ist ersichtlich, dass der Werth desselben Null
sein kann.

Wir wollen uns mit dem Nachweise begniigen, dass eine that-
sichliche Anomalie nicht vorhanden ist; eine ausfiihrliche Rechnung
wirde den Beweis liefern, dass das Integral in der That fiir alle
Punkte ausserhalb des Raumes S' Null wird.



Kapitel IV.
Beugung.

76. Gleichungen der Transversalbewegungen bei periodischen
Verschiebungen. — Wir wollen annehmen, die Verschiebungskompo-
nenten &, %, £ seien periodische Funktionen der Zeit, dann lisst sich
die Komponente ¢ in der Form

&= A cos 2—71‘2 -+ Bsin 27;“

schreiben, wobei A und B nur Funktionen von =z, v, z bedeuten.
Mit Riicksicht darauf, dass cos z der reelle Theil der Exponential-

funktion e und sinz der reelle Theil von —ie  ~ ist, kann man
¢ als den reellen Theil der Exponentialgrosse

2

—— Vi
(A—Bie *

oder

auffassen.

Die Bewegungsgleichungen sind linear in Bezug auf die zweiten
Differentialquotienten von &, 7, £; wenn daher eine derartige Ex-
ponentialfunktion diesen Gleichungen geniigt, so werden auch die
reellen und imagindren Theile derselben einzeln genommen die
Gleichungen befriedigen. Wir konnen also, wie bereits in § 51 er-
wihnt, die Losungen von der Form

27
2

Vit
§=§ee

bestimmen wund sodann den reellen Theil derselben als Werth fiir
die Verschiebungskomponente betrachten.
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Der Einfachheit halber setzen wir

2n
A

=,
und schreiben somit
=g e W@Vt
=g, .
Der zweite Differentialquotient von £ nach ¢ ist dann
o%
or

denn &, héngt nicht von ¢ ab, da A und B von ¢ unabhingig sind
Der zweite Differentialquotient von £ nach z wird

= ¢2V? 50 e Zth’

ﬁ 0%, —z'th
du? . Ox? ’

somit ist )
AEZASOe_MVl.
Soll die erste Bewegungsgleichung

o

op — VA

erfilllt sein, so muss die Gleichung bestehen:

— Ve —taVt — Vidg,e — iVt
oder
@ s+ 25, ==0.
Die beiden anderen Bewegungsgleichungen liefern uns zwei
neue Bedingungsgleichungen
@ Ao + ey =0
@) dio+ Ly =0

Da ausserdem die Bewegungen transversal sind, so muss gelten:

o On o ..
T oy Ta
da aber
o __ % iVt O 9o _jqve, B _ 0% ioVe
Oz Oy Oy 0 @s ’
so geht diese Gleichung iiber in
0t On, ¢,
@ o Oy +_8z_ 0.



Beugung. (b

Dies sind die vier Bedingungsgleichungen, welchen die Grossen
&, 70, & geniigen missen, falls die &, 7, { die Gleichungen fiir die
Transversalbewegungen erfiillen sollen.

77. Integration der ersten Bedingungsgleichung. — TFiir den
Fall kugelfésrmiger Wellen fanden wir (§ 69) als partikuldre Losung
der Gleichung

ds + a?: =0
den Ausdruck
ioc (r— Vi)
= T
Demnach wird
1 .
§0 p— 7 67,0!7'

eine partikulire Losung fir die Bedingungsgleichung (1) sein, wobei
r die Entfernung des Punktes x, y, z vom Koordinatenanfang dar-
stellt. Diese Grosse wird aber immer noch eine Losung der be-
treffenden Gleichung bilden, wenn r den Abstand des Punktes z, y, ¢
von einem beliebigen festen Punkte bezeichnet, denn die Dif-
ferentialgleichung behilt dieselbe Form bei, wenn man den festen
Punkt zum Koordinatenanfang wéhlt.

Es moégen nun Py, Py, Py ....P_ eine Anzahl fester Punkte
sein, deren Entfernungen vom Punkte M mit den Koordinaten z, y, ¢
durch 7, 7y, r3....r, bezeichnet sein sollen; dann wird auch die
Summe

Aars jer,

m 2 3 n

der Gleichung (1) geniigen. Wiirde man e=0 setzen, so erhielte
man eine Summe von Gliedern von der Form %, d. h., & wire
1
dann das Potential im Punkte M, der von den Punkten P;, P,...P,
mit den Massen my, m,...m nach dem Newton'schen Gesetze ange-
zogen wiirde. Diese Analogie wird uns leicht noch mehrere parti-
kulire Losungen der Gleichung (1) finden lassen.
Betrachten wir nimlich eine irgendwie im Raume vertheilte
anziehende Materie, deren Anziehung jedoch, statt nach dem New-

ton’schen Gesetze, nach der Funktion

d ez'ar
dr \ 7

vor sich gehen soll, wobei » den Abstand des angezogenen vom an-
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ziehenden Punkte bedeutet, so erkennt man nach dem oben Aus-
gefilhrten, dass das Potential einer derartigen Anziehung der Glei-
chung (1) gentigen muss.

78. In der Potentialtheorie betrachtet man nicht nur die An-
ziehung von getrennten Punkten, sondern auch diejenige von Korpern
und Oberflichen.

Nehmen wir an, die Punkte P;, P,....P, bildeten ein Volumen,
so erhalten wir fiir & den Ausdruck
tor
®) =5 £ X

Hierbei ist das Integral iiber alle Elemente dr des anziehenden
Volumens zu erstrecken; X ist eine beliebige Funktion der Koordi-
naten des Elements dr und bedeutet die Dichte der anziehenden
Materie.

Dass &, fiir jeden ausserhalb des anziehenden Volumens ge-
legenen Punkt der Gleichung (1) geniigen wird, ist klar; die Ana-
logie mit der gewohnlichen Potentialtheorie geniigt jedoch zum Hin-
weise darauf, dass dies nicht mehr bei einem Punkte der Fall sein
wird, welcher zum anzichenden Volumen selbst gehort. Wir wollen
zeigen, dass fir einen Punkt P dieses Volumens gilt

(6) AE()—I“ a2§0+ 471X20,

wobei X den Werth fir die Dichte der anziehenden Materie im
Punkte P bedeutet. Man erkennt sofort, dass man fiir ¢« =0 die
Poisson’sche Gleichung erhiilt.

Zum Beweise fir die Richtigkeit der Gleichung (6) denken wir
uns um den Punkt P als Mittelpunkt eine sehr kleine Kugel s be-
schrieben und zerlegen somit das anziehende Volumen in zwei Theil-
volumina, némlich die Kugel s und das ausserhalb dieser Kugel ge-
legene Volumen T. Ferner setzen wir

fo==& + & + &,
Wwo
eiar
§,=§X —dr (das Integral auszudehnen iber das Volumen T)

Eg= Edr (das Integral auszudehnen iiber s)
»

tar
§3='§ X (f—rf—!») dr (das Integral auszudehnen iber s).
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Da der Punkt P ausserhalb des Volumens T liegt, so hat man
Afl -+ lt2§1 =0.
Ausserdem liefert uns die Gleichung von Poisson
45, + 4nX =0,
Da nun aber der Radius der Kugel s unendlich klein ist, so
hat man bis auf unendlich kleine Grossen
H=§=0; & =4§.
Andererseits zeigt uns die Betrachtung des Integrals, welches
die Funktion &; definirt, dass die unter dem Integralzeichen stehende
Funktion fiir r=0 nicht unendlich wird; wir koénnen daraus

schliessen, dass 4¢; von derselben Gridssenordnung sein wird, wie
die Kugel s; es ist also

A§3=0; A§0=A'§1+AEQ;
folglich
A&+ «®85 + 41X =0.
79. Wir fassen nun eine anziebende Fliche in’s Auge. Das
Potential der Anziehung dieser Fliche wird dargestellt durch

tar
) & 25 x ¢ dw,

r

wobei das Integral iiber alle Elemente dw der anziehenden Fliche
auszudehnen ist; X bedeutet irgend eine Funktion der Koordinaten
des Elements dw, und r die Entfernung dieses Elements vom ange-
zogenen Punkte z, y, 2.

Auch werden wir hier eine vollstindige Analogie mit der
Newton’schen Potentialtheorie finden; setzen wir ndmlich

bo=§& + &3
X eiar_l
§1=57dw; §2=5XT(Z‘U7

80 ist das erste Integral ein gewohnliches Potential, das zweite hat
die Eigenschaft, dass die Funktion unter dem Integralzeichen niemals
unendlich wird; diese ist also, ebenso wie ihre simmtlichen Differential-
quotienten, eine stetige Funktion.

Nach der Theorie des N ewton’schen Potentials ist auch &
eine stetige Funktion, somit gilt dies ebenfalls fiir §, nicht aber fiir
seine Differentialquotienten.

05 05 0%

—- die Komponenten der Anzie-

Es sind nimlich %’ Oy’ 0=
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hung nach den drei Koordinatenaxen; weiter bezeichnen wir, wie

. .o 0% . - . .
gebriduchlich, mit ET:O die Projektion der anziehenden Kraft auf die
zum Element dew gehérige Normale; somit wird

550_ 850 850 ) 650
—%'-—la7+m~aTJ —‘—'I'LE;

wobei unter I, m, n die Richtungscosinus dieser Normale zu ver-
stehen sind.
. . o8 . . R .
Nun wissen wir aber, dass o eine diskontinuirliche Funktion

ist, denn fiir zwei unendlich nahe Punkte diesseits und jenseits des
Elements dw unterscheiden sich die Werthe dieser Funktion um
47X. Somit wird, wenngleich % stetig ist, ‘g%=% —g% un-
stetig sein und einen plotzlichen Sprung von 47X erleiden, wenn man
durch die anziehende Fliche hindurchgeht.

80. Es bleibt uns noch tibrig, auf den soeben betrachteten
Fall die Theorie von der anziehenden Doppelschicht anzuwenden,
welche beim Newton’schen Potential eine so grosse Rolle spielt.

Wir betrachten zwei unendlich nahe Flichen,
m welche so angeordnet sind, dass ihre Normalen
zusammenfallen und dass ihre Entfernung von ein-
ander in Richtung der gemeinschaftlichen Normalen
immer dieselbe bleibt. Auf diesen beiden Ober-
flichen mége nun anziehende Materie ausgebreitet
sein, und zwar derart, dass die Dichte derselben
auf zwei entsprechenden Elementen der beiden
Flichen immer die gleiche Grosse, aber das ent-
gegengesetzte Vorzeichen besitzt.

Das Potential der Anziehung einer derartigen
Doppelschicht wird uns neue partikulire Lésungen
der Gleichung (1) liefern.

¢ w. Bezeichnen wir mit ¢ den Abstand der beiden
N Schichten, mit X; und — X, die Dichten in den
$"  Schwerpunkten P und P’ (Fig. 8) zweier entspre-

Fig. 8. chenden Elemente dw, und setzen

Tar
e

F@r)=

?

dann erhalten wir fiir das Potential der Anziehung dieser beiden
Elemente auf einen ausserhalb der Schichten gelegenen Punkt M,
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dessen Entfernung von einem dieser Oberflichenelemente r sein moge
8 X, doF () —X,do F (r + dr)=—X, do dr ¥' (r).

Um den Werth von dr zu finden, fillen wir vom Schwerpunkte
P des einen Elements eine Senkrechte PQ auf die Gerade MP';
denn wird, bis auf unendlich Kkleine Grissen zweiter Ordnung,
P'Q=dr sein, somit ist
dr = ¢ cos y,

wenn wir mit ¢ den Winkel zwischen der Geraden M P' und der
gemeinschaftlichen Normalen P P' bezeichnen. Durch Einfiihrung
dieses Werthes in (8) erhalten wir fiir das gesammte Potential

@ fy=— S X, ¢ dw cos p F' (7).

Da nun die Funktion X beliebig ist, so kénnen wir, unbe-
schadet der Allgemeinheit der partikuliren Losung (9), an Stelle
von — ¢ X, eine einzige Funktion von z, y, : setzen, etwa X,. In
Folge der Bedeutung von F (r) ist ferner

tar
Fr)= 87' (ia —%);

somit lisst sich der Ausdruck (9) fiir & schreiben

e’LaT 1
(10) £H=1X, po (z « — 7) cos y dw.
Weiter setzen wir
=§& + &,
Schoswd
a'r ’LOH‘
1
E2=SX2cos W [3&— — erz +? dw.

Offenbar stellt £, das Newton’sche Potential einer Doppel-
schicht dar. Das zweite Integral &, ist, da die Funktion unter dem
Integralzeichen nicht unendlich wird, stetig, ebenso alle seine Diffe-
rentialquotienten.

Py
Die Theorie des Newton’schen Potentials lehrt nun, dass a—i‘

3§o

stetig ist, micht aber &; somit wird auch 2> stetig sein, wiilhrend

£ eine unstetige Funktion ist, welche belm Durchgange durch die
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anziehende Schicht einen plotzlichen Sprung von der Grosse
471X, erleidet.

81. Die Kombination der Integrale (7) und (10) liefert uns die
allgemeinste Losung der Gleichung (1).

Bedeuten nédmlich X; und X, zwei beliebige Funktionen der
Koordinaten eines beliebigen Oberfliichenelements dw, » die Lénge
der Verbindungslinie zwischen dem Element de und dem Punkte
z,y, 2z, und ¥ den Winkel zwischen dieser Geraden und der Nor-
malen des Elements dw, so wird der Ausdruck

ZO{T 1
(11) §o—5X — dw +5X2 cos y —— (la_f) dw

der Gleichung (1) gentigen. Es ist nun noch der Nachweis zu
filhren, dass derselbe dem allgemeinen Integrale entspricht.

Wir bezeichnen mit U eine Funktion, welche ebenso wie ihre
simmtlichen Differentialquotienten endlich und stetig ist, und ausser-
halb einer gewissen Fliche S der Gleichung (1) geniigt.

Ferner moge V das Potential eines bestimmten anziehenden
Volumens bedeuten, von dem sich ein Theil ausserhalb der Fliche
S befinden kann. Dann gilt fiir einen Punkt ausserhalb des an-
ziehenden Volumens

12) AV + 2V =0,

und fiir einen zu diesem Volumen gehorigen Punkt
(13) AV+a?V 4 47e=0,

wenn ¢ die Dichte der anziehenden Materie bezeichnet.
Nun liefert uns der Green’sche Satz die Beziehung

(14) ((U%}—V?U dw—j(UAV V AU dr s
hierbei ist das erste Integral auf alle Elemente do der Oberfliche
S zu erstrecken, das zweite auf alle Volumenelemente dr des

Raumes ausserhalb dieser Oberfliche. Bei der Bestimmung der

Differentialquotienten % und % hat man sich die Normale des

Elements dw als gegen das Innere der Oberfliche S gerichtet zu
denken.

Da nun U der Gleichung (1) und V den Gleichungen (12) und
(13) geniigt, so reducirt sich das Integral auf der rechten Seite von
(14) auf
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~47t5Ugdt;

hierbei ist die Integration auf das anziehende Volumen zu er-
strecken, von welchem das Potential V herriihrt, oder wvielmehr auf
denjenigen Theil dieses Volumens, der ausserhalb S liegt.

Wir wollen nun annehmen, dass das anziehende Volumen, von
welchem V herriihrt, sich auf eine Kugel mit sehr kleinem Radius
reducirt, weleche um den Punkt x,, y,, 2, beschriecben ist, und dass
die Dichtigkeit ¢ so gross sei, dass die gesammte anziehende Masse
=1 wird. Bezeichnet man dann den Abstand eines zu S gehorigen
Elements dw vom Punkte &, ¥,, 2, mit r,, dann ist der Werth von
V im Schwerpunkie dieses Elements

1T
%70

?
To

und derjenige von i

on
LT 1
-+ cos te — —];
7o To

hierbei bedeutet ¥ immer den Winkel zwischen der mnach Aussen
gerichteten Normale des Elements dw mit der Geraden, welche dieses
Element mit dem Punkte zy, y,, 2, verbindet.

Das Integral SUgdr wird sich auf U, reduciren (wobei U,

den Werth von U im Punkte z,, y,, 2, darstellt), wenn der Punkt
ausserhalb S liegt; im entgegengesetzten Falle ist das Integral Null,
denn dasselbe erstreckt sich nur auf den ausserhalb von S liegen-
den Theil des Volumens; wenn aber der Punkt z,, y,, %, innerhalb
von S liegt, so liegt auch das gesammte anziehende Volumen inner-
halb von S. Wir haben somit

~—~47TU0—-5‘ U-?X—V 8D)

Lassen wir nun die Indices weg und nennen z, y, z den Punkt,
den wir bisher mit z, y,, 2%, bezeichnet hatten, r seine Entfernung
vom Element do und U den Werth der Funktion U in diesem
Punkte, dann erhalten wir

. U tar 1 aU e’l:[l?‘
(15) U=_—§H'e_r“ (za———) COSwdw+(3’l—-———d¢u.

Poincaré, Das Licht. 6
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Wir sehen also, dass die beliebige Funktion U, welche nur

der Gleichung (1) zu geniigen hat, in den Ausdruck (11) {ibergeht,

wenn man fiir die willkiirliche Funktion X; den Werth % . gg

auf dem FElement do und fiir die willkiirliche Funktion X, den

Werth ~—% auf demselben. Elemente wihlt.

82, Die Gleichung (15) ist richtig, wenn der Punkt =z, y, ¢
ausserhalb von S liegt, anderenfalls reducirt sich die rechte Seite
dieser Gleichung (15) auf Null, denn, wie wir eben sahen, wird das

Integral XU ¢ dr Null, wenn der Punkt %, %, 2, innerhalb S liegt.

Wenn im Ausdruck (11) die willkiirlichen Funktionen X; und
X, beliebig sind, so wird derselbe ausserhalb von S immer eine
Funktion U darstellen, welche der Gleichung (1) geniigt; es wird

U
jedoch im Allgemeinen U sich nicht auf —47X, und - auf

47X, reduciren, wenn der Punkt z, y, z einem Elemente dw von
S unendlich nahe kommt. Soll dies der Fall sein, dann muss, Wwie
wir sahen, der Ausdruck (11) immer Null sein, wenn der Punkt
2, ¥, 2z innerhalb von S liegt.

Diese Bedingung ist hinreichend. Wenn sie namlich fiir einen
unendlich nahe an 8, aber innerhalb dieser Oberfliche gelegenen
Punkt erfiillt ist, dann werden die Werthe von (11) ebenso wie ihre
Differentialquotienten Null sein. Fassen wir nun einen diesem ersten
unendlich nahe liegenden Punkt in’s Auge, der sich aber ausserhalb
von S befinden moége, so miissen nach dem, was wir friiher iiber
die Unstetigkeit des Potentials einer einfachen oder einer Doppel:

schicht sagten, die Werthe von U und von ? in diesen beiden be-
]

nachbarten Punkten um die Grossen 4 nX; resp. —4z X, von ein
ander verschieden sein. Nun gilt aber fiir den ersten Punkt

ou

==

0,

somit erhalten wir fiir den zweiten Punkt

ou
U=—4nX,; 67_——471)(1.
83. Gleichungen fir die Beugungserscheinungen. — Fs moge

0 eine Lichtquelle bedeuten, die wir uns auf einen Pankt reducirt
denken, dessen Verschiebungen periodische Funktionen der Zeit
sind. Dieser Punkt wird zum Centrum einer Reihe von Kugel
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wellen werden, von denen jeder Punkt eine periodische Bewegung
besitzt. Die Verschiebungskomponenten eines dieser Punkte sind
gegeben durch die reellen Theile von Ausdriicken der Form:

E—g, e——itht
1) gy i@V
r—¢ e———ith

wobei &, 7y, { den Differentialgleichungen geniigen:

dE + 25 =0
2) dny 4+ a? 5y =0
AC] +a?f =0

351 ai.t_izl_

=% T oy ' 02

Aus der Thatsache, dass wir es mit Kugelwellen zu thun haben,
folgt zwar nicht, dass £, #;, & Funktionen von » allein sind —
denn dies wiirde sich nicht mit der Bedingung vereinigen lassen,
dass die Schwingungen transversal sind —, wohl aber, dass sich
diese Grossen viel langsamer dndern, wenn man sich ldngs der Ober-
fliche einer Kugel S mit dem Mittelpunkte O bewegt, als wenn man
in einer dazu senkrechten Richtung fortschreitet. Wir konnen somit
setzen:
=& emr; m==7172 & 5 L= Czemr ’

ee

1

wobei &3, 7., & sich viel langsamer dndern, als der Faktor . Der

r tar

Differentialquotient von ¢ ist mimlich e, und da az—g sehr

gross ist, so wird auch der Differentialquotient selbst sehr gross sein.
Im Gegensatze dazu nehmen wir an, dass die Differentialquotienten
von &, 7, & endliche Grissen sind.

Wenn wir mit /, m, » die Richtungskosinus der Normalen zur
Kugel S bezeichnen, so ist

05, 0% 0%, 3

e T ™y e
und ferner

851_ 851 7 8§3 iar

. T
W-—@T:w‘%e +8re

6*
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Das zweite Glied ist verh#ltnissmiissig gering gegeniiber dem
ersten Gliede, welches a enthilt und daher sehr gross ist; wir konnen
somit als angeniherten Werth setzen

43 .
FY

und entsprechend
0 . G .
%Izam H —a—i——:mé‘l.
Wir nehmen nun an, ein Theil der Kugeloberfliiche S, in deren
Mittelpunkt der leuchtende Punkt sich befindet, sei von einem Schirme
bedeckt; dann wird die Intensitéit des Lichtes an einem Punkte inner-
halb der Kugel sehr nahezu die gleiche sein, als wenn der Schirm
nicht vorhanden wire; dasselbe wird fiir die Punkte der Kugel
ausserhalb des Schirmes gelten. Fiir die Punkte des Schirmes selbst
muss dagegen die Intensitit nahezu Null sein.
84. Wir wollen nun die Bedingungen aufstellen, welche zu
erfilllen sind.
Ausserhalb der Kugel werden die drei Verschiebungskompo-
nenten durch die reellen Theile der Exponentialgrossen
e ith; %e-——iavt; e~ wVt
gegeben sein, wobei die Funktionen &, 7, { folgenden vier Bedin-
gungen gentigen miissen.
A. Awusserhalb von S muss sein

A& + *& = Any + a5y = A+ L =0.

B. An allen Punkten von S, welche dem Schirm mnicht ange-
horen, muss nahezu gelten

; 04 0L . .

T N
0 .

Mo =" —871,0 = -—3;1 = 1y,
di, oL .

b=k B on T

C. An allen Punkten des Schirmes muss nahezu sein

afo — 6'70 . aCo_

=== G T G T

D. Die Bedingung fiir die transversale Richtung der Schwin-
gungen
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850 % Ot __
0=z + 0 JO 0
muss erfiillt sein.

Den Bedingungen B und C streng zu geniigen, ist unmdglich;
dieselben sind nur sehr annéihernd zu erfiillen, d. h. ungefihr bis
auf Grossen von der Ordnung der Wellenlinge A

Nun sahen wir bereits frither: Wenn eine Funktion £, der
Gleichung 4&; + o2§,=0 ausserhalb einer Oberfliche S gentigt, wenn
sie sich ferner an den verschiedenen Punkten der Oberfliche auf

— 47Xy reducirt, wihrend %“ den Werth 4 = X, erhilt, so ist ausser-

halb von S

Jer 1 eiar
3) §0=J XzT (za— —) cos ¥ dw +jX - dw,

wihrend im Inneren von S die rechte Seite von (3) Null wird.
In unserem Falle ist die betreffende Oberfliche S eine Kugel

L
0

mit dem Mittelpunkte O; &, und —g;n sind sehr nahe gleich Null fiir
die Punkte des Schirmes; fiir die Punkte ausserhalb des Schirmes

ist § ungefihr gleich & und gi" ungefihr gleich iag;, wenn man

annimmt, dass die Normale zu S nach Aussen gerichtet ist, dagegen
gleich — éa&,, wenn man die Normale nach Innen gerichtet annimmt,
wie man es bei der Anwendung der Formel (15) in § 81 zu thun hat.

Setzen wir also
X, =7a¢X,=0

fir die Punkte des Schirmes von. S, und
. 173
X, =iaX,=— "
fir die Punkte ausserhalb des Schirmes, so wird sich die rechte
Seite von (8) ausserhalb von S nur sehr wenig von &, und inner-
halb von S nur sehr wenig von Null unterscheiden.

‘Wir gelangen also zu folgendem Schlusse:

Gibt es Funktionen &,, 7,, &, Wwelche den Bedingungen A, B,
C, D annihernd geniigen, so werden diese Funktionen sehr an-
néhernd dargestellt durch die Integrale
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Tar
€ . . Ccos
EOISngw—F» (za—l—mcosrp*—A rw)

1
4

lar
r

4) 70 ——-j' Y, do (ioz -+ fecosy — gfi)

ter
% =§ Zy dw ¢ . (ia —+ Zee cOS Y — M)

7

welche auf alle Elemente do der Kugel S zu erstrecken sind. In

diesen Formeln ist
Xy =Y, =127,=0,

wenn das Element de zum Schirme gehort, wihrend

é - §
e I A

wenn das Element ausserhalb des Schirmes liegt.

85. Wir haben nun noch nachzuweisen, dass die Ausdriicke
(4) in der That sehr nahezu den Bedingungen A, B, C, D geniigen.

1. Die Bedingung A ist nach dem, was wir in § 82 sagten,
sicher erfiillt.

2. Wie wir in demselben Paragraphen sahen, wiirden die Be-
dingungen B und C strenge erfiillt sein, wenn die Integrale (4) im
Innern von S genau Null wiren; sie sind also nahezu erfiillt, wenn
diese Integrale im Innern von S nahezu Null sind. Zum Nachweise
dafir missen wir eine Methode angeben, welche die angeniiherte
Berechnung dieser Integrale gestattet; dies wollen wir im né#chsten
Paragraphen thun.

Sodann werden wir nachweisen, dass, wenn &, 7,, & durch die
Formeln (4) definirt sind, sehr nahezu gilt

Bei dieser Gelegenheit wollen wir bemerken, dass die Integrale
(4) innerhalb und ausserhalb von S zwei verschiedene Funktionen
darstellen, von denen nicht die eine die analytische Fortsetzung der
anderen bildet. Dies rilhrt von der Unstetigkeit des Potentials einer
einfachen und einer Doppelschicht her. So stellen auch die Fresnel -
schen Integrale, welche die optischen Erscheinungen ausserhalb der
Kugel S erkliren, nicht die Erscheinungen dar, welche im Innern
dieser Kugel auftreten. Hierin liegt die Erklirung der von Poisson
angedeuteten Anomalien.
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86. Berechnung der Integrale (4). — Wir wollen nun anniihe-
ringsweise das erste Integral (4) bestimmen, das wir schreiben
kénnen

eiar
(5) So =S X dw,

r

indem wir zur Abkiirzung setzen

€08

6) X=X, [ia 1+ cosy) —

Zu diesem Zwecke fiihren wir Polarkoordinaten ein. Es moge
8 (Fig. 9) die Kugel bezeichnen, von welcher ein Theil durch einen
Schirm bedeckt ist, und P den beleuchteten Punkt x, ¥, z; dann

Fig. 9.

wird die Lage eines Punktes in dem neuen Koordinatensystem be-
stimmt sein durch den Winkel ¢, welchen die durch den betreffen-
den Punkt und die Gerade OP gehende Ebene mit einer durch OP
gelegten festen Ebene einschliesst, ferner durch den Winkel ©
zwischen der Geraden OP und derjenigen Geraden, welche den be-
treffenden Punkt mit O verbindet, und endlich durch den von O
ausgehenden Radiusvektor R. Der Ausdruck fiir ein Oberflichen-
element der Kugel S vom Radius e¢ wird in diesem neuen Koordi-
natensystem
dw = a? sin ©d6dy.

Dieser Ausdruck lisst sich noch etwas umformen. Bezeichnet
man mit & den Abstand QP des Punktes P von der Kugel, so ist in
dem Dreieck MOP

r*=(a+ 6)? + a* — 2a (a+ b) cos O.

Durch Differentiation erhalten wir

rdr = a (a + b) sin @de.
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Fiihrt man den fiir sin ©d6 aus diesem Ausdrucke folgenden
Werth in den Ausdruck fiir dw ein, so folgt

_ a'rdr __a
Ta@re T ax

rdrdg.

Diesen Werth verwenden wir beim Integral (5), und erhalten

_ @ Tor
) bh=—"7% 55Xe drdp,

wobel die Integration nach r zwischen den Grenzen » und (2a -+ b),
nach ¢ zwischen den Grenzen O und 2w auszufiihren ist.

Wenn wir auch die Integration nur auf den vom Schirm nicht
eingenommenen Theil der Kugel erstrecken, so #éndert das nichts
an der Sache, denn auf dem Schirm ist die Funktion X Null; wir
haben aber so den Vortheil, dass in dem ganzen Integrationsgebiete
die Funktion X stetig und deren Differentialquotienten endlich sind,
und dies ist fiir unsere folgenden Rechnungen nothwendig. Unter
diesen Bedingungen werden die Integrationsgrenzen fiir » nicht noth-
wendig & und 2a¢+06 zu sein brauchen; wir wollen sie =, und r,
nennen.

Fiihren wir zunichst die Integration nach » aus und integriren
partiell, so erhalten wir

5 X eiar dr = [ X

(1¢4

T2
] _l (ai(eiardr,
ie ) Or

71

und durch erneute partielle Integration

72

. Tar 2 . 2 .
XXewrdrz[—X: ] + 1 8—Xemr] _1 j’?xemrdr.
114
1 !

«? | Or o? ) ore

Da nun & sehr gross ist, so konnen wir im Allgemeinen bei
der Anndherungsrechnung die Glieder auf der rechten Seite ver-
nachlissigen, welche als Faktor eine hohere als die erste Potenz
von ¢ im Nenmner enthalten; wir haben also

T2

X eim' dr — X
e ’

1

und der durch das Integral (7) gegebene Werth von &, wird an-
gendhert
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L
_ a X Jer
®) b= Py 50[ i ]

87. In Fig. 9 befindet sich der Punkt P ausserhalb der Kugel S;
hitten wir jedoch den Punkt P innerhalb der Kugel S angenommen,
s0 wiirden wir offenbar zu demselben Ausdrucke fiir &, gelangt sein,
nur hitten wir in diesem Falle den Abstand b des Punktes von der
Kugel negativ nehmen miissen.

Wir wollen nun mit Hiilfe des Ausdruckes (8) zeigen, dass der
Werth von &, fiir einen innerhalb der Kugel gelegenen Werth Null
ist. Zu diesem Zwecke untersuchen wir die Bedeutung der oberen
und unteren Grenze r, und r,. Hierbei kénnen mehrere Fille ein-
treten, von denen wir nur drei in’s Auge fassen wollen.

1. Es ist kein Schirm vorhanden; dann ist

T2

T

7‘1=b; T3:2(l+b,
wenn der Punkt P ausserhalb der Kugel liegt, und
r=20b, ry=2a—1b

fir einen Punkt innerhalb der Kugel.

2. Es ist ein Schirm vorhanden; der Pol des Punktes P, der
Punkt Q, liegt nicht auf dem Schirme, wohl aber gehort der dia-
metral entgegengesetzte Punkt dem Schirme an. In diesem Falle
ist ;=>5, und die obere Grenze r,, welche im Allgemeinen eine
Funktion von ¢ ist, wird durch den Werth von r dargestellt, welcher
dem Rande des Schirmes entspricht.

3. Es ist ein Schirm vorhanden; der Punkt Q gehort dem
Schirme an, wihrend der diametral entgegengesetzte Punkt nicht auf
demselben liegt.

Dann ist 7y=2a: b und r, ist derjenige Werth von r, welcher
dem Rande des Schirms entspricht.

‘Wir bezeichnen nun mit J das Integral

27T

Tar
SXe de,

o
0

welches lings des Schirmrandes zu nehmen ist; X' und X' mogen
tar
die Werthe von

im Punkte Q und in dem diametral ent-

gegengesetzten Punkte bedeuten; dann haben wir
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a

im ersten Falle &= oy @nX"—22X"
. _ a _ .
- zZweiten - &= ) (J—22X"
. i . — %  ouxv_
dritten & s @2aX" —1J).

Wir werden weiterhin sehen, dass J im Allgemeinen vernach-
lissigt werden kann.
Zundchst haben wir X' und X' zu bestimmen. Es ist

cosy .
7

X=X, |ie + e cos 1y —

r

coS ¥

da a sehr gross ist, kann das Glied gegeniiber ia unbertick-

sichtigt bleiben; somit wird

X =ieX,(1 4+ cos ) — — 7:2 (14 cos y),
&
da ausserhalb des Schirmes X, = — " ist.
Im Punkte Q erbalten wir
. teb
wenn der Punkt P ausserhalb von S liegt: y=0; X' = — §1: -
77

- - - - inmerhalb - - - = X'=0.

Fir den diametral entgegengesetzten Punkt ist in allen Fillen
y=n und X" =0, demnach wird, wenn der Punkt P innerhalb von
S liegt, das Integral (8) im Allgemeinen zu vernachlissigen sein.

88. Wenn der Punkt P ausserhalb von S liegt, so erhiilt man
in den drei oben betrachteten Fillen folgende Werthe:

Im ersten Falle g =¢ Jab a_
a—+b
i ¢ ieb a
- zZwelten - §=§ i =
- dritten - §=0.

Wenn also der Punkt Q nicht dem Schirm angehort, d. h.,
wenn P nicht im geometrischen Schatten liegt, so ist die Intensitit
dieselbe, als wenn kein Schirm vorhanden wire. Liegt dagegen P
im geometrischen Schatten, so ist die Intensitit Null. Mit anderen
Worten, die Erscheinungen sind dieselben wie bei der geometrischen
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Schattentheorie. Es werden also nur dann Beugungserscheinungen
auftreten, wenn J nicht zu vernachlissigen ist.

‘Wir haben also 1. nachzuweisen, dass das Integral J im All-
gemeinen zu vernachlissigen ist;

2. zu untersuchen, in welchen Ausnahmefillen dies nicht mehr
stattfindet.

Es handelt sich somit um die Auswerthung des Integrals

tar
1= (X",
o (X2

welches sich iiber den ganzen Umfang des Schirmes erstreckt. Zu
diesem Zwecke wollen wir diesen Umfang in eine gewisse Anzahl
von Theilbogen von zweierlei Art zerlegen:

1. Auf den Bogen der ersten Art wird der Differentialquotient

gj{ endlich sein.

2. Auf den Bogen der zweiten Art wird dieser Differential-
quotient hinreichend gross sein, dass er nicht gegeniiber dem Werthe
von a vernachlissigt werden darf.

Uebrigens kiénnen wir ohne Weiteres annehmen, dass die Zer-
legung des Umfanges in Theilbogen derart vorgenommen wird, dass
lings eines dieser Bogen r bestindig wichst oder bestandig ab-
nimmt.

89. Wir wollen zuerst das Integral auswerthen, das lings eines
Bogens der ersten Art genommen ist.

‘Wihlen wir als Integrationsvariabele 7, dann haben wir unser

Integral zu schreiben
5’ < ei(ﬂ‘ 8(] "

le "o

Durch theilweise Integration finden wir

_E& b 5W ‘ (x20) ar
I

Nun ist X von derselben Grossenordnung wie @; Wwenn also

% eine endliche Grosse darstellt, so ist jedes der Glieder dieser

letzteren Summe von der Ordnung L, d. h., es ist zu vernach-
o

lissigen. Somit kann das ganze Integral, genommen lings eines
Bogens der ersten Art, vernachlissigt werden.
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Das Integral
T
< ei ar

Te

dy,
Po

genommen lings eines Bogens der zweiten Art, wird im Allge
meinen ebenfalls zu vernachlissigen sein, weil die Differenz der
Integrationsgrenzen ¢, — ¢, von derselben Grossenordnung sein wird,
wie %—-

Soll also das Integral J einen endlichen Werth erhalten, so
muss ¢, — ¢, endlich sein, d. h. es muss wenigstens einer der Bogen
zweiter Art von Q aus gesehen unter einem endlichen Winkel er-
scheinen; dies kann in zwei Féllen eintreten.

1. Wenn dieser Bogen selbst endlich ist, dann ist lings des

op or
selben o = o
sich nur sehr wenig von einem Kreisbogen unterscheiden, dessen
Pol in Q liegt.

2. Wenn sich der Bogen sehr nahe am Punkte Q, d. h. sehr
nahe am, Rande des Schirmes befindet.

Ist dies micht der Fall, so ist der Werth des Integrals J stets
zu vernachlissigen und wir erhalten keine anderen Erscheinungen,
als diejenigen, welche schon nach der geometrischen Schattentheorie
eintreten miissen.

=(, r=const.; d. h. der fragliche Bogen darf

90. Wir wollen nun zusehen, in welchen Féllen g—f unendlich

wird. In § 86 hatten wir gefunden
rdr=a(a -+ 6)sin@do;
hieraus ergibt sich

Op 1 r Op

{10) T aard sne e

Diese Gleichung zeigt, dass % in zwei Fillen unendlich werden

kann: 1. wenn sin @ sehr klein, 2. wenn % unendlich ist.

Da im ersten Falle der Winkel @ sehr klein ist, so wird ein
zum Schirmrand gehoriger Bogen sehr nahe am Punkte Q liegen,
und wir konnen den Theil der Kugel, welcher diesen Bogen ent
hilt, mit einer durch Q gehenden Ebene vertauschen. Ausserdem
dirfen wir diesen Bogen wegen seiner sehr geringen Grosse auch
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als Element einer Geraden AB (F'ig. 10) auffassen. Die Entfernung
MQ des Punktes Q vom Bogenelement M ist a ®, wobel a den Radius
der Kugel bezeichnet, auf welcher sich der betrachtete Theil des
Schirmumfanges befindet. Nennen wir od den kiirzesten Abstand
des Punktes Q von der Geraden AB und ¢ den Winkel zwischen
QM und QC, so haben wir

a@cosg=ad
oder
9 cos g =14d.

Der hier auftretende Winkel ¢ un-
terscheidet sich iibrigens nur durch eine
Konstante von dem Winkel, den wir
friither mit dem gleichen Buchstaben be- U
zeichnet hatten; die Differentialquotien- Fig. 10.
ten beider Grossen besitzen also den
gleichen Werth. Durch Differentiation der vorhergehenden Gleichung
finden wir nun

00
= C0S @ — @ sin ¢ =0;
aq, P P 3

diese neue Gleichung zeigt, dass g—@ von derselben Grossenordnung
P

ist, wie @, und somit auch wie 0. In Folge dessen ist —g% von der

Grossenordnung Lr, und % nach Gleichung (10) von der Ord-
[/

r
nuDg —5- -

Liegt der Punkt P in endlicher Entfernung » von der Kugel,
o

0 ist 5 von der Ordnung %, und, wenn dieser Differentialquo-

tient von derselben Gréssenordnung sein soll, wie %, S0 muss 0

von der Ordnung J/; sein. Befindet sich dagegen der Punkt P nur

in einer Entfernung von der Kugel, welche selbst von der Grissen-
ordnung 4 ist, so muss 6 von derselben Ordnung wie 2 sein, damit
% unendlich gross von der Ordnung i— ist.

Die Gerade, welche den Punkt P mit der Lichtquelle ver-
bindet, muss also die Kugel in einer Entfernung vom Schirmrande
schneiden, welche von der Grossenordnung A ist, wenn die Beleuch-
tung in P abnorm sein soll; der Bezirk, in dem sich der Punkt P
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befinden muss, ist aber dann zu klein, als dass er der Beobachtung
zuginglich wére. Man wird Anomalien in der Beleuchtung von P
nur dann erkennen konnen, wenn P in einer endlichen Entfernung
von der Kugel liegt.

So 1ist auf einer mit dem Radius (a+b) beschriebenen, zu §
koncentrischen Kugelschale die von den Beugungsstreifen eingenom-
mene Stelle von der Grossenordnung J/;, wenn b einen endlichen
Werth besitzt, wihrend auf der Kugel S selbst diese Stelle von der

Grossenordnung 4 ist.

91. Wir wollen nun den zweiten Fall betrachten, wo Gu un-

or
Orp : : 00 .
76 unendlich gross ist, muss Fr unendlich

. . r . . N e
klein sein. Ist also prr eine endliche Grosse, so muss .— von
n fim)

or
der Ordnung 4 sein, wenn g;-p von der Ordnung 71— sein soll.

Mit anderen Worten, ® muss, bis auf Grossen von der Ordnung
von 4, eine Konstante sein, d. h., unter Vernachlissigung von Grossen
dieser Ordnung muss man einen zum Schirmrand gehorigen end-
lichen Bogen als Kreisbogen auffassen konnen, dessen Mittelpunks
in Q liegt. Die Entfernung des Punktes Q vom Centrum der mitt-
leren Krimmung dieses Bogens muss von der Ordnung 2 sein
Hieraus folgt, dass die abnorm beleuchteten Punkte sdmumtlich
innerhalb eines Kreises liegen, dessen Radius von der Grossenord-
nung A ist, und sich der Beobachtung entziehen.

Soll also eine Beobachtung mdglich sein, so muss sin o und
somit auch der Radius dieses Kreisbogens sebr klein sein.

Ist sin ®

endlich gross ist; da

eine Grosse von der Ordnung )7, so geniigt es, dass

2,7@, und somit die Entfernung des Punktes Q vom Mittelpunkte des
Kreises ebenfalls von dieser Grossenordnung ist. Unter dieser Be-
dingung ist der Raum, in welchem P liegen muss, um abnorme Be-
leuchtungserscheinungen zu zeigen, hinreichend gross, dass man
diese Krscheinungen auch wirklich beobachten kann.

Hierbei ist noch zu bemerken, dass, wenn sich der Punkt P
auf der Kugel selbst befindet, die Beleuchtung durch die geome-
trische Schattentheorie bestimmt wird, oder wenigstens wird es nicht
méglich sein, durch die Beobachtung einen Unterschied zwischen
der so bestimmten und der thatsichlich stattfindenden Beleuchtung
zu ermitteln.

Wenn némlich der Punkt P sehr nahe an den Punkt Q riickt
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so wird ﬁ%q;:%’ denn in dem Dreieck MOP (vgl. Fig. 9) ist

sin® _ sinQMP
T _ a ’

und der Grenzwerth des Winkels OMP ist dann ein rechter Winkel. Da

nun 2€ endlich ist, so werden zufolge unsrer obigen Ableitungen

die Erscheinungen der Beobachtung unzugénglich sein.
92. Wir haben nun weiter nachzuweisen, dass die Bedingung
der Transversalitit
Gy="5) +u' + &

fir die ausserhalb der Kugel S oder auf dieser Kugel selbst ge-
legenen Punkte erfillt ist.
6, geniigt der Gleichung

A6y + a® 6, =0.

Es gilt also fiir den Raum ausserhalb von der Kugel S nach
§ 81 (15) die Gleichung

lar tar
Gy = — ﬁ’—e—(ia—%) cos y dw + %%e

4n 7

po dw ;
hierbei erstrecken sich die Integrale der rechten Seite auf alle Ele-
mente de der Kugel S.

Lésst man nun die Stelle, wo sich Beugungsstreifen befinden,
unberiicksichtigt, so sind, wie wir sahen, die Erscheinungen die-
selben, wie in der geometrischen Schattentheorie; mit anderen
Worten, an gewissen Punkten ist die Beleuchtung Null und an
anderen so, als wire ein Schirm iiberhaupt nicht vorhanden. In

diesen beiden Fillen sind ©, und %f’; Null.

Bei der von uns gewéhlten Annidherung geniigt es also, die
Integrale rechter Hand auf die Region der Kugel S zu erstrecken,
wo sich Beugungsstreifen befinden, diese ist aber, wie wir sahen,
von der Grossenordnung 4. Die Integrale auf der rechten Seite sind
somit zu vernachlissigen, folglich auch @,

Fassen wir nochmals alles zusammen, so geniigen die In-
tegrale (4) gut den Bedingungen A, B, C und D, und es kann nur
dann eine abnorme Beleuchtung eintreten, wenn sich der Punkt P
sehr nahe am geometrischen Schatten des Schirmrandes befindet.

93. Vereinfachung der Awusdriicke fir &, 7, &. — Wir haben
gesehen, dass, wenn der Punkt QQ in einem endlichen Abstande von
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den Réndern eines Schirmes liegt, die Beleuchtung des Punktes P
den Gesetzen der Schattentheorie folgt, dass aber die Beleuchtung
gedindert wird, wenn der Punkt Q in einer Entfernung vom Schirm-
rande liegt, die von der Grossenordnung Vi ist. Die Beleuchtung
eines Punktes hingt also nur von den Theilen der Kugel ab, welche
dem Punkte Q benachbart sind; dieser letztere Punkt heisst der Pol
des Punktes P. Wir wollen diese Ueberlegung zur Vereinfachung
der Ausdriicke fiir £, 7,, & benutzen, welche durch die Integrale (4)
gegeben sind.
Wir fassen das erste dieser Integrale in’s Auge:

(z‘a - ta COS Y — corﬂ) .

or

EOZ(XE do ¢

(24

r

Da diejenigen Theile dieses Integrals, welche nicht vernach-
lassigt werden diirfen, den Punkten entsprechen, die dem Pole §
des beleuchteten Punktes P sehr nahe liegen, so brauchen wir das
Integral auch nur auf diese Punkte zu erstrecken und kénnen in
Folge dessen X, und 9 als Konstanten betrachten. Ausserdem ist«
sehr gross und r muss endlich sein, wenn die Beugungserscheinungen
sich iiberhaupt beobachten lassen sollen, somit diirfen wir das unter
€oS Y

r
Glieder ¢{o und izcosy vernachlissigen. Setzen wir nun die be-
treffenden Konstanten vor das Integral, dann erhalten wir

dem Integralzeichen stehende Glied gegen die beiden anderen

eim"
& =X, tee (1 + cos 1/1)57—‘(1(0.

Ausserdem ist nach § 84
& .

~ 4

X, —

ersetzen wir also X, und cos ¢ in dem Ausdrucke fiir & durch die
Werthe, welche diese Grossen am Pole Q annehmen, so finden wir

e eiar
So=— 9. §15~‘r—dw

Die Entfernung des Punktes P von den dem Pole Q benach-
barten Kugelpunkten unterscheidet sich nur sehr wenig von der
Entfernung PQ =0 und kann, da das Integral sich nur auf die dem
Punkte Q zuniichst liegenden Punkte erstreckt, vor das Integral ge-
zogen werden; der Werth von &, geht dadurch iiber in
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. e é Ter
h=—%3 je do

oder, in einer etwas anderen Schreibweise,

. iab
_ ik e i (r—1b)
&= oan 56 do .

94. Den Werth dieses letzten Integrals wollen wir nun be-
stimmen. Es ist in dem Dreieck MOP (Fig. 9)

rP=(a+82+a?—2a(a+b)cosO.

Da wir hier nur die dem Pole Q sehr nahe liegenden Punkte
zu berticksichtigen haben, fiir welche @ sehr klein ist, so konnen wir

cos ® durch die beiden ersten Glieder seiner Reihenentwickelung
@2
1—-5- ersetzen, und erhalten

2
rP=(a+bi+d—2a(a—+ b) (1—%)=b"+a(a+b) 6%,

Bezeichnen wir das zwischen einem Kugelpunkte M und dem
Pole Q liegenden Stiick des grdssten Kreises mit s, so ist

@’—_‘—i:
2}
somit wird
,.2:152_*_&82;
a
hieraus folgt
__atb ,
r—b== pYC— s,

Nun ist » nur sehr wenig von & verschieden, man kann also
(r+b) durch 2 ersetzen, und erhilt

at+b ,

r—b=— CPY: st

die Einfiihrung dieses Werthes in den Ausdruck fiir &, liefert uns

. Y . a+b
(e (e
=0 2nb '

Da das Integral nur auf diejenigen Theile der Kugel auszu-
dehnen ist, welche dem Punkte Q benachbart sind, so darf man

annehmen, dass dieselben, statt auf der Kugel, in einer die Kugel
Poinearé, Das Licht. ird
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in Q bertihrenden Tangentialebene liegen. Wir wihlen in dieser
Ebene zwei rechtwinkelige Koordinatenaxen, die sich in Q schnei-
den. Die Koordinaten des Punktes M in diesemm System werden
durch die Entfernungen /und I’ des Punktes von den Axen gegeben
sein. Zur Vereinfachung des Ausdruckes fir § definiren wir die
Lage des Punktes M durch zwei Parameter « und » derart, dass

]/ abl __V abl .
2(a+l)) 2@+8
dann ist

R 112 = (u? 4 0?) 2(a—:b)
und

dw—dldl'—dudviz—ﬁb) .

Durch Einfiihrung dieser Werthe von s* und dw in den Aus
druck fiir &, erhalten wir

L teeh 1 .0 2
ek s
f=— ke T\ A
4n(a+ 6)
2
und, da a = 71 war,

. o dab in (u? + )
1 __ iake 3 .
{11 & St b) e du dv

95. Intensitit des Lichts in einem Punkte. — Wie wir in §76
sahen, ist die X-Komponente der Verschiebung fiir einen ausserhalb
der Kugel S gelegenen Punkt P

= reeller Theil von Eoe_{“w,

wobei §, durch den oben entwickelten Ausdruck (11) dargestell
wird. Fiir die beiden anderen Komponenten wirden wir dement
sprechend erhalten

. —iaVt
g =reeller Theil von ze ',

{ =reeller Theil von e i“Vt;

hierbei ergeben sich die Ausdriicke fiir 7, und §, aus dem Ausdrucke
fir &), indem man in (11) & durch 7 bezw. :1 ersetzt. Die Licht-
intensitét im Punkte P wird also proportional
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0%\? on\? a\?
9[(%) + (‘a?) +('a7)]

% = reeller Theil von (~ ia Ve eVl 4 iV %) ’

sein; nun ist

b7
und entsprechend die beiden Ausdriicke fiir ZTZ und %— Demnach

ist die Intensitit proportional der Summe der Quadrate der Moduln
der drei Grossen von der Form

08,

ot

(— e Vfo -+

In dem Ausdrucke (11) ist aber & die einzige Grosse, welche
von der Zeit abhingt; somit wird die Intensitit gleich der Summe
der Quadrate der Moduln von drei Grissen, deren erste gegeben
ist durch
asl) iad® (O e+

W (‘“‘V“* S+ °

5 du dv,

wihrend die anderen aus dieser folgen, wenn man &; durch 7 und
¢ ersetzt.

Wenn wir die Beugungserscheinungen in einer Ebene beob-
achten wollen, so haben wir die relative Intensitit der in einer und
derselben Ebene gelegenen Punkte zu bestimmen. Da sich diese
Punkte immer nahe an einander und in einer bestimmten Entfernung
vom Schirme befinden, so diirfen wir annehmen, dass der Abstand b
eines jeden derselben von der Kugel, welche den Schirm enthilt,
der gleiche ist. Hieraus ergibt sich, dass in jedem der Ausdriicke (1),
von denen die Summe der Quadrate proportional der Intensitit, ist,

. tab
der Faktor 2—2(2%_7) unveréindert bleibt, vorausgesetzt, dass man nur
homogenes Licht in Betracht zieht. Da man ausserdem diese Punkte
in dem gleichen Augenblicke beobachtet, und die Werthe &, 7, §
sich nur wenig 4dndern, wenn man von einem Punkte der Kugel S
zu einem benachbarten Punkte tiibergeht, so wird auch der Faktor

7
—iaV§ + 3751) nahezu denselben Werth besitzen. Die relative In-

tensitiit des Lichtes in den wverschiedenen in Betracht kommenden
Punkten wird also in demselben Augenblicke dem Quadrate des
Moduls des Integrals

"'*
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7T
@ 5 T DL

proportional sein, das in dem Awusdrucke (1) und den entsprechen-
den beiden anderen als Faktor auftritt. Wir brauchen also, um
die Lichtintensitit in den verschiedenen Punkten der KEbene zu
finden, in welcher die Beobachtungen angestellt werden, nur die
Aenderungen des Moduls dieses Integrals zu untersuchen.

96. Ausdruck des Integrals (2), fiir den Fall eines Spaltes
mit parallelen Rindern. — Wir wollen annehmen, dass die eine der
Axen, welchen die Parameter » und o entsprechen, parallel zu den
Rindern des Spaltes sei; beispielsweise moge dies fiir die u-Axe der
Fall sein. Gehen wir nun auf die Gleichung

/AP
J=u ]/ S (a0
zurtick, durch welche der Parameter « mit der Entfernung ¢ eines
Punktes der uwv-Ebene von der »-Axe verbunden ist, so sehen wir,

dass » von der Ordnung % ist. Da der Spalt eine, wenn auch nicht
unbegrenzte, so doch im Verh#ltniss zu den Grossen von der Ord-
nung V' 1 sehr bedeutende Linge besitzt, so werden die Werthe von
v fiir die in Betracht kommenden Punkte immer sehr bedeutend sein.
Demnach darf man die Grenzen fiir v in dem Integral (2) un-
endlich setzen. Bezeichnen wir ferner die Grenzen von », die im
Allgemeinen wegen der geringen Breite des Spaltes endlich sind,
mit »; und v,, so kénnen wir das Integral in der Form schreiben

-+ oo -+ v,
o, i’
2 mny
2 2

e du e dv.

— oo —+

Der Werth des ersten dieser beiden Integrale ist (1 -+¢) mit
dem Modul 2; wir haben uns also nur noch mit dem zweiten Inte-
grale zu beschiftigen, welches nach Einfihrung von trigonome-
trischen Funktionen an Stelle der Exponentialfunktion tibergeht in

o

vy {mo? 3 2 X
7 v? A . oav
3) g”e P = cosTdv—f—stm—dv.

<

Vg

2

L%
vy

o

1 U

97. Graphische Darstellung des Integrals (3). — Die beiden
Integrale rechter Hand sind wunter dem Namen Fresnel’sche
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Integrale bekannt; wir wollen sie nun genauer untersuchen. Zur
Vereinfachung der Rechnung setzen wir die untere Grenze Null;
durch Bildung der algebraischen Summe von zwei solchen Integralen,
deren eine Grenze Null ist, gelangt man dann leicht zu dem allge-
meinen Falle, in welchem die Grenzen ganz beliebig sind.

‘Wir setzen also

v v
7 v? . ol
x=5‘cosTdv; y=5.5m~2—dv,
0 0

und konstruiren die zu den verschiedenen Koordinaten « und y ge-
horige Kurve. Diese geht durch den Koordinatenanfang, denn fiir
v==0 ist auch x=y=0. Vertauscht man ¢ mit — v, so bleibt die
unter dem Integralzeichen stehende Grosse ungeindert, dagegen
indert die obere Grenze ihr Vorzeichen, und zwar gleichzeitig bei
 und bei y; der Koordinatenanfang ist also ein Symmetriepunkt fiir
die Kurve.
Durch Differentiation von z und y erhalten wir

ne?

2
do = cos - dv; dy=sin 5

5 dvs

hieraus ergibt sich durch Quadrirung und Addition

da?® + dy? =ds* =dv?,
also
ds =dbv,

wenn ds ein Bogenelement der Kurve bezeichnet.
Durch Integration der beiden Seiten dieser Gleichung folgt

s=u,

wenn man die Integrationskonstante Null setzt, was darauf hinaus-
kommt, dass man die Bogen vom Koordinatenanfangspunkte an

rechnet, da fiir r=y=0 auch v=0 ist.

Der Quotient Z—Z liefert die trigonometrische Tangente des
Winkels a zwischen der X-Axe und der Tangente an die Kurve im
Punkte =z, y; es ist also

T

(4) o= 'E* V2.

Der Kriimmungsradius in einem Punkte ist gegeben durch

ds _ dv 1

de movdv no
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Im XKoordinatenanfang, d. h. fir =0, ist der Krimmungs
radius unendlich gross, und da a gleichzeitig mit » Null ist, so ist
die X-Axe eine Tangente in dem Wendepunkt O (Fig. 11).

Um den ferneren Verlauf der Kurve zu ermitteln, lassen wir
v von O bis oo wachsen; dann nimmt auch der Winkel a tiber jede
Grenze hinaus zu, wihrend der Kriimmungsradius sich der Grenze

I

Fig. 11.

Null ndhert. Wir haben es also mit einer spiralférmigen Kurve zu
thun, welche einen asymptotischen Punkt A besitzt, dessen Koordi-
naten wir nun bestimmen wollen. Zu diesem Zwecke suchen wir
den Werth des Integrals

1T
— 2

e dv.

Bekanntlich ist

Setzen wir

so haben wir
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somit erhalten wir fir das gesuchte Integral

o

Py 7 1 1+4
s . — — ¢
62 dU:.?Vn —":”Q—VQL= 9 3

0
da nun

Dies sind die Koordinaten des asymptotischen Punktes A. Der
Theil der Kurve, welcher negativen Werthen von v entspricht, liegt
symmetrisch zu dem eben gefundenen.

98. Zur genaueren Definition der Kurve sehen wir zu, wie
sich der Abstand AM des Asymptotenpunktes A von einem be-
liebigen Punkte M des positiven Zweiges der Kurve indert.

Ist v der Werth des Parameters, welcher zu dem betreffenden
Punkte gehort, so werden dessen Koordinaten sein

2 ¢
0 0

v v
7 v? ‘ome?
r=\cos 45— dv; y=1\sin 5 dv.
.

Wir wollen den Koordinatenanfang nach diesem Punkte M ver-
legen; in Bezug auf das neue Koordinatensystem wird die Abscisse
des Asymptotenpunktes A gleich der Abscisse desselben Punktes im
alten Koordinatensystem, vermindert um die Abscisse des Punktes
M; es ist also

x0 oo

124
no? n? nv?
(cos? dv—f oS o dv:Scos o5 dv.
(i

e
v

Auf analoge Weise erhiilt man als Ordinate des Punktes A im

neuen System
o0

2
. v
sin —- dv.
g) 2
N

v
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Die Koordinaten des Asymptotenpunktes in Bezug auf die
durch M gehenden Axen sind also gegeben durch den reellen und
den imagindren Theil des Integrals

oo

(5) ( g
J=_e 2

v

Wir wollen nun noch einen anderen Ausdruck fiir J suchen.
Zu diesem Zwecke setzen wir in dem Integral

O
— 22 —
5\ e “de= % Va
0
z=ow, wobel v eine positive Grosse sein soll, und erhalten also
o0
22 —_
56 vtw vdw=—1—Vn.
2
0

Das Produkt aus diesem Integral und dem Integrale (5)
liefert uns

o0 o0

Ua(’_”__wz .
5) 5 e 2 )vdvdwzil/n.
v 0 2

Die Integration nach v» lisst sich in diesem Ausdrucke ohne
Weiteres ausfiihren; es ist nimlich

° L, (in > in
( eva (?_wﬂ)vdl’= 1'71—1_211)2 5 d[ew(?_—wg)]’
v

e/
v

und somit

o0

5‘ e ” (L: B w2)v dy = — ! v (%ﬁ - wg)

——
Tt — 2u?
v

Unser Doppelintegral geht also iiber in

o0 in . (e =]

5 ev2< ; —w?) LR e—v’w’ 3
Y dw=—¢ 2 e dw=——V .

A 2Qu?—in > Quwi—in 2 4

Hieraus erhalten wir einen neuen Ausdruck fir J, der uns
lehrt, dass die Koordinaten des Punktes A in Bezug auf die durch
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M parallel zu OX und OY gelegten Axen durch den reellen und
den imaginiiren Theil des Integrals
i s o

(6) e? ? ( i

J= Va “% 2w2——indw

gegeben sind.
99. Drehen wir nun die Koordinatenaxen im Punkte M um

einen Winkel —;'—v?, d. h. nach Gleichung (4) um den Winkel «,

welchen die Tangente an die Kurve mit der X-Axe einschliesst, so
erhalten wir ein neues Axensystem, das von der Tangente und der
Normalen zur Kurve im Punkte M gebildet wird. Wenn wir mit
7 und y' die Koordinaten eines Punktes in diesem mneuen System
bezeichnen, mit z,, y, die Koordinaten desselben Punktes in dem
alten System, bei welchem die durch M gehenden Axen parallel zu
0X und OY sind, so haben wir als Transformationsformeln anzu-
wenden

' =z, cos : —+ 9 sin v
! 2 9 2

y' =g, cos ? x, sin v

Y K 2 1 9 .

Multipliciren wir die zweite dieser Gleichungen mit ¢ und ad-
diren sie zur ersten, so erhalten wir

2 42
@ iy = (@ +ig) cos 5~ — (ia —y)sin -
2 2
= (m,+1y,) (cos%—z‘sin%v- )
oder
_ine’

o iy = (@ +iy)e *

Diese letzte Gleichung zeigt uns, dass der Werth der kom-
plexen Grosse (¢z'+iy') im mneuen System gleich ist dem mit
_tmv?

e ® multiplicirten Werthe (2, + i7;) im alten System. Nun ist fiir

den Asymptotenpunkt A

z + ".yl = J7
somit wird
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iy =Je LI
und, nach Gleichung (6)
— v?w?
o T "5 g

Multiplicirt man Zihler und Nenner des unter dem Integral-
zeichen stehenden Bruches mit (2 w?-in), so erhilt man

> 2 o
g 2Qu? +in)e V¥
o Vo (4wt 4+ a?)

duw,

Der Abstand des Punktes A von der Normale in M wird durch
den reellen Theil dieses Ausdrucks gebildet und hat den Werth

o0
( 4 u?e v? w?
L Va Gw )

dw,

und die Entfernung dieses Punktes von der Tangente, welche gleich
dem imaginiren Theile des Integrals ist, wird

2,2
2w
(2716

oA Vr (4 wt+n?)

)

Die Elemente dieser beiden letzten Integrale sind positiv und
nehmen bestindig ab, wenn » von O bis ® zunimmt. Somit sind
auch die Abstinde des Punktes A von der Normalen und von der
Tangente in M immer positiv und nehmen stets ab; das Gleiche gilt
also von dem Abstande AM. Dies ist auch ganz klar, denn falls es
anders wire, miisste der Abstand AM ein Maximum oder ein Minimum
aufweisen ; in diesem, dem Maximum oder Minimum entsprechenden
Punkte mtisste aber AM normal zur Kurve gerichtet sein, und die
Entfernung des Punktes A von der Normalen wire daher Null, was
nach dem Vorhergehenden nicht der Fall sein kann.

Es ist leicht ersichtlich, dass fiir die dem Punkte A benach-
barten Punkte der Kurve die Gerade AM nahezu senkrecht auf der
Kurve steht. Fiir diese Punkte ist néimlich v sehr gross und die Ex-

—_ 22 .
ponentialgrdsse e V¥ sehr klein, vorausgesetzt, dass 0 nicht sehr
klein ist; in dem Integrale (7) lassen sich also die Elemente, welche
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nicht einem kleinen Werthe wvon w entsprechen, vernachlissigen.
Ist aber w Klein, so reducirt sich der Nenner (2w? —¢7) nahezu aunf
—im, und wir erhalten fiir ' <+ ¢y’ den angeniherten Werth

N —
. R . .
2i 5’6 LA 2 l]/n: )

— w = .
aVn afan 2 v v
0

' +iy'=

Da der reelle Theil Null ist, so ist der Abstand des Punktes A
von der Normalen Null, d. h. AM ist ungefihr normal, wéhrend der

Werth von AM annidhernd n—lv wird.

Die Gestalt der Kurve ist nunmehr hinreichend genau bestimmt.

100. Beugung durch einen engen Spalt. — Wie wir in § 96
sahen, ist die Lichtintensitit in einem #usseren Punkte proportional
dem Quadrate des Moduls des Integrals

s in yl’
Rl
5 e? dv.
]

Der Modul dieses Integrals ist gleich der
geometrischen Differenz der Moduln der In-
tegrale

Vo 47T v i

_,02 2
562 dv und s?e2urlv.

0

Ist M, (Fig. 12) der Punkt der darstellenden Kurve, welcher ¢,
entspricht, M, derjenige, weleher v, entspricht, so werden die Moduln
dieser Integrale durch OM; und OM, gegeben sein; ihre geometrische
Differenz ist M, M,.

Betrachten wir nun einen durch einen Spalt beleuchteten Punkt
P, so sind die Grossen v; und v, proportional den Abstéinden seines
Pols Q von den Rindern des Spalts; da die Breite des Spalts kon-
stant ist, so hat die Differenz v, —wv, fiir jeden in der Beobachtungs-
ebene gelegenen Punkt immer denselben Werth. Nun sahen wir,
dass v, und v, den Lingen der Kurvensticke OM, und OM, gleich
sind, in Folge dessen hat der Bogen M;M; immer dieselbe Lénge.
Wir miissen also, um die Aenderung der Lichtintensitit in den ver-
schiedenen Punkten der Beobachtungsebene zu erhalten, die Léngen-
inderung der zu gleichen Bogen gehorigen Sehne M; M, bestimmen.
Soll ein Maximum oder Minimum auftreten, so muss das von der
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Sehne und den Tangenten M;'T und M,T gebildete Dreieck gleich-
schenkelig sein (Fig. 13), oder die Tangenten an den Enden miissen
parallel und von gleicher Richtung sein (Fig. 14). Wir erhalten auf
diese Weise zwei Arten von Maxima und Minima; fiir die zweite
Art gilt

i T

Tvzzz 5 2 +2Kn,

wobei —;Lv“’ den Winkel zwischen der Tangente in einem Punkte
der Kurve und der X-Axe bezeichnet. Diese Gleichung liefert uns
12 — v ?=4K
oder
4K

bl

Vg - vy = 7

wenn wir
l—=v,—1

setzen. Die Untersuchung der Maxima und Minima der ersten Art
ist sehr komplicirt.

T
T W%
I,
Fig. 13. Fig. 14.
101. Beugung durch den Rand eines Schirms. — In diesem

Falle ist die Grenze v, des Integrals (3) in § 96 unendlich, und die
Lichtintensitit in einem Punkte P ist proportional dem Quadrate
des Moduls von

oo i7

T2
ye 2 dv.

2]
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Bezeichnet M; den Punkt, welcher dem Werthe v, entspricht,
so ist dieser Modul gleich der Linge AM, derjenigen Geraden, welche
den asymptotischen Punkt A mit dem Punkte M; verbindet.

‘Wenn der Punkt P innerhalb des geometrischen Schattens liegt,
so befindet sich sein Pol Q auf dem Schirme; demnach ist die untere
Grenze »; des vorhergehenden Integrals positiv, und der ihr ent-
sprechende Punkt M, liegt auf dem Theile
der Kurve, welche sich auf derselben Seite qu
wie A Dbefindet (Fig. 15). Die Intensitit
nimmt also sehr rasch ab, wenn man sich
vom Rande des geometrischen Schattens
entfernt, und hat weder Maximum noch

Minimum. <

Da AM annshernd gleich % ist, so // )
ist das Quadrat des Moduls unseres Integrals J/ R
gleich ;%; in Folge dessen &ndert sich 0 Pig. 1. %

auf der Seite des geometrischen Schattens
die Lichtintensitit ungefdhr umgekehrt proportional dem Quadrate
des Abstandes vom Rande dieses Schattens.

Befindet sich dagegen der Punkt P ausserhalb des geometri-
schen Schattens, so liegt sein Pol Q ausserhalb des Schirms; die
Grenze w»; ist dann negativ, und der Punkt M, liegt auf dem unter-
halb der X-Axe gelegenen Kurventheile (Fig. 16). Die Gerade AM;
und somit die Intensititen P werden also eine Reihe von Maxima und
Minima aufweisen, d. h. es werden Beugungsstreifen auftreten. Die
Maxima und Minima von AM, entsprechen den Punkten, wo diese
Gerade senkrecht auf der Kurve steht. Fiir einen nahe an A' ge-
legenen Punkt weichen die Normalen zur Kurve, welche durch A
gehen, nur wenig von der Geraden AA' ab. Da diese Gerade mit
0X einen Winkel =% einschliesst, so schliesst die Tangente in
einem Punkte, welcher einem Maximum oder Minimum entspricht,
mit OX einen Winkel ein, der gegeben ist durch

n
-—T—I—Kn.

Dieser Winkel, als Funktion von v ausgedriickt, ist aber gleich
%v?; somit erhalten wir die Gleichung

e
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