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Vorwort. 

Die Laplacesche Integraltransformation J e- st F(t) dt kann als das 
kontinuierliche Analogon zur Dirichletschen Reihe .:E a"e-}'''s und zur 
Potenzreihe .:E en z" = .:E c" e- ns betrachtet werden. Wahrend jedoch 
diese Reihen langst zum Allgemeingut der Mathematiker geh6ren und in 
den verschiedensten Gebieten angewandt werden, ist die Laplace-Trans
formation nur einem kleinen Kreis wirklich gelaufig, was urn so be
dauerlicher ist, als sie an Verwendungsfahigkeit jene Reihen, die sie als 
Spezialfaile enthalt, noch weit tibertrifft. DaB die Laplace-Transfor
mation, obwohl sie auf ein viel h6heres Alter als die Dirichletsche Reihe 
zuriickblicken kann, sich bisher so wenig eingebtirgert hat, liegt in erster 
Linie daran, daB bisher eine zusammenfassende Darsteilung ihrer Theorie 
fehlte. Das Material ist tiber die ganze Zeitschriftenliteratur verstreut 
und oft in andere Untersuchungen eingebettet, wo man es kaum ver
mutet; vieles steht in alteren Jahrgangen schwer zuganglicher Zeit
schriften. Dazu kommt, daB manche grundlegende Satze der Theorie 
zwar den Kennern geHiufig sind, sich aber nirgends explizit formuliert, 
noch weniger bewiesen finden. Auch das explizit Ausgesprochene und 
Bewiesene leidet haufig darunter, daB die Beweise unzulanglich oder 
nicht in wtinschenswertem Umfang gefiihrt sind. Aile diese Umstande 
lieBen bei der wachsenden Bedeutung der Laplace-Transformation den 
\iVunsch nach einer Darsteilung immer fiihlbarer werden, die einerseits 
die theoretischen Grundlagen der Transformation ausfiihrlich und ein
heitlich zusammenstelit, und andererseits zeigt, in welchen Gebieten sie 
bisher mit Erfolg angewandt worden ist. 

Man kann heute innerhalb dessen, was zur Laplace-Transformation 
zu rechnen ist, drei Richtungen unterscheiden. Die erste befaBt sich 
mit dem Laplace-Integral im eigentlichen Sinn J e- st F(t) dt mit den 
Grenzen 0 und 00 bzw. - 00 und 00, wovon das letztere mit del' Meilin
Transformation aquivalent ist - hier ist es vorteilhaft, das Integral 
im Riemannschen und nicht im Lebesgueschen Sinn zu nehmen -; 
die zweite mit dem Fourier-Integral J e- iyx F (x) dx, das zum Laplace
Integral so steht, wie die Fourier-Reihe zur Potenzreihe, dessen Theorie 
also auf das Studium des Randverhaltens hinauslauft - hier steht das 
Integral im Lebesgueschen Sinn im Vordergrund und zwar besonders 
die quadratisch oder ailgemeiner in einer Potenz P> 1 integrabeln 
Funktionen -; die dritte mit dem Laplace-Integral in Stieltjesscher 
Gestalt J e- st d ([J (t), das in enger Beziehung zum Momentenproblem 
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steht und sich auch vorzugsweise in dessen Bahnen entwickelt hat. 
Das vorliegende Buch handelt von der ersten Richtung (wobei auch 
die Mellin-Transformation ausfiihrlich zu Wort kommt) und spricht nur 
gelegentlich von der zweiten, wo sich dies sachlich als notwendig erweist. 

Wie das bei einer ersten zusammenfassenden Darstellung selbst
verstandlich ist, konnte vieles in der Literatur Vorhandene stark ver
einfacht und in neuen Zusammenhang gebracht werden, vieles muBte 
aber alich neu aufgestellt oder zum erstenmal wirklich bewiesen werden, 
ohne daB dies im einzelnen im Text zum Ausdruck gebracht ist. Wo 
ich irgendwie eine Quelle zitieren konnte, habe ich es in den ausfuhrlichen 
"Historischen Anmerkungen" am SchluB des Buches getan. Dagegen 
ist der Text vollig frei von Autorennamen gehalten worden, mit selbst
verstandlicher Ausnahme der rein geschichtlichen Paragraphen und 
solcher Dinge, wo es sich urn klassische und althergebrachte Bezeich
nungen wie Cauchyscher Satz, Abelsche Summabilitat u. dgl. handelt. 
Die historischen Anmerkungen und das Literaturverzeichnis nehmen 
nur Bezug auf die in die Theorie der Laplace-Transformation gehorige 
und im Buche verwertete Literatur, die ubrigens bis Anfang 1937, dem 
Zeitpunkt der Fertigstellung des Buches, berucksichtigt ist. Hinweise 
auf Arbeiten und Bucher aus anderen Gebieten, die nur beweistechnisch 
gebraucht werden, finden sich in den FuBnoten. 

Die Tendenz des Buches geht dahin, in der Sprache der Funktional
analysis zu schreiben und demgemaB die Funktionaltransformation 
konsequent als Abbildung zweier Raume aufeinander aufzufassen. Das 
ist nicht bloB eine AuBerlichkeit, die sich in der Anwendung eines 
Funktionalzeichens an Stelle des Integrals ausdruckt, sondern tragt, 
wie die Anwendurigen bei Funktionalgleichungen und in der Asym
ptotik hoffentlich zeigen, zur klaren Einsicht wesentlich bei. 

Was die Einteilung des Buches angeht, so enthalt der I. Teil im 
wesentlichen die Theorie, die Teile II bis V die Anwendungen, ohne daB 
diese Teilung pedantisch durchgefuhrt worden ware, was zu einer Zer
reiBung organisch zusammengehOriger Dinge gefiihrt batte. So sind im 
I. Teil schon viele Anwendungen besonders funktionentheoretischer Art 
eingestreut, wahrend z. B. im III. Teil bei der Asymptotik die als 
Grundlage dienenden Abelschen und Tauberschen Satze untergebracht 
sind, die man auch zur Theorie rechnen konnte. 

Beim Studium des I. Teils wird man merken, daB die eigentlich 
funktionentheoretische Seite der Laplace-Transformation im Verhaltnis 
zu den Kenntnissen uber Potenzreihen noch ziemlich wenig durch
forscht ist. Die Resultate uber die im Unendlichen regularen Laplace
Transformierten (5. Kapitel), die das einzige voll abgerundete funktionen
theoretische Gebiet innerhalb der Theorie der Laplace-Transformation 
darstellen, sind bereits uber 30 Jahre alt. Hier bleibt also noch 
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sehr viel zu tun iibrig. Ahnlich steht es mit den Beziehungen zur Di
richletschen Reihe, die auch als Laplace-Integral geschrieben werden 
kann. An verschiedenen Stellen ist im Text darauf hingewiesen, daB 
gewisse Satze iiber Dirichletsche Reihen im Rahmen der Laplace
Transformation ihre naturgemaBe Erklarung finden. Diese Beziehungen 
lieBen sich noch wesentlich weiter ausbauen. 

Von den Anwendungen auf Funktionalgleichungen habe ich die auf 
Integral- und Differentialgleichungen gebracht, dagegen die auf Diffe
renzengleichungen unterdriickt, da diese in dem in der gleichen Sammlung 
erschienenen Werk von Norlund dargestellt sind. Daran liegt es auch, 
daB ich auf die Zusammenhange mit den Fakultatenreihen nicht ein
gegangen bin. Da ich den Umfang des Buches nicht beliebig vergroBem 
konnte, so schien es mir wichtiger, den zur Verfiigung stehenden Raum 
fiir solche Gebiete zu verwenden, die noch keine buchmaBige Darstellung 
erfahren haben, obwohl ich die Fakultatenreihen, die Differenzen
rechnung und noch manches andere hierher Gehorige wie die Pincherle
schen und Mellinschen Untersuchungen iiber den Zusammenhang 
zwischen Differential- und Differenzengleichungen und zwischen Gamma
lmd hypergeometrischen Funktionen gem unter den Aspekt der im 
Buche behandelten Theorie gesteilt hatte. 

1m iibrigen hoffe ich aber von den Anwendungen soviel gebracht zu 
haben, daB man einen Eindruck davon bekommt, wie weitschichtig 
diese sind. Sie ziehen sich durch die Funktionentheorie (insbesondere 
auch die Theorie der asymptotischen Entwicklungen), die analytische 
Zahlentheorie (so wird z. B. der Primzahlsatz auf dem kiirzesten heute 
erreichten Wege bewiesen und ein ziemlicher Teil der Theorie der Zeta
funktion abgeleitet), iiber die Theorie der Funktionalgleichungen bis zu 
Gebieten der Praxis des Physikers und Ingenieurs hin, so daB derjenige, 
der das Buch durcharbeitet, ein gutes Stiick reelle und komplexe 
Analysis kennenlemt. 

Bei den gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen bin ich 
besonders den Beziehungen zum symbolischen Heaviside-Kalkiil und 
der sog. funktionentheoretischen Methode nachgegangen, die sich bei 
den Ingenieuren, vomehmlich den Elektrotechnikem, groBer Beliebt
heit erfreuen. Es besteht heute kein Grund mehr, diesen unsicheren 
Kalkiil zu benutzen, da die Laplace-Transformation alles, was er (auf 
illegitimen Wegen) leisten kann, vollig exakt und ebenso schnell, auBer
dem aber noch sehr viel mehr leistet. Es war urspriinglich meine Ab
sicht, dieses Gebiet noch ausfiihrlicher und zwar in einer Form darzu
stellen, die an die gewohnten Vorstellungsweisen des Ingenieurs an
kniipft. Doch hatte dies, abgesehen von einer untragbaren VergroBerung 
des Umfangs, zur Heranziehung von vielen Dingen fiihren miissen, die 
dem Charakter des Buches als mathematischen Werkes fremd gewesen 
waren, und dem Ingenieur ware damit doch nicht voll und ganz gedient 
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gewesen. Ich gedenke daher, der Anwendung von Funktionaltrans
formationen auf Rand- und Anfangswertprobleme, wie sie die Technik 
stellt, ein zweites Buch zu widmen, das ganz auf die Denk- und Vor
stellungsweise des Ingenieurs zugeschnitten ist. Dieses kann dann von 
allem Theoretischen dadurch entlastet werden, daB hierfur auf das 
vorliegende Buch verwiesen wird. Immerhin kann der Ingenieur schon 
an den im V. Teil vorgefuhrten Beispielen so viellernen, daB er weitere 
Probleme seines Faches mit derselben Methode angreifen kann. Ich 
wiirde es begruBen, wenn ich schon jetzt aus den Kreisen der Techniker 
und besonders Elektroingenieure, die mir bereits bisher durch viele 
Zuschriften ihr Interesse an der Methode bekundet haben, auf vor
handene Arbeiten, ungeloste Probleme usw. aufmerksam gemacht 
wurde, wie ich auch jede Anregung und jeden Verbessemngsvorschlag 
bezuglich des vorliegenden Buches, vor allem auch Sonderabdmcke 
einschlagiger Arbeiten dankbar aufnehmen und bei einer etwaigen 
Neuauflage berucksichtigen werde. Je schneller das Buch uberholt ist, 
urn so besser hat es seinen Zweck, ein wirksames und heute noch wenig 
genutztes Instmment der Mathematik popular zu machen, erfullt. 

Danken mochte ich an dieser Stelle meinem fruheren Schuler 
Dr. Hans KnieB, der von meinem Manuskript eine Reinschrift, die als 
Druckvorlage diente, angefertigt hat, sowie der Verlagsbuchhandlung 
Julius Springer, die auf meine vielfachen Wunsche stets bereitwillig 
eingegangen ist. 

Freiburg i. B., Oktober 1937 
Riedbergstr.8. 

G. Doetsch. 
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1. Teil. 

Allgemeine Theorie 
der Laplace-Transformation. 

1. Kapitel. 

Grundbegriffe der Funktionalanalysis. 
Der einfachste Funktionsbegriff ist der der reellen Funktion einer 

reellen Variablen. Geometrisch bedeutet er die Zuordnung von Punkten 
auf einer Geraden zu Punkten auf einer Geraden. In dieser geometrischen 
Fassung drangt der Begriff von selbst zur Verallgemeinerung: Man 
kann das "Argument" (die unabhangige Variable) oder den "Funktions
wert" (die abhangige Variable) oder auch beide in einer zweidimen
sionalen Mannigfaltigkeit (im komplexen Zahlgebiet) variieren lassen 
und so weiter zu h6heren Dimensionen aufsteigen. Von diesem Stand
punkt aus ist es nicht mehr fernliegend, auch Riiume von unendlich 
vielen Dimensionen zugrunde zu legen, das sind solche, deren Elemente 
durch unendlich viele (reelle oder komplexe) Zahlen, die "Koordinaten", 
festzulegen sind. Beispiele solcher Raume sind jedem bekannt. So ist 

00 

z. B. eine Potenzreihe ~ an zn bestimmt durch ihre unendlich vielen 
o 

Koeffizienten ao, av ... , kann also als Punkt in einem Raum von ab
zahlbar unendlich vielen Dimensionen angesehen werden, wahrend eine 
Funktion j (x) im Dirichletschen Sinn ein Beispiel eines Punktes in einem 
Raum liefert, dessen Dimensionszahl die Miehtigkeit des Kontinuums 
hat, da sie ja der Inbegriff der kontinuierlich vielen Werte j(x) ist. 
Aber aueh der Begriff des junktionalen Zusammenhangs zwischen Raumen 
beliebiger Dimensionszahl ist der Mathematik sehr geHiufig. Betrachtet 
man z. B. die obere Grenze G von gew6hnliehen reellen Funktionen j (x) 
im Definitionsintervall oder das bestimmte Integral zwischen fest en 
Grenzen, so liegt eine Zuordnung vor, bei der das Argument j in einem 
Raum von unendlich vielen Dimensionen, der Wert Gin einem eindimen
sionalen Raum variiert. Ordnet man dagegen den differenzierbaren 
Funktionen ihre Ableitungen zu, so liegt ein Zusammenhang zwischen 
zwei unendlich vieldimensionalen Raumen vor. - Wir nehmen in der 
Folge das "Argument" immer als unendlich vieldimensional an, und zwar 
wird es meist konkret eine Funktion oder eine Folge sein; letztere ist 
ein Sonderfall einer Funktion, denn sie stellt eine nur fUr die positiven 

Doetsch, Laplace· Transformation. 
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ganzen Werte der Variablen definierte Funktion dar. 1st der "Wert" 
eindimensional, also eine Zahl, so heiBt die Zuordnung ein Funktional. 
1st der Wert unendlich vieldimensional und sind sowohl Argument als 
Wert speziell Funktionen, so nennt man die Zuordnung eine Funktional
trans/ormation oder Funktionaloperation, wobei man sich die Zuordnung 
weniger als bestehenden Zustand denn als Akt der' Uberfiihrung der 
einen Funktion in die andere, als eine "Abbildung", vorstellt. Diesen 
Gesichtspunkt werden wir spater immer stark in den Vordergrund stellen. 
In Analogie zu der Bezeichnung "Punktfunktion" ffir die klassische 
Funktion, die von den Punkten einer Geraden, Ebene usw. abhangt, 
spricht man bei der von Funktionen abhangigen Funktionaloperation 
manchmal von "Funktion/'ltnktion", und wenn man sich das Argument 
durch eine Kurve (Linie) resprasentiert denkt, von Linien/unktion, 
entsprechend der franz6sischen Bezeichnung fonction de lignes und der 
italienischen funzione de linee. Der Teil der Mathematik, der sich mit 
diesen Gegenstanden beschaftigt, heiBt Funktionalanalysis. 

Bedenkt man die Ausdehnung desjenigen mathematischen Zweiges, 
der nur den niedersten Funktionsbegriff (reelle Funktion einer reellen 
Variablen) behandelt, so bekommt man eine Vorstellung von der Weit
schichtigkeit der Funktionalanalysis, Der Wert dieser verhaltnismi;iBig 
jungen Wissenschaft ist nun aber weniger darin zu erblicken, daB sich 
in ihr ein Gebiet besonders allgemeiner und abstrakter Spekulation auftut, 
als vielmehr in ihrer Fahigkeit, einerseits eine Fiille von bekannten 
Problemen an der richtigen Stelle einordnen und dadurch einer sach
gemaBen Behandlung zufiihren zu k6nnen, andererseits ganz. von selbst 
zu neuen "vemiinftigen", d. h. mit den friiheren in organischem Zu
sammenhang stehenden Problemen hinzuleiten. 

Urn eine zu der iiblichen Funktionentheorie analoge Theorie im un end
lich vieldimensionalen Raum aufzubauen, muB man zunachst iiber solche 
Grundbegri//e wie Grenzwert, Stetigkeit usw., verfiigen. Der Grenzbegriff 
ist aquivalent dem des Haufungspunktes, letzterer laBt sich auf dem 
der Umgebung aufbauen und dieser wiederum auf dem Begriff der Ent
femung (Lange, Abstand) *. Ein Raum, in dem der Abstand je zweier 
Elemente /v /2 definiert ist, heiBt ein metrischer Raum. Von diesem Ab
stand d(lV/2) verlangen wir zwei Eigenschaften: 1. Notwendig und hin
reichend fiir d(lv /2) =0 ist /1 =/2' 2. Es gilt die sog. Dreiecksrelation: 

d (lV/2) --< d (11'/3) + d (12'/3)' 
Den Grenzbegri// fiihrt man nun zweckmaBig so ein: Eine Folge 

von Elementen /0' /v /2' ... heiBt konvergent, wenn lim d (/p,/q) = 0 ist. 
p,q-+oo 

* Wir iibergehen bier die M6gliehkeit, eine Mengenlehre und Analysis zu ent
wiekeln, in der nur die Existenz eines limes-Begriffs (s. hierzu M. FRECHET: Sur quel
ques points du ealcul fonetionneL Rend. eire. Mat. Palermo 2Z (1906) 1-74) 
oder nur eines Umgebungsbegriffs (5. F. HAUSDORFF: Mengenlehre, S.94f. Berlin
Leipzig 1927) postuliert wird. 
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Diese Eigenschaft entspricht dem in der gewohnlichen Analysis bekannten 
Cauchyschen inneren Konvergenzkriterium. In euklidischen Raumen 
von endlich vielen Dimensionen ist es aber so, daB, wenn eine Folge 
in diesem Sinne konvergent ist, sie gegen einen bestimmten Punkt I des 
Raumes konvergiert, d. h. es gibt einen Punkt I, so daB lim d (In, I) = ° 

n .... oo 
ist. Das braucht in einem allgemeinen metrischen Raum nicht der Fall 
zu sein. (Die Stelle, gegen die die In konvergieren sollen, ist gewisser
maBen leer, gehort nicht zum Raum.) Trifft es doch zu, so heiBt I die 
Grenze (der limes) der In- Hat ein Raum die Eigenschaft, daB jede 
konvergente Folge auch gegen einen Punkt konvergiert, so heiBt er 
vollstiindig. Liegt eine beliebige Menge von Elementen vor, so heiBt I 
ein Hiiulungspunkt der Menge, wenn diese eine gegen I konvergierende 
Teilfolge enthalt. Wahrend nach dem Bolzano-WeierstraBschen Satz 
jede unendliche Menge in einem euklidischen Raum von endlich vielen 
Dimensionen mindestens einen Haufungspunkt besitzt, ist dies in allge
meinen metrischen Raumen nicht notwendig derFall *. Hat eine 
Menge aber die Eigenschaft, daB jede unendliche Teilmenge einen zu 
der Ausgangsmenge gehorigen Haufungspunkt besitzt, so heiBt sie 
kompakt. 

Wir betrachten einige Beispiele von Raumen, die fUr Spateres instruk
tiv sind: 

1. Der Raum bestehe aus der Gesamtheit der im abgeschlossenen 
Intervall [0, 1] stetigen Funktionen. Wir metrisieren ihn durch die 
Definition 

Die von d verlangten Eigenschaften sind erfiillt, denn es ist 

Max I 11 (X)-/2 (x) j = j 11 (xo)- 12 (Xo) j-<l/l(XO)- la(xo) j + j/2(XO)- la(xo) I 
-<Max I 11 (x)- la(x) 1+ Maxj/2(x)- la(x) I, 

wobei Xo einen Punkt bedeutet, in dem 11 (x) - 12 (x) sein Maximum 
annimmt. Jede auf Grund des Cauchyschen inneren Konvergenz
kriteriums konvergente Folge In (X) konvergiert auch gegen eine Funk
tion I (x). Da nun d (In, I) -+ ° offenbar bedeutet, daB die Folge In gleich
maBig gegen I konvergiert, so ist lauch stetig, gehort daher zum Raum. 
Dieser ist also vollstandig. Dagegen ist er nicht kompakt, denn z. B. die 
Menge der Funktionen sin n n x hat offenbar keinen Haufungspunkt 
(Haufungsfunktion) . 

* Hieraus erkHirt es sich, daB in der Variationsrechnung, die ja nichts anderes 
als die Behandlung des Extremumproblems in der Funktionalanalysis darstellt, 
die Existenzfrage so schwierig ist. Vgl. hierzu L. TONELLI: Fondamenti di calcolo 
delle variazioni I, II. Bologna, ohne Jahr. 

1* 
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2. Der Raum bestehe aus der Gesamtheit der reellen Funktionen, 
deren Quadrat in [0, 1] im Lebesgueschen Sinn integrabel ist * (Hil
bertscher Raum). Der Raum wird metrisiert durch die Definition: 

1 

d (/1>/2) = (/111 (x) - 12 (x) 12 dX) 2" 

Die erste Eigenschaft von d ist erfiillt, wenn man Funktionen, die sich 
nur auf einer Nullmenge unterscheiden, nicht als verschieden rechnet; 
die zweite ist eine Folge der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 

(J 11 (x) 12 (:))2 -< J I~ (x) d x J I~ (x) d x, 
o 0 0 

denn aus dieser ergibt sich: 
1 1 

-1/1(X)/2(X)~ (I n (x) d x) 2" (/1: (x) d x) 2" 

oder durch Multiplikation mit 2 und beiderseitige Addition von 
1 1 

1/~(x)dx+ II; (x) dx: 
o 0 

1 1 

/(/1 (x)- 12 (x))2dx -< [ (Iii (x) dX) 2" + (In (x) dX) ~r 
Zieht man beiderseits die Quadratwurzel, so steht die Dreiecksrelation 
da fUr den Fall, daB der dritte "Eckpunkt" der Punkt I = 0 ist. Hieraus 
ergibt sie sich leicht allgemein. 

Konvergenz einer Folge In im oben festgelegten Sinn bedeutet sog. 
M ittelkonvergenz (genauer: Konvergenz im quadratischen Mittel) : 

1 

II Ip (x) - Iq (x) i2dx ....... 0 fUr p, q ....... 00. 

o 
Bekanntlich konvergiert eine mittelkonvergente Folge wieder gegen eine 
quadratisch integrierbare Funktion I: 

1 

liln(x)-/(x)12dx ....... 0 fUr n ....... oo, 
o 

so daB der Raum vollstandig ist. - Offenbar ist er nicht kompakt. 
An diesen Beispielen erkennt man, daB ein bestimmter Konvergenz

begriff (oben: gleichmaBige Konvergenz und Mittelkonvergenz) sich 
dadurch als ganz naturgemaB einstellt, daB man der Gesamtheit der 
betrachteten Funktionen eine Metrik aufpragt. Man sieht, daB der 

* Wir benutzen spater die Lebesguesche MaBtheorie nicht, ebensowenig den 
gleich zu erwahnenden Begriff der Mittelkonvergenz. Wir wollen hier nur an 
Beispielen zeigen, daB manche Dinge damit sehr viel einfacher werden und daB 
wir bei Festhalten an dem Riemannschen Integral und dem klassischen Konvergenz
begriff auf mancherlei Schwierigkeiten in der Funktionalanalysis gefaBt sein miissen. 
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Abkiirzungen. 

Die Kapitel zerfallen in Paragraphen, diese gelegentlich in Nummem. 
Die Formeln und Satze sind innerhalb jedes Paragraphen durch
numeriert. Bei Hinweisen werden folgende Abkurzungen benutzt: 

4.5 fUr 4. Kapitel, § 5; 
5.3.1 " 5. Kapitel, § 3, Nr. 1; 
6.9 (2) " Formel (2) in 6.9; 
Satz 2 [3.7J "Satz 2 in 3.7. 

Kleine hochgestellte Zahlen verweisen auf die historischen Anmer
kungen am SchluB. Die Literatur wird dort mit dem Namen des Autors 
und der Nummer der betreffenden Arbeit im Literaturverzeichnis (am 
Ende des Buches) zitiert, z. B. MELLIN 3. 

1st eine beliebige, auch komplexe, Funktion t(x) und eine positive 
Funktion g (x) fUr x >- Xo definiert, so bedeuten die drei Symbole 

f(x) = O(g(x}), 

der Reihe nach folgendes: 

f(x)=O(g(x}): 
t(x) = OL(g (x}): 

f (x) = 0 (g (xl) : 

f(x) =Odg(x}), 

jt(x)j-<Kg(x) 
t(x) >--Kg(x) 

f(x) -+ 0 
g (xl 

f(x) = o(g(x}) 

fUr x >- Xo; 

fUr x >- xo; 

fur x -+ CX) , 

wo K eine positive Konstante ist. Dieselben Symbole werden auch 
benutzt, wenn t(x) und g(x) in der Umgebung einer endlichen (reellen 
oder komplexen) Stelle definiert sind und die Relationen in dieser Um
gebung, bzw. bei Annaherung an diese Stelle geIten. 
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gewohnliche Konvergenzbegrift, der eine Folge I" von Funktionen kon
vergent nennt, wenn die In (x) an jeder einzelnen Stelle im klassischen 
Sinn konvergieren, keiner Metrik entspricht. Das liegt daran, daB diese 
Konvergenz im allgemeinen ungleichmaBig ist, so daB fUr ein n die Diffe
renz I In (x) - f (x) I an einer Stelle beliebig klein, an einer anderen beliebig 
groB sein kann. Da nun aber der gewohnliche Konvergenzbegriff fUr 
viele Probleme unentbehrlich ist, ergeben sich bei Verwendung funktional
analytischer Methoden bei diesen Problemen allerlei komplizierte Vor
kommnisse, die in metrisierbaren Raumen nicht auftreten. 

Wir gehen nun dazu tiber, den Funktionsbegriff der Funktional
analysis, und zwar speziell die Funktionaltransformation, naher zu be
trachten und zu spezialisieren. Die Funktion F, auf die die Transforma
tion ausgetibt wird (das Argument) heiBt auch Oby"ektfunktion, die zu
geordnete f (der Wert) die Resultatfunktion. Anschaulich konnte man 
auch von Original- und Bildiunktion sprechen. Wir schreiben in einer 
an die klassische Bezeichnungsform eines gewohnlichen funktionalen 
Zusammenhangs erinnemden Schreibweise 

1= CX{F} 
und werden verschiedene Funktionaltransformationen durch verschiedene 
Fraktur- (gotische) Buchstaben auseinanderhalten wie ~, ~ usw. Spater 
werden wir oft z. B. bei einer mit ~ bezeichneten Funktionaltransforma
tion die Objektfunktion auch ktirzer L-Funktion, die Resultatfunktion 
l-Funktion nennen, entsprechend bei Verwendung anderer Buchstaben. 
Die Menge der Funktionen, fill die CX definiert ist, nennen wir den Oby"ekt
raum oder Objektbereich *, die Menge der durch CX entstehenden Funk
tionen den Resultatraum oder Resultatbereich (spater ktirzer z. B. L
Bereich und I-Bereich). 

Eine Funktionaltransformation CX heiBt an einer Stelle F, wo sie 
definiert ist, stetig, wenn fUr jede Folge F", die gegen F konvergiert, gilt: 

lim CX{Fn} = CX{F} [= CX{Jiin Fn}]. 
Sie heiBt schlechthin stitig, wenn sie an jeder Stelle stetig ist. 1st der 
Objektraum und der Resultatraum metrisiert, so ist der limes-Begriff 
im oben definierten Sinn zu verstehen. 1st er das nicht, so konnen wir 
unter limes irgendeinen Konvergenzbegriff, z. B. den gewohnlichen, 
verstehen. Wir werden spater an Beispielen (vgl. 3.8) sehen, daB eine 
Funktionaltransformation je nach Art des zugrunde gelegten limes-Be
griffs stetig oder unstetig sein kann. 

Die einfachsten Transformationen (Abbildungen) des n-dimensionalen 
Raumes sind die linearen ~=L (l) **. Man kann eine solche in der Gestalt 

n 

(1 ) (/1- = 1, 2, ... , n) 

* In der Variationsrechnung ist der Name "Feld" iiblich. 
** Ein Punkt des n-dimensionalen Raumes ist durch n-Koordinaten Xl' ... , X" 

oder durch den Vektor 1; mit xl> ... , Xn als Komponenten festgelegt. 
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darstellen, so daB sie durch die Matrix II k".11 gegeben ist, oder auch 
dadurch charakterisieren, daB sie die distributive Eigenschaft 

(2) L (61 + 62) = L (61) + L (62) 

hat und stetig ist (dann hat sie namlich nach Cauchy die obige Gestalt). 
Beides kann man auf Funktionaltransformationen ubertragen, wobei 
aber nicht gesagt ist, daB auch dort die beiden Begriffe dasselbe bedeuten. 
(Die Eigenschaft (2) kann man auch auf Operationen, die in einem 
abstrakten Raum definiert sind, ubertragen, wenn in dem Raum eine 
Addition definiert ist.) Der Sprachgebrauch schwankt: Manchmal 
werden Transformationen, die die Eigenschaft 

(3) %{fl + f2} = %{fl} + %{f2} 

haben, manchmal nur solche, die auBerdem stetig sind, als linear be
zeichnet, wahrend dann die eventuell nichtstetigen distributiv (oder 
additiv) genannt werden. Das Analogon zu (1) lautet 

b 

(4) f(s) = jK(s, t)F(t) dt, 
a 

wobei a oder b oder beide auch ± <Xl sein k6nnen. Mit derartigen linearen 
"Integraltransformationen" , die durch ihren "Kern" * charakterisiert si.J;J.d, 
werden wir es spater ausschlieBlich zu tun haben. 

Eine in den Anwendungen haufig vorkommende Frage ist die nach 
der Umkehrung %-1 einer Funktionaltransformation. Fur Transforma
tionen der Gestalt (4) bedeutet dies die Aufl6sung einer linearen Integral
gleichung erster Art und ist daher im allgemeinen mit groBen Schwierig
keiten verbunden. Bei manchen derartigen Transformationen laBt sich, 
wenigstens innerhalb gewisser Funktionsbereiche, die Umkehrung eben
falls in der Form (4) darstellen. Beispiele daftir werden wir in der Folge 
kennenlernen. 

2. Kapitel. 

Geschichtliches tiber die Laplace-Transformation. 
Die Funktionaltransformation, mit der wir uns vorwiegend beschaf

tigen werden, ist die sog. Laplace-Transformation, die durch folgendes 
Integral dargestellt wird: 

(I) f (s) = j e- st F (t) dt. 

Der Integrationsweg kann hierbei irgendeine offene oder geschlossene 
Kurve in der komplexen t-Ebene sein. 1m modernen Sprachgebrauch 
hat es sich eingeburgert, unter Laplace-Transformation den Fall zu 
verstehen, daB der Integrationsweg die positive reelle Achse ist. - Diese 
Transformation tritt in der Literatur noch in vielen anderen Gestalten 

* Diese Bezeichnung stammt aus der Theorie der Integralgleichungen. 
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auf, die durch Variablensubstitutionen aus ihr hervorgehen. Macht man 
z. B. die Substitution 

z = e- t , 

so erhalt die Transformation, wenn man F (-lg z) = <p (z) setzt, die 
Gestalt: 

(II) f(s) =-J zs-l<p(z)dz, 

in der sie Mellin-Transformation genannt wird. 
Spaltet man die Variable s in ihren reellen und imaginaren Bestandteil 

auf: s = a + i y, so ergibt sich das Integral 

(III) f (a + i y) = J e- iyt [e- at F (t)] dt, 

das man bei festem a als Fourier-Transformation (von e- at F (t)) be
zeichnet. - Von diesen anderen Formen, von ihrem Zusammenhang mit 
der Laplace-Transformation und von ihrer besonderen Bedeutung wird 
spater noch ausfUhrlich die Rede sein. 

Die Benennung der Transformation (I) nach LAPLACE (1749-1827) 
ist historisch nur teilweise gerechtfertigt. Integrale dieser Gestalt hat 
schon EULER 1737 zur Integration von Differentialgleichungen benutzt 1, 
doch scheint das in der Folge ganz vergessen worden zu sein. Denn 
Laplace, dem es auch urn die Integration von Differential- und Diffe
renzengleichungen zu tun war, kam zu den Integralen (I) und (II) auf 
einem originellen, von Euler offenbar unabhangigen Weg. In seiner 
beruhmten "Theorie analytique des probabilites", deren 1. Auflage im 
Jahre '1812 erschien* und die viele seiner fruheren Untersuchungen zu
sammenfafit, entwickelt er in dem umfangreichen 1. Buch eine Methode 
zur Integration von Differenzengleichungen, die folgenden Ursprung hat: 
Fur die Differenzen- und Differentialrechnung war ein formaler (sym
bolischer) Kalkul entwickelt worden, der bis auf LEIBNIZ zuruck
geht. Wir nennen als Beispiel die von LAGRANGE stammen de Formel 

(D bedeutet Differ:ntiation ddx ): 

LI y = y (x + 1) - Y (x) = (eD -1) y, 

die einen symbolischen Ausdruck fUr die Taylorsche Reihe darstellt. 

Die rechte Seite ist nach Potenzen von D zu entwickeln und Dn y = ~:~ 
zu setzen. Mit so1chen Ausdrucken versuchte man gerade so weiter
zurechnen, als ob D nicht ein Operator, sondern eine Zahl ware. -
Laplace schenkt nun der mathematischen Wissenschaft eine neue, 
u beraus fruch t bare Idee, die ganz typisch der F unkti onalanal ysis angehort : 
Die Differenzenrechnung bezieht sich auf Funktionen, die nur fUr diskrete, 
aquidistante Argumente, z. B. fUr x =0, 1, 2, . .. definiert sind, also 

. 
* Wir zitieren in der Folge nach der Ausgabe in den CEuvres completes, siehe 

das Literaturverzeichnis unter LAPLACE. 
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auf Folgen Y",= y(x). Einer solchen Folge y(x) als Objektfunktion 
ordnet er nun als Resultatfunktion u (t) die Potenzreihe zu, die die y (x) 
zu Koeffizienten hat: 

00 

(1 ) u (t) = .I y (x) tX. 
x=o 

u (t) heiBt bei Laplace (und noch heute) die tanctian generatrice fur die 
y (x): Sie "erzeugt" bei der Potenzentwicklung die y (x) in Form von 
Koeffizienten*. Die Funktion y(x) heiBt tanctian determinante 2• 

LaBt man in der die fonction generatrice definierenden Reihe den 
Summationsbuchstaben x auch die negativen ganzen Zahlen durch
laufen und setzt in den in Wahrheit nicht vorkommenden Gliedem den 
Koeffizienten y (x) = 0, so gehOrt zu y (x + 1) die fonction generatrice 

U y) **, also zu L1 y = y (x + 1) - Y (x) die fonction generatrice ( + -1) u. 

Der ProzeB der Differenzenbildung an der fonction determinante auBert 
sich also an der fonction generatrice in einem algebraischen ProzeB, 

namlich der Multiplikation mit i-i. Wie es Laplace (a. a. O. S. 42) 

deutlich ausspricht, sah er hierin den realen Untergrund der Lagrange
schen Formel, deren rechte Seite ja durch die Substitution e- D = t in 

( +-1) y ubergeht. Was diesymbolische Methode rein formal und ohne 

wirkliche Begrundung an der fonction determinante ausfuhrt, das ge
schieht effektiv und legitim an der fonction generatrice. Die formalen 
Manipulationen im Bereich der fonction determinante sind also !iolange 

* Bei Laplace ist y (x) das Primare, U (I) das Sekundare. Heutzutage denkt 
man sich, wenn man von "erzeugender Funktion" oder "erzeugender Gleichung" 
spricht, eigentlich u(/) als primare Funktion, die die y (x) erst definiert. So pflegt 
man z. B. die Bernoullischen Zahlen Bn durch die erzeugende Gleichung zu 
definieren: 

00 

t t ~ B ----;- = 1 + - + (_1)n+1_2_"_/2" 
1-e- t 2 (2n)! 

n=l 

(Bo=1' Bl=~' B 2n + 1 =O(n=1,2, ... )). 

Der Ausdruck "erzeugende Gleichung" kommt bei Laplace auch vor (S. 62), 
bedeutet dort aber etwas anderes, namlich das BUd einer Funktionalgleichung 
fUr y (x) im Bereich des u (I). - Dieses Prinzip kann man auch zur Definition von 
Funktionsfolgen an Stelle von Zahlfolgen ausnutzen, indem man die erzeugende 
Funktion von zwei Variablen abhangen laBt. So lassen sich z. B. die Hermiteschen 
Polynome Hn (x) definieren durch: 

00 

-2xt-t' :2 Hn(x) e = --tn. 
n! 

n=O 

** Wurde man immer nur Potenzen mit positiven Exponenten anschreiben, 

so wurde zu y (x + 1) die fonction generatrice u ~t) _ Y ~O) geh6ren. 
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in Ordnung, als sich zu ihnen ein Gegenstuck im Bereich der fonction 
gemSratrice findet. So entspricht z. B. der fonction determinante 

y (x + r), wo r eine ganze Zahl ist, die fonction generatrice ;; ferner 

wiederholter Differenzenbildung Lin y (x) offenbar einfach die Multi

plikation von u (t) mit (+-1 r, so daB man symbolisch schreiben darf: 

Llny = (eD-it y. 

Genau dieser Gedankengang wird uns spater bei Behandlung der sym
bolischen Methoden begegnen: Symbolische Operationen an einer Funktion 
bedeuten in Wahrheit nichts anderes als etfektive Operationen an einer 
anderen, zugeordneten Funktion. 

1st nun z. B. eine Differenzengleichung fUr y (x) vorgelegt, so stellt 
Laplace zunachst die entsprechende Gleichung fiir die zugehorige fonction 
generatrice u (t) auf und lost diese. Dann ist noch zu der gefundenen 
fonction generatrice u (t) die zugehOrige fonction determinanie y (x) 
zu suchen. Manchmal erreicht man dies durch Entwickeln von u (t) 

00 

in eine Reihe der Form ~ c" (+-1 r u1 (t). Denn dieser fonction 
n=O 

generatrice laBt Laplace als fonction determinante einfach die Reihe 
00 

~ C"LI"YI (t) entsprechen, und auf diese Weise gelingt es ihm, vielen friiher 
n=O 
oaufgestellten symbolischen Entwicklungen einen realen Untergrund zu 
geben und erklarlich zu machen, warum die sukzessiven Differenzen 
dabei immer in Analogie zu den sukzessiven Potenzen auftreten (vgl. 
a. a. O. S. 11). Natiirlich sind bei ihm in Wahrheit letzten Endes 
die Resultate ebensowenig gesichert wie bei seinen Vorgangern, da er 
sich weder urn die Konvergenz seiner Reihen * kummert, noch urn die 
Vertauschbarkeit der Summe mit dem ProzeB der Generatrizenbildung. 

Laplace bemiihte sich aber auch, y (x) durch u (t) allgemein explizit 
darzustellen, was einfach auf die Frage hinauslauft, wie sich die Koeffi
zienten einer Potenzreihe durch die Funktion ausdriickel!. Nun war 
j a damals die Cauchysche Koeffizientenformel (1831) noch nicht be
kannt, aber man kannte bereits durch EULER den Ausdruck fiir die 
Koeffizienten einer (spater so genannten) Fourier-Reihe**, und so 
verwandelt Laplace (a. a. O. S. 83) durch die Substitution t = eiw 

zunachst seine Potenzreihe in die Fourier-Reihe u (eiw) = U (w) = 
00 

~ y (n) e"iw, woraus er dann wie Euler die Koeffizienten dadurch 
n=O 

* Eine exakte Definition der Konvergenz und Kriterien fur sie wurden erst 
von BOLZANO 1817 und CAUCHY 1821 aufgestellt. 

** Dbrigens hatten auch die ersten Arbeiten von FOURIER selbst schon 1807 
der franzosischen Akademie vorgelegen. 
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gewinnt, daB er mit e- xiu' multipliziert und von - n bis + n gliedweise 
integriert: 

+n +n 

(2) Y(X)=2~ J U(w)e- Xiw dw=21n J U(w)(cosxw-isinxw)dw. 
-n -n 

Dadurch hat er die Funktion y (x), die in seinen Untersuchungen immer 
die Unbekannte ist, durch ein bestimmtes Integral ausgedriickt. 

N atiirlich ist dieses Ergebnis rein formal, denn in unserer heutigen 
Sprache integriert Laplace hier das u iiber den Einheitskreis, der gar 
nicht mehr zum Konvergenzbereich der Reihe zu gehoren braucht. 
Auch war der wahre Sinn einer komplexen Integration, der erst durch 
CAUCHY von 1814 an geklart wurde, damals noch unbekannt, gar nicht 
zu reden von der Rechtfertigung der gliedweisen Reihenintegration. 

Trotzdem war dieses Ergebnis fUr die Weiterbildung der Laplace
schen Theorie von groJ3ter Bedeutung. Denn unbefriedigt davon, daB 
in seiner Formel imaginare GroBen vorkommen, setzt Laplace nun 
gleich anschlieBend (a. a. O. S. 84) zur Auflosung einer Differenzen
gleichung ohne nahere Begriindung die Unbekannte in der Form eines 
anderen Integrals an: 
(3) y(x)=Jt-X-1T(t)dt, 

wo die Integrationsgrenzen noch festzulegen sind. Zweifellos hat er 
in der gewonnenen Formel (2) w wieder durch t ersetzt und so das Inte-

gral (3) bekommen (bis auf den Faktor 2: i)' das ja gerade die Cauchy

sche Koeffizientenformel darstellt. Unerklarlich wird ihm aber dabei 
gewesen sein, daB die untere und obere Grenze fUr w, namlich - n und 
+ n, sich in dieselbe Zahl - 1 verwandelte, da er ja den Begriff einer 
im Zweidimensionalen verlaufenden schleifenformigen Integrationskurve 
nicht kannte, und so gab er den Weg, auf dem er zu (2) kam, gar nicht 
an und lieB auch die Integrationsgrenzen offen. 

Dies ist die Genesis des Laplace-Integrals, das also zuerst in der 
Gestalt (II) auftritt. Es sei nur noch bemerkt, daB Laplace in der 
Folge (a. a. O. S.85) die Gestalt 
(4) y(x) = J t-X T(t) dt 

bevorzugt, und daB er auch an dieser Formel, die den Zusammenhang 
zwischen fonction generatrice und fonction determinante in der um
gekehrten Weise wie Formel (1) herstellt, seine friihere Regel, daB der 
Differenzenbildung an y (x) eine Multiplikation bei T (t) entspricht. 
bestatigt findet: 

y(x + a)- y(x) = f t- x ( t~ -1) T(t) dt. 

Durch den Grenziibergang a -+ 0 findet er iibrigens 

d~~) = f t-x(log+) T(t)dt, 
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so daB also auch der ProzeB der Differentiation sich bei T (t) in einem 
ganz elementaren Vorgang widerspiegelt, namlich in der Multiplikation 

mit log +. - Laplace scheint an der Darstellung seiner Unbekannten 

y (x) durch ein Integral der Form (4) vor allem der Umstand angezogen 
zu haben, daB sie sich praktisch so leicht naherungsweise berechnen laBt, 
wenn man die von ihm erfundene beruhmte Methode zur Berechnung 
von Integralen der Form J cpusu's' ... dx, wo s, s', ... groBe Zahlen 
sind, anwendet (vgl. 12.3). Nachdem er die Darstellung durch einen 
Exkurs uber. diese Methode unterbrochen hat (a. a. O. S.89-110), 
kehrt er wieder zu den Differenzengleichungen zuruck und setzt jetzt 
(a.a.O. S.112) die Unbekannte in der Gestalt (I): y(s) = J e-sx cp(x) dx 
an, wozu ihn wohl die Form (2) angeregt hat, fiihrt aber den alten An
satz (4), jetzt in der Gestalt J xScp(x) dx, immer noch mit. 

Wir haben diese historische Schilderung etwas ausfiihrlicher gehalten, 
weil es interessant ist zu wissen, wieviel von dem, was wir spater in 
methodischer Darstellung und moderner Gestalt kennenlernen werden, 
schon bei der ersten Entwicklung der Theorie durch Laplace zutage 
getreten ist. 

Wir nennen hier TIoch N. H. ABEL, der sich urn 1824, anscheinend in 
Anlehnung an Laplace, mit unserer Transformation beschaftigt hat 3. 

Stehen zwei Funktionen von eventuell mehreren Variablen in dem Zu
sammenhang 

cp(x, y, z, ... ) = J eXu+yv+zp+ .. 'f(tl, V, p, ... ) dudvdp ... , 

abgekurzt 
cp = fg{f}, 

so nennt Abel cp die fonction genera trice von fund f die fonction de
terminante von cpo (Hier durfte der letztere Ausdruck zum erstenmal 
vorkommen.) Die Bezeichnungsweise ist also, gerade umgekehrt wie 
bei Laplace. Trotzdem laBt sie sich mit der Laplaceschen vereinbaren, 
da auch die Umkehrung der Transformation, wie wir sehen werden, 
manchmal durch ein Integral der obigen Gestalt darstellbar ist. Dadurch 
erhellt aber auch zugleich, wie ungeeignet die Bezeichnungen fonction 
generatrice und fonction determinante sind, sobald man sich von dem La
placeschen Ausgangspunkt (Potenzreihe- Koeffizienten) 10sge16st hat und 
die Integraltransformation fur sich studiert, was schon Abel tat. Wir wer
den daher diese Bezeichnungen auch gar nicht benutzen, sondern andere 
einfiihren. Abel hat bereits die grundlegenden Eigenschaften festgestellt : 

fg{un f(u)} = dn fg{:(u)} , 
dx 

fg{u- n f(u)} = In fg{f(u)} (dx)n , 
fg{(eULlX _1)n f(u)} = Lin fg{f(u)}, 
fg{(eULlx _1)-n f(u)} = Enfg{f(u)}. 
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Geschichtliches iiber die mit der Laplace-Transformation eng zu
sammenhangende Fourier-Transformation, die aus einer ganz anderen 
Quelle flieBt, siehe in 6.3. 

3. Kapitel. 

Definition und analytische Eigenschaften 
der Laplace-Transformation. 

§ l. Der zugrunde gelegte Integralbegriff. 
Die Integrale verstehen wir, wenn nicht ausdriicklich ~twas anderes 

gesagt ist, im Riemannschen Sinne. Es wird sich meist urn uneigentliche 
Integrale handeln. Rein methodisch gesehen, gewinnt die Theorie der 
Laplace- und Fourier- Integrale eine abgerundetere Gestalt, wenn man 
den Umkreis der in Frage kommenden Funktionen einerseits dadurch 
erweitert, daB man den Integralbegriff im Lebesgueschen Sinne nimmt, 
und ihn andererseits durch die Forderung einschrankt, 9aB das Quadrat 
der Funktionen integrabel sein solI. Man kann d<!.nn den Konvergenz
begriff und damit die Stetigkeit iill Funktionenraum durch die Kon
vergenz im Mittel erklaren (s. S. 4), und es stellt sich heraus, daB 
die Laplace- bzw. Fourier- Transformation in diesem Sinne stetig ist. 
Ferner bekommt man bei dieser Abgrenzung eine sehr glatte Antwort 
auf die Frage nach der Umkehrung der Transformation. (Wir kommen 
auf diese Dinge spater zuriick.) 

Abgesehen davon, daB wir yom Leser die Kenntnis der Lebesgue
schen Theorie nicht voraussetzen wollen, wiirde fUr die Anwendungen, 
die wir von der Laplace-Transformation machen werden, dieser Stand
punkt nicht ausreichen, da wir es haufig gerade mit Funktionen zu tun 
haben werden, deren Quadrat nicht integrabel ist. Wir miissen daher 
auch einen anderen Konvergenz- und Stetigkeitsbegriff zugrundelegen, 
wobei sich die Laplace-Transformation als nichtstetig erweisen wird. 
Das bringt zwar gewisse Komplikationen mit sich, wird aber gerade zu 
interessanten Anwendungen Gelegenheit geben. 

So wie wir hier den Definitionsbereich der Laplace-Transformation 
abgrenzen werden, fallt sie also nicht unter die bisher in der allgemeinen 
Funktionalanalysis ausschlieBlich betrachteten stetigen Funktional
transformatio:nen *, so daB also auch yom allgemein-theoretischen Stand
punkt aus ihre gesonderte Betrachtung erforderlich und von Interesse 
ist. Der Raum sowohl der Objekt- als der Resultatfunktionen ist auch 
kein Hilbertscher Raum, wie das in all den allgemeinen Darstellungen 
der Funktionaltransformationen, die von der Quantenmechanik beein
fIuBt sind**, immer vorausgesetzt ist. 

* Vgl. ST. BANACH: Theorie des operations lineaires. Warszawa 1932. 
** Siehe z. B. M. H. STONE: Linear transformations in Hilbert space and their 

applications to analysis. (Amer. Math. Soc. ColI. Publ. XV.) New York 1932; 
J. VON NEUMANN: Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik. Berlin 1932. 
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Die I -Funktionen. 
Eine bestimmte Klasse von Funktionen wird so haufig vorkommen, 

daB wir ihr einen besonderen· Namen geben wollen. Eine reelle oder 
komplexe Funktion der reellen Variablen t soll eine I-Funktion heiBen, 
wenn sie 

1. mindestens fUr t > 0 definiert ist, 
2. in jedem endlichen Intervall 0 < T 1 -< t:::s; T2 im Riemannschen 

Sinn eigentlich integrabel, also auch beschrankt ist, 
3. bis zum Nullpunkt absolut uneigentlich integrierbar ist, d. h. 

T T 

lim J I F (t) I d t = J IF (t) I d t 
eo+ 0 B 0 

existiert. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB man zu jedem () > 0 
ein /3 > 0 so wahlen kann, daB 

fUr alle /311 /32 mit 0 < /31 < /32 -< /3 ist. 
T T 

Es existiert dann auch lim J F (t) dt = J F (t) dt. Naturlich ist 
6-+0 • 0 

T 

hierin der Fall eingeschlossen, daB F (t) fur t >- 0 definiert ist und J F (t) d t 
o 

als eigentliches Integral existiert. 
Wir k6nnten geradesogut in den meisten Fallen (eigentlich nur mit 

Ausnahme der sog. Faltungssatze) statt der einen Ausnahmestelle 0 
auch endlich viele soIche Stellen zulassen. Wir werden das spater ge
legentlich tun. In den eigentlichen Anwendungen kommen wir immer 
mit dem obigen Fall aus. 

§ 2. L-Funktionen und Laplace-Integral. Konvergenzeigenschaften. 

Aus der Klasse der I-Funktionen greifen wir einen Teilbereich heraus. 
Gibt es zu einer I-Funktion F (t) ein reelles oder komplexes So derart, 
daB fUr ein festes T > 0 

w 

lim J e-sotF(t)dt 
(0-+00 T 

existiert, so heiBe F eine L-Funktion. Dazu ist notwendig und hin
reichend, daB man zu jedem () > 0 ein 0:) so wahlen kann, daB 

il~-sotF(t) dti < () 

fUr alle 0:)2> 0:)1 >- 0:) ist. - Die Gesamtheit aller L-Funktionen (fUr die 
So nicht immer dasselbe zu sein braucht) heiBt der L-Raum oder L-Bereich. 
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Fur eine L-Funktion existiert folgender Zahlwert, das sag. 
Laplace-Integral: 

00 ro 

je-sotF(t) dt = lim j e-sotF(t) dt, 
o 6-7+0, W700 6 

wobei die Grenzubergange 8 -+ + 0 und OJ -+ 00 unabhangig von
einander sind. 

Beweis: Die Konvergenz fUr OJ -+00 ist vorausgesetzt. - An der 
unteren Grenze gilt: 

I
e, I 8, 1 J'jF (t)1 dt fUr ffi So >- 0, 

/e-sotF(t)dt --</e-t9lsoIF(t)ldt--< '1 " 

1 1 e-•• 9lsojIF(t)1 dt fUr ffiso< o. 
" 

Wegen der Voraussetzung 3. uber die I-Funktionen ist diese Abschatzung 
fUr aIle hinreichend nahe an 0 gelegenen 81 , 82 belie big klein. 

Ein besonderer Fall ist der, daB das Laplace- Integral absolut kon
vergiert. Wir nennen dann F (t) eine La-Funktion. Da die absolute 
Konvergenz an der unteren Grenze aus der Voraussetzung 3. uber die 
I-Funktionen falgt, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB das 
Integral an der oberen Grenze absolut konvergiert, d. h. daB man zu 
jedem (j > 0 ein OJ so wahlen kann, daB 

ro, 

je- t 9ls.IF (t)1 dt < (j 

fUr aIle OJ2 > OJ1 >- OJ ist. 

Wir k6nnen sofort eine ausgedehnte Klasse von Funktionen angeben, 
fUr die das Laplace-Integral absolut konvergiert, namlich die beschrankten 
1-Funktionen: 

IF (t) 1--< M fur t > 0, 

und zwar kann hier So jede komplexe Zahl s mit ffi s > 0 bedeuten. Es 
ist dann in der Tat: 

und diese Schranke ist fUr alle hinreichend groBen WI (und W 2 > WI) 

beliebig klein. 
Fur eine beschrankte L-Funktion konvergiert also das Integral 

00 

je-stF(t)dt absolut, wenn man den Parameter s in der (offenen) 
o 
Halbebene ffi s > 0 variieren laBt. (Es kann sogar fur ein noch groBeres 
s-Gebiet absolut konvergieren, z. B. konvergiert es bei F(t) = e- t fUr 
ffi s > - 1.) Es ist leicht einzusehen, daB iedes in einem Punkt So absolut 
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konvergente Laplace-Integral ein ahnliches Verhalten zeigt, namlich 
in der abgeschlossenen Halbebene ffi s >- ffi So absolut konvergiert. Dort 
ist namlich:. 

Ti e- st F (t)i dt = Ti e- (s-so)t e-sotF (t)i dt, 
(fJl WI 

w. w. 

Hieraus ergibt sich, daB hinsichtlich des Parameters s das Gebiet absoluter 
Konvergenz des Laplace - Integrals eine H albebene ist, die in die ganze 
Ebene ausarten oder auch zu nichts zusammenschrumpfen kann. Denn 
entweder ist das Integral mit absolut genommenem Integranden fUr jedes 
reelle s (und damit auch fUr jedes komplexe s) oder fUr kein reelles s 
(und damit fUr kein komplexes s) konvergent, oder es gibt mindestens 
ein reelles s, fUr das es konvergiert, und ein reelles s, fUr das es divergiert. 
In diesem Fall kann man aile reellen s restlos in zwei nichtleere Klassen 
einteilen: Kl enthalt die reellen Divergenz-, K2 die reellen Konvergenz
punkte. Jedes Sl aus Kl liegt links von jedem S2 aus K 2, denn ware ein
mal Sl > S2' so wiirde nach dem oben Bewiesenen das Integral in Sl kon
vergieren, weil es schon in S2 konvergiert. Die Einteilung ist also ein 
Dedekindscher Schnitt und detiniert eine reelle Zahl oc (die Konvergenz
oder Divergenzpunkt sein kann). An jeder Stelle s mit ffi s < oc divergiert 
das Integral, denn es gibt ein Sl aus Kl mit ffi s < Sl < oc, und aus der 
Divergenz in Sl folgt erst recht die in s; an jeder Stelle s mit ffi s > oc 
konvergiert das Integral, denn es gibt ein S2 aus K2 mit oc < S2 < ffi s, 
und aus der Konvergenz in S2 folgt die in s. 

oc heiBt die Abszisse absoluter Konvergenz. (In den ausgearteten Fallen 
ist oc =-00 bzw. = + 00 zu setzen.) Von der durch sie bestimmten 
(rechten) Halbebene absoluter Konvergenz kann der Rand ffi s = oc nur 
entweder ganz oder gar nicht dazugehoren. Eine teilweise Zugehorig
keit gibt es nicht, da mit So auch jeder Punkt mit ffi s = ffi So zum Gebiet 
absoluter Konvergenz gehort. 

Wir fragen nun, wie der Bereich von s-Werten aussieht, wo das 
Laplace - Integral nicht notwendig absolut, sondem einlach konvergiert *. 
Dazu zeigen wir zunachst, daB fUr die einfache Konvergenz das Analoge 
wie fur die absolute gilt. 

Sa tz 1. Konvergiert das Laplace-Integral lur so: 
00 

fe-sot F (t) dt = 10' 
o 

* Wir sprechen von "einfacher" Konvergenz, wenn das Integral konvergiert, 
eventuell auch absolut; von "bedingter" Konvergenz, wenn das Integral zwar 
konvergiert, aber sicher nicht absolut. 
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so konvergiert es auch fur jedes s der (offenen) Halbebene ~s>~so*' 
Wird fur t > 0 

t 

je-soT F(T) dT = tP (t) 
o 

gesetzt, so lii[Jt sich fur ~s > ~so das Laplace-Integral durch folgendes 
andere: 

00 

(s - so) j e- (s - so) I tP (t) d t 
o 

darstellen, das sogar absolttt konvergiert 4, 

Beweis: Definieren wir tP (0) = 0, so ist tP (t) fUr t >- 0 stetig; auBer
dem gilt: tP(t) -+ fo fUr t"; 00, Wenden wir auf das mit beliebigem kom
plexen s gebildete Integral 

'" '" j e- si F (t) dt = j e- (s-So)I, r s•1 F (t) dt 
B • 

die Regel der verallgemeinerten partiellen Integration ** an, so ergibt sich: 
w ro 

j e- si F (t) d t = e- (S-So) '" tP (w) -e- (s -so) BtP (8) + (s-so)] e- (s- so) I tP (t) dt, 
B B 

Wird jetzt s auf das Gebiet ~s> ~so beschrankt, so hat jeder der rechts 
stehenden Summanden einen Grenzwert, wenn unabhangig 8 -+ 0 und 
w··->- =, Denn 

e-(S-So)WtP (w) ->- 0, fo = 0; 

e-(S-So)B tP (8) ->-1, 0 = 0; 

tP (t) ist fUr t >- 0 stetig und hat fUr t ->- = einen Grenzwert, ist also 
00 

beschrankt, so daB nach S.14 das Laplace-Integral jr(S-So)ltP(t)dt 
o 

fUr ~ (s-so) > 0 konvergiert, und zwar sogar absolut. 
Infolgedessen hat auch die linke Seite einen Grenzwert fur 8 ->- 0, 

W ->-=, der sich in cler behaupteten Weise ausdruckt. 
Aus diesem Satz ergibt sich w6rtIich wie S. 15, daB der Konver

genzbereich eines Laplace - Integrals eine Halbebene, die sog. Konver
genzhalbebene ist, die in die ganze Ebene ausarten kann. (Den hier nicht 

* Beachte hier das Zeichen >- statt >- bei der absoluten Konvergenz. 
** Diese Regel lautet: Wird bei integrablem g (t) und h (t) 

t t 

G(t) =A +! g(r) dr, R(t) =B+!h(r)dr 
B B 

gesetzt, so gilt: 

j G(t) h(t) dt = G(t) R(t) 11"'_ jg(t) R(t) dt. 
B B B 

(Siehe z. B. G. KOWALEWSKI: Grundziige der Differential- und Integralrechnung, 
§ 159.) Sind speziell g und It stetig, so ist g = G', It = H', und man faIlt auf die 
iibliche Form der partiellen Integration zuriick. 
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in Betracht gezogenen und naturlich auch bedeutungslosen Fall, daB das 
Laplace-Integral fur kein s konvergiert, konnen wir auch als eine Aus
artung ansehen, wobei die Konvergenzhalbebene zu nichts zusammen
geschrumpft ist.) Der Schnittpunkt ihrer Begrenzung, der sog. Konvergenz
geraden, mit der reellen Achse heiBt die Konvergenzabszisse p des Laplace
Integrals. (In den ausgearteten Fallen ist p = -00 bzw. = + 00.) 

Die Gerad, ffis = p kann ganz oder teilweise oder gar nicht zum Kon
vergenzgebiet gehoren. 

Beispiele. 

\ 
0 fUr O-<t< 1, 

a) F (t) = ~ 
t2 fUr t~1. 

p = 0; in allen Punkten der Geraden ffis = 0 konvergiert das Laplace
Integral (sogar absolut). 

\ 
0 fur O-<t< 1, 

b) F (t) = ~ f" t~ 1 
t ur - . 

P=O; im Punkte s=O divigiert das Laplace-Integral, in allen anderen 
Punkten mit ffis=o konvergiert es (aber nicht absolut). 

Denn fUr s = i y (y =1= 0 reell) ist 
00 00 00 00 

je-stF(t)dt= je-;yt ~t = jcos/t dt-i jSin/t dt. 
o 1 1 1 

c) F (t) == 1 . 

P = 0; in allen Punkten mit ffis = 0 divergiert das Laplace-Integral. 

Urn die Abszissen einfacher und absoluter Konvergenz festzustellen, 
kann man sich offenbar auf reelle s beschranken. N aturlich ist p -< IX. 

In den drei Beispielen war p = IX. 1st aber p < oc, so existiert ein Strei/en 
bedingter Konvergenz, wo das Integral zwar konvergiert, aber nicht absolut. 
Wir wollen nun durch Beispiele zeigen, daB in der Relation 

-00 -<P-<IX -< + 00 

tatsachlich alle denkbaren Falle * vorkommen konnen. 

1. -oo=P=IX<+oo. 

F(t) = e- t'. Das Laplace-Integral konvergiert offenbar fUr jedes s, 
und zwar absolut. 

2. -00 = P < IX < + 00. 

Wir bilden eine Funktion F(t), indem wir et jeweils an den Stellen 
19l9n, n = 3,4, ... , kommutieren (n > e, also 19n > 1 und 19l9n > 0), 

* Es sind deren 23 - 1 = 7, da das Gleichheitszeichen nicht an allen Stellen 
zugleich vorliegen kann. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 2 
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d. h. fUr O-<t < 19l9 3 sei F(t) = et, fur Iglg3 -<t < 19l9 4 sei F(t) =-e
usw. /F(t) list dann einfach gleich et . 

00 

a) J e- 51 et d t konvergiert fur s > 1 und divergiert fur s -< 1, also 
o 

ist ex = 1. 

b) Wir berechnen den absoluten Betrag des Integrals langs einer 
Strecke, wo F(t) konstantes Vorzeichen hat (unter Verwendung der 

Substitution t = 19 19 x, x = el ): 

Iglg(n+1) n+1 n+1 

In= J e-stetdt=j (lgX)l-Sx~:x=j dx 
x (lg x)S • 

19l9n n n 

Die Funktion x (l~ x)s nimmt fUr jedes reelle s von einer Stelle an monoton 

gegen 0 ab, also ist In -+ 0 fUr n -+ (Xl und von einem gewissen n an 
In> In + l' Infolgedessen ist die alternierende Reihe 

19 19 3 

J e- si et dt-I3 + 14-15 + .. , 
o 

konvergent, d. h. ihre Partialsumme s., bis zum Glied ± In hat einen 
Grenzwert. 1st nun 19 19 N -< w < 19l9 (N + 1), so gilt: 

!! e- st F (t) dt-SN ! < IN' 

a> 

Infolgedessen hat auch J e- st F(t) dt bei jedem s fur w -+ (Xl einen 

Grenzwert. 
o 

3. -(Xl =fJ<ex= +(Xl. 

~et 
Wir erzeugen F (t) durch Kommutierung von e 2 bei 19l9 n. 
a) Offenbar ist ex = + (Xl • 

b) In IgIJg(n+e~stetet dt=jn+;lgX)-sX t X~gXX =jn+1f dx 
x (lg X)s +1 

~~n n n 

Weitere Argumentation wie unter 2b). 

4. - (Xl < fJ = ex < + (Xl • 

Hierfur sind schon die drei Beispiele a) bis c) S.17 brauchbar. 
Wir wollen hier noch ein Beispiel hinzufiigen, wo das Integral auf der 
ganzen Konvergenzgeraden konvergiert, aber in keinem ihrer Punkte 
absolut, und zwar F (t) = eit'. Das Integral 

00 J e-st+it'dt 
o 
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ist fiir s > 0 sicher konvergent, sogar absolut, fiir s < 0 aber divergent, 

denn z. B. der Imaginarteil lautet (Substitution t2 = U, t = ! Vu !) : 
00 00 

J e-st sin t2 dt = J e-sy'u sinu ~. 
2VU 

o 0 

Auf der Konvergenzgeraden ms = 0 k6nnen wir s = yi mit reelIem y 
setzen und erhalten: 

00 00 00 J e- yit +;t' dt = e- f ; J /(t-f)' dt = e- fi J ei " 2diu . 
o 0 y' 

4 

Dieses Integral konvergiert fiir jedes y. Dagegen ist unser Integral 
wegen !ei(-yt+t'J ! = 1 nicht absolut konvergent. 

5. -oo<{3<oc< +00. 
Wir gewinnen F (t) durch Kommutierung von et an den Stellen 

19 n (n >- 2). Offenbar ist oc = 1. - Ferner ist fiir n >-1 (et = x): 
Ig(n+1) ,,+1 n+1 

In = J e- stet d t = J Xl - s d: = J x- s d x . 
~n n n 

Fiir s > 0 nimmt x- s monoton gegen 0 ab, also ist In -+ 0 und In> In + l' 
00 

Die mit J e- st F (t) dt iibereinstimmende alternierende Reihe* 
o 

11 -12 +13 -+" . 

konvergiert also. - Fiir s = 0 dagegen ist In = 1 und daher Reihe und 
Integral divergent. - Folglich ist {3 = O. 

6. - 00 < P < oc = + 00 . 
Wir erzeugen F (t) durch Kommutierung von ee' an den Stellen 

19l9n (n>- 3). Natiirlich ist oc = + 00. - Ferner: 
Iglg(n+1) n+1 n+1 

In = J e-stee' dt = J (lg x)-S X x~: X = J (lg X)-<S+ 1) dx. 
JgJgn n n 

Fiir s > - 1 falIt der Integrand mit wachsendem x monoton gegen 0, 
also ist wie unter 5. das Laplace-Integral konvergent. Fiir s =-1 
dagegen ist In = 1, das Integral also divergent. Folglich ist {3 =-1. 

7. -oo<{3=oc= +00. 
F(t) = et'. Das Laplace-Integral konvergiert offenbar fiir kein s. 

00 . w ~n 

* Das Integral Jist lim J fur stetig wachsendes w, die Reihe ist lim J fur 
o 0 0 

ganzzahlig wachsendes n. Beide Grenzwerte stimmen aber uberein, vgl. 2 b). 

2* 
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Allgemeine Formel fur die Konvergenzabszisse. 

Sat z 2. 1st die Konvergenzabszisse fJ">- 0, so ist 5 

log I J F (t) d t I 
fJ = lim sup _--,-"o~_----,~ 

w w-+oo 

Beweis: 1. Wir setzen 
w 

! F (t) dt = lJ' (co), 
o 

lim log [ '1' (w) [ J. 
sup w = , 

w-+oo 

00 

und zeigen, daB j e- (J. + o)t F(t) dt fUr jedes t5 > 0 konvergiert. Wie beim 
o 

Beweis von Satz 1 ist 
w w 

j e- (J. + o)t F (t) dt = e- (H 0) W lJ' (co) + (J.. + t5) j e- (H o)t lJ' (t) dt. 
o 0 

Von einer Stelle an gilt: 

log['l'(w)[ 1+~ 
w <11. 2' 

also 

so daB 

" [ e- (J. H) w lJ' (co) [ < e - "2 w 

ill 

ist. Hieraus folgt, daB e-(J.+O)wlJ'(co)-+O ist undje-(J.H)IlJ'(t)dt 
o 

ill 

fUr co -+ 00 einen Grenzwert hat, so daB das gleiche fUr j e- (J. + 0) IF (t) d t 
o 

gilt. - Also ist 

(1) fJ-<-J.. 

ist 

00 

2. Es sei so> 0 und j e- Sol F (t) dt konvergent. Mit 
o 

w 

(j> (co) = j e- 80 1 F (t) dt 
o 

w W 

lJ' (co) = j e'ot e- sol F (t) dt = eSo w(j> (co) - So j eSot (j> (t) dt. 
o 0 

Da (j> (co) fUr co -+ 00 einen Grenzwert hat, so ist 
[(j>(co)[<K fUr co">-O, 

also (hier wird so> 0 gebraucht): 
ill 

[lJ' (co) [-<-K eSoW + K soj eSot dt = K eSoW + K (e'oW-1) < 2K eSoW 

o 
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und folglich von emer Stelle an * fUr ~ > 0 

I P (ill) [ < e(so +1» ro • 

Hieraus ergibt sich: 
log I 'l'{w) I + .ll 

w < So u 

und damit J,. -< So + ~ fUr jedes ~, also J,. -< so' 1st die Konvergenz
abszisse 13 >- 0, so kann So jede Zahl > 13 bedeuten, und man erhii.lt: J,. -< 13· 
1st 13 < 0, so kann So j ede Zahl > 0 bedeuten, so daB hier J,. -< 0 gilt. Es 
ist also allgemein: 
(2) J,.-<Max(f3,O). 

(1) und (2) zusammengenommen liefern Satz 2. 

§ 3. Laplace-Transformation und I-Funktionen. 
1st F eine L-Funktion, so hat das Laplace-Integral in allen Punkten 

einer komplexen Halbebene einen Sinn, definiert also dort eine Funktion 
f (s): 

00 

f(s)=je-stF(t)dt fUr ffis>f3. 
o 

Es liegt hier eine Funktionaltransformation vor mit F als Objekt- und 
f als Resultatfunktion, die "Laplace-Transformation" genannt wird und 
fill die wir das Funktionalzeichen B einfiihren wollen: 

f(s)=B{F}. 

Gelegentlich kann es niitzlich sein, den Namen, den die Variable der 
Resultatfunktion tragen soli, an dem Transformationszeichen zum Aus
druck zu bringen, also hier: Bs {F} oder auch B {F; s}. 

Wir wollen, wenn nicht die Riicksicht auf historisch iiberkommene 
Funktionszeichen es verbietet, nach Moglichkeit daran festhalten, eine 
Objektfunktion mit einem groBen, die zugehorige Resultatfunktion mit 
dem entsprechenden kleinen Buchstaben zu bezeichnen. 

Jede Funktion, die bei der Laplace-Transformation als Resultat
funktion auftreten kann, die also das "Bild" einer L-Funktion ist, soli 
eine l-Funktion ** heiBen. Die Gesamtheit aller l-Funktionen bildet den 
l-Raum. 1st F eine La-Funktion, so soli f als la-Funktion bezeichnet 
werden 6. 

* In Satz 1 [8.2J werden wir eine viel scharfere Abschatzung kennenlernen. 
** In derLiteratur ist auBer der im 2. Kapitel erwahnten Bezeichnung "fonction 

generatrice" auch der Name "Laplace-Transformierte" ublich. Doch wird dieses 
Wort auch noch in einem anderen Sinne gebraucht. Man versteht darunter haufig 
das durch die Laplace-Transformation oder eine ihr ahnliche Transformation 
vermittelte Abbild einer Funktionalgleichung (meist einer Differentialgleichung), 
also das, was Laplace die .. erzeugende Gleichung" nennt (s. die FuBnote S.8). 
Vgl. L. SCHLESINGER: Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
I, S.407f. Leipzig 1895. 
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Die Laplace-Transformation, zur Abkurzung auch S3-Transformation 
genannt, liefert die Abbildung eines Raumes von Funktionen, die nur 
fUr reelle t > 0 definiert zu sein brauchen und gewisse Integrabilitats
bedingungen erfilllen, auf einen Raum von Funktionen, die gleich in 
einer Halbebene der komplexen Ebene definiert und, wie wir sehen 
werden, sogar regular sind. 

§ 4. Ausrechnung einiger Laplace-Transformationen. 

Die folgenden Beispiele sollen einige Methoden illustrieren, nach 
denen sich Laplace-Integrale oft ausrechnen lassen. 

1. F (t) = 1. 
00 

Das Integral festdt ist fUr ffis>O konvergent, und zwar absolut, 
o 

fur ffi s -< 0 divergent. Es gilt: 

1 
S3{1}=s fUr ffis>o. 

{ 
0 fUr O-<t<a 

2. F (t) = 1 fUr t >- a . 

Es ist 
e- as 

S3{F}=-s- fUr ffis>O. 

3. F (t) == trt.. 
Jeder Zweig von trt. ist nur fill ffi ot > -1 eine I-Funktion. Fur diese 

ot-Werte ist trt. aber auch eine L-Funktion, deren Laplace-Integral fur 
ffi s > 0 konvergiert, und zwar absolut, wahrend es fur ffi s < 0 diver
giert. trt. sei. nun der Hauptzweig. Mit Hilfe der Substitution s t = -r 
erhalten wir: 

wobei srt. der Hauptzweig ist und die obere Grenze s 00 andeuten soll, 
daB das Integral uber den Strahl vom Nullpunkt der komplexen -r-Ebene 
durch den Punkt s zu erstrecken isF. Fur jeden Integrationsstrahl in 
der rechten Halbebene ist das Integral aber bekanntlich gleichF (ot + 1), 
also ergibt sich: 

\l{trt.} = T(oc+1) fUr ffiot>-1 bei ffis>o. 
,......, sCI. + 1 

(Wenn man bereits weiB, daB S3 {F} in der Konvergenzhalbebene regular 
ist, kann man sich darauf beschranken, die Berechnung fUr reelle s 
durchzufuhren, denn wenn eine regulare Funktion sich im Reellen 
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durch T(IX:11) darstellen lafit, so gilt diese Darstellung 1m ganzen 
sa; 

Regularita ts bereich.) * 
4. F (t) = eat, 

eat ist fiir jedes komplexe a eine I-Funktion und auch eine L-Funk
tion, deren Laplace-Integral ffir ffi s > ffi a konvergiert, sogar absolut, 
wahrend es fiir ffi s -<ffi a divergiert. Es ist 

53{eat }=_1_ fiir ffis>ffia. 
s-a 

Eine Anwendung dieser Formel s. S. 27. 
5. F (t) - (£of e t bzw. 6in e t mit beliebigem komplexen e. 
Es ist 

53 {(£of e t} = 53 {e ct + e- C1
} = ~ (_1_ + _1_) = _s_ 

2 2 s-c s+c s2_C2 

fiirffi s > I ffi cl, und 

{ ect_e- ct } c 
53{6inet} = 53 2 = S2 _ c2 fiir ffis > Iffiel· 

6. F (t) = cos b t bzw. sin b t mit beliebigem komplexen b. 
Es ist 

{ eibt+e-ibt} 1 (1 1) s 
53 {cos b t} = 53 2 = 2 s _ i b + s + i b = S2 + b2 

fiir ffis > Max (ffi (ib), ffi (-ib)) = Max (-:Jb, :Jb) = l:Jbl. 

Analog ergibt sich 

53 {sinbt} = S2~b2 fUr ffis>l:Jbi· 

cos x Vt . -
7. F(t) == ,/. mIt reellem x (unter V t ist fiir t > 0 der positive 

:n vt 
Wert zu verstehen). 

Das Laplace-Integral konvergiert bei jedem reellen x fiir ffis > 0 
und divergiert fiir ffi s < O. Wir betrachten nur reelle s; dann ist: 

00 00 +00 

e- dt=- e-su'cosxudu=- e-su'exi"d~t J st cosxvt 2J 1 J 
1t lit:n :n ' 

o 0 -00 

da 
+00 00 +00 

f e-su'cosxudu=2 f e-s"'cosxudu und f e-su'sinxudu=O 
-00 0 -00 

* Aus der Formel fiir .\:l {ta;} folgt, daB jede Funktion der Gestalt 

F(t)=C(t-P+ Y ;(j3) tP-l) mit O<'iRj3<1 und ).2T(j3)T(1-j3)=1 

der Gleichung F (s) = ). .\:l {F} geniigt, also eine "Invariante" der .\:l-Transformation 
(eine Eigenfunktion des Kernes e- S t im Intervall 0 ... (0) ist. Man kann zeigen, 
daB es keine weiteren gibt 8 . 
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ist. Wir formen nun weiter folgendermaBen urn (unter VS (s > 0) ist der 
positive Wert zu verstehen): 

x' 1+00 
( xi )' X'1 1 -- - ySu----= 1 -- -v' dv 

-e 4s e 2j1s du= -e 4s e --=-
7C n ys ' 

-00 

wobei das Integral tiber die durch den Punkt - :r.::- i laufende horizontale 
2 Vs 

Gerade der komplexen v-Ebene zu erstrecken ist. Nun zeigt aber der 
Cauchysche Satz, daB man es statt dessen auch tiber die reelle Achse 
erstrecken kann. Es ist namlich (a beliebig positiv): 

+a __ X_i a __ x_i 
2j1s +a -a 2V's 

J e- v' dv = J + J + J . 
x . -a x . a 

-a- 2Vs~ -a- 2Ys~ 

Bei wachsendem a streben die zwei letzten Integrale gegen 0, da bei ihnen 
x' I e- v'l = e- 91 v' = e- (91 v)' + (3v)' -< e - a' + 4s 

ist, wahrend die Lange des Integrationsweges konstant gleich I :~ ist. -
2 yS 

Nun ist aber bekanntlich 
+00 J e- v' d v = Vn, 

-00 

also 9: 
x' 

53 { cos x Vt } = e - 4s ftir s > 0 
n-yt ")Ins 

und damit (vgl. die Bemerkung unter 3.) fUr lR s > o. - Die erhaltene 
Resultatfunktion spielt eine wichtige Rolle in der Warmeleitungstheorie 
und wird dort mit X (x, s) bezeichnet .. 

sinx-yt . 
8. F (t) = n Illit reellem x. 

Es ist 

53{sinxYt}= x s e-:; fur lRs>O. 
n 2Vns2 

Diese Formel kann auf analogem Wege wie die in 7. oder auch aus dieser 
durch Differentiation nach x gewonnen werden. (DaB man unter dem 
Laplace-Integral nach x differenzieren darf, muB nattirlich eigens be
wiesen werden.) - Die erhaltene l-Funktion kommt ebenfalls in der 
Theorie der Warmeleitung vor und wird dort mit 1jJ (x, s) bezeichnet. 
Dbrigens ist 

() 8 X (x, s) 
1jJ x,s =- 8,1' • 
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9. F(t) =X(x,t) und F(t) =tp(x,t) mit x>o. 

Wir betrachten die in 7. und 8. erhaItenen l-Funktionen jetzt als 

L-Funktionen 10. Die Substitution~ = v (oc > 0) liefert: 
u 

also ist 
00 00 

2 I e - ( ~ - u)' d u = f (1 + :2 ) e - ( f - u)' d u ( : - u = v gesetzt) 
o 0 

+00 

= J e-v'dv = yn. 
- 00 

Damit haben wir die Grundformel: 
00 00 

j. -(~-u)' I 1 -(~-u)' yin 
e u du=oc 2 e U du=-

u 2 
o 0 

erhalten. - Der eine Teil dieser Formel liefert (x> 0): 
00 00 

(oc> 0) 

53 {tp} = e -~ e 4 t d t = e !t e 2 Vi d t ! -si X -~ -XV;! x _ (vSi _ _ x )' 

2Vnt2 2 ylnt 2 

o 0 
00 

j. (v. 1 )' 
( X) 2 -xv. - ~--u -xV< 
-- = u gesetzt = - e e 2 U du = e . 
2 v't yin 

o 

Aus dem anderen Teil der Grundformel ergibt sich: 
00 00 

1 x' -1 ( x )' -sl 1 -- -xVs 1 - jIst--
53{X}= e -e 41 dt=e -=e 2Yt dt vnt vnt 

o 0 
00 

-xVs x 11 -(xvs 2. -u)' e- XVS 
= e /_ 2 e 2 u du = ----:;=-. 

1 n U VS 
o 

Diese Formel gilt auch noch fur x = o. - Fur beliebiges reelles x k6nnen 
wir schreiben: 

(x =j= 0) , 
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10. F(t) =:= 19t. 

In dem Ausdruck fUr die r-Funktion 
00 

r (P) = j e-t tfJ - I dt (P > 0) 
o 

kann unter dem Integral differenziert werden: 
00 

T'(P) = j e-t tfJ-lIgtdt, 
o 

da das entstehende Integral in jedem Intervall ° < Po -< P -< PI gleich-
00 

maBig konvergiert. Dies liefert speziell r' (1) = j e- t 19 t d t. Setzt man 
o 

hierin t = 57:, WO S > 0, so ergibt sich 
00 00 00 

r'(1) = je- ST (lg s + 197:) S d 7: = S 19 S J e- ST d7: + S je-s-rlg 7: d7: 
000 

= 19s + s B{lgt}. 
F olglich ist 

B{lgt} = T'(1) _~ fUr 91s>o. 
s s 

- T' (1) ist die Euler-Mascheronische Konstante 0,5772156649 ... 

In allen diesen Beispielen ergaben sich l-Funktionen, die durch das 
Laplace-Integral in einer Halbebene· dargestellt wurden, die aber als 
analytische Funktionen betrachtet in . groBeren Gebieten existierten. 
Im folgenden Beispiel wird die l-Funktion nicht tiber die Konvergenz
halbebene hinaus fortsetzbar sein. 

11. F(t)=:= [~r, d.h. F(t)=k fUr 4n2k2-<t<4n2(k+W 

(k = 0, 1, 2, ... ) . 
Ftir 91 s > 0 ist 

00 4n'(k+I)' 00 

B {F} = '2: J e- st k dt = + '2: k (e- 4n'k's - e- 4n'(k + I)'s) 

k=04~~ k=I 

= +/i: k e-4~k's - i: (k-1) e- 4n'k2 ,! = + i: e- 4"'k's. 
k=I k=I k=I 

Nun ist die elliptische Thetafunktion {}3 (v, 7:) so definiert: 
00 

{}a (v, 7:) = 1 + 2.I e-k'n', cos 2 knv. 
k=I 

Also ist 

* Unter [x] wird die gr6Bte ganze Zahl -< x verstanden. 
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Diese Funktion ist bekanntlich uber die Gerade ffis = 0 hinaus nicht 
analytisch fortsetzbar. 

Anwendung: 
Zerlegung einer Funktion in nichtharmonischeSchwingungen. 

Wir wollen eine Anwendung von der Formel 2 {eat} = _1_ machen. 
s-a 

Besteht eine Funktion ·aus der 0berlagerung von endlich vielen har
monischen Schwingungen, d. h. cos- und sin-Funktionen oder, was das
selbe bedeutet, Exponentialfunktionen e"-' mit imaginarem IX: 

F (t) = Co + c1 e«<t + ... + Cn e~"t, 

wo die IX,. ganzzahlige Multipla ein und derselben Zahl f3 i sind: 

IX. = P. f3 i, 0 < PI < P2 < Pa < ... < Pn, 
so haben sie eine gemeinsame Periode 

2:n: 
T=7fd' 

wo d der groBte gemeinsame Teller von Pl> P2"" p" ist: P" = q. d. 
F (t) hat dann ebenfalls diese Periode. 1st nun F (t) bekannt, z. B. als 
Resultat einer Messungsreihe, so kann man diese Periode T feststellen, 
und F muB dann wegen 

df3 . 2:n: . 
a. = q. z = q. T z 

die Gestalt 
2". q,,2",'t q'T't T F (t) = Co + C1 e + ... + Cn e 

haben. Die Komponenten, d. h. die c. und q. und darnit die IX. lassen 
sich dann leicht auf Grund der Orthogonalitatsbeziehung 

T 2", 
1 J (q.-q) Tit { 1 fUr q = q. 

T e dt= Ofurq=!=q. 
0_ 

(q = ganze Zahl) feststellen: Man bildet 
T 2,.. 

~ J F(t) e-qTit dt 
o 

der Reihe nach fur q = 0, 1, 2, ... ; fur q = q. erhalt man C., sonst O. 
Dieses Verfahren versagt, wenn die Schwingungen nicht harmonisch, 

die IXv also nicht Multipla derselben imaginaren Zahl sind. In diesem 
Fall konnte man versuchen, mit 2n + 1 herausgegriffenen Werten F (tr) 
aus den 2 n + 1 Gleichungen 

F(tr) =cO+cle~lt'-+c2e~·tr+ ... +cne~tr (r=1,2, ... ,2n+1) 

die 2n + 1 Unbekannten co, cl> ••• , cn' 1Xl> 1X2' .- •• , IX" zu berechnen. Diese 
Gleichungen sind aber transzendent, also praktisch nicht losbar. Ver-
mittels der 2-Transformation kann man nun aber, wenn man die Anzahl 
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der Glieder kennt, dasProblem "algebraisieren" 11. Es sei sogar zugelassen, 
daB F (t) aperiodische Glieder enthalt, d. h. daB gewisse der 17. reell sind. 
Es ist 

I(s) = 53{F}=~ + _c_I _ + ... + ~ = ao+als + .. . a"sn 
S S-IXI s-rx" S(S-IXI) ... (s-rx,,) 

fUr ffis>Max(ffiC1..). Berechnetman I(s) fUr 2n+1 Wertesr' so erhalt 
man, wenn man 

s (S-C1.1)··· (s-ot,,) = b1 S + ... + b"s" + sn + 1 

setzt, die linearen algebraischen Gleichungen . 

(b1 Sr + ... + s; + 1) 1 (sr) = a o + a1 Sr + ... an s; (r = 1, ... , 2 n + 1) . 

Hieraus wird man die n + 1 Unbekannten a zunachst eliminieren und 
n lineare Gleichungen fUr die Unbekannten bI> b2, ••• bn behalten. Sind 
diese bestimmt, so ergeben sich die (1.. als die Wurzeln der Gleichung 

b1 + b2 s + ... + b" s" -1 + s" = o. 
Die c. kann man dann am einfachsten aus n + 1 Gleichungen der Gestalt 

1 (sr) = ~ + _c_1 _ + ... + _c~ 
S, Sr - IXI S, - 1Xt. 

berechnen 12. 

§ 5. Die Dirichletsche Reihe als Laplace-Integral. 
Das Laplace-Integral ist das kontinuierliche Analogon zur Dirichlet

schen Reihe: 
00 

(1) ljJ(s)=~a"e-;'ns mit 0-<.10 <.11 <",-+=. 
n=O 

Diese zeigt bekanntlich genau dasselbe Konvergenzverhalten: einfache 
und absolute Konvergenz je in einer Halbebene, beliebige Breite des 
Streifens bedingter Konvergenz. Der Spezialfall An = n ist mit der 
Potenzreihe aquivalent, denn durch die Transformation e- s = z ergibt 

00 

sich ~ a"z". Bei dieser Abbildung der s- auf die z-Ebene entspricht 
,,=0 

einer Geraden ffi s = (J der Kreis I z I = e- ", also der Konvergenzhalb
ebene der Dirichletschen Reihe der Konvergenzkreis der Potenzreihe. 
Bei letzterer fallen die Kreise einfacher und absoluter Konvergenz stets 
zusammen. 

J ede Dirichletsche Reihe, die aberhaupt ein Gebiet einfacher 
Konvergenz besitzt, laBt sich, abgesehen von dem Faktor s, als ein sogar 
absolut konvergentes Laplace-Integral darstellen, wodurch viele Satze 
aber Dirichletsche Reihen ihre naturgemaBe Erklarung finden (vgl. 6.6). 

Satz 1. Die Dirichletsche Reihe (1) habe die Konvergenzabszisse 
'Yj<=. Man deliniere die Funktion A(t) lolgenderma/3en*: 

* A (t) ist eine Treppenfunktion, die an den Sprungstellen gleich dem Mittel
wert der Stufenhohen ist. Letztere Normierung spielt ffir den Satz keine Rolle 
und wird nUr ffir spatere Zwecke so gewahlt. 
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a) A (t) = 0 fur 0 -< t < Ao, falls Ao > 0; fur )'0 = 0 soU a) wegfaUen; 
n 

b) A (t) = .I av fur An < t < An + 1 ; 
v=o 

n-1 

e) A (Ao) = ~, A (An) = ~ av + c; . 
v=o 

1. 1st 'Yj >- 0, so ist 
00 

cp(s) = s J e- st A (t) dt fur lRs >1]>- O. 
o 

2. 1st 1] < 0, so gilt fur lR s > 0 dieselbe F ormel. Dagegen ist 
00 

cp(s)=cp(O) +sJe-st [A(t)-cp(O)] dt fUr lRs>1]. 
o 

Die Laplace-Integrale konvergieren absolut 13• 

Beweis: Wir sehieken die Abelsche Formel der partiellen Summation 
voraus, die das Analogon zur partiellen Integration darstellt: 

n ,,-1 

.I cvd. = Cnd" +.I C.(d.-dv+1) 
v=o p=o 

Sie beruht auf folgender Umformung: 

n 

mit C" =.I Cv 
v=o 

n n n t1. 

(n>-1) . 

.I cpdv = Co do +.I (Cv-Cv_ I ) d. = Co do +.I C.d.-.I C._ 1 d • 
• =0 .=1 .=1 .=1 

n .-1 ,,-1 

=.I C. d.- 2: C.d. +1 = Cnd" +.I C.(d.-d. +1)' 
.=0 v=O v=O 

1. 1] >- O. Die Abelsehe Formel wenden wir zunaehst bei beliebigem 
(j > 0 an auf 

Cv = a. e-Av(1) + 0) , 

und erhalten fur n >- 1 : 
n n n-":""l 

.I av=.I ave- l.v (1) + 0) • eAv(1) +0) = C"ei.,,(1) + 0) +.I Cv (e,"v(1) + 0)_eAv+1(1) +0)) . 
• =0 v=o v=o 

" Da naeh Voraussetzung Cn = .I av e- I.V (1) + 0) fUr n -+ 00 einen Grenz-
.=0 

wert hat, so ist 1 Cn 1-< C = eonst und infolgedessen 

I v~o avl-< C eA,,(1) +0) + <~: leAV (1)+O) _eAv+1 ('1 + 0) I· 

Wegen 'Yj + (j > 0 k6nnen wir dafUr sehreiben: 

I . ~o av \ -< C eA,,(1) +0) + ~n~\ eAv +1 (1).J.. 0) - e'''' (1) +0)) 

(1) = 2 C e'"" (1) + 0) - C eA, (1) + 0) -< 2 C eJ." (1) + 0) fUr n >- 1 . 

Dies gilt aueh fUr n = 0, denn es war 1 Co 1 = 1 ao e-'" (1) + 0) 1-< C. 
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n 

Nach dieser Abschatzung setzen wir ,I a. = An und wenden die 
v=o 

partielle Summation auf folgende Summe an: 
n n-l 

(2) ,I ave- A•s = A.,e- AnS +,I Av (e- i .vs _ e- Av +1S ) 
v=o v=o 

n-l Av+l 

=Ane-i-nS+s,IAv J e-stdt 
v= 0 A. 

An 
=Ane-A"s+S J e-stA(t)dt. 

o 
Bei ffi s > 17 hat die linke Seite fiir n -+ 00 einen Grenzwert, also auch 
die rechte. Da aus der AbscMtzung (1) folgt: 

An e- ... ,s -+ 0 fiir n -+ 00 

An 
(man wahle 0 < 15 < ffis-1]), so strebt s J e- st A (t) dt fUr n -+ 00 gegen 

o 
00 

den Grenzwert ,I a,. e- Avs. Nun iiberlegt man sich leicht, daB 
.=0 

~ w 00 

lim J e- st A (t) dt = lim J e- st A (t) dt = J e- st A (t) dt 
n-+oo 0 w-+oo 0 0 

ist *. Das letzte Integral konvergiert absolut, da auf Grund un serer 
AbscMtzung (1) 

ist. 
2. 1]< O. Wir setzen in der Abelschen Formel 

(m~ 0), 

wo 15 > 0 so klein gewahlt sein 5011, daB noch 1] + 15 < 0 ist, und erhalten: 
n n-1 

,I am +1+. = CneAm+1+n(1]+~) + ,I {7. (eA".+l+v ('1+6)_eAm+2+,('1+0»), 
.=0 .=0 

also, da die Dirichletsche Reihe fur 1] + 15 konvergiert und folglich 
iC.,i-<C, femer 1]+15<0 ist: 

I i am+1+vl-<c eAm + 1+ n(1]+O) + C ~1 (eA".+1+.('1+ 0)_eJ.m +2+.('1+.i») 
.=0 .=0 

= C eAm+l+n('1+0) + C (eAm+l('1+0)_eAn'+1+n ('1+ 0») 

= C eA.m+ 1 ('1 + 0) , 

w 

* Ganz selbstverstandlich ist das nicht, denn aus der Existenz von lim J bei 
w-+oo 0 

An 
stetig wachsendem w folgt zwar sofort die Existenz von lim J bei unstetig wach

n","*oo 0 
sender oberer Grenze, aber nicht umgekehrt. 
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unabhangig von n, also auch 

(3) 1 i am + 1 + P \ = \ i a" 1-< C eAon + 1 (1] + 0) -< C e'·m (1] + 0) . 
• =0 "=,,,+1 

00 00 

~ a" ist der Rest der wegen 'YJ < 0 konvergenten Reihe g; (0) = ~ an, 
"=,,,+1 n=O 
also gleich g;(O)-Am. Nun verwenden wir die Formel (2) und gestalten 
sie so nun: 

n 
~ a. e- A.s = (A" -g; (0)) e- An S + g; (0) -g; (0) (1- e- ,,"S) 

.=0 n-1 
+ ~ (A.-g; (0)) (e-AvS_e-Av+1S) 

.=0 
Ao 

= (A n - g; (0)) e- An S + g; (0) - s I g; (0) e- st d t 

n-1 Ap+l 

+S p:i j(A(t)-g;(O))e-stdt 

An 

= (An-g; (0)) e- AnS + g; (0) + s J (A (t) -g; (0)) e- st dt. 
o 

Hieraus ergibt sich unter Benutzung der Abschatzung (3) von An - g; (0) 
bei ffis >'YJ + lJ fUr n+oo: 

00 00 

~a.e-APS=g;(O) +s J(A(t)-g;(O))e-stdt, 
.=0 0 

wobei das Integral wegen 
A (t) - g; (0) = 0 (et (1] + 6)) 

absolut konvergiert. 
00 

Wahlen wir ffi s > 0, so ist s J g; (0) e-· t dt = g; (0) konvergent, so 
o 

daB wir durch Addition auf die unter 1. gefundene Formel zuriickfallen. 
Es kann iibrigens sogar vorkommen, daB das Laplace-Integral in 

einer grofJeren H albebene konvergiert als die Dirichletsche Reihe. So ist 
z. B. 

00 00 

g;(s) = "'V(-1)n(n+1)e- S !g(,,+1)= "'V (_1)n =(1-22-S)C(s-1), 
..::;;.; ..::;;.; (n+1)S-l 
,,=0 n=O 

wo C (s) die Riemannsche Zetafunktion 
00 

C(s) = ~ ~s 
n=l 

ist, nur fUr ffi s > 1 konvergent. Hier ist 

A(t)=1-2+3-"'+(-1)"(n+1)= 2 I
n+2 

n+1 
2 

fUr 19(n+1)<t<lg(n+2). 

(n gerade) 

(n ungerade) 
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co 

Offenbar konvergiert f e- 5t A (t) dt genau so weit wie die Reihe 
o 

00 Jg(n + 2) 

.I f e- 5t A (t) dt. Es ist: 
n=O Jg(n+1) 

Jg(n+2) I n~2 ((n~1)5- (n~2)s) fUr gerades n f e- 51 A (t) dt = 
ig(1I+1) 1 n+1( 1 1)f d -25 (n+1)s - (n+2)S ur ungera es n, 

also 

g;(s) = 1 ( 115 - ;s ) -1 (;s - ;5) + 2 ( ;s - :s) - 2 (:s - ;5) + ... 
(Die Darstellung durch das Laplace-Integral lauft also auf eine Um
ordnung der ursptunglichen Reihe hinaus.) Da die Glieder gegen ° 
streben; so wird durch Zusammenfassung von je zwei konsekutiven 
(einem geraden n und ungeraden n + 1 entsprechenden) Gliedem in 
einer Klammer der Konvergenzbereich nicht geandert. Der allgemeine 
Ausdruck einer solchen Klammer lautet: 

n ~ 2 [(n ~ 1)5 (n ~ 2)S ] - n ~ 2 [(n ~ 2)5 (n ~ 3)s ] 

= (n + 2) [~ ((n ~ 1 )5 + (n ~ 3)5 ) - (n ~ 2)s ], 

ist also positiv fur s > 0, da ;s konvex ist. J ede der beiden Klammem 

[ ... ] auf der linken Seite ist nach dem Mittelwertsatz gleich der ersten 

Ableitung von ;5 an je einer Zwischenstelle ~l> ~2' ihre Differenz also 

gleich dem Wert der zweiten Ableitung 5 (5s ! 21 ) an einer Stelle ~ zwischen 
x 

n + 1 und n + 3, multipliziert mit ~1 - ~2' was absolut genommen < 2 

ist. Der ganze Ausdruck ist also sicher < (n + 2) 5 ;5+~ 1) , die Reihe und 
(n+1) 

damit unser Laplace-Integral konvergiert daher fur s > ° und damit 
auch fur ffi s > 0, allerdings fur ° < lR s -< 1 nicht mehr absolut. 

Man kann sogar Beispiele angeben, wo das Laplace-Integral eine 
Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, wahrend diezugehorigeDirichlet
sche Reihe uberall divergiert 14. 

§ 6. Die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation 
(MeIlin-Transformation). 

Wir haben dem Laplace-Integral die Grenzen ° und 00 gegeben 
und werden daran auch in der Folge, wenn wir von Laplace-Trans
formation schlechtweg sprechen, festhalten. Wie wir in § 5 sahen, steht 
dieses Integral in Analogie zur Dirichletschen Reihe und zur Potenz-

00 

reihe .I an z". N eben letzterer kommt nun aber in der Funktionen
n=O 

theorie auch die Laurent-Reihe vor, bei der n von -00 bis + 00 lauft. 
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Ihr entspricht ein Laplace-Integral, dessen Grenzen - 00 und + 00 

sind. Wir bezeichnen die dadurch dargestellte Abbildung als zweiseitig 
unendliche Laplace-Trans/ormation mit dem Funktionalzeichen £n: 

+00 
/(s) = f e-S'F(t)dt= £n{F}. 

-00 

Wollen wir gelegentlich deutlich zum Ausdruck bringen, daB wir nicht 
£u, sondern die Transformation im friiheren Sinn meinen, so bezeichnen 
wir letztere als einseitig unendliche Laplace-Transformation mit dem 
Funktionalzeichen £1' 

£n ist definiert als lim j: wobei die Grenziibergange WI -+ 00, 

00 

W 2 -+ 00 unabhangig voneinander sind. So wie f in einer rechten H'1lbebene, 
o 0 

konvergiert natiirlich f in einer linken Halbebene. Beide haben ent-
-00 

weder einen Streifen PI < ffi s < P2 gemeinsam, oder sie schlieBen einander 
vollstandig aus (dann existiert £n iiberhaupt nicht), oder ihreKonvergenz
geraden fallen zusammen; dann konvergieren beide auf der ganzen 
Geraden oder in einigen Punkten oder nirgends. Das Konvergenzgebiet 
von £n ist also entweder ein "Konvergenzstreifen" oder eine Gerade 
oder ein Teil einer Geraden. Analoges gilt fiir das Gebiet absoluter 
Konvergenz. - Die £n-Transformation kommt in der Literatur meist 
in der Gestalt vor, die sie durch die Substitution 

e-t=z, F (-log z) = f]> (z) 
annimmt: 

00 

/(s) = f zS-lf]>(z)dz. 
o 

In dieser Form heiBt sie Mellin-Trans/ormation (Naheres in 6.8). 

§ 7. Die Frage der Eineindeutigkeit der Abbildung des L-Raumes 
auf den l-Raum. 

00 

Bei einer Potenzreilie rp (z) = .I an zn bestimmen die Koeffizienten 
n=O 

eindeutig die dargestellte Funktion, letztere aber dank der Taylorschen 

Formel an = Ij!(ff)I(f!L oder der Cauchyschen Formel an = -21 . ! Ij!+(z~ dz 
n. nz zn 

auch eindeutig die Koeffizienten. Bei der £-Transformation bestimmt 
die L-Funktion F (t) wohl eindeutig die l-Funktion / (s), das Umgekehrte 
gilt aber ganz offenkundig nicht. Andert man z. B. F (t) an einzelnen 
Stellen ab, so ist das Laplace-Integral dagegen ganz unempfindlich, 
und / (s) bleibt erhalten. Zu einem / (s) fiihren mithin sicher unendlich 
viele F(t) hin, also ist die Abbildung des l-Raumes auf den L-Raum 

Doetsch, Laplace-Transformation. 3 
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nicht eindeutig. Wir werden nun aber sehen, daB diese Vieldeutigkeit 
sehr harrnloser Natur und ganz leicht zu uberschauen ist. Es wird sich 
nfunlich herausstellen, daB zwei zu derselben l-Funktion gehorige L
Funktionen sich nur urn eine Differenz N (t) unterscheiden konnen, 
deren bestimmtes Integral· mit variabler oberer Grenze identisch ver
schwindet: 

t 

j N(r) do = o. 
o 

Eine solche Funktion wollen wir kurz eine Nulltunktion nennen. Da 
jedes (eigentliche) Riemannsche Integral als Lebesguesches geschrieben 
werden kann, so ergibt sich sofort, daB N (t) hochstens auf einer N ull
menge (Menge vom Lebesgueschen MaBe 0) von 0 verschieden sein 
kann. Naturlich kann bei uns (im Gegensatz zum Lebesgueschen 
Integral) nicht jede Nullmenge als Ausnahmemenge auftreten, da ja 
N (t) im Riemannschen Sinne integrierbar sein muB. - Kennt man 
zu einer l-Funktion eine zugehorige L-Funktion, so kennt man auch 
alle anderen; man erhalt sie durch Addition einer beliebigen Null
funktion. Rechnen wir, wie das in der Lebesgueschen Theorie ublich 
ist, zwei Funktionen, deren Integrale identisch gleich sind, als nicht 
verschieden, so ist die Abbildung durch die S!-Transformation in beiden 
Richtungen eindeutig. 

Befindet sich unter den zu einer l-Funktion gehorigen L-Funktionen 
eine durchweg stetige, oder auch nur eine solche, die an jeder Stelle 
einseitig stetig ist (nach derselben Seite), so ist sie die einzige dieser Art. 
Denn die Differenz zweier zu derselben l-Funktion gehorigen stetigen 
oder auch nur rechtsseitig stetigen L-Funktionen hatte dieselbe Eigen
schaft und ware eine Nullfunktion. Dann muB sie aber identisch ver
schwinden; denn ware sie an einer Stelle to von Null verschieden, z. B. 
positiv, so ware sie gleich in einer ganzen, rechtsseitigen Umgebung 
to -< t -< to + b positiv, also 

t. + 6 to +0 to 

j N(r)dr=j N(r)dr-jN(r)dr>O, 
t. 0 0 

was sich mit ihrer Eigenschaft als Nullfunktion nicht vertragt. 

Beispiel: Zu den beiden L-Funktionen 

{ 0 fUr O-<t< 1 {O fUr O-<t-<1 
Fl (t) = 1 fur t >- 1 F2 (t) = 1 ffir t > 1 

-s 
gehort dieselbe l-Funktion~. Fl ist uberall nach rechts, F2 uberall 

-s 
nach links stetig. So etwas ist also moglich. Dagegen kann man zu _B_ 

S 

keine andere L-Funktion finden, die uberall nach rechts stetig ware, 
als Fl (t). 
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Durch die Forderung, daB F stetig oder durchweg nach rechts oder 
durchweg nach links stetig sein soll *, laBt sieh, falls es uberhaupt ein 
solches F gibt, Eindeutigkeit im strengen Sinn erzielen. 

Beispiel: Die Funktion 

/
ofurt=o 

F (t) = sin + fUr t > ° 
ist eine I-Funktion, denn sie besitzt nur die eine Unstetigkeitsstelle 
t = 0. AuBerdem ist sie eine L-Funktion, denn sie ist beschrankt. Zu 
ihrer I-Funktion kann es aber keine durchweg stetige und auch keine 
nach rechts stetige L-Funktion Fo (t) geben. Denn F (t) - Fo (t) ware 
eine Nullfunktion und fur t > ° nach rechts stetig. Oben wurde aber 
gezeigt, daB eine Nullfunktion an jeder Stelle, wo sie nach rechts stetig 
ist, verschwinden muB. Also k6nnen sieh Fund Fo nur an der Stelle 
t = ° unterscheiden. Nun ist es aber offenbar unm6glich, F (t) durch 
Abanderung des Wertes an der Stelle t = ° nach rechts stetig zu machen. 

Die eingangs ausgesprochene Behauptung ergibt sich aus folgendem 

Satz 1. Verschwindet eine I-Funktion f(s) in einer unendlichen Folge 
von aquidistanten Punkten, die auf einer Parallelen zur reellen Achse 
liegen: 

s = So + n(5 

(so ein Konvergenzpunkt des Laplace-Integrals, (5 > 0, n = 1, 2, ... ), 

so ist iede zugehiirige L-Funktion F (t) eine Nullfunktion 15. 

Bemerkungen: 
1. Die Voraussetzung ist reichlich erfiillt, wenn f(s) in der ganzen 

Konvergenzhalbebene oder auf dem darin liegenden Teil der reellen 
Achse oder einer Parallelen dazu verschwindet. 

2. 1st F (t) eine N ullfunktion N (t), so ergiht sich: 
00 t 100 00 t 

53{F} = f e-stN(t)dt=e- st fN(-r:)d-r: +sf e-S'dtfN(-r:)d-r:=O. 
o 0 0 0 0 

Verschwindet also eine I-Funktion in der arithmetischen Folge So + n(5, 
so ist sie nach unserem Satze uberhaupt = 0. In Wahrheit ist also 
die Voraussetzung des Satzes nicht allgemeiner als die Voraussetzung 
f = 0. Wir werden aber beim Beweis nicht mehr brauchen. V gl. s. 123. 

3. 1st 53 { Fl } = 53 { F 2} im gemeinsamen Konvergenzgebiet oder 
auch nur in einer horizontalen arithmetischen Folge, so ist 53{FI-F2} = 0, 
also Fl (t) - F 2 (t) = N (t). In dieser Form haben wir den Satz oben 
benutzt. 

4. Eine l-Funktion kann sehr wohl unendlich viele aquidistante, 
auf einer Geraden liegende Nullstellen haben, ohne identisch zu 

* 1m letzteren Fall muE naturlich fur den Punkt t = 0, wo die Linksstetigkeit 
nicht zu erfullen ist, Stetigkeit nach rechts verlangt werden. 

3* 
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verschwinden, wenn nur die Gerade nicht der reellen Achse parallel ist. 
So ist z. B. fur 

{
eit fUr 0-<t-<2n 

F(t) = - -
o fiir t> 2n 

2", 

£{F}= e-t(.-i)dt= 1-e . =~~~~ f -2,,(.-i) -2",. 

S-l S-l 
o 

=0 fUr s=-i, ±2i, ±3i, ... 

Beweis von Satz 1: Nach Satz1 [3.2] ist fUr ffis>ffiso: 
00 

1 (s) = (s - so)J e- (s-so)1 (j) (t) dt 
o 

mit 
1 

(j)(t) = Je- SOT F(-r:) d-r:. 
o 

Fur s = So + n a, n = 1, 2, ... ,ist 1 (s) = 0, also 

oder 

Wir setzen 

und erhalten: 

oder 

00 

I(so + na) = na J e-nut(j)(t) dt = 0 
o 

00 

J e-nut(j)(t) dt = O. 
o 

1 

:1 xn-1P(x)dx=0 fUr n=1,2, ... 
o 

1 

JX1tp(x)dx=0 fUr ,u=0,1,2, ... , 
o 

d. h. samtliche "Momente" * der Funktion 'P (x) im Intervall 0 -< x -< 1 
verschwinden. 

Setzen wir 
P(1) = (j)(0) = 0, 'P(O) = lim (j) (t) = 1 (so) , 

1-'>-00 

so ist P (x) im Intervall 0 -< x -< 1 stetig. Wir wollen nun zeigen: 

Sat z 2. Verschwinden samtliche M omente einer stetigen F unktion 'P (x) 
in einem endlichen IntervaU, so verschwindet die Funktion identisch. 

* Denkt man sich die Strecke 0 -< x -< 1 mit einer Masse von der Dichte 'P (x) 
belegt, so stellen die Integrale die aus der Physik bekannten Momente der Masse 
in bezug auf den Nullpunkt dar. 
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Bemerkungen: 
1. Wir werden das hier fUr das Intervall ° -< x -< 1 beweisen, woraus 

es fUr jedes Intervall a ~ y -< b folgt. Setzt man namlich y = 

a + (b - a) x, so ist das !lte Moment im Intervall a -< y:::= b gleich einer 
Summe aus den !l ersten Momenten im Intervall ° -< x:::s 1. Aus dem 
Verschwinden der y-Momente schlief3t man rekursiv auf das der x-Mo
mente und damit auf das Verschwinden der Funktion. 

2. In unserem Fall ist lJ' (x) im allgemeinen komplex, da F (t) und So 
komplex sein konnen. Da aber die Momentenbildung eine lineare Opera
tion ist und daher der Zerlegung von lJ' in einen reellen und imaginaren 
Bestandteil die Zerlegung der Momente entspricht, so genugt es, wenn 
wir lJ' (x) als reell voraussetzen. 

3- Der Satz besagt fUr das sog. "Momentenproblem", das die 
Frage nach der Bestimmbarkeit einer Funktion aus ihren Momenten 
stellt, offenbar folgenden Eindeutigkeitssatz: "Das Momentenproblem 
ist, wenn uberhaupt, so nur dureh eine stetige Funktion losbar." Ohne das 
Wort stetig ist der Satz naturlich falsch. Aber auch bei unendliehem 
Intervall verliert er im allgemeinen seine Richtigkeit. 

4. Man sieht jetzt, warum wir oben nicht gleich 
00 

j(so + na) = J e- nat [e- sot F(t)] dt = ° 
o 

geschrieben, sondern erst (/J (t) eingefUhrt haben. e- sot F (t) braucht 
namlich nicht stetig zu sein, wahrend (/J (t) diese Eigenschaft hat. 

Beweis von Satz 2: Nach dem Weierstraf3schen Approximationssatz 
kann man bei beliebig vorgegebenem (j > ° zu der stetigen Funktion 
lJ' (x) ein Polynom H6 (x) finden, das sich von ihr durchweg urn weniger 
als (j unterscheidet: 

lJ'(x) =H6(X) + (j{}(x) , wo ID(x)[<1. 
Wir multiplizieren diese Gleichung mit lJ'(x) und integrieren von Obis 1: 

1 1 1 

J lJ'2 (x) d x = J H6 (x) lJ' (x) d x + (j J D (x) lJ' (x) d X. 

U 0 U 

Das erste Glied auf der rechten Seite ist eine Summe von Momenten, 
verschwindet also. Aus der ubrig bleibenden Gleichung folgt: 

1 1 

J lJ'2(X) dx:::s (j J 1lJ'(x) I dx. 
U 0 

Ware nun lJ' (x) $ 0, so gabe es eine Stelle und wegen der Stetigkeit 
1 

eine ganze Umgebung, wo lJ'(x) i >0 ist. Es ware also J["II(x) 1=1=0, 
o 

so daB man durch diese Zahl dividieren konnte. Das ergabe die Relation 
1 I 

r5 s J lJ/2 (x) d x: J : If' (x) i d x, 
o 0 
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die der Tatsache widerspricht, daB 15 ganz beliebig > 0 gewahlt werden 
kann. - Es bleibt also nur die Moglichkeit lJl(x) - o. 

1m Fall des Satzes 1 bedeutet das, daB 
t 

W(t) = J e-SoTF(T)dT==O 
o 

ist. Wir behaupten, daB daraus folgt: 
t 

G(t) = JF(T) dT==O. 
o 

Durch verallgemeinerte partielle Integration erhalten wir namlich: 

O==W(t) =e-s,TG(T) It+ soje-S'YG(1') d1', 
o 0 

also t 
G(t) + soes,t J e- sor G(1') dT == o. 

o 
Der zweite Summand ist differenzierbar, weil G stetig ist, also auch der 
erste. Die Differentiation ergibt: 

t 

G' (t) + So {so es,t J e- s, Y G (1') d l' + G (t)} == o. 
o 

N ach der vorhergehenden Gleichung verschwindet die Funktion in { ... } , 
so daB folgt: G' (t) == 0, also G (t) = const. Da aber G (0) = 0 ist, so ergibt 
sich: G (t) == O. 

Wir haben gesehen, daB F (t) eine Nullfunktion und infolgedessen 
f(s) = 0 ist, wenn f(s) in einer horizontalen arithmetischen Folge, z. B. 
in den ganzzahligen Punkten der reellen Achse, verschwindet. Es fragt 
sich, ob man denselben SchluB auch fUr andere Punktfolgen machen 
kann und wie dicht diese liegen mussen. Es gilt nun folgender 

Satz 3. f(s) verschwindet identisch, wenn es in unendlich vielen 
reellen Punkten Vo < VI < V2 < ... verschwindet, die so langsam gegen 00 

00 

wachsen, dafJ ""~. divergiert. (1st ein Vn = 0, so ist es aus der Summe 
~l'n 
n~O 

wegzulassen.) 16 

Diesen Satz kann man auf den vorigen zuruckfUhren. Es solI 
00 00 

f (v,,) = J e- Pn t F (t) d t = J e- (Pn - volt [e- Pot F (t) ] d t = 0 
o 0 

sem (n=0,1,2, ... ). Wir setzen Vn-Vo=,un- Dann ist 

flo = 0 < fll < ,U2 < ... -+ 00 , 
00 

und ""_1_ divergiert. Ferner ergibt die Substitution e- t = x: 
~ p .. 
n~l 

1 

J xPn [Xvo - 1 F(--lg x)] dx = 0 fUr n = 0,1,2, ... 
o 
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Nun gilt aber folgende Erweiterung des WeierstraBschen Approxi-
co 

mationssatzes*: Wenn ~ _1_ divergiert, so kann man jede in 0-<x~1 
~ Ittl 
n=l 

stetige Funktion f{! (x) belie big genau durch lineare Aggregate der Potenzen 
xl'· = 1, xl", xl'" ... approximieren. - Hieraus ergibt sich so fort , daB 
auch fUr jede stetige Funktion f{! (x) 

1 

jf{! (x) [xV'-]F(-lg x)] dx = ° 
o 

ist. Wenden WIr dies speziell auf f{! (x) = xn (n = 0, 1, 2, ... ) an, so 
ergi bt sich: 

1 00 

j xn [X"o-I F(-lg x)] dx = je-(v,+n)t F(t) dt = ° (n =0,1, ... ). 
o 0 

f (s) verschwindet demnach in der arithmetischen Punktreihe s = Vo + n, 
ist also == 0. 

Es gilt auch das Analogon von Satz 1 fur die 5..ln-Transformation. 
Den Beweis k6nnen wir aber erst S. 52 erbringen. 

§ 8. Die Laplace-Transformation als unstetige 
Funktionaltransformation. 

Beschrankt man sich bei den L-Funktionen auf den Raum der Funk
tionen, deren Absolutbetrag im Intervall (0, (0) quadratisch integrierbar 
ist (im Lebesgueschen Sinn), oder allgemeiner auf den Raum der Funk
tionen, fur die 

00 

j i e-aIF(t)i2dt 
o 

bei einem fest en reellen a konvergiert, so kann man den Raum durch 
die Definition 

d (Fv F2) = (!e- 2al i Fdt) - F2 (t) [2 dt) 2 

metrisieren und den Konvergenzbegriff durch die Mittelkonvergenz 
erklaren (vgl. 1. Kapitel, S.4). Die zugeh6rigen l-Funktionen existieren 
samtlich in der Halbebene ffi s > a, weil nach der Cauchy-Schwarzschen 
Ungleichung 

([: e- st F(t)[ dt) 2 = ([I e- (s-a)l. e-at F (t)! dt)9 

co 00 

-< j e- 2 (\lls-a)1 dt j e- 2al !F(t)i2 dt 
o 0 

* Cli. H. MUNTZ: tIber den Approximationssatz von WeierstraB. Schwarz
Festschrift S.303-312. Berlin 1914. 
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ist. Versteht man nun im I-Raum den Konvergenzbegriff im gewohn
lichen Sinn, d. h. In(s) -+ I(s) an jeder einzelnen Stelle s, so ist die ~
Transformation stetig, denn es ist 

Iln(s) - I(s) 12 = 11 e- st [Fn(t) -F(t)] dtl 2 

00 00 

::-5 J e- 2{'J!s - all dt J e- 2at /Fn (t) - F (t}j2 dt 
o 0 
d2 (Fn• F) 

= 2(ffis-a} -+ 0, 

wenn F n im Sinne der Mittelkonvergenz gegen F strebt, d. h. d (F .. , F) -+ 0.
Wir werden nun aber haufig auf L-Funktionen stoBen, die nicht qua
dratisch integrierbar sind, so daB die obige Metrisierung nicht anwendbar 
ist, andererseits werden wir in wichtigen Anwendungen, z. B. bei Rand
wertproblemen (vgl. 19. Kapitel) den Konvergenzbegriff garnicht anders 
als im gewohnlichen Sinn, also jedenfalls nicht im Sinne der Mittel
konvergenz verstehen konnen. Dann ist die ~-Transformation aber 
gewiB keine stetige Funktionaltransformation, wie folgendes Beispiel 
zeigt: Die L-Funktionenschar 

11.' 

FI1.(t)=1p(oc,t)= ex .e-4T (oc>O) 
2v;tt2 

strebt fUr IX -+ 0 gegen die Grenzfunktion F (t) ==c O. Die zugehorigen 
I-Funktionen (vgl. 3.4, Beispiel 9) 

111. (s) = e- lXvs 

streben aber nicht gegen ~ {O} = 0, sondern gegen I (s) == 1. 
Diese Unstetigkeit der ~-Transformation wird bei den Anwendungen 

In der Theorie der Randwertprobleme eine wichtige Rolle spielen. 

4. Kapitel. 

Allgemeine funktionentheoretische Eigenschaften 
der I-Funktionen. 

§ I. Regularitat der l-Funktion. 

In 3.4 haben wir eine Anzahl von I-Funktionen berechnet, die samt
lich in ihrer Konvergenzhalbebene regular ausfielen. Wir werden jetzt 
zeigen, daB dies eine ganz allgemeine Eigenschaft ist. Dazu schicken wir 
einige Betrachtungen voraus. 

1. GleichmaBige Konvergenz des Laplace-Integrals. 

Sat z 1. Wenn das Integral an seiner unteren Grenze ein uneigentliches 
ist, so konvergiert es in ieder H albebene ~ s >- a hinsichtlich dieser Grenze 
gleichma/lig. 
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Denn dort 1st (t >- 0): 
i e- sl i = e- 19I s-< e- at -< e l a I I, 

also 

Ilrsl F (t) dt 1-< e la1e,llF (t) I dt, 
81 El 

und dies kann, unabhangig von s, durch hinreichende Einschrankung 
von e1 und e2 beliebig klein gemacht werden, weil F eine I-Funktion ist. 

Bezuglich der oberen Integralgrenze behaupten wir: 

Sa tz 2. 1st So ein Konvergenzpunkt von £ {F}, so konvergiert das 
Laplace.Jntegral in jedem unendlichen Winkelraum 

?m: larc(s-so)l-<D<-~ 

beziiglich seiner oberen Grenze gleichmii/3ig. 

Ein solcher Winkelraum ?m entsteht, wenn man durch So zwei Strahlen 
zieht, die gegen den Horizontalstrahl nach rechts urn weniger als einen 
rechten Winkel geneigt sind. So kann jeden inneren Punkt der Kon
vergenzhalbebene bedeuten, aber auch jeden Punkt ihrer Randgeraden, 
wo das Laplace-Integral konvergiert. 

Beweis: Wir setzen 
00 

J e-S,T F (i) di = lJI (t). 
1 

Dann kann man zu jedem 8> 0 ein T = T (e) so wahlen, daB 

IlJI(t) I < e fUr t>- T 

ist. Durch verallgemeinerte partielle Integration ergibt sich: 

J~-SI F (t) dt = j~- (5 - s.)t. e- 5,t F (t) dt 

I
W' w, 

= - e- (5-50)/ lJI(t) - (s - So) J e- (s - soli lJI(t) dt, 
WI WI 

also fUr T -< Oh < W 2 : 

1 j~-si F (t) dtl-< e- ",,91(s-s,) ! lJI (W2) 1+ e- w , 9l(s-s) I P(Wl) I 

+ Is _soll;-91(S- so)1 IP(t) I dt 

00 

< e- O),9,(s-s,) e + e- w, 91(s -s,) e + [s - So I e J e- 9\{s-so)1 dt 
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Fig. 1. 

In dem Winkelraum lID ist m (s-so) >- 0, also 
e- w,91(5-50} -<: 1, e- 00.91(5-5.) -< 1, 

ferner 

mithin 
00, 

Is- sol -<_1_ 
m (s - so) = cos {} , 

I e-st F (t) dt -< (2 + _1_) S. 
cos {} 

Aus dieser von s unabhiingigen Abschiitzung folgt die GleichmaBigkeit 
der Konvergenz. 

Satz 3. B {F} konvergiert in iedem beschriinkten, ganz im Innern der 
Konvergenzhalbebene gelegenen Bereich gleichmii/lig (hinsichtlich der oberen 
GrenzeJ17. 

Denn jeder solche Bereich kann in ein Rechteck im Innern der Kon
vergenzhalbebene und dieses wiederum in einen Winkelraum lID ein
geschlossen werden. 

Falls B {F} eine Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, laBt sich 
der Satz in trivialer Weise verallgemeinern: 

Sa tz 4. 1st B {F} in So absolut konvergent, so konvergiert es in der 
H albebene m s >- m So gleichmii/lig (bezuglich der oberen Grenze). 

Beweis: Folgt aus dem Beweis S.15. 
1m Falle IX < 00 ist also B {F} in jeder Halbebene m s >- a> IX gleich

gleichmaBig konvergent: 
Wir behaupten nun allgemein: 

Sa tz 5. 1st B {F} aut einer Geraden m s = a o gleichmii/lig konvergent, 
so ist es auch in der Halbebene m s >- ao gleichmii/lig konvergent. 

Beweis: Fur alle reellen y ist 

lj'e-(G.+iy)tF(t)dtj<e fUr W2>wl>.Q(e). 
I w, 

N ach dem zweiten Mittelwertsatz * ist fUr a > ao 

j'e- (a + iy)t F (t) dt = j'e- (a- a.)t e- (uo+ iy)t F (t) dt 

OJ 

= e-(a-ao)w'j e-(a.+iy)t F (t) dt, 
w, 

* 1st 1 (x) integrabel und k (x) monoton, so gibt es ein ~, a -<~-<b, so daB 

b " b J l(x) k(x) dx = k(a) J l(x) dx + k(b) J l(x) dx 
a a " 

ist. 1st k (x) positiv und monoton abnehmend, so kann man k (b) = 0 setzen, weil 
dadurch die Monotonie von k (x) nicht gest6rt wird. 
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wo W einen gewissen Wert zwischen Wi und W2 bedeutet. Also ist fUr 
a> ao, y belie big reell und W 2 > Wi > Q: 

Il'e- (cr+iy)t F (t) dt/-< t- - (cr-cr,)!J 8 < 8. 

Auf Grund dieses Satzes kann man die "Abszisse y gleichmafJiger 
Konvergenz" des Laplace-Integrals definieren von der Art, daB B {F} 
fUr m s >- a > y gleichmaBig, fUr m s >- a (a < y) aber nicht mehr gleich
maBig (eventuell uberhaupt nicht) konvergiert. (Gibt es keine Halb
ebene, wo B {F} gleichmaBig konvergiert, so ist y = + 00 zu setzen.) 
Nach Satz 4 ist 

{J-<y-<oc. 

Die "H albebene gleichmafJiger Konvergenz" ffi s > y hat einen anderen 
Charakter als die friiher definierten Halbebenen einfacher und absoluter 
Konvergenz. Letztere stellten genau das Gebiet dar, in dem B {F} 
einfach bzw. absolut konvergiert. Das ist bei der Halbebene m s > y 
im allgemeinen nicht der Fall. 1st namlich {J < y, so kann man an die 
Halbebene m s >- a> y z. B. ein Rechteck aus dem Streifen (J < ffi s -< a 
anhangen, worauf B {F} nach Satz 3 auch in dem vergroBerten Bereich 
gleichmaBig konvergent ist. 

Spezialfalle, in denen eine Halbebene gleichmaBiger Konvergenz 
existiert, s. S. 53. 

2. Regularitat der l-Funktion. 

Satz 6. j(s) = B{F} ist im Innern der Konvergenzhalbebene ffis>{J 
regular, d. h. an ieder Stelle im komplexen Sinne beliebig ojt dijjerenzierbar, 
und zwar ist iede Ableitung wieder ein Laplace-Integral: 

00 

j(n) (s) = (-it J e-sttn F (t) dt, 
o 

das durch Dijjerenzieren von B {F} unter dem Integralzeichen entstehtl8• 

Wir geben fUr diesen wichtigen Satz mehrere Beweise. 
Erster Beweis: 1st oc eine beliebige reelle Zahl > 0, so ist die Funktion 

'" ja (s) = J e- st F (t) dt 
o 

in der ganzen Ebene regular (dazu braucht F nicht einmal eine L-Funktion 
zu sein, sondern es genugt, daB F eine I-Funktion ist), und ihre Ableitung 
lautet: a 

j~ (s) = - J e- st tF (t) dt. 
o 

Fur beliebiges komplexes s und h gilt namlich: 

'" '" 
D(h)=ia(S+hl- ta (s) + je-sttF(t)dt= je-st(e-h~-1+t)F(t)dt. 

o 0 
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Nun aber ist 

I c-h~_1 +tl=lht2(~_~+h2_e:.._ ... )1 
2!' 3! 4! . 

-< I h I t2 (' 1 + l!1.:. + I h 12 fA +. . .) 
- i 1! 2! 

= I h I t2 . el hit -< I h I oc2 el h I" . 

Also gibt es zu jedem e > 0 ein ~, so daB 

Ic-h~_1 + t/ < e fUr !h! < ~ und o-<t-<oc 

ist. Fur diese h gilt 

" I D (h) l-<el!RsilX e J IF (t) I dt. 
o 

Hieraus folgt D (h) -)- 0 fur h -'>- O. 
Wendet man das Ergebnis auf I~ (s) an, so ergibt sieh, daB aueh I~ (s) 

in der ganzen Ebene reguHir ist [dies folgt schon aus der Regularitat 
von fa. (s)] und daB 

" 
I~' (s) =J e- st t2 F(t)dt, 

o 
ebenso allgemein 

" I~) (s) = (-1)" Je- st t" F (t) dt 
o 

ist. Nach Satz 3 strebt I" (s) in jedem innerhalb der Konvergenzhalbebene 
liegenden Rechteek R gleichmaBig gegen I(s). Wir wenden nun folgende 
Erweiterung des WeierstraBsehen Doppelreihensatzes * an: Der reelle 
Parameter oc wachse stetig oder unstetig gegen 00, jede der Funktionen 
I,,(s) sei regular in einem Gebiet** @, die I,,(s) sollen fUr oc-'>-oo in @ 

gleiehmaBig gegen eine Grenzfunktion t (s) streben. Dann gilt: 
1. 1 (s) ist in @ regular; 
2. die Ableitung I~n)(s) (n=1,2, ... ) strebt fur oc-,>-oo gegeneine 

Grenzfunktion, und zwar gegen I(n) (s) ; 
3. diese Konvergenz ist gleichmaBig in jedem in @ liegenden Bereich. 
Naeh diesem Satz ist 1 (s) im Reehteek R regular, und 1(") (s) hat den 

in der Behauptung angegebenen Wert. Da sich jeder Punkt der Kon
vt>rgenzhalbebene in ein solches Reehteek einsehlieBen laBt, ist der 
Satz allgemein bewiesen. 

* CH. J. DE LA VALLEE POUSSIN: Sur les applications de la notion de con
vergence uniforme dans la theorie des fonctions d'une variable complexe. Ann. 
Soc. Scientif. Brux. 17, Teil 2 (1893) S.324. 

** Eine zusammenhangende. offene Punktmenge nennen wir ein Gebict. die 
aus einem Gebiet einschlieBlich Randpunkte bestehende abgeschlossene Punkt
menge einen Bereich. 
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Bemerkung: Fur den Beweis der Regularitat von I(s) Mtte auch der 
gewohnliche WeierstraBsche Satz (oc = 1, 2, ... ) ausgereicht, nicht aber 
fUr den Beweis der Formel fUr t(n)(s). 

Zweiter Beweis (ohne Benutzung funktionentheoretischer Hilfsmittel): 
Es sei s ein beliebiger Punkt im Innern der Konvergenzhalbebene, also 
'iRs> fJ. Wir setzen ffis-fJ = 3 ~ und bezeichnen den reellen Punkt 
fJ + ~ mit so. Dann ist nach Satz 1 [3.2J in der dortigen Bezeichnungsweise: 

00 

t (s) = (s - so) J e-(s-so)tifJ (t) dt. 
o 

Wir werden zeigen, daB sich dieser Ausdruck unter dem Integralzeichen 
differenzieren laBt: 

00 00 

f' (s) = Je-(S -so)1 ifJ (t) dt - (s-so) J e-(s -So)1 tifJ (t) dt = rp (s). 
o 0 

Dazu wahlen wir einen Punkt s + h mit I hi < ~; dann ist 
00 

t (s + h) = (s + h-so) Je-(s+h-So)lifJ (t) dt 
und 0 

D (h) = t (s + h1- t (s) _rp (s) 

00 00 

= f e- (s -so)1 (e- ht -1) ifJ (t) dt + f e- (5-s")1 (~!'~~~ + t) ifJ (t) dt. 
o 0 

ifJ (t) ist beschrankt: 1 ifJ I < M (s. S. 16), die vorkommenden Integrale 
sind daher absolut konvergent, und es ist 

00 00 

ID (h) 1< fe- w le-hl - 1 1 Mdt + Is-so If e- 2 t;1 le-h~-1 + tiM dt. 
o 0 

1m erst en Integral verwenden wir die Abschatzung: 

Ie- h t _ 11 = _ h; + h2 ;2 _ h3 ~3 + ... 1-< I hit (1 + l!:J.! + I hl 2 t2 + ... ) 
1. 2. 3. . 1! 2! 

= hltelhlt-<lhltet;l, 

im zweiten das Ergebnis von S. 44: 

1 e- h; -1 + t 1-< 1 h 1 t2 elkl t -<! h 1 t2 et;t. 

Das liefert: 
00 00 

1 D (h) I -< I hiM J e- r; ltd t + I h II s - So 1 M J e- t; tt2 d t , 
o 0 

woraus D (h) ->- 0 fUr' I h 1-.. 0 folgt. 
Nun haben wir den Ausdruck fUr f' (s) noch auf den in unserem 

Satz genannten zuruckzufUhren. Da nach der Regel der verallgemeinerten 
partiellen Integration 

I I t 

J[ifJ (7:) + ie-SoT F (r)J dr = JifJ (r) dr + [rifJ (7:)J~- JifJ (r) dr = tifJ (t) 
o 0 0 
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ist, so ergibt sich, wiederum nach dieser Regel: 

j' (s) = Je- (s - SoJ t tfJ (t) dt+e- (s -SoJ t t tfJ (t)loo - Je- (s - sol t [tfJ (t) +e-s,t F (t)] dt. 
000 

Weil wegen !tfJl < M und ffi(s-so) > 0 
e- (5 - Sol t t tfJ (t) -+ 0 fur t -+ 00 , 

folgt das gewunschte Resultat. 
Da man hierbei gefunden hat, daB das Laplace-Integral 

00 

j'(s) =-J e-sttF(t) dt 
o 

fUr ffi s > f3 existiert, so kann man hierauf die gefundene obige Differen
tiationsregel anwenden und gelangt damit zu den h6heren Ableitungen. 

Analog wie bei den Potenzreihen ist zu unterscheiden zwischen 
dem Laplace-Integral und der dadurch dargestellten Funktion f(s). Es 
kann, wie Beispiel 11 von 3.4 zeigte, vorkommen, daB die Konvergenz
halbebene von £ {F} der naturliche Existenzbereich von f (s) ist. 
f (s) kann aber wie in den Beispielen 1-10 auch noch uber die Konvergenz
halbebene hinaus regular sein. Wahrend jedoch bei Potenzreihen stets 
mindestens ein singularer Punkt auf dem Rand des Konvergenzkreises 
liegt, braucht bei Dirichletschen Reihen und Laplace-Integra1en 
weder auf der Konvergenzgeraden noch in beliebiger Nahe von ihr eine 
singulare Stelle vorzukommen, so daB f(s) in einer noch gr6Beren Halb
ebene oder sogar der ganzen Ebene regular ist 19. 

Der Satz 6 zeigt, daB die £-Transformation jede L-Funktion F (t), 
die nur fUr reeUe t > 0 definiert zu sein braucht und gewisse Inte
grabilitatseigenschaften hat, in eine reguliire Funktion f (s) uberfuhrt, 
d. h. in eine Funktion, die ganz scharfen Bedingungen genugt und uber 
die sich weitgehende Aussagen machen lassen. Diese Tatsache laBt 
sich zu vielen wichtigen Anwendungen ausnutzen, z. B. so: Wenn eine 
regulare Funktion in einem Winkelraum gewissen Wachstumsbeschran
kungen unterliegt, so kann man schon auf ihr Verschwinden schlieBen 
(Satze yom Phragmen-Lindel6fschen Typ). Hat nun F eine Eigenschaft, 
aus der jene Wacpstumsbeschrankung fiir f (s) folgt, so muB f (s) == 0, 
damit aber nach dem Eindeutigkeitssatz auch F (t) = ° sein, wenn es 
stetig ist. Beispiele dieser SchluBart werden wir spater kennenlernen, 
wenn uns noch weitere Hilfsmittel zur Verfiigung stehen (siehe 6.9) 20. 

§ 2. Verhalten bei Annaherung an einen Konvergenzpunkt. 

1st So ein Punkt im Innern der Konvergenzhalbebene, so ist die 
Funktion f(s) dort regular, also stetig, so daB f(s) -+ f(so) fUr zweidimen
sionale Annaherung von s an so. Liegt aber So auf der Konvergenzgeraden, 
so versagt diese SchluBweise, weil f (s) in So nicht regular zu sein braucht 
und unter Umstanden nur in einer "einseitigen" Umgebung von So 
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einen Sinn hat. Wir konnen nun keineswegs zeigen, daB I(s) -+ I (so), 
wenn s aus dieser einseitigen Umgebung gegen So wandert, sondern 
erhalten in Analogie zu dem Abelschen Stetigkeitssatz fUr Potenzreihen 
in seiner Stolzschen Verallgemeinerung * nur folgendes eingeschrankte 
Resultat: 

Satz 1. 1st I (s) = £ {F} im Punkte So konvergent, so strebt I (s) 

gegen I (so), wenn s innerhalb des W inkelraums ~: I arc (s - so) I ::,,;;; -0 < ~ 
zweidimensional gegen So strebt. 

Beweis: Nach Satz 2 [4.1J ist £{F} in dem Winkelraum gleichmaBig 
konvergent, man kann also zu e > 0 ein T > 0 so bestimmen, daB fur 
alle s aus ~ 

00 

f e-st F (t)dt < i-
T 

und auBerdem 
co 

frsotF(t)dt <i-
T 

T 

ist. Ferner ist Je- si F(t) dt eine ganze Funktion (s. S.43), also in So 
o 

stetig, so daB man ein !5 > 0 so finden kann, daB 
T T 

fe-st F(t) dt-fe-sot F(t) dt 

o 0 

ausfallt. Dann ist aber 

<~ 
3 fUr alle Is-sol <!5 

I T . T co 00 I II (s)-/(so) I = J e- st F (t) dt-J e-sotF (t) dt + J e-st F (t) dt-Je-sot F (t) dt 
o 0 T T 

-< I[e- st F(t) dt-fe-sot F(t) dtl + Ii~-st F(t) dtl + If-sot F(t) dt 1< e 

fUr alle s, die zugleich in ~ und im Kreis I s - So I <!5 liegen. 

Anwendungen. 
00 co 

1. Wenn J F(l) dt divergiert, so kann trotzdem Je-st F(t) dt fUr 
o 0 

s > 0 konvergieren und fur s -+ 0 einen Grenzwert 1 haben. Hierauf 
griindet sich eine Summabilitiitstheorie fiirdivergente Integrale, die der 
Abel-Poissonschen Summation von divergenten Reihen entspricht: 

co 
* Diese lautet: Wenn eine Potenzreihe 91 (z) =.2 a,.z" in einem Punkte Zo des 

n=O 
Konvergenzkreises konvergiert, so strebt 91 (z) gegen 91·(zo) , wenn z innerhalb des 
zwischen zwei inzo endigenden Sehnen des Konvergenzkreises liegenden Winkelraums 
gegen Zo strebt. 
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00 00 

Wenn .I a" divergiert, .I an zn aber fUr i z I < 1 konvergiert und fUr 
n=O 1,=0 

00 

z -+ 1 den Grenzwert l hat, so sagt man, .I a" sei nach Abel-Poisson 
n=O 00 

zum Werte l summierbar. Analog wird man im obigen Fall j F (t) dt 
o 

summierbar nach Abel-Poisson nennen. Der Satz 1 liefert dann den 
sog. Konsistenz- oder Permanenzsatz dieses Verfahrens: Er sagt aus, 

00 

daB, wenn jF(t) dt konvergiert, das Abel-Poissonsche Verfahren an
o 

wendbar ist und den alten Integralwert ergibt. 
00 

2. Wenn jF (t) dt konvergiert, so kommt es manchmal vor, daB 
o 00 

dieser Wert schwierig zu berechnen ist, daB dagegen lim je-51 F(t) dt 
s-+o 0 

ziemlich leicht erhalten werden kann. Ais Beispiel erwahnen wir den 
Fall der Besselschen Funktion 

00 

~ (-1)" (t )2" 
fo(t) = ~ (n!)2 "2 . 

n=O 

Wie wir spater (12.4.2) zeigen werden, verhalt sich fo (t) fUr groBe positive 
00 

t wie ~cos (t-~), also ist ! fo(t)dt konvergent. Durch gliedweises 
o 

Integrieren der Reihe laBt sich dieser Wert aber nicht erhalten. Dagegen 
kann man, wie aus Hilfssatz 1 (Anhang) hervorgeht, Q {F}, wenigstens 
fUr s > 1, durch gliedweise Anwendung bekommen: 

Nun ist aber 

(- 1)" (2n)! (- 1)" 
---- = -- ·1 ·3· 5 ... (2 n-1) 

n! 2" 2nn! n! 2" 

=1=.+)( -f) ... (~~) =(- ~), 
n! n 

also 

OO( 1) 1 
Q{fo(t)} = t.. ~ -2 (s-2)1l=~(1+s-2)-2=~, 

s ~ n s i1+S2 
u=o 

wobei unter der Wurzel der Hauptzweig zu verstehen ist. Dies ist zunachst 
fUr s > 1 bewiesen, gilt aber wegen der Regularitat von Q {fo} im ganzen 
Konvergenzgebiet ms > o. Da Q {fo} fur s = 0 konvergiert, kann man 
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nach Satz 1 den Wert durch den Grenzubergang s -+ ° erhalten und 
bekommt so: 00 

J Jo(t) dt = 1. 
o 

Dieselbe Methode ist bei den Besselschen Funktionen J. (t) anwendbar. 
DaB Satz 1 nicht umkehrbar ist, d. h. daB aus der Existenz von 

lim 53 {F} nicht die Existenz von 53 {F} fur So folgt, zeigt das Beispiel 
s---+so 

F(t) _ sin t, 
1 

I(s) = 53{F}=S2+1 fUrffis>O. 
00 

lim I (s) existiert, aber 53 {sin t} fUr s = 0, d. h. J sin t d t existiert nicht. 
5_0 0 

§ 3. Verhalten bei Annaherung an s = 00. 

Satz 1. 1st So ein Konvergenzpunkt, so strebt I(s) gleichmiifJig gegen 0, 

wenn s innerhalb des W inkelraums )ill: I arc (s - so) I ~ {) < ~ gegen 00 

strebt. Insbesondere konvergiert also I (s)gegen ° aul fedem Strahl, der 

mit der reel/en Achse einen Winkel IX mit IIX 1< ~ bildet. 

Beweis: Wir schreiben 
Tl T2 00 

I(s) = Je- si F (t) dt + Je- si F(t) dt + Je- si F(t) dt 
o T, T, 

und wahlen Tl so klein, daB (Satz 1 [4.1 J) 

I T, I 
l/e-SIF(t)dt <; 

T2 so graB, daB (Satz 2 [4.1J) 

Ile-stF(t)dt 
Ii 

< 3 fUr alle s in )ill; 

und schlieBlich a > ° so graB, daB 

IJ:-stF(t)dtl-<e-uTljiF(t)ldt<; fUr ffis>-a 
Tl Tl 

ist. Dann ist 
I I (s) 1< e fUr alle s in)ill mit ffi s >- a. 

Satz 2. 1st 53{F} lur s = So konvergent, so ist I(s) in fedem Winkel

raum )ill: I arc (s - so) [ -< {) < ~ beschriinkt. 

Dies ergibt sich sofort aus dem vorigen Satz, kann aber auch so 
bewiesen werden: 

Doetsch, Laplace-Transformation. 4 
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Nach Satz 1 [3.2J ist fUr ffis > ffiso 
00 

I(s) = (s-so)je- (s-solt(j'J(t) dt, 
o 

wo 
I 

(j'J(t)=je-soTF(r)dr und 1(j'J(t)I<M 
o 

ist. Also ergibt sich: 
00 

I/(s)I<I's-s Ije-iR(S-So)IMdt=M is-soi -<~. 
o ffi~-~ ~D 

o 
Fur ein 2 {F}, das eine Halbebene gleichmaBiger Konvergenz 

besitzt, laBt sich bedeutend mehr aussagen, namlich daB I(s), grob 
gesprochen, nicht bloB nach rechts, sondem auch nach oben und unten 
gegen ° strebt. Dazu schicken wir einen Satz voraus, der eine Erweiterung 
des bekannten Riemannschen Lemmas darstellt. Wir beweisen ihn gleich 
in einem Umfang, wie wir ihn spater auch noch brauchen werden. 

Sat z 3. Die F unktion F (t) sei im I ntervall ° -< To -< t -< Tl eigentlich 
integrabel, mit eventueller Ausnahme von endlich vielen Stetten, wo ste 
uneigentlich absolut integrabel sei *. Dann strebt (x und y reell) 

T, 

I(y) =je- iYI [e-XIF(t)Jdt 
T. 

lur I y ! ->- 00 gegen 0, gleichmafJig in x >- (1, WO (1 beliebig ist. 

Das Riemannsche Lemma entspricht dem Fall, daB x = 0, F eigent
lich integrabel ist und y nur durch ganzzahlige Werte gegen 00 strebt. 
(I(y) stellt dann die Fourier-Konstanten von F dar.) 

. Beweis: Es ist zu zeigen, daB I (y) fur hinreichend groBe I y I beliebig 
klein ist. Dabei lassen sich die Stellen uneigentlicher Integrabilitat 
von vomherein dadurch unschadlich machen, daB man sie in so kleine 
Intervalle if> ... , ip einschlieBt, daB der. auf diese bezugliche Integral
anteil beliebig klein wird; das geht, denn es ist 

IiI + /. +i~-iYI [e- xl F (t)J dt 1-:+ . .1+ i
p
e- xl IF (t)1 dt-<e 1u1 :: + .. L i)F (t)ldt, 

und die Schranke ist klein, wenn i l + ... + ip klein ist. 

Wir k6nnen also ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit F als 
eigentlich integrabel und uberdies als reell annehmen. Wir zerlegen das 
Intervall To -< t -< Tl in die Teilintervalle <'lv ... , <'In und bezeichnen die 
untere und obere Grenze von F (t) in <'l. mit m. bzw. M.; im ganzen 
Intervall sei IF (t)l-< M. Da es nur auf die groBen y ankommt, set zen 

* Das solI bedeuten, daB Fin jedem abgeschlossenen Teilintervall, das keinen 
der Ausnahmepunkte enthalt, eigentlich integrabel ist und daB /1 F (t) I d t einen 
limes hat, wenn eine Integralgrenze gegen einen der Ausnahmepunkte strebt. 
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Wlr y =F 0 voraus und erhalten: 

" I(y) =.I J e-(x+iy)t [mv + (F(t)-m.)] dt 
v=l6" 

n _ (~+ i y) tin 
= ~m e . + ~fe-(X+iy)t(F(t)-m)dt 
~ • -(x+~y) iJ. ~ • , 
.=1 .=16" 

also fUr X::: a: 

wobei wir den Buchstaben b. gleich zur Bezeichnung der Lange von b. 

benutzt haben. Die vorkommende Summe ist ( bis auf den Faktor Tl ~ To ) 

die "durchschnittliche Schwankung" von F im Intervall (To, TIl, die 
man, da F im Riemannschen Sinn integrabel ist, durch hinlangliche 
Verfeinerung der In tervallzerlegung belie big klein machen kann. Wir 
wahlen bei vorgegebenem e > 0 die Zerlegung so, daB 

" 
eiul Tl~ (M.-m.) b. < ~ . 

• =1 

Dadurch liegt n fest, und man kann nun ein Y > 0 so bestimmen, daB 

Ii <-
2 

fur 1 y 1 >-- Y ist. Dann ist unabhangig von x 

II(y)j < e fUr 1 YI >-- Y. 
Satz 4. Wenn £{F} lilr ats = a gleichmafJig konvergiert*, so strebt 

I (s) lilr 1 ~ s 1-+ 00 gleichmafJig in at s >-- a gegen 0, also insbesondere aul 
jeder Vertikalgeraden at s = const nach oben und unten gegen O. 

Beweis: Wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz hinsichtlich 
der oberen Grenze k6nnen wir Tl so bestimmen, daB 

00 I 

f e - s t F (t) dt 1< ~ fUr at s ~ a 
T, 

ist. Setzen wir femer s = x + i y, so k6nnen Wlr nach Satz 3 em Y so 
festlegen, daB 

J:-StF(t)dt =IJ:-iYt[e-x1F(t)]dt < ~ fUr Iyl>-Y, x>-a 
o 0 

ist. Dann ist 

iYl>- Y, x>-a. 

'" Dann konvergiert es nach Satz 5 [4.1J auch fiir ffis >- a gleichmaJ3ig. 

4* 
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Bemerkungen: 

1. Satz und Beweis gelten offenbar auch, wenn die GleichmaBig
keit der Konvergenz von £ {F} fUr m s >- a in endlich vielen Punkten 
der Grenzgeraden m s = a gestort ist, d. h. wenn £ {F} nur in der Halb
ebene, aus der man beliebig kleine Umgebungen dieser Punkte heraus
geschnitten hat, gleichmaBig konvergiert. Denn beim Beweis kann man 
sich von vornherein auf die Punkte mit groBerem ~ s = y beschranken. 

2. Satz 4 liefert, auf ein festes m s = x angewandt, eine Ausdehnung 
des Riemannschen Lemmas auf ein Integral mit unendlichem Intervall 
fUr den Fail, daB dieses fur aile yoder auch nur fUr aile hinreichend 
groBen y gleichmaBig konvergiert. 

Satz 5. 1st fJ die Konvergenzabszisse von £ {F}, so ist, s = x + i y 
gesetzt, in ieder H albebene x >- fJ + 8 (8 > 0 beliebig klein) gleichma/3ig in x: 

f (s) = 0 (I y [) fur 1 y 1-* CXl. 

Beweis: Da, wenn wir So = fJ + ..!!.. setzen, in dem Winkelraum jffi: 
2 

arc (s - so) 1 -< ~ sowieso f (s) -* 0 gilt, so brauchen wir die Behauptung 

nur fUr den Restteil ~ der Halbebene x >- fJ + 8 zu beweisen. N ach 
Satz 1 [3.2J ist 

00 

f(s) = (s-so)je-(S-So)t rI>(t) dt, 
o 

wo das Integral fUr s = fJ + 8 absolut, also fur x >- fJ + 8 gleichmaBig 
konvergiert (Satz 4 [4.1J). Nach Satz 4 ist dort gleichmaBig in x: 

00 

je-(S-So)t rI>(t)dt= 0(1) fUr Iy I-*CXl; 
o 

femer ist in ~s: 

also 
Is - So 1-< 21 y [. 

Folglich gilt in ~, gleichmaBig in x: 

l(s)=o(lyl)· 
Bemerkung. Eine Vergroberung des Satzes lautet: Fur x>- fJ + 8 

ist I (s) = 0 (I s /) fUr s -+ CXl. 
Wir sind jetzt in der Lage, den Eindeutigkeitssatz fur die zweiseitig 

unendliche Laplace-Transformation zu beweisen. 
Sa tz 6. Wenn I (s) = £u {F}in dem Streifen fJl < x < fJ2 (s = X + i y) 

verschwindet, so ist F eine Nulliunktion. 
00 

Beweis: 11 (s) = j e- st F (t) dt ist nach Satz 6 [4.1] fUr x> fJl regular 
o 

und nach Satz 5 ist 
11 (s) = 0 (I s [) fUr x> fJl + 8. 
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- 00 

Ebenso ist 12 (s) = f e- st F (t) dt fur x < fJ2 regular und 
o 

12(s)=o(lsl) fur X<fJ2-S. 

Da in dem Streifen fJI < x < fJ2 

l(s)=O, also II(s)=/2(s) 

53 

ist, so laBt sich 11 (s) in die ganze Ebene analytisch fortsetzen und ist 
dort 0 (! s I). N ach der Cauchyschen Koeffizientenabschatzung ist· dann 
aber 11 (s) = const und wegen 11 (s) -+ 0 fur s -+ + 00 (Satz 1 [4.2]) 
11 (s) = O. N ach Satz 1 [3.7] folgt hieraus: 

t 

fF(-r)d-r-O fUr t>o. 
o 

Analog ergibt sich 12 (s) = 0 und hieraus 
t 

fF{-r} d-r = 0 fUr t< O. 
o 

FaIle, in denen eme Halbebene gleichmaBiger Konvergenz 
existiert. 

1. Wenn 5! {F} eine Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, siehe 
Satz 4 [4.1J. 

2. Wenn F positiv und lur t >- T monoton abnehmend ist. Strebt 
dabei F gegen 0 lur t -+ 00, so ist die Konvergenz von 5! {F} gleichmiif3ig 
lur ffi s >- 0 mit eventueller A usnahme eines beliebig kleinen Gebietes um s = 0 ; 
strebt F gegen einen Wert I > 0, so ist sie es bei beliebig kleinem (f > 0 
lur ffi s >- (f. 

Beweis: Setzen wir s = x + i y, so ist, wenn von vornherein T -< WI < W 2 

und x:>- 0 angenommen wird, nach dem zweiten Mittelwertsatz der 
Integralrechnung (s. FuBnote S. 42): 

We. WI 

f e- st F (t) dt = f e- xt (cos y t-i sin y t) F (t) dt 

w' 00" 

= e-xwlF (WI) f cos Y t dt- i e- XW , F (WI) f sin y t dt, 

wo w' und w" gewisse Werte zwischen WI und W 2 sind. Fut I y I> 0 ist 
folglich: 

w, 

i e-stF(t}dt -<2e- xw'F(WI) I~I . 

Strebt nun F (t) gegen 0 fur t -+ 00, so kann man fUr aile x >- 0 und alle 
I y 1 :>- Y, wo Y eine beliebig kleine Zahl > 0 ist, diese Abschlitzung gleich
maBig beliebig klein machen, d. h. 5! {F} konvergiert in den beiden 
Viertelebenen x >- 0, 1 y 1 >- Y gleichmaBig. In dem Streifen x >- (f > 0, 
1 y 1< Y konvergiert aber 5! {F} sicher gleichmaBig, da er in einen 
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Winkelraum, der von einem Konvergenzpunkt ausstrahlt, eingefaBt 
werden kann (Satz 2 [4.1J). Die GleichmaBigkeit der Konvergenz ist 
also in der Halbebene ffi s >- 0 mit Ausnahme einer beliebig kleinen 
Umgebung von s = 0 gesichert. 2 {F} strebt also (s. Bemerkung 1 zu 
Satz 4) fur 1 ~ s 1-7 00 gleichmaBig in ffi s >- 0 gegen o. - In s = 0 braucht 

£ {F} uberhaupt nicht zu konvergieren; Beispiel: F (t) = 1 ~ t. 1st aber 

s = 0 ein Konvergenzpunkt, so ist 2 {F} fiir ffi s >- 0 absolut, also gewiB 
gleichmaBig konvergent. - Strebt dagegen F (t) gegen einen Grenzwert 
I> 0, so ist F (WI) beschrankt, und man kann die Abschatzung des 

Integrals j'e- s t F (t) d t fur aile x >- (f > 0 und aile 1 y 1 >- Y > 0 gleichmaBig 

klein ma~hen. Der Streifen x >- (f, I y 1< Y kann, da 2 {F} offenbar fUr 
ffi s > 0 konvergiert, wie vorhin angefugt werden. 

3. Wenn F fur t>o differenzierbar ist und 2{F'} eine Halbebene 
gleichmafJiger Konvergenz besitzt (also z. B. wenn es eine Halbebene 
absoluter Konvergenz besitzt). Genauer: Es sei 2{F'} fur ffis>-(f>-o 
gleichmafJig konvergent. Bei (f> 0 ist dann 2 {F} fur ffi s >- (f gleichmafJig 
konvergent. Strebt im Falle (f = 0 die Funktion F (t) gegen 0 fur t -700, 

so ist 2 {F} fur ~{s >- 0 mit eventueller A usnahme einer beliebig kle~nen 
Umgebung von s = 0 gleichmafJig konvergent. 

Beweis: Durch partieile Integration ergibt sich: 

I le-stF(t)dtl= e-SCIJ'F(Wl)-;e-SW'F(W2) ++ j'e-stF' (t)dtl 

001 rot 

-<rhje-9tswIIF(Wl) I +e- 9tSCIJ, IF(W2) 1+ Z"e-st F'(t) dtil· 

Fur ffi s >- (f > 0 ist also 

1 ,-" F (t) dt ~ : 1,-.. , IF (w,) I + ,-'~ IF ("'0 j + 1"-" F' It) dt II 
Nun werden wir in Satz 1 [8.3J zeigen, daB, wenn 2 {F'} fur s = (f > 0 
konvergiert, F(t) = 0 (eat) ist. Un sere Abschatzung laBt sich also fUr aile 
hinreichend graBen W1> W 2 unabhangig von s beliebig klein machen. -
1st dagegen (f = 0, so beschranken wir uns auf 1 s 1 >- (! > 0, ffi s 2-. 0 
und erhalten: 

j'e- st F (t) dtl-< ~ j [F (WI) I + IF (W2) 1+ j'e- st F' (t) dtll· 

Wegen der in diesem Fall zusatzlich gemachten Voraussetzung F -70 
ergibt sich auch hier die Behauptung. 
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Die GroBenordnung Dirichletscher Reihen. 

Satz 7. Die Dirichletsche Reihe (1) von S. 28 habe die Konvergenz
abszisse 'Yj. Dann ist, s = x + i y gesetzt, gleichma/lig in x >- a > 'Yj fiir 
wachsendes 1 y 1 : 

rp (s) = 0 (lylp1. 
Beweis: Offenbar genugt es anzunehmen, daB rp(s) kein abso

lutes Glied enthalt, also A.o> 0 ist. Dann ist in der Bezeichnungs
weise von S. 29: 

A (t) = 0 fUr 0 -< t < A.o 

und folglich fUr lR s > Max ('Yj, 0): 
00 

rp (s) = s J e- st A (t) dt; 
J·o 

dieses Integral ist absolut konvergent. Nun ist fur lR s >- ao > Max ('Yj, 0): 

II· je- st A (t) dt 1 = 1 je- (s - Go)t e- Got A (t) dt 1-< e- ('Jls - GoP'oj e- Got I A (t) I dt, 
Ao A, ).0 

mithin 
I rp (s) 1-< const 1 s 1 e- ('Jl s - Go)).o. 

.. n 
Also ist z. B. in dem Winkelraum m3 von der Offnung 2 und mit 

ao als Scheitel rp (s) -+ 0 (im ailgemeinen Fall rp (s) -+ Absolutglied), 
woraus folgt, daB rp (s) in m3 beschrankt ist. 
(In der Theorie der Dirichletschen Reihen 
schlieBt man das analog zu Satz 2 aus der 
GleichmaBigkeit der Reihenkonvergenz in m3.) 
Wir wahlen nun 'Yj < a < ao und betrachten den 
von der Halbebene lR s >- a nach Wegnahme 
von m3 ubrigbleibenden Teil )S. Dort ist 

00 

rp(s) =sJ e-stA (t)dt fUr 'Yj>-O, 
o 

00 

Fig. 2. 

rp (s) == rp (0) + s J e- st [A (t) -rp (0)] dt fUr 'Yj < 0 
o 
00 

und in beiden Fallen J -+ 0 fUr I y 1-+ =, gleichmaBig III x (Satz 4). 
o 

Ferner ist in )S fUr aIle hinreichend groBen 1 y I 

lsi < lxl + IYI < 21yI + lyl =0 (jyl), 
also rp (s) = 0 (I y I) gleichmaBig in x. Fur innerhalb m3 wachsendes 1 y list 
nach dem obigen rp (s) = 0 (1), so daB fur aile x >- a gleichmaBig die 
Relation rp (s) = 0 (I y I) gilt. 
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§ 4. Die Beschranktheitshalbebene. 

Wir betrachten die durch B {F} dargestellte Funktion I (s) in ihrem 
gesamten Regularitatsbereich, also nicht nur in der Halbebene m s > p. 
Es kann sein, daB I (s) in einer Halbebene m s >- a beschrankt ist, z. B. 
wenn a ein Punkt absoluter Konvergenz von B {F} ist: 

II (s) I = Ije- (s-a)1 e- al F (t) dt /-< je- (91s-a)~-at iF (t) I dt-<J e- al IF (t) Idt. 
o 0 0 

Dasselbe gilt, wenn B {F} fiir m s >- a gleichmaBig konvergiert, wie sich 
sofort aus den Satzen 1 [4-3 J und 4 [4.3 J ergibt. - Wir k6nnen nun 
allgemein die "Beschranktheitsabszisse" ft von I (s) als untere Grenze 
der a definieren, fiir die 

I I (s) I < M = M (a) bei m s >- a 

ist. Nach dem obigen ist 
ft-<y-<rx. 

1st eine regulare Funktion auf dem Rand eines im Endlichen liegenden 
Bereichs beschrankt, so liegt sie bekanntlich im Innem unter derselben 
Schranke. Erstreckt sich der Bereich aber ins Unendliche, so gilt der 
Satz nicht (Beispiel: e'in der Halbebene ms>-O). WeiB man jedocp., 
daB die Funktion bei wachsendem I s I nicht allzu stark ansteigt, dann ist 
der SchluB wieder richtig. So lautet einer der in diesem Ideenkreis 
fundamentalen Satze von E. Phragmen und E. LindelOf * : 

Lemma 1. I (s) sei regular in einem Winkelraum der Offnung 2rx -< 2n 
mit dem Scheitel So' Auf den Begrenzungsgeraden sei 1 I (s) 1-< M, wahrend 
im Innem bei wachsendem I s-so I = r fUr jedes beliebig kleine e > 0 die 
Abschatzung 

I (s) = 0 Cor ta.) 
bekannt sein solI. Dann ist in Wahrheit sogar im ganzen Winkelraum 
I/(s)[-<M. 

Wir wollen nun aus diesem Satz einen anderen allgemein-funktionen
theoretischen Satz ableiten, der sich denjenigen Funktionen I (s), die 
durch analytische Fortsetzung aus einem B {F} entstanden sind und 
fUr die ja bekannt ist, daB sie in jedem Winkelraum jill beschrankt 
bleiben (Satz 2 [4-3J), besonders gut anpaBt. 

Lemma 2. Es werde s = x + i y gesetzt. I (s) sei in der Halbebene 
x >- a regular und erfiille dort folgende Bedingungen: 

1.1/(s)I-<M auf x=a. 

2. I (s) = 0 (e IY1k) gleichmaBig in x> a mit k > 2. 

* E. LINDELOF U. E. PHRAGMEN: Sur une extension d'un principe classique 
de l'analyse et sur quelques proprietes des fonctions monogenes dans Ie voisinage 
d'un point singulier. Acta Math. 31 (1908) S. 381-406 [S.385-387]. 



§ 4. Die Bescbranktheitshalbebene. 57 

3· II (s) 1-< Ml im Winkelraum W: !arc (s-a) 1-<1}, wobei 
k-2n n. 
-k- 2 < 1} < 2 sem solI. 

Dann ist II (s) I-<M in der ganzen Halbebene x>-a 22• 

Beweis: Jeder der beiden Restwinkelraume, die durch Herausnahme 

von W aus der Halbebene entstehen, hat einen Offnungswinkel ; -1}. 

Auf den Schenkeln ist I(s) nach 1. und 3. beschrankt, und zwar, da wir 
Ml >- M annehmen durfen, I I (s) 1-< M1 ; im Innern ist 

I (s) = 0 (eld) = 0 (erk), 
da Iyl-<r= Is-al ist. Nach der Annahme unter 3. ist aber 

k< __ n_ 
~-{} , 
2 

also fUr jedes noch so kleine positive e von einer Stelle an 
" 

mithin 

I (s) = 0 C" ~-: .? ) • 

Nach Lemma 1 ist daher in beiden Restwinkelraumen II (s) 1-< Ml> 
folglich I(s) in der ganzen Halbebene beschrankt. Wenden wir nun 
Lemma 1 nochmals und zwar auf die Halbebene x >- a an (es durfte 
dabei sogar I(s) =0 (e") im Innern sein), so ergibt sich I/(s)I-<M. 

Diesen Satz wollen wir nun speziell fur ein I(s) ausnutzen, das durch 
analytische Fortsetzung aus einem 2 {F} entstanden ist. 

Satz 1. 2 {F} habe die Konvergenzabszisse [J. Die durch 2 {F} 
delinierte regulare Funktion soU sich in die Halbebene x >- a (a -< [J) 
analytisch lortsetzen lassen und lolgende Bedingungen erluUen: 

1. I (s) -<M aul x = a, 

2. I (s) = 0 (e IYlk) gleichma/3ig lur x > a, wobei k 
eine leste, aber beliebig gro/3e Zahl ist*. Dann ist 
:/(s) I-<M in der ganzen Halbebene x>-a. 

Beweis: In jedem Winkelraum W: I arc (s - a) I 
-< 1} < ~ ist I (s) beschrankt. Denn wahlen wir 
- 2 

ein reelles ao in der Konvergenzhalbebene und 
einen Winkelraum I arc (5 - ao) I -< 1}0, wobei 

1} < 1}0 < ~ sein solI, so ist I (s) darin beschrankt 
2 

Fig. 3. 

(Satz 2 [4-3J), also erst recht in dem darin liegenden Teil von W. 
In dem endlichen Restbereich aber ist I (s) selbstverstandlich beschrankt. 

* Man kann sagen: f (s) ist in x> a beziiglich y von endlicher Exponential
ordnung. 
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FUr unser f(s) sind also die Voraussetzungen von Lemma 2 fur jedes 

{} < ; erfullt. k -;; 2 darf daher beliebig nahe an 1 liegen, d. h. k kann 

belie big graB sein. 

Satz 2. 1st f(s) = B{F} auf einer Vertikalen im Innern der Konver
genzhalbebene besehriinkt, so liegt f (s) reehts davon unter derselben Sehranke. 

Der Beweis ergibt sich, indem man die durch Satz 5 [4.3] gelieferte 
Abschatzung heranzieht und Satz 1 anwendet. 

Kon vexi ta tseigenschaften. 

In der Beschranktsheitshalbebene konnen wie auf f (s) den folgenden, 
allgemein-funktionentheoretischen Satz anwenden: 

Dreigeradensa tz *. f (s) sei in dem Streifen 111 ~ X ~ 112 regular und 
beschrankt. M (x) bezeichne die hiemach endliche obere Grenze von If (s) [ 
auf der Geraden ffi s = x. 1st dann 111 -<: Xl < x2 < xa -<: 112 , so gilt 

M (X2)X3-X, -<:M (xl)X'-x, M (xa)X,-X, 

oder (falls nicht f (s) identisch 0 ist): 

Xl log M (Xl) 1 
x 2 log M (x2) 1 >- 0, 
xa log M (xa) 1 

d. h. log M (x) ist eine konvexe Funktion von x. 
Satz 3. Fiil' eine dureh ein B {F} definierte Funktion f(s) ist in der 

ganzen Besehranktheitshalbebene log M (x) eine konvexe Funktion von x**. 

Besitzt B {F} eine Halbebene absoluter Konvergenz, so ist dort auf 
der Geraden ffi s = X 

l[e- sl F (t) dt I-<[e- xt F (t) dt. 

Da die rechte Seite fur X -+ 00 gegen 0 strebt, so gilt dasselbe fur M (xl. 
Fur eine la-Funktion ist daher 10gM (x) -+ -00 fUr x -+ 00. 10gM (x) ist 
also nicht nur konvex, sondem, wie man leicht sieht, auch monoton 
abnehmend. Das gleiche gilt" fur M (x). 

Sat z 4. 1st F positiv, so ist in der Konvergenzhalbebene log f (x) fiir 
reelle x eine konvexe Funktion *** 23. 

* G. DOETSCH: Uber die obere Grenze des absoluten Betrages einer ana
lytischen Funktion auf Geraden. Math. Z. 8 (1920) S.237-240. 

** Ubrigens ist dann M (x) selbst auch konvex, aber die Konvexitat von 
log 111 (x) besagt viel mehr. So ist z. B. die Funktion x 2 konvex, log x 2 = 2 log I xi 
aber nicht. 

*** DaB im Faile F >- 0 die Funktion t (x) selbst konvex ist, ist trivial, denn 
es ist 00 

t" (x) = fe- xl t2F(t) dt >- O. 
o 
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Denn fur ffi s = x ist 
co 

12s{F}I-<je-xtF(t)dt= 2x{F}, 
o 

also M(x) =/(x). 
Beispiel: Nach S.25 ist 

2 {1p (x, t)} = 2sl~~ :: I = e-xy'S 
2Vn {2 

(x> 0). 

Die Funktion e- xvs ist konvex, aber sogar ihr Logarithmus: - x -vs . 
§ 5. Existenz einer· Singularitat auf der Konvergenzgeraden 

bei positiver L-Funktion. 

Bei Potenzreihen zieht die Positivitat der Koeffizienten die Singu
laritat des positiven Punktes des Konvergenzkreises nach sich 24. Ganz 
entsprechend gilt: 

Sat z 1. 1st von einer Stelle T 0>- 0 an 

F (t) 2::: 0, 

so ist der reelle Punkt der Konvergenzgeraden, d. h. die Konvergenzabszisse 
p (+ ± (0) eine singulare Stelle der Funktion I(s) = 2 {F}25. 

Bemerkung: Diese singulare Stelle kann eine isolierte sein, wie 

bei 2 { 1} = ~, oder eine nichtisolierte, wie im Beispiel 11 in 3.4; aber 
s 

auch eine Verzweigungsstelle, wie bei 2 {1p (x, t)} = e- .<ji:', oder eine Stelle, 
bei der eine Verzweigung und eine Singularitat vorliegt, wie bei 

x' 

oder 

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, 
daB F (t) durchweg 2::: 0 ist. Denn es ist 

00 T 00 

j e- st F (t) dt = j e- st F (t) dt +/e- si F (t) dt, 
o 0 

und der erste Summand ist eine ganze Funktion (S. 43), kann also bei 
Feststellung der Singularitaten im Endlichen auBer Betracht bleiben, 

00 

wahrend im zweiten Summanden, der auch als j e- sl F (t) d t mit F (t) = 0 
. 0 

fiir 0 -< t -< T geschrieben werden kann, F (t) 0>- 0 ist. - Angenommen, 
I (s) ware in s = fJ regular. Dann lieBe es sich an einer reellen Stelle 
s = fJ + p (p > 0) in eine Potenzreihe entwickeln: 

00 

I(s) = ~ j<nl (!!+ P) (s-fJ _P)", 
n=O 
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die noch in einer links von {3, hinreichend nahe gelegenen Stelle 
s = {3 - q (q > 0) konvergieren wiirde: 

00 

1({3-q) = ~ f(n)(~tP) (-q-P)". 
n=O 

Nun ist fiir 'iJt s > {3: 
00 

I(n) (s) = (-1)" j e- st tn F (t) dt, 
o 

folglich 
00 00 

1({3-q) = L: t:! J e-(P+P)t t" F(t) (q + P)"dt. 
,,=0 0 

Alle vorkommenden GraBen sind positiv, also kann man nach dem 
Hilfssatz 1 (Anhang) Summe und Integral vertauschen: 

00 00 

I ({3-q) = J e-(P+P)tF(t) ~ (t(q~/))ndt 
o n=O 

00 

= j e-(P+P)t F(t) e(q+P)t dt 
o 

00 

= je-(P-q)tF(t)dt. 
o 

2 {F} ware also entgegen der Voraussetzung noch links von {3 konvergent. 
Dieser Satz laBt sich leicht folgendermaBen verallgemeinern: 

Sa tz 2. 1st F (t) komplex: F (t) = Fl (t) + i F2 (t), und ist 

Fl (t) >- 0, 

haben lerner 'I (s) = 2 {F} und 11 (s) = 2 {Fl} dieselbe Konvergenzabszisse 
{3 (=1= ± (0), so ist der reelle Punkt der Konvergenzgeraden eine singulare 
Stelle der Funktion I (s) 26. 

Beweis: 1st I(s) in s={3 regular, so gilt dasselbe fiir 11(s) [und auch 
fiir 12 (s) = 2 {F2}, weil F2 der Realteil von - i F istJ. Denn ist fUr 
I s-{31 < e: 

00 

l(s)=,Ic.(s-{3)", c.=C~+iC~/, 
.=0 

so ist fiir reelle s: 
00 

11 (s) = 'iJt I (s) = ,I c~ (s - {3)", .= 0 

und diese Reihe konvergiert mindestens fUr Is - {31 < e; also stimmt 11 (s) 
mit ihr in Is - {31 < e iiberein und ist dort regular. - N ach dem vorigen 
Satz kann aber 11 (s) in s = {3 nicht regular sein. Also gilt dasselbe fUr I (s). 
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Eine leichte Folgerung hieraus ist der folgende 
Sat z 3. Geh6ren die Werte von F (t) einem W inkelraum der komplexen 

Ebene mit einer Ojjnung <:n an, so ist der reelle Punkt fJ der Konvergenz
geraden ein singularer Punkt von j(s) = £ {F}27. 

Beweis: Man kann annehmen, daJ3 der Winkelraum die positive 
reelle Achse zur Winkelhalbierenden hat, da man sonst diesen Fall durch 
Multiplikation von F (t) mit einer komplexen Konstanten, wodurch an 
den Singularitaten von j (s) nichts geandert wird, erreichen kann. Wird 
dann F = Fl + i F2 gesetzt, so ist 

'F. I 
Fl :0- 0 , .l]!- -< Moder Fl :0- M I F2i . 

1 

Die Konvergenzabszisse von £{ F1 } ist demnach mindestens gleich der 
von £{iF2i} und also auch mindestens gleich der von £{F2}' Wenigstens 
eine der Konvergenzabszissen von £ {F]} und £ {F2} muJ3 aber gleich fJ 
sein, und keine kann groJ3er als fJ ausfallen. Also hat £{ F1} die Konver
genzabszisse fJ, und wir befinden uns in den Voraussetzungen des vorigen 
Satzes. 

00 

5. Kapitel. 

Die im Unendlichen reguHiren l-Funktionen. 
§ 1. Die L-Funktionen yom Exponentialtypus 28. 

Wendet man formal die Laplace-Transformation auf die Reihe 

2: :~ tn, die dazu naturlich fur aIle t > 0 konvergieren, also eine 
n=O 
ganze Funktion F (t) darstellen muJ3, gliedweise an, so erh~lt man die 

00 

Reihe !2 s:~ l' Wenn diese wirklich irgendwo und damit im ganzen 
n~O . 

AuJ3eren eines Kreises konvergiert, so stellt .sie eine im Unendlichen 
regulare Funktion dar. Wir werden sehen, daJ3 dies dann und nur dann 
der Fall ist, wenn es zu der ganzen Funktion F (t) eine Konstante a> 0 
gibt, so daJ3 F(t)e- altl in der ganzen t-Ebene beschrankt bleibt: 

IF (t) i < A ealtl • 

Da dann bei e > 0 fUr aIle hinreichend groJ3en I t I 
IF (t) i < e(a + e) It I 

ist, so folgt, daJ3 in der bekannten Pringsheimschen Terminologie * F (t) 
hochstens dem Normaltypus a der Ordnimg 1 angehort. Statt dessen 
sagen wir kurzer, F (t) sei vom E xponentialtYP$ts 29. 

Wir beweisen nun die obige Behauptung, ohne uns zunachst darum 
zu kummern, ob wirklich j (s) = £ {F} ist 30. 

* A. PRINGSHEIM: Vorlesungen tiber Funktionenlehre II 2, S. 721. Leipzig 
und Berlin 1932. 
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Sat z 1. N otwendig und hinreichend datiir, dafJ die Reihe 
00 

I(s) = "" ~ ~ sn+1 
1~= 0 

nicht liir alle s divergiert, sondern einen endlichen Konvergenzradius e 
besitzt, ist, dafJ die mit denselben Konstanten a" gebildete Reihe 

00 

F (t) = "" an t" 
~ n! 

eine ganzeFunktion vomExponentialtypus darstellt . .,.- Wird das Maximum 
von IF (t)1 fur It 1-< r mit M (r) bezeichnet, so ist 

(1) li-:- logM(r) 
m =e, 

r.....,..oo r 

d. h. Fist genau vom N ormaltypus e der Ordnung 1. 
00 

Beweis: a) Notwenc1igkeit. Hat "" ~1 den endlichen Konvergenz
~ sn+ 
n~O 

radius e, so ist nach der Cauchy-Hadamardschen Formel 

iim'Vlanl = e; 
also gibt es zu 8 > 0 ein N, so daB fUr n > N 

janl < (e + 8)", 
oder auch ein A > 0, so daB fUr alle n 

I a" I < A (e + 8)" 
00 

ist. Dann wird aber "" an tn majorisiert durch die Reihe 
~ n! 
n~O 

konvergiert also fiir alle t und stellt eine ganze Funktion F (t) dar. 
Ferner ist 
(2) IF (t) I -< A e(Q + 'lItl . 
Mithin ist F (t) vom ExponentiaItypus. 

00 

b) HinIanglichkeit. Es sei F(t) = ""an tn eine ganze Funktion und 
..::;.; n! 

o 
F (t) I < A e" Itl. Dann ist nach der Cauchyschen Koeffizienten-
abschatzung: lanl M(r) 

---<--. 
n! - rn 

Da bekanntlich der Wert M (r) von IF (t) I in einem Punkt der Peri
pherie : t I = r angenommen wird, so ist M (r) < A ear, also 
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Hierin kann r jede beliebige positive Zahl bedeuten. Wir denken uns 

zu jedem n ein bestimmtes r gewahlt, namlich r =~. Dann erhalten wir 
a 

la"I<A 

also 

V-I -I "j-A e VnT 
Ian <al -n-' 

Der Logarithmus der rechten Seite ist 

log a + ~ log A + 1 + ~ log n! -log n, 
n n 

und auf Grund der trivialen Abschatzung 

logn! = nlogn-n + o(n) 
weiter gleich 

log a + ~ log A + 0 (1) = log a + 0 (1) . 
n 

Also ist 

e=lim'Vlanl-<a. 

Nun beweisen wir noch die Formel (1). Aus der unter a) bewiesenen 
Formel (2) folgt 

M (r) -< A e(11 + e) r 

oder 
log M (1') -< log A + 0 + e, 

l' l' ~ 

also, da e beliebig nahe an 0 gewahlt werden kann: 

1-;- log M (r) -< 
1m =e. 

r""-7OO r 

Andererseits haben wir unter b) bewiesen, daB 

e-<a 

ist, wo a jede Zahl> 0 bedeuten kann, die die Eigenschaft hat, daB 
F (t) e- a Itl' beschrankt bleibt, oder, was dasselbe ist: 

M(r) <A ~r. 

Wegen log M(r) < log A + a ist die untere Grenze dieser a gleich lim log M (2. 
l' l' r-+oo r 

Also muB 
-< 1-;- log M (r) e= lm----

r-;-.oo r 

sein. Mit dem vorigen Ergebnis zusammen liefert das die behauptete 
Gleichung. 
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00 

Satz 2. 1st F(t) =2!fff tn vom Exponentialtypus, kat also f(s) = 
00 n=O 

"'" an etnen endlicken Konvergenzradius e, so ist fUr ffi s > Q: 
~ s,,+l 
n~O 

00 

f(s) = B{F} = fe- 51 F(t) dt, 
o 

d. k. f (s) lafJt sick in der Halbebene, deren Begrenzungsgerade den Kon
vergenzkreis rechts berUhrt, durck ein Integral darstellen. - Umgekekrt 
lafJt sick aber auck F(t), und zwar fUr iedes t, durck ein Integral iiber f(s) 
ausdrUcken: 

F(t) = _1_. Ids f(s) ds, 
2n~ 

wo der Integrationsweg ieder im positiven Sinn durcklaufene Kreis 
[ s i = e + e > e (oder eine aquivalente K urve) sein kann. 

Bemerkung: 
1. 1m vorliegenden Fall laBt sich also die B-Transformation "um

kehren" in dem Sinn, daB man einen expliziten Ausdruck angeben kann, 
der F aus f zu berechnen gestattet. Wir werden spater sehen, daB die 
Formel einen durch die Einfachheit der vorliegenden Verhaltniss~ be· 
dingten Spezialfall einer allgemeineren Umkehrformel darstellt (6. Kapitel). 

2. Man beachte, daB f (s) nicht jede beliebige im .AuBeren eines Kreises 
regulare Funktion sein darf, sondern daB wegen des Fehlens eines 

00 

absoluten Gliedes in der Reihe ""' ~ der Wert f (=) gleich 0 sein muB . .L.J s" + 
o 

Wir wissen ja in der Tat (Satz 1 [4.3J), daB jede l-Funktion fUr s-+= 
in einem Winkelraum )ill gegen 0 strebt. 1st sie also im Unendlichen 
regular, so muB f(=) = 0 sein, und f(s) muB sogar bei beliebiger An
naherung an s = = gegen 0 streben. 

3. In den beiden in Satz 2 auffretenden Klassen von Funktionen 
F (t) bzw. f (s) haben wir zwei Teilbereiche des L- bzw. l-Raumes vor uns, 
die einander genau entsprechen und von denen sich jeder einzeln durch 
innere (funktionentheoretische) Eigenschaften charakterisieren laBt. Wir 
werden spater die Klasse der ganzen Funktionen F (t) vom Exponential
typ als den LO-Raum, die Klasse der im Unendlichen regularen und dort 
verschwindenden Funktionen als lO-Raum bezeichnen. 

Beweis: a) Da nach Formel (2) im Beweis von Satz 1 
IF (t) I < A e(Q + e) III 

ist, so konvergiert B {F} fUr ffi s > fl, und zwar ist nach dem Hilfssatz 1 
(Anhang) : 

00 00 00 00 oc 00 

! e- si F (t) dt =!e- Sf "'" an tn dt = "'" ~_!e-sl tn dt = """' ~. 
~ n! 4 n! 4J sn + 1 

o 0 n=O ,,~O 0 ,,~O 
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b) Fiir den Integrationsweg I s I = e + e > e ist bei beliebigem 
komplexen t: 

00 00 ts 

_1_. J d s I(s) ds = _1_. Jets ""' a+" 1 ds = ~an-21 .J '~+1 ds, 
2:n; z 2:n; z ~ sn ~:n; Z 5 

n=O n=O 

weil die Reihe fiir I(s) langs des Weges gleichmaJ3ig konvergiert. Nach 
Cauchy ist 

Aus Satz 1 und 2 folgt: 
Satz 3. Notwendig und hinreichend dafur, dap eine Funktion f(s) 

fur I s I > e einschlieplich s = = analytisch ist, auf I s I = e mindestens 
eine Sing~tlaritat besitzt und in s = = verschwindet, ist die Existenz einer 
ganzen Funktion F (t) vom N ormaltypus e der Ordnung 1, vermittels deren 
sich I (s) fur ffi s > e als Laplace-Integral 

00 

f(s) = f e- st F(t) dt 
o 

darstellen lapt. F (t) erhalt man aus I (s) durch das Integral 

F (t) = _1_. Jets I (s) ds, 
2 :n;z 

00 00 

erstreckt uber I s I =e + e (e > 0). 1st f (s) = ~ 5::1' so ist F (t) =,2 :1 tn. 
n=O n=O 

Kann speziell e beliebig klein sein, so ist I (s) iiberall auJ3er in s = 0 
analytisch. Der Satz lautet dann: 

Sat z 4. N otwendig und hinreichend dafur, dap eine F unktion in der 
ganzen Ebene einschlieplich = nur die einzige Singularitat s = 0 hat 
und in s = = verschwindet, ist die Existenz ei';'er ganzen Funktion F (t) 
vom M inimaltypus der Ordnung 1: . 

IF (t) I < A eeltl fur jedes B > 0, 

vermittels deren sich f(s) lur ffis > 0 als Laplace-Integral darstellen lapt. 
Dieser Satzist das Analogon zu dem bekannten Satz iiber Potenz

reihen: Notwendig und hinreichend dafiir, daJ3 eine Funktion f(z) in 
der ganzen Ebene einschliel3lich = nur die einzige Singularitat z = 1 

hat (anders ausgedriickt: daJ3 sie eine ganze Funktion von _1_ ist) 
1-z 

und fiir z = 0 verschwindet, ist, daJ3 es zu den Koeffizienten ihrer Potenz-
00 

reihe f (z) = .I Cn zn eine ganze Funktion C (z) vom lVIinimaltypus der 
11-=1 

Ordnung 1 gibt mit C (n) = Cn (n = 1, 2, .. ,) 31, 

Doetsch, Laplace-Transformation. 
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§ 2. Analytische Fortsetzung der I-Funktion durch Drehung 
des Integrationsweges in der t-Ebene. 

Bisher war in B {F} der Integrationsweg stets die reelle Achse von 
Obis 00. Wir werden sehen, daB in dem jetzt behandelten Spezialfall 
dieser Integrationsweg urn den Nullpunkt der komplexen t-Ebene ge
dreht werden kann, daB dabei die Konvergenzhalbebene in der s-Ebene 
ebenfalls rotiert, und daB wir so die analytische Fortsetzung von j(s) 
in dem gr6Bten der Natur der Sache nach zu erwartenden Gebiet erhalten, 
namlich in dem Teil des Existenzbereiches, der durch Halbebenen aus
gefegt werden kann. 

Da F eine ganze Funktion ist, so ist jeder Strahl von 0 aus, der mit 
der positiven reellen Achse einen Winkel rp bildet (kurz: Strahl in der 
Richtung rp), als Integrationsweg denkbar; es fragt sich nur, ob und 
wo das so verallgemeinerte B-Integral, das wir dann mit 

co ('1') 

B('P){F} = J e- st F(t) dt 
o 

bezeichnen, konvergiert. In dieser Hinsicht beweisen wir vorlaufig 
folgenden Satz, den wir in § 3 auf seine bestm6gliche Form bringen werden: 

Sa tz 1. Das Integral B('P) {F} konvergiert in einer Halbebene, deren 
Begrenzungsgerade auj der Richtung - rp senkrecht steht, und zwar reicht 
diese H albebene mindestens bis an den f{ onvergenzkreis I s I = (! von j (s) 
!teran. Das Integral stellt dort eine reguliire Funktion, und zwar nichts 
anderes als ein Element von j (s) dar. 

Beweis: In dem Integral k6nnen wir t = r ei'P mit reellem r setzen 
und erhalten 

co 

B('P){F} =ei'P je-i'PsrF (rei'P) dr. 
o 

Nach dem uber B-Integrale mit reellem Integrationsweg Bekannten 
konvergiert dies genau fur die
jenigen Zahlen ei'P s, die eine 
Halbebene mit vertikaler Begren
zung ausmachen; die entspre
chenden Zahlen s gehen hieraus 
durch Multiplikation mit e-i'P, 
d. h. durch eine Schwenkung 
urn - rp, hervor. Da ferner 

t-Ebene 

Fig. 4. IF (t) I < A ere + s) r 

ist, so konvergiert das Integral, sogar absolut, wenigstens fUr ffi (ei'P s) > 
(! + e, also, da e > 0 beliebig klein sein kann, auch fUr 

ffi(ei'Ps) >(!. 

Das ist eine Halbebene, deren Begrenzungsgerade den Kreis yom 
Radius (! beruhrt und senkrecht zur Richtung - rp steht. 
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Jedes Integral £(9') {F} stellt eine regulare Funktion dar. Wir be
traehten die Integrale tiber zwei versehiedene Riehtungen 'PI und 'P2' fur 
welche die den I\;reis I s I = e beruhrenden Halbebenen ~I und ~2' wo 
die Integrale sieher konvergieren, noeh einen Teil gemeinsam haben, d. h. ° < 'P2- CPI <:n:, und behaupten, daB sie dureh analytisehe Fortsetzung 
zusammenhangen. Sind TI und T2 zwei Punkte auf den Integrations
strahlen mit gleiehem Abstand R von 0, so ist naeh dem Cauehy-
sehen Satz: 

T, T, T, 
.! e-stF(t)dt- J e-s/F(t) =.! e-stF(t)dt, 
o 0 T, 

wobei die Integrale links geradlinig, das reehts entlang dem Kreisbogen 
vom Radius R zu erstreeken sind. Wir be
traehten nun eine Punktmenge in der s-Ebene, 
die sieher zu beiden Halbebenen ~I und ~2 
gehOrt, namlich die Winkelhalbierende w ihrer 
Begrenzungsgeraden. Fur sie ist 

arc s = _ 'PI + 'P2 , 
2 

[ s I cos 'PI ~ 'P2 > e . 

Da auf dem Kreisbogen der t-Ebene vom 

w 

Fig. 5. 

Radius R: t = R ei 9' mit CPI -<:. cP -<:. CP2 ist, so gilt, wenn der Punkt s auf w 
liegt, in dem Integral auf der reehten Seite: 

( 
. ( 9', + 9', + )) ( 

ffi(st) =ffi [s[Re' - -2 - 9' = IsjReoscp- 1£.1_1'P2 )>-ls[Reos5t'2~J?l; 
ferner ist 

_ R (151 COS 9', - 9'. _ Q - e) 
= A (CP2-CPI) R e 2 • 

Fur diejenigen s auf w, fUr die der Koeffizient von -R im Expo
nenten positiv ist, strebt die reehte Seite mit waehsendem R gegen 0, 
also ist 

T2 Tl 

5:\(9',) {F} = lim J = lim J = £(9',) {F} 
IT,I -+ 00 0 IT,I -+ 00 0 

fUr diese s und somit, da e beliebig klein sein kann, fUr alle s auf w. -
Weil £(9',) und £(9',) auf einem Strahl ubereinstimmen, stellen sie die 
Elemente einer und derselben Funktion und zwar offenbar von t (s) dar, 
da dieses ja mit 5:\(0) ubereinstimmt 32. 

5* 
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Anwendungen. 

Sat z 2. 1st die ganze F unktion F (t) vom E xponentialtypus: 
IF (t) I < A e" Itl, und periodisch: 

F (t + w) = F (t) (w eine teste komplexe Zahl =l= 0). 

so ist F (t) ein Exponentialpolynom: 
+ N n!!!..U 

F(t) = ~ c"e w 

wobei N = [ I~I: ] 33. 

1t=-N 

Beweis: Wir bilden .2 {F} langs des Strahles dUTCh w: 
00 (arcw) 00 (k + 1) w 00 (k + 1) ro 

/(s)= J e-stF(t)dt=~ J e-stF(t)dt=~ J e-stF(t-kw)dt. 
o k=O kw k=o kw 

Die Substitution t - k w = u ergibt: 
00 w w 

/(s) = ~ e- kws J e- SU F(u) du = 1 _:-;;;s J e- slt F(u) duo 
\(=0 0 0 

en 

Jist eine ganze Funktion (das ist in 4.1 nUT fur reeiles w bewiesen, 
o 
gilt aber offenbar auch fur komplexes); 1 - e- ws hat die unendlich vielen 

einfachen Nuilstellen s = n ~ i, n = 0, ± 1, ... , also hat / (s) hochstens 
w 

diese Punkte zu einfachen Polen. Nun ist aber /(s) sicher auBerhalb des 
Kreises vom Radius a urn s = ° regular (s. Beweis b) zu Satz 1 [5.1]), 
kann also hochstens die endlich vielen Pole 

Pi = 0, ± 1, ... , ± N 

besitzen, wo 

ist. Also ist 
N C 

/(s) = ~ s_nn2 :/T, i +g(s), 
1J=-N OJ 

wo g(s) eine ganze Funktion ist (gewisse der cn konnen noch ver
schwinden). Nun ist aber / (=) = 0, also 1/ (s) 1< 1 auBerhalb eines 

hinreichend groBen Kreises. Ebenso ist I" =~ N I <'1 fliT aile hinreichend 

groBen lsi. Also ist /g (s)! < 2 auBerhalb eines gewissen Kreises. Inner
halb dieses Kreises ist g(s) gewiB beschrankt, also ist es in der ganzen 
Ebene beschrankt. Folglich ist nach dem Liouvilleschen Satz g (s) 
= const und zwar = ° wegen g(s) --+ ° fUr [sl--+=. Aus 

N c" 
/ (s) = ~ --2n. 

~ s-n-~ 
,,=-N W 
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folgt aber die Behauptung, da zu _1_ die einzige reguHire L-Funktion 
S-C/. 

eat gehort. 

Aus diesem Satz ergibt sich leicht 34 

Sat z 3. Die einzigen ganzen F unktionen F (t) vom E xponentialtyp mit 

F(2n) (0) =0, F(2n) (1) =0 (n>-O) 

sind die endlichen sin-Polynome 
N 

F (t) = ,I an sin n n t . 
n=l 

Beweis: Schreibt man fUr F die Taylorentwicklung mit dem Mittel
punkt t = ° bzw. t = 1 an, so erkennt man, daB F urn ° bzw. 1 herum 
eine ungerade Funktion ist: 

F(-t) =-F(t), F(1-t) =-F(1 +t). 

Ersetzen wir in der zweiten Gleichung t durch 1 + t, so steht da: 
F ( - t) = - F (2 + t). Mit der erst en zusammengenommen, ergibt das: 
F (2 + t) = F (t). Die Funktion hat also die Periode 2, mithin nach dem 
vorigen Sa tz die Gestalt 

+N 
F (t) = ,I Cn e'Hdt. 

n=-N 

Addiert man hierzu die Gleichung 
+N 

F(t) =-F(-t) =- ,I cne-nnit, 
n=-N 

so folgt: 
+N N 

F(t) =i ,I cnsinnnt=i,I (cn-c_n)sinnnt. 
n= -N n,=l 

Analog beweist man 

Sa tz 4. Die einzigen ganzen Funktionen F (tX vom Exponentialtyp mit 

F(2n+l) (0) =0, F(2n) (1) =0 (n>-O) 

sind die endlichen cos-Polynome 
N 

F(t) = ~ bncos (2n + 1) ~ t. 
n=O 

Die Verwendbarkeit von B(<p) beim Beweis funktionentheoretischer 
Satze zeigen wir an folgendem Beispiel: 

Sat z 5. F (t) sei eine ganze F unktion und 

!F (t) 1< C1 e£ It I lur I arc t I < IX < ~ und jedes noch so kleine B > 0, 

iF(t)I<C2 lur 1X<larctl-<n. 

Dann ist F (t) eine Konstante. 
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Beweis: l(s)=~{F} ist auBerhalb Isl=8 regular, also, da 8 be
liebig klein sein kann, in der ganzen Ebene mit Ausnahme von s = 0, 
und laBt sich durch 

00('1') 

~(cp){F}= J e-stF(t)dt 
o 

berechnen fUr ffi (e i 'I' s) > 0 (vgl. S. 66). Wenn arc s = {} gesetzt wird, 
so kann cp so gewahlt werden: 

n n 
-{}- 2 <CP<-{}+2· 

Ist nun oc -< 1 {} 1-< n, so wahlen wir cp = - {}. Dann ist 

also 

00 

I(s) = J e-lslrF(re-i8)dr, 
o 

00 

I/(s)l-<c2 j e-Islrdr= ~i· 
o 

Ist dagegen 1 {} 1 < oc, so wahlen wir 

cp=-{}-oc 

cp = -{} + oc 

fUr {} >- 0, 

fUr {} < o. 

(Diese Werte sind erlaubt, denn es ist Icp + {}I = oc < ~ ; hier wird die 

Voraussetzung oc < ~ gebraucht.) Dann befinden wir uns wieder bei der 

Integration in dem Gebiet der Beschranktheit von Fund bekommen: 
00 

J if} i(-{-:Fa) ( i(-~'fa))· 
I(s)= e- ls1e re F re 2 dr 

o 
00 

also 

00 C2 cos ( f =t= ex) C2 

I/(s)l:::<je-lslrcos(!=t=oc)C2 dr= [51 -<FT" 
o 

Mithin ist durchweg II (s) 1-< ~21. Da 1 (s) im Unendlichen verschwindet, 

so ist s 1 (s) in der ganzen Ebene einschlieBlich 00 auBer eventuel1 in 
s = 0 regular, und in der Umgebung dieses Punktes gilt: ! s 1 (s) I::s; C2• 

Dann ist aber nach dem Satz von Riemann s 1 (s) auch an der Stelle 
s = 0 regular definierbar, so daB s 1 (s) in der ganzen Ebene einschlieB
lich 00 regular, mithin nach dem Satz von Liouville eine Konstante c 

ist. Aus 1 (s) = ~ folgt aber F (t) = c. s 
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Verallgemeinerung fur L-Funktionen, die in einem 
Winkelraum regular sind. 

71 

Man erkennt unmittelbar, daB die Ergebnisse im Anfang dieses Para
graphen auf Funktionen F (t) verallgemeinert werden k6nnen, die in einem 
Winkelraum or. < arc t < {3 mit eventueller Ausnahme von t = 0 und 
t = 00 regular sind, wenn F (t) langs jedes Strahles nach t = 0 hinein 
absolut integrabel ist und der Abschatzung 

IF (t) ! < A ea I t I fUr I t I > 1 (a> 0) 

genugt. j(s)=B{F} ist in Isl>a, or.-~<arcs<{3+~ regular 

(dieses Gebiet kann, wenn (3 - or. > n ist, auf einer Riemannschen Flache 
liegen) und wird durch 

(Xl ('1') (Xl . 

j e-stF(t)dt= j e-se''PrF(rei'P)ei'Pdr (or.<gJ<{3) 
o 0 

jeweils fur m (s ei'P) > a dargestellt. Alle diese Integrale sind analytische 
Fortsetzungen voneinander 35. 

Das Arbeiten mit diesem allgemeineren Fall kommt beim Beweise 
des folgenden Satzes vor, in dem Satz 5 als Spezialfall enthalten ist. 

Sa tz 6. if> (z) sei eine ganze Funktion und geniige den Abschiitzungen: 

!if>(z)[<CleIZjk jilr [arczl<or.<n, wo k>O und kor.< ~ ist; 

!if>(z)[<C2 jilr or.-<[arcz[-<n. 

Dann ist if> (z) eine Konstante 36. 

Beweis: Wir wahlen kl > k 
1 

Z = tT" 

so, daB noch k1or. < !!.-
2 

if> (tl ) = F (t) . 

ist, und setzen 

Fur t denken wir die Riemannsche Flache des Logarithmus zugrunde 
gelegt. F (t) ist auf ihr regular und periodisch gegenuber Anderung des 
arc t urn 2 kl n. Wir betrachten auf der Flache nur den Winkelraum 
I arc t [-< kl n, der ein eineindeutiges Bild der z-Ebene darstellt, und 
merken uns besonders, daB F (t) auf den beiden begrenzenden Schenkeln 
dieselben Werte hat, und daB die Funktion auch uber die Schenkel 
hinaus analytisch ist. F (t) erfullt die Bedingungen: 

k 

IF (t) [ < C1 ejtjT, fur [ arc t [ < kl ()(. < % ' 
[F (t) I < C2 fur k1or.::::S ! arc t 1.::5 k1;r. 

Wir betrachten nun 
00('1') 

j(s)=j e-stF(t)dt. 
o 

Da 
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mit beliebig kleinem e < 0 und passend gewahltem C ist, so konvergiert 
das Integral in der Halbebene, deren Begrenzungsgerade durch s = 0 

geht und in der Icp + #1 < ~ ist (# = arc s), und stellt bei Drehung 

des Integrationsweges ein und dieselbe analytische Funktion dar. Wir 
k6nnen z. B. immer cP = -# gewahlt denken, so daB 

00 

I(s) = J e-lslrF(re-iD)dr 
o 

ist, woraus man sieht, daB I (s) ebenso wie F in dem Winkelraum 
I arc s 1 ~ kl n analytisch ist, auf den Schenkeln dieselben Werte an
nimmt und bei weiterer Fortsetzung periodisch wiederkehrt. Wir 
schatzen nun I(s) ab und wahlen dazu cp immer so, daB der Integrations
weg in das Gebiet der Beschranktheit von F Wit. Fiir kll7. < I # I ~ ~ n 
wahlen wir cp = -D. Dann ist 

00 

I/(s)l-<j e- lslr C2 dr = ~21 . 
o 

Fiir 1#I~kll7. wahlen wir 

cp = -kll7. 

cp = kll7. 

bei #>- 0, 
bei #<0. 

Dann ist I cp + # I ~ kll7. < ~ und 

also 

00 

I(s) = J e-lsleii}reOfik,rJ.F(reiklrJ.)dr, 
o 

00 

i/()I -<j -Islr (.QIk )Cd =C2cos(&=fklC1.)~~. , s - e COSu', 117. 2 r lsi - lsi ' 
o 

folglich ist durchweg I/(s) I ~ ~i . 
Setzen wir nun s=u"'-, so ist, da I(s) in # die Periode 2kln hat, 

I (ukl) = cp(u) in der u-Ebene mit eventueller Ausnahme von u = 0 und 
u = 00 regular und geniigt der Ungleichung 

I () I ~ C2 ICPu =-k-' 
lui' 

+00 

cp (u) laBt sich m eme Laurent-Reihe ~ an un entwickeln mit 
n=-oo 

a = _1_ J tp(u) du 
n 2ni un+1 ' 

wobei das Integral iiber einen Kreis I u I = (] > 0 zu erstrecken ist. 
Wegen der Ungleichung fUr cp (u) ist 

lanl-<(]-k.-n. 
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Fiir n > - ki lassen wir e gegen 00, fur n < - ki gegen 0 streben und 
sehen, daB an = 0 ist. Es kann also nur a-k, =1= 0 sein, vorausgesetzt, 
daB ki eine ganze Zahl ist, also 

( ) _ a_k, 
rp U -~. 

Hieraus folgt 

I(s) = a~kl , 

also 

und damit 
F(t) = a-k, 

(]j (z) = a-k,' 

Man kann die S. 71 genannten Voraussetzungen uber F noch dahin 
erweitern, daB man in dem Winkelraum Singularitiiten zulaBt. Wird 
der Integrationsstrahl uber diese weggedreht, so kommt ein Residuum 
hinzu, so daB nicht mehr alle Integrale analytische Fortsetzungen ein 
und derselben Funktion sind, sondern sich urn gewisse additive Funk
tionen unterscheiden 37. 

§ 3. Bestimmung des Konvergenzgebietes von ~(q;) {F} 
durch die Singularitaten von f (s). 

Der Satz 1 [5.2J sagt nur, wie groB die Konvergenzhalbebene von £('1') 
mindestens ist, er gibt sie nicht genau an. Wahrend nun bei einer Potenz
reihe der Konvergenzkreis durch die dem Entwicklungsmittelpunkt 
nachstgelegene Singularitat der dargestellten Funktion vollig bestimmt 
ist, gilt fur die Konvergenzgerade eines £-Integrales etwas Analoges im 
allgemeinen nicht. Unser jetziger Fall macht aber hiervon eine Aus
nahme: die £('1') konvergieren jeweils genau so weit, als t (s) in einer 
Halbebene regular ist. Dies wollen wir jetzt zeigen und damit den 
Satz 1 [5.2J prazisieren. 

1. Hilfsbetrachtung uber konvexe Bereiche. 

Unter einem konvexen Bereich versteht man eine beschrankte, 
abgeschlossene Punktmenge, die mit zwei Punkten stets auch ihre Ver
bindungsstrecke enthalt. Beispiele: Kreis, Ellipse, Dreieck, Quadrat 
(gemeint ist jeweils Flache einschlieBlich Rand), Strecke. - Ein einzelner 
Punkt solI auch als konvexer Bereich gelten. 

Durchlaufen die komplexen Zahlen ZI und Z2 die konvexen Bereiche Sl'1 
bzw. Sl'2' so heiBt die von allen Kombinationen ZI + Z2 durchlaufene Menge 
der Summenbereich Sl'1 + Sl'2 von Sl'1 und Sl'2' Er ist ebenfalls konvex.-
1st Q; der Einheitskreis, so heiBt Sl' + d Q; der Parallelbereich von Sf' im 
Abstand d. Er entsteht dadurch, daB man die urn die Randpunkte 
geschlagenen Kreise yom Radius d mit Sl' vereinigt. 



74 5. Kap.: Die im Unendlichen regularen l-Funktionen. 

Der Durchschnitt von endlich oder unendlich vielen konvexen Be
reich en ist wieder ein konvexer Bereich. - Eine beliebige beschrankte 
Menge m kann man auf unendlich viele Weisen in konvexe Bereiche 
einbetten. Der Durchschnitt alier dieser Bereiche heiBt die konvexe 
Hitlle von m. Man kann sie sich durch einen straff gespannten Faden 
realisiert denken, der die (beispielsweise durch eingeschlagene Stifte 
dargestellte) Menge fest umschlieBt. 

1st ein Strahl von 0 aus mit der Richtung cp gegeben, so erhalt man 
den Punkt * des konvexen Bereiches sr, der in der Richtung cp am weitesten 
nach auBen liegt, indem man sich provisorisch diese Richtung als positive 
reelle Achse denkt und das Maximum des Realteils aller Punkte aus sr 
sucht. Das bedeutet, daB man, auf die alte Achse bezogen, das Maxi
mum k (cp) von 

ffi (z e- i'l') = X cos cp + y sin cp 

feststellt, wenn z = x + i y den Bereich sr durchlauft. k (cp) kann positiv 
oder negativ sein. 

Die Gerade senkrecht zur Richtung cp, die durch j enen auBersten Punkt 
geht, hat in Ressescher Normalform die Gleichung 

x coscp + y sincp-k(cp) = 0 

und heiBt die Stiitzgerade von sr in der Normalenrichtung cpo Sie ist 
namlich diejenige unter den zu cp senkrechten und "jenseits" sr liegenden 

Fig. 6. 

Geraden, gegen die sr sich anlehnt oder 
stiitzt. - Man kann sich die Gesamt
heit aller Stiitzgeraden dadurch reali
siert denken, daB man eine Gerade 
auf sr abrollen laBt. 

Nach der Definition von k (cp) ist fiir 
/"--"'---'\: __ jeden festen Punkt z = x + i y von sr 

xcoscp + ysincp-k (cp) -<0 

fiir alle Werte von cpo 
Die Funktion k (cp) ist durch den konvexen Bereich sr eindeutig 

bestimmt, und sie bestimmt andererseits den Bereich eindeutig. Sie 
heiBt die Stiitzfunktion von sr. - Die Stiitzfunktion des Parallelbereiches 
von sr im Abstand d ist k (cp) + d. 

2. Die Singularitatenhiille sr von f(s). 

Da die Funktion f(s) zum mindesten imAuBeren des Kreises lsi =(2 

regular ist, so ist die Menge ihrer Singularitaten beschrankt, besitzt also 
eine konvexe Riille sr, die wir kurz die Singularitiitenhiille von f(s) nennen. 
In dem Komplementargebiet ist f (s) regular. sr kann nicht leer sein 

* Es kann mehrere, sogar unendlich viele soIche Punkte geben. 
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auBer in dem trivialen Fall f (s) = const = O. Offenbar gilt fUr die Stiitz
funktion von Sf': 

Ik(<p)I-<e· 

Sa tz 1. Das Laplace-Integral 5:\('1') {F} mit der Integrationsrichtung <p 
konvergiert genau in der Halbebene, die von der Stiitzgeraden von ~ in der 
N ormalenrichtung -<p begrenzt wird (also so weit, wie es funktionentheoretisch 
iiberhaupt moglich ist) , und zwar sogar absolut 38. 

Beweis: In der Darstellung von F (t) S.64 k6nnen wir als Integrations
weg den Rand ffi eines Parallelbereiches von ~ im Abstand d nehmen. 
Es gilt (s = x + i y) : 

IF (r ei'P)1 = 12 ~ i Ie" i'P f (s) ds \ -< 21n I e'(XCOS'P - y sin '1') If (s) ds I· 
in ~{ 

Das Maximum von x cos <p - y sin <p = x cos (- <p) + y sin (- <p) ist, wenn 
s auf ffi wandert, die Stiitzfunktion k (- <p) + d des Parallelbereiches. 
1st ferrier L die Lange von ffi und M das Maximum von I f I auf ffi, so 
ergibt sich: 

Da d > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, so konvergiert 

fiir 

co 

S2('P) {F} = ei'P f e-i'Psor F(rei'P) dr 
o 

ffi (ei'Ps) > k (-<p) , 

sogar absolut. Weiter kann das Integral aber bestimmt nicht konver
gieren, weil die dargestellte Funktion f (s) ja in der Konvergenzhalbebene 
regular ist. Also begrenzt die Stiitzgerade von ~ in der Normalenrich
tung - <p das genaue Konvergenzgebiet. 

Dreht man den Integrationsstrahl und laBt ihn alle Richtungen von 
Obis 2 n einnehmen, so fegen die Konvergenzhalbebenen gerade das 
Komplementargebiet von ~ aus, so daB man f (s) auBerhalb ~ durch das 
5:\-Integral mit einer geeignet gewahlten Integrationsrichtung, und zwar 
an jeder Stelle s auf unendlich viele Weisen darstellen kann. 

§ 4. Der Indikator von Fund der Zusammenhang zwischen dem 
Anwachsen von Fund den Singularitaten von f 

In § 1 betrachteten wir das Maximum M (r) von F (t) fiir I t I = r und 
zeigten, daB 

1-' - log M (r) 
1m r = e 

r ->- co 
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ist. Wir verfeinern nun die Betraehtung, indem wir die einzelnen Strahlen 
von 0 aus ins Auge fassen und fUr jedes feste 'P 

lim log IF (r ei'P) I = h ('P) 
r-+ 00 r 

bilden. Naeh dem eben angefUhrten Resultat ist 

h('P)-<e· 

h('P) kann naturlieh negativ sein; daB es auBer in dem trivialen Fall 
F (t) = 0 nieht - 00 sein kann, wird sieh sogleich ergeben. h ('P) miBt 
das Anwaehsen von F entlang dem Strahl in der Riehtung 'P und heiBt 
der I ndikator von F (t) 39. 

Satz 1. Zwischen dem Indikator h('P) vonF und der Stiitzlunktion k('P) 
der Singularitiitenhiille von 1 besteht die Beziehung 40 

h ('P) = k (-'P)' 

Das Anwachsen von F in der Riehtung 'P hangt also ab von der (den) 
in der Richtung - 'P "am weitesten auBen" liegenden Singularitat(en) 
von I(s). 

Beweis: Ware fUr ein'P die Funktion h('P) = -00, so muBte bei 
belie big groBem G fur alle hinreiehend groBen r 

log[F(rei'P) [ <-G 
r ' 

d. h. 
F(rei'P) < e- Gr 

sein. Also ware £('1') {F} fUr alle s konvergent, folglieh t (s) in der ganzen 
Ebene regular und damit =0. Wir k6nnen mithin h('P) als endlieh 
annehmen. Dann ist bei beliebig kleinem 8> 0 fUr alle hinreiehend 
groBen r: 

log [F(r ei'P) I < h('P) + 8, 
r 

also 
iF (r ei'P) I < e(h('P) + e)r. 

Folglieh ist £('1') {F} sieher konvergent fUr 

m(ei'Ps) >h('P)' 

Da es aber andererseits genau fUr 

m (ei'P s) > k (-'P) 
konvergiert, so muB 

h('P) >- k(-'P) 

sein. Nun bewiesen wir S. 75: 

IF (r ei'P) [ -< Jl.1 L e(k(-'P) +d)r, 
2:n: 
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also 

lim log IF (r e;'I') i -<. k (_rp) + d, 
r4-OO r 

oder, da d beliebig klein sein konnte: 

h(rp)-<.k(-rp). 
F olglich ist 

h(rp) = k(-rp). 
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Der Indikator h(rp) ist demnach auch als SWtzfunktion eines kon
vexen Bereiches brauchbar, und zwar liegt dieser offenbar spiegelbildlich 
zu sr hinsichtlich der reellen Achse. Er heiBt das I ndikatordiagramm 
von F (t). 

Wir k6nnen unserem Ergebnis noch eine andere Wendung geben: 
Die Funktion h(rp) beschreibt das asymptotische Verhalten einer ganzen 
Funktion F (t) vom Exponentialtypus bei Annaherung an t =CXJ langs 
Strahlen. Dieses Verhalten spiegelt sich wider in der Lage der Singu
laritaten der zugeordneten Bildfunktion I(s) und laBt sich bei Kenntnis 
derselben vollstandig beherrschen. Wir werden spater sehen, wie man 
dieses Verhalten noch feiner beschreiben kann, wenn man nicht nur 
fiber der Lage, sondern auch fiber den Charakter der Singularitaten 
von I(s) Bescheid weiB (s. 14.3) 41. 

§ 5. Das Borelsche Summabilitatspolygon, seine Erganzung 
und Erweiterung. 

In unseren Ergebnissen ist die Theorie des sog. Borelschen Summa
bilitatspolygons in erweitertem Umfang enthalten. 

Ober die Summabilitatstheorie, insbesondere die von Borel. 
00 

Wenn eine Reihe .I Cn nicht im iiblichen Sinn konvergiert, d. h., 
n~O 

wenn ihre Partialsummen Sn keinen Grenzwert haben, so hat man auf 
viele verschiedene Arten versucht, ihr einen "verallgemeinerten Summen
wert" beizulegen, mit dem sich in gewissem Umfang so operieren laBt 
wie mit dem gew6hnlichen Summenwert. Diese "Summierungsver
fahren" laufen alle darauf hinaus, daB man der Folge der Cn bzw. Sn eine 
andere Folge oder auch Funktion 5 (x) zuordnet, also auf sie im Sinne 
des 1. Kapitels eine Funktionaltransformation ausfibt, und dann den 
Grenzwert von 5 (x) bei Annaherung an eine geeignet gewahlte Stelle xo, 

falls vorhanden, als "verallgemeinerten Grenzwert" der Sn definiert. 
Gelingt dies tatsachlich, so sagt man, die Reihe sei nach dem betreffenden 
Verfahren "summierbar" oder "summabel", bzw. die Folge der Sn sei 
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"limitierbar" *. Man legt die Methode natiirlich moglichst so an, daB sie, 
wenn die Reihe .I e" wirklich konvergiert, den iiblichen Summenwert 
liefert, daB sie, wie man sagt, "permanent" oder "konsistent" ist. 

In der Funktionentheorie, wo es sich nicht urn numerische Reihen, 
sondern urn Reihen von Funktionen handelt, sind derartige Gedanken
gange im Gewand der analytischen Fortsetzung sehr gelaufig, und es 
haftet ihnen dort gar kein befremdlicher Charakter an. Denn daB es, 
wenn eine Reihendarstellung einer Funktion an gewissen Stellen divergiert, 
einen anderen, aus ihr durch geeignete Umformungen erhaltlichen Aus
druck geben kann, der dort konvergiert, ist nichts weiter Merkwiirdiges. 
Man denke z. B. an die Umordnung einer Potenzreihe in eine andere 
oder in eine Reihe von Polynomen. 

Eine der einfachsten Summabilitatsmethoden ist die nach ABEL 
00 

benannte: Man ordnet den en die Funktion 5 (x) = .I e" xn zu, falls diese 
n~O 

Reihe fUr I x I < 1 konvergiert, und stellt fest, ob 5 (x) einen Grenzwert 
hat, wenn x durch reelle Werte gegen 1 strebt. Der zugehorige Per
manenzsatz wird hier durch den Abelschen Stetigkeitssatz geliefert. 

An dieser Stelle interessiert uns hauptsachlich die Methode von BOREL. 

1st die "assoziierte" Potenzreihe ~ en x", = G (x) fUr aIle x konvergent 
..::;.; n. 

00 0 

und existiert J e- x G (x) d x = l, so heiBt l die Borelsche Summe von 
o 

.I en" (Eine andere Definition siehe S. 190.) 1st en = anzn , die gegebene 
00 

Reihe also eine Potenzreihe cp (z) = .I all zn, und hat diese einen von 0 
o 00 

verschiedenen Konvergenzradius r, so ist G (x) = 2 an (xn~)n = (/J (xz) 
o 

fur aIle x und z konvergent, also eine ganze Funktion vom Expo-
nentialtypus (Satz 1 [5.1J), und der Au"druck 

00 

B (z) = J e - x (/J (x z) d x 
o 

* Diese Ausdriicke sind wenig gli\cklich gewahlt. Denn wenn einmal die Be
griffe Summe und Limes festgelegt sind, so ist es eigentlich unsinnig, ausgerechnet 
in dem Fall, wo sie nicht zutrefien, von summierbar und limitierbar zu reden. 
Es wurde zur Klarheit der Begriffe beitragen, wenn man eine Terminologie wahlen 
wiirde, die deutlich anzeigt, daB es sich bei dem "verallgemeinerten Grenzwert" 
einer Folge (oder auch Funktion) um den eehten Grenzwert einer zugeordneten Folge 
oder Funktion handelt. - Der Gegenstand der Summabilitatstheorie ist, wie man 
sieht, nur ein Spezialfall einer in der Funktionalanalysis auftretenden viel all
gemeineren Theorie, die untersucht, wie sich bei einer Funktionaltransformation 
das Verhalten derObjektfunktion an einer Stelle (oben des Sn bei n = (0) in dem 
Verhalten der Resultatfunktion an einer gewissen Stelle widerspiegelt. Fiir die 
Laplace-Transformation werden wir diese Aufgabe noch ausfiihrlich behandeln 
(10. Kapitel). 
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erhalten. Bei der Transformation ~ = z geht es in den Ausdruck 
s 

-00 

(6) cp(z) = ! e-xC/>(z x) dx 
o 

liber, der nun in dem Bilde ~2 von ~2 konvergiert. ~2 kann auf zweiedei 
Arten beschrieben werden (durch Ubersetzung der betreffenden Eigen
schaften von ~2): 

A2. Man errichte auf den Verbindungsstrecken der singuHiren Punkte 
von cp(z) mit 0 die Lote und nehme den Durchschnitt derjenigen so 
entstehenden Halbebenen, die den Nullpunkt nicht enthalten. (1st ~1 
ein endlicher Bereich, so kann ~2 offen bar nicht existieren.) 

B2• Man bestimmeauf j edem Strahl durch 0 die kleinste Strecke 0 Q, 
so daB cp (z) noch im AuBeren des Kreises liber 0 Q als Durchmesser 
regular ist. ~2 ist dann die Vereinigungsmenge der Verlangerungen 
jener 0 Q. (Aus dieser Definition sieht man deutlich, daB ~2 nur 
existieren kann, wenn cp(z) im Unendlichen regular ist, daB das aber 
nicht hinreicht. An der Figur in der s-Ebene ist das evident.) 

Damit haben wir der Borelschen Methode zunachst einmal eine 
Erganzung gegeben, wodurch eine Llicke ausgefiillt wird, die nur durch 
unsere vorhergehende Betrachtung in der s-Ebene aufgedeckt werden 
konnte. Aber von unserem Standpunkt aus sind eigentlich beide Borel
Methoden nur Verstlimmelungen einer allgemeineren Methode lllit groBerem 
Konvergenzbereich, die erst die in dem ~-lntegra1steckenden Mpglich
keiten voll ausnutzt. Man kann dazu auf zwei Wegen kommen: 

1. Wir gehen aus von dem ~-lntegral mit beliebigem Integrationsweg 46 : 

00 ('1') 

(7) f(s)=! e-stP(t)dt, 
o 

setzen st = x: 
00 ('I' + arcs) 

(8) f(s)=.; J e-XP(;)dx 
o 

und dann s= ~ (also arcs=-arcz), [sf(s)] 1 =cp(z); das ergibt 
z . s=-

z 

(9) 
00 ('I' - arcz) 

cp(z)= ! e-XP(zx)dx. 
o 

Wenn cp jeden Wert von 0 bis 27C bedeuten darf, so konvergiert (9) ins-

gesamt in dem bei der Abbildung s =; der Singularitatenhiille Sl' 

vonf(s) = [zcp(z)] 1 entsprechenden Bereich, den wir das Pincherlesche 
Z=-

s 
Kreispolygon ~ nennen wollen 47. Es ist einfach zusammenhangend und 
liegt entweder ganz im Innern seiner Randkurve 1.1 (wenn 0 in Sl' lag) 
oder im AuBeren (wenn 0 auBerhalb Sl' lag). Sl' war konvex, f war seine 

6* 
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FuBpunktkurve. Bei der Transformation s = : (bzw. bei der Spiegelung 

am Einheitskreis) kehren sich die Verhaltnisse urn *: Aus f wird eine 
bzw. zwei konvexe Kurven, je nachdem 0 innerhalb oder auBerhalb 
Sl'lag (der Rand des Borel-Polygons IB bzw. die Rander von IBI und IB2), 
aus dem Rand von Sl' wird die zugeh6rige FuBpunktkurve (der Rand p 
des Pincherle-Polygons ~). jJ ist also die FuBpunktkurve des konvexen 
Bereiches IB, bzw. setzt sich zusammen aus den FuBpunktkurven von IBI 
und IB2 und besteht im typischen Fall aus lauter Kreisbogen, die durch 
je zwei an IB bzw. IBI und IB2 beteiligte Singularitaten und den Nullpunkt 
bestimmt sind. Nun kann ja das Konvergenzgebiet von (7) so definiert 
werden: Man verschiebt, vom Unendlichen herkommend, eine Geradesenk
recht zu einem fest en Strahl, bis sie durch eine Singularitat von f (s) geht; 
von den beiden durch sie begrenzten Halbebenen nimmt man diejenige, 
wo f (s) regular ist, und bildet die Summe aller auf dieselbe Weise ge
fundenen Halbebenen. In die z-Ebene iibertragen bedeutet das: Man 
laBt den Mittelpunkt eines Kreises, der stets durch z = 0 geht, von z = 0 
her auf einem festen Strahl wandern und den Kreis sich ausdehnen, 
bis seine Peripherie durch eine Singularitat von cp (z) geht. (1m Innern 
ist dann cp (z) regular.) Kann man den Kreis beliebig groB machen, 
ohne an eine Singularitat zu kommen, und ist auch z = 00 ein regularer 
Punkt, so muB man die Peripherie auch noch iiber z = 00 weggleiten las~en 
(so wie in der s-Ebene jene gleitende Gerade iiber s = 0), ·d. h. man muB 
(groBe) durch z = 0 gehende Kreise betrachten, deren Mittelpunkte auf der 
Verlangerung des Strahls nach der anderen Seite liegen, und ihre Radien 
schrumpfen lassen, bis die Peripherie durch einen singularen Punkt geht. 
(cp(z) ist dann im AuBeren des Kreises regular.) Die Vereinigungsmenge 
aller so erhaltenen Kreisinnern bzw. KreisauBeren ** ist~. Kiirzer, aber 
schlechter zu iibersehen: Man betrachtet alle Kreise durch z = 0 und 
behalt diejenigen bei, wo cp (z) entweder im Innern oder im A.uBeren 
regular ist. Die Regularitatsinnern bzw. -auBeren vereinigt man zu ~. 

Fiir eine feste Richtung cp konvergiert (7) in einer Halbebene, deren 
Begrenzung durch die Stiitzgerade mit der Normalenrichtung - cp ge
bildet wird. Also konvergiert (9) innerhalb bzw. auBerhalb eines Kreises 
durch z = 0, dessen Mittelpunkt auf dem Strahl von der Richtung cp 
liegt und auf dessen Rand mindestens eine Singularitat vorkommt, 
wahrend cp (z) im Innern bzw. im AuBeren regular ist. Das sind wieder die 
Kreise, die bei der Beschreibung B1,2 des Borel-Polygons IB bzw. IBI 
und seiner Erganzung IB2 vorkamen. 

* G. DOETSCH: Konvexe Kurven und FuBpunktkurven. Math. Z. 41 (1936) 
S. 717-731 [Satz 5 und 6J. 

** Es sind das die Kreise, die bei der Beschreibung B 1 , B2 der Borel-Polygone 
)81> )8. vorkamen. )81 kam durch Vereinigung der von 0 auslaufenden Durchmesser, 
)82 durch Vereinigung der nicht von 0 auslaufenden Verlangerungen dieser Durch
messer zustande. ~ dagegen entsteht durch Vereinigung der Flachen selbst. 
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die Stfitzgerade die Normale erst in der Verlangerung. 11 ist die FuB
punktkurve des kleinsten konvexen Bereiches, der sr und 0 zugleich 
umfaBt. Der Konvergenzbereich von (4) besteht aus zwei Teilen: Dem 
AuBeren ~1 von 11 und dem Innem ~2 von 12' 1st P ein laufender Punkt 

Fig. 9. 

auf dem Rand von sr, so ist ~1 der Durchschnitt des AuBeren, ~2 der 
Durchschnitt des Innem der Kreise fiber den 0 Pals Durchmessem. 
(Wenn 0 im Innem von sr liegt, so existiert eben ~2 evidentermaBen 
nicht.) 

Macht man jetzt die Substitution st= x(s=l=O), so bekommt man 
etwas Verschiedenes, je nachdem s in ~l oder ~2 liegt. 1st s ein Punkt 
aus ~l> so wird der Integrationsweg 6-1 in die positive reelle x-Achse 
iibergeffihrt und man erhalt wie frfiher das Integral (2), das nun I(s) 

nur in ~l darstellt. (2) geht durch die Transformation ~ = z in den 
. s 

Borelschen Ausdruck (3) fiber, wahrend ~1 auf das fibliche Borel
Polygon, es heiBe jetzt 581, abgebildet wird, das in diesem Fall den 
Punkt 00 auf dem Rand enthalt. 

Liegt s dagegen in ~2' so wird 6-1 durch s t = x (s =1= 0) in die 
negative reelle x~Achse fibergeffihrt, so daB wir das in ~2 konvergente 
Integral 

-00 

(5) 1 (s) = -+-J e- x F ( ;) d x 
o 
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Machen WIr nun die Transformation ~ = Z, so geht 
s 

00 

s/(s) = ~an 
~ s" 

o 
ill 

00 F(~)= ~ a, (:r 
s ~'n! 

o 
ill F(xz) =I/>(xz) = 2an <:zf 

o 

tiber, und (2) ergibt 
00 

(3) cp (z) = J e- x I/> (z x) d x. 
o 

81 

Das Konvergenzgebiet ~ von (2) geht bei der Transformation* gerade 
in das Borelsche Summabilitatspolygon 18 tiber: Die Kreise c bilden sich 
ab auf die in der Beschreibung Al genannten Geraden, die zu den Ver
bindungsstrecken der Singularitaten mit dem Nullpunkt senkrecht 
stehen; die durch f abgeschnittenen Teile ~ der Strahlen IS auf die in Bl 
genannten Maximalstrecken; die Halbebenen Sj auf die tiber diesen Maximal
strecken als Durchmessern stehenden groBten Kreise q, innerhalb deren cp 
noch regular ist. (Umgekehrt kann man jetzt ~ direkt erhalten, indem 
man tiber den Verbindungsstrecken der singularen Punkte von /(s) mit 0 
als Durchmessern Kreise beschreibt und von deren AuBeren den Durch
schnitt nimmt.) 44 

Diese Beziehungen erfahren eine Modi/ikation, wenn 0 (s = 0) auBer
halb von ~ liegt 45. In diesem Fall geht die FuBpunktkurve durch 0 und 
hat dort einen Doppelpunkt, der von den zwei Sttitzgeraden herrtihrt, 
die durch die Tangenten von 0 an den Rand von ~ gebildet werden. 
Wir wollen jetzt das mit IS gekoppelte Integral durch 

00(6-1) 

(4) J e- st F(t) dt 
o 

bezeichnen, urn daran zu erinnern, daB es tiber den an der reellen Achse 
gespiegelten Strahl der t-Ebene zu erstrecken ist. Wenn man auf jedem e 
den Konvergenzbereich ~ von (4) feststellt, d. h. den durch f abgeschnit
tenen Teil bestimmt, so muB man gewisse IS tiber 0 hinaus verlangern. 
Dadurch zerfallt die FuBpunktkurve T in zwei Teile Tl und f2; Tl ist der 
Teil, wo die Stutzgerade die Normale IS im Innern trifft, bei T2 trifft 

1 * Die Transformation - = z besteht in einer Spiegelung am Einheitskreis 
s " 

(Transformation durch reziproke Radien) und einer Spiegelung an der reellen 
Achse. In den Figuren ist der Deutlichkeit halber nur die Spiegelung am Einheits
kreis durchgefiihrt, weil diese fiir das Gestaltliche allein entscheidend ist; die 
Spiegelung an der reellen Achse kann leicht in Gedanken hinzugefiigt werden. 
vVir zeichnen also mit anderen Worten das Bild in der Ebene der konjugiert kom
plexen Zahlen z. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 6 
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52-Integral mit der Integrationsrichtung cp und durch kein anderes berech
net werden sollen. Liegt 0 in Sl', wie wir es vorlaufig annehmen wollen, 
so kann man das auch so ausdriicken: Wenn f(s) in einem bestimmten 
Punkt s auszurechnen ist, so soli dazu gerade das 52-Integral iiber den 
Strahl von der Richtung 

-arcs = arcs-1 

benutzt werden ("gekoppelter" Integrationsweg): 

(1 ) 
co (arcr1) 

f(s)= J e-stF(t)dt, 
o 

S-1oo 

kiirzer J e -st F (t) d t. 
o 

Fiir alle s auf einem Strahl @? von 0 aus ist dasselbe Integral 
brauchbar, aber Konvergenz findet nur fUr die s statt, die auf dem 
von der zu @? senkrechten Stiitzgeraden abgeschnittenen Teil :t von @? 

liegen. 
Die Gesamtheit der Punkte F, in denen die Stiitzgeraden von ihren 

Normalen getroffen werden, nennen wir die FufJpunktkurve f von Sf 
beziiglich O. 1m typischen Fall 
besteht sie aus Bogen der Kreise c 
iiber den OS als Durchmesse~. 
Die Bogen werden begrenzt durch 
die FuBpunkte H der Lote von 0 
auf die Verbindungsgeraden der S. 
Die Integrale (1) sind jeweils auf 
den von der FuBpunktkurve nach 
auBen liegenden Teilen :t der Strah
len @? konvergent. Den aus diesen 

/. Teilen aufgebauten Bereich nennen 
wir. ty. Er ist ein Teil der Kom
plementarmenge von Sl'. 

Dadurch, daB wir die Inte
grationsrichtung des 52-Integrals 
von s abhangig machten, haben 
wir also einen Teil des Konver
genzgebietes eingebiiBt, dafUr aber 
einen V orteil in der Schreibweise 

Fig. 8. errungen: Machen wir namlich die 
Substitution s t = x, was, da s = 0 

nicht zu ty gehOrt, fUr alle s in ty einen Sinn hat, so durchlauft jetzt x 
die reellen Werte von 0 bis + 00. In ty ist also 

co 

(2) f(s)=+Je-xF(;)dx. 
o 
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konvergiert (nach BOREL) im Innem 42 und divergiert (nach PHRAGMEN) 
im AuBeren 43 des sag. Borelschen Summabilitiitspolygons 18, das durch 
die Singularitaten von ({! folgendermaBen 
bestimmt ist (es braucht kein gerad
liniges Polygon zu sein und kann sich 
ins Unendliche erstrecken): 

AI' Man ziehe durch die singuHiren 
Punkte von ({! (z) senkrecht zu deren Ver
bindungsstrecken mit dem Nullpunkt 
Gerade. Dann ist 18 der Durchschnitt 
von denjenigen der so entstehenden 
Halbebenen, die den Nullpunkt ent
halten. (Der Konvergenzkreis der Po
tenzreihe ist ein Teil von IS.) Da 
jede Halbebene konvex· ist, so ist 18 
ebenfalls ein konvexes Gebiet. 
Man kann 18 auch als "Stem" defi-
nieren *: 

Fig. 7. 

BI. Auf jedem von 0 aus laufenden Strahl bestimme man die obere 
Grenze derjenigen Strecken, we1che die Eigenschaft haben, daB ({! (z) 
in dem tiber der Strecke als Durchmesser stehenden Kreis noch 
regular ist. 18 ist die Vereinigungsmenge jener Maximalstrecken. -
In dem Kreis q tiber der Strecke von 0 nach einem Randpunkt 
von 18 liegt also kein singularer Punkt, aber mindestens einer auf seiner 
Peripherie. 

Wir wollen nun zeigen, daB diese Aussagen und noch viel mehr in 
unseren Ergebnissen des 4. Kapitels enthalten sind. 

* * * 
Wir legen die Annahmen und Bezeichnungsweisen von § 1-4 

zugrunde. Wird sr nur von endlich vielen singularen Punkten S auf
gespannt, so daB sr ein geradliniges Polygon ist, so wollen wir das den 
"typischen Fall" nennen. Dieser ist in den Figuren stets angenommen. -
Erstreckt man das 2-Integral von F tiber einen Strahl der Richtung rp 
der t-Ebene, so konvergiert es in der s-Halbebene Sj, die von der Sttitz
geraden von sr mit der Normalenrichtung - rp begrenzt wird. Wir richten 
nun unser Augenmerk auf die darin enthaltenen Punkte, die den in der 
Halbebene liegenden Teil ~ der Normalen @) ausmachen, und schreiben 
einmal vor, daB die Werte von t in diesen Punk ten nur durch das 

* Nach MITTAG-LEFFLER bezeichnet man als Stern ein Gebiet, das aus lauter 
von einem Punkt ausgehenden Strecken aufgebaut werden kann und dessen Rand 
von jedem aus jenem Punkt kommenden Strahl in genau einem Punkt getrofien 
wird. 
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Den ursprtinglichen Borelschen Ausdruck erhalt man aus (9), indem 
man arc z = q; setzt, d. h. er konvergiert nur auf dem Durchmesser 
durch z=O, bzw., wenn \82 existiert und (9) im AuBeren eines Kreises 
konvergiert, auf der von z = 0 auslaufenden Verlangerung des Durch
messers; fUr die Punkte auf der anderen VerHingerung des Durchmessers 
muB man arc z = q; -:Jl, also q; - arc z =:Jl setzen, so daB das Integral 
tiber die negative reelle Achse zu erstrecken ist, wodurch man auf den 

-00 

Erganzungsausdruck f kommt. 
o 

II. Wir lassen III dem Borelschen Ausdruck beliebige Integrations-
wege ZU 48 : 

00 ('1') 

(10) q;(z) = f e-XF(zx)dx. 
o 

Durch z = + ' +q; (; ) = j(s) und ; = t ergibt sich: 
00 ('I' - arc s) 

(11) j(s) = f e - st F(t) dt. 
o 

Bei beliebigem q; konvergiert (11) nattirlich insgesamt auBerhalb Sf, 
(10) in \l3. Es ist aber interessant festzustellen, wo (11) und (10) fUr ein 
jestes q; konvergieren. Ftir aIle s auf demselben Strahl e; ist derselbe 
Integrationsweg brauchbar. Das Integral konvergiert dann, wenn s 
beliebig sein konnte, in der 
Halbebene, die durch die 
Sttitzgerade mit der N orma
lenrichtung - (q; - arc s) be
stimmt ist. Hiervon kommt 
aber nur der in der Halbebene 

Fig. 10. Fig. 11. 

liegende Teil von e; in Betracht. Die Stiitzgerade schneidet e; III 

eIllem Punkt D unter dem Winkel ex, und es ist 
n 

ex=2-q;· 
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Wir werden also dazu gefUhrt, statt der FuBpunktkurve, die dem 
Fall rp = 0 entspricht, eine andere Kurve zu konstruieren: den geome
trischen Ort der Punkte, wo die Strahlen von 0 aus durch die mit ihnen 

den Winkel ~ - rp bildenden Stfitzgeraden getroffen werden. Dieser 

Strebenendkurve* e", entspricht in der z-Ebene eine Kurve Ii"" die so erhalten 
wird: Man betrachtet, mit kleinen Radien anfangend, die durch 0 gehen-

den Kreise, die mit einem Strahl S den Winkel ~ -rp bilden, deren 

Mittelpunkte also auf der Geraden liegen, die mit @) den Winkel rp bildet. 
Man laBt die Kreise sich ausdehnen, bis auf die Peripherie eine Singu-

laritat zu liegen kommt. Dieser Kreis schneidet S in D. Die Gesamtheit 

aller D ist Ii",. Die Kurve Ii", begrenzt ein "Borel-Polygon" \8",. Nicht 

Fig. 12. 

aIle \8", brauchen zu existieren. So existiert ja, wie wir wissen, das friiher 
mit \82 bezeichnete \8" nicht, wenn \80 endlich ist. Dbrigens ist Ii", als Bild 
der Strebenendkurve e", konvex, wahrend das Bild lJ des Randes des 
konvexen Bereiches ~ die Strebenendkurve von Ii", fUr den Parameter 
-rp darstellt**. 

1m typischen Fall besteht e", in der s-Ebene wieder aus Kreisbogen 
fiber OS, deren Peripheriewinkel gleich oc ist. In der z-Ebene entsprechen 

- -
ihnen Gerade, die mit OS, wo 5 das Bild von 5 ist, den Winkel 

oc = ~ -rp bilden. Man kann sich die verschiedenen Polygone stetig 

* Dieser Name ist in der in FuBnote * S. 84 zitierten Arbeit eingefiihrt und 
solI darauf hinweisen, daB 0 DaIs eine gegen die Stiitzgerade gestellte Strebe 
angesehen werden kann. 

** Siehe die in FuBnote * S. 84 zitierte Arbeit, Satz 7 und 8. 
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auseinander hervorgehend denken, indem man in den Punkten 5 Schar
niere anbringt und die Begrenzungsgeraden jeweils im Winkel IX gegen 

OS einstellt. 

Die beschriebenen Zusammenhange k6nnen auch auf Grund der 
Cauchyschen Integralformel abgeleitet werden 49. 

( 1') 

6. Kapitel. 

Die komplexe Umkehrformel der 
Laplace-Transformation. 

§ 1. Analogie mit der Potenz- bzw. Fourier-Reihe. 
I 

Die Laplace-Transformation 
00 

j(s) = J e- st F(t) dt 
o 

ist, wie schon in 3.5 betont, das kontinuierliche Analogon zur Potenz
reihe 

(1 ) 
00 

rp (z) = .I an z". 
o 

Letztere transformiert die Folge an in die Funktion rp (z). Bei jeder 
Funktionaltransformation ist es wtinschenswert, sie "umkehren", d. h. 
aus der Resultatfunktion die Objektfunktion zurtickgewinnen zu k6nnen. 
Bei der Potenzreihe geht das, sogar auf ganz verschiedene Weise. 

1. Es ist (Taylorsche Formel) 

(2) 
tp(") (0) 

an=-n-!-' 

Man beachte, daB man zur Anwendung dieser 'Formel rp (z) nur in einer 
beliebig kleinen Umgebung von z = 0, ja sogar nur auf einem beliebig 
kleinen von ° ausgehenden Kurvenstuck, z. B. auf einem Stuck der 
reellen Achse, zu kennen braucht. 

2. Ein anderer Ausdruck fUr a" ist (Cauchysche Formel): 

erstreckt z. B. tiber einen Kreis urn den Nullpunkt. Nach Cauchy 
ist zwar 

(n) (C) - ~ I tp (z) d z 
rp - 211: i (z _ ct + 1 ' 

also (3) mit (2) aquivalent, aber trotzdem ist (3) ganz anders geartet: 
Hier braucht man die Werte von rp im Komplexen auf einer den Null
punkt umlaufenden Kurve. 
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Wir werden in der Folge zuerst an (3) ankniipfen, dessen Analogon 
fUr die Laplace-Transformation man leicht erraten kann, wenn man zu
vor die Substitution z=e- s, tp(e- S ) =/(s) macht und schreibt: 

an = 2~i J ens I(s) ds. 

Es lautet: 

(3') F(t) = 2~i J etsl(s)ds, 

wobei das Integral iiber eine vertikale Gerade der s-Ebene (die ja bei der 
Abbildung z=e- S dem Kreis urn z=o entspricht) im Konvergenzgebiet 
von 1 (s) zu erstrecken ist. Durch die Substitution s = x + i Y (x = const) 
gewinnt (3') die Form 

+00 

F(t) =_1_ ext J eitYI(x+iy)dy. 
2n 

-00 

(3') gilt aber keineswegs so unbeschrankt fUr die in einer Halbebene 
wie (3) fUr die in einem Kreis analytischen Funktionen, die Feststellung 
von Giiltigkeitsbedingungen wird vielmehr unsere Hauptarbeit sein. Urn 
die richtige Einstellung zu der ganzen Frage zu bekommen, machen wir 
gleich hier einige Vorbemerkungen. 

(3) setzt die an in Beziehung zu den Wert en von 1 (z) auf einem Kreis 
00 

e = const (z = 12 ei'P). Dort ist aber ~ an zn eigentlich eine Fourier
o 

Reihe 
00 

I(z) =~anenein'P, 
o 

und (3) ist j a auch, wenn man die Integrationsvariable z gemaB z = 12 ei 'P 
durch tp ersetzt, nichts anderes als die Formel fUr die Fourier-Koeffi
zienten von 1 (12 ei rp) : 

+n 

an en = 2~ J e- inrp 1(12 ei'P) dtp 
-n 

(vgl. die Erorterungen im 2. Kapitel). Wenn wir also fragen, ob 
die £-Transformation sich durch das Analogon (3~) zu (30) umkehren 
laBt, so miissen wir darauf gefaBt sein, daB weniger eine Analogie 
zu den so einfachen Potenzreihen als zu den wesentlich komplizier
teren Fourier-Reihen vorliegt und daB infolgedessen die Frage von 
derselben Schwierigkeit ist, wie das Problem, wann bei der durch eine 
beliebige Koeffizientenserie an definierten trigonometrischen Reihe (10) 
sich die Koeffizienten vermoge (30) in Fourierscher Gestalt ausdriicken 
lassen, mit anderen Worten, wann die trigonometrische Reihe (10) 
eine Fourier-Reihe ist. 
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Setzen wir (10) in (30) und (1') in der Gestalt 
co 

( 1~) t(x + i y) = J e- iyl (e- Xl F(t)) dt 
o 

in (3~) ein, so k6nnen wir das Problem so formulieren: 
Wann ist +" 00 

(4) r/, an = 2\r. J e-in<p dq; L: ei<pv (eva.), 
-n p=O 

bzw. +00 co 

(4') e-xtF(t) = 21n J eitYdy J e-iYT(e-XTF(T))dT? 
-co 0 

Damit aber wird klar, daB unsere Frage hinsichtlich der Laplace
Transformation identisch ist mit der nach der Giiltigkeit des Fourier
schen I ntegraltheorems [fiir die Funktion e- xl F (t)], das genau die Gestalt 
(4') hat, nur daB das Integral nach T von -00 bis + 00 Hiuft statt von 
obis 00. Auf diese Form waren wir gekommen, wenn wir statt von der 
einseitigunendlichen Laplace-Transformation von der zweiseitig unend-

+00 

lichen J e- st F (t) dt ausgegangen waren. Dieser entspricht die Laurent-
- 00 
+00 

Reihe ~ an z", und die Koeffizientenformellautet bei ihr genau wie (3); 
-00 

analog wird fUr die zweiseitig un~ndliche Laplace-Transformation die 
Umkehrformel dieselbe Gestalt wie (3') bzw. (3~) erhalten. Diese Er
weiterung vermittelt uns erst die richtige Einsicht, wenigstens, wenn man 
das Fouriersche Integraltheorem als Basis nimmt: Die Formel (3') ist 
eigentlich die Umkehrung der zweiseitig unendlichen Laplace-Trans
formation. Die einseitig unendliche stellt eine Verstiimmelung dar: hier 
ist F (t)=O fiir -00 < t < O. Das Umkehrintegral muB also, wenn man 
es fiir t < 0 bildet, verschwinden. 

In der Literatur, die sich mit den Anwendungen der Laplace-Trans
formation auf Differential- und Integralgleichungen beschaftigt, wird sehr 
haufig der Fehler gemacht, daB die Formel (3') bzw. (3~), falls das Inte
gral iiberhaupt nur existiert, blindlings dazu benutzt wird, zu einer Funk
tion t(s) die ihr angeblich vermoge der BcTransformation entsprechende 
Funktion F (t) zu bestimmen. Wie leicht das zu falschen Resultaten 
fiihren kann, wollen wir an einem Beispiel zeigen 50. Fiir die Funk
tion t (s) = eS ' hat (3') bzw. (3~) mit x = ffi s = 0 einen Sinn und liefert: 

I' 
+ioo +00 -- +00 (I '2 

'1 J ds eS'ds = _1_ J eiIU - U' du ~ e2~4 J e- iT -u) du 
2ni 2n •• 

-ioo -00 

2n 

. t 
+00+' T 

J e- v2 dv. 
. t 

-00+'
·2 

-00 
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Nach dem Cauchyschen Satz ist dieses Integral gleich dem uber die 
reelle v-Achse erstreckten, weil die Integrale uber die zwischen beiden 
Wegen einzuschaltenden Vertikalstrecken in der Grenze verschwinden. 
Wir erhalten also 

-~ J+OO 'd 1· --41' 
e 4 e- V· V = --::;=- e . 
-- 2yn 

2n 
-00 

Auf diese Funktion kann man zwar die £r Transformation anwenden; 
das liefert aber nicht e5', sondern (fUr jedes s) 

00 00 00 

2 iiiJe-5Ie-~ dt = 2~~J e- (s+ ~r dt = ;;Je- .. ' du, 

o 0 5 

wobei das Integral uber einen Horizontalstrahl von s nach rechts zu 
erstrecken ist. Dies war schon deshalb vorauszusehen, weil e" fur reeIl 
wachsendes s nicht gegen 0 strebt, was es als £y-Transformierte tun 
muBte. - Dagegen ist in der Tat 

5' 1 - 4" {
I' } 

e = £n 2 vii e . 

Denn fUr reelle s ist 

= £1 { e -~; s} + £1 {e -~; - s} 
s'j 00 00 I 5' + 00 e • , e , • 

= vii f e- w du + Ie- .. du = vii f e-'" du = eS•• 

s -s -00 

§ 2. Das Fouriersche Integraltheorem. 

Bei der Behandlung der Umkehrformel 6.1 (3') ist nach dem in 6.1 
Gesagten das Fouriersche IntegraItheorem ein unerIaBliches Hilfsmittel. 
In der Gestalt 6.1 (4') laBt es aIlerdings eine voll befriedigende Behand
lung, etwa in dem Sinne, daB man notwendige und hinreichende Bedin
gungen fUr seine Gilltigkeit angeben konnte, nicht zu. Wir werden damit 
zufrieden sein mussen, hinreichende Bedingungen aufzustellen. Erst 
durch gewisse Modifizierungen des Theorems (vgl. § 4) laBt sich eine 
abgerundete Aussage erreichen. Es ist eben, wie man schon aus der 
Theorie der Fourier-Reihen weiB, eine dem Problem nicht angemessene 
Forderung, Konvergenz des Integrals und Darstellung der Funktion im 
gewohnlichen Sinne zu verIangen. 
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+00 

Sa tz 1. F (x) sei in fedem endlichen Interval! integrabel und JI F (x)1 dx 
-00 

konvergent. 1st F(x) in einer beliebig kleinen Umgebung von x von be
schriinkter Variation, so gilt fur die Stelle x das F ouriersche I ntegraltheorem: 

+00 +00 

(1) !_L:-+ O);F (x-o) = H.W. -in j eixy dy j e-iY;F (.;) d';, 
-00 -00 

wobei die Buchstaben H.W. andeuten sollen, dafJ das iiufJere Integral als 
+Y 

ein Cauchyscher Hauptwert, d. h. als lim J zu verstehen ist 51 • 
Y-+oo -y 

Bemerkung. Wenn F in der Umgebung von x von beschrankter 
Variation ist, so existieren die beiden Grenzwerte limF (x + h) = F (x + 0) 

h-+ + 0 
und limF(x-h) =F(x-O). 1st F an der Stelle x obendrein stetig, 

h-++O 

so ist F (x + 0) + F (x- 0) = F (x). _ 1st Fin jedem endlichen Intervall 
2 

von beschrankter Variation (dann ist ubrigens F eo ipso integrabel), so 
gilt die Formel durchweg. 

Beweis: Das Integral 
+00 

I(y) = J e-iY;F(';)d'; 
-00 

konvergiert gleichmaBig fUr alle reellen y, d. h. die ganzen Funktionen 
+ex 

Je- iY ; F (';) d'; (vgl. 4.1) streben furoc:-+oo gleichmaBig in-oo < y< +00 
-ex 
gegen I (y). Also ist I (y) integrabel, und bei Integration uber ein endliches 
Intervall- Y -< Y -< Y ist, auch nach Multiplikation mit der beschrankten 
Funktion eixy , der Grenzubergang IX -+ 00 mit dem Integral nach y 
vertauschbar: 

+y +y +ex 

_1_jeiXY I(y)dy = _1_jeiXY dy lim je- iY ; E(';) d'; 
2:n 2:n ex-+oo 

-y -y -ex 
+y +0( +ex +Y 

= lim ~jeiXY dyje- iY ; F(';) d'; = lim _1_jF(';) d.;jeiY(X-;) dy* 
",-+00 2:n 0(-+00 2:n 

-y -ex -oc-Y 

+00 iY(x-;) -iY(x-;) +00. 
=_1_jF(.;)e .-e d.;=~jSlllY(X-~)F(';)d';. 

2:n t(x-~) :n x-; 
-00 -00 

Wir zerlegen nun das Integral folgendermaBen: 
+00 -x x-d x+d X 00 

J = J + J + J + J + J. 
-00 -00 -x x-d >:+0 X 

* Die Vertauschung der Integrationen ist leicht zu rechtfertigen: Das zwei
dimensionale Integral der drei Faktoren eixy, e- iyg, F(;) existiert, also auch das 
ihres Produktes. Dieses Produktintegral kann aber auf die beiden obigen Arten 
als iteriertes Integral geschrieben werden, da beide Integrale existieren. 
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00 -x 
Dabei sei 0 < ~ < 1 , X > I X I + 1. Dann ist in f und f sieher I x - ~ I > 1 , 

x -00 

ferner I sin Y (x - m -< 1, also fUr alle Y: 

Ijl-<jIF(~)ld~ und 1-£ I-:LiF(~)ld~. 
Wir k6nnen also weiterhin X bei gegebenem e < 0 so groB gew1ihlt 
denken, daB fur alle Y 

-x 00 

:/+:1 
-00 x 

e 
<-

3 

ist. Ferner ist 
x -iJ 

/ sinY(x-~) F(~)d~= / F(x-u) sin Yudu, 
x-~ U 

x+iJ x-x 

also naeh dem Riemannsehen Lemma (Satz 3 [4.3J), angewendet auf die 
Funktion F(x-u) in dem Intervall (x-X, -~), wo sie integrabel ist: 

u 

ebenso 

x 
/-+0 fur Y-+oo, 

x+1I 

x-iJ 

1 -+ 0 fUr Y -+ 00. 

-x 
Fur alle hinreiehend groBen Y ist also 

1:7~: f 
i -x x+" 

SehlieBlieh ist 

(2) 

nichts anderes als das aus der Theorie der Fourier-Reihen bekannte 
Diriehletsehe Integral, von dem dort folgendes gezeigt wird: Bildet 
man fUr ein den Punkt x im Innern enthaltendes Intervall die Fourier
Reihe von F (x), so konvergieren ihre Partialsummen dann und nur 
dann gegen einen Wert 1, wenn (2) fur Y -+ 00 gegen l konvergiert, und 
zwar kann dabei ~ j eden positiven Wert bedeuten, solange x - ~ ... x + ~ 
in jenem Intervallliegt. (Hieraus folgt der Riemannsehe Lokalisations
satz, daB das Verhalten der Fourier-Reihe an einer Stelle nur von dem 
Verhalten der Funktion in einer beliebig kleinen Umgebung der Stelle 
abhangt.) Dadureh, daB man unter geeigneten Voraussetzungen Kon
vergenz von (2) erzwingt, erh1ilt man die bekannten hinreichenden 
Konvergenzkriterien, von denen das handliehste lautet (Diriehletsehe 
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Bedingung): (2) konvergiert gegen F (x + 0) +F (x- 0) , wenn F in einer 
2 

beliebig kleinen Umgebung von x von beschrankter Variation ist 52. 

'Unter dieser Voraussetzung ist also fUr alle hinreichend groBen Y 
[ x+6 

I ~ J sinY(x-';) F(~)d~- F(x+O)+F(x-O) < ~ . 
[:7l x-.; 2 j 

j x-b 

Insgesamt ergibt sich: Fur alle hinreichend groBen Y ist 
, +y 
I 1 J ixvJ( ) d F(x+O) +F(x-O) 
I - e· y y - _"'---'---'--'----'-_ 
i 2:7l 2 

-y 

<s. 

Das ist unsere Behauptung. 

Bemerkungen: 
+00 

1. Unter dem Ausdruck "J konvergiert" versteht man gew6hnlich: 
-00 

y, 

J hat, wenn unabhangig von einander Y2 -->- 00 und YI -->- - 00 strebt, 
y, 

+y 
einen Grenzwert. WeiB man nur, daB J fUr Y ->- 00 einen Grenzwert 

-y 

besitzt, so sagt man: Es existiert der Cauchysche Hauptwert des 
Integrals. Das Integral braucht dann im ublichen Sinn nicht zu kon

+00 
vergieren. Beispiel: J y d y existiert als Cauchyscher Hauptwert und ist 

- 00 
gleich 0, wahrend es im ublichen Sinn divergiert. 

2. Der Beweis bleibt auch richtig, wenn F an endlich vielen Stellen 
nur uneigentlich absolut integrabel ist. Diese Stellen k6nnen wir als in 
den Intervallen (x + 0, X) und (- X, x - 0) liegend annehmen. Die 
auf diese Intervalle bezuglichen Integrale streben dann immer noch 
gegen 0, da das Riemannsche Lemma auch fUr soIche Falle gilt (siehe 
Satz 3 [4·3J)· 

3, Aus dem Beweis folgt, daB unter Voraussetzung der Existenz 
+00 

von J I F (x) I d x die Konvergenz des Fourier-Integrals an einer Stelle x 
-00 

nur von dem Verhalten der Funktion in einer beliebig kleinen Nachbar
schaft von x abhangt. 

4. Die Bedingung der beschrankten Variation kann durch jede andere 
fUr die Konvergenz von Fourier-Reihen hinreichende Bedingung ersetzt 
werden. Als besonders weittragend ist die von du Bois-Reymond 
bekannt (die die Dirichletsche umfaBt): Wenn 

t 

1p(t) = + J (F(x + u) +F(x-u) -2l) d~t 
o 



94 6. Kap.: Die komplexe Umkehrformel der Laplace-Transformation. 

in einem rechts an t = 0 anschlieBenden Intervall von beschrankter 
Variation ist, so konvergiert das Integral (2). 1st l so gewahlt, daB 
'If (t) -+ 0 fUr t -+ 0, so konvergiert (2) gegen l. Dieser Wert braucht na1!ur
lich nicht F (x) zu sein. 

5. Die rechte Seite in (1) steht in offenbarer Analogie zu der Fourier-
+00 +.1l 

Reihe in komplexer Gestalt: 21n 2einx J F(~) e-in<d~. 
n= -00 -:;r. 

6. Man kann dem Fourier-Integral eine reelle Gestalt geben. Wir 
vereinigen eixy und e- iy< und schreiben: 

eiy(x-,;) = cos y (x-~) + i sin y (x-:-~). 
+00 

J sin y (x- ~)F (~) d~ ist eine ungerade Funktion von y, bei Integration 
-00 

nach y von -00 bis + 00 verschwindet also dieser Term. Dagegen ist 
+00 

J cos y (x-~)F (;) d; eine gerade Funktion von y, ihr Integral von 
-00 

- 00 bis + 00 ist daher das Doppelte des Integrals von 0 bis 00. Also 
ergibt sich: 

00 +00 

(3) F(x + 0) +F(x- 0) =L JdY J cos y (x-;) F(~) d~ 
2 n 

o -00 

(4) = :11 cos Xi;(;) cos y ~ d~ + sin X~Z;(~) sin y~ d~ Id Y . 

Diese Gestalt steht in Analogie zur reellen Fourier-Reihe 

21n_{~(~) d; + :.$1 cosn x_{;(;) cosn~d~ + sin n~l~(~) sinn~d~l· 
1st speziell F eine gerade Funktion, so taUt der zweite Bestandteil weg, 
und wir k6nnen schreiben: 

00 00 

(5) F(X+O)~F(X-O) = ~J cos xydy J F(~)cosy;d~. 
o 0 

Fur ungerades F dagegen erhalten wir: 
00 00 

(6) F(x+O)+F(x-O) 2 J. d JF(I:)· I:dl: 
2 =n smxy y '" smy", ",. 

o 0 

Da man sich eine in 0 -< x < 00 gegebene Funktion stets als gerade 
oder ungerade fortgesetzt denken kann, ohne daB die Integrabilitiit 
gest6rt wird, so dad man (5) und (6) fUr jede in 0 -< x < 00 definierte, 

00 

in jedem endlichen Intervall integrable Funktion, bei der J IF (~) Id $ 
o 
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existiert, an jeder Stelle x> 0, in deren Umgebung F von beschrankter 
Variation ist, in Anspruch nehmen. 

Die Gilltigkeit von (1) konnten wir, ahnlich wie bei Fourier-Reihen, 
nur unter einschneidenden Bedingungen fur F (x) nachweisen. Nun kann 
man aber bekanntlich eine Fourier-Reihe, auch wenn sie divergiert, 
gliedweise integrieren und erhalt dadurch das Integral der Funktion. 
Ganz analog gilt fur das Fourier-Integral: 

+00 
Sa tz 2. IstF (x) in iedem endlichen Intervall integrabel und J IF (x) I dx 

- 00 
konvergent, so gilt: 

x +00 +00 

(7) IF(~)d~=21nleiX:;1 dYle-iY;F(~)d~. 
o -00 -00 

ixy 
Beweis : Der F aktor e . - 1 stre bt gegen x fur y --+ 0, ist also beschrankt, 

~y 

so daB wir wie bei Satz 1 schlieBen k6nnen: 
+Y +00 +00 +Y 

-1-1 eiX~ - 1 dy le-iY; F (~) d ~ = _1_IF(~) d ~I eixy - 1 e-iY!;dy. 
2n zy 2n iy 

-y -00 -00-1'" 

Die Funktion 
+Y 

1 
iy(x-;) -iy; 

w (t Y) = e . - e d y 
~y 

-Y 

ist fur alle Y und ~ beschrankt (x ist fest). Denn zerlegen wir das Integral 
Y 0 

in J + J und ersetzen in dem zweiten Summanden y durch - y, so 
o -Y 

ergibt sich: 
Y 

-I eiy(x-I;)_e- iy ; 
w(~, Y) - . 

~ y 
dy 

o 
Y Y(x-I;) YI; 

J (sin y (x -~) + sin y ~ ) d J sin U d J sin U d =2 --- y=2 -- u+2 -- u. y y U U 
000 

u 

J Si: U du ist aber eine beschrankte Funktion von U. Wir schreiben 
o 
nun fur unseren obigen Ausdruck: 

+00 +x -x 00 

2~ J F(~) w (~, Y) d ~ = 21n J + 21n J + 21n J. 
-00 -x -co X 

+00 

Wegen der Beschranktheit von w und der Konvergenz von J IF (~) I d ~ 
-00 
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k6nnen wir zu gegebenem '" > 0 das X so graB, und zwar > I x I wahlen, 
daB fUr alle Y > 0 

-x 001 -1/+_1/<·L 2:n: 2:n: 2 
- 00 X I 

ist. Ferner gilt 
u 

lim 1 sinu du='lT....., 
u-++oo u 2 

o 
also 

. y" -" [" fiiI x>~ n [ "f ~>O r 1 sinu 2 ur hm 1 smu du= 2 , 1m --du= 
y-+oo U -'IT.....fU.r x<~ Y-+oo u :n: f' ~<O o 2 o -2 ur 

und damit 
0 fur ~<O 

lim w(", Y) ~ [ 2n fUr O<~<x bei x>O, 
y-+oo 

0 fUr ~>x 

~Hn 
fUr ~<x 

fur x<~<O bei x < O. 
fUr ~>O 

lim w (~, Y) ist also in-X -<~-< + X integrabel, auBerdem istF (~)w (~, Y) 
y-+oo 

dart gleichmaBig beschrankt, folglich ist nach dem Satz von Arzela*: 

+x +x x 

lim 2~J F(~)w(~, Y) d~ = 2~ J F (~) limw(~, Y) d~ = J F(~) d~. 
y-->oo -x -x Y-->oo 0 

Fur aIle hinreichend graBen Y ist also 

12~_I~(~)W(~' Y) d~-jF(~) d~ < ~ 
und folglich 

+00 x 

2~1 F(~)w(~, Y) d~-1 F(~) d~ < e. 
-00 0 

Das beweist unsere Behauptung. 

* Sind die Funktionen f rx ($) im Intervall %1 -< $ -< %. im Riemannschen Sinn 
integrierbar, ist If" ($) I < M flir %1 -< $ -= %. und aIle IX, konvergieren ferner die 
f" ($) flir IX -+ 00 gegen eine im Riemannschen Sinne integrable Grenzfunktion f ($), 

.1'2 .%'2 

so ist lim jta($)d$= jf($)d$, 
CX~OO·1:1 Xl 
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Eine besonders einfache Gestalt bekommt der Satz in den zu (5) 
und (6) analogen F ormen 

x 00 00 

(8) f F(~) d~ = ~ fSillyX Y dy f F(~) cos y~ d~ 
o 0 0 

x 00 00 

(9) fF(~)d~= ~f1-C;SXYdy fF(~)siny~ d~ (x>-O). 
000 

§ 3. Zur Geschichte des Fourierschen Integraltheorems. 
Das Fouriersche Integraltheon:m hat ebenso wie die Fourier-Reihe 

+" 00 +" 
g;(x) = 2~ f g;(~) d~ + : 2: f cosn(x-~)g;(~) d~ 

-n 1 -n 

+11: 00 +n +.:rr: 

= 2~ f g;(~)d~+ : ~(cos n x f g;(~)cosn~d~ +sinnx f g;(~)sinn~ d~) 
1 -n -n 

bei den Zeitgenossen betrachtliches Aufsehen erregt. Gelang es doch 
Fourier damit, Funktionen, die man frtiher gar nicht als solche im eigent
lichen Sinn hatte gelten lassen wollen, wie z. B. Treppen- und Zacken
funktionen, die in verschiedenen Intervallen ganz verschiedene analytische 
Definitionen haben, durch einen einzigen analytischen Ausdruck dar
zustellen. Das war nattirlich nur unter Zuhilfenahme von Grenzprazessen, 
namlich unendlichen Reihen und Integralen, moglich. 

Zur Fourier-Reihe gelangt FOURIER, was heutzutage wenig bekannt 
ist, in seinem graBen zusammenfassenden Werk "Theorie analytique 
de la chaleur", 1822 (Nr. 207 flg.) * nicht tiber die Orthogonalitatseigen
schaften des Funktionensystems cos nx, sin nx, sondern durch einen mit 
divergenten Reihen arbeitenden und daher illegitimen, tibrigens auBerst 
langwierigen ApproximationsprozeB. Er setzt eine ungerade Funktion 
g; (x) einerseits als Potenzreihe 

X3 X5 
g; (x) = A x- B 3T + c 51- + ... , 

andererseits als Sinusreihe 
g; (x) = a sin x + b sin 2 x + c sin 3 x + .... 

an, differenziert beide Darstellungen beliebig oft gliedweise und setzt 
die Werte der Ableitungen fUr x = 0 gleich: 

A=a+2 b+3 c+··· 
B = a + 23 b + 33C + .. . 
C = a + 25 b + 35C + .. . 

* Die Ergebnisse selbst wurden schon ab 1807 in den Pariser Akademie-Be
richten veroffentlicht. 

Doetsch, LaplacemTransformation. 7 
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(Die Reihen sind natiirlich im allgemeinen divergent.) Die so erhaltenen 
unendlich vielen Gleichungen mit den unendlich vielen Unbekannten 
a, b, c, ... lost Fourier nun in der Weise, daB er in den m erst en 
Gleichungen nur die m ersten Unbekannten beriicksichtigt, eine Rekur
sionsformel aufstellt und mit Hilfe auBerordentlich umfangreicher 
Rechnungen durch Grenziibergang die a, b, c, ... als unendliche 
lineare Kombinationen der A, B, C, ... erhhlt. Nachdem die Ab
leitungen im Nullpunkt A =cp(O), B =-q/" (0), ... durch die Ableitungen 
an der Stelle n ersetzt sind, stellt sich heraus, daB der Koeffizient von 
sin n x einer Differentialgleichung in der Variablen (1) n geniigt, so daB 
er leicht als der bekannte Integralausdruck bestimmt werden kann. 
DaB Fourier diesen phantastischen Umweg zu gehen und gar zu ver-
6ffentlichen fiir notig hielt, ist urn so verwunderlicher, als EULER bereits 
1793 die Koeffizienten direkt auf Grund der Orthogonalitatseigenschaften 
der sin-Funktionen zu berechnen gelehrt hatte (vgl. S.9) und Fourier 
selbst diese Methode schlieBlich doch auch noch anfiihrt (Nr. 221). 

Bei der Ableitung des Integraltheorems (Nr. 346) wird nun gleich diese 
letztere Methode benutzt. Fourier geht von dem Problem aus (das 
wir heute eine Integralgleichung nennen wiirden), die Funktion Q zu 
gegebener gerader Funktion F so zu bestimmen, daB 

00 

F(x) = JQ(q) cosq xdq 
o 

ist. Indem er im Sinne seiner Zeit das Integral als unendliche Summe 
von "unendlich kleinen" GroBen Q. cos q. x dq auffaBt, kann er durch 
Multiplikation mit cos q" x und Integration alle Q. bis auf eines eliminieren 
und erhalt 

00 

Q(q) = ~J cosq xF(x) dx. 
o 

Spater (Nr. 355 flg.) gibt Fourier nocQ an, daB man von der trigono
metrischen Reihe auch direkt durch einen Grenzubergang zum Integral
theorem gelangen kann, ein Weg, der, wenn er auch zur Herleitung 
exakter Giiltigkeitsbedingungen kaum gangbar ist, doch in der Folgezeit 
der beliebteste blieb und auch heute noch gem in physikalisch aus
gerichteten Darstellungen benutzt wird: 

cp (x) habe die Periode 2a; dann lautet die Fourier-Reihe: 
+a 00 +a 

cp(x) = ;a J cp(~) d~ + :~ J cp(~) cosn : (x-~) d~ 
-a 1 -a 

oder, ~ = h gesetzt: 
a 

+a 00 +a 

cp(x) = ;aJ cp(~)d~+ :L:h J cp(~)cos(x-~)nhd~. 
-a 1 -a 
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Der erste wirklich streng formulierte und bewiesene Satz tiber das 
Fourier-Integral wurde, aufbauend auf den Dirichletschen Ergebnissen 
tiber das Integral 6.2 (2), 1883 von C. JORDAN in der 1. Auflage seines 
"Cours d'analyse" aufgestellt. Es ist das, abgesehen von der reellen 
Form, im wesentlichen der obige Satz 1 [6.2J. 

Spater hat man andere Funktionsklassen gefunden, fUr die das 
Theorem in der obigen oder in abgeanderter Gestalt gtiltig ist. Besonders 
bemerkenswert und abgerundet sind auBer einigen Formulierungen, die 
wir in § 4 angeben werden, die folgenden: 

+00 

1. Die Voraussetzung der Existenz von J I F(~) I d~ kann ersetzt 
+00 

-00 

werden durch: J ~-:(f~\ d~ existiert und F(x) geht fUr I x 1-+ CXJ 

-00 

monoton gegen 0. 53 

2. Schreibt man unter Verwendung Stieltjesscher Integrale die 
Formel in der Gestalt 

00 

F(x) =: J cosxydW(y) +sinxydP(y) 

mit o 
+00 +00 

W(y) = J F(~) sin; 1; d~, P(y) = J F(~) l-~OSy1; d~, 
-00 -00 

so ist sie an jeder Stelle x gtiltig, in deren Umgebung eine fUr die Kon
vergenz der Fourier-Reihe hinreichende Bedingung erfiillt ist, wenn 

+00 

auBerdem J IF (1;) I d~ konvergiert 54 
1 + 11; I . 

-00 

Es sei noch bemerkt, daB das Fouriersche Integraltheorem sich in 
den allgemeinen Fragenkomplex der Darstellung von Funktionen durch 
sog. "singulare Integrale" einordnet, der uns hier nicht weiter interessiert 55• 

§ 4. Die Fourier-Transformation und ihre Umkehrung. 
Ehe wir die erhaltenen Ergebnisse zur Umkehrung der Laplace

Transformation verwenden, schalten wir die entsprechenden Betrach
tungen iiber die sog. Fourier-Transformation ein. Die Integralformel 

+00 +00 

F(x)=Zln- J eiXYdy J e-iyt;F(~)d~ 
-00 -00 

laI3t sich auseinandernehmen und zunachst formal, ohne Angabe von 
Giiltigkeitsbedingungen, so auffassen: Setzt man 

+00 

(1 ) f(y) = J e-iYXF(x)dx, 
-00 
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LaBt man a -+ 00 und h -+ 0 streben, so ergibt sich durch skrupellosen 
+00 

Grenziibergang (wenn J cp (~) d~ existiert): 
-00 

00 +00 

cp(x) = :1 dy 1cp(~)cos(x-~)yd~, 
o -00 

d. i. das Integraltheorem. 
Fourier selbst schreibt die Formel in der Gestalt (Nr. 361) 

+00 00 

cp (x) = ~ 1 cp (~) d~ 1 cos (x -~) y d y, 
-00 0 

bei der das innere Integral nicht konvergent ist. In seiner "Theorie 
mathematique de la chaleur" von 1835 hat daher POISSON (Nr. 103, 
S.207) bei einem direkten, von der Fourier-Reihe unabhangigen Beweis 
in diesem Integral den konvergenzerzeugenden F aktor e- t y' verwendet und 
dann t -> 0 gehen lassen. Was er beweist, ist eigentlich nicht die Giiltig
keit des Fourierschen Integraltheorems, sondern (bei geeigneten Voraus
setzungen) die Richtigkeit von 

+00 co 

cp (x) = lim ~1cp (~) d~)1e- ty' cos (x-~) Y d y, 
t--->O 11: 

-00 0 

bzw. 
00 +00 

cp(x) =lim~1 e-tY'dy 1 cp(~)cos(x-~)yd~. 
1--->011: o -00 

Gilltigkeitsgrenzen dieser Formel, die wir heute als "Abelsche" oder 
(da der Faktor e- 1y' und nicht e- ty ist) "WeierstraBsche Summation" 
der Fourierschen Formel bezeichnen wiirden, wurden 1891 von A. SOM
MERFELD in seiner Dissertation "Uber die willkiirlichen Funktionen in 
der mathematischen Physik" aufgestellt. 

An einer sehr viel spateren Stelle seines Werkes (Nr. 415, 416; vgl. 
auch Nr. 423) kommt Fourier noch einmal· auf sein Integraltheorem 
zuriick und entwickelt hier einen selbstandigen Beweis, der, wenn auch 
in unexakter Form, im wesentlichen mit dem unter Satz 1 [6.2J gebrachten 
Beweis und den von DIRICHLET 1837 hinsichtlich der Fourier-Reihe 
und des Dirichletschen Integrals mit auBerster Prazision gemachten 
Ausfiihrungen iibereinstimmt. Es ist merkwiirdig, daB der hier von 
Fourier gebrachte Beweis, der unter seinen verschiedenen Beweisen der 
einzige auch vom modernen Standpunkt aus brauchbare ist, so voll
standig vergessen und in seiner Bedeutung verkannt werden konnte, 
daB Poisson 1835 in seiner "Theorie analytique" nebenher einen ahn
lichen Beweis andeutet (S. 209), ihn aber einem anscheinend friih ver
storbenen Schiller der Ecole normale namens Deflers zuschreibt, und 
daB Dirichlet erst 1837 selbstandig wieder auf diesen Weg kam. 

7* 
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so ist 
+00 

(2) F(x) = 21n J eixy f(y) dy. 
- 00 

(1) stellt eine Funktionaltransformation dar, die wir als "Fourier
Transformation" bezeichnen und fUr die wir das Funktionalzeichen ~ 
einfUhren. (2) liefert ihre Umkehrung, und zwar stimmt bemerkens-

werterweise die Umkehrformel bis auf den Faktor 21n formal mit der 

Transformation iiberein*, nur ist der Kern e- iyx durch den konjugierten 
Wert ei xy zu ersetzen. Schreibt man das Fouriersche Integraltheorem 
in der Gestalt 6.2 (5) bzw. (6), so erhiilt man folgende Transformationen, 
die reelle Kerne besitzen und mit ihrer Umkehrung vollig identisch sind: 

00 

f(y) = V~ J F(x)cosyxdx, 
o 

00 

F(x) = ~ J f(y)cosxydy; 
o 

bzw. 
00 00 

f(y) = V~ J F(x) sin y xdx, F(x) = V ~ J f(y) sin x ydy. 
o 0 

Sie heiBen "Fouriersche cos-Transformation", bzw. "Fouriersche sin
Transformation". Man nennt solche Transformationen, die mit ihrer 
Umkehrung identisch sind, "involutorische Transformationen" (in An
lehnung an den entsprechenden Ausdruck in der projektiven Geometrie) 
und dehnt diese Bezeichnung auch auf solche aus, bei denen der Kern 
komplex ist und sich bei der Umkehrung in den konjugierten Wert 
verwandelt. 56 

Aus Satz 1 [6.2J konnen wir nun folgendes Ergebnis iiber die Fourier
Transformation ableiten: 

+00 
Sa tz 1. IstF (x) iniedem endlichen Interval! integrabel** und J IF (x)ldx 

-00 
konvergent, so existiert fur alle reellen y die F ourier-Transformierte 

+00 
(1 ) f(y)= J e-iYXF(x)dx==~{F(x); y}; 

-00 

* Man kann (1) und (2) vollig gleichartig machen, indem man scbreibt: 

f(y) = 1 f e-iYXF(:>:)d:>:, 
V2n 

-00 

+00 

F(:>:) = 1 f i"Y f (y) dy. 
. V2n 

-00 

Wegen der spateren Anwendung auf die Laplace-Transformation, wo der Faktor 

'/~. nicht ublich ist, wahlen wir bei (1), (2) die obige Gestalt. 
V2n 

** Nach Bemerkung 2 zu Satz 1 [6.2J kann F(:>:) an endlich vielen Stellen 
uneigentlich absolut integrabel sein. 
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das Integral konvergiert absohtt. An jeder Stelle x, in deren Umgebung F 
von beschriinkter Variation ist, erhiilt man F (x) aus f (y) d~trch die Umkehr
formel 

+00 

(2) F(X+O)~F(X-O) =H.W. 211(; J eixYf(y)dy. 

-00 

Das Integral konvergiert als Ca~tchyscher Ha~tptwert, aber nicht notwendig 
absolut. 

Wir wollen die Funktionen, flir die (1) konvergiert (nicht notwendig 
absolut), als F-Funktionen bezeichnen. Die Teilklasse, bei der (1) absolut 
konvergiert, heiBe Fa. 

Aus Satz 1 folgt der Eindeutigkeitssatz: 

Sa tz 2. Haben zwei Fa-Funktionen FI und F2, die in jedem Intervall 
von beschriinkter Variation und normiert sind, d. h. 

F(x) = F(X+O)+F(X-O) , 
2 

dieselbe Fourier-Transformierte, so sind sie identisch. 
Beweis: F = F;. - F2 gehort auch zu Fa und ist von beschrankter 

Variation und normiert. F hat die Fourier-Transformierte 0, also ist 
nach (2) F (x) ~ 0. 

Aus Satz 2 [6.2} leiten wir ein weiteres Resultat uber die Umkehrung 
der Fourier-Transformation ab, bei dem man unter geringeren Voraus
setzungen nicht die Funktion selbst, sondern ihr Integral zuruckerhalt: 

Satz 3. Fur jede Fa-Funktion F liifJt sich aus der Fourier-Trans
formierten f das Integral von F nach der F ormel 

x +00 . 

(3 ) J 1 J e,xY_1 
F(~)d~=2""n iy f(y)dy 

o - 00 

erhalten. An jeder Stetigkeitsstelle von F oder allgemeiner an jeder Stelle, 
x 

wo F die Ableitung des Integrals fF(~)d~ ist, gilt also* 
o 

+00 

(4) 1 d jeiXY _1 F(x) =-- --,-f(y)dy. 
21(; dx ~ y 

- 00 

Hieraus ergibt sich der allgemeinere Eindeutigkeitssatz: 

Sa tz 4. Haben zwei Fa-Funktionen F;. und F2 dieselbe Fo~£rier
Transformierte, so ist 

x x 

fFI(~) d~ = fF2(~) d~, 
o 0 

* Eine Riemann-integrable Funktion ist fast tiberall stetig. Also gilt (4) 
fast tiberall. 
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d. h. Fl und F2 stimmen last uberall (im Sinne der Lebesgueschen MafJ
theorie) uberein. Insbesondere sind sie an jeder gemeinsamen Stetigkeits
stelle identisch. 

Die gewonnenen Umkehrsatze sind formal unbefriedigend. In Satz 1 
sehen die Hin- und die Rucktransformation gleich aus, die Eigenschaften 
von Fund I sind aber ganz verschieden, und wahrend (1) absolut konver
giert, braucht das bei (2) nicht der Fall zu sein. In Satz 3 haben sogar 
die Transformation und ihre Umkehrung verschiedene Gestalt. Diese 
Schonheitsfehler liegen darin begrundet, das wir zwar fUr F eine durch 

+00 

eine einfache Bedingung, namlich die Konvergenz von J IF(x)1 dx, 
-00 

wohlabgegrenzte Klasse zugrunde legen, daB ihr aber keine ebenso ein
fach durch innere Eigenschaften zu charakterisierende Klasse von Funk
tionen I (y) entspricht. Vollig abgerundete und formal befriedigende 
Aussagen erhalt man, wenn man die Klasse L 2 (- 00, 00) *, die aus den 
in 3.1 angefUhrten Grunden fur uns allerdings nicht in Frage kommt, 
zugrunde legt und die gewohnliche Konvergenz durch Konvergenz im 
quadratischen Mittel (vgl. S. 4) ersetzt. Zu jeder Funktion F aus 
L2(-00,00) existiert die verallgemeinerte Fourier-Transformierte** 

+'" 
I(y)=l.i.m. J e-iYXF(x)dx, 

a~oo -ex 

die ebenfalls zu V gehort, und jede Funktion taus V laBt sich auf diesem 
Weg erhalten. Aus f (y) ergibt sich das zugehOrige F (x) vermoge der 
Umkehrformel 

+'" 
F (x) = 1. i. m. _1 J eixy I(y) dy. 

",-+00 2:7); 

Die Zuordnung der F zu den fist eineindeutig, wenn man Funktionen, 
die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden ("aquivalent" sind), 
nicht als verschieden ansieht 57. 

Es gilt auch eine zu Satz 3 analoge Aussage. Wir formulieren sie 
der einfachen Gestalt halber fur die Fouriersche cos-Transformation: 
Zu jeder Funktion F aus V(O, 00) existiert eine durch 

Y co 

Jf(1]) d1] = V! JSin:x F(x)dx 
o 0 

* Das ist die Klasse der Funktionen F, die in jedem endlichen Intervall im 
+00 

Lebesgueschen Sinn integrabel sind und flir die J IF (x)12 dx existiert. 
-00 

** I. i. m. bedeutet "limes in medio". I(y) = I. i. m. I",(y) besagt, daB la(Y) 
a-+oo 

+00 

im quadratischen Mittel gegen f (y) konvergiert, d. h. f [f (y) - I", (y) J2 d Y -+ 0 

flir CI: -+ 00. 
-00 . 
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definierte Fourier-Transformierte f (y), die selbst wieder zu L2 gehOrt 
und aus der sich F nach der Formel 

x 00 

J F(~) d~= V ~ J Siny); y f(y) dy 
o 0 

zuruckgewinnen liiBt. 

§ 5. Die komplexe Umkehrformel fUr die zweiseitig und einseitig 
unendliche Laplace-Transformation. 

Setzt man s = x + i y, so sieht man, daB die zweiseitig unendliche 
Laplace-Transformierte SJn {F}: 

+00 +00 

f(s) = J e- st F (t) dt = J e- iyt [e- xt F (t)J dt = f (x + i y), 
-00 -00 

wenn man sie auf der vertikalen Geraden x = const betrachtet, nichts 
anderes ist als die Fourier-Transformierte von e- xt F(t). Man kann also 
unter den m Satz 1 [6.4J formulierten Voraussetzungen die Umkehr
formel 

oder 

+00 

e-xtF(t) =_1 jeitYf(x+iy)dy 
2n 

-00 

+00 

F(t)=_1 jet(x+iY)f(x+iy)dy 
2n 

-00 

anschreiben. Explizit lauten die aus § 4 flieBenden Siitze: 
Sat z 1. F (t) sei bis auf endlich viele A usnahmepunkte, wo es uneigent

lich absolut integra bel sei, in jedem endlichen Interval! eigentlich integrabel. 
Die zweiseitig unendliche Laplace- Transformation f(s) = SJII {F} kon
vergiere fur CXI < x < CX2 (s = X + i y) absolut, d. h. 

+00 

J e-xtlF(tJldt 
-00 

existiere *. I st F in der Umgebung der Stelle t von beschrankter Variation, 
so gilt im Punkte t die Umkehrformel 

(1 ) 

(2) 

+00 

F(t+O) +F(t-o) _ H W 1 j t(x+iY)f ( .L. ) d 
2 -.. 2n e x I ~ Y Y 

-00 

x + ioo 

= H.W. _1_. jets f(s) ds 
znz 

x - ioo 

Wie man sieht, ist der Wert der rechten Seite von x unabhiingig. 
Das kann man auch leicht unmittelbar beweisen. In dem Rechteck aus 

+00 0 

* Dazu geniigt die Konvergenz von J e - CJ.,t IF (t) I dt und J e - CJ.,t iF (t) I dt. 
o -00 
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den Vertikalen ffi s = Xv ffi s = X 2 mit OCl < Xl < x 2 < OC2 und den Hori
zontalen :i5 s = ± Yo einschlieBlich Rand ist I (s) und damit ets I (s) analy
tisch, also ist J ets/(s)ds, erstreckt uber den Rand, gleich o. Auf den bei
den horizontalen Stucken ist I et s I = et x (bei festem t) gleichmaBig fill be
liebiges Yo beschrankt, wahrend I (s) -+ 0 fur Yo -+ 00, gleichmaBig in x. 
Denn nach Satz 4 [4.3] gilt das fUr die beiden Bestandteile von I (s), 
00 0 

J und Je-stF (t)dt, einzeln wegen der absoluten und damit gleichmaBigen 
o -00 

Konvergenz. Die Weglange der Integrale uber die Horizontalstucke ist 
konstant, daher streb en die Integrale selbst gegen 0 fUr Yo -+ 00. Es 
bleibt also ubrig: 

oder XI + ioo 

! 
.X'a - ~oo 

Wir haben damit die in § 1 angekundigte, zur Koeffizientenformel 
fUr Laurent-Reihen analoge Formel erhalten. Wie bei dieser das 
Integral uber jeden im Regularitatsring liegenden Kreis erstreckt werden 
kann, so bei der Laplace-Transformation uber jede im Regularitats
streifen verlaufende vertikale Gerade. 

Handelt es sich urn die einseitig unendliche Laplace-Transformation, 
so andert sich gar nichts, als daB das B-Integral, wenn uberhaupt irgend
wo, so gleich in einer ganzen Halbebene absolut konvergent ist. Die 
Gestalt der Umkehrformel als komplexes Integral uber analytische 
Funktionen macht sie geeignet fUr funktionentheoretische Oberlegungen, 
wofUr wir spater Beispiele kennenlernen werden. 

Sat z 2. F (t) sei lur t > 0 deliniert und mit A usnahme endlich vieler 
Punkte, wo es uneigentlich absolut integra bel sei, in jedem endlichen 1ntervall 
eigentlich integrabel. I(s) = Br{F} konvergiere lur x> oc absolut. 1st F(t) 
in der Umgebung von t von beschrankter Variation; so gilt die Umkehrlormel 

x +ioo 

F(t+O)+F(t-o) =H.W._1_. J etsl(s)ds 
2 2nz 

(x> OC) • 

x-ioo 

Fur t < 0 ergibt das Umkehrintegral in diesem Fall naturlich 0, 

so daB fur t = 0 die hnke Seite als F (t +?l zu schreiben ist 58. 
2 

Beispiel: Setzen wir F (t) = 1 fUr t > 0, so ist I (s) = ~, und fUr x > 0 
s 

sind alle Voraussetzungen von Satz 2 erfullt. Wir erhalten also die 
Formel fUr den diskontinuierlichen Faktor: . {1 fiir t>o 

H.W. 2:i xloo e:s ds=: t=o 

x-ioo 0 t < 0 

(x> 0). 



106 6. Kap.: Die komplexe Umkehrformel der Laplace-Transformation. 

Diese Formel findet vielfach, besonders in der analytischen Zahlen

theorie, Verwendung. Auf Grund von s:\I{t<x}=T(:t~(Ct.>-1) laBt 
S 

sie sich leicht verallgemeinern. 

Aus Satz 3 [6.4J ergibt sich: 
Sat z 3 . 1st I (s) = s:\n {F} fUr Ct.! < X < Ct.2, bzw. I (s) = s:\dF} lur x > Ct. 

absolut konvergent, so ist 
t +00 

f 1 f eit }'_1 
e- XT F(7:)d7: = Tn -iY- I(x + i y) ely, 

o -00 

also an 1'eder Stetigkeitsstelle von F 
+00 

F(t) = _1_ext~ f eily - 1 
2J/: dt iy I(x+iy)dy. 

-00 

Den Satzen 1-3 ist gemeinsam, daB sie von e- xl F (t) absolute In
tegrabilitat verlangen, also das Verhalten im Unendlichen einer sehr 
scharfen Einschrankung unterwerfen. Wir wollen nun noch drei Um
kehrsatze ableiten, bei denen s:\{F} keine Halbebene absoluter Konvergenz 
zu besitzen braucht. 

Satz 4. 1st s:\dF} fur s=so (und damit liir ffis>ffiso) einlach 
konvergent, so gilt 

t INl ",+ioo 

f (\-!,v(e-S t f 
e-SoTF(7:)d7:~~ ets~ds 

2 J/:~ 5 - So 
(x beliebig > ffiso) . 

o x-ioo 

Beweis: Setzt man 
t 

rp(t) =! e-SoTF(7:)d7:, 
o 

so ist nach Satz 1 [3.2J fur ffi s > ffi so: 
00 

I(s) = (s-so)! e-(s-so)trp(t)dt, 
o 

wobei das Laplace-Integral absolut konvergiert. rp (t) ist als Integral 
fur t >- 0 stetig und in j edem endlichen Intervall von beschrankter 
Variation *, folglich ist nach Satz 2 fur t > 0: 

t 

* Flir lP (I) = J lJF (r) d r ist 
o 

I
t. I Iv 

IlP(t.) -lP(tP-l) I = I J lJF(r) dr! -< J IlJF(r) I dr, 
IV-l I t1'-l 

also, wenn a = to< t1 ••• < tn_1 < In = b ist: 
n b 

1:: [lP (tv) - lP (tV-I) [ -< J [lJF (r) I dr. 
v=l a 

Hierbei darf lJF auch absolut uneigentlich integrabel sein. 
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x+ioo 

eSotqJ(t) =_1_. j ets~ds 
2:n; t s- So 

(x > ffi so) . 
x-ico 

Das ist die Behauptung. 
Aus Satz 4 ergibt sich unmittelbar ein neuer Beweis fiir den Ein

deutigkeitssatz (Satz 1 [3.7J) in der (wie wir wissen *, nur scheinbar) 
abgeschwachten Gestalt: Wenn I (s) == 0 ist, so muB F (t) eine Nullfunktion 
sell1. 

In Satz 4 kann So beliebig und x > ffi So sein. Es gibt einen anderen 
Umkehrungssatz, dessen Formel eleganter und einfacher ist, bei dem 
aber x nicht bloB in der Konvergenzhalbebene liegen, sondern auch 
positiv sein muB. 

Satz 5. 1st 53! {F} fur ein reelles so> 0 (und damit lur ffis > so) ein
lach konvergent, so gilt: 

t fH'i1 x+ioo 

j F(-r:) d-r: ;;;o-2-:n;-i jets f~) ds (x belie big > So > 0). 
o x-ioo 

Beweis: Nach Satz 1 [8.2J konvergiert 53{!F(-r:)d-r:} fUr ffis>so 

t 

absolut und ist gleich f~). Ferner ist jF(-r:)d-r: stetig und in jedem 

o 
endlichen Intervall von beschrankter Variation, so daB Satz 2 die obige 
Behauptung liefert **. 

Aus den Satzen 4 und 5 kann man F (t) an jeder Stetigkeitsstelle durch 
Differentiation bekommen. Machen wir nun iiber I (s) noch eine passende 
Voraussetzung, so k6nnen wir in der Formel 

t x+ioo 

j e-sOTF(-r:) d-r: = _1_. j et(s-soJ .JJs'L.ds 
2:n; t • S - So 

o x-ioo . 

die Differentiation rechts unter dem Integralzeichen ausfiihren, womit 
wir formal auf den gleichen Ansdruck wie in Satz 2 zuriickfallen. Dies 
leistet der folgende 

Satz 6. I(s) = 53! {F} sei lur s = So einlach konvergent und F(t) liir 
t:=.- T sietig. Dings der (einen) Geraden ffis = x> ffiso sei I (s) so beschallen, 
dafJ das 1 ntegral 

x+ioo +00 

(1 ) _1_. j etsl(s)ds=_1_extj" eiytl(x+iy)dy 
2:n;t 2:n; 

x-ioo -00 

* Siehe Bemerkung 2 zu Satz 1 [3.7] und vor allem Satz 5 [6.9]. SchluJ3-
bemerkung. 

** Vgl. hierzu den Anfang von 7.2. 
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fur aUe t >- T konvergiert und zwar in iedem endlichen T eilintervaU gleich
miifJig. Dann gilt fiir t >- T die U mkehrformeZS9 : 

x+ioo 

F(t) = 2:i j etsf(s)ds. 
x-ioo 

Man beachte, daB die Umkehrformel hier nur ffir "groBe" t behauptet 
wird, fUr die auch die zusatzlichen Voraussetzungen gemacht wurden -
das macht den Satz z. B. beim Studium des asymptotischen Verhaltens 
von F ftir t -+ 00 brauchbar; ferner daB das Integral tiber die eine Gerade 
ffi s = x zu nehmen ist, fUr die die Voraussetzung beztiglich (1) gemacht ist. 

Beweis: Ftir T -< t -<to konvergiert (1) gleichmaBig, und zwar gegen 
eine integrable (tibrigens sogar stetige) Funktion F* (t). Man kann 
daher (1) nach Multiplikation mit der beschrankten Funktion e- sot unter 
dem Integralzeichen integrieren: 

to x+ioo to x+ioo 

f e-sot F* (t) dt= _1_. f f(s) dsjet(s-soldt = _1_. f eto(s-so)-eT(s-so) f(s) ds. 
2n z 2nz s - So 

T x-ioo T x-ioo 

Nach Satz 4 ist also 
to to T to 

fe-sot F* (t) dt = fe-SOT F (T) dT- fe-SOT F (T) dT = fe-SOT F (T) d T. 
TOO T 

Dies gilt fUr jedes to >- T, also ist wegen der Stetigkeit von Fund F* 
fUr t >- T: F (t) = F* (t). 

§ 6. Anwendung der Umkehrformel: 
Die Riemannsche Koeffizientenformel der Dirichletschen Reihen. 

Nach 3.5 laBt sich jede Dirichletsche Reihe als absolut konvergentes 
Laplace-Integral einer Funktion darstellen, die im wesentlichen die 
Koeffizientensumme der Reihe und offenbar von beschrankter Variation 
ist. Infolgedessen kann man zur Umkehrung den Satz 2 [6.5J benutzen 
und erhalt so eine Darstellung der Koeffizientensumme mittels der durch 
die Reihe dargestellten Funktion 60. 

Sat z 1. Die Dirichletsche Reihe 
00 

!p(s) = ~ ane- AnS 
n~O 

habe die Konvergenzabszisse 1]. Dann liifJt sich die Koeffizientensumme A (t) 
(s. die Definition in 3.5) folgendermafJen durch !p(s) darstellen: 

x +ioo 

1m Falle 'YJ >- 0: A (t) = _1_._ jets tp(s) ds 
./ 2nz s (x> 1]), 

x -icc 
x+ioo 

imFall 1]<0: A (t)-m(O) =_1_. j etstp(s)-tp(O)ds 
T 2nz s (x >1]). 

x-ioo 
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Man beachte, daB die Integrationslinie im Streifen bedingter Konvergenz 
verlaufen darf, ja daB die Dirichletsche Reihe tiberhaupt keine Halb
ebene absoluter Konvergenz zu besitzen braucht. 

§ 7. Die Umkehrung der zweiseitig unendlichen 
Laplace-Transformation im Falle einer analytischen L-Funktion. 

Bisher haben wir in diesem Kapitel tiber die L-Funktion F keine 
anderen Voraussetzungen gemacht, als sie reellen Funktionen angepaBt 

+00 
sind, wie beschrankte Variation, Konvergenz des Integrals J 1 F (t) 1 dt 

- co 

und dergleichen. Nun haben wir schon frtiher (5. Kap.) bei der einseitig 
unendlichen Laplace-Transformation den Fall betrachtet, daB die 
L-Funktion F (t) eine analytische Funktion ist. Da wir dort den Inte
grationsweg urn den Nullpunkt rotieren lassen wollten, nahmen wir F 
als in der ganzen Ebene regular und zwar yom Exponentialtypus an, 
urn Konvergenz des Laplace-Integrals zu erzielen. Damals haben wir 
auch eine Umkehrformel erhalten, die dieselbe Gestalt wie 6.5 (3) hat, 
nur daB der Integrationsweg statt einer vertikalen Geraden ein hin
reichend groBer Kreis urn 0 war. Das kommt daher, daB in diesem 
Fall, der sich nattirlich dem Satz 2 [6.5J unterordnet, f (s) im Unendlichen 
regular und gleich 0 war, so daB sich der im allgemeinen durch den 
Punkt ex:> laufende Integrationsweg x-i ex:> ••• x + i ex:> zu einer im 
Endlichen geschlossenen Kurve zusammenbiegen laBt. 

Wir wollen nun bei der zweiseitig unendlichen Laplace-Transformation 
die Ln-Funktion F (t) als analytisch voraussetzen, und zwar solI das 
Regularitatsgebiet ein Streifen beiderseits der reellen Achse sein. Machen 
wir dann noch eine Annahme tiber das Verhalten im Unendlichen, namlich 
daB F sich ahnlich wie eine Funktion yom Exponentialtypus durch eine 
Exponentialfunktion majorisieren laBt, so erhalten wir bei Integration 
langs einer beliebigen Horizontalen im Regularitatsstreifen eine in 
einem Streifen konvergierende Transformierte f (s), die eben falls eine 
gewisse exponentielle Abschatzung gestattet, und aus der sich F (t) ver
mittels der komplexen Umkehrformel 6.5 (1) zurtickgewinnen laBt. 
Wir bekommen so ein ahnlich abgerundetes Resultat fUr die zweiseitig 
unendliche Laplace-Transformation wie im 5. Kapitel fUr die einseitig 
unendliche, namlich zwei Klassen von analytischen Funktionen F (t) 
und f (s), die einander vermoge der 2n-Transformation ltickenlos ent
sprechen 61. 

Satz 1. Wir setzen t=;+i'Yj. F(t) sei regular im Innern und auf 
dem Rand des Harizantalstreifens 1'Yj I-<'Yjo und lasse sich dart sa abschatzen: 

(1) { I F (t) 1 < C 1 eX, .; fUr ; >- 0 

iF(t)i<C2ex,,; fUr ;<0, 
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wobei Xl < X 2 ist. Dann existiert (s = X + i y) 
+00+;') 

f(s)= J e-stF(t)dt* 
-oo+i1] 

+00 +00 J e-S(Hi'7)F(~ + i'fJ) d~ = e-i,)s J e-S~F(~ + i'fJ) d~ 
-00 -00 

in dem Vertikalstreifen Xl < X < X 2 und stellt dort eine von 'fJ unabhiingige 
analytische Funktion dar, die in fedem schmaleren Streifen Xl + il -< x-< X 2- il 
einer Abschatzung 
(2) If(s)!<C(il)e-'7oIYI 
unterliegt. 

00 +i'1 
Beweis: J e- st F(t) dt konvergiert fur x> Xl> sogar absolut, denn 

0+ i'1 

I OO/i'1e-stF(t)dtl = Ile-(x+iY)(Hi'1)F(~+i'fJ)d~1 
0+ ''1 0 

00 00 

(3 ) < J e- (X; - Y'1) CI eX'; d ~ = CI eY '1 J e- (X-X,) ~ d ~ ; 
o 0 

O+i'1 

ebenso konvergiert J e- st F (t) dt absolut fUr X < X 2, denn 

I 
0J.i')e_stF(t):~[+~'71 J e-(X+iY)(Hi'7)F(~+i'fJ)d~1 

-OO+~l1 1_00 

o 00 

(4) < J e- (x; - Y'1) C2 eX, ~ d ~ = C2 eY '1 J e- (X, - x); d ~. 
-00 0 

+oo+i'7 

Da wir Xl < X 2 annahmen, so konvergiert J e- st F (t) dt fur Xl < X < x2 
-oo+i'7 

absolut. DaB es dort bei festem 'fJ eine analytische Funktion darstellt, 
wissen wir aus 3.6 in Verbindung mit 4.1. Der Wert ist aber von 'fJ un
abhangig. Erstrecken wir namlich das Integral uber ein achsenparalleles 
Rechteck in unserem Streifen mit den Abszissen ~l < ~2 und den Ordinaten 
'fJI < 'fJ2 (I 'fJI i -< 'fJo, I 'fJ21 ~ 'fJo), so ist sein Wert nach dem Cauchyschen 
Satz gleich 0. Lassen wir jetzt ~l gegen -00 und ~2 gegen +00 wandern, 
so streben die auf die Vertikalseiten bezuglichen Integrale gegen 0, denn 

I ;,+i'7. I I 1], I . e- st F(t) dt = J e-(X+iy)(~,+i'7)F(~1 + i'fJ) d'fJ 
;,+''7, 'It 

t}2 '72 

< J e-(X;,-y'1) C2 ex.~,d 'fJ = C2e~'(X,-x) J eY '1d 'fJ 

und 'It 

* Die Integrationsgrenzen sollen andeuten, daB das Integral Hi-ngs der Hori
zontalen mit der Ordinate 1') zu erstrecken ist. 
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Die Summe der Integrale tiber die Horizontalseiten allein strebt also 
gegen 0, woraus unsere Behauptung folgt. 

Schranken wir nun s auf den Streifen Xl + 15 --< X --< x2 -15 ein, so 
konnen wir die beiden Integrale auf den rechten Seiten von (3) und (4) 

00. 1 
durch J e-~< d ~ = -tf abschatzen. Wir erhalten dann aus (3) und (4) 

o 
zusammen: 

II (s) I < C1 ! C2 e'Y1/. 

Nunmehr nutzen wir zum erstenmal aus, daB F(t) in einem Streifen 
beiderseits der reellen Achse analytisch ist. Da narnlich I(s) von rJ 
unabhangig ist, so wahlen wir bei y > 0 fUr rJ den kleinstmoglichen 
Wert -rJo, bei y < 0 den groBtmoglichen Wert + rJo und erhalten, 

. h c1 + c2 C (S) t . _wenn Wlr noc -----15- = u se zen. 

l/(s) I < C(!5) e-1/o l'Yl. 

Bemerkungen: 
1. Nach (2) strebt I(s), wenn s in einem Streifen Xl + 15--< x--<x2-!5 

nach oben oder unten wandert, gegen 0, und zwar exponentiell. Die 
Abschatzung (2) fUr 1 (s) ist urn so scharfer, je breiter der Regularitats
streifen von F (t) ist. 

2. 1st speziell x2 > 0 und Xl = - X 2, so konnen wir (1) zusammen
fassend so schreiben: 

und Voraussetzung und Behauptung des Satzes 1 sind dann symmetrisch, 
abgesehen davon, daB sich die Aussage tiber F auf einen Horizontal
und die tiber 1 auf einen Vertikalstreifen bezieht. Die Symmetrie gilt 
auch fUr die Gebiete der Abschatzung: Der Streifen IrJl --<rJo ist ebenso 
wie - x2 + 15 --< X --< x2 -15 ein Teilgebiet eines groBeren Gebietes, wo 
die Funktion noch regular ist. 

3. Nattirlich konnte man den Satz auch in umgekehrter Weise, 
namlich durch Verallgemeinerung, symmetrisch machen, indem man 
F (t) als in einem Streifen rJ1 --< rJ -< rJ2 regular voraussetzt, wobei man 
fUr I(s), analog zu (1), zwei verschiedene Abschatzungen erhalt, je nach
dem y positiv oder negativ ist: 

I/(s) I < C1 (!5) e'J1 'Y 
I/(s) 1< C2 (!5) e1/''Y 

fUr 

fUr 

y>--O 

y<O. 
In den Anwendungen handelt es sich aber meist urn den III Satz 1 
formulierten Fall. 

Satz 2. Wir setzen s = X + i y. I(s) se~ ~m Innern und aul dem 
Rand des Vertikalstreilens x1 -< X -< X 2 regular und geniige der Ungleichung 

I/(s) I < C e-1)ol'Yl (rJo> 0). 
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Dann existiert (t = ; + i 'fJ) 
x + ioo 

F(t} = _1_. Jets I(s) ds 
2nz 

x - ioo 

+00 

=~ J eitYI(x+iy}dy 
2n 

-00 

in dem H orizontalstreilen 1'fJ I < 'fJo und stellt dart eine von x unabhangige 
analytische Funktion dar, die in jedem schmaleren Streilen 1'fJ 1-<'fJo-e 
(0 < e < 'fJo) sich so abschiitzen lapt: 

IF(t) I < C1 (e) eXl~ fUr 
IF(t)I<C2 (e)e X,,, fUr 

Beweis: Dieser Satz laBt sich auf den vorigen zuruckfUhren, wodurch 
zugleich klar wird, daB die beiden Satze gleichwertige Aussagen, nur 
III verschiedener Bezeichnung, darstellen. Wir setzen: 

s = i t*, t* =;* + i 'fJ* (also x = -'fJ*, y = ;*); 
t = i s*, s* = x* + i y* (also; = - y*, 'fJ = x*). 

Dann lautet die Voraussetzung von Satz 2: 1 (i t*) ist im Innern und auf 
dem Rand des Horizontalstreifens Xl -< - 'fJ* -< x 2, d. h. - x 2 -< 'fJ* -< - ;\71' 

regular und genugt der Ungleichung 
II (i t*) I < C e -1)0 !"*I . 

Das ist, abgesehen von der Bezeichnung, die Voraussetzung von Satz 1, 
und zwar liegt bezuglich des Streifens die in Bemerkung 3. angefUhrte 
Verallgemeinerung, bezuglich der Abschatzung der in Bemerkung 2. 
erwahnte Spezialfall vor. N ach Satz 1 folgt also: Es existiert 

+oo+i1)* 

F(is*)=_1_ J e-s*t*/(it*)dt* (-x2 -<'fJ*-<-x1 ) 
2n 

-oo+i1)* 

in dem Vertikalstreifen -'fJo < x* < 'fJound stellt dort eine von 'fJ* un
abhangige analytische Funktion dar, die in jedem schmaleren Streifen 
-'fJo + e -< x* -<'fJo-e einer Abschatzung 

IF (i s*) I < C2 (e) e- x,y' fUr y* > 0 

IF(is*)I<C1 (e)e- X1Y* fur y*-<O 

unterliegt. Fuhrt man wieder die Variablen s und t ein, so steht die 
Behauptung von Satz 2 da. 

Sat z 3. Erzeugt man unter den Voraussetzungen und in der Be
zeichnungsweise von Satz 1 aus F (t) eine Funktion 1 (s) : 

+oo+i1) 

(5) I(s} = J e-stF(t)dt 
-oo+i1) 
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so ergibt sich F(t) aus f(s) durch die Umkehrformel: 

x+ico 

(6) F(t) = 2:i J els f(s) ds 
x- ioo 

d. h. erzeugt man f (s) aus F (t) nach Satz 1 und wendet auf dieses f (s) 
den Satz 2 an, so ist die erhaltene Funktion mit der Ausgangsfunktion 
F (t) identisch *. 

Beweis: Da f (s) von 'YJ unabhiingig ist, konnen wir speziell 'YJ = 0 
setzen. Dann ist Satz 3 aber in Satz 1 [6.5] enthalten. 

Sat z 4. E rzeugt man unter den V oraussetzungen tmd in der Bezeichnungs
wezse von Satz 2 aus f (s) eine Funktion F (t): 

x+ioo 

F(t) = 2:i J els f(s) d s 
x- ioo 

so ergibt sich f (s) aus F (t) durch die Umkehrformel 

+00+;'1 
f(s)= J e-SIF(t)dt 

- 00 + il] 

d. h. erzeugt man F (t) aus f (s) nach Satz 2 und wendet auf dieses F (t) 
den Satz 1 an, so ist die erhaltene Funktion mit der Ausgangsfunktion 
f (s) identisch. 

Beweis: Wegen der im Beweis von Satz 2 erkannten Gleichwertigkeit 
von Satz 1 und Satz 2 folgt Satz 4 sofort aus Satz 3. 

Betrachten wir jetzt folgende beiden Funktionsklassen: 

Die Klasse L~I der in einem Horizontalstreifen ** I'YJ 1-<: 'YJo regularen 
Funktionen F (t), die dort der Abschiitzung genugen: 

IF (t) I < CI eX'; fUr ; >- 0 

iF(t)I<C2eX," fur ;<0 

die Klasse l~I der in einem Vertikalstreifen Xl -< X -<: X2 regularen 
Funktionen f(s), die dort der Abschiitzung genugen: 

If(s)I<Ce-'1·iYi ('YJo>O), 

so konnen wir Satz 1-4 dahin zusammenfassen, daB durch die Trans
formation 

+oo+i'1 

(5) f(s) = f e-SIF(t)dt 
-00+;'1 

* Man beachte, daB in der Formel fur F (tl jetzt x, < x< X 2 und nicht x, -< x -< x. 
wie in Satz 2 ist. 

** 'f/o, x" x2 brauchen nicht fur aIle Funktionen dieselben zu sein. 

Doetsch, Laplace~Transformation. 8 
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jedem F (t) aus L~I ein / (s) aus I~I entspricht, aus dem man F durch die 
Transformation 

x+ioo 

(6) F (t) = _1_. -I ets / (s) ds 
2nz 

x-ioo 

zuruckgewinnen kann, und daB umgekehrt durch die Transformation (6) 
mit Xl -< X -< X 2 jedem / (s) aus I~I ein F (t) aus L~I entspricht, aus dem 
man / (s) durch die Transformation (5) mit I'l]l < '1]0 zuruckgewinnen 
kann. Die beiden Transformationen (5), (6) bedeuten in Wahrheit, 
abgesehen von der Bezeichnungsweise, ein und dieselbe Transformation. 

§ 8. Die Mellin-Transformation und ihre Umkehrung. 

Die reziproke Beziehung zwischen den in § 7 behandelten Klassen 
L~I und I¥I tritt in der Literatur in etwas anderer Gestalt auf, bei der 
allerdings ihre schone Symmetrie verloren geht. Setzen wir 

e-t=z=eei {}, also e-I;=e, -'I]={} 
und 

t =-logz, 

wobei unter log der Hauptzweig verstanden sei, so entspricht dem 
Horizontalstreifen 1'1] 1-<'1]0 der Winkelraum 1-& 1-<'1]0 ohne den Null
punkt (fUr 170 :0-]1; ist der Winkelraum als auf einer Riemannschen FHi.che 
liegend zu denken) und der Integrationsgeraden - 00 + i'l] ... + 00 + i'l] 
der Strahl von 0 aus mit der Amplitude -& = -'I], aber in umgekehrter 
Richtung. Setzen wir F(-logz) =CP(z), /(s) =cp(s), so nimmt die 
Transformation 6.7(5) die Gestalt an: 

ooe iiJ 

(1 ) cp(s) = J zS-l CP(z) dz - m {CP}, 
o 

in der sie "Mellin-Trans/ormation" heiBt 62, wahrend die Umkehrung 
jetzt so aussieht: 

X+{OO 

(2) CP(z) = _1_. 
2nz 

J z-scp(s) ds. 
x-ioo 

Dabei liegen fUr cP und cp jetzt folgende Klassen zugrunde: 

die Klasse MO der in einem Winkelraum 1-& 1-< -&0 mit eventuellem 
AusschluB des Nullpunktes reguiaren Funktionen CP(z), 
die dort der Abschatzung genugen: 

{ Icp(z) 1< Cle- X1 fUr 
Icp(z) I < C2 e- x, fUr 

die Klasse mO der in einem Vertikalstreifen Xl -< X -< X 2 regularen Funk
tionen cp(s), die dort der Abschatzung genugen: 

(4) [cp(s) I < Ce-{},IYI (-&0>0). 
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Das Ergebnis von § 7 lautet dann so: 

Sat z 1. Wendet man die Transformation (1) mit 1 D 1-< Do auf eine 
F unktion cP (z) der Klasse MO mit den Konstanten Do, Xl> X 2 an, so ist 
die entstehende Funktion q; (s) von D unabhangig und gehOrt in jedem Streifen 
Xl + t5 --< X -< X 2 - t5 zur Klasse mO: 

Iq;(s) 1< C (t5) r&oIYl. 

Wendet man die Transformation (2) mit Xl --< x-< X 2 auf eine FtJ,nktion q; (s) 
der Klasse mO mit den Konstanten Xl> X 2, Do an, so ist die entstehende 
Funktion cP (z) von X unabhangig und gehOrt in jedem Winkelraum 
: DI--<Do-e zur Klasse MO: 

ICP(z) 1 < CI (e) e- x, fUr 

ICP(z) 1 < C2 (e) e- x, fUr 

e-<1 

e>1. 
Hat man insbesondere q;(s) durch (1) aus CP(z) erzeugt und wendet dam~ (2) 
an, so erhiilt man CP(z) zuruck; ebenso: ist CP(z) durch (2) aus q;(s) erzeugt, 
so wird CP(z) durch (1) wieder in q;(s) ubergefuhrt 63. 

Naturlich kann man die Transformationen (1) und (2) statt in den 
Klassen MO, mO auch in den allgemeinsten Klassen M, m betrachten, 
in denen sie uberhaupt existieren. Dabei setzen wir in (1) in ublicher 
Weise D = 0, d. h. CP(z) braucht nur auf der reellen Achse gegeben zu 
sein. Bei (2) ist es ublich, q; (s) als in einem Streifen regular anzunehmen 
und . X als variabel zu denken. Dann muB man. eine Voraussetzung 
hinzufUgen, die die Unabhangigkeit des Integralwertes von X garantiert. 
Fur diese allgemeineren Transformationen bekommt man Umkehr
formeln, indem man z. B. den Satz 1 [6.5J fUr die s:3n-Transformation 
in die Mellinsche Bezeichnungsweise ubertragt. Man erhalt: 

Satz 2. CP(z) sei bis auf endlich viele Ausnahmepunkte, wo es uneigent
lich absolut integrierbar sei, in jedem endlichen I ntervall eigentlich integrabel. 
Die M ellin-Transformation 

00 

q;(s) = J ZS-lCP(Z) dz 
o 

konvergiere fur IXI < X < 1X2 (s = X + i y) absolut. 1st CP(z) in einer Um
gebung der Stelle z von beschrankter Variation, so gilt fur dieses z die 
U mkehrformel: 

x + ioo 
«p(z+o) +«P (z-o) = H.W. _1_._ 

2 2nz ! z-Sq;(s) ds 
x - ioo 

Sa tz 3. q; (s) sei im Streifen Xl < X < x2 regular und strebe in jedem 
schmaleren Streifen Xl + t5 --< X -< X 2 - t5 fur y -+ 00 gleichma/3ig in X 

+00 

gegen 0. J I q; (x + i y) I d y konvergiere fur Xl < X < x2 • Dann existiert 
-co 

x + ioo 

CP(z) = 2:i ! z-Sq;(s) ds 
X-1:00 

8* 
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und ist von x unabhiingig. Aus fP(z) erhiilt man umgekehrt tp(s) vermittels 
der Formel: 00 

tp(s) = J zS-lfP(Z) dz. 
o 

Wir ziehen es vor, diesen Satz in der auf die 52n-Transformation 
bezuglichen Gestalt in § 10 zu beweisen (Satz 1), wo wir ihm ubrigens 
noch eine andere Wen dung geben werden. 

An wend ungs beispiele. 

1. fP(z) = e- Z • Voraussetzung (3) ist in dem Winkelraum IDj -< ~ -E 

(E > 0) mit Xl = 0, X 2 > 0 (beliebig groB) erfiillt. Das Integral 
00 if} 

tp(s) = f zS-l e- z dz 
o 

konvergiert demnach fur x> O. Da tp (s) von {} unabhangig 
f} = 0 gleich r(s) ist, so ist uberhaupt tp(s) =r(s). Fur r(s) 
wir nach Satz 1 die Abschatzung * : 

Ir(s) I < C(t5) e- (i-e) lyl fUr 
Die Umkehrung (2) ergibt die bemerkenswerte F ormel 64: 

x+ioo 

e- z = _1 _. f' z-s r(s) ds 
2)"0 

die fur I arc z 1< ~ gilt. 
x - icc 

und fUr 
erhalten 

(x> 0), 

2. Aus den beiden reziproken Formeln unter 1. leitet man durch eine 
einfache Substitution die folgenden ab: 

x+ioo . 

e-J."z = _1_. f -s T(s) d 
2)"0 Z -;;s s. 

An 
x-ioo 

Daraus ergibt sich, falls die Summation nach n und die Vertauschung 
von Summe und Integral erlaubt ist, das fUr die Theorie der Dirichlet
schen Reihen wichtige Formelpaar* * 65: 

* Diese Abschatzung ist sehr roh. Genauer ist 
'" 1 

I T(s) I =e-T1Y1Iyl x- 2 eV2n +o([yp). 
** 1st speziell ).n = n, so liefern die Formeln einen Zusammenhang zwischen 

00 00 

der Dirichletschen Reihe ~ ann- s und derPotenzreihe~ an (e-z)n. Anwendungen 
n=1 n=1 

dieses und eines ahnlichen Zusammenhangs bei G. H. HARDY: The application 
to Dirichlet's series of Borel's exponential method of summation. Proc. Lond. 
Math. Soc. (2) 8 (1910) S.277-294. 
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00 00 00 

T(s) 2: ;~ = I zS-1 ~ ane-)'''Zdz, 

,,=1 . 0 n=1 

00 x+ioo 00 

~a e- l "z=_l_. J" z-ST(s) ~~ds. 
",.;;;;:.; 11 2:n~ ~ A~ 

1 x-ioo 1 

3. Ein einfaehes Beispiel ist an = 1, A" = n. 

die Riemannsehe C-Funktion und 

H · . 2:00 
a" 2:00 

1 1er 1St -s = --; 
An n 

1 1 

Die Voraussetzung (3) ist fUr diese Funktion in 1-& 1-< ~ - 8 mit Xl = 1 

und X 2 > 1 (beliebig groB) erfiillt, und die obige Vertausehung von Summe 
und Integral kann leieht legitimiert werden, so daB sieh ergibt 66: 

und 

ooeio 

J dz 
T(s) C(s) = zS-l_z-

e -1 
o 

IT (s) C (s) I < C (b) e - (-~ - e) IYi 

Umgekehrt ist 

fUr x>1+b. 

x+ ioo 

eZ-l 2:ni J Z-S T(s) C (s) ds ( X < 1, I arc z I < ; ) . 
x-ioo 

4. Noeh wiehtiger und interessanter ist das Beispiel an = 1, An = nn2 • 

Hier ist 
00 00 

und 

(vgl. S. 26) . 

00 00 

Setzen wir e- nz = X, so ist 2: e- "n'z = 2: X"', und fUr x-+ 0 verhalt sieh 
1 1 

diese Reihe wie X, d. h. die urspriingliehe verhaJt sieh fiir z -+ = wie 

e- nz, und zwar fUr 1-&1-< ; -8. Als x 2 der Voraussetzung (3) ist also 

jede positive Zahl brauehbar. Ferner ist naeh der linearen Trans
formationsformel der Thetafunktion (vgl. 9.1) 
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00 

Fiir z->-O verhalt sich also ~e-n"'z in 1001-<~-B wie _1_ so .of '2 2Vz' 
1 

daB Xl = 2 zu nehmen ist. \Vir erhalten daher das Formelpaar 67 : 

00 

n- S r{s) C{2s) = ~ f ZS-l(ita (0, ~ )-1) dz 
1 

x + i 00 

~ (#3(0, ~)-1) = 2~i f z-Sn- S r(s) C(2s) ds (X> ~ , larczl < ~). 
x-ioo 

Aus der ersten Formel ergibt sich sehr iibersichtlich die beriihmte 
Riemannsche Funktionalgleichung der C-Funktion. Wir setzen zur Ab-

kiirzung ~ (o.a (0, ~ ) - 1 ) = 1p (z) und verwenden in 
00 1 00 

n-+r(~)C{S)=j z+-l1p{Z)dz=j+ J (x>1) 
o 0 1 

1 

bei J die obige Transformationsformel der it-Funktion, die sich so 
o 

schreiben laBt: 

-t (1) 1 (-t ) 1p{z) =Z 1p ,z +:2 z -1 

das ergibt: 
00 1 1 

n -+r( ~) C(s) = jzi-1 1p(z)dz+ jzS--:/ 1p (:) dz+ ~j (/;3_ Z+-1)dz 
1 0 0 

00 00 

2 -1 --,,- 1 1 1 f S f s+l 

= Z 1p (z) dz + u ~ 1p(u) du + - (-- ----.-) 
1 1 2 ~ _s. 

2 2 

Wegen 1p (z) '" e- nZ fiir z ->- 00 konvergiert das Integral fUr aile s, die 
links stehende Funktion laBt sich also in die ganze Ebene mit Ausnahme 

der einfachen Pole s = ° und s = 1 von (1 ) analytisch fortsetzen. s s - 1 
S , 

Dan -2" iiberall undr ( ~ ) bis auf die einfachen Pole s =-2n (n = 0, 1, 2 .. ) 

regular ist, so folgt hieraus, daB C (s) in der ganzen Ebene bis auf den 
einfachen Pol s = 1 analytisch ist und an den Stellen s = - 2 n (n = 1,2 ... ) 
Nullsteilen besitzt, die iibrigens einfach sind, da die rechte Seite fUr diese 
Werte offenkundig positiv ist. Ferner andert sich die rechte Seite bei 
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Ersatz von s durch 1 - s uberhaupt nicht, also auch die linke. Damit 
haben wir die Riemannsche Funktionalgleichung erhalten: 

s 1-. 

31;-"2 rC) C(s) = 31;--2- r ( 1-;5) C(1-s) (s=l=O,1). 

5. 4>(z) = (1 ~Z)W (w komplex und ~w > 0). In dem Winkelraum 

101-<31;-e ist (3) mit Xl = 0, Xl! = ~w erfiillt. Das Integral 
ooeilJ 

I(s)= J zS-l(1+z)-Wdz (1 0 1<31;) 
o 

konvergiert also fur 0 < X < ~w. Es genugt, seinen Wert fUr 0=0 zh 
berechnen. Mit 1 + z = (1-V)-l wird 

1 1 

I(s) = J ( 1 ~ v Y-l (1-v)W (1 ~ v)S = J v"-l (1_v)W-.-l dv 
o 0 

r(s) r(w - s) 
= B~s, w-s) = r(w) . 

Also hat (2) hier die Gestalt 
ooei8 

r(s)r(w-s) _ f z"-l dz (1 0 1<31;, O<~s<~w). 
r(w) - (1 + z)W 

o 
Wir erhalten nach Satz 1 die Abschatzung: 

I r(s}J(~-S}I<C(6)e-("-")I"1 fur 0<6-<~s-<~w-6. 

Die Umkehrung (2) ergibt 68: 

%+ioo 
r(w) 1 J --- = --. z-' r(s)r(w-s) ds (1+Z)W 23U 

x-ioo 

(0< X< ~w, larczl <31;). 

Wir werden spater (17.2) diese Formel als Verstummelung einer anderen, 
vollig symmetrischen verstehen lemen. 

§ 9. Anwendung: Allgemeine funktionentheoretische Satze iiber das 
identische Verschwinden von Funktionen in einer Halbebene. 

Mit den in § 8 entwickelten Hilfsmitteln laBt sich eine Reihe von 
Satzen der allgemeinen Funktionentheorie, die in den Phragmen
Lindelofschen Ideenkreis gehOren, auf sehr einfache und einheitliche 
Art beweisen 69. Die Methode besteht darin, daB man einer Funktion cp(s), 
die in einer Halbebene (also einem ausgearteten Streifen) einer exponen
tiellen Absch1itzung genugt, vermittels der Umkehrung der Mellin
Transformation eine Funktion 4> (z) zuordnet, die in einem Winkelraum 
Majoranten der Form 6.8 (3) zulaBt. Aus der Art der Majoranten schlieBt 
man leicht, daB 4> (z) identisch verschwindet, woraus dasselbe fUr 1 (s) 
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folgt *. Das einfachste, aber zugleich grundlegende Beispiel ist der 
folgende 

Satz 1. Die Funktion !p(s) sei in einer Halbebene x>- Xl analytisch 
(s = X + iy) und geniige dort der Abschiitzung: 

!!p(s)! < Ce-Dolyl (&0>0). 

Dann ist sie identisch O. 
Beweis: !p(s) ist eine mO-Funktion, bei der x2 beliebig groB sein kann. 

Ihr entspricht eine im Winkelraum I f} I < f}o (z = e eiD) analytische MO
Funktion if> (z), die der Ungleichung 

if>(z) <C2 e- x, fUr e>1 

geniigt. Da X 2 beliebig groB sein kann, muE if> (z) == 0 fiir e > 1 und damit 
iiberhaupt if>(z) = 0 sein. Nach Formel 6.8 (1) ist dann auch !p(s) = O. 

Aus Satz 1 ergibt sich rasch 

Sa tz 2. Es gibt keine in dem horizontalen Halbstreifen (w = u + i v) 

u>O, Ivl < ~ 
analytische Funktion F (w), die dort der Ungleichung 

IF (w) I > eBen (e > 0 beliebig klei,n) 
geniigt. 

Bemerkung: Eine regulare Funktion kann also in einem Halb
streifen nicl).t belie big stark anwachsen; bei der Breite n ist schon 
log log IF I> u + log e unmoglich. 

Beweis: Setzen wir w = log s, so entspricht dem Halbstreifen der 
w-Ebene die rechte Halfte der s-Ebene, aus der der Einheitskreis heraus
genommen ist. Gabe es eine Funktion F mit den obigen Eigenschaften, 
so ware die Funktion f (s) =F (log s) in der Halbebene X > 1 (s = X + i y) 
analytisch und erfiillte die Ungleichung 

If(s)1 >eBjsl. 

Fiir die Funktion !p (s) = f ~s) ware dann 

1!p(s)/<e-Blsl<e-BIYI III x>1, 

so daB sich nach Satz 1 ergeben wiirde: !p (s) = o. fund damit F konnen 
also nicht existieren. 

Bei Satz 1 ist !p (s) in der ganzen Halbebene beschrankt und nimmt 
nach oben und unten gleichmaBig in X stark abo Man kann die Voraus
setzung dahin verallgemeinern, daB !p (s) auf jeder einzelnen Vertikalen 
nach oben und unten abnimmt, auf jeder Horizontalen nach rechts aber 
stark zunimmt. Dazu wahlen wir!p (s) so, daB es zwar (in der Halbebene) 

* Dieser Paragraph hat starke Beriihrungspunkte mit dem III. Teil, wo auch 
iiber das Verhalten einer Funktion durch das Verhalten ihrer bei einer Funktional
transformation entstehenden Bildfunktion AufschluB erteilt wird. 
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keine mO-Funktion mehr ist, daB aber doch das Integral 6.8 (2) noch 
konvergiert und daB man an der Abschatzung fUr cP gerade noch den
selben SchluB wie bei Satz 1, namlich daB cP in einem gewissen Gebiet 
verschwindet, durchfuhren kann. 

Satz 3- q;(s) sei in einer Halbebene x>xl(s=x+iy) analytisch 
und geniige dart der Ungleichung 

1q;(s)I<CeqZ-Dolyl (q>-o,l1o>O). 

Dannistq;(s) = o. 
Beweis: Das Integral 

Z +ioo 

CP(z) = 2~i J z-S q;(s) ds 
x-ioo 

konvergiert genau wie in Satz 1 [6.8J im Winkelraum 1111 < 110 absolut 
und stellt dort eine analytische Funktion dar; sein Wert ist von x 
unabhangig. (Man braucht sich bloB auf einen beliebig breiten Streifen 
Xl < X < X2 zu beschranken, urn dieselben Voraussetzungen wie dort 
zu haben.) Wegen (z = e eiD) 

Iz-s I = I e- (logQ +iD) (z + iy) I = e- xlogQ + Dy 

ist fUr 1111--<110-8 (8) 0): 

- 00 

-00 

Damit haben wir fUr cP (z) eine Majorante gefunden, mit der wir einen 
analogen SchluB wie bei Satz 1 durchfiihren k6nnen: Fur I z I = e > eq 

muB cP = 0 sein, da X beliebig groB gewahlt werden kann. Also ist 
uberhaupt cP (z) == o. Beschrankt man q; (s) auf einen Streifen endlicher 
Breite Xl < X < X 2, so ist q; eine mO-Funktion, es gilt also die Umkehr
formel 6.8 (1), die zeigt, daB q;(s) - 0 ist. 

Aus Satz 3 ergibt sich ein Korollar, das fUr die Anwendungen oft 
handlicher ist: 

Sa tz 4. q; (s) sei in einer Halbebene x> Xl analytisch und geniige 
dart der Ungleichung 

Dann ist q; (s) == o. 
Beweis: Fur x> 0 ist 

q Is l-l1o I YI--<q(x + I yJ)-l1o I y] = q x- (l1o-q) I YI-
Also sind die Voraussetzungen von Satz 2 (mit 110 - q an Stelle von 110) 
fUr x> Max (0, Xl) erfiillt. 
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Aus Satz 4 ergibt sich ein (im Prinzip sehr einfacher) Beweis fUr den 
wichtigen 

Sa tz 5. 1 (s) sei analytisch in der Halbebene x> Xl und genuge dort 
der U ngleichttng 

I/(s) 1 < C eqlsl (q>-O). 

Verschwindet 1 (s) in einer horizontalen, aquidistanten Punktreihe 
n 

s = So + n {}o 

und ist {}o > q, so ist 1 (s) = 0 70• 

(ffiso> Xl> n = 0,1,2 ... ) 

Bemerkung. Der Satz setzt die Starke des Anwachsens einer 
Funktion in einer Halbebene mit der Dichte der Nullstellen in Beziehung. 

Der Abstand {}n aquidistanter Nullstellen muB >-.!!.- sein, wenn die 
o q 

Funktion nicht identisch verschwinden soil. 
Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit k6nnen wir So = 0 

nehmen, weil eine. Translation an der Form der Abschatzung nichts 

andert, und -; < Xl < 0 voraussetzen, indem wir eventuell die gegebene 
o 

Halbebene verkleinern. Dann ist die Funktion 
t (s) 

T(s) = sin{}os 

III ffis> Xl analytisch; wir behaupten, daB Sle der Ungleichung des 

Satzes 4 geniigt 71. Fiir groBe I y 1 verhalt sich 1 sin {}o s I wie ~ e..9o IYl • 

Denn 
1. . e-i..9oS . 

sin{} s = -. (et..9os_e-,..9oS) =---.- (1_e2 ,,90S) 
o 2t 2t' 

also 
Isin{}osl =11- 2i..9osl 

1 {) e. _ e oY 
2 

Wegen 1 e2 i{)os 1= e- 2{)oY strebt die rechte Seite fUr positiv wachsendes y 
gegen 1. Fiirnegative y ist sin{}o(x+iy) zu sin{}o(x+ily!) konju
giert, hat also denselben Absolutwert. - Wir k6nnen demnach gewiB 
Yl > 0 so wahlen, daB 

1 sin {} 0 s 1 >- : e{)o I Y i 

in den beiden Viertelebenen x> xl> ! y I> Yl ist. Dann ist dort bereits 
1 T (s) 1 < 4 C eq lsi - {)o I Y I. 

Den restierenden Streifen X > Xl' 1 y 1-< YI teilen wir durch Vertikal

strecken mit den Abszissen ~ ;0' ~ ;0' ... in kongruente Rechtecke; 

dasjenige, das den Punkt Sn = n ;0 zum Mittelpunkt hat, heiBe R", 

Ferner set zen wir 
I(s) = (s-s,,) In (s). 
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1st s ein Punkt auf. dem Rand von R", so ist 

also 
! s - s" 1 00- Min (Yv ~ ;~) = dl , 

[ 1 (s) 1-< ~ eq : s I -< ~ / ( (11 + {) :, + YI) 
n -d1 -d1 . 

Da eine analytische Funktion ihr Maximum auf dem Rand annimmt, 
so gilt dieselbe Abschatzung auch im Innern. Da das kleinste lsi in 

Rn gleich (n- ~) ;0 ist, so gilt erst recht in und auf R,,: 

1/,,(s) [-< ~ /(ISI + :, + YI) = CI eq!s. 
1 

Setzen Wlr nun noch 
sin Do s = (s - sn) "P" (s), 

so ist, wenn wir s auf R" beschranken, I "Pn (s) 1 von n unabhangig, da 

[ sin Do s I die Periode ;0 hat. Ferner ist, da sin Do s in Rn nur die eine 

einfache Nullstelle s" hat, "P" (s) =1= 0 in dem abgeschlossenen Bereich 

R", also I "Pn (s) I 00- d2 > O. 
In und auf R" ist daher 

1 cp(s) 1= I In (5) I -< c1 eq [sl -< C1 eD'YI eq [sl - D,ly' = C2 eq Is! - D,!YI, 
I V'n (5) I - d2 - d 2 

unabhangig von n. - cp (s) geniigt also in der ganzen Halbebene x> Xl 

einer Abschatzung, wie sie in Satz 4 vorausgesetzt wird. Demnach ist 
cp (s) und damit auch 1 (s) identisch O. 

Aus Satz 5 folgt erneut, und zwar auf rein funktionentheoretischem 
Wege, daB eine Laplace-Translormierte 1 (s) = 2I {F} identisch ver
schwindet, sobald sie in einer iiquidistanten Punktreihe parallel zur reellen 
Achse verschwindet (siehe 3.7). Denn aus der Formel 

00 

I(s) = (s so) J e-(s-S)t<P(t)dt 
o 

(Satz 1 [3.2J), wo das Integral fUr iRs> iRso absolut konvergiert, also 
fUr iR s > iR So + 15 (15 > 0) beschrankt ist, folgt: 

II (s) I < Cis [ < Co ee Is! 

fUr jedes 8> O. Bei der Anwendung von Satz 5 darf also Do beliebig> 0, 

der Nullstellenabstand ;0 mithin vollig beliebig sein. - Dieser Beweis 

zeigt zugleich, daB die erwiihnte Eigenschalt von I(s) gar nichts damit 
zu tun hat, dafJ I(s) gerade eine Laplace-Translormierte ist. 

§ to. Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Funktion 
als Laplace-Integral. 

Eine durch ein einseitig bzw. zweiseitig unendliches Laplace
Integral darstellbare Funktion ist in einer Halbebene bzw. m emem 
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Streifen analytisch, aber nicht jede Funktion mit dieser Eigenschaft 
ist durch ein Laplace-Integral darstellbar, z. B. schon die Konstante 
nicht: Ware +00 

£n {F} == J e- st F (t) dt = 1, 
-00 

so wurde dureh Differenzieren folgen: 
+00 - J e-sttF(t)dt=O. 

-00 

Nach dem Eindeutigkeitssatz ware also tF(t) und damit F(t) eme 
Nullfunktion, demnaeh £u {F} = o. - Ebenso kann z. B. die ganze 
Funktion sin s keine einseitig unendliehe Laplaee-Transformierte sein, 
weil sie sonst wegen ihrer aquidistanten Nullstellenfolge n n naeh Satz 1 
[3.7J identiseh verschwinden muBte. 

Eine selbstandige funktionentheoretisehe Charakterisierung der in der 
Gestalt £1 {F} bzw. Lu {F} darstellbaren Funktionen ist bisher nieht 
gefunden worden *. Wir werden uns darauf besehranken mussen, fUr 
gewisse Klassen von analytisehen Funktionen f(s) die Darstellbarkeit 
naehzuweisen. Der Idealfall ist der, daB die dabei benutzten F (t) aueh 
wieder eine selbstandig charakterisierbare Klasse bilden, so daB man 
durch die £-Transformation eine eineindeutige Abbildung der F -Klasse ,!-uf 
die f-Klasse erhalt. HierfUr haben wir bereits zwei Beispiele kennen
gelernt 72: 

1. Jede Funktion der Klasse 1°, d. h. im Unendliehen regulare und ver
sehwindende Funktion f (s) ist als £I-Transformierte einer Funktion der 
Klasse LO, d. h. einer ganzen Funktion F(t) vom Exponentialtypus dar· 
stellbar, und jede ganze Funktion F (t) vom Exponentialtypus liefert eine 
im Unendliehen regulare und verschwindende Funktion f(s) (siehe 5.1). 

2. Jede Funktion der Klasse I¥I ist als £n-Transformierte einer 
Funktion der Klasse L¥I darstellbar, und jede Funktion aus LYI gibt 
Veranlassung zu einer Funktion aus If I (siehe 6.7, Ende). 

1m allgemeinen werden wir uns damit begnugen mussen, nur hin
reiehende, nieht notwendige Bedingungen fUr die Darstellbarkeit an
zugeben 73. 

Das Darstellungsprob1em, das man aueh als eine Integralgleiehung mit 
gegebenem f (s) und gesuchtem F (t) auffassen kann, steht in enger 
Beziehung zum Umkehrproblem, und das ist der Grund, warum wir es 
hier anschneiden. Wir WIssen, daB fUr: gewisse Funktionen F (t) und 
f (s) zugleich 

+00 

(1 ) f(s) = je-stF(t)dt 
-00 

* Bei den Dirichletschen Reihen, die ja ein Sonderfall des Laplace-Integrals 
sind, ist eine solche Charakterisierung erst durch eine starke Verallgemeinerung 
des Begriffs der Dirichletschen Reihe auf Grund der Bohrschen Theorie der 
fastperiodischen Funktionen miiglich gewesen. 
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und 
~ + ioo 

(2) F(t) =_1_. J eISj(s)ds 
2n~ 

x-ioe 

gilt. Es gibt also sieher Funktionen j(s), die sieh in der Gestalt (1) 
darstellen lassen, wobei F (t) dureh (2) definiert werden kann. Es handelt 
sieh nur darum, eine Klasse solcher j(s) dureh innere Eigensehaften zu 
eharakterisieren. Beim Umkehrungsproblem kam es darauf an, fUr 
welche F sich (1) in (2) einsetzen laBt, d. h. wann 

x+ioo +00 
F(t) =_1_. J etsds J e-STF(r)dr 

2nt 
x-ioo -00 

ist. Beim Darstellungsproblem kommt es darauf an, fUr welche j (s) 
sieh (2) in (1) einsetzenlaBt, d. h. wann 

+00 x+ioo 
j (s) = _1_. J e- st dt J etaj (a) da 

2nt 
-00 x-ioo 

ist. Man sieht unmittelbar, daB genau wie bei der erst en Frage so aueh 
bei der zweiten das Problem der Gultigkeit des Fouriersehen Integral
theorems vorliegt. 

Wir schreiben fUr die Funktion j(s) = !(x + i y), die wir bei festem x 
als reine Funktion von y betrachten, das Fouriersehe Integraltheorem 
(6.2) an, wobei wir nur die Bezeichnung der Variablen ein wenig andern: 

+00 +00 

!(s)=!(x+iY)=21n J e-iytdt J eitY!(x+iy)dy 
-00 -00 

+00 +00 

= 21n J e-(x+iy)tdt J et(x+iY)!(x+iy)dy 
-00 -00 

+00 x+ioo 

= J e- st dt 2: i J etSj(s)ds. 
-00 x-ioo 

! (s) erseheint hier tatsaehlieh in der gewunsehten Gestalt, hangt aber 
noeh von x ab, was nieht wundernimmt, da wir ja bisher ! (s) gar nieht 
als analytisehe Funktion in einem Gebiet, sondern nur auf der Geraden 
ffis = x betraehtet haben. Wir mussen also noeh eine Voraussetzung 

x+ioo 

hinzufUgen, aus der folgt, daB J von x unabhangig ist. Wie in 6.5 
x-ioo 

erkennt man auf Grund des Cauehysehen Integralsatzes, daB hierzu 
die Annahme genugt, ! (s) strebe fUr [y [-+ = gleiehmaBig in x gegen o. 
Betraehten wir nun die Bedingungen, unter denen wir in 6.2 die Gultigkeit 
des Fouriersehen Integraltheorems erwiesen haben, so sehen wir, daB 
die Bedingungen der Stetigkeit und besehrankten Variation in y fiir 
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I als analytische und damit unbeschrankt oft differenzierbare Funktion 
von selbst erfiillt sind *. Wir erhalten also folgenden Satz: 

Sa tz 1. I (s) sei in dem Streilen Xl < X < X 2 analytisch und strebe 
bei belie big kleinem b > 0 lur I y 1-+ 00 gleichma/3ig in Xl + b -< X -< x2 - b 
gegen o. Ferner sei + 00 

J I I (X + i y) I d Y (Xl < X < X 2) , 
-00 

konvergent. Dann ist I (s) als Bn-Translormierte 
+00 

I(s) = H.W. J e- st F(t) dt 
-00 

der Funktion 
",+ioo 

F(t) =-21 . J etsl(s)ds 
:n~ 

x-ico 

die von X unabhangig ist, darstellbar 74. 

Beim Beweis des Satzes haben wir neben dem Fourierschen Integral
theorem den Cauchyschen Integralsatz benutzt. Man kann bei diesem 
und ahnlichen Satzen infolge der Regularitat von I (s) und der scharfen 
Voraussetzungen (wie absolute Integrabilitat) des Fourierschen Integral
theorems vollig entraten und den Beweis ganz auf dem Cauchyschen 
Integralsatz bzw. der Cauchyschen Integralformel, die den Wert von 
I (s) durch ein Integral iiber eine s umschlieBende Kurve ausdriickt, 
aufbauen. Wir zeigen diese Methode am Beispiel eines Satzes, der eine 
Funktion als Br-Transformierte darzustellen lehrt. 

Satz 2. a) I(s) sei in der Halbebene lRs > IX analytisch. 

b) Fiir ein lestes y > IX und jedes reelle t ~ 0 sei 
y+ wi 

J etz I (z) dz bei ill -+ 00 
y-wi 

konvergent, und zwar gleichma/3ig in jedem endlichen Intervall 0 -< t -< T. 

c) Das Integral y+w; 

konvergiere lur ill -> 00. 

d) Es sei 

e) Es gelte 

gleichma/3ig lur alle y. 

J _lli:lL Idzl 
. 1 + Izl 

y-Wt 

I/(s)I<M lur lRs~y. 

I (a + i y) -+ 0 lur a -+ 00 

* Sei a = Yo< y, ... < Yn -1 < y" = b. Dann ist if (x + i Yv) - f (x + i Yv -1) 1= 
[ (Yv - Yv -1) ~ ~ (x + i 1)v) I mit Yv -1 < 17v< Yv, also f If (x + i Yv) - f (x + i Yv -1) I 

< IV! (b - a), \vo l'vI eine Schranke fur :~ ist. 
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Dann ist 00 

j(s) =Je-stF(t) dt jur ~ns>y, 
o 

wo F (t) die Funktion 
y+ooi 

F(t) = H.W. 2:i j etz j(z)dz 
y-ooi 

bedeutet 75. 

Beweis: Wegen der in b) vorausgesetzten GleichmaBigkeit der Kon
vergenz ist folgende Vertauschung erlaubt: 

T T y+wi 

j e-stF(t)dt= j e-stdt lim 2:i j etZj(z)dz 
o 0 00-+00 'Y-wi 

y+wi T 

= lim 2:i j j(z)dz j e-(s-zltdt 
w~oo y-wi 0 

y+wi 

1 J 1 e-(s-zlT 
= lim -. - _ j(z) dz. 

£0-+00 2nt. S - 4 

y-wi 

Nach c) konvergiert lim gleichmaBig fUr aile T > 0, wenn lH s > y 

ist, denn 
w-+oo 

y +wi y+wi 

f 1
1-e-(S-ZlT I f 2If(z)1 jd I 

j(z) dz -< ~ls-zl zl s-z 
y-wi y-wi 

y+wi 

-< j 4 I f(z)lldzj 
- 1 +lzl 
y-wi 

fUr aile hinreichend groBen w. Also kann der Grenzubergang T -+ 00 

unter dem Integral voilzogen werden: 
00 y+wi 

je-stF(t)dt= lim 2:i J :~)zdz (lHs>y). 
o 00-+00 ')I-wi 

Urn zu zeigen, daB die rechte Seite gleich j (s) ist, integrieren Wir 

-21 . ~ entlang der Rechtecksperipherie mit den Ecken nt s-z 
y + wi, y-wi, w-wi, w + wi, 

was bei hinreichend groBem w nach der Cauchyschen Formel den Wert 
I(s) liefert. Wahlen wir nun auf Grund der Voraussetzung e) ein festes Q 

so graB, daB 
i/(z) 1 < e fur lHz:>-Q 

ist, so gilt fUr w > Q auf der rechten Vertikalen: 
w+wi I 
j J...!!Ldz -<e-~-

. s-z 1- w-ffis' 
w-w~ 
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auf dem Shick der oberen Horizontalen zwischen ffi z = Q und ffi z = w: 
.Q+ wi 

J illdz -<Ii w-Q 
s-z - w-~s' 

w+wi 

auf dem Reststuck dieser Horizontalen nach d): 
y+wi 

J illdz -<M Q-;: . 
s-z w-.-ss 

.Q + wi 

Analoge Abschiitzungen gelten fUr die Integrale uber die Abschnitte der 
unteren Horizontalen. Fur aIle hinreichend groBen w sind also die 
Beitrage uber die rechte, obere und untere Rechteckseite beliebig klein. 
Fur w -+ 00 bleibt daher nur das Integral uber die linke Vertikale ubrig: 

y+wi 

I(s) = lim _1_. J ill dz. 
2nt s - z 

00-+00 • y-w.z. 

Satz 3. I(s) 
Gestalt 

sei in der H albebene ffi s > oc >- 0 analytisch und in der 

I(s)=~+f.l(s) (6)0) 
s s1 + d 

darstellbar, wo f.l (s) beschrankt ist. Dann ist I(s) die 53r-Translormierte 
der F unktion x+ioc 

F (t) = H.W. 2:i Jets I(s) ds (x> oc) 76. 

x-ioo 

Beweis: I(s)-f erfUllt mit jedem x>oc an Stelle von y die Voraus

setzungen von Satz 2, ist also die 53r-Transformierte von 
x + ioo 

H.W. 2~i J ets(/(s)-f)ds=F1(t). 
x -ioo 

~ ist die 53r-Transformierte von c, und nach der Formel S. 105 ist mit 
s 
x>o 

x +ioo 

H.W._1_. J ets~ds= 
2nt s 

x -ioo 

1 

c fUr t>o, 
c 

fUr t = 0, -
2 

0 fUr t< o. 

Folglich ist I(s) die 53r-Transformierte von F;.(t) + c. 

7. Kapitel. 

Andere Umkehrformeln fUr die Laplace-Transformation. 
§ 1. Berechnung der L-Funktion aus den Ableitungen der l-Funktion. 

Die im 6. Kapitel zugrunde liegende Umkehrformel ist das genaue 
Analogon zur Cauchyschen Koeffizientenformel fUr Potenzreihen 
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00 

!p(z) = Z a"zn. Man wird erwarten, daB es auch zu der Taylorschen 
o 

Formel an = tp(n) 1(0) ein Analogon gibt. DaB dieses nicht so auf der Hand 
n. 

liegen wird wie das Analogon zur Cauchyschen Formel, erhellt schon 
daraus, daB man in der Taylorschen Formel im Gegensatz zur Cauchy
schen den ganzzahligen Parameter n nicht ohne weiteres kontinuierlicl,l 
variieren lassen kann. Immerhin gibt es fur die £rTransformation eine 
Umkehrformel, die insofern mit der Taylorschen Formel Ahnlichkeit 
besitzt, als sie die Ableitungen von I (s) benutzt, deren Werte man nur 
in einer Umgebung der dem Punkte z = 0 entsprechenden Stelle s = 00 

zu kennen braucht, ja sogar nur auf einem beliebig weit rechts anfangen
den Stuck der reelien Achse. Wir wollen uns die zugrunde liegende 
Idee zunachst an der Pofenzreihe klarmachen, die wir vermoge der 
Substitution z = e- s, !p(e- S ) = I(s) in der Gestalt schreiben: 

00 

n=O 
Bilden wir die Ableitungen 

00 

I(k) (s) = Zan (_n)ke-ns, 
n~O 

so zeigt sich, daB wir den Koeffizienten am jetzt nicht mehr einfach 
durch den Wert von I(m) (s) an einer Stelle darstellen konnen. Wir ver
suchen daher den Koeffizienten am durch ein etwas komplizierteres 
Verfahren aus den j<k) (s) herauszupraparieren. Wir set zen in I(k) (s) einmal 

s = !!.- (m ganz > 0). Dann ist 
m 

j<kl (!) = ian (-n)k e-<, , 
n~O 

und wir konnen am isolieren, indem wir mit einem geeigneten Faktor 
multiplizieren: 

(_ 1)k ;: I(k) ( !) = am + i an (: e 1 - : ) k 
n~O 

n9=m 
Nun ist aber, wie man der log-Kurve so fort ansieht, fUr positives oc =F 1 : 

oc -log oc > 1, also 1 - oc + log oc < 0 
und 
(1 ) 
Fur k -+ 00 strebt daher jedes Glied der rechts stehenden Summe gegen 0, 
so daB man, wenn Summe und Grenzubergang vertauschbar sind, erhalt: 

am = lim (_1)k (~)k I (k)(..!!-.) . 
k-+oo ' m m 

Eine ahnliche Formel, in der nur der konvergenzerzeugende Faktor 
etwas anders aussieht, existiert nun auch fur die Laplace-Transformation. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 9 
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Sa tz 1. Wenn t (s) = 53! {F (t)} eine Konvergenzhalbebene besitzt, so 
ist an jeder Stetigkeitsstelle t > 0: 

F(t) = lim (_~)k(~)k+lt'k)(~)'. 
k-+oo k. t t 

Hat F an der Stelle t Grenz'l£lerte von rechts und links, so ist F (t) durch 
F (t + 0) + F (t - 0) zu ersetzen 77. 

2 

Beweis: Aus dem aus 4.1 bekannten Ausdruck fiir t'k) (s) folgt, wenn 
k 
t schon groBer als die Konvergenzabszisse ist: 

00 

t(k) (;) = J e-kT (_T)k F(T) dT 

o 
00 

=(-1)kUY+lj e-"ukFC:) du, 
o 

also 
00 

, ,j e-"ukF(t-~)dU 
~--=-~ ('~)k+l t(k) (~) = 0 ' 

kI t t 00 , f e-"ukdu 
o 

Hieraus ergibt sich die Behauptung in der bei Ausdriicken der rechts 
stehenden Art geHiufigen Weise: Die Funktion h (u) = e-" Uk (k> 1) hat, 
wie man mit Hilfe vonh'(u) = e-"uk- 1 (k-u) feststeilt, bei u=k das 

einzige Maximum mit h(k) = e-kkk,-...,_k_I_, das urn so hoher ist, je 
lhnk 

groBer k. N ach links und rechts werden die Werte rasch klein. Der 

Hauptbetrag des FHicheninhaltes der Kurve, auch der mit F (t ~ ) multi

plizierten, riihrt also bei groBem k von der unmittelbaren Umgebung 

der Stelle u = k her. 1st F in t stetig, so sind die Werte von F (t ~) in 

dieser Umgebung wenig verschieden von dem Wert an der Stelle u = k, 
d. h. von F (t). 1m Zahler steht also im wesentlichen das F (t)-fache 
des N enners. Fiir k -+ 00 strebt daher der Bruch gegen F (t). 

Ausfiihrlich: Wir konnen die Behauptung so schreiben: 
00 

; I j e-" Uk r F (t ~ ) - F (t) ] d u -+ 0 fiir k -+ 00. 

o 

Wegen der Stetigkeit von F in t kann man zu E > 0 ein b > 0 so wahlen, daB 

IF(t~)-F(t)I<E fiir 1~-1!<b, d.h. [u-kl<kb. 
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Dann ist 
k(l +6) ; 00 

f e-"uk[F(t~)-F(t)]dul<s f e-"ukdu=sk!, 
k(l 6) I 0 

ferner, da e-" Uk von 0 bis k (1 - b) wachst: 
I k(1-6) k(1-6) 

i f e-"uk[F(t~)-F(t)]dU -<e- k(1-6) (k(1-b))k f(IF(t~)I+iF(t)l)du 
o 0 I t(1- 6) 1 

=e-"kk(e6 (1-b))k ~ / jF(v)i dv +jF(t)i k (l-b) r 
Nach (1) (man setze IX = 1 - b) ist 

fJ = e'J (1 - b) < 1 . 

Fur alle hinreichend groJ3en kist daher fJk < k-l, also die rechte Seite 
in der Abschatzung < C e- k kk. Nach der Stirlingschen Formel * strebt 
dies durch k! dividiert gegen O. - Schlie13lich ist noch 

00 00 00 

f /. k f 
[ ( u ')] - -v (k ')k k e-uuk F ,t-k- -F(t) du = . e t t-V F(v) Tdv-F(t) e-"ukdu 

k (1 + 6) t (1 + 0) k (1 + 6) 

abzuschatzen. Wir erledigen zuerst den Subtrahenden. Damit 
00 

~ je-"ukdu-+O 
k! ' 

k(l +6) 

genugt es auf Grund der Stirlingschen Formel, daJ3 folgender Aus
druck gegen 0 strebt: 

00 00 00 

ekk-(k+f) J e-Uukd~t=k-f J e-(U-k)(~-rdU=k+ J (e-(v-l)v)kdv. 

k~+~ k~+~ 1+6 

Die Funktion q; (v) = e1 - v v erreicht ihren Maximalwert 1 fur v = 1, 
nach rechts nimmt sie monoton ab. An der Stelle v = 1 + 15 ist q; (1 + b) = 

e- 6 (1 + b) < 1 und fur alle hinreichend groJ3en k 

[q; (1 + b)]k < <p (1 t _151. 

1st 0 < 17 < 1, so ist 1]k < 1], also 

[17 q; (1 + b) Jk < 1) <p (~ + a) 

Da alle Werte q;(v) fUr v >1 + 15 von der Form 1]q;(1 + b) sind, so ist 
fUr die obigen k 

q;k (v) < <p ~v) . 

9* 
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Also ist 
00 00 

f (e-(V-I)v)"dv<} f e-(v-I)vdv. 
1+0 1+0 

Folglich haben wir: 
00 

kf J (e-(v-l)v)kdv=O (k-f)-+O. 
1+0 

Es sei s = b eine reelle Zahl, fiir die B {F} konvergiert. Dann schreiben 
wir das jetzt noch iibrig bleibende Integral in der Gestalt: 

( ~ r+1 Je - ({--b) v v"e- bv F(v) dv = ( ~r+l J [ve- (+-{) vr e- bv F(v) dv. 
1(1+0) 1(1+0) 

Die Funktionx(v)=ve-(+-{)v erreicht ihr Maximum an der Stelle 
t 

--b -t ' die fiir alle hinreichend groBen k links von t (1 + <5) liegt. Fiir 
i-T 

diese k nimmt also X (v) im Integrationsintervall monoton ab, so daB 
wir nach dem zweiten Mittelwertsatz * schreiben konnen: 

f (ve -(+-{) v)\ -bv F (v) dv = (t(l + <5) e - (1-¥) (I H)Y f'e - bv F(v)dv, 
t (1 + 0) t (1 + 0) 

WO OJ1 eine (von t, <5, k, b, OJ und F abhiingende) Zahl >-t(1+<5) ist. 
Wegen der Konvergenz von B {F} fiir s = b ist fiir alle OJI >- t (1 + <5) 

I l e-bVF(V)dVi<c, 
1(1 + 0) 

so daB wir fiir unser Integral die Abschatzung erhalten: 

+ ebt (l+o) Ce- k kk+ 1 [(1 + <5)e- oj". 

Da wegen (1) fiir alle hinreichend groBen k gilt: [(1 + <5) e- oJ" < ~ , 
so strebt dieser Ausdruck durch k! dividiert fiir k-'>-oo gegen o. - Damit 
ist Satz 1 im FaIle der Stetigkeit von F in t vollstandig bewiesen. Bei 
Annahme der allgemeineren Voraussetzung braucht man nur das Inte-

"(1+0) k "(1+0) 

gral J noch in J und J zu zerspalten. Man kann dies en Fall 
k(l-o) k(l-o) " 

iibrigens auch auf den vorigen zuriickfiihren, indem man von F (t) eine 
Funktion subtrahiert, die links von t gleich 0 und rechts gleich der 
Sprunghohe F (t + 0) - F (t - 0) ist78 • 

* Siehe die Fu/3note S. 42. 
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§ 2. Berechnung der L·Funktion aus Werten der I-Funktion in der 
Umgebung von s = =. 

Die Umkehrfonnel von Satz 5 [6.5J kann man von einer neuen Seite 
verstehen lemen, wenn man unter skrupelloser Vertauschung der Inte
grationen schreibt (x> 0 und im Konvergenzgebiet von B {F}): 

x+ioo x+ioo 00 

_1_. f els I(s) ds=_1_. f ~fe-S7:F(T)dT 
2nt s 2nt s 

x-ioo x-ioo 0 

co x+ioo 

f 1 f 8s (I-,) 
= F(T) dT 2ni --s-ds. 

o x -ioo 

Nach S. 105 ist fUr x> 0 

.. +ioo f 1 
1 f eS(I-,) 1 

H.W. --. --- ds = 1-2nt s 2 
x-ioo 0 

I 

fUr t-T> 0 

ffir t-T = 0 

fUr t-T < 0, 

so daB WIr J F (T) dT erhalten. (Hier wird auch klar, warum III der 

° Umkehrformel x> 0 sein muB.) Der tiefere Grund fUr das Bestehen der 
Umkehrformel ist also das Eingehen des diskontinuierIichen Faktors. 
Man kann diesen nun bekanntlich auf sehr viele Arten analytisch dar
stellen, wodurch man gegebenenfalls weitere Umkehrformeln erh§.lt. 
Als brauchbar erweist sich die folgende Darstellung 79: 

f 1 

lim (1 - e- ellCS
) = ) 1 -! fUr IX = 0 

s-+oo t 0 fUr IX<O, 

fUr IX > 0 

(1 ) 

wobei s durch reelle Werte gegen = zu streben hat. Sie liegt folgendem 
Satz zugrunde: 

Satz 1. I(s) = B {F} besitze eine Halbebene absoluter Konvergenz. 
Dann ist 

I 00 J (- 1),>+1 
F(T)dT= lim 2: n! I(ns)enst lur t>080. 

o s-++oon=l 

Beweis: Fur hinreichend groBe positive s konvergiert wegen 1 (ns) -+ 0 
folgende Reihe: 

00 00 00 

~ (- ~~+l I(ns) enst = ~ (- ~~+l ens! J e- nso F(T) dT 
n=l n=l 0 

00 00 

= J F(T) ~ (- ~;'+1 e"s(!-')dT. 

° n=l 
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Die Vertauschung ist gerechtfertigt (Hilfssatz 1, Anhang) , da die Reihe 
in der zweiten Zeile in jedem endlichen Intervall gleichmaJ3ig konvergiert 
und in der erst en Zeile Summe und Integral noch konvergent bleiben, 
wenn man alle GraJ3en durch ihre Absolutbetrage ersetzt: 

00 00 

~ ~!- enst I e- nST IF (T) I dT. 
1" =1 0 I 

Es ergibt sich: 
00 00 

L; (- :;;'+1 f(ns) enst = I F(T) (1_e-/(t-T)) dT. 
,,~1 0 

Wenn man auf der rechten Seite den Grenziibergang ffi s -+ = unter 
dem Integralzeichen ausfiihren darf, steht wegen (1) die Behauptung da. 
Wir schreiben (0 < <5 < t) : 
00 t 1-0 I J F(T) (1_e-e'(t-T)) dT= J F(T)dT- J F(T) e_eS(t-r) dT-J F(T) e-es(t-r) dT 

o 0 0 1-0 

1+" 00 

+ J F(T) (1_e-/(t-r)) dT+ J F (T) (1_e- eS (t-r)) dT. 
I 1+0 

. S(I-r) . s(t-r) 
Wegen eS (I - r) > 0 1St 0 < e- e < eO = 1, also 0 < 1 - e- e < '1 . 
Zu gegebenem s > 0 kannen wir daher <5 so klein wahlen, daJ3 

1 I 

IF(T)e-eS(I-r)dT -<11F(T)ldT<: 
I-r) 1-0 

und 
1+0 1+" 

I ( S(I-r)) I I Ii F(T) 1-e-e dT -< IF(T) dT<--,;; 
I I 

wird, unabhangig von s. In O-<T-<t-<5 ist (s>O) 
s(1 -r) so 

0< e-e ::'S e-e , 

also fUr aIle hinreichend groJ3en s 

1
1-" t-" 
I s(t-r) sOl E 

I F(T)e-e dT -<e-e IF(T)ldT<-4' 
o 0 

Weiter ist fUr alle hinreichend kleinen z > 0: 

0< 1-e- z = z (1-~ + ~- + ... ) <?z 2! 3! ,~ , 

mithin, da bei t + <5 -< T 
es(l-r) -< e- os , 

also es(t-r) fUr groJ3e s gleichmaJ3ig in T klein ist, 
s(l-r) o < 1 - e- e < 2 eS (I - r) 
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fur alle hinreichend groBen s. Fur diese ist demnach 

'II IF (T) (1_e- eS (I-T)) d T\-<2/1 le-STIF(T)I dT. 
I+a I+a 

1st So (reell) ein Punkt, wo 2 {F} absolut konvergiert, so gilt fUr S > So: 
00 00 00 ! e- ST IF (T) I d T = ! e- (s -S.)T e-s.TIF (T) I d T-<e- (s -s.)(1 + a)i e- S' T IF (T) I dT 

1+6 I+a 1+6 
= 0 (e- (I + 6)S) fur S -+ c:x:> • 

Unser Integral ist also 0 (e- as) und folglieh fUr alle hinreiehend groBen S 

kleiner als ~ . Damit haben wir gefunden: Fur alle hinreiehend groBen s ist 

IlF(T) (1_e-/(I-T) dT- j F(T) d i" 1< e, 
o 0 I 

womit die Behauptung von Satz 1 bewiesen ist. 
Aus Satz 1 ergibt sich ein weiterer Beweis des Eindeutigkeitssatzes: 
Satz 2. Wenn I(s) = 2 {F(t)} in einer iiquidistanten Punktreihe 

parallel zur reellen Achsl; S = So + 'JI G (G> 0, 'JI = 0,1, ... ) verschwindet, 
so ist F (t) eine Nulliunktion und I(s) = 0. 

Beweis: Nach Satz 1 [3.2) ist 

mit 

00 

I(s) = (s-so) J e-(s-S.)IcJ> (t) dt 
o 

1 

cJ>(t) =; J e- S•T F (T) d T. 
o 

Fur s = So + 'JIG ist 
00 

O='JIG! e-pa1cJ>(t)dt, 
o 

d. h. rp(s) = 2{cJ>} verschwindet fUr s=va('JI'= 1,2,., .). Da 2{cJ>} 
absolut konvergiert, so ist naeh Satz 1 

t 00 

J ~ (-1t+ 1 
cJ>(T) dT = lim ~ n! rp(n s) e"sl, 

o s-+oo .. =1 

Der Grenzwert fUr kontinuierlich laufendes s stimmt mit dem fUr eine 
gegen c:x:> strebende Folge uberein. Wir setzen daher s = 'JIG und lassen 
dann 'JI die Folge 1, 2, '" durchlaufen. Nun 1st aber rp(ns) = 
rp (n'JI G) = rp (p G) = ° (p = ganze Zahl) , also ist die reehts stehende 
Summe ° und damit auch ihr Grenzwert. Wir erhalten daher 

1 

J cJ>(T) dT = 0, 
o 

woraus wegen der Stetigkeit von cJ> (t) folgt: cJ> (t) = ° 81, Daraus ergibt 
t 

sich aber nach S. 38, daB J F (T) d T = ° ist. 
o 
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§ 3. Entwicklung der L-Funktion nach Laguerreschen Polynomen. 

1st f(s) = £{F} im Unendlichen regular, so wissen wir nach 5.1, 
00 

daB man aus der Darstellung f(s) = 2: sn~l die FunktionF(t) als be-
n=O 

00 

standig konvergente Potenzreihe F (t) = ~ "'; tn ableiten kann. Diese ~ n. 
n=1 

Umkehmng laBt formal an Einfachheit nichts zu wiinschen ubrig, bei 
praktischen Anwendungen kann aber einerseits die Reihe fUr f (s) schwer 
herzustellen sein, andererseits die Reihe fUr F (t) bei groBen t schlecht 
konvergieren. In diesen Fallen ist manchmal der nachfolgende Satz 
brauchbar, bei dem F (t) als Reihe nach Laguerreschen Polynomen 

(1 ) (no>- 0) 

I 

erscheint. Die Funktionen e -"2 L" (t) bilden bekanntlich ein vollstandiges, 
normiertes Orthogonalsystem im Intervall (0, (0) und k6nnen auch durch 
eine erzeugende Funktion definiert werden 82: 

(2) (Ixl < 1) 

oder auch [siehe 9-3 (2 0)J 83: 

00 

2 ;! L" (t) x" = eX Jo (2 v' x t) . 
n=O 

Satz 1. Es sei f(s) =L{F} im Unendlichen regular. Man kann ein 
r> 1 und ein reelles h so wahlen, dafj f (s) im Aufjeren des Kreises, dessen 

Mittelpunkt auf der reellen Achse liegt und der durch die Punkte SI = - r ~ 1 

1- 2h 
und S2 = r + 1 geht, regular und infolgedessen dort in eine Reihe der Form 

00 

f(s) = s ~ h ~ an ( s -:-~ ~ 1 r 
n=O 

entwickelbar ist. Dann ist 84 
00 

F (t) = e- hi .2 a"Ln (t). 

Beweis: DaB man den genannten Kreis stets so groB wahlen kann, 
daB f (s) auBerhalb regular ist, ist klar; man braucht nur r > 1 so nahe an 
1 und h (eventuell negativ) so klein zu wahlen, daB S1 hinreichend weit 
links und S2 .hinreichend weit rechts liegt. Da f (s) notwendig im Un
endlichen verschwindet, so ist auch (s + h) f(s) im AuBeren jenes Kreises 
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einschlieBlich s = 00 regular. Wie man leicht nachrechnet, wird das 
XuBere des Kreises durch die lineare Transformation 

s+h-1 
Z= s+h 

auf das Innere des Kreises 1 Z 1< r abgebildet. Also ist (s + h) f (s) fUr 
1 Z 1 < r nach Potenzen von z entwickelbar: 

00 

'" ( s + h - 1 )n (s + h) f (s) = ~ an s + h fUr !
S+h-1! 

s+h I <r. 
n=O 

N ach der Cauchyschen Koeffizientenabschatzung ist 
. A 
lanl< .. , 

I} 

wo A eine gewisse Konstante ist und e jede positive Zahl < r sein kann. 
Wir wahlen 1 < e < r. Nun ist 

n n 

~{Ln(t)} = ~ (_1)V (~) :! ~{tV} = ~ (-1)" (~) sV~1 == +( S~l )", 
v=u v=o 

und infolgedessen nach Gesetz I~' (S. 148): 

~ { e- "t Ln (t)} = S ~ h e ~ : -;: 1 )". 

00 

Die Reihe fur f(s) entsteht also gerade, wenn man ..I anLn (t) formal 
1>=0 

gliedweise der Laplace-Transformation unterwirft. Wir behaupten, 
daB dieser Zusammenhang auch effektiv besteht. Nach Cauchy laBt 

00 

sich der Koeffizient der fur 1 xl < 1 konvergenten Potenzreihe ..I en xn = 

Maxg(x) auf JxJ=q . 0 
g(x) durch n mIt 0 < q < 1 abschatzen. Wendet man q 
dies auf die Reihe (2) an, so ergibt sich fur positive t: 

-x 

I L (t) 1-< ~ _1__ tl~':! qlJl I - x 
n -qn1-qe 

la L (t)I-<~ C1 (q) etG,(q) 
nn -enqn ' 

(q < 1), 
also 

wo CI und C2 positive, von q abhangige Konstanten sind. Wahlen wir 
nun e und q so, daB eq > 1 ist, so stellt die rechte Seite das allgemeine 
Glied einer konvergenten Reihe dar, die sich fUr 0 -< t -< T durch 

00 

A C (q) eTG,(q) ~ _1, 
I ~ (e q)n 

o 
00 

majorisieren l1tBt. Also ist ..I an Ln (t) in jedem endlichen Intervall 
o 

o -< t --< T gleichmaBig konvergent, und uberdies ist 
00 

..I I an Ln (t) 1-< Ca eG, t • 
o 
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00 00 

Foiglich konvergiert J le-stlle-lttl.I [anLn (t)ldt fiir hinreichend 
o 0 

groBe reelle s, und deshalb gilt nach Hilfssatz 1 (Anhang) 
00 00 00 00 

J e- st e- Itt 2: an Ln(t) dt = 2: an J e- (S+ h)t Ln(t) dt 
o 0 0 0 

00 

Da wegen der gleichmaBigen Konvergenz e- h t .I an Ln (t) eine stetige 
o 

Funktion darstellt, so ist sie identisch mit der ganzen Funktion F (t), 
deren 5!-Transformierte gleich 1 (s) ist. 

§ 4. Entwicklung der I-Funktion in eine Partialbruchreihe. 

In § 1-3 gingen wir von Funktionen 1 (s) aus, von denen wir bereits 
wuBten, daB sie die Gestalt 5!{F} haben. 1m folgenden werden wir das 
von 1 (s) nicht vorauszusetzen brauchen, sondem mitbeweisen, so daB 
wir damit gleichzeitig Darstellungssatze im Sinne von 6.10 erhalten. 

1st 1 (s) eine gebrochen rationale Funktion : gi [P (s) und q (s) Pol),

nome], so laBt sie sich in Partialbriiche zerlegen, wodurch ihre Pole s. 
(das sind die Stellen, wo q(s) von h6herer Ordnung verschwindet als 
p (s), also, wenn man sich gemeinsame Linearfaktoren in Zahler und 
Nenner weggehoben denkt, die Nullstellen des Nenners) und deren 
Vielfachheiten m. in Evidenz gesetzt werden: 

n • (v) (v) ) 

I(s) = .2 (s ~ s.- + ... + (s-::)"'" + g(s), 
.=0 

wobei g (s) ein Polynom ist, das nur auf tritt, wenn p (s) mindestens den 
Grad von q(s) hat, und dessen Grad gleich der Differenz der Grade von 
p (s) und q (s) ist. Die Koeffizienten a sind gewisse Residuen; a~) ist 
das Residuum von I(s) (s-sv)l"-l im Punkte sv: 

a~)= 2~iJI(s)(s-S.)I"-lds, 
erstreckt iiber einen kleinen Kreis urn sV' 

Damit 1 (s) eine l-Funktion ist, muB notwendig 1 (s) -+ 0 fUr s -+ 00, 

also g (s) _ 0 sein; das bedeutet, daB der Grad von p (s) kleiner als der 
von q (s) ist. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, damit 1 (s) 
eine l-Funktion darstellt, denn dann kann man zu 1 (s) sofort die L-Funk
tion anschreiben (vgl. 8.1, Ende): 
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Da iibrigens F vom Exponentialtypus und dementsprechend I (s) im 
Unendlichen regular ist, so laBt sich I (s) im A.uBeren der konvexen 
Hiille der Pole s,., das ist hier ein Polygon, als Laplace-Integral mit 
komplexem Integrationsweg darstellen (siehe 5.3). 

1st nun allgemeiner I (s) eine meromorphe, d. h. in der ganzen Ebene 
(ausschlieBlich =) bis auf die Pole so' Sv .•• regulare Funktion, so 
braucht sie sich nicht notwendig als Partialbruchreihe 

~ ( a(vj ai:;) ')' 
I(s) =..L.J s~sv + ... + {s_:')m" 

v=o 
darstellen zu lassen. Aber auch wenn das der Fall ist, braucht I (s) keine 
l-Funktion zu sein, und ebensowenig braucht, wenn dies doch zutrifft, 
die zugeh6rige L-Funktion durch gliedweise Transformation zu ent
stehen. Nur unter sehr scharfen Einschrankungen laBt sich die Gewin
nung von F auf diesem Wege sichem *. 

Sa tz 1. I (s) sei eine meromorphe Funktion, deren Pole Sv aUe 2n 
einer linken Halbebene lR s < a liegen, und in eine Partialbruchreihe 

00 ( a(vj a(I') ) 
/(s) = ~ _'_+ ... +_1IIV_ 

, .. = 0 S - 51' (S - SJ,)ntp 

entwickelbar. Die Reihe 

oo( t t",V- 1 ) 00 

F (t) = "'"' a(v) + a(I') - + ... + a(I'). eSv t = """ F (t) ..L.J 1 2 1! mv (m,.-1)! ~ v 
_=0 v=o 

sei in .jedem endlichen I ntervall 0 < to -< t -< T gleichmiifJig konvergent. 
Ferner konvergiere entweder 

00 00 

Je- at ~ !Fv(t)1 dt 
o v=o 

oder 
00 00 

~ J e- at IFv(t)i dt . 
• =00 

Dann ist I (s) eine l-Funktion und F (t) die zugehOrige L-Funktion. Das 
Laplace-Integral konvergiert lur lR s >- a. 

Beweis: Der Satz ist eine unmittelbare Folge von Hilfssatz 1 (Anhang). 
Beispiel: Die Funktion 

/ (v s) = _ cos (2 v -1) V=5 = (fof (2 v - 1) VS , 
, V-s sin V-s VS @Sin VS 

die noch den reellen Parameter v enthalt, ist eine meromorphe Funktion 

von s. (Trotz der Mehrdeutigkeit von V~ ist / (v, s) eindeutig. Es ist 

* Man vergleiche zu dem nachfolgenden Satz die asymptotische Darstellung 
von F (t) in Satz 1 [13.2]. 
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daher gleichgiiltig, welchen Zweig von Vs man zugrunde legt.) 
Parameter v beschranken wir auf das Intervall 0 -< v -< 1. Die 
stellen des N enners sind einfach und liegen bei 

Den 
Null-

(v=O,l, ... ). 

Fur diese hat der Zahler den Wert cos (2 v-1) vn. Wir nehmen zunachst 
an, daB v nur solche Werte hat, daB cos (2 v -1) v n =F 0 ist. Dann hat 
I(v, s) die einfachen Pole s., die samtlich in einer linken Halbebene 
liegen. An einer Stelle s., wo 11 (s) =F 0 ist, wahrend 12 (s) dart eine ein
fache Nullstelle besitzt, ist das Residuum von 11 (s) gleich 11 (s.) * 

12 (s) t; (s.) 
Also hat I (v, s) in s. fur v + 0 das Residuum 

COS(2V-1)V- S =2cos2~'nv. 
1 1 (_ _) 

- -2 1/- sin V-s + Fs cos V-s , .. v- s S=-vnK 

Fur v = 0 ist die Formel fur die Ableitung von 'IjJ (s) = v- s sin v- s 
nicht anwendbar, hier gehen wir so vor: 

'(0)-1' 1p(s)-1p(o) _ l' Fssinv- s 
1p - 1m -- 1m------=-1 

s .... o s s .... o V-s V-s . 
Also ist das Residuum von I (v, s) in s. = 0 gleich 1. - Hat nun v eirten 
solchen Wert, qaB cos (2 v-1) vn = 0 flir ein gewisses v ist, so besitzt 
I(v, s) in s. keinen Pol, der oben als Residuum ausgerechnete Wert 
2 cos 2 v n v ist aber auch O. Es schadet also nichts, wenn wir den betr. 
Term mitfiihren, da er in Wahrheit verschwindet. - Die zunachst 
formal hingeschriebene Partialbruchreihe 

konvergiert fur jedes s + s. und zwar gleichmaBig in jedem endlichen 
Bereich, wenn man die endlich vielen Glieder, die dort einen Pol haben, 
weglaBt, stellt also eine meromorphe Funktion mit denselben Polen 
und Residuen wie I(v, s) dar. Sie kann sich demnach von I(v, s) nur urn 
eine ganze Funktion unterscheiden. Der Beweis, daB diese identisch 
verschwindet, ist nicht ganz einfach und lauft auf einen Residuenkalkul 
hinaus, wie wir ihn spater bei Satz 2 sowieso durchfuhren werden. (Man 

/ /
1 (s) __ s =-~_ 

* _1_. 11 (s).ds=_1_. 1 12 (s)-/2 (s.) ds. Definieren wir 12(s)-/2(s.) 
210 12 (s) 210 S - Sv S - s. 

fur s = s. durch I~ (s.), so ist diese Funktion in einer Umgebung von s. (einschlieB
lich s.) regular und in s. von 0 verschieden, da s. eine einfache Nullstelle von t2 (s) 

. lIt () I () 12 (s) - 12 (s.) . t I . . U b ( . sem so e. 'P s = 1 S : IS a so In emer mge ung von s. eln-
s - s'" 

schlieBlich s.) regular, und das Integral liefert nach der Cauchyschen Integralformel 
den Wert von 'P (s) an der Stelle s , .. 
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stellt I(v, s) durch ein Cauchysches Integral dar, zieht den Integrations
weg nach und nach iiber die Pole hinweg, wodurch die Residuen auf
treten, und muB dann zeigen, daB das Restintegral gegen 0 strebt.) Wir 
unterdriicken daher diese Ableitung und nehmen die Entwicklung 

00 

I ( ) - cos (2 v - 1) Fs _ ~ ~ cos 2 v n v 
V, S - -,/ ,/ - + 2 + 2 2 

V- ssin y-S S s v n 
v= 1 

als bewiesen an *. Die durch formales gliedweises Bilden der L-Funk
tion entstehende Reihe 

00 

1 + 2.I cos 2vnv e-v''''t 

konvergiert in jedem Intervall 0 < to -< t -< T gleichmaBig, da sie durch 
00 

die Potenzreihe.I (e-"'ty' majorisiert wird (O<e-"'t<1). Ferner ist 
.=1 

00 00 00 

~J-C1tl 2 I-v''''tdt ",,",lcos21'nvl ~ e cos v n v e = ~ (J + 1'2 n2 

.=1 0 .=1 

fUr jedes (] > 0 konvergent. Also gehOrt zu I (v, s) die durch gliedweise 
Transformation gebildete Reihe, die nichts anderes als die Funktion 
f}a(v, t) ist (vgl. S. 26). 

Wie man an diesem Beispiel sieht, ist es meist am schwierigsten, 
fUr eine gegebene meromorphe l-Funktion nachzuweisen, ob sie durch 
die an Hand der Pole und Residuen gebildete Partialbruchreihe wirklich 
dargestellt wird, wahrend doch nachher fUr die Bildung von F (t) die 
alleinige Kenntnis der Pole und Residuen geniigt. Es ist daher wiinschens
wert, einen Satz zu haben, der gar nicht erst die Entwickelbarkeit von 
I (s) in eine Partialbruchreihe voraussetzt, sondern direkt von den Polen 
von I (s) ausgeht und daraus F (t) aufbaut. Dabei liegt es in der Natur 
der Sache, an die Darstellung von F durch ein komplexes, iiber ets f (s) 
erstrecktes Integral (siehe 6.10) anzukniipfen und durch Verformung des 
Integrationsweges iiber die Pole von I (s) hinweg den Integralausdruck 
nach und nach in die Residuen von et s I (s) aufzul6sen, wobei sich natiirlich 
Ausdriicke von der in Satz 1 gefundenen Gestalt ergeben. Es wird 
hier gewissermaBen das Umgekehrte wie in Satz 1 gemacht. Dort wurde 
zuerst I(s) durch Residuenrechnung entwickelt und dann gliedweise 
die Umkehrung der B-Transformation ausgefUhrt; hier wird erst diese 
Umkehrung geschlossen bewerkstelligt und dann der erhaltene Ausdruck 
durch Residuenrechnung entwickelt. Dbrigens wird dabei das Verhalten 
von I (s) in der ganzen Ebene ausgenutzt: Die Darstellbarkeit von F (t) 
als komplexes Integral hangt von dem Verhalten von I(s) in der nach 
rechts sich erstreckenden Regularitatshalbebene ab, die Aufspaltbarkeit 

* Die Reihe stellt f(v, s) nur fur O-<v<1 dar, wie man daran sieht, daB die 
Reihe in v die Periode 1 hat, t (v, s) aber nicht. 
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in Residuen von dem Verhalten in der die Pole enthaltenden, nach links 
sich erstreckenden Halbebene. 

Satz 2. f(s) sei in der ganzen Ebene bis auf die Pole sp der Ordnung 
m. ('/1 = 0, 1, 2, ... ) regular, die H albebene lRs >- y sei frei von Polen. 
f(s) lasse sich als B-Transformierte der Funktion 

y+ioo 

F(t) = H.W .. _1_. J etsf(s) ds 
2"'u 

y- ioo 

darstellen *. Gibt es ein festes k > 0, so daf3 Sk f (s) auf den in ffis -< y gelegenen 
Bogen der Kreise I s I = en (n = 0, 1, 2, ... ; en -'>- (0) beschrankt ist, so gilt: 

00 ( t t"",-l ) 
F (t) = "" a(v) + a(v) - + ... + a(') ---- e'vt fur t > ° 

.:;.; 1 2 1! nlv (nzv - 1) ! ' 
v=o 

wobei die a~) die Koeffizienten des Hauptteils der Laurent-Entwicklung 
von f (s) in der Umgebung von s. sind: 

."'" (v) 00 

f(s) = ~ a" + ~b(V)(s-s )". 
~ (s-sv)" ~" v 
,,=1 ,,=0 

Die A usdrucke in der Reihe fur F (t), die den Polen zwischen zwei kon
sekutiven Kreisen I s I = en-l und I s I = en entsprechen, sind zu einem 
Glied zusammenzufassen 85. 

Beweis: Das Residuum von est f(s) im Pol Sv ist 
nlv t,,-l 

esvt ~ a(') ,---"", 
~ " (fl - 1)! . 
,,=1 

Wir set zen s = (! ei {} und bezeichnen mit en den Bogen des Kreises 
e = en, der links von der Geraden ffi s = y liegt; der im Kreis liegende 
Abschnitt dieser Geraden heiBe 5". Dann ist nach dem Cauchyschen 
Residuensatz, wenn kn die Anzahl der Pole innerhalb (! < en bedeutet: 

kn 11tv 1 

""'esvt ""'a(v) t"- =_1-.JeISf(s}ds+-1-. Jetsf(s)dS, 
~ ~"(fl-1)! 2n~ 2n~ 
v = 0 " = 1 5" en 

wobei die aus Sn und en gebildete Kurve im positiven Sinn zu durch
laufen ist. Das Integral tiber en strebt fUr t> Omit wachsendem n 
gegen 0. Denn wenn 

I Sk f (s) I < M auf den Bogen en, 
so gilt: 3 

9.7l+{}n 

1 f et S f (s) d s 1-< en : I et IJ" cos {} I f (e" ei {}) I d f} 
2- {}n 

J et IJ" cos {} d f} , 

* Dazu genUgt es, daB f (s) die Bedingungen von Satz 2 [6.10J erfiillt. 
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wo 

On = arc sin L. . en 
Fiir die gefundene Schranke kann man schreiben: 

n 2 

G = 2 e!. - k M J et(l"cos{) dO = 2 e! - k M J e-tp"Sill{) dO. 
:t - {}Jl 
z-{)n 

Es sei zunachst y -< o. Da sin 0 > ~ fur 0 < 0 < ~ ist, so ergibt sich: 
2 2 

n 

2 

J -tp,,!!.. 4 M ({)" ") G-<2e!-kM e 2dO=Tk /P"2_e- tP"4. 
- I}" en 

Wegen e .. 0" -+ Y ist G -+ 0 fUr n -+ 00. - Fur y> 0 dagegen ist 

( % {)") G = 2e! - k M / e-tp"sin{) dO + ! etp"sin{) dO , 

I f}· -" _" f·· _" n a so wegen 2 < sm'U' < 'U' ur 0 <u· < 2: 

( 
-=;- t {} {}n ) 

G:S;2e!-kM /e- P"2dO+/etPn{)dO 

2M ( -tp,,~ ) =-k 1-2e 4 +e1fln{)n -+0 fur n-+oo. 
t e" 

Das Integral uber Sn strebt nach Voraussetzung gegen F (t), womit 
die Behauptung bewiesen ist. 

§ 5. Entwicklung der l-Funktion in eine Reihe nach Potenzen von e- JIB. 

Da I(s) = B{F} das Analogon zur Potenzreihe in der Gestalt 
00 

rp(e- S) =.I an e- ns darstellt, so liegt der Versuch nahe, I (s) auch in eine 
o 

Reihe nach Potenzen von e- S zu entwickeln. Zu e- ns gibt es aber keine 
L-Funktion. Ware namlich e - ns = B {Q}, so wurde durch Differenzieren 
nach s folgen: 

ne- ns = B{t Q}. 
Nach dem Eindeutigkeitssatz muBte also 

t Qn (t) = Q (t) + N ullfunktion , 

mithin Q selbst eine Nullfunktion sein, was offenbar unmoglich ist. 

Dagegen gelingt es oft, I(s) nach Potenzen von e-Ys zu entwickeln. Zu 
e- n1/s gehort als L-Funktion die Funktion "P(n, t) [siehe 3.4, Beispiel 9]; 
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manchmal tritt statt dessen auch das Funktionenpaar :s e - ,<Vs und 

X (a, t) [siehe ebenda] auf. An Stelle eines ailgemeinen Satzes wollen 
wir ein spezielles Beispiel vorfiihren, und zwar knupfen wir wieder an 
die schon in § 4 behandelte Funktion 

f (v s) =_ cos(zv-1)V=S = (£O[(ZV-i)VS 
, 0 sin V - s V s Sin V s 

an. Es ist 
1 e-(2v-1)1'" +e(2v-1){s 

f(v,s)= ,/- ! r vS e]s_e- js 

1 e- 2v y's +e 2(v-1)(5 

VS 1 _ e- 2Vs 

Fur ffi Vs > 0, d. h. fur alle s mit Ausnahme von s -< 0, kann man diese 
Funktion in eine geometrische Reihe entwickeln: 

00 

(1) f (v, s) = :5 (e- 2V )/s- + e2 (V-1)Vs) ~ e- 2n 1"';-
n=O 

= -;- (2 e- 2(n+v)]s + 2 e- 2 (n +l-v) vs) 
v' n=O n=O 

Beschranken wir nun v auf das Intervall ° -< v -< 1, so ist stets v >- 0, 
12 + V > 0, 12 - V >- 0, also fUr die gliedweise Ubersetzung die Formel 

£{ v~t e- ~:} = e~~; (a >- 0) 

anwendbar, wodurch wir zunachst formal auf 

(

V' 00 (n+v)' 00 (n_v),) 
F (v, t) = v~t e- T + :2e--t- + :2e--t-

1~=1 n=l 

gefUhrt werden. DaB tatsachlich £{F(v, t)} = f(v,s) fUr ffis > ° ist, sieht 
man unmittelbar durch Anwendung von Hilfssatz 1 (Anhang) ein. Natiir
lich erhalten wirwieder {}3(V, t), diesmal aber in transformierter Gestalt: 

+00 (v +n)' 

{}3 (v, t) = Vi :2 e - -1-. 
nt 

n= -00 

In den beiden Ableitungen in § 4 und 5 haben wir da.nit zugleich einen 
Beweis der grundlegenden linearen Transformationsformel der Theta
funktion 86: 

00 +00 0+~ 

(2) [{}3(V,t) =]1 +2:2cos2vnve-p',,'t= V~t :2 e--t-. 
v=l n=-oo 
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Zusa tz: Die Formel 

B{'!?3(V,t)}=- COS(2V~1)V=S 
v-ssm V-s 

ist bewiesen und gilt nur fUrO-<v-<1. Da '!?3(V, t), wie man seinen beiden 
Gestalten unmittelbar ansieht, in v die Periode 1 hat, so kann man 
B {'!?3} auch leicht fUr v auBerhalb des Intervalls 0 -< v -<: 1 erhalten. 
So muB z. B. fUr - 1 -< v -<: 0 

also 

sem. 

B {'!?3(V, t)} = B{'!?3(V + 1, t)} mit O-<V + 1 -< 1 

cos (2 (v + 1) - 1) v=s 
V-ssin y-s 

B {'!?a (v, t)}= - cos (2v -: 1) V-s fUr -1 -<V-<O 
y-ssmV- s 

§ 6. Weitere Umkehrformeln. 
Es gibt noch eine Reihe von Umkehrformeln von einem ganz anderen 

Typus. vVir nennen sie hier ohne Beweis, weil eine exakte Abgrenzung 
ihrer Gultigkeit und ein befriedigender Beweis nur im Raum der im 
Lebesgueschen Sinn quadratisch integrierbaren Funktionen moglich ist. 

1. Umkehrung der zweiseitig unendlichen Laplace-Transformation. 
00 +00 

(1) F(t) = n;2ne-~ !/:dY ! e-~t(s)cosY(t+S)dS. 
o -00 

Fur die Gilltigkeit dieser Formel, die ein zweifaches, aber ganz im Reellen 
verlaufendes Integral benutzt, ist hinreichend, daB 

+00 +00 +00 

J e-~lt(s)ldS, J e- s' It(s)1 2 ds, J IY(Y) Idy 
-00 -00 -00 

mit +00 f (y+is)' 

y(y)= v;n . e-2 -f(s)ds 
-00 

konvergieren. t (s) muB fUr die Anwendbarkeit dieser Formel insbesondere 
nicht bloB in einem Streifen, sondern Hings der ganzen reellen Achse und 
damit in der ganzen Ebene existieren 87. 

2. Umkehrung der einseitig unendlichen Laplace-Transformation. 
00 <% 1 

1 f f (st)-2-+ iy 
F(t) = limn f(s)ds ffi (1 . )dY . 

<%-+00 r 2+ Z y 
(2) 

o 0 

Doetsch, Laplace· Transformation. 10 
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Hinreichend fur die Gilltigkeit dieser Formel ist, daB I (s) fur \R s > 0 
analytisch ist und dort die Bedingung 

00 

JI/(x+iy)1 2 dy-<M fur x>O 
-00 

erfilllt, daB ferner lim existiert 88. 

Es sei bemerkt, daB man wie von der kQmplexen Umkehrformel 
in 6.10 so auch von den ubrigen Umkehrformeln aus das Darstellungs
problem angreifen kann 89. 

8. Kapitel. 

Die Abbildung der fundamentalen Operationen 
an Funktionen. 

In diesem Kapitel behandeln wir folgendes Problem: Von mehreren 
L-Funktionen F;., F2, . ',' sind die zugeh6rigen l-Funktionen 11> 12' ... 
bekannt. Man ube auf die L-Funktionen gewisse Operationen aus, z. B. 
man bilde ihr Produkt. Wie HiBt sich dessen l-Funktion aus den Funk
tionen 11> 12' ... berechnen, mit anderen Wort en , wie bildet sich die 
Operation der Multiplikation von L-Funktionen im Raum der l-Funk
tionen ab? Oder: Welche Operation an I entspricht der Ableitung vonF, 
d. h. wie HiBt sich B {F'} aus B {F} = I berechnen? Dasselbe Problem 
HiBt sich auch in umgekehrter Richtung stellen: Wie sieht die zu 11' 12 
oder die zu f' geh6rige L-Funktion aus? Wir gelangen auf dies em Weg 
zu den grundlegenden Abbildungseigenschaften der Funktionaltransfor
mation B {F} = I, die die vielseitige Verwendbarkeit der Laplace
Transformation in den Anwendungen begriinden. Es wird sich namlich 
herausstellen, daB gewisse komplizierte Operationen in dem einen Raum 
sich in ganz elementaren Operationen im anderen Raum widerspiegeln. 
Das er6ffnet die M6glichkeit, verwickelte und tiefe ZusammenMnge in 
dem einen Raum an ihren viel leichter zu ubersehenden Bildern in dem 
anderen Raum zu verfolgen und aufzuklaren. Der ganze Inhalt des 
IV. und V. Teiles wird in Anwendungen dieser Idee, von der schon im 
2. Kapitel gesprochen wurde, bestehen. Es handelt sich also hier urn einen 
speziellen Fall des fUr die ganze Mathematik so wichtigen und fruchtbaren 
Abbildungsprinzips, das besonders in der Geometrie und geometrischen 
Funktionentheorie so sinnfallig und erfolgreich in Erscheinung tritt. 
Urn an ein bekanntes Beispiel zu erinnern: Die Zyklographie bildet die 
Gesamtheit der orientierten (d. h. mit einem Umlaufsinn versehenen) 
Kreise einer Ebene auf die Punkte des Raumes ab, indem sie einem 
Kreis denjenigen Punkt zuordnet, der senkrecht tiber dem Mittelpunkt 
liegt und dessen Abstand gleich dem Radius ist, wobei sich dessen Vor
zeichen nach der Orientierung des Kreises richtet. Dem Satz, daB die 
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auBeren .Ahnlichkeitspunkte dreier Kreise auf einer Geraden liegen, ent
spricht dann die Tatsache, daB die Verbindungsgeraden der die Kreise 
(bei gleichsinniger Orientierung) reprasentierenden drei Raumpunkte 
die Ebene der Kreise in Punkten (eben jenen Ahnlichkeitspunkten) 
treffen, die auf der Schnittgeraden dieser Ebene mit der durch jene drei 
reprasentierenden'Punkte gehenden Ebene liegen. So wird ein Zusammen
hang, der in der Kreisgeometrie keineswegs auf der Hand liegt, bei der 
Abbildung auf den Punktraum zu einer Selbstverstandlichkeit. 

§ 1. Die Abbildung der linearen Substitution. 

Wir beginnen bei den Operationen, deren Abbildung wir suchen, mit 
einer ganz einfachen, namlich der linearen Substitution an der Variablen t, 
indem wir aus einer L-Funktion F (t) die neue Funktion ~ (t) = F (at - b) 

herstellen. Dabei soil a> 0, b > 0 sein. Fur 0 -< t < ~ ist a t- b < 0, a 
und fUr negative Argumente braucht F nicht definiert zu sein. Wir 

setzen aber nun fest, daB F (t) = 0 fUr t < 0 sein solI. Dann ist (1'= at - b, 

t = _T_+~) 
a a 

00 

2 {Fl} = f e'tF(at-b)dt= : e--~s f e--;"F(1')d1' 
o -b 

00 

= : e-~s f e--;"F(1')d1'. 
o 

Dieses Ergebnis k6nnen wir so formulieren *: 
la. Bildet man aus einer L-Funktion F(t) die neue Funktion 

_{ F(at-b) lur at-b>-O 
Fl(t) - 0 lur at-b<O (a>O, b>O), 

so ist ~ eine L-Funktion und lur ihre I-Funktion gilt: 

Ids) = : e-~S/(~). 
Die lineare Substitution in F spiegelt sich also in einer linearen Sub
stitution an lund Multiplikation mit einer Exponentialfunktion wider. 
Wir merken die Spezialialle b = 0 bzw. a = 1 besonders an: 

l~. Zu Fl (t) = F (at) (a> 0) gehOrt 

Ids) = ~ I ( : ) . 
* \Vegen der graBen Bedeutung dieses Kapitels flir die spateren Anwendungen 

sind die auf die einseitig unendliche Laplace-Transformation sich beziehenden 
grundlegenden Gesetze mit riimischen Ziffern bezeichnet. Der Index a deut-et 
an, daB der L-Raum, der Index b, daB der l-Raum der Ausgangspunkt ist. 

10* 
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I~/. Zu 

F t _ {F(t-b) fUr t-b~ 0 
l()- 0 fUr t-b<O (b > 0) 

gehiJrt 
11 (s) = e- bs I(s). 

Wir machen jetzt das Analoge mit I(s), indem wir 11(s) =/(ocs+{3) 
betrachten mit oc > 0 und {3 beliebig (auch komplex), wodurch der Defi
nitionsbereich fur 11 (s) eine Halbebene bleibt. Es ist 

00 00 [fJ ] 
11(s) =/(ocs+{3) = f r(l1.s+P)tF(t)dt=: fe- sr e-"r F (:) dT, 

o 0 

so daB wir das Ergebnis bekommen: 

lb' Bildet man aus einer l-Funktion I(s) die neue Funktion 11(s) = 
I (oc s + {3) (oc >0, {3 beliebig komplex), so ist diese eine l-Funktion, und lur 
ihre L-Funktion gilt: 

{J 

Fl (t) = : e -" t F ( : ) . 

Auch hier spiegelt sich also die lineare Substitution in I in einer linearen 
Substitution an Fund Multiplikation mit einer Exponentialfunktion 
wider. Wir merken die SpezialliiUe {3 = 0, oc = 1 an: 

I~. Zu 11 (s) = I (oc s) (oc > 0) gehiJrt 

Fl (t) = : F ( : ) . 

I~/. Zu 11(s) = I(s + {3) ({3 beliebig komplex) gehort 
Fl (t) = e- (JI F (t) . 

I~ bedeutet naturlich dasselbe wie I~. In den Anwendungen kommen 
die Beziehungen I~' und I~' besonders haufig vor. 

Ein einfaches Beispiel: N ach 3.4, ~eispiel 3 ist 

B{tl1.}=T(cx+1) fur ffioc>-1. 
sl1.+1 

Also ist 

§ 2. Die Abbildung des Integrierens. 

1. Integration der L-Funktion. 

Wenn F eine L-Funktion ist, so werden wir sehen, daB ihr Integral 
auch wieder eine solche ist. Dagegen braucht die Ableitung F' keine 

1 3 
zu sein, wie das Beispiel F (t) = t -"2 zeigt, denn F' (t) = - ~ t - 2- ist nicht 

2 

bis zum Nullpunkt integrabel. 
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Satz 1. ,Wenn s!{4>} lur ein reeUes so>O einlach konvergiert, so 

konvergiert auch S! {I 4>(r) dT} lur so' und es ist 

(1) soS!{j4>(T)dT;So}=S!{4>; so}, 

also auch 

Uberdies ist 
t 

j 4> (T) dT = 0 (e'.t) lur t ..... oo, 
o 

so dafJ S! { 14> (r) dT} lur ffi s > So sogar absolut konvergiert 90. 

Bemerkung: Die Voraussetzung, daB So reell und >0 sein soil, ist 
wesentlich. 1st n1i.mlich So reeil, aber -< 0, oder komplex, so folgt aus 

der Konvergenz von S! {4>; so} nicht notwendig die von S!{ /4> (.) dT; so}. 

Gegenbeispiele: a) Fur die Funktion 

4>(t) = / ~ fUr O-<t< 1 j 4> (.)dT = /'2t _~ ff~r 0t:1t < 1 
t2 fUr t>-1, 0 t ur 

ist S!{4>; O} konvergent, S!{i 4> (T) dT; o} aber nicht. 

b) Fur die Funktion 

4>(t)={1 f~r O-:t<1 jt4>(.)dT={t fur 0::5t<1 
o fur L=:~1, 0 1 fiir t>-1 

ist S! {4>} in der ganzen Ebene konvergent, also z. B. fUr So = -10, 

S!{/4>(T)dT} aber nur fUr so>O. Oder ein wenigertriviales BeisJ>iel: 

Fur 
t 

4>(t)=e- t , j4>(T)dT=1-e- t 

o 

ist S! {4>} fur So >-1 konvergent, S!{/4> (T) dT} aber 

c) Fiir die Funktion 

nur fur So > o. 

11 fur O-<t<1, 

4> (t) = 7- fiir t >- 1 
t {t fur O-<t<1 

[4> (T) dT = 1 + logt fUr t>-1 

konvergent, S! {/4> (T) dT} aber nicht. 
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Selbst wenn 2{4); so} und 2{! 4)(-,;) d-,;; so}beroe existieren, braucht 

fUr So -< 0 die Gleichung (1) nicht zu gelten, wofUr man leicht Beispiele 
bilden kann. Dagegen gilt die Aussage uber die absolute Konvergenz 

von 2{! 4)(.) d.} auch noch im Falle So = o. Denn wenn 2{4); o} = 
00 1 

J 4) (.) d. existiert, so hat die Funktion J 4) (.) d. fUr t -+ 00 einen Grenz-
o 0 
wert, ist also beschrankt, so daB ihr 2-Integral fUr ffi s > 0 absolut 
konvergiert. 

Beweis von Satz 1: Wir setzen 
x t 

P (x) = J e- s• t dt J 4) (.) d't" 
o 0 

und wenden den Stolzschen Grenzwertsatz * an: 
Wenn H(x) reell ist und fur x-+oo gegen 00 strebt, G'(x) und H'(x) 

fUr x> Xo existieren und H' (x) =F 0 ist, so ist 
r G (x) lim G' (x) 
1m H(x) = H'(x) , 

,,~oo ;t:~oo 

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. 
Mit 

G (x) = eV P (x), H (x) = eV 

ist H (x) -+ 00 (hier wird so> 0 gebraucht) und 

G', (x) = eV (so 'P + 'P') =.-!.. (s lJ' + PI). 
H (x) So e'.x So 0 

t 

(lJ" existiert, da J 4) (.) d-,; stetig ist.) Explizit ist 
o 

x t x 

So lJ' + lJ" = So J e- s•t dt J 4) (.) d. + e-'·X J 4) (.) d., 
00' 0 

was sich durch verallgemeinerte partielle Integration (vgl. S. 16) so 
umformen laBt: 

_e- s• t j 4) (.) d. IX + j e- s• l 4) (t) dt + e- S' X j 4) (.) d't"= j e- s• l 4) (t) dt. 
o 0 0 0 0 

Da 2 {4); so} konvergiert, so besitzt dieser Ausdruck fur x -+ 00 den 

Grenzwert 2{4); so}. Also hat HG =lJ' den Grenzwert ~2{4); so}, 
So 

womit die erste der Behauptungen bewiesen ist. 
Fur jedes reelle s > So trifft die Voraussetzung erst recht zu, so daB 

die Gleichung auch fur diese s gilt. Wegen der Regularitat der rechts 
und links stehenden Funktionen dehnt sie sich auf ffi s > so' aus. 

* Einen besonders einfachen Beweis siehe bei F. LETTENMEYER: Vber die 
sogenannteHospitalscheRegel. J.f.d.reineu. angew:Math.174 (1936) S.24t-247. 
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SchlieBlic:h falgt ~ocb aus dem ,Resultat 

lim lJI = lim ..!. (so lJI + lP'), 
x-+co x~co So 

daB 
:< 

lim lJI' = lim e- so :< J If> (7:) d7: = 0, 
:<-+00 :<-+00 0 

was mit der letzten Behauptung gleichbedeutend ist. 
Diesen Satz ki:innen wir sofort auf iterierte Integration verallgemeinern 

[vgl. 15.3 (21)J: 
IIa. Wenn £{If>} lur ein reelles so>O einlach konvergiert, so konvergiert 

auch die £-Translormation des v-Iach iterierten Integrals (v ganzzahlig> 0) 

'I'(t) ~ (j dT r <P (T) ~ -(.~, ),j(t~Tt-' <P (T) dT 

lur so' und es ist 

also auch 

Uberdies ist 
lJI (t) = 0 (eSo t) lur t -+ 00 , 

so daf3 £ {lJI} lur ffi s > So > 0 sogar absolut konvergiert. 

Die Formel £ {lJI} = ~ £ {If>} zeigt, daB der transzendenten Operation 
SV 

des mehrfachen Integrierens der L-Funktionen im Gebiet der l-Funktionen 
die ganz elementare Operation der Multiplikation mit einer Potenz 

1 . h von s entspnc t. 

2. Integration der l-Funktion. 

Wenn I(s) = £{F} fiir ms>f3 ist, so gilt ebenda (s. Satz6 [4.1J): 

/,(s) = £{-tF}. 
Wir setzen 

/' (s) = cp (s), -tF(t) = If> (t). 

Da/(s)-+O fUr s-+oo in einem Winkelraum ~ (Satz1 [4.3J), so is-t, 
wenn wir die Integration von der komplexen Stelle s Hings der Hori
zontalen nach rechts (oder langs irgendeiner Kurve, die von s aus nach 
rechts ins Unendliche Hiuft) erstrecken: 

co co 

J /' (a) dO' = J rp (a) dO' = - I (s) 
s s 

bder 00 

f rp (a) dO' = £ fPt(t)}. 
s 
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00 

Da mit f auch f' und umgekehrt mit cp (s) auch j cp (a) dO' analytisch ist, 
s 

so konnen wir das Resultat so formulieren: 
00 

lIb' 1st cp(s) fur 'iRs >/3 analytisch und ist jcp(a) dO' (das Integral 
s 

langs eines Weges in einem Winkelraum ~ erstreckt) eine l-Funktion, 
so ist auch cp(s) eine solche. 1st cp (s) = .2 {4>}, so ist 

00 

f cp(O'}dO'=.2 {~}. 
s 

Der transzendente ProzeB der Integration der l-Funktion spiegelt sich 

also in dem elementaren ProzeB der Multiplikation mit + an der L
Funktion wider. Die Verallgemeinerung auf mehrfache Integration ist 
leicht ausfiihrbar. 

1 1 00 

Anwendung: Setzt man cp(s) = 5-5+1' so ist f cp (a) dO' = 
s 

10gO'-log(O'+ 1)/:' =logS ~ 1. Die Funktion log ( 1 + ; ) = ; -2:2 + ... 

ist, wie man nach Satz.3 [6.10] sofort erkennt, eine I-Funktion; es ist 
!p (s) = .2 {1- e- t }. Die Formel von lIb ergibt: 

{ 1-e- t } ( 1) .2 t =log 1+-;-. 

§ 3. Die Abbildung des Differenzierens. 

1. Differentiation der L-Funktion. 
~s sei F (t) fUr t:=- 0 definiert, fiir t > 0 differenzierbar und in t = 0 

nach rechts stetig. [Das kann man, was fiir spatere Anwendungen 
praktisch ist, auch so ausdriicken: F(t) sei fiir t> 0 differenzierbar und 
habe fiir t-"" + 0 einen (zur Veteinfachtmg mit F(O) bezeichneten) 
Grenzwert]. Ferner sei F' (t) eine L-Funktion. Datm ist F' (t) integrabel 
und daher 

t 

F(t) =F(O) + f F' (.) d •. 
o 

Setzenwir nun in Satz 1 [8.2J 
t 

4>(t) = F' (t), j 4>(.) d. = F(t) -F(O) , 
o 

so erhalten wir wegen .2{F(O)} == F~O) : 

Sat z 1. Wenn F (t) fur t > 0 ditferenzierbar ist und fur t -"" + 0 
den Grenzwert F (0) hat, wenn ferner .2 {F'} fur ein reelles So > 0 einfach 
konvergiert, so konvergiert auch .2 {F} fur so' und es ist 

.2{F'; so} = So .2{F; so}-F(O), 
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also auch 
5!{F'} = s5!{F}-F(O) fUr ffis>so>o. 

Uberdies ist 
F (t) = 0 (/fot ) , 

so daft 5! {F} fur ffi s > So sogar absolut konvergiert 91. 

Diesen Satz k6nnen wir sofort auf Ableit~gen h6herer Ordnung 
verallgemeinem. Wenn F(v) (t) fUr t > 0 existiert (11 > 1), lim F(v-1) (t) 

t-+ 0 
=F(v-1) (0) vorhanden ist und 5!{F(V)} fUr so>O konvergiert, so kon-
vergiert nach Satz 1, angewandt auf F(v-1) an Stelle von F, auch 
5! {F (v -1)} fur so' und es ist 

5!{F(v); so} == So 5!{F(v-1); so}-F(v-1) (0), 
ferner F(V -1) (t) = 0 (/fot) , 

also 5! {F(V -1)} fur ffi s > So absolut konvergent. Wenn nun weiterhin 
limF(v-2) (t) =F(v-2) (0) existiert, so konvergiert auch 5!{F(V-2)} fUr so' 
t-++O 
und es ist 

ferner 
F(V - 2) (t) = 0 (/fot) 

und daher 5!{F(v-2)} fUr ffis>so absolut konvergent. Hieraus folgt: 
~{F(v); so} = s~ 5!{F(v-2); so}-F(v-2) (0) sO-F(v-1) (0). 

Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir folgendes Gesetz: 

IlIa. Wenn F(t) fur t>o die Ableitungen F',F", ... ,F(v) (110)-1) 
besitzt und die Grenzwerte 

lim F(t) =F(O), lim F'(t) =F'(O), ... , lim F(v-1) (t) =F(v-1) (0) 
t-++O 1-++0 t-++O 

vorhanden sind, wenn ferner 5! {F(v)} fur ein reelles so> 0 einfach kon
vergiert, so konvergieren auch 5!{F}, 5!{F'}, ... 5!{F(v-1)} fur So' 

und es ist 
5! {F(v); so} '- s~ 5! {F; so} -F (0) s~-1_F' (0) s~- 2_ ••• _F(V -1) (0), 

also auch 
5! {F(v)} = SV 5! {F}-F (0) sv-1_F' (0) SV -2_ ••• _F(v -1) (0) fur ffi s > so. 

Uberdies ist 
F(t) = o (esot ) , F'(t) = o (/fot) , ••• , F(v-l) (t) = o (eSol ) fur t--'>-oo, 

so daft die 5!-Integrale dieser Funktionen fur ffi s > So sogar absolut kon
vergieren 92. 

Bemerkungen: 

1. N ach Hilfssatz 3 (Anhang) sind die Ableitungen F', F", ... , F(V -1) 

im Punkte t = 0 nach rechts vorhanden und stetig. (Fur t > 0 sind sie 
sowieso sicher stetig, da sie dort differenzierbar sind.) 
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2. Die Formel in lIla kann auch so geschrieben werden: 

Q{F(~)} = SV Q {F(t) _ [F (0) + F: ~O} t + ... + F~:=-l:}~O} r- 1]}. 

Der Ausdruck in [ ... J ist der Anfang der Taylor-Reihe von F; die 
Funktion F(t)- [ ... J hat die Eigenschaft, daB i1Jf Wert und der ihrer 
v -1 ersten Ableitungen fUr t = 0 verschwinde~: 

3. Die Formel von lIla ergibt sich auch aus der Taylorschen Formel 
mit dem Laplaceschen Integralrestglied: 

t 

F(t) =F(O) + F'(O} t+ ... + F(V-l)(O}tV _ 1+ 1 j(t-Tt- 1 F(v)(T)dT 
11 (v-i)! (V-1)! ' 

o 
wenn man bei der Q-Transformation des Restgliedes das Gesetz lIa 
anwendet. 

Geht man im Raum der L-Funktionen zu den Ableitungen (voraus
gesetzt, daB diese wieder L-Funktionen sind) uber - ein transzendenter 
ProzeB -, so bedeutet das im l-Raum die elementare Operation der 
Multiplikation mit einer Potenz von s und Addition eines Polynoms, 
dessen Koeffizienten von den "Anfangswerten" der Funktion Fund ihrer 
Ableitungen abhangen. Gerade die letztere Tatsache ist fur die An
wendungen auBerordentlich bedeutungsvoll. Sie hangt damit zusammen, 
daB das Q-Integral von 0 an erstreckt ist, wie man sieht, wenn man die 
Formel von Satz 1 unter Benutzung der oben bewiesenen Abschatzung 
F (t) = 0 (esG t) vermittels partieller Integration ableitet: 

00 00 

je-stF'(t)dt=e-stF(t)I";+sje-stF(t)dt fUr s=so und gts>so. 
00' 

Bei der zweiseitig unendlichen Laplace-Transformation treten derartige 
Zusatzglieder dementsprechend nicht auf, es gilt nanilich 

Sa tz 2. Wenn F fur -00 < t < + 00 definiert und dilterenzierbar 
ist, wenn ferner Qn{F'} fur die reellen Werle Sl und sa> Sl einfach (und 
damit fur Sl < ffi s < S2) konvergiert, so konvergiert auch Qu {F} fur Sl 

und S2' und es ist 

Qu{F'}=sQn{F} fur S=Sv S=S2 und sl<ffis<S2' 

Uberdies ist 
F=O(e"lt) fur t-++oo, 

F = 0 (es2t) lur t-+-oo, 

so daf3 Qu {F} fur Sl < ffi s < S2 absolut konvergiert. 

Beweis: Setzen wir F (- t) = 1\ (t), so ist 
00000 

j e- s•t F' (t) dt = J es• t F' (- t) dt = - j e-(-s.)t F; (t) dt, 
-00 IJ 0 
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also nach $atz 1 : 

J e-s,t F' (t) dt = - [-s2le- (-s.)t Fl (t) dt- F1 (0)] 
-co 0 

o 
= S2 J e-s,t F(t) dt +F(O) 

-co 

und 

d. h. 
F (t) = a (c,t) fUr t ~ -=. 

Ebenso ist 
o 0 

J e-stF'(t)dt=s J e-stF(t)dt+F(O) fUr ffis< S2' 
-00 -00 

Hierzu addieren wir die naeh Satz 1 fUr s = S1 und ffi s > S1 giiltige 
Gleiehung 

co 00 

J e- st F' (t) dt =·s J e- st F (t) dt-F (0), 
o 0 

in der 
F(t) = a (CIt) fUr t~= 

ist, wodureh sieh die Behauptung ergibt. 

2. Differentiation der l-Funktion. 

Den einsehHigigen Satz haben wir bereits in 4.1 bewiesen. 

IUb • Wenn f(s) eine l-Funktion ist: f(s) = 2{F} fur ffis>P, so 
sind auch alle Ableitungen l-Funktionen, und zwar ist 

f(v) (s) = 2 {(-t)" F} fur ffis > p. 
Differenzieren im l-Raum bedeutet also irri L-Raum Multiplikation 

mit einer Potenz. 

§ 4. Uber die Faltung. 

1. Das Analogon bei Potenzreihen. 

Dem Produkt zweier Funktionen in dem einen Raum entsprieht im 
anderen Raum ein aus den zugeordneten Funktionen gebildeter Integral
ausdruek, den wir als "Faltung" bezeiehnen werden. Allerdings gilt 
das nieht allgemein, sondem wir miissen uns bei dem ausgesproehenen 
Satz auf gewisse Unterklassen unserer L- und l-Funktionen beschranken. 
Das erhellt schon aus der Tatsaehe, daB das Produkt zweier L-Funktionen 

gar keine L-Funktion zu seiri braucht: so ist z. B. t-t eine L-Funktion, 

t-t. t-t =t- 1 aber nieht. 
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Wir wollen uns die Zusammenhange zunachst an dem viel einfacheren 
00 

Beispiel der Potenzreihen klarmachen. Zwei Potenzreihen CPl (z) = 2: an zn, 
o 

00 

CP2 (z) = 2: bn zn seien fUr I z I < r konvergent. Dann sind sie dort auch 
o 

absolut konvergent, k6nnen also gliedweise nach der Cauchyschen Regel 
multipliziert werden: 

00 n 00 

CPl (z) CP2 (z) = 2: 2: a. bn _. zn = 2: Cn zn. 
n=O .=0 0 

Das Produkt ist wieder eine Potenzreihe mit den Koeffizienten 

(1) cn = ao bn + ~ bn _ 1 + ... + an bo· 

Schreibt man die Indizes 0, 1, ... , n auf einen Streifen Papier und faltet 
ihn in der Mitte, so kommen gerade diejenigen Indizes zur Deckung, 
deren Glieder miteinander zu multiplizieren sind. Daher nennen wir 
eine derartige Bildung eine "Faltung". Dem Produkt" zweier Potenzreihen 
(Resultatfunktionen) entspricht also bei den Koettizienten (Objekt
funktionen) die FaUung. 

Nun bilden wir umgekehrt aus den beiden Potenzreihen die neue 
00 

cP (z) = 2: an b"zn. 
»=0 

(Die Reihe konvergiert sieher in einem Kreis, dessen Radius gleieh dem 
Produkt der Konvergenzradien el> e2 der Ausgangsreihen ist.) Wie man 
leieht dureh Ausmultiplizieren und gliedweises Integrieren (bei Potenz
reihen erlaubte Operation en) feststellt, ist 

(2) 1 j (Z)d C cp(z) = 2ni CPl(I;)CP2 T -C-, 

wo z jede komplexe Zahl mit Izi < ~he2 bedeuten kann und die Inte
gration la.ngs eines Kreises (mit dem laufenden Punkt 1;) auszufiihren 
ist, auf dem 

gilt 93. 

Dem Produktbilden der Koettizienten (Objektfunktionen) entspricht 
somit im Raum der Potenzreihen (Resultatfunktionen) die Bildung des 
Integrals cP (z), das tibrigens dureh die Substitutionen 

z = e- s , I; = e- u ; cp(e- S ) = "P(s), CPl(e- U ) = "PI (a), cpz(e- ") = "P2(a), 

die die Potenzreihe in eine dem 2-Integral analoge Form iiberfiihren, 
die Gestalt annimmt: 

"P(s) = _1_. j"Pda) "P2(s-a) da, 
2nt 

integriert tiber eine gewisse Vertikalstreeke. 
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Wir werden nun sehen, daB diese bei Potenzreihen ausnahmslos 
giiltigen Zusammenhange wenigstens bei gewissen Klassen von L- bzw. 
l-Funktionen, namlich LO und L~I bzw. lO und l~I' ihre Analoga haben. 
Zuerst aber behandeln wir die allgemeinere Klasse der absolut kon
vergenten Laplace-Transformationen, fUr die wir allerdings nur die eine 
Halfte unserer Satze, nfunlich den auf die Multiplikation der l-Funktionen 
(nicht aber der L-Funktionen) bezuglichen Teil beweisen werden. Wir 
schicken eine Betrachtung uber die dabei auftretende, zu (1) analoge 
1ntegralbildung voraus. 

2. Allgemeine Eigenschaften der Faltung. 

Die zu (1) analoge Bildung bei 1ntegralen lautet offenbar: 
t 

F(t) = J Fdr) F2(t-r) dr. 
o 

Wir nennen sie "Faltungsintegral" oder kurz "FaUung" von FI und F2• 

(Franzosisch "composition", englisch "convolution" oder "resultant". 
Manche amerikanische Autoren gebrauchen auchdas deutsche Wort 
Faltung.) Wir schreiben F (t) syrnbolisch als Produkt, verwenden aber 
als Malzeichen ein Stern chen : 

t 

(3) J FI{r) F2(t-r) dr = FI * F2· 
o 

SoH das Argument t besonders zum Ausdruck gebracht werden, so 
schreiben wir FI * F. (t). Diese Schreibweise wird sich als uberaus praktisch 
bewahren, da die Faltung sich in vieler Hinsicht ganz wie ein Produkt 
benimmt. Es liegt hier ein ahnlicher Fall wie beim Produkt von Matrizen 
vor, zu dem die Faltung ubrigens ein Analogon darstellt. Dnter dem 
Produkt zweier n-reihigen Matrizen mit den Elementen ai k und bi k ver
steht man die Matrix mit dem allgemeinen Element 

n 

Cik =.I aij bjk• 
i=l 

Die entsprechende Integralbildung sieht so aus: Man hat in einem Quadrat 
a -< x -< b, a -< y -< b zwei Funktionen zweier Variablen FI (x, y), F2 (x, y) 
und bildet aus ihnen die neue Funktion 

b 

F(x, y) = J .F;.(x,;) F2 (;, y) d;. 
a 

Diese in der Theorie der 1ntegralgleichungen ("iterierte Kerne") auf
tretende Bildung wurde von Volterra "Komposition zweiter Art" ge
nannt. 1st speziell 

FI (x, y) = 0 fUr y> x, 

F2 (x, y) = 0 fur y > x, 
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d. h. verschwinden die, Funktionen oberhalb der Diagonalen von (a, a) 
nach (b, b), so ergibt sich die Gestalt 

x 

F (x, y) = J FI (x, .;) F2 (.;, y) d'; , 
y 

die von Volterra "Komposition erster Art" genannt wurde und die bei 
Integralgleichungen mit variablen Grenzen auf tritt, so wie die Kompo
sition zweiter Art bei solchen mit fest en Grenzen. Hangen weiterhin 
die beiden Funktionen FI> F2 nur von der Differenz der Variablen ab: 

Fdx, y) = 1\(x-y), F2(x, y) = F2(x-y), 
so ist 

x x-y 

F(x, y) = J Fdx-';) F2 (.;- y) d'; = J 1\ (x- y-T) F2 (T) dT. 
Y ,0 

Das ist das Faltungsintegral fUr den Wert x- y 94. 

Damit die Faltung fUr t> 0 existiert, genugt es, daB FI und F2 
I-Funktionen sind (siehe 3.1). Sie ist dann zu definieren durch 

t- 62 

lim J FI(T) F2(t-T) dT. 
81 ~ 0, 62 -+ 0 £1 

LaBt man zu, daB FI und F2 noch an anderen Stellen als t = 0 un
eigentlich integrabel sind, so braucht 1\ * F2 nicht zu existienm. 

Beispiel: FI = t - t, F2 = I t-1/- t; fUr t = 1 existiert FI * F2 nicht. -
Ein anderer naturgemaBer Bereich, in dem FI * F2 immer existiert, ist 
der der quadratisch integrablen Funktionen, der aber fur uns aus fmher 
dargelegten Grunden nicht die Bedeutung hat, wie der Bereich der 
I-Funktionen, den wir im folgenden zugrunde legen. 

Ist von den I-Funktionen FI> F2 mindestens eine eigentlich integrabel, 
z. B. F2, so ist lim 1\ * F2 = 0, denn dann ist ! F21 < M, also 

1-+0 

II FI (T)F2(t-T)dTI-<M j I FI(T)\dT-+ 0 

fUr t -+ O. Sind dagegen FI und F2 beide uneigentlich integrabel, so 

braucht das nicht zu gelten. Beispiel: Fdt) = F2 (t) = 1 . Hier ist 
. Vnt 

fUr t > 0, wie man leicht nachrechnet, FI * F2 = 1, also uberhaupt 
konstant. 

Die Faltung erfullt das kommutative und das assoziative Gesetz: 

FI * F2 = F2 * FI, 
(FI * F2) * Fa = FI * (F2 * F3) . 

Das erstere ergibt sich durch die Substitution t - T = u, fUr das letztere 
werden wir in 8.5 einen sehr einfachen Beweis kennenlernen. Auf 
Grund des assoziativen Gesetzes hat ein syrnbolisches Produkt 
FI * F2 * ... * F" auch ohne weitere Angabe einen eindeutigen Sinn. 
Fur F*F schreiben wir kurz F*2, ebenso F*F*F=F*3 usw. 
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Wichtig ist die folgende Eigenschaft der Faltl1llg: 
Sat z 1. Die F altung zweier 1-F unktionen ist lilr t > 0 stetig. 
Beweis: Wir haben zu zeigen: Die Differenz (t + 15 > 0) 

D (t, 15) = Fl * F2 (t + 15) - Fl * F2 (t) 
t + 0 t 

= f FI(7:) F2(t+ t5-7:)d7:- f Fl(7:)F2(t-7:)d7: 
o 0 

159 

ist fUr aile hinreichend nahe an 0 gelegenen 15 absolut genommen beliebig 
klein. Wir wahlen 81 und 8 2 so, daB 0 < 81 < t-82 < t ist und zerlegen D 
zunachst unter der Voraussetzung 15 > 0 so: 

8, 

D(t, 15) = f Fl(7:) [F2(t + 15-7:) - F2(t-7:)] d7: 
o 
t- 6 2 

+ f Fl (7:) [F2 (t + 15-7:) - F2 (t-7:)] dt 
" t 

+ f 1\(7:) [F2(t+t5-7:)-F2(t-7:)Jd7: 
t- 8:1 

t+" 
+ f Fl(7:) F2(t+ t5-7:)d7:=I1 +Iz +Ia+I4 · 

t 

Man sieht sehr leicht, daB die eventueil uneigentlichen Integrale 11> la, 14 
fUr aIle positiven 15 < 8 2 dadurch beliebig klein gemacht werden k6nnen, 
daB man 81 und 8 2 hinreichend klein, aber fest wahlt. Da dann FI auf 
der Strecke 81, •.• , t - 8 2 beschrankt ist: IFI (7:) I < M, so ist 

t - 82 t - 81 

I21-<M f I F2(t + 15-7:) - Fz(t-7:) I d7: = M f I F2(u + 15) - F2(U) I du. 
~ ~ 

Nach Hilfssatz 4 (Anhang) ist dieser Ausdruck fur aile hinreichend 
kleinen 15 beliebig klein. - Analog verlauft der Beweis fur 15 < O. 

Die Faltung ist im allgemeinen nicht differenzierbar, wie folgendes 
Beispiel zeigt: 

Hier ist 

1 

Fl(t) = t- 2 

F2(t) =1 t-: fUr 0<t-<1 

fUr t> 1. 

F F _In fUr 0<t-<1 
1 * 2 - ,/--n - 2 arc tg V t - 1 fUr t > 1. 

Fur t = 1 ist Fl * F2 nicht differenzierbar, da dort die Ableitung von 
links gleich 0, die von rechts gleich -00 ist. 

Dagegen gilt der 

Satz 2. FI(t), F~(t) und F2(t) seien I-Funktionen, FI habe liir t-+ + 0 
einen (mit FI (0) bezeichneten) Grenzwert. An jeder Stelle t, wo Fz (t) die 
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t 

Ableitung von rechts (links) von J F2 (1') dT ist (also z. B. an ieder Stetig
o 

keitsstelle) , ist ([J (t) = Fl * F2 nach rechts (links) differenzierbar, und 
zwar ist 

([J'(t) = F~ * F2 + F1(0) F2(t). 
t 

1st 1\ (0) = 0, so ist die Voraussetzung F2 (t) = ddt J F2 (1') dTuberflussig *95. 

o 
Beweis: Unter unseren Voraussetzungen ist 

([J(t) = i F2(t-T){tF~(X)dX+ 1\(O)}dT 

t T t 

= J F2(t-T) dT J F~(x) dx + F1(0) J F2(T) dT. 
o 0 0 

Da F{ und F2 an den eventuell vorhandenen Stellen uneigentlicher 
Integrabilitat absolut integrabel sind, so kann man das iterierte Integral 
in ein Doppelintegral tiber das Dreieck 0 -< x -<T -c. t der T x-Ebene ver
wandeln ** und dieses dann vermoge der Koor1inatentransformation 

T = - y + z + t oder Y = - T + X + t 
x= z z= 

iiberfiihren m das Doppelintegral 

J J F~(z) F2(Y-Z) dydz, 

erstreckt tiber das Dreieck ° -< Z -< Y -< t der y z-Ebene. Dieses kann 
wiederum als iteriertes Integral geschrieben werden (da das mnere 
Integral existiert), und man erhalt: 

([J(t) = i{! F~(z) F2(y-z) dz }a y + F1 (0) j F2(T) dT. 
__ -'--__ 0 0 0 

t 
* Schreibt man 1lJ (t) = J F, (t -.) F 2 (.)d., so stimmt die Formel fiir llJ' mit 

o 
der bekannten klassischen Regel fiir die Ableitung eines Integrals nach einem 
Parameter, der im Integranden und in den Grenzen vorkommt, iiberein: 

" h.(<x) h.(<x)" 

d J ' J a f (x, a), , da f(x,a)dx= aa dx+h 2 (a)t(h2 (a),a)-h , (a)/(h,(a),a). 
hi (<X) hI (<X) 

Diese Regel ist aber hier wegen der bei fur iiblichen Voraussetzungen nicht an
wendbar. 

b d 

**Wenn das iterierte Integral fattJ t(u, v)dv existiert,so braucht das 
a c 

b d 

Doppelintegral f f f(u, v) du dv nicht zu existieren. 1m obigen Fall aber existiert 
a c 

das Doppelintegral sicher, da der Integrand das Produkt zweier Faktoren ist, von 
denen jeder nur voneiner Variablen abhangt. 
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Hier kommt t nur noch in der oberen Integralgrenze vor. Der erste 
Integrand ist nach Satz 1 stetig, das erste Integral ist also differen
zierbar und hat F~ * F2 zur Ableitung; beim zweiten nutzen wir die Vor
aussetzung tiber F2 aus, es hat F2 (t) zur Ableitung nach rechts (links). 

Die durch (3) definierte Faltung wird uns in der Theorie der einseitig 
unendlichen Laplace-Transformation begegnen. Bei der zweiseitig un
endlichen Laplace- Transformation und der F ourier- Transformation spielt 
die Bildung 

+00 

(4) 1 FdT) F2(t-T) dT 
-00 

dieselbe Rolle *. Sie ist das Analogon zum Koeffizienten des Produkts 
zweler Laurent-Reihen: 

n=-oo n= -00 n=-oo 

mit 

v=-oo 

Damit (4) fUr jedes t existiert, ist hinreichend, daB Fl und F2 in jedem 
endlichen Intervall eigentlich und in (- (Xl, + (Xl) absolut integrabel 
sind. Verschwinden Fl und F2 fUr t < 0, so geht (4) in (3) tiber. 

§ 5. Der Faltungssatz fUr absolut konvergente Laplace-Integrale und 

VeraUgemeinerungen fUr bedingt konvergente Laplace-Integrale. 

IV b' Sind 2 {Fl} und 2 {F2} fur dasselbe s = So absolut konvergent, 
so konvergiert auch 2 { Fl * F2} fur s = So absolut und ist gleich 2 { F1}· 2 {F2}' 

Das heiBt: Beschrankt man sich auf den Raum la derjenigen I(s), die 
durch absolut konvergente 2-Integrale darstellbar sind, so gehort das 
Produkt zweier solcher Funktionen wieder zu diesem Raum, und im La
Raum entspricht ihm die Faltung 96 : 

(1) 2{Fl*F2 }=2{F1 }·2{F2 }. 

Wir nennen jeden Satz, der unter gewissen Voraussetzungen eine 
Formel vom Typus (1) behauptet, einen Faltungssatz. 

Beweis: Wegen der absoluten Konvergenz der Integrale sind folgende 
Umformungen legitim: 

00 00 

1 e-SOUFdu)du· 1 e- SOV F 2 (v)dv= 11 e- So (U+V)F1 (u)F2 (v)dudv, 
o 0 

* Urn die verschiedenen Faltungsarten aile durch ein Sternchen symbolisieren 
und doch unterscheiden zu k6nnen, setzt man, wenn Verwechslungen zu be
fiirchten sind, die Integrationsgrenzen an den Stern, z. B. 

t +00 
Fl 6 F., Fl -*00 Fo· 

Doetsch, Laplace-Transformation. 11 
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wobei das Doppelintegral liber die Viertelebene u > 0, v> 0 zu erstrecken 
ist. Die Substitution 

fUhrt es liber in das Doppelintegral 

J J e- s•t F1(t-r) F2(r) dtdr, 

erstreckt liber die Achtelebene zwischen der t-Achse und der Geraden 
r = t. Dies ist aber gleich dem iterierten, absolut konvergenten Integral 

!e-s,t{j FI(t--r) F2(r)dr}dt. 

Aus IVb ergibt sich ein sehr einfacher Beweis 97 fUr das assoziative 
Gesetz der Faltung. Sind drei I-Funktionen F1(t), F2(t), Fa(t) gegeben, 
so andern wir sie fUr t > T > 0 ab und setzen sie dort gleich o. Dann 
existieren ihre 2-Transformierten fUr jedes s und konvergieren absolut. 
Also konvergiert nach IVb auch 2 {FI * F2 } absolut, und es ist aber
mals nach IVb 

2 {(FI * F2) * Fa} = 2 {FI * F2 } • 2 {Fa} =2 {FI} . 2 {F2} . 2 {Fa}· 

Dasselbe Resultat liefert aber auch 2 {FI * (F2 * Fa)}. Folglich ist 

2 {(PI * F2) * Fa} = 2 {FI * (F2 * F;)} 
und dam it nach dem Eindeutigkeitssatz fur 0 < t::o; T: 

(Fl * F2 ) * Fa = Fl * (F2 * Fa) + Nullfunktion. 
Weil aber beide Faltungen stetig sind, ist die Nullfunktion identisch o. 
Da T jede Zahl > 0 bedeutenkann, ist die Behauptung allgemein 
bewiesen. 

Auf dieselbe Weise wie IVb ergibt sich 

Sa tz 1. Sind 2u {Fl} und 211 {F2} fiir dasselbe s = So absolut kon-

vergent, so konvergiert auch 2u L2°O F1(r) F2(t-r) dr} fiir s = So absolut 

und ist gleich 2u {FI} . 2n {F2}· 
Ein Spezialfall hiervon ist 

+00 +00 
Satz 2. Wenn J [FI(X)[dx und J !F2(x)[dx existieren, also die 

-00 -00 

Fourier-Transformationen tJ {FI} und tJ {F2} fur jedes reelle y absolut 

konvergieren, so konvergiert auch tJ Cloo FI (~) F2 (x-~) d ~} tiir jedes 

reelle y absolut und ist gleich tJ {FI} . tJ { F2 } • 

Wir gehen nun darauf aus, andere Faltungssatze mit teilweise 
schwacheren Voraussetzungen, dafUr aber auch teilweise schwacheren 
Behauptungen aufzustellen 98. 
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Fur Potenzreihen gilt bekanntlich folgender, manchmal nach Abel 
benannte Multiplikationssatz: 

Sind die drei Reihen 
00 00 00 

PI (z) = ~ an zn, P2 (z) = ~ bn zn , p(z) = ~ cnzn 

n=O 
mit 

n=O 

n 

Cn = ~ a. bn _. 
v=O 

n=O 

fUr denselben Wert z = Zo einfach konvergent, so ist p(zo) = PI (zo) P2(ZO)' 

Der Beweis ist sehr einfach: Die Reihen fUr PI und P2 sind fUr ! z I < I zo' 
absolut konvergent, also ist fur diese z 

PI (z) P2 (z) = P (z) . 

LiBt man in dieser Gleichung z (geradlinig) gegen Zo streben, so ergibt 
sich wegen der vorausgesetzten Konvergenz der drei Reihen fur zo nach 
dem Abelschen Stetigkeitssatz PI (zo) P2 (zo) = P (zo)· 

Ganz analog gilt fUr die Laplace-Transformation: 

Sa tz 3. Sind £ {F1}, ~ {F2} und £ {FI * F2} fiir dassel be S = So 
konvergent, so ist fiir s = So 

~ {FI * }~} = ~ {FI} . £ {F2 }· 

Der Beweis laBt sich nicht unmittelbar so wie bei Potenzreihen fUhren, 
da aus der Konvergenz eines £-Integrals fUr s = So nicht die absolute 
Konvergenz fUr ffis> ffiso folgt. Wir konnen aber nach Satz 1 [3.2J 
jedes einfach konvergente Laplace-Integral in ein absolut konvergentes 
umformen und dann denselben Gedankengang wie oben anwenden. 
Den angefUhrten Satz konnen wir in der Faltungssymbolik so schreiben: 

1st ~{F} fUr s=so einfach konvergent, so ist fUr ffis>ffiso: 
£{F}= (s-so) £{es.t*F}, 

wobei das £-lntegral auf der rechten Seite absolut konvergiert. 
Wir set zen nun F = Fl * F2 und falten beiderseits zweimal mit eS' t: 

eS' t * (eSo t * F) = (eSo t * F1) * (eSo t * F2 ) • 

Da fUr ffi s > ffi So das £-lntegral von eSot und nach dem obigen Satz 
auch das aller drei Klammern absolut konvergiert, so ist nach IVb 

fUr ffi s > ffi so: 

£{esot }. £{e'ot *F} = £{es•t * FI}· £{esot * F2 }. 

Dies bedeutet, abermals nach dem benutzten Satz: 
53 {F} ~ {Fl} 53 {F2} 

5 - 50 5 - So 

also fUr ffi s > ffi so: 
£{F} = £{FI} £{F2}' 

Nach Satz 1 (4.2) folgt hieraus fUr s -+ So die Behauptung. 

11* 
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Weitere Faltungssatze fUr nicht notwendig absolut konvergente 
2-lntegrale ergeben sich, indem man das Faltungsintegral, bevor man 
es der 2-Transformation unterwirft, mit gewissen Hilfsfunktionen faltet 
und es dadurch wieder reif zur Aufspaltung macht. Die Behauptung 
wird dann allerdings nicht mehr fur So' sondern nur fUr m s > So (reell) 
ausgesprochen werden k6nnen. 

Satz 4. Wenn 2{FI} fur ein reelles so>-o einfach und 2{F2} fur 
m s > So absolut konvergiert, so ist fur m s > so: 

1 
2{1 * FI * F2} = s 2{FI}' 2{F2}, 

wobei das 2-Integral auf der linken Seite absolut konvergiert. 

Beweis: Setzen wir F = FI * F2, so ist 

1*F=(1*F1)*F2· 
t 

1 * FI ist nichts anderes als J FI (r) dr. 1st nun zunachst so> 0, so 
o 

konvergiert nach Satz 1 [8.2] 2 {1 * FI } fur m s > So absolut und ist 

gleich ~ 2 {FI }. Die Anwendung von IVb liefert also die Behauptung.-
s 

1st So = 0, so ist nach der Bemerkung zu Satz 1 [8.2] 2 {1 * FI } fur 
ms > 0 absolut konvergent, so daB IVb ergibt: 

2{1 *F} = 2{1 * FI}· 2 {F2}, 

wobei die linke Seite absolut konvergiert. Da nun 2 { 1 }, 2 {FI} und 
2 {1 * F I } fur m s > 0 konvergieren, so ist nach Satz 3 fur m s > 0: 

2 { h FI} = 2 { 1 } . 2 {l\} = : 2 {Fl}, 

womit auch in diesem Fall die Behauptung bewiesen ist. 
Be mer k u n g : Fur So < 0 ist der Sa tz im allgemeinen falsch. So ist 

z. B. 2 {e- t} fur jedes s > - 1 absolut konvergent, aber 2 {1 * e- t * e- t} 
= 2 { 1 - e- t - t e- t} konvergiert erst fUr s > o. 

Sat z 5. Wenn 2 {FI} und 2 {F2} fur ein reelles So >- 0 einfach 
konvergieren, so ist fur m s > so: 

1 
2 {1 * Fl * 1 * F2} = 2 2 {FI} . 2 {F2}, s 

wobei das 2-Integral auf der link en Seite absolut konvergiert. 

Da 1 * 1 = t ist, so ist die linke Seite gleich 2 {t * Fr * F2 }. 

Beweis: Wie bei Satz 4 zeigt man, daB 2 {1 * Fr} und 2 {1 * F2 } 

fur m s > So absolut konvergieren und gleich + 2 {Fr} bzw. + 2 {F2} 

sind. Die Anwendung von IVb liefert die Behauptung. 

Aus IVb, Satz 4 und 5 folgt 
Satz 6. Werden die Abszissen der absoluten Konvergenz von 2{Fl} 

und 2{F2} mit IXI bzw. 1X2' die der bedingten Konvergenz mit PI bzw. P2 



§ 5. Der Faltungssatz. 165 

bezeichnet, so gilt: Die Abszisse absoluter Konvergenz von 

(a) £ {Fl * F2} ist -<:: Max (OI.:}> 01.:2)' 

(b) £ {1 * Fl * F2} ist -<:: { Max (,8}> 01.:2, 0) 
- Max (01.:1, P2' 0) 

(c) £ {'I * 1\ * 1* F2} ist -<:: Max(p}> P2' 0). 

In den Satzen 4 und 5 wurde die Faltung so erweitert, daB ihr £
Integral sogar absolut konvergierte. Es gilt nun folgendes Seitenstiick 
zu Satz 4, bei dem die Faltung in der urspriinglichen Gestalt Fl * F2 
auf tritt, dafUr aber auch nur einfache Konvergenz des £-Integrals 
ausgesagt werden kann. 

Sat z 7. Wenn £ {Fl} filr ein beliebiges s absolut und £ {F2} filr 
dasselbe s einfach konvergiert, so konvergiert £ { Fl * F2} auch filr s einfach, 
und es ist 99 

£{Fl * F2} = £{1\}' £{F2}' 
Beweis: DieFunktione-st Fl(r) F2(t-r) ist ih dem Dreieck O<r< t< T 

der t r-Ebene zweidimensional integrabel, ihr Integral laBt sich durch 
iterierte Integrale ausrechnen, da diese existieren: 

T t T T 

Il(T) = j e-stdt j Fl(r) F2(t-r) dr = j Fl(r) dr j e- st F2(t-r) dt. 
() 0 0 T 

Durch die Substitution 

erhalt man rechts: 
T T-T 

II (T) = j e-S"r Fl (r) dr j e- su F2 (u) duo 
o 0 

Wir setzen nun: 
00 

£{Fl}=fl(S), £{F2}=f2(S), je- sU F2(u)du = P(v). 
v 

Dann ist: 
T 

II (T) = je- sT Fl (r) [12 (s) - P(T -r)] dr, 
also o 

T t T T 

je-Sldt jFl (r) F2(t-r)dr=f2(s) je- sr Fl (r)dr-fe-a Fl (r) P(T -r) dr. 
o 0 0 0 

Offenbar geniigt es jetzt, nachzuweisen, daB 
T 

I2(T)=je- ST F1 (r)P(T-r)dr-+0 fUr T-+oo. 
o 

Dazu zerlegen wir 12 (T) folgendermaBen: 
T 
2 T 

I2(T) = j e- ST F1(r) P(T -r) dr + r·· = I3(T) + I4(T). 
o T 

2 



166 8. Kap.: Die Abbildung der fundamentalen Operationen an Funktionen. 

Es ist 

Nun ist aber 

T 
'2 

i1a(T)[-< Max [P(v)['jle- T F1(,r) [dr. 
!'.$v$T 0 2 - -

lim P(v) = 0, 
v-+oo 

so daB fiir T -+ 00 der erste Faktor der Absehatzung gegen 0 strebt, 
wahrend der zweite wegen der vorausgesetzten absoluten Konvergenz 
von B {Fl} einen endliehen Grenzwert hat. Also ist 12 (T) -+ 0 fiir 
T -+ 00. Ferner ist 

T 

[14(T)[-< Max [P(v)[·j[e-STF1(r)[dr. 
o-<v-<!'... T 

- -2 2 

Hier ist der erste F aktor besehrankt (da P (v) fiir v >- 0 stetig ist und fiir 
v -+ 00 einen Grenzwert hat), wahrend der zweite mit waehsendem T 
gegen 0 strebt. Also ist 14 (T) -+ 0 fiir T -+ 00. 

* * * 
1m Falle bedingter Konvergenz von B{F1 } und B{F2} kann man 

zwar, wie Satz 5 zeigt, das Produkt aus -;- und den beiden B-1ntegralen 
s 

wieder als B-1ntegral sehreiben, aber nieht genommen iiber die Faltung. 
Das B-1ntegral der Faltung braueht nieht zu konvergieren. Das steht 
in Analogie zu der Tatsaehe, daB das Cauehysehe Produkt zweier (in 
einem Punkt) bedingt konvergenter (Potenz-)Reihen nieht zu kon
vergieren braueht. Diese Sehwierigkeit wird dureh dieCesarosche 
Summabilitatstheorie iiberwunden: Das Produkt ist wenigstens Cesaro
summabel erster Ordnung, d. h. das arithmetisehe Mittel seiner Partial
summen konvergiert. Allgemeiner ist das Cauehysehe Produkt einer 
(C, k1)-summablen und einer (C, k2)-summablen Reihe (k1 und k2 > -1) 
sieher (C, kl + k2 + 1)-summabel *. Eine analoge Theorie laBt sieh fiir 
das B-1ntegral aufstellen: Anstatt die Konvergenz von 

T 

(/> (T) = j e- s t F (t) d t 
o 

fiir T -+ 00 zu verlangen, untersueht man gewisse den arithmetisehen 
Mitteln naehgebildete 1ntegralmittel der Funktion (/> (T) [siehe S. 204]. 
Wenn das Mittel k-ter Ordnung konvergiert, so kann man sagen"es 
existiere die verallgemeinerte Laplace-Transformierte B(k) von F (fiir 
den Wert s). Es gilt dann in Analogie zu dem Satz von Cesaro: 

* Siehe z. B. K. KNOPP: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 
S. 506. 3. Aufl., Berlin 1931. 
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Allgemeiner Faltungssatz. Wenn ~(k,) {FI} und ~(k,) {F2} mit 
kl -:=- 0, k2 -:=- ° lur S = So konvergieren und gleich 11 (So) bzw. 12 (So) sind, 
so konvergiert ~(k, +k,+ 1) {Fl * F2 } lur So und ist gleich 11 (so) . 12 (so): 

5.\(k, + k, + 1) {r~ * F2} = 5.\(k,) {F1} . 5.\(k,) {Fa} 100. 

Ein naheres Eingehen auf diese Theorie wurde hier zu we it fuhren. 

§ 6. Abbildung des Produktes im LO- bzw. 10-Raum 
(einseitig unendliche Laplace-Transformation). 

In diesem und dem folgenden Paragraphen beschaftigen wir un~ mit 
einem Spezialfall, wo das Produkt in j edem der beiden Raume, dem L-Raum 
und dem l-Raum, wieder dazugehOrt und als Abbild eine Faltung hat. 

1. Produkt zweier LO-Funktionen. 

F1 und F2 seien LO-Funktionen, d. h. ganze Funktionen, fUr deren 
Maximum Ml (r) bzw. M 2 (r) auf I t I = r gilt (siehe 5.1): 

-1' - log Ml (r) 1-0- log M2 (r) 
1m ---r--" - = 1?I, 1m '-r-- = e2' 

1-+00 r-+oo 

Die zugehorigen lO-Funktionen 11 und 12 sind dann genau auBerhalb 
des Kreises I s I = el bzw. I s ~ = e2 (und auBerhalb keines kleineren 
Kreises) regular. Wir behaupten nun: 

IV~. F (t) = Fr (t) . F2 (t) ist auch eine LO-Funktion, lur die 
-.- log M (r) ~ 

e = hm --j..--' . -== el + e2 
r-+ 00 

ist. Ihr entspricht eine mindestens lur I s I > el + e2 regulare lO-Funktion, 
die sich aus 11 und 12 durch die "komplexe Faltung" * 

I(s) = 2iT! 11(s-z)/2(z)dz 

berechnet, wobei das Integral im positiven Sinn iiber einen Kreis I z! = P 
zu erstrecken ist, fur den gilt: 

Beweis: 

lim 

e2 < P < I s 1-e1 101. 

Da offenbar M (r) .S M1 (r) M2 (r) ist, so ist 

log ~ (r) -< lim (log ~l (r) + !~og ~2_~) 
r-+oo 

. log M1(r) ., . log M2(r) 
s hm '--r--- + hm--;---" = e1 + e2' 

r-+oo r-+oo 

F (t) ist also eine LO-Funktion und hat daher eine zugehorige lO-Funktion 
/ (s), die sich zunachst einmal fUr ffi s > e1 + e2 so darstellen laBt: 

00 

/(s) = J e- st F1(t) F2(t) di. 
n ._---

* Faltet man die komplexe Ebene langs der Mittelsenkrechten zu der Strecke 
o ... s und dann nochmals langs o ... s selbst, so fallen die Punkte z und s - z 
zusammen. 
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Nun ist nach 5.1: 

F2(t) = 2:i f eZ 12(z) dz, 

wo das Integral uber j eden Kreis 1 z 1 = P mit P> (22 erstreckt werden 
kann, also 

00 

I(s) = _1_. f e- 5t Fl(t) dt f e tz 12(z) dz. 
2:1l:l 

o Izi = p 

Wahlen wir nun noch P < ffi s - /!l> so ist 

ffi(s-z):=- ffis-P> /!1' 

und die Werte s - z geh6ren also einem endlichen Bereich im Innern 

der Konvergenzhalbebene von B {F;.} an, 

gleichmaBig fUr I z 1 = P konvergiert und 
vertauschen k6nnen: 

00 

00 

so daB J e- (5-Z) t Fl (t) dt 
o 

wir die Integrationsfolge 

I (s) = _1_. f 12 (z) dz f e- (5-z)1 F;. (t) dt 
2n2 

Izl = p 0 

=_1_. f 12(z)/l(s-z)dz. 
2n2 

Izi = p 

Hier ist zunachst ffi s > /!1 + /!2 und /!2 < P < ffi s - /!1' Wir k6nnen die 
Formel aber ebenso fUr jedes s mit 1 s I > /!1 + /!2 und dementsprechend 
/! 2 < P < 1 s 1- /!1 beweisen, indem wir in der Darstellung von I (s) durch 
ein B-Integral und analog in der von 11 (s - z) nicht die positiv reelle Achse, 
sondern einen beliebigen Strahl von 0 aus als Integrationsweg verwenden 
(siehe 5.1), wodurch die Halbebene ffi s > /!1 + /!2 durch jede beliebige, den 
Kreis 1 z I = /!1 + /!2 von auBen beruhrende Halbebene ersetzt werden kann. 

2. Produkt zweier lO-Funktionen. 

Wenn 11 und 12 lO-Funktionen, also 'F1 und F2 LO-Funktionen sind, 
so sind B {Fl} und B {F2 } uberall, wo sie konvergieren, auch absolut 
konvergent. Es gilt also fur sie der Faltungssatz IVb • Man kann nun 
aber diesen Satz, der sich nur auf reelle t und einen reellen Integrationsweg 
im Faltungsintegral bezieht, fur lO-Funktionen so verallgemeinern: 

IVg. Sind 11 und 12 lO-Funktionen, so ist auch I(s) = 11 (s) . 12 (s) 
eine lO-Funktion. Die zu ihr gehOrige LO-Funktion F(t) berechnet sich 
aus Fl und F2 durch die verallgemeinerte F altung 

t 

F(t) = J Fl(-r) F2(t--r) d-r, 

° wo t jeden komplexen Wert bedeuten kann und das Integral llings der 
Strecke O ... t oder einer beliebigen rektilizierbaren Kurve von 0 nach t 
zu erstrecken ist. 
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Beweis: Den Beweis kann man auf mehrere Arten fiihren. Am ein
fachsten ist es, IVg auf IVb zuruckzufiihren, indem man, wenn 
t = r' ei'P ist, 11 und 12 in einem gewissen Teil ihres Existenzgebietes, 
namlich in einer Halbebene mit einer Begrenzungsgeraden senkrecht 
zur Richtung -gJ, durch 

ooeirp 00 

11 (s) = J e- sz F;. (z) dz = J e-srei'P Fl (r ei'P) eirp dr, 
o 0 

rXJeiq; 00 

12 (s) = J e- sz F2 (z) dz = J e-sl'ei'P F2 (r ei'P) eirp dr 
o 0 

darstellt, was nach 5.2 moglich ist, und 

b Fl (r eirp) = ct>1 (r), ei'P F2 (r eirp) = ct>2 (r) 

setzt. Dann ist 

wo diese S2-Integrale im gewohnlichen Sinn, namlich langs der positiv 
reellen Achse, zu nehmen sind, und die seirp eine Halbebene mit vertikaler 
Begrenzung ausmachen. Da die S2-Integrale absolut konvergieren, weil 
Fl und F2 vom Exponentialtypus sind, so ist IVb anwendbar und ergibt: 
Zu I (s) = 11 (s) 12 (s) gehOrt eine Funktion ct> (r), so daJ3 

00 

I(s) = S2{ct>; seirp} = J e-sl'hct>(r) dr 
o 

ist, und ct> (r) berechnet sich so: 
r 

ct>(r) = J ct>1(e) ct>2(r-e) de· 
o 

Setzen wir ct> (r) = ei'P F (rei'P) , so konnen wir das Resultat so schreiben: 
Es gibt eine Funktion F (t) = F (r ei'P) , so daJ3 

00 oo~'P 

I(s) = J e- srh ei'P F(reirp) dr = J e- st F(t) dt = S2{F} 
o 0 

ist, und F berechnet sich so: 

oder 

r 

ei'P F (r ei'P) = J eirp Fl (e e°'P) e°'P F2 ((r - e) eirp) de 
o 

t 

F(t) = J F1(T) F2(t-T) dT. 
o 

Dabei ist das Integral langs der Strecke 0 ... t zu nehmen, an deren 
Stelle nach dem Cauchyschen Satz wegen der Regularitat von FI und 
F2 jede rektifizierbare Kurve von 0 nach t treten kann. 
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Man konnte den Beweis auch unabhangig von IVb in den Bahnen 
des Beweises von IV~ fUhren, indem man zunachst F (t) durch ein 
komplexes Integral ausdruckt: 

F(t) = 2~i f ets ll (s)/2(S)ds, 
c 

12 (s) durch sein Laplace- Integral darstellt und dann die Reihenfolge 
der Integrale vertauscht. Dabei kann man aber fUr C keinen Kreis 
urn den Nullpunkt verwenden, weil das £-Integral fUr 12(S) nicht fur alle s 
auf C konvergieren wurde. Man muB vielmehr die allgemeine Darstellung 
nach Satz 2 [6.5J benutzen. Diese laBt sich fUr ZO-Funktionen dahin 
verallgemeinern, daB man als Integrationsweg eine beliebige Gerade 
auBerhalb des Konvergenzkreises von 1 (s) benutzen kann. In dem 
£-Integral 12(S) = J e- ST F2 (T) dT wahlt man den Integrationsstrahl so, 
daB es gerade fUr die s auf jener Geraden konvergiert. Vertauscht man 
dann die Integrationsfolge, so erhalt man 

f F2(T)dT 2~ife(t-T)Sll(s)ds. 

Das inn ere Integralliefert Fl(t-T) fUr ffi(t-T) >0 und 0 furlR(t-T) <0, 
so daB sich das gewunschte Faltungsintegral ergibt. 

Man kann den Satz IV~ nicht auf DirichZetsche Reihen anwenden, 
da in der Darstellung einer so1chen als £-Integral (siehe 3.5) die L-Funktion 
keine regulare Funktion ist. Fur Dirichletsche Reihen existiert aber 
trotzdem ein in mancher Hinsicht analoger Satz, namlich 102: 

Wenn 
00 

I (s) = .I b" e- An S 

n=1 

fUr s > IXI bedingt, fUr s > IXI + Tl (Tl > 0) absolut konvergiert, 

fur s > 1X2 bedingt, fur s > 1X2 + T2 (T2 > 0) absolut konvergiert und 

fJ > IXI ' Y > 1X2 ' fJ - IXI + Y - 1X2_ > 1 
TI T2 

ist, dann gilt: 
00 +w 

~bnCne-A"(f3+Y) = lim 
1 w-+oo 

2w J I (fJ + t i) g (y - t i) d t . 
-w 

Wahrend bei der Anwendung von IV~ fUr F1 und F2 die Summen 
der Koeffizienten b" bzw. Cn zu set zen waren, treten bei diesem 
Satz die Koeffizienten selbst auf, dafUr ist aber die Faltung von I 
und g nicht durch ein Integral, sondern einen Integralmittelwert zu 
definieren. 



§ 7. Abbildung des Produktes im Lfc bzw. ZfcRaum. 171 

§ 7. Abbildung des Produktes im LrI- bzw. ZrI-Raum 
(zweiseitig unendliche Laplace-Transformation). 

1. Produkt zweier LO-Funktionen. 
JL 

Fl (t) und F2 (t) seien L~I-Funktionen, d. h. Funktionen, die in dem 
Horizontalstreifen i 1] I ::51]0 regular sind (t = ~ + i 1]) und dort der Ab
schatzung genugen: 

mit 

iFI (t) 1< C/ eX;"" 

1 F1 (t) 1 < C~1 eX~"" 

bzw. 

bzw. 

X~I' < X~l bzw. 

Die zugeh6rigen l?r-Funktionen 
+oo+i1) 

IF2 (t) I < C~2: ex\2); 

IF2 (t) I < C~2) eX?); 

+ 00 + i'1 

fUr ~>-O, 

fUr ~ < 0 

11(s)= J e- st F1 (t)dt bzw. 
-oo+i1) 

12(s) = J e- sl F2(t) dt 
- 00 + i1) 

sind in den Vertikalstreifen (s = x + i y) 

regular und genugen in jedem schmaleren Streifen 

X~1 + <5 -< x -< x2lJ - <5 bzw. (<5 > 0) 

einer Abschatzung 

111 (s) 1 < Cr(<5) e- '1. !Yi bzw. 

(siehe 6.7). Wir behaupten: 

Satz 1. F(t) =F1 (t) ·F2(t) ist in 11]1-<1]0 ebenlalls eine L~I-Funktion. 
Ihr entspricht eine mindestens in xii) + xi2) < m s < X'21) + X~2' regulare 
l~I-Funktion I (s), die sich in diesem Streilen aus 11 und 12 durch die komplexe 
F altung X + ioo 

f(s)=~1_; J fl(s-a)f2(a)da 
2 n t 

berechnet, wo x - ioo 

X~2) < X < xt, ffi s - xk1 < X < ffi s - xt 
zu wahlen ist* 103. 

Beweis: Da die ubrigen Behauptungen klar sind, so handelt es sich 
nur urn den Ausdruck fUr f (s). Fur X\I: + xi2 < ffi s < x~ + X~2i ist 

+00 

I(s)= J e- sl Fl(t) F2(t)dt. 

Nach Satz 3 [6.7J ist 
-00 

x -ioo 

* Diese Bedingungen sind vertraglich, da in unserem Streifen X~2'< ffis - X~I', 
m s -- x~lJ < X~2J, ffi S - x~lJ < ffi s- x~1J ist. 
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also 
+00 x+ioo 

l(s)=_1_. J e-stFI(t)dt J eta I2(a)da. 
2:n:l 

-00 :t:-ioo 

Wahlen wir nun noch ffi s- X~l) < X < ffi s - xiI), d. h. xiI) < ffi s - x < xk1 ', 

so bleibt das iterierte Integral infolge der Schranken fur Fr (t) und 12 (z) 
konvergent, wenn aIle Funktionen durch ihre Absolutbetrage ersetzt 
werden: 

+00 +00 

j le-stFI(t)idt j iet (x+i Y)/2(X+iy)i d y-< 
-00 -00 

00 +00 0 +00 
_je-'RSlqIJ ex~l)tdt j etx C2e-1/,IYI d y + j e- 'Jlst C~l) ex~lJI j etxC2e-1/,IYld y 

o -00 -co -00 

00 0 

= Cil) _2_~2 Je - t ('Jls - x~lJ - x) dt + C~IJ 2 C 2 Jet (x -'Jls + x~lJ) dt. 
'YJo 'YJo o -00 

Wegen ffis-xi1l-x > 0 und x-ffis + xk1 ) > 0 konvergieren die Integrale. 
Nach Hilfssatz 2 (Anhang) k6nnen wir also die Integrationsfolge ver-
tauschen: 

x+ioo +00 
I(s) =_1_. J 12(a)da J e-(s-a)tF1 (t)dt 

2:n:l 
x-ioo -00 

x -ioo 

2. Produkt zweier lqI-Funktionen. 

Wir konnen hier den Satz 1 [8. 5J, der sich nur auf reelle t und reelle 
Faltung bezieht, aufs Komplexe verallgemeinern. 11 und 12 seien l¥r 
Funktionen, d. h. Funktionen, die in dem Vertikalstreifen (s = x + i y) 
Xl -< X -< x2 regular sind und dort den Abschatzungen geniigen: 
i/l(s)i<Cle-'1~l>IYI (1]~1l>0) bzw. i/2(s)i<C2e-'1~2)IYI M2»0). 

Die zugehOrigen L~I-Funktionen 
x+ioo x+ioo 

F1 (t) =_1_. J ets /1 (s)ds bzw. F2(t) =_1_. J t!sI2(s)ds 
2:n:l 2:n:l 

x-ioe x-ioo 

(Xl -<X -< x2) 

sind in den Horizontalstreifen (t = ~ + i 1]) 

l1]i<1]~l) bzw. 11]1<1]~2) 

regular und geniigen in jedem schmaleren Streifen 

I 1] i-<1]~)-s bzw. 1 1] i-<1]~2)-S (O<S<1]o) 
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einer Abschatzung 

IFI (t) 1< Cil) (8) eX,; 

IFI (t) 1< qll (8) eX,; 

bzw. 

bzw. 

I F2 (t) I < Ci2) (8) eX,; fur ; ~ 0, 

I F2 (t) I < C~) (8) eX'; fUr ; < 0 

(siehe 6.7). Wir behaupten: 

Sa tz 2. f (s) = fl (s) . f2 (s) ist in Xl -<: X -<: X2 ebenfaIls eine lYrFunktion. 
Ihr entspricht eine mindestens in I'YJ I < 'YJ~1l + 'YJ~2) regulare LYrFunktion 
F(t), die sich in dies em Streifm aus Fl und F2 durch die verallgemeinerte 
Faltung 

+00+;'1 

F(t) = j Fl(r) F2{t-r) dr 
-00+;'1 

berechnet, wo 
I'YJ I < 'YJ~1) und I~ t-'YJ I < 'YJ~) 

zu wahlen ist. (Die Bedingungen sind vertraglich.) 

Beweis: F (t) HiBt sich fur I ~ t I < 'YJ~) + 'YJ~) so darstellen: 
X +;00 

F(t) = _1_. J els fl(S) f2(S) ds 
21P 

x-ioo 

X+;'1 +00+;'1 

= _1_. fillS f2 (s) ds f e- ST F;. (r) dr 
2:n~ 

x-ioo -oo+i1J 

(Das innere Integral konvergiert fUr Xl < &s < x2, also fur diejenigen s, 
die in dem auBeren Integral gebraucht werden.) Wahlt man nun auBer
dem l~t-'YJ1 <'YJ~2), so bleibt das iterierte Integral, wie man analog 
zum Beweis von Satz 1 nachrechnet, konvergent, wenn man die Funk
tionen durch ihre Absolutbetrage ersetzt, so daB man die Integrations
folge vertauschen kann: 

+oo+i'1 x+;oo 
F (t) = j Fl (r) dr je(I-T)S'f2 (s) ds 

-oo+i'1 x-;oo 

+00+;'1 
j Fl(r) F2{t-r) dr. 

-00 + i'1 

Zusatz: Da die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation mit 
der Mellin-Transformation aquivalent ist, so kann man Satz 1 und 2 
auch fUr letztere aussprechen. Unterdrucken wir die ausfuhrlichen 
V oraussetzungen, die leicht nachgeholt werden k6nnen, so lauten die 
entsprechenden Aussagen kurz so, daB dem Produkt zweier in demselben 
Winkelraum reguHiren MO-Funktionen £PI (z), (1)2 (z) die Funktion 

x+ioo 

ffJ (s) = _1_. J ffJl (s - u) ffJ2 (u) du 
2:n~ 

x-ioo 
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und dem Produkt zweier in demselben Streifen regularen mO-Funktionen 
f/Jl (s), f/J2 (s) die Funktion 

<P (z) = f <PI (C) <P2 ( ~ ) d/ 
o 

entspricht. 

II. Teil. 

Reihenentwicklungen. 
Mit diesem Teil beginnen wir die Reihe der Anwendungen der Laplace

Transformation. Sie gruppieren sich aile um die Idee, die Eigenschaften 
von spezieilen Funktionen oder ganzen Klassen von Funktionen dadurch 
zu studieren, daB man sie vermoge einer Funktionaltransformation auf 
andere Funktionen abbildet und nun untersucht, wie sich die Eigen
schaften der Objektfunktion in denen der Resultatfunktion widerspiegeln 
und umgekehrt. Man kann das als eine Art "Ubersetzung" auffassen: 
Eine in qer "Sprache" des einen Funktionsraumes ausgedriickte und 
dort oft fast selbstverstandliche Tatsache gewinnt durch den Akt der 
"Ubersetzung", d. h. der Funktionaltransformation, in der "Sprache" 
des Bildraumes eine, haufig einen tiefliegenden Sachverhalt ausdriickende 
Gestalt * (vgl. auch das zu Beginn des 8. Kapitels Gesagte). Wir zeigen 
die Verwirklichung dieser Idee zunachst an dem formal einfachsten 
Anwendungsbeispiel, namlich an Reihenentwicklungen. 

9. Kapitel. 

Die Ubertragung von Reihenentwicklungen. 
Der Entwicklung der Objektfunktion in eine gewisse Reihe entspricht 

eine bestimmte Reihenentwicklung d,er Resultatfunktion und um
gekehrt. Von einem anderen Gesichtspunkt aus ist uns diese Beziehung 
schon im 7. Kapitel iiber die Umkehrung der Laplace-Transformation 
entgegengetreten. Dort wurden allgemeine Typen von Entwicklungen 
betrachtet, die sich bei ganzen Klassen von Funktionen anwenden lassen. 
J etzt dagegen konzen triert sich das Interesse mehr auf spezielle F unktionen 
mit gerade ihnen eigentiimlichen Reihendarstellungen. Es werden sich 
dabei iiberraschende Zusammenhange zwischen scheinbar sehr weit 
auseinanderliegenden Reihenentwicklungen ergeben. N atiirlich kann es 

* DaB der Sachverhalt in dem einen Raum tief, in dem anderen an der Ober
flache liegen kann, erklart sich daraus, daB die Schwierigkeit nunmehr in den 
Akt der Dbersetzung verlegt ist. Wenn in der Funktionentheorie z. B. der Picard
sche Satz vermittels der elliptischen Modulfunktion auf den trivialen Liouville
schen zuriickgefiihrt werden kann. so liegt die ganze Schwierigkeit jetzt in der 
Theorie der Modulfunktion. 
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sich dabei nur urn Vorfuhrung einiger besonders schlagender Beispiele 
handeln, die den Leser anregen rnogen, ahnliche Zusarnrnenhange zwischen 
anderen Entwicklungen aufzusuchen. - ·Es sei dabei generell bernerkt, 
daB die gliedweise Anwendbarkeit der Laplace-Transformation stets 
eigens, und zwar haufig durch ziemlich umstandliche Betrachtungen be
wiesen werden muB, da es keinen allgerneinen Satz gibt, der aIle vor
kornrnenden Falledeckt. In diese scharf urnrissene Aufgabe ist darnit 
die etwaige Schwierigkeit der zu beweisenden Reihenentwicklung 
verschoben. Die SChwierigkeit bleibt also in gewisser Weise bestehen; 
aber der Vorteil des Abbildungsprinzips lier darin, daB es eine in vielen 
Fallen in genau gleicher Weise brauchbare Methode aufzeigt, bei der 
Anf~ng, Ziel und Weg vollig klar uberschallbat sind. Urn nicht zu weit
Htufig zu werden und den Blick .nur auf das Wesentliche 2:U lenken, lassen 
wir die Legitimierung der gliedweisen Dbertragung allgernein fort und 
geben nurttinige gelegentliche Hinweise. - Vgl. zurn 9. Kapitel auch den 
SchluB des 11. Kapitels, wo die Dbertragung konvergenter Reihenentwick
lungen als Spezialfall eines viel allgerneineren Prinzips erkannt wird. 

§ 1. Ableit1,lrig der linearen Transformationsformel fUr -:Jo3 (0, t) 
aus einer Fourier-Eritwicklung. 

Wir haben. bereits in 7 .. 5 einen Beweis fur c;lie lineare Transformations. 
formel der Funktion D3 (v, t) kennengelernt, apf die wir im nachs.tf!n 
Paragrqphen zuruckkomrnen werden. FUr die I sog. Thetanullfunktion 
D3 (0, t) wollen wir nun diese Formel auf einern anderen Wege ableiten 104. 

In 3.4 (Beispiel 11) fanden wir durch eine einfache Rechnung: 

(1) £{[t!]}=+ ~ e- 4n'k' 
k =1 

Nun laBt sich bekanntlich die Fimktion 

Sex) = [~]-~+~ 
2:n: 2:n:2' 

die irn Intervall ° -< x < 2 n gleich der linearen Funktion - -2x + ~ 
:n: 2 

ist und die Periode 2 n hat, in eine Fourier-Reihe entwickeln: 

(2) 

00 

Sex) = ~ ~ sinnx. 
:n:~ n 

n=1 

(An den Sprungstellen x = m . 2 n, m = 0, ± 1, ... , stellt die Reihe aller

dings nicht den Funktionswert~, sondern den Mittelwert ° dar, was aber, 

da wir S (x) integrieren werden, nicht stort.) Also besitzt unsere L
Funktion die Reihenentwicklung: 

[v't] = v't _~+~ ~ sinn~. 
2:n: 2:n: 2 :n: ~ n 

n=1 
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Da (siehe 3.4, Beispiel 8) 

Q { sin n yt } = 1 - :: _ 3 e 
:n;n 2 v;tsl! 

ist, so fUhrt die gliedweise Anwendung* der Laplace-Transformation auf 

2 f [v't] } = 1 __ 1 + 1 ~ e - :: 
l 2:n; 4v;tst 2s 2v;tst::i 

Setzt man diesen Ausdruck mit (1) gleich, so ergibt sich die Formel 

(3) (.o3 (O,4s)=) 1+2 ·~\-4n'k'S=_1_+2 ~ 1_e-::, 
~ 2 -vns :8 2v':n;s 

die fUr 4 s = t in den Spezialfall v = 0 der Formel 7.5 (2) ubergeht. 
Die Formel fur die Thetanullfunktion erw.eist sich so als "aquivalent" 

mit der ganz elementaren Fourier-Entwicklung (2), was besagen solI, 
daB man sowohl (3) aus (2) als umgekehrt (2) aus (3) ableiten kann. 
Ferner folgt aus dem Ergebnis in 7.4 und 7.5, daB sie auch mit 

( _ cotg 11'=-5 =) ~ (1 + 2 ~ e-2nvs) = ~ + 2 ~ 1 11'- s v's::S s:7:t s + jJ2:n;2 

und aus 6.8 (unter Anwendungsbeispiel 4), daB sie mit der Riemann
schen Funktionalgleichung der C-Funktion aquivalent ist 105. Weitere 
aquivalente Formeln werden wir in § 2 kennenlernen (dort durch den 
Index 0 an der Formelnummer gekennzeichnet). 

§ 2. Die lineare Transformationsformel filr :ts (v, t) und aquivalente 
Relationen filr die Besselschen Funktionen 106. 

In 7.4 und 7.5 fanden wir, daB die Formel 
ro ro ~+~ 

(1) (.03 (v, t) =) 1 +22 e-m'n'tcos2mnv =./nt 2 e--t -
m=l ,,,=-00 

durch die 2-Transformation mit 
ro 

( cos (2 v - 1) Fs _) ~ ~ cos 2 m:n; v 
- .r-: .r-: - + 2 + 2 2 v- ssin V- s ssm :n; 

m=l 

(2) = 1s !e- 2VVS + :2 e- 2 (n+v)VS + :2 e- 2 (n- vds l 
v' n ~ 1 n=1 

zusammenhangt 107. Wir wollen nun zeigen, daB die klassische und uberaus 
wichtige Formel (1) mit einer Formel von ganz anderem Typus fUr die 

* Der Nachweis, daB diese erlaubt ist, stoBt hier auf besondere Schwierig
keiten. Leichter ist es, zu zeigen, daB man vermittels der komplexen Umkehrformel 
von der Entwicklung der I-Funktion zu der der L-Funktion gelangen kann. 
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Besselsche Funktion Jo aquivalent ist. Die vermittelnde Transformation 
wird wieder die £-Transformation sein; wahrend jedoch oben die Theta
funktion als L-Funktion auftrat, wird sie jetzt als l-Funktion erscheinen. 

Fur 

gilt 108 

00 

"'" (- 1)k ( X)2 k 
Jo(X) = ~ -(k!)2 2" 

k=O 

(n + v)' 

£{]o( (n + v) vi)} = +e --4.-

fUr at s > 0 und aIle reellen Werte von n + v, also * 

N ach (1) ist dies gleich 

2 W (1 + 2 m--¥/-4"",,'. cos 2mnv). 

Wenden Wlr auf 

£={ ;t}= V~ 
das Gesetz I~' (S. 148) an, so erhalten wir: Zu der Funktion 

I 0 fUr 0 -< t -< 4 m2 n 2 

C/>",(t) = 1 fUr t>4m2 n 2 

Vt- 4 m 2 :n2 

gehOrt 

Also ist 

£ {n =~ 00 Jo ( (n + v) 0)} = 2 £ {C/>o (t) + 2m~1 C/>m (t) cos 2 m n v} 

und folglich bis auf eine N ullfunktion 
+00 00 

~ ~ Jo ((n + v) Vt) = C/>o(t) + 2 ~ C/>",(t) cos 2mnv. 
n=-oo m=l 

Auf der rechten Seite verschwinden aber bei festem t aIle Glieder bis 
auf endlich viele, so daB man unter Verwendung der Substitution t = X2 

die erhaltene Formel auch so schreiben kann: 
+00 p 

~ 1 ~ cos2m:nv 
--2- Jo ((n + v) x) = -x + 2 V x2 - 4 m2 :n2 ' 

m=1 n= -00 

* Die Vertauschbarkeit von Summe und 2-Integral laBt sich auch hier wieder 
am leichtesten bei Benutzung der komplexen Umkehrformel zeigen. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 12 
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wo X positiv =!= 2 m n und p die gr6fite ganze Zaht mit der Eigenschaft 

2 p n < X, also P = [2Xn] ist *. Was v anbetrifft, so kann man sich, da 

beide Seiten die Periode 1 haben, auf das Intervall 0 -< v < 1 be
schranken 109. - Diese Formel ist insofern sehr bemerkenswert, als die 
rechte Seite nur eine endliche, aber von X abhangende Gliederzahl 
hat; je gr6Ber x ist, urn so mehr Glieder kommen vor. Mit v x = 'w 
gewinnt die Formel die Gestalt 

+00 p cos2mn~-

"2"~ '"'" Io(n x + w) = ~ + 2 ~ x ..::::;.; ~..::::;.; V x2 -4m2 n 2 
n=-oo 11t=1 

(0 -<w < x) . 

Links werden die Io-Werte an den aquidistanten Stellen w + nx summiert, 
und die rechte Seite zeigt, daB diese Summe (bei festem x) mit w nach 
Art einer endlichen Fourier-Reihe variiert. Fur 0< x< 2n ist die 

1 
Summe von v bzw. w ganz unabhangig, namlich gleich -i' 

Der Spezialfall v = 0 unserer Formel ist naturlich mit den 1Il § 1 
aufgestellten Formeln aquivalent und lautet 110 

+"" 00 p 

(30) ~ ~ Io(n x) = ~+ "'V Io(nx) =.~ + 2 V -==. 1 ==-. 
2 ..::::;.; 2"::::;'; x ~ V x2 - 4 m2 n 2 

11-= -co n=l m=l 

Aus der auf 1o bezuglichen Formel (3) kann man so fort eine analoge 
Formel fur die allgemeine Besselsche Funktion (v> 0) 

00 

x _ '"'" (- 1)k (_X)V+2k 
Iv( )-..::::;.; kir(lJ+k+1) 2 

k=O 

ableiten. Fur ffi s > 0 und alle reellen n + v gilt 111: 
v ~+~ 

g{i2 Iv ((n + v) Vt)}= ~ ;:)~ e--Ts-, 

also, wenn wir wegen des auftretenden Nenners n + v, del' fUr n = 0, 
v = 0 sinnlos wurde, v auf das Intervall 0 < v < 1 beschranken: 

I + 00 I + 00 (n + v)' 
g 2' t-i- '"'" Iv ((n + v) vi) = _1_ '"'" e --4-s 

~ (n+v)V sv+l~ 
n=-oo n=-oo 

Beachtet man, daB 

= ;V gt~ooIo ((tl + v) llt)l· 

* Die etwa hinzukommende Nullfunktion ist ==" O. Denn die rechte Seite hat 
offenbar nur in X= 2mn Unstetigkeiten; von der linken aber kann man auf Grund 
der asymptotischen Abschatzung fur Io, die wir in 12.4.2 kennenlernen werden, 
zeigen, daB sie in jedem Intervall 2 m n + £5 -< x -< 2 (m + 1) n - £5 gleichmaBig 
konvergent, also auch nur in x = 2 m n unstetig ist. (An diesen Stellen divergiert 
die Reihe.) 
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ist, und setzt fUr 2: 10 ((n + v) vI) den Wert aus (3) ein, so liefert * der 
F altungssa tz IV b : 

v -1 ~ ~ 1. ((n + v),;t) _ tV -1 * (_1_ ? ~ cos 2 m:rr; v ) . 
2 t::f::oo (n + v)" - r(v) ve +~~ Vt-4m2:rr;2 

Die Faltung auf der rechten Seite laBt sich ausrechnen. Ein einzelnes 
Glied ist, abgesehen von einem Faktor, gleich 

1
0 fur O-<t-<4m2 n 2 

t·- 1 *(/J1II(t) = f! (t_1:y-1 dr fUr t>4m2n2. 
V,; - 4 m2:rr;2 

411i'2n2 

Durch die Substitution 
.. = 4m2n 2 + (t-4m2n 2) u 

erhalt man fUr das Integral: 
1 

V-1-J 1 _.1. v t (t-4m2n 2) 2 (1-U)'- u 2du = (t-4m2n2) 
r(v)T(~) 

r(v+-~) 
o 

Also ergibt sich schlieBlich, wenn man noch t = x2 setzt: 

4) 2.- 1 x' ~ 1.(n+v)x) = vn (X2V _ 1 + 2 2(X2_4m2n2)V-t cos2mnv) . 
n=-oo (n + v)' r(v+t) 111=1 

Hierin ist v>O, x positiv=j=2mn, p= [2x:rr;] und O<v<1. 

Den Fall v = 0 muBten wir bisher ausschlieBen, weil auf der linken 
Seite das zu n = 0 geh6rige Summationsglied fUr v = 0 sinnlos wurde. 
Man kann aber fUr diesen Fall durch dieselbe Rechnung wie oben die 
Formel 

x2v +2vxv ~ J. (n x) = vn (X2V~1+2 ~(X2_4m2n2)V-t) 
2 r (v + 1) ..::;.; nV r (v + ~) . ..::;.; 

n=l 111=1 

ableiten, die ubrigens aus (4) dadurch hervorgeht, daB man den Grenz
ubergang v -+ 0 gliedweise vornimmt. 

1m Spezialfall v = ~ ist 1. eine elementare Funktion: 

11- (x) = 1/ 2 sin x. 
2 V :rr; x 

Die Formel (4) liefert hier wegen 
p 

1 + 2 L: cos2mnv = 
111 =1 

sin(2p+1):rr;v 
sin:rr; v 

* Die Darstellung von 2:10 ({n + v)ve) nach (3) zeigt, daB das Laplace
Integral absolut konvergiert. 

12* 
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die besonders einfache Relation: 
+00 

(5) 
~ ~ sin(n+v)x = sin(2p+1}nv 
n £,.; n+v sinnv' 

11=-00 

wo X =1= 2 m n, p = [2: l 0 < v < 1. Die rechte Seite ist als F\.mktion 

von x ;;tiickweise konstant, also eine Treppenfunktion; z. B. fur v= ~ 

ist sie die Funktion (-1)P. - Aus (4°) ergibt sich fUr V= !. die bekannte 
2 

Entwicklung 9.1 (2). 
Wir erhielten hier (5) auf dem Wege uber (3) und (4) aus (1). Man 

kann aber (1) und (5) auch direkt in Beziehung setzen, analog wie wir 
das fUr den Fall v = 0 in § 1 getan haben. Es ist namlich (siehe 3.4, Bei
spiel 8) fUr at s > 0 und alle reellen n + v: 

(n+v)' 

{ 1 -} n + v --53 - sin (n + v) vt= ----:::--a e 4s , 
n 2-yns" 

also vermoge (1) fur 0 < v < 1: 

<1/1 ~+oo Sin(n+V}VTI_ 1 ~+oo _(n+v)'_ 1 (1+2 ;; -4m''''s 2 ) _ - --~=---> e 4s -- ... e cos mnv . 
n,,=_oo n+v 2-yns'n=_00 S m=l 

Definieren wir Pm (t) folgendermaBen: 

P",(t) = { 
0 fUr 0 -< t:::::: 4 m2 n 2 

1 fur t> 4m2 n 2 (m > 0), 
so ist 

53 {lJf } = !. e- 4m''''s 
In s ' 

also 

53/ :,,~ sin~::}vtl=53/1+2,~Pm(t)COS2mnvl. 
Hieraus folgt die Identitat der L-Funktionen, was mit (5) gleich
bedeutend ist. 

Betrachten wir in (3) einmal x als konstant und v als variabel, so 
ist die rechte Seite eine endliche Fourier-Reihe. Die (fUr einen Augen
blick mit rp (v) bezeichnete) Hnke Seite muB also dieselben Fourier
Koeffizienten 

haben: 

1 

J rp(v) cos 2 mnv dv 
o 

1 +00 2 2 2 1 
2 " 

!n~ooJo((n+v) x)cos2mnvdv= -yx ~4m n 
fUr 

fUr 

(m=O,1, ... ) 

x 
O-<m< -

2n 

x m>-. 
2n 
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Links vertauschen wir Summe und Integral, formen das einzelne Glied 
so um: 

1 ,,+1 

J 10((n+v)x)cos2mnvdv= J 10(ux)cos2mn(u-n) dtt 
o n 

1~+ 1 

= J 10(U x) cos 2 mnu du 
n 

und erhalten: I 2 f·· 
-'-00 ur 
, 2 2 2 J lo(xu) cos2mnudu = v% -4m n 

-00 0 fUr 

O-<m<~ 
2n 

x m>-. 
2n 

Dieser Formel geben wir eine ubersichtlichere Gestalt, indem wir links 

xu = z und dann 2mn = y setzen. Beachtet man noch, daB 10 eine 
% 

gerade Funktion ist, so ergibt sich: 

(6) J lo(z)cosyzdz= lh-y2 
00 I 1 fUr 0 .:5:'y < 1 

o 0 fUr y>l.' 

Diese Relation, die man auch in der Gestalt 

J lo(z)eiYZdz= V1-y2 
+00 I 2 fUr O-<y<l 

-00 0 fUr y>l 

schreiben kann, liefert die Fourier-Transformierte von 10 112 . 

§ 3. Reihen nach Laguerreschen Polynomen. 

Fur Reihen nach Laguerreschen Polynomen, die durch die er
zeugende Gleichung 

00 tx '.L: L" (t) x,. = 1 ~ x e - 1 - x , 

,,=0 

oder nach verallgemeinerten Laguerreschen Polynomen, die durch 
00 tx 

(1) "'"' L ((1.) (t) xn = 1 e - 1 - x (IX > - 1) 
~ n (1_X)(1.+1 

n=O 

definiert sind, kann man haufig auf dem Wege, den wir in diesem Kapitel 
verfolgen, auf uberaus einfache Weise die Summenwerte finden. \Vir 
geben einige Beispiele: 

1. Die rechte Seite der Exponentialreihe 

1 ~-1 (S-1)n eX --" 
~et:+l ~ nT X-s - = ~+T e S 

n=O 
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ist wegen 
a ~ 

B{t?: Ja(k {T)} = ~- e- 45 
2a 5",+1 

(ex >-1, kreell) 

fUr reelles x gleich 

B{ eX x -T i~ Ja(2 ylXT) L 
fUr die linke Seite erhaltenwir wegen H3 

B {t'" L(a} (t) } = r (a + n + 1) _1 _ (s - 1 )" 
" 1I! 5a + 1 , 5 

die Reihe 
00 L(a} (t) :2B{ t"'F(a ~ n A-x"}. 

n=O 
Also ist 114 

(2) (ex>-1). 

Fur die gew6hnlichen Laguerreschen Polynome lautet diese Formel: 
00 

:2 L:~t) x" = eX Jo (2 {xT). 
n=O 

Man kann (2) und (2°) als neue erzeugende Gleichungen fUr die 
Laguerreschen Polynome ansehen. Wir wollen nun zeigen, daB sie 
mit den erzeugenden Gleichungen (1) und (1°) aquivalent sind 115. Dazu 
brauchen wir sie namlich nur der B-Transformation zu unterwerfen, 
diesmal aber hinsichtlich der Variablen x. Urn die gewohnte Bezeich
nungsweise zu haben, schreiben wir (2) zunachst in der Gestalt 

00 L(a} (z) ( )~ :2 r(a~n+1) t"+"'=et : 2 Ja(2YZi). 
,,=0 

Die B-Transformierte der linken Seite ist 

00 L~a} (z) 

2) s.-.+a+1 • 
,,=0 

Wenden wir auf die oben schon benutzte Transformationsformel fUr 
Ja das Gesetz I;' an, so ergibt sich: 

'" ~ 
B{ett?: J (k,lj\}= k a e- 4 (S-1}, 

a v"' 2a(5_1)",+1 

also fUr die B-Transformierte der rechten Seite 
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1 
Ersetzt man noch s durch x' so hat sich ergeben: 

z 
00 - -1-

J;L~a.)(Z)Xn+a.+l= (~_llr+le x-I 

was mit (1) gleichbedeutend ist. 
2. Wir geben noch ein Beispiel eines ganz anderen Entwicklungs

typus, bei dem zwei Variable vor~ommen und wo wir dementsprechend 
die 53-Transformation zweimal, namlich in bezug' auf jede der beiden 
Variablen anwenden. Es handelt sich also hier urn die Funktional
transformation ("doppelte Laplace-Transformation") 

00 00 

f(s, a) = J J e-st-aTF(t,T)dtdT, 
o 0 

die in der Theorie der Funktionen von zwei Variablen ahnliche Dienste 
leistet wie die gewohnliche Laplace-Transformation bei Funktionen 
von einer Variablen. Wir wollen folgende Formel beweisen 116: 

00 

(3) 1 + .I [Ln (t) -Ln-dt)J [Ln (T) -Ln_ 1 (T)J = eMin(t,T) (t, T>- 0). 
n=1 

Transformiert man die linke Seite zunachst hinsichtlich der Variablen t, 

so erhiilt man unter Beriicksichtigung von 53 {Ln} = + ( s -: 1 ) n : 
00 ++ ~ + [(S~ 1 r -C~ 1 r- 1

] [Ln{T) -Ln_dT)] fUr ffis> ~ . 
n=1 

Transformiert man weiter hinsichtlich T, so ergibt sich fUr ffi a > ~: 
2 

00 

/a + ~ ; [C ~ 1 r -(S ~ 1 r -1] : [( a:- 1 r _ ( a ~ 1 r -1] 
n=1 

= S la ! 1 + S la ~ C -: 1 r -1 (a:- 1 r -11 
__ 1 Ii _1 1 1__ s+a - sal + sal _ s ~ 1 a:- 1 - sa (s + a - 1) 

Die rechte Seite von (3) ist explizit 

eMin (t, T) = { et 

eT 

fUr t -<. T 

fUr t > T, 

also lautet ihre 53-Transformierte hinsichtlich t: 
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Transformiert man diese Funktion hinsichtlich r, so ergibt sich: 
~~----,--;-1--:-~~ 1 s + a 
S(1-s)(a+S-1) (1-s)a = sa(s+a-1)' 

also dieselbe Funktion wie links. 
Speziell fUr t = r liefert die F ormel: 

00 

1 + .I [L" (t) - Ln _ dt) ] 2 = et • 
1J-=1 

Dbrigens zeigt die explizite Formel 7.3 (1) fur Ln (t): 
t 

Ln(t)-Ln_1(t) =-J L,,_l (x)dx, 

also ist o 

fUr t:o- o. 

§ 4. Reihen nach Hermiteschen Polynomen. 

Die Hermitesche;n Polynome Hn (x) sind definiert durch 
d" -x' 
~e~_ = H (x) e- x' 

dx" n 

oder durch die erzeugende Gleichung 
00 

""'" H (x) ~ = e- y'-2xy . 
~ n n! 
n=O 

Sie spielen wegen des Auftretens von e- x' uberall da eine Rolle, wo 
diese Funktion wichtig ist, also in der Fehlertheorie, der Warmeleitung 
usw. Es ist 117 

(! {H2,,(vt)}_ ,in (2n)! {1-s)n 
- 1!#t - V nl n+.l' V" . S 2 

(1 ) 

(2) 2{H (,ii)} __ .;- (2n + 1)! ~~ 
2n+1 V - Vn ~I n+lt· 

"'0 S 2 

Der Vergleich mit der Formel fUr die Laguerreschen Polynome in 9.3 
zeigt, daB 

Wegen 
(2n)! (2n)! (2n)! 2n 4"n! 

r(n+~) (n-~)(n-t)···~rW 1·3···(2n-3)(2n-1)Vn lin 
erhalten wir zwischen den Laguerreschen und Hermiteschen Poly
nomen den einfachen Zusammenhang 118 : 

(3) H2"(Vt)=(-4)nn!L~-t)(t) 
und analog 

(4) 
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Wir summieren nun die Formeln (1) und (2) und erhalten 1l9: 

~ [~ ~ H2n (Vt) 1= Vns -{ e~-l v't&o (2n)! 1 

ffis>2· 
~[ ~ HZ n +1(Vt) I=-vns-f J-l 

...:::::;.; (2n+1)! 
n=O 

Nun ist aber, wie sich durch Reihenentwicklung ergibt: 
1 "" 

~ { 1 ~of x Vi } = s -"2 e4S 
V;7l;t 

3 "" 

~ {V~ €lilt X Vt} = ~ s -"2 e4S • 

185 

Also erhalten wir, wenn wir noch Vi = x setzen, fUr die beiden Reihen 
folgende vVerte 120: 

00 

(5 ) '"' Hz" (x) _ ~~ f2 ~ (2n)! - e 0 x, 
,,=0 

(6) 

Multipliziert man die Formeln (1), (2) vor der Summation mit (- 1)", 
so ergibt sich analog: 

00 

(7) ""'" (-1t H2" (xl = e cos 2 x 
,.;;;.,; (2 n)! 

00 

(8) ""'" (_1)"HZ n +l(X) =-esin2x. 
""" (2n+1)! 
n=O 

Die Kreis- und hyperbolischen Funktionen lassen sich also in Reihen 
nach Hermiteschen Polynomen mit denselben Koeffizienten entwickeln, 
die ihre Entwicklungen nach Potenzen aufweisen. Das ist kein Zufall, 
sondern liegt daran, daB es eine Funktionaltransformation gibt, die die 
cos- und sin-Funktion in sich, die Hermiteschen Polynome aber in die 
Potenzen iiberfiihrt. Aus der erzeugenden Gleichung fUr die Hermite
schen Polynome folgt namlich fUr ein festes fJ >- 0: 

+00 00 +00 

J e-"" ~Hv(x)H,,(x) ~~ dx~ J e-(x+Y)'H" (x)dx. 
-00 V=O -00 

Nun erfullen die Hv aber die Orthogonalitatsrelationen: 

+Joo _ ",' _ J 0 fUr W=F v 
-00 e H.(x) H,,(x) dx -lvn2" fJl fur fJ=v. 
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Also ergibt sich 
+00 

v~ 1 e-(HY)'H",(x)dx= (2y)'" 
-00 

oder auch 
+00 

J-n 1 e-(X-Y)'H",(x)dx= (-2y)"'. 

-00 

Die links stehende Transformation 
+00 

;"ii 1 e-(X-Y)'W(x)dx=tp(y) 

-00 

heiBt GaufJ-Transformation 121• Sie bildet die Hermiteschen Polynome 
auf die Potenzen abo Ferner sind fUr sie die Funktionen cos 2 x, sin 2 x 
Eigenfunktionen oder Invarianten 122: 

+00 +00 -1-1 e- (X-Y)'cos2xdx= ~ cos2y v"ii e' 
_1_ 1 e- (x - y)' sin 2 x d x = ~ sin 2y . v;t e 

-00 -00 

Durch Anwendung der GauB-Transformation gehen also (7) und (8) 
in die bekannten Potenzreihen fur cos 2 x, sin 2 x uber. 

III. Tei!. 

Asymptotisches Verhalten von Funktionen. 

10. Kapitel. 

Abelsche und Taubersche Satze. 
§ 1. Abelsche Sitze. 

1. Asymptotisches Verhalten von I(s) bei s = 0 oder 
einer anderen endlichen Stelle. 

Bereits in 4.2 haben wir das Analogon zum Abelschen Stetigkeits
satz fur Potenzreihen kennengelernt, das, wenn wir dort speziell So = 0 
setzen, so lautet: 

1st ~ {F} = f (s) im Punkte 0 konvergent, so strebt f (s) gegen f (0), 

wenn s innerhalb des Winkelraums m3: [arc s [ -< {) < ~ gegen 0 strebt. 

In dieser Gestalt bedeutet der Satz eine Stetigkeitsbeziehung fur 
die Werte einer l-Funktion. Wir wollen ihm nun eine neue Wendung. 
geben, indem wir ihn in der Gestalt schreiben: 

Hat das Integral einer L-Funktion die Eigenschaft: 
t 

J F(-r) d-r~l lur t~oo, 
o 
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so hat die zugehorige l-Funktion die Eigenschaft: 

f (s) -+ l fur s -+ 0 innerhalb ~. 

In dieser Form sagt der Satz aus, daB man aus dem Verhalten von F 
bei Annaherung an t = <Xl etwas uber das Verhalten von f bei Annahe
rung an s = 0 aussagen kann. Die beiden Verhaltensweisen sind auBer-

t 

ordentlich einfacher Natur: JF(r) dr strebt gegen einen Grenzwert I, 
o 

und f (s) strebt eben falls gegen einen Grenzwert, zufalligerweise den-
selben. Die Aussage, daB eine Funktion cp (x) gegen eine Konstante I 
strebt, kann man so schreiben: 

cp(x) -l-+ 0 

oder auch, wenn 1 =\= 0 ist: 
'P (x) --1- -+ 1 . 

cp(x) wird hier in Vergleich gesetzt zu einer Konstanten. Es liegt nahe, 
diese durch eine beliebige "Vergleichsfunktion" 'IjJ (x) zu ersetzen und 
Relationen der Gestalt 

(1 ) cp (x) -'IjJ (x) -+ 0, d. h. cp(x)-'ljJ(x) = 0(1) 

bzw. 

(2) !£(x) -+ A 
1Jl (x) , (A = beliebige Konstante) 

zu betrachten. Bei (2) mussen wir voraussetzen, daB 'IjJ (x) in einer gewissen 
Umgebung des Punktes xo, gegen den x strebt, von 0 verschieden ist. 
Wir ki:innen uns von dieser Einschrankung befreien, indem wir schreiben: 

(2') cp(x) = (A + 0 (1)) 'IjJ(x) = A 'IjJ(x) + 0 ('IjJ (x)). 

Die Verhaltensweisen (1) und (2) stehen nicht in der Beziehung zuein
ander, daJ3 die eine die andere fUr A = 1 umfaJ3t. Vie1mehr kann (1) richtig 

sein (z. B. x2 - X -+ 0 fUr x -+ 0), wahrend (2) nicht zutrifft (~~ strebt 

gegen 0 fUr x -+ 0 und nicht gegen 1), und umgekehrt kann (2) zutreffen 

( X + log x .. ').. . z.B. --x- '-+1 fur X-+<Xl, wahrend (1) falsch 1St (x+logx-x 

strebt gegen <Xl und nicht gegen 0 fUr x-+<Xl). 1st aber 1'IjJ(x);<M in 
einer Umgebung von xo, so folgt (1) aus (2), denn dann ist 0 ('IjJ(x)) = 0 (1). 
1st umgekehrt t'IjJ(x)i>m>O, so folgt (2) aus (1), denn dann ist 
0(1) = 0 ('IjJ (x)) *. 

\Vir werden in heiden Fallen sagen, daB das Verhalten von cp (x) bei 
Annaherung an Xo asymptotisch durch 'IjJ (x) beschrieben oder daB cp (x) 

* Man beachte, daB eine 0- bzw. O-Aussage eine Abschatzung ist, also nur 
in der Richtung von links nach reehts gelesen werden darf. So ist z. B. im letzten 
Fall 'P (x) - .. 1Jl (x) : < I' fiir hinreichend kleine I x - Xo i vorausgesetzt, woraus 
I 'f' (X) I f' 

'
I "-(') - 1 , < folgt, aber nicht umgekehrt. 
I 'I' X 'nz 
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asymptotisch durch 'IjJ (X) dargestellt wird. GeM aus dem Zusammenhang 
nicht klar hervor, we1che Art gemeint ist, so nennen wir die Darstellung 
im Sinne von (1) ditlerenzasymptotisch, wahrend wir die Darstellung 
im Sinne von (2) bzw. (2') quotientenasymptotisch nennen und durch 

rp(x),......, A 'IjJ(x) 
ausdriicken. 1m FaIle A = 0 bedeutet das rp(x) = o('IjJ(x)). 

Von diesem Gesichtspunkt aus kann man nun versuchen, den zu 
t 

Anfang angefUhrten Satz dahin zu verallgemeinem, daB man jF(.} dT: 
o 

oder auch F (t) selbst fUr t --;. 00 als asymptotisch darstellbar durch 
beliebige Funktionen annimmt, urn daraus Schliisse auf das asympto
tische Verhalten von I(s) fUr s --;. 0 bzw. fUr Annaherung an eine be
liebige Stelle So zu ziehen. Dabei wird man sich durch das Verhalten 
bekannter Funktionen leiten lassen. Die einfachsten Funktionen sind 
die Potenzen, da ihnen wieder Potenzen zugeordnet sind: Zu F (t) = t" 

(Cl > - 1) geh6rt r (rx ~ 1). Wir werden nun zunachst zeigen, daB 
sIX. 

I (s) fUr s --;. 0 durch r (rx ~ 11 quotientenasymptotisch dargestellt wird, 
s" 

wenn F sich fUr t -+ 00 quotientenasymptotisch wie t" verhalt, so- daB 
sich also das Verhalten von F bei t = 00, wenn es potenzartig ist, in deI'll 
Verhalten von I(s) bei s = 0 widerspiegelt. 

Satze von dieser Art, bei denen von dem asymptotischen Verhalten 
der Objektfunktion an ~iner bestimmten Stelle auf das Verhalten der 
Resultatfunktion an einer gewissen anderen Stelle geschlossen wird, 
nennen wir, weil der grundlegende Satz in diesem Ideenbereich der Abel
sche Stetigkeitssatz ist, ganz allgemein "A belsche Sa tze". 

Sa tz 1. F (t) sei eine I-Funktion mit der asymptotischen Eigenschalt 
F (t) '" A t" lur t -+ 00 (A beliebig komplex, IX> -1). 

Dann existiert 2 {F} = I (s) lur lR s > 0 und ist asymptotisch so darstellbar: 

I() Ar(rx+1) 
s '" s" + 1 ' 

wenn s im W inkelraum )ffi: 1 arc s 1--< {} < ~ zweidimensional gegen 0 strebt 123. 

Beweis: Es ist 
F(t) = A t" + E(t) t" fUr t~ To> 0, 

wobei c(t) -+ 0 fUr t -+ 00, also bei lR s > 0 fUr jedes T ~ To: 
T 00 

I(s)=j e-stF(t)dt+ j e-st(At"+E(t)t")dt 
o T 

T 00 00 

=j e-st(F(t)-At")dt+ j e-stAt"dt+ j e-stc(t)t"dt 
o 0 T 

00 T 

+ J e-stE(t)t"dt+ J e-st(F(t)-At")dt. 

T 0 
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Wahlen wir zu gegebenem 13 > 0 ein festes T >- To so groB, daB Ie (t) 1-< 13 
fUr t >- T ist, so ergibt sich: 

1 Joo e- st e(t) F dt 1
1

-< 13 Joo e- IJlst F dt < 13 Joo e- lJlst F dt = 13 T(oc + 1) . 
1 

- (ffis)"'+l 
T T 0 

Ferner ist 

Ii e- s t (F (I) - A ta) d t I-<! (I F (t) I + I A Ita) d t = K, 

wo K eine von s unabhangige Konstante ist. Also erhalten wir: 

I
/(S)sa+1 1 (lsl)a+ 1 K a+1 
T(oc+1) A <13 ms + T(oc+1) lsi . 

In 1m ist 
M-<_1_ 
ffi s = cos f} •. 

Ferner ist fUr aile hinreichend kleinen 1 s I, sagen Wir 1 s 1< (!, wegen 
",+1>0: 

K I la+1 T(OC+1) s <8, 

also fUr alle s in 1m mit lR s > 0 und I s I < (! : 

1 
1 (s) sa+ 1 1 ( 1) 
T(OC+1) -A <13 1 + (cosf})a+1 . 

Da 13 beliebig klein sein kann, folgt hieraus unsere Behauptung. 

* * * 
Wir geben einige vorlaufige Beispiele fUr die Anwendbarkeit von Satz 1. 

1. In der Theorie der Randwertprobleme wird uns das Integral 
00 

If! (x) = J 1p (x, u) <P (u) du 
o 

begegnen, wo 1p(x, u) die S. 24 genannte Funktion und <P(u) irgendeine 
integrable Funktion ist, die das Integral If! (x) konvergent macht. Wir 
behaupten: Wenn <P (u) in u = 0 nach rechts stelig ist, so gilt: 

If! (x) -+ <P (0) filr x -)- + O. 

B 'S .x2 1 . ewelS: etzen Wir 4 = s, u = t, so 1st 
00 00 

C' 
If! (x) = f ~. e - :: <P (u) du = 1/ s f e- st rp -:) dt .. 

2~~ VR p 
o 0 

Nun ist <P (2t) -+ <P (0) fUr u -+ + 0, also 
(

1 ' 

rp , t )-,...., <P (0) t- ~ ftir t -+ 00. 

{'i 
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Satz 1 liefert: 

fUr s -+ 0, d. h. x -+ O. 
00 

2. Wir hannten frfiher (siehe 5.5) eine Reihe 2: c" Borel-summabel 
o 

00 

oder kurz B-summabel zur Summe l, wenn G(x) = 2Cn :~ fur aIle x 
o 

00 

konvergiert und f e - x G (x) d x = l existiert. BOREL hat urspriinglich 
o 

fUr diese Methode eine andere Definition gegeben, die allerdings mit 
00 

der vorigen nicht vollig aquivalent ist: Eine Reihe 2: dn heiBt B' -sum
o 

n 00 l'll 
mabel zur Summe l, wenn, q" = 2: d. gesetzt, die Reihe 2: q .. nt ffir 

V~O 0 . 

alle t konvergiert und 

ist. Der Zusammenhang zwischen beiden Methoden ist folgender: 
Wenn die Reihe Co + C1 + ... B-summabel ist, so ist 0 + Co + c1 + ... 

B' -summa bel zur gleichen Summe und umgekehrt *. 
Beweis: Wir set zen Co + C1 + ... + c" = s" und zeigen, daB, wenn 

00 n 00 tn 
eine der beiden Reihen 2: c" ~ und 2: s" -1 - konvergiert, das auch 

o n! 1 n! 

ffir die andere der Fall ist und die Gleichung gilt: 
t 00 nOOn tf -x ~ x d ~ t e e .... C,,-, x -: .... Sn_l-, . 

o 0 n. 1 n. 

00 n 
a) G (x) = 2: ClI -;- konvergiere fUr alle x, d. h. sei eine ganze Funktion. 

o n. 
Dann gilt dasselbe ffir die auf der linken Seite stehende Funktion P (t), 

die demnach in eine bestandig konvergente Potenzreihe .i p(n) (O) ~ 
o n! 

entwickelbar sein muB. Wir haben: 

* Es konnte verwunderlich erscheinen, daB hier ein Unterschied zwischen 
den Reihen Co + c1 + ... und 0 + Co + c1 + . " gemacht wird. Aber die Borel
summablen Reihen verhalten sich, wie man an Beispielen zeigen kann, keineswegs 
so wie konvergente Reihen, bei denen man endlich viele Glieder wegnehmen darf, 
ohne die Konvergenz zu storen. Vielmehr kann es vorkommen, daB 0 + Co + c1 + ... 
summabel ist, wahrend das fur die gleiche Methode bei Co + c, + . .. nicht 
zutrifft. 
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I 

P(t)=etfe-"G(X)dX, also P(O) =0; 
o 

I 

P' (t) = elf e- x G (x) d x + G (t) = P (t) + G (f), also 'P' (0) = Co = so; 

o 
P" (f) = P' (t) + G' (t) , also P" (0) = So + C1 = Sl; 

'P(n) (t) = p(n -1) (t) + G(n -1) (f), also p(n) (0) = 'P(n-l) (0) + Cn -1' 

1st schon bewiesen, daB 'P(n-l) (0) = Sn-2 ist, so folgt p(n) (0) = S,,_1' 

Da es fUr n = 0, 1, 2 gilt, so ergibt es sich allgemein. 
00 t" 

b) ~ Sn-1-, konvergiere fur alle f. Dann gilt dasselbe fUr die 
1 n . 

• 00 tn-1 00 tn 
Ableltung ~ sn-1 -( --)- = ~ sn -, also auch fUr die Differenz 

1 n-1 I 0 nl 
00 tn 00 tn 

60 + ~(Sn-Sn-l) -, = ~ i,,-, . Nun kann man wie bei a) fortfahren. 
1 n. 0 n. 

Es ist also 
t 00 nOOn 

f -x ~ x d -I ~ t e ..,;;;., Cn -, X = e ..,;;;., S" -1 -, . 
o 0 n. 1 n. 

1st Co + C1 + ... B-summabel, so hat die linke Seite fUr t-+oo einen Grenz
wert, also auch die rechte, d. h. die Reihe mit ~en Partialsummen qo = 0, 
q1 = So' q2 = Sl> •• " d. i. die Reilie 0 + Co + C1 + ... ist B' -summabel. 
Trifft umgekehrt das letztere zu, so hat die rechte Seite fUr t -+ 00 

einen Grenzwert, also auch die linke, d. h. Co + c1 + ... ist B-summabel. 
Eine der in der Summabilitatstheorie interessierenden Fragen ist 

die, wie sich die "Potenz" d. h. die Summierungskraft eines Verfahrens 
zu der eines anderen verhalt: 1st eine Reihe, die nach dem einen Ver
fahren summiert werden kann, auch nach dem anderen summabel? In 
dieser Richtung beweisen wir nun folgendes: 

00 

1st die Reihe ~ Cn B'-summierbar zur Summe 1, d. h. 
o 00 :2 tn 

F (t) = e- t s" -, -+ 1 fur t -+ 00 , n. 
00 0 

und ist ~ c" xn fur I x I < 1 konvergent (d. h. kann das Abe1sche Verfahren * 
o 00 

uberhaupt angesefzt werden), so ist ~ Cn auch A bel-summierbar zur Summe l, 
d. h. 00 0 

g (x) = ~ Cn x" -+ 1 fur x -+ 1 . 
o 

Allgemeiner: 1st 
F (t) ,...., 1 t'" fur t -+ 00 

so ist 
(1X>-1), 

(x) ,....., I r (oc + 1) 
g (1 - x)'" 

fur x -+ 1124. 

* Seine Definition siehe S. 78. 
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00 

Bemerkung: \Nenn .Ic"x" fUr Ixl<1 konvergiert, so giltdas
o 

00 00 00 

~ 1 ~ ~ tn 
selbe fUr ~ s" x" = 1 _ x £,; Cn x". Hieraus folgt aber, daB £,; s" nT 

o 0 0 

uberall konvergiert, so daB diese fUr die Anwendbarkeit des B'-Ver
fahrens notwendige Bedingung von selbst erfullt ist. 

Beweis: B {F} existiert fUr s > 0, und zwar ist 
00 00 00 00 00 

/(s) = je-(S+I)t "'s ~dt= ~~je-(s+l)ttndt= ~ s" 
L; n n! £,; n! £,; (5+1)"+1' 

o 0 0 0 0 

wobei die Vertauschung von Summe und Integral nach Hilfssatz 
(Anhang) gestattet ist. Aus F (t) ,....., l t(1. fUr t -+ 00 folgt nach Satz 1: 

Setzen Wlr 

so steht da: 

oder 

/(s),...,l r(O:+l) fUr s->O. 
5(1. + 1 

1 
5 + 1 = x, also 

l-x 
s=-

x ' 

00 00 (1. 

(i-x) ~ sn xn = ~ an xn,...., IT(oc+ 1) _~,...., 1 r(o:+ 1) 
o 0 (1-X) (1-xt 

fUr x-+ 1 . 

Der Satz besagt, daB die "Abel-Transformierte" g(x) einer Reihe 
Hir x -+ 1 in demselben MaBe gegen 0 (-1 < oc < 0) bzw. gegen 00 (oc> 0) 
strebt wie die "Borel-Transformierte" F (t) fUr t -+ 00. 

Eine /unktionentheoretische Anwendung: Das Funktionselement 
00 

.I an xn = .I an ei n U r" habe den Konvergenzradius 1. 1st die dadurch 
o 

erzeugte Funktion ineinem Punkte ei U des Einheitskreises regular, 
so ist die Potenzreihe dort sowohl nach Abel als nach Borel summierbar 
(e iU liegt dann im Iimern des Borelschen Summabilitatspolygons). 
1st der Punkt aber ein singularer, so braueht weder das eine noeh das 
andere der Fall zu sein. Unser obiges Ergebnis zeigt nun: 1st die Potenz
reihe in einem Punkt des Konvergenzkreises B' -summabel, so existiert 
sieher der Abelsche radiale Grenzwert, d. h. wenn dieser nieht existiert, 
so kann die Reihe aueh nicht nach Borel summiert werden. Fur Punkte 
des Konvergenzkreises ist also die Abelsehe Methode "potenter" als die 
Borelsche 125. 

* * * 
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In Satz 1 wurde etwas fiber das asymptotische Verhalten von F 
vorausgesetzt. Wir wollen aus ihm nun einen Satz ableiten, der eme 

t 

Annahme fiber das Verhalten von J F(T) d7: macht und dadurch eine 
o 

Verallgemeinerung des Analogons zum Abelschen Stetigkeitssatz dar-
stellt. 

Satz 2. F(b) sei eine I-Funktion und 
t 

@(t) = J F (7:) dT '"""' C (I lur t -+ OQ (C belie big komplex, y > -1). 
o 

Dann existiert S3 {F} = I (s) lur ffi s > 0, und es gilt 

l(s)""",C r(r;t) , 
s 

wenn I(s) im Winkelraum 5ill: larcsl-<-&<~ zweidimensional gegen ° 
strebt. 

Beweis: Zunachst folgt durch verallgemeinerte partielle Inte
gration: 

w w 

J e- st F (t) dt = e-SW@(w) - e-SE@(s) + s J e- SI@(t) dt. 
E E 

Wegen @(t) = 0 (tl') streben bei ffis > ° fiir s -+ 0, W -+ OQ die beiden ersten 
Glieder gegen 0, wahrend das letzte konvergiert, so daB auch die linke 
Seite konvergiert und die Beziehung besteht: 

00 

I(s) =sJ e-st@(t)dt. 
o 

Die Anwendung von Satz 1 auf dieses Integral fiihrt zu unserer Be
hauptung 126. 

Speziell fiir y = ° erhalten wir das Analogon zum Abelschen Stetig
keitssatz. 

In Satz 1 stellten wir eine Beziehung zwischen t -+ OQ und s -+ ° 
her. Verhalt sich F (t) bei t = OQ nicht wie erne Potenz, sondem wie 
eine Exponentialfunktion, multipliziert mit einer Potenz, so auBert 
sich das bei I (s) durch das Verhalten an einer von s = ° verschiedenen 
Stelle. 

Satz 3. F(t) sei eine I-Funktion und 

F (t) '"""' A es,t ta. lur t -+ OQ (A und So beliebig komplex, IX> - 1). 

Dann existiert I (s) = S3 {F} lur ffi s > ffi so' und es ist 

r(O(+1) 
I(s),....., A (s=-';o)a.+T , 

wenn s ~m Winkelraum I arc (s - so) 1-< -& < ~ zweidimensional gegen So 

strebt. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 13 
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Beweis: Auf e-sotF und 2{e- sot F}=/(s+so) laBt 
anwenden und liefert: 

d. h. 

r(IX+1) 
l(s+so).....,A 0<+1 

5 

r(1X + 1) 
I(s) '" A (5_50),,+1 

fUr s-+O 

fUr 

sich Satz 1 

Die bisherigen Satze bezogen sich auf quotientenasymptotische 
Darstellung. Wir gehen nun zu Darstellungen tiber, die einen differenz
asymptotischen Charakter haben. 

Satz 4. F(t) sei eine 1-Funktion und lur t>-1 in der Form 

F (t) = A es,t F + FI (t) (A, So und oc belie big komplex) 

darstellbar, wo t" den Hauptzweig bedeutet und 2 {FI} eine Konvergenz
abszisse PI besitzt mit PI < ffi So· Dann existiert 2 {F} = I (s) in der Halb
ebene ffi s > ffi so' lafJt sich aber in die H albebene ffi s > PI lortsetzen und 
dart so darstellen: 

I() A r(lX+ 1) () lu··r s = (5-50)"+1 +g s oc=j=-1,-2, ... 

=Al~-=-11;! (s-so)P-qog(s-so) +g(s) lur oc=-P, 

wo peine positive ganze Zahl und g (s) eine in ffi s > PI regulare Funktion 
bedeutet 127. 

1 

Beweis: Da 2 {FI} fUr ffis > PI regular und J e- st A es.tt"dt eme 
o 

ganze Funktion ist (vgl. 4.1), so brauchen wir bloB 
co 

J e- st A eSot ta dt 
1 

zu betrachten. Dabei k6nnen wir uns auf So = 0 beschranken, da die 
Multiplikation der L-Funktion mit eSot nur den Ersatz von s durch 
s - So bedeutet. Es handelt sich also urn 

co 

l(s, oc) = J e-sttadt. 
I 

1. Istffi oc > -1, so ist 
00 1 

l(s, oc) = J e-sttadt-J e-stt"dt. 
o 0 

Das erste Integral konvergiert fUr ffi s > 0 und ist gleich r;: ~ 1) (s. S. 22), 

das zweite ist eine ganze Funktion. 

2. Es sei ffi oc -<-1, aber IX keine negative ganze Zahl. Dann folgt 
fUr ffi s > 0 durch partielle Integration:· 



9 1. Abelsche Satze. 195 

Da trr. = elXlogt den Hauptzweig bedeutet, also log 1 = 0 zu setzen ist, 
so ist 1lX + 1 = 1 und 

e- s s 
1(s,(J.)=-~+1+~ 1 1 (s,(I.+1). 

Durch q-malige Anwendung der partiellen Integration ergibt sich: 

1 (s, (I.) = - e- S L : 1 + (~ + 1 )s( ~ + 2) + ... + (~ + 1 (~1( ~ + q)) 
sq 

+(~+l) ... (~+q) 1(s, (I.+q). 

(Da (J. keine negative ganze Zahl ist, so kann (I. + q nie 0 werden.) Der 
erste Summand ist eine ganze Funktion. Wir wahlen q so groB, daB 
ffi (I. + q > -1 ist. Dann laBt sich auf 1 (s, (I. + q) das unter 1. gefundene 
Resultat anwenden: 

r(~+q+1) . 
1(s, (I. + q) = srr.+q+l ... + ganze FunktlOn. 

Also ist 
sq r (~ + q + 1) . 

1(s, (I.) = (IX + 1)'" (IX + q) srr.+q+l- + ganze FunktlOn 

r(IX+1) . 
= lX-'-1 + ganze FunktlOn. s . 

3. Es sei nun (I. eine negative ganze Zahl. Wir betrachten zunachst 
den Fall (J. = -1 : 

00 

/ 
-sf 

1(s,-1) = Tdt fUr ffis>O. 

Es ist 1 

00 

1'(s -1) =-/e-stdt=-~=_~+ 1-e-s 
, s s s' 

1 also 
S 

/
1 -ft 

1 (s, -1) = -log s + -: duo 
1 

Definiert man die Funktion 1 - e- U fUr u = 0 durch ihren Grenzwert 1, 
u 

so ist sie in der ganzen Ebene regular, ihr Integral also auch. Damit 
ist unsere Behauptung fUr (J. = - 1 bewiesen. 

1st nun (I. = - p (P = 2 oder 3 oder ... ), so wahlen wir in der unter 2. 
bewiesenen Formel q = P-1 (das ist der auBerste Wert, fUr den Wlr 
sie noch anwenden konnen) und erhalten: 

(
1 s sP-2·) sP-l 

(s,(I.) =-e- s IX+ 1 + (IX+ 1)(1X+2) + ... + (IX+ 1)"'(IX+P-1) + (IX+ 1) .. ' (IX+P-1/ (s, (1.+ q) 

( 
1 s sP - 2 ) sP - 1 (_ 1)P - 1 

--e- s __ ..1- ..1- ... + + 1(s 1) 
- -P+1' (-P+1)(-P+2) I (-P+1)"·(-1) (P-1) ... 1 ,-

(-1)P . 
= (p _ ·1)! sP -1 log s + ganze FunktlOn. 

13* 
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In Satz 4 haben wir u. a. eine l-Funktion bekommen, die in s = So 
eine Singularitat vom Charakter (s - so)q log (s - so) hat, aber nur fUr 
q = 0,1,2, ... Es fragt sich, ob man nicht auch l-Funktionen mit 
diesem Verhalten fUr die iibrigen komplexen q herstellen kann. Dariiber 
gibt der folgende Satz Auskunft. 

Satz5. F(t) sei eine I-Funktion und lur t>-1 in der Form 

F(t) = A es•t tex (log t- ~(~: :n + Fl (t) 

(A, SO und IX beliebig komplex, aber IX =F -1, - 2, ... ) 

darstellbar, wo t OC den Hauptzweig bedeutet und 2 {Fl} eine Konvergenz
abszisse PI besitzt mit PI < ffi So' Dann existiert 2 {F} = I (s) in der Halb
ebene ffi s > ffi so' lafJt sich aber in die H albebene ffi s > PI lortsetzen und 
dort so darstellen: 

r(oc+1) 
I(s) = -A oc+l log(s-so) + h(s), 

(5 - so) 

wo h (s) eine in ffi s > PI regulare Funktion bedeutet 128. (Fiir die hier aus
geschlossenen Exponenten wird gerade durch Satz 4 die Erganzung 
geliefert.) 

Beweis: F iir ffi IX > - 1 fanden wir un ter Sa tz 4 (ffi s > 0) : 
00 1 

J e-stt"dt= r(oc+l) -Je-stt"dt 
soc+l . 

1 0 

Diese Gleichung differenzieren wir nach IX, wobei die Integrale unter 
dem Integralzeichen differenziert werden k6nnen, wei! die resultierenden 
Ausdriicke (bei festem ffi s > 0) in IX gleichmaBig konvergieren: 

00 1 

e-sttOClogtdt= - logs- rstFlogtdt. f r'(oc+1) r(OC+1) f 
5" + 1 SOC + 1 

1 0 

Subtrahieren wir hiervon die mit ~(~: 111 multiplizierte vorige Gleichung, 

so erhalten wir: 
00 

J -sttoc(l t_r'(oc+l))dt __ r (OC+1)l 
e og r (oc + 1) - 5" + 1 og s 

1 1 -J e-sttOC (logt- r'(oc+ 1)) dt 
r(OC+l) . 

o 
Das letzte Integral ist eine ganze Funktion von s, womit unter Beriick
sichtigung der Anfangsbemerkungen im Beweis von Satz 4 unsere Be
hauptung bewiesen ist. 

2. Asymptotisches Verhalten von I(s) bei s =00. 

Wie wir aus 4.3 wissen, strebt I (s) mit wachsendem I s I in jedem 

Winkelraum I arc (s - so) 1-< f} < ~ gleichmaBig gegen 0, falls So ein 
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Konvergenzpunkt ist. Das ist ein Satz von Abelschem Charakter, 
denn die Konvergenz von S3 {F} fUr s = So bedeutet eine Aussage liber 
das Verhalten von F, und hieraus wird auf das Verhalten von I(s) fUr 
s --+ <Xl geschlossen. Man kann nun, wenn man noch Genaueres liber 
das Verhalten von F (t) weiB, viel scharfere Aussagen liber die Null
strebigkeit von I (s) fUr s --+ <Xl machen. Wir erinnern zunachst an einen 
Satz, der uns bereits bekannt ist und der die gleichmaBige Nullstrebigkeit 
nicht nur fUr einen Winkelraum von der Offnung < n, sondem fUr eine 
Halbebene aussagt. Er entsteht durch Kombination der Satze 1 [4.3J 
und 4 [4·3J. 

Satz6. S3{F}=/(s) sei aul einer Geraden ffis=a gleichmiifJig 
konvergent. Dann strebt I(s) in der Halbebene ffis>-a lilr S--+<Xl gleich
miifJig gegen O. 

WeiB man das, was in diesem Satz liber F vorausgesetzt wurde, von 
seiner Ableitung, so kann man die Starke des Verschwindens von I 
sogar durch + abschatzen. 

Satz 7. F(t) sei lilr t > 0 dillerenzierbar ttnd in t = 0 stetig. S3 {F'} 
konvergiere in einem reellen Punkt a > 0 und sei lilr ffi s > a beschriinkt. 
(Dazu genilgt z. E., dafJ S3 {F'} lilr s = a absolut oder lilr ffis = a gleich
miifJig konvergiert.) Dann ist 

S3 {F} = I (s) = 0 ( Th) lilr s --+ <Xl, 

gleichmiifJig in der ollenen Halbebene ffi s > a. - 1st S3 {F'} aul ffi s = a 

gleichmiifJig konvergentund F (0) = 0, so ist sogar I (s) = 0 ( Th) . 
Beweis: Nach Satz 1 [8-3J ist fUr ffis > a > 0 

S3{F'} = s S3{F}-F(O) , 
also 

I(s) = 2{F'} + F (0) • 
s 

Aus der Beschranktheit von S3 {F'} folgt die Behauptung. - 1st S3 {F'} 
auf ffis = a gleichmaBig konvergent, so ist nach Satz 6: S3 {F'} = 0 (1). 

1st auBerdem F (0) = 0, so ist I (s) = 0 ( Th ) . 
Satz 7 laBt sich so verallgemeinem: 

Satz8. WennF(t) lilr t>-O n-1-mal,lilrt> 0 n-mal dilferenzierbar 
und F(n-l)(t) in t=o stetig ist, wenn ferner S3{F(n)} in einem reellen 
Punkt a > 0 konvergiert und filr ffi s > a beschriinkt ist, und wenn schliefJlicl~ 

F(O) =F'(O) = ... =F(n-2) (0) = 0 
ist, so gilt: 

S3{F} =/(s) =0 (!SF) fUr s --+ <Xl , 
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gleichmiifJig in der ollenen H albebene m s > a. - 1st B {F(n)} lur m s = a 
gleichmiifJig konvergent und auch noch F(n-l) (0) = 0, so ist sogar 

I(s) =0 (_1 ). 
lsi" 

Beweis: Nach GesetzIIIa in 8.3 ist fur ms>a>O 
B{F(n)} = s" B{F}-F (0) s"-l-F' (0) sn-2_ ... _F(n-2) (0) s_F(n-l) (0). 

Hieraus folgen sofort aIle Behauptungen. 

Satz 7 laBt sich noch in anderer Richtung verallgemeinem. In den 
Anwendungen kommt es manchmal vor, daB F' nicht fUr t > 0, sondem 
erst von einer Stelle Tan existiert, daB aber F zwischen 0 und T wenig
stens von beschrankter Variation ist. Urn diesen Fall zu erfassen, schicken 
wir eine Verscharfung des Riemannschen Lemmas (Satz 3 [4.3]) fUr solche 
Funktionen voraus. 

Lemma. 1st F (t) in 0 -<. t -< T von beschriinkter Variation, so ist 
T .! e- s I F (t) d t = 0 ( Tsr ) lur s -+ 00 

o 
in der abgeschlossenen H albebene m s >- o. 

Setzt man s = x + i y, also 
T T J e- sl F(t) dt = J e- iYI [e- xt F(t)] dt, 

o 0 

so besagt dieser Satz fUr festes x, daB der "Fourier-Koeffizient" einer 

Funktion von beschrankter Variation 0 (~) ist, eine in der Theorie 

der Fourier-Reihen oft benutzte Tatsache. 

Beweis: F (t), das wir als reell voraussetzen konnen, kann in die Gestalt 
Fl (t) -F2(t) gesetzt werden, wo Fl und F2 monoton abnehmende Funk
tionen sind. Es genugt, die Behauptung fur Fl zu beweisen. Nach 
dem zweiten Mittelwertsatz (siehe S. 42) ist fUr s + 0: 

T T .! e- st Fl (t) dt = ~ (0) .! e- st dt = Fl (0) ~_:-ST , 
o 0 

wo r einen gewissen (naturlich von s abhangenden) Zwischenwert zwischen 
o und T bedeutet. Also ergibt sich fUr m s >- 0, S =1= 0: 

ITe- sl F (t) dt 1-< IF. (O)! 1 + e- 9lST -< 2Ft (0) • 
: - I! lsi - lsi 

o I 

Nun konnen wir folgendes beweisen: 

Sa tz 9. F (t) sei lur t >- T dillerenzierbar ~tnd liir 0 -< t -< T von be-
00 

schriinkter Variation. J e- s t F' (t) d t konvergiere liir ein reelles s = a > 0 
T 
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und sei lur ffi s > a beschriinkt. Dann ist 

I (s) = 0 ( iT ) lur s -> =, 
gleichmiifJig in ffi s > a . 

Beweis: In 
T 00 

I (s) = j e- si F (t) dt + j e- SI F (t) dt = 11 (s) + 12 (s) 
o T 

ist 11 (s) = 0 ( Th ) fUr ffi s > a nach dem Lemma. Weiter ist fUr ffi s > a 

nach Satz 1 [8.3] 

ie-slF' (t) dt = e- sT ie- ST F' (T +r) d-r = e-ST[s!e-STF(T +-r) d-r-F (T)j 
TOO 

00 

= S j e-slF (t) dt-F(T) e- sT . 
T 

Also ist fur ffi s > a: 

Is 12 (s) 1-< lie-si F' (t) dtl + IF (T) 1 e- aT < const. 

Wir gehen nun zu Satzen uber, die aus einer gewissen Voraussetzung 
uber das Verhalten von F(t) in der Nahe von t = 0 die Art des Ver
schwindens von I (s) fUr s ~ = scharf abschatzen. Wir schicken den 
extremen Fall voraus, daB F (t) auf einer Strecke rechts von t = 0 identisch 
o ist. 

Sat z 10. Wenn 2 {F} eine H albebene bedingter Konvergenz besitzt 1tnd 

F (t) = 0 lur 0 < t -<. a 

ist, so gilt in J·edem W inkelraum ~: 1 arc s 1-< 0 < ; 
I(s) = o (e-a::RS) lur s~=. 

Beweis: Wir wahlen einen reellen Punkt So > 0, wo 2 {F} konvergiert. 
Dann ist nach Satz 1 [8.2] fur ffi s > so: 

00 00 I 

I(s) = j e- si F(t) dt = s j e- si j F(-r) d-rdt 
a a a· 

und 
I 

jF(-r) d-r = o (eSol ) fUr t~=, 
a 

also 

und folglich 
00 

I I (s) 1-< 1 siC! e- (9ls -so)1 dt = C Is I e-(9ls -sola. 
ffis - So 

a 
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In 5ffi ist fur lR s >- 2 So 

also 

lsi -<_I_s_1 -<_2_ 
m s - So t m s = cos f} , 

i/( )1-< 2Ceas, -ams 
I S - cosf} e . 

Fugt man noch Voraussetzungen nach Art der von Satz 6 hinzu, 
so kann 0 durch 0 und der Winkelraum 5ffi durch eine Halbebene ersetzt 
werden: 

Satz 11. Wenn B {F} = I(s) lur s = a (reell) absolut konvergiert 
oder aul einer Geraden lR s = a gleichmiifJig konvergiert, wenn lerner 

F (t) = 0 lur 0 < t -< a 

ist, so gilt in der Halbebene lRs>-a gleichmiifJig: 

I(s) = o(e- amS ) lur s-+ex>. 
00 00 

Beweis: I(s) = J e- st F(t) dt = e- as J e- SU F(a + u) duo 
a 0 

Nun braucht man bloB auf eas I(s) den Satz 6 anzuwenden 129. 

Wir gehen jetzt zu dem Fall uber, daB F (t) sich bei t = 0 wie eine 
Potenz von t benimmt. Es wird sich dann herausstellen, daB I (s) wie eip.e 
negative Potenz fUr s -+ ex> gegen 0 konvergiert, und zwar urn so starker, 
je starker F fUr t -+ 0 gegen 0 strebt. - Der folgende Satz sieht formal 
genau wie Satz 1 aus, hat aber inhaltlich eine ganz andere Bedeutung. 

Satz 12. B {F} = I(s) besitze eine Halbebene bedingter Konvergenz, 
und F (t) habe die Eigenschalt 

F (t) '-' B tfJ lur t -+ 0 (B belie big komplex, fJ > -1) . 

Dann gilt 

l(s)'-'Br~~~1) lur s-+ex> m 5ffi: [arcsl-<#<~, 
und zwar gleichmiifJig liJ,r aUe s mit demselben lR s 130. 

00 1 00 

Beweis: Wir set zen J e- st F(t) dt = J + f. Das zweite Integral ist 
001 

nach Satz ~ in 5ffi gleich 0 (e- ms), also 0 (--hr), kann daher auBer 
Is I 

Betracht bleiben. Im ersten Integral 11 (s) setzen wir 

F (t) = B tfJ + c: (t) tP 

mit c: (t) -+ 0 fUr t -+ o. Dann ist 
1 

11 (s) = J e- st (B tfJ + c: (t) t!3) dt 
o 

00 1 00 

= J e- st B t!3 dt + J e- st c: (t) tfJ dt- J e- st B tfJ dt 
o 0 1 
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und folglich, wenn 0 < T < 1 ist: 

11 (s) Sfl+1_ BT (P + 1) 

201 

= sil + 1 I J e- st c (t) til dt + J e- st c (t) til dt - B f e- sl tfJ d/ 
lOT 1 f 

Zu gegebenem c > 0 wahlen wir zunachst T so klein, daB, c (t) I =? c fur 
o < t -<: T und folglich fur lR s > 0 

T co 

Je- st c (t) tfJ dt ~ c J e- 91st tfJ dt = c r (fJ + 1) 
(lRs)fl+ 1 

o u 

ausfallt. Mit diesem festen T ist fUr lR s > 0 

I 1 1 

I
f e-slc (t) til dti, -< e- 9ls T f: c (t) ~ tfJ dt = Kl e- 91s T; 
TiT 

ferner ist fUr lR s > 1 : 

I 
Fe- st tfJ dt i = i fe- (s-l)t e- I tfJ dt II-<e- (91s -1) le-ttfJ dt = K2 e- 91s . 

1 .. 1 1 

Also erhalten wir fUr lR s > 1 : 

1 11 (s) sfJ + 1 - B T (P + 1) i -< c T (P + 1) (_~; y + 1 

+ K e-91sTls!fJ+1-t_ BK e-91SlslfJ+l 
1 i I 2 i ' 

In )ill ist ~ -<: _1__ ferner bei wachsendem ffi s : 
lRs - cos f)' 

e- 9lsT IslfJ+ 1 -< e- 9lsT (lRs cos{})fJ+ 1 --+ 0, e- 91s iS~fJ+l --+ O. 

Also ist fUr aIle hinreichend groBen lR s in )ill: 

:/l(S)sfJ+ 1 -BT(P + 1)i=s;K3 c, 

was unsere Behauptung beweist. 

* * * 
Satz 12 kann dahin verallgemeinert werden, daB die Vergleichsfunk

tion tfJ mit einer fur t > 0 stetigen, positiven Funktion L (t) multipliziert 
wird, die die Eigenschaft 

L (u x) 
-- . --+ 1 bei x --+ 0 fur j edes u > 0 

L (x) 

hat. Analoges gilt fUr Satz 1, wo diese Eigenschaft von L (x) aber fur 
x --+ 00 zu verlangen ist. Funktionen dieser letzteren Art heiBen "langsam 
wachsende Funktionen", gleichgultig ob sie wachs en oder fallen oder 

oszillieren. (1st die Eigenschaft fur x --+ 0 erfUllt, so ist L ( ~) eine langsam 

wachsende Funktion.) Funktionen der Gestalt x'" L (x) (IX> 0) heiBen 
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"regular wachsende Funktionen". Man kann von den langsam wachsenden 
Funktionen elementar folgendes zeigen *: 

a) x'L (x) ~oo und x-' L(x) ~ 0 fUr x ~oo und jedes f, > O. 

b) !:i(xt strebt in jedem abgeschlossenen Intervall, das den Punkt 

x = 0 nicht enthalt, gleichmaBig gegen 1. 

Die Standardtypen der Funktionen L (x) sind 

log x , log log x , log log log x, ... 

SOWle ihre Produkte und Potenzen mit positiven und negativen Ex
ponenten; so ist z. B. 

log log u x = log (log x + log u) 

= log [lOg x ( 1 + ~:::)] == log log x + log ( 1 + ~:::), 
also 

log log u x ~ 1 fUr 
log log x x ~ 00 . 

Satz 13. 2 {F} = I(s) besitze eine Halbebene bedingter Konvergenz, 
und F (t) habe di? Eigenschalt 

F (t) '" B tf! L (t) liir t ~ 0 (B beliebig, /3>-1), 
wo die positive, liir x> 0 stetige Funktion L (x) die Bedingung 

L (ux) 
L (x) ~ 1 bei x~ 0 liir fedes u > 0 

erliillt. Dann gilt: 

l(s)",B T (P+1) L(L) liir s (reell)~00131. 5f!+1 5 
1 

Beweis: Es geniigt, J e-stF(t) dt =/l(s) zu betrachten, da nach 
o 

\0 00 

Satz \i J = 0 (e- S), also wegen der obigen Eigenschaft a) von L (x) 
1 

gleich 0 Cf! ~ 1 L ( + )) ist. In 11 (s) setzen wir 

F (t) = B tf! L (t) Fl (t) , 

WO Fl (t) ~ 1 fUr t ~ 0, und erhalten (s t = u): 
1 

Ids) = B J e- st t f3 L (t) Fl (t) dt 
o 

* Siehe J. KARAMATA: Sur un mode de croissance r6guliere des fonctions. 
Mathernatica (Cluj, Rumanien) " (1930) S. 38-53 [Corollaire 2, S.45J. 
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Sperren wir die Punkte u = 0 und u = s durch Teilintervalle ab, so strebt 

auf Grund der obigen Eigenschaft b) die Funktion L ((,:, J Fl ( U ) 

L 1-) . s 

bei wachsendem s gleichmaBig gegen 1 und daher das' ganze Inte-
co 

gral gegen f e-"ufJdu=F({J+ 1). 
o 

§ 2. Taubersche Satze reeller Art. 

Der Abelsche Stetigkeitssatz fUr Potenzreihen ist bekanntlich nicht 
co 

umkehrbar. So hat z. B. die Funktion tp(z) = 1 ~ z = ~ z» (iz] < 1) 
o 

fUr z -+ -1 den Grenzwert ~, aber die Reihe konvergiert fUr z = -1 

nicht. Als erster hat TAUBER eine nichttriviale, aber ziemlich an der 
Oberflache liegende Bedingung angegeben, unter der von der Existenz 

co 

des lim.I an zn fUr reell gegen 1 strebendes z auf die Konvergenz von 
o 

ian geschlossen werden kann, namlich an = 0 (-~), und daher nennt 
on, 

man aIle Satze, die den Abelschen Stetigkeitssatz bzw. seine Verall
gemeinerungen unter einer Zusatzvoraussetzung, insbesondere uber an, 
umzukehren gestatten, Taubersche Siitze. Wir werden hier fur die 
Laplace-Transformation gleich das Analogon zu dem wesentlich tiefer 

liegenden Satz, der spater gefunden worden ist und der an = OL ( :) als 

Zusatzvoraussetzung hat 132, beweisen. Bei Sat zen dieser Art wird auJ3er 
der Existenz von lim f (s) fUr reell gegen 0 strebendes seine einseitige 
Beschranktheitsvoraussetzung uber F (t) zu fordern sein. Sowohl hin
sichtlich f (s) wie F (t) bezieht sich die Betrachtung ganz auf reelle Werte 
der Variablen. Wir werden die betreffenden Satze daher "Taubersche 
Satze reeller Art" nennen. Ihnen sind in neuester Zeit Satze an die 
Seite getreten, bei denen abgesehen von einer Beschrankung fur F 
noch ein gewisses funktionentheoretisches Verhalten von f (s), z. B. bei 
Annaherung an die Konvergenzgerade, gefordert, dafiir aber auch eine 
sehr scharfe Folgerung hinsichtlich F (t) gezogen wird. Satze dieser 
Gattung werden wir als "Taubersche Satze funktionentheoretischer Art" 
bezeichnen (siehe 10.3). 

DaB der Abelsche Satz 1 [10.1] nicht ohne wei teres umkehrbar 
ist, wird drastisch durch folgende Betrachtung gezeigt: 

Hat F fUr t -> (Xl einen Grenzwert A, so ist nach jenem Satz (Cl = 0) 

f (s) ,...." ~. Hat F keinen Grenzwert, so liegt es nahe, in Analogie zu den 
s 
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Ces:hoschen Mitteln bei Folgen hier durch Integrale gebildete Mittel 
zu betrachten: 

I (I)"F (T) dT 
,uk(t)=k. k (k=1,2, ... ), 

t 

wo (/Yein k-fach iteriertes Integral bedeuten soil. In der Faltungs

symbolik konnen wir dafur auch anschauIicher 

F* 1· k 
Ilk(t) = 1.H1 

schreiben. Hat Ilk(t) fUr t-+oo einen Grenzwert A, so sagen wir, F(t) 
habe einen Mittelwert kter Ordnung fur t -+ 00 133. In diesem Fail ist 

k 
F*1*k,...,A1 ok + 1 =A_t_ 

k! ' 
also nach Satz 1 [10.1J: 

B{F*1*k},..., k!1 fUr s-+O. 
5 

Nach Gesetz IIa ist, wenn B {F} existiert, die linke Seite gleich B {F} -;- , 
5 

so daB wir erhalten: 
A 

f(s) ,..., s fUr s -+ O. 

Die l-Funktion ist also ganz unempfindlich dagegen, ob F (t) fUr t -+ 00 

einen Grenzwert oder nur einen Mittelwert hat. Man kann daher aus 

f (s),..., ~ fur s -+ 0 unmogIich auf F (t) ,..., A fUr t -+ 00 schlieBen. 

Wir werden nun eine Taubersche Umkehrung sowohl von Satz 1 
bzw. 2 wie auch von Satz 12 bzw. 13 [10.1J beweisen, und zwar werden 
beide aus folgendem Satz flieBen: 

Sa tz 1. Es sei F (t) >- 0 und B {F} fur s > 0 konvergent. L (x) sei eine 
fur x > 0 stetige, positive Funktion mit der Eigenschaft * 

Aus 

folgt 

L (u x) 
L (x) -+ 1 fur jedes u > 0 bei x -+ 00 (bzw. X -> 0) . 

00 

f e-st F (t) dt ""' C s-YL (+) bei s -+ 0 (bzw. s -+ (0) 
o 

(C>-O, y>-O) 

J e- st q(e-st)F(t) dt ""' lr C ;~:) L (+) [e- t q(e- t) t y- 1 dt bei y > 0 
o 0 

C L (: ) q (1) bei y = 0 

fur s-+O (bzw. s-+oo) 

* Vgl. hierzu S. 201. 



§ 2. Taubersche Satze reeller Art. 205 

fiir jede in 0-<x-<1 definierte Funktion q(x), die dort stetig ist his auf 
hOchstens eine im Innern liegende Stelle xo, wo sie einen Sprung aufweist 134• 

Beweis: 1st n (ganzzahlig):o- 0, so strebt mit s auch (n + 1) s gegen 0 
(bzw. 00), also ist 

00 

! e-st e- .. st F(t)dt_Cs-y(n+1)-yL( t ) fUr S-+O (bzw.s-+oo). 
(n + 1) s 

o 
Wegen 

fUr x -+ 00 (bzw. x -+ 0) 

ist 

L( 1 ),.....L(~) fUr s-+O (bzw. s-+oo), 
(n+1)s s 

also 
00 ! e-st(e-stt F(t) dt "" C s-Y (n + 1)-Y L (+) 

o 

(y > 0) 

C L(+) 

fUr s -+ 0 
(bzw. s -+ 00). 

(y = 0) 

Hieraus folgt aber fUr jedes Polynom p (x) : 

I 
-y (1)[00 

00 C S L e-tp(e-tW-ldt 
(1) [e-stp(e-st)F(t) dt"" T(y) so. 

CL(+)P(1) 

(y > 0)1 
(y = 0) 

fUr s -+ 0 (bzw. s -+ 00). 
Es sei nun q (x) eine Funktion, die in 0 -< x -< 1 stetig ist mit Ausnahme 
einer Stelle Xo im 1nnern, 0 < Xo < 1, wo sie einen Sprung, also von 
links und rechts Grenzwerte, aber verschiedene, hat. Wir grenzen urn 
Xo ein ganz zu (0, 1) gehoriges 1ntervall 1 x - Xo 1-< b ab und ersetzen 
dort q (x) durch eine unterhalb q (x) verlaufende stetige Funktion *. 
Die aus diesem Ersatzstiick und dem Restteil von q (x) bestehende, 
in 0 -< x -< 1 stetige Funktion nennen wir ql (x). Analog konstruieren 

* Z. B. dadurch, daB wir im Faile q (xo - 0) >q (xo + 0) den Punkt xo. q (xo + 0) 
geradlinig mit dem Minimum von q (x) in (xo - (5. xo) verbinden. Wird dieses 
zufallig in Xo (und nur in xo) angenommen, so verbinden wir zunachst xo, q (xo + 0) 

(5 
mit dem Punkt Xo - 2' q (xo - 0) geradlinig und dann diesen Puukt mit dem 

Minimum in ( Xo - (5, Xo - ~). Wird dieses wieder am rechten Ende angenommen, 

so verbinden wir zunachst mit Xo - ! (5, q ( Xo - ~) usw. Entweder bricht dieser 

ProzeB ab, oder wir erhalten ein gegen Xo - o. q (xo - (5) konvergierendes Polygon 
mit unendlich vielen Seiten. 
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Wlr eine in I X - Xo 1-< b oberhalb q (X) verlaufende stetige Funktion 
q2(X). Dann ist 

qI(X) -<q(x) -<q2(X) in I x- xol-< b 
und 

qi (x) = q (x) = q2 (x) im Rest des Intervalles [0,1]. 
Nach dem WeierstraBschen Approximationssatz kann man zwei 
Polynome PI (x) und P2 (x) so bestimmen, daB 

PI (x) -< qi (x) -< q2 (x) -< P2 (x) 
und 

qI(X)-PI{X)-<e, P2{X)-q2(X)-<e III 0-<x-<1 

ist, wo e > 0 beliebig, aber fest vorgegeben ist. Dann folgt, zunachst 
im Falle y > 0, weil F (t) >- 0 ist: 

00 00 

00 

>- L (~ ) j e- st PI (e-· t) F (t) dt. 

o 
N ach (1) erhalten wir fur s -'+ 0 (bzw. s -+ =) : 

00 00 

(2) liminf L(~) je-stq{e-st)F(t)dt>- r~y) je-tPI{e-t)tY-ldt. 

o 0 

Ganz analog finden wir: 

also 

00 00 

lim sup L(~) je-stq{e-st)F{t)dt-< r~y) je-tp2(e-t)iY-Idt, 

o 0 

00 

lim sup-lim inf--< r~y) J e- t [P2(e- t)-PI(e- t)]ty -tdt. 
o 

Fur le-t-xol-<b, d.h. tl=-10g{xo+b)-<t-<-10g(xo-b)=t2 ist 

o -< P2 (e- t) -PI (e- t) -< M, 

wo Meine Konstante ist, die unabhangig von b und e gewahlt werden 
kann (bei der oben angegebenen Konstruktion von ql (x) und q2 (x) ist 
ql(x)>-untere Grenze von q(x), q2(x)-<obere Grenze von q(x), also 
q2 - qi --< Differenz dieser Grenzen. Hat man von vornherein e < 1 
gewahlt, so ist P2 - PI kleiner als eine Zahl, die urn 2 groBer als diese 
Differenz ist). In dem ubrigen Teil des Intervalls 0'" = ist 

o -< P2 (e- t) - PI (e- t) -< 2 e, 
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also 
00 ~ 

limsup-liminf-< C )(~) J e- t ('1- 1 dt + C ;~) J e- t t1'-1 dt. 
o 4 

• %0 + 6 d h!l kl . Denken wir von vomherem t2 - tl = log %0 _ 6' . . u so em ge-

wahlt, daB 

ausfallt, so ergibt sich: 

0-< lim sup-lim inf-< 3 C s. 

Da s beliebig klein sein kann, so ist lim sup = lim inf, d. h. es existiert 

1'1 lim L(+) 'e-stq(e-st)F(t)dt. 

o 

In (3) k6nnen wir also lim sup durch lim ersetzen, woraus sich ergibt: 
00 

s1' 1 c 1 lim L(+) e-stq(e-st)F(t)dt- r(y) e- t q(e- t)t1'-1dt 

o 0 

00 

-< r~y) J e-t[p2(e-t)-Pl(e-t)]t1'-1dt-<3Cs. 

o 
Damit ist die asymptotische Relation in unserer Behauptung fUr y > 1 
bewiesen. 

1st y = 0, so wahlen wir zwei ganz beliebige Polynome PI (x), P2(X), 
die nur den Bedingungen 

PI (x) -< q (x) -< P2 (x) , 

PI(1) = q(1) = P2(1) 

zu geniigen brauchen. Dann ist wegen F (t) >- 0: 
00 00 00 

j e-stPde-st)F(t)dt-<j e-stq(e-st)F(t)dt-<j e- st p2(e- st)F(t)dt. 
o 0 0 

Fiir s -+ ° (bzw. s -+ (0) streben nach (1) die auBeren Integrale, durch 

L ( + ) dividiert, gegen C PI (1) bzw. C P2 (1), folglich beide gegen C q (1). 

Dasselbe gilt also fiir das mittlere IntegraL 
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Bemerkung: Fiir y> 0 und L - 1 laBt sich Satz 1, analog wie wir 
das bei Satz 2 tun werden, dahin verallgemeinern, daB statt der Posi
tivitat von F(t) vorausgesetzt wird: F(t=Odtl'-1). 

Wir formulieren nun die Umkehrungen Tauberscher Art von Satz 1 
bzw. 2 und 12 bzw. 13 [10.1]. 

Sa tz 2. Es sei F (t) reell und 2 {F} = I (s) lur s > 0 konvergent. L (x) 
sei eine lur x> 0 stetige, positive Funktion mit der Eigenschalt 

L (u x) 
L (x) --* -I lur iedes u > 0 bei x --* 00 (bzw. x --* 0) . 

1st 

l(s)~CS-l'L(+) (C~O, y~O) liir s--*O (bzw. s--*oo) 

und 
F(t) ~O, 

so lolgt 
t 

(/>(t) = !F(r)dr,,-, r(yC+ 1 )tl'L(t) lur t-+oo (bzw. t-+0)135. 
o 

Wir beweisen die hierin steckenden zwei Satze gemeinsam auf Grund 
von Satz 1. Setzen wir dort 

r 0 fiir 0 -< x < e- 1 

q(X)=11 X fUr e- 1 -< X -< 1 , 
d.h. 

so sind aIle Bedingungen erfii1lt, und es folgt: 
1 

~ C ;~;) L C) f tl'-1dt bei y > 01 fiir s-+O 
J F(t)dt~ 0 (bzw. s-+oo). 

o C L ( + ) bei y = 0 

1 
Nennen wir die 1ntegrationsvariable -i statt t und setzen dann - = t, 

s 
so stehen die Behauptungen von Satz 2 da. 

Bemerkung: 1st L = 1, so kommt in Satz 2 mit der Voraussetzung 
s -+ 00 fUr y = 0 nur der Wert C = 0 in Frage, da stets I (s) -+ 0 fiir 
s -+ 00 gilt. Die Behauptung iiber (/> (t) ist in diesem Fall trivial, namlich 
(/> (t) --* 0 fUr t -+ O. 

Zusatz zu Satz 2: Macht man die zusatzliche Voraussetzung, daB 
F (t) mit t monoton z1tnimmt: 

F (tl) -< F (t2) fUr 0 < tl -< t2, 

so kann man in beiden Satzteilen lur den Fall L (x) == 1 nicht blofJ das 
t 

asymptotische Verhalten von J F (r) dr, sondern das von F (t) selbst 
o 
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beschreiben; es ist dann namlich * 
F(t) Cy t1'-1 

'" r(y + 1) 
lilr t ~ 00 bzw. t ~ O. 

Das ergibt sich aus folgendem 
Lemma: Wenn F(t) fUr t > 0 mono ton wachst und bis zum Nullpunkt 

uneigentlich integrabel ist, wenn ferner 
t 

</J (t) = J F (T) dT""'" A t1' (A und y beliebig reell) fUr t ~ 00 (bzw. t ~ 0) 
o 

gilt, so ist 
F(t),.....,Ayt1'-l fur t~oo (bzW.t~0)136. 

Beweis: Aus der Monotonie von F folgt fur t > 0,0 < {} < 1: 
t 

F(fJt) (t-{}t) -< J F(T) dT -<F(t) (t-{}t) , 
f}t 

also 

t -1' + 1 F ({) t) -< 1 1 fJ [t- l' </J (t) - t- l' </J ({) t) ] -< t- y + 1 F (t) . 

Beifestem {} ist fur t ...... 00 (bzw. t ...... 0): 

t- Y </J (t) ~ A, ({) t) - Y </J ({) t) ...... A , 

also (wenn lim sich immer entweder auf t ->- 00 oder auf t ...... 0 bezieht): 

limsup t-Y+IF({}t)-<A 11-=-fJ; -< lim inf t-y+1F(t). 

In der rechten Halfte dieser fur jedes positive{}< 1 giiltigen Ungleichung 
ist die rechte Seite von {} unabhangig, die linke hat fUr {} ...... 1 den Grenz
wert A y; also ist 

lim inf t- Y + 1 F (t) >- A Y . 

Die linke Hiilfte der Ungleichung kann so geschrieben werden: 
.. 1-fJ-Y 

limsup ({}t)-Y+1F({}t)-<-A {} 1-fJ . 

Die linke Seite ist gleich lim sup t- y + 1 F (t), also von {} unabhangig, 
die rechte hat fUr {} ...... 1 den Grenzwert A y; also ist 

lim sup t- y + 1 F (t) -< A y. 

Damit ist das Lemma bewiesen. 

Der Satz 2liiBt sich im Fall L (x) -1 fUr y > 0 dahin verallgemeinern, 
daB die Voraussetzung der Positivitiit von F(t) durch F(t) = OL (tY-1) 
ersetzt wird 137. 

* Wir schreiben fur r (/ + 1) nicht r ~Y)' weil r (1') fur I' = ° nicht definiert 

1 HT k 1 . ist. Versteht man unter r (I') fiir I' = ° den vvert 0, so ann r (I') geschneben 

werden. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 14 
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Satz 3. Es sei F(t) reell und £{F} =f(s) fur s>o konvergent. 1st 
f(s),.....,Cs-Y (C belie big, y>O) fur s-+O (bzw. s-+oo) 

und 
F(t) = 0dty-1) fur t > 0, 

so folgt 
t 

ifJ(t) = J F(-c)d-c,....., r(Y~l) ty fur t-+oo (bzw. t-+ 0). 
o 

Beweis: Wenn 
F(t)>--ktY-l (k>O) 

ist, so haben wir wegen y > 0: 
£{F + ktY- 1 } = £{F} + kT(y) s-Y,......., (C + kT(y)) s-Y 

fur s -+ 0 bzw. s -+ 00, also wegen 
F + k ty - 1 >- 0 

nach Satz 2 
t 

j (F(-C) + k-cy - 1)d-c,....., C+kr(y) ty fUr t-+oo bzw. t-+ 0, 
r(y + 1) 

o 
woraus wegen 

der Satz 3 folgt. 
Wir behaupten nun, daB die Halfte des Satzes 3 mit s -+ 0, t -+ 00 

auch noch fUr y = 0 gilt (fUr die andere Halfte spielt nach der Bemerkung 
zu Satz 2 der Fall y = 0 keine Rolle), d. h. daB folgender Satz besteht: 

Satz 4. Es sei F (t) reell und £ {F} = f (s) fur s > 0 konvergent. 1st 
f(s)-+C fur s-+O (C beliebig) 

und 

fur t > 0, 

00 

so konvergiert J F (t) dt und ist gleich C 138. 

o 
Gerade dieser Satz ist besonders interessant, weil er das eigentliche 

Analogon zu der OrUmkehrung des Abelschen Stetigkeitssatzes fur 
Potenzreihen ist und eine auBerordentlich allgemeine Bedingung angibt, 

co 

unter der man aus der Existenz von lim J e- s t F (t) d t auf die Kon
s-+o 0 

00 

vergenz von J F (t) d t schlieBen kann. Offen bar ist Satz 4 nicht auf 
o 

demselben Wege wie Satz 3 erreichbar, er erfordert vielmehr eine ziem-
lich umstandliche Reduktion auf den Fall y = 1 des Satzes 3 und auf 
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einen Satz, der aus Satz 4 durch Ersatz von OL durch 0 hervorgeht und 
also das Analogon zu der urspriinglichen Tauberschen Umkehrung des 
Abelschen Stetigkeitssatzes darstellt. 

Die benotigten Beweismittel stellen wir in Form dreier Lemmata 
Zllsammen. 

L e m m a 1. Es sei g (x) fUr 0 < x < Xo reell und zweimal differenzier
bar. Ferner sei 

g(x) -+ A fUr x-+ + 0 
und 

x2 g" (x) > - c fUr 0 < x < Xo (c> 0). 
Dann ist 

X g' (x) -+ 0 fUr x -+ + O. 
Beweis: Es sei 0 < x < Xo und 0 < {} < 1, also 0 < {} x < x. 
1. Wir .wenden den Taylorschen Satz auf g (x) mit {} x als Entwick

lungsmittelpunkt an: 

g(x) =g({}x) +x(1-{})g'({}x) + X2(1-.;f})2 g"(~l) ({}X<~l<X). 
Es folgt 

f} f}(1-f}) 
{}x g' ({}x) = 1 _ f} (g(x) -g({}x)) 2 x2g" (~1) 

f} f}(1-f}) 2 c 
< 1 - f} (g (x) - g ({) xl) + 2 x ~i 

f} f}(1-f}) c 
< 1-f} (g(x) -g({}x)) + 2 f}2' 

Lassen wir, bei festem {}, x gegen 0 streben, so ist lim (g (x) -g ({) x)) = 0, 

also 

und folglich 

X-l>O 

C(1-f}) 
limsup {}xg'({}x) -<:--'-~2~-'-

X-l>O f} 

1. c(1-f}) 
lmsup xg'(x)-<:~-. 

X-l>O -

Dies gilt fUr jedes positive {} < 1. Da die linke Seite von {} frei ist, so 
ergibt sich fur {} -l> 1 : 

lim sup x g' (x) -<: O. 
X-l>O 

2. Wir wenden den Taylorschen Satz auf g mit x als Entwicklungs
mittelpunkt an: 

X2 (f}- 1)2 
g({}x) =g(x) +X({}-1)g'(X) + 2 ·g"(~2) ({}X<~2<X). 

Es folgt 

14* 
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also 
lim inf x g' (x) >- _ C (1-;2 ff) 
x~o 2 

Fur f}~ 1 erhalten wir: 

lim inf xg'(x)>-O. 
x~o 

Dies mit dem Ergebnis unter 1. zusammen genommen fUhrt zu 

lim xg'(x) = o. 
x~o 

Lemma 2. Es sei F(t) eine I-Funktion und 

F (t) = 0 ( + ) fUr t ~ 00 , 

also f (s) = ~ {F} fUr s > 0 absolut konvergent. Aus f (s) ~ I fUr s ~ 0 
00 

folgt dann, daB j F (t) dt konvergiert und gleich list. 
o 

t 

Beweis: Mit j F(r) dr = <P(t) ist fUr w > 0, s > 0: 
o 

OJ 00 

<P(w)-f(s) = j (1-e- st)F(t)dt- j e-stF(t)dt. 
o OJ 

Da fUr s> 0, t >- 0 
t 

O-<1-e- st =sj e-s'dr-<st 
o 

ist, so erhalten wir: 
OJ 00 

1<P(w)-f(s)l-<s j tiF(t)idt+ j e-stlF(t)ldt. 
o OJ 

Da nach Voraussetzung t IF (t) I fUr t ~ 00 gegen 0 strebt, so gilt fUr das 
"arithmetische Mittel" erst recht: 

OJ 

: J tIF(t)ldt=cl(w)~O fUr w-+oo. 
o 

Bezeichnet ferner C2(W) die obere Grenze von t IF(t) I fUr t>- w, so ist 
C2(W) ~ 0 und 

00 00 00 

J e-stIF(t)ldt= J e-t
st tIF(t)ldt-< S2~W) J e-stdt= f~(~), 

OJ OJ 0 

also 

Fur s = ~ ist 
w 
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Wegen 

folgt: 
([>(w)-+l. 

Lemma 3. F(t) sei eine I-Funktion und j(s)=£{F} fUr s>O 
konvergent. Aus 

j(s) -+ 1 fUr s -+ 0 

und der Zusatzbedingung 
t 

folgt: 

P(t) = J T F(T) dT = 0 (t) fUr t -+ 00 

o 
t 

J F(T)dT-+l fur t-+oo. 
o 

(Dieser Satz enthalt offen bar das Lemma 2, wird aber im folgenden 
umgekehrt mit dessen Hilfe bewiesen.) 

Beweis: Durch verallgemeinerte pa[tielle Integration folgt fur s > 0: 

I(s) =jOOe- st tF(t)dt= lim je- st P(t) lro + jro stt 1 e-stP(t)dtl' 
O t <-..0 t < t 

w--+oo 8 

Wegen P(w) =o(w) fUr w-+oo und 

IP(s)I=[/TF(T)dTI-<s!IF(T)ldr=s'O(l) fUr s-+O 

folgt 
00 00 

j(s) = s J e- st Pt(t) dt + J e- st ~2(t) dt. 
o 0 

(Da die linke Seite und das erste Integral existieren, so existiert auch 
das zweite.) Zu jedem b> 0 kann man T so bestimmen, daB 

IP(t) 1-< bt fUr t> T 
ist, also 

s ;ooe_ st P?) dt 1-< 1 s je- st Pt(t) dt + 

Fur s -+ 0 ergibt sich: 

00 T 

sb Je-stdt -<s JIPt(t)1 dt+b. 
T 0 

00 

lim sup s J e- st P~t) dt -< b. 
s-.. 0 0 

Da die linke Seite von b unabhangig ist und b belie big klein sein kann, 
so folgt: 00 

sf e- st P;t) dt-+O fur s-+O. 
o 
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Wegen j(s) --+ 1 finden wir also: 

Nun ist aber 

'Pt~=O(+) ffir t--+oo, 

also nach Lemma 2 * 
00 

J 'PX) dt = l. 
o 

Durch verallgemeinerte partielle Integration: 

Joo'P~t) dt= lim /_'P(t) I
W +J

w ~tF(t)dtl=JooF(t)dt 
t 8-+0 t 8 t 

o W~OO e 0 

ergibt sich die Behauptung. 

Wir gehen nun zum Beweis von Satz 4 fiber. Es ist j(s) --+ C fUr 
s ~ 0 und fUr s > 0: 

00 00 

f"(s) = J e- Sl t2F(t)dt>-k J e-sltdt=--~-, 
o 0 

* Eine Schwierigkeit ergibt sich daraus, daB wir in Lemma 2 die L-Funktion 
als I-Funktion, also bei t = 0 als abso1ut uneigentlich integrabel vorausgesetzt 

haben, was wir von 1pt~) nicht wissen. Dieser Schwierigkeit kann man dadurch 

begegnen, daB man bei Lemma 3 zunachst die Funktion 

{ 0 fUr 0< t< 1 
FI (t) = F(t) fUr t >- 1 

betrachtet. Aus I(s) --+ 1 folgt 
00 . 1 1 

11 (s) = 1 e- 51 Fl (t) dt = I (s) - le- 51 F (t) dt ->- 1-IF (t) dt fUr s --+ 0, 
o 0 0 

denn 

II F (t) dt-je -51 F (t) dtl=II (1 - e - 51) F (t) dt 1-<: (1 - e- sir F (t) r dt->- 0 fUr s->- o. 

Ferner ist 
I 

'PI (t) =1 T Fl (T) dT = 0 (t) 
o 

und 'P;2(t) = 0 fUr 0 < t -< 1, also gewiB bei t = 0 absolut integrabel. Unser obiger 

Beweis ergibt also: 
00 1 

IFI (t) dt = t- IF(t) dt. 
o 0 

00 

Das ist aber gleichbedeutend mit IF (t) d t = t. 
o 
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also nach Lemma 1: 

Da 

00 

s!,(s)=-sje-sttF(t)dt->-O fUr s->-O. 
o 

tF(t) = 0d1) 

215 

ist, so folgt aus dem Fall y = 1, C = 0 des Satzes 3, angewendet auf 
tF (t): 

t 

j.F(.)d.=o(t) fur t->-oo. 
o 

Dies fuhrt zusammen mit f(s) ->- C nach Lemma 3 zu 
t 

J F (.) d. ->- C fiir t ->- 00. 

o 

Natiirlich kann man die Tauberschen Satze im Sinne des Abel
schen Satzes 3 [10.1J dahin erweitern, daB man das asymptotische 
Verhalten von f(s) nicht bei s = 0 durch s-Y, sondern bei einer beliebigen 
Stelle So durch (s-so)-Y beschreibt und dann fUr die Funktion e- sot F(t) 
bzw. fUr ihr Integral als Vergleichsfunktion eine Potenz bekommt: 

Satz 5. Es sei e-sotF(t) reell, B{F}=f(s) fur ffis>ffiso konvergent 
und L (x) eine langsam wachsende Funktion. 1st 

f(s) f""ooJ C(s-so)-YL (_1_) (C>-O, y>-O) fur s->-so(~s=~so) 
S-So 

und 

so folgt: 
I 

f e- SoT F (.) d. f""ooJ C tY L (t) fur t ->- 00. 
T (y + 1) 

o 
1st L _ 1, so kann die V oraussetzung der Positivitiit von e- So t F (t) ersetzt 
werden durch 

e- s.1 F (t) = 0dtY -1) fur t ->- 00. 

Wir geben noch Satz 3 bzw. 4 eine Form, die wir spater bei gewissen 
Anwendungen brauchen werden. 

Sat z 6. if> (t) sei fur t > 0 ditterenzierbar und bei t = 0 stetig. B {if>'} 
existiere fur s > 0, also auch B {if>} = q:> (s) . 1st 

q:>(s) f""ooJ C s-(r+ 1) fur s ->- 0 (C beliebig, y >- 0) 
und 

if>' (t) = OL (tY -1) fur t > 0, 
so folgt: 

if> (t) f""ooJ __ C_ tY fur t ->- 00 139 . 
T(y + 1) 



216 10. Kap.: Abelsche und Taubersche Satze. 

Zum Beweise setzen wir ifJ' (t) = F (t). Dann ist zunachst fUr y > 0 
wegen B{ifJ/} = s B{ifJ}-ifJ(O): 

s1'B{F}=SY+1<p(S)-ifJ(0)s1'-+C fUr s-+O, 

also nach Satz 3: 
t 

t- 1' !ifJ/(T)dT=t-1'(ifJ(tl-ifJ(Ol)-+ r(yc+ 1 ) 

o 
folglich auch 

Fur y = 0 aber ist 

fUr t -+ 00, 

B {ifJ/} = S <p (s) - ifJ (0) -+ C - ifJ (0) 
also nach Satz 4: 

fUr s-+O, 

t 

J ifJ' (T) dT = ifJ (t) - ifJ (0) -+ C - ifJ (0) fUr t -+ 00, 

o 
d.h. 

§ 3. Taubersche Satze funktionentheoretischer Art. 
Bei den Tauberschen Sat zen des § 2 kam die Tatsache, daB I (s) 

eine analytische Funktion ist, gar nicht vor. Von I(s) wurde ein ge
wisses asymptotisches Verhalten lediglich bei horizontaler, eindimen
sionaler Annaherung an eine gewisse Stelle s = So der Konvergenz
geraden vorausgesetzt, wobei es ganz gleichgiiltig war, wie sich I (s) 
im ubrigen in der Umgebung der betreffenden Stelle verhielt. Es 
ist klar, daB man aus echt funktionentheoretischen Voraussetzungen 
uber I(s) eine wesentlich feinere Beschreibung des asymptotischen 
Verhaltens von F (t) ableiten kann. Satze dieser Art waren fUr den 
Spezialfall, daB I (s) eine Diricbletsche Reihe ist, schon langer bekannt, 
aber erst in neuester Zeit ist es gelungen, sie von uberflussigen Voraus
setzungen zu befreien 140 und zugleich auf Laplace-Integrale zu verall
gemeinern. Wir fUhren von den Satzen, die seitdem bewiesen worden 
sind, einen gnmdlegenden an, der schon so tief liegt, daB sich aus ihm 
der beruhmte Primzahlsatz unmittelbar ergibt, sobald man von der 
Riemannschen C-Funktion nur einige wenige, leicht beweisbare Tat
sachen kennt. 

Sat z 1. F (t) sei lilr t >- 0 positiv und monoton wachsend, d. h. 
F (t) >- 0, F (t1) -<. F (t2) lilr t1 -<. t2 • 

I (s) = B {F} sei lilr lR s > 1 konvergent. Wenn 
A 

g (s) = I (s) - ~ (A eine gewisse Konstante >- 0) 

lilr lR s -+ 1 in fedem endlichen I ntervall - a -<. ij S -<. + a gleichma/3ig 
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gegen eine Grenzfunktion konvergiert (das ist z. B. sicher erfullt, wenn 
f (s), analytisch fortgesetzt, in s = 1 einen Pol erster Ordnung mit dem 
Residuum A hat und im ubrigen uber die Gerade lR s = 1 hinaus regular 
ist) , so gilt 

F (t) "-' A et fur t -+ <= 141 . 

Zum Vergleich fUhren wir an, daB sich nach Satz 5 [10.2J unter der 
A 

sehr viel geringeren Voraussetzung f (s) "-' 5-=-1- fur s (reell) -+ 1 nur 

ergeben wurde: 
t 

j e-TF(T)dT,,-,At fUr t-+<=. 
o 

Diese Aussage folgt naturlich aus der vorigen, aber nicht umgekehrt. 
Wie auBerordentlich sich die beiden Ergebnisse qualitativ unterscheiden, 
wird sich bei den Anwendungen in der Zahlentheorie zeigen. 

Zum Beweis* des obigen Satzes betrachten wir f(s) auf der Verti
kalen s = 1 + 8 + i Y (8 > 0): 

wo WIr 

00 

f(s) = j e-iyte-Ele-tF(t)dt 
o 

00 

= j e-iyte-'tL(t)dt, 
o 

gesetzt haben. Wegen 

ist fUr s = 1 + E + i y : 

00 

= je-(S-l)tdt 
s - 1 

o 

00 00 

(1) g(s) = h,(y) = j e-iyte- d L(t) dt-A j e-iyte-'tdt. 
o 0 

Das erste Integral stellt eine stetige Funktion von y dar, also existiert, 
wenn P (y) eine in - 2 A -< y === 2 A stetige Funktion bedeutet, das iterierte 
Integral 

+2A 00 

j P(y)dyj e-iyte-etL(t)dt. 
-21. 0 

* Der Beweis des reellen Taubersatzes 1 bzw. 2 [1O.2J beruhte auf der Idee, 
00 t 

aus dem gegebenen Integral f e- ST F (r) d r das gesuchte f F (r) d r dadurch heraus-
o 0 

zupraparieren, daB man dem Integranden einen Faktor beibringt, der ftir 0 ~ r-< 1 
die Funktion e- S T neutralisiert und ftir r > 1 verschwindet. In dem folgenden 
Beweis wird das F (I) so aus dem Integral herausgehoben, wie man es von den 
sogenannten singularen Integralen (typische Beispiele von solchen sind das Dirich
letsche Integral 6.2 (2), das Fouriersche Doppelintegral, das S. 130 vorkommende 
Integral und das Integral 'P (x) von S. nly) her kennt. Vgl. auch die FuBnote S. 219· 
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Da das innere Integral fUr - 2 A --<: y --<: 2 A gleichmaBig konvergiert *, 
kann man die Reihenfolge der Integrationen vertauschen und erhalt: 

00 +2A 

j e- et L (t) dt f e- ity P(y) dy. 
o - 2A 

Setzen wir speziell 

P(y) =: (1- I:j )ei '1Y, 

wo r; eme feste reelle Zahl bedeutet, so ist 
+2A + 2A 

f e-itYP(y)dy= : f ei('1- t)y (1- ~n dy 
- 2A - 2A 

2A 

= ~ f (1- :A) cos (r;-t) y d Y 
o 

=~[(1-~) sin (1)-t) y cos (1)-t) y )2A _ 1-cOS2(1)-t)i. 
n 2A 1)-t 2A(1)-t)2 0 - ni.(1)-t)2 
2sin2 (1)-t)A 

nA(1) - t)2 . 

Fuhren wir die Funktion 
K (C) _ sin2 i. C 

A - nAC2 

ein, so erhalten wir, da das zweite Integral in (1) dem Sonderfall L == 1 
des ersten entspricht: 

+2A 00 00 

(2) ~ f lJf (y) he (y) d Y = ! KA (r;-t) e- et L (t) dt- A ! KA (r;-t)e- et dt. 
-2;' 0 0 

Nach Voraussetzung konvergiert he (y) in - 2 A --<: y --<: + 2 A gleichmaBig 
gegen eine (eo ipso stetige) Grenzfunktion h (y), also ist 

+ 2;' +2A 

j lJf (y) he (y) d Y -+ j lJf (y) h (y) d Y fur £ -+ 0; 
- 2'< -2.< 

00 

ferner ist wegen der Konvergenz von / K;. (r; - t) dt nach dem Analogon 

zum Abelschen Stetigkeitssatz (Satz 1 [4.2J): 
00 00 

j K;.(r;-t)e-etdt-+j K.<{''1-t)dt fur £-+0. 
o 0 

Also besitzt auch 
00 

j e-et K.«r;-t) L(t) dt 
o 

* Jedes 2-Integral konvergiert in jedem beschrankten Teilbereich seiner 
Konvergenzhalbebene gleichmaBig (Satz 3 [4.1J). Hier ist das Integral obendrein 
absolut konvergent, da L (t) positiv ist, also ist es eo ipso ftir aile y gleichmaBig 
konvergent. 
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fUr c -+ 0 einen Grenzwert C. Da aber KA (YJ - t) L (t) ~ 0 ist, so folgt 
aus dem Spezialfall y = 0, L == 1 des Tauberschen Satzes 2 [10.2J, daB 

00 

J K;Jr)- t) L (t) dt 
o 

konvergiert und gleich C ist. Damit haben wir gefunden: 
00 +2,1 00 

(3) jK;.{YJ-t)L(t)dt=~ j IJ'(y)h(y)dy+A j KA(YJ-t)dt. 
o - 2" 0 

Nun lassen wir YJ gegen 00 streben. Nach dem Riemannschen Lemma 
(s. Satz 3 [4.3 J) ist 

+2" +2;. 

j l[I(y)h(y)dy=~- j ei~Yh(Y)(1-1;})dy-+0 fUrYJ->oo. 
-2" -2,1 

Ferner ist * 
00 ~ +00 

J K,,('Y)-t)dt= J K,,(C)dC-+ J K;.(C)dC 
o ~OO -00 

+00 +00 

_1_ j ~~n2ACdr_.L j sin2u 
- An C2 c, - n ~- du = 1 . 

Also ergibt sich: 
- 00 - 00 

co 

(4) lim J K,,('Y)-t)L(t)dt-+A, 
~-?-oo 0 

eine Relation, die explizit so geschrieben werden kann: 

lim ?L('Y)- ;.)Si::vdv=nA. 
t)~OO_oo 

(5) 

• 2 

Wichtig fUr das folgende ist vor aHem, daB Lund der Kern ~1ll2 v positiv 
v 

sind und daB wir tiber die Zahl A > 0 noch passend verfiigen k6nnen **. -
Es sei jetzt ein <5 > 0 vorgegeben. 

1. Ersetzt man 'Y) in (5) durch 'Y) + ;:r' so steht da: 

A(~+i~) 
lim j L('Y)+~c __ ~)Sin2vdv=nA. 

VA A v2 
tj-+oo -00 

* DaB der Grenzwert dieses Integrals fur 7J -+ 00 gerade 1 ist, ist fur den Beweis 
unerheblich. Es genugt zu wissen, daB er eine von A unabhangige Konstante ist. 

** Der links stehende Ausdruck ist ein sog. singulares Integral, der Kern 
hat groBe Ahnlichkeit mit dem aus der Theorie der Fourier-Reihen bekannten 

( sinnv ')2 
Fejerschen Kern -~-- . In der Theorie der singularen Integrale wurde man 

Sill v 
aus dem Verhalten von L an der fur den Integralwert ausschlaggebenden Stelle 
v = 0 auf das Verhalten des Integrals schlieBen, was eine Aussage von Abelschem 
Typus darstellt. Hier handelt es sich umgekehrt darum, in Tauberschem Sinn 
vom Verhalten des Integrals auf das von L zu schlieBen, wenn uber L noch Posi
tivitat u. a. bekannt ist. 
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Fur aIle rJ > 171 ((j) ist also 
.1..'1 +vI J ( 1 v ) sin2 v (b ) L rJ+--=-- -dv<n A+-11 A A v2 2 
-00 

und wegen L >- 0 erst recht 
-VI 

(6) J L ( rJ + ;;: - ~ ) Si:: v d v < n (A + ~ ) . 
-vI 

Nun ist aber F monoton (was hier zum erstenmal ausgenutzt wird), also 

L (t2) ~ L (t1) e- (I, - t,) fUr t2 >- t1 
und daher 

(7) 
+VI +VI (1 V) J L (17 + J;:- n Si::V dv>- J L(rJ) e- VI-T Si::V dv 

-VI -VI 

+ yI 
von oben gegen 1, f von unten gegen 

-VI 

JOO = n, also n ( II) -1 von oben gegen 1. Wegen A >- 0 kann man 
-00 -VI 
A = Ao fest so gewahlt denken, daB die rechte Seite von (8) kleiner als 
A + (j ist. Damit finden wir: 
(9) L(rJ) < A + (j fUr rJ > rJ1 ((j) . 

2. Ersetzt man rJ in (5) durch rJ- ~, so hat man: 

.1..('1-~) 
lim f L (rJ-~- ~) Si::V dv =nA. 

7j-+00 _ 00 VA 
J/;;-

Wir behaupten, daB f denselben Grenzwert fur rJ -+ 00 hat. Denn 
-00 

nach dem Ergebnis unter 1. ist L (t) < A + (j fur t > 171' Fur 0 ~ t ~ rJ1 
ist aber 
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Also ist fur aIle t >- 0 

L(t) <K=Max(A +b,F('fJll}. 
Demmch gilt: 

A(7)-~) A('1 __ 1 ) 
VA JiI 

L 'fJ--=-- --dv<K --dv-+O f ( 1 V) sin2 v f sin2 v 
. VA}. v2 v2 

J1;;- i;;-
Es ist also 

und folglich fUr aile 'fJ > 'fJ2 (b) : 
y';) 

( -to) f L ('fJ-~-~) sin2 v dv >n (A -~). 
. VA A v2 2 

-00 

Nun ist aber, wenn schon 'fJ > A ist: 

fUr 'fJ -+00. 

~ -~ +~ 1 v 00 

(-1-1) .I L ('fJ- :rx - ;.) Si::~dV::5 f ~ dv + f L ('fJ) e ~ +;: Si::~dv + I~ dv 
- 00 - 00 - VI l'I 

2 

2K ]1-
-< v'A + L ('fJ) e An. 

(10) und (-1-1) liefern: 

oder 
2 

(12) L('fJ)>-e-]1f((A-~)- :;X) fUr 'fJ>'fJ3= Max ('fJ2,A). 

W1lhlt man A = Al so, daB die rechte Seite von (12) gr6Ber als A - 15 
ist, so erh1llt man: 

(13) 
(9) und (-13) zusammen beweisen unsere Behauptung. 

Satz -1 zeigt, daB, wenn t (s) sich fUr ffi s >- -1 wie die analytische 
A 

Funktion 5 _ 1 verh1llt, die Funktion F (t) sich fUr t -+ 00 wie die zu 

5 ~ 1 geh6rige L-Funktion A et verh1llt, sobaldF als positiv und monoton 

bekannt ist. Man kann den Satz leicht dahin verallgemeinern, daB die 

einander entsprechenden Funktionen _A_ und A es,t als Vergleichs-
5-50 

funktionen benutzt werden. 
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Sat z 2. Die F unktion e- (so - 1) IF (t) (so beliebig komplex) sei positiv 
und monoton wachsend. f(s) = 2{F} sei fur ffis>so konvergent. Wenn 

A 
g (s) = f (s) - ~- (A eine gewisse Konstante ~ 0) 

S-So 

fur ffi s ->- ffi So in jedem endlichen I ntervall - a -< ~ s -< + a gleichmafJig 
gegen eine Grenzfunktion konvergiert (wenn also z. B. die analytische 
Fortsetzung von f(s) in s = So einen Pol erster Ordnung hat und im iibrigen 
iiber die Gerade ffi s = ffi So hinaus regular ist) , so gilt: 

F (t) ,......, A col fur t ->- 00. 

Bemerkung. Der Satz gilt auch, wenfi e-(so-I)1 F(t) negativ und 
monoton abnehmend ist. A ist dann -< O. 

Beweis: Wir setzen 
e- (So -1)1 F (t) = ifJ (t). 

Dann ist nach Gesetz I~/: 

2{ifJ} = q;(s) = f(s + so-i). 

Ersetzen wir in g(s) die Variable s durch s + so-1, so erhalten wir 
A A 

g(s+so-1) =f(s+so-1)- s-1 =q;(s)- S-1' 

g (s) hat das oben bezeichnete Randverhalten fUr ffi s ->- ffi so' also 
g(s+so-1) fUr ffi(s+so-1)->-ffiso, d.h. fur ffis->-1. Daher MDt 
sich Satz 1 auf ifJ und q; anwenden und liefert: 

ifJ (t) = e- (So - 1) I F (t) ,......, A eI , 
d. h. 

F (t) ,......, A eSo t fUr t -+ 00 . 

11. Kapitel. 

Ein allgemeines Prinzip 
der asymptotischen Entwicklung 

und die verschiedenen Arten von Asymptotik 142, 

1st eine Funktion q; (z) einer komplexen Varia bien in der Umgebung 
einer Stelle Zo regular, so verhalt sie sich dart sehr einfach und uber
sichtlich. Sie konvergiert bei zweidimensionaler Annaherung an die 
Stelle Zo gegen einen Grenzwert, und die Art des Verhaltens wird des 
naheren beschrieben z. B. durch ihre Potenzreihenentwicklung, d. h. 
(urn den in 10.1 gepragten Begriff zu verwenden) man kann sie z. B. 
durch deren Abschnittspolynome differenzasymptotisch darstellen: 

n 

q; (z) -.I c. (z-zot = 0 ((z- zo)n + 1) -)0 0 fur z -+ Zo' 
V~O 

An singularen Stellen aber gibt es eine so1che universelle Beschreibung 
nicht. Bier muD man von Fall zu Fall brauchbare, in ihrem Verhalten 
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bekannte Vergleichsfunktionen ausfindig machen, die differenz- oder 
quotientenasymptotisch die vorliegende Funktion approximieren, wobei 
die Vergleichsfunktionen im allgemeinen noch davon abhangig sind, 
auf welchen Tell der Umgebung des singularen Punktes man die Unter
suchung erstreckt (Strahl oder andere Kurve, die in dem Punkt endet, 
Winkelraum und dergleichen). Wahrend man die Approximation durch 
eine einze1ne Vergleichsfunktion eine "asymptotische Darstellung" nennt, 
spricht man in dem FaIle, daB die Anzahl der Vergleichsfunktionen 
sich unter gleichzeitiger Verfeinerung der Approximation beliebig ver
mehren laBt, von einer "asymptotischen Entwicklung". Die Potenz
und anderen Entwicklungen an regularen Stellen fallen natiirlich nach
traglich auch unter diesen Begriff, ebenso kann man von asymptotischen 
Entwicklungen bei Funktionen reden, auf die sich di~ Begriffe regular 
und singular gar nicht anwenden lassen. 

1m 10. Kapitel wurde nun festgestellt, daB zwischen dem asympto
tischen Verhalten einer L-Funktion und dem ihrer l-Funktion ein enger 
Zusammenhang besteht, der Schliisse von dem einen Verhalten auf das 
andere gestattet. Dies leitet uns auf ein ganz allgem~ines Prinzip, 
nach dem man eine asymptotische Entwicklung herstellen kann: Man 
legt eine Funktionaltransformation zugrunde, bei der die betrelfende Funk
tion als eine der beiden zugeordneten Funktionen erscheint. Anstatt ihr 
eigenes asympiotisches Verhalten direkt zu untersuchen, studiert man 
das de". zugeordneten Funktion und schlieflt von diesem auf das Ver.halten 
der ursprunglichen Funktion. Natiirlich ist dieses Prinzip praktisch nur 
dann von Wert, wenn die zugeordnete Funktion VOn iibersichtlicherem 
Charakter als die urspriingliche ist, so daB es kein mechanisch zu hand
habendes Schema abgibt, sondem immer wieder die Losung der Auf
gabe erfordert, gerade diejenige Funktionaltransformation ausfindig 
zu machen, bei der die zugeordnete Funktion von hinreichend einfacher 
Art ist. 

Nun gibt es von vomherein wesensmaBig zwei verschiedene Mog
lichkeiten der A nwendung des allgemeinen Prinzips: man kann von der 
Objektfunktion auf die Resultatfunktion schlieBen und umgekehrt. 
Diese beiden Untersuchungsrichtungen sind aber prinzipiell voneinander 
verschieden. Denn es ist nun einmal so, daB durch die Funktional
transformation die Resultatfunktion in expliziter Abhangigkeit von der 
Objektfunktion gegeben ist, aber nicht umgekehrt. Man muB also 
leicht aus einer Eigenschaft der Objektfunktion eine Folgerung fUr die 
Resultatfunktion ziehen, mit anderen Worten einen Satz von Abelscher 
Art (siehe 10.1) oder wie wir kurz sagen werden, vom Typus A (O-+R) 
ableiten konnen, wahrend das Umgekehrte von vomherein als schwieriger 
erscheint. In der Tat gelang das in 10.2 und 10-3 fUr die Laplace
Transformation erst mit viel komplizierteren Mitteln und nur unter 
HinzufUgung einer Tauberschen Bedingung fUr die Objektfunktion. 
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Derartige Satze nennen wir allgemein Satze vom Typus T (R -+ 0). -
Wir konnen die beiden Auswirkungen unseres Prinzips folgendermaBen 
formulieren: 

1. Abelsche Asymptotik: Eine Aussage fiber das asymptotische 
Verhalten einer Funktion f (s) erhalt man, indem man eine Funktional
transformation zugrunde legt, bei der f (s) als Resultatfunktion erscheint, 
und dann auf Grund eines fUr diese Transformation geltenden Satzes 
vom Typus A (0 -+ R) vom asymptotischen Verhalten der zugehorigen 
Objektfunktion F (t) auf das Verhalten von f (s) schlieBt. 

II. Taubersche Asymptotik: Legt man eine Funktionaltrans
formation zugrunde, bei der die zu untersuchende Funktion F (t) als 
Objektfmtktion erscheint, so kann man auf Grund eines Satzes vom 
Typus T (R -+ 0) von dem asymptotischen Verhalten der zugeordneten 
Resultatfunktion f (s) und einer Zusatzvoraussetzung fiber F (t) auf das 
asymptotische Verhalten von F (t) schlieBen. 

Unser ailgemeines Prinzip laBt sich aber noch zu einem dritten 
Ansatz ausnutzen. Der SchluB von der Resultat- auf die Objektfunktion 
ist deshalb so schwierig, weil fUr die Umkehrung der Transformation 
im allgemeinen keine explizite Formel zur Verffigung steht. Nun haben 
wir aberdoch im 6. und 7. Kapitel eine Reihe von Fallen kennengelernt, 
wo solche "Umkehrformeln" fUr die Laplace-Transformation existieren 
(sogar verschiedene), und bei anderen Transformationen % ist es ganz 
ahnlich. Man kann nun fUr diese Umkehrungstransformationen %-1 Abel
sche Satze aufstellen, deren Typus wir mit A-I (R -+ 0) bezeichnen, 
und folgendermaBen ausnutzen: 

III. Indirekte Abelsche Asymptotik: Soil eine Funktion F(t) 
asymptotisch untersucht werden, so fUhrt man sie zunachst durch 
eine Transformation % in eine Resultatfunktion f (s) fiber. 1st im vor
liegenden Fall eine Umkehrformel F = %-1 {f} anwendbar, so kann man 
vermoge eines Satzes vom Typus A -:L (R -+ 0) von dem Verhalten der 
Funktion f (s) auf das der Funktion F (t) schlieBen. - Die meisten der 
bekannten asymptotischen Methoden gehoren in diese Kategorie. 

Es ist zu beachten, daB hier gegenfiber der "direkten" Abelschen 
Asymptotik noch die weitere Voraussetzung hinzukommt, daB %-1 
wirklich auf f anwendbar ist und genau die Objektfunktion F liefert, 
aus der f durch % hervorgegangen ist. Diese Bedingung ist deshalb 
so wichtig, weil es, wie wir in 6.1 sahen, vorkommen kann, daB %-1 fUr 
eine Funktion f einen Sinn hat, ohne daB %-1 {f} die zu f gehOrige Objekt
funktion darstellt. 

Dem Thema dieses Buches entsprechend werden wir bei der An
wendung dieser Methoden zur asymptotischen Darstellung bzw. Ent
wicklung von Funktionen in der Folge nur die Laplace-Transformation 
benutzen. 
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Die Brauchbarkeit der drei Methoden. 
Wie man sieht, ist die (direkte) Abelsche Asymptotik die bei weitem 

einfachste Methode, so daB man ihr stets den V orrang einraumen wird, 
sobald sie anwendbar ist. Wir werden im 12.-14. Kapitel Gelegenheit 
haben, an spezielien Beispielen, wo mehrere Methoden anwendbar sind, 
die besonderen Vorzuge der Abelschen Asymptotik kennenzulernen. 
Sie zeichnet sich vor allem auch dadurch aus, daB sie in vielen Fallen 
nur reelie Analysis und keine komplexe Funktionentheorie benutzt. 

Bei der Anwendung Tauberscher Asymptotik tritt die zu unter
suchende Funktion als L-Funktion auf. Das bedeutet, daB der Kreis 
der der Behandlung zuganglichen Funktionen viel groBer ist als bei der 
Abelschen Asymptotik. Bei dieser ist die zu untersuchende Funktion 
I (s) eine I-Funktion, also eo ipso regular, auBerdem unterliegt sie sehr 

scharfen Einschrankungen, z. B. daB sie fUr s -+ 00 in I arc s I -< {} < ~ 
gleichmaBig gegen 0 strebt. Bei der Tauberschen Asymptotik braucht 
die zu untersuchende Funktion F (t) nur fUr positive reelie t definiert 
zu sein und fur t -+ 0 und t -+ 00 sich so zu verhalten, daB £ {F} fUr 
irgend ein s konvergiert. Dabei kann man haufig noch die folgende 
Bemerkung mit Nutzen verwerten: Sucht man das asymptotische Ver
halt en fur t -+ 00, so ist es gleichgiiltig, wie F (t) sich bei t = 0 benimmt. 
Sollte also z. B. F bei t = 0 nicht integrabel sein, so kann man es in der 
Umgebung von t = 0 durch eine andere Funktion, z. B. 0, ersetzen. 
Fragt man andererseits nach dem Verhalten fUr t -+ 0, so kann man F 
fur t >- T> 0 beliebig abandern, urn eventuell die Konvergenz von 
£ {F} oder eine bequemere zugehorige I-Funktion zu erzielen. - Was 
hier fur die Taubersche Asymptotik gesagt ist, gilt auch fUr die indirekte 
Abelsche Asymptotik. - Bei der Tauberschen Asymptotik tritt aber 
der Umstand als sehr erschwerend hinzu, daB man von der zu unter
suchenden Funktion von vornherein eine gewisse (einseitige) Beschrankt
heitseigenschaft kennen muB. AuBerdem kommen die indirekte Abel
sche Asymptotik und die tieferen Teile der Tauberschen Asymptotik 
nicht ohne komplexe Funktionentheorie aus. 

* * * 
In den meisten praktischen Anwendungen unseres Prinzips wird sich 

die Anzahl der Vergleichsfunktionen beliebig steigern lassen, so daB 
wir also asymptotische Entwicklungen erhalten. Das wird so zustande 
kommen, daB wir z. B. bei der Abelschen Asymptotik eine asympto
tische Entwicklung fUr F (t) zugrunde legen und ihr dann Glied fur Glied 
eine asymptotische Entwicklung fur t (s) zuordnen konnen. Wie man 
sieht, ist das nichts anderes als eine Verallgemeinerung des im II. Teil 
angewandten Prinzips, konvergente Reihenentwicklungen in dem einen 
Funktionenraum in konvergente Reihen im anderen zu ubersetzen. 

Doetsch, Laplace·Transformation. 1 5 
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12. Kapitel. 

Abelsche Asymptotik. 
§ 1. Die singularen Stellen Dirichletscher Reihen in Abhangigkeit 

yom asymptotischen Verhalten der Koeffizienten. 

Wir beginnen die AusfUhrungen uber Abelsche Asymptotik mit 
einem Beispiel, wo von dem asymptotischen Verhalten der L-Funktion 
fUr t -+ 00 auf das Verhalten der I-Funktion an einer oder mehreren 
Stellen im Endlichen geschlossen wird, und zwar betrachten wir eine 
Anwendung auf Dirichletsche Reihen. 

Sa tz 1. Die summatorische Funktion der Koellizienten der Dirichlet
schen Reihe 

00 

q>(s) = 2 :: 
n=l 

geniige der Bedingung 
(1) An = a1 + .•• + an = A n50 (log n)CX + 0 (n"o), 

wo A, So und rt. beliebige komplexe Zahlen bedeuten und (10 eine reelle Zahl 
mit 9ho-1 < (10 < m So ist. Dann ist die Reihe liir m s > m So konvergent, 
die Funktion q>(s) aber in die Halbebene ms > (10 mit Ausnahme der Stelle 
So lortsetzbar, und zwar ist 

q>(s)=Ar(rt.+1) sCX+1+g(S) fUr 1l(.=F-1,-2,oo., 
(5- so) 

() A (- 1 )p ( )P - 11 ( ) ( ) fu" r p q> s = (p _ i)! s s - So og s - So + g S rt. = - , 
wo peine positive ganze Zahl und g (s) eine in m s > (10 regulare Funktion 
bedeutet 143. 

Beweis: Wir greifen auf die Erorterungen in 3.5 zuruck und bringen 
den vorliegenden Fall dadurch am einfachstenmit den dortigen Be
zeichnungen in Einklang, daBwir ao = 0 und A.n = log n fUr n = 1, 2, ... 
setzen. Dann ist nach 3.5 (2) 

n n-l 

.I a.v- 5 = A n n- 5 + .I A. (v- 5_ (v + 1)-5) . 
• =1 .=1 

Wegen (1) ist 
An n- 5 -+ 0 fUr n -+ 00 bei m s > m so' 

Ferner ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (0 < {} < 1) 
(v+ 1)-5_ v-5 =-s (v+{})-5-1, 

also 
. {!slv- 915 - 1 

Iv- 5-(v+ 1)-5[-< lsi (v+ 1)-915-1 

Da wegen (1) 

fur 
fUr 

ms>--1 
ms<-1. 
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00 

fUr jedes noch so kleine (j > 0 ist, so folgt, daB .I A. ('1'- S - (v + 1)- S) .= 1 
00 

und damit auch .I au '1'- S fur ffi S > ffi So konvergiert. <p (s) ist also fur 
.=1 

ffi s > llrso regular. - N ach Satz 1 [3.5 J k6nnen wir II' ;s) fur ffi s > 
Max (ffi So' 0) als 53-Integral schreiben: 

00 

<p(s) = s J e- st A (t) dt 
o 

mit 

A (t) = An = A nSo (log n)" + 0 (nGo) fur log n < t < log (n + 1), 

d. h. fur n < et < n + 1. Wir wollen abschatzen, welchen FeWer wir 
begehen, wenn wir in nSo (log n)" den Wert log n durch t ersetzen. Nach 
dem Mittelwertsatz ist (0 < {} < 1) 

es,t t" - esologn (log n)" I 
-----c---'--"'--"---= (s v" + IXV,,-l) eSov 

t-logn 0 . v=logn +{} (t-logn). 

Wegen v" = 0 (edV ), V,,-l = 0 (edV ) fur jedes (j > 0 und 

t -log n < log (n + 1) -log n = log ( 1 + :) = 0 ( : ) 

ist 

es,t t"- nSo (log n)" = 0 ( : e(9lsO+ d)IOgn) = 0 (n!llso -1 + 6). 

Denken wir also (j so klein, daB ffi so-1 + (j < Go ist, so wird dieser 
Fehler von 0 (nGo) verschluckt. Ebenso k6nnen wir 0 (nG,) durch 0 (eG,t) 
ersetzen. Also ist 

A (t) = A eot t" + 0 (eG• t) • 

53 {A} konvergiert mithin fur ffi s > ffi so. 1st ffi So < 0, so ist die Dber

einstimmung mit II' (s) zunachst nur fUr ffi s > 0 bekannt, sie gilt aber 
s 

auch fUr das volle Gebiet ffi s > ffi so' da <p (s) und 53 {A} dort beide 
regular sind *. Unser Satz ist nunmehr eine Folge von Satz 4 [10.1]. 

Bemerkung: Wenn man statt (1) nur die Beziehung 

An"" A nSo (log n)" fur n -+ ex:> (IX> -1) 

kennt, so kann man auf Grund von Satz 3 [10.1J nur schlieBen, daB 

fur s -+ So 

im Winkelraum )ill, aber nicht in einer vollen Umgebung gilt. 

* Das involviert, daB II' (s) auch in s = 0 regular, also II' (0) = 0 ist. Das stimmt 
s 

00 

in der Tat, denn es ist II' (0) = '2: an = lim An, und dieser Grenzwert ist nach (1) 
o n-+oo 

fur )}rso< 0 gleich o. 
15* 
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. Ein Spezialfall: Bei der Riemannschen Zeta/unktion ist An = n, 
also A = 1, So = 1, C( = 0, ° < 0'0 < 1. Unser Abelscher Satz liefert 
daher das Resultat, daB' (s) mindestens in der Halbebene ffi s > ° regular 
ist mit Ausnahme von s = 1, wo ein Pol erster Ordnung mit dem Resi
duum 1 vorliegt. 

Satz 1 laBt sich leicht dahin verallgemeinern, daB man aus einer 
Darstellung von An in der Gestalt 
(2) An = BonSo(logn)"'o + B1 nS'(logn)"" + ... + BknSk(logn)"'k + o (n(Jk) 
mit ffi so> ffi Sl > ... > ffi Sk > O'k > ffi Sk -1 auf die Regularitat von cp (s) 

in ffi s > O'k schlieBt mit Ausnahme der Punkte So' Sv ••• , Sk, wo algebraische 
oder logarithmische Singularitaten vorliegen. LaBt sich in (2) das k unbe
grenzt vergr6Bern, so stellt (2) eine asymptotische Entwicklung fUr An dar; 
aus ihr folgt eine Darstellung von cp (s) in einer sich stiindig vergroj3ernden 
Halbebene, die ihre dart vorhandenen Singularitiiten in Evidenz setzt. 

§ 2. Asymptotische Reihen im Sinne von Poincare. 
Ehe wir zu weiteren Beispielen Abelscher Asymptotik ubergehen, 

fUhren wir einen neuen Begriff ein. 1st cp (x) in einem Kreis I x [ < r 
urn den Nullpunkt regular, so laBt es sich dort durch eine Potenzreihe 

00 

darstellen: cp (x) = ;E an xn. Es gilt dann 
o 

n 
(1) cp(x)-;Ea,xv=x,,+1(a,,+1+an+2X+"') 

,=0 

und infolgedessen, da I an + 1 + an + 2 X + ... [ < M fUr I x [ -< e < r ist, 
fUr jedes feste n 

" (2) cp(x)-;Eav x'-+ ° fUr x-+o. 
v=o 

n 

cp (x) wird also durch Sn (x) = ;E av XV fUr x -+ ° differenzasymptotisch 
v=o 

dargestellt. Man kann hier nun aber bedeutend mehr aussagen. Aus ('I) 
folgt namlich sogar 

(3 ) 

oder auch 

(4) 

q; (x) - Sn (x) 
-'-'-'----'-'-'-'--- -+ ° 

x" 

({J (x) - Sn (x) 
-+ a,,+ 1 fur 

x" +1 x-+ 0, 

d. h. die Differenz cp (x) - s" (x) strebt so stark gegen 0, daB sie, sogar 
mit einem gewissen gegen unendlich strebenden Faktor multipliziert, 
noch gegen ° bzw. einen endlichen Wert a,,+l strebt. (3) und (4) sind 
ubrigens v611ig aquivalent, denn aus (4) folgt evidentermaBen (3), und 
umgekehrt folgt aus (3): 

q;(x)-sn_dx)-anx" q;(X)-Sn_1(x) ° 
-~--=-~---'-'--- -a-+ :/1. - xn 11,' 

also (4), bloB fUr den Index n-1 statt n aufgeschrieben. 
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Die Relationen (3) und (4) kann man auch quotientenasymptotisch 
schreiben: 
(3') 
(4') 

<p(x)-Sn(x) = o (xn) , 
<p(x)-sn(x) ,....,a .. +lx .. +1. 

Das laBt sich so ausdrucken: Der "Fehler" <p(x)-s .. (x) ist fur kleine x 
von der GroBenordnung des nachsten Gliedes all + 1 xn + 1. 

Das Charakteristische an dem Verhiiltnis von <p (x) und s .. (x) ist folgendes: 
1. Bei festem n ist <p(x)$sn(x) fur x=\=O, aber der Fehler <p(x)-s,.(x) 
ist urn so kleiner, je naher x an 0 liegt. 2. Der Fehler ist nicht bloB als 
klein bekannt, sondem er ist quotientenasymptotisch gleich dem nachsten 
Glied. 3. Diese Relation laBt sich nicht nur fUr ein n, sondem fUr jedes n 
anschreiben, d. h. man hat bei festem x unendlich viele Naherungen 
fur <p(x) zur Verfugung. 

Diese Eigenschaften sind nun bei einer viel allgemeineren Klasse 
von im allgemeinen nichtkonvergenten Reihen erfullt, von denen die 
bekannteste die Stirlingsche Reihe fiir die Gammafunktion ist, die wir 
in § 4 kennenlemen werden. Derartige Reihen treten sehr haufig in der 
analytischen Mechanik, speziell bei astronomischen Problemen auf. 
Versucht man z. B. eine Differentialgleichung formal durch eine Potenz
reihe zu befriedigen, so bekommt man gewisse Relationen fur die Koeffi
zienten, aus denen man diese berechnen kann. Aber die damit gebildete 
Reihe divergiert im allgemeinen, da sie ja nur dann konvergieren kann, 
wenn x = 0 eine regulare Stelle der Losungsfunktion ist. Trotzdem hat 
man von jeher in der Astronomie mit so1chen Reihen gearbeitet (haufig 
ohne uberhaupt zu wissen, daB sie divergierten) und dabei numerisch 
sehr brauchbare Resultate erzielt. Das kommt daher, daB die Ab
schnitte dieser Reihen wenigstens asymptotisch fur x -+ 0 die Funktion 
darstellen. - Den Reihen nach aufsteigenden Potenzen von x sind 
natiirlich die nach absteigenden Potenzen an die Seite zu stellen, die 
nur konvergieren, wenn die Funktion im Unendlichen regular, ist, deren 
Abschnitte aber unter Umstanden auch im Faile der Divergenz befahigt 
sind, die Funktion fur x -+ 00 asymptotisch darzustellen. 

Nach diesen Vorbereitungen wird folgende Definition ver
standlich 144. 

I. Gegeben sei eine fur 0 < x < Xo oder in einem Winkelraum 
fA < arc x < {}2, 0 < I x I < e definierte Funktion <p (x) sowie eine unend-

00 

liche (im allgemeinen divergente) Reihe .I an xAn , wo die;'" reelle, nicht 
n=O . 

notwendig ganze Zahlen mit der Eigenschaft Ao < Al < A2 < ... -+ + 00 

sind. Endlich viele von ihnen konnen also auch negativ sein. Wir nennen 
die Reihe eine asymptotische Reihe fur <p (x) bei x = 0 und schreiben 

00 

<p(x) ~ .I an xAn, 
n=O 
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wenn 

x!" ( <p(x) - v~o av ;rAv) -+ 0 

oder, was dasselbe bedeutet, 

-/:--- (<p (x) - i. av XAv) -+ an + 1 
X n+l v=-o 

ist, sobald x Hings der reellen Achse eindimensional bzw. in dem Winkel
raum zweidimensional gegen 0 strebt. 

II. Gegeben sei eine fUr x> Xo oder in einem Winkelraum fJ1 < arc x 
< fJ2 , I x I > e definierte Funktion <p (x) sowie eine unendliche (im all-

00 

gemeinen divergent e) Reihe 2: an X-A", wo die An diesel be Eigenschaft 
n=O 

wie unter I haben. Wir nennen die Reihe eine asymptotische Reihe fur 
<p (x) bei x = 00 ~nd schreiben 

00 

<p(x) ~ 2: an x-An, 
n=,O 

wenn 

xAn (<p (x) -v~oa. x- A.) -+ 0 

oder, was dasselbe bedeutet, 

xAn +1 (<p (x) -1 av x- Av ) -+ an + 1 
v=O 

ist, sobald x Hings der reellen Achse eindimensional bzw. in dem Winkel
raum zweidimensional gegen 00 strebt. 

Die Erweiterung von I fUr den Fall, daB x = 0 durch einen anderen 
Punkt ersetzt wird, ist selbstverstandlich. 

00 

Bei einer asymptotischen Reihe 2: an x'·n ist 
n=O 

n 

<p(x) - 2: av XAv -+ 0 

und, was viel mehr besagt, 
rp (x) 

n 
2' av x"v 

v=o 

v=O 

fUr x-+ 0, 

entsprechend bei x -+ 00. Die Abschnitte der Reihe stellen also die 
Funktion sowohl differenz- als auch quotientenasymptotisch dar. 

§ 3. Das Laplacesche Problem der Funktionen groBer Zahlen. 
(Allgemeine Satze tiber die asymptotische Darstellung 

von J(s) fUr s-+oo.) 

Das unter diesem Namen in der Analysis und in den Anwendungs
gebieten bekannte Problem verlangt die asymptotische Abschatzung 
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einer Funktion der Gestalt 
b 

j rp(x) [¥'(x)Y dx (¥' (x) 2= 0) 
a 

fUr groBe Werte von s. Da ¥' (x) in der Gestalt e'PI (x) geschrieben werden 
kann, so HiBt sich die Funktion durch eine Variablensubstitution auf 
die Gestalt 

at 

j e- st F(t) dt 
o 

bringen. Es handelt sich also darum, von dem Verhalten von F (t) (es 
geniigt dasjenige in der Nahe vont = 0) auf das Verhalten vonf(s) = ~{F} 
fUr s -+ 00 zu schlieBen, mithin urn einen Fall Abelscher Asymptotik, 
wo der Punkt t = 0 mit s = 00 in Beziehung gebracht wird. Wir k6nnen 

'''' diese Aufgabe auf Grund des v6l1ig elementaren Satzes~ [10.1J mit den 
denkbar einfachsten Mitteln erledigen, und zwar unter Voraussetzungen, 
die viel allgemeiner sind als sonst in der Literatur ublich. Dabei nehmen 
wir gleich den allgemeinsten Fall rx. = 00 145. 

00 

Satz1. je-stF(t)dt=f(s) be sitze eine Halbebene bedingter Kon
o 

vergenz *, und F (t) gestatte bei t = 0 eine asymptotische Reihenentwieklung ** 

(1 ) 

d. h. 

(2) 

Dann 

00 

F (t) R:; .I en e·" 
n~O 

__ ~_1 _ (F (t) - i ep tAV) -+ en + 1 fur t -+ O. 
tn+l 1'=0 . 

besitzt 1 (s) in dem Winkelraum )ill: [arc s! -< {} < -~ lur s -+ 00 

die asymptotisehe Reihenentwieklung*** 

d. h. 

(4) S""+1 +1 (/(S)- ~ c I'Y"V_±1)) -+ c F(J. + 1) 
,.:;.; p sAv+ 1 n+1 n+l 
V~O 

* Das ist z. B. sicher der Fall, wenn,\3 {F}, wie die meisten Autoren bei diesem 
at 

Problem annehmen, die Gestalt J e- sf F (I) d that. Dann ist t (s) sogar eine ganze 
o 

Funktion (vgl. 4.1). 

** Natiirlich konnen z. B. von einer Stelle an alle en gleich 0 sein oder die Reihe 
kann sogar konvergieren. 

*** Sie ergibt sich aus der Reihe fiir F (I) durch formale gliedweise Anwendung 
der Laplace-Transformation. 
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oder 

(5) f(s) = ~ c, r~;,t/) + 0 Cs[).n:1+ 1) fiir s -+ (Xl , 

~tnd zwar gilt das gleichmiifJig fiir alle s mit demselben ffi s. 

Beweis: Aus (2) folgt nach Satz'; [10.1J, da auch 2{F(t)-,~oc,tA,.} 
eine Halbebene bedingter Konvergenz besitzt: 

I ~ A I ~ r() .. + 1) r(AnH + 1) 
2 F(t)-::=t cpt' =f(s)-~ c,--;~~Cn+l s).n+1+ 1 

gleichmaBig in 1m. Das ist unsere Behauptung. 
Zusatz. f(s) ist in der Konvergenzhalbebene von 2 {F} eine ana

lytische Funktion, besitzt also samtliche Ableitungen und kann beliebig 
oft (von (Xl bis s) integriert werden. Wir behaupten, daB die Ableitungen 
und im Fall Ao > 0 auch das Integral durch die formal gliedweise ge
bildeten Ableitungen und das Integral der asymptotischen Reihe fUr 
f (s) asymptotisch dargestellt werden 146. Nach Gesetz IIIb geh6rt namlich 
zu f(v) (s) die L-Funktion (- W F (t). Aus (1) folgt aber 

00 

(-t)"F(t) i"::> (-1)" ~cntAn+' fUr t-+O 
n~O 

Also ist nach Satz 1 : 

fUr s -+ (Xl • 

Das ist aber genau die Reihe, die durch v-malige gliedweise Differentiation 
aus (3) hervorgeht. 

1st ferner in (1) nicht bloB Ao>-1, sondern Ao>O, so konvergiert 

auch 2{~}= qy(s). Nach Gesetz IIIb ist t(s) = 2{F} = £{t~} =-qy'(s), 

also wegen f (s) -+ 0 fUr s -+ (Xl, I arc s I < ~: 
00 

qy(s) = J f(a) da 
s 

(vgl. auch Gesetz IIb). Nun ist aber 
00 

F t(t) i"::> 2; Cn tAn - 1 fUr t -+ 0, 
n=O 

also 
00 00 

f f(a) da i"::> ~ Cn r~An) ~ sn 
fur s -+ (Xl • 

n=O 

Diese Reihe entsteht aus (3) durch gliedweise Integration 
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Ein in der Literatur und den Anwendungen besonders haufiger 
Spezialfall von Satz 1 ist folgender: 

Satz2. ~{F}=f(s) besitze eine Halbebene bedingter Konvergenz 
und F (t) habe in einem beliebig kleinen Tntervall 0 -< t -< to die n + 1 ersten 
Ableitungen. F(n + 1) (t) sei dort besehrankt. Dann ist fur jedes e > 0 im 
Winkelraum ~ 

n 

f(s) = ~ ~~;~) + 0 Cn+\- 6) fur s-+oo, 
p=o 

gleiehmiipig fur alle s mit gleiehem ffi s. 
Beweis: Nach dern Taylorschen Satz ist 

" F(t) = ~ F(v)(o) t" + F(n+1) (Uot) t"+ 1 

.=o"! (n+1)! . 

Wegen der Beschranktheit von F(n+1) ist fur jedes noch so kleine e > 0: 

n () 

F(t)-~ F:!(O) tV =0(t,,+1-6) fUr t-+O, 

\1- .=0 
also nach Satz, [10.1] (es liegt der Fall B=O vor): 

~ F(v)(O) ( 1 ) 
f (s) - ,L,; ~ = 0 s" + 2---=-8 

v=o 
fUr s -+ 00. 

Abermals eine Spezialisierung stellt der folgende Satz dar: 
Satz 3. 1st F(t) in einer beliebig kleinen Umgebung von t = 0 regular 

und besitzt ~ {F} = t (s) eine Halbebene bedingter Konvergenz, so gilt bei 
beliebigem e> 0 im Winkelraum ~ fur jedes n = 0,1, ... 

" F(v) (0) (' ) I(s) = :E: s,,+l + 0 s,,+2 6 fur s-+oo, 
v=O 00 

gleiehmapig fur alle s mit demselben ffis. Die asy";"ptotisehe Reihe ~ F(') (01) 
4.J s"+ .=0 

ist dann und nur dann fur hinreiehend grope I s I konvergent, wenn F (t) 
eine ganze Funktion vom Exponentialtypus ist. 

Beweis: Folgt aus Satz 2 und 5.1. 
Wir verallgerneinern Satz 1 in einer Weise, die fur die Anwendungen, 

wo es sich oft urn analytische Funktionen handelt, von groBer Be
deutung ist. 

Sat z 4. F (t) sei in einem W inkelraum oc < arc t < (3 ((3 - oc < 71:) mit 
eventueller Ausnahme von t = 0 und t = 00 regular. Es sei darin 

F(t) =O(ea1tl ) fur ItJ-+oo (a>-O), 
00 

F (t) ~ .I en e-n fur Jtj-+o (-1 < Ao < Al < ... ) 
,,=0 
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in dem Sinne, dafJ auf jedem Strahl arc t = eonst 

1 ( ") -,,- F (t) - ~ ev t;." ...... en + 1 
t n+1 v = 0 

fur t ...... ° 
gilt. (Es braueht nieht gleiehmafJig im Winkelra~tm zu gelten.) Dann 

besitzt die im Winkelraum rx - ~ < arc s < fJ + ~ dureh 
2 2 

00 ('1') 

f (s) = 2('1') {F} == j e- st F (t) dt (rx < gJ < fJ) 
o 

(vgl. S. 66) definierte Funktion (die dureh analytisehe Fortsetzung von 
f (s) = 2 {F} entsteht) die asymptotisehe Entwieklung 

00 

f( ) ~:2 r(An + 1) 
S ""-=' en A 1 

5 n + 
,,=0 

fur S ...... 00, 

und zwar gilt diese gleiehmafJig in jedem kleineren W inkelraum 

rx - ~ + c5 < arc s < fJ + ~ - c5 
2 2 

(6) 0). 

Beweis: Fur ein F der obigen Art sind alle 2('1') {F} konvergent und 
stellen Elemente einer und derselben Funktion f(s) dar (s. S.71). In 
der Halbebene m (s ei'l') > a ist 

also, da 

00('1') 00 . 

j e-stF(t)dt=ei'l'je-se''I''F(rei'l')dr, 
o 0 

00 

F (r ei'l') R::: ~ en eiA• 'I' rAn 
n=O 

ist, nach Satz 1 
00 00 

f() ~ i'l':2 iAn'l' rp..,.+1) -:2 r(An+1) fu"r 
s "'" e e"e (im)" +1 - en ,,+1 seT n sn 

o 0 

In jeder verkleinerten Halbebene gilt das gleichmaBig. Zwei zu ver
schiedenen gJ, die nahe an rx und fJ liegen, gehorige Halbebenen haben 
wegen fJ - rx < n einen Sektor gemein, also ist die GleichmaBigkeit im 
oben angegebenen Winkelraum gesichert. 

Eine andere bemerkenswerte Variante werden wir an unserem Ver
fahren bei Gelegenheit der asymptotischen Entwicklung der Bessel
Funktionen anbringen. 

Wir erweitern den Satz 1 noch auf andere Art, indem wir eine Ver
allgemeinerung des Laplace-Integrals betrachten, die bei Fragen der 
Asymptotik haufig vorkommt. 

00 

Satz 5. Das Integral gJ(s) = j e-STrf.(j)(7:)d7:, wo rx>o, habe eine 
o 

H albebene bedingter Konvergenz m s > (3, und (j) (7:) besitze in der N ahe 
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von T = 0 die asymptotisehe Reihendarstellung 

"" <P(T) i::::1 .I en"" 
n=O 

Dann gilt fur cp (s) in dem Winkelraum [13: I arc s i -< t9 < ~ fiir 5 ~ 00 

die a5ymptotisehe Reihe 

"" r(A.. + 1 ') 

cp (s) i::::1 ~ "" en 0( ~~ A,,+1 
n=O S at. 

gleiehmiifJig fur alle 5 mit demselben 9ls 147. 

Beweis: Wegen A." > - 1 ist folgendes Integral fUr 91 5 > Max (f3, 0) 
konvergent: 

ie-s~I<P(T)- j; e ... ·ldT= :[e-Sf I<p(t~) - ~ e./il t~ -1 dt. 

N ach Voraussetzung ist 
n 

<P (1') -.I e. T A• '" en + 1 ~n+I fUr T~O, 

.=0 
also 

fUr t~o 

An+l +1 
-1 at. fUr t-+- O. 

fur s~oo, 

gleichmaBig in [13. Nun ist aber, zunachst fUr positive 5 (5 -rat. = u): 

j""e-STat. ~ dT = j""e-u (~) ~ ~ (~)~ -1 ~ = r( ~) 
s 0( S S i.v+1' 

o 0 O(S~ 

und das gilt, da beide Seiten analytische Funktionen sind, nachtraglich 
auch fur 91 5 > O. Also ist 

"" .. r( ) .. +1 ) r( An+l+ 1) 
j e-ST"'<P(T) dT-~ ~ e . 0( , __ ~ 0( 

0( ~. i.v + 1 0( en + 1. A,,+1 + 1 
o .=0 s-",- s-",-

fur 5 -+- 00 , 

was mit der Behauptung gleichbedeutend ist. 
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Aile diese Satze * haben das Gemeinsame, daB sie die asymptotische 
Abschatzung der l-Funktion auf allen Strahlen liefern, die mit der 

positiven reellen Achse einen Winkel < !!.. bilden, auf vertikalen Strahlen 
2 

aber nicht. Fur Abschatzungen in dieser Richtung k6nnte man Satz 4 
[4.3J verwenden. Wir sehen von einer Weiterverfolgung dieser Idee an 
dieser Stelle ab; da wir derartige Untersuchungen in anderem Gewand 
im 14. Kapitel kennen lernen werden. [Auf einer Vertikalen der s-Ebene 
ist das Laplace-Integral ein (einseitig unendliches) Fourier- Integral. 
Die komplexe Umkehrformel ist auch ein (allerdingszweiseitigunendliches) 
Fourier-Integral, und dessen asymptotischem VerhaIten wird das 14. Ka
pitel gewidmet· sein.J 

§ 4. Anwendungen. 

1. Die Stirlingsche Reihe fur log r(s) 148. 

In den Anfangsgrunden der Analysis wird gezeigt, daB die Funktion 
1 1 

I(s) = logr(s) -s log s + Z-log s + s-Z-log 2n 

fUr ganzzahlig wachsendes s = n wie ~ gegen 0 strebt. Wir betrachten n 
die Funktion nun fUr komplexes s und behaupten, daB 1 (s) eine, l
Funktion ist. Man kann aus der Eulerschen Summenformel in ihrer 
einfachsten Gestalt in wenigen Zeilen den in der ganzen s-Ebene mit 
Ausnahme der negativ reellen Achse guItigen Ausdruck herleiten **: 

co 

I(s) = - J :~; dx, 
o 

wo Bl (x) in 0 -< x < 1 das erste Bernoullische Polynom x- ~ ist 

und im ubrigen aus den periodischen Wiederholungen dieser Funktion 
besteht. Wir brauchen noch die weiteren Bernoullischen Polynome, 
die in 0 -< x < 1 durch 

x2 x 1 
B 2 (x)=Z--Z-+12' 

definiert und periodisch fortzusetzen sind. Es ist 
:r x 

B 2 (x) = 1~ + J B1(~) d~, B3(X) = J B2(~)d~. 
o o 

1 

(Die Integrationskonstanten sind so bestimmt, daB J B" (x) dx = 0 
o 

ist, so daB beim Integrieren wieder periodische Funktionen entstehen.) 

* Mit Ausnahme von Satz 4. 
** Siehe z. B. L. BIEBERBACH: Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, S. 306. 

2. Aufl., Leipzig und Berlin 1923. 
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Durch verallgemeinerte partielle Integration erhalten wir: 
00 00 00 

/(S)=-/ Bl(X) dx= B 2 (O)_/ B2(X) dx=B2(O)_2/ Bdx) d' 
5 + X 5 (s + X)2 5 (5 + X)3 X. 
000 

Setzt man 
Max I B3 (x)! = M, s = r ei'P , x = r ~, 

so ergibt sich: 

/
00 B3 (x) dxl-< M /oo~ = M /00 . d; . 
(S+X)3 - 15+x13 r2 !e''P+;13 ' 

o 0 0 

Das letzte Integral hat fur l!p I < n einen Sinn und hiingt stetig von !p 
ab, ist also fur l!p I-<~ beschrankt. Demnach hat / (s) fUr ffi s > 0 die 

Gestalt 
1 f.l (5) 

/(s) = 125 + S2' 

wo fh (s) beschrankt ist, stellt also nach Satz 3 [6.10] eine I-Funktion dar. 
Anstatt die zugeh6rige L-Funktion durch ein komplexes Integral 

oder durch Umformung: 
00 00 00 00 00 

/(s) =- / :~~ dx=- / B 1 (x) dx / e-(s+x)tdt=-/e-stdt / e- tx Bdx)dx 
o 0 0 0 0 

auszurechnen, gehen wir eleganter so vor: Nach der Definition von 
/(s) ist: 

,r'(s) 1 
/ (s) = r (5) -log s + 2S oder 

F' (s), 1 
r(5) =/ (s) +10gs-25' 

Nun ergibt sich aber aus 

F(s + 1) = sF(s) 

durch logarithmische Differentiation: 

T' (5 + 1) _ T'(s) + ~ 
r(5+ 1) - r(s) 5 . 

F olglich ist 
1 1 1 

f' (s + 1) + log (s + 1) - 2 (5 + 1) = f' (s) + log s - 2S + $ 
oder 

51 1(1 1 ') f'(s+1)-f'(s)=-log 5 +2 $+5+1 . 

Auf Grund der Gesetze IIIb , I~' und der Formeln * 
1 O{ t} 1 o{1-e-t } 1 5+1 B { 1} = $ , ~ e- = 5 l' ~ -t- = og -5-

* Die letzte rechnet man am einfachsten durch Reihenentwicklung aus. Auf 
anderem Wege wurde sie S. 152 abgeleitet. 
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entspricht dieser Differenzengleichung fur f(s) die folgende algebraische 
Gleichung fiir die zugehorige L-Funktion F (t): 

1 - e- t 1 
-te- t F(t) + tF(t) = - -t- +"2 (1 + e- t), 

aus der folgt: 

F(t) =+ C_1e- t -+- ~) ° 

Damit erhalten wir fiir ffi s > 0 die bekannte fundamentale Binetsche 
Formel 

00 

(1) 10gT(s)=slogs--10gs-s+-10g2n+ e- st _ --_----- dt. 1 1 J 1( 1 1 1) 
2 2 t 1-e t t 2 

o 

WeilF(t) fUrlarctl< ~ regular (auf ffit=o hatesdiePolet=2kni) 

undF(t) =O(~) =O(eBt ) fUr jedes 8>0 ist, so ist das Binetsche Integral 

durch Drehung des Integrationsweges in die ganze Ebene mit Ausnahme 
der negativ reellen Achse fortsetzbar (vgl. S.71). Da es sich urn 
lauter analytische Funktionen handelt, gilt Gleichung (1) mit passend 
gewahltem Integrationsweg also in der ganzen Ebene mit Ausnahme 
der negativ reellen °Achse. 

Die Funktion F (t) ist fiir 1 t 1 < 2 n regular, also in eine Potenzreihe 
entwickelbar, und zwar ist sie gerade die erzeugende Funktion fiir die 
Bernoullischen Zahlen (vgl. S. 8) : 

00 

F(t) = ~ (-1t- 1 B2n t2 (n-l). 
~ (2n)! 
n=1 

Satz 4 [12-3 ] liefert daher fiir das Restintegral in I arc s 1 < n: 
00 

f( ) "'" ~(_1)n-l B 2n (2n-2)! 
S ,...., ~ (2n)! s2n-l ' 

1 

womit wir die sog. Stirlingsche asymptotische Reihe 
1 1 

10gT(s) :=:::; slog s-"2log s-s + Z-log 2n 
00 

+ ~(1)"-1 B 2n 1 fiir s-*oo 
~ - (2n-1) 2n s2n-l 
n=1 

erhalten, die in der ganzen Ebene mit Ausnahme der negativ reellen 
Achse, in jedem Winkelraum I arc s 1-< {} < n sogar gleichmaBig gilt 149. 

(Konvergieren kann die Reihe nirgends, weil F (t) keine ganze Funktion 
ist.) Die ersten Bernoullischen Zahlen lauten: 

1 
B6 =4z' 

7 
B14 =6' 

1 
Bs = 30 ' 

B _ 3617 
16 - 510 
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2. Die asymptotische Entwicklung der Besselschen 
Funktionen 150. 

239 

Die Besselsche Funktion 10 (x) (vgl. 9.2) Hi.Bt sich fUr aIle komplexen 
Werte von x durch ein endliches Fourier-Integral darsteIlen: 

+1 

T ( ) - ~ J ixz dz )0 X - e ,. 
n _ 1 (1 _ Z2),' 

Man kommt auf diese Form, wenn man die Besselsche Differential
gleichung nach der bekannten Laplaceschen Methode, die Lasung als 
komplexes Integral anzusetzen, integriert. Setzt man 

x=is, z=t-1, 
so erhalt man: 

2 

eSJ .1. 10(is) = n e- st [t(2-t)r 2 dt. 
o 

Die Funktion 10(is) wird mit Io(s) bezeichnet. Da Io(s) die s:!,-Trans
formierte einer Funktion ist, die in der Umgebung des Nullpunktes 
nach gebrochenen Potenzen von t entwickelt werden kann, erhalten wir 
nach Satz 1 [12.3] zunachst die asymptotische Entwicklung von Io(s) 
fUr iR s > 0, also die von 10 (s) fUr ~ s > 0. Da 10 (- s) = 10 (s) ist, so 
beherrscht man damit 10(s) fur aIle nichtreellen Argumente. Die reellen 
Argumente werden wir anschlieBend erledigen. Es ist 

00 

[t(2-t)]-t = (2 tfi (1- ~ tt = (2t)-t ~ (-}) (- ~ r 
n=O 

und 

( -~)= (-l)(-})···(-t-n+1) 
n n! 

(n-t)(n-~)···itr(t) = (-it r(n+-2') = (~ 1) n --'----=-'--~';_;__;__-=--=---'-" 
n! r(t) Vn n! 

also 

Die Reihe stellt die Funktion nicht bloB asymptotisch dar, sondern 

kon vergiert. Die Anwendung von Satz 1 [12.3] ergibt: In 1 arc s 1-< {} < ~ 
ist gleichmaBig 

00 

(1 ) . 1 ~ (r (n + -k))2 1 
ne-slo(~s)~,r;;:- n -+' fur s-+oo. 

V 2n 2 n! n-2 
»=0 S 
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Urn die Entwicklung fur 10 (x) zu bekommen, haben wir x = is, s = - i x 
.1. 

zu substituieren. Da S2 der Hauptzweig ist, so ist bei der Bestimmung 
I .n 

von (-if2 zu setzen: -i=e-'?:. Das ergibt: 

In 0 < l5 < arc x < n -l5 ist gleichmafJig 
. ( n) 00 (( 1 ))2 . n e-' x-T ~ r n+ 2 en,?: 1 

10 (x) R::i ~ n tur x"'" 00. 
n V2nx n=O 2 n! xn 

Hierin kann man noch (vgl. S. 184) 

oder auch 

r (n +~) = ,In (2n)! 
2 V' 22n n! 

(r(n + ~))2 = n(-1)n r(t + n) 
2 r(t-n) 

setzen, wodurch man auf den ublichen Ausdruck 

-i(x-i) 00 r(~+n) -ni~ 
e' ~ 2 e 21 

10 (x) R::i '/2 ~ ( 1 ') -2n I --;;: V nx r --n n. x 
n=O .2 

kommt. 
Urn die asymptotische Entwicklung fUr reelle x zu erhalten, bringen 

wir an dem Verfahren von § 1 eine wichtige Variante an, der ganz 3111-
gemeine Bedeutung zukommt, die wir aber schon v611ig klar an diesem 
spezie11en Beispiel erlautern k6nnen. Ware unsere L-Funktion in einem 
sich ins Unendliche erstreckenden Winkelraum regular und von Ex
ponentialordnung, so k6nnten wir wie unter Nr. 1 bei der Stirlingschen 
Reihe den Integrationsweg drehen und so bei der Entwicklung von 
10 (is) uber die imaginare Achse hinubergreifen. 1m vorliegenden Fall 
ist die L-Funktion fur t> 2 gleich 0 zu setzen, und nicht einmal auf der 
reellen Achse, geschweige denn in einem Winkelraum regular. Trotzdem 
k6nnen wir eine Schwenkung des Integrationsweges vornehmen, wenn 
auch nicht so einfach wie in Satz 4 [12.3J. Wir wahlen in der komplexen 
t-Ebene den Punkt 7: = 1 + i und ersetzen auf Grund des Cauchy
schen Satzes das Integral von 0 nach 2 durch das uber die geraden 
Strecken '0' .. 7: und 7:' •• 2 erstreckte Integral * 

T: 2 

ne- s 10(is) =! e- st [t(2-t)J- t dt +! e- st [t(2-t)J- t dt 
o , 

=tl(S) +t2(S). 

Das Integral tl(S) k6nnen wir genau so behandeln wie in Satz 4 [12.3J 
das Integral mit komplexem Integrationsweg. Wir erhalten seine 

* Der Integrand ist zwar nicht im Innern und auf dem Rand des Dreiecks 
2 2-6 

o ... 2 ... 7:' regular. Aber fist ja als lim f zu verstehen, und auf das Dreieck 
o 6 ..... 06 

(j •.. 2 - (j •.. 7:' ist der Cauchysche Satz anwendbar. 
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asymptotische Entwicklung in der Halbebene lR (5 eiarCT) > 0, d. h. in 

- : - arc 7: < arc 5 < + : - arc 7:, also ( arc 7: = :) auch auf der nega

tiven imaginaren Achse, und sie sieht formal genau so aus wie bei dem 
von Obis 2 erstreckten Integral, d. h. fUr 11 (5) bekommen wir einfach die 
Entwicklung (1), bloB mit anderem Gilltigkeitsbereich. Nun brauchen 
wir bloB noch 12 (5) auf die Gestalt eines von 0 an erstreckten ~-Integrals 
zu bringen. Dazu setzen wir t = 2 + u. Dann ergibt sich * : 

o T-2 

12(5)= J e- S (2+")[-(2+U)uJ- t du=-e +~i e- 2s J e- s" [u(2+u)f t d~t. 
T-2 0 

Mit 7:-2=i-1 = Rei'P, u=rei'P(({l= ! n) ergibt sich hierfur das 

Integral mit reellem Integrationsweg 
R 

12(5) =_e('P+"i} e- Zs J e-sei'P r [re i 'P(2 + rei'P)J-t dr. 
o 

Nun ist fur hinreichend kleine r 

00 

= 1 ~ (-1)" r(n + ~) ei (,,-t)'P r"- i, 
V2n ~ n! 2" 

n=O 

also nach Satz 1 [12.3]: 

12(5) Rj _e('P+"i}e- zs _ 1 _ ~(_1)"r(n+nei("-i)'P r(n+!l 
-{2n ~ n! 2" ( i'P)" + ~ n= 0 s e 

" . 00 

=_ /2' e- zs :2(-1t (r(n+tl)2 ~ fUr 5-+00 
11 2 n s n =0 2" n! s" 

[ i'P[-<::f) ~ d h _f}_2 -<:: -<::f}_2 In arc 5 e = < 2' . . 4 n = arc 5 = 4 n, f} <!!- also 
2 ' 

jedenfalls auf der negativ imaginaren Achse. Insgesamt 
also, wenn wir 5 auf letztere beschranken: 

-s T(' )",",_1_1200 (F(n+~))2 1 ne JO ~5 "'" .--V 2n s 2" n! s" 
n=O 

erhalten wir 

_/~.i e- Zs ~ (_1)" (r(n+!))2 ~l 
~ 2" n! snJ 
n=O 

1 1 1 1 1 
* Es ist (-U)-2 = (-1)-2U-2. Damit unter (-U)-2 und U-2 beidemal 

der Hauptzweig verstanden werden kann, ist -1 = e- "i, (-1) -! = e+~i zu setzen. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 16 
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n. 

oder, indem Wlr X = is,. s = -i X = e -2"' X setzen, wo X nun positiv 
reell ist: 

Jo (X) ~ ; Ti \2 
n 2n x n=O 

n. 
n-1-

(T(n + 1))2 ~ e- ix 

2" n! x" 

00 :Jl • '} ""'" 1&- t _e+~i ~ (_1)" (r(:+.~))2 e 2 eix • 
,,=0 2 n! XU 

Mit - (- 1)" = e- (n + 1) "i in der zweiten Summe ergibt das: 

lilr positiv reelles x. 

Auf demselben einfachen Wege erhalt man aus 
+1 

J"(x)=-~ (;r_1-J" eiXZ(1._z2)v-idz 
vnr (v+ 2 ) 

-1 

(ffi v> - ~) die asymptotische Entwicklung von ]" (x) 151. 

3. Die asymptotische Entwicklung der GauBschen 
F ehlerfunktion 152. 

00 

Nach S. 90 ist fUr aIle s, wenn f tiber emen Horizontalstrahl 
s 

von s nach rechts erstreckt wird: 

00 

s' J -u' d 0 {1 -f } e eu = '" 2e . 
s 

Die L-Funktion ist eine ganze Funktion, aber nicht vom Exponential
typ, die l-Funktion also im Unendlichen nicht regular. (Das folgt auch 
daraus, daB sie fUr aIle s existiert, also eine ganze Funktion ist.) Sie 
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hat folglich keine konvergente, aber eine asymptotische Potenzentwick
"1 

lung nach s' Aus 

11-=0 
und 

t' 

e 4 '==0(1) fUr iarcti-<oc< ~ 
folgt nach Satz 4 [12.3J: 

00 00 

If' / e-'" du R:! 21 ""' (- 1)" (2n)! 
~ 4"n!52n + 1 

s n= 0 

fUr 
Wegen 

00 

/ e-"'du = ~ vn 
o 

00 

(- 1)" r(n + t) 
52n + 1 

ergibt sich fUr die GauBsche Fehlerfunktion * bei reellem s: 
S 00 _2-/ _ "'d cv 1- -.!.. -s'~ (- 1t T(n + {.) 

,c e u'"'" e 2n+1 vn n 5 
fur s ->- +00. 

o n=O 

13. Kapitel. 

Tau,bersche Asymptotik. 
§ 1. Anwendung der reellen Tauber-Satze: 

Asymptotische Potenzentwicklungen fUr F (t) bei t = 0 und t = 00. 

1. Entwicklung bei t = o. 
Sat z 1. F (t) sei fur 0 < t -< T reell definiert, in iedem I ntervall rechts 

von 0 eigentlich und bis zum Nullpunkt absol1.ft uneigentlich integra bel. 
F (t) werde fur t> T so ergiinzt, dafJ £ {F} = f(s) fur ein s konvergiert, 
Besitzt dann f (s) jur s -+ 00 eine asymptotische Potenzentwicklung 

00 

j(s) R:! .I a"s-Pn mit 0 <#1 <#2 < "', 
n=l 

so gilt bei t = 0 die asymptotische Darstellung 
t 00 

/ F(r)drR:! ~ an r(::~ 1) , 
o n=l 

vorausgesetzt, dafJ 
n IPv- 1 

Pn(t)=F(t)-~av r(flv) =OdtPn+l-1) fur t>o (n=1,2, ... ) 
v=1 

* Die Funktion heiJ3t auch Krampsche Transzendente. 1m Englischen wird 
sie oft mit Er/5 (Error function) bezeichnet. 

16* 
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ist. Sind die P" (t) in der N ahe von t = 0 monoion, so gilt sogar 

00 tp l!-1 

F (t) R-! ~ a" r (p,,,) liir t -+ O. 
,,=1 

Beweis: Nach Voraussetzung ist 

B{P,,} = B/F(t)-i ay ~Y(:y; 1= I(s)-~ av s-l'v,...,an +l S-I',,+1 

fUr s -+ ex::> und 

also nach Satz 3 [10.2J: 
t t n ! ! ~ tl'. tl',,+l 

P,.(-r:)d-r:= F(-r:)d-r:-£.; aVr (p,y+1) ,,-,a"+1r(P,n+1+ 1) fUr t-+ex::>. 
o 0 v =1 

1st P,. (t) obendrein mono ton wachsend, so wendet man das Lemma 
S.209 an. 

1st I(s) im Unendlichen regular und gleich 0, also in eine fUr hin
reichend groBe I s I konvergente Reihe 

00 

entwickelbar, so ist nach 5.1 F(t) eine ganze Funktion und ohne weitere 
Beschranktheits- und Monotonievoraussetzung 

00 

~ t,,-1 

F(t) = £.; an (n-1)! 
,,=1 

fUr alle t. 

2. Entwicklung bei t=ex::>. 

Wir bringen als Beispiel einen Satz, der bei der Behandlung von 
Randwertproblemen zweiter Ordnung (s:. V. Teil) gebraucht werden kann. 
Bei ihm setzen wir voraus, daB I (s) in der Nahe von s = 0 in eine kon-

J_ 
vergente Reihe nach Potenzen von S2 entwickelbar ist. Der Satz ist 
dadurch merkwiirdig, daB die Glieder mit ganzzahligen Exponenten 
>- 0, die in ihrer Gesamtheit eine bei s = 0 regulare Funktion darstellen, 
bei der Dbertragung auf F (t) vollig wegfallen. (Der Satz stellt eine der 
Heavisideschen Regeln dar, wie sie in der Operatorenrechnung ohne 
hinreichende Voraussetzungen benutzt zu werden pflegen, vgl. 18.3 und 
insbesondere das 24. Kapitel.) 

Sa tz 2. Die reelle Funktion F (t) sei liir t > 0 differenzierbar und in 
t = 0 stetig. B {F'} existiere liir s > 0, also auch B{F} = I(s). 1st I(s) 
in einer beliebig kleinen Umgebung von s = 0 durch die konvergente Reihe 

(1 ) 1( J._ li .li) 
I(s) = s ao + bos 2 + a1s + b1s 2 + a2 s2 + b2 s 2 + ... 
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darstellbar, so ist 

(2) 
00 t-(n+t) 

F(t) <"::! ao + ~ b" r(-n+~) lur t-+=, 
n=O 

d. h. 
00 

1 ~ ( ) b r (n + t) 1 F (t) <"::! ao + 'JT, v't ~ - 1 n n tn iir t -->- = , 
n=O 

vorausgesetzt, dafJ lur n = 0, 1, 2, ... 

lur t>o 

Beweis: Der Beweis basiert auf dem Tauberschen Satz 6 [10.2]. 

Es lage nahe, F - ao und dementsprechend 1 (s) - :0 zu betrachten 

@ • ao -~ 
und aus der Potenzreihe zu entnehmen: I(S)-5"-' boS 2. Hierauf 

k6nnte man aber Satz 6 [10.2J nicht anwenden, weil y = -: ware. 

Es ist also ein neuer Kunstgriff n6tig, und dieser besteht darin, daB wir 
die Funktion 

F1 (t) = t (F (t) - ao) 

betrachten. Nach Gesetz rUb ist 

~{F1} = 11(S) = - /' (s) -aos-2. 

Aus (1) folgt 

/'(s) =-aos-2 -bo: s-t + 0 + b1 : s-~ + a2 + b2 ~ st + ... 

(man beachte, daB der Koeffizient a1 ausfillt), also 

11(S) "-' ~ s-~ fUr s-->-O. 

, L) 
Wegen der aus (3) folgenden Abschiitzung F{ (t) = OL It- 2 

nach Satz 6 [10.2J: 

oder 

1 
bo {2 

Fl (t) = t (F (t) -au) "-' 2 . r m fUr t -->- = . 

F ( ) bo - +- bo - .L 
t-ao"-'2rmt 2=rmt 2 

Nunmehr betrachten wir die Funktion 

ergibt sich 
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Bemerkungen: 
1. Die Voraussetzung uber /(s) ist z. B. erfullt, wenn /(s) in erne 

00 

Partialbruchreihe ~ _c_"_ entwickelbar ist, die nach AusschluB der 
~ 5-5" 
n~O 

s'" durch kleine Kreise in jedem endlichen Teil der Ebene gleichmaBig 
konvergiert und bei der s" -+ - 00 ist. 

2. Man vergleiche mit Satz 1 die Erorterungen in 7.4, wo es sich 
urn konvergente Entwicklungen von / (s) und F (t) desselben Typs wie 
oben handelt. Fur die Konvergenz spielt die GroBenordnung der c" 
eine wesentliche Rolle. Bei der asymptotischen Darstellung sind die 
Cn dagegen durch die Bedingungen (2a, b) eingeschrankt. Wir wollen 
uns den Sinn von (2a) klarmachen. Nach (4) ist 

also 

n-! 
F (t) e- sol - .::E c. e- (so - Sp) t ""' Cn e- (so - s,,) t , 

V~O 

n-1 
F (t) e- sol - Co - .::E cp e- (so - Sv) I = 0 (e- (so - Sn)l) fUr t -+ 00. 

a V =1 

Die linke Seite strebt also wie e- (so - s,,)1 gegen o. Da sie gleich <Pn (t) e- sol 

ist und diese Funktion dasselbe Vorzeichen wie <P" (t) hat, so besapt 
(2 a), daB <Pn (t)e- sol nicht bloB schlechtweg gegen 0 strebt, sondern 
sogar nur von einer Seite her, die durch das Vorzeichen von Cn bestimmt 
ist, mit anderen Wort en , daB das Vorzeichen der in der Behauptung 
gewonnenen "Fehlerabschatzung" Cn e- (so - S,,) I bereits in der Voraus
setzung gegeben ist. N aturlich ist, damit uberhaupt die Relation (4) 
bestehen kann, das Erfulltsein von (2a) fUr graBe t notwendig. Das 
Zusatzliche besteht in dem Erfulltsein fUr aIle t > o. 

3. 1m Falle, daB s" -+ -00 ist und die Reihe konvergiert, ist 
00 

e-SoIF(t) = .::Ecne-(so-Sn)1 
n~O 

eine Dirichletsche Reihe. Satz 1 kann also dahin aufgefaBt werden, 
daB er eine Funktion nicht in eine Dirichletsche Reihe zu entwickeln, 
sondern durch eine verallgemeinerte Dirichletsche Reihe (verallge
meinert, weil Sn -+ - A. > -00 sein kann) asymptotisch darzustellen lehrt. 

Beweis: Die Funktion e- (so - 1) I F (t) ist fUr Cn > 0 positiv und monoton 
wachsend, fUr Cn < 0 negativ und monoton fallend. If .. (s) = B {<Pn} 
ist fUr ffi s > s" konvergent und 

n 

gn (s) = Ifn (s) - s ~"5n = /(s) - .2 s:: 5v 
p~O 

ist fUr ffi s >- Sn (d. h. ein Stuck uber ffi s = s" hinaus) regular. Nach 
Satz 2 [10.3J (man beachte auch die dortige Bemerkung) ist also 

<P" (t) ,....., Cn eS " I fUr t -+ 00. 
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§ 2. Anwendung der funktionentheoretischen Tauber-Satze: 
'Asymptotische Exponentialentwicklung fUr F (t) bei t = =. 
Besteht f (s) aus endlich vielen Partialbriichen: 

n 

f.,(s) = ~ (s~:.y! • 
• =0 

(s. beliebig komplex, A. nicht notwendig ganz) , so ist F (t) (abgesehen 
von einer Nullfunktion) ein Ausdruck der Form: 

" !'v-I 
F" (t) = ~ c. es• t r (A.) . 

• =0 

Auf Grund der funktionentheoretischen Tauber-Satze sind wir in der 
Lage, das Verhalten von F (t) durch einen Ausdruck der Form Fn (t) 
wenigstens fUr t -+ = asymptotisch zu beschreiben, wenn f (s) sich in 
einer Halbebene wie eine Funktion f.,(s) verhalt. Wir erhalten damit 
die prazise Formulierung eines Satzes, der in der Operatorenrechnung 
haufig unter ungeniigenden Voraussetzungen als "Heavisidescher Ent
wicklungssatz" benutzt wird (vgl. 24. Kapitel). -- Wir beschranken nns 
dabei auf den in den Anwendungen haufigsten Fall A. = 1, d. h. auf 
Pole erster Ordnung bei f(s). 

Satz 1. F(t) sei fur t>o reell. s!{F}=f(s) habe eine Konvergenz
halbebene und lasse sich in eine Halbebene lR s > a (die auch die Vollebene 
sein kann) so fortsetzen, dafJ sie dort als einzige Singularitaten die einfaehen 
reellen Pole (in endlicher oder unendlicher A nzahl) So > SI > S2 > . . . mit 
den Residuen Co' C1> c2, ••• besitzt. (Da f (s) fUr reelle s reell ist, so sind die 
en = lim f(s) (s-sn) auch reell.) Die Funktionen* 

(1 ) 

mogen 
(2a) 
(2b) 

" -1 
ifJ" (t) = F (t) _ . ..E e. es• t (n=0,1,2, ... ) 

.=0 
die Eigenschaften haben: 

sign ifJ .. (t) = sign c,,' 
e- (s" - 1) t I ifJn (t) [ wachst monoton. 

Ferner sei S! {ifJn } = cp" (s) fur lR s > s" konvergent. Dann ist 
00 

(3) F (t) R:1 ..E Cn es"t fur t -+ = 
n=O 

in dem Sinne, dafJ * * 
.,-1 

(4) 

d. h. 

F (t) - ..E c. esvt ,....,., Cn eS" t, 
.=0 

e-s"t {F (t) _.~lCv esvt } -+ Cn 

n-l 
* Flir 1Z = 0 solI 1:: = 0 sein . 

• = 0 

fur t -+ =. 

** Es handelt sich hier urn eine Verallgemeinerung des Begriffs der asym
ptotischen Reihe von Potenzen auf beliebige Funktionen. 
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Bemerkungen: 
1. Die Voraussetzung tiber j(s) ist z. B. erfiillt, wenn j(s) in eme 

co 

Partialbruchreihe "'" _c~,,_ entwickelbar ist, die nach AusschluB der ..r:::::. s- Sn 
,,~O 

s" durch kleine Kreise in jedem endlichen Teil der Ebene gleichmaBig 
konvergiert und bei der s" --+ - 00 ist. 

2. Man vergleiche mit Satz 1 die Erorterungen in 7.4, wo es sich 
urn konvergente Entwicklungen von j (s) und F (t) desselben Typs wie 
oben handelt. Ftir die Konvergenz spielt die GroBenordnung der en 

eine wesentliche Rolle. Bei der asymptotischen Darstellung sind die 
en dagegen durch die Bedingungen (2a, b) eingeschrankt. Wir wollen 
uns den Sinn von (2a) klarmachen. Nach (4) ist 

also 

,,-1 
F (t) e- sot - I Cv e- (so - Sv)l,....., en e- (so - 5,,)1, 

v=o 

11--1 
F (t) e- s,1 - Co - I c. e- (so - sv) I = 0 (e- (so - s,,) I) fUr t --+ 00. 

" p = 1 

Die linke Seite strebt also wie e- (So - Sll) t gegen O. Da sie gleich @" (t) e- 5,1 

ist und diese Funktion dasselbe Vorzeichen wie @,,(t) hat, so besqgt 
(2a), daB @,,(t)e- sot nicht bloB schlechtweg gegen 0 strebt, sondern 
sogar nur von einer Seite her, die durch das Vorzeichen von en bestimmt 
ist, mit anderen Worten, daB das Vorzeichen der in der Behauptung 
gewonnenen "Fehlerabschatzung" Cn e- (so - S,,) t bereits in der Voraus
setzung gegeben ist. N attirlich ist, damit tiberhaupt die Relation (4) 
bestehen kann, das ErfUlltsein von (2a) fUr groBe t notwendig. Das 
Zusatzliche besteht in dem Erfiilltsein fUr aile t> O. 

3. 1m Falle, daB Sn --+ -00 ist und die Reihe konvergiert, ist 
co 

e-sotF(t) = Ic"e-(so-sn)1 
n~O 

eine Dirichletsche Reihe. Satz 1 kann also dahin aufgefaBt werden, 
daB er eine Funktion nicht in eine Dirichletsche Reihe zu entwickeln, 
sondern durch eine verallgemeinerte Dirichletsche Reihe (verallge
meinert, weil s" --+ - A> -00 sein kann) asymptotisch darzustellen lehrt. 

Beweis: Die Funktion e- (So -1) I F (t) ist fUr Cn > 0 positiv und monoton 
wachsend, fUr c" < 0 negativ und mono ton fallend. Tn (s) = B {@,,} 
ist fUr ffi s > s" konvergent und 

" 
gt/(s) =T,,(S)-~ = j(s) _ ~_cv_ 

S - Sn ..r:::::. s - 5v 
v~o 

ist fUr ffi s >- s" (d. h. ein Sttick tiber ffi s = Sn hinaus) regular. N ach 
Satz 2 [10.3J (man beachte auch die dortige Bemerkung) ist also 

@n (t) '" c" eS " t fUr t --+ 00 . 
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§ 3. Anwendung der funktionentheoretischen Tauber-Satze: 
Der Primzahlsatz. 

GAUSS scheint als erster 1792 die Vermutung aufgestellt zu haben 
(ohne sie zu publizieren), daB die Anzahl n(x) der Prirnzahlen, die -<x 

x 
sind, sich asymptotisch durch -1 - darstellen HiBt: ogx 

n ~x) -+ 1 oder n (x) "'-' -10; x fUr x -+ <Xl. 

log x 

Bewiesen wurde diese Behauptung, der sog. Primzahlsatz, nach vielen 
vergeblichen Anstrengungen anderer Forscher erst 100 Jahre spater, 
namlich 1896 gleichzeitig durch HADAMARD und DE LA VALLEE POUSSIN. 
Seitdem sind eine Reihe wesentlich einfacherer Beweise bekanntgeworden, 
von denen der nachfolgende der einfachste ist. Er stutzt sich auf den 
funktionentheoretischen Tauber-Satz 1 110.3J 155. Die in diesem Satz 
mit f (s) bezeichnete I-Funktion wird bei unserer Anwendung die Funk-

00 

tion - + ~ i:~ sein, wo C (s) die fUr ms > 1 durch C (s) = .2 :s definierte 
1 

Riemannsche Zetafunktion ist. Von dieser brauchen wir einige funk
tionentheoretische Eigenschaften, die wir als Lemmata zusammenstellen. 

Lemma 1. C (s) - s ~ 1 ist fUr m s > 0 regular. 

Das bewiesen wir als Spezialfall des (Abelschen) Satzes 1 [12.1J. 
Wir fUhren die zahlentheoretische Funktion A (n) durch folgende 

Definition ein: 

_ { log p fur 12 = pm, WO peine Primzahl und m > 0 ganz; 
A (n) - 0 fur aile anderen ganzen n > 0 

und behaupten 
Lemma 2. Fur m s > 1 ist 

00 

00 , .2 A (n) -, (s) = '(s) ~~. 
nS 

n=1 

Beweis: .2 ~s konvergiert bei j edem e > 0 fur m s >- 1 + e gleich-
_,,=1 

maBig, da 

00 

und .2 n1~ konvergiert. Nach dem YVeierstraBschen Doppelreihen-
1~=1 

satz kann also" (s) durch gliedweise Differentiation gewonnen werden: 
co 

" (s) = - "'" log n fur ffi s > 1. ~ nS 

n=1 
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Da fUr lR S > 1 die Reihe fur C (s) und wegen 0 -< A (n) --< log n die Reihe 
00 

"'" A (n) absolut konvergiert, so k6nnen sie beliebig gliedweise, also z. B. 
~ n S 

n=l 

nach der Dirichletschen Regel multipliziert werden: 
00 00 00 00 

C (s) ~ A (n) = "",_1 ~ A (n) = "'" ---.!~ "'" A (n), 
~ n S ~ yS ~ nS ~ kS ~ 
n= 1 v=1 »=1 k=1 nlk 

WO das Symbol n/k bedeutet, daB uber aIle n summiert werden soIl, 
die Teiler von k sind. Lautet nun die Primfaktorenzerlegung von k 
folgendermaBen: 

k = p~" p~'" .. ' p~", 

so kommen als Teiler n von k, fUr die A (n) =i= 0 ist, nur die folgenden 
in Frage: 

PI> Pi, ... , P~' ; 
Fur die erste Gruppe 
usw., also 

P2' p~, ... , P~'; Pr, P;, ... , P~' . 
ist A(n) = log PI> fiir die zweite A(n)=10gp2' 

2: A (n) = ocIlog PI + oc2 log P2 + ... + OCr log p" = log (P~" ... ' g') = log k. 
nlk 

Demnach ist das obige Produkt gleich 
00 

~ l:~k =-"(s). 
k=1 

Lemma 3, Fur 'lR s > 1 ist C (s) =i= o. 
00 

Beweis: ~ A nSn) ist bei j edem e > 0 fur lR s >- 1 + e gleichmaBig 
n=I 

konvergent, also fur lR s > 1 regular. Ratte '(s) in So (lR so> 1) eine 
Nullstelle f.lter Ordnung (f.l >- 1), so hatte C' (s) in So eine Nullstelle f.l-1 ter 

Ordnung (das bedeutet im FaIle f.l = '1: keine Nullstelle). Nach der 
Gleichung von Lemma 2 hatte'es aber eine Nullstelle von mindestens 
f.lter Ordnung. 

Lemma 4. Fur lR s > 1 ist 

Das folgt aus Lemma 2 und 3. 
00 00 

Die Dirichletsche Reihe ~ A ~:1) = :E A (n) e~ S logn k6nnen wir als 
I I 

B-Integral schreiben, indem wir definieren (s. Satz 1 [3.5J): 
n 

A (t) = 2: A (v) fur logn --<t< log(n + 1), d. h. fUr n -< et < 'It ,+ 1. 
v=o 
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Dann ist 
00 00 

2: A~:) = s f e- st A (t) dt fUr lRs> 1-
11=1 0 

Mit der in der Zahlentheorie ublichen Bezeichnung 

'IJ'(x) = ~ A (v) fUr x>-o 
v:;ax 

ist 

also gilt 

Lemma 5. Fur lR s > 1 ist 
00 

"(s) _ J -sl (_I) dt -CTSf-s e 'lJ'e- . 
o 

Lemma 6. Fur lRs=1(s=\=1) ist C(s) =1=0. 

B '. W' . >- "(s) ( ) ewelS. Ir setzen s = 1 + y~, Y -< 0, '(s) = cp s . Fur f > 0 ist 

nach Lemma 4: 

3 cp (1 + f) + 4 lR cp (1 + f + Y i) + lR cp (1 + f + 2 Y i) 
00 

= - 2: :1~~ {3 + 4lRn- yi + lRn- 2yi}. 

n=l 

Wegen 

ist 

also 

n- yi = e-iylogn = cos (y log n) - i sin (y log n) 

{ ... } = 2 + 4 cos (y log n) + [1 + cos (2 Y log n) ] 

= 2 [1 + 2 cos (ylog n) + cos2 (y log n)J 
= 2 [1 + cos(ylogn)J2, 

3 cp(1 + f) + 4lRcp(1 + f + yi) + lRcp(1 + f + 2 yi) -< O. 

Aus Lemma 1 folgt, daB 

also 
r'(s) __ h(s) + ~ 
., - (s - 1)2 S - 1 ' 

wo h (s) in einer Umgebung von s = 1 regular und h (1) =\= 0 ist. Demnach 
hat 

"(s) _ 1 --L h'(s) 
C(Sf'- -5=1' h(s) 

in s = 1 einen einfachen Pol mit dem Residuum - 1, und es ist 

. "( s) 
hm (s-1) -Y-(s) = -1, 
s-+l 
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also 
lim slfJ(1 + s) = -1. 
<-+0 

Hat ferner C(s) in So eine,u-fache Nullstelle (,u>-O), was im Falle/.l=O 
bedeuten solI, daB keine Nullstelle vorliegt, so ist 

C(s) = (s-so)1-' k(s), 

wo k (s) in einer Umgebung von So regular und k (so) =j= 0 ist, also 

C'(s) =,u(s-so)'.t-lk(s) + (s-so)l-'k'(s) 
und 

C'(s) !1 k'(s) 
lfJ(s) = C(s) = s-so + k(s) , 

also 
(s - so) IfJ (s) -+,u filr s -+ so' 

Angenommen, C(s) Mtte in 1 + yi eine (wirkliche) Nullstelle ,u1ter Ord
nung (,ul >- 1); in 1 + 2 yi hat es eine Nullstelle oder nicht, wir sagen 
eine Nullstelle It2ter Ordnung, wobei ,u2 >- O. Dann ist 

limslfJ (1 + yi + s) =,uv limsp (1 + 2 yi + s) =,u2' 
<-+0 <-+0 

Da s und,uv ,u2 reell sind, so gilt das auch filr ffip an Stelle von p. Also, ist 

lim s [3 p (1 + s) + 4 '1R p (1 + s + yi) + '1R p (1 + s + 2 yi) ] 
<-+0 = -3 + 4,ul + It2 >-1. 

Nach dem obigen Ergebnis kann dieser Grenzwert aber nur, -< 0 sein. 

Lemma 7. Die Funktion - ~ g; ist filr ffi s >-1 mit Ausnahme der 

Stelle s = 1, wo sie einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 hat, regular. 
(Regular filr '1R s >- 1 ist eine A bkiirzung filr: regular filr '1R s > 1 und in 
einer kleinen Umgebung jedes Punktes mit '1R s = 1.) 

Beweis: Wir wissen bereits, z. B. durch Lemma 3, daB ~ (~; fUr 

'1R s > 1 regular ist. Ferner bewiesen wir schon bei Lemma 6, daB 

- ~ gi in s = 1 einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 hat. Wir 

haben also bloB noch zu zeigen, daB ~ (~i in einer kleinen Umgebung 

jedes Punktes s = 1 + y i, y ':< 0, regular ist. Da C (s) nach Lemma 1 
filr '1R s > 0 auBer in s = 1 regular ist, so geniigt es, daB C (s) =j= 0 fiir 
1 + y i, y,:< 0; denn dann ist C (s) auch in einer kleinen Umgebung 

C' (s) _ 
=l= 0, also C (sf dort regular. Nach Lemma 6 ist das aber der Fall. 

Nunmehr ergibt sich sofort ein Satz, der mit dem Primzahlsatz 
aquivalent ist, namlich 

Satz 1. Fur die summatorische Funktion 1p(x) = ~ A (v) gilt: 
v~x 

1p(X),...., x fur X-rOO. 
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Beweis: Wegen A (v) >- ° ist lp(x) fUr x>-1 positiv und monoton zu
nehmend, also auch 11' (eI) fur t >- 0. 2 {1p (et)} ist nach Lemma 5 fur 

1 C' (s) m s > 1 konvergent und gleich - - --y:--( ). Diese Funktion ist nach 
s ~ s 

Lemma 7 uber \R s = 1 hinaus regular mit Ausnahme der Stelle s = '1, 
wo sie einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 hat *. Also ist nach 
dem funktionentheoretischen Tauber-Satz 1 [1O.3J: 

11' (eI) '" et fur t --+ 00. 

Das ist mit unserer Behauptung gleichbedeutend. 
Aus Satz 1 folgt nun elementar: 

Satz 2 (Primzahlsatz). Fur die Anzahl n(x) der Primzahlen -< x gilt: 
% 

n (x) ""' -1 -. og % 

Beweis: 1m folgenden wird log log x vorkommen. Damit diese Zahl 
positiv ist, wahlen wir von vornherein x> e. - In 11' (x) = ~ A (v) sind 

v~x 

nur die Summanden =1= 0, fur die v die Gestalt pm (p = Primzahl) hat. 
Fur ein festes p kommen die Potenzen 

p, p2, ... ,r-
in Frage, wo IX die groBte ganze Zahl mit der Eigenschaft 

r- -< x oder IX log p -< log x 

. d h [log%] D' ([lOgO't"Jl 1st, . . IX = log p' lese Potenzen tragen zu 11' x) den 'Wert log p og p 
bei. Also ist 

lp(x) = ~ [~~:;]logp. 
p~x 

Das schatz en wir so ab: 

11' (x) -< ~ ~~:; log p = log x.2' 1 = n (x) log x 

und erhalten 

(1 ) 

p~x p~x 

:It (%) log % 
1 -< 1J' (%) 

Nun ist fur 1 < OJ < x: 

~ """ log P ~ log p 
n(x) =n(OJ) + ..:::;.; 1 =n(OJ) + ~ logp <n(OJ) + ~ logro 

w<P~x w<p~x w<p~x 

1 
-< OJ + -1 -11' (x). ogro ' 

Aus dieser sehr rohen Abschatzung entnehmen wir: 
:It (%) log % < ro log % + log % 

1J' (%) 1J' (%) logro . 

* Hat f (s) in s = So das Residuum r und ist g (s) in s = So regular und =+= 0, 
so hat f (s) g (s) in So das Residuum r g (so), 
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Wir wollen nun ill so wahlen, daB dererste Summand rechts fUr x '-+ 00 

gegen 0 und der zweite gegen 1 strebt. Dies erreichen wir z. B. mit 
x 

ill = -1-2 -. Dann ist namlich nach Satz 1: 
og x 

w log x x 1 
-- --- = ----- '" -- '-+ 0 

1jl (x) 1jl (x) log x log x 

und 
log x log x 

---'--;c---;--- '-+ 1 
log w log x - 2 log log x fUr x'-+oo. 

• :It (x) log x kl . l' F kt' d" h d Also 1st 1jl (x) emer as eme un IOn von x, Ie mIt wac sen em x 

gegen 1 strebt. Mit (1) zusammen fUhrt das zu 
:It (x) log x -;P(xr- '-+ 1 , 

d. h. 

() tp(x) x fUr 
l'; x '" log x '" log x x'-+oo. 

* * * 
Wie bei Satz 1 [10.3J bemerkt, wurde der reelle Tauber-Satz 5 [10.2J, 

b . d 11 d' ~' (5) 1 el em man a er mgs nur - T(S) '" -S"'::"1 fUr s (reell) '-+ 1 (und keine 

Monotonie von 1p) zu wissen brauchte, statt zu Satz 1 nur zu 
t 

Je- T 1p(eT )dr ,....,t fUr t'-+oo, 
0 

d. h. 
x f dt; 1p (~) ~- '" log x fur X '-+ 00 

1 

fuhren. Durch eine leichte Umformung erhalt man hieraus: 

~ A (v) _ tp (x) '" log x . 
.::::;.; v x 

Nach der obigen Abschatzung (1) gilt: 

tp (x) -< :It (x) log x. 
x x 

Da nun ganz elementar zu beweisen ist * : 
:It (x) fU"r -x- '-+ 0 X '-+ 00 , 

so erhalten wir: 

tp (x) = 0 (log x) 
x 

* Vgl. E. LANDAU: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 
Bd. I, § 15, S. 69. Leipzig und Berlin 1909. 
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und damit 2 A ~v) "" log x. 
v~x 

Diese bekannte Relation ist an sich interessant, reicht aber bei weitem 
nicht zum Beweis des Primzahlsatzes aus 156. 

Satz 1 lie Be sich auch vermittels der im nachsten Kapitel geschilderten 
indirekten Abelschen Asymptotik ableiten. Hierbei miiBte man aber 
auBer den oben benutzten Eigenschaften von C (s) noch mehr iiber das 
asymptotische Verhalten von C (s) auf ffi s = 1 fUr ~ s ->- 00 wissen. 
Von dies em Typus waren die alteren Beweise, wahrend die ersten Be
weise von Hadamard und de la Vallee Poussin sogar das Verhalten 
von C (s) im "kritischen Streifen" 0< ffi s < 1 benutzten. Da/3 der 
Taubersche Satz 1 [10-3J so rasch zum Ziel fUhrt, liegt daran, da/3 er 
die sehr starken Voraussetzungen: "F (t) positiv und monoton wachsend" 
macht, die fUr 'IjJ (el ) trivialerweise erfiillt sind. Diese Zufalligkeit erlaubt, 
fUr 'IjJ (el ) leicht das erste Glied et einer asymptotischen Entwicklung 
zu finden. Wollte man auf dies em Wege im Sinne des Satzes 1 [13.2J 
zu hoheren Gliedern vordringen, so miiBte man etwas iiber das Vor
zeichen von 'IjJ (e l ) - el wissen, was fUr sich allein schon eine sehr schwierige 
Aufgabe darstellt. Bei den hoheren Entwicklungsgliedern und bei 
Funktionen, die nicht der Zahlentheorie entstammen und bei denen 
man das Verhalten im gro/3en nicht so leicht iiberblicken kann, fUhren 
die Methoden des nachsten Kapitels viel weiter. 

14. Kapitel. 

Indirekte Abelsche Asymptotik. 
§ 1. Asymptotik der Mellin-Transformation 

bzw. der zweiseitig unendlichen Laplace-Transformation 
im Falle analytischer Funktionen. 

Die indirekte Abelsche Asymptotik beruht darauf, da/3 in gewissen 
Fallen, nachdem die zu untersuchende Objektfunktion in eine Resultat
funktion transformiert ist, umgekehrt die Objektfunktion aus der 
Resultatfunktion wieder explizit durch eine Integraltransformation ge
wonnen werden kann. Das asymptotische Verhalten der Objektfunktion 
erhalt man dann durch Anwendung eines fUr das Umkehrintegral giiltigen 
Abelschen Satzes. Das Schwierigste an dieser Methode ist meist der 
Nachweis, da/3 die betreffende Umkehrformel wirklich angewandt 
werden kann. Wir behandeln daher zunachst einen Fall, bei dem wir 
von vornherein sicher sind, da/3 das zutrifft, namlich die zweiseitig 
unendliche Laplace - Transformation fUr analytische Funktionen der 
Klasse L7r oder, was dasselbe ist, die Mellin-Transformation fUr ana
lytische Funktionen der Klasse MO (s. die Definitionen und Bezeichnungs
weisen in 6.7 und 6.8). Wie wir wissen, ist fUr diese Funktionen die 
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£u- bzw. iJ.R-Transformation 
+oo+i'1 

t(s) = J e- st F(t) dt bzw. (1 a) 
00 eiiJ 

(1b) 'P(s)= J zS-l (]J(z) dz 
-oo+i'1 o 

stets durch das komplexe Integral £ii 1 bzw. 
x+ ioo ;t+ioo 

(2a) F(t) = 2:i ! etst(s) ds bzw. (2b) (]J(z)=2:i! z-S'P(s)ds 
;t'-ioo x-ioo 

umkehrbar. Die indirekte Abelsche Asymptotik fur die Transformation 
(1 a, b) mit F (t) bzw. (]J (z) als Objekt- und t (s) bzw. 'P (s) als Resultat
funktion ist hier offen bar v611ig gleichbedeutend mit der direkten Abel
schen Asymptotik fUr die Transformation (2a, b) mit t (s) bzw. 'P (s) 
als Objekt- und F (t) bzw. (]J (z) als Resultatfunktion, und wir hatten 
diesen Fall daher schon im 12. Kapitel bringen k6nnen. Wir behandeln 
ihn aber deshalb hier, weil man in sehr vielen Fallen doch ursprunglich 
nicht von der Darstellung einer Funktion F (t) bzw. (]J (z) vermittels (2a, b) 
ausgeht, sondern auf diese Formel erst durch Umkehrung einer voraus
gegangenen Transformation (1 a, b) kommt, und weil ferner die Er6rte
rungen dieses Paragraphen eine gute Vorbereitung auf die indirekte 
Abelsche Asymptotik bei der £r-Transformation bilden 157. 

1. Eine Korrespondenz zwischen meromorphen Funktionen 
und asymptotischen (verallgemeinerten) Potenzreihen (Mellin
Transformation) bzw. asymptotischen Exponentialreihen 

(zweiseitig unendliche Laplace-Transformation) 158. 

Eine Funktion (]J(z) sei in einem Winkelraum 1#1-<#0 (#=arcz) 
regular mit eventueller Ausnahme von z = 0 und z = = und sei fur 
z ->- = asymptotisch durch eine Potenzreihe verallgemeinerter Art 
darstellbar: 

00 

(3) (]J(z) ~ .I [a~O) + a~1) log·z + ... + a~k.) (log 4'] z-q· 
.~O 

(q > 0). Das soli bedeuten, daB in dem Winkelraum fUr z ->- = 
n 

(4) (]J (z) - .I [a~O) + a~l) logz + ... + a~kv) (log Z)kv] z- ql' = 0 (izj- q(n+ 1) + 6) 
.~O 

fur jedes b > 0 ist. (Fallen die Logarithmen aIle weg, so handelt es sich 
urn eine gew6hnliche asymptotische Potenzreihe in z- q.) Ferner soIl 
fur z ->- 0 gelten: 

(5) (]J(z) = O(jZ[-Xl) 

mit einem gewissen Xl < q. Aus (4) folgt fur n = 0, daB fUr z ->- = 
(]J (z) = a~O) + a&ll log z + ... + at') (log 4' + 0 (i z j- q + 6) 

= O(jzl- (q-E)) 

fur jedes 8> 0 ist. (]J (z) ist also eine MO-Funktion mit den Konstanten 
#0' Xl' X2 = q-8, wobei wir x2> Xl> d. h. e < q- Xl wahlen k6nnen. 
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Die Funktion 
00 

(6) q?(s) = J zS-1([>(Z) dz 

° gehOrt also in jedem Streifen Xl + 15 -< X -< q- 15 (s = X + i y, 15 > 0) zur 
Klasse mO, d. h. sie ist dort reguHir und erfiillt die Ungleichung 

Iq?(s) 1 < C(t5) e-lloIYi. 

Sie HiBt sich nun folgendermaBen analytisch fortsetzen: Es ist, wenn 
n 

wir .I in (4) durch 5n (z) bezeichnen: 
v= ° 

1 00 

q?(s) = J zS-1([>(Z) dz + J zS-1([>(Z) dz 
° I 

1 00 00 

= J zS-1 ([> (z) dz + J zS -1(([> (z) -5n (z)) dz + J zS-1 5n (z) dz. 
° 1 I 

Wegen (5) ist das erste Integral fUr lR s > xl> wegen (4) das zweite fUr 
lR s < q (n + 1) konvergent und reguHir. Das dritte Integral Hi.Bt sich 
explizit ausrechnen: Ffir lR s < q v ist (z = et ): 

00 00 J zS-1(log z)" z-qv dz = J e-(qv-s)t t"dt = 

I ° 
also fUr lR s < ° 

00 n 

r{!1.+ 1) 
(qv_s)"+1 ' 

(7) !zS-15 (z)dz= ~(a(O)r(l) +a(1) r(2) , +"'+a(kv) r(kv+1)) 
n ~ v q V - S • (q v - s)t v (q V _ s)kv + 1 . 

1 .=0 

Die rechts stehende Funktion ist in der ganzen Ebene regular bis auf die 
k. + 1-fachen Pole s = qv(v = 0,1, ... , n). ZusammengefaBt ergibt sich 
also, daB q?(s) in dem Streifen Xl < lRs < q(n + 1) meromorph ist und 
die Punkte s = q v (v = 0, ... , n) zu Polen hat. (1st Xl> 0, so falit der 
Punkt s = ° aus.) Da aber n beliebig groB ist, so folgt, daB q? (s) in der 
ganzen rechten Halbebene lR s > Xl meromorph ist und dort die arith
metische reelle Polreihe (0,) q, 2q, . .. hat. - Dabei haben wir noch 
gar nicht benutzt, daB ([> (z) in einem Winkelraum regular ist. Das Er
gebnis fiber das funktionentheoretische Verhalten von q? (s) gilt also auch, 
wenn ([> (z) nur auf der reellen Achse definiert und dort asymptotisch 
durch (3) darstellbar ist. 1st nun aber ([> (z) im Winkelraum 1-& 1-<-&0 
regular und dort fUr z -+ 00 durch (3) darstellbar, wahrend fUr z -+ ° 
die Abschatzung (5) gilt, so kann man nach 6.8 das Integral (6) auch 
fiber jede Gerade arc z = -& erstrecken, ohne daB sein Wert sich andert: 

ooeifJ 00 

q? (S) = J ZS -1 ([> (Z) dz = eil1s J eS -1 ([> (e eil1) de 

= ;il1S {J t -1 ([> (e eil1) deO + 1 eS -1 (([> (e eil1) - S" (e eil1)) dg 
o 1 

+ leS •• 1 5n (eeil1) de}. 
Doetsch J Laplace-Transformation. 17 
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Auf Grund von (5) ist * ftir ffi s >- Xl + 15 (15 > 0): 

i (/-1 (jJ(eeiO) de = 0 (le~S-l-Xlde) = 0 (i e6 - 1 de) = 0 (~) 
und auf'Grund von (4) fUr ffis-<q(n + 1)-15: 

foo (' . ) (Joo 91s-1-q(n+l) +.f ) 
1 (/ -1 (jJ (e e'O) -- 5" (e e'o) de =() l' e ~ de 

=0 (!e-1
- f de) =o(}). 

Das dritte Integral HiBt sich wieder explizit ausrechnen. Wegen log (ee iO) 
= log e + i 0. ergibt a~O) + a;l) log z + ... + a~"") (log z)"", wenn man die 
Potenzen nach dem binomischen Lehrsatz ausrechnet und das Ganze 
nach Potenzen von log e ordnet, einen Ausdruck der Gestalt 

b~O) + b~l) log e + ... + b~"") {log e)"" , 
so daB man erhalt: .. 

S,,(e eiO) = .1: e- iOqv (b~O) + b~llIog e+ ... + Wv) (log e)kv) e- qv. 
v=O 

Das dritte Integralliefert also wie oben bei (7) eine gebrochen ratjonale 
Funktion in Partialbruchzerlegung. Eine solche. Funktion strebt fUr 
s --+ CXl gegen O. Da schlieBlich noch 

[e iOS [ = [eiO(x+iY)[ = e- Oy 

ist, so erhalten wir insgesamt: In dem Streifen Xl + 15 ::5 X -< q (n + 1) - a 
ist 

!<p(s)[<Ce- Oy fUr [Y[--+CXl, 
wobei nattirlich C von 15, n und 0. abhangt. 0. konnte dabei irgendwie 
zwischen - Do und + Do einschlieBlich gewahlt werden. Das nut zen 
wir nun in der \iVeise aus, daB wir t'} ~ Do bei positivem y und 0. = -Do 
bei negativem y wahlen. Dann ist 

[<p(s)[ < C(15, n) e-O,!y! fUr iy[->CXl. 

Wir bringen an unseren Voraussetzungen noch eine kleine Verall
gemeinerung an: Ftigen wir der Entwicklung fUr (jJ (z) einen Faktor 
z-" (IX beliebig komplex) an, so bedeutet das den Dbergang von <p (s) 
ZU <p(S-IX). Hat <p(s) die Pole qv, so hat <p(S-IX) die Pole IX + qv, die 
wieder eine arithmetische Reihe bilden, aber bei der komplexen Zahl IX 
anfangen. Die Multiplizitaten· und Residuen bleiben erhalten. 

Nun konnen wir unsere Ergebnisse so zusammenfassen: 

* 1m folgenden k6nnen wir das Ergebnis von 6.8 nicht unmittelbar verwenden, 
die Abschatzungen laufen aber teilweise denen in 6.7 parallel. 
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Sa tz 1. Die Funktion tP (z) mit z = e eif} sei im Winkelraum 10> 1-<0>0 
regular mit eventueller A usnahme von z = 0 und z = (Xl und dort fur 
z -'>- (Xl asymptotisch so darstellbar: 

00 

(8) C/J (z) ~ .I [a~O) + a~l) log z + ... + a~kv) (log z)kv] z- ex - qv 

v=O 
(IX beliebig komplex, q > 0) 

in dem Sinne, dafJ 
n 

(9) C/J(z) -.I [a~O) + a~l) logz+··· + al.kv) (logz)kv] z-ex-qv = o (lzl-9lex-q(1I+l)H) 
.=0 

fur I z [-,>- (Xl bei jedem b> 0 ist. Ferner sei 

(10) tP(z) = O(izl-X1) fur Z-'>- 0 (Xl < q). 

Dann ist C/J eine MO-Funktion. Ihre hiernach existierende Mellin-Trans
formierte cp(s) == m {C/J} ist in der ganzen rechten Halbebene jR s > Xl regular 
bis auf die in die H albebene fallenden Pole s = IX + q 11 (11 = 0, 1, 2, ... ). 
die eine arithmetische, horizontal laufende Folge bilden. Der zu IX + q 11 

gehOrige Hauptteil lautet: 

101 1 + III _1_' _~ -a. a + ... 
s-(cx+qv) • (s-(ii+qv))2 

k' 
(11) ... + (_1)k. + I a(kv) v' 

• (s_(cx+.qv))kv+l· 

Die Funktion ep (s) unterliegt in jedem Streifen endlicher Breite (s = X + i y) 

Xl + b -< X -< jR IX + q (n + 1) - b 
einer Beschrankung der Form 

(12) iep(s)! < C(b, n) e-f}·lyl, 

wenn man die endlich vielen in dem Streifen liegenden Pole durch kleine 
Kreise ausschneidet. 

Wir werden nun das Reziproke beweisen, nnd das wird von dem 
Standpunkt, den wir in diesem Teil des Buches einnehmen, der inter
essantere Satz sein, denn bei ihm wird von dem funktionentheoretischen 
Verhalten von ep (s) auf das asymptotische Verhalten von C/J (t) geschlossen. 

Satz 2. Die Funktion ep(s) mit s = X + i y sei in der rechten Halb
ebene jR s >- Xl bis auf die Pole IX + q 11 (11 = 0, 1, 2, ... ) regular (IX beliebig 
komplex mit jR IX > Xv q > 0) . Der zu IX + q 11 gehOrige H auptteil habe 
die Gestalt (11). In jedem Streifen x l -< X-<jRIX + q(n + 1) sei ep(s) nach 
AusschlufJ der darin liegenden Pole durch kleine Kreise vom Charakter 
einer mO-Funktion, d. h. ep (s) erfulle die Ungleichung 

(13) [ep(s)I<C(n)e-f}·IYI. 

Ihre hiernach existierende Transformierte tP (z) = m- 1 {ep} (z = e ein) ist 
dann in jedem Winkelra~mz iO>i-<Do-s(C:>O) regular und fiir Z-'>-(Xl 

d~trch die Reihe (8) asymptotisch darstellbar. 

17* 
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Beweis: In dem Streifen Xl -< X -< lR rt. - ~ ist rp (s) regular und geniigt 
der Abschatzung rp (s) < C (0) e- D.I y I, ist also eine mO-Funktion, zu 
der nach 6.8 eine in 1191-<19o-s regulare MO-Funktion <P(z) gehOrt, 
die den Abschatzungen 

1<P(z)I<CI(s)e- X1 fUr e-<1, 

1<P(z)i< C2 (s)e-<m<.t-d) ffir e>1 

geniigt. Sie laBt sich so darstellen: 
x +ioo 

<P(z) = 2:i f z-srp(s) ds 
x - ioo 

Wegen der Abschatzung (13) kann der Integrationsweg beliebig weit 
nach rechts verschoben werden, wenn man nur jeweils die Residuen 
x+i= x*+ico der dabei iiberschrittenen Pole in Abrechnung bringt: 

o 

A 

• a; 

c 

8 

Wir schlieBen den dem urspriinglichen Integrations
weg x-ioo· .. X + ioo rechts benachbarten Pol rt. in 
em Rechteck ABCD ein und schreiben: 

x+ico 

<P(z) = 2:i f + 2:i f - 2nt f· 
x-;oo ARCDA ARCDA 

Die beiden erst en Integrale vereinigen sich zu dem Inte
gral iiber den Weg X - i 00 -+ A -+ B -+ C -+ D -+ X + i 00 , 

x-ico x*-i= das wegen der Abschatzung (13) nach dem Cauchyschen 
Fig. 13. Satz gleich dem Integral von x* - i 00 bis x* + i 00 ist, 

wo x* die Abszisse von B und C bedeutet. (Vgl. die analogen Beweise 
im 6. Kapitel.) Also ist 

x· + ioo 

<P(z)=-{Residuum von z-srp(s) III rt.}+ 2:i f z-srp(s)ds. 
x*-ico 

In analoger Weise verfahrt man mit den weiter rechts gelegenen Polen 
und erhalt: 

n x+ioo 

<P(z)=-~ {Residuumvonz-srp(s)inrt.+qv}+ 2:i f z-srp(s) ds 
p=o x-ioo 

mit 
lR rt. + q n < x < lR rt. + q (n + 1) . 

Die Residuen lassen sich berechnen, indem man z- S in eine Reihe nach 
Potenzen von s - (rt. + q v) entwickelt: 

z- S = e-slogz = e- (<.t+qv)logz e- (S- (<.t+ q,,))logz 

00 

=z-rt.-qv ~(-1\)' (s- (a+qvj))' (1 )A 
.:::. J ------;:1--- og z , 
A=O 
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mit der Laurent-Entwicklung von tp(s), die mit den durch (11) ge
gebenen negativen Potenzen beginnt, gliedweise multipliziert und die 

Koeffizienten der Glieder mit ~-( 1+ ~) einsammelt. Das ergibt gerade 
5- oc qv 

das allgemeine Glied von (8). Da ferner tp (s) in dem Streifen 
IX+qn+o<x<rJ.+q(n+1)-o 

eine mO-Funktion mit der Abschatzung (13) ist, so ergibt sich nach 6.8, 
x+ioo 

daB das Restglied -21 . ! z-s tp(s) ds in jedem Winkelraum 101-<00-e :rn 
x-ioo 

regular ist und fUr Izi > 1 einer Beschrankung C(e,n) Izl-lRo:-q(n+l)H 
unterliegt. 

Satz 1 und 2 zusammen ergeben die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafur, daB eine Funktion C/> (z) fUr z -+ = eine asymptotische 
Entwicklung der Gestalt (8) besitzt, namlich daB ihre Mellin-Trans
formierte tp (s) den in Satz 2 ausgesprochenen funktionentheoretischen 
Charakter hat. - Man kann hieraus sofort die Bedingung fUr die asympto
tische Entwickelbarkeit von C/> (z) fur z -+ 0 ableiten. 1st namlich C/> (z) eine 

MO-Funktion mit den Konstanten 00' Xv X2, so ist offenbar C/> (; ) eine 

MO-Funktion mit den Konstanten 00' - X2, - Xl' Wegen (z = :) 
00 00 

!zS-lC/>(z)dz= !u-S-lc/>(:)dU 
o 0 

gehOrt zu C/> (; ) die mO-Funktion tp(- s). Aus Satz 1 und 2 ergeben 

sich also folgende Satze: 
Satz 3. Die Funktion C/>(z) sei im Winkelraum 10! -<00 regular mit 

eventueller A usnahme von z = 0 und z = = und dort fur z -+ 0 asym
ptotisch so darstellbar: 

00 

(14) C/> (z) ~ .l: [a~O) + a~l) log z + ... + a~k.) (log Z)k. ] zo: + q • 

• =0 

(IX belie big komplex, q> 0) 
in dem Sinne, dafJ 

1t 

C/>(z) - .l:[ ... J zo:+q. = O(lzl91o:+q(n+l)-6) fur z-+ 0 
.=0 

bei jedem 0> 0 ist. Ferner sei 

(15) C/>(z) = o (jZIXl) fur z-+= (xl<q). 
Dann ist C/> eine MO-Funktion. Ihre hiernach existierende Mellin
Transformierte tp (s) = we {C/>} ist in der ganzen linken Halbebene ffi s < - Xl 

regular bis auf die in die H albebene fallenden Pole aus der arithmetischen 
Reihe - IX - q V (v = 0, 1, ... ). Der zu - IX - q 'jJ gehorige H auptteil lautet 

( 6) _ a(O) 1 a(l) 1 ! 
1 • 5 + oc + q v + . (5 + oc + q V)2 
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Die Funktion gJ (s) unterliegt in jedem Streifen 
-ffioc-q(n + 1) + d-<X-<-Xl-d 

einer Beschrankung der Form 
IgJ(s) I < C(d, n) e- {}.jyj, 

wenn man die endlich vielen in dem Streifen liegenden Pole d~trch kleine 
Kreise ausschneidet. 

Sat z 4. Die F unktion gJ (s) sei in der linken H albebene ffi s -< - Xl 
his aut die Pole -oc-qv (v = 0,1,2, ... ) regular (oc beliebig komplex 
mit ffi (- oc) < - Xl' q> 0). Der zu - oc - q v gehOrige H auptteil habe die 
Gestalt (16). In jedem Streifen -ffioc-q(n+1)-<x-<-xl sei gJ(s) 
nach AusschlufJ der darin liegenden Pole durch kleine Kreise vom Charakter 
einer mO-Funktion, d. h. gJ (s) erfillle die Ungleichung I gJ (s) I < C (n) e- {}.j y I. 

Ihre hiernach existierende Transformierte $ (z) = we-I {gJ} ist dann in 
jedem Winkelraum 1# 1-<#0- 8 regular und filr z -+ 0 durch die Reihe (14) 
asymptotisch darstellbar. 

Besitzt $ (z) sowohl fUr z -+ 00 wie fUr z -+ 0 asymptotische Dar
stellungen der Form (8) bzw. (14) (die oc und q in (8) und (14) brauchen 
nicht notwendig dieselben zu sein) und ist, damit die Bedingungen (10) 
und (15) erfillltsind, das-ffioc=-ffioc2 in (14) kleiner als das q=q1 
in (8) und das -ffioc=-ffiocl in (8) kleiner als das q=q2 in (14),' so 
ist IjJ (s) in den beiden Halbebenen ffi s > - ffi OC2 und ffi s < ffi OCl> also, 
wenn - ffi oc2 < ffi OCI ist, in der ganzen Ebene meromorph und nach 
AusschluB der Pole in jedem Streifen endlicher Breite vom Charakter 
einer mO-Funktion; ferner gilt das Umgekehrte. 

Unsere Ergebnisse lassen sich leicht in die Sprache der zweiseitig 
unendlichen Laplace-Transformation f(s) --; QII {F} durch die Substi
tution z = e- t iibersetzen. An den Aussagen iiber f(s) = gJ(s) andert 
sich iiberhaupt nichts, die asymptotische Entwicklung von F (t) erhalt 
fUr t -+ - 00 die Gestalt 

00 

F(t) "'" ~ [a~O) + a~l) (-t) + ... + a~k,,) (-t)""] e(ex+qp)t, 
p=O 

wahrend in der Entwicklung fur t -+ + 00 e- (ex +qp)t an Stelle des letzten 
Faktors steht. Man vergleiche hiermit die konvergenten Reihenentwick
lungen bei der einseitig unendlichen Laplace-Transformation in 7.4. 

00 J ( , dt; 
Auf Grund der Tatsache, daB der F altung $ (z) = $1 (C) $2 V T 

° zweier MO-Funktionen $1' $2 das Produkt gJ (s) = gJ1 (s) gJ2 (s) ihret mO_ 
Funktionen entspricht (s. SchluB von 8.7) und das Produkt zweier 
meromorphen Funktionen wieder diesen Charakter hat, kann man aus 
den asymptotischen Entwicklungen von $1 und $2 eine asymptotische 
Darstellung fUr $ ableiten 159. 

Wir wollen das an einem wichtigen Beispiel zeigen: 
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2. Asymptotik der Stieltjes-Transforma tion 160. 

1st speziell @2(Z) = 1 ~ z-' SO ist 
00 00 

@(z) = / ~~c~ d/_ =/ ~~Ci de. 
o ~ 0 

@2 ist eine MO-Funktion mit den Konstanten %-e, 0,1, ihre mO-Funk
tion f{J2 (s) ist also in dem Streifen 0< m s < 1 regular. Da @2 bei z = 0 
und z = 00 nicht bloB asymptotische, sondern sogar konvergente Potenz
entwicklungen besitzt: 

00 

@2 (z) = .I Z-l- v bei z = 00 
.=0 

00 

bei z=o 

und da - m 1X2 < q1 (namlich 0 < 1) und - m 1X1 < q2 (namlich - 1 < 1) 
ist, so ist f{J2 (s) fUr m s > ° und m s < 1, mithin in der ganzen Ebene 
meromorph, und die Pole sind aile einfach, well die Entwicklungen 
logarithmenfrei sind. Dbrigens ist explizit (zunachst fUr 0 < m s < 1) * : 

00 ( J S -1 dz 11: 

f{J2 s) = Z 1 + z = sin :its ' 

° 
und diese Funktion ist in der Tat in der ganzen Ebene bis auf die ein-
fachen Pole z = ± f1 (f1 = 0, 1, ... ) mit den Residuen (-1 )It regular. 

Nehmen wir nun an, urn einen moglichst einfachen Fall zu bekommen, 
daB @l (z) in einem Winkelraum I arc I z -< f}o regular ist und den Ab
schatzungen geniigt: 

1@I(Z)I<Cllzl-~ fUr Z-?-O (b beliebig klein) 
und 

(w beliebig groB). 

Dann ist @l (z) eine MO-Funktion mit den Konstanten f}o, b,oo (man 
kann sagen, daB @l fUr z -?- 00 eine identisch verschwindende asym
ptotische Potenzentwicklung hat), und ihre mO-Funktion f{J1 (s) ist in der 

* Das ergibt sich so (u = v z) : 

r(s)r(1-s) = le- u us - 1du o je-vv-sdV = je-vv-s[7e-uus-1duldv 
° 0 0 0 

00 00 0000 

= J e-Vv- S J e-VZ(vz)s-l vdzdv = J J e- v (l+z),z'-ldvdz 
o 0 0 0 

00 00 00 

= J ,z'-ldz J e- v (l+z)dv= J zS-li:z dz. 

000 

Die links stehende Funktion ist aber bekanntlich gleich ~. _11:_ • 
sm 11: s 
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Halbebene lRs > ° regular. Die zu @(z) geh6rige mO-Funktion If (s) = 

1f1(S)lf2(S) hat also in der Halbebene lRs>O dieselben Pole wie 1f2(S), 
d. h. s = 1 + v (v = 0, 1, ... ), aber mit den Residuen (- 1 t + 1 1f1 (v + 1). 
(1st 1f1 (v + 1) = 0, so ist 1 + v in Wahrheit kein Pol.) Da If (s) nach 
AusschluB der Pole vom Charakter einer mO-Funktion (da das fur 1f1 
und 1f2 gilt) und zwar 0 (e- (" - e+t'lo) Iyl) ist, so kann man Satz 2 an
wenden und erhalt * : 

Satz 5. In der "Stieltjes-Transformation" 
00 

@(z) = ! <PIle) dt; 
z+c 

o 
sei die Objektfunktion @1 (z) in I arc z 1-<- Do regular mit eventueller A us
nahme von 0 und 00 und erfulle fur jedes belie big kleine b > 0 und belie big 
grofJe w die Ungleichungen: 

1@1(z)I<C1Iz l- d fur z-+O, 

1@1(z)I<C2Izl-w fur z->oo. 
Dann ist die Resultatfunktion @ (z) in dem (auf einer Riemannschen 
Flache liegenden) Winkelraum I arc zl-<-n + Do-e (e> 0 beliebig klein) 
regular und hat fur z -+ 00 die asymptotische Entwicklung 

00 

@ (z) ~ .2' (-1)' 1f1 (v + 1) z-· -1 , 
.=0 

wo 00 

1f1(S) = f zs-1@1(Z)dz 
o 

ist, so dafJ die Zahlen 
00 

Ifl(V + 1) = f Z'@1(Z) dz 
o 

die 111 omente von @1 (z) bedeuten. 
Unter geeigneten Voraussetzungen uber @1 (z) erhalt man mit der

selben Methode unter Benutzung von Satz 4 eine asymptotische Ent
wicklung von @(z) fUr Z-+0161. 

Ein hubsches Anwendungsbeispiel fUr Satz 5 wird durch die Funk
tion @1(Z) = e-Z geliefert, die die Voraussetzungen unseres Satzes mit 

00 < ~ erfu11t. Ihre Stieltjes-Transformierte fUhrt bis auf den Faktor eZ 

den N amen I ntegrallogarithmus 162 von e- z, abgekurzt L i (e- Z) : 

also 

00 Z+OO 

eZ Li(e- Z ) = J~dt; = J eZ
-

u du z+C u' 
o z 

Z+oo 

J -" Li(e- Z ) = -B_du, 
u 

z 

* Wir miissen (X = 1, - a~O) = (- 1)' + 1 'Pi (v + 1), q = 1 setzen. 
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wobei das Integral horizontal zu erstrecken ist. z darf in dieser Dar
stellung alle komplexen Werte auBer z -< 0 annehmen. Nach Satz 5 

laBt sich e'Li (e- ') in das Gebiet ! arc z 1< ~ 'J't (ausschlieBlich 0 und 00) 

fortsetzen und hat dort wegen 
00 

!z"e-'dz=r(v+ 1) =v! 
o 

fiir z -+ 00 die asymptotische Entwicklung 
00 

e' Li(e- Z) ~ .J: (-it z11"11 • 
11=0 

§ 2. Indirekte Abelsche Asymptotik 
der einseitig unendlichen Laplace-Transformation. 

Eine indirekte Abelsche Asymptotik bei der 21-Transformation 
kommt dadurch zustande, daB man eine Aussage von Abelscher Art 
iiber eine ihrer Umkehrformeln heranzieht. Als besonders aussichtsreich 
fUr diesen Zweck erscheint die Umkehrformel in 7.2, weil sie nur die 
Werte von f(s) fiir groBe s benutzt und daher fUr asymptotische Unter
suchungen wie geschaffen ist. Die Asymptotik dieser Formel ist aber 
bisher nicht untersucht worden, ebensowenig wie die der anderen Umkehr
formeln - mit Ausnahme der komplexen Integralformel 

(1 a) 

(1 b) 

x+'oo 
F(t) = 2~i f etsf(s) ds 

%-ioo 

+00 

= _i_ext J ei'Ytf(x+iy)dy. 
2.71: 

-00 

Fiir diese kennen wir einen Satz Abelscher Art (und iibrigens nur einen), 
namlich die Erweiterung des Riemannschen Lemmas auf Integrale mit 
unendlichem Integrationsintervall (Satz\~[4.3J). Dieser Satz sagt aus, 
daB das Integral in (1 b), wenn es gleichmaBig fiir t>- T>- 0 konvergiert, 
mit wachsendem t gegen 0 strebt, so daB F (t) = 0 (ext) ist *. Wir brauchen 
nun F bzw. f nur noch solche Bedingungen aufzuerlegen, daB F (t) aus 
seiner 2-Transformierten f(s) tatsachlich durch (1 a) gewonnen werden 
kann. Am passendsten sind fUr den gegenwartigen Zweck die in Satz 6 
[6.5J genannten Bedingungen, weil dort gleichmaBige Konvergenz von 
(1 a), aber nur fUr jedes endliche Teilintervall von t>- T gefordert wird, 

* Diesem Satz ftir das Umkehrintegral (1 a) entspricht beim Mellin-Integral 
(e- t = z) die Aussage 4>(z) = o (z-·"). - Das Riemannsche Lemma spielt ftir das 
komplexe Umkehrintegral dieselbe fundamentale Rolle wie die Tatsache: /(5) -+ 0 
fiir 5 -+ 00 fiir das Laplace-Integral. 
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so daB die gleichmaBige Konvergenz des Integrals in (1 b) geniigt und 
der Faktor ext nicht start. Das fiihrt zu folgendem 

Sat z 1. F (t) sei lur t > 0 deliniert und lur t >- T, wo T eine leste Zahl >- 0 
ist, stetig. I (s) = ~ {F} sei lilr ein reelles s = a einlach konvergent. Bei 
einem x > a sei das Integral 

+00 

J eity f (x + i y) d Y 
-00 

fur t >- T gleichmafJig konvergent. Dann ist 

F(t) = o (ext) fur t-->-oo. 

Selbstverstandlich liefert der Satz eine urn so schariere Abschatzung, 
je kleiner man x wahlen kann. 1m giinstigsten Fall kann man dafiir 
die Konvergenzabszisse bzw. eine beliebig nahe an ihr liegende Zahl 
brauchen. Wir wollen aber jetzt noch weitere Bedingungen hinzunehmen, 
die es gestatten, die Konvergenzgerade zu iiberschreiten und in die 
Regularitatshalbebene, die ja groBer als die Konvergenzhalbebene sein 
kann, vorzudringen, ja sogar bis zu deren Begrenzungsgeraden, nachdem, 
ganz wie im vorigen Paragraphen, die durch die dort liegenden Singu
laritaten verursachten Funktionsbestandteile (Hauptteile von Polen 
usw.) subtrahiert sind. Gerade diese Erweiterung wird wie in § 1 erst 
zu asymptotischen Entwicklungen, d. h. zur Heranziehung beliebig 
vieler Vergleichsfunktionen fiihren konnen 163. 

Die erste Station auf diesem Wege ist eine Gerade in der Regularitats
halbebene. Wir nehmen eine Bedingung hinzu, die die Verschiebung 
des Integrationsweges in (1 a) bis zu einer solchen gestattet. 

Sa tz 2. a) F (t) sei fur t > 0 definiert und lur t >- T (T fest >- 0) stetig, 
I (s) = ~ {F} sei fur ein reelles s = a ein/ach konvergent. Bei einem gewissen 
x > a sei das Integral 

+00 

J eitYf(x+iy)dy 
-00 

fur t>- T gleichmafJig konvergent. b) Weiterhin sei /(s), als regulare Funk
tion betrachtet, in der H albebene lR s > a (a -<: a) analytisch und besitze fur 
lR s -->- a Randwerte (die wir mit I (a + i y) bezeichnen) in dem Sinne, 
dafJ die durch diese Randwerte kompletierte Funktion I (s) in lR s >- a zwei
dimensional stetig ist. Das Integral 

+00 

J eitYI(a+iy)dy 
-00 

sez lur t>- T gleichmafJig konvergent. c) SchliefJlich sollen die Integrate 
x+iw x-iw 

Jets I(s) ds, Jets f(s) ds 
a +iro a-iw 

bei t >- T fur w -->- 00 gegen 0 streben. Dann ist 
F (t) = 0 (eat) lur t -->- 00. 
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Beweis: I(s) ist im Innem des Rechtecks mit den Ecken 

X-ZOJ, x+iOJ, 

regular und einschlieBlich Rand stetig, also ist nach dem auch fUr diesen 

Fall giiltigen Cauchyschen Satz * das Integral von -21 . ets I (s), erstreckt 
30 

uber den Rechtecksrand, gleich O. LaBt man OJ gegen 00 streben, so 
verschwinden wegen c) die Beitrage der horizontalen Seiten, und es 
bleibt ubrig: 

a+ioo x+ioo 

2:i ! ets I(s) ds = 2:i ! etsl(s) ds. 
a-ioo x-ioo 

Wegen a) ist nach Satz&~'dJie rechte Seite gleich F(t), also auch die linke: 

a+ioo +00 

F(t) = 2:i ! ets I(s) ds = 211"(, eat! eity I(a + i y) dy. 
a-ioo -00 

Auf Grund von b) liefert Satz i: [4.3J die Behauptung. 
Bemerkung. Wer die oben benutzte Erweiterung des Cauchyschen 

Integralsatzes nicht kennt, setze voraus, daB I (s) in jedem endlichen 
y-Intervall gleichmaBig gegen eine (auf Grund der Regularitat von I (s) 
eo ipso stetige) Randfunktion I (a + i y) strebt, wende den Cauchyschen 
Satz auf ein Rechteck an, dessen linke Seite die Abszisse a + 8 hat und 
lasse 8 -+ 0 streben. - Statt dessen kann man auch voraussetzen, daB 
in jedem festen y-Intervail l(a+8+iy) fur aile 8>0 gleichmaBig 
beschrankt ist und fur 8 -+ 0 einer integrablen Grenzfunktion zustrebt. 
Dann hat man bei dem an dem Cauchyschen Satz vorgenommenen 
Grenzubergang 8 -+ 0 den Satz von Arzela (S.96) anzuwenden. 

Macht man uber die Randfunktion I (a + i y) Differenzierbarkeits
voraussetzungen, so kann man die Aussage von Satz 2 noch verscharfen. 

Satz 3. AufJer den Voraussetzungen a), b) **, c) von Satz 2 sei noch 
lolgende Bedingung erlullt: d) Die Randlunktion I (a + i y) besitze n 
Ableitungen nach y: t' (a + i y), ... , I(n) (a + i y). Die Funktionen 

I (a + i y) , t' (a + i y) , ... , r -1) (a + i y) 

mogen lur y -+ ± 00 den Grenzwert 0 haben. 1(") (a + i y) sei in iedem 
endlichen Intervall integra bel und 

+00 J eity 1(") (a + i y) d y 
-00 

* Zuerst von POLLARD 1923 bewiesen; einfacher Beweis bei H. HEILBRONN: 

Zu dem Integralsatz von Cauchy. Math. Z. 37 (1933) S.37-38. 
+00 

** Die Voraussetzung, daB J eit y f (a + iy) dy fiir t >- T gleichmaBig konvergiert, 
-00 

ist j etzt zu streichen. 



268 14. Kap.: Indirekte Abelsche Asymptotik. 

konvergiere fur t >- T gleichmli{3ig. Dann ist 

F(t) = o(t-neat) fur t-+oo. 

Beweis: Nach Satz 2 ist 
+00 

2ne- at F(t) = J eity f(a + i y) dy. 
-00 

Da die Funktionen f' (a + i y), ... , pn) (a + i y) in jedem endlichen 
Intervall integrabel sind, so gelten folgende Gleichungen: 

+00 +w J eitYf(a+iy)dy= lim J eitYf(a+iy)dy 
-00 w-+oo -£0 

+00 

=- :t J eity f'(a + i y) dy, 
-00 

+00 +00 

J eitYj'(a+iy)dY=-/t J eitYf"(a+iy)dy, 
-00 -00 

+00 +00 J eitYf(n-l) (a+iy) dY=--:t J eitYf(n)(a+iy)dy. 
-00 -00 

(Die Existenz des letzten Integrals rechter Rand ist hiermit bewiesen.) 
Rieraus folgt 

+00 

2ne- at F(t) = (- i1t)" J eity!'n)(a+iy)dy, 
-00 

also auf Grund von Satz \~ [4.3] die Behauptung. 

Wir geben nun unserer asymptotischen Methode eine neue Wendung: 

Raben wir es mit einer Funktion f (s) zu tun, die fur ffi s > a regular 
ist, auf ffi s = a aber eine Singularitat im Punkte So besitzt, so werden 
wir versuchen, eine moglichst einfache Funktion (/J (t) zu finden, deren 
2-Transformierte q;(s) dieselbe Singularitat wie f(s) (und keine weitere) 
auf ffi s = a hat. Erfiillt dann die Differenz f (s) - q; (s), die nun in So 

keine Singularitat mehr hat, die Bedingungen von Satz 3, so erhalten 
wir eine Relation der Form 

tne-at(F(t)-(/J(t))-+O fur t-+oo, 

d. h. F (t) wird durch (/J (t) differenzasymptotisch dargestellt, und zwar 
ist der "Fehler" o(t- n eat). - Wir werden nun gewisse Typen von Singu
laritiiten, namlich algebraische (unter denen auch die Pole enthalten sind) 
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und logarithmische, vollstandig diskutieren *. Es soIl sich dabei urn 
folgende Typen handeln: 

1 fJ' wo {3 komplex +0, -1, -2, ... ist 
(s - so) 

(die ausgeschlossenen Werte entsprechen den Fallen der Regularitat 
und kommen daher nicht in Frage); 

log (s - so) 
wo {3 beliebig komplex ist. 

(s - so)fJ ' 
L-Funktionen, deren l-Funktionen im Endlichen uberhaupt keine 
anderen als Singularitaten dieses Typus haben, sind uns schon bekannt. 
Aus den Beweisen der Satze 4 und 5 [10.1J ergibt sich namlich: Zu 

(/)1 (t) = r ~,8) eS• 1 tfJ -1 (ffi {3 > 0) 

gehOrt 
1 

1P1(S) = fJ 
(5 - so) 

Zu 

(/)2 (t) = 1 ~ S 1 tfJ - 1 r (,8) eo 

fUr O-<.t< 1 

fUr t >- 1 
(ffi {3 -<. 0, {3 + 0, -1, - 2, ... ) 

geh6rt 
1 

1P2 (s) = fJ + ganze Funktion. 
(s - so) 

Zu 

(/)3 (t) = {_~_1)k k! eSolt-k-l 

geh6rt 

fur 

fur 

O-<t<1 

t >-1 
(k=0,1,2 ... ) 

1P3 (s) = (s - so)k log (s - so) + ganze Funktion. 
Zu 

1 ° fUrO-<t<1 
(/)4(t) = __ 1_ 0 1 fJ-1(1 T'(,8)) ." >- ({3+0,-1.-2, ... ) r (,8) e' t og t - r (,8) fur t = 1 

gehOrt 
log (s - so) 

1P4 (s) = fJ + ganze Funktion. 
(s - so) 

Wir formulieren nun folgenden 
Satz 4. a) F(t) sei fur t > ° definiert und fur t>- T(T fest>- 0) stetig. 

f(s) = ~ {F} sei fur ein reelles s = a einfach konvergent. Bei einem ge
wzssen x > a sei das Integral 

+00 

J eiIYf(x+iy)dy 
-00 

* Handelt es sich um Singularitaten, in deren Umgebung die Funktion t (s) 
eindeutig ist, so ist es viel einfacher und der funktionentheoretischen Einstellung 
der Untersuchung angepaJ3ter, statt q; (s) zu subtrahieren, den Integrationsweg 
uber die Singularitaten hinwegzuschieben und die Residuen dafur in Rechnung 
zu stellen. In der Umgebung der im folgenden betrachteten Singularitaten ist 
aber t (s) im allgemeinen logarithmisch verzweigt. 
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fur t>- T gleichma/3ig konvergent. b) f(s) sei, als regutare Funktion be
trachtet, in der offenen H albebene ffi s > a (a -< a) analytisch. In dey ab
geschlossenen H albebene ffi s >- a lasse sie sich so darstellen, wobei So ein 
Punkt der Geraden ffi s = a ist: 

oder 

oder 

oder 

1. f(s) = -( c)f3 + lp(s) 
5-50 

c 
2. f(s) = --_. + lp(s) 

(S-50)fJ 
(ffi fJ -< 0, fJ =t= 0, -1, - 2, ... ) 

3. f(s) = c(s-so)klog (s-so) + lp(s) (k = 0, 1, 2, ... ) 

log (s - so) 
4. f (s) = c fJ + 11' (s) 

(s - so) 
(fJ =t= 0, -1, - 2, ... ) . 

Hier sei 11' (s) jeweils eine in ffi s >- a stetige (fur ffi s > a eo ipso regulare) 
Funktion, deren Randwerte lp(a+iy) n-mal differenzierbar sind (n>-O). 
lp(n} (a + iy) sei in jedem endlichen Interval! integrabel. c) Die Integrale 

x+iw 

J etsf(s)ds, 
a+iw 

x-iw 

Jets f(s) ds 
a-iw 

sollen bei t >- T fur w -> 00 gegen ° streben. d) N ach den V oraussetzungen 
uber lp(s) unter b) existiert die Randfunktion f(a + iy) au/3er fur y = :iJso 
und ist n-mal differenzierbar. Die Funktionen 

f(a+iy), f'(a+iy), ... , r-1}(a+iy) 

mogen fur y -+ ± 00 den Grenzwert ° haben. Die beiden I ntegrale 

Y, 

Jeity j(n} (a + i y) dy, 
00 

Jeity f(n} (a + i y) dy, 
-00 y, 

WO Yl und Y2 zwei feste Zahlen mit Yl < ~ So < Y2 sind, sollen fur t >- T 
gleichma/3ig konvergieren. Dann ist 

in den Fallen 1 und 2: lim tne- at [F(t) __ c_esottfJ-1] = 0, 
t -+00 r ((3) 

im Falle 3: limtne-at [F(t) + c (_1)kklesott-k-1] = 0, 
t-+oo 

im Falle 4: lim tn e- at [F (t) + _c_ eSot tfJ -1 (log t _1" ((3) )] - ° 
t -+ 00 r ({J) , r ({J) -. 

Bemerkung: Liegen auf ffi s = a endlich viele Singularitaten der 
betrachteten Art, so gilt eine sinnentsprechende Verallgemeinerung. 

Beweis: Wir wollen den Satz 3 auf F,. (t) = F (t) - c <Pv (t) (v = 1,2,3,4) 
anwenden. Die ~-Transformierte dieser Funktion ist tv (s) = t (s) - c CPv (s). 
Setzt man den expliziten Ausdruck von CPT (s) ein, so ergibt sich, daB 
tv (s) = 11' (s) + ganze Funktion ist. Geht man nun die Voraussetzungen 
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von Satz 3 durch, so sieht man, daB abgesehen von den evidentermaBen 
erfilllten Bedingungen noch folgendes gelten muB: 

+00 

1. Mit dem x der Voraussetzung a) ist J city tv (x + i y) dy fur 

t >- T gleichmaBig konvergent. 
-00 

x+iw x-iw 

II. J cts tv (s) ds und Jets tv (s) ds streben bei t >- T fUr (I) -+ 00 
a+iw a-iro 

gegen 0. 

III. t~}(a+iy)-+O fUr y-+±oo bei r=0,1, ... ,n-1, und 
+00 

J i ty t~n) (a + i y) dy konvergiert fUr t >- T gleichmaBig. 
-00 

Dazu genugt es, folgendes zu beweisen: 
+00 

I'. Beijedemx>aist J eitY<pv(x+iy)dy fUr t>-T gleichmaBig 

konvergent. 
-00 

x+iw x-iw 

II'. J cts<pv(s)ds und J cts<pv(s)ds streben bei t>- T fUr (1)-+00 
a+iw a-iw 

gegen 0. 

III'. Fur jedes n = 0,1,2, ... ist <p~,) (a + i y) -+ ° fUr y -+ ± 00 

y, 00 

und J i ty <p~,) (a + i y) dy sowie J city <p~n) (a + i y) dy fUr t>- T gleich-
-00 y, 

maBig konvergent. 

Ehe wir diese Bedingungen der Reihe nach in allen vier Fallen des 
Satzes verifizieren, schicken wir folgende Hilfssatze voraus: 

00 

Lemma 1. 1st J l<p (x + i y) I dy konvergent, d. h. <p (x + i y) bei 
y, 

00 

y = 00 absolut integrabel, so konvergiert J eity <p (x + i y) dy fUr alle 
y, 

y, 

reellen t gleichmaBig. Analoges gilt fUr J. 
-00 

Dieser Satz ist selbstverstandlich. 

Lemma 2. 1st <p' (x + i y) bei y = + 00 absolut integrabel und 
00 

lim <p (x + i y) = 0, so konvergiert J eity <p (x + i y) d y fUr t -= T > ° 
Y-+-+OC Yz 

gleichmaBig. Analoges gilt bei y = ~oo. 

Beweis: Durch partielle Integration falgt: 

fro, 't . 1 . [ro, 1 fro, . 
e' y<p(x + z y) dy = Ti e,ty<p(x + i y) w,-it e,ty<p' (x + i y) dy, 
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also fUr t >- T: 

j:ilY cp(x+ i y) dy --<~ (Icp (x+ i wi)1 + Icp (x + i w2)! + II cp' (x + i y)1 dY) . 
~ ~ 

Auf Grund der Voraussetzungen ist diese Abschatzung fUr aile hin
reichend groBen Wi und W2 beliebig klein. 

iy 

Lemma 3. Fur die Funktion cp(y) = .1'~iY ist JeiIYcp(y)dy bei 

y = ± (Xl fur aile t >- ° gleichmaBig konvergent (x ist beliebig reell). 
Beweis: Durch partielle Integration ergibt sich: 

also fUr t >- 0: 

IeilY .1'~:Y d Y /
I
-< 1.1'+\£011 + 1.1'+\£021 + J'I.1'~~YI2' 

WI WI 

Diese Abschatzung ist, wenn I Wi I und I w2 1 oberhalb einer hinreichend 
groBen Zahl liegen, beliebig klein. 

Fall 1. 
1 

CPi (s) = (s _ So)p (ffifJ > 0). 

Fiir festes ffi S = x ist, So = a + i Yo gesetzt: 
1 

CPi (x + i y) = (x _ a + i (y - Yo))p , 

also 
- fJi 

cp~(x+iy)= R+1' 
(x - a + i (y - YoW' 

Nach Lemma 2 ist I' erfiiilt, ebenso der auf n = ° beziigliche Teil von 
III'. Die ubrigen Bedingungen sind offenkundig erfUllt. 

00 
Fall 2. CP2 (s) =; fJ J e- (s -so)1 tP- 1 dt (ffifJ-<o, fJ=l=0,-1 ,-2, ... ). 

o 
Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich fUr ffi s > ffi So = a: 

- (s - so) I 1 00 
r(fJ)CP2(S)=e l- \00+ fJ-1je-(S-S,)ltP-2dt 

- (s - So) 1 S - So 
1 

= e- (s - s,) fJ - 1 [!~(S -so)1 l- 2 1
00 + (1 - 2 JOOe-(S-So)1 tP-3 dt] 

s - So + S - So - (5 - So) 11 5 - 501 

00 

- (s - so) - (s - so) (fJ ) ((1 ) J 
= e + (fJ _ 1) e + - 1 - 2 e-(s-so)ltP-3dt. 

s- So (5 - 50)2 (5 - So)2 1 
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I' ist fUr den ersten Summanden nach Lemma 3, fur den zweiten nach 
Lemma 1 erfiillt. Der dritte laBt sich fUr s = x + i y, wo x sogar :::- a 
sein kann, so abschatzen: 

00 00 

({J-1) ({J:-2) le- (x-a)t !tll-3/ dt-< ({J-1) (fJ-;2) I !tll - 3! dt, 
15 - 50 !1 15 - 50 I 

I I 

da das letzte Integral wegen ffi fJ -< 0 konvergiert. I' ist also fUr diesen 
Summanden nach Lemma 1 erfiillt. Zugleich sieht man, daB II' befriedigt 
ist. Ferner ist der urspriingliche Ausdruck fur CPs (s) auch noch fUr aile s 
auf der Geraden ffis = ffiso = a konvergent, denn fur ffi fJ < 0 ist das 
Integral sogar absolut konvergent, fUr ffi s = 0 wenigstens bedingt 
konvergent, wie man sich leicht uberlegt. Nach Satz 1 [4.2] sind die 
Randwerte von CPs (s), die als Grenzwerte von CPs (s) fur ffi s -+ a definiert 
sind, gleich den Werten des Integrals fUr ffis = a*: 

00 

cp (a + i y) = _1_ I e-i(y-y,)t tll-Idt 
s r({J) . 

. I 

Durch n + 1-malige partieile Integration erhiilt man: 

[ 
-i (y -Yo) -i (y -Y.) 

F(fJ)cps(a+iy) = 8i (y_yO) + (fJ-1) (i(y-yo»)2 + ... 
- i(y - Yo) ] 

+ (fJ-1) (fJ-2)'" (fJ-n) (i;y-yo»),,+l 
00 

+ ({J-1)({J-2)' .. ({J-n-1) le-i(y-Yo)t tll-"- 2 d t. 
(i(Y-Yol),,+1 . 

1 
8- i(y- Yo) 

Bei der Differentiation eines Ausdrucks der Gestalt 9 nach y 
(i (Y-Yo») 

entstehen zwei Terme gleicher Bauart, der eine mit dem Exponenten V, 

der andere mit dem Exponenten v + 1. Durch n-malige Differentiation 
(n:::- 0) der eckigen Klammer entstehen also lauter Ausdrucke dieser 
Bauart, und zwar mit Exponenten '11:::- 1. Fur aile diese Glieder ist nach 
Lemma 3 (fur '11=1) und Lemma 1 (v> 1) die gleichmaBige 'Konver
genz der Integrale in III' gesichert. - Den zweiten Summanden in 
F(fJ) cp(rx + i y) differenzieren wir narh der Regel 

" 

mit 

k(y) = ({J-1)"'({J-n-1) 
(i(y-yo»)"+l . 

00 

1 (y)= I e-i(y-Yo)t tll - n - 2 dt. 
I 

* Dieser Punkt bedad, je nach der Art, wie der Begriff "Randwert" definiert 
ist (5. Satz 2 und die Bemerkung am SchluJ3) noch einer mehr oder weniger aus
fUhrlichen Betrachtung, die auch die Stetigkeit der Randfunktion, die aus dem 
folgenden hervorgeht, beriicksichtigen muJ3. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 18 
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Die Ableitungen von k ergeben Ausdrucke der gleichen Gestalt mit den 
Exponenten n + 1, n + 2, ... im Nenner. Die n erst en Ableitungen 
von 1 konnen durch Differentiation unter dem Integral gebildet werden, 
weil die entstehenden Integrale in y gleichmaBig konvergieren: 

00 

dil(y) = (-i)i {e-i(Y-YO)ltfJ-n+i-2dt 
dyl . 

(i = 0, ... , n). 

1 

Alle diese Integrale sind absolut konvergent und in y beschrankt. Die 
nte Ableitung von k (y) 1 (y) besteht also aus lauter Summanden, die im 
Zahler eine beschrankte Funktion und im Nenner mindestens die Potenz 
(y - Yo)" + 1 (n = 0, 1, ... ) haben. N ach Lemma 3 und 1 sind daher die 
Integrale in III' gleichmaBig konvergent. Zugleich sieht man, daB 
cp&n) (a + i y) -+ ° fur y -+ ± 00. 

00 

Fall 3. CPa(s) = (-t)k+1 k! J e- (5-50)1 t- k-1 dt (k = 0, 1, 2, ... ). 
1 

Durch n + 1-malige partielle Integration (n = 0, 1, ... ) erhalt man: 
(_1)k+1 e- (s-so) e- (s-so) e- (s-so) 
~-rp (s)=---.---(k+1)~----L ... +(-1)" (k+'1) ... (k+n)~-

k! as-so (s-SO)2 I (s-so),,+l 
00 

-(-1)" (k+1).·.(k+n+l) je-(S-So)lt- k-,,-2'dt. 
(s-so)"+l 

1 

Hieran Ii est man genau wie im Fall 2 das Erfiilltsein aller Bedingungen abo 

Fall 4. 
00 

m (s)-_-1-je-(S-So)ltfJ-1(IOgt_~(fJ))dt ({J=I= ) 
.4 - r(fJ) r(fJ) o,-1,-2, .... 

1 

1st ffi {J > 0, so betrachtet man einfacher das von ° an erstreckte Integral 
(was nur die Addition einer ganzen Funktion bedeutet). Es ist 

00 00 

j e- (s -so)1 tfJ -llog t dt = ..!!.... j e- (5 - 50)1 tfJ-1 dt =..!!.... r (fJ) 
dfJ dfJ (s-sol o 0 

= T' (fJ) fJ _ .r (fJ~ log (s - so) , 
(s- so) (s- so) 

also 
00 

j e-(S-So)ltfJ-1 (logt- T'(fJ) )dt=_~I'(fJ) log (s-so). 
r(fJ) (s - sc)fJ 

o 

Lemma 2 zeigt, daB die Integrale in I' und III' gleichmaBig konvergieren. 
Die Ableitung des letzten Ausdrucks ist 

r(~t!Llog(s_s)_ r(fJ) __ . 
(s-so)fJ+ 1 0 (s-so)fJ+1 

Die ubrigen Bedingungen sind offen bar erfiillt. 
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1st 'iR fJ -< 0, fJ =F 0, -1, ... , so geniigt es, das Integral 
!Xl J e-(s-So)ttf3 -lIogtdt 

1 

275 

zu betrachten, da man Cf4 (s) hieraus durch Kombination mit Fall 2 
erhalt. Durch partielle Integration ergibt sich 

Das Glied 

!Xl -1-1 e- (s-so)t ((fJ - 1) tf3 - 2 log t + tf3 - 2) dt. 
5- So 

1 

DO -1-1 e-(s-so)t tf3 - 2 dt 
5- So 

1 

braucht man nicht zu beriicksichtigen, da es schon durch Fall 2 erledigt 
ist. Das restierende Glied 

DO 

f3 - 1 1 e- (s - so) t tf3 - 2 log t d t 
5- So 

1 

behandelt man in gleicher Weise weiter und sieht, daB man durch hin
reichend oftmalige Wiederholung dieses Prozesses eine Gestalt erreichen 
kann, an der sich genau wie in den obigen Fallen fUr die Funktion und 
ihre Ableitungen alles Erforderliche ablesen laBt. 

Fall 4 lieBe sich iibrigens (in Analogie zu dem am SchluB von 14.1.1 

Gesagten) auch so behandeln, daB man log(s - ~o) multiplikativ aus 
(5 - So) 

log (s-so), das ist Fall 3 mit k=O, und 1 f3' das ist Fall 1 und 2, 
(5- So) 

zusammensetzt. Dem entspricht die Faltung der L-Funktionen, und 
diese laBt sich ziemlich leicht diskutieren 164. 

§ 3. Anwendungen. 

1. Das asymptotische Verhalten der ganzen Funktionen 
vom Exponentialtypus. (Beispiel: Besselsche Funktion.) 

Wiewir aus dem 5. Kapitel wissen, ist die l-Funktion I(s) einer ganzen 
Funktion F (t) vom Exponentialtypus im Unendlichen regular und 

00 

gleich 0, d. h. von der Form 1 (s) = ~ s"a~ l' Bei einem solchen F (t) 
n=O 

kann man in S} {F} als Integrationsweg jeden Strahl mit der Richtung 
Cf von ° nach 00 wahlen und erhalt Konvergenz in der .durch die Stiitz
gerade der Singularitatenhillle Sl' von 1 (s) senkrecht zur Richtung - Cf 

begrenzten Halbebene. (Konvergenz- und Regularitatshalbebene sind 
hier identisch.) Die Ergebnisse von § 2 lassen sich natiirlich sofort 

18* 
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auf £('1') {F} (mit beliebiger Integrationsriehtung rp) iibertragen. Liegen 
auf der Stiitzgeraden von sr nur endlieh viele Singularitaten der in § 2 
betraehteten Art, so ist Satz 4 mit a = k (- rp) anwendbar, wo k in der 
Bezeiehnungsweise von 5.3 die Stiitzfunktion von sr ist. Denn I(s) ist 
mit Ausnahme jener Singularitaten sogar iiber die Stiitzgerade hinaus 
regular und versehwindet im Unendliehen von mindestens erster, seine 
Ableitungen von mindestens zweiter Ordnung. Die Voraussetzungen 
von Satz 4 hinsiehtlieh 1 sind also (unter Zuhilfenahme von Lemma 2) 
sofort zu verifizieren, so daB bloB noeh die Restfunktion 1p(s) daraufhin 
zu untersuehen ist, wie oft sie differenzierbar ist. Die Aussagen liefern 
bedeutend mehr als die friiher in 5.4 gefundene, sehr summarise he 
Absehatzung 

-1'- logjF(reiq:» I k( ) 
1m r = -rp, 

r-+oo 

d. h. 
e-k(-q:»rIF(reiq:»l<eer fUr alle r>ro(e), 

e- k (- '1') r IF (r eiq:» I > e- er fUr unendlieh viele r (e > 0) . 

Das liegt daran, daB jetzt nieht nur die Lage der Singularitaten beriick
siehtigt wird, die sieh in der GroBe k (- rp) ausdriiekt, sondern auch ihr 
Charakter. 

Als Beispiel sei die asymptotische Entwicklung der Besselschen Fmlk
tion Jo(t) erwahnt (vgL 12.4.2) 165. Hier ist 

1 1 1 
1 (s) = V1+s2 = ys _ i ys + i' 

Die einzigen singularen Stellen sind s = ± i, die algebraische Singulari

taten - ~ter Ordnung sind. Fiir rp = 0 und rp = n liegen beide auf der 
2 

Stiitzgeraden der Singularitatenhiille (die hier einfaeh die Verbindungs
streeke -i·· . + i ist) , fUr jede andere Riehtung nur eine. Hiermit 
klart sich von einem anderen Gesichtspunkt als friiher (12.4.2) auf, 
warum die asymptotische Entwieklung von 10 fUr reelle t komplizierter 
ist (zwei Reihen) als fUr komplexe (eine Reihe). In der Umgebung von 
s = i ist 

Analog gilt in der Umgebung von s = - i: 
_1. 00 1 

l(s)=(-2i)~ ~ (-1)"r(v+il_(s+i/-:r. 
1"11: ~ v!(-2i)V 

11 =0 
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Die Differenz 
1 " 

1p(s) =/(S)_(2i)-2 "" (_1)" r(~v+tl (s-i)"-t 
v'n ~ v! (2Z) 

v=o 
_1 n 

_ (-:~-2-~ "" (- 1)" r(v + tl (s + i)v- t 
v'n ~ v!(-2i)" 

"=0 
beginnt mit den Potenzen (s - it + t bzw. (s + i)" + t, ist also auf 
der Geraden m s = 0 stetig und n-mal differenzierbar, und die nte Ab
leitung ist in jedem endlichen Interval1 integrabel. Nach Satz 4 (Fall 1 
und 2) ist also fUr reell gegen = wanderndes t (cp = 0): 

lim tn [Jo(t)- (2i)-t ~ (- 1)' r(v + tl. eitt- V - t 
t-+oo vn ~ r(!-VlV!(2i) .=0 , 

(- 2i)-l:2n (-1)" r(v+t) -it -.-t] - e t = 0 vn r(!-v)v!(-2i)" , 
.=0 

was auf denselben Ausdruck wie S. 242 fUhrt. Ebenso ergibt sich die 
Entwicklung fUr die anderen Richtungen cpo 

In 12.4.2 erreichten wir diese Resultate durch direkte Abelsche 
Asymptotik auf methodisch sehr viel einfacherem Wege. 

2. Asymptotische Potenzentwicklung fur F(t) bei t = =. 
In 13.1.2 leiteten wir unter gewissen Tauberschen Bedingungen 

aus einer Entwicklung von I (s) nach ganzen und gebrochenenPotenzen 
in der Umgebung von s = 0 eine asymptotische Entwicklung fUr F (t) 
bei t = = ab, die durch das Wegfallen der ganzzahligen Potenzen merk
wui-dig war. Formal dieselbe Regel HiBt sich unter ganz anderen Be
dingungen vermittels der Methode in 14.2 ableiten 166. 

Sa tz 1. F (t) sei lur t > 0 deliniert und liir t >- T (T lest >- 0) stetig. 
I (s) = B {F} sei liir ein reelles s = 0' > 0 einlach konvergent. Bei einem 
gewissen x > a sei das Integral 

+00 
J eity I(x + i y)dy 

-00 

liir t >- T gleichmajJig konvergent. I (s) sei, als regulare Funktion betrachtet, 
liir ~{ s >- 0 analytisch (also ein Stiick uber m s = 0 hinaus), mit A usnahme 
der Stelle s = 0, in deren Umgebung sich /(s) so darstellen lajJt: 

I (s) = : (ao + bo st + a1 s + b1 s~- + a2 52 + b2 st + ... ) . 
In dem Streilen 0 -< m s -< x strebe I (s) gleichmajJig in m s gegen 0 liir 
: ~ s i ->- =. Die Ableitungen f' (iy) , ... , I(n) (i y) 50llen liir 1 y 1->- = gegen 
o streben (n~ 1) und 1(1,+1) (iy) bei y = ± = absolut integra bel sein. 
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Dann ist 

lim tn [F(t) -ao--1-2 (-1t bv r(v; i)] = o. 
1 ..... 00 n-yt t 

v~O 

Bemerkung: Der Satz ist selbstverstandlich auch anwendbar, 
wenn aile a von vornherein verschwinden. 

Beweis: Die Voraussetzungen von Satz 4 [14.2] hinsichlich I sind 
Yl 00 

erfuilt. (Wegen der gleichmaBigen Konvergenz von fund f eit y I(n) (i y) d y 
-00 Y2 

fUr t>- T beachte man Lemma 2 in 14.2; die Voraussetzungen von Satz 1 
sind so formuliert, wie sie in den Anwendungen bei Differentialgleichungen 
meist erfUilt sind.) Setzen wir 

n .L 
a ~ '-2 

I(s)--;--.:;;;.;bvs =1p(s), 
V~O 

so ist 1p (s) fUr ffi s >- 0 regular mit Ausnahme der Stelle s = 0, in deren 
Umgebung es die Gestalt 

n+ .L 1p(S)=(a1 +a2 S+ .... l+bn + 1 s 2+ ... 

hat. Die Randwerte 1p (i y) sind daher n-mal differenzierbar, und 1p(n) (i y) 
ist in jedem endlichen 1ntervall integrabel. Also ist nach Satz 4, Fall 1 
und 2: il~·1.1 

[ n b -v-*] lim tn F(t)-ao-:2 r(-:+~) t - =0. 
t-+oo v=o 

Wegen 

r(-v+ ~)= (-1)";(V+t) 

ist das die Behauptung. 

Bemerkungen: 1. Man beachte, daBwirin 13.1 etwasmehrbewiesen 
haben. Dort wurde der vor der eckigen Klammer stehende Faktor 

nicht tn, sondern tn +t lauten. Der Faktor tn entspricht nicht genau dem, 
was wir asyrnptotische Darstellung im Sinne von Poincare (12.2) 
genannt haben. 

2. Man sieht hier deutlich, warum die in der Operatorenrechnung 
(vgl. 24.1) ubliche skrupellose Ubersetzung der Entwicklung von I (s) 
in der Umgebung von s = 0 nach gebrochenen Potenzen, ohne Hin
zunahme von Voraussetzungen, im allgemeinen nicht richtig sein kann. 
Denn abgesehen von einer ganzen Reihe weiterer Bedingungen muB 
dazu vor aHem s = 0 die einzige Singularitat auf ffi s = 0 sein. 1st 
das nicht der Fall, so werden bei der Ubersetzung der Entwicklung 
bei s = 0 die anderen Singularitaten uberhaupt nicht berucksichtigt 167. 
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IV. Teil. 

Integralgleichungen. 

15. Kapitel. 

Integralgleichungen vom reellen FaltungstypuS. 
§ 1. Die lineare Integralgleichung. 

279 

Wir beginnen jetzt mit der Behandlung von. Funktionalgleichungen 
vermittels der 2-Transformation, und zwar zunachst von gewissen 
Integralgleichungen. Eine Integralgleichung besteht in der Forderung, 
eine Funktion zu finden, ffir die eine vermittels Integralen gebildete 
Funktionaltransformation einen vorgeschriebenen Wert hat. Das ein
fachste Beispiel liefern die sog. linearen Integralgleichungen 

b 

G (t) = j K (t, r) F (r) dr (1. Art) 
a 

b 

F(t) =G(t) + jK(t,r)F(r)dr (2. Art) , 
a 

wo G und K gegebene Funktionen sind, wahrend F (t) gesucht wird. 
1st die obere Grenze b im Integral konstant, so heiSt die Gleichung vom 
Fredholmschen Typ, wird sie durch die Variable t ersetzt, so heiSt 
sie yom Volterraschen Typ. Es liegt hier eine vermittels eines Integrals 
gebildete Funktionaltransformation vor: 

b 

%{F} == j K(t,r)F(r) dr-G(t) 
a 

bzw. 
b 

% {F} == F (t) - j K (t, r) F (r) dr- G(t), 
a 

und verlangt wird, die Funktion F (t) zu bestirhmen, fUr die % {F} = 0 
ist. Die Theorie der linearen Integralgleichungen ist durch die Arbeiten 
von VOLTERRA, FREDHOLM, HILBERT, E. SCHMIDT und vielen anderen in 
voller Allgemeinheit durchforscht. Uber nichtlineare Integralgleichungen 
ist dagegen nur verhaltnismaSig wenig bekannt. Wir werden uns hier 
mit Gleichungen beschaftigen, die eine ganz spezielle Bauart haben, 
aber keineswegs linear zu sein brauchen. Es soll sich namlich urn solche 
Gleichungen handeln, bei denen die vorkommenden Integrale als F al
tungen (8.4) aufgefaSt werden kannen. Derartige Gleichungen nennen 
wir Integralgleichungen vom Faltungstypus. Durch- Anwendung der 
2-Transformation gehen die Faltungen der L-Funktionen in einfache 
Produkte der entsprechenden l-Funktionen fiber. 1m l-Bereich ent
spricht der Integralgleichung eine algebraische Gleichung, die ein unver
gleichlich einfacheres Problem darstellt. Aus ihrer Lasung erhalt man 
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durch Aufsuchen der entsprechenden L-Funktion die Losung der Integral
gleichung. Damit stoBen wir zum erstenmal auf eine Methode, die 
wir in der Folge unausgesetzt anwenden werden: Liegt im Obfektbereich 
eine komplizierte Funktionalgleichung (z. B. Integralgleichung oder 
Differentialgleichung oder Differenzengleichung u. a.) vor, so versuchen 
wir, sie durch eine Funktionaltransformation wie z. B. die B-Transforma
tion in ein einfacheres Problem im Resultatbereich zu "iibersetzen". LaBt 
sich dieses 16sen, so braucht man nur noch die Losung in den Objekt
bereich zuriickzuiibersetzen. Das Schema dieser Methode sieht also so 
aus: 

Schema. 

Objektbereich: Kompliziertes Problem --------------+ Losung 
c c 
o s 

1 ~ 1 
.. b.O <Jl 
C C c 
f'l =' oj 

~ ~ ~ 
Cd ] Cd 
.§ S § 
~ ~ ~ 
~ c 
=' =' 
~ ~ 

Resultatbereich: Einfaches Problem -------.-----+ Losung 

Anstatt die Losung in dem vorliegenden Bereich unmittelbar vorzu
nehmen, macht man den durch die drei Pfeile im Schema bezeichneten 
Umweg iiber einen zugeordneten Bereich. In den folgenden Kapiteln 
werden wir sehen, wie dadurch viele Probleme eine iiberaus durchsichtige 
Losung erfahren. 1m einzelnen stellen sich dabei natiirlich noch mancher
lei Schwierigkeiten ein. 

Wir erlautern das Gesagte zunachst !im Beispiel der linearen Integral
gleichung 168, 

1. Die lineare Integralgleichung zweiter Art. 

Es sei die lineare Integralgleichung zweiter Art yom Volterraschen Typ 
t 

(1 ) F(t) = G(t) + J K(t-7:)F(7:) d7: = G(t) + K *F 
o 

vorgelegt, bei der also der Kern K (t, 7:) nur von der Differenz t - 7: 
abhangt, so daB das Integral eine Faltung darstellt. Wir set zen zunachst 
voraus, daB G und K L-Funktionen sind und daB B {K} irgendwo absolut 
konvergiert, daB also K eine La-Funktion ist (s.3.2). Gibt es nun eine 
Losung F, die eine L-Funktion ist, deren B-Integral aber nicht absolut 
zu konvergieren braucht, so gilt nach Satz 7 [8.5J fUr die zugehorige 
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l-Funktion in einer Halbebene. wo B {F}, B {G} einfach und B {K} 
absolut konvergieren, die Gleichung 

(2) I(s) = g(s) + k(s) I(s). 

Das ist eine lineare algebraische Gleichung, die sich sofort 16sen laBt: 
g (s) 

(3) I(s) = 1-k(s) 

Damit (1) eine L-Funktion zur Lasung hat, ist also not wen dig, daB 

1 ~ (~) (s) in einer gewissen Halbebene eine l-Funktion darstellt. Eine 

spezielle der unendlich vielen zugeharigen L-Funktionen heiBe Fo. Aus 
(3) folgt (2) und hieraus nach Satz 1 [3.7J: 

t 

Fo(t) = G(t) + J K(t-7:)F(7:)d7:+No(t), 
o 

wo No(t) eine gewisse Nullfunktion ist. (f(s)-g(s)-k(s)/(s) ist iden
tisch 0, jede zugeharige L-Funktion, z. B. also auch F (t) - G (t) - K * F 
ist daher eine N ullfunktion.) Die F unktion F (t) = Fo (t) - No (t) ist 
also Lasung von (1), so daB die obige Bedingung auch hinreichend ist. 
Man findet F (t) folgendermaBen: 1st G (t) stetig, so muB wegen der 
Stetigkeit von K * F auch F (t) stetig sein. Man hat also aus den zu 
1 (s) geharigen L-Funktionen, die einzige (nach dem vorigen sicher vor
handene) stetigeauszusuchen. 1st G (t) nicht durchweg stetig, so muB 
F (t) dieselben Unstetigkeiten wie G (t) haben, d. h. F (t) - G (tl stetig 
"ein. Wir erhalten damit: 

Sat z 1. In der I ntegralgleichung mit der U nbekannten F (t\ 
t 

(1 ) F(t) = G(t) + / K(t-7:)F(7:) d7: 

sei G eine L-Funktion und K eine La-Funktion. Notwendig und hinreichend 

dalur, dafJ (1) eine L-Funktion zur Losung h;t, ist, dafJ ~(k~(-) mit e 1- s 
g(s) = B{G}, k(s) = B{K} eine ~-Funktion darstellt. Unter den unend
lich vielen z,ir:f gehOrigen L-Funktionen ist als Losung F diejenige aus
zuwiihlen, die die Dilferenz F (t) - G (t) zu einer stetigen Funktion macht. 

Es sei darauf hingewiesen, daB hierbei die gesuchte und die gegebenen 
Funktionen nicht wie in der klassischen Theorie meist ublich, als eigent
lich integrabel oder quadratisch integrabel vorausgesetzt zu werden 
brauchen, sondern daB sie beim Nullpunkt absolut uneigentlich inte
grabel sein kannen, so daB die Integralgleichung nach dem klassischen 
Sprachgebrauch eine "singulare" sein kann. 

Unser Resultat laBt sich nun nach verschiedenen Richtungen ver
bessern. Wir schreiben (3) in der Gestalt 

k(s) 
(4) I(s) =g(s)+g(s) 1-k(Sj' 
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Hieraus sieht man, daB unter unseren Voraussetzungen t (s) sicher eine 
l-Funktion ist, sobald 

(5) 
k (s) 

q(s) = 1-k(s) 

eine la-Funktion (siehe 3-3) darstellt, denn zu g' q gehOrt dann nach 
Satz 7 [8.5J z. B. die L-Funktion Q * G, wo B {Q} = q ist. (Welches 
unter den moglichen Q genommen wird, ist gleichgiiltig.) Setzen wir 

t 

F(t) = G(t) + Q * G - G(t) + J Q(t-r) G(r) dr, 
o 

so ist automatisch F - G stetig und daher F eine Losung. 
Damit erhalten wir: 
Satz 2. 1st G eine L-Funktion und K eine La-Funktion, so ist, damit 

(1) eine L-Funktion als Losung hat, hinreichend, dafJ q (s) = 1~~)(S) 
eine la-Funktion darstellt. Vermittels ihrer zugehOrigen La-Funktion Q (t) 
lafJt sich die Losung so darstellen: 

t 

(6) F(t) = G(t) + J Q(t-r) G(r) dr. 
o 

Damit ergibt sich die auch aus der klassischen Theorie der allgemeinen 
linearen Integralgleichung bekannte Form der Losung vermittels des 
sog. reziproken Kerns Q. Die beiden Gleichungen (1) und (6) sind zu
einander vollig reziprok. (6) kann als Integralgleichung fUr G mit dem 
Kern -Q aufgefaBt werden, deren Losung durch (1) gegeben wird. 
Nach (5) gilt: 

q (s) - k (s) = k (s) q (s), 
also 

t 

Q(t)-K(t) =! K(t-r) Q(r) dr. 
o 

Das ist die ebenfalls in der allgemeinen Theorie bekannte Relation 
zwischen den beiden Kernen K und Q;' die zeigt, daB jeder sich aus dem 
anderen durch Losung einer Integralgleichung ergibt. 

Die Bedingung, daB q (s) = 1 ~(2 (s) in einer Halbebene lR s >- (j 

eine la-Funktion darstellt, wobei k (s) in lR s >- (j seIber eine la-Funktion 
ist, ist schon erfUllt, sobald nur q (s) in lR s >- (j uberhaupt einen Sinn 
hat, d. h. wenn dort k (s) =j= 1 ist 169. Wir beweisen das hier aber nicht, 
weil der Beweis bisher nur mit Hilfsmitteln aus der modernen Theorie 
des Fourier-Integrals durchgefUhrt worden ist. Es ware wunschens
wert, hierfur einen im Bereich der in diesem Buch entwickelten Theorie 
verbleibenden Beweis zu haben. (V gl. den Beweis am SchluB dieses 
Abschnitts S. 287 fUr ein auBerhalb eines endlichen Intervalls ver
schwindendes K (t).) 
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Als Beispiel betrachten wir die folgende, in der Theorie der V\Tarme
leitung in einer Kugel auftretende Integralgleichung 170 

00 

F(t) = G(t) + v~ J e~,,2F (t- t~2 ) d2t 
1 

oder gleich die allgemeine 171 
00 00 

F (t) = G (t) - ;n J ~ n An e~ n' ,,' F (t - 1:2 ) d u , 
1 ,,~1 

y t 

wobei 00 

A(X) = 1 + 2: },,,xn 

n =1 

fUr I x 1< 1 als konvergent vorausgesetzt wird. Die spezielle Gleichung 
~l 

entspricht dem Fall A (x) = 1 - x. Durch die Substitution u = r ~ 
geht die Gleichung iiber in 

t 00 3 n2 

F(t)=G(t)--l!~ J ~nAnr~2e~ r-p(t-r)dT 

o ,,~1 

00 

= G(l) -F(t) * 2: An'IfJ(Z n, t), 
fl,=1 

wo'IfJ die aus 3.4 bekannte Funktion ist. Nach Hilfssatz 1 (Anhang) und 
der in 3.4, Beispiel 9, gefundenen Formel ist 

also 

00 

00 ,_ 

f(s) = g(s) - f(s) 2: An e~2n VS , 
n=l 

f (s) = -----,_-=-g-'-( s-,-) --

1 + '£ }," e~ 2n Vs 
n~l 

A (x) = 1 + 2: An xn ist in der Umgebung von x = 0 von 0 verschieden, 
n~l 

also ist A ~x) fiir I x 1< f} in eine Potenzreihe entwickelbar: 
00 

A~X) =1 + ~ fln Xn• 
n~l 

,r- - 1 
Folglich ist fiir I e~ 2ts I < f}, d. h. m -ys > - -£ 10gB: 

00 1 ~ = 1 + i;flne~2n(' = 1 + B[i;fln'IfJ(zn,i)1 
1 + L: }'ne~2nls n~l n~l 

n=l 

und 
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wird, was dann auf die in Satz 3 angegebene Lasung fUhrt *. Diese 
Lasung, wenn sie einmalgefunden ist, hat aber, wie wir oben zeigten, 
einen viel graBeren Geltungsbereich, den man nun ganz unabhangig 
von der Art der Herleitung der Lasungsformel abgrenzen kann. Dieses 
Prinzip liiuft also darauf hinaus, die Gesamtheit aZZer als gegeben und 
gesucht moglichen Funktionen als einen Raum aufzufassen und sich zu
niichst einmal auf einen Teilraum zu beschriinken, wo eine bestimmte 
Losungsmethode anwendbar ist; dann liifJt man die Methode ganz beiseite 
und sieht zu, in welchem grofJeren Teilraum die gefundene Losung auch 
noch einen Sinn hat (Fortsetzungsprinzip). 

Das ist ein Prinzip, das auch sonst in der Mathematik auftritt. Es 
sei z. B. daran erinnert, daB die erste Randwertaufgabe der Potential
theorie fur den Kreis durch das Poissonsche Integral gelast wird. Dieses 
kann man dadurch erhalten, daB man sich zunachst auf solche harmoni
schen Funktionen beschrankt, die mit ihrer konjugierten zusammen den 
Real- und Imaginarteil einer komplex en Funktion definieren, die auch 
noch uber den Kreis hinaus analytisch ist. Fur diese gilt die Cauchysche 
Integralformel, aus der man leicht das Poissonsche Integral durch Ab
trennen des Realteils erhalt. Nachtraglich verifiziert man aber, daB dieses 
Integral fur jede beliebige stetige Randfunktion eine harmonische Funk
tion mit den vorgeschriebenen Randwerten darstellt. - Wir werden dieses 
Prinzip vor aHem bei den Differentialgleichungen auch wieder benutzen. 

Wir kannen dem obigen Gedankengang bei unserer linearen Integral
gleichung noch eine andere Wendung geben derart, daB wir innerhalb 
der Methode der B-Transformation bleiben. Da in (1) fUr 0 < t -< T 
sowohl von den gegebenen wie von der gesuchten Funktion nur die Werte 
fUr Argumente zwischen 0 und T vorkommen, kann F (t) nur von diesen 
Werten abhangen. Es muB also fUr die Lasung in 0 < t -< T gleich
gultig sein, wie man die Werte fur t> T definiert. Setzen wir nun 

K (t) = 0 fUr t > T, 

F (t) = 0 fur t> T, 
so lautet (1) folgendermaBen: 

t 

F(t) = G(t) + J K(t-i)F(i) di III 0< t-< T, 
o 

T 

0= G(t) + J K(t-i)F(i) di in T < t < 2 T, 
t-T 

O=GW int~2T 

tn - 1 

* Z. B. der Kern K (t) '==' e- that diese Eigenschaft. Bei ihm ist K* 11 = e- t (n _ 1) ! 

(was man am einfachsten durch Ubergang in den la-Bereich verifiziert), also die Reihe 
DO DO t,,-1 

Q(t)=K(t) + ~ K*" = e- t ~ -(n-l)! = 1 
n=2 n=l 

fur t>-o konvergent und B{1.:K*n} = 1.:B{K*n}, vgl. Hilfssatz 1 (Anhang). 
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1st G (i) in 0 -< t -< T beschrankt, so kann man das Integral Q * G 
gliedweise ausfiihren: 

00 

n=2 

und die resultierende Reihe ist wieder gleichmaBig konvergent. Wir 
definieren nun eme Funktion F (t) durch (6), wobei Q durch (7) defi
niert ist: 

00 

(8) F(t) = G(t) + 2: K*"* G. 
11,=1 

Dann ist wegen der Beschranktheit von K und der gleichmaBigen KOll
vergenz der Reihe in (8) fUr 0 -< t -< T: 

00 00 

K * F = K * G + 2: K* n + 1 * G = 2: K * n * G 
n=l 11.=1 

= F (t) - G (t) , 

d. h. F (t) befriedigt die Illtegralgleichung (1) im Intervall 0 -< t -< T. 

So erhalten wir ein Resultat, das auf die S3-Transformation gar nicht 
mehr Bezug nimmt und auch nicht davon ausgeht, daB die Integral
gleichung fUr aile t > 0 erfullt sein solI, sOlldern nur in einem endlichen 
Intervall. 

Sat z 3. G (t) und K (t) seien im I ntervall 0 -< t -< T eigentlich inte
grabel*. Eine Losung der Integralgleichung (1) wird dann gegeben durch 

t 

F(t) = G(t) + J Q(i-r) G(r) dr, 
o 

wo 
00 

Q(t) = K(t) + 2: K*", 
n=2 

also 
00 

F (i) = G (t) + 2: K*" * G 
11-=1 

ist. 
Wir haben hier ein allgemeines Prinzip benutzt, das fur die ganze 

Behandlung von Funktionalgleichungen vermittels der Laplace-Trans
formation fundamental ist: Es gibt zweifeilos La-Kerne K, fUr die die 
durch (7) definierte Reihe in t > 0 konvergiert und fur die 

00 00 

S3{Q} = S3{K} + .2 S3{K*"} = 2: kn(s) = 1 ~(i(s) = q(s) 
,,~2 n~l 

ist, wobei S3 {Q} sogar absolut konvergiert, so daB Satz 2 anwendbar 

* Dann ist die oben geforderte Beschranktheit gewahrleistet. 
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wird, was dann auf die in Satz 3 angegebene Lasung fuhrt *. Diese 
Lasung, wenn sie einmal gefunden ist, hat aber, wie wir oben zeigten, 
einen viel graBeren Geltungsbereieh, den man nun ganz unabhangig 
von der Art der Herleitung der Lasungsformel abgrenzen kann. Dieses 
Prinzip lauft also darauf hinaus, die Gesamtheit aller als gegeben und 
gesucht moglichen Funktionen als einen Rattm aufzufassen und sich zu
nachst einmal auf einen Teilraum zu beschranken, wo eine bestimmte 
Losungsmethode anwendbar ist; dann lafJt man die Methode ganz beiseite 
und sieht zu, in welchem grofJeren Teilraum die gefundene Losung auch 
noch einen Sinn hat (Fortsetzungsprinzip). 

Das ist ein Prinzip, das aueh sonst in der Mathematik auftritt. Es 
sei z. B. daran erinnert, daB die erste Randwertaufgabe der Potential
theorie fUr den Kreis dureh das Poissonsehe Integral gelast wird. Dieses 
kann man dadureh erhalten, daB man sieh zunaehst auf solche harmon i
sehen Funktionen besehrankt, die mit ihrer konjugierten zusammen den 
Real- und Imaginarteil einer komplexen Funktion definieren, die aueh 
noeh uber den Kreis hinaus analytiseh ist. Fur diese gilt die Cauehysehe 
Integralformel, aus der man leieht das Poissonsehe Integral dureh Ab
trennen des Realteils erhalt. Nachtraglieh verifiziert man aber, daB dieses 
Integral fUr jede beliebige stetige Randfunktion eine harmonisehe Funk
tion mit den vorgeschriebenen Randwerten darstellt. - Wir werden dieses 
Prinzip vor aHem bei den Differentialgleichungen auch wieder benutzen. 

Wir kannen dem obigen Gedankengang bei unserer linearen Integral
gleichung noch eine andere Wendung geben derart, daB wir innerhalb 
der Methode der 2-Transformation bleiben. Da in (1) fur 0 < t -< T 
sowohl von den gegebenen wie von der gesuehten Funktion nur die Werte 
fUr Argumente zwischen 0 und T vorkommen, kann F (t) nur von dies en 
Wert en abhangen. Es muB also fUr die Lasung in 0 < t -< T gleich
gultig sein, wie man die Werte fUr t> T definiert. Setzen wir nun 

K (t) = 0 fur t > T, 
F (t) = 0 fUr t > T, 

so lautet (1) folgendermaBen: 
I 

F(t) = G(t) + J K(t-r)F(r) dr III 0< t -< T, 
o 

T 

O=G(t) + J K(t-r)F(r)dr in T<t<2T, 
I-T 

O=GW int~2~ 
---~~ 1',-1 

* Z. B. der Kern K (t) == e- I hat dieseEigenschaft. Bei ihm ist K* n = e- I (n _ 1)! 

(was man am einfachsten durch Dbergang in den la-Bereich verifiziert), also die Reihe 

Q(t)=K(t) + ~K*"=e-I ~-~=1 ....::;.; ....::;.; (n-i)! 
1£=2 1J.=1 

fur t>-o konvergent und 52{~K*"} = ~52{K*"}, vgl. Hilfssatz 1 (Anhang). 
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Wir bekommen also im ersten Intervall 0 < t -< T die alte Integral
gleichung; im zweiten Intervall T < t < 2 T mussen wir G (t) so defi
nieren, wie es die obige Gleichung vorschreibt, wobei von F (t) nur Werte 
aus dem ersten IntervaIl gebraucht werden; im dritten Intervall t>- 2 T 
mussen wir G(t) = 0 setzen. Jetzt sind 2 {F}, 2 {G} und 2 {K} sicher 
fUr aIle s absolut konvergent, wenn G und K nur I-Funktionen, also 
erst recht, wenn sie in 0 -< t -< T eigentlich integrabel sind. Wie oben 

00 

sieht man, daB dann die Reihe K + .."1: K*n in jedem endlichen Intervall 
n=2 

gleichmaBig konvergiert und I K*n 1< M (t,: ~:~!l ist, weil ja jetzt K = 0 

fur t> T ist und daher in jedem Intervall unter derselben Schranke M 
wie in 0 -< t -< T liegt. Man kann also nach Hilfssatz 1 (Anhang) die 
2-Transformation fUr ffi s > M gliedweise vornehmen, da dann 

00 00 

~ f e- 91st /K*n/ dl< ~ Mnfe- 91's1 t"-l dt ~ ~-~ 
~ ~ (n-1)! ~ (lRs)n 

o 0 

konvergiert, womit die S. 284 ausgesprochene Bedingung fUr das Be
stehen von (7) erfilllt ist. - Fur einen auBerhalb eines endlichen Inter-

valls verschwindenden Kern K (t) existiert also zu q (s) = 1 ~ ~\s) immer 

eine L-Funktion Q(t) in der Gestalt (7). Vgl. dazu die allgemeinere 
Behauptung S.282 172• 

2. Die lineare Integralgleichung erster Art. 

Spezielle Gleichungen erster Art werden wir in § 3 behandeln. Hier 
sei nur kurz auf zwei Behandlungsweisen hingewiesen, zunachst auf 
eine Moglichkeit, die Gleichung aul eine einlachere Hillsgleichung zuriick
zuluhren. In der Gleichung 

K *F = G(t) 

sei G fur t > 0 differenzierbar und in t = 0 stetig, K, G und G' seien 
La-Funktionen. Damit es eine L-Funktion F als Losung gibt, ist not
wendig und hinreichend, daB 

k(s) I(s) = g(s), 

also % ~~ = 1 (s) eine l-Funktion ist. Angenommen, die Gleichung 

K*C/J=1 
sei durch eine L-Funktion C/J 16sbar. Dann ist 

1 
k(s)rp(s) =-;, 

also 
I(s) =sg(s)rp(s) = [sg(s)-G(O)]rp(s) +G(O)rp(s) 

= 2 {G'} rp (s) + G (0) rp (s) 
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nach Satz 1 [8.3]. Da £\ {G'} nach Voraussetzung absolut konvergiert, 
so ist I (s) eine l-Funktion, und zwar gehort dazu als L-Funktion: 

F (t) = G' * (]J + G (0) (]J (t) . 

Die Voraussetzungen liber die Funktionen im Unendlichen, d. h. liber 
die Existenz ihrer £\-Transformierten, sind natlirlich wieder liberfliissig, 
und man kann dieselbe Losung auch ganz ohne Anwendung der £\-Trans
formation finden: Aus K * F = G folgt: 

K*F*(]J=G*(]J. 

1st K * (]J = 1, so steht da: 
F*1=G*(]J. 

F erhii.lt man hieraus durch Differentiation gemii.B Satz 2 [8.4J 173. -

Man sieht sofort, daB man auch die Hilfsgleichung 

K*(]J=e"t 

benutzen kann. Dann erhii.lt'man 

oder 
F * e"t = G * (]J 

t 

J e- "T F(T) dT = e- at (G *(]J), 
o 

woraus sich wieder F (t) durch Differentiation berechnen laBt. 
Die zu K *F = G im I-Bereich gehOrige Gleichung k(s) I(s) = g(s) 

ist zwar sofort losbar: I(s) = ! ~-, es ist aber nicht moglich, die zuge

horige L-Funktion allgemein anzugeben. Der Faltungssatz ist nicht 

anwendbar, da k ~S) sicher keine l-Funktion ist *. Manchmal fiihrt aber 

folgender K unstgrill zum Ziel: Set zen wir 
t 

(/> (t) = J F (T) dT = F * 1 , 
o 

so ist, wenn Feme L-Funktion ist: 

so daB 

1 
cp(s) = I(s) -s' 

1 
cp(s) = g(s) s k (s) 

wird. Es kann nun sein, daBs k\S) eine la-Funktion: S k\S) = £\{P} 

ist. Dann erhii.lt man: 
t 

(]J(t) = J F(T) aT = G * P. 
o 

1 * Das folgt schon daraus, daB k (s) -~ 0 fiir s ->- 00, also Tk(Sf ->- 00. 
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Hat die Funktion G * Peine integrierbare Ableitung, so konnen wir 
F gleieh dieser setzen. - Diese Methode Hiuft darauf hinaus, die gegebene 
Integralgleiehung dureh 

K*F*1=G*1 
zu ersetzen. Offen bar kann man sie dadureh erweitern, daB man 

(j>(t) =F * '1*" (n=2,3,·,,) 
setzt, wodureh man 

g (5) 
<p(s) = --

sn k (s) 
1 1 

erhalt. Wenn aueh k (5) keine l-Funktion ist, so kann doeh 
sn k (5) 

eine solche sein; dann laBt sieh wieder der Faltungssatz anwenden. 
Ein Beispiel fw diese Methoden werden in § 3 kennenlernen 174. 

§ 2. Allgemeine Integral- und Integrodifferentialgleichungen 
yom Faltungstypus. 

N aeh derselben Methode wie in § 1 kann man Integralgleiehungen 
behandeln, in denen Faltungen bdiebig hoher Ordnung vorkommen. 
Dabei nehmen wir im Hinbliek auf spatere Anwendungen gleieh noeh 
eine Verallgemeinerung vor, indem wir zulassen, daB die gesuehte Funk
tion vor der Faltung mit einem Polynom multipliziert werden darf175. 

Es sei (j> (xo, Xl> ••• , Xn; Yl>"" yp) eine ganze rationale Funktion 
von n + p + 1 Variablen. Sind G1 (t), ... , Gp(t) gegebene La-Funktionen, 
F(t) eine beliebige Funktion, so ersetzen wir in (j> die Variable Xv dureh 
tVF(t), y" dureh G,,(t) und alle Multiplikationen auBer denen mit Kon
stanten dureh Faltungen, also das Glied 

A X"" X"" X"',, y{J, y{Jp o 1'''n I'''P 

dureh 
A F*"" * (tF)* "" * ... * (tn F)*cx" * G~{J, * ... * G;{Jp . 

Dann ist in leieht verstandlieher Bezeiehnungsweise 

(1) (j>(F*, (tF)*, ... , (tn F)*; Gf, ... ,Gt) = 0 

eine Integralgleichung vom Faltungstypus fiir F. 

Angenommen, die Gleiehung (1) habe eine Losung F, die eine La
Funktion ist. Dann sind aueh t F, ... , tn F La-Funktionen, und naeh 
den Gesetzen IVb und IUb gilt: 

(2) (j>(f, - /', ... , (-1)" 1("); gl"'" gp) = 0, 

wo I, gl' ... , gp die la-Funktionen zu F, Gl> ••• , Gp sind. I (s) erfiillt also 
eine algebraische Dillerentialgleichung nter Ordnung, im Fane n = 0 
eine gewohnliehe algebraisehe Gleiehung. Dbrigens sind die Koeffi
zienten analytiseh in einer Halbebene, und t (s) ist selbst aueh in einer 
Halbebene analytiseh. - 1st umgekehrt eine Losung t (s) von (2) eine 

Doetsch, Laplace-Transformation. 19 
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la-Funktion und ist F (t) eine ihrer La-Funktionen, so bringt diese zwar 
im allgemeinen die linke Seite von (1) nicht identisch zum Verschwinden, 
macht sie jedoch identisch gleich einer Nullfunktion. Denn dann ist 

([>(£{F}, £{tF}, ... , £{tnF}; £{G1 } .•• , £ {Gp}) = 0 
oder 

£ {([>(F*, (tF)*, ... , (tn F)*; Gi, ... , Gt)} = 0, 
also 

([> (F*, (tF) *, ... , (tn F) *; Gi, ... , G;) = Nullfunktion. 

Hat die Integralgleichung (1) La-Frinktionen zu Uisungen, so kann 
man diese demnach so finden: 

1. Man transformiere die Gleichung (1) in die entsprechende Diffe
rentialgleichung bzw. algebraische Gleichung (2) und suche diejenigen 
Losungen, die in einer Halbebene analytisch sind. 

2. Man lese unter dies en diejenigen aus, die la-Funktionen sind. 
3. Man wahle unter den ihnen entsprechenden La-Funktionen die

jenigen aus, die die linke Seite von (1) nicht bloB zu einer Nullfunktion, 
sondern identisch zu 0 machen. - 1st das von F freie Glied der Glei
chung (1) stetig und kommt F auch nichtintegriert vor, so kann F nur 
stetig sein, da alle Faltungsintegrale stetig sind. 

Mit dieser Methode lassen sich noch wesentlich allgemeinere Funk
tionalgleichungen 16sen. Man kann z. B. zulassen, daB F noch von 
einem Parameter IX abhangt und daB nach diesem differenziert wird, 
da unter geeigneten V oraussetzungen 

£ {8F(t, OI:)l=~£{F} 
801: J 801: 

ist; dann erhalt man im I-Bereich eine partielle Differentialgleichung. 
Oder man kann zulassen, daB Ableitungen von F nach t vorkommen, 
die sich gemaB Gesetz IlIa transformieren. (Dann laBt sich allerdings 
die Gleichung auch auf eine von dem zuerst behandelten Typ zuriick
fiihren, indem man die hochste vorkommende Ableitung F(k)(t) gleich 
einer neuen Unbekannten P(t) und F(k-l) (t) = P(t) * 1 + F(k-l) (0), usw. 
setzt. Es stellte sich aber schon in § 1 (Ende) heraus, daB es gerade 
zweckmaBig sein kann, die Ableitungen stehen zu lassen bzw. sogar 
einzufiihren.) Beide Typen waren als Integrodifferentialgleichungen zu 
bezeichnen. 

Beispiel: Wir illustrieren die Methode an der quadratischen Integral
gleichung* 176 

* Man sieht ihr sofort an, daB keine Lbsung fur t ~ ° beschrankt bleiben kann. 
Denn dann wurde F * F ~ 0, F * 1 ~ 0, t F (t) ~ ° fur t ~ ° sein, was der Integral
gleichung widerspricht. 
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Ihr entspricht die Differentialgleichung 

f2(s) + f~s) + 2f'(s)-~ = O. 

Setzt man s = x 2 und l(x2) = y(x), also y'(x) = f'(x 2) 2 X, d. h. 

f' (x 2) =;};; y' (x), so geht sie tiber in 

(x y)2 + y + x y'-1 = O. 

Durch die Substitution x y = Z, also x y' + y = z' erhalt man: 

z' = 1_Z2. 

Die allgemeine Losung lautet 

J~=Jdx, 1-4'" 
also 

1 1 +z 
-log--= x+ c 
2 l-z 

oder 

Hieraus ergibt sich 

.( ~ + ) 1 e- s C - 1 

1 (s) =!, (.).. ) 
s" e2 s2+c +1 

1 es{+c_e-(;~+c) 1 6in(s}+c) 

- s'~ est+c+e-(s~+c) = s~ (fof(si+ c) 

mit beliebigem komplexen c. Zur Berechnung von F (t) benutzen wir 

die Methode der Reihenentwicklung aus 7.5. Die GroBe st kann bei 
reellem positiven s das positive oder negative Vorzeichen haben. 1st 

zunachst s! negativ, so ist 2 (st + c) fUr hinreichend groBe s negativ, 

also I i(s~ +c) I < 1, so daB wir schreiben konnen: 

00 

I(s) = s-t (e2(S~+c)_1) L: (_1)n e2n (s!+c) 
n=O 

= s -t! ~ (-1)" e2(n+ 1) (st+ c) _ ~ (-1t' e2n (st+ c)1 

=-s-t!l +2~(_1)"in(st+c)l. 
1 2nst .1 

Zu le gehort, wenn S2 das negative Vorzeichen hat, d. h. wenn 
S2 

~ e2nVs = __ 1_ e-2niVs] 
1 ' J I ' 

S2 I S2 

19* 
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die L-Funktion -x (2 n, t) (s. S.25), so daB, da nach Hilfssatz 1 (Anhang) 
das £-Integral mit der Summe vertauschbar ist, F (t) eine La-Funktion 
darstellt mit folgender Entwicklung: 

00 

F(t) = X(O, t) + 2.I (-1)" e2nc X(2 n, t) 
n=l 

= 1 11 + 2 ~(_1)"e2nc- ~'fl, 
lint ~ 

n=1 

wo it positiv zu nehmen ist. Ersetzen wir c durch - c + ~ i, so kannen 

wir schreiben: 

F(t) = ~11 + 2 ~ e- 2nc - ~') = U(c, t). 

Bei Wahl des wir /(s) so um: 

und kannen nun wieder in eine geometrische Reihe entwickeln, was 'auf 
denselben Wert fUr F fUhrt. - Aus der Integralgleichung folgt, daB jede 
Lasung stetig sein muB. Da dies von U (c, t) erfilllt ist, so stellt es wirklich 
Lasungen dar. Die Konstante c kann jede komplexe Zahl bedeuten. 

Damit haben wir gezeigt, daB die Integralgleichung unendlich viele 
Lasungen hat und daB diejenigen, die La-Funktionen sind, durch die 
obige Reihe dargestellt werden. Diese hat den Charakter einer Theta-

funktion; fUr c = ° bzw. c = ~ i erhalt man die Funktionen {}2(0, t) 

bzw. {}a (0, t). U (c, t) existiert offenbar fUr ffi t > 0, ist aber nach bekannten 
funktionentheoretischen Satzen nicht liber die imaginare Achse fort-

setzbar. Eine Ausnahme macht nur der Grenzfall U (00, t) = 11'1 . 
nt 

Flir diese Funktion zerfallt librigens die Integralgleichung: Hier ist 
schon einzeln F * F - 1 = ° und F * 1 - 2 t F (t) = 0. 

In derselben Weise, wie wir hier Integralgleichungen yom Faltungs
t 

typus F] ! F2 '==' f Fl (r) F2 (t- r) d r durch die £r -Transformation erledigt 
o 0 

haben, kann man Integralgleichungen, in denen die Integrale vom Typus 
+00 +00 

Fl * F2'=='f Fl(r) F2(t-i)di (vgl. S. 161) sind, vermittels der S3 rr 
-00 -00 

Transformation oder besser, da dazu weniger Voraussetzungen natig 
sind, mit der Fourier-Transformation angreifen. Vgl. dazu die Satze 1 
und 2 [8.5] 177. 
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§ 3. Die Abelsche Integralgleichung 
und die Differentiation und Integration nichtganzer Ordnung. 

1. Die A belsche In tegralgleich ung. 

Wir wollen als Beispiel unserer Theorie eine bekannte, von Abel 178 

geloste lineare Integralgleichung erster Art etwas ausfUhrlicher behandeln, 
weil sie in vielen Gebieten der Analysis eine fundamentale Rolle spielt. 
Sie lautet: 

t 

(1) G(t)=J(t-T)_"d~;-c)dT=t-"*F' fUr t>O mit 0<0<:<1, 
o 

wo G gegeben und F gesucht ist. Wir ersetzen mit Absicht die Ableitung 
F' nicht durch eine andere Funktion, weil gerade der Ansatz der Un
bekannten als Ableitung die Losung ermoglichen wird (vgl. § 1, Ende). 
G (t) sei eine L-Funktion und fUr t > 0 stetig, denn diese Bedingung muE 
notwendig erfUllt sein, damit eine Losung existiert. Wir suchen solche 
Losungen F, die in t = 0 stetig sind und deren Ableitung eine L-Funktion 
ist. Wenn es solche gibt, so muE, da £{t-""} absolut konvergiert, nach 
Satz 7 [8.5J und Gesetz IlIa im I-Bereich die Gleichung gelten: 

r(1 -IX) 
(2) g(s) = -1-" (s j (s) -F (0)). 

s 

(Dies wurde sogar fUr 0<: < 1 richtig sein.) Ihre Losung lautet: 
F (0) 1 

(3) j(s) =-s-+ r(1_IX)S"g(s). 

Die hierzu gehorigen L-Funktionen kann man sofart angeben (erst hier 
wird die Varaussetzung 0<: > 0 gebraucht): 

F(t) =F(O) + r(1 _1IX) r(IX) t,,-1* G(t) + Nullfunktion. 

Da F (tf differenzierbar, also stetig sein muE, so kommt nur 

(4) F(t) =F(O) + r(1_11X) r(IX) t,,-i * G(t) 

in Frage. Wenn diese Funktion differenzierbar und F' eine L-Funktion 
ist, so stellt (4) tatsachlich eine Losung von (1) dar, denn aus (4) folgt (3) 
und (2) und hieraus auf Grund unserer Varaussetzungen schlieBlich (1). 
Wenn G (t) in t = 0 stetig ist und G' (t) fUr t > 0 existiert und eine L
Funktion ist, so ist F (t) nach Satz 2 [8.4J sicher differenzierbar und 

1 
F'(t) = r(lX)r(1-1X) (l,,-1*G'+G(0)t"-1) 

offenbar eine L-Funktion. Benutzen wir noch den sog. Erganzungs
satz der F-Funktion: 

1 sin IX n 
r(lX) r(1- IX) ---n-

so erhalten wir das Ergebnis: 
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Satz 1. G(t) sei filr t>o differenzierbar und in t=o stetig, G'(t) 
sei eine L-Funktion. Dann hat die Integralgleichung (1) die einzige L
Funktion 

F(t) =F(O):..r- sinocn trL - 1 * G(t) 
n 

als Losung, und es ist 

(5) F' (t) = Sinnoc)7; (trL-l * G' + G (0) tcx - 1) 

ebenfaUs eine L-Funktion. 
N ach dem in § 1 al.isgesprochenen F ortsetzungsprinzip kann man 

nun aber unmittelbar verifizieren, daB (5) auch ohne Voraussetzungen 
fiber das Verhalten der Funktionen im Unendlichen eine Losung von (1) 
ist. Es ist namlich 

also 

= G' * 1 + G(O) = G(t). 
Damit erhalten wir: 

Sat z 2. G (t) sei filr t > 0 differenzierbar und in t = 0 ste#g, G' (t) 
sei eine I-Funktion. Dann hat die Integralgleichung (1) die Losung (4) 
bzw. (5). F' ist eine I-Funktion und filr t> 0 stetig. 

Es kann fibrigens (abgesehen von der trivialen Addition von Null
funktionen) keine weitere I-Funktion als Losung F' geben, denn wenn 

t- rL * F~ = G (t) und t- rL * F~ = G (t) 

ist, so hat man 

also 

oder 
t 

J (F; (.) - F~ (.)) d. = O. 
o 

F; - F~ ist also eine N ullfunktion. 

Wir konnen das Ergebnis auch so formulieren: 

Sat z 3. G (t) sei filr t > 0 differenzierbar und in t = 0 ste#g, G' (t) sei 
eine I-Funktion. Die einzige I-Funktion cJ> (t), die der Integralgleichung 

(6) G(t)=t-rL*cJ> (0<01:<1) 

genilgt, ist die stetige Funktion 

(7) cJ>(t) = sinjf,OCjf, (tcx-1*G'+ G(O)ta - 1), 

wenn man von der trivialen Moglichkeit, zu cJ> Nullfunktionen zu addieren, 
absieht. 
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Unter zusatzlichen Voraussetzungen kaIin man der Lasung noch 
eine Form geben, die fur spatere Zwecke instruktiv ist. Sind G und 
(/J L-Funktionen, so entspricht der Gleichung (6) im l-Bereich: 

r(1-oc) 
g(s) = I-IX cp(s), 

s 
also 

cp(s) = r(1 _ oc) s,,-1 g(s). 

Wir nehmen nun an, daB G' (t), ... , G(v) (t) fUr t >- 0, Ov + 1) (t) fUr t > 0 
existiert und G(v) (t) in t = 0 stetig, daB femer G(' + t) (t) eine L-Funktion 
ist. Aus der UmfomLUng 

1 {G (0) G' (0) G(v) (0) 
cp(s) = r(1 -oc) ~+ slX+1 + ... + SIX+'· 

+ SIX~' [sv+ 1g (S)-G(0)s'-G'(0)S,,-1_ ... _ 0V)(0)J} 

folgt nach Gesetz IlIa: 

1 { tlX - 1 , tlX ,t,,+v-1 
(/J(t) = r(1-oc) G(O) r(oc) +G (0) r(oc+1) + "'+G'v)(O) r(oc+v) 

tlX + v - 1 } 
+ ov+l)(t) * r(oc+v) . 

Man sieht wiederum, daB diese Lasung179 auch ohne die Voraussetzungen 
uber G(" + 1) (t) und (/J (t) im Unendlichen richtig ist. Denn wegen 

ta*tb = r(a+1)r(b+1) ta+b+1 (a>-1,b>-1) 
r(a+b+2) 

gilt fur das gewonnene (/J (t) : 

-IX 1 { r(1-OC) , r(1-oc) 
(/J(t)*t =r(1_OC)G(O) r(1) +G(O) T(2) t+ .. · 

+0")(0) r(1-oc) t'+Ov+1)(t) * T{1-oc) tvl 
T(v + 1) T(v+ 1) J 

t t" t" 
=G(0)+G'(0)1T+"'+ G"(0)VT+ OV +1)(t)* r(v+1)' 

Das ist die Taylorsche Entwicklung von G (t) mit Integralrestglied. 
Es ergibt sich also: 

Satz4. G(t) sei fur t>-o v-mal, fur t>o v+1-mal ditferenzierbar 
(v >- 0); G(') (t) sei in t = 0 stetig, 0" + 1) (t) eine I-Funktion. Dann hat die 
I ntegralgleichung * 

(8) 

* Wir ersetzen wegen der spateren Anwendungen G (t) durch r (1 - oc) G (t), 
so daB die oben gefundene Funktion (J> (t) jetzt mit r (1 - oc) zu multiplizieren ist. 
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n1£r eine I-Ftmktion als Los1£ng (abgesehen von der trivialen Addition von 
Nullfunktionen) , namlich die fur t > 0 stetige Funktion: 

t,,-l t" t,,+,·-1 
(9) (f>(t)=G(O) r(rx) +G'(O) r(~+l) +···+0')(0) r(rx+v) 

«+.-1 + G(' + 1) (t) * t . 
r(rx + v) 

Bisher war immer 0 < (f.. < 1. Fiir (f.. >- 1 hat die Abelsche Integral
gleichung iiberhaupt keinen Sinn, da t-" nicht integrabel ist. Dagegen 
wollen wir sie jetzt fUr (f.. -< 0 behandeln, schreiben aber besser rx = - fJ 
und betrachten 180 

(10) G (t) = tfJ * (f> (t) mit fJ >- O. 

Damit die Gleichung iiberhaupt I-Funktionen zur Lasung hat, muB 
notwendig G (t) fUr t >- 0 stetig und G (0) = 0 sein. 

t 

Der Fall fJ = 0, d. h. G(t) = J (f>(T) dT bBt sich so fort erledigen. 
o 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafUr, daB eine Funktion 
G (t) ein Integral ist, HiBt sich nur bei Lebesgueschen Integralen angeben. 
Bei Riemannschen Integralen miissen wir uns mit der hinreichenden 
Bedingung begniigen: G(t) hat eine integrable Ableitung. lst dies erfiillt, 
so ist (f> (t) = G' (t). 

1st nun fJ> 0, so muB nach Satz 2 [8.4J G (t) fUr t> 0 differenzier
bar und 

G' (t) = fJ tfJ - 1 * (f> (t) 

sein. Hieraus folgt, daB G' (t) fUr t > 0 stetig ist. 1st fJ >- 1, so ist G' (t) 
nach Hilfssatz 3 (Anhang) auch in t = 0 vorhanden und stetig und 
G'(O) = O. 

1st fJ> 1, so ist abermals nach Satz 2 [8.4J G' (t) fUr t> 0 differen
zierbar und 

Gil (t) = fJ (fJ - 1) jP - 2 * (f> (t) , 

also Gil (t) fUr t> 0 stetig, und bei fJ >- 2 ist Gil (0) = 0; usw., allgemein: 
fUr fJ > n: G(n) (t) in t = 0 stetig, G(n) (0) = 0, G(n+l) (t) fUr t> 0 vor

handen und stetig; 
fUr fJ = n + 1: auBerdem G(n + 1) (t) in t = 0 vorhanden und stetig 

und G(n+l) (0) = O. 

Dies kannen wir so ausdrucken: 

Satz 5. Damit die Integralgleichung (10) eine I-Funktion zur Losung 
haben kann, m~tfJ G (t) notwendig folgende Eigenschaften haben: I st 
n -<fJ < n + 1 (n = 0,1,2, ... ), so ist G' (t), ... , On) (t) fur t>- 0 vor
handen und stetig, G (0) = G' (0) = ... = G(n) (0) = O. Fur n < fJ < n + 1 
ist sagar G(n+l) (t) fur t > 0 vorhanden und stetig, ~md es gilt: 

O,,+I)(t) =fJ(fJ-1), ... , (fJ-n) t fJ - n- 1 *(f>(t). 
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Fur fJ = n ist 
On) (t) = fJ! 1 * C/> (t) . 

Diese beiden Gleichungen sind mit der urspriinglichen aquivalent, 
da man aus ihnen durch wiederholte Integration, d. h. Faltungen mit 1 
die urspriingliche Gleichung zuriickgewinnen kann. Man hat dazu nur 

1*n+1= (tn ) und die oben angegebene Formelfiirta*tb zu beachten. r n+ 1 

Da fUr n < fJ < n + 1 der Exponent fJ - n - 1 zwischen - 1 und 0 
ausschlieBlich liegt, so ist in diesem Fail durch Satz 5 die Integral
gleichung (10) auf die Gleichung (6), im Faile fJ = n auf die vorab erledigte 
Gleichung (10) mit fJ = 0 zuriickgefUhrt. Wenden wir Satz 4 an, so 
ergibt sich: 

Sat z 6. V orgelegt ist die I ntegralgleichung 
t{J 

(11) G (t) = r (fJ + 1) * C/> (t) mit fJ >- O. 

Die Funktion G (t) erfulle die in Satz 5 genannten notwendigen Bedingungen. 
I st fJ eine ganze Zahl n = 0, 1, 2, ... , so ist die Gleich~tng aq~tivalent mit 

t 

( 12) G(n) (t) = J C/> (T) dT; 
o 

ist G(n + 1) (t) 

(13 ) 

vorhanden und eine I-Funktion, so ist 
C/> (t) = G(n + 1) (t) . 

Ist n < fJ < n + 1 (n = 0,1,2, ... ), so ist die Gleichung aquivalent mit 

(14) G(n+1)(t) _ tfJ - n
-

1 *C/>(t)· 
- r(fJ-n) , 

ist G(t) fur t>- 0 n + v + i-mal (v>- 0), fur t > 0 n + v + 2-mal differen
zierbar, G(n+.+1) (t) in t = 0 stetig und On+.+2) (t) eine I-Funktion, so hat (11), 
abgesehen von additiven Nullfunktionen, nur eine I-Funktion als Losung, 
namlich die fur t> 0 stetige Funktion 

tn-{J tn - (J + 1 
(15) C/>(t) = G(n+1) (0) + G(n+ 2) (0) + ... 

r(n-fJ+1) r(n-fJ+2) 

tn-{J+v tn - fJ +' + G(n +v+ 1) (0) + On +. + 2) (t) * ~-~----c---:-
r(n-fJ+v+1) r(n-fJ+v+1)' 

Setzt man in Satz4 rx.=-:-fJ, so ist -1<fJ<O, und man erkennt, 
daB die dortige Formel (9) mit (15) iibereinstimmt, wenn man in (15) 
n = - 1 setzt. Daher gilt Satz 6 auch fur fJ > -1 . 

Wir fassen nun die Satze 4, 5 und 6 zusammen und setzen fJ = ,U - 1, 
wodurch sich ergibt: 

Sat z 7. Damit die I ntegralgleichung 
tl' -1 

(16) G(t) = r(ft) *C/>(t) mit p>O 

eine I-Funktion zur Losung hat, mufJ G (t) folgende Bedingung erfullen: 
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O<fl<1: G(t) lur t>o stetig; 

n-<fl<n+1 (n>-1 ganz): G'(t), ... ,G(n-I)(t) lur t>-O vorhandel1 
und stetig, G(o) = G'(O) = ... = On-I) (0) = 0; 

n < fl < n + 1: aufJerdem G(n) (t) lilr t> 0 vorhanden und stetig. 

1st fl eine ganze Z ahl n = 1, 2, ... , so ist die Los~mg von (16) identisch 
mit der von 

(17) 

ist daher G(n) (t) 

( 18) 

t 

G(n-I)(t) =! CP(T) dT; 
o 

vorhanden und eine I-Funktion, so ist 

cP (t) = G(n) (t) . 

1st n <fl < n + 1 (n = 0,1,2, ... ), so ist (16) dann und nur dann losbar, 
wenn 

(19) 
tf.l-n -1 

G(n) (t) = * cP (t) 
r(fl-n) (-1 <fl-n-1 <0) 

eineLosung hat; ist G(t) lur t >- 0 n + v-mal (v >- 0), lur t > 0 n + v + i-mal 
ditterenzierbar, G(n + v) (t) in t = 0 stetig undG(n +. + 1) (t) eine I-Funktion, 
so hat (16), abgesehen von additiven Nulliunktionen, nur eine I-Funktion 
als Losung, niimlich die.lur t > 0 stetige Funktion 

tn-f.l tn-f.l- I 
CP(t) =G(n) (0) r(n-fl+ 1) +G(n+I)(o) r(n-fl+ 2) + ... 

(20) 

2. Integration und Differentiation nichtganzer Ordnung. 

Dieses Ergebnis laBt nun eine sehr anschauliche Deutung zu, wenn 
man den Begriff der (reellen) Integration und Differentiation nicht
ganzer Ordnung einfUhrt18I• Wir bemerken schon hier und werden es im 
24. Kapitel deutlich sehen, daB es keine eindeutige und universelle Weise 
der Definition dieser Begriffe geben kann, sondern daB dabei immer 
ein gewisser Punkt der reellen Achse, z. B. t = 0 oder t = -00, all
gemein t = to ausgezeichnet werden muB und die Definition sich dann 
nur auf t > to bezieht. Bei der Verwendung der verallgemeinerten Inte
gration und Differentiation in der Theorie der partiellenDifferential
gleichungen entspricht dem die Tatsache', daB dort das Problem stets 
fUr ein bestimmtes Intervall, z. B. t > 0 oder alle t, gestellt wird. Die 
Definition, die wir hier im AnschluB an die AbeIsche Gleichung ein
fUhren, beruht auf der Auszeichnung des Punktes 0 (vgl. 24.1). 

Dazu gehen wir aus von der fl-fachen Iteration (fl >-,1 ganz) der 
Integration einer I-Funktion cP (t) von 0 bis t> 0: 

t 'l"s T2 

I(f.l)CP =! dTf.l'" dTa! dT2 ! CP(TI ) dTI . 
000 
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Verrnittels der Faltungssymbolik k6nnen wir einfaeh sehreiben: 

1(") cf> = cf> * 1 * 1 * ... * 1 = cf> * 1*" . 
T '2 

~ 

" 
Nun ist aber 1*" = ~~; ,also laBt sieh 

einfaehes ausdrfteken: 

das ,u-faehe Integral dureh ein 

t 

tp-1 1 f 
(21) I!I')cf> = cf>* r(l-') = r(l-') cf>(T) (t-T),,-ldT. 

o 
In dieser neuen Gestalt steht aber niehts im Wege,,u aueh nieht ganz
zahlig, und zwar beliebig > 0 zu wahlen (,u k6nnte sogar komplex 
mit m,u > 0 sein). Wir definieren daher das ,u-tach iterierte Integral 
I(")cf> von cf>, jeweils von 0 bis t > 0 erstreekt, fur ,u > 0 dureh die 
Gleichung (21) 182. 

Aus 
t,,-l tA- 1 t,,+A-l 

cf> * r(l-') * r(l) = cf> * r(1-' + l) 
folgt 
(I) I(A) {I!I') cf>} = 1(") {I(A) cf>} = 1(" + A)cf> . 

Zu einer entspreehenden Verallgemeinerung des Begriffs der Ableitung 
kommt man nun so: Ist,u ganz >- 1 und I!I') cf> = G (t), so ist naeh Satz 7 

cf> (t) = G!I') (t) , 

falls G(") (t) vorhanden und integrabel und G (0) = G' (0) = ... = G(,,-l) (0) =0 
ist. Es liegt also nahe zu definieren: Unter der p,ten Derivierten D(")G 
(,u > 0)* einer fur t::o- 0 definierten Funktion G(t) versteht man die 
L6sung der Integralgleichung 

t,,-l 
(22) I(")cf>=cf>* r(l-') =G(t), 

falls sie existiert. Fiir ganzzahlige ,u bedeutet das teilweise eine Ein
sehrankung - denn eine im klassischen Sinn vorhandene, aber nieht 
integrable Ableitung wird jetzt nicht mehr als Derivierte gereehnet -, 
teilweise eine Erweiterung - denn es kann z. B. vorkommen, daB die 
Gleichung cf> * 1 = G eine L6sung besitzt, ohne daB G im klassisehen 
Sinn differenzierbar ist**. Fur niehtganzes ,u stellt 9ie Definition eine 

* Wir nennen von jetzt an die neu definierten Ableitungen "Derivierte" und 
bezeichnen sie durch das Operatorenzeichen D("), wahrend wir fUr die klassische 
Ableitung die Kennzeichnung durch einen oberen Suffix, z. B. G(n), festhalten. 

** So ist z. B. fiir 

{ 
0 fiir 0 -< t -< 1 

lP(t)- --
- 1 fiir t>1 

die Funktion G (t) an der Stelle t = 1 nicht differenzierbar: 

G (t) = { 0 fiir 0 -< t -< 1 
t-1 fiir t>1. 
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Neusch6pfung dar, die aber auf einer Auszeichnung des Punktes 0 beruht 
(als Anfangspunkt des Integrationsintervalls) und daher keine universelle 
Bedeutung beanspruchen kann. - N ach Definition ist 
(II) J(p) {D(p) G} = G. 

Ferner folgt aus der 

(III) 

tp - 1 

Gleichung J(p) G = G * T(Il) : 

D(p) {I(pl G} = G. 

Nach Satz 7 ist D(p) G bei nichtganzem fl mit n <fl < n + 1 dann 
und nur dann vorhanden, wenn G', Gil, ... , G(n -1) fur t >- 0, On) fur 
t > 0 im klassischen Sinn vorhanden und stetig, G (0) = G' (0) = ... 
=0,,-1) (0) = 0 und die Gleichung (19) l6sbar ist. Letzteres heiBt aber 
in unserer jetzigen Sprache: wenn D(p-") G(n) (t) existiert. "Vir erhalten 
also: Es ist 
(IV)' D(p) G = D(p-n) On) (t) fUr n <Il < n + 1, 

entweder wenn D(p) G existiert oder wenn D(!'-n) On) existiert und 
G(O) = G'(O) = ... = G(,,-l) (0) = 0 ist. 

Aus (I) und (III) folgt: Es ist stets 
(V) D(!') {I(P+A) G} = I()') G. 

Wenn D(!' + ).) G existiert, so ist nach (I): 

G (t) = I(!' +).) {D(p +A) G} = I()') {I(!') {D(p +).) G}}. 

Dis bedeutet: Es ist 

(VI) 

falls D(!' + A) G existiert. 

Aus (II) folgt durch Anwendung von I(A): 

also nach (I): 

(VII) 
falls D(p) G existiert. 

IV') {I(/l) {D(p) G}} = I(A) G, 

Das k6nnen wir auch so lesen: Es ist 

(VIII) 
falls D(p) G existiert. 

Aus (VI) folgt: Es ist 
(IX) D(!') {D(A) G} = D(!' + A) G, 

falls D(!' + ).) G existiert. 

Wir bemerken noch, daB sich aus (VI) speziell ergibt: Wenn D(v) G 

(v> 0) existiert, so existiert auch D(A) G fUr jedes 0 < It < v. 
Aus den abgeleiteten Regeln folgt, daB die Indizes der Operation en 

I(!') und D(!') sich bei Aufeinanderfolge mehrerer Operationen additiv 
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(wenn es Operationen derselben Art) und subtraktiv (wenn es solche 
verschiedener Art sind) verhalten. Man kann die beiden Scharen 1(") 

und D(") daher auch zu einer einzigen vereinigen und die Differentiationen 
als Integrationen mit negativem Index oder umgekehrt ansehen: 

1(") G = D(~/') G, 

D(") G = I(~") G. 

Dann kann man samtliche Regeln in die eine zusammenfassen: 

1(") IV') G = 1(" + J.) G bzw. D(") D()') G = D(" + J.) G (fl :: 0, A:: 0) . 

Dabei ist 1(0) G = D(O) G = G zu setzen. Allerdings hat man je
weils die in den einzelnen Regeln ausgesprochenen Voraussetzungen 
zu beachten. 

Wir wollen nun feststellen, wie unsere neuen Begriffe im Lichte der 
Laplace-Transformation aussehen, und betrachten zunachst wieder die 
Integrale. 1st C/> eine L-Funktion, so gilt nach Satz 7 [8.5] ftir 1(/1) C/> 
dasselbe, und es ist 

1 t,'~11 
~{I(")C/>}=~1C/>* r(.u)f=s~"~{C/>} 

Dies ist uns flir ganzzahlige fl von frtiher her bekannt: 

~ {C/> * !.. * !.. * ... * D = ~ {C/>} ( + )" . 
1 2 " 

Durch die neue Definition wird die Schar s~" ~{C/>} flir nichtganze 
fl > 0 interpoliert. 

1st weiterhin D(") G = C/> vorhanden (,a> 0) und eine L-Funktion, 
so ist 

also 
~{D(") G} = s" ~{G}. 

Erinnern wir uns nun daran (Satz 7), daB D(") G mit n -<Cfl < n + 1 
nur existieren kann, wenn G (0) = G' (0) = ... = ern ~ 1) (0) = 0 ist, SO 

stimmt diese Formel mit der durch Gesetz IlIa bekannten flir ganz
zahlige ,a = n uberein: 

~ {G(n)} = s" ~ {G}- G(O) s"~1-G' (0) sn~2_ .. . - er"~1) (0). 

Unsere Definition stellt also yom Standpunkt der ~-Transformation 
aus die sachgemaBe Interpolation dar183 .. 

Aus Satz 7 kann man noch eine instruktive Darstellung von D(,,) G 
durch die Formel (20) entnehmen im FaIle, daB G Ableitungen ganz
zahliger Ordnung > n (n <,n < n + 1) besitzt. Diese Formel kann man 
so deuten: 1st G(t) flir t">-O n+v-mal (v">-O), fur t>o n+v+ i-mal 
differenzierbar, 0"+') (t) in t = 0 stetig und On+.+1) (t) eine I-Funktion, 
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so ist nach dem Taylorschen Satz mit Integralrestglied, wenn, Wle in 

unserem Fall, G (0) = G' (0) = ... = G(n-l) (0) = 0 ist: 

I" tn + 1 

G(t) = On) (0) r(n + 1) + G(n+l) (0) r(n + 2) + ... 
1"+' tn + • 

... + 0"+') (0) r(n + l' + 1) + G(n+V+ 1) (t) * r(n + l' + 1) . 

Die Formel (20) ergibt sich nun hieraus einfach dadurch, daB man die 
fUr ganzzahlige /1 < IX + 1 bekannte Formel 

(23) d lt trJ. ( 1) ( + 1) trJ. It r (oc + 1) t" - It dtlt =IX IX- ... IX-/1 - = r(OC-P.+1) 

auch fUr nichtganze .u < IX + 1 in Anspruch nimmt * und die Taylor
Entwicklung gliedweise n-mal differenziert. 

Zum SchluB sei darauf hingewiesen, daB un sere Definition von 
D(I') G nieht die allgemein iibliehe ist. Gewohnlich definiert man: 

(24) (n-</1<n+1), 

wobei I(n-It + 1) dasselbe wie bei uns bedeutet [vgl. hiermit Regel (IV) J. 
Wenn dies auch manchmal, z. B. fUr trJ. mit /1 < IX + 1 dasselbe wie oben 
liefert, so bestehen doch wesentliche Untersehiede: 

1. Unsere Operation D(It) ist nicht die Umkehrung der Integration 
schlechthin, d. h. des unbestimmten Integrals im Sinne· der primitiven 
Funktion, sondern der ,u-fach iterierten bestimmten Integration von 0 
an. Beide Operationen, Integration und Differentiation, sind eindeutig 
und im strengen Sinn invers [so Regel (II) und (III)J. Bei der Defini-

d"+1 
tion (24) dagegen kommt die klassische Ableitung dtn+! vor, deren 

Umkehrung (namlich das klassische Integral im Sinne der primitiven 
Funktion) nicht eindeutig ist: Sucht man zu gegebenem D(It) G das G, 
so ist dieses nur bis auf ein Polynorn" noon Grades bestimmt. So ist 

nach (24) z. B. D(-g) {~ = 0 und die zugehOrige primitive Funktion gleich 
Co + e1 t. 

2. Damit hangt es zusammen, daB bei uns stets G(O) = G'(O) 
= ... = On-I) (0) sein muB. Denn nach Regel (IV) kann unser D(It) 

auch vermittels der klassischen Ableitung On) definiert werden, wurde 
also ohne jene Einschrankung auch eine mehrdeutige Umkehrung haben. 

3. Fur uns kommen als Derivierte nur integrable Funktionen in 
Frage, da man ja von ihnen durch iterierte bestimmte Integration wieder 

* Diese Forme! ist ubrigens auch nach der neuen Definition von D(It) t" (oc > - 1, 
0< p.< oc + 1) richtig. Denn es ist 

,(It) r(oc+1) t"--It= r(oc+1) rJ.-1t 1,-1 "-
r(OC-P.+l) r(oc-p.+1)r(/~) t *t =t 
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zur Ausgangsfunktion muB zuruckkehren konnen. Deshalb konnen wir 
z. B. D(I-') f1- nur fur f-l < oc + 1 bilden. Die durch (24) definierten Deri
vierten konnen nichtintegrabel sein; so ist z. B. 

(l!.) 1. d3 {.l t-t 1 dB J r(t) l!.}_ r(t} -!i1 
D 2 t 3 = dt3 t 3 * nt) 1= dt3l r(v) t 6 - r(-l;) t "" 

4. 1st G' (t), . " ., On) (t) fUr t >- 0, G(n + 1) (t) fUr t > 0 vorhanden, 
On) (t) in t = 0 stetig und On+l) (t) eine I-Funktion, so kann man die 
durch (24) definierte Derivierte nach Satz 2 [8.4J fUr t > 0 ausrechnen: 
d { tn-I-' 1 tn-I-' tn-I-' 

- G* - G'* GO dt r(n-,u+1)J- r(n-,u+1)+ ()r(n-,u+1) 
d2 { tn-I-'} tn-I-' t"-I-' t"-I-'-1 
dt2 G* r(n-,u+1) = G"* r(n-,u+1) + G'(O) r(n-,u+1) + G(O) r(n- ,u) 

dn+1 { tn-I-'} tn-I' t"-I-' 
-- G * - G(n + 1) * + G(n) (0) =-;---c--c 
dtn+! r(n-,u+1) - r(n-,u+1) r(n-,u+1) 

tn-I-'-1 t-I-'+1 t-I' 
+ On-I) (0) r(n _ ,u) + " .. + G' (0) r(-,u + 2) + G(O) r(-,u + 1) . 

(Dabei ist r (~P) = 0 fUr p = 0, 1, 2, ... zu setzen, was nur fUr ganz

zahliges f-l in Frage kommt.) 1st nun G (0) = G' (0) = " " . = G(n -1) (0) = 0, 

so ist dieser Wert gleich dem durch unsere Definition gelieferten, denn 
dann stimmt er mit (20) fUr den Fall 'jI = 0 uberein. - Was die beiden 
Definitionen unterscheidet, ist also die nichtintegrable Funktion 

t-I-' t-l-'+l t"-I-'+1 
G(O) r(-.u+ 1} +G'(O) r(-,u+2} +"'+O,,-l)(O)r(n_,u) " 

Urn diese zu bekommen, braucht man nur die Definition von D(I-'J 
nach (24) auf den Ausdruck 

t tn - 1 

Pn-1(t) = G(o) + G'(O) 11 +"." + G(n-1) (0) (n-1)1' 

der bei uns gewissermaBen abgezogen war, urn zu erreichen, daB die 
Funktion mit ihren n-1 ersten Ableitungen in t = 0 verschwindet, 
anzuwenden. Denn nach dieser Definition ist fur oc > - 1 : 

D(I-')f1-- dn+1 It",* tn-I-' 1_ dn+1 r(ct+1) ["'+"-1-'+1 
- dt,,+11 r(n-.u+t)f- dtn +1 r(ct+n-.u+ 2) 

! 0 fur f-l-oc = ganze Zahl > 0 
= r(ct+1) ""I-" II d" F"11 

r(ct-.u + 1) "- m. a en an eren a en. 

(Das ist formal derselbe Ausdruck (23), der nach unserer Definition 
fUr f-l < oc + 1 gilt.) 

5. Was uns veranlaBt hat, die Definition (22) und nicht (24) zu 
verwenden, ist auBer der groBeren formalen Schmiegsamkeit und der 
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Eigenschaft, sich dem Begriff des iterierten Integrals konsequenter 
einzupassen, vor allem die Tatsache, daB es dieser Begriff der Derivierten 
ist, der in der Behandlung von Randwertproblemen vermittels der 
.\3-Transformation und damit bei der sog. symbolischen (Heavisideschen) 
Methode gebraucht 'wird (siehe 24.1). 

Nachdem der Begriff der Ableitung beliebiger Ordnung eingefUhrt 
ist, kann man auch Difterentialgleich~tngen bilden, die solche verall
gemeinerte Ableitungen enthalten. In Wahrheit sind das natiirlich 
nichts anderes als Integrodifferentialgleichungen und zwar Verall
gemeinerungen der Abelschen Gleichung. Wir wollen hier nur an einem 
BeispieP84 zeigen, wie man solche Probleme mit der .\3-Transformation 

erledigt. Es bedeute Dm den durch (24) (also nicht in unserem 
Sinn) definierten Operator, und es sei die "verallgemeinerte Differential
gleichung" 

DW F(t) + AF(t) = G(t) 

vorgelegt, die explizit so lautet: 

d~ {F* ~(:)l +AF(t) =G(t). 

Sind die drei einzelnen Terme dieser Gleichung L-Funktionen und ist 
-~ t 2 

F * r(t) -+ a fUr t -+ 0, 

so ergibt die Dbersetzung in den l-Bereich nach Gesetz lIla: 

oder 

woraus folgt: 

Nun ist aber 

s .\3{F * ~(~ i-a + Af(s) = g(s) 

1 
S f(s) -1 -a + Af(s) = g(s), 

S2 

g (s) a 
f(s) =-,-+-i--' 

S2 + Jc S2 +}. 

1 1 Jc },2 
-,--='---2+---
s:l + Jc S2 S -). 5t (5 _ ),2) 

wozu die L-Funktion 
1 • -'21 Jc2 "I 

-=-Ae" +--_*er• 

lin t "0lt 
gehort, Man kann also die L-Funktion zu f(s) explizit anschreiben: 

F(t)=G(t)*( 1 _Ae).2t+ J.2 *eJ,2t) +a( ,~ __ AeJ,2t+ Jc2 *eJ,2t). 
vnt Vnt 1 nt vnt 
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Die verallgemeinerte Differentialgleichung hat also unendlich viele 

Losungen, weil a jeden komplexen Wert bedeuten kann. Da ,/ * ,~ 
v:n;t v:n;t 

_.1 

= 1 ist, so verifiziert man sofort, daB, wie oben verlangt, F (t) * ~ (;) -0> a 
1 

fur t -i>- O. Die Losung F (t) selbst verhalt sich fUr t ->- 0 wie G * ,/
v:n;t 

a + /_. Ist also G in der Umgebung von t = 0 beschdinkt, so verhalt 
1 :n; t 

sich F wie ,~. 
v:n;t 

16. Kapitel. 

Funktionalrelationen mit Faltungsintegralen, 
insbesondere transzendente Additionstheoreme. 

Im vorigen Kapitel haben wir den Faltungssatz dazu benutzt, urn 
Integralgleichungen zu losen, indem wir Faltungen, in denen eine 
unbekannte Funktion vorkam, vermittels der ~-Transformation in 
Produkte ubersetzten. Naturlich kann man ganz analog, wenn es sich 
nur urn bekannte Funktionen handelt, diese Dbersetzung vornehmen. 
Hier wird man aber im allgemeinen den umgekehrten Weg gehen: Wenn 
eine L-Funktion F eine einfache l-Funktion I hat, so wird man oft fUr 
diese eine elementare algebraische Relation leicht finden konnen. Dieser 
entspricht dann kraft des Faltungssatzes eine aus Faltungsintegralen 
bestehende, also transzendente Relation fUr die L-Funktion. Besonderes 
Interesse verdient der Fall, daB Fund folglich auch I noch von einem 
Parameter abhangt und die elementare Relation fUr I in einem alge
braischen Additionstheorem hinsichtlich dieses Parameters besteht: 

e (f (rx, s), 1(/3, s), I (rx + /3, s) ; Ids), ... , Ip (s)) = 0, 

wo e ein Polynom ist. Ihm entspricht dann ein,transzendentes Additions
theorem fUr F: 

e (F (rx, t)*, F (/3, t)*, F (rx + /3, t)*; Fl (t)*, ... , Fp (t)*) = Nullfunktion. 

Die auf diese Weise erhaltenen Funktionalrelationen sind oft aus der 
gewohnlichen Theorie der betreffenden Funktionen heraus kaum auf
findbar, ja sogar ihre rein rechnerische Bestatigung ware ohne Anwendung 
einer Funktionaltransformation manchmal uberaus langwierig und 
beschwerlich 185. Ist der skizzierte Weg der Herleitung einmal erkannt, so 
ist es naturlich leicht, ihn auf beliebig viele Funktionen und Funktions
klassen anzuwenden *. Wir begnugen uns mit der Vorfuhrung einiger 
typischer Beispiele, bei denen es sich urn bekannte und wichtige Funk
tionen und urn formal sehr einfache, fruher groBtenteils unbekannte 

* Es liegt hier etwas Analoges wie bei den Reihenentwicklungen im 9, Kapitel 
vor, wo man auch die AnzaW der Beispiele belie big vermehreu k5nnte, 

Doetsch, Lap]ace~Transformation. 20 
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Relationen handelt. Wir werden ubrigens spater in der Theorie der 
Randwertprobleme noch einen zweiten Zugang zu den Faltungsrelationen 
herstellenund dabei den Zusammenhang zwischen den beiden scheinbar 
so weit auseinanderliegenden Wegen klaren (25. Kapitel). 

§ 1. Thetafunktionen. 

Sucht man zunachst einmal ein moglichst einfaches und schlag
kraftiges Beispiel, so muB es sich offenbar um,eine element are 1-Funktion 
mit einer besonders durchsichtigen multiplikativen Eigenschaft handeln. 
Der denkbar einfachste Fall ware der, daB I(s) noch von einem Para
meter x abhangt: I(x, s), und das algebraische Additionstheorem 

1 (Xl> s) 1 (X2' s) = 1 (Xl + x2, s) 

besitzt. Bei stetiger Abhangigkeit von X hat diese Funktionalgleichung 
bekanntlich nur die Losung 

1 (x, s) = e- X9'(S) , 

wo nun q;(s) analytisch sein muB. Fur die nachstliegende Wahl q;(s) == s 
.!. 

ergibt sich keine 1-Funktion (vgl. S.143). Dagegen liefert q;(s) =S2 

eine 1-Funktion, und zwar ist (s. S. 25) 

£{1p(x, t)} ---'- e- xVs (x> 0). 

Aus dem algebraischen Additionstheorem 

e-x,]ls. e- x,]ls = e- (x, + x,)]ls 

entspringt so fort das transzendente Additionstheorem der 1p-Funktion: 

(1 ) 

(Die eventuell zu addierende Nullfunktion ist wegen der Stetigkeit beider 
Seiten identisch 0.) 186 

Die Funktion 1p ist eine Ausartung einer Thetafunktion, was besonders 
in der Theorie der Warmeleitung deutlich wird (vgl. 20.2.3); es ist 
namlich [Definition von 1}3 siehe 7.5 (2)]: 

1 o&a( ;l' ;2) 
-y ox --71p(x,t) 

fUr 1-> 00 bei festem x und t > o. Wir werden dadurch veranlaBt, 
unsere Methode auf die Thetafunktionen und verwandte Funktionen 
anzuwenden. Dazu knupfen wir zunachst an die allgemeine Lasung 
U (c, t) der S. 290 behandelten quadratischen Integralgleichung an: 

U(c,t) = v:t (1 +2~(-1)ne2nc-~l 
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Es ist 

( .n) tg(V-S+ic)tg(Fs+iC-%-) 1 

u(c,s)u c+~2's = -S· =5 
folgt: 

(2) U (c, t) * U (c + i ~, t) = 1. 

Flir c = ° ergibt das die Thetarelation 187 

(3) {}2 (0, t) * {}3 (0, t) = 1 . 

{}2 (0, t) und {}3 (0, t) sind also hinsichtlich der symbolischen Faltungsmulti
plikation "reziprok". Man kann daher in jeder Relation, \vo die eine 
auf tritt, diese durch Faltung mit der anderen entfernen. So ist z. B., 
da {}3 unter den Losungen der Integralgleichung von S. 290 vorkommt: 

{}3 (0, t)*2 + {}3 (0, t) * 1 - 2 t{)3 (0, t) -1 = 0, 

also nach Faltung mit {}2(0, t) in abgeklirzter Schreibweise: 

{}3 * {}3 * {}2 + {}a * {}2 * 1- 2 (t{}3) * {}2-{}2 * 1 = ° 
oder 

{}a * 1 + i-2(t{}a) * {}2-{}2 * 1 = 0. 

Wir gehen nun zu den allgemeinen Thetafunktionen selbst liber und stellen 
zunachst einmal ihre S3-Transformierten zusammen, die man auf dieselbe 
Weise wie fUr {}3(V, t) in 7.4 und 7.5 erh1i1tl88 : 

+00 1 ( 1 )' 
__ 1_ ~ -I v+ 2 +" t ( ) _ eos2vV-s 

{}o (v, t) - ./;;;-j ~ e , 0 v, s - - V 
v·· 11.=-00 v-ssin -s 

+00 1 
1 ~ - -- (v + ,,)' 

{}2(V, t) = ,__ (-1)ne t , 
vnt 

1'1=-00 

+00 1 
1 ~ --(v+,,)' 

{fa (v, t) = vn t ~ e t , 

n= -00 

(-~-<v-<+~); 

(-~-<v-<+~); 
t2(V, s) =_ sin(2V-1) V=s_ 

v-seos v=s 
(O-<v-<1); 

t ( ) - cos (2 v - 1) v=S 
3 v s --

, Fssin V-s 
(O-<v-< 1). 

20* 



308 16. Kap.: Funktionalrelationen mit Faltungsintegralen. 

Aus 
cosa v'=S I: (0, s) - I~ (0, s) = ,/ 

- s sina v- s 

1 

- S sin2 V- S S 

ergibt sich: 

(4) 
oder 

{Ds(o, t) + 000 (0, t)} * {Da(O, t) -000 (0, t)} = 1,_ 

so daB die Funktionen Ds + Do und Ds - Do auch ein Paar "reziproker 
Funktionen" bilden. 

Aus 

It (VI' s) 10 (va's) + 10 (VI> s) 11 (va's) 
sin 2 VI 1"=-5 cos 2 va v'=-5 + cos 2 vI Fs sin 2 va 1"=S 

- s sin 1"- s-cos V- s 

sin 2 (VI + va) v=s - 1 I ( ) I ( .r--::,/ . • r--::. .r--:: = 1 VI + V 2, S 0 0, s) 
V-scosv-s v-ssmv- s 

folgt das Additionstheorem, das die Funktionen Do und 001 verknupft: 

(5) 001 (VI> t) * Do (V2' t) + Do (VI' t) * 001 (V2' t) = 001 (VI + Va' t) * Do (0, t) 

f ·· .!. -< -< .!. ur - 2 = VI' Va, VI + v2 = + 2 • 

Ebenso erhaIt man aus 

12 (VI> s) 10 (V2' s) - la (VI' s) 11 (V2' s) 

sin (2VI - 1) v'=-5 cos 2 va 1"=S + cos (2 VI - 1) v=S sin 2va Fs 
- ssin Fs cos V-s 

- sin (2 (VI + va) - 1) Fs - 1 
.J-:..J-:. . v' ·.1 -- = 12 (VI + V2, s) 10 (0, s) 
V-scos V-s -ssm V-s 

das die samtlichen Thetafunktionen verknupfende Theorem: 

(6) 002 (VI' t) * Do (V2' t) -003 (VI' t) * 001 (Va' t) = 002 (VI + V2, t) * Do (0, t) 
1 1 

fur ° -< VI -< 1, - 2 -< V2 -< + 2' ° -< VI + V2 -< 1 . 

Besonders glatte Relationen erhaIt man, wenn man den klassischen 
Thetafunktionen Do und Ds andere gegenuberstellt, die sich von ihnen 
dadurch unterscheiden, daB die den negativen Summationsindizes ent
sprechenden Glieder mit - 1 multipliziert sind; wir fugen sogleich die 
leicht zu berechnenden l-Funktionen bei: 

I 00 1 ( 1 )' -00 1 ( 1 )'1 ~ 1 ~ -T tI+z-+n 2 -T tI+z-+n 
Do(v,t)=,;- e - e I 

v:nt 
n=O n=-I 

I~() . sin2vv'=S 
ov,S=-~ v-s sin v-s 
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I 00 1 • -00 1 I 
A 1:2 -T(v+n)' ~ -T(v+n)' 
fJa(v,t)=,,- e - e , 

v'lT-t 
n=O n=-1 

fA () • sin (2 v - 1 Y - s 
a v, S =-~ 1"-s sin 1"- s (0-<v-<1). 

Auf demselben Weg wie oben ergibt sich dann: 

(7) {Ia (VI> t) * {fa (V2' t) + #a (VI> t) * Da (V2' t) = {f3( VI + v2- ±, t) * {fa G, t) 
f .. 1 + 3 ur ° -< VI -< 1, ° -< v2 -< 1, "2 -< VI v2 -<"2; 

(8) {fo (VI> t) * 00 (V2' t) + #0 (VI> t) * Do (V2' t) = {fo (VI + V2, t) * {fo (0, t) 

f .. 1 + + 1 ur -"2 -< VI' V2, VI V2 -< "2 ; 

(9) {fa (v, t)*2_{fa(V, t)*2 = {fo(O, t)*2 = {fa (0, t)*2-1 (unabhangig von v) 

fUr ° -< V -< 1189 • 

Zu einem ebenfalls sehr einfachen Typ von Relationen kommt man 
durch EinfUhrung des Integrals der Thetafunktionen hinsichtlich v, 
wofUr folgendes Beispiel angefuhrt' sei: Indem man fur groBe bzw. 
kleine t die erste bzw. zweite Darstellungsform von {fa (v, t) in 7.5 (2) 

benutzt, sieht man, daB £ {{fa ( ~ , t)} fur ° -< x -< ~ -< 1 gleichmaBig 

konvergiert, so daB man erhalt: 

£ 1/1 {fa (.I, t) d ~I = /1 £ {{fa (.I, t)} d ~ = _ /1 cos (~ ~ 1) y=S d; 
2 , 2 v-ssm }'-s 

x x x 

Andererseits ist 

sin (x - 1) y-s 
s sin y-s 

fa (0, s) fa ( ~ , s) - fa ( ~ , s) fa C ~ x, s) 
_ -cosFs -COS(X-1)Y-S -1 -cosxy=S 

y-s sin V-s y-s sin y-s 1"-s sin y-s y-s sin Fs 
=- . 1V {cosxV-scos2v-s+sinx'/ ssinl/-scos,l_s-cosxV-s} 

s sm2 -s V V 

=--. _1-== l_cosx,l-ssin ,I_ S + sinxv-scosi-s } sin TI s 
ssm2v-sl V V V 

sin (x - 1) F's 
ssinv-s 

Daraus ergibt sich fUr ° -< x S 1190 : 

1 

(10) / {f3 ( -} , t) d ~ = {f3 (0, t) * 03 ( ~ , t) - {f3 ( ~ , t) * 03 ( 1 ~ x , t) . 
x 
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Fur x = 0 geht (10) ubrigens in (4) tiber, da {fa ( ~ , t) = fJo (0, t) und, 
1 

wie man lei~ht nachrechnet, J {fa ( ;, t) d ~ = 1 (unabhangig von t) ist. 
o 

Die Formel (10) stellt eine eigentumliche Verbindung zwischen dem 
Integral von {f3 nach v und dem Integral eines quadratischen Aus
drucks in {f3 nach t her. 

§ 2. Hermitesche und Laguerresche Polynome, Besselsche Funktionen. 
Die in der Uberschrift genannten Funktionsklassen gehoren insofern 

zusammen, als sie als Sonderfiille der Whittakerschen konfluenten hyper
geometrischen Funktionen aufgefaBt werden konnen, die durch 

M k, '" (t) = t' + f e - f 1 Fl ( m + ~ - k, 2 m + 1 ; t) 
definiert sind, wobei 

a a (a + 1) 
IF1 (a,e; t) = 1 + -1'- t + ?i-( +-1-)-t2 + ... . (! _. (! (! 

ein Grenzfall der GauBschen hypergeometrischen Reihe ist 191. Es ist 
namlich 

1 t 

M (t) = n! r(2m+ 1) t + -2 e - -ZL;;m) (t), 
m+n+t,m r(2m +n+ 1) 

1 t 

Mn+t,_-!(t) =(-1)11 (2nl~)! i4 e- 2 H 2n (Vt), 
1 t 

M,,+1i ~ (t) = (-1),,+1 2 (2:+! 1)! £"4 e- 2 H 2n +! (V7), 
4' 4 

Mo,m(t) = 22me-m2"ir(m+1)tif fm(i ~), 
WO L~(J.) das verallgemeinerte Laguerr~sche (9.3), Hn das Hermitesche 
Polynom (9.4) und ],n die Bessel-Funktion (9.2) bezeichnet. Es ist 192 

1 k-tn-.1. 
m-,- (') 2 

(l{~~m(t) 1_ S-I_____ fUr m ..l 
~ r(2m+1) r- k+m+t 2m+1>0, ULS>2. 

(s + t) 
Das Produkt zweier verschiedener solcher l-Funktionen ist wieder eine 
l-Funkti.on derselben Art: 

k-m -t k'-m'_l 
(s -t) (s -t) ~ 

k+m+-I, k'+m'+t 
(s + t) - (s + t) 

(k+k')- (m+m'+t)-t 
(s -t) 

(k + k') + (m + m' + 1.) + 1. ' 
(s + t) 2 2 

also ergibt sich fUr M k , m das Additionstheorem 193 
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das zum Ausdruck bringt, daB die M-Funktionen hinsichtlich der Faltung 
eine Gruppe bilden. Man sieht sofort, daB die auf Besselsche Funk
tionen und verallgemeinerte Laguerresche Polynome fiihrenden M
Funktionen schon fUr sich die Gruppeneigenschaft haben. Das Addi
tionstheorem fUr Laguerresche Polynome gewinnt eine besonders 
pragnante Gestalt, wenn man 

n! 0: - 1 L (0: - 1) ( ) - A ( ) T(r£+n)t n t - r:t.,n,t 

setzt. Es lautet dann (r:t. > 0, p > 0) 194: 

(2) A (r:t., m, t) * A (P, n, t) = A (r:t. + p, m + n, t) . 

Dagegen bilden die speiiellen Laguerreschen Polynome (r:t. = 0) 
und die Hermiteschen Polynome fUr sich offensichtlich keine Unter
gruppen. Additionstheoreme innerhalb dieser Klassen k6nnen also 
nicht in (2) enthalten sein. Wir bekommen solche, indem wir auf die 
B-Transformierten dieser Funktionen zuriickgreifen. Aus (siehe 7.3) 

B {L" (t)} = : e -:- 1 r 
folgt 

(3) Ln (t) * L", (t) = L", +" (t) * Lo (t) (= L", + n (t) * 1) 195. 

Benutzt man die Formel9.4 (1): 

B { ;t H 2n (Vt)} = Vn (2:~)! v~ (1 -:- s ) 1t, 

in der man noch (vgl. S. 184) 

(2 n !) = ~ r (n -L ~) 
n! ,;n I 2 

setzen kann, so ergibt sich fUr die Funktion 

S:' (1) (t) = H 2" hit) _ 
Qn T (n + ~-) V t 

das Additionstheorem 196 

(4) ( _ (1) _1 ) =.\';>n,+n(t)*,C"i . , v:n: t 
Ebenso ergibt sich aus 9.4 (2): 

B{H (,/t)}=_,/-(2n+11~~1 (1-5)" 
2" + 1 V V n n! is' 

s 
worin man 

(2 n + 1)! = ~ n r ( ~) 
n! vn4 n+ 2 

set zen kann, fiir die Funktion 
,,(2) = H2n+I(Vt) 
~e'n T(n + fr} 

das Additionstheorem 

(5) .\';>;~) (t) * .\';>~; (t) = .\';>~! + n, (t) * Sj~) (t) . 
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Es ist nun interessant, daB sich diesen Additionstheoremen fUr die 
Funktionen H. (vI) andere gegenuberstellen lassen, in denen das reziproke 
Argument vorkommt. Dazu gehen wir aus von der durch S.24 be
kannten Funktion 

x' 
1 --

X(x,t)= -=e 41 
. ynt 

und bilden (vgl. die Definition von Hv S. 184) 

= _ 8.+1 X (x, t) ___ 1_ (8.+1 e- Z') (~).+1 
X.(x,t) - 8x.+1 - vnt 8zv +1 z~_x_ 8x 

2Vf 

= 1. HV+1( ~;)e-~. 
-- + 1 2 V t Vn 2V + 1 t 2 

Da, wie man leicht nachweist (Q{X} s. S. 25), 

{ 8v+1xl_ 8v+1 \I _ 8v+1 ~ -xYs _ .+1 -i- -xVs 
Q 8x"+1 r- 8xv+1~{X}- 8x"+lV~e - (-1) s e 

ist, so ergibt sich: 

Q{X.(x, t)} = (_qs-i- e-xjls 

Hieraus folgt die Relation: 

(6) X,-,(x, t) *Xv(y, t) = X'-' +v(x + y, t) fUr fl,Y,fl + Y>--1; x, y, t> 0, 

die wie (1) ein Additionstheorem mit zwei additiven Parametern dar
stellt. (Denkt man daran, daB auBerdem bei expliziter Schreibweise 
links die Argumente i und t-i, rechts nur ihre Summe t vorkommt, 
so kann man sogar von einem Additionstheorem in drei Parametern spre
chen.) Setzt man Y = 0, so ergibt sich: 

(7) X,-,(x,t)*Xo(y,t)=X,-,(x+y,t) fur fl>--1; x,y,t>O, 

woraus man (6) wieder durch Differentiation nach y ableiten k6nnte 197. 

Setzt man auch noch fl = 0, so ergibt sich wegen (s. S. 24) 

Xo (x, t) = 1p (x, t) 

die fruher gefundene Relation 16.1 (1). Dbrigens zeigt (6), daB 

X'-' (x, t) * Xv (y, t) = X. (x, t) * x'-' (y, t) 
ist. - Explizit durch Integrale und Hermitesche Polynome ausgedruckt, 
haben die Relationen (6) und (7) eine ziemlich komplizierte Gestalt. 
Wir werden sie spater ahnlich wie die Thetarelationen von § 1 als Aus
drucke fUr gewisse physikalische Sachverhalte kennenlernen (25. Kapitel). 

Faltungsintegrale spielen vor aHem in der Theorie der Bessel
Funktionen eine groBe Rolle, so daB unsere Methode gestattet, viele 
der dort bekannten Relationen einheitlich und iiberaus einfach abzu
leiten. Die obige Formel (1) liefert fUr den SpezialfaH k = ° nur eine 
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ganz spezielle, iiberdies auf Bessel-Funktionen mit imagina.rem Argu
ment beziigliche Relation. Man bekommt eine Fiille von teilweise sehr 
wichtigen Beziehungen, wenn man von folgenden £-Transformationen 
ausgeht 198: 

(a) (ffiv>--1), 

(b) (ffi v > 0) , 

(c) 
, _ 1 

(mv>- 2)' 
v a' 

(d) £ J (! 1. (a ' / t) \ = __ i:l~ __ e - Ts 
l . v V J 2V 5v + 1 (»(v > -1). 

Wir erinnern noch an die Formel (s. 3.4, Beispiel 6): 

(e) £ {sin t} =_ 1 __ . 
52 + 1 

Der Faltungssatz liefert unmittelbar folgende 
Typen aus einer groJ3en Reihe ausgewiihlt sind 199: 

Relationen, die als 

If1. J- 1 T 
(8) -r*v=ltJI"+v (ffi,u > 0, ffi v >-1), 

(- 1 < lJiv < 1), (9) Jv*J_v=sint 

(10) II" * Iv = (_~ + 1 ') ],d v (ffi,u > 0, m v> 0) , 
lilt V 1 

(11 ) 
1 II" _ t Jv __ lf1.+v+" J I' 1 { v 1 1f1. + v + t], \ 

11'-(11 +~) f *r(v --~ trf - V2n T(1t -+- v +1) 

(-mll>-- 1 mv>--~) 
i 2' 2 ' 

-1 v f-1+'V 

(12) (; Y ~(It) * {t2 Jv (a {t)} ~ t-2 JI"+v (a it) ()}i,u > 0, :Rv > - 1) *, 

tl v Il+V 

(13) I ~: JI" (a V t) I * I ~): j" (b V t) I = I (V a2 1+2;~;,~ JI" + v ( V (a 2 + b2) t) 1* 1 

()}ill, )}iv, )}i(/l + v) >-1). 

* Diese Formel kann als It-fache Integration gedeutet werden, vgl. 15.3.2: 

" f1. +v 
1(1") U2 Iv (2 \7) } 1-2- 111+v (2\t) 

hzw. 
fl-r-1' l' 

D(I") {t 'T II,h (2]lt)}- 12 Iv (2ft). 

Man kann also aus einer Bessel-Funktion, z. B. aus Ii- (t) = -Vn~ sin t, durch 

Integration und Differentiation alle ilbrigen in formal ilberaus einfacher \Veise 
erhalten. 
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Die Relation (13) kann man fUr y>- 0 auch in differenzierter Gestalt 
schreiben, indem man Satz 1 [8.3J auf Formel (d) anwendet und 

f 1 fUr y=O 
Iv (0) = I 0 fUr y > 0 

beachtet. Dann ergibt sich: 

(14) 

f' f' 
-2 -2 

(v'a2t+ b2)f'- If' ({(a2 +b2)t) - :f' If' (a Vt ) 

(,u>-1), 
f' v f'+v 

[ :: If' (a Vt) I * ~ (~b: 1. (b lit) 1= (-Vaf+:2)f'+v If'+v(V(a2 + b2 ) t) 
(,u > -1, y > 0) . 

17. Kapitel. 

Integralgleichungen und Funktionalrelationen 
yom komplexen Faltungstypus. 

§ 1. Der komplexe Faltungstypus im Bereich der ZO-Funktionen. 

Die Ergebnisse des 15. und 16. Kapitels beruhten darauf, daB die 
B-Transformation die reelle Faltung zweier La-Funktionen bzw. einer 
L- und einer La-Funktion in das Produkt der zugehOrigen l-Funktionen 
iiberfUhrt. Da nun nach 8.6 die komplexe Faltung 

I(s)= 2:i J 11(S-zl/2(Z)dz 
Izl ~p 

zweier ZO-Funktionen (das Integral im positiven Sinn erstreckt) durch 
die Umkehrung der B-Transformation in das Produkt der zugehorigen 
LO-Funktionen iibergeht, so kann man im Bereich der ZO-Funktionen 
eine analoge Theorie der Integralgleichungen und Funktionalrelationen 
vom komplexen Faltungstypus aufbauen, die dadurch noch einfacher 
als die friihere Theorie ist, daB die Korrespondenz zwischen ZO-Funk
tionen, d. h. den im Unendlichen regularen und verschwindenden Funk
tionen, und LO-Funktionen, d. h. den ganzen Funktionen vom Expo
nentialtypus, eine luckenlose und eineindeutige ist. 

Als Beispiel betrachten wir die komplexe lineare Integralgleichung 
erster Art 

(1) _1_. J k(s-z) I(z) dz = g (s), 
2:n2 

1'1 ~p 
wo k(s) und g(s) gegeben, I(s) gesucht ist. Damit das Gesetz IV~ an
wendbar ist, sollen k, g und 1 ZO-Funktionen sein. k (s) sei fUr I s I > (h >- 0, 
g (s) fUr I s I > e >-121 regular. Als Losungen 1 (s) kommen solche lO-Funk-
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tionen in Betracht, die fur: s I > 112 mit 122 >- Q - /21 regular sind. s kann 
jeden komplexen Wert mit I s I> /2l + /22 bedeuten. Der Radius P des 
Integrationsweges ist dann so zu wahlen, daB 

/22 < P < 1 s 1- /21 

ist. Da nach Gesetz IV~ die Integralgleichung (1) vallig aquivalent 
mit der algebraischen Gleichung 

(2) K (t) F (t) = G (t) 

fUr die entsprechenden LO-Funktionen ist, so erhalten wir: 
Sat z 1. N otwendig und hinreichend daliir, dafJ die I ntegraZgZeichung (1), 

in der k (s) und g (s) ZO-Funktionen sind, eine ZO-Funktion zur Losung hat, 

ist, dafJ ~ i~~ eine L o-Funktion darstellt. 

Dazu ist vor allem erforderlich, daB die Nullstellen von K (t) unter 
denen von G (t) vorkommen und keine hahere Vielfachheit haben, daB 
also G durch K "teilbar" ist 200. 

Es ist von Interesse, daB man das Integralgleichungsproblem (1) 
in ganz anderen Gestalten erscheinen lassen kann. Als ZO-Funktion hat 
k (s) eine Entwicklung der Gestalt 

co 

k(s) = ~ k+v_, 
..::;.; SV .I-

v=o 
die fUr is! > /21 konvergiert, so daB 

lim sup Vk] ~ /21 
ist. Damit ergibt sich 

CXJ 

2ni J k(s-z)/(z)dz=,L)(-1)v+ 1 kv 2::i J (~(Z)Vi_l dz, 
Izi =1' ,'=0 Izl = l' Z 01) 

wobei das Integral im positiven Sinn zu erst reck en ist. SoU I (z) auBer
halb eines Kreises mit /22 < P regular und im Unendlichen gleich 0 sein, 
so stellt, da wegen I s I> P + /21 der Punkt s auBerhalb des Kreises mit 

P liegt, das Integral -2 1
---c J f(Z: -+ 1 dz, im negativen Sinn durch-

n2, , . , (Z-5) 

laufen, -+ I(v) (s) dar *. Di~' I~tegralgleichung (1) ist also aquivalent mit 
v· 

* Man sieht das leicht ein, wenn man das tiber einen Kreis i z I = Po > i s i im 
positiven Sinn erstreckte Integral und die tiber ein radiales Verbindungsstiick 
zwischen beiden Kreisen hin und zuruck laufenden Integrale hinzuftigt. Die Ge-

samtsumme ist ~lt(V) (5). Das Integral tiber I z[ = Po verschwindet aber, da es ab-
v. 

solut genom men kleiner als 
Max t(z). 

_~--,,:=Po __ . 2n Po 
2n (Po- i5,)"+1 

ist; denn Po kann belie big groB sein, und Max if (z) I 
setzung f (00) = 0 gegen 0 fur 1~, -+ 00. 

i z ~ Po 
strebt wegen der Voraus-
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der linearen Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung mit kon
stanten Koeffizienten 

00 

(3 ) 2:(-1)" :~ r(s) =g(s). 
• =0 

Wir k6nnen also Satz 1 auch so aussprechen: 

Satz 2. Notwendig und hinreichend dafiir, dafJ die Differentialg1eichung 

(3) von unend1ich hoher Ordnung, in der q (s) eine 1°_ F unktion und lim sup Vlk.1 
end1ich ist, eine 10-Funktion zur Losung hat, ist, dafJ ~i~~ eine LO-Funktion 

darstellt. Dabei ist 
00 

K(t) = ~ :~ tV und G(t) = 53-1 {g(s)}. 

Wir gehen in der Umformung von (1) noch einen Schritt weiter. 
Es ist fiir I z I = P < I s I : 

00 

(s _ :)'+1 = s"~1 (-1- it (v+
1) = s'~1 2: (-1',1-1) (_1)A (+y 

A=O 

= _1 ~ (,1+1') ('~)A 
s·+1 ~ AS' 

). = 0 

also (A + v = x) 

00 

Setzen wir fiir f (z) auch seine Potenzreihenentwicklung 2: ) ~ 1 

ein, so erhalten wir 1'=0 

00 " 00 

_1 J - ~_1 _1 J ~ (") A ~~d 2:ni k(s-z)/(z)dz-~ s,,+12:ni . ~ k,,_} .. J., z ~ zl'+l Z. 

,,=0 A=O 1'=0 

Nach Ausmultiplizieren ergeben nur die Glieder mit dem Faktor ~ 
ein Residuum, das sind diejenigen, wo fl + 1 - A = 1, mithin fl = A 
ist. Es kommt also heraus: 

00 " 

~ s" ~ 1 ~ (;) k" - A fA' 

,,=0 A=O 

Dies so11 gleich g (s), das eine Potenzreihenentwicklung der Form 
00 

~ g" hat, sein. Dann miissen aber die Gleichungen 4 s,,+1 
,,=0 

(4) k,,/o+ (nk"-1/1+ (;)k"-2f2+··· kof,,=g,, 

erfii11t sein. Satz 1 kann also auch in folgende Gestalt gesetzt werden: 
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Sat z 3. Das aus unendlich vielen linearen Gleichungen mit unendlich 
vielen Unbekannten If.' bestehende System (4), in dem 

lim sup Vf74T und lim sup 'VI g" I 
endlich seien, hat dann ttnd nur dann ein Losungssystem mit endlichem 

lim sup Vrt:"r wenn ~ i~~ eine ganze F unktion vom E xponentialtypus 

darstellt, wo 
00 00 

G(t) = ~ !'! t", K(t) = ~ :i tv 
. ,,~O v~O 

ist 201. 

1st speziell 

k(s) = (-1t nn~1 
s 

(n ganz >- 0), 

also ko = k1 = .. = k,,_l = 0, k" = (-1)nn!, kn+l = kn +2=··· = 0, 
so ist 

K(t) = (-W, 

und F (t) = ~ ((1) ist dann und nur dann eine L 0_ Funktion, wenn die 

LO-Funktion G(t) in t = ° eine Nullstelle mindestens nter Ordnung 
besitzt: 

G(o) = G'(O) = ... = G(n-l) (0) = 0, 

d. h. 

Aus 
G(t) = (-tt F(t) 

folgt nach Gesetz lIIb: 
g (s) = I(n) (s). 

Auf diese Gleichung reduziert sich in diesem Fall die Differentialgleichung 
(3). Sie besagt natlirlich nichts anderes als die (S.315 benutzte) 
Cauchysche Formel 

Fn)(s) = (- 1r'.n! f _f_(z)_ dz 
2n~ (s_z),,+l 

Izl~P 

fUr 1 s I > P und ein im Unendlichen regulares und verschwindendes 
I(z), wenn der Kreis Izi = P im positiven Sinn durchlaufen wird. -
Das lineare Gleichungssystem (4) reduziert sich hier auf 

C,:n) (-1tn !/"_n=g,, fUr u>-n. 

Explizit ist 

I(s) - (_1)n(_.f"--+ 1!gn+l _I-~!g,,+..! I ••• ) 

- n!s (n+1)!s2 (n+2)!s3 1 . 

Die Lasung ist eindeutig, obwohl die Gleichung I(n) (s) = g(s) eine Mehr
deutigkeit zuzulassen scheint, weil I(s) und erst recht seine Ableitungen 
im Unendlichen verschwinden mlissen 202. 
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§ 2. Der komplexe Faltungstypus im Bereich der mO-Funktionen. 

1m vorigen Paragraphen handelte es sich urn Gleichungen fUr lO-Funk
tionen, in denen komplexe Faltungsintegrale mit geschlossenem, end
lichem Integrationsweg vorkamen. Man kann auf dieselbe Weise (fUr 
allgemeinere l-Funktionen) Faltungsintegrale behandeln, bei denen der 
Integrationsweg eine vertikale Gerade ist 203, doch sind die Ergebnisse nicht 
so glatt, weil sich nicht auf einfache Weise eine Klasse von l-Funktionen 
abgrenzen HiJ3t, fur die dem Faltungsintegral das Produkt der L-Funk
tionen entspricht. Dies gelingt dagegen leicht, wenn man statt der ein
seitigen die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation und die 
Klasse l~I zugrunde legt, wie ja uberhaupt alles, was mit der komplexen 
Umkehrformel zusammenhangt, eigentlich auf die Qu-Transformation 
zugeschnitten ist. 1m Hinblick auf die in der Literatur aufgetretenen 
Anwendungen ersetzen wir die Qu-Transformation durch die ihr aqui
valente Mellin-Transformation und die Klassen l~I und L~I durch die 
Klassen mO und MO. Die Grundlage fUr das folgende bildet Satz 1 [8.7J 
in der Gestalt des Zusatzes S. 173. 

Ein besonders einfaches Beispiel, das vollig analog zu dem im 
Anfang von 16.1 behandelten ist, erhalten wir, wenn wir von der 
MO-Funktion (]J (z) = e- (xz (lR cx. > 0) ausgehen. Ihr entspricht die mO-
Funktion 

00 (X 00 

cp(s) = J zs-le-azdz= ;s J us-Ie-"du= r:~s) , 
o 0 

die in der Halbebene lR s > ° regular ist (Xl = 0, X 2 > ° beliebig groB 
in der Terminologie von 6.8). Nun ist 

also 
x +ico 

_1_. J r(s-a) r(a) da=_T(s) 
2:n:\_ioo (J:-G f1G (oc + f1)S 

Allgemeiner ist 204 

Xl +i 00 %]1 +ioo 

(0 < X < lR s, lR cx. > 0, lR fJ > 0) . 

(2) (_1_.)PJ ... J r(s-al-' ··-ap) r(al) ..... r(ap) da '" da = r(s) 
2:n:t. . d/,-G'-".-Gp ocG, ocGp 1 P (oc+oc+ ... 1oc)S 

Xl-~OO Xp-~OO 1 pOl T P 

(0 < Xl + ... + Xp< lR s, lR cx.o > 0, III cx.l > 0, ... , lR cx.p > 0) . 

Einen interessanten Spezialfall von (1) erhalt man, wenn man 
cx. = 1, fJ = z, s = A, a = s setzt (vgl. hierzu 6.8, Ende): 

(3 ) 

x+i 00 

_1_. J z-Sr(s)r(A-s)ds=-r(~ 
2:n: t (1 +z)" 

x-ioo 

(0 < X < lR A, lR z > 0) . 
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Diese Formel besagt, daB zu' der mO-Funktion r(s) F(A-S) die MO

Funktion r(A) A gehOrt, so daB die entsprechende Formel 
(1 +z) 

00 

r(A)JzS-1(1 +z)-Adz=F(s)F(A-S) (o<ffis<llH) 
o 

gilt. Diese Formel ist mit der Integraldarstellung der Eulerschen 

B-Funktion aquivalent, denn mit 1 + z = 1 ~ u kann sie so geschrieben 

werden: 
00 1 

B(s, A-S) = r(s)~~:)-S) = J zS-l(1 +z)-J.dz = J uS- 1(1-u)A-S-1du. 
o 0 

(1) ist ein transzendentes Additionstheorem fUr die Funktion roc~s) . 

Wir stellen uns die Aufgabe, aile mO-Funktionen cp(s, <X) zu bestimmen, 
die ein Additionstheor.em dieser Gestalt haben: 

x + ioo 

(4) 2 ~ i J cp (S - G, <X) cp (G, fJ) dG = cp (S, <X + fJ), 
x-ioo 

und die ebenso wie die zugehOrigen MO-Funktionen W (z, <X) von (dem 
jetzt zunachst reell > 0 angenommenen) Parameter <X stetig abhangen 205. 

Die W (z, <X) miissen dem algebraischen Additionstheorem 

(5) W(z, <X) W(z,fJ) = W(z, <X + fJ) 

geniigen. Dann muB aber W die Form * haben: 
W (z, <X) = er:t.G (z) • 

Demnach ergibt sich als Losung von (4) die Funktionenmenge 
00 

cp (s, <X) = J ZS -1 er:t.G(z) dz, 
o 

wo G (z) jede Funktion bedeuten kann, die er:t.G (z) zu einer MO-Funktion 
macht. 

Naturlich gibt es auch noch andere als lO-Funktionen, die der Glei
chung (4) genugen. SoIche kann man dadurch erhalten, daB man fur 
W(z, <X) nichtanalytische Funktionen wahlt. Die Funktionalgleichung (5) 
wird durch er:t.G(z) ja auch erfilllt, wenn G(z) irgendeine Funktion, also 

* Es folgt namlich 
log I f}) (z, (0) I + log I @ (z. (J) I = log I f}) (z. oc + (J) I, 

und dieser Funktionalgleichung genugt nach Cauchy bei stetiger Abhangigkeit 
von oc nur 

log If}) (z. oc) I =G, (z) oc. 
so daB sich ergibt: 

if}) (z. oc) I = e'Y.G, (z) , 

wo G, (z) eine reelle Funktion ist. Folglich ist 

f})(z, oc) = er:t.(G,(z)+iG,(z» = e'Y.G(z). 
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z. B. langs einer oder mehrerer Strecken gleich - (Xl ist, was bedeutet, daB 
f/>(z, IX) in diesen Intervallen gleich 0 ist. Wir k6nnen also versuchsweise 

cp (8, IX) = f ZS -1 ecxG(Z) dz 
!In 

setzen, wo die Menge m und die Funktion G (z) so gewahlt sind, daB 
das Integral konvergiert. Wahlen wir 

G(z) = 1, m = (0 -<z-< 1), 
so wird 1 

cp(S,IX)=!zS-l ecx dz=e: fur ffis>o. 
o 

Diese Funktion ist keine mO-Funktion (da die Abschatzung 
nicht erfiillt ist), trotzdem ist (auch fur komplexe IX, fJ) 

x +ioo 

6.8 (4) 

_1_. f ~ ~da= ecx+f3 
2:n;~ s-aa s. 

x-ioo 

(0< x< ffis), 

wie man durch Residuenrechnung feststellen kann. 
Wahlen wir dagegen 

so wird 
G(z)=1, m=(1-<z), 
00 

cp(s, IX) = f zs-l ecx dz=_ e: 
1 

fUr ffis<o. 

Wollen wir diese Funktion in die Gleichung (4) einsetzen, so mussen 
wir dafUr sorgen, daB 

ffia < 0, ffi(s-a) < 0, 

d. h. ffi s < x < 0 ist. Auch hier kann man leicht das Erfulltsein von (4) 
konstatieren. 

Wahlt man 
G(z) =-logz, m=(0-<z-<1), 

so erhalt man: 
1 

cp(s, IX) = !ZS-lz-CXdz= s~ct, fur ffis>ffilX. 
o 

In (4) muB also 
ffia > ffilX, ffi(s-a) > ffifJ, 

d. h. 
ffilX< x< ffi(s-fJ) 

sein. - Wahlt man bei demselben G (z) fUr m die Menge 1 -< Z, so ergibt 
sich: 00 

cp(S,IX) =!zS-lZ-CXdz= __ 1_ 
S-ct, 

1 

fur 

Jedesmal kann man vuifizieren, daB (4) erfullt ist. 



18. Kap.: § 1. Die lineare Differentialgleichung n ter Ordnung. 321 

V. Teil. 

Differentialgleichungen. 

18. Kapitel. 

Gew6hnliche Differentialgleichungen. 
§ 1. Die lineare Differentialgleichung nter Ordnung 

mit konstanten Koeffizienten und beliebiger Storungsfunktion. 
Die beim gegenwartigen Stand der Theorie wohl wichtigste An

wendungsmoglichkeit der Laplace-Transformation liegt im Gebiete der 
gewohnlichen und vor allem partiellen Differentialgleichungen. Der 
Ansatzpunkt hierfUr ist Gesetz IlIa, das aussagt, daB dem transzendenten 
ProzeB der Differentiation im L-Bereich im wesentlichen der elementare 
ProzeB der Multiplikation mit einer Potenz der Variablen im I-Bereich 
entspricht. Die Anwendung der B-Transformation auf eine Differential
gleichung bedeutet also eine "Algebraisierung" des Problems. Von 
groBer Bedeutung ist dabei der Umstand, daB bei der Ubersetzung 
von F(v) (t) in den I-Bereich die Werte F (0), F' (0), ... , F(v-l) (0), die man 
in der Theorie der Differentialgleichungen die Anfangswerte der Funktion 
nennt, auftreten, so daB die Methode, die wir entwickeln werden, gerade 
den sog. Anfangswertproblemen angepaBt ist. Wie jede Methode hat 
natiirlich auch diese gewisse Grenzen der Brauchbarkeit; sie besitzt aber 
jedenfalls den Vorzug, daB sie groBe Klassen von Differentialgleichungen, 
fUr die man sonst ganz verschiedene Theorien entwickeln muBte, in 
v6llig einheitlicher und ohne ad hoc ersonnene Kunstgriffe zu bewaltigen 
gestattet. Wir fUhren die Methode zunachst an dem einfachsten Beispiel, 
der gewohnlichen linearen Differentialgleichung nter Ordnung mit kon
stantenKoeffizienten, aber beliebigem, als stetig vorausgesetztenAbsolut
glied * vor: 
(1) y(n) + c" _ 1 yln - 1) + ... + C1 y' + Co y = F (t) , 

bei der natiirlich gegeniiber der klassischen Theorie, abgesehen von der 
groBeren Ubersichtlichkeit, nichts Neues herauskommen kann, wo aber 
schon einigeCharakteristika der Methode deutlich in Erscheinung treten206 • 

Schreibt man (1) in der leicht verstandlichen Form 

( d: + Cn _ 1 d: -~ + ... + c1 ddt + co) Y = F (t) 
dt dt -

oder auch 
(Dn + c" _ 1 Dn - 1 + ... + C1 D + co) Y = F (t) , 

so kann man kiirzer 
x" + Cn -1 Xn -1 + ... + C1 X + Co = P (x) 

* In den physikalischen Anwendungen pflegt man dieses die" St6rungsfunktion" 
(auBere Kraft) zu nennen. 

Doetsch, Laplace~Transformation. 21 
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setzen und sehreiben: 

P ( :t ) Y - P (D) Y = F. 

Angenommen, es gebe fur t >- 0 eine Losung Y (t), und F (t) sowie 
y(n)(t) [und damit auch y(n-I) (t), ... , Y'(t), Y(t)] seien L-Funktionen. 
Wir setzen £{Y}=y(s), £{F}=j(s). Dann gilt naeh Gesetz IIla 
flir y die Relation * 

s" y- [Y(O) S .. -I + Y'(O) Sn- 2 + ... + y(n-I) (0)] 

oder 

+ Cn-I {S,,-I y_ [Y(O) S,,-2 + Y'(O) Sn-3 + ... + y(n-2) (O)]} 

+ cds y- Y(O)} 

+Coy = j(s) 

(2) P(s) y(s) = j(s) + Y(O) (sn-I + Cn-I sn-2 + ... + ~2S + c1) 

+ Y' (0) (sn - 2 + Cn _ 1 Sn - 3 + ... + C2) 

+ y(n-2)(0) (S + Cn-I) 
+y(n -I} (0) , 

die eine lineare algebraisehe Gleichung flir y (s) darstellt ** und daher 
sofort losbar ist: 

I(s) s,,-I+ c1I _IS" 2+'.'+C2S+Cl 
y(s) = P(s) +Y(O) P(s) 

n-2+ ,,-3+ + + +Y'(O)S Cn-IS .. , C2+ ... + y(n-2)(O)S Cn-I 
P(s) P(s) (3) 

+ y(n-I) (0) _1_. 
P (s) 

Diese Funktion ist sieher eine l-Funktion. Denn P ~s) und die Koeffi

zienten def y(n} (0) sind gebrochen rationale Funktionen, bei denen der 
Grad des Nenners groBer als der des Zahlers ist. Zur Bereehnung der 
zugeborigen L-Funktion behandeln wir zweekmaBig das erste Glied 
einerseits und aile anderen Glieder zusammen andererseits flir sieh, 

* Man beachte, daB fiir die Anwendung von Gesetz lIla die Differential

gleichung fiir t = 0 nicht erfiillt zu sein und yin) fiir t = 0 nicht zu existieren braucht . 

Es muB nur y(n - 1) (t) fiir t = 0 nach rechts stetig sein. 
** Die Koeffizienten von Y (0), yl(O), .•. sind gerade die Zwischenstadien bei 

der Berechnung des Polynoms P(s) nach dem Hornerschen Schema: 

( ... « s + Cn _ 1) s + Cn - 2) S + Cn - 3) S + ... ) S + Co· 

Setzt man p(s) - p(O) = LI P (s), LI (LI P (s») = LI" P (s) usw., so sind die Koeffi
s 

zienten gleich LI p (s), LI" P (s), ... , LIn -1 p (s), LI(n) p (s) = 1. 
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was darauf hinauslauft, daB wir einmal die inhomogene Differential
gleichung (F $ 0, daher 1$ 0) mit verschwindenden (also spezieIlen) 
Anfangsbedingungen, das andere Mal die homogene Differentialgleichung 
(F - 0, daher I = 0) mit beliebigen Anfangsbedingungen betrachten, 
und dann die beiden Losungen superponieren. 

1. Die inhomogene Differentialgleichungmit verschwindenden 
Anfangsbedingungen. 

Es sei also zunachst Y (0) = Y' (0) = ... = y(n -1) (0) = 0, d. h. 

y (s) = ; \?)" Es kommt nur darauf an, die L-Funktion Q (t) zu q (s) = p ~s) 
zu finden, da die zu ; ~s;) sich dann nach dem Faltungssatz ergibt. Zu 

diesem Zweck zerlegen wir p (s) in seine Linearfaktoren *: 

P(s) = (S-lXl)'" (s-otn). 
Dann ist 

also 
Q (t) = er:l.lt * er:l..t * ... * er:l.nt • 

Eine iibersichtlichere Gestalt erhalten wir bei Verwendung der Partial
bruchzerlegung. Dazu unterscheiden wir zwei FaIle: 

a) Die IX,. sind samtlich verschleden. 
Dann hat die charakteristische Gleichung nur einfache Wurzeln, 

d. h. p' (IX.) =!= 0, und die Partialbruchzerlegung von p ~s) hat die Gestalt: 

" 
q(s) = p~S) = .2 s:"·rJ..· 

.=1 

Die a. lassen sich vermittels des Cauchyschen Satzes bestimmen (Sl'. 
sei ein kleiner Kreis urn lXV' der alle anderen Wurzeln ausschlieBt): 

a.= 2:i J :(:) = 2:i J ~+~(s-rJ.')+'" s~srJ.. 
ft. ft. 1. 2. 

1 

p' (rJ.v) 

oder elementar: 

I · s - rJ.. I' 1 1 
a,. = 1m ----:p(S) = 1m Pis) _ P(rJ..) = p' (a.) . 

5 -7-'!Xv S -+!Xv -_~ __ _ 

* Dazu mussen die (im allgemeinen komplexen) Wurzeln der Gleichung P (s) = 0 
aufgesucht werden. Genau dasselbe geschieht auch in der klassischen Theorie. 
denn die Gleichung P (s) = 0 ist die sog. "charakteristische Gleichung", auf 
die man gefuhrt wird, wenn man die homogene Gleichung durch den willkurlichen 
Ansatz Y (t) = er:l. t zu befriedigen sucht. 

21* 
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Zu q (s) = p ~s) gehOrt also die L-Funktion 
n 

(4) Q (t) = 2: p' ~exv) eavt , 
v=1 

und da dies eine La-Funktion ist, gehort nach Satz 7 [8.5J zu y(s) = ~ i:~ 
die L-Funktion 

n 

(5) ""' e
apt 

y (t) = F (t) * Q (t) = F (t) * L.J P' (exv) 
,,=1 

Wenn es also uberhaupt eine L-Funktion gibt, die (1) genugt und die 
Anfangswerte 0 hat, so muB es die durch (5) gegebene sein. Wir machen 
nun von dem S. 286 formulierten "Fortsetzungsprinzip" Gebrauch und 
zeigen, daB die durch (5) dargestellte Funktion Y (t) fur t > 0 die Diffe
rentialgleichung befriedigt und fUr t -+ 0 die geforderten Anfangs
bedingungen in der Gestalt lim Y (t) = lim Y' (t) = ... = lim y(n -1) (0) = 0 

1-++0 1-++0 t-++C 
er·fullt*, sobald nur F(t) eine I-Funktion und fur t>o stetig 

(oder allgemeiner: die Ableitung seines Integrals j F (T) d T) ist. Dazu 

beweisen wir zunachst: 

(6) Q (0) = Q' (0) = ... Q(n - 2) (0) = 0, 

1m Rahmen der Theorie der B-Transformation ergibt sich das am 
schnellsten so: Da offenbar Q (t) eineLO-Funktion und q (s) eine lO-Funktion 
ist, so bekommt man aus der Potenzentwicklung von Q (t) : 

00 ( ) 

Q(t) = ~ Q:/O) tV 
v=o 

die von q(s) (vgl. Satz 2 [5.1J): 

~oo Q(p) (0) 
q(s) = ~. 

s 
p=o 

Andererseits ist aber, da p (s) ein Polynom nten Grades mit dem hochsten 
Koeffizienten 1 ist: 

1 1 k n + 1 k n + 2 
q(s) = p (s) = 7 + sn+1- + sn+2- + .... 

* Diese allgemeinere, von der iiblichen abweichende Formulierung des Anfangs
wertproblems wahlen wir mit Absicht im Hinblick auf die spater bei partiellen 
Differentialgleich ungen a uftretenden Yerhaltnisse. 
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Der Koeffizientenvergleich ergibt die Behauptung. - Funktionentheore
tisch sind die Identitiiten (6) evident, wenn man sie in der expliziten Gestalt 

~ ~ = {o fUr 0-<l-<n-2, 
~ p'(oc,,) 1 fUr l=n-1 
v=1 

schreibt. Denn die linke Seite ist die Summe der Residuen von p (~) im 

Endlichen (das stimmt auch, wenn unter den IX. die Zahl ° vorkommt), 
also gleich 

1 ! 51 -- --ds 
2:n i p (5) , 

erstreckt tiber einen Kreis vom Radius R urn den Nullpunkt, der aile 
Nullstellen von p (s) einschlieBt. 1st ° -< l-<: n- 2, so sieht man in be
kannter Weise, indem man das Integral abschiitzt und R gegen = 
wandern HiBt, daB der Wert gleich ° ist. 1m Faile q = n-1 aber ftigen 
wir zu dem Integral eine lineare Kombination der als verschwindend 
erkannten Integrale mit l = 0,1, ... , n-2 hinzu und schreiben: 

_1_. J 5»-1 ds = ~_1-cJ nsn-1 + C"-l (n-1) S"-2+ ... +C2 25 + C1 ds 
2:n~ p(s) n 2:rn S"+Cn_1Sn-1+ ... +C1S+CO 

- ~_1-J p'(s) ds 
- n 2:n i p (5) . 

Dieser Ausdruck ist aber bekanntlich gleich dem nten Teil der NulI
stellenanzahl von p (s), also gleich 1207. 

Nun bilden wir unter Benutzung von Satz 2 [8.4J die Ableitungen 
von Y (t): 

(7) 

Y' (t) 
Y" (t) 

= F (t) * Q' (t) 
= F (t) * Q" (I) 

y(n-1) (t) = F (t) * Q(n-1) (t) 

y(n) (t) = F (t) * Q(") (t) + F (t) . 

Aus diesen Gleichungen ersieht man zuniichst, daB die Anfangswerte 
von Y verschwinden. Ferner ist 

Y(1)) + Cn _ 1 y(n - 1) + ... + Co Y = F (t) * { Q(n) + Cn _ 1 Q(n - 1) + ... + Co Q} + F (t) 
10 

~ ea.v t 

= F(t) * ~ P' (IXv) (IX: + Cn _1 1X:- 1 + ... + Co) + F(t) 
v=1 

= F(t), 

da IX: + Cn -1 Ol: -1 + ... + Co = P (IXv) = ° ist. Damit ist unsere Be
hauptung bewiesen. 

Wir heben noch den Spezialfall F (t) = 1 hervor, bei dem f (s) - ~ 
s 

ist. Bezeichnen wir die Lasung in dies em Fall mit Yo(t), so gilt fUr die 
zugehOrige l-Funktion 
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1st n\ln von den (als einfach vorausgesetzten) Nullstellen IX. von p (s) 
keine gleich 0, so hat s p (s) die einfachen Nullstellen 0, 1Xt, ••. , rx", und 
die Partialbruchzerlegung ergibt: 

Resid. von -s p-\-s) in ° ;2" 
Yo (s) = -----'--'-"---+ 

s 

~_ n 1 

= P (sO) + '" O(v p' (0(.) 
.£.J s -!Xv 
v=l 

• =1 

so daB man erhalt: 

(8) 

R 'd 1. eSI . von sp(S) III Cl.. 

s- Cl. • 

Natiirlich wiirde man auch auf dies en Ausdruck kommen, wenn 
man (5) mit F - 1 explizit ausrechnet. 

Den Fall eines beliebigen F kann man auf diesen Spezialfall reduzieren. 
Es ist namlich, wenn wir wieder voriibergehend F (t) als L-Funktion 
annehmen: 

f (s) 
y (s) = p (s) = S (f (s) Yo (s)) . 

Zu /(s) yo(s) gehort, da Yo(t) eine La-Funktion ist, die Funktion F*Yo' 
Diese ist nach Satz 2 [8.4J differenzierbar (man beachte Yo (0) = 0): 

d~ [F* Yo] =F* Y~, 
und £{F * Yo} existiert, da Yo eine La-Funktion ist (Satz 7 [8.5J). 
Also ist nach Satz 1 [8.3]: 

£{F* Yo} = s £{F * Yo} = s(f(s) Yo (s)) . 

Damit ergibt sich die allgemeine Losung Y aus der speziellen Yo folgender
maBen (und dies gilt wieder fur jede stetige I-Funktion F) 208: 

(9) Y (t) = :t [F * Yo] = F * Yo. 

Der Vergleich mit (5) zeigt, daB 

(10) Yo(t)=Q(t) 

sein muB, was ja auch leicht aus (5) direkt folgt, denn mit F (t) = 1 
ergibt (5): 

woraus (10) folgt. 

b) Gewisse IX. sind gleich. 
Wir bezeichnen die wirklich verschiedenen Wurzeln von p (s) mit 

1Xl> ••• , 1:4 .. , sie mogen beziehungsweise die Vielfachheiten kl' .. " km haben 
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(kl + 000 + km = n). Die Partialbruchzerlegung von p ~S) hat dann die 

Gestalt: 
1" 

1 ~ ( av 1 a. k. ) 
q (s) = p (s) = £.J s - IX.v + 0 0 0 + (s _ IX.v)kv ' 

.=1 
und die av I' lassen sich als Residuen berechnen: 

1 J (s - a.Y'-1 (11) a - -- ds 
VI' - 2ni P(s) (,u = 1, o. 0, kvL 

wobei das Integral iiber einen Kreis urn IXv zu erstrecken ist, der die iibrigen 
IX ausschlieBto 

Zu q (s) gehOrt die L-Funktion 

(12) Q(t) = ~ (aVI + av2 -fy- + 00. + aVkv (k:~ :)! )e<xvt, 
v=1 

und die Lasung der Differentialgleichung (1) lautet wieder: 

Y (t) = F (t) * Q (t) 0 

Auch hier ist 

wo Yo die Lasung fUr F - 1, weil Yo (t) = 1 * Q (t), also Q (t) = Y~ (t) 
ist. Die Verifikation, daB Y (t) wirklich Lasung ist, vollzieht sich genau 
so einfach wie unter a), denn zunachst ergeben sich wieder die Glei
chungen (6), wenn man den ersten der oben angegebenen Beweise benutzt. 
Hieraus folgen die Gleichungen (7) 0 Weiterhin ergibt sich nach Gesetz IlIa: 

~{Q(')} = s' ~{Q} fUr 'J! = 0,1,0' 0, n-1 

~ { Q(n)} = sn ~ { Q} - 1 , 
(13 ) 

also 
~{Q(n) + Cn- 1 Q(n-1) + 000 + coQ} = ~{Q} (s" + C"-1 S,,-1 + 0.0 + co)-1 

= q (s) p (s) -1 = O. 

Hieraus folgt aber wegen der Stetigkeit, daB * 
Q(n) + Cn _ 1 Q(n - 1) + 0 0 0 + Co Q = 0 

und damit wie unter a), daB 
y(n) + Cn _ 1 y(n - 1) + . 0 0 + Co Y = F (t) 

ist. 
Wir bemerken noch, daB hiernach Q (t) die homogene Differential

gleichung p (D) Q = 0 mit den Anfangsbedingungen Q (0) = Q' (0) = 0 0 0 
=Q(n-2) (0)=0, Q(n-1) (0)=1 befriedigt. DaB man vermittels dieser 

* Den Nachweis, daB p (D)Q = 0 ist, haben wir so auf dem Weg iiber den 
l-Bereich und damit besonders einfach gefiihrt. Das geht, weil Q eine wohlbekannte 
Funktion ist, deren l-Funktion existiert. Fiir Y, in dem die beliebige Funktion F 
vorkommt, laBt sich das nicht machen. 
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Funktion die Losung der inhomogenen Gleiehung mit versehwindenden 
Anfangsbedingungen in der Gestalt Y (t) = F (t) * Q (t) darstellen kann, 
ist aueh a priori klar, denn das zeigen sofort die Gleiehungen (7). 

2. Die homogene. Differentialgleiehung mit beliebigen 
Anfangsbedingungen. 

Wir betraehten ein einzelnes Glied in (3): 

s"-I'-l + Cn_1S"-1'-2 + ... + CI'+l 
p (s) 

(fl=0,1, ... , n-1). 

Naeh (13) gehort hierzu die L-Funktion 

(14) UI'(t) = Q(n-l'-l) (t) + Cn -1 Q("-1'-2) (t) + ... + CI' + 1 Q(t), 

wo Q (t) dureh (4) bzw. (12) gegeben ist. ~,(t) genugt der homogenen 
Differentialgleichung (1), denn Q (t) tut es naeh der obigen Bemerkung, 
also aueh seine Ableitungen, folglieh jede lineare Kombination von solchen. 
Weiterhin ergibt sieh aus (6): 

UI'(O) = 0, U~(O) = 0, ... , U~I'-l)(O) = 0, U}t)(O) = 1. 

Fur die hoheren Ableitungen benutzen wir die Differentialgleichung 

Q(n) (t) + Cn -1 Q(n -1) (t) + ... + C1 Q' (t) + Co Q (t) = 0, 

aus der dureh Differenzieren folgt: 

Q(n + 1) (t) + Cn _ 1 Q(n) (t) + ... + C1 Q" (t) + Co Q' (t) = 0, 

(r + 2) (t) + Cn -1 Q(n + 1) (t) + ... + C1 Q'" (t) + Co Q" (t) = 0, 

usw. Fur t = ° ergibt sich unter Beaehtung von (6): 

Q(n) (0) + Cn _1 = 0, 

Q(n+1) (0) + Cn -1 Q(n) (0) + Cn_2 = 0, 

Q(n+2) (0) + Cn-1 Q(n+1) (0) + Cn _ 2Q(n) (0) + Cn _3 = 0, 

usw. Diese Gleiehungen sind aber gleichbedeutend mit 

U~I'+l)(O) = 0, U}t+2) (0) = 0, ... , u~n-1)(0) = 0. 

Hieraus folgt, daB die Funktion 
»-1 n-1 

(15) 2: Y(I') (0) UI' (t) = 2: Y o(l') (0)(Qn- ll-1 (t) + Cn _1 Qn-I'-2 (t) + ... + CI'+l Q (t)) 
1'=0 1'=0 

der homogenen Differentialgleiehung (1) genugt und die Anfangswerte 
Y(I') (0) (fl = 0,1, ... , n-1) hat. 

Addiert man (5) und (15), wobei Q dureh (4) bzw. (12) definiert ist, 
so erhalt man die Losung der inhomogenen Gleiehung mit beliebigen 
Anfangsbedingungen. 

Verallgemeinerung: Die Koeffizienten der Differentialgleiehung 
setzten wir, abgesehen von dem Storungsglied, als konstant voraus. 
Ist nun allgemeiner eine Ableitung y(v) mit einer Potenz tm multipliziert, 
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so entspricht diesem Glied vermoge Gesetz IIlb im l-Bereich der Ausdruck 
dm 

(_1)'n_ (SVy (s) - Y (0) sv-I_ Y' (0) sV-2_ ... _ y(v-l)(O)). 
dsm 

Bei der AusfUhrung der Differentiation treten die Ableitungen von y (s) 
bis zur mten auf, die Koeffizienten sind Potenzen. Daraus folgt: Einer 
linearen DifferentialgleichlUlg nter Ordnung im L-Bereich, deren Koeffi
zienten Polynome bis zum mten Grad sind, entspricht im l-Bereich eine 
Differentialgleichung mter Ordnung, deren Koeffizienten auch Polynome 
sind. 1st m < n, so ist damit das Problem auf ein einfacheres reduziert. 
Die Differentialgleichung im l-Bereich hat unendlich viele Lasungen, 
in Frage kommen aber nur solche, die l-Funktionen sind; das gleiche 
gilt dann von den Ableitungen. Also hat man die Anfangsbedingungen 
y (+ (0) = y' (+ (0) = ... = 0 zu beachten, die unter UmsHinden eine 
Losung aussondern. Wir verfolgen dies hier nicht weiter, weil sich fUr 
den allgemeinen Fall nicht viel aussagen laBt. 

Bemerkung: 1st die Storungsfunktion eine Konstante oder all
gemeiner eine LO-Funktion, so gilt offenbar das gleiche fUr die Lasung 
Y (t), da Q eine LO-Funktion ist. Also hat Y (t) eine bestiindig konvergierende 
Entwicklung nach aufsteigenden Potenzen von t, ebenso wie y (s) die 
entsprechende auBerhalb eines gewissen Kreises konvergente Entwick
lung nach absteigenden Potenzen von s besitzt (Satz 2 [5.1J). Dagegen 
gibt es keine konvergente Entwicklung fur Y (t) nach absteigenden 
Potenzen von t, wohl aber asymptotische Entwicklungen in der Um
gebung von t = 00, die nach den in 14.3 aufgestellten Sat zen zu 
finden sind, sobald F (t) als L-Funktion gegeben ist. 

§ 2. Ein System von linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten und beliebigen Storungsfunktionen. 

Unter PI1.(3 (D) verstehen wir einen linearen Differentialoperator nter 

Ordnung: . 
PI1.(3(D) = c~(3 Dn + c~'!.-IDn-1 + ... + c~(3 D + c'Z/ , 

wobei wir die Moglichkeit offen lassen, daB gewisse von den c verschwinden, 
daB also z. B. der Operator in Wahrheit von niedrigerer Ordnung als n 
1st. YI (t), ... , Yr (t) seien unbekannte, PI (t), ... , Fr (t) bekannte, fUr 
t > 0 stetige Funktionen. Dann betrachten wir das System von Diffe
rentialgleichungen 

(1 ) 
fPI1(D) Y1+P12(D) Y2 +"'+PIr(D) Yr=FI(t) 

1 ~r1 (D) 'YI ~ P~2(~) ;2 ~ .. '. +' Pr:(D) y r'= ~r(t;. 
Der Obersichtlichkeit halber nehmen wir an, daB der in allen physi
kalischen Anwendungen realisierte Fall n = 2 vorliegt, und schreiben 
kurzer: 
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Wir setzen zunachst voraus, daB die Fk L-Funktionen sind und daB es 
Losungen Y. (i) mit vorgescliriebenen Anfangswerten Yp (0), Y: (0) 
gibt, deren zweite Ableitungen L-Fllnktionen sind. Dann entspricht 
dem differentiellen Gleichungssystem (1) im 1-Bereich das algebraische 

r r 

Pu (s) YI + ... + PI' (s) Yr = 11 (S) + ~ (alpS + blv ) Y. (0) + ~ alv Y: (0) 
v~I v~l 

(2) 
r r 

Pri (s) Yl + ... + Prr(S) Yr = Ir (S) + ~ (arvs + b,·v) Yv (0) + ~ arv Y: (0) . 
• ~l .~1 

Wie in § 1 zerlegen wir das Problem zweckmaBig in zwei Teile: 

1. Inhomogenes System mit verschwindenden 
Anfangs bedingungen. 

Das System (2) hat hier die Gestalt: 

(3) 1 ~11 (~) Y~ +.' . '. + :lr ~s) Y~ =.'1 (~) 
Prl(S) YI + ... + Prr(S) Yr = Ir(s). 

Bezeichnen wir die Determinante der Prxp(s) mit Lf (s), das algebraische 
Komplement zu PrxP (s) mit LfrxB (s), so ergibt sich in bekannter Weise.: 

r 

(4) Lf (s) Yl (s) = ~ Lfkl(S) Ik (s) (1 = 1 , 2, ... , r) . 
k~l 

Dabei sind Lf (s) und Lfkl (s) Polynome von hochstens 2rtem bzw. 2 (r_1)tem 
Grad. Wir behandeln nun folgende FaIle: 

a) Normalfall: Lf (s) hat den Grad 2 r. 
Dann ist 

r 
~ Likl(S) 

Yl (s) = ~ ---:ITs) Ik (s), 
k~l 

und die Li~l(~)) sind gebrochen rationale'Funktionen, deren Zahler von 

niedrigerem Grad als der Nenner sind. Durch Partialbruchzerlegung 
m 

Li k1 (s) ~ ( dVI d.k. ) 
70) - = ~ s - Ct. + ... + (s _ Ctp)kp , 

v=l , 

wo die rx. die wirklich verschiedenen Wurzeln von Lf (s) mit den Viel
fachheiten k. sind, erhalt man leicht die zugehorigen L-Funktionen 
Qkdi) : 

Likl (s) 
B {Qk I (i)} = ----.;ns)-' 

und damit die Losungen in der Gestalt 

(5) Yi (t) = ~ Qkl (i) * Fk (t). 
k ~l 
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DaB diese Funktionen, auch wenn die Fk (t) keine L-Funktionen, sondern 
nur fUr t > 0 stetige I-Funktionen sind, wirklich ein Losungssystem 
von (1) mit den Anfangsbedingungen Yl (0) = Y/ (0) = 0 darstellen, 

'f' . . . § D . LJ kl (5). d G d d N ven lZlert man genau Wle III 1. enn III ---:d(sr- 1st er ra es enners 

urn mindestens 2 groBer als der des Zahlers, in der Potenzentwicklung 

;Jkl(5) _ Qkl (oL + Q~l (0) + ... 
LJ (5) - 5 52 

ist also Qk l (0) = O. Es ist daher 
r 

(6) Y( (t) = 2: Q~ l (t) * Fk (t) , 
k~l 

r r 

(7) Y(' (t) = 2: Q~l (t) * Fk (t) + 2: Q~l (0) Fk (t). 
k~l k~l 

Aus (5) und (6) ersieht man das Verschwinden von Yl(O) und Y( (0). 
Urn das ErfUlltsein des Systems (3) zu zeigen, bemerken wir zweierlei: 

1. Es ist 

(8) 
~ !lk[(S) {1 fUr k=i 
~ Pil (s) -11(5)- = 0 fUr 
1~1 k=l=i, 

also wegen 

(9) 
.:, , /1 fUr k = i 
,. a· Q (0)-

..... d kl -10 f" k --l-- • 
l~l ur ,7. 

2. Bei festem k erfiillen die Funktionen Qk 1, ... , Qk r das homogene 
System (1), bei dem also rechts aIle F verschwinden. Denn es ist 

Pit (D) Qkl (t) = ail Q~fl (t) + bit Q~ l (t) + Ci I Qkl (t), 

also nach Gesetz IlIa wegen Qkl(O) = 0: 

£{Pil (D) Qkl (t)} = ail [S2 £{ Qkl (t)}-Q~l (O)J +bil s 53 {Qkl (t) }+Cil·53 {Qkl (t)} 
ihl (5) f 

= Pi! (S)-;1 (5) . - ail Qkl (0), 

und daher wegen (8) und (9): 

1\ ~ I __ ~ 11k1 (5) ~ , _ 
£ 6t Pil (D) Qkl (t),- t:t Pil ~ (5) - t:-t. all Qkl (0) - 0, 

also auch 

(10) 2: Pil (D) Qkl (t) = O. 
l~l 
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Nunmehr ergibt sich das ErfiiIltsein von (1) durch die Yl (t). Aus 
(5), (6) und (7) folgt: 

r r r r r 

.I Pil (D) Yl =.I .I {Pil (D) Qkdt)} * Fdt) +.I .I ail Qkl (0) Fk (t) 
1=1 l=lk=l l=lk=l 

r r r r 

=.I Fk(t) *.I Pil (D) Qkl (t) +.I Fk(t).I ail Q~I (0) 
k=l 1=1 k=1 1=1 

= Fi (t) 

wegen (9) und (10). 

b) ExtremfaIl: L1 (s) = o. 
In diesem Fall hat die Matrix IIp,,,p (s) II einen Rang v < r. Zwischen 

den link en Seiten der Gleichungen (3) bestehen dann r - v lineare 
Relationen. Damit das System (3) 16sbar ist, miissen notwendig 
dieselben Relationen zwischen den rechten Seiten tk (s) und damit 
zwischen den Fk (t) bestehen. Das Bestehen dieser Relationen ist aber 
auch hinreichend dafUr, daB Losungen, und zwar unendlich viele, 
existieren. Denn dann kann man r - v Gleichungen als iiberfliissig 
streichen und in den v iibrigen gewisse r- v Funktionen yz(s), die so 
auszusuchen sind, daB die Koeffizientendeterminante der iibrigen von 0 
verschieden ist, beliebig wahlen. 

Die iibrigen FaIle, die moglich sind, lohnt es sich nicht allgemein 
durchzudiskutieren, da die Diskussion wegen der vielen Sonderfalle zu 
uniibersichtlich wird. Es ware dabei zu beriicksichtigen, daB L1 (s) ein 
Polynom von jedem Grad :::S 2 r sein kann, sei es, daB durch spezielle 
Wahl der Koeffizienten aexp, bexp , c",p die hoheren Potenzen sich wegheben, 
sei es, daB manche von den Operatoren p",p garnicht von zweiter Ordnung, 
sondern von einer niedrigeren sind. Dabei ware wiederum zu erwagen, 
bei welchen Funktionen Yz (t) gar nicht zwei, sondern weniger Anfangs
bedingungen vorgeschrieben werden konnen. In jedem einzelnen Spezial
fall ist die Diskussion natiirlich ohne prinzipielle Schwierigkeiten durch
fUhrbar. 

2. Homogenes System mit beliebigen Anfangsbedingungen. 
Das System (2) hat in dies em Fall die Gestalt: 

r r 

Pl1 (s) YI -+- ... + PIT (S) Yr = .I (al • S + bl .) Y;, (0) + .I a1• Y: (0) 
.=1 v=l 

( 11) 
r r 

Pr1 (s) YI + ... + Pry (s) Yr = .I (ar• s + br.) Y. (0) + .I ar• Y; (0). 
v=1 v=1 

(1st ein Operator Ap von geringerer als zweiter Ordnung, so fallen die 
durch ihn schein bar hereingebrachten Anfangsbedingungen in Wahrheit 
aus.) Auch hier sind dieselben Fallunterscheidungen hinsichtlich des 
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Verhaltens von L1 (s) zu maehen wie unter 1. Besehranken wir uns auf 
den dortigen Normalfall a), so erhalten wir: 

y,(,) ~ ~ "~(xll;t. (a,,' + b,,) 1',(01+ ~ a .. Y; (0) 1 
Dazu gehort die L-Funktion 

r r r r 

(12) YI (t) = 2' Yv (0) .I (akv Q~ I (t) + bkv Qkl(t)) + .I Y; (0) 2: akv Qkl (t) . 
rc-l k~l v~l k~l 

Denn wendet man hierauf die 52-Transformation an, so tritt naeh Ge
setz IlIa zwar noeh das Glied 

.I Yv (0) .I a"v Qkl (0) 
v~l k-1 

auf; dieses verschwindet aber wegen Qkl(O) = 0 (s. S.331). 
Die Funktionen (12) bilden wirklich Losungen des homogenen 

Gleiehungssystems (1) mit den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen. 
Denn naeh S. 331 befriedigen die Qkl und damit auch die Q~I bei festem k 

r 

das homogene System, also auch die linearen Kombinationen 2: akJ,Q~ I (t) 
k~l 

usw. (v fest, 1= 1, 2, ... , r), und folglieh auch die hieraus durch lineare 
Kombination entstehenden Funktionen Y I (t). 

Urn die Anfangsbedingungen zu verifizieren, bilden wir zunachst 
das Analogon zu (8): 

= 2: akv Q~I (0) + . ~'L: (akv Q~~ (0) + bk, Q~l (0)) + .. " 
k~l k~l 

also muD gelten: 

( 14) 
r 11 fur v = l Ya '0-_kvQkl()-Of" --+--l 

k ~ 1 ur v,', 
r 

(15) .I (akr Q~'l (0) + bkv Q~l (0))= O. 
k~l 

Beaehtet man noeh Q" 1(0) = 0, so sieht man, daD die rechte Seite von 
(12) bzw. ihre Ableitung fur t = 0 liefert: 

r r 

LYv(O) .I akv Q~I(O) = Yz (0), 
v~l k~l 

r r l' l' 

.I Yv (0) .I (akv Q~'l (0) + bkv Q~I (0)) + LY; (0) .I akv Q~l (0) = Yz' (0). 
"~l k~l l'~l k~l 
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Bemerkung: Hinsichtlich konvergenter und asymptotischer Ent
wicklungen fUr ein Lasungssystem gilt sinngemaB das am Ende von 
§ 1 Gesagte. 

§ 3. Die Beziehung der Methode der Laplace-Transformation 
zur symbolischen Methode (Heavisidekalkiil). 

Wie im 2. Kapitel erwahnt wurde, hat schon LAPLACE erkannt, daB 
durch das nach ihm benannte Integral eine brauchbare Basis zur Be
grtindung der zu seinen Zeit en und schon frtiher tiblichen symbolischen 
Methoden der Differentialrechnung geschaffen wird. Da die symbolische 
Methode bis zum heutigen Tag in der technischen Literatur eine groBe 
Rolle spieIt, wollen wir sie hier auseinandersetzen und ihre Beziehung 
zu der in § 1 und 2 dargestellten Theorie untersuchen. 

Die schon in § 1 erwahnte symbolische Schreibweise der dortigen 
Differentialgleichung 

(1) P(D)Y=F 

verfUhrt dazu, das Symbol p (D) als Faktor anzusehen und demgemaB 
die Lasung in der Formel 

zu suchen. Real steckt hinter dieser zunachst gar nichts besagenden 
Formel folgendes: P(D) ist ein Differentialoperator, eine Verallgemeine·· 
rung des Grundoperators D. Man weiB, daB durch Austibung dieses 
Operators aus Y eine bekannte Funktion F wird. So wie nun die ein
fachste derartige Gleichung D Y = F dadurch gelast wird, daB man 
die "Umkehrung" der Differentiation, namlich die Integration, erfindet, 
so wird auch die Lasung von (1) damit gleichbedeutend sein, daB man 
den Operator p (D) "umkehrt", d. h. einen anderen Operator J erfindet 
derart, daB J {p (D)} einfach die Identitat ist, kurz 

JP(D) = 1. 

Will man dieser "Inversen" zu p (D) das Zeichen p (~) geben, so ist das 

recht suggestiv, besagt aber tiber diese Operation selbst noch garnichts. 
Nun wtirde tiber die "Lasung" von (1) durch (2) wohl nie ein Wort 
verloren worden sein, wenn man nicht durch unentwegtes Weiterverfolgen 
dieses ktihnen Weges offenbare Erfolge erzielt hiitte. Wir erlautern das 
am allereinfachsten Fall, daB p (x) - x + c und die Starungsfunktion 
konstant gleich b ist, also die Differentialgleichung 

Y' + c Y = b oder (D + c) Y = b 

vorliegt. Nachdem man 
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hingeschrieben hatte, sagte man sich: 1st c = 0, so bedeutet ~ die 
Inverse zu D, also Integration, beispielsweise von ° an: 

t 

Y=!bdr=bt. 
o 

Das ist vallig richtig, wenn Y (0) = ° als Anfangsbedingung gestellt 
wird; darum sei dies in der Folge vorausgesetzt. 1st nun c=j=O, so kann 
man dadurch in die Bahn des Spezialfalls kommen, daB man (3) nach 

Potenzen von ~ entwickelt: 

b 1 1 1 1 
(4) Y=n c =nb-D2bc+DSbc2_+ .... 

1+n 
Da ~ Integration von ° an bedeutete, so liegt es nahe, unter ~" n-fach 

iterierte Integration von ° an zu verstehen, was bezuglich der Kon
stanten 1 liefert: 

Damit ergibt (4): 
t2 t3 b 

(5) Y =bt-bc- + bc2--+ ... = - (1-e- C!) 2! 31 c . 

Das ist nun in der Tat eine Lasung der Differentialgleichung (1), deren 
allgemeine Lasung j a lautet: 

Y(t) =~(1-e-ct) + Y(O)e- ct , 
c 

und zwar ist es gerade die mit der Anfangsbedingung Y (0) = 0, die 
ja auch oben vorausgesetzt wurde. Damit hat diese Methode, bei der 
jeder Schritt vallig in der Luft hangt, einen zweifellosen Erfolg errungen. 

1m Sinne dieser Behandlungsart ware nun auch noch ein anderer 
Weg denkbar. Wenn man (3) schon nach Potenzen von D ent-wickelt, 
so kan.n man es auch nach. aufsteigenden Potertzen entwickeln: 

b 1 b( 1 1 ) (6) Y=- =- 1-D-+D2--+ .... 
c 1 +~ c C c2 

C 

Da D Differentiation bedeutet, so wird man unter D2, D3, ... wieder
holte Differentiation verstehen mussen, was auf 

(7) Y = ~ 
c 

fiihrt. Damit erhalten wir zwar nicht die Lasung (5), aber doch wenig
stens den Wert, dem sie asymptotisch [wie ubrigens alle Lasungen 
von (1) ] zustrebt. 

Hat nun diese "experimentierende" Methode einen wirklichen mathe
matischen Sinn, beruht das Ergebnis nur auf Zufall oder lassen sich 



336 is. Rap.: Gew6hnliche Differentialgleichungen. 

damit auch die allgemeinsten Differentialgleichungen angreifen bzw. 
kann man Grenzen abstecken, innerhalb deren die Methode erfolgreich 
ist? Alle diese Fragen lassen sich auf Grund der Kenntnis von § 1 vollig 
erledigen, man wird aber auch ohne diese Kenntnis ganz zwangslaufig 
auf die Methode von § 1 gefUhrt. Dazu braucht man sich namlich nur 
von dem Gedanken freizumachen (dieser hat der Klarung des Sym
bolismus lange im Wege gestanden), daB die betrachteten Funktionen 
dieselben blieben, wenn man eine so einschneidende Handlung vornimmt 
wie den Ersatz eines Operators D durch eine rein algebraisch zu hand
habende GroBe. Vielmehr kann es sich hier urn gar nichts anderes 
handeln, als urn den Ubergang von dem Bereich der dem Operator 
unterworfenen Funktionen zu einem zugeordneten anderen, in dem sich 
jener Operator als eine algebraische Multiplikation widerspiegelt, also 
urn eine Funktionaltransformation. Einen so1chen Ubergang bewerk
stelligt aber gerade die Laplace-Transformation, wobei wir es dahin
geste11t sein lassen, ob es auch noch andere derartige Funktionaltrans
formationen gibt 209. Dabei wird nun zunachst einmal ldar, warum die 
symbolische Methode, wenn sie iiberhaupt funktioniert, gerade diejenige 
Losung liefert, deren Anfangswert Y (0) verschwindet *. Denn wenn 

man in der Bezeichnungsweise der symbolischen Methode :t Y durch 

D· Y, d. h. in der Sprache der £-Transformation durch s· y ersetzt', 
so bedeutet das, daB man Y (0) = 0 voraussetzt, denn andernfalls miiBte 
s y- Y(O) geschrieben werden. Weiterhin wird im Symbolismus die 
rechts stehende Konstante b unverandert gelassen, wahrend bei der 

£-Transformation dafUr ~ eintritt. Das bedingt einen durchgangigen s . 

Unterschied der Formeln urn den Faktor ~, der in der Folge zu beachten s 

ist. Die Frage, was D +1 b bzw. _+1 ~ bedeutet, braucht nun nicht esc s 
durch vage Vermutungen, iiber deren Richtigkeit erst der Erfolg ent
scheidet, gelost zu werden, sondern bedfutet jetzt nichts anderes, als 
den Schritt von vorhin zuriickzutun, namlich von einer gewissen Funktion 
des zugeordneten Bereichs zur Originalfunktion zuriickzugehen. DaB 

der Funktion y = _+1 ~ eine Originalfunktion entspricht, ist klar. 
s c s 

Ihre Berechnung bzw. analytische Darstellung ist eine sekundare An
gelegenheit, sie kann auf die verschiedensten Arten erfolgen. Wir konnen 

* Irgendeinen "Anfangspunkt" braucht die symbolische Methode auf alle 
Falle, da sie ja Integrale von einer bestimmten Stelle an bildet. die den Operatoren 

1 
Dn entsprechen. Das braucht nicht gerade der Punkt t = 0 zu sein. es k6nnte auch 

irgend ein anderer Punkt t = to sein. Dann wurde man als Funktionaltransformation 
00 

das Integral J e- s 1 F (t) dt benutzen. 
I, 
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dafur Y = e- ct * b schreiben (was 

k6nnen die Partialbruchzerlegung 

der Symbolismus nicht kennt) , wir 

y = ~ (~ __ 1_) vomehmen und 
c s s + c 

dementsprechend Y = ~ (1_e- ct) setzen, wir k6nnen auch y in eine 
e 

konvergente Reihe nach absteigenden Potenzen von s entwickeln: 
b 1 b be be2 

Y=52-+ c =52-7+54-+ "', 
1 -

s 

was der Entwicklung (4) entspricht und erhalten hierzu natUrlich die 
Entwicklung (5). Wir k6nnen yauch nach aufsteigenden Potenzen von s 
entwickeln: 

b 

y = ; (1 - ~ + ~: - + ... ) , 
wissen dann aber, daB ihr keine konvergente Entwicklung von Y (t) 
entsprechen kann (s. die SchluBbemerkung von § 1), sondem daB wir 
aus ihr unter gewissen einschneidenden Voraussetzungen, die hier ubrigens 
erfullt sind, nach den Satzen von 13.1.2 und 14-3.2 eine asymptotische 
Entwicklung fUr t -+ CXl bekommen, die so lautet (nach jenen Satzen 
fallen alle Glieder mit positiven ganzen Exponenten weg): 

lim t" (Y (t) - ~) = 0 fUr j edes n:>-- O. 
t+co 

Das ist das Ergebnis (7) in wesentlich verscharfter Gestalt. 
Man sieht, daB die symbolische Methode sich ganz allgemein auf 

gewohnliche Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und 
konstanter rechter Seite in genau gleicher Weise anwenden laBt, weil 
das ja nur auf eine Imitation der L6sung in § 1 hinauslauft. Dazu ist 
im einzelnen noch zu bemerken: 

1. Die der Partialbruchzerlegung entsprechende Formel 18.1 (8), die 
den Spezialfall F = 1 von 18.1 (5) darstellt, ist im Symbolismus unter 
dem Namen "Heavisidescher Entwicklungssatz*' (Expansion theorem)" 
bekannt und pflegt dort mit einem mystischen Schimmer umwoben zu 
werden. Heaviside (1850-1925), ein englischer Elektroingenieur 21O, war 
Autodidakt und ein leidenschaftlicher Verfechter der "Experimental
methode" in der Mathematik, von der wir oben eine Probe gegeben haben. 
Durch ihn ist die in Wahrheit schon lange vor ihm bestehende symbolische 
Methode der Differentialoperatoren in der technischen Literatur popular 
geworden, so daB sie vielfach auch als "HeavisidekalkUl" bezeichnet 
wird. Wie Heaviside selbst zu dem "Expansion theorem" gekommen 
ist, ist nicht ganz klar, wahrscheinlich aus physikalischen Erwagungen 
heraus 211. Die Formel selbst war naturlich in der reinen Mathematik 
schon lange bekannt 212. 

* Gemeint ist: Entwicklung nach den Eigenfunktionen der Differential

gleichung, d. h. nach den Lbsungen e"v t der homogenen Gleichung. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 22 
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2. Die Ableitung der "effektiven" Formel (5) aus der "symbolischen" 
Formel (4) kann in die einfache Anweisung gekleidet werden *: Man 

ersetze in der unendlichen Reihe (4) das -\. durch ~ (das entspricht der D n. 

Zuordnung von ,,1+1 zu ~). DaB dies zum richtigen Resultat fiihrt, s n. 
liegt an zwei Zufilligkeiten, namlich einmal daran, daB die rechte Seite 
der Differentialgleichung eine Konstante war, so daB sich das von der 

Entwicklung von _+1 herruhrende ~ mit dem von der rechten Seite 
S C S 

herriihrenden ~ zu -n1+1 vereinigt (im allgemeinen Fall wiirde dafur 
S S 

~t(s) stehen), zum anderen daran, daB hier (wo es sich speziell urn eine 
S 

LO- bzw. lO-Funktion handelt) die gliedweise Anwendung der B-Trans
formation auf die unendliche Reihe sicher legitim ist. - Die Formel (5) 
wird von den Symbolikern meist die Heavisidesche Potenzreihenlosung 
genannt, obwohl sie ja nichts anderes ist, als die ganz selbstverstandliche 
Potenzentwicklung einer ganzen Funktion. Sie hat eigentlich gar nichts 
damit zu tun, daB Y (t) die Lasung einer Differentialgleichung ist. 

3. DaB die (auch bei Heaviside vorkommende) Entwicklung (6) 
und die entsprechenden Entwicklungen in allgemeineren Fallen nach 
aufsteigenden Potenzen von D keine konvergenten, sondern asymptotische 
Darstellungen von Y (t) liefern, ist auch von den Symbolikern mehrfach 
bemerkt worden. Bei partiellen Differentialgleichungen, die wir im 
24. Kapitel behandeln, schreiten diese Entwicklungen oft nach ge-

l 3 

brochenen Potenzen von D fort, z. B. D 2, Dl, D 2, D2, ... Es zeigte sich 
insbesondere, daB die Potenzen mit positiven ganzen Exponenten wie 
oben bei (6) vallig gestrichen werden mussen, wenn man uberhaupt 
etwas Brauchbares bekommen will. Aile Versuche der Symboliker, diesem 
Verfahren eine mathematische Grundlage zu geben, sind als gescheitert 
anzusehen. Der Grund wird im Lichte der B-Transformation klar: Wie 
schon oben bemerkt, liegen dem Verfahren in Wahrheit Satze vom 
Charakter der in 13.1.2 und 14.3.2 aufgestellten zugrunde (die ubrigens 
wieder mit der Tatsache, daB Y (t) einer Differentialgleichung genugen 
soli, gar nichts zu tun haben). Diese Satze schlieBen aus der Entwicklung 
von y nach aufsteigenden Potenzen von s gar nicht bedingungslos auf 
eine asymptotische Entwicklung von Y bei t = 00, sondern machen 
eine Reihe von schwerwiegenden Voraussetzungen und benatigen zudem 
zu ihrem Beweis ein betrachtliches Quantum von mathematischer 
Theorie. Jene asymptotische Heavisidesche Regel gilt also gar nicht 
in dem Umfang, wie sie von den Symbolikern in Anspruch genommen 

* Es sei hier erw1!.hnt, daB die orthodoxen Heavisideianer den Buchstaben D 
durch p ersetzen und diesem Ritus eine besondere Weihekraft beimessen. 
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wird, noch weniger HiBt sie sich mit so durftigen mathematischen Hilfs
mittelp., wie sie die Symboliker gewohnlich aufwenden, beweisen 213. 

Es sei noch erwahnt, daB das einzige wirklich in die Theorie der 
Differentialgleichungen GehOrige an der symbolischen lVIethode, namlich 
das "Expansion theorem", sich fur gewohnliche Differentialgleichungen 
auch ohne £-Transformation einwandfrei im Rahmen eines mathe
matisch sinnvoll und konsequent durchgefuhrten Symbolismus begrunden 
laBt 214. Fur partielle Differentialgleichungen dagegen ist es, obwohl es 
auch hierflir von den Symbolikern in Anspruch genommen wird, im 
allgemeinen gar nicht richtig, und zur Abgrenzung von Fallen, wo es 
gultig ist, ist die Theorie der £-Transformation unerlaBlich. Wir kommen 
darauf im 24. Kapitel zuruck. 

19. KapiteL 

Allgemeines tiber die Behandlung von partiellen Diffe
rentialgleichungen durch Funktionaltransformationen. 

§ 1. Rand- bzw. Anfangswertprobleme und der Sinn 
der Randbedingungen. 

Wird fur eine Funktion U, die von mehreren Variablen x, y, ... 
abhangt, eine Funktionalgleichung vorgegeben, die auBer der Funktion 
noch gewisse partielle Ableitungen nach jenen Variablen enthalt, so 
heiBt die Gleichung eine partielle Differentialgleichung. Wahrend es 
bei gewohnlichen Differentialgleichungen leicht ist, die Zusatzbedingungen 
anzugeben, die unter den unendlich vielen Losungen der Gleichung 
eine bestimmte charakterisieren, ist dies bei partiellen Differential
gleichungen eine im allgemeinen schwierige Aufgabe, die bis jetzt nur 
flir wenige Klassen von Differentialgleichungen ge16st ist. Da die 
partiellen Differentialgleichungen eine groBe Rolle in der mathematischen 
Physik spielen, so kann man sich dabei oft von physikalischen Erwagungen 
leiten lassen. Die folgenden Erorterungen sind daher an physikalische 
Probleme angelehnt. Genau wie bei· den gewohnlichen Differential
gleichungen ist zunachst das Grundgebiet des x y ... -Raumes fest
zulegen, in dem die Differentialgleichung integriert werden soll. Wenn 
z. B. U ein Geschwindigkeitspotential darstellt, so ist dieses Gebiet 
im allgemeinen endlich, und es ist physikalisch einleuchtend, daB U 
im Innern festliegt, wenn man seinen Wert auf der Begrenzung (dem 
Rand) vorgibt. Statt dessen kann man auch die Komponente der Ge
schwindigkeit senkrecht zum Rand, d. i. die Normalableitung von U 
vorgeben. In solchen Fallen, wo die Werte der Funktion oder gewisser 
Ableitungen oder beides auf dem Rand zur Festlegung der Losung 
dienen . sollen, spricht man von einem Randwertproblem. Bei einem 
anderen Problemtyp zerfallen die Variablen in zwei nach ihrer physi
kalischen Bedeutung vol1ig verschiedene Klassen: die einen, etwa x, y, Z, 

22* 
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stellen Raumkoordinaten dar, eine andere Variable, t, bedeutet die Zeit. 
Handelt es sich urn ein Ausbreitungsphanomen, wie etwa die Schall
oder Lichtfortpflanzung, so· konnen oft die x, y, z im ganzen Raum 
variieren (d. h. jede Variable zwischen -00 und + 00), wahrend zeitlich 
der Vorgang erst von einem gewissen Moment, etwa t = 0, an beobachtet 
wird, so daB t >- 0 zu nehmen ist. 1m Anfang des Experiments werden 
z. B. beim Schall die Molekule der Luft aus ihrer Ruhelage herausbewegt 
und mit gewissen Geschwindigkeiten versehen, und es soll nun die 
Erregung U an jeder Stelle des Raumes zu jeder spateren Zeit berechnet 
werden. Hier ist also das Grundgebiet unendlich, und es sind die "An
fangswerte" von U und seiner Ableitung nach der Zeit fur t = 0 als 
charakterisierende Zusatzbedingungen gegeben. Eine solche Aufgabe 
heiBt ein Anfangswertproblem*. (Naturlich ist ein solches nichts anderes 
als eine besondere Art von Randwertproblem, die Bezeichnung nimmt 
eigentlich nur Bezug auf die eigenartige Rolle und Bedeutung der 
Variablen t als Zeit). - Die beiden Problemtypen kommen auch kom
biniert vor. 1st beim Schall der Raum nicht unbegrenzt, sondem handelt 
es sich nur urn ein endliches Stuck, z. B. im Eindimensionalen urn eine 
Saite endlicher Lange, so mussen nicht nur die Anfangswerte, sondem 
auch fUr aIle Zeit en die Randwerte (im Beispiel die Ausschlage an den 
beiden Enden, statt des sen etwa auch die Randwerte der raumlicnen 
Ableitung oder etwas Ahnliches) gegeben sein. Man kann dann die 
"Randwerte" und die "Anfangswerte" des Problems unterscheiden. 

Die Unterscheidung in Randwertprobleme und Anfangswertprobleme 
kennt man ja auch in der Theorie der gewohnlichen Differential
gleichungen: man kann eine Losung beispielsweise einer linearen Diffe
rentialgleichung zweiter Ordnung festlegen durch den Wert der Funktion und 
ihrer er;'lten Ableitung in einem bestimmten Punkt (Anfangswertproblem) 
oder durch die Werte der Funktion in zwei verschiedenen Punkten 
(Randwertproblem). Dabei ist es dann so, daB diese in den gelaufigen 
Fallen, in denen man die Losung explizit anschreiben kann, die vor
geschriebenen Werte wirklich darstellt, wenn man die betreffenden Punkte 
in sie einsetzt, ein Umstand, der sich dort so selbstverstandlich einstellt, 
daB man ihn gar nicht besonders hervorhebt. Das ist nun bei partiellen 
Differentialgleichungen ganz anders. Man hat schon fruh bemerkt, daB 
die Losung einer partiellen Differentialgleichung die Rand- bzw. An
fangswerte selbst nicht darzustellen braucht, da sie fur Punkte des Randes 
oft uberhaupt keinen Sinn hat. Schon in den einfachsten Fallen, z. B. 
bei dem bekannten Poissonschen Integral, das die Potentialgleichung 
bei gegebenen Randwerten fur den Kreis als Grundgebiet lost, tritt dies 
ein. Das einzige, was man verlangen kann, ist, daB U im offenen Innem 

* In der Elektrotechnik nennt man einen im Moment t = 0 einsetzenden und 
von da an betrachteten Zustand einen "Einschaltvorgang", wahrend man von 
einem "Beharrungszustand" spricht, wenn t von - 00 bis + 00 betrachtet wird. 
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des Gebietes der Differentialgleichung geniigt und gegen den vor
geschriebenen Randwert konvergiert, wenn der Punkt sich einem Rand
punkt nahert. Diese Konvergenz kann man aber in ganz verschiedener 
Weise verstehen, und wir miissen diese Moglichkeiten etwas ausfiihrlicher 
diskutieren, einmal weil in den iiblichen Darstellungen der Theorie diese 
Fragen nicht weiter behandelt werden, zum anderen weil sie fUr die 
Methode der Funktionaltransformationen von entscheidender Bedeutung 
sind. Wir wollen dabei, urn etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, 
U als Funktion zweier Variablen x, y annehmen 215. 

1. Vom mathematischen Standpunkt aus wird man an eine zwei
dimensionale Konvergenz denken, d. h. wenn in einem Randpunkt 
(xo, Yo) der Randwert Uo vorgegeben ist, so soll sich zu jedem 8> 0 ein 
b > 0 so bestimmen lassen, daB 

I U (x, y) - Uo 1< 8 

ausfallt fiir aile zu dem Integrationsgebiet gehorigen (x, y), fUr die 

I X_XOI2 + I y_YoI2< b 
ist. Setzt man im Innern des Gebietes U sowieso als (zweidimensional) 
stetig voraus und sind die Randwerte selbst in sich stetig, so kann man 
auch sagen: Die durch U(x, y) im Innern und durch die Werte Uo auf 
dem Rand definierte Funktion soll in dem aus "Inneres plus Rand" 
gebildeten abgeschlossenen Bereich stetig sein. - In diesem Sinn wird 
der AnschluB an die Randwerte in rein mathematischen Bearbeitungen 
durchweg verstanden. 

2. Diese Auffassung ist nun aber yom physikalischen Standpunkt 
aus sicher viel zu eng, und es liegt hier der interessante Fall vor, daB 
die Physik eine allgemeinere Auffassung verlangt. als yom Standpunkt 
der Mathematik aus nahezuliegen scheint. Ist z. B. U (x, y) die Tem
peratur eines eindimensionalen Korpers (Stab) mit der Raumkoordinate 
x (0 -< x -< l) zur Zeit y (y >- 0), so ist das Grundgebiet ein Halbstreifen, 
und die-Randwerte bestehen aus der "Anfangstemperatur" U (x, 0) = Uo(x) 
und den Randtemperaturen U(O, y) = Ao(Y) und U(l, y) = Al(Y)· 
Sollen gemaB der Auffassung 1. die Randwerte in sich stetig sein, so 
muB z. B. in der Ecke x = 0, y = 0 gelten: Uo(O) = Ao(O). In der 
Praxis wird fast immer genau das Gegenteil vorliegen, denn es miiBte 
ja geradezu ein Zufall sein, wenn die die Randtemperatur A (y) er
zeugende Warmequelle (etwa eine Flamme) dieselbe Temperatur wie die 
erwarmte Stelle x = 0 zu Beginn des Experiments hatte. Charak
teristischerweise sind auch schon bei dem allerersten Problem, das 
Fourier in seinem klassischen Werk "TMorie analytique de la chaleur" 
lost, und das die stationare Temperaturverteilung in einer halbstreifen
formigen Platte zum Gegenstand hat, die Randwerte nicht stetig; auf 
dem endlichen Begrenzungsstiick sind sie gleich 1, auf den Halbgeraden 
gleich o. Von zweidimensionaler Stetigkeit der Funktion "Losung plus 
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Randwerte" kann also keine Rede sein. Nun ist ja physikaliseh bei dem 
obigen Temperaturproblem klar, wie der AnsehluB an die Randwerte 
zu verstehen ist*: Wenn man zu einem bestimmten Zeitpunkt y von 
innen her gegen ein Stabende, z. B. x = 0, vorgeht, so muB man dort 
die angelegte Randtemperatur Ao (y) antreffen, und wenn man an einer 
bestimmten inneren Stelle x des Stabes von einer Zeit y > ° ausgehend 
die Temperatur zeitlieh zuriiekverfolgt, so muB man auf die in x vorhanden 
gewesene Anfangstemperatur Uo (x) stoBen. Das bedeutet in der x y
Ebene, daB man den stetigen AnsehluB an die Randwerte nur bei senk
reehtem, eindimensionalem Vorgehen gegen den Rand fordert**. (Ana
loges gilt fUr etwaige Ableitungen.) Bei dieser Auffassung sind Unstetig
kei ten wie 0 ben im Fall Uo (0) =j= A 0 (0) durehaus sinn voll : Die Eeken 
(0,0) und (l,O) des halbstreifenfarmigen Grundgebiets sind bei normaler 
Annaherung von innen heraus iiberhaupt nieht erreiehbar. 

Wir wollen die unter 1. gesehilderte Problemstellung die spezielle, 
die unter 2. die allgemeine nennen. Beide haben je naeh dem Interessen
gebiet des Bearbeiters ihren Sinn und ihre Bereehtigung und stellen 
eben zwei versehiedene Aufgabengebiete in der Theorie der Randwert
probleme dar. Jedenfalls ist es aber notwendig, sieh dariiber zu ver
standigen, we1che Problemstellung gemeint ist und was vielleieht aueh 
sonst noeh von der Lasung verlangt wird, wie z. B. Existenz und eventuell 
Stetigkeit gewisser Ableitungen, manehmal aueh so1cher, die gar nieht 
in der Gleiehung selbst vorkommen, weil sonst der Begriff "Lasung 
einer partiellen Differentialgleiehung unter Randbedingungen" iiber
haupt keinen eindeutigen Sinn hat. 

§ 2. Die zu .einem Rand- bzw. Anfangswertproblem 
passende Funktionaltransformation. 

Schon bei den gewahnliehen Differentialgleiehungen haben Wlr 
davon Gebraueh gemaeht, daB die B-Transformation den ProzeB des 
Differenzierens in den des Multiplizierens mit der Variablen verwandelt. 
Diese Eigensehaft laBt sieh natiirlich aueh bei partiellen Differential
gleiehungen verwenden und fUhrt hier zu ungleieh wertvolleren und wieh
tigeren Resultaten. Da eine so1che Gleiehung aber mehrere Variable 

* Nicht bei allen Problemen ist dieselbe Interpretation am Platze. Die Deutung. 
die wir hier den Randbedingungen geben, hangt aufs engste damit zusammen, 
daB die Warmeleitung mit unendlicher Geschwindigkeit vor sich geht (wenigstens 
theoretisch). Bei Vorgangen, die sich mit endlicher Geschwindigkeit fortpflanzen, 
ist eine ganz andere Deutung sinnvoll.: Der die Randbedingung konstatierende 
Beobachter muB sich mit geringerer Geschwindigkeit gegen den Rand bewegen 
als der betreffende Vorgang. Siehe hierzu 21.2.1. 

** Vgl. Enzyklopadie der math. Wissenschaften II 3, Heft 8, § 6, S. 1245, wo 
auf eine ahnliche Formulierung der Randbedingungen hingewiesen wird mit dem 
Zusatz: "Gerade diese der Natur des Problems angepaBte FragesteJlung ist bisher 
in der Literatur verhaltnismaBig wenig behandelt." 
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enthalt, die auBerdem in Intervallen sehr verschiedenen Charakters 
variieren konnen, so ist zunachst eine Erorterung dariiber am Platze, 
in bezug auf welche Variable die Transformation ausgeiibt werden soll 
und welche Transformation iiberhaupt benutzbar ist216• Es ist klar, daB 
das Integrationsintervall der Transformation mit dem Intervall, in dem 
die betreffende Variable in der Differentialgleichung variiert, iiberein
stimmen muB. Man wird daher die 2-Transformation auf eine Variable t 
dann anwenden, wenn diese im Intervall t >- ° variiert. So etwas kommt 
nun gerade bei den Anfangswertproblemen vor, und es stellen sich hier 
einige sehr giinstige Umstande ein: Bei der Transformation der Ab-

1 . a" u . lB' h di W U 8 U f" 1 e1tung ~ treten 1m - erelc e erte von , -at' . .. ur t = 0, a so 

gerade die Anfangswerte auf, und zwar in dem Sinne von Grenzwerten 

der Funktionen U, 88 ~ ,... fUr t -+ + 0 bei Festhaltung der iibrigen 

Variablen *, so daB die Methode gerade der "allgemeinen Pro blemstellung" 
angepaBt ist; auBerdem laufen die Anfangswerte jetzt nicht mehr neben 
der Differentialgleichung her, sondern treten durch die Transformation 
in die neue Funktionalgleichung ein, so da/3 sie dort automatisch be
riicksichtigt sind, wie wir das schon bei den gewohnlichen Differential
gleichungen erlel:5t haben. Es erhebt sich natiirlich die Frage, ob dabei 
nicht vielleicht mehr oder auch weniger Anfangsbedingungen erfordert 
werden, als inWahrheit zur Verfiigung stehen. Diese Frage stellen wir 
bis zur konkreten Behandlung gewisser Typen einstweilen zuriick. 

Variiert eine Variable x im Intervall - 00 < x < + 00, so wird man 
entsprechend an die 2u-Transformation denken, die auch die Differen
tiation in eine Multiplikation verwandelt, aber ohne da/3 Anfangswerte 
auftreten (s. Satz 2 [8.3J), die ja hier auch gar nicht gegeben waren. 
Nun ist dabei aber zu bedenken, da/3 diese Methode zu ihrer Anwendung 
zunachst einmal voraussetzt (wenn man dann auch spater vermittels 
des Fortsetzungsprinzips davon absehen kann) , da/3 die Funktion U 
in Abhangigkeit von der Variablen x iiberhaupt eine 2u-Transformierte 
besitzt. Das bedeutet eine sehr scharfe Einschrankung hinsichtlich 
des Verhaltens fUr x -+ ± 00, da der Transformationskern e-SX fUr 
ffi s > ° bei x -+ -00, fUr ffi s < 0 bei x -+ + 00 sehr stark wachst. Nun 
wiirde hier aber, wie man leicht sieht, die Fourier-Transformation 
(vgl. 6.4) dieselben Dienste tun und dabei sehr viel weniger Anforde
rungen an das Verhalten der Funktion im Unendlichen stellen. Es 
kommt das darauf hinaus, da/3 man die 2n-Transformation nur auf 
der Vertikalen ffi s = 0 betrachtet und dadurch eine Funktion einer 
reellen Variablen bekommt, die nicht wie die 2u-Transformierte in 
einem Vertikalstreifen analytisch zu sein braucht 217. - Man konnte glau
ben, da/3 es analog bei einem Anfangswertproblem vorteilhafter ware, die 

* Siehe Gesetz IlIa. 
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einseitig unendliche Fourier-Transformation zu verwenden. Das ware 
aber unsinnig, denn wenn die einseitig unendliche Laplace-Transforma
tion iiberhaupt irgendwo konvergiert, so konvergiert sie gleich in einer 
Halbebene und stellt dort eine analytische Funktion dar, wahrend es 
vorkommen kann, daB die 2n-Transformierte nur auf einer Geraden 
(als Fourier-Transformierte) existiert und sonst nirgends. Man wiirde 
sich also ganz iiberfliissigerweise einer der vorteilhaftesten Eigenschaften 
der Transformation berauben, wenn man beim Anfangswertproblem 
die Fourier-Transformation verwenden wolite 218• - 1st schlieBlich das 
Intervali einer Variablen endlich, etwa -l-< x -< + l, so ist die passende 
Transformation die "endliche" Fourier-Transformation 219 

+1 

u(n)=! e-inyxU(x)dx, 
-I 

wo n die ganzen Zahlen 0, ± 1, ± 2, ... durchlauft, so daB hier die 
Resultatfunktion eine Folge ist, die iibrigens nichts anderes als die 
(komplexen) Fourier-Koeffizienten von U (x) darstellt. Statt dessen 
kann man gelegentlich, namlich wenn nur Ableitungen gerader Ordnung 
auftreten, im Intervall ° -< x -< 1 die "endliche cos- bzw. sin-Trans
formation" 

I I 

u(n) = ! cosn 7 x U(x)dx bzw. u(n) = ! sin n 7 x U(x) dx 
o 0 

verwenden. Auf jeden Fall bewirkt die Anwendung einer solchen 
Transformation, daB die Differentiation nach einer der Variablen weg
falit, so daB das Problem erheblich reduziert wird. (Bei gewohnlichen 
Differentialgleichungen fiel die Differentiation volistandig weg, und wir 
behielten eine algebraische Gleichung.) - Da wir es in diesem Buch 
hauptsachlich mit der einseitig unendlichen Laplace-Transformation zu 
tun haben, so behandeln wir nur den Fall, daB die zu transformierende 
Variable t das Intervali t >- ° durchlauft, d. h. daB ein Anfangswert
problem vorliegt, das aber im Sinne von § 1 mit emem Randwert
problem kombiniert sein kann. 

Was den Gleiehungstyp selbst anlangt, so muB, damit die Trans
formation moglich ist, die partielle Differentialgleichung linear sein 
und die ]{oeffizienten, abgesehen yom Absolutglied, diirfen von der zu 
transformierenden Variablen t nieht abhiingen, so daB sie, wenn U etwa 
die Variablen x, y, z, t enthalt, die Gestalt hat: 

~ (jPl+P,+P,+v U 
~ Ap1p,p,v (x, y, z) oxP1oyP'ozP'or = B (x, y, z, t). 

Urn zu wirklich greifbaren Resultaten zu kommen, miissen wir natiirlich 
viel speziellere Typen betrachten, die uns aber in Anbetracht der 
Schwierigkeiten der partielien Differentialgleichungen und der eng 
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begrenzten Kenntnisse iiber sie noch geniigend interessante Resultate 
vermitteln werden. Wir orientieren uns dabei an den Erfordernissen 
der mathematischen Physik und wahlen einen Typus, der die grund
legenden der dort auftretenden Probleme umfaBt. 

§ 3. Allgemeine Richtlinien 
fUr die Behandlung des Anfangswertproblems eines speziellen Typs 

von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Wir betrachten die partieile Differentialgleichung zweiter Ordnung 
fUr die unbekannte Funktion U (x, y, Z, t) 

82 U 8U 
(1) LI U + A 2 (x, y, z) ---at2 + Al (x, y,z) at + Ao(x, y,z) U = B (x, y, z, t), 

82 82 82 

wobei LI den Laplaceschen Operator 8x2 + 8y2 + 8z2 bedeutet. x, y, Z 

mi:igen in einem gewissen Gebiet @ des x, y, z-Raumes, den wir uns 
als physischen Raum vorsteilen, mit der Berandung m, die Variable t, 
die meist die Zeit bedeuten wird, im Intervall t >- 0 variieren. Hinsicht
lich der Variablen x, y, z mag eine lineare Randbedingung vorgegeben 

sein, d. h. auf m seien die Werte von U oder der Normalableitung ~~ 
oder eine lineare Kombination der beiden fUr aile t > 0 vorgeschrieben: 

8U 
G (x, y, z) U + H (x, y, z) an = K (x, y, z, t) auf j}t, 

wo G und H stetige Funktionen seien. Hinsichtlich t seien gewisse 
Anfangsbedingungen vorgeschrieben, z. B. * 

U (x, y, z, 0) = Uo (x, y, z) oder Ue (x, y, z, 0) = UI (x, y, z) 

oder auch beide; wir werden sehen, daB die Anzahl der mi:iglichen An
fangsbedingungen von den Koeffizienten der Gleichung abhangt. Mit 
Riicksicht auf die Ausfiihrungen in § 1 miissen wir aber prazis sagen, 
in welchem Sinne wir die Rand- und Anfangsbedingen meinen. Wir 
sahen schon, daB unsere Methode genau der. "allgemeinen Problem
stellung" angepaBt ist, die wir hier so formulieren: 

Randbedingung: Wenn bei festem t der Punkt (x, y, z) gegen einen 
Randpunkt (xo, Yo, zo) von @ strebt (wobei wir es offen lassen wollen, 
ob dieses Streben drei- oder zwei- oder eindimensional vor sich geht) , 
so sei 

(2) G (xo, Yo, zo) lim U (x, y, z, t) + H (xo, Yo, zo) lim 0" (x, y, z, t) 
= lim K (x, y, z, t). 

Anfangsbedingung: Wenn bei festem (x, y, z) die Variable t von der 
positiven Seite her gegen 0 strebt, so sei 

(3) limU(x,y,z,t) = Uo(x,y,z), lim Ue(x,y,z,t) = UI(x,y,z). 

'" U b d t t 8 U Eb h'b . TT fn 8 U . t e eu e Eft. enso sc rei en Wlr Vn ur 8n usw. 
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sind und fUr deren Transfonnierte u die Gleichung (4) gilt, wiihrend die 
Randbedingung (5) von u nicht erfullt wird (Verletzung von V2 ), und 
daB es weiterhin Lasungen U geben kann, fUr die VI nicht stimmt, ja 
sogar solche, fUr deren Transformierte u der Operator Ll gar nicht existiert. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des durch (4), (5) formu
lierten "reduzierten" Problems und kommen dabei auf die oben offen
gelassene Frage zuruck, wieviel Anfangsbedingungen man fUr U vor
schreiben kann. Das reduzierte Problem kann je nach Lage der Dinge 
noch sehr verschiedenen Charakter haben: Die Gleichung (4) ist im all
gemeinen inhomogen, sie kann aber auch dadurch, daB gewisse der 
Koeffizientenfunktionen A 2 , AI> A o, B oder der Anfangsbedingungen 
Uo, U1 verschwinden, auch homogen sein. Ebenso kann die Rand
bedingung (5), die als inhomogen erscheint, homogen sein, wenn 
k(x, y, z, s) auf m verschwindet. Vor allem aber ist zu beachten, daB (4) 
einen Parameter s enthiilt, so daB also die Theorie der Eigenwerte eine 
Rolle spielen wird, das sind diejenigen Parameterwerte, fur die das 
homogene Problem * eine von 0 verschiedene (nichttriviale) Lasung hat, 
wiihrend das inhomogene Problem im allgemeinen keine Lasung besitzt. 
Dber ein so allgemeines Problem wie das durch (4), (5) dargestellte sind 
Resultate in dieser Richtung nicht bekannt. In Spezialfallen, z. B. wenn 
die Funktionen A Konstante sind, so daB die Gleichung (4) im homo
genen Fall die Gestalt 

(6) 
mit 

(7) 

hat,liegt der Fall so, daB es eine abziihlbar unendliche Folge von Werten 
A (Eigenwerte) gibt, fUr die das homogene Problem eine oder mehrere 
nichttriviale Lasungen (Eigenfunktionen) besitzt. Fur diese Eigen
werte hat das inhomogene Problem im allgemeinen keine Lasung, auBer 
wenn die rechten Seiten von (4) und (5) gewisse, mit Hilfe der Eigen
funktionen gebildete Relationen erfiillen. (Auf Einzelheiten gehen wir 
hier noch nicht ein, es kommt uns nur auf das Qualitative an.) Nun 
soIl aber doch die Lasung u eine I-Funktion sein, sie muB also zum 
mindesten fUr alle s mit hinreichend groBem Realteil existieren. Ver
halten sich Bun die Eigenwerte A und die Koeffizienten A 2, AI> Ao so, 
daB die Gleichungen (7) Lasungen s mit beliebig groBem Realteil haben, 
so kann das inhomogene Problem nur dann eine I-Funktion zur Lasung 
haben, wenn jene Relationen fUr die rechten Seiten von (4) und (5) 
erfiillt sind. Da die rechte Seite von (4) die Anfangsbedingungen Uo 
und ~ enthiilt, so bedeutet das, daB zwischen Uo und U1 eine Beziehung 
bestehen muB. Man kann sie also nicht unabhiingig voneinander vor-

* Ein Problem heiBt homogen, wenn sowohl die Differentialgleichung wie 
die Randbedingung homogen ist; inhomogen, wenn mindestens eines von beiden 
nicht zutrifft. 
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Dann liefert die Anwendung der 2-Transformation auf (2) die Rand
bedingung fUr Annaherung von (x, y, z) an ffi: 

(5) G(xo, yo,zo) limu (x, y,z,s) + H (xo, yo,Zo) lim Un (x, y,z,s) =limk (x, y,z,s) 

oder in kurzer, aber miBverstandlicher Schreibweise: 

G(x,y,z)u(x,y,z,s) +H(x,y,z)un(x,y,z,s) =k(x,y,z,s) auf ffi. 

DaB es Lasungen -gibt, die zwar eine Laplace-Transformierte besitzen, 
aber die Voraussetzung VI oder V2 oder beide nicht erfiiHen, werden 
wir spater (20.5) sehen. Diese Lasungen werden vor aHem fUr die Frage 
der Eindeutigkeit wichtig sein. 

Das urspriingliche Problem ist also jetzt reduziert auf die Integration 
der Differentialgleichung (4) unter der Randbedingung (5). 1st die 
Lasung U (x, y, z, s) gefunden, so haben wir die zugeharige L-Funktion 
U (x, y, z, t) zu bestimmen (vorausgesetzt, daB sie existiert) und erhalten 
dann eine Lasung des urspriinglichen Problems. Wir kannen die Methode 
durch das Schema symbolisieren: 

Schema. 
L-Bereich: Rand- und Anfangswertproblem --------+ Lasung U (x, .... t) 

g g 
~ ~ ~ J ~ J 
~ J ~ 
8 s ~ 
oj ~ ;;l 

l! ! 
I-Bereich: Randwertproblem-----------+ Lasungtt (x .... , s) 

Die Methode setzt natiirlich voraus, daB es iiberhaupt Lasungen 
gibt, auf die sie sich anwenden laBt und fUr die insbesondere auch VI 
und V2 erfiillt sind,. so daB also einerseits die Existenz einer Lasung 
von (4), sogar einer l-Funktion, noch nicht mit Sicherheit auf eine Lasung 
von (1) fiihren muB *, sondem das Erfiilltsein von (1) durch U noch 
zu verifizieren ist, andererseits, wenn sich wirklich eine Lasung ergibt, 
sehr wohl noch andere existieren kannen, fUr die eben die Voraussetzungen 
der Methode nicht erfiillt sind und die sich daher auf diesem Wege iiber
haupt nicht finden lassen. Wir werden spater in der Tat an Beispielen 
zeigen, daB es Lasungen U von (1) geben kann, die wohl L-Funktionen 

* Wir kannen nur schlieBen: Wenn eine Lasung U existiert, die allen Voraus
setzungen der Methode geniigt, so kann es nur diejenige sein, deren 2-Transformierte 
durch Lasung von (4) und (5) bestimmt ist. Aber es braucht ja iiberhaupt kein 
solches U zu existieren. 
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sind und fUr deren Transiormierte u die Gleichung (4) gilt, wahrend die 
Randbedingung (5) von u nicht erfUllt wird (Verletzung von V2), und 
daB es weiterhin Losungen U geben kann, fUr die v;. nicht stimmt, ja 
sogar soIche, fUr deren Transformierte u der Operator Ll gar nicht existiert. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des durch (4), (5) formu
lierten "reduzierten" Problems und kommen dabei auf die oben offen
gelassene Frage zUriick, wieviel Anfangsbedingungen man fur U vor
schreiben kann. Das reduzierte Problem kann je nach Lage der Dinge 
noch sehr verschiedenen Charakter haben: Die Gleichung (4) ist im all
gemeinen inhomogen, sie kann aber auch dadurch, daB gewisse der 
Koeffizientenfunktionen A 2, AI> A o, B oder der Anfangsbedingungen 
Uo, UI verschwinden, auch homogen sein. Ebenso kann die Rand
bedingung (5), die als inhomogen erscheint, homogen sein, wenn 
k (x, y, z, s) auf m verschwindet. Vor allem aber ist zu beachten, daB (4) 
einen Parameter s enthalt, so daB also die Theorie der Eigenwerte eine 
Rolle spielen wird, das sind diejenigen Parameterwerte, fur die das 
homogene Problem * eine von 0 verschiedene (nichttriviale) Losung hat, 
wahrend das inhomogene Problem im aIlgemeinen keine Losung besitzt. 
Uber ein so allgemeines Problem wie das durch (4), (5) dargestellte sind 
Resultate in dieser Richtung nicht bekannt. In Spezialfallen, z. B. wenn 
die Funktionen A Konstante sind, so daB die Gleichung (4) im homo
genen Fall die Gestalt 

(6) 
mit 

(7) 

hat,liegt der Fall so, daB es eine abzahlbar unendliche Folge von Werten 
A. (Eigenwerte) giht, fur die das homogene Problem eine oder mehrere 
nichttriviale Losungen (Eigenfunktionen) besitzt. Fur diese Eigen
werte hat das inhomogene Problem im allgemeinen keine Losung, auBer 
wenn die rechten Seiten von (4) und (5) gewisse, mit Hilfe der Eigen
funktionen gebildete Relationen erfullen. (Auf Einzelheiten gehen wir 
hier noch nicht ein, es kommt uns nur auf das Qualitative an.) Nun 
solI aber doch die Losung u eine l-Funktion sein, sie muB also zum 
mindesten fUr aile s mit hinreichend groBem Realteil existieren. Ver
halt en sich Run die Eigenwerte A. und die Koeffizienten A 2 , AI> Ao so, 
daB die Gleichungen (7) Losungen s mit beliebig groBem Realteil haben, 
so kann das inhomogene Problem nur dann eine l-Funktion zur Losung 
haben, wenn jene Relationen fur die rechten Seiten von (4) und (5) 
erfilllt sind. Da die rechte Seite von (4) die Anfangsbedingungen Uo 
und UI enthalt, so bedeutet das, daB zwischen Uo und UI eine Beziehung 
bestehen muB. Man kann sie also nicht unabhangig voneinander vor-

* Ein Problem heiBt homogen, wenn sowohl die Differentialgleichung wie 
die Randbedingung homogen ist; inhomogen, wenn mindestens eines von beiden 
nicht zutrifft. 
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geben, sondem wenn z. B. Uo gegeben wird, so ist U1 schon bestimmt. -
Dberschreiten dagegen die Realteile der Losungen sder 'Gleichung (7) 
eine gewisse Schranke nach oben nicht, so tritt, wenn s in der entsprechen
den rechten Halbebene variiert, in (6) uberhaupt kein Eigenwert A auf. 
In diesem Fall besteht also keine Bindung zwischen Uo und U1 . - Wir 
bemerken noch, daB im parabolischen Fall A2 = 0 der Anfangswert U1 

in Gleichung (4) sowieso uberhaupt nicht vorkommt. - Die nahere 
Ausfuhrung dieser Zusammenhange verschieben wir auf die konkreten 
Falle, die wir behandeln werden 220. 

Dber die Gewinmtng von U auf Grund von u und die explizite Dar
stellung der Losung U ist noch ein Wort zu sagen. In gewissen ein
fachen Fallen ist auf den ersten Blick zu sehen, daB u eine l-Funktion 
ist und wie ihre L-Funktion lautet. Man kennt ja eine groBe Zahl der
artiger zusammengehoriger Funktionenpaare. Gute Dienste leistet hier 
eine Art Worterbuch, in dem die bekannten L-Funktionen mit ihren 
l·Funktionen aufgefUhrt sind, so daB man rasch die "Dbersetzung" von 
dem einen in den anderen Bereich findet (s. Anhang). In vielen Fallen 
fUhren auch Reihenentwicklungen nach Art der in 7.3 bis 7.5 angegebenen 
zum Ziel. 1st die Aufgabe auf diesem Wege nicht zu lOsen, so wird man 
nach den Satzen von 6.10 greifen, die in sehr allgemeinen Fallen zu ent
scheiden gestatten, ob u eine l-Funktion ist, und die U in Form eines 
komplexen Integrals liefem. Dieses bietet dann die Moglichkeit, durch 
Residuenrechnung wieder eine Reihen- oder asymptotische Darstellung fUr 
U zu finden (vgl. 7.4). Auf diese Darstellung der Losung U durch ein kom
plexes Integral kommen wir im 24. Kapitel noch ausfUhrlicher zuruck, 
da sie mit gewissen anderen Theorien in engem Zusammenhang steht. 

In den nachsten Kapiteln behandeln wir nun nach der dargelegten 
Methode die partielle Differentialgleichung (1) im Falle konstanter 
Koeffizienten, und zwar rechnen wir je ein Beispiel des parabolischen, 
hyperbolischen und elliptischen Typs explizit bis zur vollstandigen 
Losung durch. Dabei beschranken wir uns auf den Fall einer raumlichen 
Dimension, damit wir moglichst wenig aus der Theorie der Differential
gleichung (4), auf die das Problem reduziert wird und die dann eine 
gewohnlicheDifferentialgleichung ist, voranszusetzen brauchen, und damit 
das Wesentliche an der Methode deutlich hervortritt. Der Fall zweier 
oder dreier raurnlicher Dimensionen ist in prinzipiell gleicher Weise 
zu erledigen. - 1m 23. Kapitel geben wir dann Proben von Gleichungen 
mit variablen Koeffizienten. 

20. Kapitel. 

Die Wiirmeleitungsgleichung (parabolischer Typ). 
§ 1. Das allgemeine Problem mit Randbedingungen dritter Art. 

Ein homogener Stab von verschwindender Dicke und der Lange 
habe bei der Abszisse x (0 -< x -< l) zur Zeit t die Temperatur U (x, t). 
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1m Innem mogen Warmequellen der Starke CP(x, t), die also ortlieh und 
zeitlieh variabel sein konnen, vorliegen. Dann geniigt U, wenn keine 
seitliehe Warmeausstrahlung stattfindet, der linearen Warmeleitungs
gleiehung* 

(1 ) 
02U oU 
ox2 -Tt=-CP(x,t). 

Die Anfangstemperatur zur Zeit t = 0 sei Uo(x), d. h. 

(2) lim U (x, t) = Uo (x) bei festem x mit 0 < x < l. 
1++0 

An den Enden x = 0 und x = l sei je eine lineare Randbedingung zwischen 

U und ~~ vorgesehrieben ** (oco, Po, OCI' PI konstant): 

(3) lim [oco U(x, t) + Po Ux(x, t)] = Ao(t), 
x++O 

(4) lim [OCIU(X,t) +PI Ux(x,t)] = AI(t) bei festem t>O. 
x+I-O 

Physikaliseh ist ~~ = Ux proportional zur Warmeabgabe an der be

treffenden Stelle. - Wie wir dureh die Sehreibweise von (2) bis (4) deut
lieh gemaeht haben, ist die Aufgabe im Sinne der "allgemeinen Problem
stellung" (siehe 19.1) gemeint. 1st also z. B. Po = PI = 0, so daB die Werte 
von U auf dem Rand des Streifens 0 -< x -< l, t >- 0 vorgesehrieben sind, 
so braueht nicht Ao(O) = Uo(O) , Al (0) = Uo(l) zu sein. 

Nehmen wir zunaehst an, daB alle in 19.3 formulierten Voraus
setzungen *** erfilllt sind, und setzen wir 

53{U(x, t)} = u(x, s), 

53 {Ao(t)} = ao(s), 

53 {CP(x, t)} = cp(x, s), 

53 {AI (t)} = a1 (s) , 

so wird dureh die 53-Transformation das Problem reduziert auf die 
Losung der gewohnliehen Differentialgleiehung 

d2 u ' 
(5) dx2-SU=-Cp(x,s)-Uo(x), 

* o:~ hat eigentlich den Faktor ~, wo k die Leitfahigkeit, e die Dichte, C die 
ux ec 

spezifische Warme ist, Da wir den Faktor als konstant ansehen, so konnen wir 
ihn durch passende Wahl der Langen- oder Zeiteinheit zu 1 machen, 

** Da der Rand m des raumlichen Grundgebiets nur aus zwei Punkten besteht, 
so reduzieren sich die unendlich vielen Gleichungen 19.3 (2) hier auf zwei. trbrigens 
wird natiirlich rx~ + P~ =!= 0, rxi + Pi =!= 0 vorausgesetzt. 

*** Die Voraussetzung V 2 besagt hier, daB 

.13 {lim U (x, t)} = lim .13 {U (x, t)} = tt (O, s), 
x++O x++O 

.13 ft lim ~Ull=lim ",°.l3{U}=ux(O,s) 
x-++O ux x++oux 

sein sol1, entsprechend an dem Rand x = I, 
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die s nur als Parameter enthalt, mit den Randbedingungen 

(6) cx:o U (0, s) + Po U x (0, s) = ao (s), 

(7) CX:I U (l, s) + PI 2tx (l, s) = ~ (s). 

(Bei einer gewohnlichen Differentialgleichung konnen wir uns dieser 
einfacheren Schreibweise bedienen.) Es handelt sich also bei dem Problem 
im l-Bereich urn ein Randwertproblem filr eine gewohnliche Differential
gleichung der Form 

(8) 

mit sog. Randbedingungen dritter Art, die die Gestalt 

(9) cx:o 2t (0) + Po u' (0) = ail' 

( 10) CX:I u (I) + PI u' (l) = al 

haben. Wir stellen die wohlbekannten Ergebnisse hinsichtlich dieser 
Aufgabe zusammen, die wir auch in den folgenden Paragraphen ge
brauchen werden 221 : 

1st sowohl die Gleichung (8) wie die Randbedingungen (9), (10) 
homogen, d. h. ist 'IfJ (x) - 0, ao = al = 0, so heiBt das Problem homogen, 
im anderen Fall inhomogen. Das homogene Problem hat stets die 
triviale Losung u (x) = 0, die wir uberhaupt nicht als Losung mitrechnen 
wollen. Fur die homogene Gleichung (8) ('IfJ (x) = 0) bilden die Funktionen 

UI (x) = cos y1 x, U 2 (x) = sin y1 x 

ein Fundamentalsystem von Losungen, vermittels deren sich aIle ubrigen 
in der Gestalt 

(11) 

darstellen lassen. Das homogene Problem * hat im allgemeinen keine 
Losung. Nur fUr abzahlbar unendlich viele reelle Werte A = An mit 
1.0 < Al < 1.2 < ... -+ 00, die Eigenwerte, hat es Losungen. Diese An 
bestimmen sich als Wurzeln der Gleichung 

(12) I CX:O ul (0) +Pou~(o) CX:Ou2 (0) + Po u; (0) I 
CX:I Ut (l) + PI u~ (l) CX:I U 2 (l) + PI U; (I) 

= (CX:OPI-CX:1 Po) VI cos VIl + (cx:o IXI + Po PI A) sin VIl = 0. 

Bezeichnet man eine der zu An gehorigen Losungen mit 2t;'n' so haben 
alle anderen die Gestalt: 

u (x) = c u;'n (x) (c = beliebige Konstante). 

Fur u;." kann man wahlen: 

u;." (x) = Po VI,; cos VI,; x- CX:o sin VI,; x. 

* Man achte auf die Unterscheidung zwischen "Gleichung" und "Problem". 
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Die uJ.n sind paarweise orthogonal im Intervall (0, I) und hei13en die 
Eigenfunktionen des Problems. 1st das homogene Problem nieht lasbar, 
d. h. A =j= }..", so hat das inhomogene Problem genau eine Lasung. 1st 
das homogene Problem 16sbar, d. h. A = A,p so hat das inhomogene im 
allgemeinen keine Lasung; notwendig und hinreiehend fUr die Lasbar
keit des inhomogenen Problems ist dann bei homogenen Randbedingungen, 
d. h. ao = a1 = ° das Bestehen der Gleiehung 

I 

(13 ) J 1p(x) uJ.,,(x) dx = 0, 
o 

d. h. 1p muD zu u;'n orthogonal sein; sind die Randwerte von U gegeben 
(Randbedingungen erster Art), d. h. OCo = OC1 = 1, flo = fll = 0, so lautet 
die Bedingung der Lasbarkeit: 

I I 

(14) f 1p (x) u,\,,(x) d x -.:. )~n f [ao (l- x) + a1 x] u;.,,(x) d x = 0. 
o 0 

Es gibt dann sogar unendlieh viele Lasungen, die sieh aus einer von 
ihnen, u* (x), so ergeben: 

(c = beliebige Konstante). 

1m FaIle der Gleiehung (5) ist s = - A. Besehranken wir also s auf 
die Halbebene lRs >-Ao, so hat das Problem (5), (6), (7) im homo
genen Fall stets nur die triviale Lasung u _ 0; das bedeutet, daD die 
einzige Lasung des ursprungliehen Problems (1) bis (4) mit ([J(x,t) - 0, 
Uo (x) = 0, Ao (t) == 0, Al (t) = 0, die aIle Voraussetzungen unserer 
Methode erfullt, die triviale Lasung U (x, t) = ° ist. Das inhomogene 
Problem (5), (6), (7) hat stets eine und nur eine Lasung, die man leieht 
bestimmen kann, etwa in der ubliehen Art und Weise so, daD man einer
seits die homogene Gleiehung (5) bei beliebigem ao und a1 in (6), (7), 
andererseits die inhomogene Gleiehung (5) bei ao = a1 = 0 in (6), (7) 
last und dann die allgemeine Lasung dureh Superponieren dieser beiden 
erhait. Die erst ere Lasung bekommt man sofort aus (11) dureh pass en de 
Bestimmung der Konstanten C1> c2, die zweite pflegt man mit Hilfe der 
zu dem Problem gehorigen Greensehen Funktion anzusehreiben. Wir 
wollen das fur drei Fane explizit durehfUhren: 1. die Randbedingungen 
(6), (7) sind "von erster Art", d.h. OCo = OC1 = 1, flo = fJ1 = ° (das bedeutet, 
daD im ursprungliehen Problem die Werte von U an den Randern x = ° 
und x = l gegeben sind); 2. die Randbedingungen sind "von zweiter 

Art", d. h. OCo = OC1 = 0, fJo = fJ1 = 1 (die Werte von ! ~ an den Randern 

sind gegeben); 3. es handelt sieh urn spezielle Randbedingungen dritter Art: 
aU 

1X0 = 1, fJo = 0, 1X1 = 0, fJl = 1 (am linken Rand ist U, am reehten ifX 
gegeben). 
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§ 2. Randbedingungen erster Art: Gegebene Randtemperaturen. 

Die Randbedingungen 20.1 (3) und (4) lauten hier: 

(1) lim U(x,t)=Ao(t), lim U(x,t) = Al(t) , 
x-++o ",-+/-0 

die Gleichungen 20.1 (6) und (7): 

(2) 

1. Der Warmeleiter ohne innere Quellen und mit 
verschwindender Anfangstem pera tur222. 

Wir setzen zunachst q>(x,t)-O, Uo(X) =0, dagegen Ao(t) und 
Al (t) als belie big voraus, so daB es sich bei dem reduzierten Problem 
urn die homogene Gleichung 

handelt. Die Eigenwerte bestimmen sich gemaB 20.1 (12) als Wurzeln 
2 2 

der Gleichung sin ~ l = 0, so daB An = ;2~ (n = 0,1, ... ) ist. Fiir 

m s > ° ist also das durch (3) und (2) gegebene Problem ausnahmslos 
16sbar. Ais Fundamenta1l6sungssystem wahlt man praktischerweise 

das die Randbedingungen 

sin(l-xLv- s 

sinlFs 

sinxv=S 

sinlFs 

@jinxVs 
@jinlvs ' 

uo(O, s) = 1, 'uo(l, s) = 0; 

ul(O, s) = 0, ul(l, s) = 1 

@jin (l- x) VS 
@jin 1 V s 

erfiillt. Die L6sung, die den Bedingungen (2) geniigt, lautet: 

(4) U (x, s) = ao (s) U o (x, s) + al (s) U l (x, s). 

Die zugeh6rige L-Funktion U (x, t) kann man auf Grund des Faltungs
satzes sofort angeben, wenn man die L-Funktionen Uo (x, t) und Ul (x, t) 
zu uo(x, s) und udx, s) kennt. Nun ist in der Bezeichnungsweise von 
S·307: 

fUr 0-<x-<2l, 

Doetsch, Laplace~Transformation. 23 
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Da, wie man leicht nachweist, die 2-Transformation im Innem des 
IntervaIls 0 < v < 1 mit der Differentiation nach v vertauschbar ist *. 
so erhaIt man nach Gesetz I~: 

(
X t' 

1 Of}a 21: fi ) 
y ox fUr 0<x<21, 

Da Uo und U1 La-Funktionen sind, so geh6rt nach Satz 7 [8.5J zu u(x, s) 
die L-Funktion (U muB hinsichtlich t differenzierbar, also stetig sein, 
so daB eine additive NuIlfunktion nicht in Frage kommt): 

1 of}a(;l'~) 1 Of}a(l-;t,~) 
(5) U(x,t)=-yAo(t)* ox +yAl(t)* ox fUr O<x<l 

2:n: ( ~ :n: -n'~t ~ :n: -"'~t) 
=l,2 Ao(t) * ~nsinnTxe /' -A1 (t)*::::t(-1)"nsinn y xe )2 • 

Wir machen nun von dem Fortsetzungsprinzip Gebrauch und zeigen, 
daB U (x, t) unter sehr weiten Voraussetzungen, die nicht viel mehr als 
die Existenz der vorkOIumenden Integrale verIangen, der homogenen 

Differentialgleichung ~2~ _ ~ ~ = 0 genugt und die Randwerte Uo (x) = 0, 

Ao (t), Al (t) besitzt. Dabei k6nnen wir uns auf den Bestandteil 
Ao(t) * Uo(x, t) beschranken, d. h. Al - 0 setzen, da U1 (x,t) = Uo(l- x, t) 
ist, und zeigen, daB dieser den linken Randwert A o, den rechten Al == 0 
hat. Dazu schicken wir eine Eigenschaft der Funktion Uo(x, t) voraus, 
die wir auch spater noch brauchen werden. 

Lemma. Die Funktion Uo (x, t) strebt bei festem t > 0 fur x --+ + 0 
und x --+ 1- 0 gegen 0, femer bei festem x (0 < x < I) filr t --+ + 0 gegen O. 
Das gleiche gilt fur aIle Ableitungen nach t. 

(6) 

Beweis: Es ist explizit 

* An den Enden ist dies sicher nicht der Fall, denn flir v = 0 und v = 1 ist 
00 

o ~. -n.,,'t 7iVf}3(V,t) =- £,.; 4n:n:sm2n:n:ve 
n~l 

gleich 0, die zugehorige l-Funktion also auch, wahrend 

o sin(2v-1)Fs 
--,,- fa (v,s) = 2 '.1 
uV SIn v- s 

gleich - 2 bzw. + 2 ist. 
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Diese Reihe ist bei festem t > 0 gleichmaBig in x konvergent, und da 
fUr x -+ 0 und x -+ 1 jedes einzelne Glied gegen 0 strebt, so strebt auch 
die Reihe gegen 0, ubrigens sogar gleichmaBig in t >- to > o. 

Wahlen wir fUr {f3 die auf + transformierte Gestalt [vgl. 7.5 (2)J, so ist 

+00 (-,,+2 .. 1)' 

(7) Uo(x, t) = ,/~ Q. "'" (x + 2 nl) e --4-t -

2 fnt 2 ~ 
x' 

-41 +00 1IZx+1I'I' 

=~ :2(x+ 2nl) e- t 
2Vn {2_oo 

Die hier vorkommende Reihe konvergiert gleichmaBig fUr 0 < t -< to, 
und das allgemeine Glied mit einem Index n =l= 0 strebt fUr t -+ 0 gegen O. 
Infolgedessen nahert sich die Reihe dem Wert x und die Funktion 

x' 

Uo(x, t) wegen des Faktors e -41 fUr x> 0 dem Wert O. - Fur die Ab
leitungen lauft der Beweis ganz analog. 

Wir behaupten nun folgendes: 

Sa tz 1. Ao (t) sei eine I-Funktion. Dawn gilt: a) Die Funktion U (x, t) 
= Ao(t) * Uo(x, t) genugt im offenen Halbstreifen O<x<l,t>O der 

homogenen Differentialgleichung ~2~ - ~ ~ = o. b) Bei festem x (0 < x < l) 
ist U(x,t)-+o fur t-+o. c) An ieder Stetigkeitsstelle* to>O von Ao(t) 
ist U(x,to)-+Ao(to) fur x-++o. d) Fur iedes feste t>o ist U(x,t)-+O 
filr t -+ l- O. 

t 

Beweis: a) In dem Ausdruck U(x,t)=/ Ao(t-T)Uo(x,T)dT darf 
o 

im Intervall 0 < x < 1 nach dem Parameter x unter dem Integralzeichen 
differenziert werden. Denn ist To ein Wert zwischen 0 und t, so ist: 

t 

U(x+,d~t;-U(x,t) = jAo(t-T) Uo(x+,dx~-r;-UO(X'T) dT 

o 
TO t 

- jA (t )oUo(x+f},dx,T)d fA (t )oUo(X+&,dX,T) d 
- 0 -T oX T+ 0 -T oX T, 

o To 

wo {f eine noch von i abhangige Zahl zwischen 0 und '1 ist. Nun uber

zeugt man sich leicht, daB 0 U~~' T) bei 0 < ~1 ~ ~ -< ~2 < l einerseits 

fUr i -+ 0 gleichmaBig in ~ gegen 0 strebt, also beschrankt, andererseits 
an der Stelle ~ stetig ist, und zwar gleichmaBig in i in dem Inter
vall 0 < i 0 -< i -< t. Man kann also zunachst i 0 so klein wahlen, daB 
das erste Integral belie big klein wird, und dann Ll x auf einen so 

* Es geniigt Stetigkeit nach links. 

23* 
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kleinen Spielraum beschranken, daB das zweite Integral sich von 
t 

J Ao (t-i) 0 U~~, T) d i beliebig wenig unterscheidet. Unser Differenzen-

t 

quotient strebt mithin fUr L1 x -+ 0 gegen J Ao (t-i) 0 U~~, T) di. Analog 
o 

beweist man die abermalige Differenzierbarkeit *. Es ist also einerseits 
t 

02 U (x, t) _ J A (_ ) 02 Uo (x, T) d 
ox2 - 0 t i ox2 i, 

o 
andererseits nach Satz 2 [8.4J, wenn man beriicksichtigt, daB nach dem 
Lemma Uo (x, 0) = 0 zu setzen ist: 

t 
o U (x, t) _ JA ( _ ) 0 Uo (x, T) d ot - 0 t i OT i. 

o 
Nun geniigt aber,· wie man durch offensichtlich erlaubtes gliedweises 
Differenzieren von (6) feststellt, die Funktion Uo (x, t) der Differential
gleichung 

(8) 
02 Uo (x, I) 

ox2 
oUo(x,/) = O. 

01 

Damit ist die Behauptung a) bewiesen. 
b) Diese Tatsache ergibt sich ganz leicht aus der entsprechenden 

flir Uo(x, t), siehe Lemma. 
c) Unter Verwendung von (7) k6nnen wir U (x, to) in der Gestalt 

schreiben: 
~ p 

U(x,to) = !Ao(tO-i) _x_. e- 4'T di 
2VnT2 

o 
to f (2nl+x)' (2nl-x)' 

+ 2~;:;; Ao(to-i);~ (2nt+x)e- h ~(2nt-X)e 4T di. 

o 
Das erste Integral geht in das S.189 behandelte iiber, wenn man dort 

_ {Ao(tO-i) fUr 0 -<i < to 
tP(i) - 0 fUr i>- to 

setzt. 1st Ao in to nach links stetig, so tP(i) in 0 nach rechts. Nach S. 189 
strebt also das erste Integral fUr x-+ + 0 gegen tP(O) = Ao(to). Das 
zweite Integral verschwindet bei diesem Grenziibergang. Denn die in 

* Man kann die Differentiation unter dem Integralzeiehen aueh damit reeht
fertigen, daB das entstehende Integral in der Nahe einer Stelle 0 < x < t, t > 0 
gleiehmaBig konvergiert; vgl. DE LA V ALLEE POUSSIN: Cours d'analyse infini
tesimale II. 5e ed. Louvain-Paris 1925, S. 30. 
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ihm vorkommende Reihe konvergiert gleichmaBig fUr 0< r -<: to und ° -...:: X -...:: l. Fur x -+ ° streben die einzelnen Glieder gegen 0, also strebt 
auch der Summenwert gleichmaBig in r gegenO, folglich auch das Integral. 

d) Wir schreiben U (x, t) in der Gestalt: 
t 

U(x,t)=~ Ao(t-r)~ (2nl+:.:::te - h _(2~1+21_X)e-~-4-T-- dr. J 00 (2nl+%)' (2nl+21-x)' 

2vn ,,~O ,2 

o 
Die Reihe konvergiert gleichmaBig fUr 0< r -...:: t und ° -< x -< l, fUr 
x -+ l streben die Glieder gegen 0, folglich nahert sich die Summe gleich
maBig in r dem Wert ° und damit auch das Integral. 

2. Der Warmeleiter mit verschwindenden 
Rand temperaturen 223. 

Wir nehmen jetzt Ao (tl = 0, Al (t) == 0, dagegen Uo (x) und (j) (x, t) 
beliebig an. Dann handelt es sich bei dem reduzierten Problem urn die 
inhomogene Gleichung 

d 2 u 
dx2 -su='IjJ(x) mit 'IjJ(x) =-<p(x,s)- Uo(x) 

unter den Randbedingungen 

U(O,S) =0, u(l, s) = 0. 

Die Losung laBt sich vermittels der zu den Randbedingungen gehorigen 
Greenschen Funktion * 

r (x,<;'i ~ I sin (1- .;) ~ sin x V - 5 
fUr x-...::~ 

V-5sinly-5 

sin (1- x) Fs sin'; Fs 
fur x>-~ 11'-5 sin 1 11'-5 

m der eleganten Form darstellen : 
I 

(9) u(x,s) =-J y(x,~;s)'IjJ(~)d~ 
o 

I I 

J y(x,~;s) Uo(~)d$+ J y(x,~;s)<p(~,s)d~. 
o 0 

* Siehe z. B. D. HILBERT: Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen 
Integralgleichungen. Leipzig u. Berlin 1912, S. 39f., insbesondere S. 52 u. Satz 11, 

. . x 
S. 46. Dort 1st 1 = 1; man hat also x durch T und A durch -12 5 zu ersetzen, um 

auf unsere Gleichung nebst Randbedingungen zuriickzufallen. Damit die Ableitung 
der Greenschen Funktion bei x =.; wieder den Sprung 1 habe, ist sie mit 1 zu 
multiplizieren. - A. a. O. wird von 1p Stetigkeit und demgemaB von der Liisung u 
zweimalige stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt. Wir kiinnen das vorlaufig 
auch tun und werden dann erst bei der Endliisung U zusehen, wie weit man die 
Voraussetzungen iiber 1p fassen kann. 
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Wir haben jetzt vor allem die L-Funktion zu y zu berechnen und zer
legen dazu y so: 

1
- cos(x-~+l)V-s + cos(x+~-l)V-s 

2V-ssin1V-s 2V-ssin1V-s 
y(x,~; s) = ./_ ./ _ 

_ cos (x - ~ - 1) V - s + cos (x + ~ - 1) V - s 

2Fssin1V-s 2V-ssin1V-s 

Die in y auftretenden Funktionen sind die l-Funktionen zu gewissen 
8 3-Funktionen, wobei noch folgende Wertbereiche zu beachten sind: 

F" 0-< -<I::-<l' t _~-< x-~ -< 0 0-< x+~-<1 ur =X=S"= IS 2 = 21 = , = 21 = , 
x-~ 1 x+~ 

fUr 0 -< ~ -< x -< list 0 -< -2-1- -< "2' 0 -< -2-1- -< 1 , 

da die D3-Funktion in verschiedenen v-Intervallen verschiedene l-Funk
tionen besitzt (siehe S.145). Unter Beachtung von Gesetz I~ ergibt sich: 

F(x,~;t) = ;1 [D3( x~/, :2)-D3( x;/, ;)] 
00 2:2 -n2~t. n . n - - e 12 SIll n - x SIll n - ~ - I I I 

11.=1 

+00 
1 2 ( - (x-e+2nl)' _ (X+;+2.d)') 

= ./_ e 41 - e 41 • 
2 V:nt 

11·=-00 

Wenn nun die ~-Transformation mit dem Integral nach ~ vertauschbar 
ist, so gehOrt zu (9) folgende L-Funktion (dem Produkt yep im zweiten 
Integral entspricht die Faltung F * l/J): 

I I t 

(10) U (x, t) = J F(x,~; t) Uo(~) d~ + J d~ J F(x,~; t-i) l/J (~, i) di. 
o 0 0 

Das zweite Integral kann man, wenn l/J (x, t) zweidimensional und ein
dimensional integrabel ist, auch als Doppelintegral, erstreckt tiber das 
Rechteck 0 -< ~ -< l, 0 -< i -< t oder als iteriertes Integral mit umgekehrter 
Integrationsfolge schreiben. 

Man kann nun wieder zeigen, daB (10) unter sehr weiten Voraus
setzungen, die nicht auf die ~-Transformation Bezug nehmen, eine 
Lasung des Problems ist. 

Satz 2. Die Funktion Uo(x) sei in iedem Teilintervall von 0 < x < I 
eigentlich, bis zu x = 0 und x = l uneigentlich absolut integrabel. l/J (x, t) 
sei in dem abgeschlossenen Halbstreifen 0 -< x -< l, t >- 0 zweidimensional 
stetig*. Dann gilt: a) Die Funktion (10) genugt im offenen Halbstreifen 
O<x<l, t>O der Differentialgleichung 20.1 (1). b) An einer festen 
Stelle x (0 < x < l), fur die Uo (x) stetig ist, gilt U (x, t) --+ Uo (x) fur t --+ + o. 
c) Bei festem t> 0 ist U (x, t) --+ 0 fur x --+ + 0 und x --+ l- O. 

* Diese Voraussetzung konnte noch sehr gemildert werden. 
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Beweis: Zunachst ist es eine bekannte Tatsache*, daB an emer 
Stetigkeitsstelle von Uo (x) fUr den ersten Bestandteil von U (x, t) gilt: 

I 

Jr(x,~;t)Uo(~)d~-+Uo(x) fUr t-+o. 
o 

Hieraus folgt unter unseren Voraussetzungen iiber (j> (x, t) weiter, daB 
I 

in dem zweitenBestandteil von U (x, t) dasIntegral Jr(x,~; t-T)(j> (~, 1') d~ 
o 

in der Umgebung des einzigen kritischen Wertes l' = t sich wie (j>(x, t) 
t I 

verhalt, so daB J dT J r (x,~; t-T) (j> (~, 1') d~ fUr t -+ 0 gegen 0 strebt. 
o 0 

DaB beide Bestandteile bei festem t > 0 fUr x -+ 0 und x -+ l gegen 0 
streben, ergibt sich daraus, daB die Funktion r(x,~; t) dieselbe Eigen
schaft hat, und zwar gleichmaBig in~. Ferner erfiillt der erste Bestand-

teil die homogene Differentialgleichung ~2; - °o~ = 0, weil r diese 

Eigenschaft hat und der erste Bestandteil fUr 0 < x < l, t > 0 unter dem 
Integralzeichen differenziert werden darf, was man wie S. 355 beweist. 

t I 

Der zweite Bestandteil f dT J r (x,~; t-T) (j> (~, 1') d~ erfiillt die m-
o 0 

homogene Gleichung 20.1 (1). Denn die Differentiation nach x ist 
wieder unter dem Integralzeichen erlaubt und liefert 

t I 

J dT J o2r(xB!~t-r) (j>(~,T)d~, 
o 0 

wahrend die Differentiation bezuglich t nach der Differentiationsregel fur 
ein Integral, das die Variable in der oberen Grenze und im Integranden 
enthalt (vgl. die FuBnote S. 160), auszufUhren ist: 

t I I 

JdTJ or(x,;/t-T) (j>(~,T)d~+lim Jr(X,~;t-T)(/>(~'T)d~. 
o 0 T-+t 0 

* Das wurde zuerst von WEIERSTRASS: Uber die analytische Darstellbarkeit so
genannter willktirlicher Functionen reeller Argumente (1885). Werke 3, S. 1-3 7 exakt 
bewiesen und bildet ein grundlegendes Resultat in der Theorie der "singuHiren 

J+I (X--~ t) 
Integrale." Urn das bei WeierstraB stehende {}3 -2-l-' 12 (ji (~) d~ zu erhalten, 

-I 
braucht man nur (ji (~) in das Intervall - l < ~ < 0 als ungerade Funktion fort-

I 0 . J (X + ~ t) J (X - ~ t) zusetzen und zu schrelben: - {}3 ---ZZ' 12 (ji (~) d~ = {}3 ---ZZ' 12 (ji (~) d~ . 

o -I 
Der WeierstraBsche Beweis bleibt auch unter unseren weitergefaBten Voraus
setzungen tiber (ji (~) giiltig. - Die Annaherung ist tibrigens eine gleichmaBige in 
jedem Stetigkeitsintervall. 
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Der hier vorkommende limes ist aber nach einer schon oben gemachten 
Bemerkung gleich C/>(x, t), so daB, weil r die homogene Differential· 
gleichung befriedigt, der zweite Bestandteil die inhomogene erfilllt. 

Die Lasung des allgemeinen Randwertproblems erster Art fur die 
inhomogene Warmeleitungsgleichung erhalt man nun durch Super
position der beiden Lasungen (5) und (10). - Als besonders bemerkens
wert fUr unsere Methode heben wir noch hervor, daB die fur die inneren 
Warmequellen charakteristische Funktion C/> (x, t) und die Anfangs
temperatur Uo (x) gleichwertig auftreten: die inhomogene W iirmeleitungs
gleichung zu lOsen ist nicht schwieriger als die homogene mit nicht ver
schwindender A nfangstemperatur. 

3. Der unendlich lange Warmeleiter. 

1st l = <Xl, ustreckt sich also der Leiter von x = 0 an nach einer 
Seite ins Unendliche, so erheben sich einige Fragen, die bisher in der 
Literatur noch nicht behandelt sind und auf die wir daher hinweisen 
wollen. Man kann versuchen, in unseren Lasungsformeln den Grenz
ubergang l-+ <Xl zu machen. Das braucht nicht zur richtigen Lasung 
fur l = <Xl zu fUhren, denn es ist nicht a priori sicher, daB die Lasung 
eines Grenzfalls der Grenzfall der Lasung ist. Bei unserem Problem 
erhalten wir allerdings dabei sowohl im L- wie im l-Bereich sinnvolle 
Lasungen: U o (x, s) strebt gegen e- xV", U1 (x, s) gegen 0, so daB (4) die 
Gestalt 

u (x, s) = ao (s) e- xVs 
erhalt, wozu die L-Funktion (vgl. S. 25) 

(11) U(x,t)=Ao(t)*"P(x,t) 

gehart. Dieselbe Funktion wurde sich herausstellen, wenn man den 
Grenzubergang an (5) ausfUhren wurde, wobei Uo(x, t) gegen "P(x, t) 
strebt. Druckt man weiterhin y (x, ~; s) durch Exponentialfunktionen 

-lx-~IYs -lxHIYs 
aus, so sieht man, daB es gegen e -e , r(x,~; t) gegen 

.tv'S 
die zugehOrige L-Funktion (vgl. S.25) ~ [X(x-~,t)-X(x+~,t)] und 

die Lasung (10) gegen 
00 

(12) U(x, t) = ~ J [X(x-~, t) -X(x +~, t)] Uo (~) d ~ 
o 

00 t 

+ ~ J d ~ J [X (x -~, t - -r) - X (x + ~, t - -r) J C/> (~, -r) d-r 
o 0 

strebt, wenn uber Uo (x) und C/> (x, t) in Unendlichen gewisse E.onvergenz
voraussetzungen gemacht werden. Man kann wie oben verifizieren, 
daB ( 11) und ( 12) Lasungen mit den vorgeschrie benen Bedingungen 
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sind. Nun ist doch sehr merkwurdig, daB bei (11) die zweite Rand
bedingung vallig weggefallen ist, wahrend man erwarten miiBte, daB 
fUr x = ex) noch eine Bedingung gegeben werden kann. Physikalisch 
erklart sich der Wegfall der zweiten Randbedingung dadurch, daB es 
fUr einen Punkt x in endlicher Entfernung gleichgiiltig ist, welche Tempe
ratur an den unendlich weit entfernten rechten Rand angelegt ist, weil 
diese an die Stelle x keine Erwarmung entsenden kann. Das ist aber 
kein mathematischer Beweis. - Weiterhin fragt es sich, wie die Lasung 
aussieht, wenn die Funktionen Uo (x) und rp (x, t) sich im Unendlichen 
so verhalten, daB die Integrale in (12) nicht existieren. Diese Fragen 
sind bisher noch nicht geklart. 

§ 3. Randbedingungen zweiter Art: Ausstrahlung am Rand gegeben. 
Wegen der spateren Anwendungen wollen wir noch zwei weitere 

Randwertprobleme lasen, und zwar seien zunachst die Randbedingungen 
20.1 (3) und (4) spezialisiert zu 

(1 ) lim 8U = B(t) 
8x ' 

x->- + 0 

1. 8 U 
1m ax=o. 

x->-I-O 

Die Eigenwerte im I-Bereich sind hier dieselben Wle III § 1... Wir be
schranken uns auf die DurchfUhrung des Falles 

Uo(x) - 0, rp(x, t) - o. 
Wir brauchen die Rechnung nicht nochmals in allen Einzelheiten durch
zufUhren, sondern sehen sofort, daB 

(2) 1 (X t) U(x,t)=-T B (t)*{}321'12 

eine Lasung ist, denn U erfullt die homogene Warmeleitungsgleichung, 

weil-&3 (:1' Mes tut (vgl. 20.2.1); U strebt fUr t-+ 0 gegen 0, weil {}3 (~1'1' +2) 
fur 0 < x < I in t beschrankt ist; schlieBlich ist 

8 U 1 8Da ( :1 ' ~ ) 
ax = -T B (t) * 8 x ' 

und von diesem Ausdruck wissen wir aus 20.2.1, daB er fUr x --+ 0 gegen 
B (t), fUr x --+ l gegen 0 strebt. 

§ 4. Eine spezielle Randwertaufgabe dritter Art: Temperatur an dem 
einen und Ausstrahlung an dem anderen Rand gegeben 224. 

Wir betrachten zum SchluB noch die Randwertaufgabe dritter Art: 

(1 ) lim U(x, t) = Ao(t), 
x->-+o 

lim ~ ~ = Bl (t) 
x-+I- 0 

mit 
UO(x) = 0, rp(x, t) - o. 
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Die Eigenwerte von 20.1 (8) sind hier die Wurzeln der spezialisierten 
Gleichung 20.1 (12) 

VIcos VII = 0, 
bestimmen sich also zu 

A = ° und A = ( 2 n;- 1 r 722 . 

Fur ffi s > ° ist daher im I-Bereich die homogene Gleichung 20.2 (3) 
mit den den Bedingungen (1) entsprechenden inhomogenen Randwerten 

u(O, s) = ao(s), ux(l, s) = bl(s) 

lasbar. Als Fundamentalsystem benutzen wir die Funktionen 

e(l-X)yS +e- (1- x)lls cos (l- x) y=S 
u 2 (x, s) = ,/ ,;-- 11 

irs+e-Irs coslt-S 

1 exyS_e-xVs sinxy-s 
$ta (x, s) = ---=- = --==------= , ys el]lS + e- 1jls y-s cos l y- S 

die die Randbedingungen 
OU2 

U 2 (0, s) = 1, 8X (1, s) = 0; 

() OU3(1 s)=1 U a 0, s = 0, 0 x ' 

erfullen, und erhalten: 

Nach 
u (x, s) = ao (s) U 2 (x, s) + bi (s) Us (x, s) . 

s. 307 ist 

( X t) 01}2 - -
U ( t) = _~ 2l' l2 

2 x, lox fur 0<x<21, 

fUr -l<x<l. 

Also ergibt sich: 

1 01}2 ( :l' ;2) 1 ( l- x t) 
U(x,t)=-TAo(t) * ox +T BI(t)*{}221'fi fUrO<x<l. 

DaB dies, wenn Ao(t) und BI(t) stetige I-Funktionen sind, eine Lasung 
des Problems darstellt, beweist man wie in 20.2.1. 

§ 5. Die Ein- oder Vieldeutigkeit der Lasung. 
Fur die behandelten Probleme haben wir jeweils eine Lasung erhalten; 

es fragt sieh, ob es die einzig magliche ist. Fur die spezielle Problem
steHung gibt es einen Eindeutigkeitsbeweis, der zeigt, daB es nur eine 

Lasung gibt, wenn man noeh voraussetzt, daB °o~ im Innern des Streifens 

stetig ist 225. Manche andere Eindeutigkeitsbeweise scheinen, oberflachlieh 
betraehtet, auf die allgemeine ProblemsteHung anwendbar zu sein. 
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Bei naherem Zusehen aber erweisen sie sieh nieht einmal fiir die spezielle 
Problemstellungals stiehhaltig bzw. nur dann als riehtig, wenn man 
eine graB ere Anzahl von zusatzliehen Voraussetzungen iiber die Lasung 
macht, die in den betreffenden Darstellungen nieht formuliert werden 
und mit dem Wesen der Aufgabe gar niehts zu tun haben 226. Es liegt daher 
der Verdaeht nahe, daB die Liisung des "allgemeinen" Problems bei nicht 
zu engen Vora11ssetzungen gar nicht eindeutig ist. Und so ist es in der 
Tat! Dazu geniigt es, Lasungen der homogenen Warmeleitungsgleiehung 
anzugeben, deren Randwerte (seien es bei einem Randwertproblem 
erster Art die Randwerte der Funktion, bei einem so1chen zweiter Art 
diejenigen der Ableitung usw.) versehwinden, denn eine so1che Lasung 
kann man, noeh mit einer beliebigen Konstanten multipliziert, zu der 
in § 2-4 bereits gefundenen Lasung (der homogenen oder inhomogenen 
Gleiehung) addieren, ohne die Randwerte zu andern. Die Beispiele, 
die wir angeben werden, sind die oben zur Darstellung der Lasung be
nutzten Funktionen Uo (x, t) usw., die man aueh als Greensche Funk
tionen des betreffenden Problems bezeichnen kann, bzw. aus ihnen 
abgeleitete Funktionen. Wir wollen jede Lasung mit den Randwerten ° 
eine singulare Losung nennen 227. Auf so1che werden wir ganz naturgemaB 
gefiihrt, wenn wir noeh einmal an die oben benutzte Methode der £
Transformation ankniipfen, und zwar an die dort gemachte Voraus
setzung V2• Diese besagt z. B. im Faile des Randwertproblems erster Art, 
daB am linken Rand x = ° 

£ { lim U} = lim £ { U} , 
.<-++0 x-++o 

also 

(1 ) 

ist. Am rechten Ende ~ollen wir zur Vereinfaehung AI(t) = 0, ales) - ° 
voraussetzen. Die Gleiehung (1) besagt, daB die £-Transformation auf 
der Schar von L-Funktionen U (x, t) an der ;,Stelle" U (0, t) = Ao (t) 
stetig sein solI. Nun haben wir schon in 3.8 bemerkt, daB die £
Transformation die Eigensehaft der Stetigkeit im allgemeinen nicht hat. 
1st sie auf U (x, t) unstetig, so liegt im l-Bereich eine neue Randfunktion 
a (s) =1= £ {Ao} vor, so daB hier die Lasung lautet: it (x, s) = a (s) U o (x, s). 
1st it (x, s) eine l-Funktion, so gibt diese Veranlassung zu einer anderen 
Lasung U (x, t) im L-Bereieh, also zu einer Mehrdeutigkeit der Lasung. 
Ware nun a(s) eine I-Funktion mit der L-Funktion A (f), so ware 
U (x, f) = A (f) * Uo (x, f), und diese Funktion hat naeh Satz 1 [20.2J 
den Randwert A (t) und nieht Ao(f). Es bleibt aber noeh die Magliehkeit, 
daB zwar it (x, s) = a (s) U o (x, s) eine I-Funktion ist, a (s) aber nieht. 
Wahlen wir z. B. a (s) = 1, so ist das keine l-Funktion, wohl aber it (x, s) 
= uo(x, s). Zu dieser l-Funktion gehOrt die L-Funktion 

tJ (x, t) = Uo (x, t) , 
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und das ist nun tatsachlich eine Losung der homogenen Warmeleitungs
gleichung, bei der die Randwerte im L- und l-Bereich einander nicht 
entsprechen. Uo (x, t) genugt. namlich nach Formel 20.2 (8) der Diffe
rentialgleichung und hat nach dem Lemma in 20.2.1 an allen Begrenzungen 
des Halbstreifens die Randwerte O. (Es ist also eine "singulare Lasung".) 
Dagegen hat die zugehorige l-Funktion den linken Randwert 1 und nicht 
2{0} = o. 

Wahlt man a (s) = s", so ist das wieder keine l-Funktion, dagegen 
ist u (x, s) = s" Uo (x, s) eine so1che, und zwar gehOrt zu ihr 

fj (x, t) = an Uo ~x, t) , 
at 

was nach Gesetz IlIa sofort daraus folgt, da,B nach dem Lemma in 

d· Abl' an-Iuo auo dO. f" tot b 20.2.1 Ie eltungen at" -1 ' ••. , at un 0 ur -+ 0 gegen s re en. 

Auch alle Ableitungen von Uo nach t sind singulare Losungen. 
Einen anderen Typus von singularen Losungen erhaIt man durch 

a (s) = e- tos (to> 0). Dies fUhrt nach Gesetz I~' auf 

- { 0 
U(x, t) = Uo(x, t-to) 

fur 
fur 

(Die Funktionswerte Uo (x, t) sind urn to nach oben verschoben, in dem 
leeren Rechteck wird U dutch 0 definiert.) Man verifiziert sofort, daB 
diese Funktion eine singulare Lasung ist, daB sie insonderheit auch 
auf der Strecke t = to die Differentialgleichung erfiillt. 

1m Fall des einseitig unendlich langen Leiters spielt die Funktion 
1p (x, t) und die nach obigen Beispielen aus ihr abgeleiteten Funktionen 
dieselbe Rolle. 

Die hier angegebenen singularen Losungen gehoren zur Randwert
aufgabe erster Art. Man kann aber nach demselben Schema auch 
singuIare Losungen fUr die anderen Randwertprobleme finden. So ist 

die Funktion {}a ( :z ' ; ) aus 20·3 eine Losung, die fur t -+ 0 in 0 < x < 1 

gegen 0 strebt, wabrend ihre Ableitung nach x fur x -+ 0 und x -+ 1 

bei t > 0 gegen 0 geht; und die Funktion aax {}2 ( :1 ' :2) aus 20.4 hat 

links und unten, ihre Ableitung nach x rechts den Randwert O. 
Auf die angegebenen singularen Losungen und damit auf die un

endliche Vieldeutigkeit der Lasung sind wir dadurch gekommen, daB 
wir Lasungen konstruierten, die die Voraussetzung V2 verletzten. Es 
gibt nun einen weiteren Typ von singularen Losungen, bei dem die 
V oraussetzung VI nicht erfullt ist. Wir betrachten, wenn 1 die Lange 

des Warmeleiters ist, zunachst die zu dem Intervall 0 ~ x ~ -~ (m = posi-
m 

tive ganze Zahl) gehorige Greensche Funktion Uo, die wir mit Uo* (x, t) 
bezeichnen wollen. Diese Funktion setzen wir nun in der x-Richtung 
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analytisch fort und nennen die entstehende Funktion U* (x, t). Der 
expliziten Darstellung 20.2 (6) sieht man an, daB u* so definiert ist: 

1 
O-<x-<-

m Uo*(x, t) fUr 

U*(x, t) = - U* ( 2.i... - x t) Om' fUr 

Uo*(X-2 ~, t) fur 

Auf Grund der in 20.2.1 bewiesenen Eigenschaften von Uo* sieht man 
leicht, daB u* in dem Streifen 0 < x < 1, t > 0, insbesondere auch auf 

l. eu* 8U* 82 U* .. . 
den Geraden x = v m ' mltsamt ax' ---at' e %2 stehg 1st und dIe homogene 

Warmeleitungsgleichung erfiillt, daB ferner u* bei normaler Annaherung 
an die Rander gegen 0 strebt, also eine singulare Losung darstellt. (Fur 
m = 2 ist, wie man nachrechnet, U* nur eine Linearkombination be
reits bekannter singularer Losungen, namlich gleich Uo(x, t) - Uo (1- x, t), 
fur m > 2 aber nicht.) Wir betrachten nun z. B. fUr m = 3 die zugehorige 
l-Funktion u*(x, s), die aus uri (x, s), d. i. die l-Funktion zu Uo*' die 

zunachst in 0 -< x -< + definiert ist, so entsteht: 

u* (x, s) = 

Da 

uri (x, s) -+ 1 fiir 

uri (x, s) fur 
1 

0<x<3 

uri (2 ~ - x, s) fUr 
1 1 
3<X<23 

uri ( x-2 ~ , s) fUr 
1 

2 3 <x<1. 

uri (x, s) -+ 0 fur 
1 

x-+-
3 ' 

so strebt u* (x, s) fur x -+ 2 ~ - 0 gegen -1, fiir x -+ 2 + + 0 gegen 0, 

ist also an der Stelle x = 2 + nicht einmal stetig, geschweige denn diffe

renzierbar. Von einer Erfiillung der. Voraussetzung VI kann also keine 
Rede sein. - Auf analoge Art kann man aus den anderen obengenannten 
Funktionen fJ singulare Losungen dieses Typs gewinnen. 

vVie vorauszusehen, zeigen die singularen Losungen in der Nahe 
der Ecken (x = 0, t = 0), (x = 1, t = 0) des Halbstreifens ein besonders 
kompliziertes Verhalten. Sie sind dort nicht zweidimensional stetig, 
haben, wenn man auf Kurven in den Eckpunkt einruckt, ganz ver
schiedene Grenzwerte oder auch gar keinen Grenzwert und sind beliebig 
groBer und belie big kleiner Werte fahig. Denn z. B. Uo(x, t) verhalt 
sich in der Umgebung von (x = 0, t = 0) offenbar wie das dem Summa-



366 21. Kap.: Die Telegraphengleichung (hyperbolischer Typ). 

tionsindex 0 in der Entwicklung 20.2 (7) entsprechende Glied, also wie 
x' 

xe 4t 

'IjJ(x,t)= ;_ i!' 
21 n t2 

und dieser Funktion sieht man das gekennzeichnete Verhalten unmittelbar 

an. Denn etwa langs der Rurve ~ = const verhalt sich'IjJ wie ~t ' strebt vt 
1 

also gegen =, langs ~ = const wie t~ e - Yt , strebt also gegen o. 

Man wird geneigt sein, den singularen Losungen eine physikalische 
Bedeutung abzusprechen. Gleichwohl laBt sich mit ihnen ein guter 
Sinn verbinden. Legt man an das rechte Ende des Leiters die konstante 
Temperatur 0 an, wahrend das linke eine kurze Zeitspanne to lang auf 
der positiven Temperatur A (t), von da an auf der Temperatur 0 gehalten 
wird, so lautet die klassische Losung 20.2 (5): 

to 

U(x,t)=jA(i)Uo(X,t-i)di fUr t>-to 
o 

to 

= Uo(x,t-{}to)j A(i)di 
o 

(0 -<{} -<: 1) nach dem 1. Mittelwertsatz. Lassen wir nun die Zeitspann'e to 
immer kleiner, die angelegte Temperatur A aber immer groBer werden, 

to 
derart, daB die gesamte aufgewendete Warmemenge j A (i) d i dieselbe, 

o 
sagen wir gleich 1, bleibt, so strebt der Temperaturzustand U (x, t) der 
Grenze Uo (x, t) zu. Diese Funktion gibt also die TeIllperaturverteilung 
an, wenn dem Ende x = 0 eines Stabes von der Anfangstemperatur 0 
die Warmemenge 1 in verschwindend kurzer Zeit (was unendlich hohe 
Temperatur bedingt) mitgeteilt wird. Wir konnen eine solche Erschei
nung physikalisch als "W armeexplosion" deuten. Analoge Deutungen 
ergeben sich fur die anderen singularen Losungen 228. 

21. Rapitel. 

Die Telegraphengleichung und die Wellengleichung 
(hyperbolischer Typ). 
§ 1. Die Problemstellung. 

Eine elektrische Freileitung* habe die Rapazitat K, die Induktivi
tat L, den Ohmschen Widerstand R, die Ableitung (Leitwert der Iso
lation) I pro Langeneinheit. (Diese GroBen werden als unabhiingig 

* Wir sprechen von Freileitung, damit samtliche physikalische Konstanten in 
Erscheinung treten. Bei Kabeln kann man die Induktivitat gleich 0 setzen. Die 
Telegraphengleichung reduziert sich in diesem Fall auf eine parabolische Gleichung, 
es ist dann namlich in der unten folgenden Gleichung (3) der Koeffizient A = o. 
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von Ort und Zeit, d. h. als konstant angesehen.) Die Ortskoordinate 
der Leitung bezeichnen wir mit x, die Leitung reiche von x = 0 bis 
x = l; t sei die Zeit. Die Stromstarke i (x, t) und die Spannung p (x, t) 
geniigen gemaB den Gesetzen von Ohm und Faraday dem System von 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung: 

(1) -~=Ri...LL!.!... ox 'ot 
oi op 

(2) -""""8X=IP+Kat". 

Differenziert man die erste Gleichung nach x und setzt :! aus der 

zweiten ein, so erhaIt man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fUr p. 
Differenziert man die zweite Gleichung nach x und setzt ~ ~ aus der 

ersten ein, so ergibt sich genau dieselbe Gleichung fUr i. Benutzt man 
fUr p und i gemeinsam den Buchstaben U, so lautet die Gleichung: 

02U 02U oU 
(3) 0 x2 -A 8"j'i""- B""8t- C U = 0, 

wobei wir zur Abkiirzung 

(4) LK=A, RK+LI=B, RI=C 

gesetzt haben. Da Lund K positiv, also A >- 0 ist, so ist die Gieichung 
im allgemeinen vom hyperbolischen, nur in dem Spezialfall A = 0 vom 
parabolischen Typ. (Letzteres tritt bei langeren Leitungen oder Kabeln, 
in denen K =f= 0 ist, nur dann ein, wenn die Induktivitat vernachlassigt, 
d. h. L = 0 gesetzt werden kann.) Wir setzen hier A > 0 voraus, weil 
der Fall A = 0 im wesentlichen im 20. Kapitel erledigt worden ist. 
Gleichung (3) heiBt die Telegraphengleichung; sie enthalt fUr B = C = 0 
die sog. Schwingungs- oder Wellengleichung als Spezialfall. 

Die Anfangsbeding~tngen: Zur Zeit t = 0 ist die Stromstarke i und 

die Spannung p gegeben. Man kann dann (~~ )t=o und ( ~~ \=0 ver
mittels der Gleichungen (1), (2) ausrechnen,verfiigt also, gleichgiiltig 
ob U die Stromstarke oder die Spannung bezeichnet, iiber 

(5) limU(x,t)=Uo(x) und limoo~ =U1(x) (O<x<l). 
t70 t 7 0 

Die Randbedingungen: In x = 0 und x = l sei der Wert von U (x, t) 
fUr t > 0 gegeben: 

(6) lim U(x,t)=Ao(t), lim U(X,t)=A1(t) (t>0). 

(7) 

X7+0 x71-0 

Die transformierte Gleichung 19-3 (4) lautet hier: 
d 2 u 
dx2 - (A S2 + B s + C) u = - (A s + B) Uo(x)-A U1(x) , 

vorgeschrieben sind fUr sie die Randbedingungen 

(8) u (0, s) = ao (s), u (l, s) = a1 (s) . 
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Wir erhalten also wieder eine Gleiehung der Gestalt 20.1 (8), und zwar 
ist 

A = -(A S2 + B s + C). 
2 2 

Da wie in 20.2.1 die Eigenwerte A" gleich n 1: (n = 0, 1, 2, ... ) sind, 

so ist wegen A > ° fUr hinreiehend groBe ffis der Parameter A von allen 
Eigenwerten versehieden. Das homogene Problem hat also nur die 
triviale L6sung u (x, s) - 0, das inhomogene genau eine L6sung. Man 
kann die allgemeine L6sung wieder wie im 20. Kapitel dureh Super
position der beiden speziellen L6sungen, die den Annahmen Uo(x) == 0, 
UI (x) == ° bzw. Ao (t) 0, Al (t) == ° entspreehen, gewinnen. 

§ 2. Die anfanglich strom- und spannungslose Leitung 
bei gegebener Randerregung 229. 

1st zur Zeit t = ° der Strom i und die Spannung p gleieh 0, befindet 
sieh die Leitung also anfanglieh im Ruhezustand, so folgt aus (1) und 

8 . 8 :1,\.\ 

(2), daB aueh e+ und 8~ fur t = ° versehwinden. Wir haben also 

zu setzen, und die Gleiehung 21.1 (7) ist homogen: 
d 2 u 

(1) d x2 - (A S2 + B s + C) u = 0. 

Bei den Randbedingungen k6nnen wir uns auf den Fall Ao(t) 0, 
Al (t) == ° besehranken, da die L6sung fur Ao (t) == 0, Al (t) 9= ° aus der 
fUr den vorigen Fall dureh den Ersatz von x dureh l- x hervorgeht 
und der allgemeine Fall Ao (t) 9= 0, Al (t) 9= ° die Superposition der 
beiden Spezialfalle darstellt. - Es ist also in der Folge 

(2) ao(s) $0, aI(s)-O. 

Set zen wir zur Abkurzung 

A S2 + B s + C = Q (s), 

so lautet die L6sung von (1) unter der Randbedingung (2) (vgl. 20.2.1): 

e (1- x) YQ _ e - (1- x) yQ 

(3) u (x, s) = ao (s) ]I y'( = ao (s) U o (x, s) . 
eIQ_e- IQ 

Dabei verstehen wir unter V Q den Hauptzweig, der fUr reelles positives 
Q selbst positiv ist. Zur Bereehnung der dem uo(x, s) entspreehenden 
L-Funktion Uo (x, t) entwiekeln wir U o in eine Reihe: 

-xyQ -(21-x)yQ. 00_ 

U (x s) = e -e. = (e-xYQ_e-(21-X)YQ) ~ e-2nlYQ 
o '-21YQ ~ 

1 - e n~O 

oder 00 00 

(4) U o (x, s) = ~ e-(2n1 l+x)YQ_ ~ e-(2n,l-x)jlQ. 
n1=O tt2=1 
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Fur hinreichend groBe positive s ist VQ positiv, mithin 0< e- 2lyQ < 1 
und folglich die Konvergenz gesichert. Der Behandlung des allgemeinen 
Falles schicken wir zwei SpeziaWille voraus. 

1. Die verlustfreie Leitung (Reine Wellengleichung). 

Wir betrachten zunachst den Fall, daB B = C = ° ist, d. h. daB es 
sich urn die reine Schwingungsgleichung 

82 U 82 U 
(5) 8 X2 = A ifi2 (A > 0) , 

wie sie z. B. den Schwingungen einer Saite zugrunde liegt, handelt. 
Nach 21.1 (4) ist dann 

RK+LI=O, RI=O, 

folglich entweder R = 0, I =l= 0, woraus L = ° folgt; 
oder I = 0, R =l= 0, woraus K = ° folgt; 
oder 1=0, R = 0, dann sind Lund K beliebig. 

Da A = L K =l= 0 sein solI, so sind die beiden erst en Moglichkeiten aus
zuschlieBen. Elektrotechnisch liegt also der Fall vor, daB Ableitung und 
Widerstand zu vernachlassigen sind, d. h. daB die Leitung verlustfrei ist. 

Es ist jetzt -VQ = -VA s (-VA> 0), das einzelne Glied in U o (x, s) 
hat also die Gestalt e- IXS • Ihm entspricht keine L-Funktion (siehe S.143), 
wohl aber demProdukt a o (s) e- lXs , namlich nach Gesetz I~' die Funktion 230 

{ 
0 fUr t-<rx 

Ao(t-rx) fUrt>rx. 

Definieren wir die Funktion Ao(t), die bisher nur fur t > 0 definiert war, 
fur t -< 0 gleich 0, so konnen wir kurzer sagen, daB zu ao (s) e- IXS die 
L-Funktion Ao(t-rx) gehort. Setzen wir (4) in (3) ein und transfor
mieren gliedweise, so erhalten wir: 

00 00 

(6) U (x, t) = .I Ao (t- (2 nIl + x) -VA) - .I .Ao (t- (2 n21- x) -VA) 
n1 =O n2 = 1 

[Ao (-r) = ° fUr -r -< OJ. 
Fur ein festes Wertepaar (x, t) stehen in Wahrheit nur die endlich 
vielen Glieder da, deren Argumente > 0 sind*: 

t-(2nl l+x)-vA >0, t-(2n2l-x)-vA >0, 
d. h. 

t- xVA 
n l < ,fA' 

2l vA 

Bei festem x sind mit wachsendem t immer mehr Glieder zu beruck
sichtigen. 

Wir sehen nun gemaB dem Fortsetzungsprinzip ganz davon ab, 
wann der Ubergang von (3) zu (6) oder umgekehrt gliedweise ausgefUhrt 

* Eine Reihe ahnlicher Art ist uns schon einmal in 9.2 begegnet. 

Doetsch, Laplace~Transformation. 24 
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werden darf, setzen Ao (t) auch gar nicht als L-Funktion voraus, sondern 
zeigen, unter we1chen Bedingungen die Funktion (6) eine Losung unseres 
Problems ist. Zuvor aber wollen wir (6) noch physikalisch deuten. Diese 
Funktion stellt eine nach Art einer fortschreitenden Welle vor sich 
gehende Fortpflanzung der Randerregung Ao ins Innere des Leiters 

mit der Geschwindigkeit c.....:... -v~ unter fortwahrender Reflexion an 

den Enden dar, wobei jedesmal das Vorzeichen der Welle umgekehrt 
wird. Man sieht das am einfachsten dadurch ein, daB man einmal den 
Weg eines bestimmten Randwertes Ao(to) verfolgt. Er tritt in allen "Welt
punkten" (x, t), fUr die 

Fig.H. 

t - (2 nil + x) VA = to ist, mit positivem Vorzeichen, 

t-(2 n2l- x) VA = to ist, mit negativem Vorzeichen 

auf. Diese Gleichungen stellen Gerade dar mit dem 

SteigungsmaB VA bzw. - VA [es sind das ubrigens 
die sog. Charakteristiken der partiellen Differential
gleichung (5)J, die den Rand x = 0 in den Ab-

standen t = to + 2 n l VA, den Rand x = l in t = 

to + (2 n1 + 1) l VA bzw. t = to + (2 n2 - 1) l VA 
schneiden. Die fur uns allein in Frage kommenden, 
in dem Streifen 0 -< x -< l liegenden Stucke schlieBen 

sich zu einer aufwartssteigenden Zickzacklinie zusammen, die den "Welt
weg" der Randerregung Ao(to) darstellt * (Fig. 14). An einer festen 
Stelle x erscheint also diese Randerregung immer wieder, und zwar mit 

Fig. 15. 

abwechselndem Vorzeichen. Die Geschwindigkeit, 
mit der sie fortschreitet, ist konstant, und zwar 

I ~; I = -v~ = C. - Richten wir unser Augenmerk 

auf eine teste Stelle x zu einer bestimmten Zeit t, so 
superponieren sich dort alle Randerregungen, die 
von den durch (x, t) gehenden beiden Zickzacklinien 
a, b (Fig. 15) herangetragen werden; die auf Stucken 
von a herangewanderten mit positivem Vorzeichen 
(sie sind eine gerade Anzahl von Malen reflektiert 
worden), die auf b ankommenden (ungeradzahlig oft 
reflektierten) mit negativem Vorzeichen. Es sind 

das diejenigen Randerregungen, die Zeit gehabt haben, sich direkt 

oder durch Reflexion mit der Geschwindigkeit c = ~ bis zur Stelle 

x fortzupflanzen, und gerade im Moment t dort eintreffen. Je groBer t 
ist, urn so mehr Randerregungen superponieren sich, im Einklang damit, 
daB dann in (6) die Anzahl der wirklich vorhandenen Glieder steigt. 

* Es sind das die Weltpunkte (.:\', t), die mit (0, to), wie man sagt, in Welle sind. 
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Bemerkenswerterweise findet eine Dampfung ebensowenig statt wie 
eine Diffusion, d. h. eine RandelTegung zerstreut sich nicht fiber die 
Leitung, sondem macht sich geballt nur immer dann bemerkbar, wenn 
die Welle sie fiber den betreffenden Punkt hinwegtragt. 

Der partiellen Differentialgleichung (5) genfigt die Funktion (6) nur 
dann, wenn Ao(t) zweimal differenzierbar ist. 1st Ao(t) an einer Stelle 
nicht zweimal differenzierbar, so wird (6) langs der ganzen von da aus
strahlenden Zickzacklinie die Differentialgleichung (5) nicht im strengen 
Sinn erfiillen (IlTegularitaten auf dem Rand pflanzen 
sich also langs der Charakteristiken ins Innere fort). -
Die Anfangsbedingungen Uo(x) = UI(x) = 0 sind immer + 
erfiillt, denn solange t < x VA ist, enthalt die Summe (6) 

fiberhaupt kein Glied, U und damit 88 ~ ist also dort 0 

und folglich auch der Grenzwert fiir t ->- O. - Bei den 
Randbedingungen beschranken wir uns auf Betrachtung 
des linken Randes x = 0, da fUr x = I ganz Analoges 
gilt. LaBt man in Fig. 15 den Punkt (x, t) gegen den 

Fig. 16. 

linken Rand (senkrecht) wandem, so sieht man, daB die Randstellen, 
von denen die superponierten ElTegungen herriihren, abgesehen von 
der dem Summationsindex ni = 0 entsprechenden, paar
weise zusammenrficken (Fig. 16). Da sie jeweils mit ent- + -
gegengesetztem V orzeichen zu nehmen sind, so werden 
sie sich beim Grenzfibergang aufheben, wenn die Funk
tion Ao(t) stetig ist. Es bleibt also nur Ao(t) iibrig. Eine 
Ausnahme tritt nur dann ein, wenn t ein Multiplum 

von 21 VA ist, d. h. wenn (0, t) auf dem von (0, 0) aus
strahlenden Zickzackwege liegt (Fig. 17). In dies em Fall 
kommt am Ende der Zickzackwege kein Paar zustande, Fig. 17. 

da b wohl noch positive, a aber schon negative t trifft. 1st Ao (t) auch 
in t = 0 noch stetig, so strebt daher U (x, t) in diesem Fall fiir x ->- 0 
gegen Ao(t) -Ao(O). Dieses unerwiinschte Auftreten von 
-Ao (0) laBt sich nun aber durch eine Modifikation des 
Sinnes der Randbedingung eliminieren, wodurch zugleich 
erhellt, daB der Grenziibergang bei einer Randbedingung 
je nach Art des vorliegenden Problems einmal so, ein
mal anders verstanden werden muB. Wandert namlich 
der Punkt (x, t) nicht auf einer Normalen zum Rand, 
sondem langs eines Strahles innerhalb des in Fig. 18 
gekennzeichneten Sektors a, so endigen beide von (x, t) 
ausgehenden Zickzackwege a, b bei negativen t, es kommt 

Fig. is. 

also das in der Nahe von t = 0 endigende Stfick von b geradesowenig 
in Frage wie vorher das von a. Diese Art von Grenziibergang, bei der 
sich wirklich Ao (t) als Randwert ergibt, drangt sich daher hier als die 

24* 
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sachgemaBe auf, und sie hat ihren gut en physikalischen Sinn: Langs 

eines Strahles in a ist i ~~ ; < v~ = c, d. h. der das Erftilltsein der Rand

bedingung feststellende Beobachter bewegt sich mit geringerer Ge
schwindigkeit als die Welle. Bewegt er sich dagegen mit groBerer Ge
schwindigkeit (langs der Normalen ist seine Geschwindigkeit sogar 
unendlich), so fangt er den StoB -A 0 (t) gerade noch ein. 

2. Die verzerrungsfreie Leitung. 

Der vorige Fall lieB sich deshalb so einfach erledigen, weil Q das 
Quadrat einer linearen Funktion von s war. Allgemein trifft das dann 
und nur dann zu, wenn die Diskriminante von Q: 

D=AC-(~r 
verschwindet. Das bedeutet fur die Leitungskonstanten: 

LK RI - : (RK + LI)2 =- : (RK-LI)2 = 0, 

also 
RK=LI. 

Eine solche Leitung heiBt verzerrungsfrei*. Wegen 

(7) Q = A S2 + B s + C = ~ [(As + : r + ( A C - ( : n] 
ist im Falle D = 0: 

so daB (3) und (4) ergeben: 
co B 

( ) ""'"' - 2j1A (2n,Z+x) () -(2n, /+%)VAs 
U X, S = ~ e ao s e 

n 1 = 0 

00 B :2 ---(2n I-x) ,r 
2 VA' () - (2n,l- x) r A s -- e ao s e . 

n, = 1 

* Bei ihr fehlt namlich die, wie wir sehen werden, im allgemeinen Fall auf
tretende, besonders in der Telegraphie und Telephonie sehr storende und eine 
Verzerrung der Signale bewirkende Diffusion. Es ist das Verdienst von O. HEA
VISIDE, als erster erkannt zu haben, daB die trbertragung nicht dadurch verbessert 
wird, daB man gewisse Konstanten, z. B. die Selbstinduktion, zu 0 macht, sondern 
daB man aIle in ein bestimmtes Verhaltuis setzt. Diese damals nicht anerkannte 
Forderung wurde dann spater durch PUPIN vermittels der nach ihm benannten 

R I 
Spule verwirklicht. - In der Praxis ist die GroBe L - J( bei Starkstrom- und 

dickeren Fernsprechkabeln bis herab zu 1,2 mm Durchmesser etwa 0,0014 bis 0,06. 
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Die gliedweise Ubersetzung in den L-Bereich ergibt wie in der vorigen 
Nummer: 

00 B 
~ ---(2" 1+-,,) 

U(x,t)=..r:::;.;e 2VA 1 A o (t-(2n1 l+x)v'A) (8) 

00 B 
~ ---(2" I-x) 

- ..r:::;.; e 2 VA ' . Ao (t - (2 n2l - x) v' A) 
11-2=1 

mit Ao (1") = 0 fUr 1" --< O. 

(8) bedeutet wie (6), daB jede Randerregung Ao(t) mit der Geschwindig

keit I~ sich fortpflanzt und immer wieder unter Umkehrung des 
lA 

Vorzeichens an den Enden reflektiert wird; nur wird sie jetzt gedampjt 
(fUr B > 0), mit wachsender Reflexionszahl wird die Dampfung immer 
gr6Ber. Verfolgen wir einen Randwert langs eines Zickzackweges in 
Fig. 14, d. h. lassen wir bei wachsendem t das x in dem Glied mit n1 = 0 
von 0 bis l wachsen, dann in dem Glied mit n 2 = 1 von l bis ° abnehmen, 
dann in dem Glied mit n1 = 1 wieder von obis l wachs en usw., so steigt 

B 
das logarithmische Dekrement der Dampfung stetig von ° auf ,/_ l, 

2v A 
B 

dann von diesem Wert auf ----::/A 2l usw. - Hinsichtlich der Erfullung 
2V A 

der Differentialgleichung und der Randbedingungen gilt dasselbe wie 
unter Nr. 1. 

3. Der allgemeine Fall. 
Es kommt darauf an, zu dem allgemeinen Glied der Reihe (4), das 

die Gestalt e-IX~Q hat, die L-Funktion zu finden. Zu diesem Zweck 
gehen wir aus von der Formel 231 

00 -IXVa'+k2 

f e-aT); (kv'1"2 oc2)d7: = e (oc>-o, (J> 0, k beliebig) 
o -Va2 + k2 

IX 

bzw. von der aus ihr durch Differentiation nach oc entstehenden 
[J~ (z) = - II (z)]: 

00 

k ocJ'e- (IT II (k 11',2 - 0(2) d 7: _ e- alX = _ e-IX Va'+k' 
11',2- 0(2 ' 

IX 

wo In die S. 178 definierte Besselsche Funktion ist. Setzen wir hierin 
,/-. B D'fA 

(J = V As + 2 VA' k2 = A' V A 7: = t, 

so erhalten wir: 
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Diese Formel besagt: e-ot]iQ zerfallt in einen ersten Summanden, der 
die Gestalt der in Nr. 2 vorkommenden Funktion hat und keine I-Funk
tion ist, und in einen zweiten Summanden, der die I-Funktion zu folgender 
L-Funktion ist*: 

o fUr o<t<ocVA 

V(t,oc) = 1 vD -/!-t II (~ Yt2 _A()(2) 
-oc - e 2A fUr t>-oc VA. 

A Vt2-A()(2 

(9) 

Benutzen wir diese Darstellung von e-,,]!Q in (4) und (3) und transfor
mieren gliedweise, so miissen wir jeweils bei dem ersten Summanden 
wie unter Nr. 1 das Gesetz I~', bei dem zweiten den Faltungssatz an
wenden und erhalten: 

00 B 
~ --;=-(2n,/+x) 

U(x,t)=~e 2JA A o(t-(2n1 1+x)VA) ( 10) 

00 B -:2 e- 2J1A (211,I-x) Ao (t- (2n21- x) VA) 
"', ~ 1 

t 

D 00 J __ l!-.. II (V: VT2_A (2n11+X)2) , 
_1 l::r2'(2nl l + x) Ao(t-r)e 2A V dr V ",~O _ r2-A(2nl1+x)2 

1 (2",1 + x) ]iA 

t 

D 00 J _~Tl1(V:vr2-A(2n21-X)2) 
+ VA ~(2n21-x) Ao(t-r)e 2A vr2-A(2n21-x)2 dr, 

n. ~ 1 (2 n, 1 _ x) JlA: 

wobei in den Summen nur die Glieder wirklich vorkommen, in denen 

t > (2 nIl + x) VA bzw. t > (2 n21- x) VA ist.. Es ergibt sich also 
zunachst derselbe gedampfte reine Fortpflanzungs- und Reflexions
vorgang wie bei der verzerrungsfreien Leitung; diesem iiberlagert sich 
aber eine durch die Integrale dargestellte "V erzerrung", an der samtliche 
Randerregungen, die bis zu der fraglichen Zeit sich an der betreffenden 
Stelle bemerkbar machen konnten, beteiligt sind. 1m allgemeinen Fall 
liegt mithin sowohl wellenartige Fortpflanzung als Diffusion vor. - Man 
kann auch hier zeigen, daB (10) tatsachlich die Differentialgleichung 

* 1st D = 0, so ist V ~ 0; das ist der Fall von Nr. 2. 1st D < 0, was z. B. 
vorkommt, wenn die Ableitung zu vernachlassigen ist (I = 0, also C = 0), so ist 
das Argument von I, rein imaginar. Nun ist aber 

J (.) '200 (~rm+l 
1 z Z - Z --'-;--;-'----;-~ 

- m! (m+1)" 
"'~O 

also v'D I, (i z) wieder reell. 
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und die Randbedingungen befriedigt, wenn Ao(t) zweimal differenzier
bar ist, doch ist der Beweis ziemlich umsHindlich und sei daher hier 
unterdriickt. 

Es laBt sich ubrigens nachweisen, daB es auch bei der Telegraphen
gleichung ebenso wie bei der Warmeleitungsgleichung nicht identisch 
verschwindende Losungen gibt, fUr die aUe Ra-nd- und Anfangswerte 
A 0' AI> uo, UI verschwinden (singulare Losungen) , so daB die allgemeine 
Lasung nicht eindetdig ist 232. Das leistet, wie man leicht nachrechnet, 
z. B. die "Greensche Funktion" des Ausdrucks (10): 

00 00 

G(x, t) = .::E V (t, 2 nIl + x) -.::E V (t, 2n21- x), 
nl=O 11 .. =1 

wo V die durch (9) definierte Funktion i~t; ferner auch °o~, ~2t~ , ••• , 

sowie 

{ 
0 

G* x t -( , ) - G(x, t-to) fUr t >- to 
fUr 

(to> 0), 

genau Wle bei der Warmeleitungsgleichung. Ein Unterschied gegen 
damals ist jedoch bemerkenswert: Die in 20.5 mit Uo(x, t) bezeichnete 
fundamentale singulare Losung ist in der Umgebung des Eckpunktes 
x = 0, t = 0 beliebig groBer und kleiner Werte fahig, wahrend G(x, t), 
das in der Nahe dieses Punktes mit dem ersten Reihenglied V (t, x) 
identisch ist, unterhalb der Geraden t = x VA verschwindet und ober
halb wegen des Faktors x in hinreichender Nahe des Eckpunktes be
lie big wenig von 0 abweicht*. 

§ 3. Beliebige Anfangsbedingungen in einem Spezial£all. 
Wir behandeln nun den Fall, daB die Randwerte Ao (t) und Al (t) ver

schwinden, daB aber beliebige Anfangswerte Uo(x) und U1 (x) vorgegeben 
sind. (Praktisch entspricht das dem Ausschwingen einer Leitung, die im 
Moment t = 0 abgeschaltet wird.) Die Losunghat sich in den Bahnen 
von 20.2.2 zu bewegen: der dortigen Differentialgleichung im l-Bereich 
entspricht jetzt die Gleichung 21.1 (7), so daB wir in der Losung 20.2 (9) 
s durch Q (s) und 'f/J (x) durch - (A s + B) Uo (x) - A UI (x) zu ersetzen 
haben. Das ergibt: 

mit 

I 

~t(x, s) = J y(x,;; s) [(A s + B) Uo(;) + A UI(m d; 
o 

sin (/ -~) v=-QTs) sin xV - Q (s) 

V- Q (s) sin I V-Q (8) 

sin (I - x) v==QTs) sin ~ ~ 

V-Q(s)sinll/-Q(s) 

fUr 

fUr 

A0~ k _ * -- hat ftir z+ 0 den Grenzwert--, so daB der andere Faktor beschrankt 1st_ 
z 2 



376 21. Rap.: Die Telegraphengleichung (hyperbolischer Typ). 

Hierzu kann man durch Reihenentwicklungen in der Art der von § 2 
die entsprechenden L-Funktionen bestimmen. Statt diese umfang
reichen Rechnungen durchzufUhren, wollen wir nur den SpeziaHall 
der verzerrungsfreien Leitung betrachten und dabei annehmen, daB die 
Leitung sich nach heiden Seiten ins Unendiiche erstreckt (-(Xl < x < (Xl). 

Dann kannen keine Reflexionen an den Enden zustande kommen, und 
die Reihen reduzieren sich auf je ein Glied. 

Die transformierte Gleichung lautet, wenn wir zur Abklirzung 

-(A s + B) Uo (x)-A U1 (x) = r(x) 
setzen: 

(1 ) 
d 2 u 
dx2 - Q (s) u = r (x); 

ihre allgemeine Lasung laBt sich, wenn r(x) stetig ist, so darstellen: 

u (x, s) = c1 exJlQ (s) + C2 e- xYQTsl 

x x 

(2) 
XJlQ(S)! _ -.q'Q(S)! _ + e e- n'Q(s) r (~) d~ _ e e~VQ(s) r (~) d~. 

2 vQ (s) 2 VQ (s) 
o 0 

Randbedingungen sind hier nicht vorhanden, die Frage, in welchem 
Umfang solche gestellt werden kannen, ist nicht geklart (vgl. 20.2.3). 
Bei physikalischen Betiachtungen wird immer angenommen, daB U (x, t) 
fUr x ~ ± (Xl gegen 0 streb en musse. Machen wir uns diese Forderung 
zu eigen und ubertragen sie auch in den i-Bereich, so muB fUr x ~ (Xl 

der Faktor von exVQ und fUr x ->- - (Xl der von e- xJlQ verschwinden. 
Das ergibt: 

und 

oder, 

00 -00 

c2 = ,/1 _-Je;VQ(S)r(~)d~ 
2 v Q (5) 

o 

00 x 

eXYQ(s)! _ e-XYQ(S)!_ 
U (x, s) = - --=- e- gVQ (s) r (~) d~ - e;yQ (s) r (~) d~ 

2VQ(5) 2VQ{si 
X - 00 

'c tb c t b" wenn Wir S" - X = 1IA zw. x - S" = VA su shtmeren: 
00 

1 ! I,/Q(s) t 
u(x,s) = - ~--== e- VA r (x + ---=) dt 

2VAQ(s) VA 
o 

1 100 -11IQ1S
) ( t ) 

- 2VAQ(s) e r x-VA dt. 
o 

Fur D = 0 ist Q (s) = ~ (A s + ~ r. Setzen wir ferner fUr r (~) semen 
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expliziten Ausdruck ein, so ergibt sich: 

(4) 

o 

00 

As+B -(s+2:4 1 ( t) J . B) 
+ 2(As+-:J e· Uo x- VA dt 

o 
00 

+ ~~,;{) 1'+ ,".), U'(X-~A )dt 
o 

Den erst en Summanden konnen wir so schreiben: 

o 

Das erste Glied ist die I-Funktion zu _1_ e - .~ 1 U. (x + _t_) das 
2 EO VA' 

B ---I 
zweite ist das Produkt der I-Funktion zu 4;( e 2A und der I-Funk-

B 

tion zu e -2.1 t Uo (x + ;71)' also nach dem Faltungssatz die I-Funk-

tion der Faltung dieser beiden Funktionen. Verfahrt man bei den 
ubrigen Summanden analog, so erhalt man zu (4) die L-Funktion 

t 

(5) U (x, t) = ~ e -~ t {Uo (x + ;71) + 2~ f Uo( x + V~) dr 
o 

1 

+- Uo(x- ;71) +-/4 f Uo(x---$c:r)dr 
o 

t t 

+ J U1 ( X + ;4) dr + J UJ (x -;A ) dr} 
o 0 
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Physikaliseh bedeutet dieser Ausdruck, daB jede Anfangserregung 

Uo($), U1 ($) sich mit der Geschwindigkeit 1_ nach beiden Seiten fort-VA 
pflanzt, wobei aber gewisse durch die Integrale dargestellte Riickstande 
bleiben. Der Vorgang ist zeitlieh gedampft, gleichmaBig in x. 1st B = ° 
und damit wegen D = ° auch C = 0, so liegt die reine Wellengleichung 
vor, und man erhalt die bekannte d'Alembertsche Losung. 

22. Kapitel. 

Die Potentialgleichung (elliptischer Typ). 
§ 1. Losbarkeitsbedingungen. 

Wir betrachten in dem Halbstreifen 0 -< x -< l, t >- 0 die Laplacesche 
oder Potentialgleichung 

02U d2 U 
(1) 7fX2+8f2=0, 

die das fundamentale Beispiel einer Gleichung von elliptischem Typ 
darstellt. 1st das Integrationsgebiet endlich, so kann man bekanntIich 
entweder die Randwerte der Funktion (erste Randwertaufgabe oder 
Dirichletsches Problem) oder die der Normalableitung (zweite Randwert
aufgabe oder Neumannsehes Problem) "beliebig", d. h. nur durch gewisse 
Stetigkeits- oder Integrabilitatsvoraussetzungen eingesehrankt, vor
geben. Dasselbe wird sich im wesentliehen auch fUr das obige unendlich 
ausgedehnte Gebiet ergeben, wenigstens wenn man sich auf Losungen 
beschrankt, bei den en unsere Methode anwendbar ist. Benutzen wir 
die Bezeiehnungen 

(2) lim U (x, t) = Ao (t), lim U (x, t) = Al (t) ; 
.. ++0 .. +1-0 

(3) lim U (x, t) = Uo (x) , 
1+0 

lim 00 ~ = ~ (x) , 
1+0 

so entspricht der Gleichung (1) die transformierte Gleichung 

(4) 

mit den Randbedingungen 

(5) u(o,s)=ao(s) = S3{Ao}, u(l,s)=a1(s)=£{A1}· 
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Es hat zunachst den Anschein, als ob man nicht nur die Randwerte von 

U, sondem am unteren Rand t = 0 auch noch die von ~~ brauchte, 

und als ob man sie samtlich beliebig vorgeben k6nnte. Nun spie1en aber 
in diesem Fall zum erstenmal die Eigenwerte von (4) wirklich eine Rolle. 
(4) hat die Gestalt derGleichung 20.1 (8), bezuglich derRandbedingungen 
(5) liegt derselbe Spezialfall wie in 20.2.1 vor, die Eigenwerte lauten 

daher An = n21~' die Eigenfunktionen u;." = sin VAn X = sin n ~ x (n = 

1,2, ... ). Das inhomogene Problem (4), (5), bei dem also nicht gleich
zeitig Uo(x)s+U1 (x)=0 [d.h. Uo(x) =0, U1 (x)=OJ, ao(s) =0, 

a1 (s) = 0 [d. h. Ao(t) = 0, Al(t) == OJ ist, hat also fUr s = ± n ~ (n= 

1,2, ... ) im allgemeinen keine L6sung u(x, s) [siehe den in 20.1 ange
fUhrten Satz]. Nun muB aber doch ~t(x, s) als l-Funktion in einer Halb
ebene existieren. Beschranken wir uns auf L6sungen U (x, t), die nicht 
nur die bisherigen Voraussetzungen unserer Methode, also insbesondere 
die Bedingungen VI und V2 von 19.3 erfilllen, sondem deren l-Funktionen 
u(x, s) auch noch speziell fUr ffis > 0 existieren (Voraussetzung V3), 

so kann es so1che nur geben, wenn das Problem (4), (5) auch fur s = n ~ 
(n=1, 2, ... ) l6sbar ist. Dann muB aber die Bedingungsgleichung 
20.1 (14), die im vorliegenden Fall die Gestalt 

I 

(6) J ¥' (~) sin n ~ ~ d ~ + n ~ [(-1)" u (l) - u (O)J = 0 
o 

hat, fUr n = 1,2, ... erfullt sein, d. h. es muB gelten 233: 

I I 

(7) n ~ J Uo(~)sinn ~ ~ d~+ JUd~)sinn 7 ~ d~ 
o 0 

+ n ~ [(- Wa1 ( n 7) - ao ( n 7) ] = 0 

fUr n = 1, 2, . .. oder explizit 
I I 

n 7 J Uo (~) sinn 7 ~ d~ + J Ud~) sinn-7-~ d~ 
o 0 

00 '" +n7 je-nyi[(-1)nAl(t)-Ao(t)]dt=0. 

o 
Bei L6sungen U(x, t), die die Voraussetzungen Vv V2, V3 erfUllen, 
k6nnen also die Randwerte Uo, Uv A o, Al nicht beliebig vorgegeben werden, 
sonderri wenn beispielsweise Uo(x), Ao(t), Al (t) gegeben sind, so sind 
dadurch die Fourierkoeffizienten 

I 

en = J Ud~) sinn 7 ~d~ 
~ 



380 22. Kap.: Die Potentialgleichung (elliptischer Typ). 

von U1 {x) bestimmt, aus denen sich U1 (x) in gewissen Fallen vermittels 
der F ourierreihe * 00 

UI (x) = ~ ."2 cnsinn 7 x 
fl.=1 

vollstandig berechnen laBt. Ebenso kann man uI , A o, Al vorgeben 
und Uo berechnen, oder aus gegebenen Uo, Ul> Ao das Al berechnen**. 
(Wenn es uberhaupt eine L-Funktion Al (t) gibt, deren I-Funktion die 

vorgeschriebenen Werte al (n ~ ) hat, so gibt es, abgesehen von addi

tiven Nullfunktionen, nur eine, denn zwei I-Funktionen, die in der 

aquidistanten Punktreihe n 7 ubereinstimmen, sind bis auf N ullfunktionen 

identisch.) Immerhin bleibt die Frage offen, wieweit die vierte Funktion 
durch die drei ubrigen bestimmt ist, wenn z. B. die Fourierreihe fUr 
UI (x) nicht konvergiert (im gewahnlichen Sinn oder im Sinn der Mittel-

konvergenz), oder wenn sich fUr die ~ ( n 7) Werte ergeben, die nicht 

die Werte einer I-Funktion an den Stellen n 7 sein kannen. Bemerkens

wert bleibt aber, daB unsere Methode wie hier so auch in den anderen 
Fallen ganz von selbst die Randbedingungen, die man stellen kann und m,ujJ, 
in Erscheinung treten liijJt und so einen Beitrag liefert zu der sehr heiklen 
Frage, wann ein Randwertproblem "richtig gestellt" ist, die fUr allgemei
nere Typen von Problemen noch lange nicht als erledigt gelten kann. 

§ 2. Losung der ersten Randwertaufgabe fUr den Halbstreifen. 
Wie man aus 20.2.1 und 20.2.2 unmittelbar entnehmen kann (der 

dortige Faktor -s in der transformierten Differentialgleichung ist ein
fach durch +S2 zu ersetzen), hat die Gleichung 22.1(4) fUr s>O und 

s=j=n 7 (n = 1, 2, ... ) die Lasung: 
I 

J sin (1- %) s sin % s 
(1) 2/(X,S)=- y(x,~;s)[Uo(~)s+ Ud~)Jd~+ao(s)-sinls-+al(S) sinls 

o 
mit 

(2) 
J sin (l- %) s sin ~ s 

s sin l s 
y (x, ~; s) = l sin (l- ~) s sin % s 

ssinls' 

fiir 

1st die Bedingung 22.1 (7) erfiillt, so hat 22.1 (4) auch fur s = n 7 
(n = 1, 2, ... ) eine Lasung, die iibrigens aus (1) durch Grenziibergang 

* Man beachte, daB im Interval! (0, l) schon die Funktionen sin n 7 % allein 

(ohne die cos) ein vollstandiges OrthogonaIsystem bilden. 

** Zur Berechnung von A, (t) aus den a l (n ~) eignet sich die Formel in 7.2. 
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s -+ n ~ hervorgeht*. Wir brauchen sie also nicht eigens hinzuschr~iben. 
Urn die zugehOrige L-Funktion zu gewinnen, schreiben wir y in Gestalt 
emer Partialbruchreihe beziiglich der Variablen s: 

+ 00 • n . n ~ 
slUnTxslUnT'-

(3) y(x,~;s)=-~~' ( ) 
"=-00 n7 s-n7 

fUr O-<:x-<:l, O-<:~-<:l, 

wobei der Akzent am Summenzeichen andeuten solI, daB das Glied mit 
n = 0 fehlt **. Bei der als Faktor von Uo(~) in (1) auftretenden Funktion 

s y (x, ~; s) fehlt in der Partialbruchentwicklung der Nenner n 7 . Weiter

hin nehmen wir an, daB die Funktionen ao (s) und a l (s) in der ganzen 
Ebene existieren (das lauft darauf hinaus, daB Ao(t) und Al (t) fUr wach
sendes t stark abnehmen) und daB der zweite und dritte Summand in 
(1) durch Partialbruchentwicklungen darstellbar sind: 

(s) sin (l- x) s 
sin l s 

+00 

= :2' 
n =-00 

ao (n-T) sin (I-x) n T 
l (-it (s-n n 

+00 =--r ~' 
n=-oo 

( n). n ao ny SlU1tTX 

n 
s- 1t T 

* Man kann auch umgekehrt die Bedingung 22.1 (7) dadurch ableiten, daB 
n 

man verlangt, (1) habe auch fur s =n T einen Sinn, d. h. fur diesen Wert, fur den 

der Nenner sin l s verschwindet, verschwinde auch der Zahler. 

** y (x, ~; s) hat die Nullstellen n 7 (n = ± 1, ± 2, ... ) von sin Is zu einfachen 

Polen; n = 0 liefert keinen Pol, weil fur s = 0 Zahler und Nenner in y von gleicher 

Ordnung verschwinden. Das Residuum von y in s = n 7 ist gleich 

sin (I - x) n T sin ~ n T 
n 7 l (- it 

da die Ableitung von s sin l s an der Stelle s = n 7 gleich n 7 l (-i)" ist (vgl. 

die FuBnote S. 140). Naturlich folgt hieraus noch nicht, daB die diese Pole und 
Residuen in Evidenz setzende Partialbruchreihe wirklich r darstellt. (3) laBt 
sich aber .durch Residuenrechnung feststellen oder noch eleganter aus der Theorie 
der Integralgleichungen entnehmen, siehe D. HILBERT, Grundzuge einer allgemeinen 
Theorie der linearen Integralgleichungen, S. 52. Leipzig und Berlin 1912. Hier ist 

l = 1, s = v'J.. r ist die 16sende Funktion zum Kern 

K (x ~) = { (1 - x) ~ fur 0 -< ~ -< x 
, (1 - ~) x fUr x -< ~ -< 1 , 

der die Eigenwerte }", = n 2 n 2, die normierten Eigenfunktionen vz sin n x hat, 
00 

~ sinnxsinn~ 
also bekanntlich in der Gestalt 2 ~ n2 n 2 _ A darstellbar, was mit (3) aqui-

1>=1 
valent ist, wenn man dart die Glieder mit + n und - n vereinigt. 
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+00 ( n). n +00 ( » ( n). n 
sin x s 

~' 
al ny sm xny 

1 :2' 
-1) al ,ny smnyx 

a 1 (s) sinl s = 
l(-1t(s-n~) 

y n 
n = - 00 n=-oo s-ny 

+N 
wobei die Summen eventuell im Sinne von lim ~ zu nehmen sind. 

N->-oon=-N 
Vertauscht man im erst en Summanden in (1) noch Summe und Integral, 
so ergibt sich: 

u(x. ,)~: "~~ ~:"~ Ii u. «) ,in n ~ < d< 
I 0 

+ n~ f Ud<),;nn 7 < d<-a,(" ~) + (-1)" a, (n 7) [. 
o 

Wegen der Bedingungsgleichung 22.1 (7) verschwinden alle Glieder mit 

positivem n. Flir negative n = - v (v = 'I, 2, ... ) dagegen ist sin n 7 x = 

. n d 
- Sll1Vy x un 

I I 

{ ... }=- f Uo(~)sinv7-~d~+ p17 f Ul(~)sin1l7~d~ 
o 0 

-an (-v 7) + (-i» a l (-v 7) 
oder, wenn wir den Wert des Integrals libel' Ul (~) aus 22.1 (7) einsetzen: 

I 

{ ... } = - 2 J Uo (~) sin 11 7 ~ d ~ - (-1) v a1 (v 7) + ao (v n 
o 

- ao (-v n + (-1)" a l (-11 T) . 
Also ist endgliltig: 

(4) u (x, s) = + i sinnTnx 12 j Uo (~) sin n 7 ~ d~ 
»=1 s+ny 0 

+ [an (- ny) - ao (n 7)] - (-1»> [al (- n 7) - al (n 7) Jl. 
Ubersetzen wir diese l-Funktion gliedweise in den L-Bereich, so entsteht: 

(5) 
1 -n-tn· n co nIl 

U (x, t) =y ~ e I sinnyx 2/ Uo(~)sinny~ d~ 
+ [ao ( - n 7 ) - ao ( n 7)] - (- 1 t [a1 (- n 7) - a1 ( n 7)]). 
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Explizit ist 00 

ao(-n 7)-ao(n 7) = J (enYT _e- nYT) Ao(T)dT 
o 

00 

= 2 J Ao (T) Sinn 7 TdT, 
o 

also 

(6) 
2 ~ -n!!'-t :n I jl :n U(x,t)=T~e I sinnTx Uo(~)sinnT~d~ 

n=l 0 

+ i[Ao (T)- (_1)n AdT)] Sinn 7 T dTI· 

Fiir Ao (t) == 0, Al (t) = ° ist das ein klassisches Resultat 234. N atiirIich 
miiBte jetzt analog zu den friiheren Kapiteln untersucht werden, unter 
welchen Voraussetzungen iiber Uo, Ao' Al die Funktion (6) wirklich 
eine Losung darstellt. 

23. Kapitel. 

Gleichungen mit variablen Koeffizienten. 
Wie wir in 19.3 sahen, ist unsere Methode auch auf Gleichungen 

anwendbar, deren Koeffizienten Funktionen derjenigen Variablen sind, 
die nicht transfonnierl werden. Prinzipiell andert sich nichts gegeniiber 
dem oben behandeIten Fall konstanter Koeffizienten, nur ist die trans
fonnierte Gleichung komplizierter und nicht immer explizit losbar, 
so daB man etwas tiefere Theorien heranziehen muB. 

Wir wollen das an folgendem Beispiel zeigen, das det Theorie der 
Warmeleitung entstammt 235. Die Temperatur U einer Kugel vom Radius 
R sei zentrisch symmetrisch verteilt, d. h. nur abhangig (auBer von der 
Zeit t) vom Abstand r vom Mittelpunkt. A (r) sei das Produkt aus spezi
fischer Warme und Dichte, K (r) die Warmeleitfahigkeit, rp (r, t) die 
pro Zeit- und Volumeinheit im Inneren durch radioaktive Umwandlung 
erzeugte Warmemenge, a die "auBere Leitfahigkeit" (Warmeaustausch
koeffizient zwischen Kugel und umgebendem Medium). Die Anfangs
temperatur der Kugel sei Uo (r) , die Temperatur des umgebenden 
Mediums sei 0. Dann geniigt U (r, t) der partiellen Differentialgleichung 

1 a ( au ') au (1) Y2ar r2 K (r) a-r - A (r) Tt = - rp (r, t) 

unter den Bedingungen 
(2) lim U (r, t) = Uo (r), 

(3) 

(4) 

1-+0 

au a-r=o fiirr=O, 
au a-r+aU=o fiirr=R. 
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Die Anwendung der B-Transformation ergibt eine Funktion u(r, s) = 

B {U (r, tn, die der Differentialgleichung 

(5) ddr (r2 K(r) ~:)-sr2A(r)11=-r2A(r)Uo(r)-r2cp(r,s) 
mit cp(r, s) = B {<P (r, tn genugt, wobei die Randbedingungen zu erfUllen 
sind: 

(6) 
du 

fUr lir=O r= 0, 

(7) 
du 
lir+<Ju=O ffir r=R. 

Wir bemerken vorab, daB diese Randbedingungen homogen sind. Das 
durch (5), (6), (7) formulierte Problem fallt unter die Sturm-Liouville
schen Randwertprobleme, fUr die folgender allgemeiner Satz* gilt: 

Die gew6hnliche Differentialgleichung 

:r (p (r) ~: ) + (A (} (r) - q (r)) U = 1p (r) 

sei im Intervall 0 -< r -< R unter homogenen Randbedingungen vorgelegt. 
p, p', q und 1p seien stetig, ferner sei 

p(r) >0, (}(r) >0. 

Fur eine abzahlbare, gegen + 00 wandernde Folge von positiven Zahlen 
A" , die Eigenwerte, hat die homogene Differentialgleichung [d. h. mit 
1p (r) = 0] je eine Lasung un(r), die nicht identisch verschwindet; die 
11" (r) heiBen die Eigenfunktionen unter den vorgegebenen Randbe
dingungen. Sie bilden ein vollstandiges Orthogonalsystem, das normiert 
gedacht werden kann: 

J~ (r) Ui (r) Uk (r) dr = l' 0 ff~r ~ =f= kk 
o 1 ur 1= . 

Fur A= An hat die inhomogene Gleichung (1p(x) $0) im allgemeinen 
keine Lasung. Fur jedes A =f= An hat sie genau eine Lasung, die so ent
wickelt werden kann**: 

00 R 

U (r) = ~ ).~\ Un (r) mit en = J 1p (x) Un (x) d x. 
»=1 o 

Auch jede andere zweimal stetig differenzierbare Funktion ist in Fou
rierscher Weise in eine absolut und gleichmaBig konvergente Reihe nach 
den Eigenfunktionen Un (r) entwickelbar. 

Dieser Satz ist auf unseren Fall anwendbar, weil K (r) und' A (r) 
als physikalische GraBen positiv sind. Bei uns ist A = - s. Betrachten 
wir die l-Funktion 11 (r, s) in einer Halbebene mit positiver Abszisse, 

* Siehe z. B. R. COURANT U. D. HILBERT: Methoden der mathematischen 
Physik I, V. Kapitel, § 14, Nr. 1-3.2. Auflage, Berlin 1931, 

** Statt durch die Eigenfunktionen kann man u (r) auch vermittels der Green
schen Funktion des Problems darstellen, siehe COURANT-HILBERT, a. a. O. 



23. Kap.: Gleichungen mit variablen Koeffizienten. 385 

so kann s keinen Eigenwert ann ehmen, wir erhalten also immer eine 
und genau eine L6sung: 

~ e" 
U (r, s) = - ~ s+}", Un (r) 

n ~ 1 

mit 
R 

en = - J x2 [A (x) Uo (x) +rp(x, s)] Un (x) dx, 
o 

also 

00 R co R 

(8) U (r, s) = :2 :.+(1 J x2 A (x) Uo (x) Un (x)dx + 2 Un (r) J x2 u" (x) s~}'n rp(x,s) dx. 

(9) 

n~l 0 n~l 0 

Durch gliedweise Ubersetzung und Anwendung des Faltungssatzes 
fiihrt das zu: 

Sind die Funktionen Uo (r) und (jj (r, t) zweimal nach r stetig differenzier
bar, so zeigt die letzte Aussage des oben zitierten Satzes, daB (9) die 
Differentialgleichung und die Randbedingungen befriedigt. - Natiil;
lich ist die L6sung solange rein formal, als man nicht die Eigenl6sungen 
Un (r) explizit berechnen kann. 

Wie an den Beispielen im 20.-23. Kapitel klar geworden ist, be
steht eine Hauptschwierigkeit bei unserer (wie uberhaupt bei jeder) 
Methode darin, von der auf Grund einer gr6Beren Anzahl von Voraus
setzungen erhaltenen Funktion nachzuweisen, daB sie wirklieh eine 
Losung ist, und unter we1chen weitesten Bedingungen sie diese Eigen
schaft hat. Diese Aufgabe ist deshalb so schwierig, weil die L6sung in 
einem reichlich komplizierten Ausdruck besteht, namlich durchweg 
durch "singulare" Integrale dargestellt wird. Dagegen hat die zuge
hOrige Lasung ill I-Bereich als Lasung einer Differentialgleichung mit 
weniger Variablen stets einen unvergleichlich einfacheren Charakter. 
Es liegt also nahe, das Erfiilltsein der Bedingungen durch die L-Funktion 
direkt aus dem Charakter der l-Funktion zu ersehliefJen, z. B. dadurch, 
daB man sich auf FaIle beschrankt, wo die L-Funktion vermittels del' 
l-Funktion durch die komplexe Umkehrformel dargestellt werden kann, 
und dann zur Verifizierung der die Randbedingungen darstellenden 
limes-Beziehungen die Methoden der indirekten Abelschen Asymptotik 
(14. Kapitel) heranzieht. Fur diesen vielversprechenden Weg liegen 
auch bereits Ansatze vor, die wir hier aber nicht weitel' verfolgen 
k6nnen 236. 

Doetsch, Laplace-Transformation. 25 
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24. Kapitel. 

Die Beziehungen zum Heaviside-Kalkiil und zur 
sog. funktionentheoretischen Methode 237. 

§ 1. Der Heaviside-Kalkiil bei partiellen Differentialgleichungen. 

In 18.3 haben wir gesehen, daB man die Integration von gewohnlichen 
Differentialgleichungen vermittels der Laplace-Transformation in das 
Gewand einer symbolischen Methode kleiden kann (allerdings heut
zutage ganz iiberfliissigerweise) und daB dort der konsequent durch
gefiihrte Symbolismus zu richtigen Resultaten fiihrt. Ganz anders liegt 
nun der Fall bei partiellen Differentialgleichungen. Rier benutzen die 
Techniker zwar auch die symbolische Methode genau so unbekiimmert 
wie im vorigen Fall, die oft gegebenen Begriindungen sind aber nicht 
stichhaltig. Der Symbolismus, der hier iibrigens noch weitere, viel 
gewagtere Deutungen von auftretenden Symbolen hinzufiigen muB, 
kann, wie wir sehen werden, nicht allgemein legitimiert werden und fiihrt 
manchmal zu offenkundig falschen Resultaten. Das erklart sich daraus, 
daB die Stelle der bei gewahnlichen Differentialgleichungen auftretenden 
gebrochen rationalen Funktion jetzt von allgemeinen meromorphen 
Funktionen eingenommen wird. 

Wir wollen das an einem Beispiel verdeutlichen und wahlen dazu 
das in 20.2 behandelte Problem in etwas vereinfachter Gestalt: Die 

L ·· d W" l"t 1 . h 02 U 0 U b t· osung er arme el ungsg elC ung 0 x2 - 7ft = 0 zu es Immen, 

die den Bedingungen 

limU(x,t) = Uo(x) , lim U(x,t) = Ao(t), lim U(x,t)=O 
t-+O x-++o X-l>-l-O 

geniigt. Die Symboliker ersetzen zunachst den Operator oOt durch ein 

multiplikatives Symbol D: 
02 U . 
ox2 -DU=O; 

das ist bis auf den nicht ausgefiihrten Ersatz des Buchstabens U durch 
u unsere Gleichung 20.2 (3). Sie entspricht dem Spezialfall U 0 (x) = o. 
Bei nichtverschwindendem U 0 (x) miiBte die Gleichung in unserer Sprache 
lauten: 

(1 ) 

Der Symbolismus kann eben, wie wir schon in 18.3 sahen, im Prinzip 
nur Probleme mit verschwindenden Anfangsbedingungen behandeln. -
Die Lasung der erhaltenen gewahnlichen Differentialgleichung lautet 
naturlich wie 20.2(4), nur mit anderen Buchstaben: 

6in (l- x) Vn 
U = Ao (t) = Ao (t) Uo (x, D) . 

6inlvD 
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Das ist eine Funktion von derselben Form wie die L6sung y(s) = 1(5) p~s) 
bei der gew6hnlichen Differentialgleichung in 18.1.1, nur daB die gebrochen 

rationale Funktion P~s) durch den meromorphen Sin-Quotienten ersetzt 

ist. Damals fiihrte die Partialbruchentwicklung von p ~s) im Spezial

fall F (t) == 1 zu der mit dem Heavisideschen Entwicklungssatz identi
schen Formel18.1 (8), zu deren Aufstellung man nur die Nullstellen von 
p (s) braucht. Die Symboliker suchen nun ganz entsprechend auch im 

2 

obigen Fall einfach die Nullstellen IX,. =-n2 ~2 des Nenners auf und 

wenden den Heavisideschen Entwicklungssatz auf P(s) = @linl-yD-yD 
@lin (1- x) D 

an, was, wie man leicht nachrechnet, im Falle Ao (t) = 1 auf 

ftihrt. Das ist hier zufalligerweise richtig. Da die Formel 18.1 (8) auf 

der Partialbruchentwicklung von p:s) oder vielmehr auf der von spt(s) 

beruht*, so lauft das obige Verfahren darauf hinaus, daB man auch fUr 
die meromorphe Funktion U o (x, D) die Partialbruchzerlegung 

( D) _ """ Residuum von Uo(x, t) in IX. 
UO x, -..::::. D - <Xv 

anschreibt und sie gliedweise in den L-Bereich tibersetzt. Aber weder 
ist eine meromorphe Funktion im allgemeinen durch diese, ihre Pole 
in Evidenz setzende Entwicklung immer darstellbar, noch ist stets die 
£-Transformation mit der unendlichen Summe vertauschbar. Nur 
wenn beides zutrifft, fiihrt der Heavisidesche Entwicklungssatz zum 
richtigen Resultat. 

Analog tibertragen die Symboliker die in 18.3 besprochenen Entwick
lungen der symbolischen L6sung nach aul- und absteigenden Potenzen 
von D ebenfalls auf partielle Differentialgleichungen. Nattirlich kann 
hier von allgemeiner Gtiltigkeit keine Rede sein. Denn bei gewohnlichen 
Differentialgleichungen waren die Entwicklungen nur deshalb richtig, 

well P~s) eine lO-Funktion, die zugeh6rige LO-Funktion also eine ganze 

Funktion vom Exponentialtypus war. Dje obige Funktion Uo (x, D) 
z. B. ist aber sieher keine lO-Funktion. Abgesehen davon tritt aber noch 

* Wir erinnern daran, daB der Faktor ..!.- bei uns dadurch hereinkommt, daB 
5 

t 
die I-Funktion zu Ao (t) == t gleich -;- ist, wahrend der Symbolismus die t einfach 

stehen laBt. 

25* 
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eine zusatzliche Schwierigkeit auf: Die Entwicklung von uo(x, D) ent
halt Potenzen von D mit gebrochenen Exponenten. Wir wollen das 
der Einfachheit halber fill den Fall des einseitig unendlich langen Warme-

leiters durchrechnen, wo die Funktion Zlo(X, D) die Gestalt e-xy'D hat 
(siehe 20.2.3). Die Entwicklung ergibt: 

00 " 

(2) :2 (-xt2 
Uo (x, D) = --,-D, 

n. 
n ~O 

so daB man die Lasung 
00 n 
~ (-xt "2 

U(x, t) = ~ -n-! -D Ao (t) 

bekommt. Es taucht also die neue Frage auf, was unter DI' bei nicht 
ganzem fI' zu verstehen ist, und tiber die Beantwortung sind sich die 
Symboliker nicht ganz einig. Ftir uns ist die Antwort klar: Da in der 
Sprache der 2-Transformation die Gleichung (2), mit ao(s) multipli
ziert, lautet: 

00 n 

U (x s) - ~ J:-x)" S-2~ a (s) 
J -~ nl 0' 

n~O 
n 

so ist D2 Ao(t) diejenige L-Funktion, die der l-Funktion S2 ao(s) ent
spricht, falls eine solche L-Funktion existiert. Das ist aber gerade 
das, was wir froher (15.3.2, siehe insbesondere S.304) die Derivierte 

( n)~ I 2 Ordnung genannt haben. Zugleich aber wird auch klar, warum die 
n 

Symboliker den Wert von D 2 manchmal verschieden definieren. 
n 

Denn der Ausdruck S2 ao(s) besagt fUr sich genommen noch gar nichts, 
man muE wissen, durch welche Transformation er entstanden ist. Oben 
war das die 2 r Transformation, weil es sich urn ein Problem handelte, 
bei dem t im 1ntervall 0 -< t < 00 variierte. 1st das Problem in einem 
anderen 1ntervall gestellt, so muB die Transformation eine andere sein 

n 

(siehe 19.2), und dementsprechend gehOrt auch zu S2 ao (s), beim Symbo-
n 

likerzuD2 Ao(t), eine ganz andere Funktion, wie schon in 19.2 (Anfang) 
betont wurde. Auf Grund dieser Bemerkung kann man sogar zu jedem 
1ntervall die zugeharige Derivierte beliebiger Ordnung ausrechnen, 
indem man statt des symbolischen Weges den "effektiven" tiber die 
Transformation geht. 

1st speziell A 0 (t) = 1, so lautet die Lasung in unserer Sprache 
00 " :2 (- xt 2- 1 

U(x, t) = ~-,- s , 
n. 

n=O 
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symbolisch 
00 " 

~ (-xf "2 
U(x, t) = --,- D 1 n. 

n=O 

oder meist so geschrieben (vgl. die FuBnote S. 338): . 
00 " 
~(-x)" "2 

U(x,t)= ~~-p . 
1~=O 

Die Symboliker streichen nun einfach die p-Potenzen mit ganzzahligen 
Exponenten, wahrend sie fur die mit gebrochenen Exponenten (n = 

2'V + 1) schreiben: 

Wegen 

" 1 j * -- v+----
P 2 = P 2 = DV P 2 = DV 1 

Vnt 
v 1 . 3· .. (2 v - 1) 

= (-1) vnt (2t)v . 

1·3·· ·(2v-l) 

2 v 

r(v + t) 
vn 

bedeutet dies, daB pV+ t durch (- 1)V r(v1 + t) ersetzt wird. Formal fiihrt 
ntv + 2 

das also auf eine (asymptotische) Entwicklung nach absteigenden 
Potenzen von t, wie sie sich in Satz 1 [14.3.2J, aber nur unter sehr ein
schneidenden Bedingungen ergab. Warum derartige Entwicklungen 
nicht allgemein richtig sein k6nnen, wurde in der dortigen Bemerkung 2 
ausgefiihrt. 

Diese Er6rterungen zeigen deutlich, daB heutzutage uberhaupt kein 
Grund mehr besteht, sich der Sprache und der Bezeichnungsweise der 
Symbolik zu bedienen. Denn die Theorie der FunktionaItransformationen 
tut alle Schritte, die die Symbolik nur tastend und unsicher geht, in 
v611iger Klarheit und in genauer Kenntnis der zu respektierenden Gren
zen. Und in der Kurze des Weges, die von den Technikern immer als 
gr6Bter Vorzug des Symbolismus geruhmt wird, stimmt sie mit diesem 
genau uberein. 

§ 2. Die funktionentheoretische Methode der Techniker. 
An dieser Stelle wollen wir einer anderen Methode gedenken, die 

manchmal als selbstandige Theorie, manchmal als Rechtfertigung des 
symbolischen Kalkiils auf tritt, und sich v611ig in unsere Betrachtungen 
einordnet. Wir wissen (siehe 6.5), daB man zu einer l-Funktion unter 

1 1 * Man beachte, daB auch effektiv dem p" ein s -:! und damit die L-Funktion 
1 . 

, /_ entspncht. 
vnt 
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gewissen einschrankenden Voraussetzungen, aber nicht immer, die zu
gehorige L-Funktion durch ein komplexes Integral finden kann, was 
fiir unsere Funktion U (x, t), die einer partiellen Differentialgleichung 
geniigt, so aussehen wiirde: 

"+;00 +00 
1 / 1 / . (1) U(x,t) = 2ni -etsu(x,s)ds= 2n e'tY[e"tu(x,a+iy)]dy. 

<1-ioo -00 

LaBt sich unsere Losung in dieser Gestalt erhaIten, so kann sie auch 
von vomherein so angesetzt werden, was iibrigens dem Elektrotechniker 
besonders nahe liegt. Denn der physikalische Zustand e- at U (x, t), 
z. B. ein elektrischer Strom, erscheint hier aufgespaIten in das Spektrum 
aller Schwingungen eiyt (Frequenz y) mit den jeweiligen Amplituden 
u(x, a + i y). Der Elektrotechniker nennt, wie schon in 19.1 bei der Er
klarung der Problemtypen erwahnt wurde, einen zu allen Zeiten von 
t = - 00 bis + 00 laufenden Strom einen "Beharrungszustand", wahrend 
er bei einem yom Zeitpunkt t = 0 an betrachteten Stromverlauf von 
einem "EinschaItvorgang" spricht, weil ihm physikalisch ein System 
entspricht, dessen Vergangenheit nicht zur Diskussion steht und an 
dessen Rander in einem bestimmten Moment t = 0 gewisse Erregungen 
(die Randbedingungen) angeschaItet werden. Der Physiker sieht d9-her 
in dem Ansatz (1) einen Aufbau der durch einen EinschaItvorgang 
erzeugten Schwingung aus periodischen Beharrungszustanden (Wechsel
stromen) durch Superposition oder eine spektrale Zerlegung in Ober
schwingungen. Geht man mit dem Ansatz (1) in die partielle Differential
gleichung, z. B. in die obige Warmeleitungsgleichung (§ 1) hinein, so erhaIt 
man unter der Voraussetzung, daB die Differentiationen mit dem Inte
gral vertauschbar sind, die Gleichung 

,,/+ioo [02 1t ] 

ets 0%2- su ds = 0 fiir t > 0, 
G-ioo 

woraus man, falls das Integral absolut konvergiert, nach einem aus der 
Theorie der Fourier-Integrale bekannten Satz 238 schlieBen kann: 

(2) 

Es ergibt sich also fast dieselbe Hilfsgleichung wie bei unserer Methode 
[s.24.1(1)], aber mit dem wesentlichen Unterschied, daB das den An
fangszustand charakterisierende Glied Uo(x) fehlt. Die Methode ist also 
prinzipiell auf den Fall Uo (x) - 0 zugeschnitten, im FaIle eines nicht 
identisch verschwindenden Anfangszustandes muB die Hilfsfunktion u (x, s) 
einer ganz anderen Differentialgleichung geniigen. Eine Beriicksichtigung 
der Anfangsbedingung ist nur durch eine nachtragliche Abanderung der 
Losung moglich und stoBt auf Schwierigkeiten, die von den Autoren, 
die diese Methode benutzen, durchweg ganz unzulanglich und unter 
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Zuhilfenahme nicht legitimer Prozesse iiberwunden werden 239. Die dabei 
manchmal vorgenommene Ausbiegung des Integrationsweges, wodurch 
eine additive Funktion (Residuum) hereinkommt, Hiuft natiirlich darauf 
hinaus, das in Wahrheit gesuchte Integral der durch das Hinzutreten 
von Uo(x) inhomogen gewordenen Gleichung (2), d. h. der Gleichung 
24.1 (1) aus einem Integral der homogenen und einem gewissen Integral 
der inhomogenen Gleichung aufzubauen. Selbstverstandlich ist es viel 
einfacher, gleich von vornherein mit der "richtigen" Gleichung zu arbeiten. 

Diese Methode, die Lasung als komplexes Integral anzusetzen, die 
unentwegt immer wieder von neuem "entdeckt" wird 240, ist iibrigens eine 
der altesten iiberhaupt vorkommenden Integrationsmethoden. Sie 
findet sich schon bei LAPLACE fUr gewahnliche Differentialgleichungen, 
wo sie sogar sehr bekannt ist*, s0dann bei CAUCHY** fUr partielle Diffe
rentialgleichungen mit beliebig vielen Variablen, und zwar viel weiter
gehend durchgearbeitet als bei den meisten modernen Bearbeitern und 
in klarer Erkenntnis ihrer Beziehungen zur symbolischen Methode 241. 

Bei Cauchy trifft man auch bereits dasjenige Moment an, das der 
Methode in technischen Kreisen, wo sie eine groBe Beliebtheit genieBt, 
den Namen der "funktionentheoretischen" Methode eingetragen hat, 
namlich die Auswertung des komplexen Integrals durch Residuenkalkul. 
Es fiihrt das auf manchmal konvergente, meist aber asymptotische 
Reihenentwicklungen, wie wir sie im 14. Kapitel betrachteten, und die 
in Wahrheit gar nichts damit zu tun haben, daB die betreffende Funk
tion einer Differentialgleichung geniigt. 

Der Haupteinwand, den man gegen diese Methode, abgesehen von 
der Schwierigkeit bei den Anfangsbedingungen, erheben kann, besteht 
darin, daB sie dem Integrationsgebiet, in dem die transformierte Variable 
t lauft, nicht Rechnung tragt, was, wenn man "von der anderen Seite", 
namlich von der direkten Anwendung der Laplace-Transformation auf 
die gegebene Differentialgleichung, herkommt, sofort einzusehen ist. 
Wiirde t in -oo<t< +00 variieren, so ware·nach 19.2 die zweiseitig 
unendliche Laplace-Transformation (bzw. die Fourier-Transformation) 
am Platz. Deren Umkehrungsformel lautet aber genau so, wie die der 
einseitig unendlichen Laplace-Transformation, ja sogar: Die Umkehr
forme I "gehart" eigentlich zur 2n-Transformation; die 2r Transforma
tion entspricht nur dem Spezialfall einer fUr t < 0 verschwindenden 
L-Funktion (siehe 6.5). Die Umkehrformel seIber sagt eben noch gar nichts 

* Siehe z. B. den S. 21 zitierten Abschnitt des Buches von SCHLESINGER. 
** A. L. CAUCHY: Memoire sur l'integration des equations lineaires aux diffe

rences partielles et a coefficients constants. J. Ecole Polytechn., cah. 19 (1823) 
S. 510-591; Memoire sur l'application du calcul des residus a la solution des 
problemes de physique mathematique. Paris 1827; Sur l'analogie des puissances 
et des differences. Addition a l'artic1e precedent. Exerc. de Math. Bd.2 (1827) 
S. 159-192, 193-209. 
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dariiber aus, ob sie auf eine Ln- oder eine LrFunktion fiihrt. Das muB 
erst durch Diskussion der l-Funktion etwa im Sinne von 6.10 entschieden 
werden. (Vgl. hierzu das S.89 zur Warnung vorgefUhrte Beispiel). 
In der Tat HiBt ja einerseits der Ansatz (1) das Variabilitatsgebiet von 
t ganz offen., andererseits fiihrt z. B. die Anwendung der £n-Trans
formation auf die Warmeleitungsgleichung (man beachte Satz 2 [8.3J) 
auf genau dieselbe Hilfsgleichung wie die £rTransformation im FaIle 
einer identisch verschwindenden Anfangsbedingung Uo (x). - Die 
"funktionentheoretische" Methode teilt alle angefiihrten Mangel mit 
der symbolischen Methode, die sie ja manchmal ersetzen solI. 

25. Kapitel. 

Huygenssches und Ei.l1ersches Prinzip. 
Wir sind jetzt in der Lage, die im 16. Kapitel gefundenen, oft h6chst 

merkwiirdigen transzendenten Funktionalrelationen von einer neuen 
Seite zu betrachten und ihr Zustandekommen durch Dbersetzung ganz 
elementarer Relationen tiefer zu verstehen. Wir werden namlich sehen, 
daB sie Anwendungsbeispiele fUr zwei der Physik entstammende, all
gemein geItende Prinzipe darstellen. 

§ 1. Das Huygenssche Prinzip. 
Das Huygenssche Prinzip tritt historisch zuerst in der Wellenoptik, 

d. h. in der Theorie der Wellengleichung, der einfachsten partiellen 
DifferentiaIgleichung von hyperbolischem Typ, auf und besagt, daB 
jeder von einer Lichtwelle getroffene Punkt selbst wieder Ausgangspunkt 
einer Lichterregung ist, so daB man die von gewissen Lichtquellen in 
einem Punkt P erzeugte Erregung statt auf unmittelbarem Wege auch 
dadurch erhaIten kann, daB man P in eine FHiche einschlieBt, zunachst 
die Erregung in deren Punkten bestimmt und dann die Erregung in P 
als Superposition der von der Flache ausgehenden Wellen berechnet. 
Dieses Prinzip laBt sich sinngemaB fur beliebige partielle Differential
gleichungen in folgender Weise aussprechen242: Liegt em Randwertproblem 
vor, d. h. ist fur einen Bereich 58 eine Funktion U gesucht, die im Inneren 
einer partiellen Differentialgleichung geniigen und auf dem Rand ffi 
(eventuell auch mit gewissen Ableitungen) vorgeschriebene Werte U (ffi) 
annehmen solI, und kennt man eine L6sungsformel, so kann man den 
Funktionswert in einem inneren Punkt P einmal direkt, ein andermal 
aber auch so berechnen, daB man urn P einen in 58 enthaItenen Bereich 
58' abgrenzt, fur seine Berandung ffi' zunachst die aus U (ffi) resuItieren
den Randwerte U (~{') ausrechnet und dann mit diesen Randwerten 
die L6sungsformel fur den Bereich 58' anschreibt. - Gleichsetzen der 
beiden so erhaltenen Ausdriicke wird, wenn die Losungsformel, wie in 
den im 20.-22. Kapitel behandelten Beispielen, durch ein Integral 
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mit einer Greensehen Funktion als Kern dargestellt wird, fUr die Green
sehe Funktion eine Integralrelation liefern, und zwar im allgemeinen, 
wie wir sehen werden, ein transzendentes Additionstheorem. Natiirlieh 
konnen die beiden auf versehiedenen Wegen gewonnenen Losungsaus
drueke nur dann gleiehgesetzt werden, wenn die Eindeutigkeit der 
Losung gesiehert ist. 

In vielen Fallen kann man zu demselben Resultat auf einem ein
faeheren Wege gelangen, den wir, urn eine kurze Bezeiehnung dafUr 
zu haben, das reflexive Prinzip nennen wollen 243. LaBt sieh die Losung 
eines Randwertproblems dureh ein Integral mit einer Greensehen Funk
tion als Kern darstellen, so liegt der Fall oft so, daB die Greensehe Funk~ 
tion selbst eine Losung der Differentialgleiehung, eventuell in einem 
Teilgebiet, ist. Dann kann man die Losungsformel in diesem kleineren 
Gebiet direkt auf die Greensehe Funktion anwenden und erhalt so eine 
Integralrelation fur sie. 

Wir zeigen die Anwendbarkeit dieses Prinzips an einigen Beispielen 
aus der Warmeleitung 244• Das formal wohl einfaehste ist das folgende: 
Die Funktion U (x, t), die der homogenen Warmeleitungsgleiehung 
a2 u au . d V' 1 b .. d d' R d ax2 -7ft = 0 III er Ierte e ene x> 0, t> 0 genugt un Ie an-

werte 
lim U (x, t) = Ao (t), lim U (x, t) = 0 

x++O t++O 

besitzt, wird naeh 20.2.3 gegeben dureh 

U (x, t) = Ao(t) * 1fJ(x, t). 

Wir sehalten nun im Sinne des Huygenssehen Prinzips bei Xl> 0 eine 
Zwisehenstation ein, und betraehten die Gerade x = Xl als Rand einer 
verkleinerten Viertelebene. Dann konnen wir fUr X> Xl den Wert 
U(x, t) das eine Mal direkt, das andere Mal dureh sprungweises Vor
gehen bereehnen, indem wir zunaehst den Wert von U fUr Xl feststellen, 
das ist Ao(t)*1fJ(xvt), und dann mit diesem Wert als Randwert in die 
Losung fUr die verkleinerte Viertelebene, wo die Greensehe Funktion 
naturlieh 1fJ (x - Xl' t) lautet, hineingehen. Das ergibt: 

Ao(t) * 1fJ (Xl , t)*'1fJ(X- Xl' t) = Ao(t) * 1fJ(x, t) (0< Xl < x). 

Wahlen wir z. B. Ao(t) - 1, so bedeutet die Faltung mit Ao einfaeh 
Integration. Dureh Differenzieren bekommt man also, wenn man noeh 
X - Xl = x2 setzt: 
(1 ) 

das ist niehts anderes als das uns bekannte Additionstheorem 16.1 (1). 
Zu der Ableitung ist allerdings zu bemerken, daB die Losung der 

Warmeleitungsgleichung gerade nicht eindeutig ist (siehe 20.5). Da wir 
aber die erhaltenen Formeln aueh noeh auf einem anderen Wege abge
leitet haben bzw. ableiten werden (§ 3), so wollen wir uns hier und 
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in den folgenden Beispielen nieht damit aufhalten naehzuweisen, daB 
hier keine "singuHire Lasung" additiv hinzutritt. 

Natiirlieh hatte man die obige Relation aueh kiirzer vermittels des 
reflexiven Prinzips finden kannen. 

Man sieht sofort, daB die Relation 16.2 (7) auf dieselbe Weise folgt, 
und daB die allgemeinere Formel 16.2 (6) einfaeh zu einem anderen 
Randwertproblem der Warmeleitungstheorie gehOrt, bei dem x. (x; t) 
als Greensehe Funktion auftritt. 

Wir wollen auf demselben Wege noeh ein merkwurdiges Additions

theorem fur die Funktion ~~3 ableiten, die bei dem Randwertproblem 

in 20.2.1 als Greensehe Funktion auftrat. Sehreibt man bei einem linearen 
Warmeleiter am linken Ende die Temperatur Ao(t), am reehten Ende 0, 
und uberdies die Anfangstemperatur 0 vor, so lautet die Lasung: 

U (x, t) = Ao (t) * Uo(x, t; I), 

wo U 0 (x, t; I) so definiert ist: 

of} (~ ~) 00 ,,' 
1 3 21' 12 2n ~ . n -"'I't U. (x t '1) = - -- = - n sm n _.-- x e o " 1 ax Z2 1 • 

n=l 

Das Huygenssehe oder aueh das reflexive Prinzip ergibt die Relation: 

fUr 0 < Xo < x < I, 

die in der Faltungssymbolik formal sehr einfaeh, explizit. gesehrieben 
jedoeh ziemlieh kompliziert ist. 

§ 2. Das Eulersche Prinzip. 

Beim Huygenssehen Prinzip wird das Grundgebiet der Integration 
geandert, wahrend der Typus des Randwertproblems derselbe bleibt. 
Man kann aber aueh umgekehrt vorgehen: Jede Funktion, die einer 
partiellen Differentialgleiehung genugt, ist ja in Wahrheit das Integral 
von unendlieh vielen Randwertproblemen in demselben Grundgebiet, 
narnlieh solchen mit versehieden gearteten Randbedingungen, laBt 
sich also vermittels der zugeharigen Lasungsformen auf unendlieh 
viele Weisen darstellen. Konkret ausgedruckt: Eine Differentialgleichung 
kann so geartet sein, daB ihre Lasung eindeutig bestimmt ist, wenn z. B. 
auf den Randern des Integrationsgebietes die Werte der Funktion 
vorgegeben sind - oder auf manehen Randern die Funktionswerte, 
auf anderen die der ersten Ableitung - oder auf manchen Randern die 
Werte der Funktion und der ersten Ableitung, auf anderen gar niehts 
usw. AIle diese Probleme haben als allgemeine Lasung bestimmte 
analytisehe Ausdrueke, meist in Integralform. Nimmt man nun eine 
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spezielle Lasungsfunktion her, liest an ihr die Werte der Randfunktion, 
Randableitung usw. ab und setzt diese in die allgemeinen Lasungen ein, 
so bekommt man die verschiedenartigsten Ausdrucke fur dieselbe spezielle 
Funktion. (Wir sprechen hier der Deutlichkeit halber von einer bestimm
ten Lasung; diese kann selbstverstandlich jede der maglichen Laslmgen 
bedeuten.) Naturlich kann das auch in der Weise geschehen, daB man 
einer zu einem bestimmten Typus von Randwertproblem geharigen 
Lasung die fur einen anderen Typus natigen Randwerte entnimmt 
und in den entsprechenden Lasungsausdruck einsetzt. - Die Gleich· 
heit' zwischen zwei solchen Ausdrucken bedeutet eine Funktionalrela
tion, die meist eine Integralgleichung darstellt. Weil EULER in dem 
Spezialfall einer gewissen gewahnlichen Differentialgleichung die Mag
lichkeit, die Lasung auf zwei verschiedene Arten auszudrucken, zur 
Ableitung einer bedeutsamen Relation als erster ausgenutzt hat, wollen 
wir das oben formulierte Prinzip das Eulersche Prinzip nennen 245. 

Selbstverstandlich kann man dieses Prinzip auch mit dem Huygens
schen kombinieren, indem man gleichzeitig das Grundgebiet und den 
Typus der Randdaten variiert. 

Auch beim Eulerschen Prinzip kann man wie beim Huygensschen 
die Relationen oft auf einfacherem Weg erhalten, indem man direkt 
die Greensche Funktion des einen Problems in einem Gebiet, wo sie 
Lasung der Differentialgleichung ist, hernimmt, an ihr die fur das andere 
Problem benatigten Randwerte abliest und sie in dessen Lasung einsetzt. 

Ais Beispiel 246 betrachten wir die Greensche Funktion des in 20.3 

behandelten Problems fUr den Falll = 1, also -&3 ( ~ ,t), die in 0< x < l, 

t > ° eineLasung der homogenen Warmeleitungsgleichung ist, und drucken 
sie als Lasung des Problems in 20.2 aus. Da sie die Randwerte 

Ao(t) =-&3(0,t), A1 (t) =-&3(~ ,t), Uo(x) ==0 

hat, so ergibt sich fUr ° < x < 1 : 

(1 ) 
of} (~ t) 

(
X ) 3 2' 

-&3 2,t =--&3 (O,t) * OX 

Aus dieser Relation kann man noch die Ableitung entfernen, indem 
man von obis x integriert: 

" J -&3 (+,t) d ~ = --&3 (0, t) * {-&3 (~ ,t)--&3 (O,t)} 
o 

(2) 

Fur x = 1 ist die linke Seite, wie man durch explizite Ausrechnung 
feststellt, unabhangig von t gleich 1. Fur diesen Spezialwert fUhrt also 
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(2) zu der iibersichtlichen Relation: 

(3) {~3(0, t) +~3 (~ ,t)} * {~3(0, t) -~3 (~, t)} =~3(0, t)*2-{}3 (~, t)*2 = 1, 

die mit 16.1 (4) identisch ist. Subtrahiert man (2) von (3), so erhaIt man 
die Gleichung 

1 

(4) J~3(;' t)d~=193(0,t) *(}3(~' t)-~3( ~, t) *193 ( 1~X, t), 
x 

die nun die sachgemaJ3e Verallgemeinerung der Relation (3) darstellt, 
in die sie fiir x = 0 iibergeht, und die wir schon in 16.1 (10) fanden. 

§ 3. Die Beziehung zwischen der Erzeugung transzendenter Relationen 
durch das Huygenssche und Eulersche Prinzip 

und der Erzeugung durch die Laplace-Transformation 247. 

Die in § 1 und 2 vermittels des Huygensschen und Eulerschen Prin
zips abgeleiteten transzendenten Funktionalrelationen haben wir teil
weise bereits in 16.1 dadurch gewonnen, daJ3 wir algebraische Relationen 
zwischen l-Funktionen durch die B-Transformation (FaItungssatz) in 
Relationen zwischen den entsprechenden L-Funktionen iibersetzten, 
und wir ki:innten offensichtlich aIle Relationen in § 1 und 2 auf diesem 
Weg erhalten. Wie kommt es nun, daJ3 man jene Beziehungen durch 
zwei so ganzlich verschiedene Methoden ableiten kann, und wie hangen 
die beiden Methoden zusammen? Das wird so fort klar, wenn wir daran 
denken, daJ3 ja auch die beim Huygensschen und Eulerschen Prinzip 
benutzten Losungsformeln fUr die Randwertprobleme durch Uber
setzung der Li:isungen derjenigen Differentialgleichungen gewonnen 
werden konnten, die ihnen im l-Bereich entsprechen. Die in 16.1 als 
Ausgangspunkt benutzten algebraischen Relationen zwischen den l-Funk
tionen sind einfach nichts anderes als die Konsequenzen des Huygensschen 
bzw. Eulerschen Prinzips, wenn man dieses, was natiirlich durchaus 
moglich ist, auf die transformierte Gleichung im I-Bereich anwendet. 
Die B-Transformation vermittelt also die volle Einsicht in den Zu
sammenhang der beiden Methoden: Vorgelegt ist eine L-Funktion 
U (x, t), die einer partiellen Differentialgleichung geniigt; ihr wird ihre 
l-Funktion u (x, s) zugeordnet, die einer gewi:ihnlichen Differential
gleichung geniigt. Die Losungsformel fUr U (x, t) ist ein Integral, die 
Anwendung des Huygensschen und Eulerschen Prinzips fUhrt daher 
auf eine Integralrelation; die Losungsformel fUr u (x, s) hat algebraische 
Gestalt, die Anwendung der beiden Prinzipe ergibt deshalb eine alge
braische Relation. Die beiden Relationen, die transzendente und die 
algebraische, stehen zueinander natiirlich im VerhaItnis von Original 
und Bild, vermittelt durch die B-Transformation. 
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Schema. 
Partielle Huygenssches und Transzendente 

Differentialgleichung -----+ Eulersches Prinzip -----+ Funktionalrelation 
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Gewohnliche H uygenssches und 
Differentialgleichung -----+ Eulersches Prinzip ---+ 

Algebraische 
Funktionalrelation 

Wir wollen das an den Beispielen in § 1 und 2 des naheren verfolgen. 
Bei 25.1 (1) haben wir im I-Bereich die zugeordnete Differential-

gleichung =:~ -s U = 0 im Intervall 0 -< x < 00 mit dem Randwert 

U (0, s) = ao (s) und dem nicht explizit genannten Randwert U (00, s) = 0; 
die Lasung lautet: u(x, s) = ao(s) e- xYs. Wendet man hierauf das 
Huygenssche Prinzip an, indem man zunachst den Wert von u in einem 
Punkt Xl> 0 berechnet (das ergibt ao (s) e- x, VS) und diesen dann als 
Ausgangswert in dem neuen Intervall X >- Xv wo die Fundamental
lasung e- (x- "'lVs lautet, benutzt, so bekommt man nach Division durch 
ao(s): 
(1) e- xVs = e-x,Vs. e-(x-x,)Vs . 

Das ist das algebraische Additionstheorem der Exponentialfunktion. 
Ihm entspricht kraft des Faltungssatzes das transzendente Additions
theorem 25.1 (1), und so wurde dieses in 16.1 abgeleitet. 

Dem Problem, das auf 25.1 (2) fUhrte, entspricht im I-Bereich die 

Differentialgleichung ~2x~ -s u = 0 mit den Randbedingungen u (0, s) = 

ao(s), u(l, s) = O. Die Lasung lautet: 

. @iin (l- x) VS 
u(x,s)=ao(s)uo(x,s,l)=ao(s) . J 

@iml v s 

(siehe 20.2.1). Wendet man wieder das Huygenssche (oder kiirzer 
das reflexive). Prinzip an, so ergibt sich: 

U o (x, s; I) = U o (xo, s; I) U o (x - xo, s; 1- xo) 
oder 

@iin (l - x) VS @iin (l - xo) VS @iin [(1- xol - (x - xoll V s 
@iin 1 VS @iin 1 Vs @iin (l- xo) VS (2) 

Das ist eine einfache Identitat, der offensichtlich die Relation 25.1 (2) 
entspricht. - Die Gleichung (2) geht durch den Grenziibergang 1-+ 00 
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in (1) uber. Was also bei der €lin-Funktion eine triviale Identitat ist, 
ist fiir die Exponentialfunktion ihr fundament ales Additionstheorem. -
Der bei der Ableitung von (1) und (2) benutzte Gedankengang ist ubrigens 
derselbe, der der 1S!uppentheoretischen Behandlung der Differential-
gleichungen zugrunde liegt. " 

Bei 25.2 (1) liegt im l-Bereich die Differentialgleichung ~;: - s u = ° 
vor, und es wird zunachst die durch (vgl. 20.3) 

(~) = b (s), dx x=o (~:)X=l=O 
bestimmte Losung 

( ) = _ b ( ) (for (1- x) Vs 
u x,s s./. .1.: vs @5m Vs 

betrachtet. Ihre Randwerte lauten: 

(for vS 
~J (0, s) = - b (S).I '.1.:' 

vs @5m VS 
u(Ls)=-b(s) Vs@5invs 

Bestimmt man die Losungsfunktion durch diese Werte, so erhiilt Sle 
die Gestalt: 

(for Vs @5in (1 - x) vs 
-b(s) vs@Sinvs @SinVS 

1 @Sin x Vs 
b (s) VS @Sin VS @Sin VS . 

Gleichsetzen der beiden Ausdrucke liefert die element are Relation 

It' f (1 ) ,/.. (for vs @Sin (1 - x) vs + @Sin x vs 
~o - x V s = @Sin VS ' 

die mit dem Additionstheorem der Funktion €lin bzw. ~of iiquivalent 
ist. Dividiert man sie wieder durch den in ~) weggelassenen Nenner 
ys €lin ys, so entspricht ihr auf Grund des Faltungssatzes die trans
zendente Relation 25.2 (1). 

Anhang. 
1. Einige Hilfssatze der Analysis. 

Wir stellen hier einige weniger bekannte Siitze aus der Differential
und Integralrechnung zusammen, die sich in den meisten Lehrbuchern 
tiber diesen Gegenstand nicht tinden. 

Hilfssatz 1. Die Funktionen q:>(x) und f,,(x), n=0,1, ... , seien 
00 

I-Funktionen; .If,,(x) sei in jedem endlichen Intervall O<a-<x-<b 
n=O 

gleichmii/3ig konvergent. Dann ist 
00 00 00 00 

jq:>(x).I f,,(x) dx =.I j q:>(x) fn(x) dx, 
o 11,=0 n=O 0 
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vorausgesetzt, dafJ entweder das Integral 
00 00 

f 1~(x)l.I I f"(x)1 dx 
o ,,=0 

oder die Reihe 
00 00 

.:1: f i~(x) f,,(x)1 dx 
,,=0 0 

konvergiert. 
Beweis unter spezielleren Voraussetzungen, der aber auch im obigen 

Fall gilltig bleibt, in T. ]. I' A. BROMWICH: An introduction to the theory 
of infinite series, Second edition. London 1926, S. 500. 

Hilfssatz 2. Es ist 
00 00 00 00 

f dx f f(x, y) dy = f dy f f(x, y) dx, 
a b b a 

vorausgesetzt, dafJ die beiden I ntegrale 
00 00 

f if(x, y)i dx , f If(x, y)1 dy 
a b 

und wenigstens eines der beiden I ntegrale 
00 00 00 00 

f dx f If(x, y)1 dy, f dy f If(x, y)1 dx 
a b b a 

konvergieren. 
Beweis in BROMWICH: 1. c., S. 504. 
Hilfssatz 3. f(x) sei filr Xo< X-<XI ditferenzierbar. Wenn limf(x) 

"' .... "', +0 
= a und lim f' (x) = b, existieren, so existiert f' (xo) und ist gleich b. 

"' .... "', + 0 

Beweis: Definieren wir f(xo) = a, so ist f(x) an den Enden des 
Intervalles (xo, Xl) stetig und im Innern differenzierbar, also gilt nach 
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung: . 

I(x)-/(xo) =f'(~) (xo< x-<xI ), 
X-Xo 

wo ~ einen Zwischenwert zwischen Xo und X bedeutet. F.ur X-+Xo + 0 
strebt auch ~ gegen Xo, also nach Voraussetzung die rechte Seite gegen b, 
folglich auch die linke. 

Hilfssatz 4. Wenn f(x) in a-<x-<b eigentlich integra bel und 
a < IJ( < f3 < b ist, so gilt: 

{J 

flf(x+o)-f(x)ldx-+O filr 0-+0. 
'" 

In der Theorie des Lebesgueschen Integrals ist das ein gelaufiger 
Satz, fur Riemannsche Integrale pflegt er in den Lehrbuchern nicht 
bewiesen zu werden. Der folgende Beweis stammt aus DOETSCH 2, S. 195. 



400 Anhang. 

Zur graBeren Dbersichtlichkeit mage b nur positive Werte haben, 
der allgemeine Fall erledigt sich ganz analog. Wir teilen das Intervall 
(ex., b) durch die Punkte 

Xo = ex., Xl' X2,···, X2n' X2n+1 = b 
in 2 n + 1 gleiche Teile und wahlen n von vornherein so groB, daB 
x2n >- fJ ist. Wir fassen das eine Mal die Teilpunkte 
(1) xo, x2, x4,·.·, X2n, X2n+l, 
das andere Mal die Teilpunkte 

(2) Xo, Xl' Xa,···, X2n-l, x2n+l 
ins Auge. Die Schwankung von t(x) in einem Intervall (xl" xv), d. h. 
die Differenz zwischen oberer und unterer Grenze, benennen wir mit Sfl V' 

Dann ist 
1 

b _ (X {S02 (x2- Xo) + S24 (X4 - X2) + ... + S2n_ 2,2n (X2n - X2n -2) 

+ S2n, 2n+ 1 (X2,,+ 1 - X2n)} 

die "durchschnittliche Schwankung" von t in (ex., b), die der Teilung (1) 
entspricht, analog 

1 
b _ (X {SOl (xl - Xo) + Sla (Xa- Xl) + ... + S2n-l, 2n+l (X2n+l - X2n-l)} 

fur die Teilung (2). Da t(x) in (ex., b) Riemann-integrabel ist, so kann 
man n so groB wahlen, daB jede dieser durchschnittlichen Schwankungen 

kleiner als b ~ (X ausfallt, wo 8 eine vorgegebene Zahl > 0 bedeutet *. 
Nun ist 

fJ X2n Xl X2 %211 

j/t(X+ b)-t(x)/dx-<j It(x+b)-t(X)ldx= j + j + ... + j. 
a. ex Xo Xl X21/~1 

X, 

1st b schon < 2bn-+ (Xi ' so variiert X in f zwischen Xo und Xl' x + b 

hachstens zwischen Xo und x2, also ist 
x, 

f It(x + b)-t(x) /dX-<S02 (xl-XO) = ~ S02 (X2- XO), 
Xo 

analog 
x, 

f it(x + b)- t(x) I dx -<sla (x2- Xl) = ~ Sla (Xa-Xl) ' 
", 

usw., folglich fJ 

j/t(x+b)-t(x)/dx 
" 1 

-<"2 {S02 (x2- xo) + S24 (x4- x2) + ... + S2n - 2, 2n (X2 n - X2n- 2) 

+ Sla (Xa- Xl) + Sa5 (x5- xa) + ... + S2n-l, 2n+l (X2'n+ l - X2n -I)} 
-< e. 

* Siehe das S. 16 zitierte Buch von KOWALEWSKI, § 150. 
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2. Tabelle von Laplace-Transformationen. 
Die Tabelle enthaIt die im Buche vorkommenden Laplace-Trans

formationen. Die zwei letzten Spalten geben die Konvergenzabszisse 
bzw. die Seite des Buches an, wo di~ Formel mit den n6tigen Er-

l-Funktion 1(8) 

s 

s 

r{a. + 1) 
s<1.+1 

s-a 

s 
S2+ b2 

S 

S2 _ e2 

fJ I Seite 

o I 22 

o 1 22 

ffi a I 23 

ffi f3 1 148 

113bll 23 

Ilffiell 23 

-+-______ +----__ IO_g(_1_~+_:_) _---i-I_o_11~ 
log r{s) - slogs 1 

1 1 0 238 + - log s + s - -log 2:n; 
221 

r' (i) logs I 26 ----- 0 
I s s I 

00 

1- 00 1 2 eS' f e- u' du 90 
S 

x' I 
e 4s 

I X{x.s)=-- 0 24 
~ I 

o 24 

Doetsch, Laplace-Transformation. 26 
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2. Tabelle von Laplace- Transf orma ti on en. (Fortsetzung.) 

)ir. I , L-Funktion F(t) I l-Funktion f (s) P I Seite 

x' I 
-- I 

16 (£o[ x Vt e4s 01 185 
-"---~ 

nyt vns 
----- --- ._.-

®inxvt 
x' 

17 x 45 0 185 --- -·--e 
n v- 3 2 n S2 

-- - ------- --- - -

x' -- e- xVs 
e 4t 

18 
X(x, t) = V- (x >- 0) ---- 0 25 

nt V S 

x' 
1p (x, t) = 

x --41 
(x> 0) e- x jls 19 -- --e 0 25 

2Vntt 
-- --------- ----,-------- --------_._------- -f-- -

[t!] 
00 

1 (# ) 1 ~ -4n'k's 20 ---- 3(0,4s)-1 =- e 0 26 25 s 
k=l 

21 U (c, t) ;5 %g (Vs + c) 0 291 
---_._-- ----- -- ---- --------- -

22 #0 (v, t) !Of_2V VS (-~svs~) 0 307 
Vs®invs 2- -2 

#dv, I) - ®in 2vVs (1 1 . 23 - - -<:v-<:-) 0 307 
Vs (£of VS 2- -2 

------

2-1- #2(V,t) - ®~l!..~~_-1 ) VS (osvs1) 0 307 
Vs(£of VS 

#3 (v, t) ~~l(2V-l) vs (O-<vsl) 
141 

')- 0 -) 

vs®inVs 144 

26 #0 (v, t) -
®in 2VVs (_I-<:v-<l) C 308 
VS ®invs 2- -2 

-------- -- --- -

27 #3 (v, t) ®in (2v-l) vs 
(0 -<V-<:I) 0 308 - --17~ ®in v s -

._---- --- ---------- ------- --- - --------

8#2 (_X L) (£()I'Q=- x) vs 
(0< x< 21) 28 1 21 ' [2 0 362 - [--8;--- (£of 1 Vs 

--

8#3( ..:::- k) ®in(l-x) VS 
29 1 21' (0< x< 21) 0 354 -T--'1); ®in 1 1I's 

1 [ (x- ~ t) -#3( x+~ l~-) ] ®in (I - ;-) VS ®in x VS 2T #3 ~' 12 21 ' 
VS ®inl VS 

fUr x -<: ~ 

30 00 n2 t 0 358 
2 2: -n' 1'. n . n ®in (1- x) Vs ®in ;- V s =--- e sm n - x SIn n _ .t fUr x>-;- . 1 1 I ' 

VS 6inl Vs n=! 
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2. Ta belle von Lap lac e- Tran sforma tio ne n. (Fortsetzung.) 

Nr. L-Funktion F (t) I-Funktion !(s) I fJ ! Seite 

I I 

I 1 fur 0 < t < 2 
V 31 I t (20- t) ne- s Io(is) - 00 I 239 

fur t 2;c 2 
I 

10 (t) 1 
32 

1"1 +s2 
0 48 

Iv (t) (~v>-t) 
(V1+S2-:-::S)~ 178 

33 0 
1"1 +s2 313 

34 
Iv (at) 

(~v>o) 
(V S2 + a2 _ 5) v 

0 313 
t vav 

tV Iv (a t) (~v>-
1 

) 
(2 a)v T(v+i) 

35 0 313 2 vn (S2+ a2)v + t 
,,2 

1 -
4s 36 10 ([qlt) (ex reell) e 0 177 

S 

v v ,,' 
t 2 IvkVt) 

ex 
37 (~v >-1) 2v SV + 1 e 

-
4s () 178 

f 0 fur o;-E: t -< CJ. e -" ]Is' + k' 
38 110 (k vt2- ex2) fUr t > rx v.~+k2 

(rx~o; k beliebig) () 373 

[k oj, (k ('-'o') 
fur O-cc::t---rx 

39 fur t> CJ. 
e-as _ e- cx (l's2 + k'l. 

I) 373 
Vt2 - ex2 

r- i (s--.\-) k-1n-~ 1 
40 T(z-rii+ 1) J"lk, m (t) (2m-!-1>O) 310 

(s+ {,) k+m+} 2 

41 L" (t) 
1 
s (.':-=,-~ r 0 137 

t'f. L~'f.) (t) l'irx-!-n+ 1) 1 ("-~ 1)" II 42 n! S'f.+1 0 182 

43 H 2" (Vt ) 
Vn 

(2n)! (1- s)" 
0 184 

vt n! n+~ s 

44 H 2n + 1 (Vt) 
, (2n+1)! (1- s)" 

1 84 - Vn n' n ..L_3_ 
0 

S . ~ 

45 !p (e t) -
~' (5) 

1 25t r 
5" (s) 

26* 



Historische Anmerkungen. 
1 Nach einer Bemerkung von G. ENESTROM, siehe PINCHERLE 17, S.36, FuB-

note 120. 
2 Dieser Ausdruck scheint zuerst bei ABEL I vorzukommen. 
3 ABEL I. 
4 In dieser Allgemeinheit findet sich der Satz zuerst bei PINCHERLE 8, S. 14. 

Fiir S = So + p, wo p positiv ist, wurde er vorher von PHRAGMEN I bewiesen, so
dann von LERCH I. Mit letzterem Beweis ist im wesentlichen der von Pincherle 

00 

identisch. Bei ihm tritt iibrigens das Laplace-Integral in der Gestalt J Z-S ([J (z) dz 
1 

auf, und ([J (z) wird als eigentlich integrabel in jedem endlichen Intervall voraus-
gesetzt. 

logllF (t) dt l 

5 LANDAU 2, S. 215. Fiir {J < 0 ist (J = lim sup I W , siehe PINCHERLE 
II, S. 270. w~oo w 

6 DaB die friiher iiblichen Bezeichnungen fonction generatrice und fonCtion 
determinante fiir Fund f unzweckmaBig sind, well sie nicht von allen Autoren 
im gleichen Sinn gebraucht werden, wurde schon am SchluB des 2. Kapitels erwahnt. 
Die friiher in den Arbeiten von DOETSCH benutzten Bezeichnungen Oberfunktion 
und Unterfunktion wurden spater fallen gelassen, well sie nicht geniigend charak
teristisch und auch nicht in andere Sprachen iibersetzbar sind. Die jetzt im Text 
gewahlten Bezeichnungen haben auBer ihrer Eindeutigkeit den weiteren Vorteil, 
daB sie sich sinngemaB auf andere Transformationen iibertragen lassen; so werden 
spater z. B. bei der Mellin-Transformation die beteiligten Funktionen als M- und 
1n-Funktionen bezeichnet werden. 

7 DaB nach einer derartigen Substitution der Integrationsweg nicht mehr 
Teell zu sein braucht, wird manchmal iibersehen, vgl. z. B. H. POINCARE: Theorie 
analytique de la propagation de la chaleu:r. Paris 1895, S. 198, wo die weiteren 
SchluBfolgerungen dadurch falsch werden. 

8 HARDY and TITCHMARSH I. 
9 Beweis nach POINCARE, a. a. O. 7, S.99. 

10 Der folgende Beweis nach DOETSCH 26, S. 622. 
11 BERNSTEIN 4. 
12 Das Vorige beruht darauf, daB zu einer endlichen Exponentialsumme F(t) 

als l-Funktion eine gebrochen rationale, also eine meromorphe Funktion geh6rt, 
deren Pole die Exponenten in F (t) sind. Dies laBt sich sinngemaB erweitern auf 
solche Funktionen F (t), die die Grenze gleichmaBig konvergenter Folgen von 

N 'J. 
Exponentialsummen der Gestalt ~. en e' nt sind. Diese machen aber genau die 

n=l 
fastperiodischen Funktionen (im urspriinglichen Bohrschen Sinn) aus. Siehe 
BOCHNER and BOHNENBLUST I. 

13 Die Umformung der Dirichletschen Reihe in ein Laplace-Integral kommt 
implizit schon z. B. bei O. PERRON: lUI: Theorie der Dirichletschen Reihen. J. f. d. 
reine u. angew. Math. 134 (1908) S. 95-143 vor, explizit bei HAMBURGER L S.4. 
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14 HAMBURGER I, S. 9. 
151m folgenden geben wir den Beweis von LERCH I, del' historisch del' erste 

war. Weitere Beweise siehe in 6.5 (S. 107) und 7.2 (S.135). Ein von OSTROWSKI I 
angegebener Beweis unterscheidet sich von dem von Lerch nUT dadurch, daB del' 
WeierstraBsche Approximationssatz umgangen wird, indem ein zu dessen Beweis 
benutzter Kunstgriff direkt auf den obigen Satz 2 angewendet wird. 

16 WINTNER 2. 
17 PINCHERLE 8. 
18 Zuerst (auf anderem Wege als oben) bewiesen von PINCHERLE 8. Del' oben 

angegebene erste Beweis auf Grund des Satzes von De la Vallee Poussin stammt 
im wesentlichen von LANDAU 2. Hier wird allerdings F (t) als eigentlich integrabel 
vorausgesetzt und die Differenzierbarkeit des Integrals mit endlicher oberer Grenze ex. 
durch Reihenentwicklung bewiesen. - Del' zweite Beweis ist neu. 

19 Fur dieses Verhalten del' Laplace-Integrale scheint bisher in del' Literatur 
noch kein Beispiel angegeben worden zu sein. 

20 Weitere Beispiele siehe bei T. CARLEMAN: Les fonctions quasi analytiques. 
Paris 1926, S.21-24 und S.60-64. 

21 Del' Satz stammt von O. PERRON, siehe die unter 13 zitierte Arbeit; vgl. 
E. LANDAU: Handbuch del' Lehre von del' Verteilung del' Primzahlen. Leipzig 
und Berlin 1909, § 229 und 230. Del' oben gegebene Beweis ist neu. 

22 Implizit enthalten in W. ROGOSINSKI: Zur Theorie del' Dirichletschen Reihen. 
Math. Z, 20 (1924) S.280-320 [S.288, 289]. 

23 DOETSCH 13, S. 156. 
24 Dieser Satz ,vird falschlich nach Vivanti benannt. In Wahrheit ist eT zum 

erstenmal ausgesprochen und bewiesen worden von A. PRINGSHEIM: Uber Funk
tionen, we1che in gewissen Punkten endliche Differentialquotienten jeder end
lichen Ordnung, abel' keine Taylorsche Reihenentwicklung besitzen. Math. Ann. 
44 (1894) S.41-56. Vgl. hierzu A. PRINGSHEIM: Kritisch-historische Bemerkungen 
zm Funktionentheorie r. Sitzungsber. Munchn. Akad. 1928, S.343-358. 

25 LANDAU I, S. 546-548 und 2, S.217. 
26 Analogon zu einem von PRINGSHEIM in del' unter 24 an zweiter Stelle zitierten 

Arbeit bewiesenen Satz uber Potenzreihen. 
27 Analogon zu einem bekannten Satz von DIENES uber Potenzreihen. 
28 Die §§ 1 bis 4 des 5. Kapitels mit Ausnahme von Satz 3 und 4 [5.1J und 

del' Entwicklungen S. 68-73 folgen im wesentlichen del' Darstellung in POLYA 2, 
2. Kap., insbesondere S. 578-586. Die Resultate seIber waren schon sehr viel 
fruher bekannt, was wir an den einzelnen Stell en vermerken. 

29 Nach POLYA I, S. 180. 
30 Die Satze 1 und 2 dieses Paragraphen stehen im wesentlichen bei PINCHERLE 2. 

Zu Satz 3 und 4 vgl. die entsprechenden Satze fur Laplace-Stieltjes-Integrale bei 
WIDDER I, S. 728 und 731, 

31 Siehe z. B. L. BIEBERBACH: Lehrbuch del' Funktionentheorie II, S. 288-292. 
Leipzig und Berlin 1927. Wegen del' Autorschaft dieses (von Bieberbach nach 
WIGERT benannten) Satzes vgl. Enzyklopadie d. math. Wiss. II C 4, S.467. 

32 Del' Inhalt von § 2 bis zu diesel' Stelle ruhrt von PINCHERLE 4 und 5 her. 
Hier wird sogar gleich die im Text S. 71 und S. 73 erwahnte Verallgemeinerung 
betrachtet, daB F nur in einem Winkelraum, evtl. bis auf isolierte Singulari
taten, regular ist. Auf den Fall, daB F eine ganze Funktion ist, wird abel' aus
drucklich hingewiesen, siehe PINCHERLE 5, S. 294, Ziffer 16. Diesel' Fall ist dann 
in PINCHERLE 9 ausfuhrlich behandelt. 

33 Ohne Beweis ausgesprochen bei R. D. CARMICHAEL: Summation of func
tions of a complex variable. Ann. of Math. (2) 34 (1933) S.349-378 [So 362]. 

34 Satz 3 und 4 bei r. J. SCHOENBERG: On certain two-point expansions of inte
gral functions of exponential type. Bull. Amer. Math. Soc. 42 (1936) S. 284-288. 
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35 V gl. hierzu 32. 

36 PHRAGMEN 2. Theoreme L 
37 Vgl. hierzu 32. 

38 Der Satz ist ausgesprochen in DOETSCH 11, S.22, bewiesen in DOETSCH 17, 
S.9, FuBnote. In POLYA 2 kommt der Satz nicht vor. In POLYA 1, S. 185 wird 
ohne Beweis der Satz ausgesprochen, daB t (s) sich von s = 00 aus in das ganze 
AuBere von st fortsetzen lasse (nicht daB £('P) dort konvergiere) und alle Rand
punkte von st auBer den im Innern geradliniger Begrenzungsstlicke liegenden 
singular seien, und erklart, daB dies nur eine neue Form des bekannten Resul
tates liber das Borelsche Summabilitiitspolygon seL Wie wir aber in § 5 sehen werden, 
ist nicht dieses, sondern das Innere seiner FuBpunktkurve mit dem AuBeren von st 
aquivalent. Das ruhrt daher, daB das Borelsche Integral (siehe § 5) durch eine 
gewisse Transformation nicht in £('P), sondern nur in einen Spezialfall davon 
libergeht. 

39 Die GroBe h (tp) ist, auch flir den allgemeineren Fall, daB Fin einem Winkel
raum regular und von endlicher Ordnung ist, in der S. 56 zitierten Arbeit von 
LINDELOF und PHRAGMEN (S. 391-406) eingeflihrt worden. Der Ausdruck Indi
kator stammt aus POLYA I. 

40 Der Satz ist nur eine andere Ausdrucksweise eines Resultates von SERVANT: 
Essai sur les series divergentes. These, Paris 1899, iiber das Borelsche Summa
bilitatspolygon (vgl. § 5). Siehe den Beweis in BOREL 1, S. 171. 

41 Die Untersuchungen von §§ 1 bis 4 lassen sich auf Funktionen liberlragen, 
die auf der Riemannschen Flache des Logarithmus regular sind, siehe PFLUGER I. 

42 Siehe die ausfiihrliche Darstellung in BOREL l. Die Borelschen Unter
suchungen gehen bis ins JaID: 1895 zurlick. 

43 PHRAGMEN 1. 
44 Wie das Borelsche Integral (3) aus dem Laplace-Integral durch Koppelung 

des Integrationsweges entsteht, ist in DOETSCH 17, S.8 und S. 10, dargestellt. -
In PINCHERLE 7, S. 516 wird irrllimlicherweise das Laplace-Integral mit festem 
reellen Integrationsweg als aquivalent mit dem Borelschen Integral angesehen. 
Derselbe FeWer ist noch ofters gemacht worden, z. B. BROGGI I. 

45 Die Diskussion dieses Falles ist neu. 
46 Den Inhalt von I siehe in Doetsch 17, S. 11, 12. 
47 In der Arbeit REY PASTOR I, von der mir nur ein Sonderabdruck ohne 

J ahresangabe (vielleicht 1930?) vorliegt, wird ohne A usfiihrung des Beweises 
auch der Satz ausgesprochen, daB das Borelsche Integral mit beliebigem Inte
grationsweg in einem Kreisbogenpolygon konvergiert. 

43 Der Inhalt von II ist neu. 
49 Diese Ableitung wird in einer demnachst erscheinenden Arbeit gegeben 

werden. 
50 DOETSCH 18, S.278-280. 
51 Dies ist geschichtlich der erste exakte Satz iiber das Fouriersche Integral

theorem. Er wurde aufgestellt und bewiesen in C. JORDAN: Cours d'analyse II, 
1. Auf!. 1883; siehe 3. Auf!. 1913, Nr.267. 

52 Bei DIRICHLET selbst lautet die Bedingung so, daB F stiickweise monoton 
sein soIl. Das ist aber im wesentlichen mit dem spater von JORDAN aufgestellten 
Begriff der beschrankten Variation aquivalent, da eine Funktion von beschrankter 
Variation die Differenz zweier monotonen Funktionen ist. 

53 A. PRINGSHEIM: trber die Giiltigkeitsgrenzen fiir die Fouriersche Integral
formel. Math. Ann. 68 (1910) S.367-408. 

54 H. WEYL: Zwei Bemerkungen iiber das Fouriersche Integraltheorem. Jahres
ber. D.M.V. 20 (1911) S. 129--141; siehe auch H. HAHN: trber eine Verallgemeinerung 
der Fourierschen Integralformel. Acta Math. 49 (1926) S.301-353. 



Historische Anmerkungen. 407 

56 Siehe hieriiber z. B. H. HAHN: Dber die Darstellung gegebener Funktionen 
durch singulare lntegrale. Denkschriften Akad. Wien, math.-nat. Kl., 93 (1916) 
S.585-692. 

1i8 Die Charakterisierung der Gesamtheit aller involutorischen Transforma
tionen, deren Kern wie bei der Fourierschen cos- und sin-Transformation nur 
von dem Produkt der Variablen x und" abhil.ngt, siehe bei G. N. WATSON: General 
transforms. Proc. Lond. Math. Soc. (2) 35 (1933) S. 156-199; neuer und einfacher 
Beweis der Ergebnisse bei G. DOETSCH: Beitrag zu Watsons "General Transforms". 
Math. Ann. 113 (1936) S. 226-241; vgl. auch G. DOETSCH: Zur Theorie der in
volutorischen Transformationen (General Transforms) und der selbstreziproken 
Funktionen. Math. Ann. 113 (1937) S.665-676. 

57 Diese Ergebnisse stammen von M. PLANCHEREL und E. C. TITCHMARSH. 
Siehe die Darstellung bei BOCHNER l, 8. Kap. 

58 Satz 2. der, wie im Text gezeigt wird, eine unmittelbare Folge des Satzes 1 
[6.4] und damit des Jordanschen Satzes 1 [6.2J darstellt, wird bei HAMBURGER I 
auf einem ilberflilssigen Umweg unter Benutzung des Jordanschen Satzes abgeleitet. 

09 Unter der engeren Voraussetzung. daB F(t) von beschrilnkter Variation ist, 
bei HAAR I. S. 73, 74. 

60 Satz 1 ist (mit TJ> 0) zuerst von B. RIEMANN: Ueber die Anzahl der Prim
zahlen unter einer gegebenen GroBe. Ges. Werke. 2. Auf!. 1892, S.145-155. 
filr den Fall, daB qJ (s) eine Halbebene absoluter Konvergenz besitzt und die lnte
grationslinie darin verIll.u..ft, bewiesen worden, allerdings nur fiir die spezielle Funk
tion log C (s) und ohne exakte Gilltigkeitsbedingungen filr das beim Beweis be
nutzte Fouriersche Integraltheorem. Nach mehreren Zwischenstufen ist die obige 
Formulierung von O. PERRON in der unter 13 zitierlen Arbeit auf ziemlich kompli
zierlem Weg bewiesen worden. DaB der Satz nichts anderes als eine umnittelbare 
Folge des Satzes 2 [6.5] ist. wurde von HAMBURGER 1 erkannt. Der Satz ist ein 
Musterbeispiel dafftr, wie Sll.tze ilber Dirichletsche Reihen durch die Schreibweise 
als Laplace-Integrale klar verstandlich und leicht beweisbar werden. 

61 Wegen des Auftretens der Sll.tze dieses Paragraphen in der Literatur unter 
der Flagge der Mellin-Transformation siehe § 8. 

62 Diese Transformation ist von MELLIN in zahIreichen grundlegenden Arbeiten 
studierl und auf die mannigfachsten Probleme der Analysis angewandt worden. 
Den Forschem MELLIN und PINcHERLE hat die Theorie der Laplace-Transformation 
nll.chst dem Begriinder LAPLACE ihre groBten Forlschritte zu verdanken. Mellin 
hat die Zusammenhange zunll.chst an dem Spezialfall, daB tP eine hypergeometri
sche Funktion und qJ eine Gammafunktion ist, entwickelt. 

63 MELLIN I, § 14; 5. § 7; 7, § 8. Mellin benutzt bei seinen Beweisen haupt
sll.chlich den Cauchyschen Satz und die Cauchysche Integralformel in einer Weise, 
die schon Cauchy selbst durchaus gelll.ufig war. ist aber nach seinen Angaben 
(I, S.87) auf diese Verwendungsarl durch eine Arbeit von Kronecker gefilhrt 
worden. 

64. Diese Formel stammt von S. PINCHERLE: Sulle funzioni ipergeometriche 
generallizate. Rend. Accad. Naz. dei Lincei (4) 4. 10 semestre (1888) S.792-799. 
Sie spielt in der analytischen Zahlentheorie eine wichtige Rolle. - Die obige Her
leitung in MELLIN 6, S. 7. 

65 MELLIN 6, S. 7. 
66 MELLIN 6, S. 8. Die Formel findet sich zuerst in der unter 60 zitierlen Arbeit 

(S. 146) von RmMANN, der auf ihr seinen ersten Beweis filr die Funktionalgleichung 
der C-Funktion aufbaut. 

67 Filr die erste Formel siehe die unter 60 zitierteArbeit von RmMANN, S.147. 
Sie bietet die Grundlage des zweiten Riemannschen Beweises fur die Funktional
gleichung der C-Funktion. der in den folgenden Zeilen des Textes wiedergegeben 
ist. - Die zweite Formel des Paares liegt dem Hardyschen Beweis des Satzes 
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zugrunde, daB C(s) auf der Geraden x = ~ unendlich viele Nullstellen besitzt; 

siehe G. H. HARDY: Sur les zeros de la fonction C (s) de Riemann. Comptes Rendus 
Acad. Paris 158 (1914) S. 1012-1014 und MELLIN II. Die Formel ist ein spezieller 
Fall einer allgemeineren, die in MELLIN 3, S. 39 angegeben ist. 

68 MELLIN 4, S. 21; 6, S. 7. 
69 Die Satze dieses Paragraphen stammen aus MELLIN 13, § 4; vgl. auch 

MELLIN 12, S.6. 
70 Satz 5 kommt in etwas allgemeinerer Gestalt schon vor bei F. CARLSON: 

Sur une c1asse de series de Taylor. These, Uppsala 1914, S. 58, Theoreme C. (Dbri
gens hat MELLIN 13, S. 27 weitere Satze angegeben, die in anderer Richtung iiber 
Satz 5 hinausgehen.) Den Spezialfall, daB I (s) als ganze Funktion und 00 = n 
vorausgesetzt wird, haben S. WIGERT: Sur un theoreme conceruant les fonctions 
entieres. Arkiv for Mat., Astr. och Fys. II (1916) Nr.21 (Corallaire 2, S. 5) - hier 

n 
wird sogar q < 2 verlangt-und H. CRAMER: Un theoreme sur les series de Dirichlet 

et son application. Arkiv for Mat., Astr. och Fys. 13 (1918) Nr.22 (S.11) wieder
gefunden. Einen weiteren Beweis fiir den Fall 00 = n, der wie der Mellinsche auf 

der Betrachtung der Funktion q; (s) = /(2 und des Mellin-Integrals beruht, 
sIn·v·o s 

gab G. H. HARDY: On two theorems of F. Carlson and S. Wigert. Acta Math. 
42 (1920) S.327-339. Dieser Beweis laBt die inneren Zusammenhange besonders 
deutlich erkennen. Hier wird namlich fiir das Integral 

t+ioo 

~ ! zsn~ds=f!J(z) 
2n~ sInns 

i-iOO 
durch Residuenrechnung der explizite Ausdruck gefunden: 

f!J(z) = 1(1) w-/(2) w2 + 1(3) w3 _ +"', 
der das identische Verschwinden von f!J (z) in Evidenz setzt. Aus 

00 

- _._n_ 1(- s) = !zS-l f!J (z) dz 
SIn·ns 

o 
folgt dann das Verschwinden von I(s). 

fur - 1 < s < ° 

71 Der im Text folgende Beweis ist hier neu hinzugefiigt. Bei MELLIN 13, S. 28, 
wird das Bestehen der Ungleichung fiir q; (s) nur behauptet, aber nicht bewiesen. 

72 Eine andere wichtige Klasse von L-Funktionen, bei der die Idealforderung 
erfiillt ist, wird geliefert durch die Klasse L2 (0, 00). Ihr entspricht genau die Klasse 
derjenigen I(s), fur die 

+00 

J II (x + i y) 12dy -<oM fur x> ° 
-00 

ist (M eine von I abhangige Konstante). Hierfur sowie fiir Verallgemeinerungen 
siehe DOETSCH 30; vgl. auch HILLE and TAMARKIN I, 2; HILLE I. 

73 Das Darstellungsproblem kann als eine Verallgemeinerung des Momenten
problems (Herstellung einer Funktion aus ihren Momenten) angesehen werden. 

1 

Setzt man e- t=x, F(- log x) = f!J (x), so ist I(s) = J xs- 1 f!J (x) dx. f (s) bedeutet 
o 

also die fur aIle Exponenten s - 1 gebildeten Potenzmomente von (Jj (t) im Inter-
vall (0, 1). Daher lassen sich viele Ergebnisse aus der Theorie des Momenten
problems auf Laplace-Integrale verallgemeinern. Wir gehen dem hier nicht weiter 
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nach, weil diese Dinge eigentIich in die Theorie des Laplace-Stieltjes-Integrals 
gehoren. Vgl. WIDDER 4. 

74 FUJIWARA I, s. 379; kUrzer und ahnlich wie oben im Text bewiesen bei 
HAMBURGER 2, S. 242. 

75 Satz und Beweis von DOETSCH, publiziert in CHURCHILL 2, S. 569. Vgl. 
dazu die Satze I und II in FUJIWARA I, die aber unrichtig sind, weil beim Beweis 
eine Reihe nicht angefiihrter Voraussetzungen benutzt wird; ferner TAMARKIN I. 

76 PINCHERLE 8, S. 52. 
77 POST I; auf Lebesguesche und Stieltjessche Laplace-Integrale Ubertragen 

von WIDDER 3, Part 1. 
78 TRICOMI 8 hat die Formel von Sa.tz 1 dazu ausgenutzt, urn bei einem be

kannten Paar von Funktionen F, f fUr t(k) eine Grenzwertrelation bei k -+ 00 auf
zustellen. 

79 Diese Darstellung ist zuerst von H. VON KOCH: Sur la distribution des 
nombres premiers. Acta Math. Z4 (1901) S. 159-182 angegeben und mit Erfolg 
zur Untersuchung der C-Funktion verwendet worden, kurz danach auch von 
MELLIN 6. 

80 PHRAGMEN 2, S. 360. Die Formel wird hier nur fUr beschrankte F bewiesen 
und eigentlich nicht als Umkehrformel aufgesteUt, sondern nur als Hilfsformel 
fiir den Beweis des Satzes 2 im Text. Daraus erklart es sich, daB diese wichtige 
Formel bisher ganz unbeachtet geblieben ist. Man kann aus ihr eine bisher unbe
kannte Formel fUr die Koeffizienten einer Dirichletschen bzw. Potenzreihe ableiten. 

81 Dieser Beweis ist von PHRAGMEN 2. 
82 Siehe z. B. R. COURANT und D. HILBERT: Methoden der mathematischen 

Physik. 1. 2. Auf!. Berlin 1931, S. 79. Die L" sind hier anders normiert. 
83 DOETSCH 27. 
84 TRICOMI 2 mit etwas anderem Beweis. Vgl. auch TRICOMI 4, PICONE 4 

und DOETSCH 27. Formal ohne GUltigkeitsgrenzen wurde die Umkehrung der 
Laplace-Transformation durch eine Entwicklung nach Laguerreschen Polynomen 
bereits durchgefiihrt von R. MURPHY: Second memoir on the inverse method of 
definite integrals. Trans. Cambridge Phil. Soc. 5 (1835) S.113-148 [S.145]. 
Das Laplace-Integral tritt dort in Mellinscher Gestalt auf. Die Funktionen, nach 
denen entwickelt Wird, sind mit Tn bezeichnet. - Ahnliche Entwicklungen nach 
gewissen Polynomtypen sind noch otters angegeben worden und sind ja auch sehr 
naheliegend, jedoch fehlt es bei ihnen regelmaBig an der Angabe der Giiltigkeits
grenzen, so daB es sich nicht verlohnt, darauf naher einzugehen. - Zwei Methoden, 
die mehr auf die praktische Berechnung von F (t) ausgehen. siehe in PICONE 5. 

85 CHURCHILL 2. S. 572. Der Satz kann als eine Prazisierung des in der Elektro
technik oft benutzten Heavisideschen "expansion theorem" (siehe 24.1) ange
sehen werden. 

86 Zu diesem Beweis siehe fiir den Fall v = 0; HAMBURGER 3, fUr beliebiges v; 
DOETSCH 22. S. 87. 

87 Die Formel und hinreichende Bedingungen bei TRICOMI 7; exakte Giiltig
keitsgrenzen. aus denen sich die im Text genannten ergeben, bei DOETSCH 29, 
S.306. 

88 DOETSCH 30, S. 282. 
89 Hinsichtlich der in 7.1 behandelten Umkehrformel ist das bei WIDDER 3. 

4 geschehen. 
90 DOETSCH 25. S. 78. 
91 Die Eigenschaft L {F'} = s L {F} - F (0) ist insofern fUr die Laplace-Trans

formation charakteristisch, als sie diese unter Hinzunahme gewisser, ziemlich 
schwacher Voraussetzungen eindeutig bestimmt; siehe LEVI I. Vgl. auch PIN
CHERLE 2 und MARTIS IN BIDDAU I. 
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92 Flir La-Funktionen auf anderem vVege als im Text bewiesen bei DOETSCH 2. 
S.198. 

93 (2) ist das bekannte Parsevalsche Integral, so genannt, weil es PARSEV AL 
1806 (in etwas speziellerer Gestalt) verwandt hat. Es dient u. a. zum Beweis des 
Hadamardschen Kompositionssatzes liber den Zusammenhang der Singularitaten 
von f{i mit denen von f{il und f{i2' vgl. J. HADAMARP: La serie de Taylor et son pro
longement analytique (ColI. Scientia Nr. 12). Paris 1901, S.69. 

94 V. VOLTERRA: Le<;ons sur les fonctions de lignes. Paris 1913; V. VOLTERRA 
et J. PERES: Le<;ons sur la composition et les fonctions permutables. Paris 1924. 
Der Fall, daB die Funktionen nur von x - y abhangen, kommt bei Volterra als 
Fall des "cycle ferme" vor (Chap. VII). 

95 DOETSCH 6, S. 294. 
96 Es ist schwer festzustellen, wo dieser Satz zum erstenmal aufgetreten ist. 

Er kommt unter verschiedenen Gestalten an folgenden Stellen vor: TSCHEBY
SCHEF: Sur deux theoremes relatifs aux probabilites. Acta Math. 14 (1890/91) 
S. 305-315 [So 309J; BOREL 1. S. 131 (in der 1. Auf!. 1901, s. 104); CAILLER I; 
C. V. L. CHARLIER: Contributions to the mathematical theory of statistics. Arkiv 
for Mat., Astr. och Fys. 8 (1912) Nr. 4; HORN 1. S. 323. 

97 DOETSCH 2, S. 199. 
98 Satz 3 bis 6 bei DOETSCH 25; vgl. hierzu die auf Laplace-Stieltjes-Integrale 

bezliglichen Satze bei HILLE and TAMARKIN 3. 
99 AMERIO 1. S. 209. Satz 7 ist das Analogon zu dem Mertensschen Satz uber 

Reihen, daB das Cauchysche Produkt einer einfach und einer absolut konvergenten 
H.eihe konvergiert. Der obige Beweis verlauft in den Bahnen eines von Jensen 
herriihrenden Beweises des Mertensschen Satzes. 

100 DOETSCH 25, S. 83. 
101 Ohne strengen Beweis bei PINCHERLE 9. 
102 Der Satz stammt von SCHNEE, siehe das unter21 zitierte Handbuch, S. 793; 

klirzerer Beweis bei E. LANDAU: Neuer Beweis des Schneeschen Mittelwertsatzes 
'liber Dirichletsche Reihen. Tohoku Math. J. 20 (1921) S.125-130. 

103 In der auf Mellin-Integrale bezliglichen Gestalt bei MELLIN 6, S. 41-44; 
es fehlt jedoch der Nachweis der Erlaubtheit der beim Beweis ben5tigten Integral
vertauschung. Daselbst auch mit analogem Beweis der weiter unten folgende Satz 2. 

104 DOETSCH 22, S. 94. 
105 Dort wird gezeigt, daB die Riemannsche Funktionalgleichung aus der Theta

formel folgt; das Umgekehrte ist bei HAMBURGER 3 und MELLIN 14 durchgefiihrt. 
In der ersteren Arbeit ist auch noch die .i'i.quivalenz mit einer anderen (weniger 
einfachen) Fourier-Entwicklung sowie mit der Poissonschen Summationsformel 
nachgewiesen. 

106 Der Inhalt dieses Paragraphen stammt aus DOETSCH 22. 
107 Verallgemeinerung dieses Zusammenhangs auf einen allgemeinen Reihentyp 

bei BALLOU I. 
108 Siehe G. N. WATSON: A treatise on the theory of Bessel functions. Cam

bridge 1922, S. 393. Die Formel ergibt sich sofort durch gliedweise Anwendung 
der Laplace-Transformation. 

109 Verallgemeinerungen von (3) und weitere ahnliche Formeln siehe bei 
H. KOBER: Transformationsformeln gewisser Besselscher Reihen, Beziehungen 
zu Zetafunktionen. Math. Z. 39 (1935) S.609-624. 

110 Diese Formel ist schon von N. NIELSEN: Handbuch der Theorie der Cylinder
iunktionen. Leipzig 1904, S. 336 auf anderem Wege gefunden worden. 

III Siehe WATSON, 1. c. 108, S.394. Auch diese Formel entsteht durch gliedweise 
Anwendung der Laplace-Transformation. 
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112 Diese Formel ist zusammen mit ihrer Umkehrung 

+1 e-;zy r .1--- dy :'t. V 1 _ y2 
-1 

lo(z) = 

in der Theorie der Besselfunktionen wohlbekannt. 

113 Der Beweis ergibt sich leicht aus der expliziten Darstellung fur L~(Z), siehe 

TRICOMI 2, S. 234. Eine allgemeinere Formel fur ein Produkt von Laguerreschen 
Polynomen siehe bei K. MA YR: Integraleigenschaften der Hermiteschen und 
Laguerreschen Polynome. Math. Z. 39 (1935) S.597-604. 

114 Diese Formel kommt ohne Beweis vor bei E. HILLE: On Laguerre's series. 
First Note. Proc. Nat. Acad. USA 12 (1926) S.261-265. Der Beweis des Textes 
stammt von TRICOMI 3. 

115 DOETSCH 27. 
116 TRICOMI 4; der Beweis im Text ist von DOETSCH 27. Yerallgemeinerung 

mit derselben Beweismethode bei ERDELYI 4. 
117 Beweis in DOETSCH 15. Allgemeinere Formeln siehe in der unter 113 zitierten 

Arbeit von MAYR. 
118 Die Formeln ruhren her von G. SZEGO: Beitrage zur Theorie der Laguerre

schen Polynome. Math. Z. 25 (1926) S. 87-115, der Beweis des Textes VOIl 
TRICOMI 3. 

119 DOETSCH 15. 
120 Die Formeln (5) bis (8) sind auf anderem "Veg gefuncl.en von F. TRICOMI: 

Sulle trasformazioni funzionali lineari commutabili con la derivazione. Comment. 
}1:ath. Helv. 8 (1935/36) S. 70-87 [S.82J. 

121 Die Theorie dieser Transformation ist entwickelt in E. HILLE: A class of 
reciprocal functions. Ann. of Math. (2) 27 ('1926) S. 427-464 und DOETSCH 29; 
vgl. auch die unter 120 zitierte Arbeit von TRICOMI. 

122 Diese Formeln kommen schon bei LAPLACE vor. FaBt man sie in cler einen 
Forme! 

e 
-00 

zusammen, so ist diese cler Spezialfall t = 2 der S. 89, 90 bewiesenen Forme! 
+00 t2 

:'t J e-u'+it"du= J:'t e- 4 . 

- 00 

123 Fiir den Spezialfall, daB s reel! gegen 0 strebt, bei HARDY and LITTLEWOOD l, 
S.27. 

124 DOETSCH 16. 
125 Weitere Anwendungen auf Dirichletsche Reihen siehe bei DOETSCH 16. 
126 Der clem Satz 2 entsprechende Satz fur Potenzreihen findet sich bei ApPELL: 

Sur certaines series ordonnees par rapport aux puissances d'une variable. Comptes 
Hendus Acad. Paris 87 (1878) S. 689-692. 

127 Mit anderem Beweis bei PINCHERLE 8; der Beweis des Textes nach SCHNEE I, 
S. 92-94, 113; siehe auch den Beweis bei HAAR I, S. 82-84, 86. 

128 HAAR I, S. 87. 
129 Verschwindet F(t) auBerhalb eines endlichen Intervalles (a, b), und ist 

F (t) in (a, b) beschrankt, so ist trivialerweise 

( -a9ls) 
1(5) =0 ~ffi5- fur ffi 5 > O. 



412 Historische Anmerkungen. 

Ist aber obendrein F (t) in (a, b) von beschrankter Variation, so kann man zeigen: 

I(S)=O(e~:~S) fUrffis~O, I(S)=O(e~:~S) fUr ffis-<o. 
Siehe das Lemma S. 198 und die in anderem Gewand auftretenden Untersuchungen 
in dem unter 7 zitierten Werk von POINCARE, S. 204-·209. Zu diesem Fall des 
Laplace-Integrals mit endlichen Grenzen vgl. auch TITCHMARSH 1. Das Hauptziel 
dieser Arbeit ist iibrigens die Abschatzung der Nullstellenanzahl von I(s). 

130 Ffir den Spezialfall, daB s reell gegen 00 strebt, bei HARDY and LITTLE
WOOD I, S.27. 

131 Einen Spezialfall dieses Satzes mit einer iiberflfissigen zusatzlichen Voraus
setzung fiber das Verhalten von F(t) fiir t -+ 00 siehe bei TRICOMI I. 

132 Nahere Angaben iiber den Satz mit der Voraussetzung a ( :) von TAUBER 

(1897), mit OL ( :) von HARDY und LITTLEWOOD (1914) und iiber eine Zwischen

stufe mit o( : ) von LITTLEWOOD (1911) siehe bei E. LANDAU: Darstellung und Be

grfindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie. Berlin 1916, 3. Kap. 

133 Diese Mittel sind, auch fiir nichtganzes k, systematisch untersucht in 
G. DOETSCH.: Eine neue Verallgemeinerung der Borelschen Summabilitatstheorie 
der divergenten Reihen. Dissertation, Gottingen 1920, 56 S. 

134 KARAMATA 2, S.28. Hier wird iibrigens q(x) nur als Riemann-integrabel 
vorausgesetzt, jedoch wird der Beweis, der den Erorterungen oben im Text hinter 
Formel (1) entsprechen wiirde, nicht im einzelnen ausgefiihrt. 

135 Nachdem LANDAU 3 und 4 die Analoga zu den Satzen von Tauber und 

Littlewood flir Potenzreihen mit an = a ( : ) bzw. 0 ( : ) bewiesen hatte (siehe 132), 

wurde das Analogon zu dem nach damaligen Anschauungen sehr tief liegenden 
, 1 ) 

Satz von Hardy und Littlewood filr Potenzreihen mit an= OL (-;; von DOETSCH 1, 

§ 3 bewiesen. (Das Laplace-Integral wird in diesen Arbeiten in Mellinscher Gestalt 
geschrieben.) Es ist das der Satz 4 oben im Text. Der Beweis stlitzt sich wie 1m 
Text auf den Fall y = 1 von Satz 3. Dieser Spezialfall y = 1 wird in DOETSCH 1, 
§ 2 mit Hilfe der von Hardy und Littlewood geschaffenen, sehr komplizierten 
Hilfsmittel geflihrt, der allgemeine Fall y > 0 ware ohne neue Schwierigkeiten 
genau so zu erledigen. - Sodann wurde Satz 2 fiir L (x) ='" 1 von HARDY and 
LITTLEWOOD I bewiesen, und zwar nicht direkt, sondern als Folgerung aus einem 
analogen Satz iiber die Stieltjes-Transformation. (DaB letzterer umgekehrt auch 
aus den beiden Teilen von Satz 2 folgt, zeigte DOETSCH 13.) Danach gab SZASZ I 
nochmals einen Beweis der Halfte des Satzes 2 mit L (x) ='" 1, die sich auf s -+ 0, 
t -+ 00 bezieht, aber nur fiir den Spezialfall y >- 1, F (t) monoton (vgl. hierzu den 
Zusatz zu Satz 2 im Text); er verHiuft in den Bahnen des Beweises in DOETSCH I. -
Angesichts der Kompliziertheit all dieser Beweise bedeutete es eine groBe Uber
raschung, als KARAMATA zunachst fUr Potenzreihen (Uber die Hardy-Littlewood
schen Umkehrungen des Abelschen Stetigkeitssatzes. Math. Z. 32 (1930) S. 319 
bis 320) eine ganz einfache Beweisfiihrung angab, die sich sofort auf Laplace
Integrale iibertragen lieB, siehe KARAMATA 2, und die oben im Text (Satz 1 und 2) 
dargestellt ist (fiir Laplace-Stieltjes-IntegraJe vgl. auch KARAMATA I). Satz 2 ist 
von KARAMATA Z und 4 in Richtung eines Satzes von R. SCHMIDT iiber Potenz
reihen (Uber divergente Folgen und lineare Mittelbildungen. Math. Z. ZZ (1925) 
S. 89-152 [§ 15J) verallgemeinert worden. Ferner ist in KARAMATA 3 ein weiterer 
Beweis, der auf einem Stetigkeitssatz des Momentenproblems beruht, fUr diese 
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Verallgemeinerung angegeben worden. - Eine weitere Beweismethode filr Tauber
sche Satze, die auf gauz anderen Prinzipien beruht, wird in'1O.3 vorgefilhrt. 

136 Filr den Fall, daB F die Ableitung seines Integrals ist, sind die beiden 
Halften des Lemmas bewiesen in DOETSCH 13, S. 153 und I, S.70. 

137 HARDY and LITTLEWOOD I, S. 33 und DOETSCH 13, S. 148, 150. 
138 DOETSCH J. 
139 DOETSCH 13, S. 148. 
140 Bei LANDAU: 1. c. 21, S. 874 wird bei dem dem Satz 1 des Textes entspre

chenden Satz noch 1 (s) = 0 ([~ 5] k) auf der Konvergenzgeraden vorausgesetzt, bei 
G. H. HARDY and J. E. LITTLEWOOD: The Riemann zeta-function and the theory 
ofthedistribution of primes. Acta Math. 41 (1918) S. 119-196 noch l(s)=O(ecl'JsI). 

141 Der Satz wurde von IKEHARA I filr Dirichletsche Reihen mit einer von 
N. Wiener geschaffenen Methode bewiesen und dann von. WIENER I, S.44 auf 
Laplace-Integrale iibertragen. Vereinfachung des Beweises von BOCHNER 2. Der 
Satz von Ikehara-Wiener bezieht sich auf Laplace-Stieltjes-Integrale, wir iiber
tragen ihn und seinen Beweis auf Laplace-Integrale. Der Originalfassung wilrde 

t 
es entsprechen, daB wir F (t) nur als positiv voraussetzten und nur J F (T) dT ~ Aet 

o 
behaupteten. \Vir setzen F (t) obendrein als monoton voraus und kennen dann 
sogar F (t) ~ Aet behaupten. In dieser Fassung reicht der Satz auch noch fiir 
die wichtigsten Anwendungen, z. B. auf den Primzahlsatz, aus, und man hat den 
Vorteil, den Beweis von Gleichung (4) an wesentlich abkiirzen zu kennen, wie es 
LANDAU 5, S. 520 gezeigt hat. 

142 Der Inhalt des 11. Kap. stammt aus DOETSCH 18. 
143 SCHNEE I, § 1-
144 POINCARE I, § 1; siehe auch H. POINCARE: Les methodes nouvelles de la 

mecanique celeste. II, Chap. VIII. Paris 1893. 
145 Das Laplacesche Problem ist in der Literatur sehr oft behandelt worden, 

die Tragweite dieser Untersuchungen ist infolge der wechselnden Voraussetzungen 
recht verschieden. Wir nennen nur die wichtigsten Etappen. In LAPLACE I, 
2e Partie, wird auf einem nach heutigen Begriffen unstatthaften Weg ein Naherungs
ausdruck filr das Integral abgeleitet. In POINCARE I (1886) werden Integrale der 
Laplaceschen Art, die gewissen Differentialgleichungen geniigen, in asymptotische 
Potenzreihen entwickelt. In dem unter 7 zitierten Werk, Chap. XII, leitet POIN
CARE 1895 fiir das Integral einen Naherungsausdruck her, der Beweis ist aber falsch, 
vg1. 7. Der erste, der eine einwandfreie und allge:qleine asymptotische Potenz
entwicklung aufsteIlte, scheint PINCHERLE 7 (1904) gewesen zu sein. Er gewinnt 
elegant aus dem Gesetz IlIa: 

2 {F(n)} = sn (I (s) _ F(o) _ F' (0) _ ... _ F(n-l) (0)) 
s s2 5n 

und der Bemerkung, daB jede Laplace-Transformierte filr s --+ 00 gegen 0 strebt, 
die Relation: 

sn (I (s) _ F(o) _ F' ,(0) _ ... _ F(n-l) (0)) --+ 0 filr 
s S2 sn 5-+00. 

Dieses Ergebnis, dessen Voraussetzungen leicht ZU prazisieren waren, scheint aber 
von den spateren Bearbeitern, deren Resultate teilweise weniger besagen, nicht 
beachtet worden zu sein. 1917 gab O. PERRON: Uber die naherungsweise Berech
nung von Funktionen groBer Zahlen. Sitzungsber. Miinchn. Akad. 1917, S.191-219 
die Entwicklung vermittels komplexer Funktionentheorie. Auf anderem Wege 
leitete sie 1922 WATSON, 1. c. 108, S. 236, HAAR I (1926) und WINTNER I (1928) 
abo AIle diese Darstellungen unterscheiden sich auch in den Voraussetzungen. 
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Das aligemeinste Resultat. zugleich mit dem einfachsten Beweis. wurde in DOETSCH 
18 (1931), S.283-285, erreicht. Es ist das der Satz 1 des Textes. VVIENER I 
(1932), S. 60--62 und WINTNER 3 (1934) haben unter spezielleren Voraussetzungen 
Beweise gegeben, die in ahnlichen Bahnen wie der in DOETSCH I verlaufen. 

146 Nach POINCARE list eine asymptotische Potenzreihe, die erst mit einem 
h6herenGlied als;rl anfangt, gliedweise integrierbar, dagegen i. allg. nicht differen
zierbar. 

147 Einen spezielleren Satz siehe in WINTNER 3. 
148 Die folgende Herleitung ist in DOETSCH U angegeben. 

149 Die Stirlingsche Reihe wurde zuerst von T.]. STIELTJES: Sur Ie developpe
ment de logr(a). ]. de Math. (4) 5 (1889) exakt und in voller Allgemeinheit her
geleitet. DaB sie in der ganzen Ebene auBer der negativ reellen Achse gilt und 
daB sich das Binetsche Integral durch Drehung des Integrationsweges in denselben 
Bereich fortsetzenlaBt, wurde zuerst von MELLIN 3, S. 42-47 fur die Reihe und 6. 
S.45 fur das Binetsche Integral gezeigt. Mellin leitet die Stirlingsche Reihe auf 
komplizierterem Weg als im Text durch indirekte Abelsche Asymptotik abo 

150 Diese Herleitung der asymptotischen Entwicklung fur Joix) durfte neu 
und zugleich die prinzipiell einfachste sein. 

151 Vgl. auch die nach dem gleichen Prinzip hergeleitete Entwicklung der 

anderen Zylinderfunktionen Kv(s) und H;tl(s) bei FISCHER l, S.30-34. 
152 DOETSCH 18, S.284. 
153 DOETSCH 18, S. 287-289. 

154 Mit Hilfe von Satz 2 laBt sich den formalen Entwicklungen in BERNSTEIN 1 
ein realer Untergrund geben. 

155 Die ausfiihrliche Geschichte des Primzahlsatzes siehe in LANDAU: 1. c. 21, 

S. 3-55. - Die wesentliche Vereinfachung des im Text gegebenen Beweises be
steht darin, daB er den Satz 1 [10.3] benutzt, der von der beteiligten Funktion 
I (s) nicht die schwierig zu verifizierenden Abschatzungen auf der Geraden m s = 1 
verlangt, die in den unter 140 genannten Satzen, auf die man bisher den Beweis 
des Primzahlsatzes stutzte, als Voraussetzungen vorkommen. - Der § 3 des 
Textes bis zum Beweis von Satz 2 folgt der Darstellung in LANDAU 5. 

156 Alle bisherigen Beweise des Primzahlsatzes kommen ohne komplexe Funk
tionentheorie nicht aus, die Wege tiber die reelle Analysis fiihren nicht bis zum 
Primzahlsatz heran. Als "abschreckendes Beispiel" sei folgendes erwahnt: J. KARA
MATA hat mit elementaren Mitteln, namlich. ungefahr denselben wie bei Satz 1 
[10.2J folgenden Satz bewiesen (Sur certains ¢Tauberian theorems» de M. M. 
Hardy et Littlewood. Mathematica (Cluj, Rumanien) 3 (1930) S. 33-48 [TMoreme 
III, S. 47J): Es sei eine Folge von Zahlen Pv mit den Eigenschaften 

n 

Pv~O. Pn = :2 Pv-+ 00, 

v=o 
(a?c:l} 

und in 0 -<.t' -< 1 eine Funktion I(x) von beschrankter Variation gegeben. die im 
Falle a = 1 in x = 0 stetig sein solI (eine a. a. O. nicht angegebene Bedingung, 
die aber in dem beim Beweis benutzten Theoreme I vorkommt). Gilt dann fur 
irgendeine Folge So' Sl' •.•. die Relation 

" 1,; Pv Sv 
v=o -----+s fur n -+ 00, 
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so gilt auch 

fur n~oo. 

1 
Setzen wir Po = 0, p~ = V (v ~ 1), so ist Pv:>- ° und 

" 
P" = 2:; ,...., log n , 

v=1 
n 11 n P n n n 

2: PI'= 2: 2:~ = 2:; 2:1 = ~_rl_-=:± 1 = (n + 1) ~ -; - n 

1'=0 /.=1 v=1 v=l I'=v .=1 

mithin 
,...., (n + 1) log n - n , 

" 
_1_ """ PI' ~ 1 
nP,,~ 

1'=0 

fur n~oo. 

.=1 

Es ist also hier a = 1. Wahlen wir nun So = 0, s. = A (v), so kann die im Text 

elementar bewiesene Relation 2: A ;'II} ......, log x so geschrieben werden: 

:\fit der in x = ° stetigen Funktion von beschrankter Variation f (x) == x bekommen 
wir also nach dem oben zitierten Satz: 

" :2 1 v A (v) --
v n 

v=1 
n 

2; : 
.=1 

n 

.2 A {v} 

.=1 tp (n) 
--~1. 

n 

Das ist der Primzahlsatz, fur den wir damit einen "elementaren", d. h. von kom
plexer Funktionentheorie v611ig freien Beweis hatten. Leider ist aber der Beweis 
von Theoreme III der Karamataschen Arbeit, bzw. der des Theoreme II, aus dem 
III gefolgert wird, gerade in unserem Fall falsch. Es wird namlich dabei durch 
die dortige Gleichung (11') dividiert, was voraussetzt, daB deren rechte Seite =!= ° 
ist. Diese ist aber im Falle a = 1 gleich fro). TMoreme II bzw. III ist also bei 
a = 1 nur richtig fur 1(0) =!= 0, und diese Bedingung ist gerade fur I (x) ~ x verletzt .. 

157 Die Asymptotik der Mellin-Transformation ist von MELLIN schon fruh 
und in vielen inhaltsreichen Arbeiten ausgenutzt worden zur Erforschung des 
asymptotischen Verhaltens von einzelnen Funktionen und allgemeinen Funktions-
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00 
00 e-(w+n)"'x 

klassen, z. B. von """' und """' fiir x -+ 0, von ~ (w + n)S ~ e(w+")"x_ 1 ,,=0 ,,=0 
x n . T' (x + 1) 

/ ~ P(~) d~ mIt PIx) = r(x + 1) (worin fiir n = 0 die Stirlingsche Reihe fiir 

log r (x+1) enthalten ist) in MELLIN 3, letzteres nochmals in MELLIN 4, § 2, S. 9; 
00 

femer von II (1 + q2p+l x ), von log II (x) , wo II eine sehr allgemeine Klasse von 
p=o 

ganzen Funktionen darstellt, in MELLIN 4, S. 40-44, 46. 47; von einer groBen 
Anzahl zahlentheoretisch wichtiger Funktionen in MELLIN 6. Das Verhalten von 
Thetafunktionen bei Annaherung an einen Punkt der singuHiren Linie ist unter
Rucht in MELLIN II und 14. 

158 MELLIN 12 und 13, § 3. 
159 MELLIN 13, § 11-
160 MELLIN 6, S. 46, 47 und 13, S. 92, 93. 
161 Wegen allgemeinerer Satze iiber die Stieltjes-Transformation vgl. A. WINT

NER: Spektraltheorie der unendlichen Matrizen. Leipzig 1929, S. 91 fig., insbes. 
S. 101, 102. 

162 Uber den Integrallogarithmus vom Standpunkt der Laplace-Transformation 
aus siehe PINCHERLE 13. 

163 Die Methode dieses Paragraphen ist (unter etwas spezielleren Voraus
setzungen) von HAAR I ausgearbeitet worden, und zwar in engster Anlehnung 
an die von G. DARBOUX: Memoire sur l'approximation des fonctions de tres grands 
nombres et sur une classe etendue de developpements en serie. J. de Math: (3) 
4 (1878) S. 5-56. 377-416, entwickelte Methode zur asymptotischen Abschatzung 
von Folgen c,,: Man bildet die erzeugende Funktion rp (z) = :E Cn z" (das entspricht 
der Zuordnung von f (s) = )3 {F} zu F). Hier verfiigt man iiber die stets gultige Um
kehrformel 

c = _1_J rp (~) d?, 
n 2ni ~"+1 ~ 

wo das Integral iiber einen Kreis [~[ = r zu erstrecken und r kleiner als der Kon
vergenzradius R der Reihe rp ist, so daB man schreiben kann: 

2,. 

en = ~r-" J e-inffrp (reiff)d#. 
2n 

o 
Nach dem Riemannschen Lemma gilt also: c,,=o (r-") fiir n -+ 00. Die Grund
idee dieses Verfahren kommt iibrigens schon bei Laplace und Cauchy vor. Bei 
Darboux werden nun, wie das im Text analog bei f (s) geschieht, die Randsingula
ritaten von rp (z) durch subtraktiv hinzugefugte Funktionen entfemt, worauf man 
mit r bis zu R und dariiber hinaus vordringen kann. Eine Verscharfung wird 
durch Betrachtung der Ableitungen erzielt (analog oben im Text). - Diese Ideen 
sind, wie 14.1 zeigt, bereits seit 1898 von MELLIN, anscheinend in Unkenntnis 
der Darbouxschen bzw. der noch alteren Arbeiten, fur die Mellin- und damit fur 
die zweiseitig unendliche Laplace-Transformation selbstandig entwickelt worden. 
(Nach einer Angabe in MELLIN 12 ist fiir ihn der J\1ittag-Lefflersche Satz iiber die 
Darstellung meromorpher Funktionen der Ausgangspunkt gewesen.) Die Ein
fiihrung der Ableitungen zur Verfeinerung der Abschatzung kommt bei MELLIN 13, 
S. 17, 64 auch vor. Der Verschiebung des Integrationsweges uber die Singulari
taten hinweg bei Mellin entspricht die Subtraktion der singularen Bestandteile bei 
Darboux-Haar. Allerdings ist zu bemerken, daB jene Verschiebung nur iiber Singu
laritaten hinweg stattfinden kann, in deren Umgebung die Funktion eindeutig ist. 
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164 Eine leichte Erweiterung der Ergebnisse dieses Paragraphen siehe bei 
IZUMI l, ein verwandtes Resultat bei SUTTON I. 

166 HAAR l, S.91-94. An neuen Ergebnissen wurde mit der Methode von 

:200 t" 
14.2 erreicht: Die asymptotische Entwicklung von -- ffir t im 1. und 4. Qua-

n!ns 
1 10=1 

dranten, sowie von J Jo(tz) tp(z) dz durch HAAR 1, S.95-98, 104-106; derMittag
o 

Lefflerschen Funktionen E(J. (t) durch LIPKA I. 
166 VON STACHO 1, S. 114-117. 

167 Diese Erkenntnis ist auch in der neueren Literatur der Operatorenrechnung, 
wenn auch in unexakter Form, durchgedrungen, siehe A. PLEIJEL: 'Ober asympto
tische Reihenentwicklungen in der Operatorenrechnung. Z. f. angew. Math. u. 
Mech. 15 (1935) S. 30G-304. 

168 Die Methode der Laplace-Transformation ist bei linearen Integralgleichungen 
vom Faltungstypus in einem Spezialfall zuerst von HERGLOTZ I angewandt worden. 
Ein. weiterer kurzer Hinweis darauf, daB die Laplace-Transformation die lineare 
Integralgleichung vom Faltungstypus in eine algebraische Relation fibersetzt, 
findet sich bei BATEMAN: Report on the history and present state of the theory 
of integral equations. Report of the eightieth Meeting of the British Association 
for the Advancement of Science (Sheffield 1910). London 1911, S.345-424 
[So 393]. 

169 PALEY and WIENER L Theorem II. 

170 E. BELTRAMI: Intorno' ad alcuni problemi di propagazione del calore. Mem. 
Accad. Bologna (4) 8 (1887) S.291-326. Hier wird die Integralgleichung durch 
sukzessive Approximation gelost. 

171 E. CESARO: Sopra un equazione funzionale, trattata da Beltrami. Rend. 
Accad. Napoli (3) 7 (1901) S.284-289. 'Obersichtlichere Gestaltung der Beltra
mischen Losung. - Losung vermittels der Laplace-Transformation in BERNSTEIN 2, 
S.43-46. 

172 Wiederholt ist in der Literatur, z. B. bei FOCK 1, KERMACK and McKEN
DRICK I, behauptet worden, die Losung von (1) lasse sich auf Grund von (3) ver
mittels der komplexen Umkehrformel in der Gestalt 

x+,:oo 

F (t) = _1_. ! ets g (s) d s 
2m 1 - k (s) 

x-ioo 

darstellen. Das ist unberechtigt, da diese Umkehrformel an Bedingungen gekniipft 
ist, deren Erfiilltsein hier nicht nachgewiesen werden kann. Auch die etwaige 
Konvergenz des Integrals berechtigt noch nicht zu jenem SchluB, vgl. im Text 
S. 89. Dagegen kann man fiir spezielle Funktionen g (s), k (s) u. U. gelegentlich 
auf Grund von Satz 2 [6.10] die Darstellbarkeit von F (t) in obiger Gestalt behaupten. 

173 DOETSCH 10, S. 788. Bei FOCK 1 wird die Hilfsgleichung K. rp = t benutzt; 
hier ist zum SchluB eine zweimalige Differentiation notig. 

174 Integralgleichungen von dem in § 1 behandelten Typus sind auBerordent
lich haufig, meist nach sehr umstandlichen und oft mathematisch nicht einwand
freien Methoden behandelt worden. Vielfach handelt es sich urn Verallgemeinerungen 
der Abelschen Integralgleichung, siehe § 3. Es ist unmoglich. auch nUT einen Teil 
dieser Literatur zu ·zitieren. Ais Beispiel sei verwiesen auf E. T. WHITTAKER: 
On the numerical solution of integral equations. Proc. Roy. Soc. London (A) 
94 (1918) S. 367-383. - Ein Beispiel einer Integralgleichung erster Art, die mit 

Doetsch, Laplace~Transformation. 27 
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Laplace-Transformation, aber in einer anderen Art als oben i.m Text gelast wird, 
siehe in DOETSCH 9. 

175 DOETSCH 2, § 2, 3. - Die Behandlung der Integralgleichungen vom Faltungs
typus vermittels der Laplace-Transformation steht in einem gewissen Parallelismus 
zu der Volterraschen Behandlung von Integralgleichungen mit variablen und mit 
festen Grenzen vermittels der Kompositionstheorie, siehe V. VOLTERRA: 1. c.94 und 
Le<;:ons sur les equations integrales et les equations integro-differentielles. Paris 1913. 
Wegen des Zusammenhangs der beiden Theorien siehe BERNSTEIN 2, S. 38-40.
Ubrigens lassen sich Integralgleichungen vom Faltungstypus, aber mit festen 
Grenzen, ganz analog wie im Text die mit variabler oberer Grenze erledigen, wenn 
man statt der Laplace-Transformation eine geeignete andere Transformation, die 
"endliche Fourier-Transformation" anwendet. Siehe hierzu G. DOETSCH: Integra
tion von Differentialgleichungen vermittels der endlichen Fourier-Transformation. 
Math. Ann. 112 (1935) S. 52-68. 

176 DaB f}. (0, t) der quadratischen Integralgleichung genugt, wurde zuerst von 
F. BERNSTEIN: Die Integralgleichung der elliptischen Thetanullfunktion. Sitzungs
ber. Ber1. Akad. 1920, S. 735-747 durch Ausrechnen gefunden. Die Behandlung 
der Integralgleichung durch Laplace-Transformation siehe in BERNSTEIN I. Die 
darin enthaltene Tatsache, daB die Gleichung unendlich viele Lasungen bat, wurde 
zuerst von G. DOETSCH bemerkt. - Die Integralgleichung stellt einen SpeziaUall 
einer allgemeineren Gleichung dar, die eine einfache warmetheoretische Deutung 
zulaBt, siehe DOETSCH 20, § 5. 

177 Ein Beispiel siehe in WIENER und HOPF I. 

178 N. H. ABEL: Solution de quelques problemes it l'aide d'integrales dMinies, 
und: Resolution d'un probleme de mecanique. ffiuvres completes, Nouvelle edition, 
t. I, Nr.II S. 11-27 und Nr.IX S. 97-101. Historisch ist die Abelsche Integral
gleichung die erste, die als solche aufgestellt und auch wirklich gelast wurde. Die 
Umkehrung der Fourier-Transformation stellt zwar ein noch friiheres Beispiel dar, 
doch wurde das damals nicht im Sinne der Lasung einer Integralgleichung auf
gefaBt. - Die Lasung der Abelschen Gleichung vermittels der Laplace-Transforma
tion· siehe in DOETSCH 2, § 4. Eine sorgfaltige Diskussion der Abelschen Gleichung 
unter Zugrundelegung Lebesguescher Integrale und mit besonderer Berucksich
tigung des Problems der Tautochrone, durch das Abel auf die Gleichung kam, 
siehe bei 1.. TONELLI: Su un problema di Abel. Math. Ann. 99 (1928) S. 183-199. 

179 Diese Gestalt der Lasung findet sich bei R. ROTHE: Zur Abelschen Integral
gleichung. Math. Z. 33 (1931) S.375-387 [S.376]. 

180 Diese Gleichung ist nach einer anderen Methode und unter Zugrundelegung 
Lebesguescher Integrale, bei denen die Aussagen einfacher werden, behandelt von 
J. D. TAMARKIN: On integrable solutions of Abel's integral equation. Ann. of Math. 
(2) 31 (1930) S. 219-229; dann von R. ROTHE: 1. C. 179, dessen Ergebnis unter Nr. 2: 

IP (t) = - sin P 'Jt R 1+ 1 aber offenkundig unrichtig ist. Fur P = 0, 1, 2, ... ware 
'Jt tl' 

das namlich ° und fur die ubrigen P> ° nicht integrabe1. Der Fehler im Beweis 
tfl +1 tl' + 1 r (It + 2) _ 

besteht darin, daB die Forme! ---+-~l ~ = r ( +) tl' n (1. C. S. 378) auch 
dtn It-n 1 

fur ganzzahlige n > It in Anspruch genommen wird, wo sie sinnlos ist. Auch die 
Nr. 3 und 4 sind mit Fehlern behaftet. 

181 Das Wesen dieses Begriffs wurde bereits von LAPLACE I, S. 1-6 recht 
klar erkannt. Er weist darauf hin, daB man die Potenzen an auch zunachst nur 
flir ganzzahlige Exponenten n definiert habe (Descartes) und dann spater flir 
gebrochene n (Newton und Wallis). Nun hat schon LEIBNIZ manche Analogien 
zwischen Ableitungen und Potenzen bemerkt, Z. B. bei seiner Differentiations-



Historische Anmerkungen. 419 
n 

formel (f· g) (nj L: (:) ,c,j g(n-.j , fiir die man symbolisch (f + g) 11 schreiben kann, 

.=0 
wenn man nach Ausfiihrung die Exponenten durch Differentiationsindizes ersetzt. 
Diese Analogien sind vor allem von LAGRANGE weiterverfolgt worden. Wie schon 
im 2. Kapitel des Textes ausgefiihrt, bildet bei Laplace einen Hauptgrund flir die 
Einfiihrung seiner fonction generatrice das Bestreben, diese Analogien auf eine 
sichere Grundlage zu stellen, und zwar durch Abbildung der Funktionen, die 
differenziert werden, auf andere, bei denen die Differentiationen sich in Multi
plikationen mit Potenzen spiegeln. Er sagt (I. S. 6): La theorie des fonctions 
generatrices etend a. des caracteristiques queIconques (gemeint sind Differenzen
und Differentiationssymbole) la notation cartesienne; elle montre en meme temps 
avec evidence l'analogie des puissances et des operations indiquees par ces caracte
ristiques. - Seit Laplace hat sich iiber den Begriff der Differentiation und Inte
gration nichtganzer Ordnung eine uniibersehbare Literatur gebildet, ohne daB es 
bisher gelungen ware, aIle Fragen restlos zu klaren. - Vgl. auch 202. 

182 Diese Definition wurde gegeben von B. RIEMANN: Versuch einer allgemeinen 
Auffassung der Integration und Differentiation. Ges. "Verke, 2. Auf!. 1892, S. 353 
bis 366. An diese Arbeit sowie an eine von J. LIOUVILLE: Sur Ie ca1cul des diffe
rentielles a. indices que1conques. J.Ec.Polyt. 21. cah., 13 (1832) S. 71-162, hat die 
spatere Entwicklung meist angekniipft, weshalb die Ableitung nichtganzer Ordnung 
auch "Riemann-Liouvillesche Derivierte" genannt wird. 

183 DOETSCH 9, S. 572. 
184 Dieses Beispiel wird unter Verwendung der Operatorensprache behandelt 

bei H. T. DAVIS: The application of fractional operators to functional equations. 
Amer. J. of Math. 49 (1927) S. 123-142, die Losung ist aber unvollstandig (es 
fehlt der mit a multiplizierte Summand der Losung oben im Text). AIle anderen 
dort behandelten Gleichungen, die teilweise nicht korrekt behandelt werden, lassen 
sich ebenfalls mit der Laplace-Transformation vollstandiger und iibersichtlicher 
losen. 

185 Vgl. damit auch die von VOLTERRA: 1. C. 94, analog vermittels der Komposi
tionstheorie (vgl. 175) abgeleiteten Additionstheoreme. Er nennt sie (Fonctions de 
lignes S. 157) "la propriete la plus cachee et la plus importante des solutions". 

186 Zuerst aufgestellt von E. CESARO: Sur un probleme de propagation de la 
chaleur. Bull. Acad. Brux. 1902, S.387-404; mit Laplace-Transformation be
wiesen bei BERNSTEIN 3, S. 48. 

187 Formel (2) und (3) bei DOETSCH 2, S.206, 20.7. Die Aufgabe, Funktionen
paare Fl (t), F 2 (t) zu bestimmen, die der Gleichung Fl * F 2 = 1 geniigen, ist von 
SONINE: Sur la generalisation d'une formule d'Abel. Acta Math. 4 (1884) S. 171 
bis 176 im AnschluB an die Abelsche Integralgleichung in Angriff genommen 
worden. Sein Verfahren liefert aber nur soIche L5sungen, die von der Gestalt 
F) (t) = t- P . ganze Funktion, F 2 (t) = t- q • ganze Funktion, 0 < p < 1, 0 < q < 1, 
P + q = 1 sind. Die im Text unter (2) und (3) gegebenen Losungen fallen also 
nicht darunter. 

188 DOETSCH 3. 
189 Formel (4) bis (8) in DOETSCH 3. 
190 Formel (10) ist in DOETSCH 26, S.621 auf ganz anderem Wege abgeleitet, 

vgl. 25.2 (4). 
191 Von den unter den M k, m enthaltenen Funktionen wurden zuerst die Hermite

schen Polynome von DOETSCH nach der Methode des Textes behandelt, dann in 
Ana\ogie dazu die Laguerreschen Polynome von TRICOMI, schlieBlich die Mk,m 
selbst von ERDELYI. Einzelangaben siehe unten. 

192 ERDELYI 2, S. 131, 132. Die Laplace-Transformierte des Produktes von 
mehreren M k, m siehe bei ERDELYI I. Vorher war schon die Laplace-Transformierte 

27* 
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des Produktes von zwei Hermiteschen und zwei Laguerreschen Polynomen bestimmt 
worden bei DOETSCH 15 und MAYR: 1. c. ll3 . 

193 ERDELYI 2, S. 135. 
194, TRICOMI 3, S. 335. 
195 TRICOMI 3, S. 335. 
196 DOETSCH 15, S. 594. 
197 Formel (6) und (7) bei DOETSCH 15, s. 595. Die Funktionen XI" (.¥, t) sind 

naturlich nicht die einzigen, die die Eigenschaft (6) haben, denn z. B. die Funk
tionen '" (x + p, t) besitzen sie auch. Bemerkenswerterweise ist aber (6) doch 
zusammen mit der linearen Transformationseigenschaft 

0(1" + 2 XI" (0( x, 0(' t) = XI' (x, t) (0( > 0) 

fur die XI' (x, t) bis auf triviale Faktoren charakteristisch, wenn man nur L-Funk
tionen zur Konkurrenz zuliWt, siehe DOETSCH 21. 

19S Fur diese Formeln siehe WATSON: 1. c. 10S, S. 384 fig., wo auch die Herkunft 
angegeben ist. 

199 Als erster hat PINCHERLE 2 die Besselfunktionen systematisch vom Stand
punkt der Laplace-Transformation aus untersucht, doch handelt es sich da nicht 
um Funktionalrelationen, sondern um die Korrespondenz zwischen Funktionen, 
die linearen Differentialgleichungen genugen (wofur die Besselfunktionen ein 
Beispiel sind), und algebraischen Funktionen (ihren Laplace-Transformierten). 
Der erste, der Funktionalrelationen fur Iv auf dem Weg uber die Laplace-Trans
formation vermittels des Faltungssatzes abgeleitet hat, war CAILLER I. Von ihm 

1 
stammt Formel (11), (12) und (140) fur p = O. Den Sonderfall 11 = 2 von ~12) 

hat in neuerer Zeit W. O. PENNELL: The use of fractional integration and dif
ferentiation for obtaining certain expansions in terms of Bessel functions or of 
sines and cosines. BulL Amer. Math. Soc. 38 (1932) S. 115-122 vom Standpunkt 
der verallgemeinerten Differentiation und Integration behandelt, hieran anknupfend 
H. P. THIELMAN: Note on the use of fractional integration of Bessel functions. 
Bull. Amer. Math. Soc. 40 (1934) S.695-698. - Die Relation (140) fur p=O, 
die ein Additionstheorem hinsichtlich der Parameter a, b darstellt, hat J. HADAMARD: 
Sur un probleme mixte aux derivees partielles. Bull. Soc. Math. France 31 (1903) 
S.208-224 [S.219J vermittels des Huygensschen Prinzips (siehe 25.1) abgeleitet 
und auch eine weitere geometrische Deutung fur sie gegeben. - Die Formeln (13) 
und (14) sind ubrigens bei WATSON: 1. c. 108 nicht aufgefuhrt. - Eine systematische 
Ableitung so1cher Relationen flir Besselfunktionen vermittels des Faltungssatzes 
siehe bei COPSON I und FISCHER I. 

200 Die Losung von (1) auf dem angegebenen Weg bei PINCHERLE 9, § 1. Der 
dortige Beweis, daB die "Teilbarkeit" von G durch K auch hinreichend fUr die 
Losbarkeit sei, ist nicht stichhaltig. 

201 Satz 2 und 3 bei PINCHERLE 9, § 1. Flir spatere Untersuchungen uber 
Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung siehe E. HILB: Lineare Dif
ferentialgleichungen unendlich hoher Ordnung mit ganzen rationalen Koeffizienten. 
I. Math. Ann. 82 (1921) S. 1-39; II. lb. 84 (1921) S.16-30; III. lb. 84 (1921) 
S. 43-52; O. PERRON: Derselbe Tite1. Math. Ann. 84 (1921) S. 31-42; besonders 
an Pincherle anknupfend: E. HILB: Zur.Theorie der linearen Differenzengleichungen. 
Math. Ann. 85 (1922) S.89-98. . 

202 PINCHERLE 9 hat die lntegralgleichung (1) auch in dem Fall betrachtet, 
daB der Integrationsweg eine vertikale Gerade ist und die Funktionen nicht not-

.. U dl'h l'd d 'llk() (-1)nr(n+1) wendlg 1m nen lC en regu ar sm . In em er spezle s = n + 1 
s " 

setzt und n auch nichtganz sein laBt (9, § 3, 4), erhalt er eine neue Definition. der 
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Ableitung nichtganzer Ordnung. Sie entspricht der Forderung, daB die Formel 
j(nl(s)=2{(-t)"P(t)} auch fiir nichtganze n gelten solI (sie definiert also die 
Derivierte im I-Bereich auf analogeArt, wie wir es S. 301 im L-Bereich getan haben), 
und hangt natiirlich eng zusammen mit der Definition, die die Derivierte durch 
Ausdehnung der Cauchyschen Integralformel fiir 1(") (s) auf nichtganzes n gewinnt 
(vgl. hierzu L. M. BLUMENTHAL: Note on fractional operators and the theory of 
composition. Amer. J. of Math. S3 (1931) S.483-492). 1m obigen Spezialfall 
hat (1) die Form der Abelschen Integralgleichung (15.3), nur ist der Integrations
weg eine geschlossene Kurve im Komplexen. PINCHERLE 9, § 6, hat iibrigens auch 
die urspriingliche Abelsche Integralgleichung mit variabler oberer Grenze im 
Komplexen betrachtet und durch einen zu 15.3 analogen Kalkiil gelost. - Die 
Abhandlung 9 ist eine der bedeutendsten Arbeiten von PINCHERLE, die vieles ent
halt, was erst spater von anderen wiedergefunden worden ist, und die auch heute 
noch nicht als voll ausgeschopft angesehen werden kann. Infolge des entlegenen 
Erscheinungsortes ist sie ziemlich unbekannt geblieben. 

203 V gl. hierzu 202. 

204 Diese merkwiirdige Funktionalrelation fiir die r-Funktion wurde von 
MELLIN 4 (Formel 34), aber auf ganz anderem. sehr viel komplizierterem Weg 
abgeleitet. 

205 DOETSCH 19. 
206 Die Methode wurde zuerst fiir partielle Differentialgleichungen von 

DOETSCH 4 angegeben (vgl. 19. Kap. und fIg.), in DOETSCH II, S. 24 ist kurz darauf 
hingewiesen, daB sie sich auch bei gewohnlichen Differentialgleichungen verwenden 
laBt. Dies ist explizit durchgefiihrt (wenn auch nicht mit der Ausfiihrlichkeit des 
obigen Textes) in VON STACHO I, § 5, dann spater noch ofters, vgl. z. B. VAN DER 
POL I. 

207 Diese beiden Beweise nach DOETSCH 17, S. 5, 6. 
208 Diese Gestalt der Losung wird meist DUHAMEL (J. :Rc. Polyt. 14 (1833) 

S. 34) zugeschrieben. 
209 Siehe 91. Zum folgenden siehe DOETSCH 23. 

210 Siehe O. HEAVISIDE: Electromagnetic Theory. 3 Bde, London 1922. 
An Heavisides Arbeiten hat sich eine ungeheuer weitschichtige Literatur ange
schlossen, die durchweg mathematisch sehr unzulanglich ist; siehe hieriiber auch 
24. Kap. 

211 Vgl. hierzu die allerdings mathematisch unzureichende Studie von J. M. 
DALLA VALLE: Note on the Heaviside expansion formula. Proc. Nat. A-cad. USA 
17 (1931) S.678-684. 

212 Siehe hieriiber z. B. F. D. MURNAGHAN: The Cauchy-Heaviside expansion 
formula and the BoltZmann-Hopkinson principle of superposition. Bull. Amer. 
Math. Soc. 33 (1927) S.81-89. 

213 Die Symboliker gehen vielfach von der Darstellung der Losung durch ein 
komplexes Integral aus, das kein anderes als das komplexe Umkehrintegral der 
Laplace-Transformation ist. Dieses bei gewohnlichen Differentialgleichungen an
zuwenden. ist iiberfliissig und umstandlich, da wir in § 1 und 2 explizite Aus
drilcke fiir die Losungen fanden. Vgl. im iibrigeh hierzu 24.2. 

214 Siehe E. KAMKE: Differentialgleichungen reeller Funktionen. Leipzig 1930, 
§ 26; CH.-J. DE LA VALLEE POUSSIN: Cours d'analyse infinitesimale. II, 5e ed. 
Louva[n~Paris 1925, S. 201-209. Vgl. noch fiir eine Differentialgleichung K. BOEHM: 
Uber lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und einer 
St6rungsfunktion. Sitzungsber. Heidelb. Akad. 1930, 16. Abhandl., fiir Systeme 
L. LOCHER: Zur Auflosung eines Systems von linearen gew5hnlichen Differential
gleichungen mitkonstanten Koeffizienten. Comment. Math. Helv. 7 (1934) S.47 
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bis 62. In all diesen Arbeiten handelt es sich urn den Fall, daB die "Anfangswerte" 
der Lasungen vorgegeben sind. Fiir den Fall, daB etwa bei Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung die "Randwerte" an den beiden Enden eines Intervalles vor
gegeben sind, ware eine direkte Begriindung eines ahnlichen Kalkiils, besonders 
bei Systemen, sehr viel komplizierter. Dagegen laBt sich mit einer passenden 
Funktionaltransformation auch dieser Fall sehr iibersichtlich erledigen, siehe 
H. KNIESS: Lasung von Randwertproblemen bei Systemen gewahnlicher Differen
tialgleichungen vermittels der endlichen Fourier-Transformation. Dissertation, 
Freiburg 1937. 

215 Das folgende bei DOETSCH 28, S.47-49. 
216 DOETSCH 23, S.241, 242. 
217 Vgl. dazu etwa N. 'WIENER: The operational calculus. Math. Ann. 95 

(1926) S.557-584. 
218 Damit ist ein von Wiener in der unter 217 zitierten Arbeit, S. 560. vor

gebrachter Einwand gegen die Methode der Laplace-Transformation als MiBver
standnis widerlegt. 

219 Siehe DOETSCH 23, S. 242 und die am SchluB von 175 zitierte Arbeit 
von DOETSCH. 

220 Die geschilderte Methode wurde zuerst von DOETSCH 4 (Wiedergabe eines 
Vortrags vor der deutsch. Math.-Versamml. 1923) angegeben und am Beispiel der 
parabolischen Gleichung mit konstanten Koeffizienten vorgefUhrt, ausfiihrlicher 
dann in DOETSCH 5,6 und 7 (5 gemeinsam mit F. BERNSTEIN). Es seien hier chrono
logisch diejenigen spateren Arbeiten angefiihrt. in denen die Methode nun ,zur 
Lasung weiterer Probleme bei partiellen Differentialgleichungen benutzt worden 
ist (fiir gewahnliche Differentialgleichungen siehe 206): PLANCHEREL 1 (Skizze 
einer Anwendung auf die hyperbolische Gleichung mit variablen Koeffizienten); 
DOETSCH 12 (Explizite Lasung der hyperbolischen Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten); ODQVIST 1 (System von parabolischen Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten); MXCHLER 1 (Ausfiihrung der Skizze von Plancherel); PICONE 1 
(parabolische Gleichung mit konstanten Koeffizienten) und 2, 3 (allgemeiner Fall; 
hier wird weniger die explizite Lasung des urspriinglichen Problems, als die Be
rechnung der Lasung des reduzierten Problems angestrebt; ferner wird die Methode 
zur Ableitung von Vertraglichkeitsbedingungen zwischen den Randwerten (vg1.233). 
sowie von Existenz- und Eindeutigkeitssatzen benutzt, die aJlerdings illusorisch 
sind, weil nicht beachtet wird, daB es auch Lasungen geben kann, die die fiir die 
Anwendbarkeit der Methode unentbehrlichen Voraussetzungen V1• V 2 des Textes 
nicht erfiillen, siehe 20.5); LOWAN 1-6 (parabolische Gleichung mit variablen 
Koeffizienten); HEINS 1 (parabolische Gleichung mit konstanten Koeffizienten: 
die Arbeit enthalt mehrere Fehler, siehe das Referat im J ahrb. ii. d. Fortschr. 
d. Math.); IGNATOVSKIJ 1 (hyperbolische Gleichung mit konstanten Koeffizienten) ; 
CHURCHILL 1 '(parabolische), 2 (hyperbolische Gleichung), 3 (allgemeine Theorie, 
vgl. im Text den SchluB des 23. Kapitels), - Zu erwahnen ist in diesem Zusammen
hang auch CARSON l, ein Buch, dem eine Anzahl von Arbeiten desselben Ver
fassers vorausgegangen sind und dessen eigentlicher Zweck darin besteht. eine 
Begriindung der symbolischen Operatorenmethode (siehe 18.3 und 24.1) geben 
zu wollen. Carson hat rein formal bemerkt, daB bei einer gewahnlichen linearen 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten die symbolische Lasung (bei 
uns: Lasung des reduzierten Problems) die Laplace-Transformierte der wirklichen 
Lasung ist. und behauptet nun ohne Beweis denselben Zusammenhang fiir beliebige 
gewahnliche und partielle Differentialgleichungen. Die eigentliche Grundlage, 
namlich die direkte Anwendung der Laplace-Transformation auf die Differential
gleichung. wodurch die wirkliche Beziehung zwischen der urspriinglichen und der 
reduzierten (symbolischen) Gleichung aufgedeckt wird, fehlt. Auth sonst sind die 
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in dem Buch gegebenen Beweise der Entwicklungssatze. flir die Losungen groBten
teils nichts anderes als formale (nicht einmal als so1che einwandfreie) Rechnungen. 
die gerade an den entscheidenden Stellen versagen bzw. abbrechen. Ausfiihr
licheres hieriiber in DOETSCH 14. 

221 Man kann sie z. B.. wenn auch nicht unmittelbar in dieser Gestalt. aus 
KAMKE: 1. c. 214• S.265-271, 277 entnehmen. 

222 DOETSCH 5; 6. § 1-

223 DOETSCH 7. § 1. Hier ist !Xi (x. t) "'" 0 gesetzt. 

224 DOETSCH 20. S.333-337. 

226 M. GEVREY: Sur les equations aux derivees partielles du type parabolique. 
}. de Math. (6) 9 (1913) S.305-471 und 10 (1914) S.105-148 [Nr.18]. Siehe 
die Wiedergabe in DOETSCH 28. S. 51-53. 

226 H. POINCARE: 1. c. 7• S. 27-30; E. E. LEVI: SuI equazione del calore. Ann. 
di Mat. (3) 14 (1908) S. 187-264 [S.190]. Kritik dieser Beweise in DOETSCH 28, 
S. 53-57, 60. 61-

227 Die Existenz so1cher singularen Losungen wurde zum erstenmal in DOETSCH 
6. § 2. aufgedeckt. ferner in DOETSCH 7, S.612; 12, S. 75-78; 20, S.337, 338; 
28. S. 57-60. 

228 DOETSCH 6. S. 301, 302 . .A..hnliche Deutungen der Funktionen x (x, t) und 
'P (x. t) finden sich schon bei FOURIER: Theorie analytique de la chaleur. Paris 
1822. Nr. 377-381 und LORD KELVIN: Math. and phys. papers II. S.61-

229 DOETSCH 12. 
230 Benutzt man die Laplace-Transformation in Gestalt eines Stieltjesintegrals 

00 

J e- st d!Xi(t), so besitzt e-(f.S eine L-Funktion. namlich 
o 

!Xi {O fiir t -< 01: 
(t) = 1 fiir t > 01: , 

t 
und dem Produkt ao (s) e- (f.S entspricht das Faltungsintegral J A (t-T) d!Xi (T). das 

o 
ausgerechnet auf denselben Wert wie im Text fiihrt. Uber die organische Ent-
stehung des Stieltjesintegrals als Grenzfall eines Riemannschen Integrals und eine 
dem Praktiker einleuchtende Deutung siehe DOETSCH 12. S.65. 

231 Siehe WATSON: 1. c. 108, S.416. Fornlel (4). Diese geht durch die Sub
stitution t2 - y2 = T2, a = (1. b = k. y2 = - 01:2 in die unsrige iiber. 

232 DOETSCH 12. S. 75-78. 
233 Die Ableitung so1cher Vertraglichkeitsbedingungen nach derselben Methode 

auch fiir allgemeinere Typen von Gleichungen siehe in PICONE 3. 
234 FOURIER: 1. C. 228, Nr. 163 fig. 
235 LOWAN I. 
236 Dieser Weg ist neuerdings beschritten in CHURCHILL 3. 
237 Siehe hierzu DOETSCH 23 sowie 14. 
238 Siehe etwa BOCHNER I, S.47. 
239 Siehe z. B. T.}. I'A. BROMWICH: Normal coordinates in dynamical systems. 

Proc. Lond. Math. Soc. 15 (1916) S.401-448. 

240 Es sei hier aus der groBen Fiille der betreffendenLiteratur. die meist mathe
matisch sehr viel zu wiinschen iibrig laBt, auBer auf die in 239 zitierte Arbeit noch 
verwiesen auf K. W. WAGNER: Uber eine Formel von Heaviside zur Berechnung 
von Einschaltvorgangen. Arch. f. Elektrotechnik 4 (t 916) S. 159-193 sowie auf 
die Arbeiten von G. GIORGI. wie z. B. Sugli integrali dell' equazione di propagazione 
in una dimensione. Rend. Circ. Mat. Pal. 52 (1928) S.265--312. - Vg1. auch 
WIENER: 1. c. 217. 
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241 Die bei unendlichem Integrationsintervall geiibte Methode, die Losung aIs 
Fourier-Integral anzusetzen, entspricht genau der auf Fourier zUrUckgehenden 
Methode, l3ei endlichem Intervall die Losung als Fourier-Reihe anzusetzen, wobei 
bekanntlich dieselben Schwierigkeiten hinsichtlich der Randbedingungen auftreten. 
Gerade so wie die Methode des Fourier-Integrals durch die in der anderen Richtung 
vorgehende Methode der Laplace-Transformation ihre vollige Aufhellung erfahrt, 
wirddie Methode der Fourier-Reihe geklart und erganzt durch die in DOETSCH:. 
I. c. 175 (Ende) entwickelte Theorie der "endlichen Fourier-Transformation", vgl. die 
dortige FuBnote 15. 

242 Die Dbertragung des Huygensschen Prinzips auf allgemeine Faile riihrt 
.von J. HADAMARD her, siehe: a) Sur un probleme mixte aux derivees partielles. 
Bull. Soc .. Math. France. 31 (1903) S. 208-224, ausfiihrlicher: b) Principe de 
Huyghens et prolongement analytique. Bull. Soc. Math. France 52 (1924) 
S.241-278, vgl. auch S. 610-640. 

243 DOETSCH 26, S. 614. 
244 DOETSCH 26, S. 61 5-619. 
245 Das Eulersche Prinzip ist zum erstenmal formuliert und angewendet worden 

in DOETSCH 20. Dort (S., 326, 327) ist auch der erwahnte Eulersche Spezialfall 
naher ausgefiihrt. 

246 DOETSCH 26, S. 620, 621. 
24~·'Diese Be~ehung wurde in DOETSCH 26, S. 621~628 klargestellt. Es wird 

dadurch Antwort erteilt auf eine von HADAMARD: 1. c. 242 b), S. 247 und 623, 624 
aufgeworfene Frage. 
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