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Vorwort. 

Die zunehmende Verwendung mathematischer Hilfsmittel in der 
physikalischen und technischen Literatur macht ein ständiges Nach­
schlagen in umfangreichen, mitunter schwer zugänglichen Werken der 
mathematischen Fachliteratur und in zahlreichen Einzelarbeiten not­
wendig. Dabei gibt es aber eine sehr große Zahl von Resultaten, ins­
besondere von Formeln, die sich auf geringem Raum wiedergeben lassen 
und einen großen Teil dessen ausmachen, was immer wieder gebraucht 
wird und immer wieder mit Mühe zusammengesucht werden muß. Die 
Verfasser hoffen, daß die von ihnen vorgelegte Obersicht über die Eigen­
schaften einer Reihe von speziellen Funktionen hier von Nutzen sein 
wird. 

Um Unterbrechungen des Textes durch allzu viele Hinweise zu ver­
meiden, sind Zusammenstellungen der benutzten Abkürzungen und der 
verschiedenen Funktionssymbole sowie das Literaturverzeichnis am 
Schluß des Buches angefügt worden. 

Alle Beweise, und alles, was zur Methode gehört, ist fortgelassen 
worden. Dementsprechend sind z. B. auch die zahlreichen Darstellungen 
der behandelten Funktionen durch Schleifenintegrale nicht aufgenom­
men worden, da diese wesentlich ein methodisches Hilfsmittel und 
nicht unmittelbar anzuwendende Formeln darstellen und im übrigen 
in den meisten Fällen aus den mitgeteilten Formeln in leicht ersicht­
licher Weise gewonnen werden können. 

Der Fragenkreis der Reihenentwicklungen nach orthogonalen Funk­
tionen ist nicht berücksichtigt worden, da dies ohne ein ausführliches 
Eingehen auf Konvergenz- und Entwicklungssätze wenig sinnvoll zu 
sein schien; dementsprechend sind außer einigen speziellen Reihen­
entwicklungen nur die verschiedenen Orthogonalitätsrelationen an­
gegeben worden. 

Die LAM:Eschen Funktionen sind fortgelassen und die Behandlung 
der MATHIEUschen Funktionen ist auf ein Mindestmaß beschränkt 
worden, da für diese beiden Funktionenklassen nur wenige abgeschlos­
sene Resultate vorliegen, so daß ihre Verwendung ein Einarbeiten in 
die Methoden unerläßlich macht; gerade für diese Funktionen existiert 
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im übrigen die ausführliche Monographie von M. I. 0. STRUTT, auf die 
hier verwiesen werden kann. 

Für freundlichen Rat und wertvolle Hilfe sind wir Frau Dr. FLÜGGE­
LoTz und den Herren .Dr.-Ing. FLÜGGE, Professor Dr. H. GEPPERT, 
Professor Dr. R. GRAMMEL, Professor Dr. H. ScHMIDT und insbesondere 
Herrn Professor Dr. W. Süss zu größtem Dank verpflichtet. 

Dem Springer-Verlag danken wir für die großzügige Unterstützung 
unserer Arbeit. 

Berlin, in;J. Januar 1943. 
Die Verfasser. 
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Erstes Kapitel. 

Die Gammafunktion. 

Die Funktion 1 r (z) ist eine analytische meromorphe Funktion von z 
mit einfachen Polen an den Stellen z = -l für l = 0, 1, 2, ... und den 

diesbezüglichen Residuen (~~I)'. Sie ist als solche durch die folgenden 

drei Eigenschaften und die Forderung F(1) = 1 eindeutig bestimmt: 
DieFunktionalgleichung F(z + 1) = zF(z). 
F(z) ist reell und positiv, wenn z reell und positiv ist. 
Für reelle positive Werte von z ist (F'(z))2 < F(z)F"(z). 
Weitere Funktionalgleichungen: 

F(z) F(l - z) = ~; r( 21 + z) r( 21 - z) = ....!!___ smnz cosnz 
(Ergänzungssätze), 

F(z) r(z + !) r(z + !) ... r(z + ": 1) = (2n)<n- 1>12 n't•-n•F(nz) 

( Multiplikationstheorem; n = 2, 3, 4, ... ) . 

Insbesondere für n = 2 und n = 3 

F(2 z) = - 1- · 2-''• 211 F(z) r(z + _!_) p;i 2 

F{3z)= 21n·3-''•38 • F(z)r(z+ !)r(z+ :). 

SpezieUe W erle: 
r(n+1)=nl (n=O,l,2, ... ); 

8 

r(!) = i~; [] r(!:) = Mo ( ~)a. 
3 36 }'3 • 

n-1 
(F(i)') _ 31 5i- 1 7• 91 - 1 . . r'(1) F'(r) 
16n1 - 31 - 1 -5"1 71.::} -98 · ' · ' F(1) - F(t) = 2 ln 2· 

Vff'schiedsne analytische AfiSdrücke für F(z): 
Q) 1 

F(z) =Je-' ttr-1 dt = J (In+ r-1 dt (Re z > 0), 
0 0 

Q) fl 

F(z) = l[e-'- ,27 <~/>'Je•-ldt, J l-0 
1 Vielfach wird F(z + 1) mit 11 (z) oder mit z! bezeichnet und ,.Fakultät 

von z" genannt. 
Mapus u. Oberhett!D&er, Formeln u. Sitze. 1 



2 Die Gammafunktion. 

wobei n die nächst kleinere ganze Zahl der Reihe 0, 1, 2, ... zu Re (- z) 
ist. 

oo m 

_ _!___. = ze0 • [] (1 + _::__) e-ztn = lim m1-• [[(1 + ~- 1) 
F(z) n . n 

fl.=l m--)o-co n=l 

m 

mit C = lim ( 2) +- ln m) =0,577215 ... ; 
m ...... oo l=l 

C heißt "EULERsche Konstante"; diese wird vielfach auch mit y be­
zeichnet. 

F(x +1)F(y + 1) = Jloo n(y + x + n) 
F(x + y + 1) (x + n) (y + n) 

n=l 

(x, y =+= -1, -2, -3, ... ). 

Es sei cx = e2ni/n und n = 2, 3, 4, ... ; dann ist 

r(- z) F(- Cl z~ • .• F( _Cl" 1 z) = - Z" [ 1 - ( ~ )"] [ l - (; )"] [ 1 - (; )"]. .. 

( •) c "') = (l - z) ( l + ; ) ( l - ; ) ( l + :) ... 
r1+ 2 r-2-

r(x+-_01 = e-iOII___!_.,-Jioo[ e'"l~ ] 
F(x) x + ~ y n=l 1 + ~--

x+n 

(x, y reell; x > O), 

F(x+iy)F(x-iy)=IF(x+iy)l2=Jl00
[_ 1 ] 

F 2 (xl , F(x) n=O 1 +--~ 
(x + n)2 

(x, y reell; x > O), 

F(z)F(f) ~ (2n)l 1 
F(z+t) =.L.;22"n!n!z+n' 

n=O 

F(z) F(a + 1) = \; ( _ l)" a(a- 1) (a- 2) ••. (a-n) _1 _ 
F(z+a) .L.J nl z+n 

n=O 

(a reell und positiv). 

Die Funktion d ln F(zJ = rr'((z) wird mit 'ljJ (z) bezeichnet. 
dz z) 
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Es ist 
00 00 

1p(Z) = f[e~t - 1 :·e~-~J dt = f[e-t- (1 ~ fF t/ 
0 0 

1 

=J[:~ -- {~~\] dt (für Rez>O) 
0 

00 

= - C + ~ (_!_ - _I_) ' .4..1 n z+n 
n=l 

00 

I I tdt 
1p(Z)=lnz- 2z-2 (tl+z2)(e2nt_ 1) 

0 

(largz I<~). 
00 

d2ln F(z) - F(z) r"(z)- F'2(z) = I (z) = ~--~-
dz2 - F 2(z) -1p .4..1 (z + n)2 ' 

n=O 
1 1 1 

1p(l) = -C; 1p(n + l) = -C + l + 2 + 3 + · · · + n-
(n = l, 2, 3, ... ) , 

1p(t} = -C- 2ln2, 

"'(_!_ ± n) = -In 4 y + 2 [1 + _!_ + _!_ + .. · + - 1 -] 
T 2 3 5 2n-I 

(n = l, 2, 3, ... ; y = e0 = 1,78107, .. ), 
CO 

1 Jarctgtfz lnF(z) = (z- ~) lnz- z + 2 In2n + 2 e2 ,. 1 _ 1 dt, 
0 

w 

wobei Re z > 0 und arc tg w = J_!:_!__, erstreckt über einen geradlinigen 
1 + s2 

Integrationsweg in der komplexen w-Ebene ist. 
Asymptotische Entwicklung für F(z) bei großen Werten von I z I: Die 

Formel von STIRLING: 
N-l 

( I ) 1 \1 B zl-2 n 
lnF(z) = z- 2 In z- z+ 2 1n 2n + .4..1 ( -l)"-1 2 n(2 n _I)+ RN(z). 

n=l 

Hierbei ist I arg z I < n, die Zahlen B211 sind die BERNOULLischen Zah­
len, welche durch 

Bo = L B1 = ~. B 2 n+l = 0 (für n = 1, 2, ... ), 
00 

2(2n)! ~ 1 
B2 n = (2n)2n .4..1 7ii""' 

k-1 
1* 
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oder durch 

definiert sind, und es ist, mit arg z = rp, 

I RN (z) I ::::;;: B•N 11 N-1 • 

2N(2N-l)J.rJIN-l(cosf) 

Hieraus findet man für r (z) eiJle asymptotische Entwicklung; deren erste 
Glieder die Formel ergeben: 

r(z) = e<,.....'t•lln:t-• f2n[ I+ 1!z + 2s!z•- 5l~~z8- 248;3120z4 + O (r'>] 
(I argz I< n). 

Für ~eelle positive z ist der Fehler kleiner als das letzte noch berücksich­
tigte Glied. 

Bestimmte Integrale, die auf die Gammafunktion führen: Man definiert 
die Beta-Funktien B(x, y) durch 

Es ist 

1 

B(x, y) = 1 t~»-1 (I - t)V-1 dt 

(Rex>O, Rey>O). 

r<~> r(y) 
B(x, y) = r(~ + Y) = B(y, x), 

B(x, y) B(x + y, z) = B(y, z)B(y + z, x). 

Für n, m = I, 2, 3, ... ist 

_I_ = (n + m - 1) = (n + m - 1) 
B(n,m) n-1 m-1 ' 

l 

f a:-1 - v-1 dt - r(~) r(y) i 
t (I t) (I+ p)M+w - r(~ + y) (1 + p)• p• 

0 

(Rex > 0, Re y > 0; p reell und positiv), 

CO 

CO I t• r(~ + I) r(" - ~> 
(I+ t)l+• dt = r<" +I)~ 

(Re y > Rex > - 1), 

f P 1 r(~!) r("- ~-:+I) 
0 (I + t•)l+• tlt = 8 r(y + I) 

(Re z > 0; Re y > Re~ - : + 1 ; · Rex > -I; Re y > -1), 



Die Gammafunktion. 

00 f r(ß + :v + 1) 
-at• 'd -_I_ ß 

o e t t - :Y + 1 alw+ll/• 

(Rea>O, Rex>O, Rey> -1), 

+1 J(I + t)lz-1 (I - t)••-1 _ r(ß) rc:v> dt - 2"'+11 1---
(1 + e•)•+• - r(ß+:v> 

-1 

(Rex> 0, Rey > 0), 

1 f r(I + ß) r(I - ") 
(1- t"')-1'"dt = ß 1 r 

r(1 +-;-- ;-) 
0 

(x, y reell; x > 0, y > 1), 

12
• sa: sv d _ :n r(h+I)r(2y+I) J sm rp cos rp rp- 2h+h+l r(ß + I)r(:v + Il r(N + :v +I) 

0 
rcx + l)r(:v + }) 

= 2r(x+y+I) 

(Rex> --i. Re y > -}), 
n/2 f "' d _ ~ rcß + I) 

cos t cos y t t - 2•+1 ( + ) ( - ) 
r~+I r~+I 

0 2 2 

(Re X> -1), 
CXI Jsin ßtdt- r(l- :Y) :ny 
-~.- - xl-• CO~ 2 

0 

(x, y reell und positiv; 0< y < 2). 

oa:> 

fCOSßtdt _ r(l- :Y) , :Tl~ 
t• - xl-w sm 2 

0 

(x,y reell und positiv; 0 < y < 1), 

5 
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1 1 

J~- 1 f'l(_!_)· s~ =_!!_['I(~) 
YI-ts-2n311•·21/a 3' fl-t3 n21/a 3' 

0 0 

1 

f dt - 1 ['I( 1) 
YI - t' - 4 f2n 4 ' 

0 

1 r tz-1 1 [ (1 + ~) ( ~ )] Ji + tdt = 2 1p -2- - 1p 2 
0 

(Rex-> 0), 
1 

Je~-1 (1- t•) 
l-t dt=1p(x+y)-1p(x) 

0 
(Re (x + y) > 0, Re x > 0), 

1 

Jt~zl-:::._t;)dt = 1p(y) -1p(X) 
0 

(Re x > 0, Re y > 0). 

Ergänzungen: 

In·F(z) = (z -l)lnz- z + !In2n + 
00 00 00 

1[1 '\1 1 2 ~ 1 3 '\1 1 J + 2 "2-3 ~ (z + n)• + 3-4 .ttCI (z + n)a + W ~ (z + n)' + · " " 
n=1 n-1 n-1 

(j argz I< n), 
s+1 
flnF(C)dC = zlnz- z + ~ln2n 
• 

(geradliniger Integrationsweg; I arg z I < n) . 

Einige bestimmte Integrale für die EuLERsche Konstante: 
00 1 

C=-J e-'lntdt=- Jln(m+)dt 
0 0 

1 00 

J [1~ t + 1 ~ e] dt = - J [ cos t - 1 ~ e] d/ 
0 0 

00 

= -f[e-t __ I J dt 
1 + t8 t . 

0 



Die hypergeometrische Funktion. 7 

Integrale mit der Gammafunktion im Integranden treten hauptsäch­
lich bei der MELLIN-Transformation auf; vgl. Kap. VIII, § 4· Hier ist 
noch anzumerken: 

J+oo e"•ds -j[2cos}t]l'+•'-9 etit(~-,.) 
_f:<P. + s) F(v - s) - F(p. + v - ~) 

(t reell; Re (v + p) > 1). 

Zweites Kapitel. 

Die hypergeometrische Funktion. 

§ 1. Die hypergeometrische Reihe. 

fürlti<n 

fürlti>n 

Hypergeometrische Funktionen werden die Lösungen der hypergeo­
metrischen Differentialgleichung 

~u du 
z(1- z) dz2 + [c- (a + b + l)z] dz- abu = 0 

genannt; eine bei z = 0 reguläre Lösung dieser Differentialgleichung 
wird gegeben durch die hypergeometrische Reihe 

ab z a(a+l)b(b+l) z2 
t4 = F(a, b; c; z) = 1 + c TI+ c(c + 1) 2! + · · · · 

Die hypergeometrische Reihe bricht ab, wenn a oder b gleich - n 
(n = 0, 1, 2, ... ) ist. 

Wenn c = -n, ist die Reihe wegen des Verschwindens der Nenner 
vom n + 2ten Gliede ab nicht definiert, sofern sie nicht wegen a oder b 
gleich -m (m < n, m = 0, 1, 2, ... ) abbricht. 

Es gilt aber: 

I . F(a, b; c; z) 1m ___c_--=:-,--
o•-n F(c) 

_ a(a + 1) ... (a+n) b (b +I) ... (b + n) zn+1 F(a+n + 1, b + n + 1; n + 2; z) 
- (n+I)! 

(n=O,l,2, ... ). 

Falls a, b, c von Null verschieden und keine negativen ganzen Zahlen 
sind, ist der Konvergenzkreis der hypergeometrischen Reihe der Einheits­
kreis I z I = 1. Es gelten dann folgende Konvergenzbedingungen: 

1 >Re (a + b- c) ~ 0 Konvergenz auf dem ganzen Einheitskreis 
mit Ausnahme von z = 1. 

Re (a + b - c) < 0 (Absolute) Konvergenz auf dem ganzen Ein­
heitskreis einschließlich z = 1. 

Re (a + b- c) ~ 1 Divergenz auf dem ganzen Einheitskreis. 



8 Die hypergeometrische Funktion. 

Für z = 1 ergibt sich im Falle Re (a + b - c) < 0 
F(e) F(e -a-b) 

F(a, b; c; 1) = F(e- a) F(e- b) • 

Für die Ableitungen gilt: 
dF ab 
-d = - F (a + 1, b + 1; c + 1; z), 

Z G 

rJIF = a(a+I)b(b+I) F( + 2 b+ 2 · + 2 · ) 
dz• e (e + 1) a , ' c ' z . 

Darstellung elementarer Funktionen durch hypergeometrische Reihen: 

(l+x)" =F(-n, 1; 1; -x), F(1+n 1-n . .!_. 11) 
2 ' 2 ' 2' X -

sin (n arcsinM) 
fiN 

ln(1+x)=xF(1,1;2; -x), F(l+ _!. 1 _ _!. • .!_. 11) = sin(narcsinM) 
2 ' 2 1 2 1 X nMJl--*"1 1 

. _ F( 1 1 . 3 . •) arcsmx -X 2 , 2 , 2 , x , F (!!. - -~ · .!_ · ..-•) = cos (n arc sin x) 2, 2, 2,... , 

arc tg x = x F ( ! , 1 ; : ; - xz), F(1+n 1-n . .!_. •) cos(narcsinN) 
2 ' 2 ' 2 'X = fl-NI ' 

. . F(1+n 1-n. 3 .. 1 ) smnx =nsmx - 2-, - 2-,-2 , sm x , 

" 111 rr f _11 SinN ( n 1 + n. . 1 ) 
e- =(212-0 x) ij;ofNF 1 +2, -2-, 1 + n, iof•-*" ' 

cosnx= F(;,-;; ! ; sin•x), 

_ F(1+n 1-n. 1 •. 11 ) cosnx-cosx - 2-,_-2-, 2 , sm x , 

cos n x = cos" ·x F (- ..!!. !..=..!! · .!_ • - tgll x) 
2' 2 ' 2' ' 

In G ~ ;) = 2 x F ( ! , 1 ; : ; xz) . 

Für die hypergeometrische Reihe existiert folgende Integraldarstel 
lung: 1 

F(ab· c·z)= F(e) JtJH(1-t)c-b-1 (1-tz)-odt 
' ' ' F(b) F(e- b) 

0 

(Re(c) > Re(b) > 0). 

Transformationsformeln für die hypergeometrische Funktion: 

F(a, b; c; z) = (1- z)-aF(a, c- b; c; z :.._ 1) 

= (1- z)-"F(b, c- a; c; z:._ 1) 

= (1 - z)o-a-b F (c -- a, c - b; c; z) , 
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r(c) F(c - a - b) • b . ) F(a,b; c; z)= F(c-a)F(c-b) F(a, b, a+ --c+ I, I-z + 

o-a-11 r(c) F(a + b - c) F( b. b + I. I ) + (I - z) r(a) F(b) c- a, c .- , c- a- , - z , 

F(a, b; c; z) = ~~~))~~:= ~~ (- z)-aF(a,.I-c +a; I- b+a;.: )+ 
F(c)F(b-a) )-"F(b b· b· 1) + F(a) F(b - c) (- z ' I - c + ' I - a + ' z ' 

F(a,b;2b;z)=(I- ;raF[;, a~ 1 ;b+~; (2~z)T 

(I + z)2a F ( a, a + ; - b; b + ! ; z•) = F ( a, b; 2b; (l ~z)•) (GAuss), 

(1+ z)211F(2a, 2a +I- c; c; z) =F (a, a + ~; c; (l~:).)(GAuss}, 

F(a, b; a+ b +;; sin21?) = F(2a, 2b; a + b+;; sin1 :)(KUMMER). 

Rekursionsformeln von GAuss. 

cF(a, b-1; c;z)-cF(a-1, b; c; z)+ (a-b)zF(a, b; c+I; z) =0 

c(a- b)F(a, b; c; z} -a(c- b)F(a +I, b; c+ I; z) + 

+b(c-a)F(a,b+I;c+I;z} =.0 

c(c + I)F (a, b; c; z)- c(c + I}F(a, b; c +I; z) 

-abzF(a+I,b+I;c+2;z) =0 

cF(a, b; c;z)- (c -a)F(a, b +I; c + I;z)­

-a(I-zrF(a+I,b+I;c+I;z) =0 

cF(a, b; c; z) + (b- c)F(a +I, b; c +I; z}­

-b(I-z)F(a+I,b+I;c+I;z) =0 

c(c- bz- a)F(a, b; c; z)- c(c- a)F(a -I, b; c; z) + 
+ abz(l-z}F(a +I, b+I; c+l; z} =0 

c(c-az- b}F(a, b; c; z}- c(c -b} F (a, b -I; c; z) + 
+abz(I-z)F(a+ I, b+ I; c+ I; z} =0 

cF(a, b; c; z)- c F(a, b +I; c; z} + az F(a +I, b +I; c +I; z} = 0 

cF (a, b; c; z} - c F (a + I, b; c; z} + bz F (a + I, b + I; c + I; z} = 0 

c{a- (c- b}z}F(a, b; c; z}- ac(I-z)F(a +I, b; c; :Z) + 
+ (c- a}(c-b)zF(a, b; c+I; z} = 0 

c{ b- (c- a)z}F(a, b; c; z}- bc (I- z) F(a, b + 1; c; z) + 

+(c-a)(c-b}zF(a,b;c+I;z} =0 



10 Die hypergeometrische Funktion. 

c·(c + 1)F(a, b; c; z)- c(c + 1)F(a, b + 1; c + 1; z) + 

+a(c-b)zF(a+I. b+1;c+2;z) =0 

c (c + 1)F (a, b; c; z) - c (c + 1)F (a + 1, b; c + 1; z) + 

+b(c-a)zF(a+1, b+1;c+2;z) =0 

cF(a,b;c;z)-(c-b)F(a,b;c+1; z)-bF(a,b+1;c+1;z) =0 

cF(a,b;c;z)-(c-a)F(a,b;c+1; z)-aF(a+1,b; c+1;z) =0 

Die hypergeometrische Reihe läßt sich verallgemeinern; man schreibt 
in der Bezeichnungsweise von PocHHAMMER: 

mit 

CO 

-,:; ( ß ß ) "(cx1),. ... (cx"),. .r" 
r a ot1. · · · • otp; 1, · · ·, a; z = ""' ({1 ) ({1 ) - 1 

1 "... •" n n-o 

(ot),. = ot (ot + 1) ... (ot + n - 1); oto = 1, 

(ß),.=ß(ß+1) ... (ß+n-1); ßo=L 

In dieser Schreibweise wird F (a, b; c; z) = 2Fda, b; c ~z) ; ferner 
wird z. B.: 

e• = 1F1(ß; ß; z), 

,.I<>- (-;-r F( + 1 ·2 +1·2·) e " z - rc" + 1) 1 1 'JI 2. 'JI • u ' 
,. 

,. _ (.r + 1fi 1 ( . . 1 - ') ~.(z)- ~r(1 - ) 2F 1 -'II, 'II + 1, 1-p,, - 2- , 
(.r-1)1 "' ,. 

0" ( ) = e~'*i F(" + I'+ 1) F(t)(.r' - 1)i X 
,. z 2"+1 rc" + t> ..... ,..1 

X F (v+p+2 v+p+.J_. +!_. _!_) 
2 1 2 ' 2 ' 'II 2 ' .r1 ' 

K (k) = ; 2F 1 ( ! , ! ; 1; k2) Vollständiges elliptisches Integral 
l. Gattung, 

E(k) = ; aF1(-!, -}; 1; k2) Vollständiges elliptisches Integral 
2. Gattung. 

Dilferentiationsformeln. 
d" (a),.xo-1aF1(a + n, b; c; x) = dx..[xa+n-12F1(a, b; c; x)], 

(a~~)~)" 2F1 (a + n, b + n; c + n; x) = dd;,. 2F1 (a, b; c; x), 

d" (c- n).xo-1-n aF1(a, b; c- n; x) = dx" [x0-12F1(a, b; c; x)], 
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(c - a),. xc-tJ-1 (1 - x)o+b-c-n 2F 1 (a - n, b; c; x) 

= ~ [x•-o+n-1 (1 - x)o+b-c r; (a b · c • x)] 
dx" ~ 1 ' ' ' ' 

(c- n) .. xc-1-n (1- x)o+b-c-n 2F1 (a-n, b- n; c- n; x) 

d" ' 
= dx" [xc-1 (1 - x)o+H ,.Fda, b; c; x)], 

(c- a),.(c- b),. (1- x)11+b-c-n F (a b· c + n· x) 
(c),. 2 1 • • • 

d" 
= dx" [(l- x)•+b-• 8F1'(a, b; c; x)], 

(- 1>" <;]~ (c- b),. (1 - x)•-1 ,.Fda + n, b; c + n, x) 

d" 
= dx" [(1- x)•+n-1,.1'1 (a, b; c; x)]. 

(c- n),.xc-1-n (l- x)b-c ,.F1 (a-n, b; c- n; x) 
d" = dx" [x0-1 (l - x)"-"c+n ,.Fda, b; c; x)]. 

Ergänzungen. 
Für die Funktion 8F 2 existiert eine Transformationsformel von 

WHIPPLE 

aF2 (a,b,c; a-b+ 1, a- c + 1; z)· 

= (1 - z)-• 3F 2 ( ; , a ~ 1 , a - b - c + l ; a - b + 1, a - c + l ; (; ~ ~~) • 
Es ist 

aF1 (a,b, c; 1 +a-b, 1 + a- c; l) 

__ r(1 + -f) F(1 + a- b)F(1 + a -c)r(1 +-f -b -c) 
- F(l + a) r( 1 +; - b) r( 1 +; - c) F(1 +a-b - c) . 

Einige I ntegralbeziekungen: 
1 

2F 1 (a, b: c; z) = r().)~<;] _ Ä.)J x1-1 (1 - x)•-l-1 ,.1'1 (a, b; Ä; xz) dx 
0 

(Re c > Re Ä > 0; I arg (l - z) I < n; z + l)', 
2"' 

• • 2 _ 1 "F(t~) F(n + 1)J cos n tp dtp 
2F1 (v,n +V, n + l, t)- 2nt- r(n +t~) (1- 21costp + 11)" 

0 

(n = 0, l, 2, ... ; v + 0, - 1, - 2, ... ) . 

Asymptotiscke Formeln: Über das Verhalten von 2F1 (a, b; c; z) bei 
großen Werten von I a I, I b I, I c I vgl. G. N. WATSON (s. Literaturver­
zeichnis). 
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§ 2. Die RIEMANNsche Differentialgleichung. 
Die hypergeometrische Differentialgleichung i'St ein Spezialfall der 

RIEMANNschen Differentialgleichung. 

d1u [1- oe- oe1 1- fJ- ß' 1- y- r'J du 
dz• + ---z=-a + z- b + ---z=--c- dz + 
+ [oeoe'(a- b)(a -c) +{J{J'(b- c)(b- a) + yy'(c- a)(c- b)J u = O. 

z- a z- b z- c (z-a)(z-b)(z-c) 

Die Koeffizienten dieser Differentialgleichung sind singulär an den 
Stellen z = a; z = b; z = c. 

ot, ot'; ß, ß'; y, y' nennt man die zu den Polen a, b, c gehörigen Expo­
nenten. 

Die Exponenten müssen folgende Nebenbedingung erfüllen 

ot+ot'+ß+ß'+y+y'=l. 

. Die Differentialgleichung für u pflegt man durch folgendes Schema 
darzustellen : 

U=PI: ~ 
ot' ß' 

~ z,. 
y' 

Sonderfälle der RIEMANNschen Differentialgleichung: Die hyper­
geometrische Differentialgleichung 

d•u du 
z(I - z) dz• + [c - (a + b + I) z] dz - abu = 0 

wird dargestellt durch 

u=PJ ~ li- c 

00 I 

a 0 
b c-a-b 

Die sogenannte "verallgemeinerte" hypergeometrische Differential­
gleichung 

d•u + [1- oe- oe' + 1- y- r'J du+ [-oeoe' + YY1 + ßß']-"- =O 
dz• z z-1 dz z z-1 z(z-1) 

wird dargestellt durch: 

u = pl~ ~ ~ z,. 
ot' ß' y' 

Die Differentialgleichung der zugeordneten LEGRENDREschen Poly­
nome u = P: (z) 

d•u du [ m1 J (1 - z11)- - 2 z- + - -- + n (n + I) u = 0 dz2 dz l-z1 
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ist gegeben durch: 
0 00 1 

pj--'-· 1 
0 

1 
U= 2 2m 1-.r• 

1 1 1 1 
2n+2 -2m 2 

Die mit den zugeordneten LEGENDREschen Polynomen P: (z) zu­
sammenhängenden Polynome C= (z}, gegeben durch 

erfüllen die Differentialgleichung 

l-1 00 

u=P i-,u n+2,u 
0 -n 

1 

i-,u 
0 

Die Differentialgleichung der konfluenten hypergeometrischen Funk-
tion · 

dlu +du +(:J -m• + !!.....) U = 0 
d.rl d.r .r1 .8' 

ist gegeben durch folgendes Schema: 

l 0 00 c 
u= i+m -c c-k 

i-m 0 k 
z l mit limc~oo. 

Transformationsformeln für RIEMANNS P-Gleichung: 
Es gelten· folgende zwei Transformationsformeln: 

(~)~:(~)'Pl: : c .r-b z-b fl 'Y 
rl {J' r' 

pl: ~ ; 
rl {J' r' 

b 
ß -k-l 
{J'-k-l 

Die erste Transformationsformel sagt aus, daß, falls 

la b c l 
u=P ct ß r z 

rt fJ' r' 
der Ausdruck 

'Y ~~ zl, 
r' + l 
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eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit den gleichen singulären 
Punktenabc undden Exponenten cx+k, cx'+k; {J-k-l; {J'-k-l; 
y + l, y' + l erfüllt. Die zweite Transformationsformel führt eine Diffe­
r~ntialgleichung mit den Singularitäten a, b, c, den Exponenten cx, cx'; 
{J, {J'; y, y' und der Variablen z über in eine mit den gleichen Exponenten, 
den Singularitäten a1, b1, c1 und der Variablen z1, wobei die Variable z1 

aus z durch ein~ gebrochen lineare Transformation 

(AD- BC +O) 

hervorgeht. Die av b1, c1 bestimmen sich aus den a, b, c durch die gleiche. 
gebrochen lineare Transformation. 

Lösung der RIEMANNschen Dilferentialgleichung. 
Durch aufeinanderfolgende Anwendung beider Transformations­

formeln läßt sich die RIEMANNsche Differentialgleichung auf die hyper­
geometrische Differentialgleichung und daher ihre Lösung auf die hyper­
geometrische Funktion zurückzuführen. 

.. . (z- a)(c- b) . . 
Fur k = -cx und l = -y sow1e z1 = (z _ b) (c _ a) w1rd. 

u = p cx {J " z = e = ~r (; = ~r p o {J + cx +" o z j a b c I j a b c l 
cx' fJ' y' cx' - cx {J' + cx + y y' -y 

j 0 00 1 I = (z- a)cx (z- c)Y p O {J + cx + O (z - a) (c -- b) . 
z-b z-b Y (z-b)(c-a) 

cx'-cx {J'+cx+y y'-y 

Eine Lösung drückt sich daher nach dem Vorhergehenden folgender­
maßen durch die hypergeometrische Reihe aus: 

u = G =~r G = ~y F( cx+ {J+y. cx + {J'+y; I+ cx- cx'; ~;=:?~:=!D· 
Da die RIEMANNsche Gleichung ungeändert bleibt, wenn die Konstanten 
a, b, c; cx, cx'; {J,{J'; y,y' in geeigneter Weise untereinander vertauscht wer­
den, so ergeben sich insgesamt 24 Lösungen der Differentialgleichung, 
die unter der Voraussetzung, daß die Größen cx- cx', {J- {J', y -y' 
weder Null noch eine ganze Zahl sind, folgende Form haben: 

(z-a)cx(z-c)y ( {J cx +fJ'+y ,· I+'"' -cx'· (c-b)(z-a)) U1= z-b z-b F cx + +y' "'" ' (c-a)(z-b) ' 

f42 =(;:=:tG=~YF(cx'+fJ+y. cx'+fJ'+y; I+cx'-cx; ~:=~~~;=~D· 
(z-a)cx(z-c)y'F( {J , {J' , I+'"' -cx'· (c-b)(z-a)) Ua= :r=b z- b cx + +r ' cx + +r ; ..... ' (c-a)(z-b) ' 
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14,= (;::::bt(;::::~Y'F(«1+ß +"~. «1+ß'+i; 1 +«'-«; ~::::::~~::::::D, 

f4a= (;::::~/ (~:::::Y'F(ß +r +«. ß +rl+ cx; 1 +ß -ß'; ~::::::~~;::::~D· 

f4s = (;::::~t(;:::::r F(ß'+r +«. r +ß' +«; 1 +ß' -P; ~==~~~:=~D, 

f47 = (; ::::~y (; :::::)"'F(ß +r + ct. ß +i + cx'; 1 + ß - ß'; ~==~~~::::::D, 

14•= (;::::~t(;:::::r·F(ß~+., +~'. ß'+r+«'; 1 +ß'- ß; ~::::::~~:=~D· 

f49 = (: ::::;)" (; ::::!Y F(y + « + ß , Y + «' + ß ; 1 +y -y'; ~::::::;(~==D' 

u =(z-c)r'(z-b)fJ'F( 1+ +ß' 11 z-a z-a Y « ' 

(z -a)ac (z- b){J ( "1a= - - F « +'Y +ß • z-c z-c 

(z-a)ac'(z-b){J ( 1 "1'=- - F «+r+ß. z-c z-c 

(z -a)ac (z- b)fJ' ( 
Ul6= z-c z- c F « +Y +ß', 

1 , (b-a)(z-c)) 
1 +'Y -y ' (b-c)(z-a) ' 

. (b-a) (z-c)) 
1 +y -y'' (b-c)(z-a) ' 

1 ß' .I . (b-a)(z-c)) Y +« + ; 1 +r -y ,. (b-c) (z-a) ' 

, ß 1 + _ 1 • (b-c)(z-a)) 
IX. +y + ; « « ' (b-a) (z-c) ' 

«' +·' +ß ,· 1 + , _ . (b-c)(z-a)) 
r « «' (b-a)(z-c) ' 

« +·'+ß1 ,. 1 + _ '· (b-c)(z-a)) 
r « « ' (b-a)(z-c) ' 

(z-c)r(z-a)ac ( 1 
U17= z-b z-b F Y +ß +«' Y +ß +«; l , . (a-b)(z-c)) 

+y -r ' (a-c)(z-b) ' 

(z-c)r'·(z-a)ac ( , 
"1a= z-b z-b F r+ß +« • Y +ß'+«; 

(z-b){J'(z- c;)" ( "aa= ß=ä z-a F ß'+« +y' ß'+«'+y; 

l , . (a-b) (z-c)) 
+y -y ' (a-c) (z-b) ' 

l +ß'-ß. (c-a)(z-b)) 
' (c-b) (z-a) ' 

l . (c-a) (z-b)) 
+ß -ß'' (c-b)(z-a) ' 

u .. ,= - -- F ß'+« +'~~', ß'+«'+·'; l +ß' ß. c-a z-(z-b){J'(z-c)r' ( ( )( b)) 
• z-a z-a 1. r - ' (c-b)(z-a) · 
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Die hypergeometrische sowie die ,,verallgemeinerte'' hypergeo­
metrische Differentialgleichung sind charakterisiert durch a = 0; b = oo; 
C=l. 

In diesem Falle sind in den vorstehenden 24 Lösungen die Faktoren 
der hypergeometrischen Funktio:n F, welche die Gestalt einer Potenz 
von z - b haben, gleich eins zu setzen. Im Argument von F hat man da­
gegen den Grenzübergang b ~ oo zu vollziehen. 

Drittes Kapitel. 

Zylinderfunktionen. 

§ 1. Definitionen, Differentialgleichung, Rekursionsformeln, 
Reihentwicklung, Mehrdeutigkeit, Unbestimmte Integrale. 

Die Zylinderfunktionen 8~ (z) sind Lösungen der Differentialgleichung 

(1) d•.S,. + _!_ d8~ + (1- ".) 0 = o. 
dz• z dz z• o~ 

Ihre Abhängigkeit von dem Parameter 'II wird nach N. NIELSEN gewöhn­
lich so normiert, daß sie den Rekursionsformeln 

(2a) 

(2b) 

211 
8..-1 (z) + 8,.+1 (z) =-;- 8,.(z), 

d8,. (z) 
8..-1 (z) - 8,.+1 (z) = 2--;[;-

(vgl. § 8, b) 

genügen. Spezielle Zylinderfunktionen, die (2a) und (2b) befriedigen, 
sind die BESSELSchen, NEUMANNsehen und RANKELSeben Funktionen 
J. (z), N,. (z}, H!,l1 (z) bzw. H~11 (.r), welche auch Zylinderfunktionen 1., 2., 
3. Art heißen1 und durch die Reibentwicklungen 

z• 0> e;r' (!zr 
],.(z) = ( 2) !oll rc" + 1+1) = rc"+ 1) oF1('JI + 1; - ! zll) 

(I arg z I < n) , 

1 N,.(z) = -. -[cos'Jin],.(z)- ]_,.(z)] 
smt~n 

1 Für N,. ist auch die Bezeichnung Y,. sehr gebrll.uchlich. 
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oo Z l+n 

Nn(z) = ~- ln(z) In y2z- ! ( ~ r 27l!~~_;;)! ( ~ Y' ( 17! + 27 :, ) 
l=O m=l m=l 

n-1 

-! (;r· 2(n-;,-ll'(~Y' 
z~o 

(lny = C, vgl. S. 2; n = 0, 1. 2, ... ; I argz I< :n; 

die letzte Summe = 0 für n = 0), 

N_ 11 (Z) = ( -l)"'N 11 (Z); f_n(z) = ( -1)n ],.,(z) 
(n = 1, 2, 3, ... ), 

H~u(z) = ]"(z) + iN"(z) ( b 1. b' ) v e 1e 1g 
H~21 (z) = ]"(z)- iN"(z) 

definiert werden können. Die Funktionenpaare 

H~11 (z), H~21 (z); ]"(z), N.,.(z); ]".(z), ]__.(z) für v +O, ±1, ±2, ... 

sind Fundamentalsysteme (d. h. linear unabhängige Lösungen) von (1); 
ihre WRONSKischen Determinanten (s. S. 160) haben die Werte 

4i 2 2 . --smv:n. 
1U 

Die Funktionen]", N,., H~1• 21 sind mit Ausnahme der Funktionen ] 11 (z) 
(n = 0, ± 1, ± 2, ... ) nicht eindeutig, sondern besitzen bei z = 0 einen 
Verzweigungspunkt. Der Übergang zu verschiedenen Funktionszweigen 
über (- oo, 0) als Verzweigungsschnitt hinweg wird durch die Umlaufs­
relationen 

]"(emniz) = em"ni],.(z); 

N"(emniz) = e-m"ni N"(z) + 2i sin mv:n cotg v:n ]"(z), 

H 111 (emniz) = -sin~m-l)vn n<u(z) _ e-•:risi~mvn n<•>(z) 
" s1nvn " smvn " ' 

n<•> (emniz) = e"ni si~ mvn n<u (z) + sin (~ + 1) vn n<•> (z) 
" s1n11n " s1nvn " ' 

(m=±1, ±2, ±3, ... ) 

ermöglicht ; zu diesen Formeln treten noch die folgenden hinzu : 

H~11 (ein z) = - H~! (z) = -e-in,. H~21 (z), 

H~21 (e-in z) = - H~~(z) = -e-in,. H~11 (z), 

H~21 (z) = H~1 ('Z). 

(Ein Querstrich bedeutet die konjugiert-komplexe Größe.) 

Die Funktion u = zP"-a. 8 .. (y zf1) genügt der Differentialgleichung 
d•u du 

z• dzB + (2oc-2vß+1)z dz + [fJ2y2z2fJ + oc(<X- 2v{J)]u = O; 
Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sätze. 2 
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durch spezielle Wahl von ot, ß, y, vergeben sich hieraus die Lösungen einer 
Reihe von Differentialgleichungen mit Hilfe von Zylinderfunktionen; 
insbesondere hat 

~:. + c2 zBq-B V = 0 die Lösung V == rz .St/2(1 (: z(l). 

Ferner sind y = g"(e-) bzw. y = zß"(e1'~ Lösungen von 
dly dly e•t• _ 112 
dz• +(eS.- v1) y = 0 bzw. dz• + ~- y = 0. 

Die Zylinderfunktionen von halbzahligem Index v = n + l mit 
n = 0, ± 1, ± 2, ... sind elementare Funktionen 1 ; insbesondere ist 

V2 sinz J /2 cosz 
]11• (z) = -- 11- , f-1f• (z) = I~--=-, 

:n; J z :n; f z 

V2 1 m,u(z) = - ---;· e~ z 
• :n;z ~ ' 

V2 e-~· 
Hi21.> (z) = - -. , 

:n;Z -~ 

Hn, (z) = 112 eh 
-11• Y :n;z ' 

Allgemein ist für n =.1, 2, 3, ... : 

J 1 (z) = 112 zn+1f•(- _! ~)nsinz. 
n+ ,. y n z dz z 

Man vergleiche hierzu § 3a. 
Besonders einfache Eigenschaften besitzen ferner die BESSELschen 

Funktionen fn (z) mit ganzzahligem Index n = 0, 1, 2, ... Sie sind überall 
eindeutige, ganze transzendente Funktionen, die sich auf folgende Arten 
als Koeffizienten von Reihenentwicklungen ergeben: 

ez<t-t-1Jf2 = fo(z) + .,2[t" + (- t)"] J .,(z)' 
n=l 

e±izsin6 = .§[eBn J2fl (z) cos 2 n 1J ± i e2 n+l ] 211+1 (z) sin (2 n + 1) -D] 
n=O 

(e., = 2 für n = l, 2, 3, ... ; e0 = l) 
{JACOBI-ANGERsche Formel). 

1 Man schreibt vielfach nach SoMMERFELD 

tp,.(z) = J!;> .. +1fo(z); c~ll(z) = ~ H~1+1,.(z); c~~l(z) =V;, H~2h.(z). 
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Die Potenzen von z lassen sich linear und bilinear durch die ] 11 (z) 
ausdrücken: 

(.! )m= ~(m+2n)(m+n-l)!J () 
2 Z ..::::,; n! 2n+m Z 

n=O 
00 

I = .2enf! (z), 
n-o 

00 

(m = l, 2, 3, ... ), 

2k+r= 22k+rkl(k+ )I '\f(2n+2k+r)(n+2k+r-l)! J ( )/ () 
Z . r ·..::::,; n!(2k+r)! n+k z n+k+r z 

n=O 

(k, r = 0, I, 2, ... ; 2k + r > 0). 

Vielfach treten Zylinderfunktionen .8. (z) mit festem, von Null ver­
schiedenem Wert von arg z auf. Man hat für diese in einigen Fällen be­
sondere Bezeichnungen eingeführt, indem man definiert: 

I.(z) = e-vni/2 ],.(ein/2z) = eS•ni/2 /"(e-3ni/2z) 

(- n < arg z < ; ) (; < arg z :_::; n), 

K (z) = :rr;_i_ e•ni/2 H(l) (iz) = ni e-,.ni/2 fi<l> (iz) 
"' 2 r 2 ~,. ' 

(-n<argz< ;). 

I,.(z) bzw. K, heißen "modifizierte BESSELsche bzw. HANKELsche Funk­
tion" und genügen den Beziehungen 

2v 
IH(z)-I,.+l(z) = -I,.(z); 1"_1 (z)+I~'+1 (z) = 2I~(z), z 

21• K,_1 (z)- K,.+l(z) =- z-K,.(z); K._1 (z) + K,.+l(z) = -2K~(z), 

K_,.(z) = K,.(z). 

Die modifizierten Zylinderfunktionen I,(z) und K,.(z) sind Lösungen 
der Differentialgleichung 

a•u +__!_du- (I + "a) u = 0. 
d~ z dz ~ 

Die vier Funktionen ],.(z), N,.(z), I,. (z), K, (z) sind linear unabhängige 
Lösungen der Differentialgleichung 4. Ordnung 

d'y _!_day _2v2+Id2y 2v2 +ldy ("'-4v2 -I) -O 
dz' + z dz3 zB dz2 + z3 dz + z' Y - · 

Man definiert ferner die bei reellem v für reelle positive Werte von 
z reellen Funktionen ber,. (z), bei,. (z); her, (i), hei, (z); ker. (z), kei" (z), in 

2* 
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denen man den Index v für v = 0 wegläßt, also "ber" statt "ber0" 

schreibt usw., durch die Beziehungen: 

ber"(z) ± ibei,.(z) = J"(e±Bni/4z), 

her"(z) ± ihei"(z) = H~1>(e±Sni/4z), 

ker,.(z) =- ; hei"(z), kei,.(z) = ; her"(z). 

Für ganzzahlige Werte von n = 0, 1, 2, ... und reelle Werte von 
v > 0 ist insbesondere 

] ,. (r fi) = (- 1)" [ber ,.·(r) - i bein (r)], 

H~ll (r '(i) = (- 1)"+1 [her n (r) - i hei11 (r)]. 

Unbestimmte Integrale. 
Eine Folge von (1) und (2a), (2b) sind die für irgend zwei Zylinder­

funktionen .8,. und Z1, bestehenden Beziehungen: 

J[ (~2- ß2) z- ~. ~ "2] .S,.(ßz) Z,.(~z) dz = 

= z[ß Z.u (~ z) .8~ (ß z) - ~ .8" (ß z) Z~ (ocz)] 

= z[ßZ.u(~ z) g"_1 (ß z) -~Z ... _1 (~z) .8"(ßz)] + (,u- v) Z.u(ocz) .8,.(ßz). 

Weitere Formeln in § 10 und bei R. STRAUBEL (s. Literaturver­
zeichnis). 

§ 2. Additionstheoreme. Multiplikationstheorem. 

Es seien r, e und R = fr 2 + e2 - 2 1 e cos q; reelle positive Größen, 
und es sei q; reell. Dann sind r, e. R die Seiten eines Dreiecks, wobei 
q; der Winkel zwischen r und e ist. Es sei e < r und tp der der Seite e 
gegenüberliegende Winkel, also 

n . r-!?e-i'l' 
0 < V' < -2 ' e2"P = . r-!? ei'l' ' 

k sei eine beliebige komplexe Zahl. Dann gilt für jede Zylinderfunktion 
.8,. das Additionstheorem 

(3) 
tt=-c:o 

(0 < e < r; k beliebig komplex), 

wobei die Funktionen g"+n die Rekursionsformeln (2a, 2b) befrie­
digen müssen; dies ist insbesondere erfüllt für 

Für .s .. =].und ganzzahlige Werte von V ist die Beschränkung e < r 
überflüssig. Man kann in (3) für r, e. q; auch komplexe Größen wählen, 
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wenn diese sich nebst R und V' stetig in reelle positive überführen 
lassen, wobei überdies beständig 1 ee=i." 1 <Ir I zu gelten hat. 

Es gilt speziell: 

(3a) Jo(k y,a + e1 - 2 r e cos <p) = ie,J ft(k e> J ft (k r) cos (/)· 
n-o 

(3b) H~1• 21 (k Yr" + e"- 2recos<p) = _2e,Jn(ke)H~· 21 (kr)cosn<p 
n=O 

(e < r). 

"' 
] 0 (zsin1X) = Senl!(;)cos2n~X. 

n=O 

Ebenfalls als "Additionstheorem" werden die Formeln bezeichnet: 

(4) 8 .. ~ .. R) = 2" k-" F(v(lJ (v + m) ]"•;,.01 e) 8 .. ,:;.m(k,.) C!:>(cos <p) 
m-o 

[v +-I, -2, -3, ... ; Bedingungen für r, e, R, <p, k wie bei (3)]. 

Für v = 0 liefern sie durch Grenzübergang (3a), (3b); für g,. =],.sind 
sie bei beliebigen Werten von r, e. <p richtig. Für v =!liefern sie die 
Formeln: 

e±ikR :n ± i ~ 
(4a) -R- = 2 ..r.:: ~(2m+ I)] m+.lts (k e) H',!._;11.(kr) Pm (cos <p) 

r"Clm=O 

(H(tl bei + i k R, H(2l bei - i-k R). 

Schließlich gilt das aus (4a) bzw. (4) durch Grenzübergang r ~ oo 
gewonnene "ausgeartete Additionstheorem": 

(v +O. -1, -2, ... ), 

welches für v ~ 0 in die jACOBI-ANGERsche Formel aus § I übergeht. 
Als "M ultiplikationstheorem" wird die Formel bezeichnet : 

,S,.(Äz) = Ä" i ~I ,S,.+m (z)[1 ~).I z r; 
m-o 

sie gilt für g,. = ],. bei beliebigen Werten von Ä und z, sonst nur für 
ll -Ä8 j < 1. 
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§ 3. Asymptotische Entwicklungen. 

a) Die asymptotischen Reihen von HANKEL. Es sei: 

_ [4v2 - !2] [4v2 -32] ••• [4v2 - (2m- 1)2] 

~,m)= P"'m! ' 

(m = l, 2, 3, ... ) . 

(v, 0) = 1. 

Dann gelten die für I z I~ I v I, I z I~ I zu benutzenden Formeln: 

(5a) H~l> (z) = 11 ~-e+- "t -i) [M~ (v, m) + 0 (I z ~-M>] r nz ..::J(-2u)"' 
m-o 

(-n < argz < 2n), 

(5b) H~2>(z) = 1/.2 e-+-"t-f) [M~ (v •. m) + 0 (lzi-M>] 
Ynz ..::J~~~· 

m-o 

(-2n < argz < n). 

(5c) 

(-n < argz < n). 

- M-1 

(5d) N" (z) =V n2zsin(z- ";- :) [ ~( -l)m (~2z~::/ + 0( I z I-2M)]+ 
m-o 
M-1 

+ Vn2zcos(z -";- :) [ 2) ( -l)m S;);.:~ + O(lzi-2M-1)] 
m-o 

(- n <arg z < n). 

Für halbzahliges v = 2 n :_]_ (n = 0, l, 2, ... ) brechen diese Reihen ab 

und liefern die für alle Werte von z gültigen geschlossenen Ausdrücke: 

H!1l • (z) = 1/2z C(ll(z) = 1/2 i-n-1eiz ~(- l)m (n +.t• m) 
n+ '• r n .. r n z ...;;;J (2 fZ)"' ' 

m-o 

H!2l1 (z):::1/~_:C!2l(z)= 1/2 i"+le-h ~(n+.t.m). 
n+ ,. r n .. r n z ...;;;J (2 tz)"' 

m-0 

Für reelle positive Werte von z und v und 2M> v -! ist der Fehler 
beim Abbrechen der Reihen (5a), (5b) kleiner als der absolute Betrag 
des ersten nicht mehr berücksichtigten Gliedes. Für Werte von arg z, 
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die nahe an ± n liegen, werden diese Reihen dagegen unter Umstän­
den sehr schlecht brauchbar; insbesondere kann der Fehler für 
I arg z I > 0 größer als der Betrag des ersten unberücksichtigten Glie­
des werden. 

b) Die asymptotischen Reihen von DEBYB. Diese gelten für große 
Werte von I v I und I z I· In den folgenden Formeln mögen v und x reelle 
positive Größen bedeuten; für den Fall komplexer Werte vergleiche 
man die Arbeiten von DEBYE (s. Literaturverzeichnis). Es sei ferner 
e eine beliebig kleine, feste, reelle positive Zahl < 1. Dann gilt: 

b1) Für I - ~ > e; _!_ = cos IX die insbesondere für I - _!_ > _!_ v1'• 
X X X X 

gut brauchbare asymptotische Reihe für H~9,(x), deren erste Glie­
der lauten 

H~Bl(x),..., ~ /z{coaiX+ (IX-%-)alniXJ X 

I ein/4. r(-!) ( 1 5 2 ) ehi/4 rm 
X l-( x ) 1.!:> + S + 24 tg IX ( x )'/• + 

--2COSot -2COSot 

( 3 77 385 ) e5ni/4. rm 1 + 128 + 576 tg'l. IX + 3456 tg' IX ( X )'/• + . • • . 
-2COSot J 

b2) für ; - I > e, -:- = ~of a, insbesondere für I v2 - x2 11'" und 

I v2 - x21"'• y-2 >I 

H~2l(x) ,...., ! ez(a\tofa-Sina) X 

b3) für v ~ x, I x - v I <{;:: xlf• ; x ~ I mit x - v = 15 : 

H(2l (x),...., ~~.,. 61'•·ein/S {rm - 61/a ein/315 F(f)- (da-_!_ 15) F(j) + 
" n x 1/a x•/a 5 x~/a 

+ (c5' _ 151 + ~) 61taeintsrm + ... }'· 
4 4 140 x•t. 

Hieraus berechnet sich H~1, (x) = H~2l (x) und damit auch N,. (x), 
]" (x) in den Fällen b1), b2), b3).; jedoch liefert b 2) für J" (x) die Ent­
wicklung ]" (x) ,...., 0, da ]" (x) .hier von höherer Größenordnung ver-
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schwindet als die in b2) rechts auftretenden Terme. Man hat für diesen 
Fall die mit den Voraussetzungen von b2) gültige Reihe zu benutzen: 

j (x),....,_!_e-z(aiofa-Slna){ r(f) +(_!_-~[otg2a) r(t). 
" 2 31: (X ""-" )'/o 8 24 (X ""-" )8/o 

2 ~m a -f ~m a . 

( 3 77 2 385 4 ) rm 1 
+ 128 - 576 [otg a + 3456 <rotg f1 ( x • )* + · · · \ · 

2 6tncJ J 

c) Die Formeln von WATSON und NrcHOLSON. Die unter b3) auf­
geführten Formeln versagen, wenn dort I x- vl mit x'l• vergleichbar 
wird; für diesen Fall, aber über ihn hinaus auch für größere und für 
beliebig kleine Werte von I x - v I kann man die Formeln von WATSON 
benutzen. 

Es sei x reell und positiv und T beliebig komplex. Man setze 

v = x + -rx'1• <I TI< x"l•) 

W= --1 (xl )''• 
"u (-; ~argw< ;). 

Dann wird 

H~ll(x) = ;3 ein/6 e-i,.{w-w•/3-ar.ctgw} Hl}! (! [ _ 2 -rrl•) + 0 1 v-11, 

H~2) (x) = ;3 e-in/6 ei,.{w-w•/3-arctgw}Hi,~ (! [ _ 2 T]"l•) + 0 1 y-1 1 

( n )'I n w3 wo ) - 2 <arg(-2-r •< 2 ; arctgw=w--a+s-=t=···. 

Der Fehler 0 I v-1 I ist dabei für reelle Werte von T absolut genomtnen 
kleiner als 24 y21 v-1 I· 

Die DEBYEsehen Formeln werden auch als" Tangensapproximation", 
die W ATSONschen Formeln als ,,H ankelapproximation'' bezeichnet. 

Für reelle positive ganzzahlige Werte von v = n gelten für n ~ 1 
nach NICHOLSON mit einem bisher nicht genau bekannten Fehler die 
aus den AIRYschen Integralen (s. § 5, S. 28) abgeleiteten Formeln: 

J (x) ~ _!_ e2ni/31 /2 (n - x) Hlll [!_ 2"1• (n- x)81•J 
n 2 y 3 X Ia 3 fX 

(n > x), 

J ( ) _!_ lf2 (x-=. n) { J [_!_ 231• (x- n)"l•] + J [_!_ 211• (x- n)31•]} 
n X ~ 1'3 r 3 X 'Ia 3 fx -'Ia 3 fx 

(x > n), 

N ( ) _ 1/2 (N - n) { J [_!_ 211• (x - n)11•] _ J [_!_ 281• (x - n)11•] } 
n X ~ Y 3 x -'Ia 3 fX 'Ia 3 fx 

(x > n). 
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d) Ergänzungen: 
Für x ~ I vl , x reell und positiv, ist 

n (x) + J!+l (x) ~ _J_ . nx 

Für reelle positive Werte von v und x ist 

x [J!(x) + N!(x)] 

als Funktion von x monoton abnehmend für v > l 1,1nd monoton zu­
nehmend für 0 <,v < l Ferner ist: 

11 1 > _n2_ [J!(x) + N! (%)] ~ _!_ 
rxa _ v2 x 

(x~ v ~l), 

I ]"(nz) I:::;;; 1, wenn ___!__!_____-= < 1 . I Yl-z0- I 
1 + f1- z2 

(n = 1, 2, 3, ... ) 

§ 4. Nullstellen. Produktzerlegung für J"(z). 
Eine Partialbruchzerlegung. 

Die asymptotischen Entwicklungen von § 3 enthalten leicht ex­
plizit angehbare Aussagen über die Nullstellen der Zylinderfunktionen 
für großes Argument. Darüber hinaus gilt: 

Ist v reell und > - 1, so besitzt ]" (z) ausschließlich reelle Null­
stellen. Ist s eine natürliche Zahl oder gleich Null, und liegt v zwischen 
-(2s + 1) und -(2s +2), so hat J"(z) genau 4s + 2 komplexe Null­
stellen, von denen zwei rein imaginär sind; liegt v :~;wischen -2s und 
- (2s + 1) mit s = 1, 2, 3, ... , so hat J"(z) genau 4s komplexe Null­
stellen, von denen keine rein imaginär ist. 

Ist v reell und> 0, und ist j" bzw. i~ die kleinste, positive Nullstelle 
von J"(z) bzw. J~(z), so ist j" > 11, i~ > v. 

Für n = 0, 1, 2, ... und m = 1, 2, 3, ... haben],. (z) und fw.+m(z) 
bzw. J w.+•t. und J n+m+•t. keine gemeinsamen Nullstellen. 

Für reelles 11 ~ 0 ist die Anzahl der Nullstellen von K" (11) im Bereich 
Re z < 0, I arg z J < n gleich der geraden Zahl die am nächsten an 

11 - ~ liegt; sie läßt sich durch v - ~ + ! arctg (cotg vn) ausdrücken. 

Es sei v beliebig, aber + - 1, -2, -3, ... , und es seien f",n für 
n = 1, 2, 3, ... die nach wachsenden Absolutbeträgen ihrer Realteile 
geordneten Nullstellen von z-" ]" (z). Dann gilt für alle z die Produkt­
zerlegung 

(
1 z)" n"" ( z• ) 

/,.(z) = r(:+ I) n-1 ~- 1~,,. • 
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Die j,., n sind dabei alle voneinander verschieden. Sind ferner x und X 
reelle positive Zahlen, so gilt: 

00 

n],.(:u)[J {z)N {Xz)-N {z)J {Xz)]= ~ ],.(i,.:,.x>!,.(i,.,,.~) 
4 z f (z) " " " " ..::;"; (z8 - 19 ) 1 ]'' (1 ) 

" n=l "•• "'" " "'" 

{0 < x <X< 1; Rez > 0) 
{Formel von KNESER und SOMMERFELD). 

§ 5. Integraldarstellungen. 

Formeln von PoiSSON: 

2 ( !___ )" In/2 
J"(z) = ..c 2 cos (z cos IX) sin~~' IX diX ,nr(v+t> 

0 
{Rev > -i), 

( z )" 2 2 n2 oo 
N.,(z) = -;= [J sin {z sin ß) cos2" ß dß- J e-zstn•@:of2t'TdT] 

fn rcv + H o o 

{Rev >- ~. Rez > 0). 

Formeln von REINE: 
00 

H~t) {z) = e-<•+l)ni/2 ~-f ei•iol< @:of v T dT 
0 

(0 < argz < n; bei v = 0 auch für argz = 0), 
00 

H~9, {z) = e<"+l)n,/2 ! f e-'ziof< @:of VT dT 
0 

{- n < arg z < 0; bei· v = 0 auch für arg z = 0). 

Formeln für ganzzahlige Werte von v = n = 0, 1, 2, .... .. .. 
J n {z) = 2~ f eizcoscx ein(cx-n/2) diX = i:" f ei,coscx cos n IX diX 

-n 0 .. 
= *· J cos{zsinß- nß)dß, 

0 

n/2 

fu(z) = ! J cos(zsinß)cos2nßdß, 
0 

n/2 

] 2 ,.+1 (z) = ! J sin (z sinß) sin {2 n + 1) ß dß, 
0 
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n "" 

N n (z) = ! Jsin(zsinß-nß)dß- ! e-inn/2f e-•Sin•(tofn( -r + i;)d-r 
0 0 

(Rez > 0), 

N 0 (x) = - ! Jcos (x <tof -r) d-r 
0 

(x reell und positiv), 

+CO +CO .5 ikl'x•+t· 
H<l> (kx) = ~ e~~- dt 

o :n; fx2 + t2 ' 
H<2> (kx) = ~ e dt 

· f -ikl'x•+ t• 

o :n; fx2 +es 
-CO -CO 

(k, x reell und positiv), 

1 

2 f costx Jo (x) =- ,1-dt. 
n r1- t1 

0 

Weitere Formeln: 
CO 

X= T ~~~-dt 2 (1 x)-P J' sin x t 
],. ( ) F(t -- v) r (t) (t2 -- 1)"+'/• 

1 

(-!<Re v < ~; x reell und positiv), 

N (x) = -2(fx)-P fco cosxt dt 
" F(t- v)F(t) (t2 _ 1)"+'/• 

1 

(- ~ < Re v < l; x reell und positiv), 

:n/2 

± i 2P+1 ZP f COSP-'fo {}e±i(z-v{}>+ofJ/2) 
H(l, 2) (z) - e-2zeotg{}> d·Q. 

" -- F(v+f)T(f) sin9"+1{} ·v 
0 

(Rev > -!; Rez > 0; + i bei H<l>, - i bei H<2>), 

CO 

K (z) = fn (3-)"Je-zQ:olt (Sin t)2 " dt 
" F(v+t) 2 

0 

(Re v > - ~, Re z > 0), 

CO COS XI CO e-aXt 

K0 (ax) =f-=dt =f-===dt fa2 + t2 ft2- 1 
0 1 

(a, x reell und positiv), 
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r(_!_-v)(~r ~ 
nct.t> (x) = 2 . 2 [I - e'F2inC~-'I•>] je± i:r:t (t2 - 1)~-'/• dt 

" ±•nF(t) 
1 

(- ! < Re " < i ; x reell und positiv, oberes Vorzeichen bei Hlll, 
unteres bei HIBl), 

1 1 :f+'""(~-~) I (z) = -.(-z) e 4t r"-tdt 
" 2ns 2 

c-t oo 

(I arg z I < n; c reell und positiv, Re v > -1), 

-i+icx> 
1 J r(-s) ( 1 )"+2s 

I,.(x) = 2ni F(v + s + 1) 2 3 ds 
-t-ioo 

(Re v;;;::; 0, x reell und positiv), 

llO 

_qni/4 1 /iiX H'll (. ) = e-•. = ~s cos X u d 
c;- Y fi ''• J X z - z n u• + z• u 

0 

(x, z reell und positiv). 

Integrale von AIRY für die Funktionen vom Index l: 

J"" n Jfx[ (2x'fx) (2x'fx)~ cos (t3- tx) dt = 3 y 3 I•ta 3f'3 + I-•ta 3 }'3 1J, 
0 

Jco 1 ,,- (2xM 
cos (t8 + tx) dt = 3 rxKt11 3 ifJ 

0 

(x reell und ~ 0). 

Integraldarstellung von LERCH für das unbestimmte Integral von 
1 
8 Io(z): 

oo -i+ioo 

j. de -1 Jr(-s)xh 
Io(t) t = 4ni s F(s + 1) ds 

2:r: -i-ico 

(x reell und positiv). 

§ 6. Integralbeziehungen zwischen Zylinderfunktionen. 
n/2 

I,. (z) I .. (z) = ! f I,.+ .. (2 z cos f) cos (p - 1) f df 
0 

(Re(p + ") > -1), 
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],.(Rz} ],.(r z} 
+n/2 p+v 

= ..!_RPr"feiiJ.(p-v) ( 2 cos i1o )-2-J (z''2cos{}[RBe'iJ.+ r2 e-iiJ.])d{} 
n R•e'-'+r•e '" .Uh V 

-n/2 

(Re(,u + v} > - 1; R und r reell und positiv), 

a•+b• 00 

2~,e-4P" I,.(;;a) =fe-p~>t• ]"(at}],.(bt}tdt 
0 

(Re v > - 1 ; I arg p I < : ; a, b reell und positiv), 

CXl 

bu [fai+bi]"-,u-1K-- (z''a2 + b2) =fJ (bt)K,.(a"f~) tP+ldt 
a" z " .u 1 r .u (t' + z•)'"2 

0 

( a, b reell und positiv; I arg z I < : ; Re ,u > - 1) , 

oo m m f 11 J,.(a,."ft• + xB} 2,.,-1 F( ) JI[l ( )] I (b t} n=1 tP-1 dt = __ !!_ ~ 
.U (tB + xlr"/2 b"' n=1 x" 

0 
m 

{x, b, ah .. . , am reell und positiv; b > 2Jan; 
n=1 

[Re (mv +im+ i) > Re,u > 0]}, 

n bl' [ 1'aa + bBJ"-p-1 --2e-in( .. -l'-'l•> a"-'r- H~'J}_,u-1 (yfa'J. + b2) 
CXl 

= f I u (b t) K,. (a rj2--=- y2) (t2 - y2)-"/2 t~-<+1 dt 
0 

(Rev<1, Re,u>-1, a,b,y reell und positiv, argft1 -y2 =0 

für t > y; arg (t2 - y 2)a = n a für t < y, wobei a = i bzw. a =- ; ) . 

Ein Spezialfall (,u = 0, v = l) dieser WATSONschen Formel ist die 
Formel von SoMMERFELD (s. § 7). 

Formeln von SoNINE: 
CXl 

x"-1'-1 al'+i f' (a lies+ x•} ax = " ' t2~-<+ldt f"-u-d} 2~'-F(,u+l) (t•+xB)"/2 
0 

( a, x reell und positiv; Re ( ; - ! ) > Re ,u > - 1), 

CXl 

x"-1'-1 a~'-+1 IK (a 1ifi+ x•) K ax = " ,,-, t2~-<+ 1 dt 
,.......,_1 ( } 2~'- F(,u + 1) (tll + x•)"/2 

0 

(a, x reell und positiv; Re ,u > -1), 
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CO 

_ 2~' r(p, + 1) f ] "(a t) t•+l 
K"_ll (a x) - a~' x•-1' (tB + x•)"+l dt 

0 

(a, x reell und positiv; - 1 < Re v < Re (2 p, + i)). 

(Re p, > - 1; Re v >- 1), 

00 

2 ·s "(I+, H&1>(x)=- nt e;+:]0 (t)dt 
0 

(x reell und positiv), 

n/2 f< C" J (11-2 -~) J J (z sin {})] (C cos {}) sin~<+l {} cos"+l {} d{} = z l'h+l ,z + "' 
0 ll " (z2 + C2)<1•+"+ 1)/2 

(Rep,> -1, Rev> -1). 

Formeln .von WATSON: 
CO 

l,.t2(~ax)K,.J2(iax) = J(ef:;_<::{111 dt 
0 

(Rev >-1, a reell und positiv, largxl < ~), 
CO 

(2x)hT(v+ 1 )J t"+1J (at) 
]" (a x) K,. (a x) = (t a)"'fn T (&4 + 4 :')"+'~• dt 

0 

(Re v > - ~ , a reell und positiv, I arg x I < :) , 

K 2(2x)2 "T(v+i)J00 t"+'J"+1 (a't) 
]" (a x) ,. (a x) = (! a)"+l fn (&4 + 4 x')"+"l• dt 

0 

(Re v >- ~, a reell und positiv, I arg x I< :) , 
CO 

4 sin (ft-v)nJ . ( ) 
J~'(z) N,.(z)- ]"(z)N~' (z) = n 2 K"-JA(2z Stnt) e .u+" tdt 

0 

(Re z > 0, I Re (p,- v) I < 1), 

1 (z) aN,. (z)- N (z) a I,. <•) =- ~JOOK (2 z Sin t) e-2 " 1 dt 
" av " ßv n 0 

0 

(Rez > O). 
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Formel von NICHOLSON: 
CO 

J!(z) + N!(z) = !~J K 0 (2z 6int)<tof2'11tdt 
0 

(Rez > 0). 

Formel von DIXON und FERRAR: 

CO 

ScospnJ • ]! (z) + N! (z) = ----n-1 - Kb (2z !Emt) dt 
0 

(Rez > 0; -~<Re 'II < j). 

Formel von RAMANUJAN: Für -n < t < n, Re (p + '11) > 1 und 
x > 0, y > 0 ist: 

Für alle anderen (reellen) Werte von t verschwindet das Integral. Für 
t = 0, x = y wird 

+co 

J l.uH(x)J"-e(x)dE=l.u+•(2x) 
-CO 

(Re (f.L + '11) > 1; x reell und positiv). 

Weitere Formeln: 
c:l:ico 

H~l,9) (z) J"(C) = ; ilf e'/o{t-(z•H•>t-'lJ" (~) d/ 
0 

(+bei Hili, -bei Hl2>, c reell und positiv, R~'JI > -1, I CI< I z I), 
CO 

K,. (z) K" (C) = ! f e-'/•[t+<zOH•>t-•1 K" ee';) d/ 
0 

(largzl<n.largCI<n.larg(z+C)I< ~). 

n/2 

]. (x) = 1!2fJ (x sin 'I?) sin•+'I•-D d{} 
~-x r -n •-''• 

0 

(n = 0, 1, 2, ... ; x reell und positiv}, 
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1•+'!• (x) = 1/2 J (x sin .0) sin"H-6 d-8-J2 

Yx r n " 
(n = 0, 1, 2, ... ; x reell und positiv), 

:n: :n: 

J!(z) = ( -1)"! J ]0 (2zcosqJ)cos2n!pdf11 =! J ]0 (2zsinqJ)Cos2nqJdf11 
0 0 

(n=O,l,2, ... ), 

:n:/2 

( f.r1+ x1+ x) ( Jz1+ x•- x) 2 f ] .. 12 k--2-- J.,./2 k--2-- =;z ],.(kzsin-8-)cos(kxcos-8-)d-6 
0 

(Rev>-1, Rez>O), 

00 

J (~) N (~) = _ _!f],. (x }'t1+1) dt 
"'2 2 "'2 2 n ft• + 1 

0 

(Re v > - I, x reell und positiv), 

CO 

Jo(2fx)= J]0 (s)fo(;)ds 
0 

(x reell und positiv), 

00 

f]~ (at) 
10 (ax)K0 (ax) = t•+ x•tdt, 

0 
CO CO 

x J ,,-- J]0 (ux) u8 du kerx= 2 J1 (ux)ln rl+tl-du= u'+I , 
0 0 

CO CO 

keix =-; J ]1 (ux) arctgu1 du =-J lo~~~ ~du. 
0 0 

§ 7. Bestimmte Integrale mit Zylinderfunktionen, insbesondere 
diskontinuierliche Faktoren und Integraldarstellungen 

elementarer Funktionen. 

CO ( b )" ~( f --at -l _ 2 a I'+ II) ("' + II 1' + II + 1, . - bB) 
e ],.(bt)tP. dt- al'~(ll+l) 2F1 - 2-, 2 ,v+1, aB 

0 

(Re (a + i b) > 0, Re (a- i b) > 0, Re (,u + v) > 0), 
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f:-at J (b t) t• dt = (2 W F(v + ~) 
~ (a2 + b2r+'t• ~Jf 

0 

(Re v > - ~; Re a > I Im b IL 
00 Je-at J (b t) t•+l dt'= 2 a (2 W F(v + ~) 

~ i (a2+ b2)•+"/• rn 
0 

(Re v >- 1; Re a > I Im b 1):. 

Joo atj (bt) d_t_ = (~~- a)• 
fr v t V bv 

0 

(Re v > 0; Re a > I Im b I) , 

fooe-at J (b t) dt = [fa2+ b2- a]" 
o V b•ra2+bB 

(Re v > - 1; Re a > I Im b I), 

00 lcos[bfe2-a2] 
f fo (e yt'A+ b2) cos a t dt = fe2 - a2 

0 0 

(a, b, e reell und positiv), 

oo I 1 sin (b Yt- a2 ) 

f N0 (e yt2 + b2) cos a tdt = YeL a2 

o -1 e-b'Va'-e• 
fa2- !12 

(a, b, e reell und positiv), 

Je-atNo(bt)dt= _1·····lna+~2+b2 
0 ra2 + b2 b 

(a, b reell; a :2= 0, b > 0), 

I a 
00 

arc cosb 

J e-atK0 (bt)dt = fb2 ~3 
o l 1 In (~ + V aB - 1) l fa2 _ b2 b b2 

(a, b reell; a 2:0, b > 0). 

f00

cosatK0 (bt)dt= n2 
1 ··-

o fa2+b2 

(a, b reell; b > 0), 
Magnus u, Oberhettinger, Formeln u. Sätze. 

füre>a 

für e < a 

füre>a 

füre<a 

fürb>a 

füra>b 

3 
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Ioosin atK0 (bt) dt = 1 In(~+ 1/ l + -~) ra•+ bB a r a 
0 

(a, b reell und > 0), 

z z I ]0 ('yz2 - t2)dt = sinz; 
0 

f]0 (-(z2- t2) costdt = 1_sin(z y2), 
o r2 

I:-tio!cxK (t) dt = ~- 6i~vcx 
" sm vn @imcx 

0 

(ot reell, I Re 'PI< 1), 

(0 < Re t-t < i + Re v). 

Formel von GALLOP: 

j(X)sin:~~t) fo(bt)dt = 1:JJ:~:l. •• 
-oo }'b•- u2 

0 

fürb:s;;:a 

für b:?. a 

(a, b, x reell und positiv). 

Formel von SOMMERFELD: 

Schreibt man links im Exponenten -ik statt + ik, so muß man 

- ; < arg Y.r2 - k"'i < ; ; - ~ < arg k < 0 fordern. 

Formel von WEYRICH: 

ik"Vr"+!l;· . I+<>;> 
e = !_ ein Hbl> (r Yk2- 't'2) d't' 
frB+ ,:rB 2_oo 

(r und x reell; 0 :::;;: arg yks - 't'2 < ~ ; 0 < arg k < ~) . 

Schreibt man links im Exponenten -ikstatt +ik, so muß man rechts 
- i sowie e-in und Hb2> schreiben und - ~ < arg yk2 - 't' 2 :::;;: 0; 
-~ < arg k :::;;: 0 fordern. 
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Formel von WEBER und SoNINE: 

"" ( a )~ r (v + "') f] (at)e-P"t"tl•-1dt= 2p - 2 - F ("+.U. v+1· -4 pa~) 
" 2p~' F(v + 1) 1 1 2 ' ' • 

0 

(Re(!-'+ v) > 0; I argp I<~; a reell un.d positiv), 

CX) 

f] (a t) e-P" t• t~+ 1 d t = _a_~ - e -(,a;.) 
,. (2p2)Hl 

0 (Re (2 v + 2) > 0; I arg PI < -~) . 

Formeln von SoNINE und ScHAFHElTUN: 

"" -•- a~tr(,u+v;J.+1) f ],..(at)j,.(bt)t dt- (- + +J.+ 1) X 
(S1) 0 21 b~t-1+ 1 r ,u v2 r (,u + 1) 

(,u+v-J.+1 ,u-v-J.+1. . a2) 
X 2Fl 2 ' __ 2 ___ , I'+ 1, )ji 

(Re(ft+v-Ä.+1)>0; ReÄ.>-1; aund'breell; O<a<b). 

Die rechte Seite liefert eine andere Funktion, wenn man in ihr I' mit v 
sowie a mit b vertauscht; das Integral links ist mithin i. a. eine bei 

: = 1 nicht analytische Funktion von : . Für a = b erhält man: 
CX) 

J ],..(at)],.(at)t-•dt 
0 ( + a) • -1 r (J.) r (,u + v ; ;. + 1) 

2 r (- ,U + V/ A + 1) r (,U +V ~ J. + 1) r (,U- v ~). + 1) 

(Re(!-'+ v + 1) >Re Ä. > 0; a reell und positiv). 

(,u+v-J.+1 -,u+v-J.+1. . b2) X 2Fl __ 2 ___ ' ---2--, V+ 1, a2 

(Re (ft + v- Ä. + 1) > 0; Re Ä. > -1; a und b reell; 0 < b < a). 

Wenn v -I' + Ä. + 1 oder I' - v + Ä. + 1 gleich einer geraden nicht 
positiven ganzen Zahl ist, so verschwindet in Formel (S1) bzw. (S3) die 
rechte Seite identisch. Dieser Fall ist besonders wichtig, wenn dabei 

3* 
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gleichzeitig in Formel (S3) bzw. (S1) die hypergeometrische Funktion 2F 1 

sich auf eine elementare Funktion reduziert. Spezialfälle der Formeln 
(S1), (S2), (S3) sind die folgenden: 

bv-n-1 F(v) b2 

oo a"-nn!F(v~n)2F1(v, -n; v-n; aa) 

J 1"+n(at)1"_n_1 (bt)dt = (- 1)n/2 a 

0 

(oberste Formel für 0 < b < a, mittlere für 0 < b = a, unterste für 

0 < a < b; n = 0, 1, 2, ... ; Re v > 0), 

00 

ro . (V~ J.1 ) f dt 2 sm 2~-n 
1 (a t) 1 (a t) - = - -----

~" " t n v2 ~ )12 

0 

(Re(v + p) > 0; a > 0), 

f -p -v - ~ r (}1 + v) 2-1<-'1' 

t 1~'(t)t 1"(t)dt-F(J.1+v+f)F(J.1+!-)F(v+t) 
0 

(Re (p + v) > 0), 

00 

1 
a" b~v-1 

J 1,.(at)1"+1 (bt) dt = 2 a 

0 

(a, b reell und positiv, Re v > -1), 

Joo dt ~~11-1 (: Y' 
1 ~" (a t) 1 ~" (b t) 1 - = _!__ (~-)1, 

0 2}1 b 

(a, b reell und 2 0, Re p > 0), 

00 J 1 ~" (a t) sin b t ;! = 
u 

1 . ( . b) -!t- sm fl arc sm a 
a~' sin pn 

2 

1-1 (b + }'b• ~ a2'f 

(a, b reell und 2 0, 'Re p > -1), 

1 ( . b) ---;; cos p arc sm -a-
a·" cos }1:rt 

2 

p (b + fb2 ~ a2)i' 

(a, b reell und 2 0, Re p > 0), 

für 0 < a < b 

fürO<a=b 

für 0 < b'< a 

für a > b 

für a < b 

für a > b 

für a < b 

für a > b 

für a < b 



§ 7. Bestimmte Integrale mit Zylinderfunktionen. 

sm p. arcsm a 
(X) 

j . ( . b) 

f fa1 - b1 

0 ]p.(at)sinbtdt= a·"cosp.n 

2 

J'b• - a• ( b + fb1 - ;;2}P 
(a, b reell und :::=:: 0, Re p, >- 2), 

00 
j cos (p. arcsin ·~) 

J. fa•- b• 
]p.(at) cosbt dt = u . p.n 

0 - a sm 2 

fb2 - a2 (b + fb2 - a•) . .u 

(a, b reell und ;;;::: 0; Re p, > -1), 

j] IJ.+t (a t) ]"(b t) t•-!• dt = j (:• -b•)P-• b'' 

0 2·"-" al'+l F(p.- II + 1) 

37 

füra>b 

für a < b 

füra>b 

für a < b 

für a < b 

füra>b 

( a, b reell und positiv; Re v > -1 ; Re (p, - v + 1) > 0). 

Weitere Formeln: 
CO 

IK (a t) J (b t) t•-+ p.+l dt = (2 a)~' (2b)• F(p. + 11 + I) 
IJ. " (aB + bl)l'+•+1 

0 

(Re ( v + 1) > I Re p, i ; Re a > I Im b I ; Re a > 0), 

b-1•-• j e-2at J P. (b t) ],.(b t) tl•+• dt 
0 n/2 

_ _!'(p. j- 11 + f)J cosl'+• fP cos (p. - 11) fP d 
- n"l• (aB+ b' cos• fP)I'+"+'/• ffJ 

o' 

(Re a > I Im b I ; Re (p, + v) > - ~), 

J jj ]"(ant) t•"'dut• 1 = 0 
0 n-1 

(a1 , ••• , a,. reell; a1 > a2 > a3 • • • > am > 0; a1 > a2 + a3 + · · · + am·; 
Re v > -1). 

Formel von SoNINE und DoUGALL: 
CO 

[ ]p.(at)],.(bt)],.(ct)tl-.udt 
..4. 

- 2 2 8 1'-t'-1 • 2• (b c)'' 2-1'+1 f 
-a~<F(p.-II)T(II+t)T(t) (a-b -c +2bccOSffJ) sm ffJdffJ, 

0 



38 Zylinderfunktionen. 

wobei a, b, c reell und positiv sind, und 

b• + c•- a2 
A = 0; arccos 2 b c ; n 

ist, je nachdem a2<(b -c)2; (b -c)2<a2<(b +c)2; (b +c)s<as 
ist. Ferner ist Re p, > - }, Re v > - ! zu fordern. Für p, = v liefert 
diese Formel 

"" I dt 2V-l LJI>"-1 

]" (at) ]" (bt) ]" (ct) tH = 'abc)v F(v + i) F(i)' 
0 

wobei Re v >-! ist und L1 der Inhalt des Dreiecks mit den Seiten 
a, b, c ist; wenn diese Größen sich nicht als Seiten eines Dreiecks auf­
fassen lassen, ist L1 gleich Null zu setzen. 

Formel von SONINE und GEGENBAUER: 

r ],u(bt)J .. (a ft2 + x2) (t2 + x2)-"/2t,u+l dt 
0 

=l~,u {l'a• _ bii}"_,u-1 ( ,~) 
v ]"_",_1 x ra-- b-a x 

füra<b 

füra>b 

(Re v >Re p, > -1; a, b, x reell und ~ 0). 

Weitere Formeln in Kapitel VIII, §§ 1, 2, 3. 

§ 8. Den SESSELsehen Funktionen zugeordnete Polynome. 

a) Die NEUMANNsehen Polynome On (t) sind Polynome in t-1, 

welche durch die für I t I > I z I gültige Reihenentwicklung 

definiert werden können. Es ist 
[n/21 

1 1 ~n(n-m-1)1 
0 0 (t) = T; O .. (t) = 4 ~ m! {tt)"-•"'+1 

m=O 

Es gilt für n ~ 1: 

für n=1,2,3, ... · 

2 . 1 nn 
2(n8 - 1) nsm 2 

(n -l)O .. +l(t) + (n + I)0"_1 (t)- 1 O .. (t) = t 

0,._1 (t) - On+l (t) = 2 O~(t), 
sowie 

- ol <t> = oü <t> = - ~~ . 
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Für jede den Nullpunkt der z-Ebene umschließende doppelpunktfreie 
geschlossene Kurve <t gilt 

/Om(z)O,.(z)dz=O für m,n=O, 1,2, .. . 

J Im (z) 0,. (z) dz = 0 für m2 +n1 ; m, n = 0, 1, 2, .. . 

Jin(z)O,.(z)dz= bi 
e,. 

für n = 0, 1, 2, .... 
fit 

Ebenfalls als NEUMANNsehe Polynome werden auch die Funktionen 
Dn (t) (für n = 0, 1, 2, ... ) bezeichnet, welche Polynome in t-1 sind und 
durch die Reihenentwicklung 

"" 
11 ~ 81 = .2} e,.D" (t) I!(z) 

'l-0 
definiert werden. 

Als Verallgemeinerung der NEUMANNsehen Polynome sind die Funk­
tionen An,,. (t) anzusehen, die durch 

definiert sind und zuweilen als "Polynome von Gegenbauer" bezeichnet 
werden; sie sind ebenfalls Polynome in t-1. 

Statt der Funktionen 0" (t) kann man sich der Polynome von 
ScHunr bedienen, welche durch 

S0 (t) =0, S_"(t) = (-1)"+tS"(t) 

S"(t) = ! {tO,.(t)- cos2 ! nn} 

definiert sind; sie genügen der Differentialgleichung 

für n=1,2, ... , 

für n = 1, 2, ... 

{t2 :t: + t :t + (t2 - n2)}S"(t) = 2tsin2 -!-nn + 2ncos2 ! nn 

und der Funktionalgleichung 
+oo 

s,. (t- z) = .2} s"+m (t) Im (z). 
m=-co 

b) Die Polynome von LoMMBL Rm,,.(z) sind für beliebige Werte 
von v und für m = 0, 1, 2, ... definiert durch 

Rm,,.(z) = (v)m(! ztm zFaC -;m, - 2m; v, -m, 1- v- m; -z2); 

sie sind Polynome in z-1 und verbinden je drei BESSELsche Funk­
tionen, deren Indizes sich um m und m - 1 von einem von ihnen unter-
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scheiden durch die Formeln 

]"+m(z) = ]"(z) Rm,"(z)- J"_1 (z) Rm-l,Hdz), 

(- 1)m J _"_m (z) = J _,. (z) Rm,,. (z) + ] _,.+1 (z) Rm-l, "+1 (z) 

(m=1,2,3, ... ). 

Die Rm," lassen sich durch die BESSELschen Funktionen ausdrücken: 

]"+m (z)] -..+1 (z) + (- 1)m] _,._m (z) ]"_1 (z) = ~!!.~z" :rr; Rm,,. (z) 

(m=0,1,2, ... ). 
Es ist speziell: 

R = 1 R = 2v R = 2v(2v+ ~){ 1 ___ z'--} 
0," ' 1," z ' 2, " zB 2 V (2 V + 2) ' 

]f,. (z) + ,~.,. (z) = ~z ; n,. (z) + ]~.,. (z) = ~z ( 1 + },; ) ' 

J P-1 (z) H~1 ) (z) - ]" (z) H~~J(z) = ...;.._ . 
:rr; t z 

§ 9. Die Funktionen von STRUVE, ANGER und WEBER. 

In diesem und dem folgenden Abschnitt werde zur Abkürzung 
a• a 

17,. = z2 a z• + z az + z2- "s 
gesetzt. Die Funktionen H"(z), J"(z), E"(z), die resp. nach STRUVE, 
ANGER und WEBER benannt werden, sind Lösungen der inhomogenen 
BESSELschen Differentialgleichungen 

4 (! z)"+1 
l7" H" (z) = F(v + !) r(t) ; 
l7" J" (z) = (z - v) sin v :rr; ; 

:rr; 

l7 E (z) = _ z + ~ _ (z - v) cos v :rr; 
" " :rr; :rr; 

und lassen sich definieren durch 
:rc/2 

H() 2(fzt f·( ..o.)"2"-o.d..o. ,. z = F(v+f)F(t) sm zcos·u· sm v v 
0 

= ~ ( _ I)m(tz)>+ sru+1 

...t:.J F(m + l) F(v + m + }) ' m=O 

"' 
J" (z) = ! J cos (" {}- z sin 8) d8, 

0 

"' 
E,.(z) = ! J sin ("8- zsin8) dß. 

0 



§"9. Die Funktionen von STRUVE, ANGER und WEBER. 41 

Zwischen ihnen bestehen die Beziehungen: 

sin v :n; J. (z) = cos v :n; E,. (z) - E_,. (z), 

sin v :n; E. (z) = J_,. (z) - cos v :n; J,.(z) 

und die Rekursionsformeln 

E ( ) + E ( ) _ ~!' E ( ) = _ 2 (1 - cos v.n) 
•-1 z •+1 z z " z .n z ' 

E,._1 (z) - E,.+l (z) = 2 E~ (z), 
2v (! z)• 

H,._1 (z) + H,.+l (z) - z H,. (z) = r(v + tl F(t)' 
' - (!z)• H,._1 (z) - Hv+dz) - 2 H. (z) = r(v + tl rtt)" 

Für I z I::> 1, I z I::> I v I gelten die asymptotischen Formeln: 

J,. (z) ~ J" (z) + si: :.n [ 1 _ 1 ~ v2 + fl - v2~3 - v2) + ... J _ 
_ sinv:n: [__!'._ _ ~~-- v2) + v(22- v2) (41- v2) + ... J 

:n;z z z3 z6 ' 

p-1 

H (z)=N (z)+··· (tz)•-• [ "(-I)m(!-v)m(2m)!+O(z-221)J 
" " r(v + !) F(!) ..L.J m! zBm 

m=O 

(- :n; < arg z < :n;). 

Für ganzzahlige Werte von v = 0, ± 1, ± 2 ist J,. = ]"; für halb­
zahlige Werte von v = i (2n + 1), n = 0, ± 1, ± 2, ... ist H"(z) eine 
elementare Funktion; insbesondere ist 

H,1• (z) = 1/ 2 (1- cosz). V :n;Z 

Für die STRUVEschen Funktionen gilt ferner: 

H,.(ze"'"') = e"'I•+'>"'H,.(z) (m= ±1, ±2, ... ). 
Für reelle Werte von x > 0 und v > i ist H,.(x) > 0. 

H (2 ) = 2z"+ItnJoon ((t2+Zi) t2•·-2dt 
" Z F(V- !) (t2 + z2)V 

0 
00 

2 z"+ 111nJJ2 (u) = ___ r_ -"- (u2 - z2)•-"l• du 
F(v- !) ua•-• 

z 

(Re v > ! ; I arg z I < ~), 
n:/2 

H·z)•-'(2v-1)f . _ 
H,.(z)= F(v+!)F(t) [1-cos(zcos-D)]sm2" 2-Dcos-Dd-D 

0 

(Re">!>. 



42 Zylinderfunktionen. 

"" JH (t) tp-tt-1 dt= F(i p) tang (! pn) 
.. r(v -l p + 1) 2" 1'+1 

0 

(- I < Re ,u < 0; Re ,u < Re v + l>, 
CO 

~ ,._" _ 2_,._,. F(l) F(p + v) 
J H,cc(t) H,.(t) t- dt- F(v + t) F(p + t) F(p + v + l) 
0 

(Re (,u + v) > 0), 
CO 

f],.(u)x" dx = ___.!!_!!_____ [H (ak)- N (ak)] 
x + k 2cosvn -. -• 

0 

(a,k reell und positiv; -~<Rev<~.v=l=}). 

Weitere Fonnein in Kapitel VIII, § 2. 

§ 10. Die Funktionen von LOMMEL. 

Die Differentialgleichung 17"y = kzP+l besitzt als Lösung die 
Funktion y = ksfl,,. (z) mit 

zl'+l ( p - V + 3 p + II + 3 1 ) 
s ... ,,.(z)=(p-11+1)(p+11+1) 1Fa I; 2 ' 2 ; -4%1 ' 

sofern ,u + v und ,u - v von den Zahlen -I, -3, -5, ... verschieden 
sind. Für beliebige Werte von ,u und v liefert die Funktion 

S,cc,"(z) = sfl,"(z) + 2fl-lF(~-'- ;·.:+ 1) X 

X r(P +; + 1) sin1vn [cos(p; 11 :n)J_"(z) -Cos(~.:t_! :n) ]"(z) J 
eine Lösung von 17,.y = z1'+1, da in diesem Ausdruck die rechte Seite 
sinnvoll bleibt, wenn ,u ± v einer negativen ungeraden Zahl zustrebt. 
Für ,u ± v = I, 3, 5, ... wird 

[ (p- 1)1- 11• [(p- 1)1 - vl) [(p- 3)1 - 111) J 
Sfl,"(z)=z~'- 1 I- 81 · + z' =f· · · ; 

die rechte Seite in dieser Formelliefert bei beliebigen Werten von ,u 
und V eine semikonvergente Reihe für sfl•" bei großen Werten von z. 

Die Funktionen Sfl,• (z) und s"'" (z) heißen LoMMELSche Funk­
tionen. Sie genügen den Rekursionsfonnein: 

S,_.+2, "(z) = zl'+l- [(,u + I)8 - v8] S,.," (z), 

s~ ... (z) ± ; Sfl,,.{z) = (,u ±V - I) Sfl-l, •'Fl (z); 

dieselben Fonnein gelten auch für die Funktionen sfl•" (z). 
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Ist .3,. (z) eine beliebige Zylinderfunktion, so ist 
d 

dz [(,u + V- I) z .8 .. (z) s,.-1, t'-1 (z) - z .8 .. -1 S,u, ,.(z)] = zl' .s .. (z). 

Einige Integraldarstellungen: 
CO CO 

S0,,.(z) =Je-zSint~ofvtdt=: Je-zS!nt6invt~oftdt, 
0 0 

CO 

S1.,.(z) = zfe-zSint~ofvt~oftdt, 
0 

V S-1,,. (z) = J e-z@>int 6in V t dt 
0 

(Re z > 0). 

§ 11. Beispiele KAPTEYNscher Reihen. 
CO 

Es handelt sich um Reihen der Form .2}17.,. f,.+n [z (v + n)] 
fi=O 

CO 

1 ~z=I+2.J)J,.(nz)) _ 
n=1 z el-'1-z• 

co sofern 1-----:;J--== I < I. · 
t z2 'l 1 + r 1 - z2 

1 _z2 = L.Jl2m(2mz) 
m=1 

Für reelle Werte von e mit 0 < e < 1 gilt 
CO 

_!_- ~ = ~(- 1)"-lJh(ne) 
2 4 ,..c.; n' 

fl-1 
00 

ft+~ = _}) { -1)"-1 l,. (n e)' 
fl=l 

2(1 ~---e)l = f<- I)n-lnJ~(ne). 
fl-1 

§ 12. ScHLöMILCH·Reihen. 

Es sei f (x) eine in dem Intervall 0 < x s TC zweimal stetig differen­
zierbare Funktion der reellen Veränderlichen x. Dann ist für 0 < x <TC 

CO 

f(x) = ~a0 + ..J;a,.]0 (nx) 
n+1 

mit n n/2 

a0 = 2 f (o) + ! J du J drp f' (u sin rp), 
0 0 

n n/2 

a,. = !J du J drpuf'(usinrp) cosnrp. 
0 0 
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Beispiele: Es ist 
r oo 

2 +4~--_1_-=== 1 + 22}]0 (nx) 
x k=l fx2- 4 k2 :n2 n=l 

(2rn<x<2(r+ 1)n), 

,/ x :n :n2 ~] 0[(2n- 1)x] 
yx2 - n 2 --- narccos- +- = ..:::;.;-----

2 x 8 n=O (2 n - 1)2 

(n < x < 2n), 

~ + Z(- I)n ] 0 (nx) = 0, (0 < x < n) 
n=l 

1 1 i[ 1 1 J r + 2 + m=l H2 m i :n + zJ2 + x2 + y2 - 1l2 m i :n - zJ2 + x2 + y2 

= 1 + .i e--n z ] o ( n V x2 + y2) ' 
n=l 

1 1 ~(- 1 )"-1 B 
= r + 2 + ..:::;.; -{2n)T~" y2n-1 P2n-1 (cos f}) 

n=l 
(0 < r < 2n), 

wobei r = yx2 + y2 + z2, cosf) = : ist und B211 die BERNOULLischen 
Zahlen sind (vgl. Kap. I). 

Anhang zum dritten Kapitel. 

§ 18. MATHIEUsche Funktionen. 

Der BERNOULLische Ansatz der Trennung der Veränderlichen führt 
bei der in gewöhnlichen Zylinderkoordinaten geschriebenen Wellen­
gleichung auf Zylinderfunktionen (vgl. Kap. IX § 2). Derselbe Ansatz 
führt bei Zugrundelegung elliptiseher Zylinderkoordinaten auf eine 
neue Klasse von Funktionen, welche als Verallgemeinerung der Zy­
linderfunktionen anzusehen sind, aber längst nicht so gut untersucht 
sind wie diese. Die Funktionen, um die es sich hier handelt, heißen 
"MATHIEUsche Funktionen"; sie sind Lösungen der MATHIEUschen 
Differentialgleichung 

d2y 
(M) dx 2 + (A.- 2h2 cos2x) y = 0, 

welche ihrerseits ein Spezialfall der Differentialgleichung 

~:~ + (a~ + b~cospz) y = 0 

ist. Durch die Substitution a0 p = a, b0 p = b, pz = x läßt sich diese 
zurückführen auf die Differentialgleichung 

(M') ~~ + (a2 + b2 cosx) y = 0. 
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Man bezeichnet vielfach auch (M') als MATHIEUsche Differentialglei­
chung. Es gilt das Theorem von FLOQUET: 

Es gibt eine Lösung :Y (x) von (M'), derart,-daß 

y(x + 2n) = ay(x) 

wird. Wenn y1 und y2 zwei Lösungen von (M') sind, derart, daß 

so gilt: 

:Y1 (0) = l, 
:Yi (O) = 0, 

:Y2(0)=0, 

:Y~ (0) = 1, 

a2 - a[y1 (2n) + :v~(2n)) + l = 0. 

Man hat daher folgenden Lösungsansatz: 

n=-m 

Einsetzen in die Differentialgleichung (M') liefert ein System von un­
endlich vielen linearen homogenen Gleichungen für die unendlich vielen 
unbekannten Koeffizienten An 

An[a2 + (p. + i n)2) + ~ (An-l + An+l) = 0 

·· ·-2, -l=n=O, 1,2 .... 

Damit dieses Gleichungssystem lösbar ist, muß gelten: 

0 0 0 

0 
b2 . 

2[a2+(.u-i)2] l 0 0 0 

=Ll(p.):::: 0 0 
b2 

l 2(~-t•+a8) 0 0 

0 0 0 
bl bl 

2-[a•+(~-t+i)•] l 2[a2+(~-t+i)2] 0 

0 0 0 
b2 b• 

O 2[a• +(~-t+2i)•] l 2[a• +(~-t+2 i) 2] 

Aus dieser Determinantengleichung kann bei vorgegebenem a und b 
die Größe p., der charakteristische Exponent berechnet werden und da­
mit aus den Rekursionsformeln für die An bis auf einen konstanten 
Faktor die An selbst, womit die Lösung der Differentialgleichung 

bestimmt ist. 
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Der charakteristische Exponent p kann auch berechnet werden aus 
folgender Gleichung: 

sirrt (in p) = Lf (O) sin1 (n a), 

wobei Lf (0) der Wert der obenstehenden Determinante für p = 0 ist. 
Ist p rein imaginär, so ist die Lösung stabil; für reelles oder komplexes p 
ist die Lösung labil. 

Für p.= m i (m = 0, 1, 2 ... ) ist die Lösung periodisch mit der 
Periode 2n. 

Für p = (m + !) i (m = 0, 1, 2, ... ) ist die Lösung periodisch mit 
der Periode 4 n. 

MATHIEUsche Funktionen erster Art. 

Besonders wichtig sind solche Lösungen der MATHIEUschen Diffe­

rentialgleichung :::. + (Ä - 2 k1 cos 2 x) = 0, welche periodisch in x 
mit der Periode 2 n sind. Es sind dies die MATHIEUschen Funktionen 
1. Art. Derartige Lösungen sind bei vorgegebenem k1 nur für ganz be­
stimmte von der Größe k1 abhängige Werte des Parameters Ä möglich. 

Es existieren vier verschiedene Serien von periodischen Lösungen, 
deren Fourierentwicklungen die Gestalt besitzen: 

CO CO 

ce1"(.x) = .2A2", 1 ,cos2rx; 
r-o 

ce.,.+l (x) = .2 Allfl+l, 2r+l cos(2 r + 1) x; 
r=O 

CO ' 00 

se8"(x) = .2B11 ", 2 ,sin2rx; sellfl+dx) = .2 B~~n+l, Br+l sin (2 r + 1)x 
r=O r=l 

(n = 0, 1, 2, ... ; bei seh nur n = 1, 2, 3, ... ), 

wobei die Koeffizienten A und B von k2 abhängen. Die MATHIEUsche 
Funktion erster Art ist also entweder eine gerade oder eine ungerade 
Funktion von x und ihre Fourierentwicklung hat entweder nur Glieder 
mit geradem oder nur solche mit ungeradem r. 

Der willkürliche konstante Faktor bei jeder MATHIEUschen Funk­
tion 'TJ" wird so gewählt, daß 

2n {2n für n = 0 
[11! dx = n für n + 0 

ist; demzufolge gilt im lim k ~ 0. 

lim ce2"(.t) = cos2nx; 1im ce2"+1(x) = cos(2n + 1)x, 
1r+O h-+0 

lim se~n(x) = sin2nx; lim se2 fl+l'(x) = sin(2n + 1)x. 
h-+0 h-+0 

Die Koeffizienten Ah,ar; B1",1r; A2fl+l,Br+l; B1"+I,llf'+l bestim­
men sich aus; 
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- Ä A~~t~,o + h1 A2 ,., 2 = 0 

2h1 A~t~,o + (4- Ä) A1 ,., 2 + h2 A2,.,, = 0 

h1 A2 ,., 11 ,...11 + (4r11 - Ä.) Allfl, zr + h11 Allfl,llr+ll = 0, 

h1 Alfl+l, 1 + (I - Ä.) A2,.+1, 1 + h11 ABR+l, 8 = 0 

h8 A11 ,.+1, 2 ,...1 + [(2 r + I)11 - Ä] A~n+l, 2 r+1 + h8 Allfl+1, ar+a = 0, 

(4 - Ä.) B.,., 11 + h11 B2,., 4 = 0 

h•Bs,.,Br-2 + (4rll- Ä.)Bz,.,llr + h2Bifl,llr+2 = 0, 

- h8 B'l.fl+l, 1 + (I - Ä.) Ba n+l, 1 + h8 B~n+1, a = 0, 

h1 B 11,.+1,llr-1 + ((2r + I)11 - Ä.]B8 ,.+1,llr+1 + h8 BIIfl+l,Br+a = 0. 
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r=O 

r=I 

r>I 

r=O 

r>O 

r=I 

r >I 

r=O 

r>O 

Der Zusammenhang, der zwischen h2 und Ä bestehen muß, damit z. B. 
ce11,.(x) eine Lösung der MATHIEUschen Differentialgleichung ist, er­
gibt sich aus den Bestimmungsgleichungen für die A2,.ar· Damit dieses 
homogene lineare Gleichungssystem lösbar ·ist muß gelten: 

Ä - h8 0 0 0 

-2h8 Ä.-4 -h" 0 0 

0 -.h" Ä -16 -'hll 0 

0 0 -hll Ä- 36 -h" 
= 0. 

0 0 0 -h" Ä- 64 

Dieses ist die Gleichung zur Bestimmung von Ä bei vorgegebenem h2• 

Ihre Lösungen seien, nach wachsendem Betrage geordnet, die Zahlen 
Ä,. (n=O,I, 2, ... ).Mit Ä=Ä,. kann man rekursiv die Koeffizien­
ten A1 ,. sr und damit die Lösung ce2 ,.(x) berechnen. 

Entsprechendes gilt für die anderen Entwicklungen. 

MATHIEUsche Funktionen zweiter Art. 
Außer für den trivialen Fall h = 0 besitzt die MATHIEUsche Diffe­

rentialgleichung nur eine periodische Lösung. Die MATHIEUsche Funk­
tion 2. Art ist eine zweite, von der periodischen linear unabhängige 
Lösung der MATHIEuschen Gleichung. Hiervon existieren ebenfalls 
vier verschiedene Typen, die sich folgendermaßen durch die Funktionen 
I. Art ausdrücken. 
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Zugeordnete MATHIEUsche Funktionen. 

D~e zugeordneten MATHIEUschen Funktionen 1. und 2. Art ent­
stehen aus den entsprechenden MATHIEuschen Funktionen 1. und 2. Art, 
indem an Stelle von x der Wert ix gesetzt wird. Die zugeordneten 
Funktionen genügen der Differentialgleichung: 

d2y 
dsa + (- Ä. + 2 h11 <tof 2 x) :Y = 0. 

Die zugeordneten Funktionen 3. Art sind eine Linearkombination der 
entsprechenden 1. und 2. Art. 

mit 

Darstellung der zugeordneten MATHIEUschen Funktionen erster Art. 
CX) 

C e~l;! (x) = .2 A2n, ar] r (h e~)] r (h e-"11'), 
r=O 

CX) 

C e~1~+1 (x) = <tof x .};a'l.n+l, r] r (h e~)] r (h r~), 
r=l 

CX) 

S41;!+1 (x) = ®inx .L;b2n+1,rfr(he~) fr(he-~). 
r-1 

Zugeordnete MATHIEUsche Funktionen dritter Art. 
CX) 

C e<8> (x) = ~ A H<2> (h e~) J (h r~) 2n ~ 2n, llr r r • 
r=O 

C e~8~+ 1 (x) = <tof x ,2 a'l.n+l, r H~2\(h e~)] r (h r~), 
r=l 

CX) 

Se~8~ (x) = ®inx<tof x ~b2n,rH~~t(he~)] r+dhr~), 
r~l 

ah+t, r = (- I)r r [A2D+1,1 + ABn+l, a + · ' · + Alln+l, llr-1] • 

bh+l, r = 1' [Bh+l,1 - Blln+l, 3 + ' ' ' (- I)r+l BBD+1, llr-1] • 

Darstellung der zugeordneten Funktionen nach REINE. 
CX) 

C41~(x) = ~A211, 2 r(-I)r ] 2 r(2h<tofx), 
r=O 

CX) 

C e~8~ (x) = ~ Ah,llr (- I)r H~2; (2 h <tof x). 
r=O 

Für große Werte von x streben die Ce!,!> (x) sowie die Se!,!> (x) gegen 
cos (h ez) e-lh'" 
~ ; die C e!:l (x) sowie die Se~> (x) gegen fh e~ mit w = e~. 



(1) 

Kugelfunktionen. 

Viertes Kapitel. 

Kugelfunktionen. 

§ 1. Differentialgleichung. Definitionen und Bezeichnungen. 

Die Kugelfunktiahen sind Lösungen der Differentialgleichung: 

d2u du [ 11-2 J 
(1- z2) dz2 - 2z dz + v(v + 1)- 1 _ z2 u = 0, 

4:9 

wobei v, ft zwei beliebige komplexe Konstanten sind. Es ist (1) ein 
Spezialfall der hypergeometrischen (RIEMANNschen) Differentialglei­
chung; vgl. Kap. II S. 12. Im allgemeinen sind die Punkte 

Z= +1, -1, 00. 

Singularitäten der Lösungen von (1), und zwar sind die Punkte z = ± 1 
und z = oo gewöhnlich Verzweigungsstellen. Es interessieren nun einer­
seits die Lösungen von (l) für reelle Werte von z im Intervall-! < z < 1 
und anderrseits die Lösungen für beliebige komplexe Werte von z mit 
Rez > 1, die in der z-Ebene mehrdeutig sind und für die man zweck­
mäßigerweise ein Stück der reellen Achse zwischen - oo und + 1 als 
Verzweigungsschnitt einführt. Ferner interessieren besonders die Lö­
sungen von (l) für den Fall, daß v oder ft oder beide ganze Zahlen sind; 
insbesondere ist der Fall ft = 0 'von Bedeutung. Aus diesen Gründen 
sollen die folgenden; in diesem Kapitel durchweg benutzten Bezeich­
nungen eingeführt werden. 

z bedeutet stets eine beliebig veränderliche komplexe Größe. x be­
deutet stets eine reelle Größe aus dem Intervall - 1 < x < + 1; es 
ist ohne besonderen Hinweis stets: 

cos {} = x, wobei {} eine reelle Größe bedeutet. 

P~ (z), Q~ (z) sind Lösungen von (l), die für I z I < 1 eindeutig und regu­
lär, also insbesondere für z = x eindeutig definiert sind. 

\ß~ (z), :0),: (z) sind Lösungen von (1), die für Re z > 1 eindeutig und 
regulär sind; wenn sie nicht uubeschränkt eindeutig fortsetzbar sind, 
sollen die Punkte der reellen Achse links vom Punkte z = l, soweit 
sie zur Verbindung der Verzweigungspunkte untereinander notwendig 
sind, als Verzweigungsschnitt aus dem Definitionsbereich für l.ßt, 0~ 
herausgenommen werden, so daß diese Funktionen dann in der rest­
lichen z-Ebene eindeutig definiert sind. Die Werte am oberen bzw. 
unteren Ufer des Verzweigungsschnittes zwischen -1 und + l (falls 
dieser Teil der reellen Achse zum Verzweigungsschnitt gehört) werden 
mit \ß~'(x±i·O), Ot(x±i·O) bezeichnet. 

Wenn der obere Index ft gleich Null ist, wird er fortgelassen. 

n, m, n', m' bedeuten stets Zahlen der Reihe 0, l, 2, ... ; 

V,ft, v', ft' bedeuten, wenn nichts anderes gesagt, beliebige komplexe Zahlen. 
Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sätze. 4 
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§ 2. Die LEGENDREschen Polynome. 

Die Differentialgleichung (1) der Kugelfunktionen geht für p. = 0 
über in die "LEGENDREsche Diflerentialgleichung" 

(3) d [ du] dz (1 - z2) dz + 'II (v + 1} u = 0. 

Diese besitzt für ganzzahlige Werte von v (und nur für diese) ein Polynom 
in z als Lösung. Es gilt: u = P ", (z) ist eine Lösung von (3) für 
v = n = 0, 1, 2, .. . , wobei P",(z) ·ein Polynom vom n-ten Grade in z 
ist und durch jede der Formeln 

1 d" 
p"' (z) = 2"nl dz" (zll- 1)"'' 

(2nl) ( n 1- n 
P",(z) = 2"nlnl Z"',.F1 -2, -2-; ! - n; ;.). 

P () _ (-1)" (2n)l r; (-- + 1 . 1 , 2) 2n z - 21nnln1~~"'.1 n, n 2' 2' z ' 

P ( ) ( )n (2 n + 1) I F ( 8. 8. I) 
2A+lz = -1 21nnlnl z2 1 -n,n+li• 2• z' 

P (cos{}) = (2 n)l e'~'''"' r; (1 -n· !_ n· e± 2 i-') 
n 2Bn nl nl II"' 1 2• ' 2 ' ' 

P",(cos{}) = 2F1( n+1, -n; 1; sin2 ~)=( -1)"',.F1( n+1, -n; 1; cos•~ ), 

(-1)" an (1) z ~ P (x) = -- rn+1- - mit x = - r = z2 + {12 
"' n! azn r ,. ' 

definiert werden kann. 
Es ·ist, ausführlich geschrieben: 

p (z) = ~ [zn _ n(n -1) zn-• + n(n-1)(n-2)(n-3) zn-'=f • •. J 
" 2"nlnl 2(2n-1) 2·4·(2n-1)(2n-3) ' 

P (z) =- ( _ 1)" 1· 3 · 5 ... (2 n- 1) [1 _ 2 n (2 n + 1) zl + 
2n 2·4 .. -.(2n) 1·2 

+ 2 n (2 n - 2) (2 n + 1) (2 n + 3) z' =f .•• J 
1·2·3·4 ' 

p (z) = ( _ l}"' 3 · 5 ... (2 n + 1) z[1 _ 2 n (2n + 3) zl + 
2n+1 2·4 ... (2n) 1·2·3 

+ 2 n (2 n - 2) (2 n + 3) (2 n + 5) z' =f ... J 
1·2·3·4·5 ' 

(2n)l [ 1 n {} 
P",(cost?)= 2.,.n!n! cosn{}+l(2n- 1)cos(n-2) + 

1· 3 n (n- 1) 
+ N (2 n - 1) (2 n - 3) cos (n- 4) {} + 

1 · 3 · 5 n (n - 1) (n - 2) {} J 
+ 1 · 2 · 3 (2 n - 1)(2 n- 3) (2 n- 5) cos (n - 6) + ' ' · ' 
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wobei die letzte Reihe mit cos (- n#) abbricht; d. h. sie besitzt n + I 
Glieder, von denen für ungerades n je zwei einander gleich sind. Für die 
niedrigsten Werte von n ist (mit x = cos #) 

P0 (x) =I, 

P 1(x) = x = cos#, 

P2(x) = ~(3x2 -I) = ~(3cos2{} +I), 

P 3 (x) = ~(5x3 - 3x) = ~(5cos3{} + 3cos#), 

P 4(x) = ~ (35x4 - 30x2 + 5) = e\ (35 cos4{} + 20cos2 {} + 9). 

Es ist 

P ( ) - p ( _ ) - ( _ )n p ) - p ) - _ n~ n I - 1' n 1 - 1 ' 2n+l (0 -0, 2n (0 - ( I) 22nnl nl ' 
2n 

f p 2n (cos {}) d{} = 2 n [ (2nn) 2-2n r' 
0 

2n f p 2n+l (cos {}) cos {} d{} = 2 n (2nn) (2nn: 12) 2-4n-2. 
0 

Die LEGENDREschen Polynome sind Spezialfälle der GEGENBAUER­
seheu Polynome (s. § 8); es ist 

l
_2hnPn(z) für I h I < Min I z ± V z2 - 1 I , 

1 n=O 

:;:;}'1=-===o2=:=h =z +=h2 = '\; 1 
.L...J ,in+l p n (z) für I h j > Max I z ±V z2 - I I . 

n=O 

Rekursions formeln: 

n P n (z) - (2 n - 1) z P n-dz) + (n - I) P n-2 (z) = 0, 
2 dP.. n(n+1) 

(z - 1) dz = n (z P n - P n-1) = 2 n + 1 (P n+l - P n-1) · 

Eine Summenformel: 
n 

2;(2r + 1)Pr(x)Pr(Y) = (n + 1) P,.(x)P,.+l(y~==,.(y)Pn+dx). 
r=O 

Orthogonalitätsrelationen: 
+1 
J P n (z) P n' (z) dz = 0, 

-1 

+1 

f [Pn(z)]2dz = 2n ~ 1. 
-1 

fürn+n', 

4* 
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Einige Integrale mit LEGENDREschen Polynomen: 
+1 
J z1c P" (z) dz = 0, für k = 0, 1, ... , n - 1 , 

-1 ' l Ä (Ä - 2) ... (Ä - n + 2) d . 
jzAPn(z)dz= (Ä+n+l)(Ä+n-l) ... (Ä+I)' wenn n gera e 1St, 
0 (Ä-l)(Ä-3) ... (Ä-n+2) d. 

(Ä + n + 1) (Ä + n -I) ... (Ä + 2), wenn n ungera e 1st, 

(Re Ä > -1), 

:rr j2(m-n+l)(m-n+3) ... (m+n-1) we~n m; n 
J Pn(cos{})sinm{}d{}.= (m-n)(m-n+2) ... (m+n) 'un md. tn 
0 ungera e 1s , 

0 sonst I 0, wenn n + n' und n - n' gerade ist, 

1 (- 1)<n+n'+ 1)/2 nl n'l ' 

[ p n (x) p n' (x) dx = 2n+n'-1 (n-- n')(n+ n' +I>[(;) 1 (n ; 1)1r 
wenn n gerade und n' ungerade ist, 

:rr • Jp (1 2 · 2 • 2{}) • d sm(2n+I)D 
0 ,. - sm ocsm smoc oc=2(2.n+I)sinD' 

+1 f P1,.(~)d~ 2 (-k)" 
(1 + k x•)"+'l• = 2 n + 1 (1 + k)"+'l• 

-1 

Ungleichungen: 
Für reelle Werte von t > l ist 

P 0 (t) < Pdt) < P2 (t) · • · < P,.(t) < · · · 
Für reelle Werte von t > -1 ist 

P 0 (t) + Pdt) + · · · + P"(t) > 0, 

für \k\ <I. 

[ {} ] 2 sin (2 n + 1) D {} 
P n (cos ) > (2 n +I) sinD für 0 < < n, 

\Pn(cosfJ)\ ~1; i;ei"'~'P,.(cos{}) konvergiert für O<fJ<n. 
n=O 

P" (z) hat genau n reelle Nullstellen, die sämtlich im Intervall 
( -1, + 1) liegen. 

Integraldarstellungen von LAPLACE und von MEHLER: 
,. 

Pn(cos{}) = !J(cos{} + isinfJcosq;)"dtp 
0 

_{} :rr 

= f 2J cos (n + i) rp dtp = f2J sin (n + i) rp dtp. 
n fcos rp - cos D n fcos D - cos rp 

0 {} 

Weitere Integraldarstellungen s. § 4. Additionstheorem s. § 3. 
Asymptotisches Verhalten für große Werte von n s. § 5. 
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Einige Reihenentwicklungen nach LEGENDREschen Polynomen: 

2 n _ 2n 2n(2n-2) 
(2n + I)z -I P 0 (z) +5 2n+ 3P 2(z)+ 9 (2n+a)(2n+S)P4 (Z) + ·· ·, 

(2 n + 3) z2 n+l = 3 P 1 (z) +7 2:~ 5P3 (z) +11 ( 2=~~~2~~7) P 5 (z) + .. ·, 

! (I - z2)-'l• = P 0 (z) +5 ( ~ r P 2 (z) + 9(!: :r P 4 (z) + 

+I3(!:!:!YP6 (z)+ ... (zreell, [z[<I), 

dP,.(z) 
~ = (2 n - I) P n-l (z) + (2 n- 5) P n-a (z) + (2 n - 9) P n-s (z) + · · ·. 

r 1 1 
_2cos(n + ~)/J P n (cos-D) = 1f2 fcosp- cos {} für 0 < ß < -D < n, 

"=0 0 für 0 < -D < ß < n . 

§ 3. Die zugeordneten LEGENDREschen Polynome oder 
Kugelfunktionen erster Art. 

Für ganzzahlige Werte von v und ·p, besitzt die Differentialglei­
chung (I) im Falle I vl > I p, I eine besonders einfache Lösung. Es gilt: 

Die Differentialgleichung 

(4) d ~ du] [ mB J ~ (I--: x2)- + n(n +I)--- u = 0 
dx _ dx 1 -·x8 

besitzt für m = 0, I .... , n die Lösung 

~ d'" 
u = P';: (x) = (- I)"' (I - x2) 2 dx'" P n (x). 

Die Funktionen1 .P';:(x) heißen zugeordnete LEGENDREsche Kugel­
funktionen e.rster Art; man nennt n den Grad und m die Ordnung von 
P';:; die Funktionen Y ('!?, q;) der Winkelvariablen -D und q; 

cos m q; P';: (cos '!?), sin m q; P';: (cos '!?) 

heißen auch Kugelflächenfunktionen erster Art, und zwar "tesserale" 
für m < n und "sektorielle" für m = n. Sie sind periodisch in -D und q; 
mit den Perioden :n; bzw. 2n und daher überall eindeutige und stetige 
Funktionen auf der Oberfläche der Einheitskugel x2 + y2 + z2 =I mit 
x = sin-D cos q;, y = sin-D sin q;, z = cos -D; sie sind Lösungen der 
Differentialgleichung 

1 8(. 8Y) 1 82 Y 
(5) sinD 8{} sm-D 8{} + sinil{} 8rp• + n(n +I) y = 0 · 

1 Vielfach werden statt P:' (x) die Funktionen (- 1)"' P:' (x) eingeführt und 
wieder mit P:' (x) bezeichnet. Die hier mit P.:' (x) bezeichneten Funktionen 
werden dann meist mit r:• (x) bezeichnet. 
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Es ist 

pm(x)= (-1)m(1-x2)m/2 (n+m)l ~ (m-n m+n+1· m+1·I-x) " 2"'m!(n-m)! ~ 1 ' ' ' 2 
= (-I)"'(n+m)l (1 -x2)m/2 { 1 - (n-m)(m+n+I)!_-=._:: + 

2"'ml(n-m)l I! m+I 2 
+ (n-m) (n-m+ l)(m+n+ I) (m+n+2) (I-x)2 =f ... } 

2!(m+I)(m+2) 2 ' 

= (1 - x2)m/2 xn-m - xn-m-2 + (-I)"'(2n)l { (n-m)(n-m-I) 
2"nl(n-m)! 2(2n-I) 

+ (n -m) (n-m -I) (n- m- 2) (n- m- 3) xn-m-4 =f ... } 
2·4(2n-I)(2n-3) ' 

_ (-I)"'(2n)l (1 - 2)m/2 n-m F (~-n m-n7"I. _!__ • _!_) 
- 2n n I ( n -- m) I X X 2 1 2 ' 2 ' 2 n ' x2 ' 

Pf (x) = - (1 - x2)'1• = - sin 0., 
P~ (x) = - 3 (1 - x2)''• x = - ~ sin 2 U., 
PHx) = 3(1- x2) = ~(1- cos2U.), 

PHx) = -i(l-x2)''•(5x2 -1) = -!(sin-& + 5sin3U.), 
P~(x) = 15x (1- x2) = 1: (cos#- cos3#), 

Pg (x) = - 15 (1 - x2)"'• = - 1: (3 sin # - sin 31J). 

Rekursionsformeln: 

p~+ 2 (x) + 2 (m + 1) x- P':+ 1 (x) + (n- m) (n + m + 1) P':: (x) = 0 fi- x2 
(O<m<n-2), 

(2 n + 1) x P':: (x) - (n- m + 1) P':+1 (x) - (n + m) P':_ 1 (x) = 0 
(0 < m:::;. n - 1), 

dP"' 
(x2 - 1) ai- - (n - m + 1) P'::+l (x) + (n + 1) X Pr: (x) = 0, 

P'::_ 1 (x) -P'::+l (x) = (2n + 1) yl=X2 r-w;:- 1 (.x). 

Orthogonalitätsrelationen: 
+1 
J P'::(x) P'::' (x) dx = 0 für m 9= m', 

-1 

+1 

J[Pm( ))2d - _2_(n+m)! 
"X X-2n+I(n-m)l' 

-1 

2n "' J dcp J d1} sin # e±im"' e-=fim'rr P':: (cos #) P':.' (cos #) = 0, 
0 0 

wenn n 9= n' oder m 9= m ist. 
2n "' J J . m 2 _ 4n (n + m)l 

dcp d#sm#[P,.(cos#)] - 2 n+I(n-m)!' 
0 0 
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I ntegralbeziehungen: 
1 f ]2 _ (n+m)! 

[P,!'(x) dx-(2n+1)(n-m)!' 
0 

1 

f[P~'(x)]2 dx = _1_(n+ m)!. 
1-x2 2m(n-m)! 

0 

Additionstheorem: 

P" [ cos '!? cos t?' + sin '!? sin 0' cos ( rp - rp')] 
n 

(0 < m < n) 

= P" (cos'l?) P" (cos'l?') + 2 ~~= ~ :~: P;:'(cos'l?) P;:'(cosU)cosm(rp-rp'). 
m-1 

Ergänzungen: Ist 
n 

Yn ('I?, rp) = a0 P" (cos ß) + .J: (am cos m rp + bm sin m rp) P;:' (cos '!?), 
m=1 

n' 
Z 11.(-D, rp) = a~P ra'(cos '!?) + .J:(a;,. cos m rp + b;,. sin m rp) P:. (cos'l?), 

m=1 

so ist 
2n n 

/ drp j sin '!?dU. Yn(-D, rp) Zn'('!?, rp) = 0 für n + n', 

2n n 

J d rp J sin '!? d '!? Y n ( '!?, rp) P n [ cos '!? cos 0' + sin ß sin '!?' cos ( rp - rp')] 
0 0 

= 2n4~ 1 Yra{-D', rp'). 
Es ist: ra 

(cos-D+i sin-D cosrp)"=P" (cos'l?) +2 ~( ~i)m (n ~!m)t cosmrpP,!'(cos'l?), 
m=1 P: (cos ß) = * 

_ (-1)m (n+m)!Jl2. --m f m-'/ ( 1) 
- F(m+i)(n:-m)tY-n-sm '!? (cosrp-cos'l?) •cos n+ 2 rpdrp, 

0 1 1 

P;:'(x) = ( -l)m ~: ~ :~: (1- x2)-m/2J ... f Pn (x) (dx)m. 
:1: :1: 

Weitere Formeln und Sätze sind als Spezialfälle in den Resultaten 
von § 5 und § 6 enthalten. 

§ 4. Die Lösungen der LEGENDREschen Differentialgleichung. 

Die LEGENDREsche Differentialgleichung (3) besitzt die Lösungen 
u = ~ .. (z) und u = O,.(z) mit 

(6a) ~ .. (z) = 2F 1 ( -v, v +I; I; 1 ~z), 

(7 a) '"" _ F(v+1)F(j) _"_1 F (v+2 v+1. ~. __!__) 
u,.(z)- 2"+1T(v+t) z 2 1 2 ' 2 'v+ 2' z2 . 
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~ .. bzw. 0,. heißen LEGENDREsche Funktionen erster bzw. zweiter 
Art; ~ .. (z) besitzt die Punkte z = -1 und z = oo als Singularität, 
außer wenn v eine ganze Zahl ist, da dann ~ .. (z) ein Polynom wird, und 
zwar gleich P,.(z) für v = n = 0, 1, 2, ... und für v = -n -1; man 
schreibt daher auch 

p -n-1 (z) = P" (z). 

0" (z) ist an den Stellen z = ± 1 und z = oo singulär und verzweigt 
außer für v = 0, 1, 2, ... ; in diesem Falle ist 0" (z) für I z I > 1 ein­
deutig und bei z = oo regulär. 

In der rechten z-Halbebene wird: 

(6b) ( I +z)" ( z-I'\ ~ .. (z)= - 2 - 2F 1 -v, -v; 1; z+I)' (Re z > O) 

durch (6a) und (6 b) ist mithin~ .. (z) innerhalb eines Kreises vom Radius 2 
um z = 1 und in der rechten z-Halbebene eindeutig definiert; als 
Lösung für z = x = cos {} ergibt sich 

(6c) P"(x) = ~"(x) = 2F 1 ( -v, v + 1; 1; sin2 -~), 
und es gilt allgemein 

~ .. (z) = ~-"-dz) = P"(z) = P_"_I(z). 

0" (z) ist durch (7 a) außerhalb eines Verzweigungsschnittes von z = -oo 
bis z = 1 eindeutig für I z I > 1 definiert; man kann 0,. (z) in das Innere 
des Einheitskreises von oben und von unten mit Hilfe der Formeln für 
die hypergeometrische Funktion analytisch fortsetzen; als Lösung 
Q" (x) auf der reellen Achse zwischen -1 und + 1 benutzt man 

Q"(x) = i[O"(x + iO) + O"(x-iO)]; 
es wird 

(7b) Q () cosvnP"(x)-P"(-x) x -n -
" - 2sinvn für v =l= 0, ± 1, ± 2, ... , 

(7c) für v = n = 0, 1, 2, ... 

mit 
2n-I 2n-5 2n-9 

W n-dx) = -y.n- P ,._dx) + 3 (n- I) P n-s (x) + 5 (n- 2) P n-6 (x) + ... 
(die Reihe bricht mit P1 (x) oder P0 (x) ab} 

" '\' I = ~ mpm_1 (x)P,._m(X), 
m.,.l 

w_1(x} == 0. 

W ,._1 (x) genügt der Differentialgleichung 

(1- x2) d'W,._l- 2x dW•-1 + n (n + 1) W = 2 dP,.(x). 
dx2 dx tl-1 dx 
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Die Funktionen l,ß,.(z), O,.(z) und P,.(x), Q,.(x) sind linear unab­
hängig; durch (6b), (7a) bzw. (6a), (6b), (7a), (7b) wird daher für alle 
Werte von v(v + l) und für die Gebiete Re z > l bzw. z = x = cos {} 
ein Fundamentalsystem für die LEGENDREsche Differentialgleichung 
definiert; daß Q -n-1 und 0-n-1 nicht existieren, spielt hierbei wegen 
( -n -1) ( -n) = n (n + l) keine Rolle; On genügt der Differential­
gleichung (3) auch für v = -n -l. 

Es ist: 

l,ß,. ( ~ z} = e±""'i l,ß,. (z} - ! sin v :n: 0,. (z} 

(+ v:n:i bei Im z < 0, -v:n:i bei Im z > 0), 

0,.(- z) =- e±""'i O,.(z} 

(+ v:n:i bei Im z > 0, -v:n:-i bei Im z < 0), 

) cos v:n 
O,.(z)-O_,._I(z = :n: --.--P,.(z} 

sm v:n 

(z2- l) d ~:(z) = (v + l) [l.ß,.+I (z) - z \,ß,. (z)], 

(2 v + l} z \,ß,.(z) = (v + l) l,ß,.+l (z) + v 1$"_1 (z), 

dO {z) 
(z2- l} ---tz = (v + l) [0,.+1 (z) - z O,.(z}], 

(2 v + l) z O,.(z) = (v + l) 0,.+1 (z) + v 0,._1 (z), 

O,.(x ± i O) = Q,.(x) =F :n2i P,.(x), 

I z +I 
On (z) = 2 P n (z) In z _ f ~ W n-1 (z) , 

für sin v:n: =f= 0 

Q,.(-cosfJ) =-cosv:n:Q,.(cos{}) +; sinv:n:P,.(cosfJ), 

Q_,._I(cos {}) = Q,. (cos {})- :n: c~s _l'!t. P,.(cos {}) für sin v:n: =f= 0. 
sm v:n 

Reihenentwicklung für P,. (cos {}) nach LEGENDREschen Polynomen: 

P,.(cos{}) = sin::n i; ( -l)n[v~n- v +!+I] P n(cos {}) 
n=O 

(v=f=p, ±l, ±2, ... ; p~{}<:n:), 

P,.(cos{}) P,.(cos{}') 
CO 

sinv:n'"' [ I I J = --.L.J (-l)n ---- P (cos{})P (cos{}') 
:n n=O v- n v + n + I n n 

(v=f=O, ±L ±2, ... ; -:n:<{}+ {}'<:n:, -:n:<{}-{}'<:n:). 
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Abschätzungen: 

I P,.(cos ~)I ~ f 2. ; I Q,.(cos ~)I :::;; f~ 
11n sm D }'2• sm 6-

(0 < ~ < n; v reell und >I), 

I P,.(cos~)- P,.+2(cos~) I~ 2Co v"~, 

I Q,.(cos~) -Q,.+2(cos~) I:::;; C0 ~ 
(0:::;; ~:::;; n; v reell und > 1, C0 unabhängig von ~ und v). 

Formeln für ganzzahlige Werte Vt?n v = n = 0, 1, 2, ... 

00 

z~t = 2(2n + 1) '"(t) O"(z) 
t1•0 

<I t + ytt --=11 < I z + yz1 I!) . 

(t muß im Innern der durch z gehenden Ellipse liegen, welche die Punkte 
± 1 als Brennpunkte besitzt) 

+1 
0 (z) = _!_JP,.(t) dt 

" 2 z-t 
-1 

(I arg (z- 1) I < n), 

'j? t" 0 (z) = 1 In z - t + f1 - 2 t z + t1 

:='o " f1 - 2 t z + t1 fz•- 1 

(Re z > 1, I t I < 1), 

1 d" [ z + 1] 1 z + 1 
O,.(z)=2"n!dz" (zli-I)"lnz-1 -2P"(z}lnz-1' 

Q (x} = -1-~ [<xs -1)" In 1 +~] - _!__p (x}ln 1 +~ 
" 2"n!d~". 1-~ 2" 1-~· 
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2·4 ... (2n) [ I·(n+I) .0 
Qn(cos-&)= 2I. 3 ... (2 n+I) cos(n+1).0+ I·(2n+ 3)cos(n+3) + 

I·3(n+I)(n+2) J 
+ I·2(2n+3)(2n+5)cos(n+ 5).0+ · · · ' 

(0 < -o < ~). 
P ( .A) 4 2·4 ... (2n) [. ( + 1).o.+ I·(n+I) . ( + 3).o.+ 

n cos-u· =n- 3.5 ... (2n+I) sm n ·u· I·(2 n+ 3)sm n ·v 

I·3(n+I)(n+2) . J 
+ I·2(2n+3)(2n+5)sm(n+ 5).0+ · · · 

(0 < -o < ~). 

spezielle werte: 
1 1+x Q0 (x) = 2 In 1 _-x, 
x I+x Q1 (x) = 2ln 1 _x -1, 

I 1+x 3 Q2 (x) = 4 (3x2 -1) In 1 _x -2x, 

1 I+x 5 2 
Q3 (x) = 4 (5 x3 - 3 x) In 1 _ x - 2 x2 + 3 . 

P~(1) = 1, P~(O) =- s~:~,: r(v ~ 1) r(-;v), 
Q"(O) = 4 ~n (1- cosv~) r(v ~I) r(-;v), 

P~(cos.O) Q~(cos.O)- Q~(cos.O) P"(cos.O) = -:-.10 . stn• 

Weitere Resultate ergeben sich aus den Formeln von § 5, § 6, § 7 für 
,." = 0. 

§ 5. Allgemeine Kugelfunktionen. 

a) Darstellung durch hypergeometrische Funktionen. Die Lösungen 
der Differentialgleichung (1) sind für beliebige Werte von p,, v im allge­
meinen an den Stellen z = ± 1, oo, verzweigt; die in § 1 getroffenen 
Festsetzungen sind für das Folgende in vollem Umfang zu beachten. 

Die Funktionen 1 

$~(z) = r(/-p)(~~~)'''\Fl( -v, vf1; 1-p,; 1 ;~) 

(arg; ~ ~ = 0, wenn z reell und > 1) , 
1 Der Faktor e~'-"'; wird bei der Definition von 0/,:(z) vielfach weggelassen, 

um zu erreichen, daß 01,: (z) für reelle Werte von v, p und für reelle Werte von z > 1 
selber reell wird. 

Die hier benutzten Definitionen stammen von HoBSON. BARNES ersetzt den 
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fJ/' (z) = eP-tri F(v + P. + 1) F(!) (z2 _ I).u/2 ;rv-1•-1 X 
" 2"+1 F(v + !) 

X F (V + p. + 2 11 + p. + 1 . + ~ . _I_) 
2 1 2 ' 2 ' V 2 ' z2 

(arg (z2 -1) = 0, wenn z reell und > 1, 
argz = 0, wenn z reell und > 0) 

sind i. a. linear unabhängige Lösungen der Differentialgleichung (1), 
welche zunächst in den Gebieten li - z I < 2 bzw. I z I > 1 mit Aus­
schluß der Teile der reellen Achse zwischen - oo und + 1 eindeutig 
erklärt sind und nach den Sätzen über die hypergeometrische Funktion 
unbeschränkt und außerhalb des Verzweigungsschnittes auch ein­
deutig fortgesetzt werden können. Die Formeln für~~ bzw: 0~ bleiben 

sinnvoll, auch wenn 1 - !' bzw. v + i eine negative ganze Zahl oder 

gleich Null wird (vgl. Kap. li S. 7). 
Für reelle Werte von z zwischen -1 und + 1 (z = x = cos ß) be­

nutzt man als linear unabhängige Lösungen von (1): 

P:(x) = e.uni/2 ~~(cosß + i ·0) = e-l•ni/2 ~~(cosß- i · O) 

1 (1 + x),u/2 ( 1 - x) 
= F(1 -p.) 1-x 2F 1 -v,v+I; 1-ft; 2 -, 

Q~(x) = ! e-.uni [e-l•ni/2 O:(x + i · 0) + e1•ni/2 o: (x- i · O)] 

_ n [ " F(v + p. + 1) _,.. J 
- 2sinp.n P,.(x) COSftn- F(v-p.+1)P,. (x) . 

Die letzte Definition versagt, wenn!'=± m = 0, ± 1, ± 2, ... ist; 
in diesem Falle findet man durch einen Grenzübergang 

dm 
Q:'(x) = ( -l)m (1- x2)m/2 dxm Q,.(x), 

Q-m() ( l)~F(v-m+1)Q"'() 
" X = - F(v + m + 1) " X • 

Wenn v + !' eine negative ganze Zahl ist, sind die Funktionen 
0,: und Q: nicht definiert. In den folgenden Formeln ist daher der Fall 
v + !' = -1, -2, -3, ... durchweg auszuschließen, sofern die Funktionen 
o: oder Q: in ihnen auftreten. Die Definition zweier linear unab­
hängiger Lösungen von (1) wird jedoch in jedem Falle durch den folgen-

. ~~+~n 
Faktor ef.'"' in der Definition von OC durch sin vn . Auch Q~ und P~ wer-

den vielfach anders definiert als bei HoBsoN; so läßt BARNES den Faktor e-pni bei 
der Definition von Q~ fort; andere Autoren definieren P~(x) durch e-pnlfs $~ 
(x + iO); auch Mischungen beider Definitionsarten treten auf, z. B. bei }AHNKE 
und EMDE; auf deren Vorschlag die Einführung der Zeichen $~und OC zurück­
geht. Aber nur ihre. Definition der OC stimmt mit der hier benutzten Definition 
von HoBSON überein. 
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den Satz ermöglicht, welcher mit der in § 1 getroffenen Festsetzung n, 
m = 0, 1, 2, ... lautet: 

Die Differentialgleichung (1) besitzt für v ± ,u + 0, ± 1, ± 2, ... die 
Lösungen 

~;=!< (± z), o;=u (± z), ~~t'-1 (± z)' o~t~t(± z) 

bzw. für z = x = cos {) 

P;=''(±x), Q;="(±x), P~t'-d±x), Q~t'-d±x). 

Falls v ± ,u + 0, ± 1, ± 2, ± 3, ... ist, sind die Lösungen 

\13~(z), O~(z) bzw. P~(x), Q~(x) 

linear unabhängig. Falls v ± ,u eine ganze Zahl, aber ,u + 0, ± 1, ± 2, ... 
ist, sind die Funktionen 

\13~(z), 1,13;~'(z) bzw. P~(x), P;~'(x) 

linear unabhängige Lösungen von (1). Falls ,u =± m, v = n oder 
v = - n -1 ist, sind für n 2 m die Funktionen 

\13:('(z), O;:'(z) bzw. P;:'(x), Q;:'(x) 

und für n < m die Funktionen 

1,13;m(z), O;:'(z) bzw. P;m(x), Q;:'(x) 

linear unabhängige Lösungen der Differentialgleichung (1) aus § l. 

b) Rekursionsformeln und Beziehungen zwischen verschiedenen 
Kugelfunktionen: 

(z2 -1) d\ß}}z) = (v- ,u + 1) \13~+1(z)- (v + 1) z \13~(z), 

(2v + 1)z \13~(z) = (v- ,u + 1) ~~+ 1 (z) + (v + ,u) 1.13~-dz), 

1.13~· 2 (z) + 2 (,u + 1) 11 z \13~+1 (z) = (v- ,u) (v + ,u + 1) \13~ (z), 
rz2-J 

1.13~-1 (z) - 1.13~+ 1 (z) = (2 v + 1) y.z2-=:-i 1.13~- 1 (z), 

\13~P-1 (z) = \13~ (z). 

dO~'(z) 
(z2 -1) --tz = (v- ,u + 1) O~+l(z)- (v + 1) zO~(z), 

(2 Y +I) z O~(z) = (v- ,u +I) O~+l (z) + (v + ,u) 0~-1 (z), 

o~··(z) + 2 (,u + 1) ,1 z O~+l(z) = (v- ,u) (v + ,u +I) O~(z), 
rz2-l 

(v + ,u + I) z 0~ (z) + yz2-=-i 0~· 1 (z) = (v- ,u + 1) 0~+1 (z), 

(v+,u)0~- 1 (z) + yz2_:1o~· 1 (z) = (v-,u)zO~(z), 
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0~-dz)- z O~(z) =- (v -!-' + 1} fz2 - 1 o~-1 (z), 

z O~(z)- 0~+1 (z) =- (v + !-') fz2 - 1 o~-1 (z), 

0~-dz)- o~+l(z) =- (2v + 1) fz2 - 1 o~-1 (z), 

(V+ f-') (v + f-' + 1) 0~-1 (z) + (2 V+ 1) fz2 - 1 0~+1 (z) 

= (v -!-') (v -I-' + 1) 0~+1 (z), 

o-~"(z) = e-21mi T(v -p, + 1) O~"(z) 
r T(v + ll -h 1) r ' 

0~(- z) =- e:l:,.ni O~(z) 

(e:l:•ni je nachdem ob Im z ::Z: 0). 

P~ .. -r(x) = P~(x), 
d P~'(x) 

(1 - x2) ----Jx = (v + 1) x P~ (x)- (v -I-' + 1) P~+I (x), 

=- vx P:(x) + (v + f-t) P~- 1 (x), 

=- f1- x2 p~+ 1 (x) -!-' x P: (x)) 

= (v-f-t + 1) (v + !-') f1- x2 p~-1 (x) + 1-' x P: (x), 

(2 v + 1) x P:(x) = (v-1-' + 1) P~+ 1 (x) + (v + !-') P:_1 (x), 

p~+ 2 (x) + 2 (f-t + 1) ,~ P:+ 1 (x) + (v-f-t) (v + f-t + 1) P:(x) = 0, 
r1- x2 

(v -!-') (v-f-t + 1) P~+I (x) = (v + f-t) (v + f-t + 1) P:_1 (x) 

+ (2 v + 1) f1 - x2 p~+ 1 (x), 

P:_1 (x) - x P: (x) = (v -!-' + 1) f1 - x2 p~-1 (x), 

x P:(x)- P:+l (x) = (v + !-') f1- x2 p~-1 (x), 

(v-f-t) x P: (x) - (v + t-t) P~-1 (x) = f1 - x2" P:+ 1 (x) 

(v-f-t + 1) P:+l(x)- (v + f-t + 1) x P:(x) = f1-x2 P:+ 1 (x). 

~-~"(z) = T(v- ll + 1) [~~" (z)- ~ e-.uni sin 1-' n O" (z)] . 
" T(v + p, + 1) r n " ' 

~: (- z) = e'~'""i ~~ (z)- ! sin [(v + !-') n] e-pni o: (z) 

(e'Fr.ni je nachdem ob Im z ::Z: 0). 

Q~ (z) sin [(v + ft) n]- ~~-dz) sin [(v-1-') n] = n e1•ni cos vn ~~(z), 

e-.uni 0~ (x ± iO) = e:l:pni/2 [ Q~(x) =f i; P~(x) J, 
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O~(i cotgt?) = ein[~·-<~+1)/21 fn r(l' +V+ 1) fi sin t? p:;:~ (cos t?) 

(o<t?< ;). 

ml' (i cotg t?) = 1 {2 ein <•+ %) ~ 0:: ":!: (cos t? - i · 0) 
'1"• rn- r(-v-p) ~·,. 

(o<t?< ;). 

e-i ,, .. 0~ (<rof ot) = nr(l + p + v) ~=;=~ (!~f «) 
f2 n Sin « ~;~tn ot 

(Re <rof « > 0). 

P::~'(x) dP:(x) _ P':(x) d.P;~'(x) = 2sinnp 
" dx " d:l n(1-x•)' 

r ("' + P + 1) r ("' + P + 2) 
P~'(x) dQ:(x) _ d~(x) Q~'(x) = ~ 2 2 

" d x d x " 1 - x• r ("' - ~ + 1) r ("' - ~ + 2)' 

Q~(-x) =-cos(v+!-')~~(x) +; sin(v+!-')~P~(x), 

111' () = sin(v+p)nQ~'( )-ncosvncospn P~'() 
~-•-l X sin(v-p)n "X sin(v-p)n "X' 

P -1'() r(v-p+1)[ nl-'() 2. Q~'()J 
,. X = r(v+p+ 1) COS!-'~.r;. X -nSln!-'~ ,. X , 

~(- x) = cos (v + !-') ~ ~(x)- _! sin (v + !-') ~Q~(x). n 

c) Formeln für spezielle Werte von :1!1 p., v (vgl. § 1). 

P"' ( ) = (- 1)m r(l + ." + m) (1- x•)"'t• 
" X 2m r(1 + v- m) r(1 + m) X 

X sFl ( m - v, m + v + 1; m + 1; 1 ~ x), 

mm - r(1+v+m)(z1 -1)tltfl ( . .1-z) 
.,.,,. (z)- 2mr(1+v--m)r(l+m)sF1 m-v, m+v+1, m+1, 2 , 

ttn •t (z) = el''"' r(p+n+f)(zB -1).U/2z2t~-.u+'/• X 
- 1 2"+1/• (n + 1) I 

X F (p+n+f p+n+t_ · n+2• _!_) 
I 1 2 ' 2 , , zl ' 

Pn( t?)- 1 1,({})· p-1( .11)- -1 dP,.(cos{}) 
0 cos - r(l- p) cotg 2 , .. cos ·v - ." (v + 1) d{} ' 

P:(o) = fi2"' ·; 
r("'~ P + 1)r(-v-;+ 1) 
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r(v + ~t +I) 

Q~(O) = -2~'- 1 yn sin(v+~n) 2 · 2 r(v- ~ + 2)' 
r (v + ~t + 2) 

a~;o) = 2~' yn cos(v 1-~ n) ~FFJ, 

P~' (x) = (- l)m (l - x2)m/2 d~: p~ (x)' 

1 1 

P;m (x) = (l- x2)-m/2J .. .f P~(x) (dx)m= ( -l)m ~~:~:!~~P;'(x), 
X X 

z z 

s_ß;m (z) = (z2 - l)-m/2 J ... J p~ (z) (dz)m' 
1 1 

o:· (z) = (z2 - l)m/2 ddz: 0,. (z)' 
00 "" 

0; m (z) = (- l)m (z2- I)-m/2 J ... J 0~ (z) (dz)m' 
z z 

W::'(z);=O, P;:'(x)=O für m>n. 

lf· - }/_2_ 
'.ßv-1/. (@:of a) - -"",-. - @:of Y a, n -.:;~tna 

lf v-2- -1f2 v2- sin V{} 
P .. ~~1• (cos -&) = --. -{} cos v-&; P -lf (cos -&) = -. ---- ---

n s1n " 2 n sm {} v ' 

ol'• (@: f ) - ·11 n -~<1 
~-lf· 0 a - ~ r 2 @5in a e ' 

P;" (cos '!?) = F(II+ v) (! sin-& r; ~;· (@:of a) = T(I I+ v) (} rEin a r. 
d) Analytische Fortsetzung und Verhalten für I z I > 1. 
Aus den Sätzen über die analytische Fortsetzung der hypergeome­

trischen Funktion (s. Kap. li) folgen die F-ormeln: 

~"(z) = sin(j!+~t)n['(v+/l_±_!l (z2 -l)l•/2z-•·-,u-1 X 
" 2" 1 Cosvn T(v+t)T(t) 

X F (11_+/l :+_~ V+ ll + I . 'jl + -~ . .!) + 
2 1 2 ' 2 ' 2 ' z2 

+ 2''F(v+t) (z2--l).uf2z•-I•F (!l-v+_! ~t-v. _2I_y; I) 
T(v- fl+I)T(t) 2 1 2 ' 2 ' z2 

(2v-f=±l, ±3, ±5, ... ; lzl>l; larg(z±l)l<n), 
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~~"(z) = 2-"-1 F(- v- t) (z2 _ 1)-<"+1)/2 x 
" F(t) F(- I' - v) 

(
V - ft + 1 V + ft + 1 . 3 . 1 ) 

X 2F 1 2 ' 2 , 11 + 2 , 1 - za + 
+ 2"F(v+t) ( 2 1),.12 F ("-v -ft-V. 1 . 1 ) 

F(t)F(v-ft+l) z- 2 1 -2-,-2-, 2-1l, i-z• 

(211 + ± 1, ± 3, ± 5; ... 11 - z2 \ > 1; I arg (z ± 1) I < n), 

~I' (icos {}) = J/sin{} r(- V=- t) e-(v+l).ni/2 (t !_)"+'/• X 
" sifl {} Y 2 n F(- I' - v) g 2 

F ( 1 1 . + 3 . 2 {}) + 
X 2 1 2 + f-t, 2- p,, 11 -2, sm 2 

+ 1/sin{} F(v + t) ""i/2 ( t '~)"+'!• X r 2 n r(v- ft + 1) e CO g 2 

F( l 1 . 1 . "2{}) 
X 2 1 2 + p,, 2- p,, 2-11, sm 2 

(211+±1, ±3, ±5, ... ; 0<-D<~), 

Es sei C = z + yz2 -1, wobei C außerhalb des Stückes der reellen 
Achse zwischen - oo und + 1 eindeutig durch die Festsetzung defi­
niert ist, daß C für reelle Werte von z > 1 reell und> 1 sein soll. Dann 
wird: 

~' . ,1- F(v+f'+l) (z2-I)f'/2 ( 1 . 3 1 ) 
O.(z)=2-"e~''" rn F(v+1f c"+f;-:j:"12F1 2+p,,11+p,+1, 11+-2: Cii 

(\arg (z - l) I < n), 

I'" _ 2-" F(-v-t)(z1 -l}"/2 (1 . 
~. (z)- fn F(-v-ft) C"+f•+l 2F1 2 + f-t, 11 + # + l, 11 + 

3 1) 2: c• + 
2"' F(v+t) (z1 -IY'/2 (1 . 1 . 

+ f1iF(v-ft+I) Cf'-" 2F1 2 +p,, p,-11, -2-11, 

(larg(z-1)\ <n, 211+ ±1, ±3, ±5, ... ). 

+ F(~E)_F(l + "'±fl) (z +I)- .u/2 F (- 11 11 + l. 
F(l+v-1') z-1 2 1 ' ' 

(Jargz±l)l<n, l1-zl<2), 
Magnus u. OberbetUnger, Formeln u. Sätze. 5 
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(v+,u+ -I, -2, -3 ... ; larg(z±I)I <n; II-z2 1> I), 

2~'cos (v+ .En) F (v+.u+1) 
P~' (x) = 2 2 (I- 2)f'/2 F (.u+v+1 ,u~ v. _!_. 2) + 

" (v-,u+2) x 2 1 2 '2'2'x r --2-~ l'n 

. (v + .u )r(v+ .u+ 2) + 21'+1 sm -2-n __ 2 =- (I- 2)p/2 F (f:'j--v+2 ,u-v+1. !_. 2) rr- ~ + 1) rn X X 2 1 2 ' 2 ' 2' X ' 

. (.u+v ) r(v+.u+ 1) r-
Q~'(x) = -sm -2-n -2- n(I- 2).u/2 F (.u+v+_! !!_~. _!_. 2) + 

,. 21-1' F (V - ~ + 2) X 2 1 2 ' 2 ' 2 ' X 

Für I z I > I wird 

O~'(z) = e~'"' F(v + .u + 1) z-"~l[I + O(z-2)} 
" 2"• 1 F(v + t) 

$~ (z) = [ _2,. F(v+__ll_ Z" + 2-"~ 1 F(- v- !) z-••~l] [I+ O(z-2)] 

YnF{v-,u+1) fnF(- ,u- v) 

(v + ±~, ±l, ±i •... ; largzl < n; vgl. § 7). 

e) lntegraldarstellungen. 
{} 

P~' cos {} _ v~-_ {sin fi)~s cos (v + tl tp d~~ 
" ( ) - n F(- ,u + !) (cos tp- cos fi)I'+Y. 

0 

(0 <{} < n, Re ,u < i; wenn ,u reell und < 0 auch für {}=O gültig). 

~- "' 
~~'(~of cx) = _r_2 {6in cx)~' f l!:oj [(v + !) t] dt 

" Yn F(- .u + t) {l!:oj cx- <foj t)I'•Y. 
0 

(cx reell und positiv, Re ,u < i). 
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(otreellund >0; Rep,<+!. Re(v+p,+I)>O). 

T(v- f' + 1) [ ". 2 . N J 
F(v + f' + 1) cos p, n P,. (cos {})---;- sm p, n -.t"' (cos {}) 

{} 

J/2 (sin ßtl' J cos (v + i) q> dq> 
= Y ;t F(f' + t) (cos q>- cos ß)*' I' 

0 

(Re p, >- !) . 

F(1•- f' + 1) [ I' 2 u {} • J 
F(v+f'+ 1) P,.(cosO)cosvn--;-Q,.(cos )smvn 

:rr 

= 1/2 (sin .0)-1" Jcos [(v + i) (q>- n)] dq> 
Y ;t F(f' + t) (cos ß- cos q>)%-1' 

{} 

(Re p, > -!). 

P: (cos {}) cos (v + p,) n- _! Q: (cos {}) sin (v + p,) n 
n 

:rr 

= 1/2 ~in .0)1' Jcos [(v + i) (q>- n)] dq> 
Y n F(- f' + ~) (cos ß- cos q>)l'•% 

{} 

(Re p, < }). 

cos p, n P: (cos {})- _! sin p, n Q: (cos {}) 
n 

"' 
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F(v+f'+ 1) (sinß)1'2-l'f sin9 ~'1pd1p 

= F(v- f' + 1) }'n F(f' + i) (cos ß ± i sin ß cos1p)"' "' 
0 

(Re (p, + !) > 0, 0 < {} < n). 

+1 
_ (z2- 1)P/2 f (1- t2)1' -% dt 

l.ß,.~'(z) = 2~'}'nF(f'+i) (z+fz2 -1t)l'-" 
-1 

(Re p, >- l; I arg (z ± I) I < n). 

,,- ef!Ltti 2-1" F(v + f' + 1) J"" (@)in t)2 1' dt O"'(z)- rn-- (z2-I).u/2 
" - F(f' + i) F(v- f' + 1) (z + fz•-1 @:of tj"+l'+1 

0 

(Re (v ± p,) >-I; I arg (z ±I) I < n), 

o:(z) = F(v + 1) ef""if"" @:of f't dt 
F(v- f' + 1) (z + fz2-1 @:oft)"+' 

0 

(Re (v + p,) >-I, v =l= -I, - 2, - 3, ... ; I arg (z ±I) I < n), 
5* 



68 Kugelfunktionen. 

+1 

:0/' (z) = e~-'"~ F(v + ll + 1) (z2- 1).U/2J(1 - t2)~ (z- t)-v-.u-1 dt 
~ 2~• 1 F(v + 1) 

-1 

(Re (v + ,u + 1) > 0, Re v >- 1, I arg (z ± 1) I < n), 

F(u + 1) (z2 _ 1)1-'/2 
e-P"'i ~(z) = r ~ X 

l'2n 
n oo 

[J
cos (v + t) rp drp f e-<v+%>t dt J 

X -c~vn (z- cos rp)P+% (z + @:oj t)P+% 
0 0 

(Re,u>-!, Re(v+,u+1)>0; larg(z±l)l<n), 

,_. l'n F(v + p, + 1) sin"' {) 
Q~ (cos {}) = 2f'+i F(v- p, + 1) F(p, + t) X 

00 

f [ 6in9 "' t 6in2 "' t J 
X (cos {) + i sin {) @:oj t)~+f'+l + (cos {)- i sin {) @:oj t)~+f'+l dt 

0 

(Re (v + ,u + 1) > 0, Re (v- ,u + 1) > 0, Re ,u >- !) , 

u + i F(v + p + 1) sinf' {) 
P~ (cos-&) =V' F(v- ll + 1) F(p, + t) X 

(Re (v ± ,u + 1) > O, Re ,u >- !) , 

00 

_,_. (z2 -I)"'/2 2_" f (@)in t)2 "+ 1 dt 
'.ß,. (z) = F(p- v) F(v + 1) (z + @:oj t)f'+"+ 1 

0 

(Re z >- 1, I arg (z ± 1) I < n, Re (v + 1) > 0, Re (,u- v) > 0), 

00 

-1' J/2 F(p,+t)(zL1)"'/2 J@:oj(v+t)tdt 
'.ß,. (z) = V-;;;- F(p + v + 1) F(p,- v) (z + @:oj t)~L+% 

0 

(Rez>-1, larg(z±1)i<n, Re(,u+v+1)>0, Re(,u-v)>O), 

00 

-I' _ F(2p, +I) 2-f' (sin {})~' f tf'+P dt 
P,. (cos -&) ~ F(p, + 1) F(p, +."+I) F(p,- v) (1 + 2 t ~;os {) + t 2)~'+% 

0 

(Re (,u + v + 1) > 0, Re (,u- v) > 0), 

p-1' (cos '!?) = I Jcoe-tcos.O J (t sin {}) t~ dt 
" F(v + p + I) JJ 

0 

( 0 < {} < ~- ; Re (,u + v + 1) > 0) , 
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P;" (cost?) 

= -- ~---1--J""sin [tcos 1} + 1t__ (p- v -1)] K (tsin f}) tPdt 
n F(v + 1-' + 1) 2 ~' 

0 

(o < 1J < n. Re (v + fl + 1) > o), 
00 

-!-' _ z - -tz !'-~ V-2 ( 2 1)1-'/2 f 
S$p (z)- nF(p+v+I)F(p-v) e K.u(t)t dt 

0 

(Rez>O, Re{.u+v+1)>0, Re(p-v)>O), 

f) Einige Integrale mit Kugelfunktionen. 
00 

KPtl/• (z) = Vi zi'+ 11.J e-t z (t2 - 1)1'/2 ~$;~' (t) dt 
1 

(Rez>O, Rep> -1), 

J""e-2v \13 [~ (t + v)(s + v) - I] d 
-p-1/o S t V 

K (t) K (s) = n (s t)'i• •-'/• e-s-t 
" " [(t + v) (s + v)]'/oP+ 1/• 

0 

(t, s reell und positiv), 

J 0,. ('t') (T - t)l•-1 d't' = r (p) e+f<ni (t2 - 1).UI2 O;~' (t) 
t 

(t reell und > 1, Re fl > 0, Re (v - fl + 1) > 0), 

,. nr(Ä+"')r(Ä-p) f P;' (co' 17) (,;ffi 17)'-' d I} ~ 'J/' r (' ~ti) r( y) r("i,'+l) r(~=T*I) 
(Re (Ä ± p) > 0), 

I 

J PP (x) dx = sin 1} P;' (cos t?) 
cos* 

1 

J x P,. (x) dx = (v _ ~~(: + 2) [ sin 1} P" (cost?) + cosf} P!(cost?)]. 
cos * 

g) Das Additionstheorem. 

P" ( cos 1} cos 1}' + sin 1} sin t?' cos cp) 

= P" (cos '!?) P" (cos '!?') + 21; (- 1)m P;'" (cos '!?) P:' (cos f}') cosmcp 
m=l 

00 

= P,. (cost?) PP (cost?') + 2 ..27~~:~:! g P~' (cost?) P~' (cost?') cos mcp 
m=l 

(0 < 1} < n, 0::;; 1}' < n, 1} + 1}' < n; cp reell), 
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Q ~ ( cos {} cos {}' + sin {} sin {}' cos q;) 

= P~ (cos {}') Q~ (cos {}) + 2 i ( -1)m P;rn (cos {)') Q;' (cos {}) cos mq; 
m=l 

( 0 < {)' < ~ , 0 < {) < n, 0 < {) + {)' < n; q; reell), 

'.ß~ (zC- yz2 - 1 VC 2 - 1 cos q;) 

= '.ß~ (z) '.ß~ (C) + 2 J; (- 1)m '_ß;' (z) '_ß;"' (C) cos m q; 
m=l 

Rez>O, ReC>O, [arg(z-1)[<n, [arg(C-l)[<n, 

0~ (tt'- yt2 - 1 yt' 2 - 1 cos q;) 

= '.ß~ (t') 0~ (t) + 2 i (- l)m o:· (t) '_ß;nt (t') cos m fjJ 
m=l 

(t, t' reell, 1 < t' < t, v =!= - 1, - 2, - 3, ... ; p reell), 

O.,('r I+ f-r2 + 1 yl 2 + 1 <rof oc) 
00 

" 1 ""'"' (. ) ""'"' (. ') =.:;;_; (m-n-1)!(m+n)!:Un ~T :Un ~Te-miX 
m=n+l 

(-r, I, oc reell und positiv), 

P ~ ( - cos {) cos fY - sin {) sin fY cos q;) 

= P~ ( -cosß) P" (cos {}') + 

+ 2 ~( 1)m F(1 +V+ m) p-n'( .Q) p-"' ( .G') 
,L_; - r ( 1 + V _ m) v - COS 'U' v COS V COS m fjJ 

m=l 

(0 < {)' < {) < n ; q; reell). 

h) Sätze über Nullstellen. P;~-' (cos {)) hat als Funktion von v 

für reelle Werte von f-l > 0 unendlich viele Nullstellen, die sämtlich 
reell und einfach sind; mit v0 ist auch - v0 -1 eine Nullstelle. 

'.ß~ (t) hat für reelle Werte von t > 1 keine Nullstelle, wenn v und f-l 
reell und f-l < 0 ist oder wenn v und f-l ganze Zahlen sind. Wenn v und f-l 

reell aber f-l > 0 ist, hat '.ß~ (t) für t > 1 im Falle f-l > v keine oder eine 
Nullstelle, je nachdem ob sin ([l- v) n und sin[ln dasselbe oder ent­

gegengesetztes Vorzeichen haben; im Falle f-l < v gibt es alsdann keine 
oder eine Nullstelle, je nachdem ob die nächste ganze Zahl unterhalb f-l 

gerade oder ungerade ist. 
0~ (t) hat für reelle Werte von t > 1 keine Nullstelle, wenn v und f-l 

reell, v > -! und v + f-l + 1 > 0 ist. 
Wenn n eine der Zahlen 1, 2, 3, ... bedeutet, hat 0., (z) keine Null. 

stellen für I arg (z -1) I <n; Q.,(cos{)) hat für n = 0, 1, 2, ... genau 
n + 1 Nullstellen im Intervall 0 < {) < n. 
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1-ß-•t•+il (z) hat bei reellen Werten von A. unendlich viele Nullstellen 
für reelle Werte von z > l und sonst keine weiteren Nullstellen. 

Ungleichungen: Wenn v und p reell sind und v ~ l, v - p + l > 0, 
p ~ 0, ist gilt: 

I p±P(cosß) I< F(v ± f.1 + 1) (~8~)''• ~1~ 
· ' F(v + 1) v:n sin {} (sin {})I' ' 

I Q±~' (cos -&)I < F(v_=tl1f_!) (-~:!t--)''• -.-1~ • 
P F(v+1) vsm{} (sm{})l'' 

I p±m·(cos -&)I < F(v ± m + 1) (~4~)''• ~1~ 
P F(v+1) v:nsin{} (sin{})m' 

IQ±m( -&)I F(v±m+1) ( :n )''• 1 
P COS < F(v+1) vsin{} (sin{})m" 

i) Asymptotisches Verhalten für große Werte von I v I· P~ (cos -&) ist, 
als Funktion von v und p betrachtet, eine ganze transzendente Funktion. 

Für reelle Werte von p und für I v I~ l, I v I~ lt-t I, I argv J < n gilt 

P~(cosß) = :_ F(v + f.1 ~ 1) cos [(v + {-) {}-~ + tt;] [l + O(v-1)] 
f:n F(1• + .-) }'2 sin {} 

(8<-&<n-8, 8>0, lvl~f). 

Für reelle positive Werte von v und p und v ~ p gilt insbesondere: 

v-1' P~ (cos -&) = V :n v :in{} cos [ (v + ; ) {}- : + 112:nJ + 0 (v-"lo), 

v_,. Q~ (cos -&) = V :n v :in{} cos [ (v + ; ) {} +: + 112:n] + 0 (v-"lo) 

(8~-&<n-8,8>0,v~ !)· 
Diese Formeln sind die ersten Glieder von asymptotischen Ent­

wicklungen, welche für -';f < -& < 5
6:n sogar konvergente Reihen sind 

und auch für komplexe Werte von v und p gelten. Die Formeln lauten: 
00 

P~' (cos -&) = _!_ F(v + 11 + I) '--, (! + f.lh (!- /1), x " ~n F(v+f) .L.; (v+J) 1 l! 
I l=O 

cos [ (v + ~ l: 1) {}- (2l. ~ 1) :n + 'T] 
X (2 sin {}) 1+% 

( + ...L l 2 3 · ...L 3 5 7 · K f .. v p -r - , - , - , .... , v -r - 2 , - 2 , - 2 , ... , onvergenz ur 

';f < -& < 5
6:n; asymptotische Entwicklung für I v I ~ I p I, I v I ~ l, so­

lange v, p reell und positiv, 8 < -& ~ n- 8, 8 > 0 ist). 
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c:o 

Q"(cos#) = .r;r(, + P. + 1~ ~ (-I)' (i + p.), (!- p.)l x 
• r F(11 + tl ,.:::;.; (11 + th 11 

l=O 

cos [ (71 + ~) {} + (21 ~ 1) n + T] 
X (2 sin {})I+% 

(v+,u+-1, -2, -3; '11+-i. -~, -i, ... ; Konvergenz für 

~ < # < 36n ; asymptotische Entwicklung für I '111 ~ I ,u I, I '111 ~ 1, so­

lange 'II, ,u reell und positiv, e ::;;: # < 1r:- e, e > 0 ist). 

Wenn# so nahe an 0 oder 1r: liegt, daß '1!.0 bzw. 'II (1r:- #) nicht mehr 
groß gegen· 1 ist, versagen diese asymptotischen Formeln; für reelle 
positive Werte von 11 und für reelle Werte von ,u;;;:::: 0 gilt indessen die 
für 11 ~I und für kleine Werte von# brauchbare asymptotische Ent­
wicklung 

[(11 + ! ) cos{J" P;"(cos D) 

= ]p.('Y/) + sin2 -~ [1"2~(1/)- J,.+2 (TJ) + ~ J,.+a(TJ)] + 0 (sin4 :-) 

mit TJ = (2 'II + I) sin : . Insbesondere gilt also 

limes 'II" P;"' (cos-!____) = ]p.(t) 
.... c:o 11 

(t reell und ;;;:::: 0, ,u reell und 2. 0). 

Diejenigen Werte von 11, für welche bei gegebenem Wert von# die 
Gleichung P;" (cos #) = 0 besteht, ergeben sich für kleine Werte von# 
näherungsweise aus der Formel 

'II + _!__ = _jf:___ [1 - sinL~ (I - 4 /.1.:- 1) + 0 (sin' !!__)] , 
2 2*!!__ 6 ~ 2 

2 

wobei f~' eine beliebige von Null verschiedene Nullstelle von]~' (,u reell 
und ;;;:::: 0) bedeutet. Wenn # nahe an 1r: liegt, gilt entsprechend 

F(2 p. + k + 1) (n- 1})21' 
11 = ,U + k + F(p.) F(p. + 1) F(k + 1) -3-

(,u > 0, k = 0, I, 2, ... ), 

1 
11=k+ ( 2 ) 

2ln -­n-D 

(,u = 0' k = 0, l, 2, ... ) . 
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Das Verhalten von ~~ (z), 0~ (z) für große Werte von I v I und 

reelle positive Werte von z > : 10 ergibt sich aus den Formeln: 
2 r2 

I" _ 21" [r(- II- tl e(ft-V)« (!Sin rx,)I"/Z 

~" (<rof oc) - }'i F( _ 11 _ p) (e9a _ l)l"+l!o X 

( 1 1 3 1 ) 
X 2F1 fh+2' -fh+2; v+2; I-e9a + 

F(ll + tl e<l•+v+l)« (!Sin rx.)f'/2 

+ F(11- p +I) (e9a_l)l"+l!o X 

X 2F1 (ll + -}, - # + ! ; -V+ ! ; 1 _1
89a)] 

(v=!=±!, ±~, ±~, ... ; oc reell und> !ln2). 

k) Ergänzungen: 

P;"(cos 0') P;~'(cos {}') 
00 

sinv;n;~ "[ 1 1 lp-"( .o.)P-1"( .o.') = -- ( -1) ------- n COS-v COS·u· 
;n; v- n v + n + Ij n 

n=l 

(v, Ä., fh reell, Ä. ~ 0, fh ~ 0, -:n < {} ± {}' < :n), 

00 

sin 11 ;n; \, ( 1 1 ) ' 
p-;;l'(cos{})=-n-,.LJ (-1)" v-n-;-+n+l P;/(cos{}) 

n=O 

(0 < {} < :n; fh reell, fh ~ 0) 

oP;~"(x) -_I ___ (1- X)ft/2 
ov - F(p + 1) 1 + x X 

X i; '(;~ ~)~n~),. [tp(v + 1 + n) -tp(v + 1- n)] C;x)" 
n=l 

(v=!=O, ±1, ±2, ... ; Reß>-1), 

[oP"(cosO)J =2ln(cos!!___), ov v~o 2 

[aP;1a(:os 0lJ..=o =- tg ! - 2 cotg ! ln ( cos !) , 



74 Kugelfunktionen. 

§ 6. Kegelfunktionen. 

Setzt man in der Differentialgleichung (1) § 1 der Kugelfunktionen 

V=-!+iJ,., 

wobei Ä ein reeller Parameter ist, so erhält man die Differentialgleichung 
der sogenannten "Kegelfunktionen". Sie sind spezielle Kugelfunk­
tionen, und ihre Eigenschaften ergeben sich aus den Sätzen und For­
meln von § 5. Indessen spielen die speziellen Kegelfunktionen 

P-%+idx), Q-%+iJ.(x) 

eine selbständige Rolle; ihre wichtigsten Eigenschaften sind: 

ist reell; es ist: 

D oo 
P . ( .Q) _ ~-J @:oj).udu _ _!li" f l J cos).udu -%+tJ. cosv - . . _ - ~o ~~.n . . , 

:rt: f2 (cos u- cos 11) :rt: f2 (cos & + ~oj u) 
0 0 

Q ( .Q) ±. ~· ~ Joo cos,l.udu +Joo @:oj).udu -%'fiJ. cos v = ~ ~tn 11. n , 
f2 (@:oj u + cos & ) f2 (@:oj u - cos & ) 

0 0 

~OJA:rt: 
P-%+i;.(-cos0) = -n-[Q-%+i;.(cos0) +Q-%-i;.(cosO)], 

P -%+iJ. (cos .[) cos 0' + sin 0 sin 0' cos <p) 

= P-%+H(cos0) P-%+i!.(cosU) + 

P -%+i!. (- cos {} cos 0'- sin {} sin {}' cos <p) 

= P-%+i;.(cos{}') P-%+a(-cos0) + 

+ 2 .i; (-l)m P~%+il (cos &') P~%+u(- cos &) cos m cp 

m=l ( ).2 + ! ) ( ).2 + :) ... ().2 + c m;- 1 r) 
(o < 0' < 1- < 0, 0 + 0' < n), 
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Q-IHa{cos-Dcos-8' + sin-Dsin-D'cosq>) 

= P-%+a(cos #') Q-\Hi!.{cos 0) + 

§ 7. Ring- oder Torusfunktionea. 

Als Torusfunktionen bezeichnet man die Lösungen der Differential­
gleichung 

d2u <roifJ du- (n2 _ _!_ ~) "- 0 
d1J 2 + 6in11 d1J 4 + 6in1 11 - • 

Diese sind spezielle Kugelfunktionen; insbesondere kann man für u die 
Funktionen 

einsetzen. Die allgemeinen Formeln von § 5 vereinfachen sich in einer 
Reihe von Fällen für diese Funktionen; die wichtigsten Ergebnisse 
werden im folgenden zusammengestellt. 

2n 

_ __!__ F(n + f) _ 1 mf cos m tp dtp 
- 2n F(n- m + i) { ) (<roi 1J + cos tp Elin fJ)"+~'' 

0 

<XI 

m _ m F(n+i) f <rofmtdt 
On-% {<rof 17) - {- 1) F(n- m + i) (<roi 1J + ~oi t CSin 1'/)"+% 

0 
(n;;;:: m) 

lnfitot'l/2 

= ( -1)m F(n + m+t>J{<rof 'fl- {roft @)in 'fl)n-% (rofmt dt F(n+i) . ., ., ' 
0 

Om % {(rof 17) = { -1)m 2"' F(n + m + i) fi {6in 1/)m e-<n+m+~'>'l X 
n- F(n + 1) 

X 2F 1 {! + m, n + m + ! ; n + 1 ; e- 2 '1), 

2-m $iim% {<rof 1/) = ---- {1- e-2'1)m e-<n+%)'1 X 
- F(m + 1) 

X 2F1 {l+m+n,!+m; 2m+1; 1-e-2 '1). 



76 Kugelfunktionen. 

Das asymptotische Verhalten von ~n-% (@:of 'Y/) für große Werte 
von n ergibt sich aus der Formel: 

F(n) e<n-%l~ 
~n-% (@:of 'Y/) = -- 11- X 

F(n + !-) rn 

mit 

X [~1~),~n~!-i) ln (4e'~) e-<n-%)'1 2Ft(!, n+!; n+ 1; e-2'1) +A(t1)+ B J 

A ('Y/) = 1 + !- (n- ll e-2'1 + !- · t (n- ll (n- j) e- 4'1 + ... + 
1 (n - 1) 1 · 2 (n- 1) (n- 2) 

+ m .. -1 (!-) .. _1 e-2(n-l)'l 
(n-1)1 (n-1)! ' 

00 

1 "'F(l+!-)F(n+l+tl 
B = n2...::.,; F(n + l + 1) F(l + 1) (un+l + Uz- Vz-% - VnH-%)' 

l-1 

wobei für r = 1, 2, 3, ... 

11. 1 11 1 
ur = -1 + -2 + ... + ~' V % = - + - + ... + --

• r- !- t r-t 

gesetzt ist. 

Anhang zum vierten Kapitel. 

§ 8. Die Funktionen von GEGENBAUER. 

Entwickelt man die Funktion1 

00 

(1- 2 rJ.t + rJ.2)-~ = .J:C~(t) rJ." 
n=O 

in eine Reihe nach steigenden Potenzen von rJ., so sind die Koeffizienten 
c; (t) dieser Reihe (für beliebiges v) Polynome in t, welche ,,Funk­
tionen von GEGENBAUER" heißen; sie sind eng verwandt mit den 
LEGENDREschen Polynomen, in die sie für v = ! übergehen; als Funk­
tionen von t · sind sie Lösungen der speziellen hypergeometrischen 
Differentialgleichung 

"+ (2v+ 1)1 1 n(n+2v) O 
y 12 -1 y- 11 -1 y=. 

und können daher durch hypergeometrische Reihen ausgedrückt 
werden: 

1 Man vergleiche hierzu die letzte Formel von Kap. 11, § 1. 
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Ähnlich den Kugelfunktionen besitzen sie ein Additionstheorem: 

n 
~ . . F(2v-l) '\'221(n-l)![T(v+1)]2 

C71 (COS1pCosD+sm1psmt?cosp)= [F(v)]2 ~ r(2 v+n+l) X 
l=O 

X (2 V + 2l - 1) sin' V' sin' t? C~-t:/ (cos V') C~-t:/ (cos '!?) er-'/• (cos p) 

( 1p , {}, p reell ; v + ~) . 
Für v~ 0 wird 

. 2cosntp 
hmes F(v) C~ (cos p) = ~--
....... o n 

(für n = 1, 2, 3, ... ) 

cg (cos p) = 1. 
00 

'\'COS n tp 
ln (1- 2otcosp + ot2) = -2 ~-n-ot!'. 

n=l 

Rekursionsformeln: 

(n + 2) C~+2(t) = 2 (v + n + 1) t C~+l (t) - (2 V + n) C~ (t), 

n c~ (t) = 2 v [t c~~i (t) - c~~1 (t)], 

(n + 2 v) c~ (t) = 2 v [C~+l (t) - t c~:i (t)], 

n C~ (t) = (n - 1 + 2 v) t C~_!(t) - 2 V (1 - /2) C~W), 

dc~. (t) = 2 c>+l (t) 
dt V n-1 • 

Orthogonalitätsrelationen: 

n l 0 ! sin2" t? C~, (cos t?) C~ (cos t?) d'i? = n T(2 v + n) 

22 " 1 (v+n)n![T(v)]1 

für n + m, 

für n=m. 

Spezialfälle: Für ganzzahlige Werte von l = 0, l, 2, ... ist 

eH'/• _ 1 . d1 P,.(t) _ z(I-t2)~121!21 1 
n-z (t)- (21~1)(21- ar:-:-~-:-r d-t,-- ( - 1) (21)1 p" (t) · 

Beziehungen zu den Zylinderfunktionen: 
n 

feizcos<p C" (cos m) sin2v m dm = 2" T(v + t) T(t) T(2v + n) i•.fv+n (z) 
n T T T niT(2v) z" 

0 
(Rev > -~; n = 0, 1, 2, · ... ), 

n 

J eiZCOS-&COS<p !v-'ft (z Sin t? Sin tp) C~ (COS t?) Sinv+'f• t?dt? 
0 

= V2zn i" sinv-'!t pC~ (cos p) fv+n (z) 

(Re v > - ~, I arg z I < n, n = 0, l , 2, ... ) . 
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Ergänzungen: .. 

r(2v + I)J 
C''() IF(2v+n) ~2- ~-

n t =yn n!F(2V}---r(v~)~- (t+ yt2 -1cosw)nsin2•-1wdw 
0 

F(2 ) r(2 ." + 1) (- l)n 'V+ n ~2- (1 - 12)%-v an 
=211 (2v+I )--n-!~dl;.[(1 -t2)n+v-%], 

F(2v)F - 2-+n 

C1 ( D) = sin (n +I) o-. c• (1) = (2v)n 
n COS sin ß ' "' n I ' 

C" (t) - ( 1)n F(v + n) F ( . 1. 2) 2n -- F(v)n! 2 1 -n,n+v, 2,t, 

Cv _ n F(v + n + 1) . 8 
2n+dt)- (-1) 2---r(V~t 2Fr(-n, n + 'JI + 1, 2; t2), 

C"' ) _ 2nF(v + n) n ( n 1- n. . 2) 
n(t - n!F(v) t 2F1 -2, .~2-' 1- 'JI- n, t- ' 

n 
v \IF(v+P)F(v+q) 

Cn(cosß) = .L.; -F(v)P! F(v)q! cos(p- q)D, 
p, q=O 

p+q=n 

(k = 1, 2, 3, ... , n) 

Iimes v-n/2 c<•l2> ( ~) = .!:__ He (t) 
n 1/ nt " ' 

~~ ,v . 
+1 +1 

J(1- t2)"~ 1 F (t) c~ (t) dt = -~-1-J (1- t2)n+ ·~ 1 anp dt 
n e~l)n2nn! dtn' 

-1 -1 

wobei F (t) eine (n + 1)mal stetig differenzierbare Funktion bedeutet. 

Fünftes Kapitel. 

Orthogonale Polynome 1• 

§ 1. TSCHEBYSCHEFFsche Polynome. 

Die TscHEBYSCHEFFschen Polynome erster· Art T n (x) und zweiter 
Art Un (x) sind definiert durch: 

Tn(x) = cos (n arccosx) = ~ [(x + i yr--=-.X2jn + (x- i f1 - x2)n], 

Un(x) = sin (narccosx) = ;i [(x + if1- x2)n- (x- i y1- x2)n], 

1 Für die LEGENDREschen Polynome s. Kapitel IV, § 2, für die orthogonalen 
GEGENBAUERsehen Polynome vgl. den Anhang zu Kapitel IV. 
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oder: 

T,. (x) =X"_ (; )xn-2(I-x2) + (: )xn-4 (l-x2)2- (; )xn-6 (I-x2)3+ ... , 

U,.(x) = fi--Xi [C) xn-1_ (;) xn-3(I-x2) + G) xn-5(I-x2)2- .. -J. 
So ist: 

T0 (x) =I, 

T1 (x) = x, 

T2(x) = 2x2 - I, 

T3(x) = 4x3 - 3x, 

T4 (x) = 8 x4 - 8 x2 + I, 

U0 (x) = 0, 

Udx) = ii-=- x 2 , 

U2 (x) = i:f=X2 2 X, 

U3(x) = i:I=~.X2[4x2 - I], 

Udx) = fi- x2 [8x3 - 4x], 

T5 (x) = I6x5 - 20x3 + 5x, U5 (x) = i:!= x2 [16x4 -I2x2 +I], 

T,.(l) =I, 

T,. (-I)=(- I)", 

T2n {0) = (-I)", 

T2n+l (O) = 0, 

U,.(I) =0, 

U,.(-1)=0, 

u2n (0) = 0, 

U2 ,.+1(0) =(-I)". 

Die T,. (x) und U,. (x) sind linear unabhängige Lösungen der Diffe­
rentialgleichung: 

(I - x2) y" - x y' + n2 y = 0 .' 

Rekursionsformeln: 

T,.+1 (x) - 2 X T,. (x) + T,._1 (x) = 0, 

U n+l (x) - 2 X U n (x) + U ,._1 (x) = 0. 

Häufig wird auch als TscHEBYSCHEFFsches Polynom zweiter Art der 
Ausdruck 

U! (x) = sin fit!+ I) arccos x] = U n+l (x) 
YI- x2 }I- x2 

definiert. Er genügt der Differentialgleichung 

(I - x2) y" - 3 x y' + n (n + 2) y = o. 
Die U,. (x) und T,. (x) lassen sich auch folgendermaßen darstellen: 

T,. (x) (- I)" d" (I 2)n-'/ 
YI-x2 I·3·5 ... (2n-I)dx" -x •, 

U ( ) - (n + I) (- I)" !!::_(I - 2)n+'/• 
n+l X -I·3·5 ... (2n+I)dx" X • 
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In Form einer hypergeometrischen Reihe dargestellt ist: 

T n (x) = F ( n' - n; ! ; 1 ~ X) . 

Die Nullstellen der Tn (x) und Un (x) sind sämtlich reell und vonein­
ander verschieden und liegen im Inneren des Intervalles von - 1 bis + 1. 

Die Endpunkte des Intervalles x = ± 1 sind Nullstellen von Un (x). 

Darstellung der Tn (~) und Un (~) durch erzeugende Funktionen: 
00 

1 - t2 
- \I T ( ) tn · - 2 f" ....._, 1 · 

1 _ 2 t x + t'- .L.J e.-. n x , e.-.- ur n ~ , 
0 

e0 = 1, 

1 1 00 

1- 2tx + t2 = f1- xs ,fU.-.+l(x)t". 

Orthogonalitätsrelationen: 
+1 f Tm (x) T,.(x) dx = 0 

f1- x8 

-1 n 
2 

=:n; 

+1 f Um(x) U,.(x) dx = O 
f1- x8 

-1 n 
2 

=0 

§ 2. HERMITEsche Polynome. 

für m +n, 

für m=n+O, 
für m = n = 0, 

für m +n, 

für m=n+O, 
für m = n = 0. 

Die HERMITEschen Polynome Hen (x) sind definiert durch: 

d" Hen(x) = ( -1)n ez"/2 dx" (e-x"/2) 

oder 

Hen(x) =xn- (;)xn-2+ 1·3(:)xn-4_1·3·5(~)xn-6+ 

So ist: 
He0 (x) = 1, He3(x) = x3 - 3x, 

Hedx) = x, He,(x) = x4 -6x2 + 3, 

He2 (x) = x2 -1, He5 (x) = x5 -10x3 +15x, 
(-1)" (2n)l 

He2.-.(0) = 2"ni ; He2 .-.+1 (0) = 0. 

Die HERMITEschen Polynome y = Hen (x) genügen der Differential­
gleichung: 

y" -xy' + ny = 0. 
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Rekursionsformeln: 

Hen+1(x) = xHen(x)- He~(x) . 

Hen+l (x) = x Hen (x) - n Hen-l (x)' 

Als HERMITEsches Polynom wird auch häufig der Ausdruck 

H;n(x) = 2ni2Hen(x y2) 
definiert ; oder: 

* Die Hen (x) genügen der Differentialgleichung: 

y"- 2xy' + 2ny = 0. 

* Für die Hen (x) gelten folgende Rekursionsformeln: 

* * He~(x) =2nHen-dx), 

* * * Hen+l(x)- 2xHen(x) + 2nHen_1 (x) = 0. 

81 

Die Nullstellen der HERMITEschen Polynome sind alle reell und einfach. 

Darstellung durch eine erzeugende Funktion: 

Daraus folgt z. B. für t = y2, bzw. t = - y2 und Addition bzw. 
Subtraktion: 

entsprechend für t = i y2 bzw. t = - i -y2 
00 

,,- '\' 2" 
e cos (x r 2) = L.J ( --l)n He2n (x) (2 n)!, 

0 

00 

e sin (x y2) = -y2 .2) (- l)~'~ He2n+l (x) (2 n 2~ I)!· 
0 

Integraldarstellung von Hen(a:). 

+oo 

Hen(x) = l:,J(x + it)ne-t'f2dt. 

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sätze. 6 
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Darstellung durch hypergeometrische Reihen: 

_(-1)"(2n)! ( . 1, xB) He2 n(x) -~-n~ 1F1 -n,2-, 2 , 

_ (-1)" (2n + 1)1 ( . 3 . 
Hean+l (x),- 2"-- nl x lFl - n, 2• ~~) 2 . 

Es ist: IHe=~x) I<~.:, ezl'2r; r = [;j: x reell> 0. 

Additionstheorem der HERMITEschen Polynome: 

(af + ... a:)n/2 H en (al xl + ... a,. x,.) 
n! rat+···a~ 

'\""1 am• amn 
..::_; ~ ... ~Hem1 (x1 ) •• • Hemn(xn)· 

mt+· ··mn~n m1 m,. 
So ist z. B.: " 

2" Hen (x + y) = J;(:) 2"'2 Hen-m (x f2) Hem (y y2). 
m=O 

Orthogonalitätsrelationen: 
+oo 
J Hem (x) Hen (x) e-z•t2 dx = 0 

-oo ,rn= = n! r2n 

HERMITEsche Funktionen zweiter Art. 
Die Differentialgleichung 

y' - x y' + n y = 0 

für m =j=n, 

für m = n. 

besitzt außer der Lösung y =He" (x) noch eine zweite Lösung, die 
mit he" (x) bezeichnet wird. 

he2n(x) = (-I)"2"n!x 1F1 (~ -n; :; ~), 

he2n+l(x)=(-I)"+12"n! 1F 1 (- ~ -n; ~; x;) 
mit 

he2 "(0) = 0; he2 n+l(O) = (-I)"+ln!2". 

Die Funktionen zweiter Art reduzieren sich nicht auf Polynome, son­
dern sind unendliche Reihen. 

Die Rekursionsformeln für die he" (x) sind die gleichen wie die für 
die He" (x). 

Beziehungen zwischen den He" und he": 

He"(x) he~(x)- He~ (x) hen (x) = n! ez"/2 , 

Hen (x) hen-l (x) - He11_ 1 (x) he" (x) = (n- I)! ez"/2 , (n ~ I) 

für n=O: z 

he~(x) = ez"/2; he0 (x) =I ez"f2dx = x 1F 1 (~; :; ~~). 
0 
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§ 3. J AC OBisehe Polynome. 

Die hypergeometrischen Polynome von }ACOBI sind definiert durch: 

~"(ot, y, x) = F(-n, ot + n; y; x) 

" =I+ '\""""1(-I)k (n )(rx + n)(rx + n + 1) ... (rx + n + k -1)xk 
kS_ k r(r+1) ... (r+k-1) ' 

x1->' (1 - x)Y-a d" 
<;l: (ot " x) = - [xr+n-1 (I - x)"'+n-r] 
On ' r • (y),. dx" ' 

~0 (ot, y, x) = 1; ~11 (ot, y, 0) =I, 

rx+1 
~1 (ot, y, x) =I- --x, r 
<;l: ( ) _ I _ 2 rx + 2 + (rx + 2)(rx + 3) 2 
02 ot, y, x - r x r (r + 1) x ' 

<;l: ( )-I-arx+3 + 3(rx+3)(rx+4) 2 _(rx+3)(rx+4)(rx+.5) 3 
03 ot, y, X - I' X 1 (y + 1) X I' (y + 1) (y + 2) X • 

Alle n Nullstellen der }ACOBischen Polynome sind voneinander ver­
schieden und liegen im Intervall 0 ~ x ~ I. 

Die ~" (ot,y, x) erfüllen die Differentialgleichung: 

x (I- x) y" + [y- (ot +I) x] y' + n (ot + n) y = 0. 

Spezialfälle: Die LEGENDREschen Polynome P" (x); die TscHE­
BYSCHEFFschen Polynome T" (x) und die GEGENBAUERsehen Poly­
nome c;(x) sind Spezialfälle der }ACOBischen Polynome, und zwar ist: 

( J.- X) ( 1- X) P"(x)=iY,. l,I,-2- =F -n,n+I; I; - 2-, 

T"(x)=~n(o, !.!;~)=F(n, -n; !; 1 -;x), 
c• ( ) = (- I)n ~2 V),. <=>' (2 + _!_ 1 + X) 

n X nl B'n 'JI, 'JI 2' 2 

= ( -I)n (2:;>" F (- n, 2 'JI + n; 'JI + ! ; 1 ~ x). 

Orthogonalitätsrelationen: 

1 

J xr-1 (I -x)<X-r ~m ~" dx = 0, für m + n 
0 

1 

fxr-1 (I _ x)<X-r ~ ~ dx = r(y) r(rx + 1- r) (rx + 1- y),. _n_ 
m " r (rx) (rx),. (y),. rx + 2 n' 

0 

für m = n und Re (y) > 0; Re (ot- y) > -I. 
6* 
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§ 4. LAGUERREsche Polynome. 

Die LAGDERREschen Polynome L~«> (x) sind definiert durch: 

n 
L(rx> (x) = ~(n + or;)(- x)~ 

" ,.:::.,; n- k k! · 
k=O 

Für den Spezialfall IX = 0 ist 

( n) ( n )xs ( n ) xa Ln (x) = l - 1 X + 2 2T - 3 3T + ... ' 

L0 (x) =I, 

Ldx) =I- x, 

x2 
L2 (x) =I- 2..x + -2 , 5 5 x6 

Ls (x) = I - 5 x + 5 x2 - 2 xs + 24 x4 - 120 ' 

L~(x) =I; 
xn 

Ln (0) = I; L;;~ (x) = ( -- I)n n! . 

Die L~«> (x) genügen det Differentialgleichung: 

x y" + (IX + I - x) y' + n y = 0. 

Rekursionsformeln: 

n L~~> (x) = (- x + 2 n + IX - I) L~~]1 (x) - (n + IX - I) L~«]9 (x); 

n=2,3,4, .... 

Die Nullstellen der LAGDERREschen Polynome LC:> (x) sind reell, posi­

tiv und einfach. 

Darstellung von L~rx> (~) durch hypergeometrische Reihen: 

Vrx> (x) = (or; +_!1. F (- n · IX + 1 · x) 
", n! 1 1 , , · 

Darstellung von L~rx>(:.c) durch eine erzeugende Funktion: 

-xt/(1-t) 00 

-8 ~-- = ~V«>(x)tn. 
(1- t)«+l -f' " lt I< I 

Zusammenhang mit den HERMITEschen Polynomen: 

He2n(x) = (-2)nn!L~;*>(~). 

H e2n+l (x) = (- 2)n n! XL~*> (x;). 
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Zusammenhang mit den BassaLSehen Funktionen: 

CX> L<«>() 
" " x tn = e1 (x t) -«/2 ] (2 •'xi) f'rcn+1+ot) « , .... • 

für IX= 0: i;L~~) tn = e1 ] 0 (2 (ii). 
0 

s~enformeln: 

"' I + .2[L,. (x) - L,H (x)]2 = ez, 
n-1 

CX> 

(I + t)« e-zt = 2JL<:;"> (x) tn, 
n~o 

t 
J L,. (x) dx = Ln (t) - L,.+1 (t) 
0 

0> t 
..E[f L,. (x) dx]2 = e1 - I, 
0 0 

fl 

L<«> ( ) _ "r(or;- p + k) L1a, ( ) 
" X - ~ k!F(ot-ß) n-k X' 

k=O 

0> 

(I + t)« e-:~ t = .2 L~-n> (x) tn. 
0 

Additionstheoreme der LAGUBRRBSchen Polynome: 

85 

IX> -I 

[t[ <I 

it 1 <I 

L~«t+~Z~+···cr.tH-l)(x1 +x2 +···Xk)= 2J L~«•>(x1)L~«•> (x2) •• • Lt:~:>(xk), 
(it +io+ · · •ii=fl) 1 1 

CX> 

L~«> (x + y) = ev 2( (k:r yk L~«+k> (x). 
k-o 

Orthogonalitätsrelationen: 
0> 

J e-z x« L:> (x) L~> (x) dx = 0, für m =1= n 
0 

fürm=n 

SoNINEsche Polynome. In engem Zusammenhang mit den LAGUERRE­
schen Polynomen stehen die SoNINEschen Polynome T~"> (x), gegeben 

durch: ( 1)" 
T<"' ( ) - - L<«> ( ) 

rJ. X - F(ot + n + 1) " X " 
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Es gilt für diese: 

I nn) {x) I< n! ot! e" :~:; ot und n + I positiv und ganz; X> 0. 

Weitere Formeln für die LAGUERREschen Polynome in Kapitel VI, 
§ 4 und Kapitel VIII, § 2. 

Sechstes Kapitel. 

Die konfluente hypergeometrische Funktion 
und ihre Spezialfälle. 

§ 1. Die Funktionen von KUMMER. 

Die konfluente hypergeometrische Funktion entsteht aus der Lösung 
einer RIEMANNschen Differentialgleichung 

l o. oo. c I 
P !+,u. -c, c-u; z 

i-,u. 0, " 

durch den Grenzübergang c ~ oo; sie hängt noch von zwei Parametern 
" und ,u ab und ist allgemein definiert als eine Lösung u der Differential­
gleichung 

(I) - - - -4 -- u-o· d•u du(" 1_ 11z) 
dzZ + dz + z + zB - ' 

sie kann als lineare Kombination der Funktionen 

(2) 
2 ,u + I; z) 

z"-l'e-z 1Fdi-,u-u; -2,u+I; z) 

dargestellt werden, sofern 2 ,u nicht gleich einer der Zahlen ± I, ± 2, 
± 3, ... ist, da in diesem Falle eine der Funktionen 1F 1 in (2) nicht 
mehr definiert istl. Die Funktion 

• a z a(a + 1) zZ 
(3} v(z)= 1F 1 (a; c; z)=I+c-TI+ c(c+i)2-i+· ·· 

heißt KuMMERsehe Funktion; sie wird vielfach auch als konfluente 
hypergeometrische Funktion bezeichnet! und genügt der KuMMERsehen 
Differentialgleichung 

d•v dv z-+(c-z)--av=O· 
dzl dz ' 

1 Für 11 = "= 0 wird z-1/• e•IB u eine Zylinderfunktion vom Index Null mit 
iz 

dem Argument 2 . 
a So bei JAHNKE-EMDE, wo 1F 1 mit M bezeichnet wird. 
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sie ist eine ganze Funktion von z. Die Differentialgleichung (4) besitzt 
0 0 

zwei linear unabhängige Lösungen v1 und v2 , welche ein einfaches Ver-
halten bei z = 0 zeigen, nämlich (für c =I= I, 2, 3, ... ) 

o . . _ ~ (a),. z" 
v1 (z) = 1F 1 (a, c, z) =..:;;.; -() 1 

n=O c,.n. 
0 v2 (z) = z1- 0 1F 1 (a- c +I; 2- c; z), 

und zwei linear unabhängige Lösungen v1 und v2 , welche bei z = oo 
eine einfache asymptotische (semikonvergente) Entwicklung besitzen, 
nämlich 

00 

oo '\1 (c - a) ( 1 - a) 
v2 (z) ~ ez za-o ..:;;.; ---;-,---" z-n 

n=O 

(-~n < argz < ~n); 

diese hängen mit ~1 und ~·2 zusammen durch die Beziehungen 

o _ -in:a F(c) oo F(c) oo 

Vt-e F(c-ajvt+r(a)v2, 

o _ -in(a-o+l)F(2- c) oo + F(2- c) oo 

V2 - e F(1- a) v 1 F(a- c + 1) v 2 

(-~n < argz < ~n). 

Elementare Umformungen und Rekursionsformeln: 

d a 
d-- 1Fda; c; z) = - 1F 1 (a +I: c +I; z), 

z c 

1F 1 (a; 2a; 2z) = ez 0 Fda +!; !z2) 

= 2a-Y. e-in:(a-Y.)/2 T(a + !) ez zY.-a la-Y. (zein/2)' 

1F 1 (a; c; z) = ez 1F 1 (c- a; c; - z), 

a 1F 1(a+I;c+l;z)=(a-c) 1F 1(a; c+I; z)+c 1F 1 (a; c; z), 

a 1Fda +I; c; z) = (z + 2a- c) 1Fda; c; z) + 

+ (c - a) 1F 1 (a - I; c; z) 

1. 1 F ( . . ) - zn+l (a),.+l F ( + + I· 
c~nr(c)l 1a,c,z-(n+1)!1 ta n , 

(n = 0, I, 2, ... ) . 

I ntegraldarstellungen: 
Z· 

n + 2; z) 

F (a · c z) = r(c) zt-cfet ta-t (z- t)c-a-t dt 
1 1 ' ; F(a) F(c- a) 

0 

(0 < Rea < Rec), 
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+1 

F (a z) = T(c) 21-•. eztzJezt/:!. (1 - t)e-a-1 (1 + t)a-1 dt 
1 1 ; c; T(a)T(c-a) 

-1 

(0 < Rea < Rec), 

T(cx+v+ 1) F (-v· rx+1· z)=ezz-rt.i2 fooe-tt+~J (2'1zt)dt 
T(cx + 1) 1 1 ' ' o (1. r 

[Re (rx + v + 1) > 0; I arg z I < -~ J. 
Weitere Resultate sind in den Formeln von § 2 und von Kap. VIII, 

§ 2, enthalten. Man vergleiche auch § 4a. 

§ 2. Die Funktionen von WHITTAKER. 

Führt man in der Differentialgleichung (1) von § 1 die Funktion 

W = ezf2 u ein, so erhält man für W eine Differentialgleichung, welche 
dW 
Tz nicht enthält, nämlich 

(5) 
d2 w ( 1 " -i -- p,2) -·- + - --+- +-~- w =0. 
dz2 4 z z2 

Für diese Differentialgleichung sind die Funktionen 

M,., 11 (z) = z,u+l-1 e-zi2 1F1 (,u- u + }; 2,u + 1; z), 

M,.,_11 (z) = z-.u+'l.e-zi2 1Fd-,u- u + }; -2t-t + 1; z) 

ein System von linear unabhängigen Lösungen, sofern 2 ,u =l= 0, ± 1, 

± 2, ± 3, . . . ist. Um auch für 2 ,u = ± 1, ± 2, ± 3, . . . Lösungen 
zu erhalten, kann man entweder die Funktionen 

z.U-'1. z2,u, e-z/2 
N,., 11 (Z) = T(2p,+ 1)M,., 11 (z) = T(2p,+ 1) 1F1 (p +t-u; 2p + 1; z) 

einführen, welche auch für 2t-t = - 1, - 2, - 3, ... definiert bleiben, 

da für ,u = - ! n und n = 1, 2, 3, ... 

r(_!_ + ~ - x) n+1 
2 2 --

N,.,-Y.n(z)= (I n )z 2 Mx,Y.n(z) 
n!T 2-2-" 

ist; es wird dann zY.-,, N",,u (z) eine Lösung von (5), welche für alle 

Werte von ,u definiert ist. Oder aber man kann die Funktionen 

T(- 2p,) T(2p,) 
W "• .u (z) = T(i- p,- x) M,., ~' (z) + T(t + p,- x) M",_,. (z) 

einführen; diese heißen "Funktionen von WHITTAKER", und streben 

Lösungen von (5) zu, wenn 2 ,u sich einer der Zahlen ± 1, ± 2, ± 3 
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nähert. W,.,tt (z) und W_"•~' (-z) sind in jedem Falle linear unabhängige 
Lösungen von (5); es ist stets 

w .. ,lt (z) = w ... -1' (z). 

Die Funktionen N,.,tt (z), M,., 1, (z), W,.,l' (z) sind im allgemeinen 
mehrdeutige Funktionen von z mit z = 0 als Verzweigungspunkt und 
z = oo als wesentlich singulärer Stelle; sie sollen im folgenden nur 
außerhalb der negativen reellen Achse, d. h. für l arg z l < :n: betrachtet 
werden. 

Die Funktionen von WHITTAKER sind so normiert, daß sie eine ein­
fache asymptotische (semikonvergente) Entwicklung bei z = oo be­
sitzen. Es gilt nämlich in jedem Winkelraum l arg z I < :n:- ~. ~ > 0: 

W (z) ~ e-z/2 z" (1 + \-i~.t2 -- ()<- Wl [1'2- ("- ~)2] ... [/.tz- ("- n + !)2]) . 
"•" .L.J nl zn 

n=l 

Elementare Beziehungen und Umformungen: 

M (z) = e-in(tt+%> M (zei") 
H,IJ -H,IJ ' 

N (z e±in) = e± 2!•ni N (z) 
H,f,l -H,IJ. ' 

z%-tt ez/2 dn 
Mn+!•+V..I' (z) = -(2~.t + l)ndzn (zn+2!• e-•) 

(n = 0, 1, 2, ... ; 2ft =l= - 1, - 2, - 3, ... ) . 

Mo,~t(z) = zlH~<oFt(; ft + ! ; ~)' 
r(-2~.t) F(2~.t) 

W -"·" (- z) = F(l _I'+") M_"·" (- z) + F(! +I'+") M_,.,-~< ( -· z) 

[ I arg (- z) I < ! :n:; 2 ft =l= 0, ± 1 , ± 2, ... ] . 

Rekursionsformeln: 

w_.,,,. (z) = z% W .. -%, 1,-% (z) + (! - "- + tt) W oc-l,~< (z), 

= z% w .. -%.tt+% (z) + (t- X- tt) WH-l,ll (z), 
d 

Z dz w!l,>< (z) = (X - f z) w H,!l (z) - [tt2 - (X - !)2] w H-l,ll (z), 

[(tt + !_;:) W,.,~< (z)- z ddz W 9 (z)J (tt +! + x) 

= [(tt + ~; :) w .. ,ll+l (z) + z :z w .. ,ll+l (z)J (tt +!- x). 

(~ + x + ft) (~ + x + ft) z W "•" (z) = z (z + 2ft + 1) ddz W ><+l, ~<+l (z) + 
+ [-fz2 + (ft- "- !) z + 2tt2 +2ft+!] w .. +l,ll+l (z). 
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Verhalten für große Werte von Rex: Es gilt für Rex~ 1, wenn 
Re x ~ I z I , I p, I und wenn Re z > 0 ist : 

M,., .u (z) "'~ T(2p, + 1) x-1•-% z* cos (2 yz x- p, n- !-n). 

I ntegraldarstellungen: 
z.U+% e-z/2 fco 

W (z) =- e-Z<-r/1-><-% (1 + -r)i•+x-Y.d-r 
"•~' F(t-t+!-u) ' 

0 
CO 

z" e-z/2 f ( t )l•+x-% = ------- tp-x-Ys e-t 1 + -- dt 
F(t-t+!-u) z 

0 

(Re (p, + ! - x) > 0, I arg z I < n], 

in dieser Integraldarstellung von BARNES ist der Integrationsweg so 
zu wählen, daß er die Pole von r (s - x) von den Polen von 

T(-s- p, + !) und T(-s + p, + !) trennt. 

w .. ,.u (z) = ; Je-zt/2 G ~ ~)"12 w.-v. (t) dt 
1 

(Re x < 1, p, - ! =f= 0, ± 1, ± 2, ... ) , 

F(2u)F(2p,-2u+l)M (t) 
F(2t-t+ 1) "·" 

t 

= tYs-.u J e-<t-•)/2 (t- -r)2><-1 -ri•-><-Ys Mo,.u-" (-r) d-r 
0 

1 

= T(p,- x + 1) e-i(l•-><)n/2 22(,u-~<) t"+% e-t/2 J esi/2 (1 - s)2x-1 sl'-" X 

0 

X l.u-H c~t) ds 

[t reell und positiv, Re (p, - x) > - ! , Re x > 0] . 

Man vergleiche hierzu § 1 und § 4a; weitere Integraldarstellungen 
sind in den Resultaten von Kapitel VIII, § 2 enthalten. 

Formeln für das Produkt von zwei WHITTAKERschen Funktionen: 
CO 

w .. I' (x) w_,. .u(x) = -xJ(<Sin ~ ) 2
"{12.u (x 6int) sin ((p,- x)n] ldt 

' ' !Eof~ +N2.u(x6int)cos((p,-x)n]f 
0 2 

(I Re p, 1- Rex<!; x reell und positiv), 
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mit 

Q - I (z + C + 1) • I I I '"I 
Cl - (z + I) (C +I) , z =I= 0, C =I= 0, arg z < n, arg." < n, 

Re (l - x - Ä) > 0, 

W ()w () __ ____!J_!:-:-"-Ä.)T(-2p) f<+% -%z 
"•~' z '-•~' z- T(t-"-p)T(t-Ä.-p)z e X 

~(!-" + tt),.(t- Ä. + p),. n 
X L.; (I+ 2 p),. n! z W,.+'--f•-n-1>, n+p (z) + 

n=O 

+ ['(1_-:- "_-:-:__Ä)_!_'_(2p) __ z-f•+~> e-~>z ~(t-"- p),.(t- Ä.- p),. zn X 
T(t-" + p) T(t- ). + p) L.; (I- 2 p),. nl 

n=O 

X W,.+A+,u-n-%,n-,_, (z) 

[I argz I < n; Re (x + Ä) >O; x+Ä =I= l, 2, 3, ... ; 2,u =1=0. ± l, ± 2, ... ]. 

Ein Multiplikationstheorem für e-zf2 N,.,u (z),· 

§ 3. Die Funktionen des parabolischen Zylinders 
(Funktionen von WEBER und HERMITE). 

Die Funktionen 

D,.(z) = 2~H•/2 z-~>wlH•/2,-~< (-~-) 

= 2•/2e-z•t4 [ T(t) F (-v. _I_. -~)+_z__T(-t) F (1-v. ~-_:~)] r C; v) 1 1 2 ' 2' 2 V2 r(-;v) 1 1 2 , 2' 2 

heißen "Funktionen des parabolischen Zylinders". 

Sie sind ganze transzendente Funktionen von z; die Differential­
gleichung 
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besitzt die Lösungen 

u=D"(z), D"(-z), D_H(iz), D_"_1 (-iz), 

zwischen denen die linearen Beziehungen bestehen: 

D (z) = T(v + 1) [ei"n/2 D (iz) + e-irn/2 D (- iz)] " f2 :n; _"_~ -t'-1 

= e-vniD (-z) + f 2 :n e-i("+l)n/2 D (iz) 
" T(-v) _"_1 

= e"'"iD (-z) + ~ei("+l)n/2D (-iz) 
" T(- v) _"_ 1 • 

Die Anfangswerte von D" (z) sind: 

D"(O) = T((!1~"~2); D;(O) ~J(-r':)'"'. 
r -2- r --2 

Rekursionsformeln: 

D,.·+t (z) - z D" (z) + v D"_1 (z) = 0, 
d 
([ZD,.(z) + !zD,.(z)- vD"_1 (z) = 0, 

d 
dzD"(z)- !zD"(z) + D,.+1 (z) = 0. 

Für große Werte von I z I, (I z I> 1, I z I> I v I), gelten asymptotische 
Entwicklungen für D" (z) : 

D ( ) -z•/4 "(1 _ v(v- 1) + v(v- 1) (v- 2) (v -- 3) -r- ... ) 
"z~e z 2z2 2·4zZ I 

für I arg z I < !n, 
D ( ) -z•/4 "(1 _ v (v- 1) + v (v- 1) (v - 2) (11- 3) -r- ... ) 

" z ~ e z 2 z2 2 . 4 z2 I 

_ f2:n evniez"/4z-v-1 (1 + (v+1)(v+2) + (v+1)(v+2)(v+3)(v+4) +. ··) 
T(-v) 2z2 2·4z2 

f .. 5 :n; 
ur 4 n > argz > 4 , 

D ( ) """ -~•14 "(1 _ v (v- 1) + v (v- 1) (v- 2) (v- 3) I ... ) 
" z ""' e z 2 z2 2 . 4 z2 I 

_ f2:n e-"ni-ez•t4z-v-l ( 1 + (v+1) (v+2) + (v+1)(v+2)(v+3){v+4) + ... ) 
T(--11) 2z2 2·4z2 

fu"r :n 5 - 4 > argz >- 4 n. 

Integraldarstellungen: 
1 +ro 

D" (z) = ~ 2"+lf' e-"ni/2 ez"/4 J t" e-2t•-2itz dt 
f:n; -ro 

[arg(-1)"=v:n;i für t<O; Rev> -1], 
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CX) 

e--.o/4. f D (z) = -- e-•t-t•t2t-"-1 dt 
" F(-v) 

(Rev < 0), 
0 

CX) 

D (zeitr/4.)D (ze-itr/4.) = rn fe-tZ]+%(~) dt 
_"_1 -..-1 F(v+ 1) ,. 2 (Rev > -1), 

0 

D,. (x) D _,._1 (x) = - :-foo( <iof ~ )•+• f ~ sin !(•' Sin I + • ") dl 
rn Sin _ Sm t 

0 2 

(x reell, Re v < 0), 
CX) 

D (z ein/4) D (z e-in/4) = _ 1-J( <i?f ~)" e-%z1 15tn2t_~ 
" " F(- v) Sm t Sm t 

0 

(iargzj<:; Rev<o). 

CX) 

2("+1)/2 J (t+ 1)(•-1)/2 
D [{1 + i) x] = e-io:"t/2 dt 

.. r(-2")1 (t-1)1+"/2 

(Re v < 0; Re i x9 :;;::: O), 

r(- v) e""''4 2-P/2-1 eiz•/2 {D"[(1 + i) x] + D"[( -1- i) x]} 

Ergänzungen: 

CX) 

= f cos x t e-it•J4 e-"_1 dt 
0 

(x reell; -1 < Rev < 0). 

Für ganzzahlige Werte von n = 0, 1, 2, .... sind die Funktionen 
D,. (z) die HERMITEschen orthogonalen Funktionen (vgl. Kap. V, § 2): 

. d" 
D" (.z) = ( -1)" ezl/4 dz" e-zl/2 = e-z•/4 He" (z). 

Weiterhin ist 

D_1 (z) = ezl/4 J!; [ 1 - rp (;2) J, 
D_2 (z) = e~•t4Jii {z [ 1 - r/)(;2)] - ~ e-z•/2}. 
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Die Funktionen 

A (x) = D _<l+il.) [± (1 + i) x] 
2 

genügen der Differentialgleichung 

d2A 
dx2 + (x2 + A.) A = 0. 

Die Funktion u = e-z"/4 D~ (z) genügt der Differentialgleichung 

d2 u du 
dz2 + Z dz + (v + 1) u = 0. 

Es ist 
CO l e-%t• t" D>'+1 (t) dt = 2-<~+~>12 F (v + 1) sin ( :rr; 1 ~ v) 

(Rev > -1). 

Additionstheorem: 

D~(ax + by) 

= e<bx-av)2/4 (-=__!! )v i( v \ D _ ( ya2 + b2 x) D ( ya2 + b2 y) (!!_)n 
ya2 + b2 n=O n / ~ n n a 

(a, b, x, y, reell und positiv, a > b). 

§ 4. Übersicht über die Spezialfälle der konfluenten 
hypergeometrischen Funktion. 

a) Die LAGUERREschen Funktionen. Die Funktion 
cx+l 

L(cx) ( ) - . F(rt. +V+ 1) --2 z/2 M ( ) 
~ z - F(a+ 1)F(v+ 1)z e cx~l+~.i z, 

F(rt. + v + 1) 
= F(rt. + 1) F(v + 1) lFl (- v; IX + 1; z) 

genügt der "Differentialgleichung von LAGUERRE" 
d2 d 

z dz 2 L~cx) (z) + (IX+ 1 - z) dz L~cx) (z) + v L~cx) (z) = 0. 

Die Funktionen L(cx) heißen "verallgemeinerte LAGDERREsche Funktionen"; 
in ihrer Gesamth~it sind sie kein Spezialfall, sondern die Gesamtheit 
der konfluenten hypergeometrischen Funktionen. Als LAGDERREsche 
Funktionen im engeren Sinne bezeichnet man die Funktionen L~o> (z) 
= L" (z); für diese existiert die Integraldarstellung von SoMMERFELD: 

L~(z) = 2 r(:•+ l)J(~r e-t•f4 ] 0 (t yz)tdt 
0 

(Re v > -1). 



§ 4. Spezialfälle der konfluenten hypergeometrischen Funktion. 95 

Für v = n = 0, 1, 2, ... sind die Funktionen L,. (z) bzw. L~a.> (z) 
Polynome in z; vgl. Kap. V § 4. 

Für große Werte von n lassen sich die folgenden Reihenentwick­
lungen zur Berechnung von L~a.) verwenden: 

mit 

e-ht L~~> (t) = r(:T n: +I) i; Am (h) ( ~ ym-a.)/2 la.+m (2 ynt) 
m=O 

(t, h reell und positiv) 

~ A (h) zm = enz (I + (h- 1) z]n 
~ m (1 + h z)a.+n+I 

oder, explizit geschrieben, 
n 

Am (h) = hm-n 2) (:) (h - 1)"-k L;;,<a.+m+k+1) (-h n), 
k=O 

Am (1) = L;;,<a.+m+n+1) (- n). 

b) Die Funktionen des parabolischen Zylinders. Die in § 3 be­
handelten Funktionen D,. (z) drücken sich am einfachsten durch die 
WHITTAKERschen Funktionen aus (vgl. § 3) ;• für ganzzahlige Werte 
von v = n = 0, I, 2, ... erhält man die HERMITEschen Polynome 
(s. Kap. V § 2) aus den LAGVERREschen Polynomen durch die Be­
ziehungen 

L<-Y.>(~)' =(-l)nHe (z) 
" 2 2nnt 2n , 

y, ( z2 ) (- 1 )n 1 L< •> - = ---He2 +1 (z). ~ 2 2nn1 z n 

c) Die Zylinderfunktionen. Die in Kapitel III behandelten 
Zylinderfunktionen können definiert werden durch 

M0,,..(z) = 22f'e-f'"i/2F(p, + I)zY. ]!'(t_ein/2z), 

W0,11 (z) = f. ePni/2 ynz H;:> (i ein/2 z). 

Für v = n = 0, 1, 2, ... ist insbesondere 

H~1~-Y. (z) = 2_ n! (2 z)-n-Y. eiz L~-2n- 1 > (- 2 iz), 
f:n 

H<!~- y, (z) = V~ n! (2 z)-n- Y. e- iz L~-;2n-1) (2 i z). 

d) Die unvollständige Gammafunktion. Die Funktion 

"' 
y (v, x) = J t•- 1 e-t dt = F(v) - x<v- 1)/2 e-"'12 W(v-1)/2,v/2 (x) 

u 
(Re v > O) 
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heißt "unvollständige Gammafunktion". Nach den Formeln von § 2 

wird für große Werte von x (für reelles positives x) 

y(P,X) ~ r(v)- xv-le-a: [1 +0(! )] . 
Es gehen für nicht negative reelle Werte von x und 'Y die Formeln 

e•+• ( 1 ( cx, x))" 
(x Y)"i' (at, x) 1 - F(cx) 

CO 

~ ·n!L~«I(x)LJ:'I(y) = 

""-' (n + 1) F(n +!X+ 1) 

für x ~ 'Y > 0, Ot beliebig, 

e• F(cx)- 1(cx, x) 
x" F(cx + 1) 

n-o für x > 0, 'Y = 0, Re Ot < l, 

cxr<:c~1) für X= 'Y = 0, Reat < o. 

e) Das Fehlerintegral und die FRBSHBLSchen Integrale. Die Funktion 

heißt FehlerintegraP von x. Es ist 

2 ( x3 x' x7 ) 
(I) (x) = fn x - ill + 2i5 - 3i7 ± ... 

und nach den Formeln von § 2 für große reelle positive Werte von x 

l'i e-•1 ( 1 1·3 1·3·5 ) 
2 [1 - (J)(x)] ~ 2X 1 - 2x• + (2x')z- (2x•)8 ± · · · · 

Zerlegt man für reelles x die .Funktion 

1 ~ i (I) (x 1 t i yn) = C (x) - iS (x) 

in Real- und Imaginärteil, so erhält man die Funktionen 

a: 

C (x) = J cos ~ t8 dt, 
0 

a: 

S (x) = J sin ~ t8 dt, 
0 

welche als "FRESNELsche Integrale" bezeichnet werden. 
CO 

1 Vielfach wird die Funktion J e-11 dt mit Erfc (x) bezeichnet. IJ)(x) heißt 

auch "KRAMPsche Funktion". 
a: 
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Für große Werte von x ist 

1 1 0 :rr; (1) C (x) = -- + - sm- x2 + 0 -2 :rr;x 2 x2 ' 

1 1 :rr; (1) S (x) =-- -cos-x2 + 0 - . 2 :rr;x 2 x2 

Weiterhin gilt: 
X 

I C (t) dt .= x C (x) - ~- sin ~ x2, 
0 

X 1 :rr; 1 I S(t) dt = xS(x) + -cos-2 x2--, 
0 :rr; :rr; 

X 1 I C/J (t)dt = x C/J (x) + ,r- (e-a:• - 1), 
o r:n 

C(x) = ],1• (~-x2) + ].,. (~ x2) + f•t• (~ x2) + ... , 

S (x) = ].1• ( ~ x2) + f•t. ( ~ x2) + ] 1112 ( ~ x2) + ... . 

f) Integrallogarithmus, Exponentialintegral, Integralsinus, lntegral­
cosinus. Die Funktion 

z 

J dt ( 1 )-% li (z) = illT = - ln -.z z* W-%,o (-In z) 
0 

heißt "Integrallogarithmus" von z. Die Funktion li (e"') wird vielfach 
mit Ei (x) bezeichnet und heißt "Exponentialintegral" von x. Es ist 

Ei (i x) = Ci (x) + i Si (x) + i ~ , 
oo X 

Ci (x) = - J co; 1 dt = C + ln x - J 1 - ;os 1 dt 
X 0 

(C = Eulersche Konstante), 

X oo 

Si (x) = Jsi;t dt = -i- -fsi;t dt. 
0 X 

Die Funktionen Si (x) bzw. Ci (x) heißen "Integralsinus" bzw. "Inte­
gralcosinus" von x. Man schreibt auch 

00 

. Jsint 
SI (x) = - - 1- dt. 

X 

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sät2e. 7 
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Für große positive Werte von x gilt: 

C' ( ) + .. ( ) i llJ ( 1 1- 11 2! 31 ) 
1 x ~ Sl x l't:l e ix - (i x)2 + (i xjS + (i x)' + · · · · 

Weitere Formeln in Kapitel VIII §§ l, 2. 

Siebentes Kapitel. 

Thetafunktionen, elliptische Funktionen und Integrale. 

§ 1. Thetafunktionen. 

Es sei v eine beliebig veränderliche komplexe Größe und Tein Para­
meter mit positivem ImaginärteiL Wenn T rein imaginär sein soll, schreibt 
man auch 

T=int, 

wobei t reell und positiv ist. Ferner werde zur Abkürzung gesetzt 

q = ein•' z = &nv. 

Die folgehden Funktionen der komplexen Variablen v und des Para­
meters T: 

CO 

1}1 (v, T) = 2 LJ( -1) .. ein•(n+l/2)• sin 11: (2 n + I) v, 
n=O 

if2 (v, T) = 2_iiein•<n+ 112>•cosn(2n + l)v, 
n=O 

CO 

if3 (v, T) = l + 2 LJ ein•n• cos 2 1t n v, 
n=l 

00 

if0 (v, T) = l + 2L}(-l)nein•n•cos2nnv 
n=l 

heißen Thetafunktionen; man setzt auch 

und schreibt, wenn der Wert von T sich von selber versteht, 

Die Thetafunktionen sind periodische Funktionen von v, und zwar 
besitzen {13 und if 0 die Periode l, if1 und if2 die Periode 2. Darüber hin­
naus bestehen die folgenden Beziehungen, welche es gestatten, eine Theta-

funktion vom Argument v + ; T +;mit beliebigen ganzzahligen Wer­

ten von n und m wieder durch eine mit einem Exponentialfaktor ver­
sehene Thetafunktion auszudrücken: 
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{)dv + !) = {)2(v); {)1(v + ;) = ie-:-<i,.n/Hint~){)o(v). 

{)2(v + !) = -{}dv); {)2 (v + ;) = e-(inr/Hinv){}3(v), 

{)3(v + !) = {)0(v); {)3 (v + ;) = e-(inr/Hin11){)2(v), 

{)0 (v + !) = {)3 (v); {)0 ( v + ; ) = i e-(inr/Hinv) {)1 (v). 

Die Nullstellen der Thetafunktionen sind aus der Tabelle 

Funktion 

Nullstelle bei v = n+mT 

zu ersehen, wobein und m wieder beliebige ganze Zahlen bedeuten. 
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Sind ot, {J, y, t5 ganze Zahlen, so daß oc.d - {Jy = 1 ist, so lassen 
sich die Thetafunktionen mit dem Argument~ bzw. Parameterwert 

, v -r'=u+ß 
V ="T+6' YT+6 

wieder in einfacher Weise durch die Thetafunktionen vom Argument v 
und dem Parameterwert -r ausdrücken; dies wird ermöglicht durch 
die Formeln der nachstehenden Tabelle: 

{)3 (v, T + 1) = 

{)0(V, T + 1) = 

(V -1) lvT · {)1 -' - =-,. -c- e"'""l• {)1 (v, -r)' 
T T ~ ~ 

{) (~ -1) = 
3 T ' T 

( V -I) 
{)o -:r· 7 = 

~einv•t•{)a(v, -r), 

V: einfl•/r {)2 (v' -r). 

Hieraus folgt z. B., daß 

{)1 (-v- rJ.T + ~) = 8 yy T + {J einyv•t<r•+d> {) (v -r) 
YT+6' YT+6 1 ' 

ist, wobei e eine achte Einheitswurzel ist. - Für {)3 erhält man nach 
Einsetzen von -r = int und unter Berücksichtigung der Definition von 
{}8 die Formel 

oo +oo 

{)3 (V, i '1t t) = l + 2 .2: COS 2 n n V e-n• n• t = _l_ .2: e-<v+n>•tt. 
n=l ~n=-"" 

Die Thetafunktionen lassen sich in einfacher Weise als unendliche Pro-
7* 
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dukte darstellen; mit den eingangs eingeführten Abkürzungen bestehen 
die Formeln: 

wobei 

gesetzt ist. 

#1 (v' -r) =- i e q% z fi (1 - q2n+2 z2) (1 - q2n z-2)' 
n=O 

e q% z fi (1 + q2n+2 z2) (1 + q2n z-2)' 
n=O 

00 

e JI (1 + q2n+l z2) (1 + q2n+l z-2), 
n=O 

00 e JI (1 - q2n+l z2) (1 _ q2n+l z-2), 
n=O 

e = ll(l- q2n) = ll(l- e2nin<) 
n=l n=l 

Die Thetafunktionen sind Lösungen der partiellen Differential-
gleichung 

()21) • (){} 
ifV2 = 4n~ a.; 

zwischen ihren Ableitungen nach v, welche durch einen Strich gekenn­
zeichnet werden, bestehen für v = 0 die Relationen: 

#~ (O) = n #2 (0) #3 (0) #0 (0), 

Oi" (O) O~' (O) or: (O) or: (O) 
Oi(O) = 0 2 (0) + 0 3 (0) + 0 0 (0) . 

Die Nullwerte der Thetafunktionen, d. h. die Größen #1 (0, -r), 
#2 (0, -r), #3 (0, -r), #0 (0, -r) werden gewöhnlich kurz mit #1 , #2 , #3 , # 0 

bezeichnet; analog schreibt man #~ für #~ (0) usw. Diese Abkürzung 
wird weiterhin benutzt werden. 

§ 2. Die WEIERSTRASSsche fo'-Funktion. 

Es seien w und w' zwei (komplexe) Zahlen, deren Quotient 

w' 
·- = T" 
w 

nicht reell sei; es wird weiterhin vorausgesetzt werden, daß der Imaginär­
teil von -r positiv ist. Eine Funktion I der komplexen Veränderlichen u 
heißt eine elliptische Funktion mit den Perioden 2 w und 2 w', wenn 
I (u) meromorph und doppelt periodisch1 mit den Perioden 2 w und 
2 w' ist, d. h. wenn 

l(u + 2w) = l(u + 2w') = l(u) 

1 Eine meromorphe doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 2w, 2w' 
I 

ist eine Konstante, wenn (1) reell ist. 
w 
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ist; es ist alsdann für alle ganzen Zahlen n und m 

f(u + 2nw + 2mw') = f(u). 
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Eine spezielle elliptische Funktion mit den Perioden 2 w und 2 w' ist 
die WEIERSTRASSsche go-Funktion 

wobei die Summe rechts über alle ganzzahligen Wertepaare n, m zu 
erstrecken ist mit Ausnahme des Wertepaares n = m = 0. Will man 
die Abhängigkeit von go (u) von w und w' betonen, so schreibt man 
go(u; 2 w, 2 w') statt go(u). 

Die Funktion go(u) genügt der Differentialgleichung etster Ordnung 

~i/ 2 = (~~r = 4 {[~g(u)- el][~g(u) -· e2][go(u)- eal} 

= 4 go3- g2 ~{}- g3 ' 

wobei die von u unabhängigen Größen e1 , e2 , e3 , g2 , g3 gegeben sind 
durch 

e1 = ~<J(w), e2 = ~g(w + w'), e3 = go(w'), 

el + e2 + ea = 0 ' el e2 + el ea + e2 ea = - ! g 2, el e2 ea = ! g a, 

I5 \.11 I 
g2 = 4 L.J (nw + mw')4' 

n,m 

35 ~' I 
g3 = I6"" (nw + mw') 6 ; 

n,m 

hierbei sind die Summen über alle ganzzahligen Wertepaare n, m mit 
Ausnahme von n = m = 0 zu erstrecken. Die Größen g2 und g3 heißen 
die Invarianten von go. 

go (u) besitzt ein algebraisches Additionstheorem: 

I (~' (u1) - 9' (u2))2 
~g(ul + U2) =- SJ(ul)- go(u2) + 4 p(u1) _ ~(u1) ' 

wobei u1 , u2 zwei beliebige komplexe Größen sind. 
Es gilt der Satz: 
Jede elliptische Funktion von u mit den Perioden 2 w und 2 w' 

ist eine rationale Funktion von go (u) und go' (u); sie läßt sich in der Form 
schreiben 

wobei R1 und R2 rationale Funktionen bedeuten. 
Man kann go(u) bzw. die Größen e1 , e2 , e8 , g2 , g3 durch die Theta­

funktionen bzw. deren Nullwerte ausdrücken. Man setze 

u 
V= 2w' 

w' 
't'=-. 

w 
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Dann gilt (vgl. die Bezeichnungen und Abkürzungen aus § 1): 

,/ ( ) 1 Di Dt+1 (v) (k ..a ..a yf' u - ek = -2 :a---:c1(-) = 1, 2, 3; v,= v 0), 
W VJHl VI V 

,r:;---::- 1 D i Do :rr; 1)2 
f"t- "s = 2w DaDa= 2w O• 

,r:;---::- _ 1 Di Da _ :rr; {)2 
f"t-"a- 2wD0 D1 - 2w 8 ' 

,r:;---::- 1 D i Dm :rr; .o.2 
f"a- "a = 2w DoDa = 2w v2, 

( :rr; )' ( 1 ~ ns qln ) 
gll = w 12 + 20' ....::::." 1 - qln ' 

11=1 

,,-- i:rr; [ 1 ~( qnz-1 qnz )] 
YS01(U) -es= 0) z-z-1 + ....::::_, 1-qBnz-1-1-qlnzB ' 

11=1 

§ 8. Die elliptischen Funktionen von J ACOBI. 

Bezeichnungen und Definitionen: Man setze: 

,,-:--- :rJ :rJ CO 

f"t- e3 co = K(T) = 21?i = 2 (1 + 2e''" 111 ) 2 , 

fe1 - e3 co' = iK'(T) = TK(T). 

Die Funktionen von u = 2 K v: 

K Do Ddv) 
sn u = 2 Di Do(v) ' 

cnu= 

dnu= 

D0 D1 (v) 
D1 D0 (v) ' 

D0 Da (v) 
Da D0 (v) ' 

11=1 

welche als Sinus amplitudinis, Cosinus amplitudinis und Delta ampli­
tudinis bezeichnet werden, sind elliptische Funktionen, und zwar be­
sitzt snu die Perioden 4K und 2iK', cnu besitzt die Perioden 4K und 
2K + 2iK' und dnu hat die Perioden 2K und 4iK'. Mit der WEIER­

STRAssschen 8'7-Funktion (mit den Perioden 2 co und 2 co') hängen diese 
"elliptischen Funktionen von }ACOBI" durch die Beziehungen 
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zusammen (vgl. § 2). Weiterhin setzt man: 

_ ( 2 j 8i:n(n+%)")2 
lre;:-ea = k(T) = {J! = _n•O 00 , Y e;-=.e8 83 I+ 2 _x 8i:nn• 

n-t 

-- B (I+2I(-I)"ei'n"")2 Vel- e• _ k'( ) _ IJo _ __....::,.::::•:..1 --=----
- T- -"t- "" • 

~-~ va I+2.I~=~ 
R•l 

Es wird dann k2 + k' 11 = 1. Sehr oft führt man k an Stelle von -r als 
Parameter ein ; man vergleiche besonders § 4. Es wird für I k I :5: I : 

ei:n/1. = e-"K/4K' = (: r• + 2 (: r• + I5 (: )''" + I50 (: )'"'" + 

+ I707 ( : r'· + ... 
Man nennt k(-r) den Modul, k'(-r) deit komplementären Modul der 

Funktionen sn u, cn u, dn u. 
Ferner führt man für die Quotienten und Reziproken der Funk­

tionen sn u, cn u, dn u neue Bezeichnungen ein: 

I 
nsu = Silü, 

snu 
SCU=cnu' 

cn u 
csu=snu' 

dnu dsu=--, sn u 

I 
neu= cnu' 

sn u 
sdu= dnu' 

cnu 
cdu=-d , nu 

dnu dcu=--. cnu 

I 
ndu=-d , nu 

Beziehungen zwischen sn u, cn u, dn u; Perioden, Nullstellen, Pole. 
Es ist 

cn11 u + sn11 u =I, dn2 u + k2 sn1 u =I. 

Bei Vermehrung des Argumentes u um ganzzahlige Vielfache von K 
oder iK' gehen snu, cnu, dnu in Vielfache voneinander oder von 
den oben aufgeführten Reziproken und Quotienten über. Dies ist im 
einzelnen aus der nachstehenden Tabelle zu ersehen. 

u*= u+K, u+iK1, u+K+iK', u+2K, u+2iK', u+2K +2iK1 

snu*= cdu, I .!_ dc u knsu, k • -snu, snu, -snu 

cn u* =-k'sd u, 
i ik' 

-kdsu, - 71 ncu, -cnu, -cnu, cnu 

dnu* = k'ndu, -icsu, ik1 scu, dnu, -dnu, -dnu 
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Die Nullstellen und Pole von snu, cnu, dnu sind aus der folgenden 
Tabelle zu entnehmen, in welcher n und n' beliebige ganze Zahlen 0, 
± 1, ± 2, ... bedeuten: 

sn u 
cnu 
dnu 

Nullstellen 

2nK + 2in' K' 
(2n +I) K + 2in'K' 
(2 n + I) K + (2 n' + I) i K' 

Pole 

2nK + (2n' +I) iK' 
2nK + (2n' +I) iK' 
2nK + (2n' +I) iK' 

Differentialgleichung und Additionstheorem. Es ist 

[ddu (sn u) r = 

[ d l2 
du (cnu)J = 

[ 
d -2 

d ü (dn u) J =- (1- dn2u) (k' 2- dn2u). 

Für beliebige Werte von u und w gelten die Additionstheoreme: 

( +) snucnwdnw+snwcnudnu 
sn u W = I-k2sn2usn2w ' 

( + ) cn u cn w - sn u dn u sn w dn w 
cn u w = I-k2sn2usn2w ' 

d ( + ) _ dn u dn w- k 2 sn u cn u sn w dn w 
n u w - I-k2sn2usn2w -. 

Transformationsformeln. Imaginäre Transformation von ]ACOBI. Man 
kann snu, cnu, dnu als Funktionen von u undkauffassen und schreibt 
dann sn (u, k), cn (u, k), dn (u, k). Es gilt: 

sn (iu, k) = i ~~-JI-:-_k~l = i sc (u, k'), 
cn (u, fi- k2) 

cn (i u, k) = 

dn (i u, k) = 

I 

cn{u,fi-k2) 

dn (u, rr=-k2) -
cn {u, fi-k2)-

Transformation von LANDEN: Man setze 

I-k' 
kl = I+k'. 

Dann wird 

nc (u, k'), 

dc (u, k'). 

sn [{1 + k') u, k1] = (1 + k') sn (u, k) cd (u, k), 

cn [{1 + k') u, k1] = nd (u, k)- (1 + k') sn (u, k) sd(u, k), 

dn [(1 + k') u, k1] = nd (u, k)- (1- k') sn (u, k) sd (u, k). 
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• • 1 (1- k')B D . d Transformat,on von GAuss: Es se1 11 = -k- . ann Wir 

Formeln für den reziproken und für rein imaginären Modul: 

sn(u,k)=k-1sn(ku,k-1); sn(u,ik)=,, 1 sd(ufl+k2 , k )· 
r1+k2 f1+k2 

cn (u, k) = 

dn(u,k) = 

dn(ku,k-1); cn(u,ik)= 

cn(ku,k-l); dn(u,ik)= 

cd (u fl + 7i2, 11 k -) , 
r1+k2 

( . ,,--2 k ) nd u r 1 + k , ,,- . 
rl +k• 

§ 4. Elliptische Integrale. 

Die Integrale erster Gattung. Die Umkehrfunktionen der elliptischen 
Funktionen heißen "Elliptische Integrale erster Gattung". Entsprechend 
der doppelt-periodischen Natur der elliptischen Funktionen sind die 
elliptischen Integrale unendlich vieldeutig; bei festem Wert der Varia­
blen unterscheiden sich die unendlich vielen Funktionswerte um eine 
lineare Kombination der Perioden mit ganzzahligen Koeffizienten. 

Man nennt insbesondere die Umkehrfunktion von 

y = sn(u, k) 

das LEGENDREsche Normalintegral erster Gattung mit dem Modul k; 
es ist 

Die unendlich vielen Werte von u (y) unterscheiden sich (bei festem y) 
je nach der Wahl des Integrationsweges um eine Linearkombination 

4nK + i2n'K' 
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mit n, n' = 0, ± 1, ± 2, ... voneinander; faßt man nunmehr K und 
K' nicht mehr als Funktionen von "t' sondern als Funktionen des Moduls k 
auf, indem man 

K(-r) = K(k), K'(-r) = K'(k) 
setzt, so wird 

K (k) heißt vollständiges (LEGENDREsches) elliptisches Normalintegral 
erster Gattung. 

Es besteht die Beziehung von LEGENbRE: 

_!___ (k k'2 dK) = k K 
dk dk 0 

Beziehungen zwischen verschiedenen Integralen erster Gattung. Die 
Umkehrfunktionen der verschiedenen elliptischen Funktionen vonJACOBI 
werden definiert durch die Formeln: 

U= 

sdu dsu 

J l'(l-k' 2 ;;(1+k•t•) =- fr~~-k'~1(t•+k•) • 
0 00 

cdu dcu 

=- JJ(1~tii)d;1-k•t1) =- fr(t2-1~ 1(t•-k•)' 
1 1 

nsu neu 

J dt 

=- y(ea-1) (e2-k•) f y(ta -1) ~:'•t• + kl) ' 
00 1 

ndu 

f y(e•-1)~~ -k'•tl). 
1 

Hierbei ist zu beachten, daß die oberen Grenzen dieser Integrale alge­
braische Funktionen von y = sn u sind, nämlich: 
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snu = y, 

y 
scu = ,~-· 

r1- ys 

sdu = Y , 
fl- kByB 

J! 1- y2 
cd u = V 1 - ks ys' 

1 
nsu = -y-, 

dn u = Yl - k 2 y2 , 

cnu = yi- y2 , 

~y2 
CSU=-y-' 

f1- kByl 
dsu=----, 

y 

I 

dcu= , 
y 

1 
neu=,~, 

r1- ys 

ndu=-1--. f1- klyl 
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Man erhält somit aus diesen Formeln zugleich Beziehungen zwischen 
Integralen erster Gattung mit verschiedenen Integranden. Weitere der­
artige Beziehungen ergeben sich aus den Formeln, welche die WEIER­
STRASSschen mit den ]ACOBischen elliptischen Funktionen verbinden; 
die folgenden Tabellen berücksichtigen besonders den Fall, daß die 
Koeffizienten des Polynoms X (t) alle reell sind, und sind daher so an­
gefegt, daß mit diesen auch alle weiteren Größen reell werden. 

Es sei X (t) = (t- Ot) (t- ß) (t- y); Ot, ß, y reell, Ot > ß > y. Man 

setze Ä = ~;=, k = ß- ?', k' = rx- ß. Dann wird 2 v- v--
rrx-y rx-y rx-y 

00 II v-I dt _ Ä I dt mit cx _" 
}'X - y{l- tB) (I- k2tl) y= x-y' 

:!: 0 

:!: II I ~=ÄI dt vcx-y 
" y= --, 

f- X f(I- t2) (1- k12t2) cx-x 
00 0 

:!: 1 I ~=ÄI dt r.x- f(I--1~) (k'2+k2t2) " 
vrx-ß y= x-y' 

IX II 

IX II 

"= v:=;· r~ =ÄI dt , f-X f(1-t2) (I _:_k1Dt2) 
:!: 0 

ß 1 vcx-ß I ~-=Äf dt y= --, -yx· w- t2) (t2- k' 2) cx-x 
:!: II 

:!: 1 

I~=ÄI dt " y=~ r- x f(1 _ es) (t2 _ kB) x-y' 
ß II 
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x-y V--
y= ß-y' 

Es sei ferner X(t) = (x- ~) (x2 -2bx + c), ~. b, c reell, c- b2 >0, 

H - -v 2 b - k- VH + b- cx k'- VH- b + cx . -~ -2 ~ + c, - 2 H , - 2 H . Dann w1rd 

r :; = y~ f f(1- t2) ~k:2 + k2t2) 
a: y 

a: 1 

f dt 1 f dt 
f- X = fii f(1 - t2) (k2 + k'2 t2) 

-00 y 

a: 1 

f dt 1 f dt 
yx = fii l(I- t2) (k'2 + k2t2) 

"' y 

"' 1 

f r~tx = y~ f f(1- t2) ~:2 + k12t2) 

"' y 

mit 

" 

x-cx-H y= ----~-­
x-cx+H' 

cx-H-x 
Y=;_+H-x' 

H+cx-x 
y=H-cx+x' 

H-cx+x 
y=H+cx-x· 

Weitere Beziehungen zwischen reellen Integralen erster Gattung, 
welche es gestatten, diese auf das Normalintegral erster Gattung zu­
rückzuführen, sind die folgenden: 

Es seien ~, ß, y, !5 reelle Konstanten, und es sei ~ > ß > y > !5. 
Man setze 

Y(t) == (t- ~) (t- ß) (t- y) (t- !5). 

Durch eine Substitution 

wird das Integral 

Yo 

wobei 

y = h (x), y0 = h(x0) 

Xo 

h(x) = cx(ß-d)-ß(cx-d)x2 

ß-d- (cx-d) x2 

ß-ycx-6 k2= ---­
cx-y ß-d' 

ist, wenn y0 und y zwischen ~ und oo oder y0 und y zwischen - oo 
und !5 liegen, und 

y (ß-d) -d (ß-y) X 2 

h(x) = ß-d- (ß-y) x2--

ist, wenn y0 und y zwischen y und ß liegen. 
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Ferner wird 

mit k2 - a.-{J y-tS 
- a.-y {J-tS' 

wobei h(x) = tS(a.-y)+a.(y-tS)x• 
(a.-y) + (y-tS) x• 

ist, wenn y0 und y zwischen lJ und y liegen, und 

h (x) = {J (a. -y) -y (a.- {J) xa 
(a.- y) - (a.- {J) x• 

ist, wenn y0 und y zwischen ß und ot liegen. Hierbei liegen die Werte 
von x0 und x zwischen 0 und l. 

Es sei ferner 
Y(t) =(t-ot) (t- ß) [(t- p.)B + vll], 

wobei ot, ß, p., v reell sind und ot > ß ist. Man setze 

(p.- oc)2 + v2 = a2, (/.t- ß)2 + v2 = bB. 

Durch eine Substitution 

y = h (x), y0 = h (x0) 

wird das Integral 

II z j. dt 1 f dt 
fY = '(ab }(1....:.. t•) (1- kit•) 

mit k2 _ (a+b)•- (a.-{J) 8 

- 4ab ' 
1/o Zo 

wobei h (x) = a.b- a{J + (a. b + a{J) rr=xa 
b-a+ (b+a) fl-x8 

ist und y und y0 zwischen ot und oo oder zwischen - oo und ß liegen. 
Ferner wird: 

wobei 

mit k2 _ (a.-fJ)•- (a-b)• 
- 4ab ' 

h (x) = a.b + a{J- (a.b- afJH'f=Xi 
b + a- (b- a)Jl-x1 

ist und y und y0 zwischen ß und ot liegen. 
Setzt man x = sin q;, x0 = sin q;0 , so liegen q; und q;0 zwischen 0 

und n. 
Falls ot + ß = 2p. ist, führe man t- p. als neue Variable ein und 

benutze die Formeln von S. 106. 
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Es sei schließlich 

Y(t) = [(t- ,u)2 + v2][(t- ,u')2 + v'2], 

wobei ,u, v, ,u', v' reell sind. Man setze zur Abkürzung: 

(,u- ,u')2 + (v + v')2 = r2, (,u- ,u')2 + (v- v') 2 = s2, 

_ V(" + s) 2 - 4 v2 

ctgco- 4 a ( )•· v- r-s 

Es mögen x und y bzw. x0 und y0 durch die Beziehungen 

y=vtang(tp-co)+,u. x=sintp, 

Yo = v tang {tp0 - co) + ,u, x 0 = sin tp0 

zusammenhängen. Dann wird 
y z ~ 

f dt 2 f dt 2 f drp 
l'Y = rTs }'(1- tB) (1- kB t2) = f' + S f1 -=k=B s=in=B='fi 1 

1/o Zo ~· 

wobei 

gesetzt ist. 
Die Integrale erster Gattung als Umkehrung der elliptischen Funk­

tionen. Die Eigenschaften der elliptischen Funktionen liefern sofort 
Aussagen über die elliptischen Integrale; bei der Differentialgleichung 
für die elliptischen Funktionen ist dies evident; das Additionstheorem 
liefert z. B. für die Umkehrung von y = snu die Formel: 

Ist 

so wird 

wobei 

Q 

u w = 4 n K 2 n' K', f dt 

+ f(1- t2) (1- k2t8) + + 
0 

Q = y f (1 - z•) (I - kB z2) + z W - y•) ( 1 - k• y•) 
l-k•y2z2 

ist und die ganzen Zahlen n, n' von der Wahl der Integrationswege 
und den Werten von y, z abhängen; bei geradlinigen Integrations­
wegen und hinreichend kleinen Werten von y und z ist n = n' = 0. 
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Setzt man 
y=sinq> 1 t=sintp 1 

so wird das elliptische Normalintegral erster Gattung zu der Funktion 

F(k ) -f diJI 
1 9' - fl- k• sin8 1J1 1 

0 

und das vollständige elliptische Integral erster Gattung wird 
n/2 

K(k) =f diJI 
fl - k• sin2 tp • 

0 

Die LANDENsehe Transformation liefert dann die Aussage: 
Ist 

so wird 

l-k' 
kl = l +k'l 

. (1 + k') sin rp cos rp 
sm q>1 = 1 

fl - k• sin2 rp 

~1 ~ 

f dtpl = (1 + k')f . . d!p • 
(1=- k~ sin2 tp1 fl - k• sin2 V' 

0 0 

Ist k eine reelle positive Zahl zwischen 0 und 11 so liefert die LANDEN­
sehe Transformation das Resultat: 

Es bedeute M (a~ b) das arithmetisch-geometrische Mittel der reellen 
positiven Zahlen a und b; hierbei ist M (a~ b) definiert durch 

mit 

M = limesa" = limesb" 
n-+oo n-+oo 

a,._l + b,._l a,.= --2---~ 

für n = 11 21 3, ... Dann wird 

K(k) = ~ M(:,k')l K(k') == K'(k) = ; M(~,-k)' 
Das Normalintegral zweiter Gattung. Die elliptischen Integrale zweiter 

Gattung sind definiert als die Umkehrfunktionen der unbestimmten 
Integrale der elliptischen Funktionen. Die zum Modul k gehörigen 
elliptischen Integrale zweiter Gattung lassen sich sämtlich ausdrücken 
durch die Summe eines Integrals erster Gattung und eines Vielfachen 
des elliptischen (LEGENDREschen) Normalintegrals zweiter Gattung 

'II Jfl- k2tB 
---==-dt. YI -t• 

0 
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Setzt man y = sin cp, t = sin tp, so wird dies zu 

"' E (k , cp) = I f.-1---=k-=--2 s---:-in-::2-'1' dtp . 
0 

Den Wert von E für cp = ~ bezeichnet man als vollständiges Normal­
integral zweiter Gattung und schreibt dafür E (k). Es ist 

n/2 1 

f., s~ ~ E{k)= r1-k2 sin2 tpdtp= }1-t• dt= 22F 1 {-},!; 1; k2). 
0 0 

Man definiert 
E'{k) = E(k'); 

zwischen K, K', E, E' besteht die Relation von LEGENDRE 

E K' + E' K- K K' = ~ . 

Für kleine Werte von k gilt im Iimes k ~ 0: 

Iimes K {k) = Iimes E (k) = ~, Iimes K~ E = ~, 
1:-+0 1:-+0 1:-+0 ' 

Iimes E' (k) = 1, 
1:-+0 

Iimes [ K' {k) -In ! J = 0. 
1:-+0 

Unbestimmte Integrale, die sich auf elliptische Integrale zurück­
führen lassen. Alle unbestimmten Integrale 

11 

I R(t, ya0 t4 + a1 t8 + a2 t2 + a8 t +-a,)dt, 
1/0 

wobei R eine rationale Funktion von t und der Quadratwurzel 

ya0 t4 + a1 t3 + a2 t2 + a8 t + a4 

mit konstanten Werten von a 0 , a1 , a2 , a3 , a4 bedeutet, lassen sich 
linear durch elementare Funktionen und elliptische Normalintegrale 
erster, zweiter und dritter Gattung ausdrücken; N?rmalintegrale dritter 
Gattung sind dabei die unbestimmten Integrale 

f (1 + ct1)}(1 ~tll) (1-k8t2)' 

worin c eine Konstante bedeutet. 
Eine Reihe von Beispielen zu diesem Satz ist in den oben angegebe­

nen Beziehungen zwischen Integralen erster Gattung enthalten. Weitere 
Beispiele liefern die folgenden Integrale. Man setze: 

f11v1-k•t· E = l='tBdt. 
0 
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" Jv 1-t~ dt 
1 - k2 t2 

0 

E-k'2F 
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Integralbeziehungen von LEGENDRE. Die folgenden Formeln sind unter 
dem Namen "Reduktion der vollständigen LEGENDREschen Normal­
integrale dritter Gattung auf Normalintegrale erster und zweiter Gat­
tung" bekannt (Definition von F(k, cp), E(k, cp) S. 111, 112): 

= ~- [KE(k', ß) + EF(k', ß)- KF(k', ß)]. 

n/2 

12 ' 12 ' 2 T T 
_ f sinBm dm 

k smßcosß fl- k sm ß 1- (1-k'' sin2ß) sin2 t:p }'I..::...kssin2t:p 
0 

= ~ - [KE(k', ß) + E F(k', ß)- KF(k', ß)]. 

n/2 
---=----= f sin2 t:p d t:p 

k2 sin ß cos ß fl - k2 sin2 ß 1- k2 sinB ß sinD t:p fl _ k2 sin2 t:p 
() 

= KE(k, ß)- EF(k, ß). 

Spezielle Werte des Moduls k. 

Für eine Reihe von speziellen Werten des Moduls k lassen sich die 
zugehörigen Werte von K, K', E, E' oder wenigstens Beziehungen zwi­
schen diesen explizit angeben. So gilt für die "lemniskatischen Funk-

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sätze. 8 
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tionen", d. h. für die {JA:COBischen) elliptischen Funktionen mit 

1 

K = K' = 2%f__3_!_ = ~ [F(!)l2. fl- t' 4fn 
0 

Weiterhin gilt: 

Für k = y2-I wird K'= K I_, 
f2 

Für k = sin~ wird K' = K I_ und K' ( E'- fä -I K') = n fä. 
I2 f3 2fä 4 

Für k=tang~ wird K'=2K. 

Die J ACOBische Zetafunktion. Man definiert : 

-Ju ll E(k) zn (u, k) - 0 dn (w, k) dw- K (k)" 

Es wird: 

znu = dduln1?0 ( 2"t().; zn(u + 2K) = zn(u), 

zn(u + v) = znu + znv-ksnusnvsn(u + v), 

zn(iu, k) = i[sc(u, k') dc(u, k')- 2~"K,- zn(u, k')J. 

Achtes Kapitel. 

Integraltransformationen und lntegralumkehrungen. 

Vorbemerkungen: Die Funktionen, die in diesem Kapitel auftreten, 
sollen in vielen Fällen den folgenden Bedingungen genügen: 

Ist l(t) eine reelle Funktion der reellen Variablen t, so solll(t) stück­
weise zweimal stetig differentiierbar sein; die Punkte, in denen dies 
nicht der Fall ist, sollen sich im Endlichen nirgends häufen, und es 

sollen die Grenzwerte von f' (t) oder f ~t) bei beiderseitiger Annäherung 

an dieselben existieren. An Sprungstellen t 0 soll gelten: 

I (t0) = ![Iimes I (t) + Iimes I (t)] . 
t-+to+O t-+to-0 

Wenn Gültigkeitsbedingungen für Formeln oder Sätze angemerkt 
sind, sind sie meist hinreichend aber nicht notwendig; in einigen Fällen 
von geringerer Wichtigkeit sind keine solchen Bedingungen angegeben. 
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Einige Beziehungen zwischen verschiedenen Integraltransforma­
tionen : Es sei 1 

g(p) = Je-Jlt f(t) dt; F(u) = JJ0 (2 ytu)f(t) dt, 
0 0 

00 

v(z) = J e-Pzg'(p)dp. 
0 

Dann ist 
00 

g(p) = ~f e-ufpF(u)du, 
0 

oo ro 

v(z) = J :~1 dt = 2 J K 0 (2 yzu)F(u) du. 
0 0 

§ 1 .• Die FOURIER-Transformation. 

Es gilt der Satz: Sind F 1 (x) und F 2 (x) reelle Funktionen der reellen 
Veränderlichen x, welche für - oo < x < oo definiert sind und den 
in den Vorbemerkungen vori Kapitel VIII genannten Bedingungen ge­
nügen; setzt man ferner F(x) = F1 (x) + iF2 (x), und existiert das 

+oo 

Integral J jF(x) I dx, dann exisfiert für alle reellen Werte von y die 
-00 

Funktion 
+oo 

f(y) = J ei:XJIIF(x)dx, 
-oo 

und es ist für jede Stelle, an der F(x) endlich ist, 
+oo 

F(x) =21:nfe-i:XJ11f(y)dy, 
-00 

+oo A 
wobei das Integral J als limes J aufzufassen ist. 

-co A-+oo -A 

Man nennt f(y) die FoURIER-Transformierte von F(x); auch die 
Bezeichnung Spektralfunktion von F ist für f gebräuchlich. 

Im folgenden wird eine Reihe von Beispielen von Funktionen­
paaren F (x) und f (y) aufgeführt, für welche die Beziehungen (~1) und 
(~2) erfüllt sind. 

Die Parameter a, b in den Beispielen sind durchweg als reell und 
positiv vorausgesetzt. 

1 Für die Definition von ] 0 und K 0 vgl. Kap. 111, § 1. 

8* 
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+oo 

1 J . +oo 
F(x) = 2 :n; e-uyf(y)dy f(y) = J eixy F(x) dx 

-oo 
-oo 

1 v2:n; 
fJXI TYi 

l . v2:n: sgnx-= tsgn y Gl 
flxl 

sinax { :n; für IYI <a --
% 0 .. IYI > a 

sin2a x { :n:(a-f) für I y I< 2 a 
---·-x2 

0 I Yl > 2a .. 
iroa; für p < x < q } 

. iP(w+y) _ eig(w+y) 

0 
t ----

" x<P; x>q w+y 

8-{Jx 8iwa: für x > 0 } i 
-----

0 " x<O w + y + iß 

l :rr, l 
-

[oj ax 
a [oj (;~) 

e-l.x• Re (Ä) > 0 v~ 8-v"/4J. Re {Ä) > 0 

Re (-yi) > 0 

cos ax2 v~ cos u: --~) 
sin a x2 v~~ cos (:: + :) 

l 
2K0 (a I Yl) ------

fx2+ 11-2 

sgn x V 2 l ~ :rr, i sgn y []0 (i a y) + i H0 (i a Y)] 
x +a 

l _!t_ 8-alvl 
x2+a2 a 

l _i [e-ay Ei (a y)- eay Ei(- a y)] 
sgn x x2+ a2 a 

8-a lzl - ffa2+ y2+ a 
-- f2:n: . -
ll xl J'a2+ y2 

i----
8-a lxl -- a2 +7-a 

sgn x -----==- if2:n: sgn y ~ -
Yl x I }'a2+ y2 
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+oo 

F(x) = 2ln J e-izy f(y) dy 

-00 

cosax 

sin ax 

sin ax8 

sinax8 

-xs-

sgn x cos a x2 

sgn x sin a xB 

~ol ax 
~ofn x 

sin b faB- xs 
fürlxl<a 

faD- x• 

6-bVx•-a• 
lxl >a --~--

" fxB- aB 

6-a/VIzi 

l'TXl 
6-a/V~i 

sgnx-=-
1'1 X I 

1 
für I x I< a ---

faB-xB 
0 

" lxl >a 

0 für I x I< a 
sgn x .. lxl >a 

fxB- a2 

l 

} 

} 

+oo 
f(y) = J eizy F(x) dx 

-oo 

nr[s( Y )-c( Y )]+2fnoc.sin(-~~+-n·) 
f2na f2na 4a 4 

i 1f2n {sin (~) C ( Y ) - cos (-yz) S (- Y )} 
r. a 4a f2na 4a f2na 

i J/2n {cos (_t-) C (. _Y· ) + sin ( yz) S ( Y )} 
r·a 4a f2na 4a f2na 

{ 
.n 

sgnyt 2 
0 

2 cos ~ ~olL 
2 2 

cos a + (rof y 

n; NIJ (a }bB + y2) 

für I y I< 2a 

"lrl>2a 

vi2Ynl (cos f2 a TYI- sin ')"2aTyJ) 

i sgn y v'M (cos l'2aT"Yl + sin f2 a TYJ) 

nfo(a y) 

nisgnyj0 (ay) 
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+ex> I f . +ex> 
F(x) =- e-HII/ f(y) dy f(y) = J eizu F(x) dx 

2n _..., 
-(X) 

0 fürjxj<a 

} I 
lxl >a 

nN0 (aj yj) 
-fx1 -a1 

,, 

arcsin (:) 
fürjxl<a 

fa•-x• n• 

ln[: -V(:Y-I] 
sgnyN0 (aiY/)i 2 

lx/ >a 
fx•- a• " 

I 1 
(Rev>-i) (W)" r(i) K (a I y /) (Re'JI>-i) 2 (x8 + a8)~+% 2a T('ll+t) " 

~t@lin (:) 

fx1 + a• 
nisgnyK0 (alyl) 

2 vy K (2yU) 
3a a % 3a 3a 

für y>O 

e'·a•z• 2nvw [1 (2 1Yl WJ) + ]_ (!1!1 WJ)J 
3a 3a " 3a 3a " 3a 3a 

für y < 0 

cas (bfa•+x•) { 2 K0 (a fy1 - b1) für IYI >b 
fa•+x• - n N0 (a fb•- Y1) " jyj <b 

sin (bfa1 +x1) { 0 für I Yl >b 
fa1 +x• nfo(a fb•- Y1) "l:v/<b 

8-bl'a1 +s" 
2 K0 (a fb1 + iä) 

fa1 +x• 

8ibl'a1 +z" 
n i Hli (a fb1 - y1) 

Ta1 + x• 

cas (b fa1 - x1) 
fÜrlxl<a } fa•-x• n lo (a fb•+ :v•) 

0 ,, jxl >a 

- sin (b fx8 - a8) 
für jxj > a 

I f n]0 (a fy1 - b1) fx•- a1 fürly/>b 

8-bl'a•-z• 
lxl <a l 0 IY/ <b +---==- " 

.. 
fa•-x• 
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+<X> 

1 J . +oo 
F(x) =- e-tz'Vf(y) dy f(y) = J eizv F (x) dx 

2:rr -oo 
-oo 

cos (b l'xB- aB) 
lxl >a } { :rri sgn y J0 (a l'Y2 - b2) für I y I> b sgnx ; 

l'x2- a2 
0 I Yl < b 

0; lxl <a 
.. 

~lJj~ yas- x•) 
für I» I < a 

} Ya2- x2 :rrfo(a fY 2 - b•) 

0 " .lxl > a 

sin (bf~+x2) 
------X 

Ya•+x2 

X [Ci (b~+ x2+bx) +Ci (bl'a2+ xL bx)]- :rr2 No (a l'b2- y2) für 1 y 1 < b 

cos (b "(al:.j.. xli) 0 ,. I Yl > b 
- X 

Ya2+x2 

X [Si(bl'a2+x2+bx) +Si (bfa2+ bL bx}] 

cos (bl'a2+x2) 
-----X 

Yas+ x2 

x[:rr-Si (b Ya2 + x2+ bx) -Si (bl'a2+ XII -bx)] + { 2:rr K 0 (al'y2- b2) für I y I> b 

sin (b l'as + x2) 0 .. I Yl < b 
+ - X 

l'a2 + x2 

X [Ci (bfa2+ x2+ bx) + Ci(b l'a2+ x:i- bx)] 

P,.(x) für I x I< 1 } 2i" v2:rry ln+% (y) 0 
" lxl > 1 

],. (b ~a2- x2) 
für lx I< a 

} 
:rr],./2[; (l'b•+y2-y)J X 

l'a2- x2 

0 .. lxl > a X ],.12 [; (l'b2+y2+y)J 

],. (b l'as+ xli) I (2n • • -· ·-· r •• - ,.~• I~· I• r··- >'I 
yas+ xs" 

für 1 y 1 < b 

0 ,, IYI > b 

l'a2-x2" ],.(bl'a2-x2) für lxl < a } l'2:rr a a" b" J v+Ys (a fb2 + y•) 
0 .. lxl > a }b•+ y2"+% 
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+oo 1 f+oo . 
F (x) = 2 :n e-uy f(y) dy /(y) = J eixy F (x) dx 

-oo 

H~2>(bf~) 

fa2+ x2~ 

-oo 

§ 2. Die LAPLACE-Transformation. 

Die in diesem Abschnitt formulierten Sätze beziehen sich ausschließ­
lich auf den einfachsten und wichtigsten Fall in welchem die LAPLACE­

Transformation benutzt wird; hierbei werden zwei Beziehungen zwi­
schen einer Funktion l(t) und einer Funktion g(p) aufgestellt, wobei 
Real- und Imaginärteil von I (t) den in den Vorbemerkungen zu diesem 
Kapitel formulierten Bedingungen genügen und überdies gilt: 

1 a) I (t) ist eine für alle reellen Werte von t erklärte Funktion; es 
ist l(t) = 0 für t < 0. 

1 b) Es gibt eine reelle Konstante c0 , so daß das Integral 

f e-cot lf(t) I dt 
0 

existiert. 
2a) g(p) ist eine analytische Funktion der komplexen Veränder­

lichen p = a + i-r:, welche in einer ganzen Halbebene a ~ c0 eindeutig 
und regulär ist. 

2b) Die Funktion I g(p) I besitzt für a > c0 eine Majorante G(-r) 
mit der Eigenschaft 

I g(a + i-r) 1 < G(-r) für a > c0 

derart, daß das Integral 
+oo 

jG(-r)d-r 
-00 

existiert; es genügt, wenn diese Bedingung nicht von g(p) selber, son­
dern nur von einer Funktion 

g (P)=g(p)-!!!_-~ .. ·-~ 
o P~' p"• p''" 
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erfüllt wird, wobei a1 , ... , a11 ; v1 , ... , Vn Konstanten sind, und v1 , ... , 

v11 einen positiven Realteil besitzen; man muß dann jedenfalls c0 > 0 
+oo +A 

wählen, und das Integral J in (2) ist als_ Iimes J aufzufassen. 
-oo A-4oo -A 

Nun gilt der Satz: Wenn die Funktionen f(t) und g(p) die Bedin­
gungen (1 a), (1 b); (2a), (2b) erfüllen, und wenn zwischen ihnen eine 
der Beziehungen 

00 l cJ+ioo 

g(p) = J e-vt f(t) dt, f(t) = -2 • e11'g (p) dp 
0 :n;l . 

c-too 

besteht, wobei c ::?: c0 aber sonst beliebig ist, so bestehen die beiden 
Beziehungen (2) zwischen g(p) und f(t). 

Die Bedingungen für f(t) und g(p) lassen sich teilweise durch eine 
der Beziehungen (2) ersetzen; aus (1a), (1 b) und der ersten Beziehung 
in (2) folgt (2a), und aus (2a), (2b) und der zweiten Beziehung in (2) 
folgt f(t) = 0 für t < 0. 

Bestehen zwischen f(t) und g(p) die Beziehungen (2), so heißt 
f (t) Oberfunktion oder Originalfunktion und g (p) heißt Unterfunktion 
oder Bild/unktion. Man schreibt auch 

g(p) = 2f(t), f(t) =2-1 g(p); f(t) cpg(p), f(t) -~ pg(p) 

und nennt g(p) die "LAPLACE-Transformierte" von f(t). 
Zu beachten ist, daß 

c+ioo 

Iimes f(t) = 2 2-~iJ g(p) dp 
t-4+0 . 

c-t.co 

ist, da f (t) = 0 für t < 0 und mithin f (0) = ! Iimes f (t) ist. 
t-+o 

Im folgenden werden nun zunächst einige Rechenregeln zusammen­
gestellt, welche es gestatten, aus der LAPLACE-Transformierten einer 
Funktion diejenige von weiteren Funktionen zu erhalten, sofern sie 
existieren. Weiterhin wird eine Reihe von Beispielen zu den Formeln (2) 
aufgeführt; in diesen ist über die Größe c0 , welche durch die Bedingung 
c > c0 den Wertebereich für c beschränkt, nichts Näheres ausgesagt; 
in den meisten Fällen läßt sich c0 > 0 aber sonst beliebig wählen; 
im übrigen sind Schranken für c0 in jedem konkreten Fall leicht zu 
erhalten. 

Die Parameter a und b in den folgenden Formeln sind im allge­
meinen reell und positiv zu wählen. 

Der Buchstabe n bedeutet stets, eine Zahl der Reihe 0, 1, 2, . . . . 
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Oberfunktion Unterfunktion 
c+ioo 

f(t) = 2~i Je"' g(p) dp 
(X) 

g(p) = J e-"'f(t) dt 

c-ioo 0 

f(t) g(p) 

f(at) ! g(~) 
(a reell und positiv) (a reell und positiv) 

Differentiation im Oberbereich 

df 
p g(p) -/(0) --

dt 
d"f n-1 

dt" 
P"g(p) --_2pn-l-l jlll(O) 

1-0 

Integration im Oberbereich 

t 1 
Jt(-r) d-r pg(p) 
0 

CO p 

ft~l d-r ~Jg(q)dq 
t 0 

Differentiation im Unterbereich 

t" I (t) (-l)"d"g 
dP" 

(n=l,2,3, ... ) (n=l,2,3, ... ) 

Integration im Unterbereich 

_!.__ f(t) "" f g(q) dq 
t p 

Faltungssatz 

fdt). '· (t) gl(p), g2(p) 
t 

ftl(-r)f2(t--r)d-r 
0 

gl (p) ga(P) 

Verschiebung im Oberbereich 

{ f(t-a) für t>a} e-u g(p) 
0 für 0;:;;; t::; a 

(a reell und positiv) (a reell und positiv) 

tJ 

f(t + a) e•P [g(p)- J e-P•t(-r) d-r] 
0 

(a reell und positiv) (a reell und positiv) 
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Oberfunktion 
c+ioo 

Unterfunktion 

f(t)=__!_, f eP 1 g(p)dp 
CO 

g(p) =I e-PI f(t) dt 
2:70 

c-ioo 

Verschiebung im Unterbereich 

e•l f(t) g(p-a) 

00 

f(tB) _!_ f e-P"•'/4 ( _!_) ds 
"(n g s1 s• 

0 

00 

~-J e-•"14t f(s) ds 
I 

tpg(JP) 
Ynt 

0 

00 p-•-tc(!) t•l2 J r/2 ],. (2 fSt) f(s)ds 
0 

(Re v >-!) (Re v>-t) 

t 

~ c(P+ !) J fo [2fs (t- s)] f(s) ds 
0 

t 
t(t)- J I (ft1 ~Si) ] 1 (s) ds g (fp• +I) 

0 

CO f t• f(s) 
F(s + 1) ds 

I 
pg(lnp) 

0 

2-n12n-% e-(n+l)/2 je-•"l4t He,. ( -~) f(s) ds 
0 f2t 

p<n-1)/2 g (fi) 

(n = 0, I, 2; ... (n = 0, I, 2, ... 

Die LAPLACE-Transformierte periodischer Funktionen. 
Es sei f(t) für t > 0 periodisch mit der Periode a, also f (t + a) = f(t); 

a sei reell und positiv. Ist für 0 :S: t < a ~:lie Funktion f(t) = f 0 (t), und 
setzt man 

IJ 

J /0 (t) e-21 ' dt = g0 (P), 
0 

dann ist die zu f(t) gehörige Unterfunktion g(p) gegeben durch 

g(p) = j /(t) e-211 dt = l ~~}ap • 
0 
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Oberfunktion Unterfunktion c+ioo 
1 J . 00 

f(t)=-. ePig(p)dp g(p) = J e-"'f(t) dt 
2n' 0 

c-ico 

t~ 
F(v-t-1) 

Re (v) >-1 pHl 

(t•- a1)~ für t > a} 2~+% F(v + 1) a2 ~+1 K~+% (a P) 
Re (v) ~-l 

0 ,. t< a tnP"+"' 

(2 a t- t•)"-% für 0 < t < 2a} f1' F(n + t) 2" a" p-" e-a PI,. (a p) n>O 
0 ., t>2a 

(2at + t•)~ F(v}'~ 1) 2"+"' a"+"'p-~-% e'"P KH%(ap) 

Re (v)~-t 

1 _ ! ePfa Ei ( _ ~) --
1 + at 

1 p~12-1 ( p) p/2a 
(1 + a t)~ a"/2 e W-•·/2,(1-~)/2 a 

1 v pna 6p/a [ 1 _ ~ (J/!) J 
f1 + at 

tl'-l<-% 
6PI2p-%-p F(l' + t-") W (p) 

(1 + t)-1' l<+% x,/l 

1 ! [ sin ( ! ) Ci ( ~ ) - cos ( ! ) si ( ! ) J 1 + a•t• 

t 
- ~~ [ cos ( ~) Ci ( : ) + sin ( ~ ) si (-~) J 1 + a•t• 

1 
2na [Ho ( ! ) -No ( ! ) J 

}'1 + a1 t1 

t"/2-1 
F (;) 2~/2 eP/2 D_~ (]'2P) 

(1 + t)( .. +l)/2 

(at + Ja•t•+ I)"+ (at-J'a•t•+ 1)" ~0 ( k) 
a " a 

(a·t + }'a• t1 + 1)" - (at- fa•t• + 1)" ! s .. ( !) 
J'a•t•+ 1 
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Oberfunktion Unterfunktion 
c+ioo 

CX) 

j(t) = --1-. f ef>lg(p) dp g(p) = f e-1>1 t (t) dt 
2:70 0 

c i 00 

,, + Y···- 1)' + (·•-y..-.Ci)•l 
_2._ K ( l_) Ya2t2- 1 

1 a ~ a 
0 für t <-a 

'I+ f•'IL 1)' - '"- Y···· ·-1~· ) 2v K (l_) 
0 für t < -- P ~ a 

a 

sin a t 
a 

pa+as 

p 
cos a t pz+aa 

a cos {} ± (p + b) sin {} 
e-bl sin (a t ± {}) (p + b)2 +aB 

e-b t cos (a t ± {}) (p + b) cos {} =f a sin {} 
- ·(H b)B + a~--

1 (2n)! 
sin2n a t 

-p (22+ ~:) ... [<2n)2+ ~:] 

1 (2n + 1)1 
sin2 n+l a t 

-a- ( p2) [ 1 s P2] J2 + a• . . . (2 n + ) + a2 

e-bl cos fat 8-a/4(p+ab) 
n 

l'P+ ab l't 
sin a t 

arctg (;) t 

_1_ sin 12 1 c+i ) c-i ) -2D-1 -2-P D_l -2--P t 

t• sin a t _!_ r(v + 1) [(p + i a)•+l- (p- i a)>+l] 
2i (ps + a2)v+1 

t• cos a t _!_ F(v + 1) [(p + i a)•+l + (p _ i a)•+l] 
2 (p2 + a2)v+1 
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Oberfunktion Unterfunktion 
c+ioo 

f(t) = -1-. f e~• g(p) dp 
00 

g(p) = f e-~•t(t)'dt 
2nz 

c-ico u 

sin• a t I v~ -- -In I+-
t 2 pa 

sin (a yt) 2ap V; e-a•f4p 

ft cos(a ft) _.!._V n e-a"/4p ( 1-~) 
2p p 2p 

sin (a ft} 
n ~ (2;p) t 

cos a t2 v-~{cospz[_!_-s(-p )]-sin_r_[]_-c( p )]} 
2 a 4 a 2 f2n a 4 a 2 f2n a 

sin a t2 V n {cos_r_ [_!_-C (-P )l +sin_r_ [·!_ --s( _P )]} 
2a 4a 2 f2na J 4a 2 )2na 

C(t) _!_ { cos _r_ [ _!_ - S ( p__) J - sin _r_ [ _!_ - C ( p__) J } 
p 2n 2 \n 2n 2 n 

S(t) ~ {cos :: [! - C (:) J + sin :: [! - S (:) J} 

sin a t y'iffa2 + pa- p 
--
ft fa2+ pa 

cos at vn Y@+ a1 +P 
--

}t 2 fpa +aB 

-
eu sin a t a 

arctg--b 
t P-

t-% sin (a fl) !!_ vs a e-a•{Bp I ( ~) 
4 p % sp 

e-% cos (a yt) !!_ vs a e-a•{Bp I ( ~) 
4 p -% sp 
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Oberfunktion Unterfunktion 
c+ioo 

00 

/(1) = _ 1_. f ePt g(p) dp g(p) = J e-•• f(t) dt 
2n~ 0 .c iw 

cos (;) V% e-l'2pa cos J2 Pa ---

fi 

sin (;) 
V~- e-f2pa sin J2P a ---

tt 

sin (a JtB - b1) t > b} ab (P• + a8)-% K1 (b fp• + a•) 
0 t<b 

" Eiin a ( 
p•- a• 

p 
@:of a t 

p•-a• 

a e-u Eiin a t 
(p + b)•- a8 

P+b e-u @:of a t 
(P+b)•-a• 

e-u Eiin (2 a fi) fn a ea•JCp+b) 

(p + b)'l• 

e- b I @:oj (2 a rt} 
ft 

e"•J(p+b) 

"(n fP + b 

®in a t _!_ln(P + a) Re (p) > Re (a) t 2 p -a 

Eiin1 a t I V 4a8 - 2 In I-pa t 

1 e•• ---
p-a 

F(v) 
Re (v) > 0 e••e~-l 

(p -a)• 

e•• 1 
fn-== -

fP -a ft 
e-•• "'11i_ 

t fP +a 
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Oberfunktion 
c+ioo 

Unterfunktion 

f(t)= 2!if ePig(p)dP 
00 

g(p) = J e-Plf(t) dt 

c-iro 
0 

8-a/t v~ -2VIiP -- -e 
l'i p 

aY -a0/4t p'''2 K~ (a fp) --e 
(2 t)~·· 

8-aVt y; [1- ~ (2 ~) }""/4p --
l'i 

8-a•t• ~: 8P"/4a• [ 1 _ ~ (ta) J 

8-a•t• 1~-1 a-v F(v) eP"/Sa• D_ ( _L) 
2~/2 ~ a l'2 Re (v) > 0 

,·l-Tt2 --1- [cosp Cip + sinp si (p)] 
p 

Ei(at) - ~ ln(~ -1) 

si (a t) - ~ arctg ( ~) 
-

Ci(at) _ ~ ln J!(-~Y + 1 

ln (I t + ft2 - II) 
1 
-Ko(P) 
p 

ln (t + Jt2 +-i) ;p [Ho(P)- No(P)] 

~(at) ~ eP2 /4a"l1- ~ (ta) J 

~(;e) _!__(I_ 8-2aVii) 
p 

-
~ (a Ji) a 1 

-:p JP+a' 



§ 2. Die LAPLACE-Transformation. 129 

Oberfunktion Unterfunktion 
c+ioo 

/(1)=~ f e~'g(p)dp 00 

g(p) = J e-Pif(l) dt 
2:70 0 c-ioo 

ebl !J.i(a ~t) 
a 

(P-b) ~p + a1 - b 

e-u !J.i(a}'t) a 

(p + b) ~p + a• + b 

(21)-•/2 e-a•tst D,.-1 ( a ) 
f2 I 

V; p•/2-1 8-aYP 

(2 t)<•-1)/2 e-t/2 D_" (f2t) _!_V n (~p + I - I)" 
p 2 p"-1 ~p + 1 

(Rev>-1) 

(2 t)<"-1)/2 e-1/2 D-,.-2 (~2t) Vi (~p + I- I)"+l 
(v +I) P"• 1 

(Re (v) >-1) 

,F,(cx1, · · · cx.; Yto · · · y,; 1) ( ~) tr+llF, ( cx1, ... cx •• I; 1'1• ... y,; ~}. 
(s~r) 

,F, (cx1, ... cx,; y1, ... Y•-to I; 1) (~) •F•-1( cx1, ... cx,; Y1• · • · Y•-1; ~) 
(s;::;;;;; r) 

,F,(cx1, ... cx.; y1, ... y,; 12) ( ~) tr+slF, ( cx1, ... cx., I, ~; y1, ... y,; tu) 
(s >r) 

0 F,. ( _!_, _!_, ... ~-=-!_, I; ~) I _,. 
-eP 

n n n n" p 

I e-a"/41 He ( ~) 
2fl/2 ~n e<n+ 1)/2 .. l'2i p<n-1)/2 e-aYP 

t" L,. (1) nl p (I 2) 
pr~+l " -p 

e-tL,.(t) P" 
(p + I)"+l 

e-112 L,.(t) 2 (2p-Ir 
2P+l 2P+I 

Mapus u. Oberbettinger, Formeln u. Sätze. 9 
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Oberfunktion Unterfunktion 
c+ioo 

f(t) = 2 ~i f e~ 1 g(p) dp 
00 

g(p) = J e-z>if(t) dt 
0 

c-ico 

/ 1 t« L~«) (t) (Re ot >-1) 
F(ot + n + 1) (p- Ä. -1)" 

(Re a>-1) n! (p- Ä}"+«+i 

M!J,~(t) F(v + ~) ( 8 • • 1 ) 
(P+iY+"f•BFl v+T• -p+v+t. 2v+I. P+i 

t<I.M!J,v(t) F(a+vH-l ( . . 1 ) 
(P+tl«+~+'l• 2F1 a+v+j-. -p+v+i. 2v+L P+i 

t« e112 M!J,~(t) F(a+v+l) ( 9 • • 1) 
pa.+~+•t• sFl a+v+T• -p+v+i. 2v+L fi 

Re (ot+v) >-~ 

t« e-t/2 MI'.~ (t) F(a+v+t) ( 8 t· 2 I· 1 ) 
(P+l)«+r+'/• 2Fl a+v+T• -p+v+ , v+ , P+l 

e.u-% e"1 M~<,!J(at) Re (2p + 1) > 0 
( Ä. t t-,u-% a.u+% F(2 + 1) p- - a 

I' (P-Ä+!a)~<+~J+% 

(p- !)1<-,u-% 
N~<,!J(t) [Re (2p + 1) > 0] (P+tt+~J+% 

t«/1 wi<,!J(b-t) F(ot + p + ~) F(ot- p + ~) bi'+% X 

( b r+.u+''· 
[Re (ot±p+~)>O. Re p >Re ( Ä± ~) J F(ot-"+2) P-Ä-+2 

( P-Ä-!~ (b reell und positiv) X sFt a+,u+t• !-+p-"; ot-"+2; P-Ä+ib 

t-% He2 ,. (f2 t) 
-(2n)! (P-1)" 

(-ll"Ynnl2" pn+% 

H e2 n+l (}'2t) v-;t (2n + 1) I (p -1)" 
(-I)" 2 ---nl2-;;- pn+l/• 

e-% D2 ,. (Y2 t) (P-il" 
(- 2)" F(n + !) (p + !)n+% 

Dsn+t (f2 t) 
(p- !-)" 

(-2)"F(n + tl (P+t)"+'l• 
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Oberfunktion Unterfunktion 
c+;.oo 

/(1) = __!___, f ePI g(p) dp 
00 

g(p) = f e-J>I f(t) dt 
2:7P 0 

c-ioo 

t''-% J 2,u (2ft) T(t + p, + ") p-" el/2p M ( __!__) 
F(2p, + 1) "•"' p 

[Re (p, +" + !) > O] [Re (p, +" + i) > 0] 

t2.U /I L~,2!•) (a t) T(2p,+n+l) (P-).-a)n 
n! (P _ ).)n+9p+l 

[Re (2p, + 1) > 0] 

] 0 (at) 1 

fP2+ a2 

]"(at) 
1 a" 

Re (v) >-1 
fp2+ aa (p + ypa+ a2)" 

e-bt ]"(at) a" 
Re (v) >'-I 

f(P + b)2+ aa [p + b + Y(P+ b)•+ a2]" 

t" ]"(at) 2"oc"T(v+i) 1 
fn yp•+ aa2•+1 

Re (v) >-! 

t"+1 ]"(at) 2"+1 a" T(v + -1-) P 
yn yp2 + aa2v+S 

Re (v) >-1 

t"l2 ]" (2 fa t) a"/2 p-v-1 e-afp Re (v) >-i 

Jo (2'}'at) __!__ e-afp 
p 

Jy.(at) __!__ fYa2 + p2 _ p 

yä ras+ p2 

f-%(at) __!__ yypa+ aa + P 

Ja fa2+ pa 

e-1 ]"(at) a" 
Re (v) > 0 

v (p + ypa+ aa)• 

t]"(at) 
a"+l (p + vYP2+ a2) 

Re (v) >-2 
ypa+ aas (p + ypa+ aB)" 

t"fm(at) (-I)mF(v-m+I)PZ'( P ) Re(v+m)>-1 
yp•+ a• fP2+ a• 

9• 
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Oberfunktion 
Unterfunktion 

c+ico 

/(t) =_I_. f ePI g(p) d p 
CO 

g(p) = f e-Pij(t)dt 
2:70 

c-ioo 0 

t''JI'(at) p-1'->-l F(~t+v+I) al' F (!k_+v+_I ~ttv_±~. ~t+ I. 
2" F(~t+I) 2 1 2 ' 2 ' ' --~) 

n (at) .!__F(k ~) · k= 
2a 

:n;a ' 2 ' fP2+ 4a2 

n/2 

]l'(at) fv(at) 
kl'+•+1 I cos (~t- v) {} cosl'+• {} d {} . 2 a 

--;;·a- f1-k2sin2D (pk + f1-k2sin2{} rv· k = l'P2+4a2 

0 2a 
Re (~t+v) >-1 

fv(a}"t) a v:rt -a•jsp[I (a2) I (a2 )] 4 p3 e <~-1)/2 8 p - (v+t)/2 8 p 

t•IZ] v (a ft) 
a• e-a•/4p 

Re (v) >-I -·---2v p• 

r( 1!_+ v+ 1) a~''2 
I'' ] 1'- (2 Jat) 2 (ll . . a) 

/2+v+t1F1 2+v+I. ~t+l. -p 
F(~t + ~) pl' 

tn+a/2 Ja (2 fat) . L(a) --n I aa/2 e-a/p ( a ) 
pn+cx+l " p cx >-1, n >0 

!_z_,Jt:02 v~ e-a/8p I ( ~) Re (v) >-! 
ft- P v 8P 

] V (2 a ft) ] V (2 b ft) 
e_~<a"+'::}_IP I ( 2 ab) 

p V p Re(v)>-1 

]~+* ( ~) ..{"(vJ_I_) D-v-1 (pein/4) D-v-1 (pe-in/4) Re(v)>-1 

] o ( a l't2-=-·b2) für t > b l e_:-:~P·+~ = v2~ ]( }bfp2+ a2) 

0 •• t < b j fp2 + a2 :rt fp2 + ;i2 

hi~J~ __: b~-
für t > b} _!_ (e-bp _ e-b Vp•+a•) 

(12- b2 ab 
0 " t < b 

11 (a ft2- b2) 
für t > b} ! (e-bp_t_1~::·:~) t 

ft2- b2 
0 .. t < b 
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Oberfunktion Unterfunktion 
c+ioo 

/(t}=_!_--: J ePtg(p)dp 
no 

g(p) =Je-pt /{t) dt 
2n~ 0 

c-ioo 

t J 0 (a ft2_:_ b2) für t > b} __ P _ 8-bl"p•+a• (b + _I_) 
0 " t < b pz + aB tP2 + aB 

c -b)"'2 ( l'---) für t > b l e-bVp•+a• a" - ] a t2-b2 Re (v} >-1 t+b " 
t< b I lPB+ as (p + fp2 +aB)" 0 " 

J0 (a fts+-2Tt) 
8b(p-YP"+a•) 

fP2+ as 

t"f2 ]" (a ft2 + 2 b tl 8b(p-Vp•+iii) a" Re {v) >-1 ---
(t + 2b)"'2 fP2+ aii (p + yps + aB)" 

]" (a fts-- b2) 
fürt>b} 

1"12 [: (}'p2 + a2- p)J K"j2 [% (J'p2 +aB+ p) J ftB- b2 

0 " t < b 

(t2 _ bB)"/2 ]" (a ftB _ b2) t > b} ~ a" b" K"+% (b J'pz+ as) 
0 t< b (fp2+ aB)"+% 

N 0 (at) -~- 1 ln[.t+VI+(.t/J 
n J'PB+a• a a 

[~+ lh+(~Yr"cosvn-[~+ VI+(~Yr 
N"(at) 

I 
--
fP2+aB sinvn; 

-I< Re {v) <I 

N%(at) - (p ±__@+ as)% 
faJ'pB+ aB 

N_%(at) 
(J'pB +aB_ p)% 

J'a lPB +aB 

H~11 (at) 1 -{I- 2 iln[.t+V~-t-(.ty]} J'P2+ as n a a 

H&2>(at) I { 2i [ p ~~-( PY]} --- I+-In -+ I+ -
fP2+aB n a a 
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Oberfunktion 
c+ico 

f(t) = ~ f ePt g(p) dp 
2n~ 

c-ico 

H~>(at) 

I 0 (at) 

I,.(at) 

G~:t2 I,.(aft2 -b2) t>b} 
0 t<b 

K 0 (at) 

K,.(at) 

tK0(at) 

Unterfunktion 

g(p) =Je-PI f(t) dt 
0 

a-"(~-p)"{ i [ (P+l'~)2"]} 1± -.- cosvn-
}'p• + a• sm vn ah 

1 

-1 <Re (v)< 1 

_1_ 1 /}'p• + a2 - p {1 + J 1_ + 1 /~( p )2]} 
fp• + aB V a l a V a . 

1 

1 ln [.t + Y( p )2- 1]· 
}'p•- a• a a 

~2-arctg 1/a- p 
fa•- ps V a+ p 

Re (v) >-1 

Re (v) >-1 

für p > a 

" p < a 

1 {-p _ In [k + y(k) 2
- 1] - 1} (p•- aB) yps _ a2 a a 
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Oberfunktion Unterfunktion 
c+iro 

/(1} = ___!__, f e•tg(p) dp 
00 

g(p) = f e-• 1 /(t}dl 
2:u 

c-ico 
0 

I ----X 
2 fp2- a2 

X {ebl'':iJ2-aiEi[ -(P+ fp2-a2) b] -e-bVP"-a"Ei[ -(p- fpL a2)b]} 

K0 (a l12 - b2) für I> b} I 
für p > a 

-=X 
0 " I< b Ya•- pu 

X [Ci (b fa2- p•) sin (b faD- p•)..,... si (b fa2 =pil) cos (b fa2- ps)]-
Pli f e-b • - ~~~-dx für p < a x•+a2-p2 

0 

ber I f't'P4 + I+ P2 

f2 (P' +I) 

beil l'l'"t"+ I-p2 

f2 (P' +I) 

ber,. t + i bei,. t i3"/2 I 
Re(v}>-I 

YP2- i (p + fp•- i)'' 

ker,. t + i kei,. t ____ n: __ (p + fp•- i)" [I- i" (p + fp•- i)-2"] 
2 i3"12 sin v n: fp2 - i 

-I< Re (v} <I 

H0 (al} ~_I ln[~+VI+(ayJ 
n: fp•+aa p p 

H1 (al} ~ {I-__tl---ln 1 ~+V~ a rJ} n;p aYp•+.a2 ,_p p 

HIS (a t) v2 I flP1 + a2 + p 
pa- yä -ypa+a• 

H_%(al} 
I ffP1 + a2 - p 
fä JP•+ aB 

H0 (1 i 'J'T) = ster t + i stei I ~_I_ ln (i'J'T + fp•-i) 
31: fp•-i p 
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Oberfunktion Unterfunktion 
c+ico 

f(t) = 2!i f ePI g(p) dp 
CO 

g(p) = f e-PI f(t) dt 

c-ioo 
0 

ßo0 (v, i:n;t) 
~Oj (2v"'{p) 

(-t;:;;;v~!) 
YP SinfP 

ßo1 (v, i:n;t) Siit (2 V l'P) 
(-!~v~!) 

VP~oiYP 

ßo1 (v, i :n; t) 
Sin [(2v-1)fp] 

(O~v~1) 
yp~ojfp 

ßo8 (v, i:n;t) 
~oj[(2 v -1) "fp] 

(0 ~V~ 1) 
YP Sin YP 

§ 8. Die HANKEL-Transformation. 

Es sei F (x) eine für 0 < x < + oo erklärte Funktion der reellen 
Veränderlichen x, deren Real- und Imaginärteil den in den Vorbemer­
kungen zu Kapitel VIII formulierten Bedingungen genügt, und für welche 
das Integral 

jjF(x) I dx 
0 

existiert. Dann existiert für reelle Werte von y;;::: 0 und reelle Werte 
von v ;;::: - ! das Integral 

CO 

(~1) f(y) = f J"(xy)F(x) yxydx, 
0 

und es ist für x > 0 

F(x) = j]"(xy)f(y) fxydy. 
0 

Man nennt f(y) die HANKEL-Transformierte1 der Ordnung v von F(x). 
Im folgenden sind einige Beispiele von Funktionenpaaren zusammen­

gestellt, die durdu-die Transformationsformeln (~1} und (~2} zusammen­
hängen; der zugehörige Wert des Parameters v bzw.. Beschränkungen 
für dessen Wertebereich sind in der mittleren Spalte angegeben. 

Der in den Formeln auftretende Parameter a besitze einen positiven 
Realteil. Der Buchstabe n bedeute stets eine Zahl der Reihe 0, 1, 2, ... 

1 Setzt man x = f21, y = f2 7], ~F(x) = tp(~), I_f(y) = 'JI(7J), so gehen 

die Formeln (t\) und (.\).f über in fx lY 
CO ~ 

'1'(7]) = f ]" (2l'f7j} tp(~) d~; tp(~) = f ]" (2 ..,~ 7]) 'P(7J) d7J. 
0 0 

Vielfach wird auch 'P (7J) als HANKEL-Transformierte von tp (;) bezeichnet. 
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00 "" F(x) = J J~ (xy) fxy f(y) dy 1' f(y) = J J~(xy) fxy F(x) dx 
0 II 

X % v>-1 y-% 

8-~Z1/2 x2n+,.+•t• L(n+~) ( X2) 
" 2 

v>-1 8-711 /2 v2n+,.+ 1/• L(n+~> ( Y2\ 
. " 2) 

(- 1 )" e-~Z"/2 x"+ 11• L <;> (x2) v>-1 8-711/2 y"+ 11• L<;> (y2) 

(a- 1)" e-~Z"/2a x"+•t• L(") ( ---~~--) 
a"+"+l " 2a(l- a) 

v>O -a711 /2 •·+1/o L (v) ( Y2) e y " -2-

~}"X e-(~Z"+l)/a I (2 x) 
a " a 

v=n 8-a711/4fy J" (y) 

}"X] .. ( ~~) v = 2n l'Y J .. G.) 
e-a!Z 

v>-1 
(fa2+-y2- a)" 

-----
y"-% ya•+ y2 l'x 

x4 P-~+% e-~Z"/2 1F 1 (v-2p; 2p+I; ~~) v;;;;;:;Q y4p-v+% e-71"/2 lFl(v-2p; 2p+I; 1~) 
[Re (4p-v + f) > 0, Re (2p + 1) > 0] [Re(4p-v+J)>O; Re(2p+I)>O] 

x-,./3+'1• e-~Z"/4 J,./3-•te ( ~2) v>-1 y-"/3+•/a e-71"/4 J,./3-'/a (~~) 

- (x2) (x•) fx Kv/4 4 1"/4 4 v>-1 fYKv/4(~) 1,.t4(f) 

xn+% e-~Z"/4 D~n+a(x) v=n (- 1)"+1 yn+% e- 11"14 Dsn+a(Y) 

x"+* e-~Z"/4n.,.+1 (x) v=n+l (-1)" yn+% e-71"/4 Dzn+l(Y) 

§ 4. Beispiele zur MELLIN-Transformation. 
Gegeben seien eine für 0 :s;; t < + oo definierte Funktion I (t) der 

reellen Veränderlichen t und eine Funktion rp (z) der komplexen Varia­
blen z = x + i y, welche in einem von zwei zur y-Achse parallelen Ge­
raden begrenzten Bereich eindeutig und regulär ist. Dann gilt beim 
Erfülltsein geeigneter Regularitäts- und Konvergenzbedingungen, daß 
das Bestehen einer der beiden Formeln 

"" rp(z) = J tz-l l(t) dt, 
0 

~Zo+io:> 

I (t) = 2 ~i J t-z rp(z) dz 
Zo-ico 
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mit Beschränkung der im übrigen willkürlichen reellen Größe x0 auf 
ein geeignetes Intervall, jeweils das Bestehen der anderen Formel 
nach sich zieht. Man nennt q; (z) die MELLIN-Transformierte von I (t) 
und bezeichnet die Formeln (rol1) bzw. (rol2) als MELLIN-Transformation 
bzw. deren Umkehrung. 

Im folgenden sind einige Beispiele von Funktionenpaaren I (t) und 
q; (z) zusammengestellt, die den Beziehungen (rol1) und (rol2) genügen. 
Weitere Beispiele sind in den Formeln für die konfluente hypergeom~­
trische Funktion (Kapitel VI, § 2, § 3) und für die Zylinderfunktionen 
(Kapitel III, § 7) enthalten; dort ist nur die Beziehung (rol1) angegeben. 

xo+i oo 

f(t) = 2 ~ i f e-• tp(z) dz 
zo-ioo 

e-1 

F(,l.) 

{l+t)Ä 

(x0 >0) 

(O<xo< Re).) 

tp(z) = Je•-1j(t) dt 
0 

F(z) 

F(z) F(,l.-z) 

(Re z > 0) 

(Re z >0) 

00 00 I 
e1 +I 

(x0 > I) F(z) .2 (- I)"+l n-• = F(z) (I- 2H) .2 n-• 

[Rev>-1; 0< x0 < Re(v+ I)] 

sinat 

( a reell und positiv; -I < x0 < ·l) 

cos at 

( a reell und positiv; 0 < x0 < ! ) 

n~l n=l 

i-r(-i-) 
r(v+I-;) 

[Re (v +I)> Re z > 0] 

(Re z >I) 

na-• nz 
------- = a-• r(z) sin-

nz 2 
2cos 2-F(I-z) 

(-I< Re z < !) 

l'n (.!!___) • _!'_ ( i) __ = a-• r(z) cos nz 
2 2 rC ;z) 2 

(0< Re z <!) 

§ 5. Über die GAUSS-Transformation. 

Es sei u (x1 , x2 , ••• Xn) eine für alle Werte der reellen Variablen 
x1 , x2 , ••• Xn erklärte Funktion. Man nennt 

0000 00 n. 

f f f - :E <v~-x")• 
v(y1 ,y2 , ••• y,.)= ... e"-1 u(x1,x2 , ... x .. )dx1 dx1 ••• dx,. 

-oo -c:o -oo 
~ 

nmal 
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die GAuss-Translormierte von u, sofern das Integral existiert. Es gilt 
der Satz: 

Genügt u der Differentialgleichung 

dann ist 

(fn)" -k•t4p• ( ) = p e u Y1• Y2• · · · Yn • 

sofern das Integral absolut konvergiert. 
Beispiele für n = 1. 

Te-<x-y)• Hem (x y2) dx = y-;T; (y y2)m, 
-00 

+00 

Je- (x-y)• cos 2 X dx 
-<» 

f1i = ecos2y, 

+00 J e-<x-y)• sin 2x dx 
-oo 

= fnsin2y. 
e 

§ 6. Verschiedene Beispiele von Integralgleichungen erster Art. 

Die FouRIER-, LAPLACE-, HANKEL- und MELLIN-Transformation sind 
spezielle Fälle von Integralgleichungen erster Art mit wesentlich sin­
gulärem Kern, wobei die Singularität durch das Auftreten eines unend­
lichen Integrationsintervalles zustande kommt. 

Entsprechende Beispiele mit endlichem Integrationsintervall sind 
die folgenden: 

1. Die Reziprozitätsformel von HILBERT für den Cotangens-Kern: Es 
seien I (x) bzw. rp (y) für -n ~ x ~ n bzw. - n ~ y ~ n stetige 
Funktionen von x bzw. y, und es sei I (- n) = I (n), rp (- n) = rp (n). 
Dann zieht die Gültigkeit einer der beiden Formeln 

"' 
l(x) = 21~,J (1 + ctgx;y) rp(y) dy, 

-n 

"' 
rp(y) = 21~J ( 1 + ctg Y ;x) I (x) dx 

-n 

die . Gültigkeit der anderen nach sich. Die Integrale sind dabei als 
"Hauptwerte" im Sinne von CAUCHY zu nehmen, d. h. es ist z. B. in 
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der ersten Formel 

zu setzen. 
2. Modifikationen der Formel von HILBERT. a) Vorgelegt sei die 

Integralgleichung erster Art 
+a 

f(x) = J_J_g__(}j_ dy 
2n y-x ' 

-a 

wobei f (x) für - a :s;; x < a gegeben und g (y) in demselben Intervall 
gesucht ist; das Integral ist wieder als Hauptwert zu berechnen. Man 
setze 

x = - a cos cp, y = - a cos 1p 

und nehme an, daß sich sin cpF(cp) mit 

F(cp) = f(- acos cp) 

in eine gleichmäßig konvergente FouRIERreihe mit Sinusgliedern ent­
wickeln lasse : 

00 

F ( ) = _ _!_ "b si~ n tp. 
cp 2 L.J n sm tp 

n=l 
Dann wird 

00 

g(y) = -v- 1 2 (~ bo + 2 bn cos n "P)' 
1-2:'_ n=l 

a2 

wobei b0 noch unbestimmt bleibt. Vorausgesetzt werden muß, daß die 
Reihe für g (y) konvergiert. 

b) Vorgelegt sei die Integralgleichung erster Art 

+a 
f(x) =Jg(y) dy 

x2 __ y2 
-a 

mit den gleichen Voraussetzungen wie unter a). Man setze: 

. (}) . 
x = a s1n 2 , y = a sm 1p, 

00 

( . w) 2 n 2 sin n w f(x)=f asm- =F(w)=- c ---. --· 2 a n s1n w ' 
n=l 

dann wird 
00 

g (y) = co! lp (! C0 + 2 Cn COS 2 n 1p) , 
n=l 

wobei c0 aus der Forderung zu bestimmen ist, daß g (± a) endlich 
sein muß. 
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Diese Auflösungen von Integralgleichungen erster Art beruhen auf 
den Formeln 

"' J. cos n q; sin n tp 
Hauptwert von --~---- dq; = n -.-

COS (/! - COS tp Sill tp 
0 

(n=0,1,2, ... ). 

Ein zweidimensionales Analogon hierzu (für einen von einer Ellipse be­
grenzten ebenen Bereich) hat W. ScHMEIDLER angegeben (s. Literatur­
verzeichnis). 

3. Die ADELsehe Integralgleichung. Es sei oc eine reelle Zahl und 
0 < oc < 1; ferner sei G (x) eine für alle Werte von x?.: 0 stetig diffe­
rentiierbare Funktion der reellen Veränderlichen x. Dann besitzt die 
ABELsche Integralgleichung 

X 

G (x) = J (x- y)-cx q;(y) dy 
u 

eine und nur eine für y > 0 stetige Lösung q; (y), nämlich 

sin ocn [ fy dG(x) J q;(y)=-n- (y-x)cx-l([Xdx+G(O)y"-1. 
0 

4. Integralumkehrungen vom Typ der MELLIN-Transformation. a) Es 
sei w (v) eine Funktion der komplexen Variablen v = a + ir:, wel­
che in einem Streifen I a I < t5 analytisch ist und der Bedingung 
w (v) = w (- v) genügt. Es sei k eine komplexe Zahl + 0, und 
arg k =- oc mit 0 < oc < n. Für I a I < t5 existiere das Integral 

+oo J I v w (v) I ecx•+.n:(f_r 1-•)/2 dr, 
-CO 

und der Integrand gehe in diesem Integral für I a I < t5 gleichmäßig 
mit I TI --+ oo gegen Null. Dann existiert für reelle positive Werte von r 
die Funktion 

+ioo 

q;(kr) = -! J vw(v)ein~I2J~(kr)dv, 
-ioo 

und es ist 

w (v) = J q; (k r) e-i~.n:/2 H~2> (k r) dr. 
o r 

Ein Beispiel hierzu liefern die Funktionen 

q; (k r) = e-ikr _ e-ikr cosß, 

w (v) = -- 2i !__--::::- ~~s !'.ß 
v s1n vn 

f .. 0 < ß n ur = < 2 . 
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b) Man setze: 

F(- v) e"ni/4 2-t-v/2 ei:e•/2 {D,.[(l + i) x] + D,.[( -1 - i) xJ} = p (x, v). 

Ist dann co (v) eine Funktion der komplexen Variablen v = a + ir, 
welche für - .1 < a < 0 regulär analytisch ist, und I (x) eine für 
0 ::s;; x < oo erklärte Funktion der reellen Variablen x, so zieht, beim 
Erfülltsein geeigneter Konvergenzbedingungen, das Bestehen einer der 
Gleichungen 

ao+iex> 

l(x) = f p(x, v) co (v) dv (-l<a0 <0) 
ao-ioo 

"' 
co (v) =- ~J p(x,- v -1) f(x) dx 

0 

das Bestehen der anderen Gleichung nach sich; hierbei bedeutet ein 
Querstrich über einer Größe die zu ihr konjugiert-komplexe Größe. 

5. Weitere Beispiele: a) Die Integralgleichung 
2n 

1 f g(tp)d!p 
f(rp) = 2n l-2h cos (tp- tp) + h21 

0 

in welcher I (rp) eine für 0 ::s;; rp < 2 :n bekannte, g (tp) eine für dasselbe 
Intervall gesuchte Funktion von 1p und I h I < 1 ist, läßt sich lösen, 
wenn f(rp) in eine Reihe 

entwickelt werden kann, indem man 

n=-oo 

setzt, falls diese Reihe für g (1p) konvergiert. 
b) Die Integralgleichung 

00 

l(x) = J Hö2>([x-y[)g(y)dy 
0 

mit einer für 0 ::s;; x < oo gegebenen Funktion I (x) und einer für 
0 ::s;; y < oo gesuchten Funktion g (y) läßt sich lösen, wenn für I (x) 
eine Reihenentwicklung 

"' f(x) = 2ina,Jn(x), 
n=O 

gültig für 0 ::s;; x < oo existiert, indem man 

"' 
g (y) = ; t;in/4 .2} im(2m + 1) Cm ~] m+ll2(y) 

m=O 
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setzt, wobei die Konstanten Cm sich aus den Konstanten a,. durch die 
Gleichungen 

bestimmen; es ist dabei: 
00 

an= e,..L} cm(2m:-I- + 2mJ-I-) 
m-o - 2-- n - 2-+ n 

(e0 = 1, en = 2 für n = L 2, 3, ... ) . 

Hinreichende aber nicht notwendige Voraussetzung ist die Konvergenz 
00 

der Reihe 2: l a,. I· 
n-o 

c) Die Integralgleichung 
+1 

f(x) = J g(y) ln(jx-yJ)dy 
-1 

mit der unbekannten Funktion g (y) ist lösbar, wenn man für f (x) 
eine Potenz von x einsetzt. Es ist für - 1 :$;;. x :$;; 1: 

+1 
1 = __ I_Jln(Jx- yi) d 

nln2 }'l-7 y, 
-1 

+1 

X= _ _!_J Y _ln(jx-yj)dy, 
n }'I- yB 
-1 

+1 
-~J(-Y~_In2-i _I_) ln(jx-yj)dy 

n }'I _ y2 2 In 2 fi _ yB 
-1 

usw. 

d) Es sei X (s) eine für I s I :$;; 1 reguläre analytische Funktion der 
komplexen Variablen s. Setzt man, 

n 
(I _ tB) (n-1)/2J __ 

cp (t) = 2n X (t + yt2 - 1 cos ot) sinn-1 ot dot 
0 

(t reell; - 1 :$;; t :$;; + 1; n = L 2, 3, ... ) , 

so wird für reelle Werte von s zwischen - 1 und + 1 : 

+1 
s _ f n (I- s2) tp(t) dt 

X ( ) - (I -2 t s + s2)1+n/2 ' 

-1 
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Neuntes Kapitel. 

Koordinatentransformationen. 

§ 1. Differentialoperationen in orthogonalen Koordinaten. 

An Stelle der kartesischen Koordinaten x, y, z seien neue ortho­
gonale Koordinaten u, v, w eingeführt. Der Zusammenhang zwischen 
den beiden Koordinatensystemen werde gegeben durch: 

x = x(u, v, w); y = y(u, v, w); z = z(u, v, w). 

Die Flächen u = constans, v = constans und w = constans sollen ein 
Orthogonalsystem bilden. 

Das Längenelement ds = ydx2 + dy2-+dz2 drückt sich dann durch 
die neuen Koordinaten u, v, w folgendermaßen aus 

du• dv• dw• 
dsa = CJB + VI + w• ; 

das Volumenelement d-r = dxdydz ist 

d ... =du dv dw. 
• U V W' 

die Flächenelemente bzw. 

Dabei ist: 

du dv du dw dvdw 
--u·v· uw; vw· 

_!_ = 1j(ax)a + (ay)a + (az )a 
U Y f}u f}u ou ' 

Die Normalen der Flächen u = constans, bzw. v = constans, bzw. 
w = constans haben die Richtungskosinus: 

1 au ox 1 av ax 
cos(u, x) = u ax = au U; cos(v,·x) = vax =V av; 

1 ow ox 
cos (w, x) = w OX = w aw' 

1 au f}y. 1 OV oy. 
cos (u, y) = u oy = U au, cos (v, y) = var =V av, 

1 aw f}y 
cos (w, y) = w oy = w aw' 

1 f}u az 
cos (u, z) = U oz = U ou; 

1 ov oz 
cos·(v, z) = V oz = V iJv ; 

1 aw f}z 
cos (w, z) = W oz = W ow. 
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Weiterhin bedeute 'P einen Skalar und SI einen Vektor. 
Darstellung von grad 'P; div ~; rot SI und L1 'P: 

8tp 8tp • 8tp 
grad11 'P = U au; gradv 'P =V av• grad111 'P = W aw, 

div ~ = U V W [a8u ( :;v) + 88v ( d"~) + (aaw ~';,)] • 

L1'P = divgrad'P = UVW [aau ( vuw ::) + :v (uvw ~~) + aaw (:v :~)]. 
rot ~ = V W [~- (!X,.) - _!_ (!X.)] 

u 8v W 8w V ' 

rotv ~ = U W [a8w ( ~) - 88u ( ~) J , 
rotw ~ = UV [a8u ( ~) - 88v ( ~) J · 

Vektorkomponenten transformiert: 

ax f)y az 
~{u = ~z U ifU + ~II U ifU + ~~ U f)u ' 

ax f)y az 
~tl = ~"' v av + ~~~ v av + ~. v av, 

ax 8y az 
~{W = ~Z w f}w + ~II w iJw + ~. w f}w • 

Zylinderkoordinaten (e, f!J, z). 

X= (!COSfP, 

:v=esinf!J, 
Z=Z, 

U=l, 

V=f!J, 
1 V=-, e 

ds2 = de2 + e2 df!J2 + dz2. 

W=Z, 

W=l,. 

8tp 1 f}tp f}tlt 
grad 111 - • grad'P 111 = - - · grad 111 - T 9T-Fi' T e fJr:p' IT-"'äi' 

div ~ = .!.. _!_ ( ~ ) + .!.. a!lltp + a!H. 
e ae e (I e ar:p az ' 

iJitp 1 8tp 1 iJitp iJitp 

L11p = ae• + e Fi + e• 8r:p1 + az•' 

rot ~ =.!.. a!H. - iJ!lltp 
(I e ar:p az ' 

t or = 8!ll9 _ a!H. 
ro tp'H az ae ' 

rot Sl = .!.. _!_ (n ~ ) - .!.. 8 !H9 
• e ae o: tp e ar:p ' 

~~~ = ~Z COS f{J + ~II Sin f{J; ~tp = ~II COS f{J - ~:r Sin f{J; Sl1 = ~{ •. 
Magnus u. Oberbettinger, Formeln u. Sätze. 10 
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Kugelkoordinaten (r, cp, D). 

x = r cos cp sin I}, 

y = r sin cp sin I}, 
u=r, w = cp, V={}, 

z = rcosl}, 
U=l, 

1 
W=-~ 

r sin #' 

ds2 = dr2 + r2 sin2 1} dcp2 + r2 dl}2. 

V=_!_. 
r 

gradr 1f' = ~:'; grad." 1f' = r si~ # ~ :; gradß 1f' = ~ ~:, 

d . (lf - 1 8 ( 2 (lf ) + 1 8 \1l.p 1 8 ( . .Cl (lf ) 
lV u - 2 8- r "'-r -----:~ -8- + -----:-r:a: 8--:<l Sln ·u· u_. , 

r r r sm 'U' rp r sm 'U' 'U' v 

A111 = -1~ 82 'P + _!_ !__ (r2 8 'P) + --1 - ~ (sin I}~) 
T r2 sin2 # 8 rp2 r2 8 r 8 r r2 sin # 8 # 8 # ' 

rotr 91 = r stn # [a~ (sin 1}9{9')- ~~~ J , 

rotß 91 = r si~ # [~~·- sin I} :r (rW.") J, 
1 8 1 8 lll'. 

rot." m: =--; ar (r9ln)- r an:. 

9lr = l]l., sin I} cos cp + 9111 sin I} sin cp + l]lz cos I}, 

m:ß = 91., cos I} cos cp + 9111 cos I} sin cp - 91, sin I}, 

m:." = - 91., sin cp + 9111 cos cp . 

Koordinaten des parabolischen Zylinders (~, 'f/, z). 

X=~'YJ, 

y = i ( ~2 - 'f/2), 
~ = ~0 = konstant bedeutet: x2 =- 2 ~~ (y- ~-), 

'YJ = 'f/0 = konstant bedeutet: x2 = 2 'Y/~ (y + ~), 
Z =Z, 

e = y x2 + y2 = ! W + 'f/2), 

U= ~' V='YJ, W=Z, 

1 1 
U=-=, V=-=, W=l. 

f~2+1J2 f~2+1J2 

d·s2 = (~2 + 'f/2) (d~2 + d'f/2) + dz2. 

1 81p 1 8ip 81p 
grad~1f' = l/~2 +1J 2 8 ~; grad11 1f' = l~2 +1J 2 81]; gradz1f' = 8z, 

div m: = ~2!1J2 [88~ (m:~ f~2 + 'Y/2) + 881J (9111 f~2 +-~2) + W + 'f/2) 88~· J, 
1 (82 'P 82 'P ) 82 'P 

L11f' = ~~ + 1]2 8 ;2 + 81]2 + 7fZ2. 
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rot~ m: = _1_ (alll.- y~s + '1711 olll'l), ,,.+'1· 01) o.z 
rot m: = _1_ (''~~~+ llollle- olll.) 

71 y;•+ 11• r '11 az o; · 

rot. m: = ;•! '1• [oo; ( f es + '17s m:") - oo'l ( f e~~· + '17s m:~) J . 
m:~ = ~{ _'1_ + m: _,_, 

a:y;•+'l· "y;•+'l· 
m- = m: _._;_ - m: _'1_ 

" II: y;•+ '18 "y;•+ '12' 

m-. = m-•. 

Parabolische Koordinaten (E, 1], !p}. 

X = e '11 cos II', e = konstant = Eo bedeutet: 

y = e '11 sin II', x2 + yll = - 2 e~ ( z - ;3) = (12, 

z = t (E2- '172)' 1J = konstant = 7Jo bedeutet: 
e = ..;:x2 + Y2 = e 11 • ( 11 .) xz + yz = 21]~ z + 2o = (ls, 

Dies sind konfokale Rotationsparaboloide mit 
der z-Achse als Drehachse. 

'II = 1], 

1 1 
U=-=, V=--, y;•+'l· y;•+'l· 

W= 1/'• 
1 

w = ,'1. 

dss = (~2 + 11s) (dEs+ d7J2) + es 11s diP"'. 
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Koordinaten des elliptischen Zylinders (~, rJ, z). 

x = c ~oi ~ cos 'fJ, ~ = ; 0 =konstant bedeutet einen elliptischen 
y = c 6in g sin 'fJ, Zylinder mit den Halbachsen a = c ~oi ; 0 , 

b = c 6in ; 0 
Z =Z. x2 y2 

Wertebereich der;, 'fj, z. 

o~;<oo, 

c2 ij:oj2 ;o + (;2 6fn2 ;o = I. 

'YJ = 'fJo = konstant bedeutet: 
y2 

c2 sin21) 0 = l · 
-oo<z<+oo. 

u=;, v='fj, W=Z, 

U= 1 , V= 1 -, W=l. 
c'}'6in2; + sin21) cfSin•; + sin21) 

ds2 = c2 (6in2; + sin2 'fJ) (dg2 + d'f/2) + dz2 • 

iJ tp iJ tp 

grade 1p = f ii[ ; grad71 1p = Y@J iJ.q_ _ ; grad, 1p = ~ ~ , 
c 6in2 ; + sin21) c 6in•; + sin21) v~ 

div ~ = c (6in2/+ sin•rJ) [ai ( y6in2 g + sin2 'fJ ~e) + 
+ iJarJ ( l' 6in2; + sin2 'YJ ~11) + c ( 6in2 ; + sin2 'YJ) aa~·], 

Ll - 1 [iJ2tp + iJitp + 2 (6' 2 1: + . 2 ) iJ2tp] 
1p- c2(6ins; + sin•'l) a~a iJrJa, c tn ~ sm 'fJ 7ii2 ' 

LJ = iJ2tp + 2 ( iJBtp iJ2tp) 
1p i}zl c2(ij:oj2~-COS21)) iJ~I + ßiiB • 

rote ~ = 1 (a~.- c l' 6in2; + sin2 'fJ a~'l) 
c'}'6in•~.+sin21) Q'f} iJz ' 

rot71 ~ = 1 (c f6in2 ; + sin217 a~e- a~.) 
cfSin1E + sin21) iJz iJ~ ' 

1 
rot,~= 6 . ~~ . 2 X c( tn +sm 1)) 

X [aa~ ( f6in2; + sin2 17 ~'~)- iJarJ ( f6in2; + sin2 'YJ ~e) J . 
~ = ~ 6in ~ cos 1) + ~ ij:of ~ sin 1J 

e a: f6in2 ~ + sin2 1) 11 '}'6in2 ~ + sin2'1' 

~ = _ ~ ij:of ~ sin 1J + \!( 6in ~ cos rJ 
71 a:f6in2 ~ + sin1 1) 11 '}'6fn2~ + sin21)' 

~~ = ~ •. 
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Elliptische Koordinaten (t 1), 9') (gestrecktes Rotationsellipsoid). 

X= c Y(1-172) W-l)COS!p, 

:Y = c f(1-172) (~2 -1) sin!p, 

Wertebereich der ;, 17, 9'· 

-1~17~+1, 

1~;<oo, 

0~9'~2n. 

; = ; 0 bedeutet ein gestrecktes Rota­
tionsellipsoid um die z-Achse mit den 
Halbachsen a = c ; 0 ; b =c y;~ -1 

z1 x1 + :Y1 

c•~B + c•(~3-1) =I. 

17 = 17o bedeutet ein zweischaliges Ro­
tationshyperboloid mit der z-Achse als 
Rotationsachse und den Halbachsen: 
a = c 170 ; b = c yi-17~ 

z• x•+ yz 
&1 713- &1 (1-1)~) = I. 

V=17, W=!p, 

V = .!_ 1 I 1 -1)8 w = 1 
c y ~1 -1)8 , cl'-;=(1=-=71==.=)(:::::e·==-=1). 

1/1-718 v1-1) 11 • 1/~·-1 
~e = ~"' ; y ~· _ 711 cos 9' + ~~~ ; ~~ _711 sm 9' + ~.17 y "f•- 11• , 

1/~•-1 1~ • 1/1-712 

~., =- ~a:17 y ~·-1)1 cos 9'- ~1117 y ~ Sln!p + ~. E y ~·-11·, 
~., = - ~., sin 9' + ~~~ cos 9'. 
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Elliptische Koordinaten (~. ?], rp) (abgeplattetes Rotationsellipsoid). 

X = C f(1 + ~2) (1 - 1]2) COS rp, 

y = cf(l + ~2) (1-1]2) sinrp, 

Z=C~1J. 

Wertebereich der~. 1J• rp. 

o<~<oo, 

-1<1J~+L 

O<rp~2n. 

V= 1], 

~ = ~0 bedeutet ein abgeplattetes Ro­
tationsellipsoid um die z-Achse mit den 

Halbachsen a = c f1 + ~~, b = c ~0 
x2+ y2 z2 

c2(1 +Iij + c2 g~ = 1. 

1J = 1Jo bedeutet ein einschaliges Rota­
tionshyperboloid um die z-Achse mit 
den Halbachsen a = c f1-1]~, b = c 1]0 

x2+ ya zZ 
~~=-=-- =1· 
c2(1-f)~) c21J~ 

w = rp, 

1 v1-1)2 
V= c g2+1Ji• 

ds2 = ca(;~+~t) d~2 + c•~a__~-;2) d1]2 + c2(1 + ~2) (l _1]2) drp2' 

_ 1 1 ~ 8 'P • _ 1 V 1 - 1)2 8 'P • 
grads 1JI - c V ~ 8 g , grad11 1JI - -c ga + 1Jaa1J , 

ad = 1 8tp 
gr <r1fl cf(1+~2)(1-1)2)8cp' 

div 111 = c (g2~7J2) {88~ [ f(l +~2) (~2+1J2) ~l;] + 8~ [V (1-1]2) W+ 1]2) 11111] + 

+ ga+fJ2 . 821:."} 
f(1+ga)(1-1)2) 8cp ' 

L11p = c2(g2~1)2) {88g [ (1 +~2) :n + :1) [ (1 ~1J2) ~] + (l=t1;20i~1)2) ~·;}' 

rot 111 = 1 {~ [ f(l + ~2) (1- 2) 111 ]- v~2+ 1)2 821:'1} 
~ cl'(l+ga)(g2+7J2) 81] 1J <r 1-7]2 8cp ' 

rot 111- 1 { (ga+7J2) 821:; 8 (•'(I + ~2) (1 2) 111 )} 
11 - cf(1-7]2)(g2+7J2) 1+~2 7ii- 8g f -1] 'I' ' 

rot 111 = l'(1 + ~~) (1-1)2) [~ (V~a + 7Ja 111 ) - ~ (J/~2 + 1)2 111 )] 
'I' c ( ~2 + 1)2) 8 ~ 1 - 1)2 11 8 1) 1 + ~~ s ' 

111~ = 111x ~ V~~~~ cos rp + 11111 ~ V:.~~: sin rp + ~{z 1] V Jz ~ ~22 , 
2! = - 111 V 1 + ~~ - 1 I 1 + ~~ . V 1 -1)2 

., x1J ~~+7J2cosrp I11!11JV~a+7Jasmrp+l11e~ ~2+7Ji' 

111." =-~(X Sin f/) + I1111 COS f/)• 



§ 1. Differentialoperationen in orthogonalen Koordinaten. 151 

Toruskoordinaten (~, fJ, cp). 

15in.; 
X = C ------ COS cp, 

@:oj .; - cos 1J 

15in.; . y = c -----smcp 
@:oj .; - cos 1J ' 

sin 1J 
Z=C----. 

@:oj .; - cos 1J 

~ = ~0 bedeutet: 

z2 + (e- c <rotg ~o)2 = (si~ .;J, 
fJ = rJo bedeutet: 

(z- c cotg 'Y/o)2 + e2 = (---,-c-)2, 
smrJo 

- ,/x2~- c @)in.; 
e - r Y - @:oj .; - cos 1J • 

Wertebereich der g, 'YJ• cp: 0 < 'YJ < 2:rt; 0 < cp s 2:rt; 0 < g < oo. 

u=g, v'=rJ, w=cp, 

U = @:oj .; - cos 1J V = @:oj.;- cos 1J W _ @:oj.;-_:os 1J 
c ' c ' - c 15in .; ' 

2 ~· 2 ~ 
d s2 - __ c -- (dg2 + d 2) + c2 ~m \0 d 2 

- (@:oj .; - cos 1J )• fJ (@:oj .; - cos 1J )2 'P · 

d @:oj.; - cos 1] a tp d @:oj .; - cos 1] a tp 
gra e 1jJ = --c-- a.; ; gra 'I"P = --c-- a11; 

d - @:oj .; - cos 1] a tp 
gra rr"P-~~ arp. 

d' "{ (@:oj.;- cos 1])3 

lV 'l = c @)in,; X 

{ a [ 15in .; ~( J + a [ 15in .; ~ J + 1 a 2Irr} 
x a.; (@:oj .; - cos 1J )2 e a 1J (@:oj.;- cos "7)2 '~ (@:oj .; - cos '1 )2 a rp ' 

LI (@:oj.;- cos "1 )3 

1jJ = c2 6in.; X 

[ a ( 6in .; a 'P) a ( 15in .; a 'P) 1 ß2tp 1 
X a.; @:oj.;-cos'l'/a.; + ß"7 @:oj.;-cos'l'/ 8"7 + 15in,;(@:oj.;-cos1J)orp2_,' 

rot ~ = (@:oj.;-cos1J)2 [~( 15in.; ~{) _ 1 821'7] 
e c 15in .; a "1 @:oj.;- cos "1 rr @:oj.;- cos "1 a rp ' 

rot ~ - (@:oj.;- cos "1 )2 r __ 1 __ ß2le - ~ (___§t_.;_ ~ )] 
'1 - c@)in.; L@:Oj.;-COS'I'/ Orp o.; [oje-COS'I'/ rp ' 

rot ~ = (@:oj.;-cosrJ)Z[~(-1~~) _ ~(-1-~ )] 
rr c a.; @:oj.;- cos 1J '~ a 1J [oj.;- cos 1J e · 

~ ~ 1 - cos "7 @:oj.; + ~r 1 - cos "1 @:oj.; . 01 sin 1J 15in.; 
e = :r. @:oj,;- cos 1] COS cp '~-11 @:oj,;- cos "7 Sln cp - «z @:oj,;- cos 1] ' 

m = - ~ @)in .; sin 1] (\f @)in.; sin '1 . + (\f cos "1 @:oj .; - 1 
'1 "'@:oj .; - cos "1 cos 'P - « 11 @:oj .; - cos "1 sm cp «-z @:oj.;- cos "1 ' 

~rr = - ~:r. sin cp + ~{11 cos p. 
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Elliptische Koordinaten Ä, p,, v (dreiachsiges Ellipsoid). 

xz _ (a2 +).) (a1 + f.lo) (a1 + v) 
- (a•-ba) (a•-ca) ' 

a>b>c>O. 

2 _ (b• + ).) (bB + fJo)(bB + v) 
Y - (bB-a2)(bB-c2) ' 

z2 = (c2+).) (cl+f.lol (cB+v) 
(a2 - c2) (b2 - c•) 

Wertebereiche von Ä, p,, v. 

oo > Ä > -c2 , 

Ä, p,, v sind die drei Lösungen der Glei­
chung 3. Grades in e 

x• y• z• 
ä• + e + ba + (! + cz + e - I = 0 

bei vorgegebenem x y z derart, daß 

Ä>p,>v. 

Ä = Äo = konstant ist ein dreiachsiges 
Ellipsoid. 

p, = p,0 = konstant ist ein einschaliges 
Hyperboloid. 

v = v0 = konstant. ist ein zweischaliges 
Hyperboloid. 

U=Ä, V= fl, W=V, 

U= 2ffW , 
f(Ä-f.lo)(Ä-v) 

V= . 2ff(ji) , 
f(f.lo-V) (f.lo-Ä) 

w- 2@ 
- f(v-Ä)(v-f.lo)' 

mitl f(Ä) = (a2 + Ä) (b2 + Ä) (c2 + Ä); entsprechend f(p,) und f(v). 

d 2 =(Ä-f.lo)(Ä-v)dÄ2 +(f.lo-v)(f.lo-Ä)d 2 +(v-Ä)(v-f.lo)d 2 
s 4f().) 4f(f.lo) fl 4f(v) V ' 

Jf().) a (,fi"i1\a'P) ft(f.lol a (·'-a"') 
.d1p= 4 (Ä-f.lo)(Ä-v)8). rf(Ä)a;. + 4 (,.,.-v)(f.lo-Ä)a,.,. rf(p,)a,.,. + 

+ 4 VTM .. a ( ·'TIT atp) 
' (v-Ä)(v-f.loj ifV f V 8v 

1 Es gilt auch noch: 

1 1 [ x2 y2 z2 J 
U2 = 4 (a• + ).)• + (b• + ).)2 + (c2 + ).)2 ' 

1 I [ x• ya z2 J 
VB = 4 (a• + p,)• + (b• + f.lo)z + (cZ + f.lo)a ' 

1 I [ x2 y2 z2 J 
w• = 4 (a2 + v) 2 + (b2 + v) 2 + (c2 + v) 2 • 



§ 1. Differentialoperationen in orthogonalen Koordinaten. 153 

Hiernach ist : 
~+~+~ ~+~+~ A. = 4SJ (oc)- --- -:f--, p, = 4so (ß)- ----3--, 

az + b2 + cz V= 4p(y) ---3------·-

und damit 
82 82 '82tp 

(p (y) - 8J (ß)] ~ + (p (IX)- 8J (y)] 8; + [p (/J)- 8J (1X)] 8y2 

L11p = 4 [p (ß)- 8J (y)][p (y)- 8J (1X)][p (IX)- 8J (ß)] -

Bipolarkoordinaten (~, 'YJ, z). 

c !Ein~ 
X=------

[of ~ -cos TJ ' 

c sin TJ 
y = [of ~-COSTJ' 

z = z. 

Wertebereich 
der~' 'f)· 

-oo<~<+oo, 

0<'Y}<2n. 

~ = ~0 bedeutet:' 
c2 

(x- c ~otg ~ )2 + y2 = -,---- = c2 (~otg2 ~ -I) 
0 6tn2~0 0 ' 

'Y} = 'YJo bedeutet: 
cz 

x2 + (y- c cotg 'Y]0) 2 = -.-2- = c2 (cotg2 'Y]0 + 1). 
sm 'f/o 

U=~; V='Y}; W=Z, 

1 1 
U = -c(~of ~-cos17); V= c (~of~-cos17); W=l. 

1 8 1 8 
grade 1J! = c (~of ~- cos 17) 8 ~; grad11 1J! = c (~of ~- cos 'YJ) 8 ~; 

8tp_ 
grad. 1p = 1ii , 

div m: = ~ (~of ~- cos 'Y/)2 x c 

x [ 8 ( c m: ) 8 ( c m: ) cz 8 2l.J ß~ ~og-cOSTJ e + ß'f} [oj~-COSTJ 'I + ([of~-COSTJ)2Bz ' 

1 (82( c 82( ) rot; m: = - (~of ~- cos 17) -·- -'~ 
c a TJ [of ~ - cos TJ 8 z ' 

(11 1 ( c 82(; 82(,) rot11 :u = -(~of~-cos'YJ) -------c [of ~- cos TJ 8 z 8 ~ ' 

_ _!__ 2 [ a ( 1 ) a ( 1 )] rot. m: - c (~of ~- cos 17) a~ [oj ~- cos TJ m:" - 8 TJ ~oj ~- cos TJ m:; · 
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§ 2. Beispiele zur Trennung der Veränderlichen. 

Im folgenden sollen die Ergebnisse des BERNOULLischen Ansatzes 
der Trennung der Veränderlichen für einige wichtige Fälle zusammen­
gefaßt werden. 

Dies Verfahren wird nachstehend durchgeführt für folgende Diffe­
rentialgleichungen: 

l. Wellengleichung: 
1 821p 

L1"1' = caßt2• 

2. Wärmeleitungsgleichung: 
·1 a'P 

L11p = a2 at' 

Versucht man die Lösung 1p (x, y, z, t) dieser beiden Differential­
gleichungen in der Form eines Produkteszweier Funktionen F(x, y, z) 
und X (t) darzustellen, wobei F nur von den ·Raumkoordinaten xyz 
und x nur von der Zeit t abhängen soll, so ergibt sich für X (t) 

im Falle der Wellengleichung: 

X (t) = e±ikct, 

im Falle der Wärmeleitungsgleichung: · 

x(t) = ~k·a•t, 

während sich zur Bestimmung von F(x, y, z) in beiden Fällen die Diffe­
rentialgleichung 

ergibt, wo k eine beliebige Konstante ist. Mit der Bestimmung von F 
aus obenstehender Differentialgleichung ergibt sich dann die Lösung 

"''= F(x, y, z) x(t). 

Werden an Stelle der CARTESischen Koordinaten xyz beliebige krumm­
linige orthogonale Koordinaten u, v, w eingeführt, so wirdFeine Funk­
tion der neuen Koordinaten u, v, w und die Schwingungsgleichung 
geht in eine solche mit u, v, w als unabhängigen Veränderlichen über. 

L1 F(u, v, w) + k2 F(u, v, w) = 0. 

Unter der Voraussetzung F(u, v, w) = /1 (u) /2 (v) /3 (w), (d. h. die ge­
suchte Funktion F lasse sich als Produkt dreier Funktionen /1 (u); 
f2 (v); /3 (w) darstellen, von denen jede nur von einer der drei Variablen 
u, v, w allein abhängt), werden im folgenden für einige spezielle Ko­
ordinatensysteme die Differentialgleichungen denen fdu), /2 (v), /3 (w) 
genügen müssen, sowie linear unabhängige Lösungen jeder dieser drei 
Differentialgleichungen angegeben. 
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Zylinderkoordinaten (e, q;, z), u = e, V= q;, w = z. 

wo cx und fJ, beliebige Konstanten sind. 

I - e±i!HP 
2- ' 

Ia = e±icu, 
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Ebene Welle und Kugelwelle lassen sich durch Partikularlösungen 

der Schwingungsgleichung in Zylinderkoordinaten folgendermaßen aus­
drücken: 

(X) 

Ebene Welle: eikecosr = Zimemfm(ke) cosmq;, 
m=O 

für m 2: l. 
K ugelwelle: 

co +oo 

ei;R = ~ ~ em cosm (q;-q;0) J J m(e yk2-_cx2) H;,.(e0 fk2-cx2) e-ia.iz-zol dot 
m=O a.=-oo .. 

fur e < eo, 
, oo +oo 

= ; ,17 em cos m (q;-q;0) J J m(eo fk2-cx2) H;,.(e fk2-cx2)e-ia.lz-zo I dcx 
0 a.=-00 

für e >eo, 
(X) 00 

= ~ em cos m (q;-q;o) f J mCA· e) J mO· eo) e-lz-zol Vl.•-k• 11.: dAk2 
0 l=O r" -

mit R = Ve2 + e5- 2e eo cos (q;- lpo) + (z- Zo)2. 

Kugelkoordinaten (r, {}, q;) u = r; v = {}, w = q;. 

LIF+ k2 F= 0; 

_!_~ (r2aF) + __ 1 __ a__(sinf}DF\ + __ 1_aap + k2F- 0 
r2 a r a r r2 sin 11 a 11 a 11 I r2 sin a 11 a 9'2 - , 

F = /1(r) l2({}) fs(q;), 

_!_ dZ(r / 1) + (k2 _ ~·(v + 1)) f = O 
r drZ r2 1 ' 

sin2{} ~~: + sin {} cos {} ~~ + [v(v + 1) sin2{}- tJ-2] 12 = 0; 

12 ({}) = P~ (cos {}), 

la(q;) = e±i!''P. 
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Darstellung von ebener Welle und Kugelwelle durch Partikularlösun­
gen der Schwingungsgleichung in Kugelkoordinaten. 

Ebene Welle: 

eikrcosßo = v2nk t(2n + 1) i" f~ln+Y.(kr) Pn(cosD). 

Kugelwelle: 

für r < r0 

für r > r0 

mit 

R = yr2 + r~- 2rr0 cosy; cosy = cos1Jcos1J0 + sin Dsin 1J0 cos {tp-tp0}, 

n 
~ (n-m)l m 

P 11 (cos y) = L; em (n + m) 1 P n (cos D) P,:'(cos 0 0) cos m (tp- tp0). 
m=O 

Koordinaten des parabolischen Zylinders (~, 'fJ, z); u = ~' v = 1], w = z. 

LJF+kllF=O; :;+:~+(~ll+'f/2)::~ +k2(~ll+'fJ2)F=O, 
F = !1 (~) f2 (17) fs (z), 

::: + (Ä. + l2 E2) 11 = 0; (l2 = k2 - <X2); 11 = D-(l+H)/2t[± E l'l (1 + i)]' 

:~: + (-Ä. + l21]2)f2 = 0; 

d•fa -- <XIlf • 
dz• - a• 

Darstellung einer Zylinderwelle: 

o+ico 

/ 2 = D-<t-H>I2t[± 1J yl (1 + i)], 
fs = e±iotz. 

Ho<2l ( k ;•~ 171) = n•~ f D~ [(1 + i) E yk] D_~_1 [(1 + i) 1J.fk] x 
a-ieo 

x r(- ;)rC~v)dv, 
v=a+i-r; -1<a<O; Re(iE2 k):2:0; Re(i172 k):2:0. 

Parabolische Koordinaten (E, 1J, tp); u = ~, v = 'fJ, w = tp. 

LIF+ k2 F= O; 

o•F +_!_oF +o1F +_!_oF+W+172)o2F +k2(E2+ ll)F=O 
o~• ~ o~ 017 2 TJ oTJ ~· 17• orp• YJ ' 



§ 2. Beispiele zur Trennung der Veränderlichen. 

F = l1 m l2('f/) la(q;) • 

d2ft + _.!._ dtl + (k2 ~2 -"s +;")I = o. 
d~2 E dE E2 1 ' 
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11 = ~f•e±ikE"/21F1(- !~ + f~!; p. + 1; =F ik~2), 
bzw. 11 = ~-1 wl./4ik,,u/2(ik~2). 

d2f2 + _.!._ df2 + (k2'YJ2 -"2- ;")I = o· 
d'Tj2 'T} d'Tj 'T}2 2 , 

12 = 'YJ''e±ik7J"/21F1 (!~ + e__t_!; p. + 1; =F i k 'Y/2), 

bzw. 12 = 'Yj-1 wil./4k, !•/2 (i k 'Y}2). 
d2f _a -- u2f . I - e±ill<p drp2 - r 3 • 3 - · 

Im Falle k = 0; LJF = 0 (LAPLACEsche Differentialgleichung) 

l1 = 8Jyi ~), l2 = 8!J.(i yi 'fJ), Ia = e±i,ucp. 

Koordinaten des elliptischen Zylinders (~, 'fJ, z). 

LJF+ k2 F= 0; 
02p 02p c2 · 02p c2 
aEs + 0 'TJ 2 + 2 (lrof 2~- cos 2'Y}) 'äZ2 + k 2 2 (lrof 2~- cos2'f})F = 0, 

F = l1 (;) I2('YJ) Ia (z), 

d2f [ c2 J d~2~ + - ;" + 2 (k2- Ot2) lrof 2 ~ lt = 0, 

:~: + [ ;"- ~ (k2 -Ot2) cos2n] 12 = o, 

d2fa - 21 
(iZ2- -IX 3• Ia = e±iaz. 

Die Differentialgleichungen für / 2 und /1 sind die sogenannten MATHIEU­
schen Differentialgleichungen, ihre Lösungen die MATHIEUschen Funk­
tionen. 

Die Differentialgleichung für 11 folgt aus der für 12 , indem an Stelle 
von 'fJ der Wert i; gesetzt wird. Das entsprechende folgt auch für die 
Lösungen der beiden Differentialgleichungen. Näheres hierüber: STRUTT: 
LAMEsche und MATHIEUsche Funktionen. 

Elliptische Koordinaten (~, 'fJ, q;) (gestrecktes Rotationsellipsoid). 

LJF + k2 F = o; aat; l (~2 -1) ~;] + 0°'TJ [(1-?72) ;~] + 
+ (-1- +_I_) iJ2F + k2c2(~2- '>'~2) = 0 

l-'f}2 !;2-l iJrpl ., ' 

F = ft m l2(17) la(q;}, 
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d~ [(1- ~2) :~~] + 11 ( -1!:._2!;2-k2c2~2 + ;.) = 0; 

~ 1(1- 'Y/2) df2J + 12 (-1-- k2c2 r~2 + ;.) = 0. 
d'Yj L d'Yj 1-'Yj2 ., • 

Ia = e±ipcp. 

Im Falle k = 0 (LAPLACEsche Differentialgleichung) ergibt sich mit 

Ä = v (v + 1) 

l1 =~~(e) bzw. O~(e). /2 =P~('Y)) bzw. Q~(rJ}. l 3 =e±if''P. 

Für k 9= 0 sind die Differentialgleichungen für ft und 12 die sogenannten 

LAMEschen Differentialgleichungen, ihre Lösungen die LAMEschen Wel­
lenfunktionen. 

Näheres hierüber siehe STRUTT: LAM:Esche und MATHIEUsche Funk­
tionen. 

Elliptische Koordinaten (t 'f}, q;) (abgeplattetes Rotationsellipsoid). 

LlF + k2 F = 0; ~[(1 + ~2) oFJ + ~ [(1- rJ2) oFJ + 
at; at; a'YJ a'YJ 

ß2F ( 1 1 ) 
+acp2 1-'Y/2-1+1;2 +k2c2(~2+rJ2)F=O, 

F = t~m f2('YJ) la(q;). 

d~ [(1 + ~2) :~~] + 11 (1~2!;2 + k2c2~2-,l) = 0, 

~ [(1- r~2) d/2] + 1 (-1_ + k2c2'Y)2 + ;.) = 0 
d'Yj ., d'Yj 2 1- 'Y/2 • 

d2fs -- 21 
dcp2 - ft 3• 

Die Differentialgleichungen für /1 und /2 sind wieder die LAM:Eschen 
Differentialgleichungen. Die Differentialgleichung für /1 folgt aus der 

für / 2 , indem an Stelle von rJ der Wert i ~ gesetzt wird. 

Für k = 0 (LAPLACEsche Differentialgleichung) ist mit Ä = v (v + 1): 

11 = \:ß~(i ~) bzw. 0~ (i ~). / 2 = P~('YJ), Ia = e±ii•'P. 

Toruskoordinaten (;, 'f}, q;); u = ~. v = 'Y), w = q;. 

a ( elin t; a F) a ( elin t; a F) 
L1F+k2 F=O; + + 

ol; !!oft; -cos 'YJ ß[ O'YJ !!oj I;- coS1} O'YJ 

()2F 

a cp2 k2 c2 @)in I; 
+ @)in I; (!!oj I;- cos 'Y}) + (!!oj t;- co51))ä = 0 · 
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Diese Differentialgleichung ist für k =l= 0 nicht separierbar. Für k = 0 
(LAPLACEsche Differentialgleichung) folgt: 

LIF=O; o ( @lin; oF)+ o ( @lin~ oF)+ 
ä1" \tof ~- cos 7J o; 01j \tof;- cos 7J 01j 

I o2F 
+ @lin ~ (\tof;- cos 7J) oq;1 = 0 · 

Wird als neue Variable ~of ~ = s und F = f~of ~- cos 'YJ g (s, 'fJ• tp} 
gesetzt, dann ist 

~[(s2-I) og]+o2g +ß_+_l_o•g -o os os 01j2 4 s•-I oq;2 - • 

Ia = e±i~'1, 

I - e±i~"' s- . 

Anhang zum neunten Kapitel. 
§ 3. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Im folgenden werden einige Formeln zusammengestellt, welche bei 
der Behandlung gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung von Nutzen sind und daher vor allem in der Theorie der 
hypergeometrischen Funktion, der Kugel- und Zylinderfunktionen 
vielfach angewandt werden. 

Die unabhängige Variable wird weiterhin mit x oder mit t bezeichnet; 

eine Ableitung nach x wird durch einen Strich (y' =::),eine Ableitung 

nach t durch einen Punkt (:~ = v) bezeichnet. Größen mit dem Index 

Null (x 0 , y 0 , y~, c0 • •• ) sind Konstanten. 
Die Differentialgleichung 

y" + a(x) y' + b(x) y = 0 

besitzt zwei linear unabhängige Lösungen ''h (x) und 'YJa (x); ihre all­
gemeine Lösung lautet 

y = c0 'YJ1 (x) + c~ 'YJa (x). 

Zur Abkürzung werde weiterhin eine Funktion A (x) mit 
d 
dxA(x)=a(x) 



160 Koordinatentransiormationen. 

eingeführt; wenn a (x) bei x = 0 stetig ist, sei insbesondere 
:1: 

A (O) = o, A (x) = f a (~) de. 
0 

Die inhomogene Differentialgleichung 

z'' + a (x) z' + b (x) z = I (x); 

besitzt dann die bei x = 0 nebst ihrer ersten Ableitung verschwindende 
Lösung 

1 :1: :1: 

z = D [1h (x) f 'Y)2(e) Im eA<~> de -1]2(x) f "lt (~) /(e) eA<e> dE] 
0 0 0 

mit 
D0 = 'Y)1(0) 'Y)~(O)- 'Y)2(0) 1]~(0). 

Für die "WRONSKische Determinante" 'Y);'Y)1 - 'YJi. 'Y)2 der Lösungen 'Y)1, 'Y)2 
der homogenen Gleichung gilt: 

'Y)1(x) 'Y);(x)- 'Y)2(x) 'Y)~(x) = D0e-A<x>. 

Mithin erhält man aus einer Lösung 'Y)1 eine linear unabhängige in Ge­
stalt von 

Substitutionen. Setzt man 

y (x) = h(x) W(x) 

mit der gegebenen Funktion h, so wird 

y'' + a(x) y' + b (x) y = h W" + (2 h' + h a) W' + (h" + a h' + h b) W. 

Wählt man insbesondere 
h(x) = e-lA<x>, 

so wird ha + 2 h' == 0 und die Differentialgleichung für y geht über 
in die Differentialgleichung für W: 

Setzt man 

W"+ (b- ~- ~2) W= 0. 

y' w=y-, 

so genügt w der RrccATischen Differentialgleichung 

w' + ro2 + a w + b = 0. 

Führt man eine neue unabhängige Variabletein durch 

X= cp(t), 

so wird. mit rt(t) = a(cp(t)), ß(t) = b(cp(t)) 

y" + a y' + b y = ;. [Y + ( rt ip- :) y + ß fp2 y] . 
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Sätze über die Nullstellen der Lösungen. Es sei e (x) eine reelle Funk­
tion der reellen Variablen x. Die Differentialgleichung 

u'' + e (x) u = 0 

besitze die linear unabhängigen Lösungen u1 (x) und u2 (x). Dann gilt: 
Zwischen zwei benachbarten Nullstellen von u1 (x) liegt genau eine Null­
stelle von u2 (x). -Es sei weiterhin u eine nicht identisch verschwin­
dende Lösung. Dann gilt: Wenn e(x) in einem Intervall Co~ X~ Cl 

stets kleiner oder gleich Null ist, so besitzt u in diesem Intervall höch­
stens eine Nullstelle. Wenn für c0 ~ x ~ c1 durchweg f2 > 0 ist und 
zwei positive Konstanten m und M existieren, so daß 

m2 < e (x) ~ M 2 

ist, so gelten für die Koordinaten x1 und x2 benachbarter Nullstellen 
von u die Ungleichungen 

:r < lxll-xll::;;: · 
Setzt man 

so besitzt u im Intervall c0 ::;; x < c1 mindestens so viele Nullstellen wie 
die Funktion 

cos [(x- c0 - <5) m] 

und höchstens so viele Nullstellen wie die Funktion 

cos [(x- c0 - <5) M]. 

Abhängigkeit von einem Parameter. Es sei Ä ein Parameter, und 
es sei y (x, Ä) eine nicht identisch verschwindende Lösung der Diffe­
rentialgleichung 

y" + a (x) y' + [b (x) + Ä g (x)] y = 0, 

welche für x = 0 die festen (von Ä unabhängigen) Anfangswerte y (0, A.) 
= y0 , y' (0, A.1 = y~ besitzt. 

Ist dann für zwei verschiedene Werte von Ä = Ät und Ä = A.2 und 
einen festen Wert von x0 =1= 0 sowohl y (x 0 , A.1) als auch y (x0 , A.2) gleich 
Null, so besteht die Orthogonalitätsrelation: 

a:o 

f g(E) y(E, Ä1) y(E, Ä2) eAWdE = 0. 
0 

Setzt man i)y 
a;. = h(x, Ä), 

so ist der Wert von h an einer Nullstelle x 0 von y gegeben durch 
a:o 

i)y(x0 , it) _ e-A(a:o) J 
------h(x A.) =--- eA<a:>g(x)y2 (x A.)dx oit - 0' y'(x0, it) ' · 

0 

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sätze. 11 



Zusammenstellung der benutzten Abkürzungen. 

Es sei z = x + i y eine komplexe Größe. Dann ist 

Re z = Realteil von z = x. 
Im z 
z 

arg z 

Inz 

= Imaginärteil von z = y. 
= x- i y die zu z konjugiert komplexe Größe. 

= Absoluter Betrag von z = + fx2 + y 2• 

= Argument oder Arcus von z; sin (arg z) = 1~, cos (arg z) 
X r~+~ 

= fx2+ y2' 

= Hauptwert des natürlichen Logarithmus von z; ln z = ln I z I + 
+ i arg z mit -:rc <arg z < :rc; wenn z reell und negativ ist, wird 
stets besonders angegeben, ob arg z = :rc oder ob arg z = - :rc zu 
setzen ist. 

;(% = e"'lnz 

sgn x = Signum oder Vorzeichen der (reellen) Größe x; sgn x = + 1 
für x > 0, sgn x = - 1 für x < 0, sgn 0 = 0. 

[ x] = größte ganze Zahl, welche kleiner oder gleich der reellen Größe x 
ist. 

f (x0 + 0) = limes f (x0 + e). Grenzwert von f (x) bei Annäherung an den 
e-->0 
Punkt x0 von Werten x > x0 her. 

f (x0 - 0) = limes f (x0 - e), e > 0. 
e-->0 

f (x0 ± 0 i) = limes f (x0 ± e i), e > 0. 
e-+0 

n = 0, 1, 2, ... bedeutet stets eine nicht negative ganze Zahl, wenn 
nichts anderes gesagt ist. 

nl = 1· 2 ... n. 
0! = 1. 
(cx),. = cx (cx + 1) ... (cx + n - 1) für n = I. 2, 3, ... 
(cx)o = 1. 

( cxn) = ( _ 1)" i=_ cx),. = ~(cx -1 ) _ _: · _ _:_(~-::- n + 1). 
n! 1·2 ... n 

e,. = NEUMANNsehe Zahlen; e0 = I. e,. = 2 für n = 1, 2, 3, ... 

1F 1 (cx, ß; y; z) = Hypergeometrische Reihe 

= 1 + !!:.1!.._ z + cx (cx + 1) ß (ß + 1) z2 + . 
y1! y(y+I)2! 

= ~(cx),. (ß,.) z" . 
.:::.,; (y),. n I 
n=O 

"F. (~ .... , cx"; y1 , ... , y.; z) =Verallgemeinerte hypergeometrische Reihe (nur 
für p ~ q + I konvergent) 

00 

- 2(cxl)n •.. (cx")" z" 
- (yl)" ... (y.)" n! . n-o 



oFx (; y; .r) 

(v, n) 

(v, 0) 
17,. 
O[f (.r)] 
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für n = 1, 2', 3 .... 

=1. 
= s. Kap. III, § 9. 
= Größenordnung von f (.r). Wenn .r sich einem Grenzwert .r0 

nähert (meist ist .r0 gleich oo; der Grenzwert z0 ergibt sich stets 
aus dem Zusammenhang) schreibt man g(z) = OU'(z)], wenn 
es eine reelle nicht negative Konstante M gibt, so daß in einer 
hinreichend kleinen Umgebung von z = z0 beständig 

I g (z) I ~ M II (.r) I 
ist. 

G ß .. { Ausdrücke, die gebraucht werden, um die Ver-
="~~ gegen.. wendungsmöglichkeit von Näherungsformeln 
= " eln gegen anzudeuten. 
= "Ungefähr gleich" in Formeln ohne explizite Fehlerabschätzung, 

hauptsächlich benutzt bei Angabe des ersten Gliedes einer asym­
ptotischen (semikonvergenten) Reihe. 

= "Asymptotisch gleich". Das Zeichen wird benutzt bei Angabe 
einer semikonvergenten Entwicklung für eine Funktion. 

=Zeichen für die LAPLACE-Transformation und ihre Umkehrung; 
s. Kap. VIII, § 2. 

11* 



Verzeichnis der Funktionssymbole 
in alphabetischer Reihenfolge. 

Symbol 

B(x, y) 

B2n 

ber,. z, ber z 
bei,. z, bei z 
c 
C (x) 

C~(t) 

ce2 n (x), ce2 n+l (x) 
ce~2}, (x), ce~2}.. 1 (x) 
Ce~1~, Ce~~},+l 
Ce~2~ • Ce~2h+t 
Ci (x) 

cd u = cn u 
dnu 

cn u 
cn u 

csu = -­
sn u 

D,.(z) 

dc u = dn u 
cn u 

dnu 
dnu 

dSU=--
sn u 

el, e2, ea 
E(a., rp) 

E (k) 

E'(k) = E (k') 
E,.(z) 
Ei (x) 

Erfc (x) 

F(a., rp) 
F(a, b; c; z) 

2F 1 (a,b;c;z) 

~F• 
1F 1 (a; c; z) 

ffn (a., y, x) 

Name der Funktion 

Betafunktion 
BERNOULLische Zahlen 

}Real- und Imaginärtei~ der BESSELschen 
Funktionen von z e3'"/4 (bei reellem z) 

EuLERsche Konstante 
FRESNELsches Kosinusintegral 
GEGENBAUERsehe Funktionen (Polynome) 
MATElEUsehe Funktionen erster Art 
MATElEUsehe Funktionen zweiter Art 

}zugeordnete MATElEUsehe 
erster bzw. zweiter Art 

Integralkosinus 

Cosinus amplitudinis 

Funktionen 

{WEBER-HERMITEsche Funktionen, Funk­
tionen des parabolischen Zylinders 

Delta amplitudinis 

Elliptisches Normalintegral zweiter Gattung 

{Vollständiges elliptisches Integral 
zweiter Gattung 

WEBERSehe Funktion 
Exponentialintegral 
Errorfunction 
NEUMANNsehe Zahlen 
Elliptisches Normalintegral erster Gattung 

}Hypergeometrische Reihe 

verallgemeinerte hypergeometrische Reihe 
KuMMERSehe Funktion 
J ACOBische Polynome 

Kapitel und 
Abschnitt 

I. 
I. 

}III, § I. 

I. 
VI, § 4. 
IV, Anhang 

)
Anhang zu 

Kap. III 

VI, § 4. 

)vu §3. 

}vr. § 3. 

)"r. § 3 

VII, § 2. 
VII, § 4. 

}vii. § 4. 

VII, § 4. 
III, § 9. 
VI, § 4. 
VI, § 4. 
III, § I. 
VII, § 4. 

}
II, § 1. s. a. 
Verzeichn.d. 
Abkürzung. 

VI, § 1. 
V, § 3. 



Symbol 

g2, g3 
F(z) 
y = e• 
y(v, x) 
HP (z) 

H11> (z) ' H12> (z) 

He,.(x) 
he .. (x) 

her P (z) , hei" (z) 
her (z) , hei (z) 

I"(z) 
]"(z) 
J" (z) 

k 

k'= f1-k2 

K~k) 

K(k') = K{k) 
KP(z} 
keiP (z), kei (z) 
ker" (z) , ker (z) 
L,.(x) 
L~a>(x) 

L1a) (x) 

il [I (t)] 
li {x) 

Np(z) 
M><,p(z) 

N", 1.(z) 
1 

neu=-­
cn u 

ndu = - 1-
dn u 
1 

nsu=-­
sn u 

0 [I (z)] 

o,. (t) 
p(u) 

P,. (z) 
P': (x) 
\l!~'(x) 
\j!P (z), P" {x) 

Verzeichnis der Funktionssymbole. 

Name der Funktion 

Gammafunktion 

Unvollständige Gammafunktion 
STRUVEsche Funktion 

{ HANKELsche Funktion erster bzw. 
Art 

zweiter 

} 

HERMITEsche Polynome 
HERMITEsche Funktionen 2. Art 

modifizierte BESSELsche Funktionen 
BESSELsche Funktionen 
ANGERsehe Funktionen 

{Modul der {JACOBischen) elliptischen Funk­
.tionen und Integrale 
komplementärer Modul 

{ Vollständiges elliptisches Normalintegral 
erster Gattung 

} 
modifizierte HANKELsche Funktionen 

LAGVERREsche Polynome 
Verallgemeinerte LAGVERRESche Polynome 
LAGVERREsche Funktionen 
LAPLACE-Transformierte von f (t) 
Integrallogarithmus 
NEUMANNsehe Funktionen 

} konfluente hypergeometrische Funktionen 

NEUMANNsehe Polynome 
Pe-Funktion von WEIERSTRASS 
LEGENDREsche Polynome 

}zugeordnete LEGENDREsche Polynome 

LEGENDREsche Funktionen erster Art 
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Kapitel und 
Abschnitt 

VII, § 2. 
I. 
I. 
VI. § 4. 
III, § 9. 

}m. § 1. 

V, § 2. 
V, § 2. 

III, 1. 

III, § 1. 
III, § 1. 
III, § 9. 

}vii, § 3. 

VII, § 3. 

} VII, § 3. 

III, 1. 

III, § 1. 

V, § 4. 
V, § 4. 
VI, § 4. 
VIII, § 2. 
VI, § 4. 
III, § 1. 

VI, § 2. 

VII, § 3. 

{
siehe V erz. d. 

Abkürzun­
gen S. 163 

III, § 8. 
VII, § 2. 
IV, § 2. 

IV, § 3. 

IV, § 4. 
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Symbol 

!ß~ (z) , P: (z) 
U(z) 

{ 
a, b, c } 

P Ot, p, y,z 
at', ß', y' 

IP(x) 
!p(Z) 
!p,.(z) 

0~ (z), Q~ (x) 

0~ (z) , Q: (x) 

R.,.,,.(z) 
S(t) 
S,.(t) 
s!L;v (z) S!L; v (z) 
se1 ,.(x); se1 ,.+1 (x) 
se~llk (x) ;> s4•~+1 (x) 
Se~1~ (x); Se~1~+1 (x) 
Se~1~ (x); Se~9~+1 (x) 
Si(x) 
snu 
T,.(x) 
T:;'>(x) 
{}1 (v, t), {} 2 (v, t) 
{}3 (v, t), {}0 (v, t) 
U,.(x) 
w,.-l(z), w .. -dx) 
w ... l,(z) 
Y~(z) 

g,. (z) , z,. (z) 
znu 

Verzeichnis der Funktionssymbole. 

Name der Funktion 

zugeordnete Kugelfunktionen erster Art 
Fakultät von z 

Rl:EMANNsche Differentialgleichung 

Fehlerintegral 
EuLERBche Psi-Funktion 

{LEGENDREsche Funktionen (Kugelfunk­
tionen) zweiter Art 

zugeordnete Kugelfunktion zweiter Art 
LOMMELSche Polynome 
FRESNELSches Sinus-Integral 
ScHLÄFLische Polynome 
LoMMELSche Funktionen 
MATHIEUsche Funktionen erster Art 
MATHIEusche Funktionen zweiter Art 

}zugeordnete MATHIEusche Funktionen 
erster bzw. zweiter Art 

Integralsinus 
Sinus amplitudinis 
TscHEBYSCHEFFSche Polynome 
SoNINEsche Polynome 

}Elliptische Thetafunktionen 

TscHEBYSCHEFFSche Polynome zweiter Art 

WHITTAKERSche Funktionen 
NEUMANNsehe Funktionen 
Zylinderfunktionen 
J ACOBISChe Zetafunktion 

Kapitel und 
Abschnitt 

IV, § 5. 
I. 

Il, § 2 

VI, § 4. 
I. 
III, § 1. 

}1v. § 4. 
IV, § 5. 
III, § 8. 
VI, § 4. 
III, § 8. 
III, § 10. 

!Anhang zu 
Kap. III. 

VI, § 4. 
VII, § 3. 
V, § 1. 
V, § 4. 

VII, § 1. 

v. § 1. 
IV, § 4. 
VI, § 1. 
III, § 1. 
VII, § I. 
VII, § 4. 
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Formeln oder Funktionen, die nach dem betreffenden Verfasser benannt werden. 

ABELsche Integralgleichung 141. 
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BERNOULLische Zahlen 3. 
BERNOULLischer Ansatz 154. 
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- -, modifizierte 19. 
Betafunktion 4. 
Bildfunktion 121. 
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CAUCHY 139. 
Cosinus amplitudinis 102. 
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DEBYE (asymptotische Reihen) 23. 
Delta amplitudinis 102. 
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FERRAR s. DIXON. 
FLOQUETs Theorem 45. 
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GALLOP 34. 
GAuss (Rekursionsformeln) 9. 
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GAuss-Transformation 138. 
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- -, modifizierte 19. 
HANKEL (Reihen) 22. 
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HILBERT 139. 
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Kugelflächenfunktionen 53. 
Kugelwelle 155ff. 
KuMMER, Funktionen von 86. 

LAGVERRESChe Funktionen 94. 
LANDEN (Transformation) 104. 
LAPLACE 52. 
LAPLACEsche Gleichung 157 ff. 
LEGENDREsche Beziehung 112. 
- Funktionen 56. 
LEGENDRE (Reduktionsformeln) 113. 
Lemniskatische Funktionen 113. 
LERCH 28. 
LüMMELsehe Polynome 39. 

MEHLER 52. 
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NEUMANNsehe Funktionen 16. 
- Polynome 38. 
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- 2. Gattung lll, 112. 
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Oberfunktion 121. 
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Originalfunktion 121. 

POCHHAMMER (Bezeichnung) 10. 
PorssoN (Integraldarstellungen) 26. 

RAMANUJAN 31. 
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Sektorielle Kugelfunktionen 53. 
Sinus amplitudinis 102. 
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SoNINE-SCHAFHEITLIN 35. 
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Spektralfunktion 115. 
STIRLINGsche Formel 3. 

Tangensapproximation 24. 
Tesserale Kugelfunktionen 53. 
Toruskoordinaten 151. 

Unterfunktion 121. 
Unvollständige Gammafunktion 95. 

Wärmeleitungsgleichung 154. 
WATSON 29, 30. 
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WEBER-SONINE 35. 
Wellengleichung 154. 
WEYRICH 34. 
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