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Vorwort.

Die zunehmende Verwendung mathematischer Hilfsmittel in der
physikalischen und technischen Literatur macht ein stindiges Nach-
schlagen in umfangreichen, mitunter schwer zuginglichen Werken der
mathematischen Fachliteratur und in zahlreichen Einzelarbeiten not-
wendig. Dabei gibt es aber eine sehr groSe Zahl von Resultaten, ins-
besondere von Formeln, die sich auf geringem Raum wiedergeben lassen
und einen groBen Teil dessen ausmachen, was immer wieder gebraucht
wird und immer wieder mit Miihe zusammengesucht werden muB. Die
Verfasser hoffen, daB die von ihnen vorgelegte Ubersicht iiber die Eigen-
schaften einer Reihe von speziellen Funktionen hier von Nutzen sein
wird.

Um Unterbrechungen des Textes durch allzu viele Hinweise zu ver-
meiden, sind Zusammenstellungen der benutzten Abkiirzungen und der
verschiedenen Funktionssymbole sowie das Literaturverzeichnis am
SchluB des Buches angefiigt worden.

Alle Beweise, und alles, was zur Methode gehort, ist fortgelassen
worden. Dementsprechend sind z. B. auch die zahlreichen Darstellungen
der behandelten Funktionen durch Schleifenintegrale nicht aufgenom-
men worden, da diese wesentlich ein methodisches Hilfsmittel und
nicht unmittelbar anzuwendende Formeln darstellen und im iibrigen
in den meisten Fillen aus den mitgeteilten Formeln in leicht ersicht-
licher Weise gewonnen werden koénnen.

Der Fragenkreis der Reihenentwicklungen nach orthogonalen Furik-
tionen ist nicht beriicksichtigt worden, da dies ohne ein ausfiihrliches
Eingehen auf Konvergenz- und Entwicklungssitze wenig sinnvoll zu
sein schien; dementsprechend sind auBer einigen speziellen Reihen-
entwicklungen nur die verschiedenen Orthogonalititsrelationen an-
gegeben worden.

Die Lamfschen Funktionen sind fortgelassen und die Behandlung
der MatHIEUschen Funktionen ist auf ein MindestmaB beschrinkt
worden, da fiir diese beiden Funktionenklassen nur wenige abgeschlos-
sene Resultate vorliegen, so daf§ ihre Verwendung ein Einarbeiten in
die Methoden unerld8lich macht; gerade fiir diese Funktionen existiert



VI Vorwort.

im {ibrigen die ausfiihrliche Monographie von M. I. O. STRUTT, auf die
hier verwiesen werden kann.

Fiir freundlichen Rat und wertvolle Hilfe sind wir Frau Dr. FLUGGE-
Lotz und den Herren Dr.-Ing. FLUGGE, Professor Dr. H. GEPPERT,
Professor Dr. R. GRAMMEL, Professor Dr. H. SCHMIDT und insbesondere
Herrn Professor Dr. W. SUss zu gr6Btem Dank verpflichtet.

Dem Springer-Verlag danken wir fiir die groBziigige Unterstiitzung
unserer Arbeit.

Berlin, im Januar 1943.
Die Verfasser.
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Erstes Kapitel.
Die Gammafunktion.

Die Funktion? I'(z) ist eine analytische meromorphe Funktion von z
mit einfachen Polen an den Stellen z = —1fiirl =0,1,2,... und den

diesbeziiglichen Residuen (—“1)‘. Sie ist als solche durch die folgenden

drei Eigenschaften und die Forderung I'(1) =1 eindeutig bestimmt:
Die Funktionalgleichung I'(z + 1) = 21'(3).
I'(2) ist reell und positiv, wenn z reell und positiv ist.
Fiir reelle positive Werte von z ist (I" (2))2 < I'(2) I (2).
Westere Funktionalgleichungen:
rera—z=-=" 1’(% +z) p(L — ) =

smnz’

(Erginzungssdtze),

P Pz +2) Pz +2)... Pz + 250) = @m)s-22w¥er: T(n2)
(Multiplikationstheorem; n =2, 3,4, ...).
Insbesondere fiir # =2 und =3

Ir'eas= v—zl=n-2""’2" I'(z) I’(z + l)

r@zs) =553 I'() Iz + 5) (s + 7).
Spezielle Werte:
'n+1)=nl (n=0,1,2,...);

r)-v I )= % (%)

n=1
Ty _ ® B-1 M 91 DO,
16a%  $—1 6 T_1 98 "' T T@ _ “™

Verschicdene analytische Awsdriicke fiir I'(z):

© 1
I'(s) =frt -1t = f (ln %)"‘ 4t (Rez>0),

0

r'e bf [ Z( o Jeas,

=0

1 Vielfach wird I'(z 4+ 1) mit IT (2) oder mit z! bezeichnet und , Fakultat
von £ genannt.

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sitze. 1




2 Die Gammafunktion.

wobei # die nachst kleinere ganze Zahl der Reihe 0, 1, 2, ... zu Re (—2)
ist.

mit € = lim ( 2——1nm) 0,577215. . . ;

C heiBt ,, EuLERsche Konstante; diese wird vielfach auch mit y be-
zeichnet.

T+ Oy +1) _ JT 2 +%+n)

Tx+y+1) — Matnl+n)

(x,y4¥—1,—2,—3,...).

Es seio =27/ und n = 2, 3, 4, .. .; dann ist

e I O (e

F(l + %’)’ZF<L_2;Z> =1=3 (1 + %) (1 - ;) (1 + i—) ...

I'(x+1y) e _ 7 efvin
T T(x) =¢ ”x—}—zyﬂ[ z'y]

(x,y reell; x > 0),

I'x +iy)I'(x —1y)
T2 (%) 1 I'(x)

(%, y reell; x > 0),

rar@) v @n 1
I'(z+4+3) —n~0 Brplnlz4+n’

Ir'zre+1) 2( )a(a—l)(a—2) (a—mn) 1
Iz+a) nl 24 mn

n=0

(a reell und positiv).

dinT'(z) _ F (z)

=T wird mit ¢ (z) bezeichnet.

Die Funktion




Die Gammafunktion. 3

Es ist - -

. e-' e~et J‘ dt
- Tl e" TaF + t)'

0 h

1

=f 27 0 a (fir Rez > 0)

0

1
=—C+ 2(7 - n)’
tdt
p(2) =lnz — 2f(t’ T ) (e —

<| argz | < —),

& 1n I'(z) F(z)F"(z) I (s)
7 B | PR A )“Z<z+n>ﬂ’

y(1)=—C; p(»+ )=_C+1+§+—3“+"'+-n‘
(r=1,2,3,...),
p(E) =—C—2n2,
1 1 1 1
p(zEn)=—napt+2[l+g+4++ g
(n=1,23...; y=¢=1,78107...),

Inl'z)=(z—3)Inz—z+ —;—ln2n 12 a:;fgt/zdt
0
wobei Rez>>0 und arctgw = f , erstreckt iiber einen geradlinigen

Integrationsweg in der komplexen w-Ebene ist.

Asymptotische Entwicklung fiir I'(2) bei grofen Werten von | z|: Die
Formel von STIRLING:

In I'(z) = (z——)lnz z+—1n2n+2—1)"12——n(2n' + Ry (2).

Hierbei ist |arg z| <z, die Zahlen B,, sind die BErNoULLIschen Zah-
len, welche durch

By=1, B,=1, B;,.,=0 (firn=1,2,...),

_ 22n)!
271 (27!)2" Zkﬂn 4

1*



4 Die Gammafunktion.

oder durch o
=B, + Byt +”,_21’(—1)"+1 e
definiert sind, und es ist, mit arg z = ¢,

| Ry ()] < Fa

2N(2N — 1) |z [s¥-1 (cOS %)2 A

Hieraus findet man fiir I'(2) eine asymptotische Entwicklung, deren erste
Glieder die Formel ergeben:

— 1 1 139 1
I'(z) = et Yo [1 +15: T 588 5iss0s — 2dssszon T 0 (& 5)]

(|argz| < ).

Fiir geelle positive z ist der Fehler kleiner als das letzte noch beriicksich-
tigte Glied.

Bestimmite Integrale, die auf die Gammafunktion fihren: Man definiert
die Befa-Funktien B(x, y) durch

B(x, y) = J}' ta-1(1 — tyv-1dt

(Rex >0, Rey>0).
Es ist
I'(x) I'(y)
I'x+y)

B(x,9) B(x +y,2) = B(y, ) B(y + 2, %).

B(x» y)= =B(%x).

Fira,m=1,23,...ist

1 ntm—1\_ (m+m—1
B(n,m)=< n—1 )"( m—1 )
1
ft@-l (1 — 1% _Imry 1
g ¢+pt  I'x+y) QA+ p)p
(Rex >0, Rey > 0; p reell und positiv),
g = dt_l‘(x+1)1"(y—x)
Q+9»™—  Tly+1)
- %+ 1 r—z+4+1
[
g A+e)yw™" "~ 2 I'(y +1)

x_i+—1; ‘Rex > —1; Rey>—1),

(Rez>0; Rey > Re



Die Gammafunktion.

<]

J‘ r(x+y+1>
e 1 x
p e—at® p Jt — ST T

(Rea>0, Rex >0, Rey> —1),

+1
f(l k) il Sl il PR POPY §f C) B {6
J (1 + Byz+v I'(x+y)

(Rex >0, Rey>0),

r(£9)r(52)

X

(1 — =) Wit = —
r(t+5-5)

(%,y reell; x>0, y>1),

7f2
. _ F ] re+1)Ir@2y+1)
JISInS,,(p cos’ @ dQ = giimm F+1)Ir(y+0DI#+y+1)
0
_Te+pr'iv+4
2I'x +y +1)

(Rex > -1, Rey>—1),

72
_ Lt 1)
TR e )
0 2 ?
sin #¢ r—y) =y
f Iz dt = A 08y
0

(#, v reell und positiv; 0< y < 2).

00

fcosxtdt _Tra—y sin ™Y

w x1-y 2
0

(x,y reell und positiv; 0 <y < 1),

0

f@oi (294 1, _ ga0-a [+ 9) I'x —9)
J @i T T'(2%)

(Rex>|Rey|; Rex>0),

7[2 n/2

in*stdt = *s g t=____l__ 1
fsm fcos d 6]’2::’11’(4)’



6 Die Gammafunktion.

1 1 -
6[ y% = 2n3‘1/e-2‘/a r (%“) #Tt‘,; = ,,V;;/. I (—;—) :
1
p }fll—i—;t‘ - 41/1271112(%)’
1
Jrmtt =3 [v(57) —v(3)]
(Re x> 0),

1
L ]__ y
f’ L=t — pia +9) — p(x)

(Re{(x+v9)>0, Rex>0)),

(Rex >0, Rey > 0).
Erginzungen:
Inl'(z) =(2—3Inz—2+in2x+
1r1 v 1 2 v 1 3 v 1
tel et ri e tas Sttt
(|argz| < =),
241
[mr¢)dt=zmmz—z2+3n2ax
2
(geradliniger Integrationsweg; | arg z| <m).

Einige bestimmie Integrale fiir die EULERsche Konstante:

o 1
C= —fe—tlntdz= —fln(ln{_)dt
0 o

= Jle = e



Die hypergeometrische Funktion. 7

Integrale mit der Gammafunktion im Integranden treten hauptsach-
lich bei der MELLIN-Transformation auf; vgl. Kap. VIII, § 4. Hier ist
noch anzumerken:

+
f ette ds o |ReosHIE pite-w  fiir |t <a
I'p+s)I'(y — ) I'(p+v—1)
0 fir [¢|>an
(treell; Re (v + u) > 1).

-— 00

Zweites Kapitel.
Die hypergeometrische Funktion.

§ 1. Die hypergeometrische Reihe.

Hypergeometrische Funktionen werden die Losungen der hypergeo-
metrischen Differentialgleichung

z(l—z)%+[c—-(a+b+1)z]%———abu=0

genannt; eine bei z =0 regulire Losung dieser Differentialgleichung
wird gegeben durch die hypergeometrische Reihe
a(@+1)b(b4 1) 22

ce+1) 2!
Die hypergeometrische Reihe bricht ab, wenn 4 oder b gleich — »
(n=0,1,2,...) ist.

Wenn ¢ = —#, ist die Reihe wegen des Verschwindens der Nenner
vom # 4 2ten Gliede ab nicht definiert, sofern sie nicht wegen a oder b
gleich —m (m <n, m =0, 1, 2,...) abbricht.

Es gilt aber:

. F(a,b;c; 2)
T
_a@a+1)...(a+n)bd+1)...(b+n)* Flatn+1,b+n+1; nt2;2)
- (n + 1
n=0,1,2,...).
Falls a, b, ¢ von Null verschieden und keine negativen ganzen Zahlen

sind, ist der Konvergenzkreis der hypergeometrischen Reihe der Einheits-
kreis | z| = 1. Es gelten dann folgende Konvergenzbedingungen :

1>Re(@+b—c¢c)=0 Konvergenz auf dem ganzen Einheitskreis
mit Ausnahme von z = 1.

% =F(a,b; c;z)=1+a—;%+

Re(a+ b —¢) <0 (Absolute) Konvergenz auf dem ganzen Ein-
heitskreis einschlieBlich z = 1.

Re(a+b—c¢)=1 Divergenz auf dem ganzen Einheitskreis.



8 Die hypergeometrische Funktion.

Fiir z = 1 ergibt sich im Falle Re(z + b —¢) <0

I'(¢) I'(c —a — b)
F(a,b;¢; 1) = Te_a T b

Fir die Ableitungen gilt:
B Fat1,0+150+1;2,

dz
#F _ a(a+1)b(d +1) , _
W“—WJ—T)—F( a+2,b+4+2;c+2;2).
Darstellung elementarer Funktionen durch hypergeometrische Reihen:
A+ =F(=nm 1;1; —s),  F(E2 1% 3, 5) _dabacms),
= ;25 — ( n, 3. ) _sin(rarcsing)
In(l+%)=2F(11;2 —%, F(l+3, 1-5; 2,x) T
arcsin ——xF<2 , % -z— x’) F(%, —; ; x’) == cos(narcsinx),
3 142 1— 1 cos(narcsiny
arctgx =xF(?,l;?; ——x*), F( 3 ,——2———; —2—;x"’) =ﬁ——)
sinnxy =mnsin xF(l_;”, 1—;—?; g—, sin’x) s
_ » Sinx n l4n, L1
eno—(260f %) @ZoixF<1 2.3 ,1+n,@oi,x),
coSn X = F(—;-, ——;-; —;—; sin’x),
_ +nl—n 1 .,
cosnx_cosxF< 5 g 5 g Sin x),
= . _rl=m 1. e
cosnx-cos"xF( 5 "5 g tg x),
1+x 3.
In(;75)= 2% F( 155 7).

Fiir die hypergeometrische Reihe existiert folgende Integraldarstel
lung:

F(ab;c;2) = r(T)r”(?“b‘)j b-1(1 — f)e-d-1(1 — ¢t z)-2 dt
(Re(c) > Re(b) > 0).
Transformationsformeln fiir die hypergeometrische Funktion:
Fa,b:c; 2)=(1— z)-GF(a, c—b;c; ;—i—l>
=(1— z)"’F(b, c—a;c; z_i"i>
=(1—2¢9%2F(c—a,c—b;c;2),



§ 1. Die hypergeometrische Reihe. 9

I'e)I'(c —a — b)

F(a,b;c;z):P(G a) T(c = F(a,b;a+b—-c+1;1—z)+
b —
+(1_z)c—a—b%v)F(c —a,c—b;c—a—b+1;1-2),
') I’
F(a,b;c; 2)= I’((:))I’((t (—z)"“F(a d—c+a; 1—b4a;. )+

I'(e)I'(b — N ) .
+ T e =0 ( z)bF(b,l—c+b,1_a+b,_z_),

F(a, b; 2b; z)=(1—52—)’“1«‘[;,ﬁl b+3i (5)]

(1+z)aaF(a a+——~—b b+_ za) - (a b; 2b,(1+3),) (Gauss),
1+2)?%@F(2a,2a+1—c;c;2) =F (a, a4+ ~;—; c; (liz)’)(GAUSS)

F(a, b; a+b+%; sin’z?) =F(2a, 2b; a+b+ ; sin?—- )(KUMMER)
Rekursionsformeln von GAauss.

¢F(a,b—1; c;2)—cF(@a—1,b;¢;2)+ (a—b)zF(a,b;c+1;2) =0

c(@a—b)F(a,b;c;2)—a(c—b)F(a+1,b;¢c+1;2)+

Jb(c—a)F(a,b+1;¢c+1;2) =0
c(c+1)F(a,b;c;2)—c(c+1)F(a,b;c+1;2)
—abzF(a+1,b+1;¢4 2;2) =0

cF(a,b;c;2) —(c—a)F(a,b+1;¢c+1;2) —
—a(l—2)F(a+1,b+1;c+1;2) =0
cF(a,b;c;2)+(b—c)F(a+1,b;c+1;2)—
—b(l—2)F(a+1,b+1;¢c+1;2) =0
c(c—bz—a)F(a,b;c;2)—c(c—a)F(a—1,b;¢;2) +
+abz(l—2)F(a+1,b+1;¢c+1;2) =0
clc—az—b)F(a,b;c;2)—c(c—b)F(a,b—1;c;2) +
+abz(l—z)F(a+1,b+1;¢c+1;2) =0
cF(a,b;c;2)—cF(a,b+1;¢c;2)+azF(a+1,b+1;¢c+1;2) =0
cF(a,b;c;2)—~cF(a+1,b;¢c;2)+b2F(a+1,b+1;¢c+1;2) =0
cla—(c—b)z}F(a, b;c;2) —ac(l—2)F(a+1, b;¢c; 2) +
+(c—a)(c—b)zF(a,b;c+1; 2) =0
c{b—(c—a)z}F(a,b;c;2)—bc(l—2)F(a,b+1;¢;2)+
+(c—a)(c—bzF(a,b;c+1;2) =0
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clc+1)F(a,b;c;2)—c(c+1)F(a,b+1;c+1;2)+
+a(c—0b)zF(a+1,b+1;¢c+2;2) =0
clc+1)F(a,b;c;2)—c(c+1)Fa+1,b;¢c+1;2)+
+b(c—a)zF(a+1,b+1;¢c+2;2) =0
cF(a,b;c;2)—(c—b)F(a,b;c+1; 2)—bF(a,b+1;¢c+1;2) =0
cF(a,b;c;2)—(c—a)F(a,b;c+]1; 2)—aF(a+1,b;c+1;2) =0

Die hypergeometrische Reihe 148t sich verallgemeinern ; man schreibt
in der Bezeichnungsweise von POCHHAMMER:

Pty ooy B ooy Bes 2) = 2'((?1)): ~ ((;:;,. al

mit
@p=al@+1)...a+n—1); a=1,

In dieser Schreibweise wird F (a,b;c;2) = ,F, (a,b;c?z); ferner
wird z. B.:

e* = ,F,(B; B; 2),

(z)

1 .
etz],(z) = I’(—v-l——l)lF1<v + 5 2v+1; 21z),

1 1 1—2
sBﬂ()_iz-*_—l;’;I’(l )zF1< v;”‘f‘l;l—‘ﬂ;T):
Lot
DF(z) = er® Iy + p+ 1) I'(§)(#* — 1)’
2v+1 P(‘V _|_ _g_) Zy+u+l
+nr+2 v+,u+1
sz ( 9 ) 2 +‘“: pry > ’
K (%) = % 1( %, %; 1; kz) Vollstindiges elliptisches Integral
1. Gattung,
E(k) = 2Fl( 5 2 ;1 k“‘) Vollstiandiges elliptisches Integral
2. Gattung.
Differentiationsformein.
(@), x%1,F (a +n,b; c; ) = [x“+”—1 Fi(a, b; ¢; x)],
(a)(,;)(b)nzFl(a+ n,b+n;, c+n;x = i ,.zF (a,b; c; %),

(¢ — n), 203" ,F (a,b; c—mn;x) = ddxn [xe-1,Fy(a, b; c; %)],
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(c —a),x1(1 — x)““’—”—” Fi(@a—mn,b;c; x)

dx" [xc—a+n—1 (1 x)¢+b-c 2F1 (a’ b; c; x)] ,

(¢ — n),x0 (1 — x)atd—on F(a—n,b—n;,c—n;x)
dan .
= o 71 (1 — )82 ,F, (a, b; c; )],
(f:_“z:)Lbﬁ(l — x)at-e-n F (a, b; ¢ + n; %)

= 2 [ — %)#" F/(a, b; c; %)),

(=1 (@l —? (:c))"(a— bh(l — %)91,F, (a+n,b;c+n,x)

= 2 [0 — x)#+1 Fy (a, b; 65 %),
(c —n),x-t (1 —xP°,F (a—mn,b;c—n;x)

= d%[x”‘l(l — xp-c+n F (a, b; c; x)].

Erginzungen.

Fiir die Funktion ¢F, existiert eine Transformationsformel von
WHIPPLE

oFo(a,b,c;a—b+1,a—c+1;2)
+1 —4z
=(l—z)-°sF2<%,aT,a—b—c+l; a—b+1,a—c+1; g z),)
Es ist
sFefa,b,c;14+a—b,14+a—c;1)
1‘(1+%) F(l+a—b)[‘(l+a—c)1"(l+%—b—c)

_r(1+a)r<1 +£;_—b) I’(l+%—-a)1’(l+a—b—c).

Einige Integralbeziehungen:
r —
oFi(a,bic;2) = I’(A—)I‘@“T)f (1 — %), F (a,b; A; x2)dx

(Rec>Reld>0; |arg(l —2)| <m; 2+1),

. . 1 Ty I'(n41) cosng dp
2Fl(v,‘n—i—v,n-l-1,15”)-—2—&4" T ) f(l—2tcosq)+t')"

rn=0,1,2,...; v=+0,—1, —2,...).

Asymptotische Formeln: Uber das Verhalten von ,F, (a,b; ¢; z) bei

groBen Werten von vgl. G. N. WATsoN (s. Literaturver-
zeichnis).
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§ 2. Die RIEMANNsche Differentialgleichung.

Die hypergeometrische Differentialgleichung ist ein Spezialfall der
Riemannschen Differentialgleichung.

o l—a—o , 1—f— 1—y—y1d
e e O et ) LN

2—a z2—b z2—C
aa'(@ —b)(a—c) , A —c)b—a)  yy(c—a)c—2b) u
+[ z2—a + z2—b + z2—¢ ](z—a)(z—b)(z-—c)=0‘

Die Koeffizienten dieser Differentialgleichung sind singulir an den
Stellenz=a; 2 =b; 2z =c.

o, a'; B, v,9' nennt man die zu den Polen q, b, ¢ gehérigen Expo-
nenten.

Die Exponenten miissen folgende Nebenbedingung erfiillen

a+o +B+pf+y+y =1

. Die Differentialgleichung fiir # pflegt man durch folgendes Schema
darzustellen:

a b ¢
4u=Pja B y z;.
“’ ﬁ/ y’

Sonderfille der RiEMANNschen Differentialgleichung: Die hyper-
geometrische Differentialgleichung

z(l-—z)%—l—[c—(a—l—b—l—l)z]%——abu:O

wird dargestellt durch
0 o 1
u=P{ 0 a 0 z
l—¢c b c—a—0»
Die sogenannte ,veraligemeinerte”* hypergeometrische Differential-
gleichung

z z—1 z2—1
wird dargestellt durch:
0 c© 1
u=Pia B y 2.
a’ ﬂl yl
Die Differentialgleichung der zugeordneten LEGRENDREschen Poly-
nome % = PP (2)

d2u du

1 —z’)w~2za+[‘%+“("+”]“=°
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ist gegeben durch:

0 © 1

1 1o 1

=P -—'2” 2 1—22
1 1 1 1
ThTy " 3

Die mit den zugeordneten LEGENDREschen Polynomen P (z) zu-
sammenhingenden Polynome C* (z), gegeben durch

(1 —2hz+ h)~#= S Ch(z),
0

erfilllen die Differentialgleichung

—1 o 1
u=Pig—p nt2p 3—p 21,
0 -—n 0
Die Differentialgleichung der konfluenten hypergeometrischen Funk-
tion
ddu  du $ —m? k
R T LR
ist gegeben durch folgendes Schema:
0 oo c
u={3+m —c ¢c—Fk zp;mitlimc—>o0.

i1—-m 0 k

Transformationsformeln fiir RIEMANNS P-Gleichung:
Es gelten*folgende zwei Transformationsformeln:

a b ¢ a b ¢
C::)k(zf;—:bi)lp « By zy=Pla+k f—k—1 y+1 z,
“'ﬁlyl M,“f—k ﬁl_k__l y’+l
a b ¢ a, b, ¢
Pia By z¢y=Pja B y z .
ml ﬂ’ yl a, ﬂ, y’
Die erste Transformationsformel sagt aus, daB, falls
a b ¢
u=Pla B y =z

o g y’

der Ausdruck

_ z — a\k z—c)l
ul_(x——b) (x—-b “
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eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit den gleichen singuliren
Punkten abc und den Exponenten a+ %, o' +k%; f—k —1; f'—k—I;
y + I, ' + I erfiillt. Die zweite Transformationsformel fithrt eine Diffe-
rentialgleichung mit den Singularititen a, b, ¢, den Exponenten «, o’;
B, B'; v, y" und der Variablen z iiber in eine mit den gleichen Exponenten,
den Singularititen a,, b;, ¢; und der Variablen z,, wobei die Variable z,
aus z durch eine gebrochen lineare Transformation

__4xn+B

T Cgfq+ D

(AD — BC +0)

hervorgeht. Die a,, b;, ¢, bestimmen sich aus den a, b, ¢ durch die gleiche
gebrochen lineare Transformation.

Lésung der RIEMANNschen Differentialgleichung.

Durch aufeinanderfolgende Anwendung beider Transformations-
formeln 148t sich die RiEMANNsche Differentialgleichung auf die hyper-
geometrische Differentialgleichung und daher ihre Lésung auf die hyper-

geometrische Funktion zuriickzufiihren.
(t—a)(c—b)

Fir 2 = —o und I = —y sowie 2, = =t —a) wird:
abec a b c
u=Pla By z =<:——_l_%>a(z_;_z)yP 0 B+at+y 0 z
o By o —a ftatyy—y
0 00 1

=(=) Gy Py 0 Brery 0 =T

«—aftatyy—y

Eine Lésung driickt sich daher nach dem Vorhergehenden folgender-
maBen durch die hypergeometrische Reihe aus:

— (Ao (Aey . . (2=a)(c=0)
w=(=3) Coo) Flat Bty at Ftys Lba—os {5,
Da die RieMaNNsche Gleichung ungeéindert bleibt, wenn die Konstanten
a,bc;a,a'; 8,8 ;y,7 in geeigneter Weise untereinander vertauscht wer-
den, so ergeben sich insgesamt 24 Losungen der Differentialgleichung,
die unter der Voraussetzung, daB die Grofen a« —a/, § — 8, y — %'
weder Null noch eine ganze Zahl sind, folgende Form haben:
Z—a\e& [z —¢ (¢=d)(s—a)

=) () Fla+B+y, a+B+y; 1+a—o; (=00,

w2 ) ek by oottt (T5),

Ug= (z—-:)a (::;)7’17(0( +8 +7’, 4 +ﬂ'+7’; 1+a—o; x:ziz::;) ’
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w= (o) () Pep b oty s ).
=t (—}0) Flp+y+a, B+v+w 148—F; o)),
SV F(B+y +a, v+ 1+B—B: (e 2))((2 ,,-))

b3

-3

I
P
N wN
[y
<
S
=
th
&

|
Ie-n
~——

= R
TN

™
||

) h
\/v

F(ﬂ-f—y +o, B+y+o; 148 —ﬂ’;(a*”)(z b))

F
I

=
[

<z——0 z—¢ (a—b)(z—¢)
w= (0 (22 F(B+y +a, fty+as 145~ gD,
u= (L) G2 Fly +a 48, y +o+63 14y =75 G
z— c)?'(z—b)ﬁ
a zZ—a

c)(z— a)

):
Gon)e—o)
=)L

F
F
F(V’+a B, Y+ 14—y G
F
F
F

) L]

R®
=}
I
TN TN

|
o 8
<>

(y tadf, y+od+B 1y —7; o= 6)(1 ~
0

=) =3
ua= (=) (2 F(y+a+8, v+a+8; 147 —7: Gooia),
o= (=2 (22 Flaty 48, wty/tps 14a—ds EZ Sea)’
thyy= (ﬁ:i)“'(:%g)ﬂF(a’wLy B, d+V+B; 1+ —a; (b 2))((2 ‘:))
u= (o) o) Fla 4y +8, w+V 485 1+a —o; Gm20=),
wa= (=8 (SO P4y +8, 4y 485 14— GZ000)
wo=(5) (S P +8 o0 v +F+as 14y =75 G2005),
= (5=3) (o) F(/ 48 +e. v+ +es 14—y 20050),
o= (5=5) (=3 Fy 48+ y 14 1y —s G200,
wo= (=) (Sl +8+ o 48+ 1y~ G2505),
wn= (=0 G2V F(B oty B4ty 148 -85 (200,
ww= (o) (2 F(taty, Bratys 1483 ¢ - e
v (o) (S P (B e +v. prd v 1488 EZ e
uu= (=0 (S F(B+a+y, Fra+y; 1444 D=l
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Die hypergeometrische sowie die ,,verallgemeinerte’ hypergeo-
metrische Differentialgleichung sind charakterisiert durchg = 0; b = oco;
c=1

In diesem Falle sind in den vorstehenden 24 Lisungen die Faktoren
der hypergeometrischen Funktion F, welche die Gestalt einer Potenz
von z — b haben, gleich eins zu setzen. Im Argument von F hat man da-
gegen den Grenziibergang b —> 00 zu vollziehen.

Drittes Kapitel.
Zylinderfunktionen.

§ 1. Definitionen, Differentialgleichung, Rekursionsformeln,
Reihentwicklung, Mehrdeutigkeit, Unbestimmte Integrale.
Die Zylinderfunktionen §, (2) sind Lésungen der Differentialgleichung
a8, , 148, v
a) s T +( _*)8’=0'

z de

Thre Abhéngigkeit von dem Parameter » wird nach N. NIELSEN gewShn-
lich so normiert, daB sie den Rekursionsformeln

2
(2a) 8,-1(2) + 8,1 (1) =="8,(2), (vel- §8, b)
d
(2b) Bt (8) — By () = 298:0
geniigen. Spezielle Zylinderfunktionen, die (2a) und (2b) befriedigen,
sind die BesseLschen, NEUMANNschen und HANKELschen Funktionen

J.(2), N, (2), HY (2) bzw. H® (2), welche auch Zylinderfunktionen 1., 2.,
3. Art he1!3en1 und durch die Reihentwicklungen

(_)“ (%,) 1
5@ = (%) Zzlr(u+l+l)—1‘(v+1)oF1(”+1 -7
(|argz| < =),

N,(x) =

sinyx [cosvn ]v(z) ]_,(2)]

1 < )ﬂ 2\ W (%)21
smw;( )Cos",ﬂzlll’(v—}-l-{—l) (2) gmm

(»=0, £1, +2,...; |argz| <a),

! Fir N, ist auch die Bezeichnung Y, sehr gebrauchlich.
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I+n

W =2 rem L (5] SLC ey 91y 3T
n-1

L) Sy
(ny=C, vgl.S.2; n=0,1.2,...; |argz| <m;
die letzte Summe =0 fiir » = 0),
N_,(&)=(—=1"N,(2); J-p(&) = (= 1) Ju(2)
n=1,2,3,...),
HP(2) =], +1N (2)
H(2) = J,(2) — iN,(2)
definiert werden kénnen. Die Funktionenpaare
HY (@), H(); J,@), N,(); J,(), J@) fir v+0, £1, +2,.

sind Fundamentalsysteme (d. h. linear unabhingige Lésungen) von (1);
ihre WRoNsKischen Determinanten (s. S. 180) haben die Werte
41 2 2 .
——, - ——Smvym.
nz nz e

(v beliebig)

Die Funktionen J,, N,, H®® sind mit Ausnahme der Funktionen J,, (2)
(n =0,41, & 2,...) nicht eindeutig, sondern besitzen bei z = 0 einen
Verzweigungspunkt. Der Ubergang zu verschiedenen Funktionszweigen
iiber (— o0, 0) als Verzweigungsschnitt hinweg wird durch die Umlaufs-
relationen

T (enmiz) = enrmi ], (a);
N, (emniz) = em*aiN (2)+ 2isinmyrcotgrm J,(2),

. —sin(m—1)vx .sinmyn
H,‘,"(e’"’”z) “nvn ) H(:.) (Z) e-yﬂ, Smyn H(ﬁ)( )’

Sin MY 71y sin (m + 1) v@ 1,9,
sinyzm H,”(5) + sinyz H,"(2),

m=41, +2, +3,..))
ermdglicht; zu diesen Formeln treten noch die folgenden hinzu:
HP (672) = —HS% (2) = —ein* HP (2),
HY (¢572) = — HS() = —enr HP (3),
HY () = HP@).
(Ein Querstrich bedeutet die konjugiert-komplexe GroBe.)

H‘:‘i) (emniz) — e¥®i

Die Funktion # = 2f*~* 8, (y2f) geniigt der Differentialgleichung
a2 d
A+ @Qa—2vf+1)25 + (B2 + (e — 29B)]u=0;

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sitze. 2
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durch spezielle Wahl von «, §,y, v ergeben sich hieraus die Losungen einer
Reihe von Differentialgleichungen mit Hilfe von Zylinderfunktionen;
insbesondere hat

é—i + 22242y = (0 die Losung v = }/E Buze <% z").

Ferner sind y = 3,(¢) bzw. y = 23, (¢¥*) Losungen von

eﬂ/z —_ ,,z

ﬁﬁ—(e“—vz)yzobzw dz,+ y=0.

Die Zylinderfunktionen von halbzahligem Index » =# + 3 mit
n=0,+4+1 4 2, ...sind elementare Funktionenl; insbesondere ist

Ji. () =VZ Elyn—z, ]_1/2 l 2 cosz

Js,(2) = Vg(}:ﬁ;z + jl;z) Too2) = V% (";_izi‘f _ zo;;) ’
Tt =) 2 [(- 143 )
T V (Creaye)

A= 2 Lo mpe =)/,

(11}2 V_ et z, ‘/s (Z) V_ etz

Allgemein ist fir n =1, 2, 3,.

]n+1/u (z) V— zn+1/g 4 *_)" sin 2 )

Man vergleiche hierzu § 3a.

Besonders einfache Eigenschaften besitzen ferner die BEsseELschen
Funktionen [, (z) mit ganzzahligem Index# =0, 1,2, . . . Sie sind iiberall
eindeutige, ganze transzendente Funktionen, die sich auf folgende Arten
als Koeffizienten von Reihenentwicklungen ergeben:

P2 = ] (z) - ;?[t" + (=" Ja(2),

pkizsing 2:[32”]“(2) cos2n P 4 1 €01 Jansr (2) sin (27 + 1) 7]

Nn=

(e,=2firn=1,2,3...; g=1)
(JacoBI-ANGERsche Formel).

1 Man schreibt vielfach nach SOMMERFELD

1ol) =Y 2 Fentels 800 =/ HBte): 0=/ 5 e
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Die Potenzen von z lassen sich linear und bilinear durch die J,(z)
ausdriicken:

L ::"él:;enjzn(z)t

(%z)mzzv(m+2n)(m+n— D n® (m=1,2,3,...),

n!
n=0
1= 2871112; (z)'
n==0 ©
2 2k 2k —1)!
z2k+f=22k+'k!(k+r)zn§‘ S S Y )

*k,7r=0,1,2,...; 2k+7>0).

Vielfach treten Zylinderfunktionen 3,(z) mit festem, von Null ver-
schiedenem Wert von arg z auf. Man hat fiir diese in einigen Fillen be-
sondere Bezeichnungen eingefiihrt, indem man definiert:

I,(z) = e=mil2 J (¢iml2z) = 8vil2 J (g-3mil2y)

(— o <arge < %-) (% <argz = n),

K, () = 5o~ HY (iz) = T e HY (i),
(——w<argz< %)

I,(2) bzw. K, heien ,,modifizierte BESSELsche bzw. HANKEL sche Funk-
tion'’ und geniigen den Beziehungen

I‘r-—l(z)  faa (2) = %i, Iy(z); Iv-—l(z) + Iv+1(z) = 2 I;’(z):

2y ,
Ko@) ~ K@) = ~ 2K, Kouq() + Kya() = —2K3(2),
K-v (Z) = Kv (Z) .
Die modifizierten Zylindérfunktionen I,(2) und K, (%) sind Losungen
der Differentialgleichung
d*u 1 du »?
St -+ 5)w=0.

z dz

Die vier Funktionen J, (2), N, (2), I, (2), K, () sind linear unabhingige
Lésungen der Differentialgleichung 4. Ordnung

aty 24y 2y 414y 2¢ +1dy 4 — 412
dzt 2z db 22 dz? 23 dz ( 24

—1)y=0.

Man definiert ferner die bei reellem v fiir reelle positive Werte von
z reellen Funktionen ber, (2), bei, (2); her, (2), hei, (2); ker,(2), kei,(2), in
2*
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denen man den Index » filr » =0 wegliBt, also ,ber” statt ,ber,"
schreibt usw., durch die Beziehungen:

ber,, () =+ i bei, (2) = J,(e£37i42),
her,(z) L i hes (2) = H,P (ex37il4z),
ker,(z) = — 5 hei,(2),  hei,(2) = 5 her, (z).

Fir ganzzahlige Werte von n =0, 1, 2,... und reelle Werte von
y > 0 ist insbesondere

Jalt V5) = (— 1) [ber, () — i bei, (7)),
HD(r Vi) = (— 1)»* [her,, (r) — i hei,, (7).
Unbestimmie Integrale.

Eine Folge von (1) und (2a), (2b) sind die fiir irgend zwei Zylinder-
funktionen 8, und Z, bestehenden Beziehungen:

Jle— g2 —25218,60 2,00 a2 =

Z
=2[BZ,(x2) B, (B2) — B, (B2) Z,(x2)]
= 2[BZ,(x2) 8,1 (B2) —xZ,1(22) B, (B2)] + (u — ) Z,,(«2) B, (B2).
Weitere Formeln in § 10 und bei R. STRAUBEL (s. Literaturver-
zeichnis).
§ 2, Additionstheoreme. Multiplikationstheorem.

Es seien 7,9 und R = }r2+ o2 — 27 cos ¢ reelle positive GroBen,
und es sei @ reell. Dann sind 7, o, R die Seiten eines Dreiecks, wobei
@ der Winkel zwischen » und g ist. Es sei ¢ <7 und y der der Seite o
gegeniiberliegende Winkel, also

r— ety

= 2y T Q7
O<y)<2) elP_ ,__eg‘q,,

k sei eine beliebige komplexe Zahl. Dann gilt fiir jede Zylinderfunktion
B, das Additionstheorem

3) ¢i*v 8, (k R) = “:J,,(k 0) 8,in(k7) €in®

n=—

(0 <e<r; k beliebig komplex),

wobei die Funktionen 8,,, die Rekursionsformeln (2a, 2b) befrie-
digen miissen; dies ist insbesondere erfiillt fiir

(1) (2)
'8v+n=]v+m Ny-l-ﬂ’ Hv+m Hv+n-

Fiir 8, = J, und ganzzahlige Werte von » ist die Beschrinkung ¢ <7
iiberfliissig. Man kann in (3) fiir 7, o, ¢ auch komplexe GroBen wihlen,
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wenn diese sich nebst R und g stetig in reelle positive iiberfithren
lassen, wobei iiberdies bestindig | gex?| < |7| zu gelten hat.
Es gilt speziell:

(3a) J,(kYr*+ o*—27rgcosq) =”§8”]”(k ) J.(kr)cosg.

(3b) H®?(k Yr* T ¢* — 2recosp) = Se, ], (ko) HE-? (k7) cosng
n=0

e<n.

Jo(2sina) = an],,( )cos2na

Ebenfalls als ,,Additionstheorem’‘ werden die Formeln bezeichnet:
k R -y l°° v+m k Y+ k

[v+—1, —2, —3,...; Bedingungen fiir 7, o, R, ¢, & wie bei (3)].
Fiir y = 0 liefern sie durch Grenziibergang (3a), (3b); fiir 8, = J, sind

sie bei beliebigen Werten von 7, g, ¢ richtig. Fiir v = } liefern sie die
Formeln:

:l:' R hd
) =35 i—__ 2@m 1) Ty (k) B, (k) P (cos )
=0

(HV bei + 7k R, H® bei —ikR).

SchlieBlich gilt das aus (4a) bzw. (4) durch Grenziibergang » —
gewonnene ,,ausgeartete Additionstheorem*:

. Y\,
gikecosp — <—2—%§> 21'” 2m + 1) Jpirs, (R0) P,u(cos @)
m=0

= 2706) S0+ m)in Jum(ke) (Ro) CY (o3 )

v+0,—1,—2,..),

welches fiir » - 0 in die JacoBI-ANGERsche Formel aus § 1 iibergeht.
Als ,,Multiplikationstheorem'* wird die Formel bezeichnet:

8.(42) = ¥ i B L 504
m=0

sie gilt fiir 8, = J, bei beliebigen Werten von A und 2, sonst nur fiir
[1 -2 <L
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§ 8. Asymptotische Entwicklungen.
a) Die asymptotischen Reihen von Hanker. Es sei:

2 __ ]2 3 __932 2 __ _
(v, my = B2 VI4Y Emwm” (2m— (»0)=1.

m=1,23..).

Dann gelten die fiir |z|>|»|, |z|>1 zu benutzenden Formeln:

E M-1

o) B2~ Ze0F [ 3+ 0217
m=0

(—m <argz < 2m),

(5b) H(2) = V—i_ {e--4) [2(212)1‘+0(|zl‘M)]

(—2x < argz < m).

60 1@ =) zoos(s=F ) [E’l(— 182 1 o[ z[-3) |-

— fsln z———~ __)[2 (-—1)'"(”(22;;1_31)—}—0(|2|'2M'1)}

(—n < argz < m).

68 N, @)= Zsin(s -7 ~ )[2(_1),,,((»2;39%”2‘_”)%
2 2
LT [2 (—1ym 82 1o jzp2
(—m < argz < m).
Fir halbzahliges v = —"j—l( =0,1,2,...) brechen diese Reihen ab

und liefern die fiir alle Werte von z giiltigen geschlossenen Ausdriicke:

1
H;}_}_,,s(z) EV Cu)( ) = V—~ gn-lgiz 2(_ 1)m ("(;:;Tm)_,

m=0

B0 =) Z 10 = | L imaess Z‘"(;L,‘i)m’”.

Fiir reelle positive Werte von z und » und 2 M > » — } ist der Fehler
beim Abbrechen der Reihen (5a), (5b) kleiner als der absolute Betrag
des ersten nicht mehr beriicksichtigten Gliedes. Fiir Werte von arg z,
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die nahe an -+ x liegen, werden diese Reihen dagegen unter Umstin-
den sehr schlecht brauchbar; insbesondere kann der Fehler fiir
| arg z | > 0 groBer als der Betrag des ersten unberiicksichtigten Glie-
des werden.

b) Die asymptotischen Reihen von Desve. Diese gelten fiir grofle
Werte von |»| und |z|. In den folgenden Formeln mégen » und x reelle
positive GroBen bedeuten; fiir den Fall komplexer Werte vergleiche
man die Arbeiten von DEBYE (s. Literaturverzeichnis). Es sei ferner
€ eine beliebig kleine, feste, reelle positive Zahl < 1. Dann gilt:

b,) Fiir1 — xi > & % == cosa die insbesondere fiir 1 — ];— > % v/

gut brauchbare asymptotische Reihe fiir H”(x), deren erste Glie-
der lauten

Hi,z) (x) -~ % eiz[cosa+ (a - %)sina] %

[ ein/4 F(%—) e3n'i/4 I'V(_g_)

x s x 32
l(ﬁ>§c05a) (—-ECOS“)

+ (1 + 57 87+ g >(—"% at

— -—COSa
2

e

b,) fiir ;v — 1>, Z = @of o, insbesondere fiir |2 — #2|Yz und
|92 — 222> 1

H (%) ~ % ¢®(0€0f0—Gino) 5

r@) 1 re
X { (—.-{C%Zn )lh - ( @Dtgz )<——g—@in'a)’/2 +

+ <128 576@: otg*o + 3456@”9' )_1’_(%1_572 +oo ]
(—%@ino‘)

by) fiir & %, |[x —v|<2'; x>1 mit ¥ —» = 4:

H (x) ~ 372 gl it {F(n) 6Ys ¢inl3 al’(v) (53 )ﬂ_

7T 4/3

R I

Hieraus berechnet sich HY (x) = H® (x) und damit auch N, (x),
Jy (%) in den Fillen b,), b,), bs); jedoch liefert b,) fiir J, (x) die Ent-
wicklung J, () ~0, da [, (x) hier von hherer GréBenordnung ver-
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schwindet als die in b,) rechts auftretenden Terme. Man hat fiir diesen
Fall die mit den Voraussetzungen von b,) giiltige Reihe zu benutzen:

J,(x) ~ é%e-z(aﬁvia— Gino) {@é:‘t_)a)m_{h (§ — —@otg’ )(3’_ ;t(i)a)%_._
3

+G% 5m@t2“+uw@mf)(£;?$5 -~}
)

c) Die Formeln von Warson und Nicorson. Die unter bg) auf-
gefithrten Formeln versagen, wenn dort | ¥ — »| mit x'» vergleichbar
wird; fiir diesen Fall, aber iiber ihn hinaus auch fiir gréBere und fiir
beliebig kleine Werte von | # — » | kann man die Formeln von WATSON
benutzen.

Es sei x reell und positiv und 7 beliebig komplex. Man setze

v=1x+ 7x'h (|z] < 2™)
‘a):(i:;—l)l/2 (—%gargw<%>.

Dann wird

Hil) (x) —_ % et nl8 e—ir{w—ws/:i—amtgw) HS}: (_%_ [__ 2 1]’/2) + 0 1 p-1 ”
H® (x) = }/3 e—inl8 giv{w—ws/3— arctgw)H(z)(; [__21].,,> + 0|

3
(——%garg(—2r)‘/g< —725; arctgw:w—%—f—%%?- . )
Der Fehler O | v~1| ist dabei fiir reelle Werte von 7 absolut genomshen
Kleiner als 24 1/2|»72].

Die DEBYEschen Formeln werden auch als ,, Tangensapproximation”,
die Watsonschen Formeln als ,,Hankelapproximation'’ bezeichnet.

Fiir reelle positive ganzzahlige Werte von v = #n gelten fir n> 1
nach NICHOLSON mit einem bisher nicht genau bekannten Fehler die
aus den Airvschen Integralen (s. § 5, S. 28) abgeleiteten Formeln:

Ja(x) - g2m/3 VZ (n — %) HY [3 M)#s}

3x Ve
W>@,
(x > n), ‘

(x>n).
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d)} Ergénzungen:
Fiir x> |»|, x reell und positiv, ist

- P)
() + J31(2) ~ ool
Fiir reelle positive Werte von » und x ist
% []J5(x) + N3(x)]

als Funktion von x monoton abnehmend fiir » > } und monoton zu-
nehmend fiir 0 <» < }. Ferner ist:

e h LR HCI S
(xzv2}),
[Ju(n2)| <1, wenn “VT—_“J_ <l. (n=1,23...)
14+§1—22

§ 4. Nullstellen. Produktzerlegung fiir J,(2).
Eine Partialbruchzerlegung.

Die asymptotischen Entwicklungen von § 3 enthalten leicht ex-
plizit angebbare Aussagen iiber die Nullstellen der Zylinderfunktionen
fiir groBBes Argument. Dariiber hinaus gilt:

Ist » reell und > — 1, so besitzt J,(z) ausschlieBlich reelle Null-
stellen. Ist s eine natiirliche Zahl oder gleich Null, und liegt » zwischen
—(2s + 1) und —(2s +2), so hat J,(2) genau 4s + 2 komplexe Null-
stellen, von denen zwei rein imaginir sind; liegt » zwischen —2s und
—(2s+1)mits=1,2,3,...,so hat J,(z) genau 4s komplexe Null-
stellen, von denen keine rein imaginir ist.

Ist » reell und > 0, und ist §, bzw. §, die kleinste, positive Nullstelle
von J,(z) bzw. J(2), so ist §, > v, j, > ».

Fiirn=0,1,2,... und m =1,2,3,... haben J, (2) und Ju,m(2)
bzw. Jaiy, und Jpime,, keine gemeinsamen Nullstellen.

Fiir reelles » = 0 ist die Anzahl der Nullstellen von K, (z) im Bereich
Rez<0, |argz| <= gleich der geraden Zahl die am nichsten an

y — —;— liegt; sie 148t sich durchy — % + % arctg (cotg v ) ausdriicken.
Es sei » beliebig, aber 4= —1, —2, —3,..., und es seien g, , fiir
n=1,2,3,... die nach wachsenden Absolutbetrigen ihrer Realteile
geordneten Nullstellen von 2= J, (z). Dann gilt fiir alle 2z die Produkt-
zerlegung
DA T
@)= I'(r+1) 1](1 1‘:,,.)'

fi=]
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Die j,, , sind dabei alle voneinander verschieden. Sind ferner ¥ und X
reelle positive Zahlen, so gilt:

2], () _ Goon ) T, Gy, o X)
527, @ P AN(XD) =N () ], (XA)]= ,§1 (2 = 1) 0 J22 )

0<x<X<1l; Rez>0)
(Formel von KNESER und SOMMERFELD).

§ 5. Integraldarstellungen.
Formeln von POISSON:
Z2\* e
J.(2)= —2 (?) j cos (z cos &) sin?” e d
Val'(v+4)
(Rey > — 1),

7[2

N,(2) = -—2:(— [f sin (z sin f8) cos?* fdf — fg—z6int@:0i2vrdt

(Rev > — %, Rez>0).
Formeln von HEINE:
[oe]
H® (z) = g~(»+1)mif2 E Ieiz@oiz @Di vrdrT
T

]
(0 <argz<m; bei »=0 auch fiir argz=0),

@
H::z) (Z) = g(v+1)xi[2 .E_J‘e-izﬁoit @oi vrdr
0

(—m < argz < 0; bei v=0 auch fiir argz=0).

Formeln fir ganzzahlige Werte von v =n =0,1,2,. ...

Ed T

] (z) — feucosa e“‘(a—-"'/z)da —_ __feucosa cosnocda
L 4
0

-

= %fcos (zsinf —np)dp,
b
72

Jaa(2) = % f cos (zsin B)cos 2n Bdf,
1]
x[2

J2nn(2) = fsm(zsmﬂ)sm(2n+ 1)Bag,

0



§ 5. Integraldarstellungen.

N,(2) = % Sin(ZSiﬂﬁ——%ﬁ)dﬂ_%e—innﬂfe—z@inr@oin(r + %‘)dr
0

0
(Rez > 0),

Ny(x) = — % rcos (xCof7)d7
b4

(xreell und positiv),

l r 1kl’a:’+t= 1- Va —szz’+t’
H(l) (khx) = P = dt, H(z) (kx) = P x—_—_" =

(R, % reell und positlv),

]O(x)=% ]ll_tsdt'

Weitere Formeln:

_ 2(3x) ( sinxt
L@ =5 01 ) 1y
1

— 3 <Rev<}; #reell und positiv),

— 22 F cosxt
N, (x) = e _Yy)['(?') (e — 1)v+1/a

—1<Rev<}; = reell und positiv),

nf2

+igrtly cos? e § et 1y P+8/2)
I'v+3)I3) sing#v+1 §
0

H:.l’ 2)(2) — e—2zcotgd 4

(Rey > —3%; Rez>0; 44 bei H®, — 1 bei H®),

K,(z) = r(ﬁx)( )fe—wvit(@mt)wt
0
(Rey > —3, Rez>0),

cosxt
o) = [t [

(a, » reell und positiv),

27
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1 %\ ©
r<i — v) <?> F2im(v—1f3) ' Lizt (42 v/
W[l-—e ’] e (©—1) s dt
1

(—3 <Rev < 3; « reell und positiv, oberes Vorzeichen bei H®,
unteres bei H®),

HE () =

c+ioo
1@ =5:(34) f T

(largz| <a; ¢ reell und positiv, Re v > —1),

—-}+ieo

I'(—s) 1 \»+2s
10 =5 | oy (37)ds

—f—too

(Rey >0, x reell und positiv),

(o]
2 [ cosxu
=‘;fua—+—z=d“
0

(%, 2 reell und positiv).

33‘7"’/4

Integrale von AIRY fiir die Funktionen vom Index %:

e )

fcos (B+tx)dt= % }/;K,,. (2"’ ad
g 313

(x reell und = 0).

Integraldarstellung von LERCH fiir das unbestimmite Integral vonm

< Tola):

% —}-H/oo
di I'(—s)x?e
Jjo(t)—t 4_711 sl’(s—{—l)d
2z —~f=to0

(x reell und positiv).

§ 6. Integralbeziehungen zwischen Zylinderfunktionen.
/2
Tu@ 1,0 = 2 Juu, 2 2c0s ) cos (u — 1) 80

0
(Re(u +9) > —1),
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Ju(R2) ], (r2)

+ /2

ut
1 2 cos # - -
?{R"”r 0 s ri) © T (£)200sO[RIGT L 7ii9]) a0

—n/2
(Re(u + %) > —1; R und 7 reell und positiv),

as +b2 X

o1 (gp) = of e T, @) T, (1)t

1
2p

(Rev> —1; |argp| <%; a, b reell und positiv),

1 L ©
Z_:‘_[—_._Iaa_*-b’:l H I{"_“_1 (z 'Vaa __l._ bﬂ) =f]'“(bt K (avt —|— z ﬂ‘+1dt
0

z (2 + )1'/2

(a,b reell und positiv; |argz|<71£; Re,u>—1),

H] (2,12 + 22) 241 p( ”
=1 - “) Jy(aq %)
j]“( ) (tz + g)mv/2 t‘u ! dt bf" n=1 [ xv ]

m
{x, b, a,,..., a, reell und positiv; &> Ya,;

n=1

[Re (m» +3m + > Rep > 03},
1 7 ad 2 + b2 y—u—1 o
g e—tm (v—pu—1z) - [V“ . :] H;?-Zp—l (y ]/aa + bg)
= f]u(b t)K (a "/t2 2) (tz — yﬂ)—vl2ﬂ4+1 dt
(Re v<1, Reu>—1, a,b,y reell und positiv, argy/ — 4=
fir £ >y; arg (® — y?)° = o fiir ¢ < y, wobei ¢ =} bzw. a:—%).

Ein Spezialfall (u =0, » = 4) dieser WaTsoNschen Formel ist die
Formel von SOMMERFELD (s. § 7).
Formeln von SONINE:

#V—#-1 eyl ] (a V22 + 23)
]v—u—-l (a x) 24 M'pu+ 1) (#®+ xa)vlz 2utidg

(a, x reell und positiv; Re(i - ——) >Reu> — 1),

FVH-1 g+l K (a}/_q-x 2utl gy

Koa @) = oG ) "y oy

(@, x reell und positiv; Reu > —1),



30 Zylinderfunktionen.

2¢P(p+ 1 plat) 24
K, ulax) = a":""‘ )f (24 x)’)" +1

(a, % reell und positiv; —1<Re» <Re(2u+ §)).
7cf2
Vet l
Jorui1(2) = 2’Tz(v—+—l) f]“(z sin &) sin#+1 @ cos?*+1 & 49
V]

(Reg> —1; Rewv>-—1),

[oed
21, gt (ttz)

HP (x) = e NOLT

(% reell und positiv),

72 . . g . 72 72
e oy s a0 - S P75

(Reug> —1, Rev > —1).
Formeln von WATSON:
]
Iv/2( ax) KV/Z( ax) f(tz rl_(:ﬂ))‘/gdt

(Re » > —1, a reell und positiv, |argx | < 32’—) ,

Jo(ax)K (ax)=

@O w+3) [, ()
(3 a) V” f(ﬂ + 4 x‘)""“/’

)

2220 +4) f et
Gartije ) @t asytnd

( Rey > — —;~, a reell und positiv,
AY

J,(@x) K, (ax) =

(Rev >— —Z—, a reell und positiv, |argx | < -4—) ,

T AN, (&) — T, (@) N, (e) = 20T g (92 Gint) ettt
M » » I3 ﬂ2 » M(
1)

(Rez>0, |Re(u—2)| <1),

7,025 N, 2L _j;_fxo (22 Gind) o2+ dt
0

(Rez> 0).
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Formel von NICHOLSON:

Jo(2) + Ni(2) = %IK0(2z Gint)Cof 202 dt
0
(Rez > 0).

Formel von DIXON und FERRAR:
Ja) + Ni() = 8°°“”fK2,(2z Gint) dt

(Rez>0; —3<Rev<}.

Formel von RAMANUJAN: Fir —m <t <z, Re(u+v) >1 und
x>0, y>0ist:

j#+§(”) Jvo E(y) itL
autE y’_ etttdg
-
(u+2)/2

2 cos —;—
= m e't(’_")lzf,u“ (V(xz e—it/2 + yz eitlz) 2c0s % t) .

Fiir alle anderen (reellen) Werte von ¢ verschwindet das Integral. Fiir
t=0, x =y wird

S Ture ) Joog () 48 = Jura(22)
(Re(u + ») > 1; x reell und positiv).

Weitere Formeln:
ctioo

1,2 _ +1 1/, 2 4 F2) =1 ZC dt
H! ’(z)],(c)_ﬁf Jeft—(2+E9) e ] ( ) ;
0
(+ bei HV, — bei H®, ¢ reell und positiv, Rev > —1, |{| < |z]),

dt

K, (K, () = —f ~1a[t+ (2 +L0)e1 | (ZC) :

(}argz[ <m, |argl|<m, |arg(z+ {)| < —I),

/2

J" (x) V f],,,_x,, (x sin &) sin"*+"2 9 49

(n=0,1,2,...; x reell und positiv),
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J“l/' ®) fjf u (% sin 9) sin*t19 9

(n=0,1,2,...; x reell und positiv),

Ji(2) = (—1)"%f]o(2zcos¢)cos2n¢d¢ =%f]o(2zsin<p)cos2n<pd(p
¢ 0

r=0,1,2,...),

BT

T2 ( zs+x=+x) T2 (k@'—;&’f) =%0f],(kzsin0)cos(kxcos0)da9

(Rey >—1, Rez>0),

d Jy(% W”+1)
Joe (‘2—) 7/2 f ALl

(Rev > —1, x reell und positiv),

Jo(2 V%) = f]o ) Jo (5) ds
0

(# reell und positiv),

I,(a%)K,(ax) = {;’_f_“ﬁtdt
0

R .
ker x = %ffl(ux)ln YTHwddu = [ Lole2de,
0 0

wjo (ux)udu
w1

ket x = -%fjl (ux)arctg uldu = —
0

§ 7. Bestimmte Integrale mit Zylinderfunktionen, insbesondere
diskontinuierliche Faktoren und Integraldarstellungen
elementarer Funktionen.

7 I'(p+v)
2 1,
Jve'“‘],y(bt) -1t = ( 7‘)['(,,_*_1) 2F1 (N‘;” .“+;’+
0

(Re(@+ib) >0, Re(@—ib) >0, Re(u+ ) >0),
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g v, @OTE+1)
fe Lwordi= SR
[}]

(Rey >—1%; Rea>|Imb|),

g . 2a@2byT(v+3)
t v+1 _
f o] = T
0
(Rey >—1; Rea > |Imb]),
dt a® 4 b*—a)"
fr“‘]v(bt) 5= Mﬁr )
by
(Rey >0; Rea > |Imbd]|),
[ _ U@ —ay
6[8 atJ (bt)dt b jor b
(Rey >—1; Rea > |Imb|),
- cos [b Jg? — a?]
7oV + %) cosatdt = Vo2 —at
0

0
(@, b, o reell und positiv),

-1
C=r
(@, b, o reell und positiv),

- 1 a -+ Ya® b2
Jea‘No(bt)dt_ymln =

(a, breell; a=0, b>0),

f Ny (o V&2 + b2 cosatdt =
0 g-bVaigt

' arc cCos—
[k, ptydt=) p—a
0

| (52 )

(a, b reell; a >0, b > 0),

ool

1
(Jcos atKy(bt)dt= 2 jor o
(@, b reell; b >0),

Magnus u, Oberhettinger, Formeln u, Sitze.

1 . s
—;sin (b Vo2 — a?)

fiir g > a

fiirp <a

fiir g > a

fiir p < a

fir b >a

fira>"b
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b b2

(2, b reell und > 0),

©

. 1
fsm atKo (bt) at = m

0

of T (JE= )t = sinz; f To (V=) costdt = % sin e 3,

f et K, (1) dt = -~ Snre

sinyz Gina

(x reell, |Rev| < 1),

o r (_2”_) 9-v+u-1
~p—-1 —_ = =
Of]'“”" AR ST VRS

(0<Repu <%+ Revw).

Formel von GALLOP:

o 7t Jo (b%) firb<a
sina (¥ 4 ¢) a
————Jo(bt)ydt = s .
‘I vt Jo(®Y) o[ S2an  firbza
0

(a, b, x reell und positiv).

Formel von SOMMERFELD:

o

- -le|VemE_T9T
‘*J]o(ﬂ’)e ] }/rﬂ—k2

AbVrTD
e

(rundxreell; —%g arg Jo* — &2 k’<— OSargk<n)

Schreibt man links im Exponenten —ik statt + 4%, so muB man
— 5 < arg y=? — R< ~2—, —n < argk < 0 fordern.

F ormel von WEYRICH:

+o

ikVritra? .
AkVr+z 2%‘[6@1::;[‘()1)(7 }/m)d'r

P2+ 2 '
(*und x reell; 0 <arg}A2—1*<m; 0 <argk <m).
Schreibt man links im Exponenten —¢% statt +7%, so muB man rechts

—i sowie e*® und H{ schreiben und —n <arg Jk2—12 < 0;
—n < arg k =< 0 fordern,
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Formel von WEBER #und SONINE:

frncnra- G5

Fl(v—i-ﬂ' y+1: 41’:)

(Re (u+7)>0; |argp| < %,; a reell und positiv),
(o] ) __af—
J‘], (at) ePt 13t = @?“We (4,,2)
¢
(Re (2v+2)>0; |argp| < ;i)

Formeln von SONINE und SCHAFHEITLIN:

P a!‘I’(‘u———-——+v- At 1 1)
2
f] (at) J,(bt)tdt = — X
S ¢ u 91 by—;.up(_’_‘_i%t}_'_tl)p(ﬂ +1)

4r—A+l p—v—i+l . a

(Re(u+v—24+1)>0; Rei>—1; aunddreell; 0<a<bd).
Die rechte Seite liefert eine andere Funktion, wenn man in ihr g mit »
sowie @ mit b vertauscht; das Integral links ist mithin i. a. eine bei

—:— = 1 nicht analytische Funktion von —:—. Fiir a = b erhilt man:

Fra@n T @aneiar

5 ° R i

_2F<—y+v+l+l)P(y+v-;-}.+l)l,(p—v-|2-z+l)

2
(Re (u +v + 1) > Re A > 0; a reell und positiv).

Dagegen wird fiir 0 <b < a:

© bylw(,“""v_}b‘l‘l)
2
[1u@ng.enerar= x
S ¢ 2t g (B2 1or At D g4
1 — l
X2F1( +v22+ ﬂ+v A+l 4. )

Re(u+v—1+1)>0; Red>—1; aundbreell; 0<b<a).

Wenn» —u +4 + 1 oder g —» + 4 + 1 gleich einer geraden nicht
positiven ganzen Zahl ist, so verschwindet in Formel (S;) bzw. (S;) die
rechte Seite identisch. Dieser Fall ist besonders wichtig, wenn dabei

3*
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gleichzeitig in Formel (Sg) bzw. (S;) die hypergeometrische Funktion ,F,
sich auf eine elementare Funktion reduziert. Spezialfille der Formeln
(S1), (Sy), (Sy) sind die folgenden:

R KO\ . L b2
AT T )
(— 172

0

(oberste Formel fiir 0 << b < a, mittlere fiir 0 << b = a, unterste fiir
0<a<bd;, n=0,1,2,...; Rev>0),

Uf Join(@t) Jopq (b2) dt =

© (Y — B
N
[1enren¥=2 2
0
(Re(v + p) >0; a>0),
m_, - _ Yal(p+v) 27+
Of“]“(‘” L8 = ey T T+ DI+ D
(Re (1 + ») >0),
@’ b~r-1 firo<a<bd
[T@n T n0ndt=1 5 fir 0 <a=>b
r
0 fir0<bd<a
(@, b reell und positiv, Re» > —1),
RV .
&L it ﬂ<7> fira>b
[Rworend =1 0 ..
0 ﬂ(*bﬁ) fir a<<bd
(a, b reell und = 0, Re u > 0),
- %t sin(,u arcsin %) fir a>b
. di
f]“(at)smth = a"sinﬁzf
Y fir a < b

wlo Yy
(@, b reell und =0, Re u > —1),

- 1 cos (y arcsin %) fir a > b
dt
f]#(at)cosbt7= a'“cos'u?n
0 fiir a << b

w75 — )
(@, b reell und =0, Re u > 0),
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. . b
! sin <,u arcsin 7)

3 — fir a> b
f]u(al)Sinbtdtz Va’—b”
¢ a"’cos%
_-'/bz a4 (b 4+ Vbz — az)'p fir a < b
(@, b reell und =0, Re g > —2),
cos (ﬂ arcsin g)
hed T V;?—“—bz fir a>>b
J],,(at)cosbtdt: . T
P — atsin -
Vbz a2 (b+ yor — az)ft fir a <b
(@, b reell und =0; Reyu> —1),
o 0 fiir a < b
f]u+1(a £) ]v(b He-rdt = (a® — BH)" V" fira="b
0 2 I (u— v+ 1)

(@, breell und positiv, Rev > —1; Re(u—»+1)>0).

Weitere Formeln:

2a)*(26)' T 1
fKn(a 0], piuniar = CLENLLL LD

0
(Re(v +1) > |Repu| ;

Rea > 0),

b-u=v[ e2at J (b1) J,(b8) et dt
0

F(,u + v+ 7Q,) cos"’f"qycos (p—7v)p d
/e (a2 + b2 cos? ) tr

(Rea > |Imb|; Re(u+v)> —2)

fﬂ]»“t)ymT:O

N=1

(4,-.., a, reell; a; >a,>a;. - >a,>0; a,>a,+a;+---+a,;
Rev > —1).

Formel von SONINE und DOUGALL:

franr.007,60 vy

6oy e 2 —v—1gin2»
a“l‘(y—v)l“(u+,})1"(.;) (a 2 — 2+ 2bccosg) sin?2” g d g,
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wobei a, b, ¢ reell und positiv sind, und

b2 o2 — a?

A=0; arccos —5o——; W

ist, je nachdem a?<(b —c¢)?% (b —c)2<a®<(b+¢)?; (b +c)2<a?
ist. Ferner ist Re u > — 4, Re v > —} zu fordern. Fiir y = » liefert
diese Formel

d di 211—1 Aav—l
f]v(at) ]v (bt) ]r (Ct) t_v:_j. = (abc)v_[v(,p + %)1’7(%)’
0

wobei Re» > — } ist und A der Inhalt des Dreiecks mit den Seiten
a, b, ¢ ist; wenn diese GréBen sich nicht als Seiten eines Dreiecks auf-
fassen lassen, ist 4 gleich Null zu setzen.

Formel von SONINE und GEGENBAUER:

[ 1007 (@VF ) @+ xomosia
0

0 fir a<b
2 _pe)r—u—1
- %:{lagx ba} Jo-u-1 (x ]/ag ~ %) fira>"b

(Rev>Reu> —1; a,b, s reellund =0).
Weitere Formeln in Kapitel VIII, §§ 1, 2, 3.

§ 8. Den BESSELschen Funktionen zugeordnete Polynome.

a) Die Neumannschen Polynome O,(f) sind Polynome in -1,
welche durch die fir |¢] > | z| giiltige Reihenentwicklung

= 6,000 7.0

n=0
definiert werden koénnen. Es ist
[n/2]
1 n(n—m—1)!

1
0,(t) = T & mIghe

; 0,(0) = firn=1,2,3,....

Es gilt fir n = 1:

T /
2 nsin? —
2

t H

(7= 1)0,a () + (n+ 10, () — 22D

051 (t) = Opss () = 20,(0),

On (t) =

sowie

~0,() = 0y ()= — -
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Fiir jede den Nullpunkt der 2-Ebene umschlieBende doppelpunktfreie
geschlossene Kurve € gilt

J0,@0,@dz=0 fir m,n=0,1,2, ...
¢
f]m(z)O,,(z)dzzo fir m*4n?; m,n=20,1,2,...
¢

PED

f],,(z)O,,(z)dz:—e— fir n=0,1,2,....
@ n
Ebenfalls als NEuMAaNNsche Polynome werden auch die Funktionen
0,() (firn =0, 1, 2,...) bezeichnet, welche Polynome in ¢! sind und
durch die Reihenentwicklung

l Lo
A a= 2.2, J2(2)
n=0
definiert werden.
Als Verallgemeinerung der NEuMANNschen Polynome sind die Funk-

tionen 4, ,(f) anzusehen, die durch

e Y40 @

n=0

definiert sind und zuweilen als ,, Polynome von Gegenbauer'* bezeichnet
werden; sie sind ebenfalls Polynome in ¢-*.

Statt der Funktionen 0,(f) kann man sich der Polynome von
ScuLarLl bedienen, welche durch

So() =0, S_,(t) = (—1)"1S,(¢) firn=1,2,...,

S,,(t):%{ton(t)—cosz%nn} firn=1,2,...

definiert sind; sie geniligen der Differentialgleichung
2
{tza‘% + tdit + (2 — n"’)}S,,(t) = 2tsin“—;~nn + 2ncos’é~nn
und der Funktionalgleichung

Sn (t—2)= 25n+m @) ]m (2)-

m=—o

b) Die Polynome von Lommer R, ,(2) sind fiir beliebige Werte
von » und fiir m =0, 1, 2, ... definiert durch

1—m —m,

R, ,(2) = (%), (% z)_m oFs (“7_’ 5 v —m, L—y—m; —-zﬂ);

sie sind Polynome in z-! und verbinden je drei BEsseELsche Funk-
tionen, deren Indizes sich um m und m —1 von einem von ihnen unter-
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scheiden durch die Formeln
]v+m (Z) = ]v (2’) Rm,v (2’) - ]v—l (2) Rm—-l,v+1 (2’),
(_ l)m ]—-v—m (Z) = ]-—‘y (Z) Rm,r(z) + ]—v+1 (Z) R‘m—l,v+1 (Z)
(m=1,2,3,..).

Die R, , lassen sich durch die BessELschen Funktionen ausdriicken:

2sinvm

]v+m (2’) ]-v+1 (Z) —I'_ (_ l)m ]—v—m (2) ]v—l (Z) = M';{z : Rm,v(z)
m=0,1,2,...).
Es ist speziell:
2v

_ . _2v(2v+2) 22
Jn(d) + T2, = 255 T3,0) + o) = 2 (14 5),
Joa(H® (1) — J, () H24 (2) = =

miz’

§ 9. Die Funktionen von STRUVE, ANGER und WEBER.

In diesem und dem folgenden Abschnitt werde zur Abkiirzung
o )
V=254 25, +22— 92

gesetzt. Die Funktionen H,(z), J.(z), E.(z), die resp. nach STRUVE,
ANGER und WEBER benannt werden, sind Losungen der inhomogenen
BesseLschen Differentialgleichungen

__ 4G
Vol @) = ro iy
7,4, (o) = £,

__Z4+v (¢2—w)cosvm
V,E,(z) =17 - eosea

und lassen sich definieren durch
w2
H, () = 239" | 'in(z cos 9) sin2” # 49
v r'e+4H)r (%)O

_ (=)L 2)** am+1
LT+ I +m+y)’

J,(2) = %fcos (»® — zsind)dd,
0

E, (2) = —ylr—fsin (v — zsind®) déd.
0
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Zwischen ihnen bestehen die Beziehungen:
sinvm dJ,(2) = cosvaE,(2) — E_, (2),
sinvzE, (2) = J_, (2) — cosvm J,(2)

und die Rekursionsformeln
__2(1 —cosym)

Eys () + By () — 2, (2) = — 202080
E,y(2) — E, .1 (2) = 2E}(2),
(32"

2
Hooy (2) + B 2) — 7H () = 5L iy

H, 1(2) — H,41(2) — 2H.(2) =mﬁ_ﬁ_

Fiir |z|>1, |z|>|»| gelten die asymptotischen Formeln:

R A e e
sinvnl:_v_ _ v (22 — »?) +”(22_"’2)(4=—v2):F . .],

nz z 28 25

p—1
_ 32y (= 1) (¢ — V) (2m)! )
Ho () =N, &) + 1 175 [,é; = +0()]

(—nr<argz<m).

Fiir ganzzahlige Werte von v =0, 4+ 1, -2 ist J, = ,; fir halb-
zahlige Werte von » =4 (2n 4+ 1), n =0, 4- 1, 4 2, ... ist H,(2) eine
elementare Funktion; insbesondere ist

Hy,(2) = Vy—f; (1 — cosz).
Fiir die STRuVEschen Funktionen gilt ferner:
H,(zd"™) = &""*V™ H, (2) (m=241,42,...).
Fir reelle Werte von ¥ > 0 und » = § ist H,(x) > 0.

2va+l.y; Oof?, ('/tg + iz ) t2"“2 dt
-1 @+
0

Hr (2 2) =

2t Ya(iw)

= o) e 4 — 2y du

(Rev>%; |argz{<%),

ntf2

H, (2) = %{I}I[l ~— cos (zcos #)] sin2*~2 9 cos # d

0
(Rev>1),
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—v—1 74_ L} ) tang (3 um)
JHV (t) 5 ! dt'_ P(P . %” + 1) QV-H+1

(—1<Reu=<0; Rep<Rev+3d),

s e 2R T T+ )
!Hﬂ(‘) H, () &t = D T+ DTG5 FD

(Re (1 +v) > 0),

w_j,(ax) tid d

x4k 2coswz

[Ho,(@ak) — N_,(ak)]

(a, k reell und positiv; —3 < Rev<$,v414).
Weitere Formeln in Kapitel VIII, § 2.

§ 10. Die Funktionen von LOMMEL.

Die Differentialgleichung V,y = kz#*! besitzt als Lésung die
Funktion y = ks, , (2) mit

_ Zh+L L u—v+3 p+v+3, 1 4
s“,’(z)_—(M'—v+l)(,‘l+v+l)1Fz(l ; ._.I.z)’

2 ’ 2
sofern @ +» und 4 — » von den Zahlen —1, —3,—5, ... verschieden
sind. Fiir beliebige Werte von g und » liefert die Funktion
v (8) = 8y, (2) + 21 P (B ) o

X 1’(“ +; * 1) sinlvn [cos (” ; n)]_,. (z) — cos (ﬁi’l’ n) 7. (z)]

eine Lésung von V,y = 2¢+1, da in diesem Ausdruck die rechte Seite
sinnvoll bleibt, wenn u 4-» einer negativen ungeraden Zahl zustrebt.
Firu4+v=1,3,5,... wird

Suy(8) = #=1[1 — Chab) el (Gt R | (S L s

die rechte Seite in dieser Formel liefert bei beliebigen Werten von u
und » eine semikonvergente Reihe fiir S, , bei groBen Werten von z.

Die Funktionen S, ,(2) und s, ,(2) heiBen LoMMELsche Funk-
tionen. Sie geniigen den Rekursionsformeln:

Sy+2,v(z) = g+l — [(/l, + 1)2 - 72] Sﬂyv (Z),
Ster (8) 2k 7 Suol2) = (£ ¥ — 1) Sumr, w31 (2);

dieselben Formeln gelten auch fiir die Funktionen s, , (3).
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Ist 3,(2) eine beliebige Zylinderfunktion, so ist

d

az [(/4 +v— 1) 4 87 (Z) S,u—l,v—l(z) — 2z .87—1 Sﬂ,v(z)] =2zt 87 (Z)
Einige Integraldarstellungen:

o

So,»(?) :fe"@i“‘@oivtdt = %fe"@‘"‘ SinvtCojtdt,
¢

0

S1.v(2) = 2z [e-2&int Gof v £ Cof £ d2,
0

vS_1,,(2) = fe"‘@i"‘ Ginvidt
o
(Re 2 >0).

§ 11. Beispiele KAPTEYNscher Reihen.
Es handelt sich um Reihen der Form 2” &y Jyinl[2 (v + 7)]

n=0

L=+ 2 Y .m0

n=1

32

l_zz_z/jzm(zmz)

Fiir reelle Werte von £ mit 0 < ¢ < 1 gilt

1, & \Ju(ne), 1 & W AT
pHe= 27N ?*Z—”g(*l) e

1_8—21 (ne); PG ALLE

sofern l —»———__

2(1_1_W:2”f;(”€)} 2(1+T),—2(—1)”'1n] (ne).

n=1 n=1

§ 12, SCHLOMILCH-Reihen.

Es sei /(%) eine in dem Intervall 0 < x < x zweimal stetig differen-
zierbare Funktion der reellen Verinderlichen x. Dannist fiir 0 < x <=

F(x) = 1a, +,.§“" Jo(nx)
mit F.2 7f2
a, =21 (0) + %fdufdtp ! (wsing),
0 0
7 /2

a, = %fduqu)uf’(usintp) cosn @.
o 0
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Beispiele: Es ist
)
T+ 2]7—;'*’,;;: =1+ 21% Jo(nz)
@ra<x<2(@+ 1)an),

e 2. % L Jol(2% — 1) 4]
]/x 7 9 narccos + 2 @n 1)

(n<x<27z),

%4‘200’(—1)”]0("76):0, (0 <x<m)

R R

1
— [|2mzn+z +x2+y2*’y[2min—z]2+x2+_y—2jl

(o8]

=1+ Jene Jo(n)a? + 9?),

n=1

1, V(=
§+211( };n) 2yl Py (cosd) (0 <7 < 2m),

wobei 7 = x2 + y? + 22, cos® = —‘:— ist und B,, die BERNOULLIschen
Zahlen sind (vgl. Kap. I).

Anhang zum dritten Kapitel.
§ 18. MATHIEUsche Funktionen.

Der BErRNoULLIsche Ansatz der Trennung der Veridnderlichen fijhrt
bei der in gewdhnlichen Zylinderkoordinaten geschriebenen Wellen-
gleichung auf Zylinderfunktionen (vgl. Kap. IX § 2). Derselbe Ansatz
fiihrt bei Zugrundelegung elliptischer Zylinderkoordinaten auf eine
neue Klasse von Funktionen, welche als Verallgemeinerung der Zy-
linderfunktionen anzusehen sind, aber lingst nicht so gut untersucht
sind wie diese. Die Funktionen, um die es sich hier handelt, heiBen
,, MATHIEUsche Funktionen; sie sind Loésungen der MATHIEUschen
Differentialgleichung

d2y

M) m+(l—2h2cos2x)y:0,

welche ihrerseits ein Spezialfall der Differentialgleichung
) 4 (@3 + Bgcospz) y =0

ist. Durch die Substitution a¢p = a, bgp = b, pz = x 1Bt sich diese
zuriickfiihren auf die Differentialgleichung

(M) dx2 ¥ + (a? + b%cos %) y=0.
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Man bezeichnet vielfach auch (M’) als MatHieUsche Differentialglei-
chung. Es gilt das Theorem von FLOQUET:
Es gibt eine Losung y (%) von (M'), derart,-dal3
Yy +27) = oy ()
wird. Wenn 9, und y, zwei Lésungen von (M') sind, derart, daB
1000 =1,  %,(0)=0,

_ y1(00=0, ¥ (0)=1,
so gilt:
o* — o[y,(27n) + y2(2m)] + 1= 0.

Man hat daher folgenden Lésungsansatz:

+c0 X
y:e,uxZ'Aneanz; (d=e2n,u)_

n=-—00

Einsetzen in die Differentialgleichung (M’) liefert ein System von un-
endlich vielen linearen homogenen Gleichungen fiir die unendlich vielen
unbekannten Koeffizienten A4,

Agat 4 (A i)+ 2 (A + Agr) = 0
...-—-2’—1:”:0,1,2..--

Damit dieses Gleichungssystem losbar ist, muB gelten:

b2 b2
RG] L oeleu—2in o 0 0
b2 . b?
I ra ey B o S 0 0
Al b b3
=Aw=|- 0 O serey 1 erae O 0
b2 b2
0 0 O st ! oew@raror ©
p2 b2
0 o 0 O stz et

Aus dieser Determinantengleichung kann bei vorgegebenem a und b
die GroBe u, der charakteristische Exponent berechnet werden und da-
mit aus den Rekursionsformeln fiir die 4, bis auf einen konstantén
Faktor die A4, selbst, womit die Losung der Differentialgleichung
+oo
@y + (a® 4 d%cosx) y = 0 durch y = e#® ZA" ginz

dx2

bestimmt ist.
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Der charakteristische Exponent g kann auch berechnet werden aus
folgender Gleichung:

sin? (7w u) = A4 (0) sin? (7 @),

wobei A4 (0) der Wert der obenstehenden Determinante fiir 4 = 0 ist.
Ist u rein imagindr, so ist die Losung stabil; fiir reelles oder komplexes u
ist die Losung labil.

Fiir y=mi(m=20,1,2...) ist die Losung periodisch mit der
Periode 2.

Firpu=(m-+44)+¢(m=20,1,2,...) ist die Losung periodisch mit
der Periode 4.

MATHIEUsche Funktionen erster Ari.
Besonders wichtig sind solche Losungen der MaTHIEUschen Diffe-

2
rentialgleichung %;J; + (A — 2 h%cos 2 x) =0, welche periodisch in «x

mit der Periode 27z sind. Es sind dies die MaTHIEUschen Funktionen
1. Art. Derartige Losungen sind bei vorgegebenem 42 nur fiir ganz be-
stimmte von der GroBe 42 abhingige Werte des Parameters 4 méglich.

Es existieren vier verschiedene Serien von periodischen Lésungen,
deren Fourierentwicklungen die Gestalt besitzen:

Ceyn(¥) = %Azn,zrcosz"x; Clypyq (%) = 20'A2n+1,2r+1 cos(27 + 1)x;
r= r=

Seyq (%) = Z;an,erin2”‘§ S€an+1 (%) =7207an+1,2¢+1 sin(27 +1)x
= =
n=0,1,2,...; bei sy, nurn=1,2,3,...),

wobei die Koeffizienten A und B von A? abhingen. Die MATHIEUsche
Funktion erster Art ist also entweder eine gerade oder eine ungerade
Funktion von x und ihre Fourierentwicklung hat entweder nur Glieder
mit geradem oder nur solche mit ungeradem 7.

Der willkiirliche konstante Faktor bei jeder MaTHIEUschen Funk-
tion 7, wird so gewihlt, da

ist; demzufolge gilt im lim 4 — 0.

lim cey, (%) =cos2nx; lm cey,,,(x) =cos(2n 4 1)x,
h~»0 h—0

lim sey,(x) =sin2xx; lim sey, () =sin(2# + 1)«.
20 B0

Die Koeffizienten Ay 9,; Bag,ar; Aan+1,2r415 Baass,2ren bestim-
men sich aus:
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—Adygot+ h Ay, =0
2R Ag 0+ (4 —2) Ao+ H2 A3 ,=0
L PR (47 — 2) Agpor + P Agp 2040 =0,

K? A2n+l, 1+ 1-2) A2n+1,1 + h? A2n+1,a =0

47

r=20
r=1
r>1
r=20

B Agpir ar1 + [(27 + 102 — A Appi 0741 + P2 dapi,245=0, 7>0

(4 —A) Byy s+ 4By, 4 =0 =1
BBy arg+ (472 — A) Byg 2y + 5 Byy 5,02 = 0, r>1
—~hBygir,1+ (1 — 2A) Bypya,1 + 2 Bypyy,s =0, r=0

B Bypis, 001+ [27 + 1) — 4] Bypyy,2r41 + #2 Bapig 204 =0. 7 >0

Der Zusammenhang, der zwischen A2 und 4 bestehen muB, damit z. B.
Céy,(x) eine Losung der MartHIEUschen Differentialgleichung ist, er-
gibt sich aus den Bestimmungsgleichungen fiir die 4,,, 5, Damit dieses
homogene lineare Gleichungssystem lgsbar «st muBl gelten:

R 0 0 0
—2K A—4 —n 0 0
0 —h A—16 —nt 0
0 0 —h A—36 K
0 0 0 —B A—64

Dieses ist die Gleichung zur Bestimmung von A bei vorgegebenem A2
Thre Losungen seien, nach wachsendem Betrage geordnet, die Zahlen
Ay, (m=0,1,2,..). Mit A=4, kann man rekursiv die Koeffizien-
ten 4,, 5, und damit die Lisung ce;, (%) berechnen.

Entsprechendes gilt fiir die anderen Entwicklungen.

MATHIEUSche Funktionen zweiler Art.

AuBer fiir den trivialen Fall # = 0 besitzt die MaTHIEUsche Diffe-
rentialgleichung nur eine periodische Lésung. Die MaTHIEUsche Funk-
tion 2. Art ist eine zweite, von der periodischen linear unabhingige
Loésung der MaTtHIEUschen Gleichung. Hiervon existieren ebenfalls
vier verschiedene Typen, die sich folgendermaBen durch die Funktionen
1. Art ausdriicken.

x z
d d
cedh (x) = Cezn(x)f[’;;“—’(;)—]éi ced 1 (%) = cegpyy (%) fm”—g,
0 0

x x
d d
sef (%) = sey, (%) J‘[_*(se,“’t(;ﬁ]?; sefhyy (%) = s€ppq (x)fm{(;‘)]—g-
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Zugeordnete MATHIEUSsche Funktionen.

Die zugeordneten MATHIEUschen Funktionen 1. und 2. Art ent-
stehen aus den entsprechenden MaTHIEUschen Funktionen 1. und 2. Art,
indem an Stelle von x der Wert ¢x gesetzt wird. Die zugeordneten
Funktionen gem'igen der Differentialgleichung:

W 2+ (—A+2r260j22)y = 0.

Die zugeordneten Funktionen 3. Art sind eine Linearkombination der
entsprechenden 1. und 2. Art.

Darstellung der zugeordneten MATHIEUschen Funktionen erster Art.
Cl) = Sy, T, (he) ], (b,
Cefhes (®) = Cofx Sazps,, Jo(he?) ], (he2),
4 (x) = GinxCoix Sbay, T s (he) Ja (),
Sef o1 (%) = @inxrgbznﬂ, T (hew) ], (hes).
Zugeordnete MATHIEUsche Funktionen dritter Art.
ef) (x) = 20A2,., 2 H® (he?) ], (hee),
Cefles (1) = oz Sagnps, HE(he?) I, (he),
Sefl(x) = GinwCofx Sbyy,, His (he) [ (he?),
Sef 1 (x) = Gin x7§b2n+l‘ CHP 'em) J.(he®)
mit

Agpit,r = (— 17 [Agpir,1 + anar,s T 0 - +42ps1, 20l
bont1,r = " [Bags1,1 — Bansr,s + - (— 1)1 Bypig, 20l

Darstellung der zugeordneten Funktionen nach HEINE.

Ce(x) = 3y 5, (— 1) Jp, (2 Cof2),
r=0

Cef)(x) = 3 gy 0, (— )T HR (25 Cof %).
r=0

Fiir groBe Werte von x streben die Cel (x) sowie die Sel} (x) gegen
cos (h e?) . . . emthw
Yhe die Cel® (x) sowie die Sel® (x) gegen re mit w = €%,
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Viertes Kapitel.
Kugelfunktionen.

§ 1. Differentialgleichung. Definitionen und Bezeichnungen.
Die Kugelfunktionen sind Losungen der Differentialgleichung:

d? d 2
(1) (1~z2)d—§—2z£+[v(v+l)——l—f;§]u=0,

wobei », u zwei beliebige komplexe Konstanten sind. Es ist (1) ein
Spezialfall der hypergeometrischen (RiEMANNschen) Differentialglei-
chung; vgl. Kap. IT S. 12. Im allgemeinen sind die Punkte

z=+1, —1, oo.

Singularititen der Lésungen von (1), und zwar sind die Punkte z = 4- 1
und z = oo gewdhnlich Verzweigungsstellen. Es interessieren nun einer-
seits die Losungen von (1) fiir reelle Werte von zim Intervall -1 =z =1
und anderrseits die Losungen fiir beliebige komplexe Werte von z mit
Rez > 1, die in der 2-Ebene mehrdeutig sind und fiir die man zweck-
miBigerweise ein Stiick der reellen Achse zwischen —oo und +-1 als
Verzweigungsschnitt einfiihrt. Ferner interessieren besonders die L&-
sungen von (1) fiir den Fall, daB » oder u oder beide ganze Zahlen sind;
insbesondere ist der Fall y = 0'von Bedeutung. Aus diesen Griinden
sollen die folgenden; in diesem Kapitel durchweg benutzten Bezeich-
nungen eingefithrt werden.
z bedeutet stets eine beliebig verdnderliche komplexe GroBe. x be-
deutet stets eine reelle GroBe aus dem Intervall —1 S x < +1; es
ist ohne besonderen Hinweis stets:
cos ¥ = x, wobel ¥ eine reelle GroéBe bedeutet.
P (z), Q«(z) sind Lésungen von (1), die fiir | z| <1 eindeutig und regu-
lir, also insbesondere fiir z = x eindeutig definiert sind.
PB“(2), O#(2) sind Losungen von (1), die fiir Re 2> 1 eindeutig und
reguldr sind; wenn sie nicht uubeschrinkt eindeuntig fortsetzbar sind,
sollen die Punkte der reellen Achse links vom Punkte z = 1, soweit
sie zur Verbindung der Verzweigungspunkte untereinander notwendig
sind, als Verzweigungsschnitt aus dem Definitionsbereich fiir $¢, 4
herausgenommen werden, so daB diese Funktionen dann in der rest-
lichen z-Ebene eindeutig definiert sind. Die Werte am oberen bzw.
unteren Ufer des Verzweigungsschnittes zwischen —1 und +1 (fals
dieser Teil der reellen Achse zum Verzweigungsschnitt gehort) werden
mit B¢ (x 4 4-0), DY (¥ 4= 7-0) bezeichnet.
Wenn der obere Index u gleich Null ist, wird er fortgelassen.
n, m, n’', m' bedeuten stets Zahlen der Reihe 0,1, 2,...;
v,u,v', u' bedeuten, wenn nichts anderes gesagt, beliebige komplexe Zahlen.
Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sitze. 4
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§ 2. Die LEGENDREschen Polynome.

Die Differentialgleichung (1) der Kugelfunktionen geht fiir 4 =0
tiber in die , LEGENDREsche Differentialgieichung'

3) ;;l:(l—zz)%;]—l—v(v-{—l)uzo.

Diese besitzt fiir ganzzahlige Werte von » (und nur fiir diese) ein Polynom
in z als Losung. Es gilt: u = P,(z) ist eine Losung von (3) fiir
y=n=0,1,2,..., wobei P,(z) ein Polynom vom #n-ten Grade in z
ist und durch jede der Formeln

P ()—21.—”“12”(2"—1)"

_ (2n)) ; n 1l—mn 1 1
P,,(z)_2"mmzn21‘1(-——2-, 2 » 2™ ?)’

Ppu(d) = (—1)r -2 Fi(—m,m+ 1 4 2),

281 plp!

(2 1)!
Py = (=10 Bt D Bt 5 8 ),

(2m)! . . .
Pn(COS‘ﬁ) m“l——l l’“’zFl(%! —_n, %——n' e:f:2’b‘l’)’

Pn(COSﬁ)=2F1(”+1 —mn;1;sin®5 > (—1)» 2Fl(ﬂ-{—l n;l;cos"%),

P,(x )——') r"“aazﬂ(i) mit x=%, r= ]/22+92

definiert werden kann.
Es ist, ausfiihrlich geschrieben:

(2 n)! n_ mn—1) n(n—1)(n—2)(—3) . ,— .
2"nln![ 2(2n—1)z *torEn_neEs—39° T ]
(2n—1) 2n(2n+ 1
2n(2n—2)(2n+1)(2n+3)
+ 1.2-3-4 z4$"':|’
5...2n+1 2n(2n+3
Ponn (@) = (- 1)”#..(7;;—)2[1 — Rty

2n(2n — 2)(2n 4 3) (2% + 5)
+ 1.2.3-4-5 24:':'”]’

Pn(z) =

P, (cos¥) = 2,("2”!)[ ,[cosm?—l— i (2—""—)005(”—2)194-

+ 1-3 ,A_'M:L cos (n — 4)¢ 4

1.3-5 ”(”-—1)(11 2)
1-2-.832n—1)(2n—3) (2% — Cos(n—-6)19_|_,,,:|’

+
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wobei die letzte Reihe mit cos (—#®) abbricht; d. h. sie besitzt # + 1
Glieder, von denen fiir ungerades # je zwei einander gleich sind. Fiir die
niedrigsten Werte von # ist (mit x = cos %)

Py (x) =1,

P, (x) = x = cos &,

Py(x) =3(822—1) =1(3cos2d +1),

Py(x) =3(54° — 3x) = L(5cos3 8 + 3cos ),

Py(x) = 5(35x* — 3042 + 5) = &5 (85cos4 B + 20cos29 + 9).
Es ist

Pn(l)=1: Pn('_l):(—‘l)”’ P2n+1(0)=0’ P2n(0)=(—1)n

2
f P,,(cosd)dd =2n [(2:) 2—"]2,
0

(2 n)!
2nylnl?’

2x
fP2n+1 (cos #) cos # d® = 2 (2:) (2::12) g-4n-2,
0

Die LEGENDREschen Polynome sind Spezialfille der GEGENBAUER-
schen Polynome (s. § 8); es ist

SmP,(z)  fir [h] <Min|z+yE 1],
n=0

1
1—2heq i | &
! : —',.-wl,r—an(z) fiar |h|>Max|z:}:}/z2—I|.
n=0
Rekursionsformeln:

nP,(z) —(2n—1)z2P, ;(2)+ (n—1)P,_,(z) =0,

dP, % 1
#-)r=neP,—P, ) =50 e, P,

Eine Summenformel:
n

2‘(27 + 1) Pr(x) Pr(y) — (n _I_ 1) Pn(x) Pn+1(y)“ Pn(y) Pn+l(x) .

=0 y—#

Orthogonalititsrelationen.:

+1
fP,, () Py(2)dz=0, fir n o',
-1

1

+
_![Pn(znz dr =2

4*
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52
Einige Integrale mit LEGENDREschen Polynomen:
+1
[#P,(ndz=0, fir k=0,1,..., 2 —1,
—1 AA—2)...A—n+2) .
1 ) GFn+1)0Fr 1) .GF1) wenn » gerade ist,
J#Pa@dz =1 T 0 s mt )
0 — - e —n .
TErntDAtn—1).. . GF2 wenn # ungerade ist,
(Redi> —1),
. ' 2(m—ntl)(m—nt3)...(mtn—1) WO
ar P,(cos®)sinmdd= (m—mm—nt2. .(mtu) " oo odeist
0 sonst
0, wenn #<4# und » — #' gerade ist,
n! n'l

(— 1)ntn'+1)2 e
2’n+n'—l (n— n’)(n-}-n’—}-l)li(%)!(-n 3 )!:'
wenn # gerade und #' ungerade ist,

. o . . _ osin(2n41)9
bfP,,(l 2sin?a sin® @) sin a do = @nt1)sin 8°

J P, (%) P(w) dx =
0

+1
PEn(”)dx _ 2 (——-k)" "
(14 ka2t~ 2n 4+ 1(1+ k)ntVs fir Ikl <1.
-1
Ungleichungen:
Fiir reelle Werte von ¢ > 1 ist
<P, )< :--

P,(t) < P, (t) < Py(t) - - -

Fiir reelle Werte von ¢ > —1 ist

PO(t)+Pl(t)+"'+Pn(t)>O’
sin 25 + 1) 8 firo<d<an

[Pn (COS ’19)]2 > ——(2” ¥ l)Sm
| P,(cosd?) | <1; Yenv P, (cos?) konvergiert fir 0 < ¢ < =.
n=0
P,(z) hat genau % reelle Nullstellen, die simtlich im Intervall

(—1, +1) liegen.
Integraldarstellungen von LAPLACE und von MEHLER:

P,(cosd) = %f(cos ? + isindcos )" do
0

— P @
_V2fcostnt+he ; _V2fsin(r+de
T om ¥ ?= 7 ) Veos b — < P
cos g — cos Jcos & — cos @
0 ?
Weitere Integraldarstellungen s. § 4. Additionstheorem s. § 3.
Asymptotisches Verhalten fiir groBe Werte von # s. § 5.
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Einige Reihenentwicklungen mnach LEGENDREschen Polynomen:

2n(2n —2)

(2n+1)22" =1Py(2) +55, +3P (2)+ QWEP‘I(Z)_*“”’
2n(2 2
(25 +3) M1 =3 Py(2) 4150 Py(a) +11 o 2 Pa) + o,

2 —aytth = Py@)+5 (3) Pala) + 9(33) Pule) +

1-3-5
+13 (5oy-g) Pal@) + -+ (2 reell, [2] <1),

dl;.;(z).—_(2n——l)P,,_1(z) +(2n—5) P, 4(2)+ (27— 9P, ;(2)+ ---.
1 l v

Srcos (1 + 1) B P, (cos ) = {'Eﬁfj;:—ﬁ fir 0<f<®<m,
n=0

firo<d<f<am.

§ 3. Die zugeordneten LEGENDREschen Polynome oder
Kugelfunktionen erster Art.

Fiir ganzzahlige Werte von » und u besitzt die Differentialglei-
chung (1) im Falle |» | = | u | eine besonders einfache Losung. Es gilt:
Die Differentialgleichung

d du 2
@ Sla=mZ]+[re+ ) -2 5]w=0
besitzt fir m =0, 1...., » die Losung
m
w=Prx) =(—1m(1 — )2 P, ().

Die Funktionen! PM™(x) heiBen zugeordnete LEGENDREsche Kugel-
funktionen erster Art; man nennt # den Grad und m die Ordnung von
pm; die Funktionen Y (8, ) der Winkelvariablen & und ¢

cosm @ PP (cos ), sinm @ PP (cos )

heiBlen auch Kugelflichenfunktionen erster Art, und zwar ,,tesserale’
fiir m << und ,,sektorielle’ fiir m = n. Sie sind periodisch in & und ¢
mit den Perioden z bzw. 2z und daher iiberall eindeutige und stetige
Funktionen auf der Oberfliche der Einheitskugel x2 + 2 4 22 = 1 mit
x =sindcosp, y=sindsing, z=-cos?; sie sind Losungen der
Differentialgleichung

1 0 /. o0V 1 o2Y
(5) gﬁﬁjﬁ(gnzgﬁ)_*‘smzﬂa 2+ (M’+1)Y:0'

1 Vielfach werden statt Pj'(#) die Funktionen (— 1)™ P,‘(#) eingefiihrt und
wieder mit P,'(r) bezeichnet. Die hier mit P,'(x) bezeichneten Funktionen
werden dann meist mit T}, () bezeichnet.
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Es ist
|
P = (—1ym sty U g
(=1 (n + m)! m <"—’">(’”+"+”‘—”
= Tmin—mr %) /2{1_ N A
(n—m)(n—m+l)(m+”+1)(m+”+2)(1_”)2:F...}
2 (m+1)(m+2) 2 ’

— —m—1
(1 — x‘a)m/2 { xn—m __ (m ;”()2(: ~71'1) ) xn—-m—2 +

+

_ (=12 n)!
T 2vnl (n—m)!
(n—m)(n—m—1)(n—m—2)(n—m—3)

+ 242n—1)(2n—3) x"‘"‘“"?---},

— 1) (2n)! ~ _ w11
- 2(""1)(n( n)'(l xF)mi2 gn-m ,F ('m2 n 5 g " ';a>,
P{(x): _'(1 _'xz)l/’: —-Sinfﬁ’
Py(x) = —3(1 — x?)2x = —$sin24,

Pi(x) = 3(1 —2%) =3(1—cos29),

Pi(x) = —3(1 — 222 (542 — 1) = —E(sind + 5sin3 ),

Pi(x) = 15x(1 — x%) =13 (cos® — cos 3 9),

P}(x) = —15(1 — x?)"* = — L2 (3sind — sin 3 9).
Rekursionsformein:

PI+2(x) 4 2(m +

m)(n +m—+1) P™(x) =0

x?
==
O<m<n-—2),

2n+1)xPP(x) —(n—m+ 1) PP, (x) — (n + m) P™_, (x) =0
O<m<n-—1),
(8 — D% —m 4 1) PPy () + (1 + 1) 2 PP(x) = 0,
Pp_(x) —Pryy () = (2n 4 1) Y1 — 22 P21 (x).

Orthogonalititsrelationen:

+1

[Pr(x) PP (x)dx =0 fiir m =,
—1

+1

- 2 (n4m)!
I[P» WP dx = 5y ey
21

2n 7
[dg [ a0 sindetime cFim'e Pm(cos §) P (cosd) =0,
0 0

wenn 7 ==#" oder m ==m ist.

qu)fdﬁ sin & [P (cos #)]2 = 2:1 12: J_r Z;:
0 0
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Integralbeziehungen:
1
_ (n + m)!
Jirrnar= g 50
0
1
(PP, _ 1 (nt+m)!
fl—x2 dx_m(n—m)l' O0<m=n)
0
Additionstheorem:

P, [cos®cos? -+ sin @ sin @ cos (p — ¢)]

= P, (cos®) P, (cos?') + 2 2 g: Tm P"‘(cosﬁ)P’”(cosﬁ’)cosm(q; ¥).

Erginzungen: Ist

Y, (8, ¢) =ayP,(cosd) + ZN(am cosm @ + b, sinm @) P?(cos 9),
m=1

Z,,(8,¢) = dyP,(cos®) + 3(al,cosmp -+ b, sinmp) P (cosd),
m=]1

so ist

2m .3
qu;fsinﬁdﬁ Y8, @) Zy (B, ¢) =0 fir narn,

fdzpfsmﬁdt? Y, (#, ¢) P,[cosdcos ¥ + smﬁsmﬁ cos(p — ¢)]

Y, (¢, ¢).
Es ist: 2” + !
(cosP+isind cosg)»=P,, (cosﬁ)+22( ( + )lcosmq)P"‘(cosﬁ),
=]
P (cos ) = "

I’((;z 1-')_'”%) E: t Z;i V_ sin—m 0f(cos @ — cos 19)""‘/’ cos (n + ) pdp,

PR = (-l x’)"”’zf f Pala (@2

(n — m)!
Weitere Formeln und Sitze sind als Spezialfille in den Resultaten
von § 5 und § 6 enthalten.

§ 4, Die Lésungen der LEGENDREschen Differentialgleichung.

Die LeceEnDREsche Differentialgleichung (3) besitzt die Losungen
#=P,(2) und u = O, (z) mit

(62) B, (2) = F1<——v v+ 1; 1; ,
r nWr 2 +1 3 1
() B0 = prr T Fl(+ vt g a)
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B, bzw. L, heiBen LEGENDREsche Funktionen erster bzw. zweiter
Art; B,(2) besitzt die Punkte z = —1 und z = 00 als Singularitit,
auBer wenn v eine ganze Zahl ist, da dann %, (2) ein Polynom wird, und
zwar gleich P,(z) fir y=%=0,1,2,... und fiir y = —# —1; man
schreibt daher auch

P_, ()= P,(2).

£, (2) ist an den Stellen z = 4-1 und z = 0© singuldr und verzweigt
auBer fir » =0,1,2,...; in diesem Falle ist ,(2) fiir |z|> 1 ein-
deutig und bei z = 00 regulir.

In der rechten z-Halbebene wird:

142 —1
(8b) B, = (L) Fy(—v —v L), (Rez>0)
durch (6a) und (6b) ist mithin %, (2) innerhalb eines Kreises vom Radius 2
um z =1 und in der rechten z-Halbebene eindeutig definiert; als
Losung fiir z = x = cos & ergibt sich

(6¢) P,() = B, = Fa( =9 v+ 15 1; sin®y ),
und es gilt allgemein
53,,(2) = s,E_,_l(Z) = P,(Z)‘: P—v—l(z) .

£, (2) ist durch (7a) auBerhalb eines Verzweigungsschnittes von z = —o0
bis z = 1 eindeutig fiir | z | > 1 definiert; man kann £, (2) in das Innere
des Einheitskreises von oben und von unten mit Hilfe der Formeln fiir
die hypergeometrische Funktion analytisch fortsetzen; als Losung
Q, (x) auf der reellen Achse zwischen —1 und +1 benutzt man

0,(x) = 3[R, (x +10) + Q,(x —40)];

es wird
P, (%) — P,(— )
) @ =a R W BN gy g0, 41, 42,0,
(1) Qui) =3 Pa()Init 2 — W, () firy=n=0,12,...
¥
mit

2n—1 2n—5 2n—9
Wﬂ—l(x);-%_Pn—l(x)"f'g’(:v_‘T u

)P,,_s(x) + mpn—s(x) + -
(die Reihe bricht mit P, (x) oder P,(x) ab)

=Y Py P,

m=1
W_i(x)=0.
W,._1(x) geniigt der Differentialgleichung
d2
(=) 2t 2 e 4y (0 )W,y = 225000,
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Die Funktionen %,(z), £,(2) und P,(x), Q,(x) sind linear unab-
hingig; durch (6b), (7a) bzw. (6a), (6b), (7a), (7b) wird daher fiir alle
Werte von »(» + 1) und fiir die Gebiete Rez> 1 bzw. 2 = x = cos &
ein Fundamentalsystem fiir die LEGENDREsche Differentialgleichung
definiert; daB Q_,_, und £._,_; nicht existieren, spielt hierbei wegen
(—#n —1) (—#n) = n (n + 1) keine Rolle; £, gentigt der Differential-
gleichung (3) auch fiir y = —n —1.

Es ist:

B, (—2) = e£7i P, (2) — > sinv D, (2)

(+ vmi bei Imz <0, —vmi bei Im 2z > 0),
)D.,,(—Z) Z—eivniav(z)

(+vzm?bei Imz>0, —vmwi bei Imz < 0),

0, (2) — 0,1 (2) —*—nZ%SI:;
(2—1) B — () 1) [B,00(0) — 2B, (2],
29+ 1) 2B,(2) = 0 4+ 1) Bor1(2) + Bt (),
(=12 (1) [0, (2) — 20, ()1,

(21)+1)ZD:,(2):(W+1)D:,+1( +'VDW—1( )

P, (2) fiir sinvz 4= 0

0,(x +10)=0Q,x) FZ- P()

0(2) = 5 P 21—, 1 (2),

Q,(—cos?#) = —cosvnQ,(cos ) 5 g—sin v P,(cos ),

Q-yoi(cos D) = Q, (cos B) — 7w ol P, (cos #) fiir sinyz 0.

sm v

Reihenentwicklung fir P,(cos?®) mnach LEGENDREschen Polynomen:

P, (cosd) = va”Z( 1)"[ n_v-{——ifl—‘T] P, (cos )
(V+O, :tls :tzs"n: ,0§13<7Z),
P, (cos #) P, (cos &)

1 ’
:SIH'VRZ( I:v_n +n+l]Pn(COS79)Pn(COSﬁ)

(40, £l £2,...; —a<d+¥<am, —a<d-—¥<a).
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Fiir |z| > 1, |argz| < & wird

B,(2) = "‘2""1tgvnr(v+l)2""laF1 (% +1,24L 4 %; i) +

To+1) 2 P
+ '*2'P§”+f;z" Fl(l—'2ll’ 2 zl,)
Abschdtzungen:
| P,(cos?) | £ —=—; |Q,(cosd)| < —.—V_;z:

yasin § ~ Yrsind

0O<P®<m; vreell und >1),

| P, (cos®) — P, q(cosB)| < 2C, V—

|0,(c0s9) — Qrualecosd)] < C, |/ %
(0 =¥ =<m; vreell und > 1, C, unabhingig von & und »).

Formeln fiir ganzzahlige Werte von v =n =0, 1, 2, .

. (@t (t—
=2 ”'f f(z o =2 f( z>)"+‘

v m! dn n di
= (= 1y (2n)| dzn I:(zz—l) f(t*——l—)”_“]
z

(Rez>1),

n=0
(t+ 7V —1|<|z+ V2 —1)).

(¢ muB im Innern der durch z gehenden Ellipse liegen, welche die Punkte
=+ 1 als Brennpunkte besitzt)
1 [ Pa(?)
-2 _f z—1t at

(|arg z—1)|<n),

1 g—t+J1—-2¢z422
" —
”Z Q 71— tz-22 n 221

(Rez>1,[t| <),

1 ad» 1 1 1
Bale) = gy 3 |2 — Dr I TH] — S P @ IE,

1 ar 1+# 1 14=#
0al®) = gz g (B — 1Pl ] — g Pa@)In g,
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2:4...(2 1. 1
Q,(cos¥) = 2 m%’_p)l—)[cos(n%— 1%+ l—.—(%-—l__’_—:;)cos(n + 3) & -+

13(n+1)(n+2)
+ 1-2(2n+3)(2n+5)COS(M,+5),0_}_‘ L. _]’

0 <@ <m),

4 2:4...(2 . 1- 1
P, (cos?) = ;Tu(z(nfl)[sm(”—*—l)ﬁ-}_l ((2n—:_;)sm(n+3)0+

1-3(n4-1)(n42)
T izen s Ent " n+6)9+ -- ]

0<d®<m).

Spezielle Werte:
1 1
Qo (¥) = n it

21—’
Qi) =21ty 1,

G =~@a-nmit: 3,
Q)= B2 —39)liEE_Zaay 2.
P)=1, P,0)=-54T(*E)r(3Y),
0,(0) = pe= (l—cosvn)I’( ';' )['( 21’),

P (cos #) Q,(cos §) — @, (cos ) P, (cos #) = =g

sin?d

Weitere Resultate ergeben sich aus den Formeln von § 5, §6, § 7 fir
p=0.

§ 5. Allgemeine Kugelfunktionen.

a) Darstellung durch hypergeometrische Funktionen. Die Lésungen
der Differentialgleichung (1) sind fiir beliebige Werte von u, » im allge-
meinen an den Stellen z = 4 1, 00, verzweigt; die in § 1 getroffenen
Festsetzungen sind fiir das Folgende in vollem Umfang zu beachten.

Die Funktionen!

800 = g (B2 o 1 1 15

( +1-O, wenn 2 reell und >1>,

1 Der Faktor ¢#7* wird bei der Definition von £ (2) vielfach weggelassen,

um zu erreichen, daB 0 (2) fiir reelle Werte von v, 4 und fiir reelle Werte von z > 1
selber reell wird.

Die hier benutzten Definitionen stammen von HoOBSON. BARNES ersetzt den
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ettt 1)r
D‘F( ) ___ T (v -II-—‘(%‘—:E‘F)')—(%)( 22 1)/4/2 ru—l

XZFl(v+,Lt+2 v4+u+1, 3 1)

2 5 VT g
(arg (22— 1) = 0, wenn z reell und > 1,
argz = 0, wenn z reell und > 0)

sind i. a. linear unabhingige Losungen der Differentialgleichung (1),
welche zunichst in den Gebieten |1 —z| <2 bzw. | z| > 1 mit Aus-
schluBl der Teile der reellen Achse zwischen — 00 und + 1 eindeutig
erklart sind und nach den Sétzen iiber die hypergeometrische Funktion
unbeschrankt und auBerhalb des Verzweigungsschnittes auch ein-
deutig fortgesetzt werden konnen. Die Formeln fiir R4 bzw, £ bleiben

sinnvoll, auch wenn 1 — u bzw. » -}—% eine negative ganze Zahl oder

gleich Null wird (vgl. Kap. II S. 7).
Fiir reelle Werte von z zwischen —1 und +1 (z = x = cos #) be-
nutzt man als linear unabhingige Losungen von (1):

P (x) = er™i2 BL(cos ® + - 0) = e~ #742 R (cos ? — ¢ - 0)
. 1 14 x\n/2 . 1—x
= ri— (1) eFa(=rr 11— 157),

Qi‘(x) — %e—yni [e—,um‘/2 D,i‘(x + 1.'0) + et if2 Q#(x _10)]

r 1) o
[Pt cosyn—-l%jﬁ;za “)].

Die letzte Definition versagt, wenn y =4+ m =0, £ 1, 4+ 2, ... ist;
in diesem Falle findet man durch einen Grenziibergang
@) = (—m (-2 L0 (),

0mx) = (— it Done).

2sm um

Wenn » + u eine negative ganze Zahl ist, sind die Funktionen
£ und Q4 nicht definiert. In den folgenden Formeln ist daher der Fall
v+pu=—1, —2, —3,... durchweg auszuschliefen, sofern die Funktionen
5 oder QY in thnen aufireten. Die Definition zweier linear unab-
hingiger Lésungen von (1) wird jedoch in jedem Falle durch den folgen-

sin (v + ) @

sinyzw
den vielfach anders definiert als bei HoBsoN; so 148t BARNEs den Faktor ¢—# %% bei
der Definition von Q# fort; andere Autoren definieren P¥(x) durch e #%i/% P#
(¥ +40); auch Mischungen beider Definitionsarten treten auf z. B. bei JAHNKE
und EMDE, auf deren Vorschlag die Einfithrung der Zeichen P4 und Q¥ zuriick-
geht. Aber nur ihre Definition der 0 stimmt mit der hier benutzten Deﬁmtlon
von HoBsoN iiberein.

Faktor ¢#"* in der Definition von £ durch . Auch Q¥ und P¥ wer-
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den Satz ermdoglicht, welcher mit der in § 1 getroffenen Festsetzung #,
m=20,1, 2,...lautet:

Die Differentialgleichung (1) besitat fiir v 4= u + 0, +1, 42, ... die
Liosungen

(e, OF (L2, BRL(L2), DH (L)
bzw. fiir z = x = cos &
P (L), QX (L %), PHLI(L2), 051 (L),
Falls v +u+0, 41, 42, +3,... ist, sind die Losungen
Br(z), Qi (z) bzw. Py(x), O (x)

linear unabhingig. Falls v 4+ u eine ganze Zahl, aber p +0, -1, +2, . ..
ist, sind die Funktionen

B (2), B,“(x) bzw. Py(x), Py"(x)

linear unabhingige Lisungen von (1). Falls y =4 m, v=mn oder
y = —n —1 ist, sind fiir n = m die Funktionen

B (2), DI bzw. PR(r), O (x)
und fiir n << m die Funktionen
B."(2), O(2) baw. Pr"(x), On(x)
linear wnabhdngige Losungen dev Differentialgleichung (1) aus § 1.

b) Rekursionsformeln und Beziehungen zwischen verschiedenen
Kugelfunktionen:

21280 )P @ - 0+ D)),
(m+nzwm=@~u+nwﬂm+w+M$me
BW 420+ ) RO = 00 0 ) B,

%Hm~vﬂm=m+nﬁiEWWm
PBEo_1(2) = B (2).

(23— l)dD, (2)

=@—p+1)001(z) — (v +1) 207 (),
2y +1)z200() = (V_,u + 1) 054 1(2) + (v + #) BF-1(2),

@’““’(z)+2(u+1 () =(@—u)+p+1) 05 @),

w+u+dnawa+Vﬂ~1@”uy=u—u+nnuun
v+ w) QI_1(2) + V22— 1L () = (v —p) 204 (2),
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Of 1(2) —2D@) =—(p—pu+1) Y2 —10L7(2),
20D — D (D) =— (v +p) V22— 1007 (2),
D) — D) =— 2v+1) 12— 107'(2),

(V+‘u) ('V—l-‘u + 1) D:f_](Z) + (2'p+ 1) Vztigiﬁl(z)
=@@—u) (—p+1)05:10),

F'bv—u+1) u
Totus 1)@

05 (—2) = —e2*=i 07 (2)
(et?#* je nachdem ob Im z = 0).

D"!‘(z) — ¢~ 2umi

Pt,_1(x) = Pi (%),
(1— 2)dP y (%) =@+ 1)xPi(x)—(v—p+1)Piiy(x),
=—yx PY(x) + (v + u) Py_1(x),
— _JT=#PY (x) — i Pi (%),
=(—p+1)0+p) 1-2 P @) + px P,
@v+1)x Pé(x) = (v —p + 1) Phyr(x) + (v + ) Pi_y (%),

Pi(x) + 2(u + l)yl—i?Pi‘“(x) +@—p) @+ u+1) Pix) =0,
(v—p)(—p+1)Pl(x) =@+ p) v+ p+1)Pri(x)
+@2v+1) V1—2 P (x),
Pii(@)—xPi(x) = (v—p+1) J1—22 P (),
% Ph(x) — Piyi(x) = (0 + ) Y1 — 22 P (v),
(v—p) x P(x) — (v + p) Py (x) = Y1 — 22 PY" ()
w—p +1) Phiy(@)— (v + o+ 1) % P (x) = Y1 — 22 P (2).

B0 = DO D pri 2 ot in 02 ),

Ro(—2) = T Py (2) — ; sin[(v + p) w] e+ D5 (2)
(¢¥*7% je nachdem ob Im z = 0).
D () sin [(v + p) ] — DE,—1 (2) sin [(» — p) 7] = mer~icosvam B} (2),
e D (v 4 10) = exumiz [ Q) F T P4
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D% (i cotg §) = einlu—0+121 Y T'(u + v + 1) Y3 sin & P2, 74 (cos )

(0<o<3F).
‘l‘f(icotgﬂ)zl/%gm(vm) (_’s ‘: ‘u)gj_;_g(cosﬁ_z .0)
(o<#<3).
e—tna QF _”P(l+,“+") —v—% @Oia

"0 (Cofa) 12a8ine (@ma)

(Re Gof o« > 0).

dP (x) dP (x) 2sinzmp

P i prydBi) | Benms
P 1) AT gy 2 “MITV+Z+J)FC“F;+2X
STt

Qv (—x)=—cos(v+ p)m Qi (%) + 1sin (v + p) m P (x),
0"\ (%) = sin (v + p) 7 04 (%) _mcosya cos,unP#( )

sin (v — u)n sin(v — u)z

- I'(y — 1 .
P (x) = 1..5:—_'_,“1—1__—1; [cos,un Pf(x)——;sm,uﬂQf(x)],

Pi(—2x) = cos(v—I—y)nP’,‘(x)—%sin(v-l-,u)ﬂQf(x)-

c) Formeln fiir spezielle Werte von @, g, v (vgl. § 1).
I'(1 4+ v+ m) (1 — x2)m/2

(1 +v—m)I(1+m)
XoFy(m—v,m+v+1; m+1; 1——;—’5)

moy . L(L4vm)(s2— 1) . N
'(z)'—2mp(1+,,_m)p(1+m)2F1<m_v, m+v+1;m+1; ‘2_)s

¥ 4 r
D ns(2) = gy ((’:t:nl-)i-l B (22— qyui2 g2nmkole

x F(#+12t+% ,u+;+“ n+2; )

—1 dP,(cos®
Pj§(cosd) = F(l )cotg( ) DP;(cosd) = (v-:l) ‘(;;;)S ),

PE(0) = Va2

et

P (x) = (—1)m
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2#+1 gipn (nv 42— 'u) I’(V Tet 2)

dPE(0) _ 2
dr F(v—’;_i—l)]/; ’
3 p(v_u>
00 = — 21 fmsin(PhEa) 22,
==
B r(rtet?
GO )1
2

Prx) = (—1)m (1 — aym2 2P, (x),

r m-1 m
Pym(x) = (1 m/zf fp ) (dx)ym=(—1)m P::+mj:1;P()

P (2) = (2 — 1)-m/2f...fp,(z) (dz)m
0, (z) = (2 —1)”"2 D» (2,
Q™ (z) = (— 1)m (22 — 1)—m/22f . f&, (2) (d2)m

Rm(z) =0, PP(x)=0 fir m > n.

‘,Bv_l,z (Cojo) = Vn &m a@oi V0o,
2 siny &

1),,_1/2 (COS ’19) = Vmg CcCosy '19, P;illgh (COS ﬁ) = Vn sin 19 vy

0, (E0f o) = 1V2 et
P;" (cos § Lsind e Gino)
P,” (cos &) = I’(1+ )< sin ) B, (Cofo) = P(1+v)< ma) .

d) Analytische Fortsetzung und Verhalten fiir |z |>1.
Aus den Sitzen iiber die analytische Fortsetzung der hypergeome-

trischen Funktion (s. Kap. II) folgen die Formeln:
_sin(pt+p)a v+ pu+1) (22 — 1) z-v—r=1 x

B (2) = 2#+1cosvm I'(v+ ) I'(})

v+u+2 v-l—/u-i-l
X‘Fl( I +2’22>+
2"I'(v+14) oy o (B¥FL gy 11
+ 7o prnyrm & D ’2F1< 5 9 g 22>

z|>1; |arg(z 1) | < =),

v+ +1, £3, £5,...;
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W) = g ¢ D

v—p+1l v+ut1, 3 1
X Fl( P) ) 2 ,'V+‘—2‘, )+

1—
2°I'(v + %) y ,u—v —p—v, 1 1
Yy i G W O )

2 'é Vii A
v+ 41, £3, £5;...|1 —22|>1; |arg(z £ 1) | < =),

u [ -Cos D sind I'(—v—4) __11yai2 LA
B ( smﬂ) ‘/2n I'(—p —v)e i (tg ) X
U

2F1< +nu'y — M, 'V+"§", Sinzi

)+

{/sind T'(v+3)
20 P(V—#-l- 1)

1 g B
X 2F1(?+ U, —2——/4; 5 v sm2§)

evnil2 (cotg )H—ll2

(2v=|=:i:l, 43, 45,...; 0<0<%),

z—I\-p/2 1 2 \~-¥ z2—1
W) = Fu—uKbH> G¥U o (=v, —v—p; 1- ”’Hd)

(

Es sei { =2+ ]/22 —1, wobei ¢ auBerhalb des Stiickes der reellen
Achse zwischen — 00 und -+ 1 eindeutig durch die Festsetzung defi-
niert ist, daB { fiir reelle Werte von 2> 1 reell und > 1 sein soll. Dann
wird:

i = Do+p41) (212 1 3.1
D (z) = 2¢ ev7i Yn T+ +atl 2F1(?+ﬂ, vHput1; v Ei)

<)

(Jarg(z — 1) | < =),

B = LD —bE—1" o
= YaT—r=w prart e

24 I'(w+3) (@—112 1 o1 o1
ﬁp(,_”_'_l) u=y 2F1<§+/‘, M, 'Q“-V, C—”)

(larg(z—1)| <=, 294 4+ 1, 43, £+5,...).

(FHmr+utlivt 55 a)+

z

2eim 08 () = T (F21)"oFy (=, v 151 — s 257 +
(=p) (A +v+p) (24 1\~ /2 . L1z
e ) R S G S
(largz +1) | <=, |1 —2|<2),

Magnus u, Oberhettinger, Formeln u. Sitze. 5
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D (z) = e/‘“’%—ﬂi%f( 22 — 1)~ +DI2
'V

v+pu+1 v—u41, 3. 1
XoFs (PR T v 5 )

vtp+—1,-2 -3...;|ag(zL )| <a; [1—22>1),

2#cos (v—f—,u >F<v+,u+l

2 >(1_‘x2)lu/22F1<Mi;}-{-l n—v, i; x2>+

Pl (x) = v__ﬂ+2 T2 2
e
Sin(v—l-u) <v+u+2>
—sin ‘u—]-v Ir v—l—,u-l—l
pty t@i@~
+2”°°S< 2 :)Zﬁrj >ynx(1—x2).“/22F (g gt L)
(=57

Fiir |z| > 1 wird

epni I
DU = G p g L+ 0]
7

(74:_5,"’2’, "‘E,...;

P ro+d , 277 'I(—v—} _,._1] .

e [V?zr(v—wl)z t e, R oE
(v +1 +85 £3,...; largz| <azm; vgl §7).

argz | < m),

e) Integraldarstellungen.
@

_1/2  (sindy cos (v + }) pde
Py (cosd) = 7w I(—pu+3)J (cos g — cos 9yw+h
0

(0 <® <=z, Reu < %; wenn u reell und < 0 auch fiir #=0 giiltig).

- _ 12(@inay [ Collr+ )4
srv (@Di a) - ]/;t ['(— "+ %) (@Di o - @Di t)'u+y‘
0

(o reell und positiv, Re u < %).
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7 e* 7 (Sin o)t r Wt gy 7
2T (—p+ 1)) Cofs—Cof )t
o

af(@osa)zl/
(« reell und >0; Rep <+ %, Re(v+ u +1) > 0).

Fo—ptl) u 2 "
ToF+asl) [cos,u 7 Py (cos ) sin u 7 Qy (cos 0)}

*V2 (sin §)=* cos(v—i—%-)(pd(p
nl",u—}—%) (cos @ — cos P)%-#

(Re u >—14).

I'(r—,u—f—ﬁ “ ___2~ u .
ToTatl) {P,, (cos ) cosvm - Q, (cos ) smvn}

. V? (sin®)™* [cos[(v+}) (p—m)]dg
VA Tw+ D) Teos & — cos s
9

(Re i >—}).

Pl (cosP) cos (v + p)mw — -721— Q4 (cos D) sin (v + p) =

_ /2 sy fcos[(vﬂ)(qo-n)w
TV al(—utd) (cos & — cos )t
4

(Re < 3).
cos u gt Py (cos 9) — % sin p 7 Q% (cos &)

I'(v 4 p A1) (sin §)* 2-# i sinf#ydy
T Iv—p+D)Yal(u+4)) (cos?tisindcosyy=?
0

Re(u+3)>0,0<d<m).

+1
(2 — 1)"/2 (1— 2% qt

®r = 2"]/751"(‘14-1-%) (24 Y2 —1tp-?

(Rep >—14%; |arg zil)|<n).

= V= et o Iy + p+ 1)( 1)#,2['9 (Gin )2+ d¢
Fp+HI'v—p+1) J @+ 12T eofayreeet
¢

(Re(v4+up)>—1; |arg(z41) | <a),

p T+l . f Gofutds
Q5 (2) = I'v—pu+1 )6’ f(2+yzz—l@oit)v+l

(Re(r4u)>—1,v—1, -2, —3,...; larg(z £ 1)| <=),
5*
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+1

B () = ;#: 1’(;_(4;141-_)1) (22— l)ﬂ/2f(1 — B (2 —t)"r+1dt

-1

(Re(w+u+1)>0, Rey>—1, |arg(z 1) | < =),

gmumi Qi (z) = Lt H e Vil

Von
cos(v+ 3)pde e~ Rty
X[ (z— cos p)+% "“””f (z+@oi¢)'“"}

(Rey>—3%, Re(w+pu+1)>0; |arg(z+1)| <),

Yz D(v+p+1) sin*d
Q) (cos 9) = 2,Mm — i+ )T+

BGin®#¢ Gin®# ¢
X [[(cos & - 4 sin § Gof f)r+e+t + (cos # — isin & of t)“!‘”:l di

(Re(+pu+1)>0,Re(v—p+1) >0, Reu>—1%),

3 _+il'v+p+1) sin*d
Pylcost) = or vy = T 1) T 5 1)

S —
0

(cos & + isin & Gof#)**#+1  (cos & — 4 sin & Goj )r+#+1
(Re(w+u+1)>0, Rep>—1),

—a . (zz__l),u/2 Pmd (6111 t)21'+1 dt
SBV (Z) - F(/A——’II)P(’V—I—I) z+@° )y.+v+1

(Rez>—1, |arg(z +1)| <=, Re(v—|—1)>0, Re (u—v) >0),

s,B_,t(z)zl/2 Tip+3) @12 (Coi(+4tar
v x D+ DI (=) @ +Cof 1o

(Rez>—1, |arg(z +1)| <z, Re (u+»+1) >0, Re (u—») >0),

fee]

(2 p -+ 1) 2* (sin B)* v g
P (C0s9) = M D Mt + DI a— ) ) T+ 2 cos 0P
(Re (u +»+1) >0, Re (u—v») >0),
(g - tcosd y
P# (cosd) = F(v—f—,u—l— I)J‘e Ju(tsind) tat

(0<z9< ; Re(u+v+1)>0),
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P;* (cos )

2
“nr<v+u+1>

(O<19<n,Re(v—|—,u—f—1)>O),

cun 12 (22— 12 f - -%
§J3”#(z)_V?{rw+v+1)r(;wv)0 et K,y (0) ¢ Hdt

(Rez>0, Re(u+»+1)>0, Re (u—») >0),

sm tcosﬁ+ o (w —v—l)]K,,(tsim?)t”dt

f) Einige Integrale mit Kugelfunktionen.

Ky (o fﬁ‘/afe-" o 1y () d

(Rez>0, Rep> —1),

ELIC DTLES N P

e—2v SB
= Ypv—1/s p—8—1
Kv(t) Kv (S) T (S t) € ; [(t + 11) (S + v)]l/gv+l/4

(¢, s reell und positiv),
fﬁ (r — )=l dy = I'(u) e+rai (2 — 1)+ 05" (¢)
(t reell und >1, Rep >0, Re (v — u + 1) > 0),
3 At u\ n(A—np
”F< 2 )F( 2 )

p;* #) (sind)*-1dd =
e e )Y
(Re (2 £ p) >0),

1
fP, Ydx = sin & P;* (cos )

cos &
1
sin & . 1
coLx P’, (x) dx = 0}__1)(“.—2) [Sln'l? Pv (COS’!?) -I" cosﬁP‘y (COS'I?)] .

g) Das Additionstheorem.
P, (cos P cos? + sin & sind cos p)

— P, (cosd) P, (cos &) -+ 2 E’(— 1)m P;" (cos &) Py (cos &) cosmg
= P, (cos®) P, (cos?) + 2 ?g;:i }; P} (cos &) Py’ (cos ¥) cosm ¢
o=sd<m, 0§19’<n, ¢+ <m; @ reell),
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0, (cos @ cos ¥ + sindsin ¥ cos @)
= P,(cos ¥)Q, (cos ¥) + 2 205 (—1)™ P,™ (cos ¥) Q' (cos #) cos me
m=1

(0<19'<%, 0<d<m 0<O+¢ <z ¢ reell),

R, (2 — ]/z2 —1 1/2;2 — 1cosg)
— B,(2) B, (0) + 2 S(—1)m B (z) B;"(C) cosmp

Rez>0, Rel >0, |arg(z — 1) | <m, |arg(( — 1) | < =,
0, — Y — 12 — 1cos¢)

= B, () D, (?) +22(—1)’"9"‘()‘35"‘(”)005’”?’
¢, ¢ reell, 1< <t, vk —1, —2, —3,...; @ reell),
0,7 + 1+ 17172+ 160f)

©

\? 1
T &l (m—n—1)I(m £ )

m=n+1

Qi (C7) Oy (17) e
(v, 7, « reell und positiv),

P, (—cos®cos?d — sin & sind cos ¢)

v

= P,( —cosd) P, (cos &) +

. FI —7 _m V)
+22(— Fgli:_}_m;P (—cos ) P,™ (cos¥') cosm ¢

0<¥ <d<m; preell).

m=1

h) Sitze iiber Nullstellen. P,*(cos#) hat als Funktion von »
fiir reelle Werte von g = 0 unendlich viele Nullstellen, die simtlich
reell und einfach sind; mit v, ist auch — », — 1 eine Nullstelle.

% (2) hat fiir reelle Werte von ¢ > 1 keine Nullstelle, wenn » und p
reell und 4 < 0 ist oder wenn » und u ganze Zahlen sind. Wenn » und x
reell aber u > 0 ist, hat R/ (#) fiir £ > 1 im Falle y > » keine oder eine
Nullstelle, je nachdem ob sin (u — %)z und sin u s dasselbe oder ent-
gegengesetztes Vorzeichen haben; im Falle u < v gibt es alsdann keine
oder eine Nullstelle, je nachdem ob die nichste ganze Zahl unterhalb p
gerade oder ungerade ist.

% (¢) hat fiir reelle Werte von ¢ > 1 keine Nullstelle, wenn » und p
reell, y> —2 und » +p + 1> 0 ist.

Wenn # eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . bedeutet, hat £, (2) keine Null.
stellen fiir |arg (z —1) | <#&; Qq(cos¥) hat fiir n =0,1,2,... genau
n -+ 1 Nullstellen im Intervall 0 < & = n.
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PB_1/,+41 (2) hat bei reellen Werten von 4 unendlich viele Nullstellen
fiir reelle Werte von z > 1 und sonst keine weiteren Nullstellen.
Ungleichungen: Wenn v und y reell sind und v>1,» —p + 1> 0,
u =0, ist gilt:
'+ p+1

e
‘PE}:/ (cos 79” < T'v+1) (yn sm0> (sin 19)” ?

I'vtu+1)
| @+ (cos 9) | < T +1) <vsm19) (Smﬁ)"’

F(vim—i—l)( )
'»+1 vrsin®/ (sin 19)'” ’

. cLoxmtl) ¢ a N )
[QE: (c°50H r'v+1) <vsm19) (sin §)m °

| PEm(cos ) | <

i) Asymptotisches Verhalten fiir groBe Werte von |v|. P%(cos ) ist,
als Funktion von » und u betrachtet, eine ganze transzendente Funktion.
Fiir reelle Werte von g und fir |v|> 1, |»|> |u|, |argy | <= gilt

1
DRI S
. > T+ p+ 1 )°°S[(”+2) %) B
Py (cos ) = /; s e [1+0067]

1
> ?> ,
Fiir reelle positive Werte von » und ¢ und » > g gilt insbesondere:
— m 2 1 s
v !‘P;(cosﬁ) = %Cos [(v—{——z—) 0_%_,_ ,‘%] +0 (v /,),
— 2 1 .
Q5 (cos ¥) = l/mnt? cos [(v-}— ?) 19_;_% + ﬁ;_’] + 0 (°h)

<e§ﬁ§n—e,e>0,v>%).

( e<dIEn—e, >0,

Diese Formeln sind die ersten Glieder von asymptotischen Ent-
wicklungen, welche fiir 7—(;— <9< %’E sogar konvergente Reihen sind

und auch fiir komplexe Werte von » und u gelten. Die Formeln lauten:

“ __2_ v+p+1 7%‘!‘# U
P,(cosﬂ)~vy; Fo+1 2 v+% i X
! 21
cos[(v-l—z +1)0—( -Zl)n_,_/g}
X

(2 sin 19)“r %
(v—}—,u=|=—1 —2,—3,..;v+—32 —2 —7 ..., Konvergenz fiir
< 9 <37 asymptotische Entw1cklung fir |v|> |u], |v]|> 1, so-
lange v, u reell und positiv, e K ¥ < mw—e¢, € > 0 ist).
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AETES) 3 4+ p ir ot
0% (eost) = Y gy 2 (— DFETY

! !
cos[(v+2 +1>0+(2 +l)n+/,%t:|
X @sin B)1+%
(v—l—u+-1 —2,—8; v+=—% —2, —Z, ...; Konvergenz fiir
= < ¥ <= 5 ; asymptotische Entwicklung fiir |v|> |u|, |#|> 1, so-

lange v, Y reell und positiv, e S ¢ <z —e, £ > 0 ist).

Wenn ¢ so nahe an 0 oder & liegt, daBl »¢& bzw. v (x — &) nicht mehr
groB gegen-1 ist, versagen diese asymptotischen Formeln; fiir reelle
positive Werte von » und fiir reelle Werte von g = 0 gilt indessen die
fiir > 1 und fiir kleine Werte von ¢ brauchbare asymptotische Ent-
wicklung

[(v + 1 ) cos —} P;#(cosd)
= Ju + sin 5 [ 7420 — g ) + L Jousn)] + O (sint 3)

mit 7 = (21) + 1) sin % Insbesondere gilt also

limes »* P, * (cos ,_) J.@)

> 0

(¢ reell und =0, p reell und = 0).

Diejenigen Werte von », fiir welche bei gegebenem Wert von ¢ die
Gleichung P,*(cos #) = 0 besteht, ergeben sich fiir kleine Werte von ¢
niherungsweise aus der Formel

)
sin?

i de b T o)

v T
2 sin 3

wobei 7, eine beliebige von Null verschiedene Nullstelle von ], (u reell
und = 0) bedeutet. Wenn & nahe an =z liegt, gilt entsprechend

I'2u+k+1) 7 — D\2n
v=b kot TG D )
(>0,k=0,1,2..),
1
y=k 4+ ———Mx—
3
2ln(n_0>

(w=0,k=0,1,2,...).
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Das Verhalten von P (2), 00 (2) fiir groBe Werte von [»| und

reelle positive Werte von z > %}@ ergibt sich aus den Formeln:

. I(— v —§) #=7% (Gin /2
B4 (Gofor) = r[ o R =

1 3 1
><2F1(,u+?,—,u+5;v+ 9 = e,a)+

4 Lotd 4D (@ingts
Fo—p+1)  (o—D#%

1 1 1 1
X oFs(pt g0+ 35 =7+ 5 o))
v+ +3% +2 +5,...; «areell und > §In2).

. ~ I 1 -(u+vit)a
DL (Cof o) = e#=i 2 Yo (}’,E’;i; )(le_ ~5a) oz (Gina)# X

1 1 1
X zFl(ﬂ-I-?, —4+ 3 —1’+—2~; mﬁ)
..; areell und > 41In2).

w+p+14+0, -1, —2,.

k) Ergidnzungen:
P;*(cos 9) Py*(cos &)
§m va Z (— 1) l;vﬁ T 1} P,‘,"(COS 9 P—u(cos ﬁr)

n=1

WA, preel, A >0, u >0, —a<d+¥ <n),

Py#(cos9) = T20% D (e (- +n+1) P;*(cos 9)
n=0

0O<®<m; preel, u>0)

OP;H(x) 1 <1 — x),“/Z
oy 1’(,u—|—1) 1+ %
X 2 E bt Dyt 1+ m—plo+1-m) (57
v+0, +1,4+2,...; Reu>-1),
4
(o5 = 2 eos 5).
[aP;la(:osﬁl:o: ——tg—g— - 2cotg£ln (cos %),

[3 it ;(:°ﬂ’lJv=1 - = tg — sm” -+ sindIn (cos ”;1)
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§ 6. Kegelfunktionen.
Setzt man in der Differentialgleichung (1) § 1 der Kugelfunktionen
V= % + il)

wobei A ein reeller Parameter ist, so erhilt man die Differentialgleichung
der sogenannten , Kegelfunktionen“. Sie sind spezielle Kugelfunk-
tionen, und ihre Eigenschaften ergeben sich aus den Sitzen und For-
meln von § 5. Indessen spielen die speziellen Kegelfunktionen

P oyii(x), Q-44i1(%)
eine selbstindige Rolle; ihre wichtigsten Eigenschaften sind:

4A+J Lo (4A24 1Y) (4A243Y . B N
sin® -5 + A TIT sin 3 + -

P_y i ii(cosd) =1+

ist reell; es ist:
P_yiin(x) = P_y_ii(x),

(Sjiludu cosAudu
Potvialcosd) = Y2 (cos % — cos 19) @Di ]’mﬂm !
) Y cos Audu g CofAudu
Q-nFir(cos#) = £+ @111).7‘5[},2 (Cof « -+ cos B) J‘]@(@oiu—— cosd)
0

(Soiln

P_yii(—cosd) = [Q-%1+sa(cos P) + Q_y—;a (cos )],

P_y ii(cosBcosd + sin P sin & cos )
= P_yii(cos®) P_yia(cosd) +

o (— )™ P i1(cos @) P71 (cos ') cosm
+2Z( )" Ply qia(cos 8) Ply 1a( ) 4

) fre ) e )

14

@<W<?,O<ﬁ<n,0<0+ﬁ<ﬂ%

P_y 4 i1(— cos? cos & — sin 9 sin & cos @)
= P_y1(cos¥') Py yi1(—cos ) +

(—1)™ PIy, 2 (cos &) Pl s2(—cos ) cosm @
SRR ES

@<W<%<ﬁ,0+ﬁ<ﬂ,
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Qs t41(cos ¥ cos ¥ + sin 9 sin & cos @)
= P_y1ii(cos ') Q-uriar(cos ) +

+9 < (—1)™ P14 ia(cos &) QT L i2(cos D) cosm ¢
e ) - (oo o)

<0<z9'<%<19, 0+0’<n>.

§ 7. Ring- oder Torusfunktionen.

Als Torusfunktionen bezeichnet man die Losungen der Differential-
gleichung
d?u  Goly du

1 m2
e — 2_ . —
ap T Gy ay (” 4 +@in2n>“—0'

Diese sind spezielle Kugelfunktionen; insbesondere kann man fiir # die
Funktionen

PBr-%(Cofn), On—u(Cojn)

einsetzen. Die allgemeinen Formeln von § 5 vereinfachen sich in einer
Reihe von Fillen fiir diese Funktionen; die wichtigsten Ergebnisse
werden im folgenden zusammengestellt.

- _ Ingm+d)  (@ngm [ (singPmde
Bn-n (Cofm) = In—m+3) omYu r(m +3)) (Coin + cos @ Sinmy)n+m+h
0

27
_ 1 Teth . adud L3
T2 T m+ 5 V") Gofn + cos p G mE

0

[ee]

I'n+3) Cojmtdt
(n —m+ %)0 (©of n + Cof t Ginp)»+%

wow Cofr) = (— D7

(n=m)
In@otn/2

= (=D~ f%{%)i)f(@oin — Gof¢ Ginn)r*%Cojmtdt,
0

D;;»n_% (@Df 7]) = (— l)m 2m F("};I; -'m_ ‘II; 1) Y;’ (Gin n)m e—(ntm+%)n 5

X oFy(34+m,n+m+}; n+1; e27),

Pau (Cof ) =

2-—m
T 1) (1 —e~2mm g~(n+%)n

X Fi(3+mtn, 3 +m; 2m+1; 1—e2n).
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Das asymptotische Verhalten von $P,_y (€of %) fiir groBe Werte
von # ergibt sich aus der Formel:
I'(n) en %
Iin+9¥n

2r
X [Srpet i 4o e =97 Fy(d w45 415 e720) 40+ B]

Pn-u (Cofn) =

X

mit

_ tPn—3 _ 1 jr—H—-3§ _
Mm_1+1m_ne“+TEWTKW:%6“+'”+

(ot Bloms 20
TEhteo

1 NG+ )T 41414
= ;;212: TFm¥i+0)T0e+1) (#h 41 + ul—vl—%—'vnﬂ—%)’

wobei fir»=1,2,3, ...

1 1 ' 1 1
u,=T+§+-'-+7, 'U,_%=;+ +“'+r-—§,

1
3
gesetzt ist.

Anhang zum vierten Kapitel.
§ 8. Die Funktionen von GEGENBAUER.

Entwickelt man die Funktion!

1—=2at+ad)” = 3Ch(t)a"
n=0

in eine Reihe nach steigenden Potenzen von «, so sind die Koeffizienten
C: () dieser Reihe (fiir beliebiges ») Polynome in ¢, welche ,Funk-
tionen von GEGENBAUER'‘ heiBen; sie sind eng verwandt mit den
LeGENDREschen Polynomen, in die sie fiir » = § {ibergehen; als Funk-
tionen von ¢ sind si¢ Losungen der speziellen hypergeometrischen
Differentialgleichung

’ @Ev+1t , nn+2y)
tmoy Y Ao Y0

und kénnen daher durch hypergeometrische Reihen ausgedriickt
werden:
I'(n+2v) 1 1—3

C;(t)=m2F1(n+27, —n, 'V+'2—; T

1 Man vergleiche hierzu die letzte Formel von Kap. II, § 1.
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Ahnlich den Kugelfunktionen besitzen sie ein Additionstheorem:

n
Ch(cosy cos® + sinp sind cos @) = P(ff('v;, 1) 22“ (I?(;vl)-:-[ffll-’ ;')- s

X (2% + 21 — 1) sin? p sin* & C2H} (cos 1p) C»t} (cos #) Cy 2 (cos @)
(, 9, @ reell; »=3).

X

Fiir » —» 0 wird
limes I"(») Cy, (cos ¢) = Zeosng (fir n=1,2,3,...)

»—0 n

C(cosgp) =1.
In(1 —2acosp+ a?) = —2"‘:2‘:’@«?.
Rekursionsformeln:
(n+2)Crya () =20 + 7+ 1)1 Cara(t) — 2v + n) Ca(?),
nCult) = 29 [1CA1A () — Cata ()],
(n+29)Ch(t) =2v[Ch" (t) — tCR1 ()],
nCht)=(m—1+29)tCh_a() —2v(1 — ) Cr2 (D),

ace o
Tt(") Cata (9).
Orthogonalititsrelationen.:
E 0 fiir » + m,
[ sin?” & Cz, (cos 9) C?, (cos #) A9 = 22y + ) )
0 fir n =m.

22771y & m)m! [ (»)?

Spezialfille: Fiir ganzzahlige Werte von [ =0, 1, 2, ..

1 d P, (2) J—mnng

GO =Gi—nai—s 31 an =V gy B0

Beziehungen zu den Zylinderfunkiionen.:

f eizeons C7 (cos ) sin?” p dp — 2“P<v+i>!1;<?2)g<2v+n> in Jo2a )
0

(Rev> —3%; n=0,1,2,...),

J‘eizcosﬂcosqv Jr—u% (2sin & sin (p) Cn (cos P) sin*t%9dd
0.
PL; o iyt Y
= V——1 sin*= %@ Cpr(cos @) [ 4n(2)

(Rev > —1, |argz| <=z, n=0,1,2,...).
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Erginzungen: "

<2v+1>

y 1 I'2v 4+ n) 2 o

Ca(t) = ]ft n!;(z :; 7o) (¢t + V2 — 1cosw)rsin®*~twdw
0

2v+1
e P(2v+n)F< )(1—:2)%vd

= . - ( _t2)n+v—% ,
2 pe )P(?—”i—l+ o [ ]
Cilcosd) = O (1) = @2
v r
Con() = (=0 A o Fr (=, mtw B 1),

Cons1() = (—1)”211(3;2_—;1-:-1)%1;‘1(—-%, n+v+1;%; 8,

vy _ 2" 2 I'(v+mn),, n 1—mn, .
GO = Tiry PR (g g Loy ),

v 1 I r
Ch(cos ) = 2, 4%;%’—;;: !q) cos(p — q) &,

?,¢=0
pt+g=n
G =2 e, k=123
liLnis yni2 C(I2) (]’_;) = ;117 He, (),
+1 1 +1 1
v | +Z=anF
‘[(1 —®)F F@C (dt= v‘l—)l—%m‘[(l —)" T D,

wobei F () eine (» + 1)mal stetig differenzierbare Funktion bedeutet.

Finftes Kapitel
Orthogonale Polynome!’,

§ 1. TSCHEBYSCHEFFsche Polynome.

Die TscHEBYSCHEFFschen Polynome erster- Art T, (x) und zweiter
Art U,, (x) sind definiert durch:

T,(x) = cos (narccosx) = % [(x + Y1 — a4 (v — i Y1 — a?)n],
U, (x) = sin (narccos x) = o [(x + iY1 —a¥)m — (x — i 1 — 2?)"],

1 Fiir die LeGENDREschen Polynome s. Kapitel IV, § 2, fiir die orthogonalen
GEGENBAUERschen Polynome vgl. den Anhang zu Kapitel 1V.
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oder:
T, ()= — (5 )2 (1= + () )t (1 —a92— (5 )#ms (1—22P + -,
U, ) =y1=n[(]) 1= () o= + (5 ) et —n2 — ]

So ist:

T,(x) =1, U,(x) =0,

T,(x) ==, U,(x) = Vii?,

T, (%) = 242 — 1, U,(x) = J1 — 2%2x,

Ty(x) = 4% — 31, Usg(x) = Y1 — 2% [42% — 1],

T,(x) =8at — 8%+ 1, Uy(x) = 11 — 22[84% — 4x],
Ts(x) = 1645 — 204° + 5%, Uy (x) = Y1 — 221624 — 12224 1],

T, =1, u,(1) =0,
T, (=) =(=1~, U, (1) =0,
T,,(0) = (=", Uz,.(O) =0,
Typ41(0) =0, Usns1(0) = (—1)".

Die T, (x) und U, (%) sind linear unabhingige Losungen der Diffe-
rentialgleichung:
(1—2%)9y" —xy +nty=0."

Rekursionsformeln:
Toppi(x) —2xT,(x) + T,y (x) =0,
Upa(#) — 22U, (%) + Upar(®) =0.

Haufig wird auch als TSCHEBYSCHEFFsches Polynom zweiter Art der
Ausdruck
sin[(n 4 1) arccosz] _ U,y (#)

* _
=" o

definiert. Er geniigt der Differentialgleichung
(1—2%)9y"—3xy +n(n+2)y=0.
Die U, (x) und T, (x) lassen sich auch folgendermaBen darstellen:
T,(¢) _ (=1~ an
Ji—s 1-3-5...2n—1)dr

_ (D=1 a
Upi1 (%) T 1.3.5...(2n+1)dx"

(1 — s,

(1 — x2)ntile,



80 Orthogonale Polynome.
In Form einer hypergeometrischen Reihe dargestellt ist:
o1 1—x«
T,,(x)r—-F(n, —-n 5 3 )
Die Nullstellen der T, (x) und U, (x) sind simtlich reell und vonein-

ander verschieden und liegen im Inneren des Intervalles von — 1 bis + 1.
Die Endpunkte des Intervalles ¥ = 4- 1 sind Nullstellen von U,, ().

Darstellung der Ty, (@) und U, (®) durch erzeugende Funktionen:

— 72
Tiiﬁ_;:Tt’_Zs T,(x)tr; e, =2f"firn=1; g=1,

l [=o]
I—2tx+ 8 y’l_—,,n%:U”+1(x)tn'

Orthogonalit&tsrelationen'

T(x)T(x) .
dx =0 fiir m +=n
:% fir m =n<0,
+1
J'g;(l”_)’%:ﬁ)dx—_—o fir m <+ n,
— ¥
-1 :-721 furrn="+0:

§ 2. HERMITEsche Polynome.

Die HermiTEschen Polynome He,, (%) sind definiert durch:
He, (x) = (— )" e 22 (e#*R)
oder

He, (x) = x" — (;)xn—2_{_ 1.3(Z>xn—4_1.3.5(2>xn—0+ .
So ist: '

Hey(x) =1, Hey(x) = x3—3x,

He, (x) = x, Hey(x) =x*—6x2 4 3,

Hey(x) =22 —1, Hey(x) = x5 —1023 4+ 154,
Hego(0) = "8, gy h(0) =0,

Die HermiTEschen Polynome y = He, (x) geniigen der Differential-
gleichung:

y”—xy’+ny=0.
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Rekursionsformeln:
He,,1(x) = % He, (x) — He, (%)

; He (x) =nHe, ,(x).
He,,,(x) = x He,(x) — nHe,_, (x) ») n1(®)
Als HErmiTEsches Polynom wird auch haufig der Ausdruck
H;n (x) = 22 He,,(x 72)
definiert; oder:
* n
He, (9) = (— 1) e 2 ).

7"
Die H:,, (%) geniigen der Differentialgleichung:
y' —2xy +2ny=0.
Fiir die He;,, (%) gelten folgende Rekursionsformeln:
ffe,; (x) =2n 1’-}:3"_1 (%),
He,, () — 2x He, (x) + 2n Hey (x) = 0.

Die Nullstellen der HErMITEschen Polynome sind alle reell und einfach.
Darstellung durch eine erzeugende Funktion:

=)
- y7 i
etr -2 — Hen(x)m.
0

Daraus folgt z. B. fiir { = ]/27, bzw. ¢t = — 1/5 und Addition bzw.
Subtraktion:

1 - ¥ gr
~Cofx Y2 = §He2n<x)(2—,,)!,
1o = s\ 2r
- Ginx ]/2 = ]/2 Z He2'n+1 (x) (—mw »
0
entsprechend fiir ¢ =i J2 bzw. ¢t = — i }2

feo]

e cos(x 12) = 2(—' 1)" He,, (%) (_2%:7)'! ’
0

. ot d 2n
esin (v 12) = 1@2(— 1)* Hey, .1 (%) TS T
0
Integraldarstellung von He,(x).

+
He, (x) = YZL_nJ‘(x + it)r et s,

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u, Sitze. 6
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Darstellung durch hypergeometrische Reihen:

__lﬂ 2 ! 2
Hezn(x) =( 9n) (‘nl!)‘ IFI(_M'» 2; x)
—1)*(2 ! 3

Heyp,, () = (2,.) ( n:; ) %, F, ( n; - {2)

Es ist: He;fx) < 21, :, eV2r: gy = [%J, % reell > 0.

Additionstheorem der HERMITEschen Polynome:
(el (am+ 2 x)

n! Vot + - - 4l

% a"”‘ ay"
= 2, L. o Hey, (%) .. Hep, (x,).
Myt ma=n "

So ist z. B.: n
2" Heo (v +9) = (1) 22 He,y, (xV2) He,, (y72).

m=0

Orthogonalitétsrelationen:

fHem(x He,(x) e ®*12dx =0 fir m &4 n,
=n!Y2x fir m=mn.

HERMITEsche Funktionen zweiter Art.
Die Differentialgleichung

Y'—xy +ny=0
besitzt auBer der Losung y = He, () noch eine zweite Losung, die
mit ke, (x) bezeichnet wird.

1 3 a2
hey, () = (—1)n2nn!x1F1(—§—n; 5 52.),

l 1 a2
”'2’2)

hey, (0) = 0; hey,,1(0) = (— 1)ntin!2n,

Boga (6) = (= 1)1 20 ml Fy (—
mit
Die Funktionen zweiter Art reduzieren sich nicht auf Polynome, son-
dern sind unendliche Reihen.
Die Rekursionsformeln fiir die %e, (x) sind die gleichen wie die fiir
die He, (x).
Beziehungen zwischen den He,, und ke,,:
He, (x) he, (x) — He, (x) he, (x) = n!e®/?,
He, (x) he,_,(x) — He,_, (%) he, (x) = (n — 1)1 e, (n=1)
fir n =0: z

hef (%) = e=12; ey (%) = f “Rdx=x.Fy (35 30 §):
1}
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§ 3. JacoBIsche Polynome.

Die hypergeometrischen Polynome von Jacosi sind definiert durch:

%n(a’ V,x):F(“”,“+”, ‘)/; x)

:1+2(_1)k<:)(°‘+”)(°‘+"+1)-"(“+”+k_1)xk’
k=1

y+D...(r+k-1)

T (1 — 2 dn

%n(ot, v, x) = —(—7)” i [x7+n—1 (1 _ x)a+n—7]’
3‘0(%7,9‘):1; %n(a>y’0)=1;
Falwy 1) =1-*T2x,
L oaH2 L D+ ,
8‘2(“:'}’,")—1 2 y x+ }’(}"I‘l) x;
_ 4 au+3 (0+3)(+4) 5  (2+3)(a+4)(at5) 4
Baley#) =1 =3 3 T G+ o+ Y

Alle »# Nullstellen der Jacosischen Polynome sind voneinander ver-
schieden und liegen im Intervall 0 < x < 1.

Die &, («,y, x) erfiillen die Differentialgleichung:
¥(1—2)y"+[y—(e+1)x]y +n(x+n)y=0.

Spezialfille: Die LEGENDREschen Polynome P, (x); die TscHE-
BYSCHEFFschen Polynome T, (x) und die GEGENBAUERschen Poly-
nome C,, (x) sind Spezialfille der Jacosischen Polynome, und zwar ist:

P..(x)=%n(1, 1, ]4—_2-’5>=F(—n,n+ 1; 1; 1;”)

T,(x) = <5‘,,(0, 5 ~2—> :F<n, —n; %; 1;x>,

v 29), & 1 1
Co) = (=g (20,0 4+ 5, 1)

= (—1)”(2v)"F(—n, 2yv+4m; v+ l; 1—+-x>
Orthogonalititsrelationen:

1
[t (1 —2) 7§, Fdx =0, fiir m <=n
0

I'a) (@0« +2n°

fiir m =# und Re(y) > 0; Re (@ —y) > —1.
6*

1
fxr—lu — 1§, Fpdy = LTI ek L=y,
0
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§ 4. LAGUERREsche Polynome.
Die LacuerrEschen Polynome L{® (x) sind definiert durch:

e A gn

L(na) (x) =— 7= (g—acxn+a);
n
0 (1) — #+ a\(— 2)*
o= S5

Fiir den Spezialfall o = 0 ist

L= (s (- ()

Ly(x) =1, L3(x)=1—3x+%x2_’_:;,
L) =1-—x, L) =1—dx+32—2ad 45,
L) —1—2x+7%, Lim=1—5z+62— o+ 05— 1o,
Lyx) =1; L,(0)=1; L*(x) = (- 1)”,3-
Die L® (x) geniigen der Differentialgleichung:
£y +@+1—2)y +ny=0.
Rekursionsformeln:
nL@®(x) = (—x+ 20+ a—1)L® (x) — (n + & — 1) LW, (x);

n=2,3,4,.

Die Nullstellen der LaGUERREschen Polynome L® (x) sind reell, posi-
tiv und einfach.

Darstellung von L(“) (®) durch hypergeometrische Reihen:

[ =" P (—ns at 15 ).

Darstellung von L{*)(€) durch eine erzeugende Funktion:

-xt/(l t)

)a—_l_]—*ZL(“)(x)t” itl<1

Zusammenhang mit den HErMITEschen Polynomen:
Hepo(®) = (=2l LS9 (5),

Hegpyy (8) = (— 2" n! % LY (%2) .
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Zusammenhang mit den BesseLschen Funktionen:

Lsf‘)(x) n a2 _
- F(n+1—|—a)t = ¢' (x1) /]a(21/xt); o> —1
fiir o« = 0: D — o1y (290).
- !
Summenformeln:

1+ SIL,(0) — Ly W] =
(1 + tyrest = SLeM (x)tn, 1t <1
n=0
t
SL,()dx=L,(¢) — L,y (¥)
0

o t

S L (x)dxf =et — 1, t=0
[f Zatx) a4

0

L () = 5”;§°‘F(f+k>v”’k< %,

o F(1+a+n) (27 —2k)1 (2F)1LED (2 %)
[L@ (%)) = 2 T(AFat k) (m—k)! "

Lo (2) L@ (9) = DO 2+ 2) SILE 4 9) (29)*

n! k=0[’(1+a+k) k!
(1 + ty2est = 3 L@ (x)n. 4] <1
0
Additionstheoreme der Lacuerreschen Polynome:
Lff‘l+°'*+"'°"=+"-1)(x1+x2+---xk)(—+ +z L) L (1) . L),
1 ’Lz

LO(x+y) = ev 5" (k) yk Leth (x).
Orthogonalititsrelationen:
(fg_m x* L@ (x) L@ (x) dx = 0, fir m <4=n
=ra+o("}%) firm=n

SoNINEsche Polynome. In engem Zusammenhang mit den LAGUERRE-
schen Polynomen stehen die SoNiNEschen Polynome T (x), gegeben
durch: "

TO0) = G g L0
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Es gilt fiir diese:
| T (%) | <m'!ale®?; a und » + 1 positiv und ganz; x > 0.

Weitere Formeln fiir die LAGUERREschen Polynome in Kapitel VI,
§ 4 und Kapitel VIII, § 2.

Sechstes Kapitel.

Die konfluente hypergeometrische Funktion
und ihre Spezialfille.

§ 1. Die Funktionen von KUMMER.
Die konfluente hypergeometrische Funktion entsteht aus der Losung
einer RiEMANNschen Differentialgleichung
0, o, c
Pit+p, —c, c—u; 2
Y—p 0, x
durch den Grenziibergang ¢ — ©0; sie hiingt noch von zwei Parametern

# und p ab und ist allgemein definiert als eine Lsung « der Differential-
gleichung

(1) et (E 5 e =0;

72

sie kann als lineare Kombination der Funktionen

itrer Fi(4+p—n 2p+1;2)

2)
( 2h-res Fi(3—p—un —2u+1; 2)

dargestellt werden, sofern 2y nicht gleich einer der Zahlen + 1, + 2,
+ 3, ... ist, da in diesem Falle eine der Funktionen ,F; in (2) nicht
mehr definiert istl. Die Funktion

' . a z a(a+1) 22
(3) v(2) = (Fi(a; ¢; Z)El‘{‘-o‘“ﬂ 6‘(;;‘:*;‘1—;*2'!“{“"
heiBt KuMMERsche Funkiion: sie wird vielfach auch als konfluente
hypergeometrische Funktion bezeichnet? und geniigt der KUMMERschen

Differentialgleichung
d%v dv
4 2ozt (c—2) 7 —av=0;
L Fiir g = % =0 wird z'2¢%2 u eine Zylinderfunktion vom Index Null mit
dem Argument %

2 So bei Jaunke-EMDE, wo ;F; mit M bezeichnet wird.
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sie ist eine ganze Funktion von z. Die Differentialgleichung (4) besitzt

zwei linear unabhingige Losungen '31 und '32, welche ein einfaches Ver-
halten bei z = 0 zeigen, namlich (fir ¢ +1,2,3,...)

0,(2) = ,F, (a; ¢; 2) 2((‘3”;'
0y(2) =21 F(a—c+1; 2—c; 2),

und zwei linear unabhingige Losungen %01 und 172, welche bei z = oo
eine einfache asymptotische (semikonvergente) Entwicklung besitzen,

nimlich o
o0 —C 1 n -
v, (2) ~ z-GZM_n!_‘L_)(*Z) n
n=0
.,°)°2 (z) A g% 70-¢ gc — a)’;}!l_‘i)@ P
n=0

(—2n <argz < 3m);

diese hingen mit 9, und %, zusammen durch die Beziechungen
I (o) I'(c) o

re—at T

re-oe  I'—o e
FA<a)' T TFa—s31)°

(—3n <argz<§m).

e ina .

V]
V11—

1‘;2 — g-in(a—c+1)

Elementare Umformungen und Rekursionsformeln:
d
,;;1F1(“$ c; 2) =»:~1F1(a+ l: ¢4+ 1; 2),
Fi(a; 2a; 22) =e*F(a+4%; 2%
— Q0% g-in@R)2 ['(q + }) 2254 J,_y (z€712),
1Fo(a; c; 2)=e* Fi(c—a; c; —2),
Fila+1l;¢c+1;2) =(a—c¢) Fy(a; c+1; 2)+c,Fya;c; 2),
Fil@a+1;¢;2)=(2+4+2a—c) Fy(a; c; 2) +
+ (c —a),Fi(@a —1; c; 2)
n+1
(a;c;z):z(n_*(_“i';i!‘ll?l(a-l—n—|—1; n42; 2)
n=0,1,2,...).

lim ——,F
en L ()1

Integraldarstellungen: .

r
Fila; c; 2) = T—(&-)P(—(oc)—_ P zl—cJ‘etta—l (z — t)e—o—1dt
0

(0 < Rea << Reg),
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+1

I'(c) 21~ ,
Fia; e 2) = I_,_w)_(f)T(;_*_;)ez/Zfezt/z(l — fe-e-1 (1 + o1 dt

(0 < Rea < Reg),
&({%")_1) Fi(—v; a+1; 2 :ezz“ﬂlzéfe—tt”+%]a(2 Yzt)ds
[Re(@+v+1)>0; |argz| <],

Weitere Resultate sind in den Formeln von § 2 und von Kap. VIII,
§ 2, enthalten. Man vergleiche auch § 4a.

§ 2. Die Funktionen von WHITTAKER.

Fiihrt man in der Differentialgleichung (1) von § 1 die Funktion
W = 4% 4 ein, so erhilt man fiir W eine Differentialgleichung, welche

g—: nicht enthilt, nimlich
(5) Y (- 2+ i) w =0,
Fiir diese Differentialgleichung sind die Funktionen
M, ,(2) =z+%e Fi(p—x+ 4 20+ 15 2),
M, (5 =zt+hed Fi(—p—x+4 —2p+1; 2)
ein System von linear unabhingigen Ldsungen, sofern 2pu =0, 41,

42, ,48,... ist. Um auch fir 2u=41,4+2, £3,... Lésungen
zu erhalten, kann man entweder die Funktionen
zﬂ—% S2u 22 .
Nou(®) = pap 1y Mo () = peary f1le +1—2% 2p+1; 2)

einfithren, welche auch fiir 2u = — 1, — 2, — 3, ... definiert bleiben,
dafirpy=—4nundn=123,...

r(y+g—x) _mt
Nyosinld) = — o2 a T My (2)
ist; es wird dann 2%~# N, , (2) eine Losung von (5), welche fiir alle
Werte von p definiert ist. Oder aber man kann die Funktionen

r(—2 2
W u(2) =f(<}L_"J‘M)_ w u(2) + 11—(%7!57‘”—)_7)1‘4»«,—”(2)

einfiithren; diese heiBen , Funkiionen von WHITTAKER', und streben
Losungen von (5) zu, wenn 2y sich einer der Zahlen 41, 42, £ 3
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ndhert. W, , (2) und W_,, , (—2) sind in jedem Falle lincar unabhingige
Lisungen von (5); es ist stets

Wu,u (Z) = Wn. _— (Z) .

Die Funktionen N, ,(z), M, ,(2), W,,(:) sind im allgemeinen
mehrdeutige Funktlonen von z mit z =10 als Verzwelgungspunkt und
7z = 00 als wesentlich singulirer Stelle; sie sollen im folgenden nur
auBerhalb der negativen reellen Achse, d. h. fiir | arg z | < # betrachtet
werden.

Die Funktionen von WHITTAKER sind so normiert, daB sie eine ein-
fache asymptotische (semikonvergente) Entwicklung bei z = 0o be-
sitzen. Es gilt namlich in jedem Winkelraum |argz| <z — 6, § > 0:

nlzn

W l®) ~ 225 (1 +2[.“2 (=P —(=x—§7.. -[M”“(%—"-F%)z]) )

Elementare Beziehungen und Umformungen:
() = TG Y L (z6im),
Nn.‘l (z e:{:in) i eﬂ: 2,‘1.7!’0',N_~"‘ (Z) s

z%_l‘ 52/2 Vil 9
Mn+/l+%,“ (Z) = (—2~m E.; (z’”“" u 8—3)

n=0,1,2,...;2pu4+—-1,—-2, —3,...),
1 2
Mo.u(z)=zy'+”oF1(; /‘+§; %))

Ir—2 I
Wop(—2) = e p (= 2) + BB M, (—2)

Irt—p+ux L4 p+#)
[larg(—2)| <2m; 2pu <40, +1, +2,...].

Rekursionsformeln:

Wﬂ,n (Z) = 2% W,‘_%““_u (Z) + ('& — % Iu) Wu—l,u (Z)’
= Z“ Wu—%,,u+% (Z) + (% — % — :u) Wn—-l.u (Z) ’
d

L Wu.n (2)=(x—32) W, N (2) — [.“2 — (% — %)2] Wn—l,n (2),
(6 + 55 WD) =2 2 W@ ] (e + 1+ 9
=[(6 4+ ) War @ + 2 5, W @] (u + 14— %),

C+x+plE+xtpeW, () =z2c+2p+ ) W1, w1 (8) +
+ [32 + ,u——%—a})Z-i—2,u2+2,u+%] Wot1,us1(2)
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Verhalten fiir grofé Werte von Re x: Es gilt fiir Re 2> 1, wenn
Re %> |z|, |u| und wenn Re z > 0 ist:

M, u(2) ~ Lﬂr(zy J-1) ni% 2 cos (2 Ve — o — }).

.'/""
Integraldarstellungen:
zﬂ+%e—2/2 —27 pu—x—% +x—%
Woiu(@) TTuti-w)° er g (1 4 )it dy,
_ Pt r Y ot b \utx—%
BELTES ST (L4 5) e
[Re (u+ 3% — %) >0, |argz| <a],
+ioo
_ P rs— (s —p+HT(=s+p+d ,, ..
W@ =523 |~ T—ada T DI n—uih =0
-t

in dieser Integraldarstellung von BARNEs ist der Integrationsweg so
zu wihlen, daB er die Pole von I'(s —x) von den Polen von

I'(—s—u+3}) und I'(—s + u + %) trennt.

(=]

t 4+ 1\42 L,
Would) = %fe-"'z ()™ - 0 at

1

Rex<1,u—3+0,+1,+2,...),

'2x)I'2u—2%x-+1)

reusn  Menl®

14
— tVn—,u f g—(t—7)/2 (t — 1)2:«—1 Tp-x—% MO.M-—K (1) dt
0

1
=T'(p — %+ 1) e=ilu=r)n2 22 (u—x) gt ¥ e-—t/2fest/2 (1 — s)2*—lsixx
0

X J s <z—;—t) ds
[# reell und positiv, Re (u — %) > —}, Re x> 0].

Man vergleiche hierzu § 1 und § 4a; weitere Integraldarstellungen
sind in den Resultaten von Kapitel VIII, § 2 enthalten.

Formeln fiir das Produkt von zwei WHITTAKERschen Funktionen:

Gin% 2"] (x ©ind) sin[(u — #) 7] |
— 2u M at

Wn.n (x) W—n,u(x) =—X .
Goi/) |+ Now (x Gint)cos [(1 — %))

(|Re u| — Rex < }; x reell und positiv),
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q t\ 2%
. . 2z Cof 2 .
Won 62 Wou(—12) = g r=u—n) | \ g 1| FaulFSinA)t
2/

0
1
(]argz|_ 5 |Re,u]-|—Rex<§),

_(pyprR oHETD m- e Y —thta—
Wn,y(Z)Wz.,u(C) Tra—=x—7 ; t-*—2(z+1) () I

XoFi (3 —n+pu, 3 —A+p 1 —x—A4; 0)dt

mit
0= (LAt 40,040, argz| <, |argl| <,
Re(l—x—4) >0,
(1l —x—2)I'(—2p) %otz
Wou@ Wil = p o rg — 7= %

(3 —=+ A4 ),
2 : (1£2H) il Ko o Wotimp—n—t,ntu (2) +

I’(l——n—l)l"(2,u) +% ,—% ('&—‘”"M)n _}"_:u)n
+I‘({f:7+u)1’(%-ﬂ+uzl+ ¢ ZZ T — 2 p), !
X Wn+i.+p—n—-%,n——u (Z)

[largz| <z; Re (x+4)>0; »+441,2,8,...; 2040, +1, 4-2,...].

" X

Ein Multiplikationstheorem fiir e=42N, , (2);

e ez N, (02) = azﬂ‘Z(’H_” + B (1— “)"e_mN,.Ji,Ml' (2).
g 473

n=0

§ 3. Die Funktionen des parabolischen Zylinders
(Funktionen von WEBER und HERMITE).

Die Funktionen

2
D,(2) = 2%+ v Wy ey (22)

= 2¥/2 g~2*4 [——F(%) 1F (—21), ;’ 2)+ A 1} 1F1(1;_v’ 3’ »;“)]

(%) =r(3)

heiBen ,,Funktionen des parabolischen Zylinders”.

Sie sind ganze transzendente Funktionen von z; die Differential-
gleichung

At O+i—tRu=0
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besitzt die Losungen
4=D,(2), D,(—2), D_,_,(i2), D_,_,(—12),
zwischen denen die linearen Beziehungen bestehen:

D, (9 = TR

=e 7D, (—2) + Vz”)g i+D2D | (12)

[e**2D_,_, (iz) 4 e~ 172 D_,_, (—iz)]

= e*7iD,(—2) + I—’(——Lv) GO+ D | (—iz).

Die Anfangswerte von D, (2) sind:

v/2 _ (v—1)/2
D)= TWTE. gy Th20k

rt) T r(3)
Rekursionsformeln.:

Dv:I-l(z) — ZD,(Z) + va—l (Z) =0,

%DV(‘Z) + %ZD,(Z) _—’VDv—l(z) :O,

d

dz
Fiir groBe Werte von |z |, (| z|>1, |z|>|v]|), gelten asymptotische
Entwicklungen fir D, (3):

D,(z) — $2D,(?) + D,,,(2) = 0.

viv—1) , v(v —1)(» — 2) (v — 3)

s T 3.4 :F>
fir |argz| < 2=,
vip—1) , v(»r—1)(» — 2)» — 3)

ga T 2478 :F)

(»+1) (v+2) | (v+1) (»+2) (v43) (v-+4)
222 + 2.422 + - )

D,(2) ~ et 2 (1 —

D, () ~ ez (1—
_ 2=
T(—v)

evni622/4 g"' 1 (l +
f.. 5 > > 4
4 4 '

D, (2) e84 2 (1 — v(v22—2 2

| 2y (v4+1) (v4+2) | (r+1)(p+2)(v+3)(r+4)
(=) el z 1(1+ 5 T 2.4 T )

v(v—l)(v—2)(v——3)
prmngzBeon )

fiir —%>argz>—%n.

Integraldarstellurigen:

+00
D, (z) = %Zv-kwe—wtilz ez’/4_.£t’ —2t2—2itz Jy

[arg (— 1) = »xs fiir £ <0; Rey> —1],
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s [
D,(z) = If(_v)fe-”—"/z 14 (Rev < 0),
0
- —infd Vn m-tz &
D_,_,(z¢i"*)D_,_, (ze"* )ZP(v+1) et J, .y (—2—>dt (Rey > —1),
i
R ik
D,(x)D_,_; () = — = —sin § (v Gint + vz)d?
e [P

(x reell, Rey < 0),

. @oit ° dt
LIS —1:1/4 —~ %22 Gin2t _
D, (ze*") D, (ze F(—v) @mt ¢ Sin¢

(largz[<——; Rev<0),

2—(7—1)/2f e—i:t’t’ I'd i
¢

1 1t

r(%5)s 0

(Rey > —1; Reix?=0),

¢#D_,  [(1+ )] =

Qe+ )12 ﬁ_ R |
rE) e

(Rey < 0; Reix?z=0),
I'(— ) evmilé 2-v2=14ia%2 (D, [(1 + i) ] + D, [(— 1 — 4) 4]}

= [cosxte-ittist-14s
0

D,[(1+ i)x] =

(x reell; —1 << Rewy <0).
Erginzungen:

Fiir ganzzahlige Werte von # =0, 1, 2, ... sind die Funktionen
D, (2) die HERMITEschen orthogonalen Funktionen (vgl. Kap. V, §2):

D,(z2) = (—1)* e”/‘* e-"“/2 = e ?I* He, (7).
Weiterhin ist B
1 () = et ]/% [1 — @ (%)J
D_y(2) = 6’2/4@ {Z [1 — @(}—%)] — V% e-z’/2}.
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Die Funktionen
A@) =D q+in[£ Q1 +1)4]
2
geniigen der Differentialgleichung
Bt 24
AT WA=
Die Funktion # = ¢"#/* D, (z) genﬁgt der Differentialgleichung
zg—l—z +(v—l— 1)u=0.

Es ist
Ie"/‘" # D, (@) dt =2"A+)2["(y 4 1) sin (nl Z v)
(Rev > —1).
Additionstheorem:
D,(ax+by)

— g(b r—ay)?/4 (

Vo + b2>” Z:( (Va2 +02%) D, (Ya® + b2y) (%>n

(a,b,x,y, reell und positiv, a > b).

§ 4. Ubersicht iiber die Spezialfdlle der konfluenten
hypergeometrischen Funktion.

a) Die Lacuerreschen Funktionen. Die Funktion

a+1

r I
LOW = nyrornt | o a1 0

_ Te+r+1) . _
_Wﬁﬂ:l(*% a4 1; 2)

geniigt der ,,Differentialgleichung von LAGUERRE"

da? d
za—iL(j‘)(z) +(x+1— z);z—zL(v“)(z) +vL®(z) =0.

Die Funktionen Lff‘) heiBen ,,verallgemeinerie LAGUERRESsche Funktionen';
in ihrer Gesamtheit sind sie kein Spezialfall, sondern die Gesamtheit
der konfluenten hypergeometrischen Funktionen. Als LAGUERREsche
Funktionen im engeren Sinne bezeichnet man die Funktionen LY (z)
= L, (z); fiir diese existiert die Integraldarstellung von SOMMERFELD:

(o]
le

2y, _
2T+ l)f(ﬂ e Jot yz)tdt
1]

(Rey > —1).

L(x)=
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Fir v =% =0,1,2,... sind die Funktionen L, () bzw. L® (z)
Polynome in z; vgl. Kap. V § 4.

Fiir groBe Werte von # lassen sich die folgenden Reihenentwick-
lungen zur Berechnung von L{*) verwenden:

em Ly = Tetntl) 2,4 ) ()" Tom 2 Yn2)

7 reell und positiv)
mit

T4 () am = ens[LH (=Dl
ZA'”‘(h)z =¢ 1+ hz)a+n+l

oder, explizit geschrieben,
S/ —(atm —n
Ap () = hm=n kZ()’( § ) (b — ok Letmken (21)
A, (1) = Le+mtnt) (_g),

b) Die Funktionen des parabolischen Zylinders. Die in §3 be-
handelten Funktionen D, (2) driicken sich am einfachsten durch die
WHITTAKERschen Funktionen aus (vgl. §3); fiir ganzzahlige Werte
von y =#%=0,1,2,... erhdlt man die HermIiTEschen Polynome
(s. Kap. V §2) aus den LaGUERREschen Polynomen durch die Be-
ziehungen

2\

) (22 __ (=)
LW <7) = Gipr He2n (2),

Lg%)<»222) - —Hezpnyg (2).

2" n! 2z

c) Die Zylinderfunktionen. Die in Xapitel III behandelten
Zylinderfunktionen kénnen definiert werden durch

M, (2) = 22k e ™2 ['(yu 4 1) 2% ], (3 €i722),
Woul@) = }er=i2Ymz HY (}einl2z).
Fir v =% =0, 1, 2, ... ist insbesondere

HY 4 () = %m (22)-n—% giz LC-2n-1) (— 2 47),

n
HE y(2) = Tn' (22)n % etz [-20—1)(242).
d) Die unvollstindige Gammafunktion. Die Funktion

y (v, x) = J prletdt=T(y) — s~ DRe 22 W(,_1y0 o (1)
(Re» > 0)
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heiBt ,,unvollstindige Gammafunktion. Nach den Formeln von § 2
wird fiir groBe Werte von x (fiir reelles positives x)

y,%) ~ T) — w171 +0(%)] .

Es gelten fiir nicht negative reelle Werte von # und y die Formeln
e=ty P (e AN

Gt (9 (1= 1)

fiir x =y > 0, o beliebig,

Z M L@ () LE(y) e I'(a) — y(x %)
W+ )T(n+atl) # I(a+1)
fir x>0,y=0, Rea <},

firx =y =0, Rea < 0.

ml’( +1)

e) Das Fehlerintegral und die FresneLschen Integrale. Die Funktion

_ 2 x—t’ 11 %mp 9y 2% LB,
@ () V;fe d=1- e W (4?) V,lFl(;,z, )

b4

heiBt Fehlerintegral® von x. Es ist
x® %7
P (x) = y-< 113+2|5 3|7i"')
und nach den Formeln von § 2 fiir groBe reelle positive Werte von x
V= et 1-3  1.3.5
_2“[1“(15(”)]@'57(1 2,,a+(2xa)2 (2,,2)3 ’-‘i:)
Zerlegt man fiir reelles x die Funktion

0 (s 5 m) = C — 5w

in Real- und Imaginirteil, so erhalt man die Funktionen

z

C(x) =fcos%t" at,
0
z

S (x) =fsin%t“dt,

1]

welche als , FRESNELsche Infegrale’ bezeichnet werden.

ool
1 Vielfach wird die Funktion f e~ dt mit Erfc(x) bezeichnet. P(x) heiBt

auch ,, Krampsche Funktion'.
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Fiir groBe Werte von x ist

C(x)=~;—+ ! sn—x2+0<x1—2)
S (x) :%—Lcos?xz—f— 0(%)

Weiterhin gilt:

fC(t) dt=xC (x) — —l—sinlx2,
i) T

2
¢ 1 =z 1
fS(t)dt:xS(x) +-;cos~2—x2~;,

[oWdt=20@x) + == —1),
0 ]/n

CE) =T (55 + Jun (5 22) + Tou (5#8) + - -
() = Ton(52%) + o (322) + Jona (5 #7) - -

f) Integrallogarithmus, Exponentialintegral, Integralsinus, Integral-
cosinus. Die Funktion

. dt 1\-*%
lig)=|7=— <ln »;) HAW_y o (—Inz)
0

heiBt ,,Integrallogarithmus* von z. Die Funktion li (¢%) wird vielfach
mit Ei (x) bezeichnet und heiBt ,,Exponentialintegral’ von x. Es ist

Ei(ix) = Ci(x) +iSi() +i 5,

Ci(x)=—f005tdt~C+lnx—fl—COSt ¢

z

(C = Eulersche Konstante),

Si (x) = Fﬂm M—Fﬂw

Die Funktionen Si(x) bzw. Ci(x) heiBen , Integralsinus‘ bzw. , Inte-
gralcosinus' von x. Man schreibt auch

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sitze. 7



1] Thetafunktionen, elliptische Funktionen und Integrale.

Fiir groBe positive Werte von x gilt:

(ix

Cit) +isitm s (G4t g F gt )

Weitere Formeln in Kapitel VIII §§ 1, 2.

Siebentes Kapitel.
Thetafunktionen, elliptische Funktionen und Integrale.

§ 1. Thetafunktionen.

Es sei v eine beliebig verinderliche komplexe Gréfe und t ein Para-
meter mit positivem Imaginirteil. Wenn t rein imaginir sein soll, schreibt
man auch

T=1int,
wobei ¢ reell und positiv ist. Ferner werde zur Abkiirzung gesetzt

— giar — glaY
qg=¢err, z=2¢"",

Die folgehden Funktionen der komplexen Variablen v und des Para-
meters T:

8, (v, 1) = 2 3 (— 1)n gins w12 sin 7 20 + 1) v,
n=0

Dy(v, 1) =2 f’ei“'("“ﬂ)” cosm(2n + 1)v,
n=0

(v, 7) =1+ 22’6“"'"’c052nnv,

n=1

Polv, 1) =1+ 2§(—~1)”ei”'"’0052nnv
n=1

heiBen Thetafunktionen; man setzt auch
P, ) =9 (v, 7)
und schreibt, wenn der Wert von 7 sich von selber versteht,
B1(0), F2(v), F53(v), Fo(v) =D4(v).

Die Thetafunktionen sind periodische Funktionen von v, und zwar
besitzen #; und @, die Periode 1, &, und 4, die Periode 2. Dariiber hin-
naus bestehen die folgenden Beziehungen, welche es gestatten, eine Theta-
funktion vom Argument v 4 %‘r + % mit beliebigen ganzzahligen Wer-

ten von # und m wieder durch eine mit einem Exponentialfaktor ver-
sehene Thetafunktion auszudriicken:



9(v+ 3) =
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B4(v);

Ba(v + 3) = — 3 (v);

Pg(v + %) =

Po(v + 3) =

Dy(2);

4(v);

191('0 + f2~) = ¢ ntla+inn) §(y).
02(1, + %) = glintdtian) 9 (p),

U8 <v + ;—) = g (ntli+in) G, (y),

190(.,, + 52_> — j-Gmtlt+inn § (y).

Die Nullstellen der Thetafunktionen sind aus der Tabelle
Funktion * By N By

Nullstelle bei v =

n4+mrt n+mr+% n-{-mr—{—%—}—% n+m1+»;*-

zu ersehen, wobei # und m wieder beliebige ganze Zahlen bedeuten.
Sind «, 8,9, 8 ganze Zahlen, so daB «d — By =1 ist, so lassen
sich die Thetafunktionen mit dem Argument- bzw. Parameterwert

I___ut-l—ﬁ
T Tyt +o

, v

V=T

wieder in einfacher Weise durch die Thetafunktionen vom Argument v
und dem Parameterwert r ausdriicken; dies wird ermoglicht durch
die Formeln der nachstehenden Tabelle:

O )

T .
'/ T‘eww!/t ,ﬁo(v s T) s

v —1\ T oy
> )_ VTe“' B5(v, 7),

et AN T jinvdr
- )— Vz.e" Py (v, 7).

M, T+ 1) =lhY (v, 1);
Py(v, T+ 1) = 74 9y (v, 1); 192(?
Py(v, v+ 1) = By(v, )4 193(

S0, T +1) = O, 1); 00(

Hieraus folgt z. B., daB

v at+p — .
ﬂ&yr+fyr+a>=£V71+5””“W*“0dwt)

ist, wobei ¢ eine achte Einheitswurzel ist. — Fiir 9, erhilt man nach
Einsetzen von 7 = ¢n¢ und unter Berlicksichtigung der Definition von
¥, die Formel

© +00
(v, tmt) =1+ 220052117;1) et — L Ze"(”")’/‘.
| Tt

n=1

Die Thetafunktionen lassen sich in einfacher Weise als unendliche Pro-
7*
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dukte darstellen; mit den eingangs eingefiithrten Abkiirzungen bestehen
die Formeln:

Py(0, 1) = — 1Oz [T (1 — g2 (1 — g 79,
n=0

’19‘2(‘1), 1,') = @q%zﬁ(l _|_q2n+2z2) (1+q2"z—2),
n=0

By(v, 1) = 2] ﬁ(l + gantl 2) (1 + g2nHl 2
n=0

B0, )= O I - (1— gy,
n=0

wobei

0 = [T~ = [[(1 —e*im)
gesetzt ist. =l =t
Die Thetafunktionen sind Lsungen der partiellen Differential-
gleichung
029 60
¥ =4m1
v

zwischen ihren Ableitungen nach v, welche durch einen Strich gekenn-
zeichnet werden, bestehen fiir v = 0 die Relationen:

#1(0) = 7 3,(0) 94 (0) 3, (0),
,3/;' (0) 0!! (0 .ﬂu (O) 19(’)’ (O)
B310) — 5,0 T 5,0) T 8,0)°
Die Nullwerte der Thetafunktionen, d.h. die GréBen (0, 7),
95(0, ), 95(0, 7), $4(0, 7) werden gewshnlich kurz mit 9, &,, 95, 4,
bezeichnet; analog schreibt man &) fir 4](0) usw. Diese Abkiirzung
wird weiterhin benutzt werden.

§ 2. Die WEIERSTRASSsche p-Funktion.

Es seien o und o’ zwei (komplexe) Zahlen, deren Quotient

nicht reell sei ; es wird weiterhin vorausgesetzt werden, daB der Imaginar-
teil von 7 positiv ist. Eine Funktion f der komplexen Verinderlichen u
heiBt eine elliptische Funktion mit den Perioden 2 w und 2 ’, wenn
f (#) meromorph und doppelt periodisch! mit den Perioden 2w und
2 @' ist, d. h. wenn

flu + 20) = f(u + 20) = [(u)

1 Eine meromorphe doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 2w, 20’
P PP P

ist eine Konstante, wenn - @ reell ist.
w
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ist; es ist alsdann fiir alle ganzen Zahlen # und m
flu+2n0+ 2me’) = f(u).

Eine spezielle elliptische Funktion mit den Perioden 2 w und 2 o' ist
die WEIERSTRASSsche @-Funktion

1 ! 1 1
P = s +,§ ((u_mw_zmw')’é T Rre +2mw')=*>’

wobei die Summe rechts {iber alle ganzzahligen Wertepaare #, m zu
erstrecken ist mit Ausnahme des Wertepaares # = m = 0. Will man
die Abhingigkeit von @ (#) von w und o’ betonen, so schreibt man
©(u; 2w, 2w) statt @ (u).

Die Funktion @ (#) geniigt der Differentialgleichung erster Ordnung

9= (52) = 4{lp () — el lp (W) — el [p(w) — )

=49 — 89— 8,
wobei die von # unabhingigen GréBen ¢y, e,, ¢;, g5, g5 gegeben sind
durch
6=p), =gpo+o), &=p),
eyt et e=0, ee,te e+ e65=—1g,, €665=1¢g;,
_ 15 >ﬁ’ 1 _ 3By 1 .
82 4 <~ (no+ma)i’ 83 = < (o +mw')t’

m

hierbei sind die Summen iiber alle ganzzahligen Wertepaare #, m mit
Ausnahme von # =m =0 zu erstrecken. Die GroBen g, und g, heiBen
die Invarianten von g.

¢ (u) besitzt ein algebraisches Additionstheorem:

@ (u) — ¢’ (“z)>2

1
0 (g + ty) = — @ (14;) — @ (1) + 4 < 2 (uq) — @ (uy)

wobei u,, u, zwei beliebige komplexe GréBen sind.

Es gilt der Satz:

Jede elliptische Funktion von # mit den Perioden 2 w und 2 o’
ist eine rationale Funktion von @ (#) und @’ (u); sie 148t sich in der Form
schreiben

Ri(p) + ¢' Ry(p).

wobei R, und R, rationale Funktionen bedeuten.
Man kann g (%) bzw. die GréBen ey, ¢,, 5, g;, g; durch die Theta-
funktionen bzw. deren Nullwerte ausdriicken. Man setze

4

v a T @
T 2w’ T
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Dann gilt (vgl. die Bezeichnungen und Abkiirzungen aus § 1):

1 B B, (v) . . .
Vo) — =5, 5 g (k=123 =45,

T _ 1 818, & o
NN 55,0, 2wV

= (2) Gt 0. 3 205
0= (2) s~ 5 2755
o= 2 [ 2 (e - )

§ 3. Die elliptischen Funktionen von JACOBI.

Bezeichnungen und Definitionen: Man setze:
Vél_:—%w = K(r) = %0% = _;_ (1 + Deinent)2,
n=1
Ve, — e’ =i K'(1)= 1K (7).

Die Funktionen von # = 2 Kv:

_ By B (v)
SNy = 2K3’;—1§0(—1}) B

= %)
ME= 580

_ By B35 (v)
dnw = By Bo(v) ’

welche als Sinus amplitudinis, Cosinus amplitudinis und Delta ampli-
tudinis bezeichnet werden, sind elliptische Funktionen, und zwar be-
sitzt sn# die Perioden 4 K und 27K’, cnu besitzt die Perioden 4 K und
2K + 24K’ und dnu hat die Perioden 2K und 4:K’. Mit der WEIER-
sTRASSschen @-Funktion (mit den Perioden 2 w und 2 w') hingen diese
,,elliptischen Funktionen von Jacosr’ durch die Beziehungen

“ cndu dn?u
80 (1,-—81 -73) = 51 + (61 —_ 63) ey = 62 + (61 —_— 63) m
1

= ey + (61— ¢3) oay
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zusammen (vgl. § 2). Weiterhin setzt man:

0,
— P gwn(n+%)ﬂ 2
1/o=a _ gy = B [
e, —eg U 1+2§eium‘

nal

N S q\n imTnd 2
el_—jg=k,(r)=g§=(l+2,£( Ite )
3

e, —6y 1+ 2£~einzn’

R=l

Es wird dann k24 k’'2=1. Sehr oft filhrt man £ an Stelle von 7 als
Parameter ein; man vergleiche besonders § 4. Es wird fiir [2] < 1:

s o (3 (5 152 02+
+ 1707 @)’ ...

Man nennt k(r) den Modul, k'(v) den komplementiren Modul der
Funktionen sn#, cnu, dnw.

Ferner filhrt man fiir die Quotienten und Reziproken der Funk-
tionen sn#, cn#, dn# neue Bezeichnungen ein:

1

St =g mew =gy Mde=gn

snu snu
SCu = , sdu= R

cnu% dn u

cn % cnu
cs=—1, cduy=-—,

sn % dn u

dn u» dn u
ds¢p = ——, dcu= .

sn u cny

Beziehungen zwischen sn%, cn %, dnu; Perioden, Nullstellen, Pole.
Es ist
cn?y + sn?y =1, dn2w 4 k%sn?u =1.

Bei Vermehrung des Argumentes # um ganzzahlige Vielfache von K
oder ¢K' gehen snu#, cn#, dnu in Vielfache voneinander oder von
den oben aufgefiihrten Reziproken und Quotienten iiber. Dies ist im
einzelnen aus der nachstehenden Tabelle zu ersehen.

w*=ut+ K, utiK,u}K+iK, ut+2K, ut2iK', u+2K+2:K'

sn u¥ = cd u lnsu —I~dcu —snu sn u —snu
3 k ’ k 4 ’ ’
i Tk
cnu* =—Fksdwu, —?dsu, —-gncu, —cn%, —cnu, cn u

dnu*= ¥ndu, —icsu, ik'scu, dnu, —dnwu, —dnwu
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Die Nullstellen und Pole von sn#, cnu, dn# sind aus der folgenden

Tabelle zu entnehmen, in welcher # und #’ beliebige ganze Zahlen 0,
-+ 1, 4 2,... bedeuten:

Nullstellen Pole
sn u 2nK 4 2w K’ 2nK + (2#' + 1) i K’
cnu 2»+ 1)K + 2in K’ 2nK + (2#' + 1) (K’
dnu @n+ 1)K+ @n'+1)iK' | 2nK 4+ 20 +1)iK’

Differentialgleichung und Additionstheorem. Es ist

[0% (sn “)]2 = (1—sn%u) (1 —A%sn%u),
[ ; = 24) (k'2 + k2cn?
E‘J(Cn“)J— (1 —cn?u) (&2 + k2cnu),
[}u (dnw)|'=— (1 — dn?u) (¥'2 — dn2u).
Fiir beliebige Werte von # und w gelten die Additionstheoreme:

snyucnwdnw - snwcenu dnu
sn (u + w) = 1 —A2sn?usniw ’

cnucnw—sn# dn#snwdnw
cn (u + w) - 1 —k2sn?usn?w ’

dnudnw —Ek2sn# cnusnwdnw
dn(%+w)= 1 —k2sn2usn2w o

Transformationsformeln. Imagindre Transformation von JAcoBI. Man
kann sn#, cn#, dnu als Funktionen von # und % auffassen und schreibt
dann sn (4, k), cn (%, &), dn (4, k). Es gilt:

sn(iu, b) = i TR

cn (u, ]/1 — k"‘)

cn(tu, k)= cT(u_%—:ﬁ): nc (, &),

= isc(u, &),

dn (i w, k) = %ﬁ: de (u, ¥).

Transformation von LANDEN: Man setze

1—#
h=1rp-

f—

Dann wird
sn[(1 + &) u, k)= 1+ ¥)sn(u, &) cd (%, k),
en[(1 4 #) %, k] =nd (u,k) — (1 + &) sn (u, k) sd (u, %),
dn[(1 + &) u, k] = nd (4, &) — (1 — &) sn (u, k) sd (u, k).
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1—k\2

Transformation von Gauss: Es sei 4 = ( % ) . Dann wird

(1+44) sn (I’-ﬁp ,z)

T ()
on (. B =cn (T:T-_l }.) dnu(l_}_a l),
144 sn? <1+l'l>
R
L 20t (04)

Formeln fiir den veziproken und fiir vein imagindren Modul:

sn(u,k) = klsn(ku,k1); sn(u,ik):_y—ltl': ( 1/1—|—/4z2

V1+k2>
cn(u, k) = dn(ku,kY); cn(u,ik) = ( w14 B,

i)

= ~1Y) « ) = Y W”‘E
dn(u,k) = cn(ku,k); dn(u,ik) nd(u]/l—i-k ,Vsz).

§ 4. Elliptische Integrale.

Die Integrale erster Gattung. Die Umkehrfunktionen der elliptischen
Funktionen heilen ,,Elliptische Integrale erster Gattung®. Entsprechend
der doppelt-periodischen Natur der elliptischen Funktionen sind die
elliptischen Integrale unendlich vieldeutig; bei festem Wert der Varia-
blen unterscheiden sich die unendlich vielen Funktionswerte um eine
lineare Kombination der Perioden mit ganzzahligen Koeffizienten.

Man nennt insbesondere die Umkehrfunktion von

y = sn (u, k)

das LEGENDREsche Normalintegral erster Gattung mit dem Modul %;
es ist

wly) = f RPN

Die unendlich vielen Werte von #(y) unterscheiden sich (bei festem y)
je nach der Wahl des Integrationsweges um eine Linearkombination

4nK + 124K
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mit #,#' =0, +-1, 4 2,... voneinander; faBt man nunmehr K und
K’ nicht mehr als Funktionen von v sondern als Funktionen des Moduls &
auf, indem man

K() =K(), K'(r)=K\(k)
setzt, so wird

4

1
dt oy,
) = [y = 3Rl 45 15 1)
° 1 1/k

K'(B) = K (¥) =f ai

Va—ma—ria JYeE—1i_mnae
0 1

K (k) heiBt vollstindiges (LEGENDREsches) elliptisches Normalintegral
erster Gattung.
Es besteht die Beziehung von LEGENDRE:

{E—(kk'a%%) = kK.

Beziehungen zwischen verschiedenen Integralen erster Gattung. Die
Umkehrfunktionen der verschiedenen elliptischen Funktionen von JAcoBI
werden definiert durch die Formeln:

snu cenu
dit dt

“= ,,[V(I—F) (1 —m - 11— (kla_'_m’
0 1
scu csu

= -_"—-dt — m__d._t____

p YA+ A +#25) f YO+ @i
sdu dsu

dt
YO—F28) 1+ k) —fﬁf-_k'ﬂ) EY TN
0 ©

cdu deu £
e = e =
1
nsu neu
(2 a¢
- JE-nemm G
dnu ndu
R T N
fi—m@—#9 fEna—wi
1 1

Hierbei ist zu beachten, daB die oberen Grenzen dieser Integrale alge-
braische Funktionen von y = sn# sind, nimlich:
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snu =y, cnu = Y1 — 92,
=
scu:J:, csu=1——y—,
J1— »2 y
‘y Y YT
sdy=—2 | dsu———-—1 Ly
J1— &2y2
_ 1— 92 1— k242
Cd“—ViTnyw dc““l/ =
1
nsu = —, ncu = )
y 1—y2
dnu = y1 — k%92, ndw = —+ .
YL -3yt

Man erhilt somit aus diesen Formeln zugleich Beziehungen zwischen
Integralen erster Gattung mit verschiedenen Integranden. Weitere der-
artige Beziehungen ergeben sich aus den Formeln, welche die WEIER-
sTRASSschen mit den JacoBischen elliptischen Funktionen verbinden;
die folgenden Tabellen beriicksichtigen besonders den Fall, daB die
Koeffizienten des Polynoms X () alle reell sind, und sind daher so an-
gelegt, daB mit diesen auch alle weiteren GréBen reell werden.

Essei X(t)=(t—a) (t—p) (t—9y); «, B, yreell, « > >y. Man

setze A = ;V:z:, E=1/8=7 ¥ = ﬂ. Dann wird

o — Y a—y “—y

@ mit y = V“—y
f}/‘ y(l—zz) (1 —#20y) TV a—y’

__QL:__ dt — oa—7y

=% lfvr—m——km—a =Y

o a _1P

T =4

at dt __]je—*

.ix”fv(l_—?zvﬁfﬁﬂ - =l
z 0
1

2 at =l/°‘—f’

X fVT—ﬂ)(ﬂ CoRR G A

T;z:*fﬁ— e - ey
v
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- S Vit
"lfv(l_-m a—wmm 7 By
0
/ dt ; at B—
_dr _1/B—>
fy:‘}? A Yi—n) k2t r2e) y l/ﬁ —x’
z v

EsseifernerX() (x—oc)( —2bx + o), a,b creell, c—42>0,

[eo]

r—df‘“ a mit _Ii;—_o:_]i
¥x VH YA — ) (B2 + k22) y_x—oc+H’
z
T
g ——1- 2 i
fl'——f VEJVa =8 2+ #2n)  7 Y=uFHE %
Y y
z .
— o—Xx
X —VEIY(I—ﬂ)(k‘Hk*ﬂ) v YSH—axa
o
o
dt dt __H—a+x
V X VH yo—& F+ e Y= Hita—»

Weitere Beziehungen zwischen reellen Integralen erster Gattung,
welche es gestatten, diese auf das Normalintegral erster Gattung zu-
riickzufiihren, sind die folgenden:

Es seien «, B, 7, 0 reelle Konstanten, und es sei « > >y > 4.

Man setze
Y@O)=(t—a)(t—B) (E—y) (t—9).

Durch eine Substitution

y="h(x), yo=h(%)
wird das Integral

mit k%= B—yax—9

a—y f—9’

J‘_d_t — 2 J‘ dt

1Y Yie—y) (B—0)J) Y0 —2) (1—42#)

Yo To

wobel w(f—8)—Bla—0)
h@) = =g 5 —a—3)

ist, wenn y, und ¥ zwischen « und oo oder y, und y zwischen —o0

und J liegen, und
y(B—0) —d(B—y) +*
B—0—(B—y)+*

ist, wenn y, und y zwischen y und f§ liegen.

h(x) =
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Ferner wird

52 = a—pBy—90

LI 2 4 mit L
fy_—y“y(a_y) (ﬂ—~6)fV(1—~t=) 1—ra T a—yp—6

Yo

wobel Sla—p)+aly—0) s
B =) =9

ist, wenn y, und y zwischen 6 und y liegen, und

Bl —ya—p
U iy e iy oy

ist, wenn y, und y zwischen § und « liegen. Hierbei liegen die Werte
von x, und x zwischen 0 und 1.
Es sei ferner

V() = (¢ — o) (¢ — B [(£ — )2+ 7],
wobei o, f, 4, v reell sind und o > § ist. Man setze
(B—a)+ ot =at (u—p)F+ 0 ="0.
Durch eine Substitution

y="h(x), yo="h(x)
wird das Integral

y z
a1 (@ it = @FOI—(—f)
W =) m s ™ @
Yo Zo
wobei h(x)=ab_aﬂ+(ab+aﬁ)yl—_72

b—a+ (b+a)Jl—a?

ist und y und y, zwischen a und co oder zwischen — oo und f§ liegen.
Ferner wird:

Yy T
a. 1 ( dt . (x—p)*— (a—b)*
I e e o B T

Yo

wobei h(x )_ocb—}-aﬂ ocb—-aﬂ)]/m

bta—(p—a)Jl—4?

ist und y und y, zwischen g und « liegen.

Setzt man x = sing, %, = sin ¢y, so liegen ¢ und ¢, zwischen 0
und 7.

Falls « 4 8 = 2u ist, filhre man #— u als neue Variable ein und
benutze die Formeln von S. 106.
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Es sei schliellich
V) = [t — )t + 2 — w4 V1,
wobei g, v, u’, v reell sind. Man setze zur Abkiirzung:
=P+ E+VR=r (u—p)l+ —)=4,
ctgw = V(y +9I—4s

L1 (r—s)2
Es mégen x und y bzw. %, und y, durch die Beziehungen
y=vtang(p—w)+u, x=sing,
vo = v tang (p, — ) + pu, %, =sing,

zusammenhédngen. Dann wird

y , .
'd—t‘=-£— __ﬂ~__._= 2 _dp
1Y ’+$fv(1—_wtrzﬁs ] e
Yo Zo oA
wobei
4rs
2 __
B=to

gesetzt ist.

Die Integrale erster Gattung als Umkehrung der elliptischen Funk-
tionen. Die Eigenschaften der elliptischen Funktionen liefern sofort
Aussagen iiber die elliptischen Integrale; bei der Differentialgleichung
fiir die elliptischen Funktionen ist dies evident; das Additionstheorem
liefert z. B. fiir die Umkehrung von y = sn# die Formel:

Ist
y

(3
_f]’(l—t”) 1—rte’
0

w=f————————,
J V= —ma

so wird

dt ’
0

wobei

0 = y T — 23 (1 — #222) + 2 J(1 — »?) (1 — k29
1 —Fktyist

ist und die ganzen Zahlen #, »' von der Wahl der Integrationswege
und den Werten von ¥, z abhingen; bei geradlinigen Integrations-
wegen und hinreichend kleinen Werten von y und z ist # = #’ = 0.
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Setzt man
y=sing, ¢=-siny,

so wird das elliptische Normalintegral erster Gattung zu der Funktion

- iy
Ek o) ~JY}/1 — k3sin?y
0

und das vollstindige elliptische Integral erster Gattung wird
z[2

—(__3v»
K (%) ‘Ofyl—_zm-

Die LanDENsche Transformation liefert dann die Aussage:

Ist
1—¥% . (1 + &) sin @ cos ¢
k= ) sin = e,
R # ]/1 —k2sin?g

f}’l—:- k% sin? g, =1+ k)f]’l — k¥sin?yp

Ist % eine reelle positive Zahl zwischen 0 und 1, so liefert die LANDEN-
sche Transformation das Resultat:

Es bedeute M (a, b) das arithmetisch-geometrische Mittel der reellen
positiven Zahlen 4 und b; hierbei ist M (a, b) definiert durch

so wird

M = limesa, = limes d,,

n— o N~»c0
mit
a+b — n-1+ On— e
&= -2'- , by=Yab, a,= a_%_!, by = V155
fir n=1,2,3, ... Dann wird
1 N o _ T 1
(k) 2 M1, k’) K(k)=K’(k)—'~2—M—(L_k)'

Das Normalintegral zweiter Gattung. Die elliptischen Integrale zweiter
Gattung sind definiert als die Umkehrfunktionen der unbestimmten
Integrale der elliptischen Funktionen. Die zum Modul %2 gehérigen
elliptischen Integrale zweiter Gattung lassen sich simtlich ausdriicken
durch die Summe eines Integrals erster Gattung und eines Vielfachen
des elliptischen (LEGENDREschen) Normalintegrals zweiter Gattung

fﬁm

1—1z2
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Setzt man y = sin ¢, ¢ = sin g, so wird dies zu
@
= f 1—A%sinfpdy.
0

Den Wert von E fiir ¢ =% bezeichnet man als volistindiges Normal-

integral zweiter Gattung und schreibt dafiir E (&). Es ist
7tf2

E(k)=f}/ “Rsintydy = f”"”” dt = 5 oFi(— 4, 45 15 &9,
0

Man definiert E' (k) = E();
zwischen K, K’, E, E’ besteht die Relation von LEGENDRE
EK' + EK—KK =

Fiir kleine Werte von % gilt im limes & — 0:

limes K (k) = limes E (k) = %, limes K_k:_E =2,
k—0 k—0 k—0 4
limes E' (k) = 1, limes [K' (k) — In %] —0.
k=0 k-0

Unbestimmte Integrale, die sich auf elliptische Integrale zuriick-
fithren lassen. Alle unbestimmten Integrale

Yy
S RG, Va8 + 0,8+ a,8* + agt + a,) dt,
Yo
wobei R eine rationale Funktion von ¢ und der Quadratwurzel

Vaott -+ a, 8 + a, £ + azt + a,
mit konstanten Werten von a,, 4,, a,, a5, @, bedeutet, lassen sich
linear durch elementare Funktionen und elliptische Normalintegrale

erster, zweiter und dritter Gattung ausdriicken; Normalintegrale dritter
Gaitung sind dabei die unbestimmten Integrale

di
Q4e)Ja—8) 1—r21)
worin ¢ eine Konstante bedeutet.
Eine Reihe von Beispielen zu diesem Satz ist in den oben angegebe-

nen Beziehungen zwischen Integralen erster Gattung enthalten. Weitere
Beispiele liefern die folgenden Integrale. Man setze:

‘Jy(—l:ﬁkm ‘fVl_kz_ﬁ :
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Dann wird

2 dt _F—E

Ya=a)yq—rn R
0

Yy
1_z _ E—-#?F
flszzzdt TR
0

dt _E /ezy}'l—y2

]/l_éz"/ kz,a PR 1] n= Ik

y R
L et _E-RF gfl—9
Yl—t“]/ — h2 )0 ;2) R2R'2 k’2y1 B2y’
V )
1 — k2 2)3 TR J1I=#2y2

Integralbeziehungen von Lecenpre. Die folgenden Formeln sind unter
dem Namen ,,Reduktion der vollstindigen LEGENDREschen Normal-
integrale dritter Gattung auf Normalintegrale erster und zweiter Gat-
tung‘‘ bekannt (Definition von F (%, ¢), E (&, ¢) S. 111, 112):

)2
TE it cos?y do
sin f cos B J1 — ¥'%sin ﬂI 1_cos2,6cos2<py1 e perp

=2 —KE(¥,B) + EF(¥, §)—KF (¥, B,
TP

K2sin cos B Y1 — K2sin? B r
0

=2 —[KE®¥, B) + EF(¥, p) —KF (¥, B)],

sin? g de
(1 —#%sin2p) sin% g Y1 —#%sin? g

(2
sin? do

k¥sin B cos B V1 — k2 sm2ﬂf T— 72 51n2ﬁ51n2(p i Fesint g

= KE(k, B) —EF (%, ).

Spezielle Werte des Moduls k.

Fir eine Reihe von speziellen Werten des Moduls Z lassen sich die
zugehorigen Werte von K, K', E, E' oder wenigstens Beziehungen zwi-
schen diesen explizit angeben. So gilt fiir die ,,lemniskatischen Funk-

Magnus u. Oberhettinger, Formeln u. Sitze, 8
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tionen”, d. h. fiir die (JacoBischen) elliptischen Funktionen mit

k=172,

1
, a1 .
K=K= fyl_”_”;[l’(;})] '

Weiterhin gilt:

Fir k=172—1 wird K'_KV—Z—.

" . 1 . , e _B—1)_=}3
Fiir k—sml2 wird K~—KV—§ und K(E 273 K)— it

Fir k= tang% wird K =2K.
Die JacoBische Zetafunktion. Man definiert:
u
zn (u, k) = fdn’(w, k)dw——Eﬂ.
0

K (k)
Es wird:

d
znu-——-d—ulnﬁo(;'-(«).; zn (4 + 2K) = zn(u),
zn(u + v) =znu + znv—ksnusnvsn(u + v),

zn(iu,k)=i{:sc(u,k')dc(u,k’)— ”

ﬁ(—,— zn (u, k')].

Achtes Kapitel.
Integraltransformationen und Integralumkehrungen.

Vorbemerkungen: Die Funktionen, die in diesem Kapitel auftreten,
sollen in vielen Fillen den folgenden Bedingungen geniigen:

Ist f(¢) eine reelle Funktion der reellen Variablen ¢, so soll f(¢) stiick-
weise zweimal stetig differentiierbar sein; die Punkte, in denen dies
nicht der Fall ist, sollen sich im Endlichen nirgends hiufen, und es

sollen die Grenzwerte von f'(f) oder 7,1—0 bei beiderseitiger Anniherung
an dieselben existieren. An Sprungstellen ¢, soll gelten:

flt) = 4 times £(0) + limes £10)].

Wenn Giiltigkeitsbedingungen fiir Formeln oder Sitze angemerkt
sind, sind sie meist hinreichend aber nicht notwendig; in einigen Fillen
von geringerer Wichtigkeit sind keine solchen Bedingungen angegeben.
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Einige Beziehungen zwischen verschiedenen Integraltransforma-
tionen: Es seil

0

£t = Jert@an Fw = J 1,2 i) 10 at,

v(2) = 0f P2 g(p)dp.
Dann ist
1 «©
¢p) =3 [ By du,
0

feed o«

o(d) = | L ar = 2 | Ky (2 You) F (w) du.
Jitu=sf

§ 1, Die FOURIER-Transformation.

Es gilt der Satz: Sind F, (x) und F,(x) reelle Funktionen der reellen
Verdnderlichen x, welche fiir — 00 << ¥ << 00 definiert sind und den
in den Vorbemerkungen von Kapitel VIII genannten Bedingungen ge-
niigen; setzt man ferner F(x) = F,(x) +¢Fy(»), und existiert das

+ 00
Integral f |F (x)|dx, dann existiert fiir alle reellen Werte von y die

Funktion
(&) 1) = [ ety F (x) dx,

und es ist fiir jede Stelle, an der F(x) endlich ist,

GR e

+00 4
wobei das Integral fals limes f aufzufassen ist.

- Ao -4

Man nennt f(y) die FOURIER-Transformierte von F(x); auch die
Bezeichnung Spektralfunkiion von F ist fiir § gebrauchlich.

Im folgenden wird eine Reihe von Beispielen von Funktionen-
paaren F(x) und f(y) aufgefiibrt, fiir welche die Beziehungen (§},) und
(Fo) erfiillt sind.

Die Parameter @, b in den Beispielen sind durchweg als reell und
positiv vorausgesetzt.

1 Fiir die Definition von J, und K, vgl. Kap. III, § 1.

8%
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+ 00

1 —izy [ BV
F(”)—ﬂf“ f)dy l F(#x)dx
L 2
Vx| vl
SgN ¥ —— zsgny]/gz
Vi# [v]
sinax far [y <a
¥ 0 w |y >a
sin®aq » n<a~«—g—> fir [y]|<2a
2
i 0 ” [yf>2a
40T fiir p<x < g EP@ty) _ ge(wty)
0 w X< P X>q } T ey
g hT oz fir # >0 i
0 » %<0 o+y+if
1 F(4 1
Gofax a ny
&i (57)
- Re (1) >0
—-Ax? T —~yl4d
¢ Re (1) >0 l/le Re(ﬁ)>0
2 oo (L
cos ax V“ cos<4a 4)
sin a x2 Vfﬁ cos (_yj_l_i)
a 4a 4
1 2Ky(a|y])
it °
1 . . . .
sgnxl/m wisgny [Joliay) + i Holia)]
_1 T alv]
%24 a2 a
1 3 or—ay g LAY TRI(_
sgnxw_,_a2 B [e Ei(ay) —e*Y Ei(—ay)]
eele] yom Via*+ i +a
V=] Yo+ 2
~a |z pr g
sgnxe‘ z]’2nsgnyVV +£V a
Vl”l "/2+y2
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400
+oo
Fi =g | ci®v i) ay $o) = [ 2V () ds
cosa x ;< ﬁ_+_ VVVVV “)
Nl 2\Viy—al Viy+a|
sin a VE< 1 1 )
Kl 2\fiv=al Viv+a
e[ )
¥ 2na \PEX
sin @ x2 y y — . [y® n
» w9 (k) ¢ ) |+ 2 peen (fa+ 0)
n y? y y* y
| () ()
. 1/2n y y2? y
sgn x sin a x2 1]/7{ %a C(]/2na> sin (471)5(75”“)}
Srinza»xr { sgnyt —:;— fiir |y| < 2a
¥ 0 w |y>2a
a y
Gof a 2005—2—@[)i~2—
Cofn # ‘cosa + Goj ¥ e

sinb Ja? — »?
x2

Yo

fir |v| <a

7 Ny (a 1621 32)

o Ve—a?
e T
—olVizl

2n .
Vm (cos V2ay|—siny2a|y))

isgny %Hmﬂﬂﬂﬂ+mWﬁWD

1

——  fir |¥|<a

fa—w 17 7 Jo@y)
0 » %] >a
0 fur{:}|<u

sgn ¥ misgny Jolay)
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+ 00

400
F =g | V1t dy 1) = [ é oV F sy a
0 fir [z|]<a |
, %|>a } nNo(a|y])
arcsin Z)
a fir |[v|<a
’ —x2 .nﬂ
[i V(_’_‘_ _1] sgnyNo(a|y|)1—2~
a a , |#|>a
' a
1 1 EANRAC))
2 AR (Rev >—14) (%)va(u]yD (Rev>—1%)
' X
%r@ln(;)
—W/——’_—Zﬁ misgny Ko(a|y])
?%VZK (Qﬂ) fir y >0
L m[ (2m m) (H |y)]
SaV— _‘]% 3a /% 3a ¥ 3a
fur y <0
cos (b]/aarl-_x_"‘l { 2Ky (a}yr— 12 fir |y|>b
T — 7 No(a V02— 5?) o lyl<d
sin (b }a?+ #2) f 0 fir |y[>b
Ja? - #2 \ n Jola yor—72) » lyI<b
i 2 Ko(a Y675 79)
VB 2
Cdiia i Hy (a = 59)
Y2+ #2
cos (b yaz—x’) i
o lrise } 7 Jo (@ VT 7)
0 » |2[>a
sin (b2 —ad)
e fir [z|>a [ 7 Jo (a V9P = 53) fir |y >b
_yai—
bV rl<a | 0 w | <b
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+oo
400
F(r) = —;;f iVt iy) dy 1) = [ 4V F(s) dx
nxcos}(/izli’—;aaz); |#] >a } { nisgnyjo(ayyﬂ-—ba) fir [y| >0
0; x| <a 0 » |y <b
Gof (bYa® ~ 47) fir [#] <a .
Ya?— 2 } a Jola )y %)
0 . Jxl>a
sin 0 T35
"/ua_}_xz
x [Ci(b Yo T 22+ bx) +-Ci (b Yai+ 42— b )] — n Ny (a V6P —%) fiir [y] <b
_Eﬂbyﬁ@x 0 » |¥I>0b
a2+ 22
X [Si(6Ya? 22+ b 1) +Si(bya?+ 52— bx)]
cos (bYai+ %)
Jata
X [n—Si (b Ya? + 22+ bx) —Si (bYa2 + 22 —bx)] +- 2n Kola}y® =58 fir |y|>b
+sin (byaﬂ—ftxj)x { 0 . |y <b
Yot

x [Ci(oYai 22+ bx) + Ci(bYa? F 22 —b1)]

P, (%) fir [#] <1
0 » |#]>1

}

j———"(b Ja*— #) fir |#| <a

2 J s [i (Vor+ 52— y)] X

o= } 2
0 » |#|>a X e [% (Yo3 4 92+ y)]
1, YR T AT )
W fir [y| <b
0 » |¥I>0b
Va®—42* J,(bYa2 — %) fir |x| <a V3w o Joan @Yo+ 59)
0 w %] >a } 2madd ';b2+y_2'+%
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+00
400,
Fi =g | 150 10) 1) = [V ) ds
3 | ooV I~ — SO o A va %(al/zé+y2)
Yo+ 22" K, (b Ya? + 22) J2maa’b _ﬁﬁm"
2 2a - ————a
HY (bYat + #7) 12 ]/2% b YT 58 Ky (a Y3 5)
'/a2_|_ 227 4
™12 He, (x}2) Vemi" e VI2 He, (y12)
%12 He,, () He,, (%) Y2z nl (i)™ VR L= (43

§ 2. Die LAPLACE-Transformation.

Die in diesem Abschnitt formulierten Sitze beziehen sich ausschlieB-
lich auf den einfachsten und wichtigsten Fall in welchem die LAPLACE-
Transformation benutzt wird; hierbei werden zwei Beziehungen zwi-
schen einer Funktion f(¢) und einer Funktion g(p) aufgestellt, wobei
Real- und Imagindrteil von f(#) den in den Vorbemerkungen zu diesem
Kapitel formulierten Bedingungen geniigen und iiberdies gilt:

la) f(z) ist eine fiir alle reellen Werte von ¢ erklirte Funktion; es
ist f(f) =0 fiir ¢ <0.

1b) Es gibt eine reelle Konstante ¢, so daB das Integral

Jeeli@lat

existiert.

2a) g(p) ist eine analytische Funktion der komplexen Verdnder-
lichen p = o - ¢z, welche in einer ganzen Halbebene o = ¢, eindeutig
und reguldr ist.

2b) Die Funktion |g(p) | besitzt fiir ¢ > ¢, eine Majorante G(r)
mit der Eigenschaft

lg(o +i7)| £ Gv) fir ¢ > ¢,

derart, daB das Integral

existiert; es geniigt, wenn diese Bedingung nicht von g(p) selber, son-
dern nur von einer Funktion

— L S U 3
8o (j’) 14 (ﬁ) P P
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erfiillt wird, wobei 4,, ..., a,; v, . . ., ¥, Konstanten sind, und »,, . . .,
v, einen positiven Realteil besitzen; man muB dann jedenfalls ¢, > 0
+00 +4
wiihlen, und das Integral f in (8) ist als limes f aufzufassen.
—co A0 —4

Nun gilt der Satz: Wenn die Funktionen /() und g(p) die Bedin-
gungen (la), (1b); (2a), (2b) erfiillen, und wenn zwischen ihnen eine

der Beziehungen
¢+ico
©®  sw=Jerioan 0=k [ oewip

c—t

besteht, wobei ¢ = ¢, aber sonst beliebig ist, so bestehen die beiden
Beziehungen (&) zwischen g(p) und f(¢).

Die Bedingungen fiir f(f) und g(p) lassen sich teilweise durch eine
der Beziehungen (L) ersetzen; aus (1a), (1b) und der ersten Beziehung
in (8) folgt (2a), und aus (2a), (2b) und der zweiten Beziehung in (8)
folgt f(¢) = 0 fiir £ < 0.

Bestehen zwischen /() und g(p) die Beziehungen (&), so heifit
[ @) Oberfunktion oder Originalfunktion und g(p) heiBt Unterfunktion
oder Bildfunktion. Man schreibt auch

g(p) = &f0), [@6)=27"¢g(p); () Cpgd), () =g

und nennt g(p) die ,,.LAPLACE-Transformierte’ von f(t).
Zu beachten ist, daB

cticoo
1
limes £(¢ =2—-.f d
,T‘fﬁm 2"2’_}5@) P

ist, da f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 und mithin f(0) = } limes f(z) ist.
t—>+0

Im folgenden werden nun zunichst einige Rechenregeln zusammen-
gestellt, welche es gestatten, aus der LAPLACE-Transformierten einer
Funktion diejenige von weiteren Funktionen zu erhalten, sofern sie
existieren. Weiterhin wird eine Reihe von Beispielen zu den Formeln (&)
aufgefiihrt; in diesen ist iiber die GroBe c,, welche durch die Bedingung
¢ > ¢, den Wertebereich fiir ¢ beschrinkt, nichts Niheres ausgesagt;
in den meisten Fillen 148t sich ¢,> 0 aber sonst beliebig wihlen;
im ibrigen sind Schranken fiir ¢, in jedem konkreten Fall leicht zu
erhalten.

Die Parameter a und b in den folgenden Formeln sind im allge-
meinen reell und positiv zu wihlen.

Der Buchstabe # bedeutet stets.eine Zahl der Reihe 0,1, 2, ... .
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Oberfunktion Unterfunktion
ct+io
1 22
—= —— 1 = -4 3 dl
1 2m,fev g(p) dp g(p) ofe £(2)
e—i
1) &)
1 /?
! iy
1) -¢(%)

(a reell und positiv)

(@ reell und positiv)

Differentiation im Oberbereich
af
3
anf
daim

p2(p)— 1(0)
g (p) —»l';z}"-'-l 15(0)

Integration im Oberbereich

: 1
6ff(z) dv 5 &)
© P
f(z) 1
f——; dv vi;fg(q) dq
t 0
Differentiation im Unterbereich
da
1 (t) (=1

rn=12,3,..)

(n=1,2,3,...)

Integration im Unterbereich

1 0
1) [e@aq
?
Faltungssatz
f), f¢) 8:1(9), 82(p)
¢
[h@ he—r)az £1(p) &(p)
0
Verschiebung im Oberbereich
fir t=a
= e g (p)

{ f(t—a)
0 fir0gt<a

(a reell und positiv)

}

(a reell und positiv)

1t + a)

(a reell und positiv)

a
eo? [g(p) — [ 6?7 f(z) da]
0
(a reell und positiv)
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Oberfcu;kozion Unterfunktion
1 _ .
/(t)=;;feﬂg(p)dp 8) = ot iat
[ e e]
Verschiebung im Unterbereich
est f() gp—a)
1 _pagys (1\d
1) e )%
0
1 (e 1
—= | e f(s)ds —¢(¥p)
& tf 12 »
0
e [l g, (2 5i) 1) s e
J )
(Re v >—1) (Re v >—1})
t
ST s Se(p+3)
t
10— [ 17— ) Ji(s) ds e(fp*+1)
0
. 1
fﬁfgﬂ“ pen?)
0
g2 -t 1>/zfe-aﬂ/4z He, (f;:) 1) s p%=D 4 (75)
0
(n=0,1,2, ...

(n=01,2...)

Die LAPLACE-Transformierte periodischer Funktionen.
Es sei f(#) fiir £ > 0 periodisch mit der Periode «, also f (¢ +- a) = [(¢);
a sei reell und positiv. Ist fiir 0 < ¢ << ¢ die Funktion f(#) = f,(¢), und

setzt man

Jhertar =g @),

dann ist die zu f() gehoérige Unterfunktion g(p) gegeben durch

gp) = J i) emtar = (20
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Oberfurfktion Unterfunktion
c+ico
1 ; — fe-
/(t)=§7;fewg<p)dp 8p) = [emrtia
c—i®
Cv4-1
t" ‘;’vi ) Re (v) >— 1
2 o . v+ % 2v+1
(2—a?)’ firt>a 2 F(’""ﬂ“H‘ Kvey (ap) Re () = —1}
0 L t<a Jmu p”

2at—)"% fir 0<t < 2a

)

5 S Jal+ h2rapreerlap)  n>0
art L0 ik i porb ar ()
Y Re (v) Z —}

o e

Vl_Jert VE "’“[ (l )]
m-fi;)—_;_‘_g PRp ALy f—) W, ()

rran alm(5)a(@) —ee (5)5(5)]
— oo (B) e (2) 40 (2)5(5))]
i 2 () ()]
u—j’t%—,ﬁ r(3)zrano_, (77

(at+ Va2 2 F1)" + (at — Va2 AL 1)"

(@t +Va2BF1)" — (a2 —Ya3e2 £ 1)

'}}a?t2 +1
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Oberfunktion Unterfunktion
c+io -
f(t)=~Lfev'g<p)dp gp) = [ertt@ar
2ni 3
c—1
at+Ya?d =1)" + (at—Ya2i2 — 1)
}';ﬁtT—_l 2 K (_P_)
N 1 *\a
0 fir 1 < —
a
at+ Va2 —1)" — (at — Yo 2 —1)" 2y p)
b, (2
0 fir ¢t < 1 ? a
a
a
sinat m
cosat fz——ia-z

e~bsin (at + 9)

a cos & + (p + b) sin &

(P + b) + at
e-dtcos (at 4 ) SP+(bp)f:sb;92T_Z:inﬁ
. 1 @mn)!
sin2n g ¢ it . .
? (24 %,,) e [(2n)“+%]
sin2n+l g ¢ »i‘ ' pz (2 n + 1)! pz
(2+5) - [t 12+ 5]
ebtcos Jat L tad)
1 Vo + ab
sinta t arctg ( % )
1 1 1—
e bl
sinat 5 (1,1;(1 1})1,)+1 (b +iayp+—(p—iap]
cosat 1 I'v+1) [(p 44 @) + (p— i a)r+1]

PICE
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Oberfuqktion Unterfunktion
el ©
1o = f""g(p) gp) = Jerrtrtyar
0—1& ’
sin?at 1 . 4a
. ?lnl/l-l- Pz
sin (a J?) ;1, ‘np— i
_ _ 1y/a —avap ({_ &
V¢ cos (a §t) apl p (1 21’)
SiL(aJ/_t:) n@(i_)
i 2¥p
(Pl p n 22T (P
| YR s ()] el
. n 21 rd f.z_ _1__ S P
sin g 12 2a{cosz—[;[§— (27”)] Mia|2 (f‘n_a)]}
1 pri P\ _gn P2 [l _c(2 }
L B[ ()] -l (2]
1 p2rl g2 n P (L _s(t }
L [h o) vsntalh-s(2)]
sin a ¢ ]//]/V““"FPE
Ve 2 Yai¥pr
cosatl 5_@
¥ 2 Yprtat
ot sintat arctgp f_ 2

t-%sin (a W)

t~% cos (a Jt)
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Oberfur%ktion Unterfunktion
etico -
f(t)=%if”'g(ﬁ)dﬁ st0)= [eretwat
c—1i
cos (—Z’—) .
¥ - V% e~ V296 ¢o5 V2pa
. a
(%) _
n V? e~ V2pa i 2pa
sin (a J2 — 2) t>b R
- 2 3
0 ,<b} ab (p? 4 a?) % Ky (0147 + aF)
Ginat Fg—_a“
Cojat ;ﬂ’f—a”
. a
T pro—
- p+b
et Gojat '(p——{—T)r——_;i
\ — 7 a e /@+D)
et Gin (2a)t) %3)‘—/;
1 ol (20 7) o
£ Yo+
Ginat 1 P +a
Sinat 510 ( 5——7) Re (p) > Re (a)
Ginla: 1 T 4a?
== —5n Vl ~55
eat ;, -1_ p
at py— P(v)
est -1 B_ar Re () >0
eat - 1
! b
V¢ ]/{) —a
oo =
14 I +a
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Oberful?ktion Unterfunktion
c+i
_ 1 = fertna
f(t)—2nifemg(p)dp g Ofe vEf(t) at
c—1 00
f:i_/‘ VE ~2Vap
1 P
a’ v, b
e a%/4t "2 K, (ayp)
A V;[ ( a ):l a2/4p
1 —D(— e
Vi P 2V
_g22 E 2[4 a2 — 1
o 2aez’ a |:1 ¢(2a>]
o038 -1 ;;;2 I'(y) P8¥ p_, <$> Re ) >0
Err _ :; [cosp Cip + sinpsi(p)]
Ei(a?) _”11?1"(%—1)
si(a) : - % arctg (%)
. l] (E 2 1
Ci(at) —pnyla) T
o 1
(|t +yE=1]) 3 o)
n (¢ + YA 5 0) 55 [Ho(?) — No(p)]
1_ »2/4a2 i _ _P_
D(ai) P ¢ l_l 45(2&)}
a 1 —2aVz7)
o2 S -
(w) i
@ (a}i) 3 =
a b Vp + a?
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Oberfinktion Unterfunktion
eT100
ia0) =_71t__fgmg () dp g(p):ofe""f(t)dt
_ a
ebt (p(a ¢ e
2 p—bYVp+at—b
et P a t) “ —
/ @+b)Vp+a+0b
—¥/2 —a?/8t _ﬁ_ E »[2—1 —aVE
2y "2e~ %St D, (Vﬁi) V2 P ¢
@ t)(v—l)IZ otz D—V(VE_’) (Rev>—1)
»+1
=12 - t[2 w (fpr1-1t —
(29) e U2p_, ,(y21) V; PEw T (Re ) >—1)
1 1
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Integraltransformationen und Integralumkehrungen.

Oberfunktion

otioo Unterfunktion
1 o)
f(t)=2—n—,.fe"g(p)dp stp) = [eritar
c—1®
MEL® (@) (Rea>—1) I'a "1;”" +1) (;P —;;n::l"i (Re a>—1)
I'ov+3 _ . 1
My, (0) g <v+§, pvEE 2L oo i)
T (a+v+3) _ : L1
# My, () RN zFl(aJrvH, ptvd: 2941 PH)
3
2 el2 My (1) %j;f), (a—{-v-h;, —p+v+d 2941 %)
Re (w+v) >—4%
I'e+v+4%)
o ~1/2 T _
2 My, () e Fy(okrtd, —pfr+hs 20415 5 5349
% A uth (P—}‘_'&a)“_lu—%
#=B AN, (at) Re 2u+1)>0 @ I‘(2”+1)(p_l+%a)n+,u+%
(p— P r*
Nxu(t) [Re(2p+1)>0] b+ gy RTR
. 3 _ puth
2t W, (bY) Tlatpty) I« M:%lﬂw, %
b _ 42
[Re @kt 91>0, Rep>Re (125 )] Pla—x+2)(p=4+3)
(b reell und positiv) X oFy (a+,u+g-, Ytp—n a—x+2; ;’:_i;_%_g)

1% Heyy (}’ﬂ)

AL Lt

nl2n  prth
: —1)r
Heanﬂ (Vé t) (— l)" V P) n! 2n pn-g-a/z
=% Dy, (127) (~29 I+ ) Lty

Dﬂ n+1 (.’/E)

="

(— 2)"F( + 'g') (p+i)n+t{,
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Oberfunktion

ct+i e

)= go | vty as

c—~t®

Unterfunktion

fosl

gp) = [ert()as

0

% T3, (277)
[Re (u+ % + 3) >0]

P +p+x) 1/2p _1_
rea+n ? ¢ Mo ()

[Re (1 + % + ) > 0]

2 Lf?l")(at)

'CGu+n+1) (p—A—a)

[Re (24 +1) > 0] sl e
1
Jo(at?) P
1 a¥
v t —
710 Fra et ipray 07
e~®t J,(at) — @ — R —1
Termrabrotiprorar 07
y , T+ 1
¢ Jv(a't) 2¥ o (1’}/5}:’ %)]/p—-ﬂ-ka”z""'l Re (V) >—%
vl 1 v+
&+t I, (at) 2a (v]’; . Vp2+izzv+3 Re (v) >—1
#21,(2Yai) a2 pr—1 ~alp Re (v) >—13
Jo(2V¥a?) 1 ap
VVaZ L 52
Tx(at) 1 Vjaet+p—p
" o farp
J-u(at) 1 VPPt at+p
Yo Jai+p
_1 a’ .
¢ Jv(at) W = aﬂ)" Re (‘V)>0
V+1( "/—2——;2)
t],(at) a e t+rv)pi+ _
i yparar 7R
i4 mF(V_m—i—l) ™m P
PIn(at) (- S ey (w+a=> Re (s +m) >—1

o
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Oberfun.ktion Unterfunktion
c+io ©
=5 | e*ep)d g(p) = [e=rtf()at
c—ioo v
, -1 Llptv+1) provtl pvt2. . @
o Iule P e o (T T e )
2 _E_F k LA k= —2 a4
T8 e (m3) b
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Ju(at) J,(at) - T Ypii da2
]/l kzsm2ﬁ< + Y1 —k2sin? 19) Vp*+ 4a
Re (u+v) >—1
— a1/m _ge a? a?
J»(a¥t) TV [o 12 ksp) Tosy2 (é_p):]
v/2 i a oIy R 1
¢ j,,(a]/t) o pv* e (v) >
_ F<ﬁ+ i ) S
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( wz - bz 2
sz— = fur £>b } z}g (g—bp_e——pr +a2)
0 » LD
Vlz— b _ 2.1 g2
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Oberfunktion
¢+t

10 = 2—1—.fev'g(p)dp

T
c—i

o
(-

Unterfunktion

)= ferrna

0

tJola 2 =% fir ¢ >0 P oVeiw (b L1
0 b << b P2+ a? Vo + 2
0 , t<bl W ptat (p+Voi+a)”
o b(l’ Vo*+at)
Jolayer+207) e
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Oberflrzl::ion Unterfunktion
1 fec)
f(t)=ﬂ;fe“g(p)dp e(p) = [erh ae
c—to
HO9(ay) o (JpP+ & —p)” {1 L [cos yu— PEVPE a’)j’]}
‘]/pa+ae sinyrw (4
—1<Re (»)<1
( 1 (f\rra—pf [# P2
e el Tt s [ ()
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1
I
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Oberfun.ktion Unterfunktion
c+1i >
1 [+ ]
1) = 2_7:—1f evtg(p)dp g(p) =dfe“"‘)‘(t)dl
c—t
1«
2Yp?— a2
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—1<Re(v)<1
)
Skt GG
Hoy (1) 1Y ra—p

o e

Ho (24 V7) = ster t 4 isteit

= o ()




136 Integraltransformationen und Integralumkehrungen.

Ob"’:‘i‘;l::i"“ Unterfunktion
f<t>=%iioeﬂg(p)dp g(p)zofe—w(z)m
Bo(o, i) 0 gﬂj’) (—1=v=d)
8,(v, imt) %{)’;V]’? (—3<v=<3)
By(v, int) @"“5;2;07“# 17] 0<v=<1)
8y(v, i) %:’lp—m O=sv<1)

§ 8. Die HANKEL-Transformation.

Es sei F(x) eine fiir 0 < x < + 00 erklirte Funktion der reellen
Verinderlichen #x, deren Real- und Imaginirteil den in den Vorbemer-
kungen zu Kapitel VIII formulierten Bedingungen geniigt, und fiir welche

das Integral o
Of |F(x)| dx

existiert. Dann existiert fiir reelle Werte von y = 0 und reelle Werte
von ¥ = — } das Integral

(%) fly) = f 7,(59) F(x) Yy dx,
und es ist fir x > 0
(©2) f T, (x9) 1 (9) Vxyay.

Man nennt f(y) die HANKEL-Transformierte’ der Ordnung v von F(x).
Im folgenden sind einige Beispiele von Funktionenpaaren zusammen-
gestellt, die durch.die Transformationsformeln (§,) und (9,) zusammen-
hingen; der zugehorige Wert des Parameters » bzw. Beschrinkungen
fiir dessen Wertebereich sind in der mittleren Spalte angegeben.
Der in den Formeln auftretende Parameter a besitze einen positiven
Realteil. Der Buchstabe # bedeute stets eine Zahl der Reihe 0,1, 2, ...

U Setzt man » = J2E, ¥ = 127, = F(x) = p(&), -~ 1(y) = w(n), s0 gehen
die Formeln (§,) und (§,) tiber in Vx [£4

w(n) = ff,mn (£)as g6 = fhﬂ’fn

Vielfach wird auch v (n) als Hanker-Transformierte von @ (&) bezeichnet.
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F(x) =[], 69 Vryi(y)dy
0

'

1) = [ 1,09) Vo9 i) an

0
x % y>-—1 y—%
o782 x2n+v+‘/e LSZD,+V) (g) y>—1 e—y2/2 y2n+v+‘/2 Lftn+r) (Z;)
(—1)m #1274 L) (42) y>—1 V2 L0) (42)
a—1)* _ 1 x2 _ L1 y?
(anwu ¢ zZIZaxv+ /2 LS:!) (ghuiﬁ@) »>0 ¢ ay?/2 y1+ /2 L("v) (724)
2 - 2 -
e la, (21) =t Ty T4(9)
x? _ 2
Ve Jn <—2“> v=2n Vo T (}’2_)
—ax T““ﬁ . v
e y>—1 (a2 yi—a)
V= y T Yat 4 2
. 2 2
yu—r+ B —22)2 1Fl(v—2,u; 2u+1; %) »=0 y4,‘l—v+% 2 1F1<y—»2,u; 2u+1; %~)
[Re (dp—»+3) >0, Re (2u+1) > 0] [Re (4 —v+3)>0; Re (2pu+1) > 0]
2 2
73N B gy, (%) y>—1 y I3 W Ty g (i)
_ 22 22 _ e %2
VK () 1 (%) v>-l B () s (3)
atH el Dy,ia(¥) v=n (— 1)t y"+% PR Dy nia(¥)
AR D, () v=n+1 (—1r g™ TR eV M Dy ()

§ 4. Beispiele zur MELLIN-Transformation.

Gegeben seien eine fiir 0 < ¢ < + oo definierte Funktion f(#) der
reellen Verdnderlichen ¢ und eine Funktion ¢(z) der komplexen Varia-
blen z = x + 1y, welche in einem von zwei zur y-Achse parallelen Ge-
raden begrenzten Bereich eindeutig und reguldr ist. Dann gilt beim
Erfiilltsein geeigneter Regularitits- und Konvergenzbedingungen, daf

das Bestehen einer der beiden Formeln

() p(2) = fmtz—l f(0) dt,
Zo--1 00
(3, 1) =5 | oo dz
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mit Beschrinkung der im iibrigen willkiirlichen reellen GréBe x, auf
ein geeignetes Intervall, jeweils das Bestehen der anderen Formel
nach sich zieht. Man nennt ¢(2) die MELLIN-Transformierte von f(#)
und bezeichnet die Formeln (It;) bzw. (I,) als MELLIN-Transformation
bzw. deren Umkehrung.

Im folgenden sind einige Beispiele von Funktionenpaaren f(f) und
@ (2) zusammengestellt, die den Beziehungen (IM,) und (IM,) geniigen.
Weitere Beispiele sind in den Formeln fiir die konfluente hypergeome-
trische Funktion (Kapitel VI, § 2, § 3) und fiir die Zylinderfunktionen
(Kapitel ITI, § 7) enthalten; dort ist nur die Beziehung (I,) angegeben.

Zo+14 .
1 — {4
f(t):-é-n—ift-‘qp(z)dz @ (2) —6fl 1H() at
Zo—i ™
e~ (%> 0) I'(z) (Re 2 >0)
0N (0<x< R; A) ') I'(A—2) (Re 2 >0)
(148 ‘
1 S -2 — -8 3 et ]
AT > | T B (-1t =T (1 -2 2
(Re z>1)
1 z
] 37(3)
£ 7,(21) LA
riv+1-5)
[Rey>—1; 0< %< Re(v+1)] [Re (v +1) > Re 2 > 0]
sin a¢ L I'(2) sin’-tzi
2COS%{P(1-—-Z)
(a reell und positiv; —1<x,<<}) (—1<Rez<?})
F4
- r{=
Yr/ay * (2> o nz
cosat ) (7) 711_7 = a—*I'(z) cos 5
(=)
(a reell und positiv; 0< 7,< ) (0<Rez<})

§ 5. Uber die GAUSs-Transformation.

Es sei u(x,, %5, ... %,) eine fiir alle Werte der reellen Variablen
%y, %3, . . . %y erklarte Funktion. Man nennt

S I S A RN
V(Y1 Var oo« Vo) =_£J£---_we v=1 %(%y, %9, ... %,) A% d%g ... 4%,

7 mal
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die Gauss-Transformierie von u, sofern das Integral existiert. Es gilt
der Satz:
Geniigt # der Differentialgleichung

‘+Ru=0,

Au + ky = 57

r=1

dann ist

+ Q0 + 00 + 0

- ; y—Uy)?
f f fu(xl, Koy o oo Ky)E =N dx,dxy ... dx
o = 0%1)”8-”/4?’ % (Y1) Yas - V)

sofern das Integral absolut konvergiert.
Beispiele fir n = 1.

[t tey (v YD) a5 = Y (9 12"

+00 }/7_.,
fe-@—!/)’ cos2xdx = —C0s 2y,
-0

o ] V= .
fe-(z—u)’ sin2x dx = —sin2y.
-~

§ 8. Verschiedene Beispiele von Integralgleichungen erster Art.

Die FOURIER-, LAPLACE-, HANKEL- und MELLIN-Transformation sind
spezielle Fille von Integralgleichungen erster Art mit wesentlich sin-
gulirem Kern, wobei die Singularitit durch das Auftreten eines unend-
lichen Integrationsintervalles zustande kommt.

Entsprechende Beispiele mit endlichem Integrationsintervall sind
die folgenden:

1. Die Reziprozitdtsformel von HiBerr fiir den Cotangens-Kern: Es
seien f(x) bzw. @(y) fir —a < x <7 bzw. —a < y < & stetige
Funktionen von % bzw. y, und es sei f(— zn) = f(n), ¢ (— #) = @ (n).
Dann zieht die Giiltigkeit einer der beiden Formeln

) ek dy,

y)——-f

die Giiltigkeit der anderen nach sich. Die Integrale sind dabei als
Hauptwerte' im Sinne von CAUCHY zu nehmen, d.h. es ist z. B. in

235) 1) dx
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der ersten Formel

f-hmes(f—}—f)

-7 £—0 —n Tt
zu setzen.
2. Modifikationen der Formel von Huserr. a) Vorgelegt sei die
Integralgleichung erster Art
+a

1) = 5= | £% ay,
—a

wobei f(x) fir —a < x < a gegeben und g (y) in demselben Intervall

gesucht ist; das Integral ist wieder als Hauptwert zu berechnen. Man

setze

X=—acosp, y=—acosy
und nehme an, daB sich sin ¢ F(p) mit
F(p) = }(—acos g)

in eine gleichmiBig konvergente FouriERreihe mit Sinusgliedern ent-
wickeln lasse: -
1 sin n g

F(<P)=~-2“_

" sing

Dann wird

g(y)=—li < bo —{—Zb cosny;)

y
V“ﬁ

wobei b, noch unbestimmt bleibt. Vorausgesetzt werden muB, daB die
Reihe fiir g (y) konvergiert.
b) Vorgelegt sei die Integralgleichung erster Art
+a
g(r)ay
e = [£2%
—a

mit den gleichen Voraussetzungen wie unter a). Man setze:

x—asm? y = asinp,

j(x):f(asing’) 2"2 nsfs’l‘_n”a‘j’
dann wird
gly) = CO:,,,( € +Zc cos2n1p>
n=1

wobei ¢, aus der Forderung zu bestimmen ist, daB g (4 a) endlich
sein muB.
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Diese Auflésungen von Integralgleichungen erster Art beruhen auf

den Formeln

T
" cosmg sinny
égé?— cos ¥ do = sin ¢

Hauptwert von J
0

(m=0,1,2,..).

Ein zweidimensionales Analogon hierzu (fir einen von einer Ellipse be-
grenzten ebenen Bereich) hat W. SCHMEIDLER angegeben (s. Literatur-
verzeichnis).

8. Die ABersche Integralgleichung. Es sei « eine reelle Zahl und
0 < a < 1; ferner sei G () eine fiir alle Werte von x = 0 stetig diffe-
rentiierbare Funktion  der reellen Verdnderlichen x. Dann besitzt die
ABELsche Integralgleichung

x

G(x) = Uf x—9y)=p(y)dy

eine und nur eine fiir y > 0 stetige Lésung ¢ (y), ndmlich

Y
ply) = 228 U(y —xp1 %8 g 4 G (0) y"‘“}-
0

4. Integralumkehrungen vom Typ der MEeLLin-Transformation. a) Es
sei w(y) eine Funktion der komplexen Variablen » = ¢ 4 ¢7, wel-
che in einem Streifen |o | < 6 analytisch ist und der Bedingung
w() = w(—v) geniigt. Es sei k& eine komplexe Zahl =0, und
argk =—o mit 0 <a <z Fir |o| < 0§ existiere das Integral

+00
f |vw(v)| ert=lzi=I2 4,
-

und der Integrand gehe in diesem Integral fir || < 8 gleichmiBig
mit |7| = o0 gegen Null. Dann existiert fiir reelle positive Werte von r
die Funktion
+7 00
pkr)=—1% [ vo@) e~z ], (kr)dy,
—i100
und es ist

w(¥) = fgv(kr) e-ival2 (kr)d%.
0
Ein Beispiel hierzu liefern die Funktionen

® (k?’) — g—tkr _ g-ikr cosﬂ,

w@) =—2i——2F fir 0 < B <3
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b) Man setze:
I'(—v) ermilt 2-1~712 ¢iz*2{D [(1 + §) x] + D,[(— 1 — i) 2]} = p (x,%).

Ist dann w(v) eine Funktion der komplexen Variablen v = ¢ 4 i7,
welche fir —1 < ¢ <0 regulir analytisch ist, und f(x) eine fiir
0 < x << o0 erklirte Funktion der reellen Variablen #, so zieht, beim
Erfiilltsein geeigneter Konvergenzbedingungen, das Bestehen einer der

Gleichungen
o1

1) = [ p(x,») o) dv (—1<06,<0)

o (¥) =-—7%f§(x, — v —1)f(x) dx
0

das Bestehen der anderen Gleichung nach sich; hierbei bedeutet ein
Querstrich iiber einer GroBe die zu ihr konjugiert-komplexe GréBe.
B. Weitere Beispiele: a) Die Integralgleichung
2n

_ 1 g(y)dy
Hg) = 2nf1—2h005(¢——'ﬂ)+"2’
0

in welcher f(g) eine fiir 0 < ¢ < 2 @ bekannte, g(y) eine fiir dasselbe
Intervall gesuchte Funktion von g und |A| <1 ist, 1aBt sich lésen,
wenn f(g) in eine Reihe

o) = 3¢, ene

Ne=a—0

entwickelt werden kann, indem man

g(y) = (1 — 1) 3o, hinieiny

N=—0
setzt, falls diese Reihe fiir g () konvergiert.
b) Die Integralgleichung
1) = [HP (2 —yDe ay

mit einer fir 0 < x << o gegebenen Funktion f(x) und einer fiir
0 < y < o gesuchten Funktion g(y) 148t sich l6sen, wenn fiir f(x)
eine Reihenentwicklung

) =ﬂ.§; ina, Ju(®),

giiltig fiir 0 < x < oo existiert, indem man

g) = F e 3 im@m + 1) ¢ T maria(y)

m=0
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setzt, wobei die Konstanten c,, sich aus den Konstanten a, durch die

Gleichungen
=]
1 1
m = oat 2 (2m+1 +2m+1 )
n=0 3 " ) +n

bestimmen ; es ist dabei:

1
U =€ 20 (2m+1 +2m+l >
n 3 n
(ep=1¢,=2 fir n=1,2,3,...).

Hinreichende aber nicht notwendige Voraussetzung ist die Konvergenz
der Reihe 3'|a,|.
n=0
c) Die Integralgleichung

f(x) = fg(y)ln(lx—yndy

mit der unbekannten Funktion g(y) ist lésbar, wenn man fiir f(x)
eine Potenz von x einsetzt. Es ist fir —1 < v < 1:

+1
1 (ln(x—y])

1 nln2 n=s ay,
1+1
% = ﬂJ‘Vl —In(x—yl)dy,

+1
2 y2 In2-— 1
- ( - — 2ln2§m)ln(|x—y|)dy usw.

d) Es sei yx (s) eine fiir | s | < 1 reguldre analytische Funktion der
komplexen Variablen s. Setzt man,

_ iz [ o
() = (1_'”2>n__fx(t + ]/z:2 —1cosa)sin®lada
0

(Preell; —1<t<+1;1=1,2,3,...),

so wird fiir reelle Werte von s zwischen —1 und +1:

n(1—s? @)
x(s )_f(l 2¢s 4 sp)l+ni2
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Neuntes Kapitel.

Koordinatentransformationen.

§ 1. Differentialoperationen in orthogonalen Koordinaten.

An Stelle der kartesischen Koordinaten x, y, z
gonale Koordinaten #, v, w eingefiihrt. Der Zusammenhang zwischen

den beiden Koordinatensystemen werde gegeben durch:

x=x(uv,w); y=y(u% v, w); 2=2(u,v, w).

Die Fliachen # = constans, v = constans und w = constans sollen ein

Orthogonalsystem bilden.

Das Lingenelement ds = 1/2;2*—7]:1372?4:322' driickt sich dann durch

die neuen Koordinaten #, v, w folgendermaBen aus

dsz_

das Volumenelement dt = dxdydz ist

dt = —

die Flichenelemente bzw.

Dabei ist:

L1
by

Die Normalen der Flichen # = constans, bzw. v = constans, bzw.

dv? | duw?

TUe + 1) Wa '’
du dv dw
TV W’

G G

- ET T

w = constans haben die Richtungskosinus:

10
cos (%, x) = “

cos (w, x) =

1 du
cos (#, ¥) = Tay =

cos (w,y) =

1 du
cos (%, 2) =Tos—

cos (w, 2)

Toxr~ du

cos (v, x) =

1 dw
Wox

cos (v, y) =
10w ay

way 7 ow’

cos (v, 2) = 7

1 dw a0z

~war =" ou

i27
=W,

1 0v oz
Var = Vv
1 0dv _ dy .
iy =Vay:
1 0dv 0z

5z = Vg

seien neue ortho-
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Weiterhin bedeute y einen Skalar und % einen Vektor.
Darstellung von grad y; div ; rot % und Ay:

gradurp=Ua—'p; grad,,wp=V?—w—; gradw1p=Wg—'f—,

aiv ¥ = UVW 5 () + 55 (aw) + Gaov))

ay=avgay= 0V [0+ S S )

rot, U = VW[ v—(

rot, % = UW[ (

rot,, 9 = UV[ ( )—

Vektorkomponenten transformiert:
A, =AU Z 4 ou,U L —|—%I,U—g-%,

i’I—QIV —I-QIV +9[V

QI—%[W +‘l[W +QIW

Zylinderkoordinaten (g, @, z).

X =gcosQ,

u=p, v=g, w=2z,
y = psin @,

esne Uv=1, v=2LX,  w=1,
2=2z, e

dst = dp?+ p?de* 4 d22.

d 0 ad
gradgzp-——;%’; gradq,zp—?a:z' grad, p = 5—,

A, = ,cosp + Wysing; A, = A, cosp — W, sing; A = A,.

Magnus u, Oberhettinger, Formeln u. Sitze. 10
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Kugelkoordinaten (7, ¢, 9).

x =rcosgsind,

% =7, w=g, v =19,
= rsin @ sin 9,

Y ¢ v=1, w=—L_, y=1
2 =7rcos?d, ¥ sin ¢ ¥
dst = drt + r2sin®3 de? + r2d 9.

oy, 1 ody, 1 oy
gradr'/’=”7: gradwy):mﬁ ag’ gradl,ap—7—5
. 1 0% 1 7] .
dlv‘ll= (WI,)—}—HHH9 a(pq’—l—rsiﬁa—ﬂ—(smﬁ%[,,),

_ 1 3% 1 9 dy 1 9 /. dy
Aw—;rsiﬁ%i+ﬁa—y(” o) + g a9 (00 55)

1 au
yend [a 7 (sind %) ﬂ]

rot, A = 1 [691 smﬁ 57 (rA )]

7 sin

rot, A =

1 0 1 0%,
rot¢9l=—y—m(79l1,)—7—a—5.

A, = A, sin 9 cos p + A, sin P sin ¢ + A, cosJ,
Ay = A, cos P cos p + A, cos?sing — U, sind,
A, = — A, sinp + A, cos p.

Koordinaten des parabolischen Zylinders (£, 7, z).

x=£&n, & = &, = konstant bedeutet: x* = — 283 (y_%&),
y=%(52~*712)»
i, n = 1, = konstant bedeutet: x*= 2’73(3’4‘%3)*
o = VFF Y= 1 1),
'M:S, V=1, w=2z.
= ! » V= _1—’ =1.
|GEXE Ver ot
dst = (8 + o) (62 + dop) + da*.
1 oy, 1 ay, —
grad51p=]—/§m—gy grad, p = e+ 772017’ gradzw—b—z’

' _ — oYU,
dw%{:E,,}rng[%( o2, YE+ 1) + 3—5(‘)1,,1/52—!-772)4—(524—172) o

1 0%y %y
Ay =g <a£*+ ORE
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rot; A = ~1:(89I‘ ]fémau'l>

V$2+ 2\ 07
oW oYU,
(]/Ez-i- "———az —-——af),

rot, A =

VE"’+
1 rmrE—- /] =
rotz A = Em l:b_g (]/52 + 1’2 QI,,) — % (]/52 + 172 9[5)] .
3
A = A, Ay ——,
V5=+ T MErT
& ]
QI = o QI ————— }
T N T S
A =%,.
Parabolische Koordinaten (£, 7, @).
x=£&ncosgp, & = konstant = £, bedeutet:
y = £nsing, x2+y2=—2§2(z—-é)=92,
z2=3(8—77), _ _ .
D 7 = konstant = 7, bedeutet:
— a2 2
o=t e ) e

Dies sind konfokale Rotationsparaboloide mit
der z-Achse als Drehachse.

u=§, v=1, w=g,
e Tt Ve
ds?= (&8 + n?) (@€ + dn®) + St dgt.
= el $2 wdy = gt iy = 0
divd = 1

(T
l 02{
% [5 3 (%) + P 817 (%) + VE’ -7 + 52_*_,72(59{5‘{- n¥, )J

ay= il 7o3 (8 53) %%(ﬂ""’)+<ea+ g

1 : o9,
rotE%I e _'/52 l: ~—(r] 9[90) ]/52_*_,,72 ]
62[&
rot, A = sz_.;_l_—;w +7? 1785 (E%I,p)i]
— 1 oW oA 1
roty X ﬁ}@ﬁ?ﬂ[??_ ot + g (1% SQI,,)]
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Ay = A, —T1— cos A, . -5__,

R A Y9+ e
§ i 7

A, = A, N —— — 9, ,

n Yga_,_ z osg + }/ B smg ]/52_,_,72

W, =—Wysing + U, cos p.
Koordinaten des elliptischen Zylinders (&, 7, 2).

x=c¢ Coj& cosy, & = &, = konstant bedeutet einen elliptischen
y=c Ginésin7, Zylinder mit den Halbachsen a = ¢ €of&,,
b = @in Eo
z =2z. . .
¥ + y -1
Wertebereich der &, 7, z. c2@oj2 &, ' 2 Ginté,
05 < oo, 7 = %, = konstant bedeutet:
0<1<2a, 2
- c2cos?y,  c¥sin?y, )
—x< 2z <+ 00.
U == E, v=1, w=2,
. ! W= 1.

= V= ,
cYGin2& + sin?y cYGin2 & + sindy
ds? = ¢ (Gin2é 4 sin?n) (d&2 4+ dn?) + dz2.
oy oy
aé a7 oy
d = —— = ——— d =
grad; ¢ YOWIE + sty grad, p = ot oty grad, yp = 7

. 1 0 f =
divil = mﬁfﬂ [E(V@In £ 4+ sin? n QIE) +
017 (YSin2é + sin?y ¥, ) + ¢ (Sin? & + sin?7) ~—:|
1 02 02 , .
Ay = _cﬁ(gin=£+sin3n) [8; + a:; + 2 (Gin2é + sin?y) 52—,] )

2 %y Y
dy = azx 5+ cﬂ(@omg_coszn)(as' + anﬂ)'

1 o, —r e
t _—— = 2 29 1
rote cYGin*é + sinty ( ¢ Y@in® £ + sin 7) )
_ 1 - —5— 0% 0%,
rot, A R S e g (c Y Sin2 & + sin?n—— 3z 7F ) )
rot, A = 1

¢(Sin2£ -+ sin?y) X
X [ (V@nTE + sintn W) — 2 (Y& £ + sintn 0]

™ = 9, __Ginkcosqy Coj&siny
£ VSin2€ + sindy YYSiniE + sin?y
o”, = — 9 Goj&siny Gin&cosy

*Y8in?& + sin?y Y YSin?E + sinty’
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Elliptische Koordinaten (£, 7, @) (gestrecktes Rotationsellipsoid).

x=c)(1—7) (8 —1)cosp, & =7§ bedeutet ein gestrecktes Rota-
T E=T s tionsellipsoid um die z-Achse mit den

y=cy(1—17% (1) sing, Halbachsen @ = ¢ &,; b =c V& —1

z=cén. 22 22 g2

A e s N}
Wertebereich der &, 7, ¢ g T A(E—1)

7 = 1), bedeutet ein zweischaliges Ro-

—l=ns+1 tationshyperboloid mit der z-Achse als
lsé<oo, Rotationsachse und den Halbachsen:
0<p<2n. a=cny; b=c)l—n

22 224 2 ]
W—G’_ﬂ_—ﬂo)_ )
U = 5; v = 77: w = ¢)
R U=
e &—n s PT—nH(E—1)

ds = “E= g 4 SE=Dhaya 4 a1 —p) (82— 1) dg.

B_1 0 o
grad; y = Bt 3?» grad, y = Vgn 1:]2 6:
1
8l ¥ = @D v
. 1 0 [P E % TN T a2
divd = ;ngf_—n.‘,){gg [-'/52_,72) (52—1) QIE] "|‘ 5‘,‘7‘“(52'—7]2) (1—7]2) 9{,,1 +
+ _ &e—n thp}
YE—-1)(1—7?) 99
1 " 9 dy LI 92y
AY = a@g {as ~13¢] + a7 1= g0] + o )(52“1—)a¢}
_ 1 d B—n? oY,
rot; A = T——(ET_U—Z)—(ET——* {3’“[1/(1 —?) (82 —1) 91 T=n? 3";7I

rot, U = e ){Vi_z_"’f%% V=M @E=D 2)(5—1)%]}
L= = )

c(§2—n?) 1—n?

W = QIEVSa cos¢p+2[§l/§2 smtp-{—‘llnl/

——‘QI 77]/52 3 COS @ — %’7]/53 ,13 Slan+ QI EV@*’Z]; ’
Ay =— A, sing + A, cos ¢.
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Elliptische Koordinaten (£, %, ¢) (abgeplattetes Rotationsellipsoid).

x=cY1+ &) (1— P cosg, &= & bedeutet ein abgeplattetes Ro-
— JTEE A= s tationsellipsoid um die z-Achse mit den
y=cYA+&)A—1)siN¢:  gompachsen a =c Y1+ &, b=cé&,
z2=cén. 224 y2? 2
. sa+i) AR T
Wertebereich der &, 7, ¢ °

1 = 7, bedeutet ein einschaliges Rota-

0=¢&<co, tionshyperboloid um die z-Achse mit
-1=7=+1, den Halbachsen a =c¢ J1—n%, b=c7,
0= p=2x. x4 y? —i=1
A(1—mng)  c*n} '
4=¢, V=1, =9,

U_DVE”+17" V= 52+n” W'vY(l+£ﬂ)(l—n2)’

as = S e + “f“””dn + AL+ £ (1) dg?,

1 oy 17/1—%% 0y,
S e e e

1 oy

=
v O = et e VL) (@) 0+ o [V L) G ) %]+

§2+17 0"lf¢p}
v1+5z)<1- %) 09
1 oy 492 Py
Ay = G {as[(1+52) ot + a_n[(l'_"z) o) e 0 9 <p}
1 - ]
rot; U = R ERCT {3,7 Va+e& -l - 51 +:772 }

_ 1 l/(£“+71”) 0% [
I'Ot,, A= G-V(T__—n—’m { 1+ &2 '5; - 5—[}/(1 52) (]- - 7]2) mq’]} ,
YA+ a—n? GEX, 8+n2 o
roty M = e {as (V ¥ ) l{Ess >J :
B T Tt 'Fﬁ 5]
QIE—QImEVE;—_*_——QCOSq)—i-?IyEVE,—_I_——,smtp+9[z77 5T+‘—‘77”

Wy=— w’?]/§2+ Fay 8 COSQP — 91777'/524_ arasng + %, £V53+,79»
Ny =—N,singp + %A, cos p.
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Toruskoordinaten (£, 7, ).
Giné c & = &, bedeutet:

=¢ — os @, \
Cof & :;osn 2+ (o —cCotg &) = (@7:1_5‘0)’
Gin
Y= GaiE—cosy P> =1, bedeutet: .
_ sin g (z—ccotgng)?+ p*> = (Qﬁ?o)
z_c@r)ié‘-—cosn' Sin &

o=T1#+7 = CGofE—cosy’

Wertebereich der &, 9, ¢: 0= 7=<27%; 0SS ¢=2x;, 0§ <.

u=§, v=1, w=g,
U:_—glli‘}___c_osﬂ, VZQDH:—COS??, W= @oié‘—-cosn,
¢ ¢ c@iné
e 2 2 2 Gin%é
45" = i e —cosmp A6+ A0 + s e 49

Cof & —cosn dy, Coj & —~cosn Ay |
grady = ‘ : > —2{. grad, y = i - #,

__@ofé—cosn dy
grad,yp = cGnE dg-

(€of &£ —~cosn)?
cGiné

] Sin & 7 Siné& 1 0%y
% {5t [aremcomm %) & 7 (it meosy %) + @remonay 997

— 3
(€of £ —cos %) %

divil =

Ay =

T AGmé
X [%(@%t_‘és_n g—;”) + i (@;oi?_ljfos 7 g:‘) T Bme (@oilé’— cos7) g;%]"
rote ¥ = E Gt ™ Lo (G —eann ™) ~ Gare—sarn a9 )
rot, A = (@Difc;:? & [(Soi E—cosy %?f 01 (@57%%‘ SOS K ”ﬂ
rot, o = & E T [ (@oi E—cosn 9{,,) - Ea’n’ (@"i_&"l:c?s? QIE)] '
A = A, %;{g%f:;f cosg + A, %;—i%?sicf’%g sing — A, g;?;._@cizjn ’

_ Gin ésiny Gingsing . cosn Cojé—1
Uy =— mmc—ﬁé:cosn w__QI”(&oié‘—cosnqu)“*—g[“' Gof&E—cosqy ’

A, =—U, singp 4 A, cos .
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Elliptische Koordinaten A, 4, v (dreiachsiges Ellipsoid).

xa(ﬂ+nw+mwuw) a>b>c>0.
(a?—b?%) (a2 — %) ’

A, p, v sind die drei Lésungen der Glei-
a_ (#*+A4) (°+p) (0®+)  chung 3. Grades in @
y (O —ad) (b — %)’ . \
2 f—1=0
Ao @D @+ ) (@4 Fre Thfg taz, 1=

@ =) 6" — )

bei vorgegebenem x y z derart, daB3

A>p>v.
Wertebereiche von A, u, »
o> 1> —~ck, A = Ay = konstant ist ein dreiachsiges
Ellipsoid.
—ct>u >0 4= u, = konstant ist ein einschaliges
Hyperboloid.
—b:> v >—ak v = vy, = konstant. ist ein zweischaliges
Hyperboloid.
“=2, vV=p, W=,
) /1 I . ) /1) T 1 /10)
V=) (A—») V=) (u—2) Yo—-ne—m

mit! f(A) = (@* 4 A) (b2 + ) (¢ + A); entsprechend f(u) und f(»).
ds? = A—u)(A— "’)dlz_*_(/‘ v) (p— l)d 2_,_("’ A)(v— ,“)dz

41(4) 4f(p) 4f(v)
— |0} 1h~ Vi)
Ay =45 50>, ( 1) ) wwzwAWW )
110)
Rl o )@#WAW“ ’)
oder
_ 4 O
A‘P—(I‘_Z)a_,,) (n—) L( ”)aa"*"(}‘ v)apa+(:“ l)ayl]
mit
di du av
“=wm =W 17

1 Es gilt auch noch:

1 1 2 y? 22
T~ hﬂ+n=(w+M”%ﬂ+mJ’

=7
1 1 xz 2 22
7‘=Zhw+mﬁww+m”Wﬂ