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Jorhtmtrknng ühtr bit @fintritnng bt!i !Jnd}t!i. 
:i)er einfeitenbe ~bfd)nitt betfolgt ben ßtoed, bie ~nfcf:>nuuug~< 

t~ätigfeit be~ 6cf:Jüfet~ an~uregen unb i~n mit ben &runbformen ber 
geometrifcf:>en &ebifbe befannt 5u macf:>en. ~eiter reicf:>t fein .~3ufnmmen< 
~ang mit bem in Sfa~itel 4 beginnenben Unterrid)t~ftoff nicf:>t, unb 
baljer fann er, ttJo e~ nötig 5u fein fd)eint, übergangen ltlerben. ~n 
bem für Quarta unb Untertertia berecf:>neten %eile finb bie )SettJeife anfang~ 
ben @:ntttJidfungen nocf:> 5um %eil ~in5ugefügt, bnmit ber 2rnf1inger aucf:> 
mit ber bogmatifcf:>en )Setuei~form befnnnt ttJirb. Wad) jebem ttJicf:>tigen 
neuen @eficf:>t~~unfte fte~en Übungen unb 2rufgaben 5u feiner !8er< 
tuertung. ~iefe mnorbnung be~ 6toffeS3 entfllricf:>t genau bem !8etfaljren, 
ba~ naturgem1il3 in ber Unterricf:>t5ftunbe eingefcf:>lagen ttJirb. Um aber 
bie ID.;ieber~ofung grö\3erer 2rbfcf:>nitte im ßufammenljang 5u erfeicf:>tern, 
ift fottJoljl für bie Übung~beif~ie!e a!~ aucf:> für bie 2rufgaoen ein 
ffeinerer ~rud gettJ1ilj!t tuorben. 

@:in au~füljrlicf:le~ !8orttJort 3U bem )Sucf:Je ift aogefonbert bOn 
bemfelben erfcf:>ienen unb ttJirb auf !8er!angen bon ber !8erfag~· 
ljanblung unentgeltlicf:> überfanbt tuerben. 

IDlöge ficf:> ba~ )Sud) in ber ~anb ber @icf:>üler bettJ1i~ren unb 
ficf:> baburcf:> recf:>t biele ~reunbe erwerben. 

~ljarlottenburg, im @ielJtemlier 1890. 
(stntjerin·'lluguftn·®l)mnnf!um). 
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d:inleitung. 

I. ~bfcqnitt. 

1\ie Cfnttuidtlung btt ~tnnbbegtifft. 

1. Sfal:Jitef. 

~örpet, ~tii.t;e, J,htie, ~uuft.t. 

a) .abltitUIIß. 

~ei ber ~etrac(Jtung irgenb eines @egenftanbes unterfc(Jeibet man 
3-tvifc(Jen bem @Hoff, aus bem berfefbe f)ergefteUt ift, unb feiner 3orm. 
~6 etfte IDlerlmai ber ijorm beftef)t barin, bafl fie einen gell.Jiffen 
ffiaum umfd)Iiej3t, ber nic(Jt g!eic(J3eitig bon einem 3-ll.Jeiten ~inge 
gan3 ober auc(J nur 3-um %eil eingenommen ll.Jerben fann; es fhtb 
besf)a!b alle @egenftiinbe räumlicf}e @ebHbe. mlirb nun bie mliffen< 
fcf}aft, wefc(Je fic(J mit benfelben befc(Jiiftigt, @eometrie genannt, fo 
folgt {jiernus bie 

@rHiirung: ~ie @eometrie ift bie ileljre bon ben tiium< 
Hc(Jen &ebifben; fie berüdfic(Jtigt ben ®toff nic(Jt, ber bie 
&ebHbe erfünt. 

®oll aber ber Waum tJon einem b eftimmten @egenftanbe (~örl:Jer) 
eingenommen ll.Jerben, fo barf er fic(J nacf} feiner @;eite f)in beliebig 
weit ausbef)nen; ber ~ör~er er!angt biefmef)r nur baburc(J bie if)m 
eigentümHd)e @eftalt, bafJ er bon aUen ®eiten begren3-t ift. ~ies 
fü'ljrt 3u ber ll.Jeiteren 

(hUiirung: @in geometrifc(Jer störver ift ein afffeitig 
'begren3-ter %eH bes ffiaumes. 

@rHiirung: 1lie 58egren3ungen bon Sförl:Jern ll.Jerben 
ij!iic(Jen genannt. 

@in ~örver fann nun tJon einer ein3igen ijfäcf}e (&ummibaU!) 
begren3t fein; es Iäflt fic(J bann nid)t fagen, ll.Jo bie ijfiic(Je anfängt, 
ober ll.Jo fie auff)ört. ~ei ben meiften ~örl:Jern aber laffen fic(J me'ljrere 
58egren3uttgsf{äc(Jen unterfc(Jeiben, bie fic(J gegenfeitig 'ljinbern, fic(J be• 
Hebig ll.Jeit aus3-ubef)nen. ~irb bie gemeinfc(JafUic(Je &ren3e je 311.Jeier 
biefer ijfäc(Jen il in i e genannt, fo ergiebt fid) bie 

@d!iirung: ~ie 58egren3ungen bon iY!iic(Jen f)eil3en 
ilinien. 

!IR ü !l er, \lllanimetrie. 1 



2 I. m:lijdjnitt. ilie ~nttvidlung ber &runbliegriffe. 

)ffiitb eine g:räd]e burd) eine ein5ige 2inie hegren5t (freisförmige 
®d]eihe !) , fo Hißt fid) eine heftimmte ®telie nid]t angehen, tuo bie 
2inie anfängt unb ttJo fie auff)ört; finb bagegen mef)rere .$8egren5ungß• 
linien tJDrf)anben, fo f)inbern btefefhen einanber I fiel) heiiehig ttJeit 
außjubef)nen, unb &eftimmen für jebe tJon if)nen jttJei Orte, bie if)rer 
2fusbef)nung ein .8ief fe~en. ~iefe Orte foUen jßunfte genannt unb 
eingefüf)rt tuerben burd) bie 

~rWirung: ~ie ~egrenjungen tJon 2inien f)eij3en jßunfte. 
m:nmerfung: ~in ~unft IDitb burdj einen laudjftalien bc~ grofien latei• 

nifdjen m:l!Jgaliet~ bc&eidjnet. 
g:ür ben jßuntt fann eine ~egren5ung uid)t mef)r augegehen 

ttJerben, tt\eil er feine ttJaf)rueljmflare <~höfle, feine mit einer nod) fo 
Ueinen 9Jlaj3einf)eit burd) eine rolafijaf)f ausbrücl&are 2fusbef)nung 
(~imenfion) hefi~t. ~er jßunft ift baf)er ein Xeif bes ffiaume~ von 
unenbfid) tfeiner @röj3e.*) ~ei ber Binie fief)t bas 2fuge eine gettJiffe 
@röj3e ober 2fusbef)nung, bie 2änge; ehenfo 3eigt bie unmittdhare 
2fnfd)auung, ba\3 bie g:fäd)e 3tuei 2fusbeljnungen, 2änge unb ~reite, 
unb bafJ ber geometrifd)e srörj:>et brei 2fu~bef)nungen, Sänge, ~reite 
unb ~icfe (.\)öf)e), hefi~t. ~ß ertueift fid) a!fo 

ber srörj:Jer alS @ehifbe tJon 3 2fusbef)nungen, 
bie g:räd)e 11 II 11 2 11 

bie Binie 11 11 11 1 2fusbef)nung, 
ber !ßuntt 11 11 11 feiner angehbaren 2fusbef)nung. 

g:erner entftef)t f)iernad) burd) ~erfd)tuinben 
ber 3. 2fusbef)nung (~icfe) au~ bem srörj:Jer bie g:fäd)e, 
ber 2. 11 (.$8reite) au~ ber g:räd)e bie Binie, 
ber fe~ten " (2änge) aus ber 2inie ber jßunft. 

b) ~ntmirltlung. 

~in tueiterer @inhficf in ben ßufammenf)ang ber vier räumfid)en 
@ehilbe tuirb getuonnen, tuenn man bie einfad)fte ffiaumform, ben jßuntt, 
alS baß urfj:Jrünglid) gegehene ~fement anfief)t unb aus bemfel&en bie 
anbeten g:ormen enttuicfeH. 

1. ~ie (5;utfte~ung ber 2inie. 
)ffiirb ein jßunft in ~ettJegung oerfe~t unb gelangt er auf irgenb 

einem )!Bege tJon einem Orte A beß ffiaumes 5u einem anbeten Orte B, 
fo ift ber )!Beg, ben er hei biefer )ffianberung äUtücffegt, eine ununtet• 
hrod)ene (ftetige) g:orge von jßunften. ~e3eid)net man biefe ftetige 
g:ofge von jßuntten alS 2inie, fo erljält man bie 

") 6 dj in b l er lie3eidjnet be~galli bie ~unfte treffenb als lR a um • m: t o m e. 
15. ~inl. unb !Seite 4 feiner ~lemente bet ~lanimettie, I. !Stufe. 



2. Sfa4Jitel. ~ie gerabe i\inie. 3 

~tUärung: ilurd) lßeltlegung eines ~unfteß im ffiaume 
uon einem Orte nad) einem anbeten entfteljt eine 2inie. 

2. ~ie ~ntfte~ung ber l}ldd)e. 

)illirb tueiter bie entftanbene 2inie in lßeltlegung gefeit, bod) fo, 
baf3 fie nid)t in ficlj fe!bft (6d)raubenfinie !) ober in einer anbeten 
53inie läuft, fo liefcljreibt fie uon if)rer j[(nfangßfage aus eine ftetige 
l}ofge uon 2inien, unb ~u bet botf)anbenen 2ängen~j[(ußbeljnung tritt 
eine ~ltleite j[(ußbeljnung in ber ffiicljtung ber lßeltJegung ljin~u. ~.aß 
eqeugte @eliilbe foU l}fäd)e genannt unb eingefül)rt ltlerben bm:clj bie 

~tHärung: ilutd) lßeltlegung einer 2inie entfteljt ein 
~weifaclj ausgebeljnteß 9taumgebirbe, bie l}läclje. 

3. ~ie ~ntfte~ung be~ Slör.per~. 

)illenn ieit bie iJHid)e in l8e1t1egung uerfeit wirb, bodj fo, bau 
fie nid)t in ficlj fe!bft (~rel)ung einer Elcljeibe!) ober in einer anbeten 
l}fäclje (6d)ieben auf einer ~fatte!) bet!äuft, fo ltlitb eine ftetige j[(uf­
einanberfofge Uon ijfäcljen ljeruorgebrad)t, unb 0u ben beiben beteitß 
Uotljanbenen j[(ußbef)nungen fommt eine britte j[(ußbeljnung in ber 
9ticljtung ber l8e1t1egung ljin~u. )IDirb baß befd)tiebene ®ebifbe afs 
sr ö t .V e t beoeid)net, f 0 ergiebt ficlj bie 

~rUärung: ilurdj )Bewegung einer l}fädje entftel)t ein 
breifadj ausgebef)nteß ffiaumgebilbe, ber geomettifclje ~ör.pet. 

4. Weitere ®runbgebilbe finb nidjt u.or~anben. 
ilie i8elt1egung eineß !rörj)ers fann man ficlj nur in ber )illeife 

IJorfteUen, baf3 bie urf.prüngficlje eqeugenbe l}fäd)e aus iljrer ~nbfage 
noclj weiter IJottüdt unb bie 1.1on iljr bei ber ~ntfteljung bes !rötj)etß 
eingenommenen 53agen in unl.leränberter 9teilje nadjfo!gen. ~emnad) 
wirb butd) bie lßeltlegung eines ~örj)ers nur bie ftetige ijfäd)enreilje 
weiter fortgefeit, afjo bet ~örj)er in ber ffiid)tung ber lßeltlegung 
weiter ausgebeljnt. ilas entftef)enbe @elii!be ift bal)er uon berfe!lien 
j[(rt wie her er0eugenbe Slörj)er (fanalförmig !), unb baraus folgt, bau 
mit ben biet l}ormen: ~unft, 2inie, l}fäclje unb ~örj)et bie ffieil)e ber 
®runbformen räumfid)er ®ebilbe abgefd)foffen ift. 

2. !ra.pitel. 

:J)ie seube J,inie. 
@So fange ficlj ein srörj)er ltJ iUfü r!i clj beltlegt, liefd)teibt ein be~ 

!iebiger ~unft P besfe!ben eine 2inie, uon ber fid) weiter nicljts fagen 
1* 
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läfJt, ag bafJ fie mit allen iqren Zeilen bem entfteqenben fanal• 
förmigen ~ött>er ange{Jört; wirb bagegen bie ~ewegung getuiifen ~e· 
bingungen untettuorfen, fo nimmt biefe .9inie befonbere, ben ~ebingungen 
entfl>rec9enbe ~ormen an. 

5. ~re~ung um einen ~unft. ~ntfte~ung ber .Rugelflädje. 
~ie ~ewegung be~ srört>et~ tuitb in ber m3eife eingefdjränft, 

baü einer feiner l,ßunfte .A (ober ein ftan mit igm berbunbener 
l_ßunft A be~ ffiaume~) feine .9age im ffiaume untleränbert beibegä!t, 
bafJ a!fo ber srörl>et fidj um einen feiner l_ßuutte, ben ~tegung~t>unft, 
beliebig bregt. ~a wegen ber 6tangeit bes ~örl>ers bei ber ~e­
wegung bie &ntfemung be~ l,ßunfte~ P bon A untJeräubert bleibt, 
fo {Jat bie uon P befdjriebene .9inie bie &igenfdjaft, baü iqre fämt• 
Heljeu $unfte bon .A bie näm!idje &ntfernung befiyen; fie 
Hegt bager in igrer gau5eu ~u~begnung auf einer ~lädje, bereu fämt• 
Hdje l,ßunfte tJon .A gleidjweit entfernt finb. !nennt man biefefbe 
srugeiffädje unb .A igren IDHtte!t:>unft, fo ergielit fidj ber 6ay: 

~regt fidj ein ~ött>er um einen feiner l,ßuufte (ober um 
einen ftarr mit igm berliunbeneu l,ßunft), fo Hegt bie bon 
einem beiiebigen l_ßuufte be~ srört>er~ befdjtiebene .9inie 
in igrer ganijen ~u~begnung auf einer .Rugelflädje, beten 
IDlittel.punft b er ~regu ng~t>unH ift. 

6. ~re~ung um atuei ~unfte. ~tfte~ung beg streifeg. 
m3irb aufJer bem l,ßunfte .A uodj ein 3Weiter l,ßunft B, bet gleidj• 

faU~ ftarr mit bem srötl>er berbuubeu ift I in untJeränberter .9age 
ge{JaHen, fo fanu bie ~ewegung be~ srörl>et~ nur uodj in 3tueifadjem 
Sinne erfolgen, unb 5War (ie nadj ber @lteliung bes ~eobadjters) 
als ~reljung uadj tJorwärt~ ober rüdwarg, lieij. alia ~reljung nadj 
redjg ober !iufs. &in liewegter l_ßuuft P fegrt nadj ieber gan0en 
Umbref)ung tuiebcr in feine urftJrünglidje .9age 0urücf unb befdjreilit 
beia{Jalli eine .9inie, bie in fidj fellier verläuft uub unabljäugig tJon 
bem Sinne ber ~regung ftetia biefelben l,ßuufte entgält, fo oft audj 
ber Sför.)Jer gebref)t werben mag. ~a ferner wegen ber Starrgeit 
bes srör.)Jers bie &ntfernung bes l,ßunftes P fotuogf t>on A alS audj 
bon B uuberänbert bfeilit, fo liefiyt bie .9inie bie Q:igenfc9aft, baU 
aHe igre l,ßunfte fotuogl t>on A als audj bou B gfeidjtneit 
entfernt fiub. me3eidjnet man biefe .9inie als Sfreis, fo ergärt 
man ben Sa~: 

~irb ein Sfötl>er um 3tnei ftarr mit i{Jm t>erbunbene 
l_ßunfte gebregt, fo liefdjreibt ein lietuegter l_ßunH besfe!lien 
eine in fidj feilier tJerlaufenbe .9inie, tneidje streig ge• 
nannt tuirb. 
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1. ~te~ung um awei ~unfte. ~ntfte~ung ber 63eraben. 
lltber nid)t alle \1,3untte bes ~örl>ers (ober aUe fiatt mit i'~m 

uerbunbenen \1,3unHe) ltlerben bei ber angegebenen ~re~ung mit beltlegt; 
es be~aften IJiefmef)r außer A unb B nod) un5äf]ftg viele anbete \1,3unfte 
besfe!ben if)re .2age im ffiaume uniJeränbert bei. 'lliefe \1,3unlte folgen 
o~ne Unterbred)ung auf einanber unb bilben eine .2inie, bie tlon A nad} 
B ober IJon B nad} A tlet!äuft. ~in \l3unft P, ber fidj auf ber~ 
felben tlon A nadj B bewegt, o~ne um5Ulet)ren, burdjläuft feben if)rer 
\l3unfte nur ein ein5iges maL jffiitb ber ~noegriff aller biefer \1,3unlte 
gerabe .2inie ober ®erabe genannt, fo fann bie 5weite !Beooad)tung 
an bem um 511Jei fefte ~untte gebre~ten ~Ör\>er burdj ben Sa~ aus~ 
gebrücft ltlerben: 

jffiirb ein ~ör1Jet um 51tlei feft mit if)m IJerbunbene 
~unfte gebre~t, fo giebt es innerlja!b bes Sförf'ets ober 
bo dj feft mit i~m IJerbunben un3äf)lig IJiele \l3unUe, ltlddje 
bei ber ~re~ung i~re .2age im \Raume untleränbert bei* 
bef)aUen. 'ller ~nbegriff aller biefer \1,3unUe bHbet eine 
.2inie, ltleldje gerabe ~inie ober 63erabe (~te~ungsadjfe) f)eißt. 

~er lltofeitung ättfofge erftrecft fidj bie ®erabe 5unäd)ft nur 
311Jifdjen ben \l3unften A unb B. ~a aber 311Jei ftarr mit bem ~Öt\>et 
tJerbunbene \1,3unfte beliebig weit auseinanber Hegen tönnen, oljne baß 
baburdj bie in bem Sa~e ausge]\>rodjene ':tf)atfadje geänbett ltlirb, 
fo tann bie gerabe 2inie afs beiberfeits beliebig ausgebe~nt (unbegrettät) 
angefef)en unb eingefü~rt werben burdj bie 

~rUärung: ~ie gerabe ~inie ift ber ~nbegriff aUer ber• 
jenigen jpunfte, bie bei ber ~re~ung eines feften Stör-l'er~ um 
awei ftarr mit i~m tJerbunbene jpunfte gleidj biefen iljre ~age 
im Naume untJeränbert bei6eljalten. 

s. ~rfte ®äte über bie gerabe ~inie. 

jffiitb ein 311Jeiter ~örf'er um bie nämlidjen ftarr mit if)m tler~ 
buttbetten \l3unfte A unb B gebreljt, fo b!eibt bie .2age ber unbe~ 
wegten \l3unfte 511Ji]djen A unb B unberänbert (!Beobadjtungs~ffiefuftat !), 
unb baraus folgt: 

(lltnfdjauungs•) ®at 1. ßltlifdjen 511Jei feften \l3unften ift 
ftets eine unb nur eine gerabe .2inie mög!idj. 

g:o!gerung: ~ine ®erabe ift burdj 311Jei iljrer \13ttnfte 
tJ o U ftän b ig b e ftimmt. 

~tUärung: ~ie gerabe .2inie 511Ji]djen 311Jei ~untten A unb B 
wirb !Berbinbungs!inie berfe!ben genannt unb burdj bie beiben 
\l3unfte A unb B be3eidjnet (AB). 

~tWirung: ~ine &erabe geljt burdj einen ~unft P ljinburdj, 
wenn P einer i~rer \1,3unfte ift. 
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&rUärung: ?Bewegt fi4J a.uf einer @eraben ein ~untt P tJon 
A naclj B, o'f)ne um5ufe'f)ren, fo bef4Jrei6t er bie @erabe in bet ffii 41 • 
tung AB; bewegt er fi41 aller bon B na4J A, fo Ilefdjreibt er bie 
@erabe in ber ffii4Jtung BA. $lfuf einer @eraben AB finb affo 5Wei 
ffii4Jtungen 5U unterf4Jeiben, Wefclje einanber en tg e g eng ef e~ t 'f)eißen. 

2Inmerfung. ~ie gerabe 53inie tuirb mit ~ilfe bes mnca{s ge5eid)net. 

9. 3Wei fidj fd}neibenbe ®eraben. 
&rUärung: ~enn 3Wei @eraben einen ~unft gerneinfam 'f)aben, 

fo fagt man, baß fie fi41 in biefem ~unfte f4Jneiben. 
ßtnei uerfdjiebene gerabe mnien fönneu nur einen ~unft gemein· 

fam 'f)aben; benn wären 3tuei gemeinf4JaftH4Je ~untte tJor'f)anben, fo 
müßten burdj biefe 6eiben \)3unfte 5tuei uerf4Jiebene @eraben ge'f)en. 
~ie~ ift nadj ®a~ 1 unmögfidj, unb baraus folgt: 

Sa~ 2. ßtuei tJerf4Jiebene gerabe 2inien fönneu fi41 
nur in einem ~unfte f4Jneiben. 

~o!gerung: ~in ~unft ift bur4J 3tuei fi4J f4Jneibenbe 
@eraben tJoUftänbig beftimmt. 

~ä'f)renb 3tuei ~untte ftets eine gerabe 2inie 6eftimmen, ift bei 
5tuei ®eraben feinestuegs immer ein gemeinf4Jaftri4Jer \)3unlt tlor'f)anben; 
fie fönneu 3. iB. im ffiaume an einanber uorübergeljen, o'f)ne fidj 3u treffen. 

10. ~erben btei ni4Jt in einer ®eraben Hegenbe 
~unfte eine~ St'ör.pers feftge'f)a!ten, fo fann fi4J bet srör\)er ni# me'f)t 
bewegen. 

11. n jpunfte unb n Gleraben. 
.. &ine erfte $lfntuenbung finben bie ®ä~e 1 unb 2 in ben fo!genben 
U6ungen: 

,8tuif4Jen 
B 3tuei ~unften 

A unb B ift 
C ftet~ eine ein3ige 

@erabe mög" 
1i4J. St'ommtein' 
britter \)3unft 0 

ljin3u, bet ni4Jt auf AB liegt, f o 
entfte'f)en 3tnei neue @eraben CA 
unb OB. 

~arau~ folgt: 
®a~ 3a. ~ur4J btei \)3unf• 

te, bie nidjt in einer @eraben 
Hegen, finb brei @eraben be· 
ftimmt. 

.8Wif4Jen 3tuei @eraben ift 
nur ein ®4Jnitt\)unft mög!i4J. 
~ommt eine britte @erabe ljin5u, 
bie ni4Jt burd) ben 64Jnitt.punft 
ber beiben erften @eraben ljinburd)• 
ge'f)t, fo fönneu 3tuei neue ®4Jnitt• 
.punfte entfte'f)en. 

I 
®a~ 3a'. ~rei @eraben, 

bie ni4Jt bur4J einen ~unft 
ge'f)en, fönneu fidj in brei 

\ ~unften f4Jneiben. 
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jffih:b ttJeiter ein 4. \ßunft D jffiirb ttJeiter eine 4. ®erabe 
~in3ugenommen, ber auf feiner ber ~in3ugenommen, bie burd} feinen 
@eraben AB, CA unb CB Hegt, ber bereits tJorl)anbenen ®d}nitt~ 
fo entfte~en breineue ®eraben DA, ~mntte f)inburd}gef)t, fo fönneu brei 
DB unb JJC. '!ritt in entf\)red}en~ neue ®d}nittj)unfte auftreten. @ine 
ber jffieife ein 5., 6.\.13unft u. f. ttJ. 5., 6. @erabe u. f. tl.l., bie in ent~ 
l)in3u, fo tl.Jerben baburd} 1:>ier, f\)red)enber lilleife f)in3ugenommen 
fünf u. f. tl.l. neue @eraben fJe• ttJirb, fann tJier, fünf u. f. tl.l. 
ftimmt. neue 6d)nittj)untte fJilben. 

~ft alfo n eine beliebige gan3e .8al)l, fo folgt ~ieraus: 

®a~ Sb. 'llurd) n + 1 I 6a~ Sb'. n+ 1 ®eraben, 
\.13untte, l:>on benen nid}t brei tJon benen nid}t brei burd} 
in einer @eraben fiegen, finb einen jßunft gel)en, fönneu 

[ fiel} in 

1 + 2 + 3 + .. · + n ( = n(n: 1>). 
®eraben beftimmt. I \ßunHen fd}neiben. 

12. ®tra~l unb ~trecfe. 

'llie gerabe ilinie ift auf fJeiben leieilen unoegren3t; jeber if)rer 
jßuntte teilt fie in 3tt1ei %eile, ttJeld)e 6h:al)len genannt ttJerben foUen. 
'llaraus folgt bie 

@rtlärung: @in 6tra~l ift eine einfeitig fJegren&te gerabe 
i\inie. 'llet ~egrenijungs+mntt ljeifjt llfusgangß1JunU bes 6traf)1e~. 

jffiirb aud) ber 6traljf fJegren&t, fo entftef)t ein %ei1 einer ®eraben, 
beffen llfusbeljnung ober Biing e burd} ben musgangsj)untt A unb ben 
@nb\)unft B bes 6traf)les tJoUftiinbig beftimmt ift. ~ie ~e3eid}nung 
®trede für biefen %ei1 fü~rt 3u ber 

@rfliirung: @ine 6trede ift ein burd) &ttJei jßunfte fJe~ 
gren3ter %ei1 einer ®eraben. 'llie ®röfje ber ®trede itJitb als if)re 
53 ii n g e ober als I[( oft an b (@ntfernung) bes @nbj)unftes l:>om llfnfangs~ 
j)untte fJe3eid}net. 

~ n m e tf u n g. (!;ine 6tteefe tuitb entlllebet butd) i~re &eiben (!;nbpunfte 
ober burd) einen j8ud)fta&en bes fteinen lateinijd)en 2Up~a&ets be0eid)net. 

3. ~aj)ite1. 

:!' i e ~ 6 e u e. 
'Ilie ~efd)affenf)eit ber %1iid)e, weld)e burd) j8ewegung einer ~inie 

liefd}riefJen wirb, f)iingt fowof)l non ber ®eftalt ber eqeugenben ~inie 
als aucf) non bem ®ange ber ~ewegung ab. ~ie %liid)e wirb beef)alo 
nur bann eine befonbere !i5orm annef)men, wenn ülier biefe beiben ~e~ 
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ftimmungsftüde befonbere 2!nna~men gemadjt werben. ~on ben bereits 
betaunten 2inien foll ber 6tra~l als er0eugenbe 2inie getuä~lt unb bie 
~etuegung in ber m3eife beftimmt werben, bab fein 2(usgangsvunft P 
feine Bage im 1Raume unueränbert beibe~ält unb ber 6tra~l an einer 
befannten Binie, ber Beitlinie, entlang gleitet. 

13. ~ie ~ntfteljung be~ !lege!~. 

®irb au~rft ber streis als Beitrinie genommen unb gleitet ber 
6tra!)l o~ne 2!nberung feiner ~ewegungsridjtung an ber ganaen Beit• 
linie entlang, fo entfte~t eine uollftänbige, gefd)lof1ene ~lädje, bie in fidj 
feiber aurücffe~rt, wenn ber 6tra(Jl ein 3weites ~al ben gleidjen ®eg 
0urücflegt. Unb wie ber streis unab(Jängig bauon bleibt, in weldjer ~e· 
wegungsridjtung unb uon weidjer 2!nfangslage aus ber störver gebre!)t 
wirb (~r. 6.), fo wirb audj bie ~lädje immer wieber biefelbe werben, 
einerlei in wddjer 1Ridjtung unb uon weldjem \ljunfte bes streifes aus 
ber 6tra!)I feine gleitenbe ~ewegung beginnt. (~etueis nadj 6at 1.) 
~eaeidjnet man biefe ~lädje als ~ e g e1 f 1 ä dj e, f o er!)ält man ben 6at: 

®feitet ein Straf)! an einem R'reife entrang, of)ne 
feinen llfusgangsj:Junft 5u änbern, fo befdjreiot er eine 
R'ege!f!iidje. 

14. ~ie ~ntfteljuug ber ~Iieue. 

®enn 'oie @era'oe als Bettlinie gewä~lt tuir'o un'o ber Stra!)l uon 
irgenb einem .. \l3unfte berfelben feine gleitenbe ~Bewegung beginnt, fo 
fann er o!)ne 2!nberung ber ~ewegungsridjtung niemals aus bem einen 
steile ber ®eraben in ben anberen gelangen, unb ebenfowenig fann er 
ben einen steH, auf bem er entlang gleitet, uollftänbig burdjlaufen, weil 
bie ®erabe auf beiben 6eiten unbegrenat ift. ;Das ~iib ber eraeugten 
~läd)e bleibt ba!)cr unuollftänbig, wenn nidjt bafür 6orge getragen wirb, 
'oab ber Stra!)l bie Beitrinie in allen i~ren \ljunften einmal trifft, un'o 
bies ift nur 'oa'ou rdj au erawingen, bab bie 2eitlinie aus Streden au• 
fammengefei)t wirb, bie mit einanber eine gefdjloifene ~igur hilben. 
'iDiefe ~e'oingung erfüllt bie Beitlinie, wenn fie auf folgenbe ®eife 
~ergefteUt wirb : 

;Der 2!usgangsvunft P wirb mit einem beliebigen \ljunfte Q ber 
R @eraben AB uerbun'oen unb bie @era'oe QP ü6er P 

ginaus bis 3u einem beliebigen \ljunfte R fortgefeiJt j 
alsbann wirb R mit awei \ljunften s unb T ber ®e• 
raben AB uerbunben, bie fo gewä~lt merben, bau P 
awifdjen ben merbinbungslinien RS unb RT (baU Q 

A .B awifdjen S unb T) liegt. m3irb jett ber 6tra~l fo 
~-+.,...---,+---;;:);-----'"" gebre!)t, bau er an ber BettlinieRST entlang glei~et; 

bewegt er fidj auerft non s nad) T, bann wett~r 
uon T nadj R unb 3ule~t uon R nadj S, ober tn 
umgefe!)rter midjtung von s über R nadj T unb 

von I)ier nadj s aurüd, fo befdjreibt er eine ~lädje, bie immer wieber 
entfte!)t, fo oft audj ber 6tra~l an ber Beitrinie entlang gleitet, unb 
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unabl)ängig bauon bleibt, in wddjer her beiben !Ridjtungen unb uon 
weldjer ~nrangslage aus bie ~ewegung uor fidj gel)t. (6a~ 1.) ~iefe 
%1ädje wirb @bene genannt unb il)re @ntftel)ung burdj ben 6a\3 an, 
gegeben: 

@leitet ein @ltraljf an einer I.Jon brei 6trecfen RS, ST 
unb TR gebilbeten gefcljlofienen l"jigur entrang unb liegt 
fein ~usgang51Junft im ~nnern ber l"jigur auf einer ®eraben, 
ttJe!clje R mit einem ~unHe Q ber @ltrecfe ST I.Jerbinbet, 
fo entftel)t eine ~liene. 

2Inmetfung 1. Slag milb einer ßimmerltlanb, einer lffianbtafel, ~ifcf)· 
vratte u. f. \t). ift ein ~eil einer ~&ene. 

2Inmetfung 2. 6tellt man bie ~ntfte~ung ber ~bene mit menu~ung 
uon 5 re4Jt bünnen, gerallen 6tä&en bar, uon benen brei mit gemeinfcf)afttidjem 
~nbvunfte auf bem uierten liegen, ltlä~renb ber fünfte, ber gleitenbe, auf bem 
mittreten ber brci erften &efeftigt ift, jo laffen fidj burd) ltlieber~olte ~ntlerungen 
an bct s.lage ber un&eltlegtcn @Stäbe aus ber 2lnfd)auung bie 6ä~e geltlinnen: 

a) s:lie ~&enc ift uon ber lffia~l ber l}!unfte R, S unb T una&~ängig, fallt! 
nur RQ &ltlijd)en RS unb RT liegt, unb baraus ergie&t ficf): 

b) Slie @eraben RS, RT unb ST liegen mit allen i~ren l}!unften in 
ber ~&ene. 

c) s:lie s.leitlinie fann o~nc ~nberung ber &cfd)riebenen ~&ene fo ge• 
ltlä~lt ltlerben, baß bie }Berbinbungslinie altleier &elie&igen l}!unfte ber ~bene 
ein ~eil ber s.leitlinie ltlirb, unb baraus folgt: 

d) i8er&inbet eine ®erabe irgenb &ltlei ~unfte ber ~bene, fo liegt fie mit 
allen i~ren l}!unften in ber ~bene. 

~ie ®al)I her \ßunfte R, S unb T bleibt ol)ne ~infiuu aut bie 
befdjriebene @bene. ~a ljiernadj ber \ßunft P unb bie @erabe AB fidj 
als uollftänbig außreidjenb aur 1Seftimmung einer ~bene erweifen, fo 
ift man lieredjtigt, ben 6aij aufaufteUen: 

~urdj eine gegebene @erabe unb einen gegebenen \ßunH 
aufjerl)alb berfelben ift ftets eine einäige ~bene beftimmt. 

Statt bes ~unfteß P fann audj eine aweite, AB fdjneibenbe ®e, 
rabe gegeben fein unb bie ~eitlinie baburdj l)ergefteUt werben, bat man 
bie beiben gegebenen ®eraben burdj eine beliebige britte fdjneibet. 
®irb bann ber ~relj:punit auf einer ®eraben angenommen, weidje ben 
6djnitt:punft ber gegebenen mit einem beliebigen \ßunfte ber britten 
®eraben uerbinbet' fo finb bie 1Sebingungen bafür erfüllt, bat bie lie, 
fdjriebene ~lädje eine @bene ift, unb baraus rolgt: 

~urdj ätllei gegebene fidj fdjneibenbe @eraben ift ftets 
eine ein3ige ~bene beftimmt. 

6djlie~lidj fönneu brei nidjt in einer ®eraben liegenbe l.ßunfte ge, 
geben fein. merbinbet man aWei uon iljnen burdj eine @erabe, fo ge, 
langt man au bem erften ~alle autücf unb geltlinnt baburdj ben 6aij: 

~urdj brei gegebene, nidjt in einer @eraben liegenbe 
\l3nnfte bes maumeß ift ftets eine ein5ige ~bene beftimmt. 
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~ r U ä tun g: ilie @e6Hbe, wei~e gan5 in einer ~6ene liegen, 
~eiflen ebene ®e6ilbe, unb ber ::teil ber ®eometrie, wel~er fi~ aus• 
f~liefllid} mit benfelGen 6ef~äftigt, ~eiflt jßfanimetrie. ?!>er übrig 
bleiben'oe ::teil wirb <5tereometrie genannt. 

4. ~al-Jitef. 

~tunbfotmett bet eBenen (1,e6ifbe. 
~on bcn ebenen @ebi!ben fin'o 'oer jßunft un'o bie gerabe 2inie 

bie einfad}ften ~ormen. <5traf)ien finb einfeitig unb <5trecfen auf 
beiben Seiten begren3te :.teile bon @eraben. 

15. IDleffung tlon ®twfen. 
@rUärung: ~affen fid} 31tlei @ebifbe fo aufeinanber legen, bau 

fotuof)I jeber jßunfi beß erften ein jßunft beß anbeten, als aud} jeber 
jßunft bes 3tueiten ein \ßunft bes erften tuirb, fo fagt man: ~ i e 
®ebilbe laffen fi~ 3ur boUftänbigen ilecfung bringen, ober 
fie finb fongruent (~). ~ie @?tücfe, tueid}e fid} bei ber ~ecfung 
gegenfeitig bebecfen, f)eifien entfl-Jted}enbe @Stücfe. 

ffi'Ht l8enut]ung biefer @rf!ärung tuirb bie ~ergieid}ung 3tueier 
@Strecfen in foigen'oer ~eife ausgefüf)rt: man fegt bie beiben ®trecfen 
fo aufeinanber, bau if)re ~nfangßl-JunUe 3UfammenfaUen i finb bann 
bie @5trecfen fongruent (fallen audj if)re @nbl-Junfte 3Ufammen), fo nennt 
man fie gleid}, giei~fang ober g(ei~grofl ( ). @5inb aber bie 
®trecfen nid}t fongruent unb bebecft bie erfte bie jltleite ooUftänbig, 
tuä~renb fie tJon biefer nur unboUftänbig bebecft tuirb (riegt if)r @nb• 
l-Junft jenfeite bes @nbl-Junfteß ber 3tueiten @Strecfe), fo geifit bie erfte 
®trecfe gröfier (>) afß bie jweite unb biefe freiner ( <) afß bie erfte. 

~ n m er ht n g. ,Piernadj fann bie .\:länge einer .l:linie mit bem .\:linear 
g emeffen tu erben. ~rs Wlafiein~eit bient baß lmeter unb a{s lmafiftali ein in 
~entimcter unb lmiUimeter eingeteiHeß .\:linear. 

16. ~bbition unb ®ubtral'tion uon ®trecl'en. 
mit ber ffi'Cögfid}feit, @Strecfen aUS3Umefien, ift aud} bie mög• 

Hcf)feit gegeben, @5trecfen burd} ~bbition unb @Subtraftion mit einanber 
3u berbinben. ~ie ~orfd}rift für bie ßeid}nung ift entf)arten in ben 
@rUätungen: 

@rf!iirung a): ~egt man bie ®trecfe CD fo an bie @5trecfe 
A a B b AB I bau if)r ~nfangßl-Junft c mit bem @nbl-Jttnfte 
_...._"_...._ ~ B jnfammenfäUt unb ber @nbl-Junft D auf ber in 
--~-..!! ber lRidjtung AB tJerfängerten @eraben liegt, fo jagt 

a + b. man, bie @5trecfe CD fei an AB angetragen, ober 
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511 AB abbiert, unb nennt ben lll6ftanb AD bie @3umme AB+ CD 
ber 'beiben @3ttecfen (@Heber) AB unb CD. 

~rfliirung b): ßegt man bie @3trecfe CD fo auf bie @3trecfe 
AB, baf3 i~r lllnfangs~:mnft C mit bem ~nbl:Junfte 

"'!---J-___!1_ B 5Ufammenfällt unb i~r ~nbl:Junft D auf ber 
;;:::-,;:-;;--r;--c @3trecfe AB Hegt (>Sebingung: CD< AB), fo fagt 

man, bie @3trecfe CD fei auf AB abgetragen ober 
bon AB fubtra~iert, unb nennt ben lllbftanb AD bie ~ifferen5 
AB - CD ber beiben @3trecfen AB unb CD. 

@3ollen mef)r als &tuei @3trecfen a'obiert merben, fo bifbet man 
0uniid)ft bie @3umme ber beiben erften; f)ieran legt man bie britte 
Qiinge an unb ftellt baburd) bie @3umme ber brei erften @3trecfen ~er; 
alsbann !egt man bie oierte @3trecfe an biefe @3umme an u. f. \lJ. ~urd) 
bie ßeid)nung lann ~ierbei ber @3at beranfd)au!id)t merben, baß eine 
@lumme aus me~reren @ltrecfen (@Hebern) ungeänbert b!eibt, \lJenn 
bie ffiei~enfo!ge ber @Heber beliebig bertaufd)t tlJitb. 

2lnmertung. @:~ em~:~fie~rt fidj, eine lRei~e bon 2lbbitionen unb !Sufi• 
trattionen uor&une~men, um 6idjer~eit im @leliraudjc bei$ WCaflftalie~ 311 er• 
reidjen. 

~rUärung: ~tftef)t eine @3trecfe burd) lllbbition 5\lJeier g!eid)en 
@ltrecfen, fo tlJirb ber ben !e~teren gerneinfame $unlt IDHtte!l:Juntt 
ber @ltrecfe genannt. 

1.7. ~et ~tei~ alß eliene~ 63eliilbe. 
~itb eine gerabe Qinie in ber @bette um einen if)rer l,l3untte 

gebrel)t, fo be11.1egen fiel) if)re übrigen l,l3unfte um biefen l,l3unft. ~egen 
ber @3tarrf)eit ber @eraben li!ei6t bie @ntfernung r eines belllegten 
l,l3unftes P oon bem ~re~.).Junfte M unberiinbert, unb ba~er liefd)rei6t 
P eine in fiel) fef6er 5Utücffef)renbe Qinie, beten fiimUid)e l,l3unUe 
bon M bie @ntfernung r befi~en. ~iefe Qinie ltlirb a!s ~reis 
unb bie ßänge r a!s ~ a!limeH er besfe!ben lie3eid)net. 

2{ n m erfu ng. ilie in mr. 6 liejdjrieliene @:ntfte~ungi31Ueije bes ~reifes 
ftimmt mit ber ~ier angegebenen ü&etein, wenn ber gebrel)te ~ör1>er alS eine 
(unenblidj) bünne !Sdjeilie angenommen IUirb unb bie lieiben feftge~altenen 
~untte in bem ilrel)~:~unlte &ufammenfaflen. 

~ie ~erliinbungs!inien irgenb breier lie!iebig na~e bei einanber 
!iegenben $untte bes ~eifes ber!aufen ftets in berfd)iebenen ffiid)tungen. 
~ie ffiid)tung bes ~reifes iinbert fiel) a1fo ftetig. ~irb nun eine Qinie, 
bereu ffiid)tung fiel) ftetig änbert, alS humm lie5eid)net, fo folgt 
f)ieraus bie 

~rHiirung: ~er ~reis ift eine humme', in fiel) fe!ber 
5utücffef)renbe Qinie, bereu fämtHd)e l,l3unfte oon einem 
l,l3unfte ber bon if)r umfd)!oflenen g:fiid)e g!eid)tueit ent• 
fernt finb. 
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~irb bie lBerbinbungßfinie beß ~reg-\)unftes M mit itgenb einem 
\ßunfte bes st'reifeß Wabius genannt, fo ergiebt fidj aus biefer ltt• 
ffiirung ber 

®at 4. .Bwei befiebige ffiabien eines st'reifes finb 
gfeidjgro~. 

~er st'reiß fdjneibet eine jebe burdj M gegenbe ®erabe in 3toei 
\ßunften P unb Q unb begrenM baburdj eine Strecfe PQ, toefdje 
~urdjmeffer genannt toitb. ~a bie beiben steife MP unb MQ 
fo gro~ finb, toie ber 4>afbmeffer, fo ergeben fidj bie g:ofgerungen: 

a) ~in ~urdjmeffer gat bie bo\)\)efte @röße beß 4>etfbmeffers. 
b) mue ~urdjmeffer eines st'teifes finb gfeidjgrof3. 
c) ~er \ßunft M ift bet IDHttef-\)unft aller ~urdjmei]er eines 

st'reifes; in biefem ®inne toirb er afß ber IDlittef-\)unft (Q:entrum) bes 
st'reifes be3eidjnet. 

.Bufa~: ~urdj ben 9JHttef\)unft M unb ben 4>etfbmeffet 
r ift ein Sl'reis I.JoUftiinbig beftimmt. 

~o!gerung: ~reife mit bemfe!ben 4!afbmeffer finb fon• 
gruent. 

2lnmetfung. ~er streiß mit bem WHttei~unftc Munb bem ~albmeffer 
r lllitb mit ~ilfe beß .8irfelß ge3eidJnet. man öffnet ben .8irfel fo weit, 
bafi feine 6~itlen bie G:ntfernung r ~allen, fe~t bie eine 6~i~e in M ein unb 
bewegt o~ne ~nberung ber .8irfcleröffnung bie anbete (bie oeidjnenbe) 6~i~e 
um ben ~unft JJ[ ~erum. 

4!at ein \ßunft P I.Jon M bie ~ntfernung r, fo mu~ er auf bem 
um M mit bem 4>afbmeffer r befdjriebenen ~reife (bem Sheife M, r) 
liegen. ~enn fiige er innergafb besfefben, fo toürbe bie Strecfe MP 
nidjt biß 3u bem ~reife gin reidjen, fofgfidj t!einer a(s r fein, unb 
fiige er au~ergafb beß Sl'teifes, fo toürbe bie ®trecfe MP benfefben 
fdjneiben, mitl)in gröj3er afß r fein müffen; es beftegt affo bet 

®at 5. ~er ~reiß M, r entgäft aHe \ßunfte, bie tJon M 
bie ~ntfernung r l)aben. 

~irb nun ber ~egriff bes geometrifdjen Ortes eingefüf)rt 
burdj bie 

~rUärung: @:nt'(Jäft eine 2inie bie fämtridjen \ßunfte unb nur 
f o f dj e \ßunfte, toefdje gemeinfdjaftlidj biefelbe ~igenfdjaft befi~en, fo 
toitb fie geometrifdjer Ort für biefe \ßunfte genannt. 
fo erglebt fidj aus. ®a~ 5 unb ber @rffärung bes ~reifes ber ®a~: 

~eumetrifd}er Ort 1. ~er .Rrei~ M, r (mit bem IDlittel­
.t'Unfte M unb bem ,Pallimeffer r) ift ber geometrifd}e Ort für 
alle \Puufte, tueld}e tlou M bie ~ntfernung r ljalien. 

18. ~ufgalieu. 
~ie mntoenbung biefes Sa~es füf)rt 3Ut 2öfung bet fofgenben 

mufgaben: 



4. ~~itel. &runbformen ber ebenen &ebilbe. 13 

~ u f gab e 1. 2!Ue !)!unfte 0u ~eidjnen, llleldje bon einem gegebenen 
$unlte A bie ~ntfernung r = n cm (4 cm, 5 cm u. j. lU.) f1aben. 

~ u f gab e 2. ~inen !)!unft 0u 0eid)nen, ber bon ben @:nb~unften einer 
6trede AB (= 6 cm) um r (= 4 cm, 5 cm u. f. lU.) entfernt ift. llßiebiel 
\l!unlte liefert bie ßeidjnung? 

~ u f gab e 3. @:inen !)!unft 0u 3eidjnen, ber bon bem @:nb~unfte A ber 
6trede .AB (= 5 cm) bie @:ntfernung r1 (= 6 cm) unb llon B bie @:ntfernung 
r2 (= 4 cm) befivt. lilliebiel !)!unfte liefert bie ßeidjnung? 

!!Beitcre !Beif~iele: 
.AB= 8 cm, r1=3 cm, r2=lO cm . 
.AB= 5 cm, r1 = 4 cm, r2 = 3 cm. 

!Berjudje, bie ~ufgaben aus0ufü~ren: 
.AB= 8 cm, r1 = 3 cm, r2 = 5 cm . 
.AB= 12 cm, 1'1 = 5 cm, r2 = 6 cm (!). 

lilleldje ~infdjränfung ($Determination) ergiebt fidj barau~ für bie lilla~l 
ber 6treden? 

~ u f gab e 4. 2tuf einer &eraben .AB einen \ßunft 0u beftimmen, ber 
llon einem aujier~a([l AB gegebenen \ßuntte P bie ~ntfernung ~· (= 7 cm) 
f1at. lilliebiel !)!unfte liefert bie ßeidjnung im angerneinen? ißann ift nur 
ein \ßunft llor~anben unb wann feiner? 

19. .nreiömeffung. 
~tHärung: ,ßltlei beliebig geltläf)1te s.ßuntte eines ~reifes teifen 

benfeUien in ~ltlei :teile, ttle1d)e }.8 o g e n genannt ltlerben. 
,ßttlei faogen besfel'6en ~reifes ober ~ltleier ~reife mit bemfe!&en 

S)af&meffer fönneu auf einanber gefegt unb be5f)af& gan& tuie 31tlei 
®treden (fief)e mr. 15) mit einanber berglidjen, fowie burdj m:bbition 
unb ®ulitraftion tJer&unben werben. ,ßwei l8ogen 5weier ~eife mit 
tJerfdjiebenen S)aflimeffern fönneu bagegen nidjt ~ur :l)edung ge&radjt, 
a1fo audj nidjt mit einanbet berglidjen ltlerben. ~5 ift baf)er nidjt mögiidj, 
einen ~:na~ftab ljequftrlfen, mit bem bie @rö~e eines be!iebigen ~reiS· 
bogens ausgemefien werben fönnte. 

m!erben bie ~fädjen ~ttleier ~reife mit uetfdjiebenen S)afbmefiern fo 
auf einanber gefegt, ba~ iljre WHttef~unfte crufammenfaUen, fo ltlerben 
bie ~reife burd) tJerfdjiebene s.ßunfte bes]efben ®traf)fes liefdjrieben. 
ßwei uerfcf}iebene ~agen bes er&eugenben ®traf)fes liegren&en auf ben 
S'rreifen entf~redjenbe faogen, bie burdj biefef&e ~ref)ung bes ®traf)fes 
f)eruorgebracf}t werben, a1fo audj bie gfeidjen :teile ber tJerfdjiebenen 
~eife finb, benen fie angef)ören. ~emnadj tann man bon einem be· 
liebigen ~reisbogen beftimmen, welcf}er :teif bes 5ttgeljörigen 
~reijes er ift, fobafb man bie ~inteifung irgenb eines ~reifes fennt. 

~rffiirung: msirb als ma~einf)eit für bie !Beftimmung eines 
}.Bogens ber 360. :teil bes ~reifes geltläf)lt unb }.ßogengrab genannt, 
fo fagt man, ber l8ogen AB fei n l8ogengrab grofl, wenn 1/360 bes 
streif es n mal auf if)m abgetragen werben fann. 
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Su ja~- :I:lie }Beftimmung ber Sn~! n erfolgt mit }Benu§ung eineß be~ 
riebigen, in 360 g!eidje :teile eingeteHten Sfreijes auf fo!genbem ~ege: IDCan 
!äfit bie ffil!ttclpunfte ber beiben Sfreifc 3UfammenfaUen unb legt ben nadj bem 
:teilpunfte 0 fü~renben ffiabiue auf ben erften }Begren3ungsrabiul! bes aus3u~ 
mejfenben !Bogens; ber 3weite }Begren3ungsrabius 3eigt bann bie Sa~r n an. 

~dfärung: ~erben bie beitlen )Sogen, in we!~e ein SheiS 
bur~ 5tvei feiner \ßunfte eingeteift Wirb, einanber gfei~, b. ~- finb 
bie beiben \ßunfte bie ~nb~unfte eines 1lurdjmeffers, fo ~eiflt jeber 
ber }Bogen ~albfreis. 

~nmerfung. ~g IDCaf;ftab für bie Sfreismefjung wirb ein in 180 
gleidje :teile eingeteilter ~albfreiß oemt~t, beffen IJJUttefpunft auf bem oegren~ 
3enben 'llurdjmejfcr [Jejonbers fenntlidj gemadjt ift. ilerfcl[Je ~eif;t <Mrabmejjer. 

20. ~ntfte~ung be~ ®infel~. lroinfelmeffung. 
:Durdj bie 1lref)ung eines etraf)les um feinen ~usgangs~unft 

entftef)t nodj ein 5tneites ebenes @ebilbe. S:ft PA bie urf~rüngUdje 
.2age bes Stra~les unb PB eine 0tneite, Wä~renb 
ber )Bewegung eingenommene .2age, fo tvirb burdj 
bie beiben etra~len PA unb PB bie ~bene in 

p 5tnei lJOn einanbet getrennte @ebiete geteift. ~eber 
biefer beiben %eHe Wirb Winfd ( -t:) genannt. 

1lie etraf)len PA unb PB f)eijlen 6 dj e n f el bes ~infefs unb if)r 
~usgangs1ntnft p fein edjeiteltJunft ober feine e~i~e. iman f)at 
affo bie 

~rUärung: ~in Winfd (-t:) ift ein %eH ber ~bene, 
ber bur~ öWei bon einem \ßunfte ausgeljenbe etra~len be~ 
gren&t tvirb. 

~ n m e rfu n g. ~re !8e3eidjnung für einen jffiinfel tuirb ba, wo fein 
lmif;tJerftänbniß au liefürdjten ift, bie !Be3eidjnung jeineß 6djeitelpunftee ge• 
wä~U; ift aber eine .Sweibeutigfeit möglidj, fo wirb ber jffiinfel entweber burdj 
brei !Budjftaoen bes grof;en lat. ~lp~abete [Jenannt, uon benen ber mittlere 
ben 6djeitelpunft be&eid)net, wä~tenb bie beiben anbeten auf je einem 6d)enfel 
liegen, - ober burdj einen 18ud)ftaben bes fleincn griedj. ~~p~abets, weldjer 
bei bem 6djeitelpunfte in ben jffiinfelraum gcfe§t wirb. 

:Da bie edjenfe! (bie beftimmenben etraglen) unbegrencrt finb, 
fo ift jeber Winfel ein unbegren5t grofles ijfädjenftüd; es ift besgalb 
nidjt möglidj, bie tnirffidje @röj3e eines Winfel5 au5öumeffen. iman 
fann jebodj bas @röj3enbergältni5 5\tleier ~intel beftimmen, inbem 
man fie f o auf einanber fegt, baj3 if)re edjeiteftJunfte unb &ttJei igrer 
Sdjenfef 5ufammenfaUen. ijäUt bann bas &tueite SdjenfeftJaar gfeidj~ 
falls auf einanber, fo finb bie ~intel fongruent, affo gleidjgr oß; 
Hegt bagegen ber &Weite Sdjenfe! bes &Weiten Winfe!s in bem Winfef~ 
raume bes erften, fo ift ber &tveite fongruent 5u einem %eile bes 
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erften m3inte!S, affo Heinet afß bet erfte unb biefer gröf3er af~ 
ber 5tueite. 

Wlan fann ferner, nad)bem für bcn fleineren m3infel bie 2agc bes ollleiten 
@id)enfels im !Raume bes crften beftimmt ift, ben fleineren m3infel in ent• 
flJrcd)enber ~eife auf ben ffieft bes gröfleren legen, bie neue @renalinie joltlie 
ben neuen ffieft ermitteln unb burd) ~ortje~ung biejes ~erfaf)rens feftfteUen, 
ltliebiefmal ber ffeinere gan& in bem gröfleren entf)alten ift. )ffiirb aum ~er• 
gleid)e bie ganae Q:oene, b. f). ber ganae m3infel um ben @id)ettel~unft f)erum 
geltliif)lt, fo fann auf biejem ~ege ausgemeffen werben, weld)er %eil ber ganaen 
(![Jene ein gegebener ~intel ijt. @lelingt es umgefef)tt, bie Q:bene in eine oe• 
ftimmte \l(n&af)l unter einanber gleid)et %eile au teilen, jo fann butd) bae an= 
gegebene ~etfaf)ren ermittelt tu erben, ltliebicle biejer %eile in einem ~intel 
entf)alten finb. 18ejd)reibt man abet um ben 6d)eitellJunft einen Sl:reie unb 
aief)t au awei gleid)en IBogen besfelben bie 18egrenaungerabien, fo id)liejjen 
bicfelbcn oltlei fongruente, aljo gleid)e )ffiinfel ein, unb bemnad) ltlirb bie 
<!bene in 360 gleid)e ~intel eingeteilt, wenn man bie 18egrenaungerabien ber 
360 gleid)en %eile (18ogengrabc) aief)t. ~eber biefer ~intel tuirb, bem IBogengrab 
entflJred)enb, ~infelgrab ober fuq @lrab (O) genannt. S)er Wlafljtab für 
bie streiemeffung bient aljo aud) 0ur \ffiinfelmeffung. S)araus folgt: 

lllienn aucf:l bie tuitfiicf:Je @höf3e eine~ llliinfef$ nicf:lt beftimmt 
tuerben fann, fo ift e$ bocf:l mögfidj, au$5umef1en, tuefdjen %eH bet 
~bene er beträgt. 

~rffiirung: llliirb a!$ ~in{Jeit für bie ~u$mefiung eines llliinfefs 
ber burcf:l bie !8egren5uttgsrabien eines !Bogengrabes beftimmte 360. %eH 
ber ~bene getuä{J1t unb @hab (0) genannt, fo fagt man, ein llliinfef cx 
fei n° grof3, tuenn ber 5U cx gef)örige ~reisbogen n !Bogengrabe 
beträgt. ~ie .8a{Jr n ljeiflt rolaf15aljf bes mlinfe!s. 

~rfriirung: 2!!5 rolaflftab für bie llliinlefmeffung bient ebenfo 
tuie bei ber ~reismeffung ber @rabmeffer (%ranslJot1eur). 

2lnmerfung 1. Um bas ffied)nen mit 18rüd)en au bermeiben, ltlirb 
ber @rab in 60 Wlinuten (') unb bie Wlinute in 60 6efunben (") eingeteilt. 
mt eine nod) gröjjere ®enauigfcit erforbetlid), fo ltlirb biefelbe burd) :tleaimal• 
teile einer 6efunbe bewirft. S)er @rabmefier bon geltlöf)nlid)er @höfle geftattet 
jd)on nid)t mef)r bie 18eftimmung bcr Wlinutcn. 

2lnmerfung 2. Um bie Wlaj30af)l eines ~infels 0u beftimmen, legt 
man ben @rabmefier jo auf ben )ffiinfel, bafl fein 9JHttelpunft mit bem 6d)eitel• 
vunfte aufammenfällt unb ber :tlurd)meifer auf einem bcr @id)enfel liegt. :tler 
3tueite 6d)enfcl 5eigt bann auf bem ~albfreife in ~lraben bie @röiie bee 
m3infele an. 

21. ~efonbere j!Dinfdformen. 
!8on ben beiben llliinfefn, ltlefdje burcf:l 3\tlei bon einem \13unfte 

au~ge{Jenbe ~tra{Jlen gebi!bet tu erben, ift im allgemeinen ber eine 
gröf3er als ber anbere, unb ber gröf3ere tuirb bann fontJe~ ober er~ 
f)aben genannt, tuä{Jrenb ber ffeinere afß fonfall ober {Jo{Jf be-
3eicf:lnet tuirb. m3enn bagegen bie ~traf)fen bie beiben Xei!e einer 
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®eraben finb, fo werben bie lieiben ~infe! einanber gfeid}, unb jeber 
bon i~nen ~eißt ein geftrecHer ober f!adjer ~infef. 'l:lies fü~rt 
3u ber 

@dfiirung: ~ifben bie ®djenfe! eines ~infefs in ent~ 
gegengefe~ter ffiid}tung eine gerabe .2inie, fo ~eißt ber 
~infe! f!ad} ober gejtrecft. 

iYo!gerung: 2fffe ffad}en ~infei finb gfeid}groß, 
weif man fie fo auf einanber fegen fann, baß fie fiel} gegenfeitig 
boUftiinbig liebecfen. 

iYerner ergeben fid} aus ber @rtfiimng bie ~olgerungen: 
@in fonbe!et ~infef ift jtets größer } {" · >f -"' mv ~ f 
rc:· f ~ -r . a " em ,.a"::er ;wtn1e . 
~m outaber " " " 1 emer 
~irb ein fladjer ~infe! burd} einen bon feinem ®d}eite!.punfte 

ausge~enben britten ®tra~! in 3wei 'l::eife 3er!egt, fo entfte~en 3wei 
~infef mit gemeinfd)aftrid}em ®d}eitefpunfte unb einem gerneinfamen 
6djenfe!. 

G:rUiirung: ~aben crwei ~infei ben 6djeiteflJunft unb 
einen ®d}enfef gemeinfam, wii~renb bie beiben anbeten 
6d}enfe1 in entgegengefe~ter ffiid]tung eine gerabe .2inie 
bi!ben, fo werben fie 9lebenwinfel (91w.) genannt. 

Sm aUgemeinen finb 91ebenwinfef bon einanber berfdjieben; ber 
größere twn i~nen ~eißt bann ftum.pf unb ber tfeinere f.pi~. 'l:lre~t 
fiel) jebod} ber gerneinfame 6d}enfef um ben 6d]eitef~untt fo, ba\'3 ber 
jtum.pfe ~infe! ftetig ab~ unb ber fl'i~e ftetig crunimmt, fo mu\'3 er 
einmal eine 2age einne{jmen, bei wefd}er bie lieiben ~infef einanber 
gfeidj werben, affo jeber bon i~nen ~alb fo grof3 ift wie ein flad}er 
~infef; man becreicf)net bann bie lJeiben afs red]te (rectus!) ~infef 
unb nennt ben gerneinfamen ®djenfef ein 2ot ober eine @lenfred}te 
3u ber ®eraben, wefd}e bon ben nid}t~gemeinfamen 6d}enfefn gebi!bet 
wirb. 'l:lie~ fü~rt 3u ber 

G:rUiirung: a) @in red}ter ~intel ift ein ID3infef, ber 
feinem 91ebenwinfe! gfeid} ift. 

b) ~ifbet eine ®erabe mit einer 3weiten ®eraben redjte 
~infef, fo ftd)t fie fenfted}t ober fotredjt (J..) auf ber• 
fellJen. 

~htft 1. Um 0u betueifen, bafi eine ®erabe fenfred}t 
auf einer anbeten fte~t, mufi man aeigen, bafi fie mit berfellJen 
rec{Jte ~infel liilbet , b. lj. bafi fie mit iljr 5Wei gleidje 9lebett• 
winfel ljerjtellt. 

\lfu~ ber ~erfeitung ber @rf!iirung folgt weiter: 
iYofgerung: a) @in red}ter ~infef ift g!eicf) bem 4. 'l::eife 

ber @lJene. 



4. Stapitel. ~tunbfotmen bet elienen @ebilbe. 1 7 

b) ~Ue redjten ~intel finb gleidj grofJ. 
c) ~in ftum~fer m.linfe! ift gröfJer } f::. • ..Y:.t =· ,;"f 

d) ~in fpiier " " ffeiner tll"' em re ... , er ;wtnl\:1., 

~rHärung: 1lie ®röfJe bes redjten ~infefs toirb burdj ben 
5Budjftaben R beöeidjnet; es ift a!fo R = 90° = 5400' = 324 000". 

~a nur eine einöige ':teifung eineß f!adjen ~infefß in 51tlei 
gfeidje ~eile mögfidj ift, fo ergiebt fidj ber 

(~nfdjauungs·)~at 6. ~n einem ~unfte einer ®eraben 
fann nur ein 2ot auf berfe1ben erridjtet ltlerben. 

22. ~bbition unb ~ubtraftion uon ~infeln. 

~a man ~infef ausmeffen fann, fo ift man audj imftanbe, 
m3inM burdj Wbbition unb Subtraftion mit einanber 5u uerbinben. 
1lie morfdjrift für bie Wusfüljrung ber ßeidjnung ift entljaften in ben 
~ffärungen: 

a) 2egt man einen m3infef ß fo an einen m!infe1 a, bau fein 
@5djeite1\)unft fiel) becft mit bem @5djeitef~unfte uon a 
unb fein erfter @5djenfef auf ben öltleiten @5djenfe1 bon 
!7.. fäUt, ltläf)renb fein öltleitet @5djenfef auuerljalb bes 
m!infefß !7.. Hegt, fo fagt man, ber ~infe! ß fei an a 
angetragen ober 5u !7.. abbiert, unb nennt ben 
~intel 51tlifdjen bem erften @5djenfet uon a unb bem 
51tleiten @5djenfef uon ß bie @5umme x + ß uon a unb ß. 

b) 2egt man einen m3infef ß, ber ffeiner ift als a, fo auf rx, 
bafJ fein @5djeitef\)unft fidj becft mit bem @5djeitel\)unfte uon rx 

unb fein erfter @5djenfei auf ben ötoeiten @5djenfe1 
uon rx fäUt, toäljrenb fein 5ltleiter @5djente! innerl)a!o 
bes m!infe!S rx liegt, fo fagt man, ber ~infef ß fei 
IJon rx abgetragen ober uon rx fulitraf)iert, unb 
nennt ben m3infe1 ötoifdjen bem etften @5djenfef uon rx 
unb bem ötoeiten @5djenfei uon ß bie 1lifferen5-
x - ß uon rx unb ß. 

23. ~ufgalien. 

2l u f g a Ii e 5. ~inen gegebenen ~intel a aue0umeffen. 
2l u f g a Ii e 6. l!inen )lliinfel uon uorgejdjtiebenet ®rö\k (a = 600, soo, 

7 so, 1120) 0u 0eidjnen. 
2l u f g a Ii e 7. ,3n einem \)3unfte P einet ®etaben AB einen )lliinM a an 

biefelbe an0uiegen ( 4 .l:löjungen !). 
2l u f g a Ii e 8. ~ie 6umme a + ß 0ttJeiet gegebenen )lliinM a unb ß 0u 

bilben. ()8eifj.>ie1e: a = 730, ß = 1340; a = 560, ß = 340; a = 620, 
{I= 1180.) 

m ii II n, l.Ulanhnetrie. 2 
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2l u f g a Ii e 9. i)ie i)iffeten3 a - {J 3ltleier gegebenen Imintel a + {J 3u 
liilben. {a = 940, {J = 380; a = 1440, {J = 540.) 

2l u f g a Ii e 10. i)urd) bie .Seid)nung 3u lierocifen, bafi 
470 + 830 - 760 + 340 + 920 = 1800, 
980 - 430 + 1180 - 490 + 560 = 1800, 
1120 + 1430 - 850 + 1040 + 860 = 3600, 
670 - 240 + 350 - 510 + 460 - 730 = o. 

2l u f g a Ii e 11. ~inen gegebenen !minfel mit ~ilfe be~ ®rnbmefferjj 3u 
~alliieren. 



<frfter cr:dL Von ~er <ßleicf1f1eit ~er <ßrö~en. 

II. ~b1d?nitt. 

ilit febrt uon ben Winkeln. 
5. ~aj:Jitef. 

J\Jt!}emehte ~htlieCfii~e. 

24. lßewei~formen nnb ®runbfitje. 
,ßroifd)en ebenen ®ebilben lafien fid) 31oei nerfd)iebene 2lrten non 

me3iel)ungen unterfd)eiben. SDie eine non il)nen tritt a u ß n a {) m ß los 
ein, ift alfo non feiner 2lnnaf)me über bie ausgefüf)tte Seid)nung ab• 
gängig, roenn nur bie ®ebilbe ben {grf(ärungen entf1Jred)enb l)ergefteUt 
werben. SDie anbere 2lrt bagegen umfa~t biejenigen menief)ungen, roeld)e 
nur infolge ber ,ßeid)nung auftreten, alfo an bie {grfüUung geroiifer 
mebingungen gefnü1Jft finb. SDie mebingungen, unter benen biefe me• 
niel;Jungen auftreten, roerben morausfeijungen (mor.) genannt unb bie 
meoief)ungen felber, bie fid) auß ben morausfeijungen ergeben, a(s bie 
me 1) aup tun g en (~ef).) beaeid)net. SDie )Berbinbung aroifd)en moraus• 
feijung unb ~ef)auptung roirb burd) einen 6 a ~ ausgebrücft, beffen m e • 
ltl e i s (mero.) bie 9tid)tigfeit ber merbinbung begrünbet. 

ilnan unterfd)eibet brei )ßettJeisformen: 
a) )Sei ber erften ijorm ltlitb bie ~id)tigteit ber mef)au~tung 

febigHd) mit ~tlfe ber ~nfd)auung oeltliefen. (SDtrefter )ßettJets burcf) 
SD*qJ . 

b) SDM 51tJeite !SeltJeißberfal)ren ftü~t fid) auf bereits Mannte 
Sii~e unb leitet aui3 if)nen fowie aui3 ben jßorausfe~ungen burd) ein• 
fad)e 6d)Xüf1e bie ffiid)tigteit ber )ßef)au~tung ab. (SDirdter !SettJeiß 
burd) einfad)e 6cf)!üffe.) 

SDie ltlid}tigften 6d)!ul3formen finb in ben fo!genben ®runbfii~en 
(®.) entf)arten: 

®. I. ,3ebe @höfie ift fiel) felbft g!eid). 
®. II. 6inb 51tJei @rößen einanber g!eid), fo tann jebe 

für bie anbete gefe~t werben. 
~ei!Viel: m!enn a = b 

unb b + c = d, 
jo ift aud) a + c = d. 

2* 
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®. III. 6inb 3tvei ®rößen einer britten gleid}, fo ]inb 
fie unter einanber g!eid}. 

ll!eijpiel: ~enn a = c 
unb b = c, 

jo ijt audj a = b. 

®. IV. ®!eid}e~ 3u ®feid}em abbiert ober bon ®feid}em 
fubtra~iert giebt ®!eid}e~. 

)8eijpid: ~enn a = b 
unb c = d, 

jo ijt nudj a + c = b + d 
unb a - c = b -- d. 

®. V. ®feid}e~ mit ®!eid}em mu1tip1i3iert ob er burd} 
®feid}e~ biuibiert gielit ®feid}e~. 

ll!eijpiei: ilBenn a = b 
unb c=d, 
jo ijt nudj a. c = b. d 
unb a:c = b:d. 

SDa in biefen ®runbfä~en nur uon gfeid}en ~ingen bie ffiebe 
ift, fo ift i~re }Sertuenbung nur bei fo!d}en 6tücfen mögfid}, bie burd) 
ba~ ®!eid}~eit~3eid}en mit einanber berbunben finb. 

c) ~ft feine ber beiben 58etvei~arten a) unb b) antvenbliar, fo 
ttJirb bo~ britte )SettJei~berfa~ren benu~t. man fud}t bei bemfeflien 
bie Wlögfid}feiten auf, bie außer ber in ber )Se~au~tung be~ 6a~es 
au~gefvrod)enen )Se~ie~ung nod) benfliar finb, unb 3eigt, baß bie ~n· 
na~me einer jeben biefer 9Rögfid}feiten 3u einer ffo!gerung füljrt, bie 
im ~iberflJrud) fteljt 3u ber au~gefü~rten ßeid)nung ober s-u einem be• 
fannten 6o~e. SDiefe )Setvei~form tvirb inbirefter )SettJei~ genannt. 

l!:s witb nijo bei ber Ievten ll!eweisart nur ge0eigt, bn\1 bie llle0ie~ung 
nidj t an b ers j ein fn n n, nidjt aber, bn\1 jie b iej enig e ijt, bie in ber llJe, 
~auptung nusgejprodjen wirb. i>er inbirefte )8eweis entbe~rt beß~alb ber 
fidjeten ~orm, wcldje bie beiben erften 2ltten auß3eidjnct, unb ba~er empfie~It 
es jidj, einen 6av nur bann inbireft 3u beweijen, wenn ein birefter ll!eweiS 
auf feine ilBeije ~ergejtellt werben lann. 

<frfUirung: ~1~ 2e1jrf ä~e im engeren 6inne tverben bie• 
jenigen ®ä~e lie3eid}net, toefd}e boqug~tveife bie )SettJei~mittef für 
anbete 6ä~e entljaften. 

25. ~eben- unb ®d)eitelluinfel. 
SDa 91ebentvinfef (~ltl.) ftet~ bie beiben ~eife eines f!ad}en ~infefs 

finb (91r. 21), fo bifbet iljre ®umme einen f!ad)en ~infef, unb ba 
bie ®röße besfefben 2 R lieträgt, fo ergiebt fid} ber 

~e~rfat I. !ilie ®umme 0tueiet ~ebenwinfel beträgt 2 R. 
4lierau~ folgt tveiter: 
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~ofgerung: ~ie Summe ber lffiinte! um einen jßuntt 
l)erum beträgt 4 R. 

m3irb bet: gerneinfame Sdjenfe! jtueier intu. ü6er ben Sdjeitef~unft 
l)inau6 ber!ängert, b. g. fdjneiben fidj ~tl.lei gerabe Binien, fo entftegen + bier lffiintel ~X, ß, y unb ö. ~u6 biefen fönneu ~tuei bet• 

fdjiebene ~rten bon jßaaren gergefteUt tuerben, je nadjbem 
man einen m3inter mit einem ber oeiben neoen igm 
1iegenben, ober mit bemjenigen m3infe1 jUfammennimmt, 
ber nid)t neoen igm (igm gegenüber) liegt. ~ie erften 
jßaare finb bie inelientuinfef; für bie lieiben jßaare bet 

jtueiten ~rl tuirb bie ~ejeidjnung @5 d) eitel tu in te f (!Sdjttu.) eingefügrt 
burdj bie 

@:dfärung: ßttJei m3infe!, tl.le!dje am !SdjnittlJunHe 
5tueier @eraben einanber gegenüoer Hegen, geiflen Sdjeitel• 
'nJintel. 

~iernadj finb fowo~t ct unb y, a15 aud) {J unb ~ 6djeitclwinfe1. 

inun gaoen aoer IX unb y gemeinfd)aftfid) bie m3infe1 ß unb ö 
unb biefe ttJieberum bie m3infe! IX unb y gemeinfcf)aftficf) ~u 91ttJ.; 
baraus folgt juniid)ft, bafl bie gemeinfd)aftlid)en in'nl. 5tt1eier Sd)ttn. 
'nJieberum Sd)ttu. finb. ~erner oifbet oc ober y fotoogf mit ß afs 
audj mit ö einen fiad)en m3infei; bie Sd)t'nJ. ß unb ö ftegen affo 3U 
rx ober jU y in berfe16en G}röflenbejief)ung, unb bies ift nur mögHd), 
'nJenn fo'nJogf ß unb ö alS aud) IX unb y unter einanber gleid) finb. 

~iefe ~etrad)tung fügrt jU bem 
ße~rfat; II. ~djeiteltuittfei finb einanber gfeidj. 
58e1Veg 1. (i1urd) ~ecfung.) \nadl @1. III tritt bie @leidj~eit aweier 

jffiinfel ein, wenn biefellien gemeinfdjaftlid) einem britten )lliinfel gleid) finb. 
~ie ffiid)tigfeit ber 58e~aulltung ift ba~er liewiefen, wenn es gelingt, einen 
iffiinfel auf0ufinben, ber fowo~l gleid) a als audj gleid) 'Y ift. ~ies fann aber 
auf folgenbem jffiege erreid)t werben. \Ulan fte1lt burdj 01Vei in einem \ßunfte 
mit einanbet \Jetliunbene bünne 6tiilie awei fiel) fdjneibenb~ <Meraben bar, legt 
ben erften 6tab fo auf einen ber 6djenfel \Jon a, bajj bet }Befeftigung~llunft 
mit bem @)djeitetvunlfe IJOn rt 3Ufammenfällt, Unb bte~t bett 31VCitett 6tali, liiß 
er gan3 auf bem aweiten 6d)enfel \Jon a liegt. @:~ werben bann bie 6d)enfel 
ber iffiintel a, ß, 'Y unb ~ uotlftiinbig \Jon ben lieiben 6tälien licbecft, unb 
barnuß folgt, bajj jebet bet 4 uon ben 6täf>en geliilbeten iffiinfel gleid) bem 
)lliintel ift, auf bem er liegt. iffietben je~t bie 6tälie aufgenommen unb o~ne 
litnberung i~rer gegenfeitigen 5:lagc nad) einer ~alben Umbre~ung lVieber fo auf 
bie iTigur gelegt, bau ber 6d)nittvunft auf ben 6d)eitelllunlt fällt unb ber 
erfte 6tali biefellie ®erabe bebedt, auf ber er \JOt~et lag, fo fäUt aud) ber 
31Veite 6tab wieber auf bie aweite ®erabe, unb fomit ift aud) je~t wieber 
jeber ber uon ben 6tälien gebilbeten jffiinfel gteid) bem jffiinfel, auf bem er liegt. 
~a aber jetlt 'Y \Jon bemfeiiien iffiinfd liebedt wirb, ber 3uerft ct liebeäte, fo 
folgt, ba\3 a unb 'Y gemeinfdjaftlidj gleid) bicfem jffiinfel, alfo nad) ®. IJI 
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unter einanber gleidj jinb. 5n ganu entflmdjcnber )ffieije ergiebt jid) bie 
®leid)ljeit (j = lJ. 

~etn eis 2. (i)urcfj einfad)e Scfjlüffe.) ~ür jeben ber ~infef 
oc unb y !iefert ber 2e{Jtfa~ I eine )Sejie{Jung jU ß ober jU ö, unb 
jltlar ift 

oc + ß = 2 R (91tn.), oc + ö = 2 R (91tn.), 
y + ß = 2 R (91tn.). y + ö = 2 R (9111.1.). 

i)araus folgt: oc + ß=y+ß(®.III). oc + ö=r+ ö (®. Ill). 

~er ~intel ß ( ö), ber auf oeiben Seiten biefer @!eid){Jeit t>or~ 
fommt, muü betfcfjltlinben, unb ba berfe!be nur burcfj 6uotrattion ent~ 
fernt werben fann, fo mu\3 @. IV jUt 2fnltlenbung tommen. 9Ran 
fteUt baf)er unter )Senu~ung bes ®. I bie @feid){Jeiten 

unb 
oc+ß=y+ß 

ß=ß 
jufammen unb erf}äft bann burd) Subtraftion: 

oc = y (®. IV). oc = y (®. IV). 

®anj entflJrecfjenb ltlirb mit ~enu~ung bon oc ober y bie ®feid)~ 
l)eit ß = ö oeltliefen. 

26. ftbung~beiflJiele au ~e~tfa\l I unb II. 

1. m3irb einer uon awei Scfjttu. mit ~ilfe be!il ®ra'omeflers in 
awei gleidje Zeile geteilt, fo aeigt 'oie 3'-igur, baß au~ ber anbere bur~ 
bie ~albierung!illinie in awei gleicfje Zeile 3erlegt wirb, un'o leitet 'oa= 
bur~ au 

®at 7. ~ie .\)afbierungsHnie eines ~infe!s {Jafbiert 
aud} feinen Sd}eitefltlinfei. 

!Bor. ~s 1ei IX1 = a11• 

~r~. ~ß ift y' = y". 
~eiU. ~a y' = rx' ( 6djtiU.) 

unb a' = «" (!Bor.), 
jo ift audj y' = «" (®. ll). 
~a ferner y" = «11 (6djtw.), 
lO folgt y' = y" (®. Ill). 

. 2 . .\)albiert man mit )Senufjung bes ®rabmeflerß awei mro. a un'o 
p, f 0 leitet 'oie 3'-igur au bem 

®at 8. i)ie .\)afbierungsHnien jltleier 91ebenltlinfel 
ftef)en fenfred}t nuf einanber. 
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D c E mor. @3 fei a' = a11 UUb {J' = {J". 
· ~e~. ~ß ift PD .i PE. 

~ ntmi di u n g l>e ß ~ em. ~ndj m3inll 
mut ge3eigt merben, bat bie beil>en ~m. DPE 

A un'tl DPF einnnber gieidj 'inb. ~a aber DPE = 

.· ·p a" + {3' unb DPF = a' -f- APF ift, fo muü bie 
, · ®Ieidj~eit l>iefer !Summen nuß ber mor. abgeleitet 

F-' merl>en. ~un ift a' = a", unl> l>emnndj tritt nadj 
®. IV nie ®leidj~eit a" + {J' = a' + APF ein, menn {J' = APF' ift. 
~er ~emeiß lautet nifo: 

S)a W = W' (1So-c.) 
unb <)::. APF = ß" (:Sd)ttu.), 
jo folgt {J' = <r:..APF (&. III). 
9Hmmt man l)iequ a" = a' (1Sor. 1, 
jo ergiebt fidj a" + {J' = a'+APF(&.!V), alfoPD.iPE. 

3. m3itb in einem 'ißunlte P einer ®eraben AP mit ~iife beß 
®tal>mefferß (m3infel non 90 o !) haß 2ot erricljtet, fo entfte~en nm 
'ißunfte P uier redjte m3inM a, {J, r un'o 15. :llenn nndj her .8eicljnung 
(~rli. beß 2oteß) ift a = R unb (:J = R; r n6er ift t5djtm. 3u a unb o 
6djtm. nu ß, unb fomit ift nadj ®. u nuclj r = R unb 15 = R. ~ß be= 
fte~t ntfo ber 

®at 9. mt einer bon ben biet jffiinfefn nm 6djnitt~ 
.j.lunfte 3111eier @hrnben ein redjter, fo finb es audj bie brei 
anbeten. 

27 • minfd aWeiet <Setaben).laate. 

ChWirung: ßtuei ID3infe!, beten !Summe 2 R beträgt, ~eiflen 
fulJ.j.J!ementnr unb jeber bon ifjnen ift baß ®uvvrement beß anbeten. 

~ie jffiinfe! Cl.', ß', y' unb b' eines 3111eiten @eraben.j.laateß ftef)en 
im a[gemeinen in feiner angehbaren ~e~ief)ung 3u ben jffiinfe!n 
(1.1 ß, y unb <'I beß erften @erabenvaareß. jffienn bagegen baß 3111eite 
®erabenvaar mit )Seuu~ung bes ®rabmefferß fo ge3eidjnet tuirb, bafl 
Cl.' entmeber g!eidj cx: ober baß ®uvvrement ~u cx: ift, fo treten 31t1ijdjen 
ben berfdjiebenen jffiinle!n ber beiben ®etabenvaare eine ffiei~e tlon 
~e3ie~ungen auf, bie 3u ben folgenben ~ovvefiä~en füf)ren: 

X 
~at lOa. @)inb 31Dei ID.Hnfel I ~at 10a'. 6inb atuei !illinfel 

einanber gteidj, fo ift jeber 
1 

fuHlementar, jo ift jeber uon 
uon il)nen gleidj bem 6djttu. il)nen ba9 6up.plement 3u ben 
be9 anbeten. 6d)ttu. be9 anbeten. 
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)Bor. @:15 fei a' = a. 
i8e~. @:s ift 1. a' = y. 

2. IX =y'. 
i8etv. 'l)a a' = a (iBor.) 

unb r = a (6d)ttv.), 
fo folgt 1. a' = r (®. Ill). 
'l)a ferner a' = a (}Bor.) 
unb r' = a' (6d)ttv.), 

fofolgtroieberum2.a=y' (@l. II). 

~al; lOb. 6inb 0tvei liDintel 
einanbet gleid), jo jinb autf) 
i~re 6d)ttu. einanber gleid). 
)Bor. @:15 fei «' = a. 
i8e~. @:s ift r' = 'Y· 
i8etv. 'l)a a' = a (}Bor.) 

unb r' = a' (6d)ttv.), 
jo ift aud) y' = a (@l. li), 
unb ba weiter r = a (6tf)ttv.), 
jo ergiebt fitf) r' = r (&. III). 

iBor. @:s fei a' + a = 2 R. 
i8e~. @:s ift l. a' + r = 2 R. 

2.a +r'= 2R. 
i8etv. 'l)a a' + a = 2 R (~ot.) 

unb r = a (6d)ttv.), 
jo folgtl. a' + r = 2 R (@l.li). 
'l)a ferner a' + a = 2 R ()Bor.) 
unb r' = a' (6d)ttv.), 

fofolgtroieberuma+r'= 2 R (@l. II). 

€'al; lOb'. 6inb 0roei liDintel 
juj.Jplementar, jo finb aud) i~re 
6d)tro. jupj.Jlementar. 
)Bor. @:s jei a' + a = 2 R. 
i8e~. @:s ift r' + r = 2 R. 
i8etv. 'lla a' + a = 2 R (~or.) 

unb r' = a' (6d)ttv.), 
fo ijt aud) y' + a = 2 R (@l. II), 
unb ba weiter r = a (Sd)ttv.), 
jo ergiebt jidi r' + r = 2 R (@l.ll). 

~a, lOc. 6inb ijttJei ißinfel I €ial; lOc'. 6inb uiUei lffiinfel 
einanbet gleitf), jo jinb autf) juj.JtJlementar, jo finb autf) i~re 
i~re \Rtu. einanber gleitf). \Rtv. juj.Jj.Jlementar. 

~or. @:s fei a' = a. 1 ~or. @:s fei a' + a = 2 R. 

@:ine ber uier i8e~auptungen lautet: 
)8e~. @:i3 ijt ß' = ß. i8e~. 
i8etu. 'l)a a' '= a (~or.) i8etv. 

@:ß ift fl' + ß = 2 R. 
'l)a a' + a = 2 R (}Bor.) 
unb ß' + a'= 2 R (\Rtv.), unb fl' + a' = 2 R (\Rtu), 

fo folgt fl' + a = 2 R (@l. II). 
'l)a ferner f1 +« = 2 R (\Rtv.), 
aljo ß' + « = ß + a (@l. III), 
unb a = « (@l. I), 
jo ergiebt fitf) fl' = ß (@l. IV). 

~a~ lOd. 6inb 0tvei liDintel 
einanber gleid), fo ift jeber uon 
i~nen ober fein 6tf)tttJ. baß 
@iuj.Jj.Jlement 0u einem bet \Rro. 
bes anbeten. 

fo folgt a' + a=fl'+a'(@l.III). 
'l)a ferner a' = a' (®. I), 
aljo a = ß' (@l. IV), 
unb a + ß = 2 R (\Rro.), 
foergicbtfid)ß'+ß=2R (@l.II.). 

€ial; lOd'. 6inb 0roei liDintel 
fuj.Jj.Jlementar, jo ijt jeber uon 
i~nen ober fein 6d)tro. glcid) 
einem ber \Rro. bes anbeten. 

)Bor. @:15 fei a' = a. I )Bor. ijs jei «' + a = 2 R. 

@:ine ber ad)t i8e~auj.ltungen lautet: 

i8e~. ij;:~ ift r' + ß = 2 R. i8e~. 
i8etv. 'lla a' = a (iBor.) }BettJ. 

unb r' = a' (6d)ttv.), 

@:s ift r' = ß. 
'l)a «' + « = 2 R (iBor.) 
unb r' = «' (6d)tro.), 

jo folgt r' = a (@l. li). 
'l)a ferner « + ß = 2 R (\Rtv.), 

fo folgt r' + a = 2 R (@l. II). 
'l)a ferner a + ß = 2 R (\Rtv.), 

jo ergiebt fitf) r' + ß = 2 R (@l. II). aljo r' + a = « + ß (@l. III), 
unb a = « (®. I), 
fo ergiebt fidi r' = ß (@l. VI). 



6. ita\litd. ~infel bei $araiielen. 25 

~nmerfung. Um Eiid)er~eit in ben 6d)luj3folgerungen oU eroielen, 
em):Jfie~U es fidj, bie übrigen fae~au\ltungen ber Eiii~e c, c', d unb d' ber 
9tei~e nad) auf3uftellen unb 3um %eil 0u betveijen. 

~ft ber }illinfel ~X' ful:Jl:Jfementar ~u IX unb tnirb ein britter lillinfel 
oc" flll:J.plementnr ~u IX ge.teidjnet, fo ift IX11 + IX = 2 R unb oc' + oc 
= 2 R, n!fo IX11 + oc = ~X' + oc, unb barnuß ergieot fidj oc" = oc'. 
@ß befteljt n!fo ber 

®at 11. ~nben 3-tuei lillinte! baßfelbe @5ul:Jl:Jfement 
(gfeidje @5ul:J.pfemente), fo finb ]ie gfeidjgrofl. 

@dfiirung: ßtnei \ffiinfel, bereu Summe 1 R beträgt, l}eiflen 
foml:Jlementnr unb jeber tJon il}nen ift baß ~oml:Jlement beß 
anbeten. 

~n gfeidjer \ffieife, tuie Sa~ 11 geltionneu tnirb, fällt fidj ber 
@5a~ ableiten: 

®at 12. ~oben .ttuei \ffiinfef baßfelbe ~oml:Jfement 
(gfeid}e ~oml:Jfemente), fo finb fie g!eidjgro\3. 

~nmertung. ~ie <Mleid)~eit niVeier liDintel fann betviejen 

werben, inbem man 0u 0eigen jud)t, baj3jic basje!be{::!~i~:~~~ 
ober gldd)e { 6 U.IJ.)Jlemente} befi~en 

stom.)Jlemente · 

28. ~ufgalien. 

~Ufgabe 12. \8eredjne beniJliV. oU a=83017'26"; 114052'32". 
~ u fgabe 13. 18eredjne bas 6u.)J.)Jlement &Ua=l43045'58"; 34026'15". 
~ufgabe 14. \8eredjne bas itom.)Jlement unb @iU.)J.)Jlement 0u a = 

670 37' 38"; 260 45' 9". 
\l!ufgabe 15. 18eweife, baj3 bie beiben im 6djeitel.)Junfte eines lminfeH! a 

auf ben 6djenfeln erridjteten 2ote einen )lliinfel bUben, ber enttveber gleidj a 
ober bas 6u.)J.)Jlement 3U a ift. 

6. Sl'al:Jitel. 

~iuld 6ei ~atatreteu. 
29. ~eaeid}nungen unb 2el}tfdte. 

~ie Sä~e lOa-d laffen fidj !eidjt auf ben g:arr übertragen, 
ball .tttlei @eraben l.lon einer britten gefdjnitten werben; benn l.ler~ 
fdjiebt man baß .tttleite @erabenl:Jaar ol}ne \itnberung feiner \ffiinfef, 
biß eine feiner @ernben mit einer @eraben beß erften $nare~ 3u~ 
fammenfäUt, ol}ne ball bie @5djeitefl:Junfte fidj becren, fo werben baburdj 
bie )Se.tiel}ungen 3-tuifdjen ben 8 lillinfefn an ben beiben @5djnittl:Junften 
in feiner \ffieife geänbert. ~er lillottfnut ber Sä~e ttlirb jebodj ein 
anberer, ttleif je 311Jei an tJerfdjiebenen Sdjnitt.punften fiegenbe lillinfel 
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eine gerneinfame }Be3ei4Jnung erlja!ten, bie eine bequeme ~nroenbung 
ber ®ä~e geftattet. 

Unterfdjeibet man liei ber f4Jneibenben @eraben 
A B EF eine redjte unb linfe ®eite (ober .Jroif4Jen oben 
~---~"!-;;-- unb unten) unb bei ben gefdjnittenen @eraben AB 

unb CD ~roif4Jen oben unb unten (ober eine re4Jte 
c"----~l'.rr---="JJ unb linte ®eite), fo finb bie folgenben brei wefentnc9 

tlon einanber tlerf4Jiebenen Sltrten tJon m!intel.paaren 
benfbar: 

1. }Beibe ~infe! liegen auf ber]efben ®eite ber fdjneibenben unb 
auf gfei4Jen ®eiten ber gefdjnittenen ®eraben. 

2. }Seihe ~intel Hegen auf tlerf4Jiebenen ®eiten ber fd)neibenben 
unb auf tlerfcljiebenen ®eiten ber gef4Jnittenen @eraben. 

3. }Beibe ~infef Hegen entweber auf berfef6en Geite ber fcljnei~ 
benben, aber auf tJerf4Jicbenen ®eiten ber gefcljnittenen, - ober auf 
tJerf4Jiebenen ®eiten ber fcljneibenben unb auf gfeicljen ®eiten ber ge~ 
fc9nittenen @eraben. 

~en erften l.ßaaren fommt bie }Be~ei4Jnung g f ei d) Hegen b e 
~infef (®L ~.) 3u unb für bie .Jroeiten jj3aare .).la~t ber mame 
~e4Jfe1tt>infe1 om. ~.). ~ie l,ßaare ber britten 2!bteifung )ollen 
@rgän,Jung~rointel (@rg. ~.) ljeiflen. 2!u~ ber .ßage ber jlliinfef 
ift ein .palfenber mame nicljt alifeitbar, unb baljer roirb eine }Be,Jeic9~ 
nung gett>äljft, welclje eine in tlielen ~iillen auftretenbe @igenfc9aft 
biefer m!infel.paare 3um 2!usbrucf bringt. ~ieraus folgt: 

@rffiirung 1. ~ie jlliinfd, tt>ef4Je auf betfeloen ®eite 
ber fc9neibenben unb auf gfei4Jen ®eiten ber gef4Jnittenen 
®eraben liegen, ljei~en gfeid)fiegenbe jllifnfef. (@f. jlli.) 

@rHärung 2. ~ie m!infef, tt>efc9e auf tlerf4Jiebenen 
®eiten ber fc9neibenben unb auf tlerf4Jiebenen ®eiten ber 
gef4Jnittenen @eraben Hegen, ljei~en jllie4Jfelroinfef. ($. jlli.) 

@rUärung 3. ~ie jlliintef, tt>efclje entroeber auf ber' 
felben ®eite ber f4Jneibenben unb auf tlerf4Jiebenen ®eiten 
ber gefd)nittenen, - ober auf tJerfdjiebenen ®eiteu ber 
fd)neibenben unb auf gleid)en ®eiten ber gefd)nittenen 
®eraben Hegen, ljei~en @rgiin,Jung~rointef. (@rg. m!.) 

5li u f g n [J c a) 6telle bie \ßnare bon ®l. !ID., !ill. !ID. unb ~rg. !ill. 311' 
lammen. !illicbiel jßaare jebcr 5lrrt finb uor~anben? 

5li u f g a [Je b) 2eite nu~ 2 ®l. !ill. ein \ßnar !ill. !ill. u.f. lU. ober nu~ 2 ~g. 
!ill. ein jßnnr !ill. !ill. u. j. lU. ~er. 

®inb nun ,Junii4Jft nur bie fiel) fcljneibenben @eraben AB unb 
EF gegeben unb roirb mit ~i!fe be~ ®rabmeffer~ bie @erabe CD 
fo ge3eid)net, ba~ oc' = oc ift, fo lautet bie fßor. bet ®ä~e 10 a-d: 
"Ginb ,Jroei @L jlli. einanber gfeic9 ", unb bie }Be{Jau.)>tungen in 
10 a.-c f.pred)en bie @leiclj{Jeit ber übrigen jj3aare tlon @(. jlli. foroie 



6. !ea\)itel. $infel bei ~araile!en. 27 

aller ~aare I.Jon ~. llli. au~, iuäf)renb nacl) 10 d alle ~aare von 
~rg. ~- fu\)\)fementar finb. 1:la~fe1be ift ber ~all, itlenn bie @erabe 
CD fo ge~eicl)net ltlitb, ba~ y' = 7. ift, ba~ a{jo bie ~or. ber @lä~e 
10 a-d lautet: "@linb 0itlei ~- ~. einanbet gfeicl)." ~enn fcl)Hej3!icl) 
CD fo ge0eidjnet ltlirb, bafl ß' + 7. = 2 R ift, fo !nutet bie mor. 
ber @lä~e 10 a'- d': "@linb oltlei ~rg. llli. fu\)\)fementar", unb bie 
~e~au\)tungen f\)recl)en ltlieber au~, ba~ bann alle @!. ~- unb ~. ~­
\)aarltleiß einanber g!eidj unb alle \ßaare l.lon G!:rg. ~- fu\)\)!ementar 
finb. 1:lemnadj fönneu bie 8 @lä~e 10a-d unb 10 a'-d' t.Jereinigt 
itJerben in bem 

eint 13. @linb h:genb 01tlei ®L ~- ober ~. ~. einanber 
g1eicl) ober irgenb oltlei ~rg. ~- ju\)\)femen tat, fo ]inb je 
oltlei @1. ~. foitJie je &ltlei ~. ~. einanbet g!eicl) unb je &ltlei 
~rg. ~- fu\).p!ementar. 

~erben bie !Borau~fe~ungen biefeß @la~eß ber ffieif)e nadj in 
ber ~igur 0ur 1:larfteUung gebradjt, nadjbem bie @eraben AB unb 
EF foitJie ber @ld)eitef\)unft F beHebig geiuäf)ft finb, fo entftef)t 
immer ltlieber biejefbe ®erabe CD, unb barau~ folgt, baj3 CD burcl) 
jebe ber 16 moraußje~ungen beftimmt ift. 1:ler 2age nacl) ift CD 
abf)iingig l.lon AB unb F unb änbert bie ffiid)tung, fo oft bei AB 
eine ffiicl)tungßiinberung vorgenommen itlirb. @in @lcl)nitt.~Junft 01tlijcl)en 
AB unb CD ift in ber ,ßeicl)nung nidjt tlorf)anben unb tritt aucl) 
nicl)t ein, ltlenn bie beiben @eraben beliebig ltleit fortgefe~t itlerben. 
1:lie \Beobadjtung füf)rt bemnacl) bei \Benu~ung ber 

~dfiirung: ,Paben 0itlei gerabe 2inien feinen \ßunft 
mit einanber gemein, fo itJerben fie ,varaUel ( II) genannt. 
0u bem @ldjfuffe, bafl AB unb CD .IJarallef fein müffen, a1fo 0u 

ße{Jrfat III. ~in~ bei aitlei uon einer britten gefcbnittenen 
~era~en 31tJei ~l. m!. ober 0itlei m!. m!. einanber gleidj ober 
01tlei ~rg. m!. fu.vvlementar, fo finb bie gefdjnittencn ~ernben 
,varalld. 

~ntitJicHung be~ ~eitJ. 1:ler G!:rt!Cirung 0ufo1ge muj3 be~ 
ltliefen itlerben, baj3 bie beiben ®eraben AB unb CD feinen \ßunft 

gerneinfam f)aben, a!fo fidj nidjt fd)neiben. ~a e~ 
A ß nidjt mög1id) ift, bireft nadj0ultleijen, ba~ 0itlei ®eraben 

fid) über~au.IJt nid)t fcl)neiben, itJenn fie in enbHd)er 
~ußbef)nung feinen \ßunft gerneinfam f)aben, fo b!eibt 

C n nur bie ~nitlenbung ber inbiretten ~eltleißform übrig. 
~uj3er ber bef)an.~Jteten \8e0ief)ung ift aber nut: bie eine 
!mögfid)feit benfbar, bafJ bie ®eraben fidj fdjneiben, 

unb baf)er muj3 beltliefen itlerben, baj3 bie &nnaf)me eines @ld)nitt.punfte~ 
3u einem llliiberf.IJtud)e mit einem belnunten @la~e füljrt. 91ad) @Ja~ 2 
fönneu fid) aber 0\tlei ®etaben nur in einem \ßunfte fd)neiben, uub 
bemnacl) mufj man, Um oll einem ~iberj.prud)e 5U gefangen, aus ber 
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~nna{)me eines ®cljnittlJunftes baß }Sor{)anbenfein eines crWeiten ®cljnitt• 
lJnnfteß ableiten. Sebe ber beiben @eraben crerfälit nun in 3Wei 
®tra{)1en, bon benen nur EA unb FC ober EB unb FD ficlj 
fcljneiben fönnen, unb bemnaclj ift 3u beweifen, bafl einem gemein• 
fcljaftncljen \ßunfte ber ®tra~len EA unb FC ftetß ein gemeinfcljaft• 
rtcljer \ßtmft ber 6traf)1en EB unb FD entflJricljt unb umgefef)rt. 
~ieß ift aber ber ~aU, wenn bie beiben ®treifen AEFC unb BEFD 
fongruent finb, unb ba~er mufJ bie Sl'ongruen3 biefer beiben 
®treifen auß ber !Bor. abgeleitet werben. ~er )Beweis nimmt a!fo 
bie fo!genbe @eftaH an: 

IB ew eis. lBor. @:s jei a' = r unb jomit audj ~· = ~· 
!Be~. @:s ift CD II AB. 

W'lan legt ben 6treifen AEFC fo auf ben 6treifen BEJJ'D, bafj ber 
6tra~l EA auf FD unb fein lltusgangs.punft E auf P fällt. iffiegen a' = r 
fällt bann audj bie fßegren~ungslinie E F bes crften 6treifens auf bie !Be• 
gren~ungslinic FE bcs ~weiten unb wegen ber Unueränberlidjfeit ber 6trecfe 
EF ber jßunft F' be~ ffiaumcs AEFC auf ben jßunft E be~ anberen ffiaumcs, 
aljo ber ~intel ~· auf ~- S)a aber ~· = ~ ift, jo becfen fidj audj bie 6tra~lcn 
PC unb EB. S)emnadj bebel"ft ber 6treifen AEFC ben 6treifen BEFD 
uollftänbig, unb ba gan~ entj.predjenb ge~cigt werben fann, bafl umgete~rt audj 
biejer ben erften uollftänbig bebecft, jo finb bie beiben 6treifen fongruent, unb 
iebem jßunfte bes einen entj.pridjt ein jßunft beß anbmn. iffienn aljo ein~ 

bcr beiben 6tra~len.paare fidj jdjnitte, jo müflte audj baß anbete einen 6djnitt• 
.punft befi~en, ber bem 6djnitt.punftc bes erften jßaares entj.predjenb wäre, unb 
folglidj müj'ltcn fidj bie @erabcn CD unb AB in 0 tll ei jßunften jdjnciben. 
S)as ift aber unmöglidj, unb bes~alb barf feins ber 6tra~len.paare einen 
6djnitt.punft befi~en, b. ~- es ift CD II AB. 

2lnmerfun11 1. IDlit ~ilfe eines IDlobells läfjt fid) ber ®ang bes 
(S)ecfungiH !Bcweije~ 6djritt für 6djritt verfolgen unb bie 9lidjtigfeit ber 
6djlüffe bequem 0ur lltnjdjauung bringen. 

2lnmetfung 2. Um burd) ben jßunft F eine \ßarallele 0u AB 0u 
0eid)nen, &ie~t man burdj F eine AB fdjneibenbe @erabe FE unb legt einen 
ber entftanbenen iffiinfel in F jo an FE an, bafl @l. iffi. ober iffi. ~- entfte~en. 

~iult 2. Um au lieweifeu, bafi awei 6lerabeu -lJttrttllel fiub, 
mufi mttn aeigen, bttf! fie mit einer btitten ®erttben gleidje ®I. ?m. 
ober ~- ~. ober fu~~lementttre ~rg. ~- bilben. 

~ie @erabe CD bleibt unberänbert, wenn bie 53age ber @eraben 
AB unb bes \15unftes F nicljt geänbert ttJirb; bagegen ift es g!eiclj· 
giftig, ttJie bie 53inie FE ber!äuft, ttJenn fie nur burclj AB ge~t. 
~araus ergiebt ficlj ber 

e;iat 14:. ~urclj einen \ßunH auflerf)a!b einer @eraben 
ift nur eine \ßaraHde 3u berfe!ben mög!iclj. 

S)ie 9lidjtigfeit biejes 6*9 läflt fidj in folgenher iffieije ueranjdjanlidjen : 
@:s jei CD bie burdj P ge~enbe jßarallelc 0u AB. ~ebe anbete burdj P 
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gel)enbe ®erabe &erfiint in &Wei bon P außgel)enbe 6tral)len, bon benen ber eine 
auflerl)alb bes bon AB unb CD begren&ten 6treifens berliiuft unb fid) um fo 

mel)r bon AB unb CD entfernt, je weiter er bon P auß 
-::-----...._ P 0 borriicft. ~er anbete 6tral)l bagegen tritt bei P bereits 
v=- --=:::::::::::: in ben 6treifen ein unb entfernt fidj nur bon CD, Wiil)tenb 

er fidj AB um fo mel)t niil)ert, je weiter er fid) bon P 
aus erftrecft; in feinem weiteren 5Berlaufe IVitb er bal)er 

A .B AB erreidjen unb fdjneiben. ~emnadj ift aufier CD eine 
""------~ weitere ~arallele lJU AB burd) ben ~unU P nid)t möglid). 

~er 2e{Jrfa~ III ift umfe{Jrbar. ~ie )Borau~fe~ung unb 'Be· 
{Jau~tung be~felben iinb berart mit einanber 1.1erbunben, ba}J bie )Ber~ 
neinung ber er)teren iteHI bie merneinung ber !e~teren 5ut ~oige {Jat, unb 
fönnen beiS{Jaib mit einanber uerlaufdjt tuerben. a;5 befte{Jt alfo audj ber 

2e~rfat IV. ~erben awei .varaffde ®eraben uon einer britten 
gefd)nitten, f.o entfte~ett gleid)e ®l. ~. unb gfeid)e ~. ~. folllie 
fn.v.viementare ~rg. ~. 

a;nttu. be~ 'ßetu. ~a ber ~nlja!t ber 'Bel)au\)tung 5ur ~er• 
fteUung ber ~igur benu~t ttJitb (mnmertung 2 5u 2el)rf. lll) unb bie 
uorauiSgegangenen !Sii~e einen anbeten }!Beg für bie ßeidjnung nidjt 
angeben, io ift ein biteUer 'BetueiiS beiS 2eljrfa~e5 nidjt mögHdj; e~ 
muß a!fo bie inbirefte )BettJeiiSform angetuanbt tuerben. mußer ber 
5. )8. für bie @L }ill, oc' unb oc be{Jau\)teten 'ße~ief)ung oc' = oc finb 
nun nodj bie beiben ~öglidjfeiten oc' > oc unb r:~.' < oc benfbar, unb 
bemnadj ift llU 5eigen, bat} bie mnna{Jme einer jeben biefer imögHdj· 
feiten ijU einem ~iber)\)rudje mit einem befannten !Sa~e füljrt. 

}Beweis. 5Bor. ~s fei CD 11 AB. 
}Bel). ~ß ift n· 58. a' = a. 

!!Bäte a' > a, fo fönnte (mit }Benut~ung bes ®rabmeffers) bon a' burd) 
bie ®erabe C' D' ein 6tücf weggenommen werben, fo bafl 
ein iReft bon ber ®röflc bes fillinfels a bliebe; lViire ba• 
gegen a' < a, fo fönnte burdj bie Gierabc C"D" ein 
6tücf abbiert werben, fo bafl bie 6umme gleid) a mürbe. 
\nadj 2el)rfat? III müflte bann C' D' ober C"D" &n AB 
parallel fein, unb ba nadj bcr )Bor. CD parallel &U AB 
ift, jo l)iitte man in jebcm bet beiben iYiille lJIVei bet• 
fdjicbene burd) F gel)enbe \ßarallelen lJU AB. ~aä ftel)t 
aber im ~iberfprudje mit 6atJ 14, unb besl)alb batf a' 

tuebet gröflet nod) tleinet als a, mufi alfo gleid) a Iein. 
~ie übrigen )Be{Ja~tungen folgen nadj !Sn~ 13 auiS ber ®Ieidj· 

{Jeit oc' = oc. 
~· n 3 u v;. ·: ... • • <Oln' f 1 j gleidj grofl 
~tttn . m au .veltlet,en, vllfi alllet ~tlt e t fu.v.vremetttar 

finb, fann man an aeigen fud)ett, bafl fie alß ~ ~I. ~ ober ~. ~. 
t ~rg. <U.'!. 

an .varaUelett ®eraben liegen. 
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30. Übung~lieif.).liele unb ~ufgalien. 
m3erben bie beineu @eraben CD unb EJi' parallel 3u AB ge• 

3eid)net, fo Ief}rt bie ~nfd)auung, ba~ EF parallel 3u CD ift, unb 
leitet fomit au 

~at 15. 6inb 311Jei ®eraben 3u einer 
B britten j:laraner, fo ]inb fie 3-u einanber j:la• 

·=---r-----= t an e (. 
®ntro. bes ~ero. Um au beroeifen, baü nie ®e· 

"------>r=---~0 raben EF unb CF varaUel fin'll, l)at man nadj m3inf 2 
~---4""-----'"-F au 3eigen, ba~ fie mit einer britten ®eraben 3· ~. gleidje 

®1. ®. bil'llen. ~an f)at aifo eine CD unb EF 
fd)neibenbe ®erabe au aief)en unb aus ber mor. abau• 

leiten, ba~ irgenb amei an if)nen Iiegen'oe ®I. ®. einanber gleid) finb. 
5B e 1tJ ci 5. !Bor. 1!5 fei CD 1/ AB unb EF II AB. 

\Be~. <Es ift EF II CD. 
2{us CD II AB folgt nudj ile~rj. IV: a' = a, 

" EF II AB " " " a11 = a, 
unb fomit ift nad) @.III: a" = a', 
nifo nudj ilc~rf. III: EF II CD. 

2. :;'Sn 3roei beliebig geroäf)Iten l.ßunlten P unb Q einer @eraben lL AB roer'oen m. it ~enui,}ung bes @rubmefierß (90°!) 
bie ~ote PR unb QS errid)tet. :l)ie ~nfd)auung 
Ief)rt bann, ba~ QS II PR ift, unb füf)rt bamit au 

~at 16. 6tef)en 3-ttlei <Meraben fenf~ 
A Bredjt auf einer britten, fo finb fie 3-u ein• 

P a anber j:laraHef. 
(Entro. bes iBero. PR unb QS finb nadj 2ef)rfa~ III parallel, 

roenn bie @{. m3. a' unb a, bie fie mit AB bil'llen, einun'ller gleidj finb. 
~ei ber 2age biefer m3intd uerlangt ber iBeroeis für if)re ®Ieidjf)eit 
bie ~nroenbung bes ®. III, bef)en ~ebingungen aus ber )Bor. ab• 
3uieiten finb. 

3. m3irb baß aroeite 2ot nidjt auf AB, fonbem in R auf PR er• 
ricf)tet, fo Iä~t ficf) aus ber 'ß'igur ber 6a1,} ablefen: 

ßufaij 3-u 6a\} 16. 6tef)t eine <Merabe fenhedjt auf 
einet 3-ttleiten unb biefe ttJieberum fenfted)t auf einer bdtten, 
fo ift bie erfte @lerabe j:lataUef 3-u ber britten. 

~eim ~eroeife besfelben roieberf)olen ficf) bie 6cf)Iüfie bes uorf)er• 
gef)enben ~eroeifes in unueränberter meif)enfolge. 

p 4. 6inb 5roei \ßaraUelen AB unb CD gegeben unb roirb 
A auf AB an beliebiger 6teUe ein 2ot PQ errid)tet, fo aeigt 
=---t=«_.=Bbie 'ß'igur, ba~ PQ audj fenfrecf)t auf CD ftef)t. <;Daraus 

foigt ber 
r: a' .0 ~at 17. 6tef)t eine @lerabe fenftedjt auf 

einer tJon 3-ttJei l,ßara!!eien, fo ftef)t jie audj 
(} fentredjt auf ber anbeten. 
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@. n tro. 'o e ß ~ero. PQ fte~t nur bann fenfrec9t auf CD 1 roenn 
einer 'oer uon PQ unb CD gebit'oeten ~infel ein rec9ter 1 roenn alfo 
a' = R ift. mnroenbliar ift nur ®. II, beflen ~ebingungen auß ber mor. 
ab3uleiten finb. 

18etueHl. )8or. ~6 jei CD II AB unb PQ .LAB. 
!Be~. ~6 ift PQ .L CD. 

lllus CD II AB folgt nach s:lc~rf. IV: a' = a 
unb aus PQ .L AB nadj ~n. be6 s:lotes: a = R. 

~emnadj ijt nadj <M. II a' = R, b. ~- PR .L CD. 

5 . .ßu einer ®era'oen EF, roelc9e 'oie beiben ~araUeien AB unb 
CD 'd)nei'!)et1 roit'!) eine l.15araUele G H ~ergefteUt 1 roeld)e AB nn'!) CD 

E. r; gleic9taUs fc9neibet. ~nner~alb bes non 'oen vier 
A B ®eraben begren5ten 9taumeß entfte~en bann vier 

~infet a, p, r unb o, unb bie ~igur Iä)lt erfennen, 
bafl bie einanber gegenüber Hegenben ~infel a unb 
l' foroie P unb o gieic9 grofl finb. ~ies fü~rt 3u 

®at 18. ~erben ~lllei l.15araffefen bu.rcf} 
ein öllleite~ l_l3aar bon l,l3ataHefen gefcf}nitten, 
fo finb innerf)a!o bes gefd)!olfenen ffi:aumes 

ie 3tuei gegenüber fiegenbe llliinter g!eid) grou. 
@, n t ro. b e 5 m e UJ. ~ie 2age ber ~infel fc9lieflt baß merfaf)ren 

nad) llliinf 3 aus. 9Ran mun ba~er nufe'f)en, ob bie mor. nid)t bie mer• 
roenbnng eines ®run'ofates ermöglic9t ober auf bie m:uroenbung bes 
15ateß 11 I)inroeift. 

18etueis: )8or. ~s jei CD II AB unb GHII EF. 
!Be~. ~s ift a = r unb p = 8. 

lllus AB II CD folgt nadj 2e~rfa~ IV: a + {l = 2 R (~rg. \lli.) 
unb aus EF II G H nad) s:le~rfa\1 IV: r + {l = 2 R (~rg. \lli.), 
unb jomit ift nadj E>a\1 11 a = r· 
ijemcr folgt aus AB 11 CD nadj 2e~rfa§ IV: o + y = 2 R (~rg. \lli.) 
jotuie aus EF 11 G H nad) 2e~rfa~ IV: {l + y = 2 R (~rg. \lli.), 
unb jomit ijt nadj E>at~ 11 audj {l = o. 

6. ®egeben fei ber ~inM BAC = a. 'llurd) einen IieHebigen 
~unft P, ber jebod) roeber aur AB nod) auf AC lh liegen foU, roirb bie ~araUele 0u AB ge3ogen unb in 

: P an biefellie ber ~infe( a fo angetragen (®rab• 
· mefler!), bafl ber 0u AB parallele 15d)enfel PQ in ber• 

A er. '1' C felben ffi:id)tung mit AB unb ber anbete 15d)enfel PR 
, mit AC in berfelben 9tid)tung verläuft. ':Die ~igur 

.P ·a. ll läf;t bann edennen, baf; PR parallel 3u AC ift, unb 
leitet fomit 0u 

®at 19. 6inb bie 6d)entef 3tueier g!eid)en ~infe! 
gfeid)getid)tet unb ift baß eine l_l3aar berje!oen ~araffef, fo 
ift es aud) baß anbete. 
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<E n t ro. 'o e i3 ~ e ro. 91ad) ®inf 2 f)at man 5u 3eigen, 'oai3 'oie 
.AC un'o PR fd)nei'oen'oe @ern'oe PQ mit 'oenfe(ben n· ~. gleid)e @1. ®. 
bil'oet. Sum ~eroeife 'oer ®leid)ljeit «' = y ift nur @. III anroen'obnr, 
'oefien ~e'oingungen nus 'oer ~or. nbauleiten fin'o. 

2lnmerfung. 'l>er m!infel « fnnn in P an bie \ßaraffele tJU .AB aud) 
jo angelegt werben, baji PQ 0u .AB unb PR tJU AG cntgegengefet}t geric!;Jtet 
ift; e~ wirb aud) bann PR II AC. ila~jeloe tritt ein, wenn ba~ 6ulJlJlement 
oU a in P fo angelegt Witb, baji dn @idjenfe{ beg angelegten )lliinfel~ mit 
bem cntf~rec!;Jenben @idjenfel bon « biejellie ffiic{Jtung liefit}t, wii~renb bie 
oeiben anbeten @ic{jenfel entgegengeje~t geric{Jtet jinb. 

7. 6tatt ben ID3inte! IX ober fein 6u1:J1:Jlement in P an PQ 
an5ulegen, tann man burd) P bie \ßaraUe1e öU AC öie{Jen; eß ~eigt 
fid) bann, baß bon ben bier ID3infe!n ber ®eraben PQ unb PR ~11Jei 
gleid) IX unb 511Jei ful-Jl-Jlementar 5u <X finb. :tlemnad) befteljt ber 

®a1J 20. !Sinb bie 6 d)enlel 511Jeier ~intel 1:JaraUel 
unb 1:Jaari1Jeiß gleid) ober 1:Jaari1Jeiß entgegengefe~t ge~ 
rid)tet, fo finb bie ~intel einanber gleid); ift aber nur baß 
eine \ßaar gieid) unb baß anbere entgegengefe~t gerid)tet, 
fo finb bie ~intel fu1:J1:Jlementar. 

~ie ~el)nu1:Jtungen biefeß 6a~eß tuerben übereinftimmenb auß 
ben ~e5ie{Jungen beß non PQ unb AC gebilbeten ~inlelß 7 5u ben 
~infeln IX 1 unb IX be11Jiefen. 

IDHt j8enu~ung ber 2eljrfiii}e III unb IV tönneu ferner bie fol~ 
genben ~ufgaben gelöft 11Jerben: 

2lufg alie 16. }Bewcife, bajj bie Sjalbierung9linien ollieict Gll. m!. ober 
m.l. m.l. parancl finb. 

2l u f gab e 17. !Bewcife, bajj bic Sjalbierung~linien 0111eier ~rg. m.l. fic!;J 
fc{Jneiben. 

2l u f gab e 18. !Beweife, bnjj t~wei Gleraben fic!;J fc{Jneiben, welc{Je fent~ 
red)t auf ben 6c{Jenfeln eines nic!;JHlac!;Jen m.linfels fte~en. 

2lu fgaoe 19. lBemeife, bafl bet lffiinfel 3111eier <Mernben, bie fenfred)t 
auf ben @idjenfeln eines m.linfels « fte~en, entweber gleic{J a ober jUlJl!lementar 
0u a ift. (18enu~e 2lufgnoe 15.) 

7. ~a1:JiteL 

~iul\d bes !'niedis uub ~idedis. 
31. ~eaeid)nungen. 

ID3enn bie beiben bon EF gefd)nittenen ®eraben AB unb CD 
nid)t .).JaraUel finb, 11Jenn alio bie brei ®eraben AB, CD unb EF 
fid) gegenfettig fd)neiben, fo entfte{Jen an ben !Sd)nittvunften 12 ~infel, 
bie fiel) in brei ®ru.).J1:Jen 3edegen laffen. 'l:lie erfte ®ru1:Jl-Je umfallt 
bie brei ID3inter im Snnern beß boUftiinbig begren3ten ffiaumeß, tuiil)renb 
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bie 3Weite bie brei ®d)tW. unb bie britte bie fecf}ß inW. bet erften 
@ru\)lJe entf}ä!t. ~ie }Be5eid)nungen für bie Xei!e ber entftanbenen 
~igur werben eingefüf}rt burd) bie fofgenben <;l;rffärungen: 

<;l;dliirung 1. <;l;in tJon brei @eraben bo!Xftänbig begren3ter 
':reif ber <;l;bene wirb ~reiecf (6) genannt unb burd) feine brei (;l;cfen 
be5eid]net. 

(;l;tflärung 2. ~ie @5trecfen crWifd)en ben @5d)nitt\)untten 
ber }Begrencrungß1inien (ben (;!den) werben ® eiten beß ~reiecfß ge• 
nannt. 

<;l;rHätung 3. ~ie brei \lliintef im ZSnnern beß ~reiecfß f}eiflen 
~teiecfswintef ober \lliinfef beß ~reiecfß. 

(;l;rflärung 4. ~ie inebentvinfef ber ~reiecf51Vinfe1 f}eiflen 
5X u j3entvinle! beß ~reiecf~. 

(;l;rfliirung 5. 3tvei { ~~~~n} bee ~reieMf}eij3en benad)batt, 
.,. r· { burd) eine ~cfe gegen . ...,enn 1 te • . ~ 't '{' au1 emer ~et e ttegen. 

<;l;rUärung 6. 3tvei ®eiten fd)Heflen einen \lliinle! ein, 
wenn fie bie ®djenfef be~felben finb. 

@rHärung 7. @ine @5eite liegt einem illiinfel an unb ein 
\lliintel liegt an einet @leite, wenn biefelbe ein ®d]entel bes \lliinte15 ift. 

@dlärung 8. ZSn einem ~reiecf Hegt eine @leite einem illiinte1 
(einer @cfe) gegenüber, wenn fie nid)t ein ®djentef besfelben ift (burd) 
biefelbe gef}t). 

@rf!ärung 9. @in 5Xuflentvinte1 liegt ben beiben ~reiecfß• 
winfefn gegenü6 er, weldje nidjt mit if}m an berfel6en @cfe liegen. 

~er \lliinfef an ber @cfe A möge mit 11.: unb 
ber 3ugef}örige muflentvinfef mit X be&eid]net Werben; 
entf\)red]enb foUen bie m3infef an ben anbeten ~den 
ß unb Y, r unb Z f}eiflen. ~ie @5eite AB Wirb 
mit c, AC mit b unb BC mit a benannt. 

y 2I u f g a o e. ~ie gegenüoerliegenben 6tüde eine~ 
~reiecfß ~ufammen&uftenen. 

@5djneiben fidj mef)r benn brei (n) @eraben, 
fo entftef)en im aUgemeinen mef}rere I.JoUftänbig 6e• 

gren3te ffiäume; aber nur einer I.Jon if)nen tuirb I.Jon fämtridjen 
@eraben gebi!bet. ~ie mecreid]nungen füt biefen ffiaum unb feine 
Xeife werben tuieberum eingefüf)rt burd] bie ~ffiirungen: 

@rf!ärung la. (;!in I.Jon n @eraben bo!Xftiinbig fJegren3ter Xeif 
ber ~6ene tuirb n<<;l;cf genannt unb burdj feine n <;l;cfen 6e3eid]net. 

<;l;rffärun g 2 a. ~ie @5treden 3tui)djen je 3Wei auf einanber 
!In ü !l e t, l\llantmettie. 3 
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folgenben ~den be~ n·~dß f)eifjen Seiten, unb bie ®tteden ~wifd)en 
~ltlei nid)t auf einanbet folgenben ~den f)eif>en 1) i a g o n a! e n. 

~tUätung 3a. 1)ie lillinfe! im ~nnetn beß n: ~dß f)eif>en 
n·~dswin teL 

~tHätung 4a. 1)ie \Jlebentoinfe! bet n • ~cfstoinfel f)eif>en 
IJl u f3 en winfe L 

.8uia~ ~u ~tU. 4 unb 4a. .8u jebem im ~nnetn Hegenben 
jlßinte! ge~öten ~ltlei IJ!u}Jenltlinte!, bie einanbet gfeid) finb (Sd)tltl.). 
®o fange es iid) ar;o nur um bie ®töf>e unb nid)t aud) um bie 
2age bes lillinters f)anbert, fann man uon bem IJ!u}Jenltlintel Hmd)en, 
bet ~u einem 1)reiecfs• ober !Bie!edßtoinfel ge~ött. 

32. ~reiecfgwinfel unb ~ufienwinfd. 

1)et IJ!ufjenwinfe! X i;t bet \Jlro. beß lillinfefß oc unb beß~alb 
und) .2e~tia~ I mit oc butd) bie @leid)~eit X + z = 2 R tJerbunben . 

.8u ß fte~t X im aUgemeinen in feiner angehbaren 
}Be~ief)ung. 1)et 2age nad) finb ~\tJat X unb ß 

ß ___ .A Q @{. lill. an ben bon AB gefd)nittenen ®eraben 
AC unb BC; ba jebod) AC unb BC fid) 
fd)neiben, fo fann X nid)t gleid) ß fein. lillitb 

B aber bie @erabe AC um ben ~unft A bis ~u 
C bet 2age AD gebte~t, in bet fie \)ataUe! 0u BC 

ift, fo begren~t fie mit AB einen ':teil ö beß lffiintelß X, bet nad) 2e~ro 
fa~ IV gleid) ß ift. ~]lud) bem liDintel )' fann X nid)t gleid) fein, 
ltleif X unb )' a!ß lffi. lro. an bett tlott AC gefd)nittenen nid)f<l.JataUelen 
@eraben AB unb BC liegen. lillitb aber ltlieberum bie @erabe AB 
um ben l.ßunft A gebre~t, biß fie ~u BC \)araUei tJetläuft, fo beftimmt 
fie mit AC einen 'Iei1 s bes jffiinfels X, ber nad) 2e~tfa~ IV gleid) 
)' ift. 1)a nun burd) ben ~unft A nur eine ~ataUefe &u BC mögHd) 
ift, a!fo bie 0roeite ~ataUele AE mit AD ~ufammenfaUen muf3, fo 
finb ö unb s bie beiben ':teile tlon X. ~rfe§t man aber ö burd) ß unb 
s butd) )' (®. Il), fo etgiebt fid) X= ß + )'. ®an~ entj"\)ted)enb 
laffen fid) bie ®leid)f)eiten Y = oc + y unb Z = oc + ß ableiten unb 
bamit bet Sa~ geltlinnen: 

~elfrfat V. ~eber ~unenwinfel eind ~reieefg ift gleid} ber 
~umme ber beiben iljm gegenüber Iiegenben ~reieifgwinfel. 

~ntro. bes faero. für X= ß + y. 1)er lffiinfel X foU g!eid) 
ber Summe tJon ß unb )'fein; es mufj ba~er 3unäd)ft bie Summe bon 
ß unb )' f}etgefteUt werben. Su bem .8roecfe fegt man an BC in B 
einen jffiinfe! s tlon ber ®tö}Je bes lllinfels y an unb fteUt ba• 
burd) eine ®erabe BE ger, roe!d)e mit AB einen lillinfel ABE bon 
ber ®töf>e ß + )' bi!bet. ~et .2age nad) finb nun ABE unb X®!. lffi., 
unb bemnad) muf3 (lillinl 3 !) bettliefen lU erben, baf3 BE unb AC 
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~arnUe! finb. ~ine mor. ift nidjt tlor~nnben; ber 
fBetueißgrunb (llliinf 2 !) muu bn~er nuß ber nuß~ 
gefü~rten ßeidjnung augeleitet tuerben. 

18 e tu eg. 6teUt man bie 6umme ß + 1 ~er, inbem 
man 1 in B an BC jo anträgt, bafl ber angelegte 
lffiinfet e lffi. lffi. &U y ift, jo entftel)t baburdj eine @lerabe 
BE, bie nadj Sel)rja~ Ili &U AC lJataUel ift. $>a aber X 

<F=--::---.:......\C unb ß + 'Y (ABE) @lt. lffi. an BE unb AC jinb, fo folgt 
je~t nacl) Sel)t1a~ IV: X= ß + 'Y· 

2. ~nttu. be~ iaetu. 6oUX=~+rfein, fomufl 
fiel) X in &tuei ':teile 3etlegen laffen, bon benen bet eine 

gteid) ~ unb ber anbete gleidj 'Y ift. IDliflt man aljo auf X baß 6tücf 8 = ß 
ab (@lrabmeffer !), jo mufl auß ber borgenommenen .Seidjnung betuiejen tuerben, 
bafl bet anbete ':teil gteidj 'Y ift. .Sur ~ntuenbung fommt tuieber Sel)rj. IV. 
(6. ~ig. in ber ~bleitung be~ ®a~es.) 

5olgerung 1. ~uß ben ®!eidjljeiten X= ß + y, Y = oc + }' 
unb Z = oc + ß folgen bie fBe3ie~ungen: 

oc={ Y-}' ß={ X-}' { X-ß z - ß, z - oc, }' = y- oc. 

'Ilie i8etueijc berjelben fönnen entj~Jtedjenb tuie ber i8etueis 0u Sel)rja~ V 
enttuidelt tuerben. 

ljolgerung 2. ~eber m:u}JenttJintel ift grö}Jer a!ß einer ber 
iljm gegenüber Hegenben ':i)reiedßttJinfef. 

~iui 4. Um an &ettJeifen, bnf1 ein n\infel oc gr.öfier ift 
(l(~ ein attJeiter ®infel ß 1 fann man an aeigen fnd)en 1 bnf1 0C 

ober ein ibm gleid)er ~infel ~ufientuinfel unb ß einer ber ibm 
gegeniiber Hegenben fi'infel ein~ ~reiecU ift. 

ljo!gerung 3. ~n jeber ~üentuinfe! ffeiner nlß 2 R ift, fo 
fann ein ~reied niema!ß 3tt1ei redjte ober 3tuei ftum~fe ober einen 
recljten unb einen ftum~fen llliintel befi~en. 

~ie ~e3ie'f)ungen beß 52lu}Jentuinfe!ß 3u ben fämtlidjen ':i)reiedß~ 
ttJinfeln, bie für X bie ljorm oefi~en: 

X+oc=2R 
unb X =ß+ }', 

füljren burdj ~ntuenbung beß ®. II 3u ber @!eidjljeit 

oc + ß + J' = 2 R, 
unb bamit 3u 

~eljrfat VI. ~ie ~nmme ber brei ®iufel eine~ ~reiecf~ 
beträgt ftet~ 2 R. 

~er 5Setuei5 biefeß 2e~rfn~eß fann audj oljne fBenu~ung beß 
~u}JentuinfeHl gefüfjrt unb nuß ber fBeljnu~tung in folgenber }illeife 
entttJicfelt werben : 

3* 
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~nhu. be~ ~eltl. ~ie ffonn bet ~eljauvtung I:Jet!nngt, baß 
bie @:Iumme IX + ß + r ljergefteUt unb bann ge~eigt toitb, baß bn· 

bureg ein ffacger ~inter entfteljt. .8u bem 3toede 
P~----.r.A,--1-i.----l!.legt man in A a.n .AB ben ~intel ß unb in 

'J' A an .AC ben ~tntel y an (®tabmeffet!) unb 
B t! leitet au~ ben au~gefüljrten 3eiegnungen ben ~e· 

toeiß bnfüt ab, baß bie beiben neuen Gegentel 
.AD unb AE eine gerabe mnie bilben. 

!8ell.lei~. 2egt man ß in A an AB jo an, bafl bet entjte~enbe ~infel lJ 
~- ~- 3u ß ll.litb, jo ift bet &ll.leite @i~enfel AD \)atallel &U BC. ~benjo 
ll.litb AE 11 BC, ll.lenn bet bon AE unb AC gebilbete ~intel E gleicf} I' ge· 
&eid)net ll.litb. {2e~tj. IV.) 'lla aber butcf} .A nur eine \j!ataUele &U BC 
möglidj ift (@ia~ 14), jo jinb AD unb AE bie beiben ':teile einet @eraben. 
'llemna~ bilbet bie 6umme lJ + a + E einen flad)en ~intel, unb ba lJ butcf} 
p joroie E but~ r erje~t ll.letben fann, jo folgt: o: + /3 +I'= 2 R. 

\Ubbiert man bie brei @leicgf)eiten für bie 5lMienltlinfei 

X= ß + y, y =IX + )', z = rJ.. + ß 
3u einanber, fo erf)iHt man nacg @. IV: 

X+Y+Z=1X+ß+y+r;_+ß+y=4R 
'-v--" -----2R 2R 

unb fomit bie 
g:olgerung 1. ~ie @:Iumme bet \llußentuintel eineil 

~teiecU beträgt 4 R. 
~eitetf)in ergiebt fieg nuß ~eljrf. IV: 
g:olgerung 2. 3ft in einem ~teied ein ~intel ein 

ftum1Jfer, fo finb bie beiben anbeten f~i~, unb if)re @:Iumme 
ift H einer a(ß 1 R. 

~tffärung: ~n ~reied mit einem ftum~fen ~inle! ljeißt 
ftumvfto infl ig. 

g:olgerung 3. 3ft in einem :tlreied ein \ffiinfel ein recgter, 
fo finb bie beibenanbeten fVi~, unb iljte @:Iumme beträgt lR. 

~ t n ä tun 9: ~n ~reiect mit einem reegten ~infef ljeißt r e eg t • 
1uinflig. :tlie @:leiten, tuefege ben recgten \ffiinte! einfcg!ießen, tuerben 
sratf)eten, unb biegegenüber liegenbe @:leite toitb .\jt)1Jotenufe ge· 
nannt. 

g:olgerung 4. ~ß bürfen nur 31llei ~intel eineil :tlreiecfß be· 
liebig getoäf)H toerben, boeg fo, baß iljte @:Iumme fleinet nlß 2 R bleibt. 
~er britte ~infef ift bureg bie beiben gegebenen ~infef mitbeftimmt. 

ilie 2e~tjä~e V unb VI gej'tatten bie \8mcf}nung ber fe~lenben ~intel• 
ftüde eine~ ~reied~, ll.lenn gegeben finb 

1. 311.1ei ilteiecf31tlinfel, 
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2. ein :I>reiecfstvinfel unb ein nidjt 0uge~öriger ~ujienwinfel, 
3. 0tvei 21ujientvinfel. 
:I>ie 21usfü~rung (burcf) 21bbition ober Eiu~traftion) läjit ficf) in folgenber 

)llieije jdjematij4j barftellen: 
~6 leiten « unb ß 

I'----I 
X Z Y 

I 

X unb ß 
1'-v-"'1 
rt I' y 

I z 

X unb Y 
I I 

rt ß ---z 
I 

" ~ofgerung 5. 6timmen fl\tlei 'l)reiecte in ber ~röfJe 
flttleier llliintel ober bereu 6ummen üoerein, fo ftimmen fie 
aucf;J in ber @röfJe her britten llliintei überein. 

:I>enn na4j ber )Bor. ift « + ß = «' + ß', 
unb ba nadj .13e~rfa~ VI ftetß « + ß + y = «' + ß' + y', 
jo ergie~t bie 21ntvenbung bes ®. IV: r = r'· 

~ittti 5. Um bie ®leidjljeit aweier [ßfufel an bewei;en, 
fnnn man an aeigen fudjen, bnfi fie awei !i)reietfen nngeljören, in 
benen bie E:lnmmen antl ben beiben nnberen mlinfdn gleidj 
grof! finb. 

33. )l(ufgalien. 
21 u f g a ~ e 20. ~n einem :I>reiecf jei « = 930 42' 13" unb ß = 460 4' 

52"; tvie groji jinb bie übrigen )lliinfel? 
21 u f g ali e 21. lBeredjne bie übrigen 1ffiinfel, tvenn X = 1430 19' 24" 

unb ß == 790 46' 28" ift. 
21ufga~e 22. )Bered)ne bie :I>reiecfstvinfel, tvenn X= 1220 34' 16" 

unb Y = 1570 48' 12" ift. 
21 u f g a ~ c 23. ~n einem redjttvinfligen :I>reiecf jei einer ber flli~en 

)lliinfcl « = 460 37' 24"; tvic groji ift ß, unb tvie groji finb bie \llujientvinfel? 
21 u f gab e 24. ~n einem :I>reiecf mit 0tvei gleid)en ?ffiinfeln ß unb y fei 

1. rt = 760 37' 48", 
2. ß = 680 19' 37"; 

tvie groji finb bie fe~lenben ?ffiinfel? 
21 u fg ab e 25. lBetveije, bafl bie ~albierungBlinien 0weier ~rg. ?ffi. bei 

~arallelen jenfredjt auf cinanbcr fte~en. 
21 u f gab e 26. )Betveife ben Eiatl: ?ffiirb in einem :I>reiecf mit 0tvei 

ghidjen mlinfeln ber britte 1ffiinfel ~al~iett (@lrabmcffet !), jo fte~t bie ~albierungß• 
linie jenftedjt auf ber Eieite, bie bem btitten ?ffiinfel gegenü~er Hegt. (?ffiinf 1 !). 

21 u f g a ~ e 27. \Setueife bcn Eiatl: 1ffiirb in einem :I>reiecf mit 0tvei 
gleicf)cn mlinfeln von ber 61-Ji~c bes britten ?minfels bas s:lot auf bie gegen• 
über liegenbe @ieite gefällt (?ffiinfcl uon 900 !), fo tvirb baburcf) ber britte ?ffiinfel 
~albiert. (lBenut~e ~oigerung 5 &U s:le~rfatl VI.) 

2lufga~e 28. lBetveife ben Eint~: ?ffiirb in einem redjtwinUigen :I>reiecf 
uom Eid)eitelpunfte bes red)ten )lliinfels bas s:lot auf bie ~t)1Jotenufe gefällt, fo 
wirb baß :I>rciecf in &tvei ~reiecfe 0edegt, tveldje unter einanber unb mit bem 
urf1Jrünglid}en Slreiecf in bct @lröfle aller ?ffiinfel ü~minftimmen. 



38 II. ~bfdjnitt. ilie 2e~re uon ben mlinfetn. 

i2l u f g a & e 29. !Betveife ben 6a~: 'llie ~erliinbungi!linien eineil im 
:;snnern eineß 'llreiecfil ABC gelegenen \ßunfteß P mit B unb C fdjHcjien 
einen mlinfel BPC ein, wclcfler gröjier ift als bcr liDintel BAC. (\8enu~e 
g:oJgerung 2 3u 2e~rfa~ V.) 

34. ii\infel unb ~u~enwinfd bell n·~Cf~. 

~ie ?lliinfef UOU )ßiefeden fönneu )iimtlid) tontau ober 3Um %ei{ 
fonue~ fein. ~m fe~teren ~alle nennt man bie ~den, an benen bie 
fonoe~en ?lliinfet liegen, ein)~ringenbe, unb biejenigen, an benen bie 

tontauen liDintel Hegen, au~\]~ringenbe ~den. 
?llib;b ba~ ®egenteit nid)t bef onbers f)eroorgeqoben, 
fo werben alle ~den afs ausf~ringenbe angenommen. 

'llie @?umme ber ?lliinfef eines n·~ds fann 
mit 58enubung bes .2eqrfa~es VI bered)net werben. 
merbinbet man niimHd) einen \l!untt P im ~nnern 
bes n,~cfs mit fiimt1id)en ~den, fo entftef)en n 'llrei• 
ede, unb bie ®umme ber ?minfet in ben)efben beträgt 

2 R . n = 2 n R. 91un finb aber in biefer @?umme nid)t nur bie 
n·~dswinfef, )onbern aud) bie ?lliintef um ben \l!nnft P entqaften, 
unb ba bie fe~teren 5n)ammen 4 R betragen, )o bfei6en für bie n·~ds· 
winfef (2 n- 4) R übrig. ,ßu bem)efben 6d)fuffe gefangt man, wenn 
man uon einer ~de aus bie )iimtfid)en ~iagonafen 3ie{)t. ?llieH baburd) 
bie ?lliinfef bes n·~cfs auf n- 2 ~reiecfe oerteilt werben, )o betragen 
)ie 3u)ammen (n- 2). 2 R = (2 n -- 4) R. iNan gelangt butd) bie)e 
metrad)tung 311 

®at 21. 'llie ~Summe ber ?lliinfef eines n·~cU beträgt 
(2n- 4) R. 

~a jeber 51luj3enwinfef mit bem 3ugegörigen lffiintef bes n·~ds 
einen ffad)en ?lliinfef 6ifbet, fo ift bie ~Summe aller 51lu1jen• unb 
n·~dßwinfef gfeid) 2 n R. ~a aber bie fe~teren allein fd)ou 
(2 n- 4) R 3u)nmmen betragen, )o fnnn bie ~Summe aller 51lu1jen• 
winfef bes n·~cfs nur gfeid) 4 R fein. 'llnraus folgt: 

®at 22. 'llie ~Summe ber m:uj3enlninfef eines miefeds 
ift unabgängig uon ber @?eiten3nf)f unb beträgt immer 4 R. 

~iU man biefen 6a~ nidjt burdj \Redjnung 
au15 6a~ 21 ~erleiten, fo fann man i~n audj auf 
folgenbem ~ege gewinnen: ilurdj einen \ßuttft P 
linner~alli ober auj3er~alb bes ~ielecfs) ~ie~t man 
bie \ßarallele 311 ber 6eite AB bes ~ietecfß, legt 
bann in P an bieje \ßarallele ben \2luj3entuinfel 
3tvijdjen AB unb AC fo an, baji bie 6djenfel beß 

-4.---;---1{:-- entfte~enben lillinfeli5 mit ben 6djenfeln beß i2luj3en• 
tvinfelß gleidj geridjtet finb, unb er~ält baburdj bie 
burdj P ge~enbe \ßarallele 3u BC (Ga~ 19). llln 

bieje legt man in P ben uon BC unb CD gebilbeten ~ujientvinfel llliel:•erum 
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fo nn, bnu ber 0tueite 6d)enfel bie gleid)e !Rid)tung ~nt tuie CD unb und) 
~n~ 19 0u CD pnrnUel tuitb. ~n biefer ~eife legt man bet ffiei~e und) bie 
~uuentuinfel nn einnnber, bi~ ber uode~tc angetragen unb bnburd) eine 0u NA 
.pnrnUele @lernbe entftnnben ift. IDlit ber 0u AB pnrnUel ge0ogenen @lernben 
bilbet bicfelbe einen ~infel, beffen ~djenfei in gleidjer ffiidjtung pnnrtuei~ pnrnUel 
finb 0u ben 6djcnfeln bcß uon NA unb AB begrcn3fen ~uflentuinfel~. \nndj 
~n~ 20 finb nudj biefe llliinfel einnnbet gleidj, unb fomit tuirb bie 6umme 
nUer ~ufientuinfel burdj bie m!infcl um ben ~un!t P ~erum bargefteUt. Sl:lie 
lej)teren betragen aber 0ufnmmen 4 R, unb folglidj betriigt bie ~umme bet 
\Jluflentuinfel eines i8ieleds ftetß 4 R. 

~ufgnben. 
\Jlufgnbe 30. ~ie groü ift bie 6umme ber llliinfel im 5·(!cf, 6·(M, 

S·Q':d, 2H!:d? 
m u f g ll b e 31. llliie grofl ift jeber ~intel in biefen i8ielecfen, tuenn 

nUc llliinfel unter einnnber gleidj finb? 
~ u f g n b e 32. ~ie grofi ift in biefem 5nUe bei ben angegebenen ~iel• 

ecfen jeber \Jluj3entuinfel? 



III. llbfd}nitt. 

~titen unb nlinktl. 

8. ß' a 1J it e 1. 

!'ie jton!Jtneu~ bn !'teiedie. jton!Jtneu~r"t I uub 11. 

3ttJei mielede toerben tongruent (~) genannt (f. 9h;. 15, (grtf.), 
ttJenn fie fidj ~ur tJOUftänbigen ~ecfung bringen laffen, unb biejenigen 
6tüde f)ei~en e n t f -1J r e dj e n b, toefdje bei ber ~ecfung fidj gegenfettig 
bebeden. ~araus folgt: 

g:orgerung 1. 3n fongruenten mieteden finb bie ent~ 
fiJredjenben 6eiten fotoie bie entfiJredjenben 1minfef gleidj· 
gro~. . 

Wun laffen fidj ~toei ~iefede ~ur tJoUftänbigen ~edung bringen, 
ttJenn bie 6eiten unb )ffiintef bes einen in berfefben llteif)enfo!ge 
gfeidj ben 6eiten unb )ffiinteln bes anbeten finb, unb bemnadj unter· 
fdjeiben fidj crltlei tongruente ~ie!ede nur burdj i{Jre 2age. 

3n fongruenten ~reieden finb ~toei @leiten entj\)redjenb, ttJe1dje 
entfiJredjenben )ffiinfefn gegenüber Hegen, unb umgefef)rt; ba aber bie 
entf\Jredjenben 6tüde 3toeier fongruenten ®ebifbe gfeidjgro~ finb, 
fo folgt: 

g:o!gerung 2. 3n tongruenten ~reieden Hegen gleidjen 
6eiten gleidje )ffiinfd unb gleidjen )ffiinfeln gfeidje @leiten 
gegenüber. 

~htll 6. Um bie ®Ieidjl)eit atueier !Binfel an betueifen, 
fann man au aeigen fudjen, baf! fie in fongruenten ~reieden 
gleid}en 2ieiten gegenüber liegen. 

~iui 7. Um bie ®Ieidjl)eit 0tueier ®eiten au betueifen, 
fantt man au aeigett fud}ett 1 bnf! fie in fongruentett ~teiedett 
gleid}en !Binfeln gegenüber liegen. 

35. ~bleitung ber ~ongruenafäte. 
6oUen 5ttJei ~reiede ABC unb DEF fongruent fein, fo müffen 

fie ber ~Uärung ber ß'ongruencr gemä~ in ber ®rö~e aller ent~ 
1\Jredjenben 6eiten unb )ffiinfe1 übereinftimmen. ~ie 2!ufgabe, 5 u 
bem ~reied ABC ein fongruentes ~reied DEF 5u 5eidjnen, 
ent{Järt a!fo brei }8eftimmungen über bie brei 6eiten unb brei }Se~ 
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ftimmungen über bie brei ~inter. 91acf} ~olgerung 5 3u s:le~rfa~ VI 
fittb jebocf} 3ur (hj'üllung ber brei !e~ten ~eftimmungen bereitß 311Jei 
bon i~nen ausreicf}enb, unb bemnacf} bleiben fünf bon einanber nn• 
ab ~ ä n g i g e ~ebingungen, bie bei ber m:usfü~rung ber m:ufgabe be• 
friebigt ttJerben müffen. &s fragt ficf} nun, ob es mög!icf} ift, biefer 
m:nforberung 3U genügen. 

1. .8unäcf}ft fann man ben ~inler A nocf} einmal 3eicf}nen 
(@rabmeffer!) unb i~n D nennen, auf einem ber <Gcf}enfel bes ~infe!s D 

bie Seite DE = AB abmeffen 
A D (.8irfe!!) unb fcf}Hefjficf} in E an )jY ED ben ~inter B anlegen. &s 

,..~ .P fcf}neiben ficf} bann bie beiben 
nicf}t~gemeinfamen <Gcf}enfe! ber 
~infef D unb E in einem \ßunlte 
F unb beftimmen baburd) bas 

~reiecf DEF bollftänbig. ~ei ber .8eicf}nung ttJerben 3t1Jar nur brei 
~orberungen, nämHd) bie Übereinftimmung ber beiben 1)reiecfe in ber 
@röfje 3t1Jeier entf~recf}enben ~infe! unb ber i~nen 3ug!eicf} 
anHegenben <Geite, erfüllt; allein bie ~igur !äjit erfennen, baji 
aucf} ben beiben übrig gebliebenen ~ebingungen genügt ttJitb. ~ie 
m:nfcf}auung feitet bamit 0ur &tfenntnis bes Sa~es, baji bie @!eicf}~eit 
aUer entf~recf}enben Stücfe (bie R'ongruen3) 0ttJeier ~reiecfe 
burcf} bie @!eicf}~eit 0ttJeier entf~recf}enben ~infe! unb ber 
i~nen 3ug!eicf} anliegenben @5eite beftimmt ift. 

2. .8eicf}net man ttJieberum ben ~ittfef D = A unb mifjt auf 
feinen 6cf}enfe!n bie Sirelfen DE =AB unb DF =AC ab, fo ift 
bas 1)reiecf gleicf}fall~ beftimmt, ttJeif 0ttJifcf}en E unb F nur eine 
@erabe mög!icf} ift. m:ucf} je~t werben burd) bie ßeicf}nung nur brei 
~orberungen, näm!icf} bie Übereinftimmung ber ~reiecfe in l.ler @röjie 
eines ~infe!S unb ber beiben an!iegenben Seiten, erfüllt; 
allein bie ~igur !äfjt etfennen, bafj aucf} ben übrig gebliebenen ~e­
bingungen genügt ttJirb. ~ie m:nfcf}auung fü~rt bamit 3u bem Sa~e, 
bafj bie @!eid)f)eit aUer entf~red)enben Stücfe (bie R'on~ 
gruen3) 0ttJeier 1)reiecfe aus ber @!eicf}~eit eines ~infefs 
unb ber beiben einfcf}!iefjenben Seiten folgt. 

3. ~itb ferner nocf} einmar ber ~inter D = A unb bie Seite 
DE = AB ge3eicf}net, fo fann man ben britten \ßunft F mit ~enu~ung 
ber ~eftimmungen ermitteln, baß er auf bem 31Ueiten Scf}enfer bes 
~infe!s D liegen unb bon E bie &ntfernung BC ~aben foll. ~eibes 
erreicf}t man, wenn man um E mit bem ~a!bmeffer BC einen R'reis 
befcf}reibt unb bon ben beiben 6cf}nitt~unften F besfeiben mit bem 
3ttJeiten <Gcf}enfe! bon D einen alS britte &cfe bes neuen ~reiecfs 
annimmt. ~ä~rt man benjenigen, beffen merbinbungs!inie mit 
E bei F einen 1)reiecfsttJinfe! beftimmt, ber mit bem ~infe! 
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.D C gfeicf)~eitig fpi~ ober ftumpfl) ift, fo 
5eigt ficf) bon neuem, bau bie beiben i ~reiecfe in ber @riljJe aUet entfprecf)en~ 

'l'~ ben @5tücfe übereinftimmen, obtuo~f nur 
'-_ bie @{eidj~eit 5tueier entfprecf)en· 

~!\ ben @leiten unb eine~ bet nicf)t 
B'--. 13~ ! ) eingef~!offenen ~infef eqtuungen 

B ·- ___ :: tuotben tft. 
-~:F 4. ~ine tueitere \mögHct;,feit, bie 
'' Übereinftimmung in ben m3inteln für 

bie ,8eid.mung &u benu~en, ift nicf)t mel)r tlor{janben 1 ba eine mer~ 
taufcf)ung ber ~den unter einanber einen neuen ~eg für bie 5J(u5· 
füf)rung ber 51Iufgabe n~~t liefern fann. ~emnadj bfeillt nur nodj 
ber ijaU übrig, bnjJ bie Ubereinftimmung in bet @röjJe ber brei Seiten 

eqtuungen Wirb. ,8u bem ,8tuecfe 
3eicf)net man bie @leite DE =AB 
unb ermitteft ben \l3unft F aus 
ben ~orberungen1 bau FD =CA 
unb FE= CB fein foU 1 inbem 
man um D mit bem ~a{bmefler 
AC unb um E mit bem ~afb~ 
meffer BC Sfreife fcf)!ägt. ~eber 
Scf)nittpuntt betfe{ben tann alS 

britter \l3untt bes ~reiecfs DEF bienen. ~ie 51lnfdjauung {e{jrt audj 
bei biefer ,8eidjnung, bnjJ bie beiben ~reiede ABC unb DEF in aUen 
entfprecf)enben @5tüden übereinftimmen, bajJ a!fo bie @feicf)f)eit aHer 
ent]precf)enben @5tüde (bie Sfongruen~) 5tueier ~reiede fidj 
ergiebt, tuenn ber ffiei~e nacf) bie @feicf)f)eit bet brei Seiten 
er5tuungen Wirb. 

~on ben fünf ijorberungen ber gefteUten 5]{ufgabe fönneu a{fo 
nicf)t mef)t afs brei für bie ,8eicf)nung tJertuanbt tuerben; aUein bie 
mnfcf)auung {e{jrt, bau auf jebem ber 4 ~ege1 auf benen bie ,8eicf)nung 
mögHcf) ift1 ein ~reied entftef)t1 bas mit ABC in aUen entfprecf)enben 
@5tücfen übereinftimmt. ~ie 51Infcf)auung feitet bamit 5U 4 Sii~en1 
tuefcf)e bie Sfongruen3 3tueier ~reiede afß eine ijofge if)rer 
Übereinftimmung in btei entfpredjenben1 tlon einanber un• 
abf)iingigen @5tücfen barfteffen. ~iefe @5ii~e foUen ~ongruen3• 
f a ~ e (st'3.) genannt tuerben. 

36. )Betuei~ bd 5ta. I unb be~ ~a. II. 
~ef}rfat; YII. Sta. I. ®timmen atuei ~reiecfe liberein in ber 

t9röfle atueier entf~recf)enben ~infel unb ber if}nen augleid) an• 
Hegenben ®dte, fo fittb fie fongruent. 

1) 3ft C ein redjter !minfel, jo entfte~t nur ein $unft F. 
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ij;nt\tl. bei\ 58e\tl. ,8ttJei ~reiede finb tongruent, \tlenn fie fo auf 
einanber gelegt \tlerben fönnen, bafJ bie brei entfpred)enben ij;cfen auf 
einanber fallen, \tleir bann nad) ®a~ 1 aud) bie entfpred)enben ®eiten 
fiel) gegenfeitig uoUftiinbig l.iebeden. \nun fann man al.ier bie ~reiecfe 
fo auf einanber fegen, bafl 3\tlei entfpred)enbe jßaare uon &den 3Ufammen~ 
fallen, unb ljat baljer aus ber ~or. al.i3ufeiten, bafl aud) bie britten 
@:cfen auf einanber fallen. 

\Betuei~. }Bor. ~~ Iei <):: D ~<J:: A, DE=AB, <):: E=<):: C*.) 
!Be~. ~s ift ß DEF ~ ß ABC. 

2egt man bas ~reicd DEF jo auf ABC, ba\3 ber ~unft D auf A, 
bie @leite DE auf AB unb tuegen ber borausgefeilten @lleidj~eit bet (Seiten 

D DE unb AB audj ber ~unft E · tj auf B fäUt, jo tuirb bet liDintel A Y bon D unb ber )ffiinfel B bon E 
r.'ß liellccft. ~a nun <):: D = <):: A ift, 

jo fäUt bie @leite DF auf AC; 
· .F elienjo fäUt bie 6cite EF auf BC, 

tucil <)::E = <)::B ift, unb bemnadj 
tuitb audj ber !Edjnitt~untt C ber (Seiten AC unb BC bon bcm 6djnitt• 
puntte F ber @lernbcn DF unb EF liebecft (6at~ 2). ~s faUen aljo bic 
entjpredjenben !id'en auf einanber, unb ba bicfdlicn 6djluflfolgerungen eintreten, 
wenn ß ABC auf ß DEF gelegt tuirb, jo folgt: /::,. DEF N /::,.ABC. 

ßufa~. ®timmen 3\tlei ~reiecle ül.ierein in ber ~höfle 
5\tleier entfpred)enben ~intel unb einer entfpred)enb Hegen· 
ben ®eite, fo )inb fie fongruent. 

~er @iatl tuirb mit !Benut~ung bet ~olgerung 5 3u 2e~rfatl VI auf Si'~. I 
3Utücfgefü~tt. 

~nmerfung. ~er i3. I fann nidjt lienut~t werben, um bie 
®leidj~eit 3tueier llliinfel uad)3utuei jen. 

2e~rfat VIII. st0• II. ®timmen awei ~reietfe lilierein in 
ber Glröf!e aweier eutfpredjenbeu @leiten unb beg bou biefeu ein~ 

gefd.Jloffeueu [\Hufelg, io fiub fie fongruent. 
~ie ~n tttJ. bei\ !8 e\tl. ftimmt mit ber ~ntttJicffung 3um !BettJeife 

bei\ ~ll- I ül.ierein unb fügrt 3u bem 
l8etueis. }Bor. !is jei <):: D=<):: A, DE=AB, DF=AC. 

\Belj. !is ift /::,. DEP N 6 ABC. 
2egt man baß ~reiecf DEP jo auf ABC, baii ber ~unft D auf A, 

D bie 6eite DE auf AB, unb tueil 
DE=AB ijt, audj ber ~unft E 
auf B fäUt, jo tuirb ber liDintel A 
bon D liebed't. ~a nun <)::D = <):: A 
ijt, jo fäUt bie @leite DP auf AC; 
ba ferner DP = AC ift, jo fäUt 

F nudj bie britte ~ cf e P n u f C. ~ie• 

*) ~ie }Borausfevungcn finb in ber burdj bie 8eid)nung gegebenen ffiei~en• 
folge aufgeftcUt. 
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fetben g:olgerungen treten ein, tuenn L-,ABC entfjlted)enb auf L-,DEF gelegt 
tuirb, ttnb bemnad) ift f:c, DEF~ L-, ABC. 

ID1an fann bie 6eiben ~ehleife audj fo gefta1ten, bafl man au~ 
ber ~or. ba~ ßufammenfaUen Im brei @;eiten ableitet , hleif bann 
nacf} @;a~ 2 bie brei ij;cfen fidj gfeidjfaffß bebecfen. 

37. Üliung~lieif.Vide au !l0. I unb .sla. II. 
[Gerben 3tuei :parallele ®eraben uon ntuei \ßataUelen gefdjnitten, fo 

lätt 'bie %igur etlennen, 'baß 'bie ~Uifcf}nitte 
D '(! auf 'ben \ßaraUelen gleicf}groß finb, unb leitet 

fomit 5u 
®tt' 23. 6inb in einem )ßierecf 

bie gegenüber Hegenben 6eiten vaar­
hleiß varaf!ef, fo finb fie audj vaar~ 
ll.leiß gfeidjgrofl. 

@:ntro. bes mew. ~a 'bie ®leicf}~eit ntueier 6eiten:paare nacf}" 
geroiefen roer'ben foU, fo verlangt 'baß merfa~ren nacf} ®inf 7 'bie mn~ 
roen'bung 'bes St3. I. ~reiecfe, in benen bie 6eiten uotfommen, finb nodj 
nicf}t uorl)an'ben, fönneu aber 'burcf} eine ber bei'ben ~iagonalen bes 
)Bierecfs leidjt ~ergefteUt werben. ~ie ~iagonale gei)ört bann bei 'b e n 
~reiecfen an, unb 'bie aur Stongruen5 nocf} erfor'berlicf}e ®leicf}f)eit ber 
an berfelben Hegenben ®infel fann nacf} m!inf 3 betuiefen werben. 

6tef)en 'bie 6ei'ben @era'ben AD unb BC fentrecf)t auf 'ben ®era'oen 
AB unb CD, fo finb fie nacf} 6afi 16 :parallel; es folgt baf)er aus 6afi 
16 unb 23 ber 

ßufab 3U 6a~ 23. Bote 31l.li]cf}en \ßataUe!en finb 
gfeidjgrofl. 

2. [Gerben auf bem erften \ßaraUelen:paare bie gleicf}en 6tücfe 
AB unb DC abgemej)en un'b 'bie merbin'oungslinien AD unb BC ge~ 
nosen, jo lef)rt 'bie ~nfcf}auung, baß AD :parallel unb gleidj BC ift, unb 
fü~rt 'bamit 3u 

®tt' 24:. ~ft in einem )Bietecf ein \ßaar gegenübet 
1iegenbet 6eiten -!Jataf!ef unb gfeicf}, fo ift e~ aucf) ba~ anbete. 

@:utw. b es mew. @;s foU &unäcf}ft be~ 
--=f--------=1'-- miefen werben, baß AD :parallel 0u BC ift. ~adj 

m!inf 2 I)at man 3U 'bem .Sroecfe 3U neigen, baß 
'bie 'burdj bie ~iagonale AC I)ergefteUten [ß. [ß. 
CAD unb ACB einan'oer gleicf) finb, un'b I)ier5u 
nacf} [ßinf 6 bie Stongruen3 'ber beiben ~reiecfe 
ABC unb CDA nadnuweifen. ~a bann audj 
AD = BC ift, fo genügt 'biefer ?Jladjweis für 

beibe )ßef)au:ptungen. S't3. I ift nidjt anwen'bbar (f. mnmert 5u Be~rf. VII), 
un'b bemnad) fin'b aus 'ber mor. mit )ßenufiung 'ber ~iagonale AC \lie 
me'bingungen 'bes Stn· li abnuleiten. 

6tel)t bas \ßaraUelen:paar AB unb CD gemeinfcf}aftlicf) fenlredjt 
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auf AD, fo fte~t eß nad) SaiJ 24 unb Sa~ 17 aud) fenfted]t auf BC. 
~arauß folgt: 

ßufa~ ~u Sa~ 24. Sinb ~ltlei auf einer ~eraben nad) 
berfe!oen Seite errid)tete ~ote gfeid)fang, fo Hegen i~re 
~nblJunfte auf einer l.ßaraffe!en ~u ber @eraben. 

@;rflärung: iYäUt man uon einem ~unfte Pbaß 2ot PQ auf eine 
®erabe AB, fo begren0en P unb ber iYuuvunft Q ein Stüd beß 2oteß, 
baß @;utfernung ober ~bftanb beß ~unHeß Puon ber ®era'ben 
AB genannt wirb. 

~it ~enuijung 'oiefer ~rtlärung fönneu bie bei'oen ßufäije 0u 
Sai,} 23 unb 24 in her ~orm uereinigt werben: 

eai 25. ~rrid]tet man auf einer @eraben AB ein 2ot 
l:lon l:lorgefd)riebener 2änge l unb 3ieljt burd) feinen ~nb­
lJUttft bie l,ßaraHefe ~u AB, fo entljäft biefe !ßaraHefe ane 
auf berfe!oen Seite tlon AB Hegenben ~unfte, ltle!d}e bon 
AB bie ~ntfernung l ljaoen. 
ober unter ~nwen'oung ber in mr. 17 gegebenen @;rflärung beß geo• 
metrifd]en Orteß: 

6leomettifd)er Ort 2. ~ie im ~&ftanbe l au AB geaogene 
~araUele ift ber geometrifd)e Ort für ane auf berfel:&en ®eite 
bon AB Hegenben jpunfte, weld)e b.on AB bie ~ntfernnng l lja&en. 

m:umetfun g 1. E\oU alfo ein ~unft gejudjt tverben, ber boneiner 
gegebenen &eraben bie (Entfernung l befivt, fo tveifl man, bat berjelbe auf 
bet im m:ojtanbe l au ber ®eraben geaogencn \l!atallelen liegt. 

m:nmetfung 2. SDer 6av 24 fann aur ßeidjnung einer \l!ataUelen auß, 
genu~t werben. man erridjtet auf ber @leraben atvei gleidje 2ote unb betbinbet 
t~re lEnbvunfte burdj eine gerabe .Sinie. 

AB l' 3. m!er'oen auf 0roei ~araUelen bie gleidjen 
----'~=::::::::~!:::....___ Stücfe AB unb DC abgemeffen un'o hie merbinhungß• 

Iinien AC unb BD ge0ogen, fo Iä%t hie ~igur er• 
fennen, ba~ biefe 2inien fid] gegenfeitig l)albieren. 
~arau!S folgt ber 

®at 26. Sinb in einem laiered ~ltlei 
gegenüber Hegenbe Seiten gfeid) unb lJa• 

ranel, fo ljafoieren fiel) bie ~iagonafen gegenfeitig. 
@;ntw. beß )Bero. ~a beroiefen werben foU, ba~ AO =CO unb 

BO = DO ift, fo ~at man nadj ~nleitung beß m:linf 7 ~ie stongrue~0 
ber beiben ~reiede AOB unh COD aus 'oer mor. ab0uletten. st0. ll tft 
nidjt anroenhbar, weil bie ®leidj~eit aweier Seitenvaare nad]geroiefen 
werben foU. :Die )Bebingungen heß St0. I ergeben fid) aber au!S ber mor. 
burd] ~nroen'oung beß 2eljrfai,}eß IV. 

4. mertaufcl)t man in hem uorl)ergef)enben Sa~e bie moraußfe~ung 
unb )Bel)auvtung mit einanber, fo ergiebt fidj her 

®at 27. .\)afbieren ficf} bie ~iagonafen eineß lB.ieredß 
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gegenfeitig, fo finb bie gegenüber Hegenben !Seiten beß• 
fe1'6en ~anrttJeiß ~arnffei unb nad) !Sn~ 23 aud) ~nntttleiß 
g!eid)gro~. 

~ntw. beß ~ ew. iYigur 'oes norf)ergef)en'oen !Saijes. AB ift nur 
bann :parallel an CD, wenn bie burd) AC f)ergefteUten m3. m3. BAO unb DCO 
ober bie burd) BD f)ergefteUten m!. m!. ABO unb CDO einanber gleid) finb. 
mad) m!inf 6 ift 3um ~eweife biefer G\{eid)f)eit oll oeigen, bat 6 ABO 
~ 6 CDO ift. iYerner ift AD nur bann :parallel 0u BO, wenn .g::: 
DAO = -t: BOO ober -t: ADO = -t: OBO ift, unb 3um ~eweife biefer 
®leid)f)eit mut wieherum bie stongruena ber beiben 'l:lreiede ADO unb 
BDO aus ber ~or. abgeleitet werben. st0. I ift nid)t anwenbbar; bie 
~ebingungen baß st0• II ergeben fid) aber aus ber mor., wenn ber ~ef)r• 
faij II benuijt wirb. 

\}!Um e tf U n g. i)iejer @la~ fann oUt ßeidjnung bon \l!ataflelen benUt\t 
tu erben. 

5. <5d)neibet man auf jeber non 0mei auf einanber fenfted)t 
fJ ftef)enben ®eraben non bem 15d)nittvunfte auß gleid)e 

15tüde ab unb nerbinbet bie {gnb:puntte mit einanber, fo 
liiflt bie iYigur edenneu 1 bafl je 3UJei (lUT einan'tlet 
folgenbe 15eiten bes ~ierecfs gleid)grofl fin'tl, un'tl leitet 

Ot--___,.-~ baburd) 3u 

A 

~nt 28. ~a!bieren fic9 bie ~iagona1en 
eines [lierecU gegenfeitig unb ftef)en fie fenf• 
red)t auf einanber, fo finb a11e !Seiten beß 
[lieredß g!eid)gro~. 

<tntw. bes ~ew. ßum ~eweife ber ®leid)f)eit AB= BO mufl 
nad) m3int 7 bie !tongruen0 ber SDreiede AOB unb BOG nad)gewiefen 
wer'tlen; ebenfo ift für ben ~eweiß ber @(eid)f)eit BC = CD bie ston• 
gruena ber SDreiecfe BOG unb COD unb fd)liefllid) für ben ~eweis ber 
@leid)f)eiten CD= DA, be0. DA= AB bie !tongruena ber SDreiede COD 
unb DOA, be0. DOA unb AOB erforbedid). S!)a man nur bie bei o 
Hegenben m!inlel fennt, fo ift st0. I nid)t anwenbbar. 

18eUJeiß. ~or. ~s jei AO= CO, BO=DO unb BD.l.AO. 
\Be~. ~ß ift AB = BO = CD = DA. 

i)a bie i)iagonalen jenfredjt auf einanber jte~en, jo jinb bie Imintel bei 0 
redjte, alf o unter einanber gleicf). i:lemnacf) ift nacf) ber ~or.: 

AO =CO, be3. BO = DO u. j. tu. 
BO =BO CO= CO 

.g::: AOB = .g::: GOB .g::: BOG= 4: DOG, unb jomit 
6 AOB ~ 6 COB 6 BOG~ 6 DOG (Sf3. II) u. j. tu. 

i)arauß folgt aber AB= BG, BC = CD u. j. tu., aljo AB= BC = 
OD=DA. 

121 n m er f u n g. i)iejer 6atl tann benu~t tu erben 3ur .8eicf)nung eines 
~iered~ mit varaflelen @egenjeiten, befjen @leiten unter einanber gleicf) finb. 
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6. ~nlbiert man einen m:!infel A (@rabmeffer!) unb fällt uon irgenb 
einem ~unlte P her ~albierungslinie bie 2ote PQ un'o PR auf bie 

<5~enfei, fo ~eigt bie ~igur, bat bie ~ote glei~lang 
finb, unh leitet bamit ~u 

®at 29. ,3eber ~unU ber ~aUiierungs~ 
!inie eines lffiinfe!S ift bon ben 6djenfefn 
besf elben g leid) ttJ eit entfernt. 

<.%nhu. 'o es mew . .Sum metueife her @(ei~~eit 
PQ =PR muü nad) m!int 7 hie Stongruena her :Dreiecre 
APQ unh AP R nad)getuiefen wer'oen. :Da man eine me" 
~ieljung awifd)en AQ unb AR nid)t fennt, fo ift nur 

St~. 1 anroen'obar. :Die mehingungen hesfelben fönneu aus her mor. na~ 
@. m unh ~olgerung 5 au ~eljrfat VI abgeleitet werben. 

<.% r fl ä r u n g. :Das im ~itte(punfte einer <5trecre errid)tete lli1t 
ljeiüt ~itteHot ber <5trecre. 

7. <Errid)tet man baß 9Jlittellot einer <5trecre 
unb uerbin'oet einen beliebigen ~unft hesfelben mit 
'oen <.%nhpunften ber <5trecre, f o lätt 'oie ~igur er" 
fennen 1 'oaü hie beibell merbtnbUilgßlinien gleid)lang 
finb, unb liefert fomit ben 

®at 30. ,3eber ~unU bes IDlittenotes 
A einer 6trecfe ift tlon ben ~ntq:>unften ber~ 
"------l.--->..0 felben gleidjttJeit entfernt. 

<.%ntw. beß mew. :Die oeljauptete @(eid)ljeit her <5trecren PA 
un'o PB tritt ein, wenn 6 P AD ~ 6 PBD ift. :Da hie mor. nur 
über hie m:!infel bei D muffd)lut giebt, fo muü Sta. II angewan'ot werben. 

laetueiß: )Sor. ~ß fei AD=BD unb PDJ..AB. 
lße~. ~ß ift PA= PB. 

~a PD 1.. AB, al[o <}:::: PDA = -1:: PDB (lieille = R), 
unb tueiter nadj )Sor. AD = BD, 
jotuie nad} @. I PD= PD, 
jo ift nndj ~~. li 6 PADN D, PBD, 
unb folglidj PA= PB (entflJredjenbe 6tüde). 

9. ~al-Jitel. 

!)as gCeid)fct;mtHige !'teiedt. 
38. 2e~rfat über ba~ gleidjfd)enflige ~reiecf. 

~rffiirung 1. @5inb in einem 1)reiecf ottlei !Seiten gleid)gro~, 
fo ljei~t basfelbe g 1 eidj f dj e n m g. 1)ie beiben unter einanber gleid)en 
!Seiten tu erben 6 dj e n f el, unb bie britte @5eite ttJitb @ r u n b li nie 
genannt. 1)ie bon ben beiben 6d)enteln gebilbete ~cfe ljei~t 6l-Ji~e 
bes gleidjfdjentligen :Dreiecfill. 
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<hUiirung 2. 6inb in einem ~reiecr alle 6eiten g1eicf)gro}j1 

fo f)ei}jt baßfelbe g!eicf)feitig. 
l1l n m e rf u n g. !llie beiben 11lufgaben 1 1. ein g!eidjjeitige~ ilreied bon 

gegebener 6eiteniängc unb 2. ein gieidjjcf)enf!igelil $lreiecf1 beffen <Mrunblinie 
unb 6cf)cnfei gegeben finb1 3u 1Jdcf)nen1 finb befonbere ~ormen ber 11lufgabe 2 
in 91r. 18. 

~ie m!infe! unb 6eiten beß bei Sf~. I unb Sf~. II benu~ten ~reiecrß 
ABC finb im allgemeinen t>on einanber tlerfcf)ieben. m3erben jebocf) 

bei ber 3eicf)nung 0Wei gleicf)e lffiinte11 etwa B unb 
A C1 f)ergefteUt, fo lii}'Jt bie ~igur ertennen, bau aucf) 

bie biefen m3intern gegenüber Hegenben 6eiten AC 
unb AB einanber g!eicf) finb. ~benfo 1ef)rt bie 
~nfcf)auung 1 bau bie m!infe! B unb C einanber 
g!eicf) finb 1 wenn bie 6eite AC gleidj ber Seite 
AB ge0eicf)net Worben ift. ~iefe beiben ~eobacf)~ 

.B c tungen feiten oll bem 
~e~rfat IX. 63leidjen ~infeln eine~ ~reiecf~ liegen gleid)e 

~eiten, unb gleid)en ®eiten eine~ ~reiecf~ liegen gleid)e ~infel 
gegenüber. 

~er i:!ef)rfa~ 3erfiillt in 0Wei l:eile: 
a) @!eicf)en m!inte!n eine~ ~reiecr~ Hegen gfeicf)e 6eiten 

gegenüber. 
~ntw. be~ ~ew. ~a bie Seiten AB unb AC bemfe!ben ~reiecr 

nngef)ören 1 fo fann 0uniicf)ft nicf)t und) iroint 7 tlerfa'f)ren werben. 
91adj @. III finb aber AB unb AC aucf) bann einanbet g1eicf)1 wenn 

A o beibe einer britten 6trecre gfeicf) finb. 91un 
ift nacf) Sf0. I bie Seite DE eineß ~reiecrß 
DEF, baß ben ~orberungen EF= BC1 

<r:. E = <r:. B unb <r:. F = <r:. C gemiiü ge· 
3eicf)net Worben ijt1 gleicf) bet entflJredjenben 
6eiteAB1 unb bemnacf) mu}'J auß bet }Bor. ab• 
geleitet werben, bau DE aucf) gfeicf) AC 

B ift. ~ie }Bor. geftattet aber eine }ßer~ 
taufcf)ung ber m!infe1 B unb C unb bamit 

eine mnberung in ber 3uorbnung ber Seiten unb iminteL ~er ~ewei~ 
nimmt baf)er bie ~orm an: 

~ettJeU. ~or. ~~ fei <r:.B=<r:. C. 
~e~. ~~ tft AC= AB. 

@Stellt man baß ilrcied DEF ben ~ebingungen FJF = BC, <r:. E = 

<r:. B unb <r:. F = <r:. C gemäjj ~et, fo ift baßjeibe fongruent 1JU ABC unb 
jomit ift DE =AB. i:la aber und) ~or. 1: B = <r:. C ift, aijo ber lffiinfei 
B mit bem lffiinfrl C bertnujcf)t werben fnnn, jo ift audj -1::: F = <r:. B unb 
<r:. E = <r:. C unb fo!glid) D. DFE ~ 6 ABC. ~ei biejer ~ongruen3 finb 
bie beiben @leitenDE unb AC entfvrecf)enb, nifo gieidjgrojj. lllus DE= 
AB unb DE=AC folgt aber und)®. III: AC=AB. 
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b) ~Heidjen @leiten eines 1)reiecfs liegen gfeidje m3intel 
gegenüber. 

~ie @:ntlu. beß }ßew. fdjliefJt fidj eng an bie IZntwicf!ung im 
steife a) an; nur müfien ~eiten unb m3infe! mit einonber bertoufdjt 
werben. @:in onbereß IDCittef 3um }ßetueife ift liei ber Boge ber m3infe! 
B unb C nidjt onwenblior. 

!Bctueiß. ~or. ~ß jei AB=AC. 
!Be~. ~ß ift <)::: C = -1::. B. 

®teilt man baß i)reied DEF (j. ~igur ~u ~eil a) ben iaebingungcn 
<)::: D = <)::: A, DE = AB unb DF = AC gemäf3 ~er, fo iit baßjelbe fon< 
gruent bU ABC (~3- II) unb jomit <)::: E = <)::: B. i)a aber nacf) ber ~or • 
.AB= AC bie @leiten AB unb AC mit einanber tlertaujcf)t tuerben fönneu 
(®. ll), a(jo aucf) <J::: lJ = <)::: A, DE = AC unb DF = AB ift, fo ift aucf) 
!"" DFE~ D. ABC. !Bei lliefer ~ongruen3 finb bie !ieiben IDJinfel E unb 
C entjlJrecf)enb unb fomit g I e i cf) g r o fi. ~us -1::. E = <j::: B unb <)::: E = -1::. C 
folgt aber nacf) ®. III: <j::: C = <)::: B. 

~ie wieberl)o!te ~nwenbung be~ ~el)rfa~eß IX fül)rt 3u ber 
g:o!gerung 1. ~inb in einem 1)reiecf oUe m3infel 

g!eidjgrofJ, fo ift ba~fe1lie g1eidjfeitig. 
g:o!gerung 2. ~m g1eidjfeitigen ~reiecf finb af!e m3infe1 

g!eidjgrofJ unb jeber tJon il)nen beträgt 60°. 
®inb bie lieiben @leiten AB unb AC eine~ 1)reiecfs tJon einonber 

tJerjdjieben, fo finb e~ oud) bie lffiinfe! B unb C, unb umgefel)rt er· 
weifen fidj bie @leiten AB unb AC alt! ung1eidj, wenn bie m3infe! 
B unb C ung!eidj jinb. 5Die g:igur leitet offo 3u bem 

.Sufat au ße~rfat IX. ~n einem ~reiecf liegt ber gröfleren 
tlOU atvei Seiten ber gröflere ~infd unb bem gröfleren tlon awei 
~infdn bie gröf!ere ®eite gegenüber. 

1)er .8ufa~ 3erfäUt in 3tuei steife: 
a) 1)er gröfJeren tJon 3tuei @leiten eines ~reiecf~ Hegt 

ber gröfJere lffiinfef gegenüber. 
Q: n t w. b e ß }8 e tu. 1)a bie m3infe1 B unb C bemfe!lien 

5Dreiecf angel)ören, fo fann 3unädjft nidjt nadj lffiinf 4 berfal)ren 
tuerben. 1)a aber ein anberes IDCittei für ben }Beweis nidjt 3ur ~.kr< 

4 fügung fte'f)t, fo mufJ ber !Berfudj gemadjt werben, 
einen ~i!fßwinfef 3u 3eidjnen, ber mit B ober mit 
C burd) g:ofgerung 2 3U 2el)rfa~ V tJerliunben ift 
unb gfeidj3eitig mit bem 3Weiten ber oeiben m3infef 
tlergfid)en tuerben fann, um aus beffen }ße3iel)ungen 
3u B unb C baß ®röfJentJerljäUnis biefer m3infe! 

. fe!lift 311 ermitteln. ~un fann man baburdj, bau 
c---------- er man enttueber auf AC bas@itücf AD=AB ober 

auf AB (unb ber !Ber!ängerung bon AB) bas ®tücf AE =AC alimifJt 
unb D mit B, lie5. E mit C tJerliinbet, einen m3infef ADE, lie3. AEC 

IDl ü ll er, lßlanimetrie. 4 
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~erfteUen, ber mit B unb C tJergricf)en tt.Jerben fann, unb erljä{t fomit 
auf @runb ber ~0!. ben }8ell.Jeii3 in einer ber oeiben iJormen: 

\Betuei~. ~or. @:!! jei AC> AB. 
\Be~. @:!! ift <t: B > <J:: C. 

\Dli[Jt man auf AC ba~ 6tüct 
AD = AB al:l unb tlerflinbet D mit 
B, jo ift ber ~infd ADB ein 2lu[Jen• 
tuinfel bei! :llreiectil BDC unb jomit 
{ffolgerung 2 0u 2e~rja~ V) 

1. <):: ADB > 4: C. 

\Dli[Jt man auf AB bail 6tüct AE 
=AC al:l unb berbinbet E mit C, jo 
ift ber ~intel B (ABC) ein 2lu[Jen• 

. tuinlel bei! :llreiect~ BEC unb jomit 
\ 1. 4: B > <):: BEG. 

:lla aber na~ ber 8ei~nung unb na~ 2e~rja~ IXa 
-t: ADB = -t: ABD I <)::BEG=<)::: ACE 

unb ber ~or. gemäfJ D &tuif~en A unb ber ~or. gemäfi B &tuif~en A unb 
unb C liegt, alfo <)::: ABD nur ein :teil E liegt. alfo ber !!Binfel C nur ein 
be~ ~intel~ B ift, jo folgt: :teil bon ACE ijt, jo folgt: 

2. <l::B > <)::ADB. 2. <)::BEG><}:: C. 

ln:uil ben lße&ie~ungen 1. unb 2. ergiebt li~ afler: 
<):: B > <t. C. 

b) ~em grö~eren tJon 5tt.Jei ~infe!n eine~ ~reiecfS Hegt 
bie grö~ere @:leite gegenüber. 

~nttt.J: bes )Sett.J. ~a feiner ber borausgegangenen 6ä~e uon 
ber Ungfeicf)ljeit 511.1eier ®etten fpricf)t, fo ift es nid)t möglid), bie ~e· 

~auj)tung mit ~enu~ung befanntet 6i:i~e 5u oe• 
A griinben. ~er ~erfucf), mit ~ilfe bei! 2eljrfa~ei3 IX b 

nadj0utt.Jeifen, ba\3 AB g!eicf) einem Xei!e tJon AC, 
a!fo Heinet a!S AC fei, fü~rt gfeidjfalli3 nidjt 5um 
.Siek 9.nan fann 311.1ar infofge ber jßor. <f:-B><t. C 
ben ~inter G l.lon B fo abtragen, ba\3 ein gleicf)• 
fdjenffige~ ~reiecf DBC entfte~t, in tt.Jefdjem ber 
®d)entel IJB gfeid) einem XeHe tJon AC ift, aber 

C man tt.Jei\3 nid)ts über bie )Se5ie~ung 5h1ifdjen DB 
unb AB, unb ba~et bfeibt ber ~erfudj etfo!gfos. ~a anbere ,SJHfi3• 
mittel nidjt 5ur ~erfügung ftef)en, fo mu\3 bie inbh:efte ~ett.Jeisform 
angett.Janbt tt.Jerben. 

\Betuei!!. ~or. @:!! fei <t=B > -t::.C. 
\Be~. @:!! ift AC > AB. 

~on ben beiben \Dlögli~feiten, bie aufler ber be~auptetcn IBe&ie~ung 
benfbar finb, fii~tt 
bie erfte AC= AB &U ber ffolgerung -t: B = <):: C (IX b ), 
unb bie anbete AC< AB " " " -t: B < <r: C (:teil a biefei! 
ßufa~ei!). :lla [leibe ffolgerungen ber ~or. tuiberfpre~en, unb jomit bie ln:n· 
na~men AC= AB unb AC< AB un&uläffig finb, jo bleibt nur übrig, bafl 
AC> AB ift. 



9. sra~itef. ~as gleid)fdjenflige ilteiecf. 51 

~htl 8. Um au betueifen, baf! {:::e ~~~:;1} gr.öf!er ift al~ 
{ :!:e 11:!:!:!:} fann mau beibe in ein ~reied bringen unb au be· 

. {er be:r gr.öf!eren ~eite } .. . . wetfeu fudjen, baf! fie l.lem gr.öf!eren ~infel gegenuber hegt. 

39. Üliung~fii\le aur ~nwenbung be~ \!:e~rfate~ IX. 
g:ür 'oas g 1 e i dJ 1 dJ e n n i g e ';Dreien gelten 'oie 15iiije: 
a) 'l:ler m.linfel an 'oer ®run'olinie ift ftets Meiner als 1 R. 
b) ®at 31. ~er 2!uj3enltlinfef an 'oer 15~i§e ift bo~~eft 

fo gro\3 ltlie ein m.linfe! an ber ~runb!inie. 
c) 'l:lie ,Palbierungslinie bes 2!uaenwinfels an ber 15:piiJe ift parallel 

3u ber ®runblinie. 
d) ~ebe \13araUele 0ur ®run'olinie, weld)e bie 15d)enfel trifft, 

fd)nei'oet ein gleid)]djenfligeß :I:lreien uon bem gegebenen <;Dreien ab. 
e) ~e'oe \13araUele 0u einem 15d)enfel, weid)e 'oen anbeten trifft, 

fcljneibet ein gleid)fd)enfliges SDreien ab. 
f) ilie ,Palbierungßlinien 'oer m:linfel an 'oer ®runblinie fin'o bie 

15cljenfel eines gleid)]d)enfligen :I:lreiens. 
g) m:lirb 'oer m:linfel an ber 15:piiJe ~albiert un'o ein \13unft ber 

Sjalbierungslinie mit 'oen ~n'o:punften 'oer ®runblinie uerbunben, fo ent• 
fte~t ein gleid)fd)enfliges :.Dreien. 

h) :.Die 2ote uon 'oen ~nb:punften 'oer ®run'olinie aur bie gegen• 
über liegen'oen 15d)enfe( fin'o gleid)grofl. (~eweis nad} St0. I, .Suf.) 

i) ilie merbinbungßlinien ber ~n'opunfte 'oer ®tun'olinie mit 'oen 
~itte(:punften 'oer gegenüber Hegenben 15djenfel fin'o gleicljgrofl. (~eweis 
naclj St0• II.) 

~it ~enuiJung 'oes .8ufaiJe!3 0u 2e~tfaij IX fönneu 'oie 15iiije be• 
miefen wer'oen: 

®at 32. 'l:ler 2!bftanb eineß \13untfeß tJon einer ~eraben 
ift Heinet a1ß jebe anbete l.lon bem \13nttHe naclj betfe1ben 
g e~o g ene merbittbnttgßH nie. 

®at 33. Sn einem red}tltlinffig en (ftum~fltli nUigen) 
'l:lteiecl ift bie bem tecljten (ftum~fen) m3infe! gegenüber 
Hegenbe @:>eite gtöfler alS jebe bet beiben anbeten. 

~rWirung: ilas 2ot uon einer <Me auf 'oie gegenüber riegen'oe 
:I:lreiensfeite wir'o Sj ö ~ e 'oes :I:lreiens genannt. .Su je'oer 15eite ge~ört 
eine Sjöl)e. 

®at 34. ~ie 5u einet ~rei ensf eite gel)ötig e ~ ö l)e ift 
Heinet alß jebe bet beibett anbeten 15eiten. 

€iat 35. ~ie ~Summe 5ltleier ~Seiten eines ~reiecls ift 
grö\3et alß bie britte. 

4* 
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~ ntw. 'oes ~ew. (für (AB+ AC) > BC). SDie %orm 'oer ~lk 
l)au:ptung uerlangt bie ~erfteUung \ler Summe AB+ AC. ~ft nun AC 

D an AB non A aus angetragen unti baburd) 'oie 
Strecre BD gleid) AB + AC geroor'oen, fo l)at man 

'· nad) mlinf 8 3u 3eigen, 'oaü in bem ilreiecr BDC, 
',, 'oas llurd) llie )Berbin'oung ber \ßunfte D unb C ent' 

·.c ftel)t, 'oer ®intel BCD gröüer ift als 'oer mlinfe( 
BDC. ~ine )Bor. ift nid)t uorl)anben, un'o 'oemnadj 
muü 'oie Ungleid)l)eit -1:: BCD > -9::: BDC aus 'oer aus' 
gefül)tten .Seid)nung (gleid)fd)enUiges SDreiecr !) ab' 
geleitet werben. 

B 2rus Sai.} 35 lann llurd) )Red)nung abgeleitet 
werben: 

~at 36. SDie SDifferen& &tueiet Seiten eines SDteieds 
ift ftets Heinet a!S bie britte. 

ilen geometrifd)en \Beweis liefert bie folgenbe 
G:ntltJ. bes 18eltJ. ~ie~orm berl8e~au\)tung(BC-AB)<ACbet• 

langt bie ~erftellung ber ilifferen3 BC- AB unb bann ber )illinf 8 ben 18ergleid) 
ber &eiben )illinfel CAD unb .ADC bes 'l>reied~ 
AlJC, baß burcf) bie 18er&inbung ber I,J!unfteA unb D 
entfte~. 'l>a in bem gleid)fd)enfiigen 'l>reied BAD 
ber !lliinfel BDA ftets fleiner als 1 R, fein !nllJ . 
.ADC alfo ein ftumlJfer ift, fo ergie&t fid) bie lllid)tig• 
feit bes Saves entllleber nad) Sav 33 ober nadi 
ßufa~ 3u 2e~rfav IX. 

~urd) ~enuijung 'oer beillen uorl)ergel)en'oen Säije Iäüt fiel) 'oer 
Saij gewinnen : 

~at 37. ~etbinbet man einen l,ßunft im ~nnetn eines 
SDreieds mit ben ~nb~unften einet Seite, fo ift bie Summe 
ber ~erbinbungsfi-nien Heinet als bie Summe bet beiben 
anbeten SDteiedsieiten. 

A ':.Die 2rbleitung gefd)iel)t in folgen'oer ®eife: 
IDlan uedängert 'oie Strecfe BP, bis fie fiel) in Q 
mit 'oer Seite AC fdjneibet, un'o wenbet bei 'oem 
':.Dreien BAQ \Jen Saij 35 un'o bei 'oem 'l)reiecf CPQ 
ben Sai.} 36 an. ~an erl)ält bann: 

B l! 1. (.AB+ AQ) > (BP + PQ), 
2. (PQ + QC) > PC, 

unb fomit (AB+ .AQ + PQ + QC) > (BP•-c+--:P=-:Qc-+ PC), 
un'o ba PQ = PQ, 

fo folgt 'ourd) Subtraftion: 
(AB+ .AQ + QC) > (PB+ PC), 
b. ~- (.AB+ .AC) > (PB+ PC). 

2lufgabe. 18er&inbe P aud} mit .A unb beweife bann (mit ~enuvung 
bes Saves 37), bafi (.AB+ .AC+ BC) > (P .A +PB+ PC) ift. 
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40. 3wei gleidjfdjenflige ~reiecfe. (~radjenfat.) 

~irb über ber @lrunbfinie BC eineß gfeidjfdjenffigen ~reiedß 
ABC ein jttJeites gfeidjfdjenniges ~reied DBC ge3eidjnet, beffen 

A Gj:Ji~e D mit ber Gpi~e A auf berfdjiebenen Geiten 
bon BC liegt, unb ttJh:b bie iSerbinbungs!inie 

B t: AD gejogen, fo fä~t bie iYigur erfennen, bafl bie 
.._--M!------'1 auf ben beiben Geiten bon AD fiegenben ~reiede 

tongruent finb, ba~ bie ®runbfinie fotuie bie ~inter 
an ben G\)i~en f)afbiert finb unb bafj AD fentredjt 
auf BC fief)t. ~ie ~nfcf)auung füf)rt bamit 3u bem 

2ef)rfat X. ~ie ~erbinbung~Iinie ber 64Jiten 
aweier über berfelben ®runblittie fteljenbett gleidj~ 

fd)enfligen ~reiecfe 

a) beftimmt mit bett 6djettfeltt awei fottgrueute ~reiecfe, 
h) ljalbiert bie 1minfd an ben ®Viten, 
c) t'kl}t fenfredjt auf ber ®runblittie unb 
d) f)albiert biefelbe. 
~ntw. bes )BettJ. ,8um )Beweife ber ~ongruen3 ift nur ~3- II 

tJerwenboar, beffen jßebingungen 3um %eH in ber ~or. entgalten unb 
3um :teif aus berfefben nad) @. IV mit ~Hfe bes ~egrfa~eß IX ao~ 
feitbar finb. ~ie jßef)auptung b) ift eine- iYofge ber jßeljauvtung a). 
~asfefbe gift nadj iYofg. 5, 2ef)rf. VI bon ber jße'fJaUl'tung c). ~er 
%eil d) bedangt ben )Beweis für bie Sfongruen& ber ~reiecfe BAE 
unb CAE, ber nadj Sf3. I unb audj nadj Sf3. Il gefüljrt werben tann. 

j8etuci~. s:la AB= .AC, alfo auclj -t: ABC=<]: ACB, 
unb DB = DC, alfo auclj -t: DBC = <):: DCB, 

unb fomit <):: ABD = <]: ACD nadj @1. IV ift, fo finb bie }8e• 
bingungen beß se0. II erfüllt, unb bemnaclj ift 

a) 6 ABD"'" 6 ACD. 
ilaraus folgt <)::BAD= <]: CAD unb -t: BDA = <]: CDA, 

b. ~- b) bie )illinfef A unb D finb ~afbiert. 
~erner ftimmen nun bie ilreiecfe BAE unb CAE in 0tuei ~infefn 

ülierein, unb ba~er ift <):: AEB = <1: AEC, alfo <):: AEB = 1 R, unb folglid) 
c) AD l_BC. 

6cljliefiliclj ift ievt in ben ~reiecfen BAE unb C.AE enttueber 
AB= AC, ober <]: BAE = <):: CAE, 

<):: ABE =<]:ACE, AB= AC, 
<):: BAE = <]: CAE, AE = AE, 

unb fomit 6 BAE ~ ß CAE nadj se3. I ober se0. II. 
ilarauß folgt d) BE= CE. 
~ n m e dun g. @:ine m:nberung in ben j8e3ie~ungen tritt nicljt ein, tuenn 

D mit A auf berfellien 6eite uon BC liegt. 
~rUärung. ~ie m:ljnfid)teit ber iYigur mit einem ~rad)en (GlJief~ 

3eug!) gieot ~eranfaffung, ben ~egrfa~ X af~ ~radjen f a' 3u becreid)nen. 
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41. m:utgaben. 
~er ~nljalt bee ~ra~enfates geftattet, oljne ~enutung 'oes Wlafl• 

ftaoeß Unll ®ra'omefferß 'oie folgenbell (®run'o~) mufgaoen außoufül}ren. 
mufgaoe 33. ~ine 6trecfe AB 5U ljaloieren. 
~uflöfung. ~n 'oer ~igur 'oes ~ra~enfates roir'o 'oie gemein• 

f~aftlid)e ®run'olinie ljalbiert. staun man a{fo 'oie ~igur 'oiefeß 2el)r• 
fates fo ljerfteUen, bafl AB 'Oie gemeinfd)aftli~e ®runblinie roirb, fo ift 
'Oie ~ufgabe gelöft. 

.ö e i ~nun g. Wlan errid)tet über AB 3roei gleid)fd)enflige ~rei~ 
ecte un'o nerbinbet beren 6:piten mit einanber. 

~nmcrtung 1. 'llurd) 0\Uei um A unb B mit bemjelben ~albme[fer 
bejdjriebene ~reife, bie jidj jdjneiben, werben bie 6vi~en ber gleid)jdjenfligen 
'llreiecfe am einfad)ften beftimmt. 

~ n m e rf u n g 2. 'llie Eöfung ber ~ufgabe 33 liefert gleidjaeitig bas 
WhtteUot ber 6trecfe AB. 

~ u f g a b e 34. ~ i n e n W3 i n f e l A 5 u I} a I b i e r e n. 
~ u f 1 ö f u n g. ~ad) 'oem ~rad)enfa~e roirb ber m:linfel A f)ai• 

biert, roenn 'Oie ~igur fo l}ergefteUt roirb, 'oafl A einer 'oer m:linfel an 
ben 6:pii}en ift . 

.8 e i d) nun g. mut ben 6~enfeln beß m:linfelß A miflt man 'Oie 
beiben gleid)en 6tücfe AB unb AC ab, nerbinbet B mit C unb erri~tet 
über BC ein 5roeites gleid)f~enfligeß ~reieef DBG. ~ie merbinbungß• 
linie DA l)albiert 'oann 'oen ~infel A. 

~ufgabe 35. :,Sn einem \ßunfte P einer ®eraben AB 
baß 2ot auf berfelben 3u errid)ten. 

~ u f I ö f u n g. ~aß 2ot in P bHbet mit AB 3roei red)te ®infel, 
unD Da ein re~ter m:linfel Die ~älfte eines fla~en ift, fo beftel)t bie 
~ufgabe barin, ben flad)en ~intel APB 3u l)albieren. 15. ~ufg. 34. 

~nmerfung. 'llamit ift g!eidj0eitig bie ~ufgabe gelöft, mit ~ilfe bes 
.ßidels unb mneals einen redjten Winter 0u 0eid)nen. 'llurdj weitere 
~albierungm er~ält man 450, 221/2 0 u. f. 111. lfbenjo laffen fid) aus soo 
(glddjjeitiges 'llreiecf!) burd) ~a!bierungen bie ?minfel llon soo, 150, 7If20 u. j.lll. 
~erfteUen. 

~ufgabe 36. !Bon einem \ßunfte P auflerf)alb einer 
®eraben AB baß 2ot auf biefelbe 3u fällen. 

~ u f I ö f u n g. ~n 'oer ~igur aum ~rad)enfaije ftel)t 'Oie !Berbin• 
bungßlinie ber 6:pii}en fenfred)t auf ber gemeinf(9aftlid)en ®runDlinie. 
2äflt fid) a(fo beroirfen, bafl P Die 6:piije eines gleid)fd)ennigen ~rei• 
eCfs roirD, Defien ®run'olinie auf AB liegt (~ufgabe 4), fo l}at man 
über 'oiefer ®runblinie ei.n ameites glei~f~enfliges ~reiecf au aeid)nen 
unD befien 6pii}e mit P au nerbin'oen, um baß verlangte 2ot ~etnufteUen . 

.8 e i d) nun g. Wlan befd)reibt um P einen ~reiß, Der AB in ben 
\ßunlten Q unb R fd)nei'oet, errid)tet über QR ein gleid)fd)enUigeß ~reiect 
un'b nerbinbet 'oie 6piije Deßfelben mit P. 

~ u fg ab e 37. ~u rd) einen \ßunft P au il erf) a lb ein er 
®era'oen AB bie \ßarallele 3U AB 3u 3iel)en. 
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2r u f ( ö i u n g. ßwei ®eraben ftnb :parallel, wenn fie mit einer britten 
®eraben ~· ~. giei4Je ®. ®. biiben. :Die ®röüe biefer ®intel ift oe• 
lie&ig, lann aifo au4J glei4J R angenommen werben. %äUt man bem• 
nad) von P auf AB baß ~ot PQ un'o errid)tet bann in P auf PQ 'oaß 
~ot PR (2rufgabe 35), fo ift PR II AB. 

~eitere ~ufgaben. 

~ u f gab e 38. @:inen red)ten )lliinfel in btei glcid}e %eile 311 aedegen. 
~ufgabe 39. ~inen ~infel 1.1on 1200, 1350, 150o, 1650, 1050, 671j2o, 

521/2 0 311 aeidjnen. 
~ufgabe 40. @:in 'l>reiecf ABC 0u 0eidjnen, in tveldjem 

AB= 5 cm, <}:: A = 900, <}:: B = 600, 
ober AB = 6 cm, <(-. A = 450, <}:: B = 1050, 

,ober AB= 4 cm, <(-. A = 67'f20, <}:: B = 821f20 ift. 
~ufgabe 41. @:in gleid)fdjenfligeß :ilreiecf 311 3eid}nen, in tveld)em ber 

)lliinfel an ber epi~e 521/20 unb ber ed)enfel 5 cm groij ift. 
~ufgabc 42. @:in gTeid)fdjenUigcs :ilreiecf 0u 3eid}nen, beffen <Mrunb• 

linie 8 cm unb befien ill.linfd an ber <Mrunblinie 37 1/20 (ober beffen ill.linfel 
an ber 6~i~e 7 50) gro& ift. 

10. sralJite!. 

!)ie Jtougtueu~fäte 111 ttub IV. 

42. ?Betueis au .st3. III unb .sta. IV. 

91ad) bem ßufa~e ölt ~ef)rfa~ IX Hegt ber grö~eren tJon ötuei 
6eiten eines :Dreiecfe bet grö~ere ~infef gegenüber. :Der Winter, 
tue!d)er in einem ~reiecf ber ffeineren tlon ötuei @leiten gegenübet 
iiegt, ift bafjer ftete ein fl>i~er, unb bemnad) fann man ben btitten 
ber in 1Jh. 35 geltJonnenen 6ä~e in bet fo!genben ~orm auefvred)en: 

2e~tiaü XI. .sta. 111. ~Stintmen awei ~teiecfe überein in 
ber Gltöf2e aweier entilJted)enben eeiten unb be6 Glegenwinfef6 
bet gtöf2eten, io finb fie fongtuent. 

Unter ber ~nnafjme AC> AB unb DF > DE lautet bie 
~or. @e fei DE = AB, 4: E = <t: B, DF = AC. 
iBef). @13 ift 0, DEF ~ 6 ABC. 

@ntltJ. bee ~etu. ';tlem bei st~. I unb st~. II angetuanbten ~er• 
faf)ren entf!Jred)enb, fann man baß ';tlreiecf DEF fo auf ABC fegen, 
ba~ ber \ßunft E auf B, bie @leite ED auf BA unb tuegen 
bet ®!eid)f)eit ber @leiten DE unb AB aud) bet \ßunft D auf A 
fäUt. @e Hegt bann aud) bie @leite EF auf BC, tuei! <f-. E = <f-. B 
ift. ';tla aber bie !ßor. tueber über baß ®rö~entJerf)äitniß ber @leiten 
EF unb BC, nod) über bie lffiinfe! D unb A etwas auefagt, fo 
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fann nicf)t bettliefen ttJerben, ba~ aucf) bie britten ~cfen, unb eoenfo 
nidyt, bau bie britten Seiten ~ufammenfalien, unb bemnacf) ift ein 

B 

A 0 ~ettJeiß ber ~ongruen~ burdy ilecfung nicf)t 
möglicf). ID'lan mu~ bager berfucf)en, aus ber 
lBor. bie ~ebingungen ~u einem bereits 1>e· 
ttJiefenen Sai}e ao~ufeiten. 2egt man aber 
baß ilreiecf DEF fo an baß ilreiecf ABC, 
ba~ bie Seite DF auf AC, ber l,ßunft D auf 

: A unb tuegen ber ®feicf)geit ber Seiten DF 
' unb AC aucf) ber \l5unft F auf C fiiUt, unb 

c ~ F berbinbet man bann E mit B, fo tueift bie 
~igur auf ben ilrndyenfai} gin. ID'lan ljat baljer ~um ~ettJeife ber 
St'ongruen~ aus ber lBor. bie ~ebingungen bes ilracf)enfai}es ao5ufeiten. 

iBetveH!. Sft baß ilreieif DEF in ber nngegelienen )llieife nn bns 
~reied ABC gelegt unb E mit B berliunben, fo ift baß ~reieif ABE gleid)· 
fdjenf!ig, nljo -t: AEB = -t: ABE. 

ila alier nnd) ber ~or. -t: AEC = -t: ABC, 
fo ergielit bie ~nltlenbung bes ~. IV: -t: CEB = -t: CBE, 
unb jomit ift nnd) 2cl)rjn~ IX a CE = CB. 
~s ftel)en nlfo ülier BE 01t1ei glcidjfdjenflige ~rciede, unb bnl)er ift nndj 

2el)rfa~ Xa 6 AEC ~ 6 ABC, nlfo nudj D, DEF ~ D, ABC. 

2el}tfnt XII. Sta. IV. ~timmett awei ~teiecfe überein in 
ber ®röf'le aller entfvredjenben ®eiten, fo finb fie fongruent. 

~nttu. bes ~ettJ. @in ilecfungsbetueiß ift audy ljier nicf)t aus~ 
füf)rbar. 9J1an fann ~ttJar bas ~tueite ilreiecf fo auf baß erfte fegen, 
ba~ 3· ~- bie Seite DE auf AB, ber l.ßunlt D auf A, unb tueif 
DE = AB ift, audy ber \l5unft E auf B fiiUt; allein ba bie lBor. eine 
~e3ief)ung ~ltlijcf)en ben jffiinfefn D unb A, fottJie 31tlifdyen E unb B nicf)t 
entgiift, fo fii~t fidy baß ßufammenfalien ber ~ttJeiten Scf)enfef biefer 
jffiinfe!f'aare nicf)t bettJeifen, unb fofglicf) audy nicf)t bie ilecfung ber 
britten ~clf1untte. ilie ltleitere ~ntttJicffung ltlie bei ~3- rn. ilie 
~ebingungen bes ilracf)enfai}es folgen of)ne ttJeiteres aus ber lBor. 

~nmerlung 1. ~ie i8eltleife 3u Sf3. 1II unb Sf3. IV fönneu nudj mit 
58cnu~ung bes Sf3. II gefül)rt werben. 

~nmetfung 2. Sf3.IV ift nidjt nntvenb bar, ltlenn bie ~leid}• 
f)eit bltleier 6trcifen bellliefen werben foll. 

43. ftliung~lieifviele an Sta. III unb sta. IV. 
~irb in einem gleidyfdjenUigen ~reiecf bie 3ur ®runblinie gef)örige 

~öf)e gefällt, fo legrt bie 2lnfdjauung, baü burdj bie ~öge bie @runb• 
A linie unb ber ~intel an ber Spitje galbiert L roirb, unb fügrt fomit 5u 

®aij 38. ~n einem gfeid)fdjenHigen 
ilreiecf I)afbiert bie 3ur ®runblinie ge~ 

B _(! l)örige ~öf)e ben !minfef an ber Sf'ii}e 
D unb bie ®runbfinie. 
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® n t w. b e ß ~ e w. ~en ~eweis für ben erften ;teil ber ~e" 
~au:ptung liefert bie 2öfung ber 2Cufgabe 27. ~ür ben 3weiten :teil 
ift nad) ®inf 7 3u verfa~ren, alfo bie .lton~ruen3 ber beiben neben ber 
~ö~e Hegenben ~reiecfe 3U beroeifen. ~ie ~enu~ung beß ~3- m, bef\en 
~ebingungen aui3 ber )Bor. mit 2fnwenbung beß ®. I unb ®. III abgeleitet 
werben fönnen, fü~rt am einfad)ften 3um Siele. 

®rHärung: ~ie )Berbinbungslinie einer ®cfe mit bem Wlittel• 
:punlte ber gegenüber Hegenben ~reiecri3feite ~ei~t 9.R i tt e Hin i e. ßu 
jeber Seite ge9ört eine WlitteUinie. 

2. ~irb weiter*) bie r.5pi~e eines gleid)fcl)enfHgen ~reiecfs mit 
bem Wlittelpunfte ber ®runblinie verbunben, fo leitet bie ~igur (f. ~ig. 
3U 6ai} 38) 3U bem 

®at 39. Sn einem gfcid)fd)enffigen ~teiecf fte~t bie 
5ut @lrunbfinie ge~örige WCitteffinie fenfrecl)t auf ber @lrunb~ 
Hnie unb ~aUiiert ben Winfef an ber ®t.Ji~e. 

@ntro. bes ~ew. )Bor. @3 fei AB= AC unb BD =CD. 
~ef). ~ß ift AD ..L BC unb <):: BAD = <):: CAD. 

'Jlacl) ~inf 1 ift aunäd)ft 3u beroeifen, ba~ <):: ADB = <):: ADC ift. 
~ei ber 2age ber ~infel mu~ 3u bem .Swecfe geaeigt werben, bat 
D, ADB ~ D ADC ift. ~a bann aber aucl) -1::: BAD = <):: CAD ift, 
fo genügt biefe Stongruen3 für lieibe ~e9auptungen. 2rm bequemften 
geftaltet fid) bie mnwenbung bes Sta. IV; inbeflen fann aud) Sta. n be" 
nui}t werben. 

~a in einem \l5unfte einer ®eraben nur ein 2ot auf berfelben 
möglid) ift, alfo baß 'illeitte[(ot ber ®runblinie BC beß gleid)fcl)enfligen 
SDreiecfs ABC nad) 6ai} 38 mit ber .s)ö9e .AD aufammenfallen mu~, fo 
ergiebt fid) ber 

ßufa~ äU @Ja~ 38 ober 39. Sn tinem gfeid)fcf)ennigen 
':Dreiecf ge~t baß IDHtteHot ber ®runblinie ftet5 burcf) bie 
® f1 i ~ e. 
unb ljierauß bie 

~ofgerung. ~ie ®.).litJen affer über berfelben ®runb• 
linie ftef)enben gfeicf)fcf)ennigen l)reiecfe Hegen auf bem 
WCitteHote ber @lrunbfinie. 

Z5n ~erbinbung mit 6aij 30 fü[jrt biefe ~olgerung 311 bem 
6leometr. Ort 3. ~a~ 'DlitteUot einer ®tretfe ift ber 

geometrifd)e Ort für alle \Pnnfte, bie uon ben beiben Q:nb,punften 
ber ®tretfe gleid)weit entfernt finb. 

3. ~irb fcl)liej3lid) in einem gleicl)fd)enfligen :llreiecf ber ~infel an 
her 6piije ~albiert, fo leitet 'oie ~igur 3u 

®at 40. Sn einem gleid)fd)enHigen ~reied ftef)t bie 
~albierungßlinie bes WinfeU an ber 6~i~e fenfred)t auf 
ber @lrunblinie unb f)afbiert biefefbe. 

*) ilie 6ä~e 39 unb 40 finb natütlidj al~ iYo!gerungen au~ 6a~ 38 
an3uje~en (f. 6a~ 41). Sjier bienen fie lebiglid) nl~ Ubung~lieif-!liele. 
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~ntw. bes ~em. lnor. ~B fei AB= AC unb <r.BAD=<t:.CAD. 
~e~. ~ß ift AD .L BC unb BD = CD. 

:tlen ~eweis für ben erften :t'eit ber ~e~auvtung liefert bie ~öfung 
ber 2l:ufga&e 26. 3ür ben aweiten ':teil ift nad) [ßint 7 l>ie stongruena 
ber :tlreiede ADB unb ADC aus ber lnor. a&5uleiten. ,ßur lllet< 
wenbung fönneu .lt3. I, st5. II unb nad) einem Ueinen Umwege aud) 
sta. III gelangen. 

:tlie 6ä~e 38-40 fönneu mit bem ,ßuf. 5u 6a~ 38 vereinigt 
werben in l>em folgenben 

®at 41. Sn einem gleid)jdjennigen 'l)reiecf finb 
a) b~ß 3ur ®runl>linie gehörige 9nitteHot, 
b) bte 11 11 11 9nittellinie, 
c) bie " 11 11 ~ö~e 

unb d) bie ~al&ierungslinie bes [ßinfels an her 6vi~e 
~etß l>iefel&e ~ini~ 

4. ~uf ben 6d)enfeln eines [ßinfels A werben gleicljlange ~ote 
A mid)tet unl> btttd) bie ~nbvuntte berfel&en 'q3aral< 

Ie!en 3u ben 6d)enteln ge5ogen, auf benen fie 
fenfred)t ftef)en. [ßirb bann ber 6d)nittpunft p 
'l!iefer 'q3araUeien mit ber 6pi~e A ner&unben, 
fo lef)rt bie ~nfcljauung, baß 'tlie mer&inbungs< 
Iinie PA l!en [ßinfe( A ~alliiert, unb leitet 
bamit au 

®at 42. 6inb bie ~bftänbe eines 
\l3unftes tlon ben 6djenfefn eines m3infdß 

gleid)grof3, jo Hegt ber l,ßunft auf ber S)nlbierungslinie 
bes ~infds. 
~ntm. b e ß ~ ew. lnor. G;s fei PQ .L AQ, PR .L AR, PQ = PR. 

~e~. G;s ift <t:_ P AQ = <r. PAR. 
~ei ber ~age ber [ßinM ift nad) [ßinf 6 au nerfaf)ren unb bie 

stongruena ber ~reiede P AQ unb PAR au &eweijen. IDlan weij3, baj3 
bie m3infel PQA unb PRA red)te finb; man weiß ferner, baj3 bie ~ote 
gleicljlang finb un'tl baj3 PA & ei b e n ~reiecfen ange~ört, unb fann baraus 
'tlie ~ebingungen beB sta. III Ieidjt ableiten. 

:tlie lner&in'tlung l!iefes 6at2es mit 6at2 29 liefert ben 
6leumetr. Ort 4. \ilie .\lnlliierungßlinie eineß n\infelß 

ift ber geometriid]e Ort für aUe \Punfte, tueld]e tJon feinen 
®d]enfeln gleicljen ~bftnnb ~nben. 

~ n m e dun g. ßtuei fiel} j d}neibenbe &eraben liilben mit einanber uier 
iilltnfel, bereu S)alliierung~Hnien ein fiel) redjttuinflig fdjneibenbe~ &erabenfreu3 
(6a~ 8) 3ujammenje~en. ~ieje~ &erabenfreu3 ent~ält aUe \l!unfte, tueld}e uon 
ben bciben erften &eraben gleidjtueit entfernt jinb. 

5. ;tlurd) Umfef)rung beB 6a~eß 23 erf)iilt man: 
®at 43. @:>i nb in einem !Biered bie gegenüber Hegen• 

ben @:>eiten lJnnr\JJeiß g{eid)grofJ, fo finb fie nud) l>nnrllJeiß 
l'ntaHei. 
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@:ntro. ließ j8ero. !Bor. @:s fei AB= CD unb AD = BC. 
~M). @s ift AB !I CD unh AD II BC. 

D 
?Rad) ~inf 2 ~at man ~u ~eigen, baß l!ie 

®eraben AB unb CD mit einer hritten ®er allen 
gleicl)e ®l. ~- oller ~- ®. liilhen, unh basfellie 
gilt von hen ®eraben AD unb BC. ?nimmt 
man als fcl)neibenhe ®erahe für li ei b e \ßaare 
eine her <;Diagonalen, etroa AC, fo muß man 

A · 1J liemeifen, baß <}::: BAC = <}::: DCA unb 
<}:::BOA=<}::: DAC ift. SDies fann nacl) )ffiinl 6 hahurcl) gefcl)e~en, haß 
man hie stongruen3 her lieihen 'l)reiecte ABC unb CDA nacl)roeift. ~n· 
wenhbar ift nur st3. IV, 'oa st3. I, !t3. II unh st3. III hie ®leicl)~eit von 
9.Binfeln liereits vorausfe~en unb l)ier alle ~intel unbdannt finb. 

6. ~ucl) her 6a~ 28 fann umgefe~rt roerben unh fü~tt bann ~u 
®ai; 44. 6inb affe 6eiten eineß iSierecU gfeicl)grofl, 

fo ftel)en feine :lliagonafen fenfrecl)t auf einanber unb l)af~ 
bieren fiel) geg enf ei tig. 
@ ntro. he s j8 ero. !Bor. @3 fei AB= BC = CD = DA. 

c ~el). @a ift AC .L BC, AO = CO unb BO = DO. 

'l)ie jJigur erinnert an ben SDracl)enfaf2, belfen 
~nroenbung am bequemften 3um Siele fül)rt. <;Die ~e· 
bingungen besfelben finb in ber !Bor. erfüUt, einerlei 

.o ob man A unh c ober B unb D als 6pif2en her gleicl)• 
fd)enUigen SDreiecte roä~lt. ?Rad) :1:eil c) lies s.\el)rf. X 
ifi '!lesl)alli AC .L BD unh nacl) ~eil d) AO = CO, foroie 
BO = DO. 

7. 9.Benn in her jJigur bes 6af2es 27 bie lieiben 
A :lliagonalen gleicl)grofl ge3eicl)net roerben, fo Iel)rt h!e 

~nfcl)auung, bafl nicl)t nur hie gegenüber Hegenlien, fonhern aucl) bte 
auf einanber folgenben ®infel gleicl)grofl finh. SDa nun hie 6umme 

c aller )ffiinfel eines !Bierects 4 R lieträgt, fo 
~-----~· ift jeber her unter einanbet gleicl)en [ßinfel 

ein recl)ter, un'o fomit ergiebt fiel) her 
®at 45. 6inb in einem !Bierecf 

mit ~aarll:leiß gfeicl)en (unb besl)afb nad) 
@ia~ 43 aucl) ~aarll:leiß ~arallefen) ®egen~ 

A B feiten bie :lliagonalen gleid)grofl, fo 
finb alle ~infel be5fe!ben red)te [ßinfeL 

Q:ntro. bes j8ero. !Bot. @s fei AB= CD, AD=BCunbAC=BD. 
~el). @s ift <}::: A = <}::: B = <}::: C = <}:: D = R. 

SDa <}::: C = <}::: A unb <}::: D = .g::: B ift (6af2 18), fo genügt es, ~u 
beroeifen, baß 1::: A = <)::. B = R ift. ~un finb A unb B @rg. [ß. bei 
ben \ßarallelen AD unb BC. ?Rad) 2e~rf. IV ift hal)er A + B = 2R, unb 
hemnacl) bleibt ber ~acl)weis 3u liefern, hafl -;r A = .g:: B ift. ~ei her 
2age ber ~infel fann nur nacl) [ßinf 6 verfal)ren werben. <;Die beiben 
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~intel liegen in ben :nreieden BAD unb .ABC ben gleid)en (5eiten 
BD un'o AC gegenüber unb finb beß~alb gleid)gro~, wenn biefe :nreiede 
fongruent finb. ,ßur )!lerwenbung rann nur St5. IV (.AB = AB, .AD = BC 
unb BD = .AC) gefangen, ba bie ~e5ie~ungen 5wifdjen ben entfvred)en~ 
ben ~infeln fämtlid) unbefannt finb. 

:nie Umfe~rung beß uorhergef)enben (5a~es lautet: 
~at 46. @linb bie ~infef in einem ~ierecf mit .):Jaar• 

Weiß .):Jaraf!e!en ®egenfeiten redjte [ßinfef, fo finb bie ~ia" 
gonalen gleidjgro~. 

:ner ~eweis biefes @la~es wirb mit 'iBenu~ung berfelben :nreiede 
.ABC unb B.AD burdj ~nwenbung beß St5. II geliefert. 

44. Übung~beiflJiele au .st:a. I bi~ .st:a. IV. 
1. %ür baß gleidjfdjenflige 'Ilreied gelten bie folgenben, leidjt 5u 

beweifenben 6ä~e: 
®at 47. GHeidjfd)enHige 'Ilreiede ~nb fongruent, wenn 

fie übereinftimmen in ber ®röee 
a) ber ®runblinie unb eines ~infeis an ber ®runblinie (St~. I), 
b) ber ®runblinie unb beß ~intels an 'oer !Svi~e (St0. I), 
c) ber ®runblinie unb eines (5djenfelß (St3. IV), 
d) eines 6d)entels unb bes ~infels an ber !Svi~e (St3. II), 
e) eines (5d)enfelß un'o eines ~infelß an ber ®runblinie (St0. I), 
f) ber @runb{inie Un'o ber 3ur @runblinie Ober 3U einem (5djenfel 

ge~örigen ~ö~e (St~. II unb St~. I), 
g) eines (5d)enfelß unb 'oer 0u einem !Sdjenfel ober 'oer ®run'olinie 

ge~örigen ~ö~e (St0. III). 
eiat 47a. ~in 'Ilreied ift gleid)fd)enflig, wenn a) eine feiner 

~ö~en mit ber ~uge~örigen WHttellinie ~ufammenfäUt (St0. II) un'o b) 
0wei feiner ~ö~en gleid)gro~ fin'o (St~. ill). 

2. %ür 'oaß redjtwinHige 'Ilreied gelten 'oie !Sä~e: 
eiat 48. ffied)twinHige 'Ilreiecre finb fongruent, wenn fie 

übereinftimmen in 'oer @rö~e 
a) 'oer bei'oen Statl)eten (St3. H), 
b) einer Stat~ete un'o bes il)r anliegen'oen fvi~en m.linfelß (St0. I), 
c) einer Statl)ete unb 'oeß gegenüber Hegenben ~infelß (St0. 1), 
d) ber ~t)'POtenufe un'o einer Statl)ete (St3. III), 
e) 'oer ~t)votenufe unb eines fvi~en ~infels (St~. 1). 
%olgerung aus 48b ober c. ®leid)feitige :nreiede finb fon• 

gruent, wenn fie in 'oer ®röee einer ~öl)e übereinftimmen. 
3, eiat 49. @5inb in einem ~iered crltlei gegenüber 

fiegenbe @leiten .):JaraHel unb 31tJei gegenüber liegenbe 
~infel gleid)grot, fo ift audj bas 31tJeite ~aar ber gegen" 
über Hegenben !Seiten .):Jara!feL 

$)ie ~ntlllicUung fü~rt ba3u, bie $)iagonale, llJeldje ben gleidjen ~infeln 
gegenüber liegt, au 0ic~cn unb bann ~3· I, ,ßuj. 0u benu~en. 

eiat 50. ~irb ein ~iered burdj jebe feiner ~ingonnlen 
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in crttlei fongruente ;J)reiede crerfegt, fo finb feine gegen" 
über Hegenben jlliinfef l:Jaartuei~ g!eidj unb feine gegenüber 
Hegenben Seiten l:Jaarweis l:Jaraner. 

~er \SatJ ift ein Übung~bei[lJiel aur >lkftimmung ber entjpredjenben 
6tücfe in alllei fongruenten ~reiecfen. 

45. ~ufgaben. 

~ufgabe 43. (@.lrunb·~ufgabe). ~n einem gegebenen l.ßunfte P 
einer ®etabeu ®. (o~ne >Benuvung bes ®rabmefjer~) einen ge. 
gebeneu liDinfel a an biejelbe anaulegen. 

~uflöjung. 2lngenommen, bie ßeidjnung jei ausgefü~rt, jo muü nadj• 
gellliefen werben fönnen, baß ber angelegte liDinfel QPR gleidj a ijt. >Bei 

ber beliebigen 2age bes l!ßinfel~ a fann 
A biefer >Bcwei~ nur nadj l!ßinf 6 geliefert AL werben. ilemnadj ~at man 0wei fongruente 

Jl ~reiecfe ~er0ujtcUen, in benen a unb QPR 
aHl entjpredjenbe liDinfel uortommen. ~iejer 
~orberung genügt man, wenn man bie 

p <1 a Geljentel bes l!ßinfel9 Cl burdj eine ®erabe 
in ben \ßunlten B unb C fdjneibet unb bas 

~reiecf ABC nodj einmal fo 0eidjnct, bafl P ber ~cfe A entjpridjt unb bie 
AB entjpredjenbe Geite auf ber gegebenen ®eraben liegt. ßur ~nwenbung 
fann nur .lf0. IV gelangen, unb ba~er ijt bas 0weite SDreiecf fo ~er0ufteUen, 
baß es mit ABC in ber ®röfle aller Seiten übereinftimmt. liDerben bie 
l.ßunfte B unb C fo gewä~lt, baß AB = AC ijt, jo erglitt man ~iernadj bie 

8 eidj nung. IDlan bejdjreibt um ben Gdjeitelpunft A bes l!ßinfel~ ct 

einen .!freie, ber bie 6djenfel in B unb C trifft, jdjlägt um P mit bemjelben 
~albmeffet einen Sfreiß 1 bet bie ®erabe in Q jdjneibet 1 aeidjnet bann um Q 
mit bem ~albmeffer BC einen weiteren Sfrei~, ber ben um P bejdjriebenen 
§rei~ in R trifft, unb uerbinbet j djließlidj R mit P. 

~ufgabe 44. ilurdj einen l.ßunlt P aujjer~alb einer @leraben AB 
(o~ne >BenutJung be~ @.lrabmeffers) bie jßaraUele 3U berjelben au 3ie~en. 

~ u flö jung. !nadj 2egrjat) JII finb 0Wei ®eraben lJarallel, wenn fie 
mit einer btitten ®eraben gleidje @{. liD. bilbcn. ßicgt man aljo burdj P 
eine ®erabe, weldje AB fdjneibet, unb legt einen ber entftanbenen liDinfel in 
P an bie jdjneibenbe ®erabe jo an, bau ®l. lill. entfte~en, jo ift ber 0weite 
6djenfel be~ angelegten l!ßinfels bie gcfudjte l.ßaraUele. 

~rfl ä r u n g. ßur 2lbfüqung joUen bei bem ilreiecf ABC be0eidjnet werben 
bie Geite BC mit a, AC mit b, AB mit c, 
ber liDinfel A mit a, B mit ß, C mit y, 
bie {)ö~e 0u BC mit ha, 0u AC mit hb, 0u AB mit hc, 
bie rolittellinie 0u BC mit ma, 0u AC mit mb, 0u AB mit mc, 

unb entjpredjenb bie brei )ffiinfel~albierenben mit wa, w1~, w r· 
~ufgalie 45. ~in ~reiecf 0u 0eidjnen aus a, ß, y. 
2l u f g a Ii e 46. ~in QJierecf mit paarweie parallelen @legen[eiten 3U 

oeidjnen aus 
1. 3111ei (benadjbarten) Geiten unb bem liDinfel 0wijdjen benfelben, 
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2. 3wei (Ilena~Ilarten) (Seiten unb einer 'l)iagonale, 
3. einer 6eite unb ben 6ciben 'l)iagonalen (6av 27), 
4. ben Ileiben 'l)iagonalen unb bem uon il)nen geililbeten m!infel. 

2lufga6e 47. ~in gleirf)f~enfliges 'l)reiccl 31t &ei~nen aus ber ®runb• 
linie unb bet ba3u gel)örigen ~öl)e (Ort 2 unb 3). 

2l u f g a Il e 48. ~in glei~jeitiges 'l)reiecl au~ bet ~öl)e 3U 3eicl)nen. 
m u f g a Il e 49. ~in re~twinftiges 'l)teiecl 31t &eicl)nen aus 
1. ben {leiben Statl)eten, 
2. einer Sfat~ete unb bet ~t)lJotenuje, 
3. einer Statl)ete unb einem bet fl!i~en \lllintel, 
4. ber ~l)potenufe unb einem ber !Viven )lßintel. 

2l u f g a Il c 50. ~in 'l)reiecf 311 3ei~nen aus a, b + c = s, a. 
2l u f 1 ö I u n g. Otbnet man Ilei bem Ileliciligen 

'l)reied ABC bie 6eite BC bet gegeilenen 6eite 
a 3u unb abbiert AC 3u BA, um in BD bie 
6trecfe &U erl)alten, bie ber gegeilcnen 6eitenfumme 
entjpti~t, jo entftcl)t bur~ 58et6inbung ber \ßunfte 

g r: D unb C ein gleid)jd)entligeß 'l)teiecf ADC, beffen 
\lllinfel D nad) 6a~ 31 glci~ If2 BAC ift, alfo bem 

\lllintel ; entjpri~t. 58on bem 'l)reicd, bem baß 'l)reiecf BDC entjprid)t, 

fcnnt man alfo &Wei @leiten unb einen ber ni~t eingefd)loifenen m!intel, unb 
bemna~ fann basfe1Ile ge 0ci~net werben. (6tene BD = s l)er, lege in D an 
DB ben \lllinfel ~ an unb Ilei~teiile ben Sfteiß B, a, ber ben 3tueiten 

6~enfel beß \lllinlels D in C trifft. ßwei 2öjungen.) 6oilalb BDC ge• 
funben ift, ergteilt fid) A bur~ IJ{nwenbung beß Drtes 3. 

2l u f g a Il e 51. ~in 'l)reiecf lJU f~eid)nen aus a, b- c = d, a. 
2luflöfung. ~n bem 'l)reiecf ABC möge bie 

@leite BC ber 6eite a entjpre~en. ßiel)t man AB 
uon AC ail, um in CD bie 6trecfe 311 erl)arten, bie 

\ ber gegeilenen 'l)ifferenlJ entjprid)t, fo entftel)t butdj 
.4' lBerilinbung ber \ßunfte D unb B baß gleidjfdjenflige 
+~ ~ 'l)reiecf ABD mit bet 6Vi~e A, unb bal)er ift ber 

~==~ \lllintcl BDC = R + 1)2A. lBon bem 'l)reiecf, bem 
BDC entjpridjt, fennt man aljo &tuei Seiten unb 

einen ber ni~t eingefdjloffencn \lllintel. 'l)as tueitet:e wie Ilei 2lufgaile 50. 
~ine 2öfung. 

2lufga6e 52. ~in 'l)teiecf lJU &eidjnen aus a+b+c=s, (I, y. 
2l u f l ö f u n g. 6tent man Ilei einem 'l)reiecf ABC bie Summe feinet 

@leiten baburdj l)et, ba~ man an BC uon B aus bie @leite BA unb uon C 
A aus bie Seite CA anträgt, unb 

ber6inbet man A mit ben neuen 
~nbpunften D unb E, fo finb bie 

./'' c ~ 'l)reiccfe BDA unb CEA gleidj· 
JJ a. e fdjenflig, alfo 4: D = 1/. B unb 

4: E = 112 0. 'l)aß ~reied ADE 
ift bal)et Ileftimmt (2lufga6e 45), unb bamit finb es aud) bie \ßunfte B unb C, 
weil fie bie 6l!i~en bcr glei~fdjenf!igen i)reiecfe finb (Ort 3). 



10. Sfal'itel. ~ie Sfongruen3fä~e III unb IV. 63 

ilie geometrijdjen Örter 1 unb 2 gelangen befonbers 0ur l8ertuenbung 
bei ber 2öjung ber folgenben ~Iufgaben : 

m u f gab e 53. @:in gleicf}jdjenUiges ilreiect 3u 3eidjnen auß einem 
6djenfel unb ber ba3u ge~örigen "'ö~e. 

mufgabe 54. @:in 'lJteiecf 3U 3eidjnen aus 1) a, b, ha. 2) a, ß, ha. 
3) a, ha, ma. 4) «, b, hb. 5) «, b, mb. 6) «, b, m c. 7) «, hb, hc. 
8) «, hb, mb. 9) «, hb, mc. 

mufgabe 55. @:in ilreied 3U 3eidjnen aus b+c, «, hc. 

6. mufgabe 50. '!Iet \'ßunft C ift beftimmt burdj hc unb -9::: D = i· 
m U f g Q b C 56. @:in 'lJteiccf lJU oeidjnen aus b + c, a, hb. 
~ufgabe 57. @:in 'llreied 3u 3eidjnen aus a+b+c, ha, ß ober 1'· 

6. lll u f g ab e 52. 58 leibt BC bei ber 58ilbung ber \Summe liegen, fo er• 
geben fidj für A aus ha unb ß 3tuei geometrifdje Örter. 
Q;ine weitere mei~e uon 2lufgaben fnüpft fic§ an eine lBe3ieijung an, 

nie amifc§en amei mreiedsfeiten unb ben au i~nen ge~örigen Sjöl)en be• 
fte~t. 2lbbiert man nämiic§ aunäc§ft bei einem mreiect ABC bie Seiten 

b unb c unb fällt uon bem ~nbpunfte D bcr 
IJ Summe baß 2ot DB2 auf (bie lBerlängerung 

'oer Sjöl)e) BB11 fo wirb ba'ourd) auf BB, ein 
Bz Stüct B,B2 begren3t, baß g{eic§ CC1 ift. menn 

aiel)t man AE parallel au B, B. I fo ift aunäd)ft 
AE = B, B 2 (Saij 23). ma ferner bie ~reiecte 
.ACC, un'o ADE nad) sta. I fongruent finb (weil 

B <)::: C, = .g: E (= R), <)::: C,AC = <):::D (@{. ®. 
an '.ßaraUelen) unb AC= AD ift), fo ift AE 

aud) g{eic§ CC11 unb baraus folgt bie ®leic§l)eit B, B 2 = CC,. mem• 
nad) ift BB2 = hb + hc. ~u!S 'oer angegebenen stongruena ergiebt fic§ ferner 
bie ®leic§l)eit AC,= DE, un'o ba EB2 =AB, ift (Sai2 23), fo folgt 
DB2 ~~Cl~.+AB,. m· . C1'l • :t f 't "". "-"" '{ .,.. 

\2i r 1 a r u n g: .vte au etner .vreteuß et e ge"Jottge "."o.,e tet t ute• 
fellie in amei ZeHe, me!c§e ~rojeftionen ber anbern Eieiten auf nie 
erfte genannt werben. 

lBeaeic§net man bie ~rojeftion ber Seite a auf b burc§ Pab, alfo 
AB, burc§ Pcb unb AC, burc§ pbc, fo ift DB2 = Pcb + Pbc. mie Seiten 
be!\1 red)tminnigen ~teiedß DBB2 finb bemnad) gleic§ b + c, 
hb + hc, Pbc + Pcb. 

Siegt man bagegen AB uon AC ab unb fällt uon bem ~nbpunfte 
D 'oer ~ifferen3 b- c baß 2ot DC2 auf CC, 

A _ _ fo roirb baburd) auf cc, ein Eitüct c, C2 ab• 
-- gefc§nitten, baß gleic§ BB, ift. ~enn aiel)t man 

mie'oer 'oie ~araUele AE 3u CC,, fo ift aunäd)ft 
AE = C, C2 (Eiaij 23). ma aber nie mreiecte 
ABB1 unb ADE (weil <):::B, = <)::: E (= R), 

~---~--=="""-C <)::: A = <)::: D (®.®.an ~araUelen) unb AB= 
AD ift), fongruent finb, alfo BB, = AE ift, 

fo folgt mienerum c, C2 = BB,. ~ß ift bal)er cc. = llc -hb. ~n gleid)er 
m!eife ergiebt fiel) DC. = EC.- ED = AC,- AB,= pbc- Pcb- ilie 
Seiten beß rec§ttuiÜH. mieiectß CDC, finb bemnac§ gleic§ b- c, 
hc - hb, pbc- Pcb. <Eß 6eftel)t 'oal)er ber 
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®nt 51. ~ie 6umme (~ifferen3) 31Veier ~reiedi3feiten 
bi!bet mit ben 6ummen (~ifferen3en) ber jU i'f)nen ge• 
f)örigen .\)öf)en unb if)rer l,ßrojeftionen auf einanber ein 
red}twinffigei3 ~reiect ~ie ®eitenfumme (·bifferen3) ift bie 
.\)~jlotenufe biefei3 ~reiedi3, Wiif)renb ber Winfd, wefd}er 
ber .\)öf)enfumme (·bifferen3) gegenüber liegt, gfeid} bem 
t>on ben beiben @leiten eingefd}!offenen Winfef ift. 

m: u f gab e 58. @:in 'l)reiecf 0u 0eidjnen aus 1) b + c, hb, hc. 2) b + c, 
Pbc, Pcb. 3) b, c, hb + hc. 4) b, c, Pbc + Pcb. 5) b, hb + hc, Pbc + Pcb. 
6) hb + hc, Pbc, pcb· 7) hb, hc, pbc + pcb. 

m: n 1 e it u n g 3 ur il ö f u n g. 'l)ie gegebenen 6tüd:e beftimmen bas 
'l)reiecf BDB2 unb einen ber \l!unfte A, B, ober E. 'l)er tucitere }ßerlauf 
ber Beidjnung ergiebt fidj aus ber @:igenfdjaft bet ~ö~e. 

2lufgabe 59. @:in 'l)reiccf 3U 0eid)ncn aus 1) b-c, hb, hc. 2) b-c, 
Pbc, Pcb. 3) b, c, hb- hc. 4) b, c, Pbc- Pcb. 5) b, hb- hc, pcb- Pbc. 
6) hb - hc, pbc, Pcb· 7) hb, hc, pbc - Pcb. 

\l(nleitung 0Ut i\öfung. 'l)ie gegebenen 6tüd:e beftimmen bas 'l)reiecf 
CDC2 unb einen ber ~unfte A, C, ober E. 'l)as ltleitere ltlie in m:uf" 
gabe 58. 

Bie~t man in einem 'l)reiecf bie ilinien wa unb ha unb be0eid)net ben !ffiinfel 

01t1ifdjen 7Ca unb ha mit cp, jo ift i ± cp = R - p unb ~ + cp = R - y. 

@:s folgt ba~et burdj Subtraftion: 2 cp = ± (p - y ), aljo cp = ± P 2 r. SJietan 

jd)lieflt fid): 
ll(ufgabe 60. @:in 'l)reied oU 3eid)nen aUS 1) ha, {I- y, a, 2) Wa, 

P-r, a. 

11. srajlitd. 

!'ie 6efouberrn ~nullte im ;;>reiedi uub ~ieredi. 
46. ~er ®d}nittvunft ber mUttellote unb m.\iufelljalbieruug6" 

Iinien. 
)Sou ben t>ier geometrifd}en :Örtern Hefert 

Ort 1 eine 53inie für a[e t>on einem $untte, 
Ort 2 " " " " " einer @eraben, 
Drt 3 " " " " 3 w ei $untten, 
Drt 4 " " " " " 3 IV ei @eraben 

gfeid}Weit entfernten $unlte. maturgemiifl reif)t fid} an biefe ßu" 
fammenfteUung bie ~age an, ob ei3 aud} eine 53inie giebt, beten 
fiimtfid}e l,ßuntte t>on brei unb mef)r gegebenen $unften, be3. t>on 
brei unb mef)r gegebenen @eraben ftetß bie gfeidje ~ntfemung be" 
fi~en. 
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1. ~in jjSuntt, ber tJon A unb B gfeid)ttJeit entfernt fein foU, 
Hegt nacf) Drt 3 auf bem 9Rittelfote bon AB; ebenfo Hegt ein bon 

/ 
/ 

---- _A 
B unb einem britten jjSunfte C gfeicf)tueit ent• 
fernter l,ßunft auf bem 9RitteHote bon BC. ~s 

'' ', ift baf)er nur bann ein jjSunft borf)anben, ber bon 
\ A, B unb C bie gfeid)e Q:ntfernung befii}t, ttJenn 
\ bie 9Ritteffote tJon AB unb BC ficf) fcf)neiben, 
J b. f). tuenn A, B unb C nicf)t auf einer <Meraben 

.,.,c.----!,.-----"~:c Hegen, fonbern bie (;l;cfen eines 'Ilreiecfs finb. 1Be• 
.- -' ftimmen aber A, B unb C ein 'Ilreiect, fo ift ber 

6d)nitt\)unft 0 ber 9Rittef1ote tJon AB unb BC 
einer ber gefnd)ten jjSunfte. ~in ttJeiterer jjSunft fönnie nur baburd) ent• 
fteljen, ba)3 man bie 9J1itteHote bon AB unb AC ober bon BC nnb AC 
tuäljfte. ~erbinbet man aber 0 mit bem 9Rittefpunfte F bon AC 
unb beacf)tet, ba)3 bie baburcf) entftef)enben ~reiecfe OF A unb OFC 
nacf) Sf&. IV fongruent finb unb bemnad) <t OF A = -t: OFC ift, fo 
fieljt man, bat OF bas britte 9Ritteffot ift, bat affo bie beränberte 
m3aljf ber 9Rittelfote feinen tueitmn jjSunft fiefert. ~ie ~age nad) bem 
~orf)anbenfein eines geometrifcf)en Drtes mut baf)er berneint ltJerben; 
bie Unterfud)ung fiefert tJiefmef)r ben 

®at 52. ~ie brei 9Ritteffote eines ~reieds fcf)neiben ficf) 
in einem jjSnnHe, ber tJon ben brei Q:cfen gfeid)ttJeit entfernt ift. 

iYoigernng 1. ~ie brei ~den eines ~reiecfs liegen auf einem 
Sfreife, beffen 9Rittefpunft ber 6cf)nitt\)nnft &ltleier 9J1itteffote ift. ~iefer 
Sfreis ljei)3t ber bem ~reied umgefd)riebene st'reis. 

iYofgernng 2. ~urcf) brei nid)t in einer @eraben fiegenbe 
l,ßnnfte ift ein ein~iger st'reis beftimmt, ber burd) biefefben f)inburcf) gef)t. 

2!ufgabe 61. (&runb•2!ufgabe.) 58efdjreibe ben Slrei~, ber burdj brei 
nid)t in einer &erallen liegenbe jßunfte ge~t. 

~on uier l,ßunften A, B, C un'o D fann {jiernad) nur bann ein 
jjSuntt gleidjweit entfernt fein, wenn D auf bem 

JJ burd) A, B un'o C beftimmten Streife liegt. 3ief)t 
man in 'oiefem ~aUe 'oie @:leiten bes ~ierecfs .ABCD 
unb uerbin'oet bie @cfen besfelben mit bem Wlittel• 

"'-:--~C:punfte 0 bes Streifes, fo entftef)en uier gleid)fdjenf< 
n lige ~reiecfe, un'o 'oaf)er ift und) 2ef]rfaij IX b 

4:: O.AB = 4: OBA, 
4:: O.AD = -t: ODA, 
-t·OCB = -t_ OBC, 
..g::: OCD = 4:: ODO. 

'Rad} @. IV ift 'oes{jalb -<t BAD+ 1::: BCD = ..g::: ABC+ <t.ADC, 
unb ba bie @3umme ber ®infet eines ~ierecfs 4 R beträgt, fo fin'o in 
bem ~ierecf .AB CD 'oie gegenüber Iiegenben m3infel fu:p:plementar. ~ieraus 
erglebt fiel} anniid}ft 'oer 

lJn ü ll e t, ~lanimettie. 5 
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®ttt 53. 2iegen bie @den eines l8iere1U auf einem 
R'reife, fo finb feine gegenüber Hegenben ?!iHntel f'aartueis 
1 Uflf11em en tar. 

metragenaber 31t1ei gegenüber liegen'oe ID.\infel eines )Eieredß 3Ufammen 
XI..... 2 R, fo ift audj ftets ein ~reis vor~an'oen, ller llurdj 

: ', feine <%den ge~t. :nenn ginge 'oer burdj A, B un'o 0 
lieftimmte .Rreis nidjt audj llurdj D, foullern fdjnitte 
'oie 6eite AD in X, fo mürbe burdj !Berbinllung 
'oes \ßunftes X mit c ein mierect entftel)en I in 
weld)em 'oie m.linfelfumme B + X = 2 R wäre, 
un'o ba B + D = 2 R ift, fo mü~te X = D fein. 
:nies ift aber nad) ~olgerung 2 &u 2e~rfat V 
unmöglidj, unll llal)er mu~ 'oer ~reis l!urdj D ~in" 
'ourd)ge~en. :3)emnad) befte~t aud) l!er 

®ttt 54. }Betragen in einem mierecf 31tlei gegenüber 
!iegenbe m.linlef 3Ufammen 2 R, fo Hegen feine @den ftetij 
auf einem Sfreife. 

2. @ioif ein \ßunft bon 5tuei @eraben ®1 unb @2 gfeidjtueit 
entfernt fein, fo muf; er nadj :Drt 4 auf ber ~albierungslinie bes 

A [ßintelß A biefer ®eraben liegen; eoenfo mu\3 ein 
l.ßuntt auf her $)aHiierungs!inie bes Winters B 

tja 01tlifdjen ®1 unl:l ®3 ober bes m!infe!ß C 01tlifdjen 
®3 unb ®2 liegen, ltlenn er tJon ®1 unb ®3 ober 
tJon ®s unl:l ®2 gleid)weit entfernt fein foU. @s 

ß. f!c c C ift baljer nur bann ein \ßuntt oorf)anl:len, her bon 
.} ®1 , ®2 unb ®3 bie gieid)e @ntfemung 'befi\}t, ltlenn 

fidj minbeftenß ~ltlei ber ~a!bierungsfinien fdjneiben, b. {). ltJenn nidjt 
bie brei ®eraben .)laraUe! berlaufen. lSHben bie brei ®eraben ein 
~reiecf, fo fdjneiben fidj ljiernadj bie ~afbierungslinien ller Wintel 
A unl:l B in einem \ßunfte 0, ber bon ben brei @leiten gleidjltleit 
entfernt ift. @in ltleiterer \ßuntt mit berfelben @igenfd)aft fönnte nur 
bann entftef)en, ltlenn man einen ber Winfel A unb B mit 0 ber• 
taufdjte. !Berllinbet man aoer 0 mit 0, fo entftef)en 0tuei fongruente 
~reiede OEO unb OFC (R'0. Ill), unb l:la f)iernadj -1: OCE = ..r OCF, 
aifo oc bie britte Winteff)a10ierungs1inie ijt, fo 3eigt jidj, l:laf; inner• 
lj a f li bes ~reieds 0 b er ein 3 i g e l,j3unft ift, ber tJon ben hrei @ieiten 
gleidjen 5llliftanb ljat. ~s befte{Jt ha{Jer ber 

®ttt 55. ~ie brei Winfeff)alliierungs!inien eines ~rei• 
ecfß fdjneil:len fid) inncr~a!b besfelben in einem \ßunUe, her 
tJon hcn Drei @leiten gleidjltJeH entfernt ijt. 

91adj her 5llnmetfung 3u :Drt 4 (@leite 58) finb audj hie $)a1• 
bierungsfinien bet 5lluf;enttJinfef in iSettadjt 3U 3ieljen. ~iejeflien 
fd)neihen fid) gegenfettig in brei \ßunften o., Ob unb Oe, hie gleidj• 
falls bon hen hrei ®eraben gfeidjltleit entfernt finb. ®an3 in her• 
felben m.leife ltlie bei bem \ßunfte 0 läf;t fidj 3eigen, baT; 
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Oa. auf ber ~n!bierungslinie bes ~reiedstuinte!s A, 

ob " " II " " B, 
Oe 11 11 11 11 , 1 C 

Hegt, unb bnmit ber ®n§ getuinnen: 
®at 56. ~ie ~n!bierungs!inie eines ~reiedßtuinfe!s 

f~neibet bie,Pa!bietungß!inien ber ni~t-~ugel)örigen ~ufjen• 
tui nlef in einem i.ßunfte nufjerqa!b bes ~reiedß, ber t.Jon 
ben brei ®eiten g!eid)tueit entfernt ift. 

3ufa~. ~ufjex:'f)n!b eines ~teiecfs giebt es btei ~unUe, 
bie tJon ben brei ®eiten gleid)tueit entfernt finb. 

~nnerqalb eines ~Herecfß ABCD ift qiernad) nur bann ein ~unft 
vorqanllen, 'oer uon feinen 6eiten gleicf)en ~bftan'o l)at, roenn 'oie 4. 6eite 

.D 

f o liegt, 'oaf3 ber burd) 'oie 3 erften Seiten be= 
ftimmte ~unft o uon iqr biefelbe ~ntfernung be= 
fi~t roie t!On ben anbeten. merbinbet man aber in 
biefem ~alle o mit A, B, c unb D unb 3eicf)net bie 

F fllbftän'oe OE, OF, OG unb OH, fo entftel)en vier 
""""--_, ~aare von tongruenten 'i:lreiecfen (St3. ill), unb 

'onl)er ift 
AE = AH, 
BE= BF, 
CG =CF, 
DG= DH. 

%tel) ®. IV ift 'oeß'f}alb AB + CD = AD + BC. 
~ierauß folgt ber 
®at 57. Sinb bie ®eiten eines mierecfß tJon einem 

i.ßunfte innerqa!b besfe!ben g!eid)tueit entfernt, fo ;inb bie 
®ummen ber gegenübet Hegenben ®eiten g!eid)gx:of3. 

~ucf) biefer SaiJ tann umgdel)tt werben. ~ft in bem mierecf 
ABCD bie Summe AB + CD = AD + BC, fo ift aud) ftetß inner'f)alb 
x besfelben ein ~unft uorl)anben, ber von 'oen uier 

= DX. 
ftegt ber 

Seiten gleid)en &bftanb l)at. ~enn roäre ber burd) 
f! AB, BC unb CD beftimmte ~unft o nicf)t aud) uon 

AD foroeit entfernt roie uon einer biefer Seiten, 
fonbern von einer anbeten burd) A gelegten ®eraben, 
roel~e CD in x fcf)nitte, fo roäre nad) Sa~ 57 

.AX + BC = AB + CX, 
unb ba .AD + BC = .AB + CD ift, fo mürbe 

ß fid) nad)®.IVergeben ± (.AX-AD)= ± (CX-CD) 
'i)iefe ®lei~geit ift na~ Sai} 36 unmögli~, unb ba'f)et be= 

®at 58. 6inb bie ®ummen ausbengegenüber Hegenben 
®eiten eines miereds glei~grof3, fo ift inner'f)a!b besfe!ben 
fteU ein i_ßunft t.Jor'f)anben, ber t.Jon ben t.Jier ®eiten bie 
g!eid)e @:ntfernung befi~t. 

5" 
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47. ~er ®djnitt.)lunft ber IDlittellinien unb (l.öl)en. 

\llufler ben 9:nittefroten unb ~infellja!bierungßfinien eines ~reieclß 
finb aucfJ feine IDNttefrinien unb ~öljen a!ß befonbere mnien ein" 
gefüljrt Worben. 

l. Biegt man in bem :tlreiecf ABC 31t1ei IDHtteUinien, etwa BB1 

unb CC1 , unb miflt bie ~ntfernungen if)res 6djnitt~unftes 0 bon 

A 
B unb B1 , fotnie bon C unb C1 , fo 
3eigt fidj, bafl OB= 2. OB1 unb OC 

---> .e2 = 2. OC1 ift. Um biefe ~qief)ung ~u 
-- __ a _--- -- be\tleifen, f)at man 3unäd}ft OB1 um ficfJ 
' A ' fe!bft bis B2, foltlie 001 um fidj felbft 

})~-_;_:!t. bis C2 3-tt bet!ängem unb bann, ba bei 
ber 2age ber 6treden eine unmitte!6are 
l8erwenbung ber ~ongruen3 ausgefdjfoffen 

ift, eine lllnltlenbung beß @. III 3tt berfudjen. 91un entftef)en burdj 
bie 2inien B2 A, B~ 0, AO, 02 A unb C2 B jltJei l8ierecfe AC2 BO unb 
AB200, beren :tliagona!en fidj gegeufeitig ga!bieren, bereu @egen~ 
feiten a!fo nadj 6at 2 7 ~aarltleis gfeicfJ finb, unb baraus folgen 
bie @feicfJf)eiten: 

a) AC2 = OB unb AB2 = OC. 

:tln aber nadj bemfef6en 6ntle AC2 II OB, affo auc9 II OB2 unb 
in gfeicfJer ~eife AB2 II 002 ift, fo fo!gt nad} 6at 23, bnfl in bem 
l8ierecf AB2 OC2 

b) AC2 = OB2 unb AB2 = 002 

ift, unb bemnadj !iefert bie lllnltJenbung bes @. III: 
OB= OB2 = 2. OB1 unb OC= OC2 = 2. 001 • 

l8erfängett man jett AO um fidj fel6ft bis ~ unb berbinbet 
~mit C, fo ift in bem l8iered O~CB2 bie Seite OA2 = unb II CB2 , 

affo nncfJ 6at 24 ~O=unb II OB2 unb bamit nud} = unb II OB. 
:tlemnacfJ ift in bem l8ierecf A2COB nadj 6at 26 OA1 = A1~ unb 
BA1 = A 1 C. ~ieraus fofgt, bafl OA = 2 OA1 unb bnfl AA1 bie 
6eite BC l)nfbierl. ~s beftegt bal)er ber 

®at 59. :tlie brei IDlitteU in ien eine !3 :tlreie ds f cfJ neiben 
fiel} in einem \ßunfte, bet tJon jeber @de bo~lJdt fo ltleit entfernt 
ift ltJie bon bem IDlitte!lJunfte bergegenüber Hegenben 6eite. 

ll[ u f gab e 62. @:in i)reiecf &U &eid)nen au~ a, mb, mc. 
\l[ U f gab e 63. @:in i)reiecf &U 3eid]nen au~ ma, mb, mc. 
ll[ufgabe 64. llleweije, bajj ein i)reied gleid)jd)enUig ift, wenn e~ 01t1ei 

gfeid)e WUttellinien beji~t. 

2. ~ie ~öl)e 3u einer ~reieclsfeite BC teilt BC im aUgemeinen in 
ungfeidje %ei!e unb ltJirb burdj eine jltleite ~öf)e in ungfeidje \llbfcfJnitte 
3-erfegt, jWifdjen benen eine ~e3ief)ung nidjt erfennbar ift. mun ltlirb 
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aber bie 5u BC geljilrige ,Pillje 3um WHtteHote einer IStrede (@ia~ 17), 
ttlenn man auf ber burc!J A 3u BC ge3ogenen l,ßarallelen bon A 
aus 3tt1ei gleidje @itücfe abmiflt. @benfo ltlitb bie ,Pillje 3U AB 
3um ilnitteUote ber ~trede, bie auf ber bur~ C 3u AB ge3oge­
nen l,ßaralle!en babur~ beftimmt wirb, baf; bon C aus 31t1ei gleidje 
ll A fl @5tücle abgemefien ttlerbeu. ~äljlt man 
~~ -~--· --- • ------ -~-'" a!S ®riljie ber aogemeffenen Strecfen bie 
'. , . ' @:ntfemungen bes @idjnittlJunftes Q ber beiben 
\ . -' l,ßarallelen bon A unb C, fo bafl AB= AQ 

ß' f: unb CP = CQ ift, · unb beadjtet, baf; in 
' -· bem ~ierecf ABCQ na~ @5a~ 2 3 AQ = BC 
\ / ' unb CQ =AB ift, fo folgt: AR= unb 
'v/ II BC, foltJie CP = unb II AB. 91adj @ia~ 
P 24 ift beßljalb BR = unb II AC, foroie 

BP = unb II AC, a!fo no~ ®. III einmal BR = BP unb bann nadj 
@5o~ 14 PBR eine gerobe .2inie. ~ie 3u AG geljilrige ,Pillje ift baljer 
bai3 ilnitte!!ot ber Seite PR. ~ie brei ~öljen beß ~reiecfs ABC 
finb a!fo bie ilnitteHote bei3 ~reiecfß PQR, unb bo biefe fidj in einem 
l,ßunfte fdjneiben, fo ergiebt fidj ber 

~llt 60. ~ie brei ,Pilljen eines ~reieds fdjneiben fidj 
in einem \ßunHe . 

.8 u f a ~ 1. j8ei einem redjtroinffigen ~reied !iegt ber @5djnitt~ 
lJUnft ber brei ~öljen im @5~eitellJuntte beß te~ten ~infelß unb bei 
einem ftumlJfttlint!igen gan3 oujierljalb bes ~reiedß. 

ßufa\} 2. ~n einem gleidjfeitigen ~teied fallen bie @idjnitt~ 
lJuntte ber ilnittenote, ~infelljolbierungs!inien, IDWtellinien unb ,Pöf)en 
crttfammen. 

12. ~aviteL 

~id)t • Jioustuenfe :!)niedie. 
48. ~lileitung unb ~ewei~ bet Säte üliet ni~t"fongtuente !ilteiecfe. 

~a bie ~ongruen3 3tt1eier S)reiecfe an igre Üominftimmung in brei 
bon einanber unaogiingigen @5tücfen gefnüvft ift, fo ttletben crltlei ~reiecfe 
ni~t meljr fongruent fein, tuenn eine ber brei j8ebingungen unerfüllt bleibt. P, .D 1) ~irb bas ~reied DEF 

fo ge3eidjnet, bafl es mit bem ge• 
c r1 gebeneu S)reiecf ABC üoerein~ 

ftimmt in ber ®rilfJe ber ~intel 
}' D unb A unb ber Seiten DE unb 

C AB, ltJäljrenb ber mJinfel E griljier 
als B getuäglt ttJirb, fo legrt bie ~nfdjauung, bafl bie S)reiecfe nidjt meljr fon~ 
gruent finb, baf3 biefme~r bie Seite DF grilf;er als AC ift, unb feitet bamit 3u 
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®at 61. @ltimmen ~ttJei ~reiecfe überein in ber (~höue 
einer @leite unb eineij ber anfiegenben lffiinfef, tnii'frrenb bie 
anbeten anliegenben lffiinfef uerfdjieben finb, fo liegt bem 
gröueren uon biefen lffiinfefn bie gröuere @leite gegenüber. 

~nttu. bes ~etu. 
~or. ~ß fei DE=AB,<;::.D=<r.A, <t:.E><t:B. 
58e~. ~s ift DF>AC. 

~ie Ungleidj~eit DF >AC tritt ein, ttJenn ein ~eil uon DF 
g!eidj AC ift. lffiiire DG biefer ":teil unb tJerbiinbe man G mit E, 
fo ttJürbe baß ~u ABC fongruente ~teiecf DGE entfte~en (~3· II), 
alfo <r. G ED = <r. B fein. ~araus folgt, bau ber ~untt G f)er' 
gefteUt IUirb, tuenn man ben 1illintel B in E an ED anträgt (~3. I). 
~a aber -4:.E > <r.B, fo fdjneibet bet ~ttJeite @ldjenfef beß angelegten 
1roinfelß bie @leite DF ~ttJifdjen D unb F. ,Pierauß ergiebt fidj 
ber ~eiUeiß. 

21 n m er fu n g : iler 6av ift umfc~rbar. !Bei ber l!!nttu. be!\1 !8etu. finb 
bann @Seiten unb m3intel mit einanber 3u tlertaufdjen. 

2. lffiirb tueiter baß ~reiecf DEF fo l)ergefteUt, bau DE =AB, 
A <r.D > <r.A, DF= AC ift, fo fin'o bie 

.1J ~teiecfe gleid)faUß nidjt me~r Ion' 
gruent; bie ~nfd)auung lel)rt uielmel)t, 

F baU EF > BC ift. ~arauß folgt ber 
®at 62. @ltimmen lJIUei ~rei~ 

ecfe übetein in ber ®röf3e ~\Ueiet 
C' entflnedjenben @leiten, hlii~tenb 

bie tJon biefen eingefd;)loffenen 
E lffiinfei tJerfdjieben finb, fo Hegt 

bem gtöUeten uon biefen lffiinfeln bie gröuere Geite gegen~ 
über. 

~ntiU. be~ ~ettJ. 
~ot. ~ij fei DE =AB, -4:. D > <):: A, DF =AC. 
58e1). ~ß ift EF > BC. 

~ie Ungleidjl)eit EF > B C \Uürbe eintreten, \Uenn ge3eigt 
ttJerben fönnte, bau ein 'l:eH EG uon EF g!eidj BO ttJiire. i)ie ~on• 
gruen3 bet ~teiecfe ABO unb DEG tann jebodj nidjt beiUiefen \Uerben 
(!Ueßl)alb nidjt?), unb bal)er ift bieij ID1ittel nidjt anttJenbbar. ID1an 
muu beß'f)alb nadj lffiinf 8 uerfa~ten, bie beiben @leiten EF unb BC 
in ein i)reiecf bringen unb ~u be\Ueifen fudjen, bau EF bem gröueren 
lffiinfe! gegenübet liegt. ~ringt man aber bie beiben ~teiecfe 3ur 
~ecfung, fo baf3 AB auf DE fällt, unb uerbinbet C mit F, fo ge~ 
~ören EF unb BC (EC) bem ~reiecf CEF an, unb bemnadj muu 
ge~eigt IUerben, bafj <}:: FOE > 1::. CFE ift. ~er }Berg!eid;) ber beiben 
lffiinfel mit ben infolge ber ~or. DF= AC (DO) nadj .s!e'f)tfa§ IX 
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g1ei~grof3en ?minfefn DFC unb DCF liefert ben faetueiß für bie Un~ 
g1ei~~eit <r-FGE > <r- CFE unb bamit audj für bie ffii~tigfeit ber 
~auvtung EF > BO. 

3. ?mirb f~1ieflHdj baß :tlreiecf DEF fo geJei~net, bal'J DE= AB, 
DF= AC unb EF> BC ift (f. ~ig. 3u ®a~ 62), fo tuirb ber 
?minfe! D gröfler a!ß A, unb baraus folgt: 

®at 63. ®timmen 3tuei ~reiecfe überein in ber @röfJe 
311Jeier entfvred)enben @leiten, tuä~renb bie britten @leiten 
tJerf~ieben finb, fo liegt ber gröfJeren tJon biefen @leiten 
ber gröfJere ?minte1 gegenüber. 

~nttu. beß laetu. 
~or. ~s fei DE = AB, DF =AC, EF > BG. 
lae~. ~s ift -9::: D > .g::: A. 

:tlie Ung!eid)f]eit <r.D > .g:::A tritt ein, tuenn ge3eigt tuerben fann, 
bafJ ein l:eif beß m3infef5 D g1ei~ A ift. ~er laeltJeiß ~ierfür müf3te 
auß ber ~or. na~ liDinl 6 abgeleitet tuerben. .13egt man aber baß ~reiecf 
ABC fo auf DEF, bafJ AB auf DE fällt, unb tJetbinbet man G mit 
F, fo ift ötuar in bem S)reiecf EGF ber ?minte1 C gröf3er a!ß CFE 
unb in bem g1eid)fd)ennigen :tlteiecf DCF ber ?minfel DCF = DFC; 
aber baraus 1äfJt fid) nod) ni# ableiten, ball DG ben ?minfe1 0 teilen 
muü, unb bemnadj füf]rt biefer ?meg ni# öUm .8iek ~in anbereß 
faetueißmitte! ift nidjt tJor~anben, unb baf]er muü bet ®a~ mit fae~ 
nu~ung bes ®a~es 62, befien Umtef]rung er ift, inbiteft betuiefen 
tu erben. 

4. ~n ®a~, ber in entfvre~enber ?meife au5 ~3. III abgeleitet 
würbe, ift ni~t borf]anben. ?mirb ber ?minfef D > A ge3ei~net, fo 
ift baß :tlreiecf DEF ni~t einmal immer mögfidj, tuei1 ber ~reiß E, BC 
ben 3toeiten ®~enfef be5 ?mittfe!ß D nidjt nottuenbig f~neiben mutj. 

&nmedung. ~ie 6ä~c 62 unb 63 tuerbcn gelegentlicf) &e• 
nu~t, um bic Ungleicf)~eit 3tueier 6eiten ober jffiinfcl nacf)3utueifcn. 

49. ~efonbere lJiille unb Übung~beif~iele. 
®at 64. ®timmen crtllei redjttuinUige :tlreiecfe überein 

in ber @rötje ber ~t)l'otenufe, tuä'f)renb ein l.ßaar ber fl'i~en 
~intel berfd)ieben ift, fo Hegt bem grö\jeren tJon biefen 
~intern bie gröl}ere ~at~ete gegenüber. 

CEntro. beß laero. 
)Bor. ~ß fei <f;:.D = <f;:.A = R, EF = BC, <r..E > <f;:.B. 
~ef}. ~s ift DF >AC. 

9Iadj m.lint 8 mufl man bie beiben Stat~eten AC unb DF in ein 
'l)reiecf bringen unb au beroeifen fudjen, bafl DF bem gröfleren ~infd 
gegenüber liegt. 9?un fann man baß 'l)reiecf ABC fo auf DEF legen, 
bafl bie Sj~potenufen aufammenfaUen, unb erf]ält bann bur~ mer6inbung 
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.o her ~unfte D un'o A ein SDreied 

~ (AF) un'o DF als 6eiten angef)ören. 
A ~----A DAF, 'oem hie ~ei'oen staJf)eten AC 

~ Sl)emnad) muß ~eroiefen roerhen, haß 
B~----!C E F <r.DAF > <r.ADF ift. G:in un• 

mittei~arer )Bergleid) hiefer ~eihen 
m:linfel ift hurd) 'oie )Bor. nid)t gegeben; 'Dagegen läßt fiel) aus her mor. 
ableiten, ha\') her ~intel DAF ein ftumpfer ift. 'Iler 6d)enfel EA 
liegt nämlid) im )Raume 'oes ~infels E, roeil <r. AEF (B) < <r. E ift, 
unh ha 'oer m!intel AFE(C) > <r.. F ift, alfo A außerf)alb hes 'Ilreieds 
DEF liegt, fo bil'oet DA mit AF einen m:linfel, 'oer grö~er als <r. A, 
'o. 1). ein ftumpfer ~intel ift. SDie )Bef)auptung ergiebt fiel) hann aus 
6ai.} 33. 

®at 65. @Stimmen 3tuei red)tttJinUige 'Ilreiecfe überein 
in ber ®rö~e 'oer ~~tJotenufe unb ift baß eine \ßaar ber 
Sfat~eten ungfeid), fo ift oon ben beiben anberen sratf)eten 
biejenige bie gröflere, tue!d)e mit ber Heineren bes erften 
\ßaares bemfel&en 'Ilreiecfe angef)ört. 

G:ntro. hes )Bero. 
)Bor. G:s fei <r.D = <r..A = R, EF = BC, DE < AB. 
)Bei). G:ß ift DF > AC. 

Um nad) ~int 8 5u uerfaf)ren, fönnte man roieber bas SDreiecl 
ABC fo auf DEF legen, baß BC fiel) mit EF hedt, unh A mit D ner= 
binben; allein man roür'oe nid)t 3um Siele gelangen, ha bie 2age bes 

\ßunftes A burd) 'oie mor. nid)t oe• A 4:rD ftimmt ift. IDlan tann aber aud) ha• 
./"\ '. hurd) nad) ~int 8 uerfaf)ren, baß 
~ '. man 'oie bei'oen 'Ilreiede an einan'oer 
B~---~c E ' legt, fo baß 'oie ~typotenufen fiel) 

·, heden, 'oen \ßunft D mit A uerbinbet 
' unb 3u ~eweifen fud)t, ba~ -t: DAF 

> <r. ADF ift. ~un ergän3en fiel) 
biefe ~infel mit EAF refp. EDA nad) ~or. 3u einem redjten m!infel, 
unb baf)er ift <r. DAF > <r. ADF, roenn <r. EAD > <j:_ EDA ift. Sl)a 
a~er bie let;,tere Ungleid)~eit infolge ber ~or. DE < AB (AE) eintritt, 
fo ergiebt fiel) 'oer folgenbe 

~ettJeiß. \lliirb baß $lreiecf ABC jo an DEF gelegt, baü BC auf 
EF fällt, unb ltlirb A mit E berbunben, jo ift 

<r. EAD < <r. EDA, ttJeil DE < AB (AE), 
unb ba <}::: A = <r. D nadj !Bor., jo bleibt 

<r. DAF > <r. ADF, unb bemnadj ift DF > AC (AF). 

~at 66. @Stimmen 3tuei red)tttJinUige 'Ilreiecfe überein 
in ber @rö~e einer Sfatf)ete unb finb bie fl'i~en ~infe{ an 

biefen sratf)eten ungfeid), fo finb aud) bie {~;~eottel~~,~~f)eten 
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ung!ei~, unb crtllnr ift biejenige bie gröfjere, ttleidje bem 
··r. m3' f ! {gegenüber~} r t gro peren tn e nn~ teg . 

\Beltleill &nnäd)ft nad) 6a~ 61 unb bann nad) 6a~ 33. 
®ai\ 67. mon 3roei gleidjfdjenU. ~reiecfen mit gleidjen 

@runblinien ~at b<tßjenige bie gröüere oUt @runblinie ge= 

~örige ~ö~e unb bie grö~e~en 6djentel, toeldjeß ben Ur~~~:~:: 
®intel an ber {®rt;tnbltnte} licfii}t. 

6'Pti.}e 
~enu~e &Um \Betuei)e 6a~ 61 ober 6a~ 66, 

®at 68. mon 0roei gleidjfdjenU. SDreieden mit gleidjen 
6djenfeln ~at basjenige {b~n gr.?ßeren m3infe.l ~n ber 6'Pii}e, 

bte groüere @runbitnte, 
roeldjes {bie gr~üere @ru.nblinie . } befii}t. 

ben groüeren ®tnfel an ber 6:pti,}e 
®ai\ 69. .8u her gröüeren von atoei 6eiten eines ~reieds ge~ött 

bie Ueinere ~ö~e unb bie Ueinere WlitteUinie. 
®ai\ 70. ~n einem miered mit :paarroeis :parallelen 

6eiten, beffen ~intel nidjt redjte finb, ift biejenige ~ingo= 
nale bie größere, roeldje bie 6djeitel:punhe ber f:pii}en 
~intel mit einanher uerliinbet. 

18e1Veill nad) 6a~ 62. 6a~ 70 ift umfc~rliar. 

13. ~a~ite!. 

~ll!i ~ll:rcdl'etog:rllmm uub b4!i ir1tpe3. 
aO. ®ä{le über lla~ \Parallelogramm. 

mon allen miereden berbient basjenige eine befonbere ~ea~tung, 
beffen gegenüber !iegenbe <Seiten ~aarttleiß .t:JaraUef finb. 

(hf!iirung. @in ~iered mit ~aarttJeiß l>nraUe!en <Seiten ttJirb 
\l3ara!!eiogramm genannt. 

a) .$ii~e über bll5 llllgemetne '"rallehl!Jtllmnt. 
Über baß l,l3araUe!ogramm ift bereits in ben tJorljergeljenben ~b· 

f~nitten bei ben Übungßbeif~ie!en bettliefen ttJorben ober fann !eidjt 
bettliefen ttlerben: 

®a\; 71. a) ~n einem l,l3arn!!e!ogramm finb je 5ttJei 
nufeinanber fo!genbe m3infef fu~~!ementar unb je 3ttJei 
gegenüber Hegenbe m3infef gfei~. (6a~ 18.) 

b) Gl:in l,l3araUe!ogrnmm ttJirb burdj jebe feiner ~ia~ 
gonn!en in 3tllei fongruente SDreiede 3er!egt. (~3· I.) 

c) ~n einem $nrn!!efogramm finb je 3ttlei gegenüber 
!iegenbe @leiten g!eidj. (®a~ 23.) 
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d) ~n einem l,ßnrnHefogrnmm I)nlbieren fiel} bie ~in~ 
gonnlen gegenfeitig. (!Sn~ 26.) 

SDaßjelbe gilt bon ben Umlegtungen ber aUgemeinen l,ßnraUelo· 
grammfii~e: 

eat 72. @in ~iereä ift ein l,ßntaHefogrnmm, 
a) tuenn je oiUei gegenübet liegenbe m3infef beßjelben 

g!eid} finb. (~ncf} ®n~ 21 unb 2egtf. III.) 
b) wenn je 0wei gegenübet Hegenbe !Seiten beßjelben 

g(eid) finb. (®n~ 43.) 
c) 1tlenn otuei gegenübet riegenbe ®eiten beßje{ben ~n· 

raUe! unb gleicf} finb. (®a~ 24.) 
d) wenn 0wei gegenüber liegenbe ®eiten beß]elben l:Ja~ 

rnHel unb 0wei gegenüber Hegenbe ID3infe( gleid) finb. 
(!Sn~ 49.) 

e) tuenn feine ~ingonalen ficf} gegenfeitig I)nlbieren. 
(6a~ 27.) 

f) tuenn es burcf} jebe feinet ~iagonnlen in oiUei ton• 
gruente ~teieäe 0erlegt tuirb. (Sn~ 50.) 

b) .iiiil!e über btfllnbere :jlhtrallelll!Jrllmmfllrnttn. 
~a in jebem l,ßarnUelogrnmm je 0wei gegenüber liegenbe ID3infe1, 

be0. ®eiten gleicf) finb, fo fönneu befonbere l,ßarnUe(ogrammformen 
nur eintreten, wenn 

enttueber bie auf einnnber folgenben m3infel gleid}, nlfo aUe m.!inter red)te, 
ober bie auf einnnber folgenben nnb bnmit alle !Seiten gleid}, 
ober alle ID3inle! red)te unb alle ®eiten gfeid} finb. 

@:dlärung. a) @:in l,ßaraUelogramm mit ted)ten m.!infeln wirb 
ffi e d} t e cf genannt. 

b) @:in gleid)feitigeß \]Snrallelogtamm wirb ffif)ombuil genannt. 
c) @:in red)tminfHgeß unb 0ugleid} gleicf}feitigeß \ßarallefogramm 

mirb :0 u abrat genannt. 
~ür bie befonberen l,ßnraUelogrammformen finb bereit~ bie @:igen• 

fd)nften bewiefen morben: 
eat 73. a) ~n einem med}teä finb bie ~iagonalen 

g!eid). (®a~ 46.) 
.8 u i a ~· ~n einem fd)ieftuinfHgen l,ßnrnUelogrnmm ift bie ~in~ 

gonale bie gröflere, weld)e bie ®d}eitell:Junfte ber fl:li~en m.!infel mit 
einnnber berbinbet. (Sn~ 70.) 

b) ~m mgombuß ftef)en bie ~ingonnlen fenhed)t auf 
einanber. (Sn~ 44.) 

c) ~m Ounbrat ftef)en bie ~ingonalen fentred}t auf 
einanber unb finb gleicf}. (~olgerung aus a unb b.) 

SDie nmtef)rungen biefer ®ii~e !nuten: 
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®llt 74. a) ~inb bie ~iagona1en eines \ßaraUero~ 
gramms gleidj, fo ift basfeUie ein ffiecf)tecf. (6a\} 45.) 

.8 u 1 a \}. 6inb bie :tliagona1en eines \,ßataffe!ogramms ungleidj, 
fo betbinbet bie gröjjere bon if)nen bie ~djeite11Junfte bon f 1J i \} e n 
~intern. (9ladj ~a\} 63.) 

b) ~tef)en bie ~iagona!en eines \,ßaraHe!ogramms fenf~ 
redjt auf einanber, fo ift basfe1be ein ffif)ombus. (~a§ 28.) 

c) ~inb bie ~iagonalen eines \_ßarnUe!ogramms g1eidj 
unb ftef)en fie fenhedjt auf einanber, fo ift basfdbe ein 
Ouabrat. (ijo1gerung aus a unb b.) 

IJlnmedung. :ilie 6ä~e 74 a-c fü~ren 0u einer bequemen ~etj"teUung 
eine~ ffiedjted~, be0. IR~ombu~' unb Ouabrats. 

51. 1meitere ®dt;e unb Übungabeif-t.Jide. 

a) ~tr _.tttlpunkt tint.s !llhtrnlltlD!Jtllmm.s. 
~irb burdj ben ~cf)nitt:punlt ber ~iagonalen in lieHehiger aHdjtung 

eine ®erabe ge~ogen, fo werben auf 'oerfelben burdj 'oen 6cf)nitt:punlt 
un'o ~mei gegenüber liegen'oe \ßarnUelogrnmmfeiten ~wei 6tüde begren~t, 
bie einan'oer gleidj ;tn'o. (st~. I.) SDarauß folgt: 

®at 75. ~er @5djnitt1JunH ber ~iagonalen eines \,ßa• 
raUelogramms l)aUiiett jebe burdj if}n geqenbe meroinbungs~ 
Hnie bon 31Dei auf ben !Seiten Hegenben \,ßunften. ~n biefem 
®inne tDitb er IDHtte!\)unft bes \,ßaraUelogramms genannt. 

b) :flltJnßrUtntt *htrlllltltJßttlmmt. 

~rfliirung. SDer &6ftan'o ~meier gegenüber Hegenben 6eiten 
eines ~araUelogramms wirb ,Pöf}e genannt. ~e'oe ber ~ugef}örigen 
@5eiten f}eiüt ®runblinie . 

.S u f a ~- 3n jebem l,l!araUelogramm finb 0wei ~ö~en bot~anben. 
~olgerung 1. 3n einem ~Jledjted ift iebe S)ö~e gleidj ber nicl)t &U 

i~r ge~örigen Seite. 
~olgerung 2. 3n einem ffi~ombus finb bie S)ö~en gleicl). (~0• I, ßufa~.) 
~ o lgeru ng 3. 3n einem Ouabrat finb bie lieiben S)ö~en gleicl)grofl 

unb gleid} ber Seite. 

®at 76. \,ßarnllelogrnmme fin'o longruent, wenn fie über' 
einftimmen 

a) in 0mei anftojien'oen 6eiten unb bem uon 'oiefen geliil'oeten ~infel; 
b) in 0wei anftojien'oen 6eiten un'o 'oer 0u einer uon 'oiefen ge, 

f}örigen ,Pöf)e; 
(i)urdj )Benu~ung bes ~3- III auf steil a) 0utüd3ufül)ren.) 
c) in awei anftojien'oen 6eiten un'o einer entf:precf)enb Hegenben 

~ingonnle; 
(S)urdj )Benu~ung bes St0. IV auf steil a) 0urüd0ufül)ren.) 
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d) in einer Seite, einem nnliegenben ~intel unb ber au ber Seite 
ge{Jörigen ~ö{Je ; 

(ilurcf) 58enutJung be!! ~3· I, ßuj. auf ~eil a) 3Urücf3ufü~ren.) 
e) in ben &eiben :tliagonnlen unb einem ber ~inM, bie biefel&en 

mit einnnber &ilben; 
(~urcf) 3tveimalige ~enut~ung be!! ~3· II auf ~eil c) 3urüd3ufü~ren.) 
f) in einer Seite unb ben &eiben :tliagonalen. 
(ilurcf) 58enutJung bes ~3· IV auf ~eil e) 3Utücf&ufü~ren.) 

c) :mte tllllinkel~albiernngslinien tines 'nraUelggrnmms. 
~ie ~infel~al&ierungslinien eines ~araUelogramms finb entroeber 

:parnUel ober fte~en fenfred)t auf einanber. (9lad) Sa~ 71a unb 2e{Jrf. VI.) 
:.D arnus folgt: 

®at 77. ~ie bier ~infel{Jafoierungsfinien eines ~a· 
taUefogramms begren~en ein ffied)ted. mt bns ~araUelogramm red)'tminflig, fo ertueifen fi4J bie ~bfdjnitte 
auf ben ~al6ierungslinien amifcl}en i{Jren ~usgangs• unb 15cl}nitt:punften 
als gleicl}. (2e{Jrf. IXa.) ~ie ~enu~ung bes sta. 1 unb bes ®. IV fü{Jrt 
ba{Jer 3u bem 

®at 78. ~ie biet ~infef{Jafbierungsfinien eines ffiecl}b 
ecrs begren~en ein Ouabrat. 

2r n m e rf u n g. 58ei einem gleicf)jeitigen !ßaraffelogramm fallen bie lillintel• 
~albierungslinien mit bcn :lliagonaien 3ujammen. 

d) 1llit •itten ber $eittn in einem :mreietk1 'nrnllelggrnmm uttb lllitrttk . 
.ßie{Jt man burdj bie ~itte einer ~reiectsfeite bie ~araUele au 

einer 0roeiten Seite, fo liifit bie %igur erfennen, bafi bie britte Seite 
A burclj bie ~araUele ~al&iert tvirb, unb bie lßer• 

E gleid)ung ber ~araUelen mit ber ameiten Seite aeigt, 
bafi biefe bo:p:pelt fo gtofi ift roie baß burdj bie oeiben 
anberen @Seiten begrenate Stücf ber ~araUelen. :!ließ 
fü~rt 3u 

®at 79. 3n einem ~reiecf {Jafbiert bie 
burdj bie imitte einer Seite au einet 3tueiten 
@Seite gefegte \ßataffefe bie btitte unb ift 

B f)afb fo groj3 a!ß bie ~IUeite. 
)Bor. G:s fei AD = BD unb DE II BC. 
me~. G:ß ift AE = CE unb DE = { BC. 

~ntro. beß mero. ßunädjft ift bie @[eidj~eit AE = CE 3U lie• 
weifen. Um nad) ~inf 7 uerfn~ren 3u fönneu, fteUt man bns ~reiect 
EFC {)er, inbem man EF 11 AB aie{Jt, weil bann <r:.FEC = <r:.A unb 
<r:_C = -t:_DEF (2eqrf. IV) ift. SDie au Sta. I fe{Jlenbe @leidjqeit ameier 
Seiten er{)ält man aus bem lßergleidj ber Strecte BD mit EF (Sn!,} 71c) 
unb AD (mor.). - G:ine aweite %olgerung ber 3u &eroeifenben stongruena 
ift bie @leidj{Jeit DE = FC, unb ba DE = BF (15nt,} 71c), alfo 
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BF = CF ift, fo ergie&t fidj aud) hie 9Hd)tigfeit ber ameiten ~e{Jauptung 
1 

DE= 2BC . 
.8 u f a t 1. 9.Jlißt man auf einem uon amei 6d)enfe!n eines ~infets 

uom 6d)eiteipunfte aus n gleid)e 6tücfe ab unb siegt burd) i{Jre @nb• 
punfte ~araUeien, fo fd)neiben biefel&en auf bem 5roeiten 6d)enfet n 
gleid)e 6tücfe ab. 

lJlls ~ilfslinien werben burd) bic 'Icil.punfte bcs erften @5d)enfcls bie 
lParaUelen 0u bem 0toeiten 6d)enfel ge0ogcn . 

.8 u f a t 2. 9.Jli~t man auf einer G.leraben n gleid)e 6tücfe ab unb 
aie{Jt hurd) bie @nbpunfte ~araUelen, fo fd}nei'oen biefelben auf jeber 
anberen ®eraben, 'oie jie treffen, n gleid)e 6tücfe ab. 

9lad) ßufat~ 1. ~ilfslinie ift bie jßaraUele, bic bm:d) ben erjten i8e~ 
gren0ungs.)lunft auf bcr erften ~eraben 0u ber 0toeiten ge0ogen wirb. 

~ertaufd)t man in bem 6ate 79 ben erften ZeH her ~e{Jauptung 
mit her ~orausfetung, fo erf)iirt man 

®at 80. ~ie ~erbinbung~!inie ber Wlitten jttleier 
mreiecf~feiten ift .1Jata1fef jU ber britten unb l)afb fo groß 
ttlie biefe!be. 

@ntro. bes i8ero. '!la feins ber betaunten ~ilfsmittel ben i8eroeis 
für bie l)ier notroen'oi!W ®teid){Jeit ber G.ll. ~. ADE unh B ermöglid)t, 
fo muß ber erfte %eil 'oer ~e{Jauptung inbireft mit i8erufung auf 15at 79 
lieroiefen roerben. :Der 5roeite %eil ber i8e~auptung folgt aus bem erften 
nadj 6at 79. 

ilurdj wieber~orte m:nroenbung ber 6ä~e 79 unb 80 fönneu toeiterqin 
für bie @5eit~nmitten in ilreied'en, lParaUeiogrammen unb >Bimd'en leidjt bic 
i8e0iequngen nad)gewiefcn werben: 

®at st. Sebes ilreiecf wirb burd) bie ~erfiinbungslinien feiner 6eiten~ 
mitten in biet fongruente ilreiecfe 0erlcgt. 

~at 82. Sn einem ~reiecf finb bie Wlitten &Weier @Seiten bOn ber 
britten gleidjtoeit entfernt. 

~at 83. :i:lie [!litten ber €:leiten 
a) eines >Bierecfs jinb bie ~cfen eines jßarallelogramms, 
b) eines lParaUelogramms finb bie ~d'en eine6 jßarallelogramms, 
c) eines \Rqomous' " " " " \Recf)tecfs, 
d) eines \Recf)tecfs " " " m~omlius', 
e) eines Ouabrats " " " " Ouabrats. 
~at 84. ilie [!litten 0weier gegenüfier Hegenben @Seiten unb bie ~nb• 

.punfte einer iliagonale eines lParaUelogramms jinb bie ~cfcn eines jßaraUelo• 
gramms. 

~at 85. Sn einem ~araUelogramm teilen bie /Serliinbungslinien ber 
Wlitten 0weier gegenüfier Iiegenben €:leiten mit ben ~d'en einer iliagonale bie 
0wette iliagonale in brei gleicf)e :teile. (\Jiadj 6a~ 84 unb 79.) 

e) $ii~t ülJtr ~ll!i gleid}fd}tnltlige u~ gltidjftitige IDrtitrlt. 

®at; 86. @in ~reiecf ift gfeid)fd)enHig, wenn 3tuei 
feiner ilJHtteHinien gfeidj fhtb. 
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ißenbc bet ~ei~e nadj an 6atl 82, sra. III, &. IV. unb sr3. IV. 18e· 
quemer anerbings ift bie 21nwenbung bes @iat~cs 59. 6. ~ufg. 64. 

®aij 87. ~n einem g!eid)fd)enUigen 1lreiecf ift bie elumme 
aus ben ~ntfernungen eines \ßunttes ber @runb!inie bOU 

ben eld)enfe!n gleidj ber ~u einem ed)entel gef)örigen ~öf)e. 
~or. <Es fei .AB = .AC, PQ .l. .AB, PR .l. .AC unb CD .l. .AB. 
~ef). <Es ift PQ + PR = CD. 

<Entro. bes ~ero. 1lie %orm ber ~ef)auptung roeift barauf f)in, 
bat 0unäd)ft bie 6umme PQ + PR gebilbet roir'o. ':trägt man aber 

A PR auf ber !Betlängerung uon QP ab, fo 
baü QS = PQ + PR ift, un'o uerbinbet S 
mit C, fo erweifen fidj QS un'o CD alß pa• 
raUele gegenüber liegen'oe 6eiten beß lBier• 
ecfs CDQS un'o j'inb besf)al6 einanber gleidj 
(elat 7lc), roenn es 11 QD ift. QD ftef)t nun 
fenfred)t auf QS, un'o baf)er fann bie ~e· 

t;----____,~-~,( 0ief)ung es 11 QDbaburcl) nadjgeroiefen roerben, 
~ bat man bie ®leicf){Jeit <}:: CSQ = R aus 

ber ~or. ableitet. ~a aber <t: CSQ in 'oem 
~reiecf CSQ Hegt, baß mit bem red)truinlligen ~reiecf CRP in ber 
®röte 0roeier 6eiten übereinftimmt, fo f)at man nadj lillinf 6 0u 0eigen, 
bat 6 CSQ ('o.) !', CRQ ift, unb 0u biefem ßroecfe nodj bie ®leidjf)eit ber 
lillinfd CPR unb OPS au lieroeifen. ~iefelbe ergiebt fidj nuß bem 
lBergleid) bes lillinfelß BPQ mit OPS (edjtro.) unb mit CPR (!tomple• 
mente ber g(eidjen lillinfel B unb 0). 

®aij 88. 1lie 6umme aus 'oen Q:ntfernungen eines 
\ßunftes innerf)alo eines gleid)feitigen 1lreiecfß ift g!eid) ber 
~öf)e bes 1lreiecfs. 

ißirb burdj ben \l!unft bie ~araUele 311 einer ;s)reiedsfeite ge&ogen, fo 
tann ber @iatl 87 angewanbt werben. 

52. l!lufgaben. 
I}{ u f gab e 65. ~in Quabrat aus feiner ;s)iagonalc 3u &eid)nen. 
I}{ u f gab e 66. ~in ~edjtecf 0u &eidjncn aus 

1. einer @leite a (8 cm) unb ber :i)iagonale e (10 cm); 
2. ber ~iagonalee(l2cm)unb bem fPitlenllliinfeliP(600) ber :lliagonalen. 

l}{ufgabe 67. ~inen ffi~ombus &u 3eidjnen aus 
1. ber @leite a (4 cm) unb einer ;s)iagonale e (6 cm); 
2. ber 6eite a (8 cm) unb bem anliegenben fPitlen ißintel a (750); 
3. ben beiben :lliagonalen e (8 cm) unb f (6 cm); 
4. einet ;s)iagonale e (12 cm) unb bem i~t gegenü6et Iiegenben 

liDintel {J (1350). (6. ~nmerf. 3u @iatl 78.) 
l}{ufga6e 68. ~in jßaranelogramm .ABCD 0u &eidjnen aus 

1. .AB = 8 cm, .AD = 6 cm, <j:: B.AD = 67'j20; 
2 . .AB = 5 cm, .AD = 6 cm, .AC ober BD = 8 cm; 
3 . .AC = 10 cm, BD = 12 cm, <)::: .AOD = 1050; 
4 . .AB = 9 cm, .AC = 10 cm, BD = 14 cm. 
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IR u f gab e 69. ~inc 6tteefe AB in n gleid)e :teile 0u teilen. 
IR u fl ö 1 u n g. !Rad) .8ufat) 1 0u ®at) 79 tuirb AB in n gleidje :teile 

bCtlegt, tuenn auf irgenb einer auberen burclJ A ge~enben @Serabeu bon A 
au~ n gleid)e etüCfe abgcmeffen unb burdj bie <EnblJunfte biefer 6tüCfe \l!araUelen 
1 o gelegt tu erben, baji bie lc§te berf elben burd) B ge~t. 

53. ®iite unb m:ufgaben über bd ::l::ra.pea. 
~in ltleitere5, gfeid)falls oead)ten51tlerte5 jßierect ift basjenige, in 

ltlefd)em ultlei gegenüber fiegenbe ®eiten ~araUef finb I ttJä{)renb bie 
jßerfängerungen ber oeiben anberen ®eiten fiel) fd)neiben. 

ihHiirung. ~in mierecf mit ultlei ~araUefen ®eiten tuirb 
'tra~eu genannt. ~ie oeiben ~araUefen ®eiten besfefoen {)ei~en 
@runbfinien, i{)r ~oftanb .Pö{)e, bie oeiben anberen ®eiten ®d)enfef 
unb bie jßeroinbungsfinie i{)rcr IDlitten IDlitteni nie bes 'tra~eues. 
®inb bie oeiben ®d)enM gfeid), fo mirb bas %ra~e5 afs g!eid)· 
f d) e n ni g beueid)net. 

a) ~ie ;f!Utittellinit bts ~tll\lt!tli. 

3ie{)t man in einem 'tra~eu .ABCD burd) bie ID'Wte E be5 
®d)enfe15 .AD bie \ßaraUere 3u ben @runb!inien, fo teilt biefefoe nad) 

®a~ 79 eine ber oeiben 'l)iagona!en, etltla 
::r----1t:: BD, in ultlei g!eid)e 'teile BG unb DG-, unb 

ifrr ~ofd)nitt EG- ift g!eid) t AB. 91acl) bem· 
fe!oen ®a~e teilt nun aud) bie ~araUefe G-F 

t------>i:L--IF ben ®d)enfef BC in ultlei g!eid)e 'teile unb ift 
g!eid) -2- CD, fo ba~ EF ober EG- + G-F 
g!eid) t (AB + CD) ift. 'l)emnad) oeftef)t bet 

®at 89. ·~n einem :tra~q ift bie ~a~ 
raUefc burcl) bie IDlitte eines ®cl)enfef5 

uU ben @runbfinien bie IDlitte!finie unb {)alo fo gro~ tuie 
bie ®umme ber @runblinien. 

jßor. ~5 fei CD II .AB, .AE = DE unb EF II AB. 
j8e{). ~5 ift BF = CF unb EF = l (AB + CD). 

~ntm. b es j8ettJ. ~iU man ben ®a~ unao{)ängig bon feiner 
~O!eitung oeltleifen, fo {)at man junäd)ft, 
um nad) ~int 7 berfa{)ren 3U fönnen, 
31tlei ~reiecfe {)equfteUen, in betten BF 
unb CF entf~recl)enb Hegen, unb bann 
bie Sl'ongruenu biefer :.tlreiecte aus ber 
jßor. abuu!eiten. 3ie{)t man aber, um 

'',, bie ltlefentlid)e ~igenfd)aft be5 ~ra1Jeue5 
f-------k----'-?,_ 5u bcnu\}en, bie IMerabe DF, me!d)eAB 

A .B f1 in G- trifft unb 3tt1ei in ber @rö~e aUer 
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?lliinte! üoereinftimmenbe ~reiede BFG unb CFD f)erfteUt, in benen 
BF unb CF gteicgen ?lliinfe!n gegenüber liegen, fo ift 5um 91ad)tueis 
ber ~ongruen5 nur nocg erforberHd) , ba~ aus ben übrigen :teifen 
ber QSor. bie ~feicgf)eit 311Jeier entfvred)enben @leiten biefer ~reiede 
aogeteitet tuirb. 1lie ~ntuenbung bes ®a~es 79, auf ben bie mor . 
.AE = DE unb EF lJ AB (AG) f)intueift, füf)rt nun 511m ?8etueife 
für bie oeiben :teife bet ~ef)au1Jtung. 

1Jie Umfef)rung bes ®a~es 89 fautet: 
®at 90. 1lie IDHtteHinie eines :travqes ift varaffet 

3u ben ~runblinien unb f)alb fo gro~ tuie bie 6umme ber~ 
fdb en. 

1Jer ®a~ fann für ben erften :teit ber ~ef)auvtung nur inbireft 
oetuiefen tuerben; ber 3tueite :teit ergieot fid) bann nadj ®a~ 89 
afS eine 3ofgerung aus bem erften. 

b) IDit tlltrbinbungslinitn ber 1lliaganaltnmitttn. 

~ei ber ~ofeitung bes 6a~es 89 tuurbe bereits bemerft, ba~ bie 
1liagona1e BD burd) EF f)albierl tuirb; f)ätte man bie 'Iliagonale 
AC benu~t, fo tuiire aud] biefe burd) EF in 311Jei gfeid]e :teile geteilt. 
1laraus folgt ber 

,ßufa~ 3u ®a~ 90. 1Jie IDlitteHinie eines :tta1Jeje5 geljt aucg 
burdj bie IDlitten ber beiben 1Jiagonalen. 

1Jurcg Umfeljrung biefes ,ßufa~es erf)äft man ben 
®at 91. ~n einem :tra1Jej ift bie merbinbungstinie 

ber 1Jiagonafenmitten (ein ®tiid ber 9JHtte1Hnie, a!fo) 
Vara ffef ijU ben ~runbfini en. 

?ßor. Q:s fei CD II AB, AH = CH unb BG = DG. 
~ef). Q:s ift HG II AB. 

Q: n ttu. b es ~ etu. ~a bie ~feid)f)eit ber borf)anbenen ~1. ~. 
fid] nidjt nacgtuei[en fä~t, f o mu\3 man ju[ef)en, ob nidjt einer ber 
borausgegangenen ®ä~e benu~t tuerben fann. jRun ift AH = CH 
unb baf)er nacg ®a~ 80 HG II AB, tuenn G bie IDCitte einer 3tueiten 
bon C ausgef)enben ®eile eines 1Jreieds ift, bef[en britte @leite auf 
AB Hegt. ?ßerbinbet man bemnad) C mit G unb bedängert CG bis 

D c 3um ®d)nitt1Junfte J mit AB, fo f)at man 
311 betueifen, ba~ CG = JG ift. 91ad) ~int 
7 ift f)ier3u erforberfid), ba~ bie ~ongruen3 
ber beiben 'Ilreiede DGH unb BGJ aus 
ber QSor. CD II AB unb DG = BG ab~ 
geleitet tuirb. ,ßur ~ntuenbung gelangt Sl'3. I. 
~ft aber HG II AB, fo f)albiert bie mer~ 

Af'-----+-----'h längerung bon HG aud) bie ®d)enfet (®a~ 7 9) 
unb liegt bemnacg auf ber IDlitteHinie bes :tralJejes. 

~us ber Sfongruen3 ber 1Jreiecfe BGJ unb DGC folgt ferner 
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JB = CD, a!fo AJ =AB- CD, unb ba HG = i AJ ift, fo ergiebt 
fi~ ber 

,ß u i a ~· 3n einem %rave3 ift bie ~erbinbung~rinie ber ~ia• 
gonalenmitten gleidj ber ~alben ~ifferen3 ber IMrunb!inien. 

c) ~ht!i gl.eid.Jfd.Jtnltlige ~rnv.e1. 

®ltt} 92. 3n einem gleicf;JfdjenHigen Xrape3 finb bie 
~inle! an ben IMrunbfinien gleidjgro~. 

ißirb bie tvejentlid}e @:igenfd}aft bes Xra\)eae9 ausgenu~t, inbem tJon 
ben @:den einer Glrunblinie bie 2ote auf bie anbete gefänt tverben (ßuf. au 
Sa~ 23), f o fü~rt baß )8erfa~rcn nad} lillint 6 bei !8enu~ung bes Sfa· III 
rajd} 3um ßiele. 

%olgerung 1. 1)ie IDlitten ber 6eiten eine~ glei~fcf;JenUigen 

%rape3e~ finb bie ~cfen eine~ ~Ujom6uß (6a~ 83a unb ~3. II). 
%olgerung 2. 3n einem gfeidjf~enfligen %rape3 finb bie 

1)iagonalen gleicf;Jgro~. 
!Beim !8etveife für bie Umfe4rung bes Sa~e9 92 
®ltt} 93. 6inb in einem %rape3 bie ~inle! an einer 

@runblinie gleicf;J, fo ift basfelbe gleicljfdjenflig. 

finb tvie bei Sa~ 92 bie 2ote tJon ben @:nb\)unften einer Glrunblinie auf bie 
anbete 3U benu~en, tuä4renb ber ßuja~ 3U Sf3. I aUr ~ntvenbung gelangt. 

d) ~ufgab.en. 

~ u f gab c 70. l8etveife, bafJ bie lillinlel4albierung9linien eine9 glcid}• 
jd)ennigen %ra\)eaeil ein )8ierecf bilben, befjen gegenüber liegenbe ißintelju\)\)le• 
mentar jinb unb befjen gegenüber liegenbe Seiten gleid)e Summen ergeben. 

~ufgabe 71. ~!in %ravea au aeicl)nen nuß 
1. AB = 8 cm, AD = 5 cm, CD = 6 cm, h = 4 cm. 
2. AB = 5 cm, -t:A= 750, <f:._B= 900, AC= 6 cm. 
3. AB = 6 cm, AD = 4 cm, CD = 5 cm, <r..D = 1350. 
4. AB = 6 cm, CD = 4 cm, AD = 7 cm, BC = 5 cm. 

14. ~n1>itel. 

!'u jtuis. 
54. ~ogen, mlittelpunftßtuinfel nnb ®eljnen. 

~ieber~ole bie ~rflärung bes ~ei]es in ~r. 17 unb bie !Be• 
merfungen über ~eisbogen in ~. 19. 

&rflärung. ~er ~infel, ben bie !Begrencrung~rabien eines 
!Bogens mit einanber bilben, Wirb mittel\)unft~ttJinfel genannt.. 

,ßuf a~ 1. ßu jebem !Bogen gef) ört nur ein IDlittel\)unftstuinfel. 
ßufa~ 2. ßu jebem IDlittel\)unltsttJinfel ge~ört nur ein !Bogen. 

!JRft 11 n, llllantmetrie. 6 
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,ß u f a ~ 3. ~er 5u einem ,PaHllreife ge{Jörige ID1itteftmnftstuinfe1 
ift ein flacf}er lminfel. 

~a bie ID1af35aljl für einen Sheisbogen biefefbe ift tuie für ben 
crugeljörigen ID1ittell.JUnftstuinfe! (beibe \tlerben mit bem @rabmeffer 
ausgemeffen!), fo folgen unmittelbar aus ber &tffiirung bie @5ä~e: 

®atj 94. ,ßu gfeidjen ~ogen eines Sheifes ober ~tueier 
~reife mit bemfelben ,Palbmeffer*) geljören gfeidje ID1ittef· 
vu n ft s tu in feL 

,ß u f a ~· ,ßu bem gröf3mn t>on ~tuei )Sogen eines Sl'reifes ge{Jört 
ber gröf3ere ID1ittel1Junfts11JinfeL 

®atj 95. ,ßu gleid)en W?itte!j)unftstuinfefn eines ~reifes 
ge{Jören gleid)e lBogen. 

,ß u f a \}. ,ßu bem gröf3eren t>on ~\tlei ID1ittefvunftstuinfe!n eines 
Streifes geljört ber gröf3ere ~ogen. 

&rffärung. ~ie ißerbinbungsfinie ber @:nbj)unfte eines Sl'reis~ 
bogens tuirb 6e{Jne genannt. 

,ßufai} 1. ,ßu jebem ~ogen, beJ. ID1ittefj)unfts11Jinfe! gef)ört nur 
eine 6e{Jne. 

,ß u f a i} 2. ~urd) jebe 6e{Jne finb 511Jei )Sogen be~., ~tuei W?ittef~ 
vunftstoinfe! beftimmt, bon benen ber ffeinere a!S ber ~ur @5eljne 
g e {] ö ri g e be~eid)net tu erben f oll. 

~ie Sd)enfef bes gfeidjfdjenffigen ~reieds, in tuefdjem ein W?ittef~ 
1:1unftßtuinfe! unb eine 6eljne fidj gegenüber liegen, finb ffiabien unb 
{Jaben baljer ftets biefefbe 2änge. ~emnad) beftimmen ~tuei gfeid)e 
ID1ittefvunttstuinfef, beJ. Jtuei gfeid)e 6e{Jnen eines Stteifes ftets ~11Jei 
nadj Sl'~. II, beJ. nad) ~J· IV fongruente ~reiede, unb baraus folgt: 

®atj 96. ,ßu gfeid)en W?ittei.punftstuinfefn eines ~reifes 
gef)ören gfeid)e 6eljnen. 

,ß u f a i}. ,ßu bem gröf3eren t>on ~llJei ID1ittefj)unttstuinfeln eines 
~reifes ge{Jört bie gröf3ere 6ef)ne. 

ilie beiben glei~fd)enfligen ilreiecfe erfüllen bie \8ebingungen bes 
6a~es 62. 

®atj 97. ,ßu gfeidjen Sef)nen eines ~reifes gef)ören 
gfeidje IDHttefj)unftsltlinfel. 

,ß u f a i}. ,ßu ber gröf3mn t>on ~tuei 6e{Jnen eines Sl'reifes geljört 
ber gröf3ere ID1ittefj)unftsltlinfeL 

ilie lieiben glei~fdjenfligen ilreiecfe erfüllen bie 18ebingungen bes 
6a~es 63. 

~ür bie ~6ljängigfeit ber @5ef)nen unb )Sogen t>on einanber folgen 
au~ ben 6äi}en 94-97 bie ®efei}e: 

*) ~u~ bei ben folgenben 6ä~en ift biefe ~rroeiterung I}inbUbufügen. 
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®at 98. ßu gieicljen lBogen eines ~reifes gef)öten 
g!eiclje <Sef)nen . 

.8 u f ll ~· .8u bem grö~eten non 31tlei lBogen eines srreifes gegött 
bie grö~ere <Segne. 

®at 99. .8u g!eicljen <Sef)nen eines srreif es gef)öten 
gieiclje mogen. 

~o!gerung. ~eber ~utcljmeifet qaibiett ben srreis . 
.8 u i ll ~· .8u bet gtö)'Jeten tlon 31tlei <Segnen eines srreifes gegört 

bet grö)Jere lBogen. 

55. i)ie ®e~ne unb i~r ~bftanb uom IDlittel.punfte. 

~enbet man auf baß burclj eine <Sef)ne beftimmte gfeicljfdjenffige 
~teiecf ben Sa~ 41 an, fo ergiebt fidj: 

®at 100. 3n einem srreife bHben eine ein3ige 2inie 
a) baß 3U einer @5eljne geljörige IDlitteHot, 
b) baß uom Wlitte!.punfte auf biefefbe gefiiHte 2ot, 
c) bie ~erbinbungs!inie iljrer Wlitte mit bem Wlitte!• 

.punfte unb 
d) bie S)a!bierungs!inie bes 311 if)r gef)örigen Wlittef• 

.punft sltlinfefß. 
~o!gerung 1. ~uclj bie ~erbinbungsfinie bes Wlitte~unfteß 

mit ber 9Jlitte beß 311 bet @5eljne geljötigen mogens fällt mit biefet 
2inie 3ufammen. (<Sa~ 94 unb ~eif d.) 

~ofgerung 2. ~asfefbe gift tJon ber @eraben, ttJe!dje bie 
IDlitten ber Seljne unb bes 3Ugeqörigen mogenß tletbinbet. (<Sa~ 98, 
39 unb ~ei1 a.) 

.8 u f a ~· ~er ~ftanb einet Segne tJom Wlittdpuntte ift ffeinet 
afs bet S)afbmeffer. 

~er <Sa~ für ben geomett. Cirt 3 fann nad) Sn~ 100 ben 
~ ott!aut ergalten : 

®eometr. :Ctt 3a. i)a~ ~ittellot einer E:itrecfe ift ber 
geometr. :Ort für bie IDlittd.punfte aner ~reife, welclje burclj bie 
tfnb~uufte ber ®treife ge~eu. 

~erben in einem streife 31t1ei gfeiclje Seljnen unb igte ~bftänbe 
uom IDlittefpuntte ge3eidjnet, fo feitet bie ~igur 311 bem 

®at 101. @Ieidje Seljnen eines ~reifes ljaben gfeidje 
5llbftänbe tlom Wlittefl'unfte. 

}Bor. ~s fei <Segne AB = Segne CD, ME .1. AB unb MF .1. CD. 
~eg. ~ß ift ME = MF. 

6* 
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~n tro. be~ 58etu. ~a AB unb CD 6eljnen unb ME, be~. MF 
C bie tlOn M auf biefe!ben gefällten 2ote finb, fo 

Hegt e~ nalje, ~um ~eroeife ber nadj ?ffiinf 7 er• 
forberHdjen ~ongruencr' ber ~reiecfe AME unb 
CMF ben 6a~ 100 an3utuenben, um au~ ber 
~or. abjuleiten, bafi bie 58ebingungen be~ ~~. III 
erfüllt finb. ~~ fönneu inbeffen nadj einem neinen 
Umtuege (~~. IV) auclj ~j. I unb Sfj. II jUt 2ln• 
roenbung gelangen. 

~ofgerung. ~ie WHtten aller gleidjen 6eljnen eine~ Sheife~ 
Hegen auf einem ~reife, ber mit bem erften ben ID«ttell:>unft ge• 
meinfam ljat. 

2 u f a ~· ~ie gröflere oon jltlei 6eljnen eine~ ${'reife~ ljat ben 
ffeineren 2lbftanb oom WHttell:>unfte. 

(IDlit lßenu~ung bes 6n~es 100 auf 6n~ 65 3urücf3ufü~ren.) 

?ffierben umgefeljrt j\l.Jei 6eljnen eine~ it'reife~ gejeid}net, bie 
gfeidjen 2lbftanb oom !mittdl:>unfte ljaben (inbem man gfeidjltleit oom 
ID'littell:>unfte auf jltlei beliebigen ~abien bie 2ote erridjtet), fo feitet 
roieberum bie ~igur ju bem 

®at 102. .\)aben j\l.Jei 6eljnen eine~ ${'reife~ gfeiclje 
5lloftänbe oom ID'littell:>unUe, fo finb fie gleid). 
QSor. ~~ feien ABu. CD 6ef)nen, ME .LAB, MF .L CD u. ME= MF. 
)Sef). ~~ ift AB = CD. 

~ntltl. be~ 58etu. (6. ifig. bes En~es 101.) ~a AB unb CD 
6ef)nen unb ME, be3. MF bie 2ote uon M auf biefeloen finb, fo 
weift bie QSor. barauf ljin, bie .\)älften (6a~ 100) ber 6eljnen AB 
unb CD mit einanber jU bergfeid}en unb 3u biefem 2roecfe nad} ?ffiinf 7 
bie S{'ongruenj ber ~reiecre MAE unb MCF nacljjutueifen. 2ur 2ln• 
roenbung gelangt ~j. III. 

2 u f a~. $on jltlei 6ef)nen eine~ il'reife~ ift biejenige bie gröflm, 
roeldje ben fleineren 2loftanb oom ID'littefl:>unfte ljat.. 

(IDlit ~enu~ung bes 6a~es 100 auf 6a~ 65 3u ftü~en.) 
~ofgerung. ~er ~urdjmeffer ift bie gröfite 6ef)ne. 
6ein m>ftnnb bom WlittellJunfte ift gleidj !nun. 

56. 9llittellJunft~· unb Umfang~tuinfd. 

~rHärung. ~ie ~erliinbung~Hnien ber ~nb1:>unfte einer 6eljne 
mit einem ~unfte be~ ~reife~ fd}Iieflen einen lillinfef ein, ber Um• 
fang~roinfel genannt wirb unb jU (auf) bem 58ogen gef)ört (fteljt) 
ber jltlifdjen feinen 6cljenfe1n liegt. 
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Sufa~ 1. Su jebem >Bogen geljören unbegren~HJiefe Um· 
fang~ tuinfel. 

Sufa~ 2. Su jebem Umfang~ttJinfef geljött nur ein >Bogen. 
Sufa~ 3. IDHt jebem WHttefl-JunftßttJintef fteljen unllegren~t~ 

tJiefe Umfang~tuinfef auf bemfefben l8ogen. 
jffiiU man bas ®efe~ für bie ~bljängigfeit aller auf einem l8og~n 

fteljenben UmfangsttJinfef tJon bem l8ogen, ober ttJaß auf basjef!Je 
ljinausfommt, tJon bem ~u bem fe~teten geljörigen IDlittefl:JunftsttJinfef 
ermitteln, fo mu~ man ~ufeljen, ob ;ie nid)t in eine begren~te ~n3alj! 
tJon ®ru1-J1-Jen eingeteHt ttJetben fönnen, für ttJefd)e eine i8e~ieljung 3u 
bem IDlittell:Junft~ttJinfef ljerjteU!Jar ijt. !BettJegt fid) aber iljr 6d)eite1~ 
l:Junft P auf bem srreife tJon bem einen @nbl:Junfte A beß i8ogen~ 
AB, auf bem er Hegt, bis 3u bem anbeten, fo befinbet fid) M an• 
fängfid) gan3 au~erljafll beß jffiinfefs, fällt bann auf ben Sd)enfef PB, 

p 

bleibt in bem jffiinfefraume, biS if)n ber 6cgenfe1 PA erreid)t, unb 
Hegt fd)lie~fid) ttJieber aufierljalll be~ jffiinfefs. ~emnad) fann man 
bie fämtlicgen 3u einem lßogen gef)örigen UmfangsttJinfef in brei ®rul:Jl:Jen 
einteilen, bie fid) baburd) tJon einanbet unterfd)eiben, ba~ ber WHttel~ 
l:JUnft be~ srreife~ 

bei ber erften au~erf)afb be~ llliinfelß, 
bei ber 311:Jeiten auf einem ber 6d)enfe! unb 
bei ber britten in bem jffiinfe!, b. f). innerf)alo ber beiben 6d)enfe1 

liegt.*) l.jür bie !Jeiben ~infel ber 311:Jeiten @lru\)l:Je ift bie i8e0ieljung 
3u bem 9llitte11:JunttsttJinte1 am einfacqften erfennbar, tueif bei ber .ßage 
ber 6d)ente1 ber fe~tere ber ~u~enttJinfel an ber ®13i~e eine~ gfeid)· 
fd)enfligen ~reiecf~ ift, in tuefd)em einer ber !Jeiben Umfang~ttJinfe! an 
ber ®runblinie liegt. ~ß oeftefyt baf)er nad) @Ja~ 31 bie @lfeid)f)eit 

~ APB = t <):: AMB. 

@ß Hegt nalje, ben So~ 31 aud) bei ben ~intern ber beiben 
anbeten ®rul:Jl:Jen ~u oenu~en, tuei1 burd) bie fSerbinbung bes \ßunftes 
P mit M ftetß ein gfeid)fd)entfiges ~reiecf entfteljt. ,ßief)t man aber 
ben '!lurcgmeffer PMD, fo ttJerben ~ttJei neue UmfangßttJintef APD 

") 5ft ber 3uge~örige !Bogen nid)t Ueiner alS ein ~albfrei!\!, jo befinben 
fid) alle iminfel in ber britten CMrutJtJe. 
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unb DPB gebifbet, bereu ;r,ifferen3-, be3-. @5umme gleid) 4:: APB ift, 
ttlä~rettb burdj. @5ubtraftion, be3-. mbbitiott ber 3-U i~nen gel)örigen 
IDHttel~unftstuinfel .AMD unb DMB ber )illinfe! .AMB entftel)t. ~ie 
nad) @5a~ 31 eintretenben @leidjl)eiten 

< .APD = t 4:: AMD 
unb -t:DPB=t~DMB 

liefern bal)er bei ber erften @ru~~e burdj @5ubtraftion unb bei ber 
britten burd) ~bbition nadj @. IV für bie )illinfef bie 5Se3-iel)ung 

< APB = t < AMB. 

;r,emnadj finb bie fämtlid)en auf einem 'Bogen ftel)enben Umfangs~ 
tuintef mit bem 3-u il)nen ge~örigen IDlittef~unftslllinfel burdj ben @5a~ 
tJerbunben: 

®a~ 103. 3eber Umfangstuinfel ift l)alb fo gr ofl tuie 
ber IDlitte!~unftstuinfef, ber mit il)m auf bemferben ~ogen 
eines Streifes ftel)t. 

l:Yolgerung 1. ~ie 3-u einem 'Bogen gel)örigen Umfangstuinter 
finb unter einanber gfeidj. 

l:Yofgerung 2. ~er Umfangstuinfef, ber auf einem ~afbtreife 
fte~t, ift ·ein redjter. 

l:Yofgerung 3. ,8u gleidjen @5el)nen eines Streifes gel)ören 
gfeid)e Umfangsillinfel (@5a~ 94). 

ßufa~. ,8u ber größeren tJDn crlllei @5e{Jnen eines S'treifes ge• 
l)ören bie gröfleren Umfang~tuinfeL 

l:Yolgerung 4. ,8u gfeidjen Umfangstuinfeln eine~ Sfreifes ge~ 
l)ören gleidje l8ogen (@5a~ 95). 

ßufa~. ,8u bem größeren tJon 3-tuei Umfang~tuinfeln eines 
Sfreifes ge{Jörl ber größere 5Bogen. 

~ u fg ab e. 18e1Deije, ba(i 3tvijdjen \ßarallelen Iiegenbe }Bogen eine~ Sfreijeß 
gleid} linb. 

l:Yür bie Umfangsroinfd beftel)t l)ietttadj ber 
~e~rfa~ XIII. ~Ue Umfang~lllinfel auf bemfellien ober 

gleid)en ~ogen eine~ .Rreife~ .ober auf gleidjen ~.ogen aweier 
.streife mit bemfeUien (lallimeffer finb unter einanber gleidj. 

~hdi 9. Um bie 6lleidjljeit aweier i\\infd au lietoeifen, 
fann man au aeigen fudjen, bafl fie al~ Umfang~toinfel auf bem• 
fellien ober gleidjen ~ogen eine~ ~eife~ .ober auf gleidjen ~.ogen 
atoeier .Rreife mit bemfellien (lallimeffer fteljen. 

Sfel)rl man bie l:Yolgerung 3u @5a~ 103 um, fo folgt 
®a~ 104. ~ie @5djeite1~unfte aHer auf berfelben @5eite 

über einer @5trede ftel)enben gleidjen ~inlel liegen mit ben 
~nb~unUen ber @5trede auf einem Sfreife. 
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~or. ~1'3 jei < APB = -t: AQB = -t: ARB u. f. tu. 
mef). ~1'3 liegen, P, Q, R u. f. tu. mit A unb B auf einem Sheife. 

~ntto. bei3 i8etu. m3irb ber ein~ige, burdj bie brei l,l3unfte A, 
B unb P &eftimmte streii3 (~ofgerung 2, 6a~ 52) ge~eidjnet, fo f)at 

x man 5u ~eigen, bafl berfef&e audj burdj Q, R u. f. tu. 
gef)t. ~er &unä~ft Hegenbe ~erfudj, na~~umeifen, 
bafl bie ~ntfernungen biefer l,l3unfte l>on bem 9Jlitter~ 
vunfte bei3 Sheifei3 g!ei~ bem ~afbmeffer feien, gefingt 
nidjt, unb ba anbere ~Hfi3mittef fegfen, fo mufi ber 
6a~ inbireft bellliefen werben. ~Hmmt man aber 
an, ber Sfreii3 ginge 5· 18. nidjt burdj R, fonbetll 
träfe ben 6~enfe( AR in X, fo tuürbe ber m3infe! 

.A AXB nadj ~ofgerung 1, 6a~ 103 g!eidj -r: APB, 
nadj ~or. a!fo aud) g!eidj < ARB fein, unb bie~ ift nadj Be~rfa~ V 
unmögfi~, einetfei ob X &tuifdjen A unb R ober auf ber ~etfiingerung 
tJon AR angenommen tuirb. 

~ofgerung. ~ie @3djeite!vuntte affer über einer @Strecfe 
ftegenben re~ten m3infef liegen auf bem ~reife, ber bie 
6trccte ~um ~nr~melfer gat. 

mui3 6a~ 104 unb ~ofgerung 1, Sa~ 103 ergiebt fi~: 
®eometr. Ort 5. ~n einem .streife, weld)er über einer 

e;trecfe AB al~ ®eljne einen Umfang~winfel bon ber ®röfie cp be• 
fitt, ift ber 0tt bem ~ittfel nidjt 0ugeljörige ~ogen ber geometr. 
Ort für bie ®d)eitel~unfte aller auf berfelllen ®eite über AB 
fteljenben ~infd, weldje bie ®röfie cp ljaben. 

mui3 ~ofgerung 2, @3a~ 103 unb ~o!gerung, ®a~ 104 ergiebt 
lidj weiter: 

®eometr. Ort 6. ~er .strei~ mit bem ~urdjmeffer AB iit 
ber geometr. Ort für bie ®djeitd\)unfte aller über AB fteljenben 
redjten ?minfd. 

ilie ,PerfteUung bes Ortes 6 ift einfad). ilie ßeicf)nung bes Ortes 5 
erforbert bie ~usfü~rung bct 

~ u f gab e 72 (®tunb·~ufgabe). liinen ~reiß 0u 0eicf)nen, ber übet einer 
@:ittecfe AB als ee~ne einen Umfangsillinfel uon ber @lröfle cp befi~t. 

~uflöfu ng. ila AB ·eine 6e~ne bes ~reifes fein foU, jo liegt ber 
9Jlittel4Junft M auf bem IDlittellote uon AB (Ort 3a ). 

ila ferner ber UmfangsiVinfet über bem !Bogen AB gleicf) QJ, ber IDlittel• 
~unftsiVinfel über AB aljo gleicf) 2 cp unb bemnacf) in 
bem gteicf)jcf)enfligen ilteiecf AMB ber füt bie ßeicf)nung 
btaud)6ate ~infelllfAB gleid) R- cp fein joU, jo liegt 
M aud) auf bem 311Jeiten 6d)enfel bes in A an AB an• 
gelegten ~infels R- cp. 

~nmerfung. i)'üt cp > R ift bet lffiinfd MAB 
gteicf) l (2 R- ~ AMB) 'ober t [2 R - (4 R- 2 cp)] 

ober cp - R. ilet i)'aU cp = R fü~rt auf Ort 6. 
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~ie geometrifd)en Oerter 5 unb 6 werben benu~t oei ber )l(u5• 
füf)rung ber ~ufgaben: 

21 u f gab e 73. @;in redjttuinfliges ~reiecf 5u &eid)nen aus 
1. ber ~~potenuje unb einer Sfat~ete, 
2. 11 11 II ber &U i~r ge~ötigen ~ö~e, 
3. " 11 II bem ljujipunft ber lJU i~r ge~örigen ~ö~e. 
21 u f gab e 7 4. @;in 'Ilreied & u &eid)nen aus 

1) a, ha, hb. 2) a, hb, hc. 3) a, hb, ma. 4) a, hb, 11~b. 
21 u f gab e 75. @;in 'Ilr.eied lJU aeidjnen qus 

1) a, a, ha. 2) a, a, ma. 3) a, a, hb. 4) a, a, b ± c. (6. 21ufg. 50 u. 51.) 
5) a + b + c, a, ha. (6. l}lufl. ber l}'(ufg. 52. ~er \ffiinfel EAF ij't gleidj 

R+~). 

57. ~efnnte nnb :tnngente. 

a) .$iit'e über bie t!rangente. 
@rf!ärung. @ine @erabe, tuefd)e mit einem ~reife 3-tuei \ßunfte 

gemein f)at, td)neibet ben ~reis unb tuirb besf)aib 15 ef an te (Sd)nei~ 
benbe) genannt. 

2 u f a ~ 1. (i;ine Setante entftef]t burd) ?Serlängerung einer Sef)ne. 
2 u f a ~ 2. ,ßu jeber Sef)ne g e f) ö rt nur eine Sefante. 
2 uf a~ 3. ,ßu jeber Sefante g e f) ört nur eine Sef}tte. 
2u1a~ 4. ~urd) einen \ßunft fönneu unbegren&t tJiefe Sefanten 

eines srreifes gefegt tuerben, tJon benen eine ein&ige burc9 ben IDlittef· 
~unft gef]t. 

2rus ,ßufa~ 1 ergiebt 1ic9 bie 
g:ofgerung. ~er ~bftanb einer Sefante bon bem IDlitte~unfte 

bes srreites ift ffeiner a15 ber ~afbmeffer. 

~irb eine Sefante um einen if]rer \ßunfte auflerf]afb bes ~reifes 
gebref)t, 1o tuirb baburd) bie ®röfle ber jUgef)örigen Sef)ne unb if)re5 
~oftanbes bom WHtte!~unfte nad) bem ,ßufa~ 3u Sa~ 101 in um· 
gefel)dem Sinne geänbert. ~e näf)er bie Sd)nitt~unfte an einanber 

rüden, um to mef)r näf]ert 1id) bie ®röfle bes 
~bftanbes bem ~a!bmeffer. g:auen bie Beiben 
Sd)nitt.)mnfte be5 srreife5 unb ber Sefante in 
einem \ßunfte 3u)ammen, fo füf)rt aucf) ber 
~bftanb nacf) biefem \ßunfte, tueif er ftets 
bie IDlitte ber Sef)ne mit bem IDlittef.)Junfte ber· 
binbet, unb erreid)t besf)a!b bie ®röfle bes 
~afomeffer5. ~n biefer ~age, bie bon ber 
gebref)ten Strecfe jttJeimaf eingenommen tuerben 
fann, erf)äft bie Setnute einen befonberen 91amen. 

~rffärung. ~at eine Sefante mit einem ~reife nur einen 
\ßunft gemein, fo tuirb fie :tangente (lßerüf)renbe) genannt. IDlan 
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fagt bann, fie berü~re ben srrei5 in bem gemeinfdjaftlidjen jßunfte, 
bem 1Serü~rung!31Junfte, unb nennt ben nacq bemfe!ben fü~renben 
mabius ben 1Serü~run g srabius. 

g: 0 fgeru n g. 1:lurdj jeben jßuntt au%er~afb eines srreifes fönneu 
5 ttl ei stangenten an benfe!lien gefegt ttJerben. 

1)a ber lßerü~rungsrabius 3ugfeidj ber 2!bftanb ber stangenie 
1.1om 9J1ittef1Junfte bes St'reifes ift, fo ergiebt fidj ber 

®at 105. 1)ie stangenie fte~t im 1Serü~rungs1Junfte 
auf bem fßerü~rungsrabius fenhedjt. 

g: 0 [ g eru n g 1. Xlurdj einen jßunft eines srreifes fann nur eine 
stangenie an benfelben gefegt tnerben. (~Saw 6.) 

g:orgerung 2. Xlas im @nb1Junfte eines maoius auf bemjelben 
erridjtete Bot ift eine stangente. 

~ofgerung 3. Xlas im l8erü~rung51Junfte einer stangenie auf 
berfe!ben erricqtete Bot ge~t burdj ben 9Jlittel1Junft bes St'reifes. 

@s befte~t ba~er audj ber Saw: 
63eometr. Ort 7. ~a6 in einem )puntte einer 63eraben auf 

berielben errid}tete 2ot ift ber geometr. Ort für bie IDlittel~.mnfte 
aller .§treife, tnddje bie 63erabe in biefem )punfte berül)ren. 

ßufa~ 1. 1:lie ID?itte11Junfte aller srreife mit bemfelben S)alb· 
meffer, ttJefdje eine @erabe berü~ren, Hegen auf ber im ll!bftanbe bes 
S)afbmeffers 3u biefer &eraben ge3ogenen lßaralle!en. 

ßufa~ 2. 1:lie ID?ittel~ttnfte aller srreife, tnefdje 3tnei l,ßaraUelen 
berü~ren, liegen auf einer &eraben, ttJe!dje in gfeidjem ll!bftanbe 1.1on 
ben beiben jßarallefen 5U i~nen t.Jarallef l.lerfiiuft. 

2l u fg a 6 c 76. (®runb·2lufga6e.) ~urd) einen lßunft P aufler~al& eineil 
Sfrcifcs eine %angentc an benfcl&en au nie~en. 

2luflöfung. mt X bcr gefud)te !Berü~rungs.punft, fo ift ber \illinfel 
PXM = R, unb bemnad) liegt X auf bem Sfreife, ber PM 3um ~urd)mcfler 
~at. (Ort 6). ßtvei ilöfungen. 

b) iller $ebnen·~nngentemuinkd. 

@rffiirung. 1:ler ~infef, ben eine stangenie unb eine l.lon if)rem 
l8erü~rungs1Junfte aus ge3ogene !Sef)ne bUben, f)eiut !Sef)nen• 
st a ng ententn inteL 

2 u f a w. Sn jeber 6ef)ne ge~ören an jebem if)rer @nbt.Junfte 
3t1Jei 6e~nen~stangenten1Vinfef. 

@r H ä r u n g. ~on ben beiben an einem @nblJunlte einer 6e~ne 
Hegenben 6ef)nen~:tangententuinfefn g e f) ört ber f~iwe bem ffeineren 
unb ber ftumvfe bem größeren fßogen 3u. 

3 u f a w. Su jebem lßogen ge~ören 3t1Jei !Sef)nen-%angententninfef. 
lruerben bie fßerüljrung~rabien (:tangente l) ge3ogen, fo bifben 

biefef6en mit ben :tangenten recqte 2Sinfef, unb ba fie mit ber 6ef)ne 
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ebenfalls gfeidje ~intel einfdj!ießen, fo folgt, baß bie beiben f~i~en 
unb fomit auclj bie beiben ftum~fen @:lef)nen~'Iangentenminfef gfeiclj 
finb. (ea~ 12.) ~a ferner bie beiben ~reiecNltl.linfef an ber @:lef)ne 
fomo~f mit bem IDlittef~unftsltlinfef (~ef)rj. VI) afß audj mit ben f~i~en 
@:lef)nen~'Iangentenminfefn (ea~ 105) ~ujammen 2 R betragen, fo ift 
jebet ee~nen-'Iangententl.linfe{ f)afb fo groß mie ber IDlittef~unftsminfe( 
unb folgfidj g!eidj bem 5ugef)örigen UmfangsminfeL ~ies füljrt ~u 

®at 106. ~eber eef)nen~'IangententtJinfe! ift gfeidj 
bem ~ugef)örigen Umfangsminfef. 

~ntw. bes laew. !illiff man ben 6av o~ne l8enuvung bes \mittel• 
),Junftswintels beweijcn, jo ~at man 3u &eigen, ba\i 
ber 6e~nen.:tangentenwinfei i t g e n b einem ber 311 
ber 6e~nc ge~örigen Umfangßlt!infei gieid) ift. ~ie 

Q:igenjd)aft bcr :tangente weift ferner barauf ~in, 311m 
l8ergleidje bcn lminfei 311 wä~len, beffen bom l8e· 
rü~rungs~untte A au0ge~enber 6d)enfel ein ~urd)• 

mejfer ift. ~a bann -t ABP = R ift, jo fann bie 
ffiidJtigfeit bes 6atleß aus ber nun befannten \Be• 
3ie~ung ber beiben !illinfel &U bem ~intel P AB nad) 
6atl 13 abgeleitet werben. 

i)er \Jlad)weis, bafl bet jtum~fe 6e~nen•:tangentenwinfel gleid) bem 3U• 
ge~ötigen Umfangsl1linfel jei, ift auf biejem !!Bege nid)t 3U et311Jingen. !illirb 

T 
aber wiebcr ber bon A ausge~enbe i)urd)mejjcr AQ 
ge3ogcn unb Q mit bcm 6d)eitcl~unfte P bes Um· 
fangß11Jinfel9 tJerbunbcn, jo werben bie beiben lminfel 
T' AB un'o APB in je 311Jei :teile &erlegt, aus beten 
l8ergleid)ung nad) G}. IV jid) bie ffiid)tigteit bes 
6atJes ergiebt. 

2 u f a ~· mt bie @:lef)ne ein ~urdjmeffer, 
fo ift jeber ber 5ugef)örigen @:le~nen~'Iangenten~ 
minfef ein redjter. 

2!nmertung. i)ie 6ätle 105 unb 106 liefern fiir bie ~erjtenung bes 
Ortes 5 einen 3weiten, gieid)faUs bequemen !!Beg. \man legt ben lillinfel cp 
in A an AB an unb mid)tet in A auf bem 311Jeiten 6djenfel baß 2ot. ~aß• 

jelbe jdjneibet baß IDlittellot bon AB in 'oem IDlittc~unfte bes gejud)ten Sheijes. 

c. .llUJti ulln einem lJ)unktt ttnsge~tnbe ij:angenten. 
~er edjnitt~unft ber lieiben 5U einer eef)ne ge~örigen 'Iangenten 

begren5t auf benfefben mit ben ~erüf)rungs~unften ~ltlei ®tücfe, bie 
im engeren @:linne afß 'Iangenten be3eidjnet tl.lerben. ~on if)nen 
gilt ber 

®at 107. ,8mei non einem l.ßunUe an einen S'rreis ge~ 
~ogene 'Iangenten finb gfeidjgroß. 

i)as l8crfa~ren nad) jffiinf 7 fü~rt 3u einer 2!nwen'oung bes ~3· III. 

~er IDlittef~unft bes S'rreifes Hegt auf ber ~albierungslinie bes 
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m3inMs, ben bie beiben %angenten einf4Jlieflen (:Ort 4). 'ller @)a~ 
über ben Drt 4 fann bager ben )ffiortfaut er~aften: 

®eometr. Ort 4a. ~ie ,Palbieruug~linie einetS ~infdtS ift 
ber geometr. Ort für bie IDlittel.puufte aller !treife, tud"e feine 
®d)enfd gleid)3eitig berüljren. 

58. Ü&ung(lbeiillide unb &ufga&eu. 

a) Gin'o 3roei :tangenten eine5 streife5 :parallel, fo ift 'oie mer~ 
bin'oungsHnie 'oer ~erü()rungß:punfte, 'oie ~erügrungsfe()ne, ein '1:1urdjmeffer. 

b) ~e'oe 'oer %angenten bil'oet mit i~rem lBerü()rungsra'oius un'o 
ber merbinbungs(inie i~res ~ußgang5:punftes mit 'oem 9Jlitte{:punfte ein 
redjtroinUiges '1:1reiecf, unb ba 'oie &rö»e bes llln'oius fidj nidjt iinbert, 
fo folgt: 

Sat 108. a) ~rie Znngenten eines Streifes finb gleidj, 
bereu musgnn~ß:punfte nom 9Rittel:punfte gleidjroeit entfernt 
finb (Ga~ 48d). 

b) '1)ie mußgangs:punfte aller gleidjen 'Xangenten finb 
nom 9Jlittel:punfte bes streifes gleidjroeit entfernt (Ga~ 48a). 

c) mne :tnngentenroinfel fin'o glei4J, 'oeren Gdjeitel~ 
:puntte uom 'lliittei:punfte bes streifes gleidjroeit entfernt 
finb (Gnf2 48d). 

d) 'll ie Gdj eitel p un He gl eidj er :t an g e nt e nroi nfel fi nb 
nom 9Jlittelpunfte beß Streifes gleidjroeit entfernt (Ga~ 48c). 

c) 2lufgaben. 
~ u f gab e 77. @:inen Sfreis 0u 0eidjnen, ber burdj einen jßunft A ge~t 

unb eine &erabe & in einem jßunfte B bcrü~rt. 
~uflöjung. :lln ber streis bie @ernbe & in B berü~ren joll, jo muji 

fein ~ittdtlunft auf bem in B auf @ erridjteten Bote liegen (Ort 7); ba 
ferner A ein jßunft bes streif es, AB aljo eine 6e~ne fein joll, fo muß bcr 
~ittel~unft audj auf bem WUttellote uon AB liegen (Ort 3a). 

~ufgnbe 78. @:inen Sfreiß mit gegebenem ~nllime[[er r 0u 0cidjnen, 
ber burdj einen \llunft A ge~t unb eine &erabe & lierü~rt. 

l8erroenbe .Suia~ 1 t,u Ort 7 unb Ort 1. 3roei Böinngen. 
~ u fg ab e 79. @:inen Sfreis 0u neidjnen, ber t,roei \llnrnllelen &r unb 

&2 berü~rt unb burdj einen t,roijd)en i~nen Hegenben jßunft A ge~t. 
l8erroenbe .Sufa~ 2 t,n Ort 7 unb Ort 1. 3roei Böjungen. 
~ U f gab e 86. @:inen Sfreis 3U t,eidjnen, bet nlllei fid) fdjneibenbe @eraben 

lierü~rt, unb 311Jar eine bon i~nen in einem gegebenen ~unfte. 
l8erroenbe Ort 4a unb Ort 7. 
~ u f g a li e 81. ~urdj einen \llunft P aujier~nlli eines Sfreijes eine 

6efante jo t,u 3ie~en, bnfl bie 3uge~örige 6e~ne bie Bange l ~at. (l < 2r.) 
~uflöjung. mt PXY bie gejudjte 6efante unb Z ber 9.Jlittel~unft 

ber @le~ne XY, jo ift -t:..PZM = R unb folglidj ber Strei~, ber PM 3um 
~urd)mefier ~nt, ein Ort für z. (Ott 6.) :llie lJIUeite meftimmung bet \2luf~ 
gnbe liefet± nndj g:olgerung, 6at) 101 einen 011Jeitcn Ort für Z, lllenn man 
eine beliebige ®e~ne uon ber Biinge l 0eidjnet unb mit i~rem \2lbjtanbe uom 
IDlitte~unfte um benjellien einen Sfrei0 befdjteibt. .Sroei Böfungen. 
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~ufgabe 82. ~inen !ßunft 3u beftimmen, bon bem aus an einen ge• 
gebenen ~reiß eine ~angente bon ber 2iinge l ge3ogen werben fann. 

~ u f gab e 82a. s:Jen geometr. Crt für aUe biejc !ßunfte 3u 3ei~nen. 
!8ertuenbe 6av I08b. 
~ u f gab e 83. ~inen !ßunft 0u beftimmen, bejfen ~angenten an einen 

gegebenen ~reis einen iillinfel bon ber ®röl3e rp einj~liej3en. 
~ u f I ö f u ng. s:Jie jBerbinbungslinie bei.! !ßunftes mit bem \JJHttelJmnfte 

j~lie\jt mit bem 18erü~rungi.!rabius einen iillinfel bon ber ®rö\je R - ~ ein. 

~ u f gab e 83a. s:Jen geometr. :Ort für aUe bie !ßunfte 3u &ei~nen. 
!8ertuenbe 6a~ 108d. 

39. ~aß ein• unb umgefd)rieliene ~reiecf unb ~ierecf. 

@rUiitung. 6inb bie <Seiten eines ~ielecfs {~:~;::ten} eines 

Sheifes, fo jagt man, basfellie fei bem ~reife{~i~:} gefd)rielien ober 

ber srreis fei if)m {u.m•} gefdjrieben, unb nennt ba~ !Bie!ect ein 
etn• 

6e~nen· } ·rct 
:tangenten• tne e · 

l8on ben @lä~en übet bie befonberen ~unfte im ~teiecf unb 
~ietecf et~a!ten bie @lä~e 52-58 bei !.liefet )Seöeidjnung~ttJeife ben 
?mottfaut: 

lfäat 109. Um jebe~ ~teiecf !iif3t lief) ein ~reiS be• 
fd)teiben. (6a~ 52.) 

~er 6~nittlJunft ber brei IDlitteUote ift ber \UlittellJunft bei.! Streifes. 

lfäat 110. g:ür jebeß ~teiect ift ein ein3iger ein• 
geidjtiebener Shei~ mög!idj. (6a~ 55.) 

~er 6~niltlJunft ber brei jffiinfel~albierungslinien ijt ber IDlitte(llunft 
unb lein ~bftanb bon einer @leite ber ~al&mejfer bei.! Streifes. 

lfäat 111. ~ie @leiten eines ~reiecfs, be3. i~te !Bet• 
!ängetungen ttJerben gemeinfd)aftrid) von 4 ~reifen berügrt. 
(6a~ 55 unb 56.) 

lfäat 112. ~n einem 6ef}nenbierecf finb je 3to ei gegen· 
übet Hegenb e ?minlef fulJ.)>lementar. (6a~ 53.) 

~olgerung. ~ebet \XufJenttJinter eines 6egnenuierecfs ift gleid) 
bem gegenüber Hegenben ?minle! bes !Bimcf~. 

®at 113. 6inb in einem ~ierect 31Uei gegenüber 
Hegenbe ~inter fu~.)>fementar, fo ift basfelbe ein 6egnen• 
bierecf. (6a~ 54.) 

lfäat 114. 3n eintm ~angentenbierecf finb bie <Summen 
aus ben gegenüber Hegenben @leiten gleii:ljgrof3. (Sa~ 57.) 
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®aij 115. @5inb in einem ~iered bie @Summen ber 
gegenübet Hegenben @Seiten g!eid)grof3, fo ift basfe!be ein 
:.tang entenbierecf. (®ay 58.) 

mnmerfung 3u 6a~ 111. ~ie !Berü~rung~vunfte ber 4 3u einem 
ilreiecl ge~örigen !Berü~rungsfreife f>egren&en auf ben @Seiten unb i~ren !Set• 
Iängerungen 6tücle, non benen je &ltlei, bie in einer ~cle aufammenftojien, nadj 
6a~ 107 gfeidjgroji finb. 

3ebes biefer 6tücle hnn burdj bie 2änge berilreiecl~feiten 
ausgebrücft ltlerben. <fs ift nämlidj 

A 
AD + AE = (.AR-- BD) + (.AC- CE), 

= (.AR - BJJ') + (.AC- CP), 
= .AR+ AC - (RF- CF), 
=.AR +AC -BC, 

unb fomit 
.AD = .AE = f (.AB+ .AC- BC). 

3n gleidjer ~eife ergief>t jiclj 
BD= RF= f(AB+BC-AC), 
CF= CE= f(AC+BC-AB). 

g;erner iftAD'+.AE' =(.AR+ BD')+ (AC +CE'), 
= (.AR-t- BF') + (.AC +CF'), 
=AB + AC+BC, 

alfo AD' = .AE' = t (.AB+ AC+ BC). 
~ie Eitreelen non ben ~den bis 3U ben !Berü~rungsvunften ber gegen• 

über Iiegenben äujieren Sfreife finb ~icrnadj unter einanber gleidj. 

60. Übung~beif.piele untl ~ufgaben. 
a) m!eld)e \ßarallelogramme beft~en einen ein• unb weldje einen 

nmgefd)riebenen streis? 
b) m!eld)e fSe3eid)nung fommt bem ~ierecf au, befien Seiten bie 

an einanber ftoßenben .\)iilften aweier ~reiecfsfeiten unb bie 0u i~nen ge• 
I)örigen ~itteUote finb? 

c) m.\eld)e fSe0eid)nung fommt bem )ßierecf 3U, baß UUS ben gegen• 
feitigen \ßrojeftionen 0roeier ~reiecfsfeiten unb ben unteren .\)ö~en• 
abfd)nitten gebilbet wirb? 

d) m!ieuiel Sel)nenuierec'te fin'o uorf}an'oen, wenn 'oie brei .\)öl)en 
eines ~reiecfs ge0eidjnet finb? 

e) ~ie mer&in'oungßlinie ber ~ußpunfte aweier .\)ögen perlegt baß 
SDreiec't in ein Se{Jnenuierecf un'o ein ~reied, baß mit i{Jm gletdje m3infel 
gat. (~olgerung, 6a~ 112.) 

~ r f ( ii r u n g. SDaß burd) bie ~ußpunhe ber brei ~ö{Jen eines 
~reiecfs beftimmte ~reiecf wirb ~ ö 9 e n 'b r e i e cf genannt. 

f) ~ie m3infei bes .\)ö{Jenbreiecfs werben burd) bie .\)ö{Jen beß ur• 
fprünglid)en ~reiecfs gaUiiert. 

g) ~er bem ~ögenbreiecf umgefd)rie&ene Streiß galbiert bie oberen 
.\)öl)ena&fd)nitte unb bie @Seiten (~euer b a d) fdjer Streiß). 
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~ n t w. b e ß m e ltl. ~ß feien AAv BB1, CC1 bie brei Sjö{)en, 
A2, B2, C2 bie Wlitten ber oberen ,S)ö{)enabfcf.lnitte, 0 ber !Scf.lnittpunft 
ber .s)ö{)en unb D, E, F bie ~itten 'oer !Seiten . 

.8unäd}ft foU bewiefen werben, baß ~- m. 
A A2 auf bem streife liegt, ber 'ourcf.l A1, B1 

unb Ct ge{)t; 3u bem .Smecfe I)at man ~u neigen, 
baß <t_ C1A2A1 = ~ CtBtAt ift (!Sa~ 104). 
~in unmittelbarer ~ergleidj biefer jffiinfel ift 
nid}t möglicf.l. ~ead}tet man aber einerfeits, 
baU A C1 0 Bt ein 6e{)nenuierecf un'o ~ A C1 0 = 

R, alfo A2 ber WlitteJpunft 'oes ~uge{)örigen 
Streifes unb fomit ~ C1A2At = 2 CtAAt ift, 
un'o an'oererfeits, ba~ BBt ben jffiinfel CtBtAt 

B"""---~;-=;::::!1--.:..._:~"' I)albiert, fo gelangt man nu einem mittelbaren 
~ergleid}e aus ber ~eniei)ung, 'oie nwifd}en 'oen 
jffiinfeln C1AA1 un'o CtBt o beftel)t (jillinf 9). 

~erner ift ~u neigen, baß jebe ber 6eitenmitten auf bem ange= 
gebenett streife liegt, unb ba3u ift 5· m. für bie Wlitte F uon AC wieherum 
erfor'oerlicf.l, ba~ bie ®leid}ljeit 'oer jffiinfel C1F A1 unb C1B 1A1 nad}ge= 
miefen tuirb. ~ucf.l I)ier lä~t ficf.l ein mittelbarer mergleid) burcf.lrül)ren, 
wenn man bead}tet, 'oa~ F 'oer ~ittelpunft bes ~~~ bem !Se{)nenuietecf 
ACtAt c gel)örigen streif es ift. 

h) jffiirb bie WHtte einer !Seite mit ber IDHtte bes oberen Sjöl)en= 
abfd)nitts ber nugel)örigen .s)öl)e uerbunben, fo entftei)t ein ~urcf.lmefier 
bes ~euerbacf.lfcf.len Streifes. 

'Ilie beit,en \]!unfte beftimmen mit bem 5uli1Juntte ber ~öl)e ein red}t• 
tuinflige~ ~reiecf. 

i) ~er ,S)al6meffer 'oes ~euer6acf.lfcf.len streifeil ift I)alb fo groß wie 
ber ~albmeffer bes bem urfprünglicf.len ~reiecf umgefd}riebenen Streifes. 

k) ~u fga6en. 
lae&eid}nungen. ~er ~albmeffet be\3 einem ~reiecf eingefd}rie&enen 

~reifes wirb mit ~ unb ber ~albmeffer beß ber ~cfe A gegenüber Hegenben 
äußeren 18erül)rungMreifes mit l?a be&eid)net. ~ntfpre~enb finb l?b unb l?c &U 
beuten. 

lll u f gab c 84. ~in ~reiecf &n &eidjnen aus 
1. «1 Wa, ~· 2. «1 hb, I?· 3. «1 Wa, ~a. 4. u1 hb, Qa. 

lll u f gab e 85. ~in ~teiecf &U &eidjnen aus 
1: b + c- a, Q1 ß ober y. 2. b + c - a, ~' Wa. 

lll u f g ab e 86. ~in ~reiecf 311 &eidjnen au~ 
1. a + b + c, Qa, ß. 2. a + b + c, ~a, Wa. 

lll u f gab e 87. ~in ~reiecf &u &eid}nen nuß ber ßagc ber ~ufjpunfte 
feiner ~öl)en. 

61. ~d tegelmiifiige ~ieleif. 

mt bie ~naafJ! ber ~den eines fBie!eds gröf3er afs 4, fo tönnen 
aua ben Ortsfii~en 3 unb 4 bie mebingungen für baß fBorl)anben~ 
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fein eines ein• ober umgefdjriebenen ~reifes nidjt me~r abgeleitet 
tuerben. ~agegen ltlirb es mögfidj fein, bie 18efd)affen~eit eines ~iel· 
ects 3u ermitteln, baß gfeid)5eitig einen ein· unb umgefdjriebenen 
~eis befi~t, boraußgefe~t, baij beren Wlittefl-JunUe 3u]ammen• 
faUen. 

@5oll 3uniidjft ein umgefdjriebener ~reis borf)anben fein, fo muij 
fein Wlittefpunft M auf ben WlitteUoten fiimt!id)er @leiten Hegen. 91:un 
finb bie burd) M unb bie %u~l-Junfte begren3ten @5tücte ber Wlittenote 
3ugfeidj bie ~bftänbe ber @leiten uon M, unb bemnadj fann nur bann 
bem }ßielecr gieid)3eitig ein ~reis mit bem Wlittell-Juntte M eingefd)rieben 
tuerben, ltlenn biefe ~bftänbe unter einanber gfeidj finb. ~ft hieß 
aber ber iYafl, fo ift nad) ~3- III: 

6 MBA' ~ t:, MBB', 6 MCB' ~ 
6 MCC' u. f. ilJ., 

unb baraus folgt: 
BA' = BB', CB' = CC' u. f. !tl., 

b. f). t AB = t BC, t BC = t CD u. f. !tl., 
f---~~----'lll' alfo audj 

AB = BC, BC = CD u. f. !tl. 
~eiter ergiebt fid) aus ber ~ongruen3 

ber ~reiecre 
<t: MBA' = 1::: MBB', 

B 1::: MCB' = -9:: MCC' u. f. ilJ., 
aifo 1::: MBB' = t 1::: B, 1::: MCB' = ~- 4: C u. f. tu., 
unb ba 1::: MBB' = 4: MCB', -9:: MCC' = 4: MDC' u. f. !tl. 
ift, fo folgt 1::: B = 4: C, 4: C = -9:: D u. f. !tl. 

~irb bemnad) ein }ßielect als r e g ei m ii i3 i g be5eidjnet, tuenn 
feine @5eiten unb m3infe! gfeidjgron finb, fo beftef)t ber 

®at 116. 18e)i~t ein }ßiefecr einen ein· unb umgefd)riebe· 
nen ~reis mit bemfeiben 9JHttel1-Junfte, fo ift basfeibe rege!· 
mii~ig. 

~urd) Umte~rung ergiift man ~ieraus ben 
~at 117. ~ebes regeimäi3ige ~iefect be;i~t 1. einen 

umgefd)riebenen unb 2. einen eingefd)riebenen ~reis mit 
b emf eiben Wlittefl-Ju ntte. 

~ nttu. b es 18etu. 3u 1. @ld)neiben fid) bie IDlitteUote Uon 
AB unb BC in M (@5. %ig. bes @la~es 116), fo ift 3uniid)ft 3u 
betueifen, ba~ bas 2ot MC' uon M auf CD mit bem Wlitteiiote bon 
CD 5ufammenfiiUt, b. f). bai3 CC' = t CD ift. ~a aber CB' = 
t BC unb fomit aud) = t CD ift, fo ~at man bie @Ieidjgeit CC' = CB' 
nadj3utt1ei]en. 91:ad) m.;tnf 7 f)at man 3u biefem ßtuecte 3u 3eigen, 
bau 6 MCC' \SJ t:, MCB' ift. ~ie ~ongruen3 tritt aber ein, tuenn 
1::: MCC' = -t: MCB' (~3- 1), b. ~- tuenn 1::: MCB' = t 1::: C ift, 
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unb ba einerfeitß -1::: MCB' = -1::: MBB' (53e~ria~ IX b) unb anbetet• 
feits <. C = 4:: B (faor.), fo ergielit fidj bie @Heidj~eit -4::: MCB' = 
1- -t: C mittelbar auß bet me~ie{Jung beß )lliinfelß MBB' 3U -1::: B, bie 
au!ll ber ~ongruen3 ber ~reiede MBB' unb MBA' (~~. III) auf 
®rttnb ber !Bor. abgeleitet tt.Jerben fann. ®an3 entfj:>recf)enb ift tt.Jeiter 
3u 0eigen, bafl M audj· auf ben WlitteHoten tJon DE, EF u. f. tt.J. Hegt. 

~ n tltJ. beß ?Seit>. 3u 2. ~ie ~alliierungßfinien ber )lliinM B 
unb C fdjneiben fidj in M; M ift ba{Jer ber gemeinfcf)aftridje Wlittel· 
j:>unft. ~ß ift nun ltlieber crunädjft crU 3eigen, bafl MD ben )lliinfe! D 
{Ja!6iert, unb ba 4:-D = -4:. C ift (!Bor.), io {Jat man bie ®!eidj{Jeit 
<t. MDC' = t -1::: C, b. {J. = <t. MCB' nacfJcrultleifen. ~adj )lliinf 6 
ift ~iequ ber !Beroeiß für bie ~ongruen0 ber ~reiede MCD unb MBC 
erforber!idj. ,ßur Wnit>enbung ge!angt ~3. 11. ~ntfj:>recf)enb ift bann 
tt.Jeiter ~u ~eigen, bafl ME, MF u. f. it>. )lliinfe!~alliierungß!inien finb. 

~ufgabe. .8u einem gegebenen regdmäliigen ~!elcd ben ein• unb um· 
gefd}riebencn Sfreiß 3U 3eidjncn. 

~a nadj ®a~ 99 bie auf einanber fo!genben mogen unb fomit 
audj bie ~uge~örigen 9Rittelj:>unftßroinfe! gleidj finb, fo ift ber gan3e 
~infel M in n g!eidje :teHe geteift. ~ann man umgete{Jrt ben 
~intel M (ben ~reiß) in n g!eidje ~eile 3er!egen, fo ge{Jören 3U ben• 
fellien gleidje ®e{Jnen mit gleidjen Wliftänben tJon M, unb bemnadj 
liefi~ t baß !Bielecf, beffen Seiten bie ®e{Jnen finb, aucf) einen ein~ 
gefcf)rielienen Sttei!ll, ift alfo nadj ®a~ 116 regelmäf3ig. ,8ie~t man 
ferner burdj bie ~ei!j:>unfte bie ~angenten an ben ~reis unb lie0eidjnet 
bie auf einanber fo!genben Scf)nittj:>unfte berfellien mit A', B', C' u. f. it>.; 

D' lieadjtet man it>eiter, baf3 bie unter ein~ 
anber g!eidjen )ffiinfel A, B, C u. f. it>. 
burdj bie ?Serü{Jrungsrabien {)alliiert 
unb bemnadj bie fämtlidjen ®e~nen· 
~augentenroinfe! gleidjgrofl finb (®a~ 
12 u. 105), fo jie{Jt man, bafJ bie tJon 
ben ®e{Jnen unb ~angenten geliilbeten 
~reiecfe g!eidjfdjenf!ig unb fongruent 
finb. ~arauß folgt aber einmal bie 

, ®leidj~eit aller )ffiinfel A', B', C' u. f. it>. 
unb bann bie @!eicf)~eit ber ®trecfen 
A'B, BB', B'C, CC' u. f. ltJ., b. ~· 
bie ®!eidj{Jeit ber Seiten A'B', B'C', 

C' D' u. f. ltJ. ~a!ll !Bielecf ift afio regelmäßig. ~emnadj liefte{Jt ber 
®at; 118. ~eilt man einen ~reiß in n gleidje ~eile, 

fo finb bie ~eilj:>unfte bie ~den eines regefmäfJigen, bem 
~reife eingefdjrieoenen unb bie ?Serü{Jrung!lllJunfte eines 
rege!mäfl igen umgefdjriebenen n·~cfs. 
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Slie \Jlufgabe, einen Si'reie (ben lminM um feinen WHttelpunft) in 
n gleid)e 'teile oll 3erlegen, ift mit ben in ben bor~erge~enben \Jlbjd)nitten bt• 
fannt gelllorbenen Wlitteln o~ne !ßenu~ung bee @lrllbmeffere nur llu~fü~rbllr, 

wenn 3600 ein lminfel ift, ber aus 900 ober 600 ober aus j old)en lminfeln 3U= 
n 

fammengefevt lllerben fann, bie burd) ~albierungen aus 900 unb 600 entfte~en. 
~iernlld) fann ge5eid)net werben 

a) bae regelmiiflige 4·~d (lillinfel uon 900), 
11 B>~d ( II II 450), 

" " 16·~d ( " " 22lf20) u. j. w., 
b) bae regetmiiflige 3·~d ( liDintel uon 1200), 

" " 6·~d ( 11 11 600; Seite = ~albmeffer !), 
12·~d ( 300), 

" ,, 24·~d ( " 150) u. f. w. 
llfus bem regetmäßigen n·~cr feitet man afio bas regefmäflige 

2 n·~cf a&, wenn man bie ID'littef~unftsltlinfef ~a!Oiert unb bie neuen 
~eift:Jnnfte auf bem Sl'reife mit ben ~nb~unften ber 3uge~örigen @;eiten 
bes n·~crs oer&inbet, be3. burd) bie ~eif~nnfte ~angenten an ben 
Si'reis 3iel)t. ~n ben eingefd)tiebenen ~iefecfen bifbet bann iebe @;eite 
bes n·~cfs mit 31t1ei @:leiten bes 2 n·~cfs ein ~reied unb ift ba~er 
ffeiner alS bereu @;umme (@;a~ 35). ilaraus fo!gt: 

®at 119. ilie @3eitenfumme eines einem Sfreife ein• 
gefd)tie&enen regelmäfligen n·~ds nimmt 3u, wenn bie 
@;eiten3a~! berbot:J.).Je!t ltlirb. 

!Bei ben umgef~riebenen jßiefeden bagegen fd)neibet bie neue 
@;eite bes 2 n·~cfs tJon 31t1ei Wad)&arfeiten bes n·~ds 31t1ei @;tücfe 
ab unb ift lfeiner a!ß bereu @;umme. iler bur~ bas ~ortfaUen biefer 
@;tüde entftanbene ~er!uft ltlirb ba~er burd) bie ~in3unaljme ber netten 
@;eite nid)t ausgegfi~en, unb bemnad) &efteljt ber 

®at 120. ~ie @;eitenfumme eines einem Sfreife um· 
gefd)rie&enen rege!mäf'Jigen jßie!ecrs nimmt ab, wenn bie 
@;eiten3al)! berbot:J.).Je!t wirb. 

ilurd) fortgefei}te ~erbolJ~elung ber 6eiten3af)! fd)miegen fid) 
aber bie beiben llfrten tJon ~ie!ecfen immer enger an ben Sfreis, unb 
ba bas umgefdjrie&ene eine gröflere @;eitenfumme befii}t a!s baß ein• 
gefdjrie&ene bon gfeidjer @3eiten3af)f (@;a~ 35), fo folgt gieraus unb 
aus ben 6äi}en 119 unb 120: 

®at 121. ~in Sl'reiS ift ftets {~r:~!!~} als bie @;eiten• 

fumme eines il)m { ~~:} gefd)riebenen rege!mäfligen ~idecfs. 
!! n m e tfu n g. ~er ßula~ "regelmiifligen" fann wegfallen, o~ne bafl 

ber 6a~ auf~ört, rid)tig 0u fein. 
IDl ü ll er, jßlanimettie. 7 
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62. 3tuei Slreife. 

a) mit tltititttlpunktßlinit. 
SJa burcf) brei \ßunfte nur ein Shei5 gefegt tuerben tann, fo 

fönnen 3tuet· st'reife nidjt me~r a15 3tuei \ßunfte gemein f)alien. 
@rffärung: ~alien 3tuei st'reife ~ltlei \ßunfte gemein, fo fagt 

man, fie fdjneiben ficf) in biefen ~unften, unb lie0eicf)net bie fßer· 
liinbung51inie ber Sdjnitt~mnfte alS g e m ein f dj a f t 1 i cf} e 6 e f) n e. 
~aben 3tuei st'reife nur einen ~unft gemein, fo fagt man, fie Ii e· 
rü~ren fidj in biefem ~untte. ~alien aber 31t1ei ~reife feinen ~unH 
gemein, fo liegen fie entltleber gan3 au5 einanber ober ber gröf3ere tlon 
if)nen fdjlief3t ben ffeineren ein. 

@dlärung: ~ie fßerbinbung5!inie ber mitteltJunfte 31t1eier 
st'reife ~eif3t 9JHtteltJunft51inie. 

ßie~t man bie ffiabien 3u ben Sdjnittvunften 0tueier fidj fdjneiben· 
ben ~reife, fo entftef)en über ber gemeinfdjaftlidjen Se~ne 3tuei gfeicf)· 
fdjenffige ~reiecfe, unb fomit ergielit fidj nacf) s:le~rfa§ X: 

®at 122. Sdjneiben fidj 0tuei st'reife, fo ftef)t if)re 
9JHtte1tJunft5Hnie fenfrecf)t auf ber gemeinfdjaftlicf)en Sef)ne 
unb ~alliiert biefellie. 

@ntfernt fidj ber mitteltJunft be5 31t1eiten ~reifes tlon bem bes 
erften fo, baf3 er auf ber urftJrüng!idjen mitte!lJunftßfinie (liecr. beten 
!ßet!ängerung) li!eilit, fo nä~ern fidj bie lieiben SdjnitttJunfte ber st'reife 
immer mef)r, o~ne baf3 ber Sn~art beß Sa§eß 122 ficf) iinbert. ~5 

tritt ba{jer audj feine !ßeriinberung 
ein, ltlenn bie SdjnitttJuntte 3u)am~ 
menfaUen, b. ~- tuenn bie st'reife fidj 
6erü~ren. ~er mittelvunft ber ge~ 
meinfdjaftlicf)en Sef)ne O!eilit ftetß 

1-------<>--+11----t---lr-o---+--t-- auf ber mttte!lJunft5Hnie, unb ba~er 
Hegt audj ber }Serüf)rung5tJunft auf 
berfe!lien. ~ie 3u ber gemeinfdjaft~ 
Heljen Sef)ne ge~örige Sefante fte{jt 
ferner ftetß fenfredjt auf ber mittel· 
tJunftßfinie, unb ba fie bei ber lae­

rü~rung in eine gemeinfcf)aftfidje ~angente ber st'reife ülierge~t 
(f. lfdl. ber :tangente !nr. 57), fo ftef)t audj bie gemeinfcf)aftlidje ~an­
gente auf ber mittervunftsfinie fenfredjt. ~iefe!6en }Se5ief)ungen treten 
ein, ttJenn ber mttte!tJunft beß 31Ueiten st'reifes in entftJrecf)enber 
~eife fidj bem be5 erften näf)ert, biß bie SdjnitttJunfte aufammen~ 
faUen. @5 lieftef)t alfo ber 

®at 123. laerüf)ren ficf} 3tuei ~reife, fo ftef)t bie mittel~ 
tJunft!Hinie in bem l8erü~rung5tJunfte fenfredjt auf ber ge~ 
meinfdjafHidjen ~angente. 
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3 u 1 a ~· ~ie ®erabe 1 ltlefc(Je burc(J ben ffi1ittefpunft unb einen 
~unft bes Sfreifes gef)t, ift ber geometr. Ort für bie ffi1ittefpuntte 
aller Sfreife 1 ltlefc(Je ben erften ~reis in bem geltliif)ften ~unfte 
berüf)ren. 

~er ~erg!ei~ ber ffi1ittefpunft5!inie MM' mit ben ~afbmelfern 
r unb r' !iefert für bie fünf tJon einanber tJerfc(Jiebenen ilagen ~ltleier 
Si'reife 5u einanber teils unmittelbar, teils burc(J j!jenu~ung bes @?a~es 35 
bie fofgenben j!je5ief)ungen: 

~at 124. lillenn 51t1ei Si'reife M, 1· unb M', r' einanber 
a) ausfc(Jfiejlen, fo ift MM' > (r + r'), 
b) tJon aujlen berüf)ren, fo ift MM' = (r + r'), 
c) fc(Jneiben 1 fo ift MM' < (r + r'), aber> (r'- r), 
d) tJon innen berüf)ren, fo ift MM' = (r'- r); ltJenn aber 
e) ber Sfreis M, r tJon bem Si'reife M', r' eingef~loffen 

ltlirb, fo ift MM' < (r'- r). 
2lnmerfung. ~s fann jeber 'teil biefeil 6a~es umgefe~rt ltlerben. 

i)er 18eltleiil ift aber ftets ein inbirefter. 

,ßufa~ 5u 124b. ~er ~reis M, r + r' ift ber geometr. Ort 
für bie 9Ritter~unfte aller Sfreif e mit bem ,Pafbmelf er r', ltlefc(Je ben 
Si'reis M, r tJon auflen berüf)ren. 

,ßufa~ ~u 124d. ~er ~reiS M, r- r' (lBebingung: r' < r) 
ift ber geometr. Ort für bie IDlittefpunfte aller ~reife mit bem ~afb, 
mefler r', ltlefdje ben Sfreis M, r tJon innen berüf)ren. 

b) 1llie !JCnteinfd]llftlid]en ~llngenten. 

j!jefiten 5tt1ei ~reife M, r unb M', r' (r > r') eine gemein~ 
fd)aftlid)e '!angente AA', fo finb bie j!jerüf)rnngsrabien MA unb M'A' 

A paraUe!, \tleif fie beibe fent~ 
_----..._ red)t auf AA' fte'f)en. ,ßie'f)t 

T 

man baf)er burd) M' bie 
l,ßarallefe ~u AA', ltlefd)e 
MA in T trifft, fo ift 
bas mierecf AA' M' T ein 
lRec(Jtecf. ~arauß folgt: 
1) -4:: MTM' = R unb 
2) MT=MA + M'A' 
= r + r', je nad)bem AA' 
eine iiuflere ober eine innere 

'!angente ift (je nad)bem A unb A' auf berfe!ben ober auf tJerfd)iebenen 
@?eiten ber IDlittelpunftsHnie Hegen). ,ßu jeber gemeinfc(Jaft!id)en 'Ion' 
gente gef)ört bo'f)er ein ~unft T, ber einmal auf bem Sfreife liegt, 
belfen ~urd)meffer bie IDHttefpunftsfinie ift, unb bann bem ~reife an~ 

7* 
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gegört, ber um M mit bem ~albmeffer r - r' ober r + r' 'befcf)tieben 

roirb. ~emnadj ift eine gemeinfdjaft1idje { ?uflere} l:angente nur tnnere 
bann mög1icf), ttJenn bie beiben Sheife fo Hegen, bafj bet ~reis mit 

bem ~urcf)meffer MM' bon bem ~eife { ~ ~ + ~:} gefdjnitten werben 

fann, b. 9. roenn bie IDHttellJunftsfinie nidjt tfeinet a!ß bie ~ ~ifferencr 
t ~umme 

ber ~albmeffer ift, roenn a!fo ber grö}lere ~reis ben fleineren nidjt 
tJoUftänbig einfdj1iefjt. \ . 
einfcf)riefjt ober fcf)neibet. f ~teraus unb aus @5a~ 124 folgt: 

elat125. ßttJei ~reife befi~en gemeinfcf)aftlicf) 
a) 2 äu}lm unb 2 innere :tangenten, ttJenn fie aus einanber 

Hegen; 
b) 2 äußere unb 1 " 

berü9ren; 
c) 2 iiuflere unb 0 " 
d) 1 " unb 0 " 

berü~ten; 

" 

" 
" 

, ttJenn fie ficf) bon au}len 

, ttJenn fie ficf) f cf)neib en; 
, ttJenn fie ficf) tJ o n innen 

e) feine :tangente, ttJenn einer tJon i~nen ben anberen einf cf)HefJt. 
11( u f ga-b e 88. ll(n ~IUei gan~ aus einanber liegenbe Sfreife bie 4 gemein' 

fdjaftlidjen i:angenten 3u 3ie~en. 
ll(uflöfung. ~er !ßunft T (f. ~lileitung bes 6a~es 125) liegt ftets 

auf bem Streife mit bem ~utdjmefjer MM' unb entroeber nuf bem Streije 

M, r- 1·' ober auf bem Streife M, r + r'. tlurdj T unb MT finb alicr bic 
~erü~rungstmnUe Ileftimmt. \Ulan 3 ei dj n et alj o ben Streis mit bem ilurdj, 
meffer MM' unb um M einen weiteren Streis 1) mit bem .\lalbmeffer 1· -1·', 
ber ben erften in T1 unb T2 fdjneibet, unb 2) mit bcm .\lalllmeffer r + r' 3ur 
~eftimmung ber jßunfte T3 unb T4• ~erbinbet man bann M mit ben oier 
\ßunften unb 3ie~t burdj M' bie jßaraUclen 3u ben ~erllinbungslinien, jo er, 
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~ält man in je 311lei burd) einen bcr bier l}!unfte T beftimmten \}!unften bet 
beiben streife bie 58erü~rungsllunfte einer :tangente. 

63. Übung~beif.pide unb !llufgaben. 

a) .$ii~t ü.btr !Jtmtinfrl]llftlirl]t ~llngenttn. 

®at 126. ~ie gemeinfd)aftrid)en äufJeren, foltlie bie 
gemeinfd)aftlid)en inneren ~angenten ~toeier ~reife finb 
g!eid)grof3. (~a~ 107!) 

3 u f a ij 1. 'Ilie <5ttecten, roelcl)e 'Die iiu~eren ;tangenten auf ben 
inneren beßtenaen I fin'D gleid) ben (~trecten amifd)en ben )ßerü~tUnßs~ 
lJUntten ber) äu~eren ;tangenten. 

A E A' (gntro. 'Deß )Sero. ~inb 
E un'D F bie ~cl)nitt1Junfte 
ber inneren :J::angente 00' 
mit AA' unb BB', fo foU 
beroiefen roerben, baflE.li'= 
AA' ift. ;I)a nacl) @inf 7 

t5aije beftef)en aber 
'Die )ßeaie~ungen 

nid)t nerfa~ren roerben 
fann, fo mu~ ber ~a~ 
107 benutt roerben, auf 

beHen lllnroen'oung bie 
G:igenfd)aft ber ®eraben 
CO' I)inroeift. 9lad) biefem 

für 'Die lllbfcl)nitte EO un'o FC' ber ~trecte EF 

EC = AE = AA'- EA' = AA'- (EC + CC'), 
FO' =PB'= BB'- FB = BB'- (CC' + C'F), 

un'o bemnad) ift 
EC +CO'+ C'F = AA' -- (EC + CC') +CO'+ BB'- (00' + O'.li'), 

= AA'+BB'-(EC+ CO+ C'F), 
nljo E.li' = AA' + BB'- E.li'. 
Sjieraus aber ergiebt fiel) 'Die ffiid)tigteit 'Der )8ef)au:1Jtung nad) ~aij 126. 

3 u f a ij 2. ;I)ie <5trecten, roelcl)e bie inneren ;tangenten auf ben 
iiu\leren begren0en, finb gleid) ben inneren :tangenten. 

s:ler 58eltleis wirb ebenfo gefü~rt wie bei .Sufnt) 1. 

3u f a ij 3. 'Ilie 8 ;tangenten, roelcl)e non ben 15cl)nitt1Junften ber 
iiu~eren mit ben inneren ;tangenten an bie bei'oen Streife gef)en, finb 
alle gleicl)grofl. 

~ine ljolgerung aus ben beiben erften .Sufä~en. 

b) .$iil!'e über 1lhlppt1ftbntn. 

G:rUiirung. .Siel)t man burcl) einen ber 15d)nittpunfte aroeier 
Streife eine gemeinfd)aftlid)e 15dante, fo bilben 'Die beiben auge~örigen 
15el)nen aufammen eine ;I) o 1JP el i e ~ n e. 
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~at 127. 6d)neiben fid) 0ttJei ~o~~efie~nen auf einem bet 
~reife, fo ift bie ~erlJinbung5finie i~tet Q:nbvunfte varaUel 
oll ber in bem 6d)ntttvunfte an ben ~reiß gefegten 'l::angente. 

G;ntro. bes ~ew. 6inb 
PQ unb PR 'Die SOoppel• 
fel)nen unb PT 'Die :tangente 
in P, fo f)at man nad) ~inf 2 
3u lJeweifen, bafl bie ~inter 
TPR unb PRQ einan'oer 
gleid) finb. mun ift 4::: TPR 
(TPB) 6el)nen • :tangenten• 
roinfel,at;o gleid) -t::P AB, unb 
bemnad) f)at man 3U 3eigen, 
'oaü -1: P AB = 4::: PRQ ift. 
SOie 2age ber ~intel roeift 
auf bie 2lnwenbung 'oes .Su, 
fai,}eß 3u 6ai,} 112 f)in. 

5at 128. llilirb burd) je'oen ber lJei'oen 6d)nittpunhe eine 
SOoppelfef)ne ge0ogen, fo finb bie !EerlJinbungslinien 'oer G;nt• 
punfte 'Der :novvelfef)nen parallel. 

'ila &tt.Jei 6e~nent>ierede tlor~anben finb, jo läflt fiel) mit 18enu~ung bes 
6a~es 112 nad)tueijen, bnfl bie @:rg. illi. fuj)j)[ementnr finb. 

~at 129. 6d)neiben fid) 0ttJei ~reife mit g1eid)en ~dlJ• 
meHern, fo finb bie Q:nbvunfte jeber ~o~ve1fe1jne gfeid)· 
weit entfernt tJon bem 6d)nitt~unfte, burd) ben fie nid)t gef)t. 

~at 130. SOie ~abien, ttJeld)e nad) ben ~nbt>unHen 
einer SOot>t>elfe~ne lJei 3tuei fic{J fletü~renben ~reifen füljren, 
finb varaner. 

~at 131. ~ei 0ttJei fidj lJerüf)renben ~reifen geljt bie 
l8erbinbuugßfinie ber ~nbvuufte ~araHefer ~abien tJon ent• 
gegengefe~ter ~id)tung burdj ben ~erüf)rungßt>unft. 

SOiefe Umfef)rung 'oes 6ai)ei3 130 fann nur inbireft liewiefen 
roerben. 

c) .2(Uf!Jnbtn. 
\llufgabe 89. @:inen ~reis &U &eidjnen, ber einen gegebenen ltreis in 

einem gegebenen jßuntte berii~rt unb butdj einen gegebenen jßunft 1) au{!er• 
galb, 2) innetgalb bes ltreifes gegt. 

\llnmedung. 'llie Söfung ift unmöglidj, tuenn ber &Weite \ßunft auf 
bcr ~angente liegt, bie in bem erften jßunfte an ben ltteis ge3eid)net tuirb. 

\ll u f gab e 90. @:inen ltrei~ mit einem gegebenen ~albmeffer 3u 3eidjnen, 
ber einen gegebenen Rreis berü~rt unb burdj einen gegebenen jßuntt aufJergnlb 
be~ ~reife~ gegt. 

.8tuei Söfungen. 3ft ber ~albmeffer tleiner als ber ~albmeffer bes ge• 
gebeneu ltreifetl, fo fann ber jßunU nud) innergatb betl Rreifes angenommen 
tu erben. 
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~ufgabe 91. @:incn ~reis 3u 3eic!)nen, bcr einen gegebenen ~albmeffer 
befi~t unb awei gegebene ~reife berü~rt. 

~ n m er fu n g. 'llie Glröße bes ~albmcffcrs barf nidjt beliebig an< 
genommen werben. jffiann ift bie 2öfung unmöglic!)? 

~ U f gab e 92. @:inen ~reis mit gegebenem ~albmeffer 3U 3eic!)nen, ber 
einen gegebenen ~reis unb eine gegebene Gierabc lierü~rt. jffiann ift ~ier bie 
2öfung unmöglidJ? 

~ U fg ab e 93. @:inen ~unft 31! 3Cic!)nen, burd) ben an alllei gegebene 
~reife %angenten non ber 2änge l ge0ogen werben fönnen. 

6ie~e \llufgabc 82 a. 'llie 2ängc l muü jo gewii~It werben, baü bie 
beiben geometrijciJen Örter für ben ~unft fiel) fc!)neiben. .ßwei 2öfungen. !Be< 
rü~ren fiel) biejc Otter, jo ift nur eine 2öjung wc~anben. 

~ u f g a o e 94. @:inen ~unU 3u aeic!)nen, bcff en %angenten an awei 
gegebene ~reife 31Uei jffijnfel bOll ber @Jröjie cp einfdjliejien. 

6. l](ufAabc 83a. 1ffiirb rp fo gcroä~lt, baü bie beiben geometr. Örter 
a) fiel) jc!)neibcn, fo finb 2 2ö[ungen oor~anbcn, 
b) fidj lierü~ren, fo ift 1 .13ö[ung llor~anbcn, 
c) fidJ wcber [c!)neiben noc!) lierü~rcn, [o ift feine .13öfung möglic!J. 
l](ufgali e 95. !Bei awei fidj fc!)neibenben ~reifen eine 'llolJlJelfe~ne non 

ber 2änge l 3U 3ie~en. 
I]( u flö f u ng. .ßeid)net man bei irgenil einer 'llojljlelfe~ne bie beiilen 

2lliftänbe llOn Den l!Jlittel~mnften 1 JO ift Das @itücf 31Uijd)en Den Jieiilen ~Uji< 
t.mnften ber Bote ~alli fo groj'l wie bie ilolJlJelfe~ne. 'llic ~araUde burd) einen 
ber l!Jlitte{lJunfte 3U ber 'llojllJclfe~ne fc!)neibet bas 5llleite 2ot rec!)tlllinflig. 
~araus crgiebt fiel), baji bie ~albe :i)ojllJelfe~ne alS stat'f)ete einem red)twinf!. 
~reiecf ange~ört, beffen ~t):Potenufe bie l!nitteljlunttslinie ift. .ßugleid) folgt 
~ierauß, baji l fleiner als bas 'llolJlJelte ber l!nitteljlunftslinie fein muji. 

I]( u f gab e 96. @:in 'llreiecf an 3eic!)nen aus 
1) a, ha, I!• 2) a, ha, (!a. 3) a + b + c, (!, (}a. 
4) a + b + c, (!a, f!b. 5) b + c + a, (!1 (!a. 6) b + c + a, f!, Qb. 

3n jebcm ber 6 ~ane wirb bie ~erfteUung einer gemeinfdjaftlidjen %an< 
gente an aroei streife erforbedidj. l](ufgabe 88. 



IV. ~bfcqnitt. 

l u b n 1t s 1 e ~ t e. 

15. ~n~itet 

~« ~n~dt bet ~iguteu. 

64:. ~egtiff beß :Jul)altß. ~nl)nUßmeffung. 

<ifrHiirung. ~er '.Ieil ber G:bene inner'f;Jalb einer gefd)loflenen 
ljigur ttJirb ~liid)eninf)aft ober fur~ ~n{jaft ber ~igur genannt. 

<ifrHiirung. .811Jei gefdj!offene ~iguren f)eiflen f!iid)eng!eidj 
ober fur~ g l eidj ( ), 11Jenn il)re ~nl)alte gleidjgrofl finb. 

~n bie ~nf)alte fongruenter ~guren ftets gleid)grof3 finb, fo er" 
giebt fidj: 

~olgerung 1. 6inb ~ttlei ~iguren tongruent, fo finb fie g!eidj. 
®leid) finb aljo a) aUe fongruentcn 'IIreiecfe, 

b) aUe fongtuenten ~araUelogtamme, insbejonbete aUe 
Ouabtate mit gteid)en ®eiten, 

c) bie ~läd)en aUet ~reife mit gleid)en ~atbmeffern, 
d) aUe tegetmäj3igen laietecfe mit gteid)en ®eiten unb 

berjelben ®eiten0a~l. 

~o!gerung 2. 311Jei %iguren finb g!eidj, ol)ne fongruent &U 
fein, ttJenn fie burd) 2(bbition ober 6ubtrattion aus tongruenten (gleidjen) 
~liidjenftüden &nfnmmengefe~t werben fönneu (~. IV), insbefonbere 
11Jenn fie basfelbe jßie!fadje fongruenter (g!eidjer) iJliidjenftücfe finb. 

~iuft. 10. Um bie ®leidjl)eit aweier nidjt ~ fongruenten 
i)'iguren nnd)auweifen, fnnn man an aeigen fudjen, bnn fie bie 
€inmmen ober ~iffmnaen auß fongruenten (gleidjeu) ®tüden finb. 

~ o !g erung 3. 311Jei ~iguren, bie ttJeber fongruent finb nodj 
ans fongruenten 6tücfen burdj 2(bbitiou ober 6nbtraftion entfte{jen, 
fönneu ftets mit einnnber bergHdjen werben, menn jebe bon il)nen fidj 
in eine 2(n~af)l fongruenter (g!eid)er) 6tücfe 0erlegen !iiflt unb biefe 
'.teile ber beiben iJiguren g!eidj finb. Cis ift bann biejenige ~igur 
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bie g r ö ~er e, wef~e bie größere ~n3al]f ber unter eiuanber gfei~en 
':teile entl]äft. 

~rHärung. ~irb bie @röße ber unter einanber fongruenten 
':teile, in wef~e eine ~igur 3erfeg6ar ift, a(s ~inl]eit angenommen, 
fo fagt man, n fei bie ID1aß3agf für ben S:nf)aft ober fuq ber 
S:n'(Jaft ber ~igur, wenn bie ~in'(Jeit n"maf in berfefben entl]alten ift. 

~rHärung. ~fs %läcf)eneingeit bient bie @röße bes Ouabrag, 
beffen Seite bie ~ängeneingeit ift. S:ft biefe 3· 58. bas 9Reter (m), 
fo ift bas Ouabratmetet (0 m) bie 5läcf)eneingeit. 

mnmerfung. \Bei ber ~n~alt~mcffung ltJitll IJOtau~geje~t, bafl bie in 
ber ~igur auftretenben 2inien burc9 bie 2ängenein~eit in .8a~len au~brücf(lar 
finb. \Bei ber \8ered)nung treten biefe Wlafl0a~len an bie 6tcne ber 2inien. 
~irb ba~er uon bem jßrobufte 01tleier 2inien gcjprodjen, fo uerfte~t man bar• 
unter ba~ \ßrobuft ber Wlaj30a~len bicjer 2inien. 

65. ~er ~n~aft be~ $ledjteCft:l unb Ouabrat~. 

~ie Seiten eines 9recf)tecfs mögen bie mal33agfen a unb b be" 
fi~en. Sinb a unb b gan3e ßaf)fen, fann affo AB in a unb AD 

0 c in b ber ~ängeneinf)eit gfeicf)e ':teile 3erfegt 
• • ; • , 1 werben, unb 3ieljt man 3unäcf)ft burcf) bie 

- ~ -: - -:- -:- ~ -; -- ':teifl-Junfte oon .AB bie l.ßaraUefen 3u AD, 

- _- _;_-_:-_~.·-- ~---!_r: -_ :L·_-- f o wirb baburcf) bas lRecf)tecf in a fongruente 
, ;- , --; , , ®treifen geteilt; 3ief)t man bann an~ bur~ 
• • • • ' 1 bie ':teiflJunfte tJon AD bie l.ßaraUefen 3u 

---;--:-:-:-:--:-- AB, fo wirb jeber biefer Streifen in b, bas 
A .J. gan3e lRecf)tecf affo in a . b fongruente Stücfe 

3erfegt, tJon benen jebes gfeicf) ber 5fä~eneinf)eit ift. 
m m' 

Sinb bagegeu a unb b gebro~ene*) ßaljfen unb a = -, b = -, n n 
fo baß AB in m unb AD in m' bem nten ':teile ber 53ängeneinl]eit 
gfeicf)e Stücfe 3erfegt werben fann, unb 3ieljt man ttJieberum burcf) bie 
':teiflJnntte bie l,l3araUefen 3u ben Seiten bes 9recf)tecfs, fo entftef)en 
m . m' Ouabrate, bereu @)eiten gfei~ bem nten ':teile ber 53ängen­
ein'(Jeit finb. ~ebes biefer Ouabrate ift in ber ~fäcf)eneinl]eit n. n•ma! 

entljaften, afio gfei~ - 1- berfe!ben, unb bemnacf) ift ber S:nljaft bes 
n.n 

ffiecf)tecfs gfei~ m · m = m . m = a. b ~fä~eneingeiten. ~araus folgt: 
n.n n n 

~ie Wlaß3af)! für ben S:nljaft eines ffiecf)tecfs ift bas l,l3robuft 
aus ben ma~3al]fen 3tt1eier anftoßenben Seiten, ober fur3: 

*) S)er &an, bafi AB unb AD infommenjuraflel finb, flleiflt an biejer 
6tene 6effer nod) un6eadjtet. 
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~el)tfat XIV. ~er ~nljalt eines 'Red)tecfs ift gleid) bem 
~robnfte aus ~wei anftonenben 6eiten. 

~ofgerung 1. ~er ~nf)aft eines Ouabrats über ber @leite 
AB ift gleidj AB. AB ober AB2• 

:tlie 0tueitcn \]3oten0en bet .3a~len werben ba~er ag 0 u abrat 0 a ~ l e n 
be0eicl)net. 

~olgerung 2. '!las \ßrobuft ~ttJeier @itrecfen ttlirb burdj bas 
~ed;Jted bargefteUt, beffen anfto~enbe @leiten bie 2änge 'biefer @itrecfen 
befi§en. 

,ßwei ~ed)tecfe mit gleidjen ®runblinien tönneu burdj ~bbition 
(6u'6trattion) mit einanber verbunben werben, inbem man fie fo an, 
( llUf.) einan'ber legt, bau fie bie ®run'olinie gemeinfd)aftlid) f)aben. 'llie 
6umme (ilifferen3) ber anfto~en'oen @leiten ift bann bie anftonenbe C6eite 
für bie Gumme (:Differen3) ber 9ledjtede. 9Jlan erf)iilt auf biefe ~eife 
ben geometrifd)en ~eweis ber ®Ieidjf)eit ab± ac = a (b ± c). 

~irb über ber C6umme a + b aweier C6treden 
a unb b bas Quabrat errid)tet unb werben burd) 
bie ~n'opunfte 'oer uon einer ~de aus auf ben 
C6eiten a'bgemeflenen C6trecfen von ber ®röbe a 
'oie ~araUelen ~u ben C6eiten ge0ogen, fo 0erfäUt 
baß gan3e Quabrat in bie 4 6tütfe a2, ab, ab unb b2. 
:Die ?!lnfdjauung lieftätigt baf)er ben aritf)metifd)en 
C6a~: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2. 

a.b ,p 

a2 ab 

_____lL__ 6 
-------

~ft d2 bas Quabrat über ber :Differena a - b aweier 6trecfen a 
un'o b unb werben burdj bie ~n'opuntte 'oer uon einer ~cfe aus auf 

a.b 

(a-6)2 ~-b)b 

__L 
a 

b~ 

-

ben 6eiten nligemelienen C6trecfen von ber ®röbe 
a bie \ßaraUelen 0u ben C6eiten ge3ogen, fo lef)rt 
bie ?!lnfdjauung, bab d2 bie 'llifferen0 aus a2 unb 
einem 6edjsecf ift, bas burd) ~erlängerung einer 
C6eite von d2 in bie lieiben :teile a. b unb (a-b). b 
3erlegt werben fann. ?!tbbiert man 0u bem le~te' 
ren b2, fo ~eigt fid), ban d2 entftef)t, wenn man b2 
~u a2 ~in0ufügt unb von ber 6umme 2 mal bas 
9led)ted ab wegnimmt. ;Jn ber %igur wirb bem' 
nad) 'oer aritf)metifd)e C6a~ bargefteUt: (a - b)2 
= a2 + b2 - 2 ab. 

~irb aus ber C6umme s = a + b un'o ber ~iffet·ena d = a-b 
0weier 6treden a unb b bas 9ledjtecf geliil'oet unb werben burd) bie 

~nbpunfte ber uon einer ~cfe aus auf ben 6eiten I }h abgemeflenen 6trecfen uon ber 2änge a bie \ßa' 
ab raUden au 'oen C6eiten ge~ogen, fo aeigt 'oie ~igur, 

a. } , 1 bab s . d entftef)t, wenn man von a2 'oas 9led)tecf 
a b a-b)h 1 ab wegnimmt unb 0u ber :Differen3 'oas 9led)tecf 

"'-:::=::::=7::::::;:=:J (a-b). b f)in~ufügt. ilas le1}tere ift aber um b2 
a. h fleiner als 'oaß erfte, unb baf)er ift s. d = a2- b2. 

~ie ~igur fteUt alfo ben aritl)metifd)en C6a!J (a + b) (a-b)= a2- b2 

bar un'o leitet 0u 
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®at 132. ~ie ~ifferen~ ~tueier Quabrate ift gleidj 
einem ffiedjtecf, beifen @5eiten gfeidj ber @5umme, be5. ber 
~ifferen~ au~ ben @leiten ber Quabrate finb. 

®at 133. Sebes ffiedjtecf ift gfeidj ber ~ifferen~ ~tueier 
:Ouabrate, bereu @leiten gleidj ber ~aU)en @5umme, be~. 
~itferen~ ber ffiedjtecfsfeiten finb. 

:ilenn finb x unb y bie Seiten bcr Ouabrate unb a unb b bie Seiten 

beß iliedjteds1 fo ift nad} 6a~ 132 x + y = a unb x- y = b, alfo x = a t b 
a-b 

unb y = - 2-. 

~n entf:precl)enber ~eife fann bie 9Hcl)tigfeit ber @{eid)~eiten 3ur 
mnfdjauung gebradjt werben: 

(a+ b) (c + d) = ac + bc+ ad+ bd. 
(a+b) (c-d) = ac+bc-ad-bd. 
(a-b) (c- d) = ac- bc-ad+ bd. 

(a+ b)2+ (a- b)2 = 2 (a2+b 2). 

(a+ b)2- (a- b)2 = 4 a2. 
(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2 ab+ 2 ac + 2 bc. 

66. ?gergleidjung nid)Mongruenter \ParaUelogramme, mreiede 
unb S!ra.peae. ~eftimmung be~ :Jn~alt~ biefer l}iguren. 
m3ieber~ofe bie ~rf!iirungen über ®runbfinie unb S)öl)e in 91r. 51 

unb 53! 
2iegen bie ®runbfinien 5tueier \]3araUefogramme, %ra~e3e ober 

~reiecfe mit gfeidjen SJöl)en auf einer ®eraben unb bie g:iguren auf 
berfelben @5eite biefer @eraben 1 fo Hegen bie @egenfeiten 1 be5. bie 
gegenüber Hegenben ~cfen auf ber im 2Ibftanbe ber S)öl)e 5u ber 
@eraben ge~ogenen \]3araffefen (Ort 2). ~urdj ?Benut~ung biefer 'X~at~ 
fadje fann man \]3araffeiogramme 1 ~reiecfe unb %ra.).le3e mit gieidjen 
S)öl)en mit einanber oergfeidjen. 

a) mer ~nbnlt bt5 ~lltlllltlogrntum.s. 

2e~rfat XV. ~araUelogramme mit gleid)en (lö~en unb 
gleid)en 6lrunblinien ;tnb gleidj. 

~nttu. bes ?Betu. 1la bie \]3a~ 
IJ C IJ, c, raUefogramme nidjt fongruent finbl I I I I fo ift nadj )!Binf 10 3u llerfal)ren. 

2egt man aber 1 tuo~u bie oorau~~ 
gefet~te ®feidjl)eit ber S)ö~en auf­

. forbert1 bie \]3araffeiogramme ~tuifdjen 
--,!-'------~-~---;------1>---- biefelben \ßaraffeien 1 fo 5eigt bie 
A .B A, .B1 g:lgur1 bafl 

bie ~ifferena au~ BB1 C1 C unb BA1D1 C unb 
" " " AA1 D1 D " " 
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ift; bemnad} mufj man bie ~ongruen& ber beiben :tralJeae BB1 C1 C 
unb AA1 D1 D nad}3utveifen fud}en. 91ad} 2e~rf. IV ift aber in ben~ 
felben 4:. B = <J::A, <):: B1 = 4=A11 4:. C1 = <):: D1 unb 4:. C = 4=D; 
ferner ift ftetß BC = AD unb B1C1 = A1D1 (~a~ 71c), unb 
baljer finb nod} bie beiben ®feid}~eiten BB1 = AA1 unb CC1 = DD1 

au~ ber l8or. .A1 B1 = AB ab anleiten. ,ßur mntvenbung gefangen 
@Ja~ 71c unb ~. IV. 

~er 3n~an eines \l3araUefogrammß ift baljer gfeid} bem 3n~a1t 
eine~ ffied}tecfs, bas mit iljm gfeid}e ®runblinie unb SJö~e ~at; bem• 
nad} folgt aus ben 2eljrfä§en XV unb XIV: 

®at 134. ~er 3n~a1t eines \l3araUe!ogramms ift gfeid} 
bem \ßrobufte aus feiner ®runblinie unb ~ölje. 

m: u f g n Ii e. ilen 3n~nlt eines !ßnrnUelogrnmmg b!lr~ufteUen. 

ß u f a~ 1. l8on 3tvei jßaraUefogrammen mit gfeid}en {~öf)e~(' . \!!lrttnwtttten 

ift baßjenige baß gröfjere, tuefd}eß bie grö)3ere {~~:bfinie} befi~t. 

ßufa~ 2. ®feid}e \ßaraUefogramme mit gfeid}en { ~~~~linien 
'h li 1 . ..r. {~runbliuien . 
.,a en. g et .. ,e ~öl)en. 

iler jßctueis folgt aus bem nrit~metif~en @5a~e: 3ft ax = ay, fo ift 
x = y. iler geometrif~e 18etueie bes .ßufn~es ift ein inbirefter. 

ß uf a~ 3. ßerfegt man eine ~araU:elogrammfeite in n gleid}e 
:teile unb 3ief)t burd) bie %eif.punfte bie ~araU:efen 3u ben anftofjenben 
@leiten, fo teilen biefeUien baß ~araU:efogramm in n gfeid}e :teife. 

b) :lller .sfniJntt bt5 :lllrtittlt5. 

@in ~reiecf ABC erltleift fid} afß bie ~äffte eines \ßaraUelo• 
gramms, ltlenn man burd} bie @cfen .A unb C bie \ßarallelen 3u BC 
unb AB 3ief)t; (@Ja§ 71b) es liefi~t mit bem ~araUefogramm eine 
~eite unb bie ba3u ge{Jörige ~öf)e gemeinfd)aftfid). ~a aber baß 
\ßaraUefogramm jebem anbeten \ßaraUeiogramm gleid} ift, baß mit if)m 
gfeid}e ®runblinie unb ~ölje ~at, fo folgt: 

®at 135. @in ~reiecf ift bie ~äffte eines \ßaraUefo~ 
grammß, baß mit if)m gieid)e ®tttttbfinie unb SJöl)e l)at. 

SJieraus ergiebt fiel) nad} ®. 111: 
®at 136. ~reiecfe mit gfeid)en ~runbfinien unb ~öf)en 

finb gfeid). 
unb mit menu§ung beß ®aies 134: 

Sat 137. ~er 3n~aft eines ~reiecfs ift gfeicf) bem 
~allien \ßrobufte aus feiner ®runbfinie unb ~ö~e. 
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~ u f g n b e. i)en 3n~alt eines i)reiecfs bat3Ufteilen. 

3 u f a ~ 1. )ßon crltlei ~reieden mit gfei4Jen { ~~~:linien} ift 
s. . . s. ··J; ~dj " s.. . . ." {®runbHnie} '(. 1 . .,1 vllßJentge vaß gropere, ltJel e" vte gropere ~öf)e ve t\' . 

3 u f a~ 2. @fei4Je ~reiede mit gfeidjen { ~öfje~~· . } f)alien \!YtUnvLtnten 
l 'dj {@ruttb!inien. 

g et e ~öf)en. 

~oigerung. ~er geomettifdje Ort für bie @:i.).li~en aHer 
gleidjen ~reiede ülier berfeilien ®runblinie ift bie im )lfliftanbe 
ber ~öfje 3U ber &runbiinie ge5ogene l,ßaraUek 

Sufa~ 3. Setlegt man eine ~reiedßjeite in n gleidje ~eile 
unb tJerliinbet bie Xeif.).lunfte mit ber gegenüber Hegenben @:de, fo 
teifen bie !ßer6inbungßfinien baß ~reied in n glei4Je Xeife. 

c) l!ltr .sfnbnlt bts ~rnt.tt!t». 

Siefjt man liei einem Xra~ecr burd) bie rolitte eineß @5djentefß 
bie l.ßaraUele äU bem anbeten @5djenfef, jo fdjneibet biejelbe tJon bem 
..------..- --1 

' 
%ra~e5 ein ~reied a6 unb fügt bem \Hefte ein 
neueß, bem erften gfeidjeß (Sf3. I) ~reied f)in5u. 
~aß ~ra~e0 ift afjo glei4J einem \]3araUefo· 
gramm mit berjefoen ~öf)e, beffen @runbfinie 
gleidj ber 9JHttelfinie beß %ra.).le5eß ift. ~ie 
~enu~ung beß .l:lefjrj. XV füf)rt bafjer 3u 

®ttt 138. @:in %ra.).le3 ift gfeidj einem s.ßaralfefogramm 
mit gfeidjer ~öfje, beffen ®runblinie gfeidj )einer WHttef• 
Hnie ift. 

~ierauß ergieot fidj ·nadj @5a~ 134: 
®ttt 139. ~er ~nf)aft eineß ~ra~e3eß ift gfeid) bem 

l,ßtobufte aus feiner rolitteninie unb ~öf)e. 
11lufgnbc. ilen 3n~att eines :lrave5es baqufteilen. 
Sufa~. Sebes %ra1Je5 tuirb burdj bie merliinbungsHnie feiner 

@runbtinienmitten f)albiert. 
iler 6n~ tann in folgenher !llieife audj aus @la~ 137 ~erge!eitet werben: 

6inb a unb b bie ®runbiinicn unb h bie ~ö~e bes :trape0e!\l, fo 0erlegt jebe 
i)iagonale ba!\lfellie in 0roei 'llreiccfe mit ber ~ö~e h unb ben <Mrunbiinien a 

unb b. 'ller 3nijalt bcß :tra\)e0es ift ba~er nadj 6a§ 137 gleidj a Z h + b 2 h 
ober t (a + b) . h. 

9JHt !Benu~ung bes @la§es 137 fann ferner beroiejcn werben: 
®at 140. iler 3n~a!t eines :lnngentenbierecf!\l ift g!eidj bem 

jßrobufte nuß feinem ~albcn Umfange unb bem ~albmeifer bes 
eingejdjriebenen Sfreije!\l. 
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unb bn ber Sfrei~ al9 ein regelmä&ige5 llHelelf mit unbegtenat•gtofler @Seiten• 
3a~l (6ntl 121) angeje~en ll:Jerben fann, fo crgiebt fid) ll:Jeitet 

®av 141. :i)er 3n~nlt eines Sfreife5 ift gleid) bem ~alfJen 
\j3robufte aus feiner Sänge unb bem ,ValfJmelfer. 

67. ~ergleidjung uon ~hmdlelogrommen, bie wettet gleidje 
6lrunblinien n.od) gleidje ,Pö~en befitten . 

.8ttJei \ßarallefogramme tönneu gfeicf) )ein, of)ne gleicf)e ®runb· 
!inien unb ~ögen hU !)aben. 

a) (!r~tr pnu. $n"J1 über ~rgiitt!UU!J.spnrolltlo!Jtllmme. 
®at 142. .8ief)t man in einem \ßaraHelogramm burcf) 

einen beliebigen \ßunft einer ':fliagonafe bie \ßataUefen 3u 
ben Seiten, fo entftef)en tJiet \ßaraffefogramme, bon benen 
bie beiben g!eicf) finb, ttJefcf)e nicf)t bon ber ':fliagona(e burcf)• 
f c9 n i tt e n llJ erben. (G:rgiin5ung~.)Jarallefogramme.) 

)Bor. ~n bem \ßarallelogramm ABCD fei P ein \ßuntt ber 
':fliagonafe AC unb PE II AD, PG II AB. 
@~ ift EBHP = G PFD. 

@ntllJ. beß 58ellJ. :ilie ~igur ttJeift barauf 
{)in, bafl nacf) llliinf 10 oerfaf)ren ttJirb, ttJeif 

EBHP = iiABC- liAEP- D..PHC, 
GPFD= liADC- iiAGP- D..PFC 

~----*.------iB ift; es gelangt baf)er nacf) ~enu~ung bes 
@la~es 71b ber ®. IV &ur ~nwenbung. 

':flurcf) Umfef)rung biejes @la~e~ er{jiift man 
®at 143. m3erben httlei g!eicf)e \ßaraHefogramme mit 

gfeid)en m3infefn fo an einanber gefegt, bafJ 5\l.Jei gfeicf)e 
m3infel 5u 6cf)eitefttJintefn ttJerben, fo Hegt bie gemein· 
fd)afHicf)e @cfe auf einer ':fliagonafe beß \ßarallefogramms, 
bas bon ben 6cf)enfefn ber gegenüber Hegenben m3infef ge• 
b ifb et ttJhb. 

58ettJei~ inbireft. 
21 n m er fu n g. ~iernad} liiüt fid} burd) bie .Seicljnung leid}t fcftftellen, 

ob btllei \)3arallelogramme gleid) ftnb. 

b) .liUJtittr JfnU. :projtlttionenfot. 
@rffätung. ':flie ~ote tJon ben @:nb.)Junften einer @ltrecfe auf 

eine @erabe liegrenhell einen Xei! berjeflien, ttJefcf)er \ß r o i ef ti o n ber 
@ltrecfe auf bie @erabe genannt ttJitb . 

.8 u f a~ 1. s:liegt ein @nb~unft ber @ltrecfe auf ber <Meraben, 
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fo tuitb bie 6trede burdj ba~ 2ot bon if)rem 5tueiten @:nblmntte auf 
bie ®erabe j.1roji5iert. 

8 u f a ~ 2. ~erben bie begren3ten eld)enfel eineß m.!infe!~ auf 
einanber j.1roji3iert, fo Hegen bie @:nbJ.lunfte ber \l3rojdtionen auf ben 
6djenfefn beß m!infef~, tuenn er fJ.li~ ift; fie Hegen bagegen auf ben 
®djenfefn feine~ @:idjeiteltuinfefs, tuenn er ftumlJf ift. ~m erften ~aUe 
nennt man bie '.ßrojeftionen J.lofitib unb im 3tueiten ~aUe negatib. 

®at 144. '.J3roii3iert man bie be!iebig begren3ten 
Sdjenfel eine~ m!infels auf einanber unb bilbet au~ je 
einem 6d)enfe1 unb ber \l3rojettion bes anbeten auf ben• 
felben ein ffied)ted, fo entftef)en 5Wei gleidje ffiedjtecfe. ('.ßro~ 
jeftionenfa~.) 

Seid)nung. ~ie begren3ten @:idjenfef be~ m.!infef5 A feien AB 
unb AC. Wlan 3eid)net CC1 ..L AB, berfängert CC1 um bas eltücf 
C1 C2 bon ber @lröfie AB unb berboUftänbigt baß ffiedjtecf AC1 C2C3 
(AB. AC1). ~n entfJ.lredjenber !meife fterrt man baß ffiedjtecf AB1 B2B3 
(AC. AB1) f)er. ~s lautet bann bie 
~or. @:~ fei CC1 ..LAB unb AC3 =AB, BB1 ..L AC unb AB3 =AC. 
l8ef). @:s ift AB. ACt (BC1 C2C3) =AC. ABt (AB1B2B3). 

@:ntw. be~ ~etu. ~a bie beiben ffied)tecfe, tuenn AB unb AC 
berfdjieben finb, Weber gfeidje @lrunbHnien nod) gleidje ~öf)en f)aben, 
fo fönneu fie nid)t nadj 2ef)rf. XV mit einanber bergfidjen werben; 
audj 3ur \llnwenbung bes ®a~es 143 fef)rt bie Wlögfidjfeit. ~as 
~erfaf)ren nad) m!inf 10 füf)rt gfeid)faU~ nid)t 3um ,ßiefe, unb bem~ 
nadj ift ein u n mit t ef barer ~ergfeidj ber beiben ffiedjtede aus• 
gefdjfoffen. ®eftaftet man jebodj biefe!ben in \l3araUelogramme um, 
in betten audj ber 3 w e i t e ®djenfef bes m!infels A a!ß @leite bor~ 

.llz fommt, inbem man C3C4 f>araUe! 3u AC, be3. 
B 3B4 J.laraUe! 3u AB 3ief)t, fo gelangt man 
3u einem mittelbaren ~Bergleidje, wenn es 
gefingt, aus ber ~or. eine ®röfjenbe3ief)ung 
crttJifdjen ben '.ßaraUefogrammen ACC4 C3 unb 
ABB4B3 ab3u1eiten. lBeadjtet man aber, bafi 

-t:C3 AC = R + <t.BAC, tuenn <):BAC <R, 
unb = R + (2 R · - -t: BAC) ttJenn 

.q:.BAC> R, 
-t:C3 AC = R + <t.BAC, tuenn -t:BAC < R, 

tmb = R + (2 R - .q: BAC), tnenn 
-t:BAC > R, 

ift, fo fann bie Sfongruen3 biefer '.ßaraUefo• 
gramme feidjt bewiefen toerben. ~ie ®feid)f)eit ber ffiedjtede fo!gt 
bann nad) ®. III. 
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2. ßu einem 3illeiten 58eroeife gefangt man, tuenn mau bie 
.\)äfften ber beiben 9tec(Jtecfe mit einanber \Jet< 
gfei4)t unb tuieber fo!c(Je ~reiecfe ttliig!t, in benen 
au4) ber attleite ~djenfef beß ~inMs A afs 
~eite botfommt. ,ßiegt mau aber gier3u CC3 

unb BB3 , fo baß 6ACC3 = t AC1 C2 C3 unb 
C 6ABB3 , = fAB1B2B3 ift, fo finb bie ~reiecfe 

ACC3 unb ABB3 auf G}runb ber 58or. nac(l 
~3- II fongruent. 

. 3. ~in britter laeroeiß biefes tuidjtigen 
13 ~a\}eß ergiebt fidj burc(J bie folgenbe Überlegung: 
~oU bas 9tec(Jtecf AB1B2B3 gleic(J bem aus 
AB unb AC1 gebifbeten ffiedjtecf AC1 C2C3 fein, 

iJ fo mufl man AB1B2B3 bur4) ein 9tedjtecf mit 
ber eeite AB erfe~en fönnen, beffen 0ttJeite ~eite 
gfei4) AC1 ift. ~ie erfte lßebingung erfüllt baß 

ffie4}tecf ABB6B5 , beffen 6eiten AB5 unb BB6 auf ber \JSaraffefen 
B3B4 3U AB fentrec(Jt ftef)en, tuei( na4) ilegrf. XV AB1B2B3 = 

y,.,. ABB4B3 unb biefes = ABB6B5 ift. 
~emnadj gat man 3u beroeifen, baß 

ß11 'R& AB5 = AC1 ift. inadj ~inf 7 ift 
----)r--------r---- giequ erforberfidj, baß bie ~ongruen,j 

; : ber ~reiecfe ACC1 unb AB3B5 nadj~ 
: : gehliefen tuirb. ,ßur m:nroenbung ge~ 

fangt ~3- I. 
3ft ber [ßinfel ACB ein rec(Jter, 

f o fäfft B 1 auf C, unb baß ffiec(Jtecf 
AB1B2B3 gegt in baß Ouabrat über 
ber ~atgete AC beß redjttuintngen 

c ~reiecfs ABC über; es ergiebt fidj 
bann als eine iYofgerung aus ~a~ 144: 

®at 145. ~aß Quabrat über einer ~atf)ete eines rec(Jt' 
ttJinUigen ~reiecfs ift gfei4) bem 9tec(Jtecf aus ber .\)~~ote~ 

nufe unb ber \JStojeftion ber ~atgete auf bie ~~~otenufe. 

68. Übung~beifpiele. 

®at 14:6. ~timmen 3tuei ~reiecfe überein in ber @höfle 
3ttleier ~eiten unb )in b bie bon biefen ~eiten eingefdjloffenen 
~infef fu~~lementar, f o finb bie ~reiecfe gleidj. 

~ie SUdjtigfeit ber 18e~au.ptung folgt au~ ®a~ 136, tvenn bie .tlö~en 

g!eid} finb, bie 3u 311lei cntf.precf)enl>cn l>cr ale gleidj uorauegcfe~ten @Seiten ge< 
~ören. .Sur 2lntvenbung gelangt Sfo· n. 
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®a~ 147. ~ie oon ben ~cfen eines :tlreieds nusgeqen• 
ben ~bfcf)nitte bet IDHtteninien teifen bns ~reied in brei 
g leid) e %eHe. 

lroieber~orte ~nwenbung bes Huf. 3 bU 6a~ 137 fü~tt 3um 18eweife. 
®at 148. lßerbinbet man in einem ':traj:Jq bie IDCitte 

eines Scf)enfe!s mit ben ~nbj:JunUen bes anbeten \Sdjenfefß, 
fo ift bns bon bem fe~teren unb ben lßerliinbungsfinien ge• 
bifbete ~reiecf g1eicf) ber ~äffte bes %raj:Je3es. 

lillitb burd) bie \UUtte bes erften 6d)entelß bie \13araUele 3u bem btlleiten 
ge~ogen, fo entfte~t ein \13araUeiogramm, bas 3u einem mittelbaren 18ergleid)e 
bes ~reieds mit bem :trape5e benu~t werben fann. 

e>at 149. :tlas ~arnffefogrnmm, wefcf)es burcf) bie 
~erbinbung ber 6eitenmitten eines lßierecfs entfteqt (Sn~ 
83 3), ift g!eicf) ber ~äffte bes lßierecfs. 

@:ine ~iagonale beß lßierecfs 3edegt bas 18ierecf in blllei ~reiecfe unb 
baß !13araUdogramm in 3tuei ~bfcljnitte, uon benen jeber mit bem 3uge~örigen 
~reiecf burd) 18enu~ung ber 6ä~e 80 unb 135 bergliegen werben fann. 

®nt 150. ~ebes ~ierecf ift gfeicf) einem ~reied, in 
tuefcf)em ieine ~iagonalen nfß \Seiten einen m3infe1 ein• 
fcf)!ieflen, ber gfeicf) einem ber m3infe! ber ~iagonnfen ift. 

lillitb bae ~reiecf OEF baburd) ~ergeftent, bafi man 00 um OA unb 
OB um OD bediingert, fo lautet bie 

)Bor. lis fei OE= AC unb OF = BD. 
!Be~. lis ift Li OEF = ABCD. 

@:nttu. bes 18etu. 9lad) lminf 10 ~at man bie ~iguren 3u 3erlegen 
unb nad)3utueifen, bafi i~re :reUe j:laarwcis gleid) finb. 9lun teilt bie ~iago· 

Il nate AC bas ~ierecf in 3Wei ~reiecfe 
ACB unb ACD, bon benen bas etfte 
mit bem burdj bie 2inie EB abgefcljnitte• 
nen :teile OEB bes ~reiecfs OEF 
gleid)e ®runblinie (AC = OE) unb 

A gleiclje ~ö~e (biefelbe 6!lite) ~at, alfo 
nad) 6at 136 aucg gleicljen ~n~alt be• 
fi~t; ba~er mufi noclj bewiefen wer• 
ben, baj3 6 ACD =Li BEF ift. lfin 
unmittelbarer ~ergleiclj biefer ~reiecfe 
ift nid)t möglicg. 18erbinbet man alier, 

um bie ®lciclj~eit OD = BF 3u benu~en, E mit D, fo entfte~t ein ~teiecf 
ODE, baß fowo~( 3u 1:::, ADC (OE= AC!), als auclj 3u Li BEF (OD = 

B F!) in einer angebbaren 18e3iegung ftegt unb bU einem mittelbaren 18ergleid) 
biejer S)reiecfe fü~rt. 

golgerung. 6timmen 3tuei lßierecfe in ber @höfle iqrer ~in• 
gonnlen unb ber bott biefen gebilbeten m3intel ülierein, fo finb fie g1eicf). 

!müllet, !;lllanimetrie. 8 
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®a' 151. (6a~ bes lßavvus.) 6te~en bon brei jßa~ 
rallelogrammen 51vei nacf) außen auf 0ttJei 6eiten eines 
'Ilreiecfs unb bas britte auf ber btitten 6eite nad} innen, 
unb befinben fiel} bie ber 'Ilreiedsfeite nicf)t angef)örigen 
@cfen bes !e~teren auf ben 6eiten ber erften jßara!lelo• 
gramme, bie ben 5ugef) örigen ~reiedsfeiten gegenübet 
Hegen, fo ift bie 6umme bet beiben etften jßaraUdogramme 
g!eicf) bem britten. 

a: n t lU. b e~ 18 e ID. S)ie ~orm ber !Se~auvtung weift barauf ~in, baj'} 
enttueber bie 6umme ber \ßaraUeJogramme üfler AC unb AB geflilbet unb 
mit bem \ßarafldogramm üfler BC uerglidjen tuirb, ober bafl baß le~tere in 
0tuci %eile 0etlegt wirb, bie mit je einem ber \ßaraflelogramme über AC unb 

K AB 0u uergleid)en finb. 8u einer ~bbition ber 
\ßaraflelogramme fe~lt aber bie illlöglidjfeit, unb 
ba~er muli ber 0weite ~eg betreten werben. 

~ür bie !Scftimmung ber ~Uf~linie ift ber 
Umftanb maflgebenb, bali A bie gemeinfd)aft< 
licf)e @cfe ber $araUelogramme ift, bie $ataflele 

F AM 0u BJ alfo 0roei $arallelogramme BJKA 
unb CHKA 0ugleicf1 ~crftent, bie nadj 2e~rfa~XV 
einen mittelbaren lSergleid) 0tuif cf)en ben jßaraUclo• 

grammen ABDE unb BJLM, fle0• ACFG unb LMCH ermögltdjen. 

®a' 152. ~n einem recf)troinf!igen ~reiecf ift baß Oua~ 
brat übet ber 5ur ~~votenufe ge~ötigen ,Pöfje g!eicf) bem 
ffiecf)tecf aus ben ~bfd}nitten bet ~~votenufe. 

@ntw. bes laew. S)a baß lSerfa~ren nadj ~inf 10 nidjt 0um 8iele 
fül}rt, fo mufj man 0ufe~en, ofl einer ber 6ii~e 142 ober 144 anroenbbar ift. 

1. lll.lirb ba~ Quabrat über ber ~ö~cAD jo ge0eid)net, bafJ es mit bem lRed)t• 

H 

J'---:- --- --J.--------.1 

ecf CDEF nuß CD unb BD nur bie @cfe D 
gemein l}at, fo ~aben bie ~iguren bie Bage 
uon <frgiin0ung~l1araflelogrammen unb finb 
bul}er nadj 6a~ 142 einanber gleicf1, wenn 
D auf ber S)iagonaleJK beß Bted)tecfs JFKH 
liegt, wenn aljo bie iBerliingerung uon JD 
bie @lerabe HA fo fd)netl.let, bafl AK = DC 
ift (6a~ 72 c). 8um laetueife ber ®leid)~eit 
AK = CD ift aber nacf1 m!inf 7 bte Ston• 

gruentJ ber S)reiede ADK unb ADC erforberlidj. St3. I. (~a 6 JDE ~ ABD 
(st'3. II), fo ift <f_JDE =<tB, alfo aucf1 -.t::.ADK = <}::.B unb fomit = <r:.DAC). 

2. Sft AE bie $rojeftion uon AD auf AB, jo bafl nacf1 6a~ 145 
A p AD2 burdj AB . AE erfe~t werben fann, 

~ fo !<>t m" ou '""'fm, >•i AB. AE 
, '! = CD. BD ift. !nadj 6a~ 144 würbe biefe 

' : @lleid)~eit dntreten, wenn DC unb AB bie 
~ begrenaten 6d)enfel eineß m!infels unb AE 

:' ' (J bie \ßrojeftion uon DC auf AB, BD ba• 
ß gegen bie $rojeftion non AB auf DC wäre. 
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,Seicljnet man ba~erDF II unb=.A.B, fo baßDG, bie !j!rojeftion l:lonDCaufDF, 
gleiclj AE wirb, unb fällt bas 2ot FH auf DC, jo ~at man nad)butDeijen, 
bafl DH = DB ift. ie3. I, II, III jinb anmenb6ar. 

69. @lufgalien ()Berwanblung~aufgalien). 

a) (fr~e Q9ruppe. .amutnbung ber $iii!'e llU!i Ur. 66. 

~rflätung. ~ine iYigur l:lertuanbeln ~ei}Jt bie ~igur umgeftalten, 
o~ne i~ren 3n~alt bU änbern. 

~ufgabe 97. ~in beliebiges !j!arallelogramm mit !aeibe~altung einer 
(Seite in ein IRccljtecl 3U uertuanbeln. 

l!lufgabe 98. Q:in 'l)reiecl mit !8eibe~altung einer @leite 3u l:lertoanbeln 
1. in ein gleid)jd)enfliges (bie 6eite toirb G.Srunblinie); 
2. in ein recljttllinfliges (bie 6eite toirb !eat~ete) ; 
3. in ein anberes, in tuelcljem ber ber (Seite gegenü6er liegenbe tminfel 

gleidj rp ift. 
IR u f gab e 99. ~in i:ralJe3 in ein ffiecljtecl bU l:lertuanbeln. 
l!lu fgab e 100. Q:in 'i)reiecl in ein !j!arallelogramm bU l:lertoanbeln 

1. mit !8eibe~alhtng einer 6eite; 2. mit !aeibe~altung einer ~ö~e. 
l!lu f gab e 101. @:in !j!arallelogramm in ein 'l)reiecl 3U l:lertuanbeln 

1. mit !aeibe~altung einer 6eite; 2. mit !aeibe~altung einer ~ö~e. 
l!lufgabe 102. @:in ~ierecl mit !8ei6e~altung einer 6eite unb eines ber 

(Seite anliegenben lillinfeHI in ein 'l'>reied 3u l:lertoanbet n. 
2luflöfung. @)ollen .AB unb ber tminfel B 6eibe~al• 

X ten merben, fo mufJ bie neue ~cle X bes 'l'>reiecls auf ber $er• 
c' längerung 1:1on BC liegen, unb ba bas ~ierecf mit bem ~rei· 

elf bas 6tücf ABC gemein ~at, jo muü 6 ACX = D. ACD 
fein. 'l'>ie 'l'>reiecle fte~en ü6er berfelben G.Srunblinie .AC, 
tönnen alfo nur bann gleid)en 3n~alt ~aben, toenn i~re 

JJ ~ö~en gleiclj finb (.8ufatl 2 3u 6atl 137), b. ~· toenn DX 
lJarnllei 5u ber 'l'>iagonale .AC ift. 

2lufgabe 103. Q:in n·~d in ein (n-l)·G:if 3u l:lertuanbeln. 
2lufgabe 104. @:in n·~d in ein ilreiecl 3u l:lertllanbeln. 
lillieber~olte l!(usfü~rung ber l!lufgabe 103 (l!lufgabe 102) fü~rt 3um ,Siele. 

b) .ll:weite Q!iruppe. .an:wenbung ber $iii!'e nus Ur. 67. 
l!l u f gab e 105. @:in ffiecljtecf in ein anberes 3u l:lertllanbeln, !:Ion tucld)em 

eine 6eite bie .Sänge l ~at. 
D c g l!luflöfung. 3ft .A.BCD bas gege6ene unb 

AB1XY bas gefucljte lRecljtecf, fo ift 3U i~rer @leidJ• 
~eit erforbcrlid), baflbie lRecljtecfc BBtXZunb DYZC 

n-----':;t<---!X gleiclj jinb. ila biefe a6er bie .Sage !:Ion ~rgän3ungs• 
lJaralleiogrammen ~a6en, fo liegt in folge i~rer 
@leid)~eit bie ~cle Z auf ber ~iagonale .AE bes 
burclj bie Sänge AB1 (l) unb bie (Seite .AD 6ejtimm• 

A '-----v-JJ---''8, ten ffiecljted~ .AB1ED (6a~ 143). 
l .Sautet bic 2lufga6e: 

8* 



116 IV. 2lbfdjnitt. 3n~nltßle~re. 

2lufgabe 105a. @:in ffiedjtecf mit einer gegebenen @leite l &U &eitfjnen, 
baß gleidj einem gegebenen ffiedjted ift. 
fo fann ber @in~ 142 in folgenber !IDeife angeiDanbt !Derben. !Berldngert man 
bie @leite AB bee gegebenen ffiec(Jtecfe ABOD um BB1 = l, legt burtfj B1 
bie $araUele 0u AD, ber&inbet ben @itfjnitt~unft Or berfelben unb ber !Ber• 
ldngerung uon DO mit B, uerldngerl 01B biß 0um 6djnitt~unfte Dr mit 
DA unb aie~t burtfj Dr bie $araUele 0u AB, fo entfteljt ein @:rgän0ung9• 
paraUelogramm 0u ABOD, in IDeftfjem eine !Seite bie Sänge l ~at. 

l' ~udj bet @Ia~ 144 fann bei ber atveiten ~affung bet 
7'----l ~ufgabe uertvanbt !Derben. 8eitfjnet man nlimlidj AE = 

AD unb betradjtet AE als einen ber begren0ten !Stfjenfel 
bee (~ier aundtfjft notfj nitfjt gegebenen) !IDinfele A, fo 
muji ber @:nbJJUnft be!! 0tveiten !Sdjenfele auf ber !Ber• 
llingerung uon OB liegen, ba AB bie $rojeftion biefeß 
!Stfjenfele auf AE fein foU. 3ft nun l > AB, fo ~at 
ber !Scl}enfel felbft bie Sänge l, unb fein 0tvciter @:nb~unft 
E' ift ber 6c(Jnitt~unft bes ~reifes A, l mit OB, tvä~renb 
bae Sot uon E auf AE in AG ble 01Deite !Seite be!! ge• 
futfjten ffiedjtede beftimmt. ~ür l < AB ift bagegen z 
al!! \ßrojeftion bon AE auf ben 0tveiten !Stfjenfel an3u• 

fe~en unb beftimmt burcl} ben ~reis M, l mit bem ~albfreife über AE 
ben $unft G unb bamit audj AF, bie 0tveite @leite bee gefutfjten 
ffiedjtede. 

2lufg alle 105b. @:in $araUelogramm mit !Beibeljaltung einee !IDinfele 
in ein anberes 0u uertvanbefn, in tveldjem eine @leite bie ~Iinge l ljat. 

21: u f gab e 106. @:in ilreied mit !Beibeljaltung eines !IDinfele in ein 
anbete!! au uertvanbeln, in tveldjem eine ber ben !IDinfel einfdjlieflenben !Seiten 
bie ~Iinge l ljat. 

~!uflöfung. \man fönnte nadj @ia§ 135 bie ~ufgabe auf bie bor~er• 
geljenbe aurücffü~ren; eine bauon unab~lingige Söfung ift jebodj bor0uaie~en. 

!ffiirb ber !ffiinfel A bes ~reiecU ABC beibeljalten 
C unb ift AB1 bie gegebene unb AX bie gefudjte neue 

!Seite, fo fann /':,. AB1X nur bann gleitfj 6 ABC 
fein, tvenn /':,. BXB1 = /':,. BXC ift. ~a biefe 
'!>reiede beibe auf ber !Seite BX fteljen, fo ift lJU 
i~rcr ~Heidjljeit erforberlitfj, bafl Bt 0 II B X ift. 

A 

2lnmedung. ~ie ~uflöfung umfaüt bie 
beiben ~ane, baji bie &runblinie ober bie ~ölje ge• 
dnbert tverben foll. 

~ufgabe 107. @:in ffiedjted in ein Quabrat oU bettvanbeln. 
~ u fl ö f u n g. ~ie 2lufgabe uertveift auf bie ~ntvenbung be!! @ia§eß 

145. !Birb bie gröflere !Seite bee ffiedjtecfe als ~~~otenufe unb bie fleinere 
als ~bfdjnitt auf berfelben angenommen, fo ift burdj ben ,Palbfreie über ber 
~t)potenufe unb baß .ßot im @:nbpunfte bes ~6fdjnitts baß redjttvinflige '!>reied 
unb bamit in ber bem ~bfcflnitte anliegenben ~atljete bie @leite bes gefutfjten 
Ouabratß gefunben. 

ilie @leite bes Quabrate fann nodj auf einem anbeten !!Bege ljergeftellt 
!Verben, tvenn man ben Ein~ 152 benu~t unb bie ~igur besfelben fo aeidjnet, 
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bafj bie 6eiten be~ \Redjted~ (aneinanber liegenbe) ~bfdjnitte ber ~~potenufc 
werben. 

~ufgabe 108. ~in Quabrat in ein ffiedjtecf 3U tJertDanbeln, in IDeldjem 
eine 6eite bic ilänge l ~at. 

~uflöfung. l!ine Umfe~rung ber ~ufgabe 107 unb ba~er mit ~Be• 
nu~ung berfelben 6äve au löjen. j8ei ber ßeidjnung auf @.lrunb be~ 6at~e~ 

C' 145 wirb bie Quabratfeite aur Sfat~ete unb 
Z entll!eber ~~potenuf e ober an ber Sfat~ete 

~ liegenber ~~potenufenabfdjnitt. 6tü~t fidj 
_ _ bagegen bie ßeidjnung auf ben 6at~ 152, 

A F fo bleibt e~ gleidjgültig, ob l gröjier ober 
fleiner al\3 bie Quabratfeite ift. Wlan er• 

p A 8 B ~ält ftets, wenn man auf ber Quabrat• 
feite AB bie 6trede .AE gleidj l abmijit, 

E mit D llerbinbet unb in D auf ED ba\3 2ot midjtet, bie lJIDeite 6eite be11 
ffiedjtecfs in ber 6trecfe .AF, roeldje bie!3 2ot auf AB abfdjneibet. 

70. $eredjnungen. 
1. ~us bcr 6eite a eines Ouabrats feinen ~n~alt 3u beredjnen. 

j8eijpiele: a = 14. a = 2,5. a = 1,25. 
2. ~u\3 bem ~n~alt J eines Ouabratil feine 6eite 3u beredjnen. 

j8eifpicle: J = 256. J = 20,25. J = 0,6561. 
3. !Kus ben 6eiten (Sfat~eten) eine\3 ffiedjtecf\3 ( redjtroinfligen ilretecf1!) 

feinen 3n~alt 0u beredjnen. 
j8eijpiele: a = 15, b = 12. a = 24,4, b = 12,5. 

4. ~u\3 bem 3n~alt J unb einer 6eite (Sfnt~ete) eines ffiedjtecfs (red)t• 
lllintligen ilreiecf11) bie anbete Seite (Sfnt~ete) au beredjnen. . 

j8eifl1iele: J = 288, a = 16. J = 20,25, a = 2,25. 
5. ~uß ber @lrunblinie a unb ber bnau ge~örigen ~ö~e eine!3 l,ßaraUelo· 

gramme (ilreiecfs) feinen Sn~alt au beredjnen. 
j8eif!Jiele: a = 24, h = 25. a = 18,3, h = 14,6. 

6. ~uß bem ~n~altJunb bet @.lrunbliniea ober ber ~ö~eheineß l,ßaraUelo· 
grammil tilteiecfß) bie lJU biefet ge~örige ~Ö~e, be3. @runblinie lJU beted}nen. 

j8eih>iele: J = 840, a (h) = 28. J = 1649,97, a (h) = 56,7. 
7. ~us ben iliagonalen e unb feineS! ffi~ombu!3 feinen Sn~alt au lieredjnen. 

j8eif:piele: e = 14, f = 18. e = 6,5, f = 7,5. 
8. ~uS! ben @.lrunblinien a unb b eines tra:peaes unb bet ~ö~e h feinen 

Sn~alt au lieredjnen. 
j8eij:pie!e: a = 17, b = 14, h = 18. a = 21,4, b = 26,2, h = 11,3. 

16. ~a:pitef. 

~e~ ~~f~agonifd)e Je,rfctf!. 
71. ~bleitung uub $etueiß beß ~t)tl)agoreifdjen ~el)rfatd. 

~er @)a~ 144 fann bei einem beüebigen ~reied wieber~oH an• 
gewanbt werben. 3e 3tuei Seiten bes]efben ]inb bie begren3ten 
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@5d)enfef eine~ ~inM~, unb bie tJon ben ~ö~en gebi!beten Seiten• 
abfd)nitte, bie im Sdjeite!t.mnlte eine~ ~infef~ 3Ufammenftoflen, finb 
bie gegenfettigen ~rojeftionen ber Sdjenfe! biefe~ ~infe!~. ~Ubet 
man bie Summe au~ ben ~rojeltionen 31Ueier Seiten auf bie britte, 
f o erljült man bie britte Seite, audj roenn einer ber ~infel an berfe!6en 
ftum~f ift, roei( bann bie ffeinere ber ~rojdtionen a!~ negatitJ gilt 
unb bei ber ~Hbung ber $rojeltionenfumme a6ge3ogen wirb. &~ 
finb nun 

bie begren3ten @5djenfel 
bei 4:: A: AB u. AC 
bei 4:: B: BA u. BC 
bei 4: C: CA u. CB 

unb bie 3ugeljörigen $rojeltionen 
AB1 u. AC1, 

BA1 u. BC11 

CA1 u. CB1, 

unb bemnadj folgen aus @5a~ 14 4 bie @ieidjljeiten : 
1. AB.AC1 (I) = AC.AB1 (Ja), 
2. BA.BC1 (Il) = BC.BA1 (ll3), 

3. CA.CB1 (III)= CB.C~ (lila), 

benen bie @feidjf;!eiten 

4. AB.AC1 +BA.BC1 (I+ II) 
=AB2, 

5. AC .ABt + CA. CB1 (Ja + III) 
=AC2, 

6. BC.BA1 + CB.CA1 (IIa+IIIa) 
=BC2 

ljin3u3ufügen finb. ~ilbet man 
aber bie Summe AB : AC1 + 

BA. BC1 (I + II), jo erljä!t man nadj ben @feidjf;!eiten 1) unb 2): 

.AB . AC1 + BA . BC1 = AC . AB1 + BC. BA1, 

AB2 (4!) = AC2- CA.CB1 +BC2- CB.CA1 (5u.6!), 
= AC2 + BC2- (CA. CB1 + CB. CA1), 

unb foiglidj mit ~enu~ung ber britten @1eidjljeit: 
Aß2=AC2 + BC2- 2 CA. CB1 ober= .AC2 + BC2 - 2 CB. CA1 . 

~uf bemfe!ben ~ege ergeben fidj bie ~e3ie~ungen: 
.AC2 = AB2 + BC2 - 2 BA .BC1 ober= AB2 + BC2- 2BC. BA11 

BC2=AB2 + AC2-2 .AB. AC1 ober=AB2 + BC2- 2 AC.AB1. 
@s befteljt bemnadj ber 
®tti} 153. ~aß :Ouabrat über ein.er Seite eines ~reieds 

ift g!eidj ber Summe ber :Ouabrate über ben beiben anberen 
@Seiten, tJerminbert um bas ~olJlJe!te bes 9ledjtecU aus 
einer biejer Seiten unb ber ~rojeftion ber anberen auf 
biejelbe. 
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IDlan unterfdjeibet brei ~ä[e, je nadjbem ber liDintel, tueldjer 
ber erften @:leite gegenüber !iegt, ein redjter, f!Jii}er ober ftumj.Jfer ift. 

a) 3ft ber m5infd A ein red) t er, fo fällt bie ~öge BB1 mit 
AB unb bie ~öge CC1 mit AC Jufammen, unb bie beiben ~rojeltionen 
AB1 unb AC1 werben gfeid) 91uU. 2lus ber @leid)geit BC2 = AB2 

+ AC2 - 2 AB. AC1 tJerfdjwinbet bager bas bo!J!Jelte ffied)ted unb 
es bfei&t: BC2 = AB2 + AC2, b. g. 

~el)rfa' XVI•. ~atl Ouabrat über ber .\lt)\)otenufe einet\ 
red)twinfligen ~reiecfß ift gfeid) ber !Summe ber Ouabrate über 
ben .§latl)eten. (~t)tgagoreifd)er .2egrfa~.) 

~olgerung. ~as Quabrat ü&er einer ~atgete eines redjttuinU. 
~reiecfs ift gleid) ber ~ifferencr aus bem Quabrat über ber ~t)j.Jo~ 
tenufe unb bem Quabrat über ber anberen Sfatgete. 

b) ~ft ber m5infel A ein f lJ i ~ er, fo geHen bie ~rojeltionen 
AB1 unb AC1 &eibe als j.JofititJ, unb bager finb in · ber ®leidjgeit 
BC2 = AB2 + AC2 - 2 AB. AC1 aUe ~robufte j.JofititJ; bemnadj 
beftegt ber 6a~: 

~el)rfat XVI b. ~atl Ouabrat ü&er einer ~reiecftlfeite, bie 
einem flli,en ?minfel gegenüber liegt, ift gleid) ber ·!Summe ber 
Ouabrate ülier ben beiben anbeten !Seiten, uermiubert um batl 
bo.p\)elte ~edjtecf autl einet biefer Seiten uub ber ~rojeftiou ber 
anbeten auf biefellie. (@rfte @rweiterung bes ~t)tf}agoreifdjen .2ef}r~ 
fa!Jes.) 

c) ~ft ber m5intel A bagegen ftumj.Jf, fo gelten bie ~rojettionen 
AB1 unb AC1 6eibe als negatitJ, unb bas a&cru&iegenbe boj.Jj.Je!te ~ro~ 
buft 2 AB . AC1 wirb in bemfei&en 6inne negatitJ tuie AC1 . 6oUen 
baf}er in BC2 = AB2 + AC2 - 2 AB . AC1 alle @röflen als j.JofititJ 
gelten, fo muß bas l8oqeidjen - bes boj.Jj.Jelten ~robuftes burdj + 
erfe!Jt werben. ~ie gieraus folgenbe ®leidjgeit BC2 = AB2 + AC2 

+ 2 AB . A01 fügrt bann 3U 
~el)rfat XVI e. ~atl Ouabrat ülier einer ~reiecftlfeite, bie 

einem ftnmj.Jfen ~infel gegenüber liegt, ift gleid) ber !Summe 
ber Ouabrate ülier ben lieiben nnberen Seiten, uermel)rt um batl 
bo.p.veite ~edjted auß einer biefer Seiten uub ber ~rojeftion ber 
anbmn auf biefelbe. (.8tueite @rtueiterung bes ~t)tgagoreifd)en 
.2ef}rfa~es). 

~lnmerfung 1. 5!Bin man ben !Belllei~ be~ ~t)tljagoreijd)en 2e~rja~e~ 
äufledid) unab~ängig bon <Ea~ 144 geftalten, jo teilt man (nad) ~nflib'~ }Bor• 
gang) ba~ ~~potenujenquabrat burdj bie !Berlängerung ber 3ur ~~potenuje ge• 
'(Jörigen ~ö~e in 31llei med)tede unb ermittelt auf einem ber brei lillege, bie aum 
!Belllcije be~ <Ea~e~ 144 fü~tten, bie l8e3ie~ung 31Uijd)en je einem biejer iRedit• 
ede unb bem !eat~etenquabrat, mit bem e~ in einer ~de 3Ufammenftöflt. !man 
gelangt bann 3U brei bOU einanber llerjdjiebenen, aber barin übereinftimmenben 
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!Beweifen, ba& bei jebem bon i~nen bie ~at~etenquabrate in ber iYorm uon 
ffiecljtecfen alß %eile beß ~~!Jotenufenquabratß erfannt werben. 

~nmerfung 2. ~in weiterer bon 6a~ 144 gan3 unab~ängiger !BetDeiil 
fann naclj ~inf 10 aufgefunben werben. S)ie 6umme ber Sfat~ctenquabrate 

B ift gleiclj bem ~~!Jotenufenquabrat, wenn bie ~b· 
- 2 bition gleicljer !Etücfe bei beiben gleiclje 6ummen 

liefert. ~ß liegt nun na~e, 3u AB'+ AC' ein· 
____ . - 81 mal baß $lreiecf ABC fdbft unb bann burclj IBet• 

binbung ber ~cfen B, unb C, baß i~m fongruente 
$lreiecf AC,B, ~in3u3ufügen, Weil baburclj eine 
iYigur m1t nur außj!Jtingenben ~cfen cntfte~t. 
~bbiert man ba~er auclj 3u BC' baß 'llreiecf ABC 
unb legt .6, AC,B, an bie 6umme in A 1A, fo 
an, bafl bie ~cfeA1 ber ~cfeB, entft>ticljt, fo ~at man 
3u 3eigen, bafl bie beiben !Eecljßecfe ABA1A 3 A,C 
unb C1BCB1 B,C, einanber gleiclj finb. lnad) 
~inf 10 fann man biefelben burd} bie ficlj ent• 
f!Jrecljenben $liagonalen AA3 unb C1 B1 in 3tvei 
)Bierecfe ocrlegen unb beten ~ongruen3 nad)&U• 

weifen fud}en. j8eacl)tet man aber, bafl auf @runb ber )Bor. unb 8eid)nung 
AB A3A, C1 B C1 C., 
BA1 = A,C BC C,B" 
A1 A3 = CA CB1 B,B1 , 

<J::ABA1 = <J::A3A,C = <]::.C1BC = <]::.C1 C,B, = R+p, 
<J::BA1 A3 = -t.A,CA = <r:. BCB1 = 1: C,B,B1 = R + y 

ift, fo ertDeifen fid} bei geeigneter 'llecfung bie 4 IBietecfe aHI tongruent, bic 
6ummen nuß je 31Deien alfo aHI gleiclj. 

~nmerfung 3. ~uclj ber 6av bei\ lßa!J!Juil (6a» 151) fann &Um j8e· 
weife bes lß~t~agoreifd}en 2e~ rfa~es benu~t werben; e(l ift ba0u nur ber j8e. 
weiß bafür erforberlid!, ba& bie ~cfen A1 unb A, bei~ naclj innen erticljteten 
~~!Jotenufenquabrats auf ben @leiten Cl c" be3. Bl B, bcr Jfat~etenquabrate 

liegen. $ließ tritt aber nur bann ein, wenn 
A1 bon AB um bie 6trecfe BC1 unb A, uon 
AC um bie 6trecfe CB1 entfernt iTt (Ort 2), 
unb bemnad) ~at man 311 beweifen, bafl bie 

B1 2ote A1 D unb A,E glcid) BC1 , be0. CB1 finb. 
lj ~rfe~t man BC1 burd) AB unb CB1 burclj AC, 

fo fü~rt baß j8erfa~ren naclj ~inf 7 bei j8e• 
nuvung ber S)reiecfe BA1D, CA,Eunb ABC 
rafclj 0um Siele. ßur ~nwenbung gelangt ~3· I. 

~um erfung 4. S)ie 5:\e~rfäve XV!b unb c fönneu o~ne !Benutmng bes 
6a~es 153 gefunben werben, fobalb ber jß~t~agoreifclje 2e~rfa~ berannt ift. 

A iYiilit man baß 2ot CD auf AB, fo f7 A rntjk~on,•rl.recljttDinflige'llreiecfeACD c unb BCD mit ber gemeinjcljaftlicl)en 
Jfat~ete CD, unb bemnaclj ift (ijol• 

B~gerung, 2e~rf. XVIa.): 
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CD' = BO' - BD', 
CD' = AC' - AD', 

alfo nad) @I.III BO'- BD' =AC'- AD' ober BO' =AC'+ BD' -llD', 
unb fomit BC' = AC'+ (AB + AD)2 - AD2 

=AC'+ AB'+ 2AB.AD. 
3ft nun A ein jpi~er jillinfel, jo ift ba!! ll5or0eid)en - au ne~men; bn• 

gegen muü ba!! ll5oriJeicf)en + genommen werben, ltlenn A ein ftumpfer 
~infei ift. 

72. Übunggbeiil'iefe. 

®at 154. Sn einem ffiqombuß ift bie Summe ber 
Quabrate übet ben beiben SDiagona!en g!eid} bem t>ierfad}en 
Quabrat über feiner Seite. 

A 2. &in beliebiges :Dreiecf ABO wirb burc9 bie g}littel" 
Iinie AD in 3wei :Dreiecfe 0er(egt, non benen bei D bas 
eine einen fpi~en un'D bas an'Dere einen ftumpfen ®intel 
befi~t. ~ie l,l3rojeftion DE von AD auf BD ift alfo 
hiefelbe wie hie l,l3rojeftion auf DO. ~ie 2e~rfiif2e XVI 

B lJ E C b un'o c liefern bager bie ®leic9f)eiten: 
AB2= AD2+BD2±2BD. DE, 
A02 = AD2 + OD2 + 2 CD. DE ober 

= AD2+BD2+2BD.DE, 
unb aus biefen folgt nad} ®. IV: 

AB2+AC2= 2AD2+2BD2 = 2AD2+lBC2, b. ~· 

®at 155. Sn jebem SDreiecf ift bie Summe ber :Oua• 
brate iJitleier @leiten g!eid) bem f)a!ben Quabrat bet britten, 
t>ermef)rt um ba~ bolJlJe!te Quabrat ber iJU biefet gef)örigen 
g}litteninie. 

3. @5inb a unb b bie Seiten eines l,l3araUelogramms mit ben ~iago" 
na{en e unb f, fo ift in ben beiben burc9 f qergefteUten :Dreieden bie 
3u f fügrenbe Wlittemnie g(eic9 t e, unb 'oemnad} ergiebt ftc9 aus @5af2 
155: a2 + b2 = t f2 + 2 (j)2 = t f2 + l e2, alfo 2 a2 + 2 b2 = e2 + f2, 
unb bamit 'oer 

®at 156. Sn jebem \13araUelogramm ift bie Summe 
ber Quabrate über ben SDiagona!en g!eid} bet Summe ber 
Quabrate über ben t>iet Seiten. 

A A 4. Sft ABC ein gleic(Jfc9enfliges & :Dreiecf mit ber 6pif2e A unb P ein 
beliebiger \13unft ber ®eraben BC, 
fo entftegen burdj bas ilot AD von 

B ]) P 7: B 
A auf BC 0wei rec9twintlige ~reiecfe 
ABD unb APD, in benen nac9 ileqr" 

.D p fa~ XVIa AB'= AD2 + BD2, 
AP' = AD2 + PD2 

ift. 2iegt nun P 3mifdjen B unb c, fo folgt f)ierauß: 
AB2- Ap2 = BD2- PD2 = (BD +PD) (BD- PD)= PB. PO; 
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liegt 'Dagegen P auf 'Der meriängerung von BC, fo ergie~t fi~: 
.Ap2 -AB2=PD2 -BD2=(PD+BD)(PD-BD)=PB.PC, b. f}. 

®at 157. .\liegt ein ~unft auf ber @runblinie eineß 
gieicf)fcf)enHigen ilreiecfS ober auf il)rer medängerung, fo 
ift bas med)ted aus feinen ~ntfernungen bon ben ~nb~ 
l.JUnften ber @runblinie gleidj ber ~iHeren~ ber Quabrate 
über feinet ~ntfetnung tlon ber ®l.Ji~e unb bem edjenfef 
bes gleid)fd)ennigen ~reieds. 

5. SDet Sd)nitt:punft 0 ameier Se9nen o'Der !Setanten AB un'D CD 
eines streif es M, r liegt auf 'Den ®run'Dlinien 'Der gleidjfd)entligen SDrei' 
ede MAß unb MCD, 'Deren !Sdjentd glei~ r finb, un'o 'Demnad) liefert 
!Sai.} 157 bie ®leid)9eiten 

OA OB- r2- OM2} ~ . ". ~ r. 
OC : OD = r 2 _ OM2 et uen -;;.~e':lnen, 

o'Der OA . OB= QM2- r2 } ~: · ". ~ ~ 
OB . OC = OM2 _ r 2 uet uen -;;.~elanten, 

aus 'Denen in ~ei'Den jJäUen folgt, ba~ OA. OB= OC. OD ift, b. f}. 
®at 158. 5Bei ~mei licf) fd)neibenben ®el)nen ober 

Setanten eines srreifes finb bie med)tede ad 'ben \Jom 
®djnitt.punfte aus geredjneten ~6fd)nitten einer jeben 
gleidjgrofl. 

~olgerung. SDas Quabrat einer :tangente ift gtei~ bem 91ec!Jted 
aus ben von if}rem 2l:usgangspunlte aus gerecf}neten mbfd)nitten etner 
je'ben burd) biefen \lJunft gel)en'Den !Setante 'Des Streifes. 

SDie Umfef}rung 'Des 6at2es 158 lautet: 
®at 159. ed)neiben fid) 'bie !8er6inbungsHnien ~tnifd)en 

biet ~unften fo, bafl bie mecf)tede aus ben @:ntfernungen 
b es S djnittl.Junftes b on ben @nbl.Ju n Hen einer i eben gleicf) 
finb, fo liegen bie \Jier ~unfte auf einem ~reife. 

SDiefer Sai.} fann nur inbit·eft mit 5Berufung auf <5ai.} 158 6emiefen 
mer'Den. 

llrnmerfung. ~er eai 158 unb feine fjolgerung fönnett 3Ur ~U~· 
fü~rung ber ~ufgaben 105a., 107 unb 108 benuvt werben. 

'73. ~ufga&en. 
llrufgabe 109. @:in Quabrat 3U oeidjnen, weldje~ gleidj bcr 6umme 

otlleier gegebenen Dunbrate ift. 
'i)ie 6eiten bcr gegebenen Quabrate werben ~at~eten. 
2lufgabe 110. @:in Quabrat 3U oeidjnen, we!dje~ gieidj ber ilifferena 

otlleier gegebenen Quabrate ift. 
'i)ie 6eite be~ grölieren Quabrat~ wirb ~~potenufe, bie bei! fleineren 

~at~ete. 
llT n m e rf u n g. @iinb bie @leiten a unb b ber gegebenen Quabrate gan0e 

ßa~Ien, fo wirb bie @leite x bei! gefudjten Ouabrati! ebenfa!Ii! eine gan0e ßa~l, 
wenn a• + b2, be0• a•- b• eine Quabrat0a~l ift. a, b unb x werben bann 
\ßqt~agoreifdje .Sa~len genannt. 
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(}Beijpiele: a = 3, b = 4, x = 5. a = 5, b = 12, x = 13.) 
l! u f gab e 111. <!:in Quabrat au aeid)nen, weldjes gleidj bem n•fad)en 

eine~ gegebenen Ouabrats ift. 
lillieber~olte 2lusfü~rung ber 2lufgabe 109 WÜrbe 3um ßiele fü~ren. 

!illeniger umftdnbfidj wirb bie 2öjung, wenn man n in eine Summe ober 
~ifferena uon Quabrat3a~len 0erlegt, weil jebe gan0e .8a~l burd) ~ödjftens 
4 Quabrat0a~len au~gebrüdt werben fann. 

}BeijlJiele: n =60: 60 = 82 -22 = 5"+5" + 32 +P. 
n=84: 84=102 -42 =8'+42 +22• 

n=47: 47 = 72 - P-P= 52 +3'+3" + 22• 

3ft ba~er n = a• + ~· + r• + ~·, jo er~dlt man n. l 2, wenn man nadi 
l!ufgabe 109 burdj bie ßeidjnung bie ffied)nung ausfü~rt: 

(a l)2 + (~ l)" + (r l)2 + (6l) 2• 

~ 
~ 

2l U f gab e 112. <fin Quabrat oU &eidjnen 1 baß gleidj ber ~dlfte eines 
gegebenen f1uabrats i~. 

~ie gegebene f1uabratjeite wirb ~~~~otenufe eines redjtwinUigen gleidj· 
jdjenfligen ~reiecfs. 

2lufgabe 113. <!:in Quabrat au oeidjnen, bas gleid) bem nten :teile 
eines gegebenen Ouabrats ift. 

~er nte•:teil bes gegebenen Ouabrats (ßuf. 3 au 2e~tf. XV) wirb in ein 
Ouabrat uerwanbelt. 

~orbemerfung: Sinb a, b unb c bie Seiten eines :Ilreiecfs, jo i~ nadi 

Sav 155: b2 +c• = ~· + 2 ma.•, aljo ma.• = t [ (b 2 + c•) - ~"]. 
:Ilie \Utittellinie ma. rann ba~er ge0eidjnet werben, wenn a unb b2 + c• 

gegeben finb. l!:benjo folgt barau~: a• = 2 (b 2 + c2)- 4 ma2, b. ~· a ift ~er. 
fteUbar, wenn b2 + c• unb ma. befannt jinb. 

2lufgabe 114. <!:in :Ilreied' 0u 3eidjnen aus a, b"+c"=l' unb 1) a. 
2) ~· 3) ha. 4) hb. 5) r. 

2lu fgabe 115. <fin ~reiecf au oeidinen aus b 2 + C2 = l 2, ma. unb 1) «· 
2) ~· 3) ha,. 4) hb. 5) 1'. 

lßorbtmerfung. 6inb a1 unb a2 bie \j3rojeftionen ber Seiten c unb b 
eines 'llreied's auf bie britte Seite, jo ift 

c2 =ha.2 +a,• unb b"=ha."+a.•, aljo für c>b 
c2 - b2 = a1 2 - a, 2 = (a1 f a2 ) (a1 - a2 ) = a (a1 - a,). 

~ie :Ilifferena c• - b' ift bemnad) nur bon ber 6trecfe a1 , b. ~· uon ber 
2age bes au ha. ge~örigen {Yuflpunltes ab~ängig, unb baß in biejem \j3unfte 
auf a midjtete 2ot erweift iid) als ber geometr. ()rt aner jßunfte, für beten 
<!:ntfernungen b unb c bon ben l!:nbpunften bet 6trede a bie :Ilifferen0 ber 
Quabrate c•- b" ftet~ ben gleid)en lillert ~at. !tennt man aber a unb c2 - b2, 

jo !ann man a1 - a2 0eidjnen (2lufg. 108) unb bamit a1 (au~ a1 + a2 = a 
unb a1 - a2 = d), alfo audj ben {YufllJunlt bes 2ote~ ~erfteUen, auf weld)em 
.A liegt. 

lll:ufgabe 116. <!:in :ilreiecf 3U 3eidjnen llUS a, C2 - b2 = l2 unb 1) a. 
2) ~· 3) ha.. 4) hb. 5) ma.. 6) r. 
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7 4. ~eredjnungen. 

1. \Hue ben int~eten a unb b eines rec!jtltlinfl. S)reiede bie ~!11Jotenuje 
c 0u lierec!jnen. 

m:us c• = a• + b2 folgt: c = Va• + b•. 
!Beif1Jiele: a=3, b=4. a=5, b=l2. a=6, b=5. 
2. \Huß ber ~~1Jotenufe c unb einer int~ete a eines ted)tltlinfr. S)reiedß 

bie anbete iat~ete b tJU liered)nen. 
\Hus c• = a• + b" folgt: b" = c•- a•, alfo b =V c•- a•. 
Sßeij1Jiele: c =5, a = 4. c=65, a= 56. c = 8, b= 5. 
3. \Hue ber @leite a eines Ounbrnts feine S)iagonnle d tJU lierec!jnen. 
~s ijt d2 = a• + a•, nlfo d = a V2. 
!Beijpiele: a = 15. a = 25, 4. a = 358, 7. 
4. \Hus ber S)ingonnle d eines Ounbrnts feine Seite a tJU lierec!jnen. 

~s ijt d2 = a• + a• = 2 a2, nljo a2 = t d" unb a = ~ Jf2. 
!Beij1Jiele: d = 14. d = 12, 5. d = 27 t. 
5. \Hus ber @leite a eines gleic!jfeitigen S)reieds feinen Sn~nlt tJU 6e• 

red)nen. 

9lnd) 6av 137 ift J = a 2\ h nlier ift int~ete eines red)twinn. S)reieds 

mit ber ~~1Jotenufe a unb ber 31t1eiten iat~ete --;-, alfo gleic!j fa• - ~· 
a a• 

ober 2 v3, unb baraus folgt: J = 4 vs:-
!Beif1Jiele: a = 8. a = 9, 6. 
6. \Hus ber ~ö~e h eines g!eic!jjeitigen S)reiede feinen Sn~alt tJU lierec!jnen. 

a - 2 h2 -
S)a h = 2 V3, alfo a = 3 h V3 ift, fo folgt: J = 3 v3. 
!Beijpiele: h = 24. h = 4, 5. 
7. \Hus bem ~n~alt eines gleic!jjeitigen S)reieds feine @leite unb ~ö~e 

tJU bered)nen. 

\Hus J = : y3 unb J = ~· VSfolgt: a= ~ V3 JV3, betJ. h =V Ji3. 
!Beif1Jiele: J = 25. J = 48. 
8. \Hus ber &runblinie a unb bem Eic!jenfel b eines g!eid)jdjenfl. ~reiede 

feinen Sn~art tJU 6eredjnen. 
ha ift iat~ete eines rec!jtlllinfr. ~reieds mit ber ~~1Jotenufe b unb ber bitleiten 

iat~ete ~' nlfo gleic!j fb"- (f y, unb bemnac!j ift J = ; fb"- (f )" 
= : V(2 b + a) (2 b- a). 

!Beifpiele: a = 36, b = 30. a = 24, b = 13. 
9. \Hus · ben @leiten a, b unb c eines S)reieifs tJU liered)nen 

a) ben ~n~a!t beejdlien. 
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~ie ~ö~e ha teilt a in bie 12lbfdjnitte a1 unb a2 , non benen a1 mit c 
unb ha ein redjtwinU. ~reiecf biibet. G:ß ift ba~er ha = V c2 - a1 •. ~a aber a1 

bie l,ßrojeftion non c auf a, alfo nadj 6at) 153 

• 2 2- • . a• + c• - b2 
b = a + c + 2a. a1 , unb fomtt ±a1 = --2a-·-

1j (a" + c• - b')" ift, fo folgt: ha = r c•- 2 a , 

= 1/( a• + c•- b") ( _ a• + c•- b") 
f c + 2 a c 2a ' 

= ~ V{Ca + c) 2 - b2}. {b2 - (a- c) 2}, 

= 2
1a f(a+b+c) (a+c-b) (a+b-c) (b+c-a). 

6et)t man nun 
jo baü 

a+b+c = 2s, 
a+b+c = 2s-2c = 2(s-c), 
a-b+ c = 2s- 2b = 2(s- b), 

-a+b+c= 2s-2a= 2(s-a) 

wirb, jo et~litt man: ha = 2~ V2s. 2(s-a). 2(s- b). 2(8-c), 

unb fomit: 

=_!V8(8-a) (8-b) (8-c), 
a 

J = a.ha = Ys(8-a) (s-b) (8-c). 
2 

58eijlJie1e: a = 77, b =51, c = 40. a = 25, b = 28, c = 17. 
b) ben ~albmeffer beß eingejdjriebenen Sheifeß. 

~a J=~+~+f=S.f!, alfo f!=-{- ift, fo folgt: 

q = _!_ V8(s-a) (8- b) (8 -c) = 1/(8 - a) (8 - b) (8-c). 
8 f 8 

58eij\)iele: a = 17, b = 10, c = 9. a =57, b = 68, c = 65. 

c) bie s;)albmejfer ber äuüeren 58etü~rungßfreije. 

~a J = b ·2(}a + c ·2(}a - a ·2(}a = (8 - a). lf J 'ft qa, a 0 qa = 8 _ a t , 

fo folgt: 

unb ebenfo: 

_ 1/8 (s - b) (s- c) 
(}a- Y 8- a ' 

_ 1 fs (s- a) (s- c) 
'!b- f 8-b , 

(}c = 1 /s (s- a) (s- b). r 8 -c 

58eif~Jie1: a = 4,4, b = 1,7, c = 3,9. 
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d) bie brei !mitteUinien. 

inad) 6atl 155 ift b2 + c• = ~ + 2ma2, alfo ma2 = ~ (b• + c•- ;1 
unb fomit ma = ~ )12 (b" + c•) - a•. Q:ntfpred)enb ergiebt fid) mb = 

1 1 
2 f2 (a2 + c2) - b" unb mc = 2 f2 (a2 + b2) - c2• 

!8eif.Viele: a = 10, b = 6, c = 8. (ma tuirb rational). 
a = 18, b = 22, c = 16. (mb tuirb rational). 



Sweiter ([eil. Die Proportionalität ~er <ßrö~en. 

V. ~.bfdJnitt. 

iHt l!JropodionaUtät btr ~tttdttn. 
17. ~a~iteL 

~iuteiteube g:lii~e ii6et ~er,ii!fui!fe. 

75. \tld ~erl)dltniß otlleier ~trecfen. 

~ei ber in 'bem erften ;teile 'burcf)gejü~rten merg{eid)ung 3tueier 
6trecfen ~anbe(te es fiel) barum1 jeftauftellen1 o& biefeloen einan'ber gleicf) 
ftnb ober ob eine von i~nen gröfler ift als bie anbete. Wlan fann jebocf) 
3roei 6trecfen nocf) nuj eine anbete m.\eife mit einanber nergleicf)en, inbem 
man unterfucf)t 1 roie ojt bie eine von i~nen ober ein ;teil berfe{ben in 
her an'oeren ent~alten ift. 

tErHiirung. ~as mer~ältnis einer 15trecfe a 3u einet aroeiten 
6trecfe b &eftimmen ober bie 6trecfe a burcf) bie 6trede b meffen 
~eiflt feftfteUen1 roie oft b auf a abgetragen roerben fann. 

1. ®e~t bie 6trede b in a m=ma( auf 1 b. ~- bleilit fein ffieft~ 
roenn b auf a wmal abgetragen tuorben ift, fo nennt man b ein Wl afl 
VOn a unb m ben m.\ert bes mer~ä(tniffes non a unb b (a:b=m). 

2. s.\äflt ficf) 'Oie 15trecfe b, 'Oie tleiner als a ift1 nicf)t fo alitragenl 
bafl fein ffieft &lei&t1 ift a{fo b nicf)t ein 9J1afl non a1 fo fönnen aroej 
%äUe eintreten: 

a) ilie 6trecfe b Iäflt fiel) in q gleicf)e %eile non ber 2änge l 3er= 
legen 1 roeld)e in a p =mal aufge&t, fo 'bafl a = p • l unb b = q . l ift. 
Wlan nennt 'bann l ein gemeinfcf)ajtlicf)es Wlafl non a unb b unb 
ben Quotienten m = E_hen ~ert bes mer~ältniffes 'ber Strecfen 

q 

a unb b. ( a : b = ; = m. ) 

b) ilie 15trecfe b läf3t fid) nicf)t fo in g{eid)e ;teile 3erlegen1 'bafl 
i~r ZeH aud) in a aufge~t. ilie 15trecfen liefi~en bann fein gemein= 
fd)ajtlicf)ei3 Wlafl unb werben a[i3 in f om m e n f u ra b el be3eid)net. ~leibt 
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aber, wenn l, her q"te ~eil non b, auf a p•mai abgetragen wirb, ein 
meft r, her Ueiner als l ift, fo liegt her mlert hes mergältnifles her 
@?treden a unb b 3lllifdjen E_ unh P + 1, unb ba hiefe ~rüdje fid} um 

q q 
fo megr nägern, je größer q unb bnmit nudj p roirh, fo fann man 3roar 
ben ~ert i>es mergältniffes a : b nie burdj gan3e .8aglen ausbrücfen, 
aber bemfel6en burd} mergrößerung non q 6elie6ig nage fommen. ~ar" 
aus folgt: 

~ o I g eru n g. ~er ~ert bes mergältnifles aweier eitreden ift 
eine unbenannte .Sagt ~efiten bie IStreden ein gemeinfdjaftlidjes 
Wlafl, fo ift nie .8agl rational unb gleidj bem Quotienten bet 6eiben 
Wlafl3aglen. !Sinn bagegen bie eitreden intommenfurabel, fo ift nie 
.Sagt irrational. 

76. l}:Sro.portionen awifdjen unb ~eilung uon Eltreden. 

a) :j1lr.tJporthmen. 

{grflärun g. .Sroei mergältnifle geiflen gle i dj, wenn fie benfei6en 
~ert gaben. ~erben 3Wei gleidje mergältnifle burd) bas ®leidjl)eits• 
3eidjen mit einanner uerbunben, fo entftegt eine \ßroportion. {gine \ßro" 
:portion gat bie ~orm a : b = c : d unb wirb gelefen: ({gs uerl)ält fiel}) a 
3u b wie c 3u d. ~ie Strecfen a, b, c unb d geiflen (~Hieb er her \ßro• 
:portion. d ins6efonbere wirb als i>ie uierte \Proportionale 3u a, 
b unb c be3eidjnet. ~ie beiben merl)ältnilfe werben audj Seiten ber 
~roportion genannt. 

.8 u f a ~· eiinb nie beiben inneren ®lieber einer ~roportion ein" 
anber gleidj, ift alfo a : b = b : c, fo geifit nie \ßro:portion ftetig nnb 
b wirb als mittlere \ßro:portionale 3u a unb c, c bagegen als britte 
\Proportionale 3u a unb b be0eidjnet. 

~eri>en in her \ßro:portion a : b = c : d bie uier Streden burd} igre 
Wlaßaaglen a, p, y unb Ci erfett, fo erl)ält bie \Proportion bie ~orm r = t (gelefen; IX llUtd} ß g(eidj lf llUrd} fJ )1 llUrd} beten ~enutung in 
einfadjer mleife bie folgenben ~e3ief)ungen 3roifdjen ben uier Streden 
a, b, c unb d abgeleitet werben fönnen: 

~at 160. >Sefie~t 31Uifd)en llier Sireden a, b, c unb d 
bie \ßro.portion a: b = c: d, fo befteljen audj bie \ßrolJortionen: 
1. c : d = a : b. 2. b : a = d : c. 
3. a : c = b: d. 4. (a ± b): a (b) = (c ± d): c (d). 
5. (a + b): (a-b)= (c + d): (c- d). 6. ma: nb = mc: nd. 
7. a2 : b2 = c2 : a2. 

~at 161. >Sefte~t 3tuifd)en bier Sireden eine \ßro!Jor~ 
tion, fo ifi bas ffied)ted aul3 ben äußeren @Hebern gleidj 
bem ffied)ied au~ ben beineu inneren (a. d = b. c). 

iler geomettijcb,e )ßetuei~ folgt in 9lr. 84, Elav 205. 
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15timmen amei \ßtoporticnen in ben brei erften ®Hebern Obet in 
'oem lßer9ältniß ber &eiben erften un'o ber ®röße beß 'oritten ®He'oeß 
überein, fo finb il)re vierten ®Heber gleidj. ~enn auf.! a: b = c: d unb 
a: b = c: X rolgt nadj 15aij 161: bc = ad, &ea. bc = ax, alfo nadj ®. III: 
ax = ad unb fomit x = d, b. l). 

®nt 162. Bu brei @ltteden bon gegebener 9teil)enfo!ge 
ift nur eine tJierte \ßrot.Jortionafe borl)anben . 

.8 u f a ij. .Su 3mei Eitreden ift nur eine hritte unb bet ®röße nadj 
audj nur eine mittlere \ßroportionale uor9an'oen. 

®nt 163. ~efiijen bie lßerl)iiitniHe me9terer 15treden• 
t.Jaare benfelbenlillert, ift a!foa:b=c:d=e:f=g:h .... , 
fo beftef)t bie \ßrot.Jortion (a + c + e + g + ... ) : (b + d + f 
+ h + ... ) =a: b. 

18eweii\l. 2fue a: b = c: d 
ergiebt fiel) nadj @latJ 160: 3 : a: c = b: d 
unb I)ierau~ nacf) eav 160, 4: (a + c): a = (b + d): b, 
alfo nacf) @latJ 160, 3: (a + c): (b + d) = a: b. 

~rfevt man baß iSerljiirtnie a: b burcf) e: (, fo folgt: 

unb I)ieraui\1: 
aljo 
ober 

(a + c): (b + d) = e: f 
(a + c): e = (b + d): f, 

(a + c + e): e = (b + d + f): f 
(a + c + e): (b + d + f) = e: f = a: b. 

'l)ie S:ortfevung biefes !Serfaljrens ergiebt bie 9Hdjtigfeit bes \Sat~es. 

b) ~eUung trtln Stre.dten. 

{grHärung 2. 2iegt ein \ßunft C auf einer 15trecfe AB ober 
il)rer i!lerliingerung fo, baß CA: OB= m: n ift, fo fagt man, AB f ei 
in C ober burdj C in bem lßerl)ältnif.l m:n geteilt . 

.8 u f a 1j 1. 2iegt ber \ßunft c 3tuifdjen A unb B, fo teilt er bie 
6trecfe AB innedidj, Hegt er a&er auf ber lßerfängerung uon AB, 
fo teilt er bie 6trecfe ä u ~er l i dj in bem i!lerl)ältnis m : n. 

~us CA: OB = m: n folgt aber rür 'oie innere Zeitung: 
(CA+CB):(m+n) = CA:mo~er(m+n):AB=m:AC 
un'o für 'oie äußere Zeitung: 

(CA- CB):(m-n)= CA:m ober (m-n):AB=m:AG. 
AG ift alfo bie 4. \ßroj:lortionale au m ± n, AB un'o m, unb bem• 

nadj liefert bie lllnmenbung bes 6a~es 162 ben 
.8 u f a 1,} 2. ~ür jebe 15trecfe ift nur ein innerer unb nur ein 

äußerer \ßunft uor9an'oen, burdj ben fie in einem gegebenen i!ler9ältnis 
geteilt mir'o. 

(g r H ä r u n g 3. 15in'o o unb D bie beiben \ßunfte, bie eine 15trecfe 
AB innerlidj unb iiußerlidj nadj bem lßerl)ältnis m: n teilen, fo fagt 
man, AB fei burdj C unb D 9 arm o n i f dj geteilt, unb be3eidjnet 
A, B, c un'oDalf.ll)armonifdje \ßunfte. Aun'oB, bea. cunbD 
l)ei~en 3 u g e o r b n e t e l)armonifdje \ßunfte. ~l)re lßerbinbungf.llinien 
mit einem au~erl)al& 'oer ®eraben tiegen'oen \ßuntte 0 mer'oen 9 arm o • 
ni f dj e 15 tr a l)Ien genannt. 

!171 ü li er, \lJlanimetrie. 9 
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.8 u f a ~ 1. '!lurd) brei auf einer ®eraben liegenbe \ßunfte ift 
ber uierte, bem mitt(eren uon i~nen augeorbnete ~armonifd)e \ßunft be= 
ftimmt. 

~u6 CA:CB = DA:DB (= m:n) folgt nadj 6a~ 161: AC.BD 
= BC. AD ober AC (AD- AB) = AD (AB- AC) unb ~ierau~: 
2AC . .AD= .AC.AB + AD.AB. 

~itlibiert man beibe 6eiten biefer ®leidj~eit burdj 2 .AB . .AC. AD, fo 
. 1 1(1 1) 

er~ält man: AB = 2 AC + .AD. 

!illirb nun eine ®röße niß ba6 ~armonijd)e 9Ritte1 &llleier anbeten 
lie~eid)net, wenn i~r reci~rofer m!ert ball arit~metifd)e Wlittel (bie ~albe 
6umme) au~ ben reci~rofen !illerten ber lieiben anbeten ift, jo ergiebt fidj 
~ierau~ ber 

.8 u f a ~ 2. ~ine lJarmonifd) geteHte 15trecre ift baß ~armonifclje 
WUttel au ben ~ntfernungen i~rer ;tei(punfte non i~rem 2lnfangßpunfte. 

3ft ferner M ber IDlittel~unft uon CD, fo folgt au6 AC. BD = BC.AD 
bie @lleidj~eit (M.A -- MC) (MB + MD) = 

~ f! B M D (MC- MB) (MA +MD), unb ~ierauß nadj ~u~· 
fü~rung ber IDlultipiifationen: MC• = MA . MB. 

IBe&eid)net man alier eine 6trede, beten Quabrat gieid) bem \'ßrobufte nllleier 
anbeten ift, als bas geometrifd)e IDlittei berleiben, fo folgt ~ieraus: 

.8 u f a t 3. '!lie ~älfte ber burclj bie beiben ;teilpunlte beftimmten 
Strede ift bas geometrifd)e Wlittel 0u ben ~ntfernungen i~res Wlittel= 
vunftes uon ben ~nbpunften ber geteHten 15trecre. 

~ d lä r u n g 4. S3iegt ein \ßuntt C auf einer Strede AB fo, 
bat AB: AC= AC: BC ift, fo fagt man, AB fei burcl) C ftetig ge= 
teiit, unb be0eicl)net bie ~eiiung als g o I b e n e n 6 cl) n it t . 

.8 u f a ~ 1. 2iegt ber \ßunft c auf ber ~eriängerung uon AB fo, 
bat .AC: AB= .AB: BC ift, fo fagt man, AB fei burcl) C äuberiid) 
nad) bem go(benen 6cl)nitt geteilt. 

.8 u f a ~ 2. iYür jebe Strede giebt es nur einen inneren unb nur 
einen äuberen \ßunft, burcl) ben fie nad) bem golbenen Scl)nitt ge• 
teilt wirb. 

18. ~a ~iteX. 

~topodiou~tle ~ttedieu .6ei get~tbfiuigeu ~iguteu. 
77. ~ro.portionttle lnbfcl)nitte auf awei ~eraben. 

~rUärung. .ßttJei Strecfen~aare ltlerben .pr otJ ortionar ge· 
nannt, ltlenn fie eine \ßro~ortion bifben, ltlenn a!fo bie ~erte i~rer 
~er~äHniffe g!eid) finb. 

~eltlegen fid) auf 31t1ei beHelligen ®eraben 31t1ei jßuntte B unb C 
fo, bafJ bie lßerliinbung~Hnie BC i~rer anfängHdjen Bage -!'arallef 
li!eibt, fo fegen fie auf ben ®eraben in g!eid)en .Seiten Sireden aurücf, 
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bie bon einanber abljängig finb. Um bas ®efe~ für biefe 5l(b, 
ljängigfeit crtt ermitteln, bergieidjt man crunädjft 3tuei auf einanber 
foigenbe )ffiege{iingen auf einer ber @eraben mit einanber unb berfudjt 
es bann, ben lßergieid) auf bie beiben entfjJred)enben 6trecfen ber 
anbeten @eraben 3u übertragen. 6inb nun BB1 unb B1 B2 31t1ei 
bon bem jj3unfie B öUriicfgefegte ~iingen, jo ljat man 3tuei g:ii[e crU 
unterfdjeiben: 

1. BB1 gat mit B1B 2 bas gemeinfdjaftlid)e ID1a~ l, fo ba~ 
BB1 = p .l unb B 1 B 2 = q .l, alfo baß fSerljältnis BB1 : B1B2 

gleidj p . l : q . l ober gieidj !!_ ift. ':teilt man bann aber 
8 ---- f! BB1 in p, be5. B1 B2 in q gf~d)e 'reife unb 3ieljt burdj 

------~ bie ~eillJunfte bie jj3ara[e{en 5u BC, fo ltlitb burdj 
B, __ ----Cf biefelben 001 gfeidjfallß in p unb 0102 in q gfeic{je 

%eile bvn ber ®tö~e m 3etfegt (ßufa~ 2 3u @Ja~ 79); 
bager ift bas $etgiiftnis CC1 : 01 0 2 gfeidj p . m: q. m, 

l2 alfo ebenfalls gieidj !_. ~ie 4 @itrecfen BB11 B1B2, 
q 

CCl Unb C1C2 finb bemnadj lJt01JOttional. 
2. BB1 unb B1B2 finb infommenfurabeL ':teilt man in biefem 

g:a[e BB1 in p gleid)e 'reife, beten @r~e l auf B1B2 q-ma{ ab' 
getragen tuerben fann, fo ba~ bei B1B2 ein ffieft bleibt, ber ffeiner 
ift alß l, unb fegt man tuieber burclj bie 'l:ei11Junfte bon BB1 unb 
B1B2 bie jj3ara[e1en crtt BC, fo teilen biefelben CC1 in p gfeic{)e 
@itücfe bon bet ®rö~e m unb 3erlegen C1 0 2 in q ':teile t10n ber 
@rö~e m unb ein ffieftftücf, baß ffeiner als m ift. ~emnadj liegt 
ber )ffiert bes lßerf)ältniffes foltloljl bei BB1 : B1 B2 als auc{) bei 

CC1 : C1 C2 3tuijc{)en P unb +P unb tueidjt bon !!__ um f)öd)ftens ~( 1+ 1) q q 1 q qq 
ab. ~iefe ~ifferencr ttlitb aber um fo ffeinet, je gröl\er p unb bamit 
audj q getuiiljrt tuirb, unb baf)er fönneu bie beiben mergiiftniffe audj 
bann als gleidj gelten, tuenn BB1 unb B 1B2, alfo audj CC1 unb C1 C2 
infommenfurabef finb. 

Sft aber BB1 : B 1 B 2 = CC1 : C1 C2, fo ift nadj 6a~ 160, 4 
audj (BB1 + B1B2): BB1 (B1B2) = (CC1 + C1 C2): CCI(C1 0 2) ober 
BB2 : BB1 : B1 B2 = CC2 : CC1 : C1 C2, unb bemnaclj beftegt bet 

~eljrfat XVII. ~etuegen fid} 3tuei ~unfte auf 3tuei 6Jer1tbeu 
fo, bafi iljre mer&inbung~Huie au iljrer anfiinglid)en 21lge .parallel 
lileibt, fo finb bie entf.pred}enben i9egelängen auf ben Iidben 
6leraben .pro.p.ortional. 

~ie Umfeljrung biefes ~eljrfa~es lautet: 
2el)rfat XVIII. ~etuegen fid} awei ~unfte in gleid)er 

~id}tung auf 3tuei ®eraben f.o, bafi bie entf.pred}enben imegeliingen 
9* 
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auf ben lieiben @eraben .tJto.).lortiunal finb, fo lileilit bie ~er· 
liinbnngtllinie ber lieiben lPnnfte .varallel au iJjrer anfängH~m 
~age, wenn fie einmal .tJarallel au berfellien ift. 
~iefer Sa~ muj3 inbireft lietuiefen tuerben, ttJeif nidjt nadj m3inf 2 ber~ 
fa~ren tuerben fann. mt aber BBl : BlB2 = ccl: Cl 02 unb Bt Cl II BC, 
unb fdjneibet bie \l3aralie!e ~u Bt C1 burdj B2 bie @erabe CC2 in X, 
fo ift nadj 2e~rf. XVII BB1 = B1B2 = CC1 : C1 X, unb ba 

BBt : B1B2 = CC1: C1 C2 fein foli, fo 
ift nadj Sa~ 162 C1X = 01 C2, alfo B2X biefefbe ~inie tuie B2C2• 

~ür bas Xra~ q folgen ~ieraus fofort bie Sii~e: 
e>at 164. 3ebe ~aranere 3u ben ®runbfinien eines 

Xra~e~es teiH bie 6eiben Sdjenfd in ~to~ortiona!e ~6· 
fdjnitte. 

e>at 165. m3erben bie Sd)enfel eines Xta~e~es burd) 
eine @erabe fo gefdjnitten, baj3 i~re entj.J,Jredjenben ~6· 
fdjnitte ~ro~ortiona! finb, fo ift bie fd)neibenbe @erabe 
~ araHel ~u ben @runb linien. 

2lnmerfung. 'l)ie &eiben @Säle finb una&~ängig bauon, o& bie ®erabe 
bie 6c{)enM ober i~re !Bedängerungen trifft. 

@e~en bie beiben @eraben bon einem jßunfte A aus, fo finb 
AB, AC unb BC bie Seiten eines ~reieds unb bie 2inien B1 C1, 
B 2 C2 u. f. ttJ. \l3araliefen ~u ber ~reiedsfeite BC. ~ür baß ~reied 
folgt ba~er aus ben 2e~rfii~en XVII unb XVIII: 

~at 166. 3ebe ~araf1eie 31t einer ~teiecUfeite teilt 
bie 6eiben anbeten Seiten in .J.:Iro~ortionale &bfd)nitte. 

~inJt 11. Um an lieweifen, baf! 4 15treden -lJtO-lJOttional 
finb , fann man fie al18 entf-lJred)enbe ~lif~nitte auf awei fidJ 
fdjneibenben @eraben uom e>djnitt.punfte autl abtragen unb au 
aeigen fudjen, baf! bie ~erbinbnngtllinien ber entf.J,Jredjenben ~nb• 
.tJnnfte .parallel finb. 

e>at 167. m3erben ~tuei ~reiedsfeiten burd) eine britte 
@erabe fo gefdjnitten, ball i~re entf~redjenben &bfdjnitte 
.pro.portional finb, fo ift bie @erabe .para!fe! ~u ber britten 
@leite bes ~reieds. 

A D 

B 

~ft ferner DE eine \l3araUe!e 3-u ber ~reieds· 
feite BC unb 3ie~t man EF II AB, fo ift nadj 
Sa~ 166 BC: BF =AC: AE, unb ba BF = 
DE (@5a~ 71c) ift, alfo BF burdj DE erfe~t 
werben fann, fo folgt: BC: DE = AC: AE = 
AB: AD, b. f). 

®at 168. mJerben 3Wei ~reiedsfei ten 
burdj eine \l3ara!!ele 3u ber britten ge~ 
fd)nitten, fo finb bie beiben $ara!felen 
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~ro~ortiona{ ~u ben Gl:ntfernungen if)rer entf~recf)enben 
Gl:nb~untte uon ber gegenüber Hegenben Gl:de. 

~iefer 6a~ fann in folgenber m3eife umgefef)rt ltlerben: 
®a.t 169. lßerf)arten fid) ~ltlei 1Jnraf!ele 6treden. tuie 

bie Gl:ntfernungen ~ltleier if)rer Gl:nb1Junfte tJon einem l,ßunfte 
auf ber lßerbinbung~Hnie berfelben, fo gef)t aucf) bie lßer" 
binbung~!inie bet beiben anbeten Gl:nbpunfte butd) biefen 
l.ßunft. 

~in bircfter \8cttJeis ift nid)t möglicf). 6inb aber (j. ~ig. bes 6abes 168) 
BC unb DE &ttJei parallele 6trecfen unb liegt A auf BD jo, bati AB: AD 
= BC: DE ijt, unb 3ie~t man bie @erabe AC, weld)e DE in X trifft, jo 
folgt aus 6a~ 168: AB: AD = BC: DX; ba aber nad) !Bot. AB: AD = 
BC: DE ift, jo mu& DX = DE fein, alfo X mit E &ufammenfallen. 

78. ÜfJuug~fJeif.piele unb ~ufgafJen. 
a) 1llti einem IDreierlt. 

~er ~eroeis l:les 6a!Jes über bie Wl i t t e Ui nie n eines ~reieds 
A (6ai,} 52) nimmt bei ~enu!Jung l:les 6a!Jes 168 bie 

einfacf)e ®eftalt an: ~a B1 01 II BC ift (6a~ 80), fo 
folgt aus 6aiJ 168: OB: OB1 = BC: B1 011 unb ba 
BC = 2 B 1 C1 (6a~ 79), fo ift aucf) OB= 2 OB1 • ~benfo 

h.Jf---7C ergiebt fid] OC = 2 OC1 • :;5n gleid)er jffieife teilen fid} 
bie ~itteUinien AA1 unb BB1 in bem merf)ältnis 2: 1, 
unl:l ba auf BB1 nur ein l.ßunft 0 liegt, für ben 
OB = 2 OB1 ift, fo folgt, l:lab aucf) AA1 burd} 
o gef)t. 

®at 170. ~ie ~a{biernng~Hnie eine~ ~reied~ltlinfeHl 
teilt bie gegenüber fiegenbe 6eite in 511Jei ~eHe, bie fid) 
tJerf)a!tenJ ltlie bie anftof3enben (Seiten. 

!Bor. ~s fei in bem ~reied ABC -t: BAD = -t: CAD. 
~ef). (gs ift BD: DC =AB: AC. 

~nttu. bes ~ero. ~ie S!age ber 6treden BD 
f un'o DC auf BC roeift barauf f)in, l:lab nad) jffiinl 11 
! \ E uerfaf)ren wirb. Wlan trägt alfo entroeber AC an AB 
, \ /i ober AB an AC an unb leitet baraus mit ~enu~ung 
/ \ ,/ : ber ~or. a6, ba~ OE, bea. BF!! AD ift. .Su bem 
f \-V : .8roede ift ~u 3eigen (~inf 2!), l:lab <]::: AEC = -t: BAD 

f ift. ~a ber ~infel BAC als m:uuenroinfel an ber 
! 6:pi~e beß gleid}fd)enUigen ~reiedß AEC, be3. A.F'B 
; liegt, fo f)at man ben 15aiJ 31 mit l:ler lßor. ~u uer= 
' bin'oen. 

B JJ C' .8 u f a iJ. ~irb ftatt beß ~reiedßrointels ber au" 
gef)örige 2!uüenroinfel f)albiert, fo teilt bie Sjalfliet"Ungslinie bie gegen• 
üfler liegenbe !Seite ä u u er( i d) in bem merf)ältniß ber anftotenben 
Seiten. 
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'i)ie ~ntw. bee !Bet11. fd)liejjt fid) eng an bie uor~erge~enbe ~nt111. an. 

%otgerung. ~ie ~at&ierungstinien eines ;DreiecfswinMs unb 
beß ~uge{)örigen mu)3enwinfetß bilben mit ben Seiten, bie ben ;DreieCfs• 
rointel einf c9liej3en, u i er {) arm o n i f c9 e S tr a {)I e n. 

;Der Sa~ 170 fann umgde{)rt werben unb fii{)rt bann au 
®at 171. ~irb eine :tlreiedsfeite in bem ~er'f)ärtnis 

ber beiben anberen Seiten geteHt unb ber '.teil.lmnH mit 
ber gegenüber Hegenben &cfe tJerbunben, fo roirb burdj bie 
~erbinbungs!inie ber ~infd (2!u~entninfef) an ber @cfe 
g ar&iert. 

lBor. ®ß fei BD : DC = AB : .AC. 
~e{). ®ß ift 4: BAD = 4: C.AD. 

~ntw. bes ~ew. 'l)ie 2age ber ~inM fc9liej3t einen unmittei• 
&aren mergleic9 berfel6en aus. 6teiit man bager (f. %ig. beß 6af2eß 170), 
um au einem mittel6aren mergteic9 au gelangen, einen ~infel {)er, ber 
gteidj -4:: BAD ift, inbem man CE II .AD aie{Jt, fo {)at man au aeigen, 
ba\3 berfelbe aut9 gleic9 -1:: CAD, ober ba -1:: C.AD = -1:: ACE (@. @. 
an ~araUelen), ba\3 <t: AEC = -4:: ACE ift. ~adj 2e{)rfaf2 IXb ift 
{)ier0u bie ®Ieic9{)eit AE =AC erforberlic9, bie aus ber ßeid)nung unb 
mor. Ieid)t abgeleitet werben fann. 

b) ~ti einem i!:rap.e!. 

@Jat 172. ;Die ~iagonalen eines :tra:peaes teilen fiel) gegenfeitig 
in :pro:portionale m&fc9nitte. (6ai.} 166!) 

eiat 173. ~er Sd)nitt:punft ber 6d)enfel eines :tra:pe0es teilt 
bie @5djenfel äuj3erlid) in :pro:portionate 2!lifdjnitte. (6ai.} 166 !) 

.8 u f af2. ~iefe 2!6fd)nitte finb aud) :pro:portionat 0u ben uon i{Jren 
~nb:punlten ausge{Jenben @runblinien bes :t'raveaes. (®af2 168 !) 

Sat 174. ;Die merbinbungsiinie bes ~iagonaten• ober 6d)enfel• 
fdjnitt:punftes mit bem 9nittel:punfte einer ®runblinie gal&iert aud) bie 
anbere ®runblinie beß :t'ra:peaes. 

\nad) 6a~ 166 ober 168 unb 162. 

%oigerung 1. ~ie merliinbungßlinie bes ~iagonalen• unb 6d)enfel· 
fdjnitt:punfteß gal&iert bie @runbiinien beß :trape0eß. 

~ie ~Berliinbung~Hnie ber ®runblinienmitten ge~t burcg jeben ber lieiben 
$unfte; 31t1ijd)en 31t1ei $unften ift aber nur eine Glerabe möglid). 

%olgerung 2. ;Die 9nitten ber ®runblinien bilben mit ben 
®d)nitt:punften ber ~iagonalen unb 6d)enfel eines ~ra:peaes u i er {) a r • 
monifd)e \f3unhe. 

~ie lintfemungen ber beiben 6d)nitt41unfte uon ben Seitenmitten uer• 
{)alten fid) wie bie ~älften ber ®runblinicn nad) ®av 166, be3. 168. 



18. Sfavitel. \ßrovortionale 6treden bei gerablinigen g:iguren. 135 

A 2lufgnbe 117. (®runb~Wufgabe.) gu breigege&enen 

;! } 6ttecfen bie 4. \ßrovortionale au aeid}nen. 
c \ll u fl ö f u n g. 0:9 foUen a, b unb c bie gege&enen 

6trecfen fein unb x bcrart beftimmt werben, baji a: b 

B. f = c : x ift. Slie borausgegangenen Sä~e laffen me~rere 

~ 1. Wlijit man auf einem. bon awei 6tra~Ien uom t }!Bege aur Wusfü~rung erfennen. 

musgangsvunttc A aus bie 6trecfen AB = a unb 
BC = b unb .auf bem anbeten bie Sttede AD = c 

~ ab, \Jer&inbet D mit B unb aie~t cx II BD, fo ijt 
DX bie gejud)te 6trede. 
X C' 2l n m e rf u n g 1. ®e~en bie 6treden a unb b &eibe ! non A aus, fo ge~en aud} c unb x non A aus. 

2l n mcrfu ng 2. Wud) in ber .8eid}nung fann b 
mit c uertaujd}t werben. 

2. illierben bom 6d}nittvunfte A aweier Iid) fd)neiben• 
r. ~ . ben @craben auf ber einen bie 6trecfen a. (AB) unb b 

a.ff ~ (AG) in entgegenge\e~ter \lUdjtung unb auf ber anbeten 
B n bie 6trecfe c (AD) in gleid)et ffiid}tung mit AB ab~ 

gemeffen, fo fd}neibet bie burdj C au BD gelegte \ßaraUde 
CX in ber 6ttecfe AX bie 4. l,ßrovortionale au a, b unb c ab. 

A 3. 2lud} ber @ia~ 168 fü~rt 3u einer 2öfung. Wlan 
mifit auf einer ®eraben bie Strecfen a (AB) unb b (AG) 
ab, 0ie~t burd} B eine ®erabe, trägt auf berfe!ben non B 
aus bie @itrecfe c (BD) ab unb aie~t CX II BD. 0:15 
ift bann CX bie 4. \ßrovottionale au a, b unb c. 

2l u fga b c 118. (®runb·Wufgabc.) .8u awei gegebenen 
@itrecfen bie britte \ßrovortionale au aeid)nen. 

Wuflöfung. ~s foU eine 6trecfe x fo geaeid)net 
~;------~ D werben, bafi a : b = b : x ift. Sla biefe l,ßrovortion aus 

a: b = c : x ~erborge~t, wenn c = b wirb, jo fü~ren bie 
uerjd}iebenen lausjü~rungen ber 2lufgabe 117 aud) l)ier aum giele, wenn 
man ftetiS b unb c aliS gleid}grofl annimmt. 

m u fg a be 119. ~ine gege&ene 6ttecfe innerlid) nad} einem gege&enen 
~er~ä!tnis au teilen. 

IHufgabe 120. ~ine gegebene 6trecfe äujiet!id} nad} einem gegebenen 
~er~ältnis au teilen. 

IHuflöfung au 119 unb 120. 3ft AB bie gegebene @ittede unb X 
ber gefud)te :teilvuntt, io bafi XA : XB = p : q ift, unb geftaltet man bieje 
l,ßrovortion fo um, bafi fie nur nod) eine un&efanntc ®röfle cnt~ält, inbem 
man nad) Sa~ 160, 4 bie ~rovortion bilbet ( XA ± XB) : AX = (p ± q) : p 

ober AB: AX = (p ± q): p, fo erweift fid) AX al~ 4. l,ßrovortiona{e äU ben 
brei gege&enen @itrecfen (p ± q), p unb AB. 

~ie bequemftc 2öjung ber beiben laufga&en er~ä{t man, wenn man burd) 
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A unb B 311Jei $araUelen legt, auf ber 
erften bon A aus p unb auf ber &llleiten 
bon B auß q nadj beillen @leiten abträgt 
unb bie @:nb!Junfte ber beiben Ievten 
6tteefen mit bem Q:nb!Junfte ber erften 

D ber6inbet. 
\man er~ält bamit gleidj~eitig bie 

2öjung ber 
2l u f gab e 121. @:ine gegebene 6trecte ~armonijdj jo &U teilen, bafl 

~wei entfvredjenbe 2lbfdjnitte ein gegebeneil lßer~ältnie ~aben. 
2l u f gab e 122. .8u brei auf einer Gieroben Iiegenben $unften ben 4. 

~armonijdjen $unft &u &eid)nen. 
2luflöjung. 2iegt ber $unft B &lllijdjen A unb C, jo ift BA: BG 

baß lBer~ältnis, in llleldjem AC äuflerlidj geteilt lllerben mufl. 

79. ~ro~ortionale ~bfdjnitte auf me~reren 6leraben. 

SOie 15ä~e beß m:lifd)nittß 77 fönneu 5um ~eil erweitert werben. 
m:ud) auf brei ober mel)reren ®eraben werben burd) \ßaraUelen vro" 
:portionale 15treäen aligefd)nitten (2el)rfa~ XVll unb ®. III). ®eljen 
inßliefonbere bie ®eraben non einem \ßuntte aus unb liilben fie fomit ein 
6tral) l e nbü f d) el, fo fin'o nid)t nur bie m:&;cl)nitte auf ben 15traglen, 
fonbern audj bie m:ofd)nitte auf ben ~araUelen vro:portional. 

a) Qein btlitbiges $tntbltubüfdjtl. 

®at 175. ~erben o-wei l,ßaraHelen tJon einem 6tral)fen" 
büfd)el gefd)nitten, fo finb bie entfpred)enben &lifd)nitte auf 
benfeflien unter einanber unb 3u ben bom &ußgangspunfte 
aus gered)neten &lifd)nitten ber !Stral)fen proportionaL 

.8 u f a~. .Swei m:lifd)nitte ller einen \ßaraUeien finb vrovortional 
~u ben entfvredjenben m:li;d)nitten ber anbeten. 

®at 176. ~erben o-wei ®eraben burd) ein 6traljfen~ 
liüfd)ef fo gefd)nitten, ba~ if)re entfpred)enben &lifd)nitte 
proportional finb, fo finb bie ®eraben parallel. (@rfte Um• 
teljrung bes !Sa~es 175.) 

0 ~ntw. beß ~ew. ~a na~ m3inf 2 nid)t 
uerfal)ren werben fann, fo mut ber Sa~ inllirdt 
bewiefen werben. m3ürbe man alier burd) A' llie 
l,ßaraUele au AD aiel)en, weld}e bie 6tral)Ien in 
x, Y unb z träfe, fo wäre nad) Sa~ 175, .Suf. 

' AB.: BC = A'X: XY, unb ba ber ~nnal)me nad) 
AB: BC = A'B': B'C' ift, fo mü~te A'B': B'C' = 
A'X: XY, alfo B'X II C'Y fein u. f. w. 

SOie aweite Umfel)rung beß Sa~eß 17 5 lautet : 
®at 177. ~erben ~ttlei \ßaraHelen burdj meljrere ®e~ 

raben fo gefdjnitten, ba~ if)re entfpredjenben &lifdjnitte 
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vrovortionaf finb, fo bHben bie @eraben ein !Straqfen• 
büfdjef. 

~ero. inbireh. .ßur m-nroenbung fommt ~ai.} 169 . 
.8 u f af.}. Eiinb bie et\tfprec9enben m-bfc9nitte ber ~araUelen gleit9, 

fo finb bie fc9neibenben ®eraben parallel. 

b) <!5ht (Jarm1JUifrl]e5 $tra(Jtenbüfd]d. 
&rfl äru ng. merbinbet man nier l)armonifc9e ~unfte mit einem 

~unfte auj3erl)alb ber ®eraben, auf ber fie liegen, fo entftel)t ein l)ar" 
m o n i f c9 es ~tral)IenbüfdjeL ;Die Eitral)len, roelc9e nac9 3ugeorbneten 
~unften fül)ren, ~eij3en einanber augeorbnet. 

;Die Eiäi.}e 17 5 unb 17 6 gelten natürlic9 
auc9 für ein l)armonifc9es ~tral)lenbüfc9el. CEs 
treten jeboc9 bei bemfelben auj3erbem noc9 
einige bemerfensroerte ~e0iel)ungen ein. .Siegt 
man aunäc9ft burc9 ben tnneren Zeiipunft c 

Jif-""-'R'---\o!L--~- ber ~trecfe AB bie ~araUele 3U bem 6tragle 
OD, roefc9e OA in E unb oc in F trifft, fo 
ift AC : AD = EC : OD (6ai.} 166) unb 

BC : BD = FC: OD. 
;Da aber aus AC: BC = AD: BD burc9 )Ber" 

taufc9ung ber inneren ®lieber 'oie ~roportion AC: AD = BC:BD ent• 
ftel)t, fo folgt AC: AD = EC: OD 

unb AC: AD = F'C: OD, 
alfo EC=F'C. ?mirb nun irgenb eine anbete ~araUele 3u OD geaogen, 
fo ift biefeibe auc9 parallel 3u EF, unb bemnadj folgt aus Eint.} 17 5, 
'oaj3 auc9 il)re mbfc9nitte ebenfo wie EC unb FC einanber gleid) finb. 
@:s beftel)t alfo ber 

~at 178. ,8iel)t man ,JU einem bon biet f)armonifc9en 
®tral)fen eine \'ßaralfele, fo teHt ber 3ugeorbnete !Straf){ 
b en burc9 bie beiben anbeten !Stral)fen begren5ten mbfdjnitt 
ber \'ß araHden in 3tt1ei gleidje 1:eHe. 

i)urc9 Umfegrung biefes 6a~es erl)ält man: 
~at 179. ~irb eine \'ßaraffe{e 5u einem tJon tJier !Stral)­

fen burdj ben nidjt-benadjbarten ®traf)! fo gefdjnitten, bafj 
il]r burdj bie beiben anbeten !Stral)fen begrenater ~bfdjnitt 
f)albiert wirb, fo bilben bie biet IStragleu ein l)armonifdje§ 
®traf) tenbü f t9el. 

ilrr bem 6d)nittpunfte Dugeorbncte ~armonifd)e l,ßunft liegt im Unenblidjen. 
o ßiel)t man ferner eine beliebise 

®erabe, roeldje uier garmonifd)e 
Eitral)len in ben ~unften P, Q, R 
un'o s fc9neibet, unb legt burc9 Q 
bie ~araUeie UV 3u OS, fo ift 
roieberum nadj ~a~ 166 

/----:?k-fll:-----~ PQ: PS= QU: OS 
unb QR:RS= QV: QS. 

~a aber Q u = Q V (~a~ 178), alfo 
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QU: OS = QV : OS ift, fo folgt PQ: PS= RQ: RS ober PQ: RQ 
=PS: RS, 'o. ~· 

~at 180. @:in ljarmonifd)e5 6traf)fenl.iüfd)ei tuirb 
burd) eine beliebige !Merabe in tJier f)armonifcljen ~unften 
gefcljnitten. 

3olgerung. ~ie burclj brei ~unfte ber uierte f)armonifd)e ~unft, 
fo ift audj burdj brei 6traf)len ber uierte ~armonifclje 6tta~I beftimmt. 

:;5ft c 'oer ?mittellJunft ber 6trecte .AB, 
~---+» fo liegt ber C &ugeor'onete f)armonifdje \15unft 

im Unenblidjen. 6tef)t baf)er ber 6traf)l oc 
fenftedjt auf .AB, fo ftef)t er auclj fenfredjt 
auf bem 3ugeorbneten 6traf)le. SDa aber 'oas 
~reiect ABO gleidjfd)enUig, alfo -1:: .AOC = 

~i'---=-f--___:,;::___ -1::: BOC ift, fo wirb 'oer 91ebenwinfei uon .AOB 
burclj ben uierten 6trabi f)albiert. SDarauß 
folgt: 

®at 181. ~afbiert einer tlon tJier f)armonifcljen 6traf)fen 
einen bet m.linfel ber beiben nid)t-&ugeorbneten 6traljfen, 
fo ftef)t er fenhed)t auf bem &ugeorbneten 6traf)le. 

llludj 'oiefer 6a~ fann umgefef)rt werben. 
elat 182. 6tef}en critlei &Ugeotbnete 6ttaf}fen fenftecljt 

auf einanber, fo f)albieren fie bie m.linfef ber beibenanbeten 
@3traf)!en. 

:rler meweiS ift mit menu~ung bes 6a~es 178 leicfjt butcf}füqtf1at. ~3· II 
gelangt 0ut Wnlllenbung. 

o ~a aber 3wei 6tra~len oc un'o OD 

~ 
ftetß fenfred)t auf einanber ftef)en, wenn o 

__ __!l____. auf bem streife liegt, ber CD aum SDurdj~ 
...-- mefler ljat, fo ergiebt fiel) aus ben 6ä~en 

181 unb 182 ber 
elat 183. SDie imitte!~untte 

aUet burd) vier f)armonifd)e ~unfte geljenben f)armonifd)en 
@3traf)!enbüfcljef Hegen auf bem streife, bet ben ~bftanb 
;;meiet ;;ugeotbneten ~unfte ;;um SDurdjme1fer f)at. 

SDarauß folgt unter ~enu~ung 'oer 6ä~e 182 unb 170: 
®eometr. Ort 8. ~er geometr. Ort aller \l5unfte , bereu 

~ntferuungen tJon 31t1ei \l5unften A unb B ein gegebenes lner~ 
l)ä:ltniß p : q ~aben, ift ber streiß, ber anm ~nrd)meffer ben ~f># 
ftanb ber f>eiben ~nnfte l)at, tudd)e bie ®trede AB innedid) 
unb iiufiedid) in bem ~er~dltniß p : q teilen. 

Wls weitete Üf1ungßf1eih>icle aUt Wnlllenbung beß 6a»es 170 bienen 
bie 6ä»e: 

6a» 184. 6teqt in einem ~reife eine 6e'f)ne fenftecgt auf 
einem :rlurcf}mefiet, joteilen bie ~atqeten eines redjtroinfl. :rltei-
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ecfs, beffen ~IJvotenufe bet 'llutcf)meifet ift, bie 6e~ne ~at· 
mon i i dj. 

'lla bie 6e~ne fenftedjt auf bem 'llurcf)meffer fte~t, fo ge~öten bie :teile 
bes ~infels ijltlijcf)en ben nadj ben @:nbjmnften bet 6e{Jne fü{Jtenben 6tta~len 
0u gleidjen ~Bogen. 

elat 185. 6te~t in einem sereife eine 6e~ne fenfrecf)t auf 
einem 'llutdjmeffer, fo teilen bie !Betliinbungslinien i~rer @:nb· 
punfte mit einem beliebigen ~unfte bes streifes ben 'llutdj• 
meffer ~atmonifcf). 

tlet lßettJ. ergiebt fidj auf bemf elben !ffiege ttJie bei 6a~ 1 ~4. 

e) 1Jirti JidJ gegenfeitig ft!Jutibtnbt <!5trttbtn. 

!ffierben bie @leiten eines 'llreiecfs ober i{Jte !Berlängerungen burcf) eine 
®erabe gefcf)nitten, jo beftimmen bie ®cf)nittvunfte auf il)nen 6 6tücfe, 0ttJijcf)en 
benen eine liemedenßlllette l8e3iel)ung liefte~t. 6inb D, E unb F bie 

A 6djnittpunfte mit AB, be3. AC unb BC, fo föunen, 
llleun man butcf) B bie \ßarallele BG 0u AC 0ie~t, 
bie 6ä~e 166 unb 168 angewanbt lllerben unb fü~rm 
3u ben ~toportionen: 

FB: FC = BG : EC 
unb DA: DB = EA : BG. 

@:rjett man in benjeloen bie 6ttecfeu burcf) i{Jre 
IDlaj30a~len, 

FB BG DA EA 
jo er~iilt man: FC = EC unb DB = BG, 

DA.FB EA 
unb ~ietauil butcf) IDMtiplifation: DB. FC = EC · 

'llurcf) @:rtDeitetung mit ;~ ergiebt ficf) aber aus biefet @feidj~eit: 
DA . FB. EC = I b y;. 
DB.FC.EA I • '1 

®at 186. (6a~ bes IDlenelaoil). @:ine ®er ab e, ltJ eldje bie brei 
6eiten eines 'llteiecU obet i{Jte !Betliingetungen fdjneibet, teilt 
bie 6eiten in ben 6djnittpunften fo, bau bie ~tobufte aus je 
brei nicf)t in i~ten @:nbpunften an einanber ftoflenben m:lijcf)nitten 
gleidj finb. 

m:nmetfun g. 'llie brei 6cf)nittpuntte liegen entllleber fämtricf) auf ben 
!Berliingerungen ber @leiten, obet alllei uon il)nen liegen auf ben 6eiten felbft. 

'llie Umfe{Jrung biefes 6ates 
®a\1187. !ffierb en bie brei @leiten eines 1:lreiecf5 butd} brei 

~unfte jo geteilt, baü bie ~tobutte aus je brei nicf)t in i~ren 
@:nbpunften an einanber jtoüenben m:bfd)nitten gfeidj finb, unb 
liegen bie brei :teilpunlte auf ben !Berliingerungen bet @leiten 
ober 01tJei uon il)nen auf ben @leiten felbft, fo liegen bie brei 
jßunfte in einet Qleraben. 
fann nut inbireft mit 58erufung auf 6at 186 liettJiefen lllerben. 
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@: t fl ä r u n g. @:ine @erabe, llleldje burdj eine ~cfe eineil ~teiecfs gef}t 
lllitb @:cf!inie genannt. ' 

3n ein~m ~rei~d -4BC feien brei @:cflinien .A.A., BBt unb CCt fo ge• 
lJOgen. bafl fte ftdj tn etnem \13unfte 0 fdjneiben. @:s Iäflt fidj bann burdj 

A llJiebet~o!te ~nllJenbung bes ea~eß 186lJwifdjen 
ben %eilen bet <Seiten eine l8e3ie~ung ~et!eiten. 
ßunädjft werben bie brei €leiten bes ilreieds 
BCBt burdj bie @:effinie A~ gefdjnitten, unb 
ba~er ift B.At . AC. OB1 = C.At . .ABt . OB. 
~ie Eitreden AC, OB unb OBt fönneu aber 
au!t! biefcr @leidj~eit entfernt llJetben; benn 

.ß·=---+--'!,.,_----==::..D lllenbet man ben 6a~ 186 auf ein 3weit~ 
~teied an, auf beffen €leiten bie genannten 

etrecfen al!t! ~bfdjnitte liegen, nämlidj auf baß Slteiccf ABB" beffen \Seiten 
bie ~cf!inie CCt fdjneibet, unb uerbinbet bie baraus folgenbe ®Ieidj~eit 

OB • CBt . .ACt = OB1 • AC . BCt butdj ffilu!ti~lifation mit B.At • AC. OBt 
C~ . .ABt . OB, fo ergiebt fiel) nad) SeütlJung ber gleidjen tyaftoren: 

.ACt . BAt . CBt = .ABt . BCt. C~, b. ~-

~at 188. (6a~ bes @:eba.) iltei burdj einen \j!unft ge~enbe 
@:dlinien eineß ilteiecU teilen bie <Seiten be!t!felben fo, bafl bie 
\j!robufte au!t! je btei nid)t in i~ten @:nb~untten an einanbet 
ftoflenben ~bfdjnitten gleidj finb. 

~ n m e dun g 1. ~ie ~cflinien fdjneiben entwebet ane <Seiten beß ilrei• 
ecfß ober nur eine tlon i~nen unb bie ~et!ängerungen ber anbeten. 

~ n m e rf u n 1J 2. trür bie ~albierungßlinien ber ~teiedßwinfel fann 
bet ea~ be~ [eba aud) aus 6a~ 170 abgeleitet !Derben. 

5olgerung. ~ie !Berbinbungslinie ber ~nb~unfte lJWeier 
~cflinien fdjneibet bie nidjt lJU biefen ge~örige <Seite in einem 
\j!unfte, ber als 4. ~armonifdjer \13unft bem @:nb~unfte bet britten 
~cflinie lJUgeorbnet ift. 

~a bie ®erabe Bt Ct bie btei <Seiten fdjneibet, fo fann mit ber 
@Ieidj~eit ACt . B.At. CBt = ABt . BCt . C.At nadj ea1) 186 bie ®Ieidj~eit 

AC1 • BD . CBt = BCt . CD . ABt lJUfammengeftent unb nuß beiben burdj 
~ibifion bie 3ut !Be~a~tung etforbetlidje \13to~ortion BAt : BD = BCt : CD 
ober BAt : C.At = BD : CD abgeleitet werben. 

~Ud) bie Umfe~rung bes @: e b a fdjen ea~eß 
~at 189. ~erben bie brei <Seiten eineß ~reiedß burdj brei 

~cflinien fo geteilt, bafl bie \13tobufte auß je brei nidjt in i~ren 
~nb~unften an einanber ftoflenben ~bfdjnitten gleidj finb, unb 
liegen bie %eil~unfte entlllebet fämtiidj auf ben <Seiten felbft 
ober 3111ei bon i~nen auf ben !Betlängerungen bet <Seiten, fo 
fdjneiben fidj bie IUlinienin einem \13unfte. 
fann nur inbirelt mit !Berufung auf 6ai 188 bewiefen lllerben. 

~nmetfung. ilet 6a1) 189 fann benu~t wetben, um 3U bellJeifen, 
ba& fidj bei einem ilteiecl in einem \13Unfte fdjneiben 

1. bie btei ffilitteßinien, 
2. bie btei ~ö~en, 



18. stavitei. lJ!rovortionaie 6trecfen bei gerablinigen jjiguren. 141 

3. bie brei lminfel~a,lbiemngi!Iinien, 
4. bie lfdlinien nad) ben ~erü~rungevunften bes eingefd)riebenen streifee, 
5. bie lfcflinien nad) ben ~erü~rungevunften eines iiufleren ~erü~rung~· 

treife~, 
6. bie !fdlinien nad) ben auf ben 6eiten felbft Hegenben ~erü~rungß• 

vunften ber btei iiufleren ~erü~rungefreije. 
~ei I. finb bie @5eiten ~albiert, alfo je 5t11ei jjattoren ber \]3robuftc gleidj. 

~ei 2. finb bie ~bfcljnitte ber @5eite a gleidj Vb 2 ha2 unb Yc2-ha2, 

ber 6eite b gteidJ Yc"-hb• unb va•-hb', ber 6ette c gleidJ va'-hc' uno 
Vb' hc2 unb bie lJ!robufte 1/b'-ha'· Yc'-hb'· Ya' hc' unb Yc'--ha'· 
va• hb', Vb'-hc' erweifen fidJ are gleidJ, weil naclj 6a~ 137 a'ha' = 

b'hb2 = c'hc2 ift. 
~ei 3. gelangt @5a~ 170 aur 18ermenbung. )Bei 4. unb 5. ergiebt fiel) 

bie Glleid)~eit ber lJ!robufte aus 6a~ 107, unb bei 6. fd)liefilid) finb bie ~b· 
fdjnitte ber 6eite a gleiclj s-b unb s-c, ber @5eite b gleid] s-c unb s-a, 
ber 6eite c gleid) s- a unb s-b (f. ~nmerf. 0u 6a~ 115), fo bafl bie beiben 
lJ!robufte bie Glröfle (s-a) (s-b) (s-c) befi~en. 

80. ~ufgallen. 

a) .2lnf!1llbtn1 bertn itäfung bie 1l}tr!lelluu!)uon 4. l!lroporttonnltn trforbtrt. 
~ufgabe 123. @:in ~reiecf au oeidinen auil 
1. a + b = s, a : b = p : q unb c ober «, ma, ha ober hb. 
2. a - b = d, a : b = p : q unb c ober «, ma, ha ober hb. 
~uflöfung. ~a bie ein0elnen )Beftimmungen ben ~eg für bie .Seid)· 

nung nidjt erfennen Ialien, fo mufi man ee 0uniid)ft uerjud)en, 0mei berfelben 
au uereinen. 18erbinbet man aber bie jjorberung a + b = s, be3. a - b = d 
mit a: b = p: q, inbem man bie !]3rovortion (a ± b) : (p ± q) = a : p ober 
(p ± q) : (a ± b) = p : a bilbet, fo ermeift fiel) a als 4. \]3rovortionale 0u ben 
gegebenen @5trecfen p + q, s unb p, be3. p - q, d unb p. stennt man aber a, 
fo ift audj b be!annt unb bamit bie ~uilfü~rung ber ~ufgabe leidjt erfennbar. 

~ufgabe 124. @:in ~reiecf 0u 0eid)nen aue 
1. ha. + hb = s, a :·b = p : q unb c ober «· 
2. ha.- hb = d, a: b = p: q unb c ober «. 

~ u fl ö I u ng. ~er Glebanfe, bie lieiben erften fforberungen au bereinen, 
ift auniidjft nidjt burdjfü~rbar. ~a aber a, b, ha unb hb burd) bie @leidj~eit 
aha = b hb mit einanber berliunben jinb unb ba~er a: b burd) hb : ha erje~t 
werben fann, fo ift hb: ha = p : q. @:e fann bes~alb entflJred)enb tvie in 
~ufgabe 124. ha als Uierte lJ!rovortionale 0u brei gegebenen 6trecfen 
nad)getviefen unb bamit bie ~ufgabe auf eine bereits gelöfte ~ufgabe iJU' 
rüdgefü~rt tverben. 

~ufgabe 125. ~in ~reiecf 0u 0eidjnen aui! feinen brei ~ö~en. 
~uflöfung. @legeben finb ha., hb, hc; gejucl)t finb a, b, c. .Smijcf)en 

ben 6eiten unb ~ö~en eines ~reiecf~ befte~en bie ~ebie~ungen: 
a . ha = b . hb ober a : hb = b : ha. 
b . hb = c . hc ober b: hc = c : hb. 
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!illirb alicr eine biejer !ßroportionen an einem 
beliebigen ilreied bargeftellt, inbem man 3· !8. auf 
ber ®eite CB bie ®!rede CD gleidj ber Sjö~e hb 
biefe~ ~reied~ unb auf CA bie 6trede CE gleidj 
ber ~ö~e ha abmiflt, fo ift bie !Berbinbung~linie 
DE parallel&u AB unb fomit b: c = ha: DE. ila 
aber b: c = hc :hb ift, fo folgt hc: hb = ha: DE. 
~~ fann aljo DE unb bamit ba~ ~reiecf ODE 

ge3eidjnet lllcrbcn. ilic ~ö~e hc fte~t fenfredjt auf DE, unb ba i~re Sänge 
befannt ift, jo fann nun bie Sage uon AB Ieidjt gefunben 111erben. 

21 u fg ab e 126. 21uf 3111ei 6eiten eine~ ilreiecf~ bie ~nbl:Junftc einer ge• 
gebeneu ®ttecfe jo &U legen, bafl ber obere 21bjdjnitt ber einen @leite 5u bcm 
miteren ber anbeten @leite in einem gegebenen· !Ber~ältniS fte~t. 

21uflöjung. ~iir bie !ßunfte X unb Y finb in ber 21ufgabe brei 
}8eftimmungen angegeben: 1. X joll auf AB unb Y auf AC liegen. 2. XY 
foll gleidj l fein. 3. ij;~ foll bie !ßrol:Jortion AX: GY= p: q befte~en. IDlit 

ben !leiben erften ift 3Unädjft nidjt~ an3ufangen. 6tellt 
A man aber, um bie britte au~3unuven, ba~ !Ber• 

~iiltni~ .AX: GY ~er, inbem man CZ 11 XY unb 
XZ II GY f~te~t, fo entfte~t ein !ßunft Z, beifen ~nt• 
fernung uon 0 gleidj XY ober l ift (~orberung 2). 
~ann man ba~er Z beftimmen, fo liefert bie ~aral• 
lele burdj Z lJU .AC auf AB ben !ßunft X unb bie 

BL--+---,.· jßarallele burdj X &U CZ auf AC ben !ßuntt 
Y (iYorberung 1 ). \nun läüt fidj ba~ !Ber~iiltni!! 
AX: XZ burdj !Berlängerung uon AZ unb bie 
jßarallele BT 5U AC crje~en burdj AB: BT, unb 
bemnadj ift BT bie bierte jßroportionale 5u p, q 
unb AB. ~ennt man aber T (BT ift l:Jarallel 0u 

AC!), fo fennt man AT unb bamit audj Z, ben 6djnitt~Junft uon AT mit 
mit bem ~reife C, l. 

21 u f gab e 127. ß111ei @leiten eine~ ~reieds burdj eine ®erabe fo 3u 
fdjneiben, baf3 i~re oberen unb aud) i~re unteren 21bfdjnitte lJU eincmber in 
gegebenen !Ber~ältniifen fte~en. 

21uflöjung. ~ür bie jßunfte X unb Y finb brei !8eftimmungen an• 
gegeben: 1. X joll auf AB unb Y auf AC liegen. 2. ~~ joll AX: AY = 

p: q unb 3. BX : GY= r : s fein. 

.A 
IDlit !8enu~ung bejg befannten !ßunftee C 

liiflt fidj bail !Ber~ältnie A X: A Y erje~en burdj 
AZ: AC, 111enn CZ II XY ijt. ila bann 
aber AZ: AC= p: q ift (iYorberung 2), fo !ann 
Z unb bamit CZ al~ befannt gelten. ®tellt man 
je~t bae !Ber~iiltniil BX: GY burdj BX: XS bar, 
iubem man XS l:Jarallel lJU GY lJic~t, unb erje~t 
biejee burd) AB: AT, inbem man bem befannten 

c.._ ____ -.:",..C: !J3unft B mit S uerbinbet unb BS bis f~um 
B 6djnittlJunftc mit AC uerliingert, jo ift AB: AT 

= r: s, uub bemnad) tann audj T alil befannt ge!ten (iYorberung 3). ilamit 
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finb für S 3Wei geometr. :Otter 6eftimmt. i)ie jßarallele burd} S lJU AG 
liefed bann auf AB ben lßunft X unb bie jßarallele burd} X &U OS auf 
AC ben jßunft Y (~orberung 1). 

2lufgabe 128. 3n &Wei fid) fcf)neibenben streifen eine i)o~~elfe~ne fo 
3u &ie~en, bafl i~re 2l6fdjnitte ein gegebenes ~er~ältnis ~alien. 

ßeid)ne bie 2lliftänbe ber 6e~nen unb iiliertrage baß ~er~ältniS ber 
~allien 6e~nen auf bie IDlittel~unftßiinie. 

b) .2Cnf!}abttt1 bmu ~iifuug bit 1ljer)lellnng uon uitt' l}armmtifdJtn ~nnltteu 
ttfotbtrt. 

2lufgalie 129. ,ßu breigegebenen 6tra~len \lon gegebener ffiei~enfolge 
ben tlierten ~armonifd}en 6tra~l 3u &eicf)nen. 

2lufgalie 130. Q:inen !,ßunft 311 beftimmen, tlon bem aui! lJWei an 
einanber ftof;enbe 2lbfdjnitte einer ®craben unter gleid)en liDinfeln gefe~en 
werben. 

i)er jßunft liegt auf :Ort 8. i)er i)urdjmeffer besfelben wirb burd} 
.Beid)nung bes bierten ~armonifd)en $nnftes D 3u A, B unb G ~ergefteUt. 

2lufgabe 131. Q:inen jßunft 3U beftimmen, tlon bem aui! 3Wei streife 
unter gleid}en mlinfetn gefe~en werben. 

2luftöfung. 3ft X ein jßunft, ber 
ben jBebingungcn ber ~ufgabe geniigt, unb 
finb XY1 unb X Y2 bie 'l:angenten an bie 
beiben stteife, fo ftimmen bie ~reiecfe XM1 Y1 

unb XM2 Y 2 in ber @Jröfle aller mlinfel iiber• 
ein. :trägt man ba~er XM1 auf XM2 unb 
XY1 auf XY, ab, fo ift bie ~erbinbungi!• 
linie ber @:nb~unfte lJarallel lJU M 2 Y2 (Sf3. II) 
unb bemnad) XM1 : XM2 = M1 Y1 : M, J' 2 

= ~·, : r,. i)er lßuntt. X liegt ba~er auf 
:Ort 8, unb bai! ~er~ältnis, in bem bie WHttei~unftslinie M 1M 2 &U teilen ift, 
~at bie ®röfje r1 : r2 • 

2l u f gab e 131. Q:in i)reiecf 0u 0eidjnen aus 
1. a, b : c = p : q unb a (Ort 8 unb 5). 
2. a, b : c = p : q unb ha (Ort 8 unb 2). 
3. a, b: c = p : q unb rna (Ort 8 unb 1). 
4. a, b : c = p : q unb hb (Ort 8, 6 unb 1 ). 
5. a, b: c = p : q unb wa (Ort 8, 6at; 170 unb :Drt 1). 
6. a, b: c = p: q unb rnb: mc = r: s (:Ort 8, 6at; 58 unb nod)• 

male :Drt 8). 

19. R'a~>itel. 

!'ie i:lOutid)fteit ber ~igunu. 
81. !llie 4 ~~ulid)feit~fiit;e. 

~rUiirung 1. ~aß Seidjen ber R'ongruen5 <') ift ein bol>l>e!teß. 
~er eine '!ei! = liebeutet, ba~ bie lYiguren g{eidjgro~ finb, unb ber 
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5tueite l::eil "" 5eigt an, ba}J bie jjiguren biefeHie ®eftaft beji~en. 
~inbet nur bie fe~te Übereinftimmung ftntt, fo fngt man, llie ljiguren 
Wen äf)nlid). 

~ofgerung. 2i:f)n1i4J finb alle ~reife unb alle regefmäfligen 
~efede mit berfelben ®eitenijnf)L 

ßtuei befiebige gerabfinige ~iguren befi~en aber biefefbe ®efta!t, 
tuenn if)re ~infe{ in berfeiben ffieif)enfofge einanber gfei4J unb if)re 
entfvre4Jenben @:leiten vrovortional jinb. ~nrnus folgt: 

@:rHärung 2. ßtuei 58ie1ede tuerben äf)nHd) genannt, 11Jenn 
;ie . in ber ®röfle aller entfvre4Jenben ~infel unb in bem 58erf)ältni5 
aller entfvred)enben @:leiten übereinftimmen. 

~ie llCufgabe, ijU bem ~reiecf ABC ein ä{JnH4Jes ~reied 
DEF 5U creicfJnen, entf)äft bemnad) 5Uttäd)ft ijttlei 5Seftimmungen 
über bie ~infef (ljofg. 5, 2ef)rf. IV), unb bn bon ben \l3rovortionen 
AB : DE = AC: DF, AB : DE = BC: EF unb AC : DF = 
BC: EF jebe eine \jofge ber beiben anbeten ift, fo entf)äft bie &uf~ 
gabe tueiter ijlllei bon einanber unabf)ängige ISeftimmungen über bie 
merf)äftniffe ber @Seiten. @:ntf~md)enb 11Jie bei ber llCbleitung ber 
~ongruenijfä~e (91r. 35) 1äf3t ficf) nun 5eigen, baf3 bon ben bier ~e~ 
bingungen ber &ufgabe nur 511Jei für bie ßeid)nung tlertuanbt ttJerben 
fönnen, tueil bie ®eftaft bes ~reiecfs DEF bollftänbig beftimmt ift, 

1. burd) 5 tuei ~infel, 
2. burd) einen Winfel unb bas 58erf)äftnis ber einfd)1iej3enben 

@Seiten, 
3. burd) bas ~erf)äftnis &tueier ®eiten unb ben ~inter, lllelcf)er 

ber gröf3eren bon if)nen gegenüber !iegt, unb 
4. burd) bie ~erljältniffe ijttJeier ®eiten 3U ber britten. 

2äf3t fic9 baf)er betueifcn, bafl bas ~reied DEF bei ben tlier 
mögficf)en llCusfüf)rungen ber llCufgabe bem ~reied .ABC äf)nHd) ift, 
fo tuerben bamit 4 ben ~ongruen&fä~en entj\)re4Jenbe sllf)nHd)feits~ 
f ä ~ e gettJonnen, bie ba5u bienen fönnen, bie ®1ei4Jf)eit ijttJeier ~inter 
ober 5tneier ~erf)äUniffe na4J&utueifen. 

2el)rint XIX. (@:rfter 2i:f)nfid)feitsfa~). Elfimmen awei ~reielfe 
ülierein in ber ®röfle aweier [ßinfef, fo finb fie iil)n!icf). 

~or. @s fei -t: D = -1::: A unb <J::: E = 4::: B. 
~elj. @s ift ,6, DEF "' 6 ABC. 

@:nt\lJ. bes QJettJ. ~a bie ~reiede bereits in ber ®röfle aller 
m3infe1 übereinftimmen, fo mu}J nod) ge&eigt lllerben, baß AB : DE = 
AC : DF unb AB: DE = BC: EF ift. 

91acf) ~inf 11 f)at man für ben erften l::eH ber ~eljau\)tung 
DE auf AB unb DF auf AC ab3utragen, bie @:nbl-Juntte B1 unb C1 
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A .JJ mit einanber ~u ueroinben unb P 5U oeltleifen, baf3 Bl Cl II BC ift. 
~ie ~ier5u erj'orber!id)e ®leid)~eit 

__ • ..• C, r ber @f. lill. BI unb B ergieOt fiel) 
B. -· · · · 11 aoer aus bem ~ergleid) beß lroinfefs 

E mit B (~or.) unb B1 (ßeid)nung, 
~Ö· II). Snfo!ge ber ~ongruen3 
ber ~reiede DEF unb AB1 C1 ift 

nun aud) BI C1 = EF, unb ba AB : ABI (DE) = BC : B1 C1 
ift, fo ergieot fiel) baraus aucf): AB : DE = BC : EF. 

m: n m e dun g. \Ulan fann natürli~ au~ st~. I benuben, inbem man 
AB1 = DE 0eid)net, B 1 01 II BC 0ie~t unb bann ben 6ai 166 in }ßer• 
binbung mit ~~. I anroenbet. 

2e~rfat XX. (.81t1eiter ~~n!id)feitsfa~.) ®timmen 31t1ei ~rei• 
ecfe überein in ber 6lröije einetl ~infeltl unb bem )8er~iiltnitl 
bet biefen ~infel eiufd)lieijenben ®eiten, fo finb fie ii~nlid). 

fBor. @s fei 4:: D = -1::: A unb DE : DF = AB : AC. 
~e~. @s ift D. DEF (X) 0. ABC. 

@ntltl. bes ~ew. ßunäd)ft ift 3u öeigen, baf3 -1::: E = -1:: B 
ift. ~a bie 2age bet ~infe! einen unmittelbaren ~ergleid) nid)t &uläflt, 
fo mufl man mit müdficf)t auf bie ~or. einen ~infel ~erfteUen, ber 
g!eid) -1:: E ift, unb ~u lieweifen fud)en, baf3 er aud) gfeid) 1::: B ift. 
faeibes eneid)t man, wenn man ltlieber (f. iYig. bes Be~rf. XIX) bie 
lieiben fBer~ä!tnilfe ber ~or. an einer iYigur barfterrt, inbem man DE 
auf AB unb DF auf AC aomiflt, unb bie @nblJunfte B1 unb C1 mit 
einanber uerllittbet. ~s ift bann 0. AB1C1 N D. DEF (Sf3. II), a!fo 
4: B1 = -t: E, unb B1 C1 II BC (~a~ 167), affo aucf) 4: B1 = -1:: B. 
~a nun aud) B1 C1 = EF ift, fo fiefert bie 51lnltlenbung bes ~a~es 
168 bie ltleiter~in 3ur ~~nfid)feit erforberficf)en \ßrof1ortionen. 

2eljrfat XXI. (~ritter ~qnfid)feitsfa~.) ®timmen awei ~rei~ 
eife überein in bem ~etljiiltnitl 01t1eier ~eiten unb bet 6lröije 
betl ~infeltl, ltleld)er bet gröijeren uon biefen gegenüber liegt, f.o 
finb fie äl)nlid}. 
~or. @s fei DE: DF = AB : AC, DE > DF unb <J:: F = 1::: C. 
faeq. @s ift 0. DEF (X) 0. ABC. 

~ie @ntltl. bes ~eltl. fd)!ieflt fid) eng an bie uor~ergeqenbe 
~ntltl. an. @s wirb ttlieber B1 C1 II BC, a!fo ~: B 1 = -t: B, unb 
ba -t: C1 = -t: C, a!fo aud) (fBor.) = .q::: F ift, fo ift 0. AB1 CI 
"' 0. DEF (~3· Ill). ~ieraus folgt <j:. BI = 1::: E, alfo 4: B = 
-1::: E unb B1 C1 = EF unb bamit nad) @ia~ 168 bie weitere ~ur 
\ii~nlid)feit erforber!icf)e \ßro1Jortion . 

.Sufa~. @itimmen ~ltlei ~reiecfe überein in bem fBer• 
~äftnis 31t1eier @leiten unb ber ~höfle eines entfvred)enben 

IDiftllet, l.lllautmettie. 10 
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@egentuinfe15 1 ttJäf)renb bie beiben anbeten @egenttJinfe! 
fi~ in bemfdben @3inne tlon einem ffied)ten unterfd)eibenl 
fo finb fie äf)n!id). 

~elJtfat XXII. (lßierter ~f)nfid)feitsfa~.) ®timmen awei 
~reiede überein in ben ~edjiiltniffen atueier entf,precf}enben ®eiten 
an bet btitten 1 fo finb fie iil)nlicf}, 

)Bor. @s fei DE : EF = AB : BC unb DF : EF = AC : BC. 
~elj. @s ift 6 DEF ""' D.. ABC. 

@ntttJ. bes j8ettJ. @s ift nod) 3u 3eigenl bau ..g:: E = <t: B 
unb ..g:: F = <)::: c ift. ~ie Bage ber ?!Binfel fd)Heut au~ f)ier einen 
unmittelbaren ~ergleid) aus, unb bemna~ mufl 3unä~ft ein ?!Binfe{ 
l)ergefteUt ttJerben 1 ber g1ei~ einem ber iffiinfef E ober B ift, unb 
bettliefen tu erben 1 bafl er au~ g1eid) bem anberen ift. 9luu geftattet 
bie lßor. DE : DF = AB : AC tuieber bie ~erfteUung eines iffiinfefs 
B 1 tlon ber Ohöfle B unb 3ugfeid) eines iffiinfefs C1 tlon ber @röfle 
C1 unb bemnad) f)at man nad)3utt1ei)en 1 bafl <)::: B1 = ..g:: E unb 
..g:: C1 = ..g:: F ift. 91a~ iffiinf 6 ift f)iequ bie Sl'ongruen3 ber ~rei~ 
ecfe AB1 C1 unb DEF erforberüd) 1 beten j8etneis fid) auf Sl'3. IV 
ftü~en mufl. man f)at bemnad) aus ben tneiteren :teilen ber mor. 
ab3uleiten 1 bafl B1 C1 = EF ift. ~ie 5Untnenbung ber @51* 168 
(B1 C1 II BC!) unb 162 füf)rt nun fd)ne[ 311m ßie!e. 

~inli 12. Um an betueifen, bafl awei minfel gleidj ober 
tlier ®treden ,pro,Portional finb 1 fann mau au aeigen fndjen, bafl 
fie al~ entf,pred}enbe ®tüde in awei iil)nlid)en ~reieden liegen. 

82. Üliung~beif,piele uub ~ufgaben. 
a) $ii~t ii!Jtr iilJnlidJt 1llrtitrltt. 

®at 190. 3n äf)n!i~en ~reiecfen ift baß merf)ärtnis 
3tueier entf,pred)enben Binien g1eid) bem ~erl)äftni5 3tt1eier 
entf,pred)enben @3eiten. 

\Rad) lffiinf 12 3u berfa~ren . 
.ßu f a fl. :;5n äf)niid)en ~reiecfen finb bie uon 3roei entfpred)enben 

Binienpaaren ge&Hbeten Winfel gleid). 
\Rad) lffiinf 12 311 uerfagren. 
®at 191. ~ie @:leitenfummen äf)nfid)er ~reiecfe ber~ 

l)aften )id) tnie 311.1ei entfvred)enbe @:leiten. 
\Rad) 6av 163, auf beffen ~enuvnng bie !Be~aulJtung ~intueift. 
®at 192. @3inb bie entfvred)enben @3eiten 3tueier ~rei~ 

ecfe ,paraf1e11 fo finb bie ~reiecfe äf)nHd). 
WHt ~enuvung bes 6a~eß 20 auf .13e~rf. XIX 3utüd3ufü~ren. 
®at 193. @3inb je 3tnei entf,pred)enbe @:leiten .3ttJeier 

~reiecfe 1J araner, fo f~neiben fid) bie merbinbungs!inien 
ber entf,pred)enben @den in einem \ßunfte. 
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.8um !Beweije finb bie Säve 168 unb 169 ~u benuven. 
@ d l ii tun g. eiinb je 31uei 6eiten aweier 'l:>reiede varaUei, fo 

~eiten 'nie lieihen :tlreiede ii ~ n li ~ J i e g ~ n h. . SDie merbinhungslinien 
her entfvred)enben @:den werben lll ~ n l t ~ t e t t ß ft t a ~ l e n unb i~r 
i5d)nittpunft 2i: ~ n li d) t e it s v u n ft genannt. . 

.8 u f a ~· )Sei gleid)et ~Hd)tung bet \ßataUelen ift 'oet lll:~nlid)feitß• 
:puntt ein ii u ji er e t, liei entgegengefe~ter 9ti~tung ein i n n e t e t. 

®at 194:. ~inb 51uei ii{Jn!id)e ~reiecte ii{Jnfid)!iegenb, 
fo {inb 5tuei entf1Jred)enbe 2inien in benfeloen 1JaraUe1 unb 
beri)n!ten fi~ \Die 5\l:Jei entflJtec{jenbe ~eiten .. 

'l)aß !Setfa~ten nncf) \ffiinf 12 fü~rt auf bie !Benu~ung be3 ~nveß 190. 

®at 195. ~te{Jen bie 6eiten 3\Ueier 'l)reiecte fenhec{Jt 
auf einanber, fo finb bie ~reiecfe ii{JnHcf}. 

~uß ein§ 12 ergeben fiel) bie !Bebingungen bes 2eqrf. XIX. 

b) :.lufgllllrn. 
~ufgalie 132. ~in 'l)reiect 3U ~eid)nen nuß 
a, b : hb = p : q unb 1. ha. 2. c. 3. ma. 4. a. 5. ß ober y. 
~uflöjung. !Bon ben btei ijorberungen bet ~ufgabe finb bie erfte 

unb britte in bdanntet \ffieije 3U befriebigen; eß. qnnbelt jicf) nljo nur nod) 
barum, bie 31Deite !Beftimmung au63ufü~re1t. Übet bie .Sage IJon hb tDeifl 
man weiter nid)tß, al~ bnfl hb .L b ift unb mit a 1JUgleid) in einem ted)t• 

tuinfligen $lreiecf BCE IJotfommt; bieß tueift aber batauf 
~in, bnfl man, um baß !Serl)ältniß b : hb auf3ufud)en, 
b alß entjpred)enbe ~at~ete eineß red)ttuinfL $lreiecfß 
barauftenen ~at, baß bem $lreiecf BCE ä~nlid) ift. 'l)a 
bet jpi§e, b anliegenbe llliinfel beß neuen 'IIreiecfs gleid) 
<}:: CBE fein mufl, jo mufl feine SJt)potenuje CD in 
bem (lietannten) \l!unfte C auf BC fenfredjt fte~en. ~ß 

ft. ift bann hb: b = a: CD, nlfo q :p = a: CD unb ba~ 
mit CD l)erftcf1bnr. ~ennt man aber CD, fo liefert bet 
SJnllitrciß über CD (CD .L BC) einen 31tJeiten geometr. 
§Jrt füt A. 

~ u fgabe 133. ~inem gegebenen $lreiecf ein0ujd)reiben 
1. ein Ouabrnt, 
2. ein lRed)tecf, beffen Seiten ein gegebenes !Serqältniß ~aben, 
3. ein gleid)jeitigeß 'l)reiecf, 
4. ein gleid)fd)enfr. ted)ttuinf!. 'IIreiecf, beffen SJtJ\lOtenuje jenfted)t auf 

einer Eieite beß erfteten jte~t, 
5. ein gleid)fd)entl. red)ttuinfl. 'IIreiecf, beffen SJt)potenuie 3u einer Eieite 

beß erjterm 1:Jaraile1 ijt, 
6. ein 'IIreiecf, befjen Eieiten fentred)t auf ben 6eiten bei3 erjteren fte~en, 
7. ein red)huinfl. $lreied, beffen ~t)potenuje parallel 0u einer Eieite beß 

erfteren ift, tvä~renb ber Eid)eitelpunft bei3 red)ten lminteli3 mit einem 
auf biejer 6eite gegebenen \l!unfte 3Ufnmmenfäl1t. 

~ u f 1 ö I u n g. $:in bie gejud)ten ~rfcn auf ben 6eiten beß 'IIreiecfs liegen 
joUen, fo ift jebe uon i~nen befannt, folialb man bie ffiicf)tung i~rer !Ser~ 

10* 
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'liinbungl!linie mit bet gegenübet Iiegenben ~cfe bei gegebenen 'Ilteiec!ß tennt. 
>8etbinbet man aber 5· !8. 0 mit bem auf .AB Iiegenben jpunfte X unb ftent 

bal! >8et~li!tnil! XY: YZ bei einem beliebigen $unfte 
.'[.___ A T bet @etaben OX ~er, inbem man TU 11 XY 

i ·-:~---U unb UV II XZ aie~t, jo ift 6_TUV""' L-,XYZ 
: X ' r (2e~tf. XX), a!jo 0 .~et m~nlid)feitßVunft (®av 193) 
: / unb O.A jowie OB ~~nlidjfeitl!ftra~len. $eann man 
: . · ba~et ein 'Ilreiecf TUV ~erfteUen, bal! bieje!ben 

vk · Ii ·z ~igenjd)aften befivt, wie bal! gefud)te 'Ilreiecl unb 
· ·' be1fen ~cfen U auf .AC unb V auf BG liegen, jo 

ift CT bet btittc ~~nlic!)tdtsftra~l unb fc!)neibet .AB in X. :;}ft aber X ge• 
funben, jo liefern bie \lJataUelen burd) X 3u TU, TV unb UV in ben &iiUen 
1) unb 2) unb bie !Parallelen nu TU unb TV in ben ~äUen 3-6 bie nod) 
fe~lenben ~den auf ben anbeten 6eiten. !8ei bet le~ten ~ufgabe fänt X mit 
bem . auf .AB gegebenen jpunfte P nufammen. 'Ilet )!Beg öUt ~etfte"Uung bei! 
i)teiecfß TUV barf als betannt angeje~en werben. 

~ n m etfu n g. 'Ilal! 'bei biejet ~ufgabe angelllanbte >8erfa~ren, nuerft 
ein 'Ilreiecf ~cr&ufteUen, bas bem gejud)ten 'Ilreiecl li~nlicQ ift, unb bann bas 
letltere jelbft 0u aeic!)nen, fann überaU 3Ut }Serlllenbung !ommen, lllo bie !lle• 
bingungen ber ~ufgabe nacf) ~ul!jd}eibung einer ~orberung, in bet ffiegel einer 
2ängenangabe, nod) ~inreicf)en, um eine bet gejud)ten ~igut ä~nlicf)e &igur 
au 'lieftimmen. i)aßjelbe lllirb all! bas m~nlicf)feitl!lletfa~ren be&eid)net. 

~ u f g a Ii c 134. ~in i)uiecf au aeid)nen aus 
1. a: ha = p: q, « unb ma (mb, 111a, Wb, hb, r obet (1). 

2. a:ha=p:q,a:b=r:sunbma (" " " " " " "). 
3. (a ± b) : c = p: q, a unb ma ( " " " " " " "). 

~uflöjung. 3n allen bicjen &ällen liefert bal! ~~nlicf)feitl!llerfa~ren, 
wenn für a, lie3. für a ± b eine beliebige Sänge angenommen wirb, ein bem 
gefucf)ten ä~nlid)el! 'Ilreiecl. !lliirb bann in bemfelben bie 2inie geaeicf)net, bic 
bem aul!gefd)iebenen britten !8eftimmung~jtücfe entf\)ricf)t, unb ber 6av 190 
angelllanbt, fo erweift fid) bie lllirflicf)e Sänge llon a, 'liea. llon a ± b al!l bie 
4. ~rovortionnle 3u brei befanntcn 6trcclen llon gegelienet ffiei~enfolge. 

83. ~ntuenbungen auf ein red}ttuinflige~ ~reiecf. 

fötltj 196. 6timmen ~tuei redjttuinH. i)reiecfe in ber 
@röfle eine5 fl>i~en )lliinfel5 überein, fo jiub fie ii~nHdj. 

föat 197. ~ie ~ur S)~lJotenufe eine5 redjttuinH. ~rei< 
ecf5 gel)örige S)öf)e 5erlegt ba5 ~reiecf in 5tuei unter ein· 
anber unb bem gan~en i)reiecf iif)nlidje ~eHe. 

t}olgerung 1. ~ebe ~atbete ift bie mittlere ~ro~ortionale 
au ber .\)t)potenufe unb ibrer ~rojeftion auf biefelbe. 

t} o l g eru n g 2. !tlie aur .\)t)potennfe gel}ötige ()öbe ift bie 
mittlere \Proportionale au ben ~bid)nitten ber .\)t)~otennfe. 

t}olgerung 3. 3ebe 6ef)ne eine5 Sheife5 ift bie mittlere \ßro<. 
vortionale 5tt einem ~urdjmeffer, ber burdj einen i~rer @:nblJunfte 
gel)t, unb if)rer \ßrojeftion auf benfe!ben. 
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~ofgerung 4. ~ebes bon einem Sl'rei!3tmnfte auf einen stlurd)< 
meff er gefäUte Bot ift bie mittlere jßrovortionafe jU ben mofd)nitten, 
in ttJefd)e ber stlurd)meff er jetlegt wirb. 

~ieje ~olgerungen fü~ren t,u einer cinfad)en 2Iuflöfung ber 
2!ufgalie 135 (@.lrunb,2fufgalic). 3u t,tl.lei gcgclienen 6trclfen bie mittlere 

!ßrot~ortionale t,u t,eidjnen. 
~ u fl ö f u n g. ~ft x bie mittlere $roj)ortiona!e 3u a unb b 1 alfo 

a: x = x: b, jo fann x cnttl.lebcr angefe~en werben alil Sfat~ete eineß red)t• 
winfl. i)rcielfß, bcffen ~t)l>otenufe glcidj a unb belfett erfter ~t)potenujcn< 
alifdjnitt glcidJ b ift, ober alß ~ö~e1 bie in bcm gemeinfdjaftlidjen $unfte bcr 
an einanbet gelegtctt 6trelfen a unb b auf bet ~i)j)otenuje a + b er• 
rid)tct Witb. 

g:ur bie ~u fg ab e 118: .8u 31t1ei gegebenen 6trelfen bie britte $ro• 
portiona!e t,u t,eicf)nen, ergielit fidj ferner bic 

~ u flöfung. 3ft x bie britte $roj)ortiona!qu a unb b, a!jo a: b = b: x, 
jo fann x angcfe~en werben entweber alß $rojeftion einer Stat~ete bon ber 
Bänge b auf bie ~t)potenufe a ober alS 31t1eiter ~l:)potcnufenabjcf)nitt eines 
redjtwinff. ~reielfß, in weldjem ber erjte S)t)potenujenalifdjnitt bie 2änge a 
unb bie nadj beffen ~nbpunfte fü~renbe .tltJ!JOienujen~ö~e bie s:länge b ~at. 

~nmetfung. s:lie erfte 2Iusfü~rung ber 12lufgabe ift nur für a > b 
mög!icf); bie t,tl.leite ift immer burd)fü~rbar. 6. ~ufg. 118. 

84. m:nwenbungen auf ä~nHd)e mieietfe. 
~at; 198. 6ti mmen 1. 5il:J ei lRed)tede in bem ~erf)äft< 

nis 5tveier anftoflenben 6eiten, 2. 5ttJei lRf)omben in ber 
®röjje eines \ffiinfefs, unb 3. 5tvei l,ßaraHeiogramme in 
bem ~erf)äftnis !Jltleier 6eiten unb bem bon biefen ein< 
gefd)loffenen \!Binfei übereitt 1 fo finb fie äljnfid). 

®at; 199. Baffen fid) 51uei ~ie!ed'e bon g!eid)er 6eiten~ 
3af)f burd) S)iagonafen bon einer @d'e aus in ber lReif)e 
nad) äf)nfid)e stlreiede 5erfegen, fo finb fie äf)n1id). 

~ntw. bes lSew. ~s joU 3unäd)ft liewiejen werben, ba\i bie m!infel 
ber beiben 18ielclfe ber ffiei~c nad) einanber gleid) finb. j}ladj m!inf 12 ift 
bat,u erforbedicf), ba\i fie, liet,. i~te %eile al~ entjpredjenbe 6tülfe in ben ä~n, 

lid)en ~reielfen crfannt werben. 12lus 6 ABC 
E D C"V L-,A1B1 01 unb L-,AGD C"V L-,A,O,D, folgt 

F alier, ba\i .A, C, ber ~iagonale .AC, alfo -t_B1 

c E, D, bem m!infel B entjpridjt. 2!uß L-,AGD C'o.) 

R~ L-,A,C,D, unb D,ADE C"V L-,A,D,E1 ergielit 
1 C, ficf) ferner, ba\i bie ~cfe 0, ber ~Cfe C unb jo< 

A B A mit A, ber ~Cfe A, D1 ber ~Cfe D u. f. w. 
1 B, entfpricf)t; barau~ folgt aber nacf) @.1. IV bie 

@.lleid)~cit aUer entjpredjenben m!infcl. 
~ß joU ferner bettliefen werben, ba\i bie !8er~ältniffe aweier entf.predjenben 

6eiten gleidj finb. j}ladjbem bie 3uorbnung feftgefteUt ift I ergielit fidj fofort 
AB: A,B, = BG: B, C,. ~a aber AB: A,B, =AG: A,O, unb AC :A,G1 

= GD: 01D, ift, fo ift audj AB: A,B, = CD: O,D" u. f. tl.l. 
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~at 200. ~f)nHdje lBiefede werben burd} bie ~iago~ 
nalen tlon entft>red}enben ~den auß in ber ffieif)e nad) äf)n~ 
Iidje :Dreiede ~erfegt. 

mliebcr~olte 2lntvcnbung bes 2e~tjat)es XX fü~tt aum \Betveije. 

~at 201. ~ie @leiten]ummen äf)nttd}er )8iefede tler· 
~alten ]id) mie 51Uei entff>red}enbe @Seiten. 

~ie 2lntvenbung bes 6at)es 163 fü~rt 0um 18etveije. 
~at 202. !Bei regelmii~igen )8iefedett lJOlt berfelben 

@leitencrnfJ1 tJerf)a1ten ]id} bie S)albmej]er ber ein~ unb um~ 
ge]d}riebenen ~teile ttJie crltlei @Seiten. 

~er m3inf 12 weift auf bie ~eti!Jenbung bes Be~rfat)es XIX ~in. 

%oigerung. 'Ilie @Seitenfummen regelmäüiger )8ielecfe von ber~ 
felben !Seiten5al)I uerf)aiten fid) roie bie S)albmeJier ber ein~ unb um~ 
gefd)riebenen streife. 

Sufa~. 'Ilie s:liingen 3roeier streife uerl)alten fiel) roie if)re 
~albmeffer. 

~at 203. [ßirb einem streife ein rege1mii~ige5 !Biefed 
eingefd)tieben unb baß rege!mä~ige ~ieled tlon berfelben 
@leitencrafJl umgefd)rieben, fo tletf)ält fiel) bie @Seitenfumme 
beß le~teren ~u ber 6eitenfumme beß er]ten ltlie ber S)afb~ 
meHer 5u bem lllbftanb beß ID1ittdf>unHe5 !Jon einer !Seite 
beß eingefd)riebenen )Sieledß. 

~as ~erfa~ren nadj m!inf 12 liefert ben !Jladji!Jeis, bafJ bas ~er~iiltnis 
bes )Qalbmeflers lJU bem 2lbftanb butdj bas ~er~iiltnis ijtueiet @ieiten~ii!ften 
erfeilt tuerben fann. 2ludj aus bet ~olgerung, 6at) 202 liifJt fidj bet 6ai1 
203 ableiten, weil ber lQalbmcjfer unb ber 2lbftanb bie )Qalbmeffer ber ben 
l8ielecfen einge[djtiebenen $ereife finb. 

~rfliirung. )illerben 3roei ii~nlid)e !8ieletfe fo ge3eid)net, baü je 
3roei entf:pred)enbe ~eiten ::parallel finb, fo fagt man, fie feien iil)nl id) ~ 
liegenb. 

5a' 204. 'Ilie merOinbungs(inien ber entfpred}enben ~cfen 3ltleier 
äl)nlid)li~.genben iif)niid)en mie(ecfe fd)nei'oen fid) in einem \ßunfte, 
roeld)er ~l)nlid)feitspunh genannt wirb. 

'1---+------\\ 
\ 

m3ic bei 6a~ 193 ift ber 58ei!J. mit 58c• 
nut)ung ber beiben \Siiile 168 unb 169 leidjt 
burdjfü~rbar. 

2lnmerfung. ~er @iai\204 ermäcljtigt 
0u einer bequemen ~usfü~rung ber ~ufgabc: 
~in !Bielecf 0u 3eidmen, bas einem gegebenen 
!Bielecf ii~nlid) ift. IDlnn nimmt einen beliebigen 
\)3unft nl~ ~~nlid)feitspunft an, 3ie~t bie ~~n· 
lidjfeite[trn~len unb jdjneibet bie[elben burdj 
\)3nraffelen 3u ben 6eiten bes gegebenen ~iel~ 
ecfs bernrt, bnfJ ber 2lusgangspunft jeber fol~ 
genben l.llnrnffelen mit bem ~nbpunfte ber uor~ 
~erge~enben 3ttfnmmenfiifft. 
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20. Sl'a~iteL 

~ropodiottafe J,ittiett 6rim ,!t:rrife. 

Sä. ßinien unb \Punfte bei einem .slreife . 

.l:liegen biet ~unfte A 1 B, C unb D auf einem Sl'reife fo 1 baß 
bie lBerbinbungs!inien AD unb BC ficf) auflerljaf& beß Sl'reijeß fcf)neiben1 

~ fo fcf)neiben ficf) AB unb CD innerf)alb 
beßfelben unb bi!ben mit ben beiben 
®el)nen~aaren .AD unb BC fottJie AC 
unb DB 51tJei '1)reiecre, bie in ber @höfle 
aller ~infef übereinftimmen (2el)rf. XIII), 
affo nacf) 2ef)rfa~ XIX äf)nficf) finb. ~ß 
gaben baf)er &ltJei in ben beiben äf)nlicl)en P.1 '1)reiecfen entf~recf)enb fiegenbe 1 bon ben 

~--*"""----' ®cf)nitt~unften außgef)enbe ~bfcf)nitte her 
®eljnen baß gleicf)e lBerf)ältniS. 

€int 205 (~ilfßfa~). 58Hben biet ®trecren eine jßro~or~ 
tion 1 fo ift baß ffiecf)tecf nuß ben äußeren @fiebern gleicf) 
bem \Redjtecf auß ben beiben inneren. 

lBor. Q:s fei a : b = c : d. 
58elj. Q:s ift a . d = b . c. 

58 e m. @3in'o ABCD unb AEFG bie lRedjtecfe au!il 
a un'o d un'o au~ b unb c, fo foU liewiefen werben, 
ba)3 ABCD = AEFG ift. ;Da ein jBerg(eicl) ber 
gan0en 9led)tetfe nid)t burcf)füljrliat ift, fo fann 

1:--l.,...,....-+--,C man es uerfucl)en, il)re !lurd) bie ;Diagonalen BD 
unb EG l)ergefterrten ~iitften mit einanber 3u ver• 
gleid)en. ~iiljrt man biejenigen, bie 'oas 6tücf 
ADE gemeinfd)aftlid) befi:t2en, fo muß ge0eigt wer• 
!len, 'oa\'3 bie 9leftftüde DEB un'o DEG gleid) 
finb. ~ier0u ift aber bie ~araUelität bet ~eraben 

DE unb BG erfor'oerlid), bie nad) €:laij 167 aus ber mor. abgeleitet 
werben fann . 

.8ttJifcf)en ben 'ltbf djnitten ber ®eljnen befteljt f)iernacl) ber 
~eljrfat XXIII. ~er ~cf)nitt.punft aweier ®el)nen einet\ 

.slreifeg teilt biefelben fo, bnfi bie ~ed)tede ang iljren !Rlifcf)nitten 
gleicf) finb. 

!Bergt. ~iermit l>cn 6a~ 158. 

ljaUen bon ben bier ~unften 51tJei &nfammen, jo gef)t bie 5u 
ignen gef)örige @3efante in eine '.tangente über unb iljre beiben 
~lifcl)nitte ltJerben g!eicf). '1)araus folgt: 

ljolgerung 1. @eljen eine '.tangente unb eine 6efante bon 
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einem ~untte auß, fo ift bie :tangente bie mittlere ~ro1Jortio· 
na!e 3u ben bon bem lllusgangß1Junfte aus gerec{jneten lllbfcf}nitten ber 
Sdante. 

m:nmetlung. ~iernad} entfte~t bie mittlere !j!rovottiona!e au a unb b, 
wenn man uon bem 2lu~gangsvunfte bet 6trerfe a an ben au bem ~utdjmeffer 
a - b ge~örigen Sfreii! eine %angente aie~t. 

m3irb eine beliebige britte Segne (@5efante) burcf) ben Scf)nitt~ 
-\)unft ber beiben erften gelegt, fo ift aucf) baß ffiecf)ted aus ben lllb· 
fcf)nitten biefer @5e{Jne (Sdante) gleic{j jebem ber ffiecf)tede auß ben 
lllbfcf}nitten ber erften. ~arauß folgt: 

~ o Ig eru n g 2. 1:lie <Mröue beß ffiecf)tedß aus ben lllbfcf)nitten 
einer Segne eineß ~reifes ift unab{Jiingig bon ber ffiicf}tung ber @5e{Jne 
unb tuitb burcf) ben :tei!-\)unft allein beftimmt. 

~r fi ii tU lt g. :Die @röue beß ffiec{jtecfß aUS ben \llbfc{jnitten einer 
Se~ne tuirb \15oten3 bes :teif1Junfteß für ben ~reiß genannt. 

91ad) biefer ~Hiirung getuinnt bie ijofgerung 2 ben m3ortfaut : 
ijofgerung 2 a. ,Seber ~unft inner{Jafb ober auuer~alb 

eines srreifes befi~t eine fonftante \ßoten3 für ben ~reiß. 
3 ufa~. 1:lie \15oten3 eines äuueren :teifvunftes ift baß Quabrat 

über ber 3u i{Jm gef)örigen 'l:angente, unb bie \15oten3 eineß inneren :teil· 
.).Junfteß ift baß Quabrat über ber ,Piiffte berjenigen Segne, bie auf feiner 
~erbinbungßlinie mit bem imittef-\)unfte fenfrec{jt ftef)t. (S. Sa~ 100.) 

1:lie Umfe~rung bes 2e~rfa~eß XXIII fautet: 
~at 206. \illerben 3tuei @5treden burd) if)ren Sc{jnitt~ 

-\)unft fo geteift, bau bie ffiec{jtede aus if)ren lllbfd)nitten 
gfeicf) finb,· fo Hegen if)re biet @nb1Juntte auf einem srreife. 
~iefer Sa~ fann nur inbireft mit )Berufung auf 2ef)rf. XXIII (f. 
Sa~ 159) bettliefen tuerben. 1:lasfefbe gift bon ber Umfe~rung ber 
~o1gerung 1, .13ef)rf. XXIII, bie ben \illortfaut annimmt: 

~o!gerung. :teift eine Strede in einem if)rer ~nb-\)unfte eine 
3tueite Strede iiuuerlic{j fo, bau fie bie mittfere \ßro-\)ortiona!e 3u ben 
2lbfc{jnitten berfe!ben ijt, f o berüf)rt fie in if)rem 3tueiten ~b1Junfte 
ben ~reis, ber burc{j biefen unb bie beiben @nb-~Juntte ber anberen 
Strede gefegt wirb. 

@ef)t bie @5efante burc{j ben imittef1Junft, f o 
bifbet ber ~erüf)rungsrabius mit ber Sefante unb 
ber stangenie ein rec{jttuinff. ~reied, unb bem~ 
nac{j ift 

(PB + r) 2 - r2 = PA2 

ober PB2 + 2r. PB= PA2. 
~irb nun P fo getuii\Jft, bau PA = 2 r ift, 

fo folgt gieraus: 
PB2 +PB. PA= PA2 

ober PB2 =PA (PA- PB). 
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srrägt man baf)er PB in PD auf PA ab, fo baij PA- PB 
= AD ift, fo folgt f)ierauß: PD2 =PA. AD ober PA: PD = 
PD: AD, b. f). 

®at 207. ,Pat eine :tangente bie 2änge bes ~urc(J• 
mefiers, )o i)t ber Heinere 2rb)cf)nitt ber t>on if)rem 2l:u5· 
gangslJunfte aus gecrogenen W1ittefvunfts)efante ber gröijere 
:teif ber ftetig (nacf) bem gofl:men Sc(Jnitt) geteiften :tangente. 

2luf bicfen Sa~ grünbet fidj bic 2lusfü~rung bcr 
IJl u f gab e 136. @:inc eitrecfe AB ftetig 3u teUen. 
9Jlan crridjtct in B bas 2ot auf AB, mifit auf bemfclben MB = ~AB 

ab, bcfdjrcibt bcn Streis M, MB, betbinbct M mit A unb trägt bai3 aufier• 
~alb bcs Sfteifcs liegenbe eitücf bon AM bon A aus auf AB ab. 

S6. Übuugg{Jeif~ide. 

a) .iitbntnttitrtrlt unb eingefrl]ritbtnt :IDrtitrltt. 

. mier \ßunfte A, B, C unb D eines .!treifes beftimmen ein Segnen• 
uterecr, unb bie :tliagonalen AC unb BD 5er!egen basfelbe in je 5wei 
:tlreiecfe1 uon 'l.lenen immer bie bei'l.len 1 'l.lie auf 'l.lerfeiben Sef)ne ftef)en1 

'oiejenigen m.\infel gleid) f)aben 1 bie ber Segne 
gegenüber Hegen. :tlemnacf) ergiHt man 5wei 
iigniic(Je :tlreiecfe1 wenn man eins von ignen un• 
ueränbert läbt unb von bem anbeten ein 6tücf 

A r: abfcf)neibet1 bas mit bem erften nocf) in ber ®röbe 
~-=---+-~ eines 5weiten ®infels übereinftimmt. ~ür bie 

beiben \ßaare von :tlreiecfen über AD unb DC 
ift f)ier0u erforberHc(J 1 ba\3 ber ®intel BDC in 
D an AD angelegt wirb 1 weil bann nid)t nur 

-1::: ADE = -1::: BDC 1 fonbern aud) -1::: EDC = -4:: ADE ift. ~us 
L ADE c-.o l~ BDC folgt aber: AD : BD = AE: BC ober AD . BC 
= BD . AE1 unb aus D DEC"" D, DAB folgt: CD : BD = CE: AB 
ober AB. CD = BD . CE; fomit ift 

AB. CD + AD . BC = BD (AE + CE) = AC . BD, b. f). 
®at 208. (Sa\] bes \ßtolemäus.) ~n jebem Sef)uent>ierecf 

ift bas ffiec(Jtecf auß ben ~iagonafen gleicf) ber Summe ber 
ffiecf)tecfe aus ben gegenüber Hegenben Seiten. 

megt ber uierte ~unft D fo1 ba\3 AD ein ~urd)me)1er ifi 1 fo ift 
bas eine ber über AB ftegenben ~reiecfe red)t• 

A roinUig 1 unb bemnad) mu\3 bie mnie, weld)e uon 

D 

bem anberen ein bem erften ägnHd)es abfd)neiben 
foU1 fenhed)t auf AC ober BC ftegen. Siegt man 
aber AE ..L BC1 fo ba\3 6 AEC "" D, ABD ift~ 
fo folgt barauß: 
AB: AE = AD: AC ober AB. AC= AD . AE. 

Sl)a AE bie 5u BC gef)örige ~öf)e unb AD 
ber ~urd)mefler 'oes bem Sl)reiecr ABC umgefd)rie&e• 
nen Streifes ift1 fo füf)rt biefe ®Ieid)geit 5u 
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®at 209. ~n jebem ~reiecf ift ba~ ffiedjtecf au~ 511Jei 
@5 eiten gfeid) bem ffiedjtecf au~ ber 3u ber britten ~Seite 
gef)örigen ~öf)e unb bem ~urd)meifer bes umgefd)riebenen 
S'freife~. 

~olgerung. 5iir ben ~n~alt J eine~ ~reiectß ergiebt jicf} ~iernacl}: 

J a.ha a bc abc 
= -2- = 2 · 2r = --;rr· 

megt weiter D fo, bafl bie 15el)ne AD ben ~intel BAC l)albiert, 
fo ift nad) 2el)rf. XIX 6 AEC ""' !::". ABD, 
aljo AC . AD = AE: AB 
ober AD . AE = AB . AC, 
unb fomit (AE + DE) AE = AB. AC 
ober AE2 = AB .AC-AE.DE. 

(;' s::la aber AE. DE = BE • CE ift (~el)rfai? 
~--F---r XXIII), fo ergiebt fitV AE2 = AB . AC -

BE. CE, b. {). 
0 ~at 210. ~n jebem ~reiecf ift ba~ 

Quabrat über einer ~inlelf)afbierungsfinie g!eid) bem 
ffied)tecf ad ben beiben ben ID.Hnfe! einfd)!ieflenben ~Seiten, 
tJetminbert um ba5 ffied)tecf aus ben \llbfdjnitten ber crU• 
gef)örigen ~Seite. 

~ilben fd)liefllitV bie ~unfte A, B unb c ein gleid)feitiges :Dreiecl, 
fo finb in ber ®leitVl)eit (f. ~ig. 0u 15at? 209) 

AD. BC = AB . CD + AC. BD bie ~aftoren AB, AC un'o 
BC einanber gleitV unb fönneu bal)er burtV :Diuifion entrernt werben. 
G:s ift 'oemnad) I wo aud) D aur bem ~ogen BC liegen mag, AD = 

BD + CD, 'o. l). 
~at 211. lllirb ein ~unft be~ ~reifes, ber einem 

g!eidjfeitigen ~reied umgefd)rieben ift, mit ben @:cfen beß 
~reieds I.Jerbunben, fo ift eine biefer ~erbinbungß!inien 
g!eidj ber ~Summe ber beiben anbeten. 

b) mrti ~angenttn. 
~erben 0wei paraUele Zangenten eines Streifes burd) eine britte 

Zangente aeftVnitten unb bie 15d)nittpunlte 
mit bem IDlittelpunfte verbunben, f o l)al• 
bieten bie ~erbin'oungslinien bie ~infel 
ber stangenten, unb 'oa biefe fupplementar 
fin'o (~el)rf. VI), fo fin'o il)re ~iilften crU• 
fammen gleid) R. SDie ~erbinbungslinien 
ftel)en bal)er fenfred)t aur einanber, un'o 'oer 
~erül)rungsrabius ber britten Zangente 

erweift fitV als ~t)potenufenl)öl)e eines retVtroinU. :Dreiecls. SDie 
~olgerung 2, 15at? 197 fül)rt bemnad) ~u bem 
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®nij 212. ,ßltlei ~araffefe 'Xangenten eine~ ~t eife~ 
begren3en auf einer britten 'Xangente mit bem ~erüf)rung~" 
~unfte berfdben iJitlei ~bfe(Jnitte, 5u benen ber ,Palbmelfer 
bie mittfere ~ro~ or tio nafe ift. 

c) ma.s rtgrlntiiijige 10- ~rh. 

~ft AB 'oie e>eite eines regelmäfligen 10~ ~cfs un'o M 'oer 'D1ittel~ 
vuntt bes umgefc9riebenen streifes, fo ift -1::: AMB = 

B 

3;go = 36°, alfo jeher mlinfd an ber ®runbHnie 

AB gleid) 72° unb 'oamit hoppelt fo groß roie 
<)::: AMB. Sjalbiert man 'oaf)er einen biefer ®inter, 
etroa <)::: A, fo er{Järt man roieberum ein gleid)~ 
fd)enflige!il '!lreiecf CAM un'o 3ugleid) ein 3tueites gleic9= 
fcf)enfliges SDreiecf ABC, bas bem SDreiecf MAB 
ä9nlid) ift. (Beqrf. XIX.) SDaraus folgt: 

MA: AB = AB: BC ober MB: AC = AC : BC ober fcf)Iiefllid) 
MB : .li!C = MO: BC, unb bamit 'oer 

®nij 213. SDie @5eite bes einem ~rei)e eing efcf)riebe• 
nen regelmäfJigen lO.@cf!il ift gfeicf) bem grö)3eren 2!b)C(Jnitt 
be~ ftetig g eteiften ~ afb meH ers. 

SDnmit ift ber Weg 0ur {lerfteUung eines regelmäjiigen lO·@cfs unb in" 
folgebeffen eines lffiinfels bon 360 gcfunben. (6. ~ufg. 136.) &!eid)0eitig 
tuirb baburd) bie 2tusfüf)rung ber 2tufgaben ermöglid)t: @in rcgelmäjliges 
5·@cf, 20-@cf, 40·1!:cf u. f. tu.; ein rege!mäjiigeß 15·@cf, 30·@cf u. j. tu. ober 
allgemein, ein tegeltnäjiigeß n•l!:cf oll ueid)nen 1 für tue1d)eß n = 2a-1 • 3 • 5 
unb « eine pojitiue gnnae Sn~! ift. 

d) i§lltm\luifd}e ~eilungen. 'ol unb '\llare. 

@ef)en non einem munfte P aus 3roei %angenten an einen 5treis, 
fo ftef)t bie 'llurd)mef)erfelnnte PD in Q fenfred)t nuf ber ~erü{Jrung!il= 

fegne. \Berbin'oet man nun bie bei'oen auf 'oem '!lurc9= 
? mef1er Hegenben ~unfte c unb D bes Streifes mit 'oem 

~erüf)rungstmnfte A, fo fte{Jen bie 6tral)len AD 
un'o AC fenfred)t auf einan'oer (Sjnlbfreis!), unb 'oa 
-< PAC = <)::: D = R- <J:: DAQ ift, fo folgt 'oarnus: 
-< P AC= -1::: OAQ. stlet 6tra{Jl AC I)a(biett 'onl)er 
nen ~intel ber 6tra{Jlen AP unb AQ un'o fomit 
aud) 'oef1en 91ebenroinfel. ~!3 ift besl)alb 
nacl) 6ai} 170: PC: CQ=PA:AQ 
un'o nacf)'oem,ßuf.3ue>ni} 170: PD: DQ =PA: AQ, 
alfo nad) ®. lll: PO: CQ =PD: DQ 
ober PO: PD= QC: QD, b.~. 
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®a' 214:. iler 5llusgangßlJunft ~11.1eier 'l:angenten eines 
Sl'reifes unb bie lBerül)rungsfel)ne teilen ben ~urcl)melfcr 
l)armouifdj, beifen !ßerHingerung burcl) ben @5d)nittlJunft ber 
:tangenten gel)t. 

~dlärung. Stuei lßuntte, tuel~e einen SDurcl)melfer l)armonif~ 
teilen 1 werben \ß o l e bes Streif es genannt. :Die ®erabe 1 tueldje in 
einem ber 6eiben ~ole nuy bem :Dur~mefler fenhedjt ftel)t, l)eiflt jßo ~ 
Inre bes anberen . 

.8 u f a ~ 1. .ßu jebem jßuntte innerl)al6 ober auflerl)nU) bes ~reifes 
gel)ört nur eine jßolnre un'o 0u je'oer \ßolnre nur ein jßol, ber * au~ 
geor'onet ift. 

.8 u f a ~ 2. :Die mer6inbungslinien eines Streispunttes mit ben 
@nbpunften unb \ßolen eines SDur~meflers finb nier l)nrmonifdje 
@5trnl)len . 

.8 u f a ~ 3. :Die \lMnre bes Wlitteipunftes liegt im Unenblidjen . 

.ßuf n~ 4. ~ft bie lßolnre ein :Durdjmefierl fo liegt ber augeorb~ 
nete \ßunft im Unenblidjen. 

%olgerung 1. SDns )Redjtecr nuß ben G:ntyernungen ameier au 
einnnber gef)örigen \ßole nom Wlittelpunfte beß Streife!il ift glei~ 'oem 
Quabrate bes ~nlbmeflers. 

irolgt au~ .8nfa~ 3 3u ber @:rfliirung 3 in 9lr. 76b. 

%olgerung 2. SDurdj 0tuei jßanre non jßolen nuy nerfdjiebenen 
SDurdjmelfern läflt fidj ftets ein Streiß legen. 

% o lg erun g 3. SDie ~ntyernungen eines Streispunfteß non amei 
au einnnber gel)örigen lßolen l)nben ftetß bns gleicl)e merl)älinis. 

irolgt aus 6a~ 189 unb 170. 

%olgerung 4. SDie \ßolnre eines nut ber medängerung eineß 
SDurdjmefferß Hegenben jßoles ift bie lBerül)rungsfel}ne ber 6eiben non 
bem jßole an ben .ltreis ge0ogenen :langenten. 

@:nttv. bes )Betv. mt AB bie ~olare bes auf bem ~urcf;Jmeffer CD 
Hegenben ~unfte~ P, jo joU oetuiejen tverben, bali PA eine :tangente, aljo 

p <J::.P AM= R ift. (®a~ 105.) ~ies ift au~ ber }Sor. 
ab&uleiten, bafl bie ®tra~len AC unb AD jenfrecf;Jt auf 
einanber fte~en (~alofrei~ !) , baß P unb Q &ngeorbnete 
~armonijd)e ~unftc ber @ltrede CD finb 1 bafl aljo AC 
ben illiinfel PAQ ~nloiert (@in~ 182) unb bali AQl_PD 
ift. ~er erfte :teil biefer }Sor. liefert <J:: CAD = R, aljo 
<):: CAM = R- <):: MAD = R- <}::: MDA unb <):: P AM 

~-t=----48 = <}::: p AC + !::::,. CAM = <):: PAC + R- <):: MDA. 
:;snfolge be~ &tveiten :teiles ift <J:: P AC = <J:: CAQ1 unb 
ba nad) bem britten :teile <):: CAQ = R - <):: ACQ 
= <):: MDA (erfter :teil!) ift, jo folgt <}:PAM = <J::.MDA 
+ R - <}:MDA = R. 

®a' 215. Sebe burcl) einen \ßol gel)enbe 6el)ne tuirb 
bu rcl) ben \ßol unb bie jßolare l)armonifcl) geteilt. 



20. stapitel. \]3roportionale mnien beim ~reife. 15 7 

P 3ft 0' D' eine burd) P ge~enbe 6e~ne, fo finb 
D'P, D'C, D'Q unb D'D bier ~armonifd)e 6tra~len, 
unb ba D'D .1. D'C ift, fo ~aloiert D'C ben !llinfel 
PD'Q. ~ierauil fann bie nadj 6a~ 170 erforberlid)e 
\Beaiegung awijd)en ben mlinlefn ber bOn Q nad) P, 0', 
Q' unb D' gegenben 6traglen leidjt augeleitet werben. 
~ie 6cfllüffe ltliebergolen fid) in berjeloen ffieigenfolge, 

1------.i~-+--\a' wenn C'D' burd) Q ge~t. 
SDie Umfe~rung 'oe~ 6ai.}es 215 lautet: 
®at 216. ':teifen 3tuei 1:ßunfte eine 

, ®e~ne ~armonifdj, fo Hegt jeber bon i~nen 
D auf ber ~ofare bes anbeten. 

\8eim \8eltl. ltliebergolen fid) bie 6d)lüffe bei! uorgergegenben \8eltleije~ in 
umgefegrter ffieigenfolge. 

'l)ie ~ b ~ ängig feit 0 w i f d} en mo ( u n'o ~ 0 ( ar e fin'oet weiter 
i~ren mu~'oruct in 'oen <Säi.}en: 

®at 217. 2iegt ein ~of auf einer ®eraben, fo ge~t 
feine ~ofate burdj ben ~of biefer ®eraben. 

P !llh:b ber bem \ßunfte P &ugeorbnete \ßol Q 
mit bem l,ßole Q' ber ®eraben @ berbunben, jo jinb 
P, Q, Q', P' bie ~cfen eines 6egnenbierecfs (~olge• 

tung 1, ~rfliirung ber \ßolate), aljo <}::: P' + .g:: PQQ' 
= 2 R. ~n aber -t: P' = R, aljo aud) -t: PQQ' 
= R ift, jo jtegt QQ' jenfredjt auf PQ, b. g. bie 
\ßolare uon P gegt burd) ben \ßol bcr @ernben 
PP' (®.) 

~ o ( g er u n g. )Bewegt fidj ein \l3unft auf 
einer ®era'oen, fo 'ore~t fidj feine \l3olare um 
'oen \l3ol 'oiefer ®era'oen. 

®at 218. ®eljt eine ®erabe burdj einen jßunft, fo 
fiegt iljr ~of auf ber ~ofare biefes i,ßunftes. 

%olgerung. ':Drel)t fidj eine ®era'oe um einen \l3unlt, fo bewegt 
fid} il)r $ol auf her ~olare lliefes $unfte~. 

m!irb llurdj llie s_ßole P unb Q eine~ 'l)urdjmelfers CD ein ~rei~ 
gelegt unb einer her <Sdjnitt:punlte 'ller beiben streife (E) mit llen uier 

l)armonifdjen ~unften uerbun'oen, fo 
bil'oet her ?Ra'oius ME mit 'oem ®tral)le 
EQ einen )ll\infel MEQ, 'oer gleiclj 
-t:MEC--t:QEC ober <}:::MCE-QEC 
ift. ~a nber.g:: CED=R iftunbfomitnadj 

.o 6afl182 'oer )ll\infel P EQ l)albiert wirb, 
alfo .g:: QEC 'outdj -9:::: P EC erfeflt wer• 
'oen lann, unb -9:::: MCE-<}:::PEC=-4: P 
ift (2el)rfafl V), fo folgt: -t: ME~ = 

<}::: P. ~un ftel)t 'oer ~infel P auf 'oem )Bogen EQ be~ 0weiten ~retfe~, 
unb bemnad} folgt aus ber ®leidjl)eit -9:::: MEQ = <1::: P, bab ME eine 
:tangente an ben 0weiten ~reis ift, alfo auf M'E fenfredjt fte~t. 
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@Sagt man hn~et, baß aroei streife fidj red)troinUig fd)neihen, 
wenn i~re nadj hen !Sd)nittpunften fü~renhen manien fenftedjt auf 
einanner fte~en, fo ergiebt fiel} gieraus ber 

~nt 219. Seber Sheis, her burdj 311:Jei ~ole eines ge• 
gebeneu Sfreifeil gef)t, fd)neibet benfeloen red)ttuinUig. 

Umfe~rung hiefeß 15ates: 
~llt 220. ®d)neiben lid) 3tuei streife red)ttuintlig, fo 

ttJirb jeber ~urdjmeffer bei.\ einen Sfreifel.l burdj ben anberen 
streif.\ f)armonifdj geteilt. 

\Rad) ber }Bor. (j .. ijigut bes 6aves 219) ij't ber !lBinfel MEQ = <)::: P, unb 
ba tuiebet <)::: MEQ = --t: MCE- <]:: QEC, <}:: P aber nadj 2e4tfnv V gleid) 
<}:: MCE- <}:: PEC ift, jo folgt: <]:: MCE- <}:: QEC = <)::: MCE- <}:: PEC, 
aljo <}:: PEC = <}:: QEO. ~iernus ergiebt fiel) bie !8e4au\)tung mit !Benuvung 
bes 6nvet~ 170. 

87. ßinien unb jpunfte liei me~reren Streifen. 

a) l!it lJ)llttn!littit ltutitr 1llrtift. 

~ft Q ein l,l:lunft, non bem aus an 0roei Streife M" r1 unb M2, 1·, 

0roei '1::angenten uon ber 2iinge l ge0ogen roerhen fönneu (~ufßabe 93), 
befitt alfo Q für beine Streife nie l,l:lotena l2, fo ift 

Q 
QM1 2 -r1 2 = QM2 2 -rz'(= l 0). 

@Ste~t nun QP fenfred)t auf ner ~ittei' 
punftßlinie MM1, fo naß 
PM,• = QM,•- PQ 2 unb PM,' =QM,' 

- PQ' 
unh folglidj 
PM1 2 - r1 2 = QJJ!I1 2 - PQ 2 -1'1 2 = l' 

- PQ', 
PM,•- r 2 2 = QM2 2 - PQ2 - r 2 2 = l' 

-PQ' 
ift, fo ergie6t ftdj PM, • - r,• =PM~ 2 

- r,', n. f). nudj nie non P an 'ote 
bei'oen ~reife gef)en'oen '1::angenten ftn'o 

gleidj, o'oer P 6efitt für beine ~reife hie gleid)e l,l:loten3. 
~ft jett R ein beliebiger l,l:luntt 'oes 2oteß PQ, fo folgt aus 

ner ®leidjf)eit PM, 2 - r, • = p M,'- r2 nurdj ~'obition uon RP': 
PM, 2 + RP2 - r,• = PM,'+ RP2 - r2 2 

ober RM1 2 - r1 2 = RM,- r,•, 
b. f). nie non R an bie beineu streife geaogenen '1::ansenten finn eben• 
faUß einanner gleidj, o'oer 'oer l,l:lunft Q f)at gleid)taUß für beine 
Streife hie gleidje q3otena. ~nrauß folgt: 

~llt 221. ~at ein ~untt für 3tllei streife hie gleid)e 
~oten3, fo ift bas tJon if)m auf bie IDHttel!Junfts!inie ge• 
fiiUte 2ot ber geomettifdje Ort für bie ~unUe, tueldje für 
beibe Sfreife bie gleidje ~ oten3 befi~en. 
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~dliirung. ;Der geometr. Ort ber l,ßunfte, tueld}e für 5tuei 
.!treife hie gleid}e l,ßoten5 liefiijen, I)eiflt ~ o ten 3l in i e her Streife. 

~olgerung 1. g.ür hie ~unfte her l,ßoten5Iinie auflerl)alli her 
Streife ftnh hie :l:angenten gleid}. 

~olgerung 2. Eiegen l,ßunfte her l,ßoten31inie innerl)alli ber 
lieihen streife, fo finb hie fleinften hurd] fie gelegten @Segnen ber Streife 
einanher gleid]. (6 . .ßufaij 5u ~olgerung 2 a, 2el)rfaij XXIII.) 

~ o lgeru n g 3. ;Die ~oten3linie 5weier fiel] fd)neihenhen streife 
ift hie ~erliingerung il)rer gemeinfd)aftlid}en 6e{Jne. 

% o lge ru n g 4. ;Die l,ßoten31inie 3weier fiel] lierül)renhen streife 
ift il)re gemeinfd]aftlid}e ~angente. 

~ o lgeru ng 5. ;Die l,ßoten31inie 3tueier gan3 nuß einanher liegen• 
hen streife fd)neibet hie ~ittelpunftslinie 3lllifd}en hen beihen streifen. 

% o 1 g er un g 6. ;Die l,ßoten3linie 3tueier Streife, von henen ber eine 
innerl)alli bes anberen liegt, fd)neihet bie ~erlängerung her SJJ1ittelpunft5• 
linie auflerl)alli her Streife auf her 6eite, auf weldjer her SJRittelpunft 
heß fleineren streife5 liegt. 

~nmertung. Sler l8eroeiS ber l)'olgerungen 5 unb 6 ift ein inbirefter. 

~s roirb babci bie Unterfdjeibung benuN, baj) eine ~oten0 als { ~ofittt·~ } gilt, nega tb 

roenn ber \llunft {aufler~atb} b s ~ 'I s r t (m b ft . {gleidJ· 
inner~alb c ret e teg . ..,ro u iJUleter entgegengefe~t· 

geridjteten 6treden !) 

b) mer 'ottn!mittelvunkt brtitr 1lirtift. 

stommt 5u ben liei'oen streifen nod] ein britter streis M3 , r3 I)in3u, 
fo lieftimmt herfellie mit jehem her erften eine l,ßoten31inie. megt nun 
JYI3 nid}t auf M, M2, fo fd)neihen fiel) 3roei ber l,ßoten3linien in einem 
~unfte 0, für roeld)en hie hrei :tangenten an hie hrei streife nad} 
®. ill unter einanber gleid) finh, unb bemnad} gel)t aud} bie hritte 
l,ßoten3linie hurd} 0 (6aij 221 ). '!laraus folgt: 

®at 222. .13iegen hie SJJ1itte1~unfte hteier ~reife nid)t 
auf einer ®eraben, fo fcf)neiben ficf) il)re b-rei l,ßoten51inien 
in einem ~untte, bem ~otenamitteivunfte . 

.ßufaij 1. 6d]neihet jeber von brei Streifen bie lieiben anberen, 
fo treffen fiel] il)re gemeinfd)aftlid)en 6el)nen in einem ~unfte . 

.3 u f a ij 2. .13iegen hie hrei Wlittelpunfte auf einer ®eraben, fo 
finh hie brei ~oten3Iinien parallel. 

~nmerfung. ;r,er 6a~ 222 fann benu~t ttJerben, um bie \'jloten0linie 
0toeier ~reife lJU oeidjnen, bie fidj nidjt fdjneiben. ID1an ftellt einen britten 
~reis ~er, bcr bie fJeiben erftcn fdjneibet, unb fdflt uon bem 6djnitt~unfte ber 
gemeinjdjaftltdjen 6e~nen bas 2ot auf bie IDHttel~unftslinie ber erften fueife . 

.3 u f a ij 3. 6d)nei'oet ber britte Streis bie liei'oen erften red}troinUig, 
fo liegt fein SJRittelpunft auf il)rer l,ßoten31inie. 

Slic lRabien bell britten ~reifes, bie 0u beu 6djnitt~unfteu fü~ren, finb 
:tangenteu an bie beiben erftcn streife. 
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~ o lg eru n g. ~ie ~ittelvunttslinie 1weier streife, roel~e awei 
an'oere $treife re~twinflig f~nei'ben, ift 'Oie ~oten0linie 'oerfelben. 

15~nei'ben fid) 'Oie bei'ben erften streife nid)t, fo ift für je'ben ~unft 
X i~rer ~oten3linie 'Oie 15trede XP (f. ~igur 'bes 6ai}es 221) fleiner 
als 'bie au X ge~örigen %angenten, weil XP' = XM, •- PM,' un'b 'bas 
Quabrat ber %angente gleid} XM,'- r, ', PM, aber gröfler als ~-, ift 
(~olgerung 5, 15ai2 221). @in 'britter streiß, 'ber 'oie bei'ben erften red)t= 
roinUig f~neibet, mufl 'ba~er i~re ~Jlittelvunttslinie treffen. 'llasfe1be 
gilt uon einem beliebigen uierten streife, ber 'Oie bei'ben erften re~t= 
roinUig f~nei'bet, unb 'ba nad} 'ber uor~erge~enben %olgerung 'Oie IDlittel= 
:punftslinie 'ber beiben erften streife 'Oie ~oten0Iinie 'ber bei'ben lei2ten 
ift, fo ift biefe ~itte1vunltslinie 'Oie gemeinf~aftlid}e 15e~ne 'bes 'britten 
un'b uierten streifes. 'l)ieß fann aber nur bann 'oer ~aU fein, wenn 
'ber uierte streis 'bie ~ittelvunftslinie in 'benfelben ~unften f~nei'bet, 
in 'benen fie 'ber britte trifft. ~ieraus folgt: 

.8 u f a ij 3. ~Ue streife, roeld)e 3roei fi~ nid}t fd}neiben'be streife 
red}troinflig f~eiben, gel)en 'burd} biefelben ~unfte 'ber Wlittelvunftslinie 
'ber bei'ben streife. 

c) 1llit ;ibulid]ktitspuuktt !liJtier ilrtift • 

.8mei streife befin'ben fid} fietß in 'ber ~l)nlid}feitslage. '.iDa il)re 
Wlittelvunfte fid) entfvred}en, f o ge~t i~re Wlittel:punftslinie 'bur~ ben 
ml)nlid}feitsvunft. ~ie ~unfte 'beß öltleiten streifes fönneu 'ben \ßunften 
'oeß erften auf 'bovvelte ~eife 3ugeorbnet werben, in'bem man bie @n'b, 
vunfte 0weier auf 'berfelben o'ber aweier auf uerfd}ie'benen @?Seiten 'ber 
~ittelvunttßlinie Iiegen'ben varallelen fflabien einan'ber auor'bnet, un'b 
'oemnnd} 'fin~ für awei streife, 'Oie ni~t 'ben Wlittelvunft gerneinfam ~aben, 
ftetß am ei ml)nli~feitsvunfte uor~anben, ein innerer un'b ein ä u Ii er er. 

@:ia\1 223. ~ie ~erbinbungßfinie 5tueier .))araffelen 
ffiabien fd}neibet bie 9Rittdpunft5finie 5tueier srreife in bem 

f:!:rr::} ~ljnlid}leitß.))unfte, toenn bie ffiabien auf { ~:~: 
t~~::enen} @leite ber 9Rittef~untt51inie Hegen. 

mor. @s fei M,A, II M,A, un'b M,A, \llYI.B •. 
18e~. P unb Q fin'b bie bei'ben ~~nlid}feÜspunfte. 

@ntw. 'beß 18ero. ~ft P 'ber 15d}nittpunft 'ber @era'ben A,A, unb 
M,M" fo foU bewiefen roer'ben, :Oafl 'Oie )Berbin'bungslinie 'ber @n'bvunhe 

ameier l)eliebigen glei~ge= 
rid}teten ffla'bien el)enfalls 
burd} P gel)t. ~ad) 15aij 
169 ift a6er 'baau erfor'ber= 

~--+~rt-7.~+--~p lid}' 'bafl 'baß merl)ältniß 
'biefer ffia'bien glei~ PM, : 
PM, ift, un'b 'baljer mufl 
nuß- 'ber mor. abgeleitet 
werben, 'bafl PM,: P2lf, = 
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~ : r, ift. ~n gfei~er m.leif~ aeigt ~~'. ba~ für ben Sd}nittpunft Q ber 
~eraben A,B, unh M,M, bte \ßroportton QM,: QMo = r, :r2 aus ber 
mor. abgeleitet werben mu~. -

.8 u f a1> 1. ~ie gemeinfd}aftii~en iiu~eren .. (inneren) ~angenten 
aroeier Streife geqen burd} ben iiu~eren (inneren) 2lf)nli~feitßpunft . 

.8 .. u f a 1} 2. (Umfef)rung hes erften .8ufa1}eß.) ~erüf)rt eine bur~ 
einen mf)nlid}feitßJ.JUnft aroeier Streife gef)enbe @erabe einen ber Streife, 
fo berüf)rt fie au~ ben anberen. 

m n m e du ug. ~ieraus ergielit fid) eine einfadje \llusfü~rung ber muf· 
gabe, an bWCi Sfteije eine gemeinjd)aftrid)e i:angente 3U 3ie~en . 

.8 u f a 12 3. ~erüf)ren fid} awei Stretfe uon au~en (innen), fo ift 
ber ~erüf)rungßpunft ber inner.e (iiu~ere) mf)nlid)teitspunft . 

.8 u f a 1} 4. ~ie beihen mf)nli~feitspunfte teilen bie 9Ritteipunftß~ 
linie f)armonif~ . 

.8 u f ai,} .~· Sinb bie ~abien her beiben streife glei~gro~, fo liegt 
ber innere mqn(i~feitßpunft in ber 9Ritte ber ~ittelpunftßiinie unb 
ber iiuflere im Unenblid)en. 

d) 2Jnuerre 'unkte. 1Berübrungskrtift !ttJtttr 1lirtife. 
~rHiirung. mon ben uier \ßunften, in benen ein 'ii:f)nli~feitßftraf)l 
B bie beiben streife f~neibet, ent~ 

.B fpred)en fid} A, unb A21 foroie B, 
unb B,. 2lber au~ bie \ßunfte 
A, unb B 2 , foroie A, unb B, 

l'r;----;-T--;;rl-h,--l'T----'l?r--=--....J gef)ören infofern au einanher, 
als jener ben anheren beftimmt. 
15ie ergalten haf)er einen be~ 
fonbeten ?namen unb roerhen 
in u er f e \ßunfte genannt . 

.8 u f a 12· ~ie \ßunfte c, unb D2, fowie D, unb 02 auf ber 9Rittel~ 
punftslinie finh inuerfe \ßunfte. 

~erben 3tuei \ßaare t>On inuerfen \ßunften, etwa A 2 unb 02 , foroie B, 
unh Dhl"it einanber t>erbunhen, fo entftef)t ein mierect B,A,O,Dy aroif~en 
beffen ~infeln fidj eine roidjtige ~eaief)ung ableiten läflt. ~ß i1t niimlid) 
~A=~~~~=~~~~-~~~~ 

= ~ D,B1A 2 - ~ M 2B2A2 = ~D,B1A2-~M2A2B2 
= ~ D 1B 1 A2 -<t:B,A,C, + M 2A 2 02 

= ~ D 1 B 1A 2 - <t B 1A202 + 4:: 0,, 
alfo <t Dl + <}:.B1A,C2 = ~ 0, + <t D,B,A, = 2 R. B,A,C,D, ift baf)er 
ein 15eqnenuierecf, roeidjes au~ bie 9H~tung uon P.A1 fein mag, 
unb haf)er ift ftetß nad) 2ef)rfa1} XXIII 

1. PD, . PC, = PB, . P A 2 • 

jffieiter ift PD, . PO,= (PM1 + r 1) (PM, -1·2 ) 

= PM,.PM2 +r,. PM, -1·2 .PM, -r,.r, 
= PM1 .PM2 -r1 • PM2 +1·2 .PM, -r1 .r2 

alfo = (PM, - r,) (PM, + r2 ), 

(weil au~ PM1 : PM,= r,: r2 bie ®lei~f)eit r1 • PM2 = r2 • PM1 folgt), 
unh fomtt 2. PD, . PO, = PC1 • PD,. 

ID'Iütler, llllanlmetrle. 11 
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Sin'D f~lieflli~ t1 un'D t2 'Die Zangenten uon P an 'Die bei'Den streife, 
alfo P At . PBt = tt • un'D P A 2 • PB2 = t2 •, fo ergiebt fidj mit ~enu~ung 
ber ~rovortion P At : P .A2 = rt : r, 'Die ®leidj~eit 

P.A2 • PBt = ft 2 • !2, 
rt 

be3. P.At. PB2 = t.". ~~ 
r. 

Un~ ~ .. t•·t•- 2 ' 2 "l'o t 2 r2 -t 2 rt t'f:t v "'"' t • 2 - r, · r2 , "' 1 t ·-- 2 ·- ' rt r2 

fo folgt: 3. P .A.2 • PBt = P At . PB2, unb 
Damit: 4. PA2 • PBt = P.A.t. PB2 = PDt. PC2 = PCt. PD2, b. ~· 

®atj 224:. ~aß ~edjtecf aus ben ~ntfernungen eines 
mgnlidjfeitsJ>unfteß t>OU 3tuei 3U einanbet gegötigen in­
t>erfen \ßunUen ift unabgängig bon bet ~idjtung bes \ii:9n~ 
lidjteitsftrag!eß 1 auf bem fie liegen, unb gfeidj bem ffiedjtecf 
aus ben ~ntfetnungen bes \ii:fjnlicf)feitspunfteß bon 3111ei 
auf bet IDHtte!JlunttsHnie Hegenben inberfen \ßuntten. 

lllnmetfung. iler 6a~ ift 3unäcqft nur abgeleitet für bie burdj ben 
äufleren m:~nlicqfeit~.punlt gel}enben @itra~len; er gilt jebod) in ber angegebenen 
aUgemeinen ~orm. G:il läflt ficq oljne befonbere \Utül}e nad)meifenl bafl bie 
®leid)lleit 1. aucq befte~t, wenn ber 6tta~l butd) ben inneren m:l}nlicqfeitillJunlt 
gel}t, inbem man 3eigt, bafl übet bctfelben @ieite be~ burd) bie entf.precqenben 
~erbinbung~linien gebilbcten ~etec'fg 31Dei gleicqe ~intel fte~en, unb bann ben 
6a~ 104 anmcnbet. 

~uß ber ®lei~~eit 1. ergeben ~~ aber 'Die weiteren ~olgerungen: 
~olgerung 1:. .8mei ~aare uon inuerfen, auf uerf~ie'Denen 

Straf)len 'Deefelben ~l)nlidjfeitsvunfteß liegen'Den ~unlten fin'D ftets bie 
~den eines Se~nenuierecfs. (Sa~ 206.) 

%olgerung 2. Sel)nen, mel~e aroei inuetfe ~unftepaare mit 
einanber uerbinben, f~neiben fidj auf 'Der \J3oten3linie ber bei'Den streife. 

inacq ~olgerung 1 finb bie \l!tobufte auB ben ~bfd)nitten ber @ie~nen 
gleid) unb gleidj ben Quabraten ber llon i~rem @idjnittlJunfte an bie !freije 
gelegten %angenten 1 be3. gleidj ben Quabraten ber l)alben fleinften @iel}ncn, 
bie burdj i~ten @idjnitt.punft ge~en. @ia~ 221. 

.Suf a~. Sl)ie 3u inuerfen ~unften ge~örigen Zangenten f~nei'Den 
fidj auf 'Der \ßoten3linie ber bei'Den streife. 

91a~ biefem ,ßufate finb bie Zangenten in amei inuerfen \ßuntten 
__ - - - -- _ _ bie 5djenfel eines gleid)• 

- --,, f~enfligen Sl)reiecfß, b~ffen 
', ®run'olinie auf bem ~l)n• 

k-----~...:>.,~,._-:%---==- Ii~feitsftral)le liegt, unb 
bal)er bilben bie merlänge• 
rungen il)rer ~erüfjrungs• 
ra'Dien gleidjfaU's über ber• 
felben ®runblinie ein gleid)• 
f~enfligeß Sl)reiecE. m!irb 
bemnad) um 'oie Spi~e 'oes 
le~terenmitfeinem5djenfel I 

I 
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ein streis lief~rielien, fo lieriil,Jrt berfellie bie lieiben Streife unb aroar 
beibe no~ innen ober beibe non außen, wenn ber Gtra~{ bur~ ben 
äuteren ~~nli~teitßl)unft ge~t (biefen ~an fteUt bie ~igur bat); bao 
gegen lierü~tt er ben einen non inne~ unb ben anbeten uon au~en, 
roenn ber Gtra~l burdj ben inneren ~~nli~feitf.llJUnft ge~t. ~emnac9 
befte~t ber 

®at 225. .8tuei intl erf e \ßunfte fi n b fteU bie ~e~ 
rü~rungßlJunfte, in heuen ein britter ~reiiS bie lieiben erften 
lietü 9rt. 

~er Ga~ fann umgde'f}tt werben. 
®at 226. ~etü'f}rt ein ~reiß 31tJei anbete ~reife, fo 

finb bie ~erü'f}rung51Judte int>etfe ~unfte berfe!lien. 
@:ntro. bes !Bew. (irig. bes Sa~ee 225.) ~irb bie !Betbinbungslinie 

ber !Betü~rungspunfte gelJOgen, fo f~neibet biejelbe ben aweiten !freie in einem 
aweiten \ßunfte, bcffen 9labius au bem !Rabiue bee erften Sfreijee, ber nacf:l 
bem !Betü~rungspunfte ge~t, parallel fein mufl, wenn bie !Bcrbinbungßlinie 
butcf:l einen ber 2i~nlid;lfeitspunfte ge~en foll. ilie ~ier3u erforberlicf:le ®lei~· 
~eit ber ®l. iß. (ober iS. ~.) ift aber einfa~ ableitbar, wenn beacf:ltet roirb, 
bafl bie IDHttelpunftßlinie 3Weier fi~ berü~reuben streife burd;l beu !Berü~runge• 
punU ge~t • 

.8 u f a ~- ~ie ~erbinbuugßlinie ber jßerü'f}ruugßl)unfte ge'f}t burc9 
ben {~ußeren} &~nlic9feiUllJunft, wenn bie beibeu ~erügrungen mneren 
g!ei~~rtig . } finb. 
uuglet~arttg 

~ei lieiben mrten uon jßerü~rungen fc9neiben fi~ bie gemein" 
fcfJartli~en ~angenten in einem ~unfte ber ~otenaHnie ber lieiben erften 
streife, unb ba ber Gdjnittl)Unft ber ::tangenten ber \ßoi ber ~erü~rungs• 

p fe~ne .. ift (~oigerung 4, 6a~ 214), 
ber &gnlidjfeitsftra~l, auf bem 
bie jßerügrungßl)unfte liegen, alfo 
nacf) Ga~ 217 bur~ ben ~ol ber 
\ßotenalinie ber erften streife für 
ben britten streis gegt, fo ergielit 
fi~ ber 

®at 227. jßerüf)rt ein 
fheis !Jitlei anbere ~reife, 
fo liegt ber \ßol if)rer ~o~ 
ten3linie für ben lierü9ren~ 
ben ~reis mit ben liejben jße. 
tüljrungslJunften auf einet 
<~ieraben. 

)ffierben awei .!treife K, unb 
K2 geaeidjnet, uon benen jeber 
bie streife M, unb M2 glei~artig 
lierügrt, unb finb A,, A 2 , B1 unb 
B2 bie ~erügrungßl)unfte, fo gegen 

11* 
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bie ®etaben .A1 .A2 unb ~ B 2 butdj ben iiuüeren ~~nlidjfeitßl'untt P bet 
streife M1 unb M2 • !naUJ ben 15ii~en 226 unb 224 ift ba~et P .A1 • P .A2 

= PB1 • PB2, un'o 'oemnadj liegt P auf 'oet $oten3linie bet streife Kt un'o 
K. (15a~ 221). ~erü~ten 'oagegen 'oie &eiben streife Kt unb K2 'oie 
Streife .11ft un'o M2 ungleidjattig, fo ge~en .A1A2 unb B1B2 'outd} 'oen 
inneren m~nlid)teitßpunft Q, un'o 'oa ~iernndj roiebetum Q.At . Q.A2 = 

QBt . QB2 ift, fo liegt Q aui bet l,ßoten5linie bet Streife Kt unb K2. 
SDatauß folgt: 

®llt 228. ~erben ~tuei ~reife \Jon atuei anbeten g!eid}" 
artig (ung!eidjartig) berüf)rt, fo Hegt ber äu'ßere (innere) 
5itf)nHdjfeitßpunft beß erften l.ßaareß auf ber ~oten 01inie 
b eß anberen. 

e) :Jllie .ibnlhiJktit51UIJfen breter ilreift. 
m3irb auter ben &eiben streifen Mt unb M2 nodj ein 'otittet mit 

bem 9Rittelpunfte Ma uon K 1 unb K2 lietü~rt, fo fönneu bie folgenben 
uiet ~iille eintreten : 

1. ~ie Streife K1 unb K 2 lierü~ren bie brei Streife gleidjattig. 
2. ~ie streife Kt un'o K2 lierü~ren bie Streife Mt un'o M2 gleid}~ 

artig unb Ma an'oers als biefe. 
3. ~ie Streife Kt un'o K2 lierü~ren bie Streife Mt un'o Ma gleidj~ 

artig un'o M2 anbetß alß biefe. 
4. ~ie Streife Kt un'o K2 lierü~ten 'oie streife M2 un'o Ma gleidj~ 

artig unb Mt anberß als 'oiefe. 
~ft nun Pa ber iiutere u. Qa 'oer innere ~f)nlid)feitßpunh 'oer Streife Mt u. M2, 

,, " p2 " " " Q2 " " " " " Mt " Ma, 
"Pt" "Qt"" "" M2"Ma, 

" " R " " s " " II Kt II K., 
fo liegen nad) ea~ 228 auniidjft 

in 'oem ~alle 1) 'oie brei l.ßunfte Pv P2 unb Pa, 
11 11 11 2) " " " Pa, Qt " Q., 
11 11 11 3) " " " P., Qa " Qt, 
11 11 11 4) " 11 " Pv Q. " Qa 

gemeinfdjaftlidj auf ber ~oten5linie ber $,treife Kt un'o K2, aifo in einet 
getaben 2inie; ba aber 'oie 2age ber ~f)nlid)feitßl'unfte nur von bem 
merf)iiltniß bet ~allimefler alil)iingt unb fiel) baf}et nid}t iin'oert, wenn 'oie 
'otei Streife Mt, M2 unb Ma burdj brei anbete mit benfelben 9Rittell'unlten 
etfei)t ro~ben, bereu ,Pai&mefier i.n bell! merf)iiltniß bet urfl'rünglid)en 
,Pal6mefler ftel)en, unb 'oa fomit bte Stretfe Mt, M 2 unb M3 ftetß butdj 
anbete erfe~t werben lönnen, für roeld)e bie t1iille 1)-4) möglidj fin'o, 
f o ergiebt fiel) ber 

®at 229. (Sn~ ,beß rolonge.) fßon ben fed}ß 5itf)nridjfeitß• 
lJunHen Dreier ~reife Hegt jeber äuflere mit ben beiben 
anbeten äu'ßeren, fotDie mit ben lieiben nidjt 0u if)m ge• 
~örigen inneren in einer geraben 2inie. 
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~~Uiirung. ~.ie uier ®eraben, aur betten nie fed}ß m~niid}feitß= 
:punfte hegen, werben m ~ n ti d} feit !3 a d} f e n genannt . 

.8 u f a ~· ~ebe ~~nlid}feitßad)fe ift bie \ß.oten.;Iinie 5weier Streife, 
roeld}e bie brei Streife berü~ren, 3u benen jie ge~ört. 

~nmedung. @:in 3Weiter \Betvei~ bicfe~ intereffanten Save~ ergiebt 
fic9 auf folgenbem }illege: ®e~t eine @lerabe burd} einen ~~nlidjfeit~punft 3tveier 
~eife, fo ber~alten fidj i~re ~bftänbe bon ben IDlitteipunften tvie bie Q:nt• 
fernungen be~ m~nlidjfeit~punlte~ bon benfelben unb bamit wie bie ~albmeffer 
(6ai 168); unb umgefe~d; }Ber~alten fiel) bie mbftiinbe einer @leraben ilOn 
ben \Ulitte{IJunften atveier ~eife wie bie ~albmeffer, fo ge~t bie @lerabe burd) 
einen m~nlidjfeit~punrt ber beiben Sfreife (6av 169). 'Ilemnadj ber~alten fid} 
bie ~bftänbe ber @leraben P,P2 

bon ben \Ulittelpuuften M, unb M.q tvie 1'2 : r8 unb 
" Mt unb Ma IVic r, : r 8 , alfo 

" " M 1 unb M2 tvie rt : r 2 , b. ~· 

P,P. ge~t audj burclj P 3 • @.lana in berfelben }illeife fann geaeigt werben, ba\3 
P, Q. burdj Q8, P2 Q8 burd} Q, unb P8Q1 burdj Q2 ge~t. 'Iliefer \Betvei!! ~at 
ben !8or0ug ber gröjjeren @:infad}~eit, ift aber weniger Ie~rreid} alß bcr in 
bet mbJeitung beß IDlonge'fd}en 6aieß ent~altene iBeweiß. 

~a bie beiben Streife K1 un'o K burcf) jenen ber brei ~reife 
M 11 M2 unb M3 in ben uier ~iiUen glei~aeitig entroeber gleid)artig ober 
ungleid)artig berü~rt werben, fo liegt ferner nacf) Sa~ 228 ftetß ent= 
meber R .ober S auf ben btei \13otenalinien ber brei Streife unb ift ba~er 
i~r \13oten5mittelpunft (Sa~ 222). ~ierauß folgt: 

®at 230. i)er l,ßotenamittef~Junft l:>teier srreife ift 
einer bet m~nlid)teits.punfte jttleiet ~reife, tuelcf)e bie btei 
erften berüf)t en. 

iYolgerung 1. ~ie au jebem ber brei streife gef)örigen ~e= 
rüf)rung!:lpunfte liegen mit 'oem !poten5mittdpunfte in einer ®era'oen. 
(macf) Sa~ 226). 

iY.olgerung 2. ~er \ß.ol ber\13otenaHnie berberü~ren'oenstreife 
für jeben ber brei streife Mv M. unb Ms liegt mit 'oen augel)örigen 
~erül)rungß:punlten (ea~ 227), alfo nad} iYolgerung 1 aud} mit 'oiefen 
unb bem \ßotenamitte!:punfte, auf einer ®eraben. 

iY o I g er u n g 3. merbinbet man ben \13ol einer mf)nlidjfeitsad)fe für 
einen ber brei Streife mit bem \J3otenamittelpunfte, fo fd}neibet 'oie mer• 
bin'oungßlinie ben auge~örigen Streiß in awei ~erügrungßpunften aweier 
bie brei Streife berügrenben Streife. (mad) iYoigerung 2). 

~ierauf gtüubet fic9 für bie mpolloniu!l'fdje ~ufgabe, 
@:inen Sfreiß 3U befc9reiben, ber brei gegebene Sfreife 

lierft~rt, 

bie folgenbe bonftänbige mu~fü~ruug: . 
man 3eid}net ben ~oteu3mitteq,unft, bie 4 ~~nlid}!eithd}fen unb beren 

12 !ßole für bie gegebenen brei lteife unb berbinbet jeben ber !ßole mit bem 
~otenamittelpunfte. ~ie 12 $etbinbung!llinien fc9neiben im angerneinen bie 
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~uge~ötigen streife in 24 ~unften, ben !8erü~rungil1Junlten uon 8 !8e­
tü~rungßlreijen. ~n bet ~oten3mittel!>unft ftetil einet bet 5il:~nlidjteiti!• 
~Junfte (@in~ 230).unb jebe 5il:~nlidjteit~adjje bie ~otenalinie (.8ufnv 3U 15a~ 229) 
~weiet 18erü~rung~freije ift, fo finb bie 4 Sote bon bem ~otenrtmittelpunfte 
auf bie 4 lit~nlid)feitii!adjfen bie IDlitte{llunftßlinien je ~weiet 58etü~rung~freife 
unb awn't im ~ane 1) baß Sot auf P, P2P8 , im ~ane 2) bnil Sot auf P8Q1 Q., 
im ~nne 3. ba6 Sot auf P 2 Q8 Q1 unb im ~nne 4) baß Sot auf P,Q.Q •. ~ie 
IDlitte{llunfte ber 8 !8erü~rungi!freife liegen bemnadj auf ben 4 Soten, unb bn 
fie audj ben jßerliingerungen ber 18erü~rungßrabien nnge~öten, f o finb fie nun 
leidjt beftimmbar. 

21: n m e rf u n g. ~ie 2lufgnbe umfajit nne anbeten ijäUe ber 18erü~rungß• 
aufgaben (f. iRr. 88), weil ein ~unft alß streii8 mit bem ~nlbmeffer 0 unb 
eine Gierabc al!l Sfreiß mit bem ~albmejfer oo angefe~en werben tnnn. ~ie 

~oten3linien unb lit~nlidjteitl.\lluntte ne~men bejonbere Sagen ein, nul benen 
fidj eine jßercinfadjung bet ~aUlltnufgnbe für bie bejonberen ~äUe ergiebt. 

:;5n bem folgenben ~bfdjnitt foU ber umgete~tte !lBeg betteten unb bie 
Söfung ber ~nu!Jtaufgabe burdj bie Söfung ber befonberen 2lufgnben uor• 
bereitet werben. 

88. :tlie ~lJ.ollDniug'fd)en ~erü~rnngßanfgaben. 

:i)ie aUgemeine 2l1JoUoniu~'fdje 2tufgnbe: @:inen Sheil.\ 3U aeid)nen, 
bet bon brei gegebenen 15tüden, ~unften ober GJernben ober 
Sfreijen, bie beiben tevteren berü~rt unb burclj bie erfteren ge~t, 
umfnjit als befonbete ~üUe bie folgenben 10 2tufgaben: 

~nen streiß 3U 3eidjnen, bet 1) butdj 3 gegebene ~unfte ge~t i 2) butdj 
2 gegebene jßunfte ge~t unb eine gegebene Glerabe, be~. 3) einen gegebenen 
Sfteis berü~rt; 4) burdj einen gegebenen ~unft ge~t unb 2 gegebene Gletnben, 
bea. 5) eine gegebene Gletabe unb einen gegebenen Sfreil.l, ober 6) 2 gegebene 
streife berü~rt; 7) 3 gegebene ®ctaben berü~rt; 8) 2 gegebene GJetaben unb 
einen gegebenen Rreis betü~tt; 9) eine gegebene Glernbe unb 2 gegebene Sfreije, 
unb 10) 3 gegebene streife betü~rt. 

jßon biefen finb bie ijäUe 1) (2tufg. 61, eine Söfung) unb 7) (j. 15nv 
110 u. 111, 4 Söfungen) bereit!.\ beflltod}en unb o~ne 58enuvung lJtO!Jortionalet 
15treden burdjgefü~rt worben. ~ür bie anbeten ~äUe ift bie 2tuflöfung nodj 
~u entwideln. 

~an 2. 2{ u f gab e 13 7. ~nen Sfreiß au ocidjnen, bet burdj awei ge• 
gebene ~unfte ge~t unb eine gegebene Glernbe berü~tt. 

2luflöjung. ila bie @itrede AB eine @ie~ne bei.\ iteifeß fein foU, fo 
mufl fein \lnttte{llunft 0unäcljft auf bem \lnittellote bon AB liegen. ~ie weitere 
58eftimmung, bnfi bet iteil.l bie GJernbe GJ berü~ren foU, würbe einen aweiten 
geometr. Ort für ben IDlittelpunft in einem auf GI ettiditeten Sote (Ort 7) 
liefern, wenn bet !8etü~rung~!Juntt betannt wäre. 58eibe ~orberungen im 
!8erein laffen aber AB all.\ 6e~ne unb GI nll ~nngente eine~ streife~ et• 
fdjeinen unb weifen bnmit auf bie jßerwenbung bet iJolgerung 1, Se~rf. :X:Xill 
~in, weld)e bie Sänge bet ~angente all.\ mittlere ~opottionale 3U awei ge-
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gebeneu Eitreden barftellt (6cijni~unft uon .AB unb ® !) unb bamit &ur 
~erftenung beß j8eritl)rungßpunfteß fül)rt. .8W e i 2öfungen. 

~an 3. jJ( U f g (\ b e 138. ~inett Sfreiß 3U aeid)nen 1 ber bttrcij 31\lCi geo 
gebene \l!unfte gel)t unb einen gegebenen streiß berül)t:t. 

~uflöfung. 'l)a~ IDlitteliot llon .AB ift wieber ber erfte Drt für ben 
gefudjtcn \lnitte{l,Junft. 'l)ie britte }lleftimmung, bai3 ber ire~ ben gegebenen 
itei~ M, r brrü~ren foll, mürbe in ber !Bedängerung beß }llerü~rungßrabiu~ 
(\lnitte{l.Junftßlinie !) einen ameiten :IJrt für ben \mittel,Punft liefern 1 1\lenn ber 
merül)rungßpunft betannt llläte. 'l)ie :tangente in bemfelben gel)ört aber beiben 
iteijen an unb fcijneibet bal)er t!Berbinbung ber britten mit ben erften ~orbeo 

T rungen!) bie 6el)ne .AB in einem 
-~~~$~ $untte T, ber für beibe ~reife 

bie gleid)e $otcna befiit. ~em, 
nacij l)nt man auf .AB einen 
\l!unft T 3U beftimmen, beffen 
$otena für ben ireiß M, r gleicij 
bem $robuft feiner @:ntfernungen• 
bon A unb B ift. 'l)ie 6cfjnitt• 
\!Unfte ber uon T 3u bem ollreife 
ge3ogenen Eiefante RS, für welcije 

T .A. . TB = TR. TS ift, liegen aber auf einem ireife (6av 206) mit A 
unb B unb werben bal)er burcij einen beliebigen ireis beftimmt, ber burdj A 
unb B gel)t unb ben Sheiß M, r fcijneibet. :llen amei möglicijen 2agen ber 
:tangente entjprecijenl> giebt eil 31\l ei 2öfungen. 

~an 4. ~Jlufgabe 139. ~inen ireiS! au befd)reiben, ber burclj einen 
gegebenen \l!unft gel)t unb amei gegebene ireife beritl)rt. 

~Jluflöfung. 'l)a ber ireiS! bie ®eraben @!1 unb ®2 berül)ren jon, fo 
liegt fein \lnittelpunft X auf ber ~albierungS!linie be~ lffiinfelß ber beiben ®e· 
raben, auf bem ber \}!unft .A. liegt. :ller ollreiß foU ferner burcij .A. gel)en. 
'l)iefe }lleftimmung mürbe für X einen aweiten Drt liefern, wenn bie @rö}3e 
beß ~albmejferß ober bie micijtung beS! ffiabiuß XA befannt wäre. 'l)ie levtere 
fann aber burdj bie }ßerbinbung ber ~orberungen, nnd) benen baß 2ot bon X 

auf @1 gleid) X.A. fein mua I leicljt eto 
mittelt werben. 'l)enn fällt man uon 
irgenb einem \}!unfte P ber ~albierung~• 
linie baß 2ot PQ auf ®1, 3iel)t burd) P 
bie $araUete (ffiidjtung !) 3u X.A. unb 
trägt auf berjelben in PR baß Bot PQ 
ab, fo ift für ben 6djnittpuntt B ber 

B @eraben @1 unb ®2 folllol)l 
BX:BP = XY:PQ 

alß aud) BX: BP = X.A.: PR, 
unb bemnaclj gel)t AR burcij ben $uttft B (6ai 169). lffiirb bal)et P be• 
liebig gemäl)lt, fo ift bet auf .AB Iiegenbe $unft R (PQ = PR!) unb bamit 
butcij PR bie ffiid)tung uon .A.X bcjtimmt. .Sm ei 2öfungen. 

~an 5. IJl U f g Q b e 140, @:inen ireiß 3U 3eid)nen, bet burcij einen ge• 
gebeneu \l!unft gel)t, eine gegebene @etabe unb einen gegebenen ireiß berül)rt. 

~Jluflöfung. 'l)a mit ben einaelnen }lleftimmungen nicljtß anaufangen 
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ift, f o mufl man bie ~Yorberungen au vereinen fudjen. ~on ben beiben \Be• 
tii~rungß~unften liegt Z auf ber IDlitte(lmnftßlinie, unb bemnadj finb bie G:nb· 

B rabien ber burdj Y unb Z ge~enben 
~OIJIJelfe~ne YZB ~arallel, b. ~· ber 
~unft B liegt auf bem uon M auf GI 
gefällten 2ote unb barf als befannt geiten. 
~benjo ift baburdj befannt geworben, bafl 
Z auf bem t1albfreife über BO liegt. 
9luvt man biejen Umftanb aus, jo ge• 
langt man uU utuei ä~ntidjen :tJreiecfen 
BZO unb BDYunb bamit au ber \ßro• 
~ortion BY:BO = BD: BZ, aus ber 
bie Glleidj~eit BY. BZ = BC. BD fidj 

ergiebt. :tJiefe jagt aber aus, bafl bie \ßotenu be~ gefudjten Streifes für ben 
~untt B gleidj BC . BD unb fotgiidj burdj M, r unb QS beftimmt jei. imirb 
jevt bie britte 18eftimmung l)inaugenommen, baf; A ein l,ßuntt bes !heijes fein 
foll, fo tueif; man, baf; auf BA ein atueiter \ßunft T besfel6en liegt, ber mit 
D, C unb A einem ~reife ange~ört, aljo leidjt ~ergeftellt werben rann. :tlamit 
ift bie IXufgabe auf eine ber IXufgaben 137 ober 138 uurücfgefü~rt. 4 Söfungen 
finb im allgemeinen möglidj. 

fJall 6. IXufgabe 141. ~inen ~reis uU ueidjnen, ber burdj einenge­
gebenen ~unft ge~t unb atuei gegebene !heije betü~tt. 

IX u f I ö I u n g. lfi!erben l)ier aunädjft bie beiben tevten $eftimmungen 
untetfudjt, fo ergiebt fidj ber 
t1intueis auf ben 6av 226, nadj 
tueldjem bie j8erü~tung61Junfte Y1 

t=----<=--t--+-~-f::;a__----:~P unb Y2 inuerfe ~unfte finb. l'Yür 
inuerje \ßunfte gilt aber ber 6av 
224, unb bemnadj ift PY1 • PY2 

= PB1 . PB21 b. lJ. bie \ßotena 
bes 2i~nlidjfeits~unftcß P ber ge• 
gebeneu ~reife für ben gejudjten 
~reiS ift befannt unb gleidj 
PB1 . PB2 • imirb ievt bie brittc 

jBeftimmung ~inaugenommen, bafl ber ~reiß burdj A g~l)en joll, jo tueif; man, 
bafj auf PA ein \ßunft T beß ~reije6 liegen muf;, für ben PA . PT = 

PB1 . PB2 iff, ber aljo mit B 1, B2 unb A auf einem ~eife liegt. :tlamit ift 
bie IXufgabe auf bie IXufgabe 138 aurücfgefü~rt. 

jBei ungleidjartiger jBerü~rung ge~t Y1 Y 2 burdj ben inneren tr}nlidjfeits• 
~unft Q; es liegt bann T auf QA, unb B2 ift ber aweite ~b~unft bes aum 
~reife M 2 ge~örigen $lurdjmefferß. ~ß finb für jebe ~Xrl ber $erü~rung im 
allgemeinen atuei 2öjungen miiglidj. 

fYall 8. 12{ u fg abe 142. G:inen Ieteiß au &eidjnen, ber atuei gegebene 
&eraben unb einen gegebenen streiß betü~rt. 

IXuflöfung. ~ie ~atliierungßtinie beß lffiinlelß Aber &eraben Gl1 unb 
&2 ift ber erjte geometr. Ort füt ben gejudjten !mitte~unlt. :tlie britte $e• 
ftimmung tuürbe einen atueiten Ort für benfetben liefern, tuenn bie !Ridjtung 
beß a-u M ge~örigen $etiil)rungBrabius' (mitte{lJunltßliniel) liefannt tulire. 
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~iefe ffiicl)tung fann aber ii~nlicl) wie in ber \Ruflöfung ber llrufgabe 139 ge• 
funben werben. (fs unterfcl)eiben fiel) &War bie \Rbftiinbe XY unb XM um r 

unb fönneu fiel) ba~er nicl)t er• 
fe~en; aber gerabe bie (frfenntniS 
bicfes Umftanbes weift barauf ~in 
bie &erabe &, l!arallel 0u fi~ 
felbft um r au berfcl)ieben, weil 
bann ber llrbftanb bes jßunftee X 

A, bon ber neuen &~raben &', gleicl) 
XM ift unb bie Übertragung bes 
ißer~iiltniff es ber llrbftiinbe an einen 
beliebigen jßunft P ber ()albierunglil• 
linie feine €5cl)wierigfeit bietet. ~ie 
ißerbinbungsiinie MR ge~t aber 
nid).t burdj A, fonbern burd) ben 

~unft A' ber &eraben &', unb AX. ~ie \Rufgabe fommt ba~er auf bie 
llrufgalie 139 0urücf, tvenn man &, unb &2 um r l!arallel au fid) fel6ft uer• 
fd)icbt unb ben ~reis atvingt, bie neuen &eraben au berü~ren unb burcl) ben 
~unft M au ge~en. @iein ID1ittelvunft ift bann ber Wlittell!unft bes gejudjten 
~reifeS!. 

!Rnmertung. i)ie !Meraben &•, unb &'2 müffen fo geaogen werben, 
ba\3 M &Wijd)en i~nen liegt. ~Sei günftiger ilage bon M unb ~inreidjenber 
&rö\le bon r fann bie~ aber 4•mal eintreten, unb bemnad) finb in einem je~r 
günftigen ~alle 8 ~öfungen uor~anben. 

~an 9. 2lufg abe 143. (finen ~rei!J au befd}reiben, ber eine gegebene 
&trabe unb 0wei gegebene ~reife berü~rt. 

\Ruflöfung. ~a ber ~eis beftimmt ift, ltlenn man feinen IDHttell>unft 
fennt, unb bie irorberungen ber \Rufgabe feinen llrn~alt für bie Wusfll~rung 
bieten, jo liegt ber &ebanfe na~c, burcl) eine ißeriinberung ber ~ebingungen, 
bie o~ne (finlluij auf bie 2age bes l!nittervunftes bleibt , bie !Rufgabe j o um• 
augeftalten, baj3 jie mit einer ber bereits befvrocl)enen llrufgaben übereinftimmt. 
ßu biejem ßwecfe ift nur erforberlicl), bafj man ben ()ilfsfrei!J 0wingt, burcl) 
einen ber l!nittell>Unfte, etwa M2 , 0u ge~en, unb bementfvrecf)enb & um r2 

l!arallel 0u fiel) felber berfd)iebt unb um M, mit rt-r2 einen ~eis 0eicl)net, 
ber bcrü~rt werben foll. ~er Wlittelpunft X wirb bann burd) bie \Ruefü~rung 
ber \Rufgabe 140 gefunben. ~m aUgemeinen finb 8 2öfungen möglicl). 

~aU 10. \Rufgabe 144. (finen ~reiß au &eid)nen, ber brei gegebent 
~reife berü~rt. 

'llie \Ruflöfung jd)Uefjt fiel) eng an bie bor~erge~enbe an. \Inan er• 
fevt bic ~eije M2 , r 2 unb M 3 , r8 burd) M 2 , r 2-r, be&. M., r.-r, unb 
0eidjnet nadj \Rufgabe 141 ben ~eie, ber burcl) M, ge~t unb bie neuen ~reife 
berü~tt. 6ein llnittell!unft ift ber gejucl)te l!nittell>unrt. 



VI. ~bfcqnitt. 

~tOlJOdionnle .JHid)en. 
89. ~r.o.p.orti.onen awifd)en l}läd)en unb ~treden. 

~rHärung. ~aß !Berf)ältniß JllJeier ~läd}en ift bie .8af)1, llJeld}e 
angielit, llJie oft bie eine in ber anbeten entf)arten ift. 

IK n m e rf u n g. :llie IDlöglid)feit für bie }8ergleid)ung be~ 5n~alt~ getab· 
liniger ~iguren er~ent barau~, bafl 311Jei gerablinige ~guren ftet9 in \Redjtede 
uetlllanbelt werben fönnen, bie in ber Qlröße einet eieite iibereinftimmen. 

~inb in JllJei ffied}teden ABCD unb A.1B1 C1D1 bie ~eiten AB 
unb A1B1 gleid} unb .AD unb A1D1 bon einanber berfd}ieben, fo fann 
baß !8erf)ä1tnis .AD : A1 D1 ein rationales ober ein irrationales fein. 
@ef)t im erften ~alle l in .AD p~mal unb in A1D1 q•mal auf, unb 
legt man burd} bie 1:ei4Junfte bie \l3araUelen Ju AB, lie~. 3u A1B1, 

fo llJirb baß erfte ffied}ted in p unb baß ~llJeite in q unter einanber 
gleid}e ~treifen 3et1egt, unb bemnad} ift baß !Berf)iirtnis ber 

ffied}tede gleid} P, b. 1). basfellie llJie baß !Berf)iirtnis ber 
q 

~eiten AD unb A.1D1. 
Setlegt man im 31lJeiten ~aUe .AD in p gleid}e Xeile unb li!eibt, 

llJenn beten 2änge l auf A.1D1 q•mal abgetragen llJitb, ein ffieft r, 
ber lleiner t;t als l, fo teilen bie burd} bie 1:ei1\)unfte 3u ben ~eiten 
AB unb A1B1 gelegten \l3araUelen baß erfte ffied}ted in p gleid}e 
~treifen unb baß 31lJeite in q 1:eile, bie 3u ben ~treifen bes erften 
ffied}teds fongruent finb, unb ein meftftüd, baß jebenfaUs lleiner als 
einer biefer ~treifen ift. ~aß !Berf)iirtnis ber beiben ffied}tede liegt 

baf)er ebenfo llJie baß !Berf)ältnis A.D: A.1D1 JllJifd}en ! unb q ~ 1 

unb unterfd}eibet fid} tJon ! um {Jöd}ftenß q (q ~ l)" ~a aber biefe 

~ifferen3 beliebig Uein gemad}t llJerben fann, f.o bürfen bie beiben 
!Berf)ältniffe aud} bann alß gleid} gerten, llJenn AD unb A.1D1 in­
fommenfurabel finb. ~araus folgt: 
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~el)rfat XXIV. ®timmen awei ~edjtede in ber 6lröfie 
einer ®eite überein, fo uerl)alten fie fidj wie bie anftofienben 
®eiten. 

~ebe~ ~nrnUe!ogrnmm ift nlier g(eiclj einem 9tecljted, beffen 
®eiten gleid) einer feiner ®eiten unb ber jU biefer ge~örigen .t)ö~e 
finb, unb bemnnclj ergielit ficlj: 

~olgerung 1. ~nn1Uelogrnmme mit gleicljen { ~~::nnien 

tJer~nlten ficlj tuie bie juge~örigen { t~~~linien. 
~ebe~ ~reiecf ift ferner bie .t)älfte eine~ ~araUe!ogramm~, ba~ 

mit i~m gleiclje @runbHnie unb ~ö~e ~at; barau~ folgt: 
<~:: ( 2 <7'1 • ~ • ( • ..r. { @runb!inien } r. ( 
0 o~gerung . ""'teteu.e mtt g~et.';len ~öf)en tler"'alien 

ficlj Wie bie jUgel)örigen { ~~!~~iinien. 
<iin %rn\)e3 fcljlie\Jlid) ift g{eid) einem ~arnUe{ogramm, bn~ mit 

il)m g{eicl)e ~öge unb nl~ 5ugel)örige @runblinie feine WUttellinie l)at; 
e~ ergielit fid) ba~er au~ ~olgerung 1: 

. . { rolitte!Hnien } ~olgerung 3. %ra\)e0e mtt gletd)en ~öf)en tJer~aHen 

t·..r. . ·r. { ~ögen. 
11"' ltlte 1"'re rolittellinien. 

~er s:!el)rfn~ XXIV fü~tt jUt ~eftimmung be~ ~n~alt~ eine~ 
ffiecljted~, auclj tuenn bie ®eiten be~fellien irrational finb. ®inb R1 

unb R2 &Wei ffiecljtecfe mit ben ®eiten a1 unb b1, be0. a2 unb b2 

unb fteUt man ein britte~ 9tecljted R3 au~ a1 unb b2 l)er, fo ift 
b2 

R1 : R3 = b1 : b2, alfo R3 = R1 • b, 
1 

al R2 : R3 = a2 : a1 , a!fo R3 = R2 .-, 
a2 

b2 al 
unb fomit R1 • -b = R2 • - ober R1 • a2 • b2 = R2 • a1 • b1 • 

t a2 
~ft alier R2 ba~ Ouabrat ber s:!iingenein~eit, alfo a2 • b2 = R2 = 1, 
i o ergielit fiel) ber 

®atj 231. ~er ~nl)aU eine~ ffiecljtecfß ift gleid) bem 
~robufte nuß 01Vei anftouenben ®eiten, aucl) wenn bie rolau# 
jng{en berfe!lien irrational finb. 

~o{gerung. ,Swei 9ted)tecfe tJer~a!ten fiel) tuie bie ~robuUe 
nuß jltlei anftouenben ®eiten. 
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90. ~ro.))ortionale ~lädjen. 

~efi~en 01tlei \ßaraUefogramme gfeiclje ~infe(, fo finb iljre \Seiten 
1Jro1Jortionaf 0u ben nü~t 0u iljnen geljörigen ,Pöljen (2eljrfa~ XIX), 
unb bemnaclj finb bie ffiecljtede aus 01tlei anftofienben \Seiten ber 
\ßaraUefogramme 1Jto1Jottiona( 0u ben ffiecljteden aus einet @leite unb 
bet 3U iljt geljörigen ,Pölje. ~ie fe~teren finb aber gfeiclj ben \ßa~ 
raUefogrammen, unb baljet befteljt bet 

®at 232. 81tlei \ßaraHefogramme mit einem gfeicljen 
~infe! tJerljaUen ficlj ltlie bie ffiecljtede aui.l 01tlei anftofien~ 
ben \Seiten. 

81tlei ~reiede mit einem gleicljen ~infet fönneu aber 0u \ßa~ 
raUelogrammen ergän0t ltlerben, ltlelclje mit iljnen biefe ~infef unb 
if)re einfclj!ieüenben Seiten gemein ljaben, unb baljer füljrt ber \SalJ 
232 0u ber 

~ofgerung. Bitlei ~reiede mit einem gfeicljen ~infef tJer~ 
ljarten ficlj ltlie bie ffiecljtede aus ben @leiten, bie biefe ~infef ein~ 
f clj fieüen. 

ill nmerfung. S)ieje g:olgerung fann au~ auß g:olgerung 2, ile~tiav XXIV 
abgeleitet IUetben, IUenn man ein btitteß S)reied 3u ~ilfe nimmt, baß mit ben 
beiben S)reieden benfelbcn ~intel unb mit jebem uon i~nen eine ber ein~ 
f~lieflenben @leiten glei~ ~at. 

6inb 01tlei ffiecljtede R1 unb R2 mit ben \Seiten a. unb b11 
be0. a2 unb b2 einanber äljn!iclj, fo bafi 

a2bt a1 : a2 = b1 : b2, alfo b2 = -, 
at 

fo geljt bie \ßro1Jortion R1 : R2 = a1 b1 : a2 b2 über in 
R1 : R2 = a1 b1 : a2 • a2 b1 ober R1 : R2 = a1 2 : a2 2 unb bamit auclj 

at 
= bi 2 : b2 2, b. lj. 

®at 233. lilgnficlje ffiecljtede bergalten ficlj ltlie bie 
Quabrate 31tl eier entf1Jrecljenben @leiten. 

Bitlei iif)n!iclje \ßaraUe!ogramme fönneu aber ftets in 01tlei äl}n~ 
Uclje ffiecljtede umgeltlanbelt ltlerben (2eljtfa~ XIX), unb bemnaclj er~ 
giebt ficlj aus \SalJ 2 2 3: 

~olgerun g 1. \ftljn!iclje \ßaraUelogramme bergalten ficlj ltlie bie 
Quabrate 01tleier entf1Jrecljenben @leiten ober ,Pöljen. 

,Pieraui.l ergiebt fi~ ltleiter: 
~olgerung 2. 2l:ljn!iclje ~reiede bergalten ficlj ltlie bie 

Quabrate 01tleier entf1Jrecljenben @leiten ober ,Pöljen ober 
entf1Jrecljenben 2inien (IDHttellinien, 5!Binlelljalbierungßlinien u. f. ltl.). 
unb ferner burclj 2lnltlenbung beß 6aveß 163: 
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iY olgerung 3. litf)nfid}e mielede oerf)nlten ]id} tuie bie Qua~ 
brate 3tueier entf1Jrecf)enben @leiten, ~ingonnlen ober entf1Jrecf)enb ge• 
3ogenen 2inien. 

,8uf Cl~ 1. 9tege1mäflige mielede tJon berfelben @ieitenjnf)! tJer~ 
()arten ]icf) tuie bie Quabrate ber ~nlbmefler ber ein- unb umge• 
fcf)riebenen ~eife. 

,8 u f a ~ 2. ~ie ~nf)alte 5tveier streife tJerf)n1ten ficf) ltlie bie 
Quabrate if)rer ~afbmeifer. 

inad) ßu!nv 1. ~er ~tei~ gUt a!s rege!mäjiiges !Bie!ecf mit unbegren0t• 
gro\)er 6eiten0n~!. 

91. Üliung~lieif.pide. 

1. mlirb ülier 'ber ~öf)e h eine!!! gleicf)feitigen ~reiecfs ein gleid)= 
feitiges ~reied geaeidjnet, fo uer~alten fidj bie lieiben ~reiecte wie 'Die 
Quabrate aweier entfpredjenben @leiten, alfo wie a•: h2• ~a aber 
h 2 = ! a•, alfo a• : h 2 = 4 : 3 ift, fo folgt: 

®at 234. ,81t1ei g1eid}feitige ~reiede, non betten bns 
31t1eite bie ~öf)e bes erften 3ur @leite f)at, ftef)en in bem 
~erf)iiltnis 4 : 3. 

2. @itef)en brei ii~nlidje )Bielecfe P, Q unb R fo auf ben \Seiten 
eine!!! redjtwinUigen ~reiecfß, 'baß bie ~reiedsfeiten fidj entfpredjen, fo 
lieftel)en nadj ~olgerung 3, 6ai} 233 bie l,ßroportionen 

P: Q = B02 : AB2, P: R = B02 : A02 unb Q: R = AB2 : .A.02• 

2luß 'ber le~ten folgt aliet nadj 6ai} 160, 4: 
(Q + R): (.A.B2 + .A.02) = Q: .A.B2 

unb 'bemnadj mit ~enu~ung 'Der erften 
P 2 : B02 = (Q + R) : (.A.B2 + A02) 

ober P: (Q + R) = B02 : (AB2 + A02). 

~a alier B02 = AB2 + A02 , alfo B02 : (.A.B2 + .A.02) = 1 ift, 
fo folgt: 

®at 235. @itef)en brei äf]nlfd)e ~ie1ede fo auf ben 
@leiten eines recf)ttuinHigen ~reieds, bnfl bie ~reiedsfeiten 
fid) entf1Jrecf)en, fo ift ball )Bie1ed über ber ~~1Jotenufe 
gleid) ber ®umme ber mie1ede über ben beiben Sfatf)eten. 

3. 6inb bie brei äl)nlicljen )Bielecfe ~allifreife unb ftel)t ber ~alli= 
freis ülier ber ~t)potenufe BO nadj innen, 
fo liegrenat er mit 'Den liei'ben an'beren 
awei mon'bförmige ~iguren, unb ba 'Der 
~albfreis ülier BO gleiclj ber \Summe 
'Der ~allifreife über AB un'o AO ift 
(\Sn!) 235), fo müfien 'oie nicljt gemein= 
fdjaftlicljen 6tücte, b. l). bas ~reiect 
ABO unk> 'bie \Summe 'Der liei'ben 9Jlön'o= 
cf)en (Lunulae Hippocratis) einanber 
gleiclj fein. ~ies fül)rt au 
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®at 236. SDie ~a!bfreife über ben ~at'(jeten eines 
recf}twinHigen SDreiedß begren3en mit bem ~a!bfteife über 
ber ~~~otenufe, ber nacf} innen erricf}tet wirb, 3Wei monb~ 
förmige l}iguren, beten !Summe g!eid) bem st:lreied ift. 

4. ~efii;}en awei Streife benfeUien 9Jlittelpunft unb wirb eine :langente 
nn ben Ueineren geaogen , bie in bem grö~eren bie 6e9ne AB bilbet, 

fo befte(jen für bie :;'Sn(jalte J1 unb J, ber 6eiben 
Streife unb ben ~n(Jalt J bei!! streifei!l, ber AB 3um 
SDurcf}meffer ~at, bie \ßroportionen (.8ufai;} 2, 6at) 233): 

J: (t AB)'= J1: r1 2 

J: (t AB)'= J2:r•. 
~us J1 : J, = r,•: r22 

folgt nun: (JI- J,): (r12 - r,') = J1 : r,•, 
unb fomit ift (J1 - J2):{r12 -r,')=J:(t AB)2 

ober J: (J1- J2) = <t AB)': (r1'- t•,'). 
SDn noer (tAB)2 =r,•-t·, •ift, fo folgt: J=J, -J,, b. ~· 

®at 237. SDer bon 3Wei ~reifen mit bemfe!6en IDlitte!~ 
~uttlte ge6Hbete Sheißring ift g!eicf} bem ~reife, ber bie 
!Se(jne 3um SDurd)mefier (jat, bie burcf} ben gröf3eren ~reiß 
nuf einer an ben Heineren ~reiß gefegten ~angente be· 
gren3t wirb. 

~nmetlung. \lluß biejem eave Iäflt fidj eine einfadje ilöjung ~er• 
leiten für bie ~ufgabe: ~nen itreis 3u 3eidjnen, bet gleidj bet ~iffeten3 3tueier 
gegebener sereife ift. 

92. ~ufgaben. 

a) 11ltrttJnttllluU!Jsnufgnbtn. 
!lßieber~ole bie ~ufgaben 105a, 106, 107 u. 108 unb bcttuenbe 3Ut ilöjung 

bie ~erj'teUung ber bierten, br3. britten ober mittleren \13ro1Jottionalen. 
~ u f gab e 145. ~in ~teied mit 18eibc~altung eines !lßinfels 3u bet• 

tuanbeln in 
1. ein gleidjjdjenfliges, in tueldjem bet !lßinfel an ber 61Jive liegt; 
2. ein gleidjjdjennige5, in tueldjem ber !lßinfel an ber ®runblinie liegt; 
3. in ein ~reied, in tueldjem ein atueiter !lßintel gleidj rp ift i 
4. in ein ~reied, in tueldjem bie einfdjlieflenben eeiten ein gegebenes 

!8er~ältni5 ~aben. 
~uf(öjung. ~ie erfte ~orberung (bertuanbeln!) berlangt bie @lleidj· 

C' ~eit ber ~teiecfe AXY unb ABC. ~a bie ~rei• 
ede aber baß etüd ABY gemeinjam ~aben, jo 
müffen bie !Reftftüde BYX unb BYC einanber 
gleidj fein, unb barnuß folgt, bafl CX II BY, aifo 
AB: AX = AY: AC fein mufl. ~ie 3tueite ~Or• 
berung beftimmt bie @leftalt beß ~reiedß unb ba· 
mit bie !Ridjtung bon XY. etent man abet bieje 
!Ridjtnng bei einem belnnuten \13unfte, ettua B, ba· 
burdj ~er, bajj man BD 11 XY 3ie~t, jo tann au• 

A.'------'e---->X näd}ft bet \13untt D alß befannt gelten unb bann bie 
3111eite ~tberung bie ~otm anne~men: AB : 4X 
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= AD : A Y. ~eibe ijorberungen bereint liefern ba~er für ben l_ßunft Y 
auf AC bie ~eftimmung~glei~ung AD:AY = AY:AC, wd~e aur ~er• 
fteffung be~ l_ßunfte~ Y anleitet. (5Kufg. 135.) ~ft alier Y gefunben, fo 
f~neibet bie bur~ Y au BD geaogene lßaraffcle AB in bem gcfu~ten 
lßunfte X. 

lll u fg ab e 146. ijjn gegebene~ :i)reied in ein glei~feitige~ au ber• 
wanbeln. 

5Kuflöfung. :i)ur~ }Serwanblung be~ :i)reiecfs in ein anberes, befien 
!lBinlei bei A 600 beträgt, wirb bie 5Kufgabe auf bie bor~erge~enbe (1. ober 2.) 
autücfgefü~rt. 

21 u f gab e 14 7. ~in gegebene~ :i)reiecf mit ~eibe~altung eines !lBinfel~ 
unb einer anliegenben 6eite in ein ::tra.pe3 au berwanbeln, in wel~em bie 
6eite eine ber @runblinien ift unb ber aweite an i~t Iicgenbe !lBinfel eine ge• 
gebene @röjje ~at. 

21 u f I ö f u n g. ~ie berlangte @Iei~~eit ber ijiguren liefert bie ~e· 
E ftimmung BX II CY, ober wenn E ber 6~nitt• 

l-Junft bcr (Seite AC mit bem aweiten 5~enfel be~ 
in B angelegten !lBinfels rp ift, EC: EX = 
EY : EB. :i)ie aweite ijorberung (:!tal-Je3 !) 
XY \\ AB fü~tt 3U ber lßtol-Jortion EY: EB = 

EX : EA, unb folgli~ im }Serein mit ber 
erften au bet ~eftimmungsglei~ung EC : EX = 
EX:EA. 

A 5K u f g a be 148. ~in gegebene~ }8ierecf mit 
~eibe~nltung einer 5eite unb bet beiben an• 

Iiegenben !lBinfei in ein ::tral-Jea au betwanbeln. 
21u flöfu ng. ~leiben AB, .g:: A unb .g:: B unberiinbert, fo liefert bie 

erfte ~eftimmung CX 11 D Y, ober wenn E ber 6~nittl-Junft ber (Seiten AD 
unb BC ift, EC: EY = EX: ED. $:1ie (Seite 

,e XY foff ferner l-Jataffel 3U AB fein, alfo au~ {um 
ba~ }Ser~iiltnii! EX: ED no~ einmal ~craufteffen) 
au ber lßaraffelen, wel~e bur~ D au AB geaogen 
werben fann. ::trifft biefelbe BC in F, fo fü~rt 
bie 3weite ijorberung au ber \ßtol-Jottion EX : ED 
= EY : EF unb in }Serbinbung mit ber erften 
au ber ~eftimmungsglei~ung EC: EY = EY: EF, 
bereu 21u~fü~rung ben lßunft Y liefert. 

4 5Kufgabe 149. ~in lßaraffelogramm in ein 
anberes 311 berwanbdn, baß einem gegebenen lßa• 
raffelogramm ä~nli~ ift. 

21uflöfung. }Sou ben brei ~eftimmungen ber 5Kufgabe ift biejenige, 
bie fi~ auf bie !lBinfel beaie~t, Iei~t burd)fü~rbar, unb bie beiben anberen (~n· 
~altsglei~~eit unb jßrol-Jortionalitiit ber (Seiten) leiten auf bie 21ufgabe 145, 4. 
aurüd. 

21 u fg ab e 150. ~in gegebenes }Sielecf in ein anberes au berroanbeln, 
baß einem aweiten gegebenen }Sielecf ä~nlid) ift. 

~ u f l ö f u n g. ~s fei P baß erfte }Sielecf unb P' ba~ aroeite. :i)a bie 
!lBinfd be~ Ie~teren unb bie }Ser~ältniffe entfl-Jre~enber 6eiten bei bem erften 
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~ergejtent werben joUen, jo ift bie !Berwanblung burdj ~nlegen betaunter 
jillinfel unb ßeidjnung bon bierten $ro1:Jortionalen au brei gegebenen Strecfen 
burdjfü~rbar, jobalb man bie ®röjje x ber Seite fennt, bie bem erjten !Bielecf 
ange~ört unb ber Seite a bell aweiten entj1:Jridjt. g:ür bieje Seite x beftelit 
aber bie !8eftimmung P: P' = x2 : a2 (g:olgerung 3, Sajl 233), unb ba 
man P unb P' in Ouabrate bertDanbeln fann, beren Seiten p unb p' al!l 
befannt gelten bürfen, f o ge~t biejelbe über in p2 : p'2 = x2 : a•, tDeldje x al!l 
uierte $ro1:Jortionale 0u ben Strecten p', p unb a barftent. 

b) i!rtilung tutn $trttktn. 
~ u f gab e 151. <iine gegebene 6trecfe fo au teilen, ba& ball lltedjtecf 

au!l ben ~bfdjnitten gleidj einem gegebenen Ouabrat ift. 
~ u f l ö I u n g. ~ie l8eftimmung für ben :teil1:1untt X, XA. XB = 12 

ober X.A: l = l: XB, erinnert bei ber inneren 'l:eilung an bie g:oigerung 2, 
Sajl 197, nadj tveldjer .AB bie ~~jlotenuje unb l bie 0u i~r ge~örige ~ö~e 
eine!! rcdjttDinfl. ~reiecf!l fein mujj. ~ie ßeidjnung liefert awei 2agen bell 
\j3unfte!l X, bei benrn bie Strecfen .AX unb BX i~re @röjjen tlertaufdjen. 
}Bei ber äu&eren :teilung, bie für l > l.AB eintreten mujj, ift bieje ~eutung 
ber ®leidjung X.A : l ,= l : XB nidjt 0ulälfig. 6ie~t man aber X.A unb 
XB al!! Sefantenabjdjnitte an, jo ift l bte 2änge ber bon X an ben Shei!!, 

ber .AB al!l 6e~ne ~at, gelegten stangente. 
!man fann ba~er bie @röfle bell ~bjdjnUt!l 
BX beftimmen , tvenn man irgenb einen 
Sfrei!l burdj .A unb B legt, an benjelben 
eine stangenie uon ber 2änge l 3ie~t unb 
burdj i~ren <inb1:Junft eine 6efante aeidjnet, 
bereu 0uge~örige 6e~ne gleidj .AB ift. 
~ie ßeidjnung tvirb am einfadjjten, tvenn 

.AB 0um ~urdjmeffer genommen tvirb. 
~ufgabe 152. <iine gegebene Strecfe fo au teilen, bafl bie Summe 

ber Ouabrate ber beiben ~bfdjnitte gleidj einem gegebenen Ouabrat ift. 
~uflöjung. ~ie l8eftimmung für ben steil1:1unft X, X.A2 + XB" 

= 12, lä&t .AX unb BX ai!l Sfat~eten eine!! redjttvinfl. ~reiecf!l erjdjeinen, 
beffen ~~votenuje gleidj l ift. jillirb ba~er in X ball 2ot XZ non ber 2änge 
BX erridjtet, 1 o liegt Z auf bem !treife .A, l unb bem 0weiten Sdjenlel be!l 
in B an B.A bei ber inneren unb an bie !Berldngerung uon .AB bei ber 
äu&eren steilung angelegten jillinfei!! 45°. (ila!l ~reiecf ZXB ift redjttDinfl. 
unb gleidjjdjentl.) 

~ u f gab e 153. <iine gegebene IStrecfe fo au teilen, bau bie ilifferena 
au!l ben Ouabraten ber beiben ~bjdinitte gleidj einem gegebenen Ouabrat ift. 

~uflöjung. ~ie l8eftimmung für ben 5teil1:1unftX, X.A2 - XB" 
= 12, weift 0tvar tvieber auf ben $~t~agoreijdjen 2e~rlav ~in, aUein bie weitere 
~erfolgung bieje!l ®ebanfen!l fü~rt nidjt oUm Siele. ~Cl aber X.A2 - XB• = 
(X.A + XB) (X.A - XB) unb bei ber inneren steitung X.A + XB = .AB, 
bei ber äufleren bagegen X.A - XB = .AB ift, jo fü~rt bie !8eftimmung für 
X 0u ber ®leidjung .AB. (X.A + XB) = l' ober .AB : l = l : (X.A +AB), 
nadj tvcldjer X.A + XB ge0eidjnet werben fann. stennt man aber bieje Strecte, 
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fo etgielit fid) X butd} ~etftellung bee arit~metijd)en \lnittele auß betfellien 
unb bet gegebenen Sttecfe AB. 

~ u f g ab e 154. ijine gegebene Sttecfe f o 3u teilen, bafl baß Ouabtat 
beß einen ~lifd)nittß bopj1elt fo gtofl ift IDie baß Ouabtat beß anbeten. 

~uflöfung. ilie jßeftimmung füt ben ~eilpunft X, XA• = 2.XB2 

obet XA • = XB" + XB 2, läflt XA als ~~potenufe eines ted}troinU. gleicl}· 
fd)enU. ilteiecfß etfd)einen, beficn stat~eten gleid) XB finb. m!itb bieß ilteiecf 

ge0eid)net, inbem man in A an AX unb 
in X an XA ben m!infel 450 anlegt, unb 
IDitb feine britte ijcfe z mit B uetliunben, 
fo etroeift fiel} BZ alß ®tunblinie eines 
gleid)fd}enU. ilreiecfe BXZ, beffen ~infel 
an bet Sllite gleid) 1350 bei bet innmn 
unb gleid) 450 bei bet äuflmn %eilung, 

A beffen m!infel an bet &tunblinie alfo gleid) 
X 221-o, be3. gleid) 67to ift. z liegt ba~et 

auf bem 3toeiten Sd)enfel beß in .A an AB angelegten m!infele 450 unb auf 
bem aroeiten Sd}enfel beß in B an BA angelegten m!infelß 22to, lie3. 112to· 

e) ~tilUU!J lJOU ;fliid}tn. 

~ u f gab e 155. ijln gegelienee ilreiecf butd) eine ijcflinie nad) einem 
gegebenen $et~ältni9 3U teilen. 

~ad) iYolgemng 2, 2e~rf. XXIV. 
~ u fg a be 156. ijin gegebenes ~teiecf uon einem auf einet Seite ge• 

gebeneu ~unfte auß nad) einem gegebenen $et~ältniß au teilen. 
~uflöfung. Siegt P auf AB unb teilt bie ijcflinie GD baß ~teiecf 

nad) bem gegebenen $et~ältni9 (~ufgabe 155), fo ~at man baß ilteiecf ADG 
mit jßeibel)altung beß m!infelß A fo 3U tJerroanbeln, bafl P eine feiner ijlfen 
tllitb. (~ufgabe 106.) 

~u fgabe 157. ijin gegebenes ~teiecf butd) eine ~atallele 3u einet ge• 
gelienen ®etaben nad) einem gegebenen jget~ältniß au teilen. 

~uflöfung. %eilt bie ijcflinie GD baß ~teiecf ABC nad} bem .ge• 
gebeneu jgetl)liltniß (~ufgabe 155), fo ~at man 
baß ilteiecl ADG mit jßeilie~altung bee m!in• 
feie A fo 3u tJetroanbeln, baji feine btitte Seite 
l1 atallel 0u ber gegebenen ®etaben ®, bafl alf o 
bet 3toeite an AX liegenbe m!infel gleid) bem 
m!infel 3toijd)en Ql unb AB roitb. ßiel)t man 
bal)et butd} bie (befannte) ijcfe G bie \ßa• 

ß·.«.._------="""C' tallele GE 3U @1, fo et~ält man füt X (f. ~uf• 
galie 145,3) bie jßeftimmungegleid}ung AD: AX 
=AX:AE. 

~ tt f g a Ii e 158. ijin gegebeneß ~teiecf butd) jßatallelen 0u einet @Seite 
in btei gleid}e %eile 3u teilen. 

~uflöfung. Sinb X1 unb X2 bie auf AB liegenben jßunfte bet ge• 
fud)ten jßatallelen, fo bafl 

liJI ü ll er, ll!lantmetrie. 12 



178 

A 

B 

VI. ~bfdJnitt. \ßroportionale irädjen. 

J0. Ax,_ Y,_ = t J0. ABO unb J0. AX2 Y" = f J0. ABO 
ift, unb bcadjtet man, bafl (\ßaratrden !) bie ilreiede ABO, 
AX1 Y1 unb AX2 Y" ä~nlidj finb, alfo bie \ßrovomonen 

J0. AX1 Y1 : J0. ABO = AX1 2 : AB2 

t unb J0. AX2 Y2 : J0. ABO= AX2 2 : AB2 

z befte~en, fo ge~en bie beiben }8eftimmungen über in 
C AX1 2 = t AB2 unb AX2 2 = f AB2 

ober AX1 2 = AB . t AB unb AX" 2 = AB. f AB. 
ilie ~ußfü~rung berfelben lllirb am einfadjften im ~~~· 

fdjlufl an irolgerung 1, 6a~ 197 uotr3ogen. 
\! u f gab e 159. @:in gegebene~ ilreied burdj eine \ßaratrere au einer \Seite 

ftetig au teilen. 
\!uflöfung. i:eilt bie @:dlinie CD ba~ ilreied ABC ftetig, fo bafl 

J0. ABC: J0. AOD = J0. ACD : J0. BCD ift (~ufg. 155 u. \!ufg. 136), fo 
~at man ba~ ilreied AOD mit }8eibc~altung be~ tminfdß A in ein anbereß 
au uerlllanbeln, beffen britte \Seite parallel 3U BO ift, unb er~ält ba~er 
(f. ~ufg. 145, 3) für X bie }8eftimmungßglddjung AD: AX = AX: AB. 

2lufgabe 160. @:in gegebenes i:rape3 nadj einem gegebenen $er~ärtni~ 
fo au teilen, bafl bie i:eilungßlinie 

1. burdj eine beftimmte @:de ge~t; (®a~ 139 unb ~ufg. 155)"; 
2. fenfredjt auf ben Glrunblinien fte~t ; 
3. lJaratrd lJU einem \Sdjenfel ift j 
4. lJaraUel bU einer iliagonale ift; (\!ufg. 145, 3); 
5. lJaratrel 3u ben Glrunblinien ift; (~ufg. 106 unb \!ufg. 147). 
~ u f 9 ab e 161. 3nner~alb cineß ilreiedß einen \ßunft au beftimmen, 

beffen l!erbinbungßlinien mit brei auf ben \Seiten gegebenen \ßunften baß 
ilrcied in brei glcidje %eile teilen. 

2luflöfung. 3ft X ber gefudjte \ßunft unb teilen bie @:dlinicn AG 
unb AH ba~ ilreied in brei gleidje %eile, fo fotr 3unädjft XFBD = L,. ABG 

A fein. ilarauß fann nur bann eine }8eftim• 
mung für bie ilage uon X abgdeitet werben, 
wenn baß ilreied ABG mit }8enu~ung 

beß \ßunfteß D (31lleite irorberung !) in ba~ 
ilreied BDJ uerwanbdt wirb. Glejdjie~t 
bieß, fo ift J0. DFJ = J0. DFX, alfo 
JX II DF. irerner fotr XDOE = J0. AHO 
fein. $erwanbdt man aber audj ba~ ilrei• 
ed AHO mit }8enu~ung beß \ßunfteß D in 

k---..!r--~--=--~-,: ba~ Slreiecf ODK, fo folgt ~ierauß, bafl 
J0. DEX = L,. DEK, alfo KX II DE fein 

mufl. ilie }8eftimmungen ber 2lufgabe liefern ba~er für X &lllci ~erftetrbare 
geometr. ~rter. 

\Ku fgabe 162. 3nner~alb eineß Xrapeaeß einen \ßunft au beftimmen, 
beffen $erbinbung~Jinien mit ben @:den ba~ %ralJea in 4 ilteiecfe 3etlegen, 
tlon benen je alllei gegenüberliegenbe gleidj finb. 

\!uflöfung. meginnt man, um bie @:igenfdjaft be~ %ta!Jeae5 au be• 
nuven, mit bet fforberung J0. XAB = L,. XOD unb aie~t mit bem Bote 
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EXF bie ~ö~en ber beiben 'llteiecte, fo folgt auß 
biefet g;otbetung: 

AB . XE = CD • XF 
obet AB : CD = XF: XE. 

!nun ift XE + XF = EF. ~ilbet man 
ba~er l>ie \l!tolJOrtion (AB+ CD): (XE+ XF) 
= AB : XF, fo ertueift fidj XF alß llierte \l!tO• 

A lJortionale au (AB + CD), EF unb AB. ~ie 
burdj X au AB ge'f)enbe ~arallde JK ift 

ba~er burdj bie erfte g;orberung beftimmt. JK tei!t abct AD unl> BC fo, 
ba\i AJ: JD = BK : KC ijt. ~eteinigt man ba~et bie 0tueite g;otl>etung, 
L:. XAD = L:. XBC, mit bet etften, fo aeigt fidj, ba\i (g;otgerung 2, 2e~tf. 
XXIV) baß 'llteiect XAJ gleidj bem 'llteiect XBK, alfo nadj ~bl>ition ber 
beiben gleidjen 'llteiecte XGA unb XGB (AG=BG!) baß %ravea AGXJ 
gleidj bem %talJe& BGXK fein mu\i. ~ietau ift bei ber llot~anbenen ®leid)• 
~eit bet ~ö~en erfotbedidj, ba\i AG + JX = B G + XK unb jomit JX = XK 
ift ( Satl 139). \nun tuirb aber bie \l!atallele JK butdj bie ~erbinbungß• 

linie GH bet ®runblinienmitten ~albiert, unb bemnadj mufl X auf GH 
liegen. 'llamit finb füt X atuei geomett. Ortet beftimmt. 

12* 
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:irtisbtrtd}nung. 
93. ~eredjnung eine~ Sttei~bogen~. 

'!la bie 9J?ajiaaf)len für einen 9J?ittelpun!tswinfel un'o ben au if)m 
gef)örigen .Rreis6ogen biefel6en finbl fo ift her au bem 9Rittelpunftß• 
winfel rp" gef)örige ~ogen gleic9 rp ~ogengrab. '!ler ~ogengrab ift a6er 
ber 360. ~eil bes streif es 1 auf bem er liegt; wirb 'oaf)er bie (uor• 
läufig nod) unbefannte) 2iinge eines streifes mit k unb her 3um 9Rittel• 
punftswinfel rpo gef)örige ~ogen mit arc . rp ( arcus = ~ogen !) beaeid)net1 

fo folgt f)ieraus für awei streife mit 'oen 2iingen k unb k' 
k k' arc . rp = 360 rp unb m·c' . rp = 360 rp, 

unb fomit uerf)alten fiel) bie beiben ~ogen wie k au k'. 
'!la aber k : k' = r : r' ift, fo ergiebt fiel): 
®at 238. '!lie 3U gfeic9en 9Rittef!JunfHHuinle!n 31Ueier 

srre.ife gef)örigen }Sogen tJerf)arten ficlj 1Uie bie .\)afbmefier 
ber beiben Si'reife. · 

~irb nun bie @röjie bes streife\31 her bie 2iingeneinf)eit aum ~alb• 
meffer f)at, burd) bie .Saf)l 2 n beaeid)net1 fo folgt aus k : k' = r : r' 
bie ~roportion k: 2 n = r: 1; 
es ift baf)er k = 2.7lr 

unb 2.7lr (/) 
arc (/) = 360 · (/) = .7lr · 180' 

'!lie @röf>e eineß streißbogenß I ber au bem 9RittelpunftßllJirlel qJ 

gef)örtl ift alfo berec9enbar, fobalb man 'oie .8af)l n fennt. 

94. ~eredjnung eine~ -'h'ei~au~fdjnitt~ unb -'h'ei~abfdjnitt~. 

<hfliirung. .Swei 9!abien teilen bie streisfliic9e in aroei ~bfd)nitte, 
weld)e streisau sfd)nitte (Geftoren) genannt werben, unb eine Gef)ne 
aerlegt bie streisfliid)e in aroei ~eile 1 roeld)e st r e i s ab f d) n itt e (Geg• 
mente) f)eij')en . 

.Su f ai} 1. .Su je'oem IDlittelpunftsroinfel gef)ört nur ein streiß• 
ausfd)nitt un'o nur ein streisabfd)nitt. 
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.8 u f a1} 2. .8u jebem strei~au~f~nitt ober strei~a&f~nitt g e ~ ö r t 
nur ein IDlittellJunft~roinM. 

ßuf a1} 3. .8u jebem strei~ausf~nitt ge~ ört nur ein strei~a&f~nitt, 
unb umgde~rt. 

.8 u f a1} 4. ~ie ~ifferen3 au~ einem streisausf~nitt unb bem 
auße~örigen streisalif~nitt ift bas glei~f~enn. ~reiecf, bas von ber au~ 
ge~örigen 6e~ne unb ben megrenaungsrabien gelii(bet roirb. 

~ie streisausf~nitte eines jtreifes, bie je einem ~ogengrab ent~ 
fllre~en, ftnb unter einanber fongruent, alfo glei~groß unb glei~ bem 
360. Steile ber streisflii~e. m!irb ba~er bie Iei.}tere mit K lieaei~net, 
fo ergielit fi~ ~ietaU~ für ben 3U bem 9Jlitte(lJUnftsroinfe( tpO ge~örigen 
streisausf~nitt Stp: 

K tp 
Stp = 360 . tp = K . 360' 

unb liei einem ameiten streife mit ber g:ra~e K': 

S I K' tp 
tp = . 360, 

fo baß Stp : S'tp = K : K' ift. ~a aber K: K' = r 2 = 1·' 2, fo folgt: 
ein' 239. ~ie 0u gleid)en 9JHttdj:Junftstotnle!n 0toeier 

~reife g e~ ört g en ~reisau sf d)nitte t1 er~ alten fid) toie b ie 
Ouabrate ber ~a!limefier ber lieiben Sl'reife . 

.8 ur a $. ~er 6ai.} 239 gilt au~ für streisalif~nitte. 
9?un ift ber ~n~alt K einer streisflä~e glei~ bem ~al6en l,l3robufte 

aus i~rem Umfang unb bem ~allimefier (6ai.} 141) unb fomit 
1 

K = 2 kr = .nr2 ; 

es ift ba~er scp = .nr2 • 3~0 . 
~ie @röße bes auge~örigen Streisalif~nitts ift liere~enliar, wenn 

ber ~n~art bes augeljörigen glei~f~enfl. ~reiecfs liere~net werben fann. 
3ft ber (e~tere glei~ J, fo ift ber streisalif~nitt glei~ Stp - J. 

95. ?Bered}nung tlon ~eljnen eine~ .streife~ mit bem (lalb• 
meffer 1. 

a) iitittn lltr .etn- unll nm!ltfd]rfeb.en.en rt!}tlmif~i!}.en llli.eltrtt.e. 

2!us ber IJ!~nli~feit bet lieiben au glei~en IDlitte(lJunftswinfeln 
3roeier streife ge~örigen glei~f~enfl. ~reiecfe folgt 

®a' 240. ~ie 311 gleid)en Wlittd!Junftstoinfeln 3toeier 
~reife geljörigen 6eljnen tlerljalten jid) toie bie beiben 
~albmeffer. 

~ie 2iinge einer 6eljne fann alfo 6eredjnet werben, fo&alb man 
bie @röße ber 6eljne fennt, bie iljr in bem streife mit bem ~alli• 
meffer 1 entfllri~t. 
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)ffiitb 5u einet 6e~ne AB bet ~&ftanb q vom 9nittelpuntte ge~ 
5eidjnet Ullb bUtdj ben 6djnittpunft 0 beß ßlteß mit bem stteife bie stangenie 

p geaogeu, weldje von heu ~egtenauugs~ 
tahieu in D unb E gettoffeu wirb, fo 
eutfte~eu awei ä~ulidje ~reiecte MAB 
uuh JHDE. ~ataus folgt füt has ißer, 
~ältuis hes staugeuteua&fdjuitts b (DE) 
3u ber 6e~ne a (AB): 

b:a=r:rh 

o E ttlfo b = a . .!:.__, 
(/ 

V a. r 
muu ift a&er q = r•- t a2, uub hemnadj etgie&t fiel) b= •1 t . yr2- a2 

ßie~t man fetnet AC unb &eadjtet, haß uadj %olgetuug 3, 6aiJ 
197 bie 6e{)ue AC hie mittlete \ßropottiouale 3u bem ~utdjmeftet CF 
unh i~m \ßrojeltion r - f! auf benfelben ift, fo et~ält man füt AC (a'): 

a' = f21' (r- !/) = y'21· (1·- fr 2 - t a 2). 

2iegt hie 6e~ue AB in einem streife mit hem .Palbmeffer 1 unb 
werben aur fdjiirferen Unterfd}eihung a mit an, b mit bn unh hann a' 
mit a2n &eaeid}uet, ;o ergeben fiel} hie %ormelu: 

3n 
1. bn = 1 j 1 

yl- t 3n 2 

2. S,n = V2 (1 - fl - t 3n2 • 

~iefe ermöglidjen hie ~eredjnuug her 6eiteu bes regel~ 
mäßigen umgefdjriebenen n~~cts unb eiugefdjtie&eueu 
2 n~~cts, fo&alh hie 6eite bes regelmäßigen eingefdjtiebeuen 
n•~cts &efauut ift. 

b) Die $titen ber regetmii~igeu n-~dte, ttJlJ n = 2a u® a eine !Jlll11t 
lnbl unb a > 2 ijl. 

1. ~~~ einem regelmäßigen eiugefdjriebeueu 4~~ct (Quahrat) &ilhet 
f! 4 mit bem ~ahius unb her 6eiteugälfte ein gleidjfd}enfl. ted}twinfl. 
~reielf, unb ba~et ift 

(a4)2 (a4)2 a4 2 .; 12 (r2) = f/42 + 2 = 2 . 2 = 2 unb fomit 3 4 = t 2. ~ie 

%ormetu 1 unb 2 liefern bauu b4 = 2 unb as = v 2 v2. 
2. %ür haß regelmäßige 8·~cf ergeben fiel) bie ®erte: 

3 8 = V2-V~ b8 =2(V2-l), 316 = V2-V2+y2. 
3. ß1ir baß regelmäßige 16~~ct folgt weiter: 

~6 = V2-\"2+V2, b16 = 2 (v4+2V2-ff-t). 

382 = V2- V2+ V2+V2. 
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c) mit n·<!dtt1 liJll n = 2a . 3 UUb a !)leid] 0 llbtr ttnt !JilU!t .lhtbl iJl. 

1. ~ei einem regelmäuigen SD r e i e d ift bie ~öi)e h gleici) 

ya.•-ta•' ober ~ y3, unb ba h = r + l?s = 1 + (>s unb (>sr ber untere 
2rbfci)nitt ber WlitteUinie, bie I)ier mit ber ~öi)e aufammenfällt, gleidj 
f r, alfo g{eidj t ift, fo folgt t = ~ . y'3 unb fomit a. = v'3. 'llie 
iJormein 1 unb 2 liefern nun b3 = 2 y'3 unb a6 = 1. 

!Hnmerfu ng. ilieje @röfle für a0 ergiebt ficf) auclj baraus, ball ber 
bU a6 ge~örige IDlittelpunft~111infel 60° beträgt. 

2. iJür bie regelmäßigen 6·G:de ergiebt fidj bemnadj: 

36 = 1, b6 =! v'3, at, = V2-v'[ 
3. iJür bie regelmäßigen 12=G:de folgt weiter: 
a12 = V2 - y'3, b12 = 2 (2- v'3 ), a,. = V2-V---o=2=+=v=a. 

d) mte .$tlttn ber rt!)tlmii~i!Jen 10-{lßdte unb 5-QEdte. 

1. 'llie ®eite a10 ift nadj ®ail 213 ber gröbere 2rbfdjnitt beß ftetig 
geteilten ~albmeffers, unb bemnadj beftei)t bie ®leidjung 

1 : a10 = Ot0 : 1 - 0 10, 

aus ber fidj 3 10 = t (- 1 + y'5) 

ergiebt. 'llie iJormeln 1 unb 2 liefern bann 

blO = ·~ v2o -1o %, a.o = t vs;:;--;:;2:-y-;:::;t7o=+::::::2=f5.~5. 
2. 2rus ber nadj iJormei 2 befte{)enben ®leidjung 

ato = V 2 (1 - V1 - t ar. 2 

folgt aunäci)ft: 

G:rfei}t man aber a10 burdj t (- 1 + y'5), fo ergiebt fidj: 

a" = t Vto 2 vo-
unb bie iJormel 1 liefert bann b5 = 2 V5- 2 v'o. 

!Jlnmetfung 1. 2ft ber ~a!bmeffet nicljt 1, jonbern r, jo finb a!lc 
biefe !Husbtüde mit r 3u mu!tip!icieren. (6av 240.) 

!H n m er fu n g 2. ilie !Beredmung bet @leiten füt bas 15 • ~d Ol~to!e• 
mäifcljer 6al! !), 30-~d u. f. 111. liefert !Husbrüde, bie fidj 111enig für eine !Jlus· 
recljnung eignen. IDlan 111enbet beelja!b beffet 111ieberljo!t bie g;orme!n 1 unb 2 
an unb benuvt bie ilogaritljmentafel fcljon aur l8eftimmung uon aw 

!Hnmetfung 3. ila audj bie !Jluebtücfe für a8, b8 , a16 u. f. 111., a12 , 

b1., a24 u. f. 111. ficlj 111enig au einer Iogatitljmijdjen !Husfüljrung eignen, fo 
empfieljlt es ficlj, baß fo!genbe jßerfaljren einaufcljlagen: !Hus ber befannten 

@:ieite an berecljnet man (>n = Vl- t an' = f(t + a;) (1- a;) unb 
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an ~--,,.----",-----~ benuvt ben !lBert uon (ln, um bn = -;n unb a2n = V 2 (1 - (ln) auf 

Iogdrit~mifcf)em !lBege au beftimmen. ~~~bann berecf)net man (12 n = v c 1 + ar ) c 1 _ ~~~ ) unb mit !Benuvung ber ~ierautl ficf) ergebenben 

.Sa~l bie !lBerte uon b2n unb a,n, u. f. tu. 

96. ~ered)nung ber !Jaljl :n:. 

91adj <5a~ 121 Hegt 'oer ~ert ber ,8agl 2n ('oie ®rö~e 'oes 5treifes 
mit bem ,PaUimefier 1) ftets aroifdjen ben <5eitenfummen eines ein= un'o 
umgefdjriebenen regelmä~igeu !ßieleds un'o roeidjt uou beiben uad} <5ai) 
119 uu'o <5aij 120 um fo roeni0er ab, je grö~er 'oie ~naal)l igrer @:den 
roirb. @egt mau 'oager uon etner betanuten <5eite eines regelmä~igen 
eiugefdjriebeuen !Bieleds aus, beredjnet 'oie <5eite 'oes umllefd)riebenen 
!Bieleds mit 'oerfelben <5eiten0al)l unb bil'oet bei bei'oeu !Bieieden 'oie 
<5eitenfummen Un un'o Un, fo Hegt aunäd}ft 2n aroifdjen Un uu'o Un. 
~ir'o bann a2 n uub l}ieraus b2 n beredjnet uu'o roer'oeu roie'oer bie <5eiten~ 
fummeu u2n , bea. u... gebil'oet, fo Hegt 2n audj aroifdjeu 'oiefen <5ummen, 
aber näl)er bei u2 n un'o U2 n als bei u., uub u". ~e _ß!Ö~er bal)er 
burdj fortgefe~te !BerbOlJllelung ber <5eitenaal)l bie 2tuaal)l ber @:den 
roirb, um fo roeniger roirb fidj 2n uon je'oer ber beiben <5eiteufummen 
unterfdjeiben. ~er ~ert 'oer irrationalen ,8agl n fann 'oemnadj 
mit einem beliebigen ®rabe uou ®enauigfeit beredjnet roer'oen. 

@egt man uon a6 = 1 aus, fo ergiilt man bie folgeuben ~erte: 
~ür n = wirb t un = uub t Un = 

6 3 3,4641016 
12 3,105 8285 3,215 3903 
24 3,132 6286 3,159 6599 
48 3,139 3502 3,146 0862 
96 3,141 0320 3,142 7146 

192 3,1414525 3,141 8731 
384 3,1415576 3,1416628 
768 3,141 5839 3,1416102 

1536 3,141 5909 3,141 5970 

<5omit ift ual)eau :n: = 3,14159. 91odj genauer ift ber ~ert n = 

3,14159265, ben ~ un'o f erreidjen, roenu n= 98304*) wirb. ~r 
· m dj Ü ~· an t 22 ~ 355 wemger genaue .,~e nungeu gen geu "te :.wer e :n: = 7 o"er :n: = 113• 

~ n m e dun g. 9lad) .Suborv~ uan [eulen, ber n auf 32 6tenen genau 
berecf)net ~at, tuirb n bie .sub 0 lp ~ f d) e .8 a ~ l genannt. @iie tuurbe auerft 
uon ~rcf)imebetl genauer beftimmt. !l.llit ben ~ilfßmittelu ber ~ö~eren !11lat~e· 
matif Iiifit ficf) auf tueit fi\raerem !lBege eine ®enauigfeit Uon me~reren ~unbert 
@itenen eraiden. 

*) 9lad) ~eiß, !ßlanimetrie. 5. ~ufl., 6. 173. 



~urautmeu~eJruug bet ~iuft.e. 
m!inf 1. Um au beroeifen1 bab eine ®erabe fenfrec9t auf einer 

anbeten ftel}t1 mut man aeigen1 l>au fie mit berfelben re4Jte m!infel 
bilbet1 b. l). bab fie mit il)r glei4Je ~ebenroinfel l)erfteUt. 

m!inf 2. Um au beroeifenl bau aroei ®eraben parallel finbl mub 
man aeigen1 bat fie mit einer britten ®eraben glei4Je ®L m!. ober glei4Je 
®. ®. ober fupplementare ~rg. ®. hilben. 

®inf 3. Um au beroeifen1 bab aroei m!infei{ f~~i~ementat} finbl 

fann man au aeigen fuc9enl baß fie als { ~;g.~. ober ®. ®. } an :p a ~ 
r a II ei e n ®etaben liegen. 

®inf 4. Um au beroeifenl ba\3 ein ®infel a gröber ift als ein 
3roeiter m!infel ß, fann man au aeigen fuc9enl ba\3 a ober ein il)m gleic9er 
~intel ~uuenroinfel eines ~reiecfs ift1 in roei4Jem il)m ß gegenüber liegt. 

®i nf 5. Um bie ®lei4Jl)eit aroeier m!infel au beroeifen, iann 
man au aeigen fu4Jen I bab fie aroei ~reiecfen angel)ören 1 in benen bie 
C5ummen aus ben beil>en anbeten ~infeln glei4Jgrob finb. 

~inf 6. Um bie ®lei4Jl)eit aroeier ®intel au beroeifen1 fann 
man 3U aeigen fu4Jen 1 ba\3 fie in fongtUenten ':Dteieden glei4Jen C5eiten 
gegenüber liegen. 

®inf 7. Um bie ®lei4Jf)eit aroeier C5eiten au beroeifen, fann man 
au aeigen fu4Jenl baß fie in fongruenten ~reiecfen glei4Jen ®infeln gegen~ 
über liegen. 

®in f 8. Um •u beroeifen ba" { e!n ®i~fel} nrö"er ift als { e!n o I P etne C5ette 0 P etne 
an~etetl} fann man beibe in ein ~reied bringen unb au aeigen fu4Jen, anvere, 
baß { e.r ber grö~eren C5ei~e } gegenüber liegt. 

fte bem grof3eren ®tnfel 
m!inf 9. Um bie ®lei4Jl)eit aroeiet ®infel au beroeifen1 fann man 

au aeigen fuc9en, baß fie als Umfangsroinfe( auf bemfelben ober ~lei4Jen 
mogen eines ~reifes ober auf gleic9en mogen aweiet streife mtt bem~ 
felben ~albmeffer fteljen. 
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~ i nf 10. Um bie ®leidj~eit ~weier nidjt•fongruenten tyiguren 
nadjauweifen, fann man ~u aeigen fudjen, ba~ fie nie 6ummen ober 
'llifferenaen auß fongruenten (gleidjen) 15tüCfen finb. 

~ inf 11. Um ~u 6etueifen, ba~ vier 6trecfen vrovortional finn, 
fann man fie alß entfvredjenbe 2t6fdjnitte auf awei fidj fdjneibenben ®e• 
ranen vom 15djnittvunfte auß alltragen unn 311 aeigen fudjen, ba~ nie 
merllinbungelinien ber entfvredjennen ~nnvunfte varaUel finb. 

~in f 12. llm au 6eweifen, ba~ awei ~intel gleidj ober vier 
15trecfen vrovortional finb, fann man 5u aeigen fudjen, 'oat fie alß ent• 
fvredjenbe 15tücfe in 5wei ä~nlidjen 'llreiecfen liegen. 

~nqang II. 

Jlluteituug ~ur Jlluftöfuug vou $oulfrutifiousaufgct6eu. 
)Sei einer 6elieoigen stonftruttionßaufgaoe müffen auerft auß i~rem 

~ortlaut alle nie ®enanfen (~orberungen !) ~eraußgelefen werben, nie 
unllebingt oenui}t fein mülfen, wenn nie 2öfung gefunben fein foU. 'llie 
)Seftimmungen einer 2lufga6e fönneu aller aweierlei 2lrt fein: 

1. )Sei her erften finb gewiffe 15tücfe, wie ~unfte, 15trecfen, 
streife u. f. w. ber 2 a ge nadj unb anbere, wie 15eiten, 6efonbere 2inien, 
~infel, ~n~alt, ner ® r ö b e nadj gegeben. 2lUe biefe 2lnga6en l)ei~en 
15tücf6efti m mu ngen. 

2. ßu bet 3tueiten 2ltt finn bie 2{ngalJen 3U 5Ül}(en: 
ein ~unft ober eine 6eite foU auf einer. gegeoenen ®eraben liegen, 
eine ®erabe foU auf einer gegebenen ®eraben fenfredjt fte~en, 
eine ®erane foU 0u einer gegebenen ®eraben varaUel fein, 
eine gegeoene 15trecfe ober ein gegebener ~infef foll l}allliert werben, 
eine tyigur foU ein ~araUelogramm, ~ravea, Strei!!l u. f. w. fein, 
ein gegebener streiß foU oerül)rt werben, 
haß mer~ältniß aweiet 6trecfen (15eiten) ober ~Iädjen ioU eine 

gegebene ®rö~e l)aoen 
u. f. w. 2lUe biefe iYorberungen mögen als ~ortlleftimmungen lle• 
5eidjnet werben. 

15inb nie 2lnga6en ber 2lufga6e nadj biefen ®efidjtßvunlten ge• 
orbnet, fo tritt nie Unterfudjung ein, auf weldjem ~ege nie gefteUten 
%orberungen oefrienigt werben fönnen, wobei nie morfd}rift oeadjtet 
werben mu~, ba~ 6ei jener neuen tyorberung ner .Sufammenl)ang mit nen 
vorf)ergel)enben nidjt au~et adjt gelaffen werben barf. 'ller ~inteifung 
ner 2lngaben entfvredjenb ift nie Unterfudjung aller aunädjft wiener in 
awei ~eile au aerlegen, von benen ber erfte iidj mit ben 15tüctoe• 
ftintmungen (I} unn her anbete fidj mit ben ~ortbeftimmungen (II} 
6efdjäftigt; ben .Sufammenl)ang awifdjen biefen beiben unb bamit nie 
~erfteUung her tyigur liefert jebodj erft eine britte Unterfudjung (III), 
weldje einen uerllinnenben ®ebanfen awifdjen ben ®ebanfen bei I unn 
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ll auffudjt. ~enn e!3 nun audj nidjt felten uorfommt, ba~ nie mer• 
binbung auf uerfdjiebenen ~egen möglidj ift, f o müHen b o dj ft e t!3 
auf bem eingefdjlagenen ~ege alle in I unb TI entl)altenen 
®ebattfen berül)rt werben, el)e bie 2ruflöfung gefunben 
fein fann. 

I. @:Stellt man bei einer beliebigen !'Yigur berfelben 2rrt, wie fie 
ge3eidjnet werben foll, alle ben gegebenen 5tücten entfvredjenben 5tüde 
l)er unb uergegenwärtigt fidj il)re ~ebeutung in 'oiefer !'Yigur, fo lä~t 
'oie ~rinnerung an beiannte @:Säte nie wefentlidjen ~e3iel)ungen erfennen, 
'oie bei ber 2r~~fül)rung ber 2rufgabe 3u benuijen finb, unb 3eigt 3ugleidj 
(geometrifdje Orter!), unter weldjen ~ebingungen bie ein3elnen 
6tüctbeftimmungen in ber l)er3ufteUenben !'Yigur erfüllt werben fönnen. 

II. ~ie Unterfudjung II ruft bann bie ~rinnerung an nie ~r• 
flärungen unb 5äije wadj, in benen bie angegebenen l!l:lortbeftimmungen 
al!3 ~eftanbteile uorfommen, unb lä~t baburdj 'oie ~ebingungcn erfennen, 
nie auf @runb ber m.lortbeftimmungen bei ber ilöfung unbebingt. erfüllt 
werben müffen. 

lll. 5inb auf biefe m.leife alle ~e'oingungen beftimmt, fo ermittelt 
'oie Unterfudjung ll[ unter wefentlidjer Unterftüijung burdj 'oie 2rn• 
fcqauung einen uerbinbenben @ebanfen 3wijdjen benfelben, inbem fie bie 
!'Yorberungen mit einanber 3u uereinigen fudjt, unb 3eigt bann fd)lie~lidj 
einen m.leg, ber 5u ber 2ru!3füf)rung 'oer 2rufgabe fül)rt. ~ei ber ~ar• 
ftellung biefe!3 m.lege!3 müffen alle burdj I unb II ermittelten ~e· 
bingungen berüdfidjtigt werben, wenn audj igre iReil)enfolge 3uweilen 
eine 2rbänberung erfägrt. 

---#·~---



~uid)tigungen. 

2luf @5 e i t e 43 ift in her 1Yig. 511 ~3· II her ~udjfta6e B bei E 311 
entrernen unh AC an DF 311 feijen. 

2tuf @Jeite 56 fe[)Ien [)inter St3. lli bie .ßufiiije: 
.3 u f ai.} 1. IStimmen 3lllCi ;tlreiecfe überein in ber @röue aweier 

@Jeiten unb eineß entfpredjenben @egenwinfefß berfefben, unb finb 
bie beiben anberen @egenwinfe{ in bemfe!ben ~Sinne von einem 
lnedjten verfdjieben, fo finb bie 'iDreiede fongruent. 

.3 u f a iJ 2. @Jtimmen swei ~reiecfe ülierein in bet @röte nroeiet 
@Jeiten unb eineß entflJredjenben @egenwinfeiß herfellien, unb finh 
bie lieihen anberen @egenroinfel ungieid), fo beträgt hie @Jumme 
her retteten 2 R. 

2l11f @Jeite 67 fe[)Ien in her erften g:ig. hie 2inien OA, OB, acunb OD. 
2l11f @5 ei t e 132 fel)Ien in ber 1Yig. bie 2inien EF. 
2luf ~Seite 135 fe[JU in her 3. 1Yig. her ~ud)ftabe C am <Enhpunfte 

her iStrede b. 
2luf @5 eite 151 fe[)It in her 1Yigur bie ~inie DB. 
2luf @5 ei t e 177 fef]lt in her 1Yig. hie \ßaralfele @ 0u CE. 




