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Yorbemerkung iiber die Ginteilung des Budyes.

Dex einfeitende Abjchnitt verfolgt den Jwedt, die Unjdhanungs-
thatigkeit des Schitlers angurvegen und ihn mit den Grundformen der
geometrifdjen Gebilde befannt su madjen. Weiter reicht fein Bujammen-
hang mit bem in Rapitel 4 beginnendben Untervichtsftoff nicht, und
daber fann er, wo e8 ndtig zu fein jdeint, iibergangen werden. Sn
dem fitv Quarta und Untertertia beredyneten Teile find die Beteife anfangs
den Entwidlungen nod) sum Teil hingugefiigt, damit der Anfinger aud
mit der dogmatijhen Beweisform befannt wird. Nach jedem widjtigen
neuen Gefihtdpuntte ftehen (bungen und ufgaben zu feiner B[er-
wertung. Diefe Anordnung ded Stoffes entfpricht genau dem Berfahren,
bag naturgemdB in der Unterridhtsftunde eingejdlagen wird. Um aber
bie Wiederholung groperer Abjdnitte im Bufammenhang zu exleichtern,
ift fowohl fiir die Ubungsbeifpiele a3 aud) fiir bdie Aufgaben ein
Heinerer Drud gewdhlt tworden.

Cin ausfiihrlihes Bortwort ju dem Budje ift abgejondert von
demjelben erfdhienen und wird auf BVerlangen von der Verlags-
Handlung unentgeltlich iitberfandt werben.

Moge fih dag Bud) in der Hand der Schiiler betvdfhren und
fih dadurd) redht viele Freunbde ertverben.

Charlottenburg, im September 1890.
(Raiferin-Auguita-Gymnafium).

Dexr Berfaffer.
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Einleitung.

L Abjdynitt.
Die Entwiklung der Grundbegriffe.
1. Qapitel.

Storper, Jlade, Linie, Punkt.
a) Ableituny.

Bei der Betradjtung irgend eines Gegenftanded unterjheidet man
swijden dem Stoff, aud dem derfelbe hergeftellt ift, und jeiner Form.
Dag erfte Merfmal bder Fovm befteht darin, daf fie einen getifjen
Raum umidliet, der nidht gleihzeitiy von einem jzweiten Dinge
ganz oder auch mnur jum Teil eingenommen tverden fann; ed find
veghalb alle Gegenftinde vaumliche Gebilde. Wirb nun die Wiffen-
{daft, welde fid) mit denfelben bejdydftigt, Geometrie genannt, fo
folgt Hieraus die

Crildrung: Die Geometvie ift die Lehre bon dben rdum-
lidgen Gebilden; fie beritdfiditigt den Stoff nidht, der bdie
Gebilde erfiillt.

Soll aber ber Raum von einem beftimmten Gegenftande (Rirper)
eingenommen terben, fo darf er fjidh nad) feiner Seite hin beliebig
eit auddefnen; der Rbrper erlangt vielmehr nur dadurd) bdie ihm
eigentiimlidge ®eftalt, daf er von allen Seiten begrenszt ift. Dies
fiihrt zu der weiteren

Crflarung: Cin geometrijder Rorper ift ein alljeitig
begrenzter Teil ded Raumes.

Crildrung: Die Begrenzungen von Korpern fverden
Fladhen genannt.

Gin Qbrper fann nun von einer eingigen Fliche (Gummiball!)
Begrenst fein; e3 lapt fidh) bann nidht jagen, wo die Fladhe anfingt,
ober wo fie aufhirt. Bei den meiften Kbrpern aber affen i) mehrere
Begrengungsflichen unterfcheiden, die fid) gegenjeitig Hinbern, fid) be-
liebig weit augzubehnen. Wird bdie gemeinfdaftlihe Grenge je jiweier
biefer Jladen Linie genannt, jo ergiebt fidh) die

Crflarung: Die Begrenzungen von Fliden Heifen
Linien.

Mitller, Planimetrie. 1



2 I. Abjhnitt. Die Entwidlung der Grundbegriffe.

BWird eine Fladhe duvd) eine eingige Linie begrenst (Freisformige
Sdeibe!), fo ldft fid) eine beftimmte Stelle nicht angeben, oo die
Linie anfingt und wo fie aufhort; find dagegen mehrere Begrenzungs-
linien vorhanden, fo Binbern biefelben einanbder, fih) beliebig teit
audzudehnen, und beftimmen fiir jede von ifnen zwei Orte, bdie ihrer
Yusdehnung cin Biel jepen. Diefe Orte jollen Punfte genannt und
eingefithrt terden durd) bdie

Crfldarung: DieBegrenzungen von Linien heifen Puntte.

Anmerfung: Cin Puntt wird durd) einen Budftaben ded grofen latei-
nijden Alphabetd bezeichnet.

iir den Punft fann eine Vegrenjung nidjt mehr angegeben
erden, toeil er feine toahrnehmbare Grife, feine mit einer nod) jo
fleinen Maeinbeit durd) eine Mafzahl ausbdriidbare Ausbehnung
(Dimenfion) befigt. Der Punft ift daher ein Teil ded Raumes von
unendlic) fleiner ®rife.*) Bei der Linie fieht dasd Auge eine gemwiffe
®rofie ober Ausdehnung, die Lange; ebenfo zeigt die unmittelbare
Anfhanung, dafp die Flide swei Ausdehnungen, Linge und Breite,
und baf der geometrijche Rorper drei Ausbdehnungen, Yinge, Breite
und Dide (Dbhe), befipt. €3 erweift fih alfo

der Rorper al3 Gebilde von 3 Ausbehnungen,

die Flade " b 2 ”

bie Qinie ” » 1 Ausdehnung,

der Punft " » feiner angebbaren Ausbehnung.
Jerner entfteht hiernad) durd) Berjdhoinden

ber 3. Yusbehnung (Dide) aud dem RKirper die Fldade,

der 2. " (Breite) aus der Flade die Linie,

der leten (Qange) aud der Linie der Punkt.

b) Entwiklung.

Cin ieitever Cinblid in den Bufjammenhang der vier réumlihen
Gebilbe wird getoounen, wenn man die einfachjte Raumform, den Puntt,
ald dag urfpriinglid) gegebene Element anfieht und aus demfelben bdie
anberen Formen entividelt.

1. Die Entitehung der Linie.

Wird ein Punft in Bewegung verfet und gelangt er auf irgend
einem Wege von einem Orte A ded Raumes ju einem anbderen Orte B,
fo ift der Weg, den er bei diefer Wanbderung suviidlegt, eine ununter-
brodjene (jtetige) Folge von Punuften. Bezeidnet man bdiefe ftetige
olge pon Punften ald Linie, fo erhdlt man bie

*) ©dyinbdler begeidnet dedhalb die Punite treffend ald Raum- Atome.
©. €inl. und Geite 4 jeiner Elemente der Planimetrie, I. Stufe.



2. Rapitel. Die gerabe Linie. 3

Crilarung: Durd) Bewegung eined Punfted im Raume
pon einem Orte nad) einem anbderen entfteht eine Linie.

2. Die Cntitehung der Fldacde.

Wird tweiter die entftandene Linie in Bewegung gefept, dod) Jo,
baf fie nidht in fih felbft (Shraubenlinie!) oder in einer anbeven
Qinie lduft, jo befdhreibt fie von ifrer Anfangdlage ausd eine ftetige
Solge bon Linien, und zu der vorhandenen Langen-Wusdehnung tritt
eine jtveite Yusdehmung in der Ridtung der Betvegung Hhingu. Das
exzeugte Gebilbe joll Flacdhe genannt und eingefithrt werden durd) die

Crildrung: Durd) Bewegung einer Linie entjteht ein
stoeifad) ausdgebehntes Raumgebilde, die Flade.

3. Die Cnutftehung ded8 Kirpers.

Wenn jept die Fladje in Bewegung verfept wixd, dodh fo, dap
fie nidht in fid) felbjt (Drehung einer Scheibe!) oder in einer anbderen
Slade (Sdyieben auf einer Platte!) verlauft, jo wird eine ftetige Wuf-
einanberfolge von Fladjen Hervborgebrad)t, und zu den beiden bereits
vorhandenen Ausbehnungen Fommt eine dritte Ausdehnung in ber
Ridhtung der Bewegung Hingu. Wird das bejdriebene Gebilbe als
KRorper begeidhnet, o ergiebt fich bie

Crfldrung: Durd) Bewegung einer Flade entfteht ein
dreifadh) ausdgedefhuted Raumgebilde, der geometrifde Kirper.

4, Weitere Grundgebilde find nidht vorhanden.

Die Bewegung eined Rorpers fann man fid) nur in der Weife
vorftellen, baf bie urfpriinglide erzeugende Flide aus ihrer Endlage
nod) jveiter vorriidt und die von ihr bei der Entjtehung ded Rirpers
eingenommenen Lagen in unverdnderter Reihe nadfolgen. Demnad
wird durd) die Bewegung eines KRbrperd nur die ftetige Fladenreibe
toeiter fortgefest, alip ber Rbrper in der Ridhtung Dder VBewegung
weiter audgedehnt. Das entftehende Gebilde ift dabher von berfelben
Art wie der erzeugende Kirper (fanalfrmig!), und daraus folgt, dap
mit den vier Formen: Punft, Linie, Flache und Kbrper die Reihe dex
®rundformen rdumlider Gebilde abgejdhlofjen ift.

2. Qapitel.
Die gerade Linie.

©o lange fid) ein Kbrper willtiirlid) bewegt, befdhreibt ein be-
liebiger Punft P desfelben eine Qinie, von der fich weiter nicht3 jagen
1*



4 L Abjdhnitt. Die Entwidlung der GSrundbegriffe.

lift, al8 Daf fie mit allen ihren Teilen bdem entftehenden Ffanal-
formigen Rorper angehirt; wird bagegen bdie Bewvegung gewiffen Be-
dingungen untertvorfen, fo nimmt diefe Linie bejondere, den Bedingungen
entfprechende Formen an.

5. Drehung um einen Punft. CEntftehung der Kugelfldde.

Die Bewegung ded KRibrperd wirh in der Weife eingejdhrdntt,
baf einer feiner Punfte A (odber ein ftarr mit ihm verbundener
Punft A de3 Raumes) feine Lage im Raume unvevindert beibehilt,
baB alfo Der RKirper fi) um einen feiner Puntte, den Drehungspuntt,
beliebig Dreht. Da twegen der Starrheit Ded8 RKibrperd bei der Be-
twegung bdie Cntfernung de3 Punfte3 P von A unverdndert bleibt,
fo Bat die von P bejdjriebene Linie die Cigenfdhaft, dah ihre jamt-
lidgen Punfte von A4 die ndmlide Cntfernung befien; fie
liegt Daher in ihrer gangen Ausdehnung auf einer Flade, deren jdmt-
lide Punfte von A gleidoeit entfernt find. Nennt man Ddiefelbe
Qugelflade und 4 ihren Mittelpunft, jo ergiebt fidh) ber Sab:

Dreht {id) ein Korper um einen feiner Punfte (oder um
einen ftarr mit ihm verbundenen Punft), fo liegt die von
einem beliebigen Punfte des Kdrpers befdriebene Linie
in ihrer gangen Ausbehnung auf einer Kugelflidhe, bderen
Mittelpunft der Drehungspunitt ift.

6. Drehung um jwei Punfte. CEutftehung ded Kreifes.

Wird aufer dem Punfte 4 nod) ein jteiter Punkt B, der gleich-
fall3 ftarr mit dem Robrper verbunden ift, in unverdnbderter Lage
gebalten, {o fann Die Bewegung ded Korpers nur nod) in Fweifadem
Ginne erfolgen, und jwar (je nad) der Stellung de3 Veobadhters)
al3 Drehung nad) vorivdrts oder riidwdrts, bey. ald Drehung nad)
reh)t3 ober linf3. Cin Dbetegter Punft P fehrt nad) jeder gangen
Umbdrehung toieder in feine urfpriingliche Lage suriid und bejdhreibt
deshalb eine Linie, die in fid) felber verlduft und unabhingig von
dem Sinne der Drehung jtets bdiefelben Punfte enthilt, {o oft aud
der Qbrper gedrelt werben mag. Da ferner wegen der Starrheit
be3 Rbrperd die Entfernung des Punfted P fowohl von A al3 aud
von B unverdnbert bleibt, fo befigt die Qinie die Cigenjhaft, dah
alle ihre Punfte {owohl von A al3 aud von B gleidweit
entfernt {ind. DBeseidhnet man bdiefe Linie ald Rreis, fo erbalt
man den Sab:

Wird ein Korper um jwei ftarr mit ihm verbunbdene
Punfte gedreht, jo befdreibt ein bewegter Punft desfelben
eine in fjid) felber verlaufende SQinie, welde Kreid ge-
nannt wicd.
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7. Drehung um jwei Punfte, Cntjtehung der Geraden,

Aber nidht alle Punfte ded Rbrpers (vder alle ftarr mit ihm
verbundenen Punfte) werden bei der angegebenen Drehung mit bewegt;
e bebalten vielmehr auBer 4 und B nod) unzdhlig viele andere Puntte
besfelben ihre Lage im Raume unverdndert bei. Diefe Punfte folgen
ohne Unterbredjung auf einander und bilben eine Linie, die von 4 nad
B ober von B nad) A verlaufjt. Cin Punft P, der fid) auf bder-
felben von A nad) B bewegt, ofhne umzufehren, durchlauft jeden ihrer
Puntte nur ein eingiges Mal. Wird der Jnbegriff aller diefer Puntte
gerabe Qinie ober Gerade genannt, jo fann bdie zweite Beobadtung
an dem um wei fefte Punfte gedrehten KRirper durc) den Sap aus-
gedriidt yverden:

Wird ein Rorper um j3wei feft mit ihm verbundene
Punfte gedreht, fo giebt e3 innerhalb ded Rirpersd pbder
ood) feft mit ihm verbunben unzdfhlig viele Punfte, welde
bei ber Drehung ihre Lage im Raume unverdndert bHei-
behalten. Der JInbegriff aller diefer Pun¥tte bildet eine
Linie, welde gerade Linie nder Gerade (Drehungsadyfe) Heift.

Der bleitung zufolge erftredt fidh) die Gerabe zundadhft nur
stoijden den Punften 4 und B. Da aber zwei ftarr mit dem Kdrper
verbunbdene Punfte beliebig weit auseinander liegen founen, ohne dah
daburd) bdie in Dem Sape ausdgefprodene Thatjadhe gedindert tvird,
fo fann bdie gerabe Linie al3 beiderfeitd beliebig ausgedehnt (unbegrenst)
angefefen und eingefiihrt werden durd) die

Crildrung: Die gerade Linie ift der Jnbegriff aller der-
jenigen Punfte, die bei der Drehung einesd feften Kbrpers um
swei ftarr mit ihm verbundene Punfte gleih diefen ihre Lage
im Raume unverdndert beibehalten.

8. Crite Sasge iiber die gerade Linie.

Wirh ein jiveiter Rbrper um die ndmliden ftarr mit ihm ver-
bundenen Punfte A und B gedreht, fo Dbleibt die Lage bder unbe-
wegten Punfte wijden A und B unverdndert (Beobad)tungs-Rejultat!),
und daraus folgt:

(Anjdhauungs-) Sas 1. Bwifden zwei feften Punften ift
ftet3 eine und nur eine gerade Linie moglid.

Folgerung: Cine Gevabde ift durd jztwei ihrer Punfte
pollftdndig beftimmt.

Erildrung: Die gerade Linie ivijhen jtvei Punften 4 und B
wird Verbindungslinie bderfelben gemannt und durd) die beiden
Punfte A und B bejeidhuet (4B).

Grfldrung: Gine Gerade geht durd) einen Punft P Hindburd),
wenn P einer ihrer Punfte ift.
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Erildrung: Bewegt fih) auf einer Geraden ein Punft P von
A nad) B, ofjne umgufehren, jo bejchreibt er die Gerabe in der Ridh-
tung AB; bewegt er fih aber von B nad) 4, fo bejdhreibt er bie
Gerade in der Ridtung BA. Auf einer Geraden AB find alfo jivei
Rihtungen zu unterjdeiden, weldje einander entgegengefest heifen.
Anmerfung. Die gerade Linie wird mit Hilfe ded Lincald gezeichnet.

9. 3wei fidh {DHneidende Geraden.

Crflarung: Wenn zwei Gevaben einen Puntt gemeinjam haben,
fo fagt man, dap fie fih in diefem Punfte jdhneiden

Bwei verjdjiedene gerabe Qinien fonnen nur einen Punft gemein-
fam Haben; denn twdren swei gemeinjdaftlihe Punfte vorhanden, jo
mitten durd) bdiefe beiben Punfte zivei verjchiebene Gevaben gehen.
Died ift nad) Sap 1 unmiglid), und daraus folgt:

Sat 2. Bwei verfdiedene geradbe Qinien fdnmnen fjid
nur in einem Punfte {Phneiden.

Folgerung: Cin Punft ift durd zwei fidh jdneidende
®eraden vollftandig Heftimmt.

Wihrend zwei Puntte ftetd eine gevade Linie beftimmen, ift bei
swei @eraden feinesiegs immer ein gemeinjdaftlidher Puntt vorhanbden;
fie fonnen 3. B. im Raume an einanbder voriibergehen, ohne fid) zu treffen.

10, Werden drei nidht in einer Gevaden liegende
Puntte eines Rbrpers feftgehalten, fo fann fich der Rorper nicht mehr
betvegen.

11. » Punfte und » Geraden.

. Cine erfte Anwendung finden die Sdpe 1 und 2 in den folgenden
Ubungen:

B Bivijdgen Bwifden zwei Geraden it

sei  Punften | nur ein Scnittpunft mdglid.

A und B ift | Qommt eine dritte Gerade hingu,

¢ ftetd eineeingige | die nicht durd) den Schnittpuntt

Geradbe mdg- | Der beiden erften Gevaden hindurd)-

lidh. Rommtein

dritter Puntt C
hingu, der nidht auf AB liegt, fo
entftehen ztvei neue Gevaden CA
und CB.

Daraus folgt:

gebt, fo fonnen jivei neue Schnitt-
puntte entftehen.

Sap 3a. Durd) drei Puni-
te, die nidht in einer Geraden
liegen, {ind drei Geraben be-
ftimmt.

Gap 3a’. Drei Geraben,
bie nidht durd einen Punit
gehen, fonnen {id in Ddrei
Buntten fdneiden.
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Wird toeiter ein 4. Puntt D
hinzugenommen, der auf feiner der
®exaden AB, CA und CB liegt,
jo entftefen drei neue Geraden DA,
DB und DC. Tritt in entjprechen-
per Weife ein 5., 6. Punft u. §. w.
hingu, jo toerden dadurch) vier,
fiinf u. {. to. neue Geraben be-
ftimmt.

Die Ebhene., 7

Wird toeiter eine 4. Gerade
hingugenommen, die durd) feinen
ber bereit3 vorhandenen Sdhnitt-
puntte hindurdhgeht, jo fonnen dret
neue Schnittpuntte auftreten. Eine
5., 6. @erade u. {. ., die in ent-
precdjender Weife Hinjugenommen
wird, fann vier, fiinf u. | t.
neue Sdunittpuntte bilben.

it alfo » eine beliebige gange Jahl, jo folgt Hievaus:

Sap 8b. Durd) » + 1
Runite, von denen nidht dret
in einer Geraden liegen, find

@eraden beftimmt.

Sap 3b'. n+4+1 Gexabden,
bon demen nidt drei durd
eﬁnen Punft gehen, fonnen

| fid in
1+2+3+---+n(=

Punften {Huneiden.

12. Strahl und Strede.

Die gerade Linie ift auf beiden Seiten unbegrenst; jeber ihrer
Puntte teilt fie in zwei Teile, weldhe Strahlen genannt werben follen.

Daraud folgt die

Crflarung: Gin Strahl ift eine einfeitig begrenste gerade

Linie.

Der Begrengungdpuntt heiht Ausgangsdpunft desd Straples.

Wird aud) der Strahl begrenst, {o entfteht ein Teil einer Geraden,
deffen Ausbehnung ober Ldnge durd) den Ausgangspunft A und den

Endpunft B desd Strahled volljtindig beftimmt ijt.

Die Bezeidnung

Strede fiir diefen Teil fithrt zu der
Crflarung: Cine Strede ift ein durd) zwei Punfte be-

grenzter Teil einer Geraden.

Die Grige der Strede wird ald ifhre

Qange ober ald Abftand (Entfernung) desd Endpunttes vom Anfangs-

puntte begeidhnet.

Anmerfung. Cine Strede wird entweder durd) ihre beiden Endpunite
ober durd) einen Budjftaben ded leinen lateinijhen AlpHhabets bezeichnet.

3. Rapitel.

Die Chene.

Die Bejdaffenbheit ver Flide, welde durd) Bewegung einer Linie
bejdyrieben wird, hingt jowohl von der Geftalt ber erzeugenden Linie
al3 aud) von dem Gange ver Bewegung ab. Die Flade wird veshalb
nur dann eine befondeve Form annehmen, wenn iiber diefe beiden Be-
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ftimmungsftiide befondere Annahmen gemad)t werden. Bon den bereitd
befannten Linien foll der Strahl al3 erzeugende Linie gewdhlt und bdie
Bewegung in der Weife beftimmt werden, daf fein Ausgangdpunft P
feine fage im Raume unverdndert beibehilt und der Strahl an einer
befannten Linie, der Leitlinie, entlang gleitet.

13. Die Cntjtehung des Kegels,

Wird zuerft der Kreid ald Leitlinie genommen und gleitet der
Strahl obhne Anderung feiner Bewegungdridtung an der gangen Leit-
linie entlang, Jo entfteht eine volljtindige, gejdlofjene Flide, die in di)
felber zuriidiehrt, wenn der Strahl ein weited Mal ven gleiden Weg
uriidlegt. Und wie der Kreid unabhingig davon bleibt, in weldjer Be-
wegungdridtung und von welder Anfangslage aud der Korper gedreht
witd Nr. 6.), fo wird aud) die Flide immer wieder diefelbe werben,
einerlei in welder Ridtung und von weldem Punite de3 Kreifed aus
ber Strahl feine gleitende Bewegung beginnt. (Beweid nad) Sap 1.)
Begeidynet man diefe Flade als Kegelflade, fo erhilt man den Sap:

®leitet ein Strahl an einem Rreife entlang, ohne

feinen Ausgangspunft zu dnbdbern, fo bejdreibt er eine
Regelflade.

14. Die Cntjtehung der Ebene.

Wenn die Gerade ald Leitlinie gewdhlt wird und der Strahl von
irgend einem TPunfte bderfelben feine gleitende Bewegung beginnt, fo
fann er ofhne Unverung ver Bewegungsridhtung niemald aud dem einen
Teile ber Geraden in den anderen gelangen, und ebenjfowenig fann er
ven einen Teil, auf dem er entlang gleitet, vollftandig durdhlaufen, weil
bie Gerade auf beiden Seiten unbegrenst ift. Dad Bild der erzeugten
Flade bleibt daher unvolitindig, wenn nidt dafiiv Sorge getragen wird,
vap ber Strahl die Leitlinie in allen ihren Punften einmal trifft, und
bied ift nur dadburd) zu erywingen, dap die Leitlinie aud Streden zu-
fammengefet wird, die mit einander eine gejdloffene Figur bilven.
Diefe Bedingung erfiillt die Leitlinie, wenn fie auf folgende Weife
Dergeftellt wird:

Der Audgangdpunft P wird mit einem beliebigen Punite ¢ der

R ®eraden 4B verbunben und die Gerade QP fiber P
hinaus i3 u einem beliebigen Punite B fortaefesrt;
alddann wird R mit gwei Puniten S und T der Ge-
raben 4B verbunben, die jo gewdhlt merben, dafy P

L swijden den BVerbinbungslinien RS und RT (baf @
p ywifden S und 7) liegt. Wird jest der Strabl fo

A /S a) T\ gedreht, dag er an der Leitlinie RST entlang gleitet;

bewegt er fidh) suerft von S nad) T, dann weiter
von 7 nad) R und zulest von R nad) S, ober in
umgefehrter Ridtung von S itber R nad) 7' und
von bier nad) S auritd, fo bejreibt er eine Flade, bie immer wieber
entjteht, jo oft aud) der Strahl an Der Leitlinie entlang gleitet, und



3. RKapitel. Die Ebene. 9

unabhingig Davon bleibt, in welder der beiden Ridhtungen und von
weldjer Anfangdlage aud die Bewegung vor fid) geht. (Sap 1.) Diefe
Flide wird Cbene genannt und ihre Cntftehung durd) den Sap an-
gegeben:

®leitet ein Strahl an einer von drei Streden RS, ST
und TR gebilbeten gefdhlnffenen Figur entlang und liegt
fein Audgangspuntt im Jnnern der Figur auf einer Geraden,
welde R mit einem Punfte @ der Strede ST verbinbdet,
fo entfteht eine Cbene,

Anmerfung 1. Dasd Bild einer Jimmerwand, einer Wandtafel, Tijch-
platte u. §. 1. ift ein Teil einer Ehene.

Anmerfung 2. Stellt man bie Eniftehung der Ebene mit Benupung
von 5 redt bitnnen, geraben Stdben dar, von denen drei mit gemeinjhaftlidem
Cnbpuntte auf dem vierten liegen, twdabhrend bder fiinfte, bex gleitende, auf dem
mittleren Der drei erften befeftigt ift, fo lafjen fih dburd) wiederholte Anderungen
an der Qage der unbewegten Stibe aus der Anjdauung die Sihe gewinnen:

a) Die Chene ift von der Wah! der Puntte R, S und 7" unablhingig, fall3
nur RQ jwijden RS und R7T liegt, und daraus ergiebt fich:

b) Die Seraden RS, RT und ST liegen mit allen ihren Punften in
ber Ebene.

¢) Die Leitlinie fann ohne Yinderung der bejdhriebenen Ebene fo ge-
wabhlt werben, daf die BVerbindungslinie zweier beliebigen Punfte der Ebene
ein Teil der Leitlinie wird, und daraus folgt:

d) Berbindet eine Gerade irgend wei Puntte der Ehene, jo liegt fie mit
allen ihren Punften in der Cbene.

Die Wah! der Punfte R, S und T bleibt ohne Cinflup auf die
bejdriebene Cbene. Da hiernad) der Punft P und die Gerade AB fid)
ald vollftindig audreidend zur Beftimmung einer Cbene ermeifen, fo
ift man bereditigt, Den Sapy aufsuftellen:

Durd) eine gegebene Gerade und einen gegebenen Punft
auferhalb derjelben ift jtetd eine einzige Cbene beftimmt.

Statt e3 Punited P fann aud) eine yweite, AB fdhneidvende Ge-
rabe gegeben fein und bie RLeitlinie dadurd) hergejtellt werden, dap man
bie beiden gegebenen Geraden bdurd) eine beliebige bdritte fdneidet.
RWird dann ver Drehpunft auf einer Geraden angenommen, welde den
Gdnittpunit der gegebenen mit einem beliebigen Punite der bdritten
Geraden verbindet, {o find die Bebingungen dafiiv erfiillt, daf bie be-
fdyriebene Flide eine Ebene ift, und daraus folgt:

Durd) zwei gegebene fid) jdhneidendbe Gerabden ijt jtets
eine eingige Chene beftimmt.
Sdlieglidh fonnen brei nidht in einer Geraden liegende Punite ge-

geben fetn. Berbinbet man zwei von ihnen durd) eine Gerade, fo_ge-
fangt man zu dem erften Falle uriid und gewinnt dbadburd) den Sas:

Durd) drei gegebene, nidt in einer Geraden liegende
Puntte des Raumes ift jtetd eine einzige E€bene beftimmt.
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Crildrung: Die Gebilde, welde gans in einer Cbene liegen,
beifien ebene Gebilde, und der Teil der Geometrie, welder fid) auss
jlieplidh mit Denfelben befdhiftigt, heipt Planimetrie. Der iibrig
bleibende Teil wird Stereometrie genannt.

4. Kapitel.

Orundformen dex ebenen Gebilde.

Bon den ebenen Gebilden {ind der Punft und die gerade Linie
pie einfachjten Formen. Strahlen find einfeitig und Streden auf
beiden Seiten begrenste Teile von Gerabden.

15. Mejjung von Streden.

Crilarung: Laffen fid) sioei Gebilde {o aufeinander legen, daf
forwobl jeder Puntt des erften ein Punft ded anbderen, ald auch jeder
Punft ded jweiten ein Punft des eriten wird, fo fagt man: Die
Gebilde laffen jid) zur vollftdndigen Dedung bringen, oder
fie find fongruent (). Die Stiide, welde fidh bei der Decfung
gegenfeitig bebeden, heifen entipredende Stiice.

Mit Benupung diefer Crfldrung wird bdie BVergleihung jweier
Ctreden in folgender Weife audgefithrt: Man legt die beiben Streden
fo aufeinander, daf ihre Anfangspunite zujammenfallen; find dann
bie Streden fongruent (fallen audh ihre Endpunfte jujammen), jo nennt
man fie gleid), gleidlang ober gleidigrof (=) Sind aber bdie
Gtreden nicdht fongruent und bededt bdie erfte die jweite bolfftindig,
todhrend fie von biefer nur unvollftdndig bededt wird (liegt ihr End-
puntt jenfeitd bes Cndpunfted der zweiten Strede), fo heifit die erfte
Gtrede grifer (=) al3 die zweite und biefe fleiner (<) al3 bdie erjte.

Anmerfung. PHiernad) fann bdie Qinge einer Linie mit dem Lineal
gemefjen toerden. A3 Mafeinbeit dient das Meter und al3 Mapitab ein in
Centimeter und Millimeter eingeteilted Lineal.

16, Addition und Subtraftion von Strecen.

Mit der Moglichfeit, Streden auszumefien, ijt aud) die Mig-
lichteit gegeben, Streden durd) Adbdition und Subtraftion mit einander
gu verbinden. Die Vorfdyrift fiir die Jeidhnung it enthalten in den
Crfldrungen:

Crildrung a): Qegt man die Strede CD fo an die Strede
4 o B o, AB, baB ihr UAnfangspunft C mit dem CEndpuntte
— B pujammenfillt und der Cndpunft D auf der in
~—————— ber Ridhtung AB verléngerten Gevaden liegt, fo fagt

¢+ man, bie Strede CD fei an AB angetragen, oder
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u AB addiert, und nennt den Abftand AD die Summe AB + CD
der beiden Streden (Gliedber) AB und CD.

Crfldrung b): Legt man die Strede CD jo auf die Strede

AB, baB ihr Unfangspunft C mit dem Endpuntte
44 P B jjommenfillt und ifr Gudpunft D auf der
b b b c ©trede AB liegt (Bedingung: CD << 4AB), fo fagt

man, die Strede CD fei auf AB abgetragen ober
von AB jubtrafhiert, und nennt den Abftand AD bdie Differeny
AB — CD bder beiden Streden AB und CD.

Sollen mehr ald zivei Streden addiert werdben, jo bHildet man
aunddit die Summe bder beiden erften; YHieran legt man die dritte
Ldnge an und ftellt dadburd) die Summe der drei erften Streden fer;
al8bann legt man die bierte Strede an diefe Summe an u. f. w. Durd
bie Beidnung fann bhierbei der Sap veranjhaulidht twerden, daf eine
Summe aud mehreren Streden (Gliedern) ungedndert bleibt, wenn
die Reihenfolge der Glieder beliebig vertaujdt tird.

Anmerfung. €3 empfiehlt fid), eine Reihe von Additionen und Sub-
trattionen vorzunehmen, um Siderheit im Gebraude ded Mapitabed zu er-
ceiden.

Crilarung: Cntjteht eine Strede durd) Addition jtveier gleiden
Streden, o wird der den lepteren gemeinfame Punft Mittelpuntt
ber Strede genannt.

17. Der Kreid al8 ehenes Gebilde.

BWird eine gerade Qinie in ber Gbene um einen ihrer Punfte
gedreht, fo betwegen fid) ifre iibrigen Punfte um diefen Punft. Wegen
ber Gtarrheit der Geraben bleibt bie Entfernung » eined bewegten
Puntte3 P von dem Drehpunfte M unverdndert, und daher bejdhreibt
P eine in fidh felber zuritcffehrende Qinie, deren jamtliche Puntte
von M bdie Entfernung » befipen. Diefe Qinie wird ald Rreis
und die Qinge r ald Halbmefjer desjelben bezeichnet.

Anmerfung. Die in Nr. 6 bejdhricbene Eniftehungaweife des RKreijes
ftimmt mit der Hier angegebenen iiberein, wenn der gedrehte Kdrper ald eine
(unendlid)) bdiinne Sdjeibe angenommen wird und bdie beiden feftgehaltenen
Punite in dem Drehpuntte ujammenfallen.

Die BVerbindbungslinien irgend bdreier beliebig nahe bei einander
liegenben Punfte bes Rreifes verlaufen ftet3 in verjhiedenen Ricdhtungen.
Die Rihtung des Rreifes dndert fich alfjo ftetig. Wird nun eine Linie,
peren Ridtung i) ftetig @ndert, ald8 Frumm begeichnet, jo folgt
Hieraus pdie

Crildrung: Der Kreis ift eine Frumme, in {id) jelber
suritdfehrende Linie, deren {dmtlidge Punfte von einem
Punfte der von ihr umfdloijenen Flade gleidhiveit ent-
fernt jinb.
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Wird die BVerbindungslinie desd Drehpunfted M mit irgend einem
Puntte des Rreifes Radius genannt, jo ergiebt fih aus bdiefer Cr-
flarung der

Saty 4. Bwei beliebige Rabien eines Rreifesd find
gleidgrof.

Der RKreis fchneidet eine jede duvd) M gehende Gerabe in jwei
Punften P und @ und begrenzt dabdburd) eine Strede PQ, twelde
Durdymeffer genannt wird. Da bdie beiden Teile MP und MQ
fo grof find, twie der PHalbmeffer, jo ergeben i) die Folgerungen:

a) Cin Durdymefler Hat die doppelte Grife des Halbmefjers.

b) Alle Durdymefjer eined RKreifes find gleihgrop.

c) Der Puntt M ift der Mittelpunft aller Durdymeifer eines
Qreifes; in diefem Sinne twird er ald der Mittelpuntt (Centrum) des
Rreife3 begeichnet.

Bujaps: Durd) den Mittelpuntt M und den Halbmeffer
r ift ein Qreisd vollftdndig beftimmt.

Folgerung: Rreife mit demfelben Halbmejfer jind fon-
gruent.

Anmerfung. Der Krei3 mit dem Mittelpuntte M und dem Halbmefjer
r witd mit Hilfe desd Jirteld gezeichnet. Man bffnet den Jirtel fo tweit,
bafp jeine ©pigen die Entfernung » Haben, fept die eine Gpige in M ein und
bewegt ofhne Anbderung der Jirfelerdffnung die andere (die zeidhnende) Spige
um den Punft M Herum.

Hat ein Punft P von M die Entfernung », jo mup er auf dem
um M mit dem Dalbmefler » befchriebenen Rreife (dem RKveife M, r)
liegen. Denn ldge er innerhalb bdesdfelben, jo tviirde die Strede MP
nidt i3 ju dem Rreife hin veichen, folglid) feiner al3 » fein, und
lige er aufierhalb bes Rreifed, o iviirbe die Strede MP denfelben
{chneiden, mithin grifer al8 » fein miiffen; es Defteht alfo Der

Safy 5. Der Rreis M, » enthalt alle Punfte, die von M
bie Entfernung » haben.

Wird nun der Begriff ded geometrifden Orted -eingefithrt
durd) die

Erflarung: Cnthalt eine Linie die famtlidyen Punfte und nur
foldye Puntte, welde gemeinjdaftlich) diefelbe Cigenjhaft befisen, fo
witd fie geometrijher Ort fiir diefe Punfte genannt.
fo ergiebt fid) aus Sap 5 und der Crfldrung de3 Rreifes der Sap:

Geometrijher Ort 1. Der Kreis M, r (mit dem WMittel-
punfte M und dem Halbmefjer ») ift der geometrifhe Ort fiir
alle Punfte, weldhe von M die Entfernung r Haben,

18. Aufgaben.

Die Univendung bdiefes Sapes fithrt sur Lojung bder folgenbden
Aufgaben :



4. Qapitel. Grundformen der ebenen Gebilde. 13

Aufgabe 1. Ale Punfte zu zeidnen, welde von einem gegebenen
Puntte A dic Cntfernung r=x cm (4 cm, 5 cm u. . w.) Haben.

Aufgabe 2. Cinen Punft zu zeidnen, der von den Endpuntten einer
Ctrede AB (=6 cm) um r (=4 cm, 5 cm u. |. w.) entfernt ift. Wieviel
Puntte liefert die Jeidnung?

Aufgabe 3. Cinen Punft ju zeidhnen, der von dem Cndpuntte 4 der
Strede AB (=5 cm) die Entfernung 1 (= 6 cm) und von B die Entfermung
72 (=4 cm) befipt. Wieviel Puntte liefert die Jeidhnung ?

Weitere Beijpiele:

AB= 8 cm, 71=3 cm, 7r9=10 cm.
AB= 5cm, =4 cm, 1= 3 cm.

Berjudye, die Anfgaben audzufithren:

AB= 8 cm, r1=38 cm, re= 5 cm.
AB=12 cm, r1=5 cm, r2= 6 cm().

Welde Cinfdrantung (Determination) ergiebt fi) daraus fitx die Wah!
ber Streden?

Aufgabe 4. Auf einer Geraden AB einen Puntt zu beftimmen, der
bon einem auferhalb AB gegebenen Punfte P die Cntfernung » (=7 cm)
Hat. Wieviel Punfte liefert die Jeihnung im allgemeinen? Wann ift nur
ein Punft vorhanden und wann feiner?

19. SKreismefjung.

Crflarung: Bivei beliebig getodhite Punite eines Rreifes teilen
benfelben in zwei Teile, welde Bogen genannt werbden.

Bwei Bogen dedjelben Rreifes oder zweier Kreife mit demfelben
Halbmefier fomnen auf einander gelegt und bdeshalb gany tie wei
CGtreden (fiehe Nr. 15) mit einander verglichen, jowie durcd) Abddition
und Gubtraftion verbunbden werden. Jwei Bogen zweier Kreife mit
verfdhiedenen Halbmeflern fonnen dagegen nidht jur Decung gebracht,
alfo aud) nicht mit einanber verglichen werden. €3 ift daher nicht midglich,
einen Mafftad Herzuftellen, mit dem bdie Grisfe eined beliebigen Rreis-
bogensd auggemefjen fverden fonnte.

Werben die Fliden zioeier Kreife mit verjdjiedenen Halbmefjern fo
auf einander gelegt, dafp ifhre Mittelpuntte sujammenfallen, jo werben
die Rreife durd) verfdhiedene Punfte desfelben Strafhles bejdyrieben.
Bivei verjhiedene Lagen Ded erzeugenden Strahles begrenzen auf den
Qreifen entfprechende Bogen, die durd) diefelbe Drehung des Strahles
bervorgebracdht werben, alfo aud) die gleiden Teile der verjdhiedenen
Qreife find, denen fie angehoren. Demmnad) fann man von einem be-
liebigen Rreisbogen beftimmen, welder Teil des zugehdrigen
Rreifes er ift, jobald man die Cinteilung ivgend eines Rreijes fennt.

Crfldrung: BWird ald Mafeinheit fiir die Veftimmung eines
Bogend der 360. Teil ded Rreifes gewdhlt und Bogengrad genannt,
o fagt man, ber Bogen AB fei » Bogengrad grof, wenn /350 desd
Qreifes nmal auf ihm abgetragen werben fann.
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Bujap. Die Beftimmung der Jahl = erfolgt mit Benupung eined be-
liebigen, in 360 gleidhe Teile cingeteilten Kreifed auf folgendem Wege: Man
[aBt die Mittelpuntte der beiden Kreife zujammenfallen und legt den nad) dem
Feilpuntte 0 fithrenden Rabdiugd auf den erften Begrenzungsradiusd de3 audzu-
meffenden Bogens; der ziveite Begrenzungdradiusg zeigt dann die Jahl » an.

Grfldrung: Werden bie beiben Bogen, in weldhe ein Rreisd
burd) ztwei feiner Punfte eingeteilt wird, einanber gleid), d. h. find
bie Deiben Punfte die Endpuntte eined Durdymeffers, fo Heifit jeber
ber Bogen Halbireis.

Anmerfung. AB Makftadb filr die RKreidmefjung wird ein in 180
gleidhe Teile eingeteilter Halblreid benupt, deffen Mittelpuntt auf dem begren-
senden Durdymeffer bejonders fenntlich gemadyt ift. Derjelbe heifft GSradmejjer.

20. Cntftehung des8 Winfels. Winfelmefjung.

Durd) die Drehung eined Strahled um feinen Wudgangdpuntt

entfteht nod) ein zweited ebened Gebilde. Jft PA die urfpriingliche

LQage de3 Srtrahled und PB eine veite, wdahrend

per Bewegung eingenommene Lage, {0 Wird durd

. die beiben Strafhlen PA und PB bdie Cbene in

> swei pon einander getrennte Gebiete geteilt. Jeber

diefer beiden Teile wird Winfel (<) genannt.

Die Strafhlen PA und PB Yeifen Schenfel des Winfeld und ibhr

Audgangspunft P fein Scdheitelpuntt oder jeine Spige. Man Hat
alfo bie

Crilarung: Cin Winfel (<) ift ein Teil ber Ebhene,
ber burd) zwei von einem Punfte ausdgehende Strahlen be-
grenzt wird.

Anmerfung. A3 Begeidhnung fiiv einen Wintel wird da, wo fein
Migveritandnid zu befirdten ift, die BVezeidnung jeined Scdeitelpunttes ge-
wihlt; ift aber eine Jweideutigleit moglid), fo wird der Wintel entiweder durd
brei Bud)ftaben ded grofen lat. Alphabet3d benannt, von denen bder mittleve
den Gdeitelpuntt bezeidnet, wihrend die beiden anderen auf je einem Schentel
liegen, — obder durd) einen Bud)ftaben ded fleinen gried). Alphabets, welder
bei dbem Sdjeitelpuntte in den Wintelraum gefept wird.

Da bdie Sdhenfel (die Deftimmenden Strahlen) unbegrenzt find,
fo ift jeber Winfel ein unbegrenzt grofes Fladpenitiid; e3 ift deshalb
nid)t moglid), die wirflige Grofe eines Winfeld audzumeflen. Man
fann jedbod) das Grofenveriltnis zweier Winfel beftimmen, indem
man fie jo auf einander legt, daf ihre Sdeitelpunfte und vei ihrer
Sdjentel zujammenfallen. Fillt dann das zweite Shenfelpaar gleidh-
fall3 auf einanber, {o find bdie TWinfel fongruent, aljo gleidhgrofh;
liegt Dagegen der jieite Schenfel ded jweiten Winfeld in dem Winfel-
raume be3 erften, fo ift der zweite fongruent zu einem Teile bdes



4. Qapitel. Grundformen ber ebenen Gebilbe. 15

exften Winteld, alfo fleiner ald Der erfte und bdiefer grifer ald
ber eite.

Man fann ferner, nadydem fitr den leineren Winfel die Lage de3 ziweiten
©dentel3 im Raume Dde3 crften beftimmt ift, den Fleineven Wintel in ent-
Yprechender Weije auf den Rejt de3 grivheren legen, die neue Grenzlinie jowie
ben neuen Reft ermitteln und durd) Fortjepung diefed BVerfahrensd feftitellen,
wiebielmal der feinere gany in dem groferen enthalten ift. Wird Fum Ber-
gleiche die ganze Ebeme, d. H. der ganze Winfel um den Scheitelpuntt Herum
gewdhlt, o fann auf diefem Wege ausgemefien werden, welder Teil der gangen
GCbene ein gegebener Wintel ift. Gelingt e3 umgefehrt, die Ebene in eine be-
ftimmte Anzahl unter einander gleidher Teile zu teilen, fo fann durd) dbasd an-
gegebene WVerfahren ermittelt werben, wievicle diefer Teile in einem Winkel
cnthalten find. Befdreibt man aber um bden Sdeitelpuntt einen Kreid und
sieht zu atwei gleihen Bogen bdesdfelben die BVegrenzungsdradien, jo jdliefen
bicfelben 3wei fongruente, aljo gleidje Winfel cin, und demnad) twird bie
Gbene in 360 gleidhe Winfel eingeteilt, wenn man die BVegrenzungdradien bder
360 gleidhen Teile (Bogengrade) zieht. Jeder diefer Wintel wird, bem Bogengrad
entipredjend, Wintelgrad oder tury Grad (%) genannt. Der Mafitad fitr
pie Rreidmeffung dient aljo aud) zur Winfelmejjung. Daraus folgt:

Wenn aud) die wicklihe Grife eines Winteld nidht beftimmt
mwerden fann, fo ift e3 dod) moglid), auszumeffen, twelhen Teil dex
@bene er betrigt.

Crilarung: Wit ald Cinbeit fiir die Audmefjung eines Wintels
der burdh die Begrenzungsradien eined Bogengradesd beftimmte 360. Teil
per Gbene gewdhit und Grad (%) genannt, jo jagt man, ein Winfel o
fet n0 grof, wenn Dder zu o« gehorige Rreidbogen »n Bogengrade
betrigt. Die Bahl = bheift WMaBzahl bes Winfels.

Crilarung: AB IMafftab fiir die Winfelmeffung bdient ebenjo
toie bei Der Rreidmefjung der Gradmefjer (Transporteur).

Anmertung 1. Um da3 Redynen mit Britden zu vermeiden, wird
der Grad in 60 Minuten () und bdic Minute in 60 Sefunden (¥) eingeteilt.
Qft eine nod) grogere Genanigleit erforderlid), fo wird diefelbe durd) Dezimal-
teile einer Gefunbde bewirft. Der Gradmefler von getwdhnlicher Grdfe geftattet
jhon nidht mehr die Veftimmung der Minuten.

Anmerfung 2. Um die Mabzahl eined Winteld zu beftimmen, legt
man den Gradbmefjer jo auf den Wintel, dap jein Mittelpuntt mit bem Sdpeitel-
puntte zujammenfallt und der Durdymefjer auf einem der Schentel liegt. Der
siweite Sdjentel zeigt danu auf dem Halblreife in Graben bdie Grofe bes
Wintel3 an.

21. Bejondere Winfelformen,

Bon den beiden Winfeln, welde durd) zwei von einem Punfte
auggehende Strahlen gebilbet merben, ift im allgemeinen bder eine
groBer al8 der andere, und der grifere wird bann Fonveyr ober ex-
Haben genannt, wdihrend der fleinere al3 fonfav ober Hohl be-
seidnet toird. Wenn bdagegen bdie Strahlen bdie beiden Teile einer
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®eraden find, {0 twerden die beiden Winfel einander gleid), und jeder
von ifmen Deift ein geftredter oder flader Winfel. Died fiihrt
U dex

Crflarung: Bilben die Sdenfel eined Winfelsd in ent-
gegengefepter Ridhtung eine gerabe Linie, {o Heift der
Winfel flad) ndber geftredt.

Folgerung: Alle flachen Winkel {ind gleidgrofh,
teil man fie jo auf einander fegen ¥Yann, daf fie {id) gegenfeitig
volljtdndig bebeden.

Ferner ergeben fih aud der Erfldrung die Folgerungen:

Gin fonverer Wintel ift jtetd griper . .

Cin fonfaper »w , [leiner al8 etn fladjer Wintel.

Wird ein flader Winfel durd) einen von feinem Sdjeitelpuntte
audgehenben dritten Strahl in jtwei Teile zerflegt, fo entftehen 3tvei
Winfel mit gemeinjdaftlihem Sdeitelpuntte und einem gemeinjamen
Sdyentel.

Crilarung: Haben jzwei Winfel den Sdeitelpuntt und
einen Sdjenfel gemeinfam, wdhrend die beiben anbderen
Sdenfel in entgegengefepter Ridjtung eine gerade Linie
bilben, {o twerden {ie Nebenwinfel (Nw.) genannt.

Qm allgemeinen find Nebentvinfel von einander ver{chieden; der
grifere von ifhnen Heift dann ftumpf und der Heinere jpih. Dreht
fid jedbod) der gemeinjame Schenfel um den Scheitelpuntt jo, daf der
ftumpfe Winkel ftetig ab- und bder fpie jtetig sunimmt, fo muP er
einmal eine Qage einnehmen, bei weldjer die beiben Winfel einander
gleich toerben, alfo jeder von ifhnen Halb fo grof ift twie ein flacder
Winfel; man begeidnet dann die beiden als redyte (rectus!) Wintel
und nennt ben gemeinfamen Schenfel ein Lot ober eine Senfredte
su Der Gervaden, welhe von den nidyt-gemeinjamen Schenteln gebildet
wird. Died fithrt zu der

Crildrung: a) Cin redjter Wintfel ift ein Winfel, ber
feinem Nebenwinfel gleidh ift.

b) Bilbet eine Gerabe mit einer zweiten Geraben redhte
Winkel, jo fteht jie fenfredht obder Iotred)t (L) auf bder-
felben.

Wink 1. Um 3u beweifen, Ddaf ecine Gerade fenfredht
auf einer anbderen fteht, muf man eigen, Ddaf fie mit derfelben
vedhte Winfel bildet, d. §. daf fie mit ihr zwei gleiche Neben-
winfel Heritellt.

Aus der Perleitung der Crfldrung folgt teiter:

Folgerung: a) Gin rehter Winfel ift gleid) dem 4. Teile
der Ebene.
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b) Alle rechten Winfel find gleih grop.

c¢) Cin ftumpfer Winkel ift grofer . -

d) Gin fpiger ., Heiner al3d ein rechter Wintel,

Crildrung: Die GroBe bded redhten Winfeld mwird durd) den
Budyftabenn R bezeichnet; ed ift alfo R =900=5400'=324000".

Da nur eine eingige Teilung eines fladen Winfeld in zwei
gleidge Teile moglidh ift, fo ergiebt fich Der

(Unjhauungs-)Say 6. JIn einem Punfte einer Geraden
fann nur ein Lot auf derjelben ervidtet werben.

22, Addition und Subtraftion von Winteln.

Da man Winfel augmefjen fann, jo ift man aud) imftande,
Winfel durc) Adbdition und Subtraftion mit einander zu bverbinden.
Die Vor|drift fiir die Ausfiihrung der Beidnung ift enthalten in den
Crildrungen:

a) Qegt man einen Winfel £ jo an einen Winfel «, daf fein
Sdpeitelpuntt fih Ddedt mit dem Scheitelpuntte von o
und fein erfter Schentel auf den zweiten Schentel von
o fallt, wahrend fein zweiter Schenfel auBerhalb des
Winfels o liegt, jo jagt man, Der Winfel B fei an «
angetragen ober zu o abddiert, und nennt bden
Winfel zwijden dem erjten Schenfel von o und dem
steiten Schentel von £ die Summe « 4 £ von o und B,

b) Legt man einen Winfel £, bder fleiner ift ald o, fo auf «,
pap fein Odeitelpuntt fich Ddedt mit dem Sdjeitelpuntte von o
und fein erfter Scjenfel auf Den zweiten Schentel
von o fillt, todhrend fein zweiter Schenfel innerhalb
pes Winfeld o Yiegt, fo fagt man, der Winfel f fei
von « abgetragen ober bon o fubtrabhiert, und
nennt den Wintel zwijden dem erften Schenfel von o
und dem jweiten Sdenfel von S bdie Differeny
oo— f von o und f.

23, Aufgaben.

Aufgabe 5. Cinen gegebenen Wintel o audzumeffen.

NAufgabe 6. Einen Wintel von vorgejdriebener Grofe (e = 609, 800,
750, 1120) zu zeidmen.

Aufgabe 7. In einem Puntte P einer Geraden AB einen Wintel ¢ an
biefelbe angzulegen (4 Lojungen!).

Aufgabe 8. Die SGumme o -+ B zioeier gegebenen Winkel o und g ju
bilben. (Beijpiele: o = 730, B = 840; o = 560, § = 340; « = 620,
g = 1180)

Mitller, Planimetrie. 2
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Aufgabe 9. Die Differeny o — P weier gegebenen Wintel « -+ g 3u
bilden. (o = 949, f = 880; ¢ = 1449, g = 549.)
Aufgabe 10. Durd) die Jeidhnung zu betweifen, dap
470 4 830 — 760 - 340 4 920 — 1809,
980 — 430 | 1180 — 490 | 560 = 1809,
1120 + 1480 — 850 - 1040 - 860 — 3600,
670 — 240 1 350 — 510 4 460 — 730 = 0.
Aufgabe 11. Einen gegebenen Wintel mit Hilfe ded3 Gradmefferd zu
Halbieren,
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24. Beweidformen und Grundjige.

Bwifden ebenen Gebilven lafjen fid) swei veridhiedene Arten von
Begiehungen unterjdheiden. Die eine von ihnen iritt ausdnahmslos
ein, ift alfo von feiner Unnahme iiber bie ausdgefithrte Seidnung ab-
hingig, wenn nur die Gebilde ven Crflarungen entfpredhend Bergejtellt
werden. Die andere Art dagegen umfaht diejenigen Begiehungen, welde
nur infolge der Beidnung auftreten, alfo an die Crfillung gewifjer
Bevingungen gefniipft find. Die Bedingungen, unter denen bdiefe Be-
siehungen auftreten, werden Vorausfepungen (Vor.) genannt und die
Beziehungen felber, die fid) aud den BVorausfepungen ergeben, als die
Behauptungen (Beh.) begeichnet. Die Verbindung zwijden Voraus-
fetung und Behauptung wird durd) einen Sap audgedriidt, defjen Be=
weisd (Bew.) die Ridtigleit der Verbindbung begriindet.

IMan unterfdeidet drei Betveisformen:

a) Bei der erften Form wird bdie RNidtigleit der BVehauptung
(ebiglih mit Hilfe der Anjchauung bewiefen. (Direfter Bereis durch
Decung.)

b) Dag sweite BVeweisverfahren ftipt fih auf Dbeveits befannte
Sige und leitet aus ihnen fowie aus den BVovausdjepungen durd ein-
fachge Sdlifle die Ridtigleit der Behauptung ab.  (Direfter Betveis
burd) einfade Sdliiffe.)

Die widjtigiten SchluPformen find in den folgenben Grundidgen
(®.) entbalten:

®. I Jede Griope ift fidh Jelbft gleid.

®. II. Sind zwei Grofen einander gleid, {o fann jede
fitir bie andere gefeht werden.

Beijpiel: BWenn a
und b c ,
4

bte=4d
fo ift aud) a +

(AR

sl

PAd
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®. III. Sind zwei Grofen einer dritten gleidh, jo find
fie unter einanber gleid).
Beifpiel: QBexm a ¢
b ¢
fo ift aud; a b.
®. IV. Gleidhes ju Gleidem addievt nder bon Gleidhem
fubtrahiert giebt Gleides.

e

Beifpiel: Wenna = b

und ¢ = d,
iutitaud)a+c=b~i d
dba —c=1>b—d.

®. V. Gleides mit Gleidhem multipliziert oder durd
Oleidhes dividiert giebt Gleiches.

Beifpiel: Wenn a="b
und c=d,
fo ift aud) a.c=>b.d

und a:c=b:d.

Da in diefen Grundfigen nur von gleiden Dingen bdie Rebe
ift, fo ift ihre Verwendung nur bei foldhen Stiiden mibglich), die durdh
ba8 Gleidheitdzeihen mit einander verbunden {ind.

c) Jjt feine Der beiden Bemweisdarten a) und b) anwendbar, fo
wirh das bdritte Beweisverfahren benupt. Man fudt bei demfelben
bie Miglichfeiten auf, die aufer der in der Behauptung ded Sapes
audgefprochenen Beziehung nodh denfbar find, und zeigt, daff die Un-
nahme einer jeden biefer Moglichfeiten zu einer Folgerung fiihrt, die
im Wiberfprud) fteht su der ausdgefithrten Zeidnung oder zu einmem be-
fannten Sage. Diefe BVetweidform twird inbirefter Betveid genannt.

€3 wird alfo bei Der lepten Betweidart nur gezeigt, dah die Beziehung
nidt anders fein fann, nidht aber, daf fie diejenige ift, die in ber Be-
hauptung ausgefproden wird. Dexr indirefte Betweid entbehrt dedhalb der
fideren Form, welde die beiden erften Wrten audzeidynet, und daher empfiiehlt
e3 fih, einen ©ap nur dbann indireft zu beweifen, wenn ein direfter Beiweis
auf feine Weife Hergeftellt werben famm.

Crildrung: AB RQehriape im engeven Sinne iverden Ddie-
jenigen Sépe begeidhnet, tweldje vorjugsteife die Bemweidmittel fitv
andere Siipe enthalten.

25. Neben: und Sdheitelwinfel,

Da Nebenwintel (Niv.) ftetd die beiden Teile eines flacdhen Wintels
find (Nr. 21), fo bildet ihre Summe einen fladjen Winfel, und da
die Griofe dedfelben 2 R betrdgt, jo ergiebt fid) der

Lehriag I. Die Summe 3weier Nebenwinfel betrdgt 2 R.

Hieraus folgt weiter:
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Folgerung: Die Summe der Winfel um einen Punft
Herum betrigt 4 R.

Wird der gemeinfame Schentel weier Niv. iiber den Scheitelpuntt

hinausd verldngert, d. . {dhneidben fich) jtvei gerade Linien, jo entftehen

vier Winfel o, £, » und 6. Wus diefen Founen iwei ver-

{chiedene Arten von Paaven Hergeftellt twerben, je naddem

Bla man einen Winfel mit einem bder beiden mneben ihm

7 liegenden, ober mit demjenigen Winfel zufammennimmt,

der nidht neben ihm (ihm gegenitber) liegt. Die erften

Paare find die Nebenwinfel; fitr die beiden Paave der

stoeiten Art wird die Bezeihnung Sdheitelwintel (Sdhtw.) eingefithrt
burd) die

Crflarung: Bwei Winkel, welde am Sdnittpunite

3weier Geraben einander gegeniiber liegen, Heifen Sdeitel-

minfel.

Hiernad) find jowohl « und y, ald aud) g und & Sdeitelwintel.

RNun Haben aber o und p gemeinjdaftlid) die Wintel S und o
und diefe toiederum die Winfel o und p gemeinfdhaftlih zu N,
davaus folgt zunddyft, daB die gemeinjaftliden Nw. weier Sdhtiv.
wiederum Sdtw. find. Ferner bildet « ober p fowohl mit f al3
aud) mit O einen flacdgen Wintel; die SHtw. F und O ftehen aljo zu
o oder zu y in Derfelben Griofenbesichung, und died ift nur miglid,
enn jotoohl B und O al8 aud) o« und y unter einander gleidh find.

Diefe Betrachtung fiihrt zu dem
Lehriag II, Sdeitelwinfel find einander gleidh.

Beweisd 1. (Durd) Dedung.) Nad) . III tritt die Gleihheit iweier
Wintel cin, wenn Dbdiefelben gemeinjdaftlih einem bdritten Wintel gleidh find.
Die Ridtigleit der BVehauptung ift daher bewiefen, wenn e3 gelingt, einen
Wintel aufsufinden, der jowohl gleid) o ald aud) gleidh y ift. Died fann aber
auf folgendem Wege erveidht werden. Man ftellt durd) zwet in einem Punite
mit einanbder verbunbene diinne Stdbe zwei fidh) dHneidende Geraden dar, legt
ben erften Stab jo auf einen der Schenfel von o, dap der Befeftigungapuntt
mit dem Scheitelpuntte von o zujammenfillt, und dreht den aweiten Stab, bid
er ganj auf dem zweiten Schenfel von -« liegt. €8 twerben dann die Schentel
der Wintel «, B, y und & volftindig von den beiden Stiiben bededt, und
darvaus folgt, daf jeder der 4 von den Gtiben gebilbeten Wintel gleid) dem
Wintel ift, auf dem er liegt. Werben jeht die Stdbe aufgenommen und ohne
Jinderung ifhrer gegenjeitigen Lage nad) einer halben Umbdrehung wieder jo auf
bie Figur gelegt, daf der Scmittpuntt auf den Sceitelpuntt fallt und ber
erfte ©tab bdicjelbe @erade bevedt, auf der er vorher lag, fo fillt aud) der
sweite Gtab wieder auf die tweite Gevade, und fomit ift aud) jept wieder
jeber Der von ben Stdben gebildeten Winkel gleicdh) dem Wintel, auf dem er liegt.
Da aber jept y von demfelben Wintel bededt wird, der zuerft « bededte, jo
folgt, daB o und y gemeinjchaftlid) gleih diefem Winfel, alfo nad) @. III
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unter einander gleid) {ind. Jn gang entjpredjender Weife ergiebt fich die
Gleidyheit § = o.
Beweisd 2. (Durd) einfache Sdliife.) Fiir jeden der Wintel
o und p liefert der Lehriap I eine Beziehung zu S oder zu O, und
3toar ift
a+pf=2R Nw), «+06=2R Nw.),
y+p=2R M) p+06=2R Nw.).
Davaus folgt: « + f=p+ F(@.1I]). o + 0=y + 6 (@. 1II).
Der Wintel f (0), der auf beiben Seiten bdiejer Gleidhheit wvor-
fommt, muf verjdwinden, und da derfelbe nur durd) Subtrattion ent-

fernt oerden famn, o muf &. IV zur Uniwendung fommen. Man
ftellt daher unter Benupung ded &. I die Gleichheiten

a+B=y+8 at0=p+40
=5 0=

und

sufammen und erhdlt dann durd) Subtraftion:
a=y (@.IV). a=y (@ IV).

®ang entfpredjend toird mit Benupung von o oder p die Gleidh-
heit f =0 Dbemwiefen.

26. lbungsbeifpiele ju Lehrias I und IL.

1. Wird einer von jwei Sdiw. mit Hilfe ded Gradmeflers in
swei_gleidie Teile geteilt, jo seigt die Figur, daf aud) ber andere durd)
bie Halbierungslinte in zwei gleide Teile zerlegt wirh, und leitet da-
burd) zu

Saf 7. Die Halbierungslinie eined Winfeld Halbiert
aud) feinen Sdeitelwintel.

! Bor. €3 fei o' = o'.
Beh. €3 ift o =",
Bew. Da ¢ = o' (Shtw.)
und o =a" (Bor.),

fo ift aud) y' = " (@. II).

Da ferner ¢y = o (Shtw.),

fo folgt ¢ =" (@. 1)

. 2. Yalbiert man mit Benupung ded Gradmeflerd swei Nw. o und
B, jo leitet die Figur su dem

Saty 8. Die Halbierungslinien zweier Nebenwintel
ftehen fenfred)t auf einanbder.
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Bor. €3 fei o' =o" und g'=p".
£ Beh. Gs ift PD L PE.

Cntwidlung ded Bew. Nad) Wint 1
muf geseigt werden, daf die beidben Nw. DPE
und DPF einanber gleid) find. Da aber DPE—
o' 4 p' und DPF = o' + APF ift, fo mup die

e Gleidheit diefer Summen aus der Lor. abgeleitet

F-- werben. Nun ift o' = o, und demnad) tritt nad)

®. IV die Gleidbheit o 4 p' = o' 4+ APF ein, wenn g’ = APF ift.

Der Beweisd Iaugt aljo:
a

g' = g“ (Bor.)
und <% APF = p" (Sdtw.),
fo folgt B = < APF (8. 1II).

RNimmt man Yierzu o’ = o (Bor),
fo ergieht i) o« - ' = o'+ APF(®.1V), aljo PD 1 PE.
8. Wird in einem Punite P einer Geraben AP mit Hilfe des
Gradmefjers (Winfel von 900!) Dad3 Lot errvidyiet, {0 entftehen am
RBunfte P vier redhte Winfel «, g, y und 5. Denn nad) der Beidnung
(Gril. De3 Qted) ift «= R und g=R; y aber ift Shtw. ju « und
Sdtw. zu g, und jomit ift nad) G. 1 oud) y =R und § =R. €3 be-
fteht aljo ber
Sa 9. it einer von den bier Winfeln am Sdhnitt-
punfte jmweier Geradben ein redhter, o {ind ed3 aud) die drei
anderen.

27. Winfel zweier Geradenpaare.

Crildrung: Bwei Winfel, deven Summe 2 R betrigt, Heifen
jupplementar und jeder von ihnen ift ba3 Supplement des anderen.

Die Winfel o/, B, ' und O’ eined sweiten Geradenpaares ftehen
im allgemeinen in feiner angebbaven Beziehung zu bden Winfeln
o, B, y unbd O bes erfien Geradenpaares. Wenn dagegen dasd ziveite
Geradenpaar mit Benupung ded Gradmefjerd jo gezeidhnet wird, dap
o' entweder gleid) « ober das Supplement zu « ift, jo treten zwijdhen
den perfdhiedenen Winfeln ber beiden Gevadbenpaave eine Reihe von
Beziehungen auf, die ju den folgenden Doppeljihen fiihren:

&, o
d J 7’
(4

Sap 10a. Sind zwei Wintel | Sap 10a'. Sind zwei Wintel
einander gleidh, fo ift jeder | fupplementar, o ift jeder von
von ifhnen gleid dem Sdhtw. | ihnen dad Gupplement zu den
be3 anderen. ©dtw. ded anderen.
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Bor. €3 fei o =a. LBor. €3 fei o +a=2R.

Beh. €3 ift 1. o =7 Beh. €3 ift 1.a'+ y=2R.

2. a=y 2.¢ +y'=2R.

Bew. Da o' =« (Bor.) Bew. Da o'+ a = 2R (Bor.)
und y = a (Sdtw.), und y= o (Sdtw.),
fo folgt 1. a' =y (@. III) fofolgtl. o'’y =2 R (6. 1I).
Da ferner oz' =q (Bor.) fDafemera —}—a = 2R (Bor.)
und =o' (Gdtm.), Y= o' (Shtw.),

fofoIgtmiebemm2 a=y" (. II). iofo[gtmtebemma—}—y = 2R (. 1I).

Safp 10b. Gind zwei Wintel
einander gleid), jo find aud
ihre ©dtw. einander gleid.

Bor. €3 fei o = a.

Beh. €3 ift y’=

Bew. Da = o (Bor.)
und y =o' (Gdiw.),

fo ift aud y =« (@. II),

und da toeiter 'y—a (©dtw.),

fo ergiebt fih o' =y (. III).

Sa 10c. Sind zwei Wintel
einander gleid), jo find aud
ihre Nw. etnander gleid.

LBor. €3 fei

o' =a.

| Bor.

Saf 10b'. Sind gwei Wintel
fupplementar, jofjind aud ihre
Sdtw. fupplementar.

Bor. €3 fei o'+ a=2R.

Beh. €3 ift y'+y=2R.

Bew. Da a+a—2R(%or)
umd  y = o (Shiw.),

fo ift aud y'+a=2R (6.1I),

und da weiter 7=« (Shtw.),

fo ergiebt fih y' - y=2R (@.1I).

Saf 10¢’. Sind zwei Wintel
fupplementar, jofind audyihre
Nw. fupplementar.

€3 fei o'-Fa=2R.

Eine der vier Behauptungen lautet:

Beh. €3 it p'=p.

Bew. Da o' = a (Bor.)
und g4 o' = 2R (Nw),

fo folgt p'+« =2R (@. II).

Da ferner p o =—2R (Nw.),
alfo B'+e=p+e (@ 1),
und ¢ =« (6. I),

fo ergiebt fih) p'=p (. IV).

Safp 10d. €ind zwei Wintel
einander gleid, fo ift jeder bon
ihnen oder fein ©Sdtw. bdas
Supplement u einem der Niw.
be3 anbderen.

Vor. €3 fei

o =a.

Beh. Csiftp'+p=2R.
Bew. Da o +a=2R (Vor.)
und g+ o'=2R (Nw.),

fo folgt & + a=p'- <« (G.I0).
Da ferner o =o' (6. 1),

alfo o=p4(6.1V),

und g=2R (Nw.),

1oetgtcbtfxd)p‘ +p=2R ((«5 IL).

Sa 10d'. Sind zwei Wintel
fupplementar, fo ift jeber von
ithnen obder fein Sdhtw. gleid

einem der Niw. ded anderen.

Cine der adjt Behauptungen lautet:

ger; @3 ift '+ =2R.

oe = ¢« (Bor.)
unb y' =o' (Sdtw.),
fo folgt Y =«a (@ II).
Da ferner e« pf=2R (Nw.),

fo ergiebt fid) '+ g =2R (®. II).

| Bor. €3 jei o +a=2R.
Bey. G3ift 5 =p.
Bew. Da o'+ a=2R (Bor.)

und o =o' (Gdtw.),

fo folgt Fa—2R (®. I
Da ferner Z’z +B8=2R (Rw.),
alfo 7+°‘—“+l3(@ HI),
und e=a« (.

fo evgiebt fidh y'=p  (@. VI)
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Anmerfung. Um Siderheit in den Sdhlufifolgerungen zu erzielen,
empfiehlt e8 {idh), bie iibrigen BVehauptungen der Sépe ¢, ¢!, d und d' der
Reihe nad) aufjuftellen und zum Teil zu bemweifen.

Jft ber Wintel o' fupplementar zu o und ird ein dritter Wintel
o' fupplementar ju o« gegeihnet, jo ift «* + =2 R und «' + «
=2R, alfo ¢ 4+ o=’ + «, und daraus ergiebt fih «" = o'
€3 Dbefteht alfo der

SGats 11. PHaben zmwei Winfel dasdfelbe Supplement
(gleidhe Supplemente), fo find fie gleidhgrop.

Crflarung: Bwei Wintel, deren Summe 1 R betrdgt, Heifen
fomplementar und jeder von ifhuen ift da3 Romplement des
anderen,

Jn gleiher Weife, wie Sap 11 gewonnen ivird, l4ft fich der
Sap ableiten:

Sap 12. PHaben ziwei Winfel dasdfelbe Komplement
(gleidhe Romplemente), {o find fie gleidhygrof.

Anmerfung. Die Gleidhheit weier Winfel fann bewiefen
werden, indemman zuzeigen judt, daf fic baéielﬁe{@upplemwt

. i Komplement
oder gleidje {%3‘:&%‘:&?&2} befigen.

28, Aufgaben.

Aufgabe 12. Beredhne den Niv. zu o =830 17/ 26*/; 1140 52 32,

Aufgabe 13. Beredyne dad Supplement jua=14304558; 3402615'.

Aufgabe 14. WBeredyne da3 Komplement und Supplement zu o« =
670 37/ 38, 260 45 9“.

Aufgabe 15. Betweife, daf die beiden im Sceitelpuntte eined Winteld o
auf den Sdjenteln errichteten LQote einen Wintel bilden, der entwebder gleid) o
oder da3 Gupplement ju o ift.

6. Rapitel

Winkel Hei Bavalelen.
29, Bejeidnungen und Lehridke.

Die Sige 10a—d laffen fidh leidt auf den Fall itbertragen,
baf stwei Geraden von eimer bdritten gefdnitten werben; benn ver-
id)lebt man bad ztveite @etabenpaar ohne Ynderung iemer Winfel,
big eine feiner Geraden mit einer Geraden e erften Paared ju-
fammenfillt, ohne daff die Scheitelpuntte fich deden, jo tverden dadurd
die Beziehungen jtifden den 8 Winfeln an den beiben Sdmnittpuntten
in feiner Weife gedndert. Der Wortlaut der Sihe ird jedod ein
anberer, foeil je zwei an verfdhiedenen Sdnittpunfien liegende Wintel
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eine gemeinjame Begeihnung erhalten, die eine bequeme Anwendung
der Sdpe geftattet.
Unterjdeibet man Dbei Der jdhneidenden Geraben
g EF cine redte und linfe ©eite (oder iwijdhen oben
und unten) und bei den gejdhnittenen Geraden AB
und CD wijden oben und unten (oder einme vechte
D und linfe Seite), jo find die folgenden drei tvefentlid)
bon einander verjchiedenen Urten von Winfelpaaren
dentbar:

1. Beibe Winfel liegen auf derfelben Seite der jdneidenden und
auf gleidgen Seiten der gejdnittenen Seraden.

2. Beide Winfel liegen auf verjdjiedenen Seiten der jhneidenden
und auf vericdhiedenen Seiten der gejchnittenen SGeraden.

3. Beide Wintel liegen enttoeder auf derfelben Seite der jdhmei-
benden, aber auf verjdjicbenen Seiten der gejdhnittenen, — ober auf
verfdhiedenen Seiten der jdneidenden und auj gleidhen Seiten der ge-
{dnittenen Geraden.

Den  erften Paaren fommt die Begeihnung gleidhliegende
Winfel (Gl W) zu und fiix die zweiten Paare paft der Name
Wed)feltoinfel (W. W.). Die Paave bder dritten Abteilung follen
Crganzungsdwinfel (Crg. W.) heifen. Aus ber Lage der Wintel
ift ein paffender Name nicht ableitbar, und daber witd eine Bezeid)-
nung gewdhlt, welde eine in vielen Fallen auftretende Eigenjhaft
diefer Winfelpaare jum Ausddrud bringt. Hieraud folgt:

Crilarung 1. Die Winkel, welde auf derjelben Seite
ber fdyneibenden und auf gleidhen Seiten der gefdnittenen
®eraden liegen, Heifen gleidliegende Wintel (G W.)

Crilarung 2. Die Winfel, welde auf verfdyiedenen
Geiten der [hneidenden und auf verjdiedenen Seiten dex
gefdnittenen Geradben liegen, Heifen Wedfeltvinfel. (W. W.)

Crilarung 8. Die Wintfel, weldje enttweder auf bder-
felben Seite der {dhneidenden und auf verjdiedenen Seiten
der gefdnittenen, — oder auf verfdiedenen Seiten Ddex
fdneidenden und auf gleiden Seiten bder gefdnittenen
Geraben liegen, heifen Crginzungswintel. (Crg. W)

Aufgabe a) Gtelle die Paare von Gl BW., W. W. und €rg. W. 3u-
fammen. Wieviel Paare jeber Art find vorhanden?

Aufgabe b) Leite aud 2 GI. W. ein Paar W. BW. u. |. w. odber aus 2 Erg.
B. ein Paar BW. W. u. {. w. Her.

Sind nun junddjt nur die fid) jHneidenden Geraben AB und
EF gegeben und tird mit Hilfe ded Gradmeffers die Gerade CD
fo gezeidnet, dap o' =« ift, o lautet die Vor. der Sipe 10 a—d:
LOind wei G W. einander gleih”, und bdie Behauptungen in
10a—c fpredjen die Gleid)heit der iibrigen Paare von Gl W. joiie
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aller Paare von W. W. aus, iwdhrend nad) 10d alle Paare von
Crg. BW. jupplementar find. Dasfelbe ift der Fall, wenn die Gerade
CD fo gegeidnet toird, daB p' = ijt, daB aljo bie BVor. der Sipe
10a—d Yautet: ,Sind zwet B. . einanbder gleicdh).” Wenn jhlieplich
CD jo geseidnet wicd, daf f + o = 2 R ijt, jo lautet die Bor.
ber Sdpe 10a’'—d': ,Sind zwei Crg. W. jupplementar”, und bdie
Behauptungen fprechen toieder aus, dap dbann alle Gl BW. und BW. W.
paariveid einanbder gleid) und alle Paare von Crg. W. jupplementar
find. Demnad) finnen die 8 Sipe 10a—d und 10 a’—d’ pereinigt
foerden in dem

SaB 13. Sind irgend wei GL W. oder W. W. einanbder
gleid oder irgend zwei Crg. W. jupplementar, jo find je
3wei GL W. fowie je zwei W. W. einanbder gleid) und je zwei
Crg. BW. jupplementar.

Werden bdie Borvausfepungen bdiefes Saped der Reihe nad) in
per Figur zur Darftellung gebrad)t, nadpem die Geraben AB und
EF fowie bdér Sdjpeitelpuntt F beliebig gewdhlt find, jo entjteht
immer toieder diefelbe ®erade CD, und daraus folgt, dap CD durd
jedbe Der 16 Worausdfepungen beftimmt ift. Der Lage nady ift CD
abhingig bon AB und F und dndert die Ridhtung, jo oft bei AB
eine Ridhtungsinderung vorgenommen wird. Cin Shnittpuntt wijden
AB und CD ift in der Jeidnung nid)t vorhandben und tritt aud
nicht ein, wenn bdie beiden Gevaden beliebig weit fortgefept tverden.
Die Beobadjtung fiihrt demnad) bei Benupung der

Crflarung: Haben jzwvei gervade Linien feinen Punft
mit einander gemein, jo werden fie parallel (|| ) genannt.
su dem Sdluffe, daf AB und CD parallel fein miifjen, aljo zu

Lehriag IILI. Sind bei jwei von einer dritten gejhunittenen
Geraden jwei GL W. oder jwei W. W. einander gleidh) oder
swei Crg. W. jupplementar, fo find die gejdhnittenen Gervaden
parallel.

Cntwidlung des Bew. Der Crfldrung zufolge muf be-
iefen werben, daf die beiden Geraben 4B und CD feinen Punft

gemeinjam Haben, alfo fih nidht jdhneiden. Da es

Jx g widt mbglid ift, direft nadhzutveifen, daf swei Geraben
fich iiberhaupt nicht jchneiden, tvenn fie in endlicher
Nusdehnung feinen Punft gemeinfam Haben, {o bHleibt

D nur die Anwendung bder indiveften Betveidform iibrig.
AuBer der behaupteten Begiehung ift aber nur bdie eine
Moglidfeit dentbar, baf die Geraben fid) jdhneiden,
und daber muf betviefen twerdben, daf die Unnahme eined Sdnittpunttes
su einem Widerfprudje mit einem befannten Sage fiihrt. Nad) Sap 2
fonnen fih aber zwei Geraden nur in einem Punfte {dneiden, und
demnad) muf man, um Fu einem Widerfprudje su gelangen, aud der
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Ynnahme eined Snittpunttes dad Borhanbenfein eined sweiten Schnitt-
punftes ableiten. Jede der beiden Geraden zerfillt nun in zroei
Gtraflen, bvon denen mur EA und FC ober EB und FD fid)
fchneiden fonmen, und demmach) ift zu Dbetweifen, bap einem gemein-
{chaftlichen Punfte der Strahlen EA und FC ftetd3 ein gemeinjdaft-
liger Punft der Strahlen EB und FD entfpricht und umgelehrt.
Dies ift aber der Fall, wenn die beiden Streifen AEFC und BEFD
fongruent find, und baher mufp die Kongruens diefer beiden
Streifen ausd der Bor. abgeleitet werben. Der BVeweid nimmt alfo
bie folgende ejtalt am:

Beweid, Vor. €3 fei o' =7y und jomit aud) §'=4.
Beh. €3 ift CD || AB.

Man Tegt den Streifen AEFC fo auf den Gtreifen BEFD, baf der
Gtrahl EA auf FD und fein Ausgangdpunft E auf F fallt. Wegen o' =y
filt dann aud) die Begremgungslinie EF desd erften Streifend auf die Be-
grengungslinic F'E be3 weiten und wegen der Unvevdnderlichfeit der Strede
EF ber Puntt F' ves Raumed AEFC auf den Puntt E ded anderen Raumes,
aljo der Winfel &' auf g. Da aber 8= § ift, fo decen fich audh die Strahlen
FC und EB. Demnad) bededt der Streifen AEFC den Streifen BEFD
vollftindig, und da ganz entjpredjend gezeigt werden fann, dah umgetehrt aud
diefer den erften vollftandig bededt, fo find bie beiden Streifen fongrvuent, und
jebem Punfte des einen entjpricht ein Punft ded anderen. Wenn alfo eind
der beiden Strahlenpaare fidh fdhmitte, fo milfte aud) dad andere einen Scnitt-
puntt befipen, der dem Schnittpuntte des erften Paared entfprecdhend wire, und
folglidy miiBten fid) die Geraden CD und AB in zwei Puntten jdneiden.
Dad ift aber unmdglih, und dedhalb darf feind der Strahlenpaare einen
Sdnittpuntt befigen, d. §. ed ift CD || AB.

Anmerfung 1. Mit Hilfe eined Modelld ikt fih der Gang be3
(Decungs-) Beweifes Scritt fiir Scritt verfolgen und die Ridtigheit der
Sdliifie bequem zur Anjdhauung bringen.

Anmerfung 2. Um durd) den Puntt F eine Parvallele zu 4B zu
seicdynen, ieht man durd) F eine AB jdneidende Gerade FE und legt einen
der entftanvenen Wintel in F fo an FE an, dafs G TW. oder BW. TW. entitehen.

Wink 2. Um ju beweifen, dafi 3wei Geraden pavallel find,

muf man jeigen, daf fie mit einer dritten Geraden gleiche GL W.
oder V. W. oder fupplementare Crg. W. bilden.

Die Geradbe CD bleibt unverdndert, wenn die Lage der Geraden
AB und bes Punftes F nidh)t gedndert toird; dagegen ift e3 gleidy-
giltig, toie die Qinie FE verlduft, wenn fie nur durd) 4B geht.
Darausd ergiebt fid) der

Sa 14. Durd einen Puntt auBerhalb einer Geraden
ift nur eine Parallele zu derfelben moglid.

Die Ridjtigleit diefes Sapes Yaft fich) in folgender Weife veranjdauliden :
€3 fei CD bdie durd) P gehende Pavallele zu AB. Jede andere durd) P



6. Rapitel. Wintel bei Parallelen. 29

gehende Gerabde gerfillt in zwei von P audgehende Strahlen, von denen dber eine
auferhald ded von AB und CD begrenzten Streifend verlduft und fidh um fo
mehr von AB und CD entfernt, je weiter er von P aus

P porriidt. Der anbdere Strahl dagegen tritt bei P bereits

in den Streifen ein und entfernt jid) nur von CD, wihrend

et i) AB um fo mefhr nihert, je toeiter er {ich von P

aus erftrect; in feinem weiteren BVerlaufe wird er daher

A 3 AB erreiden und jdneiden. Demnad ift aufer CD eine
toeitere Parallele su AB durd) den Punft P nidht moglich.

Der Lehrjap 11 ift umiehrbar. Die BVoraudfepung und Be-
Hauptung desfelben find derart mit einander verbunbden, dap bdie Ber-
neinung dex exfteven jtet3 die Verneinung der lepteren zur Folge hat, und
fonnen dedhalb mit einander vertaujdht jwerden. €3 befteht alfo aud) dex

Lehriag IV. Werden jwei parallele Geraden von einer dritten
gefdnitten, {o entjtehen gleiche GL W. und gleiche W. W, fowie
fupplementare Crg. W.

Cutw. de3 Bew. Da der Jubalt der Behauptung zur Her-
ftellung der Figur benupt roird (UAnmerfung 2 zu Lehri. III) und bie
poraudgegangenen Sige einen andeven Weg filir die Beidmung nidht
angeben, fo ift ein Divefter Beweis des Lehriabes nidht moglidh; e3
mufB alfo die inbdirefte Betveidform angewandt twerden. Aufer bder
3. B. fiir die GL W. «' und o behaupteten Begiehung o' = o find
nun nod) die beiden Mioglichleiten of > o und o/ << o denfbar, und
bemnad) ift zu zeigen, daB die Unnahme einer jeden bdiefer Miglich-
feiten zu einem Widerfpruche mit einem befannten Sape fiihrt.

Bemweis. Bor. €3 fei CD || AB.
Beh. €3 ift 3. B. o'’ =20

Wire o’ > «, fo tonnte (mit BVenupung de3 Gradmeffersd) von « durd
die Gerade C'D’ ein Gtiid weggenommen werden, jo dap
ein Reft von der Grofe des Winteld o bliebe; wire da-
gegen o < o, {0 tonnte durd) die Geradbe C“D" ein
Gtitd abdbiert werden, o daf die Summe gleid) « wiirde.
RNadh) Lehrfap I miifte dann C‘D’ oder C“D* zu AB
pacaflel fein, und da nad) der Bor. CD paraliel 3u AB
ift, jo Hatte man in jebem bder beiden Fdlle 3ivei ver-
fhicdene durd) F' gefende Parallelen zu AB. Daj fteht
aber im Widerfprude mit Sap 14, und desdhalb darf o
weder groBer nod) fleiner ald o, muP aljo gleidh) « fein.

Die itbrigen Behauptungen folgen nad Sap 18 aus der Gleidh)-
f)eit ol = o

Wink 3. UWm 3u beweifen, daf jwei %infel{

gleid) grofs
jupplementar
, . o Gl 2. oder W. W.
find, fann man zu jeigen jucdhen, daf fie alé{ Grg. 8.

an parallelen Geraden liegen,
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30. Wbungsbeifpiele und Anfgaben.

Werben bdie beiben Geraben CD und EF parallel u AB ge-
seidmet, fo lehrt die Anfdauung, dap EF parallel su D ift, und
leitet jomit zu
Saty 15. Sind zwei Geraden zu einer
B dritten parallel, {o find fie ju einander pa-
vallel,

» Cntw. be3 Bew. Um ju beweifen, dafy die Ge-
raben EF und CF parallel find, hat man nad) Winf 2
F3u geigen, dafy fie mit einer dritten Geraden 3. B. gleidhe
Gl 2. bilven. Man Hhat alfo eine CD und EF
fdneivenve Gerade u ziehen und ausd der BVor. abju-
leiten, daf irgend gwei an ihnen liegende Gl . einanber gleid) find.
Beweis. Bor. €3 fei CD | AB und EF | AB.
Beh. €3 ift EF | CD.
Aus CD | AB folgt nady Qehrf. IV: o =g,
" EF " 4B , " " " o' =a,
und jomit ift nadh) @. 111: o =do,
alfo nad) Lefrf. 11I: EF || CD.
2. Jn zwei beliebig gewdhlten Punften P und Q einer Geraden
AB werden mit Benupung ded Gradmefjers (90°!)
S die Qote PR und QS erriditet. Die Anfdauung
lehrt dann, Daf @S| PR ijt, und filhrt damit ju
Sa 16. Stehen jiei Gerabden fent-
Bredt auf einer dritten, jo find fie zu ein-

P a anber parallel.

Cntw. des Bew. PR und QS find nad) Lehrfop III parallel,
wenn die Gl W. o und o, die fie mit 4B bilben, etnander gleid) find.
Bei der Lage diefer Winfel verlangt der Beweis fiiv ihre Gletdhheit
bie Anwendung ded ©. [II, beflen Bedingungen aud der BVor. ab-
guleiten find.

3. Wird das pweite Lt nidht auf 4B, fondern in R auf PR er:
rvidgtet, fo Laft fidh) ausd der Figur der Sap ablejen:

Bufap zu Sap 16. Steht eine Gerade jenfredht auf
einer zweiten und diefe wiedevrum fenfredht aufeiner dritten,
fo ift die erfte Gerade pavallel zu Der dritten.

Beim Beweife desfelben wieberholen fid) die Shliifle ded vorber:
gehenden Beweifed in unverinderter Reihenfolge.

4. Sind gwei Parallelen 4B und CD gegeben und wird
auf AB an beliebiger Stelle ein Lot PQ erridtet, fo zeigt
4o Bhie Figur, dap PQ aud) fenfredt auf D jteht. Daraud
folgt Der
€ _la D Sap 17. Steht eine Gerade fenfredt auf
einer von jziei Parallelen, fo fteht fie aud
P fenfredht auf der anderen.
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Gntw. ved Bew. PQ fteht nur dann fenfredht auf ¢D, wenn
einer der von PQ und CD gebilveten Winfel ein redyter, wenn alfo
o' =R ijt. Anwendbar ift nur G. II, deflen Bedingungen aud ver Vor.
abguleiten find.

Beweis. BVor. €3 jei CD || AB und PQ L AB.
Beh. €3 ift PQ 1L CD.
Aug CD | AB folgt nady Qehrf. IV: o' =«
und aud PQ 1 AB nad) Cril. de3 Loted: « =R.
Pemnad) ift nad) S.1l «'=R, d. §. PR 1 CD.

5. Bu einer Geraden EF, welde die beiden Parallelen 4B und

CD f{dneidet, wird eine Parallele GH Yergeftellt, weldpe 4B nnd CD

gleidfalld {dneidet. Jnnerhalb Ded von den vier

Beraden begrensten Raumes entftehen Ddann wvier

BWinfel «, g, y und o, und die Figur ldft erfennen,

baf die einander gegeniiber liegenden Winfel o und
y jowie g und 8 gleid) grof find. Died fithrt zu

Sa 18. Werben zwei Parallelen durd

ein ziweited Paar von Parallelen gefdnitten,

7 fo find innerhalb ded gefdlnjjenen Raumes

je 3wei gegeniiber liegende Wintel gleidh) grof.

Cntw. ved Bew. Die Lage der Wintel dliept dasd Berfahren
nad) Winf 3 aus. Man mu daher zujehen, ob die BVor. nidht die BVer-
wendnng eined Grundjoped ermdglidht over auf die Wnwendung ded
©ages 11 hinweift.

Beweisd: Bor. €3 fei CD || AB und GH || EF.
Beh. €8 ift e =y und g=o.

Aus AB|| CD folgt nad) Lehriap IV: e+ p=2R (Crg. B.)
und aus EF'|| GH nad) Lehrjap IV: y+pg=2R (Crg. W),
und fomit ift nad) Sap 11 a=y.
Ferner folgt aus AB || CD nad) Lehriap IV: § +y=2R (Crg. BW.)
fotvie aud EF || GH nad) Lehriap IV: B+y=2R (Crg. BW.),
und jomit ift nad) Sap 11 aud g=2a.

6. ®egeben fei der Winfel BAC=0o. Durd) einen beliebigen
Punft P, der jedod) weder auf AB nod) auf 4C
liegen joll, wird die Parallele 3u 4B gegogen und in
P an diefelbe der Winfel « fo angetvagen (Grad-
mefjer!), dap der zu AB parallele Schenfel PQ in der-
felben Ridhtung mit 4B und der andere Schentel PR
5 mit 4C in derfelben Ridhtung verlauft. Die Figur

P R (ift dann erfennen, dap PR parallel ju AC ift, und

leitet fomit ju

Sap 19. Sind die Sdenfel zweier gleiden Winkel
gleidhggeridytet und ift das eine Paar derfelben parallel, fo
ift e3 aud) dbas andere.
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Cntw. ved BVew. Nad) Winf 2 hat man ju zeigen, dap die
AC und PR jdneidende Gerave PQ mit denfelben 3. B. gleide GI. W.
bilvet. Bum Beweife der Gleidhheit o'=1y ijt nur G. III anwendbar,
defjen Bedingungen aus der BVor. abzuleiten find.

Anmerfung. Der Winfel o fann in P an die Paralele zu AB aud
fo angelegt mwerben, bap PQ 3u AB und PR 3u AC entgegengefept gerichtet
ift; e wird aud) dann PR | AC. Dasjelbe tritt ein, wenn dbad Supplement
3u « in P jo angelegt tird, daf ein Sdjentel bed angelegten Winfeld mit
bem entjprechenden ©djenfel von o Ddiefelbe Ridjtung befiht, wdhrend die
beiden anderen Schjentel entgegengefept geridhtet find.

7. Ctatt den Winfel o oder fein Supplement in P an PQ
angulegen, fann man durd) P die Pavallele su AC ziehen; ed zeigt
fi bann, dap von den vier Winfeln der Geraden PQ und PR jvei
gleid) o und jtei fupplementar zu o find. Demnad) befteht der

Sats 20. Sind die Sdhentel zweier Winfel parallel
und paarweis gleid) ober paariveid entgegengefeht ge-
ridtet, {o find die Winfel einandber gleid; ift aber nur das
eine Paar gleidh) und dad anbdere entgegengefept gevidtet,
fo find die Winfel jupplementar.

Die Behauptungen diefed Saped tverden iibereinftimmend aud
ben Beziehungen ded von PQ und AC gebildeten Winkeld p u ben
Winteln o und o beiefen.

IMit Benubung der Lehridpe I und IV fonnen ferner die fol-
genben ufgaben geldft toerben:

Aufgabe 16. Bemweife, daf die Halbierungslinien sweier GI. W. oder
W. W. parallel find.

Aufgabe 17. Beweife, daf die Dalbierungslinien jweier Crg. BW. jid
fdhneiden.

Aufgabe 18, Beweife, dap zwei Geraden i {dyneiden, twelde fent-
tedht auf den Sdenteln eined nidht-fladjen Winteld ftehen.

Aufgabe 19. Beweife, daf der Winkel sweier Geraden, die jenfrecht
auf den Sdjenteln eined Winteld « ftehen, entmwebder gleid) o oder jupplementar
3u o ift.  (Benupe Aufgabe 15.)

7. Qapitel.
Winkel des Dreiedis und Tieledis.

31. Begeidnungen.

Wenn die beiven von EF gefdnittenen Geraden AB und CD
nidht pavallel find, wenn alfo die drei Geraden 4B, CD und EF
fidh) gegenfeitig jdhneiden, fo entftehen an den Schnittpuntten 12 BWinkel,
bie fih in drei Gruppen zerlegen lafjen. Die erfte Gruppe umjapt
die drei Winfel im Junern ded volljtandig begrensten Raumes, wihrend
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bie zweite die drei Shitw. und die bdritte die feh3 Niv. der erften
Gruppe enthilt. Die Begeihnungen fiix die Teile der entftandenen
Figur toerden eingefithrt durch) bdie folgenden Crfldrungen:

Crildrung 1. Cin von Ddrei Geraden vollftindig begrenjter
Teil der Ebene wird Dreied (A) genannt und durd) feine drei Eden
bezeidynet.

Crildrung 2. Die Streden jwifden den Sdnittpuntten
ber Begrenzungsdlinien (den Eden) werden Seiten ded Dreieds ge-
nannt.

Crfldarung 3. Die dret Winfel im Junern ded Dreieds Heifien
Dreiedswinfel oder Winfel desd Dreieds.

Crilarung 4. Die Nebenwinfel der Dreiedswinfel Heifen
Nupenwinfel des Dreieds.

Crildrung 5. 3Bivei {%ﬁ?} bes Dreieds heiffen benadbart,
durd) eine Ede geben.
auf einer Seite liegen.

Crifldarung 6. Jwei Seiten {dliefen einen Winfel ein,
wenn fie die Schenfel desfelben find.

Crildrung 7. Cine Ceite liegt einem Winfel an und ein
Winfel liegt an einer Seite, wenn diejelbe ein Schentel des Wintels ijt.

Crilarung 8. Jn einem Dreied liegt eine Seite einem Wintel
(einer Gde) gegeniiber, enn fie nidht ein Schenfel desdfelben ift (burch
biefelbe geht).

Crfldrung 9. Cin WuBentoinfel Liegt den beiben Dreieds-
winfeln gegeniiber, tweldhe niht mit ihm an dexjelben Ede liegen.

Der Wintel an der Ede 4 mibge mit o« und
ber gugehdrige ukentwinfel mit X begeidhnet tverden;
entfprechend jollen bie Winfel an den andeven Ecen
pund Y, p und Z heifen. Die Seite 4B toird
mit ¢, AC mit b und BC mit a benannt.

Aufgabe. Die gegenitberliegenden Stiide -eines
Dreieds zujammenzuftelen.

Schnetden fih mehr denn drei (n) Geraben,
fo entftehen im allgemeinen mefhrere vollftandig be-
grengte Rdume; aber nur einer von ihnen wird wvon JimtliGen
®evaben gebildet. Die Begeidjnungen fiiv diefen Raum und feine
Teile terden toiederum eingefithrt durd) die Crfldrungen:

Crildrung la. Cin von n Geraben voljtindig begrenzter Teil
ber Gbene wird n-Cd genannt und durd) feine » Eden bezeichnet.

Crildrung 2a. Die Streden jwijden je 3wei auf einander
Titller, Planimetrie. 3

wenn fie {
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folgenden Ccden bed n-Cds heifen Seiten, und die Streden wijhen
swei nidht auf einander folgenden Ecden Yeifen Diagonalen.
Crflarung 3a. Die Winfel im Junern besd »n:-Ed3 Yeifen
n-Cd3infel.
Crildrung 4a.  Die Nebenwinfel der x-Cd3winfel Heigen
Aupenintel.

Bujap zu Crfl. 4 und 4a. Ju jedem im Jnunern liegenden
Wintel gehoren wei Aufentvinfel, die einander gleid find (Shtw.).
©o lange e3 fih alfo nur um die Grofe und nidht audh um bie
Lage e Winfeld hanbelt, fann man von dem Uufentvintel {prechen,
per zu einem Dreiedd- ober BVieledstvintel gehort.

32. Dreiekswinfel und ujentwintel,

Der WuBenwinfel X ift der Niv. des Winfeld8 « und deshalb
nad) Lehriap I mit o durd) die Gleidheit X + « = 2 R verbunbden.
Bu fiteht X im allgemeinen in feiner angebbaven
Beziehung. Der Lage nad) find zwar X und g
x. 0 GLBW. an den von AB gejdnittenen Geraden
AC und BC; da jebod) AC umnd BC fid)
{dhneiden, jo fann X nidt gleid) B fein. Wird
P aber die ®erade AC um bden Punft 4 big zu

der Lage AD gedreht, in der fie paralel u BC
ift, jo begrenzt fie mit 4B einen Teil O ded Winfeld X, der nad) Lehr-
fag IV gleih B ift. Aud) dem Winfel » fann X niht gleid) fein,
toeil X und » ald BW. W. an den von AC gefdhnittenen nicht-pavallelen
®eraden 4B und BC liegen. Wird aber wiederum die Gerade AB
um den Punft 4 gedreht, bid fie su BC parallel verliuft, fo beftimmt
fie mit AC einen Teil & bed Winkeld X, der nad) Lehriap IV gleidh
p it. Da nun dur) den Punft 4 nur eine Parallele su BC midglid)
iit, aljo bie jweite Parallele AE mit AD zujammenfallen mup, fo
find O und & die beiden Teile von X. Crfept man aber 6 durd) f und
e burd) » (@. II), fo ergiebt fih) X=p + . ®ang entfprechend
laffen fic) die Gleidheiten Y=o + y und Z=ao 4 B ableiten und
bamit ber Sap gewinnen:

Lefrias V. Jeder Aufenwinfel eined Dreieds ift gleid) der
Summe der beiden ihm gegeniiber liegenden DreieckSmwintel.

Cntw. ded Bew. fir X =L+ ». Der Winfel X foll gleid
ber Summe von S und y fein; e8 mup daher sunddit die Summe von
P und p Yergejtellt werden. Zu dem Bwede legt man an BC in B
einen Winfel ¢ von der Grdfe bdesd Winfeld » an und ftellt da-
durd) eine ®eradbe BE Yer, welde mit AB einen Wintel ABE von
ber GroBe B + p bildbet. Der Lage nad) find nun ABE und X GL B,
und demnad) muf (Wint 3!) bewiefen werden, dap BE und AC
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parallel find. Gine Vor. ift nidht vorhanden; bder
Beweisdgrund (Winf 2!) muf daher aus bder aus-
4 gefithrten Beidhnung abgeleitet twerben.

Beweis. CStellt man die Summe B4 y Ber, indem
man y in B an BC f{o antrigt, bdbaf bder angelegte
Wintel ¢ W. W. zu y ift, jo entjteht dadurd) eine Gerade
BE, bie nad) Qehriap II ju AC parallel ift. Da aber X

Cund gty (ABE) ®1. B. an BE und AC find, fo folgt

A4 jebt nad) Qehrfap IV: X =4 y.
NE 2. Entw. de3d Bew. Soll X =g 4 y fein, jo muf
N fig X in awet Teile yerlegen laffen, bon denmen bder eine

gleid) B und der andere gleid y ift. Mift man alfo auf X dad Stiid 6 =g
ab (Gradbmefjer!), jo mup ausd der vorgenommenen Jeidnung betviefen werden,
pap der anbere Teil gleid y ift. Jur Anwendbung fommt wieder Lehrf. IV.
(. Fig. in ber Ubleitung de3 Sapes.)

Folgerung 1. Aus den Gleidheiten X =+ p, Y=o +
und Z = o 4 £ folgen die Beziehungen:

Y=y g X—y ,_JX—B
“—{z—ﬁ, 'B_{Z—oc, 7—{ Y —a

Die Beweife derjelben Ionnen entiprediend wie der Beweid zu Lehrjap V
entwidelt werden.

Folgerung 2. Jeder UuBemvintel ift grofer ald einer der
ihm gegeniiber liegenden Dreiecdswintel.

Wink 4. Um 3u beweifen, daf ein Winfel « grofer ift
al8 ein jweiter Winfel £, Fann man ju eigen juden, daff «
oder ein ihm gleider Winfel Anfentwinfel und £ einer der ihm
gegeniiber liegenden WinFel eined Dreiedtd ift.

Folgerung 3. Da jedber Uufenwinfel fleiner ald 2R ift, fo
fann ein Dreied niemald zivei vedjte ober zwei {tumpfe oder einen
vechten und einen ftumpfen Winfel befiben.

Die Beziehungen ded Aufentvinfeld zu den jamtlihen Dreieds-
winfeln, die fiix X bdie Form befigen:

X+ a=2R
ud X =p+7,
fithren durd) Untoendung ded &.II zu der Gleidhbeit
o+ ﬂ + Y= 2 RI

und damit zu

Lebrfas VI. Die Summe der drei Winfel eines Dreiedts
betrigt ftetd 2R.

Der Beweis bdiejed Lehriaped fann aud) ohjne Benuhung bdes
Aufenminfeld gefithrt und ausd der Behauptung in folgender Weife
enttoidelt twerden:

3#
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Cutw. desd Bew. Die Fourm bder Behauptung verlangt, dap
bie Summe o + f 4 py Pergejtellt und bdann gezeigt wird, daf da-
ourd ein flacher Winfel entjteht. Bu dem Bwede
Doy /3"A'£:"“‘ Tegt man in A an AB den Winfel B und in
é A an AC den Winfel p an (Gradmefler!) und
B ¢ leitet aud ben audgefiihrien Beidnungen den Be-
tei3 dafiir ab, bdak bdie beiden neuen Sdhentel
AD und AE eine gerabe Linie bilben.

Beweisd. Legt man fin 4 an AB jo an, daf der entftehende Wintel &
W W. 3u B wird, fo ift der zweite Schentel AD parallel u BC. Ebhenjo
with AE | BC, wenn der von AE und AC gebilbete Wintel & gleid) y ge-
seidmet toird. (Rehrf. IV.) Da aber durd) A nur eine Parallele zu BC
mdglid ift (Sap 14), fo find AD und AE bie beiden Teile einer Gevaden.
Demnad) bilbet die Summe & 4 o« -+ & einen fladen Winkel, und da o durd

g jowie & durd) y erfept werden fann, jo folgt: « g4 y=2R.

Addiert man bdie drei Gleichheiten fiir die Aupentvintel
X=B+y, Y=oty Z=a+tp
s einanber, jo erhilt man nad) @.IV:
X+ Y+ Z=a+p+y+at+pf+y=4R
2R 2R

und fomit bie

Folgerung 1. Die Summe bder UuBentwinfel eines
Dreieds betrdgt 4 R.

Weiterhin ergiebt fidh aus Lehrf. IV:

Folgerung 2. Jft in einem Dreied ein Winfel ein
ftumpfer, jo {ind die beidben anberen fpis, und ihre Summe
ift fleiner al3 1R.

Crilarung: Cin Dreied mit einem jtumpfen Winkel Heifst
ftumpfrointlig.

Solgerung 3. Jftineinem Dreied ein Wintel ein redhter,
fofind die beiden anderen {pip, und ihre Summe betrigt 1R.

Crilarung: Cin Dreied mit einem rechten Wintel Heit vedht-
winflig. Die Seiten, weldhe den recdhten Winfel einjdhliefen, tverben
Ratheten, und die gegeniiber liegende Seite twird Hypotenufe ge-
nannt.

Folgerung 4. €3 diirfen nur zwei Wintel eines Dreied3 be-
liebig gewdhlt werden, dod) jo, dap ihre Summe Heiner als 2 R bleibt.
Der dritte Wintel ift durd) die beiden gegebenen Winfel mitbeftimmt.

Die Qehriage V und VI geftatten die BVevedynung der fehlenden Winkel-
ftitde einesd Dreieds, wenn gegeben find

1. zwei Dreied3mwintel,
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2. ein Dreieddwinfel und ein nidt zugehvriger Aufenwintel,

3. 3wei Aufentvintel,

Die Ausfithrung (durd) Addition oder Subtraltion) laft fid) in folgender
Weife jdematifch darftellen:

€3 leiten o und g X und g Xund ¥
3u X ZY « y Y o g
~——
| | ;
4 Z l

Y

Folgerung 5. Stimmen jwei Dreiede in der Grie
smeier Wintel oder deven Summen iiberein, fo ftimmen fie
aud) in der Grpfe bev dritten Winfel ibevein.

Denn nach der Bor. ift et p=ca -4 f,
und da nady Qehrjap VI ftetd « +p-+y =o'+ ' 4+
fo ergiebt die Anwendung de3 ®. IV: gy =4

Wink 5. Um die Gleidhheit jweier Winfel zu beweifen,
fann man 3u jeigen jucdpen, dafp fie jwei Dreiecfen angehdren, in
Penen die Summen aus den Dbeiden anderen Winfeln gleich
grof find.

33. Aufgaben.

Aufgabe 20. Jn einem Dreied fei o =930 42/ 183" und f =460 4
52/ wie grof find die itbrigen Wintel?

Aufgabe 21, Weredne die iibrigen Winkel, wenn X = 1430 19’ 24"
und f=="790 46' 28 ijt.

Aufgabe 22. Beredhne die Dreieddinfel, wenn X = 1220 34’ 16~
und Y =1570 48 12" ift.

Aufgabe 23. Sn einem rvedytwinfligen Dreied fei eimer der fpiken
Winfel o« =460 37 24“; wie grof ift §, und wie grof find die AuBentwinkel?

Aufgabe 24, n ecinem Dreied mit gwei gleidhen Winfel § und y fei
1. «=1760 37/ 48/,
2. p=0680 19’ 37+;
toie grof find die fehlenden Wintel?

Aufgabe 25. Beweife, daf die Halbierungslinien gweier Crg. W. bei
PRarallelen fenfred)t auf cinander ftehen.

Nufgabe 26. Beweije den Sap: Wird in einem Dreied mit zwei
gleichen BWinTeln der dritte Wintel Halbiert (Gradmeffer?), fo fteht die Halbierungs-
linie fenfredyt auf ber Seite, die bem dritten Wintel gegenitber liegt. (Wink 11).

Aufgabe 27. Beweife den Sap: Witd in einem Dreied mit jwei
gleidhen Winfeln von der Spipe ded dritten Winteld dag Lot auf die gegen-
iiber liegende Geite gefallt (Winkel von 9001), jo wird dadurdh ber dritte Wintel
Halbiert. (Benupe Folgerung 5 zu Lehriap VL)

Aufgabe 28. Beweife den Sap: Wird in einem vechtwintligen Dreied
vom Sdjeitelpuntte ded rechten Winteld das Lot auf die Hypotenufe gefillt, jo
wird as Dreied in zwei Dreiede zerlegt, welde unter einander und mit dem
urjpriingliden Dreied in der Grdfe aller Wintel iibereinftimmen.
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Aufgabe 29. WBeweife den Sap: Die Verbindungslinien cined im
Qunern  eined Dreieds ABC gelegenen Puntted P mit B und C jdlicgen
einen Winfel BPC ein, welder gridfer ift ald der Winfel BAC. (Benupe
Folgerung 2 zu Lehrfap V.)

34, Winfel und Anpenwinfel ded »-Ccfs.

Die Winfel von BVieleden fommen jamtlih fonfab oder zum Teil
fonver fein. Jm lepteren Falle nennt man die Gden, an benen bdie
fonveren Wintel liegen, einfpringende, und diejenigen, an denen bie
fonfaven Wintel Yiegen, ausdjpringende Ecen.
BWird dag Gegenteil nicht bejonders Hervorgehoben,
{o tverden alle €den al3 ausjpringende angenommen.

Die Summe der Winfel eined »-Eds fann
mit Benupung ded Lehriapes VI beredhnet tverden.
Berbindet man ndmlid) einen Punft P im Junern
bed n-Ed8 mit jamtliden Ccen, jo entftehen » Drei-
ede, und bie Summe der Winfel in denfelben betrigt
2R . 7= 2xnR. Nun find aber in diefer Summe nidht nur die
n-Esoinfel, fondbern aud) die Winfel um bden Punft P enthalten,
und da bie lepteren jujammen 4 R betvagen, fo bleiben fiix die n-Eds-
winfel (272 — 4) Riibrig. Bu bdemfelben Shluffe gelangt man, wenn
man von einer Ece ausd die {mtlichen Diagonalen zieht. Weil dadurd)
die Winfel des n-Cdd auf » — 2 Dreiede verteilt werben, fo betragen
fie sujammen (n — 2).2 R=(2 2 — 4)R. Man gelangt durd) diefe
Betradhtung 3u

Sats 21. Die Summe der Winfel einesd n-Cd3 betrigt
@2n—4)R.

Da jeder Wufentvinfel mit dem zugehiorigen Winkel des x-Eds
einen fladjen Winfel Dbildet, o ift die Summe aller Aufen- und
n-Cdgwintel gleih 2» R. Da aber bdie lepteren allein {don
(2n — 4) R sufammen betragen, fo fann die Summe aller AuBen-
winfel ded #-Ccf8 nur gleih 4 R jein. Daraus folgt:

Sat 22. Die Summe der WAuBentointel eines BVieleds
ift unabhdangig von der Seitenzahl und betrdgt immer 4 R.

Wil man diefen Sap niht durd) Redynung
aud Sap 21 Berleiten, fo fann man ihn aud) auf
folgenbem Wege gewinnen: Durd) einen Punit P
(innerhalb oder auferhalb ded BVieledd) zieht man
die Parvallele zu ber Seite AB bed Bieleds, legt
pan in P an bdieje Parallele den AuBentintel
swifden AB und AC fo an, dap die Schentel be3
entftehenden Winteld mit den Schenteln ded Wnen-
winteld gleid) geridtet find, und erhalt dadurd) die
burd) P gehende Parallele ju BC (Sap 19). An
diefe legt man in P den von BC und CD gebildeten Nufentwintel wiederum
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fo an, baf bder zweite Schentel die gleidhe Ridtung Yat twie CD und nad
©Gap 19 ju CD parallel wird. Jn diefer Weife legt man der Reihe nady die
Aupenwintel an einander, 6id der vorlepte angetragen und dabdurd) eine u N4
parallele Gerade entftanden ift. Mit der u AB parallel gezogenen Geraden
bildet bicjelbe einen Wintel, defjen Schentel in gleicher Ridjtung paartveid parallel
find u den Gdenteln des bon NA und AB begrengten Aupenwinteld. Nach
Gap 20 find aud) diefe Wintel einander glei), und fomit wird die Summe
aller Aufentwinfel durd) die Winfel um den Puntt P Herum dargeftellt. Die
lepteren betragen aber zujammen 4 R, und folgli) betrigt die Summe bdexr
AuBenmwintel cined BVieleds ftetd 4 R.

Anufgaben,
Aufgabe 30. Wie grof ift die Summe der Wintel im 5-Cd, 6-Cd,
8-Cd, 24-Cd?
Aufgabe 31, Wie groR ift jeder Winfel in diefen Wieleden, wenn
alle Winfel unter einanbder gleid) find?

Aufgabe 32. Wie grof ift in bdiefem Falle bei den angegebenen Biel-
eden jeder ufentvintel?



TIL Abfchnitt.
Seiten und Winkel.

8. RQapitel.

Die Stongrueny der Dreiede. Stongruenyfat I und IL

Bivei Bielede werben fongruent (=) genannt (. Nr. 15, Crfl),
wenn fie fih ur volljtindigen Dedfung bringen laffen, und diejenigen
Ctiide Heifen entfpredjend, welde bei der Dectung fid) gegenjeitig
bededen. Daraus folgt:

Folgerung 1. Jn fongruenten Bieleden find bdie ent-
fpredenden Seiten {owie die entfpredenden Winfel gleid-
grop. .

Nun Yaffen fid) ztvei Bielede zur volftindigen Dedung bringen,
wenn die Seiten und Winfel De3 einen in Derfelben Reihenfolge
gleih ben Seiten und Winfeln ded anbderen find, und demnad) unter-
fdheiden fich stwei fongruente Bielede nur durd) ihre Lage.

Sn fongruenten Dreieden find wei Seiten entjprechend, welde
entfprechenden Winfeln gegeniiber liegen, und umgefehrt; da aber die
entfprechenden Stiide ztveier Ffongruenten Gebilde gleidhgrof find,
fo folgt:

Folgerung 2. Jn fongruenten Dreieden liegen gleidhen
Geiten gleidge Wintel und gleiden Winfeln gleide Seiten
gegenitber.

Wink 6. Um die Gleihheit weier Winfel ju beweifen,
fann man ju geigen fucdhen, daf fie in fongruenten Dreiecfen
gleiden Seiten gegeniiber liegen.

Wink 7. Um die Gleihheit jweier Seiten zu beweifen,
fann man 3u jeigen fnudjen, Ddaf fie in Fongruenten Dreiecfen
gleidhen Winfeln gegeniiber liegen.

35, Ableitung der Kongruenzidse.

Sollen zwei Dreiede ABC und DEF foungruent fein, jo miifjen
fie ber Grflarung der Rongrueny gemdf in der Grife aller ent-
iprechenden Seiten und Winfel iibereinftimmen. Die Aufgabe, zu
bem Dreied 4ABC ein fongruentesd Dreied DEF 3u zeidnen,
enthilt alfo drei Beftimmungen iiber die drei Seiten und drei Be-
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ftimmungen iiber die drei Winfel. Nad) Folgerung 5 zu Lehrfap VI
find jedod) sur Crfiillung bder brei lefiten Beftimmungen Bereitd ivei
von ibhnen ausdreihend, und demnach bleiben fitnf von einander un-
abhdngige Bedingungen, die bei der Ausfiihrung der Uufgabe be-
friedigt werben miiffen. €3 fragt fih) nun, ob e3 moglich ift, diefer
Anforderung zu geniigen.

1. Bunidft fann man bden Winfel 4 nod) einmal zeichnen

(Gradbmeffer!) und ifhn D nennen, auf einem der Schenfel Hed Winfeld D

dbie Ceite DE = AB abmefjen

(Birfel!) und johliehlich in E an

° ED ben Binfel B anlegen. €3

/}'/ fchneiden fidh dann bdie beiden

nicht-gemeinfamen Schenfel bdex

v F 2 BWintel D und F in einem Punite

F und Dbeftimmen dadurd) da3

Dreied DEF volljtandig. Bei der Beidnung twerden ztvar nur drei

Forberungen, namlid) die Ubereinftimmung der beiben Dreiede in der

Grofe zweier entfpredenden Winfel und der ihnen jugleid

anliegenden Seite, erfilllt; allein die Figur ldft evfennen, bap

auch) Den Dbeiden iibrig geblicbenen Bedingungen geniigt wird. Die

Anjchauung leitet damit zur Crfenntnis des Sapes, dafp die Gleidhheit

aller entfpredenden Stitde (die Rongruenz) jweier Dreiede

dburd) die Gleidheit zweier entfpredenden Winfel und der
ignen zugleid) anliegenden Seite beftimmt ift.

2. Beidhnet man iwiederum den Winfel D= 4 und mift auf
feinen Sdenfeln die Streden DE = AB und DF = AC ab, fo ijt
003 Dreied gleihfalls Dbeftimmt, tweil wijden E und F nur eine
®erade mdglid) ift. Aud) jeht werben durd) die Jeidhnung nmur drei
Sorderungen, ndmlih) die Ubeveinftimmung der Dretede in der Grife
eined Winfeld und bder beiden anliegenden Seiten, erfiillt;
allein die Figur (aft erfennen, bdaf aud) den iibrig gebliebenen Be-
dingungen geniigt ird. Die njdauung fihrt damit ju dem Sate,
bap die Gleidhheit aller enti{predenden Stitde (bie RKon-
gruens) sweier Dreiede aus der Gleidhheit einesd Wintels
und der beiben einfdlieBenden Seiten folgt.

8. Wird ferner nod) einmal der Winfel D = 4 und die Seite
DE = AB geseidnet, fo fann man den bdritten Punft F mit Benupung
der Beftimmungen ermitteln, daf ev auf dem jtweiten Schentel des
Winfels D liegen und von E die Entfernung BC haben joll. Beides
erveidgt man, wenn man um E mit dem Halbmeffer BC einen Kreid
bejchreibt und von Dden beiben Sdnittpunften F desfelben mit dem
sweiten Sdenfel von D einen al8 bdritte Cde bed mneuen Dreieds
annimmt.  Wahlt man Ddenjenigen, beffen Berbindungslinie mit
E bei F einen Dreieddwinfel Dbeftimmt, bder mit bdem Winfel
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C gleidyzeitig {pis oder ftumpfl) ift, jo
seigt fih von mneuem, Daf Ddie beiden
Dreiede in der @rbf;e aller entfprechen-
ben Ctiide uberemfttmmen obioohl nur
bie Gleidyheit sweier entfpreden-
den Seiten und eined der nidht
eingefdloffenen Winkfel erzoungen
! mworben ift.

\,,:F 4. Gine teitere Moglichfeit, die
Ubereinftimmung in den Winfeln fitr
bie Beidnung zu benupen, ift nidt mef)r vorhanden, da eine Ber-
taujhung der Eden unter einander einen neuen Weg fitr die Aus-
fiiprung ber Aufgabe nidht liefern famn. Demnad) bleibt nur nod)
ber Fall iibrig, dafs die lbereinftimmung in der Grofe ber drei Seiten
erztoungen wird. Ju bem Bivede
seihnet man die Seite DE = 4B
und ermittelt den Punbt F aus
den Forberungen, daf FD = CA
und FE=CB fein {oll, indbem
man um D mit dem Halbmefler
AC und um E mit dem PHalb-
meffer BC Rreife jhligt. eder
Sdnittpuntt derfelben faun al3
britter Punft ved Dreiedd DEF dienen. Die Anjdhauung lehrt aud
bei biefer Beidhnung, dap die beiden Dreiede ABC und DEF in allen
entfprechenden Stiiden itbereinftimmen, dah alfo die Gleidhheit aller
ent{predhenden Stiide (die Rongruens) zweier Dreiede {id
ergiebt, wenn der Reihe nad) die Gleidhheit der drei Seiten

erzioungen mwird.

LBon den fiinf Forberungen bder geftellten Aufgabe Ednnen alfo
nidht mehr al8 drei fiir die Beidnung verwandt twerden; allein die
Anjhauung fehrt, daf auf jebem der 4 Wege, auf benen die Jeihnung
miglid) ift, ein Dreied entfteht, Dagd mit ABC in allen entfprechenden
Gtiiden iibereinftimmt. Die Anjauung leitet damit zu 4 Sdben,
welde die @ongruenz, 3weier Dreiede ald eine Folge ibhrer
Ubereinftimmung in drei entjpredenden, von einandber un-
abhingigen Stitden darftellen. Diefe Sdbe jollen Kongruens-
fabe (R3.) genannt twerden.

36. VBeweis des K3 I und ded K3. IL

Lehriag VII. K3 I. Stimmen wei Dreiede diberein in der
Grofre sweier entiprechenden Winfel und der ihnen Fugleich an:
liegenden Seite, fo find fie Fongruent.

1) it C cin recdjter Wintel, fo entfteht nur ein Puntt F.

™
i
'
]
[
1
'
\
v
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Enti. ded Betw. Jivei Dreiede find fongruent, twenn fie jo auf
einanber gelegt werben fonnen, daf die drei entfprechenden Eden auf
einander fallen, weil dann nad) Sap 1 aud) die entfprechenden Seiten
fidy gegenfeitig vollftandig bededen. Nun fann man aber die Dreiede
jo auf einander legen, baf zwei entfprechende Paare von Eden sujammen-
fallen, und hat daher aud der Bor. abjuleiten, dap aud) die britten
Gden auf einander fallen.

Beweid. BVor. €3 fei & D =L 4, DE=AB, & E=< C*)
Beh. €3 it A\ DEF = A ABC.

Qegt man da3 Dreeied DEF fo auf ABC, dah der Puntt D auf 4,

bie Seite DE auf AB und toegen der voraudgefepten Gleichheit der Seiten
y)) DE und AB aud) der Punit K
auf B fallt, jo twird der Winfel A

e bon D und der Wintel B von E
/ bededt. Da nun KL D= 4 ift,

fo fallt die Seite DF auf AC;

ebenjo fallt bie Seite EF auf BC,

t F F il < E = LB ift, und demnady

wird aud) der Sdhnittpuntt C ber Seiten AC und BC von dbem Sdnitt-
puntte F der Geraden DF und EF bebedt (Sah 2). €3 fallen aljo die
entfpredjenden Eden auf einander, und da dicjelben Schlupfolgerungen cintreten,
wenn A ABC auf A\ DEF gelegt wird, fo folgt: A\ DEF o /\ ABC.

Bufap. Stimmen zwei Dreiede iiberein in der Grofe
jweier entfprehenden Winfel und einer entipredyend liegen-
bpen Seite, o jind jie fongruent.

Der Gap wird mit Benupung der Folgerung 5 3u Lehriap VI anf K3 1
suriidgefithret.

Anmerfung. Der K3 I fann nidt benupt werdben, um bdie
Gleidheit zweier Winfel nadgaumeifen.

Qehriat VIII. K3 II. Stimmen jwei Dreiecfe iiberein in
der Grife sweier entiprechenden Seiten und ded von diefen ein-
gefhlofienen Win¥els, fo find fie Fongruent.

Die Entw. des Bew. ftimmt mit der Entwidlung zum Beweife
ped Q3. I iiberein und fithrt zu dem

Beweisd. BVor. €8 jei <« D= 4, DE=AB, DF' = AC.

Beh. 3 ift A\ DEF & A ABC.
Qegt man dag Dreied DEF fo auf ABC, baf der Punitt D auf 4,
D die Geite DE auf 4B, und teil
DE = AB iit, aud der Puntt £
) auf B filt, jo wird der Winfel A
/?*/ pon D bededt. DanunLD = 4
ift, jo falt die Seite DF auf AC;
ba ferner DF = AC ijt, fo falt
vt v ¥ aud) die dritte Ede F auf C. Die-

* Die Vorausdjeungen find in der durd) die Jeidnung gegebenen Reifen-
folge aufgeftellt.
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felben Folgerungen treten ein, wenn A ABC entjpredend auf A\DEF gelegt
wird, und demnad ift A\ DEFX /\ ABC.

Man fann bie beiden Beweife aud) jo geftalten, dak man aus
der Bor. da3d Jujammenfallen der drei Seiten ableitet, tweil Ddann
nad) Sap 2 bie drei Cden fih) gleidfalls bededen.

87. Tbungsbeijpiele su K3 I und K3 IL.

Werben gwei parallele Geraden von jwei Parallelen gejdhnitten, jo
/ / [agt die Figur erfennen, daf die Abjdnitte

D, JC_ auf ven Parallelen gleidhgrof find, und leitet
fomit 3u

Sat 23. Sind in einem Qieved
bie gegeniiber liegendben Seiten paar-
tweid pavallel, jo {ind f{ie aud) paar-
weid gleidhygrofp.
Cntw. ved Bew. Da die @Ieicg?eit smweier Geitenpaare nad)-
gewiefen werben foll, jo verlangt a3 Berfahren nad) Winf 7 die An-
wendung ded K3 I. Dreiede, in denen die Seiten vorfommen, {ind nody
nidt vorhanden, Ionnen aber durd) eine Der beiden Diagonalen ves
Biereds leidht ergejtellt werben. Die Diagonale gehdrt dann beiden
Dreieden an, und die sur KRongrueny nod) erforderlide Gleidhheit der
an derfelben liegenden Winfel fann nad) Winf 3 bewiefen werben.

Steben die beiven Geradben 4D und BC fenfred)t auf ben Geraden
AB und CD, o find fie nac) Sap 16 parallel; e3 folgt daher ausd Sap
16 und 23 der

Bufap ju Sap 23. LQote wifden Parallelen find
gleidhgroh.

2. Werben auf dem erjten Parallelenpaare die gleidhen Stiide
AB und DC abgemeffen und die Verbindungslinien 4D und BC ge-
jogen, o lehrt die Anjhauung, vaf 4D pavallel und gleid) BC ift, und
fﬁgrt damit ju

Sa 24. it in einem DBieved ein Paar gegeniibex
liegender Seiten pavallel und gleid), jo ift ed auc) dasd anbere.

/ / CGntw. ved Bew. €3 foll gunddhit be-
2 , ¢ wiefen werden, daf AD parallel ju BC ift. Nad)
Winf 2 hat man ju dem Jwede gu geigen, dap
bie durd) die Diagonale AC hergeftellten W. W,
CAD und ACB einanver gleid) jind, und hierzu
Al /s nad) Wink 6 bie Kongrueny der beiden Dreiede
/ / ABC und CDA nadgumefen. Da dann aud
AD =~ BC ijt, fo geniigt diefer Nadweis fiir
beive Behauptungen. K3. I ift nicht anwendbar (f. Anmerk. gu Lebrf. VII),
unb demnad) find aus ver Bor. mit BVenupung der Diagonale 4C die
Bebingungen ded K3. I abjuleiten. _ )
Steht bag Parallelenpaar AB und D gemeinjdyaftlich) fenfrecht
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auf AD, fo jteht e nad) Sap 24 und Sap 17 aud) fenfredt auf BC.
Darausd folgt:

Bufah su Sap 24. Sind jwei auf einer Geraden nad
perjelben Seite ervidjtete Lote gleidlang, {o liegen ihre
Endpuntte auf einer Parallelen ju der Geraden.

Grilarun g: Fdllt man von einem Punite P vag Lot PQ auf eine
®eradbe 4B, o begrenen P und ver Fufpunit @ ein Stiid %es Lotes,
Pa3 @ntfernun% ober Abftand ded Punited Pvon der Geraden
AB genannt wird.

Mit Benupung diefer Crflirung fonnen die beiden Jufdse su
Sap 23 und 24 in der Form vereinigt werden:

Sat 25, Crridhtet man auf einer Geradben AB ein Lot
von vorgejdriebener Linge 7 und zieht durd) feinen End-
punft die Parallele ju AB, fo enthdlt diefe Parallele alle
auf bderfelben Seite von 4B liegenden Punfte, welde bon
AB bdie Entfernung ! haben.

ober unter Anwendung der in MNr. 17 gegebenen Crildrung be3d geo-
metrifden Ortes:

Geometrijdher Ort 2. Die im Abftande I ju 4B gejogene
Parallele ift der geometrifhe Ort fitr alle auf derfelben Seite
von AB liegenden Puntte, weldhe von 4B die Entfernung ! Haben.

Anmerfung 1. Soll alfo ein Puntt gejudh)t werben, ber von einer
gegebenen Gevaden die Cnifernung I befipt, fo weif man, dbah derfelbe auf
der im Abftanbde I zu der Geraden gezogenen Parvallelen liegt.

Anmerfung 2. Der Sap 24 fann zur Jeidnung einer Parallelen aus-
genupt werben. Man erviditet auf der Gevaden jivei gleidje Lote und verbindet
ihre Cndpuntte durd) eine gerabe Linie.

p_ 2B ¢ 8. TWerben auf ywei Parallelen die gleiden

———=" Gtiide AB und DC abgemeflen und die BVerbindunga-
linien AC unb BD gegogen, fo LBt bie Figur er-
fennen, dap Diefe Qinen fid) gegenfeitig halbieren.
Darausd folgt der

Sap 26. Sind in einem BVieved jivei
gegenitber liegendbe Seiten gleih und pa-
rallel, fo Halbieren fih die Diagonalen gegenfeitig.

Gntw. ded Bew. Da bewiefen werden foll, daf 40 = CO und
BO=— DO ift, o hat man nad) Anleitung des Winf 7 die Kongruens
ber beiven Dreiede A0B und COD aud ver Vor. abjuleiten. K3 II ift
nidt anwendbar, weil die Gleidhheit jweier Geitenpaare nadgemwiefen
werden foll. Die Bedingungen ded K3. I ergeben fid) aber aus der Bor.
durd) Anwendung ded Lehriapes IV.

4. Vertaujdyt man tn vem vorhergehenden Sape die Borausjesung
und Behauptung mit einander, fo ergiebt fid) ver

Sa 27. PHalbieren fid) die Diagonalen eines Biereds




46 1L, Abjhnitt. Seiten und Wintel.

gegenjeitig, fo jind die gegeniiber liegenben Seiten Hes-
felben paariveid parallel und nad) Sap 23 aud) paariweis
gleidhgrof.

Cntw. bed Bew. Figur ded vorhergehenden Sakes. AB ift nur
dann parallel u CD, wenn die durd) 4 C hergejtellten IW. W. BA0 und DCO
oder die durd) BD hergeftellten 8. W. 4BO und CDO einander gleid) find.
Nad) Wint 6 ift zum Beweife diefer Gleidhheit zu zeigen, dap A ABO
© A CDO ift. Ferner ift AD nur dann parallel u BC, wenn
DAO = << BCO over &L ADO = << CBO ift, und gum Beweife bdiefer
Gleidhheit mup wiederum die Kongrueny ver beiden Dreiede ADO und
BDO au3 der Bor. abgeleitet werben. K5I ift nidt anwendbar; die
Bedingungen da3 K3 IT ergeben fich) aber aud der Bor,, wenn der Lehr=
foy II benupt wird.

Anmerfung Diefer Sap fann zur Jeidnung von Pavallelen benutst
twerden.

5. Gdneidet man auf jeder von zwei auf einander fenfrecdht

¢ ftehenden Geraden von vem Schnittpunite aug gleiche
Ctiide ab und verbindet die Cndpunite mit einander, {o
8t die Figur erfennen, daf je pwei ouf einander
folgende Seiten bed BVievedd gleidhgrop find, und leitet
D dadurd) zu

Sa 28. Halbieren fid) die Diagonalen
eined Vieredd gegenjeitig und ftehen jie fent-
redt auf einander, fo find alle Seiten bes

A Bieveds gleidhgrofh.

Entw. ped Bew. Jum Beweife der Gleidheit AB = BC muf
nad) Wint 7 bie Kongrueny der Dreiede A0B und BOC nadjgewiefen
werden; ebenfo ift fiir den Beweid der Gleihheit BC = CD die Kon-
grueny der Dreiede BOC und COD und jdlieplid) fiir den Beweid der
Gleidhheiten CD — D4, beg. DA = AB die Rongrueny der Dreiede COD
und D04, bey. DOA und AOB erforderli). Da man nur die bei 0
liegenden Winfel fennt, fo ift K3 I nidht anwendbar.

Beweisd. BVor. €3 jei 40 = CO, BO=DO und BD | AC.
Beh. €3 it AB= BC= CD = DA.
Da die Diagonalen jentredht auf einanbder ftehen, jo find die Wintel bei O
techte, aljo unter einander gleid). Demnad) ift nad) der BVov.:
AO0=CO0, beg. BO=DO u. i w.
BO = BO CO=CO0
<X AOB=< COB <X BOC =< DOC, und jomit
N\ AOBx A COB A BOC A DOC (R 1I) u. §. w.
Daraud folgt aber AB= BC, BC=CD u. |. v., alfo AB= BC =
CD = DA.

Anmerfung. Diefer Sap tann benuht werden gur Beidnung eines
PBieredd mit parallelen Gegenfeiten, deffen Seiten umter einander gleid find.
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6. Halbiert man einen Winfel 4 (Gradmeffer!) und fallt von irgend

einem Punite P der Halbierungslinie die Lote PQ und PR auf bdie
Sdyentel, {0 zeigt die Figur, daf die Lote gleidhlang
find, und leitet damit ju

Saty 29. Jeber Punft der Halbierungs-
linie eined Winkels ift von ben Sdenteln
dedfelben gleidweit entfernt.

Cntw. bed Bew. Jum Beweife der Gleidhheit
PQ = PR muf nad) Winf 7 die Rongruen der Dreiede
APQund 4 PRnad)gemwiejen werden. Da man eine Be-
siehung swijden 4Q und AR nidt fennt, fo ift nur
K. T anmwendbar. Die Bedingungen dedfelben fonnen ausd der BVor. nad)
G. IIT und Folgerung 5 ju Lehrjap VI abgeleitet werben.

Crilarung. Dad im Mittelpunite einer Strede ervidtete Lt
heifit Mittellot der Strede.

7. Grridtet man dag3 Mittellot einer Strede
und verbindet einen beliebigen Punit desdfelben mit
pen Cndpuniten der Strede, fo liht bdie Figur er-
P fennen, dap die beiden BVerbindungslinien gleichlang
find, und liefert fomit den

Sats 30. Jeber Punft des Mittellotes
einer Strede ift von den Endpuniten der-
1 felben gleidhweit entfernt.

Gntw. dved Bew. Die behauptete Gleidheit der Streden P4
und PB tritt ein, wenn A PAD A PBD ift. Da die Vor. nur
iiber pie Winfel bei D Aufjchlup giebt, fo muf K. II angemwandt werden.

Beweid: Bor. €3 fei AD = BD und PD | AB.
Bey. €3 ift PA— PB.
Da PD | AB, aljp << PDA— < PDB (beive = R),

A

und teiter nad)y Bor. AD = BD,

fovie nad) @. I PD = PD,

fo ift nad) &3 1II A\ PAD > /N PBD,

und folglid PA — PB (entjpredjende Stitde).
9. Rapitel.

Das gleidifdenklige Dreiek.
38, Lehrias iiber das gleidhjdhentlige Dreiect.

Grifarung 1. Sind in einem Dreied jwei Seiten gleidgrop,
fo Beifst dasjelbe gleidhfdentlig. Die beiden unter einander gleiden
Geiten terden Schenfel, und bdie bdritte Seite wird Grundlinie
genannt. Die von den beiben Schenfeln gebildete Ecfe heifft Spige
pes gleididentligen Dreied3.
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Crilarung 2. Sind in einem Dreied alle Seiten gleidgrof,
fo Heift dasfelbe gleidfeitig.

Anmerfung. Die beiden Aufgaben, 1. ein gleidjeitiges Dreied von
gegebener Geitenldnge und 2. ein gleidhihentliges Dreied, deffen Grundlinie
und Sdjentel gegeben find, zu eidynen, find befondere Formen der Aufgabe 2
in Ne. 18.

Die Winfel und Seiten ded bei R3. T und K. II benupten Dreieds
ABC {ind im allgemeinen von einander verfchieden. Werden jedod

1 bei ber Jeidnung wei gleihe Wintel, etiwa B und

C, Yergejtellt, jo laft die Figur erfennen, daf aud

bie diejen Winfeln gegenitber liegenden Seiten AC
und AB einanber gleih find. Cbenfo Ylehrt bdie

/ Anjdamung, daf die Winfel B und C einander

glei find, tenn bdie Seite AC gleih der Seite
AB geseidynet tworden ift. Diefe beiden Beobad)-
2. C tungen leiten zu dem

Lehria IX. Gleiden Winfeln eined Dreiekd liegen gleidye
Seiten, und gleigen Seiten eine8 Dreiects liegen gleiche Wintel
gegeniiber.

Der Lehrjap zerfallt in zwei Teile:

a) Gleiden Winfeln eines Dreieds liegen gleide Seiten
gegeniiber.

Cntw. ded BVew. Da die Seiten. AB und AC demjelben Dreied
angehoren, fo fann zundcdhit nidht nad) Wint 7 verfahren roerden.
Nad) . III find aber AB und AC aud) bann einander gleidh), wenn
A D beibde einer dritten Strede gleid jind. Nun

ift nad) R3. I die Seite DE eines Dreieds
DEF, 503 bden Forberungen EF = BC,
X E =<B und < F=<C gemip ge-
seidhnet toorden ift, gleid) der entjprechenbden
Seite 4B, und bemnad) mufp aus der Bor. ab-
geleitet twerden, daf DE aud) gleih 4AC

C E ift. Die BVor. geftattet aber eine Ber-

BC taujdyung der Winfel B und C und damit
eine 9nderung in der Buordnung der Seiten und Wintel. Der Bewweis
nimmt daher die Form an:

Beweis. Bor. €3 fei L B=<xKC.
Beh. €3 it AC= AB.

Stellt man a8 Dreied DEF den Bedingungen KF = BC, X E=
X B und < F=< C gemdf her, fo ift dasfelbe fongruent su ABC und
fomit ift DE=AB. Da aber nad) Bor. L B=<L C ift, aljo der Wintel
B mit bem Winkel C vertaujht werden fann, fo ift oud) ST F'= B und
X E =< C und folgliy A\ DFE /N ABC. Bei biefer Kongrueny find
bie beiden Geiten DE und AC entjpredjend, aljo gleidgroh. Aus DE =
AB und DE = AC folgt aber nadh) ©. II: AC=4B.

B
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b) Gleiden Seiten eined Dreieds liegen gleidhe Winfel
gegeniiber.

Die Entw. ded Bew. {dliept jidh eng an die Entwoidlung im
Teile a) an; nur miiflen Seiten und Winfel mit einander vertaujcht
erden. Ein anbered Mittel zum Betveife ift bei der Lage der Winfel
B und C nidht antoendbar.

Beweisd. BVor. €3 fei 4B = AC.
Beh. €3 ijt I C =< B.

Stellt man da3 Dreied DEF (). Figur zu Teil a) den Bebingungen
X D=<xA, DE= AB und DF = AC gemid§ Her, jo ift dasjelbe fon-
gruent 3u ABC (R 1I) und jomit << E=<B. Da aber nad) der Bor.
AB = AC bie Geiten AB und AC mit einander vertaujcht werden Tonmnen
(®. 1), aljo aud) < D= < A, DE = AC und DF = AB ift, fo ift aud
/\ DFE > /\ ABC. %Bei diefer Kongruens find die beiden Wintel E und
C entjpredjend und jomit gleidygrof. Aud L E=<xCBund L E=LC
folgt aber nad) . III: < C = I B.

Die twiederholte Aniwendung de3 Lebhrjaped IX fiihrt ju bder

Folgerung 1. &Sind in einem Dreied alle Wintel
gleidhgrop, fo ift Dasfelbe gleichfeitig.

Folgerung 2. Jm gleidhfeitigen Dreied find alle Wintel
gleidhgrof und jeder von ihnen betrdgt 60°.

Sind bdie beiden Seiten AB und AC eine3 Dreieds bou einanber
verjchieden, fo find e3 aud) die Winfel B und C, und umgefehrt er-
eifen fid) die Seiten AB und AC al3 ungleid), toenn bdie Winfel
B und C ungleid find. Die Figur leitet aljo zu dem

Bufag u Lehriag IX. Jn einem Dreiect liegt der groferen
von jwei Seiten der grofrere Winfel und dem griferen von wei
Winfeln die grofere Seite gegeniiber.

Der Bujap zerfallt in zwei Teile:

a) Der groBeven von zwei Seiten eined Dreieds liegt
ber groBere Wintel gegeniiber.

Cntw. ded Bew. Da bdie Wintel B und C demfelben
Dreied angehoren, fo fann unddit niht nad) Wint 4 verfahren
toerben. Da aber ein andered Mittel fiiv den Beweid nidht zur Ber-

a4 fiigung fteht, fo mup der BVerjud) gemadht werden,
einen Dilfamwintel ju zeidynen, der mit B oder mit
C hurd) Folgerung 2 zu Lebhrja V verbunden ijt
und gleichzeitig mit dem jveiten Der bHeiden Wintel
verglichen toerden fann, um au3 defjen Beziehungen
su B und C bdas Grofenverhiltnis bdiefer Wintel
. felbft su ermitteln. Nun fann man dadurd), dap
Z-------—->C an entweder auf AC da3 Stiid AD = AB ober
auf AB (und der Berldngerung von AB) dasd Stiif AE = AC abmift
und D mit B, bez. E mit C verbinbdet, einen Winfel ADB, bez. AEC

Mirller, Planimetrie. 4




50 1. Abfymitt.

Geiten und Winfel.

berftellen, der mit B und C verglidjen rwerden fann, und erhtt jomit
auf Grund der Bor. den Bereid in einer der bHeiden Formen:

Beweis. BVor. €3 fei AC> AB.
Beh. €8 it <B> KC.

Mift man auf AC ba3 Ctitd
AD = AB ab und verbindet D mit
B, jo ift der Wintel ADB ein Aupen-
winfel be3 Dreiedd BDC und jomit

Mift man auf AB da3d Stitd AE
= AC ab und verbindet E mit C, fo
ift der Wintel B (ABC) ein Anpen-
wintel de3 Dreiedd BEC und fomit

(Folgerung 2 zu Qehriap V)
1. X ADB> X C.

Da aber nad) der Jeidnung und nad) Lehrjap IXa
KX ADB=< ABD <X BEC=< ACE
und der Bor. gemdp D swijden A | und der Vor. gemdp B zwijhen 4 und
und C liegt, aljo X ABD nur ein Teil | E liegt, alfo der Wintel C nur ein
be3 Winteld B ift, fo folgt: Teil von ACE ift, fo folgt:
2. < B> X ADB. 2. L BEC> X C.

Aud den Besichungen 1. und 2. ergiebt fich aber:

B> C.
b) Dem groBeven von zwei Winfeln eines Dreieds liegt
bie grofBere Seite gegeniiber.
Cnti. de3 Bew. Da feiner der voraudgegangenen Sipe bon
der Ungleichheit steier Seiten jpricht, jo ift e8 nidht miglicdh, die Be-
Dauptung mit VBenupung befannter Sige zu be-
griinben. Der Verfud), mit Hilfe des Lehrjages IX b
nadyzutveifen, daf AB gleid einem Teile bon AC,
alfo feiner al8 AC fei, fiihrt gleidfalld3 nicht zum
D Biefe. Man fann ztwar infolge der Bor. < B>k C
den Winfel C von B {o abtragen, Daf ein gleidh-
B {hentliges Dreied DBC entiteht, in weldem bder
Sdjentel DB gleid) einem Teile von AC ift, aber
¢ man weif nichtd iiber die Beziehung jwijhen DB
und AB, und bdaber bleibt der Berfud) erfolglos. Da anbdere Hilfa-
mittel nidht ur Berfiigung ftehen, fo mup die indirefte Beweisdform
angefbandt foerden.
Beweis. BVor. €3 fei LB > XC.
Beh. 63 ift AC > 4B.
Bon den beiden Miglidhleiten, bdie aufer ber behaupteten Beziehung
dentbar find, fithet
die erfte AC= AB j3u der Folgerung <X B=<¥X C (IX b),
und die andere AC< 4B , < B << ¥ C (Teil a diejes
Bujabes). Da beide Folgerungen der Vor. wiberfpredjen, und jomit die An-
nafhmen AC= 4B und AC < AB unzulifjig find, jo bleibt nuv itbrig, dap
AC>> AB ift.

1. & B> & BEC.
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i S e g

} fann man beide in ein Dreied bringen und u be-

Wink 8. Um zu beweifen, daf {
{ein anderer,

eine andere,
. -~
weifen fuden, daf {%’; Zﬁ;ggﬂggﬁﬁfﬁﬁf eI} gegeniiber [iegt.

39. 1bungsiage jur Anwendung es Lehrjases IX.

Fiir da3 gleid)fdentflige Dreied gelten die Sipe:

a) Der Winfel an der Grundlinie ijt ftet3 Heiner ald 1R.

b) Safy 31. Der Aufenwinfel an der Spipe ift Doppelt
fo grop wie ein Winfel an der Grundlinie.

c) Die Halbierungslinie ved Aupenwinfeld an der Spige ift pavallel
fu der Grundlinie.

d) Jeve Parallele sur Grundlinie, welde die Schenfel trifit,
jdhneidet ein gleidhjdentliges Dreied von dem ge%ebenen Preied ab.

o) Jede Parallele su einem Sdentel, welde den anbeven trifft,
fhneidet ein gleiddentliges Dreied ab.

f) Die Halbierungslinien der Winfel an Der Grunbdlinie find die
Sdyentel eined gleidjdentligen Dreieds.

g) Wird der Winfel an der Spige halbiert und ein Punit der
Halbierungslinie mit den Cndpuniten der Grundlinie verbunden, fo ent-
fteht ein gleiddentliges Dreied.

h) Die Lote von den Cndpuniten der Grundlinie auf die gegen-
iiber liegenden Scentel find gleidhgrof. (Beweid nad) K3. I, Juf.)

i) Die Verbindungslinien der Cndpunfte der Grundlinie mit Den
Mittelpuniten der gegeniiber liegenden Schenfel find gleidgrop. (Beweid
nad) K3 IL)

Mit BVenupung ded Jujaked zu Lehriap IX fonnen die Sige be-
wiefen werden:

Saty 32. Der Ubftand eines Punftesd bon einer Geraden
ift tleiner al3 jede anbdere von dem Punfte nad) derfelben
gezogene BVerbindungslinie.

Sat 33. Jn einem redtwinfligen (tumpfrointligen)
Dreied ift die dem redhten (ftumpfen) Winkel gegeniiber
liegenbe Seite grifer al3 jede der beiden anderen.

Crilarung: Da3 Lot von einer Ede auf die gegeniiber liegende
Dreiedsdieite witd Hohe ved Dreieds genannt. Ju jeder Seite gehort
eine Hihe. _

Sap 34. Die zu einer Dreiedsfeite gehbrige Hohe ijt
fleiner al3 jedbe der beidben andeven Seiten.

Saty 35. Die Summe weier Seiten einesd Dreieds ift
groBer al3 die dritte.

4*
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Cntw. ved Bew. (fiivr (4B 4C) > BC). Die Form der Be-
hauptung verlangt die Herftellung der Summe 4B+ AC. Jft nun 4AC
an AB von A aud angetragen und Ddadurd) die
Gtrede BD gleid) AB 4 AC geworden, {o hat man
nad) Winf 8 zu zeigen, Dap in Dem Dreied BDC,
. bad durd) die BVerbindung der Punfte D und C ent:

SO fteht, ver Winfel BCD qrofer ift ald der Winfel

BDC. Gine Bor. ift nid?t vorhanden, und demmnad
mup die Ungleidhheit <« BCD > & BDC aus der aus-
gefithrten Beidnung (gleidjdhentliged Dreied!) ab-
geleitet werben.

Au3 Sap 85 fann durd) Rednung abgeleitet
werden:

_ Sap 36. Die Differeny jweier Seiten eined Dreieds
ift ftets fleiner al8 die dritte.

Den geometrifden BVeweid liefert die folgende
€Entw. de3 Bew. Die Form der Behauptung (BC — AB) << AC ver-
langt die Herftellung der Differeny BC — AB und dann der Wint 8 den BVergleid)
der Dbeiden Wintel CAD und ADC bpe3 Dreied3
A ADC, a3 durd) die Berbindung der Puntte 4 und D
\ entfteht. Da in dem gleidjdentligen Dreiet BAD
der Winfel BDA ftetd fleiner al3 1 R, fein Nmw.
ADC aljo ein ftumpfer ift, fo ergiebt fidh die Ridytig-
feit Ded8 ©apesd entweder nad) Sap 33 oder nad
BC-AF  gyujap zu Lehriap IX.

Durd) Benupung der beiden vorhergehenven Sape lapt fid) der
Gap gewinnen:

Sa 37. Berbindet man einen Punft im Jnunern eines
Dreieds mit den Cndpuntten einer Seite, fo ift die Summe
per Berbinbungslinien fleiner ald dbie Summe bder beiben
anderen Dreiedsjeiten.

Die Ableitung gejdhieht in folgender Weife:
A Man verlingert die Strede BP, bis fie fih) in @
a mit der Seite AC dneidet, und wenbdet bei dem
?reiecf BAQ den %;g 85 It)m[‘b gei pem Dreied CPQ
en ©apy 36 an. Man erhilt bann:
s N s g > (ap e,
2. (PQ+ Q0) > PC,
und fomit (4B + 4Q + PQ+ QC) > (BP 4 PQ } PO),

und dsa PQ = PQ,
fo folgt durd) Subtvaltion:

(4B + AQ+ QC) > (PB+ PC),
9. §. (4B AC) > (PB+ PC).
Aufgabe. BVerbinde P aud) mit A und beweife dann (mit Benupung
be3 Sapes 37), baB (AB-+ AC + BC) > (PA + PB+ PCO) ift.

¢
Y4 —
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40. 3wei gleidihentlige Dreiecfe. (Dradheniag.)
Wird iiber der Grunbdlinie BC eines gleichihentligen Dreieds
ABC ein  jeites gleidifentliges Dreief DBC gezeidnet, bdefien
A Gpige D mit ber Spise 4 auf verjdhiebenen Seiten
von BC liegt, umdb twird bdie Berbindungslinie
AD gejogen, o lafgt die Figur erfennen, bdaf bdie
auf bden beiden Ceiten von AD liegenden Dreiecde
fongruent {ind, da die Grundlinie {oivie die Winfel
an den Spigen Halbiert find und daf 4D fenfredht
auf BC fteht. Die Anjdauung fithet damit zu dem
Lehriag X. Die Verbindungslinie der Spigen
sweier itber derfelben Grundlinie ftehenden gleid)-
fhentligen Dreiecte
a) beftimmt mit den Sdjenfeln jwei Ffongruente Dreiecte,
b) balbiert die Winfel an den Spiten,
c) fteht fenfrecht auf der Grundlinie und
d) Dalbiert diefelbe,

Cnti. ded Bew. Jum DBeweife der KRongruens ift nur K3 II
verivendbar, defjen Bedingungen jum Teil in der Vor. enthalten und
gum Teil aus derfelben nadh) @. IV mit Hilfe des Lehriages IX ab-
leitbar find. Die Behauptung b) ift eine Folge ber Behauptung a).
Dasfelbe gilt nad) Folg. 5, Lehrf. VI von der Behauptung c), Der
Teil d) verlangt den VBeweis fiir die Rongruens der Dreiede BAE
und CAE, der nac) 8. I und aud) nad) R3. I gefithrt werden fann.

Beweid. Da AB= AC, alfo aud) << ABC =< ACB,
und DB = DC, alfo aud) < DBC= < DCB,
und jomit < ABD = < ACD nad)y @. IV ijt, fo find die Be-
dingungen de3 K3. II erfitllt, und demnad it
a) A ABD~ A ACD.
Daraud folgt << BAD = <X CAD und < BDA = < CDA,
b. §. b) die Winfel A und D find Halbiert.

Serner ftimmen nun bdie Dreiede BAE und CAE in jwei Winteln
itberein, und dafherift <X AEB = L AEC, aljo - AEB = 1 R, und folglid)
¢) AD 1 BC.

SdlieBlid ift jept in den Dreieden BAE und CAE entwebder

AB = AC, oder <X BAE = < CAE,
<< ABE = < ACE, AB = AC,
<X BAE = . CAE, AFE = AE,
und jomit A\ BAE /\ CAE nad) 8. I ober Q3. IL

Darausd folgt d) BE = CE.

Anmertung. Gine Sinderung in den Beziehungen tritt nicht ein, wenn
D mit A auf derfelben Seite von BC liegt.

Crilarung. Die hnlichleit der Figur mit einem Draden (Spiel-
seug!) giebt Beranlaffung, den Lehriap X ald Dradjenfap zu begeidhnen.
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41. Aufgaben.

Der Juhalt ved8 Dradjenjaed gejtattet, ohne Benubung ved Mafs-
ftabes und Gradmefjers die folgenven (Grund-) Aufgaben auszufihren.

Nufgabe 33. Cine Strede 4B ju halbieren.

Auflofung Jn der Figur ved Dradenfabed wird die gemein:
{haftlide Grundlinie halbiert. Kann man alfo die Figur diefed Lehr-
jabed fo berftellen, vafp 4B die gemeinjdajtlide Grundlinie wird, fo ift
die Aufgabe geldit.

Beidnung. Dan erriditet iiber 4B swei gleihjdhentlige Drei-
efe und verbinbet beren Spiken mit einander.

Anmertung 1. Durd) zwei um A und B mit demfelben Halbmefjer
bejchriebene Rreife, die fid) fdneiden, werden die Spihen der gleihidhentligen
Dreiede am einfadjften beftimmt.

Anmerfung 2. Die LWjung der Aufgabe 33 liefert gleichzeitig da3
Mittellot der Strede AB.

Nufgabe 34. Cinen Winfel 4 ju halbieren.

Aujldfung. Nad dem Dradenjape wird der Winfel 4 Hhal:
biert, wenn bdie Figur jo Hergejtellt wird, dap A einer der Winfel an
ben Spiten ift.

Betdnung. Auf den Schenfeln ded Winfeld 4 mifit man bdie
beiden gleiden Gtiife AB und AC ab, verbindet B mit C und ervidtet
itber BC ein zweited gleidhjdentliges Dreied DBC. Die BVerbindungs-
linie DA Yalbiert dann den Winfel 4.

Aufgabe 35. Jn einem Punite P einer Geraden 4B
bad Lot auf derfelben u erridten

Auflofung. Dad Lt in P bilvet mit 4B jwei vedyte Winkel,
und da ein rediter Winfel die Hilfte eined fladen ift, fo befteht die
Aufgabe darin, den fladen Winfel APB su halbieven. S. Aufg. 4.

Anmerfung. Damit ift gleidhzeitig die Aufgabe geldt, mit Hilfe des
Birfeld und LQineald einen redhten Winfel u zeidnen. Durd) weitere
albierungen erhilt man 450, 22150 u. |. . Ehenjo laffen fih aud 600
(gleichieitiged Dreiedt!) dburd) Halbierungen die Wintel von 300, 159, 710 u. {. w,
Herftellen.

Aufgabe 36. BVon einem Punite P auperhalb einer
®eraden AB bad Lot auf diefelbe su fallen.

NAuflofung Jn der Figur sum Dradenfate fteht die Berbin:
dungslinie der Spisen fenfred)t auf der gemeinfdaftlihen Grundlinie.
Lipt fid) alfo bewirfen, dafp P die Spibe eined gleididentligen Drei:
edd wird, deflen Grundlinie auf AB liegt (Aujgabe 4), fo hat man
iiber diefer Grundlinie ein zweited gleidfdentliges Dreied u zeidnen
und defjen Spite mit P ju verbinben, um dasd verlangte Lot %erguftellen.

Beidnung. Man bejdreibt um P einen Kreid, der 4B in ben
Punften Q und B jdhneidet, exridhtet iiber QR ein gleihicdhentliges Dreied
und verbinbet die Spige desfelben mit P.

Aufgabe 37. Durd einen Punit P auperhalb einer
®eraden AB die Parallele ju 4B ju giehen
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Auflofung. Bwei Geraden find parallel, wenn fie mit einer dritten
Geraden 3. B. gleide . W. bilven. Die Grife diefer Winfel ift be-
liebig, fann aljo aud) gleid R angenommen werben. Filt man dem-
nad) von P auf AB dag Lot PQ und ervidtet dann in P auf PQ bas
Lot PR (Aufgabe 35), fo it PRI AB.

Weitere Aufgaben.

Aufgabe 38. Cinen rechten Winfel in drei gleiche Teile ju serlegen.

Aufgabe 39. Einen Wintel von 1200, 1350, 1500, 1659, 1050, 671/0,
521/30 2u zeidhnen.

Aufgabe 40. Cin Dreied ABC zu zeidnen, in weldem

AB=5cm, <X A=900, L B= 609,

ober AB=6cm, <gA4=45, < B=1050,
.oder AB=4dcm, < A=67)0, & B= 8210 ift.

Aufgabe 41. Cin gleidhjdentliged Dreied zu zeihnen, in weldem der
BWinfel an der Spihe 52720 und der Edjenfel 5 cm grof ijt.

Aufgabe 42. €in gleihjdentliges Dreied zu zeidnen, defjen Grund-
linie 8 cm und bdeffen Winfel an der Grundlinie 37120 (vder defjen Wintel
an der ©pige 750 grof ift.

10. Qapitel.

Die Stongruenjfase III uud IV,
42, Beweid ju K3 I und K. 1IV.

Nad) dem Bujape zu Lehriap IX liegt ber grifeven von ziwei
Geiten eined Dreieds der grofere Winfel gegeniiber. Der Wintel,
weldjer in einem Dreiet der Fleineren von jwei Seiten gegeniiber
liegt, ift daber ftetd ein fpiger, und demnad) fann man den dritten
per in Nr. 35 gewonnenen Sdbe in der folgenden Form ausfprechen:

Lehriap XI. K3 IIL. CStimmen zwei Dreiecte iiberein in
der Grofe jweier entipredhenden Seiten und ded Gegenwinfels
der grdfieren, {o find fie Fongruent.

Unter der nnahme AC > 4B und DF > DE lautet die

Bor. &8 fei DE = 4B, <« E = < B, DF = AC.
Beh. €3 ift /. DEF ~ ,\ ABC.

Cnt. be3 Bew. Dem bei &3 1 und R3. II angemwandten BVer-
fahren entfprechend, fann man dag Dreied DEF jo auf ABC legen,
bap der Punft E auf B, die Seite ED auf BA und iegen
der Gleidheit Der @eiten DE und 4B aud) der Punft D auf 4
fallt. €8 liegt bann aud) die Seite EF auf BC, weil << E= < B
ift. Da aber die BVor. weder iiber da3 GridBenverhiltnid der Seiten
EF und BC, nod) itber bdie Wintel D und 4 etwad ausfagt, jo
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fann nicht bemwiefen erdben, daf aud) die dritten Ecden, und ebenfo
nidt, dak die dritten Seiten ufammenfallen, und bdemnad) ift ein
2 p ‘Beweid bder Qongruens durd) Dedung nidht

. mbgli. Man muf daher verfudjen, aus der
LBor. die Bedingungen zu einem bereitd be-
wiefenen Sabe abjuleiten. Qegt man aber
ba3 Dreief DEF fo an a3 Dreied ABC,
bafs bie Seite DF auf AC, der Punkt D auf
A und wegen der Gleihheit der Seiten DF
und AC aud) der Punft F auf C falt, und
€ 7 yerbindet man dann E mit B, fo teift die
Figur auf den Dradenjap Hin. Man Hat daher zum Beteife der
Qongrueny aus der Bor. die Bedingungen ded Dradjenjabed abjuleiten.

Bemweisd. Jft dag Dreied DEF in bder angegebenen Weife an das
Dreied ABC gelegt und E mit B verbunben, fo ift da3 Dreied ABE gleid)

fdjentlig, aljo <X AEB = < ABE.
Da aber nad) der BVor. X AEC = 4 ABC,
fo ergiebt bie Unwendung de3 G.1V: << CEB = < CBE,
und jomit ift nadh) Lehriap IX a CE = CB.

€3 ftehen aljo iiber BE 3wei gleichidentlige Dreiede, und daher ift nad)
Lehrfap Xa N\ AEC & A\ ABC, aljo aud) /\ DEF & /\ ABC.

Lehriag XTI K3 IV. Stimmen jwei Dreiede iiberein in
der Grife aller entfpredhenden Seiten, fo find fie fongruent.

Cntw. ded Bew. Cin Dedungsbetoeis ift aud) hier niht aus-
fiihrbar. Man fann zwar Da3 ziveite Dreied jo auf das erfte legen,
baB 3. B. bdie Seite DE auf 4B, der Punft D auf 4, und ioeil
DE = AB ift, aud) der Punft £ auf B fdallt; allein da die Bor. eine
Beziehung zvijden den Winfeln D und 4, jowie toijden E und B nicht
enthdlt, fo Yapt {idh da3 Jujammenfallen der jtveiten Schentel biefer
Winfelpaare nicht betveifen, und folglih aud) nidht die Dedung der
pritten Ccdpunfte. Die tveitere Entwidlung toie bei Ry M. Die
Bedingungen desd Dradjenjaes folgen ofhne iweiteres aus der Bor.

Anmerfung 1. Die Beweife zu K3 I und K. IV nnen aud) mit
Benubung ded K. IL gefithrt werben.

Anmerfung 2. K3 IV ift nidht anwendbar, wenn die Gleid-
heit zmweier Streden bewiefen werden joll.

43. Tibungsbeifpiele su K3 III und K3 IV.
Wird in einem gleidjdeniligen Dreied bie lgur Grunbdlinie gehorige

Hohe gefallt, fo lehrt die Anjdhauung, dap durd) die Hohe die Grund-
2 ’ linie und per Winfel an der Spige Bhalbiert

witd, und fithrt fomit zu
Saty 38. Jn einem gleididhentligen
Dreied halbiert die zur Grundlinie ge-
B ¢ bhorige Hohe den Winfel an der Spipe

4 und die Grundlinie.
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Cntw. ded Bew. Den Beweid fiir den erften Teil der Be-
hauptung liefert die Lojung der Aufgabe 27. Fiir den zweiten Teil
it nad) Wint 7 zu verfabhren, alfo die Rongruens der beiden neben der
Hiohe liegenven Dreiede su beweifen. Die Benupung vesd K. III, defien
Bedingungen aus der Bor. mit Anwendung ved @. T und @. LT abgeleitet
werben fonnen, fithrt am einfad)ften zum 3iele.

Crildrung: Die Verbindungalinie einer Cde mit dem Mittel-
punfte der gegenitber liegenden Dretedsfeite fheipt Mittellinie. Ju
jeder Ceite gehort eine Mittellinie.

2. Wird weiter*) die Spige eined gleidhjdentligen Dreiedd mit
bem Mittelpunite der Grundlinie verbunben, fo leitet die Figur (. Fig.
su Saty 38) zu dem

@ats 89. Jn einem gleidfdentligen Dreied jteht die
sur Grunbdlinie gehorige Mittellinie fenfredht auf dber Grunbd-
linie und Halbiert den Winfel an der Spise.

Cuntw. bed Bew. Vor. €8 fei 4B = AC und BD — CD.
Beh). €3 ift AD | BC und < BAD — < CAD.

Nad) Winf 1 ift sunddyft su beweifen, dah <« ADB — I ADC ijt.
Bei der Lage der Winfel mufy su vem Jwede gezeigt werben, daj
/N ADB > A ADCit. Da dann aber aud) <« BAD — & CAD ift,
o geniigt diefe Kongruen; fiir beive Behauptungen. WAm bequemiten
geftaltet fi) die Anwendung de3 K3 IV; indeflen fann aud) K. 11 be-
nupt werbden.

Da in einem Punfte einer Geraden nur ein Lot auf derfelben
miglid) ift, alfo Da3 Mittellot der Grundlinie BC ded gleidyidhentligen
Dreiedd ABC nad) Sap 38 mit der Hiohe AD gujammenfallen muf, fo
ergiebt fid) der

Bufab 3u Sap 38 oder 39. Jn einem gleidh{dentligen
Dreied geht dasd Mittellot der Grundlinie jtetd durd) bie
Syipe.
und bierausd die

Folgerung. Die Spigen aller iiber derfelben Grund-
linie ftehenden gleidhjchentligen Dreiede liegen auf bdem
Mittellote der Grundlinie.

Sn Verbindung mit Sap 30 fithrt diefe Folgerung zu dem

Geometr. Ort 3. Das Mittellot einer Strede ift Dder
geomtetrifche Ort fiir alle Punfte, die von den beiden Cndpunften
der Stredfe gleichweit entfernt find.

3. Wird {lieplid) in einem gleid)jdentligen Dreied der Winkel an
per Spite halbiert, jo leitet die Figur zu )

Sats 40. Jn einem gleidhidentligen Dreied fteht die
Dalbierungslinie ded Winfeld an der Spige jenfredt auf
ber Grunbdlinie und Halbiert diefelbe.

*) Die Sipe 39 und 40 find natiiclih al3 Folgerungen aud Sah 38
angufehen (. Gap 41). Hier dienen fie lediglidy als Ubungsbeifpiele.
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Cntw. ved Bew. Bor. €3 fei AB= AC und <« BAD = < CAD.
Beh. 63 ift 4D L BC und BD = CD.

Den Bewei3 fiiv den erften Teil der Behauptung liefert die LWfung
ber Aufgabe 26. Fiir den gweiten Teil ift nad) Winf 7 die Kongrueny
ber Dretede ADB und ADC aud der Bor. abguleiten. Bur Ver:
wendung fonnen K3 I, K3 II und nad) einem Ileinen Ummwege aud)
3. 11 gelangen.

Die Sage 38—40 fonnen mit dem 3uf. ju Sap 38 vereinigt
werden in dem folgenden

Saty 41. Jn einem gleichidhentligen Dreied {ind

a) bad gur Grundlinie gehorige Mittellot,

b) die , ” " Mittellinie,

G) b!e " . ” n ‘bbbe
und d) die Halbierungaslinie des Winfels an der Spipe
ftet3 diejelbe Linie.

4. Auf den Sdjenfeln eined Winfeld 4 werben gleidhlange Lote

A erridytet und durd) bie Endpunite verfelben Paral-

lelen 3u den Sdhenfeln gejogen, auf denen fie
fenfrecht ftehen. Wird dann ber Schnittpunft P
Q diefer TParallelen mit der Spike A verbunbden,
fo lehrt die Anfdauung, daf die Verbindungs-
linte P4 ben Winfel A bhalbiert, und leitet
damit zu
Saty 42. Sind die Abftdnde eines
Punfted von den Schenfeln eines Wintfels
gleihgrofs, jo liegt der Punft auf der Halbierungslinie
bes Winfels.
Cntw. pe3 Bew. BVor. €3 fei PQ L 4Q, PR1L AR, PQ = PR.
Beh. €3 tft <« PAQ = < PAR.

Bei der Lage der Winfel ift nad) Winf 6 su verfahren und bie
Rongrueny der Dreiedfe PAQ und PAR u beweifen. Man weify, dap
die Winfel PQA und PRA redhte find; man weif ferner, dap die Lote
gleidhlang find und dah PA beiden Dreieden angehort, und fann daraud
die Bebingungen ved K. II leid)t ableiten. )

Die Verbindung diefed Sapes mit Sap 29 liefert den

Geometr. Ort 4. Die PHalbierungslinie eined Winfels
ift der geomefrijhe Ort fiir alle Punfte, weldje von feinen
Sdpenteln gleidhen Abftand Haben.

Anmerfung. Jwei fid) jdhneidende Geraden bilden mit einander vier
BWintel, deren Halbierungdlinien ein fid) redtwintlig jdneidended Geradenfreuz
(Sap 8) sujammenjegen. Diefed Geradentrenz enthilt alle Puntte, weldhe von
ben beiben erften Geraden gleichweit entfernt find.

5. Durd) Umiehrung bed Sapes 23 erhilt man:

Sat 43. Sind in einem Biered die gegeniiber liegen-
ben Seiten paariveid gleidgroh, jo jind jie aud) paarweis
pavallel.
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Cntw. ved Bew. Bor. €3 fei AB = ¢D und 4D = BC.
Beh. €3 ift AB | CD und 4D | BC.
Nad) Winf 2 hat man zu zeigen, dap die
2 € Geraden 4B undCDmit einear ‘brit%en (&er%ben
gleidge GL. W. over IB. IB. bilden, und dasfelbe
gilt von den Geraden 4D und BC. Nimmt
man al3 {dneivende Gerade fiiv beide Paare
eine der Diagonalen, etwa AC, fo mup man
A B beweifen, daf < BAC = < DCA und
X BCA = & DAC ift. Died fann nad) Wint 6 dadurd) gejdehen, dap
man die Kongrueny der beiden Dreiede ABC und CDA nadweift. Un-
wendbar ift nur K. IV, da K3 I, K 11 und K. 1T die Gleidheit von
Winteln bereitd vorausfepen und hier alle Winfel unbefannt find.

6. Aud) der Sap 28 fann umgelehrt werben und fithrt dann Fu
Sat 44. Sind alle Seiten eined Biereds gleidgrofh,
fo fjtehen feine Diagonalen fenfredht auf einander und Hhal-
bieven Jid) gegenfeitig.
Cntw. ve3 Bew. Bor. €3 fei 4B = BC = CD = DA.
¢ Beh. €3 1ft AC L BC, A0 = CO und BO = DO.

Die Figur erinnert an den Dradenjah, defjen

Unwendung am bequemften jum Jiele fithrt. Die Be-

bingungen dedfelben find in der BVor. erfiillt, einerlei

2 0b man A4 und C ober B und D ald Spiten der gleid):
{dentligen Dreiede wahlt. Nad) Teil c) ded Lehrf. X

ifl veshalb AC L BD und nad) Teil d) 40 = CO, jowie

BO = DO.
7. Wenn in der Figur ded Sahes 27 die beiden
A4 Diagonalen gleidgrof gezeidhnet werven, fo lehrt bie

Anjdauung, daf nidt nur die gegenitber liegenden, fondern aud) die
auf einanber folgenden Winfel gleihgrofy find. Da nun die Summe
aller Winfel eined Bieredd 4 R betrigt, jo
ift jeder ver unter einander gleidhen infel
ein redyter, und fomit ergiebt jid) der

Sap 45. Sind in einem Bierved
mit paarweid gleiden (und deshalb nad
RESEERIERARTs]  Gab 43 aud) paarioeis parallelen) Gegen-
4 B jeiten bdie Diagonalen gleidhgrof, fo
find alle Winktel desdfelben redite Wintel.

Cntw. bed Bew. Bor. €3 fei 4B= CD, AD — BC und AC= BD.
Beh. G ift x 4= B=<xC=xD=R.

Da 5 0=, Aund £ D = 4 B ift (Sap 18), fo geniigt €3, 3u

beweifen, dap - 4 — <« B =R ift. RNun jind 4 und B Crg. W. bei

den Parallelen 4D und BC. Nad) Lebrf. IV ift daher 4 + B — 2R, und

bemnad) bleibt der Nadyweid ju liefern, daf <« 4 — - B ift. Bei der

Qage der Winfel fann nur nad) Winf 6 verfahren werben. Die beiben
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Winfel liegen in den Dreieden BAD und ABC den gleiden Seiten
BD und AC gegeniiber und find dedhalb gleidgrof, wenn dieje Dreiede
fongruent {ind. Jur BVerwendung fann nur K. IV (4B = 4B, AD — BC
und BD = AC) gelangen, da die Begiehungen zwifden den entfpreden-
ben Winfeln famtlid) unbefannt find.

Die Umiehrung ed vorhergehenden Saped lautet:

Sat 46. Sind die Winfel in einem Vieved mit paar-
weid parvallelen Gegenfeiten vedhte Winfel, fo find die Dia-
gonalen gleicdhgrof.

Der Beweisd diefed Sabed wird mit Benupung derfelben Dreiede
ABC und BAD durd) Anwendung Ded K. 11 geliefert.

44. Wbungsbeijpiele su K3. 1bis K. IV,

1. Fiir vad gleidhfdentlige Dreied gelten die folgenden, leidyt ju
bemweifenven Siite:

Safs 47. Gleid)idenilige Dreiede find fongruent, wenn
fie itbereinftimmen in der Gridpe

a) der Grundlinie und eined Winfeld an der Grundlinie (K3 1),

b) der Grundlinie und ved Winfeld an der Spike (K3. 1),

¢) der Grunbdlinie und eined Sdenfeld (. IV),

d) einesd Sdentels und ved Winfeld an der Spige (K. 1),

e) eined Sdjenfeld und eined Winfeld an der Grundlinie (K3 I),

f) der Grundlinie und der zur Grundlinie oder ju einem Sdyentel

aehdrigen Hihe (K3 II und K. 1),
g) eined Sdenfeld und der zu einem Schenfel oder ver Grundlinie
gehorigen Hihe (K. III).

Saty 47a. Gin Dreied ift gleidjdentlig, wenn a) eine feiner
Hohen mit der zugehirigen Mittellinie zujammenfillt (K3 II) und b)
wei feiner Hohen gleidhgrop find (K. III).

2. Fiir vad redytwinflige Dreied gelten die Sipe:

Saty 48. Redtwinflige Dreiede find fongruent, wenn fie
iibereinftimmen in ver Groge

a) der beidben RKatheten (83 ID),

b) einer Kathete und de3 ifhr anliegenden jpigen Winfeld (K3 1),

c) einer Kathete und ded gegeniiber liegenden Winfeld (K;. I),

d) der Hypotenufe und einer RKathete (%5. 1I0),

e) der Hypotenufe und eined {pigen Winfeld (K3 I).

Folgerung aud 48boder c. Gleidfeitige Dreiede find fon-
gruent, wenn fie in der Groge einer Hohe ibereinjtimmen.

8. Sab 49. Gind in einem Biered ziwei gegeniiber
liegendbe Seiten parallel und zwei gegenitber Yiegenbe
Winfel gleidhgrof, fo ift aud das jweite Paar der gegen-
iiber liegenben Seiten parallel

Die Entwidlung fithrt dazu, die Diagonale, weldje den gleidjen BWinteln
gegenitber liegt, su iehen und dbann K3 I, Buf. su benupen.
Saf 50. Wird ein BViered durd) jede feiner Diagonalen
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in 3wei fongruente Dreiede zerlegt, fo jind feine gegen-
itber liegenden Winfel paarweis gleid) und feine gegeniiber
{iegenden Seiten paarweisd parallel.

Der Gap ift ein Ubungabeifpiel sur Beftimmung bder entfpredjenden
Gtiide in zwei fongruenten Dreiecen.

45, Aufgaben.

Aufgabe 43. (Grund-Aufgabe). Jn einem gegebenen Puntte P
einer ®eraden ®. (ohne BVenupung ded Gradbmejjers) einen ge-
gebenen Wintel o an diejelbe anzulegen.

Aufldjung. Angenommen, die Beidnung fei ausgefithrt, jo mup nad)-
gemiefen werben fonnen, daf der angelegte Winfel QPR gleid) « ift. Bei

der beliebigen Lage des Winkeld « fann

4 diefer Beweid nur nad) Wint 6 geliefert

werden. Demnad) hat man ivei fongruente

R Dreiede Jerzuftellen, in denen « und QPR

g a8 entjpredjende Wintel vorfommen. Diefer

B 2 a Korberung geniigt man, wenn man die

Gdjentel e3 Winteld o durd) eine Gerabe

in ben Punften B und C jdneidet und das
Dreied ABC nod) einmal jo geidynet, daf P der Ede A entfpridyt und die
AB entfprediende Geite auf ber gegebenen Geraden liegt. Jur Unwendung
Yann nur R IV gelangen, und dafer ift a3 sweite Dreiect fo herguitellen,
paf e8 mit ABC in ber ®rdfe aller Seiten itbereinftimmt. Werden Ddie
PBuntte B und C fo gewdhlt, bap 4B = AC ijt, jo erhdlt man piernad) bie

Beidnung. Man befdhreibt um den Scheitelpuntt 4 ded Winteld o
einen Rrei3, der die Shentel in B und C tiifit, jdhlagt um P mit demfjelben
Dalbmeffer einen Kreid, der die Gerade in ¢ jdneidet, zeidymet bann um Q
mit dem Halbmefler BC einen weiteren Rreid, der den um P bejdriebenen
RKreid in R trifit, und verbindet {dlieplih R mit P.

Aufgabe 44. Durd einen Puntt P auberhalb einer Geraden AB
(ohne Benupung ded Gradmefjers) die Parallele zu derfelben zu siehen.

Aufldjung. Nad Lehriap TII find swei Geraden parallel, wenn jie
mit einer dritten Gcraden gleidhe G MW. bilden. Jicht man aljo durd) P
eine Gerade, weldje AB jdneidet, und legt einen der entftandencn Winkel in
P an bdie jdneidende Gerade fo an, bag GL LB. entjtehen, jo ift der toeite
©djentel ded angelegten Winteld die gejudite Parallele.

Grfldrung. Zur Abkiirzung jollen bei dem Dreied 4 BC bezeidnet werden

die Seite BC mit a, AC mit b, AB mit ¢,

der Winfel 4 mit ¢, B mit g, C mit y,

die Hohe zu BC mit ha, ju AC mit hy, u AB mit he,

pie Mittellinie su BC mit ma, 34 AC mit mp, ju AB mit me,
und entjpredjend die drei Winfelhalbievenden mit we, wg, wy-

Aufgabe 45. Cin Dreied zu zeidnen ausd a, g, y.

Aufgabe 46. Gin Biered mit paavweid pavallclen @egenfeiten 3u
seidynen aus

1. zwei (benad)barten) Geiten und dbem Winkel jiwijden denjelben,
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2. 3wei (benadybarten) Seiten und einer Diagonale,
3. einer Geite und den beiden Diagonalen (Sap 27),
4. den beiden Diagonalen und dem voun ifuen gebildeten Wintel.
Aufgabe 47. Cin gleidjdentliges Dreied zu zeidnen ausd der Grund-
linie und der dazu gehorigen Hohe (Ort 2 und 3).
Nufgabe 48. Cin gleidjcitiged Dreied aud der Hohe su zeichnen.
Aufgabe 49. Cin redhtwinfliged Dreied zu zeihnen aus
1. ben beiben Ratheten,
2. einer RKathete und der Hypotenufe,
3. einer RKathete und einem der pigen Winkel,
4. der Hypotenuje und einem bder fpigen Wintel.
Aufgabe 50. Cin Dreied zu zeidnen aud a, b-fc=s, «.
Aufldjung. Orduet man bei dem beliebigen
(2 Dreied ABC die Seite BC ber gegebenen Geite
a zu und addiert AC 3u BA, um in BD bdie
4 ©trede zu erBalten, die der gegebenen Seitenfumme
entjpridht, fo entjteht durcd) Berbindung der Punite
2 ¢ D und C ein gleidjdyentliges Dreied ADC, defjen
Wintel D nad) Sap 31 gleidh 13 BAC ift, alfo dem
Wintel 23 entfpricgt. Bon dem Dreied, dem bad Dreied BDC entipridy,

fennt man aljo zwei Geiten und einen der nidt eingejchloffenen Wintel, und
demnach) fann dasjelbe gezeidnet werden. (Stelle BD = s her, lege in D an

DB ben Wintel -°2i an und bejdreibe den RKreid B, a, der dem jiveiten

Gdjentel des Winfeld D in C trifjt. Jwei Lojungen) Sobald BDC ge-
funden ift, ergiebt fih A burd) Aniwendung ded Drted 3.
Aufgabe 51. Ein Dreied zu zeidhnen aud a, b—c=d, «o.
Aufldjung. Jn dem Dreied ABC midge die
©eite BC der Seite a entjpreden. Jieht man AB
von AC ab, um in CD bdie Strede zu erfalten, die
der gegebenen Differenz entipridht, fo entfteht durdh
Berbindbung der Punfte D und B dad gleidjdentlige
Dreiet ABD mit der ©Spihe 4, und daher ift der
Wintel BDC =R 4 s 4. Bon dem Dreied, dem
BDC entjpricht, fennt man alfo zwei Seiten und
einen ber nidjt eingejdloffencn Winfel. Dag weitere wie bei Aufgabe 50.
Cine Lojung.
Aufgabe 52. Ein Dreied zu zeidhnen aud a-db4-c=s, B, y.
Aufldojung. Otellt man bei einem Dreied ABC die Summe feinter
Geiten dadburd) her, daf man an BC von B aud die Seite BA und von C
A aud bdie Seite CA antrdgt, und
perbindet man A4 mit ben neuen
. Cnbdpuniten D und E, fo find bdie
g Dreiede BDA und CEA gleidy-
”/ % 2 T ~ fdhentlig, aljo < D = 1, B und
X E=13C Da3 Dreied ADE
ift daber beftimmt (Yufgabe 45), und bamit find e3 aud) die Puntte B und C,
weil fie bie Spipen der gleidijdentligen Dreiede find (Ort 3).
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Die geometrijchen Orter 1 und 2 gelangen befonders zur Verwendung
bei ber Lojung ber folgenden Aufgaben :

Aufgabe 53. E€in gleidhjdentliges Dreied zu eidynen ausd einem
Sdjentel und der dbazu gehorigen Hohe.

Aufgabe 54. Ein Dreied zu zeidnen aud 1) a, b, ha. 2) a, B, ha.
3) a, ha, ma. 4) &, b, hv. 5) «, b, mp. 6) «, b, mec. 7) @, hb, he.
8) «, hb, mb. 9) e, hb, me.

Aufgabe 55. Ein Dreied zu zeidnen aud db4c, «, he.

©. Aufgabe 50. Dexr Puntt C ift beftimmt durd) he und << D =

Aufgabe 56. Cin Dreied zu geidnen aud b+ ¢, , hn.

Aufgabe 57. Cin Dreied zu zeidhnen aud a4 b-+c, ha, f oder 4.
©. Aufgabe 52. Bleibt BC bei der Bildbung der Summe liegen, jo er-

geben fid) fiiv A aud ha unbd g zwei geometrifdhe Orter.

Gine weitere Reihe von Aufgaben Eniipft fid) an eine Begiehung an,
bie gwifden zwei Dreiedsfeiten und den su ihnen gehorigen Hohen be-
fteht. 2Addiert man ndmlid zunddit bei einem Dreted 4BC die Seiten
b und ¢ und fillt von dem Cndpunite D Her
Gumme Da8 Lot DB2 auf (die Berlingerung
ver Hohe) BB,, {o wird dadburd) auf BB, ein
B, Gtiid B, B, begrengt, vas gleid) CC, ift. Denn

sieht man AE povallel su B B,, o ift sunddit

AE = B,B, (Ga 23). Da ferner dHie Dreiede

ACC, und ADE nad) 8.1 fongruent find (weil

C X0 =<E(=R), €£CAC = <xD GLNB.

an Parallelen) und AC = 4D ift), fo ift 4E

aud) gleid) C€C,, und daraud folgt die Gleidbheit B, B, = 0C,. Dem-

nad) i}t BB, = hv + he. Au3 der angegebenen Kongruens ergiebt fid) ferner

die Gleidheit AC, — DE, und da EB, = AB, tjt (Sap 28), fo folgt
DB, = AC, + AB,.

Grilarung: Die su einer Dreiedsfeite gehirige Hobhe teilt die-
felbe in zwei Teile, welde Projeftionen der anvern Seiten auf die
erfte genannt werden.

Begeidnet man die Projeftion der Seite o auf b durd) pap, alfo
AB, durd) peb und AC, durd) pve, {0 ift DBy = peb + pre. Die Seiten
pe3 redtwinfligen Dreiedd DBB, jind demnad) gleid v+,
b - he, Pbe + peb.

Bieht man dagegen AB von AC ab und fallt von dem Endpunite

D ver Differeny b — ¢ dad Lot DC, auf CC,,
fo wird ‘ba‘ourcg auf CC, ein Stiid C,C, ab-
gefdnitten, dad gleid) BB, ift. Denn zieht man
wieder die Parallele AE gu €C,, fo ift gunddit
AE = C,0, (Sap 23). Da aber die Dreiede
ABB, und ADE (weil <X B, = < E (= R),
xA=<xD (BW.IW. an Parallelen) und AB =
AD ift), fongruent find, alfo BB, = AE ift,
fo folgt wiederum C,C, = BB,. €8 ijt daber CC, = he —hv. In gleider
Weife ergiebt fid) DC, = EC, — ED = AC, — AB, = pyec —peb. Die
Geiten ved redtwinfl. Dreiedd CDC, ind demnad gleidv—e,
he — hb, pbe — pevb. €8 befteht daber der

L
5

D
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Satp 51. Die Summe (Differens) zweier Dreiedsdfeiten
bilbet mit den Summen (Differenzen) der zu ihnen ge-
horigen Hohen und ihrer Projeftionen auf einander ein
redtmwiniliges Dreied. Die Seitenfumme (-differens) ift die
Hypotenufe bdiefes Dveieds, twdahrend der Winfel, welder
ber Hohenfumme (-differens) gegeniiber liegt, gleid) bdem
von den beiden Seiten eingefdlojfenen Wintel ift.

Aufgabe 58. Ein Dreied zu zeidhnen aud 1) b4-c¢, kv, he. 2) b+4¢,
Pbe, Peb. 3) b, ¢, hb4he. 4) b, ¢, Pve+Peb. 5) b, Ib + he, Pbe + Peb.
6) hb -+ he, Pbe, peb.  7) kb, ke, Poe -+ Peb.

Anleitung zur Ldjung. Die gegebenen Gtitde Dbeftimmen bdas
Dreied BDB, und einen der Punfte A, B, odber E. Der weitere Verlauf
ber Beidhnung evgiebt fih aud der Eigenjdaft der Hihe.

Nufgabe 59. Cin Dreied zu geidnen aug 1) b—c, kv, ke. 2) b—e,
pbe, Peb. 8) b, ¢, hb—he. 4) b, ¢, Pbe — Peb. 5) b, kb — ke, peb — Pre.
6) kb — he, pbe, peb-  7) hb, he, Pbe — Pcb.

Anleitung zur Ldfung. Die gegebenen Stiide beftimmen dad Dreied
CDC, und cinen der Punfte 4, C, oder E. Dad weitere wie in Auf-
gabe 58.

Bieht man in einem Dreiect die Linien we und ha und begeidynet den Winkel

swijden we und ha mit ¢, o ift % + @ =R — gund % Fo=R—y.
+

€3 folgt bafer durd) Subtraftion: 2 ¢ =+ (B —y), aljo p =
flieRt fid:

Aufgabe 60. Gin Dreied zu zeidnen ausd 1) ha, p —y, 8, 2) we,
g—y, a.

11. Rapitel.
Die befouderen Vunkfe im Dreiedk und Wieved.

46. Der Sdnittpuntt der WMittellote und Winfelhalbierungs-
linien.
Bon den vier geometrifhen Ortern liefert

Ort 1 eine Linie fiir alle von einem Punfte,

o2 , , ., . . einer Geraden,

Drt 3 ”n 14 ” n 14 &mei %unﬂenl

Ot 4, , . . . pwei Geraden
gleichtoeit entfernten SPunfte. Naturgemdfs veiht fih an Ddiefe Ju-
fammenftellung die Frage an, ob ed aud) eine Linie giebt, deven
famtlige Punfte von drei und mehr gegebenen Punften, bes. von
prei und mehr gegebenen Gevaden ftetd bdie gleide Entfernung be-
fien.
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1. @in Punft, der von 4 und B gleidweit entfernt fein foll,
liegt nad) Ort 3 auf dem WMittellote von AB; ebenjo liegt ein von
B und einem bdritten Punfte C gleidiveit ent-
,—--‘-ﬁ\ fernter Punft auf dem Mittellote von BC. €3
. ift daber nur dann ein Punft vorhanden, der von
\ 4, B und C die gleihe Cnifernung befit, twenn
y die Mittellote pon AB und BC f{id) {dyneiden,
/9. b toennt 4, B und C nidht auf einer Geraden
¢ v liegen, fonbdern die Cen eined Dreiedd find. Be-
N - ftimmen aber 4, B und C ein Dreied, fo ift der
T . Sdynittpuntt O der Mittellote von 4B und BC
einer der gefudhten Punfte. Ein tweiterer Punft Hunte nur dadburd) ent-
fteen, dap man bdie Mittellote von 4B und AC ober von BC unp AC
wihlte. Berbindet man aber O mit dem Mittelpunfte F von AC
und beadhtet, daf die daburch entjtehenden Dretefe OFA und OFC
nad) ®3. IV fongruent findb und demnad) < OF 4= << OFC ift, fo
fieht man, daf OF dad dritte Mittellot ift, daf alfo die verdnderte
Wahl der Mittellote feinen toeiteren Puuft liefert. Die Frage nad) dem
Borhandenjein eined geometrijhen Orted muB daher verneint twerben;
bie Unterfudjung liefert vielmehr den
Sa 52, Die dbrei Mittellote eined Dreieds {Gneiden jidh
in einem Puntte, der von den drei Eden gleid)iveit entfernt ift.

Folgerung 1. Die drei Ecen eines Dreiedd liegen auf einem
Rreife, deffen Mittelpuntt der Schnittpuntt siveier Mittellote ift. Diefer
Rreis Heift der dem Dreied umgejdriebene RKreis.

Folgerung 2. Durd) bdrei nifht in einer Geraden liegende
PRunfte ift ein eingiger Kreid beftimmt, der durd) diefelben Hindurd) geht.

Aufgabe 61. (Grund-Aufgabe.) Bejdyreibe den RKreid, der durd) drei
nidt in einer Geraden liegende Puntte geht.

Bon vier Punften 4, B, ¢ und D fann Hiernad) nur dann ein
Punkt gleidweit entfernt jein, wenn D auf dem
2 durd) 4, B und C beftimmten Kreife liegt. Iieht
man in diefem Falle bie Seiten ded Vieredd ABCD
und verbindet die Cden dedfelben mit dem Mittel-
punfte O pe3 Kreifes, o entjiehen vier gleidhjdhent-
4 lige Dreiede, und daher ift nad) Lehriap IXD
<< 0AB = X OBA,
& 0AD = & 0DA,
A B <+0CB = & 0BC,
X 0CD = < 0DC.

RNad)y G. IV ift veshalb <« BAD + o« BCD — <« ABC+ < ADC,
und da die Summe der Winfel eined BVievedd 4 R betrdgt, fo find in
pem Biered ABCD die gegeniiber liegenden Winfel fupplementar. Hieraus
ergiebt fid) sunddit der

Mitller, Planimetrie. 5
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Saty 53. Qiegen die Cden eined Vieredd auf einem
Qreife, jo {ind feine gegeniiber liegenden Winfel paarweis
fupplementar.

Betragen aber jwei gegeniiber liegenve Wintel eined Viered3 sufammen

2R, jo it aud) jtets ein Kreid vorhanden, der durd
feine Gden geht. Denn ginge ver durd) 4, B und ¢
beftimmte S%reié nidht aud) durd) D, fondern {dnitte
vie Geite AD in X, {o wiirde durd) Verbindung
pe3 Punfted X mit C ein Biered entftehen, in
weldem die Winfeljumme B+ X = 2 R wdre,
und da B4 D = 2 R ijt, Jo miifte X = D fein.
Died ift aber nad) Folgerung 2 zu Lehriah V
unmiglic), und daher mup der Kreid durd) D hin-
durdigehen. Demnad) befteht aud) der

Saty 54. Betragen in einem Biered zwei gegeniiber
liegende Wintel sufammen 2 R, fo liegen feine Cden ftets
auf einem Rreife.

2. Soll ein Punft von zwei Geradben G, und G, gleidhweit
entfernt fein, fo muP er nad) Ort 4 auf ber Palbierungslinie des
Winteld8 A bdiefer Geraden liegen; ebenjo mup ein

Runft auf der Halbierungslinie de3 Winfeld B

7, jwijden ©, und ©, ober des Winfeld C swijdhen

Y/ ®, und ®, liegen, wenn er von @, und &; ober

von @, und @, gleidweit entfernt fein foll. €3

8. S ift daber mur dann ein Punkt vorhanden, der von

° ®,, ®, und @, bdie gleidhe Cntfernung befist, wenn
fi minbdeftend stei der Halbierungslinien jdhneiden, d. h. wenn nidht
bie drei Gevadben parallel verfaufen. DBildben die drei Gevaden ein
Dreiet, fo jdhneiden fid Hiernad) die Halbierungslinien bder Winfel
A und B in einem Punfte O, bder von bden drei Seiten gleidhweit
entfernt ift. Cin eiterer Punft mit derfelben Cigenjhaft finnte nur
dann entftehen, wenn man einen der Winfel 4 und B mit C ver-
taujchte. Berbindet man aber O mit C, jo entjtehen zwei fongruente
Dreiede OEC und OFC (R;. III), und da hiernad) < OCE = < OCF,
alfo OC bie dritte Winfelhalbierungslinie ijt, fo seigt fih, dap inner-
halb ded Dreiedd O der einzige Puntt ift, der von den drei Seiten
gleichen Ubftand Hat. E3 befteht daber der

Sap 55. Die drei Winfelhalbierungslinien einesd Drei-
ed3 fdneiden {id) innerhalb desfelben in einem Punite, der
von Den drei Seiten gleidhweit entfernt ijt.

MNad) der Anmerfung su Ort 4 (Seite 58) {ind aud) die Hal-
bierungalinien der Wufenwinfel in Betvadht zu ziehen. Diefelben
{dneiden fid) gegenjeitig in drei Punften 0, O, und O, die gleid)-
falls von den drei Geraden gleidhweit entfernt find. Ganz in der-
felben Weife wie bei dem Punfte O laht fih seigen, dap
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0, auf ber Halbierungslinie pes Dreieddivintels A4,

b v n ” ” ” {2

c

cC v n ” ” ’

liegt, und bamit der Sap getvinnen: '

Sap 56. Die Halbierungslinie eined Dreiedswinfels

fdhneidet bie Halbierungslinien der nidht-zugehsrigen Aupen-

winfel in einem Punfte auBerhalb des Dreieds, der pon
ben drei Seiten gleideit entfernt ift.

Bujab. AuBerhalb eines Dreieds giebt ed drei Punftte,
bie von den Drei Seiten gleidmweit entfernt find.

Jnnerhalb eined Bievredd ABCD ift hiernad) nur dann ein Punit
vorhanden, der von feinen Seiten gleiden Abftand hat, wenn die 4. Seite
fo Lliegt, dafp der durd) die 3 erften Seiten be-

2 ftimmte Punft 0 von ihr diefelbe Cntfernung be-

€ o fist wie von ben anberen. Berbindet man aber in

diefem Falle O mit 4, B, C und D und geidnet die

A Ubjtinde OF, OF, OG und OH, {o entjtehen vier
Paare von Iongruenten Dreieden (K3 II), und
baber ift

B8 =
4 £ 0G = CF,
DG = DH.

Nad) ©. IV ift vedhaldb 4B + CD — 4D + BC.

Hierausd folgt der

Saty 57. Sind die Seiten eined Bieredd von einem
Punfte innerhalb dedjelben gleidhmweit entfernt, fo find bie
Summen bder gegeniiber liegenden Seitén gleidhgrof.

Aud) diefer Sap fann umgefehrt werben. Jft in dem Bieved
ABCD bie Gumme 4B + CD = AD -+ BC, o ift aud) ftetd innerhalb
X bedjelben ein Punft vorhanben, der von den vier
Geiten gleiden Abftand hat. Denn wdre der durd)
¢ AB, BC und CD bejtimmte Punit O nidt audy von
AD fjoweit entfernt wie von einer diefer Seiten,
fondern von einer anberen durd) A gelegten Geraben,
welde CD in X jdnitte, o wdre nad) Say 57
AX 4+ BC= AB + (X,
: | unb ba AD 4+ BC = AB -+ CD ift, fo wiirde
fid nad) ©.IV exgeben + (AX— AD)= + (CX—CD)
= DX. Diefe Gleidheit ift nad) Sap 36 unmdglid), und daher be:
fteht ber
Sap 58. Sind die Summen ausd den gegeniiber liegenden
GSeiten eined Biered3 gleidhgroP, fo ift innerhalb desjelben
ftetd3 ein Punft vorhandben, der von den bvier Seiten bdie

gleide Entfernung bejipt.

5%
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4%7. Der Sdnittpunft der Mittellinien und Hohen.

Aufper ben Mittelloten und Winfelhalbierungslinien eined Dreiedsd
find aud) feine Mittellinien und Hohen ald befonbdere Linien ein-
gefithrt torden.

1. Bieht man in dem Dreied ABC zwei Mittellinien, ettwa BB,
und CC;, und mift die Cntfernungen iHhres Sdnittpunttes O von

B und By, fowie von C und C;, {o
seigt fid, daf OB=2.0B; und OC
8,=2.0C, ijt. Um bdiefe Begiehung zu
betveifen, Hat man junddft 0B, um fidh
felbit big B,, jowie OC, um fid) felbit
bi8 C, 3u verldngern und bann, da Dei
der LQage der Streden eine unmittelbare
Bertvendung der Rongruens ausdgejcdhlofjen
ift, eine Untvendung ded . III zu verfudgen. Nun entftehen durd
die Qinien B, 4, B,C, 40, C, A und C, B jtei Bievede AC, BO und
AB,CO, bderen Diagonalen fih gegenfeitig Halbieren, deren Gegen-
feiten alfo nad) Sap 27 paariveid gleid) find, und daraus folgen
die Gleichheiten:

a) AC,= OB und AB, = OC.

Da aber nad) bemjelben Sape AC, || OB, alfo aud) || OB, und
in gleider Weife 4B, || 0C, ijt, fo folgt nad) Sah 28, daf in dem
Biered 4B,00C,

b) AC, = 0B, und AB, = 0C,
ift, und Demnad) liefert die Unwendung de3 @. III:
OB= 0B,=2.0B, und 0C= 0C, = 2. 0C,.

Berliangert man jept 40 um fid) felbjt big 4, und verbindet
A, mit C, fo ift in bem Bieved 04,CB, bdie Seite 04, = unbd || CB,,
alfo nad) Sap 24 4,C=und || OB, und bamit aud) = und || OB.
Demnadh ift in dem BViered 4,CO0B nad) Sap 26 04, = A4, 4, und
B4, = A,C. Hieraus folgt, dap 04 =204, und da A4, die
Geite BC Palbiert. ©38 Dbefteht daber der

Sap 59. Die drei Mittellinien einesd Dreieds {hueiden
fid in einem Puntte, bervon jeder e doppeltjoveit entfernt
ift wie von dem Mittelpunfte der gegeniiber liegenden Seite.

NAufgabe 62. Cin Dreied ju zeidhnen ausd a, mp, me.

Aufgabe 63. Cin Dreied zu zeidnen ausd ma, my, me.

Aufgabe 64. Beweife, daf ein Dreied gleidhjdentlig ift, wenn e3 jiwei
gleidhe Mittellinien befifit.

2. Die Hohe 3u einer Dreieddfeite BC teilt BC im allgemeinen in
ungleije Teile und wird durd) eine ziveite Hiohe in ungleihe Abjdnitte
setlegt, swifden benen eine Beziehung nidht erfennbar ift. Nun wird
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aber die ju BC gehorige Hohe zum Mittellote einer Strede (Sap 17),
wenn man auf der durd) 4 zu BC gejogenen Parallelen bon A
aud 3wei gleide Ctiife abmiBt. CEhenjo wird die Hihe su 4B
gum Mittellote der Strede, die auf der durd) C ju AB gejoge-
nen Parvallelen dadurch beftimmt toird, daf von C ausd zwei gleidje
o Stiide abgemeffen werden. Wihlt man
TTTTTm AT alg OrbBe ber abgemeffenen Streden die

. Cntfernungen des Shnittpunttes Q der beiden
Parallelen von 4 und C, fo daf AR = AQ
' und CP=CQ ift, und beachtet, daf in
\ bem Biered 4BCQ nad) Sap 28 49 = BC

N und CQ = AB ift, jo folgt: AR = und
e || BC, fowie CP = unbd | 4B. Nad) Sap
P 24 ift beghalb BR = und || AC, fotie

BP =und || AC, aljo nadh . III einmal BR= BP und bann nad
©ap 14 PBR eine gerade Linie. Die ju AC gehirige Hobe ift daher
bag Mittellot ber Seite PR. Die drei Hihen ded Dreieds ABC
find alfo bie Mittellote ded Dreieds POR, und da diefe fi) in einem
Puntte jdhneiden, jo ergiebt fich der

Sap 60. Die drei Hohen eined Dreieds jdueiden fid
in einem Puntte.

Bufap 1. Bei einem rvedtwinfligen Drveied liegt der Schnitt-
puntt der drei Hohen im Sdheitelpuntte ded rechten Winteld und bei
einem ftumpfioinfligen gang auferhalb ded Dreieds.

Bufap 2. Jn einem gleidhfeitigen Dreie fallen bdie Scnitt-
puntte der Mittellote, Winfelhalbierungslinien, Mittellinien und Hvhen
sujammen.

12. Rapitel.
Aidyf-Rongruenfe DreieRe.

48, Ableitung und BVeweis der Sdpe itber nidht-Fongruente Dreiede.

Da die Rongrueny gweier Dreiede an ihre [bereinftimmung in drei
bon einanber unabhangigen Stitden gefniipft ift, jo werben ztoei Dreiede
nidyt mehr fongruent fein, wenn eine der drei Bedingungen unerfiillt bleibt.

1) Wird dad Dreied DEF

fo gezeidnet, Daf e3 mit dem ge-

c gebenen Dreied ABC iiberein-

ftimmt in der Grife der Winfel

p D und 4 und der Seiten DE und
£ ©  AB, wibrend der Winfel E grifer

al3 B gewdh(t wird, fo lehrt bie Anjhauung, daf die Dreiede nidyt mehr fon-
gruent find, daf vielmehr die Seite DF grofer ald ACift, unbd leitet damit ju
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Saty 61. Stimmen jwei Dreiede iiberein in der Grife
einer Seite und eined der anliegenden Wintel, wdhrend die
anderen anliegenben Winfel verfdieden find, o liegt dbem
grbBeren pon diefen Winfeln bdie grofere Seite gegeniiber.

Entw. ded Bew.

LBor. 63 jei DE=AB, <D =<4, <XE>B.
Beh. €3 ift DF> AC.

Die Ungleidhheit DF > AC tritt ein, wenn ein Teil von DF
gleiy AC ift. Wive DG diefer Teil und verbinde man G mit E,
fo mwitcbe dasd zu ABC fongruente Dreied DGE entftehen (R3. II),
alfo < GED=< B fein. Darausd folgt, dap bder Punft G her-
geftellt tird, wenn man ben Winfel B in E an ED antrdgt (R3. D).
Da aber xE > X B, {o jdneidet der ziveite Schenfel de3 angelegten
Winfels die Seite DF jwifhen D und F. PHievraud ergiebt ficdh
der Betweis.

Anmerfung: Der Sap ift umlchrbar. Bei der Cntw. ded BVew. find
dann Seiten und Winfel mit einander zu vertaujden.

2. Wird teiter dad Dreied DEF o Yergeftellt, baf DE= 4B,
a <« D> <A, DF= AC ift, {o {ind die
D Dreiede gleihfalld nidht mehr fon-

gruent; die Anjdauung lehrt vielmebhr,

F vaf EF > BC ift. Daraus folgt der

Sat 62. Stimmen zwei Drei-

ede iiberein in der Grofe zweier

d entipredenden Seiten, wahrend
v bpie pon Diefen eingefdhlofjenen
y4 Winfel verjdhieden {ind, {o liegt

bem griferen von diefen Winfeln die grofere Seite gegen-
iber.

Enti. ded Bemw.

Bor. €3 fei DE=AB, <« D> g 4, DF = AC.
Beh. €3 it EF > BC.

Die Ungleidhheit EF > BC iwiirde eintreten, wenn geseigt
werben Eonnte, dafp ein Teil EG- von EF gleidh) BC wire. Die Kon-
gruens der Dreiede ABC und DEG fann jedod) nicht bewiefen werden
(we3halb nicht?), und daber ift dies Mittel niht amwendbar. Man
mufp de3hald nac) Winf 8 verfahren, die beidben Seiten EF und BC
in ein Dreied bringen und zu bemweifen fuden, daf EF dem groperen
Winfel gegenitber liegt. Bringt man aber die beidben Dreiede zuv
Dedung, jo ap AB auf DE fillt, und verbindet C mit F, fo ge-
oten EF und BC (EC) bem Dreied CEF an, und dbemnad) muf
geseigt werden, daff < FCE> < CFE ijt. Der Bergleid) der beiden
Winfel mit den infolge der Bor. DF = AC (DC) nad) Lehrfap IX
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gleidhgrofen Winfeln DFC und DCF liefert den Betweid fiir die Un-
gleidheit <« FCE > < CFE und bdamit aud) fiir die Ridhtigleit der
Hauptung EF > BC.

8. Wirb jchlieflid) Das Dreiet DEF fo geseidhnet, baf DE=AB,
DF = AC und EF > BC ift (). $ig. su Sap 62), {o toirD Ddex
Winfel D grofer ald8 4, und darvaus folgt:

Sa 63. Stimmen zwei Dreiede fiberein in der Grife
3teier entfpredenden Seiten, wdahrend die dritten Seiten
ver{dieden jind, jo liegt der grifBeren bon diefen Seiten
per grofere Wintel gegeniiber.

Entio. bes Bew.

Bor. ©3 jei DE — AB, DF — AC, EF > BC.
Beh. €3 ift <D > x A

Die Ungleidheit <D > 24 tritt ein, wenn gezeigt werden fann,
baf ein Teil des Winfeld D gleich 4 ift. Der Betweid bierfiir miifite
aud der Bor. nad) Wink 6 abgeleitet twerden. Legt man aber dag Dreied
ABC o auf DEF, daf AB auf DE fillt, und verbindet man C mit
F, fo ijt zwar in dem Dreied ECF der Winfel C grifer ald CFE
und in dem gleididentligen Dreied DCF der Winfel DCF = DFC;
aber daraud ldft fidh noch nidht ableiten, dak DC den Winfel C teilen
muf, und demnad) fihrt diefer Weg nidht jum Biele. Ein anbderes
Beteidmittel ift nidht vorhanden, und daher mup der Sap mit Be-
nupung de3 Sapes 62, bdeffen UWmlehrung er ift, indireft bewiefen
foerden.

4. Gin Gab, der in entfprechender Weife ausd K3. III abgeleitet
tiirde, ift nidht vorhanden. Wird der Winfel D > 4 gezeidnet, o
ift ba3 Dreied DEF nidht einmal immer miglid), tveil der Rreid E, BC
ben zeiten Schentel desd Winfeld8 D nid)t notwendig (dhneiden muf.

Anmerfung. Die Sdpe 62 und 63 werden gelegentlid be-
nupt, umbdic Ungleidheit weier Seiten oder Winfel nadzuweifen.

49. Bejondere Fille und bungsbeifpiele.

Sa 64, Stimmen zwei redtwinflige Dreiede iberein
in der GriBe der Hypotenufe, wahrend ein Paar der {pisen
Winfel verjhieden ift, fo liegt Dem griBerenm bon diefen
Winkfeln die grifere Rathete gegeniiber.

Cniw. ded Yew.

LBor. €3 fei D — <4 =R, EF = BC, LE> &B.
Beh. €3 it DF > AC.

Nad) Winf 8 mup man die beiden Katheten AC und DF in ein
Dreied bringen und ju beweifen fjuden, bap DF dem griperen Winfel
gegeniiber liegt. Nun fann wman da3 Dreied ABC jo auf DEF legen,
bap die Hypotenufen jufammenfallen, und erhilt dann durd) BVerbindung
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D ber Punfte D und A ein Dreied

A ~-_.A DAF, dem bie beiden Katheten 4C

(AF) und DF al3 Seiten angehdren.

/\ Demnad) mup bewiefen werden, dap
B cr 7 LDAF > < ADF ift. Gin un-

mittelbarer Bergleid) bdiefer beiden
Winfel ift durd) die Vor. nidht gegeben; dagegen lakt fidh aus ver BVor.
ableiten, dag per Winfel DAF ein ftumpfer ift. Der Shenfel EA
liegt namlid) im Raume de3 Winfeld E, weil < AEF (B) << E ift,
und ba der Winfel AFE(C) > < F ift, allo A auferhalb Ded Dreieds
DEF liegt, 1o bilbet DA mit AF einen Winfel, der grofer ald < 4,
g b. ein ftumpfer Winfel ift. Die Behauptung ergiebt {id) dann aus

afy 33.

Sap 65. Stimmen zwei redtwintlige Dreiede iiberein
in ber GrdfBe der Hypotenuje und ift das eine Paar ber
Ratheten ungleid), jo ift bon den beidben anderen RKatheten
biejenige die grofere, tweldje mit der Ileineren ded erften
Paare3d demfelben Dreiede angehort.

Cntw. ded Bemw.
Bor. €3 fei <D = w4 = R, EF = BC, DE <_ AB.
Beh. €3 ift DF > AC.

Um nad) Winf 8 su verfahren, fonnte man wieber da3 Dreied
ABC fo auf DEF legen, daf BC fid) mit EF bedt, und 4 mit D ver-
binden; allein man wiirbe nidht jum 3Jiele gelangen, da die Lage ded

» PBunfted 4 durd) die BVor. nid)t be-
A

ftimmt ift. Man fann aber aud) da-
durd) nad) Winf 8 verfahren, daf
man Die beiben Dreiede an einander
2 CE legt, fo Daf die Hypotenufen fid)
V beden, den Punft D mit A verbindet
und 3u beweifen fudyt, dahp L DAF
~ L ADF ift. Nun ergingen fidh)
diefe Winfel mit EAF tefp. EDA nad) Bor. ju einem redten Winiel,
und dabher ift < DAF > & ADF, wenn &< EAD > << EDA ift. Da
aber bie letere Ungleidbheit infolge der BVor. DE < AB (4E) eintritt,
fo ergiebt fid) der folgende

Beweis. Wird dad Dreied ABC jo an DEF gelegt, daf BC auf

EF fallt, und witdb 4 mit E verbunbden, fo it

£ EAD < < EDA, weil DE << AB (AE),
und da X A= XD nad Bor., fo bleibt
I DAF > & ADF, und bemnad) ift DF > AC (4F).
Sa 66. Stimmen zwei redtwinflige Dreiede iiberein
in der Ordfe einer Rathete und {ind die {pigen Wintel an

dbiejen Ratheten ungleid, o jind aud bie {‘%x;t;)eorte;;it‘fc;tnf)eten
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ungleid), und zwar ift diejenige die grifere, welde dem
groferen Winfel {gegenub:;:} liegt.
Beweid unddit nad) Sap 61 und dann nad) Sap 33.
Sa 67. Bon zwei gleidhjdentl. Dreieden mit gleiden
Grundlinien hat dDadjentge die grifere zur @runb[iniﬁe ge:
. . . . groferen
:gm':tge Hobe unb(g;eug‘;t;o[?;f:n @d)'enfel, welded den {f[eineren
infel an der {6pi1§e } befipt.
Benupe zum Beweijfe Sap 61 oder Sap 66.
Safy 68. Bon zwei gleidjdentl. Dreieden mit gleiden

sonio, fjoen groferen Winfel an der Spite,
Sdenteln hat dasjenige bie grifere Grundlinie,

bie grogere Grundlinie :
weldes {hen groferen Winfel an der épige} befipt.

Sat 69. 3u ber groferen von ywei Seiten eined Dreiedd gehort
bie fleinere Hishe und die fleinere Mittellinie.

Sa 70. In einem Viered mit paarmweisd parallelen
Seiten,deffen Winfelnidht redhte find, ift Diejenige Diago=
nale die grdfere, welde die Sdheitelpunite der {pigen
Winfel mit einander verbindet.

Beweid nad) Sap 62. Sap 70 ift umfehrbar.

13. Rapitel.

Das Parallelogramm und das Crapes.
50. Sdpe itber das Parallelogramm.

Bon allen BViereden verbient Hasjenige eine befonbere Beachtung,
deflen gegeniiber liegende Seiten paariveis pavallel find.

Crilarung. Cin Biered mit paariweis pavallelen Seiten tird
Parallelogramm genannt.

a) $ifye iiber das allgemeine Parallelogramm,

{iber das Parallelogramm ift Gereitd in den vorhergehenden Ab-
fchnitten bei den [lbungsbeifpielen bewiefen worden oder Fann leicht
betviefen twerben:

Sat 71, a) In einem Parallelogramm find je zioei
aufeinander folgende Winfel jupplementar und je ziei
gegeniiber liegende Winfel gleid). (Sap 18.)

b) Gin Parallelogramm wird durcd) jede jeiner Dia-
gonalen in zwei fongruente Dreiede erlegt. (R L)

¢) §n einem Parallelogramm find je zwei gegeniiber
liegende Seiten gleid). (Sap 23.)
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d) In einem Pavallelogramm Halbieven {idh) die Dia-
gonalen gegenfeitig. (Sap 26.)

Dasfelbe gilt von den Umfehrungen der allgemeinen Parallelo-
grammidge:

Safy 72, Cin BVieved ift ein Parallelogramm,

a) wenn je zwei gegeniiber liegende Winfel bdesdfelben
gleid find. (Nad) Sap 21 und Lehrf. IIL)

b) wenn je zwei gegeniiber liegende Seiten desfelben
gleid) find. (Sah 43.) '

c) wenn 3wei gegeniiber liegenbe Seiten desdfelben pa-
rallel und gleid) find. (Sap 24.)

d) wenn ziei gegenitber liegende Seiten dedjelben pa-
rallel und jwei gegeniiber Yiegenbe Winfel gleid) fjind.
(Gap 49.)

e) wenn feine Diagonalen f{id) gegenfeitig Halbieren.
(Gap 27.)

f) wenn e3 dburd) jedbe feiner Diagonalen in zwei fon-
gruente Dreiede zerlegt wird. (Sap 50.)

b) $Sife fiber befoudere Parallelogrammformen.

Da in jedem Parallelogramm je zivei gegeniiber liegende Winkel,
be;. Seiten gleid) find, fo fdnnen befondere Paralelogrammformen
nur eintreten, tenn

enttoeber die auf einander folgenden Win'tel gleid), aljo alle Winfel rechte,
oder bie auf einander folgenden und damit alle Seiten gleid,
ober alle Winfel rechte und alle Seiten gleich find.

Crilarung. a) Cin Parallelogramm mit vedjten Winteln tvird
Redyted genannt. '

b) Cin gleidfeitiges Parallelogramm tird RHombus genannt.

c) Cin redjtwinflige3 und zugleid gleidfeitiges Pavallelogramm
wird Quabdrat genannt.

Fitr die bejondeven Pavallelogrammformen find bereits die Eigen-
{daften betoieen tworden:

Sa 73. a) In einem Redted find die Diagonalen
gleid). (Sap 46.)

Bufap. Jn einem jdiefioinfligen Pavallelogramm ijt die Dia-
gonale die grifere, welde die Sdeitelpunite der {pigen Winfel mit
einander verbindet. (Sap 70.)

b) §m Rhombus ftehen die Diagonalen fenfredt auf
einanber. (Sap 44.)

c) Im Quadrat ftehen die Diagonalen fenfredht auf
einanber und find gleid. (Folgerung aus a und b.)

Die Umiehrungen diefer Sipe lauten:
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Sap 4. a) Sind die Diagonalen eined Parallelo-
grammsg gleid, fo ift dasfelbe ein Redted. (Sap 45.)

Bufah. GSind die Diagonalen eined Parallelogramms ungleid),
fo verbinbet bie grifere bon ihmen die Sdeitelpunfte von [pigen
Winteln. (Nad) Sap 638.)

b) Stehen die Diagonalen eined Parallelogramms fent-
red)t auf einander, {o ift dasfelbe ein Rhombus. (Sah 28.)

c) Gind die Diagonalen eined Parallelogramms gleid)
und ftehen fie fenfredht auf einander, fo ift dasfelbe ein
Quadrat. (Folgerung aud a und b.)

Anmerfung. Die Sdpe 74 a—c fithren zu einer bequemen Herftellung
eined Redyted3, bez. Rhombusd’ und LOuadrats.

51. Weitere Sitte und bungsbeifpiele.

a) Der Mittelpunkt eines Parallelogramms,

Wird durd) ven Sdhnittpunit der Diagonalen in beliebiger Ridhtung
eine Gerade gezogen, jo werben ouf derfelben durd) ven Schnittpunit
und zwei gegenitber liegende Parallelogrammieiten zwei Stitde begrenst,
bie etnander gleid) find. (K3 1) Darausd folgt:

Sa . Der Shnittpuntt der Diagonalen eines Pa-
rallelogramms halbiert jede durd) ihn gehende Verbindungs-
linie pon jwei auf dben Seiten liegenden Punften. JIn diefem
Sinne wird er Mittelpuntt des Parallelogramms genannt.

b) Rongruente Parallelogranme.

Crilirung. Der Abftand jweier gegeniiber [iegenden Seiten
cined Parallelogramms wird Hohe genannt. Jedbe ber zugehdrigen
Geiten heipt Grundlinie.

Bufap. Jn jedem Paralelogramm find wei Hohen vorhanben.

Folgerung 1. Jn einem Redjted ift jebe Hiohe gleid Dder nicht zu
ihr gehorigen Seite.

Folgerung 2. Jn einemt Rhombus find die Hohen gleid. (K. I, Sujab.)

Solgerung 3. Ju einem Duadrvat find die beiden Hiohen gleidhgroh
und gleid) der Seite.

Sap 76. Parallelogramme find fongruent, wenn fie itber:
einftimmen

a) in gwei anftoenden Seiten und dem von viefen gebilbeten Winkel;

b) in wei anjtofenben Seiten und Der zu einer von bdiefen ge-
horigen Hobe;

(Durd) Benupung ded K. I auf Teil a) zuriidzufithren.)

c) in gwei anftopenden Seiten und einer entjpredjend liegenden
Diagonale;

(Durd) Benupung ded K3 IV auf Teil a) suriidzufithren.)
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d) in einer Geite, einem anliegenden Winfel und Der su der Seite
gehdrigen Hibe;

(Durd) BVenupung ded K3. I, Bui. auf Teil a) uriidzufiihren.)

e) in ben beiden Diagonalen und einem der Winfel, bie diefelben
mit einanbder bilden;

(Durd) aweimalige Benupung ded K. II auf Teil c) zuriidzufithren.)

f) in einer Seite und den beiden Diagonalen.

(Durd) Benubung dved K. IV auf Teil e) zuriidzufithren.)

c¢) Mie Winkelhalbierungslinien cines Pavallelogranums.

Die Winfelhalbierungdlinien eined Parallelogramms find entweder
parallel oder ftehen fenfredit auf einander. (Nad) Sap 71a und Lehrf. V1)
Darausd folgt:

Safp 77, Die vier Winfelhalbierungslinien eines Pa-
rallelogramms begrenzen ein Redted.

it va3 Paralelogramm redpwintlig, fo erweifen fidh die Abjdnitte
ouf den Halbierungslinien gwifden ihren Ausdgangs: und Sdnittpuniten
al3 gleid). (Lehrf. IXa.) Die BVenupung ved K. 1L und ved G. IV fithrt
daher zu dem

Saty 18. Die vier Winfelhalbievungslinien eined Redht-
ecf8 begrengen ein Quadrat.

Anmerfung. Beieinem gleidyjeitigen Parallelogramm fallen die Winkel-
halbierungslinien mit den Diagonalen zujammen.

d) Mie Mitten der Seiten in eivem Dreied, Pavallelogramm und Vieredk.

Bieht man durd) die Mitte einer Dreiedsfeite die Parallele zu
einer zweiten Seite, o ldfit die Figur erfennen, dap die Dritte Seite
a purd) die Parallele halbiert wird, und bdie BVer-
gleidung der Parallelen mit der sweiten Seite jeigt,
E daf diefe Doppelt fo grop ift wie bas burd) bie beiden
anberen Seiten begrenzte Stitd der Parallelen. Died
D fithrt gu
Sat 79. Jn einem Dreied Halbiert die
purd bie Mitte einer Seite u einer zoeiten
©Geite gelegte Parallele die dritte und ijt
B Halb {o grof alsd bie zveite.
Bor. €8 fei 4D = BD und DE | BC.
Beh. 63 ift AE — CE und DE = 4 BC.

Cniw. vesd Bew. Junddft it die Gleidheit AE — CE ju be-
weifen. Um nad) Winf 7 verfahren zu fonnen, {tellt man Dad Dreied
EFC Yer, indbem man EF | AB gieht, weil dann < FEC = 4 und
X C = XDEF (Rebhrf. 1V) ift. Die su K. I fehlende Gleichheit zweier
Geiten erhilt man aus dem Bergleid) der Strede BD mit EF (Saf 71c)
und AD (Bor.). — Cine gweite Folgerung der zu beweifenden Kongrueny
it die Gleidheit DE = FC, und da DE = BF (Sap 7lc), aljo
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BF = CF ift, {o ergiebt fid) aud) die Ridytigleit der zweiten Behauptung
DE = % BC.

Bufas 1. Mift man auf einem von zwei Shenfeln eined Winfeld
vom Sdeitelpunfte aus » gleide Stiide ab und zieht durd) ihre End-
punfte Parallelen, fo {dnetden Ddiefelben auf dem zweiten Schentel
gleide Stiide ab.

A3 Pilfslinien werden durd) die Teilpunite ded erften Sdhenteld die
Parallelen ju dem jiveiten Schentel gezogen.

Bufap 2. Mikt man auf einer Geraden » gleidge Stiide ab und
sieht purd) die Cnbpunfte Parvallelen, fo jdneiden Ddiefelben auf jeder
anberen Gevaden, die fie treffen, » gleide Stiide ab.

Nad) Bujep 1. Hilfslinie ift bdie Pavallele, die durd) den erften Be-
grenzungdpuntt auf der erften Geraben zu der zweiten gezogen wird.

LBertaufdht man in vem Sape 79 den erjten Teil der Behauptung
mit der Borausdfepung, jo erhilt man

Sats 80. Die BVerbinbdbungslinie der Mitten jweier
Dreiedsieiten ift parallel zu der dritten und Haldb jo grof
ie diefelbe.

Cntw. ded Bew. Da feind der befannten Hilfamittel den BVeweisd
fiir die hier notwendige Gleidheit ver Gl W. ADE und B ermiglidyt,
Jo muf Der erfte Teil der Behauptung indireft mit Berufung auf Sap 79
bewiefen werden. Der yweite Teil der Behauptung folgt ausd dem erften
nad) Sap 79.

Durd) tiederholte Anwendung der Sipe 79 und 80 fonnen ieiterhin
fiitr die Seitenmitten in Dreieden, Parallelogrammen und BVieveden leidht die
Beziehungen nadygetwiefen werden:

Sap 81. Jeded Dreied wird dburd) die Verbindungslinien jeiner Seiten-
mitten in vier fongruente Dreiede zerlegt.

Sat 82, Jn einem Dreied {ind die Mitten ziveier Seiten von ber
pritten gleidyweit entfernt.

Sa 83. Die Mitten der Seiten

a) eined Bievedd find die Eden eined Parallelogramms,

b) eined Parallelogramms find die Eden eines Parallelogramms,

C) eineé mb0m5u§7 ” ” ” ” ﬁe(btedél
d) eine3 Redhteds oo o » Rhombud’,
e) eined Quabdratd v ,  Quadrats.

Sat 84. Die Mitten 3tweier gegeniiber liegenden Seiten und die Enbd-
puntte einer Diagonale eine3 Parallelogramms {ind die Ccen eined Pavallelo-
gramms.

Sap 85. Jn cinem Paralelogramm teilen bdie Verbindungslinien der
Mitten zweier gegeniiber liegenden Geiten mit den Eden einer Diagonale die
sweite Diagonale in drei gleide Teile. (Nad) Sah 84 und 79.)

e) $ifge iiber das gleidjfdyenklige und gleidjfeitige Dreieck.

Sap 86. Cin Dreied ift gleidjdentlig, toenn zivei
feiner Mittellinien gleid) find.
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Wende der Reife nad) an Sap 82, K3 III, @. IV und K. IV. Be-
quemer allerding3 ift bie Anwendung ded Saped 59. ©. Aufg. 64.

Sap 87. Jneinem gleidhjdentligen Dreied ift Die Summe
ausd den Cntfernungen eined Punfted der Grundlinie von
den Sdenfeln gleid der zu einem Sdhentfel gehdrigen Hihe.

Bor. €3 fei AB = AC, PQ 1 AB, PR AC und CD 1 AB.
Beh. €3 ift PQ + PR = CD.

Cntw. ded Bew. Die Form der Behauptung weift darauf hin,

bap gundd)it die Summe PQ 4 PR gebildet wird. Trdgt man aber

2 PR ouf der Berlingerung von QP ab, fo

baf @S = PQ - PR ift, und verbinbet S

y)) mit C, fo erweifen fih) QS und CD al3 pa-

P rallele gegeniiber liegende Seiten de3 Bier:

ed3 CDQS und {ind dedhalb einanbder gleid)

(Sat 71c), wenn CS || QD ift. QD fteht nun

~ fenfredt auf Qs, und daher ann die Be-

B P~ = siehung CS || QDdadurd) nadygewiefen werden,

b3 pafp man die Gleidheit - CSQ = R aud

der Bor. ableitet. Da aber 4 CSQ in dem

Dreied 0SQ liegt, dad mit dem redtwinfligen Dreied CRP in der

Gripe yweier Seiten iibereinftimmi, fo hat man nad) Wint 6 3u zeigen,

Daf A CSQ = A CRQ ift, und zu diefem Jwede nod) die Gleihheit ver

Wintel CPR und CPS zu beweifen. Diefelbe ergtebt fih) ausd dem

Bergleid Ded Winfels BPQ mit CPS (Sdhiw.) und mit CPR (KRomple:
mente der gleiden Winfel B und C).

Sa 88. Die Summe aud den Cnifernungen eines
Pun¥fted innerhalb eines gleidhjeitigen Dreieds ift gleid) der
Hobhe des Dreieds.

Wird durd) den Punft die Parallele zu einer Dreiedsjeite gezogen, fo
fann der Gap 87 angewandt twerbden.

52, Aufgaben.

Aufgabe 65. Ein Quadrat ausd jeiner Diagonale zu zeichnen.
Aufgabe 66. Ein Redhted zu zeidhnen aus

1. einer ©eite @ (8 cm) und der Diagonale e (10 cm);

2. ber Diagonalee(12cm)und dem fpisen Winfel p (600) der Diagonalen.
Aufgabe 67. Einen Rhombus zu seidnen aud

1. der Geite a (4 cm) und einer Diagonale ¢ (6 cm);

2. ber Geite a (8 cm) und dem anliegenden jpiben Winfel o (759);

3. ben beiben Diagonalen e (8 cm) und £ (6 cm);

4. einer Diagonale e (12 cm) und dem ihr gegenitber liegenden

Wintel g (1859. (S. Anmerk. zu Sap 78.)

Aufgabe 68. Cin Pavallelogramm ABCD zu geidnen ausd

1. AB =8 cm, AD = 6 cm, < BAD = 671/,9;

2. AB— 5cm, AD — 6 cm, ACober BD= 8 cm;
3. AC — 10 em, BD — 12 em, < A0D = 105;
4. AB=9cm, AC = 10 cm, BD = 14 cm.
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Aufgabe 69. Cine Strede AB in n gleide Teile zu teilen.

Auflojung. Nad) Bujap 1 zu Sap 79 wird AB in n gleide Teile
serlegt, wenn auf irgend einer anbderen durd) A gehenden Geraben von A4
aud n gleide Stiide abgemeffen und durd) die Endpuntte diejer Stitde Parallelen
o gelegt werben, daf die lehte Derjelben durch B geht.

53, Sige und Aufgaben itber dad Trapes.

Ein toeiteres, gleidhfalld beadhtensivertes BViered ift dasjenige, in
weldem zwei gegenitber liegende Seiten pavallel {ind, twdhrend bdie
LBerldngerungen der beiden anberen Seiten fidh) {dhneiden.

Crflarung. Cin Bieved mit 3twei parallelen Seiten toird
Trapez genannt. Die beiden parallelen Seiten bdedjelben Heifen
Grunbdlinien, ihr Abftand Hohe, die beiben anberen Seiten Shentel
und bdie BVerbindungslinie ihrer Witten Mittellinie De3 Trapeses.
Gind bdie beiben Schentel gleid), o wird dad Trapes als gleid)-
fdentlig begeicdhnet.

a) Mie Mittellinie des Srapezes,

Bieht man in einem ZFTrapey ABCD durd) bdie Mitte E de3
Sdyenteld AD die Parallele zu den Grunbdlinien, jo teilt diefelbe nad
Sap 79 eine der beiden Diagonalen, etwa
2 ¢ BD, in stoei gleidge Teile BG und DG, und
ihr Abjdnitt EG ift gleih) 3 AB. Nad) dem-
felben Sape teilt nun aud) die Parallele GF
& 7 den Sdjenfel BC in 3wei gleidhe Teile und ift
glei 4 CD, fo baf EF oder EG 4 GF
gleih) 4 (4B + CD) ift. Demnad) bejteht der
SaB 89. Jn einem Trapes ift die Pa-
rallele dburd ble Mitte eined Sdentels
su den @rundlinien die Mittellinie und Halb fo grof mwie
bie Summe der Grundlinien.
Bor. 63 fei CD || AB, AE—=DE und EF || AB.
Beh. €3 ift BF — CF und EF =1 (4B + CD).
Cnt. bes Bew. Will man den Sap unabhingig von feiner
Ableitung beweifen, fo Hat man unddit,
2 ¢ um nad) Wint 7 verfahren zu fonnen,
swei Dreiede heczuftellen, in denen BF
und CF entfpredhend liegent, und bann
E die Qongruens diejer Dreiede aus dev
. Bor. abzuleiten. Jieht man aber, um
L bie wefentlide Cigenjchaft de3 Trapezed
ju benuen, die Geradbe DF, weldje AB
A 8 (" in G trifft und jwei in dex (Sroi;e aller
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Winfel iibereinftimmende Dreiefe BFG und CFD bherftellt, in denen
BF und CF gleiden Winfeln gegeniiber legen, jo ift zum Nadhiveis
ber Rongrueny nur nod) erforderlid), DdaB aus den iibrigen Teilen
ber Vor. die Gleihheit sweier entfprechenden Seiten bdiefer Dreiede
abgeleitet tird. Die Anwendung des Sapes 79, auf den die BVor.
AE==DE und EF | AB (AG) Yinweijt, fithrt nun zum Beveife
fiir bie beidben Teile Der BVehauptung.

Die Umtehrung de3 Sapes 89 lautet:

Saty 90. Die Mittellinie eined Trapezed ijt parallel
su den Grundlinien und Halb jo grof wie die Summe der-
felbemn.

Der Sap fann fiir den erften Teil der Behauptung nur indiveft
beiefen verben; ber jtveite Teil ergiebt fih dann nadh) Sap 89
als eine Folgerung ausd dem erften.

b) Die Verbimdungslinien der Diagonalenmitten.

Bei der Wbleitung ded Sabes 89 wurde beveits bemerft, daf die
Diagonale BD durd) EF Halbiert iwird; hatte man die Diagonale
AC benupt, fo tire aud) diefe durd) EF in zwei gleihe Teile geteilt.
Daraus folgt der

Bujas ju Sap 90. Die Mittellinie eined Trapezes geht audy
durch die Mitten der beiden Diagonalen.

Durd) Umlehrung diefed Bufabes erhilt man den

Satp 91. Jn einem Trapey ift die BVerbindungslinie
per Diagonalenmitten (ein Stitd der Mittellinie, alfo)
parallel zu den Grundlinien.

LBor. €3 jei CD| AB, AH=—CH und BG = DG.
Beyh. €3 ift HG || AB.

Cntw. bed BVew. Da die Gleihheit der vorhandenen G BW.
fih nicht nachweifen lit, fo mup man zufehen, ob nicht einer der
vorausgegangenen Sibe benubt jverden fann. Nun ift AH=CH
und daber nad) Sap 80 HG || AB, wenn G bie Mitte einer jveiten
von C audgehenden Seite eined Dreiedd ift, bdeffen dritte Seite auf
AB liegt. Berbindet man demnad) C mit G und verlingert CG bi3

D I sum Sdnittpunfte J mit 4B, fo hat man
st beweifen, daff CG =JG ijt. Nad) BWint

7 ijt Bierzu erforberlich), daf Die Rongrueny
F  bder Deiben Dreiede DGH und BGJ au3

ber Bor. CD || AB und DG = BG ab-

geleitet wird. Bur Anwendung gelangt K. L.

Qft aber HG || AB, o Dalbiert die Ber-
a J B lingerung von HG aud) bie Shentel (Sab 79)
und Yiegt demnad) auf der Mittellinie De3 Trapezes.

Aus der Qongruen der Dreiede BGJ und DGC folgt ferner
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JB==CD, aljo 4J =AB— CD, und ba HG = } AJ ift, o ergiebt
fih Der

Bujap. Jn einem Trapey ift die Berbindungslinie der Dia-
gonalenmitten glei) ber Halben Differens der Grundlinien.

¢) Das gleidjfdyenklige Trapes.

Sats 92. JIn einem gleidhjdentligen Trapez find bie
Winfel an den Grundlinien gleidgrop.

Wird die wefentlidde Cigenidhaft bed Trapezed audgenupt, indem bvon
pen Cden einer Grundlinie die Qote auf die anbdere gefdllt werben (Zuj. zu
Gap 28), fo fiihrt da3 BVerfahren nad) Wint 6 bei Benupung ded K. III
rajd) zum fiele.

Solgerung 1. Die Mitten bder Seiten eined gleidhichentligen
Trapezed find die Eden eined Rhombus (Sap 88a und K. II).

Folgerung 2. Jn einem gleidhfchentligen Trapes find die
Diagonalen gleidgrop.

Beim Beweife fiiv die Umlehrung des Saped 92

Sap 93, Gind in einem Trapez die Winfel an einer
Grundlinie gleid, o ift dasdfelbe gleididentlig.

find tie bei Sap 92 die Lote von den Endpuntien einer Grvundlinie auf die
anbere zu benupen, wihrend der Bujap zu K3 I sur Anwendung gelangt.

d) 2Anfgaben.

Aufgabe 70. Beweife, dafy die Wintelhalbierungalinien eined gleid-
fhentligen Trapezes ein Biered bilden, defjen gegeniiber liegende Winkel jupples
mentar find und defjen gegeniiber liegenbe Geiten gleidje Summen ergeben.

Aufgabe 71. E€in Trapes zu geidmen aus

1. AB=8cm, AD =5 cm, (D =6 cm, h =4 cm.
2. AB=5cm, A= 759, LB= 900, AC = 6 cm.
3. AB — 6 cm, AD = 4 cm, CD = 5cm, <D = 1850,
4. AB=6cm, CD = 4 cm, AD= 7 cm, BC = 5 cm.

14. Rapitel.

Der Streis.
54. Bogen, Mittelpunttdwinfel und Sehnen.

Wieverhole die Crflarung ded Rreifes in Nr. 17 und die Be-
merfungen iiber Rreidbogen in Nr. 19.
Grilarung Der Wintel, den bdie Begrenzungsradien eines
Bogens mit einanber bilben, wird Mittelpunttdmwintel genannt.
Bufap 1. Ju jedem Bogen gehort nur ein Mittelpuntisivintel.
Bujap 2. Bu jedem Mittelpunftsrinkel gehort nur ein Bogen.
Mitller, Planimetrie. 6
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Bufap 8. Der zu einem Halbfreife gehorige Mittelpunttsrvintel
ift ein flader Winfel.

Da die Mafizahl fiiv einen RKreisbogen diefelbe it wie fitr den
sugehorigen IMittelpunftswintel (beide twerden mit dem Gradmeffer
auggemeffen!), fo folgen unmittelbar aus der Crflirung die Sdpe:

Saty 94. 3u gleiden Bogen eined Rreifed oder jweier
Rreife mit demfelben Halbmefjer*) gehoren gleiche Mittel-
punftdmwintel.

Bufah. Bu bem griBeren von zwei Bogen eined RKreifes gehort
der griere Mittelpunttsmintel.

Sat 95. 3u gleidhen Mittelpunftdwinteln einesd QRreifes
gehdren gleidhe Bogen.

Bufag. Ju bdem groferen von zwei Mittelpunttdminfeln eines
Rreifes gehort der grofere Bogen.

Crfldrung. Die Verbindungslinie der Cndpunfte eines Kreis-
bogens wird Sehne genannt.

Bujas 1. 3u jedem Bogen, bez. Mittelpunttsiintel gehdrt nur
eine Sefne.

Bufap 2. Durd) jebe Sehne find zrwei Bogen bes., zrei Mittel-
punftdoinfel beftimmt, von bdenen der fleinere al8 bder zur Sehne
gehorige begeidnet werden foll.

Die Scenfel des gleihichentligen Dreieds, in welchem ein Mittel-
punttdinfel und eine Sehne fidh gegeniiber liegen, find Rabien und
haben bdaber ftetd bdiefelbe Ringe. Demnad) beftimmen zwei gleide
Mittelpunttawintel, bes. swei gleie Sehnen eines Rreifes ftetd zwei
nad) K3 II, bes. nach &3 IV fongruente Dreiede, und daraus folgt:

SaB 96. 3u gleiden Mittelpunttdwinfeln eines Rreifes
gehoren gleide Sehnen.

Bufas.  Ju dem groBeren von jwei IMittelpunttdwinteln eines
Rreifes gehort die grofere Sehne.

Die beiden gleidjdentligen Dreiede erfiillen die Bebdingungen bHes
Sapes 62.

Saft 97. Bu gleihen Sehnen einesd RKreifes gehiren
gleiche Mittelpunttdmintel.

Bufas. Ju der griferen von 3wei Sehnen eines Rveifes gehirt
ber groBere Mittelpunttamwintel.

Die beiden gleididentligen Dreiede crfiillen bdie Bebingungen bdes
Sage3 63.

Fiir die Abhangigleit ber Sehnen und Bogen von einander folgen
aud den Sdpen 94—97 bie Gefepe:

*) Aud) bei den folgenden Sdpen ift diefe Eriveiterung Hinguzufiigen.
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Saty 98. Bu gleiden Bogen eined Rreifesd gehdren
gleidge Sehnen.

Bujah. Bu dem groBeren von jtvei Bogen eined Rreifed gehort
bie grifere Sehue.

Sa 99. Bu gleidjen Sehnen eined RKreifes gehdren
gleidje Bogen.

Folgerung. Jedber Durdhmefjer halbiert den Kreis.

Bufab. Bu der griBeren von vei Sehnen eined Kreifes gehirt
der grifere Bogen.

55, Die Sehne und ihr Abjtand vom Mittelpuntte,

Wenbdet man auf bad durd) eine Sehne beftimmte gleichjchentlige
Dreied den Sap 41 an, fo ergiebt fich:

Sat 100. JIn einem RKreife bilden eine eingige Linie

a) bag ju einer Sehne gehirige Mittellnt,

b) bas vom Mittelpuntte auf diefelbe gefdallte Lot,

c) dbie Berbindungslinie ihrer Mitte mit dem Mittel-
punfte und

d) die Halbierungslinie desd zu ihr gehorigen Mittel-
punft3mwinfels.

Solgerung 1. Aud) die BVerbindungslinie des IMittelpunties
mit Der Mitte ded su der Sehne gehsrigen Bogens fallt mit diefer
Linie gujammen. (Sap 94 und Teil d.)

Solgerung 2. Dasfelbe gilt von der Geraben, welde bie
Mitten der Sehne und des zugehorigen Bogens verbindet. (Sap 98,
39 und Teil a)

Bufap. Der Abftand einer Sehne vom Mittelpuntte ift Heiner
al3 der Halbmefier.

Der Gap fiir den geometr. Ort 3 fann nach Sah 100 den
BWortlaut erhalten:

Geometr., Ort 3a. Das Mittellot einer Strece ift der
geometr. Ort fiir die Mittelpunfte aller Kreife, weldhe durd) die
Cndpuntte der Strede gehen.

Werben in einem RKreife zwei gleihe Sehnen und ihre Abftande
vom Meittelpuntte geseichnet, fo leitet die Figur su dem

Sap 101. Gleidhe Sehnen eines Qreifes haben gleide
Abjtande vom Mittelpunite.

Bor. €3 fei Sehne 4B = Sehne CD, ME L AB und MF L CD.
Beh. ©3 ift ME — MF.
6*
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Cntw. ded Bew., Da 4B und CD Sehnen und ME, bej. MF
die von M auf bdiefelben gefillten Lote find, jo
liegt e8 mnabe, zum Bemweife der nad) Wint 7 er-
forbetlihen Rongruen;’ der Dreiede AME und
CMF ben Sah 100 angutvenden, um ausd bder
Bor. abzuleiten, dafy die BVedbingungen des 3. III
erfiillt find. €3 fonnen inbdefjen nady einem leinen
Nmivege (K3 IV) aud) K3 I und K3. II jur An-
wendung gelangeu.

Folgerung. Die Mitten aller gleiGen Sehnen eined Kreifes
liegen auf einem Rreife, der mit dem erften den IWMittelpunft ge-
meinjam Hat.

Bufap. Die grifere von zivei Sehnen eined Kreifed Hat den
fleineven Abjtand vom Mittelpuntte.

(Mit Benupung des Saped 100 auf Sap 65 uriidzufithren.)

Werben umgefehrt zvei Sehnen eined Rreifed gegeidhmet, bdie
gleichen Abjtand vom Mittelpuntte Haben (indem man gleidhweit vom
Mittelpuntte auf zivei beliebigen Radien die Lote erridhtet), fo leitet
wiederum die Figur ju dem

Sapp 102. Haben zwei Sehnen eined RKreifes gleide
Abftande vom Mittelpuntte, fo find fie gleid.

Bor. €3 jeien 4B u. CD Sehnen, ME L AB, MF L CDu. ME = MF.
Beh. €3 ift 4B = CD.

Cntw. besd Bew. (S. Fig. ded Saped 101) Da 4B und CD
Sehnen und ME, bey. MF bie Sote von M auf diejelben find, fo
weift die Bor. darauf hin, die Hdlften (Sap 100) der Sehunen AB
und CD mit einander zu vergleichen und ju diefem Bivede nad) Winf 7
bie Qongruens der Dreiefe MAE und MCF nadjumveifen. Jur An-
wendung gelangt K3 IIL

Bujab. Bon zivei Sehnen eined RKreife3 ift diejenige die grifere,
weldje den fleineren Ubftand vom Mittelpuntte hat.

(Mit Benupung de3 Saped 100 auf Sap 65 zu {titgen.)

Folgerung. Der Durchmeffer ift die grifte Sehne.

Sein Abftand vom Mittelpuntte ift gleih Null.

56, Mittelpun¥ts: und Umfangswintel.

Crildrung. Die BVerbindbungslinien der Cndpuntte einer Sehne
mit einem Punfte des Rreifesd {PlieBen einen Winfel ein, der Um-
fangsmwinfel genannt wird und zu (auf) dem Bogen gehort (fteht)
der zwijden jeinen Sdenteln liegt.
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Bufap 1. Bu jedem Bogen gehiren unbegrenzt-viele Um-
fangamwintel.

Bufap 2. Bu jebem Umfangsiinfel gehdrt nur ein Bogen.

Bufap 3. Mit jedem Mittelpunttsivinfel ftehen unbegrenst-
viele Umfangdinfel auf demfelben Bogen.

Will man da3 Gefeps fiir die Abhdangigleit aller auf einem Bogen
ftebenden Umfangdwinfel von bdem Bogen, oder wad auf dasjelbe
hinausfommt, von dem u dem lepteren gehorigen Mittelpuntisivintel
ermitteln, fo muf man ufehen, ob fie nidht in eine begrenzte Anzah!
von Gruppen eingeteilt tverden fonnen, fiir telde eine Begiehung zu
dem Mittelpunttswinfel Herjtellbar ift. Bewegt fih aber ihr Sdeitel-
punft P auf dem Rreife von bem einen GCndpunfte 4 des Bogens
AB, auf bem er liegt, bi3 ju dem anberen, fo befindet fih) M an-
fanglid) ganz auferhalb des Wintels, fillt dann auf den Schentel PB,

bleibt in bem Winfelraume, bi3 ihn der Schenfel PA erreicht, und
liegt {hlielich toieder auBerhalb bed Winfels. Demnad) fann man
bie famtliden zu einem Bogen gehorigen Umfangswintel in drei Gruppen
einteilen, die {id) badurch von einanber unterjdeiden, daf der Mittel-
punft des Rreifes

bei ber erften auferhalb des Wintels,

bei der zweiten auf einem der Schenfel und

bei ber dritten in dem Winfel, b. §. innerhalb der bHeiben Schentel
liegt.*) Jiir die beiben Wintel der jweiten Gruppe ift die Beziehung
su dem Mittelpunttstointel am einfachften erfennbar, weil bei der Lage
der Sdentel der leptere Der UuBenwinfel an der Spipe eines gleidh-
fhentligen Dreieds ift, in tveldjem einer der beidben Umfangsiinfel an
ber Grundlinie liegt. E8 Defteht daher nad) Sap 31 die Gleichheit

& APB = | & AMB.

€3 liegt nabe, den Sap 31 qud) bei den Winfeln ber beiden
anberen Gruppen ju benupen, weil durc) die Verbindung de3 Punftes
P mit M ftet3 ein gleidhjdentliges Dreied entfteht. Jieht man aber
ven Durdymeffer PMD, fo toerben zwei neue Umfangswinfel 4PD

*) Qjt der zugehorige Bogen nidyt Heiner ald ein Halblreid, jo befinden
i) alle Wintel in der dritten Gruppe.
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und DPB gebildet, deren Differeny, bes. Summe gleih g APB ift,
wahrend durd). Subtraftion, bej. Wbdbition bder zu ihnen gehibrigen
Mittelpunttdwintel AMD und DMB der Wintel AMB entjteht. Die
nad) Sap 31 eintretenden Gleichheiten

< APD = 1 & AMD
und <« DPB =} <« DMB

liefern Daber bei Der erften Gruppe duvd) Subtraftion und bei ber
dritten duvd) Addition nad) &. IV fiir die Winfel die Beziehung

¥ APB = } & AMB.

Demnad) find die jamtlichen auf einem Bogen ftehenden Umfangs-
winfel mit dem zu ihnen gehvrigen Mittelpunttsiintel durd) den Sap
verbunben:

Safp 103. Jedber Umfangswintel ift haldb {o grop mwie
der Mittelpunttdwinfel, der mit ihm aufdemfelben Bogen
eines Kreifes jteht.

Folgerung 1. Die zu einem Bogen gehirigen Umfangsdivintel
find unter einander gleid).

Folgerung 2. Der Umfangsvinfel, der auf einem PHalbfreife
ftebt, ift-ein vedjter.

Folgerung 3. Zu gleiden Cehnen eines RKreifed gehdren
gleidge Umfangswinfel (Sap 94).

Bufag. Bu bder groferen von jvei Sehnen eined Kreifes ge-
horen bie griferen Umfang3ivinfel.

Folgerung 4. Bu gleihen Umfangsvinfeln eined RKrveifes ge-
horen gleihe Bogen (Sap 95).

Bufjas. Bu bdem groBeren von zvei Umfangsdivinfeln eines
Rreifed gehort ber grifere Bogen.

Aufgabe. Betweife, da zwijden Parallelen liegende Bogen eined Kreifed
gleid) find.

Fiir die Umfang3ivintel befteht Hiernad) der

Lehriag XTI, Alle Umfangswinfel auf demfelben oder
gleidhen Bogen eine Kreifes oder anf gleihen Bogen jweier
Rreife mit demfelben Halbmefier find unter einander gleidy.

Wink 9. Um die Gleidheit sweier Winfel zu beweifen,
fann man u jeigen fudjen, daf fie al8 UmfangSwinfel auf dem-
felben oder gleidhen Bogen ecined Kreifes oder auf gleidhen Bogen
sweier Kreife mit demfelben Halbmefjer ftehen.

Rehrt man die Folgerung ju Sap 108 um, fo folgt

Sat 104. Die Sheitelpuntte aller auf derfelben Seite
iibex einer Strede ftehenden gleiden Wintel liegen mit den
Cndpuntten der Strede auf einem RKreife.
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BVor. €8 jei <« APB = ¥ AQB = & ARB u. |. w.
Beh. €3 liegen, P, @, B u. |. . mit 4 und B auf einem Rreife.

Gutw. des Bew. Wird bder eingige, dburd) die drei Punfte 4,
B und P bejtimmte Kreisd (Folgerung 2, Sap 52) gezeidynet, {o Hat
man zu jeigen, daf derfelbe aud) dburd) @, R u. . w.
geht. Der zunddyft liegende BVerjud), nadzumweifen,
daf bie Cntfernungen diefer Puntte von dem Mittel-
puntte de3 Rreifes gleich dem Halbmeffer feien, gelingt
nidt, und da andeve Hilfgmittel fehlen, jo muf der
Gap indireft Dewiefen werden. Nimmt man aber
an, der Rrei3 ginge 3. B. niht durd) R, fonbderu
trife den Sdjenfel AR in X, jo toiirde der BWintel

®  AXB nad) Folgerung 1, Sap 108 gleidh ¥ APB,
nad) Bor. alfo aud) gleid) << ARB fein, und dies ift nad) Lehrjap V
unmiglid), einerlei 0b X wifden 4 und R oder auf der Berlingerung
von AR angenommen ioird.

Folgerung. Die Scheitelpuntte aller iiber einer Strede
ftehenden vedten Winfel (iegen auf dem RKreife, der bdie
Strede jum Durdymeffer Hat.

Au3 Sap 104 und Folgerung 1, Sap 103 ergiebt fid):

Geometr. Ort 5. Jn  einem Kreife, weldher iiber einer
Strede 4B al8 Sehne einen Umfangswinfel von der Grife ¢ be-
fit, ift der ju dem Winfel nidht jugehorige Bogen der geometr.
Ort fiir die Sheitelpunfte aller auf derfelben Seite iiber 4B
ftehenden Winfel, weldhe die Grofe ¢ Haben.

Aug Folgerung 2, Sap 103 und Folgerung, Sab 104 ergiebt
fih tveiter:

Geometr, Ort 6. Der Kreid mit dem Durdymefier 4B ijt
Der geometr. Ort fiir die Sdheitelpuntte aller itber AB ftehenden
redhten Winfel,

Die Herftellung ded Orted 6 ift einfad). Die Jeidnung des Orted 5
erfordert die Ausfithrung der

Aufgabe 72 (Grund-Aufgabe). Cinen Kreid zu zeidhnen, der itber einer
Gtrede AB al3 Cefhne einen Umfangdwintel von der Srdfe ¢ befipt.

Aufldjung. Da AB -eine Sehne ded Kreifed fein foll, jo liegt ber
Mittelpuntt M auf dem Wittellote von 4B (Ort 3a).

Da ferner der Umfangswintel itber dem Bogen AB gleidh) @, der Mittel-
punttdiintel iiber AB aljo gleih 2 ¢ und demnad) in
dem gleid)jdentligen Dreied AMB ber filx die Jeidnung
braudybare Winfel MAB glei) R — o fein folf, fo liegt
M aud) auf dem jweiten Schentel ded in A an AB an-

‘ gelegten Winteld R — .
Anmerfung Fir o > R ift der Wintel MAB

AN it 3} (2R —<L AMB)ober & [2R — (4R — 29)]
ober o —R. Der Fall o = R fiihrt auf Ort 6.
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Die geometrijhen Oerter 5 und 6 werben benupt bei der Yus-
fithrung der Aufgaben :

Aufgabe 73. Ein redhtwinfliges Dreied zu zeidnen aus

1. der Dypotenufe und einer Kathete,

2. . " » der zu ihr gehorigen Hobe,

3. " » demt Fufpuntt der zu ihr gehvrigen Hohe.

Aufgabe 74. Cin Dreied zu zeidhnen aus
1) a, ha, hb. 2) a, hv, he. 8) a, hb, ma. 4) a, hy, mo.

Aufgabe 75. Ein Dreied zu zeidnen qus
1) ) @, ha. 2) @, @, ma. 8) a, , hv. 4) @, ¢, b+c. (S. Anfg. 50 u. 51.)
5) @ +b—+4c @ ha (& Anufl. der Aufg. 52. Der Wintel EAF ift gleidh

R+ %).
5%7. Sefante und Iangente.

a) Sifge iiber die Tangente.

Crildrung. Eine Gerabde, welche mit einem Rreife ztvei Punkte
gemein Dat, {dhneidet den Rveid und wird deshald Sefante (Schnei-
bende) genannt.

Bufap 1. Cine Sefante entfteht durd) Verlangerung einer Sehue.

Bufah 2. 3u jeder Sehne gehort nur eine Sefante.

Bujas 3. Bu jeder Sefante gehort nur eine Sehne.

Bujat 4. Durd) einen Punft Eonnen unbegrenzt viele Sefanten
eined Rreifed gelegt werden, von denen eine eingige durch den Mittel-
punft gebt.

Aud Bujah 1 ergiebt fich die

Folgerung. Der Ubftand einer Sefante von dem NMittelpuntte
be3 Rreifed ift Heiner ald der Halbmeffer.

BWird eine Sefante um einen ifhrer Punfte auferhald des Rreifes
gebreht, fo wird dadurd) bie Grife der jugehorigen Sehne und ihres
Abftanded vom Mittelpuntte nach dem Jujah su Sap 101 in um-
gefehrtem Ginne gednbert. Je ndher die Schnittpunfte an einander
> rvitden, um fo mehr ndhert fi) die Grife des
I Ubftandes bdem DHalbmeffer. Fallen bdie beiden

Sdnittpunfte des RKreifed und bder Sefante in
einem Punfte ufammen, o fiihrt aud) der
Abjtand nad) diefem Puntte, tweil er ftets
bie Mitte der Sehne mit dem Mittelpuntte ver-
bindet, und errveid)t deshalb die Grofe des
Halbmeffers. Jn bdiefer Qage, die von der
gedrehten Strede weimal eingenomumen werben
fann, exhdlt die Sefante einen bejonderen Namen.
Crildrung. PHat eine Sefante mit einem Rreife nur einen
Pun¥t gemein, fo wird fie Tangente (Berithrende) genannt. Man
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fagt Dann, fie beriihre den RKreid in bem gemeinjdhaftlichen Puntte,
vem Beriihrungdpunfte, und nennt den nad) demfjelben fithrenden
Rabdiugd ben Beriihrungsradius.

Folgerung. Durd) jeden Punft auferhalb eines Rveifes fonnen
3ivei Tangenten an denfelben gelegt terden.

Da der Veriihrungsradiud zugleid) der Wbjtand der Tangente
vom MWittelpuntte des RKreifes ift, o ergiebt fih der

Sap 105. Die Tangente jteht im Beriihrungspunite
auf dem Berithrung3radiug jenfredt.

Folgerung 1. Durd) einen Punft eined Rreifed fann nur eine
Tangente an denfelben gelegt werben. (Sah 6.)

Folgerung 2. Das im Endpunfte eined Radiugd auf demjelben
ervidhtete Qot ift eine Tangente.

Folgerung 3. Das im Berithrungspuntte einer Tangente auf
berfelben errichtete Qot geht durch ben Mittelpuntt ded Kreifes.

€3 befteht baber aud) dber Sah:

Geometr. Ort 7. Das in einem Punfte einer Geraden auf
derfelben ervidhtete Qot ift der geometr. Ort fiir die WMittelpuntte
aller Qreife, welde die Gerade in diefem Pun¥fte beriihren.

Bujas 1. Die Mittelpuntte aller Kreife mit demfelben Halb-
meffer, welde eine Gerade beriifhren, liegen auf der im Ubftande ded
Halbmeffers zu diefer Geraden gezogenen Parallelen.

Bujap 2. Die WMittelpuntte aller Kreife, welde 3ivet Parvallelen
beriifren, liegen auf einer Gevaben, weldje in gleihem Abftande von
Den beiden Parallelen zu thnen parallel verlduft.

Aufgabe 76. (Grund-Aufgabe.) Durd) einen Punft P auferhald eines
Rreifed etne Tangente an denfelben zu ziehen.

Aufldjung. ft X der gefuchte Berithrungspuntt, fo ift der Winkel
PXM = R, und demnad) liegt X auf dem Rreife, der PM zum Durdymeffer
bat. (Ort 6). Bwei Lojungen.

b) Der Sehnen-Tangentenwinkel,

Crflarung. Der Winfel, ben eine Tangente und eine pon ihrem
Berithrungdpunfte aud gezogene Sebhne bilben, Peift Sehnen-
Tangenteninfel.

Bufas. Bu jeder Sehne gehoren an jebem ifhrer Endpuntte
sivei Sehnen-Tangentensvintel.

Grfldrung. Bon den beiden an einem Cndpunite einer Sehne
liegenden Sehnen-Tangentenwinteln gehdrt der fpipe dem Fleineren
und der ftumpfe dem grdBeren Bogen zu.

Bufas. Zu jedem Bogen gehiven zwei Sehnen-Tangententvintel.

Werden die Beriihrungsradien (Tangente!) gezogen, fo bilden
biefelben mit den Tangenten recjte Winfel, und da fie mit der Sehne
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ebenfalls gleiche Winkel einfchliefen, jo folgt, dap die beiden fpigen
und jomit aud) bie Deiden Jtumpfen Sehnen-Tangententvintel gleic
find. (Sap 12) Da ferner die beiden Dreieddwinfel an der Sefhne
forofl mit dem Mittelpunttdiointel (Lehri. VI) al aud) mit den fpigen
Sehnen-Tangentenwinfeln (Sap 105) zujammen 2 R betvagen, o ijt
jeber Sehnen-Tangententvinfel Halb o grop wie der Mittelpunttsrointel
und folglich gleih dem jugehorigen Umfangdwinfel. Died fithrt zu

Sa 106, Jeder Sehnen-Tangentenwinfel ift gleid
bem zugehorigen Umfangswintel.

Cntw. ded Bew. Wil man den Sap ofhne BVenubung ded Mittel-

punttdwinteld beweifen, fo Hat man zu zeigen, dap

der Sehnen-Tangentenwinfel irgend einem ber u

ber Gehne gehorigen Umfangdwintel gleid) ift. Die

Cigenjdhaft der Tangente tweift ferner darauf Hin, sum

Bergleidhe den Winfel ju wdihlen, deflen vom Be-

A rithrungspuntte A ausgefender Schentel ein Durd-

meffer ift. Da danmn £ ABP =R ijt, jo fann bie

Ridtigleit ded Saped aud bder nun befannten Be-

by siehung der beiden Wintel zu dem Wintel PAB nad

B ©ap 13 abgeleitet werden.

Der Nadwei, daf der jtumpfe Sehnen-Tangentenwintel gleid) dem zu-

gehorigen Umfangswinkel jei, ift auf diefem Wege nidjt zu erzwingen. Wird

e aber toieder der bon A ausgehende Durcdymefjer AQ

gezogen und @ mit dem Sdpeitclpuntte P ded Um-

fangamwinteld verbunbden, jo werden bie beiden Winkel

T'AB und APB in je zwei Teile zerlegt, aud deren

Bergleiung nad) ©. IV fid bdie Ridtigleit des
©apes ergiebt.

Bujap. Jft die Sehne ein Durchmefier,
fo ift jeder der zugehirigen Sehnen-Tangenten-
infel ein redter.

Anmerfung Die Sige 105 und 106 liefern fir die Herftellung des
Orted 5 cinen zweiten, gleidfalld bequemen Weg. Man legt Den Wintel o
in A4 an AB an und erriditet in A auf dem zweiten Shentel dad Lot. Das-
felbe jchneidet das Mittellot von AB in dem Mittclpunite be3 gejudhten Rreifes,

N

¢. Bwei von einem Punkte ansgehende Tangenten.

Der Schnittpuntt der beiden zu einer Sehne gehdrigen Tangenten
begrenzt auf denjelben mit den Beriihrungdpuniten zwei Stiide, bdie
im engeren Ginme al3 Tangenten beseidhnet werden. BVon ihnen
gilt ber

Sa 107. Bwei von einem Punfte an einen Kreis ge:
jpgene Tangenten jind gleidhgrop.

Das Berfahren nad) Wink 7 fithrt zu einer Anwendung ded K. IIL.

Der Mittelpuntt des Kreifes liegt auf der Halbierungslinie des
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Winfeld, den die beiden Tangenten einfdliefen (Ort 4). Der Sap
iiber den Ort 4 fann daher den Wortlaut erhalten:

Geometr. Ort 4a. Die Halbierungslinie eined Winfeld ijt
der geometr. Ort fiir die WMittelpunfte aller Kreife, welde jeine
Sdhentel gleidhseitig beviihren.

58, Wbungsbeijpiele und Aufgaben.

a) Gind swei Tangenten eined Qreifed parallel, o ift die Ver-
bindungslinie der Berithrungdpunite, die Berithrungsiehne, ein Durdymefjer.

b) Jebe der Tangenten bilvet mit ihrem Berithrungdraviug und
ver Berbindbungslinie ihred usgangdpunited mit dem Mittelpunite ein
;ed%tr?inﬂigeé Dreied, und da die Grofe ved Radiud {id) nidt dndert,
o folgt:

Sap 108. a) Alle Tangenten eined Kreifesd {ind gleid),
beven Ausdgangdpunfte vom Mittelpunite gleidweit entfernt
find (Sap 48d).

b) Die Ausdgangdpunite aller gleiden Tangenten find
vom Mittelpunite vesd Kreifes gleidmweit entfernt (Sap 48a).

c) Alle Tangentenmwiniel jind gleid), deren Sdeitel:
punite vom Mittelpunfte ded RKreifed gleidweit entfernt
jind (Sap 484).

d) DieSdeitelpunite gleider Tangentenwinfel jind
vom Mittelpunite des Kreifes gleidhweit entfernt (Sap 48¢).

¢) Aufgaben.

Aufgabe 77. Cinen Kreid zu zeidnen, der durd) einen Punft A geht
und eine Gerabe @ in einem Punfte B berithrt.

Aufldjung. Da der Krei3 die Gerade & in B berithren joll, jo muf
fein MWittelpuntt auf dem in B auf @ erridjteten Lote liegen (Ort 7); da
ferner A ein Punft ded3 Kreijed, AB alfo eine Sehne fein joll, jo muf der
Mittelpuntt aud) auf dem Mittellote von AB liegen (Ort 3a).

Aufgabe 78. Einen RKreid mit gegebenem Halbmeffer » zu zeidynen,
ber durd) einen Puntt A geht und eine Gerade & beriihrt.

Berwende Bujap 1 zu Ort 7 und Ort 1. Jwei Lodjungen.

Aufgabe 79. Cinen Kreid zu zeidnen, der zwei Parallelen &; und
®2 berithrt und durd) einen wijden ifnen liegenden Punft 4 geht.

Berwende Jujop 2 zu Ort 7 und Ort 1. Jwei [jungen.

Aufgabe 86. Einen Kreid zu zeidnen, der zwei fid) idneidende Geraden
berithrt, und ztwar eine vbon ifhnen in cinem gegebenen Puntte.

Berwende Ort 4a und Ort 7.

Aufgabe 81. Durd) einen Punft P auBerhald eined RKreifed eine
Gefante jo zu ziehen, daf die zugehorige Sehne die Lange I Hat. (I < 2r.)

Aufldjung. Jjt PXY die gejudjte Sefante und Z der Mittelpuntt
ber Gefhne XY, fo ift SXPZM =R und folglid) der Rreid, der PM zum
Durdymeffer Hat, ein Ort fitr Z. (DOrt 6.) Die yweite Beftimmung der Auf-
gabe liefert nad) Folgerung, Sap 101 cinen weiten Ovt fiix Z, wenn man
eine belicbige ©ehne von der Linge I zeidhnet und mit ihrem Abftande vom
Mittelpuntte um denjelben einen Kreid bejdjreibt. Jwei Ldjungen.
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Aufgabe 82. CEinen Punft zu beftimmen, von dem ausd an einen ge-
gebenen Rreid eine Tangente von der Linge ! gezogen werdben fanm.

Aufgabe 82a. Den geometr. Ort fitr alle diefe Puntte zu eidynen.

Berwende Sap 108D,

Aufgabe 83. Einen Punft zu beftimmen, deffen Tangenten an einen
gegebenten Rreid einen Wintel von der Grdfe ¢ einjdliefen.

Aufldojung. Die BVerbindungslinie ded Puntted mit dem Mittelpuntte

fhliept mit dem DBerithrung3radiud einen Wintel von der Grife R — % ein.

Aufgabe 83a. Den geometr. Ort filr alle die Punfte zu zeidynen.
LBervende Sap 108d.

59, Das ein- und umgejdriebene Dreief und BWiered,

Sehnen
Tangenten

Rreifes, fo jagt man, dasdjelbe fei dem Rreife {i‘;} gefdyrieben ober

Crildrung. Sind die Seiten eines EBieIecEB{ } eines

ver Qreid fei ihm {:‘:ﬁ} gefdrieben, und nennt da3 Bieled ein

Sehnen- .
%angentem} vieled.

LBon bden Sipen iiber bdie befonderen Punfte im Dreied und
Biered erbalten die Sipe 52—58 bei diefer Beseifnungsiveife den
BWortlaut:

Sa 109. Um jedes Dreied ldfpt fid ein RKreisd be-
{hreiben. (Sap 52.)

Der Shnittpuntt der drei Mittellote ift der Mittelpuntt bes RKreifes.
Sa 110. Fiir jedbes Dreied ift ein eingiger ein-
gefdhriebener Rreis moglid). (Saph 55)

Der Sdynittpuntt der drei Wintelhalbierungslinien ift der Mittelpuntt
und jein Abftand von einer Seite ber Halbmefler des RKreifes.

Sap 111. Die Seiten eined Dreieds, bez. ihre Ver-
lingerungen werden gemeinjdaftlid) von 4 Rreifen berithrt.
(Sa 55 und 56.)

Sat 112, Jn einem Sehnenviered {ind je zwei gegen-
itber liegende Wintfel jupplementar. (Sap 53.)

Folgerung. Jeber AuBenmintel eined Sehnenviereds ift gleid)
dem gegeniiber liegenden Winfel ded Biereds.

Sap 113. Sind in einem DBiered jwei gegeniiber
liegende Winfel jupplementar, jo ift dasfelbe ein Sehnen-
viered. (Sap 54)

Sat 114. Jn einem Tangentenviered find die Summen
ausd ben gegeniiber liegenden Seiten gleihgroh. (Sap 57)
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Saty 115. Sind in einem Biered die Summen bder
gegeniiber liegenden Seiten gleidgrof, fo ift dbasjelbe ein
Tangentenvievred. (Sap 58.)

Anmerfung 3u Sap 111. Die BVerithrungdpuntte der 4 ju einem
Dreied gehorigen Berviihrungstreife begrenzen auf den Seiten und ihren BVer-
lingerungen Stitde, bon denen je zwei, die in einer Ede jujammenitofen, nad
Gap 107 gleidhgrof find.

Jebesd diefer Stitde fann durd) die Lange der Dreiedsdjeiten
audgedritdt werden. €3 ift namlid
AD + AE = (4B -- BD) + (4C— CE),
(4B — BF) + (4C— CF),
AB + AC — (BF— CF),
AB + AC — BC,

(I

und fomit
AD = AE — 1 (AB 4 AC— BQ).
Sn gleidher Weife ergiebt fidh
BD = BF = L (AB + BC— AQ),
CF = CE = 4 (AC + BC— A4B).
Serner ift AD'+ AE' = (AB -+ BD')+ (AC +CEY,
= (4B~ BF')+ (AC+-CF"),
= AB + AC+ BC,
aljo AD' = AE' =} (AB 4 AC + BO).
Die Gtreden von den Ccden Hid zu den Beriihrung3dpuntten bder gegen-
iiber liegenben duferen RKreife find Hiernad) unter einander gleid).

60. bungsbeijpiele und Aufgaben.

a) Welde Parallelogramne befigen einen ein= und welde einen
nmgejdricbenen Kreid?

b) Welde Begeihnung fommt dem Bieved u, defjen Seiten bdie
an einander ftofienben Hilften zweier Dreiedsfeiten und die ju ihnen ge-
horvigen Mittellote find?

c) Weldhe Bezeihnung fommt dem BViered zu, dad aud den gegen:
feitigen Projeftionen zweier Dreieddfeiten und bden unteven .S;')ﬁgem
abjdhnitten gebildet wird?

d) Wieviel Sehnenvierede find vorhanden, wenn die drei Hihen
eine3 Dreieds gegeidnet find?

e) Die Berbindungalinie der Fupunite gweier Hohen zerlegt bad
Dreied in ein Sehnenviered und ein Dreied, dad mit ihm gleidhe Winfel
hat. (Folgerung, Sapy 112)

Crildrung. Dad durd) die Fufpunfte der drei Hohen eined
Dreieds beftimmie Dreied wird Hohendreied genannt.

f) Die Winfel de3 Hihendreiedd werben durd) die Hohen ded ur-
fpriingliden Dreieds galbiert. )

2) Der vem Hohendreied umgejdyriebene Kreid halbiert die oberen
Hohenabidnitte und die Seiten (Feuerbadfder Kreis).
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Cntw. ded Bew. €38 feien 44;, BB, CC, die drei Hihen,
A4g, By, Co die Mitten der oberen Hohenabjdnitte, 0 der Schnittpunit
der Hohen und D, E, F die Mitten der Ceiten.

Bunddjt joll bewiefen werden, dap 3 B.
4; auf vem RKreife liegt, der durd) 4;, B;
und C; geht; zu dem Jwede hat man zu eigen,
ba{; <X G144 = ¥ C1Bi4 1ft (6a§ 104)
Gin unmittelbarer Vergleid) diefer Windel ift
nidt moglid). Beadytet man aber einerfeits,
bafy A C 0B ein Sehnenviered und < AC,0 =
R, alfo 4o der Mittelpunit de3 zugehorigen
Rreifes und fomit < C1de4;) =2 C144; ift,
und anbererfeits, dap BB, den Winfel C;B1 4,
gglﬁiert, 1o gelangt man su einem mittelbaren

ergleide aud der Begiehung, die wifden den

Winfeln C;.44; und C1B10 bejteht (Wink 9).

Ferner ift su zeigen, dap jebe Der Seitenmitten auf dem ange:
gebenen Qreife liegt, und dazu ijt 3. B. fiir die Mitte F von A C wiederum
erforberlid), baf die (Sjleid)geit ver Winfel C1F4; und Oy B14; nadjge:
wiefen wird. Aud) hier likt fih ein mittelbarer Bergleid) durdfithren,
wenn man beadytet, daf F der Mittelpunit ded ju dem Sehnenviered
ACLA;C gehorigen Kreifes ift.

h) Wird die Mitte einer Seite mit der Mitte bes oberen Hihen-
abjdhnitts der zugehorigen Hohe verbunbden, fo entfteht ein Durdmefjer
ved Feuerbad)jden Kreifes.

Die beiden Punfte beftimmen mit dem Fuppuntte der Hohe ein vedt-
winfliged Dreied.

i) Der Halbmefier ved Feuerbadyfchen Kreifes ift halb jo groh wie
per Halbmefjer des dem urfpriinglihen Dreied umgefdriebenen Kreifes.
k) Aufgaben.

Bezeidhnungen. Der PHalbmefjer desd einem Dreied eingefdhricbenen
Rreifed ird mit ¢ und der Halbmefjer ded der Ede A gegeniiber liegenbden
duferen Beriihrungstreifed mit o, begeidynet. Entjpredend find ¢, und ¢, u
deuten.

Aufgabe 84. Ein Dreied zu zeidnen aud

1. @, we, o 2. hv, 0. 3. &, Wa, 0a. 4. @, b, Q.

Aufgabe 85. Cin Dreied zu zeidnen aud

1.b4c—a, o podery. 2.b+c—a, o Wa,

Aufgabe 86. Cin Dreied zu zeidnen aus

1, a+b+c, Qc, ﬁ 2. a+b+c, Qca, We,

Aufgabe 87. Gin Dreted zu zeidnen ausd der Lage der Fuppunite

feiner Hohen.

61. Dasd regelmdfpige Bieled,

Qit die Anzahl der Ccen eines Vicleds grofer ald 4, fo Idnnen
aud bden Ortdfigen 3 und 4 bdie Bedingungen fiir dad Vorhanden-
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fein eine3 ein- ober umgejdriebenen Rreifes nidht mehr abgeleitet
werden. Dagegen wird ed3 miglicdh fein, die EBefd)aﬁenf;ett eines Biel-
edd zu ermitteln, bag gleidjzeitig einen ein- und umgejdjriebenen
Rreid befipt, norauégefegt daf beven Mittelpuntte jujammen-
fallen.

Soll sunddhft ein umgejdriebener Kreid vorhanden fein, jo muf
fein Mittelpunft M auf den Mittelloten jamtlider Seiten liegen. RNun
find bie burd) M und die FuBpuntte begrensten Stiicfe der Mittellote
sugleid) die Abftinde der Seiten von M, und demnad) fann nur dbann
dem Bieled gleidseitig ein Rreid mit dem Mittelpuntte M eingejdhrieben
werben, wenn diefe Ubjtande unter einander gleid) find. Jft dies
aber der Fall, fo ijt nach RK3. III:

/N MBA' ~ A MBB', A\ MCB' ~
A MCC u. §. 1.,
und baraus folgt:

BA' = BB', CB' = CC* . {. 1,
9.9.1 AB =1BC, 1 BC=1}CDu.|.n,
alfo aud

AB = BC, BC = CD u. {. m.
Weiter ergiebt fi) ausd der Kongrueny
ber Dreiede

< MBA' = <« M BB,

z &£ MCB' = & MCC' u.§. w,
alfo X MBB' =} < B, <« MCB'= 1} < C u.1{. w,
und da < MBB' = <¢ MCB', <¢ MCC' = << MDC’ u.{. .
ift, fo folgt <L B=<xC, <L C=<x D u{ w.

Wird demnad) ein BVieled ald vegelmidBig bezeidhnet, wenn
feine Ceiten und Winkel gleidgrof find, fo befteht der

Sat 116, Befist ein Vieled einen ein- und umgefjdriebe-
nen Qreid mit bemfelben Mittelpuntte, fo ift Dasfelbe regel-
mifgig.

Durd) Umlehrung erhalt man Hieraus den

Saty 117, Jedes regelmdfiige Bieled befipt 1. einen
umgejdriebenen und 2. einen eingejriebenen RKreid mit
demfjelben Mittelpunitte.

Cntw. des Bew. zu 1. Sdneiden fih die Mittellote von
AB und BC in M (S. Fig. des Sapes 116), o ift zunddit zu
beweifen, dbaf da3 Lot MC' von M auf CD mit dem Mittellote bon
CD zujammenfillt, d. §. daf CC' = § CD ift. Da aber CB' =
3 BC und jomit aud) = } CD ift, fo Hat man die Gleichheit CC' = CB’
nadhzuweifen. Nad) Wint 7 Hat man zu diefem Bede zu zeigen,
baf A MCC' > A MCB' ift. Die Rongrueny tritt aber ein, wenn
< MCC'= & MCB' (R%.1), d. 5. wenn << MCB' = } < C ift,

. |
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und da einerfeits << MCB' = << MBB' (Qehriap IX b) und anbderer-
{eitd << C = « B (Bor.), o ergiebt fic) die Gleidhheit <« MCB' —
3 << C mittelbar aud ber Beziehung bes Winfels M BB’ 3u ¥ B, die
ausd ber Qongruens der Dreiede MBB' und MBA' (R3;. I) auf
®rund der Bor. abgeleitet werden fann. Gang entfprechend ijt toeiter
su zeigen, dap M audy auf den Mittelloten von DE, EF u. {. w. liegt.

Cnti. de3 Bew. zu 2. Die Halbierungslinien der Winfel B
und C fdyneiden fid) in M; D1 ift daher der gemeinjdhaftliche Mittel-
punft. €8 ift nun wieder sunddit u zeigen, dap MD den Winfel D
Halbiert, und da ¥ D == K C ift (Bor.), {o Hhat man die Gleidheit
L MDC' = % xC, b. ). = < MCB’ nadjzueifen. Nad) Winf 6
ift Hierzu der Betveid fiir die Rongrueny der Dreiede MCD und MBC
erforbeclic). Bur Anwendung gelangt {3 II.  Entfpredend ijt dann
teiter zu jeigen, baf ME, MF u. . w. Winfeljalbiexungslinien find.

Aufgabe. Bu einem gegebenen regelmiBigen BVieleE den ein- und um-
gejdyriebenten Rreid zu zeidnen.

Da nad) Sap 99 die auf einanbder folgenden Bogen und jomit
aud) die zugehirigen Mittelpuntiswintel gleid) find, o ift der gange
Wintel M in »n gleide Teile geteilt. Rann man umgefehrt den
Binfel M (ben Rreid) in = gleide Teile zerlegen, jo gehoren zu den-
felben gleidhe Sefhnen mit gleidjen Abftinden von 24, und demnad
befist Dag Wiele, bdeffen Seiten bdie Sehnen {ind, aucd) einen ein-
gejchriebenen Rreis, ift alfo nad) Sap 116 regelmiBig. Jieht man
ferner durd) bie Teilpunfte die Tangenten an den Kreid und begeidnet
die auf einanbder folgenden Schnittpuntte derfelben mit 4‘, B!, C' u. . w.;

2 beadjtet man toeiter, dafy die unter ein-

ander gleigen BWinfel 4, B, C u. |.w.

durd) die DBeriithrungdradbien Halbiert
¢’ und bemnad) die famtlichen Sehnen-
Tangentenivinfel gleidhgrop find (Sap
12 u. 105), fo fieht man, da die von
¢ den Sehnen und Tangenten gebildeten
Dreiede gleidfdentlig und fongruent
find. Davaus folgt aber einmal bdie
y  Oleidhheit aller Winfel 4°, B!, C’ u.j. w.
und dann die Gleihheit der Streden
A4‘B, BB, B'C, CC' u. . m., b. b
bie Oleihheit der Seiten A'B‘, B'C',
C'D' u. §. w. Das Bieled ift alfo regelmdpig. Demnad) bejteht der

Saty 118. Teilt man einen Rreisd in n gleide Teile,
fo find bdie Teilpunfte die Eden eined regelmdBigen, dem
Rreife eingejdriebenen und die Berithrungsdpuntte eines
vegelmdfigen umgejdriebenen n-Cds.
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Die Aufgabe, cinen RKreid (den Wintel um feinen Mittelpuntt) in
n gleide Teile 3u zerlegen, ift mit den in ben vorhergehenden Abjdhnitten be-
fannt gewordenen Mitteln ohne Benupung des Gradmefferd nur ausfiihrbar,

0
enn 3-‘%2 ein Wintel ift, der ausd 900 ober 600 oder aus jolgen Winkeln zu-

jammengejet werden fann, die durd) Halbierungen aud 900 und 600 entftehen.
Hiernad) Yann gezeidynet twerden
a) ba3 regelmifige 4-Cd (Winfel von 900),

" ” 8E€d ( » 450,
” ” 16-Cd (o " 221[20) u. i. v.,
b) ba3 regelmipige 3-Ed (Wintel von 1200),
" " 6:Ct ( o 600; Seite = Halbmeffer!),
” " 12‘@d ( ” ” 300),
” ” 24‘@& ( ” ” 150) u. i. 1.

Aug dem vegelmdBigen »-Cd leitet man alfo da3d regelmipige
2n-€d ab, wenn man die Mittelpunttsivintel Halbiert und die neuen
Teilpunfte auf bem RKreife mit den Endpunften der zugehorigen Seiten
bes n-Cd8 verbinbet, bez. durd) bdie Teilpunfte Tangenten an den
Rreis ieht. Jn den eingejdyriebenen Bieleden bilbet dann jebe Seite
bed n-Ed3 mit jwei Seiten bdes 2n-Eds ein Dreied und it daher
fleiner al3 Deren Summe (Sap 35). Daraus folgt:

Sap 119. Die Seitenjumme eined einem RKreife ein-
gefdriebenen regelmdaBigen #-€ds nimmt zu, enn bie
Seitengahl verdoppelt wird.

Bei den umgejchriebenen Bieleden dagegen jdhneidet bdie meue
Seite des 2 #-Ed8 von Fwei Nadbarfeiten ded n-Cds zwei Stiide
ab und ift feiner al8 deren Summe. Der durch) das Fortfallen diefer
Stiide entftandene Bexluft wird daher durd) bie Hingunahme der neuen
Seite nidt ausdgeglichen, und demnad) befteht der

Sa 120, Die GSeitenjumme einesd einem RKreife um-
gefdriebenen regelmdpigen Bieledd nimmt ab, wenn bdie
Seitenzahl verdboppelt wird.

Durd) fortgelebte BVerdoppelung bder Seitenzahl {dmiegen fid)
aber die beiden Urten von Bieleden immer enger an den Kreid, und
ba Da3 umgejdjriebene eine grofere Seitenfumme befipt ald dasd ein-
gejdhriebene von gleiher Seitenzahl (Sap 35), jo folgt hieraus und
aud ben Sdgen 119 und 120:

Sap 121, Gin Rreis it ftets {g&‘:ﬁ:;} al3 bie Seiten-

;:::5} gefdhriebenenregelmafigen Bieleds.
Anmerfung. Der Juiap ,vegelmipigen” fann wegfallen, ohne daf
der Gap aufhirt, ridhtig zu jein.
Miuller, Planimetrie. 7

fumme eines ihm {
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62, 3Bwei Kreife.

a) Die Mittelpunktslinie,

Da durd) drei Punfte nur ein RKveid gelegt tverden fann, fo
fonnen zivei- Qreife nidht mehr ald zwet Punfte gemein Haben.

Crfldrung: Daben ziwei RKreife zwei Punfte gemein, jo jagt
man, fie jdneiden fidh) in Ddiefen Punften, und bejeihnet die Ber-
bindbungslinie der Sdnittpunite ald8 gemeinjdaftlihge Sehne.
Haben vei RQreife nur einen Punft gemein, jo jagt man, jie be-
viihren fid) in diefem Punfte. Haben aber zwei Rreife feinen Punft
gemein, o liegen fie enttveder gang aus einander oder der griBere von
ihnen fchliefst ben Hleineren ein.

Crildrung: Die BVerbindungslinie bder Mittelpuntte jieier
Rreife heipt Mittelpunttalinie.

Bieht man die Radien zu den Scnittpuntten jweier fidh jhneiden-
den Kreife, jo entftehen iiber ber gemeinjdhaftlichen Sehne jwei gleich-
fhentlige Dreiede, und fomit ergiebt fidh nad) Lehrjap X:

Safp 122. Sdneiden jidh zwei RKreife, fo fteht iPhre
Mittelpunttslinie fenfredht auf der gemeinjdaftlichen Sefhne
und Halbiert diefelbe.

Cntfernt fih der Mittelpunft desd zieiten Rreifed von dem bes
erften fo, daf er auf ber urfpriinglidhen Mittelpunttdlinie (bez. deven
Berldngerung) bleibt, o ndbhern fid) die beiden Shnittpuntte der Kreife
immer mehr, ohne daf der Jnbalt ded Sapes 122 fich dndext. €3
tritt daber aud) feine Werdnberung
ein, wenn die Sdnittpuntte zujam-

menfallen, b. 0. wenn die Kreife fid
beriihren. Der Mittelpuntt der ge-
meinjdaftligen Sehne bleibt ftets

auf der Mittelpunftslinie, und daber
liegt aud) der Berithrungspuntt auf
berfelben. Die zu der gemeinjdaft-
ligen Sehne gehirige Sefante {teht
ferner ftetd fenfredit auf der Mittel-
punftslinie, und da fie bei dDer Be-
viilhrung in eine gemeinjchaftliche Tangente der Rreife iibergeht
(. Grfl. der Tangente Nr. 57), jo fteht aud) die gemeinjdhaftlihe Tan-
gente auf der Mittelpunttslinie fenfrecht. Diefelben Beziehungen treten
ein, toenn bder Mittelpunft desd jweiten Rveifes in entfpredjenbder
Weife fih dem bdes erften ndbert, bi3 bdie Schnittpuntte zujammen-
fallen. €8 Dbefteht aljo der

Sap 123, Beriihren jid) swei Kreife, jo fteht die Mittel-
punftslinie in dbem Beriihrungspuntte jenfredht auf dev ge-
meinfdaftliden Tangente.
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Bufag. Die Gerade, welde durd) den Mittelpunft und einen
Puntt ded Rreifed geht, ift der geometr. Ort fiir die Mittelpunite
aller Qreife, twelde Dden erften RKreid in dem getvdhlten Punfte
beriihren.

Der BVergleid) der Mittelpuntislinie M7 mit den Halbmefjern
r und » liefert fiiv die fiinf bon einander verjhiedenen Lagen jweier
Rreife su einander teild unmittelbar, teild durd) Benupung de3 Sapes 35
die folgenden DBegiehungen:

Saf 124, Wenn jwei Rreife M, r und 477, »' einander

a) ausidliepen, fo ift MM > (r 4 ),

b) von aufen berithren, jo ift MM’ = (r + '),

¢) {dneiden, fo ift MM < (r 4 ), aber > (' — 7),

d) von innen berithren, jo ift MM' = (r' — r); wenn aber

e) ber Rreis M, » von dem RKreife A7, »' einge{dhloffen

wird, {o ift MM < (r' — »).

Anmerfung. €3 fann jeder Teil diefed Sapes umgefehrt tverden.
Per Beweid ift aber ftetd ein indivefter.

Bufas zu 124b. Der RKreid M, r + + ift ber geometr. Ort
fiiv bie Mittelpuntte aller Rreife mit dem Palbmeffer », twelde den
Rrei3 M, r von auflen beriihren,

Bufap zu 124d. Der Rreis M, r — r' (Bedingung: ' << 1)
ift der geometr. Ort fiir bie Mittelpuntte aller Rreife mit dem Halb-
meffer #/, welde den Rreid A7, r von innen berithren.

b) Mie gemeinfdynftlidyen Tangenten.

Bejisen zwei Rreife M, r und M, ' (r > ') eine gemein-
fdhaftlidge Tangente 4A4’, fo find die Berithrungdradien A und M'A’
parallel, teil jie beide fent-
redt auf A4’ ftehen. Bieht
man daber durd) A die
Rarallele ju A4, welde
MA in T trfjt, jo ift
bag Bieved AA'M'T ein
Rechted. Daraud folgt:
1) <<« MTM' = R und
2) MT = MAF M4
=7 F 7', je naddem 44’
eine duBere oder eine inneve
Tangente it (je naddem A und A4’ auf derfelben oder auf verjdhiedenen
Geiten der Mittelpunktalinie liegen). Bu jeder gemeinfdhaftlichen Tan-
gente gehort paher ein Punft 7, ber einmal auf dem Rreife [liegt,
deffen Durchmeffer die Mittelpunttalinie ift, und dann dem Kreife an-

7*




100 1L Abidnitt. Geiten und Wintel.

gehort, der um M mit dem Halbmefler » — »* ober » 4 +' bejdhrieben
witd. Demnad) ift eine gemeinjdaftliche { g’:f:::} Tangente nur
dbann moglid), toenn die beiden Rveife fo liegen, daf bder RKveid mit

dem Durdymefjer I/ von dem Rreife {% :I ::} gefchnitten toerden

fann, d. h. wenn die Mittelpunttalinie nidht fleiner al8 bie {gﬁ;ﬁ:ﬁ

der DHalbmefjer ift, wenn alfo der grofere Rreid den fleineren nidht
volljtdndig einfdjliefst. . .
einlieft ober | d)neibet.} Hieraud und aud Sap 124 folgt:
Saty 125, Jwei KRreife befipen gemeinjdhaftlid
a) 2 duflere und 2 innere Tangenten, twenn fie aus einander
liegen;
b) 2 dufere und 1, " , wenn fie fich von aufen
beriihren;
c) 2 dufere und 0, ” , toenn fie fih) {dhneiden;
1, wdOo ” , wenn fie fih von innen
beriihren;
e) feine Tangente, wenn einer von ihnen den anderen einjdliept.

Aufgabe 83. An zwei gang aud einander liegende Kreife die 4 gemein:
{daftlihen Tangenten zu jiehen.

Aufldjung. Der Puntt T (j. Ableitung ded Sape3d 125) liegt ftets
auf dem Rreife mit dem Durdymefjer MM’ und enttweder auf dem Rreije

M, r — ' ober auf dem Queife M, r+ . Durd) T und MT find aber dic
Berithrungspuntte beftimmt. Man zeidynet aljo den Kreid mit dem Durd)-
mefler MM’ und um M einen tweiteven Kreid 1) mit bem Dalbmefjer » — o,
der ben erften in 77 und T, fchneidet, und 2) mit dem Halbmefier » 4 o+ gur
Beftimmung der Punfte T3 und T Berbindet man dann I mit den vier
Punften und zieht durd) M* die Parallclen ju den Verbindungslinien, fo cr-
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hilt man in je zwei durch einen der vier Punfte T' beftimmien Puntten bder
beiven Kreife Die Berithrungadpuntte ciner Tangente.

63. lbungsbeijpiecle und Aufgaben.

a) Sike iiber gemeinfdyaftlide Tangenten.

Sap 126. Die gemeinfdaftliden duBeven, fowie die
gemeinjdaftliden inneren Tangenten jweier RKreife find
gleidgrof. (Sap 107!)

Bufap 1. Die Streden, welde die duferen Tangenten auf den
inneren begremgen, {ind gleid) ven (Streden gwijdjen den Beriihrungs-
punften der) duperen Tangenten.

A Cntw. ded Bew. Sind

E und F die Sdnittpunite
ber inneren Tangente CC
mit 4.4 und BB, fo foll
bewiefen werden, baff EF =
A4 ift. Da nad) Winf 7

nidt verfahren werben
fann, fo mup der Ca
107 benutsit werben, au?

pefjen Anwendung die
Cigenjchaft der Geradven
cc hinweift. Nad) diefem
Cape beftehen aber fiir die Abjdnitte EC und FC' der Ctrede EF
bie Begiehungen

EC= AE — AA'— EA'— AA4'— (EC -+ CCY),
F('=FB = BB'— FB= BB'— (CC' + C'F),

und demnad) ift

EC+CC' 4 C'F = AA' — (EC + CC) + CC' + BB — (CC' 4 C'F),

— AA'+ BB — (EC+ CC' 4 C'F),

afjo EF = AA' 4+ BB'— EF.
Hieraud aber ergiebt fid) dvie Ridptigleit ver Behauptung nad) Sapy 126.

Bufa 2. Die Streden, welde die inneren Tangenten auf den
duperen begrengen, jind gleid) ven inneren Tangenten.

Der Betweid wird ebenjo gefithrt tie bei Jujap 1.

Bujap 3. Die 8 Tangenten, welde von den Sdnittpuniten der
duferen mit den inneren Tangenten an die beiden Kreife gehen, find
alle gleidgrop.

Gine Folgerung aud den beiden erften Jujdpen.

A_E

b) Sike iiber Doppelfehnen.
Grildrung. 3Bieht man durd) einen der Schnittpunite zweier
Rreife eine gemeinfdjaftlide Sefante, fo bilben die beiden jugehorigen
Sehnen zujammen eine Doppelfehne.
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Saf 127. Shneiden jid) zivei Doppelfehnen aufeinem dex
Qreife, fo ift die BVerbinbungslinie ihrer Cndbpunitte parallel
suder in bem Sdhnittpuntte an den Rreis gelegten Tangente.

Cntw. ped Bew. Sind
T PQ und PR die Doppel:
fehnen und P 7 die Tangente
in P, {o hat man nad) Winf2
B ju beweifen, dap die Winfel
P, TPR und PRQ einanber
gleid) find. Nun ijt << TPR
(TPB) Gehnen - Tangenten-
winfel,aljogleid)c PAB, und
demnad) hat man zu zeigen,
9af << PAB = < PRQ ift.
Die Rage der Wintel weift
auf die Anwendung ded Ju-
fated ju Sap 112 hin.

Sat 128, Wird durd) jeden der beiden Shnittpunite eine
Dopypelfehne gezogen, jo ind die Verbindungslinien der Ent:-
punfte der Doppelfehnen pavallel

Da 3twei Sehnenvievede vorhanden find, fo lipt fih mit Benubung ded
©aped 112 nadjweifen, dap die Erg. BW. jupplementar {ind.

Saf 129. Sdneiden fid) zwei Rreife mit gleiden Halb-
mefjern, o jind die Cndpunfte jeder Doppelfehne gleidh-
mweit entfernt von bem Shnittpuntte, durd den fie nidht geht.

Sap 130. Die Radien, welde nad den Endpuniten
einer Doppelfehne bei zwei fid) berihrenden Rreifen fithren,
find pavallel

Sa 131. Bei zwei jid) beriihrenden RKreifen geht bdie
Lerbindungslinie dber Endpunfte paralleler Radien von ent-
gegengefepter Ridhtung durd den Berithrungdpuntkt.

bSDieie Umiehrung ved Saped 130 fann nur indireft bewiefen
werden.

¢) Aufgaben.

Aufgabe 89. Einen RKreid zu zeidnen, der einen gegebenen Kreid in
cinem gegebenten Puntte beriihrt und duvrd einen gegebenen Punft 1) aufier-
Halb, 2) innerhalb ded RKreifes geht.

Anmerfung. Die Ljung ift unmiglid, wenn der zweite Puntt auf
der Tangente liegt, Die in Dem erften Puntte an ben Rreid gezeidhnet toird.

Aufgabe 90. Einen Rreid mit einem gegebenen Halbmefjer u zeidynen,
ber einen gegebenen Rveid berithrt und durd) einen gegebenen Punft auperhald
bed Rreifed geht.

Bwei Lofungen. Jft der Halbmefler fleiner ald der Halbmefier ded ges
gebenten Rreifed, jo fann der Punft aud) innerhald ded Rreifed angenommen
werden.
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Aufgabe 91. Einen Kreid zu zeidhynen, der einen gegebenen Halbmefjer
befibt und wei gegebene RKreife beriihrt.

Anmerfung. Die Grofe de3 Halbmefierd darf nidht beliebig an-
genommen toerden., Wann ift die Lojung unmoglid)?

Aufgabe 92. Cinen Rreid mit gegebenem Halbmeffer zu zeidnen, ber
einten gegebenen Rreid und einc gegebene Gerade berithrt. Wann ift hier bdic
Lofung unmoglidh?

NAufgabe 93. Cinen Punft zu zeidnen, durd) den an zwei gegebene
RKreife Tangenten von ber Liinge I gezogen werden finnen.

©iche Aufgabe 82a. Die [iinge I mup jo gewdhlt werden, daf die
beiden geometrijdhen Orter fiix den Punkt fich {dhneiden. Bwei Lojungen. Be-
rithren fich diefe Orter, jo ift nur eine Lbjung vorhanden.

Aufgabe 94. Cinen Punft zu zeidnen, defjen Tangenten an zwei
gegebene RKreife ztwei Winfel von der Grofe ¢ einjd)lieRen.

©. Aufgabe 83a. Witd ¢ jo gewdhlt, dah die beiden geometr. rter

a) jid) fdyneiden, jo find 2 QWjungen vorhanden,

b) fih bevithren, fo ift 1 Lojung vorhanden,

c) fid) weder jdneiden nod) berithren, fo ift feine Lojung midglidy.

Aufgabe 95. Bei Fwei fid) jdneidenden Rreifen cine Doppelfehne von
der Linge ! zu ziehen.

Auflojung. Beidhnet man bei irgend einer Doppeljehne bdie Heiden
Abftande von den Mittelpuntten, o ift das Stiid zwijdhen den beiden Fup-
punften der Qote halb jo grofs wie die Doppeliehne. Die Parallele durch einen
der Mittelpunfte ju der Doppelfehne jdneidet dad zweite Lot rechtwintlig.
Laraud crgiebt fid), daf die Halbe Doppeliehne ald KRathete einem vechttwintl.
Treied angehort, defen Hypotenuje die Mittelpunttdlinie ift. Jugleid) folgt
hieraus, dbap I Heiner al3 a3 Dopyelte der Mittelpunttslinie fein muf.

Aufgabe 96. Cin Dreied zu zeidnen aus

1) &, ha, 0. 2) & ha,0a. 3)a-t+b-+tc o oQa

4)at+b+c ea b 5) btcta, o 00 6) Dtc+a o eb.

Jn jedbem der 6 Falle wird die Herftellung einer gemeinjdaftlichen Tan-
gente an zwei Kreife erforberlid), Aufgabe 88.
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15, Qapitel.
Der Inhalf dex Figuren.

64. Begriff ded Jnhalts. Juhaltdmefjung.

Crifarung. Der Teil der Gbene innerhalb einer gejchloffenen
Figur wird Fladeninhalt oder furz Fnhalt ber Figur genannt.
Grildrung. Biei gefdlofiene Figuren bYeifen fladengleid
oder fury gleid) (=), wenn ifhre Jnbalte gleidgroB find.
Da die Inhalte Tongruenter Figuven ftetd gleidhgrop find, fo er-
giebt fid):
Folgerung 1. Gind zwet Figuren fongruent, fo find fie gleidh.
®leid find aljo a) alle fongruenten Dreiede,
b) alle fongruenten Parallelogramme, in3bejondere alle
Ouadrate mit gleiden Seiten,
c) bie Fladen aller Qreife mit gleiden Halbmefjern,
d) alle regelmdpigen DBielede mit gleihen Seiten und
derfelben Seitenzahl.

Folgerung 2. Bei Figuren find gleid), ohne Fongruent ju
fein, wenn fie durd) Addition oder Subtraftion aus fongruenten (gleiden)
Sladgenitiiden sufammengefest toerden fonnen (@. IV), in3bejondere
wenn fie dasjelbe Vielfadhe fongruenter (gleicher) Jlachenftiicke find.

Wink 10. Um bdie Gleidhheit weier nidht - Fongruenten
Figuren nacdzuweifen, fann man 3u eigen judhen, dap fie die
Summen oder Differensen ans Fongruenten (gleiden) Stiidfen find.

Folgerung 8. 3Jei Figuren, bdie webder fongruent find nod
aud fongruenten Stiiden durd) Adbdition ober Subtraftion entftehen,
fonnen {tetd mit einanber verglichen toerden, wenn jebe von ihnen fid
in eine Anzahl Fongruenter (gleider) Stiide zeclegen Bt und Diefe
Teile ber beiden Figuven gleid) find. €3 ift bann Ddiejenige Figur
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die grofere, welde die groBere Anzahl der unter einander gleidhen
Teile enthalt.

Crfldrung Wird bie Grdfe der unter einander fongruenten
Teile, in welde eine Figur zerlegbar ift, ald Einbeit angenommen,
fo fagt man, = fei die MaBzahl fiir den JInhalt ober furz der
Jnhalt ber Figur, wenn die Einbeit n-mal in derjelben enthalten ift.

Crflarung. A3 Fladeneinbeit dient die Grofe bed Quabdrats,
deffen Geite die Qingeneinbeit ift. it diefe 3 B. dag Meter (m),
fo ift da3 Quabdratmeter (Jm) die Flacdheneinheit.

Anmerfung. Bei der JInhaltdmefjung wird voraudgefept, dap die in
der Figur auftretenden Linien durd) die Liingeneinbeit in Jabhlen ausbdriidbar
find. Bei ber Veredynung treten bdiefe MaBzahlen an die Stelle der Linien.
Wird daher von dem Produfte zweier Linien gejprodjen, o verfteht man dar-
unter da3 Produft der Mapzahlen dicfer Linien.

65. Der Inhalt des Redteds und Quadrats.

Die Seiten eined Redhtedd mibgen die MaBzahlen a und b be-
figen. ©ind @ und b ganze Bahlen, fann aljo 4B in a und AD
D ¢ in b der Qingeneinfeit gleiche Teile zerlegt

T T ; twerden, und jieht man zunddjt durd) bie
Fof-itatmss-1-) Teilpunfte von 4B bie Parvallelen zu AD,
s fo tird Dadurd) dad Redjted in a fongruente
-L-4  Gtreifen geteilt; zieht man dann aud) durd
iopodiogodio] die Teilpunfte von AD bie Parallelen ju

.- — =

[ R AB, jo twird jeber biejer Streifen in b, bas
4 gange Redyted alfo in @ . b fongruente Stitde
serlegt, bon denen jedbesd gleid der Fladpeneinbeit ift.

Sind dagegen @ und b gebrodene*) Jahlen und a = %@, b= 7%,

o da 4B in m und AD in m' bem nten Teile der Lingeneinbeit
gleide Stitde zerlegt wexden Famm, und zieht man twiederum duvd) die
Teilpuntte die Parallelen zu den Seiten de3 Rechtedd, fo entjtehen
m .m' Quadrate, deven Seiten glei) Dem nten Teile der Ldngen-
einfeit find. eded diefer Quabdrate ift in dev Flacheneinbeit » . n-mal

enthalten, alfo gleich 7—%—% berfelben, und demnach ift der Jnbalt des

Recteds gleich ’—”n-—: -~ ’% ’%=a.bgrad)eneinf)eiten. Daraus folgt:
Die Mafzahl fiir den Jnbalt eined Rechted ift das Probdult

aus ben Mapzahlen weier anftofenden Seiten, odber furs:

*) Der Fall, baf AB und AD infommenfurabel find, bleibt an bdiefer
Stelle beffer nod) unbeadhtet.
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Lephria XIV. Der Jnbalt ecined Redytedd it gleih dem
Produfte aud jwei anjtofenden Seiten.

Folgerung 1. Der Jnhalt eined Quabdratd itber Dder Seite
AB ijt glei) AB.AB ober AB2.

Die gweiten Potenzen der Jahlen twerden daher ald Quadratzafhlen
begeichnet.

Folgerung 2. Das Produft zweier Streden wird durd) das
Redhted dargeftellt, deffen anftofende Seiten bdie Linge diefer Streden
befigen.

Bwei Redtede mit gleidhen Grunbdlinien fonnen durd) Addition
(Subtraftion) mit einander verbunden werden, indem man fie fo an:
(auf=) einander legt, Dap fie dDie Grundlinie gemeinjdaftlih haben. Die
Summe (Differeny) der anftopenden Seiten 1§t dann die anftofpende Seite
fitr die Summe (Differeny) der Redhtede. Man erhdlt auf diefe Weife
ven geometrijfen Beweid der Gleid)heit ab+ac=a(b+c).

Wird iiber der Summe a4 b gweier Streden
ab 42 | a und b a8 Quadrat erridtet und werben durd
die Gndpunfte der von einer Cde aud auf den
Geiten abgemefjenen Streden von der Grdfe «
a? b | Die Parallelen zu den Seiten gezogen, fo zerfdllt
ba3 gange Dua‘orag ifn die 4 ?gﬁ&ebﬁ, ab, gb ux};)dbb%

¢ | Die Anjdauung beftitigt daher den arithmetijden
—R Gaf: (a4 b2=a2+ 2ab 4 b2 .

Sft @2 9a8 Quadrat itber der Differen a — b Fweier Streden o
und b und werben durd) die Cndpunite der von einer Ede ausd auf
ven Seiten abgemefjenen Streden von der Grife
ab o die Pavallelen zu den Seiten gezogen, o lehrt
die Anjhauung, dap d2 die Differeny ausd a2 und
einem Sedged ift, vad durd) Verldngerung einer
Geite von d2 in die beiden Teile a . b und (a—1).b
(@-8? fa-b)| jerlegt werden fann. Adbdiert man zu dem lepte:
ren b2, fo zeigt fid), daB d2 entfteht, wenn man b2
2| ju a2 bingufilgt und von der Summe 2 mal ba3
@ | 5 | Redted ab wegnimmt. In der Figur wird dem:
52 | nad) der arithmetijhe Sap dargejtelt: (a — b)2
= a2 4 b2 —2ab. .

Wird aus der Summe s—a-b und der Differeny d—=a—>
gweier Streden o und b pad Redjted gebildet und werden durd) die
Gnbpunite der von einer €de aus auf den Seiten
]b ab abgemefjenen Streden von der Liinge a die Pa-

vallelen zu den Seiten gezogen, fo zeigt die Figur,

baB s.d entfteht, wenn man von o2 dad Redted

}“ b @-8)b| b wegnimmt und gu der Differens dag Redyted
—— (a — b).b bingufiigt. Dad leptere 1jt aber um p2

5 fleiner a3 das erfte, und daber ift s.d = a2 —p2.

a
Die Figur ftelit alfo ven arithmetijen Sap (a4b) (a —b) =a2— b2
Dar und leitet u
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Satp 132. Die Differen; zweier Duabdrate ift gleid
einem Redhted, deffen Seiten gleid) der Summe, bes. bder
Differens aus den Seiten der Quabdrate find.

Sat 133. Jedes Redhted ift gleid) der Differens zweier
Quabdrate, deren Seiten gleid) der halben Summe, bes.
Differenz der Redhtedsfeiten find.

Denn find « und y die Seiten der Quadrate und a und b die Seiten

be3 Redjted, jo ift nad) Sap 132 2 4y =0 und £ — y =10, alfo z=2 3 b
a—>b

und y =

S entipredjender LWeife fann die Ridtigleit der Gleid)heiten gur
Anjdhauung gebradt werben:

(a+b) (c -+ d) = ac -+ bc+ ad 4 bd.
(@ +b) (¢ — d) = ac -+ bc— ad — bd.
(@a—10b) (¢c—d) = ac — bc — ad -+ bd.

(@402 +(a—b)% = 2(a® 4 b?).

(@12 —(a— b)2 = 4a2

@+b4c2=at+b24c2+2ab+ 2ac42be.

66. Bergleidhung nicht-Fongruenter Parvallelogramme, Dreiecte
und Trapeze. Bejtimmung ded Jnhalts diefer Figuren.

Wieberhole die Crfldrungen iiber Grundlinie und Hohe in Nr. 51
und 53!

Qiegen die Grundlinien zweier Pavallelogramme, Trapege ober
Dreiede mit gleihen Hohen auf einer Geraden und die Figuren auf
berfelben Seite biefer Geraben, fo liegen die Gegenfeiten, bez. bdie
gegeniiber liegenben Ecden auf der im Abjtande bder Hohe zu bder
Geraben gejogenen Parallelen (Ort 2). Durd) Benupung diefer That-
fache fann man Parallelogramme, Dreiede und Trapeze mit gleiden
Hobhen mit einanber vergleichen.

a) Mer Iubalt des Pavallelogramms,
ehriag XV. Parallelogramme mit gleidhen Hihen und
gleidhen Grundlinien {ind gleich.
Cntw. pes Bew. Da bdie Pa-

72 ¢ 2 G rallelogramnte nicht Fongruent find,

fo ift nad) Winf 10 zu verfahren.

Qegt man aber, wpzu die boraud-

gefeste ®leihheit der Pohen auf-

' forbert, bie Rarallelogramme gwifden

2 y3 2 biefefben Parallelen, fo zeigt die
! ! Sigur, dap

A,B,C, D, bie Differens aus BB,C,C und BA;D;C und
ABCD ” ” ” AAl‘DlD ” ”
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ift; demnad) mup man bdie Rongruen; der beiden Trapeze BB,C,C
und A4, D, D nadzutveifen fuchen. Nad) Lehrf. IV ift aber in den-
felben <X B=< 4, < B;= <4y, L C = <D, und << C = L D;
ferner ift ftetd BC = AD und B;C; = A, D; (Sab 71c), und
daher find nod) die beiven Gleichheiten BB; = A4, und CC, = DD,
ausd der Bor. 4, B, = AB abzuleiten. Jur Unwendung gelangen
Sap 71c und @. IV.

Der Jnbhalt eined Parallelogramms ift daber gleih dem Jnhalt
eined Redhtedd, das mit ihm gleihe Grundlinie und Hohe Hat; dem-
nad) folgt aus ben Lehriigen XV und XIV:

Satp 134. Der Inhalt eined Parallelogramms ift gleid
bem Produfte aus feiner Grundlinie und HoYe.

Aufgabe. Den Jnbalt eined Parallelogramms darzuftellen.

Bufap 1. Bon zwei Parvallelogrammen mit gleiden {gizgﬁnien

ift Dasjenige bad grofere, tweldjes die grifere {gﬁ;g;lbﬁnie} befipt.

Bujas 2. Gleide Ravallelogramme mit gleiden {Sbﬁf)en

Grundlinien
. ¢ J@rundlinien.
Haben gleidge {a@ﬁf) oy

Der Beweid folgt aud dem arithmetijfen Sape: Jft ax = ay, jo iit
x=1y. Der geometrijdje Beweis ded Jujapes ift ein indirefter.

Bujas 3. Berlegt man eine Parallelogrammieite in » gleide
Teile und ieht durd) die Teilpuntte die Parallelen zu den anftofenbden
Geiten, Jo teilen bdiefelben das Parallelogramm in » gleidge Teile.

b) Mer Jubalt des Mreietks.

Cin Dreied ABC eriweift i) al3 die Hilfte eine3 Parallelo-
gramms, wenn man durd) die Eden A und C die Parallelen zu BC
und AB j3ieht; (Sap T1b) ed befipt mit dem Parallelogramm eine
Geite und bdie dagu gehirige Hohe gemeinjdaftli). Da aber das
Rarallelogramm jedem andeven Paralelogramm gleich ift, dag mit ihm
gleiche Grundlinie und Hohe Hat, fo folgt:

Sat 135. Cin Dreied ift die Halfte eined Pavallelo-
gramms, bad mit ihm gleide Grundlinie und Hohe Hhat.

Hieraus ergiebt fih nacy @. III:

Satp 136. Dreiede mit gleiden Grundlinien und Hohen
find gleid.
und mit Benupung bed Saped 134:

Sa 137. Der Inhalt eines Dreieds ift gleid) dem
halben Produfte aus feiner Grundlinie und Hohe.



15. Qapitel, Der Jnbalt der Figuren. 109

Aufgabe. Den Jnhalt eined Dreiedd darzujtellen.

Bujap 1. Bon zwei Dreieden mit gleihen {gz?x:g)ﬁnien} it

basjenige das grofiere, twelchesd die grofere {g%t:biime} Befibt.

Bufas 2.' '@Ieid)e Dreiede mit gleiden { gﬁig)ﬁnim} Haben
Grundlinien.

gleidje {&f)iif)en.

Folgerung. Der geometrijdhe Ort fiir die Spigen aller
gleidhen Dreiede fiber derfelben Grundlinie ift die im Abjtanbde
ber Dibhe zu der Grundlinie gejogene Parallele.

Bufap 3. Berlegt man eine Dreiedsjeite in » gleidhe Teile
und perbindet bie Teilpunfte mit der gegenitber liegendben Ede, jo
teilen die Werbindbungslinien das Dreied in n gleiche Teile.

¢) Mer Inbalt des Trapeses.

Bieht man bei eimem Trapey durd) die Mitte eined ScHentels

die Parallele zu dem anbderen Sdenfel, jo {dHneidet diefelbe bon bem
. Trapez ein Dreied ab und fitgt dem Refte ein

neued, dem erften gleides (R3. I) Dreiect Hingu.
Dag Trapey ift aljo gleidh einem Pavallelo-
gramm mit derfelben Hohe, deffen Grunbdlinie
gleid) der Mittellinie Des Trapezes ift. Die
Benupung des Lehr]. XV fithrt daher zu

Satp 138. Cin Trapej ift gleid) einem Parallelogramm
mit gleider Hohe, deffen Grundlinie gleid) feimer Mittel-
linie ift.

Hieraus ergiebt fich mach Sap 134:

Sats 139. Der Jnbhalt eined Trapezesd ift gleich dem
Rrodufte ausd jeiner Mittellinie und HoHe.

Aufgabe. Den JInhalt cined Trapezed darzujtellen.

Bujap. (Jebed Trapey twird durd) bdie BVerbindbungslinie feiner
Grundlinienmitten Hhalbiert.

Der Gap fann in folgender Weife aud) aud Sap 137 Hergeleitet wevden:
Gind a und b bie Grundlinicn und ~ die Hohe ded Trapeze3, jo zerlegt jede
Diagonale dadjelbe in zwei Dreiede mit der Hohe 2 und den Grundlinien o

unb 5. Der Jufalt bed Trapesed ift dafer madh Gay 187 gleidh 45" - 2"

oder 4 (@ +0) .M

Mit Benupung ded Saped 137 fann ferner bewiejen werbden:

Sat; 140, Der Inhalt eined Tangentenviereds ift gleid) dem
Produfte aus feinem Halben Umfange und dem Halbmeffer des
eingejdriebenen Rreijes.
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und da der Rreid al3 ein regelmdpiged Bieled mit unbegrenzt-grofer Seiten-
30l (Sap 121) angefehen werben fanu, fo ergiebt fid) weiter

Safp 141. Der Jnhalt eined RKreifed ift gleid) dem Hhalben
Produfte ausd jeiner Lange und dem Haldbmeffer.

67, Bergleihung von Pavallelogrammen, die weder gleidhe
Grundlinien nod) gleidhe Hiohen befiken.

Bivei Parallelogramme Ionnen gleid) fein, ofhne gleihe Grund-
[inien und Hohen zu Haben.

a) Erfter Fall. $aly iiber Grginjungsparalielogramme.

Sap 142. Bieht man in einem Parallelogramm durd
einen beliebigen. Punft einer Diagonale die Pavallelen zu
ven Seiten, fo entftehen vier Parallelogramme, von denen
die beiden gleid) find, welde nidht von der Diagonale durd-
fnitten toerden. (Crginzungsparallelogramme.)

Bor. Jn dem Parallelogramm ABCD fei P ein Punft der
Diagonale AC und PE || AD, PG || AB.
Beh. 3 ijt EBHP — GPFD.

2 P Gntw. bes Bew. Die Figur teift davauf
hin, dap nad) Wint 10 verfahren oird, tveil

EBHP = NABC — NAEP — APHC,
GPFD = /NADC — NAGP — APFC

ift; e3 gelangt baher nad) Benubung be3
4 E B Gages 71b der &. IV zur UAnvendung.

Durd) Umfehrung diejed Sapes erhdlt man

Sat 143. Werben jzwei gleidhe Parallelogramme mit
gleidgen Winfeln fo an einander gelegt, bap zwei gleide
Winfel zu Sdeitelwinfeln werden, fo liegt die gemein-
fhaftlidge Cde auf einer Diagonale ded Parallelogramms,
pas von den Sdenfeln der gegeniiber Liegenden Winktel ge-
bilbet toivd.

Beteis inbdireft.

Anmerfung. Hiernad) lapt i durd) die Beihnung leidht feftitellen,
ob 3wei Parallelogramme gleid) find.

b) Bweiter Fall. Projektionenfat.

Grflarung. Die Lote von den Endpunften einer Strede auf
eine @erabe begrengen einen Feil derfelben, welder Projeftion der
Strede auf die Gerade genannt toird.

Bufat 1. Qiegt ein Cndpunft der Strede auf bder Geraden,
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fo wird bdie Strede durc) dad Lot von ifrem jweiten Endpunfte auf
die Gerabe projisiert.

Bufap 2. Werben die begrenjten Schenfel eines Winfeld auf
einander projiziert, fo Yiegen die Endpunfte der Projeftionen auf den
Sdenfeln beg Winfeld, wenn er fpif ift; fie liegen dagegen auf den
Sdjenfeln feines Sceiteltointels, yenn er ftumpf ift. Jm erjten Falle
nennt man bie Projeftionen pofitiv und im jweiten Falle negativ.

Satp 144. Projiziert man bdie beliebig begrenzten
Sdenfel eines Winfeld auf einander und bHildet aus je
einem ©Sdenfel und der Projeftion ded anbderen auf den-
felben ein Redted, fo entftehen zwei gleidhe Redtede. (Pro-
jeftionenjap.)

Beidnung. Die begrenjten Schenfel bes Winteld A feien AB
und AC. Man zeidnet CC; L AB, verlingert CC; um dad Stiid
C1C2 von der Groffe 4B und vervolljtindigt das Redhted AC;CoCs
(AB.ACy). Jn entjprechender Weife ftellt man dad Redyted 4B, ByB;
(AC . ABy) her. €8 lautet dann bdie

LBor. €8 fei CC; L AB und AC5 = 4B, BBy 1. AC und AB; = AC.

Entw. bes BVew. Da die beiben Redhtede, wenn AB und AC
verfdhieden find, weber gleidhe Grundlinien nod) gleihe Hiohen Haben,
fo fonnen fie nidt nad) Lehrf. XV mit einander verglichen toerden;
aud) zur Unwendung de3 Sapesd 143 fehit die Moglichfeit. Das
Berfahren nad) Winf 10 fiihrt gleidhfalld nidht zum Biele, und dem-
nad) ift ein unmittelbarer Bergleih bder beiben Redjtede aus-
gefdloffen. Oeftaltet man jebod) bdiefelben in Parallelogramnte um,
in denen aud) der zweite Schenfel bed Winfeld 4 ald Seite vor-

3, fommt, indbem man C;C, parallel ju AC, bej.
B;B, parallel su 4B jieht, o gelangt man
zu einem mittelbaven Vergleidhe, wenn e3
gelingt, aus der Bor. eine GriBenbesiehung
p swijden den Parallelogrammen ACC,C; und
ABB B, abjuleiten. Beadhtet man aber, dap
¥XC3AC =R + ¥BAC, wenn < BAC <R,
md =R 4+ 2R — << BAC) wenn

B < BAC>R,
e, 40, AC=R + <BAC, wenn L BAC <R,

G ud = R + QR — << BAC), toenn
X BAC > R,
G ift, fo fann bdie Kongruens diefer Paralelo-

gramme leid)t bewiefen tverden. Die Gleidhheit der Redhtede folgt
bann nad) @. IIL
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2. Bu einem jiveiten Beweife gelangt man, toenn man die
Hilften der beiden Redjtede mit einanber ver-
gleicht und toieder joldhe Dreiecte wahlt, in denen
and) der zweite Schenfel bdes Winfeld 4 als
Geite vorfommt. Jieht man aber hiersu CC,
und BB,, jo daf AACC, = 4 AC,CyCy und
C /\ABB, = } AB,B,B, ift, o find die Dreiede
ACC; und ABB; auf Grund der Bor. nad)
®3. II fongruent.
8. Cin bdritter Beweid bdiefed widytigen
B Sapes exgiebt fid) durd) die folgende Uberlegung:
Soll ba3 Redted AB)ByBs gleid) bdem aus
AB und AC; gebilbeten Redhted AC;CoCs fein,
jo muf man AB;ByB; bdurd) ein Redted mit
per Seite AB erfepen fonnen, deffen iveite Seite
gleidh AC; ijt. Die erfte Bedingung erfiillt das
Redjted ABB;B;, defjen Seiten AB; und BBg auf der Parallelen
B3By 3u AB fenfredht ftehen, weil nach) Lehr]. XV AB;ByB; =
Pe ABB4B3 und bieie§ == ABBgB; Ift
Demnad) Hat man zu beweifen, dah
P Be ABy = AC; ift. Nad BWint 7 ijt
U Y Dierzu erforderlid), dap bie Kongruen;
' ' per Dreiede ACC; und AB3B; nad)-
' : geiefen toird. Bur Univendung ge-
! ' langt ®3. 1
I\ o Sft ber Winfel ACB ein vedter,
fo fillt B, auf C, und bas Redjted
AB;ByB; geht in bad Quabdrat iiber
per Rathete AC desd rechtwintligen
¢ ‘ Dreieds ABC iiber; e3 ergiebt fid)
? Y dann al3 eine Folgerung aud Sap 144 :
Say 145. Das Quadrat itber einer Rathete eines redyt-
winfligen Dreieds ift gleid) dem Redted aus der Hypote-
nufe und der Projeftion der Kathete auf die Hypotenufe

N

e

68, Vbungsbeifpiele.

Saty 146. Stimmen jwei Dreiede iiberein in der Gripe
sweier Seitenund find die bon diefen Seiten eingefdloffenen
Wintel {upplementar, {o find die Dreiede gleid.

Die Ridtigleit der BVehauptung folgt aus Sap 136, wenn die Hohen
gleid) find, die su swei entfpredjenden der ald gleid vorausgefepten Seiten ge-
horen. Jur Anwendung gelangt K. I
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Sap 147. Die von den Eden eined Dreiedsd ausdgehen-
den Abjdynitte der Mittellinien teilen dad Dreied in drei
gleidge Teile.

Wiederholte Anwendung de3 Juf. 3 su Sap 137 fithrt zum Beweife.

Saty 148. WBerbindet man in einem Trapes die Mitte
eined Sdentels mit den Endpunften de3 anderen Sdhentels,
o ift bas von bem lepteren und den Verbindbungslinien ge-
bilbete Dreied gleich) der Hdlfte besd Trapezes.

Wird durd) die Mitte de3 erften Schenteld die Parallele zu dbem ztweiten
gezogen, jo entfteht cin Parvallelogramm, dasd zu einem mittelbaren BVergleide
be3 Dreiedd mit dem Trapeze benupt werden fann.

Saty 149. Da3 Parallelogramm, weldesd durd bdie
Lerbindung der Seitenmitten eined BViereds entiteht (Sap
83%), ift gleich ver Hilfte des BViereds.

Cine Diagonale ded BVieredd zerlegt das3 BViered in jiwei Dreiede und
bad Parvallelogramm in wei Abjdynitte, von denen jeder mit dem zugehirigen
Dreied durd) Benupung der Sage 80 und 135 verglidhen werden fann.

Sap 150. Jebes BViered ift gleidh einem Dreied, in
weldem feine Diagonalen ald Seiten einen Winfel ein-
fdhlieBen, Der gleidh einem ber Winfel der Diagonalen ift.

Bird dad Dreied OEF dadurd) Hergeftellt, daf man OC um 04 und
OB um OD verlingert, jo lautet die

Bor. €3 jei OF = AC und OF = BD.
Beh. €3 ijt /\ OEF = ABCD.

€Entw. ded Bew. Nad) Wint 10 Hat man die Figuren zu zerlegen
und nadjzutveifen, daf ihre Teile paartweis gleid) find. Nun teilt die Diago-
nale AC da3 Bieved in zwei Dreiece
ACB unb ACD, von bdenen dad etfte
mit bem durch die Linie EB abgejdnitte-
nen Teile OEB bded Dreiedd OEF
gleige Grundlinie (AC = OE) und
gleide Hohe (diefelbe Spife) Hat, alfo
nad) Sap 136 aud) gleidhen Jnhalt be-
figt; daher mup nod) bewiefen twers
den, dap A\ ACD = /\ BEF ift. €in
unmittelbarer Bergleid) bdiefer Dreiecte
ift nicht moglich. Berbindet man aber,
um die Gleidheit OD — BF zu benupen, E mit D, {o entjteht ein Dreied
ODE, ba3 fowohl 3u A\ ADC (OE = A(C!), a3 aud) 3u A\ BEF (0D =
BF) in einer angebbaren Beziehung fteht und u einem mittelbaren BVergleid
biefer Dreiecde fithrt.

Folgerung. Stimmen zwei Bierede in der Grofe ihrer Dia-
gonalen und der von diefen gebilbeten Wintel itberein, jo {ind fie gleidh.
Mitller, Planimetrie. 8




114 1V. Abjdnitt. JInbaltslehre.

Sat 151. (Sap desd Pappus) Stehen von bdrei Pa-
rallelogrammen jzwei nad) auBen auf zwei Seiten eines
Dreiedsd und dasd dritte auf der dritten Seite nad) innen,
und befinden fid) die der Dreiedsfeite nicht angehdrigen
Eden bded lepteren auf den Seiten bder erften Parallelo-
gramme, bie ben jzugehdrigen Dreiedsjeiten gegeniiber
liegen, {o ift bie Summe der beiden erften Parallelogramme
gleid) bem dritten.

Entw. besd Bew. Die Form der BVehauptung weift darvauf Hin, dap
entiveber die Summe bder Parallelogramme itber AC und AB gebildet und
mit dem Parallelogramm itber BC vergliden wird, oder dap dad leptere in
aei Teile gerlegt wird, die mit je einem der Parallelogramme itber AC und

K AB 3u vergleiden find. Bu einer Adbition der
Parallelogramme fehlt aber die MoglicyFeit, und
daher muf der sweite Weg betreten twerden.

Fitr die Beftimmung der Hilfslinie ift der

Umftand mafgebend, daf A die gemeinfdjaft-

lidge Ede der Parallelogramme ift, die Parallele

F AM zu BJ aljo 3twei Paralelogramme BJKA

und CHK A jugleid) herftellt, die nad) Lehriap XV

B M c einen mittelbaren Bergleid) jwifchen den Parallelo-
grammen ABDE und BJLM, bey. ACFG und LMCH ermbglidyen.

Sap 152. Jneinem redtwintligen Dreied ift bas Qua-
drat iiber der zur Hypotenuje gehorigen Hohe gleid) dem
Redpted aus den Abjdnitten der Hypotenufe.

Gniw. bed Bew. Da dad BVerfahren nad) Wint 10 niht zum Jiele
fithet, jo muf man zujehen, ob einer der Gipe 142 oder 144 antvendbar ift.

1. Wird dag Ouabdrat itber der Hohe 4D fo gezeidinet, daf e3 mit dem Redjt-

ed CDEF aud CD und BD nux die Ede D

Y4 A____ .. --:,;K gemein Bat, fo Haben bdie Figuren bie Qage
T von Grginzungsparallelogrammen und find

> :  baber nad) Sap 142 einander gleid), wenn

-7 i D auf der Diagonale JK des Redyteds JFKH

¢! > C  liegt, wenn aljo bdie Berlingerung von JD
Lo die Gerabe HA jo jneidet, baf AK = DC
JE e ift (Sap 72c). Bum Bemweife der Gleidhheit

AK = CD ift aber nad) Wint 7 die Kon-
grueny der Dreiede A DK und ADC erforderlidy. R3. L (Da A JDE 2 ABD
(R3. 10), fo ift << JDE =< B, aljo aud) << ADK =< B unbd jomit = X DACQ).

2. Sft AE die Projettion von AD auf AB, fo dap nad) Sap 145

A F AD? durd) AB. AE exfept werden fann,

<”T fo bat man su beweifen, daf AB.AE

— CD . BD ijt. Nad) Gap 144 wiirde diefe
Gleidheit eintreten, wenn DC und AB die
begrengten Gchentel eines Winfeld und AE
die Projeftion von DC auf 4B, BD ba-
gegen die Projettion von 4B auf DC wire.
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Beidynet man dahex DF' | undb=AB, jo baf DG, die Projettion von DC auf DF,
glei) AE wird, und fallt dad Qot FH auf DC, fo hat man nadjutveifen,
bap DH= DB ijt. 8. I, II, III find anwendbar.

69, Aufgaben (Verwandlungsaufgaben).

a) Erfe Gruppe. Auwemdung der Jife aus Nr. 66.

Crildirung Cine Figur verwandeln Heift die Figur umgeftalten,
ohue ihren Jubalt su dndern.
Aufgabe 97. CEin beliebiges Parallelogramm mit Beibehaltung einer
©eite in ein Redted zu verwandeln.
Aufgabe 98. Cin Dreied mit Beibehaltung ciner Seite zu verwandeln
1. in ein gleidfdentliges (bie Geite wird Grundlinie);
2. in ein redtwinfliged (die Seite wird Kathete);
8. in ein andeves, in weldjem der ber Seite gegeniiber liegende Wintel
gleid) o ift.
Aufgabe 99. Cin Trapez in ein Redjted su vertvandeln.
Aufgabe 100. Cin Dreied in ein Parallelogramm zu vertwandeln
1. mit Beibehaltung einer Seite; 2. mit Beibehaltung einer Hoe.
Aufgabe 101. Ein Parallelogramm in ein Dreied zu verwandeln
1. mit Beibehaltung einer Seite; 2. mit Beibehaltung einer Hohe.
Aufgabe 102. Ein BVieved mit Beibehaltung einer Seite und eined der
Geite anliegenden Winkeld in ein Dreied zu verwandeln.
Aufldjung. ©Sollen AB und dber Wintel B beibehal-
X ten terben, o mufp die neue Ede X ded Dreiedd auf der Ver-
¢ lingerung von BC liegen, und da dasd Biered mit dem Drei-
D e dad Stiid ABC gemein hat, o mug N\ ACX = N\ ACD
fein. Die Dreiede ftehen itber derfelben Grundlinie AC,
fonnen alfo nur dann gleiden Yupalt Haben, wenn ihre
B 9ohen gleid) jind (Sufap 2 su Sap 187), d. §. wenn DX
parvallel zu der Diagonale AC ift.
Aufgabe 108. Ein n-Cd in ein (n—1)-Cd zu verwanbdeln.
Aufgabe 104. Cin 7-€Ed in ein Dreied su vermwandeln.
Wiederholte Auafithrung der Aufgabe 103 (Aufgabe 102) fitfhrt um Biele.

b) Bweite Gruppe. Anmwendung der Sike aus Nr. 67.
Aufgabe 105. Ein Redjted in ein andered zu verwandeln, von weldem
eine ©eite die Lange ! Hat.
D r £ Nufldjung. [t ABCD basd gegebene und
5 AB XY ba8 gefudjte Rechted, jo ift au ihrer Gleid-
Heit erforderlid), dap die Rechtede BB; X Zund DY ZC
X gleid) {ind. Da diefe aber die Lage von Erginzungs-
parallelogrammen Haben, fo liegt infolge ifrer
®leidheit die CGde Z auf ber Diagonale AE ded
durd) die Qinge ABy()) und die Seite AD beftimms-
A—_—g5—B, ten Redteds AB;ED (Sap 143).
1 Qautet die Aufgabe:

Z

¥

8*
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Aufgabe 105a. Cin Redhted mit einer gegebenen Seite I ju zeidnen,
da3 gleid) einem gegebenen Rechted ift.
fo fann ber Gap 142 in folgender Weife angewandt werben. BVerlingert man
bie Geite AB bde3 gegebenen Reditedd ABCD um BBy =1, legt durd) B,
bie Parallele su AD, verbindet den Sdnittpuntt Ci derfelben und bder Ber-
lingerung von DC mit B, verlingert CiB bi3 zum Sdnittpuntte Dy mit
DA und zieht durd) Dy die Parallele ju 4B, o entfteht ein Crgdanzungs-
parallelogramm su ABCD, in teldem eine Seite die Ldinge 7 Hat.

y i Aud) der Sap 144 fann bei der weiten Fafjung der

Aufgabe vermwandt twerden. Beidnet man ndimlidh AE =

AD und betvadtet AE al3 einen ber begrenzten ©cdentel

bes (hier zunddft nod) nidht gegebenen) Winteld A4, fo

muf der Endpuntt bded zweiten Sdjenteld auf der Ber-

4 £ lingerung von CB liegen, da AB bdie Projeftion bdiefed

\ Gdenteld auf AE fein foll. St nun I > AB, jo fat
4

ber ©cjenfel felbjt die Qinge 7, und fein zweiter Endpuntt
F' ift ber Sdhnittpuntt de3 RKreifes 4, ! mit CB, wihrend
ba3 Qot von E auf AE in AG die ziveite Seite de3 ge-
fudten Redhtedd beftimmt. Filr | < AB ift dagegen I
al3 Projeftion von AE auf ben zweiten Schentel anju-
fefen und beftimmt durd) bem RKreid M, I mit bem Dalblreife itber AE
ben Punft G und damit aud) AF, die jweite Seite bded gefuchten
Redjteds.
Aufgabe 105b. Ein Paralelogramm mit Beibehaltung eined Wintel3
in ein anbeved zu verandeln, in weldem einc Seite die Linge ! Hat.
Aufgabe 106. Gin Dreied mit Beibehaltung eined Winfeld in ein
anbdered zu verwanbdeln, in tweldem eine der den Winfel einfdlieffenden Seiten
die Ldnge 7 hat.
Aufldjung. Man fonnte nad) Sap 135 die Aufgabe auf die vorher.
gehende guviidfilhren; eine davon unabfingige Wiung ift jedbod) vorzusiehen.
Wird der Wintel 4 des Dreiedd ABC beibehalten

€ ump ift AB; bie gegebene und 4X die gefudite neue
Geite, o fann A AB; X nur dann gleid) A\ ABC
fein, wenn A BXB; = ABXC ift. Da Dbiefe
A Dreiede beide auf der Seite BX ftehen, jo ift su
ihrer ®leidjheit erforderlid), daff BiC || BX it
Anmerfung. Die Aufldjung umfaft die
1

Peiben Fdlle, dap die Grunbdlinie ober die Hihe ge-
dndert werden foll.
Aufgabe 107. Gin Redted in ein Ouadrat zu vertwandeln.
Aujldjung. Die Anufgabe vermeift auf die Anwendung des Sabed
145. TWird bdie grofere Geite ded Redjteds ald Hhpotenuje und bie fleinere
al3 ABjdhnitt auf derjelben angenommen, fo ift durd) den DHalbireid itber i}et
ypotenufe und dad Qot im Endpuntte desd Abjdhnittd das redytwinflige Dreiedt
und damit in der dem Abjchnitte anliegenden RKathete die Seite ded gefudjten
Quadratd gefunden.
Die Geite ded Duadratd fann nod) auf einem anderen Wege Hergeftellt
tverden, wenn man den Gap 152 benupt und die Figur dedjelben jo geidynet,
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baf die @eiten ded Rechtedd (ameinander liegende) Abjchnitte der Hypotenuje
werbden.

Aufgabe 108. Ein Duadrvat in ein Redyted su vermwanbdeln, in weldem
eine ©eite dic Qénge ! Hat.

Aufldjung. Eine Wmiehrung der Aufgabe 107 und daher mit Be-
nupung derfelben Sdpe zu Idfen. Bei der Jeidmung auf Grund ded Sapes
- 145 wird die Quadratfeite zur Kathete und
4 ¥ 1 entweder Pypotenutje ober an der Kathete
liegenber Hypotenufenabidunitt. Gtipt fid
bagegen die Jeidnung auf den Sap 152,
fo bleibt s gleidhgitltig, ob I grofer ober
AF tleiner al3 die Duabdratjeite ift. Man er-
F A Z Z Dilt jtetd, wenn man auf der Quabdrat-

feite AB bie Gtrede AE gleid) I abmift,
FE mit D verbindet und in D auf ED da3 Qot erridhtet, die aiveite Seite des
Redytedsd in der Strede AF, weldje died Lot auf AB abjdhneidet.

70, Berednungen.

1, Aud der Geite a eined Quadratd feinen Inhalt zu berechnen.
Beijpiele: o = 14. a=25. a==1,25.
2. Ausd dem Jnhalt J eined Duadratd feine Seite zu beredhnen.
Beijpicle: J=256.  J=20,25. J=0,6561.
3. Aus ben Ceiten (Ratbheten) eined Redhted3d (vechttvinfligen Dreied3)
feinen QJubalt zu beredynen.
Beifpiele: o =15, b =12. a=244, b=125.
4. Au3 dem Jnhalt J und einer Seite (RKathete) eined Redjted3 (recht-
wintligen Dretedd) die andere Seite (Rathete) u beredhmen.
Beifpicle: J— 288, a=16.  J=20,25, a = 2,25.
5. Ausd der Grundlinie a und der dbazu gehdrigen Hohe eined Parallelo-
gramm3 (Dreieds) jeinen Jnhalt zu bevedjnen.
Beifpiele: a = 24, h =25. a=18,3, h = 14,6.
6. Aus vem JnhaltS und der Grundliniea oder der Hoheh eine3 Parallelo-
gramms3 (Dreiedd) die zu diefer gehovige Hohe, be. Grunbdlinie zu beredjnen.
Beifpiele: J = 840, a(h) =28. J=1649,97, a (k) = 56,7.
7. Yus den Diagonalen e und feines Rhombus jeinen Jnhalt zu beredhnen.
Beifpiele: e =14, f=18. e=65, f=17,5.
8. Aus ben Grundlinien a und b eined Trapezed und der Hohe & feinen
Qubalt zu beredjnen.
Beifpiele: a = 17, b= 14, k=18, a = 21,4, b = 26,2, h = 11,3.

16. Qapitel.

Der Pythagoreifde Lehrfab.
71, Ableitung und BVeweid des Pythagoreifden Lehriages.

Der Sap 144 fann bei einem beliebigen Dreied iviederholt an-
geandt werden. Je jvei Seiten besfelben find bie begrenten
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Sdpentel eines Winfeld, und die von den Hohen gebilbeten Seiten-
abjdhnitte, die im Sdjeitelpuntte eined Winfeld jujammenitofen, find
bie gegenfeitigen Projeftionen der Schenfel diefes Wintels. Bilbet
man bdie Summe aud ben Projeftionen jweier Seiten auf die dritte,
fo erhdlt man die dritte Seite, auch wenn einer der Wintel an derfelben
ftumpf ift, tveil dann die F¥leinere ber Projeftionen al8 negativ gilt
und bei der Bildung der Projeftionenjumme abgezogen wird. €3
find nun

bie begrenjten Schenfel und die zugehirigen Projettionen

bet ¥ A: AB u. AC AB; u. AC;,
bet < B: B4 u. BC B4, u. BC;,
bei < C: C4 u. CB C4; u. CB,,

und demnad) folgen aud Sab 144 die Gleichheiten:

1. AB.AC, (I) == AC.AB, (I¢),

2. BA.BC, (I) = BC.B4, (II¥),
3. CA.CB, (Ill)= CB.C4, (III¥),

denent die Gleihheiten

4. AB.AC,+BA.BC, (I1+1])
[y = A4B?,
/4 5. AC.AB, + CA.CB; (I* 4 1II)
A, = AC?,
6. BC.BA, + CB.CA, (II*411I%)
4 m* = BC?
hinguzufiigen find.  Bilbet man
aber bdie SGumme AB: AC; +
BA . BC; (I +1II), fo erhdlt man nad) ben Gleihheiten 1) und 2):

AB. AC; + BA.BC, = AC . AB, + BC . B4,

AB? (4)) = AC? — CA.CB, + BC?— CB.C4, (51.6!),
= AC?* 4 BC?— (CA.CB, 4 CB.C4,),

und folglich mit Benupung der dritten Gleichheit:
AB2=AC?+ BC?— 2CA . CB, oder = AC? 4+ BC? —2 CB.C4,.

Auf demjelben Wege evgeben fid) bie Beziehungen:
AC? = AB? 4 BC? — 2 BA.BC, vber — AB? + BC*—2BC. B4,
BC2?2=—=AB? } AC?—2 AB . AC, oder==AB? 4 BC? — 2 AC.AB,.

€3 Defteht demmnad) der

Sat 153. Das Duabdrat itber einer Seite eined Dreieds
ift gleid) der Summe der Ouadrate iiber ben beiden anderen
Seiten, vermindert um bda3 Doppelte desd Redtedsd aus

einer diefer Seiten und der Projeftion der anderven auf
diefelbe.

Iﬂ

N
(]
N
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Man  unterjdeidet drei Falle, je nad)dem der Winfel, twelder
ber exrften Seite gegeniiber liegt, ein redjter, fpiter oder ftumpfer ift.

a) Jit der Winfel A ein vedyter, jo fillt die Hohe BB, mit
AB und die Hohe CC; mit AC jujammen, und die beiden Projeftionen
AB; und AC; ftwerden gleih Null. Aus der Gleichheit BC? = AB?
+ AC?* — 2 AB. AC; ver{d)windet daher dad Ddoppelte Redted und
e3 bleibt: BC? = AB2? 4 AC?, b. ).

Lehrjag XVI®, Dasd Quadrat itber der Hypotenuje eines
redhtwinfligen Dreiects ift gleidh der Summe der Quadrate iiber
den Ratheten. (Pythagoreijher Lehriab.)

Solgerung. Dad Quadrat iber einer Kathete eined rechtoinl.
Dreiedd ift glei) der Differeny aud dem Quabdrat itber der Hypo-
tenufe und bem Quadrat iiber der andeven Rathete.

b) Qft der Winfel A ein jpiper, fo gelten bdie Projeftionen
AB; und AC, beibe al8 pofitiv, und bdaher find in der Gleidbeit
BC? = AB? + AC? — 2 AB.AC; alle Prodbufte pofitiv; demnad)
befteht der Sap:

Lehriag XVIE. Dad Quadrat iiber einer Dreiedsieite, die
einem jpigen Winfel gegeniiber liegt, ift gleich Der Summe der
Quadrate iiber den beiden anderen Seiten, vermindert um das
doppelte Recdhted aus einer diefer Seiten nnd der Projeftion der
anderen auf diefelbe. (Crite Criveitevung ded Pythagoreijden Lehr-
faBes.)

¢) 3t der Winfel 4 dagegen ftumpf, jo gelten die Projeftionen
AB; und AC; beide al3 negativ, und dag abzuziehende doppelte Pro-
duft 2 4B. AC, wird in demfelben Sinne negativ vie AC;,. Sollen
daber in BC2= AB? + AC?— 2 AB. AC, alle GriBen al3 pofitiv
gelten, o mup da3 Borzeiden — ded doppelten Produftes durd) 4
erfet werben. Die Hieraus folgende Gleidhheit BC?2 = AB2 4 AC?
+ 24B. AC, fithrt dann u

Lehriag XVIe. Dad Quadrat iiber einer Dreiecsjeite, die
einem ftumpfen Win¥el gegeniiber liegt, ift gleih der Summe
der Quabrate iiber den beiden andeven Seiten, vermehrt um dasd
Doppelte Redhte ausd einer diecjer Seiten und der Projeftion der
anderen auf diefelbe. (Biveite Crmweiterung ded Pythagoveijden
Lehriabes).

fAnmerfung 1. Will man den Beweid ded Pythagoreijden Lehriakes
duferlid unabhingig von Sap 144 gejtalten, jo teilt man (nad) Enflid’s Bor-
gang) dad Hypotenujenquadrat durd) die Verlingerung der zur Hypotenuje ge-
Hirigen Hohe in zwei Redtede und evmittelt auf einem der drei Wege, die jum
Beweife ded Saped 144 fithrten, die Bezichung zwijdjen je einem diefer Redhit-
ede und dem Rathetenquadrat, mit dem e3 in einer Ede sujammenitoft. Man
gelangt dann zu drei von einander verjdjicdenen, aber darin itbereinftimmenden
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Beteifen, daf bei jedem von ihuen bie Kathetenquadrate in der Form von
Recdhteden ald Teile ded Hypotenujenquadratd erfannt werden.

Anmerfung 2. Ein weiterer von Sap 144 gany unabfhingiger Betweis
fann nad) Wint 10 aufgefunden werdben. Die Summe der RKathetenquabdrate
B ift gleid) dem Hypotenufenquadrat, wenn die Abd-

2 dition gleidher Stiide bei beiden gleihe Summen

G- liefert. €3 liegt nun nafe, 3u AB2 |+ AC? ein-

- ---B, mal da3d Dreied ABC felbft und dann duvd) Ber-

__________ bindbung der Eden B, und C, dad ihm Yongruente

G \ Dreied AC,B, hinguzufiigen, weil dadurd) eine
2 . 4 Figur mit nur audfpringenden Gden entjteht.
. Addiert man daher aud) ju BC? basd Dreied ABC

' und legt /\ AC,B, an die Gumme in 4,4, fo
\ an, daf die Ede 4, ber Ede B, entjpridt, jo hat man

A | 3u aeigen, baf die beiben Gecdhsede ABA, 4,4,C
"2 und C,BCB,B,C, cinanber gleid) find. Nad
RN Wint 10 fann man bdiefelben durd) die fidh) ent-
A fpredjenden Diagonalen 44, und C,B, in jwei
3 Bievede zerfegen und deren Rongruens nadzu-
weifen fuden. Beadjtet man aber, daf auf Grund der BVor. und Feidhnung
AB = A, = GB = (G,
B4, = A,C = BC = G,B,
4,4, = CA = (B, = . B,,
X ABA, = ¥ 4,4,C — ¥ (BC = ¥x(C,C,B, = R+p,

KB4, 4;= 54,04 < BCB, = £C,B,B, = R +y

ift, fo ermweifen fid) bei geeigneter Decung bdie 4 Vierede al3 fongruent, dic
Summen ausd je sweien alfo al3 gleid.

Anmterfung 3. Aud) der Sap de3 Pappus (Sap 151) fann jum Be-
weife de3 Pythagoreijden Lehriated benupt werben; e3 ift dbazu nur der BVes
weid bafilr exforderlih, dafy die Cden A4, und A4, ded nad) innen ertidjteten
Hypotenujenquadratd auf den Seiten C,C,, bez. B, B, der RKathetenquadrate

liegen. Died tritt aber nur dann ein, wenn
A, von AB um bdie ©trede BC, und 4, von
AC um bdie Strede CB, entfernt ift (Ort 2),
und demmnad) Hat man zu beweifen, dap bdie
B Qote A, D und A,E gleid) BC,, beg. CB, find.
Criest man BC, durd) AB und CB, dburd) AC,
fo fithrt das Berfahren nad)y Wint 7 bei Be-
nupung der Drveiede BA, D, CA,E und ABC
rajd) um Jiele. Jur Anwendung gelangt K. L.

Anm erfung 4. Die Lehrjdse XVIb und c fonnen ohne Benupung des
©apesd 153 gefunden twerden, jobald der Pythagoveijde Lehrjap befannt ift.
Falt man da3 Lot CD auf AB, fo

4 4 entftefen tvei redytiwintlige Dreiede ACD
v/ c und BCD mit der gemeinjdaftlihen
Rathete CD, und demnad) it (Fol-

B gerung, Qehrf. XVIa):
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CD? = BC?* — BD?,
CD?* = AC* — AD?,
aljo nad) @. III BC?* — BD? = AC? — AD? odber BC*= AC?+ BD>— AD?,
und fomit BC?* = AC? + (AB F AD)*— AD?
= AC* + AB*F2AB.AD.
Qft nun A ein jpiger Wintel, jo ift dad BVorzeihen — u nehmen; da-
gegenn muf ba3 Borzeihen - gemommen werden, wenn A ein ftumpfer
Wintel ift.

%2, Ubungsbeifpiele.

Safp 154. Jn einem RYombus ift die Summe der
Quabdrate iiber den beiden Diagonalen gleid dem vierfaden
Duabdrat iiber jeiner Seite.

2. Gin beliebiges Dreied ABC wird durd) die Mittel-
linie AD in zwet Dreiede zerlegt, von denen bei D da3
eine einen 1pi%n und dasd anbere einen ftumpfen Winfel
befigt. Die Projeftion DE von AD auf BD ift alfo
diefelbe wie die Projeftion auf DC. Die Lehrfige XVI
b und c liefern daher die Gleihheiten:

AB2= AD?} BD*+2BD . DE,
AC2= AD?2+4 CD2F2(CD.DE obder
= AD? - BD?2F2BD.DE,
und ausd diefen folgt nady G. IV:
AB2+ AC2=2A4D2+ 2BD? =2 4D? 4 4 B(?, b. b.

Sap 155, Jn jedem Dreied ift die Summe der Dua-
drate jweier Seiten gleidh dem Halben Quadrat der dritten,
permehrt um da3 doppelte Duadrat der ju diefer gehdvigen
Mittellinie.

3. Sind ¢ und b die Seiten eined Parallelogramms mit den Diago-
nalen ¢ und £, fo ift in den beiden durd) 7 hergeftellten Dreieden die
su £ fithrende Mittellinie gleid) & e, und bemnad) ergiebt fid) aud Saf
155: a2+ 02 =42+ 2(§2 =412+ {e? alfo 2a2 202 =2 4%,
und damit der

Saty 156. Jn jedbem Pavallelogramm ift die Summe
per Quabdrate iiber den Diagonalen gleid) der Summe der
Quabdrate fiber den vier Seiten.

A A 4. jt ABC ein gleididentliges
Dreied mit der Spie 4 und Pein
beliebiger Punft der Geraden BC,
fo entjtehen durd) bad Lot AD von
A auf BC gwei redtwinilige Dreiede
ABD und APD, in Denen nad) Lehr-

1 = 2 L BD?
bt 5 ¢ XV jﬁ::jﬁ,iPDg'
ift. Qiegt nun P zwijden B und ¢, jo folgt Hievaus:

AB?2 — AP? = BD? — PD? = (BD + PD)(BD — PD) = PB. PC;

B J2FKC
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liegt Dagegen P auf der Verlingerung von BC, fo ergiebt fidy:
AP? — AB?2= PD*— BD? = (PD+ BD)(PD—BD)= PB.IC, . §.

Saty 1567, Qiegt ein Punft auf der Grundlinie einesd
gleidfdentligen Dreieds oder auf ihrer Verldngerung, o
ift pas Redted ausd feinen Entfernungen von den End-
punften der Grundlinie gleid der Differens der Quabdrate
iiber feiner Cntfernung von bder Spige und dem Sdhentel
ve3 gleid){dentligen Dreieds.

5. Der Snittpunit O zweier Sehnen ober Sefanten AB und CD
eined RKreifed M, r ltegt auf ven Grundlinien ver gleidjdyentligen Drei-
efe MAB und MCD, deren Sdentel gleid) » find, und vemnad) liefert
Saty 157 die Gleidyheiten

0A.OB=1-2__0M2 .
0C .0D=1r2— 0M2}[m ven Sehnen,

oder 0A.0B= OM2 —12 | y,:
0B. 0C — OM2 — 72 }Bet ven Sefanten,
aud benen in beiven Fillen folgt, dap 04 .0B=0C. 0D ift, d. b

Sat 158. Bei zwei {id) [dneidbenden Sehnen obder
Sefanten eined Rreifesd jind die Redtede aud bden vom
Sdnittpuntte aus geredneten Abjdnitten einer jeden
gleidygrof.

Folgerung. Dad Quadrat einer Tangente ift gleid) dem Redjted
aud den von ihrem Ausgangdpunfte aud geredneten Abjdynitten etner
jeden durd) diejen Punit gehenden Selante Ded Kreifes.

Die Umiehrung ded Saped 158 lautet:

Sat 159. Sdneidben jid) die Berbindungslinien swijden
vier Punften fo, daf die Redhtede aus den Cntfernungen
pe3 Sdnittpuntted von den Endpunften einer jeben gleid
find, {o liegen die vier Punfte auf einem RKreife.

Diefer Sapy Tann nur indiveft mit Berufung auf Sap 158 bemwiefen
werden.

Anmerfung. Der Sap 158 und jeine Folgerung tounen zur Ans.
fithrung ber Aufgaben 1052, 107 und 108 benupht werden.

v8. Aufgaben,

Aufgabe 109. Ein Quadrat zu zeidnen, welded gleid) der Summe
tveier gegebenen Ouabdrate ift.

Die Geiten der gegebenen Quadrate werden RKatheten.

Aufgabe 110. Cin Duabdrat zu zeidhnen, welded gleid) der Differens
jeier gegebenen Quabdrate ift.

Die Geite ded groferen Ouadratd wird Hypotenufe, die ded Fleineren
Rathete.

Anmerfung. Gind die Seiten a und b der gegebenen Duadrate gange
Bablen, jo wird die Seite x ded gejudjten Duadratd ebenfalld eine gange Jahl,
wenn a? 4 b2, bez. a? — b? eine Duadratzahl ift. @, b und x werden dann

Pythagoreijde Jafhlen genannt.
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(Beijpiele:a =38, b=4, z=5 a=25b=12 2 =18)

Aufgabe 111. Ein Duadrat zu zeidnen, weldes gleidh) dem n-faden
eined gegebenen Quadrat3 ift.

Wiederholte Ausfithrung bder ufgabe 109 wiirdbe zum Jiele fithren.
Weniger umftandlid) wird bdie Lojung, wenn man » in eine Summe oder
Diffeveny von Duadratzahlen zerlegt, weil jede ganze Jahl durd) Hochitens
4 Duadratzahlen audgedritct werden fann.

Beifpiele: n=060: 60 =82—22=5252} 32412

n=284: 84=—107—47=8"4 42} 2°
n=47: 47=7"—1*—1"=52432}324 22
Jft dafer n = >+ B2+ 2+ 9% fo erhdlt man » .7, wenn man nad
HAufgabe 109 dpurd) die Jeidhnung die Rehnung ausfithrt:
(e +BD*+ 1)+ @)™
‘/——/
R

Aufgabe 112. Ein Quadrat zu zeidnen, dad gleid) der Halfte eines
gegebenen Quabdrats ift.

Die gegebene Duadratieite wird Hypotenufe eined reditwintligen gleidy-
fdhentligen Dreieds.

Nufgabe 113. Cin Duadrat ju zeidnen, dad gleid) bem nten Teile
eined gegebenen Quadratd ift.

Der nte-Teil de3 gegebenen Duadratd (Juf. 3 ju Lehrf. XV) wird in ein
Huadrat verwanbdelt.

Borbemerfung: Sind a, b und c die Seiten eined Dreieds, fo ift nadh)

2 2
©ap 155: b2+ = G- + 2ma?, aljo ma? = } [(b? + ) — %}

Die Mittellinie ma tann daher gezeidnet werden, wenn o und 24 ¢*
gegeben find. Ebenfo folgt dbavausd: a®=2 (b24-c* — 4 ma?, b. §. a ift Yers
ftellbar, wenn 52 ¢ und ma belannt find.

Aufga be 114. Ein Dreied zu zeidnen ausd a, b>+c2=17* und 1) a.
2) B. 8) ha. 4) k. 5) r.

Aufgabe 115. Ein Dreied zu seidnen aud b2+ ¢ =12 ma und 1) o
2) . 3) ha. 4) kp. ) 7.

Borbemerfung. Sind a, und a, die Projeftionen der Seiten c und b
eine3 Dreiedd auf die dritte Seite, fo ift

2 =ha?’+ a,® und b* =ha’+ a,% alfjo fitr ¢ >b
—0=a’—a"=(a,+a) (@, —a,) = a (a, — a,).

Die Diffevens c* — b* ift demnad) nur von der Strede a,, d. H. von der
Lage ded ju ha gehorigen FuBpuntted abhingig, und dasd in diefem Punfte
auf a erridtete Qot erteift fid) ald der geometr. Dvt aller Puntte, fitx deven
Cntfernungen b und ¢ von bden Endpuniten der Strede a die Differeny der
Quabdrate ¢z — b? ftet3 den gleidhen Wert hat. RKennt man aber a und ¢ — b2,
fo fann man a, —a, zeidmen (Anfg. 108) und dbamit a, (aud a, +a, =«
und a, —a, = d), aljo aud) den Fuppuntt ded Loted Herftellen, auf weldem
A liegt.

Aufgabe 116. Ein Dreied zu zeidmen aud a, 2 — b2 =12 und 1) .
2) B. 3) ha. 4) ho. 5) ma. 6) 7.
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4. DBerednungen.

1. Au3 ben RKatheten a und b eined redjtwintl. Dreiedd die Hypotenufe
¢ zu beredynen.

Aus ¢® = a? - b folgt: ¢ = Va® b2
Beifpiele: a =38, b=4. a=5b=12. a=86, b=>=.

2. Aud ber Hypotenufe ¢ und einer Kathete a eined redttwintl. Dreieds
bie anbere RKathete b zu bevedhnen.

Aus ¢ = a®+ b? folgt: b2=c®—a?, aljo b=V — a.

Beijpiele: ¢ =5, a = 4. c=65a=56. ¢=8, b=35.

8. Aus der Seite a eined Vuadratd feine Diagonale d zu bevedynen.
€3 ift d2=a?+a? aljo d=a 2.

Beifpiele: a=15. a=25, 4. a=2358, 7.

4. Aud der Diagonale d eine3 Quadvat3 feine Seite a zu beredhnen.
Csiftd’=a’+ a*=2a?% aljoa’= 4} d* und a = g V2.
Beijpiele: d =14, a=12, 5. =274

5. Ausd der Geite a eined gleidhfeitigen Dreieds feinen Jubhalt zu be-
vedhnen.

Nad) Sap 187 ift J= ‘1;2__"; h aber ift Rathete eined rechtwintl. Dreieds

2
mit der Hypotenufe ¢ und der veiten RKathete —621, alfo gleidh Va2 — %

—— 2
pber % V3, unbd daraus folgt: J = % V3.
Beifpiele: e =8 a=9, 6.
6. Aus der Hohe h eined gleidyfeitigen Dreiedd feinen IJnhalt zu bevedynen.
J— 2
Dak =3 Y3 alio a= 2 hyF i, fofolgt: 7= V5.

Beifpiele: h=24. h=4, 5.

7. Aus dem Jnhalt eined gleidyjeitigen Dreiedd feine Seite und Hobhe
3u berechnen.

Aus J= Y5 und T = _’éf V3 folgt: a— %Vs TV3, bez. b= VI3,

Beifpiele: J = 25. J=— 48.

8. Mus der Grundlinie @ und dem Sdjentel b eined gleichjchentl. Dreiedsd
jeinent JnBalt zu bevedynen.

ha ift Rathete eined recdhtwintl. Dreiedsd mit der Hypotenufe b und dber siweiten

2
Rathete %, alfo gleidy ]/b2 — (%)2, und demnady ift J = % b — (%)

a
=7 V@o+a @0 —a).

Beifpiele: a =36, b = 80. a = 24, b= 13.
9. Au3 den Seiten a, b und c eined Dreiedd u bevedhnen
a) ben Jubalt desfelben.
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Die Hohe ha teilt a in die Abjdnitte o, und a,, von bdenen a, mit c
und ha ein redtwintl. Dreiedt bildet. €3 ift daher ha = Ve — a,%. Da aber a,
bie Projeftion von ¢ auf a, alfo nad) Sap 153

2 2 ___ B2
b’=a?+ ¢*F 2a.a, und fomit +aq, = ¢ +2c—a-~13—

ift, fo folgt: ha — Vc _ (a_j—_f_?——_b?)zl
= V(c 4+ et "z—bz) ( G c’—b?)

=2la‘/{(a+c)?—b?} LA — (@ — o),

1
=%V(a+b—|—c) (@+c—b) (@+4+b—c) b+ c—a).

©ept man nun a+b4c=2s,
fo daf a+b4c=2s—2 = 2(s—¢),
a—b+c=2s—2b=2(s—b),

—a-+b+c=2s—2a= 2(s—a)

wird, fo erhilt man: ha = él; V2s.2(s—a).2(s—b).2(s —¢),

=2 V= 6—n G—a

und fomit:
Beifpiecle: a =77, b=0>51, ¢c=40. a =25, b =28, c=1T7.
b) ben Halbmefler des eingejdriebenen RKreijes.
a. b. c. J .
Da J=—25'-{—T"+—-2—9 =3s.9, alfo ¢ = Y ift, fo folgt:
(s—a) s—0b)(s—¢)

o= V=0 =9 6—a — | -
a=57, b—68, c=65.

Beifpiele: a =17, b =10, ¢ = 9.
¢) die Dalbmeffer dex duferen Berithrungstveife.

C. a. J
@aJ=T+—293-— 2Qa'=(s—a). pa,a1f09a=s_a

fo folgt: ‘/8 (s _sb_)_(; =9,

unbd ebenfo: op = -L(s_—s_al_‘(g_—_c)

‘/s E—a) s—b)

ift,

§—¢C

Beifpiel: o = 4,4, b= 1,7, ¢ =3,9.
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d) bie drei Mittellinien.
Nadh Gab 155 ift b* + ¢ — &+ 2ma?, alfo ma® — ~ (e + c?—i?)
2 ! 2 2

1
und fomit ma = 2 ]/2(b9+ c?) — a®.  Cutjpredend ergiebt fih mp =
1 —
2l ]/2 (a? + ¢?) — b2 und me — n Vz (a® 4+ %) — ¢

Beifpiele: a =10, b = 6, ¢ = 8. (ma wird rational).
a=18, b= 22, ¢ =16. (mp wird rational).



Sweiter Teil. Die Proportionalitdt der Brofen.

V. Ubjdynitt.
Die Proportionalitit der Stredken.

17. Rapitel.
Cinleifende Sdge iiber Berhaltniffe.

75, Dad Werbdltnid jweier Stredfen.

Bei der in dem erjten Teile durdgefithrten Vergleidjung zweier
©treden hanbelte e8 fid) darum, feftzuftellen, ob diefelben einanbder gleid)
find ober ob eine von ifhnen grioger ift ald die andere. Man fann jedod)
gwei Streden nod) auf eine andere Weife mit einander vergleiden, tndem
man unterfudt, wie oft die eine von ihnen oder ein Teil derfelben in
ber anderen enthalten i%

Crilarung. Dad Berhiltnis einer Strede a ju einer pweiten
Gtrede b beftimmen oder die Strede o durd) die Strede »p meffen
beift feftitellen, wie oft b auf o abgetragen werben fanm.

1. Geht die Strede b in o m=mal auf, d. §. bleibt fein Reft,
wenn b auf a m=mal abgetragen worben ift, jo nennt man b ein MWafp
von a und m den Wert ded Verhiltnijjes von a und b (a:d =m).

2. Lipt fid) die Strede b, die fleiner ald a ift, nidht Jo abtragen,
daf fein Reft bleibt, ift alfo b nidht ein Map von a, jo fonnen Fwei
Falle eintreten:

a) Die Gtrede b [dht fidh in ¢ gleidhe Teile von der Linge 7 ger-
legen, weldje in o p-mal aufgeht, o dah a=p .7 und b=q.17 ift.
Pian nennt dann I ein gemeinjdaftlides Map von a und b und

ben Quotienten m — L den Wert ves Verhaltniffes der Streden
a und b. (a:b=§=m.)
b) Die Strede b lafht fih nidht jo in gleihe Teile zerlegen, dap

ihr Teil aud) in o aufgeht. Die Streden befiten bann fein gemein-
{haftlided Maf und werden ald infommenjurabel begeidynet. Bleibt
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aber, wenn I, der g-te Teil von b, auf a p-mal abgeiragen wirh, ein
Reft r, ver fleiner ald 7 ift, fo liegt ver Wert ded Verhiltnifies ber

Gtreden o und b jwifden L und 2 + l, und da diefe Briide fih) um

fo mehr nibern, je grifer ¢ und dbamit aud) p wird, fo fann man jwar
pen Wert Deg Verhdltniffed a:b nie durd) ganze Bahlen ausbdriiden,
aber demfelben durd) Bergroferung von ¢ beliebig nahe fommen. Dar-
aus folgt:

Folgerung. Der Wert bdes %er%&[tniﬁeé sweier CStreden ift
eine unbenannte Jahl. Befiben die Streden ein gemein|dafiliches
Map, {o ift die 3ahl rational und gleidh) vem Quotienten der beiden
Mafpzahlen. Sind dagegen die Streden infommenjurabel, {o ift die
Bahl irrational.

76, Proportionen 3wifden und IJeilung von Streden.

a) Proportionen,

Crildrung. Bwei Verhiltnifie heifen gleid), wenn fie denjelben
Wert haben. Werben zwei gleidhe BVerhdltniffe durd) vad Gleidhheits-
geiden mit einander verbunden, jo entfteht eine Proportion. Cine Pro-
portion hat die Form a:b=c:d und wird gelefen: (€3 verhilt fid) «
3u b wie c u d. Die Streden a, b, c und 4 heifen Glieder der Pro-
portion. d indbefondere wird al3 die vierte Proportionale ju q,
b und c beseidnet. Die beiden BVerhiltnifle werben aud) Seiten ber
Proportion genannt.

Bufa. Sind die beiden inneren Glicer einer Proportion ein-
anber gleid), ift alfo a:b=>0:¢, fo heift bie Proportion jtetig und
b wird ald mittlere Proportionale u a und ¢, ¢ dagegen ald dritte
Proportionale su a und b bezeidynet.

Werben in der Proportion a:b=c:d die vier Streden durd) ihre
Dapgablen o, g, y und & erfest, fo erhdlt die Proportion die Form
%:%(ge[efen: o durd) g gleid) y durd) 8), durd) Deren Benupung in
einfader Weife die folgenden Begiehungen zwijden den vier Streden
a, b, c und d abgeleitet werben Tonnen:

Saty 160. Bejteht zwifden vier Streden a, b, ¢ und d
die Proportiona:b==c:d, jo beftehen aud) die Proportionen:
l.c:d=ua:b. 2. b:a=d:ec.
3.atc=0"b:d. 4. (atb):a(b)=(c*td):c(d).
5. (@a+b):(@a—b)=(c+d):(c—d). 6. ma:nb= mc: nd.

7. a2:02 =c?: a2

Sat 161. Bejteht zwijden vier Streden eine Propor-
tion, fo ift ba3 Redhted ausd bden duperen Gliedern gleid
pem Redited aus den beiden inneven (a.d="5.c).

Der geometrijdle Betweid folgt in Nr. 84, Sap 205.
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Stimmen zwei Proportionen in Den drei erften Gliedern oder in
bem Berhdlinid der beiden erften und der Grife Ded dritten Gliedes
iiberein, fo find ihre vierten Glieder gleid). Denn aud a:b=c:d und
a:b=c:z folgt nad) Sap 161: bc = ad, be3. bc = ax, alfo nadh . III:
ax = ad und jomit x—=d, . h.

Sat 162. Bu drei Streden von gegebener Reifenfolge
ift nur eine vierte Proportionale borhanben.

Bufas. Bu Igmei Streden ift nur eine dritte und der Grige nad
aud) nur eine mittlere Proportionale vorhanden.

Saty 163. Bejipen die BVerhiltnijfe mehrerer Streden-
paare denfelben Wert, ift alfoa:db=c:d=¢e:f=g:h...,
fo bejteht die Proportion @ +c+e+g+..): O +d+f
+hr+..)=a:b.

Beweis, Aus a:b=-c:d
ergiebt fid) nad) Gap 160: 3:a:c=0b:d
und Hieraud nad) Sap 160, 4: (@ +-c):a = (b + d): b,
alfo nad) Gap 160,3: (@ 4 c): (0 +d) = a:b.
Criept man da3 BVerhdltnid a:d durd) e:f, fo folgt:
@+o:(+d=e:f
und Hievaus: (@a4c)ie=0+d):f,
alio (@a+t+c+ee=0+a+1:rf
ober (@a4+c+e:0+d+f)=e:f=ua:b.

Die Fortjepung diefed Berfahrens ergiebt die Ridhtigleit de3 Sabes.

b) Teilung von Streden,

Crilarung 2. Riegt ein Punft ¢ auf einer Strede 4B ober
ihrer Berlingerung fo, Daf CA : OB = m: n ijt, fo jagt man, AB fei
in Cober durd) ¢ in dem Berhdaltnis m:n geteilt.

Bufap 1. Liegt der Punft C jwifden 4 und B, fo teilt er die
Otrede 4B innerlid), liegt er aber auf der BVerlingerung von AB,
fo teilt er die Strede duperlid) in dem Verhltnid m:x.

Au3 CA:CB = m:n folgt aber fiir die innere Teilung:

(CA 4 CBy:(m4-n) = CA:moder m }n): AB =m: AC
und fitr die dupere Teilung:

(CA—CB):(m —n) = CA:m oder (m—mn): AB=m: AC.

AC ift alfo die 4. Proportionale u m +n, AB und m, und dems
nad) liefert bie Anwendung ded8 Sapes 162 den

Bufay 2. Fiir jeve Strede ift nur ein innever und nur ein
duperer Punit vorhanden, durd) den jie in einem gegebenen Verhiltni3
geteilt wird.

Crildarung 8. Sind C und D die beiden Punite, die eine Strede
AB innerlid) und duferlid) nad) dem Berhiltnid m:n teilen, o jagt
man, 4B fei durd) C und D harmonifd geteilt, und begeidmet
A, B, C und Dal3 harmonifde Punite. A und B, beg. Cund D
beien jugeordnete Darmonijhe Punfte. Jhre Berbindungalinien
mit einem auferhalb der Geraden liegenden Punite O werden harmo:
nifde Strahlen genannt.

Mitller, Planimetrie. 9
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Bujap 1. Durd) drei auf einer Geraden liegende Punite ift
?er vierte, bem mittleren von ihnen jugeordnete harmonijde Punft be-
timmt.

A8 CA:CB = DA :DB (= m:n) folgt nad) Sap 161: AC.BD
= BC.AD ober AC (AD — AB) = AD (AB — AC) und Hieraus:
2AC. AD = AC.AB+ AD.AB.

Dividiert man beidbe Seiten bdiefer Gleidhheit durdh) 2 AB. AC. AD, fo
1

h 1 1,1 1
etbalt man: Z—.B— = *g‘ (—_11_0 + Iﬁ)

Wird nun eine Grofe al3 da3 Harmonijde Mittel weier anderen
begeidhnet, wenn ihr reciprofer Wert dad arithmetijhe Mittel (die halbe
Summe) aud den veciprofen Werten der beiden anderem ift, fo ergiebt fich
hieraud der

Bufap 2. Gine harmonild) geteilte Sirede ift dad harmonijde
Mittel su den Enifernungen ihrer Teilpunite von ihrem Anfangspunite.

it ferner M der Mittelpuntt von CD, jo folgt aud AC. BD = BC.AD

bie ®leihheit (MA — MC) (MB + MD) —
4 ¢ B M D (MC— MB)(MA - MD), und Hievausd nad) Aus-

fithrung der Multiplifationen: MC* = MA.MB.
Begeichnet man aber eine Strede, deren Quadrat gleid) dem Produlte zweier
anbderen ift, al3 ba3 geometrifde Mittel derfelben, o folgt Hieraus:

Bufap 3. Die Halfte der durd) die beiven Teilpunite beftimmien
Strede ift ba3 geometrijhe Mittel zu den Cntfernungen ihres Mittel-
punited von den Endpunften der geteilten Strede.

Grildrung 4. Qiegt ein Punft ¢ auf einer Strede 4B {o,
baf AB: AC—= AC:BC ift, {o fagt man, AB fei durd) C jtetig ge-
teilt, und begeidynet die Teilung ald golbenen Sdhnitt.

Bufat 1. Liegt der Punit C auf der BVerlingerung von AB o,
bap AC: 4B = AB:BC ijt, jo jagt man, 4B jet durd) C duperlidh
nad) dem goldenen Sdhnitt geteilt.

Bufap 2. Fiir jebe Strede giebt e3 nur einen inneren und nur

einen duperen Punft, durd) den fie nad) dem golbenen Shnitt ge-
teilt wird.

18. Rapitel.

Droportionale Sfreden Bbei geradlinigen Figuren.
9%, Proportionale Abjdnitte auf jwei Geraden.

Grildrung. Bwei Otredenpaare werden proportional ge-
nannt, fenn fie eine Proportion bilden, wenn alfo die Werte ihrer
LBerhiltniffe gleich) find.

Bewegen fid) auf zwei beliebigen Geraden ztwei Punfte B und C
fo, dap bie BVerbindbungslinie BC ihrer anfingliden Lage pavallel
bleibt, fo legen fie auf den @eraden in gleiden Seiten Streden zuviid,
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die von einanber abhingig find. Um Da3 efeh fiir dieje Ab-
hangigleit zu ermitteln, nerg[etd)t man zundd)jt ztvei auf einander
folgenbe Wegelingen auf einer der Gevaben mit einander und verjudht
e3 bann, ben Bergleih auf die beiden entfprechenden Streden bder
anberen Geraden gu iibertragen. Sind nmun BB, und BB, wei
bon bem Punfte B zuriidgelegte LWingen, fo Hat man zwei Falle su
unterfdeiden:

1. BB, bat mit B;B, bda3 gemeinjaftliche Maf I, jo daf
BBy =p.l ud BB, = q.1l, alfo dag Werhiltni3 BB, : B, B,

gletd) ».1:q.1 oder gleidh —tft Teilt man dann aber

BB in p, bey. BB, in g gretd)e Feile und zieht durd
bie zedpunfte bte ‘BamIIeIen 3 BC, fo it durd
16 biefelben CC, gleidfalls in p und C,C, in g gleidje
Zeile von der Groge m zerlegt (Bufab 2 ju Sap 79);
daber ift Dag Werhdltnis CC,: C,C, gleid) p.m:q.m,

% affo ebenfalls gleidy %. Die 4 Streden BB, BB,

CC, und C,C, {ind demnad) proportional.

2. BBy und By B find infommenfurabel. Teilt man in diefem
Jalle BBy in p gleidge Teile, deren Grife ! auf By By g-mal ab-
getragen terben fann, fo daf bei BBy ein Reft bleibt, der Fleiner
ift a6 7, und Yegt man ivieder durd) die Teilpunfte von BB; und
BB, bie Parallelen zu BC, jo teilen bxefeiben CCy in p gleide
Stiide von ber Grife m witd serlegen C1Cy in g Teile von der
Grife m und ein Rejtitid, das fleiner ald m ift. Demnach fegt
ber Wert Des %erba[tmﬁ'eé fotohl bei BBy : ByBsy al3 aud; bei

b V4

o £

Cy:C1Cy 3mtfcben ” umd o und foeidyt von 7 um I;oc[)ftenﬁ + 7
ab. Diefe Sthfereng tmrb aber um fo fleiner, je grifer p unb damit
aud) g getodhlt tird, und daher fonnen die beiden Werhdltniffe aud
bann af3 gleid) gelten, wenn BB; und ByBs, alfo aud) CCp und €10,
infommenfurabel {ind.

S’Sff aber BB; : B]Bz = CCl : 0102, fD lff IIC(Cb @ag 160, 4
aucb (BBl -+ BlBg) ZBBl (Ble) == (001 + Cl Cg) : CCl (0102) ober
BBy : BBy : BjBy == CCy: CCy : C1Cy, und demnad) Dbefteht bder

Lehriag XVIL. Bewegen fidh jwei Puntte auf jwei Geraden
fo, dafi ihre BVerbindungslinie ju ihrer anfénglichen Lage parallel
bleibt, {o find die entfpredhenden Wegeldngen anf den beiden
Geraden proportional.

Die Umfehrung diefed Lehriages lautet:

Lehrias XVIIL. Bewegen fidh zwei Punfte in gleicher
Ridtung auf jwei Geraden fo, daf die entipredenden Wegeldngen
9*
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auf den beiden Geraden proportional find, {o bleibt die Ber:
bindungslinie der beiden Punfte pavallel ju ihrer anfinglidhen
Qage, wenn fie einmal parvallel ju derfelben ift.

Diefer Sap muf indiveft bewiefen terben, teil nidht nad) Wink 2 vex-
fabren werden fann. Jft aber BB, : B;By=CC;:C;Cy und B;C; || BC,
und fdneidet die Pavallele zu B;C; durd) By bie Gerabe CCy in X,
fo it nad) Lehrf. XVII BB; = B1B; = CC;: C1 X, und bda
BB11B1B2=CCIIC]_Cz iein fDII, iD
ift nad) Sap 162 C1X = C{C,, aljo ByX bdiejelbe Linie wvie ByCo.

Fiir da3 Trapes folgen hievaus fofort die Sibe:

Saty 164, Jede Parvallele zu den Grundlinien eines
Trapezed teilt die beiben Sdjenfel in proportionale Ab-
fdhnitte.

Safp 165. Werden dbie Sdentel eined Trapezed durd
eine Gerabe {o gefdnitten, daf ihre ent{predenden Ab-
fnitte proportional find, fo ift die {dneidende Gerabde
parallel zu den Grundlinien.

Anmerfung. Die beiden Sape find unabhingig davon, ob die Gerade
bie Sdyentel ober ihre BVerlingerungen trifjt.

®ehen bie beiden Geraden von einem Punfte 4 aud, fo find
AB, AC und BC bdie Seiten eined Dreieds und die Linien B (Y,
ByCy u. §. w. Parallelen zu der Dreieddfeite BC. Fiir dad Dreied
folgt Daber aus den Qehrjasen XVII und XVIIIL:

Sats 166. Jedbe Parallele zu einer Dreiedsfeite teilt
die beiden anderen Seiten in proportionale Ab{dnitte.

Wink 11. Um zu beweifen, dafy 4 Strecfen proportional
find, fann man fie al8 entjprechende Abjdnitte auf zwei fid
fdhneidenden Geraden vom Sdnittpunfte aus abirvagen und zu
seigen judjen, daf die Verbindungslinien der entfpredjenden Cnd-
puntte parvallel find.

Sap 167, Werden zwei Dreiedsfeiten durd) eine dritte
Gerade jo gefdnitten, dap ihre entjpredenden Abjdnitte
proportional find, fo ift die Gerade parallel zu der dritten
Seite bes Dreieds.

2 St ferner DE eine Parallele su der Dreieds-
£ feite BC und jieht man EF || AB, fo iit nad
Ga 166 BC:BF = AC:AE, und da BF =

2 / DE (Sap 71c) ift, aljo BF durd) DE erjept
werden fann, fo folgt: BC: DE = AC: AE =
AB: AD, b. Y.

Sap 168. Werbden zwei Dreiedsieiten
C e durd) eine Parallele ju der bdritten ge-
s fnitten, fo find bdie beidbem Parallelen
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proportional 3u bden CEutfernungen ihrer entipredenden
Cudpunfte von der gegeniiber liegenden Ede.

Diefer Sap fann in folgender Weife umgefehrt tverden:

Sa 169. Berhalten fidh zwei parallele Streden wie
die Cntfernungen zweier ihrer Endpunfte von einem Punite
auf ber BVerbindbungslinie derfelben, fo geht aud) die Ver-
binbungslinie der beidben anbdberen Cudpunfte durd bdiefen
PBunkt.
Cin bivefter Betweid ift nidht moglid). Sind aber (1. Fig. ves Sapesd 168)
BC und DE 3wei parallele Streden und liegt 4 auf BD fjo, dbaB AB: AD
= BC:DE ift, und ieht man bdie Gerade AC, welde DE in X trifjt, jo
folgt aud Sap 168: AB: AD = BC:DX; ba aber nad) Bor. AB: AD =
BC:DE ift, jo mup DX = DE fein, aljo X mit E zujammenfallen.

78. Mbungsbeifpiele und Anfgaben.

a) Bei einem Dreiedk.

Der Beweid de3 Sages itber die Mittellinien eined Dreieds
(Say 52) nimmt bei Benupung ved Saped 168 die
cinfadge Gejtalt an: Da B,C, || BC ift (Sap 80), fo

B, folgt aud ©ap 168: 0B:0B, — BC:B,C,, und da
BC=2B,C, (Sat 79), {0 ift aud) OB=20B,. Cbenfo

C egiebt fid 00=20C,. Jn gleidher Weile teilen fid)

die Mittellinien 44, und BB, in dem Verhiltniz 2:1,
und da ouf BB, nur ein Punft O liegt, fiir den
0B = 20B, ift, fo folgt, dap aud) 44, durd
0 gebt.

Sats 170. Die Halbiernngslinie eines Dreiedswinfels
teilt bie gegeniiber [liegenbe Geite in zwei Teile, die {id
verfalten] wie die anftoBenden Seiten.

Bor. €3 fei in dem Dreief ABC < BAD = ¥ CAD.

Beh. €3 it BD: DC= 4B: AC.

P Cntw. bed Bew. Die Lage der Sireden BD

3 und DC auf BC weijt darauf hin, dap nad) Winf 11

* verfahren wird. Man trigt aljo entweder AC an 4B
ober AB an AC an und ?eitet baraud mit Benupung
ber Bor. ab, baf CE, be3. BF | AD ift. Ju dem

Bwede ift su seigen (Winf 2!), dap < AEC= < BAD

ift. Da der Winfel BAC al3 Aufenwinfel an der

Opite ved gleididentligen Dreiedd AEC, bes. AFB

liegt, fo hat man ben Sap 31 mit der BVor. ju ver:

v binbden.

B U Bujat. Wird ftatt ded Dreiedswinteld ber ju-

gehirige Hupenmwinfel Dalbiert, fo teilt die Halbierungslinie die gegen:

itber liegende Ceite duperlid) in dem DBerhdltnid bder anftofenden

Seiten.

A

:‘E.-
)
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Die Cnttw. ded3 BVew. [fliept {idh eng an die vorhergehende Entw. an.

Folgerung. Die Halbierungslinien eined Dreieddwiniels und
De3 3ugebﬁri%en Aupenwinteld bilden mit den Seiten, die den Dreieds-
wintel einjdliefen, vier harmonijde Strahlen.

Der Sapp 170 fann umgelfehrt werden und fithrt dann zu
Saty 171. Wird eine Dreiedsfeite in dem Berhdaltnis
ber Dbeiden anberen Seiten geteilt und der Teilpunft mit
ber gegeniiber liegenden Ede verbunden, {o toird durd bdie
Lerbindbungslinie der Winfel YuBenwinfel) an der Ede
Halbiert.
Bor. €3 fei BD: DC= AB: AC.
Beh. €3 ift < BAD = < CAD.

Cnim. ved3 Bew. Die Lage der Winkel {dliekt einen unmittel-
baren Bergleid) derjelben aus. Stellt man daber (J. Fig. ved Sabes 170),
um zu einem mittelbaren BVergleid) ju gelangen, einen Winfel ber, der
gleid) <« BAD ift, indem man CE | AD zieht, fo hat man gu zeigen,
baf Derfelbe aud) gleidh) < CAD, ober da < CAD = ACE (. W.
an Parallelen), 20f < AEC = < ACE ift. Nad) Lehriap IXDb ift
hievsu bie Gleidhheit AE — AC erforderlid), die aud der Jeidnung und
Bor. leidht abgeleitet werben fann.

b) Bei einem Trapes.

Sag 172, Die Diagonalen eined Tvapesed teilen fid) gegenfeitig
in proportionale Abjdnitte. (Sap 166!)

Sat 193, Der Shnittpunit der Schenfel eined Trapezed teilt
die Sdjenfel duperlid) in proportionale Abjdnitte. (Sap 166!)

Bufap. Diefe Abfdnitte find aud) proportional zu den von thren
Gndpuniten audgehenden Grunbdlinien De3 Trapesed. (Sap 168!)

Sa 174, Die Verbindbungalinie ded Diagonalen= oder Schentel-

fnittpuntted mit dem Mittelpuntte einer Grundlinie Halbiert aud) die
anbere Grundlinie ded Trapezes.

Nad) Sap 166 oder 168 und 162.

Folgerun ? 1. Die Verbindungalinie ed Diagonalen= und Schentel-
Jdnittpuntted halbiert die Grunbdlinten ded Trapezes.

Die Verbindungslinie der Grundlinienmitten geht durd) jeden der beiden
Puntte; zwijden zwei Punften ift aber nur eine Gerade moglid.

Folgerung 2. Die Mitten der Grumdlinien bilden mit ben
Sdnittpuniten der Diagonalen und Schenfel eined Trapezed vier har:
monifde Punite.

Die Entfernungen der beiden Sdnittpuntfte von den Seitenmitten ver-
Dalten fid) wie die Dilften der Grundlinien nad) Sap 166, bez. 168.
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¢) Aunfgaben.

A Aufgabe 117. (Grund-Aufgabe.) Ju drei gegebenen

Gtreden die 4. Proportionale ju eidhnen.
4 ¢ NAufldfung. €3 follen a, b und ¢ die gegebenen
Gtreden fein und = derart beftimmt mwerben, daf a:b
V. =c:z ift. Die voraudgegangenen Sipe lafjen mehrere

Wege zur Ausfithrung erfennen.

é x 1. Mift man auf einent von 3wei Strahlen vom
Ausdgangspunite 4 aud bdie Streden AB = a und
BC=1"> unbd .auf dem anderen bdie Strede AD = ¢

X 25, verbindet D mit B umd zieht CX | BD, jo ift

DX bie gejuchte Strede.
X P UAnmerfung 1. Gehen die Streden a und b beide

von A au3, jo gehen anud) ¢ und = von 4 aus.
Anmerfung 2. Aud) in der Beidnung fann b
& mit ¢ pertaufdht werden.

2. Werden vom SHnittpuntte A zweier fid) jdhneiden-
{\C det ®eraden auf der einen die Streden a. (AB) und b

(AC) in entgegengefepter Ridtung und auf der anberen
i die Gtrede ¢ (AD) in gleider Ridjtung mit AB qb-
gemefien, jo {dhneidet die durd) C su BD gelegte Parallele
CX in der Gtrefe AX bdie 4. Proportionale 31 a, b und c ab.

A 3. Yud) der Gap 168 fithrt zu einer Lofung. Man
mifit auf einer ®eraden die Streden a (AB)und b (40)
ab, zieht durd) B eine Gerade, triigt auf derfelben von B
aud die Strede ¢ (BD) ab und 3ieht CX || BD. @3

ift dbann CX bie 4. Proportionale zu a, b und ¢

Aufgabe 118. (Grund-Aufgabe.) Bu zwei gegebenen
Gtreden bie dritte Proportionale zu zeidynen.
; Aufldjung. €3 foll eine Strede = jo gegeidhnet
B 2 werben, daB a:b=b:x ift. Da Ddieje Proportion aus

a:b = c:x Hervorgeht, wenn ¢ = b wird, fo fithren die
verjdjicbenen nusfilhjrungen der Aufgabe 117 aud) Hier jum Jiele, wenn
man ftetd b und ¢ al3 gleidhgrop annimmt.

Aufgabe 119. Eine gegebene Gtrede innerlich) nady einem gegebenen
Berhiltnid zu teilen.

Aufgabe 120. Gine gegebene Gtrede duperlich nad) einem gegebenen
Berhiltnis zu teilen.

Auflofung zu 119 und 120. It AB die gegebene Strede und X
ver gefudjte Teilpuntt, fo daf XA:XB = p:q ift, und geftaltet man bdiefe
Proportion fo um, daf fie nur nod) eine unbelannte Grdfe enthilt, indem
man nad) Sap 160, 4 die Proportion bilvet (X4 + XB): AX =(px4q9:p
obet AB: AX = (p + 9):p, o erweift i) AX al3 4. Proportionale zu den
drei gegebenen Gtreden (p + g), p und AB.

Die bequemite ojung der beiden Aufgaben erhdlt man, twenn man duvd
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A und B zwei Parallelen legt, auf der
erften bon 4 aud p und auf der zweiten
7 von B aud q nad) beiden Seiten abtrigt
und die Endpunfte der beiden Ilepten
©treden mit dem Enbdpuntte der erften

98
A q /] verbindet.
Man erhilt damit gleichzeitig die

Qfung der
Aufgabe 121. Eine gegebene Gtrede Harmonifd fo zu teilen, dap
stoei entjpredende Abjdyuitte ein gegebened Verhiltnis Haben.
Aufgabe 122. Ju bdrei auf einer Geraden liegenden Puntten den 4.
Harmonifden Punft ju zeidhnen.
Aufldfung Liegt der Punft B zwijden 4 und C, fo ift BA: BC
bag Werhdltni3, in weldem AC duBerlid) geteilt werden muf.

79, Proportionale Abjhnitte auf mehreven Geraden.

Die Sige de3 Abjdhnitts 77 fonnen gum Teil erweitert werden.
Aud) auf drei oder mehreven Geraden werden durd) Parallelen pro-
portionale Streden abgejdnitten (Lehriapy XVII und ©. III). Gehen
indbefondere die Geraden von einem Punite aud und bilden fie jomit ein
Strahlendbiifdel, fo find nidt nur die Abjdnitte auf den Strahlen,
fondern aud) die Abjdnitte auf den Parallelen proportional.

a) Ein beliebiges Strahlenbiifdyel.

Saty 175. Werden 3wei Parallelen von einem Strahlen-
biifdel gefdynitten, {o find die entfpredenden Abjdnitte auf
denfelben unter einander und su den vom Ausgangsdpuntte
aus geredneten Abjdhnitten der Strahlen proportional.

Bujap. Bwei Abjdynitte der einen Parallelen find proportional
su den entjpredenden Abjdnitten der anbderen.

Saty 176. Werdben wei Geraden durd) ein Strahlen-
biifdhel jo gefdhnitten, dap ihre entipredhenden Ab{dnitte
proportional find, {o {ind die Geraben parallel. (Crite Um-
fehrung bes Sapes 175.)

0 Cntw. ded Bew. Da nad Winf 2 nidt
verfahren werben fann, fo mup der Saf indirveit
bewiejen werben. Wiirbe man aber durd) 4 die
Parallele zu AD jiehen, welde die Strahlen in
X, Y und z trife, o wire nad) Sap 175, 3uj.

! AB:BC=A'X:XY, und dba der Annahme nad)
AB: BC= A'B': B'C" ift, fo miifite 4'B': B'C' =
A'X: XY, alfo B'X || C'Y fein u. {. w.
Die zweite Umiehrung ded Sapesd 175 lautet:
Sap 177, BWerden zwei Parallelen durdy mehrere Ge-
raben {o gejdnitten, dap ihre entipredenden Abjdnitte

)/

4
A
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proportional find, jo bildben die Geraben ein Strahlen-
bit{chel.

Bew. indireft. Jur Anwendung fommt Say 169.
_ Juja. Cind die entfprecdhenden Abjdnitte der Parallelen gleidy,
fo find bie jdneibenden Geraden parallel.

b) @in harmonifdies Strahlenbiifdyel.

Crildrung Berbinbet man vier harmonijhe Punfte mit einem
Puntte auperhalb der Geraden, auf ber fie liegen, jo entjteht ein har-
monifdes Strahlenbiifdel. Die Strahlen, welde nad) zugeordneten
Puntten fithren, heien etnander zugeordnet.

Die Sise 175 und 176 gelten natiirlidy
aud) fiir ein harmonijdhed Strahlenbiijhel. €3
treten jebod) bei Ddemfelben auferdem nod

& einige bemerfendwerte Begiehungen ein. Jieht
man gunddft durd) den tnneren Teilpunit ¢
ver ©trede 4B die Parallele ju dem Strahle
0D, welde 04 in E und 0C in F trifft, fo
it AC: AD = EC: OD (Sa 166) und

BC : BD = FC: OD.

Da aber aud3 AC: BC = AD: BD durd) Ber-
taufdung der inneren Glieder die Proportion AC: AD = BC: BD ent-
ftebt, fo folgt AC: AD = EC: OD

und AC: AD = FC: 0D,
alfo EC=FcC. BWird nun irgend eine anbdere Parallele u 0D gezogen,
fo ijt diefelbe aud) parallel ju EF, und demnad) folgt aus Sap 175,
bafp aud) ihre Abjdhnitte ebenfo wie EC und FC einander gleid) find.
€3 befteht aljo ber

Saty 178. Bieht man zu einem von vier Harmonijden
Strahlen eine Parallele, jo teilt der zugeordnete Strah!
ben dburd) bie beidben anberen Strahlen begrenzten Abjhnitt
per Parallelen in ziwei gleide Teile

Durd) Umibehrung diefed Saped erhilt man:

Saty 179. Wird eine Parallele jueinem von vier Strah-
len durd) den nidt-benadbarten Strahl o ge{dnitten, dap
ihr durd) bie beiden anberen Strahlen begrenzter Ub{dhnitt
Halbiert wird, fo bilden die pier Strahlen ein harmonijdes
Strahlenbiifdel.

Der dem Sdnittpuntte zugeordnete harmonijde Puntt liegt im Unendliden.
0 Bieht man ferner eine beliebige

Gerade, welde vier E)armonifcge
Gtrablen in den Puniten P, @, R
und S {dneidet, und legt durd) @
U 2 die Parallele TV zu 08, {o ift
wiederum nad) Sap 166
< PQ:PS=QU:08
7’\;/ umd QR:RS= QV:@QS.
Da aber QU = QV (Sa 178), alfo

2
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QU : 08 = QV : 08 ift, fo folgt PQ: PS = RQ: RS ober PQ: RQ
= PS: RS, 0. §.

Sats 180. Cin YHarmonijdhes Strahlenbiifdel wird
durd) eine beliebige Gevabe in vier harmonifden Puntten
gejdnitten.

Folgerung. Wie durd) drei Punite der vierte harmonijde Punit,

fo ift aud) durd) drei Strahlen der vierte harmonijhe Strahl beftimmd.
it € ver Mittelpunit der Strede 4B,

0 p 1o liegt der C gugeordnete harmonijdhe Punit

1 im Unendliden. Steht daher der Strahl 0C

fenfredht auf AB, fo fteht er aud) fenfredht
auf dem zugeordneten Strahle. Da aber Hasd
Dreted ABO gleididentlig, alfo 4« 40C =

A C <X BOC ift, {o wird der Nebenwinfel von 40B
/ ?u[rd) den vierten Strahl Halbiert. Daraus
olgt:

Sapp 181. Halbiert einer vonvier harmonifden Strahlen
einen der Winfel der beiden nidt-jugeordneten Strafhlen,
fo fteht er fenfred)t auf bem zugeordneten Strafhle.

Nud) diefer Sap fann umgelehrt werden.

Saty 182. Stehen zvei ugeordnete Strahlen jenfredt
auf einanbder, fo halbierven jie bie Winfel der beiden anberen
Strahlen.

Der Veweid ift mit Benupung desd Saped 178 leicht durdhfithrbar. K. II
gelangt zur Antvendung.

0 Da aber zwei Strahlen 0C und 0D

ftets fenfredt auf einander jtehen, wenn O

0 ,auf dem Kreife liegt, Der CD zum Durd)-

I mefjer hat, fo ergiebt fid) ausd den Sipen
UlSl und 182 ber

Saty 183, Die Mittelpuntte

aller dburd) vier harmonijde Puntte gehenden Hharmonijden
Strafhlenbiifel liegen auf dem Rreife, der den Abjtanbd
sweier zugeordneten Punkfte zum Durdmejfer Hat.

Daraus folgt unter Benupung der Sige 182 und 170:

Geometr. Ort 8.  Der geometr. Ort aller Punfte, deren
Cntfernungen von 3wei Punften 4 und B ein gegebened Ber-
paltnid p : ¢ haben, ift der Kreis, der jum Durchmefjer den Ab-
ftand Der beiden Punfte Hat, welde die Stredfe AB innerlich
und dnferlich in dem Werbhdltnis p : g teilen.

A weitere Ubungsbeifpicle zur Antwendung ded Saped 170 bdienen
bie Gipe:

Sap 184. Steht in einem Rreife eine Sehne jenfredt auf
einem Durdymefier, o teilen die Ratheten eined redtwintl Drei-
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edd, deffen Hypotenufe der Durdmeffer ift, die Sehne Hhar-
monifd.

Da die Sehne fenfrecht auf dem Durdhmefler {teht, jo gehdren die Teile
be3 Winteld ztwijden den nad) den Endpuniten der Sefhne fithrenden Strahlen
3u gleiden Bogen.

Sap 185. Gteht in einem Rreife eine Sefhne fenfredt auf
einem Durdymeffer, jo teilen die Berbindungslinien ihrer Enbd-
punfte mit einem beliebigen Punfte des RKreifesd den Durd-
meffer harmonifd.

Der Bew, ergiebt fih auf demjelben Wege wie bei Sap 184,

¢) Drei fih gegenfeitig [dneidende Geraden.

Werden bdie Seiten eined Dreied3 oder ifhre BVerldngerungen durd) eine
®erade gejdnitten, jo beftimmen die Sdnittpuntte auf thnen 6 Stiide, zwijden
denen eine bemerfendwerte Beziehung befteht. Sind D, E und F die
Gdnittpuntte mit AB, beg. AC und BC, {o tounen,
wenn man durd) B bdie Parallele BG zu AC jieht,
bie Sape 166 und 168 angewandt tverden und fithren
su den Proportionen:

FB:FC= BG: EC
und DA: DB = EA: BG.
Griept man in denjelben bdie Streden durd) ihre

Mapzahlen,
. FB BG DA EA
fo erhdlt man: FC = Fo und 55 = B
R DA . FB EA
und Yievaus durd) Multiplifation: DB FC — EC

Durd) Criveiterung mit % ergiebt fid) aber aud diefer Gleihheit:

DA.FB.EC _ | ¢
DB.FC.EA 7

Sa 186. (Gap bed Menelaod). Cine Geradbe, mwelde die drei
©eiten eined Dreiedsd ober ihre Verldngerungen jdhneidet, teilt
bie Geiten in den Sdnittpuntten jo, dah die Produtte aus je
drei nidt in ihren Endpunften aneinander ftofenden Abjdynitten
gleid finbd.

Anmerfung. Die drei Shnittpuntte liegen enttveder familih auf den
DBerldngerungen der Seiten, oder zwei von ihnen liegen auf den Seiten jelbft.

Die Umlehrung diefed Safesd

Cat 187. Werben die drei Seiten eined Dreieds durd drei
Punite jo geteilt, dap die Produfte ausd je drei nidt in ihren
Enbpuniten an einanbder ftofenden Abidnitten gleid) find, und
liegen die drei Teilpuntte auf den BVerlingerungen der Seiten
oder zwei pon ihnen auf den Seiten felbft, jo liegen die drei
Punite in einer Geraden.
fann nur indireft mit Berufung auj Sapp 186 bewiefen twerden.
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Crtlarung. Cine Gerade, welde durd) eine Ede eined Dreieds geht,
witd Cdlinie genannt.

Jn einem Dreied ABC feien drei Edlinien 44,, BB, und CC, fo ge-
sogen, daf fie fi in einem Puntte O jdhneiven. €8 laft fih dann durd
A wiederholte Anwendung desd Sapesd 186 zwijden
den Teilen der Seiten eine Bezichung Herleiten.
Bunadyt werden die drei Seiten ded Dreieds
¢ BCB, burd) die Edlinie 4.4, gejdnitten, und
, dafer ift B4, . AC.0B, = C4,.4B,.0B.
Die Streden AC, OB und OB, fdunen aber
aud bdiefer Gleidhheit entfernt werben; denn
B A C D wendet man den Sap 186 auf ein zweited
’ Dreied an, auf deffen Seiten bie genannten
Streden al3 Abjdnitte liegen, namlid) auf da3d Dreied ABB,, deffen Seiten
pie Edlinie CC, {|dneidet, und verbindet bdie bdaraud folgende Gleichheit
0B.CB, . AC, = 0B, . AC. BC, bdurdy Multiplifation mit B4, .AC. 0B,

= CA4, . AB, . 0B, jo ergiebt fid) nad) Riirzung der gleichen Fattoven:

AC,.BA, .CB, — AB,.BC,.C4,, b. §.

Sats 188, (Sap ded Ceva) Drei durd) einen Punft gehende
Cdlinien eined Dreieds teilen die Seiten dedjelben jo, dap die
Produfte aus je drei nidt in ihren Cudpuniten an einanbder
ftoBenden Ab{dhnitten gleidh jind.

Anmerfung 1. Die Edlinien jdhneiden entiweder alle Seiten ded Drei-
ed3 ober mur eine von ifhnen und die Verldngerungen der anbeven.

Anmerfung 2. Fiir die Halbierungslinien der Dreieddwintel fann
ber Gap ded Ceva aud) aud Sap 170 abgeleitet werden.

Folgetung. Die BVerbindungslinie der Cndpuntte zweier
Edlinien jdneidet die nidht zu diefen gehorvige Seite in einem
PBuntte, der al3d 4. harmonifder Punit dem Endpunite der dritten
€ dlinie zugeordnet ift.

Da bdie Geradbe B,C, die bdrei Geiten {dnmeidet, jo fann mit bder
®leidheit AC,. BA4,.(B, = AB, . BC,.C4, nad) Sap 186 die Gleidhfeit
AC, . BD.(B, = BC,.CD .AB, jzujammengejtellt und aud beidben bdurd
Divifion die sur Behauptung exforderlide Proyportion B4, : BD = BC,: CD
oder BA,:CA, = BD:CD abgeleitet werden.

Aud) die Umiehrung de3 Cevajden Safed

Sap 189. Werben die drei Geiten eined Dreiedd durd drei
Edlinien jo geteilt, dap die Produlte aus je drei nidt in ihren
Endpuniten an einander ftofenden Abjdnitten gleid find, und
liegen die Teilpunfte entweder famtlid auf den Seiten jelbit
ober zwei von ihnen auf den Verldngerungen der Seiten, fo
fdhueiden {id die Edlinien in einem Punite
fann nur indiveft mit Berufung auf Safp 188 bewiefen twerden.

Anmerfung. Der Sap 189 lann benupt werden, um zu beweifen,
dap fidh bei einem Dreied in einem Punite jdhueiden

1. die dbrei Mittellinien,

2. die brei Hoben,




18. Rapitel. Proportionale Streden bei geradlinigen Figuven. 141

3. bie dbrei Winlelhalbicrungslinien,

4. die Cdlinien nach den Berithrungdpuniten ded eingejdyrichenen Kreifes,

5. bie Cdlinien nad) den Berithrungdpuniten eined duperen BVerithrungs-

freifes,

6. bie Gdlinien nad) den auf den Geiten felbft liegenden Beriihrungs-

puntten der drei duferen Berithrungstreife.

Bei 1. jind die Seiten Halbiext, alfo je zwei Faftoren der Produfte gleid).

Bei 2. find die Abjchnitte der Seite a gleih Vo>—ha® und Ve'—ha?,
ber Geite b gleid) Vei—hp? und Va’—ho?, der Geite ¢ gleid) Va’—he? und
Vb>—he® und bdie Produtte Vo*—ha’. Vo'—hv®. Va'—he? und Yc—ha’
Va?—hv?, Vo>—he® erweifen fi) ald gleid), weil nad Sap 137 a%ha® =
b’hp? = c’he? ift.

Bei 3. gelangt Sap 170 zur Verwendung. Bei 4. und 5. ergiebt fidh
bie ®leidheit der Produfte aus Sap 107, unbd bei 6. {clieplid) find die Ab-
fdnitte der Geite a gleid) s—b und s—c, ver Seite b gleid) s—c und s—a,
der Geite ¢ gleid) s—a und s—b (J. Unmerf. ju Sap 115), o dap die beiden
Produtte dbie Grife (s—a) (s—b) (s—c) befigen.

80, Aufgaben.

a) Anfgaben, deren £5fung die Herfellung von 4. Proportionalen erfordert.

Nufgabe 123. CEin Dreied zu zeidmnen aus

l.af-b=sa:b = p:q und ¢ odber o, ma, ha oder hb.

2. a—b=d, a:b= p:q und c oder «, ma, ha oder hv.

Aufldfung. Da die eingelnen Beftimmungen den Weg fiir die Beid-
nung nidt ecfennen lajen, jo mup man es zunddit verfuden, zwei derfelben
au vereinen. Berbinbet man aber bie Forderunga - b =s, beg. a —b =4
mit @:b=1p:q, indbem man die Proportion (e +0): (p + g) =a:p oder
(p+q):(a+b)=p: abildet, jo ermeift fih « al3 4. Proportionale zu den
gegebenen Gtreden p 4~ g, s und p, beg. p — ¢, d und p. RKennt man aber a,
fo ift aud) b befannt und damit die Ausfithrung der Aufgabe leidt erfennbar.

Aufgabe 124. Cin Dreied zu zeidnen aud
1. ha 4 hb=35, a b =p:q und ¢ oder e
2, ha—hp=d, a:b=p:q und c oder a.

Aufldjung Der Gedante, die beiden erften Forberungen su vereinen,
ift sunddit nidt durdfithrbar. Da aber a, b, ha und hp durd bdie Gleidyheit
aha =Dbhy mit einander verbunden find und daber a: b durd) kv : ha erjeht
werden fann, jo ift hbtha — p :q. €8 fann de3halb entfprechend wie in
Aufgabe 124. ha al3 vierte Proportionale u drei gegebenen Gtreden
nadgemwiefen und damit bdie Aufgabe auf eine bereitd geldjte Aufgabe u-
ritdgefithrt toerden.

Aufgabe 125. Gin Dreied ju seichnen aus feinen drei Hohen.

Aufidjung. Gegeben find ha, kv, he; gefudt find a, b, c. Bwijden
pen Geiten und Hohen eined Dreiedd bejtehen die Beziehungen:

a.ha="0.hoobera:hp =Db: ha.
b.ho=c.hc odet b: he=c:hb.
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2 Wird aber eine diefer Proportionen an einem

£ beliebigen Dreied bdargeftellt, indem man 3 B. auf

ber ©eite CB bie Gtrede CD gleid) der Hihe ko

hq  Diefed Dreieds und auf CA bdie Strede CFE gleidh

ber Hohe ha abmifpt, o ift die BVerbindungslinie

¢ DE parallel 3u AB und jomit b:c= ha: DE. Da

_DT aber b:c="he:hp ift, jo folgt he:hp = ha: DE.

¢ @8 fann aljo DE und damit a3 Dreied CDE

gezeidnet werden. Die Hohe he fteht fenfredt auf DE, und da ifre Linge
befannt ift, fo fann nun die Lage von AB leidt gefunden mwerbden.

Aufgabe 126. Auf zwei Seiten eined Dreiedd die Endpunite einer ge-

gebenen ©trede fo u legen, daf der obeve Abjdynitt Der eimen Seite zu dem

unteren der anderen Geite in einem gegebenen Berhalinis fteht.

Aufldjung. Fix bdie Punfte X und Y find in ber Aufgabe drei
Beftimmungen angegeben: 1. X foll auf AB und ¥ auf AC liegen. 2. XY
foll gleid) 7 jein. 3. €3 {oll die Proportion AX: CY = p:q beftehen. Mit

ben beiden erften ift zunddift nidht3 anjufangen. Stellt

4 man aber, um bdie bdritte ausjunupen, bdag Ber-

filtni3 AX:CY Yer, indem man CZ || XY und

XZ || CY pieht, jo entfteht ein Puntt Z, defjen Ent-

fernung von C gleidh XY oder I ijt (Forderung 2).

J Rann man daher Z beftimmen, fjo. liefert die Baral-

lele burdh) Z zu AC auf AB den Puntt X und die

B Parallele durd) X zu CZ auf AC bden Puntt

Y (Forberung 1). Nun ligt fih da3 BVerhaltnis

AX:XZ dued) WBerlingerung von AZ und die

Parallele BT zu AC erfeben durd) AB:BT, und

pemnad) ift BT bdie vierte TProportionale zu p, g

und AB. Rennt man aber T (BT ift parallel zu

ACQCY), o fennt man A7 und damit aud) Z, den Sdnittpuntt von A7 mit
mit dem Rreife C, 1.

Aufgabe 127. Bwei Seiten eined Dreieds durd) eine Gerade fo zu
jchneiden, dap ihre oberen und aud) ihre unteren Abjchnitte zu eimanbder in
gegebernten BVerhdltniffen ftehen.

Auflojung. Fiir die Punfte X und Y find drei Beftimmungen an-
gegeben: 1. X jolf auf AB und Y auf AC liegen. 2. €3 joll AX: AY =
p:q und 8, BX:CY =r:s fein.

Mit BVenupung bded befannten Punttes C

A {aft fi) bad Verhiltnid AX: AY erjesen durd
AZ : AC, wenn CZ | XY ift. Da bdann

aber AZ:AC=p:q ift (Forderung 2), jo fann

X Z und damit CZ al3 betannt gelten. Stellt man
jest bag Verhdltnid BX : CY durd) BX: XS bdar,
Z indem man XS parallel u CY gieht, und erfept

diefed durd) AB: AT, inbem man dem befannten

¢ Puntt B mit S verbinbet und BS bid jum
B ©dnittpuntte mit AC verlingert, jo ift AB: AT
=r:s, und demnad) fann aud) 7' al3 befannt gelten (Forberung 3). Damit
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find fitr S awei geometr. Orter beftimmt. Die Parallele durd) S zu AC
liefert dbann auf AB den Punft X und die Parallele durd) X zu CS auf
AC den Puntt Y (Forderung 1).

Aufgabe 128. Jn zwei fidh jdneidenden RKreifen eine Doppeljehne jo
su aiehent, daf ifre Ab{dhnitte ein gegebenes BVerhiltnid Haben.

Beidne die Abftinbe bder Sehnen und itbertrage dad Berhdlinis der
Halben Sehnen auf die Wittelpunttslinie.

b) Aufgaben, deren Lifung die Herfellung von vier harmonifiyen Punkien
erfordert.

Aufgabe 129. Bu drei gegebenen Strahlen von gegebener Reifenfolge
bent bievten Harmonijen Strahl zu zeicdynen.

Aufgabe 130. Einen Punft zu beftimmen, von dem aud zwei an
cinanber ftoRende Abjdhnitte einer Gcraden unter gleiden Winfeln gefehen
tverdert,

Der Puntt liegt auf Ort 8. Der Durdymefjer bdesfelben wird durd
Beidynung ded vierten Harmonijden Punfte3 D zu 4, B und C Hergeftellt.

Aufgabe 131. Einen Punft ju beftimmen, von dem aus zwei Kreife
unter gleiden Winfeln gefehen werden.

Auflofung. It X ein Punit, der
den Bebingungen der Aufgabe genitgt, und
find XY, und XY, bie Tangenten an die
beiden Rreife, fo ftimmen die Dretede XM, Y,
und XM, Y, in der Grofe aller Wintel itber-
ein. ZTrdgt man dajer XM, auf XM, und
XY, auf XY, ab, fo ift dbie Berbindungs-
linie dev Endpuntte parallel zu M, Y, (R3. 1)
und demnad) XM, : XM, = MY, : M,Y,
=1 7. Der Punft. X liegt daher auf
Ort 8, und da3 BVerhlinis, in dem die Mittelpunttalinie M, M, su teilen iit,
hat die Grife r :7,.

NAufgabe 131. Ein Dreied zu zeidhnen aus
abic=p:qund « (Ort 8 und 5).
a,bic=p:qund ha (Ot 8 und 2).
a,bic=p:qund ma (Ort 8 und 1).
a,bic=p:qund hp (Ort 8, 6 und 1).
abic=1p:qund wa (Ort 8, Sap 170 und Ort 1).
abic=p:qund mp:me=r1:s (Ort 8, Sap 58 und nod:
mal3 Ort 8).

O GU 000 =

19. Rapitel.
Die Afnlidheit der Figuren.
81. Die 4 Ahulidfeitdidse.

Crfldarung 1. Dasd Beiden der Rongruens =2 ift ein doppeltes.
Der eine Teil = bebeutet, daf die Figuren gleidhgrof find, und der
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gweite Teil > zeigt am, daf die Figuven bdiefelbe Gejtalt befipen.
Findet nur die lepte Ilberemfttmmung ftatt, o jagt man, die Figuren
feien dahnlid.

Solgerung. Hhnlich find alle Rreife und alle regelmifigen
Bielede mit derfelben Seitenzahl.

Bivei beliebige geradlinige Figuren befigen aber biefelbe Geftalt,
wenn ihre Winfel in derfelben Reibenfolge einander gleih) und ifhre
entiprechenben Seiten proportional find. Davausd folgt:

Crifdrung 2. JBwei BVielede werden dhnlid) genannt, wenn
fie in der ®rofe aller entiprechenden Winfel und in dem Berhiltnis
aller entfprechenden Seiten iibereinjtimmen.

Die Aufgabe, zu dem Dreied ABC ein dhnlides Dreied
DEF 3u zeicdhnen, enthilt demnad) zunddft ztwei Beftimmungen
itber bie Winfel (Folg. 5, Lehrf. IV), und da von den Proportionen
AB: DE = AC:DF, AB: DE = BC:EF und AC: DF =
BC : EF jebe eine Folge der beiden andeven ift, fo enthdlt bie Auf-
gabe tveiter ivei von einander unabhingige Beftimmungen itber bie
Lerhiltnifle der Seiten. Entfpredjend toie bei Dder Ubleitung der
Rongruengiige (Nr. 35) [apt fih mun seigen, daf von den vier Be-
bingungen ber Aufgabe nur zwei fiiv die eihnung verwandt rerben
Eonnen, mweil die Geftalt ded Dreiedd DEF vollfténdig beftimmt ift,

1. durd) zwei Winkel,

2. durd) einen Winfel und dad Berhiltnid der einjdliehenden

Seiten,

3. durd) dag BVerhdltnis zweier Seiten und den Wintel, weldjer

der grifeven von ihnen gegemitber liegt, und

4. durd) bie Berhiltniffe zweier Seiten zu der dritten.

Qit fid daher beweifen, daf das Dreied DEF bei den vier
mbglichen Yusfithrungen der Wufgabe dem Dreied ABC dhulid) ift,
fo werden bamit 4 den Rongruenzjisen entjprechende ?If)nhd)fetté/
fdpe gemwonnen, die daju Ddienen Einnen, die Gleichheit zweier Winkel
oder ztveier BVerhdltniffe nadzureifen.

Lehriat XIX. (Crfter Hhnlidteitsiap). Stimmen jwei Dreiecte
iiberein in Der Grofe zweier Winfel, o find fie dhnlid.
Bor. €3 fei D=4 und « E = LB
Beh. €3 it A\ DEF ~ A ABC.
Enti. ded Bew. Da die Dreiede bereitd in der Grife aller

Winfel iibereinftimmen, jo mup nod) gezeigt werden, dafp 4B : DE =
AC : DF und AB: DE = BC: EF ijt.

Nad) Winf 11 Hhat man fiiv den erften Teil der Behauptung
DE auf 4B und DF auf AC abjutvagen, die Endpunfte By und C,
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mit einander zu verbinden und
ju Dbeweifen, daf B, C || BC ift.
Die hiersu erforderliche Gleichheit
p der GLW. By und B ergiebt fidh
aber au3 dem BVergleid) ves Wintel3
E mit B (Bor.) und B; (Zeidnung,
®3. II). Qnfolge der Rongrueny
der Dreiede DEF und 4B, C ift
nun aqud) B¢} = EF, und da AB: 4B, (DE) = BC: B|(}
ift, o ergiebt fih daraud audy: 4B : DE = BC: EF.

Anmerfung. Man fann natiiclid aud) K. I benupen, indem wman
AB, = DE geidnet, B,C, | BC j3ieht und dbann bden Sap 166 in Ber-
bindbung mit K. T antwenbdet.

Lehriag XX. (Bweiter Jhnlidfeitsfop.) Stimmen jwei Drei-
ede iiberein in der Grifle eines Winfel8 und dem Verhdltnis
der diefen Winfel einfdhliefenden Seiten, fo find fie dhnlich.

LBor. €3 fei < D =< 4 und DE: DF =— 4B : AC.
Beh. €3 ift A\ DEF ~ A ABC.

Cutio. bed Bew. Sunddijt ift su jeigen, daf < E =« B
ift. Da bie Lage ber Winkel einen unmittelbaven Bergleid) nidht zulaft,
fo muf man mit Riidfidht auf die BVor. einen Winfel Perftellen, der
gleid) << E ift, und zu betveifen jucen, daB er aud) gleih <« B ijt.
Beides errei)t man, wenn man tieder (. Fig. ded Lehrf. XIX) bdie
beiden Berhiltniffe ber BVor. an einer Figur darftellt, indbem man DE
auf AB und DF auf AC abmifit, und die Enudpunfte B; und C; mit
einander verbindet. €3 ift dann A 4BC; = A DEF (3. 1I), aljo
X By = E, und B, C; || BC (Sa 167), alfo aud) < B; =< B.
Da nun aud) B0y = EF ift, o liefert die Antwendung ded Sapes
168 bdie meiterhin zur Jhnlichfeit erforderfichen Proportionen.

Lehria XXI. (Dritter Ahnlichfeitsfab.) Stimmen zwei Drei-
edfe iiberein in dem Werhdltnis jweier Seiten und der Grife
De8 Winkel8, welcher der grofieren von diefen gegeniiber liegt, fo
find fie @hnlich,

Bor. €3 fei DE: DF = AB: AC, DE> DF und < F = & C.
Beh. €3 ift A DEF ~ /\ ABC.

Die Cntw. ded Bew. jhlieht fih eng an die vorhergehende
Cnttw. an. €38 wird twieber BiCy || BC, alfo << B; =< B, und
ba £ C=xC, alffo audy (Bor) = x F ift, o ift &N 4B 4
& A DEF (R4 III).  $Hieraus folgt << By = <« E, alfo << B =
< E und B,C; = EF und bdamit nad) Sap 168 die tveitere zur
Ahnlidhteit erforderliche Proportion.

Bufap. GStimmen jwei Dreiede iiberein in dem Ber-
hialtnid zweier Seiten und der GriBe eined entfpredenden

Mitller, Planimetrie. 10
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®egenwintels, wihrend bdie beiden anderen Gegenmwinfel
fidh in demfelben Sinne von einem Redten unterfdeiden,
fo find jie dhnlid.

Lehrias XXII (Bievter Hhnlichleitsjap.) Stimmen jwei
Dreiede itberein in den Verhiltniffen jweier entfprechenden Seiten
3u der Ddritten, jo find fie ahnlidh.

LBor. €8 fei DE: EF = AB : BC und DF : EF = AC : BC.
Beh. €3 ift /\ DEF ~ A ABC.

Cntw. desd Bew. €8 ift nod) su zeigen, daf x E= « B
und < F = C ift. Die Lage der Wintel jhlieht aud) Hier einen
unmittelbaven Bergleid) ausd, und demnad) muf jundadhit ein Winkel
Dergejtellt terden, der gleich einem bder Winfel £ oder B ift, und
bemwiefen werden, daB er aud) gleid) dem anbderen ift. RNun geftattet
die Bor. DE: DF = AB : AC wieber die Herjtellung eines Winfels
B; pon der Grige B und zugleid) eines Winkelds C; von der Grife
C, und Dbemnad) Hat man nadjzuweifen, dap 9 By = < E und
K O =< F ijt. Nad) Winf 6 ift hierzu die Rongruens der Drei-
ede. 4B;C; und DEF erforberlich), deren Beweid fih auf Q3 IV
ftigen muB. Man Hat demnad) aus den weiteren Teilen der Bor.
abguleiten, dap BiC; = EF ift. Die Unwendung der Sige 168
(B1Cy || BCY) und 162 fithrt nun jhnell sum Biele.

Wink 12. Um ju beweifen, daf jwei Winfel gleich oder
vier Stredfen proportional find, fann man ju jeigen juchen, daf
fie al8 entjpredjende Stircfe in 3wei dhnlihen Dreiecfen liegen.

82, Hbungsbeijpiele und Aujgaben.
a) $iilge iiber fhnlide Dreiedre.

Sat 190. JIn dhnliden Dreiecen ift dasd Verhaltnis
sweier entfpredyenden Qinien gleidh dem BVerhaltnis ziweier
entfpredenden Seiten.

Nad) Wint 12 zu verfahren.

Bufap. JIn dhnliden Dreieden find die von swei entfpredjenven
Linienpaaren gebilbeten Winfel gleid).

Nad) Wint 12 3u verfahren.

Sat 191. Die Seitenfummen dhnlider Dreiede ver-
halten jid) wie zwei entjpredende Seiten.

Nad) Sap 163, auf deffen Benupung die Behauptung Hintweift.

Sats 192. Sind die entfpredenden Seiten zweier Drei-
ede parallel, fo find die Dreiede dhnlid.

Mit Venupung de3 Saped 20 auf Lehr]. XIX zuritdzufithren.

Sa 193. Sind je zwei entfpredende Seiten.zweiex
Dreiede parallel, fo fhneiden jidh) die Verbindungslinien
ver entjpredenden €den in einem Punfte.
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Bum Beweife find die Sipe 168 und 169 zu bemupen.

Crildrung. Sind je zwei Seiten jweier Dreiede parallel, fo
beifien die beiden Dreiede ahnlidliegend. Die BVerbindbungslinien
ber entfpredjenden Gden werden Uhnlidfeitdftrahlen und iht
Sdhnittpunit Ahnlidfeitdpunit genannt. .

Bujap. Bei gleider Ridtung der Parallelen ift der Ahnlidfeita-
punft ein GuBerer, bei entgegengefester Ridtung ein innerer.

©af 194. Sind ivei dhnlidge Dreiede dhnlihliegend,
fo-{ind zwei entfpredhende Linien in denfelben parallel und
verfhalten fid wie zwei entfpredende Seiten.

Dag Berfahren nad) Wink 12 fithet auf die Benubung ded Sapes 190.

Sap 195. Stehen die Seiten zweier Dreiede fenfredt
auf einanbder, {o find die Dreiede dhnlid.
Aus Sap 12 ergeben fich) die Vedingungen ded KQehrj. XIX.

b) Aufgaben.

Aufgabe 132. Ein Dreied zu zeidnen aud
a,biho=p:q und 1. ha. 2.¢c. 8. ma. 4. @. 5. f ober 4.
Aufldfung. BVon bden drei Forderungen bder Aufgabe find bie erfte
und bdritte in befannter Weife zu befriedigen; 8 Hanbelt fid) alfo nur nod
barum, bie sweite Beftimmung auszufithren. Uber bdie Lage von kb teify
man weiter nidtd, a8 daB hp L b ift und mit a zugleidh in einem redht-
wintligen Dreied BCE vortommt; died weift aber barauf
bin, daf man, um dad Verhiltnid b : kv aufzufuden,
b al3 entfpredende Rathete eined rvedtwinfl. Dreiedsd
barzuftellen Hat, dad bem Dreied BCE dhulidh ift. Da
ber jpibe, b anliegende Wintel des mneuen Dreiedd gleid)
<< CBE fein mufi, jo mup feine Hypotenufe CD in
] dem (befannten) Puntte C auf BC fenfredst ftehen. €3
n ift bann Ap:b=a:CD, alfo ¢:p = a:CD und da-
mit CD Yerftellbar. Renut man aber CD, fo liefert der
v Halbtreid dtber CD (CD L BC) einen jweiten geometr.
Ort fitr 4.
Aufgabe 133. Cinem gegebenen Dreied einzujdreiben
1. ein Quadrat,
2. ein Redjted, deffen Seiten ein gegebened BVerhiltnid Haben,
3. ein gleidjeitige3 Dreied,
4. cin gleidjentl. vedjtiinfl. Dreied, defjen Hypotenufe fenfrecdht auf
einer ©eite be3 erfteven {teht,
. ein gleidjdentl. redtwintl, Dreied, deffen Hypotenuje zu ciner Seite
bed erfteren pavallel ift,
. ein Dreied, deffen Seiten fentredht auf den Seiten ded erfteren ftehen,
. ein rehtwintl. Dreied, deffen Hypotenufe parallel zu einer Seite ded
erfteven ift, wahrend der Scheitelpuntt ded rechten Winteld mit einem
auf bdiefer Seite gegebenen Puntte ujammenfalt.
Aufldjung. Da die gejuditen Ecfen auf den Seiten ded Dreiedd liegen
follen, o ift jebe von ihnen befannt, jobald man die Ridtung ihrer BVer-
10*

(<44

D
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bindungalinie mit der gegenitber liegenden Ede ded gegebenen Dreied3 fennt.
Berbindet man aber 3. B. C mit dem auf AB Yiegenden Punfte X und ftellt
bas Verhiltnid XY : YZ bei einem beliebigen Puntte
T bder Geraden CX Yer, indbem man 7U | XY
und UV || XZ 3ieht, fo it ATUVeo AXYZ
(8ehrf. XX), alfo C der Afnlichteitspuntt (Sap 198)
undb CA fowie CB Afnlidyleitdftrahlen. RKann man
pafer cin Dreied TUV Yerftellen, dad bdiejelben
Gigenjdhaften befipt, wie dad gejudyte Dreied und
: R defien €den U auf AC und V auf BC liegen, fo
ift CT ber dritte Apnlifeitaitrahl und {dneidet AB in X. Jit aber X ge-
funden, jo liefern bdie Pavallelen durd) X su TU, TV und UV in den Fillen
1) und 2) und die Parallelen zu TU und T'V in den Fallen 3—6 bdie nod
fehlenden Eden auf den anderen Seiten. Bei dev lepten Aufgabe fallt X mit
dem auf AB gegebenen Punfte P zufammen. Der Weg zur DHerftellung ded
Dreiedd TUV bdarf ald befannt angefehen werden.

Anmerfung. Das bei diefer Aufgabe angewandte BVerfahren, suerit
ein Dreied Herzuftellen, das dem gefudhten Dreied dhnlid) ift, und dann das
Yeptere felbjt zu zeichnen, fann iiberall sur BVerwendung fommen, wo die Be-
dingungen der Aufgabe nach Ausdjdeidung einer Forderung, in dev Regel einer
Qéngenangabe, nod) Hinreihen, um eine ber. gejudten Figur dhnlide Figur
zu beftimmen. Dazfelbe wird al3 dad Ahnlidteitdverfahren begeichnet.

Aufgabe 134. Cin Dreied zu zeidnen aus

l.atha=1p:q « und ma (mb, wa, wh, kb, r OdET @).
2. a:ha,=p:q,a:b=r:sunbMa(n " n nw o mn on n)'
3. (a + b) ic=piq, und ma (g " on " onon N)-

Aufldjung. Jn allen dicfen Fdallen liefert dad S pnlicteitaverfafren,
wenn fitt a, beg. fiir @ &+ b eine beliebige Qinge angenommen twird, ein dem
gejudjten dhnlihes Dreied. Wird dann in demfelben die Linie geseidhmet, die
dem ausdgefdiiedenen dritten Beftimmungsitiide entfpridht, und der Sap 190
angewandt, fo ermweift fih die wirlidhe Linge von a, bes. von a+ b al3 bie
4. Proportionale zu drei befannten Streden von gegebener Reihenfolge.

83, Anwendungen auf ein redhtwinfliged Dreied.

Sat 196. Stimmen jwei redtwinfl. Dreiede in der
Grdfe eines jpigen Winfels iberein, fo find fie dhnlid.

Sag 197. Die zur Hypotenufe eined redtwintl Drei-
eds gehibrige Hohe zerlegt das Dreied in zwei unter ein-
ander und dem ganzen Dreied dhnlide Teile.

Solgerung 1. Jyede Kathete ift die mittlere Proportionale
su der Dypotenuje und ihrer Projeftion auf diejelbe.

Folgerung 2. Die zur Hypotenuje gehorige Hohe ift die
mittlere Proportionale ju den Abjdhnitten der Hypotenufe.

Solgerung 3. Sede Sehne eined Rreifes ift die mittlere Pro-
portionale 1 einem Durchmefler, der durd) einen ihrer Endpuntte
geht, und ihrer Projeftion auf denfelben.



19. Rapitel. Die Hhnlichfeit der Figuren. 149

Folgerung 4. Jebed von einem RKreidpuntte auf einen Durd-
meffer gefdllte Lot ift die mittlere Proportionale zu den Wbjdhnitten,
in welde der Durdymefjer zerlegt wird.

Diefe Folgerungen fithren zu einer einfacden ufldjung der

Aufgabe 135 (Grund-Aufgabe). Ju wei gegebenen Streden die mittlere
Broportionale ju zeidnen.

Aufldfung. St « die mitilere Proportionale zu o und b, alfo
a:x=2x:b, jo fann x entiveder angejehen werden al3 Kathete eined redts
winfl. Dreieds, deffen DHypotenufe gleid) o und deffen erfter Hypotenujen-
abjdnitt gleidh b ift, ober al3 Hohe, die in dem gemeinjchaftlidhen Puntte dex
an einanbder gelegten Streden a und b auf der Hypotenufe a 4 b er-
ridytet wird.

Filr bie Aufgabe 118: Ju zwei gegebenen Streden die dritte Pro-
portionale zu geidjnen, ergiebt fid) ferner dic

Aufldjung. Jit 2 die dritte Proportionale su ¢ und b, aljo a:d=b:xz,
fo fann = angefehen twerden entweder al3 Projeftion einer KRathete von bder
Qinge b auf die Hypotenufe a oder ald ztweiter Hypotenujenabjdnitt einesd
redtwinfl, Dreieds, in weldem bder erfte Hypotenufenabidnitt die Linge a
und die nad) deffen Endpuntte fithrende Hypotenufenhvhe die Linge b Hat.

Anmerfung Die erjte Ausfithrung der Aufgabe ift nur fir a > b
mglid); die iveite ift immer durdfithrbar. &. Aufg. 118.

S84, Anwendungen auf dhnliche BVielecte.

Sat 198. Stimmen 1. jwei Reditede in dem Verhdlt-
nis jweier anftoBenden Seiten, 2. zwei Rhomben in bder
®roge eines Winfel3, und 3. zwei Parallelogramme in
bem Berhiltnis zweier Seiten und dem von diefen ein-
gefdloffenen Winkel itbevein, jo jind fie dhnlid.

Sat; 199. Lajfen {id) zwei Vielede von gleider Seiten-
zahl durd) Diagonalen von einer €de ausd in der Reibe
nad) dhnlidge Dreiede zerlegen, fo {ind fie ahnlid.

Cntw. ded Bew. €3 foll zunddft betviefen tverden, daf die Winfel
per beiden DBiclede der NReife nad) einander gleid find. Nadh) Wint 12 ift
bazu erforderlid), daf fie, bez. ihre Teile al3 entipredjende Stiide in den dhn-

lidjen Dreiecfen erfannt werden. Aus A ABC
£ _p ~ AA,B,C, umd NACD ~ AA4,C,D, folgt
F aber, daf A,C, der Diagonale AC, alfo LB,
c Z p dem Winfel B entfpridt. Au3 NACD o~
1‘,’@ 7 NACD, ud NADE > NA,D,E, ergiebt
€ fidy ferner, dafs die Gde C, der Gde C und fo-
A v A% mit 4, der €de 4, D, ber €de D u. {. w.
! 7 entfpridht; daraus folgt aber nad) @. IV bie
®leid)heit aller entfprechenden Winkel.

3 foll ferner betviefent twerden, bafs die Verhdltniffe sweier entfpredienden
Geiten gleid) find. RNad)pem die Juordbnung feftgeftellt ift, ergiebt fich jofort
AB: A,B, = BC:B,C,. Da abert AB: A, B, = AC: A,C, und AC:4,C,
= CD:C.D, ift, fo ift audy AB: 4B, = CD:C,D,, u. |. w.
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Saf 200. dpnliche BVielede werden durd) die Diago-
nalen von entjpredjenden Cden aus in der Reihe nad dhn-
lidje Dreiede zerlegt.

Wiederholte Antwendung de3 Lehriaped XX fithrt zum Betweife.

Sap 201. Die Seitenjummen dfhnlider Vielede ver-
halten jid) wie 3wei entfpredende Seiten.

Die Anwendung de3 Saged 163 fithrt um Beweife.

Saty 202. Bei regelmdfigen BVieleden von Dderfelben
Seitengahl verhalten Jid) die Halbmejjer der ein- und um-
gefdriebenen Rreife wie zwei Seiten.

Der Wint 12 weift auf die Verwendung ded Lehriaged XIX Hin.

Folgerung. Die Seitenjummen regelmipiger Vielede von der-
felben Ceitengahl verhalten {ih) wie die Halbmefler der ein- und um-
gejdriebenen Kreife.

Bufap. Dieingen zweier Kreife verhalten fid) wieihre
Halbmefjer.

Saty 203. Wird einem Kreife ein regelmdipiges Bieled
eingefdrieben und dasd rvegelmifige Vieled bon derfelben
Seitenzahl umgefdrieben, jo verhalt jidh) die Seitenjumme
bes Tepteren zu ber Seitenfumme desd erften toie der Halb-
meffer zu dem Ubftand des Mittelpunttes von einer Seite
bes eingejdriebenen BVieleds.

Das Berfahren nad) Wint 12 liefert den Nadyweis, daf dag BVerhiltnis
be3 Dalbmefierd zu dem Abjtand durd) dad Verhiltnid jweier Seitenfilften
erfept tverden fann. Aud) ausd der Folgerung, Sap 202 lift fidh der Sap
203 ableiten, weil der Halbmeffer und der Abfjtand die Halbmefjer der den
Bieleden eingejdhriebenen RKreife find.

~ Crildrung. Werben gwei dhnlide Bielede jo gegeidhnet, dah je
%rpet enﬂpred)enbe Geiten parallel find, jo jagt man, fie feien dhnlid -
iegend.

Sap 204. Die Verbindungslinien ver entfpredjenden Eden jweier
dhnlidliegenven dhnlidhen Bielede fjdneiden fid) in einem Punite,
welder Ahnlidhfettdpuntt genannt wird.

Wie bei Sap 193 ift der Bew. mit Be-
nupung der beiden Sise 168 und 169 leicht
durdfithrbar.

Anmerfung. Der Sap 204 ermddtigt
su einer bequemen Ausfithrung der Aufgabe:
Gin Bieled zu zeidhnen, da3d einem gegebenen
Bieled dhnlid ift. Man nimmt einen beliebigen
Puntt als Ahnlidfeitspuntt an, zieht die Afhn-
lihfeitdftrahlen und fdyneidet bdiefelben durd
Parallelen zu den Seiten ded gegebenen Biel-

\ ed3 derart, baf der Ausgang3puntt jeder fol-
genden Barallelen mit dem Endpuntte der vor-
Hergehenden ujammenfallt.
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20. Rapitel.
Proporfionale Jinien Heim Streife.
85, Qinien und Punfte bei einem Kreife.

Qiegen vier Punfte 4, B, C und D auf einem Kreife fo, dak

die Verbindbungslinien 4D und BC {id) auferhalb de3 Rreifed {dhneiden,

& fo {dneiden fi) AB und CD innerhalb

besfelben und Dbilden mit bden Deiden

Gehnenpaaren 4D und BC fowvie AC

9 und DB el Dreiecte, die in der Grifpe

aller Winfel iibeveinftimmen (Qehrf. XII),

aljo nad) Lehrjap XIX dhulid) find. €8

haben daber 3ivei in den beiden dhnlidhen

/}/ Dreieden entfprechend liegende, von den

Sdnittpuntten ausgehende Abjhnitte der
4~ _7< Sehnen das gleidhe Berhdltnis.

Saty 205 (Hiffsfab). Bilben vier Streden eine Propor-
tion, jo ift da3d Redhted aus den duBeren Gliedern gleid
bem Redyted ausd den beiden innerven.

LBor. €3 fei a:b=c:d.

Beh. C3ita.d=1.c
Gntw. dbed8 Bew. GSind ABCD und AEFG Ddie Redtede ausd
G F a und d und aud b und ¢, Jo joll bewiefen werden,
Pap ABCD = AEFG ijt. Da ein BVergleid) ber
gangen Redtede nidht durdhfiithrbar ift, fo fann
D C man e3 verfuden, ihre durd) die Diagonalen BD
\ und EG bhergeftellten Hilften mit einander zu ver=
gleidhen. Wihlt man Diejenigen, bdie Dad Stitd
ADE gemein{daftlid) befien, jo mup gezeigt wer=
2 g den, dap die NRejtitide DEB und DEG gleid)
E find. Hiersu ift aber die Parallelitit ver Geraden
DE und BG erforderlid), die nad) Sap 167 aus der Bor. abgeleitet

werden fann.

Bwifden den Abjdhnitten der Sefhmen bejteht hiernad) der

Lehriat XXIIL. Der Shnittpunft weier Sehnen eines
Rreifes teilt diefelben io, dafi die Redytecfe aus ihren Abjdhnitten
gleid) find.

Bergl. hiermit den Sap 158.

Fallen von den bier Punften zwei zufammen, {o geht die zu
ihnen gehorige Sefante in eine Tangente iiber und ihre beiden
Abjdnitte werden gleid). Daraus folgt:

Folgerung 1. Gehen eine Tangente und eine Sefante von
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einem Punfte aus, fo ift die Tangente die mittlere Proportio-
nale zu den von dem Yusdgangspuntte qus geredhneten Ab{Hnitten der
Sefante.

Anmerfung. Hiernad) entfteht die mittlere Proportionale zu a und v,
wenn man von dem Audgangdpunite der Strede a an den zu dem Durdymefjer
a — b gehorigen RKveid eine Tangente zicht.

Wird eine beliebige Ddritte Sehne (Sefante) durc) den Sdnitt-
punft der beiden erften gelegt, fo ift aud) da3 Rechted aus den AD-
fdnitten bdiefer Sefhne (Sefante) gleid) jedem der Redjtede ausd den
Abjdnitten der erften. Daraus folgt:

Folgerung 2. Die Grofe bdes Redhteds aud den Abjdhnitten
einer Sehne eined Rreifed ift unabhingig von ber Ridhtung der Sehne
und ird durd) den Teilpunft allein beftimmdt.

Crilarung. Die GriBe des Redjteds aus den bjdnitten einer
Sehne wirb Potens desd Teilpunftesd fiir den Rreis genannt.

Nach bdiefer Crflirung gewinnt die Folgerung 2 den Wortlaut:

&olgerung 2a. Jeder Punft innerhalb oder auBerhald
eined Rveifes befipt eine fonftante Potens fiir Den Rreis.

Bufap. Die Potens eines duperen Teilpunftes ift dad Quabdrat
iiber der zu ihm gehivigen Tangente, und die Potens eined inneren Teil-
punttes ift bag Quabrat itber der Hilfte derjenigen Sehne, die auf feiner
LBerbindungslinie mit dem Mittelpuntte fenfrecdht fteht. (S. Sap 100.)

Die Umbehrung desd Qehriapes XXIII lautet:

Saty 206. Werden zwei Streden durd) ihren Shnitt-
punft jo geteilt, baf die Redtede aus ihren Abjdnitten
gleid) find; fo liegen ifhre vier Endpunfte auf einem Rreife
Diefer Sap fann nur indiveft mit Berufung auf Lehrf. XXIII (j.
Gap 159) bewiefen werden. Dasfelbe gilt von ber Umfehrung der
Folgerung 1, Lehr]. XXIII, die den Wortlaut annimmt:

Folgerung. Teilt eine Strede in einem ihrer Enbdpunite eine
ioeite Strede duBerlih) jo, daf fie die mittlere Proportionale zu den
Abjhnitten bderfelben ift, o Dberiifhrt fie in ihrem iveiten Endpuntte
den Rrei3, der durd) Ddiefen und die beiden Endpuntte der andeven
Strede gelegt toird.

®eht die Sefante durd) den Mittelpuntt, fo
bilbet der Beriihrungsrabiug mit der Sefante und
der Tangente ein redtiinfl. Dreied, und dem-

nad) ift
(PB + n? — 12 = PA?
ober PB2 4 2r . PB = PA2
BWird nun P fo gewdhlt, dbag P4 = 27 ift,
fo folgt Bievaus:
PB? 4 PB.PA= P42
ober PB? — PA (PA — PB).




20. Rapitel. Proportionale Linien beim RKreife. 158

Trigt man daher PB in PD auf PA ab, fo dap PA — PB
= AD ijt, jo folgt Hievaud: PD? = PA.AD ober PA:PD =
PD : AD, ». ).

Sa 207. Hat eine Tangente die Linge ded Durd-
meffers, jo ift der fleineve Ab{dhnitt der von ihrem Uus-
gangspunfte aud gezogenen Mittelpunttdfefante der grifere
Teil der ftetig (nach Ddem goldbnen Scnitt) geteilten Tangente.

Auf diefen Sap griindet {icdh) die Ausfithrung dex

Nufgabe 136. Eine Strede AB ftetig zu teilen.

Man erridytet in B da3 Lot auf AB, mifit auf demfelben MB= 1 AB
ab, befdjreibt den Rreis M, MB, verbindet M mit A und trdgt da3 aufper-
halb be3 Rreijcs liegende Stiid von AM von 4 aud auf AB ab.

86. 1lbungsbeifpiele.
a) Sehnenvievek und eingefthriebene Mreieke.

~ Bier Punfte 4, B, ¢ und D eine3 Kreifed beftimmen ein Sehnen-
viered, und die Diagonalen AC und BD gerlegen bdasfelbe in je wei
Dreiede, von Denen immer die beiden, die auf derfelben Sehne ftehen,
diejenigen Winfel gleid) Haben, die der Sehne

D gegeniiber liegen. Demnad) erhdlt man zwei

ahnlide Dreiede, wenn man eind von ihnen un=
verdndert [t und von dem anderven ein Stiid
A ¢ abjdneidet, dad mit dem erften nod) in der Grife

eined zweiten Winfeld iibereinftimmt. Fiiv bie

/ beiden Paare von Dreieden itber 4D und DC

it hiersu erforderlih, dap per Winfel BDC in

D an AD angelegt wird, weil dann nidt nur

< ADE = < BDC, fondbern aud) ¢ EDC — < ADB ift. Aud

[\ ADE ~ A BDC folgt aber: AD:BD — AE: BC oder AD . BC

= BD . AE, und aud A DEC ~ /\ DAB folgt: CD: BD= CE: AB
oder AB.(CD = BD . CE; fomit ift

AB.CD -+ AD . BC = BD (AE 4 CE) = AC.BD, %. ).

Sa 208. (Sap des Ptolemius) Jn jebem Sehuenviered
ift bas Redted aus den Diagonalen gleid) der Summe der
Redytede aus den gegeniiber liegenden Seiten. )
Qiegt Der vierte Punft D fo, dap 4D ein Durdymefjer ijt, jo ift

basd eine der iber AB ftehenden Dreiede redyt-
winflig, und demnad) muff die Linie, welde von
bem anderen ein dem erften dhnlides abjdneiden
foll, fenfrecht auf AC ober BC jtehen. Jieht man
aber AE 1 BC, fo daf A AEC ~ A ABD ift,

A

fo folgt Daraus:
. AB: AE = AD: AC ober AB. AC= AD . AFE.
v/

B

¢ Da AE die ju BC gehdrige Hohe und 4D
per Durdymefjer ved dem Dreied 4 BC umgefdriebe:
nen Kreifesd ift, o fithrt diefe Gleidheit ju
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Say 209. JIn jedem Dreied ift a3 Redted aus jwei
Seiten gleid) dem Redted aus der zu der dritten Seite

gehdrigen Hohe und dem Durdymeffer de3 umgefdriebenen
Rreifes.
Folgerung. Fiir den Jnhalt J eined Dreiedd ergiebt fidh) Hiernady:
J__“'ha_i be  abec
T T2 T 2% ar
Qiegt weiter D fo, daf die Sehne AD den Winfel BAC halbiert,
v fo ift nad) Lehrf. XIX A AEC ~ A ABD,

aljo AC.AD = AFE: AB

oder AD . AE = AB. AC,

und {omit (A4E + DE) AE = AB. AC

ober AE*= AB.AC— AE.DE.

Da aber AE.DE = BE.CE ift (Lelhrfap
XXIIT), {o ergiebt i) AE*> = AB . AC —
BE. CE, ». ).

Saty 210, Jn jedbem Dreied ift da3
Quadrat iiber einer Winfelhalbierungslinie gleid) dem
Redyted ausd den beiden den Wintel einfdlieBenden Seiten,
permindert um da3 Redted aus den Abjdhnitten Dder zu-
gehorigen Seite.

Bilven {dlieplih) die Punite 4, B und C ein gleidyfeitiges Dreied,
fo find in ver Gleidheit (. Fig. su Sap 209)

AD . BC = AB . CD + AC. BD bie Faftoren 4B, AC und
BC einanber gleid) und fdonnen daber durd) Divifion entfernt werben.
€3 ift demnad), wo aud) D auf dem Bogen BC liegen mag, AD =
BD -+ CD, b. ).

Sap 211, Wird ein Punft des Rreifed, der einem
gleidgfeitigen Dreied umge{drieben ift, mit den Cden bes
Dreieds verbunden, fo ift eine diefer Verbindungslinien
gleid) der Summe der beiden anberen.

b) Drei Tangenten.

Werben zwei parallele Tangenten eined Kreifed durd) eine dritte

. Tangente gefdnitten und die Shnittpunite
mit dem Mittelpunfte verbunden, jo Hhal-
bieven die Berbindungslinien die Winfel
per Tangenten, und da diefe jupplementar
find (Lebr]. VI), fo_find ihre Hadlften zu-
ammen gleid R. Die BVerbindungslinten
ftehen daber fenfred)t auf einanbder, und der
Beriifrungdradiud der britten Tangente
erweift i ald Hypotenujenhohe eined redtwinfl. Dreieds. Die
Folgerung 2, Sap 197 fiihrt demnad) u dem
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Safy 212, 3wei parallele Tangenten eines Rreifes
begrengen auf einer dritten Tangente mit dem Berithrungs-
punfte berfelben zwei Ab{dnitte, u denen der Halbmejfer
die mittlere Proportionale ift.

¢) Das regelmifige 10- Eek.

Qft 4B die Seite eined regelmdfigen 10-Eds und 1 der Mittel-
punft ded umgefdyriebenen Kreifes, {o ift L AMB =
0
W0 — 36°, alfo jever Winkel an der Grundlinie
AB gleid) 72° und Ddamit Ddoppelt jo grol%g wie
o AMB. albiert man dabher einen diefer Winel,
etwa << 4, fo erhilt man wiederum ein gleid:
{hentliges Dreied CAM und gugleid) ein yweited gleid)-
A V7 ientliged8 Dreied ABC, dad dem Dreied MAB
ahnlidy ift. (Lehrf. XIX.) Daraus folgt:
MA: AB — AB: BC oder MB: AC = AC : BC ober fdlieflid)
MB: MC = MC:BC, und damit der

Saty 213. Die Seite ded einem Rreife eingejdriebe-
nen regelmiBigen 10-Cds ift gleid) dem groBerven Abjhnitt
bed ftetig geteilten Halbmefjers.

Damit ift ber Weg zur Derftellung eined regelmifigen 10-Eds und in-
folgedeffen eines Winfeld von 360 gefunden. (S. Aufg. 186.) Gleidpeitig
tird dadburd) die Ausfithrung bder Aufgaben ermdglidt: Ein vegelmdpiges
5:6d, 20-Gd, 40-8d u. §. w.; ein regelmdfiged 15-Cd, 80-€d u. |. 1. ober
allgemein, ein tegelmiRiges n-Gd zu geidnen, fiiv weldesd n = 20—1.3.5
und « eine pofitive gange Jah!l ijt.

d) fjarmoniftye Teilungen. Pol und Polave.

®ehen von einem Punite P aus zwei Tangenten an einen RKreis,

fo feht die Durdmefjeriefante PD in @ fenfredht auf der Berithrungs-

? fehne. Berbindet man nun die beiden auf vem Durd-

mefjer liegenden Punfte ¢ und D ded Kreifed mit dem

Berithrungspunfte 4, fo ftehen die Strahlen 4D

und AC jenfredyt auf einanver (Halbireis!), und da

4 PAC=<D=R—< DAQ ift, {o folgt darous:

¢ & PAC =< CAQ. Dev Strahl AC Halbiert daber

den Winfel Der Strahlen AP und AQ und fomit

» e aud) bdeffen Nebenwinfel. €3 ift dedhald

nad) Sap 170: PC:CQ=PA:AQ
und nad) dem Juf.3u Sap 170: PD: DQ = P4 : AQ,
alfo nad) . IOI: PC:(CQ=PD:DQ

ober PC:PD=QC:QD,d.%.
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Sap 214. Der Ausgangspuntt zweier Tangenten eined
Rreifes und bdie Beriithrungsfehne teilen den Durdmefjer
parmoniid), defien Berldngerung dburd) den Sdhnittpunit der
Tangenten geht.

Grilirung. 3Jwei Punfte, welde einen Durdymefjer Harmonijd)
teilen, werdben Pole bdesd RKreifes genannt. Die Gerade, welde in
einem der beiben Pole auf dem Durd)mefjer fenfredht fteht, heifit Po-
Lare Ded anbderen.

Bufay 1. 3u jebem Punfte innerhalb ober auperhald bed Kreifes
gehort nur eine Polare und zu jeder Polare nmur ein Pol, ver ihr ju-
geordnet ijt.

Bufay 2. Die Verbindungslinien eines Kreigpunited mit ben
Gndpunften und Polen eined8 Durdmefjerd find ovier Hharmonijde
Strablen.

Bufap 3. Die Polare ded Mittelpunited liegt im Unendlidhen.

Bufap 4. Jjt die Polare ein Durdymefier, {o liegt der jugeord-
nete Punft tm Unendliden.

Folgerung 1. Dad Redyted aud den Cntfernungen gweier u
einander gehorigen Pole vom Mittelpunite ded Kreifed ift gleid) dem
Quabdrate ed Halbmeffers.

Kolgt aud Jujap 3 zu der Erilirung 3 in Nr. 76b.

Folgerung 2. Durd) zwei Paare von Polen auf verjdicvenen
Durdymefjern ligt fid) ftetd ein Kreid legen. )

Folgerung 3. Die Cnifernungen eines .Rret%unfteé von Fwei
au einandver gehorigen Polen haben ftetd das gleihe Verhdltnia.

Folgt aud Sap 189 und 170.

Folgerung 4. Die Polare eined auf der Verldngerung eines
Durdymefjers liegenden Poled ift die Beriihrung3fehne der beiden von
pem Pole an den Kreid gezogenen Tangenten.

Cntiw. bes Bew. Jft AB bdie Polare ded auf dem Durdymeffer CD
liegenden Punfte3 P, jo joll betviefen werben, daf PA eine Tangente, aljo
2 S PAM = R ijt. (Sap 105.) Died ift aud der Bor.
abzuleiten, daf die Straflen AC und AD fentredt auf
einander ftehen (Halblreid!), daB P und @ zugeorduete
harmonijhe Puntte der Strede CD find, da alfo AC
den Winfel PAQ Yalbiert (Sap 182) uanbaIi; AQ1 PD
ift. Der erfte Teil diefer Bor. liefert 4T CAD =R, aljo
‘h & CAM — R — & MAD=R—<C MDA und <. PAM
AV — 5 PAC + ACAM = S PAC +R— < MDA,
Sufolge ded zweiten Teiled ift < PAC = << C4Q, und
ba nad) vem bdritten Teile L CAQ = R — 4. 4CQ
) = < MDA (exfter Zeil!) ift, jo folgt X PAM = < MDA

+R — < MDA =R.

Sat 215. Jede durd) einen Pol gehende Sehne wird
purd) dben Pol und die Polare harmonijd) geteilt.
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P St C'D’ cine dburd) P gefhende Sefhne, jo find
D'P, D'C, D'Q und D'D vier Harmonijhe Strahlen,
\ und da DD 1 D'C ijt, jo Hhalbiert D'C den Winfel

PD'Q. Hievaud fann die nad) Sap 170 erforderliche

Beziehung awijden den Winfeln der von @ nadh) P, ¢,
Y' @ und D' gehenden Strafhlen leicht abgeleitet werden.
k\ Die Sdiliifje wiederholen {id) in bderfelben Reihenfolge,
@’ wenn C'D’ durd) Q gebt.

‘B’ Die Umiehrung ded Saped 215 lautet:

D’ Sas 216. Teilen zwei Punfte eine
Sehne Hharmonifd, fo liegt jeder von ihnen
D auf der Polare desd anderen.

Beim Bew. wiederholen fid) die Sdliiffe ded vorhergehenden Beweifed in
umgefehrter Reifhenfolge.

Die Abhangigieit swifden Pol und Polare findet weiter
ihren Ausdbrud in den Sipen:

Saf 217. QLiegt ein Pol auf einer Geraden, jo geht
feine Polare durc) den Pol diefer Geraben.
Wird der dem Punfte P jzugeordnete Pol @

p
mit dem Pole @ der Geraden & verbunbden, fo find
P, Q, @, P die Cden cined Sefhnenviered3 (Folge-
, tung 1, Grilirung der Polare), aljo I P/ << PR
=2R. Da aber << P! = R, aljo aud) < PQE'
=R ift, jo jteht QQ' fentrecht auf P@, d. B. die
a Polave von P geht durch) den Pol der Geraden
2 PP (8.
M Folgerung. Bewegt fih ein Punft auf
einer Geraben, {0 dreht jid) jeine Polare um

ben Pol diefer Geraden.

Sat 218. ®eht eine Gerade durd) eimen Punkt, fo
liegt iht Po!l auf der Polare diefesd Punftes.

Folgerung. Dreht fid) eine Gevade um einen Punit, fo bewegt
fidh ihr Pol auf ver Polare diefed Punites.

Wird durd) vie Pole P und @ eined Durdymefierd CD ein Kreid
gelegt und einer der Schnittpunite ver beiden Kreife () mit den vier

harmonifden Punften verbunden, fo

, bilvet Der Radius ME mit dem Strahle

M EQ cinen Winfel MEQ, ber gleid

X MEC— < QEC ober < MCE — QEC

ift. Daaber<c CED=R iftundiomitnad

/) &L - Sats 182 der Winfel PEQ halbiert wird,
N

alfo <« QEC durd) 3 PEC erfet wer-
pen fann, und &« MCE— << PEC=< P
ift (ehriah V), fo folgt: < MEQ =
X P. Fun fteht der Winfel P auf dem Bogen EQ des jweiten Kretfes,
und demnad) folgt aud der Gleidheit « MEQ = X P, dap ME eine
Tangente an den jweiten Kreid ift, alfo auf M'E fenfredit fteht.
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Sagt man daher, bap zwei Kreife fih redhtwinilig jdneiven,
wenn ihre nad) den Sdhnittpuniten fithrenden Radien fenfredht auf
einander ftehen, jo ergiebt fih) hieraus ber

Sat 219. Jeder Rreis, der durd) ziwei Pole einesd ge-
gebenen Rreifes geht, jdhneidet denfelben redhtwintlig.

Umiehrung diefed Sates:

Sa 220. Sdneiden {idh zwei Rreife redhtwintlig, fo
wird jeber Durdymeffer desd einen Kreifed durd) den andeven
Rreis harmonifd geteilt.

RNad) der BVor. (1. Figur bed Sapes 219) ift der Wintel MEQ = < P, und
ba mwieder I MEQ = << MOE — << QEC, < P aber nad) Lefhrjap V gleid)
<X MCE — < PEC ift, fo folgt: < MCE — < QEC = < MCE — & PEC,
alfo &< PEC = < QEC. $ieraus ergiebt fid) die Behauptung mit Benupung
be3 Sapes 170.

87. Qinien und Punfte bei mehreren Kreifen.
a) Mie Potenslinie nweier Hreife.
it @ ein Punit, von dem aus an zwei Kreife M, r, und M, 17,
awei Tangenten von der Linge I gejogen werden Ionnen (élufgabe 93),
befist alfo @ fiiv beidbe Kreife die Potens 12 o ift
QM2 — 1,2 = QM2 — 1,2 (=1).
2 Steht nun QP fenfrecdt auf ver Mittel:

4 punitalinie My, fo Dap
4 P QM — PQ* und PM,* =QM,*
— PO?
r,  und folglid)
‘\ PM? — 12 = QM — PQ* —1*=1D
PQ?

PM22 —_— ,'.22 — QMZ P PQ? — r}?____l?
ift, fo ergiebt fiy P? — 12 = PM,?
3 — 2 0. b aud) die von P an die
beiven RKreife gehenden Tangenten find
gleid), ober P befist fiir beide RKreife die gleidhe Potens.

Qft jept R ein beliebiger Punit ved Loted PQ, fo folgt ausd
er @Ieid)l;eit PM? — r,®2= PM,*—* durd) Adbition von RP*

PM;* + RP* — r,?= PM,>+ RP* — r,°
oder RM,? —r,>= RM, — >,

. h. die von R an bie beiden Kreife gegogenen Tangenten find eben:
fall3 einanber gleid), ober ber Punit ¢ hat gIetd;?a[[B fiir beibde
RKreife die gleidhe Potenz. Daraud jolgt: ) ) )

Sap 221. Hat ein Punft fiiv ywei Kreife die gleide
Potenz, jo ift bas von ihm auf die Mittelpunttslinie ge-
fallte Cot der geometrifde Drt fiir die Punktte, welde fir
beibe Rreife bie gleiche Poteny befipen.
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Grilarung Der geometr. Ort der Punfte, welde fiir zwei
Rreife bie gleide Potens befigen, heipt Potenzlinie der Kreife.

Folgerung 1. Fiiv die Punite der Potenzlinie auferhalb der
Rreife find die Tangenten gleid.

Folgerung 2. Liegen TPunite ver Potenslinie innerhalb ber
beiven RKreife, fo find die fleinften durd) fie gelegten Sehnen der Kreife
einander gleid). (S. Bufap zu Folgerung 2a, Lehriapy XXIIL)

Folgerung 3. Die Potenglinie weier fidh) jdneivenden Kreife
ift bie Berlingerung ihrer gemeinjdaftliden Sehne.

Kolgerung 4. Die Potenglinie zweier fih berithrenden RKreife
ift ihre gemeinjdajtlide Tangente.

Folgerung 5. Die Potenglinie sweier gang aud einanber liegen
pen Kreife jneidet die Mittelpunitslinie wijden den beiden Kretfen.

Xolgerung 6. Die Potenglinie jweier Kreife, von denen der eine
innerhalb bes anderen liegt, {dnetdet die BVerlingerung ver Mittelpunita-
linie aufierhalb der Kreife auf der Seite, auf weldjer ver Mittelpunit
ped Ileineren RKreifed liegt.

Anmerfung Der Beweid der Folgerungen 5 und 6 ift ein indivelter.
5 witd babei bie Unterjdjeivung benupt, daf cine Boteny ald {*"’7““’ } qilt,

negativ
auferhalb N . fgleidhy
wenn der Punft {inne th alb} be3 Kreifes liegt. (Produft ziweier { entgegengefets

geridteten Streden!)

b) Mer Pstenmittelpunkt dreier Mreife.

RQommt ju Yen beiden Kreifen nod) ein dritter Kreid 1, r, hingy,
fo beftimmt derfelbe mit jedem Dver erften eine Potenglinie. iegt mun
M, nidt auf MM, fo jdneiden fid) gwei der Potenlinien in einem
Punfte 0, fiiv welden bdie drei Tangenten an die drei RKreife nad)
. III unter einander gleid) find, und Demnad) geht aud) die britte
Potenglinie durd) 0 (Sap 221). Daraus folgt:

Sat 222. Qiegen bdie Mittelpunite dreier Rreife nidt
auf einer ®eraden, fo fdmneiden i) ihre drei Potenzlinien
in einem Puntte, dbem Potenmittelpuntte.

Bufat 1. Sdhneidet jeder von brei Kreifen die beiden anberen,
fo treffen fih ihre gemeinidhaftliden Sehnen in einem Punite.

Bufap 2. CLiegen die drei Mittelpunite auf einer Geraden, fo
find die drei Potenglinien pavallel.

Anmertung. Der Sap 222 fann benupt werden, um die Potenzlinie
aweier Kreife su geidnen, die fid) nigt jdneiden. Man ftellt einen dritten
Rreid fer, der die beiden erften jdyneidet, und falit von dem ©dnittpuntte der
gemeinjdaftlichen Sehnen dad Lot auf die Mittelpunttalinie dex erften Rreife.

Bufat 3. Sdneidet ber dritte Kreis die beiden erften redtwinilig,
fo liegt fein Mittelpuntt auf ihrer Potenglinie.

Dic Radien ded dritten RKreifed, die zu den Scnittpuntten fithren, find
Tangenten an bie beiben exften Krveife.
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Folgerung. Die Mittelpunitalinie sweier Kreife, welde zwei
anbere Kreife red)tminﬂi% fdhneiden, ift die Potenglinie derfelben.

Sdneiden fid) die beiden erften Kreife nidht, jo it fiir jeden Punit
X ihrer Potenglinie die Strede XP (]. Figur de3 Saped 221) fleiner
al8 die zu X gehovigen Tangenten, weil XP?= XM 2 — PM,* und dad
Quadrat der Tangente gleid) X M,2—r2 PM, aber griger ald » ift
(Folgerung 5, Sap 221). Gin dritter Kreis, der die beiden erften redyt=
winflig fdneidet, mup daher ihre Mittelpunitalinie treffen. Dasfelbe
gilt von einem belichigen vierten RKreife, ber die beiden erften redyt:
winflig fdneidet, und da nad) der vorhergehenden Folgerung die Mittel-
punftslinie der beiden erften RKreife die Potenzlinie der beiden lepten
4t, Jo ift diefe Mittelpunttslinie die gemeinjdajtlidhe Sehne Des dritten
und vierten Kreifed. Died fann aber nur dann der Fall jein, wenn
per vierte Kreid die Mittelpunitalinie in denjelben Punften jdneidet,
in Denen fie der dritte trifft. Hieraus folgt:

Bufap 3. Alle Kreife, welde zwei fid) nidyt {dhneidende Kreife
redytwinflig jdeiden, gehen durd) diefelben Punite der Mittelpunitalinie
per beiden Rreife.

¢) Die HAynlidjkeitspunkie sweier BKreife.

Bwei Kreife befinden {id) jtets in der Ahnlidhieitdlage. Da ihre
Mittelpunite fid) entjprechen, jo geht ihre Mittelpunitslinie durd) den
Aphnlichfeitdpunit. Die Punfte des jweiten Kreifed fonnen den Puniten
bed erjten auf doppelte Feife zugeordnet werben, indem man die End-
punite zweier auf derfelben ober weier auf verjdhiedenen Geiten der
Mittelpunftslinie liegenden parallelen Rabdien einander juordnet, und
pemnad) Jind filv swet Kreife, die nidt ven Mittelpunit gemeinjam haben,
jtetd zwei Ahnlidfeit3puntte vorhanden, ein innerer und ein duflever.

Sap 223. Die BVerbindbungslinie zweier parallelen
Rabdien {Gneidet die Mittelpunftslinie jweier Rreifein dem
duBeren| g . . . . ber-
inferen} Ahnlidhfeitspuntte, wenn die Rabien auf { bers

}g?eet?enen } Geite der Mittelpunttalinie liegen.

Bor. €3 fei M, A, | M4, und M A, || M,B,.
Beh. P und @ find die beiven Ahnlidhfeitzpunite.

Cntw. ded Bew. it P der Sdnittpunit der Geraden 4, 4, und

M, M,, fo foll bewiefen werden, daj die Berbindungslinie der Endpunite
sweier beliebigen gleidge-

! ridhteten Radien ebenfalls

2 burd) P geht. FNad) Sah

169 ift aber dagu erforber:

lid, Dap Dad Verhdltnis
M N e ) P iefer Ravien gleidy) PM, :
B2 PM, ijt, und daher mup

aud ber Bor. abgeleitet
werden, dag PM, : PM, =
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roory it Jn gleider Weife zeigt fid), dap fiir Den Snittpunft @ der
Geraben A,B, und M, M, die Proportion QM : QM, —r, :r, ausd der
Bor. abgelettet werden muf.

Bufap 1. Die gemeinfdaftliden duperen (inneren) Tangenten
gweier Sreife geben durd) den duperen (inneren) Abhnlidfeitzpuntt.

Bufjap 2. (Umiehrung desd erften Bufakes.) DBerithrt eine durd)
einen Abnlidyfeitdpunit zweier Kreife gehende Gerabe einen der Kreife,
fo beriihrt fie aud) ben anberen.

Anmertung. Hievausd ergiebt fid) eine einfache Ausfithrung der Auf-
gabe, an zwei RKreife eine gemeinjdaftlihe Tangente zu zichen.

3ufap 8. Berithren fid) zwei Kreife von aufen (innen), jo ift
der Beriihrungdpuntt der innere (Gupere) hnlichfeitapunit. ,

Bufap 4. Die beiden Abnlidieitspunite teilen die Mittelpuniia-
linte harmonijd.

Bufag 5. GSind die Radien der beiden Kreife gleidhgrop, fo liegt
der innere Abnlidfeitdpunft in der Mitte der Mittelpunttalinie und
ber dufere im Unendliden.

d) Inverfe Punkte. Beriiprungshkreife sweier Kreife.
Grilarung. Bon Den vier Puniten, in denen ein Ahnlideitsfirahl
B die beiben Kreife {dneidet, ent-
; fprechen fid) 4, und 4,, fowie B,
und B,. Aber aud) die Punite
A,b und Bgf, gomie 4, unbbBl
o ehoren injofern su einanbder,

1 My q\0 M e g[ﬁ jeber den anbersen bejtimmt.
©ie erbalten daber einen be-
fonderen Namen und werden
inverfe Punite genannt.
Bujas. Die Punite ¢, und D,, fowie D, und C, auf der Mittel-
punitalinte ?inb inverfe Punite.

Werben 3wei Paare von inverfen Punften, etwa 4, und ¢,, fowie B,
und D, mit einander verbunden, fo entjteht ein Biered B, 4,C,D,, swifden
deffen Winkeln fi) eine widytige Beziehung ableiten laft. €8 ift ndmlid
L Dy=LD,BM,=<DBA,—yMBA,

— X D,B, 4, — < M,B,A, =< D,B,A,—<M,4,B,
=< D1B1A2 —< B1A202 -+ MA?C‘.)
\ =< D,B 4, — <€ B 4,0, + ¥ Gy, .
aljo < D, 4+ & B,4,C, = < C, + < D,B A, = 2R. B,A4,C,D, iftdabher
ein Gehnenviered, welded aud) die Ridtung von P4, fein mag,
und daber it {tetd nad) Lehrjap XXIIT
_ 1. PD,. PC,= PB,. PA,.
Weiter ift PD, . PC, = (PM, + r,) (PM, —r,)
= PM, . PM,+}r, . PM, — 7, . PM, — 71, .7,
= PM,.PM,—r, . PM, 7, . PM, —7, .7,

0“0' = (P%Hl ot ,1) (‘?Mz + ),
(weil aud PM,: PM, —=r:r, bie Gleidbeit r, . PM, —r,. P}, folgt),
und fomit 2. PD,. PC,= PC, . PD,.

Miller, Planimetrie. 11
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Sind {dlielid) ¢, und ¢, die Tangenten von P an die beiden Kreife,
alfo P4,.PB, =t°und PA,.PB,=t2 {o eigiebt fid) mit Benupung
ver Proportion PA,: P4, —r,:r, die Gleidbeit

PA,.PB =1t.2,
T

bez. PA,.PB,=1t2.2,

r2
und da t,2:4,2=n:r,? alfo t,?.}?:t;.; ift,
1 2
fo folgt: 8. PA,.PB,= PA,.PB,, und

damit: 4. PA,.PB,— PA,.PB,= PD,.PC,— PC,.PD,, 9. }.
 Caty 224. Da3 Redyted aus den Entfernungen eines
Ahnlidhteitdpunited von jwei zu einander gehdrigen in-
verfen Puntten ift unabhangig von der Ridtung des Ahn-
lidteitaftrahles, auf dem fjie liegen, und gleid) bem Redted
aud ben Cntfernungen bded Ahnlidfeit3punttes von zwei
auf der Mittelpunttslinie liegenden inverfen Punften

Anmerfung. Der Sap ift sunddit nur abgeleitet fiiv die durd) den
duperen Hgnlidteitspuntt gehenden Strahlen; er gilt jedod) in der angegebenen
allgemeinen Form. €3 Bt fid) ohne bejondere Mithe nadyweifen, dap bdie
®leidhheit 1. aud) befteht, wenn der Strahl durd) den inneren Ahnlidteitdpuntt
geht, indem man jeigt, daf itber derjelben Seite de3 durd) die entjpredhenden
Berbindungslinien gebildeten Vievedsd ziwei gleidje Winfel ftehen, und dann den
Gap 104 anwendet.

NAu3 der Gleidhheit 1. ergeben fid) aber die weiteren Folgerungen:

Folgerung 1. Bwei Paare von inverfen, auf verjdicdenen
Strahlen dedfelben Uhnlichieitdpunited liegenden Punften find jtetd die
Gden eines Sehnenviereds. (Sap 206.)

Folgerung 2. Sehnen, welde zwei inverfe Punftepaare mit
einanber verbinden, jdneiden fid) auf der Potenslinie der beiden Kreife.

RNad) Folgerung 1 find bdie Produfte aus den Abjdnitten der Sebhnen
gleid) und gleid) den Quadraten der von ihrem Shnittpuntte an die Kreife
gelegten Tangenten, bez. gleih den Ouadraten der Halben fleinften Sehnen,
bie durd) ihren Sdnittpuntt gehen. Sap 221.

Bufas. Die su inverfen Punften gehirigen Tangenten jhneiden
fid auf betb‘.Botenalinie der beiden Rreife. 8

Nad) diefem Jufape find die Tangenten in zwei inverjen Puniten

B die Sdyenfel eine3 gleid)-
{dentligen Dreieds, defjen
Grunbdlinie auf dem Ahn-
lidfeitaftrahle liegt, und
baber bilben die Verlinge-
rungen ihrer %erﬁgnmgé:
radten gleidhfall8 iiber ber-
felben Grundlinie ein gleid)-
jdenfliges Dreied. Wird
bemna(g um die Spie desd
lepterenmitfeinem Sdentel
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ein Kreid befdricben, o berithrt derfelbe bie Beiden Rreife und zwar
beide von innen ober beide von aufen, wenn der Stvahl durd) den
dufieven Abnlidfeitdpuntt geht (diefen Fall ftellt die Figur dar); da-
gegen berithrt er den einen von tnnen und Den anberen von aufien,
wenn der Strahl durd) ben inneren Hpnlidfeitspuntt geht. Demnad)
befteht der

Sap 225. Bmwei inverfe Punfte find ftetd die Be-
riithrungdpuntte, in demen ein dritter Rreis die beiden exften
beriihrt.

Der Sap fann umgelehrt werden.

Sap 226. Berithrt ein Rreis zwei andere Rreife, fo
find die Berihrungspunite inverfe Puntte derfelben.

€Entw. ded Bew. (Fig. ded Sapes 225) Wird die BVerbindbungslinie
der Beriihrungdpuntte gezogen, jo jdhneidet diefelbe den ziveiten Kreid in einem
goeiten Punfte, deflen Radiud zu dem Radiud ded erften Kreifes, der nadh
bem Berithrungspuntte geht, parallel fein muf, wenn bdie BVerbindungslinie
durd einen der Abnlidfeitdpuntte gehen joll. Die hierzu erforderlidhe Gleich-
beit der G W. (oder . W.) ift aber einfad) ableitbar, wenn beachtet wird,
bap die Mittelpunitalinie sweier fid) beviihrenden Kreife durd) den Beriihrungs=
puntt geht.

Bufay. Die Berbindungalinie ver Berithrungdpuntte geht durd)

auferen)  gpp.ridhfo: ; : .
ben {inneren} ApnlidyfeitBpunft, wenn bdie Dbeiden Berithrungen

gleidartig .
ungleidarti } finb.

DBei beiden Arten von Beriihrungen {dneiden fid) die gemein-
{daftlidhen Tangenten in einem Punite der Potenglinie der beiden erften
Kretfe, und da der Schnittpunit der Tangenten der Pol Der Berithrungs-

P febne ift (Folgerung 4, Saf 214),
der Apnlidhfeitaitrahl, auf dem
bie Berithrungdpunite liegen, alfo
nad) Sat 217 durd) den Pol der
Potenglinie Der erften Kreife fiir
?ecg i%ritten RKreid geht, {o ergiebs
id) Der
Sats 227, Beriihrt ein
Rreis zwei anbdere RKreife,
fo liegt ber Pol ihrer Po-
tenglinie fiir den beriihren-
den Rreid mit denbejben Be-
rithrung8punften auf einer
@erabden.

Werden zwei RKreife K, und
K, gegeidynet, von Denen jeber
die éteife M, und M, gleidartig
beriihrt, und find 4, 4,, B, und
B, bie Berithrungspunite, jo gehen

11*
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bie Geraben 4,4, und B, B, durd) ben duferen Ifnlichteitapunit P ver

Rreife 3, und M,. Nacd) den Sihen 226 und 224 ift vaber P4, . P4,

= PB, . PB,, und demnad) liegt P auf der Potenglinie der Kreife K; und

K, (Ga 221). Berilhren dagegen die beiden Kreife Ky und K, die

Sreife 3y und My ungleidhartig, o gehen 4,4, und B; B, durd) ben

inneren Abnlidfeitdpunit @, und da hiernad) wiederum Q41 . Q4 =
B; . QB ift, fo liegt @ auf der Potenzlinie der Kreife Ky und K.
arausd folgt:

Safy 228. Werden zwei KRreife von jivei anderen gleid)-
artig (ungleidartig) berithrt, fo liegt der duBere (innere)
Ahnlidhteitspuntt desd erften Paaresd auf der Potenjlinie
De3 anbderen.

) Die Ahulidkeitsadsfen dreier Breife.

Wird aufer den beiden RKreifen 25y und My nod) ein Ddritter mit
vem Mittelpunfte My von K; und K, beriihrt, fo fonnen die folgenden
vier Fille eintreten:

1. Die Kreife K; und K, berithren die drei Kreife gleidhartig,

2. Die Kreife K; und K, beriihren die Kreife 1 und M, gleidh-

artig und M; anderd al3d biefe.

3. Die Kreife Ky und K, berilhren die Kreife 1, und i gleid)-

artig und M anber3 al3 Ddiefe.

4. Die Kreife Ky und Ko beriihren die freife My und 1 gleid)-

artig und B3, anderd al3 diefe.

St nun P; er dupere u. Qs der innere Ahnlidyteitapuntt ver Kreife by u. My,

" ” P 2 n ” " Q? ” " ” ” ” Ml ” MSI
” n P1 oy ” ” Ql " ” " ” ” .Zl’[? » Mg,
n n ” ” " S ” ” ” ” 1 p Boy

fo liegen nad) Sap 228 zunddyit
in dem Falle 1) die drei Punite P, P, und P,
” " " " ” " Py, Ql "

20
" n " 3) " ” " P, 2! QS ” Qll
" n " 4) ” ” " Py, Qg " Q3

gemeinfdaftli) auf der Potenslinie der [reife K; und Ko, alfo in einer
eradben Linie; da aber die Lage der Uhnlidieitdpunfte nur von Hem
erhiltnia der Halbmeffer abhingt und fid) daber nidht dndert, wenn die
brei Kreife 3, M und 13 durd) drei andere mit denfelben Mittelpuntten
erfe%t werben, deren Halbmefjer in dem BVerhdltnisd der urfpriinglidhen
Halbmefjer ftehen, und da jomit die Kreife 1y, M, und My ftetd durd
andere erfest werben Ionnen, fiiv welde die Fille 1)—4) miglid find,
fo ergiebt i) Der
Sap 229. (Sap be3 Monge.) Von den fecdhs Ahnlidfeits-
punften dreier Rreife liegt jeder dufere mit den beiben
anberen duferen, jotnie mit dem beiben nidt zu ihm ge-
horigen inneren in einer geraben Sinie.
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Grildrung. Die vier Geraben, auf denen die jech3 Hpnlichteits-
puntie liegen, werden Ahnlidfeitzadfen genannt.

Bujas. %ebe Sihnlichleitdachfe ift die Potenslinie jweier Kreife,
welde die drei Kreife beriihren, ju denen fie gehirt.

Anmerfung CEin jiweiter Beweis dicfed intereffanten Saped ergiedt
jidh auf folgendem Wege: Geht eine Gevade durd) einen Ahnlichleitspuntt zweier
Rreife, fo verhalten fidh) ihve Abftinde von bden Mittelpuntten wie die Ent-
fernungen des AfnlichFeitspuntted von bdenjelben und damit wie die Halbmeffer
(©ap 168); und umgelehrt: Berhalten fid) die Abftinde einer Geraben von
ben Mittelpuntten zweier RKreife wie die Halbmefjer, jo geht die Gerabe durdh
einen Fhulidfeitapuntt der beiden RKreife (Sap 169). Demnad) vethalten fich
bie Abftande der Geraden P, P,

von den Mittelpuntten I, und M, wie », : 7, und
My und M, wie ry 1y, alfo
» o ” M, und M, wie r1:7, d. B

P, P, geht aud) durd) P,. Gang in derfelben Weife fann gezeigt werden, dap
P, @, dburd) Q,, P,Q, durd) @, und P,@, durd @, geht. Diefer BVetweis hat
ben Borzug der groferen Cinfacdhfheit, ift aber weniger lehrreid) ald bder in
ber UAbleitung ded Monge’jdhen Saped enthaltene Bemweis.

Da die beiden RKreife K; und K, durd) jeden ber drei Kreife
My, M, und Mz in den vier Fillen gIeid;geitig entweder gleidartig ober
ung[eid)artig beriihrt werden, o lie?t ferner nad) Gap 228 ftetd ent-
weder R ober S auf den drei Potenglinien der drei Kreife und ift daher
ibr Potenymittelpunft (Sap 222). Hierausd folgt:

Sa 230. Der Potenymittelpunit dreier Rreife ift
einer ber Ahnlidhfeitdpunite zweier Rreije, welde die dret
erften berithren.

Folgerung 1. Die zu jebem Der drei Kreife gehorigen Be-
rithrungdpunfte liegen mit dem Potenymittelpunite in einer Geraden.
Nad) Sap 226).

Folgerung 2. Der Pol der Potenglinie der berithrenden Kreife
filr jeden Der drei Rreife My, M, und My liegt mit den jugehdrigen
Berithrungdpuntten (Sap 227), alfo nad) Folgerung 1 aud) mit diejen
und dem Potengmittelpunite, auf einer Geraden.

Folgerung 3. Berbindet man den Pol einer Abnlidfeitdade fiir
einen Der brei Kreife mit dem Potenymittelpunite, fo jdhnedet die Ver=
bindbungglinie ben zugehdrigen Kreid in zwei Beriihrungdpuniten jweier
bie dret Kreife berfihrenden Kreife. (Nad) Folgerung 2).

Dierauf griindet {idh) fiix die Apollonius’jdhe Aufgabe,

Ginen Rreid8 zu bejdreiben, bder bdret gegebenme RKreife
berithrt,
die folgende vollftindige Ausdfithrung: .

Man zeidnet den Potengmittelpuntt, die 4 Hhnlidleitdacgien und deren
12 Pole fitr die gegebenen drei Rreife und verbindet jeben der Pole mit dem
Potenzmittelpunite. Die 12 BVerbindungslinien jHneiden im allgemeinen die

” ” ”
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sugehorigen RKreife in 24 Puniten, den Setubtuugspuntten pon 8 Be-
rithrungsdtreifen. Da der Potengmittelpuntt {tetd einer bder Sifnlicteits-
punfte (Sap 230).und jede Hhnliciteitdadie die Potenzlinie (Bujap su Sap 229)
weier Berithrungstreife ift, fo find die 4 Sote von dem Potenzmittelpunite
auf die 4 ﬁtbnhcbfettﬁad;ien ie Slttttelpunttshmen je aweier Berithrungstreife
und wat im Falle 1) bad Lot auf P, P,P,, im Falle 2) dad Lot auf P,Q,Q,,
im Falle 3. dag Lot auf P,Q,Q, unb im Falle 4) dad Lot auf P,Q,Q;. Die
Mittelpuntte der 8 BVeriihrungstreife liegen demnad) auf den 4 Loten, und da
fie aud) den Verlingerungen bder Verithrungdradien angehidren, jo {ind fie nun
Teidht beftimmbar.

Anmertung. Die Qtufgabe umfafit alle andbeven Falle der Berithrungss
anfgaben (. Ne. 88), weil ein Puntt ald Kreid mit dem Halbmefjer 0 und
eine Gerade al3 Kreid mit dem Halbmeffer oo angefehen werden fann. Die
‘Botenahmm und Shnlichteitapuntte nehmen bejondere Ragen ein, aus denen
fid) eine Bercinfadjung der Hauptaufgabe fitr die bejonderen Fille ergicbt.

Sn dem folgenden Abjdhnitt joll der umgefehrte Weg betreten und bie
Lofung der PHauptaufgabe durd) bdie LWjung bder bejonbderen Aufgaben vor-
bereitet terben.

88, Die Apolloniusjden BerihrungSaufgaben,

Die allgemeine Apolonius’jde Aufgabe: Cinen Kreis zu zeidnen,
ber von drei gegebenen Stiiden, Punften oder Geraden oder
Qreifen, die beiden lefteren berithrt und durd dieerfteren geht,
umfaft al3 bejondere Fitlle die folgenden 10 Aufgaben:

Ginen RKreid 3u seichnen, der 1) duvd) 3 gegebene Puntte geht; 2) durd
2 gegebene Punite geht und eine gegebene Gerade, bez. 3) eimen gegebenen
Rreid beriihrt; 4) durd) einen gegebenen Puntt geht und 2 gegebene Geraden,
bez. 5) eine gegebene Gerade und einen gegebenen RKreid, ober 6) 2 gegebene
Qreife berilhrt; 7) 3 gegebene Geraden bevithrt; 8) 2 gegebene Geraden und
einen gegebenen Rreid beriihrt; 9) cine gegebene Gerabe und 2 gegebene Kreije,
und 10) 3 gegebene Rreife berithrt.

Bon diefen find die Falle 1) (Aufg. 61, eine Ljung) und 7) (j. Sap
110 u. 111, 4 Lofungen) bereitd bejproden und ohne Benupung proportionaler
©treden durdygefithrt worden. Fiir die anderen Fille ift die Aufldjung nod
3u entwideln.

Fal 2. Aufgabe 137. Einen Kreid zu zeidnen, der durd) zwei ge-
gebene Puntte geht und eine gegebene Gerade berithrt.

Aufldjung. Da die Strede AB eine Sehne ded RKreifed fein foll, fo
mup fein Mittelpuntt zunddft auf dem Mittellote von A B liegen. Die weitere
Beftimmung, daff der Kreid die Gerade @ berithren {oll, witrde einen weiten
geomety. Ort fiir den Mittelpuntt in einem auf ® ervidhteten Lote (Ort 7)
liefern, wenn der Berithrungspuntt befannt wire. Beide Forderungen im
Berein lafien aber AB ald ©ehne und @ ald8 Tangente eined Kreifed ers
fcheinen und mweifen damit auf die Verwendung der Folgerung 1, Lehrf. XXIII
hin, welde die Qinge der Tamgente al3 mittlere ?Btopottionale U 3tei ge-
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gebenen Gtreden darftellt (Schnittpuntt von AB und G!) und damit zur
erjtellung bes Berithrungspunttes filhet. Jwei Lofungen.

Fall 3. Aufgabe 188. Cinen Rreid ju zeicdhnen, der durch zwei ge-
gebene Puntte geht und einen gegebenen Rreid beriihrt.

Aufldjung. Dad Mittellot von AB ift wieder ber erfte Ort fitr den
gejudten Mittelpunft. Die dritte Beftimmung, dap der RKreid den gegebenen
Rrei8 M, r berithren joll, wiirde in der BVerlingerung ded Beriihrungsradiug
(Mittelpunltalinie!) einen zweiten Ort fiir den Mittelpuntt Yiefern, wenn der
Berithrungspuntt befannt wire. Die Tangente in demjelben gehort aber beiden
Rreifen an und jhneidet daher (Verbindung der dritten mit den erften Forve-
tungen!) die Sefhne AB in einem
Puntte 7', der fiir beide Rreife
die gleidge Poteny bejipt. Dem-
nad) Hat man auf AB einen
Punft T zu beftimmen, defjen
Poteny fiir den Kreid M, r gleid
bem Produtt feiner Entfernungen:
von A und B ift. Die Sdnitt-
punfte der von 7' zu dem Kreife
gezogenen Gefante RS, fiir welde
TA.TB = TR.TS ift, liegen aber auf einem RKreife (Sap 206) mit 4
und B und twerdben dafher durd) einen beliebigen Kreid beftimmt, der durd) A
und B geht und den Kreid M, r jhneidet. Den zwei mogliden Ragen bder
Zangente entjpredhend giebt e3 3wei Lbjungen.

Fall 4. Aufgabe 139. Cinen Kreid zu bejdyreiben, bder durd) einen
gegebenen Punft geht und ztwei gegebene Kreife berithrt.

Aufldojung. Da der RKreid die Geraden &, und ©, berithren foll, jo
liegt fein Mittelpunft X auf der Halbierungslinie ded Winteld der beiden Ge-
raden, auf dem der Pumit A liegt. Der RKrei3 joll ferner durch A gehen.
Diefe Beftimmung wiirde fitr X einen ztweiten Ort liefern, wenn die Grofe
bed Halbmefjers oder die Ridhtung des Rabdiug X 4 befannt wire. Die leptere
fann aber dburd) bie BVerbindung der Forderungen, nad) denen dad Lot von X
auf @, glei) X4 fein mufp, leidht ex-
mittelt werden. Demn fillt man von
irgend einem Punfte P der Halbietungs-
linie da3 Qot PQ auf @,, zieht durd) P
die Parallele (Ridtung!) zu XA und
trigt auf derjelben in PR da3 Lot PQ
ab, fo ift fiix den Sdnittpuntt B Dder
Geraden @, und &, fowoh!

B % BX:BP = XY:PQ

al3 aud) BX : BP = XA: PR,
und demnad) gefht AR durd) den Puntt B (Sap 169). Wird dafher P be-
liebig gewdhlt, fo ift der auf AB liegende Punft R (PQ = PR!) und damit
dburd) PR die Ridhtung von AX beftimmt. Fwei Lojungen.

Fall 5. Aufgabe 140. Einen RKreid ju zeidnen, der durd) einen ge-
gebenen Puntt geht, eine gegebene Gerabe und einen gegebenen RKreid beriihrt.

Aufldjung. Da mit den eingelnen BVeftimmungen nidytd anzujangen
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ift, jo muf man die Forderungen zu vereinen fuden. BVon den beiden Be-
rithrungdpuntten liegt Z auf der Mittelpunttalinie, und demnad) find die End-
vadbien Der durd) Y und Z gehenbden
T Doppeljehne YZB parallel, d. . bder
Punkt B liegt auf dem von M auf G
M gefidllten Qote und darf al3 befannt gelten.
2 Gbenfo ift dadurd) belannt geworden, daf
Z ouf bem PDalblreije itber BC liegt.
Rupt man diefen Umftand aus, jo ge-
langt man zu zwet dhnliden Dreieden
BZC und BDY und damit zu der Pro-
Vs, g yortion BY:BC = BD: BZ, aus ber
¥ bie Gleidheit BY. BZ = BC.BD i
ergiebt. Diefe jagt aber aud, dap bdie Poteny de3 gejuchten Kreifed fiir den
PBunft B glei) BC. BD und folgli) durch) M, r und & beftimmt fei. BWird
jepst die dritte Beftimmung Hhinzugenommen, daf A ein Punit ded Kreifed fein
folf, jo weiff man, daf auf BA ein aweiter Punkt T dedjelben liegt, der mit
D, C und A einem Rreife angehort, alfo leidht hergeftellt werden fann. Damit
ift bie Aufgabe auf eine der Aufgaben 137 oder 138 zuvitdgefiihrt. 4 Lojungen
find im allgemeinen mdglich.

Fall 6. Aufgabe 141. Cinen RKreid zu zeidhnen, der durd) einen ge-
gebenen Puntt geht und zwei gegebene RKveife beriihrt.

Auflojung. Werdben Hier zunddft die beidem lepten Beftimmungen

unterfudgt, fo ergiebt fidhy der

Hinweid auf den Sap 226, nad

weldjem die Verithrungspuntte ¥,

5 A4 ﬁ—/\g 2 und Y, inverfe Punkte find. Fir

~ ‘ inverje Puntte gilt aber der Sap

224, und demnad ift PY,.PY,

= PB,.PB,, b. §). bie Potens

ve3 fhnlichEeitapunttes P der ge-

gebenen Rreife fitr den gejudjten

Qreis ift befannt und gleid

PB;.PB,. Wird jept die dritte

Beftimmung Ginzugenommen, daf der Kreid durd) A gehen foll, fo weif man,

vaB auf PA ein Puntt 7' ded Rreifed liegen muf, filr den PA.PT =

PB, . PB, ift, ber aljo mit B,, B, und 4 auf einem Rreife liegt. Damit ift
bie Aufgabe auf die Aufgabe 138 zuritdgefithrt.

Bei ungleidartiger Berithrung geht ¥, ¥, durd) den innerven Afnlidfeits-
puntt Q; es liegt bann T auf QA, und B, ift ber zweite Endpuntt ded jum
Rreife M, gehbrigen Durdymeffers. €3 find filv jebe Art ber Verithrung im
allgemeinen jtvei Lojungen moglid.

Sall 8. Aufgabe 142, Ginen Kreid zu zeidhnen, bder wei gegebene
@eradben und einen gegebenen Kreid berithrt.

Aufldfung. Die Halbierungslinic ded Winteld A der Geraden G; und
®, ift ber erfte geometr. Ort fitr den gefuchten Mittelpuntt. Die dritte Bes
ftimmung wiitde einen zweiten Ort filv denfelben liefern, wenn die Ridtung
be3 zu M gehbrigen BerithrungBradiug’ (Mittelpunttalinie!) befannt wire.
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Diefe Ridjtung fann aber dhnlid) wie in der Aufldjung der Aufgabe 139 ge-
funden werben. €3 unterjdjeiden fidh zwar die Abftande XY und XM um r
und fdunen fid) baber nidyt er-
fegen; aber gerade die Grfenntnis
bicfe3 Umitandes weift dbavauf hin,
bie ®erade @, parallel zu fich
felbft um » zu veridjieben, tveil
bann der Abftand des Punites X
von ber neuen Geraden @, gleich
XM ift und die Uibertragung des
Berhiltnifjes der Abjtinde an einen
beliebigen Puntt Pber Halbierungs-
linie feine Sdywierigleit bietet. Die
Berbindungslinie MR geht aber
nidt durd) 4, jondern durd) den
Punft A’ der Geraden & und AX. Die Anfgabe fommt baber auf die
Aufgabe 139 suriid, wenn man &, und &, um r pavalel zu fid) felbjt ver-
fhiebt und den Kreid wingt, bdie neuen Geraben zu berithren und durd) den
Puntt M zu gehen. Sein Mittelpuntt ift dann der MWittelpuntt des3 gefudten
Rreifes.

Anmertung. Die Geraden @, und @, miiffen jo gejogen werben,
bafy M awijden ihuen liegt. Bei gitnjtiger Lage vou M und Yinreidender
Grofie von 7 fann bdied aber 4-mal eintreten, und demmnad) find in einem jehr
gitnftigen Falle 8 Lojungen vorhanden.

Fall 9. Aufgabe 143. Einen RKreid su bejchreiben, der eine gegebene
Gerade und wei gegebene Kreife berithrt.

Aufldjung. Da der Kreid beftimmt ift, wenn man feinen Mittelpuntt
fennt, und die Forberungen bder Aufgabe feinen Anbalt fitr die Ausfihrung
bicten, jo liegt ber Gebanfe nabe, durd) eine Berdnderung der Bedingungen,
bie ofjne Cinflup auf die Qage des Mittelpunfted bleibt, bdie Aufgabe jo um-
sugeftalten, daf fie mit einer der bereitd befprodjenen Aufgaben itbereinftimmt.
Bu biefem Fwede ift nur erforderlid), daf man den Hilfstreid jwingt, durd
einen der Mittelpuntte, etwa IM,, u gehen, und dementipredend & um r,
pavallel zu fid) felber ver{djiebt und um M, mit r1—r, einen Kveid zeidynet,
der berithrt werden joll. Der Mittelpuntt X wird dann durd) die Ausfiihrung
per Aufgabe 140 gefunden. Jm allgemeinen find 8 Ldjungen miglich.

Fall 10. Aufgabe 144. Einen RKreid zu zeidynen, der bdrei gegebene
Rreije berithrt.

Die Aufldjung jdliept fidh eng an die vorhergehende an. Man cr»
fept die Rreife M,, ro und MM, r, durd M,, r,—ry beg. M, ry—r, und
seidnet nad) Aufgabe 141 den RKreis, der durd) M, geht und die meuen Kreife
berithet. Sein Mittelpuntt ift der gejuchte Mittelpuntt.




VI. Abjchnitt.
Proportionale Fladjen.

89, YProportionen jwifden Fladen und Streden.

Crildrung. Dad BVerhiltnid zweier Fladen ift die Sahl, welde
angiebt, wie oft bie eine in Der anderen enthalten ift.

Anmerfung. Die Moglidhleit fiiv die BVergleidhung de3 Jubhalts gevad-
liniger Figuren erhellt darvaus, daf zwei geradlinige Figuren ftetd in Redtede
permwandelt werden Idnnen, die in der Grdfe einer Seite itberveinftimmen.

Sind in zwei Redjteden ABCD und 4;B,C; D, die Seiten AB
und A;B; gleid) und 4D und 4;D; von einander verjdhieden, fo fann
ba8 Verhiltnid 4D : 4, D, ein rationaled ober ein irrationales fein.
®eht im erften Falle I in AD p-mal und in 4D g-mal auf, und
legt man durd) die Teilpunfte die Parallelen zu AB, bej. su A4;B,
fo twird das erfte Rechted in » und das sveite in g unter einander
gleidge Gtreifen zerlegt, und bdemnad) ift da3 Berhdaltnis der

Redtede gIeicbg, b. §. dasfelbe mwie dad Berhdaltnisd der

Geiten AD und A, D,.

Berlegt man im ziveiten Falle AD in p gleidhe Teile und bleibt,
twenn Dderen Qinge ! auf 4;D; g-mal abgetragen twird, ein Reft r,
der fleiner ift al3 7, {o teilen die dburd) die Teilpuntte ju den Seiten
AB und A;B; gelegten Parallelen da3 erfte Redted in p gleidpe
Streifen und bas jweite in g Teile, die zu den Streifen ded erften
Redyteds fongruent find, und ein Reftjtitd, dasd jebenfalld fleiner al3
einer biefer Streifen ift. Dad Werhdltnis der beiden Redjtede liegt

daber ebenjo tvie dag Verhilinida AD: 4;D; jwifden —Zq’—unb—p—

g+1

. . b " 1 .
und unterjdeidet fih von — um tend —————.  Da aber diefe
wieibet fic) won - um Bichfens o~ i

Differens beliebig flein gemad)t werben Tanm, fo biirfen die beiden
Berhiltniffe aud) dann al3 gleid) gelten, wenn 4D und A4;D; in-
fommenfurabel find. Daraus folgt:
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QLehria XXIV. OStimmen jwei Nedhtede in der Grife
einer Seite iiberein, fo verhalten fie fih iwie die anftofzenden
Seiten.

Qedesd Parallelogramm ift aber gleidh) einem Rechted, Ddeffen
Geiten gleid) einer feiner Seiten und der zu diefer gehdrigen Hiohe
find, und demnad) ergiebt fidh:

Folgerung 1. Parallelogramme mit gleiden { gggltiftmen
perhalten fih tvie die 5ugef)6rigen{ %ﬁixgﬁnien

QSedbed Dreied ift fermer bdie PHalfte eines Parallelogramms, das
mit ihm gleihe Grundlinie und Hohe Hat; daraus folgt:

Folgerung 2. Dreiede mit gleichen { gggret:hmen } verhalten

C s s Dihen.
fid toie die 3ugebdugen{ Grunblinien.

Gin FTrapes [HlieRlidh ift gleih einem Pavallelogramm, a3 mit
ihpm gleiche Hohe und al3 jugehorige Grundlinie feine Mittellinie Hat;
e3 ergiebt fih daher aud Folgerung 1:

Folgerung 3. Trapeze mit gleichen { ggggﬁmm } verhalten

. _ Hihen.
fidy wie thre { Mittellinien.

Der Lehrjap XXIV fiihet zur Beftimmung des Jnhalts einesd
Redhteds, aud) wenn die Seiten desfelben irrational find. Sind Ry
und B, zivei Redhtede mit den Seiten a; und by, bes. a, und b,
und ftellt man ein dritted Redhted B; aud a, und b, her, o ift

b,
R, : Ry="0, :b,, alfp R3=R1.i,

a.
R,: R, =a,:qa,, aIiDR3=R2.—1,
2

b,
und jomit R;. ——R2 —oberR .0y . by=R;.a, .b,.
@y

it aber R, bad D.uabtat der Lingeneinbeit, alfo a, . b, = R, =1,
fo ergiebt i) ber

Sap 231. Der Jnhalt eined Redteds ift gleidh dem
Produfte aud zwei anftoBenden Seiten, aud) wenn die Mak-
sahlen derfelben irvational finbd.

Folgerung. Bwei Rechtede verhalten fid) twie die Produfte
aus 3tvei anftofenbden Seiten.
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90. Proportionale Fladen.

Befigen zwei Parallelogramme gleihe Winkel, jo find ihre Seiten
proportional zu den nidyt su ihnen gehirigen Hohen (Sehriah XIX),
und demnad) find bdie Redjtede aud jwei anftofenden Seiten bder
Parallelogramme proportional zu den Redjteden aus einer Seite und
ber u ihr gehorigen Hohe. Die lepteren find aber gleich den Pa-
rallelogrammen, und daher befteht der

Sats 232. Bwei Parallelogramme mit einem gleidjen
Winkel verhalten {id) wie die Redtede ausd zwei anftofen-
ben Seiten.

Bwei Dreiede mit einem gleidjen Wintel Fonnen aber su Pa-
rallelogrammen ergingt werben, welde mit ihnen diefe Winfel und
ibre einjdlieienden Seiten gemein Haben, und daber fithet der Sas
232 zu ber

Solgerung. Bwei Dreiede mit einem gleihen Winfel ver-
halten fi) twie die Rechtede aus den Geiten, die diefe Winfel ein-
{chliefen.

Anmerfung. Diefe Folgerung tann aud) ausd Folgerung 2, Lehriap XXIV
abgeleitet twerden, wenn man ein bdrittes Dreied zu Hilfe nimmt, dad mit den
beiven Dreieden denfelben Winfel und mit jebem von ihunen eine der ein-
fchlieenden Geiten gleid) Hat.

Gind swei Redjtede Ry, und R, mit den Seiten a;, und b,
bes. a, und b, einander dhnlidh, jo dap
b
ay:ay =b, b, alfo by = 21,
ay

fo geht die Proportion B, : B, = ay by : a, b, itber in
B :Ry=ua,b:a,. “Z_lbi obet By : By = ay2: @,® und damit audy
=b2:b,2 b. b

Sat 233. dhnlidge Redjtede verhalten fid) wie bdie

Quadrate zweier entfpredenden Seiten.

Bioei dhnlidhe Parallelogramme fonnen aber ftetd in 3wei dhn-
lide Redhtede umgerwandelt werden (Lehrjap XIX), und demnad) er-
giebt fidh) aus Sap 223:

Solgerung 1. hnlihe Parallelogramme verhalten fih) tvie die
Quadrate zweier entfpredjenden Seiten oder Hihen.

Hieraus ergiebt fi) roeiter: ) o

Folgerung 2. Abhnlide Dreiede verhalten fid) wie die
QDuadrate zweier entfpredenden Seiten ober .@i?[;en ober
ent{predenden Linien (WMittellinien, Winfelhalbierungslinien u. §. v.).

und ferner durd) Uniwendung ded Saped 163:
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Folgerung 3. Ifhnlihe BVielede verhalten fih tie die Oua-
brate jtveier entprechenden Seiten, Diagonalen oder entjprechend ge-
sogenen Linien.

Bujap 1. Regelmipige Bielede vbon derfelben Seitenzahl ver-
Dalten fid) toie bie Quadrate der Halbmeffer ber ein- und umge-
fdhriebenen Rreife.

Bufap 2. Die Jnbalte zweier RKreife verhalten fid) wie die
Quadrate ihrer Halbmeffer.

RNad) Bujap 1. Der RKreid gilt al3 regelmifiged BVieled mit unbegrenst-
grofer Seitenzahl.

91. [bungsbeifpiele.

1. Wird itber der Hohe r eines gletd)iettt%en Dreieds ein gleidy:
feitiges Dreied gezeidhnet, fo verhalten fid) die beiden Dreiede wie bdie
Quadrate pweier entfpredhenden Seiten, alfo wie a2:r% Da aber
k= T a alfo a®: h? = 4:3 ijt, fo folgt:

Saty 234. Bwei gleidieitige Dreiede, von denen das
3eite die %Bbe ped erften zur Seite Hhat, ftehen in dem
Berhaltnis 4 : 8.

2. Otehen drei dhnlide Bielede P, Q und R fo auf den Seiten
eine3 redhtwinfligen Dreiedd, dap die ﬁ)tete&éietten fidy entjpredien, fo
Befteben nad) %o[gerung 3, @ag 233 die Proportionen

B2, P R = BC?*: AC* und Q: R = AB?: AC™

QIuB ber [egten fo[gt aber nad) Sap 160, 4:

(@ 4+ R): (AB*+ AC?) = Q AB?
und demnad) mit éBenugung ver erften
:BC*= (@ + R): (AB + 4AC?)
oper P: (Q +R) = BC?: (AB*+ AC?.
o § [SDa aber BC? = AB? + AC?, alfo BC?: (4B + AC?) = 1 ift,
0 Tolgt:

@ag 235. ©tehen drei dhnlihe BVielede jo auf den
Seiten eined redtwintligen Dreieds, daff die Dreiedsfeiten
fi® entipreden, o ift dag Bieled itber bder Hypotenufe
gleid) ber Summe der BVielede itber den beiden Ratheten.

3. Gind die drei dhnliden Bielede Halbireife und fteht der Halb-
freid fiber ber Hypotenufe BC nad) innen,
fo begremst er mit den beiden anberen
awei mondfdrmige Figuren, und da der
Halbireid iber BC gleid) der Summe
ber Halbireife iiber 4B und AC ift
(Gafy 285), fo miiffen bie nidht gemein=
{doftliden Stiide, . §. Da8 Dreied
ABC und die Summe der beiden Monbd-

¢  den (Lunulae Hippocratis) einanber
gleid) fein. Died flihrt u




174 VI. Abjdnitt. Proportionale Flden.

Saty 236. Die Palbfreife iiber den RKatheten eines
redtwintligen Dreieds begrenzen mit dem Halbfreife iiber
ber Yypotenufe, der nad) innen ervidhtet wird, jwei mond-
formige Figuren, beren Summe gleid) dem Dreied ift.

4. Befigen gwei Kreife benfelben Mittelpuntt und wird eine Tangente
an den fleineren gejogen, die in bem griferen die Sehne AB bildet,

jo Dbeftehen fiir die Sngalte Jp und J, der beiden
Kreife und den Jnhalt J bed RKreifes, der 4B jum
Durdymeffer hat, die Proportionen (Sujap 2, Sat 2383):

A J:(} ABP = Jiimi’®
J: (3 AB) = Jp:ir.
Aus Ji:d, = r2in?

folgt mn:  (h—J):(r2—r?) = J, i1%,

und jomit ift (J; — J,):(r,2 —r,) = J: (3 4B)’

ober J: (/1 — Jo) = (§ AB)* : (r® —1,7).

Da aber (14 B)*=r,2—r,2ift, Jo folgt: J=J, — J,, 0.5

Sap 287. Der von jwei Rreifen mit demfelben Mittel-

punfte gebildbete Rreidring ift gleid) dem Rreife, ber die
Sebhne um Durdymefjer hat, die durd den groferen Rreid
auf einer an den fleineven Rreid gelegten Tangente be-
grenzt wird.

Anmerfung. Ausd bdiejem Sape laht fid ecine einfacde Ljung BHers
leiten fitr die Aufgabe: Einen Kreid zu zeidnen, der gleid) der Differeny siveier
gegebener Rreife ift.

92, Aufgaben.

a) Verwamdlungsanfgaben,
Wiederhole die Aufgaben 1052, 106, 107 u. 108 und verwende zur Ljung
bie Derftellung der vierten, bez. dritten oder mittleren Proportionalen.
Aufgabe 145. €in Dreied mit Beibehaltung eined Winfeld zu ver-
wandeln in
1. ein gleid)jdentliges, in teldem der Wintel an der Spite liegt;
2. ein gleihjdentliges, in weldem der Winfel an der Grundlinie liegt;
3. in ein Dreied, in weldem ein zweiter Wintel gleid) o ift;
4. in ein Dreied, in weldem bdie einjdliecfenden Seiten ein gegebened
LBerhdltnid Hhaben.
Aufldjung. Die erfte Forderung (vermandeln!) verlangt die Gleid)-
c heit der Dreiede AXY und ABC. Da die Dreis
ede aber bag3 Gtild ABY gemeinfjam YHaben, fo
miiffen die Reftftiide BYX und BYC einanber
X gleidy fein, und daraus folgt, baf CX | BY, alfo
AB: AX = AY: AC fein muf. Die jweite For=
Y derung beftimmt die Geftalt ded Dreiedd und bda-
mit die Ridtung von XY. ©Stellt man aber diefe
Ridhtung bei einem befannten Punfte, etiva B, da-
A durd) her, bap man BD || XY jieht, fo fann zu-
3 X nidft der Puntt D ald befannt gelten und dann die
toeite Fotberung die Form annehmen: AB: AX
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= AD:AY. DBeide Forderungen vereint liefern daber fiix den Puntt Y
auf AC bie Beftimmungdgleidung AD: AY = AY: AC, welde zur Her-
ftellung bed Puntted Y anleitet. (Anfg. 135.) Jft aber Y gefunden, jo
fdhneidet die durd) Y zu BD gezogene Parallele AB in dem gefudjten
Puntte X.

Aufgabe 146. Ein gegebened Dreied in ein gleidhfeitiged zu ver-
mwanbeln.

Aufldfung. Durd) BVerwandlung ded8 Dreiedd in ein andeved, bdeffen
Wintel bei 4 600 betrigt, wird die Aufgabe auf die vorhevgehende (1. oder 2.)
suritdgefithet.

Aufgabe 147. Ein gegebened Dreied mit Beibehaltung eined Winteld
und einer anliegenden Seite in ein Trapes zu vertwandeln, in weldem bdie
eite eine der Grundlinien ift und der iweite an ihr licgende Wintel eine ge-
gebene Grdfe Hat.

NAufldjung. Die verlangte Gleidhheit der Figuren liefert bdie Be-

£ ftimmung BX || CY, ober wenn E der Sdnitts

puntt der Seite AC mit dem ztveiten Sdenfel de3d

in B angelegten Winkeld ¢ ift, EC: EX —

EY : EB. Die zweite Forderung (Trapes!)

¢ XY || AB fithet zu der Proportion EY : EB —

EX : EA, und folglid) im RBerein mit bder

X y . .
erften zu der Beftimmungsgleidung EC: EX —
EX:EA.
A \2 Aufgabe 148. Gin gegebened Bieved mit

Beibehaltung einer Seite und bder beiden an-

liegenden Winkel in ein Trapey zu vermwanbdeln.
Aufldjung. Bleiben 4B, IC A und < B unverdnbert, jo liefert die
erfte Beftimmung CX || DY, ober wenn E der Sdnittpuntt der Seiten AD
und BC ijt, EC: EY = EX: ED. Die GSeite
£ XY joll ferner parallel su AB fein, alfo aud) (um
bas Berhdltnid EX : ED nod) einmal Herzuftellen)
su der Parallelen, welde durd) D zu AB gezogen
werden fann. Zrifft diefelbe BC in F, fo fithrt
pie zweite Forderung zu der Proportion EX : ED

x ¢ = EY :EF und in DBerbindbung mit der erften
y) - ju der Beftimmungsgleiung EC: EY = EY :EF,
L2 deren Ausfithrung den Punlt Y liefert.
4 Aufgabe 149. Ein Parallelogramm in ein

lp anbered gu vermanbdeln, bad einem gegebenen Pa-
rallelogramm afnlid ift.

Aufldjung. Bon den drei Beftimmungen der Aufgabe ift bdiejenige,
die fid) auf die Wintel bezieht, leicdht durdfithrbar, und die beiden anbdeven (In-
Haltdgleichheit und Proportionalitt der Seiten) leiten auf bdie Anfgabe 145, 4.
suriid.

Aufgabe 150. Ein gegebened Vieled in ein andered zu verwanbdeln,
bas einem zweiten gegebenen BVieled ahnlich) ijt.

Hufldjung. €3 jei P da3 erfte Bieled und P’ dag jweite. Da die
Winlel bed lepteven und die BVerhdltniffe entiprechender Seiten bei dem erften
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hergeftellt werben jollen, jo ift bdie Verwandlung durd) Anlegen befannter
Winfel und Jeidjnung von vierten Proportionalen u bdrei gegebenen Streden
durdfithrbar, jobald man die Grdfe = der Seite fennt, die bem erften Bieled
angehdrt und der Seite o bed weiten entjpricht. Filr diefe Seite x befteht
aber bdie Beftimmung P : P/ = x?: a2 (Folgerung 3, Sap 233), und da
man P und P’ in Ouadrate verwandeln fann, deren Seiten p und p’ ald
befarmt gelten diivfen, jo geht diefelbe itber in p2 : p'2 = 22 : a2, weldje x ald
vierte Proportionale zu den Streden p’, p und o darftellt.

b) Teilung von Stredven.

Aufgabe 151. Eine gegebene Strede jo zu teilen, daff dad Recdted

aud den Ubjdinitten gleid) eimem gegebenen Duabdrat ift.
Aufldjung. Die Beftimmung fitr den Teilpuntt X, XA4A.XB = I
ober XA :1=1:XB, erinnert bei der inneven Teilung an bdie Folgerung 2,
©ap 197, nad) welder AB bie Yypotenuje und I die zu ihr gehdrige Hohe
eined redhtwintl. Dreiedd fein muf. Die Jeidnung liefert ztvei Lagen ded
Puntted X, bei denen bdie Streden AX und BX ifre Grofen vertaujden.
Bei der duperen Teilung, die fiiv I > 1 AB eintveten muf, ift diefe Deutung
per Gleidung XA :1:= 1: XB nidt zuldfiig. Sieht man aber X4 und
XB a3 Gctantenabjdhnitte an, jo ift I die Linge der von X an den Kreis,
der AB al3 ©ehne hat, gelegten Tangente.

Z Man tann daher die Grofe ded Abjhnittd
BX beftimmen, wenn man irgend einen
A M Qreid durd) A und B legt, an denfjelben

eine Tangente von der Linge I zieht und
durd) ijren Enbpuntt eine Selante geidnet,
deren jugehirige Sefhne gleih AB it

Die Beifnung wird am einfachiten, wenn

AB jum Durdmeffer genommen wird.

Aufgabe 152. Eine gegebene Gtrede fo zu teilen, daf die Summe
per Ouadrate der beiden Abjdhnitte gleid) einem gegebenen Dmadrat ift.

Aufldjung. Die Beftimmung fiir den Teilpuntt X, XA42 4 XB*
= I, lifit AX und BX al3 Ratheten ecined recjtwintl. Dreiedd erjdjeinen,
deffen Dypotenufe gleid) 7 ijt. Wird daher in X ba3 Lot XZ von ber Qinge
BX erridjtet, fo liegt Z auf dem Rreife 4, ? und dem zweiten Schenlel des
in B an BA bei der inneren und an die Berldngerung von AB bei der
duferen Teilung angelegten Wintels 450 (Va3 Dreied ZXB ift vedytwinfl.
und gleidjchentl.)

Aufgabe 153. Gine gegebene Strede {o zu teilen, daf die Differens
aud den Duabdraten der beiven Abjdinitte gleich einem gegebenen Duadrat ift.

Aufldjung. Die BVeftimmung fiir den Teilpunft X, X4* — XB?
= 2, weift swar wieder auf den Pythagoreijien Lehriap hin, allein bie weitere
Berfolgung diefed Gedantens fiihet nicdyt sum Jiele. Da aber XA* — XB: =
(XA + XB) (XA — XB) und bei der inneren Teilung XA 4 XB= AB,
bei der duferen dagegen X4 — XB = AB ift, fo fithrt die Beftimmung fir
X zu ber @leidung AB.(XAF XB)=1*ober AB:l= 1: (X4AFA4B),
nad) welder XA F XB geeidhnet werden fann. Rennt man aber diefe Strede,
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fo ergiebt i) X durd) Herftellung ded arithmetijhen Mitteld aus bderjelben
und ber gegebenen Strede AB.

Aufgabe 154. Eine gegebene Strede o zu teilen, daf dad Duadrat
bed einen Ab{dHnitt3 dopyelt fo grof ift wie dad Duadrat de3 anbderen.

Aufldiung. Die BVeftimmung fiir den JFeilpunft X, X4® = 2.XB?
ober XA4° = XB* - XB? lagt XA al3 Hypotenufe eined rechtiwintl. gleid)-
fdhentl. Dreiedd erideinen, deffen Ratheten glei) XB find. Wird died Dreiect

gezeidhnet, indem man in 4 an AX und

Z in X an X4 den Winfel 450 anlegt, und
wird feine dritte Ede Z mit B verbunbden,

fo erweift fih) BZ al8 Grundlinic eines

gleidjchentl. Dreiedd BXZ, bdefjen Wintel

z an der ©pipe gleid) 1350 bei der inmeren
und gleid) 450 bei der duperen Teilung,

A deffen Wintel an der Grunbdlinie alfo gleidh

X B X 2210, bey. gleic) 6710 ift. Z liegt daber
auf dbem jtweiten Schentel des in A an AB angelegten Winteld 450 und auf
bem gweiten Scentel de3 in B an BA angelegten Winkeld 2219, beg. 11240,

¢) Teilung von Flidyen,

Aufgabe 155. Ein gegebened Dreied durd) eine Cdlinie nad) einem
gegebenen Berhdltnid zu teilen.

RNad) Folgerung 2, Lehrf. XXIV.

Aufgabe 156. Ein gegebened Dreied bon einem auf einer Seite ge-
gebenen Puntte aud nady einem gegebenen BVerhialtnid zu teilen.

Aufldjung. Liegt P auf AB und teilt die Edlinie CD a3 Dreied
nad) dem gegebenen Berhilinid (Aufgabe 155), jo Hhat man dag Dreied ADC
mit Beibehaltung ved Winteld A fo zu verwanbdeln, daf P eine feiner Ccen
wird. (Aufgabe 106.)

Nufgabe 157. Ein gegebened Dreied durd) eine Parallele su einer ge-
gebenen Geraben nad) einem gegebenen Werhdltnid zu teilen.

Aufldfung. Feilt die Edlinie CD da3 Dreied ABC mnad) dem ge-

gebenen Berhiltnid (Aufgabe 155), fo hat man

A pa3 Dreied ADC mit Beibehaltung ves Win-

fel3 A jo zu vertwanbdeln, daf feine dritte Seite

V/) parallel zu der gegebenen Gevaben &, daf alfo

» ber jtweite an AX liegende Wintel gleid) dem

y Wintel zwijden @ und 4B wird. Jieht man

8 daher durd) die (befannte) Gde C bdie Pa-
e o tallele CE 3u ®, fo exhdlt man fiix X (j. Auf-

g gabe 145,3) die Beftimmungsgleihung AD: AX
= AX: AFE.

Aufgabe 158. Ein gegebened Dreied durd) Parallelen zu einer Seite
in brei gleihe Teile zu teilen.

Aufidjung. Sind X, und X, die auf AB liegenden Punfte der ge-
fudhten Parallelen, jo daf

Mitller, Planimetrie. 12
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A AAXY, =1 A\ ABCund A AX,Y, =3 A ABC

ift, und beadytet man, daf (Paralelen!) die Dreiede ABC,

AX, Y, und AX,Y, dfhnlid) find, aljo die Proportionen

A AX,Y,: A\ ABC = AX,*: AB®

7 und A AX,Y,: A\ ABC = AX,?: AB?

% Befteben, jo geben bdie beiden Beftimmungen iiber in
AX* = 1 AB® und AX,'= 3 AB*

ober AX,? = AB. > AB unp AX,?= AB. 3 AB.

Die Ausfithrung derjelben wird am einfachiten im An-
fdluf an Folgerung 1, Sap 197 vollzogen.

Aufgabe 159. Ein gegebened Dreied durdy eine Parallele zu einer Seite
ftetig u teilen.

Aufldjung. Leilt die Edlinie CD bad Dreied ABC ftetig, fo dap
N\ ABC: N\ ACD = /\ ACD: /\ BCD ift (Nufg. 155 u. Aufg. 136), fo
hat man dad3 Dreied ACD mit Beibchaltung ded Winkeld 4 in ein anbderes
# bermwanbdeln, deffen Dritte Seite parallel zu BC ift, und erhilt daher
(1. Uufg. 145, 3) fitr X bie Veftimmungsdgleiung AD: AX — AX:AB.

Nufgabe 160. Ein gegebened Trapes nad) einem gegebenen Verhiltnia
fo zu teilen, baf3 die Teilungslinie

1. durd) eine beftimmte Cde geht; (Sap 139 und Aufg. 155);

2. fenfred)t auf den Grundlinien fteht;

8. parallel zu einem Sdjentel ift;

4. parallel zu einer Diagonale ift; (Aufg. 145, 3);

5. pavallel su den Grundlinien ift; (Aufg. 106 und Aufg. 147).

Nufgabe 161. Junerhalb eines Dreiedd eimenm Punlt zu beftimmen,
deffen Berbindungdlinien mit drei auf den ©eiten gegebenen Puntten da3
Dreied in drei gleide Teile teilen.

Aufldjung. St X der gejudite Puntt und teilen die Cdlinien AG

und AH a3 Dreied in drei gleidge Teile, jo joll sunidft XFBD = N\ ABG

a fein. Darvaus faun nur dann eine Beftin.

mung fiix die Sage von X abgeleitet werben,

wenn da8 Dreied ABG mit Benupung

bed Puntted D (3weite Forderung!) in dajd

Dreied BDJ vermandelt wirh. Gejdicht

died, fo it A DFJ = /A DFX, aljo

JX | DF. Gerner jol XDCE = N\ AHC

fein. BVerwanbdelt man aber aud) dad Drei

ed AHC mit Benupung de3 Puntted D ig

> ba3 Dreied CDK, fo folgt BHierausd, bdal

B ¢ D K ¢ A\ DEX — A DEK, alio KX | DE fein

muft. Die Beftimmungen der Aufgabe liefern paher fitr X 3tvei Herftellbare
geometr. Drter.

Aufgabe 162. Junerhalb eined Trapezed einen Puntt zu beftimmen,
peffen Verbindungslinien mit den Eden dad Trapes in 4 Dreiede zerlegen,
von benen je swei gegeniiberliegende gleid) find.

Aufldjung. Beginnt man, um die Cigenjdajt ded Trapezed zu bes
nupen, mit der Forderung A XAB = A XCD und aieht mit dem SQote

Q
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EXF bie Hdhen ber beiden Dreiede, o folgt aus
DFH € biefer Forderung: i
AB.XFE = CD . XF
oder AB : CD = XF :XE.
J, K Nun it XF -+ XF = EF. WBilbet man
daher die Proyortion (4B CD):(XEH XF)
= AB : XF, o erweift fi) XF al8 vierte Pro-
A E B pottionale 3u (4B -+ CD), EF und AB. Die

durd) X zu AB gehende Parallele JK ift
bafer dburd) die erfte Forderung beftimmt. JK teilt aber AD und BC fo,
vaf AJ:JD = BK: KC ijt. Bereinigt man daber die sweite Forderung,
A\ XAD = /\ XBC, mit ber erften, jo geigt fid), dap (Folgerung 2, Lehrf.
XXIV) dag Dreied X AJ gleid) dem Dreied XBK, aljo nad) Addition der
beiden gleidjen Dreiede XGFA und XGB (AG = BG) da3 Trapey AGXJS
gleih bem Trapey BGXK fein mup. DHierzu ift bei der vorhandenen Gleicdh-
Beit der Hohen exforderlich, daf AG 4 JX = BG 4- XK und jomit JX=XK
ift (Gap 139). RNun wird aber die Parallele JK durd) die Verbindungs-
finie GH ber Grundlinienmitten Halbiert, und demnad mufp X auf GH
Yiegen. Damit find fitr X swei geometr. Orter beftimmt.

12*
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fireisberedmung.

93. Berednung eined KreiSbogens.

Da die Mapsahlen fiir einen Mittelpunitdminfel und den zu ihm
gehiorigen Kreisbogen diefelben {ind, fo tft der zu dem Mittelpuniia-
winfel ¢° gehorige Bogen gleid) ¢ Bogengrad. Der Bogengrabd ift aber
der 360. Teil Ded RKreifed, auf dem er liegt; wird daber die (vor-
ldufig nod) unbefannte) Linge eined Kreifes mit & und der zum Mittel-
punitdwiniel o0 gehirige Bogen mit arc . ¢ (arcus—Bogen!) bejeidynet,
{0 folgt hievaus fiir zwei Kreife mit den Lingen % und &/
kl

arc. @ = g @ und a1‘0'.¢=m¢,

k
360
und fomit verhalten fid) die beiden Bogen wie & u k.

Da aber k: 1 = r:o ift, {0 ergiebt fidh:

Sap 238. Die zu gleidhen Mittelpunttswinfeln zieier
Qreife gehdrigen Bogen verhalten jid) wie die Halbmeffer
der beiden Rreife. )

Wird nun die Grige ded Kreifes, ber die Lingeneinheit sum Halb-
meffer hat, durd) die Bahl 2= begeidnet, fo folgt aud k: k' = r: ¢’
bie Proportion k:2x = r: 1;

e3 ijt daber k = 2xr
__2xr _ LA
und arc¢~36—0.¢_nr.180.

Die Grife eined Rreizbogens, der zu dem Mittelpunitdwiriel o
gebdrt, ift alfo beredjenbar, jobald man die Bahl = Ffennt.

94. Berednung ecines KreiSausjdnitts und KreiSabidnitts,

Grilarung. Bwei Radien teilen die Kreidflade in ywei Abfdnitte,
welde Rreisdausjdnitte (Seftoren) genannt werben, und eine Sehne
setlegt die Rreisflide in swei Teile, welde Kreidabidnitte (Seg-
mente) Heifien. ) )

Bufap 1. 3u jedbem Mittelpunftdwinfel gehort nur ein Kreid=
ousdfdnitt und nur ein Kreidabjdnitt.
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Bufap 2. Ju jevem Kreidaus{dnitt oder Kreidabjdnitt gehort
nur ein Mittelpunitdmwintel.

Bujag 3. Bu jebem Kreidausdfdnitt gehbrt nur ein Kreidabjdnitt,
und umgefehrt.

Bufag 4. Die Differens aud einem Kreidausdfhnitt und bdem
sugehorigen Kreidabidnitt 1jt dad gleidhfdentl. Dreied, dad von ber gu-
gegﬁrigen Gehne und den Begrengungdradien gebildet wird.

Die Kreidaud{dnitte eined Kreife3, die je einem Bogengrad ent-
fpreden, find unter einander fongruent, alfo gleidgro und gleid) dem
860. Teile der Kreisflide. Wird daher die leptere mit K begeidhnet,
fo ergiebt fid) hievraus fiir den zu dem Mittelpunitdwinfel @0 gehdrigen
Kreidausdjdnitt S¢: x

- 2 — 9P
Sp = 360 - = K- g0/
und bei einem pweiten Kreife mit der Flide K“:
. 1 _‘E_
So = K'- 3650
fo baB Sp: 89 = K: K ift. Da aber K: K — > = 2, {o folgt:

Safp 239. Die ju gleiden Mittelpunftdwinieln zweier
Qreife gehdrigen Rreidausfdnitte verhalten fidh wie die
Quadrate der Halbmefjer der beiden Rreife.

Bufap. Der Sap 239 gilt aud) fiir Kreidabjdnitte.

Nun ift der Jnbhalt K einer Kreisflade gleid) dem halben Produfte
oud ihrem Umfang und dem Halbmejjer (Sap 141) und fomit

K = % kr = 7@r?%;

. _ @
e3 ift daher S =ar* . o5
Die Orige ded jugehirigen Kreidabjdnittd ift beredjenbar, wenn
der Jnhalt De3 gugehirigen gleidhidhentl. Dreiedd berednet werden fann.
it der leptere gleid) 7, fo ift der KreiSabjdnitt gleid) S — J.

95. Beredhnung von Sehuen einesd Kreife8 mit dem Halb-
nteffer 1.

a) Seiten der ein- und umgefdyriebenen regelmifigen Vieledee.

Aud der Abnlidhfeit der beiden su gleiden Mittelpunftdwinieln
sweier Kreife gehorigen gleid)fdentl. Dreiede folgt

Saty 240. Die 3u gleiden Mittelpunttdmwinfeln jweier
Rreife gehbrigen Sefhnen verhalten jid) wie die Deiden
Halbmejfer.

Die LQiinge einer Sehne fann alfo berednet werden, {obald man
bie Grofe Der Sehne fennt, die ihr in dem RKreife mit bem Halb-
mefjer 1 entfpridt.
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Wird su einer Sehne 4B der Abftand o vom Mittelpunite ge-
seichnet und durd) den Snittpunit ¢ bed Loted mit dem Kreife die Tangente
F gezogen, weldje von ben Begrenungs-

rabien in D und E getroffen wird, fo
entftehen swei dhnlide Dreiede MAB
und MDE. Davaud folgt filr dad Ber-
haltnia ded Tangentenabjdnittd » (DE)

5 4 3u der Sehne a (4B):
4 = B bia=r:g
D = Y./ alfod = a . %

Nun ift aber o = V r? — 1 a2, und demnad) ergiebt fid) b— \/r_*——i?

Bieht man ferner AC und beaditet, dap nad)y Folgerung 8, Sap
197 bie Sehne AC die mittleve Proportionale zu dem Durdmefier CF
und ihrer Projeftion »r — o auf denfelben ift, fo erhilt man fiv AC (a):

o= Varir—e = Y2r(r—yr — fa?).

Liegt die Sehne AB in einem Kreife mit dem Halbmeffer 1 und
werben ur {ddrferen Unterfdheidung a mit an, b Mit b und dann a
mit agn begeidnet, jo ergeben {id) die Formeln:

an

R T

2. 8n = Vz @ — ‘/1_%: an?
Diefe ermdgliden die Berednung der Seiten ded regel:
mifigen umgejdriebenen n:-Ed3 und eingejdriebenen
2n:6d3, jobald die Seite bed regelmifigen eingefdriebenen
n=€d8 befannt ift.

b) Mie Seiten der regelmifigen n-Edie, wo n =22 und « cine gange
Bahl umd « > 2 it

1. Sn einem regelmdfigen eingejdyricbenen 4-Gd (Quadrat) bilbet
o4 mit Dem Radiud und der Seitenhilfte ein gleidhidhentl. rechtwinkl.
Dreied, und dabher ift

1) = o+ (%) =2. (%) =% und fomit a, = VZ Die
Formeln 1 und 2 liefern dann by = 2 und a3 = Y2 V2.
2. Fiir vad regelmdfiige 8-Cd ergeben fi) die Werte:
8 = ‘/2_1/?/ by =2 (}/2_— 1); By = ‘/2’_‘/2_}"‘@—
3. Fiir a3 regelmipige 16-Cd folgt weiter:
8, —V2—121yz, b = 2 (J2+2/2—12—1)

2 =V2_Var Vot 2
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¢) Die n-Ehe, wo n = 22,3 und o gleidy 0 sder eine ganze Bahl if.

1. Bei einem regelmdpigen Dreied ift die Hobe » gleidh
Ya® — La;* ober 2 3 unb Da h = r 4 g, = 1 + g, unbd g, der untere
Ubfdynitt ver Mittellinie, bie hier mit der Hohe gujammenfillt, gleid)
17 aljo gleidy 4 ift, fo folgt 3 = % .V3 und fomit a, = g, Die
Formeln 1 und 2 liefern nun b, = 2 /3" und a, = 1.

Anmertung. Diefe Grdfe fiir a, ergiebt jidh aud) daraus, dap der
3u a, gehorige Mittelpunttawintel 60° betrigt.

2. Fiir bie regelmifigen 6-Cde ergiebt {id) demnady:

8 =1, b = '?3 1/3: 8, = ‘/2—-}/'—3-
8. Jiir die regelmipigen 12-Cde folgt weiter:
8, = V23, bo = 2 @ —13), b= Y2121 /3.

d) Mie Seiten der regelmifigen 10-Grke und 5-Erke,

1. Die Seite a,, it nad) Sap 213 der grofere Ubjhnitt Ded ftetig
geteilten Halbmefjers, und demnad) befjteht die Gleidung

lia,y, = ay:1—ay,
aud der fid 8, = 4 (— 1+ v5)
ergiebt. Die Formeln 1 und 2 liefern dann

ho =% V2510 15, % = } V8 —2 Y10+ 215,
2. Ausd der nad) Formel 2 bejtehenden Gleidung
ay= Y21 —VI—1 a’

folgt gunddft: a; = V& a,," — ag,t

Grfet man aber a,, durd) L (— 1+ y3B), o ergiebt fidh:
=4 Y10 —2v5

und bie Formel 1 liefert dann b, — 2 V56— 2 V5.

Anmerfung 1. Jft der Halbmeffer nidht 1, jondern », fo {ind alle
diefe Ausdritde mit » zu multiplicieren. (Sap 240.)

Anmertung 2. Die BVerednung der Seiten filv dad 15-Ed (Ptole-
miifder Sap!), 30-Cd u. j. w. liefert Ausbdriide, die {ih wenig fitr eine Aus-
redynung eignen. Dan wendet dedhalb befler wiederholt die Formeln 1 und 2
an und benupt die Logarithmentafe! {hon zur Beftimmung von a,;.

NAnmerfung 3. Da aud) dbie Wusddriide fiix ay, by, a,, u. §. W, a,
by, @y, U. . 10. {i) wenig u einer logarithmifden Ausfihrung eignen, jo
empfiehlt e3 {id), da3 folgende Berfahren einzujdlagen: Aus bder befannten

Geite an berednet man on = YT — 1 an® — 1/(1 4 @ an) und
an bered) on=VYT—1 an ‘/(14__;_) (I_T un
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benupt den Wert von ¢, um b, = %"— umd a,n = V2 (1 — on) auf

logdrithmijhem Wege zu Dbeftimmen. AlBdann beredjnet man o0 =

(e

Bapl die Werte von by, und a,n, u. | w.

96. Berednung der 3ahl .

Nad) Sapp 121 liegt der Wert ber Jahl 2z (die Grife ded Kreifes
mit dem Halbmeffer 1) ftetd wijden den Seitenfummen eined ein- und
umgefdyriebenen regelmipigen Bieledd und weidt von beiden nad) Sap
119 und Sap 120 um jo weniger ab, je grofer die Anzahl ihrer Cden
wirh. Geht man daher von einer befannten Seite eined regelmipigen
eingefdriebenen Bieledd aud, bevednet die Seite Ded um%ei riebenen
Bieleds mit derfelben Seitengahl und bilbet bei beiven Bi

%2") und mit Benupung bder hieraus fid) ergebenden

teleden Die
Ceitenfummen u. und Un, o liegt junidft 2z zwijden u. und Uy
Wird dann a,, und hieraus b,, beredhnet und werden wieder die Seiten-
fummen w,,, bes. U,» gebilbet, {o liegt 2 aud) ywijden diefen Summen,
aber ndber bei w,, und U,n ald bei un und Un. e grofer baget
burd) fortgefeste @erboppe[ung ver Geitengahl die Anzahl der Cden
wird, um fo weniger wird fid) 2x von jeber der beiven Seitenfummen
unterfdeiden. Der Wert der irrationalen Jahl = fann demnad
mit einem beliebigen Grade von Genauigleit berednet werden.

Geht man von ag — 1 aud, fo erhilt man bie folgenden Werte:

Fir n = with 1 u, = und 4 U, =
6 3 3,464 1016
12 3,105 8285 3,215 3903
24 3,132 6286 3,159 6599
48 3,139 3502 3,146 0862
96 3,141 0320 8,142 7146
192 3,141 4525 3,141 8781
384 3,141 5576 3,141 6628
768 3,141 5839 3,141 6102
1536 3,141 5909 3,141 5970

Gomit ift nahegu x— 3,14159. Nod) genauer ift der Wert » —
314159265, ben L und J erveidyen, wenn n— 98304%) mwith. Fir

_ 355,
T 113

Anmertung. Nad) Ludolph van Ceulen, der = auf 32 Stellen genan
bevedynet BHat, wird z die Qudolphide Jahl genannt. Sie wurde guerft
von Avdjimeded genauer beftimmt. Mit den Hilfdmitteln der Hoheren Mathe-
matif (Bt fid auf weit tiirzerem Wege eine Genanigleit von mehreren Hhunbert
Stellen ergielen,

weniger genaue Rednungen geniigen die Werte v — %2- ober &

*) Nad) Heisd, Planimetrie. 5. Aufl., S. 173.




Anhang 1.

Sufammenfteflung der Winke.

Winf 1. Um zu beweifen, Daf eine Gerade fenfredyt auf einer
andberen fjteht, mup man geigen, daff fie mit Derfelben redhte Winfel
bilvet, b. §. dap fie mit igr gleidhe MNebenmwinfel Herftellt.

Winf 2. Um ju beweifen, daf swei Geraden pavallel find, mup
man zeigen, daf fie mit einer dritten Geraden gleidhe Gl W. oder gleidye
. W. oder fupplementare Crg. IW. bilven.

Wint 3. Wm zu beweifen, daf gwei %:;infer{ %[;?3 o emr} find,

fann man ju zeigen fudjen, dap fie a[é{gr['gs%; ober 2. %‘}

rallelen Geraben liegen.

Winf 4. Nm zu beweifen, dap ein Winfel o griger ift ald ein
geiter Winfel g, fann man gu seigen juden, daf « ober ein ihm gleider
infel Aupenmwinfel eined Dreieds ift, in weldem ihm g gegeniiber liegt.
Winf 5. Um die Gleidheit zweier Winfel su beweifen, fann
man 3u geigen judjen, daf fie wei Dreieden angehiren, in denen Hie
Gummen au3 den beiben anberen Winfeln gleihgrof find.

Wint 6. Um die Gleidheit zweier Winfel zu beweifen, fann
man 3u zeigen judjen, daf {ie in fongruenten Dreieden gleidhen Seiten
gegenitber liegen.

Wini 7. Nm die Gleidheit sweier Seiten u beweijen, fann man
au zeigen fudjen, daf fie in fongruenten Dreieden gleiden Winfeln gegen-
iiber [liegen.

Winf 8. Um zu beweifen, daf { ein QBinfeI} grofer ift al3 { ein

an pa-

eine Seite eine

gg;):::r,} fann man beide in ein Dreied bringen und ju zeigen judjen,
’

er Der griperen Ceite " .
baf {ﬁe dem groferen ‘lBinfe[} gegentiber liegt.

Winf 9. Um die Gleichheit weier Winfel su beweifen, fann man
u geigen judjen, dap fie ald Umfangdwinfel auf demfelben oder gleidhen
Bogen eined Kreifes oder auf gleiden Bogen zweier Kreife mit dem:
felben Halbmefjer ftehen.
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Wini 10. Um vie Gleidheit zweier nidt-Tongruenten Figuren
nadjzumweifen, fann man zu zeigen fucgen, daf fie Die Summen obder
Differengen ausd fongruenten (gleiden) Stiiden find.

Winf 11. Um zu beweifen, daf vier Streden proportional {ind,
fann man fie al3 entfpredjende Abjdnitte auf zwei {id) {hneidenven Ge-
raben vom Sdnittpunite ausd abiragen und u zeigen fudjen, daf die
Berbindbungslinien ver entfpredienden Cndpunite parallel find.

Winf 12. NUm su beweifen, dap swei Winfel gleid) ober vier
Gtreden proportional find, fann man ju zeigen fudjen, dap jie ald ent-
fpredjenve Stiide in zwei dhnliden Dreieden liegen.

Anhang IL

Anleifung jur Auflofung von Sonfirukfionsaunfgaben.

Bei einer beliebigen Konjtruftiondaufgabe miifjen zuerft ausd ihrem
Wortlaut alle die Gebanfen (Forderungen!) herausgelejen werden, die
unbedingt benupt fein miifjen, wenn die Ljung gefunden jein foll. Die
Beftimmungen einer Aufgabe fonnen aber zweierlet Art jein:

1. Bei der erften find gewiffe Stiide, wie Punite, Streden,
Rreife u. {. w. der Lage nad) und anbere, wie Seiten, befondere Linien,
Winfel, Jnhalt, der Grofe nad) gegeben. Alle diefe Angaben heifen
Stidbeftimmungen.

2. Bu ber yweiten Art {ind die Angaben zu zdhlen:

ein Punft ober eine Seite joll auf einer gegebenen Geraden liegen,
eine ®erade foll auf einer gegebenen Geraven fenfredyt {teben,
eine Gerabe foll su einer gegebenen Geraden parallel jein,
eine gegebene Strede oder ein gegebener Winfel foll halbiert werden,
eine Figur foll ein Parallelogramm, Trapes, Kreid u. {. w. fein,
ein gegebener Kreid {oll berihrt werben, .
pa3 Lerhaltnia zweier Stveden (Seiten) ober Fladen foll eine
gegebene Groge haben
u. §. w. Alle diefe Forberungen mdgen ald Wortheftimmungen be:
seidnet werden.

Gind die Angaben der Aufgabe nad) diefen Gefidhtdpuniten ge-
orbret, o tritt bie Unterfudjung ein, auf weldem Wege die geftellten
Forderungen befriedigt werben fdnnen, wobei die BVorfdyrift beadtet
werben mup, dap bei jeder neuen Forderung der Bujammenhang mit ven
vorhergehenven nid)t auper adyt gelaflen werben darf. Der Cinteilung
der Angaben entfprediend ift die Unterfudjung aber zunddit wieder in
swei Teile su zerlegen, von Denen Der erjte fidh) mit den Stiidbe-
ftimmungen (I) und Der anbere fih) mit den Wortbeftimmungen (II)
bejdyiftigt; Den Jujammenhang zwijden diefen beiden und damit bie
Herjtellung der Figur liefert jebod) erft eine dritte Unterjudjung (1),
welde einen verbinbenden Gedanfen zwifden den Gebanfen bei I und
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II auffudht. Wenn e3 nun aud) nidt felten vorfommt, dap die Ver-
bindung auf ver{diedenen Wegen miglid) ift, o miiffen dod) ftets
auf dem einge{dlagenen Wege alle in I und II enthaltenen
Gedanfen beriihrt werden, ehe die Aufldjung gefunden
jein fann.

I. Gtellt mdn bei einer beliebigen Figur derfelben Art, wie fie
geseidhnet werben foll, alle den gegebenen Stiiden entfpredjenden Stiide
ber und vergegenwirtigt fid) ihre Bedbeutung in diefer Figur, {o lakt
die Grinnerung an befannte Sige die wefentlidhen Beziehungen erfennen,
die bei ber Ausfithrung der Aufgabe su benugen find, und zeigt sugleid
(geometrijge Orter!), unter welden Bedingungen die eingelnen
Stiidbeftimmungen in ber hersujtellenden Figur erfillt werben fonnen.

II. Die Unterfudjung IT ruft dann die Crinnerung an die Cr-
flarungen und Sdse wad), in denen die angegebenen Wortbeftimmungen
al3 Bejtandieile vorfommen, und lift dadurd) die Bebingungen erfennen,
die auf Grund der Wortbeftimmungen bei der Lojung unbedingt.erfillt
werben mifjen.

IOI. Sind auf diefe Weife alle Bedingungen beftimmt, fo ermittelt
die Unterfudjung L[ unter wefentlidger Unteritiibung durd) bdie An-
{dhauung einen verbindenden Gedanfen zwijdhen denjelben, indem fjie die
Forberungen mit einander u vereinigen jud)t, und zeigt dann jdlieplid
einen Weg, der 9511;1 ver Ausfithrung ver Aufgabe fithrt. Bei der Dar-
ftellung diefed IBeged miiflen alle durd) I und IT ermittelten Be-
dingungen beriidfidtigt werben, wenn aud) ihre Reihenfolge zuweilen
eine Abdnderung erfahrt.

S



Beridtigungen.

Auf Seite 43 ift in der Fig. su K3 II der Budftabe B bei E 3u
entfernen und AC an DF zu fesen.
Auf Seite 56 fehlen hinter K. I bdie Jufdpe:

Bufay 1. Stimmen zwei Dreiede fiberein in der Grife sweier
©eiten und eined entjpredjenden Gegenmwinfeld verfelben, und find
die beiben anberen Gegenwinfel in demfelben Sinne von einem
Jedyten verjdieven, fo {ind bie Dreiede fongruent.

Bujap 2. Stimmen gwei Dreiede iberein in der Grife sweier
Geiten und eined entjpredjenven Gegenwinfeld derfelben, und find
die beiden anderen ®egenwinfel ungleid), fo betvigt die Summe
der lepteren 2 R.

Auf Seite 67 fehlen in Der erjten Fig. die Linien 04, 0B, OC und OD.

Auf Seite 132 fehlen in ver Fig. die Linien EF.

Auf Seite 135 fehlt in der 3. Fig. der Budhftabe ¢ am Endpunite
der Strede b.

Auf Seite 151 fehlt in der Figur die Linie DB.

Auf Seite 177 fehlt in der Fig. die Parallele G su CE.





