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Zur vierten Auflage.

Der Inhalt dieses Bandes hat mehrfache Erweiterungen erfahren;
als die bedeutenderen davon seien angefiihrt die Flichensitze tiber FuB-
punkt- und Rollkurven, die Anwendung der mechanischen Quadratur auf
Kubaturen, Schwerpunkt- und Momentbestimmungen, die graphische In-
tegration, die graphische Losung von Differentialgleichungen erster Ord-
nung, die Weiterfiilhrung der Systeme von Differentialgleichungen. AuBer-
dem fand eine genaue Durchmusterung des ganzen Textes statt, die zu
manchen Verbesserungen in den Einzelheiten AnlaB gab. Im Interesse
einer wirksameren Vorbereitung auf die Anwendungen wurden in dem
Abschnitt iiber Differentialgleichungen zahlreiche verschiedenen Anwen-
dungsgebieten entlehnte Beispiele aufgenommen.

Wien, 1. Februar 1919. D.V.
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Zweiter Teil.

Integralrechnung.

Erster Abschnitt.
Grundlagen der Integralrechnung.

§ 1. Das bestimmte und das unbestimmte Integral.

226. Stellung und formale Losung der Grundaufgabe der
Integralrechnung. Die Grundaufgabe der Differentialrechnung besteht
darin, zu einer in dem Intervalle («, B) eindeutig definierten stetigen
Funktion F(x) den Differentialquotienten, d. i. den Grenzwert

. Flx+h—Fx
hl=u£o h @)
fiir ein unbestimmtes z aus (e, §) anzugeben.

Aus der Umkehriung dieser Aufgabe entspringt die 1ieue: Es ist eine
Funktion F'(z) so zu bestimmen, daB ihr Differentialquotient gleich sei
der gegebenen eindeutigen Funktion f(z), daB sie also bei allen Werten
von z, fiir welche f(2) definiert ist, der Gleichung geniige:

D — 1), @
Hiermit ist das Grundproblem der Integralrechnuiy ausgesprochen.

Die Bestimmung von F'(z) aus f(z) heiBt die Infegration von f(x).
Hiernach ist die Integration die inverse Operation zur Differentiation.

Wenn eine Funktion von dieser Beschaffenheit existiert, so mufl sie
notwendig eindeutig und stetig sein in dem Bereich (¢, 8) von f(x), weil
nur einer solchen Funktion an jeder Stelle ein bestimmter Differential-
quotient in dem durch das Symbol (1) bezeichneten Sinne zukommen
kann (20).

Die Existenz einer Fuuktion, welche der Gleichung (2) geniigt,

vorausgesetzt, kann man mit den Hilfsmitteln der Differentialrechnung
Casubdber, Vorlesungen. II. 4. Aufl. 1
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zu einer formalen Losung der durch (2) gestellten Aufgabe wie folgt
gelangen.

Es seien a, # zwei voneinander verschiedene Stellen aus dem Be-
reiche (¢, ), a<z. Man teile ihr Intervall (¢, ) durch n — 1 Zwischen-
stellen «,, &y, .., #,_, in n kleinere Intervalle:

(a) xl)’ (xl’ x?)) Y 4 (xl‘—l’ xl')’ Y (w'n—]7 x) (3)
Nach dem Mittelwertsatze gibt es in (#,_,, z,) wenigstens eine
Stelle £,, an der  F(z,) — F(a,_,) = (&;,— 2,_0)[(&,)- (4)

Setzt man hierin nach und nach v = 1,2, .., n, so ergibt sich das Glei-
chungssystem:  F(z) — F(a) = (2, —a)f ()
F(ay) — F(a) = (0, — 2,)f(&)

Fa) — F(z, ) = (@ —2,_,)[ (&)
und daraus durch Summierung die Gleichung:

F(z) = F(a) = (5 — 0)f (&) + (@ — 2) (&) + - -
+ @ =2, ) E) =@~ 2, ) fE) |

Durch diese Gleichung ist die Anderung, welche die zu bestimmende
Funktion bei dem Ubergange von a zu x erfihrt, dargestellt, und zwar
in Werten der gegebenen Funktion. Es steht frei, den Wert F(a) be-
liebig anzunehmen; F(z) ist dann bestimmt.

Die Gleichung (5) besteht zurecht, in welcher Weise und Anzahl
die Teilintervalle (3) von (a, #) gebildet sein mdgen. Sie stellk aber nur
eine formale und nicht eine praktische Losung der Aufgabe dar, weil die
Ausfithrung der auf der rechten Seite vorgeschriebenen Summation an
der Unkenntnis der Zwischenwerte £, &, .., §, scheitert; denn diese
Zwischenwerte sind auBler von den Teilintervallen auch von der Natur
der erst zu bestimmenden Funktion F(x) abhingig.

Zu einer wirklichen Losung werden die Untersuchungen des nichsten
Artikels fiihren.

226. Begriff des bestimmten Integrals. Es sei (a, ) der Be-
reich der gegebenen eindeutigen und stetigen Funktion f(z). Demselben

gehdre das Intervall (a, b), wobei a < b, ganz an und werde durch die
steigende Zahlenfolge

(8)
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A= Lo, Tyy Byy « v 5 Byoyy Byy -y By, B, =b (6)
in n Teilintervalle zerlegt; die GroBe des v-ten Teilintervalls ist
av= xv-\— xv—l)

in demselben werde wie in jedem andern ein beliebiger Wert &, ange-
nommen. Auf diese Teilung 7' und das Wertsystem der { werde eine
n-gliedrige Summe gegriindet, deren Glieder die Produkte der Intervall-
groBen mit den zugeordneten Funktionswerten /(&) sind, und mit S(T")
bezeichnet, so daB

SI) = 0, f(&) + 3 (&) + -+ + 0,/(&) = DV,f(E). (D)
1

Von einer solchen Summe gilt der Satz: Die Summe S(T') konver-
giert bei bestindig wachsendem n und Abnahme jedes einzelnen Teilinter-
valls gegen Null unabhdngig von der Art der Teilung und der Wahl der
Zwischenwerte & gegen einen bestimmten Grenzwert.

Der Beweis dieses grundlegenden Satzes ergibt sich aus folgenden
Schliissen.

1. Es sei m, die untere, M, die obere Grenze von j/(z) in (z,_,, z,)
also ihr Kkleinster und groBter Wert in diesem Teilintervall.

Ersetzt man in S(7) die Funktionswerte f(£,) durch die m,, so ent-
steht eine neue auf dieselbe Teilung gegriindete Summe; sie soll die untere
Summe heiBen und mit S,(7T") bezeichnet werden; mit S(T) verglichen ist

S,(T) ————Z"' d,m, (8)
1

in keinem Falle grioBer, sondern im allgemeinen kleiner.

Von der oberen Summe S,(T), die aus S(T') durch Ersetzung der
f(&,) mit M, entsteht, also von

S,(T) =6, M,, 9)
1

148t sich in gleicher Weise aussagen, daf sie im allgemeinen groBer ist

als S(T).
Demnach ist S(T') eingeschlossen swischen die Grenzen

S,(1) < 8(T) < 8,(T). (10)
1‘
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2. Die beiden Summen S,(T), S,(T) lassen sich selbst wieder swischen
swet angebbare Grenzen einschliefen.

Bezeichnen niémlich m, M die untere und die obere Grenze von f(z)
in dem ganzen Intervall (@, b), so wird S,(T') verkleinert, wenn man darin
die einzelnen m, durch m, hingegen S (T') vergriBert, wenn man darin
die einzelnen M, durch M ersetzt; es gehen aber dadurch die genannten
Summen {iber in

m 20, = m(b—a)
1

M36,= M(b—a).
1
Infolgedessen kann die Ungleichung (10) wie folgt erweitert werden:
mb—a) < S, (T)<S(T)<S,(T)< M(b— a). (11)
3. Mit zunehmender Anzahl der Teilintervalle wdchst die untere

Summe, wihrend die obere abnimmi.
Um dies zu erweisen, nehmen wir zu der Teilung T

@ =Ty Byy Xgy ooy By_1y Lyy oo 0y Tpy_qy £, =D
eine zweite 17:
@ =Ty, By, Lsy « oy Lyr—1y Lyry « ooy Tty Tw = D
und konstruieren aus beiden durch Vereinigung der Teilpunkte einedritte 7'
@ = To, T1y Tay + « vy Tty Tyry « ooy Lty Tnr =10,
so kann 7' sowohl als Fortsetzung von T wie als Fortsetzung voun 7”

angesehen werden.
An die Stelle des einen Gliedes d,m, in S,(T') tritt in S,(T") eine

q ”' ”
nummse O + Ogn g1 Mgr 4y 4+ -+ + 00" 4 pMar 1p

wobei 0gr + O0gryy + - -+ + davyp = 0,, und diese ist aus den in 2. ent-
wickelten Griinden groBer als 0,m,, folglich ist auch

S,(IT")>8,(T).
In gleicher Weise kommt an die Stelle von 0, M, in S (7') eine
Summe in S, (77):
v Mo 4 Ogriy Mooy 4 -+ - + O p Mo 4y,
die von &, M, an GroBe iibertroffen wird, folglich ist auch
STy < 8,(T).
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4. Die auf irgend eine Teilung von (a, b) gegriindete untere Summe
ist kleiner als die auf dieselbe oder eine beliebige andere Teilung yegriindete
obere Summe.

Bei ein und derselben Teilung ist die Richtigkeit dieser Aussage
evident; denn die Glieder von S,(T) sind kleiner als die korrespon-
dierenden Glieder von S,(T).

Fiir zwei verschiedene Teilungen wie 7' und 7'’ ergibt sie sich'aus
dem Vorhergehenden wie folgt: Es ist

S,(T) < 8.(T7)

wegen 3., dann weil auf dieselbe Teilung sich stiitzend

8,(T7) < 8,(T"),

endlich 8,(T") < 8,(T"),

wegen 3. und weil 7" auch die Fortsetzung von 7" ist; daher ist auch
S,(T) < 8u(T7)-

5. Sowohl die untere als auch die obere Summe konvergiert bei unbe-
grenst fortgesetzter Teilung von (a, b) gegen einen bestimmien Grenzwert.

Es sei 7', 7", T", ... eine unbegrenzte Folge von Teilungen,
deren jede eine Fortsetzung der unmittelbar vorhergehenden ist; alsdann

hat man nach 3.  § (7)< S, (T") < 8,(T") < - -~

d. h. die unteren Summen bilden eine steigende Folge von Zahlen, die

aber notwendig einen Grenzwert hat, weil zufolge 4. alle unteren Sum-

men unter allen oberen Summen und diese ihrerseits nach (11) unter

dem festen Wert M (b — a) bleiben. Folglich existiert lim S,(T).
Ferner ist nach 3.

8,(T) > 8,(T") > 8,(T7) > -+,
d. h. es bilden die oberen Summen eine fallende Folge von Zahlen, die
aber notwendig einen Grenzwert hat, weil zufolge 4. alle oberen Summen
tiber allen untern Summen und diese wiederum nach (11) iiber dem festen
Wert m(b — a) liegen. Es existiert also auch lim S (7).
6. Die beiden Grenzwerte lim S,(T) und lim S,(T) sind rinander
gleickh. Auf Grund von (8) und (9) ergibt sich

SO(T) - Sn(T) é$6$(Mr_ m’v)‘



6 L Abschnitt. § 1. Das bestimmte und das unbestimmte Integral

Die Differenz zwischen der oberen und unteren Grenze einer Funk-
tion in einem Intervall bezeichnet man nach Riemann als die Schwankung
der Funktion in diesem Intervall; fiir das »-te Teilintervall ist sie

6, =M —m,
und hiermit schreibt sich

S,(T) — 8,(T) = ;"a,,a,,. (12)

Versteht man unter ¢ die groBte der Schwankungen in den einzelnen
Teilintervallen, so ist

8,(T) — 8,(F) < 638, — 6 (b—a).

Da nun die Funktion f(x) als stetig vorausgesetzt wurde, so nehmen
die Schwankungen mit fortgesetzter Teilung dem Betrage nach bestiindig
ab und sinken schlieBlich unter jede noch so klein festgesetzte Zahl;
denn die Annahme, die Schwankung bleibe, wie klein auch die Intervalle
werden, iiber einer festgesetsten Zahl, stiinde mit dem Wesen der Stetig-
keit im Widerspruche (17,2.). Es wird also auch die groBte der Schwan-
kungen bei unbeschrinkt fortgesetzter Teilung beliebig klein, womit das-
selbe gesagt ist wie mit dem Ansatze

lim S, (7) = lim S,(7). (13)
1. Die Summe S(T'), gegriindet auf belicbige Zwischenwerte & ndihert

sich bei unbegrenzt fortgesetzter Teilung einem bestimmien Grenzwert.
Denn S(T') bleibt iiber allen S,(T') und unter allen S,(7'), und da

diese einer gemeinschaftlichen Grenze 'sich nihern, so ist dies auch die
Grenze von S(7), d. h. es ist
lim 8,(T) = lim S(T) = lim S,(T). (14)
DaB lim S(T) von der Art der Teilung unabhingig ist, kann so
eingesehen werden. Sind zwei Teilungen, 7' und 7", so weit gediehen,
daB S(T') und S(7”) von den beziiglichen Grenzwerten dem Betrage
nach um weniger als ¢ abweichen, und bildet man durch Superposition
von T und 7’ eine dritte Teilung 7", so wird S(Z"), weil T” sowohl
eine Fortsetzung von 7" wie von 7" ist, von den genannten Grenzwerten
auch um weniger als ¢ abweichen, was nur moglich ist, wenn diese selbst
einander schlieBlich beliebig nahe kommen; d. h. es ist

lim S(T) = lim S(T").
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Hiermit ist der Beweis des an die Spitze dieses Artikels gestellten
Satzes vollendet.

Da die Art der Teilung und die Wahl der Funktionswerte innerhalb
der Teilintervalle fiir den Grenzwert der Summe ohne Belang ist, so kann
in der Bezeichnung jede Bezugnahme darauf unterbleiben und es soll
fortan nur von der Summe S gesprochen werden.

227. Definition. Auf den vorstehenden Satz griindet sich nun die
folgende Definition:

Der Grenzwert, welchem die mit der stetigen Funktion f(x) gebildete

Summe "
S = 61f(§1) + 62f(§z> + -+ dnf(g'n) =§6yf(§v>

bei bestindig zunehmender Zahl der Teile von (a, b) und Abnahme jedes
einzelnen gegen Null sustrebt, wird das vber das Intervall (a, b) erstreckte
bestimmite Integral der Funktion f(x) genannt und durch das Symbol

ST ds

bezeichnet; a heift die untere, b die obere Grense des Integrals, f(x) dx sein
Element.
Diese Definition soll durch die Gleichung

@ az =1im D' 8, (15)

dargestellt werden, zu welcher nur zu bemerken ist, daB z,= & und
z,=b ist.

Das Symbol ist der Entstehung angepaBt; das von Leibniz') ein-
gefithrte langgezogene f, das Integralzeichen, aus dem Buchstaben S ent-

standen, deutet auf die Bildung einer Summe und das Element f(z)dz
auf den Bau der Glieder dieser Summe hin; jedes Glied ist nimlich das
Produkt aus der Differenz zweier Werte der Variablen und aus einem
Werte der Funktion, dessen Argument dem Intervalle der beiden Werte
der Variablen angehort. Die Zufiigung der Grenzen zu dem Integral-
zeichen ist durch Fourier?®) eingefiihrt worden.

1) In einem Manuskript vom 29. Oktober 1675. Zu allgemeiner Anwendung
kam es erst, seit Johann Bernoulli es annahm (1696).
2) Théorie analytique de la chaleur, 1822. Vordem wurden die Grenzen im-
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Der Definition (15) zufolge erfordert die Berechnung eines bestimm-
ten Integrals die Durchfiihrung zweier Prozesse: einer Summierung und
eines darauffolgenden Grenziiberganges. Aber nur in sehr einfachen
Fillen gelingt es, diese Prozesse direkt zu vollziehen; es wird sich daher
um andere Mittel zur Auswertung eines bestimmten Integrals handeln.

Wenn man den Beweis des Satzes in 226, auf welchen der Begriff
des bestimmten Integrals sich stiitzt, genau verfolgt, so wird man ge-
wahr, daB die Schliisse 1. bis 5. auch dann aufrecht bleiben, wenn von
der Funktion f(x) nur angenommen wird, sie sei eine begrenste Funktion,
d. h. eine solche, daB keiner ihrer Werte unter einer bestimmten Zahl
und keiner dber einer bestimmten (groBeren) Zahl liegt. Erst in dem
Schlusse 6. wird von der Eigenschaft der Stetigkeit Giebrauch gemacht.

Setzt man also f(z) bloB als eine begrenzte Funktion voraus, so
hiingt die Existenz eines bestimmten Grenzwertes der Summe S und da-
mit die Existenz eines bestimmten Integrals davon ab, ob die Summen
S, und S, gegen eine und dieselbe Grenze konvergieren; dies ist aber nur
dann der Fall, wenn ihre Differenz (12) gegen Null abnimmt, d. h. wenn

lim 3'd,6,= 0 (16)
1

ist. Ist diese Bedingung, welche verlangt, daf3 die Summe der mit den
sugehirigen Schwankungen multiplizierten Intervalle bei fortschreitender
Teilung von (a, b) der Null sich ndhert, erfiillt, so nennt man die Funk-
tion f(z) in dem Intervalle (a, b) integrabel.

Von einer in (e, 8) stetigen Funktion kann man daher sagen, sie sei
in jedem Intervalle (a, b), das dem (e, §) angehort, integrabel.

Aber auch eine begrenzte Funktion, die an einer beschrinkten An-
zahl von Stellen in (a, b) einen endlichen Sprung macht (18, 2.), ist in
(@, b) integrabel; denn, obwohl den Sprungstellen Intervalle mit endlich
bleibender Schwankung entsprechen, so konvergiert doch auch der von
diesen Intervallen herrithrende Anteil der Summe (16) gegen Null.

228. Geometrische Interpretation des bestimmten Inte-
grals. Bevor wir auf Beispiele direkter Berechnung bestimmter Integrale

begleitenden Texte angegeben. Noch 1819 bedient sich Lacroix im 3. Bande
des Traité du calc. intégr. an einer Stelle (p. 468) der recht umsténdlichen Schreib-

weise: ‘ﬁ(‘”) dzx [: : (1)]
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auf Grund der Formel (15) eingehen, sollen spezielle Formen der darin
auftretenden Summe gebildet werden. Dies mdge jedoch an der Hand
der geometrischen Interpretation des bestimmten Integrals geschehen.

Der Gleichung y = f(),

in welcher f(z) eine stetige Funktion bedeutet, entspricht eine Kurve

CD (Fig. 129); dem Intervalle (@, b) eine Strecke o

AB in der Abszissenachse; dem Teilintervalle Y Mty "
(@,_,, z,) eine Teilstrecke PP’ von A B; dem Zwi-- ' A
schenwerte &, ein Punkt @' auf P P’; dem Funk- f : :

tionswerte f(£,) die Ordinate Q @', von der wir bei l

der folgenden Betrachtung annehmen, daB sie in .!

dem Bereiche (a, b) bestiindig positiv sei. Mithin P i, {

. 4 QP B
ist das Produkt 0,f(E)=PP-QQ (17) o e Tl @ 3

die Fliche des Rechtecks mit der Basis PP’ und : 129,

der Hoéhe @ @', und die Summe
S =38,1(E)

die Summe der gleichartigen iiber allen Teilen von 4 B errichteten Recht-
ecke. Unabhiingig von der Wahl der Zwischenpunkte @ konvergiert
diese Rechteckssumme bei fortschreitender Teilung von 4B gegen einen
bestimmten endlichen Grenzwert

[F(@) da.

Diesen Grenzwert erklirt man naturgemiB als die Fldche der teilweise
von der Kurve begrenzten Figur ABDC.

Es 16st demnach das bestimmte Integral eine Aufgabe der Geo-
metrie, welche der elementaren Mathematik unzuginglich ist: die Berech-
nung der Fliche oder die Quadratur einer krummlinig begrenzten Figur.
Aus dieser geometrischen Aufgabe hat Leibniz den Begriff des bestimm-
ten Integrals entwickelt.

Fallt f(&,) negativ aus und setzt man ein fiir allemal voraus, daB
die Werte z,, z,, z,, ..., x, steigend geordnet und somit alle d, positiv
sind, so gibt Formel (17) die negative Flichenzahl des betreffenden Recht-
ecks. Wenn daher die Kurve CD innerhalb des Bereichs (a,b) teils iiber,

teils unter der Abszissenachse liegt, so liefert das Integral die algebraische

'
.

)
»y
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Summe der positiv gezihlten Flichenteile iber und der negativ gezihlten
Flichenteile unter der Abszissenachse, also in Fig. 130 den Wert
Yy AEC— EGF + FBD.
| Fig. 130.
¢ ) Da die Wahl der Zwischenpunkte @ willkiirlich

D ist, so kann auch P oder P’ (Fig. 129) dafiir genom-
{\E P men werden; damit ergeben sich die folgenden spe-

oA \(;/ B siellen Formen der Summe S:

18) S = ;nay f(@,_y), N =$ 9,f(2,), (19)

die erste mit den Anfangswerten der Funktion, die zweite mit den End-
werten gebildet.

Weil ferner die Art der Intervallteilung ohne EinfluB auf den Grenz-
wert ist, so kann man die Teile auch gleich machen; dann ist

b—oa_ h
n

ein solcher Teil, aa+ha+2h .. b

die Wertreihe, welche die Teilung bestimmt, und entsprechend den Formen
(18), (19) ergeben sich folgende Definitionen fiir das bestimmte Integral:

S @) da = lim (h(f@ + fla+h + -+ f6=M)}  (20)

k=n—1

= hm b—a 2 f(a+lb::3)

und j fl@)de = lim {h(f@+h + fla+2h +---+fO)]  (21)

i 2 ST (ak2 59

Formel (20) bestimmt die Fliche ABDC als Grenzwert der Summe
der inmeren Rechtecke P’ M, Formel (21) als Grenzwert der Summe der
duperen Rechtecke PM’; diese Benennung ist jedoch angepaBt dem in
Fig. 129 dargestellten Falle, wo die Kurve CD steigt; sie wiirde sich
umkehren, wenn die Kurve fiele; bei einer bald steigenden, bald fallen-
den Kurve werden in beiden Darstellungsformen sowohl fuflere als auch
innere Rechtecke vorkommen.
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229. Beispiele direkter Ausrechnung bestimmter Inte-
b

grale. 1. Behufs Ermittlung des Integrals f 23dx hat man zufolge (20)

o

den Grenzwert von

5

b-——a a

e AR Gt

fiir lim # = 0o zu bestimmen; dieser Ausdruck verwandelt sich nach Aus-
fiihrung der Quadrate in

2= gt 4 22029 Lo g 4T T) + () (22 4= 1)

+ a(—a)(n—1) + (p—ayr E=VEITL]
- 6—afe+o0-0(1-2) 445 (1= ) (- ]

demnach ist sein Grenzwert

(b—a)a®+ a(b—a)* + &'——gﬁ‘)— = b—}‘i’,

b
so daB also f‘x”dw = ba;as .

¥
2. Zur Wertbestimmung des Integrals f a®dx hat man den Grenz-
wert von “«
h[aa+ actt4 ..+ aa+n—1h]
fir lim 2 = 0 mit der MaBgabe zu bilden, daB nh = 8 — « ist; nun laBt
sich dieser Ausdruck umformen in

_ a ‘_ ‘g_- @
ah(1 + @+ a2+ - - 4 a"=14) = ha(?_ - 1) ah—(;
T
so hat man
S__
fa"dx == @ 1 a .
o/ a

]
b

3. Die Ausrechnung des Integrals f sin zdz kommt auf die Be-
stimmung des Grenzwertes von ’

hlsin @ + sin (@ +Ak) + - - - + sin (ia+h:ih)]
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fiir lim A = O und 2k = b — @ zuriick. Die eingeklammerte Summe 158t
sich wie folgt umgestalten. Geht man von der Formel

! )-——cos (a+ 241 h)

aus und wendet sie auf k=0,1,...,% — 1 an, so ergibt sich das Glei-
chungssystem:

. .k h h
2 sin a sin 5 = cos (a——g-) — cos (a—{— ?)

2 sin (a + kh) sin—g—=cos(

2 sin (a+h) sin —g— = cos (a+ —;i) — cos (a‘ + %73)

i ) — cos (a + j{——} h)
und durch seine Summierung die Gleichung:
2 sin -E [sin @ + sin (a+ k) + - - - + sin (e + n—1h)]
== COS (a-— ~h—) — cos (a—{-—l:}h),

2 sin(a +n—1h) sin —;i = cos(

2
woraus sina + sin (@ +k) + - - - + sin (a+n—1h)
Slll f—}}
= ——’2;— sin (a + ”;ll')
8in _é_
Es bleibt also der Grenzwert von
b
. b—a 2 . (b+a h
2 sin -—2— R sin (’"f‘" —_— 27)
8in —
2
zu bestimmen, und dieser ist (16, 2.)
2 sin 2 =2 singié:q = cos @ — co8 b.

b
Demnach ist f sin zdx = cosa — cos b.

a

b
Auf analogem Wege 148t sich auch f cos z dz ermitteln.

230. Fundamentale Eigenschaften des bestimmten Inte-
grals. Aus dem Begriffe des bestimmten Integrals lassen sich einige
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seiner Eigenschaften unmittelbar ableiten, die bei der Rechnung mit
Integralen bestindige Anwendung finden.

1. Ein Integral, in welchem die untere Grense der oberen gleich ist,
hat den Wert Null.

Es ist also f f(z)dz = 0; (22)

denn das Integrationsintervall (a, @) hat keine Ausdehnung.
2. Bei Verlauschung der beiden Gremzen eines Integrals dndert sich
nur dessen Vorzeichen.
Die auf die Wertfolge
@=10Cy, Ty, ..., T, =b

gegriindete Summe S hat den Ausdruck

u1
2 8.1(E),
1
die gleichartige auf die Wertfolge

b=, %, 4.7, Zy=20
beziigliche Summe den Ausdruck

Sa)r6);
- Sa)rE) =—30,fE)

ergibt sich durch den Ubergang zur Grenze:

bj Fl@)yde = —, f f(2) da. (23)

Bei der geometrischen Darstellung ist das Integrationsintervall durch
eine Strecke der z-Achse versinnlicht, und den beiden Integrationsfolgen
(a, b), (b, a) entsprechen die beiden Richtungen dieser Strecke; man kann
daher auch sagen, mit der Anderung der Integrationsrichtung indere sich
das Vorzeichen des Integrals.

3. Sind a, b, ¢ dres Zahlen, welche dem Integrabilititsbereiche der
Funktion f(x) angehiren, so ist

@ az + J’f(x) dz = [ f(z)da. (24)
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Ist a < b <c¢, so zerfillt (@, c) durch den Zwischenwert b in zwei
Teile, und die auf diese Teile (a, d), (b, ¢) beziiglichen Summen S er-
geben zusammen die fiir das ganze Intervall (a, ¢) geltende Summe; durch
Ubergang zur Grenze erhiilt man die Formel (24).

Wenn hingegen a < ¢ <b, so sind (a, ¢), (¢, b) die Teilintervalle
aus welchen das ganze Intervall (a,b) sich zusammenselzt, und es ist

daher zuniichst o b »
[1@ dz + [ @) dz = [ (@) dz;

tibertriigt man das zweite Integral nach rechts unter Anwendung der
Formel (23), so ergibt sich wieder die Formel (24).

Man kann dieser Formel durch Transposition der linksstehenden
Integrale und durch Vertauschung der Grenzen die Geestalt

4 s A
S ds+ [ f@)da + [ f(@)dz =0 (25)
a b [
geben, welche an die Rechnung mit gerichteten Strecken in einer Ge-
raden erinnert: AB -+ BC + CA=0.

Die Formeln (24) und (25) konnen auf beliebig viele im Integrabili-
tatsbereiche liegende Zahlen ausgedehnt werden nach dem Schema:
(a: cl) + (C,, 62) + (cp) a) =0.
4. Ein konstanter Faktor der zu iniegrievenden Funktion kann vor
das Integralzeichen genommen werden und umgekehrt.
Aus der fiir die endliche Summe S geltenden Gleichung

S0,01(8) = e30,1(8)

folgt néimlich durch Ubergang zur Grenze:

[ef(@)az = ¢ [F(z) de. (26)

5. Das tiber (a, b) erstreckte Integral einer Summe von Funktionen
Lommt der analog gebildeten Summe der tiber (a, b) erstreckten Integrale
der einzelnen Summanden gleich. i

Es seien nimlich ¢ (), ¢(x) zwei auf dem Gebiete (¢, b) integrable
Funktionen: die auf ihre Summe @(z) + ¥(2) beziigliche Summe S 148t
sich wie folgt umformen:



280. Fundamentale Eigenschaften des bestimmten Integrals 15

o) + v = 30,9(6) + 30,08

daraus ergibt sich durch den Ubergang zur Grenze

JT9@ + v@de = [ 9(@) do + [ v(2) dz. (27)

Die Formel kann auf jede endliehe Anzahl von Summanden ausge-
dehnt und in allgemeiner Weise so geschrieben werden:

/'27,(@ dx =2J ‘f,_(x)da;.

6. Zwischen dem kleinsten Werte m und dem groften Werte M, welche
die Funktion f(x) in dem Intervalle (a, b) annimmt, liegt notwendig eine
Zahl u derart, daf b

J @iz = — ayu. (28)

Denn jede auf eine Unterteilung von (a, b) gegriindete Summe §
ist s0 beschaffen, daB (b —a)ym < S< (b —a)M
(226, 2.); diese Beziehung hilt also auch der Grenzwert von S ein, d. h.
es ist auch b
(b — a)m <ff(w)dx <(b—a)M.

Hieraus aber folgt die behauptete Gleichung (28).

Ist die Funktion f(z) stetig, so nimmt sie den Wert u mindestens
an einer Stelle zwischen a und 6 auch wirklich an (17, 3.); eine solche
Stelle kann man durch a + 6(b— a) darstellen, wenn 0 < 0 <1 ist; folg-
lich kann dann der Formel (28) die Gestalt gegeben werden:

[f@)dz = — a)fa + 00 — a). (29)

Die Zahl u findet unter dem Namen des Mittelwerts der Funktion
in dem Intervall (a, b) vielfache praktische Anwendung. Diese Bezeich-
nung griindet sich auf folgenden Umstand. Legt man dem Integral die
Definition 228, (20) zugrunde, so ist

1 d . h+--- b—h —
s [ @) ds = i (ORLEN L (0= (v

=00 n
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die rechte Seite aber ist der Grenzwert des arithmetischen Mittels einer
gleichmifiig tiber (a, b) verteilten Folge von Werten der Funktion, die
linke Seite die in (28) erklirte Zahl g. Zugleich hat man zur Bestim-
mung von g die Formel:

L (30)

Aus der Formel (29) kann gefolgert werden: Ist die Funlktion f(x)
m dem Intervalle (a, b) niemals megativ (positiv), so hat das Integral

b
. f f(x) dx dasselbe (entgegengesctzte) Vorzeichen wie b — a.

Hieraus darf weiter geschlossen werden: Ist a < b und f(z) > @(z)
bei allen Werten von z aus dem Intervalle (a, b), ohne daf3 das Gleich-
heitszeichen fortbesteht, so ist

[t@az> [p@)aa. (31)

Denn nach den gemachten Voraussetzungen ist b —a > 0 und f(z) —
@ (z) > 0, folglich 5
J1t@) — g@ndz >0,

woraus sich mit Hilfe von (27) die obige Beziehung ergibt.

1. Der Wert eines bestimmien Integrals ist von dem Zeichen fiir die
Variable unabhdngig; es ist also

[f@ iz = [ft)at;

a, b konnen zwei beliebige Zahlen aus dem Integrabilititsbereiche («, f)
sein; hilt man die eine, @, fest, denkt sich die andere variabel und be-
zeichnet sie demgemiB mit z, so hat zwar

ff(t) dt (32)

noch die Form, aber nicht mehr die strenge Bedeutung eines bestimmten
Integrals; da zu jedem aus (e, ) stammenden Werte von 2 ein und nur
ein bestimmter Wert von (32) gehort, so kann man sagen: Ein Integral
mit fester unterer und variabler oberer Grenze stellt eine eindeutige Funk-
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tion dieser leteteren Grenze dar; dieser Darstellung gemip nenmt man die
durch (32) definierte Funktion eine Integralfunktion.
Statt des Zeichens (32) wird mitunter auch die Schreibweise

[t@) iz (32%)

gebraucht; nur mufl dann zwischen der Variablen unter dem Integral-
zeichen — der Integrationsvariablen — und der variablen Grenze gehorig
unterschieden werden.

8. Das Integral einer endlichen Funktion f(8) ist eine stetige Funk-
tion der oberen Grenze.

Sind a, 2,2 + h drei Werte aus dem Integrabilititsbereiche (e, 8), s0 ist

j ft)ydt + j mf(t)dt - J ;‘(t‘) dt,
daraus f;’z‘)dt ——ff(t)dt f;'z:) dt,

und fiir einen entsprechend ausgewihlten Wert p zwischen dem kleinsten
und grioBten Werte von f(¢) in (x, z + h):

z+h

f ()t — f () dt = hu; (33)
da p endlich ist, so konvergiert die rechte Seite mit h zugleich gegen
Null: es ist also ath ®

lim { f fat— 1 dt}=

womit die Stetigkeit erwiesen ist; an einer Stelle x innerhalb («, 8) kanu
der letzte Gtrenziibergang beiderseitig (lim 2 = + 0) ausgefithrt werden,
bei « oder § nur einseitig.

9. Der Differentialquotient des Inmtegrals einer stetigen Funktion in
besug auf die obere Grenze ist der zu dieser Grense gehirige Wert der in-
tegrierten Funktion.

Ist f(x) eine stetige Funktion, so kann die Gleichung (33) auch in
der speziellen Form (29), d. 1.

ff(t)dt — /’fmdt — hf(z + Oh)

Cauber, Yorlesungen. II. 4. Aufl,

13
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geschriehen werden; daraus folgt
x+h x

Sfeyat— [fede
t——t—— =flz + 6h).

der Grenzwert der linken Seite fiir lim 4 = + O ist der Differentialquo-
tient der Integralfunktion, der Grenzwert der rechten Seite vermdge der
vorausgesetzten Stetigkeit f(x); daher ist in der Tat

D[t - f). (34)

An den Endstellen «, § ist nur ein einseitiger Grenziibergang méglich.
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit dz, d. i. mit dem Diffe-
rential der oberen Grenze, ergibt sich:

[ 1)at = f(z)da. (35)

Diesen bestimmten Sinn hat die Aussage, daB die Zeichen ¢ und f, wenn
sie aufeinander folgen, sich aufheben.

231. Das unbestimmte Integral. Mit dieser letzten Eigenschaft
der Integralfunktion sind wir bei der Aufgabe wieder angelangt, welche
in 225 als das Grundproblem der Integralrechnung bezeichnet worden
ist. Es handelte sich darum, eine — selbstverstéindlich stetige — Funk-
tion zu finden, deren Differentialquotient an jeder Stelle 2 des Intervalls
(o, ) dem zugehdrigen Wert der gegebenen eindeutigen Funktion f(¢)
gleichkommt. Fiir den Fall, daB f(f) in dem Intervalle (&, B) stetig ist,
hat man also in der Integralfunktion

[fwat (36)

eine Losung der Aufgabe, weil dann nach dem oben Bewiesenen

D, [ft)yat=f(). (87)

Aber es ist nicht die einzige Losung der Aufgabe; denn auch jede
Funktion von der Form

C+ [fat, (38)
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wo, C eine willkiirliche Konstante bedeutet, teilt mit (36) die in (37)
ausgesprochene Eigenschaft.

AuBerdem aber gibt es keine anderen Funktionen dieser Art mehr.
Denn bezeichnet man die Funktion (38) mit ¢ () und nimmt man an, es
existiere auBer ihr noch eine Funktion @(z) dieser Eigenschaft, so folgte
aus dem gleichzeitigen Bestande der Gleichungen

LY 1@, B2 —f@
fiir alle Werte von x aus (¢, §), daB fu1 alle- diese Werte
2@ —9@l _
dx
sei; das fiihrte weiter (39) zu
O(2) —g(2) = '
oder zu @(z) = C’' + @(x). Das aber ist in (38) selbst enthalten.

Die Aufgabe, eine Funktion 2u finden, deren Differentialquotient durch
ene gegebene stetige Funktion dargestellt ist, hat hiernach unendlich viele
Lisungen; mit einer von ihnen sind aber alle anderen bekannt, weil sie sich
von thr nur um eine additive willkiirliche Konstante — die Integrations-
konstante genannt — unterscheiden.

Unter den unendlich vielen Funktionen, welche die Lésung der Auf-
gabe bilden, ist die spezielle (36) dadurch gekennzeichnet, daB sie fiir
2 = a den Wert Null hat (230, 1.). Aus der Gesamtheit aller Losungen,
die durch (38) dargestellt ist, hebt sich eine einzelne hervor, sobald man
festsetzt, daB sie an der Stelle # = a einen bestimmten Wert A4 haben

goll; denn aus z
{O+ff(t)dt} -4 folgt

r=a

C=A—[F)dt = 4

somit ist 4+ [feat

die herausgehobene Funktion.

Den Ausdruck (38) oder die Gesamtheit aller Funktionen, welche
die gegebene Funktion f(«) zum Differentialquotienten haben, nennt man
das unbestimmte Integral der Funktion f(x) oder auch ihre Stammfunktion,

primitive Funltion (nach Lagrange) und bedient sich dafiir des Zeichens
2%
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. ff(w)dx, (39)
welches dem des bestimmten Integrals nachgebildet ist, aber der Gren-
zen ermangelt. Die Gleichung

P(z) = [ f(z)dz

soll die Tatsache ausdriicken, die Funktion F(x) sei eine von den Funk-
tionen, welche f(x) als Differentialquotienten geben.

232. Hauptsatz der Integralrechnung. In Artikel 225 ist von
der Annahme der Existenz einer stetigen Funktion F(x) ausgegangen
worden, welche die gegebene Funktion f(x) zum Differentialquotienten
hat. Auf Grund dessen crgab sich die Gleichung '

) — Fa) = D)z, — 2, _)fE); (40)

darin bedeutet £’ einen solchen Wert der Variablen aus dem Intervalle
@, 1> 2,), dab F(z) — F(z,_,) = (2, — 2,_)f(E,)

und ein solcher Wert existiert dem Mittelwertsatze (38) zufolge immer.
Nun ist in 226 bewiesen worden, daB die Summe

n

%‘(zl — &, l)f(gr\

mit bestindig wachsendem n gegen einen bestimmten Grenzwert konver-
giert, wie auch die Zwischenwerte &, gewihlt worden sind; daher ist auch
die Wahl g, =&

zulissig, d. h. auch die Summe auf der rechten Seite von (40) konvergiert
gegen diesen bestimmten Grenzwert, welchen wir als das bestimmte Integral

.
@ dx

definieri haben. Da nun die Gleichung (40) zu Recht besteht ohne Rick-
sicht auf die Anzahl der Teilintervalle und das Gesetz der Teilung, so
gilt auch

F(b) — F(a) = [ f@)dz.

Dadurch sind wir zu einem Hauptsatze der Integralrechnung gekom-
men, welcher das wichtigste Hilfsmittel zur Berechnung bestimmter In-
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tegrale an die Hand gibt. Dieser Satz liBt sich folgendermaBen aus-
sprechen:

Ist F(x) eine stetige Funktion, welche die integrable Funktion f(x)
zum Differentialquotienten hat, also ein unbestimmites Integral von f(z), so
ergibt sich das iiber das Intervall (a, b) erstreckte bestimmte Integral, indem
man von dem Werte der Funktion F(x) an der oberen Grenze b ihren
Wert an der uniteren Grenze a subtrahiert, in Zeichen:

[ f@)de = F@®) — Fla). (41)

Zuor Bezeichnung der Differenz F(b) — F(a) bedient man sich auch

b
des von Sarrus eingefiihrten Substitutionszeichens ' F(z) oder der ab-

[

b
kiirzenden Schreibweise {F'(z)}.

An dem Satze ist zu ermessen, welchen Vorteil es hat, wenn von
einer zur Integration vorgelegten Funktion das unbestimmte Integral be-
kannt ist; jedes bestimmte Integral ist dann durch bloSe Substitution
seiner Grenzen in das unbestimmte Integral berechenbar.

Es wird sich daher als eine wichtige Aufgabe darstellen, fiir die ein-
tachen elementaren Funktionen und aus denselben zusammengesetzte Funk-
tionsformen die unbestimmte Integration in dem Sinne durchzufiihren,
daB man andere elementare und aus solchen durch eine heschrinkte An-
zahl von Operationen zusammengesetzte Funktionen zu bestimmen sucht,
welche die ersteren als Differentialquotienten ergeben.!),

1) In historischer Beziehung sei bemerkt, daB Leibniz bei Schaffung des
Integralbegriffs von dessen summatorischer Bedeutung ausgegangen war, daB je-
doch diese Auffassung zugunsten derjenigen, welche in der Integration die inverse
Operation des Differentiierens erblickt, unter Johann Bernoulli und Euler zu-
riicktrat. Erst Cauchy stellte sie in den Vordergrund und definierte das be-
stimmte Integral als Grenzwert der Summe S in der Form, die ihr in (18) gegeben
worden. Durch Riemann wurde die Definition von Einschrinkungen befreit und
in der allgemeineren Fassung (16) gegeben, zugleich die Integrabilititsbedingung
(16) formuliert.
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§ 2. Grundformeln und Methoden der Integralrechnung.

2383, Grundformeln der Integralrechnung. Wenn die Aufgabe
der Integralrechnung dahin aufgefaBt wird, daB sie zu einem gegebenen
Differentialquotienten, der fiir ein Intervall («, ) als eindeutige stetige
Funktion von x definiert ist, die urspriingliche Funktion zu bestimmen
hat, so ist das Integrieren die inverse Operation des Differentiierens, und
aus jeder Differentialformel 148t sich durch Umkehrung eine Integral-
formel ableiten. Hine Methode des Integrierens bildet dieser Vorgang
deshalb nicht, weil dabei nicht von der zur Integration vorgelegten Funk-
tion ausgegangen wird; durch seine Anwendung auf die Differentialfor-
meln fiir die elementaren Funktionen (29.—34.) ergeben sich aber For-
meln, welche den Ausgangspunkt fiir alles weitere bilden; diese Grund-
formeln der Integralrechnung sollen im nachfolgenden zusammengestellt
werden.

+1
1. Fir jedes n <= — 1 ist d'—_ﬁ = z"dz, daher

jo:”dx = +1 + C. 1)

Ist » > 0, so gehort anch der Wert # = 0 dem Stetigkeitshereiche von
2" an und darf daher in das Integrationsintervall einbezogen werden;
insbesondere ist danu 1

" Adx = ——:

+1

2. Der in der Formel (1) ausgeschlossene Fall n =—1 erledigt sich
dadurch, daB dlr = d; ist; demnach gilt

fd—”f=z:v+0. @)

Diese Formel setzt # > 0 voraus; bemerkt man, daB auch dlkz = d—;a—: ,

sofern k eine Konstante bedeutet, so folgt, daB auch

l/‘%’c =lkx 4+ C

gesetzt werden kann; nimmt man bei negativem x also k= —1, so wird

auch '/’dm I(—2)+ C 2%)
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Man kann indessen die beiden Formeln (2) und (2*) in eine zusam-
menfassen, die fiir jedes Intervall angewendet werden kaun, das die Null

nicht enthilt, nimlich de 1

Sind demnach a,-b zwei positive oder zwei negative Zahlen, so gibt
die Anwendung von (2), bzw. (2*) beidemal

Jeu.

wiren a, b entgegengesetzt bezeichnet, so verriete schon das imaginére
Resultat die Unzuliissigkeit der Formel. In der Tat wird die Funktion
1 in einem solchen Intervalle (@, b) unstetig, nimlich an der Stelle z =0,
und erfiillt nicht die Bedingungen der Integrabilitiit.

Die Formel (2), welche den Ausnahmefall von (1) erledigt, 1aBt sich
jedoch auch in diese Formel einfiigen; nach (1) ist niimlich

x n+ 1
f Py =
1

betrachtet man in dem Resultat z als fest und » als variabel, so kommt
(109, ) .ottty

’ Jm T <l

und das ist laut (2) tatséichlich der fiir » = — 1 geltende Wert des In-

tegrals.

3. Aus den Formeln & arctg x = i + e

f%—x—?=arctgw+ C

J Tj{—t—w—, = — arccotg z + C;

die Formeln widersprechen einander nicht, weil

= d(— arccotg z) folgt:

3)

arctg x + arccotg z = —75: .
Statt der Hauptwerte der zyklometrischen Funktionen kann man
auch jeden aus den allgemeinen Funktionen
Arctgz = nm 4 arctgx
Arccotg 2 = nx 4 arccotgx
durch Spezialisierung des n hervorgehenden Zweig in (3) einsetzen.



24 I Abschnitt. § 2. Grundformeln und Methoden der Integralrechnung

4. Aus den beiden Formeln

dx

d arcsinz = Vi d(— arccos x)
—u
ergibt sich: j : 1@""%‘ —arcsinz + C I
Vi—=z
" dz arccos & + C @
JVi—at ]

und es gilt hierzu eine analoge Bemerkung wie zu 3.; die Quadratwurzel
ist positiv zu nehmen.

An Stelle vou arcsin 2 kann jeder Zweig der Funktion Aresinz ge-
nommen werden, fiir welchen der Kosinus positiv ist, also

2nm 4 aresinx

fiir jedes ganze n, und an Stelle von arccos x jeder Zweig von Arccosz,
fiir den der Sinus positiv ist, also

2nmw 4 arccosx fiir jedes ganze n.
5. Die Formel d %; = g*dz, in der a > 0 vorausgesetzt werden soll,
liefert do =% 4 ¢ 5
iefer: J otde =g+ G (D)
und fiir @ = ¢ folgt daraus inshesondere
Jerdz = e+ C. (6)

6. Die beiden Formeln d sinz = cos zdx und d(— cos z) = sinzdx
fihren zu

) fcos 2dz =sinz + C, J"sin zdx = —cosx + C. (8)

7. Die Formeln dtgz = Eggi und d(—cotgz)= siifé endlich ergeben
L3S a d. * d ' . .
(9) ) 'chf&i =tgzx + C, J an—'f& = — cotgw + C. (10)

8. Man bilde auf Grund der Formeln in 34 auch die entsprechenden
Integralformeln fiir die Hyperbelfunktionen.

234. Integration durch Teilung. Wenn die zu integrierende
Funktion als Summe einfacherer Funktionen sich darstellt oder in eine
solche umgewandelt werden kann, so ist ihre Integration auf die Inte-
gration der einzelnen Summanden zuriickgefiihrt.
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Nach der in 230, 5. begriindeten Eigenschaft bestimmter Integrale
ist flir jedes dem Integrabilitétsbereiche angehdrende x (obere Grenze)

JTf@) + @) + - + fu(@)]da
~ [ i@z + [ fu@)do+ - + ) f.@)dx,

daher auch t/)[fl(.r) +fo(x) + - - + f,(2)]d=
~J @z + [fy@ds + - + [f.@)de:

Rechter Hand ist nach vollzogener Integration selbstverstindlich
nur eine Konstante additiv hinzuzufiigen.

Die Formel (11) 1dBt noch eine Verallgemeinerung zu; da néamlich
(2380, 4)

(1)

./.‘cf(x) dy = c./ltf(a;) dx,

a

so ist auch J éf'(x)dx == cb/ }(x)d z,
wenn ¢ eine Konstante bezeichnet, und daher
Jlah@ + afi@) + - + e fu@)dz }

\ (12)
= c,‘ffl(w)dx + c,ﬁ;(x)dw 4+ -+ c,,f.ﬁ.(x)dx. ‘

Diese Formel in Verbindung mit der Grundformel (1) gestattet schon
die Integration einer ganzen Klasse von Funktionen, der rationalen gan-
zen Funditionen; es ist nimlich unmittelbar

ﬁaoz”+ az -t + a,)d
aO
n+41

wenn @, , eine willkiirliche Konstante bezeichnet.

235. Partielle Integration. Der in dem Intervalle (a, b) zu inte-
grierende Differentialausdruck f(x)dz lasse sich als Produkt -aus einer
Funktion % und aus einem Differential dv darstellen, zu welch letzterem
die Stammfunktion v leicht bestimmt werden kann, so daB also

f(x)dz = udv

22
mil+l+ ;:‘SD"’—}-‘ .. 1:’“”9J+“,1+17
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und v als bekannt angesehen werden kann. Dann ist es méglich, das In-
b
tegral f f(x)dx auf ein anderes zwischen denselben Grenzen zuriickzu-

fﬁhren.a
Geht man nimlich von der Differentialformel
d(uv) = udv + vdu

aus, so ergibt sich zundchst
z=b x=b
{uv) =‘f(udv + vdu);
r=a *p_g4

das rechtsstehende Integral aber laBt sich in eine Summe zweier Inte-
grale auflésen, und nach dieser Zerlegung findet man (bei einfacherer
Bezeichnung der Grenzen):

b b b

fudv ={uv}— | vdu. (13)

Es braucht nunmehr bloB die obere Grenze b als (innerhalb des
Integrabilitiitsbereiches) variabel angesehen zu werden, um aus (13) die
fiir unbestimmte Integration geltende Formel

. / wdv = uv — Jvdu  zu folgern. (14)

Die in den Formeln (13) und (14) ausgesprochene Methode wird

V _ Fig1st partielle Integration genannt; sie ist nur dann als mit

Fr————=8  FErfolg angewendet zu betrachten, wenn das Integral

I ‘ der rechten Seite einfacher ausfillt als das urspriinglich
E—1 v vorgelegene.

T ., Formel (13) 148t sich an einer geometrischen Figur

o D™ illustrieren. Werden u, v als Koordinaten eines-Punktes

M in einem rechtwinkligen System UOV (Fig. 131) aufgefaBt, so be-
schreibt der Punkt M, wihrend z das Intervall (a, b) durchléuft, einen
Kurvenbogen 4B, und es ist

o
(vdu=CDBA

b
fwdv = EFBA

" (wv), = OCAE
(uv), = ODBF;
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zwischen diesen vier Flichen besteht aber die Beziehung
CDBA + EFBA= ODBF — OCAE,
b b b
welche sich umsetzt in .fudv +fvdu=={uv} d.i. in die Formel (13).

Beispiele. 1. Wenn n <= — 1, so 148t sich das Integral
. f a*lxdx

dadurch 16sen, daB man « = Iz und dv = z"dx setzt; es wird so

; 2t 1 . 2"t g+
Jortwae =T — s i =~ O
In dem Falle » = — 1 handelt es sich um das Integral

Z—‘?d:c
&

und die Zerlegung u = lx, dv = d—x- fihrt wieder auf das némliche In-

tegral zuriick, indem f 12 3. O = dx

wird; nichtsdestoweniger ist die Aufgabe gelost, da hieraus
1 1
Ldz = 5 (a)f+C folgt.

Wenn iiberhaupt bei Anwendung der partiellen Integration das vor-
gelegte Integral auf der rechten Seite wieder erscheint mit einem von 1
verschiedenen Koeffizienten, so ist die Aufgabe, bis auf einfache Rech-
nungen, gelost.

2. Wenn man in dem Integral

SVi—was

w=V1 — 2%, dv = dw setzt, so ergibt sich zunéchst

fVl——x*dx-—mVl——w”-}—f

aber das Integral der rechten Seite kann durch die Umformung =1
— (1 —4?*) des Zihlers in zwei Teile zerlegt werden, und dann folgt weiter

fVl-—x*dx—le——z’-{— -———————f}fl—x’dz’

woraus f}/l —2dx =3 Vl — 4 arcsma +C.
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3. Das Integral J,= [ z"e*dz,
worin [n eine positive ganze Zahl bedeuten scll, gibt bei der Zerlegung
% =" dv = e*dx: J,=a"e —nd,_,.

Eine Formel von dieser Art, durch welche ein vorgelegtes Integral in
ein einfacheres von gleicher Gestalt umgewandelt wird, heiBt eine Re-

duktions- oder Rekursionsformel.

Die wiederholte Anwendung obiger Formel fithrt auf folgende Glei-
chungen: J, = "¢ —ad,_,
J,_y=a""te—(n— 1, _,

"— =

Ji=xe"— Jo;
das Endintegral ist Jy= fe”dx = ¢%; zum Zwecke der Elimination der
Zwischenintegrale multipliziere man die Gleichungen von der zweiten an-
gefangen der Reihe nach mit (—1)n, (—1)2n(n—1), ..., (— 1)*~'n(n
— 1) ... 2 und bilde hierauf die Summe aller. Dadurch ergibt sich

J,=€g—na* "+ nn— a2 —..
+ (=D —1)--- 22+ (—1yn(mw—1)--- 1]+ C.
+. Man entwickle folgende Integrale nach der vorstehenden Methode:

«) J {-”’i (w=e.. ).

Ve +1
B) J H}g%ge'dx(dv = e*dx,. . .; man {berzeugt sich leicht, daB
der unter dem neuen Integral entstehende Ausdruck das Differential von
T .
ist).

14 cosx
) / e sinbxdx und e** cosbade.

) d) /.cosbx cosh azdx, ‘/qcosba: sinhaxdx;

fsin bz cosh axdz, fsinbm sinh vz dz;

(unter Benutzung der Formeln in 34 zeige man, daB die Summen des
ersten und des zweiten Integralpaares wieder auf die Integrale in 3) fiihren).

236, Integration durch Substitution. Neben der partiellen
Integration ist die Einfiihrung einer neuen Integrationsvariablen eines der
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wichtigsten Hilfsmittel zar Gewinnung neuer Integrationsformeln, bzw
zur Ausrechnung oder Vereinfachung vorgelegter Integrale.
Es liege das bestimmte Integral

b
LGLE (15)
vor; anstelle der Variablen x sei eine neue Variable ¢ durch die Gleichung
z = p(f) (16)

einzufithren, von der wir voraussetzen, daB sie z durch ¢ sowohl wie ¢
durch z eindeutig bestimmt, so daB neben ¢ auch die inverse Funktion

t = () (16%)
eindeutig ist.

Mit Hilfe der Wertreihe
4= Ty, Ly, Xgy ..y X, =D
und der in die Teilintervalle (z,, z,), (%, @), - . ., (z,_,, &,) eingescho-
benen Zwischenwerte £, &, - &, bilden wir die Summe

S~ )& an

und nehmen an dieser die Transformation vor.

Vermoge der iiber die Transformationsgleichung (16) getroffenen
Annahmen gehort zu obiger Reihe der Werte von z eine ebenfalls arith-
metisch (steigend oder fallend) geordnete Wertreihe

€=ty by tyy .yt =P
und es entsprechen den Zwischenwerten auch hier Zwischenwerte
Ty, Tgy ooy T
Dabei ist fiir jeden Zeigerwert v
T, = ‘p(tv)v ti' = w(xv)
und insbesondere auch o =v¢(a), g = v(b);
daraus folgt weiter mit Hilfe des Mittelwertsatzes (38), daB
Ty — Ty _y = (p(tr> - ‘p(tff—l) = (t1— tr—lj)‘p'(rr,)’
wobei 7, einen bestimmten Wert von ¢ aus dem Intervalle (¢, _,, ¢,) vorstellt.
Hiernach verwandelt sich die Summe (17) in die gleichwertige

%"

i

120,— t,_Dfle@E) e (z,);
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weil aber in betreff der Grenzwertbestimmung die urspriinglichen Zwi-
schenwerte &, vollstindig willkiirlich sind, so gilt dies auch fiir die 7,,
und daher darf von vornherein die Wahl so getroffen gedacht werden,

daB jedes T,=1};
dann aber lautet die transformierte Summe

A;S'(t) - tv—- l)f[¢ (17)]¢’(11')' (18)
Ihr Grenzwert gibt wie jener von (17) den Wert des Integrals (15), da-
her ist b

f f(z)dz -f fle(®)l¢' (H)at. (19)

Bei der durch (16) vorgeseichneten Transformation eines bestimmien
Integrals hat man also unter dem Imtegralzeichen x durch @ (%), dz durch
@ (t)dt 2u ersetzen und als Grenzen die den urspriinglichen Grenzen a, b
zugeordneten Werte «, B der neuen Variablen su nehmen.

Wenn die Transformationsgleichung den hier vorausgesetzten Be-
dingungen nicht entspricht, so muf das Verfahren mit Vorsicht ange-
wendet werden. Man hat zu priifen, in welcher Weise sich ¢ indert,
withrend o das Intervall (a, b) stetig durchlduft. So oft ¢ den Sinn der
Anderung wechselt, ist eine Spaltung des transformierten Integrals er-
forderlich. Beispiele werden es klar machen.

Einer speziellen Transformation sei hier besonders gedacht: sie be-
steht in der bloBen Zeicheninderung der Integrationsvariablen, gleichbe-
deutend mit der Substitution z=—1.

Man findet durch Anwendung der Formel (19)

[ 1@)dz = [f(~ a)de. 20)

Hieraus resultieren zwei hiiufig gebrauchte Formeln. Ist némlich
f(x) eine gerade Funktion, also f(— z) = f(x), so gilt

‘/?f(w)dx ———ff(x)dx +j‘f(x)d:c,

und weil vermége (20)

J 1@z = [f(= 9z = [ @)z,
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s0 ist St@az =2 [f@)dz, (f(—2=f@) (21)

Ist dagegen f(x) eine ungerade Funktion, so da f(—z) = — f(z), so ist
0 o a
JT@da = [f(— 0)dz - — [ f(z)da,
—-a 0 0

daber JT@dz =0, (f—a) = — f@). (22)

Es mag noch der Ubergang von bestimmten zu unbestimmten In-
tegralen vollzogen werden; denkt man sich die obere Grenze b, also auch
B variabel, so kommt man unmittelbar zu

[t@adz = [fle@®)]¢ @)dt. (19%)

Man kann dieser Formel auch die folgende Deutung geben: Aus
jeder Integralformel 1iBt sich eine neue Formel ableiten, indem 2 durch
eine Funktion von z und dz durch deren Differential ersetzt wird.

So ergibt sich aus der Grundformel f radx = + C die allge-

o

meinere . f @)y (x)ds =2 (aj_ - +C,
aus f t—i:;—c = lz + C auf demselben Wege

o 1
[E@ s o+ 0,

usw. Mitunter 1iBt sich bei einem vorgelegten Integral eine solche ver-
allgemeinerte Grundformel durch bloBes Zufiigen eines konstanten Fak-
tors herstellen, die Integration kann dann unmittelbar vollzogen werden.
Die Auffindung passender Substitutionen bildet einen der wichtig-
sten Kunstgriffe der Integralrechnung und erfordert vielfache Ubung.
237. Beispiele. 1. Mit Hilfe der Grundformeln ergeben sich fol-
gende Integrale:

f(ax + b)y*dx ——‘—f(a:c +byrd(az + b) = @a4 O + C,

T+ Da
ntl,
fcos“xsin .’l?d.’l)=~—J coss"awleos:z:=—con_'_1 +C (n=4=-—1)
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d(a -+ x)
faﬂ j'w—-—a“ =la+2)+C,
d(a+bm)
fa—}-bx f a4 bz a+bx)b+0

jtgxd:c=-—/vdc°s'?=—lcosx+(},

Cos ¥
x 1 azx e Y
fe“‘dwm»;fe d(azr) = —+C,
d(nx) 1 s
,]Vl———;?x’ Jvi—am aresinxx + C,
Yod 1 /. d% 1 x
/~—~m——- - f -~y = —arctg— + C.
. T et £ 2 % %
%* 4 x‘ 1+(,;)
2. Das Integral f Va® —adx

verwandelt sich durch die Substitution £ = @ sin¢ in

a*J cos®tdt = a”fl-——*'%i%t dt = a? (?t + 893.21) + C;

in dem Resultate ist # durch aresin f: - und sin 2¢ = 2 sin £ cos ¢ darch

x ] . .
2 — 1— 5 ersetzen; hiernach ist
. e 2
R DU P on S B Ny
f]/a #*dz = 5 Y@ —a* + 5 aresin— + C.

dx
3. Das Integral f ¥ oos ,m—aﬁjg"
geht zundchst, wenn man unter dem Integralzeichen Zihler und Nenner
durch cos®z dividiert, tiber in

/' gsectzdx
. ai + b, tgl x )

und darch die Substitution b tg z = «t weiter in

;6 f .1_%3, = a_li arctgt + C; demnach ist

dzx 1 b,
.[ atcosiz I bisintz  ab arctg (a tg 1:) +C
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4 0
4. Es ist Ssinzds ={cosz) = 2;
0 [
wollte man auf dieses Integral die Transformation sinx = ¢ anwenden,
so miiBte dies mit Vorsicht geschehen; denn wihrend 2 das Intervall
(0, =) stetig durchliuft, bewegt sjich ¢ von O bis 1 und wieder zuriick;

da nun dx = at
cosx’

so ist in der ersten Hilfte von (0, x), d. i. von O bis % ,

at
= =
in der zweiten Hilfte, d. i. von —725 bis &, wo dt < 0,
dz = let 5 zu setzen. Hiernach ist

T b
fsinxdx =[sinacdx +[.sinxdx
0 h '_;_z_

2

1
tdt f tdt tdt _ 2[]/1—_:*—[2]‘;: 9.

]/l—t’ ]/1—1:2 Vl-—t”
Die unvermlttelte Anwendung der Formel (19) ergibe das absurde
0
tdt

Resultat . ﬁ =
0
5. Ma.n findet unm.ittelbar

xdw _ ‘d(l +a ) 3 _

_J Vi V1+x} =V5-V2.
Obwohl nun bei der Substitution 1 + #® = ¢ die Variable ¢, wihrend z
das Intervall (— 1, 2) beschreibt, nicht in einerlei Sinn sich #ndert, son-
dern zuerst von 2 nach 1 und dann von hier nach 5 geht, so fithrt doch
die Formel (19) zu dem richtigen Resultate; denn fiir -beide Abschnitte
verwandelt sich zda

in gt
1/1—}-.'5’ 2yt ’
5 5
cdx dat at 5
m=f +f Wt J 2V .EW'—"{W}!

Oznbet, Vorlesungen II. 4. Auﬂ 3

und es ist
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3 5
daher _edr __ ("4t
Vi+4 2? 2Vt
-1 2
80, als ob ¢ sich bestindig nur in einem Sinne énderte.

6. Man entwickle die folgenden Integrale durch die angedeuteten
Substitutionen :

®)

L (x=a—10);

d
J Veaz — o

) xyg%:iﬁ— (z=1%9);

7) V1+x (x2=%);

__az (s 1.
%) Jl/x(x3+1>“ (= =)

i zdx 2 __ p2 2 __ 2o
0 jvmﬁ (2* = b® + (a? — bI#).

Man zeige weiter:

b b
ff(a:) dx =ff(a + b — 2)dz, Substitution: 2 =a +b—y.

f f@de= [ f (%) di,’ , Voraussetzung: ab > 0.



Zweiter Abschnitt.

Unbestimmte Integrale.

§ 1. Integration rationaler Funktionen.

238. Allgemeine Sitze liber die Zerlegung eines rationalen
Bruches. Unter den verschiedenen Gattungen von Funktionen gibt es
nur eine, fiir welche die unbestimmte Integration theoretisch immer aus-
gefiihrt werden kann; es sind die rationalen Funktionen. Die praktische
Durchfithrung hingt jedoch von einer Voraussetzung ab, welche alshald
angefiihrt werden wird.

Jede gebrochene rationale Funktion kann auf die Form eines Bruches

% gebracht werden, dessen Zahler und Nenner rationale ganze Funk-

tionen von z sind; man darf dabei voraussetzen, daB der Bruch srreduk-
tibel sei, d. h. daB Zahler und Nenner keinen gemeinsamen algebraischen
Teiler haben, mit andern Worten, da sie fiir keinen Wert von  gleich-
zeitig Null werden. Der Nenner sei vom Grade #.

Ist der Zahler von demselben oder einem ho&heren Grade, so lift
sich der Bruch durch wirkliche Ausfiilhrung der Division in eine ganze
Funktion und eine echt gebrochene zerlegen, derart, daB

D (@) _ F(x)

oy = @+ gy s
darin ist F'(z) hochstens vom Grade » — 1. Die Integration des vorge-
legten Braches kommt dann zuriick auf die Integration einer ganzen
Funktion und eines echten Bruches; die erste Aufgabe ist bereits erledigt
(234), es eriibrigt noch die zweite.

Nach den Lehren der Algebra ist jede ganze Funktion mit reellen
Koeffizienten in reelle Faktoren zerlegbar, welche sich als Potenzen von
ganzen Funktionen des ersten und zweiten Grades in z darstellen. Diese
Zerlegung hingt mit den Nullstellen oder Wurzeln der Funktion in der

Weise zusammen, daB eine einfache reelle Wurzel a zu der Zerlegung
3.
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den Faktor 2 — a, eine m-fache solche Wurzel den Faktor (z — a)™ liefert,
wihrend aus einer komplexen Wurzel « 4 f¢ und der sie begleitenden
konjugierten Wurzel & — 7 ein quadratischer Faktor 2®+ pz + ¢ und
aus m-fachen Wurzeln dieser Art ein Faktor (x* + px + ¢)™ entspringt;

dabei ist p = — 20 und ¢ = o+ f% so daB ——q<0ist.

Ist nun der Nenner f(x) der echt gebrochenen Funktion T(Ecﬁ) in

seine Faktoren zerlegt oder 1iBt sich diese Zerlegung durch Auflésung
der Gleichung f(z) = O bewerkstelligen — dies die Voraussetzung, unter
welcher allein die praktische Ausfilhrung der im Nachfolgenden erér-

()

terten Operationen mdoglich ist —, so kann in einfachere Briiche,

welche die Faktoren von f(2) zu Nennern haben, aufgelost werden, und das

Integral f F_ﬁ;ﬁ) dx erscheint auf die Integration dieser einfachen Briiche,
der Partialbriiche, zuriickgefiihrt.

Die Grundlage fiir die Zerlegung in Partialbriiche bildet der fol-
gende Satz:

Jeder irreduktible echte Bruch (1;;(1;( y
den Faktoren besteht, lift sich, und zwar nur auf eine Art, in irredultible
echte Briiche zerlegen, die zu Nennern diese Faktoren haben, so daf

F(x P(x x .
S9E = 50t 30 wird. (1)

Es sei namlich ¢ (z) =ay2" + a2~ 4 - + a,

$(@) = by 2 + bt~ + -+ by
dann ist » + s — 1 der hochstmogliche Grad der Funktion F(z), deren
allgemeine Form
Fl)=ca "' 4eat 24 4 ., ,
sein wird; da ¢(z), ¥(2) keine gemeinsame Wurzel haben, so ist ihre

dessen Nenner aus teilerfrem-

Resultante a,oa/l....a,r....ol
an......ar.(:)
() IR A |
A= 0 T 40. 2
bobl....b‘...0!+ ()
Obo ...... b‘.O
0- ..bo. b:
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Bildet man mit den drei Funktionen das Gleichungssystem

F(x) =ca+*= 4 oam =34 ooenianann. + €y
e le(x) =ayx " a4 b a0t
x"'sqp(x> = aox"+3—2+ ......... + a,rmﬂ"g
QJ(SC-) = aox’+ ....... + a,
&1 (@) = by H 1 bar T 4 b
x"-g—w(x) = box"+'-2+ .......... + bamr"g
y(x) = bot v ve e + b,,

das » + s + 1 Gleichungen umfaBt, so kann dasselbe in bezug auf die
rechts auftretenden Potenzen von z, d. i a7+*~% a7+4-2 | 2° deren
Anzahl r 4 s ist, als ein lineares, nicht homogenes System angesehen wer-
den; sein Bestand erfordert, daB die Determinante aus den Koeffizienten
und den linksseitigen Gliedern identisch verschwinde, daB also

E F(x)cocl ............ Crpot

t x“l(p(x)aoa,l ...... @, e 0

‘ x‘—2¢p(x)0ao ......... a.--0

i (p(x)o....ao ....... a,r EO Sei.
2= (@) byb, - - - - b 0

% & =2 (x)0b - b, - 0

i 11«'(.71)0 ..... bo b’

Entwickelt man links nach den Elementen der ersten Kolonne, so
ergibt sich eine Gleichung von der Form

AF(2) + (Ba*~* 4 Bya*-2 4 . .- + B)o(x) 3
F (A4 A=t A)p(a) = 0 ®
darin bedeuten 4, B,, ..., B,, 4,,..., 4, die Unterdeterminanten,

welche den Elementen der ersten Kolonne konjugiert sind, also durch-
wegs konstante GroBen, deren erste laut (2) von Null verschieden ist.

. . F(x) .
Ays 3y aper driickt sich s@am e folgt aus:
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F) o a)r_l—}—a’mr"z.*_ R
P@) P @) o ()
LB TR T 4,
(@)

DaB die beiden Briiche rechts irreduktibel sind, erkennt man aus
(3); hitten ndmlich «;2"~'+ ... 4 @, und @(x), also auch 4,27~ 4.
4+ A, und (), einen gemeinsamen Teiler, so miiBte dieser vermdoge (3)
auch Teiler von F'(x) sein — gegen die vorausgesetzte Irreduktibilitiit
_F@)

P(®) ¥ (@)
Hiermit ist der obige Satz im ganzen Umfange bewiesen.

(4)

von

Die wirkliche Zerlegung kann auf dem eben bezeichneten Wege mit
Zuhilfenahme des Satzes der unbestimmten Koeffizienten (89) erfolgen.
Nachdem man ndmlich den Ansatz (4) gebildet, befreie man ihn von den
Nennern und vergleiche in

F(o) = (007 + 027 -+ @) (@)
+ B fr o+ )9 ()

die Koeffizienten gleicher Potenzen links und rechts; dadurch ergibt sich
die gerade notwendige Anzahl von » + s linearen Gleichungen zur Be-
stimmung der Koeffizienten

oy By By
Aus dem obigen Satze 188t sich der folgende ableiten: Der irreduk-

) F(x)
tible echte Bruch 0, (@) P (@) - .. 9y (@)’

Nenners einen gemeinsamen Teiler haben, lGft sich nur auf eine Art in
eine Summe irreduktibler echter Briiche mit den Nennern g, (z), @5(%), ..
., @q () auflosen.

Es ist ndmlich auf Grund von (1)

in welchem keine swei Faktoren des

_Fx®  _P@ Q@
P () P (@) ..., (x) Py (@) P (2) ... @, ()
NE) _ B @ ()

P (@) ... 9, (@) (@) | 95(2)...9,(@)

AWQG— NE) — P og—1 () P, (x)
P5-1@) 9, (®) P,-1(x)  P;()
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und daraus ergibt sich durch Addition:
F(x) _ _bh@ K@ ., P
7 @H@ 7@ "0 Taw T T e ®)
239. Partialbriiche, von einfachen reellen Wurzeln stam-
F(x)
f@):
- Fa) 4 , P
(6) f(@) = (z — a)p(x) und o —i—aTems O
dabei bedeutet 4 eine ganze Funktion O-ten Grades, also eine Konstante,
und P ist von niedrigerem Grade als ¢ (2). Um A4 zu finden, setze man
in der von Briichen befreiten Gleichung

F(x) = Agp(x) + P(x — a)
2 = a und erhilt, da sowohl F'(a) == 0 wie @(a)=0 ist, fir A den villig
bestimmten Wert 4 F@ ®)
9 (@)
Zu einer anderen Darstellung des Zahlers A fithrt die Gleichung
(6); differentiiert man sie, so kommt

@) =9@) +@—a)¢ @
und daraus folgt '(a) = @(a); daher ist nach (8) auch
_F@
a=7 ®
Besitzt der Nenner nur einfache reelle Wurzeln a,, a,, . . ., a, und

macht man die Voraussetzung, der Koeffizient der hiochsten Potenz sei
die Einheit'), dann gilt

+

mend. Eine einfache reelle Wurzel a des Nenners von gibt zu fol-

gender Zerlegung AnlaB: Es ist

f@) =@~ a)o—a) - (@—a) und
Fx 4, 4, 4,
f&) “a—a Ta—a ey

Zur Bestimmung der Zihler fithren verschiedene Wege; entweder
setzt man in der von den Briichen befreiten Gleichung der Reihe nach
Z =@, @, ..., @, und erhilt in derselben Reihenfolge 4,, 4,, ..., 4,,
oder man vergleicht in derselben Gleichung die Koeffizienten gleicher

Potenzen von z zu beiden Seiten und kommt so zu % linearen Gleichun-

1) Im anderen Falle denke man sich diesen Koeffizienten vor das Integral-
zeichen gehoben.
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gen mit 4,, 4,, ..., 4, als Unbekannten, oder endlich man stiitzt sich
auf die Formel (9) und erhilt

F(ap)
Ak= f%ﬁj;

Fiir die Integration von Partialbriichen der hier vorliegenden Ge-
4 gilt die Formel

r—a
Ad d(x —
fbi={f§g§=ﬂ@—@. (10)
240, Beispiele. 1. Zur Bestimmung des Integrals

k=1,2,...,n).

stalt

dx
@—a@—0)

1 A B
(a:—a)(a:—b)=w—a +a:—b

hat man die Zerlegung

vorzunehmen; nach Beseitigung der Nenner hat man
1=A4(x —b) + Bz — a)
und findet daraus durch die Substitutionen # = ¢ und z = b:

1
a—b

_A_=

= — B; daher ist

dx 1 r—a

(x —a) (m—b)za——blw—b-’-o'

Insbesondere gilt hiernach die Formel
dx 1 ,z2—a
,/F:?=%lﬂ$+0‘

2. Es sei das Integral f (w—(x—’m—« zu ermitteln.

1)@ —4)
Man hat hierzu die Zerlegung
xt41 A B 6, D

(2 — 1) (22— 4) “Tz—1 +w+1 +a:—-2+x+2;
wird der Zihler der linken Seite mit F'(z), der Nenner mit f(z) bezeich-

net, so ist f'(x) = 42® — 10z und
_Fy _ 1 p F=1n_ 1 _F@® &
IO N R G R N MO Rt

F(—2) 5
D=~ "w
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Demnach ist

(x® 4 1)dx 1,241 +1\4/z—2
@—1)@—1) 3la: +12 x+2+C_"l( ) (m+2) + C.

(36022 — 106 — 17)dx
3. Um das Integral f 507" — 102 — 3wk 1
zu bestimmen, hat man vorerst die kubische Gleichung
242%— 1022 — 3z + 1=0
1
» T g 4 ’
3602® — 1062 —17 A4 B c
242° — 102 — 8x+1 2x—1 + 3z 41 + dx—1’

.. . N |
aufzulosen; ihre Wurzeln sind 5 daher setze man

Nach Beseitigung der Nenner hat man die Gleichung:
3602? — 106z — 17 = A3z + 1)(42 — 1) + B(4z — 1)(22 — 1)
+ C@2x—1)Bz + 1),
und die Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von z fithrt zu:
360 =124 48B4+ 6C
—106= A—6B— C
— 1T"=—44+ B-— C;
daraus berechnen sich 4 =8, B=15, C=24
Folglich ist

(3602 — 1062 — 17)dx
242 — 1022 — 32+ 1

— 412z — 1) + 518z + 1) + 61(4z — 1) + C’
=122 — 1)*(35 + 1)5(4z — 1) + C".

241, Partialbriiche, von mehrfachen reellen Wurzeln stam-

mend. Eine m-fache reelle Wurzel a des Nenners von f(( )) fiithrt zu fol-

gender Zerlegung. Zundchst ist
fl@) = (@ — a)"9(2),

weiter nach dem allgemeinen Satze in 230

F@) _ _P@__ Q@
f) ~@—ar " e@’

wobei P(z) als Fuuktion m — 1-ten Grades die Form hat
P(z)=oa2" '+ egz” - - + @,
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Nun kann P(z) auch nach Potenzen des Binoms z — a entwickelt
werden; entweder mit Hilfe der Formel

P(z)=P(a+ (x— a)
~P@)+ T2 @—a) + Q@ —ap+

PV -
+ 1.2-.(m—1) (x ) '

oder aber dadurch, daB man z = z + a setzt und P(z + a) mittels der
Binomialformel ausfiihrt; es ergibt sich so
Plx)=P(z+a)=A,am 14 dye™ 2+ - -+ 4,
=4,z —ay '+ 4(z—a)y "+ .-+ A4,
Auf Grund der letzteren Darstellung hat man dann

F(z) 4, 4, . 4, Q@)
o —i—at@_ar T ta—ar Tow an

Eine m-fache reelle Wurzel des Nenners gibt hiernach im allge-
meinen AnlaB zu m Partialbriichen, deren einer die frither schon behan-

delte Form m—é—d hat und ein logarithmisches Integral liefert, wilhrend

die anderen von der Gestalt

f”a), sind und das algebraische Integral

AT
A, [(x_ F = T =D i ergeben. (12)

Weil @ (x;)m irreduktibel ist, so besitzt P(x) den Faktor (z — a)

nicht, und daher ist notwendig A4, < 0; dagegen konnen mehrere von
den iibrigen Zihlern oder auch alle Null sein. Von den Partialbriichen

4,
ist also jener mit dem hdchsten Nenner, (———W , immer vorhanden.

242, Beispiele. 1. Fiir das Integral f(a'( :_%;95 gilt der Zer-
gt =it T eyt e
nach Beseitigung der Nenner hat man zur Bestimmung der Zihler die
Gleichung: 27— 1 = A, (z + 2)'+ 4,(z + 2) + 4,.
Anderseits ist
- 1=E3+2-2—1=(@+22—4(z+2) + 3,
daher A4,=1, A,=—4, 4,=3




242. Beispiele 43

Die Vollziehung der Integration gibt

(ac—l)dw 3
eryr =D gt O
8 13
— et +C.

2. Die zur Entwicklung des Integrals

(x® —2)dx
z3(x + 2)?
notwendige Zerlegung kann in verschiedener Weise vorgenommen werden.

Will man vorerst die von dem Faktor 2® herriihrenden Partial-
briiche ermitteln, so setze man

x*—2 4,
Fety @ Tt Tty
und multipliziere mit 2%; dann zeigt die Gleichung

x2?—2

@+~ E

t_g
daB man nur den Quotienten (":v—_}_—g)—g nach steigenden Potenzen von z

=Ay+ A,z + A2 + ———

bis zur zweiten einschlieBlich zu entwickeln braucht, um 4,, 4,, 4, zu
erhalten; nun ist

1 4
e T
. 22— 2 1 x
folglich oo == g T 5~ 55 T 8@ £

es eriibrigt nur noch die Zerlegung von

I x h d
@+~ s@far "
Regeln von 233, und man hat endgiiltig:

xt—2 1 1 1 1 1
@+t 2)2  2z° taw st 8x+2 4@@t2*

Es hitte aber auch der folgende Weg eingeschlagen werden kénnen.
Aus dem vollstindigen Schema

r?—2

Fety " T T Tary tats folgt
—2=(4+ 47 + 4,2%)(z + 2)"+ [B, + B,(z + 2)]’,
und die Vergleichung der Koeffizienten links und rechts gibt:
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0= A,+ B,
0= A, +44,+ B, + 2B,
1= A, +44, + 44,
0=44,+ 44,
—2 =144, daraus berechnen sich

1 1 1 1
A0=—2’ A1=§; A2="’8‘§ Bo:"‘*[; 1= g

wie oben.
Man hat demnach
(x*— 2)dx 1 1
m’(x+2)’~m_ﬁ_~lz+4(a;+2)+ l(x+2)+0

2—3x—x x+2
= dxt(x+2) + +C.

243. Partialbriiche, von emfachen komplexen Wurzeln
stammend. Ein Paar einfacher konjugiert komplexer Wurzeln des Nen-

ners von % filhrt dem allgemeinen Satze zufolge auf einen Partial-

bruch von der Form
b . 2
ﬁ%ﬁ’ worin {— —q<0.
Zum Zwecke der Integration dieses Partialbruches transformiere man
den linearen Zihler axz+-b derart, daB er den Differentialquotienten 22 +p
des Nenners enthilt; dies geschieht mittels des identischen Ansatzes

. Y
as+ b= (20+p+—p) =5 @240 + (- F)-
Darum ist
ar+b _a [(z+tpdx _ap f dz
fw’+px+qu— s Fpota T (b 2) z*+px+q (13)
a
— 5 e +pa+a) + (b— )fx,ﬂiﬂ-
Es bleibt also noch die Integration
f __dz
z*+ pr+q
zu erledigen; diese gelingt durch die Umwandlung des Nenners in die
Summe zweier Quadrate, indem nimlich

x”+px+q= m-{— ('/q——)
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ist; vermdge dieser Darstellung hat man:

Jeviem [y

Ve g +(525)| .

P
1 ; ety
- arctg

Yk V-

Trigt man dies in (13) ein, so ergibt sich fiir den jetzt vorliegenden
Partialbruch das Integral

p? '
£

ax+b
fw’+pw+qu
. b2 at+L (15)
= - (2?4 px arct - .
5 L@ +p +q)+Vq_E qu_E
4 4

244. Beispiele. 1. Es sei das Integral
(@ +1)da
xi—1
Die reelle Zerlegung des Nenners ist
22— 1=(x—1)(2*+2+1),
daher die des Bruches

@41 A Batl
-1 xz—1 ' z*Jxt1

2+ 1=A4A0*+2+4+1)4+ (Bx+0C) (z—1)

und nach dem Satze der unbestimmten Koeffizienten

2 1 1
A=§7 B:‘"?{’ C=_'3_;

zu bestimmen,

Daraus folgt

der zweite Partialbruch gestaltet sich weiter wie folgt um:
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Bx+C 1 z—1 1 2z+41 1
Brazt1 3 xfazti 6 2Fzy1 + F1
1 2341 1 1

=% 2fz+1 2

(1) + (V2

Demnach ist

oD = Yo 1) g Mt ot 1) — o aretg TR 40
2. Um das Integral (x:_-}-;z)i{i

zu entwickeln, hat man vor allem den Nenner in seine einfachsten reellen
Faktoren zu zerlegen; da reelle Wurzeln nicht vorhanden sind, so werden
die Faktoren quadratisch sein, und weil die dritte und erste Potenz fehlen,
die zweite aber einen positiven Koeffizienten hat, wird der Ansatz die
Form haben: a4 2’4+ 1= 2+ ex+1) (2®—az+1);
die Vergleichung der zweiten Potenzen beiderseits zeigt, dal — «?42=1,
also « =1 ist.
Mithin ergibt sich fiir die gebrochene Funktion die Zerlegung
@41 At B CotD
i 2i41 2tz 1 ?—x 4 1)
nach Wegschaffung der Nenner hat man
22+ 1=(4z+B) (@*—z+1)+ (Cx+ D) (@®+x+1)
und hieraus mittels des Satzes der unbestimmten Koeffizienten:
0= 4+4C
1=—A+C+B+D
0= A44+C—B+D
1= B+ D,
woraus sich berechnet 4 = (C=0, B=D= —;-
Nun kann die Integration vollzogen werden und gibt:

(zc2+ 1)dx “1‘"]"“‘ dx + 1 f dx
4 2 BEECEEEY 9 Vs 2
A PR\ LTI R Y P

1 oaretg 20l L %_a_v:_z
= 3:;nc’o Vs +V_ arctg Ve + C
4z
1 3 ﬁ
=i arctg iiz—”gg i 1+ 0= 7 aretg 7——5 + C.
3
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3. Man gebe die Integrale

fwda: f xidx facsda:
x4+17 4+17 4+1) 4_‘_1

245. Partialbriiche, von mehrfachen komplexen Wurzeln
stammend. Bin Paar m-facher, konjugiert komplexer Wurzeln des Nen-

f(( )) hat einen Partialbruch von der allgemeineri Form

ners von
T Y T1<0

zur Folge, wobei P eine ganze Funktion hochstens vom Grade 2m — 1
bedeutet.

Die Integration eines solchen Partialbruches vollzieht sich am ein-
fachsten mit Hilfe des folgenden Satzes.

Es lassen sich, und zwar nur auf eine Art, swei ganze Funktionen
Q, R, die erste vom Grade 2m — 3, die zweite vom Grade 1, bestimmen
derart, daf3

P _ Q B
@Tret o~ De@ipato T edpats (1O

Fithrt man ndmlich rechts die Differentiation aus, so wird dieser
Behauptung zufolge

P _@tprtgni@—m—1) @' +pz+ g 2z+p)Q
(@*+px + g™ (@+px + gfm=?
LB
z*+pzr+q’

schafft man die Nenner fort, so ergibt sich weiter die Gleichung:

P=(@+pr+9@—(m—1)@2z+p)Q+ (F+pz+g" 'R (17)
Die nach Potenzen von z geordnete rechte Seite enthilt die 2m — 2
Koeffizienten von @ und die 2 Koeffizienten von R, im ganzen also 2m
Unbekannte. Wendet man aber auf (17) den Satz der unbestimmten Koef-
fizienten an, so ergeben sich, da (im allgemeinen) beide Seiten vom Grade
2m — 1 sind, gerade 2m Gleichungen zur Bestimmung der 2m Unbe-
kannten, welche Gleichungen, da sie linear sind beziiglich der Unbekann-
ten, zu deren eindeutiger Bestimmung fithren.
Ist die Zerlegung (16) vollzogen, so liefert die Integration

Pdzx _ Q Rdzx .
f(w’+px+ = @Fretor ) Epa g (18)

also einen algebraischen Teil und ein Integral, das nach den Formeln
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von 243 zu bestimmen ist und im allgemeinen einen logarithmischen
und einen zyklometrischen Anteil liefert.

Hiermit sind alle Fille, die bei rationalen Funktionen auftreten
konnen, erledigt; die Untersuchungen zeigen, daB die Integration solcher
Funktionen auf drei Gattungen von Funktionen fiihrt: auf rationale, loga-
rithmische und zyklometrische. Wiirde man die Zerlegung des Nenners
auch bei komplexen Wurzeln bis zu linearen Faktoren hinfiihren, so er-
giben sich nur Logarithmen, aber zu imagindren Zahlen gehdrig, und es
triten dann die in 106, 108 nachgewiesenen Zusammenhinge zwischen
logarithmischen und zyklometrischen Funktionen in Kraft.

246. Beispiele. 1. In dem Integrale

f x(22— x + 5) dx
@+ 1)?
hat die zu integrierende Funktion unmittelbar die in 245 vorausgesetzte
Form, und es ist
P=z(22®—x+D5), 24+ px+ qg=24+1;
Q=Azx + B, R = Cx + D;
demnach lautet die zur Bestimmung der Koeffizienten 4, B, C, D dien-
liche Gleichung (17):
z(22'—x+5) = (2*+1)4 — 22(Ax + B) + (2*+ 1) (Cz + D);

sie fiihrt zu den Bestimmungsgleichungen:

C= 2

—A+D=-—1

—2B+C= b

A+D= 0

und aus diesen berechnet sich
3 1
Dadurch ist die Zerlegung

z@z*—a+45) 1 p =—3 =y
@F1: T 2 et + 1

bestimmt und die Integration ergibt:

222 — 5
]%*’% o= sy + e ) — g eclg s + C.
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2. Zur Entwicklung des Integrals

oaxt—2x 41
S
fiithre man zuerst die allgemeine Zerlegung auf Grund der Sitze in 238
aus nach dem Schema:
zt—22+1 =am’+ba:+c+ a +fx3+ga:’+ha:+j'
a3 (x — 2) (x4 1)2 ® z—2 (¥4 1)2 ’
zum Behufe der Bestimmung der acht Koeffizienten a, b, ..., j wende
man auf die von den Briichen befreite Gleichung den Satz der unbe-
stimmten Koeffizienten an; dadurch ergeben sich die Gleichungen:
0= a+d+f
0=—2a4+b—2f+yg
0= 26—2b+c+2d—29+h
O0=—4a+2b—2¢—2h+j

1= a—4b+2c+d—2j
O=—2a+0b—4c¢
—2=—2b+c
1=—2¢ und ihre Auflosung liefert:
11 3 1 1
o= 5, b= 4, c¢=—=, d= £
7 4 12 . 9
f=—% 9=—75 h=—F j=—%

Nun bleibt noch die Zerlegung des dritten Partialbruches
fo*+ gxi+ hx +j 1 Tad+ 424 1229
(@*+ 1) 5 @*+ 1)
nach den Regeln des vorigen Artikels vorzunehmen; es ist (mit Weg-
lassung des Faktors — —;—)
T2+ 424 1220+ 9 -D Ax+ B + Cx+ D
(x4 1)? z xii1 241 ?
daraus ergibt sich nach Ausfiihrung der Differentiation und Beseitigung
der Nenner:
T8+ 427+ 122 + 9 = (2’ + 1) A — 22 (Ax + B) + (2'+ 1) (Cz + D);
aus der Vergleichung der beiderseitigen Koeffizienten entspringen die

Gleichungen:
Oasuber, Vorlesangen. II. 4. Aufl. 4
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T= C

4=—A+D
12=—2B+¢C
9= A+0D,

5 13
woraus A—§, B=—5; (=1, D=7

Die endgiiltige Zerlegung lautet demnach:

x*—2x41
a*(x — 2) (@4 1)

T+ —

11 3 1 1 1{ 1, 5@&—1) 2 )
=§5+Lﬁ—§@+iﬂ;3y"i(?wa+1*‘ﬁ+1,’
nun kann die Integration ohne weitere Rechnung vollzogen werden und

ergibt:

a*—2x 41 11 3 1 1
f @ r = s P tis T Wz—2)

—1 g,—_jplf—~l( 2+1)——~a,rctgozz—l— c
52 —38x:43x—1 z%8(x—2) 13
=— @0 + 5 l @1 D® 10 arctg 2 + C.
3. Bei der Entwicklung des Integrals
ﬂld
e (19)

worin m, n positive ganze Zahlen bedeuten sollen, sind zwei Fille zu
unterscheiden.
Ist m eine ungerade Zahl, m = 2p+ 1, so setze man z?=1¢, woraus

zdx = ‘—;—t folgt, und erhilt so

Pz 1 i
S =5 e (20)
das rechtsstehende Integral fillt aber unter die Regeln von 241, und

nachdem es durchgefiihrt ist, bleibt nur ¢ durch #* zu ersetzen.
Hiernach ist beispielsweise

fa:”dw__l tdt_1fdt 1fdt

G 2,) a+9* " 2 J 1+t 2,) @a+o*
= T148) + 1+0+0
==—§-l(1+x’)+2~(‘1‘——.+x,)+0
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Ist m eine gerade Zahl, m = 2p, so entwickle man z*? nach Potenzen
von 1 + z%; das Schema hierfiir ist:

ot = (I a* — 1= (1 + 2 — () (1 + a2~
F Ay 1

dann ist, weil 2p <x, also um so mehr p < » vorausgesetzt werden kann,

z*Pdax _ dx _ (p) dz
1+ 2% 1+ xﬂ)”"” (1 + £Ar—p+?

P
+<) (1+w2)n p+2‘—-.-+( l)pf(l—l—a!g)"

Die Integrale der rechten Seite konnen nach der in 245 entwickelten
Methode behandelt werden.
Sie lassen sich aber auch durch das folgende Verfahren auf ein

(1)

Grundintegral, ndmlich auf P
f IT’%; zuriickfithren. Zun#chst ist
dxz _[a + 2% — 2¥dx _ dx o x*dx®
a4y (4 2% (1421 (142’

wendet man auf das zweite Glied der rechten Seite partielle Integration

xdx
1+ =%
zidx z 1 x|
A4ad T er—10Q + 2y =1 + 2(r—1) J 1421
demnach ist weiter
aw z 2r—3 dx
A4 20—+ 2H ! tar—s (1 +m’)’ 1
Durch sukzessive Anwendung dieser bis » = 2 giiltigen Reduktionsformel
kommt man bei positivem ganzen r schlieBlich auf das oben erwiihnte
Grundintegral zuriick.
Um z. B. das Integral

an, u =z, dv = setzend, so wird

(22)

ztdx
J +a2%°
=14+ ai—1) = (1 +a?)—2(14a?) + 1

und nun findet man zuerst

ztdx j / dx +f
J A+ 2% @ -f'xz)8 1+ 2% (l—l-w’)“

zu ermitteln, setze man
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nach (22) aber ist
dx J
(14+2%° 8(1+a:“+ (1+a:‘)“

zdz 9 dx
daher f(l +w:)5 8(1 + x%)? +l/‘(1 + a:!)s Ll + wi)d

weiter d"”, L= =5 + f
(14+=Y 6(1+r'3)3 (1428
also AL z f
aF2H  8a+=zH* ~ 1601 +w’)3 + 1 16,) A F %
schlieBlich

dx + f
T o = [t a+a?

dx
= 4(1+z’)’ + Z(z(l+x’) + 3 1—-{—-?)’
mithin endgiiltig

f ztdx 3z 3z
AFay 8(1+ z9' 16(1 4 «%° + 64(1+x*)= + 128(1+a:’)
+ — 128 arctg z + C
_ @11t —112'—3)x
128(1 F %) + 1 128 arctg 2 + G-

§ 2. Integration irrationaler Funktionen.

247. Stellung der Aufgabe. Ein sehr umfassendes Problem der
Integralrechnung besteht in der Untersuchung von Integralen der Form

S s, ¢))
wo f(z, y) eine rationale Funktion der Argumente z, y bedeutet, y selbst
aber als Funktion von # durch eine algebraische Gleichung

F(z,y) =0 @)
bestimmt ist, also eine algebraische Funktion von z im allgemeinsten
Sinne darstellt (13, L).

Ist die Gleichung (2) in bezug auf y von hoherem als dem ersten
Grade, so ist y eine irrationale Funktion von z; gerade dieser Fall kommt
jetzt in Betracht.

Aber nur bei wenigen besonderen Formen der Gleichung (2) ist es
moglich, das Integral (1) mit Hilfe der elementaren Funktionen in einer
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endlichen Anzahl von Verbindungen derselben darzustellen. Eine solche
Darstellung gelingt némlich nur dann, wenn das Differential f(z, y)dz
durch Transformation der Variablen sich auf ein rationales Differential
zurfickfithren 148t. Man kann hierfiir eine allgemeine Bedingung angeben:
der bezeichnete Fall tritt nimlich immer dann ein, wenn sich die Glei-
chung (2) durch eine rationale Substitution

z=g(w), y=v
identisch befriedigen 1iBt. Dann ist némlich auch dz = ¢'(«) du rational
in % ausgedriickt und der ganze Integrand in (1) rational. Gibt es eine
solche Substitution nicht, so ist eine Darstellung von (1) in elementarer
Form, d. i. durch eine endliche Verbindung der elementaren Funktionen,
im allgemeinen nicht moglich, das Integral stellt dann vielmehr eine
hohere transzendente Funktion dar.

Die in den Anwendungen der Analysis auf Geometrie und Mechanik
auftrefenden Integrale irrationaler Funktionen sind hiufig solcher Art,
und es sollen nun die wichtigsten Formen derselben betrachtet werden.

248. Monomische, lineare und linear-gebrochene Irratio-
nalitat. Ist die Gleichung, welche y als Funktion von z bestimmt, in
bezug auf x vom ersten Grade, hat sie also die Form

’ , b
(@2 +¥)9@) +az+b=0 (F+7), &)
wobei @ (y) eine ganze Funktion mindestens des zweiten Grades bedeutet,
so wird das Ziel dadurch erreicht, daB man in dem Integral (1) y als
Integrationsvariable einfiihrt; (3) gibt némlich

_ Vey+b
T do@+a’ )

daher auch dz als rationale Funktion von y, und somit verwandelt sich
durch die Substitution (4) f(«, y)d« in ein rationales Differential in y.
Die einfachsten Fille dieser Art sind die folgenden:
1. Die Gleichung (3) ergebe
z =y
wo % eine positive ganze Zahl ist; dann folgt wegen

dz =ny*~'dy
(2, 2) dz = n [ 747, v) s~ ay. (6
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2. Aus der Gleichung (3) folge
ax +b=y";
n—1
dann ist dz = Wl&——@ , daher

ff(x, Vaz +b) de = -Z—ff("’—{—b y) y = ldy. (6)

3. Liefert die Gleichung (3) eine Lésung von der Form
ar+b
cary =Y
b y” —b
—a'y"

so ergibt sich

dg = (EEFW ny*~dy; demnach ist

ff( V:ﬁi';)dw n(ad’ — “b)./f(' ayn,J><aiali32 )

In allen drei Fillen ist unter der n-ten Wurzel eine bestimmite
Losung der betreffenden Gleichung zu verstehen und auch durchgehends
beizubehalten.

249. Beispiele. 1. Bei dem Integrale

'l/acdw
l/x—-— 1

handelt es sich um eine rationale Funktion von ¥z, man setzt also

z=1y% woraus dy=6y’dy,

2 3/ -
und findet %@3{ —6 fys_‘_d_y?; nun ist (239, 243)
z—1 Yy —

R .
-1 3@+y+1v daher

Yy —
/‘y dy =%+% l(y 1)———l(y +y+1>+l—/~ arctg2yv+1+ v

Vede _o[Var Vo, 1, Vo=t | 1 2Vat1
Ve~ -[ +h s Il/w+1/w+1+f Vi ]+o.

dx

Vi

2. Um das Integral f
x

zu entwickeln, setze man
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1—xz=49%, woraus z=1—y% do=—3ydy;
es ist dann

4z o ("ydy _ (Y 1 y—1
fwsl—::- 3 y*—1 f(y—l y’+y+1)d*"

—ly—1)— ;I +y+1)+V3 arctg2—y—];§f~1 +C

— VT2 —1) - VA= + VI =2 +1)

Vs
3. Behufs Bestimmung des Integrals
J V 1—z dx
14z =«
_hat man die Substitution i T = y? zu benutzen, woraus
1=y _ dydy
Ty T dy

folgt. Mithin ist

Vl-—x dac___ d
i¥e 7 TT—“zT’T(wy*i Ys

nimmt man die Zerlegung der gebrochenen Funktion nach den Regeln
von 239 und 243 vor, so kommt

S L R S o S,
f(l—y’) G W= T iy~ ey
daher ist schlieBlich
[=ods _VIFE-VIZE |,/
f]/1+x z V1+x+1/1’:“‘+23‘rctg]/1+x+0‘
4. Es sind die folgenden Integrale zu entwickeln:

@) [a*Vz — adz, 7) /‘(av+ AN

A 9) zdx
B Jvera " f(x+2>vx+1
260. Quadratische Irrationalitit. Eine sehr wichtige Gattung

von Integralen irrationaler Funktionen entspringt aus der Annahme, daB
y als Funktion von # durch die Gleichung
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yY¥=axz?4 2bx + ¢ (8)
bestimmt ist; dann bezieht sich das Integral

Sty da ®)

auf eine rationale Funktion von z und einer Quadratwurzel aus einer
ganzen Funktion zweiten Grades;. der Fall @ = O kann nimlich ausge-
schlossen werden, weil er bereits unter 248, 2. erledigt ist. Die Quadrat-
wurzel, welche fiir y gesetzt wird, ist durch die ganze Rechnung mit
demjenigen Vorzeichen beizubehalten, das der Natur der Aufgabe ent-
gpricht.

Als rationale Funktion hat f(z, 9) im allgemeiusten Falle die Form
eines Bruches aus zwei ganzen Funktionen von z, y; da die geraden
Potenzen von y rational, die ungeraden aber als Produkt aus einer ge-
raden Potenz und y darstellbar sind, so kommt schlieBlich

. M-+ N

f (x; ?/) = 'ﬂ%‘%})
als Ausgangsform zu betrachten, wobei M, N, M’, N’ ganze Funktionen
von z bedeuten.

Macht man den Nenner rational, so wird

M+ Ny _ (M+Ny M — N'y)
M Ny~ M—Ny
MM — NNJ (M'N—MN)y? 1

== J’I N/z + M/g_ N:gyg y,
also schlieBlich f(z,y) =P+ .5_2_

wobei P und @ rationale Funktionen von 2 bezeichnen.
Demnach ist das vorgelegte Integral

j f(z, y)dz — J Pds + f dd (10)

auf das Integral einer rationalen Funktion P, das als erledigt zu be-

Qdx

trachten ist, und auf ein neues Integral f T zuriickgefiihrt, in welchem

die Irrationalitit lediglich auf den Nenner beschrinkt ist.
Die rationale Funktion @ im Z#hler kann: wieder, wenn man den
allgemeinsten Fall ins Auge faBt, als Aggregat aus einer ganzen Funk-

tion G(z) und einer irreduktiblen echt gebrochenen Funktion (( )) darge-
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stellt werden, so daB die Berechnung des Integrals (9) zuriickkommt
auf die beiden irrationalen Integrale

f%(;) dz und ‘g%) éyf (11)

Diese Integrale aber lassen sich auf ein gemeinsames Grundintegral,
némlich auf dx

” (12)
zuriickfithren; der Prozef dieser Zuriickfilhrung soll im folgenden Artikel,
fiir das zweite der Integrale (11) mit einer Einschrinkung, vorgetragen
werden.

261. Zuriickfithrung auf das Grundintegral. Besiiglich des
ersten Integrals (11) gilt der folgende Satz: Ist die ganze Funktion G (z)
vom Grade m, so kann, und nur auf eine Weise, eine ganze Funktion G,(x)
vom Grade m — 1 und eine Konstante A derart bestimmt werden, daf

9 _ D16 @)+ ist, (13)

Fiihrt man die Differentiation aus, so geht (13) iiber in
6@ _ gy 4 @@ty 4
” G/ (@)y + m +5
und nach Beseitigung der Nenner in

G(x) = G/ (2)(az®+2bx+c) + G,(x) (ax +b) + 4; (14)

beide Teile dieser Gleichung sind nach Ausfiilhrung der angezeigten
Operationen ganze Funktionen von x des Grades m; vergleicht man also
die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von z links und rechts, so er-
geben sich zur Berechnung der m Koeffizienten von G,(z) und von 4
die gerade erforderlichen m + 1 Gleichungen, welche, da sie in bezug
auf die genannten GroBen linear sind, deren eindeutige Bestimmung er-
moglichen.

Sind G,(x) und 4 auf Grund von (14) ermittelt, so liefert die Glei-

chung (13
g (19) fgg?dx=Gl(x)y+Af%x, (15)

wodurch tatsichlich das linksstehende Integral auf das Grundintegral (12)
zuriickgefiihrt erscheint.
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Behufs Ausrechnung des zweiten Integrals (11) liegt es nahe, die

F(x)
9@)
Integral in einfachere Integrale aufzulosen. Wir beschrinken uns hier

auf die Betrachtung einer einfachen reellen und einer m-fachen reellen
Wourzel « des Nenners () und verlegen den schwierigeren Fall zweier
konjugiert komplexen Wurzeln in das Beispiel 2563, 6., wo wir ihn mit
allen Einzelheiten behandeln.

echtgebrochene Funktion in ihre Partialbriiche und dadurch das

Ist « eine einfache Wurzel, so liefert es einen Partialbruch von
der Gestalt wii—& mit konstantem Zahler (289) und zu dem Integrale

F(x) dx f 3
@ v den Bestandteil 4 T a)y (16)

ist hingegen « eine m-fache Wurzel von @(z), so gibt es einen Partial-
bxuch B )),,,, dessen Zahler eine ganze Funktion m — 1-ten Grades ist,

und dleser liefert zu dem Integral den Bestandteil

R
S &y 1o

dieses Integral aber 148t sich auf das vorige, (16), zuriickfiilhren mit Hilfe
des folgenden Satzes:

Man Lann, und nur auf eine Weise, eine ganze Funktion R,(x) vom
Grade m — 2 und eine Konstante A bestimmen derart, daf fiir alle Werte
von & die (leichung besteht:

_B®_ _p B @y | 4 .
@— o)™y {<:c—u)"‘"ll+<w—“>y

Wird némlich die Differentiation ausgefiihrt, so verwandelt sich

diese Gleichung in

Rg MOVFRO TS wonR@y 4
(x— o)™ y (x— o)™ 1 (& — )™ (x—ea)y

(18)

ax+b

und lautet nach Wegschaffung der Nenner:
R(z) = [R/(x) (a2®+ 2bz + ¢) + R, () (az +b)] (z — ) } (19)
— (m—1)R,(z) (a2?+2bx+¢) + A(x— &)™~ 1;

nach Ausfithrung aller rechts angezeigten Operationen heben sich dort
die Glieder m-ten Grades auf; ist nidmlich
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R1<9$‘) — coxm-—2+ clxm-—:i_l_ SR

o R/(@)=(m—2)qan '+ (= 3eam it
so ergibt sich im ersten der drei Teile auf der rechten Seite von (19)
das Glied (m — 1)acyz™

im zweiten Teile das Glied — (m — 1)ac,a™
und beide heben sich auf. Es bleiben sonach rechts und links ganze Funk-
tionen des m — 1-ten Grades, und durch Vergleichung ihrer Koeffizienten
ergeben sich zur Berechnung der m — 1 Koeffizienten von R, (z) und des
A die gerade notwendigen m Gleichungen, die zu einer eindeutigen Be-
stimmung fithren, weil sie beziiglich der zu berechnenden Gro8en linear sind.
Sind R, () und 4 auf Grund von (19) ermittelt, so liefert die In-
tegration von (18):

' R@® g M@ i P 20
(.’b a) ydl‘ ( m 1 + f(x ( )

dadurch erscheint tatsichlich das Integral (17) auf jenes (16) zuriick-
gefiihrt.

Das Integral (16), d. i.
[ (v—ooy

wird aber durch die Substitution

at

1
t—a=, do=—"%

auf ein Integral von der Form (12) zuriickgefiihrt; denn es ist

dx
[(w~vt)y_ - ~[1/At*-|-213t+ ¢’ 1)
wo A=aqaac®+ 2ba+c,
B=ax+0, (22)
C=a.

In dem speziellen Falle, daB « eine Wurzel des Trinoms ax®*+ 2bx ¢,
wird 4 = 0 und das zu erledigende Integral

t
j V2Bi+ C
fillt unter 248, 2.; es hat den Ausdruck
V2Bt + 0= .

Vb’—acx—-a
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252. Berechnung des Grundintegrals. Die noch zu lsende
Aufgabe ist die Entwicklung des Grundintegrals

dx dx .
f7 —f]/a:u2+2bm+c’ (12)

diese fiihrt zu verschiedenen Funktionen, je nach dem Vorzeichen von a
1. Ist @ > 0, so transformiere man das Trinom zundchst in

ax?+ 2bx + ¢ = —;— [(az + b)® 4 ac — b¥] und setze

ax + b=z, woraus dx = % ferner ac — b® = d; (23)

es darf angenommen werden, das 0 == 0, weil bei 0 = O die Irrationalitdt
von Anfang an aufhérte zu bestehen.

T dx 1 dz
Hiermit wird f Vertaiade Vel vare (24)
wenn 0 > O, besteht Realitit fir alle Werte von 2, also auch fiir alle
Werte von z; wenn aber ¢ < 0, so hat das Integral nur so lange reelle
Bedeutung, als 2% > |d], also

—b+V[d]
a

<az<=b=VId] ist.

a
Das vereinfachte Integral kann mittels der Substitution
Vi +o=t—z (25)
gelost werden?); quadriert man diese Gleichung, so kommt man nach
Aufhebung von 2? zu 0= —2st + £,

woraus durch Differentiation
0= (t—2)dt —tdz

uwd mit Riicksicht auf (25) 27 — ¢ folgt.

ZEx I

Hiernach ist

— [ - VA + o 26
Vz'+a f I+ C=1(+VF+d)+C,  (26)

1) Mit Umgehung dieser Umformung kann auf das urspriingliche Integral die

Substitution -
Vax?+2bx+c=z2—z)a

angewandt werden; sie filhrt zum Ziele, weil sowohl dz wie y sich rational in ¢
ausdriicken.
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daher f dx
Vax* - 2bx + ¢

=Via_z(ax+b+1/aymﬁ) +C (a>0).
2. Wenn a < 0 ist, so gestalte man das Trinom wie folgt um:
az?® + 2bw+c=:1—&[b’—ac—(ax+b)’];
mit den Substitutionen (23) ergibt sich hiermit

@7

dx
f]/aa;’-}—2bw—|-c V—a ]/_. —
Realitit besteht nur, wenn 6 <0 und dann nur so la.nge, als 22 < — 0.

Das vereinfachte Integral ist jetzt unmittelbar auf eine Grundformel
zuriickfithrbar, indem

dz__ _ dv_i;_s —r— - =aresin —— _‘-}-C (28)
IVI? ‘/Vl_(l_/i:a* y—o

ist; durch Wiedereinfithrung der Variablen z gelangt man zu dem SchluB-
resultate:

—(az +b)
fmm V— aresin Vo —ac +C (a<0). (29)

3. Ist d =ac— b <0, so hat das Trinom ax? + 2bz + ¢ reelle
Wurzeln ¢, # und kann in einer der Formen:
a(z—a)(x—p) oder —a(e—z)(x—p)
dargestellt werden; man wird von der ersten oder der zweiten Gebrauch

machen, je nachdem @ > 0 oder ¢ < O ist. In beiden Fillen fiihrt aber
die Substitution?) —
=
«—f

zum Ziele; man erhélt bei a > 0 (26):

2 dt

fl/aa,’-*- 2bx+c a,) V2 —

2 4/ 3 'l/zc——a—l-}/a:—ﬁ
= — it 2 —1 C= 121" C 4 C;
a4 —1) + v v T

] /x—a
1) Oder auch «—p =t
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. " dx o 2 dc_l_t‘ B
bei a < 0: Vaw T oba e V—a Vi—o
Z_ aresin t + C = —— arcsm V—~—E + C.

V—
Man iiberzeuge sich, daB bei a > O auch die Substitution Vw—zg =,

bei @ < 0 die Substitution J/*=F — ¢ zum Ziele fiut.

2563. Beispiele. 1. Durch unmittelbare Anwendung der Formeln (27)
und (29) ergeben sich die Integrale:

%,(gﬁ 5= et atVe@at 7)) + C
‘173_0-(_*%3:)- —aresin 2%+ C.

2. Die Bestimmung des Integrals

f (mz - n)dz
y b

bzw. seine Zuriickfilhrung auf das Grundintegral f %/E, hitte nach dem

ersten Satze in 251 zu erfolgen. Man erreicht die dort bewiesene Um-
formung des Differentials indessen leicht dadurch, daB man aus mz + n
den halben Differentialquotienten von ¢? d.i. az + b herstellt durch die
identische Umformung

m:c+n—~ (az +b) +¢}[¢:bjl’
wodurch f@ﬁ’i@,df (a.c—}—b)dx + @ an—bm ,
Y @ y
. (mx4nmdx _ m an—bm [dz
also schlieBlich f ey =Y +— v (30)

erhalten wird.
3. Um das Integral f ydx

it
zu entwickeln, bilde man es zuerst in J y—;i:f um und hat nun nach dem

ersten Satze in 251 folgende Rechnung. Es ist

y* _az*42bx+c c
= R(VERS: MR

nach Ausfiilhrung der Differentiation und Beseitigung der Briiche:
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az®+ 2bzx + ¢ = A(az?+ 2bz + ¢) + (Az + B)(az + b) + C;
die Vergleichung der Koeffizienten gibt
a=2ad
20 =3bA + aB
c= cA+bB+C
und daraus berechnet sich

1 b ac—>b?
A=, B=g, C="—
ey s b ac—0b% [ dx
Mithin ist fydx = 27 Y+ 5 v (31)

Ein anderes Verfahren geht darauf hinaus, das Integral f ydx auf

ein Integral von der in 2. behandelten Form zuriickzufiihren; man findet
ndmlich durch partielle Integration

fydx =zy —fﬁ(-o—w—yt@ dz;

nun ist aber  z(ax + b) = a2’ 4 bz =y*— (bz +¢),  daher weiter

fydx=xy —Jydx +f@f~_;—°)@5, also
Yy 1 [ bx+c)dx
fydx—?"—?f" y

Zu Formel (31) seien als besondere, hdufig vorkommende Fille an-
efiihrt : — . —
g f}/x2+kdx=%1/a:2+k+-§—l(x+l/x’+k)+O’,

fo";t ldx =%V§”T_§_—1 i%l(x +V2+1) + C.

4. Mit Hilfe von Substitutionen, wie sie am Schlusse von 252, 3.
angedeutet worden sind, lassen sich die folgenden Integrale leicht 19sen:

MltV ———t
1—ac

1+z
l—a:—t

T Y S -
JiTor== f‘” o= i

mit
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. rz—1
mit |/ R Ty t
dt=t+C ]/‘”" 1
f(ﬂc—i—l)l/w’—l f + a1t

.'c+1

mit g =

@—lwx’-l fdt—-t+0—_]/w+1

Man 16se dieselben Integrale dadurch, daB man den rationalen Faktor
des Nenners dem Reziproken einer neuen Variablen gleichsetzt.

5. Zur Bestimmung des Integrals
4z
f(1 +8x)*Y1 — a?
hat man, wenn |&| <= 1, zufolge des zweiten Satzes in 251 den Ansatz:
1 -D AY1— a* B .
1+ e2?Y1—2* T 14z a+sx)y1—a*’

nach Ausfithrung der Differentiation und Entfernung der Nenner ergeben
sich zur Bestimmung von 4, B die Gleichungen:

0=Bs— A
1=DB — As,
& 1
woraus A.= i—_‘_';g, B=I:?.

Daher ist zunichst

f dx __&i—a n J o de
A+ ex)Y1—at QA—&)(14¢a) 1"—52 A+ex)Y1—2t
In dem noch eriibrigenden Integrale setze man
1—2%=a(l +ex)®+ 28(1 + &2) + ;
daraus entspringen die Gleichungen:
— 1= ¢
0= a4+ p
1= a«+28+4+y und diese ergeben:

1 1 e?—1
«=—1a ﬁ'—‘?y V="
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so daB mit der Substitution 1 4 sx = —
‘/'(1 e Vl === fV(a — l)t’ iy hervorgeht.

Mithin hat man j(l T sx)’]/l PV
eY/1— a? .
Ta—)dtem 1 —e’fl/(s—e‘:'m:—l
Der Wert des Grundintegrals hingt nun davon ab, ob &* gréBer oder
kleiner als 1 ist. Nach den Formeln (27) und (29) ist schlieBlich
—_— dm e ——
J A4 ex)Y1 —a?
£7[~8V1~x2 1 s-|-q;+1/(e —1)(17x')]+0,

bei 62> 1

14 ex ]/;z___ 1+ ex

1 [eyisa .
=1—£’[ 1+ ez -ﬁi;;iarccosx—}-smj +C

In dem unerledigt gebliebenen Falle ¢?= 1, wo also der unter dem
Integralzeichen vor der Wurzel stehende Faktor (1 4 #) auch unter der
Wourzel erscheint, fihrt der folgende Ansatz zum Ziele: Es sind 4, B so
bestimmbar, daB

1 AY1 —2? B

(I + 2 Yi—a* =D, A +a? t ¢! +a:);/1—x*’
denn nach vollzogener Differentiation und Beseitigung der Nenner hat man
14z=U+ B)2*+ (2B—A)z+ B—24

und daraus folgen die Gleichungen:

0= A+ B
1=2B— 4
1= B—24,
deren jede eine Folge der beiden andern ist; man berechnet daraus
1 1
d=—5, B=3

und hat nun mit Benutzung der Formeln des vorigen Beispiels
Osuber, Vorlesungen. II. 4. Aufl. 5
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f b= __yi—a=
(14 2)2 Y1 —2? 3(1+a)
1 '_ dz 2tz 1 —z
/ itayices 3a+o at
Auf demselben Wege, iibrigens auch durch bloSe Zeichenéinderung
bei #, findet man
) dx - 2 —x 14z
J(l—a)ﬂ/l—x’ 3(1 —ux) 1——x+C'
6. Als eine Weiterfiithrung des Fallées der quadratischen Irrationali-
tit stellt sich das Integral

Hz 4 K - dx
wa’—{:2B;+ OVaw +2ba:+c
dar, wenn A%+ 2Bx + C reell unzerlegbar ist (vgl. eine Bemerkung
in 2561); man kann dann immer voraussetzen, daf 4 und das ganze Tri-
nom positiv seien.
In der Folge soll das Trinom unter der Wurzel mit y, das duBlere

mit ¥V bezeichnet werden.
Hier fiihrt nun die Substitution?)

ax®42bxz+ ¢
b= o f2Bat O («)
zum Ziele; aus ihr folgt
dt  —2[(4b— Ba)a*4-(d¢ — Ca)x 4 Bc— (] ,
dz (Ax*+2Bx + O)* ’

der Klammerausdruck im Zahler, gleich Null gesetzt, fiihrt zu jenen Wer-
ten von 2, welchen die Extremwerte von ¢ entsprechen; es gehore zu z,
das Maximum ¢,, zu «; das Minimum 7 von ¢ (s. 118, 3.); dann kann

d .
a3 auch in der Form

d
N dt 2(4b— Ba)(z, — x)(x — x,)
dz Adz*+2Bz+ 0 ®

dargestellt werden.

Ferner hat man
bt — Ay —a)a® + 2(Bt, — b+ Cty—¢
1 - Az 2Bz 4 C
a— At)a*42(b — Bt,)x+ ¢ —Ct, |
A2 F 2Bt C i

t— g ="

1) A. G. Greenhill, Differential and Integral Calculus, 1896, p. 399.
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da aber infolge («) fiir zusammengehdrige Werte von z, ¢ die Gleichung
gilt: (At —a)a*+ 2(Bt —b)z + Ct —¢ =0,

80 ergeben sich #,, #, als zweifache Wurzeln dieser Gleichung fiir {=4,,
bzw. t = 1,; daher ist auch

. _ (4t — a)(x, —x)* (a — At) (@ — x,)? Z
*) h—t= Az* L+ 2Bx+ C b—ty= Aa:’+22Bm+C' ")

Man kann ferner die Zahlen L, M; P, Q; p, ¢ so bestimmen, daB
Hz + K = L(z — z,) + M(z, — x)
V=A42"4+ 2Bz + C= P(z,— 2)* + Q(x — x,)*_
y= ““"2"" 20z + ¢ = p(a, — x)° + 9@ — 2,)’;
beziiglich des ersten Zahlenpaars ist jede weitere Bemerkung iiberfliissig;
bildet man aus (y"), (") unter Zuziehung von («) die Gleichungen:
(A2 + 2Bz + C)t, — (az® + 2bz + ¢) = (At — a)(z, — x)*
az? 4+ 2bx + ¢ — (Aa* + 2Bz + O)ty, = (a — Ab)(x — x,)%,
so berechnet sich da.raus
V=S @ — e+ o (w )",
__t (tAt—t “)( &, — o)t + 58 ﬁ(“—Ats) (x )%,
und die Vergleichung mit den fritheren Ansatzen zelgt, daB

At, —a a——At
P= tl——t b Q— .

_ b4t —a) _ ta—4t)
ey =1t,P, q__t1~—_—t, =1 0.

Durch die Umformung von Hz + K aber zerfillt das vorgelegte
Integral in die beiden Teile:
fﬂ?_:ﬁ)_dff U(z, — zydz

vy VVy
Nun ist (man beachte (8) und (»))
Lx —a)de _ ("L(x—x,) Vadt
f 273 viy; 2Ab—aB)(z —2)(@—)
VvV dt

T 2(db—aB)) 5 _xVt

N’ j‘ A4 —adt _ 4y f
" 2(4b-aB) t—t Yt Vig, —o’
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wo L' = K?f‘_-:—q analog ergibt sich unter Beriicksichtigung von (8)

aB’
und () J’M(x-—x,)dac s MM dt
Vo Vie—n’
wo M’ = ————-——lb_AIt;, und schlieBlich ist das erste Grundintegral
2t —t,
. = —arccos ——*,

Svi=- thl ) i

und das zweite

» dt 2t —1, 2 TN
[ A - =1 24+ —Vitt—4,))-
‘th(t—t:) /V(t—‘ti)s_ &? ( tg :i_ t, V ( 2))
3 2 4
Hx 4+ K dx
Ax*+ 2Bz + C y/qn®  2bx + ¢
A MM (P 4+ & Vii—1)) +Konst,

Der ganze Vorgang wird illusorisch, entweder wenn V =y, weil
dann ¢ nicht mehr eine Variable, sondern 1 ist, oder wenn 4b— Ba =0,
mit Riicksicht auf (8). Die Erledigung dieser beiden Fille bleibe dem
Leser iiberlassen.

Als Beispiel hierzu diene das Integral

(x—2)dzx
fm*—-ac-}- 1)]/::’2-[—.1;—}-1

nach den in 118, 3. gefundenen Resultaten ist hier

t=1,4=3; m=—114+1% _ _
mit diesen Werten findet sich L = — 4, M =—3, L' =V2, M=V}
und hiermit schlieBlich der folgende Ausdruck fiir das Integral

worin fiir ¢ der Ausdruck (o) zu setzen ist.
7. Man entwickle nach den vorgefithrten Methoden die Integrale:

)fl/x’+m+1’ ﬂ)fl/x* e =1’ y)f i—z—a

xVa:’ a®’ a:Va’ Fz*’ (x + 1) Va:’—i- z41’
(—=1dz - (x+ 1)dz .
@* +w+1)1/x=—ac+ (822 — 10z + 9) Yz* —8x + 10

Somit hat man f

2t
= — 1 L L arccos
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2564, Integrale, die sich auf die quadratische Irrationali-
tit zurtickfiithren lassen. Eine weitere Form von Integralen irratio-
naler Funktionen geht aus

S (@ v, £)da (32)
hervor, worin f eine rationale Funktion der Argumente z, y, 2 anzeigt und
Y¥=ax+b Z=az+?V (g + TI;—) ist.  (33)

Man fithrt an Stelle von z eine der GriBen y, z als Integrations-
variable ein; wird y hierfiir gewihlt, so ist

y—-b ab——ab

T = dx = 2ydy 2—~y +

ff(x,y,z)dw—— jf N "“”’) dy.

Hiermit erscheint das Integral auf den in 250 und den folgenden Arti-
keln erledigten Fall zuriickgefiihrt, da es sich jetzt um eine quadratische
Irrationalitit, bezogen auf eine ganze Funktion zweiten Grades, handelt.

und

Beispiel. Das Integral / 1—zda

z =
kann ohne Einfilhrung einer neuen Variablen, nédmlich durch die Umge-
staltung (1l —x)dx

zY(1 —z)z
auf die frither behandelte Form gebracht werden; die weitere Berechnung

hitte nach den Formeln 251, (21) und 253, 1. zu geschehen.
Wendet man hingegen die Substitution

1l—z=1y° an, so wird

j’l/‘:‘f”?i"=9./ ydy
@-—UV1~y

ﬁ—y+ f@—nl—w’

das erste Integral rechts filhrt auf arcsin y, das zweite zerfillt durch

Zerlegung der gebrochenen Funktion in Partialbriiche in zwei

1
y*—1
Integrale, deren Werte aus 253, 4. entnommen werden kénnen; es ist
némlich
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* ——l)Vl—z/“ J(y—m/l—y —f(y—kln/l—-y

1+ y 1—y 2y
___._'l/l +V1 ___.__Vl =
Demnach ist schlieflich

/Vl—xd = 2arcsin )1 —z — 2 1:—%-{-0

255. Integration binomischer Differentiale. Eine hiufig vor-
kommende Gattung von Integralen bilden die Infegrale der binomischen
Differentialausdriicke. Man versteht hierunter Integrale von der typischen

Form Jam(aan + byde, (34)

worin m, %, p rationale Zahlen bedeuten.

Einen neuen Fall bietet dies nur dann dar, wenn p keine ganze Zahl
ist. Denn wéren neben p auch m, n ganze Zahlen, so hitte man es mit
einer rationalen Funktion zu tun, und wéren m, » gebrochene Zahlen,
so wiirde es sich um die in 248 behandelte monomische Irrationalitit
handeln.

Dagegen konnen m, n als ganze Zahlen vorausgesetzt werden. Wi-
ren sie es nicht, wiren sie vielmehr Briiche mit dem kleinsten gemein-

samen Nenner ¢, so daB m n
m=-, n=—,
q q
so filhrte die Substitution z =t

das Differential 2™(aa™ 4 b)*dx tiber in

gt a1 (atv 4 b)Pdt,
und dies ist wieder ein binomisches Differential, in welchem die Expo-
nenten m’ + g — 1, n" ganze Zahlen sind.

Wir setzen daher im Folgenden m, n als ganze Zahlen, p dagegen

als einen Bruch, p
p == voraus.

Es gibt zwei Fille, in welchen das binomische Differential sich in
ein rationales Differential umwandeln und daher mittels der elementaren
Funktionen in endlicher Form integrieren 148t.")

1) Nach einem von Tchebycheff in Liouvilles Journal (1853, p- 108) ge-
gebenen Beweise sind es auch die einzigen Fille, wo dies mdoglich ist.
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Setzt man némlich 2" = y, so wird

mEl
S o tvpas ="t [y oy +iray
m+

und ist eine ganze Zahl, (A)

50 bezieht sich die Irrationalitit einzig und allein auf das lineare Binom
ay + b und kann nach 248, 2. beseitigt werden durch die Substitution

ay +b=1=¢,
d. h. das urspriingliche Integral wird durch die Substitution
ax"+b=1t (a)

auf das Integral einer rationalen Funktion gebracht.
Es ergibt sich ferner duvch Umformung an dem letztgeschriebenen
e =t ay+b
y " (ay +bpdy= ),
und ist ﬂj—"——— + p eine ganze Zahl, B)

o bezieht sich die neue Irrationalitit nur mehr auf die linear gebrochene
Funktion y—l—_ ‘und kann nach 248, 3. entfernt werden durch die Sub-

stitution ey +b _ t
Y
d. h. das urspriingliche Integral wird durch die Substitution
a4+ bxr=1r (b)

in das Integral einer rationalen Funktion verwandelt.

Bemerkenswert ist, daB die Integrabilititsbedingung (A) von dem
gebrochenen Exponenten p nicht abhingt.

ztdw
Vl + «?
erfiillt die Bedingung (A), weil 211 eine ganze Zahl ist. Man setze daher

Beispiele. 1. Das Integral

1 + =1, findet daraus
2=8—1, zdr=1tdt, 2*dz=1t(*— 1)dt und

L PN R By
m—f(t Dat=2 —t4+0="72YT vz + 0
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2. Bei dem Integral _ztde
V1i+ a®
ist die Bedingung (A) nicht, wohl aber die Bedingung (B) erfiilli, weil
3—1;1 — % = 0 als ganze Zahl aufzufassen ist. Man forme daher das In-
tegral zuerst um in z*dx j = lda
Yt 1 Ve ¥8F1
und setze dann 2784 1=1% daraus folgt
=1, —dalde—tdt, alde = —

. 3 1 dt
somit ist Zdz 1 [ dt

Vita® R B
— o= VTS +

Man bemerke iibrigens, daB das vorgelegte Integral auch durch die
Substitution z* =z auf die Formel 252, (26) hiitte zuriickgefiihrt wer-
den konnen.

256, Reduktionsformeln. Den Integralen binomischer Differen-
tiale kommt die Eigenschaft zu, daB sie sich durch andere Integrale der-
gelben Art mit geindertem p oder m oder p und m ausdriicken lassen.
Insbesondere liBt sich immer bewirken, daB p ein echter Bruch und m
dem Betrage nach kleiner als » wird. Man macht von diesen Umformun-
gen zweckmiBig auch dann Gebrauch, wenn eine der Integrabilititshedin-
gungen (A), (B) erfiillt ist, um nicht durch unmittelbare Rationalisierung
zu komplizierte Funktionen zu erhalten.

Die Redultionsformeln, welche allen Bediirfnissen geniigen, sind nach-
stehend abgeleitet.

1. Durch partielle Integration mit der Zerlegung
u=(az"+ bP, dv=a"dx
ergibt sich [am(aa” + byda @

m+1 n V4 .
='Z"__; ’E‘a: 1+b) _:ﬁ-alv-/xm+n(awn+b)p—ldx, (’"&-{—1#0)

Kehrt man die Formel um und erhoht gleichzeitig p um 1, vermin-
dert m um %, so kommt
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m " _ wng—7z+1(axn+ b)p+1
f (eat 4 bpde = = (I1)
m—mn -1

wp T 1a fx"“"(ax" +b)rtlde (p+140).
2. Wird unter dem Integral auf der rechten Seite von (I) 2™+” er-

setzt durch - x’"(ax"+ b) — —x’”, so zerfillt das Integral in die Diffe-

renz zweier, deren eines mit dem linksseitigen iibereinstimmt, und durch
entsprechende Zusammenfassung erhilt man

+1 n b
f a"(aa" + bpdz — ﬁﬁ% :-E 2 (11D

7n—_i_7})—:*_~1fw"‘(ax" +oy-tdz (m+np + 1<0).
Die Umkehrung dieser Formel bei gleichzeitiger Erhohung von p

um 1 liefert (g 1
(gt 4 + b)P
fx (az™+ brdx = — ~~- Wt av)
m-+n(p+1)41

wipt1pJ et +bptide (p+140)

3. Zerlegt man in dem Integral auf der rechten Seite von (II) (az"
+ b)r+1 in die Faktoren (az"+ b)?(az™ + b), so 16st es sich in die Summe
zweier auf, wovon eines mit dem linksseitigen tibereinstimmt; durch Zu-
sammenziehung dieser Glieder ergibt sich:

wm—n+l(amn+ b)p+1

Jxm(ax" +bydz— (m+np+1)a )

(Zn_"_—ny;—:ll))ba fx"“"(aw" + bypde  (m+ np + 1 4 0).

Aus der Umkehrung dieser Formel bei gleichzeitiger Erhohung von
m um n resultiert schlieBlich

+

m(azn 2" (aa" 4 o)t
fx (az" + bpdx = — mE)b (V1)
et sptie [ ores (w3140

Die Formeln (I), (I) éndern m und p gleichzeitig, (I1I), (IV) dndern
nur p, (V), (VI) nur m; die Anderung von m betrigt jedesmal +n, die
von p jedesmal + 1.
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In allen Fillen, wo die Formeln unwirksam werden, ist eine der
Integrabilititsbedingungen erfiillt und kann das Integral auf das einer
rationalen Funktion zuriickgefiihrt werden. So ist beispielsweise bei (III)
und (V), wenn m +np +1=0, m+1 + p eine ganze Zahl (0) und
daher die Bedingung (B) erfiillt.

2567. Beispiele. 1. Auf das Integral

Jox
1+ ot

oo . 3
wird jene Formel anzuwenden sein, welche den Exponenten p = — <

erhoht, jenen m = O aber ungeéindert 14Bt, also die Formel (IV); da
ap+1b=2-(—5+1) 1=—1 und m+n(p+1)+1=0+2

. (— % + 1) + 1 = 0 ist, so hat man ohne weitere Integration

dx

= — + C.
v+ :v’)” Y1ia? + x?
2?4 dx
2. Das Integral Uy, = 171___;2

erfiillt bei ganzzahligem w die Integrabilititsbedingung (B). Um es zu
reduzieren, wird man unter den Formeln diejenige aufsuchen, welche

m =2u herabmindert und p=-—% ungeidndert 1iBt; es ist die Formel
(V), und ihre wiederholte Anwendung gibt nach und nach:

Sty el

_—— U,
u2,u 2!’/ y{ 2u—2
ST gt w3
Ugy—g = — 2(1;— 2 2u—2 U4
x l—x
u,=—~V +

multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit

1 20—l Q@Re—-D@e=8) @Que—-D@r—3) -3
T 2p2p—2) 7 7 2u(2p—2)---4
und bildet die Summe, so kommt man mit Riicksicht darauf, da8
, = arcsin z ist, zu der SchluBformel:
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2dx _ Vi—at —

2 1
_ Su—1_ “B—1 2u-3
[x +2y___ x

Vi—a 2u 2
Cu—1)(2p—38) 4, (2p—1)(2p—3)---38
+ae—neu—0 Tt emgee—n 2] &

@Qu—1)(2p—3)---1
+ 24(2u—2)---2

arcsin z + C.

Durch den gleichen Vorgang ergibt sich die Formel

1 T s
PRI 2P _ V1i—a® [xg# + 2p 2202
Vi—z 2t et

_ 2p(2p—2) 2u—b 1 .. 2u2u—2)---4 5| (36

t @t tme a3 | Y
2u2p—2)---2

+ Gu @i T O

Bemerkenswert ist, daB im ersten Falle die Integration zu einer
transzendenten, im zweiten zu einer algebraischen Funktion fiihrt.

3. Das Integral vy, = f ___dr
X

wird durch Erh6hung des Exponenten m = — 2u bei ungeéindertem
P =— %, also mittels der Formel (VI) zu reduzieren sein; wiederholte

Anwendung derselben gibt:

V1 — a? 2p —2
You=— 2p— 1zt + 2u—1 Yau-2
Y1 —a® 2u —4
R ey TES R
1 —a?
Yy = — L‘“"7
X

2u—2 Ru—2(2u—4)---2

Pep—1 7 (2p—1)(2u—3)---3
so gibt darauffolgende Addition:

dz ____Vi—a'[ 1 2—2 1
mg"]/l—-——a?— 2p—1 | 20—1 " 2u—38 p2u-3

Qu—2) (2p—4) 1 Qu—2)(2p—4) -2 1]_*_0. CO)

1

tee—9eu—9 23T " TEHEu=5 1
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Auf dieselbe Art ist das Integral f XTES By +1V~“~ zu behandeln; das
Endintegral, zu welchem man gelangt, ist (261, (21), 252, (26)):

dz dt ll—]/l—a:’
2Vi—z* Vit—1 x ’

die endgiiltige Formel lautet:

 dx Vl-ac 1 +2y_—1 l
m2;¢+1l/1‘: z? - 2u 2;: 2u —2 LRu—2

Cu—1(2u—3) 1 (2@“1)(2!" 3)- (38)

T eu—neu—t) -t T T u Ty e 2 2

T )

202w —2)--- 2

§ 3. Integration transzendenter Funktionen.

2568. Zuriickfihrung auf algebraische Integrale. Es gibt
nur eine sehr beschrinkte Anzahl von Formen transzendenter Differen-
tiale, bei welchen die Integration mit Hilfe der elementaren Funktionen
in geschlossener Darstellung moglich ist. Wo diese Moglichkeit aufhort,
gelingt es mitunter, die-Integration bis zu gewissen Grundintegralen zu
fithren, welche dann als neue transzendente Funktionen hoherer Ordnung
zu den elementaren Transzendenten hinzutreten.

Bei der Mannmigfaltigkeit der Kombinationen, in welchen diese
letzteren untereinander und mit algebraischen Funktionen sich verbinden
konnen, lassen sich allgemeine Methoden fiir die Behandlung solcher
Integrale nicht angeben; der einzuschlagende Vorgang hingt von der
besonderen Gestalt des zu integrierenden Differentials ab.

LiaBt dieses durch eine Substitution sich in ein algebraisches Dif-
ferential verwandeln, so ist die Aufgabe auf eine bereits behandelte zu-
riickgetiithrt. Nicht immer ist es jedoch vorteilhaft, die Integration an
diesem algebraischen Differential zu vollziehen, um dann wieder zu der
urspriinglichen Variablen zuriickzukehren; die Umwandlung erfiillt mit-
unter nur den Zweck, um iiber die Moglichkeit einer elementaren Inte-
gration entscheiden zu k&nnen.

Von einigem Nutzen kann der folgende allgemeine Fall sein, wo
ein Integral mit transzendentem Differential sich durch partielle Inte-
gration auf ein solches mit algebraischem Differential reduzieren 1Bt
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Ist namlich @(x) eine algebraische Funktion, deren Integral @(x) auch
algebraisch ist, und ¥ (z) eine transzendente Funktion, deren Differential
algebraisch ist, so gibt .

Jo@v(@) de

bei partieller Integration mit der Zerlegung
u =9 (x), dv = @(x)dx:

Jo@ (@) dz = 2@)v(@) ~ @) ¥ (@) da, e
und das linksstehende Integral mit transzendentem Differential ist somit
auf das rechtsstehende, welches auf eine algebraische Funktion sich be-
zieht, zuriickgefiihrt.

Der besprochene Fall tritt beispielsweise ein, wenn @ (z) eine ratio-
nale ganze Funktion und

¥(2) =lo(z), aresin @ (), arctg o (z),
wobei o(z) eine algebraische Funktion ist; denn dann ist sowohl @(x)
wie auch vy @ (@) o’ (1) o’ (%)
L4 (.’D) T e@’ Vl o (7)? ? 1L e@?

eine algebraische Funktion.
Beispiele. 1. Es ist
n+1
fx"l(x+1/l+12)dx~—w+1 (x+V1+m”)——n+1 V__F%,
das rechtsstehende Integral bezieht sich auf ein binomisches Differential,
das bei ganzzahligem # immer integrabel ist.
2. Zu einem analogen Resultate fiihrt

2t . 1 2" tldz
aresin x

n ] —_— — — ———
fa; aresin zdz P P Vl'—-"x’

insbhesondere ist (235, 2.)

. x* . 1 . ‘da:
Z arcsin 2dx = = aresin £ — —
2 2 'Vl _ xz

= {- V1—a® + 2i4—— aresin z + C.
3. Durch die Formel

n z" 1 1 ‘w" +1 dx
f  arotg wdo= Coyarig s — TL/ ey
ist das linksstehende Integral bei rationalem » auf das einer algebraischen

stets integrierbaren Funktion, bei ganzem positiven » insbesondere auf
die Form 246, 3. zuriickgefiihrt.
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259. Allgemeine Reduktionsformeln. Uber die Funktionen
¢@(x) und ¢ (z) seien die ndmlichen Voraussetzungen gemacht wie vor-

hin; auf das Integral f o(2) v (z)*da (n>0)

die partielle Integration mit der Zerlegung u = v (z)", dv= ¢ () dz an-
gewendet, erhilt man:

So@)v@rds = 8@ vy —nf 9@ v @ v@Er-tds (@)

bei dem neuen Integral kommt man mit demselben Verfahren nur dann
weiter, wenn auch die algebraische Funktion @(x)’'(x) ein algebraisches
Integral hat.

Bei dem Integrale 1—&%% dx n>0)
hétte man, um eine Reduktion zu erzielen, die partielle Integration mit
= 2@ g, ¥@dz dhren: dies gi
der Zerlegung u = v @)’ dy = @ auszufiihren; dies gibt
"9 (%) 9 @) 1 o@ dz
dr=— D
T T n—l,f ¥ yar O
eine weitere Herabminderung des Exponenten der transzendenten Funk-
P®)
tion kann nach demselben Verfahren, mit Hilfe der Zerlegung u = %5@,
1}: () dx
erfolgen.
Ty

Beispiele. 1. Der durch die Formel (2) ausgedriickte Vorgang liBt
sich auf das Integral f 2™ (lz)*dz anwenden; es ist nimlich

7 wm-i-l n Lid m 72— 1
‘/Vx'"(lx) dx=ﬂ~1 (Ix) | fx (lzy—tdx (m=+—1)

und die Formel bei # > O eine wirkliche Reduktionsformel.
Ebenso ergibt sich fiir

arcsin®~! zdz;

f aresin” 2dx = x arcsin® £ — %

V — x?
wendet man auf das rechtsstehende Integral denselben Vorgang noch-
mals an, wodurch

— aresin®~! zda

Vl — a?
= —Y1—z*arcsin"~ 'z + (n— l)farcsin""‘ zdx
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erhalten wird, so kommt man zu der Reduktionsformel

f arcsin” rdz
= g arcsin®z + n}/1—2? arcsin® 'z — n(n— l)farcsin""a:da;.
2. Auf Grund der Formel (3) ist

a™dax 2m+! m—l—lfa:’“da;
f(lx)" =_(n—1)(lx)"‘1+n—-1 (a2t (m+—1),

und diese Formel fiihrt nach wiederholter Anwendung schlieBlich auf

das Integral A
,_/ le ?
das durch die Substitution 2™+! = 7 auf das Integral
dz

7 (4)
Z

zuriickgefiihrt wird, eine neue Transzendente, welche als Integrallogarith-
mus bezeichnet wird.

Fir m = — 1 und # > 1 hat man unmittelbar
l n 1
f o f(lm)‘ e ——49" 4 ¢
und fir m = —1 und » =1

dlz
&~ [ gy

Ebenso ergibt sich durch zweimalige Anwendung der Formel (3)
die Reduktionsformel

j ' da B Y1i—a? x
arcsin” z (n— 1) arcsin” ('n —1)(n — 2) aresin™ ¥z

ICEEY (” - 2),/ arcsin”

durch deren wiederholten Gebrauch man, weil sie nur bis n =3 zulissig
ist, schlieBlich zu einem der Integrale

dx dx
arcsin z ’ arcsin? z

gelangt; das erste verwandelt sich durch die Substitution aresin # =2 in

J‘cos:dz , ®)
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das zweite gibt nach einmaliger Anwendung der Formel (3)

dzx _Vi—=a®
arcsinz  arcsin 1%1 :_a:_’ arcsin o ’

und das noch eriibrigende Integral geht nach derselben Substitution {iber in

f sin;:i_z . (6)

Die Integrale (5) und (6) stellen neue transzendente Funktionen dar,
die als Integralkosinus, beziehungsweise Infegralsinus bezeichnet werden.
260. Algebraische Funktionen der Exponentiellen. Ist f
das Zeichen fiir eine algebraische Funktion des nachfolgenden Argu-

mentes, so wird das Integral f' o) dz
durch die Substitution e**= ¢, aus welcher da = ;L: entspringt, in das
Integral einer algebraischen Funktion umgewandelt; es ist namlich
S 1 dt
Jremar =L fra % @

Das vorgelegte Integral it sich also in endlicher Form darstellen,
wenn f eine rationale Funktion bedeutet.

Beispiele. 1. Man hat fiir a >0
[l_(fiﬂ ,1,<f,,__df __lmt+n) 1 0= lma®4 n) e

ma®4+n la mt+n mla mla

2. Mit derselben Festsetzung ist

4z _ v (4t 2 [ dz
Vmat+n 1@ ) tYmttan la ) 2—n’
wenn mi+ n=2® gesetzt wird; daher hat man schlieBlich fiir n>0:

de  _ 1¢ 2+Vn _ Vma Fnt+VYn .. .
Vmar3n lz—-]/n+0 l“ VYma® -|—'n——]/n+0 fir n <O0:
_d= . ma +n

e la V_._ arctg —— V:ﬂ +C= - V— arctg + C.

261. Produkt aus einer rationalen Funktion von z und
¢*. Das Integral
aus as Integr ff(w)e”dx,

in welchem f(z) eine rationale Funktion bedeutet, zerfillt im allgemeinen
in zwei Bestandteile, ndmlich
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fG(x)e"" dz, F@ e*dx,
(@)
wobei G(z) die in f(z) enthaltene ganze Funktion und F(® den nach

9(@)
Ausscheidung derselben verbleibenden irreduktibeln echten Bruch darstellt.

Was den ersten Teil betrifft, so kann er durch partielle Integration
schlieBlich auf das Grundintegral

Jo——
%

zuriickgefiihrt werden; ist G (z) vom n-ten Grade, so hat man nach und nach:
JG(w)e"‘dm————i— G(:c)e”-%fG’(z)e"dx
fG’(x)e”dx = —’1‘— G'(z)e” —-% fG"(x‘) e dx

f Go-Y(@)eds = + Gr-(z)es — 1 [ GO(2)e=day

daraus ergibt sich durch Elimination der Zwischenintegrale und mit
Riicksicht darauf, daf G™(x) eine Konstante vorstellt,

[o@edr-L]6@- 9180 1pE8) 0 @
Beziiglich des zweiten Teiles sei folgendes bemerkt. Eine einfache

reelle Wurzel a von () liefert einen Partialbruch xf
Integrale den Bestandteil 4 f dz
x

a und zu dem

»——6"‘”
—a

getzt man hierin x — ¢ = l{, so geht dies tiber in

Lo | 22

Ae e
also in den Integrallogarithmus. — Eine m-fache reelle Wurzel a des
Nenners ¢(z) filhrt einen Partialbruch () = herbei, dessen Zihler

(®—

eine ganze Funktion (m — 1)-ten Grades ist, und daraus entsteht fiir das
Integral der Bestandteil f P(x)
(

z — aym

e dx;

es lagsen sich aber eine ganze Funktion m — 2-ten Grades P,(x) und

eine Konstante derart bestimmen, daf
Czuber, Vorlesungen. IL. 4. Aufl. 6
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P(x) T — P exz} + 4 e*

e LA

wird; denn nach Ausfiihrung der Differentiation und Beseitigung der
Nenner kommt man zu der Gleichung:

P(@) =P/ (2) +#P(2)}(@—a) — (m—1) P, (2) + A (z—a)*~*  (9)
und erhélt durch Vergleichung der beiderseitigen Koeffizienten die gerade

notwendigen 7 Gleichungen zur Ermittelang der m — 1 Koeffizienten in
P,(z) und von A. Auf Grund jener Zerlegung aber ist

.__'P(L) g — __‘PI(L) Pkl erx

el =T +A/w_a (10)

und das verbleibende Integral fiilhrt wieder auf den Integrallogarithmus.
Beispiel. Fiir das Integral

j Vx’-i- Ledy hat man die Zerlegung:

41 Aax? +Bw+0 D .
oo (A2 2

und zur Bestimmung der Koeffizienten die Gleichung:
*+1=(242+B+A2*+Bx+C)x — 3(42*+ Bx+C) + Da¥;
daraus ergibt sich durch Vergleichung beider Seiten:

7 1 1 ki
Ad=—%, B=—g5, C=—3, D=g;
2 cx
hiernach ist [ Lt erde = —"TTEF e T [0 gy

262. Produkt aus einer rationalen Funktion von z und
lz. Das Integral
aus lz. Das Integra ﬁ(lx)dx,

in welchem f das Zeichen fiir eine rationale Funktion sein soll, geht durch
die Substitution {z = ¢ in das Integral des vorigen Artikels iiber, indem

[ faz)dz = [Fye s wird, (11)

J ‘f (x)lzdx
zerfillt, ihnlich wie es dort geschah, in die beiden Integrale

fG(x) lzdz, fF(w) lzdz,

Das Integral
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deren erstes durch das in 258 besprochene Verfahren der partiellen Inte-
gration sogleich auf ein algebraisches sich zuriickfiihren 1i8t, indem

f G@)lwdz = Gy (z)lz — f G gg; (12)

dabei bedeutet G,(z) das Integral von G(z). — In dem zweiten Teile
ergibt eine einfache reelle Wurzel ¢ von ¢(x) den Bestandteil

Af I dx;
z—a

durch die Substitution # — @ = az verwandelt sich dies in
Af’—[“(l——j”)] de=A {1a15+fﬂzif—) dz)

und das verbleibende Integral ist nicht durch elementare Funktionen dar-
stellbar. Bine mehrfache reelle Wurzel @ gibt Bestandteile von der Gestalt

lo
AfEgna

die sich durch das Verfahren von 258 auf algebraische Integrale zurtick-
fiihren lassen, indem fiir m > 1

P lx la 1 dx
j(x—a)m 4o = m—1)(@—a"" + "“‘1‘];'3(50—0*)"'—1 - @)
Beispiele. 1. Auf Grund von (12) ist
j(ax2+ 2bx+c)lwdw=(3§+bx2+cx) lw—(%@+b7w2+cx+ 0).
2. Mit Benutzung von (13) erhilt man
J‘E:—‘ zxdx=f’-’-”,dx +f’—“i dp =241 3241, 0
x x x 3z

98

263. RationaleFunktionen trigonometrischer Funktionen
Das Integral einer rationalen Funktion von

sinz, cosz, tgz, cotgz,...

148t sich immer auf das Integral einer rationalen algebraischen Funktion
zuriickfiihren; die dazu dienliche Substitution richtet sich nach den unter
dem Integralzeichen auftretenden trigonometrischen Funktionen und nach
der Art ihres Vorkommens. Einige der wichtigen Fille sind im Nach-
stehenden behandelt.

6*
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a) Eine immer zum Ziele fiihrende Substitution ist

X
tg 5 =1 (a)
denn daraus folgt
o8 2 = cos? = — sin? = — cos? = (l—t ) 1—¢
2 2 g 147

inz — 2sin = cog L — 2%y T __ 2
smx——2sm2cos2—2cos 2i:g2 e

t 1—#2

tg 2 =15, cotg = —
2dt
dz = T

so daB alle Bestandteile rational in ¢ ausgedriickt sind. Hiernach ist also

1—1¢2 dit
ff(smx, cos x, . )dx—-2ff 1+t” T ---)H_t,, (14)
und weil f rational ist, so bezieht sich die rechts vorgeschriebene Inte-

gration auf ein rationales algebraisches Differential.
Beispiele. 1. Bs ist

J‘sm f—““ +0;
. a(F _
| / o3~ Kin((%—)) ——ttg(f—3)+C=ttg({+3)+ 0

dx
facosw+bsina:= Va :+bsfsmecosw+ cosOsinx
d(x+0) 1

1
Vae—_i_b‘zfsm(x—}—f)) V“:Tbsl

wenn 0 aus den Gleichungen

w+0+0

b
Voo

=gin 6, =cos 0 bestimmt wird.

a
Vai + b7
2. Es ist

f da _ 2f dt
acosx 4 bsinw f¢ a(l-—t’)+2bt+c(1+t’)

2.] (c—a)t’+2bt + (c+a)
und die weitere Entwicklung hingt von a, b, ¢ ab (240, 1. oder 243, (14)).
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b) Hat das Integral, unter f immer eine rationale Funktion verstan-
den, eine der Formen

ff(sin’ x, cos z) sin zdw, ff(sin z, cos? x) cos zdz,

so ist es einfacher, im ersten Falle cos =1, im zweiten Falle sin =1,
zu setzen, indem dann

JF(sin® @, cos o) sin zda = — [ F(L—1%, £) at (15)

S fsinz, cos g)cos waz = [ F(t, 1—tDat wird (16)
Beispiel. 3. So ist

singde dat __ 1 at
acos*z -+ bsin*z at? +b(1—12tH b a—bt,
b

also bei a—b'b

>0:

sin xdx 1 5 —1b
fm’*m aretg (/252 cos z) + C,
hingegen bei “;b <0:

1— I/ b—acos x
f sinxdx 1 1 b

acos®zx -} bsin’zx = 2]/(_—_b— a)b V_—b_
14+

? cos
b

+ C.

¢) Bei einem Integral von der Form

ff(tg z)dz

ist es am einfachsten, tg # = ¢ zu setzen, indem dann

f f(tg z)dz = j ) 5 +t, wird. (17)

Dieser Fall 1i8t sich unter anderm herbeifiihren, wenn f(cos «, sin z)
eine homogene Funktion der beiden Argumente von geradem, etwa 2p-ten
Homogenititsgrade ist, denn dann ist

f(cos z, sinz) = cos™ z (1, tg #) = H%)F

somit ff(cos z, sin ) f( ACLLLEY 1™

14 t!)lH-l
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Beispiele. 4. In dem besonderen Falle . b e - fithrt diese Sub-

stitution auf das algebraische Integral

ﬁ1+t’) @+59’
die Zerlegung der gebrochenen Funktion liefert

1 a—Dbt + b2
AFtH@+0h) @ F0) A+ " @ Foh) @by’
woraus sich

b b a
f(l t’)(a+bt) = g MO+ b0) — o L1+ ) + Sy arotg
und schlieBlich

d
fa+bxtg?¢ a_|_b2+a=+bzl(a008$+bsmm)+() ergibt.

Das vorliegende Integral 148t sich indessen auch mit Umgehung
jeder Substitution ermitteln; es ist nfimlich

b dz beoszgde  [(—asinztbeosz)dx
atbtgx ) acosxbsinx acosx}bsinzx
ta sin xdx
@cosx -+ b sinx i

multipliziert man diese Gleichung mit b und addiert beiderseits

(]
2 cos xdx

T hinzu, so entsteht
acosx 4 bsinx

N 9 dx
woraus fiir das Integral derselbe Ausdruck hervorgeht, wie er oben ge-

funden wurde.
5. Mit Beniitzung der Formel (17%) erhilt man

iz ~ (a+tar
cos*x - sin‘w 14 )

dies fillt unter 243 und im SchluBresultat ist ¢ wieder durch tg z zu
ersetzen.

264. Reduktionsformeln fiir fsin”‘wcos” zdzx. Das Integral
einer rationalen ganzen Funktion von sin z, cos z, tg z, cotg z, . .. 198t
gich in Integrale von der Form

=bl(acosz+bsinw) 4+ az+ C,
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f‘sin’"w cos"rdx (18)
mit ganzzahligen Exponenten auf. Durch die Substitution sin z=1¢ geht
dies in das Integral n—1

Sim(1—oy 7 a

eines binomischen Differentials tiber und konnte nach den in 255—256
gegebenen Methoden behandelt werden. Aus dieser letzten Form erkennt
man, daB das obige Integral nur dann eine endliche Darstellung durch
elementare Funktionen zulift, wenn die Exponenten eine der Bedingungen

erfiillen: n_;;l oder m§~1— oder m;*_ ! + n;1 = m;-'n
eine ganze Zahl. Sind m, n ganze Zahlen, wie dies hier angenommen
wird, so ist mindestens eine davon stets erfiillt. Bei bloB rationalen Ex-
ponenten kann -die dritte Bedingung unter Umsténden auch erfiillt sein.
Es ist indessen vorteilhafter, das Integral (18) in seiner urspriing-
lichen Form zu belassen und durch Reduktion der Exponenten m, n auf
moglichst kleine Beitriige gewisse einfache Integralformen herbeizufiihren.
Hierzu dienen die nachstehenden Rekursionsformeln.

1. Partielle Integration mit der Zerlegung

u=cos" 'z, dv=sin™z cos zdz ergibt
. sin™ !z cos "z
f sin™  cos” g da — —— 5= 4))
n—1 .
+ ﬂTfsm”‘”x cos"~ixdx (m+10).

Kehrt man die Formel um und ersetzt gleichzeitig m durch m — 2,
n durch % + 2, so wird
. n sin” "'z cos" Tl
f sin™x cos" xdxr = — BT E— (IT)
m—1 e n+3

+~mfsm iz cos"tizdz  (m+140).

2. Wird unter dem Integralzeichen rechts in (I) von der Umformung
sin™+ ¥z cos"~ g = sin™x cos" 2z (1 — cos® )

Gebrauch gemacht, so 16st sich das betreffende Integral in zwei Integrale
auf, deren eines mit dem linksstehenden iibereinstimmt; nach gehoriger
Vereinfachung hat man:
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sam+1 n—1
f sin™ z cos* zdx = %&‘:f__ﬁ (11I)
-l-;:__;;fsinmx cos"~2zdx (m +n=0).

Die Umkehrung dieser Formel unter gleichzeitiger Erhéhung von
n um 2 liefert:

som+1 n+1
m _ 81n & cos x
‘/'sm x cos"xdy = — BT R v
]l
m-4-n4 2 . .
;t‘_'_'l" sin"x cos"*izdxr  (n+ 140).

3. Wenn in dem Integrale auf der rechten Seite von (II) sin™~%z cos"+3z
durch sin™—2z cos"z (1 —sin®z) ersetzt und sonst derselbe Vorgang be-
obachtet wird wie unter 2, so entsteht

gin™ !z cog" 1!

f sin™ & cos" wda = — = — T z )
+ ::T—’:fsin’"’sw cos" zdx (m +n=0).

Die Umkehrung dieser Formel bei Vermehrung von m um 2 gibt
schlieBlich

som+1 n+1
) [ sin®™z cos" rdx = 315—;%—‘”_*_9;——._”” (V)
+ %fsin’“”x cos"xdx (m+140).

Die Formeln (I) und (VI) verlieren ihre Anwendbarkeit fiir m =—1;
oder (IV) (je nach-

dann aber kann das Integral

dem 7 positiv oder negativ) auf eines der Integrale

cos xdx dx
f pr ) J “sinz ? f sinzoosm Sebracht werden.

Die Formeln (II) und (IV) werden unbrauchbar fiir n = — 1; das
entsprechende Integral Eh::;——%@ kann aber mittels (V) oder (VI) auf

eines der Integrale .
sin zdx dx .
, - reduziert werden.
COSE )

cosx ’ in 2 cos &
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Die Formeln (IIT) und (V) hdren auf zu gelten fiir m = — #; die

Integrale Sin::x dz, 8" 3 sind aber mittels (), bzw. (I) zuriick-
cos -

x sin” 2

fithrbar auf eines der Integrale

d sin zdx cos xdx
s cosz ’ sinz

AuBer auf die genannten konnen die Reduktionsformeln nur noch
auf die Endintegrale

f sin zdz, f cos zdx hinleiten.

Alle Endintegrale sind elementar, und obwohl ihre Werte im Voran-
gehenden schon angegeben sind oder aus vorhandenen Formeln leicht ab-
geleitet werden kdnnen, sollen sie hier nochmals zusammengestellt werden:

fdw=x, fsinxdw=—cos z, ‘/‘cosxdx=sin z,
dx x dx T x
f—smx=“g’§" fzo‘sz=”g(r+*§)’

dx
fﬁnxcosw=ltgx’

‘coswdx ., . sin zdx
———=1sinz, = —1lcosz,
sinx cos x
. sin?zx
sin z cos zdx = 3

Man kann mitunter die Benutzung der Reduktionsformeln umgehen,
z. B. dann, wenn einer der Exponenten m, n eine positive ungerade Zahl
ist, oder auch sonst anderweitige Vereinfachungen eintreten lassen, wie
dies aus den folgenden Beispielen zu entnehmen ist.

Beispiele. 1. Mit Benutzung der Formel (III) findet man

. sin®z cos?z | 2 .
fsm‘m cos’ 2dx = ———— + — [ sin* x cos zdw

s
sin® x cos® x 2

2 b .
7 + gz sin®z + C;
in anderer Weise: cos®z = (1 — sin?x) cosz, daher
fsin‘x cos’zdxz = | sin*z coszdx — [ sin®z cos zdx

1 . 1 .
=—5—sm5x—7sm7x+0.
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2. Nach Formel (IV) ist
d d 1
fs- > = +2 = . _2cotgx + C;

in®xcos®xz  sinx cosx sin'z _ sinx cos @

man kann aber auch folgenden Weg einschlagen: Es ist

dx = (sin’z + cos®z)dz, daher

dx
fsin’xcos’a3=[€0—s‘x + sin® = tg @ — cotgz + C.

8. Zur Reduktion der Integrale f sin"zdz, f cos*zdxz (m, n > 0)

ergeben sich aus (V), beziehungsweise (III), wenn man dort % = 0, hier
m = 0 setzt, dig Formeln

sin™ "1z cosx  m—1 [ .
sinmgdr = — — 2 2 [ sinm~2xdy
m m

ginz cos" 1z (19)
fcos"xdw = TREOSE »—w—fcos"‘”xdz;
3
in gleicher Weise erhilt man durch Benutzung von (VI) und (IV)
dz _coszx m— 2 dx
sin™ x (m — 1) sin™ "1z + m—1,) sin™ ¥z
dx gin + n—2 dx
cos” x m—1)cos® 1 n—1.) cos" g
Insbesondere ist beispielsweise
(] .
. sin®x cos x . sin?yg cosx 2cosa:
'/ sin®zdx = — E————-}- sin 2dz = — 3 + C,
aber auch
5 costx
sindzxdx = [ sin zdx — | cos®x sin 2dx = — cos # + + C;
dx cos & dx cos &
ferner fsin’m=_2_sin’a:+ smz 2 sin’x+?ltg—f+ C.

265. Zuriickfiilhrung auf die Sinus und Kosinus vielfacher
Bogen. Die Losung des Integrals (18) bei positiven ganzen m, n, also
auch die Integration einer rationalen ganzen Funktion von sin 2 und cos
kann noch auf einem anderen Wege erfolgen, welcher sich darauf griin-
det, daB die Potenzen von sin # und cos £ durch die Funktionen der
Vielfachen von 2 sich ausdriicken lassen. Diese Darstellung ergibt sich
mittels der Formeln (105, (15)):
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eia:_e—z:c
24

esx+e—£x
2

7

sin z =

COB X =

wenn man beiderseits zu einer positiven ganzen Potenz erhebt, rechts
von der Binomialformel Gebrauch macht und die symmetrisch angeord-
neten Glieder zusammenfafit, so erhélt man mit Benutzung eben derselben
Formeln die folgenden Gleichungen:

(=1 2p
sin®f z = »2—2—1-,—1{cos 2px — ( L ) cos(2p — 2)z

+ (221") cos 2p—4)z— -+ (— 1)”'1( >005 22
+3 ()
(zzi)p{sin @p+ 1)z — (2p1+ 1) sin (2p — 1)z

sin®P+ly =

n (210;- l) sin (2p — 3) & — -+ + (— 1)p(2p;' ") sina) L (20)

3 _1{ cos 2px + (21p) cos (2p — 2z

() coan—Dn et 12 24 ()

1 2p+1 —
cos’“‘x—m{cos (2P+1)x+( 1 )cos @p—1)z

+(2p2+ )pos(?p—B)x+ +(2p+ )cosx}'

Ist nun eine ganze Funktion von sin z, cos x gegeben und ent-
wickelt man alle Potenzen nach den Formeln (20), so ordnet sich der

ganze Ausdruck zu einem Aggregate von Gliedern, die von Koeffizienten
abgesehen eine der drei Formen:

sin Az sin 2, cos 1z cos ux, sin 12 cos px

aufweisen; dabei bedeuten 4, u(4 4= ) positive ganze Zahlen; die Integra-
tion fiihrt sich also zuriick auf die Formeln:
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fsin Az sin pxdz = %f[cos (A—p)xr — cos (A + p)x]dx

__sin(A—p)z _ sin(A 4+ p)z
2(d —u) 2(2+ )

fcos Az cosprdr = 3 z [cos (A — u)x + cos (A + w)x]dx

sm(l—y)w " sin (A + p)x
2(l—u) 2@ 4w

fsm Az cos pxdr = [sm A+ w2+ sin (2 —u)z]de

_cos(@tpwr cos(d —mwz
20+ w 2 —p) J

Beispielsweise fiihrt dieser Vorgang zu folgenden Resultaten:
/sin‘*xdw = —;-f(cos 4z — 4 cos 2z + 3)dzx

=%(sm4‘§——2sm2a:+3x) + C;

fsm%dx = /(sm bz — 5 sin3z + 10 sinz)dz

1 5 3
=I§( cosﬁc-{- fof'«—“’—lOcosx)-{—C

. 1.
fsm”w cos’zdx = z—/sm" 2zdzx

= %;[(1 —cos4z)dz = %—— smm + C.

(21)

266. Produkt aus einer rationalen Funktion von z und
aus sin z oder cos z. Bedeutet f(z) eine rationale Funktion von z,
welche sich in die ganze Funktion G (z) und den irreduktiblen echten

Bruch ¢ ; zerlegen 1aBt, so 16sen sich dieser Zerlegung gemiB auch die

lntegrale f f(») sinzdzx, ﬁ (@) cos zdx (22)
in je zwei Integrale auf. Auf das erste 1aBt sich mit Erfolg partielle

Integration anwenden in dem Sinne, da man % = G(z), dv = sinzdz,
beziehungsweise = cos zdx nimmt; man erhilt so

fG(x) sin zdz = — G(z) cos x -l—fG’(w) cos zdz

23
fG(w) coszdz = G(z)sinz —fG’(x) sin zdx; #3)
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wird auf das rechtsstehende Integral der ersten Gleichung die zweite
Reduktionsformel und umgekehrt angewendet, so ergeben sich die Reduk-
tionsformeln:

fG(a:) sin zdz = — G(z) cos + G'(7) sin x —fG"(x) sin zdz |

» (24)
fG(x) coszdz = G(z)sin + G'(z) cos —J G’ () cos xdz,

durch welche das linksstehende Integral auf ein solches derselben Art
zuriickgefiihrt wird, in welchem aber der Grad der ganzen Funktion um
zwei Einheiten niedriger ist. Durch eventuelle Mitbenutzung der For-
meln (24) und (23) kann man diesen Grad schlieBlich auf Null bringen

und die Reduktion bis zu den Grundintegralen J sin zdx, ‘/ cos wdz fiihren.

Bei dem zweiten Teile der Integrale (22) liefert eine einfache reelle
Wourzel @ des Nenners ¢(z) einen Bestandteil, der vom Koeffizienten ab-

gesehen lautet: . -
s x . . cos X
f . @z, beziehungsweise [~ dz;

X —

setzt man r — a = ¢, so wird

@
i sin td¢ . t
f_sgw, dz — cos @ / Hntdl | g [ Ot

x—a t

"cos & “cos tdt . *sin ¢dt
dr=cosa | —, -—sina | ——,

r—a . t . 11

d. h. beide Formen lassen sich durch den Integralsinus und den Integral-
kosinus darstellen.

Eine mehrfache reelle Wurzel a von ¢(z) gibt AnlaB zu Integralen

der Form gin zdx cos zdx

@— “‘)’h, beziehungsweise f (_::;:ﬁ)’ﬁ
wendet man auf diese partielle Integration an in der Weise, daB
dv =

gesetzt wird, so kommt

(@—a)"
sinzdx sinx + 1 cosxdx
(x—a) - m—Dz—a" ' n—1) z—a"? (25)
coszdr cosx 1 ' sin zdx
. (x——a)”—_ m—@—a™ ' n—1) @—a" !

und nach nochmaliger Reduktion der rechts verbleibenden Integrale
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sin zdx sin x . cO8 & )
@—a'  @—D@—a"! a—)@e—2@—a*

_ 1 sin zdx

n—27
m—1) (n—2),)] (x— a) ‘ (26)
cos xdx _ co8 & + sin @
(@ — a)" m—1@—a""t e—1)0—2)@—a"?
1 - cos xdx

T =) m—2,) @—a?
Durch Anwendung der Formeln (26) und (25) kommt man schlieBlich
zu den bereits besprochenen Integralen

fsin xdx fcos rdx

z—a ’ z—a

zuriick, die eine endliche Darstellung nicht zulassen.
Beispiel. Um das Integral

f ﬁt i sin zdx zu losen, zerlege man
a4 1 N 1 1
17 LR i
und man ﬁndet nun auf Grund des Vorstehenden:
f%}isinxdw—-—ﬁccsx-}— 2xsmx+cosw+2sm1fc°mdx

267. Produkt aus einer rationalen Funktion, einer Ex-
ponentiellen und sin # oder cos z. Bedeutet G(z) eine ganze Funk-
tion von # und wendet man auf die beiden Integrale

[ G@)e=sinbrdz, [ G(z)e cos bada @7
partielle Integration an mit v = G (z)e*?, also
du = a G (x)e**dz + G (x)e**dz, so ergibt sich

fG(x) e“*sin brdr = — % G(x)e**cos bz
+ %fG(x)e“cos brdz + %fG’(x)e“”cos bzdz,
jG(x)e“”cos bardz = —11)— G(x)e**sin bz

— % G(z)e**sin baxdr — %‘]G’(x)e“"sin bxdz
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diese Gleichungen sind in bezug auf die zu bestimmenden zwei Inte-
grale (27) linear; 16st man sie danach auf, so erhilt man:

. inbxz—Dbcosbd )
fG(x)e‘”‘ sin brdz = L2% ;62_*_ b,cog ? G(z) e

+ b,j_—b,,fG'(x)e“ cos brdx — ag—_%b—,"/G’(w)e”sin baxdz,

(28)

cos b b sin b
fg(x)em cos brdx =‘Li_aa;{|*‘__5;m x G (z)es
b
a* -} o},

Fortgesetzte Anwendung dieser Formeln bringt die ganze Funktion
schlieBlich auf den Grad Null herab, so daB als Eudintegrale, von Koef-

fizienten abgesehen
g ’ ﬁ‘” sin bzdz, ﬁ‘“‘ cos bxdzx

zum Vorschein kommen; die fiir dieselben geltenden Werte ergeben sich
aber aus (28) selbst, wenn man G(z) = 1 setzt; man findet némlich

fe‘“‘ sin brdzx = 222 bf,__}_ 2:05 02 o + C

fe‘”‘ cos badz = ?—cpf%xg{%f}ﬂ’f % 4 C.

G'(x)e*® cos badx — G'(x)e*sin bxdz.

—— %
ai_l_bi

(29)

So ergibt sich beispielsweise aus der Anwendung der ersten For-
mel (28) und der beiden Formeln (29)
fxe‘”‘ sin brdz = @50 bz;_'*_bbc,,os bOT ga
2ab cosbx — (a* — b%) sin b

(aﬂ __l__ b%)i

+
268. Vermischte Beispiele.

1 ax
: COBX | sinx

dzx
: (aFbtgx)?’
3 f dzx
*JaFtbcosxtesing

f (@ — b cos z)dx (a—bcosx=

a*+ b® —2abcosx’

e+ (.

N

>

! {a® 4 b* — 2ab cosx+a2—b’})-

= 2a
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11

12

13.
14.
15.
16.

17
18
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II. Abschnitt. § 3. Integration transzendenter Funktionen

dx
asin®zx | 2bsinx cosx + ¢ cos®x
fa: arctg zdz.
fe“" sin bx cos cxdz.

fe'” sin® bzdz, fe“ cos? bzdz.
fxl(x*— 1)dz.
:

: j e lada.

Fiir die nachstehenden Integrale sind Rekursionsformeln abzuleiten
. ftg”a:d:c, (tg"z = tg"~ 2z (sec’z — 1))
fcotg" zdzx.
fsec"mdx, (u=sec"~?x, dv=sec’zdx).
f cosec” xdx.
f 2" cos axdzx.
. ‘[Ae‘“” cos™ zdz.

. fcos"'x cos nxdz(u = cos"x, dv = cos nrdz;

cos (n — 1)z = cos nz cos z + sin nz sin )



Dritter Abschnitt.
Einfache und mehrfache bestimmte Integrale.

§ 1. Wertbestimmung und Schiitzung bestimmter Integrale.

269. Auswertung von Integralen mittels des Hauptsatzes
der Integralrechnung. Die Auswertung eines bestimmten Integrals
gestaltet sich dann am einfachsten, wenn die unbestimmie Integration in
endlicher Form sich vollziehen 148t, d. h. wenn eine in dem Integrations-
intervalle (a, b) stetige, durch einen geschlossenen analytischen Ausdruck
dargestellte Funktion F'(x) angegeben werden kann, deren Differential-
quotient an jeder Stelle durch den Wert der zu integrierenden Funk-
tion f(x) bestimmt ist; nach dem Hauptsatze der Integralrechnung (232)
ist nédmlich in diesem Falle

S @iz = F@) — F(a), (1)

so daB es also nur auf die Ausrechnung und Subtraktion zweier beson-
deren Werte der Funktion F'(z) ankommt.

Im Vergleich zu der unerschépflichen Mannigfaltigkeit von Formen,
welche die Funktion f(z) anzunehmen vermag, ist die Zahl der Fille, wo
von diesem Verfahren Gebrauch gemacht werden kann, allerdings eine
sehr kleine; die Anwendungen der Analysis auf Geometrie und Mechanik
fiithren aber solche Fille héufig genug herbei, und einige Integralformeln,
welche auf diesem Wege abgeleitet werden kionnen, treten sowohl in den
Anwendungen wie in der weiteren Entwicklung der Theorie so oft auf,
daB es sich empfiehlt, sie hier zusammenzustellen.

Vorher noch eine allgemeine Bemerkung. Bevor an die Auswertung
eines bestimmten Integrals geschritten wird, muB festgestellt werden, ob

die Funktion unter dem Integralzeichen den Integrabilititsbedingungen
Czuber, Vorlesungen II 4 Aufl 7



98 IIL Abschnitt. § 1. Wertbestimmung und Schitzung bestimmter Integrale

entspricht, d. h. ob sie im ganzen Intervall, mit EinschluB der Grenzen,
endlich (und stetig) bleibt; auch auf ihre Realitit ist Riicksicht zu neh-
men, sofern man sich mit den Rechnungen auf das reelle Gebiet beschrinkt.
Hiernach wird man beispielsweise an die Rechnung des Integrals

1
J'_d_w_

Y p—p
g Vi—e

nicht ohne weiteres gehen, weil die Funktion, kurz gesagt, an der oberen
Grenze unendlich wird; das Integral

1
f dx
Vat—=z—1

[3
0

iiberhaupt ausschlieﬁen, weil die Funktion im ganzen Intervall imagindr

ist; die Brerechnung des Integrals
1

(x+ 8)dx
J 2x*—bx+2
0

nicht in Angriff nehmen, weil die Funktion an der Stelle 4, die im Inter-
vall liegt, unendlich wird; ebenso wird man von einer weiteren Rechnung
bei dem Integral

([23(1 — z)ds

deshalb absehen, weil die Funktion an der Stelle 1 unendlich wird und
von da aufwirts imaginir bleibt.
Beispiele. 1. Bei n > 0 ist bei beliebigem a und b

b
. x'n+1 b bn+1__an+l
f“ e @)
dieselbe Formel gilt auch fiir negative » mit AusschluB von % = —1,

wenn nur a, b gleich bezeichnet sind. Insbesondere ist bei n > 0
1

n = i .
fxdx—”_l_l 3)

0
Der Fall n = — 1 fiihrt, wenn a, b gleich bezeichnet sind, zu der
Formel




269. Auswertung von Integralen mittels des Hauptsatzes 99

b

ST @

b
dx a+b
etz ‘ata’ ®)

und zu der allgemeineren

wobei vorausgesetzt wird, da « 4+ ¢ und « + b gleich bezeichnet sind
(238, 1.).
2. Aus den Grundformeln ergibt sich
1

d 1
.f-———l _l_xxg = {arctg x}0= ;:—; 6)

0

durch Setzung von % an die Stelle von z findet man allgemeiner

Y da 1 xe 7
‘/a”-i— ac2=_a‘{amtg7}o=n' ™
0
3. Nach 235, 2. ist
fl/,}s_.;a}?dx={—;£1/a’— m’-}—g;arcsin %}:=3’.ﬁ‘3. (8)
0

4. Wenn % > 0, so ist laut 262, (26)

a

_ Gz _ A\ =2t Vxrt e,
Jvira {l(x +Vx+x)}o l YR 9)
1
_ . dx
also beispielsweise e 1(1472).
0

5. Unter der Voraussetzung, daB » = 0 und % S 0, sei der Wert
des Integrals 1

fx"\l — z)"dx = J(m, n)

0

zu bestimmen. Vor allem erkennt man auf Grund von 1. daB

1 1
I, 0) =2y JOm) =

ferner zeigt die Substitution 2 =1 — ¢, daB
7"
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T(m, n) = [ (1 — ey dt = T (n, m),

daB also die Vertauschung der Exponenten m, n keine Anderung an dem
Werte des Integrals hervorbringt. SchlieBlich ergibt partielle Integration
mit der Zerlegung u = (1 — z)*, dv = a™dz
1
m+1 1 — )" 1
T (m, ) — {a: m(+ - w)_}0+ mf‘l_lfxm-n(l —2)tdy
g
1

2 +i(1 — ) dy = ~,;—”+-i J(m + 1,0 —1).

_ n
T omt1
0
Ist % eine gange Zahl, so gibt n-malige Anwendung dieser Formel

_ nmn—1)-.-1
T, %) = e Dm o mn " Tm0)
n!
TmE)mtY - mtnt1)
Ebenso ist, wenn m eine ganze Zahl, vermdge J(m,n) = dJ (n, m),
J(m, ”) _ m! .
m+1)m+2)- m+m41)

Sind m und % ganze Zahlen, so kommt

T, m) = o (10)
Hiernach ist beispielsweise
1 1
0 22 22 0
.
und Jx4(1 —z)dz = 3_33 = 5%(—)-

0
6 Nach den Grundformeln ist

z z
2

2 =
fsinxdz={cosx}o== 1, Jcos xdx={sinx}:=1, (11)
0

n
0 B

kA

b E

ferner fsin zdx =={cos x} Z =2, fcos zdx ={sinx} :== 0. (12)

0 0
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7. Durch Anwendung des Satzes 230, 5. ergibt sich aus der Formel
cos®x 4 sin®x = 1:

K}

b4

2

. T
J cos? xdx + | sin® xdzx = 5
0 0

* 0

und aus der Formel cos®z — sin?z = cos 22:

k(2 n

3

2
fcos zdx — | sin® zdz —fcos 2xdx = ——fcos 2dz =
0 0

2

daraus folgt f cos? zdzx = | sin® xdz = % (13)

0 0

""‘l‘\"

.w]:\

Die Substitution 2 = ? — 2 zeigt, daB ganz allgemein fiir jedes >0

)‘t

6/1cos":colao = f sin"zdz. (14)

Y

8. Nach Formel 264, (19) ist (» als ganze Zahl = 2 vorausgesetzt):

V1KY
ol N

n
i 3
sin" " tzcosz)? | n—1 [ . ., n—1 (. o
sin*xdy =—{— + sin"~?gdx = sin® 2z dx;
n 1) n n
0 0 0

fiir » = 2p gibt p-mal wiederholte Anwendung dieser Reduktionsformel

EA
3
e zaa = BT a9
0
fir n =2p + 1 erhilt man unter Beriicksichtigung von (11)
:
e ada = UGS (16

0

Bemerkenswert ist die Transzendenz des Resultates im ersten gegen-
iiber seiner Rationalitit im zweiten Falle.
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Mit Hilfe der Formeln (15) und (16) liBt sich die transzendente
Zahl —Z— zwischen beliebig enge rationale Grenzen einschlieBen. In dem
Intervalle (0, %) ist némlich
sin® =1z > sin?? z > sin?rt 1y,

wobei das Gleichheitszeichen nur an den Grenzen des Intervalls Geltung
hat; daraus folgt (230, 6.) daB

z 4 n
2 2 9
f5iﬂ2p lzdx > | sin®? xdx >fsin21’+1xdx,
0 0 3
2 4...2p—2) _1-3...2p—1) = 2 4 .2p
also 355 @p—1)— 2.4...2p 835 .@pLi oraus

2.2.4.4..2p—2)2p 2:2-4-4- 2p-2p
1-3.3.--2p—1)(2p—1) 1.3:3.--@2p—1(2p+1)?

die obere Grenze geht aber aus der unteren durch Multiplikation mit

2p+1
T2p

T
> 2>

hervor, daher ist weiter

il

1 2

> e ey
1.3, 2p—1Ep+1)

Daraus schlieBt man, daB

T 2:2. 2p-2p
— = lim -~ =
2 L oiel:3-Cp—1CRp+1) 1

(17

Diese Darstellung von % durch ein konvergentes unendliches Pro-

dukt (79, 4) hat zuerst John Wallis?), und zwar vor Erfindung der
Infinitesimalrechnung, gegeben; nach ihm heiBt (17) die Wallissche Formel.

An dieselbe moge die Entwicklung einer anderen wichtigen Formel
der Analysis geschlossen werden.?)

Setzt man in der logarithmischen Reihe 97, (25) a =1, 2 = %, 80

ergibt sich ) . L L
l(l + Z) - 2(-2n+1 + 3(@2n + 1) + 52n 1 1)5+"')

1) Arithmetica infinitorum, 1655 (Opera I, p. 4691f.).
2) Vgl E Cesaro, Element. Lehrbuch der algebraischen Analysis und der
Infinitesimalrechnung, deutsch von G Kowalewski, p. 154.
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und daraus:

()21 + ) =1t s@ar T TsE gy T
<t+3lego et ) - T gy

folglich ist 1<@+%ﬁo+b<l+2www

n+l 1+ L

Br(n+1
also auch e<(1+%> 2<e e+ D)
Nun ist in der Reihe mit dem allgemeinen Gliede a,— "~ ; der
nt—
Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder wo
1
1 n+§-
an_@+ﬂ
a . e 7
n41

woraus mit Riicksicht auf die obige Ungleichung
1

1 <a <el2n(n+1)
n+1

also die Tatsache sich ergibt, daB die Glieder dieser Reihe mit wachsen-
dem Zeiger abnehmen, so daf a,> a, ,; zerlegt man den Exponenten
1

von ¢ in I;n a5 folgt weiter

1
1: " 12(n+1)
ae B < @y e POFD,

1
und daraus geht hervor, daB die Glieder der neuen Reihe @ e " wach-
sen, und da sie kleiner sind als die gleichstelligen der urspriinglichen, so

konvergieren beide Reihen gegeneinander und ihre allgemeinen Glieder
1

a, und a,¢ *" haben wegen lim e 2"=1 einen gemeinsamen Grenz-
n=w

wert a.

1
Hiernach ist fiir jedes n  a,e ¥"<a<a

n?
daher gibt es einen echten Bruch 0 derart, daB
]
a=ae B
Ersetzt man hierin a, durch seinen oben angegebenen Ausdruck, so
gelangt man zu einer merkwiirdigen Darstellung der Fakultdt »!, namlich
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IZ+1 —n+—£—~
wl=an %?e B ()

zu deren Vollendung noch die Kenntnis des Grenzwertes a erforderlich
ist Seine Bestimmung gelingt mit Hilfe der Wallisschen Formel;
schreibt man diese in der Gestalt

n 22n2(n!)? 2tnml)t

5 =l e ToF e 1 T U Een D
und ersetzt man darin %! und (2#)! durch die nach der Vorschrift («)
gebildeten Ausdriicke, so wird

? — a?lim- R
2 2(2n+ 1) 4

woraus @ =}/ 2x folgt.
Nach Einsetzung dieses Wertes in (e) ergibt sich endgiiltig

n! = mnre "1 V2an. B)

Dies ist die Stirlingsche Formel.!) Sie liefert Grenzen fiir »!, indem
man einmal 6 = 0, ein zweitesmal 6 = 1 setzt. Begniigt man sich mit
der unteren zu @ = 0 gehorigen Grenze als Niherungswert, wie dies fiir
viele Félle der Anwendung ausreicht, so hat man die Naherungsformel:
n! = nre"Y2xn. (»)

Zur Ilustration diene das folgende. s ist
20! = 2432 902 008 176 640 000,
hingegen 20060 Y 40w = 2422786 . .......

9 — »1.. S
920" ™" 10 /407 — 2432903 ... ..... !

es liegt also tatsichlich der strenge Wert zwischen diesen beiden Gren-
1

zen, der oberen weit niher Das Verhiltnis der Grenzen, ¢'2%, nihert

sich mit wachsendem » der Einheit.

9. Nach Formel 257, 3. ist

7T

) 7

: dx 1 b F
/ W ot P sinte = ab | O (7 te “)}0 T (18)
0

(ab > 0).

1) Von A de Moivre und L. Euler vorbereitet, von J. Stirling, Metho-
dus differentialis (1730) zuerst formuliert
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10. Bei der Auswertung des Integrals

n .
sinx dx

V1 —2x cosz + »*

ist Vorsicht notwendig; man darf nimlich nicht tibersehen, daf die Wur-
zel stindig mit demselben, wie wir festsetzen wollen, mit dem positiven
Wert zu nehmen ist. Nun ist das unbestimmte Integral

l S e

. V1 — 2x cosz + x%;
an der obern Grenze wird der Radikand (1 + «)%, der Wert der Wurzel
ist mit 1 + % oder mit — (1 4 %) anzusetzen, je nachdem 1 + % > O oder
< 0 1st. An der unteren Grenze wird der Radikand (1 — x)® und die

Wourzel ist mit 1 — % oder mit » — 1 anzusetzen, je nachdem 1 — x > 0
oder < O ist. Hiernach ist der Wert obigen Integrals

=2, wenn x* <1
2
= » o 2>1
2
=— ., , x<—1

k2

270. Abschitzung eines bestimmten Integrals. Wenn die.
unbestimmte Integration sich nicht ausfiihren 148t, so muB zu anderen
Hilfsmitteln der Auswertung des Integrals gegriffen werden. Solche wer-
den im weiteren Verlaufe zur Sprache gebracht werden. Hiufig aber,
namentlich bei theoretischen Untersuchungen, handelt es sich um eme
bloBe Schiitzung des Integralwertes, um seine EinschlieBung zwischen
Grenzen. Die wichtigsten darauf beziiglichen Sitze werden in diesem und
den beiden folgenden Artikeln entwickelt werden.

Das nichstliegende Mittel zur Abschétzung des Wertes eines be-
stimmten Integrals bietet der in 230, 6. nachgewiesene Satz, wonach
zwischen dem kleinsten und griBten Werte der Funktion f(x) eine Zahl
u liegt, derart, daB b

Jf@dz— (b —a)u. (19)

Bestimmt man demnach den kleinsten Wert m und den groBten Wert 2/
von f(z) in (a, b), so stellen (b —a)m und (b — a) M eine untere und eine
obere Grenze fiir den Wert des Integrals dar
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Ist f(z) stetig in (a, b), so 1dBt sich ein positiver echter Bruch 6 so
bestimmen, daB w = f[a + 6(b — a)] ist; bezeichnet ferner F'(x) eine
stetige Funktion, welche f(z) als Differentialquotienten ergibt, so ist
F(b) — F(a) eine zweite Darstellung des Integralwertes und daher nach
(19) F)— Fla)=(b—a)F'(a+ 00—a);
dies aber ist der Ausdruck fiir den Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung (38).

Wie schon an der oben zitierten Stelle erwihnt worden ist, nennt
man die Zahl w den Mittelwert der Funktion f(x) in dem Intervalle (a, b)
Driickt beispielsweise f(2) die Geschwindigkeit eines beweglichen Punktes
zur Zeit x aus, so bedeutet w die mittlere Geschwin-
digkeit in dem Zeitraume (a, b). Ist f(z) die zur Ab-
N szisse z gehorige Ordinate einer Kurve CD (Fig. 132),
P D 5o ist u die mittlere Ordinate des Bogens CD und zu-

j gleich die Hohe jenes Rechtecks tiber der Basis 4 B,
oA % welches mit der Figur A BDC gleiche Fliche hat.
Ein anderes Hilfsmittel der Abschatzung griindet sich auf den am
Schlusse von 230, 6. erwiesenen Satz. Gelingt es némlich, zwei Funk-
tionen ¢(z), ¥ («) anzugeben, welche die zu integrierende Funktion f(xz)
derart einschlieBen, daB fiir alle Werte von z, fiir die a <z < b,

p(2) < 1(2) < (=)
wobei jedoch die Gleichheitszeichen nicht durchgehends gelten, so ist
dem angezogenen Satze zufolge auch

Y! o Tese
1

So(@) dz < [f(@) dz < f(z) de. (20)

Lassen sich die Werte der beiden #uBeren Integrale bestimmen, so
sind damit Grenzen fiir das vorgelegte Integral gewonnen.

Beispiele. 1. Es ist die mittlere Kriimmung und der mittlere Kriim-
mungsradius der Normalschnitte fiir einen Punkt einer krummen Fliche
zu bestimmen.

Dem Eulerschen Satze (209, (15)) zufolge driickt sich die Kriim-

1. . . . 11 .
mung 3, eines Normalschnittes durch die Krtimmungen -,-, — der bei-

R’ R,
den Hauptnormalschnitte und den Winkel o, welchen die zu 1% und Ile_

1
gehorigen Ebenen bilden, derart aus, daB
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1 cosw sin® e

R~ R R,
Da % alle Werte annimmt, deren es fihig ist, wihrend o das Intervall

(0, 2) durchliuft, so ist die mittlere Kriimmung
k14
z

O (s SR )

2
0

also gleich dem arithmetischen Mittel der Kriimmungen der Hauptnormal-
schnitte (215), wofiir ja die Bezeichnung , mittlere Kriimmung® iiblich ist

Fiir den mittleren Kriimmungsradius ergibt sich hingegen der Aus-
druck d

w(R) = ;

2

1 do .
n cos®*w + sin®e’
2 R, R,

0

nur wenn R, und R, gleich bezeichnet sind, also nur fiir einen ellip-
tischen Punkt bleibt die Funktion unter dem Integral auf dem Integra-
tionsintervall endlich und man hat dann nach Formel 269, (18):

w(R) =VRE,
so daB der mittlere Radius gleich ist dem geometrischen Mittel der
Hauptkrimmungsradien,
2. Um Grenzen fiir das Integral

zu erhalten, beachte man, daB mit alleinigem Ausschluf der unteren
Grenze im ganzen Integrationsintervalle

1

1/1+ac 1/1+fc"
1
dm
also auch fd >J1—/-1v+— Vl + =y

d.i. nach 269, 4. 1>/

1>
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71

a
3. Fiir das Integral f Vi ;psm v (#* < 1)

ergeben sich Grenzen aus der Bemerkung, daB mit Ausschluf von ¢ =0
fiir jedes ¢ le 1 1

VY1 — »*sin® nrg ~ 1—x?sin’p’
daraus folgt ndmlich

kA

b T
2

dp ' de de
Vl | nZsi sin’g 1—«%sin?@ ] cos®qp -+ (1 —x3)sin’g’
0 ¢

o 8 e

. 2‘ B ﬂ-
d.1i nach 269, 9 <.fV1—u f5intg 21/1—”2,

die Grenzen liegen um so enger beisammen, je niher » an Null ist.

271. Der erste Mittelwertsatz. Die zu integrierende Funktion
lasse sich in zwei Faktoren ¢(z), ¥ (x) zerlegen; von beiden setzen wir
voraus, daB sie in dem Integrationsintervalle (a, b) einschlieBlich der
Grenzen endlich und stetig bleiben, von dem einen Faktor, z. B. ¢ (),
iiberdies, daB er daselbst nirgends negativ (oder positiv) sei.

Bezeichnet nun m den kleinsten, M den groBten der Werte, welche
¢ () in (a, b) annimmt, so ist fiir alle Werte von z aus diesem Inter-
valle m < o) < M,
wobei das Gleichheitszeichen nicht durchgehends Geltung hat; fiir solche
Werte von z ist also auch, wenn o (x) bestindig positiv,

mp(z) < o (2) ¥ (@) < My(x)
und daher  m[(2) do < [9(2) v(@) do < M[p(2) da. 21)

Demnach gibt es notwendig eine zwischen m und M gelegene Zahl
w von solcher Beschaffenheit, daB geradezu

Jo@) v(@) dz = ufv(@) dz. (22)

Weil p(z) als stetig vorausgesetzt wurde, so erreicht es den Wert p
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auch sicher mindestens an einer zwischen a, b gelegenen Stelle £ = a
+ 0(—a), [0< 0 <1], so daB

9@ v(@) dz = 9(&)[v (@) dz. (23)

Den Inhalt dieser Formel pflegt man als ersten Mittelwertsatz') zu
bezeichnen. Die Formel (22) ist insofern allgemeiner als (23), als sie
auch dann Geltung hat, wenn die Funktion ¢ (2) zwar endlich, aber nicht
durchaus stetig ist; dann braucht sie namlich den Mittelwert u nicht an-
zunehmen.

Die Formel (22) oder die Ungleichung (21) fithrt zu einer Abschat-

zung des Wertes von f o (z) ¥ () dz, wenn sich das Integral '/ Y (z) dx

berechnen 14Bt.
Ist F(z) ein Integral von g(2) ¢ (z), G(x) ein Integral von ¢ (z), so

daf F'(z) = p(z) v (2),
G () = ¥(2),
also Ig;: % = (),

so nimmt die Formel (23) folgende Gestalt an:
F(b) — F(a) = g [G() — 6(a)],
Fo)—F@ _ F'@§,
GO)— G  GE’
dies aber ist der Inhalt des erweiterten Mittelwertsatzes der Differential-
rechnung (39).
Beispiele. 1. Fiir das Integral

woraus

fts et ————————————perogempeegl 2 1 O
fV(l—w’)(l—u %) (<1, 0<a<])

konnen Grenzen gewonnen werden, indem man die Funktion in die Fak-
toren ———~— und 1 zerlegt; der kleinste Wert des letzteren auf

V1 —az? V1—uizx?
dem Integrationsintervalle ist 1, der gro8e Wert 171:———2; infolgedessen
ist, da e

1) Seine Formulierung stammt von P. G. L. Dirichlet, Werke I, p. 188.
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j‘a dx .
————— = arcsin a,
1— g*

0

. 3 dx arcsin a
S e N ——

0
die Grenzen sind um so enger, je kleiner @ und x sind; sie betragen bei-
spielsweise filr % = - und @ = — 0,52359 ... und 0,551 09 . ..

2. Zerlegt man in dem Integral
1

ﬁ‘“ 22 dz

0

die zu integrierende Funktion in die Faktoren z und ze-*, deren erster
0 zum kleinsten, 1 zum gr6Bten Werte hat, so ergibt sich™

1 1
O<|2z?e®da< xe"‘dm=~l~§}f=0,316....
0 0

3. Es sei f(#) eine Funktion, die nebst ihren Ableitungen bis zur
n-ten Ordnung eindeutig und stetig ist in dem Intervall (z, # + k) der
Variablen 2. Setzt man in f(2), f'(2), ..., f®™(2)

g=ux+h—1,
so kommen den Funktionen f(z+h —?), f'(x+h—1%), ..., fP@+h—17)
dieselben Eigenschaften in dem Intervalle (0, ) der neuen Variablen ¢
zu. Mit Hilfe der partiellen Integration findet man:

Jr@+h—tat=(tf @+h—0), +[if @+ h— 0 dt,
0 0

A 3
also ff’(x-l—k——t) dt = hf'(z) +J-i— (x4 L —t)dt,
ebenso: f f"(x+h—t)dt= 1—~ 5 f”(x) + f”'( + h —t)dt,

S @ na=inr@

517 (@ +h—1) dt,
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n—2

hn—l
Tyl - dt—

schlieBlich: =T fe=3(z)
0

+/1 =g (@ + h— 1) dt.

Bildet man die Summe dieser Gleichungen und beachtet dabei, daB

Jr@+h—0 at={~flo+h—0)'=f@+ 1) — (),
S0 ergibto sich:
f@ + 1) = F(@) + bf (@) + 1= 517 @ el @+
’ (24)

hn-—1 tn—1

tia wopnTP@t o MMe 1) at
0

Man kommt also auf diesem Wege zur Taylorschen Formel (91, (6)),
wobei das Restglied in der Gestalt eines bestimmten Integrals erscheint.
Durch Anwendung des vorstehenden Mittelwertsatzes kann daraus die von
Lagrange angegebene Restformel (91, (7)) gewonnen werden; zerlegt
man ndmlich die Funktion unter dem Integralzeichen in die Faktoren

tn—1
nach Formel (23) zu setzen

h

tn—=1 -
f12 -—f (@ +h—t)dt =+
0

wobei 0 < & < 1 schreibt man fiir 1 — &, das wieder ein positiver echter
Bruch ist, 6, so ergibt sich tatséichlich die endgiiltige Form

und f®(x 4 h — ¢) und integriert den ersten, so hat man
gr )

[z +h— oh),

1.2
%72, Der zweite Mittelwertsatz. Die zu integrierende Funktion
lasse sich in zwel Faktoren ¢ (z), ¢ (x) zerlegen, von welchen vorausge-
setzt wird, daB sie in dem Integrationsintervalle (a, b) einschlieBlich der
Grenzen eindeutig, endlich und stetig seien, daB ferner einer davon, z. B.
¥(x), monoton verlaufe (17), d.h. entweder niemals abnehme oder niemals
zunehme, 50 daB dy(x) keinen Zeichenwechsel erfihrt, wihrend z von a
nach b liuft.
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Bezeichnet @(x) ein Integral von ¢ (z), also eine stetige Funktion
mit dem Diﬁ‘erentialquotienten o (z), so gibt partielle Integration

fw(w)«p(x)dx—{w(x)@(w) f@(w)dep(x),

das Integral rechter Hand erfiillt nun alle Bedingungen, welche zur An-
wendung des ersten Mittelwertsatzes erforderlich sind; es 1aBt sich also
eine Stelle £ zwischen a und b derart bestimmen, daB

J@(@) dw(@) = @(®) [dv(2) = D(E) [v(b) — ¥ (@)
Wird dies in die obige Gleichung eingetragen, so kommt
f 9(@) ¥(x) do = v(1) D) - ¥(a) P(a) — 2(E) [v(0) — ¥(a)]
=¢(a) [2(E) — P(a)] + ¢ () [2(b) — D(E)];
vermdge der Bedeutung von @(x) ist aber

(8) ~ B(a) = /’go(x)dx () - ¢(§)~/¢(w)dw

daher hat man endgultlg.

b 13 b
Jo@ v(@) dz = v(@) [p(@) dz +v0) fgp@ dz (25)

(a<ELD).
Der Inhalt dieser Formel wird als der zweite Mitieliwertsatz*) bezeichnet.
Fir p(x) = 1 lautet sie

b

R D .
S dr=(E—a)p@) + G -5 @  (26)
C 0 und hat dann, wenn man ¢ (z) als die zur Abszisse z
gehorige Ordinate auffaBt, einen einfachen geometri-
ol a7 B~ schen Ausdruck Sie besagt, daB sich die von einer nie-
Fig 133 mals fallenden (oder niemals steigenden) Kurve CD

(Fig. 133) begrenzte Fliche A BD C als Summe zweier Rechtecke A PQC
und PBDR darstellen 1iBt, deren Grundlinien A P, PB zusammen 4 B
ausmachen und deren Hohen die Anfangsordinate 4C und die Endordi-
nate BD sind

1) In dieser Form zuerst von WeierstraB in seinen Vorlesungen gegeben.
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§ 2. Erweiterung des Integralbegriffs.

273. Eigentliche und uneigentliche Integrale. Die Begriffs-
entwicklung des bestimmten Integrals

ﬁ(m) dz,

wie sie in 226—227 erfolgt ist, griindet sich auf zwei wesentliche Vor-
aussetzungen: daB die Funktion f(#) in dem Integrationsintervalle (a, b)
mit Einschluf seiner Grenzen eindeutig bestimmt und stetig oder zum
mindesten begrenzt sei (in welch letzterem Falle sie noch eine weitere
Bedingung erfiillen muB (22%)), und daB das Intervall (a, b) selbst end-
lich sei.

Man kann nun den Integralbegriff in zweifachem Sinne erweitern:
Einmal, indem man ihn auch auf solche Funktionen auszudehnen sucht,
welche im Integrationsintervalle oder an seinen Grenzen unendlich wer-
den; und dann, daB man ihn sinngem&f auch auf den Fall zu iibertragen
sucht, wo das Integrationsintervall nach einer oder nach beiden Seiten
ins Unendliche sich erstreckt, wobei selbstverstiandlich vorausgesetzt wird,
daB die Funktion f(2) fiir alle reellen Werte von z definiert ist.

Diese Begriffserweiterungen griinden sich darauf, daf3 das Integral der
wrspriinglichen Definition eine stetige Funktion seiner Grenzen ist (230, (8)).

Man pflegt Integrale, bei welchen die oben angefiihrten Bedingungen
bestehen und die demnach Grenzwerte von Summen darstellen, eigentliche
bestimmie Integrale, dagegen die aus der Begriffserweiterung hervorgehen-
den Integrale uneigentliche bestimmte Integrale zu nennen.')

274. Integrale unendlich werdender Funktionen. Wir be-
ginnen mit der Untersuchung von Integralen unendlich werdender Funk-
tionen.

Die Funktion f(z) sei in jedem Teile (@, 2") des Intervalls (a, b) end-
lich und stetig, werde aber unendlichgrof bei dem Grenziibergange
lim "= b — 0, oder, wie man sagt, an der oberen Grenze von (a, b).
Dann ist, solange ¢ < 2" <<,

1) Diese Begriffsunterscheidung findet sich zuerst bei Riemann klar aus-
gesprochen. (Werke, S. 225)
Czuber, Vorlesungen II 4 Aufl 8
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ﬁ(x) dz = ®(2)

eine stetige Funktion von 2/, und bleibt sie stetig bei dem Grenziiber-

gange lim 2" = b — 0, so definiert man den bestimmten endlichen Grenz-

wert lim @ (z") als das iiber (q, b) erstreckte Integral von f(z), bezeichnet
2=b-0

b
es wieder durch das Symbol j f(x)dx und hat also dafiir die erklirende

Gleichung: K s
Jf@) dz=lim _[f()dx. (1)
a x'= b-—Oa

Die Stetigkeit von @(z) bei dem Grenziibergange lim "= b — 0
erfordert (17), daB sich eine linksseitige Umgebung (b — 0, b) von b be-
stimmen lasse derart, daB fiir irgend zwei Werte 2 < 2” aus derselben
die Differenz @(z”) — @(«") dem Betrage nach kleiner ist als eine vor-
bezeichnete beliebig kleine positive Zahl ¢, daB also

)ﬁ(x) dx —-ﬁ(x) dw; = {ﬁ(a:) dz' < e (2)
Hat hingegen @(2") bei lim 2'=05b — O den Grenzwert + oo oder

b
— 0o oder nihert es sich dabei keiner Grenze, so ist ﬁ(a,) dz ein Sym-

bol ohne bestimmte Bedeutung.

In manchen Fillen kann die Grenzbetrachtung entfallen, so wenn es
gelingt, durch eine Transformation der Variablen das Integral in ein an-
deres mit endlich bleibender Funktion und endlichem Intergrationsinter-
valle umzuwandeln, d. h in ein eigentliches Integral zu transformieren;
der Wert des letzteren wird dann naturgemiB auch als Wert des wr-
spriinglichen aufzufassen sein. Insofern jedes Integral von der hier be-
trachteten Art, das einen bestimmten Wert hat, durch eine passend ge-
wihlte Transformation der Integrationsvariablen in ein eigentliches Inte-
gral umgesetzt werden kann, trifft die Bezeichnung ,uneigentliches Inte-
gral® nicht das Wesen, sondern nur die Form des Ausdrucks.

Wenn die unbestimmte Integration von f(x) ausgefithrt werden kann
und wenn die Funktion F(z), die fiir alle Werte von z, fiir welche
a <z <b, f(z) als Differentialquotienten gibt, stetig bleibt bis an die
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obere Grenze b, an welcher sie den Wert F'(b) annehmen moge, so ist

lim ﬁ(x) dz = lim F(a') — F(a) = F(5) — F(a)

@=b—0,

und daher [f(@) dz = F(b) — F(a), 3)

so daB auch in diesem Falle der Hauptsatz der Integralrechnung Giiltig-
keit hat.

Wird die Funktion f(z) statt an der oberen an der unteren Grenze
unendlich, also bei dem Grenziibergange lim 2" = a + O, so ist der Glei-
chung (1) entsprechend zu definieren

[f(@) do = lim [fz)de, (4)
a V=a+0gy

vorausgesetzt, daB der rechts angeschriebene Grenzwert wirklich existiert.

Fallt der Unendlichkeitspunkt von f(x) in das Innere des Intervalls
an eine Stelle ¢, so hat man (a, b) zu zerlegen in die Teilintervalle (a, ¢)
(¢, b) und dementsprechend zu setzen:

[f@) az = lim Jf@) dz+ lim 0 @) dz, (5)

wenn die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite wirklich vorhanden
sind; die beiderseitigen Grenziibergiinge zu ¢ sollen unabhingig vonein-
ander sein.')

Es bedarf keiner weiteren Bemerkung, wie man sich zu benehmen
hitte, wenn die Funktion f(z) an mehreren vereinzelten Stellen von (g, b)
unendlich werden sollte.

1

Beispiele. 1. Das Integral f ]_/de

— x?

0
bezieht sich auf eine Funktion, die an der oberen Grenze unendlich wird;

1) Existiert ein Wert des Integrals nur dann, wenn die beiden Grenziiber-
gange in bestimmter Weise voneinander abhingen, so spricht man nach Cauchy
(Werke, Bd. I, 8. 402) von einem singularen und insbesondere vom Hauptwert des
In tegrals, wenn bestindig ¢ — &' — & — ¢ ist. Integrale solcher Art konnen eine
allgemeine Bedeutung nicht beanspruchen.

8*
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es hat indessen doch einen bestimmten Wert. Dies geht einmal daraus
hervor, daB es durch die Substitution £ =sin¢ in das eigentliche Integral

)
Q/dt
sich verwandelt, dessen Wert — ist; andererseits ist das unbestimmte

Integral arcsin stetlg in dem Intervalle (0,1) mit EinschluB der Grenzen,

daher ist nach (3) f i aresin 1 — aresin0 = 32’— (6)

Bei dem allgemeineren Integral
a
dz
Var—a?’

wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, bestehen dhnliche Verhilt-
nisse; setzt man z — asiné, woraus }a®— a?=a cost,
so ergeben sich vermdge der letzteren Gleichung, da ihre linke Seite posi-

tiv ist, fiir die neue Variable ¢ die Grenzen O und —g—, wenn a > 0, hin-

gegen m, %, wenn a < 0; daher ist

z
V__;g—fdt— 75, wenn a > 0;
a*—ux
M
und Vdizx’ —fdt =— %, wenn a < 0.

2. Es sei a < b und » eine positive Zahl; das Integral

)
f dz
b—ay

das an der oberen Grenze eine Singularitit aufweist, hat einen bestimmten
Wert nur dann, wenn % < 1; es ist + oo sowohl wenn » > 1, wie auch
fiir n = 1. '
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Wenn némlich a < 2"< b, so ist

2

f de 1 1 1
®G—a* n—1 [(b—-m’)“'f - b—ay-1 ];

dx . . 1
daher hat f & —a einen bestimmten Wert nur dann, Wem: llbmom
a

ein solcher ist, und das trifft nur zu bei # <1 und zwar ist dann

lnbn . (b-—l)-—- =0. Ist hingegen » > 1, so is:'=l§£10 (T_‘—:c,);_—‘ =+ oo.

v

Daher y d 1
oo x —
fir n <1 [(b-——a:)" A—nm)o—ap-17 ®

hingegen firn>1 lim ,/'(b =

'=b-0

Bei # = 1 hat man fb_'—‘a'c =lb—a)—1(0b—2),

a

da aber lim I(b — 2") = — oo, so ist auch
2’=b—-0

’

dx

b—x

X

firn=1 lim
”c'=b—0a

=— 00.

R756. Allgemeiner Satz. Wo weder die Zuriickfiilhrung auf ein
eigentliches Integral, noch die unbestimmte Integration gelingt, muf nach
andern Mitteln gesucht werden, um zu entscheiden, ob ein Integral, das
auf eine unendlich werdende Funktion sich bezieht, einen bestimmten
Wert hat oder nicht. In vielen Fillen kann von dem folgenden Satze Ge-
brauch gemacht werden:

Wenn die Funktion f(x), welche endlich ist in jedem Teilintervalle
(a, ") von (a, b), wenigstens von einem Werte %, zwischen a und b ange-
fangen bestindig positiv (negativ) bleibt und fir lim 2 =5b—0 4 oo (— oo)
wird, so hat das iber (a, b) erstreckte Integral von f(z) nur dann einen
bestimmten Wert, wenn die Ordnung des Unendlichwerdens von f(z) in be-

zug auf ZTIZE Fleiner ist als 1; ist sie grofler oder gleich 1, so ist das Inte-

gral + oo (— o0)
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Bezeichnet man die (positive) Ordnungszahl des Unendlichwerdens
mit ”n, SO hat f(a,)

=

einen bestimmten von Null verschiedenen Grenzwert (16); derselbe sei
positiv und 4 eine positive Zahl, welche kleiner ist als dieser Grenzwert;
dann wird es notwendig eine -Stelle z” zwischen z, und b geben, von der

an bestindig (b — ) f(x) > A, daher
@)> o

= ((b—2)f(z) fir llmz=5b—0

daraus folgt, daB auch f flx)dz> A / (Ti_xx?‘ (#, < & < & < D).

Wenn nun #» > 1 oder = 1, so hat zufolge 274, 2. das mit 4 multipli-
zierte Integral fiir lim #” = b — O den Grenzwert 4+ co; demnach ist auch

lim ff(x) dzx = + oo und daher

a’'=b-0

i dx = dz li = .
x":bn_oaff(x) x ff(x) % —f;”=1:1_10£ff(x) dz = 4 oo

Versteht man andererseits unter B eine Zahl, welche groBer ist als
der Grenzwert von (b — x)"f(x), so wird es eine Stelle # zwischen z,
und b geben, von welcher angefangen

0<(b—2) f(x) <B,
also 0< f(x) < )n,

daraus ergibt sich, daB 0 < f f(#)dz> B f o= dx

Wenn nun »# < 1, so hat das letztangeschriebene Integral fiir lim 2" =5 — 0

den endlichen Grenzwert A= (bl_ FOTREY

dem es sich wachsend nihert,

und da das Integral f f(x) dx, das unter den gemachten Voraussetzungen

auch fortdauernd wichst, unter diesem Grenzwerte verbleibt, so hat es
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fiir lim 2” = b — O ebenfalls einen bestimmten Wert; somit gilt dies auch
von

;f;(x) dx =al['zf"'(a:) dz +m1=1;n_ojf(x) dz.

Fiir den Fall lim f(2) = — oo erleidet die Beweisfithrung nur eine
z=b—0

unwesentliche Abidnderung.
F(x)

Beispiele. 1. Ist P

ein irreduktibler Bruch, so hat das Integral

(x)

P (965

nur dann einen bestimmten Wert, wenn das Intervall (a, b) mit Einschluf
seiner Grenzen keine reelle Wurzel von ¢(z) enthilt; im andern Falle
ist es unendlich.

Denn unter der gedachten Voraussetzung ist - (x; innerhalb (a, b)

und an den Grenzen endlich. Hat hingegen ¢(z) zwischen a und b die

reelle Wurzel ¢, so enthilt es den Faktor # — ¢ und somit wird F@ on

9 (@)

der Stelle x = ¢ unendlich von der ersteren oder einer hoheren Ordnung

in bezug a.uf p) je nachdem c¢ eine ein- oder mehrfache Wurzel ist.

Hiernach hat J ——ix——,, was fiir Zahlen a, b auch sein mogen, einen
1+« ’

1

bestimmten Wert (arctgd — arctg a); hingegen ist f . fi;wg, unendlich,
1

weil dem Intervall (— 1, 4+ 1) die beiden reellen Wurzeln — 1, + 1 des

Nenners angehoren

2. Das Integral <1

YA —a)(d—»z)
0
hat einen bestimmten Wert, trotzdem die Funktion

[(1 = ah)(1 — wta?)] ¥
an der oberen Grenze unendlich wird; denn die Ordnung dieses Unend-
lichwerdens ist {, wie man aus der Zerlegung
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1 1
Va—2)1 — et VI—2)(1+ o[ —«2)
unmittelbar ersieht.

Man darf nun auf das Integral wie auf ein eigentliches den ersten
Mittelwertsatz anwenden und schreiben:

1
dac 2

f]/(l —x‘)(l ) 1/(1 -+ 0\(1 —%%0 ) V1 —z 1/(1-{— 0)(1 — =%6%)
<< 1),
(1 4+ 6)(1 — %?6°) als Funktion der unbeschrinkten Variablen 6 hat die

1 1 . . . " ..
Nullstellen — T 1, —; zwischen die zwei ersten fillt das Minimum,

zwischen die zwei letzten das Maximum; nur auf letzteres kommt es an,
ob es in das Intervall (0, 1) von 6 zu liegen kommt oder nicht; ist ersteres
der Fall, so bestimmt dieses Maximum und der kleinere der beiden Rand-
werte 1 und 2 (1 —«®) die Schranken des Integrals; im andern Falle sind
diese Schranken durch die Randwerte 1 und 2(1 — %?) selbst bestimmt.

a

3. Damit das Integral f sin @ dz,
)

xn

wo n > 0, einen bestimmten Wert besitze, trotzdem die Funktion si—m

an der unteren Grenze unendlich wird, muf » < 2 sein.
sin 2

. . a” . sinz
Denn es ist 1111(1) (1 )# = lim g = {,
x
wenn # — pu =1 (16, 2.); dem obigen Satze zufolge erfordert aber die
Existenz des Integrals, daB die Ordnungszahl u des Unendlichwerdens
kleiner als 1 sei; folglich muf tatsichlich » = p + 1 < 2 sein.

a

Es hat also *-;ﬁf und auch f sm"”d_x, nicht aber J sin ;da;
0

einen bestimmten VVert,
a

4. Das Integral f i (n>0)
0

hat nur dann einen bestimmten Wert, wenn n < 1 ist
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cos
UL i . cosxT
Es ist ndmlich lim—— = lim =1,
=G
z

wenn % — u = 0; da aber zur Existenz des Integrals u << 1 erforderlich
ist, so mufl auch » = u < 1 sein.

a

Hiernach hat f cos & dw keine Bedeutung, wohl aber f coi/af_dx.

x

276. Integrale mit unendlichem Integrationsgebiet. Ein
Integral, das sich iiber ein Gebiet erstrecken soll, welches auf einer Seite
oder beiderseits ins Unendliche sich ausdehnt, kann nicht als Grenzwert
einer Summe nach Art des eigentlichen Integrals aufgefaft werden. Es
bedarf daher einer besonderen Erklirung.

Die Funktion f(z) sei in dem Gebiete (@, 4+ o) eindeutig definiert,
und in jedem Intervalle (@, 2), wobei 2’ > a, habe das Integral

ff(a:)dx = @ ()

einen bestimmten Wert. Dann ist @(2”) eine stetige Funktion; konver-
giert sie bei dem Grenziibergange lim "= + oo gegen eine bestimmte
endliche Grenze, so erklirt man diese Grenze als das iiber (@, + 00) er-

streckte Integral von f(x), bezeichnet letzteres durch f f(#)dz und hat
hiernach die Erklarung:

[' f(@)dw = lim j f(#)da. @)
Ist der Grenzwert von @(2") 4+ oo, — 0o oder nicht vorhanden, so hat

das Symbol J ‘f(x)dx keine bestimmte Bedeutung.
0

Damit @(z") bei dem Grenziibergange lim 2" = + oo stetig bleibe
und einer bestimmten Grenze sich néihere, muf sich ein Intervall (%, + co)
bestimmen lassen derart, daB fiir irgend zwei Werte 2" < 2’ aus dem-
selben der Unterschied der Funktionswerte @(z"), @(2”") dem Betrage
nach kleiner ist als eine im voraus bezeichnete positive Zahl ¢; demnach
ist die Moglichkeit, zu einem vorgeschriebenen & ein % zu bestimmen, so daf
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0@ — 0@)| = | [@)dz— [F@)ds| = [F@)ds|<e (10)
fir @ <% < 2'<2”, der analytische Ausdruck der Bedingung fiir die

Existenz von f f(z)dz.

Ist es moglich, das genannte Integral durch Substitution in ein In-
tegral mit endlichem Intervalle und endlicher Funktion umzuwandeln, so
entfillt jede weitere Untersuchung.

Kennt man eine Funktion F'(xz), welche fiir alle Werte von z iiber
a den Differentialquotienten f(z) besitzt, mit anderen Worten, ist die un-
bestimmte Integration ausfiihrbar, und nihert sich F(z) fir limz = + oo
einer bestimmten Grenze, die mit F'(0o) bezeichnet werden soll, so hat man

lim [f@)da = lim F(z') — F(a) = F(oo) — Fl(a),
x'=400 f.‘ x'= 4o

also | Tf(x)dx — F(c0) — F(a); (11)

d h. es besteht dann der Hauptsatz der Integralrechnung wie bei einem
endlichen Intervall

Die Definition (9) ist auch auf Integrale iibertragbar, bei welehen
das Integrationsintervall ins negativ Unendliche sich erstreckt oder bei-
derseits unbegrenzt ist; es gilt ndmlich

b b
1@z =lim [flz)dn (12)
d dz =i dz+lim [f(@)d 13
un 1Cf(x) z 1,=1111m'x[.f(x) x+1”1=mw‘[/(x) z, (13)

sofern die rechts angesetzten Grenzwerte wirklich existieren und die
Grenziiberginge voneinander unabhiéngig sind'); in Formel (13) bedeutet
a eine beliebige Zahl.

1) Es kann geschehen, daB ein Integralwert in dem oben erklirten allge-
mweinen Sinne nicht, wohl aber in dem besonderen Sinne
&
lim fxydx
<

=+ ¢
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Beispicle. 1. Das Integral [ 9% (a>0)

a

worin # > 0, verwandelt sich durch die Substitution
1

___1 3 an—2
T = in ft dt

0

und dies ist ein eigentliches Integral mit dem Werte 1, wenn

(n 1) -
ns 2.

Ist hingegen » < 2, so wird die Funktion %= t’l”” an der un-

teren Grenze unendlich; indessen hat das Integral dennoch einen be-
stimmten, und zwar den angegebenen Wert, wenn 2 — n < 1, also n > 1
ist (%74, 2.).
d 1 "
Demnach ist / e fire>1, (14)

@ (n—1) !
a

wihrend fiir » < 1 dasselbe Integral + oo ist.

2. Es ist 92 lim arctg ———%, (15)

1+2* e
®©

f 4%  — lim arctg &” — lim arctg 2’ = =,
1+w '=+o r'=-w

so daB wie bei einem eigentlichen Integrale einer geraden Funktion (236)

f1+w, 2] T 5 ist.

Aligemeiner hat man
(e 1 lim arctg & = = (@>0). (16)
a® 4} x? @yt Sa 2 ‘
0

besteht; man spricht dann von einem Hauptwert des Integrals (vgl. dazu die FuB-
note p. 115)
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3. Bemerkenswert sind die beiden Formeln

@®

Serdz = —lmer 4 e vm e (17
a z=+»
und f v iy — jlziinmﬁi;f +1_1 @>0. (8

4. Auf Grund der Formeln 267, (29) ist

@

fe ax gin hrdg — lim [—asmbx—bcosbme_m]

r=4o a®+ b*
’ b
-+ - a? + b? = Ef:{:i}? (a > 0), (]_9)
fe"‘”” cosbzdz = lim j‘_‘}_cﬁ_’;”‘%b sin bz e aa:]
% =+ a” 1
a a
t oy = ey (@ > 0); (20)

in beiden Fillen konvergiert nimlich der erste Ausdruck gegen die
Grenze Null vermdge des Faktors e~ 2%, trotzdem sin bz, cos bz keiner
bestimmten Grenze sich nihern, vielmehr unaufhérlich zwischen — 1 und
+ 1 schwanken.

%77. Allgemeiner Satz. Wenn die unbestimmte Integration nicht
ausfiihrbar ist, dann erfordert die Entscheidung der Frage, ob ein Inte-
gral mit unendlichem Integrationsintervalle eine Bedeutung hat oder
nicht, eine besondere Untersuchung. Man kann dabei hiufig von dem
folgenden Satze Gebrauch machen:

Wenn die Funktion f(x), welche fir alle Werte x > a > 0 eindeutig
definiert ist, wenigstens von einer iber a gelegenen Stelle z, angefangen be-
stémdig positiv (negativ) bleibt und bei dem Gremziibergange lim x = + oo
unendlichklein wird von erster oder wiedrigerer als der ersten Ordnung in

bezug auf %, so st das iiber (a, + oo) erstreckte Integral von f(x) 4 oo

(— 00); einen bestimmien Wert hat es unter den gemachten Voraussetzun-
gen nur dann, wenn f(x) unendlichklein von hiherer als der ersten Ord-
nung wird.

Bezeichnet man die Ordnungszahl des Unendlichkleinwerdens mit
n, so hat
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@)

1\~
(2)
einen bestimmten von Null verschiedenen Grenzwert, den wir als positiv

voraussetzen wollen.

Sei A eme positive unter diesem Grenzwert liegende Zahl, so gibt
es notwendig eine Stelle 2 iiber z,, von der anoefangen bestindig

Sf@)> 4, o f@)> Z

= 2*f(x) fiir im2 =4 oo

daraus folgt dann f flxydz> A j (a<z, <o’ <a’);
ist nun » < 11), so ist nach 276, 1.
Iim d—': =4 oo, daher auch
& =+ &

i (r)dx = z)dz + li dx = )
xni'fw;[f‘x) aff( ) t,,ggw[f(w) %=+ 00

Bedeutet andererseits B eine iiber dem Grenzwerte von z"f(x) lie-
gende Zahl, so wird notwendig von einer tiber x, liegenden Stelle 2" an
bestindig z[(xz) < B, also  f(2) < g—,
sein; daraus folgt, daB auch

ff(x)dm<B[ (a<ry<a' <a”);

ist nun » > 1, so konvergiert / — fiir lim 2” = 4 oo bestéindig wach-

send gegen daher konvergiert notwendig auch das links-

1) n 1 ’
stehende, ebenfalls mit 2" wachsende Integral gegen eine bestimmte
Grenze; es gilt dies also auch fiir

2 2 o
lim [f@)dz = [f@)dz + lim [ f(@)d.
z = +uo"a @ 2" =400
1) Hierin sind also auch die Fille # =0 und # <0 inbegriffen; dem ersten

entspricht die Konvergenz von f(x) gegen eine endliche Grenze, dem zweiten das
Unendlichwerden von f(x) bei lim & = 4 .
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Fiir ein schlieBlich negativ bleibendes f(z) erleidet der Beweis nur
eine unwesentliche Abﬁnderung.
F@)
9 (@)
Nenner besitze in dem Intervalle (a, + 00) keine Wurzel. Das Integra.l

F(z)
f w(w)d
hat dann und nur dann einen bestimmten Wert, wenn der Bruch echt

und sein Nenner wenigstens um zwei Einheiten hoheren Grades ist als

der Zihler; denn nur dann wird die Funktion (( )) an der oberen Grenze

Beispiele. 1. Es sei ein irreduktibler rationaler Bruch und sein

unendlich klein von hdherer als der ersten Ordnung.
Ist hingegen der Bruch unecht oder sein Nenner nur um eine Ein-
heit dem Grade nach héher als der Zihler, so ist das Integral unendlich.
Hiernach hat beispielsweise das Integral

o«

de___ P _
fwx’—t-pw-kq (5 —2<0)
einen bestimmten Wert, und zwar ist (243, (14))
j __dr
J 2+ petg
l x + -~ z -|— p
= ——~1:—_“2 lim arctg - - 2 hm arctg
T R Ve e e v
2. Das Integral ﬁ"'le'“’d:v

0
hat fiir jedes n > O einen bestimmten Wert. Solange 0 <n < 1, wird
zwar die Funktion z”~'e~* an der unteren Grenze unendlich, aber von
niedrigerer als der ersten Ordnung (275); diese Singularitit hort auf,
sobald » < 1 geworden ist. An der oberen Grenze wird z"~'e~® unend-

lich kdein von hoherer Ordnung als irgendein %(p > 0).

Dagegen wiirde bei » < 0 die Funktion an der unteren Grenze un-
endlich von hoherer als der ersten Ordnung.
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Ist insbesondere % eine positive ganze Zahl > 1, so ergibt sich aus
Formel 261, (8), wenn man darin G(z) = 2"~! und » = — 1 setzt,

fm”“e‘“dx = — l_im {e=*[z" 1+ (n— 1)a"—*
+m—1)n—2)z" 3+ -+ (n—1)(n—2)...1]} @)
+m—1Dn—2)...1=(n—1)!.

3. Auch das Integral f e *dx

0
hat einen bestimmten Wert, weil e~ fiir ein bestindig wachsendes z

unendlich klein wird von héherer Ordnung als jede positive Potenz von

1 . " .
- Man kann eine obere Grenze fiir seinen Wert herstellen, wenn man

das Integrationsintervall in die Teile (0, 1) und (1, + oo) zerlegt; jm
ersten Teile ist e~ bestindig =Z 1, folglich

1

fe‘“idx< 1;

0

im zweiten Teile ist e~** bestindig Z ze~*", folglich

-] -
— 22 e . e~ 1 1
evdr < frePdr=—1lim " 4 = _—,
v=to 2 2e  2e
1 1
oo
: 1
so daB je"‘*dx <1+ ge-

0

Aus der obigen Begriindung geht hervor, daB auch jedes Integral

f z"e~“dx, mag z" eine noch so hohe positive Potenz sein, einen be-
0
stimmten Wert hat.

298, Funktionen mit unaufhérlichem Zeichenwechsel. Der
im vorigen Artikel aufgestellte Satz enthilt die wesentliche Vorausset-
zung, daB die Funktion unter dem Integralzeichen von einer Stelle des
Intervalles (@, + oo) angefangen fortab dasselbe Zeichen beibehalte. Ist
diese Voraussetzung nicht erfiillt, hort die Funktion bei bestindig wach-
sendem 2 niemals auf, ihr Vorzeichen zu &ndern, dann verliert der Satz
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seine Geltung und es muB zu anderen Methoden gegriffen werden. Der
angefithrte Fall tritt besonders dann ein, wenn unter dem Integralzeichen
eine periodische Funktion erscheint.

Ein ‘hiiufig verwendbares Hilfsmittel, iiber derlei Integrale zu wur-
teilen, besteht darin, daB man das Integrationsintervall durch diejenigen
Stellen, an welchen f(z) sein Zeichen wechselt, in Teile zerlegt; die auf
diese Teile beziiglichen Integralwerte bilden dann eine unendliche, und
zwar eine alternierende Reihe (76), und es ist die Untersuchung des In-
tegrals auf die Priifung dieser Reihe auf ihre Konvergenz zuriickgefiihrt.
Die Konvergenz kann vermige der Betrage der Glieder allein stattfinden
und heiBt dann absolut; sie kann aber auch erst kraft des Zeichenwechsels
vorhanden sein: dann spricht man von bedingter Konvergenz. Diese Be-
griffsbestimmung iibertriigt man denn auch auf Integrale mit unendlichem
Integrationsgebicte und unterscheidet zwischen solchen, welche gegen
ihren Grenzwert absolut konvergieren, d. h. auch dann, wenn man statt
f(z) den absoluten Wert |f(«) | in Rechnung zieht, und zwischen solchen,
welche ihrem Grenzwerte nur bedingt, d. i. kraft des unaufhdrlichen
Zeichenwechsels von f(x) zustreben.

Sowie man die Beurteilung von Integralen mit unendlichem Inter-
vall mitunter mit Erfolg auf die Konvergenz von Reihen stiitzt, kann
auch umgekehrt aus der Existenz solcher Integrale auf die Konvergenz
mancher Reihen geschlossen werden.

Beispiele. 1. Der Integralsinus auf dem Gebiete (0, + 00), d. i.

gin
f dz,
@

0

gehort zu den eben besprochenen Formen; beziiglich seiner unteren
Grenze ist schon frither (275, 3.) entschieden worden; es bleibt nur noch
die Zulissigkeit der oberen Grenze in Frage.

Teilt man (0, + o0) in die Intervalle (0, z), (w, 2=x), .. ., so bilden
die auf diese beziiglichen Integralwerte q, a,, ... eine alternierende Reihe
mit positivem Anfangsgliede, und wenn diese Reihe

a,o-}_a,l.i_...

konvergiert, so hat das Integral einen bestimmten Wert gleich dem Grenz-
wert dieser Reihe. Nun folgt aus
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(n+1)m

sin zd
a,6 = z )

1"

129

(n+2) 7
sin zdx

x )

nn (n+1)7
daB ' a ‘ > I n+1 |7
denn fithrt man in dem zweiten Integrale die Substitution z = x + ¢ aus,

so kommt (r+1)m
‘ sintdt

w4+t )
nn

jetzt beziehen sich @, und a,,, auf dasselbe Intervall, es ist aber

aﬂ+1= -

sinz| | sina | fiir alle Werte aus [nx, (n + 1)x].
(n+1)m
Ferner ist la, | < dw nj@-}’
nn

es konvergiert also a, mit wachsendem » gegen die Grenze Null.
Durch diese zwei Tatsachen ist die Konvergenz der Reihe a,+ a,

+ - - - erwiesen (76).

Die Konvergenz des Integrals ist aber eine bedingte. Denn

(n+1)7

- | sin x|
= [ 15 ><“n+1)

nn
daher ist

2 /1 1 1
> (ttetat

folglich (73, 1.)

(-]
|sinz|
X
0

Das analog gebaute Integral

a0+[a1[+a2+---

(n+1)7
)sinwldw=(n—_gf);,
+la,]
)
o0 .
1<v<?)

hingegen ist absolut konvergent. Von seiner Existenz iiberzeugt man
sich auf dieselbe Art wie oben, von der absoluten Konvergenz durch die

Bemerkung, daB jetzt
(n+1)7
|sm:c

a,| = dz <

Czuber, Vorlesungen II 4 Aufl

(" )’

(n+1)m

2

‘sinxidm=W,

9



130 III. Abschnitt. § 2. Erweiterung des Integralbegriffs

daher @yt la+ o+ (e, |<H(F gt )

n

folglich hat auch f | Si:vx ldz (1 <»<2) einen bestimmten Wert (73,4.).
[}
2. Von der Existenz des Integrals

f sin (2%)dx
0

{iberzeugt man sich auf dhnliche Weise. Wird nidmlich (0, + oo) in die
Teile (0, V=), (V=,V2=x), ... zerlegt, so bilden die hierauf beziiglichen
Integralwerte eine alternierende Reihe @, a, - - - -, deren Glieder dem
Betrage nach bestindig abnehmen und schlieSlich gegen Null konver-
gieren. Denn es ist

(R Yor2)=

a,= sin (%) dz, @y y ==fsin (z¥)dz;
Van Vs D)=
das zweite Integral geht aber durch die Substitution #® ==z + ¢ iiber in
YeTin
@y =— / sin (%)
Van

und aus dieser seiner Form ist unmittelbar zu erkennen, da | a,|>|a, . ,|;
ferner ist

i
yaie

YD s
a, <jda:== n+ Dz —Vnw— —F0
folglich lim a, = 0.

fn=+40

Die Konvergenz ist hier nur bedingt. Denn nach 270, (19) ist
YVarin

|l a,] = [ 5in(2) | dz = 0,{Y/(n + D)z — Vnx)
Vin _
0VE_ oV

T Vn+Vnt1 2¥n+1’

folglich, wenn 6 das kleinste unter den 6,,
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a+lag +--+ia, > V—[V—-I'V- "+*~‘,’—‘1¢—1-],
also (73, 3.) !f[ sin (2?) | dz = + oo.
1]

Es ist nicht ohne Nutzen, auf das verschiedene Verhalten der beiden

Integrale
f 2y f sin (z%)dx

hinzuweisen. Bei dem ersten erfolgte die Teilung in gleiche Intervalle
0, =), (%, 2x), . . ., aber die Funktion %—f nimmt von einem Intervalle
zum nichsten immer kleinere Werte an: die Kurve y = g—i%f ist eine

Wellenlinie von gleich langen Wellen mit ahnehmender Amplitude
(Fig. 134). Bei dem )
zweiten Integrale wur- ﬂr\ s 1k
den die Teilintervalle ——
0,V=),(Vx,V2x),.., ”s e

immer kleiner, in je- ¥

dem derselben erreicht

aber die Funktion sin (2%) denselben groBten Betrag: die Kurve y = sin (%)
ist eine Wellenlinie mit abnehmender Wellenléinge, aber gleichbleibender
Amplitude (Fig. 135).

3. Der SchluB von der Existenz eines Integrals mit unendlichem
Integrationsgebiete auf die Konvergenz einer unendlichen Reihe kann
auf Grund des folgenden Satzes gemacht werden: Ist f(x) eine in dem
Intervall (a, o) bestiindig positive und abhnehmende Funktion, und hat

das Integral ©
S fa)da

einen bestimmten Wert, so ist die unendliche Reihe

F(@)+ fle+ 1)+ e+ 2) + -
konvergent; hat hingegen das Integral den Wert + oo, o ist die Reihe
divergent; « bedeutet die kleinste ganze Zahl in (a, + o).

Weil nimlich fir alle Werte von z zwischen « + % und « + n + 1

fle+ n)>f(@)>flac+n+ 1)

9%
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so ergibt sich durch Integration zwischen « + » und & + n 4 1:

at+n+1

Fle 4 n)> [ f@)de > fla +n + 1),

o+n

Daraus folgt aber, daf
S @z > e+ 1) + fle+2) + e+ 3) +- -

[f@)an < f(@) + Fla+ 1)+ fla+2) 4+

®

Ist demnach f f(x)dz eine endliche GriBe, so ist vermdge der ersten

Beziehung die aus positiven Gliedern bestehende Reihe f(« + 1) + f(a+2)
+ f(e¢ +3) + - -+, also auch die Reihe f(«) 4+ f(« + 1) + - - - konver-
gent; die zweite Beziehung zeigt, daB die Reihe f(a) + f(e + 1) + - - -
divergent ist, wenn das Integral einen unendlichen Wert hat.

o0

So hat das Integral %,lic (n>0)
1

einen bestimmten Wert, wenn n > 1, dagegen einen unendlichen Wert,
wenn # Z 1 (276, 1.); infolgedessen ist die Reihe

1 1 1
wtgt gt

konvergent fiir n > 1, divergent fir n Z 1 (73, 1., 3, 4.).

Das Integral 'f chlix hat den Wert + oo, weil

2
9% _ Yim Uz — 112
wle =, gt — = oo,
F]
1 1 1

daher ist die Reihe 215 + 573 + 55 4+ divergent.
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§ 3. Integration unendlicher Reihen.

279. Hauptsatz iiber die Integration gleichméBig konver-
genter Reihen. Die Aufgabe, eine konvergente unendliche Reihe, deren
Glieder Funktionen von « sind, zu integrieren, kann sich in zweifacher
Weise darbieten. Entweder ist die zu integrierende Funktion durch eine
solche Reihe definiert, und dann liegt die Aufgabe unmittelbar vor; oder
die Funktion unter dem Integralzeichen gehdrt zu denjenigen, deren un-
bestimmte Integration mittels der elementaren Funktionen in endlicher
Form nicht moglich ist, und dann wird man mittelbar zu jener Auf-
gabe gefiihrt, wenn man die Funktion in eine konvergente Reihe ent-
wickelt.

Es sei fo(®) + fi(@) + fo(@) + - - - M)

eine unendliche Reihe, deren Glieder in dem endlichen Intervalle (a, b)
mit EinschluB der Grenzen eindeutige, stetige Funktionen von z sind,
und die in dem genannten Intervalle gleichmiBig konvergiert (81). Dann
ist ihr Grenzwert f(x) eine in demselben Intervalle einschlieBlich seiner
Grenzen stetige Funktion von z (83) und daher zur Integration iiber
(a, b) geeignet. Es handelt sich nur darum, in welcher Weise die Inte-
gration an der definierenden Reihe (1) zu vollziehen ist. Dariiber belehrt
nun der folgende Satz:

Die durch gliedweise Integration einer in (a, b) gleichmdifig honver-
genten Reihe fo(x) + fi(x) + fo(®) + - - - entstandene Reihe

ffo(x)dx +ff1(x)dx +ff2(x)dx+ (2)
ist konvergent und f f@)yda

thr Grenzwert, wenn f(x) der Grenzwert der vorgelegten Reihe ist.
Setzt man nimlich

fo@ + (@) + - - + [,(2) = 5,(2),
fus1(@) + frys(2) + - =1, (%),
so daB f(z) =s,(z) + r,(2),
so gibt die Integration (230, 5.)
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ff(a:)dx = [ s,(x)dz +!/4r”(x)(la',

und weiter ist auf derselben Grundlage

Ss@de=[f,@de+ [H@dz+ -+ [1.0)dz = 5,).

Dem Begriffe der gleichméBigen Konvergenz gemif 148t sich zu
einem beliebig klein festgesetzten positiven & eine natiirliche Zahl m be-
stimmen derart, daB fiir jedes , wofiir a < 2 <D,

}%@@F<:ﬂ
so lange » > m; daraus folgt, daB

b b
Ifrn(x)dx < eb[.dx =¢(b—a)

b
und St@de - 8,() < —a)

b
fiir jedes % = m. DaB aber der Unterschied zwischen f f(z)dz und S, (z)

dadurch, daB man » groB genug wihlt, dem absoluten Betrage nach unter
jede beliebig klein festgesetzte positive Zahl gebracht werden kann, ist
gleichbedeutend mit der Aussage:

b’é
[ f(@)dz = lim 8, (),
p n=+0cw

d. h. wenn man die Bedeutung von S,(z) ins Auge faBt,

S @iz =[fu@de + [ fi@de + [f@dz+- . @)

Den in dieser Formel enthaltenen Sachverhalt bezeichnet man als
den Satz von der gliedweisen Integration. Es sei bemerkt, daB zu seiner
Geltung die gleichmiiBige Konvergenz der zu integrierenden Reihe nicht
notwendige, sondern bloB hinreichende Bedingung ist.

Man braucht nur die untere Grenze unbestimmt zu lassen und die
obere als variabel anzusehen — beide Grenzen selbstverstindlich auf das
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Konvergenzintervall von (1) angewiesen — um die Formel fiir unbe-
stimmte Integration zu erhalten.

Eine Potenzreihe ist in jedem Intervalle, das innerhalb ihres Kon-
vergenzintervalles liegt, gleichmiBig konvergent (85); daraus ergibt sich
auf Grund des obigen Satzes die wichtige Folgerung:

Eine Potenzreihe ist in jedem Intervalle, das innerhalb thres Konver-
genzintervalles enthalten ist, zur gliedweisen Integration geeignet.

Was die Grenzen des Konvergenzintervalles selbst anlangt, so ist
folgendes zu bemerken. Ist X beispielsweise die obere Grenze des Kon-
vergenzintervalles, a jedoch innerhalb desselben gelegen und die Reihe

[h@dz+ [fi@)dz+ -

konvergent, so stellt sie den Wert des Integrals

J )z

auch dann noch dar, wenn die vorgelegte Reihe an der Grenze X selbst
nicht mehr konvergent sein sollte (274).
Ist demnach insbesondere (— X, + X)) das Konvergenzintervall der

Potenzreihe @y + a2 + aga® + - -
und f(z) ihr Grenzwert, so ist

2 s
ff(t)dt=aox+al% +a9%+ e
0
fiir jedes z, das dem Betrage nach kleiner ist als X, und es gilt auch noch

X
2 8
ff(x)dx=aoX+al% +a,§ 4,
0

wenn nur die rechts befindliche Reihe konvergent ist, auch wenn
ay+ o, X+ a; X?4 .-
nicht mehr konvergent sein sollte.
So ist beispielsweise, solange |z | < 1,

1 2 4“_ .
TFm=1—2+t2
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(69, 1.); daher fiir jedes solche 2 auch

z
x

z® | xb
fl—l—t’ arctge =3 — 5+ o — -,
1

d 1 01,1
aber auch noch L TR R S SR N
1 3T
0

Fa 4 1 T

weil die rechts befindliche Reihe konvergiert, obwohl die urspriingliche
Reihe fiir # = 1 nicht mehr konvergent ist.

Ebenso hat man, solange |z | < 1,
1

— _ 2 __
und fiir jedes so beschaffene x auch
x? | ad
JLH=W+@ gty
dx 1 1 1
aber auch noch f1+x=l2=-1———2~+—§———--.--,
0

obwohl die der Integration unterworfene Reihe z = 1 nicht mehr fiir
konvergent ist.

Ein weiteres Beispiel dieser Art bietet der fiir jedes z, dessen Be-
trag unter 1 liegt, geltende Ansatz

1
=1+ 22 ﬂx4 ;
T + 52+ + s
solange x| < 1, ist auch
T
dt x 123  1.32°
%i?‘“w” Ttsstaast

da die rechts befindliche Reihe auch noch fiir z = 1 konvergent ist —
die urspriingliche ist es nicht mehr (98) —, so ist auch

1
dx F ] 1 11

Viee et 1tzs T
0

e
o

+ .

DO =t
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280. Differentiation konvergenter Reihen. Von einer kon-
vergenten Potenzreihe mit dem Grenzwerte f(z) ist in Artikel 88 der
Satz bewiesen worden, daB sie durch gliedweise Differentiation eine neue
konvergente Reihe ergibt, deren Grenzwert der Differentialquotient f’(z)
von f(z) ist. Dieser Satz kann nun auf konvergente Reihen iiberhaupt
ausgedehnt werden und lautet dann folgendermaBen:

Wenn aus der konvergenten Reihe f,(x) + fi(x) + f(x) + - - - mit
dem Grenswerte f(x) durch gliedweise Differentiation eine gleichmdfig
konvergente Reihe ) (%) + f,' (z) + fy' (z) + - - - hervorgeht, so ist der Grenz-
wert F(z) der letsteren = [ (x).

Sind n#mlich o und x zwei Werte, welche den Konvergenzintervallen
beider Reihen zugleich angehdren, so darf auf die zweite Reihe wegen
ihrer gleichmifigen Konvergenz gliedweise Integration tiber (a, ) ange-
wandt werden, und das gibt:

fF(t)dt =ff0’(t)dt —}-ffl’(t‘)dt +ff,'(t)dt+ e

=fo(@) —fo(@) + fi(®) — fi(a) + fo(®) — fo(a) + - -
=@ + (@) + @) + - -
— [fo(@) + (@) + fy(@) + -]
= 1) — f(@);
daraus folgt aber durch Differentiation nach der oberen Grenze z, daB
F(&) = f (o).

281. Integration mittels unendlicher Reihen. Wie schon
am Eingange von 279 bemerkt worden ist, bildet dic Integration mittels
unendlicher Reihen ein wichtiges Hilfsmittel solchen Funktionen gegen-
tiber, deren unbestimmte Integration durch die elementaren Funktionen
in endlicher Form nicht moglich ist. Gelingt es, die Funktion oder einen
passend gewihlten Faktor derselben in eine gleichmiBig konvergente
Reihe, insbesondere also in eine Potenzreihe zu entwickeln, so kann an
dieser die Integration vollzogen werden, und das Integral selbst ist durch
eine, unter Umstéinden mehrere kouvergente Reihen dargestellt. Voraus-
setzung ist dabei, daB die Integrale der einzelnen Glieder zu den elemen-
taren Formen gehoren.
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Beispiele. 1. Enthilt das Intervall (a, ) die Null nicht, so hat das
Integral (man unterscheide zwischen der Integrationsvariablen und der

oberen Grenze) z
eﬁ}
—dz
x
a

einen bestimmten Wert, der sich in Form einer konvergenten Reihe dar-
stellen 1aBt; es ist ndmlich fiir jedes x

2
er=1+%+%+...,

22— g2 28 — ad

daher f%dx=l%+‘i:?+ R TR B T

2. Das Integral [ z(—l;-*—-—x—) dx
b
kann fiir jedes z, dessen | # | < 1, durch eine Reihe dargestellt werden.
Es ist néimlich, solange — 1 <2< 1,

x 2 s
(4o)=F=5+F—
1 @t | 2
daher ‘/—<—--:——?—)dx=»1£€;-—% +§§_...;
0
daraus folgt ohne weiteres
1
1+ 2 101 1
0
daB auch z = — 1 genommen werden kann, hat seinen Grund darin, da8

die aus der Integration hervorgegangene Reihe auch fiir diesen Wert
noch konvergent ist, wiewohl die zugrunde gelegte nicht mehr konver-
giert. Daher ist weiter

—1 1

11+ — 1,11
f’?"ﬁ)dx=fi'i’@dx=_(1§+?’+¥+"')
0

0
1

. 11 4 2y 1 1 1
und somit .f o _—_2(.1_2.{_5?4.5?_{_...).

—1
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3. Man hat fiir jedes beliebige z

Hingegen gilt nur so lange, als das Intervall (@, #) die Null nicht
enthiilt (275, 4.), die Formel

x x
cosx 1 x x’ T z?—a® 2*—at
f z dw:f[’i”—ﬁ+47_”"':‘dx—l7i-—2‘.'2"?"+ oo
a (3

4. Um den Wert des Integrals

A
_/ 2 dx
0
zu bestimmen, beachte man, daB fiir jedes positive
2
" = "% = 1 + nxlx + i (lz_) 4+ .--; demnach ist

1 1 1
fw’“‘dm =fdx + nL/ zlxdx +;‘j 22(zx)dx + - - -
0 0 0 ’ 0
nun gilt nach 259, 1.:

m+1 t)
fxm@x)"dx = ”,’_n:*_z"f)‘ - j’n*i‘:_i'] ™ (lx)" ldx

daraus folgt, wenn m eine positive ganze Zahl und % = m ist,

1

1
fa:"‘(lx)’”dxz— +1[x’"(lx)"’ ldx
0
1 1
_mm =1 pm-3dy — . = (_ =D fm
mCEE [x (lzy"—3dx (=1 o, amdx

=(=1 '(‘mmn
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Hiernach ist endgiiltig
1
2 8
fxnxdx_ﬁl_%_i_g_s_:_‘_...,
0
also insbesondere

5. Es sei der Wert des Integrals

2
dx

Vit ot zu berechnen.
1
2

Solange |z|Z 1, 1aBt sich (1 4+ x4)_;" in eine konvergente Potenz-
reihe nach x entwickeln, und zwar ist

-4 1 1-3
ANTZ 4 8

(1+x) -—1——550 +’2—.1x‘—",

. 1 2° | 1.3x° .

das Integral hiervon &z — o= +55— daher zunichst

1
da gt o1 181

y Vl-l—w*— 2 5 -4 9

2

1 1 1 1-3 1
~(F-sswteaw )
In dem zweiten Teile des in (4, 1) und (1, 2) zerlegten Integrations-

intervalles schreibe man 2 p
d x

SV

-1
jetzt 1Bt sich (1 + 5;) " fiir alle Werte von z aus dem Intervalle (1, 2)

in eine konvergente Potenzreihe nach 1; entwickeln, namlich
1 - 11,131
(1_{_5;) —l— g ity
Division durch #? und gliedweise Integration gibt

1 11 1-3 1
“rtese e T
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2

X dz__1_ 1 1 13 1
woraus ) Vitel 1 2 TR v i
1
1 1 1 1.8 1
_(?—?'5 T 329 29"'"')
1 d 2 d
2 z z
Demnach ist o N o ez
V1+x4 1/1-{—ac4 V1+m“

1t 1 1 1.3 1 111 13 1
=2[T—?’3+§.‘4'? """ (E‘_é"5 T og 9.2 )]

6. Es ist in 275, 2. gezeigt werden, daB bei dem Integral?)

2 p]
fm.:x_,)g__m, O<B<1,0<z<1), (4)
0

die Integration bis z = 1 erstreckt werden darf, trotzdem die Funktion
unter dem Integralzeichen fiir diesen Wert unendlich wird. Zu dieser Er-
kenntnis kommt man auch direkt durch die Substitution

Z = sin ¢,

weil durch sie das Integral (4) mit der oberen Grenze # =1 in ein eigent-
liches sich verwandelt. Allgemein fiithrt diese Substitution zu

1) Man hiitte dieses zweite Teilintegral auch durch die Substitution
1
T =
2

auf das erste zuriickfilhren kénnen; in der Tat ist

m fV1+z*'

2) Fiir k=0 und %*=1 gehort das Integral zu den elementaren und ist im
ersten Falle z

P dx .
— = arcsin z,
V1i—a?

0
3

im zweiten Falle f dz =%l1 +

]

1—z? 1—

8

0
im ersten Falle ist die obere Grenze x =1 zuliissig, im zweiten Falle nicht.
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F(i, g) = f A ®

wo die obere Grenze ¢ jenen Bogen aus dem Intervalle (O, 2) bedeutet,

welcher der fritheren oberen Grenze x entspricht; bei ¢ = -, was dem
fritheren # = 1 entspricht, zeigt némlich diese Form mchts Besonderes
mehr. (4) ist die algebraische, (5) die trigonometrische Form des ellip-
tischen Normalintegrals erster Gattung, das bei vielen Anwendungen der
Analysis auf Geometrie und Mechanik auftritt; die obere Grenze ¢ heifit
die Amplitude, k der Modul des Integrals.

Um die Berechnung in der Gestalt (4) durchzufiihren, entwickelt
man (1 —k’xz)‘% in eine Potenzreihe, was fiir alle Werte 0 <2?<1 zu-
lissig ist, da A2 < 1 vorausgesetzt Wird man erh‘{mlt

(1—k2x2)“ =1+ L e 2+ k4z4+ .
und daraus weiter

x 1 1.3
I = RS L L A RO
0

. - x2Pde

wobei Jyp= Vgt U
0

die Werte aller dieser Integrale sind durch die Formel 257, (35) be-

stimmt, indem
g o Ll8..@p—1)

9= "534 T aresin z
Vi—a? (-1 1 -3

e G ®)
@p—1Cp— 3)2 5 @p—1)-..3 \ .

T e =gt ey 1 ®) ot

Geht man von der trigonometrischen Gestalt (5) aus und entwickelt

(1 — K sin*g)” 1[=1+"7G’Sm <P+———k‘sm‘9>+" )
"o Komnt fy***—‘m%’%-m—s—;=*fo+ﬂ”=’=+;—12k*«h+--- ®)
[}

)
und darin ist I5,= [ sin? pdo, (10)
0
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woftir sich aus (8) durch dieselbe Substitution, welche (4) in (5) tiber-
gefiihrt hat, die Formel
T 1.3...2p—1)
= ot — )

»= " 2.4...2p P
cosq) (Smsp_ @ _|_ Sln8p— P (11)
(2p—1)(2p —3) Gindp- L. @p—1..
. Ter—ner—9 st 4 -+ ep—2).. Sm (p)
ergibt.
Als vollstéandiges elliptisches Integral bezeichnet man dasjenige, dessen
obere Grenze z = 1, baw. ¢ = % ist; sein Wert F'(k) ist, da

%
x“’dx 2 1-3...(2p—1)n
0
durch die Relhe 1 %’—
dx
Fy= [—22 f
® of Vi—ena—#eh e (12)

-l (Y ]

dargestellt, die um so rascher konvergiert, je kleiner % ist. (Vgl. die 275,
2. dafiir gefundenen Grenzen.)

Um eine Vorstellung von dem Verlauf von F'(k, @) in bezug auf &
und ¢ zu geben, ist nachstehend eine kleine Tabelle mitgeteilt, der bei
Bedarf auch approximative Werte dieser Funktion fiir andere Argumente
als die in der Tabelle vorkommenden entnommen werden konnen. Is ist
iiblich, in Tabellen dieses Integrals & durch den Sinus eines Winkels aus-
zudriicken, also % = sin ¢ zu setzen.

Werte von F(k, ).

o
0° | 100 | 20° | 30° | 40° | 50° | 60° | 700 | 80° | 90°
10°/0,1745 | 0,1746 | 0,1746 | 0,1748 | 0,1749 | 0,1751 . 0,1752 | 0,1754 | 0,1754 | 0,1754
20°)0,3491 | 0,3493 | 0,3499 | 0,3508 | 0,3520 | 0,3533 | 0,3545 | 0,3555 | 0,3662 | 0,3564
30°,0,5236 | 0,5243 | 0,5263 | 0,5294 | 0,6334 | 0.5379 ' 0,56422 | 0,5459 | 0,5484 | 0,5498
40°/0,6981 | 0,6997 | 0,7043 | 0,7117 | 0,7213 | 0,7323 0,7436 | 0,7535 [ 0 7604 | 0,7629
50°10,8727 | 0,8756 | 0,8842 | 0,8983 | 0,9173 | 0,9401 ' 0,9647 | 0,9876 |1,0044 | 1,0107
60°(1,0472 | 1,0519 | 1,0660 | 1,0896 | 1,1226 | 1,1643 1,2125 | 1,2619 | 1,3014 | 1,3170
70°(1,2217 | 1,2286 | 1,2495 | 1,2853 | 1,3372 | 1,4068 | 1,4944 | 1,5959 | 1,6918 | 1,7354
80°(1,3963 | 1,4057 | 1,4344 | 1,4846 | 1,5697 | 1,6660 | 1,8125 | 2,0119 | 2,2653 | 2,4363
90°/1,5708 | 1,5828 | 1,6200 | 1,6858 | 1,7868 | 1,9356 | 2,1565 | 2,5046 | 3,1534 | 0O
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Dieser Tabelle entnimmt man beispielsweise:

1

F(%, 7) = 10806, 7(2, %) =0p22, F(1,F)=13170.

276
9
Die erste Kolonne gibt die Werte des elementaren Integrals f do, die
0
G

letzte Kolonne die Werte des elementaren Integrals / ——" s die letzte

Zeile enthdlt Werte des vollstindigen Integrals. Man achte auf das lang-
wihrende nahezu propoirtionale Wachsen des Integralwerts mit ¢, na-
mentlich bei kleinem e, und aut die durchgéingige Zunahme von F(%, @)
mit wachsendem £.

1. Zu ganz dhnlichen Rechnungen gibt das Integral)

f]/“’”” de 0<IP<1 0<a<1) (13)

AnlaB, dessen obere Grenze aus denselben Griinden wie bei dem vorigen
Integral (4) bis # = 1 hinausgeschoben werden kann; durch die Substi-

tution x =sing verwandelt es sich in

P
Ek, ¢) = [V1—Fsin? g dg (14)
0

und laBt nun unmittelbar erkennen, da die Grenze ¢ = —Z— zuldssig ist.

(13) ist die algebraische, (14) die trigonometrische Gestalt des elliptischen
Normalintegrals zweiter Gattung.

1) Auch dieses Integral ist elementar, wenn % = 0, nimlich

— arcsin z

x
und wenn k%=1, nimlich fdw == x;

in beiden Fillen kann die obere Gremze auch 1 sein
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Wir beschrinken uns auf die letztere Form und entwickeln

——— 1,, . 1-1,, . 1.1-3,, .
PR 2 4in? 1 4 6 gin6
V1 —ksin?p =1 5 k?sin? @ — o—ktsint g gk sin®y

)

daraus leitet sich durch Integration, die auch hier, weil eine Potenzreihe
nach dem Argumente sin ¢, also eine gleichmiiBig konvergente Reihe
vorliegt, gliedweise vollzogen werden kann, die Reihe
Bl @) = Jy— 5y — oy W — s k8 — (15)
ab; die einzelnen Integrale sind nach (11) zu entwickeln.
Wieder bezeichnet man als vollstindiges Integral dasjenige, dessen

obere Grenze z = 1, bzw. ¢ =—275 ist; sein Wert ist

9 7.2 1.8\2F%4 .8.5B\2%6
Bo= 0 - (G w
Die nachstehende Tabelle ist geeignet, einen Einblick in den Ver-
lauf der Funktion E(k,¢) zu wvermitteln und, wenn es sich um ange-
niherte Werte dieser Funktion handelt, Interpolation zu ermdglichen.
Dabei ist wieder &k = sin « gesetzt.
Werte von E(%, o).

[+4

0° . 10" | 20° { 30° | 40° | 50° g 60° | 70° . 80° | 90°

o M e o o e

10°110,1745 | 0,1745 | 0,1744 | 0,1743 | 0,1742 | 0,1740 | 0,1789 | 10,1738 | 0,1737 | 0,1737
20°(/0,3491 | 03483 | 0.3483 | 0.3473 | 0.3462 | 03450 0,3438 | /3429 | 0,3422 | 0,3420
30°(0,5236 | 0,5229 | 0,5209 | 0,5179 | 0.5141 | 0.5100 0,5081 | 05029 [ 0,5007 | 0,5000
40°(/0,6981 | 0,6966 | 0,6921 | 0.6851 | 0.6763 | 0.6667 | 0,6575 | /6497 | 0,6446 | 0,6428
50°||0,8727 | 0,8698 | 0,8614 | 0,8483 | 0,8317 | 0.8134 | 07964'07801 0,7697 | 0,7660
60°]1,0472 | 1,0426 | 1,0290 | 1,0076 | 0,9801 | 0.9493 | 0.9184 | 0,8914 | 0,8728 | 0,8660
70°(11,2217 11,2149 | 1,1949 | 1,1632 | 1,1221 1o7ool10266* 09830 | 0,9514 | 0,9397
80°|1,3963 | 1,3870 | 1.8597 | 1.3161 | 1.2590 | 1.1926 11225‘10565 1,0054 | 0,9848
90°|1,6708 | 1,6589 | 1,5238 | 1,4675 | 1,3931 1,3055 12111}11184 1,0401 | 1,0000

L

Die erste Kolonne stimmt mit jener der vorigen Tabelle iiberein

und gibt f dp, die letzte enthilt die Werte von f cos pde; in der letz-
0 0

ten Zeile stehen Werte des vollstéindigen Integrals. Auch hier findet
zwischen dem Integralwert und ¢, namentlich bei kleinem %, angensherte
Proportionalitit statt und mit wachsendem % stéindige Abnahme.?)

1) Beziiglich ausfijhrlicherer Tabellen fiir F(k,¢) und E(k,¢) sehe man
E. Jahnke-F. Emde, Funktionentafeln usw. Leipzig 1909, p. 52—64.
Czuber, Vorlesungen. IL. 4. Aufl. 10
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§ 4. Differentiation durch Integrale definierter Funktionen.

282. Das Integral als Funktion einer seiner Grenzen.
Schon bei der Begriffsentwicklung des bestimmten Integrals ergab sich
die Tatsache, daB ein bestimmtes Integral, das auf eine in (e, §) endliche
Funktion f(x) sich bezieht, seine Funktion der oberen, innerhalb (o, 8)
variabel gedachten Grenze ist, und daB es, nach dieser Grenze differen-
tiiert, den Wert der Funktion f(x) ergibt, falls diese an der betreffen-
den Stelle stetig ist (230).

In der Darstellung einer Funktion durch ein Integral mit verinder-
licher oberer Grenze liegt eine wesentliche Erweiterung des Funktions-
begriffes; so sind durch

dat e tdi tdt
fﬁ) (‘T>0)a fﬂlllt ’ fOOS ) ( >O))
0 0 0

» (BB<L, [2[<1);

f dt
Y — &)@ — kY

f]/‘*’”dt, (<1, |z|<1)

neue transzendente Funktionen von z definiert — der Integrallogarith-
mus, Integralsinus, Integralkosinus, das elliptische Integral erster und
zweiter Gattung — welche eine Darstellung mittels der elementaren Funk-
tionen in geschlossener Form nicht gestatten.

Die Formel fiir die Differentiation derart definierter Funktionen

lautet demnach z
D, [ft)dt = f(@). (1)

Hiernach ist beispielsweise

at_ 1
it 1z’

'DZ

0

und da llx fiir 0 < # < 1 negativ, fiir > 1 positiv ist, so ist die durch
% definierte Funktion von # = O bis z = 1 abnehmend, von z=1 an

0
wachsend, und hat an der Stelle 2 = 1 ihren kleinsten Wert.
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Die geometrische Darstellung der Funktion f f(x)dz ist, wenn man

y = f(») als Gleichung einer Kurve CM (Fig. 136a) in rechtwinkligen
Koordinaten auffaBt, durch die Fliche APMC gegeben.t) Bei dieser
Auffassung sagt die Gleichung (1), der Differentialquotient der Fliche
APMC in bezug auf die Endabszisse O P = z sei die Endordinate PM,
und das Differential dieser F'liiche das Rechteck aus der Endordinate mit
dem Differential jener Abszisse.

Fig 136a Fig. 136b.
Wird dieses letztere Diﬂ'erential
als positiv festgesetzt, so ist das '
Flichendifferential positiv oder ’/ ou /[5\p
negativ, stellt also eine Zu- oder \/ \‘
Pdx W

eine Abnahme der Fliche vor,
je nachdem f(z) > 0 oder f(z) < O; den Stellen, wo f(z) = 0, entspre-
chen also im allgemeinen extreme Werte der Funktion

(ﬁ‘ (z)da.

Auch ein Integral mit variabler unterer Grenze z, wie

[f@)aa,

definiert eine Funktion dieser untern Grenze x, und ihr Differential-

quotient ist b k4
D, [ftyat=D,{— [F(t)at} = — f(a). @)

Man spricht dies auch dahin aus, der Differentialquotient eines bestimm-
ten Integrals nach seiner unteren Grenze sei der zu dieser Grenze gehd-
rige Wert der Funktion unter dem Integralzeichen, aber mit entgegen-
gesetztem Zeichen genommen.

Das zugehorige Differential stellt, wenn dz als positiv festgesetat
wird, eine Ab- oder Zunahme der durch das Integral dargestellten Fliche
vor, je nachdem f(2) > O oder f(z) < 0.

1) In allgemeinster Fassung bedeutet das Integral die algebraische Summe
der von dem Linienzug 4 P MC umschlossenen Flichen, die im positiven Sinne
umfahrenen positiv, die im entgegengesetzten Sinne umfahrenen negativ genom-
men (Fig. 136b).

10*
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283. Das Integral als Funktion eines Parameters der zu
integrierenden Funktion. Die Funktion unter dem Integralzeichen
enthalte auBer der Integrationsvariablen z einen wverdnderlichen Para-
meter y und sei in dem Intervalle (a, b) integrierbar, welchen Wert aus
dem Intervalle (¢, d) man dem Parameter y erteilen mag; dann hingt der

Wert des Integrals b
f f(z,y)dz

von dem besonderen Werte ab, welchen man dem y erteilt hat, mit an-
-deren Worten, dieses Integral definiert eine Funktion von y auf dem Ge-
biete (¢, d); bezeichnet man sie durch @(y), so gilt fiir sie die Definition:

o(y) = [ fla,y)dz c<y<d).  (3)

Zundchst 148t sich zeigen, daB @(y) eine sletige Funktion von y in

(¢, d) ist, wenn die gleiche Eigenschaft fiir /(2,y) gilt bei jedem Werte z

aus (a, b). Denn diese Stetigkeit von f(x, y) hat den Sinn, daB sich zu

einem beliebig klein festgesetzten positiven & ein hinreichend kleines
positives y muB bestimmen lassen derart, daBl

\f@,y+5) — flz,9)|<e (e<2<b)

ist, wenn nur y und y + k dem Intervalle (¢,d) angehdren und |7:| < g

ist. Da nun b s

D(y+ k) — D(y) =,[f(~’”’ y+kydz —ff(w, W) da
y “ @
=f (f(@y+k)— f(29)ldz,

so ist unter den gemachten Voraussetzungen

b
Dy +F) — D) | < ¢ [dz = (b —a);

die linksstehende GroBe kann also bei endlichem (@,b) unter jeden posi-
tiven Betrag gebracht werden, daher ist tatsichlich @(y) stetig im In-
tervalle (¢, d).

Die Bedingungen dieses Satzes sind sicher erfiillt, wenn f(z,y), als
Funktion zweier unabhingigen Variablen aufgefaBt (45), stetig ist in
dem durch die Relationen

alz<h, ¢c<y<d  bezeichneten Bereiche.
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Aus der Gleichung (4) folgt
b
PR =00) _ [feyth=reng,
k R k ?

besitzt f(z,y) an jeder Stelle a < « < b und bei jedem y aus dem Inter-
vall (y—%, y+ %) einen endlichen ersten und ebenso einen endlichen
zweiten Differentialquotienten in bezug auf y — der erste ist dann not-
wendig stetig — so kann die Taylorsche Formel angewandt und

Fayy+ ) = £(@,9) + 4,@9) + & f,,(0,y + 0B) (0<6<1)

gesetzt werden. Dann aber verwandelt sich die obige Formel in

b
k) — . % )
M/-{—_Z@(@ —_—ffy(x,y)dx—}- g f”(x,y_}_gk)dm (:))

Ist das Intervall (a, b) endlich, so haben auch die Integrale der
rechten Seite endliche und bestimmte Werte und der Grenziibergang

lim & = 0 gibt b,
' (y) =f f,&,y)da. (6)
Aber auch bei einem unendlichen (a, b) gilt diese Formel, wenn die

beiden Integrale f f,(x,y)dz und ﬁ (z,y)dxbei jedemy aus (y — k,y +k)

vorhanden sind.
D1e Formel (6) spricht den folgenden Satz aus: Die durch das Inte-

gral f f(z,y)dx definierte Funktion von y kann in der Weise differentiiert

werden, daf} man die Differentiation an der Funktion unter dem Integral-
zeichen vollzielt.

Die Bedingungen, unter welchen dieser Prozef zur Ausfiihrung ge-
bracht werden darf, den man als Differentiation unter dem Integralzeichen
bezeichnet, sind im Laufe der Deduktion angegeben worden.

Die Grenzen a, b galten bisher als unabhiingig von y. Es ist leicht,
auch den allgemeinsten Fall, die Differentiation einer Funktion #(y) zu
erledigen, welche durch das Integral

S1@gaa (D
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definiert ist, dessen Grenzen , v Funktionen des Parameters y der Funk-
tion unter dem Integralzeichen sind. Das Symbol (7) ist dabei als eine
zusammengesetzte Funktion der Variablen y (55) aufzufassen und dem-
gemiB zu behandeln; man erhilt, der Reihe nach die untere, die obere
Grenze und das y unter dem Integralzeichen ins Auge fassend und von
den Formeln des vorigen Artikels Geebrauch machend:

, d d *
P(y) = —f(u,y)—d—;‘ + f(v,9) ;,—'; + f f,(zy)da. (8)
284. Differentiation unter dem Integralzeichen. Wenn das

b
Integral f f(z,y)dx ausgewertet, also die durch dasselbe definierte Funk-

tion @(y) explizit dargestellt ist, so kann die Differentiation nach y in
zweifacher Weise, an dem Integral laut Formel (6) und an der expliziten
Darstellung, vollzogen werden; die Gleichsetzung der beiden Resultate
liefert eine neue Integralformel.

Auf diesem Wege konnen aus vorhandenen Integralformeln durch
Differentiation neue Formeln abgeleitet werden.

Beispiele. 1. Es ist fiir jedes n > — 1

1
1
7 —_ .
fx dx—”_!_l,
0

betrachtet man » als verinderlichen Parameter und differentiiert beider-
geits m-mal danach, so ‘ergibt sich

1

P (,n+l)m+1__

Das Verfahren ist auf der linken Seite anwendbar, weil alle Inte-
1

grale f a*(lx)y"dx, wenn n>—1 ist, bestimmte Bedeutung haben, indem
0
dann die Funktion unter dem Integralzeichen bei lim z = + O entweder

gegen Null konvergiert, wenn #» > 0 (111), oder unendlich groB wird
von niedrigerer als der ersten Ordnung, wenn O > > — 1.
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2. Es ist fiir jedes y >0

1
fe“"‘ydw ==
Yy

0

(%76, 3)); differentiiert man beiderseits %-mal nacheinander in bezug
auf y, so ergibt sich als Endresultat

Ld

1-2...0
— YT _— e
j.x”e-’/dx—— i1 )

0

insbesondere folgt daraus fiir y = 1:

fx”e‘-”d:v = n!

0
Die Zulissigkeit des Verfahrens folgt aus 277, 2.
3. Sieht man in der Formel (269, (18))

n

2

dx n
[a‘ cos?z F blsin’z  2ab (ab>0)

e
0

einmal a, ein zweites Mal b als verinderlichen Parameter an und diffe-
rentiiert darnach, so ergeben sich die neuen Formeln:

L
2
cos?zxdx =
(a®cos?x 4 b¥sintx)!  4a®d’
0
b4

2
sinf xdx n
(a®cos®x 4+ b?sin®x)® 4ab’

und durch ihre Summierung die weitere Formel

SIEY

.

dx n (1 1
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