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Vorwort.

Die Theorie vom Verlauf der Bewegungen mechanischer Systeme,
d.h. der Lgsungen von Systemen von Differentialgleichungen, all-
gemeiner der ,,Stromlinien’ stationirer ,,Strémungen’ im groBen, hat
innerhalb der letzten zehn Jahre durch das Eindringen maBtheoreti-
scher Gesichtspunkte eine Reihe neuer Impulse erfahren. Der AnstoB
zu dieser Entwicklung ging von der Ergodenhypothese der MAXWELL-
BortzMaNNschen Gastheorie und der Verrithrungshypothese der GiBss-
schen statistischen Mechanik aus. Diese Fragen sind heute. insoweit
geklirt, als die Existenz des Zeitmittels einer Phasenfunktion lings der
Stromlinien feststeht (bis auf eine Nullmenge), und prizise Bedingungen
fiir Volumenproportionalitit der mittleren Verweilzeit (Ergodizitit) er-
mittelt worden sind. Diese , Ergodensitze’* verdankt man v. NEUMANN,
CARLEMAN und vor allem BIRKHOFF. Auch kennt man die Bedingungen
dafiir, daB im Laufe der Zeit vollstindige Vermischung im Phasenraum
eintritt. Sie lassen sich z. B. aus der Gestalt des , Eigenspektrums‘
der Strémung (KoopPMAN, CARLEMAN) ablesen. Abgesehen von dem rein
mathematischen Interesse, das diese Fragestellungen verdienen, be-
ruht ihre Bedeutung darin, daf3 sie uns das Verstindnis fiir die stabilen
Hiufigkeitserscheinungen in der Natur vermitteln. In dieser Hinsicht
ist ihre Bedeutung keineswegs durch die klassische statistische Mecha-
nik erschopft. Sie wird in der Zukunft wieder in helles Licht treten,
wenn einmal die Losung des Turbulenzproblems auf Grund der klassi-
schen Hydrodynamik gelungen ist.

Statistik ist MaBtheorie. Es ist deshalb wohl verstidndlich, daB in
den folgenden Zeilen die maBtheoretischen Gesichtspunkte vor den
topologischen den Vorrang einnehmen. Den Mathematikern, die dem
,fast alle” oder ,,bis auf eine Nullmenge keinen Geschmack ab-
gewinnen konnen, sei entgegnet, da3 sich nur so das, was in der Natur
,,in der Regel sich ereignet, mathematisch interpretieren 1i3t. Handelt
es sich jedoch um die effektive Konstruktion eines mathematischen
Objektes in einer Klasse von Objekten, so ist allerdings das ,fast alle
Objekte der Klasse™ nur ein schwacher Ersatz.

Der Verfasser war bestrebt, nicht nur die Hauptsitze selbst, sondern
auch die erforderlichen Hilfsmittel im Interesse der unabhingigen Les-
barkeit mit Beweisen oder Beweisandeutungen darzustellen, z. B. Sitze
der allgemeinen MaB- und Integrationstheorie, der harmonischen
Analyse und der Spektraltheorie der unitdren Operatoren im HILBERT-
schen Raum. Was den Hauptgegenstand betrifft, so bedauert der
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Verfasser, daB heute eine umfassende, mit weitreichenden Methoden
ausgestattete Theorie noch nicht existiert. Dazu steckt noch zu
vieles in den Anfingen. Vor allem ist die Entscheidung, ob ein ge-
gebenes dynamisches System ergodisch ist oder nicht, bisher nur in
wenigen Fillen gelungen, z. B. bei den geoditischen Linien auf Fléchen
konstanter negativer Kriimmung. Gleiches gilt von der Mischung, wo
es neben ad hoc konstruierten Beispielen bis jetzt nur zwei Anwen-
dungen, namlich auf die Gesetze der groBen Zahlen und die WIENERsche
Theorie der zufilligen Funktionen gibt. Diese Anwendungen deuten
jedenfalls darauf hin, daB die Bedeutung statistischer (maBtheoretischer)
Fragestellungen bei Abbildungen und Strémungen iiber das enge Gebiet
der Mechanik hinausreicht.

In der folgenden Darstellung wird von vornherein von maBtreuen
Stromungen, d. h. von Differentialsystemen mit einer positiven Integral-
invariante ausgegangen. Zu seinem Bedauern war es dem Verfasser
nicht mehr méglich, die wichtige Untersuchung von KRYLOFF und
BocoL1ouBoFF}, in der die MaBtreue nicht vorausgesetzt wird, einzu-
gliedern. Dort werden fiir stetige Stromungen in bikompakten Raumen
die invarianten MaBe hergeleitet. Die Menge der Zentralbewegungen,
gegen welche die anderen Bewegungen statistisch konvergieren, wird
ferner in absolut ergodische Bestandteile zerlegt®. Es kann ebenfalls
nur beildufig erwidhnt werden, daB die Begriffsbildungen der Ergoden-
theorie nicht nur fiir Systeme mit streng determinierten Zustandsfolgen
von Wichtigkeit sind. Sie sind auch, wenn die aufeinanderfolgenden
Zustinde nur durch Wahrscheinlichkeiten verkniipft sind, anwendbar
und fiihren dort zu viel einfacheren GesetzmiBigkeiten. Die den Syste-
men zugeordneten linearen Funktionaloperationen werden dann nam-
lich vollstetig.

1 Vgl. KryrorrF und BocoLiouBorF [1] und {2].
2 Vgl. des Verfassers kurze Besprechung im Zbl. Math. 15, 182.

Leipzig, den 28. Juni 1937.
E. Horr.
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I. Kapitel.

Mafitheorie, Abbildungen und
Strémungen.

§ 1. Einiges aus der allgemeinen MaBtheoriel.

Im folgenden werden die Teilmengen eines Raumes 2 betrachtet.

Definition 1.1. Ein System von Teilmengen o, B, . .. von Q heift
Mengenkirper, &, wenn mit zwei seiner Mengen auch ihre Summe, thr
Durchschwitt und, falls eine in der anderen enthalten ist, auch ihre Diffe-
remz zu § gehors.

Definition 1.2. Ein System von Teilmengen A, B, . .. von Q heift
BoRrELscher oder absolut additiver Mengenkirper, wenn es ein Korper ist
und wenn mit abzdhlbar vielen Mengen von R auch thre Summe zu R
gehort.

Zu jedem Korper & gibt es einen und nur einen kleinsten, ® ent-
haltenden BoreL-Korper, BorELsche Erweiterung von & genannt, B&.
Er ist der Durchschnitt aller  enthaltenden BoreL-Kérper.

Fiir alle einem Korper & angehérenden Mengen «, B, ... sei ein
MaB, d. h. eine nichtnegative, (endlich-) additive Mengenfunktion er-
kldrt. Unendliches Ma8 ist zugelassen, jedoch wird verlangt, daB
Summe héchstens abzahlbar vieler Mengen endlichen MaBes ist. Jedes
o von & mit m(x) = oo hat dann diese Eigenschaft.

Ein in einem BoreLschen Korper definiertes MaB heiBt Lebesguesch
oder absolut additiv, falls die Additivitit auch bei abzihlbar vielen,
paarweise fremden Mengen stattfindet. Dabei sei auch der Fall ein-
geschlossen, wo auf beiden Seiten Unendlich steht.

In einem beliebigen Kérper spricht man von absoluter Additivitit
eines Mafes, falls absolute Additivitdt im obigen Sinne besteht, voraus-
gesetzt, daBl die Summe der betrachteten Mengen zu & gehort.

Bemerkung. Absolute Additivitit von m in ® bedeutet dasselbe
wie Stetigkeit von m: Fiir jede absteigende Folge von Mengen von §
ohne gemeinsamen Punkt bilden die MaBe, falls sie endlich sind, eine
Nullfolge.

Sind nimlich die Mengen &, D&, Dy, >-.- von § ohne gemein-
samen Punkt, so gilt (x; — &,) + (xy — &) + - -+ = &;, also wegen

! In engem AnschluBl an KoLMoGOROFF [1], wo nur der Fall eines endlichen
m () betrachtet wird.

Ergebnisse der Mathematik. V2. Hopf. 1
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der absoluten Additivitit m (o, — op) + m(xy — &) + + -+ = m(x,),
also m(x;) > 0. Wird umgekehrt Stetigkeit vorausgesetzt, und ist

piBi=0, B+pf+--=p piin® fing,
so folgt im Falle eines endlichen m (f)
ai=p— B+ - +h), xidxip1, & in ®, m(x;) <oo, m(x)>0.

Ist andererseits m () = oo, so muB auch Dm (f;) = oo sein; denn nach
obigem Postulate enthilt f Mengen y beliebig groBen endlichen MaBes,
und es folgt mit Riicksicht auf den schon erledigten Fall

yBityBet =y, ZmB)=Zmyp)=m(y).

Daraus ergibt sich die Behauptung.

Erweiterungssatz. Damit sich ein in & erklirtes MaB m zu einem
in B Q absolut additiven Maf erweitern lift, ist notwendig und hinveichend,
daf m in & absolut additiv ist. Die Erweiterung ist eindeutig.

Beweis. Mengen von & seienmit &, 8, y, ..., von B mit 4, B, ...
bezeichnet. Fiir eine ganz beliebige Teilmenge W von £ setze man

m* (W) = u. Gr. Im(x); W< D,
fiir alle méglichen Uberdeckungen von W mit Summen héchstens ab-
zihlbar vieler «;. m* (W) ist ein CARATHEODORYsches duBeres MaB.
Es gilt
m*(W' +W'") <m*(W') + m*(W'"); m* < oo, (1.1)
Wir zeigen, daBl m* in B die verlangte Erweiterung von m liefert.

Nach CARATHEODORY heiBt eine Menge M C £ meBbar, falls eine will-
kiirliche Menge W die Gleichung
m* (W) = m* (MW) + m* (W — MW)

befriedigt. Die CARATHEODORYsche Theorie enthilt den Satz!, daB die
in diesem Sinne meBbaren Mengen einen BoreLschen Korper bilden,
in welchem m* absolut additiv ist. Zu beweisen ist also, daB3 die
Mengen & von § in diesem Sinne mefbar sind, und daB fiir diese
Mengen m* = m gilt.

Zum Beweise der Ubereinstimmung von m* und m innerhalb & sei

xCDw;, «in®, o;in
angenommen. Dann folgt & = Dx«a;, ax; in &, also
Sm(x) = Dm(x o) =m(x).

Die rechte Hilfte ergibt sich in bekannter Weise aus der absoluten
Additivitit innerhalb &, auch bei Zulassung unendlicher .

1 Vgl. CARATHEODORY (1], § 239—232.
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Zum Beweise der CARATHEODORY-MeBbarkeit eines & in & iiber-
decke man eine willkiirliche Menge W mit hochstens abzédhlbar vielen «;

von ®. Aus
WC Z(Xi

aWecdao;, W—aWcD(x—an;).

Man beachte, daB jeder Summand in beiden rechten Seiten zu & ge-
hort. Daher ist

(o) = 2m(x o) + Dm(x; — x o)) =m* (aW) + m* (W — a W),
und da die Uberdeckung beliebig ist,
m* (W) = m* (o« W) + m* (W — aW).

folgt dann

Vergleicht man mit (1.1), so folgt die behauptete MeBbarkeit.

Die Eindeutigkeit der Erweiterung ergibt sich folgendermaBen. Die
eben erhaltene Erweiterung von m sei auch in B® mit m bezeichnet.
m' sei eine beliebige Erweiterung in B&. Aus der Konstruktion der
ersten Erweiterung durch Uberdeckungen folgt leicht m’ < m. Ist nun
m(A) endlich, so iiberdecke man A mit abzihlbar vielen Mengen von &
und nenne deren Summe o. Es liBt sich stets einrichten, daB (o)
endlich ist. Da bekanntlich ¢ sich auch als Summe abzihlbar vieler,
paarweise punktfremder Mengen von & darstellen 1aBt, folgt m’(o)
= m (o). Wegen m' <m und

m(A) + m(oc — A) = m(e) = m’(0) = m'(4) + m' (0 — 4)

folgt daher m'(A) = m(A). Ist jedoch m(A) unendlich, so beachte
man, daB A Mengen beliebig groBen endlichen m-MaBes enthalt, sogar
Summe abzihlbar vieler Mengen mit endlichem m ist.

Korollar. m(A) ist untere Grenze aller m (o) fiir alle Mengen 6D A4,
die sich als Summe hichstens abzihlbar vieler & von § darstellen lassen.

§ 2. Integration.

Wir gehen von einem festen Kérper & von Teilmengen von £,
seiner BOREL-Erweiterung B® und einem festen, auf B® erklérten,
absolut additiven MaBe m aus. MeBbarkeit beziiglich m und das Integral

[1pyam:

einer Punktfunktion /(P) sind dann wohldefinierte Begriffe. Was unter
Summierbarkeit oder Zugehérigkeit zu einer der Funktionenklassen L1,
L? zu verstehen ist, ist ebenfalls klar.

! Rapon [1], FrRECHET [1].
1*
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Approximationssatzl. f gehore zu LY. Zu beliebigem & > 0O gibt
es eine nur endlich viele Werte, und diese nur in Mengen von § und von
endlichem Mape annehmende Funktion g(P) derart, daf

[1e(B) — 1(P)|am < (21)
[

gilt. Analoges gilt, wenn [ zu L?* gehort. Ist |f| <M, so kann stets
lg| < M + 1 erreicht werden.

Beweis. Ohne die Einschrinkungen der Zugehorigkeit zu & ist
der Satz einleuchtend. Daher kann von vornherein vorausgesetzt wer-
den, daB f(P) nur endlich viele Werte annimmt. Dieser Fall 1iBt sich
wiederum auf den Fall zuriickfithren, wo f nur die Werte Null und Eins
annimmt, wo also f die charakteristische Funktion einer Menge 4 von
BS ist, m(A) < oco. Mit Hilfe einer geeigneten Uberdeckung von 4
durch abzihlbar viele & von ® kann man leicht eine zu & gehorige
Menge f herstellen derart, daB

m(A+p— Af) <e

gilt. Hier ist, wenn g(P) die charakteristische Funktion der Menge f
bedeutet, die linke Seite gleich

[lg(P) — #(P)| dm,
Q@

womit der erste Teil der Behauptung fiir Funktionen der Klasse L!
bewiesen ist. Gehért f zu L?, so ist die anfinglich gemachte Bemerkung
entsprechend zu modifizieren. Ist nun |f|= M, so bezeichne man
mit A die Menge aller Punkte P, in welchen |g| > M + 1 ist. Dann
folgt aus (2.1)

&> [lg— fldm= [lg| — |1} dm > m(d). (2:2)
A A
Modifiziert man g, T n0_4,
_{o in 4,

so ist auch g’ von der verlangten Art. Ferner ist [¢'|< M + 1, und
aus (2.2) ergibt sich

[l = ilam=[lg—ildm+ [|f] dm <&+ Me = oM + 1),
o Q-4 4

womit alles bewiesen ist.
MaB und Integral in Produktrdaumen. m(m’) sei ein fiir alle
einem BoreL-Korper f (F) angehorenden Teilmengen eines Raumes £

1 Vgl. E. HorF [6].
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(€') definiertes absolut additives MaB. Die Punktepaare II = (P, P')
bilden den Produktraum £ X £2'. Als einfachste Teilmengen dieses
Raumes fithren wir zunidchst die Produktmengen 4 x A’, A in ¥,
A’ in ¥, ein. Die Teilmengen von £ x £, die sich als Summe endlich
vieler Produktmengen darstellen lassen, bilden bekanntlich einen Kor-
per &. Sie sind gleichzeitig Summen endlich vieler paarweise fremder
Produktmengen. Ist in diesem Sinne

o= DAXA,
so definiert

o) =2m(4) m' (4')

ein MaB fiir alle Teilmengen o von 2x£'. u(x) ist von der beson-
deren Darstellung von « in der angegebenen Form unabhingig.

Das MaB p besitzt eine absolut additive Erweiterung in B®. Zu
beweisen ist also, daBl u in @ stetig ist. Hierzu geniigt es, zu zeigen,
daB aus

By D0y DxgD e, 0< g < (o) < o0 (2.3)

die Existenz eines allen «; gemeinsamen Punktes (P, P’) folgt. Jedes «;
ist endliche Summe paarweise fremder Produktmengen. In

a; =2 Ci»x Ciy (2.4)

kann man es einrichten, daB die ersten Faktoren paarweise punkt-
fremd sind. In

%1 =2 Cirtu X Ciys (2.5)
"

kann man ferner erreichen, daB jeder der ersten Faktoren Teil eines
der ersten Faktoren in (2.4) ist. Wegen &, D «,,, gilt:
Ciy1,ucCi,, wenn Ciyy ,cC;,. (2.6)

Diese Schreibweise denke man sich nacheinander fiir ¢ =1, 2, ...
durchgefiihrt. Mit passender Konstanten ¢ gilt

Sm(Cyy) <c, m(Ci,)<c (2.7)

1Y

unabhingig von 4, u. Fir irgendein ¢ setze man nun
E;, = ;ci,, fiir alle » mit #/(C{,) > % (2.8)

Die E,; bilden offenbar eine absteigende Folge von Mengen nach unten
positiv beschrinkten endlichen Mafles; denn wegen (2.3) und (2.7) ist

fo < p (o) <m(E)c+ L.
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Es gibt also einen allen E; gemeinsamen Punkt P, von £. P, tritt
nun in jedem (2.4), + =1, 2, ..., in genau einem der ersten Faktoren
auf. Der mit ihm gekoppelte zweite Faktor sei mit E; bezeichnet.
Wegen (2.6) bilden die E; eine absteigende Folge von Mengen in £2'.
Thre (endlichen) MaBle 7’ liegen oberhalb einer positiven Schranke, da
fiir E; die Ungleichung in (2.8) gilt. Daher gibt es einen gemeinsamen
Punkt Pg, und die Behauptung ist bewiesen, da (Py, P}) allen E; X E;,
also allen «; angehort.
Begriffe wie MeBbarkeit, Integral in £ x £’

e

haben nunmehr einen wohlbestimmten Sinn. Fiir summierbare Funk-
tionen gilt allgemein der Satz von FuBini, d. h. das Integral ist gleich

/dmfﬂP,Podmt (2.9)
(] Q7

Dabei ist immer die Grundvoraussetzung der Summierbarkeit in £ X £’,
und bei Mengen die der MeBbarkeit in £ x £’ zu beachten. Ist f meB-
bar in 2 x £’ und = 0, so folgt aus der Existenz des Integrales (2.9)
die Summierbarkeit.

Approximationssatz. F(II) = F(P, P’) gehire in 2 x Q' zu L1,
Dann gibt es zu jedem € > O eine endliche Summe
G(I) = 2f;(P) fi(P')
mit in £2 baw. 2 summierbaren f, f derart, daf
/]G—F]du<a (2.10)
QxQ
gilt. Analoges gilt, wenn F zu L2 gehort. Ist |[F|<= M, so lift sich

|G| <M 41 erreichen.
Beweis. Nach Satz 2.1 14Bt sich (2.10) durch eine Funktion

G(I) = 3w, @, (1)

befriedigen, wobei die @, die charakteristischen Funktionen gewisser
®-Mengen endlichen u-Mafes sind. Da jede derartige Menge endliche
Summe S x4
paarweise fremder Produktmengen ist, kann

D (P, P') = 2p;(P) i (P

geschrieben werden, wo @; bzw. ¢; die charakteristische Funktion von
A4, bzw. A4 ist. G ist somit von der verlangten Form.
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Korollar. Im symmetrischen Quadratraume 22, wo die Reihenfolge
der Komponenten nicht beachtet wird,
(P,P)=(P,P);, F(P,P)=FP,P),
kann die approximierende Funktion G in der Form
G =2+ ;(P)f;(P)
gewdhlt werden.

Beweis. Mit G(P, P

gehort auch die Funktion
HG(P, P') + G(P', P)}
zum Annidherungsgrade . Sie ist wegen

1(P) ' (P) + [(P)[(P)
=[H(P) + (PIUE) 4 [(P)) = H(P)(P) — [ (P) /' (P

von der gewiinschten Form.

§ 3. MafBtreue Abbildungen und Strémungen.

Die verschiedenen Phasen (P) eines mechanischen Systems erfiillen
einen mehrdimensionalen Raum £. In der Umgebung eines beliebigen
Punktes P° wird die Bewegung vermittelst lokaler Gaussscher Koordi-
naten x; durch ein System von Differentialgleichungen

=X %, . %); t=1,...,n

beschrieben. Unter bekannten allgemeinen Voraussetzungen geht durch
jeden Punkt P genau eine Losungskurve und es besteht stetige, sogar
stetig differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangspunkte. Bezeichnet
man mit P, die Lage des Punktes P nach Ablauf der Zeit ¢, so stellt

T, (P) = P,

wenn man unbeschrinkte Fortsetzbarkeit der Bewegung in Vergangen-
heit und Zukunft voraussetzt, bei beliebigem festem ¢ eine eineindeutige
und stetig differenzierbare Abbildung von £2 auf sich selbst dar mit
positiver Funktionaldeterminante

0(P)

ap)
Die T, bilden eine einparametrige lineare Gruppe
T,T,=T,,, (3.1)

T, ist die Identitit. Anschaulich kann man von einer stationdren
Stromung einer Fliissigkeit in £2 sprechen.
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Wir betrachten vor allem den wichtigen Fall, in welchem das System
eine positive Integralinvariante

f@ )dzx, ..

besitzt. Er liegt bei allen HamirToNschen Systemen vor, allgemein
dann, wenn die ,,Kontinuititsgleichung**

2 o( QX¢)

ax;

eine in £ eindeutige positive Lésung ¢ besitzt. Die Invarianz wird
dann bekanntlich durch den Nachweis der Konstanz von

a(P,
Q(Pt)%p))

lings der Stromlinie bewiesen. Die Integralinvariante 148t sich als
nichtnegatives und absolut additives MengenmaB8 m im Sinne von
LEBESGUE auffassen und die Invarianz driickt sich durch die Gleichung

m(d,) = m(4)

fiir alle # und alle meBbaren Teilmengen 4 von £ aus. Im Sinne dieses
MaBes handelt es sich hier um die Stromung einer inkompressiblen
Fliissigkeit in £2. m(£2) darf unendlich gro8 sein.

Fiir die im folgenden entwickelte Theorie und ihre Anwendungen
bilden die obigen mechanischen Strémungen eine zu enge Klasse, da
auch unstetige Strémungen betrachtet werden miissen. £ sei ein be-
liebiger Raum, & ein Koérper von Mengen in £2, B® seine BORELsche
Erweiterung und = ein fiir alle Mengen aus B§& erklirtes LEBESGUE-
sches MaB.

Definition 3.1. Eine eineindeutige Abbildung T (P) von £ auf sich
heift maftreu, wenn die MeBbarkeit bei T und T~ erhalten bleibt und

wenn m(T(A)) = m(A)
fiir jedes A gilt.

Definition 3.2. Umiter einer Stromung in Q2 verstehen wir eine
Gruppe von eineindeutigen Abbildungen T,(P) von 2 auf sich mit der
Eigenschaft (3.1). Sie heift mafitren, wenn alle T, es sind.

Die MaBtreue 1liBt sich in die Sprache der Funktionen iiber-
setzen. Mit /(P) gehort nimlich auch ]‘( (P)) fiir jedes feste ¢ zu L?!

und es gilt /}‘ Ydm = [{(P)dm, (3.2)

()

denn die LEBESGUEschen Approximationssummen sind bei beiden Inte-
gralen dieselben. Wir setzen

(t,8) = [{(P)g(PYdm, il =77 D, (3.3)
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falls der Integrand summierbar ist. Der Ubergang von f(P) zu f(P,)
kann bei festem ¢ als lineare Funktionaloperation aufgefa8t werden, U,.
Die MaBtreue von T, spiegelt sich in der Lingentreue oder Unitaritit
des Operators U, im HILBERTschen Raumel,

(Utf’ Ulg) = (fr g): (34>

wo beide Funktionen f, g zu L2 gehdren. Die U, bilden eine lineare

Gruppe,
UU,=Uy,y, Uy=1I. (3.5)

Analoges gilt bei einer Abbildung 7. ¢ durchlduft dann nur die posi-
tiven und negativen ganzen Zahlen entsprechend den Iterierten von T
und T°L

Was die Abhingigkeit von ¢ betrifft, miissen noch Forderungen
an T, gestellt werden.

Definition 3.3. Die Stromung heifst m-stetig in t, wenn m(4,, B)
fiir trgend zwer Mengen A, B endlichen Mafes stetig von t abhingt.

Mit Riicksicht auf die leichtere Verifizierbarkeit ist zu bemerken,
daB die m-Stetigkeit bereits daraus folgt, daB fiir irgend zwei Men-
gen «, f aus & und von endlichem MaBe m(x,f) an der Stelle £ =0
stetig ist, MaBtreue der Strémung vorausgesetzt.

Daraus folgt namlich die Stetigkeit von (U, ¢, ¥) bei ¢ = 0, wenn ¢
und y nur endlich viele Werte in Mengen von & und von endlichem
MaBe annehmen. Gehéren nun f, g zu L2 so lassen sie sich durch
Funktionen ¢, 9 jener Art L2-stark approximieren. Nach der SCHWARz-
schen Ungleichung und nach (3.4) ist

|(Uepw) — (U, 9) | = |(Ude =1}, 0) | = ||U @ = D] - [p]]
= lg—fll-llvll
Nach diesem Muster ergibt sich schlie8lich

(U, p) — U, 0= lo =1l llvll + 1w —csll- /], (3.6)

und damit die GleichméBigkeit der Approximation in ¢. Die Stetigkeit
iibertragt sich also auf (U,f, g), nachtriglich auch fiir alle #. Setzt
man f, g gleich den charakteristischen Funktionen zweier Mengen end-
lichen Mafes, so folgt die Behauptung.

Definition 3.4. Die Stromung heift mefbar in t, wenn fir jede
Menge A aus BR die durch sie erzeugte Stromréhre, d. h. die Menge der
(P, #) mit P,C A im Raum-Zeit-Kontinuum 2 X (t) mefbar 1st.

Die MeBbarkeit folgt bereits, wenn die Strémung maBtreu ist, und
wenn die Definition bei den Mengen « von & zutrifft.

Nach dem Korollar zum Erweiterungssatz kann man namlich jede
Menge 4 von BR in der Form 4 = A" — N schreiben, wo N eine

1 Kooprman [1].
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Nullmenge und 4’ Durchschnitt 0,0, ... von Summen O; von abzihl-
bar vielen Mengen « ist. Die Definition trifft dann bei jedem 0;, also
auch bei 4’ zu. Bei N bilde man eine Folge dhnlicher Mengen O; D N,
deren MafBe nach Null konvergieren. Dann gilt N'=0{0;...2D N,
m(N’) = 0. Die durch N’ in £ X (f) erzeugte Stromréhre ist in diesem
Raume wieder meBbar. Daher ist der FuBiNIsche Satz anwendbar,
und es folgt aus m(Nj) = m(N') =0 (N; ist der Durchschnitt der
Rohre mit der ,Ebene ¢ = ¢), daB die Rohre in £ X (f) eine Null-
menge ist. Ersetzt man N’ durch N, so gilt dies erst recht, und die
Behauptung ist bewiesen.

Folgerungen aus der MeBbarkeit. Ist f(P) in £ meBbar, so
ist f/(P,) als Funktion von (P, ) meBbar. Gehort f(P) zu L, so ist
f(P) in & x (f), a <t <b, summierbar. Aus

b b
(b— a)ff(P) dm = [dt[f(P)dm = [ dt[{(P,) dm
2 a Q a £
folgt die Summierbarkeit nach FuBini, jedenfalls fiir nichtnegatives f.
Der allgemeine Fall 148t sich hierauf zuriickfiihren. Daraus folgt: Ge-
horen f(P), g(P) beide zu L% oder gehort f/ zu L! und ist g meBbar
und beschrankt, so ist (U,f, g) eine meBbare Funktion von ¢. Dies
folgt aus dem Fusinischen Satze, und daraus, daB in beiden Fillen
f(P,) g(P) eine summierbare Funktion von (P, #) ist. Im ersteren Falle
erkennt man das mit Hilfe der ScawaRrzschen Ungleichung und von
Uil = /]l
” S;I)‘ﬁter]kvi’[rd gezeigt werden, daBl aus der MeBbarkeit aller (U,f, g)
ihre Stetigkeit und damit die m-Stetigkeit der Strémung folgt?.

II. Kapitel.
Hilfsmittel aus der Spektralanalyse.

§ 4. Positiv definite Folgen und Funktionen.
Dicser Abschnitt handelt von der Darstellbarkeit einer Folge kom-

plexer Zahlen ..., a_,, 4, 4;, . . . durch FOURIER-STIELTJES-Momente
ay = [efin dv(d) (4.1)
0
und einer komplexwertigen Funktion /(f) durch ein FOURIER-STIELTJES-
Integral o
1) =./e”~‘d1'(/'.). (4.2)

-_0

1 v. NEUuMmANN [3].
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Definition 4.1. Die (komplexwertige) Belegungsfunktion v (1) heife
eine Vertetlungsfunktion, wenn sie im jeweiligen Intervalle von beschrinkter
Variation ist,

.7’|’dv(2) < 00, 7Tdv(l)|<oo,
0 - 00

und den Normierungsbedingungen
v(A—0)=v(4)

(Linksstetigkeit) und 2(0) =0, v(—00)=0
genigt.

Es gilt der

Eindeutigkeitssatz. In der Darstellung (4.1) und (4.2) vermittels
esner Verteilungsfunktion v(A) ist dieselbe eindeutig bestimmi. Dabei
braucht wur verlangt zu werden, daf (4.2) fir fast alle ¢ gilt.

Beweis. Zum Beweise etwa von (4.2) sei bemerkt, daB aus dem

Bestehen von too
/e“‘dv(l) =0

fiir fast alle £ wegen der Stetigkeit der linken Seite die Giiltigkeit tiir
alle ¢ folgt. Wegen der gleichmiBigen Approximierbarkeit einer stetigen
periodischen Funktion P(4) durch trigonometrische Polynome ist da-

her auch too

Durch VergréBerung der Periode folgt es auch fiir jedes stetige, fiir
alle groBen |A| verschwindende P(4). Daraus schlieBt man v = const.
in allen Stetigkeitsstellen von v und mit Riicksicht auf die Normierungs-
bedingungen v = 0.
Definition 4.2. Eine Zahlenfolge . .., a_y, ag, ay, . . . heifit positiv
definit, wenn fiir jede links und rechts abbrechende komplexe Zahlenfolge
91,90 915 - - Zav—,u‘b?,u_go

gult.
Bekanntlich ist eine solche Folge beschrankt, |a,| = a,.
Definition 4.3. Eine in (—oo, +oo) mefbare und beschrinkte
Funktion f() heift positiv definit, wenn fiir jede in irgendeinem end-
lichen Intervalle {a, b) stetige und auferhalb verschwindende Funktion q({)
400 +o0

[ [itc=9atq0) dxay=o0

-00 —00

giltt.

1 Fordert man Stetigkeit iiberall statt MeBbarkeit, so ist die Beschrianktheit
eine Konsequenz.
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Satz 4.1.% Eine positiv definite Folge ist stets in der Form (4.1)
mit wirgends abnehmendey Verteilungsfunktion v(A) darstellbar.
Satz 4.2.2 Eine positiv defimite Funktion ist fir fast alle t in der
Form (4.2) mit nirgends abnehmender Verteilungsfunktion v (1) darstellbar.
Beweis. Wir betrachten nur den Funktionenfall, da der Beweis
bei Folgen ganz analog verlduft. Aus den bekannten Beziehungen
o[

— 00 —o0

schlieBt man leicht, daB8 die Funktion

e—-iaz — e—-ib.t

h =" s, &)
der Funktlonalglelchung
/hx+y hiy) dy (4.4
geniligt. Zunichst sei .
1) =o(? (4.5)

fiir groBe ¢ vorausgesetzt. Das Doppelintegral®
J[1e =9 h@ h) dxdy = [[16) hix+ ) h) dx dy

konvergiert dann absolut, da im zweiten Integral der Integrand Kkleiner
als 1
CO+ay) (1 +(+ 93 (1 +yy8
ist. Das erste Integral ist nirgends negativ, wie man aus der Definit-
heit durch Abbrechen von 4(x) fiir groBe |x| und nachfolgenden
Grenziibergang erkennt. Im zweiten Integral darf die Funktional-
gleichung (4.4) angewandt werden. Dann folgt
f f(x) h(x)dx=0.
Die aus Cir o ire
v(b) — / Fo) = g

bestimmte stetige Funktion v (4) ist daher nlrgends abnehmend. Durch
Differentiation, die wegen (4.5) erlaubt ist, erhdlt man

0=v(}) = 5%[}‘(96) e-ivhdy

mit absolut konvergentem Integral und daher stetigem v’(4). In be-
kannter Weise folgt

I(a) = [em V() di= "1 [S‘““’“”)f(x)dx

I —x

—a —co

1 HerGLo1Z [1]. 2 BocuNER {11, Kap. IV, und [2].
3 Die Integrationsgrenzen —=~, -+ sind im folgenden mehrfach weggelassen.
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fiir jedes ¢, und durch CEsARO-Summation nach Substitution x = ¢ + %
T oo
1 [ 1 ( u\1— cos
7 [T@da= 1 [Ht+ 7)== au (4.6)
0 —o0
mit positivem FEJER-Kern. Fiir ¢ = 0 folgt insbesondere
T
iT[[v(a) — v(—a)]da<ob.Gr.|f|.
0

Wegen der Monotonitdt von v ergibt sich dann durch Grenziibergang
T —
* v(00) — v(—o0) = ob. Gr. [f]. (4.7)

Daher konvergiert das Integral

400

/ et do(d)
absolut und sein Wert stimmt mit dem Grenzwert der linken Seite in
(4.6) fir T — oo iiberein. Der Limes der rechten Seite ist bekanntlich
fiir fast alle ¢ gleich f(¢). Damit ist der Satz fiir Funktionen mit der
Eigenschaft (4.5) bewiesen.

Bei lediglich beschrinktem f(#) bemerke man, daB mit f(#) offen-
sichtlich auch ¢%!f(¢) positiv definit ist. Diese Eigenschaft bleibt er-
halten, wenn man nach dem Parameter s iiber (—¢, &) integriert. Also
ist sinet

&t

0= ("2 10

positiv definit. Diese Funktion erfiillt (4.5). Zu ihr gehért daher ver-
moge (4.2) eine Verteilungsfunktion v¢(4). Nach (4.7) ist

Vg (00) = v (00) — v (—00) = ob. Gr. |f¢| = ob. Gr. |f|.

1)

und damit auch

Wegen der gleichmiBigen Beschridnktheit kann man auf die Funktionen
ve(d), e=1%, 4%, ... den HEerLvschen Auswahlsatz anwenden. Beim
Grenziibergang ¢ — 0 ist es vorteilhafter, die integrierte Gleichung

t —+o0
eitl — 1 .
ffe(t)dt =f T ldv(3)
0 —

o

wegen des groBen Nenners im Integranden heranzuziehen. Man erhilt
dann mit der Grenzfunktion v(4) fiir alle ¢

t 00
feith — 14

[0 dt :‘/ S tdu()).

0 -
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Durch Differenzieren folgt fiir fast alle ¢
+00

i) =/e“"dv(l).

- 00

v(4) kann nachtriglich normiert werden.

§ 5. Das Spektrum einer Funktion.

Das komplexwertige f(f) sei in (—oo, +o0) meBbar und in jedem
endlichen Intervalle zu L? gehorig.
Definition 5.1. Man sagt, daf [(t) ein Spektrum besitzt, wenn

B
podim e [+ 00 =g
A

fiir fast alle s, mit Einschlufi von s = 0, existiert, und wenn

£=02¢

fim L (g5 = p(0)

besteht (das Integral st veell)l.
@(s) ist jedenfalls meBbar und hat die Eigenschaften

96) [ =90), #(—9)=¢0), 5 [¢6)ds=g0). 6.1)

@(s) ist ferner positiv definit. Setzt man nidmlich

B
#ley; 4,B) = 57 [1e+ 010y F D at,
4

B—

so folgt
|p(x,y; 4, B)P=@(x,x; A,B)o(y,y; 4, B).

Da ¢(0) existiert, sind die Faktoren rechts, also auch die linke Seite
in jedem endlichen (x, y)-Rechteck gleichmiBig beschriankt. Ferner ist
lim g(r,y;4,B) =¢x—y)

4= -00, B=oo

in allen (x,y), fiir die x — y nicht der obigen Ausnahmemenge an-
gehort, also in fast allen (x, y). Fir jedes der Definition 4.3 geniigende
¢g(f) ist nun
. B
—_— 1 N
[|ptr.y; 4,B)q(x) g(y) dxdy = 5—— [ [[f(x + 1) gw) dx[Pdt =0 .
o A

1 Dieser’ Begriff geht im wesentlichen auf N. WIENER [1] zuriick. Vgl. auch
BocuNER [2].
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Nach Obigem darf man im linken Integral A > —o0, B - o vornehmen.
Nach Satz 4.2 gilt also eine Darstellung

p(s) = [eiteas (i) (5. 2)
fiir fast alle s. Wegen der Stetigkeit des Integrals und wegen der Vor-
aussetzung iiber ¢ (s) gilt sie auch fiir s = 0. Die nirgends abnehmende
Verteilungsfunktion S(4) ist eindeutig festgelegt.

S(0) —S(a)

heiBt die Spekiralenergie der gegebenen Funktion f(f) im Frequenz-
intervall a =<1 < b. Von der totalen Spektralenergie gilt

B
S(e) = S(—o0) =p(0) =, lim _ ﬁﬂm) 2dt.
4

Die Bedeutung dieser Begriffsbildungen ergibt sich aus folgenden

Beispielen. Im Falle f(f) = sin|¢|*, « > 1, findet man ¢(s) = 0 fiir

s # 0 und ¢(0) > 0. Die iiber ¢(s) gemachte Voraussetzung ist hier

nicht erfiillt. Dies geniige zur Andeutung, dall jene Voraussetzung da-

hin geht, bei /(f) das Haufigwerden der Oszillationen fiir groBe || aus-

zuschlieBen. Sie ist damit der Ergodentheorie besonders angepaBt. Ist
nun

Ht) = 2la,eit! (5.3)

ein trigonometrisches Polynom endlicher Ordnung, so existiert @(s)
fir jedes s mit gleichmaBiger Konvergenz, und man erhilt

¢(t) = Dla,|2e M,

S(b) — S(a) wird also gleich der Summe der Absolutquadrate aller

Amplituden >'|a,|?, fiir welche die Frequenzen 4, von f(f) im Inter-

valle (a,b) gelegen sind. Man erkennt leicht, daB dieses Resultat

giiltig bleibt, wenn die Reihe rechts in (5.3) unendlich ist, jedoch ab-

solut konvergiert. Noch allgemeiner gilt der

Satz 5.1. Ist f(f) von der Form
too

1) = [étra(d), (5. 4)

wo v(h) eine Verteilungsfunktion ist, so gilt (5.2) fiir similiche s, und

es 1st

SG) =3 [0 +0) — (k). (5.5)

Iy < A

Die Summation ist iiber alle links von 1. gelegenen Sprungstellen 1., von v (A)
zut erstrecken.



16 II. Hilfsmittel aus der Spektralanalyse. [84

Beweis. Man setze
v() =V} +w(@),
wo V stetig ist und w die Sprungfunktion von v bedeutet,

) =2 +0) —v(d)],
<A

mit {iber alle Sprungstellen 4, << 1 von v erstreckter Summation. Ent-
sprechend setze man

+oo +oo
F () =fei”dV(/1), gt) = [é1rdw () = Tk, + 0) — v(d,)] eith.

Wegen
[E+9)[6)=F(t+s)F(s)+F(t+s)gls) +et+9)F(s) +elt+s)gls)

miissen zur Bildung von ¢(f) vier entsprechende Limites betrachtet
werden. Der vierte Limes existiert, da g(f) vom Typus (5.3) ist. Die
absolute Konvergenz der Reihe folgt daraus, daB v (4) von beschrinkter
Variation ist. Wire F(f) nicht vorhanden, so wire der Satz bereits
bewiesen. Dasselbe wire der Fall, wenn allgemein das Verschwinden
der ersten drei Limites bewiesen werden konnte. Das Verschwinden
des zweiten und dritten Limes ist iibrigens eine Folge des Verschwin-
dens des ersten, denn g(¢) ist beschrinkt und aus der ScHWARzschen
Ungleichung folgt z. B.

lB A[Ft-l—s ds]éconstB Af|Ft+s|2ds

Es braucht also nur

7 (5.6

A=—oo B=cc B — A

bewiesen zu werden. Nun ist das Integralmittel links gleich
B +o0 +o0

L / ds / €5 - AV (3) dV ().

—00 -0

Da wegen der absoluten Konvergenz die Reihenfolge der Integrationen
vertauschbar ist, hat dieses Integral den Wert

zB() w) _ A A(A—p) .
] /" AV @AV ). (5.7)

—00 —00

Durch Einschalten der neuen Integrationsgrenzen 2 = u -+ & erhilt
man nun leicht

+ o0 oo e
e‘iB(l—;t) _ ei A(A—p) K
[ Eoa i VA é*‘“—a(}g A)ﬁdV )\+2j|dV(l)

—o0 | —o0 w—9o
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woraus sich fiir den Absolutbetrag des Integrales (5. 7) die obere Schranke
pto

/[dV }—{—zMax/[dV |/|dV

ergibt. Daraus folgt wegen der Stetigkeit von V (5.6), und der Satz
ist bewiesen. Ubrigens lehrt der Beweis, daB der ¢(¢) definierende
Grenzwert bereits fiir B — 4 — oo existiert.

Dem Beweise entnimmt man die fiir spatere Anwendungen wichtige
Limesformel

6(B 4)

B

B_li{niwgézﬂf(t) ~ 2[00 +0) — v éHprdt=0. (5.8
J )

Bei der Summation kommen nur die Sprungstellen 2 von v vor.
Nebenbei sei noch folgendes bemerkt: Die im letzten Teil des obigen
Beweises angestellte Uberlegung zeigt auch, daB

B
B_lin;mﬁl—A/f(t) e-ithdt = v(l + 0) — ()
4

gilt. Aus den obigen Beziehungen folgt daher die Vollstindigkeitsrelation

B i B 2
1 QU . 1 —
-A=wB_AA/|f(‘)|W=; BEh‘EwB—_—AAff(t)e “ai,

wobei nur diejenigen abzihlbar vielen 4 vorkommen, fiir welche der
Mittelwert von Null verschieden ist.

Es sei noch einmal hervorgehoben, daB der Mittelwert von |f(f) |2
verschwindet, wenn die Verteilungsfunktion v (1) von f(¢) keine Spriinge
besitzt. Ist die Verteilungsfunktion sogar totalstetig, so verschwindet
bekanntlich nach LEBESGUE /() selbst im Unendlichen.

Diese Ergebnisse sind fiir die Anwendung auf die Spektralzerlegung
des Gesamtbildes einer mechanischen Strémung von Bedeutung. Es
muB jedoch schon hier hervorgehoben werden, dafl die individuellen
Bewegungen sich im allgemeinen nicht durch Funktionen der speziellen
Form (5.4) erfassen lassen, jedenfalls nicht mit Belegungen v von be-
schrinkter Variation. Nach obigem Satze ist die Spektralenergie jener
Funktionen eine reine Sprungfunktion. Bei den Bewegungen eines ,,all-
gemeinen‘ mechanischen Systems ist jedoch S(4) stetig, hochstens bis
auf 1 =0.

(5.9)

§ 6. Spektralzerlegung unitirer Operatorenscharen.

Mit f, g, ¢, . . . seien Elemente des komplexen HIiLBERTschen Rau-
mes § bezeichnet. In § ist ein bilineares inneres Produkt (7, g) erklart,

@h=0Gge: (GHh>o0, f+0; [f]=V7h.

Ergebnisse der Mathematik. V/2. Hopf. 2
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Es erfiillt bekanntlich die Scawarzsche Ungleichung
e Nl=Tlell- I71]-

Wir bendétigen hier aus der Theorie des HiLBERTschen Raumes nur den
Satz, daB ein (komplexwertiges) beschrinktes, lineares Funktional /{f),

L= clif
1 = (/. g0

mit festem g, darstellbar ist®.
Ein in § definierter Operator L heifit hermitesch, wenn fiir alle f, g

(Li,g)=(,Lg

gilt. Er heiBt unitdr (U), wenn U™! in ganz § definiert ist und wenn
stets ’

eindeutig in der Form

U, Ug) = (¢ (61)
gilt.
Der lineare Operator E heifit Einzeloperator, falls
EE=E
erfiillt ist.
Wir betrachten neben einzelnen unitiren Operatoren U auch lineare
Gruppen U, unitirer Operatoren,

UU=U,, U=I (6.2)

wo I die Identitdt bedeutet. Daraus folgt U_, = U; L.

Die Gruppe heiBt stetig in ¢, wenn (U,f, g) stets in ¢ stetig ist. Ent-
sprechend sei MeBbarkeit in ¢ definiert. Aus der MeBbarkeit folgt von
selbst die Stetigkeit, wie sich im folgenden mitergeben wird.

Fiir einen einzelnen unitiren Operator U und fiir eine in ¢ mefBbare
lineare Gruppe unitarer Operatoren U, existiert eine eindeutige

Spektralzerlegung. Es gilt fir alle f, g

2x
U}, ¢) = [ a(Ef, g) ® (6.3)

und analog 0+w
(U, ) = [¢ d(E:1,8)® (6.4)

fiir jedes t. Die E; bilden eine aufsteigende Schar hermitescher Einzel-

operatoren,
E,IEM=E,,, 0=Min(l,y),

1 Vgl. etwa StoNE [1].
2 WINTNER [1].
8 StonE [1] und [2), v. NEUMANN [3]. Der hier gefithrte Beweis lehnt sich an

BocHNER (8] an.
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mit den Normierungseigenschaften E;_o = E; und Ey = 0, E,,, = I baw.
E_. =0, E,=1. Diese Relationen sind als symbolischer Ausdruck
fiir das entsprechende Verhalten von (E,f, g) aufzufassen.

Beweis. Hierzu sind die beiden Sitze von § 4 heranzuziehen. Wir
betrachten nur den Fall einer Gruppe U,. Bei einzelnem U verlduft
der Beweis ganz analog. (U,f,f) ist nun eine positiv definite Funk-
tion von ¢. Fiir eine beschrinkte und abbrechende Funktion ¢ (¢) defi-
niert ndmlich

/q ) (U, @) dt = (V1,¢)

eindeutig einen linearen Operator V in $; denn die linke Seite ist bei
festem f der Konjugiertwert /(g) eines linearen Funktionals. Seine Be-
schrinktheit folgt aus

(U = 1UAI- 1lell = [I71]- el (6.5)

In I(g) = (g, ko) geht indessen %, aus f vermittels einer linearen Ope-
ration hervor. Nun ist

Fa—=y) = Uy yf. ) = U_U,1,U_ U = (U,[ U,J

[[Fx—9) q() qb) dxdy = [ [(U,], U,/ q(x) q(y) dx dy
= [V, U0 q0) dy =[(U,f, Vi) qly) dy = (V}, V) = 0.
Nach Satz 4.2 gilt also fiir fast alle ¢
(U, 1) = [ €140 () (6.6)

mit eindeutig bestimmter, nirgends abnehmender Verteilungsfunktion
Q:(H). Da (U,f, g) Linearkombination gewisser (U, ¢, ¢), nimlich von
(Ue(f L 1g), f 4= ig) und (U,{f £ ¢), /£ ¢) ist, folgt

(U,1,8) = [€dQ; (f, ¢ (6.7)

mit eindeutig bestimmter (jedoch nicht mehr reeller) Verteilungsfunk-
tion Q;(f, g). Aus der Eindeutigkeit schlieBt man: Q,(f, g) ist ebenso
wie (f, g) bilinear in f, g, und wegen

(U_g, ) = (1, U_8) = (Ui}, )

Qulg, ) = Qalf. 8)- (6-8)

also

gilt

Ferner hat man

0=0 () =0:() = 0l ) = 0 (/).

Also gilt die Scuwarzsche Ungleichung

1007, 8)1* = 0:(1) Q1)

2%
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Andererseits ist wegen der Stetigkeit des FOURIER-Integrales
lim (U,f, /) = [40x(/) = @ ()

(wenn in ¢ — 0 die Ausnahmewerte von ¢ vermieden werden). Wegen
(6.5), g = f, ergibt sich dann
0:(h =0 = (/. 1)

Ahnlich wie am Anfange des Beweises erhilt man

Q:(f, 8) = (Eaf, 8)

mit eindeutig bestimmtem linearem Operator E;. (6.8) bedeutet, dafl
E; hermitesch ist. Offenbar gilt E_, =0 und E,_, = E;.
Wendet man nun die Formel

7

Jo@p@)dv(d) = [eD)d [p(s)du(s),
wo im Integrationsintervalle ¢, y stetig und beschrinkt sind und v
von beschriankter Variation ist, auf

feitleisld(Elf, g)
an, so ergibt sich fiir fast alle ¢
(Uersl 8) = | 7 d [ A (E ], g) -

—0o0

In ihrer Abhingigkeit von 4 besitzt die Belegung alle Eigenschaften
einer Verteilungsfunktion. Andererseits ist fiir fast alle ¢

(Usof 8) = (U U1, 8) = [ (E,U, 1, g).
Aus der Eindeutigkeit folgt also
3 e
(E,U,f.8) = [ d(E,f.¢) = [ d, (Edf. 8),
wo im rechten Integral ¢ = Min (4, #) zu setzen ist. Man kann auch

00

(E/'. Us/r g) = (Usfr Eig) =/ eisydﬂ (E,ufx E)g)

— 00

schreiben (fast alle s), woraus wieder wegen der Eindeutigkeit

(E(,f, g = (E,uf! E,g) = (ElE/lf’ g,
also E, = E)E, folgt. Damit ist alles bis auf F,, = I bewiesen. Wenn
nun U, stetig von f abhingt, gilt (6.7) fiir f =0,

(Uof, 8) = (1, 8) =0/, 8) = (Eo]. 8)

und daraus folgt die gewiinschte Relation.
Bei nur meBbarem U, mul erst die Stetigkeit erschlossen werden.
Oben wurde gezeigt, da jedenfalls (L',/, ¢) mit einer stetigen Funk-
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tion von ¢ in fast allen ¢ iibereinstimmt. Die Nullmenge kann noch
von f, g abhingen. Wihlt man nun eine in $ dichte Folge f,, so darf in

(Utfv: fu) = Fv,/t(t) + av,y(t)

die Ausnahmenullmenge N unabhingig von », p fest gewdhlt werden.
F, , ist stetig, und es gilt

a,,(# =0, ¢nichtin N.

Da (U,f, g) gleichmiBig in —oo < ¢ < oo durch (U, },, f,) approximiert
werden kann, folgt ganz allgemein

(UJ,g) =F{) + a(f); a=0, ¢nichtin N

mit stetigem F und derselben Nullmenge N. Ersetzt man hier f durch
U,f, so folgt dhnlich
(Ut+sf: g = G(t) + ().

Ersetzt man jedoch ¢ durch ¢ 4 s, so ergibt sich durch Vergleich
Fit+s)—G@t)=0b() —a(s+1?)

fiir alle ¢£. Da die linke Seite stetig von ¢ abhingt und die rechte Seite
nur in einer Nullmenge von Null verschieden ist, folgt b(t) = a(s + ¢)
fiir alle ¢£. Bei beliebigem ¢ wihle man nun s so, daB s 4 ¢ nicht in N
liegt. Wegen a = 0 folgt dann b(t) = 0 fiir alle ¢, also auch a =0,
w.z. b.w.

Unter einer Sprungstelle von E; wird eine Stelle 2 verstanden, an
welcher (E;f, g) fir mindestens ein Paar f, g einen Sprung aufweist.
E, besitzt hochstens abzihlbar viele Sprungstellen. Betrachtet man
ndmlich eine in § dichte Folge f,, so ist die Gesamtheit der Sprung-
stellen aller (abzihlbar vielen) Funktionen (E,f,, g,) gewil abzahlbar.
Wegen :
(Erf, Eaf) = (1, EZ) = (1, Eaf) = [(L Eap | = I - (| Eat ],

IE A = 1141,

148t sich (E,;f, g) gleichmiBig in A durch Funktionen jener abzihlbaren
Menge approximieren. An einer Stelle, an der sidmtliche Funktionen
dieser Menge stetig sind, ist daher auch die Grenzfunktion stetig. Dar-
aus folgt die Behauptung.

also

§ 7. Einiges vom Punktspektrum?.

Definition 7.1. Die Zahl 2 heift Eigenfrequenz des unitiren Ope-
rators U, wenn es ein Element ¢ == 0 mit Up = ¢'* ¢ gibt. @ heifit ein
zur Eigenfrequenz 1 gehiriges Eigenelement.

1 Vgl. etwa STONE (1.
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Da aus Up = e, Uy = e'*y die Gleichung (¢, y) = (Up, Uy)
== (@, ) folgt, gilt: Jede Eigenfrequenz ist reell, zu (mod 27)
verschiedenen Eigenfrequenzen gehorige Eigenelemente sind zueinander
orthogonal.

Definition 7.2. 4 heift Eigenfrequenz der Gruppe U,, wenn es ein
Element ¢ = 0 gibt derart, dafp U,p = e''* @ fiir alle t gilt. @ heift ein
zu A gehiriges Eigenelement.

Die Eigenfrequenzen sind reell, zu schlechthin verschiedenen Eigen-
frequenzen gehorige Eigenelemente sind zueinander orthogonal.

Die Eigenfrequenzen sind mit den Sprungstellen von E; identisch.
Die zu 4 gehérigen Eigenelemente gehen durch Anwendung der Opera-
tion E;. o — E; auf ein beliebiges Element von § hervor.

Zum Beweise betrachte man eine Sprungstelle 2 = g von E;. Der
Operator E,, . ist eindeutig durch )11;141 . (E,f, g) definiert. Dieser Grenz-

wert ist namlich wieder Konjugiertwert eines beschrankten linearen
Funktionals von g. Ersetzt man in der Spektraldarstellung, z. B. von
(Uif,g), das Element f durch (E, o — E,)f = @, so erhdlt man wegen
der Identitat

0, A=,

E)(Eu+0—E‘u)= E E Z>y
u+0 T o )

sofort
(Up,g) =" (®,8)

fir alle g. Umgekehrt wird jedes Eigenelement auf diese Weise er-
halten. Gehért ndmlich ¢ zur Eigenfrequenz u, so folgt aus der Spektral-
darstellung, wenn man / durch ¢ ersetzt,

(Uip, g) =e“(p,g) = [¢*'d(E,p,g),
also nach dem Eindeutigkeitssatze

0,A=u,

E,p=
19 ¢, 1> p,

(Ey+o“E;¢)‘P=‘P- (7.1)

Orthonormiert man die zur selben Eigenfrequenz gehérigen Eigen-
elemente, so bildet die Gesamtheit dieser Elemente ein normiertes
Orthogonalsystem. Es ist vollstindig, wenn das Spektrum von U
bzw. U, ein reines Punktspektrum ist, d. h. wenn (E,f, g) stets eine
reine Sprungfunktion ist. Aus der Spektraldarstellung folgt dann nam-
lich fiir # =0 bzw. t =0

(f,8) = 2(Ervo— Eilf . )

7
erstreckt iiber alle Eigenfrequenzen 4 = /,. Sind nun ¢, ¢3, ... die
zu 1 gehorigen orthonormierten Eigenelemente, so gilt

Ervo—E)[=2ci9i;  e=(Ero—Efg) =L [Er0—Edo) = (/.43).
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also
(Esvo—Ef, ) = 2/(F, ¢} - (5. ) -
Daraus ergibt sich die Vollstindigkeitsrelation fiir (f, g).

§ 8. Mittelwertrelationen.

U sei wieder ein unitirer Operator in §. Dann gilt der
Satz 8.1. Zu jedem Element | gibt es ein U-Mittel f*, d. h. es gilt
im Sinne starker Komvergenz

. v f o %
nlinmoon— ZUf f

f* ist ein zu A = O gehoriges Eigenclement, d. h. [* ist gegewiiber U in-
variantl.

Beweis. Man betrachte zunichst die Elemente der Form Ugp — ¢,
@ in . Nimmt man alle Hiufungselemente im Sinne starker Konver-
genz hinzu, so entsteht eine abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit .
Setzt man allgemein

n—1
Va,mf = (8.1)
so ist im Falle f = Ugp — ¢
Urg — U™ | 1Uel +1Umg| 2/jp|
Va,mf= _Z___m_q)_, HVn,mfilé ‘i;;_in il =nﬂ¢’;‘%_)0.
Ist / Haufungselement von Elementen /' = U(p— @, so folgt
“Vn,mf" nmf“—ﬂVnmf"‘f ”"‘[\f—f

somit

IV, wf =11 Vo, mf’ H+Hf—fi!
Also gilt auch in diesem Falle
Vamf—=>0, n—m-oo0.

Nun 148t sich bekanntlich jedes Element f in der Form f=g + 4
schreiben, wo g zu I gehort und % zu allen Elementen von I ortho-
gonal ist, d. h. wo

0=0AUp—@)=hUp) —(h,@)=U"h,¢) — h,e)=U"th—h,¢)
\fiir alle ¢ von § gilt. Daraus folgt aber U=1h =4, also h = Uh.

! v. NeumanN [1], CarLEMAN [1] und [2]; vgl. auch E. Hopr [2], sowie die
Zusatzbemerkungen in v. NEUMANN [4]. Nach einer miindlichen Mitteilung von
Herrn v. NEUMANN rithrt der hier wiedergegebene unveréffentlichte Beweis von
F. Riesz her.
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Fiir g ist der Satz schon bewiesen (mit dem Limes Null). Fiir 4 ist

Vamh=h—>h.

n,m
Damit ist wegen f* = & der Beweis vollstindig erbracht.
Aus der fiir irgendein U-invariantes ¢ bestehenden Gleichung

1
n—m

n—1
Vamh @) = 5= 2 (U L), (U f¢)=(,U~p) = (1, )

folgt, da erst recht schwache Konvergenz stattfindet,
(™ ) =, 9)- (8.2)

Durch diese fiir alle invarianten ¢ geltende Relation ist /* eindeutig
bestimmt. Aus der Spektralzerlegung folgt, daB die Bildung des U-
Mittels mit der Operation E., — E, identisch ist. Wegen (7.1) folgt
ndmlich aus (8.2)

(*9) = (1, [Evo— Ed9) = (Eso — Ed /. 9),

(*—[Eqo—Edf, 9) =0

fiir alle invarianten ¢. Da das vor dem Komma stehende Element
auch invariant ist, folgt die Richtigkeit der Aussage.

Fiir eine meBbare, also stetige Gruppe U, gilt analog der

Satz 8.2. Jedes f besitzt ein Ui-Mittel im Simne starker Konvergenz,

also

T
. 1
1 —_— = ¥
Jlim ot [Uifar = .
5
1* ist gegeniiber allen U, invariant'.
Beweis. Der Operator Vg p ist durch

T T

Vsohe) = o5 [V dt,  Ver=gts[Uddt 8.3)

S N

eindeutig definiert. Es geniigt,

Vef—=1* Vp=Vonr (8.4)
zu beweisen, da

Vs,Tf =Vp_sUsf=UsVp_gsf, [*=Ugf*

ist. Bei ganzzahligem T = # erhilt man nun durch Einschalten der
ganzzahligen Zwischenwerte als Integrationsgrenzen, U, = U,

n—1
mz%;‘w(m.

1 S. FuBlnote 1 auf S. 23.
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Hier ist der vorangehende Satz unmittelbar anwendbar. Ist bei be-
liebigem T > 0:#n = [T], so schreibe man

T
Vot ='2Vat + 1 [Uitar.
Dabei ist wegen n
gewiB [T, UN = ([ TL] - 1T = 1]
I T 2 T T T
[U.tar =</ U.fdt, /U.fds>=f/(U,/,UBf)dsdt§”/”2,

Die U,-Invarianz von f* erschlieBt man direkt.

Genau wie bei einzelnem U folgt die Giiltigkeit der Relation (8.2}
fiir jedes Ujinvariante ¢. Durch sie ist f* wieder eindeutig bestimmt.
Auch hier gilt f* = (E,,—E,) /.

Von besonderem Interesse ist fiir die Anwendungen der Fall, wo
A =0 eine einfache Eigenfrequenz ist. Ist ¢, das zugehorige Eigen-
element, so ergibt sich durch Berechnung von ¢ in f* = c¢, vermit-
tels (8.2) ¢ = @,

P — (7, ®o) ) (8 5)
) (@0, %0) "°
Ist 2 = 0 keine Eigenfrequenz, so ist stets f* = 0.

Da mit U, auch ¢~*#tU, eine lineare Gruppe unitirer Operatoren
darstellt, folgt aus Satz 8.2 allgemeiner die Existenz des starken Grenz-
wertes T

! S/rwv,fdt = f. (8.6)
S

Tllél”goo T —

Dabei ist ]? gegeniiber der neuen Gruppe invariant, i. a. W. ;‘\ ist ent-
weder ein zu A=y gehoriges Eigenelement oder es ist fA =0. Im
iibrigen lehrt die Spektralformel, daB der Ubergang zur neuen Gruppe
einfach in einer Verschiebung des Spektrums resultiert. Es ist
?: E,.of —E,f. Analoge Tatsachen bestehen bei einzelnem U.
Fiir mechanische Anwendungen brauchen wir noch die Formel

it=0, (8.7)

T
lim —1—~f
7-8=00 I — S
N |

mit iiber alle Eigenfrequenzen 4 erstreckter Summation. Sie folgt
durch Anwendung von (5.8) auf die Spektralformel. Als Spezialfall
ergibt sich
Satz 8.3. Gibt es keine Eigenfrequenzen aufer & = 0, so gilt
T

(Usf,8) = D é([Ervo — Eidfrg)
A

2

lim

T_Smrisf (Uil 8) — (f*,8) | dt =0. (8.8)
S
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Ist ) = 0 einfach und @, das zugehirige Eigenelement, so gilt (8.5), d. h.

£3 — (f»‘PO) (g) ‘Po) 1
.¢) (9o, @) 8.9
Nebenbei sei bemerkt, daB fiir den Beweis aller dieser Tatsachen
die Spektralzerlegung von U bzw. U, entbehrlich ist. Man muB dann
von der Vollstindigkeitsrelation (5.8) oder (5.9) Gebrauch machen.

II1. Kapitel

Statistik bei Abbildungen und
Strémungen.

§ 9. Zeitmittel und Ergodenhypothese. Das Spektrum.

Wir legen wieder einen Kérper § von Teilmengen von £2, seine
BoreL-Erweiterung BR und ein in B§f definiertes LEBESGUESsches
MaB m zugrunde. Damit die Sitze des vorigen Kapitels anwendbar
werden, sei noch folgendes vorausgesetzt. Es gibt ein System & von
abzihlbar vielen, B® angehorenden Mengen derart, daB jede Menge
aus & bis auf eine Nullmenge durch paarweise fremde Mengen von &
ausgeschopft werden kann. In Teilgebieten des Euklidischen Raumes
mit dem Euklidischen MaB erfiillen z. B. die Parallelepipede mit ratio-
nalen Mittelpunktskoordinaten und rationalen Seitenlingen diese For-
derung.

Der HiLBERTsche Raum aller zu L? gehorigen Funktionen f besitzt
dann wirklich die im vorigen Kapitel beniitzte Eigenschaft der Separa-
bilitit, d. h. es gibt eine in ihm {tiberall dichte Folge f,.

- Nach den Ergebnissen von §3 und § 6 besitzt jene m-treue einein-
deutige Abbildung von £2 auf sich, sowie jede m-treue und meBbare,
also m-stetige Strémung in £ ein ganz bestimmtes Spektrum. Die zu-
gehorigen unitiren Operatoren sind nicht beliebig, sondern geniigen
der Bedingung

Utg=UfUg? (9-1)

Das Punktspektrum einer Stromung hat folgende Bedeutung. Damit
f = f(P) ein zu 1 = 0 gehoriges Eigenelement sei, d. h. damit f gegen-
iiber allen U, invariant sei, ist notwendig und hinreichend, daB bei
beliebigem festem ¢

H(P) = {(P)

1 E. Hopr (3], auch [5]. KoopmaN and v. NEUMANN [1].

2 Ist fiir eine Realisierung von § durch die L2-Funktionen in einem Raume 2
diese Bedingung stets erfiillt, so gehért auch umgekehrt zu U eine bestimmte
maBtreue Abbildung. Analoges gilt fiir Operatorenscharen. Vgl. v. NEUMANN [4].
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fiir fast alle P gelte. Die Nullmenge kann dabei von ¢ abhingen. Es
handelt sich also um die im groBen eindeutigen ,,Integrale’’ der Stré-
mung. Die Einbeziehung bloB melBbarer Funktionen in diesen klassi-
schen Begriff wird sich bald als notwendig und in der Natur der Sache
liegend erweisen. Allgemein sind die Eigenelemente von U, durch die
Forderung gekennzeichnet, daB bei beliebigem festem ¢

[(Py) = é*f(P)

fiir fast alle P gelten soll.

Der Absolutbetrag einer Eigenfunktion ist invariant im obigen Sinne
(Integral). Gehort f zu 4, so gehért f zu —A. Gehért f(g) zu A(u),
so gehort das Produkt fg zu 1 + p. Das Punktspektrum einer Stré-
mung bildet einen Additivmodul?.

Mit f(P) ist auch, wenn f + 0 iiberall in £ angenommen wird, //|/|
eine zur gleichen Eigenfrequenz gehérige Eigenfunktion. Zur letzteren
gehort, da sie vom Betrage Eins ist, ein bestimmter Winkel @ (P),
0=6 <2n. O(P) ist ebenfalls meBbar und geniigt bei jedem ¢ der
Gleichung

O(P) =it + O(P) (mod2n)

fiir fast alle P, ist also eine ,,Winkelvariable* der Stromungl.
Zur Umgehung der oben zugelassenen Ausnahmemengen brauchen
wir den
Hilfssatz 9.1. Zu jeder Eigenfunktion f(P) der Stromung im obigen
Sinne gibt es dann eine mit ihr fast diberall vibereinstimmende Eigenfunk-
tion f'(P) derart, daf
['(P) = é*f' (P)

ausnahmslos, d. h. fir alle P,t gilt2,

Beweis. Man darf also z. B. den Begriff des Integrals im Sinne
strikter Konstanz lings einer jeden Stromlinie auffassen. Der Durch-
sichtigkeit halber sei der Beweis nur fiir Integrale gefiihrt, f(P,) = f(P).
Nach der Voraussetzung des besagten Kriteriums ist f(P,) meBbar in
(P,1). Also ist die (P, t)-Menge, in der f(P,) + f(P) stattfindet, meB-
bar. Da fiir jedes feste ¢ die Ausnahme-P in £2 eine Nullmenge bilden,
ist nach FuBINI die obige (P,?)-Menge vom MaB Null in 2 X (¢).
Wiederum nach FuBINI gilt also: Fiir alle P auBerhalb einer festen
Nullmenge N in £ ist f(P,) = f(P) fiir fast alle ¢.

Aus

P,cQ-N, PcCcfQ-N (9.2)
folgt nun
TP = (P, [((Py)y) = [(Py)

1 Koopman [1].
2 v. NEUMANN [4].
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fiir fast alle ¢ bzw. s. Verkniipft man s,¢ durch s =¢4a — b, so
gelten beide Gleichungen gleichzeitig fiir fast alle #. Wahlt man ein
derartiges ¢, so folgt wegen

(Pa)t = Pt+a = (Pb)t+a—b = (Pb)s

die Gleichheit der Werte von f in den duBersten Punkten. Also ist
f(P,) = f(P,), wofern nur P,, P, der Bedingung (9.2) geniigen, d. h.
auf allen auBerhalb N gelegenen Teilen einer Stromlinie nimmt f einen
strikt konstanten Wert an. Wir definieren dann /' = f in £ — N, und
setzen /' in N gleich jenem konstanten Wert, falls die durch P gehende
Stromlinie iiberhaupt nach £ — N gelangt. Tut sie das nicht, so setze
man f = 0. f' ist offenbar die verlangte Funktion.

Auf Strémungen angewandt, liefert Satz 8.2 den

Statistischen Ergodensatz. Jede zu L2 gehirige Funktion f(P)
besitzt ein ebenfalls zu L2 gehoriges Zeitmittel f*(P) im Sinme starker

Konvergenz,
T

: l

S

f* ist gegeniiber der Strimung invariant und durch die fiir jedes invariante h
geltende Relation
(1, ) = (% h) (9.3)

eindeutig bestimmil.,

Ist f die charakteristische Funktion einer Menge 4, so stellt f* die
mittlere Verweilzeit des wandernden Punktes P, in A dar.

Definition 9.1. Die Stromung heift bei endlichem m (2) ergodisch,
wenn fiir jedes | (P) aus L% das Zeitmittel in L2 fast tiberall konstant ist.

Zur Ergodizitdt ist bereits hinreichend, daB diese Forderung bei
den Funktionen einer in § dichten Folge zutrifft. Setzt man ndmlich
in (9.3) &= f* so folgt aus der ScHwarzschen Ungleichung leicht

170 = 171l

Wendet man dies auf / — f, an, wo die /, die erwihnte Folge bilden,
so folgt die Richtigkeit der Behauptung, da jedes f} fast iiberall kon-
stant ist. Die Ergodizitat folgt also bereits daraus, daB die mittlere
Verweildauer in jeder der Mengen von &, oder von & (z. B. in Parallel-
epipeden oder Kugeln) bis auf eine Nullmenge konstant ist. Ergodizitat
im obigen Sinne ist demnach die Forderung, welche der BOLTZMANN-
schen statistischen Mechanik in Wirklichkeit zugrunde liegt2

1-Vgl. FuBnote 1 S. 23. Es besteht sogar gewohnliche Konvergenz in fast
allen P (individueller Ergodensatz), BIRKHOFF [1]. Obwohl vor v. NEUMANN [1]
erschienen, wurde es etwas spater gefunden.

2 v. NEuMANN (1], [2] und [4].
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Im ergodischen Falle ist 4 = 0 einfache Eigenfrequenz mit keinen
anderen Eigenfunktionen als den Konstanten. Es gilt also (8.5), go=1,

dm
ot A0 ©.4)
(1) mQ) )

Insbesondere ist die Verweilzeit in einer Menge A gleich m (4)/m(£2).
LBt man in Definition 9.1 die Forderung der Endlichkeit von m ()
fallen, so ist im Falle m(2) = oo 1 = 0 keine Eigenfrequenz. Dann
ist stets /* =0, f< L% Die genauere Untersuchung dieses Falles er-
fordert ganz andere Hilfsmittel als die bisherigen und sei auf spiter
verschoben.

Definition 9.2. Bei endlichem als auch unendlichem m(2) heife
die Stromung metrisch transitiv, wenn fir jede mefbare und invariante
Menge A entweder A oder 2 — A eine Nullmenge istl.

Invarianz einer Menge bedeutet hierbei Invarianz ihrer charakte-
ristischen Funktion. Aus dem Hilfssatz 9.1 folgt, daB es zu jeder meB-
baren und invarianten Menge eine ihr im wesentlichen gleiche, strikt
invariante, d. h. aus ganzen Stromlinien bestehende Menge gibt. Es
bedeutet also dasselbe, wenn in Definition 9.2 strikte Invarianz ver-
langt wird.

Folgerungen aus der metrischen Transitivitdt. Bei gewthn-
lichen mechanischen Strémungen 14Bt sich das obige Mengensystem €
aus Umgebungen aufbauen. Man nennt eine einzelne Stromlinie transi-
tiv, falls sie in £2 iiberall dicht liegt. Ist nun die Strémung metrisch
transitiv, somiissen fiir fast alle Punkte P die hindurchgehen-
den Stromlinien transitiv sein2 Hierzu braucht nur gezeigt zu
werden, daB fiir jede Menge 4 des Systems € die Stromlinien, welche
mit 4 keinen Punkt gemein haben, eine Nullmenge bilden. Diese Linien
haben nidmlich mit keinem A4, gemeinsame Punkte, also auch nicht mit

B =234,

wo 7 alle rationalen Zahlen durchlduft. B ist nun meBbar und invariant
in dem Sinne, dal B, = B fiir alle rationalen { gilt. Aus dem Bestehen
von m(CB,) = m(CB) flr alle rationalen ¢ folgt aber wegen der Stetig-
keit (Definition 3.3) die Giiltigkeit fiir alle ¢, d. h. die Invarianz von B.
Da B keine Nullmenge ist, muBl £ —B es sein. Die letztere Menge
enthilt aber die betrachteten Stromlinien.

Die Umkehrung dieser Behauptung ist im allgemeinen wahrschein-
lich falsch. Ob sie bei analytischen Strémungen zutrifft, ist jedenfalls
noch unerwiesen. Die Frage ist die, ob es bei ,verniinftigen Stro-
mungen vorkommen kann, dalB die Gesamtheit der Stromlinien in zwei
je tiberall dichte Teile positiven MafBes zerlegbar ist.

1 BIRkHOFF and S»iTH [1]. 2 CarLEMAX [2].
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Satz 9.2. Bei endlichem m(82) ist die Ergodizitit gleichbedeutend
mit der metrischen Transitivitit!.

Beweis. Ganz allgemein ist metrische Transitivitit damit gleich-
bedeutend, daf} die Konstanten (bis auf Nullmengen) die einzigen meB-
baren und invarianten Funktionen sind; denn ist / invariant, so ist
jede Menge f> a invariant. Ist nun jede invariante Funktion eine
Konstante, so trifft dies fiir jedes Zeitmittel zu, i. a. W. die Strémung
ist ergodisch. Besteht, umgekehrt, Ergodizitit im Sinne von Defini-
tion 9.1, so folgt die Konstanz bei den zu L2 gehdrigen invarianten
Funktionen aus ihrer Identitit mit ihren Zeitmitteln. Da wegen
m(§2) < oo die charakteristische Funktion jeder meBbaren und invari-
anten Menge invariant und zu L2 gehérig ist, folgt die metrische
Transitivitit. Im Falle m (£2) = oo versagt der SchluB.

Satz 9.3. Im ergodischen Falle sind samiliche Eigenfrequenzen ein-
fach. Jede Eigenfunkiion ist fast tiberall von konstantem Betragel.

Beweis. =0 ist einfach, und die zugehdérigen Eigenfunktionen
sind die Konstanten. Gehéren f, f beide zur Eigenfrequenz 4, so ge-
horen sowohl f'/f als auch |f| zu 2 = 0, sie sind also im wesentlichen
Konstante.

Es konnte kiinstlich, ja sogar unnétig erscheinen, zur Untersuchung
der Zeitmittel f*(P) die umfangreiche Klasse der lediglich meBbaren
Funktionen heranzuziehen. Demgegeniiber sei ohne Beweis bemerkt,
daB bei ,,allgemeinen’ ergodischen Strémungen, sogar im analytischen
Falle, ein stetiges f{P) angebbar ist, dessen Zeitmittel vom Werte (9.4)
in einer {iberall dichten Menge von Stromlinien abweicht. Typisch ist
in diesem Sinne das spiter behandelte Problem der geodatischen Linien
auf Flichen der Kriimmung —1.

Nicht typisch ist folgendes klassische Beispiel einer ergodischen
Strémung auf dem #-dimensionalen Torus x;(mod1), + =1,2,...,#,

P=(x,%,...,%,), P,= @ +at, x+ax,..., %, +a,),

wo die #; linear unabhingig sind. Das MaBelement dx, dx, . .. dx, ist
invariant. Gehort das invariante f zu L2 so miissen die formalen
Fourierreihen von f(P,) und j(P) identisch sein. Beim Ubergang von
der zweiten zur ersten erhilt jedoch das Glied

A e2attaz+- +kazn) {9.5)
den Faktor
e‘l-‘lit(k;th’*‘ coe ok knan) ,
welcher nur dann fir alle ¢ gleich Eins ausféllt, wenn
By=rlhy="-+ =k, =0

ist. Die Reihe reduziert sich also auf das konstante Glied, d. h. f ist
fast iiberall konstant?2. Dariiber hinaus ist bekannt, dal das Zeitmittel

! v. NEuManN (1] und [4]. 2 E. HorF [2].
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eines beliebigen RIEMANN-integrablen f im Sinne gleichméBiger Kon-
vergenz existiert und konstant istl. Ubrigens sieht man leicht, daB
diese Strémung ein reines Punktspektrum besitzt. Man erhilt E;f
aus f, indem man in der Fourierreihe von f nur diejenigen Glieder bei-
behilt, die der Bedingung
2 (kyay + -0+ kya,) <2
geniigen. Die Eigenfrequenzen sind alle einfach, und die zugehérigen
Eigenfunktionen sind (9.5).

Zur Frage, inwieweit eine ergodische Strémung durch ihr Spektrum
charakterisiert ist, 1aBt sich folgendes Resultat anfithren. Eine ergo-
dische Stromung mit reinem Punktspektrum ist durch dasselbe im
wesentlichen, d. h. bis auf eine m-treue Koordinatentransformation,
eindeutig bestimmt. Ferner 148t sich auch jeder Additivmodul reeller
Zahlen als Punktspektrum einer ergodischen Strémung mit reinem
Punktspektrum auffassen?2.

Eine m-treue und m-stetige Stromung, m(8) < oo, besteht bis auf
eine Nullmenge in Q aus invarianien, ergodischen Bestandteilens.

Dies ergibt sich durch Reduktion der Strémung vermittels ihrer
,im groBen eindeutigen Integrale'3.

Es ist unmittelbar ersichtlich, wie die obigen Begriffsbildungen und
Sitze bei einer einzelnen Abbildung zu fassen sind.

§ 10. Anwendung auf ein Verteilungsproblem.

Satz 10.1. Jedes zu L' gehirige f(P) besitzt ein ebenfalls zu L1
gehoriges Zettmittel {*(P) im Sinne starker L1-Konvergemz. Dabes ist
m (82) < oo vorausgesetzt.

Beweis. Fir ein solches f ist f(P,) eine meBbare Funktion von
(P, ). Aus

T T
(T —S)|fdm=[d¢[f(P)dm = [dt|[(P)dm
fram = fasfrram =
folgt nach FuBini ihre Summierbarkeit in £2x (S, 7). Streng genom-

men miite man erst f als Differenz zweier nichtnegativer und summier-
barer Funktionen schreiben und einzeln vorgehen. Das Integral

T
[Pyt
- S
1 H. WevL [1].
2 v. NEUMANN [4]. Dort findet man auch ein vom WEvLschen verschiedenes
Beispiel.

3 v. NEUMANN [1] und [4], wo sich eine prédzise Formulierung nebst Beweis
findet. Daf§ bei dieser Zerlegung die gestaltlichen Verhiltnisse sehr verwickelt
sein konnen, selbst fiir analytische Strémungen, wird durch die obigen Bemer-
kungen nahegelegt. Eine noch weitergehende Zerlegung findet sich bei KRYLOFF
und BoGOLIOUBOFF [2].
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existiert also fiir fast alle P. Es ist

{ /dm Ti—ngf(Pt) at
| ¢ $

Wegen m () < oo folgt aus der Zugehorigkeit einer Funktion zu L2
die zu L. Da man nun nach dem Approximationssatze f Ll-stark
durch Funktionen f, aus L? approximieren kann, ergibt sich der Satz
leicht durch Anwendung von (10.1) auf die Differenzen f — f,.
f(P,v) sei im Produktraume £2X (v) summierbar. Dann ist auch
g(Q, u) = f(Q, u/s) bei festem s im Produktraume der (Q, #) summier-

éﬂf(P)[dm. (10.1)
0

bar. Im Integrale s
Ug(Q, u) dm du (10.2)
40 '

fiihre man die Substitution
Q=P, u=v (10.3)

aus. Diese eineindeutige Abbildung von £ X (v) auf sich und ihre In-
verse fiihren jede meBbare Teilmenge des Produktraumes in eine eben-
solche iiber, wobei das ProduktmalBl du = dm dv erhalten bleibt. Es
geniigt, den Beweis im Falle zu fiihren, wo die Menge das Produkt
einer meBbaren Teilmenge 4 von £2 und eines endlichen v-Intervalles
ist. Eine solche Menge geht aber in einen endlichen v-Abschnitt der
durch 4 erzeugten Stromréhre iiber. Aus der MeBbarkeit derselben
(die Stromung ist meBbar!) folgt dann die MeBbarkeit des Bildes. Zur
Berechnung des p-MaBes darf daher der Satz von FUBINI herangezogen
werden. Der Durchschnitt mit fast jeder ,,Ebene v = const ist meB-
bar und m-treu gegeniiber (10.3). Also ist (10.3) u-treu. Setzt man
(10.3) in (10.2) ein, so ergibt sich

Qfé/g(P,,,v)dmdv.

Nach FuBINI existiert also bei beliebigem festem s
L [e(Pov)av = [g(Pun, sv)dv = [1(Prs,1) 1
0 0 0

fiir fast alle P im Sinne absoluter Konvergenz und stellt eine zu L!
gehorige Funktion dar. Von ihr gilt der
Satz 10.2. Es ist

lim [|0(P,) — &% (P)|dm =0;
Q

G(P,1) = [{(Pu,v)dv,  B*(P) = [1*(P.v) dv,
; )

)
wo [*(P,v) das bei festem v gebildete Zeitmittel von f(P, v) bedeutet.
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Beweis. Man bemerke zunichst, daB der Satz im Falle

[(P,v) ={(P)g(v), g={1’ 0=v<a,

(10. 4)
0,a=v<<o©

mit Satz 10.1 zusammenfillt; denn dann ist
[ at
OP. = [HPwdv=a-L[i(P)ds; &%) =af(P).
0 0

Im allgemeinen Falle kann man nach dem Approximationssatze immer
eine endliche Summe

f(P,v) = 21 (P) g (v)

mit summierbaren f, g angeben derart, daB

[/If(P,v) — fu(P, v)|dmdv <%
20

ausfillt. Durch nochmalige Anwendung dieses Satzes kann man er-
reichen, daB die g(v) charakteristische Funktionen endlicher Intervalle,
sogar von der Form (10.4) sind. Setzt man
Ou(P,) = [fa(Prs,0)dv,  *(P) = [£X(P,0)dv,
0

0
so folgt

[18.2.0 = 0@, 0] am= [ [|fa(Petsv) = 1Possv) | dmdv < 1.
] 20

Die linke Seite strebt daher fiir # — oo gleichmiBig in ¢ nach Null
Ferner ist

[1022) — o* (B am = [ [|{fa(P,0) — 1P, o)} dm
g 20

= [[InP,0) — [P |dm < o
20

unter Benutzung der Ungleichung (1, [p*|) < (1, |@|). Daraus ergibt
sich der Satz in vollem Umfange.

Wir wenden diesen Satz auf die Strémung P — P, an, welche der
geradlinigen und gleichférmigen Bewegung (mit der Geschwindigkeit
Eins) eines Punktes in einem GefiBe mit elastischer Reflexion an den
Winden entspricht. Die Phase P ist dann das Linienelement (Punkt,
Richtung). Der Phasenraum ist also das Produkt des GefiBinneren
mit der Richtungskugel. Das invariante MaB in £ ist bekanntlich
dm = dVda, wo dV das Volumelement im Gefill und do das Flichen-
element auf der Richtungskugel bedeuten.

Ergebnisse der Mathematik. V/2. Hopf. 3
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Man denke sich zur Zeit £ = 0 einen kontinuierlichen Haufen von
Punkten verschiedener Geschwindigkeiten v mit kontinuierlicher Ver-
teilung hinsichtlich der Anfangsphasen und Geschwindigkeiten gegeben.
f(P,v)dm dv sei die relative Anzahl der Teilchen im Elemente dm dv
des erweiterten Phasenraumes £ X (v),

Q/O]/(P,v)dmdv=1.

Zur Berechnung der Verteilung zur Zeit ¢ betrachte man einen Teil 4
dieses Raumes und seine charakteristische Funktion g(P, v). Die An-
zahl der Teilchen, die sich zur Zeit ¢ in A befinden, ist gleich

fff g(Qps,v)dmdv

(hat Q die Geschwindigkeit v, so befindet es sich zur Zeit ¢ in Q,,),
oder, da dm bei der Substitution P = @,, invariant bleibt,

f/f o, V) g (P, v)dmdv. (10.5)

Aus dem Satz 10.2! folgt nun fiir # > oc die Konvergenz dieser Anzahl
gegen einen Grenzwert. Die Verteilung wird stationdr. Wohlgemerkt
besteht nicht direkte Konvergenz der Dichte f, sondern der Anzahlen,
d. h. schwache Konvergenz der Dichte. Die Grenzdichte, d.h. die
Dichte der Grenzverteilung, ist nach jenem Satze gleich

*(P, v). {10.6)

Die Aussage des Satzes 148t sich auch direkt veranschaulichen. Die
Anzahl derjenigen Teilchen beliebiger Geschwindigkeiten v, welche sich
nach Ablauf der Zeit ¢ in dmp und zusammen mit ihren Geschwindigkeiten
in A anfinden, ist

dmpf f(Pyi, ) g (P,v) do.
Die Dichte dieser Anzahl strebt L-stark gegen eine Grenzfunktion,
[, ) (P, v)dv.
0

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo die Strémung bei
konstanter Geschwindigkeit v = 1 ergodisch ist. Dann hingt die Grenz-

dichte (10.6), JHQ, v)dm

f*(P,v) = m (L)

1 Vielmehr aus der analog bewiesenen Verallgemeinerung auf den Fall

§) = [1(Pra, v) g (P, v) dv.
0

Dabei darf g eine beschrinkte und meBbare Funktion von (P, v) sein.
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nur von v ab, und die Anzahl der Teilchen, die sich ohne Riicksicht
auf die Geschwindigkeiten im Teile & von £ anfinden, strebt gegen
m(x)/m(82).

Das einfachste Beispiel, bei welchem dies der Fall ist, wird durch
die kleinen Planeten geliefert. Hierzu denke man sich das obige Gefd
durch eine Kreislinie ersetzt mit sehr vielen Punkten verschiedener
Geschwindigkeiten, die sich auf ihr in positivem Sinne gleichférmig
bewegen!. Die Verteilung wird dann auf ihr gleichférmig, da die Stré-

fmung P =g(mod2m), P,=gp -+ t(mod2x) (10.7)

ergodisch ist.

§ 11. Tendenz gegen stationire Verteilung. Mischung.

Eine wichtige Klasse bilden bei endlichem (£2) diejenigen meB-
baren und m-treuen Strémungen, bei welchen

Lm(U.f,8) = (* ¢) (11.1)

fiir irgend zwei Funktionen f, g aus L2 gilt. Aus der bloBen Existenz
des Limes folgt bereits, daB er den angegebenen Wert hat. Dies folgt
aus dem statistischen Ergodensatz mit Hilfe der Tatsache, daBl auch
das Integralmittel beziiglich ¢ denselben Limes besitzt. Wegen (U,f, g)
= (f,U_,g gilt (11.1) automatisch fiir { > —oo.

Die statistische Interpretation ist folgende: f(P) sei die Hiufig-
keitsdichte einer Verteilung von Phasen in £. g(P) sei die charakte-
ristische Funktion eines Teiles 4 von . Dann ist die Anzahl der nach
Ablauf der Zeit ¢ in 4 befindlichen Teilchen jener wandernder Phasen-
wolke gleich

[1(P1g(Pydm = (1, U.g) = (U_.f,0) ®

&
Sie strebt fiir ¢ —> oo einem Limes zu, d.h. die Wolke verteilt sich
stationdr. Das in §10 behandelte Beispiel ordnet sich diesem Typus
unter, wenn die dortige Strémung nicht auf den ,Integralflichen”
v = const., sondern in ihrer Gesamtheit, d. h. im Produktraume be-

trachtet wird,
H=(P,'U), th(Pvt,'U).

(11.1) gilt bereits dann, wenn es fiir die charakteristischen Funk-
tionen irgend zweier Mengen des Korpers § oder auch des Mengen-
systems € besteht. Der Limes ist nidmlich dann auch bei den end-
lichen Summen f’, g’ solcher Funktionen vorhanden. Alles iibrige folgt
aus dem Approximationssatze von § 2 und der Ungleichung (3. 6), welche
die GleichmaBigkeit der Approximation hinsichtlich ¢ nach sich zieht.

1 PoincarE [1], Einleitung und p. 320ff.
2 POINCARE [1], p. 320ff.

3*
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Von groBem Interesse ist der Fall, wo im Laufe der Zeit jeder Teil
von Q gleichmiBig iiber £ verteilt wird.

Definition 11.1. Die Stromung heifit vom Mischungstypus, wenn
stets

__ [tamfgdm
: g1y @ &
gil Jim (Uif,8) = =05~ = ) (11.2)
Insbesondere gilt dann fiir irgend zwei meBbare Teile von £
: / _ m(A)m(B)
Jim m{d, B) = "= e (11.3)

Definition 11.2. Man spricht vom Mischungstypus im weiteren
Stune, wenn stets

S| 2
| e 0| ,,
pUm S/i T dt =0 (11.4)

gilt.

Zugehorigkeit zu einem dieser Typen ist bereits dann sichergestellt,
wenn die betreffende Definition bereits bei den charakteristischen Funk-
tionen der Mengen von & oder von € zutrifft. Denn fiir diese Funk-
tionen gilt notwendigerweise

=

o

f,1)
(1,1
Daher gilt es, wie schon in § 9 erwihnt wurde, allgemein. AuBerdem
gilt stets (11.1) im engeren bzw. weiteren Sinne. In &hnlicher Weise
folgt iibrigens, daB (11.2) bzw. (11.4) auch fiir alle f aus L* und alle
meBbaren und beschrinkten g gelten muB.

Mit Definition 11.2 ist folgende Aussage! gleichwertig: Auf der
¢-Achse 148t sich eine von f,g unabhingige, feste Menge M der Dichte
Null,

|

-~

s 1
plim g m{M-(S, 1)} =0,

angeben derart, daB (11.2) gilt, wenn ¢ unter Vermeidung dieser Zahlen-
menge iiber alle Grenzen wichst.
Mit einer in § {iberall dichten Folge f, bilde man die Funktion

oo, 00

(Ut ) — (8
o) = D2 AL TA.

Sie wird, wie man leicht sieht, durch die Reihe

D2nmag
majorisiert und stellt somit eine stetige Funktion von ¢ dar. Ferner ist
T

ThmmT S] 1=0.

1 KoopmaN and v. NEUMANN [1].
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Daraus folgt die Existenz eines M der Dichte Null derart, daf3 bei Ver-
meidung von M limo(f) = 0
t=o0

gilt. Es 148t sich auch zeigen, daB man M als Summe von Intervallen
wihlen kann derart, daBl jedes endliche #-Intervall héchstens endlich
viele derselben enthilt. Wenn ¢ M vermeidet, ist erst recht (11.2) fiir
f=1{,, g=1, richtig. Wegen (3.6) gilt es also allgemein.

Schon oben wurde bemerkt, daB eine Stromung vom Mischungs-
typus (im weiteren Sinne) ergodisch sein muB. Das Umgekehrte ist
falsch. Gleichbedeutend mit Ergodizitit ist, daB 4 = 0 eine einfache
Eigenfrequenz ist. Jedoch gilt der

Erste Mischungssatz. Damit eine Stromung vom Mischungstypus
im weiteren Simme sei, ist notwendig und hinveichend, daf A =0 die
einzige und eine einfache Eigenfrequenz sei; oder, daf die Stromung weder
nichtkonstante |, Integrale’* noch ,,Winkelvariable' besitzel.

Beweis. Die Notwendigkeit ist klar. Ist namlich / eine Eigen-
funktion, U,f = et*f, so folgt durch Einsetzen in (11.4) im Falle 2 & 0
wegen (f,1) =0: f=0. DaB die Bedingung auch hinreichend ist,
folgt unmittelbar aus Satz 8.3.

Ebenso ergibt sich allgemeiner die Einzigkeit von 4 = 0 als Eigen-
frequenz oder die Nichtexistenz von Winkelvariablen als dquivalent
mit der Tendenz gegen stationdre Verteilung im weiteren Sinne.

Die Mischungsstrémungen lassen sich noch leichter in folgender
Weise charakterisieren. Die Stromung P — P, erzeugt nidmlich im
symmetrischen Produktraume 2% = Q X £ eine Produktstromung

IT = (P,Q)=(Q, P), II, = (P, Q).

(F,G) =fﬂ/F(P, 0) G (B, Q) dmpdmy.

Q

Wir setzen

Die Produktstromung 1iBt das Mal3

M= f j ) mp d My
invariant. Dann gilt der
Zweite Mischungssatz. Damit eine Stromung zum Mischungs-
typus im weiteren Sinne gehire, ist notwendig und hinreichend, daf die
zugehirige Produkistromung ergodisch oder metrisch transitiv sei®.
Beweis. Die Gleichung '

T
Jim (U g) — (g pdt =0 (11.5)
S

1 E, Horr (8], Koopman and v. NEUMANN [1]. Vgl. auch KHINTCHINE [2].
In der ersten Arbeit findet sich auch eine andere Bedingung.

2 E. Hopr [4]. Vgl. auch E. Hopr [8], wo auf die Bedeutung des Mischungs-
begriffes fir die Erklarung der Stabilitit der Haufigkeitserscheinungen in der
Natur eingegangen wird.
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ist wegen T
ngwT}%ﬂUd£Mt=Uﬂ9
mit
T

ngwTéEJWanﬂ@th=\Uth (11.6)
gleichbedeutend. Setzt man

FU) =((P)}Q), GU)=¢gP)e@), (11.7)
und N

F(I) = f*(P) f*(Q), (11.8)

so erhidlt man, wenn von jetzt ab nur reellwertige Funktionen zu-
gelassen werden,

(U,F,Gy= (Upf, 02, <F Gy = (f*g"

(11.6) kann also
T
. 1 ~
Tll,‘?n;ooT———S/<UtF’ G>dt = <F, G>
s
geschrieben werden. Andererseits ist nach dem Ergodensatz dieser
Limes gleich
(F*, Gy,

wo F*(II) das Zeitmittel von F bedeutet. Daher ist (11.5) vollkommen
gleichbedeutend mit der Relation

(F—F*G) =0, (11.9)

wo F, G, F durch (11.7) und (11.8) definiert sind.
Ist nun die Produktstrémung ergodisch, so ist sie metrisch transitiv.
Gleiches gilt daher von der gegebenen Stromung. Man erhilt

f*____(f»”. F*_<F11>_(f’1)2__f*2_ﬁ

1,1’ Ty ()2

und damit (11.9).

Ist, umgekehrt, die gegebene Strémung vom Mischungstypus, so
muB (11.9) nach dem Korollar zum Approximationssatz 2.1 iiberhaupt
fiir alle G gelten, die in £22 zu L2 gehéren. Also ist

P = (P () = L1 — const.

1,12
Ubrigens beweist man leicht, daB die Produktstrémung auch vom
Mischungstypus ist.
Die Bedingung des Satzes bedeutet statistisch, dal zwei verschiedene
Punkte in £2 sich nach langer Zeit voneinander unabhingig bewegen.

—

—_
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Zusammenhang zwischen den Mischungssidtzen. Zwischen
den Spektren einer Stromung und ihrer Produktstrémung besteht ein
bestimmter Zusammenhang.  Jede Eigenfunktion der letzteren (die
Eigenfrequenz sei 4) 1dBt sich als bilineare Kombination von Eigen-
funktionen der ersteren darstellen, wobei in jedem auftretenden Pro-
dukte die Frequenzen der beiden Faktoren die Summe 4 haben. Diese
hier nur angedeutete Tatsache, insbesondere der Spezialfall 4 =0,
macht die Art und Weise verstindlich, in der im folgenden der erste
Mischungssatz direkt aus dem zweiten gefolgert wird. Statt der har-
monischen Analyse wird jetzt die Theorie der Integralgleichungen mit
reellem symmetrischem Kern herangezogen.

Wir behandeln den einfacheren Fall einer einzigen m-treuen Ab-
bildung P — P,. Der zweite Mischungssatz gilt offenbar auch hier.
Wir beweisen nun den ersten.

Der nichttriviale Teil der Behauptung kann so formuliert werden:
Hat die Produktabbildung wesentlich nichtkonstante Integrale, so be-
sitzt die urspriingliche Abbildung Eigenfunktionen mit 2 + 0. Es kann
angenommen werden, daB3 die letztere ergodisch ist, d. h. nur die Kon-
stanten zu Integralen hat. Es sei

F(Py, Q) = F(P,Q) (11.10)

mit reellem, symmetrischem, wesentlich nichtkonstantem und zu L2

gehérigem F. Der reduzierte Kern
_({(‘)/‘Fd'u
K(P,Q)=F(P,Q) — ———5—
(P.Q)=F(P.Q) — g

hat die gleichen Eigenschaften. Der (reelle) vollstetige und hermitesche

Operator L =/K(P, Q) F(Q) dmyq
e

ist nun mit U vertauschbar. Wegen der Invarianz von # und wegen
(11.10) ist ndmlich

ULt = [K(P,, 0)1(Q) dmq = [ K(Py, Q) (@) dmg = LUJ.
¢ s

Ferner ist der Kern als Funktion eines der beiden Punkte zu allen
Integralen der gegebenen Abbildung P — P, d. h. zu allen Konstanten
orthogonal. Wegen UL1 = LU1 = L1 ist L1 invariant gegeniiber
P — P,, also konstant, L1 =c. Wegen

c(1,1) = (L1,1) = [[Kdpu= [[Fdp — [[Fdp =0
verschwindet sie.

Da K nicht identisch Null ist, besitzt es mindestens einen Eigen-
wert y und eine zugehoérige Eigenfunktion

¢=yLg, g¢+0. (11.11)
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Die Eigenwerte sind von endlicher Vielfachheit. ¢,, ¢,, ..., @, seien
die zu y gehorigen orthonormierten Eigenfunktionen. Aus der Ver-
tauschbarkeit folgt nun, daB mit ¢ auch U¢ Eigenfunktion ist. Also ist

U, =Dcivpy; i=1,...,n.
Da wegen der Unitaritit von U auch die Ug, orthonormiert sind, ist
die Matrix |/¢;;|| unitir. Ihre charakteristischen Wurzeln £ sind also

vom Betrage Eins, und zu jedem { gibt es ein nicht identisch ver-
schwindendes @ = > a,p, mit

Up=_{p.
Alles ist bewiesen, wenn { # 1 ist. { = 1 ist aber ausgeschlossen, denn
dann wire ¢ U-invariant, also konstant. Wegen (11.11) und wegen

L1 = 0 wire es also identisch Null.
Damit ergibt sich die Mischungsrelation

n—1 )
lim 2!(U”f,g) —(-”T“(g’“f=0, (11.12)

n—m=oo N — M 1, 1)

falls die Abbildung auBler den Konstanten keine Eigenfunktionen besitzt.

Den ersten Mischungssatz fiir Strémungen kann man aus dem fiir
Abbildungen herleiten, indem man erstens zeigt, daBl aus der Einzig-
keit und Einfachheit von 4 = 0 bei der Gruppe U, gleiches bei U="U,
folgt, und zweitens, daB aus (11.12) sich (11.4) ergibt. Die erste Be-
hauptung folgt durch Fourieranalyse, und die zweite ergibt sich, wenn
in (11.12) f durch U,f ersetzt wird und (11.12) iiber 0 <s <1 inte-
griert wird. Man beachte dabei, daBl (U,f, 1) = (f,1) ist. Die resul-
tierende Summe 148t sich als Integral von S = m bis T = » schreiben.

Eine Extremumeigenschaft. Fir irgend zwei Teilmengen 4, B
von £ gilt T

o _ () mB)p
. T—_gsjm(AA’)m(BB‘)“é(‘ )

Das Gleichheitszeichen gilt, wenn die Strémung vom Mischungstypus
im weiteren Sinne ist. Fir B = Q folgt

T
. 1 .
Tl%{ico T—:—S—l{m (AAt) dt =
N

Das Gleichheitszeichen gilt bereits bei ergodischer Strémung.

Beweis. Setzt man in (9.3) =1 und % = f* so folgt (f,1)
= (f*,1) und (f, /*) = (f*, /*). Wendet man auf (f*, 1) die SCHWARz-
sche Ungleichung an, so ergibt sich

(1) = B 17

1 KHINTCHINE [3]. Der obige Beweis ist kiirzer als dort.

(1. 1)
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Im ergodischen Falle besteht Gleichheit. Bei der Produktstromung in
£x 8 mit Beriicksichtigung der Reihenfolge gilt analog
o . (F, 1)
<F: F > = “, 1)
mit dem Gleichheitszeichen, wenn die gegebene Strémung vom Mi-
schungstypus ist. Die linke Seite ist gleich
T

lim o [(F,U,Fydt.

T—S8=00 T— S~
N

Setzt man hier F(P, Q) = f(P)g(Q), so ergibt sich die Behauptung.

§ 12. Beispiele.

Die beiden extremen Typen ergodischer Stromungen sind die mit
reinem Punktspektrum, z. B. die am Ende von § 9 erwihnte, und die
mit reinem Streckenspektrum, bis auf die Sprungstelle 4 =0. Die
letzteren sind gerade die vom Mischungstypus. Wahrscheinlich stellen
sie den ,,allgemeinen Fall“ dar. Indessen ist es nicht leicht, mit den
gegenwirtigen mathematischen Mitteln Beispiele bei mechanischen
Stromungen herzustellen, und bei den meisten klassischen Problemen
der Dynamik st68t die Frage nach der metrischen Transitivitit noch
auf groBe Schwierigkeiten. Wie spiter deutlich werden wird, gibt es
jedoch belangreiche Anwendungen auf andere Gebiete, bei welchen die
Entscheidung bereits getroffen werden kann.

Strémungen lassen sich nach folgendem Muster aus einzelnen Ab-
bildungen herstellen. P — P, = T (P) sei eine eineindeutige m-treue
Abbildung von & auf sich. Mit der reellen Variablen # bilde man den
Produktraum der Punkte (P, u), wobei

(P,u—+1)=(Py, u)

identifiziert werden sollen. £2x (#), 0= u <1, ist ein Fundamental-
gebiet. Die Strémung sei

IT= (P, II,= (P u+ti). (12.1)

du = dm du ist dann invariant. Im £ x(0, 1) verlduft die Strémung
so, daB P fest bleibt und # gleichférmig wichst. Wird jedoch der obere
Rand # = 1 erreicht, so geht es bei {P,, 0) weiter. Statt » = {1 konnte
auch allgemeiner # = f(P) > 0 die Rolle der oberen Berandung iiber-
nehmen. Dann miissen

(P, u + [(P) = (Py, u) (12.2)
identifiziert werden.

Ist nun die Abbildung P — P, vom Mischungstypus in einem der
beiden Sinne, so ist auch die oben dem einfachsten Falle f =1 ent-
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sprechende Strémung II— II, vom gleichen Mischungstypus. Von der
einzelnen Abbildung II —II;, von Qx (u) auf sich selbst ist das sofort
einzusehen, wenn man zundchst Funktionen der Form F, G = ¢ (P) y ()
betrachtet und dann mit Hilfe von Satz 2.1 und einer Ungleichung
der Form (3.6) zu allgemeinen F (II), G (II) iibergeht. Es gilt also

(F. DG, 1)
(URY

fiir jedes feste s. Nach (3.6) ist jedoch das innere Produkt links fiir
alle » gleichgradig stetig in s, 0 < s =< 1, und daher ist die Konvergenz
gleichmiBig in s. Analoges besteht bei Mischung im weiteren Sinne.

Im Falle eines nichtkonstanten f gilt dies im allgemeinen nicht
mehr (siehe das zweite der folgenden Beispiele, wo durch geeignetes f
die Eigenfunktionen herausgeschafft werden).

Eine Mischungstransformation. £ sei das Einheitsquadrat
0<x<1,0=y <1, der (x,y)-Ebene. Die affine Transformation

lim (U, F, Gy =

T: ¥ =2x, y =1y

bildet £ auf ein Rechteck halber Hohe und doppelter Breite ab. Die
zweite Transformation T’ besteht darin, daB die zwei Teilrechtecke

0=x<1, 0=sy<¥} 1=x<2, 0=y<}

des letzteren wieder iibereinandergepackt werden, so daB} wieder £
herauskommt. T =T"T' ist eineindeutig und 148t dm = dx dy in-
variant. Man kann diese Transformation, deren wiederholte Ausfithrung

an die Herstellung von Blitterteig erinnert, vermittelst dyadischer
Briiche auch in der Form

x=0,ay,0ay, a3, ...; % =0, ay, a3, a4, ...
y=0,0b,05, 0y, ...; y;=0,a, 0y, by, ...
darstellen.

Wir zeigen nun, dal 7" vom Mischungstypus im engeren Sinne ist,
d. h. daB fir irgend zwei mefibare Teile 4, B von

lim m (4, B) = m(4) m(B) {(12.3)
n=00
gilt!. Wir bezeichnen mit R (¢, &) irgendeins der dyadischen Rechtecke
v—1 v i -1 o Ak
=<, A=v=2; Bosy<k, a=ps2

und setzen Q (i) = R(i, ¢). Dannist Q(0) = 2. Es geniigt dann, (12.3)
fiir dyadische Quadrate zu beweisen. Wir zeigen, daB sogar

gilt. m{Q (@), Q (B} = m{QE}m{Q(R)}, n=i+k, (12.4)

1 Hieraus folgt metrische Transitivitat. Dieselbe wurde zuerst direkt wvon
W. SEIDEL [1] bewiesen. Zur Mischung vgl. E. Horr 6.
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T bildet nun jedes R(, &), ¢+ =1, auf ein R(t—1, £41) ab. Durch
T ! geht ferner jedes R(i, k), k=1, in ein R(: 41, k—1) iiber. Jedes
R(0, k) wird indessen durch T in zwei R(0, £+ 1) iibergefiihrt. Nach-
einander ergibt sich so, daB 17 jedes R(0, %) in genau 2” Rechtecke
R(0, k+p) iiberfiithrt. Aus diesen Bemerkungen folgt aber (12.4).
Wegen der m-Treue ist nimlich

m{Q (1), Q(R)} = m{Q() ; QR)gsp}, P=n—1—k=0.
Dabei ist

Q@) =R(21,0), QR)y,={0R)}, = R(0, 24),,

und die letzte Menge ist Summe von genau 2” Rechtecken R(0, 2k + p).
Der Durchschnitt

Q)i Q(R)isp

ist daher Summe von 2? verschiedenen R (27, 2k-+p). Sein MaB ist
also

20278 = m{Q (i)} m{Q (B)} -

Aus dieser Mischungstransformation 1df3t sich auf Grund der anfing-
lich erlduterten Vorschrift eine Mischungsstrémung im Einheitskubus
ableiten. Sie ist, nebenbei bemerkt, einer stetigen Strémung isomorph.

Mischung durch differentielle Zeittransformation. Fiihrt
man in einer mechanischen Strémung P — P, vermittels

t
r=/f(P,)dt, i>o,
G

lings der Stromlinien eine neue Zeit 7 ein, so erhilt man bekanntlich
wieder eine Strémung S;(P), in welcher die Stromlinien die gleichen
sind, aber anders durchlaufen werden. Das invariante MaB ist diesmal
du = f(Pydm. Ist T,(P) metrisch transitiv, so ist es auch die neue
Stromung. Kann man nun f(P) so wihlen, daB die letztere sogar vom
Mischungstypus wird? Der einfache harmonische Oszillator (10.7)
scheint den einzigen Fall darzustellen, wo dies nicht méglich ist. In
den anderen Fillen ist es wahrscheinlich, daB die meisten f chaotische
Geschwindigkeitsdifferenzen lings benachbarter Stromlinien und damit
vollstdndige Mischung herbeifiihren?.

Als Ausgangspunkt dient die schon betrachtete (metrisch transitive)
Strémung

=&+t m=n+ ot

mit irrationalem &« auf dem Torus &(mod1), #(mod1). Das gesuchte
stetige oder stiickweise stetige f ist von der Form

- f=10—aé+ale),
1 PoINCARE (17, p. 320ff.




44 III. Statistik bei Abbildungen und Strémungen. [112

wobei f(s) in s periodisch mit der Periode Eins ist. Das Problem kann
dann auf die eingangs erwihnte Gestalt gebracht werden. Die Trans-

formation
r=n—0af, y=¢§

bildet ndmlich den (&, 5)-Torus auf sich selbst ab. Er erscheint dann
als (x,y)-Ebene mit den Identifizierungen
(x_*"l’y);’_f(x)y); (x,y+1)'_(x—|—oc,y)
Der Ubergang ist eineindeutig und maBtreu. Die gegebene Strémung
lautet (v, y), = (v, y+1¢). Wir kénnen uns zur Untersuchung derselben
auf das Fundamentalgebiet
P =x(mod1), 0=y<1,

beschranken. Wird der obere Rand in (P, 1) erreicht, so geht es bei
(Py,0), Py =x 4 a«(mod1) weiter. Innerhalb dieses Gebietes ist nun
die einzufithrende Funktion / von der Form

[=10#) =1(P),
und die neue Zeit 7 bestimmt sich aus 7 = f(P)¢. Durch die Punkt-
transformation u = f(P)y geht jenes Gebiet iiber in

P =x(mod1), 0=u<f(P), (12.5)
und die neue Stromung lautet
II = (P,u), II,=(P,u-+r1). (12.6)

Bei Erreichung des nunmehrigen oberen Randes » = f(P) ist die Vor-
schrift (P, f(P)) = (P;, 0) zu beachten. Das invariante MaB ist jetzt
durch dyu = dmdwu gegeben. Die Strémung ist also von der behaupteten
Form?. £ ist die Kreislinie und P, = T (P) ist die Drehung um den
inkommensurablen Winkel 27 «.

Die Strémung ist metrisch transitiv. Um Mischung, jedenfalls im
weiteren Sinne zu erreichen, bedienen wir uns des ersten Mischungs-
satzes. Es sei demgemaB @ (II) eine in (12.5) zu L? gehdérige Eigen-
funktion der Strémung. Nach Hilfssatz 9.1 darf

O (I1,) = e** D (1)
fiir alle 71, v angenommen werden. Da dies
(P, u+ 1)e” i+t = @(P,y) e itv
geschrieben werden kann, folgt, daB in (12.5) iberall
D (P, u) = @(P) et (12.7)

ist, mit zu L? gehérigem ¢ (P). Dies gilt auch auf dem oberen Rande.
Setzt man in (12.7) # = f(P), so ergibt sich mit Riicksicht auf die

1 Uber Mischung durch passende Wahl von f sieche die allgemeinen Beispiele
bei v. NEUMANN [4). Das hier angefithrte Beispiel ist ein spezieller Fall derselben.
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Identifizierungsvorschrift
¢P) =@+ o) =P o(P)=H@g().  (12.8)

Setzt man 4 = 0, so folgt wieder metrische Transitivitit. Ist nun f(x)
stiickweise stetig differenzierbar, und ist die Summe der auf dem x-Kreise
betrachteten Spriinge von f nicht Null, so gibt es zu keinem 1 =0
eine Eigenfunktion. Wir zeigen dies im Falle

f#) =2 —[x] +1. (12.9)

Nach Satz 9.3 kann |@|=1 angenommen werden. Durch wiederholte
Anwendung von (12.8) folgt dann

1 1 n-1
f[(p(x +na) — @¥)2dx =jsin2é—2f(x +vaydx. (12.10)
0 0 0
Man beachte nun, daB3
1
;}E‘%)O/wa) — p)[rdx=0

gilt. Dies ist klar, wenn ¢ Summe der charakteristischen Funktionen
endlich vieler Intervalle ist. Nach dem Approximationssatze gilt es
also allgemein. Man beachte weiter, daB die Zahlen n« (mod1) iiberall
dicht, also auch beliebig nahe bei Null liegen. Die rechte Seite in (12.10)
wire daher beliebig kleiner Werte fihig. Die Nichtexistenz von Eigen-
funktionen ist also bewiesen, wenn fiir jedes 4 &= 0 ihr unterer Limes
positiv ausfillt. Wegen (12.9). ist nun der betrachtete Ausdruck gleich

/lsmz; (nx 4+ o) d —/sm2 (x—l—g( ))
0

wo 0(x) in jedem der #, von den Zahlen — v auf dem Kreise gebil-
deten Intervalle konstant ist. Er ist also von der Form
.y

12/sm2 dx>—le x( =%_I17

wo () in jedem positiven Il-Intervall iiber einer positiven Schranke
liegt. Nennen wir diejenigen !, die gréBer als ¥ sind, ', so ist wegen
Dl=n gewiB D' > n/2, also

I3 =2 S > Lk D> 1k,

w.z. b.w.

Das obige f ist als Funktion von £ und # unstetig. Man kann aber
auch durch stetige f Mischung herbeifiihren. Ferner 1a3t sich bei ge-
eignetem f beweisen, daB die Mischung im weiteren Sinne stattfindet®.

! Nach unveréffentlichten Beispielen von v. NEUMANN.
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IV. Kapitel.
Individuelle Ergodentheorie.
§ 13. Grundzerlegung von L.

Wir gehen von einer eineindeutigen und #-treuen Abbildung P— P,
= T(P) von 2 auf sich aus. Es darf m({2) = oo sein. Die m-Treue
ist im folgenden Satze unwesentlich und konnte durch m-MeBbarkeit
ersetzt werden.

Definition 13.1. Etne mefbare und invariante Teilmenge A von 2
heift wandernde Menge, wenn sie mit keinem shrer Bilder A, n = 1,
+2, ..., esnen Punkt gemein hat.

Diese Bilder sind dann paarweise punktfremd.

Satz 13.1. 2 ldpt sich bis auf Nullmengen eindeutig in der Form
Q'+ Q7 schreiben, wo Q" durch eine wandernde Menge W erzeugt wird,

Q”:ZW,,, und wo £’ sich in allen Teilen gegeniiber T inkompressibel

verhdlt derart, daf B, C B C ' nur dann stattfindet, wenn B — B, eine
Nullmenge ist. Fiir jede Potenz T ist die Zerlegung bis auf Nullmengen
dieselbe.

Beweis. Eine durch eine wandernde Menge A erzeugbare Menge
sei im folgenden dissipative Menge genannt. Sieist natiirlich invariant.
Genauer ist sie die kleinste, 4 enthaltende invariante Menge,

{4} =_%'A,.
Die Summe zweier dissipativer Mengen ist wieder dissipativ. Sind nam-
lich 4 und A’ zwei wandernde Mengen, so ist auch
W=A4+ 4" —{4}4

eine wandernde Menge, und es gilt

W} ={4}+{4%
Wir fithren nun ein absolut additives Hilfsmaf

u(B) = [1(P) dm

B

mit positivem und summierbarem f ein. Es braucht nicht invariant zu
sein. Jedenfalls ist u(£2) < oo, und die Gleichungen m(4) = 0 und
H#(A) =0 sind stets gleichzeitig erfiillt. y sei die obere Grenze der
u-Masse aller dissipativen Mengen. Dann gibt es eine Folge dissipa-
tiver Mengen M, mit u(M,) > . Die Mengen

'Qn::”]+"'+:un
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sind ebenfalls dissipativ, und es gilt
p@) =y, Q=M+ Myt

DaB Q" dissipativ ist, erkennt man dhnlich wie bei endlichen Summen.
Q'=0— Q" kann keine dissipative Menge positiven m-MaBes ent-
halten; denn sie hitte auch positives y-MaB, und ihre Addition zu 2"
wiirde eine dissipative Menge mit gréBerem u-MaB als y liefern. Daraus
folgt, daB £’ die behauptete Eigenschaft hat.

Es sei nun

@ ={4y=34,

mit beziiglich T wanderndem 4. " ist auch fiir die Potenz 77 dissi-
pativ; denn A = A4 + A, +--- + A,_, ist hinsichtlich T¢ wandernd,
und es gilt

7 -3,

Behauptet wird, daB es auBerhalb £" auch fiir 7¢ keinen wandernden
Teil B geben kann. Fiir ein solches B ligen simtliche Bilder B, aufler-
halb 2", und die B, , Waren paarweise punktfremd. Der Durchschnitt
von ¢ + 1 der Bilder B, muBl daher leer sein; denn unter ¢ 4 1 ganzen
Zahlen gibt es stets zwei (modg) kongruente. Es sei nun k <gq die
Maximalanzahl von Bildern, deren Durchschnitt keine Nullmenge ist,
und es sei M der Durchschnitt von % derartigen Bildern. Jedes Bild M,
von M ist wieder eine Menge dieser Art. Daher kann M mit jedem
M,, n =0, nur eine Nullmenge gemein haben. Zieht man alle diese
Nullmengen von M ab, so erhidlt man eine beziiglich T wandernde
Menge positiven MaBes auBerhalb £2”, im Widerspruch zur Definition
von 2"

Im folgenden wird die Invarianz des MaBes m benutzt. Ist m(£2)
endlich, so ist kein dissipativer Teil vorhanden, denn sonst wire

m(Q") = Dm(W,) = 2m(W) = oo.

Die Umkehrung dieser Behauptung ist jedoch falsch, denn es gibt z. B.
metrisch transitive Abbildungen bei unendlichem m (£2).

Die Grundzerlegung 148t sich mehr topologisch interpretieren, wenn
vorausgesetzt wird, daB £ ein offener metrischer Raum ist, und da8
Q fiir jedes 6 > 0 Summe héchstens abzahlbar vieler d-Umgebungen
endlichen m-MaBes ist.

Definition 13.2. P heift Wiederkehrpunkt der Abbildung, wenn P
Hdufungspunkt seiner Bilder P, ist.

Definition 13.3. P heifst Fliehpunkt, wenn die Bilder P, Rkeinen
Hdiufungspunkt in Q besitzen.
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Dann gilt

Satz 13.2. Fast alle Punkte von 2' sind Wiederkehrpunkte. Fast
alle Punkte von 2" sind Flichpunktel.

Beweis. Beziiglich der ersten Behauptung braucht nur gezeigt zu
werden, daB fiir jedes d > 0 diejenigen Punkte P von £, deren Nach-
folger samtlich auBerhalb der 26-Umgebung von P liegen, eine Null-
menge bilden. Es geniigt sogar, diejenigen dieser Punkte zu betrachten,
welche in der 0-Umgebung eines beliebigen festen Punktes enthalten
sind. Die von ihnen gebildete Menge M ist nun wandernd. Wire
niamlich Q ein gemeinsamer Punkt von M und M,, » > 0, so hitten
die beiden Punkte P =Q_, und P, = Q eine Entfernung < 24, da
sie beide in jener festen d-Umgebung ligen, im Widerspruch zur Defini-
tion von P. Als wandernder Teil von £’ ist also M eine Nullmenge2.

Zum zweiten Teil bemerke man, daB £2 sich durch eine Folge offener
Mengen A endlichen Malles ausschopfen liBt. Daher geniigt es, fiir
ein festes A zu zeigen: Die Menge aller P C Q" derart, daB un-
endlich viele Bilder P, in 4 hineinfallen, hat das Ma Null. Wegen
Q" = {W} braucht dies nur von ihrem Durchschnitt D mit W gezeigt
zu werden. Man sieht nun leicht, daB

DcW2A.,
k1
fiir jedes k& gilt. Das MaB der rechten Menge ist nicht gréBer als
Sm(Wa_,) =m(W, 4).
F1 i

Da die W, paarweise fremd sind, und da m(A) endlich ist, steht hier
rechts das Restglied einer konvergenten Reihe. Folglich ist m (D) = 0.

Zur Vorbereitung auf den individuellen Ergodensatz bendtigen wir den

Hilfssatz 13.3. Ist g(P) in 2 mePbar und positiv, so gilt in fast
allen Punkten P von '

o

g(P,) =o.
)

Beweis. Fir jedes Paar natiirlicher Zahlen #, & ist zu beweisen,
daB die Menge E der P mit

s(P) >, SgP)<k

das MaB Null hat. Ist ¢(P) die charakteristische Funktion von E, so
gilt iiberall #g > ¢ und in E

oo
1=D¢(P) <nk.
0
1 PoiNcarE (1], CARATHEODORY {2]. Zum zweiten Teil E. Horr [1].

? Der Beweis zeigt, daB fast alle Punkte von £ gleichzeitig Wiederkehrpunkte
fir 1 > — 0o und n - + oo sind.
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Die Punkte von E gehéren also weniger als #nk der Mengen E_,,
»=0,1,..., an. Es sei z die Hochstzahl von Mengen dieser Folge,
deren Durchschnitt keine Nullmenge ist, falls dies wberhaupt vor-
kommt. Man greife z solcher Mengen heraus und nenne den Durch-
schnitt M. Es geniigt dann, m (M) = 0 zu beweisen, im Widerspruch
zur Annahme. Jedes Bild M_; von M ist ebenfalls Durchschnitt von
z Mengen E_,, kann also keinen Punkt mit M gemein haben. Als
wandernde Teilmenge von £’ muB daher M eine Nullmenge sein.

Diese Tatsachen lassen sich sdmtlich auf stetige und m-treue Stro-
mungen ibertragen. Wir brauchen im folgenden eine analoge Grund-
zerlegung von £. Aus Satz 13.1 ergibt sich nidmlich eine Zerlegung
in zwei invariante Teile £2’, 2", wo 2" beziiglich jedes T,, » rational,
dissipativ ist, und wo £’ sich in allen seinen Teilen gegeniiber jedem T,
inkompressibel verhilt.

Ist G(P)> 0 und meBbar in £, so gilt

()/G(P,)dt:oo

in fast allen P < £'. Dies folgt durch Anwendung des Hilfssatzes auf
die Funktion

1
g(P) =[G Pyt
und auf T = T;. 0

§ 14. Individueller Ergodensatz. Spektralanalyse.

Die statistischen Ergodensitze lassen sich weitgehend verschirfen.
Es besteht niamlich Konvergenz fast iiberall. Ferner kann man sich
von der Beschrinkung auf endliches m(f2) befreien, wenn man all-
gemeinere Mittelbildungen zugrunde legt. Es wird nur verlangt, daB £
keine wandernde Menge positiven MaBes enthilt. Wie vorher sei m-Treue
der Abbildung und Strémung, sowie MeBbarkeit (also m-Stetigkeit) der
letzteren vorausgesetzt.

Individueller Ergodensatz fiir Abbildungen. Es sei 2= £,
d. h. der dissipative Teil 8" der Grundzerlegung von $2 sei eine Null-
menge. Fiir jedes in Q positive und summierbare g(P) und jedes in £
summierbare f(P) existiert!

lim = u(Pif.e)

1 Die Beweisidee stammt von BIRKHOFF [1], wo jedoch ein viel engerer Satz
ausgesprochen ist. Vgl. auch E. HoprF (2], KHINTCHINE [1], wo der Fall m (Q) < 00,
g = 1 betrachtet wird. Der Fall m(2) = 00 ist, jedoch unter Beschriankung auf
metrische Transitivitit, in STEPANOFF [1] behandelt.

Ergebnisse der Mathematik. V/2. Hopf. 4
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wn fast allen P C Q. Es gilt (f, 1) = (g, u) mit absoluter Konvergenz des
zweiten Integrales. p(P) ist invariant.
Beweis. Man setze

n—1

; (Py)
M, (P;f, g) = a1 (14'1)

8 (Py)

und ’

Hm M, (P;f,¢) = pu (P31 g). (14.2)
Der Hauptpunkt des Beweises besteht im Nachweis der Ungleichung
)= n (14.3)

mit absoluter Konvergenz des rechten Integrales. Wendet man sie auf
die Funktion —f an, so erhilt man

— (1) = —(imM,, g)
und nach Addition zu (14.3)
Og(li—mMn - l_i_llan: g> ’

woraus wegen g > 0 der Satz unmittelbar folgt, zusammen mit dem
Gleichheitszeichen in (14.3).

Der Beweis wird gefiihrt, indem zunichst fiir eine beliebig meB-
bare, in ganz £2 der Bedingung

M(P) < p(P)? (14.4)
geniigende invariante Funktion 4 die Ungleichung
H )=

bewiesen wird, vorausgesetzt, daB das rechte Integral sinnvoll ist.
Wie bisher bedeute bei Punkten und Mengen der untere Index den
Bildindex. Aus der Identitit (angewandt auf den Fall » = 1)
s—1

Ms(P)i%‘lg(P,.) =M,(P>'§1g<m M P)SeP); s>r=1, (14.5)

r

und aus dem Hilfssatz 13.3 folgt die Invarianz von u, u(P;) = u(P)
fir fast alle P. Durch Abziehen einer geeigneten Nullmenge von £
kann strikte Invarianz erreicht werden. Wir fithren nun die paarweise
fremden Mengen

Q' M,P)>AP), M,(P)=i(P), 1=r<s (14.6)

ein, wobei 21 nur durch die erste Ungleichung definiert ist. Wegen
(14.2) und (14.4) liegt jedes P C £ in einer dieser Mengen,

Q =f‘!)v. (14.7)
1

! Im Falle 4 = —o0 ist auch 4 = —00 zu setzen.
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Liegt P in £, so folgt aus (14.5), (14.6) wegen g > 0
M, ,(P)>MP)=4i(P), r<s.1

P, muB also in einer der Mengen 01, 22, ... " liegen. Also gilt
a fortiori

s—1
iy, 1=r<s. (14.8)
1

n sei eine beliebige feste ganze Zahl >1. Wir definieren dann rekursiv,
von # riickwirts gehend, die Mengen
n s—1
= 0", =QF—QF > A4, 1=k<n. (14.9
s=k+1 r=1
Bringt man die Subtrahenden nach links, so folgt
29’ c > 4. (14.10)
I=r<s=n
Aus (14 8) und aus A*c 2% folgt

A;CZQ”, 1=r<s=mn. (14.11)
1

Da dies auch fiir » = 0 gilt, wenn bis s summiert wird, mu8 in (14.10)
das Gleichheitszeichen gelten. Es ist nun von entscheidender Bedeu-

tung, daB dabei die rechts stehenden Summanden paarweise fremd
sind, d. h. daB

AiAi=0; o=l<k=n, 0=r<s=n,

aufler fir £ =s, / =7 gilt. Zum Beweise geniigt es, zu zeigen, daB
A3 =0, 0<k=n, 1=r<s=n

ist. Fiir s > k folgt dies aus (14.9). Fiir s < & beachte man, daB die
rechte Seite von (14.11) zu £*, also erst recht zu A* fremd ist.
Setzt man nun

s—1 7 n
B =241, C"=>B'=>,
r=0 1 1
so folgt wegen der Invarianz von 4 (P) und des MaBes m zunichst formal

1Py am =5 [1(P)dm = [31(P) dm

)‘=0A‘ A8 r
=[M dm>/}. >g(P,)dm
= Z ) dm = [1(P)g(P)dm = [Agdm.
A8 7 ’A: Bt
1 Dies gilt auch im Falle J = --00.

4%
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Durch Addition von s = 1 bis s = » folgt

[fdm > [igdm
cn Ccn
und durch Grenziibergang # — oo
(f,1)=(g 4. (14.12)
A kann nun so gewidhlt werden, dafl (g, |4|) existiert. Wegen (14.1)

und (14.2) ist u(P; )| = u(P;

f). (14.13)

Legt man oben |f| statt / zugrunde, so tiberzeugt man sich leicht, daB
fiir das invariante A(P) die kleinere der beiden GréBen

= —eu®; i)
&> 0, gewdhlt werden darf. Es gilt ndmlich 4 < x bis auf den Fall
% =0, wo auch 2 =0 ist. Dieser Ausnahmefall beeintrichtigt wegen
M, =0 die Giiltigkeit von (14.7) in keiner Weise!. Wegen 4= 0 sind
also alle oben rechts auftretenden Integrale endlich. Fiir &€ - 0 folgt
also auch die Existenz von (g, #) mit dem zu |f| gehorigen u. Aus
(14.13) folgt dann die Existenz von (g, |#|) ganz allgemein. Bei all-
gemeinem f beachte man, daB
{1
A(P) = Mm{?, u(P) — s}

stets kleiner als u ist. Also gilt (14.12), und schlieBlich (14.3), da wegen
|A| < |u| + & unter dem Integralzeichen zur Grenze & — 0 iibergegangen
werden darf. Damit ist der Beweis beendet. Es sei hervorgehoben,
daB zum Beweise von (14.3) im Falle f = 0 die Endlichkeit von (g, 1)
nicht erforderlich war. Sie wurde erst bei allgemeinem f zum Beweise
von (g, #) = (f, 1) herangezogen.

Folgerungen. Ist m(f2) endlich, so kann g = 1 gewihlt werden.

Dann existiert also
n—1

Tim = STi(P,) = *(P)
0
fast tiberall, und f*(P) gehort zu L%
Ist jedoch m(2) = oo, so ist nur der Fall von Interesse, wo £2
keine invarianten Teilmengen endlichen positiven m-MaBes enthilt.
Da fiir lediglich meBbares g > 0 nach Obigem

(V=@ w, w=uP;lf)zo
ist, folgt im Falle g =1
(1, 1) <oo,

1 Entfernt man namlich aus Q die invariante Menge EE_E _,..., wo E die
Menge ist, in der f = 0 stattfindet, so ist in jedem P mindestens ein M, positiv.
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was nur dann moglich ist, wenn fast iiberall 4 = 0 gilt. Ist ndmlich
die invariante Menge der P mit u(P) =% > 0 nicht leer, so hat sie
unendliches MaB. Also gilt fast iiberall f*(P) = 0.
Ganz allgemein geniigt die Grenzfunktion u(P) des Satzes der
Relation
(f, h) = (g, uh), (14.14)

wo h(P) eine beliebige beschrinkte und invariante Funktion ist.

Ersetzt man namlich f durch f%, so kommt statt u der Limes uk
heraus. (14.14) folgt dann sofort aus (f,1) = (g, ). Bei gegebenen
f,g ist 4 durch (14.14) eindeutig bestimmt. Wire ndmlich #' ein
zweites 4, so wiirde aus (14.14)

gh oy —p)=0
mit beliebigem % der erwihnten Art folgen. Setzt man in der invarianten
Menge, wo u' & p ist,
B H—r
[ —pl”
sonst =0, so folgt fast iiberall u’' = u.
Aus (14.14) folgt, daB Uf = f(P;) dasselbe p wie f besitzt, denn
es ist
Ut h) = (Uf, Uk =/, k).
Daher gilt wegen

n-1 n—1
1(Py) = [(P) +%,’Uf(Pv) - ;f(Pv)
fiir fast alle P die Hilfsrelation

Individueller Ergodensatz bei Strémungen. 2 sei ohne
dissipativen Teil 2", Gehiren | und g zu LY und ist g > 0 in 2, so
existiert fast tiberall

Jipar

Je(P)a

li = u(P;
am p(P; 1.8,

und es gilt (14.14) fiir jedes beschrinkte und invariante h. (g, |u|) ist
endlich.
Beweis. Die Funktionen

1 1 1
F(P) = [lf(p)|dr,  F(P)=[tP)dt,  G(P)=[g(P)dt
0 0 0

existieren in fast allen P und gehoren zu L. Zunichst sei T > 0,
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T - 4+ o0, Setzt man # = [T], so folgt

Jieyar |SF@)  reya Ja(P) d
T = :-1 + = 1+ 55—
Jewran |Ser)  Tow) 36 (P

Wendet man hier den Ergodensatz auf die Abbildung P — P, an und
beriicksichtigt man die Ungleichung

| n+1

1 .
gf]f(Pz)ldt: [1f(Py,a)|ds = F(P,)

0

T
[Hp)ar

fiir f und eine analoge fiir g, so ergibt sich durch sinngemifie Anwen-
dung von (14.15) die Existenz obigen Grenzwertes fiir T — 400, Aus
dem Satz fiir Abbildungen folgt ferner die Endlichkeit von (G, |u]).
Wegen der Stromungsinvarianz von u(P) ist

1

!
G |u) = [Weg, |uh dt = [ (g, |uh dt = (g |u)) -
0 0

Ahnlich folgt
(1) =(F 1) =G p =@ n.

Ist nun % invariant, so ist es einem strikt invarianten A’ dquivalent.
(14.14) ergibt sich dann 4hnlich wie oben. Da auch das fiir 7 — —oo
erhaltene u dieser Gleichung gentigt, mu3 es dem obigen gleich sein.

Satz 14.1. Ist die Strémung metrisch transitiv, so gilt in fast allen P

gy = B 1)
lu(P»f’g) - (g,“'

Beweis. Jede invariante Funktion, also auch u, ist fast iiberall
konstant. Thr Wert berechnet sich aus (14.14), # =1.

Das Spektrum der individuellen Bewegung. Im Falle
gilt der m(Q) <o

Satz 14.2. Gehirt {(P) in 2 zu L2, so besitzt [(P,) fiir fast jeden
Punkt P ein Spektrum im Sinme von Definition 5.1.

Beweis. Aus dem Ergodensatz folgt direkt nur, daBl bei beliebigem
festem s

1
lim . [1(Pe ) dt = ¢(P.9)

in fast allen P existiert. Man beriicksichtige, dal

F(P,s)={(P)f(P)
bei festem s in £ zu L1 gehért. Betrachtet man jedoch die Strémung
(P, s), = (P, )
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im Produktraum £ x (s) mit dem endlichen invarianten MaB

[[p6)dsm, p>0, [pds—1,

so folgt die Existenz von

T
. 1 [
p(P,s) = Jim_ —TO/F(P,,S) dt = F*(P,s) (14.16)

in fast allen (P,s). @(P,s) gehort im Produktraume zu L!. Man kann
also in £2 eine Nullmenge N angeben derart, daB (14.16) in jedem P
von £ — N fiir fast alle s existiert. Durch eventuelle Abdnderung von
N 14Bt sich erreichen, daB der Wert s = 0 dabei eingeschlossen ist.
Wendet man nun auf die Funktion

F(P,0) — F(P,s)
und ihr Zeitmittel
(P, 0) — ¢(P,s)

die Relation (g*, 1) = (g, 1) an, so folgt
2(s) =Qf{¢(P, 0) — (P, s)}dm = (j,) — (U,},/) >0, s—>0.

Daher ist auch
1 : 1 )
E/X(S)d$=0/{¢(P,O)——Z—sfq)(P,s)ds}dm»O, £—>0.

Da im zweiten Integral nach (5.1) der Integrand nichtnegativ ist, folgt
gewiB in fast allen P

im (2,00 — 2 97,9 45] =0,

womit der Beweis beendet ist.
Im ergodischen Falle ist

(P.s) = (U1, 1) = [ d(EL ], ).

Es gilt also
Satz 14.3. Im ergodischen Falle besitzt | (P,) fir fast alle P dasselbe
Spektrum!. Die Spektralenergie bestimmit sich aus

S@) = (Eif, -

Fourierkoeffizienten der individuellen Bahn. Fiir endliches
m () kann man den Ergodensatz fiir Stromungen dahin verschirfen,

! Nach miindlichen Gespriachen zwischen N. WIENER und dem Verfasser im
Jahre 1933. Vgl. auch KrvLoFF und BoGoLiOUBOFF [2].
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daf3 auch
T

. 1 .
Am e~ f(Py) di (14.17)
0
bei beliebig gegebenem 4 fiir fast alle P existiert?.
Zum Beweise betrachte man neben der Strémung P - P, in

noch die Strémung x — %, = x + ¢ auf der Kreislinie x(mod %7—:) Man

wende dann den Ergodensatz auf die Produktstrémung im Produkt-
raume — das invariante MaB ist du = dmdx —

II = (P, x)>1II, = (P, x +1)
und die in diesem Raume eindeutige Funktion
F(II) = e=44{(P)

an. Das in der Grenzwertformel auftretende x# kann nachtriglich weg-
gelassen werden.

§ 15. Anwendung auf die Gesetze der groBien Zahlen.

Mit P seien die Punkte eines metrischen Raumes £ bezeichnet.
m sei ein absolut additives MaB in £ mit m(£2) = 1. Fir jede meB-
bare Menge sei das MaB gleich der unteren Grenze der MaBe aller sie
enthaltenden offenen Mengen. Wir betrachten die beiderseitig unend-

lichen Folgen
6=(..,P_y,P_1, Py, Py,...)

von Punkten von £. Sie bilden die Punkte des unendlichen Produkt-
raumes £2%°. In ihm liBt sich ein absolut additives MaB u, u(£2*) =1,
folgendermaBen einfithren. Fiir die einfachsten Teilmengen von Q,
die Produktmengen

P,cd;, i=0,+1,...; A;=80, |i|>i,. (15.1)
definiere man das MaB p durch
w=IIm(4). (15.2)

Da alle geniigend weit links oder rechts gelegenen Faktoren gleich Eins
sind, ist dies sinnvoll. Diejenigen Teilmengen von £%, die sich als
endliche Summe solcher Produktmengen darstellen lassen, bilden einen
Korper §. Definiert man fiir sie das u-Ma8 durch die Summe der ent-
sprechenden Ausdriicke (15.2), so kann man zeigen, daB p fiir alle der-
artigen Darstellungen denselben Wert besitzt2.

1 E. Horr [6], KHINTCHINE [4].
2 Vgl. etwa KoLMOGOROFF [1], auch E. Hopr [6]. Dort findet sich auch ein

Hinweis auf die ersten Arbeiten von DANIELL.
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Mit Hilfe des Erweiterungssatzes 1a8t sich zeigen, daB w einer in B®
absolut additiven Erweiterung fahig istl. u-Integration hat also einen
véllig bestimmten Sinn. Aus dem allgemeinen Approximationssatz von
§ 2 folgt: Zu jedem iiber 2% p-summierbaren F (6) und zu jedem &> 0
148t sich eine summierbare, nur von endlich vielen Komponenten der
Folge ¢ abhingige Funktion

®(0) =B(P_,,..., P, ..., P)

angeben derart, daBl
[19(0) — Flo)|dp<e
e

ausfallt.

Die Verschiebung aller Komponenten einer Folge ¢ um eine Stelle
nach links stellt nun eine eineindeutige Abbildung 7T des Folgen-
raumes 0% auf sich dar. In Formeln:

T(O’)=0”=(.. _1,P0,P1,..-), P;ZPTH-I

Besteht z. B. £2 nur aus zwei Elementen 0, 1, so stellt ¢ einen beider-
seitig unendlichen dyadischen Bruch dar, und T ist mit der Blitterteig-
transformation von § 12 isomorph.

T ist nun u-treu. Bei Produktmengen ist dies klar. Es gilt daher
von allen Mengen von & und schlieBlich von B&. Eine bemerkens-
werte Tatsache ist, daB 7 zum Mischungstypus im engeren Sinne gehort,
d. h. daB fiir irgend zwei, in £ zu L2 gehérige Funktionen F (o), G (o)

lim [F(T"(0) G(o)dpn = [Flo)du[Glo)d
an

gilt. Wegen des Approximationssatzes braucht dies nur in dem Falle
gezeigt zu werden, wo F, G beide nur von endlich vielen Koordinaten
abhingen. Dann ist es aber trivial, da schon von einem gewissen # an
Gleichheit besteht.

Wegen der Mischungseigenschaft ist 7" metrisch transitiv. Aus dem
individuellen Ergodensatz folgt also, wenn F () iiber £2°° summierbar ist,

hm—Z'F (T (o /F

fiir fast alle Folgen ¢ im Sinne des MaBes 1. Hingt insbesondere
F = {(P,) nur von einer Koordinate ab, so folgt

r}lngon /f Ydm 1 (15.3)

lings fast aller Folgen.
In (15.3) tritt nur der rechte Teil der Folge auf, P;, P,, .... Defi-
niert man in analoger Weise mit Hilfe von m das u-MaB im Raume

1 E. HopF [6]. Verscharfungen bei Doos [1].
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der Folgen P, P,, ..., so gilt (15.3) fiir fast alle dieser Folgen im
Sinne des neuen MaBes. Das neue MaB einer Teilmenge des neuen
Raumes ist namlich gleich dem alten MaB, wenn man die zu ihr gehérigen
Folgen links durch véllig willkiirliche Koordinaten erginzt.

(15.3) stellt das Gesetz der groBen Zahlen der Wahrscheinlichkeits-
theorie dar. Die Punkte P stellen gewisse Ereignisse dar, » ihre Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, wihrend f eine vom Ausfall des Versuches
abhingige GroBe ist. Links in (15.3) steht ihr in # unabhingigen Ver-
suchen beobachtetes Mittel, rechts ihr Erwartungswert. Die Anwen-
dung der beiden Ergodensitze liefert

Statist. Ergodensatz - Klassisches Ges. d. gr. Z.
Individ. Ergodensatz — Starkes Ges. d. gr. Z.

Diese Ergebnisse lassen sich in mancher Beziehung erweitern und
ergdnzen. Beschrinkt man sich in (15.3) auf die Funktionen /(P) ge-
wisser (immer noch sehr allgemeiner) Funktionenklassen, so kann die
Ausnahmenullmenge fest gewdhlt werden. Dies ist bereits allgemein
beim Ergodensatze méglich.

Im AnschluB hieran 14Bt sich in Verallgemeinerung von (15.3) die
Unmaoglichkeit eines erfolgreichen Spielsystems, d.h. die wahrschein-
lichkeitstheoretische Unméglichkeit einer Anderung des Grenzwertes
(15.3) durch systematische Stellenauswahl beweisen. Ein solches Aus-
wahlsystem wird in erschopfender Allgemeinheit durch eine unendliche
Folge von Funktionen von ¢,

N,(0) < N,(0) < Ny(o) <...

mit positiven ganzzahligen Werten beschrieben derart, daB in ganz Q%
entweder immer N; =1 oder immer N, > 1 gilt, und da8

Ni(0) = Ny(Py, Py, .. .)
von den Komponenten P,, ¥ = N, nicht abhingt. Bei gegebener Folge o
von Versuchsergebnissen P, P,, ... bedeuten diese Funktionen die
durch das Auswahlsystem ausgewahlten Indizes oder Versuchsnummern.
Die erste (unwesentliche) Voraussetzung besagt, daB der erste Versuch
entweder immer oder iiberhaupt nicht beriicksichtigt wird, die zweite
hingegen, daB die Entscheidung iiber die Beriicksichtigung eines Ver-
suches nur vom Ausfall der vorangehenden Versuche abhingt. Die
Funktionen seien u-meBbar und in ganz £, oder wenigstens bis auf
eine feste p-Nullmenge von Folgen ¢ definiert.

Die Behauptung ist, daB

J;%%Zf(PNV)Z/f(P)dm, N, =N, (o),
1 Q

fiir fast alle Folgen ¢ im Sinne von u giltt.

1 Doos [2].
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Die eigentliche Wurzel dieser Tatsache ist die u-Treue der (nicht
umkehrbar-) eindeutigen Abbildung

6= (P,P,,..)>0*=1T*0o)=(Pf, P}, ..), Pf= Pyio)r

von £ auf sich. Sie ist so zu verstehen, daB fiir irgendeine y-meB-
bare Menge M die Menge aller Folgen ¢ mit der Eigenschaft ¢* ¢ M
das MaB p(M) hat!.

Zum Beweise gentigt es, Produktmengen M zu betrachten. Zu zeigen
ist also, daB die Menge aller den Bedingungen

PNxCAl""’ P CAn—l’ PN,,CAn; NizNi(a) (154)

geniigenden Folgen o das MaBl m(A4,) m(4,) ... m(A4,) besitzt. Man
denke sich hierzu die Menge (15.4) in diejenigen Teile aufgespalten,
in welchen die Funktion N, (o) irgendeinen festen Wert

N,(0) =&, (15.5)

besitzt. Nach der Grundeigenschaft von N,(¢), von den Komponenten
P,, v= N, nicht abzuhingen, 148t sich die allen Bedingungen (15.4)
und (15.5) geniigende Menge von Folgen ¢ auffassen als Durchschnitt
der durch die ersten (n — 1) Bedingungen (15.4) und durch N, _, (0) < &,
bestimmten ¢-Menge mit der o-Menge: P, beliebig in 4,, P, ganz
beliebig fiir » > £,. Thr MaB u ist also das Produkt des MaBes der
ersten Menge mit m(A,). Summiert man iiber alle vorkommenden
Werte von %,, so ergibt sich das MaB der o-Menge (15.4) gleich m(4,)
mal dem MaB der o-Menge

Pycd,..., P

Np-1

Nnp-1

cAd,_,; N;=N,o).

Auf diese Weise kommt man schlieBlich zum Falle #» = 1, wo die gleiche
SchluBweise das MaB m (4,) liefert.

§ 16. MaBtheorie im Raum der additiven Mengenfunktionen.
Das Spektrum der Translationen.

R sei ein Raum mit den Punkten p,#’, ..., ¥ ein Kérper von Teil-
mengen A, B, ... von R. In der spiter zu machenden Anwendung
wird & mit der Zahlengeraden (f) identifiziert, wiahrend 4, B, ...
Summen endlich vieler links offener Intervalle sein werden. Gegen-
stand der folgenden Betrachtung sind die auf allen zu f gehérigen
Mengen erklirten additiven Mengenfunktionen O (4),

O +B)=06(4) + 60(B), AB=o.

Wir fassen sie als Punkte P (@) eines Raumes 2 auf. Es handelt sich
dann um die Einfiihrung eines LEBESGUEschen MaBes m in 2, m (Q) =1.
Dies wird durch Einfiihrung eines zunichst nur additiven MaBes m er-
reicht werden, das auf allen einem gewissen Kérper § angehérenden
Teilmengen «, 8, ... von Q definiert ist.
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Man betrachte die Werte
=04, i=1,...,n, AA4,=0, iF+Ek, (16.1)

die eine Funktion @ (4) auf # festen, paarweise fremden Teilmengen
von R annimmt. « sei dann diejenige Teilmenge von 2, d. h. diejenige
Menge von Funktionen @, fiir welche das Wertesystem

{x,, %, ..., x,}CO, (16.2)

einer vorgeschriebenen meBbaren Menge O, im R, angehért. Alle mog-
lichen in dieser Weise gebildeten Teilmengen « von £ bilden nun einen
Mengenkérper . Dies wird klar, wenn man beachtet, daB zwei Mengen

x: {0(4,),0(4,),...,0(4,}co0, (16.3)
und

ﬁ: {Q(Bl): @(B2)r""0(Bm)}C0m (164)
mit Hilfe der gemeinsamen Unterteilung C;, ¢ = 1, ..., N beider Men-
genreihen 4, und B, in der gemeinsamen Form

a: {O(Cy), 0(Cy), ..., 0(Cy)}cOy (16.5)
bzw.

g: {O(C),0(C,,..., Q(CN)} c Oy (16.6)

geschrieben werden kénnen.
Wir definieren nun m(x) durch einen Ausdruck der Form

m(x) =f---fw(x1, Ay w(xy,, A dxy - dx,, (16.7)
0"

wo w =0 und
[w(x, 4)dx =1 (16.8)

—-00

ist. Dieser spezielle Ansatz entspricht der Forderung, daB die Werte
O (4), ©(B), ... fir paarweise fremde Mengen 4, B, ... unabhingig
verteilt sein sollen.

Es bedarf einer besonderen Untersuchung, unter welchen Bedingun-
gen das MaB  nur von der Menge «, nicht aber von der Darstellungs-
weise derselben abhingt. Dafiir ist ndmlich notwendig und hinreichend,
daB w der Funktionalgleichung

400
w(x, A+ B) = [w(t, )wx—t,B)dt, AB=0  (16.9)
geniigt. Zum Beweise beachte man zunichst, daB, wenn in (16.3) und
(16.4) B = o ist, in (16.5) und (16.6) auch 0% = Oy ist und umgekehrt.
Daher ist zu untersuchen, ob (16.3) und (16.5) dasselbe m liefern.
Die 4, sind paarweise fremd, und gleiches gilt von den C,. Jedes A,
ist ferner Summe gewisser C,. Jedoch braucht nicht jedes C, in >4
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enthalten zu sein. Der Ubergang von der Darstellung (16.3) zu (16.5)
erfolgt, indem in (16.3) entsprechend
(A=4) 4=2C,, 6(4)=206(,)

gesetzt wird und eventuell neue C hinzugefiigt werden, fiir welche @ (C)
beliebig variieren darf. Dieser Ubergang kann nun schrittweise voll-
zogen werden. Die Schritte sind von zweierlei Typus: Entweder wird
in (16.3) ein neues, zu den alten fremdes 4,,; hinzugenommen, fiir
das @ (4, ,) ganz beliebig sein darf, oder es wird 4; = A7 + A auf-
gespalten (aus Symmetriegriinden kann man sich auf 4, beschrinken.)
Im ersten Falle erhilt man wegen (16.7) und (16.8) trivialerweise das-
selbem. Setzt man im zweiten Falle

%, =0(4), t1=1,...,n;, x=0(4), *=06(47), (16.10)
so kann #; als willkiirlich aufgefaBt werden. Die erste Darstellung
von « lautet

{x;, %y, ..., %,} €O,.
Bei ihr hat m(x) den Wert

()
j...[w(xl,A’l—i—Ai’)w(xz,Ag)n-dxldxz---dxn. (16.11)
On’

In der zweiten Darstellung hat es den Wert
(n+1)
/...fw(x'lAi)w(x'{,A]’)w(xz,Az)mdxidx'l’dx2--odxn. (16.12)
On+1
Durch den Ubergang von
(*1, 47, %9, « . ., %,)
zuriick zu
(%1, %, X9, « . ., X,)

vermittels der mabBtreuen Transformation ] =x; — %] geht O,,,
iiber in die Zylindermenge (x7) X O,. Ausfithrung der Transformation
in (16.12) und nachfolgende Teilintegration beziiglich ] fiihrt wegen

/w(xi, A w(xy, — 21, A7) dx) = w (x,, A} + A7)

und wegen (16.8) zum Werte (16.11) zuriick. Also kommt gleiches m
heraus. Die Notwendigkeit von (16.9) folgt dhnlich.

Unter den Voraussetzungen (16.8) und (16.9) ist durch (16.7) das
m-MaB fiir alle zum Kérper ® gehorigen Teilmengen von  eindeutig
definiert. Die Bedingung (16.9) 148t sich mit Hilfe von Fourierintegralen
diskutieren. Setzt man ndmlich

+o0
W, A) = [é*2w(x, 4)dx,

so geht nach einer bekannten Regel (16.9) in
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Wwu,A 4+ B) = W(u, A) W(u, B)
tber. (16.8) lautet
w0, 4) =
Wir setzen nunmehr voraus, daB8 im urspriinglichen Raume % ein
LEBESGUEsches MaB M gegeben ist, und daf alle zu f gehérigen Men-
gen 4, B, ... endliches und, falls sie nicht leer sind, positives MaB M

besitzen. Der Ansatz
Wu, A) = ¢” M

fithrt dann zur Gaussschen Verteilung

— 1 M@
w(x, A) ] e , (16.13)

und damit zum m-Mal3
n 1
mis) =n 2[M(A)-- M(4, / ] ZM(A,>dx iz, (16.14)

fiir die Menge (16.3) L.

Von jetzt ab wird R mit der Zahlengeraden (£) und f mit dem Kor-
per der endlichen Summen links offener &-Intervalle identifiziert. Dann
laBt sich beweisen, daB das MaB (16.14) einer absolut additiven Er-
weiterung in B & fihig ist. Es kann namlich gezeigt werden, dal fast
alle Mengenfunktionen @ im Sinne von m fiir beliebiges festes ¢ > 0
durchweg einer Ungleichung

A:6,<é=&; |04 l<cJ£1—fo|2 S & e | £ 24 (16.15)
geniigen. Das ist zunichst so aufzufassen, daBl die Menge derjenigen
O (4), die fir kein ¢ durchweg (16.15) erfiillen, sich mit abzahibar
vielen Mengen 4, B, ... von f mit beliebig kleiner Gesamtsumme der
m-Masse iiberdecken 148t. Ist diese ,,Semikompaktheit’ von 2 einmal
bewiesen, so folgt leicht die Stetigkeit des MaBes m innerhalb &, und
damit die Erweiterbarkeit.
Auf (&) 1aBt sich jedes @ (A) durch eine Punktfunktion
1(5) = 6(0, )
erzeugen. Damit ist auch ein Mafl im Raume dieser Funktionen
x(§), —oo<éE < Hoo;  x(0) ==

erklart. Fast alle diese Funktionen geniigen durchweg einer Bedingung
1)~ 2l C L — & U J 15,

1
|<C’{1 +1§\ /.

1 Die entsprechende MaBtheorie stammt von WIENER [1]. Vgl. auch PaLEY
and WIENER [1], ,,random functions*.

(16.16)

-+
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Die zweite Ungleichung folgt leicht aus der ersten. Die Ungleichungen
konnten noch verschirft werden. Jedoch ist die Zahl  im Exponenten
wesentlich. Die x (&), die an irgendeiner Stelle einer HOLDER-Bedingung
vom Exponenten >>1 geniigen, bilden in £ eine Nullmenge.
Durch die Erweiterung auf B § ist nunmehr eine Integrationstheorie

in £ geschaffen. Wir schreiben

[F(6)dm,

2
falls F (@) in £ m-summierbar ist. F kann entweder als Punktfunk-
tion in £2 oder als Funktional von @ (4) aufgefaBt werden. Nach dem
allgemeinen Approximationssatz von § 2 existiert zu beliebigem & > 0
ein G(0), welches nur endlich viele Werte, und diese in Mengen « der
Form (16.3) annimmt derart, daB

[1G(O) — F(O)|dm < ¢
g
ausfillt. Da jene Mengen « in der Form (16.5) mit denselben C; dar-
gestellt werden konnen, ist G von der Form
G=G(O(C),0(C,),...,0(C)), (16.17)

also eine gewdhnliche Funktion der Werte von @ in endlich vielen
fremden Mengen C;CR. Wegen (16.14) ist

n 1 P
/G(@)dm=n'?-[M(cl).-.M(c,,)]“f-/...jG(xl,..., ZMwodx cdzx,,
Q

also
/G(@)M:::T/ /G(ng ooy Y M(C))e-Svidy, .- dy,. (16.18)
Q

Insbesondere ist

f@%A)dm:%M(A), /1 |dm_—_VM(A),
Q

was die Rolle des Exponenten 4 in der HOLDER-Bedingung verstidnd-
lich macht.
Die Gruppe der Translationen

E=>&=E8+1

auf der &-Achse erzeugt nun eine Strémung @ — 6, bzw. y — , in 2,
0,(4)=06(4,), @) =xE+)—-20).

Die Strémung ist m-treu. Hierzu geniigt der Nachweis, daB bei be-

liebigem festem ¢ jede Menge « des Korpers § in eine ebensolche tiber-

gefithrt wird, unter Erhaltung des MaBes. Nach (16.14) ist das trivial,
da bei Translationen das gewdshnliche MaB M in % invariant bleibt.
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Die Strémung ist auch in (@, #) meBbar im Sinne von Definition 3.4,
wie mit Hilfe des ihr nachfolgenden Kriteriums folgt.

Satz 16.1. Die durch die Translationen der &-Achse erzeugte Stromung
in Q ist vom Mischungstypus im engeren Sinne.

Beweis. Die Beziehung

tlll_In F(O)H dm—/F dm/H

braucht nur fiir F unktionen der Form (16.17) bewiesen zu werden. In
diesem Falle ist sie klar, da fiir hinreichend grofles ¢ die zu F (6,) ge-
horigen Intervallsummen C; zu den zu H gehdrigen véllig fremd sind
und daher die Beziehung bereits ohne das Limeszeichen gilt.

Die Strémung ist daher ergodisch, und es gilt

ITllunwT [F(@,) at =§/de

fiir fast alle ©® im Sinne von m, falls F(0) in £ m-summierbar ist.

Das Spektrum. Gehort das komplexwertige F(6) in 2 zu L?
so besitzt nach Satz 14.2 U,F(0) = F(0,) fiir fast alle @ dasselbe
Spektrum. Es gibt eine Nullmenge N € 2 derart, da8 fiir jedes @ Q2 — N
und fast alle s, s = 0 eingeschlossen,

T )
I;{@;%JF(@W)F( )it =(U,F,F) =fe“-sd5(,1) (16.19)

gilt. Es soll nun die Spektralenergie S(4) im Falle eines linearen Funk-
tionals

=[a() 26, = [¢&) dz(®) = —[1()de(®), (16.20)
b3 —o0 —o0

wo ¢(&) in (—oo, +o00) von beschrinkter Variation ist und fiir alle
groflen |&| verschwindet, berechnet werden. Hierher gehort z.B. der Fall

F(O)=0(4)=720) —z(@); 4=(a,b)). (16.21)
Das Integral hat fiir fast alle @ einen Sinn, da fast alle x (&) in jedem
endlichen &-Intervalle beschrinkt sind. Die Ausnahmemenge kann
offenbar stromungsinvariant angenommen werden. Setzt man zunichst

q (&) als stiickweise konstant voraus, so ist I (®) von der Form (16.17),
und man erhilt mit Hilfe von (16.18)

/l [9(6) 20, dme =4 [|g(p)2aM,. (16.22)
2l %

Durch L2-Approximation g, — ¢ folgt, daB (16.20) in £2 zu L2 gehort.
Auf diese Weise 148t sich F(0) fiir fast alle © in vollig eindeutiger
Weise definieren, wenn ¢ (p) = ¢ (&) in R = (§), dM = d§, lediglich zu L®
gehort. Mit Hilfe der zu (16.22) fithrenden Rechnung ergibt sich wegen
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F(0) = [q@)dz( +9) = [qlt — 9 dg(®)

die Formel

(U, F) = [F(0)F(B)dm = }[q(t —5) ¢ d.
Aus ihr 148t sich das S(4) von (16.19) berechnen. Nach bekannten
Sitzen tiber die Fourier-Transformierte einer Faltung ist ndmlich

/Q(f —s) q(&) dé& =f|%q(l)]%“8ds,

wobei
Ball) = oo [erg@)as

gesetzt ist. Daraus folgt das gewlinschte Resultat,

2
S() = 4[| 0L,
Es kann ohne Bezugnahme auf die Strémung ausgesprochen werden,
Satz 16.2. Ist g(&) in (—oo, +00) von beschrinkter Variation und
gleich Null fiir alle grofen |&|, so besitat

Ja@ax &+ (16.23)

als Funktion von s fir fast alle y (&) ein Spektrum. Die Spekiralintensitis
S’(4) existiert bei fast jedem y (&) fiir alle A und ist gleich

S'(8) = 3[F, (A
w9 F,(A) die Fouriertransformierte von q bedeutet?.

Die Voraussetzung ist hier, symbolisch gesprochen, daf3 die verschie-
denen ,,Differentiale dy (&) = @((&, & + d&)) unabhingig verteilt sind
und eine Gausssche Verteilung besitzen, deren Modul nur von der
Liange d¢ des Intervalles abhdngt. Deutet man £ als Zeit, so 4Bt sich

72(&) durch die Koordinate eines Teilchens bei der BrowNschen Be-
wegung veranschaulichen.

§ 17. Ein Beispiel fiir Mischung bei unendlichem m(£2).

Im folgenden wird eine eineindeutige und flichentreue Abbildung
cines ecbencn Gebietes £2, m(£2) = oo, auf sich angegeben, bei welcher
fiir irgend zwei quadrierbare Mengen 4, B

! WIENER [1]. Das Verschwinden von ¢ fir groBe |&| ist natiirlich eine un-
wesentliche Forderung.

Lrgebnisse der Mathematik. V/2. Hopf. 5
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m(AB,) >0, #n-—>o©
proportional gleichmiBig gilt, d. h. bei welcher

m(AB,) m(4)m(B)
m(CD,)  m(C)m (D)’

fiir irgend vier quadrierbare Mengen besteht, #(C) m (D) =+ 0.
£ sei der unendliche Halbstreifen

n—> 00 (17.1)

2=0, 0=y<1.

Er wird durch die ganzzahligen Abszissen ¥ =1, 2, ... in unendlich
viele Quadrate zerlegt, die wie in der Abb.1 numeriert sein sollen.

Die gewiinschte Transformation 7T ist
I 7 37 I - dasProduktzweier flichentreuen Trans-

I - I I - I formationen T"”T’, wobei T"in der Aus-
e fiihrung der Quadrattransformation von
Abb. 1. §12 bei jedem der obigen Teilquadrate

besteht, und wo T die durch die Mittel-
linie y = } entstehenden Quadrathilften in der durch die Abb. 1 ge-
kennzeichneten Weise kettenartig ineinander verschiebt.
Zum Beweise der Behauptung sei zunéchst wie in § 12 angenommen,
daB A4, B, ... dyadische Rechtecke R (s, &)
jHv2isa<j+ 127, wt=sy<@+1)275
j=0,1,..., ¥=0,...,2—1, p=0,...,2"—1,
oder noch einfacher Quadrate Q (i) = R(i, ¢) sind. Nach §12 fiihrt die
i-te Potenz der Inversen von T das Quadrat Q (¢) = A4 in ein Rechteck
R (21, 0) iiber, also in einen senkrechten Streifen der Hohe Eins und
der Breite 272, Daran #ndert offenbar auch die Verschiebung T
nichts. Also ist
A_,= R(21,0). (17.2)
Ein zweites Quadrat Q (k) = B wird analog durch T* in ein horizon-
tales Rechteck R(0, 2%) verwandelt,

B, = R(0, 2%). (17.3)
Wegen der m-Treue von T ist also '
m(AB,) =m{R(2i,0)R(0,2k),}, p=n—1i—k.  (17.4)

Nach § 12 besteht R(0,2k), aus 27 verschiedenen ‘Rechtecken
R(0,2k+p), die sich diesmal jedoch infolge der wiederholten Ver-
schiebungen T iiber mehrere der Streifenquadrate (Q(0, 0)) verteilen.
Zur Bestimmung dieser Verteilung seien mit

2P, 4P, 8P,

die Anzahlen bezeichnet, mit welchen jene Rechtecke im ersten, zwei-
ten, ..., i-ten Streifenquadrat auftreten. Aus den ZP Rechtecken
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R(0,2k+p) im Il-ten Quadrat werden nun infolge der Mischungs-
transformation 7" gewisse Rechtecke R(0,2%k+p-+1), und zwar
genau 2z in der oberen und genau z in der unteren Quadrathilfte.
Die nachtrégliche Verschiebung fiihrt daher zu den Rekursionsformeln

0=, 122 A=,

wobei zu beachten ist, daB die anfinglichen Anzahlen z(® alle ver-
schwinden bis auf eine, die gleich Eins ist, und zwar in demjenigen
Quadrat, welches das Rechteck (17.3) enthilt. Die Losung dieser Auf-
gabe liefert

() — ’0) . (O
p : P-H "v( Zm ——21 mo m=0,

also, wenn / die Nummer des (17.2) enthaltenden Quadrates ist,

[P — oM. 12
(i ) =0 | pe

und schlieBlich wegen (17.4)

'l/ﬁ-z’—’m(AB,,) >m(A)m(B), n-oo,

wenn A, B dyadische Quadrate sind. Dies bleibt richtig, wenn 4, B
Summen endlich vieler Quadrate sind. Sind allgemeiner 4, B be-
schrinkte und quadrierbare Mengen, so folgt es auch, da eine der-
artige Menge sich zwischen zwei endliche Quadratsummen beliebig
kleiner Flichendifferenz einschalten 148t. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Wire (17.1) auch fiir allgemeine meBbare Mengen bewiesen, so er-
gdbe sich die metrische Transitivitit von 7 als unmittelbare Folge.
Dieser Beweis verlangt jedoch tiefere Hilfsmittel.

V. Kapitel.
Ergodentheorie und die geodétischen
Linien auf Fldchen konstanter
negativer Krimmung.

§ 18. Formulierung der Probleme.

Wir gehen von einer zweidimensionalen RIEMANNschen Mannig-
faltigkeit ¢ aus, im folgenden kurz Fliche genannt. # sei ein beliebiger
Punkt auf §§, ¢ der Winkel, den eine beliebige Richtung durch p mit
einer festen Richtung durch p bildet. Diese feste Richtung soll auf

5*
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ein analytisches Vektorfeld mit héchstens endlich vielen Singularititen
bilden. Die Fliche sei vollstindig, d. h. jede geoditische Linie sei in
beiden Richtungen unbegrenzt fortsetzbar.

Die Linienelemente

P=(p,9)

bilden den zu % gehérigen Phasenraum £, und die Bewegung eines
beliebigen Punktes p lings einer beliebigen geoddtischen Linie auf
mit der Geschwindigkeit Eins a8t sich als stetige Strémung in £ auf-
fassen. Bekanntlich bleibt bei dieser Strémung das Volumelement

dm = dodg

invariant, wenn do das Flichenelement auf {§ bedeutet.

Im folgenden werden speziell die vollstindigen Flichen konstanter
negativer Kriimmung betrachtet. Bekanntlich erhilt man diese Fli-
chen § in folgender Weise. Im Innern des Einheitskreises |z| <1
der z-Ebene sei die nichteuklidische (NE) Metrik

_2]dz] 5 — 4dxdy
T —zz’ T (1—22)?

ds

(18.1)

eingefiihrt. Sie ist gegeniiber allen schlichten und konformen Abbil-
dungen von |z| <1 auf sich, d. h. gegeniiber allen linearen Substitu-
tionen von z oder z, bei welchen |z| < 1 fest bleibt, invariant. Die geo-
datischen Linien sind die in |z| <1 gelegenen Bigen der zu |z| =1
orthogonalen Kreise (NE-Gerade). Eine Fliche §§ entsteht dann, wenn
man alle vermége der Substitutionen S einer Fucusschen Gruppe &
mit |z]| =1 als Hauptkreis einander kongruenten Punkte von |z| <1
miteinander identifiziert. Von einer Fucusschen Gruppe spricht man,
wenn sie keine der Identitit beliebig benachbarte, von ihr verschiedene
Substitutionen enthilt (eigentliche Diskontinuitit).

Man unterscheidet zwischen zwei wesentlich verschiedenen Arten
Fucusscher Gruppen & und damit Flichen . Bei der ersten Art gibt
es auf |z = 1 Punkte, deren S-Bilder auf |z| = 1 iiberall dicht liegen.
Bei der zweiten Art ist das nicht der Fall. Beide Arten lassen sich auch
mit Hilfe des Fundamentalbereichs R von & charakterisieren. Fiir R
148t sich bekanntlich eine Normalform angeben, bei welcher R ein von
endlich oder abzihlbar unendlich vielen Segmenten von NE-Geraden
und Bégen von |z| =1 begrenztes NE-konvexes Polygon darstellt.
Dann ist & von der ersten Art, wenn der Rand von R keine Bogen
von |z| =1 enthdlt. Die Ecken konnen sowohl in |z| <1 als auch
auf {z]| =1 (Spitzen) liegen. Es gibt unendlich viele wesentlich ver-
schiedene Gruppen und Flichen erster Art.

Ein wohlbekanntes Beispiel fiir die erste Art ist der Fall, wo R
ein regelmilliges 4p-Eck mit der Winkelsumme 2z darstellt. Die
Seiten sind so aufeinander bezogen, daBl man ecine geschlossene zwei-
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seitige Fliche § vom Geschlecht p erhdlt (Abb.2, p =2). Ein an-
deres Beispiel wird durch die Modulgruppe geliefert, bei welcher R ein
NE-Dreieck mit einer Spitze auf |z| = 1 ist. Die entsprechende Fliche
besitzt hier eine spitzenférmige
Randsingularitit  (Abb. 3)%.
Bei der zweiten Art hat jedoch
der Rand von R mindestens
einen Bogen mit |z| =1 ge-
mein. Diezugehoérige Flache be-
sitzt entsprechend mindestens
einen Trichter (Abb. 4, zwei Trichter).

Wir betrachten im folgenden nur endlichvielfach-zusammenhéingende
Flachen . Ihre FucHssche Gruppe besitzt eine endliche Basis, und
das Fundamentalpolygon hat nur endlich viele Seiten. In diesem Falle
ist % dann und nur dann von der ersten Art, wenn der NE-Flichen-
inhalt von R, d.h. die Oberfliche von § endlich ist.

Hauptsatz 18.1. Fiir jede volistindige Fliche konstanter wnegativer
Kriimmung und endlicher Oberfliche ist die geoddtische Stromung metrisch
transitiv®.

Damit ist der Satz 14.1 iiber das Zeitmittel anwendbar. Es handelt
sich hier um ein typisches ergodisches System. Nach § 9 sind im Phasen-
raume £ fast alle Stromlinien transitiv. Mit Riicksicht auf den be-
sonderen Charakter der geoditischen Linien folgt hieraus leicht ein
fritheres Ergebnis, ndmlich, dafi ausnahmslos fiir jeden Punkt p auf &,
jedoch fiir fast alle Richtungen durch p, die geodatischen Linien in £
transitiv sind®. Demgegeniiber ist bekannt, daf die geschlossenen
Stromlinien eine in £2 dichte Menge bilden4.

Bei Flichen zweiter Art ist jedoch die zugehorige Strémung vom
dissipativen Typus. Ohne Zuhilfenahme des Phasenraumes lautet die
Behauptung: Die durch einen beliebigen Punkt $ von § gehenden

1 Sje hat auBerdem einen konischen Punkt, der dem auf der inneren Seite
des Dreiecks liegenden Fixpunktes einer der S von & entspricht. Ganz allgemein
werden hier konische Punkte als innere Punkte von { aufgefaft.

2 Fir die beiden genannten Beispiele zuerst von Heprunp [1], [2] nach-
gewiesen. Zum allgemeinen Satze vgl. E. HopF [7]. Der dort gefithrte Beweis
ist hier reproduziert. Er geht ebenso wie bei HEDLUND von Satz 19.1 aus, beruht
jedoch in den Hauptpunkten auf neuen Gedanken.

Die Frage, ob der Satz bei allen vollstindigen Flachen erster Art richtig ist,
ist im Hinblick auf SEIDEL [2] zu verneinen.

8 P. MyrBERG. Vgl. die Hinweise in E. HopF [7]. Man beachte, daB die
Richtungen in p den Punkten von |z| = 1 eineindeutig entsprechen, und daB
zwei im gleichen Punkte von |[z| = 1 miindende NE-Geraden zueinander in Q
asymptotisch sind, also beide transitiv sind oder nicht.

4 P. KogBe. IV. und V. Mitt. Dort wird der Verlauf der geoditischen Linien
vom topologischen Standpunkte aus untersucht. KorBes Ausdruck ,fast alle®
ist nicht im maBtheoretischen Sinne gemeint.
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geoditischen Linien landen fiir fast alle Richtungen durch $ schlieB-
lich in den Trichtern der Flichel. Oder: Die Bogen, die der Rand
von R mit der Kreislinie |z| = 1 gemein hat, und ihre ®-Bilder bilden
auf |z| =1 eine Menge vom Winkelmal 2.

Der im folgenden erbrachte Beweis fiir diese Behauptungen griindet
sich auf die NE-Métrik und auf die Theorie der harmonischen Funk-
tionen.

§ 19. Satz 18.1 als Satz iiber Fucussche Gruppen.
Das Doppelverhiltnis

— 2z 24— &
(21, 23, 23, 24) = L2

_‘3244"‘21

geht bei einer linearen Substitution S von z oder z in sich oder in seinen
Konjugiertwert iiber. Gleiches gilt von den Differentialen

dzy 23— 2

zl—zzza—z2=~—[zl’z2’23’22+d22] (19.1)
und

dzldzzo—_———[zl,zz,zl—{-dzl,zz—{-dzz], (19.2)

(21— 29)*

Von nun ab werden nur die |z| <1 in sich iiberfilhrenden Substitu-
tionen S betrachtet. Das Spiegelungsprinzip

8- st

liefert fiir sie die Invariante

w—2z |2 1 1
’T—_EE = {z 7Y ’w_] (19.3)
und nach (19.1) die Differentialinvariante
dz 1—2Zw 1
T2 w3 =[?,z,w,z+dz]. (19.4)

Aus (19.3) und (19.4) folgt die Invarianz des Lingenelementes (18.1)
und des entsprechenden Flichenelementes (18.1). Setzt man in der
Invariante (19.2) z, = {, 2, = z und dividiert man ihren Betrag durch
das Lingenelement (18.1), so erhdlt man das invariante POISSON-
Differential

1 —
s !i 248 (19.5)
Wir betrachten nun eine Fucussche Gruppe ® von Substitutionen S

mit |z| = 1 als Hauptkreis. Die Gesamtheit aller Punkte S (z
z fest, definiert dann einen Punkt p der Fliche §. © bestlmmt dann

1 KoEBEs ,,semiergodischer** Verlauf, KoeBg 1V., V. Mitt. Dort wird nur das
Uberalldichtliegen jener Richtungen bewiesen.
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eine assoziierte Gruppe I" von Kontakttransformationen 7 des Raumes
der Linienelemente

(2,9), @ =argdz,
in sich, wobei T die Form

(z, 9) = (S(2), @ + argS'(2)) (19.6)

im analytischen Falle und eine analoge Form im Spiegelungsfalle be-
sitzt. Vermoge I' kongruente Linienelemente definieren einen einzigen
Punkt P des Phasenraumes £. Wegen der Invarianz der Winkel und
des Flichenelementes do ist das Volumelement

dm =dod (19.7)

im Raum der Linienelemente gegeniiber den Transformationen T in-
variant.

Im Raume der Linienelemente seien nun die neuen Koordinaten

(11, %, 8); || =[ma| =1, s reell,

eingefiihrt. Dabei sind #, und 7, Anfangs- und Endpunkt der durch
(2, @) bestimmten gerichteten NE-Geraden. s ist die NE-Entfernung
des Punktes z vom Halbierungspunkt 2z, des orthogonalen Kreisbogens
(M1, mg). Das Vorzeichen von s sei durch die Richtung auf der NE-
Geraden festgelegt. Offenbar ist die Koordinatentransformation von
(2, 9) auf (1, 1y, s) eineindeutig. In den neuen Koordinaten erhalten
die Transformationen 7" die Gestalt

(1, M2s $) = (SN, S(a), s + fslmy, 1) (19.8)
Das Volumelement (19.7) lautet jetzt
dm =c MJ@LL@"L‘ ds (19.9)
| — ol '

mit dem ds von (18.1). Man kann nimlich eine |z| <1 in sich iiber-
fiihrende Substitution angeben, welche ein beliebig vorgegebenes Linien-
element (z, ¢) = (n,, 13, s), |2] <1, in ein beliebiges anderes (2', ¢’)
= (n1, 5, s"), |#'| <1, transformiert. Die durch sie bestimmte Kon-
takttransformation ist von der Form (19.6), 148t also (19.7) ungedndert.
In den neuen Koordinaten ist sie von der Form (19.8). Sie 1aBt also
wegen der Invarianz von (19.2) und von ds die rechte Seite von (19.9)
ungeindert. Daher konnen sich beide Seiten nur durch einen kon-
stanten Faktor ¢ unterscheiden.

Die in §18 definierte geoditische Strémung im Raum der Linien-
elemente lautet nun in den neuen Koordinaten einfach

P = (ny, 1y, ) > Py = (1, M, s +1). (19-10)
Die Stromungsinvarianz des Volumelementes dm ist eine triviale Folge
von (19.2) und (19.10).
Die Koordinatentransformation 148t sich leicht explizit angeben,
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Mt _ (3“‘771)(3—77_2)
¢ =% M — N2 ’

s =1n[n, 1y, 2, %], Z0=2+\771—772|’

jedoch werden diese Gleichungen nicht gebraucht.

® sei nun eine FucHssche Gruppe erster Art. Ist R ein Fundamen-
talbereich, so entspricht der Zerlegung von |z| <1 in die NE-kon-
gruenten Bereiche S (R) eine Aufteilung des Raumes der Linienelemente
(M1, M, s) in beziiglich I" kongruente Zellen. Jede derselben ist ein
Reprisentant des Phasenraumes £.

Satz 19.1. Der Satz 18.1* ist mit folgender Behauptung dquivalent.
Eine Punktmenge A auf dem (ny,7,)-Torus mit positivem Torusmaf,

!;/lld’?l! ldnzl >0,

besitzt notwendig das Map des ganzen Torus, wemn sie gegewiiber den
stmultanen Substitutionen n; = S (), 75 = S (1),) der FucHsschen Gruppe
evster Art invariant ist.

Beweis. Fiir das folgende ist es nur notig, zu wissen, dafl Satz 18.1
aus der Behauptung folgt. Man betrachte eine in £ m-meBbare und
strémungsinvariante Punktmenge M, m (M) > 0. Dieser Menge ent-
spricht im (9, %,, s)-Raume eine im Sinne von (19.9) mefBbare und
gegeniiber der vertikalen Strémung (19.10) invariante, also in der
s-Richtung zylindrische Menge. Ihre Projektion 4 auf den (1, 5,)-Torus
ist von positivem Malle

/ ldn||dns|

lp — e[

also auch von positivem TorusmaBe. Nach der Behauptung ist ihre
Komplementirmenge auf dem Torus eine Nullmenge. Daraus ergibt
sich riickwirts, daB £ — M auf £ eine m-Nullmenge sein mu8.

Beim Beweise der in Satz 19.1 ausgesprochenen Behauptung darf
man sich auf spiegelungsfreie Gruppen & beschrinken. Sind nimlich S
die in ® enthaltenen Substitutionen von z, S die von z, so bilden die S
eine Untergruppe g von ®. Jedes S ist von der Form S = SS,, mit
festem S,. Mit & ist auch g von der ersten Art, denn der Fundamental-

bereich B
R + S4(R)

fir g kann keinen Randbogen mit |z| = 1 gemein haben, wenn dies
nicht schon bei R der Fall ist. Wenn andererseits die Behauptung
fiir g zutrifft, so ist es erst recht bei & der Fall.

§ 20. Einfiihrung harmonischer Funktionen. Hilfssitze.

Satz 20.1. Satz 18.12 ist mit folgender Behauptung dquivalent.
Eine beschrinkte, sowohl tn z als auch in w harmonische Funktion

1 Fir Flachen erster Art schlechthin, nicht nur solche von endlicher Oberfliche.
2 Man beachte hierbei die vorangehende FufBnote.
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Ulz,w), |2| <1, |w| <1, ist eine Konstante, wenn sie fiir alle S einer
FucHsschen Gruppe erster Avt der Invarianzrelation

U(S(2), S(w))y=U(z, w) (20.1)
gendigt L.

Wir ziehen im folgenden eine speziellere, nur scheinbar schwichere
Formulierung vor.

Satz 20.2. Satz 18.12 ist mit folgender Behauptung dquivalent. U(z,w)
=0 gewiige den gleichen Voraussetzungen wie oben. Verschwinden die
Toruswerte von U auf |z| = [w|=1 (im unien auseinandergeseizien
Stnne) in einer Menge positiven Torusmafes, so ist U =

Beweis. Wir benétigen wieder nur die Tatsache, daB Satz 18.1
aus der Behauptung folgt. Hierzu ist zu zeigen, daB aus dieser Be-
hauptung die Behauptung des Satzes 19.1 folgt. Es set U(n,, 1)
die charakteristische Funktion der Menge 4 von Satz 19.1 auf dem

Torus |7,|= [7y| =1. U ist auf dem Torus meBbar und erfiillt fiir
jedes S von & die Relation
U(S (), S(ne)) = Ulny, 15) - (20.2)

Zu beweisen ist U = 0 bis auf eine Menge vom Torusmall Null.
Das Poissonsche Integral

Uz, y) =21—H/U(C,y - IdCl (20.3)
1¢1=1
stellt fiir fast alle y auf |p| =1 eine in lz| < 1 harmonische Funktion
von z dar. Sie ist dem Betrage nach kleiner als Eins und fiir jedes z
eine auf |p| =1 meBbare Funktion von y. Ferner ist

Uz, w) = ;n [U(z y) w\ZI ] (20.4)
trl=1
n 2] <1 und |w| < 1 beschrinkt und sowohl in z als auch in w har-
monisch. Uf(z, w) kann natiirlich auch als Poissonsches Doppelintegral
geschrieben werden. Wegen der S-Invarianz der Poisson-Differentiale
iibertrdgt sich die Invarianz (20.2) auf U{z, w), d. h. es gilt (20.1) fiir
alle S von §.
Die Torusfunktion U({, y) bestimmt sich umgekehrt aus der har-
monischen Funktion Ul(z, w), |2] <1, |w|< 1, als Grenzfunktion im
Sinne mittlerer Konvergenz,

A / [wet en—vE pplaclayl=o. (o)

I=lyl=1
Dies ergibt 51ch ganz analog wie bei einer harmonischen Funktion % (z)
! Fir ein spezielleres Problem sind harmonische Funktionen unabhingig von

SEIDEL [2] eingefiihrt worden.
2 Man beachte hierbei FuBnote 1 S. 72.
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eines Punktes z, die vermdége des Poissonschen Integrals zu beschriankten
Peripheriewerten #({) gehort,

lim [{u(c7) - u(@}]dg| = 0.2 (20.6)
[£1=1

Trifft nun die Behauptung unseres Satzes, U =0, zu, so folgt die
zu beweisende Behauptung.

Der Beweis des in Satz 20.2 formulierten Satzes iiber harmonische
Funktionen wird nun in mehreren Schritten gefiihrt. Wir beginnen mit
der Aufstellung der entsprechenden Hilfssdtze. Bewiesen werden sie
und der Hauptsatz in den folgenden Paragraphen. Unter K; werde
das Innere des Kreises vom NE-Radius / um z = 0 verstanden. Sein
NE-Flacheninhalt berechnet sich aus

oK) =m(+et—2). (20.7)
Lemma 1. Ist die Punkimenge B in |z| <1 invariant gegeniiber
allen S der Fucusschen Gruppe &, so gilt fiir alle hinveichend grofen

o(BK))
o (K)

<a-o(BR),

wo R ein Fundamentalbereich von & und a eine Konstante ist.

Das Lemma gilt fiir jede Fuchssche Gruppe mit |z| = 1 als Haupt-
kreis. In der folgenden Beweisanordnung ist es jedoch nur bei den
Gruppen erster Art und von endlicher Basis (Flichen $ endlicher Ober-
fliche) mit Erfolg anwendbar. Das Lemma ist nicht ganz trivial, wenn
der Rand von R Spitzen auf |z| =1 besitzt.

Lemma 2. Die in |z| <1 beschrinkte und harmonische Funktion
1 (2) = 0 set invariant gegeniiber allen S der FucHsschen Gruppe & erster
Art. Verschwinden die Peripheriewerte u(() auf |{| =1 in einer Menge
positiven Winkelmafes, so gilt uw=0.

Im Gegensatz zu der Behauptung des Satzes 20.2 liegt dieses Ana-
logon fiir Funktionen eines Punktes nicht tief. Die Hauptschwierig-
keit liegt im Beweise fiir das

Hauptlemma. Geniigt U(z, w) allen in Satz 20.2 angegebenen Vor-
aussetzungen, so ist das Winkelmaf derjenigen Menge auf |y| =1, wo
U(0, ) = 0 gilt, positiv.

Beweis der Behauptung von Satz 20.2 auf Grund der Hilfs-
sdtze. Nach dem Hauptlemma hat die Menge E der Punkte auf
[¥| =1, in denen U(0, y) = 0 gilt, positives MaB. Fiir eine in [z]| <1
harmonische und nichtnegative Funktion #(z) lauten die HARNACK-
schen Ungleichungen

5“3(2""’) " (z) a7 (Z,) é es @) " (Z) »

1 Auch umgekehrt existieren in diesem Sinne die Randwerte bei jeder be-
schrankten, harmonischen Funktion. Der Satz von Fatou liegt tiefer.



143 § 21. Beweis von Lemma 1 und 2. 75

wo s(z, 2') die NE-Distanz zweier Punkte innerhalb des Einheitskreises
bedeutet. Wegen U(z, w) = 0 ist also

e 2070, w) = Uz, w) = £@2U(0, w). (20.8)

Bei festgehaltenem z ist daher die Menge auf |y| = 1, in der die Rand-
werte U(z,y) von U(z, w) verschwinden, unabhingig von z. Sie fallt
also mit £ zusammen. Wegen (20.1) ist nun fiir jedes S von §

U(S(0), w) = U(0, S~ (w)).

Ersetzt man in (20.4) w durch S~ () und y durch S~!(y), so erhalt
man mit Riicksicht auf die Invarianz des Poisson-Differentials

U0, S @) = 21—nfU(o, S-t(y) L7994

) ly—wl?
)=

Daher sind U(0, S™*(y)) die Randwerte von U(0, S™*(w)). Da offen-
bar S(E) die Menge ist, in der diese Randwerte verschwinden, folgt
die Invarianz der Menge E gegeniiber allen S von ®.

Die in |z} < 1 harmonische Funktion #(z), deren Randwerte auf E
gleich Null und sonst gleich Eins sind, ist gegeniiber allen S von ®
invariant. Nach Lemma 2 ist also # =0, d.h. E hat das Mal} der
ganzen Kreislinie. Nach der Definition von E verschwinden daher die
Randwerte von U(0, w) fast iiberall. Daraus folgt aber U(0, w)— 0
und wegen (20.8) U(z, w) =0, w.z. b. w.

§ 21. Beweis von Lemma 1 und 2.

Beweis von Lemma 1. Im folgenden wird vorausgesetzt, dafl z
auBerhalb der abzihlbaren! Menge der Fixpunkte der S von ¢ liegt.
Dann sind die Punkte S (z) fiir verschiedene S voneinander verschieden.
Man darf dies auch von z = 0 annehmen, denn sonst kénnte man
durch eine geeignete lineare Substitution einen passenden anderen
Punkt in den Nullpunkt verlegen. Wegen (20.7) bleibt dabei die Aus-
sage des Lemmas ungedndert. N(z,/) sei nun die Anzahl der in K,
gelegenen, zu z kongruenten Punkte S(z). N ist also die Anzahl der
der Ungleichung

s(0,S(2) <!

geniigenden S von &. Wegen der Entfernungsinvarianz
s(0, S(2)) = s(S710), 2)

ist also N auch die Anzahl derjenigen zu z = 0 kongruenten Punkte,
deren NE-Abstand vom Punkte z kleiner oder gleich / ist. Aus der
Diskontinuitit von & schlieBt man andererseits, daB die Punkte

1 Die Gruppe ist eigentlich diskontinuierlich. Daher konnen sich die Fix-
punkte nur auf 'z' = 1 haufen.
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S(0) == 0 einen positiven NE-Minimalabstand b von z = 0 besitzen.
Der NE-Kreis vom NE-Radius & um irgendeinen dieser Punkte kann
also keinen weiteren von ihnen enthalten. N ist daher kleiner als die
Anzahl der Kreise vom NE-Radius b, welche in einem Kreise vom NE-
Radius 7 + & ohne ﬁberschneidung Platz haben,

0 (K1) _ o(Ki) SN o .
Nz, )< oK) = oK) oK) oK) <a-o(K), 1>0b. (21.1)
Nun sei @(z) die charakteristische Funktion der Menge K,. Dann
folgt
) =S D5
und daher mit Summation iiber alle S von & wegen der Invarianz von ¢
[ [Nz )do, = 2 // DS @) do, =2 [ [ DP(z)do,. (21.2)
RB S S(RB)
Da R Fundamentalbereich ist und da B = S(B) fiir alle S von ® gilt, ist
D'S(RB) =>'S(R)B= B S(R) =
5 S S
Die rechte Seite von (21.2) hat daher den Wert
ff@(z)do'z =0(BKj).
B

Daraus und aus (21.1) folgt die behauptete Ungleichung.

Beweis von Lemma 2.1 Vorausgesetzt wird, daBl & eine endliche
Basis hat, da3 also o(R) endlich ist. Im Spezialfalle, wo der Rand
von R ganz in |z]| <1 gelegen ist, ist das Lemma trivial, da wegen
der Invarianz #(z) sein Maximum in R, also innerhalb des Einheits-
kreises erreicht. Hat R jedoch Spitzen auf |z| =1, so schlieBen wir
folgendermaflen. Die Hilfsfunktion

1 —te 12, 0=it<e,
ke(t>={( RS- (21.3)
ist konkav. Ihre zweite Ableitung ist fiir £ = 0 stetig und nichtnegativ.
Wir beweisen dann die Relationen

)

Jim f/h 1) do, = ;- [ha &y|de| (21.4)
[$1=1
und
hm he (w(0) |d | = M,ai[i {u(l) = 0}. (21.5)
I$l=1
Das Integralmittel links in (21.4) ist offenbar ein Mittelwert von
1
o [hetur gy ag (21.6)

[Sl=1

1 Vgl. hierzu auch die Bemerkung am Schluf§ von § 23.
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fiir Werte von 7, welche dem Intervall (0, /) fir den NE-Radius ent-
sprechen. In diesem Mittel erhalten die grolen Werte von [, d. h. die
nahe bei Eins gelegenen Werte von 7 iiberwiegendes Gewicht. Da,
wenn «({) die Randwerte von #(z) bedeuten, nach (20.6) der Aus-
druck (21.6) fiir » > 1 gegen die rechte Seite von (21.4) strebt, mul
auch (21.4) richtig sein.

(21.5) folgt aus den ersichtlichen Ungleichungen (# = 0)
MaB {u(¢) = 0} g/hs(u(&'))idﬂ MaB {u(0)

HES!

Fiir den Beweis des Hauptlemmas, wo die obigen Uberlegungen
eine wesentliche Rolle spielen, seien die aus (20.5) folgenden analogen
Relationen vorgemerkt. Fiir das Integralmittel

M, ( /]jhs w)da,da, (21.7)
gilt ndmlich die analoge Relation
. . 1
lim lim M. () = ;=77 MaB {u(l,7)=0}. (21.8)

Das Integralmittel links in (21.4) ist nun gewill kleiner als
o(B. K,
o(K;)
wo B, diejenige Teilmenge von |z| < 1 bedeutet, in der u(z) < & statt-
findet. Mit » ist auch die Menge B, gegeniiber allen S von & invariant.
Nach Lemma 1 ist also die linke Seite von (21.4) erst recht kleiner als

a-o(B.R). (21.10)

Da nun nach Voraussetzung die rechte Seite von (21.5) positiv.ist,
muf} (21.10) fiir alle € > 0 oberhalb einer positiven Schranke liegen.
Wegen der Endlichkeit von ¢(R) muB es also in |z] <1 Punkte geben,
die allen B, angehéren. In ihnen ist % = 0, woraus wegen # == 0 die
Behauptung # =0 folgt.

(21.9)

§ 22. Beweis des Hauptlemmas.

Wir betrachten zunichst den einfachsten Fall, wo der Rand des
Fundamentalbereichs R ganz in |z| <1 gelegen ist. Die das Innere
des Einheitskreises liickenlos ausfiillenden Bereiche S(R), S © 3, seien
irgendwie numeriert, R,, R;, R,, ..., derart, dal R; den Nullpunkt
enthilt,

2=0CR,. (22.1)

Die Substitutionen S von & seien so numeriert, dal

S,(R) =R, (22.2)
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stattfindet. Alle Bereiche R, haben denselben endlichen NE-Durch-
messer D. Die ganz in der abgeschlossenen Kreisscheibe K, gelegenen
Bereiche B, iiberdecken daher die ganze Kreisscheibe K;_ 5. Aus (21.7)
folgt dann

M.(1—D ZU [ Uz, w)do,da, (22.3)

mit
q() = G‘ZI({{{'L) : (22.4)
wobei Integration und Summation iiber simtliche den Bedingungen
2CR,CK,, wCR,CK, (22.5)

geniigenden z,w, R,, R, zu erstrecken sind. Aus (22.1), (22.2) und
zC R, folgt
s(0,S,)=D.

Nach der Harnackschen Ungleichung ist also
Uz, w) = U(S,(2), S,(w)) = e 2U(0, S,(w))

und, da %,(¢) nirgends zunimmt,

he(Uz, w)) = h{e U0, S,(w))}; zCR,. (22.6)
Als Funktion von w ist nun
he{e PU(0, w)} (22.7)

eine konkave Funktion einer harmonischen Funktion und somit sub-
harmonisch in |w| < 1. Dies folgt aus der Nichtnegativitit und Stetig-
keit des LAPLACE-Ausdruckes. (22.7) ist daher iiberall kleiner oder
gleich der in |w| <1 harmonischen Funktion V(w) = V,(w), die auf
|w| = 1 die gleichen Randwerte besitzt. Die bloe MeBbarkeit derselben
macht keine Schwierigkeiten, da man erst einen kleineren konzentrischen
Kreis betrachten und dann zur Grenze » — 1 iibergehen kann. Es ist

V(0) =5 [hle-2U (0, 9)}ldy| (22.8)
Iyt -1
und wegeh (22.6)

(U2, w)) = V(S (w)). (22.9)

Aus (22.3) zusammen mit (22.5) und aus (22.9) folgt nun wegen V=0

(2
M, (1—D) = ‘I(Q)Z [ jV(Sy(w))dazdow

v R, R

{G\Ku S (e ))da“}d"z

Da auch V(S,(w)) in |w| <1 harmomsch ist, liefert der Gausssche
Mittelwertsatz




147 § 22. Beweis des Hauptlemmas. 79

fj w)) do, = V(S,(0)).

Daher ergibt sich
q(
M.l —D)= oK) E o(R,) V (S,(0))

-~

(22.10)
R) D'V (S, 0
wo die Summation iiber alle » mit R, C K, erstreckt ist.
Setzt man nun
S,(Ry) =R, (22.11)
so folgt aus (22.1)
S,(0) S R,. (22.12)

Zwei verschiedenen R, entsprechen offenbar wieder verschiedene R.
Wegen (22.2) und (22.11) ist ferner der NE-Minimalabstand zwischen
R, und R, derselbe wie der zwischen R, und R,. Fiir die in (22.10)
betrachteten Bereiche R, € K, miissen daher die entsprechenden Be-
reiche R, simtlich innerhalb Kl +op liegen. Aus (22.10) folgt also

M,(— Zf/v 0)do,. (22.13)

Wendet man auf V=0 die HARNACKsche Ungleichung an, so erhilt
man wegen (22.12)

V(S,(0) =e?-V(), zCR,. (22.14)

Beriicksichtigt man dies in (22.13), so folgt nach nochmaliger Anwen-
dung des Mittelwertsatzes

M.(l—D)= fo(% o> / f V(2)do,

und schlieBlich wegen (20.7)
llim M. () <cV(0), c=c(D).

Kombiniert man dies mit (21.8), (22.8) und (21.5), so erhilt man die
Ungleichung
41”2II al 1{ C,y)=0}= MaB{uOy—O} (22.15)
aus welcher das Hauptlemma unmittelbar folgt.
Der allgemeine Fall. Die oben gemachte Voraussetzung sei nun
aufgehoben. R darf Spitzen auf |z| =1 besitzen, jedoch ist ¢(R) als
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endlich vorausgesetzt. Durch passendes Abschneiden der Spitzen zer-
fillt R = R, in zwei Teile
Ry= R} + R3*
derart, daB3
o(R*) <6 (22.16)
gilt, und daB8 R einen endlichen NE-Durchmesser D = D (d) besitzt.
Man darf annehmen, dal R§ den Nullpunkt enthdlt. Die Menge

B =R R} =S'(R¥
ist ®-invariant. |z| <1 wird durch B und die kongruenten Bereiche

R¥ = S, '(R¥) einfach und liickenlos iiberdeckt. Alle R} besitzen den
gleichen NE-Durchmesser D. Man betrachte nun alle

R*CK,. (22.17)

Dann gehort jeder Punkt von K;_; entweder zu einem dieser R* oder
zu B. Liegt er nimlich auBlerhalb B, so gehort er zu einem R} iiber-
haupt (zunichst ohne (22.17)). (22.17) ist dann notwendig erfiillt,
da R¥ den Durchmesser D hat. Also gilt

K,_, €2 Rf+BK, ,, RIicK,.
Spaltet man entsprechend das Integral in (21.7) fiir M, (/— D) auf, so

folgt wegen 0=<h, =1
]+ 2 [ []

v, R} R;

M.l —D)=

wobei die Summation iiber alle
R*CK, R}cK,
erstreckt ist. Der zweite Summand kann genau wie oben behandelt

werden ‘und geniigt denselben Ungleichungen. Der erste ist nach
Lemma 1 und nach (22.16) kleiner als

a*. 02(BRy) = a?- 6*(R¥*) < a?é?2.

Geht man wie oben zur Grenze iiber, / - 0o, &€ — 0o, so erhilt man die
Ungleichung (22.15) mit dem zusétzlichen Term a26* auf der rechten
Seite. Das Hauptlemma folgt dann durch passende Wahl von 4. Da-
mit ist der Beweis des Hauptsatzes 18.1 im angekiindigten Umfange
voll erbracht.

§ 23. Beweis des Satzes iiber die Flichen zweiter Art.

Ist & von der zweiten Art, so hat der Rand von R mindestens
einen Bogen mit |z| =1 gemein. Wir beschrinken uns auf den Fall,
wo R keine Spitzen auf lz! = 1 besitzt, wo also die Fliche ¥ nur in
Trichtern, aber nicht in Spitzen auslduft.
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w sei die Vereinigungsmenge jener Bogen und aller ihrer Bilder auf
|z| =1. Zu beweisen ist, daB ihre Komplementirmenge auf |z| =1
das WinkelmaB Null besitzt. « sei einer der auf |z| =1 gelegenen
Randbogen von R. Zu jedem der beiden, in den Endpunkten von «
miindenden Orthogonalbégen gibt es nun ein an ihn angrenzendes ¢-Bild
des Polygons R. Insbesondere sind beide Endpunkte von &« wieder
Endpunkte anderer Bégen der Menge w. Die Endpunkte jedes auf
|z] =1 gelegenen Randbogens von R kénnen also als innere Punkte
der Menge w aufgefaBit werden.

Wegen der ®-Invarianz von w ist auch die harmonische Funktion
u(z), deren Randwerte auf |z| = 1 gleich Null auf @ und gleich Eins
auf der Restmenge sind, gegeniiber allen S von & invariant. Zu be-
weisen ist #=0. » nimmt nun jeden seiner Werte in R an. Nach
der obigen Bemerkung hat andererseits # im Sinne gewohnlicher Kon-
vergenz in jedem Punkte jedes abgeschlossenen Bogens « den Rand-
wert Null. Da # seine Extrema auf ]z| = 1 annimmt, muf} es sie auf
den Randbdgen &« von R annehmen. Also ist # = 0.

Hat R Spitzen auf |z| = 1, so 1af3t sich ein elementarer Beweis mit
Hilfe der GrREENschen Formel

3 ou
2d2 — -
j/Grad udxdy _Séuands
R

fithren. Durch die Randerzuordnung zerstéren sich ndmlich die rechten
Seiten. Die Spitzen miissen mit Grenzbetrachtungen behandelt werden.
Ahnlich kann auch Lemma 2 bewiesen werden.

Ergebnisse der Mathematik. V,2. Hopf. 6
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