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Vorwort. 

Der Band "Mechanik" der "Handbibliothek flir Bauingenieure" umfaBt, 

dem Wesen des Gesamtwerkes entsprechend, nur die Teilgebiete der Mechanik, 

die fUr das Bauingenieurwesen von besonderer Bedeutung sind. Mit Riick

sicht auf den beschrankten Umfang und im Interesse eirier gedrangten Dar

stellung des Stoffes wurden alle Gebiete in knappste Form gebracht, aber 

trotzdem, von nur wenigen AusnahmefaIlen abgesehen, keine fertigen Glei

chungen gebracht, EOndern aIle Gleichungen mit Beweis entwickelt. Bei der 

Fiihrung dieser Beweise wurde Wert darauf gelegt, sie moglichst so zu ge

stalten, wie sie sich dem Gedachtnis am leichtesten einpragen. 

Bei der erforderlichen gedrangten DarsteIlung des Stoffes kann das Werk 

nicht den Anspruch erheben, als Lehrbueh angesprochen zu werden. Die 

Hinweise auf die maBgebende Literatur am Kopf jedes Abschnittes ermog

lichen es dem LeEer, eingehender in den Stoff einzudringen. 

Hannover, im Januar 1922. 
~f.=SU9. Fritz Rabbow. 



Il1haltsverzeichl1is. 

I. Allgemeines. Seik 

Abschnitt 1: Erklarung del' Begriffe "Mechanik", "Bewegung", "Kraft", "Masse" 
und Massenpunkt . . . . . . . . . . . . . . . . . 

II. Mechanik des Massenllllnktes. 
Abschnitt 2: Geradlinige gleichformige Bewegung . . .. ........., 2 
Abschnitt 3: Geradlinige ungleichformige Bewegung . . . . . . . . . . . . .. 3 
Abschnitt 4: Zusammensetzung und Zerlegung von Bewegungen, Geschwindigkeiten 

und Beschleunigungen . . . . . . . 4 
Abschnitt 5: Die Wurfbewegung . . . . . . . . . . 6 
Abschnitt 6: Gleichformige Kreisbewegung ....... 7 
Abschnitt 7: Die Begriffe "Kraft" und "Masse". Die MaBsysteme 8 
Abschnitt 8: Die Begriffe der "Arbeit" und der "lebendigen Kraft" 9 

III. Statik stalTer Korper. 
Abschnitt 9: Zusammensetzung mehrerer an einem Punkte angrcifender Kraftc in 

einer Ebene. . . . . . . . . . . . . 10 
Abschnitt 10: Das Drehmoment einer Kraft. . . 1~ 

Abschnitt 11: Zusammensetzung beliebiger Krafte in einer Ebene . 13 
Abschnitt 12: Das KrMtepaar . . . . . . . . . 15 
Abschnitt 13: Zerlegung von Kriiftcn in Seitenkrafte. . . 17 
Abschnitt 14: Das SeHeck als Momentendarstellung 20 
Abschnitt 15: Zeichnung eines SeHecks durch gcgebene Punkte 21 
Abschnitt 16: Zusammensetzung und Zerlegung beliebiger Krafte im Raume . 23 
Abschnitt 17: Die Gleichgewichtsbedingungen unci -merkmale . 25 
Abschnitt 18: Die Querkraft. . . . . . . . . . . . . . . . 26 
Abschnitt 19: Der Ballren auf zwei Stiitzen und der cinseitig eingespannte Halken 28 
Abschnitt 20: Der Gerberbalken 38 
Abschnitt 21: Der Schwerpunkt 41 
Abl:'chnitt 22: Schwerpunkte von Linien 42 
Abschnitt 23: Schwerpunkte von Flachen 44 
Abschnitt 24: Schwerpunktc von Korpern . 4() 
Abschnitt 25: Zeichnerische Schwel'punktsel'mittlung 47 
Abschnitt 26: Gleichgewicht einer Gelenkstangenverbinclnng. Der Dreigelenkbogen. 

Fachwerkkonstruktionen . . . . . . . . . . . . . 4'8 
Abschnitt 27: Kettenlinien . . . . . . . . . . . . . HO 
Abschnitt 28: Die Grundbegl'iffe der Theol'ie clel' EinfluBlinien 01 
Abschnitt 29: Die Reibung . . . . . . . f)7 
Abschnitt 30: Reibung an l'otierenden Karpern 70 
Abschnitt 31: Die Seilreibung 72 
Abschnitt 32: Der Erddruck . . . . . . 74 

IV. Dynamik starrer KorpeT. 
Abschnitt 33: Allgemeine Lehrsatze. . . . . . . . . . 81 
Abschni1t 34: Das Arbeitsvermagen eines sich bewegendell Karpers . . . . 82 
Abschnitt 35: Achswidel'stande hei Drehbewegungell eines starren Karpel's. 84 
Abschnitt 36: Rollende Bewegullg und rollende Reibung . . . . 85 
Abschnitt 37: Traghcitl'momentc nnd Zeiltrifugalmomente 8f) 
Abschnitt 38: Rechnerische Ermittlung von Tragheitsmomentell . 92 
A bschnitt 39: Zeichnerische Ermittiung von Tl'agheits- und Zentrifugalmumenten 

ehener Querschnittc . . . . . . .. ........ ........ !Hj 



VIn Inhaltsverzeichnis. 

V. Statik elastischer Korper. Seite 

Abschnitt 40: Begriffe der Elastizitat . . . . . . . 99 
Abschnitt 41: Widerstand gegen reine Langskrafte. . . . 101 
Abschnitt 42: Spannungen aus reiner Biegung. . . . . . 101 
Abschnitt 43: Die elastische Linie eines auf Biegung beanspruchten Balkens . 104 
Abschnitt 44: Spannungen aus Biegung und Langskraften 112 
Abschnitt 45: Der Kern eines Querschnittes. . . • . . . . . 114 
Abschnitt 46: Spannungsermittlung bei feWender Zugfestigkeit 119 
Abschnitt 47: Die Knickung . . • ' . . . . 122 
Abschnitt 48: Widerstand gegen Abscherung ........ 127 
Abschnitt 49: Widerstand gegen Torsion . . . . . . . . 130 
Abschnitt 50: Zusammensetzung von Langsspannungen und Schubspannungen. Die 

Hauptspannungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 
Abschnitt 51: Spannungsermittlung in Querschnitten stabfarmiger Verbundkorper 135 

VI. Dyuamik elastischer Korper. 
Abschnitt 52: Die Arbeit elastischer Karper. . • . . . . . 
Abschnitt 53: Der StoB . . . . . . . . . . . . . . . . . 

VII. Statik lliissiger nud gasfOrmiger Korper. 
A) Tropfbar fliissige Kiirper. 

141 
153 

Abschnitt 54: Unterscheidende Merkmale fiir feste, fliissige und gasfiirmige Kiirper 156 
Abschnitt 55: Der hydrostatische Druck .. . . . . . . . 156 
Abschnitt 56: Hydraulische Pressen ........... 158 
Abschnitt 57: Fliissigkeitsdruck unter Wirkung der Schwere 159 
Abschnitt 58: Der Auftrieb . . . . . . • . . . . . . 161 
Abschnitt 59: Das Gleichgewicht schwlmmender Karper 162 

B) Gasfarmige Karper. 
Abschnitt 60: Das Mariottesche Gesetz . . . . • • • . . . . . . . . . . . . . 163 
Abschnitt 61: Das Gay-Lussacschc Gesetz. Spezifische Warme. Mechanisches Warme-

aquivalent. Zustandsanderungen von Gasen . . 164 
Abschnitt 62: Der atmospharische Luftdruck . . . . . 169 
Abschnitt 63: Der Auftrieb der atmospharischen Luft . . . . . 171 

0) Fliissige und gasfi:irmige Ki:irper. 
Abschnitt 64: Wirkung des Luftdruckes auf Fliissigkeiten 171 
Abschnitt 65: Die Taucherglocke, die Kolbenpumpe und der Heber. 172 

D) Relatives Gleichgewicht von Fliissigkeiten. 
Abschnitt 66: Relatives Gleichgewicht einer beschleunigt fortschreitenden Fliissigkeit 174 
Abschnitt 67: Relatives Gleichgewicht einer rotierenden Fliissigkeit. Die Krei!'el-

pumpe. Die Turbine ......................... 175 

VIII. Dynamik fliissiger und gasformiger Korpel'. 

Abschnitt 68: Der freie AusfluB von Fliissigkeiten aus GefaBen . . . . 176 
Abschnitt 69: Der hydraulische Druck . . . . . . . . . . . . . . . 178 
Abschnitt 70: Druckhahenverlust infolge pli:itzlicher Querschnittsanderungen 179 
Abschnitt 71: Gleichfi:irmige Bewegung von Fliissigkeiten in Rahren. . . . 180 
Abschnitt 72: Gleichfiirmige Bewegung von Fliissigkeiten in offenen Kanalen 182 
Abschnitt 73: Ungleichfi:irmige Bewegung von Fliissigkeiten in offenen Kanalen. 

Staukurven. Senkungskurven. . . . . 184 
Abschnitt 74: Bewegung gasfiirmiger Kiirper. . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 



I. Allgemeines. 

1. ErkHirung der Begriffe "Mechanik", "Bewegung", "Kraft", 
"M.asse" und "Massenpunkt". 

Literatur: GaliHii, Discorsi e dimostrazione matimatiche, Leiden 1638. - Newton, 
Philosophiae naturalis principia Mathematica. - Rii hlmann, Grundziige der Mechanik. 
3. Aufl. S. 1. - Keck-Hotopp, Mechanik. 1. Teil. 4. Aufl. S.30. - August Ritter, 
Lehrhuch der technischen Mechanik. 8. Aufl. S. 1. - F i:i P pI, Vorlesungen iiber tech· 
nische Mechanik. I. Bd. 6. Aufl. S. 12. 

Der Begriff "Mechanik". Die "Mechanik" ist die Lehre von den Gesetzen 
der Bewegungen von Korpern. Ais ein Teilgebiet der "Physik" geht sie, wie diese 
Wissenschaft ausnah)llslos, von auf Beobachtung der Naturerscheinungen be
ruhenden "Grundsatzen" oder "Prinzipien" aus. 

Der erste Newtonscbe Grundsatz der Mecbanik, von Galilei (1564-1642) 
zuerst erkannt, aber erst von Newton (1642 -1727) in Worte gebracht, lautet: 
"J eder Korper verharrt in seinem Zustande der Ruhe oder der 
gleichformigen Bewegung in geradliniger Bahn, solange er nicht 
durch einwirkende KrUte gezwungen wird, diesen Zustand zu 
andern." 

Erkllirung der Begriffe des ersten Newtonscben Grnndsatzes. Ein Korper wird 
als in Bewegung befindlich bezeichnet, wenn er seine Lage im Raume, etwa in 
bezug auf andere Korper, verandert und dabei eine bestimmte Bahnlinie durch· 
lauft. Anderenfalls befindet sich der Korper in Ruhe. Der Zustand der Ruhe ist 
jedoch nur als ein Grenzfall des Zustandes der Bewegung anzusehen, namlich 
der Bewegung gleich Null. 

Absolute nnd relative Bewegnng. Bei dem Begriffe "Bewegung" ist zu unter
scheiden zwischen absoluter und relativer Bewegung. Unter absoluter 
Bewegung ist die Bahnlinie im unbegrenzten Weltraume zu verstehen, sie ist fUr 
den Ingenieur fast ausnahmslos ohne Bedeutung, vielmehr interessiert ihn ge
wohnlich die relative Bewegung eines Korpers, seine Lagenanderung gegen 
Punkte unseres Erdkorpers oder gegen Punkte eines anderen sich bewegenden 
Raumes. Ein im fahrenden Zuge sit zender Reisender hat fUr den Zug die rela· 
tive Bewegung Null, fUr die Erde und weiter fUr das Welt all dagegen befindet 
er sich im Zustande der Bewegung. 

Begriff der gleicbformigen Bewegung. Des weiteren sagt das erste N ewton
sche Grundgesetz, der Korper bleibt in gleichformiger Bewegung in geradliniger 
Bahn. Hierunter ist zu verstehen, daB aIle Punkte, die der Korper im Verlaufe 
seiner Bewegung einnimmt, auf einer geraden Linie liegen, und daB die Punkte, 
die der Korper nach gleichen Zeitteilen einnhnmt, voneinander gleich weit ent
fernt sind. 

Die Kraft als Ursacbe einer Bewegungsanderung. SolI der Korper in irgend
einer Weise seinen Bewegungszustand andern, d. h. solI er aus der Ruhe in den 
Zustand der Bewegung iibergehen, solI seine Bewegung eine schnellere oder 
langsamere werden, oder solI er von der geraden Bahn abgelenkt werden, so be-
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2 II. Mecbanik des Massenpunktes. 

darl es einer auBeren Einwirkung, einer Kraft. Unter Kraft ist daher die 
Ursache einer Bewegungsanderung eines Korpers zu verstehen. 

Die Tragheit oder das Beharrungsvermogen der Korper. Die Eigenschaft der 
Korper, in dem Bewegungszustande, in dem sie sich einmal befinden, zu be
harren und ihn nur auf einen auBeren AustoB hin, die Einwirkung einer Kraft, 
zu verandern, wird mit Beharrungsvermogen oder Tragheit (inertia) be
zeichnet. Das erste N ewtonsche Grundgesetz heiBt danach auch das Gesetz 
von dem Beharrungsvermogen oder das Tragheitsgesetz. 

Der zweite Newtonsche Grundsatz der Mechanik. Greifen an einem Korper 
nacheinander verschieden starke Krafte an, so werden sie auch verschieden groBe 
Bewegungsanderungen hervorbringen. Diese Beziehungen regelt das zweite 
N ewtonsche Grundgesetz. Es lautet: Die Anderung der Bewegung ist 
der einwirkenden Kraft proportional und findet in der Richtung 
der Geraden statt, in der die Kraft einwirkt. 

EinfluB der "Masse" auf die Tragheit. Die Tragheit eines Korpers, sein Wider
stand gegen eine seine Bewegung andern wollende Kraft, ist um so groBer, je 
groiler seine Stoffmenge, seine "Masse" ist. 

Der "Massenpunkt". SoIl die Bewegung eines Korpers in seiner Bahnlinie 
festgelegt werden, so miiBte dies streng genom men fur jedes der unendlich vielen 
Teilchen des Korpers besonders geschehen. Da dies aber praktisch zwecklos und 
auch unmoglich ware, begniigt man sich damit, die Bewegung eines bevorzugten 
mittleren Punktes zu verfolgen, in dem man sich die gesamte Masse des Korpers 
vereinigt denkt; einElU sol chen gedachten Punkt nennt man "Massenpunkt". 

II. Mechanik des Massenpunktes. 

2. Geradlillige gleichformige Bewegung. 
Literatur: Riihlmann, Grundziige der Mechanik. 3. Auf!. S. 19. - August Ritter, 
Lehrhuch der technischen Mechanik. S. Auf!. S. 6. - Keck-Hotopp, Mechanik. 1. Teil. 
4. Auf!. S. 5. 

Die einfachste Bewegungsmoglichkeit eines Massenpunktes istdie 
geradlinige gleichformige Bewegung. Sie ist nach dem im Abschnitt 1 
S. 1 Gesagten die Bewegungsform, die ein sich selbst iiberlassener Massen 
punkt annimmt. 

Die Geschwindigkeit und .der Weg einer Bewegung. Bei Zugrundelegung 
einer bestimmten Zeitdauer als Zeiteinheit ergibtsich, daB aIle Punkte der Bahn
linie, die der Korper nach Verstreichen einer Zeiteinheit einnimmt, gleich weit 
von einander entfernt liegen. Die Lange der Bahnlinie, die von dem Massenpunkte 

in der Zeiteinheit durchlaufen wird, heiBt Geschwin
s 

1-------
digkeit der Bewegung. Die gesamte in einem beliebig 
begrenzten Zeitraume zuriickgelegte Strecke wird Weg 
genannt. Zwischen Zeit t (von tempus), Weg s (von 
spatium) und Geschwindigkeit c (von celeritas) besteht ., demnach die Beziehung 
1) l~a: -+-

I<--t- ->1 Da s als Lange die Dimension der Lange, etwa m (Meter), 

s = c· t. 

Fig. 1. t die Dimension der Zeit, etwa sec (Sekunde), hat, so ist 
die Dimension der Geschwindigkeit m/sec. 

Graphische Darstellung der geradlinigen gleichlormigen Bewegung. In 
Gleichung 1) ist c eine Konstante, s und t stehen in linearer Abhangigkeit. Wird 



Geradlinige ungleichf6rmige Bewegung. 3 

die Zeit t als Abszisse und der Weg s als Ordinate aufgetragen, so entsteht nach 
Fig. 1 die graphische Darstellung der geradlinigen gleichfonnigen Bewegung. 
Die Geschwindigkeit c erscheint als Tangens des Neigungswinkels a der die Be
wegung darstellenden Geraden. 

3. Geradlinige ungleichformige Bewegung. 
Literatw': Ruhlmann, Grundzuge der Mechanik. 3. Auff. S. 20 und 74. - August 
Ritter, Lehrbuch der techno Mechanik. 8. Auf!. S.10. - Keck-Hotopp, Mechanik. 
1. Teil. 4. Auf!. S. 11, 36. - 3. Teil. 2. Auf!. S. 14. -- Foppl, Vorlesungen uber tech
nische Mechanik. I. Band. 6. Auff. S. 23, 41. 

Eine geradlinige ungleichformige Bewegung entsteht, wenn an einem Korper 
in seiner Bewegungsrichtung eine beliebige, entweder dauernd gleich groBe 
oder nach irgendeinem Gesetz veranderliche Kraft angreift. 1st die angreifende 
Kraft wahrend der ganzen Bewegung konstant, so entsteht 

a) die gleichmaBig beschleunigte geradlinige Bewegung. 
Nach dem zweiten N ewtonschen Grundsatze ist die A.nderung der Be

wegung der Kraft proportional, die Geschwindigkeit (= Weg in der Zeiteinheit) 
;ruuB also in gleichen Zeitraumen um gleiche Werte groBer werden. 1st c die Ge
schwindigkeit des Massenpunktes vor de;ru Angreifen der Kraft gewesen, so ist 
die Geschwindigkeit t Zeiteinheiten nach Beginn der Krafteinwirkung v (von 
velocitas) : 
2) v = c + y. t 

Der Begriff der Beschleunigung. Der Wert y, u;ru den sich die Geschwindig
keit in der Zeiteinheit verandert, heiBt "Beschleunigung". Wirkt die angreifende 
Kraft der urspriinglichen Bewegungsrichtung entgegen, so wird y negativ und 
hat dann auch haufig die Bezeichnung "Verzogerung". Mathematisch betrachtet, 
besteht aber zwischen beiden Begriffen nur ein Unterschied im Vorzeichen. 

Aus Gleichung 2) errechnet sich 

3) 
v-c 

y = --t-

Wird als Zeiteinheit nicht die Sekunde, sondern ein unendlich kurzes Zeitteilchen 
dt eingefiihrt, so erscheint v - c als A.nderung der Geschwindigkeit i;ru unendlich 
kurzen Zeitteilchen dt, also als dv, demnach: 

dv 
3a) y = dt . 

Nach Gleichung 3) hat, da v und c die Benennung m/sec hat, y die Be;
nennung ;rujsec2• 

Der Weg der gleichmaLUg beschleunigten Bewegung. Der im Zeitteilchen dt 
zuriickgelegte Weg ist, wenn die Geschwindigkeit wahrend des Zeitteilchens dt 
konstant angesehen wird, nach den Gesetzen der gleichformigen Bewegung 
(s. Gleichung 1) 

ds =v· dt = (c + y. t)· dt, 

daraus folgt der Weg s nach t Zeiteinheiten durch Integration 
t 2 

4) s = ct + YT' 
v-c 

Wird III G1. 4) t durch --- aus Gleichung 2) ersetzt, so entsteht 
y 

4a) s 
2y 

1* 
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Graphische Darstellung der gleichmaBig beschleunigten geradlinigen Be. 
wegung. Fig. 2 gibt die zeichnerische Darstellung. Nach Gleichung 2) besteht 

f ~-/ 
;:, , 

zwischen v und t lineare Abhangigkeit. t ist als Ab
szisse, v als Ordinate aufgetragen, r erscheint als Tan
gens des Winkels a, der Weg s als 1nhalt des Tra
pezes ABO D. 

Die Erdbeschleunigung. Beispiele fUr gleichmaBig 
beschleunigte Bewegungen sind der freie Fall oder 
der freie senkrechte Wurf (unter Vernachlassigung des 
Luftwiderstandes). Ais Beschleunigung bzw. Verzoge
rung erscheint hierbei die aus dem Gesetze der Massen
anziehung hervorgehende Erdbeschleunigung. Sie wird 

gewohnlich mit g (von gravitas) bezeichnet und hat die GroBe 
g = 9,81 mjsec2• 

1st die an dem Massenpunkte in der Bewegungsrichtung angreifende Kraft 
wahrend der Bewegung nicht konstant, so entsteht 

b) die ungleichmaBig beschleunigte geradlinige Bewegung. 
Zwischen v und t besteht nicht mehr lineare Abhangigkeit. Die Begriffe 

"Beschleunigung", "Geschwindigkeit" und "Weg" errechnen sich dann nach 
den allgemeinen Gleichungen: 

5) 

oder 
5a) 

ds 
v = (it; r 

dv 
dt 

v = .f r . dt + °1 ; s = J v . dt + 02' 

1st z. B. das Gesetz der Beschleunigung gegeben, r = A + At t + A2 t2 
und solI fUr t = 0 die Geschwindigkeit v = c und der Weg s = So sein, so ist 

t 

V = C + [A + Al t + A2 t!] dt = c + A t + Al - + A2 -, S t2 t 3 

2 3 
o 

1st dagegen das Gesetz des Weges gegeben: 

s = So + B t + Bl t2 + B z • t 3, 

so ist ds 
v = dt = B + 2 Bl . t + 3 B2 t2 

dv 
r = dt = 2 Bl + 6 B2 . t. 

4. Zusammensetzung und Zerlegung von Bewegungen, 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. 

Literatur. Riihlmann, Grundziige der Mechanik. 3. Auf!. S. 29. - August Ritter, 
Lehrbuch der technischen Mechanik. 8. Auf!. S. 20. - Keck-Hotopp, Mechanik. 1. Teil. 
4. Auf!. S. 17. - Foppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik. I. Ed. 6. Auf!. S.51. 

a) In der Ebene. Das Parallelogrammgesetz. 
Ein Massenpunkt m eines K6rpers abc de (Fig. 3) vollfUhre in diesem die 

relative Bewegung m (mt). Zu gleicher Zeit vollfiihre der Korper selbst, dessen 
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Gesamtmasse im Punkte M vereinigt gedacht sei, die absolute Bewegung M Ml" 
Dann folgt aus Fig. 3 die absolute Bewegung des Punktes m als Diagonale m m l 
eines Parallelogrammes aus den beiden 
Bewegungen M MI und m (ml ). Dieses 
Parallelogramin wird "Parallelogramin der 
Bewegungen" genannt. 

Da die Geschwindigkeit nach Ab
schnitt 2 als Weg in der Zeiteinheit oder 

nach Abschnitt 3 mit ~: gekennzeichnet 

war, so ergibt sich aus dem Parallelogramm 
der Bewegungen das "Parallelogramm der 
Geschwindigkeiten". Hat ein Massen- c 
punkt ill eines Korpers Meine relative Ge- Fig. 3. 
schwindigkeit v in einer bestimmten Rich-
tung, auBerdem der Korper Meine absolute Geschwindigkeit V, so ist die abso
lute Geschwindigkeit des Massenpunktes gleich der Diagonale des Parallelo
grammes aus beiden Geschwindigkeiten. 

Von dem Parallelogramm der Geschwindigkeiten kommt man durch eine 
entsprechende tlberlegung wie vorher zu dem "Parallelogramm der Beschleuni
gungen". Erfahrt ein Massenpunkt zwei Beschleunigungen, so set zen diese sich 
zu einer Beschleunigung zusammen, die sich als Diagonale eines Parallelogramma 
aus den beiden Beschleunigungen ergibt. 

Auf rechnerischem Wege wird die Zusammensetzung durch folgende Forineln 
bewirkt: In Fig. 4 stellen ax und Sy die beiden Bewegungen 
des Punktes in dar. Die tatsachliche Bewegung s ist dann 
festgelegt durch die beiden Gleichungen: 

6) 

6a) 

s = -y sx2 + Sy2 + 2 • Sx . Sy . cos oc 

sinrp = sinoc~ 
s 

Fig. 4. 

Waren die Bewegungen Sx und Sy zueinander senkrecht, also a = 90°, so ist 

s = -ysx2 + s; 

• Sy Sx 
SIn rp = -'-; cos rp = 

s s 
Sy 

tg <p = -. 
Sx 

Dieselben Gleichungen gelten auch fi.ir die Zusammensetzung von Gesch windig
keiten und Beschleunigungen. 

Ebenso wie sich zwei Bewegungen, Gesch windigkeiten oder Beschleunigungen, 
zu einer zusammensetzen, laBt sich eine gegebene GroBe dieser Art in zwei Seiten
groBen von bestimmter Richtung zerlegen. 

Es ist nur erforderlich, die Gleichungen 6) und Sa) nach Sx und ay zu lOsen. 
Fur den Fall a = 90 ware bei gegebenen s und <p: 

7) 
f Sx = s· cos <p 

l Sy = s . sin <po 

b) 1m Raume. Das Parallelepipedongesetz. 

Stellt man sich vor, daB in Fig. 3 die ganze Zeichenebene noch eine Be
wegung vollfuhre, indem sie sich parallel verschiebt, so ergibt sich die absolute 
Bewegung des Punktes ill als Diagonale eines aus den drei Bewegungen ge-
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8) 

9) 

II. Mechanik des Massenpunktes. 

bildeten Parallelepipeds. Dieses wird "Parallelepi
ped der Bewegungen" genannt. 

Dieselben Dberlegungen, die in der Ebene vom 
Parallelogramm der Bewegungen zum Parallelo
gramm der Geschwindigkeiten und der Beschleu
nigungen fiihrten, ergeben im Raume das "Pa

;a,~...:=..-+--+---x rallelepiped der Geschwindigkeiten" und das 

Fig. 5. 

"Parallelepiped der Beschleunigungen". 
Fur die rechnerische Behandlung von beson

derer Wichtigkeit ist nun der Fall, daB die drei 
Bewegungsrichtungen sx, Sy und Sz aufeinander 
senkrecht stehen. (Fig. 5.) Die Gleichungen Iau-
ten dann: 

r s = -ysx2 + Sy2 + sz2; 

~l cos mx = ssx " Sy cos m z = _ssz-. , cos cpy = s; , 

1st s und die drei Winkel ({lx, ({ly und rpz gegeben, so ist 

Sx = s . cos ({lx; Sy = s . cos rpy; Sz = S . cos rpz. 

Zwischen den drei Winkeln rpx' ({ly und rpz besteht die Beziehung 

cos 2({lx + cos 2({ly + cos 2rpz = 1. 

o. Die Wurfbewegung. 
Literatur: Riihlmann, Grundziige der Mechanik. 3. Auff. S. 106. - August Ritter, 
Lehrbuch der technischen Mechanik. 8. Auff. S.32 und S. 81. - Keck-Hotopp, Me
chanik. 1. Teil. 4. Auff. S. 52. 3. Teil. 2. Auff. S. 129. - Cranz, Kompendium der 
theoretischen auBeren Ballistik. Stuttgart 1896. - Foppl, Vorlesungen iiber technische 
Mechanik. I. Bd. 6. Auff. S. 60. 

Ein unter einem Winkel a nach Fig. 6 mit einer Geschwindigkeit c geworfener 
Massenpunkt m wurde, sich selbst uberlassen, geradlinig mit der gleichbleibenden 

~---l/,? 'i",'~' --l/,?~ 
'-. --------1 ---oJ 

Fig. 6. 

punkte eine lotrechte Geschwindigkeit 
schwindigkeit Vx = O. 

Geschwindigkeit c fortfliegen. Da 
aber auf jeden K6rper der Erde die 
Erdbescbleunigung g = 9,81 mjsec2 

einwirkt, so ist die tatsachliche Bahn 
des geworfenen Massenpunktes die 
Zusammensetzung einer gleichmaBi
gen Bewegung von der Geschwindig
keit c und einer gleichmaBig be
schleunigten Fallbewegung. Fur die 
Zusammensetzung wird zweckmaBig 
die unter dem Winkel a herrschende 
Geschwindigkeit in eine lotrechte 

8~ und eine wagerechte Geschwindig
keit, cy =c' sin a; Cx = c· cosa 
zerlegt. Die lotrecht wirkende Erd
beschleunigung erteilt dem Massen-

Vy = - g' t und eine wagerechte Ge-

Die lotrechten und wagerechten W'ege ergeben sich dann aus den beiden 
Gleichungen 



10) 

11) 

dsy 
dt 

Gleichformige Kreisbewegungen. 

ds" 
cy + v y = c sin IX ~ g t; dt = Cx + v x = c· cos IX 

J Sy = c· t sin IX - g ~ 
1 Sx = c· t . cos IX. 

Die Elimination von t ergibt: 

7 

Die Bahnlinie ist eine Parabel. Aus den Eigenschaften dieser Kurve ergeben 
sich dann folgende Werte: 

12) 

13) 

14) 

15) 

Die groBte WurfhOhe: 
c2 . sin2 IX 

h = . 
2g 

Die zur Erreichung von h erforderliche Zeit: 

c· sm IX 

g 
Die Wurfweite: 

l = 
c2 • sin 2 IX 2 c2 sin IX • cos IX 

g g 

Die zur Erzielung der Wurfweite erforderliche Zeit: 

2· c sin IX 
tj = = 2 tho 

g 

Die groBte Wurfhohe wird erreicht bei a = 90°, namlich 

12 a) 
c2 

hmax = 2 g . 

14a) 

Die groBte Wurfweite wird erzielt bei a = 45°, namlich 

c2 
lmax = -

g 

Der Einflu8 des Luftwiderstandes auf die Wurfbewegung. Bisher war die An
nahme gemacht, daB auf den Massenpunkt mit der gleichformigen Geschwindig
keit c nur die Erdbeschleunigung g einwirke. Tatsachlich kommt aber bei allen 
Wurfbewegungen auf der Erde noch ein zweiter, der Bewegung entgegenwirkender 
Widerstand in Betracht, namlich der Widerstand der Luft. Dieser nimmt mit 
der Geschwindigkeit der Bewegung zu. Die Wurfkurve, die sich unter Beriick
sichtigung des Luftwiderstandes ergibt, heiBt "Ballistische Kurve". Ihre Be
deutung ist fiir das Bauingenieurwesen gering, sie soIl also hier nicht behandelt 
werden. (Literatur: Siehe Keck-Hotopp, Mechanik. 3. Teil. 2. Aufl. S. 129.
Cranz, Kompendium der theorethische:1 auBeren Ballistik. 

6. Gleichfol'mige Kl'eisbewegungen. 
LiteratI//": Riihlmann, Grundziige der Mechanik. 3. Auf!. S. 99 und S. 121. - August 
Ritter, Lehrbuch der technischen Mechanik. 8. Auf!. S. 38 und S. 94. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4. Auf!. S. 64. 3. Teil. 2. Auf!. S. 133. - Foppl, Vorlesungen iiber 
technische Mechanik. I. Bel. 6. Auf!. S. 63. 

Die in Abschnitt 5 angestellten Betrachtungen lehrten, daB ein mit der 
Geschwindigkeit c sich gleichmaBig bewegender Massenpunkt, der gleichzeitig 



8 II. Mechanik des Massenpunktes. 

einer Beschleunigung in einer anderen, dauernd gleichen Richtung unterworfen 
ist, eine Parabel durchlauft. Es drangt sich dann die Frage auf, welche Beschleuni
gung miiBte dem Massenpunkte erteilt werden, damit er einen Kreis vom Radius r 
durchlauft, wenn noch die Bedingung gestellt ist, daB die Beschleunigung innner 
nach dem Mittelpunkte des Kreises hinwirken solI. Diese Beschleunigung, die 
"Zentripetalbeschleunigung" genannt wird, ergibt sich zu 

16) 
c2 

Y =-. 
C r 

Beweis siehe Literatur. 
Mit diesem Wert ist auch zugleich die Frage geklart, welche Beschleunigung 

einem Massenpunkte erteilt werden muB, wenn er eine beliebige Kurve durch
laufen solI und die Beschleunigung immer nach dem Kriimmungsmittelpunkte 
der Kurve hinwirken solI. 1st p der Kriimmungsradius an einer beliebigen Stelle 
der Kurve, so muB dort sein 

c2 

Yc = p' 16a) 

Beim Kreise ist p = const = r, also auch Yc konstant, bei beliebigen Kurven 
mit veranderlichem p dagegen ist auch Yc veranderlich. 

7. Die Begrifle "Kraft" und "lllasse". Die Ma6systeme. 
Literatur: August Ritter, Lehrbuch der technischen Mechanik. 8. Auti. S. 40. 
Keck-Hotopp, Mechanik. 1. TeD. 4. AutI. S.30. - Foppl, Vorlesungen .iiber tech
nische Mechanik. I. Ed. 6. AutI. S. 33. 

Der dritteNewtonsche Grundsatz. Nach dem erst en N ewtonschen Grundsatze 
war eine Kraft die Ursache fiir eine Bewegungsanderung, also die Ursache, die 
einer Masse eine Beschleunigung erteilte. 

Ein dritter von Newton aufgestellter Grundsatz sagt nun: Wirkung und 
Gegenwirkung sind einander gleich, d. h. die Kraft, die die Masse einer 
Bewegungsanderung durch eine Kraft entgegensetzt, die Tragheit der Masse, 
ist gleich der angreifenden Kraft. Danach ist die Kraft gleich dem Produkte 
aus der Masse m und der Beschleunigung y. 

17) P = m' y. 

Das Gewicht eines I{Orpers. Jede Masse setzt demnach jedem Versuche, ihr 
in einer Richtung eine Beschleunigung zu erteilen, eine Kraft entgegen. DitJ 
augenfalligste Krafterscheinung auf der Erde ist die, die aus der Einwirkung 
der Erdbeschleunigung g = 9,81 mjsec2 hervorgeht. Diese Kraft wird "Gewicht" 
genannt, und ist gekennzeichnet durch die Gleichung 

18) G = m' g. 

Masse und Gewicht. Wahrend die Masse als ein unveranderlicher Wert an
zusehen ist, ist ihr Gewicht von der Erdbeschleunigung abhangig. Dieselbe Masse 
wiirde auf einem anderen Weltk6rper ein anderes Gewicht haben, da dort die 
Beschleunigung eine andere ist. 

Die MaBsysteme. Je nachdem, ob neben der Zeit- und der Langeneinheit 
als Einheit die Masse oder das Gewicht angenommen wird, entstehen das "ab
solute" oder das "irdische" MaBsystem. 

Das absolute MaBsystem hat als Grundeinheiten: 
l. Die Masse eines Grammes = g. 
2. Die Lange eines Zentimeters = cm. 
3. Die Zeit einer Sekunde = sec. 
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Es wird aueh das "Gramm-Zentimeter-Sekunden-System" genannt. Da 
die Beschleunigung die Benennung cmjsec2 hatte, so hat die Krafteinheit dieses 
Systems die Benennung g. em' see-2 • Sie wird Dyne genannt. Die Kraft eines 
Kilogra))1))1s ist: 1 kg = 981 000 Dynen. 

Das irdisehe, aueh terrestrisehes oder technisehes MaBsystem 
genannt, hat als Einheiten: 

1. Die Kraft (1 kg oder 1 t = 1000 kg). 
2. Die Lange (1 cm oder 1 m = 100 C))1). 
3. Die Zeit (1 sec). 
Wenn dieses MaBsystem yom wissenschaftlichenStandpunkte aus auch viele 

Mangel aufweist, so geniigt es doch fUr die Zwecke der Bautechnik vollkommen 
und wird daher aueh in der technischen Mechanik fast ausschlieBlich angewandt. 

Die Wagen. Fiir das Messen der Gewichte gibt es zwei Arten von Wagen. 
1. Wagen, bei denen die zu wiegende Menge mit einem aufgelegten Gewichts

stiicke verglichen wird. Mittels dieser Wagen werden tatsachlich Massen ab
gemessen, da sowohl die zu wiegende als auch die Masse des Gewiehts derselben 
Erdbeschleunigung unterliegen. 

2. Wagen, die durch Federkrafte wiegen. Sie messen die Kraft. 
Da die Erdbeschleunigung g an verschiedenen Punkten der Erde verschieden 

ist (9,78 mjsec2 am .A.quator, 9,83 mjsec2 am Pol, im Mittel 9,81 mjsec2), so wiegt 
ein und derselbe Gegenstand, auf einer Federwage gewogen, an verschiedenen 
Punkten der Erde verschieden viel. Durch diese Tatsachen diirfte der Unter
sehied zwischen Kraft und Masse in besonders augenfalliger Weise dargestellt sein. 

Zentripetalkraft.. Wirkt auf die Masse m irgendeine andere Beschleunigung 
c2 

ein, z. B. eine Zentripetalbeschleunigungyc = - nach Gleichung 16a), S. 8, so 
P 

ist die auf die Masse auszuiibende nach dem Kriimmungsmittelpunkte wirkende 
Kraft 

19) 
c2 

Pc = m-. 
p 

Diese Kraft wird "Zentripetalkraft" genannt. Die entgegengesetzte Kraft, 
die die Masse m auf den Kriimmungsmittelpunkt ausiibt, heiBt "Zentrifugalkraft". 

8. Die Begriffe der "Arbeit" und der "lebendigen Kraft". 
Literatur: Riihlmann, Grundziige der Mechanik. 3. Auf!. S.93. - August Ritter, 
Lehrbuch der technischen Mechanik. 8. Auf!. S. 59. - Keck· Hotopp, Mechanik. 1. Teil. 
4. Auf!. S.43. 3. Teil. 2. Auf!. S. 103. - Foppl, Vorlesungen tiber technische Mechanik. 
1. Rd. 6. Auf!. S. 47. 

Die Arbeit einer Kraft. Bewegt eine Kraft einen Karper in ihrer Richtung 
fort, so sagt man, die Kraft verrichtet eine Arbeit. Die "Arbeit einer Kraft" ist 
das Produkt aus Kraft und in der Kraftrichtung zuriickgelegtem Wege. 
20) A = p. s. 

1st der zuriickgelegte Weg der Kraftrichtung entgegengesetzt, so ist die 
Arbeit negativ. 

Die Arbeit wird in kg· m oder kg· cm oder t . m gemessen. 
Die lebendige Kraft oder das Arbeitsvermogen. Setzt man fUr P den Wert 

V 2 _C2 

m' yaus Gleichung 17), S.8, und fUr s den Wert 2 y aus Gleichung 4a), 

S.3, so entsteht 

20a.) A = p·s = 
2 2 
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2 2 
Die Werte m2v und m2~ werden "lebendige Kraft" (nach Leibniz), auch 

"Arbeitsvermogen", "kinetische Energie" genannt. Die Differenz stellt die Zu
nahme an Arbeitsver;mogen dar, die nach obiger Gleichung der geleisteten Arbeit 
gleich ist. 

War P der Bewegungsrichtung entgegen gerichtet, wirkt es also Yerzogernd, 
c2 _ y2 

so ist s = und 
2y 

20b) 
m c2 m v2 

A = p·s = -----. 
2 2 

Fig. 7. 

21) 

Welcher Weg ist bei dem Begriffe der Arbeit maLl
gebend? 1st die Kraftrichtung gleichbleibend, der Weg 
dagegen eine Kurve, so ist unter s nur die Projektion 
des zuriickgelegten Weges auf die Kraftrichtung zu ver
stehen. Fig. 7. 

Die Arbeit mehrerer Krafte. Greifen an dem 
Massenpunkte mit beliebiger Bewegung ;mehrere Krafte 
an, so ist die Su:tmne der Arbeiten der Einzelkrafte 
gleich der Arbeit der Resultierenden. 

R· Sr = P l' S1 + P 2' S2 + ., = ~ p. S. 

Steht die Kraftrichtung zum zuriickgelegten Wege senkrecht, so ist die 
geleistete Arbeit gleich Null. 

Gleichwertigkeit zweier Krafte. Eine Kraft PI ist als einer anderen Kraft P 2 

gleichwertig anzusehen, wenn sie imstande ist, die durch diese heryorgebrachte 
Geschwindigkeitszunahme v - c des Massenpunktes ;m zu vernichten, also die 
Geschwindigkeit v wieder auf c zuriickzufiihren. Dies ist der Fall, wenn die 
Arbeiten beider Krafte gleich groB sind, also 

22) Pl' SI = Pt' S2' 

III. Statik starrer Korper. 

9. Zusammensetzung mehrerer an einem Punkte angreifender 
Krafte in einer Ebene. 

Literatur: Riihlmann, Grundziige der Mechanik. 3. Aufl. S. 141. - August Ritter, 
Lehrbuch der technischen Mechanik. 8. Aufl. S.156. - Keck-Hotopp, Mechanik. 
1. Teil. 4. Aufl. S. 39,101. - MiiIIer-Breslau, Graphische Statik der Baukonstruktionen. 
Bd. I .. 3. Aufl. S. 3. - Keck, Graphische Statik. S. 8. - Fiippl, Vorlesungen iiber 
technische Mechanik. I. Bd. 6. Aufl. S. 146. II. Bd. 3. Aufl. S. 5. - Me hrtens, Vor
lesungen iiber Statik der Baukonstruktionen und Festigkeitsl. I. Bd. S. 89, 116. - C ul
-mann, Graphische Statik. S. 160. 

a) Zeichnerische Losung. 
Zeichnerische Darstellung einer Kraft als Lange, das Kralteparallelogramm. 

Greifen an einelll Massenpunkte m (Fig. 8) 2 Krafte 
a _______ --?!ft PI und P 2 an, so wollen beide den Punkt in ihrer Rich-

.!J.~"''''/''/ tung in gleichmaBig beschleunigte Bewegung setzen. 
.............. / PI P 2 .............. / Die beiden Beschleunigungen YI = - und Y2 = -

/ m m 
m ~ 0 setzen sich nach Abschnitt 4, S. 5, zu einer Be-

Fig. 8. schleunigung Y zusammen, die die Diagonale des 
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Parallelogramms aus )'1 und )'2 ist. Diese Beschleunigung )' konnte aber auch 
durch eine Kraft R hervorgebracht werden. Diese Kraft R wiirde an dem 
Massenpunkt dieselbe Wirkung hervorrufen, wie die beiden Einzelkrafte PI und 
P 2 zusammen, sie wird daher die "Mittelkraft" oder "Resultierende" genannt. 
Da aIle 3 Krafte proportional den Beschleunigungen sind, diese sich aber nach 
dem Parallelogrammgesetze zusammensetzen, so bildet sich die Mittelkraft eben
falls nach einem Parallelogramme, das "Krafteparallelogramm" genannt wird. 
Die in gleichen Zeitraumen zuriickgelegten Wege s1> S2 und s sind proportional 
den Beschleunigungen )'1' )'2 und )', also auch proportional den Kraften PI' P 2 
und R, mithin konnen die Krafte als Strecken dargestellt werden. Statt das 
ganze Parallelogramm m am! b zu zeichnen, geniigt es auch, durch Parallel
verschiebung einer Kraft nur das Dreieck m am! oder m b m! zu zeichnen. 
Dieses wird "Kraftedreieck" genannt. 

Zusammensetzung mehrerer Kratte. Wenn an dem Punkte m mehrere 
Krafte PI bis P s angreifen, so werden nacheinander PI mit P 2 zu Rl' R1 mit P 3 

zu R2 usw., R3 mit P s zu R mittels Kraftedreiecks zusammengesetzt. Die Zu
sammensetzung geschieht zweckmaBig nach Fig. 9 in einer besonderen Figur, 

Fig. 9. 

die "Krafteck" genannt wird. Die Einzelkrafte miissen im Pfeilsinne aneinander 
gereiht werden, die Mittelkraft R erscheint dann als SchluBlinie, hat aber ent
gegengesetzten Pfeilsinn. 

Gleichgewicht einer Krattgruppe. SoU eine neue Kraft so hinzugefiigt werden, 
daB der Massenpunkt keine Bewegung ausfiihrt, so ist diese Kraft dadurch ge
geben, daB sie der Resultierenden entgegengesetzt gerichtet und der GroBe nach 
dieser Kraft gleich sein 'muB. Die Krafte werden dann als im Gleichgewicht 
befindlich bezeichnet. Eine an einem Punkte angreifende Krafte
gruppe ist demnach im Gleichgewicht, wenn das Krafteck ein 
geschlossener Linienzug mit gleichbleibendem Pfeilsinne ist. 

Zerlegung einer Kraft in zwei Seitenkrafte. Ebenso wie sich zwei Krafte zu 
einer Mittelkraft zusammensetzen, kann auch eine Kraft in zwei Seitenkrafte 
nach bestimmten Richtungen x und y zerlegt werden. Die Resultierende R 
braucht nur durch ein neues Kraftedreieck in zwei gleichwertige Krafte Rx und Ry 
zerIegt zu werden. SolI zwischen den gegebenen Kraften und Rx und Ry Gleich
gewicht herrschen, so muB das Krafteck wieder schlieBen und gleichbleibenden 
Pfeilsinn haben. Jedes von den Enden der Resultierenden R ausgehende und ein 
Dreieck bildende Linienpaar stellt daher 2 Krafte dar, die mit den gegebenen 
Kraften im Gleichgewicht sind. 
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b) Rechnerische Losung. 
FUr die reohnerische Losung kOnnten die im Abschnitt 4, S. 5, entwickelten 

Gleichungen 6) nach sinngemaBer Ersetzung der Wege s durch die Krafte an
gewandt werden. 1st also a der Winkel, den die beiden Krafte PI und P 2 bilden, 
<p der Winkel zwischen PI und der Mittelkraft R, so ist 

23) 

II -

f R=-yPI2+P22+2P1-P2-cosoc 

'l . Pl' sm <p = R -sm oc. 

Fast ausnahmslos ist es aber zweckmaBiger, 
durch den Angriffspunkt m der Krafte ein 
rechtwinkliges Koordinatenkreuz zu legen und 
jede der gegebenen Krli.fte nach diesen Achs
richtungen in zwei zueinander senkrechte Seiten

----f:'o'."":;;OII'::=~l.L.--~#;r; krafte zu zerlegen. Sind nach Fig. 10 ~ die 

Fig. 10. 

24) 

Winkel der Kraftrichtungen mit der positiven 
x-Achsenrichtung, so sind, entsprechend den 
Gleichungen 7) im Abschnitt 4, S. 5, die 
Seitenkrli.fte 

{ P nx = P n - cos ~n 

Pnr = Pn · sin ~n. 

Die Resultierenden in den beiden Achsrichtungen sind dann: 

24a) {Rx = ~Pn-C~S~n 

Ry = ~ Pn - sm ~n' 
Entsprechend den Gleichungen 6a) im Abschnitt 4, S. 5, ist dann die 

Resultierende R und ihr Neigungswinkel cp gegen die positive x-Richtung 

f R = -y Rx2 + Ry2 

1 - Ry Rx 
smcp = R; coscp = R; 

24 b) Ry 
tg cp = Rx' 

Besonders ist darauf zu achten, daB, wenn die vom Punkte m fortziehende 
Kraft P n als positive Kraft angesehen wird, der Winkel ~n auch bis an diese Rich
tung gerechnet wird; das richtige Vorzeichen der Seitenkrafte ergibt sich dann 
von selbst aus den Vorzeichen der Winkelfunktionen. 

10. Das Drehmoment eiller Kraft_ 
Literatur: Au gu st Ri tter, Lehrbuch der technischen Mechanik. 8. AutI. S. 75. - Keck
Hotopp, Mechanik. 1. Teil. 4. AutI. S. 104. - MiiIler-Breslau, Graphische Statik 
der Baukonstruktionen. Bd. I . 3. Auf!. S. 15. - Foppl, Vorlesungen iiber technische 
Mechanik. I. Bd. 6. Auf!. S.75. - Culmann, Graphische Statik. S.18I. 

'Z ·df 

Eine mit Masse belegt gedachte Flache sei nach 
Fig. 11 in einem Punkte A drehbar festgehalten. Jede 
nicht in A angreifende Kraft hat dann das Bestreben, die 
Flache in eine gleichillaBig beschleunigte Drehbewegung 
urn eine durch A gehende, auf der Flache senkrecht ste
hende Achse zu -versetzen. Zwei Krafte sind in bezug auf 
die Bewegung ein und derselben Masse als gleichwertig 
anzusehen, wenn sie nach Abschnitt 8, S. 10, gleiche 

Fig. 11. Arbeiten verrichten. Wird nur ein unendlich kleiner 
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Drehungswinkel d~ (Fig. II) betrachtet, so sind die Wege, die die Krafte Pl 
und P z zuriicklegen, rl d~ und rz d~, wenn rl und' r 2 die Langen der Lote vom 
Drehpunkte A auf die Kraftrichtungen sind. Aus der Gleichsetzung der Arbeiten 

Pl' rldcp =P2 ·rZ· d~ 
folgt, daB die beiden Drehkrafte gleichwertig sind, wenn 
25) P1·rl=PZ·rZ' 

Die Produkte p. r werden "Drehmomente der Krafte" genannt. 
Werden die einzelnenDrehkrafte Pzu einer Mittelkraft R zusammengesetzt, 

so gilt fUr diese der Satz: Das Moment der Mittelkraft ist gleich der 
Summe der Momente der Einzelkrafte, oder 
26) R· r = ~ Pn . rn. 

Befindet sich eine Kraftegruppe P 1 bis P n im Gleichgewicht, so ist ihre 
Mittelkraft R = O. Denkt man sich die ganze Kriiftegruppe in zwei Teil
gruppen zerlegt, die die Mittelkrafte Rl und R2 haben, so miissen Rl und R2 
im Gleichgewicht sein. Bei den spater zu besprechenden Aufgaben der Balken 
ist das Moment einer dieser Teilmittelkrafte Rl oder R2 in bezug auf einen 
beliebigen Drehpunkt von besonderer Bedeutung. Es hat die Bezeichnung 
"Biegungsmoment". Das Moment der Mittelkraft Rl der ersten Gruppe muB 
mit dem der Mittelkraft R2 der zweiten Gruppe im Gleichgewicht sein, also 
muB sein: 
27) 

11. Zusammensetzung beliebiger Krafte in einer Ebene. 
Literatur: Riihlmann, Grundziige der Mechanik. 3. Auff. S. 156. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4. Auff. S. 108. - Miiller-Breslau, Graphische Statik der Bau
konstruktionen. Bd. I. 3. Auff. S. 5. - Keck, Graphische Statik, S. 10. - Foppl, 
Vorlesungen iiber technische Mechanik. ILBd. 5. Aufi. S,35, 58. - Mehrtens, Vor
lesungen iiber Statik der Baukonstruktionen und Festigkeitsl. 1. Ed. S. 117. - C u 1-
mann, Graphische Statik. S. 168, 327. 

a) Zeichnerische Losung. 

Erste Losungsart. Sollen beliebige 
nicht in einem Punkte angreifende Krafte 
in einer Ebene zu einer Mittelkraft zu
sammengesetzt werden, so bringt man 
nach Fig. 12 zwei Krafte, PI und P 2, zum 
Schnitt in a, zeichnet mittels des Kraft
ecks die Mittelkraft 1~1' bringt diese in b 
zum Schnitt mit P 3, woraus mittels des 
Kraftecks die Mittelkraft R2 folgt usf. bis 
zur letzten Kraft, die dann die Gesamt
resultierende R ergibt. 

Zweite Losungsart mit Hilfe des<Seil· 
ecks. Die ersteLosungsart wird unbequem, 
wenn Krafte so gerichtet sind, daB die 
Schnittpunkte sehr weitentfernt liegen, 
d. h. wenn die Krafte annahernd gleiche 
Richtung haben. In diesem Falle zerlegt 
man eine Kraft, etwa PI in Fig. 13, in 
zwei Seitenkrafte mit den Richtungen 1 

Fig. 12. 

und 2, indem man im Krafteck zwei mit Plein Dreieck bildende Strahlen I und II, 
parallel zu den Richtungen 1 und 2, zieht. Der Punkt 0 wird "Pol" genannt. 
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Nunmehr sind fUr PI zwei Krafte eingefUhrt, die den anderen nicht mehr an
nahernd parallel sind, und es kann das anfangs erwahnte Verfahren angewandt 

Fig. 13. 

werden. N acheinander wird 2 zum 
Schnitt in b mit P 2 gebracht, das 
Krafteck gibt die Mittelkraft III, 
die Kraftrichtung 3 zum Schnitt 
in c mit P~ gebracht gibt im 
Krafteck . die Mittelkraft IV usf. 
Zum SchluB bleiben nur noch die 
Krafte I und VI in den Rich
tungen 1 und 6 wirkend. Ihre 
Mittelkraft ist R und muB durch 
den Schnittpunkt f der Linien 1 
und 6 gehen. Der auf diese Weise 
entstehende Linienzug abc d e 
heiBt "Seileck", die das Seileck 
bildenden Linien 1, 2, 3, 4, 5, 6 

heWen "Seileckseiten", sie stellen die Richtung der Krafte I, II, III, IV, V 
dar, die im Krafteck alle vom Pole 0 auslaufen. Diese Strahlen werden "Pol
strahlen", der senkrechte Abstand H des Poles von der Mittelkraft R "Pol
weite" genannt. Es wird besonders darauf hingewiesen, daB jede Linie im Kraft
eck, also auch die Poistrahien und Polweite, Krafte darstellen, also mit dem 
MaBstabe der Kraftauftragung zu messen sind. AIle GroBen im Seileck dagegen 
sind, da dieses nur Kraftrichtungen darstellt, mit dem LangenmaBstabe der 
Figur zu messen. 

SolI eine Kraft gefunden werden, die mit den gegebenen Kraften P im Gleich
gewicht ist, so ist R nur mit entgegengesetzter Richtung, also bei schlieBendem 
Krafteck, einzufiihren. In diesem FaIle hat das Seileck die Form abc d e f, es 
ist also auch ein geschlossener Linienzug. 

ZweckmaBige Wahl des Poles. Es empfiehlt sich aus zeichnerischenGrunden, 
den Pol so anzunehmen, daB nicht zu spitze Schnitte zwischen Kraftrichtung 
und Seileckseiten entstehen. Am gunstigsten arbeitet es sich mit dem Seileck, 
wenn die Polweite ungefahr gleich der halben Resp ltierenden ist und die letzten 
Strahlen sich etwa senkrecht schneiden. 

b) Rechnerische Losung. 
Die rechnerische Losung 

geht von folgenden Betrach-
Po ~ tlly 1o,1l tungen aus. Die Seitenkraft der 
z '" g,_ x I 't Resultierenden R nach einer be-

... _~P2 r:r---<>l~/ ~ P, stimmten Richtung muB gleich 
t';:;A{ '<" x' I '/.I, der Summe der entsprechenden 

I '. I ~ 'T ;::cosfJ, Seitenkrafte der Einzelkrafte P, 
~ ,~f. ;:" ___ " }iJ("~.;;; das Moment der Mittelkraft R 

,!-", ,>\., ;/ '" '" gleich der Sum me der Momente 
__ ---.~I:..--__ ...".;j~;-+----.J'--_..L... __ ~+x der Einzelkrafte sein. Die Krafte 

Fig. 14. 

Pu in Fig. 14 werden auf ein be
liebiges Achsenkreuz bezogen, 
die Neigung der Krafte gegen 
die positive x-Achse sei mit ~n 
bezeichnet. Dann sind die Sei
tenkrafte Rx und By der Mittel-
kraft R und diese selbst durch 
die Gleichungen 24a) und 24b) 
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S. 12 der GroBe und Richtung nach gegeben. Die Lage c.e .... Mittelkraft R 
folgt aus der Momentengleichung. Sind rn die Hebelarme der Krafte Pn, r der 
der Mittelkraft, so ist 

~ Pn · rn 
28) R· r = ~ Pn · rn; r = ,/ . 

, Rx2 +Ry2 

Dabei ist bei der Summenbildung darauf zu achten, daB die in einer Richtung, 
etwa. im Sinne des Uhrzeigers, drehenden Krafte ein positives, die entgegen
gesetzt drehenden ein negatives Moment haben. 

Werden statt ~ Pn . rn die Momente der Seitenkrafte Pn· cos ~n und Pn· sin ~n 
eingefiihrt, so lautet die Gleichung 

- ~ Xn . P n . sin ~n + ~ Y n . P n cos ~n 
28a) r = --~~==:=~=~~=====:~ 

f(ZPn , sin ~n)2 + (.2'Pn cos ~n)2 

In Gleichung 28a) ergibt sich das richtige Vorzeichen von selbst durch 
konsequente Beachtung der Vorzeichen der Winkelfunktionen und der Koordi
nat en Xn und Yn der Punkte, in denen die Krafte Pn zerlegt sind. 

Anstatt mit den Gesamtkraften P n und ihren Hebeln rn zu rechnen, kann 
man auch getrennt mit den Seitenkraften als zwei Kraftegruppen rechnen. 
Die Lagen der beiden Seitenkrafte Rx = ~ Pn · cos ~n und Ry = ~ Pn · sin ~n 
sind gegeben durch ihre Abstande rx und ry von den Achsen. Sie sind 

f rx = 
~ Xn . P n . sin ~n ~ Xn . P n . sin ~n 

28b) 
Ry ~ Pn · sin ~n 

l ry = 
~ Y n . P n . cos ~n ~ Yn . Pn . cos ~n 

RXj ~ Pn · cos ~n] 

rx und ry sind die Koordinaten eines Punktes der Richtung von R, der 
Neigungswinkel q> gegen die x-Achse folgt aus Gleichung 24b), S. 12. 

Wahl des Koordinatenanfangspunktes. Es empfiehlt sich, als Koordinaten
anfangspunkt einen Punkt zu wahlen, durch den einige Krafte hindurchgehen, 
da dann diese Krafte aus der Momentengleichung verschwinden. 

12. Das Kraftepaar. 
Literatul': Riihlmann, Grundziige der Mechanik. 3. Auf!. S. 149. - August Ritter, 
Lehrbuch der technischen Mechanik. 8. Auf!. S.167. - Keck-Hotopp, Mechanik. 1. Teil. 
4. Auf!. S.114, 117 und S. 136. - F6ppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik. Ed. I. 
6. AuB. S.136. Ed. II. 5. AuB. S.113 - Mehrtens, Vorlesungen iiber Statik der Bau
konstruktionen und Festigkeitsl. I. Ed. S. 92. - Culmann, Graphische Statik. S. 187., 

Zwei entgegengesetzt gerichtete parallele Krafte P l und P 2 nach Fig. 15 
ergeben durch Zeichnung des Seileckes I 

eine Mittelkraft R = P l - P 2 durch den c I 3 

Schnitt c der Seileckseiten 1 und 3, ~ 
gehend. R liegt auBerhalb der beiden l' 
Krafte P l und P 2 auf der Seite der P, 

groBeren Kraft, hier P l' und hat die Il, 
,<1-

I Richtung der grofieren Kraft. : 
Rechnerisch ergibt sich aus der Mo- f.,-- ,. , '< 

mentengleichung fiir einen Punkt auf P 1 

29) 
P2 ·d 

r=~ 

Fig. 15. 

Werden die beiden Krafte gleich groB, gleich P, so fallt im Krafteck der 
Polstrahl III mit I zusammen, R wird gleich Null, im Seileck wird 1 parallel 3. 
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Gleichung 29) gibt r = 00. Eine derartige Kraftegruppe, zwei entgegen
gesetzt gerichtete gleich groBe Parallelkrafte werden "Krafte
paar" genannt. 

Nach obigem hat ein Kraftepaar eine Mittelkraft Null in unendlicher Ferne. 
Fiir jeden Punkt der Kraftebene ist das Moment. 

30) M =P·d. 

Ein Kraftepaar wirkt demnach wie ein reines Moment, nur drehend, rucht 
verschiebend, da R = 0 ist. 

Ersetzung eines Momentes durch ein Kraftepaar. SolI ein Moment M von 
bestimmter GroBe durch ein Kraftepaar geleistet werden, so kann dies nach 
Gleichung 30) geschehen; 

M 
1) durch Annahme von P und daraus d = P oder 

M 
2) durch Annahme von d und daraus P = d' 

Satze iiber das Kraftepaar. Die Richtung und der Angriffspunkt von P ist 
gleichgiiltig, daraus folgt der Satz: Zwei Kraftepaare in einer Ebene 
haben dieselbe Wirkung, wenn ihr Moment und dessen Drehsinn 
gleich sind. 1st der Drehsinn entgegengesetzt, so sind die beiden 
Kraftepaare im Gleichgewicht. Wirken mehrere Kraftepaare in 
einer Ebene, so setzen diese sich derart zu einem Kraftepaar 
zusammen, daB dessen Moment gleich der algebraischen Summe 
der Momente der Einzelkraftepaare ist: 

30a) M = ~ Mn = ~ Pn ' dn = R· dr· 

Ein an einem Korper in einer bestimmten Ebene wirkendes Kraftepaar hat 
das Bestreben, diesen Korper um eine Achse senkrecht zur Ebene des Krafte
paares zu drehen. Die Wirkung des Kraftepaares wird nicht geandert, wenn es 
parallel in eine andere Ebene verschoben wird. Daraus folgt der Satz: Krafte
paare in parallelen Ebenen haben dieselbe Wirkung, wenn ihr 
Moment und ihr Drehsinn gleich sind. Bei entgegengesetztem Dreh
sinn sind die Kraftepaare im Gleichgewicht. Mehrere in zuein
ander parallelen Ebenen wirkende Kraftepaare setzen sich zu 
einem Kraftepaar zusammen, dessen Moment gleich der algebrai
schen Summe der Momente der Einzelkraftepaare ist, und das in 
irgendeiner Ebene, parallel zu den Ebenen dieser Kraftepaare, 
wirkt. 

Zusammensetzung von Kraftepaaren in verschiedenen sich schneidenden 
Ebenen. Zwei Kraftepaare MI und Mz wirken in zwei sich unter einem Winkel a 
schneidenden Ebenen (Fig. 16). Beide Kraftepaare lassen sich auf denselben 

Hebelarm d zuriickfiihren, indem PI = ~Iund P z = ~z wird. Da der Angriffs

punkt von PI und P z in der Ebene fiir die Drehung gleichgiiltig ist, so konnen 
die Krafte PI und P z an Punkten a und b der Schnittlinie beider Ebenen angesetzt 
werden, wobei a b = d ist. Die beiden in den Punkten a und b angreifenden, auf 
a b senkrecht stehenden Krafte PI und P z set zen sich nach demKrafteparallelo
gramm zu einer Mittelkraft R zusammen und geben ein neues Kraftepaar Mr = 
R· d. Da sich R nach demKrafteparallelogramm aus PI und P z bildet und d ein 
konstanter Wert ist, bildet sich auch Mr aus MI und Mz nach einem Parallelo
gramm. Die Ermittlung geschieht gewohnlich wie folgt. Die Werte M werden 
in irgendeinem MaBstabe als sogenannte "Achsenstrecken" senkrecht zu den 
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Schnittlinien der Momentenebenen mit einer zu ah senkrechten Ebene auf
getragen. Der Drehungssinn wird durch die Auftragungsrichtung zum Ausdruck 
gebracht. Das Parallelogramm aus den Achsenstrecken gibt die Achsenstrecke 

MT' 
~--:7""'- - -- ----~ -+-----"-7 

~n-----------~~ 

Grl/ndriIJ 

Fig. 16. 

des resultierenden Momentes Mr, die Senkrechte dazu stellt die Ebene dar, in der 
Mr wirkt, und der Drehungssinn folgt aus der Auftragungsrichtung der Achsen
strecke \Ton Mr auf der Ebene. 

13. Zerlegung von Kraften in Seitenkrafte. 
Literatur: Riihlmann, Grundziiga der Mechanik. 3. Aufl. S. 156. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4. Aufl. S. 120. - Miiller-Breslau, Graphische Statik der Bau
konstruktionen. Bd. I. 3. Aufl. S. 13. - Foppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik. 
II. Bd. 5. Aufl. S. 37,62. - Mehrtens, Vorlesungen iiber Statik der Baukonstruktionen 
und Festigkeitsl. I. Bd. S. 89, 95. - Culm ann, Graphische Statik. S. 198. 

a) Zeichnerische Losung. 

Zerlegung von zwei Kraften mit endlichem Schnittpunkt. SoIl eine Kraft R in 
zwei Seitenkrafte PI und P 2 , deren Lage und Richtung gegeben ist, zerlegt 
werden, so muB die Mittelkraft aus PI und P 2 gleich R sein. Da nun die Mittel
kraft zweier Krafte durch deren Schnittpunkt geht, so folgt daraus, daB auch 
R durch den Schnittpunkt der Kraftrichtungen PI und P 2 gehen muB. 

Die Zerlegung einer Kraft in zwei Seitenkrafte ist also nur 
dann moglich, wenn sich aIle drei Kraftrichtungen in einem 
Punkte schneid en. Die zeichnerische Ermittlung ist bereits in Fig. 8 erfolgt. 

Zerlegung in zwei par allele Seitenkraite. Die Zeichnung eines Kraftecks 
ist nur so lange moglich, als der gemeinsame Schnittpunkt aller drei Kraft
richtungen imEndlichenliegt. Werden die drei Kraftrichtungen parallel, 
riickt also der gemeinsame Schnittpunkt ins Unendliche, so muE 
die Zerlegung mittels eines Seilecks erfolgen (Fig. 17). Die Kraft R wird durch 

Handbibliothek. 1. 2. 2 
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Annahme eines Poles 0 in zwei Seitenkrafte I und II, in den Richtungslinien 1 
und 2 wirkend, zerlegt. Die Krafte I und II sollen wiederum in den Schnitten 

mit den gegebenen Richtungslinien PI-PI 
1Z!I 17t'3 und P2 - P2 in je 2 Seitenkrafte zerlegt 

I 7',' werden, von denen die einen die gesuch-
~I __ --+I-,,-.J __ ~I fi ten Seitenkrafte PI und P 2 von R in den 

:, 111~ Richtungen PI - PI und P2 - P2 sind, 

I 

~. 
.\ 

I 
PI 

2 wahrend die beiden anderen III mit noch 

I ~I .A.--=lll=------:""O unbekannten Richtungen sich gegenseitig 
aufheben sollen.. Letzteres ist aber nur t I ~ I moglich, wenn sie in eine gerade Linie 

f 'U 
2 I fallen, die Krafte III mussen also in der 

1'-2: Richtung der Seileckseite 3 wirken. Die 
Parallele zu 3 im Krafteck vo:m Pole aus 

Fig. 17. gibt III der GroBe nach , PI und P 2 ergeben 
sich dann als die zwischen I und III 

bzw. zwischen III und II liegenden Strecken. Liegt die Kraft R auBerhalb der 
beiden Richtungslinien von PI und P 2, so ist die Er)TIittlung mit geringen Ab
weichungen dieselbe. Sie ist aus Fig. 15 ersichtlich. 

Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, wenn eine Kraft in drei Seiten
krafte zerlegt werden soIl? Soil die gegebene Kraft R in drei Seitenkrafte 
:mit gegebener Lage und Richtung zerlegt werden, so ist die Vorbedingung die, 
daB sich die Richtungen der 3 gesuchten Krafte nicht in einem Punkte schneiden 
diirfen. Die Mittelkraft der drei Krafte PI' P 2 und Pa, die mit R zusammenfallen 
muB, geht durch ihren gemeinsamen Schnittpunkt. Wenn R also nicht gleich
falls durch diesen Punkt geht, ist eine Zerlegung nicht denkbar. 

Aber auch wenn dies der Fall ist, so ist eine Zerlegung in eindeutiger Weise 
nicht moglich. Fig. 18 zeigt im Krafteck eine ganze Reihe von Kraftegruppen 

Fig. 18. 

PI' P 2 und Pa, die aIle eine Mittel
kraft R haben, die wiederum durch 
den gemeinsamen Schnittpunkt der 
4 Krafterichtungen geht. Die Zer
legung einer Kraft in drei Sei
tenkrafte mit gegebenen Rich
tung en ist also nur dann mog
lich, wenn die Richtungen del' 
drei gesuchten Seitenkrafte 
keinen gemeinsa)TIen Schnitt-
punkt haben. 

Zerlegung einer Kraft in drei Seitenkrafte. 1st die obige Vorbedingung erfilllt, 
so geht die Losung nach Fig. 19 vor sich. Die vier Kraftrichtungen werden zu 

2 und 2 zum Schnitt gebracht, 
etwa r-r mit PI-PI in a und 
P2-P2 mit P3-P3 in b. P 2 und 
P a mussen eine Mittelkraft RI 
ergeben, die, mit PI zusammen
gesetzt, die Mittelkraft R haben 
)TIuB. Dies ist aber nur )TIoglich, 
wenn RI durch den Schnitt a von Fig. 19. 
R und PI geht. Da RI aber auch 

durch den Schnitt b von P2 - P2 und P3 - P3 geht, so ist es der Richtung nach 
durch die Linie a - b festgelegt. Die Kraft R wird nun im Krafteck parallel zu 
PI - PI und a b in die Seitenkrafte PI und RI und letztere Kraft parallel zu 
Pa - P2 und Pa - Ps in P a und P 3 zerlegt. 
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b) Rechnerische Losung. 
Zerlegung einer Kraft in zwei Seitenkriifte. Die Losung ist nur moglich, 

wenn sich die zu zerlegende Kraft und die beiden Richtungen der gesuchten Krafte 
in einem Punkte schneid en. 

Auf rechnerischem Wege konnte die Zerlegung der Kraft R in 2 Seiten
krafte auf Grund der Gleichung 23) bis 24) S.12 fUr die Zusammensetzung 
zweier Krafte erfolgen. Der Weg ist aber umstand
lich. Schneller kommt man mittels des Satzes 
vom statischen Moment zum Ziel. Das Moment 
der Mittelkraft R fUr einen beliebigen Drehpunkt 
muB gleich der Summe der Momente der Seiten
krafte sein. Wahlt man nun den Drehpunkt so, 
daB er auf der Richtung einer der Seitenkrafte 
liegt, so ist der Hebelarm dieser Kraft gleich Null, 
sie verschwindet also aus der Momentengleichung. 
Entsprechend der Fig. 20 ist 

31) 
[ P I .I1 = R.b; PI = R~ 

11 

l P 2 .12 = R . a; P 2 = R ~ . 

Sind die drei Kraftrichtungen parallel, so ist 
entsprechend Fig. 21 

32) 

b 
R-

1 

r 

\fl'z 
\ 

Fig. 20. 

Fig. 21. 

Zerlegung einer Kraft in drei Seitenkriifte. Vorbedingung fUr die Zerlegung 
sind die auf S. 18 angefUhrten Eigenschaften der 4 Kraftrichtungen. 

Die Zerlegung konnte dadurch erfolgen, daB man aIle 4 Krafte auf ein recht
winkliges Koordinatensystem bezieht und jede Kraft nach den beiden Achs
richtungen in Seitenkrafte zerlegt. Es mussen dann zwischen den 3 Unbekannten 
PI> P 2 und P 3 und dem bekannten R die 3 GIeichungen bestehen, daB die Summe 
der Seitenkrafte von PI' P 2 und P 3 in den beiden Achsrichtungen gleich den beiden 
Seitenkraften von R sein muB, und daB die 
Summe der Momente der 3 unbekannten 
Krafte PI' P 2 und P a fUr einen beliebigen 
Drehpunkt gleich dem Momente von R sein 
muB. Entsprechend Fig. 14 Iauteten die 
3 Gleichungen 

f R. cos rp = PI . cos ~1 + P 2 • cos ~z 
+ P3• cos [33 

33) 1 R· sin rp = PI' sin ~l + Pz . s~n ~2 
+ Pa • sm ~3 

R . r = PI' r l + Pz ' r z + P 3 • r 3 • 

LOsung mit Hilfe des Momentensatzes. 
Wenn die Losung dieser 3 Gleichungen mit 

Fig. 22. 

3 Unbekannten auch durchaus keine mathematischen Schwierigkeiten bereitet, 
so ist der Weg doch zu umstandlich. Schneller fUhrt auch hier der Satz von 

2* 
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den statischen Momenten zum Ziele. Als Drehpunkt wird nach Fig. 22 der 
Schnittpunkt von zwei unbekannten Kraften gewahlt, wodurch man erreicht, 
daB diese wegen ihrer Hebelarme Null aus der Mo:mentengleichung verschwinden. 
Die Lasung der Aufgabe foIgt also aus den Gleichungen 

a 
PI .11 = R· a ; PI = R-

11 
b 

34) P 2 ']2 = R· b; P 2 = R-y; 

I 
"/ 
I 

35) 

c 
Pa·la = R·c; P a = R-I-. 

a 
LOsung mit Hilfe der Querkraft. Liegt der Schnittpunkt zweier Krafte, 

Fig. 23. 

etwa von P 2 und Pa, lin Unend-

lichen, so wird PI = R 00 , also un-
00 

bestimmt. Die Momentengleichung 
fiihrt dann nicht mehr zum Ziele. 
In diesem FaIle zerlegt man R und 
PI in 2 Seitenkrafte senkrecht und 
parallel zu der Krafterichtung von 
P 2 und P 3' Aus der Bedingung, daB 
die Summe aller Seitenkrafte in einer 
Richtung gleich der entsprechenden 
Seitenkraft der Resultierenden sein 
muB, folgt aus Fig. 23 

14. Das Selleck als:Momentendarstellung. 
Literatur: Keck.Hotopp, Mechanik. 1. Teil. 4. Auf!. S.126. - Miiller·Breslau, 
Graphische Statik der Baukonstruktionen. Rd. I. 3. Auf!. S. 17. - Keck, Graphische 
Statik. S. 19. - Foppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik. II. Rd. 5. Auf!. S. 77. -
Mehrtens, Vorlesungen iiber Statik der Baukonstruktionen und Festigkeitsl. I. Bd. 
S. 135. - Culm ann, Graphische Statik. S. 183, 331. 

Nach Abschnitt 10, S. 13, war das Drehmoment einer Kraft gegeben durch 
das Produkt aus Kraft und senkrechtem Abstand der Kraft von dem Drehpunkt 

/ 
/ 

Fig. 24. 

m 

p 

M = P'r. In Fig. 24 ist zu der Kraft P 
durch Wahl eines beliebigen Poles 0 
mit der Polweite H ein Seileck gezeich
net. Wird durch den beliebigen Dreh
punkt A eine Parallele zu P gezogen, 

00 so ist Dreieck abc,.., Dreieck 0 m n, 
und es ergibt sich 

36) p. r = Yj' H = M. 

Das statische Moment einer 
Kraft in bezug auf einen Dreh
punkt ist gleich dem Produkte 
ausPolweiteH und derStrecke Yj, 

die von den die Kraft einschlieBenden Seileckseiten auf einer 
Parallelen zur Kraft durch den Drehpunkt abgeschnitten wird. 

Ebenso ist in Fig. 24 das Moment fUr einen Drehpunkt A' gleich Yj" H. 
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Sind nach Fig. 25 mehrere Krafte PI bis P 4 vorhanden, SO werden diese 
durch das Seileck zur Mittelkraft R vereinigt. Mit dieser Kraft kann nun wie 
mit einer Einzelkraft nach 
Fig. 24 verfahren werden. 
R wird von den Seil
eckseiten 1 und 5 einge
schlossen. Durch den Dreh
punkt A ist also eine 
Parallele zu l~ zu ziehen, 
auf der die Seileckseiten 1 
und 5 die Strecke 'Yj ab
schneiden. Ais Polweite H 
gilt der Abstand des Poles 0 
von der Resultierenden R. 
SolI fUr einen Punkt AI das 
Moment aller der Krafte 
bestimmt werden, die links 
von AI liegen, in diesem 
FaIle die Krafte PI bis Pa, 
so ist durch den Schnitt 
der Seileckseiten 1 und 4 

I' A 
If 

I 

" .? ' 
" I 

" " 

111 
J I i 

)f tit 
"', I ~ I . 

I 

\ \, 
\ A' \ 
\ If' \ 
\ \ ~ 
I, ' 
\ I q 

" " 
Fig. 25. 

mit der Parallelen zur neuen Mittelkraft RI aus PI bis P s die Strecke 1]1 ge
geben. H' ist der Abstand des Poles 0 von der neuen Mittelkraft R/. 

15. Zeichnung eines Seileckes durch gegebene Punkte. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 1. Teil. 4. Auf!. S.133. - Mliller-Breslau, 
Graphische Statik der Baukonstruktionen. Bd. I. 3. Auf!. S. 176. - Keck, Graphische 
Statik. S. 21. - Foppl, Vorlesungen liber technische Mechanik. II. Bd. 5. Auf!. S. 60. -
Mehrtens, Vorlesungen liber Statik der Baukonstruktionen und Festigkeitsl. 1. Bd. S. 126. 

a) Seileck durch zwei Punkte. 

Zu den Kraften PI 
das durch die beiden 
gegebenen Punkte A 
und B geht. 

Erste Losungsart. 
Die Krafte werden nach 
dem im Abschnitt U, 
S. 13--14, gegebenen 
Verfahren mittels eines 
Seilecks mit dem belie
bigen Pole 0 zu der Mit
telkraft R zusammen
gesetzt. Jedes andere 
Seileck zu der gegebenen 
Kraftegruppe muB die
selbe Mittclkraft R er
geben, es mussen sich 
die R einschlieBenden 
Seileckseiten immer auf 
der Richtung von R 

bis P 4 in 

'\ 
\ 

\ 

Fig. 26 solI ein Seileck gezeichnet werden, 

I~ jPa 
~d IP~ 

Fig. 26. 

schneiden. Verbindet man also einen beliebigen Punkt d der Kraftrichtung R 
mit den gegebenen Punkten A und B und faBt diese als die R einschlieBenden 
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Seileckseiten auf, so ergibt sich der Pol 01 als Schnitt der Parallelen im Kraft
eck zu d A und d B. 

Zweite LOsungsart. SolI aus irgendwelchen Griinden der Punkt d weit ent
fernt liegen, so daB das Ziehen der Geraden d A und dB nicht moglich wird, 
so kommt man durch folgende Dberlegung zu dem Pole 01' Die Mittelkraft R 
kann in zwei ihr parallele Seitenkrafte RA und RB durch A und B zerlegt werden, 
indem im Krafteck durch den PolO eine Parallele VI zur SchluBlinie 6 gezogen 
wird. Die GroBen von RA und RB ergeben sich im Krafteck als die Teilstrecken n r 
und m r von R. Jedes andere Seileck zu der Kraftegruppe muB dieselben Krafte 
RA und RB geben, die Parallele zur SchluBlinie durch den Pol muB also immer 
durch den Punkt r im Krafteck gehen. SolI das Seileck durch A und B gehen, 
so kann die SchluBlinie des Seilecks aber nur die Richtung A B haben. AIle 
Pole, die i;m Krafteck auf der Parallelen durch r zu A B liegen, 
lief ern demnach Seilecke, die durch die Punkte A und B gehen. 
Durch zwei Punkte lassen sich demnach zu einer gegebenen Kraftgruppe unend
lich viele Seilecke zeichnen, deren Pole aIle auf der oben gekennzeichneten 
Geraden r 01 liegen. 

SolI das Seileck eindeutig festgelegt sein, so muB noch eine weitere Bedin
gung gefordert sein, z. B. konnte gefordert sein, daB eine Seileckseite, etwa 11' 
eine bestimmte Richtung habe. Dann ist der Pol 01 durch den Poistrahl 11 
parallel zu der Richtung 11 festgelegt. 

b) Seileek dureh drei Punkte. 
Auch durch die Bedingung, daB das Seileck noch durch einen dritten 

Punkt C gehen solI, wird das Seileck eindelltig festgelegt. 
Erste Losungsart. Fig. 27 gibt die Konstruktion. Die Krafte zerfallen in 

zwei Gruppen, PI bis Pa, die zwischen A und C durchlaufen, und P 4 bis P 6 > die 

P,\ P,\ r 1\ \,'r j~ 
I I~, I I fl 1 
\ /-1' "'C' ,_-----1',1 1 
\ /,/ --- 0 ___ '-, ! 
'/ ",'/ I I )>-- - 1'- .s: I" I 

25 -1"81 '<.'" ,," 1 /. - Ii I "-.l <7"" I 
Ii I I'~ " 'i ' 1 -9,. '-k ~ 
\ I, 1 ~ 

" 1 

--9-~-'-

Fig. 27. 

zwischen B und C durchlaufen. Zu diesen beiden Kraftgruppen sind Seilecke 
durch A und C bzw. durch B und C zu zeichnen, die eine gemeinsame Seileckseite 4 
haben. Ein beliebiges Seileck mit dem PolO gibt die Lagen der beiden Resul
tierenden Rl und R2 der beiden Kraftgruppen. Durch A und C werden Parallelen 
zu Rl' durch B und C zu R2 gezogen, die im Seilecke die Linien 8 und 9 geben. 
Die Parallelen VIII und IX im Kraftecke zu 8 und 9 geben die beiden Seitenkrafte 
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cler Resultierenden. Von den Teilpunkten r1 und r 2 werden die Parallelen zu A 0 
und B 0 gezogen, die in ihrem Schnitt den gesuchten Pol 01 geben. 

Zweite Losungsart. Eine andere Konstruktion geht aus folgender tJberlegung 
hervor. Die Geraden 11 und 71 stellen die Lagen der Krafte 11 und VII1 dar, die 
mit den gegebenen Kraften P1 bis P ~ im Gleichgewichte sind. Demnach sind diese 
beiden Krafte auch mit den beiden Teilmittelkraften R1 und R2 im Gleichgewichte. 
Wenn das Selleck zu den Einzelkraften durch A, B und 0 geht, mussen auch die 
Seilecke zu den Teilmittelkraften durch diese Punkte gehen. Die Kraft R1 ist 
also nach den Linien B 0 e und e A in die Seitenkrafte n v und v t, die Kraft R2 
nach den Linien A 0 fund f B in die Seitenkrafte t w und w m zu zerlegen. In A 
wirken dann die beiden Seitenkrafte n v und t w, in B die Seitenkrafte tv und 
m w. DurchZeichnung desParallelogrammes v t w 01 entstehen dann die Mittel
krafte 11 in A und VII1 in B wirkend. Damit ist der PolO, gefunden. 

Diese zweite Konstruktion empfiehlt sich besonders bei parallelen Kraften. 
Liegen dagegen die Punkte e und f weiter entfernt, so ist das Verfahren nicht 
anwendbar, und es muB der zuerst angegebene Weg beschritten werden. 

16. Zusammensetzung und Zel'legung beliebiger Krafte im Raume. 
Literatul': Riihlmann, Grundziige der Mechanik. 3. Auff. S. 161. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4 Auff. S. 141. - Miiller-Breslau, Graph. Stat. der Baukonstr. 
Band I. 3. Auff. S.20. - Foppl, Vorlesungen iiber techno Mech. II. Band. 5. Auff. 
S. 113. - Mehrtens, Vorlesungen iiber Statik der Baukonstruktion und Festigkeitslehre. 
I. Band. S. 101. - Culmann, Graph. Statik. S. 177, 210. 

a) Die Krafte greifen an einem Punkte an. 
Nach Abschnitt 4, b) S.5-6 setzen sich drei beliebige Bewegungen eines 

Massenpunktes nach einem Parallelepiped zu einer resultierenden Bewegung zu
sammen. Dieselbe tJberlegung, die in Abschnitt 9 fUr Krafte in einer Ebene aus
gefiihrt wurde, ergibt, daB die Wege durch ihnen entsprechende Krafte ersetzt wer
denkonnen. Demnachsetzensich 3 an einemPunkte angreifendeKrafte 
P x , Py und Pz (Fig. 28) nach einem Parallel
epipedon zu einer Mittelkraft P zu
sammen. Umgekehrt gilt natiirlich auch der 
Satz: Eine beliebige Kraft P kann nach 
einem Parallelepiped on in drei Seiten
krafte P x , Py und Pz zerlegt werden. 

Sind die Richtungen x, y und z senkrecht 
zueinander, so ergibt sich mit den Benennungen 
der Fig. 28 fUr die Zerlegung der Kraft P in drei 
Seitenkrafte : 

37) 1 
P x = p. cos rpx 
P y = p. cos rpy 

P z = p. cos rpz. 

z 

y 
Fig. 28. 

Fur die Zusammensetzung der 3 gegebenen Krafte P x , Py und Pz gelten die 
Gleichungen: 

38) 

Px 
cos rpx = p 

I Py 
cosrpy = p 

Pz 
cos rpz p' 
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Beziiglich der Winkel !fl sei bemerkt, daB es geniigt, wenn zwei von ihnen 
gegeben sind, denn es besteht zwischen ihnen die Beziehung cos2 !flx + cos2 !fly 

+ cos2 !flz = l. 
Greifen an dem Punkte ;mehrere Krafte an, so kann jede derselben nach 

Gleichung 37) in drei Seitenkrafte zerlegt werden, die sich wieder durch Addition 
zu drei resultierenden Seitenkraften Rx, Ry und Rz zusammensetzen und unter 
sich eine Mittelkraft R ergeben. Die hierfiir giiltigen Gleichungen sind: 

39) 
f Rx = ~ P . cos !flx 

Ry = ~ P . cos !fly 

1 Rz = ~ P . cos !flz 

R = -yRx2 + Ry2 + Rz2. 

Die Richtungswinkel ar, ~r und Yr der Resultierenden folgen dann aus den 
Gleichungen 

3980) 

Auf zeichnerischem Wege konnte die Mittelkraft R als SchluBlinie 
eines raumlichen Krafteckes ermittelt werden. Die Krafte miissen nach den 
Lehren der darstellenden Geometrie in AufriB und GrundriB so aneinander
gereiht werden, daB der Pfeilsinn des Linienzuges gleichbleibt. Die SchluBlinie 
;mit entgegenlaufendem Pfeilsinn gibt die Mittelkraft, mit gleichlaufendem Pfeil
sinn stellt sie eine Kraft dar, die mit den gegebenen Kraften P im Gleichgewicht ist. 

40) 

/ 

/ 
/ 

/ 

(---

z 

b) Die Krafte haben verschiedene Angriffspunkte. 
Man denke sich jede der Krafte P 

nach den drei angenommenen Koor
dinatenachsen in drei Seitenkrafte 
nach Gleichung 37) zerlegt, Fig. 29. 
AIle diese Seitenkrafte in den drei 
Achsenrichtungen addieren sich zu 
drei resultierenden Seitenkraften Rx, 
Ry und Rz. Ferner iibt jede Seiten
kraft auf die beiden Achsen, zu 
denen sie nicht parallel lauft, ein 
Moment aus, die sich wieder aIle zu 
drei resultierenden Seitenmomenten 
Mrx' Mry und Mrz zusammensetzen. 

Fig. 29. Entsprechend den Bezeichnungen 
nach Fig. 29 ist 

f 
Rx = I: P . cos !flx, Ry = ~ P . cos !fly; Rz = ~ P . cos !flz 
Mrx = I: P . cos cpz . Y - I: p. cos !fly . z 

t Mr y = ~ P . cos CPx· z - I: P . cos !flz . x 
Mr z = I: P . cos !fly . x - :I: P . cos cpx . y. 

Die resultierenden Seitenkrafte und Seitenmomente setzen sich zu einer 
Resultierenden R und zu einem Momente Mr zusammen nach den Gleichungen: 

41) R = -yRx2 + Ry2 + Rz2; Mr = -YMrx2 + Mri + Mrz2. 
Die Richtungswinkel ar , ~r, Yr der Resultierenden R mit den Achsen x, 

y und z folgen aus den Gleichungen: 

42) 
Rx 

cos Otr = R; Ry R z 
cos ~r = R; cosYr = R· 
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Die Richtungswinkel aM, ~M und "(M der Achsenstrecke (vgl. Abschnitt 12, 
S. 16-17) des resultierenden Momentes Mr mit den Achsen x, y und z folgen aus 
den Gleichungen: 

43) 
Mrx 

COSIXM = --' 
Mr ' 

Mry 
cos ~M = Mr ; 

Mrz 
COS"(M = --. Mr 

Samtliche Krafte P sind damit nach den Gleichungen 40) bis 43) zu einer 
durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Mittelkraft R und einem resul
tierenden Drehmoment Mr zusammengesetzt. 

17. Die Gleichgewichtsbedingungen und -merkmale. 
Literatur: Aug. Ritter, Lehrbuch der techno Mechanik. 8. Aufi. S. 178. - Keck
Hotopp, Mechanik. 1. Teil. 4. Auf!. S. 131, 177. - F6ppl, Vorlesungen liber techno 
Mechanik. I. Band. 6. Auf!. S. 129. - Mehrtens, Vorlesungen lib. Stat. d. Baukonstr. 
und Festigkeitsl. 1. Band. S. 120. 

a) In der Ebene. 
Rechnerische Merkmale. Ein Massenpunkt in der Ebene wird als im Gleich

gewicht befindlich benannt, wenn er nach zwei beliebigen Richtungen keine 
Bewegungsanderung und in der Ebene keine Drehungsanderung erfahrt. Ursache 
fUr die beiden Bewegungsanderungen ware eine Kraft in der Bewegungsrichtung, 
fUr die Drehungsanderung ein Moment. Die drei Bedingungen fUr das Gleich
gewicht lauten also, wenn die beiden Bewegungsrichtungen wagerecht und lot
recht angeno;m;men werden: 

44) j ~H = 0 

~V = 0 
~M = O. 

Aus diesen drei Gleichungen folgt, daB zur Herstellung des Gleichge
wichtes einer Kraftegruppe drei LagergroBen erforderlich sind, etwa 3 Krafte 
in bestim;mten Richtungen. 

Zeichnerische Merkmale. Bei der zeichnerischen Behandlung ergeben sich 
nach dem im Abschnitt 9, S. 11 und Abschnitt 11 und 13, S. 13 und 17-18 
Gesagten folgende beide Merkmale bzw. Bedingungen fiir das Gleichgewicht 
einer Kraftegruppe: 

1. Das Krafteck muB bei immer gleichbleibendem Pfeilsinne der aneinander
gereihten Krafte schlieBen. 

2. Jedes zu den Kraften gezeichnete Seileck muB schlieBen. 

b) 1m Raume. 
Der Massenpunkt solI nach keiner der drei angenommenen Achsrichtungen 

x, y und z eine Bewegungsanderung und um keine der drei Achsen eine 
Drehungsanderung erfahren; es bestehen daher folgende 6 Gleichungen: 

45) 

~Px = ~Pcos(j)x = 0; ~Py = ~PCOS(jly = 0; ~Pz = ~Pcos(jlz = 0 

~ Mx = ~ P . cos (j)z . Y - ~!P . cos (j)y . z = 0 

~ My = ~ P . cos (j)x . Z - ~ P . cos (jlz . X = 0 

~ Mz = ~ P . cos (jly . x - ~ P . cos (jlx . Y = O. 

Aus diesen 6 Gleich ungenfolgt, daB zur Herstellung des raumlichen Gleich
gewichtes einer Kraftegruppe 6 LagergroBen erforderlich sind, etwa 6 Krafte 
in bestim;mten Richtungen. 
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18. Die Querkraft. 

Beziehungen zwischen Querkraft und Moment. 
Literatur: Keck-H ot opp, Elastizitatslehre. I. Teil. 2. Auf!. S. 178. - Mehrtens, Vor
lesungen liber Statik der Baukonstruktion und Festigkeitslehre. I. Band. S. 156. 

Wird durch eine Gruppe von Kraften nach Fig. 30 ein beliebiger Schnitt s-s 
gefiihrt, der mit den Kraften P die Winkel a einschlieBt, so konnen sa;mtliche 

P, 

J I Krafte in je 2 Seitenkrafte senkrecht 
I und parallel zu s-s zerlegt werden. 
I Jf? Die Sum;me aller Seitenkrafte parallel 
I J Ill. 
I I zu s-s wird Querkraft genannt. 
I Sie ist der entsprechenden Seitenkraft 
: II / 2 der Resultierenden Rgleich. 
I -11,x 

.. ~ I r If" 
I 
I 
I , 

sl 
Fig. 30. 

46) Q = ~ P n • cos an = R . cos ar . 

Die Verwendung der Querkraft 
empfiehlt sich besonders bei der Zer
legung einer Kraft in 3 Seitenkrafte, 
wenn zwei von den unbekannten Kraf
ten parallele Richtung haben. Das 

Verfahren ist bereits in Abschnitt 13, S.20 mit Fig. 23 durchgefiihrt. 
Bei einer im Gleichgewicht befindlichen Kraftegruppe ist naturgemaB 

a.uch die Querkraft in de;m obigen Sinne iiberall gleich Null. In diesem FaIle 

; ~ f1-z ·dz I. t x .u ' ~ I 
I I ~ P. ' I Pa. 1.>1 I-i b I 
I :t ~ I 

a I ~ - 0 
r' 1 ~1i I I 
--------l~r------r----~ 

I I I 
I I I 

~... I 
i I 
I 

I 

gibtman, ahnlich wie in Abschnitt 10, 
S. 13, fur den Ausdruck "Biegungsmoment", 
dem Ausdruck "Querkraft" eine andere 
Deutung, indem man darunter die Summe 
aIler Seitenkrafte parallel zum Schnitt, 
die auf der einen Seite angreifen, versteht. 
Die Summen links und rechts haben gleiche 
GroBe, aber entgegengesetzte Richtung, 
heben sich also auf. 

Zwischen den Kraften del' Kraftgruppe, 
der Querkraft in dieser zweiten Bedeutung, 
und dem Begriffe des "Biegungsmomentes" 
nach Abschnitt 10, S. 13, lassen sich be
stimmte mathematiscbe Beziehungen ab
leiten. Fig. 31 stelIt eine ganz allgemeine 
Gruppe von parallelen Kraften dar, die im 
Gleichgewicht seien. AuBer den Einzel
lasten P a und P b ist eine nach einem 
beliebigen Gesetze verteilte Belastung vor
handen, etwa Px = Po . f (x). Wegen des 
Gleichgewichtes bestehen die Gleichungen 

Pa +Pb --!Px·dx=O 
o 

I 

- Pa·a--Pb (l- b) + f Px·x.dx=O. 
o 

Durch die Kraftgruppe werden parallel zu den Kriiften zwei' Schnitte 
tl -- tl und t2 - t2 im Abstande dx gelegt. Die Querkrafte in dies en beiden 
Schnitten sind dann 



47) 

Die Querkraft. 

x 

Qx = P a - f pz·dz im Schnitte tl - tl 
o 

x 

Qx+dQx=Pa-fPz·dz-px·dx im Schnitte t.~-t2' 
o 

Die Subtraktion beider Gleichungen gibt: 

dQx= -Px·dx, oder 

dQx 
dx =-Px' 

Die Biegungsmomente in den Schnitten tl - tl und t~·- t2 sind: 
x 

Mx=+Pa(x-a)-fpz·dz.(x-z) im Schnitte t1-t1 
o 

27 

Z=x d 
Mx+dMx= + Pa (x - a+ dx)--:lFz·dz.(X-Z + dx) - Px·dx. ; 

im Schnitte t2 - t'2' 

Unter Vernachlassigung der unendlich kleinen GroBe zweiter Ordnung 

Px . ~; 2 gibt die Subtraktion der beiden Gleichungen: 

z=x 
dM =P .dx-fp ·dz·dx x a z 

z=o 

dM x 

-d x = P a - f Pz' dz. 
X 0 

Die rechte Seite ist der Ausdruck fur Qx, also besteht die Beziehung 

48) ~~=Q . 
dx x 

Fur den Fall, daB~Mx = 0 wird, wird Mx ein Maximum oder Minimum. 
dx 

Die Bedingung fur das Auftreten eines Maximums oder Minimums 
des Biegungsmomentes ist also: Querkraft = o. 

Ist das Belastungsgesetz Px = Po . f (x) gegeben, so kann der Wert x, fur 
den Qx = 0 wird, rechnerisch ermittelt werden. Man kann auch die soge
nannte ;,Querkraftflache" zeichnen. Sie ist die Integralkurve der Kraftgruppe, 
stellt also in ihrer Ordinate zur Abszisse x den Wert Qx dar. W 0 diese 
Kurve durch Null geht, ist Qx = 0 
und Mx ein Maximum oder Minimum. 

Besteht die Gleichgewichtsgruppe 
aus einer Reihe paralleler Einzelkrafte 
Po bis P n in den Abstanden A1 bis An 
nach Fig. 32, so geht Gleichung 48) ~ 
in die Form uber: ' 

49) Mn=Mn-1+Qn'An' 

Q ist zwischen zwei Kraften P 
konstant und springt unter den Kraften Fig. 32. 
urn die GroBe der Kraft. Gleichung 49) 

tFJ.-, 
ft-' 

eignet sich besonders zur Ermittlung der Biegungsmomente in den Punkten 
Obis n. Sie geschieht am vorleilhaftesten in Form einer Tabelle. 
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Der Inhalt der QuerkraftfIache links oder rechts von tl - tl stellt den Wert 
x 
f Qx' d x = Mx dar. Da Gleichgewicht zwischen allen Kraften sein soIl, ist 
o l 

fiir x = l das Moment aller Krafte Ml = 0, d. h. f Qx . d x = 0 oder Gesamt-
o 

inhalt der Querkraftflache gleich Null. Es muE demnach der Inhalt des 
positiven Teils der Querkraftflache gleich dem des negativen Teiles sein. 

19. Der Balken auf zwei Stiitzen und der einseitig eingespannte 
Balken. 

Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.29. - Mtiller-Breslau, 
Graph. Statik der Baukonstruktion. Band 1. 3. Auf!. S. 109, 123. - Keck-Hotopp, 
Elastizitiitsl. 1. Teil. 2. Auf!. S.92, 178. - Keck, Graph. Statik. S. 54. - Mehrtens, 
Vorlesungen tiber Statik der Baukonstruktion und Festigkeitslehre. I. Bd. S. 159. 

I. Der Balken auf zwei Stiitzen. 
Statisch bestimmte Lagerung. Ein auf zwei Stiitzen nach Fig. 33 gelagerter 

Balken ist von beliebigen Lasten P ergriffen. AIle Lasten sollen in einer 
Ebene, der Zeichenebene, 
wirken, daher sind zur 
Herstellung des Gleichge
wichts drei LagergroBen 
erforderlich. Das eine La
ger B ist als festes Lager 
auszubilden. Es vermag 
Lagerdriicke in beliebiger 
Richtung oder, was das
selbe ist, zwei Lager
krafte in bestimmten 
Richtungen, etwa wage

recht Bh und lotrecht Bv, aufzunehmen. Das andere Lager A ist ein beweg
liches Rollenlager. Es vermag nur Lagerdriicke senkrecht zur Rollenbahn auf
zunehmen, die nach Fig. 33 unter einem Winkel a gegen den Balken geneigt sei. 

a) Rechneri8che Behandlung. 

Ermittlung der Lagerkrafte. Samtliche Lasten und Lagerkrafte werden 
senkrecht und parallel zur Balkenrichtung zerlegt. Aus der Momenten
gleichung fUr Punkt B folgt der Lagerdruck Av, aus der Momentengleichung fUr 
Punkt A folgt der Lagerdruck Bv. Av und die Richtung a. des Lagerdruckes A 
gibt Ah und die Bedingung ~ H = 0 gibt den Lagerdruck Bh. Die Gleichungen 
lauten also: 

50) 

Av = +- [ ~ P n . sin <fln . bn + ~ P n . cos <fln . Cn ] 

Bv = +- [~Pn.sin<fln.an -~Pn'COs<fln·cn J 
Ah = Av' ctg a.; A = iAv2 + Ah2 

Ais Probe kann noch die Bedingung ~ V = 0 untersucht werden: 

50a) Av+Bv-~Pn·sin<fln=O. 
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Ermittlung der Biegungsmomente. Fiir einen beliebigen Punkt m m.it den 
Abstanden Xa und Xb von den Enden A und B ist, da alle Krafte im Gleichgewicht 
sind, auch das Moment aller Krafte gleich Null. Von besonderem Interesse 
ist abel' das Moment aller an einer Seite von m am Balken angreifenden Lasten, 
das sogenannte Biegungsmoment des Balkens im Querschnitte m (vgl. 
Abschn.10). Das Moment aller Lasten links von m muB dem Momente aller 
Lasten rechts von m gleich, abel' von entgegengesetztem Drehsinn sein, da 
beide zusammen sich zu Null erganzen sollen. Die Gleichungen fUr Mm lauten 
also den absoluten Wert en nach: 

a=Xa a=Xa 

51) Mm = Av· Xa - ~ Pn · sin tpn (xa - ar ) - ~ Pn · cos tpn· Cn 
a=O 

b=Xb b=Xb 

= Bv· Xb ~ ~Pn . sin tpn . (Xb - bn) + ~ P n · cos tpn· cn · 
b ·~O 

Vorzeichenregel der Biegungsmomente. Im allgemeinen wird bei Balken 
auf zwei Stiitzen von den Vorzeichenunterschieden del' beiden Momente an den 
beiden Balkenteilen abgesehen und die Biegungsmomente nach folgender Vor
zeichenregel benannt: Ein am linken Balkenstiicke rechts herum und 
am rechten Stiicke links herum drehendes Moment wird positiv 
[+ M] genannt, ein am linken Stiicke links und am rechten Stiicke 
rechts drehendes Moment wird negativ [- M] genannt. Positive 
Biegungsmomente haben das Bestreben, einen Balken unten konvex, negative 
Momente oben konvex zu verbiegen, 

Auftreten des groBten Biegungmomentes. Die Differentiation von Gleichung 
51) ergibt: 

a=Xa 

ddMx = Av - ~ Pn · sin<pn = o. 
Xa 

a=O 

Diesel' Ausdruck stellt abel' die Summe aller lotrechten Lasten an einer 
Seite des Querschnittes dar, die nach Abschnitt 18, S.26 Querkraft benannt 
war. Die Bedingung fiir das Auftreten eines Maximal- oder Mini
malmomentes ist also die, daB in dem betreffenden Querschnitte 
die Querkraft durch Null gehen muB. Die Querkraft am linken Stiicke 
ist del' am rechten Stucke gleich, abel' umgekehrt gerichtet, denn infolge des herr
schenden Gleichgewichtes ist am ganzen Balken ~ V = o. (Vgl. Abschnitt 18.) 

Vorzeichenregel der Querkrafte. Bezuglich des Vorzeichens del' Querkraft 
in einem beliebigen Querschnitte gilt daher eine ahnliche Regel wie bei den 
Momenten: Eine Querkraft 
wird positiv (+ Q) genannt, 
wenn sie am linken Stucke 
nach oben und am rechten 
nach unten gerichtet ist; sie 
wird negativ (- Q) genannt, 
wenn sie am linken Stucke 
nach unten, am rechten nach 
o ben gerich tet ist. 

Balken mit iiberkragenden (")~3-------'""' 

Enden. Die Gleichungen 50) und Fig. 34. 
51) fur Auflagerdrlicke und Bie-
gungsmoment haben auch dann noch ihre Giiltigkeit, wenn der BalkEm nach 
Fig. 34 an einem oder beiden Enden liber die Lager iiberkragt und an den 
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iiberkragenden Enden von Lasten ergrillen ist; es sind dann nur die Werte 
an und bn, die vom Lager nach auBen laufen, mit negativen Vorzeichen ein
zufiihren. 

Haufig ist es zweckmaBig, die Lasten zwischen den Stiitzen A und B 
und die Lasten auf den Kragenden getrennt zu betrachten. Erstere mogen 
Lagerdriicke ~o, Aho, Bvo und Bho sowie Biegungsmomente Mm ° hervorrufen, 
wahrend die Lasten auf den Kragenden Lagerdriicke ~ 1, Ah 1 , Bv 1 und Bh 1 

und Biegungsmomente Mm 1 im Punkte m und Ma und Mb iiber den Stiitzen 
A und B hervorrufen. 

Es ist also: 

Die Einfliisse der Lasten auf 
den Kragenden auf Lagerdriicke 
und Biegungsmomente sollen 
untersucht werden. In Fig. 35 
ist der nur mit Lasten auf den 
Kragenden belastete Balken nach 
Fig. 34 dargestellt. Man denke sich 
den Balken unmittelbar auBer
halb der Stiitzen A und B durch
schnitten und die dort herrschen
den Querkriifte Qa und Qb' Langs
kriifte Ha und Hb und Momente 
Ma und Mb als auBere Krafte an
gebracht. Die Momentengleichung 
fiir B als Drehpunkt gibt 

A 1 = ~ [_ Q .[ - M + M ] 0= _ Q _ Ma --L Mb 
v [ a a b a [I l· 

Die Momentengleichung fiir A als Drehpunkt gibt 

Bv 1 = ~ [+ Qb'[ + Ma - MbJ = + Qb + ~a - ~~ • 
Das Moment in mist also 

Mm1 =Ma + Qa.xa + Av1xa 

=Ma+Qa,xa -Qa.xa - ~a xa + ~b xa 

=~a(l-xa)+ ~b xa=Ma~~+Mb ~a. 
Daraus folgen fur den nach Fig. 34 

und das Biegungsmoment zu: 

52) A =A o_Q _Ma +Mb . 
v val [' 

o+Q +Ma Mb . Bv = Bv b -[-- - -1- , 

o+M Xb +M Xa 53) Mm =Mm a -Z- bl-' 

belasteten Balken die Lagerdriicke 
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wenn 
a=o a=o 

M =- ~P ·a ·sinm - "'p ·c ·cos m a ~ n n In ..::::.,; n n In_ 
a=-I. a=-I. 

b=o b=o 

Mb = - ~ Pn' bn ·sin Cfin + ~Pn ,cn ·cos Cfin . 
b=-Ib b=-Ib 

Sonderfall paralleler Krafte. Von beson
derer Bedeutung ist der Fall, daB an dem 
Balken nur lotrechte Lasten P nach 
]'ig. 36 angreifen, und die Rollenbahn wage
recht liegt, also a = 900 tpn = 900• Damit 
we~den die Gleichungen fUr Lagerdriicke 
und Biegungsmoment: 

54) 
1 1 

Av=A= T~Pn·bn; Bv=B= T~Pn·an; Ah=Bh=O. 

a=Xa b=Xb 
55) Mx = A . Xa - ~ P n (xa - an) = B . Xb - ~ P n (Xb - bn) 

a=O b=O 
a=Xa b=Xb 

56) Qx= A- ~Pn = -B + ~Pn. 

54 a) 

57) 

b= 0 

Sonderfall einer lotrechten Einzellast. Aus Gleichung 54) bis 56) folgt 

b a 
A = P-'B = P-1 ' 1 . 

Die Querkraft geht unter der Last durch Null, also: 

ab 
Mmax = P-Z-. 

Mit a = b = !.-wird 
2 

1 
Mmax = PT' 

4~========~======~B 
57a) 

GleichmaBig verteilte Belastung. 1st 
die Belastung nach Fig. 37 fiber den 
Trager gleich:rnaBig'Verteilt, und bezeich
net p die Last auf der Langeneinheit, so 
ergeben sich die Lagerdriicke: 

58) 
1 

A=B=p-. 
2 

An einer beliebigen Stelle Xa, Xb ist 

1"-
~ 
~ 

" "t 

I 
I 
I 

+ 

MfJf11ente 

1_L-____ ~~------~_~ 
e/ler"ro~e ""I'<> 

Fig. 37. 

If-
"" _1 

59) 
xa2 1 Xa xa2 Xa Xa . Xb 

Mx = A· Xa - P 2 = P -2- - p 2 = P 2(1- xa) = p -2- . 

Die Querkraft an dieser Stelle ist: 

60) Qx = A - p . Xa = p ({- - xa) . 
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59a) 

III. Stat.ik starrer K6rper. 

Q wird Null fur Xa = ~, daher: 

12 
Mmax = P s · 

Entsprechend den Gleichungen 59) und 60) ist das Moment durch eine 
Parabel, die Querkraft durch eine Gerade nach Fig. 37 dargestellt. 

Weitere Belastungsfalle. Fur einige weitere haufig vorkommende Belastungs
arten sollen nur die Ergebnisse mitgeteilt werden. 

1st die Belastung nach Fig. 38 nach einem Dreieck verteilt, so ergeben sich: 
Die Lagerdrucke: 

1 1 1 2 
61) A=6""p.1=TP;B=TP·1=TP. 

1 
wenn P = P - = Gesamtlast. 

2 
Das Moment: 

62) Mx = p 1: [1- ~2] = P ; [1 _ ~2] . 
Das Maximalmoment fUr x = l = 0 ,5774 1. 

V 3 
12 21 

Mmax = p~= P~ = p.12·0,064 = P·Z·O,128. 
9 y 3 9 y 3 

62a) 

A ~ _____ -------1 ~ 

Fig. 38. Fig. 39. Fig. 40. 

Eine Belastung nach Fig. 39 gibt: 

63) 
1 P 1 

A = B = p - = - , wenn P = p- = Gesamtlast . 
4 2 2 

64) 

64 a) 
P 1 

M - p - P max - 24 - 12' 

Die Belastung nach Fig. 40 gibt: 

65) 
I P I 

A = B = P4 = 2 ' wenn P = P2=Gesamtlast. 

66) lx [ I 2 X2] P [ 1 2 X2] 
Mx = P""2 2 - 3 l2 = . x 2 - 312 • 

F .. I 
urx=2: 

66a) 
l2 1 

Mmax = P 12 = P 6"" . 
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b) Zeichnerische Behandlung. 
Beliebiger Lastangriff. Den Fall einer allgemeinen Belastung nach Fig. 41 

auf zeichnerischem Wege zu behandeln, ist im allgemeinen nicht zu empfehlen, 
da das Verfahren zu uniibersichtlich wird. Es solI daher nur kurz erwahnt 
werden. Die Krafte PI bis P 4 werden mittels eines beliebigen Seileckes mit 
dem Pole ° zu einer Mittelkraft R vereinigt. Der Pol 01 eines Seileckes durch 
die Auflagerpunkte A und B, dessen durcb das bewegliche Lager A gehende 
Seite die Richtung senkrecht zur Rollenbahn hat, liefert in den zugehorigen 
Polstrahlen 01 n und 01 m die Lagerkrafte A und B. (Vgl. Abschnitt 15.) 
Nunmehr kann das Seileck durch Ziehen der Seite 7 geschlossen werden. Das 
Moment fUr einen beliebigen Punkt d ergibt sich dann nach Abschnitt 14 als 
Produkt YJ' H, wo YJ der Abschnitt ist, der auf einer Parallel en durch d zur 
Mittelkraft aller an einer Seite von d wirkenden Krafte, hier Rd aus B und 

a 
! 

Fig. 41. Fig. 42. 

P <1 oder A, PI' P 2 und P 3' von den Rd einschlieBenden Seileckseiten, hier 7 und 4, 
abgeschnitten wird. Die Polweite H ist der senkrechte Abstand des Poles ° 
von Rd. 

Zeichnet man das beliebige Seileck so, daB die Seileckseite 5 durch den Punkt 
B (festes Lager) geht (Fig. 42), so wird das Zeichnen der Parallelen durch A 
und B zu R iiberfliissig. Die Verbindung des Punktes B mit clem Schnittpunkte a 
der Seileckseite 1 und der Richtung von A gibt die SchluBlinie 7. Der Pol 01 
liegt im Schnitt der Linien VII, parallel zur SchluBlinie 7, durch ° uncl cler Linie 
n 01' parallel zur Richtung des Lagerclruckes A. 

Das durch Fig. 42 gegebene Verfahren ist einfacher als das durch Fig. 41 
gegebene, also vorzuziehen. 

Sonderfall paralleler Krafte. Sehr einfach und iibersichtlich wird die 
zeichnerische Behandlung bei einer Gruppe von Parallelkraften, Fig. 43. Ein 
beliebiges Seileck ;mit einer Polweite H gibt unter Beachtung des im Abschnitt 13 
Gesagten clurch Ziehen des zur SchluBlinie 6 des Seileckes parallelen Polstrahles VI 
die Lagerdriicke A uncl B. Da alle Krafte und Lagerdriicke parallel sind, so ist 

Handbibliothek. 1. 2. 3 
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auch fUr alle Querschnitte d die Richtung del' Mittelkraft Rd aller Krafte an 
einer Seite 'Von d die gleiche, parallel zu den Kraften. Ebenso ist die Polweite 
fUr alle Punkte d dieselbe. Die Strecken Yj erscheinen also als Hohen des Seil-

~ 
r L r r + I I 

I I 
I 

No en}er,),ldche B 0 
.4 

I 

~verkrojl.J7dche 

Fig. 43. 

eckes zwischen SchluBlinie 6 und der unter d liegenden I:leileckseite. Das 
Biegungsmoment in d ist Md = 'YJd' H. Das Seileck gibt ein direktes Bild von 
der GroBe des Biegungsmomentes in allen Balkenquerschnitten, es wird daher 
auch Momentenflache genannt. Aus den Lagerkri:iften A und B, die sich 
aus dem Kl'afteck ergeben, und den Lasten P ist in Fig. 43 die Querkraft
Hache gebildet. Wo die Querkraft durch Null geht, entsteht das Maximal
moment Mmax = r;max . H. 

Fig. 44. 

Balken mit iiberkragenden Enden. Fig. 44 zeigt die Konstruktion del' 
Momentenflache fUr eine Gruppe 'Von parallelen Kraften an einem Balken mit 
iiberkragenden Enden. Die letzten Seileckseiten 1 und 6 sind bis zu den Schnitt
llunkten fund g mit den Auflagerloten zu verHi-ngel'll, dann stellt f g die SchluB-
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linie 7 dar. Die durch Schraffur kenntlich gemachte Momentenflache ist teils 
positiv, teils negativ. Die Parallele VII zur SchluBlinie 7 im Krafteck schneidet 
die Lagerkrafte A und B abo Damit laBt sich die Querkraftflache zeichnen. 

Aus den geometrischen Beziehungen der Momentenflache nach Fig. 44 
laBt sich in sehr libersichtlicher Form die Gleichung 53) 

M =M o+M ~+M -~"-
m mal b 1 

ableiten. Die SchluBlinie des Balkens ohne Kragenden, 
und P4 ist die Gerade h i, es ist also Mmo= H·1]mo. 
sind Ma = - H ·1]a und Mb = - H ·1]b. In Fig. 44 ist 

belastet mit P 2 , P 3 

Die Stiitzmomente 

- - x x 
1] ='I'l O-st-tu='I'l 0_'I'l ~-1) _a 

m ·/m ·/m ·/a 1 b l . 

Die Multiplikation mit H gibt: 

H H ° H xb H xa .'I'l = .'I'l - .'I'l -- .'I'l-·/m ·/m ·/a 1 ·/b 1 ' oder 

53) 

Verteilte Belastung. 1st die Belastung nach irgendeinem Gesetze liber den 
Trager verteilt, so wird das Seileck eine stetige Kurve. Eine Zeichnung kann 
angenahert dadurch erfolgen, daB man die Belastung in mehrere Einzellasten 
zerlegt und zu ihnen ein Seileck zeichnet. Diese Seileckseiten stellen Tangenten 
an die richtige Seillinie dar. 

Vereinigung von Rechnung und Zeichnung bei schwierigeren Belastungs
fallen. Bei unregelmaBigen Belastungsarten ist es oft zweckmaBig, zeichnerische 
und rechnerische Behandlung sinngemaB miteinander zu verbinden. Man be
stimmt rechnerisch nach den Gleichungen 50), S. 28 die Lagerkrafte, zeichnet 
damit die Querkraftflache, die in ihrem Nullpunkte den Ort des Momenten
maximums gibt, und ermittelt dann wieder rechnerisch nach Gleichung 51), S.29 
das MaximaI:rnoment. 

II. Der einseitig eingespannte Balken. 
Statisch bestimmte Lagerung. Ein Balken nach Fig. 45 sei an einem 

Ende biegungsfest eingespannt und von beliebigen Lasten ergriffen. Das andre 

Aut 

~~~~===b~~==~~~==~===91 
M1 I 

~~------4-a1---~ I 
'-~~~I~E~--_-_X_~~-_-_-_-_-_-_-_~~~~I 

:;:J....-----------& .. I 
Fig. 45. 

Ende des Balkens sei frei. An der Einspannungsstelle L treten drei Lager
groi3en auf: 

1) eine lotrechte Lagerkrafb Av 
2) eine wagerechte Lagerkraft All 
3) ein Einspannungsmoment Ml · 

3* 
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Diesen drei Unbekannten stehen die drei Gleichgewichtsbedingungen 
~ V = 0, ~ H = 0, ~ M = 0 gegeniiber, aus denen die Unbekannten zu losen 
sind, das Bauwerk ist also "statisch bestimmt". 

a) Rechne1'ische L6sung. 

Beliebiger Lastangriff. AIle Lasten P n werden lotrecht und wagerecht in 
P n . sin an und P n . cos an zerlegt. Dann folgt aus den Gleichgewichtsbedingungen: 

67) { 
Av = ~ P n . sin an ; Ah = ~ P n . cos an ; 

Ml = - ~ P n . sin an . an + ~ P n ; cos an . cn . 

Die Querkraft in einem Punkte m im Abstande xm von der Einspannungs
stelle ist 

68) 

69) 

} 

Qm = + Z P n . sin an . 
an=l 

Das Biegungsmoment im Punkte mist: 

Mm = - ZPn . sin an' (an - xm)+ ZPn·cos an ,cn ' 
an=l ~=l 

Lotrechte Einzellasten. Mit an = 90° wird 

70) 
Ay=::'£Pn; Ah =0; 

Ml = - ::'£ P n . an . 

71) 

72) Mm=- ZPn·(an -xm)· 
an = l 

~1 GleichmaBig verteilte Belastllng. Es 
I ergiht sich entsprechend Fig. 46 

l2 
A =p.l· A =0' M =-p--"" ~ 73) 

y 'h '1 2 ",,::0 

L.QL.LLL.LJ.~~~~~ J 74) Qm=P (l-xm)=p·xm' 

Fig. 46. 75) 
(l- Xm)2 Xm'2 

Mm = - P 2 = - P - 2 

Dreiecksbelastung nach Fig. 47. 

76) 

77) 

Fig. 47. 
78) 
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Dreiecksbelastung nach Fig. 48. 

79) 
l l2 

Av = p 2; Ah = 0; Ml = - P"3 .11,,-0'" (~~-~ 
"1, 

80) 
.lib flt:f 

81) 
Fig. 48. 

b) Zeichnerische Lt5sung. 

Beliebiger Lastangriff. Die auBeren Krafte P 1 bis P 4 werden nach Fig. 49 zu 
einem Krafteck zusammen
gesetzt. Die lotrechte bzw. 
die wagerechte Seitenkl'aft 
del' resultierenden R geben 
die lotrechte Lagel'kl'aft Av 
bzw. die wagel'echte Lager
kraft Ah. Zu den Kl'aften ist 
ein Seileck mit dem Pole 0 
gezeichnet. Auf einel' Pa
rallelen zu R durch den 
Lagerpunkt L wil'd durch 
die Seileckseiten 1 und 5 die 
Strecke 171 abgeschnitten, 
aus der sich Ml = 1h . Hl 
erl'echnet. Fur einen Punkt 
m ergibt sich die Strecke 17m 
indem man durch m eine 
Parallele zur Resultiel'en
den Rm aller Krafte auf 
einer Seite von m zieht, hiel' 
deren entsprechende Poistrahien 
schneiden auf del' Parallelen durch 
m zu Rm die Stl'ecke 'YJm abo Es 
ist das Biegungsmoment in m: 
Mm='YJm·Hm· 

Lotrechte Einzellasten. Fig. 50 
zeigt die Momenten- und Quer
kl'aftflache. An del' Einspann
stelle List das Biegungsmoment 
Ml = 'YJ1 . H, hat den Dl'ehsinn 
links hel'um am linken Stuck, ist 
also negativ. Die Querkraft an 
del' Einspannstelle springt von 
Null auf Av=~P. Av ist am 
linken Stuck des Balkens nach 
oben gel'ichtet. Q ist also positiv. 
Del' gesamte Flacheninhalt del' 
Querkraftflache stellt das Moment 
Ml dar, wahrend Mm durch den 
Inhalt del'. Querkraftflache rechts 
von Qm ausgedriickt ist. 

Fig. 49. 

P 1 und P 2. Die Seileckseiten 1 und 3, 
I und III im Kl'afteck Rm einschlieBen, 

AI/ r EP r r mf ~P, ~o (-;I~L ---rI ---rI 'I=-~I ---+I --
/1, I I I I i 

I I' I 
I ;'fomw,lefjlci1'e I 

1/ I I I 
I 2 

/- 7 
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GleichmaBig verteiltc Belastung (Fig. 46). Die verteilte Belastung ist in 
eine R,eihe von Einzellasten zu zerlegen und zu diesen ist ein Seileck zu 
zeichnen. Das Seileck stellt dann ein Tangentenvieleck urn die Seilkurve 
dar, die entsprechend Gleichung 75) eine Parabel ist. Die QuerkraftfHiche 
ist entsprechend Gleichung 74) eine Gerade. 

20. Der Gerberbalken. 
Literatur: Keck-Hotopp, Vortrage iiber Elastizitatslehre. 1. Teil. 2. Auti. S. 169. -
Miiller-Breslau, Graph. Stat. der Baukonstr. Bd. I. 3. Auti. S.159. - Mehrtens, 
Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. I. Bd. S. 141. - Foppl, Vorlesungen 
tiber techno Mech. II. Bd. 5. Auti. S. 84, 11 0, 213. 

ErmittIullg der erforderlichell Gelellkzaht Ein Balken auf 2 Stutzell mit 
einem festen und einem beweglichen Lager· hat drei LagergroBen, deren GroBe 
fUr beliebige Lasten mittels der drei Gleichgewichtsbedingungen fUr die Ebene, 
Gleichung 44), S. 25, zu bestimmen ist. Lauft der Balken uber mehrere, etwa 
n Stutzen durch, 'Von denen wiederum eine als festes, die anderen als bewegliche 
Kipplager ausgebiIdet sind, so entstehen n + 1 LagergroBen, denen nur3Gleichun
gen gegel1uberstehen. DasBauwerk kann rein statisch mittels der Gleichgewichts
bedingungen nicht mehr untersuchtwerden, es heiBt "statisch unbestimmt". 
Da zur Ermittlung der n + 1 LagergroBen n - 2 Gleichungen fehlen, sagt man 
"das Bauwerk ist (n - 2)-fach statisch unbestimmt". Dadurch, daB 
man an bestimmten Stellen in den Balken Gelenke einlegt, erreicht man, daB an 
diesen Stellen keine Biegungsmomente auftreten konnen, die Nullsetzung der 
Gleichungen fur die Biegungsmomente an den Gelenkstellen liefert demnach 
weitere Bestimmungsgleichungen fUr die Auflagerdrucke. Schaltet man also 
in den Trager auf n Stutzen (n - 2) Gelenke ein, so entsteht ein statisch bestimm
bares Bauwerk, das nach seinem Erfinder "Gerbertrager" genannt wird. 

b a. b 

(Joh. Gottfried Heinrich Gerber, 
geb. 18./11. 1832, gest. 5./1.1912.) 

Fig. 51 zeigt die Anordnung der 
Gelenke bei n = 3, 4, 5 und 6 Stutzen. 
Mehr als 2 Gelenke durlen nicht in 
eine Offnung fallen. Am zweckmaBig
sten ordnet man die Gelenke so an, 

r----1!.b---,'-O--! ... !:......>-r"--'b~-r-~ ... '"_r-'b~---. daB immer abwechselnd eine Offnung 
n-6{....... L b L ... L b lO (l 1. mit zwei Gelenken und eine gelenk-

.. J: 1: 1: 1: 0 1. lose Offnung aufeinander folgen. 
Fig. 51. Statisch sind am Gerbertrager 

zwei Teile zu unterscheiden: 
1. Die Stucke a zwischen 2 Gelenken. Sie stell en Balken auf 2 Stutzen dar, 

deren Auflager durch die Gelenke gebildet werden (mitunter auch durch ein Gelenk 
und ein Tragerlager). Dieser Teil a wird "Koppeltrager" genannt. 

2. Die Stucke b zwischen 2 Tragerlagern mit einem oder 2 uberkragenden 
Enden, daher "Kragtrager" genannt. 

Der Koppeltrager. Vom statischen Gesichtspunkte aus ist der Koppeltrager a 
ein Balken auf 2 Stutzen, dessen Auflager durch die Gelenke gebildet werden. 
Fur seine Untersuchung gelten also aIle die in Abschnitt 19 fUr den Trager auf 
2 Stutzen entwickelten Gleichungen. 

Der Kragtrager. Der Kragtrager ist statisch ein Trager auf 2 Stutzen mit 
einem oder zwei iiberkragenden Enden, der auBer den an ihm selbst wirkenden 
Lasten noch mit den Auflagerdrucken der anschlieBenden Koppeltrager belastet 
ist. DerTrager wird also nicht allein 'Von den Lasten, die an ihm selbst angreifen, 
beansprucht, sondern auch noch von den Lasten der beiden anschlieBen..den 
Koppeltrager. 
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a) Rechnerische Behandlung. 
In Fig. 52 ist der allgemeine Fall eines Kragtragers mit zwei anschlieBen

den Koppeltragern dargestellt. Die Koppeltrager sind 'Vom Kragtrager ab
getrennt und ihre gegenseitigen 
Lagerkrafte Bl und A2 als 
auBere Krafte zugefiigt. Mit 
den Benennungender Fig.52 er
geben sich folgende Lagerwir
kungen, wobei die Summenzei
chendas Vorhandensein mehre
rer Lasten jeder Art darstellen, 
'Von denen aber der Dbersicht
lichkeit wegen in der Fig. 52 
immer nur eine dargestellt ist: 

82) 

Fig. 52. 

Das Biegungsmoment fiir einen Punkt m des linken iiberkragenden Endes ist 

83) 

84) 

85) 

C3 = znl 

a1 " Mm = -~Pl- Zm- L...lPa(zm-ca)· 
11 

c3 = 0 

Fiir einen Punkt n des Balkenstiickes 1 ist das Biegungsmoment 

S=Xn 

Mn=A· xn -Bl (la + xn) -~ Pa (aa + xn) - ~ P (xn -a) 
a=O 

b=xn ' 

=B ,xn' -A2 (14 + xn') -~P4 (b4 + xn')- ~P (xn' - b). 
b=O 

Die Querkraft im Punkte mist 

Die Querkraft im Punkte n ist 

c3 =1,] a=xn c,=I, b=xn' 

86) Qn = A - BI - ~ P 3 - ~ P = - B + A2 + ~ P4 + ~ P. 
c, = 0 b=O 

Betrachtet man an dem Kragtrager die Lasten auf den Kragenden und 
die Lasten zwischen den Stiitzen getrennt (vgl. Absch. 19, S. 30 u. 35 fiir den 
Balken auf zwei Stiitzen mit iiberkragenden Enden), so hat man vorerst die 
Auflagerdriicke AO und BO, das Moment Mno aus Lasten zwischen den Stiitzen 
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und die Momente Ma und Mb tiber den Sttitzen A und B zu ermitteln. Dann 
ergibt sich: 

87) 

88) 

A = Ao + Bl + ~ P 3 - ~a + ~b 

B=Bo+A2 + ~P4 + .~3c_ ~b 
I 

Mn=MnO+Ma Xl +Mb xl' 
Die Werte der Sttitzmomente sind: 

c:t=ls 

Ma = - ~P11~ .Z3-2)Pa·a3 

1 c,=o 
c4 =1, 

Mb = -~P2 ~2 'Z4-2)P4 .b4 • 

2 c,,=o 

b) Zeichnerische Behandlung. 

Der Gerbertrager sei nach Fig. 53 belastet. Es sollen auf zeichnerischem 
Wege die Momentenflache und die Lagerkrafte ermittelt werden. Die Krafte 

If 

y%< "IJ 

5 I 
I 

I I I 

Mfmenfelafi'dc~e 
I I I 
1 I I 
I I 1 

71 I I 

Fig. 53. 
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PI bis P 7 werden zu einem Krafteck zusammengestellt. Dureh Annah:me eines 
Poles 0 wird ein Seileek mit den Seileekseiten 1 bis 8 gezeiehnet. Die Lager 
der Koppeltrager werden herabgelotet bis zu den Sehnittpunkten d, e, g und f 
mit den darunter liegenden Seileekseiten 1 und 2 bzw. 7 und 8, die Verbindungen 
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de und f g stellen die SchluBlinien fUr die Lasten an den Koppeltragern dar. 
Sie werden bis zu den Schnittpunkten h und i mit den Lagerloten verlangert, 
h i ist die SchluBlinie fUr die Kragtragerlasten. Die schraffierten Flachen sind die 
Momentenflachen. Die Parallelen zu den SchluBlinien im Krafteck, die Geraden 
IX, X und XI, schneiden auf der Krafteauftragung die Lagerdrucke abo Statt 
ein einziges Seileck zu zeichnen, ist es gewohnlich zweckmaBiger, fUr die Lasten 
jeder Offnung getrennt je ein Seileck zu zeichnen. Dies ist in Fig. 53 durch An
nah:me der drei Pole 01, 0 und O2 geschehen. Aus den Lagerkraften und den 
auBeren Lasten kann nach Fig. 53 die Querkraftsflache gebildet werden. 

21. Del' Schwerpunkt. 
Literatur: RiihImann, Grundziige der Mechanik. 3. Aufl. S.177. _. August Ritter, 
Lehrbuch der technischen Mechanik. 8. Aufl. S. 184. - Keck- Hotopp, Mechanik. 
1. Teil. 4. Aufl. S. 148. - FiippI, Vorlesungen iiber technische Mechanik. I. Bd. 
6. Aufl. S. 164. - Culm ann, Graphische Statik. S.369. 

Mittelkraft einer Gruppe von ParalIelkraften im Raume. Eine Gruppe von 
Kraften im Raume setzt sich nach Abschnitt 16, S. 24-25, zu einer Mittelkraft R, 
im Koordinatenanfangspunkt angreifend, und zu einem resultierendem Momente 
M" dargestellt durch seine Achsenstrecke, zusammen. Die fUr diese Zusammen
setzungen maBgebenden Gleichungen sind die Gleichungen 40) bis 43), S. 24-25. 

Fur den Sonderfall, daB aIle Krafte parallel und gleich gerichtet sind, konnen 
die Winkelfunktionen in Gleichung 40) vor die Summenzeichen gesetzt werden. 
Die Gleichungen lauten dann 

Rx = cos Cjlx . }: P; Ry = cos Cjly . }: P; Rz = cos Cjlz . }: P 

Mrx = cos Cjlz' }: P . Y - cos Cjly . }: P . z 

Mry = cos Cjlx' }: P . z - cos Cjlz . }: P . x 

Mrz = cos cpy .:}::P . x _. cos Cjlx . }: P . Y. 

64) R = }: P fCOS Cjlx2 + cos Cjli + cos Cjlz2 = }: P 
Rx 

cos IXr = R = cos Cjlx, also IXr = Cjlx 

und ebenso 

~r = Cjly; Y r = Cjlz' 

Die Mittelkraft R ist gleich der Summe aller Krafte P und 
dieser parallel gerich tet. 

Bedenkt man, daB man im:mer zwei von den parallelen Kraften P zu einer 
Mittelkraft vereinigen kann, die in del' gemeinschaftlichen Ebene beider Kraft
richtungen liegt, diese Mittelkraft wieder mit der nachsten Kraft P zu eine 
neuen Mittelkraft und so fort, so kommt man zu dem SchluB, daB sich aIle 
Krafte P zu einer einzigen Mittelkraft zusammensetzen lassen mussen, die aIIer
dings nun nicht melir durch den Koordinatenanfangspunkt geht. Die Koordinaten 
eines Punktes S diesel' Mittelkraftrichtung seien Xr, Yr und Zr. Wird R in diesem 
Punkte in seine drei Seitenkrafte zerlegt, so lauten die drei Gleichgewichts
bedingungen }: Mx = 0, }: My = 0, }: Mz = 0, unter Beachtung del' parallelen 
Lage del' Krafte P und ihrer Mittelkraft R. 

R· cos Cjlz' Yr - R· cos Cjly. Zr = cos Cjlz }: . p. Y - cos Cjly . }: P . z 

R· cos Cjlx' Zr - R· cos Cjlz' Xr = cos Cjlx }: p. z - cos Cjlz }: p. x 

R· cos Cjly' Xr - R· cos Cjlx' Yr = cos Cjly' }: p. x - cos Cjlx . }: P . y. 
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Diesen Bedingungen der Gleichungen wird genugt, wenn folgende Be
ziehungen bestehen: 

R· Xr = ~ p. x; R· Yr = ~ p. Y; R· Zr = ~ P . z. 

Die Koordinaten des Angriffspunktes der Mittelkraft sind also 

89) 
~p·x ~p.y ~p·z 

Xr = ~ P Yr = z; P Zr = ~ P 

Diese Werte sind ganz unabhangig von der Richtung der Krafte P, sondern 
nur abhangig von ihren Angriffspunkten. Drehen sich d.ie Krafte P um 
ihre Angriffspunkte, so wird dadurch die Lage des Angriffspunk
tes S der Mittelkraft R = ~ P nicht geandert. Der Punkt S heiBt 
danach der Mittelpunkt der Parallelkrafte P. 

Denkt man die Krafte P hervorgegangen aus der Einwirkung einer Be
schleunigung y auf eine Masse m, also P = m' y (vgl. Abschnitt 7, S.8-9), 
so kurzt sich in den Gleichungen 89) die Beschleunigung y fort, und es entstehen 
die Gleichungen 

89a) Xr = 
~m.y 

Yr = 
~m 

Zr = 
~m·z 

~m 

Fur den Sonderfall, daB die Beschleunigung durch die Erd
schwere hervorgebracht wird, also y=g= 9,81 mjsec2, wird der Punkt S 
"Schwerpunkt" genannt. 

Sehwerpunktssatze. Fur den Schwerpunkt als Angriffspunkt der Mittel
kraft folgen demnach die Satze: 

1. Die SU):llme der Momente der einzelnen Massenteile m in 
bezug auf eine beliebige Achse ist gleich dem Moment der im 
Schwerpunkt wirkenden Gesamtmasse. 

2. Die Summe der Momente der einzelnen Massenteile m in 
bezug auf eine durch den Schwerpunkt gehende beliebige Achse 
ist gleich Null. 

22. Schwerpunkte von Linien. 

Literatur: Forster, Taschenbuch fiir Bauingenieure. 3. Aufl. 8.114. - "Hiitte". 

Streng genommen hat eine Linie, ein geometrischer Begriff, keinen Schwer
punkt, da sie keine Masse hat, also auch nicht einer Schwerkraftswirkung 
unterworfen sein kann. Es ist erforderlich, daB man sich den Linienzug gleich
maBig mit Masse belegt denkt, derart, daB auf der Langenheinheit immer die 
Masse m liegt. Auf einem unendlich kleinen Bogenstuck ds liegt dann die Masse 
m' ds. In den Gleichungen 89a) treten dann an Stelle der Summenzeichen 
Integrale. Der konstante Wert m kurzt sich in Zahler und Nenner, und die 
Gleichungen lauten 

89b) 
f x .ds 

Xr = J ds ; 
J y. ds . 

Yr = J ds ' 
J z "ds 

Zr = v.-' 
Gewohnlich entsteht bei der Schwerpunktsermittlung dadurch eine Verein

fachung, daB bei Vorhandensein einer Symmetrieachse der Schwerpunkt auf 
dieser Geraden liegen muB. 

1) Die gerade Linie. Der Schwerpunkt S liegt in der Mitte der 8trecke s. 
2) Beliebiger gerader Linienzug SI' S2' • Sn in einer Ebene. Die 

8chwerpunkte 81' 8 2 , •• 8n der einzelnen Geraden liegen in ihren Mitten, ihre 
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Koordinaten xl' Yl USW. in bezug auf zwei beliebige Achsen sind also bekannt. 
Dann bestehen die Gleichungen 

90) It Xr = 
SI • Xl + S2 . x2 + ... + Sn . Xn 

Sl+ s2+",+ sn 

Yr = 
Sl' Y1 + S2 • Y2 + ... + Sn . Yn 

Sl+ S2+"'+ Sn 

Fur den Umfang eines Dreiecks 
ABC, Fig. 54, mit den Seiten a, b und c, 
liegen die Schwerpunkte Sa, Sb und Se 
in den Mitten der Seiten a, b und c. 
Der Schwerpunkt liegt dann im Mittel
punkt des dem Dreieck Sa Sb Se ein
geschriebenen Kreises. Sind ha, hb 
und he die den Seiten a, b und c ent
sprechenden Hohen, Xa, Xb und Xe die 
Abstande des Schwerpunktes von a, b 
und c, so lauten die Gleichungen Fig. 54. 

ha b +r c hb a + c he a + b 
90a) Xa = 2 a + b + c ; Xb = 2 a + b + c ; Xc = 2 a + b + c 

Die Abstande ~ von den Linien Sa Sb, Sa Se und Sb Se 
sind, wenn F der Inhalt und U der Umfang des Drei
ecks ABC sind 

90b) ~ =~ a F FHiche 
2 a + b + c = U = Umfang . 

Bildet der Linienzug ein Parallelogramm, so liegt 
der Schwerpunkt im Schnittpunkte der Diagonalen. 

3) Der Kreisbogen. Fig. 55. Der Schwerpunkt 
liegt auf der Halbierungslinie des zum Bogen gehorigen 
Zentriwinkels 2 a. Der Abstand Xr vom Mittelpunkte M des 

91) 

91a) 

_ R sin IX _ R Sehne 
Xr - -

arc IX Bogen 

Fur a = ~ , Halbkreis, ist 

2R 
Xr = -- = 0,6366 R. 

7t 

Fur a = :' Viertelkreis, ist 

91 b) Xr = 2 R . f2 = 0,9003 R 

9Ic) 

7t 

Fur a = ; , Sechstelkreis, ist 

3R 
xr = -- = 0,9549 R 

7t 

Fig. 55. 

Kreises ist 
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23. Schwerpunkte von FUichen. 
Literatur: Forster, Taschenbuch fiir Bauingenieure. 3. Aufl. S.114. - "Hiitte". 

Beziiglich des. Schwerpunktbegriffes einer Flache gilt dasselbe, wie das zu 
Beginn des Abschnitts 22 fiir den Schwerpunkt einer Linie Gesagte. Erst wenn 
man sich die FHiche gleichmaBig mit einer Masse m fiir die Flacheneinheit belegt 
denkt, kann man 'Von einem eigentlichen Schwerpunkt sprechen. Die konstante 
GroBe m hebt sich dann in Gleichung 89) fort. 

Die Schwerpunktkoordinaten einer beliebigen Flache ergeben sich dann aus 
den Gleichungen 

89c) Xr -

Fig. 56. 

JX.dF. _ JY·dF. _ JZ.dF 
J dF ,Yr - J dF ,Zr - J dF 

Bei ebenen Flachen liegt naturgemaB der 
Schwerpunkt in der Ebene selbst. Bei Vorhan
densein einer Symmetrieachse liegt er auf dieser 
Achse. 

1) Das Dreieck. Fig. 56. Der Schwer
punkt S liegt im Schnittpunkt der Mittellinien. 
Sein Abstand von einer Seite ist 

oX 92) h Er =-. . 3 

Sind die Koordinaten Xa, Ya, Xb, Yb und 
Xc, Yc der Eckpunkte A, B und C gegeben, so sind die Koordinaten des Schwer
punktes 

92 a) Xa + Xb + Xc Ya + Yb + Yc 
Xr = 3 ; Yr = 3 . 

2) Das Parallelogramm. Der Schwerpunkt S liegt im Schnittpunkte der 
Diagonalen. 

3) Das Trapez. Fig. 57. Der Schwerpunkt S liegt auf der Verbindungs
linie der Mitte der parallelen Seiten. Die Abstande Xa und Xb von den Seiten a 
und b sind 

93) 
h(a+2b) h(2a+b) 

Xa = 3 (a + b) ; Xb = -'3""-(a-+--=b-)'-

Die zeichnerische Schwerpunktermittlung ist aus Fig. 57 zu ersehen. 

8 

c 
Fig. 58. 

4) Das beliebige Viereck. Fig. 58. DasViereckwirddurchdieDiagonale 
A C in 2 Dreiecke zerlegt, deren Schwerpunkte S4 und S2 in Ya ihrer Hohen liegen. 
Ebenso gibt die Diagonale B D zwei Dreiecke mit den Schwerpunkten S3 und SI' 
Der Gesamtschwerpunkt S liegt dann im Schnittpunkt der Geraden S1 S3 und 
S2 S4' Die Konstruktion kann dadurch vereinfacht werden, daB SI 83 + A C 
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und S2 S4 -II- B D wird, so daB man nur S1 und S20der S3 und S4 zu bestimmen 
braucht. S liegt auf der Geraden M E, wo M die Mitte vou A D ist und B E -II- A C, 
CE-II-BD ist. 

5) Das belie bige Vieleck. Das Vieleck Von der Flache F wird in Dreiecke 
Fl> F 2· .. Fn zerlegt, deren Schwerpunktkoordinaten xl' Yl> X 2, Y2 .... Xn, Yo 
nach 1), S. 44, zu bestimmen sind. Die Koordinaten x und Y des Gesamtschwer
punktes sind dann 

6) Der Kreisabschnitt~ Fig. 59. Der Schwerpunkt liegt auf der Hal
bierungslinie des zugehorigen Zentriwinkels 2 a. Sein Abstand vom Kreismittel
punkt ist, wenn F der Inhalt des Kreisabschnittes und s die Sehne ist, 

95) 
S3 2 R3sin3(X 2 Rsin3(X 4 Rsin3 (X 

Xr =--=-----=- =- . 
12 . F 3 F 3 arc (X - sin (X • cos (X 3 arc 2 (X - sin 2 (X 

Fig. 59. Fig. 60. 

7) Der Kreisausschnitt. Fig. 60. S liegt auf der Halbierungslinie des 
Zentriwinkels 2 a. Sein Abstand vom Kreismittelpunkt ist, wenn s die Sehnen
lange, b die Bogenlange und F die Flache des Ausschnittes ist : 

96) Xr = ~ R ~ = ~ R sin (X 

3 b 3 arc (X 

Fur a = ; , den Halbkreis, ist 

R2· S 

3F 

96a) 
4 R 

Xr = -- = 0,4244 R. 
3 7t 

Fur 
7t 

den Viertelkreis, ist a=T' 

96b) 
4{2 

Xr = --R = 0,6002· R. 
37t Fig. 61. 

Fur 
7t 

den Sechstelkreis, ist a=(f' 

96c) 
2 

Xr = - R = 0,6366 . R. 
7t 

8) Das Kreisringstuck. Fig. 61. Sind R und r die beiden Halbmesser 
und 2 a der Zentriwinkel, so ist der Abstand des Schwerpunktes S vom Kreis
mittelpunkt 

97) 
2 R3 - r3 sin (X 

MS=xr =- --
3 R2 - r2 arc (X • 

9) Das Parabeldreieck. Fig. 62. Die Lagender Schwerpunkte S1 und S2 
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Fig. 62. 
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der beiden Parabeldreiecke ergeben sich mit den Be
nennungen der Fig. 62 zu 

98) 

24. Schwerpunkte von Korpern. 
Literatur: Forster, Taschenbuch fUr Bauingenieure. 3. Aufl. 8.116. - "Hiitte". 

Das Gewicht eines Korperteiles ist, wenn der Korper durchweg aus dem
selben Stoff besteht, der Masse und mithin dem Volumen proportional, die 
Gleichungen zur Bestimmung der Schwerpunktslage lauten also 

89d) 

99) 

xr = 

Fig. 63. 

Jx.dV. JY·dV Jz.dV 
JdV ' Yr = JdV-; Zr = JdV-' 

1) Der Zylinder. Der Schwerpunkt liegt 
auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte der 
beiden Endflachen in halber Rohe des Zylinders. 

2) Die Pyramide. Fig. 63. Sg sei der 
Schwerpunkt der Grundflache, ihr Flacheninhalt 
sei Fg. Der Gesamtschwerpunkt S muB auf der 
Geraden A Sg liegen, da aile Schwerpunkte der 
unendlich dunnen Scheiben, in die man sich die 
Pyramide zerschnitten denken kann, auf dieser 
Geraden liegen. Da die Flachen mit dem Quadrate 
des Abstandes 'Von der Spitze zunehmen, ist 

Der Abstand Zr 'Von der Spitze ist also 

fhF . Z2 z.dz h4 
g h2 -

o 4 3 
zr= =10=4"h. f Fg • ~: dz 3 

o 

Der Abstand 'Von der Grundflache ist dann 

99 a.) 
1 

~ = -h. 
4 

3) Pyramidenstumpf. Die Schwerpunktlage des Stumpfes folgt aus den 
beiden Schwerpunkten der 'Vollen und der abgeschnittenen Pyramide. Sind Fg 
und fg die beiden Endflachen und h die Rohe des Stullpfes, so ergibt sich der 
Abstand des Schwerpunktes von der Grundflache Fg 

100) 1; = ~ Fg + 2 i~ + 3 . fg 
4 Fg + iFg . fg + fg 
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Fur einen Kreiskegelstumpf folgt hieraus durch Ersetzung der Flachen
inhalte Fg und fg durch deren Radien R und r 

h R2+2R.r+3r2 
100 a) ~ = 4 R2 + R . r + r2 

4) Der Kugelabschnitt. 1st R der Kugelradius, h die Hohe des Kugel
abschnitts, so ist der Abstand des Schwerpunktes 'Vom Kugelmittelpunkte 

3 (2 R _h)2 
101) Xr = 4 3 R - h 

Fur eine Halbkugel mit h = R wird 

lOla) 

5) Der Kugelausschnitt. R ist der Radius der Kugel, h die Hohe des 
Kugelabschnitts, a der zugehorige Zentriwinkel. Der Schwerpunktabstand vom 
Kugelmittelpunkt ist dann 

3 3 
102) Xr = SR (l + COSet) = S(2 R -h). 

6) Das Rotationsparaboloid. 1st h die Hohe des Paraboloides, das 
durch Rotation der Parabel urn ihre Achse entstanden ist, so ist der Abstand des 
Schwerpunktes von der Grundflache 

103) ~ = ~h. 
3 

25. Zeichnerische Schwerpunktsermittlung. 
Literatur: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mechanik. 8. Aufi. 8.246. - Miiller
Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. Bd. I. 3. Aufl. S. 13. - Keck, Graph. Stat. S.25. 

Zur Ermittlung des Schwerpunktes von ebenen Linien und Flachen denke 
man sich diese gleichmaBig mit Masse belegt. Die Schwerkrafte sind dann 
proportional den Teillangen bzw. den Teilflachen, diese konnen daher direkt 
als Krafte aufgefaBt werden. Die Ermittlung ist in Fig. 64 fUr eine Flache durch
gefuhrt. Man zerlegt die Flache 
derartig in Teile, daB die Schwer
punkte der Teilflachen leicht zu 
ermitteln sind, also in Rechtecke, 
Dreiecke, Trapeze uSW. Die In
halte der Teilflachen werden in 
einem beliebigen MaBstabe und be
liebiger Richtung zu einem Kraft
eck aufgetragen. 

Ein hierzu gezeichnetes Seil
eck I gibt eine Schwerachse SI- SI' 
Denkt man sich die Krafte in 
einer beliebigen anderen Richtung 
wirken, so gibt ein neues Seil
eck II die Schwerachse S2 - S2' 

Fig. 64. 

Der Schwerpunkt S liegt im Schnittpunkt beider Schwerachsen. Zur Zeichnung 
des zweiten Seilecks ist es nicht erforderlich, auch ein neues Krafteck auf
zutragen, vielmehr genugt es, wenn jeder Polstrahl des erst en Kraftecks urn 
den Winkel gedreht wird, den die beiden angenommenen Kraftrichtungen mit
einander bilden. Aus praktischen Grunden wahle man dazu 90° oder 45°. 
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26. Gleichgewicht einer Gelenkstangenverbindung. Der Dreigelenk
bogen. Fachwcrkkonstruktionell. 

Literatur: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S.229. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4. Auf!. S. 215. - Riihlmann, Grundz. d. Mech. 3. Auf!. S.232. 

I. Gelenkstangenverbindung. 

Erklarung des Begriffs "Gelenkstangen". Unter Gelenkstangen versteht 
man einen geraden oder gekrummten Stab, der an den beiden Enden derartig 
an andere Stabe oder die Auflager angeschlossen ist, daB keine Momente auf
genommen werden k6nnen. Der Stab muB also um den AnschluBpunkt drehbar 
sein. Der AnschluB kann durch Anordnung eines Bolzengelenks, aus Augen und 
Bolzen bestehend, erfolgen. Wenn in dem Gelenk nur Druckkrafte auftreten, 
genugt auch ein WiUzgelenk, zwei nach verschiedenen Halbmessern gekrummte 
Druckflachen. 

104) 

104) 

a) Vel'bindung von zwei Gelenkstangen. 

Fig. 65. 

Beliebiger Lastangriff. Fig. 65 zeigt die 
beliebig belastete Verbindung. Da in den drei 
Gelenken keine Momente auftreten k6nnen, 
so ist die einzige dort vorhandene Kraft
wirkung je eine beliebig gerichtete Kraft, die 
man in ihre lotrechten und wagerechten 
Seitenkrafte zerlegen kann. Das Bauwerk 
wird in C geschnitten gedacht. Werden die 
dort vorhandenen inneren Krafte als auBere 
Krafte angebracht gedacht, so muB an jedem 
Stucke wieder Gleichgewicht bestehen, es sind 
de)llnach 6 Gleichungen vorhanden, denen 
6 Unbekannte gegenuberstehen, je 2 Krafte 
in jedem Gelenke. Die Momentengleichungen 
fiir die Punkte A und B an den beiden 
Half ten liefern 

Ve .la - He' ha + Pa · a = 0; Ve ·lb + He' hb - Pb · b = O. 

Die L6sung gibt 

Aus der Beziehung I: H = 0 an beiden Teilen entsteht 

Pb • b . la + P a • a . lb 
Ha = Hb = He = 

hb . la + ha . lb 

Die Beziehungen I: V = 0 an beiden Half ten geben 

104a) Va = Pa + Ve; Vb = Pb - Ve· 

Die Mittelkrafte aus je 2 Gelenkkraften, die Gesamtgelenkdrii.cke, ergeben 
sich zu 

A = -yVa2 + Ha2; B = iVb2 + Hb2; C = iVe2 + He2. 

Die Richtungen dieser Mittelkrafte gegen die Wagerechte sind 

Va Vb Ve 
104 b) tg 'Pa = Ha; tg 'Pb = Hb; tg 'Pe = He . 



GIeichgewicht einer Gelenkstangenverbindung. 49 

Richtung der Stab kraft bei einer unbelasteten Gelenkstange. 1st die eine Ga
lenkstange, etwa A C, unbelastet, also Pa = 0, so ist 

P b • b . ha . H _ Pb • b . la 
1040) Ve = , e - ; Va = VC' 

hb . la + ha . lb hb . la + ha . lb 

Die Richtung der Mittelkraft A aus Va und Ha ergibt sich zu 

Va Vc ha 
tgm - - = - = tgoc,' ma=a. 

Ta - Ha - He la T 

Der Gelenkdruck hat die Richtung der Stange A C. Es folgt daraus der Satz : 
Eine unbelastete Gelenkstange kann nur Krafte in Richtung 
der Verbindungslinie der Gelenke aufnehmen. 

Lastangriff in dem Gelenkpunkte C. Greift die Last P b = P im Gelenke C 
an, ist also b = lb' so ergibt die Einsetzung dieser Werte in Gl. 1040): 

P.~.h P·l .~ 
Vc=b. .l +h"T; Hc= h .l +h .l =Ha=Hb 

ba ab ba ab 
. P ·la· hb 

l04d) Va=Vc; Vb=P- Ve= h .t +h .l 
b a a b 

tgtpa=~= ha_=tgoc; tgtpb= ~b_=_~b_=tg~. 
~ ~ b b 

Hieraus folgt der Satz: Eine in dem gemeinsamen Gelenke an· 
greifende Last erzeugt in beiden Gelenkstangen Krafte in Rich
tung der Verbindungslinien ihrer Gelenke. 

1fl,1 

~ !Fta It-

/ I " ~f /// / t "c ,,/ Jt\ A/// P. 
/,r, - P..'\ // 

/ I Pa - Z I \ a /~--
// 1 ',I \ ~::::U" Pg 1lI 

// h ~\ ",- -- 0 
1/ \ '\~~/ IV: 

;/ I ',\ B\i1I' f} 
I '\ \\ V-

I I I \, \ '-\ ~ 
I I I I: '~8' 
I I I I I 
I I I I I 

I I I I I I 

~'::IIS: I I II. 
'~ 3 -4/ 

Fjp. 66. 

Zeichnerische Ermittlung der Gelenkdriicke. Auf zeichnerischem Wege 
findet man die Gelenkdriicke mittels eines Seilecks durch die drei Gelenkpunkte 
zu den gegebenen Lasten. Dies ist 
in Fig. 66 unter Beachtung der 
Abschn.l5, b) 8.22-23 geschehen. 
Entsprechend der parallelen Rich
tung der Krafte P ist das zweite 
der dort angegebenen Verfahren 
der Konstruktion eines 8eilecks ~/ /,f 
durch drei Punkte angewandt. 

Greift die Last P im Kuo
ten C an, so geschieht die Ermitt
lung der Lagerkrafte nach Fig. 67. Die Kraft 
beiden Stabrichtungen A C und B C in zwei 

Handbibliothek. L 2. 

Fig. 67. 

P wird im Krafteck nach den 
8eitenkrafte A und B zerlegt. 

4 
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Das Seileck zur Last P durch die drei Gelenke A, B und C besteht aus den 
beiden Geraden A C und B C, die mit den Stabachsen zusammenfallen. 

b) Verbindung von mehr als zwei Gelenkstangen. 
1m Gegensatz zu einer Verbindung von zwei Gelenkstangen, die ein starres 

Gebilde darstellten, ist eine Verbindung von mehreren Gelenkstangen, ein Viel
eck, eine verschiebliche Figur. Sie ist unter del' Wirkung beliebiger Lasten nicht 
im Gleichgewicht, vielmehr stellt sich unter Einwirkung der Lasten durch 
allmahliche Verschiebung eine Gleichgewichtslage ein. 

Greifen Lasten an den Stangen selbst an, so kann man sie nach den Gleichun
gen fiir den Balken auf zwei Stiitzen in zwei Lasten in den Gelenken zerlegen. 
Man hat nunmehr nur noch mit Lasten in den Gelenken zu tun, die Stabspann
krafte liegen dann in Richtung der Stabachsen. [NB. Fiir die Querschnitts
bemessung des Gelenkstabes miiBte natiirlich auch das Biegungsmoment be
riicksichtigt werden.] 

An jedem Gelenkknoten muB die angreifende Kraft P mit 
den beiden Stabspannkraften im Gleichgewicht sein, die Gleich
gewichtslage der Gelenkstangenverbindung ist also ein Seileck 
zu den Lasten P (Fig. 68). Nach dem im Abschnitt II, S. 13 ff., iiber das 

m 

n 

Fig. 68. 

Seileck Gesagten folgt wei
ter: Die V erlangeru ngen 
z weier belie biger Gelenk
stangen miissen sich auf 
der Mittelkraft alIer an 
den zwischen ihnen lie
genden Knoten angrei
fenden Krafte s chneiden. 
Die Polstrahlen stellen die 
Spannkrafte in den Gelenk
stangen dar; sind nur lot
rechte Lasten vorhanden, so 
ist die Polweite gleich der 
wagerechten Seitenkraft aller 
Stabspannkrafte, es folgt 
daraus derSatz: Bei nur lot
rechter Belastung haben 

aIle Stangen dieselbe wagerechte Seitenkraft, gleich der Polweite 
des Kraftecks. 

Rechnerisch ergeben sich fiir die Verbindung dreier Stangen, Fig. 68, folgende 
Beziehungen, wenn s1> S2 und S3 die Stabliingen, a1> a2 und a3 die Stabneigungen 
gegen die Wagerechte und SI' S2 und S3 die Stabspannkrafte sind: 

Aus dem Dreieck 0 . PI sin (IXI -1X2) mr. -S 
2 cos IXI 

Aus dem Dreieck Orn: P 2 = sin (1X2 +1X3) 
S2 cos 1X3 

Daraus folgt: PI = sin (IXI - 1X2) cos 1X3 
P 2 sin (1X2 + lXa) cos IXI 

Ferner ist 

SI . cos a1 + S2 cos a2 + Sa cos aa = l. 
SI sin a1 + S2 sin a2 - sa sin a 3 = h. 

Die Auflosung dieser 3 Gleichungen kann nur durch Probieren erfolgen. 
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IT. Der Dreigelenkbogen. 

Literatur: Miiller-Breslau, Graph. Statik d. Baukonstr. Band I. 3. Auf I. S. 176. -
Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf I. S.600. - Keck-Hotopp, Elastizitats
lehre. 2. TeiI. 2. Auf I. S. 66. - Foppl, Vorlesg. iiber techno Mech. II. Band. 3. Auf I. 
S.223. - Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. u. FestigktsI. 1. Bd. S. 129. 

Die Gelenkstangenverbindung nach Fig. 66 steHt das Prinzip eines Drei
gelenkbogens dar. Ob die beiden gelenkig verbundenen Teile stetig ge
kriimmt, eckig oder gerade, wie in Fig. 66, sind, ist vom statischen Stand
punkte ohne Bedeutung. Nach dem unter I, a) Gesagten ist es leicht, die 
Gelenkdriicke rechnerisch und zeichnerisch zu ermitteln. N unmehr sind aHe 
auBeren Krafte bekannt und man kann die in einem beliebigen Querschnitte 
auftretenden Lang;;- und Querkrafte sowie Biegungsmomente ermitteln. 

ITI. Fachwerkkonstruktionen. 

Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf I. S. 79. - Miiller-Breslau, Graph. 
Stat. d. Baukonstr. Band I. 3. Auf!. S.208 und S.438. - W. Ritter, Graph. Statik. 
2. Teil. S.1. - Keck-Hotopp, Elastizitatslehre. 2. TeiI. 2. Auf I. S.216. - Keck, 
Graph. Statik. S.65. - Foppl, Vorlesg. tiber techno Mech. II. Band. 5. Auf I. S. 167. 
Mertens, Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigktsl. I. Bd. S. 42. 

Allgemeines. 

Unter einem Fachwerk versteht man die Aneinanderreihung von be
liebig vielen Gelenkstangen zu einem unverschieblichen Gebilde. Die gewohn
lichste Art der Bildung von Fachwerken ist die Aneinanderreihung von Drei
ecken, von denen immer je zweien eine Gelenkstange gemein ist (Dreiecks
fachwerke). Die Punkte, in denen die Gelenkstangen zusammenstoBen, werden 
"Knoten" genannt, die einzelnen Gelenkstangen heiBen "Fachwerkstabe" odeI' 
"Fachwerksglieder". Man unterscheidet "Gurtstabe", die die auBere Umrandung 
des Fachwerkes bilden, und "Wandstabe", die zwischen den Gurten verlaufen 
(Fig. 69). Die Konstruktion von Fachwerken erfolgt gewohnlich so, daB die 
Lasten nul' an den Knoten angreifen. N ach dem unter I, a) Gesagten ist dann 
leicht ersichtlich, daB die einzelnen Stabe 
nul' Krafte in ihrer Langsrichtung er
halt en, keine Querkrafte und Momente. 
In Fig.69 seien die Krafte P 1 bis Ps 
im Gleichgewicht. Man beginnt an einem 
Knoten, an dem nul' zwei Stabe an
greifen, Z. B. Knoten 1, und zerlegt P 1 

nach den Staben S1 und S2 in die Krafte 
81 und S2' Dann geht man zu Knoten 2, 
an dem die Kraft P2 und die eben er
mittelte Kraft S2 angreifen. Beide Krafte 
greifen im Knoten an, rufen in den 
Staben S3 und S4 wieder nul' Langskrafte S3 und 84 hervor. 80 kann man 
von Knoten zu Knoten durch das ganz Fachwerk gehen. 

Sind nul' die auBeren Belastungen gegeben, so sind, wenn n die Anzahl 
del' unbekannten LagergroBen und r. die Anzahl del' 8tabe ist, im ganzen 
n + I' Unbekannte. Diese konnen nul' ermittelt werden, wenn dieselbe An
zahl Gleichungen gebildet werden kann. 1st k die Anzahl der Knoten, so 
kann man fiir jeden von ihnen die Gleichgewichtsbedingungen XV = 0, 2'H = ° 
aufsteHen (~M = ° liefert, da die Lasten im Knoten angreifen, die Gleichung 

4* 
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0=0). Man hat demnach 2 k Gleichungen. Das Faehwerk ist also statiseh 
bestimmt, wenn 
105) n+r=2k. 

Um die 8tabspannkrafte zu ermitteln, bestimme man zuerst die Lager
krafte. Dies gesehieht wie fur einen gewohnliehen Balken naeh den im Ab
sehnitt 19 abgeleiteten Gleiehungen. Die gebrauehlichsten Methoden zur 
Ermittlung der 8tabspannkraftesind folgende: 

1. Del' Krafteplan nach Cremona (1830-1903). 

Literatur: Oremona, Le figure reciproche nella Statica graphica. Milano 1872. - Max
well, On the application of the theory of reciprocal polar figures to the construction 
of diagrams of forces. Engineer. Vol. 24. S.402. - Miiller-Breslau, Graph. Stat. d. 
Baukonstr. Bd. I. 3. Aufi. S. 213. - Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf I. S.87. 
Keck- Rotopp, Elastizitatslebre. 2. Teil. 2. Aufl. S. 242. - Keck, Graph. Statik. 
2. Auf I. S.65. - W. Ritter, Grapb. Statik. 2. Teil. S.8. - Foppl, Vorlesg. tiber 
techno Mecb. II. Bd. 5. Aufl. S. 15. - Mehrtens, Vorlesg. tiber Stat. d. Baukonstr. u. 
Festigktsl. I. Bd. S. 176. 

Das Verfahren ist ein zeiehnerisehes. Es eignet sieh besonders bei V 01'

handensein einer groBeren Zahl nicht veranderlieher Lasten. Fig. 70. 
Nach den Ergebnissen unter I, a) fiir eine Verbindung von 2 Gelenkstangen 

ergeben sich die Krafte in den Gelenkstangen aus einer Last im Gelenk 

Fig. 70. 

durch Zeichnung eines Kraftedreieckes. Man beginnt daher an einem Knoten, 
an dem nur zwei 8tabe angreifen, Knoten I in Fig. 70a, und zeichnet dazu 
das Kraftedreieck I in Fig. 70 b. Damit sind 81 und 82 bekannt. Beide Krafte 
wei sen auf Knoten I hin, sind also Druckkrafte. Am Knoten n greift nun 
die eben gefundene Kraft 81 , die auBere Kraft P2 und die unbekannten 
Krafte 83 und 84 in den Stab en S3 und S4 an. Da 81 eine Druckkraft war, 
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weist sie auch auf Knoten II hin, ihre Richtung ist also entgegengesetzt 
del' im Krafteck I ermittelten. 1m Krafteck II ist dann S1 und P 2 in S3 
und S4 zerlegt. So geht man von Knoten zu Knoten weiter. Hat man 
Krafteck IV gezeichnet und geht zu Krafteck V, so muB die SchluBlinie zu 
S8 und Po parallel zum Stabe S9 ausfallen. Geht man weiter zu Kraft
eck VI, von dem aIle Krafte durch die vorhergehenden Kraftecke ermittelt 
sind, so miissen die Krafte P 6' S5' S, und S9 ein schlieBendes Vieleck 
bilden. - Schiebt man aIle Kraftecke der Fig. 70 b zusammen, so daB immer 
die doppelt auftretenden Krafte zusammenfallen, so entsteht die als "Cre
monascher Krafteplan" bekannte Fig. 70c. 

Fur die Zeichnung von Krafteplanen beachte man folgende Regeln: 
1. Das schlieBende Krafteck del' auBeren K rafte P 1 bis P 6 bilde man 

so, daB man die Krafte so aneinander reiht, wie man sie bei einem Schnitt 
in gleichbleibendem Sinne um das Bauwerk schneidet (in Fig. 70 ist ein 
Schnitt rechts herum gewahlt). 

2. Bei del' Zeichnung del' den Knoten I bis VI entsprechenden Kraftecke 
I bis VI miissen die Krafte in dem Sinne aneinandergereiht werden, wie 
sie bei einem Schnitt um den Knoten herum getroffen werden. Del' Dreh
sinn des Schnittes muB derselbe sein, wie unter 1. fUr BiIdung des Kraft
eckes aus den auBeren Lasten. 

3. Da die Stabkrafte in den verschiedenen Kraftecken entgegengesetzte 
Richtung haben, ist es unzweckmaBig, sie im Krafteplan mit Pfeilen zu ver
sehen. Del' Sinn der Stabkrafte wird bessel' durch Vorzeichen (Zug = +, 
Druck = -) odeI' durch verschiedene Farben fiir Zug und Druck kenntlich 
gemacht. 

2. Das Verfahren nach Culmann (1821-1881). 

Literatur: Mtiller-Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. Bd. I. 3. Auf!. S.210. - Cul
mann, Graph. Statik. - W. Ritter, Graph. Statik. 2. Teil. S. 13. - Keck-Hotopp, 
Elastizitatslehre. 2. Teil. 2. Auf I. S. 231. - Foppl, Vorlesg. tiber techno Mech. II. Bd. 
5. Auf I. S. 35. - Mehrtens, Vorlesg. tiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. 1. Bd. 
S. 98, 171. 

Das Verfahren ist ebenfalls ein zeichnerisches und ist im Prinzip durch 
Abschnitt 13 S. 18 "Zerlegung einer Kraft in 3 Seitenkrafte" gegeben. 

Fig. 71 zeigt eine Fachwerkkonstruktion mit den im Gleichgewicht 
stehenden Lasten A, B, P 1 bis P 9' Es solI die Stabspannkraft ° ermittelt 
werden. 

Man denke sich durch das Fachwerk einen Schnitt t - t so gelegt, daB 
del' Stab 0, des sen Spannkraft zu ermitteln ist, mit geschnitten wird. Denkt 
man sich die Spannkrafte, die in den drei geschnittenen Staben 0, D und U 
herrschen, als Krafte in den Knoten angebracht, so muB sowohl del' Bau
werksteil links vom Schnitt wie del' rechts vom Schnitt t - t unter del' 
Wirkung del' an ihm angreifenden Krafte im Gleichgewicht sein. Die Auf
gabe lautet also, die Resultierende aIler auBel'en Krafte links odeI' rechts 
vom Schnitt t -- t durch 3 Krafte 0, D und U, deren Lage gegeben ist, 
ins Gleichgewicht zu bring en. Moan zeichnet zu den auBeren Lasten ein Seil
eck, die Parallele XI im Krafteck zu SchluBlinie 11 gibt die Lagerdl'ucke 
A und B. Die Resultierende der Krafte links vom Schnitt t - t liegt im 
Schnitt der Seileckseitcn 11 und 4 und hat die GroBe Q==A-P1 -P2-P~ 
im Kl'afteck. Man bringt die Richtung einer del' unbekannten Krafte (in 
Fig. 71 U) zum Schnitt in f mit Q und zieht die Linie f - n. 1m Kraft
eck zerlegt man Q nach den Richtungen U und f - n in die Krafte U 
und L, darauf L nach den Richtungen ° und D in die Krafte ° und D. 
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Das Krafteek aus Q, 0, D und U muG im gleiehen Kraftsinn durehlaufen 
werden, woraus die Riehtung del' Krafte am linken Stiick folgt. Krafte, 
die auf den Knoten hinweisen, sind Druekkrafte (-), vom Knoten fort
weisende, Zugkrafte (+). 

.f' 
«-I 

---------

~~----------I I -...... ___ 

~ 1 -_ ........ 
~ ~~ ---....-

c 

9 

Fig. 71. 

Das Verfahren wird unbequem, wenn die Resultierende R klein wird 
und sehr weit auBerhalb del' Stiitzen liegt. Man kann dann das Verfahren 
in zwei getrennten Teilen durehfiihren, indem man erst A, und dann die 
Mittelkraft Rp del' Krafte P 1 bis P 3 links vom Sehnitt t - t naeh 0, D 
und U zerlegt und die sieh ergebenden zwei Werte fiir jede Spannkraft unter 
Beaehtung der Vorzeiehen addiert. 

3. Das Verfahren naeh Ritter (August R., 1826-1908). 

Literatur: Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Vereins Hannover, 1861. S. 412. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 2. Teil. ~4. Auf!. S.81. - M.iiller-Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. 
Bd. I. 3. Auf!. S.210. - Aug. Ritter, Elementare Theorie und Berechnung eiserner 
Dach- und Briickcnkonstruktionen. 5. Auf!. 1894. - W. Ritter, Graph. Statik. 2. Teil. 
S.17. - Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S.582, 597. - Keck-Hotopp, 
Elastizitatslehre. 2. Teil. 2. Auf!. S. 233. - Foppl, Vorlesg. libel' techno Mech. II. Bd. 
5. Auf!. S.39. - Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. I. Bd. S.166. 

Das Verfahren ist in erster Linie reehneriseh, kann abel' aueh zeiehneriseh 
durehgefiihrt werden. Es beruht im Prinzip auf dem im Abschnitt 13 S. 19 
(Zedegung einer Kraft in drei Seitenkrafte, Losung mit Hilfe des Momenten
satzes). - In dem Faehwerlf (Fig. 72) fiihrt man einen Sehnitt t - t so, 
daB del' Stab, des sen Spannkraft ermittelt werden solI, und noeh zwei andere 
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Stabe geschnitten werden. Die Stabspannkrafte werden als auBere Krafte 
angebracht gedacht. Da ihr Sinn nocll, unbekannt ist, am besten als Zug
krafte. (Ergibt die Rechnung dann einen negativen Wert, so heif3t dies, 

Fig. 72. 

daB del' Sinn falsch angenommen war, die Kraft eine Druckkraft ist.) Am 
linken und l'echten Stuck muB Gleichgewicht zwischen den daran angreifenden 
auBeren Kraften und den Stabspannkraften sein. Die Momentengleichungen 
fiir die Schnittpunkte von je zwei Stabrichtungen lauten: 

Drehpunkt m-l: Mm - 1 +O.rO =0 

Drehpunkt m: 

Drehpunkt d: 

Mm-U.rn=O 

Md - D.rd =0. 

Sie ergeben die Spannkrafte in den geschnittenen Staben zu 

106) O=_~lm-\ U=+ Mm; D=+ Md. 
1'0 ru l'd 

Hat man die Momente zeichnerisch mittels eines Seileckesmit der Polweite 
H ermittelt (vgl. Abschnitt 14 S.20), so ist: 

oder 
D: H='YJd:rd' 

Darin ist am best en H im KraftemaBstabe des Krafteckes, 'YJ und r im Langen
maBstabe del' Figur zu messen. Nach dem Strahlengesetz kann man dann 
aus H, 17 und r die Stabspannkraft zeichnerisch ermitteln (siehe Fig. 72 
fill' Stab U). 

Das Rittersche Verfahren wird undurchfuhrbar, wenn zwei Stabe parallel 
werden, del' Momentendrehpunkt also ins Unendliche fallt. Man verwendet 
dann zweckmiiBig das Verfahren aus Abschnitt 13, S. 20 "Losung mit Hilfe 
del' Querkraft". Fig. 73. Man zerlege Q = A - PI - P2 = A ~ 2'l P und D 
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parallel und senkrecht zu der Richtung der beiden parallelen Stabe 0 und U. 
Die Nullgleichheit allerKrafte senkrecht zur Richtung von 0 und U liefert 

e 
.~ 
I 
I 
I 
I 
I 

die Gleichung: 

D . sin ((3 -a) + Q ·cosa = 0 

107) D=-Q cos a 
sin ((3 - a) 

Darin sind a und (3 die Neigungs
winkel von 0 und U bzw. D gegen 
die Wagerechte. 

Flir a = 0, Paralleltrager mit 
wagerechten Gurten ist 

107 a) 
Q 

D = - sin (3 . 

In Fig. 73 ist D eine von links 
nach rechts Eteigende Diagonale. Ein 

Fig. 73. positives Q erzeugt demnach Druck. 
Fur eine von rechts nach links 

steigende Diagonale ist (3 ein negativer Winkel, demnach wird D eine Zug
kraft, da sin (- (3) = - sin (3 . 

Setzt man in Gleichung 107) nach Abschnitt 18 die Querkraft 

Sfiibe 0 l.lI7d U sind pgro//e/ 

Fig. 74. 

1 
Q=l (Mm -Mm- I), 

wo entsprechend Fig. 74 (m - 1) und 
m die D einschlieBenden Knoten, ;. der 
wagerechte Abstand zwischen (m -1) 
und m sind, so lauten sie Gleichung 
fur D; 

D=-(M -M ) cosu . 
m m-I ;'sin((3-a) 

Diese Gleichung kann weiter um
geformt werden zu 

D=-(M -M ) ...... _. ___ c~s~ __ .. _ .. ____ =_ (Mm-Mm-I) 
m m-I ;'.(sin(3.cosa-cos(3.sina) ;'.cos(3.(tg(3-tga) 

Da ;.. (tg (3 - tg a) = h ist, ergibt sich: 

108) 

Das Rittersche Verfahren wird unbequem, wenn die geschnittenen Gurt
stabe annahernd parallel sind, Punkt d del' Fig. 72 also sehr weit fort falIt. 
In diesem FaIle ist folgender Gang einzuscblagen (Fig. 75). Man zerlegt 
die durcb den Scbnitt t - t getrciffenen Stabe 0, D und U lotl'echt und 
wagerecht. Die Summe del' wagerechten Seitenkrafte von 0 D und U muB 
gleich Null sein, da die lotl'echten iiuBel'en Kriifte keine wagerechten Seiten
krafte haben. 

Es ist also mit den Bezeichnungen der Fig. 75a: 

o . cos ao + U . cos au + D . cos (3 = o. 
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S 0 Mm 1 u=+Mm, etzt man = - ----, 
ro ru 

so ist: 

Mm -1· cos ao + Mm . cos. au + D R - 0 ------ ·cos/,,- . 
rO ru 

Aus Fig. 75 folgt: 

~~-h . ~-=h 
cos ao - m-l' cos au m 

Demnach ist: 

109) D.cosfJ=- [Mm_~m-lJ. 
hm hm - 1 

Fiir parallele Gurte mit hm = ~ -1 

. geht Gleichung 109) in Gleichung 108) iiber. 
Fant die Diagonale von links nach 

rechts, so wird D positiv, da nach Fig. 75 b: 

0--Mm. U=+Mm- 1 • '" 
- ro' ru Fig. 75a und 75b. 

1st der durch den Scbnitt t - t getroffene Wandstab ein Pfosten, fJ = 90 0, 

so Iiefert Gleichung 109) keinen brauchbaren Wert, da D den Wert g annimmt. 

~t 
~I 

I 

~I 
~I 

a.) 

Pm-1 
I----Ilm-~~
I 
I 
I 

Fig. 76. 

b) 

In diesem Fane fiihrt die N ullsetzung aller lotrechten Krafte an einer Beite 
vom Scbnitt t - t zum Ziele (Fig. 76). Es ist zu unterscheiden zwischen 
Lastangriff am Untergurt (Fig. 76a) uud Lastangriff am Obergurt (Fig. 76 b). 
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a) Lastangriff am Untergurt Fig. 76a. 

Q + V + 0 . sin aom +- U sin a m + 1 - 0 m m I m+l u -

Q=Mm+1 -Mm. 0 Mm Mm 
2m+l ' =-rom=-hm'cosaom 

U _+ Mm __ + Mm 
m + 1 - r m + 1 - h. cos a m + 1 

u m u 

110) 

b) Lastangriff am Obergurt Fig. 76b. 

Q + V m + Om' sin aom + Um + l' sin a ll
m + 1 = 0 

Q _ Mm - Mm -1. 0 _ Mm. U _ -+ Mm 
- 2m --, m - - hm . cos aom ' m + 1 - - h + 1 

m' COS a nm 

BOa) 

4. Das Verfahren nach Zimmermann (* 1845). 

Ltteratul': Zimmermann, Das Momentenschema, Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Vereins 
Hannover 1877. S. 61. - Miiller-Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. Bd. I. 3. Auff. 
S. 261. - W. Ritter, Graph. Statik. 2. Teil. S. 15. - Zimmermann, Zentralbl. d. 
Bauverw.1884. S. 281. - Keck-Hotopp, Elastizitatslehre. 2. Teil. 2. Auff. S. 237. -
Mehrtens, Vorlesg. liber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. II. Bd. S. 73. 

Das Verfahren ist ein zeichnerisches und kann als Abart des Culmann
schen Verfahrens angesprochen werden. 

a) Fachwerke mit nur schragen Wandgliedern. 

In Fig. 77 sind durch den Schnitt t - t die Stabe 0, D und U ge
schnitten, ihre Spannkrafte sollen ermittelt werden. Die Kl'afte A und PI 
bis P n -1 am linken Stuck sind zur Resultierenden Q vereinigt, die die Lage 
nach Fig. 77 a links von A haben mage. Q wird in zwei Krafte Q' n -1 und 
Qn' in den Knoten n -1 und n zerlegt (Fig. 77 b), die Knoten, die an den 
Enden des geschnittenen Diagonalstabes liegen. Die GraBen von Q'n-1 und 
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Qn' ergeben sich aus den Momentengleichungen fur die Knoten n und 
n-l zu 

Qn' = Q. c'2- 1 = Ml-2 . 
n n 

Damit ist die ganze Belastung des linken Stuckes in eine Belastung 
nach Fig. 77b aufgelost. Die Lasten Q/n- 1 , Qn/, 0, D und U mussen im 
Gleichgewicht sein. Die Krafte Q/n - 1 , ° und D schneiden sich im Knoten 
n - 1, haben also eine Resultierende, die durch n - 1 geht, ebenso geht die 
Resultierende aus Qn' und U durch den Schnittpunkt n von Qn' und U. 

Da aIle 5 Krafte im Gleichgewicht sind, mussen auch die Resultierenden 
aus je dreien und zweien der Krafte im Gleichgewicht sein, die Resultieren
den RUQri und RODQ~_l haben also die Richtung n- (n-l). 1m Krafte?k 

Fig. 77 c ist Qn' nach U und n - (n - 1) zerlegt. Am Knoten n - 1 greift 
dann an bekannten Kraften Q' n -1 und Ru Q I an, die nach ° und D zerlegt 

n 

sind. 1m Krafteck liegen mit gleichbleibendem Pfeilsinne die Krafte Qn/, 
Q/n - 1 , 0, D und U hintereinander. Der Pfeilsinn, auf das linke Trager
stuck Fig. 77 b ubertragen, gibt AufschluB uber den Sinn der Krafte, ° 
Druck, D und U Zug. 

Nach Zimmermann fiihrt man die Zerlegung nach Fig. 77 c innerhalb 
des Tragernetzes aus, wodurch das Bild der Fig. 77 a entsteht. 

b) Fachwerke mit vertikalen Wandgliedern. 
Enthalt das Fachwcrk Vertik}11stiibe, so ist der Gang bel' Untersuchung 

nach Fig. 78 gegeben: 
Es wird zunachst ein Schnitt t - t dmch eine an den fraglichen Pfosten 

Vn stoBende Diagonale z. B. Dn gelegt und dann in der ublichen Weise 
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Q'n-l= ~n und Qri= M1-1 ermittelt. Das Krafteck nach Fig. 78c gibt die 
n n 

GroBen von On' Dn und Un' Darauf fuhrt man urn Knoten n einen Schnitt 
s-s. Die in Fig. 78d) am Knoten n angreifenden Krafte Un' Dn, Vn, 

P;' 
a) 

t 
I 

~I 
[.;) 

~I tl7 ~I 

I Pn -, I I: Cn - 1 
Cn 

b) 

Fig. 78. 

Un+1 und Pn mussen im Gleichgewicht sein. Von ihnen sind Un' Dn und 
Pn bekannt, die Krafte Vn und Un +1 ergeben sich dann aus Krafteck Fig. 78e. 
Legt man die beiden Kraftecke Fig. 78 c und e aufeinander und zeichnet 
sie in das Fachwerk ein, so entsteht eine Krafteermittlung nach Fig. 78a. 

27. Kettenlinien. 
lAteratur: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Aufl. S.248. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. l.Teil. 4. Aufl. S. 226. - Rtihlmann, Grundz. d. Mech. 3. Aufl. S.240. -
Keck-Hotopp, Elastizitatslehre. 2. Teil. 2. Aufl. S. 166. - Foppl, Vorlesg. tiber 
techno Mech. II. Bd. 5. Aufl. S. 73. - Mehrtens, Vorlesg. tiber Stat. d. Baukonstr. u. 
Festigkeitsl. I. Bd. S. 147. 

Erkllirung des Begriffs einer "Kette". Wird die Anzahl der Gelenkstangen 
unendlich groB, ihre Lange unendlich klein, so geht die Gelenkstangenverbindung 
in eine vollig biegsame Kette iiber, deren Gleichgewichtslage sich nach dem 
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Belastungsgesetz richtet. Fur diese gelten diesel ben Satze, die in Abschnitt 26, 
S. 48 ff., fUr eine beliebige Gelenkstangenverbindung entwickelt sind. 

a) GleichmaBig verteilte Belastung. Ais Gleichgewichtsform ergibt 
sich eine Parabel (Fig. 79). Die Horizontalkomponente des Kettenzuges ist 

l2 
111) H = q ST' 

Die Gleichung der Parabel fUr ein Achsenkreuz durch den Scheitel C lautet 

112) 
4f q 

Y = T X2 = 2H x 2, 

Die Gleichung der Parabel fur ein Achsenkreuz durch den Anfangspunkt A 
lautet 

112 a) , 4f, l ' q, , Y = - x ( -x) = -, x (l- x), 
l2 2H 

Fig. 79. 

y 
f:----z/z-"-l----l--l/Z --:: 

Fig. 80. 

b) Ungleichformige Belastung. Fur eine Belastung nach Fig. 80 ergibt 
sich als Gleichgewichtsform eine kubische Parabel. Die Horizontalkomponente 
des Kettenzuges ist 

113) 
l2 

H=q·24.f· 

Die Gleichung der Kettenlinie fur ein Achsenkreuz durch den Scheitel C 
lautet 

114) Y =~X3= q x3 
l3 3H·l· 

28. Die Grundbegriffe der Theorie der Einflu1Hinien. 
Literalur: Miiller-Breslau, Graph. Statik der Baukonstr. Bd. r. 3. Auf!. S. 157. -
Mehrtens, Vorlesg. iiber Statik d. Baukonstr. u. Festigkeitslehre. 2. Auf!. Bd. II. S.3. 

AlJgemeines. 

Der Zweck einer statischen Untersuchung ist die Verfolgung zweier 
GroBen: einer Ursache (auBere Lasten) und eines daraus erwachsenden Erfolges 
(Lagerkrafte, Langs-, Querkrafte, Biegungsmomente, Stabspannkrafte). Der 
Erfolg ergibt sich immer als Funktion d'reier Werte der Ursache, 1) der 
GroBe der auBeren Lasten, 2) Sinn und Richtung der auBeren Lasten, 3) dem 
Orte des Lastangriffs. Legt man die GroBe und Richtung der Ursache fest, 
als eine Last 1 in bestimmter Richtung, so ist der Erfolg immer noch ab
hangig VOn dem Orte, an dem die Last angreift. Tragt man auf den parallelen 
Lastrichtungen unter dem Angriffspunkte der Last 1 als Abszisse den Erfolg 
als Ordinate auf, so entsteht eine Kurve, die man "EinfluBlinie" nennt. 
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Man kann EinfluBlinien fUr aIle statischen GroBen eines Bauwerkes 
zeichnen: Lagerkriifte, Langs- und Querkrafte, Biegungsmomente, Stabspann
krafte, Randspannungen usw. 

Die EinflnBlinie eines Biegungsmomentes oder einer Querkraft darf nicht 
mit der Momenten- und Querkraftflache verwechselt werden. Der Dnterschied 
liiBt sich wie folgt charakterisieren: 

Bei der Momenten- und Querkraftfliiche ist die Belastung nach GroBe, 
Sinn, Richtung und Angriffsort konstant. Der Querschnitt, in dem Moment bzw. 
Querkraft ermittelt wird, wandert uber das ganze Bauwerk. Bei der Einflul3linie 
dagegen ist die Belastung nach GroBe, Sinn und Richtung konstant, ebenso 
der Querschnitt, in dem das Moment bzw. die Querkraft auf tritt, der Angriffs
punkt der Last 1 dagegen wandert uber das ganze Bauwerk. 

I. EinfluBlinien fur den Balken auf zwei Stutzen. (Fig. 81.) 
1) Aufiagerkraft A (Fig. 81 a). 

b 
A=l·T , 

worln b veranderlich. Gultig fUr b = l + la bis b = -- lb. 

Fur b = 0 ist A = 0, fur b = list A = 1. 

Die EinfluBlinie· fiir A ist also eine Gerade c1 d1 , worin a a1 = + 1 ist. 

2) Querkraft Qn fUr Punkte n zwischen den Lagern A und B (Fig. 81 b). 
Fur Last P r = 1 rechts von n ist 

Qn=+A=+l ~r, 
giltig fiir b r = -lb bis b r = xn', dargestellt durch die Gerade 111 d1 , giltig 
von d1 bis n1 • 

Fur Last PI = 1 links von n ist 

Qn=-B=-l ~l, 

giltig fiir al = -la bis al = + xn' dargestellt durch die Gerade c2 b2 , giltig 
von c2 bis n2• 

3) Biegungsmoment Mn fUr Punkte n zwischen den Lagern A und B (Fig. 81 c). 
Fur Last P r = 1 rechts von n ist 

Mn=+A,xn= l~..!...Xn' 
worin br veranderlich. Giltig fur br = - lb bis br = + xn'. 

b r = 0 gibt Mn = 0, b r = l gibt Mn = 1 . xn. 

Mn ist also dargestellt durch die Gerade a1 dl' die aber nur fur den Teil d1 n1 

Giltigkeit hat. 
Fur Last P l = 1 links von n ist 

Mn=+Boxn'=+ 1 ~LXn" 

worin al veranderlich. Giltig fur al = -la bis a l = + xn' 

a l = 0 gibt Mn = 0, al = l gibt Mn = 1 . xn' 

Mn ist also durch die Gerade c2 b2 dargestellt, die sich mit der Geraden a1 d1 

in n1 schneidet und nur fiir das Stuck c2 n1 Giltigkeit hat. 
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4) Querkraft Qm liir Punkte m des Kragarmes (Fig. 81d). 

P = 1 links von m gibt Q = - 1, giltig fur a = la bis a = z~ . 

P = 1 rechts von m gibt Q = O. 

~ a) 

b) 

- 'X~ 

d) 

C~: f 'a 
e) -"ZITI f(a.-z'm) Einf/uOllnie l1m 

c, 

f) 

Fig. 81. 

5) Biegungsmoment Mm liir Punkte m des Kragarmes (Fig. 81e). 
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P = 1 links von m gibt Mm = -1 (a ~ z~), giltig fur a =la bis a = z~, 

a = la gibt Mm = - 1 (la - z~) = - 1 . zm' a ,-.= zm' gibt Mm = O. 

P = 1 rechts von m gibt Mm = O. 

6) Biegungsmoment Mb liber dem Lager B (Fig. 81 f). 

P = 1 rechts von B gibt Mb = -1· b, giltig fur b = 0 bis b = lb' 

b =-= 0 gibt Mb = 0, b = lb gibt Mb = - 1 lb' 

P = 1 links von B gibt Mb = O. 

n. EinflulUinien fiir den einseitig eingespannten Balken (Fig. 82). 

1) Auilagerkraft A (Fig. 82 a). 
Fur jede Lage von P = 1 ist A = 1, die EinftuBlinie ist eine Wagerechte 

a l b i im Abstande 1 von a· b. 
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2) Querkraite Qm (Fig. 82 b). 

Fur a = 1 bis a = xm und P = 1 ist Qm = 1. 

Fur a = xm bis a = 0 und P = 1 ist Qm = O. 

3) Einspannmoment Ma (Fig. 82c). 

-t----------~~------~Ib 
Fur P = 1 im Abstande a von der 

Einspannstelle ist 

I 
I 

Ml = -l · a, giltig von a= 0 bis a=l. 

a=OgibtM1=0, a=l gibtM l =-l.l. 

4) Biegungsmoment Mm (Fig. 82d). 

P = 1 rechts von m gibt Mm= -1 . (a- xm), 
giltig fur a = l bis a = xm' 

a = bt M = - 1 '(1 - x ) = - 1· x' m . m m 

a=xm gibt Mm=O 

P = 1 links von m gibt Mm = 0 . 

d) a 6 --a __ ~o m. EinliuBlinie&'i:'3~en Gerberlriiger 

-f.x Del' Koppeltrager verhalt sich wie 
-f(a-xm ) m ein Balken auf zwei Stutzen, die EinfluB-

. b1 linien fUr statische GraBen des Koppel-
FIg. 82. tragers brauchen also nicht mehr besonders 

behandelt zu werden. 
Die EinBuBlinien fur die statischen GraBen des Kragtragers sind, 80-

lange die Last P = 1 auf dem Kl'agtrager steht, dieselben wie fiir den 
Balken auf zwei Stiitzen. Es sind noch del' EinBuB von P = 1 am Koppel
trager auf die statischen GraBen des Kragtragers zu ermitteln: 

1) Auflagerkriifte (Fig. 83a). 

P 1 = 1 auf dem linken Koppeltrager gibt 

A = + 1 a1 (l + ~l giltig fur a = 0 bis al = 11 
11 1 ' 1 

a1 = 0 gibt A = 0, a1 = 11 gibt A = + 1 1 t 1a . 

Die letzte Ordinate ist dieselbe , wie die fur P = 1 am Ende c des 
Kragtragers (vgl. Fig. 81 a). 

P 2 = 1 auf dem rechten KoppeItrager gibt 

A = - 1· ~2~, giltig fur b.J = 0 bis b2 = 1~, 
2 

b2 = 0 gibt A = 0, b2 = 12 gibt A = - 1 ~ , 

letzterer Wert ist wiederum derselbe, wie fUr P = 1 am Ende d des Krag
tragers (vgl. Fig. 81 a). 
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2) Querkraft Qn 'fiir die Punkte n zwischen den Lagern A und B (Fig. 83 b). 

Q B + a1 La '1' f" P 1 = 1 gibt n = - = 1 T T' gl tlg ur a1 = ° 
1 

b ' 'b' Q + la a1 = ° gi t Qn = 0, a1 = t1 gl t n = 1 T ' 

dieselbe Ordinate, wie fiir P = 1 am Ende e des Kragtragers, (vgl. Fig. 81 b). 

b 1 
p 2 = 1 gibt Qn = + A = - 1 T f' gi1tig fiir b2 = Obis b2 = 12 • 

2 

b2 =0 gibt Qn=O, b2 =l2 gibt Qn=+l~, 
diese1be Ordinate, wie fiir P = 1 am Ende d des Kragtragers (vgl. Fig. 81 b). 

d) e, . 
,-1.:pia l -1.:pta I I 
, I I I 

C fI x,. I -f1 XII . x ' 
eb~m I ..-..- 11-, ......... 

• I, .-'- ............ 
~ ..- "--"z ." "-

17'1 (., c, at ............ 
unf!vIJlJiJie Mm 

Fig. 83. 

3) Querkraft Qm fiir Punkte m des Kragarmes (Fig. 83e). 

P1=1 gibt Qm=-1+A1=-1+1 bl1 =-1 a1 
1 l1 

giltig fiir at = Obis a1 = l1 
a1 = ° gibt Qm = 0, a1 = 11 gibt Qm = - 1 
P2 =1 gibt Qm=O. 

f) 

4) Biegungsmoment Mn fUr Punkte n zwischen den Lagern A und B 
(Fig. 83d). 

P =1 gibt M =+B.x' =-l~~ax' 
1 n n II 1 n' 

giltig fiir a1=0 bis a1=ll' a1=O gibt Mn=O, a1 =11 gibt Mn=-l~X'c.' 
Handbibliothek. I. 2. 5 
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dieselbe Ordinate, wie fiir P = 1 im Punkte e des Kragtragers (vgl. Fig. 81 C). 

. +" b2 1b P 2 = 1 glbt Mn = A,xn = -l zyXn, 
2 

giltig fUr b2 =0 bis b2 =12, b2 =0 gibt Mn =0, b2 =12 gibt Mn =-l~Xn' 
5) Biegungsmoment Mm fiir Punkte m des Kragarmes (Fig. 83e). 

P 1 = 1 gibt Mm = - 1 ~l • Zm' 
1 

giltig fiir a1 = 0 bis al = 11 , a 1 = 0 gibt Mm = 0, 
a1 =11 gibt Mm =-l·zm, 
P2 =0 gibt Mm=O. 

6) Biegungsmoment Mb iiber dem Lager B (Fig. 83f). 

P 2 =1 gibt Mb =-l ~21b' 
2 

giltig fur b2 = 0 bis b2 = 12 , b2 = 0 gibt Mb = 0, b2 = 12 gibt Mb = - 1.lh , 

P1 = 1 gibt Mb=O. 
Allgemein ergibt sieh die Konstruktion der EinfluBlinien eines Gerber

tragers wie folgt: Man zeiehnet die EinfluBlinie der betreffenden statisehen 
GroBe fUr den Kragtrager. Fur den Koppeltrager gilt geradliniger Abfall von 
der Gelenkordinate auf Null unter dem zweiten Gelenk des Koppeltragers. 

Auswertung von Einfiulllinicn. 
In Fig. 84 stelle die Kurve a bede eine EinfluBlinie fiir irgendeine 

statisehe GroBe Z dar. 1st das Bauwerk mit Lasten P 1 bis P n belastet, und 
sind 'It bis 'Yjn die Ordinaten der EinfluBlinie unter den Lasten, so ergibt sieh 

115) Z= ~ Pn ''In' 

Einfiull mittelbaren Lastangrifis. 
Unter mittelbarem Lastangriff ist zu verstehen, dp.B die' Lasten nieht 

direkt an jeder Stelle des Bauwerkes angreifen, sondern mittels einer Zwisehen

a I I 
, I 
I I 

I 

; ~ -~---il. -~ l{JveHriiger I 
,- "1 I Z ,I I 
I _ I I I I 
~A.~ I I 
l r k 

c 
Fig. 84. 

konstruktion von Quer- und 
Liingstragern auf bestimmte 
Punkte iibertragen werden. In 
Fig. 84 wird z. B. P 3 dureh den 
Langstrager auf die Punkte f 
und g iibertragen. Die GroBen 
der Teillasten sind 

P , P 2" d P" P 21 
3 = 3}" un 3 = 3 -I' 

Sind 'Yjf und 11g die Ordinaten 
der EinfluBlinie unter fund g, 
so ist der Wert der st&tisehen 
GroBe Z aus der Last Pa 

Z P , I P" P [ 20 + 21] P - + - P , = 3 '17fT 3 '1Jg= 3 l7fi l7g i = 3[rs st]= 3''Yj3' 

113' ergibt sich durch die geradlinige V er bindung der Endpunkte b und d 
der EinfluBordinaten 'Yjf und 'Yjg' 
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29. Die Reibung. 
Literatu.r: Riihlmann, Grundz. d. Meeh. 3. Auff. S.200. - Aug. Ritter, Lehrb. d. 
teehn. Meeh. 8. Auff. S.270. - Keek-Hotopp, Meehanik. 1. Teil. 4. Auf!. S. 234. _ 
F6ppl, Vorlesg. iiber teehn. Meeh. I. Bd. 6. Aufl. S. 225. 

Ein auf wagerechter Bahn ruhender Korper iibt nur einen Druck G, gleich 
seinem Gewichte, senkrecht zur Unterstiitzungsflache aus. Wird der Korper 
durch irgendeine wagerechte Kraftwirkung K in Bewegung gesetzt, so miiBte er 
sich nach AufhOren der Kraftwirkung mit gleichbleibender Geschwindigkeit 
fortbewegen. Dies ist aber, wie jeder leicht anzustellende Versuch zeigt, nicht der 
Fall, vielmehr nimmt die Geschwindigkeit nach AufhOren der Kraftwirkung 
allmahlich ab und der Korper kommt wieder zur Ruhe. Die Ursache dieser Er
scheinung kann nur eine der Bewegung entgegen gerichtete Kraft sein. Diese 
Kraft hat ihre Ursache in den Unebenheiten der Beriihrungsflachen beider Korper 
und der Zusammenpressung dieser Unebenheiten infolge des Gewichtes G. Sie 
wird "Reibung" genannt. Entsprechend den beiden Ursachen ist die GroBe der 
Reibungskraft abhangig von der Beschaffenheit der Beriihrungsflachen und der 
GroBe des Normaldruckes N = G. Die Reibungskraft hat also den Wert 

116) R =N·f 

worin 

116a) 

der "Reibungskoeffizient" genannt wird. Er stellt die Beschaffenheit der Be
riihrungsflachen in Rechnung, kann also nur fiir verschiedene Stoffe auf dem 
Versuchswege festgelegt werden. 

Die Reibung R greift an der Beriihrungsflache an. Eine gleich groBe Kraft, 
aber entgegengesetzt gerichtet, tritt im Schwerpunkte S des Korpers infolge 
der verzogerten Bewegung auf. Die Kraft setzt sich mit dem gleichfalls im 
Schwerpunkte angreifenden Gewichte G zu einer 
Mittelkraft P zusammen, die mit der Reibung R in 
der Beriihrungsflache und dem Gegendrucke N = G 
im Gleichgewicht sein muB. Fig. 85. Die Neigung cp 
von P gegen die Lotrechte ergibt sich aus der Be
ziehung 

117) 
R f·N 

tg cp = N = ~ = f. 

Der Winkel cp wird wegen seiner direkten Ab
hangigkeit VOm Reibungskoeffizienten f "Reibungs
winkel" genannt. 

BllWegvngsrichtvng ~ 

P 9 

\ 
\ 

\ 
N\p 

\ 
Fig. 85. 

Beziiglich des Auftretens des Reibungswiderstandes ist folgendes zu sagen: 
Reibung tritt erst dann auf, wenn auf den Korper eine Kraft parallel zur Be
riihrungsflache ausgeiibt wird. Die GroBe der Reibung ist immer dieser Kraft 
gleich bis zu dem Grenzwerte R = f· N. Wird die angreifende Kraft groBer, 
so setzt die Bewegung des Korpers ein. Hort die Einwirkung der Kraft auf, 
so bringt die Reibung den Korper zur Ruhe und verschwindet dann. 

Die GroBe des Wertes fist auch abhangig von der Geschwindigkeit, mit der 
sich der Korper bewegt. fist am groBten, so lange der Korper in Ruhe ist, mit 
wachsender Geschwindigkeit nimmt es abo Man unterscheidet daher einen 
"Reibungskoeffizienten der Ruhe" und einen "Reibungskoeffizienten der Be
wegung". 

In folgender Tabelle ist eine Zusammenstellung der im Bauingenieurwesen 
5* 
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haufiger auftretenden Werte von fo = tg tpo (Ruhe) und f = tg tp (Bewegung) 
gegeben. 

Rube f, 

Reibende Karper 
Trocken Gescbmiert 

Bronze auf Bronze . 

Mit 
Wasser Trocken 

Bewegung f 

Geschmiert 
Mit 

Wasser 

I O,ll I - 0,20 1 0,06 I 0,10 

-G-U-B-ei-se-n-a-uf-G-U-B-e-is-en---:~======~I~==0=,1=6==I---_~I ____ io,IO-0,08i-0-,3-1-

Schmiedeeisen auf Schmiede- ,----- I 1--
eisen . 0,13 O,ll, - - :0,10-0,081-
------1---1--1-- 1-
Stahl auf Stahl 0,15 10,12-O,ll: - 0,09-0,031 - __=__ 
E--ic-h-e -a-uf-E-i-ch-e-, -L-a-ng-h-o-I-z -1-1 1----

1 
I i 

zur Faserrichtung 0,62 O,ll - 0,48 I 0,075 
Eich.e auf Eiche, Langholz ..L 1----,[----1 ---- --11----1----[--

zur Faserrichtung 0,54 - i 0,71 0,34 I - ! 0,25 

Eiche auf Eiche. Hirnholz auf I,' -- -- 1--

Langholz 0,43 - I -- 0,19 I -
Holz auf Metall 0,60 1--O-,I-I-j- ----i-0-,2-4-

Ziegel auf Ziegel . 0,50-0,73 - I ,--

0,65 0,40 i 0,10 

- - -
----------1---1---

11
---1----:-__ '1 -

Stein auf Holz 0,42-0,60 -
1--

Mauerwerk auf Beton ___ 1 __ 0,_7_6_1 - --I----,----I--=--

I 
- - i -I 

1 
- - -

Mauerwerk auf {trocken .. 0,65 I - ,- - i-I = 
gewachsenem mittelfeucht 0,45 - 1 - - - 1-

Boden naB . . .. 0,30 - I - - -
----I--

Leder auf Eichenholz o,50-o,601 ______ 1_= ___ 0,30-0,50 _-__ '_-_ 

Leder auf GuBeisen 0,30-0,501 0,12 ,0.40-0,60 0,56 0,15 0,36 

Hanfseil auf rauhem Holz 0,50-0,80 - I - 0,50 I - ---
Hanfsail auf poliertem Holz --0;13--'--..=----1 - ..:...--1 -----1---
Stahl auf Eis 0,027:--'::::'--1 - 0,014--1---- -:-----

Selbsttatiges AbgJeiten eines Korpers auf einer geneigten Ebene. 1st die 
Unterstiitzungsebene gegen die Wagerechte unter einem Win~el a geneigt, 
Fig. 86, so zerlegt sich das Gewicht Gin eine Seitenkraft N = G· cos a senkrecht 

zur Unterstiitzungsebene und K = G sin a parallel 
" zu ihr. Erstere erzeugt einen Reibungswiderstand 

R = N . tg tp = G . cos Q(. tg tp = G . f . cos a. 1st 
a = tp, die Ebene unter dem Reibungswinkel ge
neigt, so wird R = G· sin tp = K. Der K6rper ist 
gerade noch im Gleichgewicht. Wird a > tp, so 
rutscht der K6rper ab, da ein gr6Berer Reibungs
widerstand als G· sin tp nicht geleistet werden kann. 

Fig. 86. Es folgt der Satz: 1st eine Ebene unter dem 
Reibungswinkel geneigt, so befindet sich 

der nur unter Wirkung seines Gewichts stehende K6rper in der 
Grenzlage des Gleichgewichts. 

Bewegung eines Korpers auf wagerechter Bahn. Greift an einem K6rper 
vom Gewichte G auf wagerechter Bahn (Fig. 85) eine Kraft K parallel zur Unter-
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stiitzungsebene an, so ruft sie so lange einen gleich groBen Reibungswiderstand 
hervor, als K < Gtg <p < G· fist. Wird K> G· tg <p > G· f, so beginnt der 
K6rper zu gleiten. Die Grenzlage ist gegeben durch die Gleichung 

K = G· tg <p; 

K 
- = tg <p = tg ~ 
G 

wenn ~ die Neigung der Mittelkraft aus K und G gegen die Lotrechte ist. Daraus 
folgt der Satz: Um einen.K6rper vom Gewicht G auf wagerechter 
Bahn zum Gleiten zu bringen, muB an ihm eine Kraft 

118) K~ Gtg <p.? G· f 

parallel zur Bahn angebracht werden. 
Der Neigungswinkel ~ der Mittelkraft P aus G und K gegen 

die Lotrechte muB sein ~ ~ <p •. Diese.Grenzlagen der Mittelkraft P aus G 
und K umhiillen einen Kegel, der "Reibungskegel" genannt wird. Liegt P 
innerhalb des Kegels, so geniigt die Reibung, um den Korper in Ruhe zu behalten, 
liegt P auBerhalb dieses Kegels, so tritt Bewegung ein. 

Bewegung eines Korpers auf geneigter Bahn nach unten. Aus ganz ahnlichen 
tTherlegungen folgen fUr eine unter einem Winkel a geneigte Bahn die Satze: 
Um einen K6rper vom Gewicht G auf einer unter einem Winkel 
a < <p gegen die Wagerechte geneigten Ebene nach unten ins 

Fig. 87. Fig. 88. 

Gleiten zu bringen, Fig. 87, muB eme parallel zur Bahn nach ab
warts gerichtete Kraft 

sin (<p - (X) 
119) Kl > G > G f cos (X - G· sin oc 

cos <p 

angebracht werden. 
Bewegung eines Korpers auf geneigter Bahn nach oben. SolI derselbe 

K6rper nach oben ins Gleiten gebracht werden, Fig. 88, ·so muB 
sein 

120) 
sin (<p + (X) 

K2 2: G > G f cos (X + G sin oc. - cos <p-

Verhinderung selbsttatigen Abgleitens eines Korpers 
auf geneigter Bahn. 1st a> <p, Fig. 89, so muB, 
um das selbsttatige Abgleiten unter Wirkung 
von G zu verhindern, eine Kraft 

121) 
sin (oc - <p) • 

K3 ::;, G cos <p ~ G . sm (X - G . f . cos oc 

nach oben angebracht werden. Fig 89. 
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A.llgemeine GIeichung fur die Bewegung eines Korpers auf geneigter Bahn. 
Allgemein lassen sich diese Satze in der Gleichung 

sin (oc ± cp) 
122) Kn > G > G sin oc ± G . f . cos oc 

cos Cfi = 

Fig. 90. 

zusammen fassen. Das + -Zeichen gilt fUr die 
Aufwartsbewegung, das --Zeichen fUr die 
Abwartsbewegung. 

Bewegung eines Korpers auf geneigter 
Bahn bei beliebig gerichteter Kraft K. 1st 

'/. die an dem Korper angreifende Kraft K 
nicht parallel der Gleitbahn, sondern beliebig 
gerichtet, etwa unter einem Winkel ~ gegen 
die Wagerechte geneigt, Fig. 90, so zerlege 
man G und Kn parallel und senkrecht zur 
Gleitbahn. Die Reibung erzeugende Normal
kraft ist dann 

N = G· cos a - K~ sin (~ - a). 

Die allgemeine Gleichung lautet 

123) Kn . cos (~ - a) > G sin a ± f [G· cos a - Kn' sin (~ - an. 
Das +-Zeichen gilt fUr Aufwartsbewegung, das --Zeichen fiir Abwarts

bewegung. Mit ~ = a geht die Gleichung 123) in Gleichung 122) iiber. 

30. Reibung an rotierenden Korpern. 
Literatur: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Aufl. S.355. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4. Auf I. S. 265. - Riihlmann, Grundz. d. Mech. 3. Aufl. S. 213. -
Foppl, Vorlesg. iiber techno Mechanik. 1. Bd. 6. Auf I. S.249. 

a) Tragzapfen. 

Ein Zapfen sei nach Fig. 91 in einem Halslager gelagert. Die Auflagerung 
finde nur in einem Punkte A statt. AIle an der zum Zapfen gehorigen Welle 
befindlichen Massen seien so verteilt, daB die Mitte 0 des Zapfens in der 
Schwerachse aller Massen liegt, im Ruhezustande tritt also in A nur eine lot
rechte Auflagerkraft N = G auf, wenn G das Gewicht der Massen ist. Wird 

Fig. 92. 

der Zapfen durch ein Moment M in Drehung versetzt, so tritt in A tangential 
eine Reibungskraft R = N· f auf. Da dieser Lastenstand aber die Gleichgewichts
bedingung ~ H = ° nicht befriedigt, wird der Zapfen sich im Lager in Richtung 
von R bewegen und erst nach Fig. 92 in einem Punkte B zur Ruhe kommen. 
Punkt B ist dadurch bestimmt, daB die Mittelkraft N = G aus Reibung R 
und Normaldruck gegen die Lotrechte B 0 zur Beriihrungsflache unter dem 



Reibung an rotierenden Korpern. 71 

Reibungswinkel rp geneigt sein )nuB. Die beiden Krafte G in C und N = G in B 
bilden ein Kraftepaar, das, wenn das Moment M gerade die Reibung iiberwinden 
solI, diesem Moment gleich sein muB, also 

M = G· a = G· r' sin rp. 

In dem hier in Frage stehenden Fall einer Welle ist wegen der Schmierung <p 
sehr klein, so daB man ohne erheblichen Fehler sin rp = tg rp = f set zen kann. 
Damit wird das zur Dberwindung der Reibung erforderliche Moment 

124) M = G· r' f. 

Tragzapfen im Keilnutenlager. 1st der 
Zapfen nach Fig. 93 in einer Keilnute gelagert, 
so weichen die Mittelkrafte P a und Pb in den 
beiden Beriihrungspunkten A und B urn den 
Reibungswinkel rp von der Normalen ab. Die 
i)n Schnittpunkt D von Pa und Pb angreifende 
Mittelkraft N = G bildet mit Gin C ein Krafte
paar G . a, das, wenn das angreifende Moment 
M gerade die Reibung iiberwinden solI, diesem 
gleich sein muB. Die Lasung nach Einfiihrung 
der Winkel rp und a liefert die Gleichung 

125) M = G. sin 2 rp 
r 2sina' 

Fig. 93. 

Bei kleinem rp 
2· tg rp = 2 f set zen. 

kann man ohne erheblichen Fehler sin 2 rp = 2 sin !p = 
Die Gleichung lautet dann 

125a) 
f 

M = G·r· --. 
sin ~ 

b) Spurzapfen. 

Noch nicht abgenutzter Spurzapfen. ra und rl sind die beiden Halbmesser 
der den Druck aufnehmenden Ringflache, Fig. 94. 

Bei einem neuen Zapfen kann angenommen werden, daB der Druck gleich-

maBig iiber die Flache verteilt ist; er sei p = FG = G . Ein Ring 
7t (ra2 - ri2) 

von der Dicke dr im Abstande rx von der Mitte Chat 
dann eine Kraft 

G = p. 2 7t. rx ' dr, 

die ein Reibungsmoment dMx = p' f· 2 7t rx2 dr liefert. 
Das Gesamtreibungsmoment ist dann 

126) 

ra 

M = f 2 P f 7t rx2 • dr. 
ri 

Die Lasung gibt nach Einfiihrung des Wertes von p 

M = ~ G.f ra3 - ri3 

3 ra2-ri2 Fig. 94. 

Fiir eine volle 

126a) 

Kreisflache ergibt sich mit ri = 0 und ra = r 

2 
M = 3" G·f·r. 
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Abgenutzter Spurzapfen. 1st der Zapfen langere Zeit gelaufen, so wird eine 
Abnutzung eintreten, die dort am gro.Bten sein wird, wo die Geschwindigkeit 
der aufeinander reibenden Teile am gro.Bten ist. Man kann die Annahme machen, 
da.B der Druck ill umgekehrten Verhaltnis zur Geschwindigkeit steht, und da 
diese den Abstanden rx proportional sind, ist der Druck auch umgekehrt pro-

portional zu rx. Man kann denmach setzen p = ~. Die Gleichung der lot-
r 

rechten Krafte liefert 

127) 

ra 
G = f 2 rx 'It . dr . p = 2'It· PI (ra - ri). 

Das Reibungsmoment wird 

M = f 2 rx'It . dr . P . rx . f. 

Die Losung lautet nach Einsetzen der Werte von PI und G 

M = G.f ra + ri 
2 

Fur die volle Kreisflache ist damit 

127a) M = G.f.~. 
2 

Fig 95. 

Kegelformiger Spurzapfen. 
Tritt an Stelle der reinen Flachenlagerung eine 

kegelformige Lagerung nach Fig. 95, so tritt an Stelle 

des Gewichtes G der Wert ~ (vgl. S. 71). Die 
SIn 0 

Gleichungen lauten dann fUr den Kreisring 

128) M = G. f (ra + ri) 
2· sin a 

Fur den vollen Kreis 

128a) M = G.f. __ r __ 
2 sin a 

31. Die Seilreibung. 
Literatur: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf I. S. 374ft - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4. Auf!. S. 2i9ff. - Rlihlmann, Grundz. d. Mech. 3. Auf I. S. 253ff. 
F6ppl, Vorlesg. liber techno Mech. I. Ed. 6. Auf I. S. 263. 

Ein vollig biegsam gedachtes Seil sei nach Fig. 96 uber einen Zylinder 
gezogen. Der umspannte Winkel sei a. In den 
beiden freien Enden des Seiles seien Spann
krafte SI und S2' Diese beiden Krafte liefern 
ein Moment M = (S2 - SI) r, das den Zylinder 
in Rotation versetzen wird oder durch ein gleich 
gro.Bes au.Beres Moment M im Gleichgewicht 
gehalten wird. Ware Seil und Zylinder voll
kommen glatt, so wurden die beiden Teile auf-

fo;>s. \ einander gleiten, die beiden entgegengesetzt 
s, drehenden Momente konnten sich nicht auf-

Fig. 96. heben. Es mu.B demnach die Reibung zwisc hen 
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Seil und Zylinder das Moment M aufzubringen imstande sein. Der Norlllal
druck an einer beliebigen Stelle eines Bogenteilchens ds = r· d cp sei dN, dann 
ist die durch fun hervorgebrachte Reibung dR = f· dN. Fig. 97. Die Seil
ziige sind S und S + dS. Diese vier Krafte miissen im Gleichgewicht sein, 
also miissen die Gleichungen bestehen 

dN = (S + S + dS) sin ~cp = ""--' S . dcp 

f . dN = dS. cos dcp = "-' dS. 
2 

Daraus folgt: 
dS 

f.dcp = -S-

f· cp = In S + Oonst. 

Die Grenzen 
die Gleichungen 

cp = 0 mit S = SI und cp = a mit S = S2 eingefiihrt, geben 

129) { 

Es folgt daraus der Satz: Die Seilreibung (82 - SI) ist unabhangig 
vom Halbmesser r des Zylinders. 

1st der Zylinder im Zustande gleichlllaBiger Drehbewegung (Riemenscheibe), 

80 tritt an dem Seilteilchen ds in Richtung von dN eine Fliehkraft ~ F· r2. (j)'2 dcp, 
g 

wo y das spezifische Gewicht des Seilstoffes, F der 8eilquerschnitt, g die Erd
beschleunigung und (j) die Winkelgeschwindigkeit der Drehbewegung ist. Die 
Gleichgewichtsbedingungen ergeben dann die Gleichungen 

130) 

dN + l F r2 (j)2. dcp = (S + S + dS) sin dcp = "-' S . dcp 
g 2 

Die Losung lautet 

dtp ~ S 
f·dN = dS cos 2 =i.d . 

f· cp = In [8 - ; F. r2. (j)2] + Oonst. 

Die Einfiihrung der Grenzen wie oben ergibt 

f'IX=In ~ S2 - ; F· r 2 • (j)21 
SI - l F . r2 . (j)2 

g 

S2-S1 = [SI- ; F.r2. (j)2] (efa-1). 

Das Glied :L F· r2. (j)2 wird gewohnlich klein und kann dann vernach
g 

lassigt werden. Es entsteht dann aus Gleichung 130) die friiher entwickelte 
Gleichung 129). 
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32. Del' Erddruck. 
Literatur: Re bhann, The.orie des Erddruckes und der Futtermauern mit besonderer 
Riicksicht auf das Bauwesen. Wien 1871. - Winkler, Neue Theorie des Erddruckes, 
Wien 1872. - Miiller-Breslau, Erddruck auf Stiitzmauern. Stuttg.1906.-Coulomb, 
Essais sur une application des regles de maximis et minimis a quelques problemes de 
statique relatifs a l'architecture. - Mem. de mathem. et de phys. presentes a l' Acad. 
Royale des sciences par divers savants. 1773. Tome VII. Paris 1776. Weitere Ausgaben 
iiber Literatur: Siehe Miiller-Breslau, Erddruck auf Stiitzmauern. tiber Geschichte 
der Theorie des Erddruckes: Siehe Winkler. - Keck-Hotopp, Elastizitatslehre. 
2. Teil. 2. Aufl. S. 378. - Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. 
II. Bd. S. 255. - Foppl, Vorlesg. iiber Mechanik. V. Bd. S. 358. 

Der aktive Erddruck. 

a) GrofJe des Erddruckes. 
Die Coulombsehe Erddruektheorie. Die Theorie des Erddruckes geht von 

der Theorie der Reibung aus. Die heute fast ausschlieBlich angewandte Erd
drucktheorie stannnt von Coulomb (1736-1806). Sie geht von folgender 
Annahme aus. 

Eine beliebige das Erdreich abstiitzende Mauer wird unter der Wirkung 
des an ihrem Riicken angreifenden Erddruckes (Fig 98) das Bestreben haben, 
sich um die Vorderkante A zu drehen. Dadurch wird der Boden seines seitlichen 
Haltes beraubt, und es wird ein Bodenprisma ins Gleiten kommen. Das ab
rutschende Prism a reibt sowohl an dem Mauerriicken als auch auf dem stehen 
bleibenden Boden. Nach der Ooulombschen Theorie ist die Flache, die das 

Fig. 98. Fig. 99. 

abrutschende Prisma von dem stehen gebliebenen Erdboden 
trennt, die "Gleitflache", eine Ebene. Das Gewicht G muB im Gleich
gewicht sein mit den Driicken Ea der Mauer und Q des stehen bleibenden 
Bodens gegen das abgleitende Prisma. 

Lage der Gleitflaehe naeh Rebhann. Entsprechend der Annahme, daB das 
Pris:ma abrutscht, muB der Erddruck an jeder Stelle der Mauer unter dem 
Reibungswinkel Q gegen das Lot auf der Mauerflache geneigt sein, der Druck Q 
dagegen muB :mit dem Lot auf der Gleitflache den Boschungswinkel 0/ bilden. 
Aus der Bedingung, daB sich die Krafte G, E und Q in einem Punkte schneiden 
miissen (wegen Gleichgewicht), ergibt sich die Lage der Gleitflache wie folgt 
(Fig. 99): 

B C sei die unter IX geneigte gesuchte Gleitflache, G = y' Fl BCD das 
Gewicht des abrutschenden Erdprismas. 
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G zerlegt sieh im Krafteek in 1-3 = Ea und 2-3 = Q. 
B Fist die Bosehungslinie. Von 0 wird ein Lot auf B F gefallt und 0 H 

unter de)n Winkel (J gegen dieses gezogen, den der Erddruek ;mit der Wagereehten 
bildet. 

Dreht sieh die Gleitflaehe um den sehr kleinen Winkel da in die Lage B 0', 
so ist 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

131) 

d G = 2' - 2 = Y ABO 0'. 
Es ist 

ABOH- A123. 

ABO 0' - A 2 2' 3. 

O G A , Fl. BOD G 
G = y . Fl. . B D; d = y' u B 0 C; G = ABO 0' d . 

G Fl.BOD 1-2 A123 
dG = ABO 0' = 2' - 2 = A 2 2' 3 . 

Aua a) und b) folgt 

A 1 2 3 : A 2 2' 3 = ABO H : ABO 0'. 

Demnaeh aus d) und e) 

Fl. BOD : ABO 0' = ABO H : ABO 0' 
Fl. BOD = ABOH. 

Die Gleitflaehe ist demnaeh dureh eine Linie B 0 gegeben, die 
die Flaehe D B H 0 halbiert (Rebhannseher Satz). 

Aus der Almliehkeit der Dreieeke B 0 H und 1 2 3 folgt 

Ea : G = 0 H : B H = y : x. 

Ea = G.L = y.ABOH.L= y x't) L 
x x 2 x 

132) 
y.'t) 

Ea = y-2-' 

A 0 H M stellt also den Erddruck seiner GroBe nach, in Erdvolumen aus
gedriickt, dar. 

Lage der Stellungslinie bei ebenem Mauerriicken. 1st die Hinterkante dar 
Wand B D eine gerade Linie, 
Fig.lOO, so ist die Linie D JII OH, 
die "Stellungslinie", gegen 
die Wand unter dem Winkel 
[L = q> + p geneigt. Der Beweisfolgt 
aus Fig. 100. 1m. A B D Jist 

[L =1800-(a-q»-(90-~). 

Aus den Winkelbezeich
nungen am Angriffspunkt von 
Ea folgt 

90 + ~ = a + p; ~ = a + p - 900. 

Mithin ist 

133) 

Fig. 100. 

Damit ist die Richtung der Linie 0 H festgelegt. Bei beliebig geformter 
Erdoberflache kann nun die Lage der Gleitflache B 0 durch Probieren ermittelt 
werden. Sie muB die Flache B DOH halbieren. 
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Ermittlung der Gleitfiache bei ebenem Mauerriicken und ebener Erdober
flache. 1st die 'ErdoberlHiche eine Ebene, Fig. 101, so · ergeben sich folgende Be
ziehungen. 

Fig. 101. 

Es ist H KU~ B C, also 

ABCK -7B-cH = ABCD. 

Daher DC =CK =d. 
Es konnen folgende Propor

tionen gebildet werden 

FC: KC = e: d = FB: HB = 1 : x 

FC:DC=e:d=FH:HJ 
= (l-x) : (x-a) 

l: x = (l- x) : ex - a), 
oder 

134) x2 = l· a. 

Die Strecke x ist die mittlere Proportionale zwischen den 
Strecken lund a. 

Da die Strecken a und 1 bekannt sind, ermittelt sich x als Kathete eines 
rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypothenuse B F = 1 und der Kathetenprojek
tion B J = a. 

Ermittlung der GroBe des Erddruckes. Sie geht wie folgt vor sich. 
Man zeichne nacheinander: 
1. die Boschungslinie B F unter dem Boschungswinkel cp gegen die Wagerechte, 
2. die Stellungslinie D J unter dem Winkel rp + p gegen die Riickwand B D 

der Mauer, 
3. iiber B F einen Halbkreis, 
4. das Lot J L in J auf B F, 
5. den Kreisbogen L H um B, 
6. die Gerade H C II D J, 
7. den Kreisbogen C M um H. 
Das Dreieck C M H stellt dann den Erddruck, in Erdvolumen ausgedriickt, 

seiner GroBe nach dar. 

Fig. 102. 

Fig 101 zeigt die Konstruktion fUr den 
haufigsten Fall, daB die Stellungslinie D J 
unterhalb der ErdoberfHiche D F liegt. 

A 

Fig. 103. 

Bonderfall1: Die StellungslinieDJ falIt mit der Erdoberflache DF 
zusammen. Fig. 102. In den obigen Gleichungen ist 1 = a zu setzen. Daher ist 
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wegen Gleichung 134 x = a = l. Da die Proportion bestand e : d = 1 : x, ist 
e = d. Punkt C liegt also in der Mitte der Strecke D F. 

Bonder/all 2. Die Stellungslinie D J kommt oberhalb der Erd
o berflache D F zu liegen. Fig. 103 gibt die Konstruktion. Der Halbkreis 
ist tiber der Strecke a = B J zu zeichnen. 

Bonder/all 3. Die Erdoberflache ist parallel der Boschungslinie 
B F, Punkt F fallt ins Unendliche. 

Fig. 104: gibt die Konstruktion. 
Die Strecken y und 1) sind in jeder 
Lage konstante Werte. 

H 

Fig. 104. 
A 

Fig. 105. 

Bonder/all 4. Die Erdoberflache ist belie big gebildet. 
Fig. 105. Die Boschungslinie B F ,und die Stellungslinie D J werden ge

zeichnet. Man zeichne eine beliebige Gleitflache B Cl' von C1 die Parallele C1 HI 
zur Stellungslinie und trage tiber C1 von einer Wagerechten die Inhalte der 
Flachen B D C1 und B C1 HI abo Dies ist ftir mehrere Lagen der Gleitflache 
auszufiihren. Die Auftragung der Flacheninhalte fiihrt zu den Kurven 1 - 1 
und 2 - 2, die in ihren Ordinaten die Flacheninhalte B D Cn und B Cn Hn dar
stellen. Nach dem Rebhannschen Satze sollen beide Flachen inhaltsgleich 
sein, daher liefert der Schnittpunkt beider Kurven den Punkt C, der in der 
Geraden B C die Gleitflache festlegt. A H C M stellt dann den Erddruck, in 
Erdvolumen ausgedrtickt, dar: 

'1.y 
Ea =r - 2- ' 

Bonder/all 5. Die Rtickseite der 
Wand ist lotrecht, die Erdober
flache wagerecht und der Reibungs
winkel p ist gleich Null 

Aus Fig. 106 folgt: 

<t B D F = <t B H C = 90u• 

Das Viereck B D C H ist ein Kreis
viereck. Da die Diagonale B C das Vier-
eck B D CHin zwei inhaltsgleiche Drei- Fig. 106. 
ecke BDC und BCH (Rebhann) teilt, 
liegt der Mittelpunkt N des umschriebenen Kreises auf der Diagonale B C. 
Aus Symmetriegriinden folgt D C = C H. 

B C halbiert den Winkel D B F, also 
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.q:::DBC = 45- : . 

"I)'Y CH2 CD2 
Ea = Y'-2 - = Y'-2 - = Y'-2-' 

135) Ea = Y' h; tg2 ( 45 _ : ) = Y ~2 ka, 

wenn 

b) Verteilung des Erddruckes uber die Riickwand der Mauer und 
Angriffspunkt des Erddruckes. 

Man denke sich die Rebhannsche Konstruktion fUr einen Teil hx der 
Mauerhohe h durchgefiihrt; dadurch ergeben sich Strecken Yx und 1]x, die zu 
den Strecken Y und "I) in proportional em Verhaltnis stehen. 

hx hx 
Yx = Y11; "l)x = "1)11' 

Der Erddruck Ex, der auf die Rohe hx wirkt, ist dann 

Y '"1) Y'"I) hx2 

Ex = y-T = Y-2-V' 

Der Gesamterddruck nimmt also mit wachsender Mauerhohe hx nach einer 
Parabel a - c zu, Fig. 107. Die Differentiation gibt 

Y'"I) dEx = Y}12 . hx . dhx. 

Dies ist die Gleichung einer Geraden T - U. Fur hx = ° ist dEx = 0, 

fUr hx = h ist dEx = Y Y ~ "I) dhx . Der Erddruck E verteilt sich demnach in 

Form eines Dreiecks T C U uber die Ruckwand. Der Angriffspunkt von E liegt 

im Schwerpunkt des Dreiecks, also in : vom FuBpunkte der Mauer. 

Fig. 107. 

Fig.l08 zeigt die Konstruktion der Verwandlung des Erddruckdreiecks 
C H M aus den Fig. 99 bis 106 in ein inhaltsgleiches Dreieck T C U von 
der Rohe h. 
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Die Richtung des Erddruckes ist nach S. 74 u. 75 dadurch festgelegt, 
daB er unter dem Reibungswinkel p gegen das Lot auf der Rlickwand der Mauer 
geneigt sein muB. 

Mit der Lage der Geraden T U in Fig. 107 u. 108 ist flir bestimmte Werte 
von cp und p und einer bestim:mten Neigung a der Rlickwand der Erddruck fest
gelegt. VergroBert sich die Mauerhohe h auf h', so ist T U nur liber U hinaus 
bis U' zu verHingern (Fig. 108). TO' U' stellt dann den Erddruck auf die Mauer 
'Von der Hohe h' dar. 

EinfIuB einer Auflast. Ruht auf der Erdoberflache eine Auflast p (in 
Erdaufschlittung ausgedrlickt), so ist durch den Punkt Z eine Parallele zu T U 
zu ziehen. Der gesamte Erddruck wird dann durch das Trapez T V W 0 dar
gestellt und greift in der H6he des Schwerpunktes dieses Trapezes an. Der aus p 
allein hervorgehende Erddruck ist durch das Parallelogramm T V W U darge
stellt und greift in halber Mauer
hohe an. 

Ermittlung des Erddrucks bei 
beliebig geknicktem Mauerriicken. 
Fig. 109 zeigt die allgemeine Kon
struktion der Erddriicke flir eine 
Mauer :mit ;mehrfach gebrochener 
Rlickwand. Es genligt dabei, die 
Rebhannsche Konstruktion flir 
ein beliebiges Stlick der Mauer
hohe auszufiihren und den dariiber 
liegenden Boden als Auflast zu 
betrachten. Die schraffierten Erd
druckdreiecke werden in inhalts
gleiche Dreiecke von der Hohe, 
flir die die Rebhannsche Kon
struktion durchgefiihrt ist, ver
wandelt. Es ergeben sich daraus 
die Linien TI UI , T2 U2 und Ts Us. 
Durch Z werden zu diesen Geraden Fig. 109. 
Parallelen gezogen, wodurch sich 
die die drei Erddrlicke darstellenden Trapeze abc d, d e f g und g h i k ergeben. 
Die Angriffspunkte der Erddrlicke liegen in Hohe der Schwerpunkte SI' S2 und 
Sa dieser Trapeze. 

Der passive Erddruck. 
Die Coulombsche Theorie. Wird ein Mauerkorper durch irgendwelche an 

ih:m angreifende Krafte (etwa einen Ge
wolbeschub) gegen einen Erdkorper ge
driickt, so wird letzterer so lange Wider
stand leisten konnen, bis ein prismatischer 
Erdkorper B D 0 nach oben herausgepreBt 
wird. Fig. 110. Die Gleitflache B 0 ist 
nach der 00 u 10m b schen Theorie eine 
Ebene. Das Gewicht G des heraus
gepreBten Erdprismas muB im Gleich
gewicht mit den Drlicken E und Q 'Von 
Mauer und stehengebliebenem Boden Fig. 110. 
sein. Da das Prism a G nach oben gleitet, 
muE E gegen das Lot auf der Mauer anter dem Reibungswinkel p, Q gegen das 
Lot auf der Gleitflache unter dem Boschungswinkel cp in den aus Fig. no ersicht-
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lichen Richtungen geneigt sein. 1m Gegensatz ZUlli aktiven Erddruck sind also 
<p und p beide negativ einzufiihren. Es lassen sich fUr den passiven Erddruck 
ganz entsprechende Beziehungen ableiten wie fiir den aktiven, sie mogen aber 
hier wegen der geringen Bedeutung des passiven Erddruckes iibergangen werden. 

Ermittlung des passiven Erddrucks nach Rebhann. Aus Fig. 111 ist die Kon
struktion des passiven Erddrucks bei ebener Riickwand der Mauer und ebener 
Erdoberflache zu entnehmen. Man zeichne nacheinander: 

1. die Boschungslinie B F unter dem Boschungswinkel - rp gegen die 
Wagerechte durch B, 

2. die Stellungslinie D J unter dem Winkel - (rp + p) gegen die Riickwand 
B D der Mauer, 
, 3. iiber B F einen Halbkreis, 

4. das Lot J L in J auf B F, 
5. den Kreisbogen L H um B, 
6. die Gerade Hell D J, 
7. den Kreisbogen C M um H. 
Dann ist B C die Gleitflache, ~ BCD = ~ B C H, ferner stellt ~ C H M 

den Erddruck Ep , in Erdvolumen ausgedriickt, seiner GroBe nach dar. Dieses 

-- ....... _- ....... 

Fig. 111. 

Dreieck ist in ein inhaltsgleiches Dreieck T C U von der Hohe h der Mauer zu 
verwandeln. In Hohe des Schwerpunktes S . dieses Dreiecks T C U greift E p , 

unter dem Winkel p gegen das Lot auf dem Mauerriicken geneigt., an. Mit den 
Bezeichnungen nach Fig. III ist 

y.'Yj 
136) Ep = y. -2-' 

Der Sonderfall: Lotrechter Mauerriicken, wagerechte Erdober
flache und Reibungswinkel p = 0 gibt 

137) h2 ( rp ) h2 
Ep = YT tg2 45 + T = YTkp, 

wenn 

kp = tg2 (45 + ~). 
Allgemeine Betrachtungen iiber den passiven Erddruck. V'ber den passiven 

Erddruck im allgemeinen, besonders iiber sein Auftreten sei folgendes bemerkt. 



Dynamik starrer Korper. Allgemeine Lehrsatze. 81 

Das Auftreten des vollen passiven Erddrucks ist mit einer Zusammen
pressung des widerstehenden Bodens bis zur Grenze seiner Widerstandsfahigkeit 
verkniipft, es wird also wmer mit erheblichen Formanderungen verbunden sein. 
1m allgemeinen ist es daher nicht zulassig, fUr die Standfestigkeit eines Bau
werkes passiven Erddruck in Rechnung zu stellen, denn die Formanderungen, 
die den passiven Erddruck erst hervorrufen, wiirden zu unzulassigen Spannungen, 
mitunter Rissen, in dem Bauwerk selbst fUhren. Der passive Erddruck stellt 
nur den auBersten Grenzwert des Widerstandes dar, den der Boden zu leisten 
imstande ist, man konnte ihn also mit dem Begriffe der "Festigkeit" eines 
Materials in Vergleich stellen. Nur wenn der Boden hinter der vorgedriickten 
Wand forbgleitet, tritt der volle passive Erddruck auf. Die GroBe des passiven 
Erddrucks richtet sich nach dem Drucke, den die Wand gegen die Erde ausiibt; 
der auftretende passive Erddruck stellt sich immer nur in der GroBe ein, als man 
ihn durch Druck gegen die Erde hervorruft, der Grenzwert des zulassigen Druckes 
ist der volle passive Erddruck. Nur in Ausnahmefallen, bei Bauwerken, denen 
groBere Formanderungen nicht schadlich sind, z. B. Spundwanden, ist es zulassig, 
den yollen passiven Erddruck in Rechnung zu stellen. 

IV. Dynamik starrer Korper. 

33. Allgemeine Lellrsatze. 
Literatltr: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S. 428, 433. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4. Auf!. S. 169. - Foppl, Vorlesg. iiber techno Mech. 1. Bd. 6. Auf!. 
S. 109. IV. Bd. 6. Auf!. cS.i1, 126. 

In Teil II, Abschnitt 2 bis 8 wurden die fUr die Bewegung eines einzelnen 
Massenpunktes m maBgebenden Lehrsatze entwickelt. 1m folgenden solI unter
sucht werden, welchen Gesetzen die Bewegung einer Gruppe von Massenpunkten 
unterworfen ist. Die Massenpunkte m seien starr miteinander verbunden und 
bilden in ihrer Gesamtheit einen "starren Korper" von der Masse we = ~ m. 

Nach Abschnitt 7, S.8 erteilt eine Kraft P einem Massenpunkt m eine Be
P 

schleunigung y = -. Der Tragheitswiderstand derMasse ist y. m = P. Er ist 
m 

der angreifenden Kraft P entgegengesetzt gleich, erfUllt also mit P die Gleich
gewichtsbedingungen. Die Arbeit der Kraft auf dem Wege s ist nach Abschnitt 8, 
S. 9 gleich der Zunahme an lebendiger Kraft, 

1 1 
A = p. s = 2 m . v 2 - 2 m c2• 

Tritt nun an Stelle des Massenpunktes m der starre Korper von der Masse we, 
so wird unter der Wirkung der Kraft P jedes Teilchen m des Korpers irgendeine 
Bahn in beschleunigter Bewegung durchlaufen, der er den der Bewegungsrichtung 
entgegengesetzt gerichteten Tragheitswiderstand m· y entgegensetzt. Die 
Mittelkraft aus allen diesen Tragheitswiderstanden muB der Kraft P entgegen
gesetzt gleich sein. Aus dieser Dberlegung folgt der unter dem Namen "d' Alem
berts Prinzip" bekannte Lehrsatz: Die Mittelkraft aller Tragheits
widerstande (nach d' Alembert: Erganzungskrafte), die eine 
Masse we = ~ m eines starren Korpers einer Bewegungsanderung 
entgegensetzt, steht mit der Mittelkraft aller angreifenden 
auBeren Krafte im Gleichgewicht. (Jean Lerond d'Alembert 1717-1783.) 

Handbibliotbek. I. 2. 6 
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34. Das Arbeitsvermogen eines sich bewegenden Korpers. 
Literatur:Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Aufl. S. 430, 435. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4. Aufl. S. 315, 324, 334. - Fiippl, Vorlesg. tiber techno Meeh. 
1. Bd. 6. Aufl. S. 195. IV. Bd. 6. Aufl. S. 167. 

Mit Hilfe des im Abschnitt 33 entwickelten d' Alem bertschen Prinzips 
kann das Arbeitsvermogen eines starren Korpers fUr die verschiedenen Be
wegungsmoglichkeiten ermittelt werden, indem auf die Gesamtheit der Tragheits
widerstande aller Massenteilchen m und die au13eren Krafte die Satze vom Gleich
gewicht angewandt werden. 

a) Geradlinig beschleunigte Bewegung eines starren Korpers. 

Alle Massenteilchen m erleiden eine Beschleunigung '(, der sie den Tragheits
widerstand m . '( entgegensetzen. Da sich alle Teilchen m parallel verschieben 
sollen, sind auch aIle Tragheitswiderstande parallel gerichtet: deren Mittelkraft 
geht dann nach Abschn. 21, S. 41-42 durch den Schwerpunkt des Korpers. SolI 
die au13ere Kraft P mit ihr im Gleichgewicht sein, so mu13 sie gleichfalls im 
Schwerpunkte angreifen. Es besteht die Gleichung 

138) P = ~ m . '( = '( . ~ m = '( Wl. 

Die Gleichheit der geleisteteIi Arbeiten fiihrt zu der Gleichung 

v2 c2 
A=P·s=ffi'J. __ IYYJ.·_ 

:'J~ 2 ~ .. ~ 2' 139) 

b) GleichmiWig beschleunigte Drehbewegung eines starren Korpers. 

140) 

Fig. 

1st p der Abstand eines Massenteilchens m 
von der Drehachse D, Fig. 112, <VI und <V2 die 
Winkelgeschwindigkeiten zu Anfang und am Ende 
der Krafteinwirkung, 'Yoo die Winkelbeschleunigung, 
so sind die linearen Geschwindigkeiten v und c in 
Gleichung 139) zu ersetzen durch v = <V2 . P und 
c = <VI . P . Die gleichseitig auftretenden Zentri
fugalkrafte sind immer durch D gerichtet, leisten 
also bei der Drehung keineArbeit. Die Gleichung 139) 
erhalt damit die Form 

<v
2 S <v

2 S [ A = --t- m . p2 - -+ m . p2 = J 
<V22 - <VI2 \ 1 

2 . 

Der Wert J =J m' p2 wird "Tragheitsmoment" genannt. 
t 2-t 2 

Der Weg s der Kraft P am Hebel r ist in t2 - tl Sekunden s = '( (J)' r 2 2 1 , 

wenn '(W die Winkelbesehleunigung ist. Die Winkelgeschwindigkeiten <V2 und <VI 
in den Zeitpunkten t2 und tl sind <V2 = '( w • t2 und (})1 = '( w • t 1 • Damit lautet 
die Gleichung 140) 

t2_t2 [<v2-<v21 t2_t2 A = P . s = p. '(w • r 2 2 1 = J 2 2 1 = J . '( w2 2 2 1 

oder 

141) 
M 

P·r=J·v =M'v =-
JW 'IW J' 
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worin M das Moment der Kraft P ist. Die Winkelbeschleunigung Yw, 
die ein starrer Korper infolge eines Drehmoments M erleidet, 
ist gleich dem Momente dividiert durch das Tragheitsmoment in 
bezug auf die Drehachse. 

Schneller kommt man zu diesem Ergebnisse durch Aufstellung der Momenten
gleichung zwischen der Kraft P und den Tragheitswiderstanden m' Yw . p. 
(Yw . P ist die line are Beschleunigung.) Die Gleichung lautet 

P . r = ~m· y", . p2 = Yw . J = M. 

c) Beliebige Bewegung eines 
starren Korpers. 

Eine beliebige Bewegung 
eines starren Korpers kann man 
sich aus einer Verschiebung und 
einer Drehung um eine Schwer
punktsachse zusammengesetzt 
denken. Fig. 113 . Die lineare Ver
schiebungsgeschwindigkeit sei v, 
die Winkelgeschwindigkeit der 
Drehung sei CJ). Die Drehungs
achse sei als x -Achse angeno;m
;men und v bilde ;mit den drei 
Achsen die Winkel q:>x, q:>y und q:>z. 
Die tatsachliche Drehungsge
schwindigkeit p' CJ) eines Punk
tes m zedegt sich parallel zur 
y- und z-Achse in: 

+2 

I 
I 
I 
I 
I / 

A_~_-_-_-_-_ ~ ______ J,,,/ 

Fig. 113. 

+ p CJ)' sin q:> = + CJ) . z parallel zur y-Achse, 

- p • CJ) . cos q:> = - CJ) . y parallel zur z-Achse. 

Die drei Seitengeschwindigkeiten sind dann 

Ux = v cos q:>x; uy = v . cos q:>y + CJ) . z; Uz = v . cos q:>z - CJ) y. 

Die tatsachliche Geschwindigkeit ist 

u2 = ux2 + uy2 + uz2 

= y2 [cos q:>x2 + cos (jly2 + cos (jlz2] + CJ)2 (y2 + Z2) + 2 v . CJ) . cos (jll( • z 
- 2 v . CJ) . cos (jlz • Y 

= v2 + CJ)2 . p2 + 2· y . w . cos (jly' z - 2 . y. CJ) . cos (jlz' y. 

Das Arbeitsyermogen ist dann 
u2 y2 

~m-=9J(-2 .. 2 

+ v . CJ) . cos CPy ~ m . z - v . CJ) . cos cpz ~ m . y. 

Da die Drehungsachse = x-Achse durch den Schwerpunkt geht, ist 

~m'y=~m'z=O 

und das Arbeitsvermogen ist 

142) 

6* 

+x 
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35. Achsenwiderstande bei Drehbewegungen eines starl'en Korpers. 
Literatur: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S. 447, 456. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. 1. Teil. 4. Auf!. S. 336. - Foppl, Vorlesg. iiber techno Mech. IV. Bd. 
6. Auf!.S. 182. 

Ell starrer K6rper drehe sich mit einer Winkelgeschwindigkeit co und einer 
Winkelbeschleunigung yO) um die x-Achse eines Koordinatensystems, Fig. 114. 
Ein beliebiges Massenteilchen m iibt dann tangential zum Umdrehungskreis 
entgegengesetzt zur Drehrichtung den Tragheitswiderstand m· p • Yw, radial 
die Zentrifugalkraft m . p . 6)2 aus. Werden diese beiden Krafte parallel zur y
und z-Achse zerlegt, so entstehen: 

parallel zur y-Achse: 
m . p . co2 • cos Ijl + m . p . Yw . sin Ijl = m . y . 6)2 + m . z . Y w, 

parallel zur z-Achse 
m . p .6)2. sin Ijl- m . p Yw . cos Ijl = m . z . 6)2 - m . y . Yw. 

/ 
/ 

/ 

(f-
~ 

/ 
/ 

+2 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I / 

---~"I / 
_.J../ 

Fig. 114. 

WinkelgescITw,ntiigkeif = {JJ 

W,nke/besch/eunlgung = r., 
+X 

Die Gesamtheit alier Massenteilchen m iibt demnach auf die Achsen folgende 
Kraftwirkungen aus 

~ Kx = 0; ~ Ky = ~ m . y . co2 + ~ m . z . Y w; 
~. Kz = ~ m • z . 6)2 - ~ m . y . Y w. 

~ Mx = -~ m.p2· yeu ; 

~ My = - ~ m . z . 6)2 • X + ~ m . y . yeu . x; 

~ Mz = ~ m· y. co 2 • X + ~ m· z· Yw· X. 

In den Gleichungen fUr ~ Ky und ~ K z stelien, da 6) und yeu fiir alie Teil
chen m konstant sind, die Werte ~ m . y und ~ m . z die statischen Momente 
der Gesamtmasse we = ~ m dar. Sie sind, wenn X a , Ya und Za die Koordinaten 
des Schwerpunktes sind ~;Ill • y = we· Ya und ~;m • z = we· Zs. Der Ausdruck 
~ m . p2 stellt das Tragheitsmoment in bezug auf die x-Achse dar, es sei mit J x 

bezeichnet. Die Ausdriicke ~ m' X· Y = Ox y und ~ m' X· z = Ox z werden 
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"Zentrifugalmomente" genannt. Damit ergeben sich fUr die Zusammen
setzung der auf den Korper wirkenden Kdifte folgende Gleichungen: 

143) 

~Kx = 0 

~ Ky = [J(. Ys • (02 + [J(. Zs • y w 

~ K z = [J(. Zs • (02 - [J( . Ys • Yw 

~ Mx = -Jx'Yw 
~ My = - Cxz • (02 • + CXy • y w 

~ Mz = Cxy ' (02 + Cxz ' Yw 

Diese Krafte mussen nach dem d' Alem bertschen Prinzip mit den auBeren 
Kraften im Gleichgewicht sein. 

Geht die x-Achse, um die der Korper rotiert, durch den Schwerpunkt, ist 
also Ys = 0, Zs = 0, ist ferner der Korper so beschaffen, daB die Zentrifugal
momente CXy = Cxz = 0 werden, so bleibt aus Gleichungl43) als einzige Kraft
wirkung nur einMoment J x ' Yw. Nunmehr dreht sich der Korper um die x-Achse, 
ohne irgendwelche Lagerdrucke zu erzeugen, es ist also auch nicht erforderlich, 
die Drehachse zu befestigen. Eine solche Achse wird daher "freie Achse" genannt. 

36. Rollende Bewegungen und rollende Reibung. 
Literatul': Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S.483. - Keck-Hotopp, 
Mechanik. I. Teil. 4. Auf!. S.347, 359. - Foppl, Vorlesg. liber techno Mech. I. Ed. 
6. Auf!. S. 256. 

Ein Zylinder yom Halbmesser r ruhe auf einer unter einem Winkel a ge
neigten schiefen Ebene, Fig. 115. Die Masse des Zylinders sei [J(, sein Trag
heitsmoment in bezug auf seine Langsachse J. 
Das Gewicht G = [J(. g zerlegt sich parallel 
und senkrecht zur Ebene in P = [J( . g . sin a 
und N = [J(. g. cos a. Alle an dem Korper an
greifenden Krafte gehen durch den Schwer
punkt, der Zylinder kann also bei Annahme 
volliger Glattheit nicht ins Rollen kommen, 
vielmehr wird er abgleiten. Nun erzeugt 
aber der Druck N infolge der Rauheit der Fig. 115. 
sich beruhrenden Korper einen Reibungs-
widerstand bis zur GroBe R = N· f. Diese am Zylinderumfang angrei
fende Kraft versetzt den Zylinder in Drehung. Die Winkelbeschleunigung 

der Drehbewegung sei Yw. Sie ist nach <!leichung 141) Yw = R; r . Die lineare 

R. r 2 R J 
Beschleunigung am Umfang ist dann y = r' Yw = -J- = -, wenn [L = -2 

[L r 
ist. Da bei der Rollbewegung die Umfangsgeschwindigkeit am Beruhrungspunkte A 
der fortschreitenden Geschwindigkeit v immer entgegengesetzt gleich sein muB, und 
dieselbe Beziehung auch zwischen den Beschleunigungen del' beiden Bewegungs-

arten besteht, so stellt y = ~ auch die Beschleunigung der Verschiebungsbe-
(1. 

wegung dar. Dieser Wert ergibt sich aber andererseits aus der Summe der in der 
Bewegungsrichtung wirkenden Krafte we· g . sin a - R = we . g . sin a - [L • y 
und der bewegten Masse we, zu 

[J( . g . sin IX - [J • y 
y= [J( 
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Die Losung lautet 

144) 

145) 

Die Reibungskraft ist 

go sin IX 

we 0 g 0 sin IX 

1+~ 
f1. 

Da andererseits R < N° f ~ we 0 g 0 f 0 cos a ist, folgt daraus 

146) tg IX < (1 + ~) 0 f. 

Wird a groBer als dieser Wert, so gleitet der Zylinder herab, ohne ins RoUen 
zu kO)1l)1len. 

RoUt der Korper mit einer Anfangsgeschwindigkeit c bergan, so tritt in A 
eine ebenfalls nach oben gerichtete Reibungskraft R auf. Gleichung 144) steUt 
dann eine Verzogerung dar. 

370 Tragheitsmomente und Zentrifugalmomenteo 
Literatur: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S.435. - Keck-Hotopp, 
Elastizitatslehre. 1. Teil. 2. Auf!. S.9, 30. - Miiller-Breslau, Graph. Stat. d. Bau
konstr. Bd.1. 3. Auf!. S.44. - Mohr, Dber die Bestimmung und graph. Darstellung 
von Tragheitsmom. ebener Flachen. - Zivilingenieur 1887. S.43. - Land, Uber die 
Berechnung u. bild!. Darstellung von Tragheitsmom. u. Zentrifugalmom. ebener Massen
figuren. - Zivilingenieur 1888. S. 123. - Zeitschr. f. Bauwesen 1892. S. 550. - Fop pI, 
Voriesg. iiber techno Mech. III. Bd. 4. Auf!. S. 85. - Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. 
d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. I. Bd. S.278. - Culmann, Graph. Statik. S.392. 

Allgemeines tiber den Begriff des Tragheitsmomentes und Zentrifugal
momentes. Die allgemeinen Ausdriicke fiir die Tragheitsmomente und die 
Zentrifugalmomente eines um eine Achse rotierenden Korpers waren nach Ab
schnitt 34 b, S.82 und Abschnitt 35, S.84 

147) J x = f Px2 0 dm; J y = f py2 0 dm; Jz = f pz2 0 dm 

148) CXy = f x 0 y 0 dm; Cxz = f x 0 z 0 dm; Cyz = f y 0 z· dm . 

. ~~nlich wie beim Schwerpunkte kaIll1 auch von einem Tragheits- oder 
Zentrifugalmoment nur dann gesprochen werden, wenn eine Mas~e vorhanden 
ist; eine Linie oder Flache hat daher streng genommen kein Tragheitsmoment 
nach obigem Begriffe. Erst weIll1 man. sie sich gleichmaBig mit einer Masse m 
filr die Langen- oder Flacheneinheit belegt denkt, kann von einem Tragheits
~noment gesprochen werden. Nimmt man fiir m die Masseneinheit an, so lauten 
die Gleichungen der Tragheits- und Zentrifugalmomente einer Linie 

147 a) 

148a) 

J x = f Px2. ds; J y = f py2 
0 ds; J z = f pz2 

0 ds 

CXy =fxoyods; Cxz = fxozods; CyZ = fy,zods. 

Fiir eine beliebige nicht ebene Flache lauten die entsprechenden Gleichungen 

147 b) J x = f Px2. dF ; J y = f py2.dF; Jz = f pz2 0 dF 

148b) CXY =fxoyodF; Cxz =fxozodF; CyZ = fyozodF. 

Triigheitsmomente ebener Fliichen. Von besonderer Bedeutung fiir das 
Bauingenieurwesen sind die Tragheits- und Zentrifugalmomente ebener Flachen. 
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a) Rechnerische Behandlung. 

Eine beliebig geformte ebene Flache sei auf ein raumliches rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogen, derart, daB die x- und y-Achse in der Ebene 'der 
Flache liegen, Fig. 116. In diesem Falle haben samtliche Teilchen dF ein z = O. 
Die Tragheitsmomente erscheinen dann in den Ausdriicken 

149) J x =Jy2.dF; J y =Jx2.dF; Jz=J p2.dF = J p • 

Die Tragheitsmomente J x und J y entstehen aus dem Tragheitsvermogen 
bei Drehung um die x- oder y-Achse, die Flache dreht sich um eine in ihrer 
Ebene liegende Achse. Diese beiden Tragheitsmomente werden "axiale 
Tragheitsmomente" genannt. Dagegen entsteht Jz aus der Tragheit bei 
Drehung um die z-Achse, die Flache dreht sich um eine auf ihr senkrecht stehende 
Achse. Das Tragheitsmoment wird auch "polares Tragheitsmoment" 
genannt. 

Von den 3 Zentrifugalmomenten der Gleichung 148) bleibt wegen z = 0 
nur das Zentrifugalmoment Ox y iibrig. 

Beziehungen zwischen axialen und polaren Tragheitsmomenten. Aus den 
Beziehungen, Fig. 116, J x = J y2. dF, J y = J X2. dF, X2 + y2 = p2 folgt: 

150) 

Beziehlmgeu zwischen Tl'agheitsmomenten fiir parallele Achsen. In Fig. 117 
sei S der Schwerpunkt der Flache und x - x und y - y seien zwei durch diesen 

+Z 

Fig. 116. Fig. 117. 

gehende Achsen, die hierauf beziiglichen Tragheitsmomente seien J x und J y • 

Die Achsen xl - Xl und y I - Y I seien parallel zu X - x und y - y in den Abstandei1 
eu und ey l' Dann ist das Tragheitsmoment J Xl fiir die Achse Xl - Xl 

J X1 = J (y -t eXl)2. dF = J y2. dF + 2 eXl J y. dF + e"l2 J dF. 

Da X - x durch den Schwerpunkt der Flache geht, ist J y dF = O. Ferner 
ist J y2 . dF = J" und J dF = F, daher lautet die Gleichung 

151) J"l = J x + eXl2 . F. 

Ebenso folgt fiir die Achse YI - YI 

151a) J Yl = J y .j.. eYl2 • F. 

Das polare Tragheitsmoment J p, fiir den Schnittpunkt 01 der Achsen 
Xl - Xl und YI - YI ist wegen J" + J y = J p und e"12 + en 2 = el 2 

151 b) J Pl = J p + el 2 • F. 
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Zwischen den axialen Tragheits;m.o;m.enten fUr zwei beliebige parallele 
Achsenxi - Xl und X:; - X2, oder YI - YI und Y2 - Y2 bestehen die Beziehungen 

152) JX1 - JX2 = F (eX12 - eX22); 
J Yl - J Y2 = F (eYl2 - ey22). 

Ebenso besteht zwischen den polaren Tragtheitsmomenten in bezug auf 
zwei beliebige Pole 01 und O2 die Beziehung 

152a) J Pl - J p2 = F (e12 - e22). 

Zwischen dem Zentrifugalmoment Oxy in bezug auf die Schwerpunktsachsen 
x - x und Y - Y und dem Zentrifugalmoment OX. Y. in bezug auf die dazu 
parallelen Achsen Xl - Xl und Yl - Yl besteht die Beziehung 

152b) OXl Yl = OXY + eXl . eYl . F. 

Tragheitsmomente fiir ein scbiefwinkliges Achsenpaar. Bilden die Achsen 
miteinander keinen rechten Winkel, sondern einen Winkel~, Fig. 118, und be
zeichnen x und Y die in den Achsrichtungen gemessenen, Xr und Yr die senkrecht 
ge;m.essenen Abstande der Flachenteilchen dF, so bezeichne 

J x = fy2.dF; J y =fx2.dF; Oxy =fx·Y·dF. 

J xr = f Yr2 ·dF; J yr = f Xr2. dF; OXr Yr = f xr · Yr dF. 

Zwischen diesen Ausdriicken bestehen dann die Beziehungen 

153) J xr = sin2 ~. J x; J yr = sin2 ~. J y; OXr Yr = sin2 ~. OXY' 

!I /JI 
I 

Fig. 118. Fig. 119. 

Benennung der Tragheitsmornente fiir verschiedene Achsenarten. Fiir ein 
beliebiges nicht durch den Schwerpunkt gehendes Achsenkreuz entstehen denl
nach bestimmte Tragheits- und Zentrifugalmomente. Erstere sind immer positiv, 
letzteres kann im Vorzeichen wechseln. Raben die beiden Achsen die Eigenschaft, 
daB das Zentrifugalmoment gleich Null ist, so werden die Achsen "zugeordnete 
Achs'en" genannt. Stehen sie auBerdem noch aufeinander senkrecht, so heiBen 
sie "Rauptachsen". Liegt der Koordinatenanfangspunkt auBerde;m. noch im 
Schwerpunkt der Flache F, so werden die Achsen "zugeordnete Schwer
punktsachsen" und "Schwerpunktshauptachsen" genannt. Zu jeder 
Achse gibt es eine zugeordnete Achse. 

EinIluB einer Achsendrehung urn den Anfangspunkt. Fiir ein Achsenkreuz x, y 
(Fig. 119) seien die Tragheitsmomente J x und J y sowie das Zentrifugalmoment O"y 
bekannt. Fiir eine beliebige Achse ° T, die mit der x-Achse den Winkel a bildet, 
ist dann dasTragheitsmoment J = J y'2 . dF = f (y . cos a - X sin a) dF . 
Die Losung fiihrt zu der Gleichung 

154) J = cos2 ex;. J x + sin2 ex;. J y - sin 2 ex;,. OXY' 
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Ermittlung der Hauptachsen. Urn zu ermitteln, fUr welchen Wert von a 
der Wert J zu einem Maximum oder Minimum wird, muB der Differential-

quotient ~~ aus Gleichung 154) gleich Null gesetzt werden. Die Losung gibt 

155) 

Der zweite Differentialquotient lautet 

155a) d2J 2 cos 2 IX [ 2 ] 
dIX2 = - J x _ J; (Jx - J y)2 + 4 CyX . 

Die beiden der Gleichung 155) genugenden Werte fUr a liegen urn 900 aus
einander, die beiden Achsen stehen also senkrecht aufeinander. Aus Gleichung 
155 a) folgt, daB diejenige Achse das Maximum von J ergibt, fUr die - cos 2 a 
ein negativer Wert ist, das Minimum von J, fUr die - cos 2 a ein positiver Wert 
ist. Werden die beiden Achsen, die Hauptachsen, mit I und II, die ihnen ent
sprechenden Tragheitsmomente mit J I und I n benannt, so gibt die Losung nach 
diesen beiden Wert en 

f J I = 
J x + J y + 

Jx-Jy 
2 2· cos 2 IX 

156) 

t J u = 
J x + J y Jx-Jy 

2 2· cos 2 IX 

Die Losungen direkt aus den Wert en J x, J y 

und CXy lauten 

156a) JII = J x ~ J y ± -V ( J x -; J y r + CX2y . I 
I 

I 

!I 

Ermittlung der zugeordneten Achse. Fur zwei Fig. 120. 
beliebige nicht zugeordnete, aber aufeinander recht-

---~%' 

winklig stehende Achsen x und y, Fig. 120, seien Tragheits- und Zentrifugal
momente J x, J y und CXy bekannt. Die Achse x' bilde mit x den Winkel ax, 
es solI der Winkel ay er~ittelt werden, den eine zu x' zugeordnete Achse y' 
mit der Achse x bildet. Es muB sein CX'y' = O. Dies gibt mit 

157) 

y' = y . cos (Xx - X • sin tXx; x' = x· sin ocy - y . cos Cl.y 

J x + tg IXx' tg lXy ' J y = (tg IXx + tg IXy) CXy. 

Die Losung nach ay gibt 
J x - tg IXx' CXy 

tg IXy = --=--::........--~ 
CXy - tg IXx' J y 

Fur ax = 0 ergibt sich die zur x-Achse zugeordnete Achsenrichtung 

Jx 
157a) tg ocy = -C . 

xy 

Tragheitshalbmesser. Nach Gleichung 149), S. 87 waren die Tragheits
momente J x und J y fiir ein beliebiges Achsenkreuz x, y durch die Werte 

149) J x = jy2.dF ; Jy = jx2 .dF. 

Diese Werte haben die Benennung cm4 oder m4. Dividiert man die Trag
heitsmomente durch den Inhalt F der Flache, so muB ein Wert mit der Benennung 
cm2 oder m2 entstehen. 
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158) 

oder allgemein 

i2 = : ; i = f : . 
Die Strecke i wird "Tragheitshalbmesser" genannt. 

Tragheitsellipse. Nach Gleichung 154), S.88 besteht zwischen den Werten 
J x, J y , CXy und J r die Beziehung 

154) 

Sind die zugrunde gelegten Achsen die Hauptachsen I und II gewesen, ist 
also CXy = 0, so ist nach Division durch F 

159) 

160) 
J J 

a2 = _1 ; b2 = ~. 
F F 

Tragt man die Tragheitshalbmesser ir vom Koordinatenanfangspunkt 0 
aus senkrecht zu den dazugehorigen Achsen 0 P auf (Fig. 121), also 0 A = a, 
o B = b, 0 C = ir, so umhullen die Parallelen zu der Achse 0 P durch C eine 
Ellipse, die "Tragheitsellipse" geannnt wird. Die Strecken a und b sind die 
beiden Halbmesser der Ellipse. 

Die Strecke 0 D = i stellt den Tragheitshalb;messer des schiefwinklig in 
Richtung der zu 0 P zugeordneten Achse gemessenen Tragheitsmomentes dar. 

Liegt der Nullpunkt des Achsenkreuzes im Schwerpunkt des Querschnitts, 
so wird die Ellipse auch "Zentralellipse" genannt. 

Fur ein beliebiges zugeordnetes Achsenkreuz x, yergibt sich, daB die beiden 

II 
E 

Fig. 121. 

Tragheitshalbmesser zugeordnete Achsen der 
Tragheitsellipse sind. 

II n 

A 

Fig. 122. 

Der Tragheitskreis. Es fragt sieh nun noch, ob die Tragheitsellipse fUr einen 
bestimmten Punkt 0 mit den Koordinaten Xo und Yo ein Kreis werden kann. 
Sind die Tragheitsmomente J 1 und J u fur die beiden Schwerpunktshauptachsen I 
und II bekannt, Fig. 122, so ist das Tragheitsmo;ment I n fUr eine beliebige 
Achse n-n: 

I n = J. + e2·F = J1·eoS2 01: + J u ·sin2 01: + (Yo' cos 01: + xosinoc)2.F. 



Tragheitsmomente und Zentrifugalmomente. 91 

Die Losung lautet nach Einfiihrung der Tragheitshalb;messer 

I n = ! [a2 + b2 + X02 + Y02 + cos 2tX (a2_ b2 + Y02_ X02) - 2xo' Yo' sin 2 IX] 

I n wird unabhangig von a, wenn a2- b2 + Y02_X02 =0 und xo' Yo =0 ist. 
Die Losung lautet 

161) 

Die Punkte 01 und O2 liegen de;mnach auf der kleinen Achse der Zentral
ellipse. Ihr Abstand yom Schwerpunkt ist gleich der Exzentrizitat der Zentral
ellipse, sie werden daher auch "Antibrennpunkte" genannt. Das Tragheits
moment fUr aIle Achsen durch die Antibrennpunkte ist I n = Jr' Die Tragheits
ellipse wird zum "Tragheitskreise", dessen Radius gleich der groBen Achse 
cler Zentralellipse ist. 

b) Zeichnerische Behandlung. 

Del' Mohrsche Kreis. Von einer beliebigen FIache seien die Tragheits
momente J x und J y und das ZentrifugaImoment Ox,- in bezug auf ein be
liebiges rechtwinkliges Achsen-
kreuz x y bekannt. Es sollen auf 
zeichnerischem Wegt;l die unter a) 
rechnerisch ermitteIten GraBen 
gefunden werden. Die Konstruk
tion ergibt sich aus Fig. 123. 

Vom Koordinatenanfangs
punkt ° aus werden in irgend
einem MaBstabe auf einer Achse, 
etwa der x-Achse, die Werte ° A = J y und A B = Jx auf
getragen. (Wird die Auftragung 
auf der y-Achse ausgefiihrt, so 
muB erst J x , dann J y foIgen.) 
Auf einem Lote im TeiIpunkte A 
wird A 0 = Ox y aufgetragen. (1st 
Ox y positiv, so erfoIgt die Auf
tragung in den positiven Qua
dranten des Koordinatensystems, 
bei negativem Ox y in den nega
tiven Quadranten.) Dm den HaI
bierungspunkt D der Strecke ° B = J x + J y wird ein Kreis 
geschlagen. 

y 

I 
0, 

I 

1" I Y 

/.~~'?-~-

// 
/ ' 

/ / / i 

Fig. 12:3. 

Beliebige Aehsen. Zieht man einen beliebigen Durchmesser 01 Bl und falIt 
man von 0 aus auf 01 BI das Lot 0 Ai' so sind die Flachen;mo;mente fUr das neue 
Achsenkreuz x' y' durch folgende Strecken dargestellt : 01 Al = Jy'; Al Bl = JX

/ ; 

AIO = O~y. 

Hauptachsen. Geht ein Durch;messer O2 B2 durch 0 hindurch, so ist Ox ~ = 0, 
die neuen Achsen I und II sind zugeordnet, und da sie aufeinander senkrecht 
stehen, sind sie die Hauptachsen. Die Strecken O2 0 und (. B2 stellen die Haupt
tragheits;mo;mente I n und J r dar. 

Zuge11'dnete Achsen. Zwei beIiebige zugeordnete Achsen findet man, indem 
man in Fig. 124 durch den wie in Fig. 123 gefundenen Punkt 0 eine beliebige 
Gerade E F zieht. Die Aehsen ° E und ° F sind dann zugeordnete Achsen. 



92 IV. Dynamik starrer Korper. 

Die auf sie bezogenen Tragheitsmomente J u und J v findet man, indem man von 
C aus auf die Tangenten in E und F die Lote C G = J u und C H = J v fallt. 

y 

M 

Zugeordnete Achsen zur x- und 
y-Achse. Die zur x-Achse zugeord
nete Achse 1) findet )nan durch 
die Gerade C B. Die Verlangerung 
uber C schneidet den Kreis in N. 
N 0 ist die zur x -Achse zugeord
nete Achse 1) • Das Tragheits
moment J'l ist durch das Lot C K 
auf die Tangente in N gegeben. 

Die zur y - Achse zugeordnete 
_--.;*=---__ ...,.~:--~D------==-_¥B~x Achse ~ ist die Verbindungslinie CO. 

" ,---~o.;.,.' ,~\ .. \ \,,\--Jx-----~ Das Lot C M auf die Tangente in L 

"" \ \ stellt J~ dar. 
" Jv \ \ Die Beweise ergeben sich in " \ \ "\ \ sehr einfacher Weise aus den geo-

"\,,\ metrischen Kreisbeziehungen unter 
\ ,,\ Beachtung der unter a) entwickelten 

_ H f Gleichungen. Z. B. folgt £iir die 

Fig. 124. 
beiden Haupttragheitsmomente in 
Fig. 123 unter Beachtung der Glei
chung 156 a), S. 89. 

02D-iAD2+ AC2 

38. Rechnerische Ermittlung von Tragheitsmomenten. 
Literatur: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Aufl.. S.437. - Keck-Hotopp, 
Elastizitatslehre. 1. Teil. 2. Aufl.. S. 15. - Miiller-Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. 
Bd. I. 3. Auf!. S.30. - Forster, Taschenbuch fUr Bauingenieure. 3. Auf!. S. 121. -
"Hiitte." - Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitslehre. I. Bd. 
S. 301. - Culmann, Graph. Statik. S. 431. 

a) Tragheitsmomente von Linien. 
Fur allgemeine raumliche Falle gelten die Gleichungen 147 a) und 148 a), 

S. 86. 
Von gr613erem Interesse sind die Tragheitsmomente ebener Linien. Liegen 

die x- und die y-Achse in der Ebene der Linie, so gehen, ebenso wie es im 
Abschnitt 37, S. 87 £iir ebene Flachen entwickelt ist, die Ausdrucke £iir die 

\ 

Tragheitsmo)nente in die der Gleichung 149) uber, 
nur steht ds statt dF. 

1. Die gerade Linie. Nach Fig. 125 ist 

dy 
ds = ---. -;. 

SIn 0(. 

~~_~o~a~j __ ~ __________ ~ ___ x 162) Se, er y2 e a e 3 
J x = y2. ds = _._dy = 1 ~ 2 

, SIn 0(. 3 . SIn 0(. 
Fig. 12.5. e, e, 
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Fiir eine Achse durch den Schwerpunkt ist el = + ~ . sin a; e2 = - ~ • sin a, 
also 

162 a) J - ~ . 2 • b . 900 . J I '- (is 
s - 12 sm oc, 61 oc = . s - 12 

Fiir eine Achse durch das untere Ende der Geraden ist e2 = 0 und 
el = + 1 . sin a. 

(is p 
162b) J = -sin2 oc' beioc = 90°: J '=_ 

u 3' u 3 '.I' ) ~ ____ i ~~ ,~~~'~__ _ __ ~ 
- 1,1 , a. -2. Der Kreisbogen. Die Losung ergibt bei den I ' 

Bezeichnungen nach Fig. 126 i -"--, 
I ................ 

1 
Jx =- r3 (arc oc - sin oc . cos oc) I.I'F· 

163) 
19. 126. 

J y = r3 (arc oc + sin oc . cos oc) 
J M = J x + J y = 2 r3. arc oc (Polares Tragheitsmoment) 

3. Beliebige Zusammensetzung von Geraden und Kreisbogen 
in einer Ebene. Sind Jxl' J y1 '" J xu ' J yn die Tragheits)nmnente der einzelnen 
Geraden- bzw. Bogenteile in bezug auf ihre zur x- und y-Achse parallelen Schwer
punktsachsen, Xl Yl' x2 Y2 ..• Yn Yn, die Koordinaten dieser Teilschwerpunkte 
in bezug auf das durch den Gesamtschwerpunkt S gehende Achsenkreuz X y, 
und sl' S2 ..• Sn die Langen der einzelnen Teile, so ist 

{ 
Jx = ~ J xn + ~ Sn • Yn2 

164) 
J y = ~ J yn + ~ Sn • xn2. 

b) Tragheitsmomente von Flachen. 

In allgemeinen Fallen gilt das unter 
Abschnitt 37, S. 86 Gesagte. 

1. Die Dreiecksflache (Fig. 127). 

Mit dF = z·dx = b: dx ergibt sich 

h 

J 1 =5bx3 dx= bh3 = F.h2 

h 4 2 
o 

165) 

2. Die Rechteckflache (Fig. 128). dF = b dz 
gibt 

h. h3 h2 
J1 = S b . Z2 dz = b 3 = F· 3 

o 

166) 
b h3 b h3 
-----

/~ 

s 

/Y 

Fig. 127. 

I -
i 's , 

- - s-l -t ' l-
I 

3 

s 

3 4 - - 1 

b h3 
12 

h2 
F-· 

12 

I 
1'1 

Fig. 128. 
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3. Die Kreis- und Kreisringflache (Fig. 129). Da die Flache fUr jede 
durch'.M gehende Achse dasselbe Tragheitsmoment hat, ist nach Gleichung 150), 
S. 87 das polare Tragheitsmoment fiir den Mittelpunkt M J M = 2 J x • Mit 
dF = 2 P . 7t • dp ergibt sich fiir dcn Kreis 

167) 

.:0---

169) 

170) 

! 
R R2 

JM = f 2 p' 7t. dp. p2 = R4 ; D4~ =F-
0 

32 2 

J -~ R4~ D4~ =F 
R2 

x - 2 4 64 4 

Fiir einen Kreisring mit den Radien R 
und r ist 

Fig. 129. 

.-~ 

168) 

4. Die Kreisabschnittsflache (Fig. 130). 

r2 [ 2· sin3 0{ • cos 0{ ] J x = F· -4 1 - -c-:----------:-
3 (arc 0{ - sin 0{ • cos O{) 

2 sin3 0{ • cos 0{ ] 

(arc IX - sin IX' cos IX) • 

Das polare Tragheitsmoment fiir den Mittelpunkt M des Kreises ist 

r 2 [ 2 • sin3 IX ·cos IX ] J M = F -2 1 + ...,.......,----.,-----
3 (arc IX - sin IX' cos IX) • 

IY 
I 
I 1'/,' , , 

, 
I /' 

oo-.~~.-.-- -,-00 

I ................... 
i " 
i 
iy Fig. 130. 

5. Die Kreisausschnittsflache (Fig. 131). 

Fig. 131. 

J x = F - 1 - = - arc IX - SIn 0{ • cos a r2 [ sin 0{ • cos IX] r4 [ . ] 
4 arc IX 4 

Jy = F - 1 + = - arc 0{ + sin IX • cos a r2 '[ sin a· cos IX] r4 [ ] 
4 arc IX 4 

r 2 r 4 
JM = F "2 = '2' arc IX. 
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Rechnerische Ermittlung von Tragheitsmomenten. 

6. Die EllipsenfHi.che (Fig. 132). 

J x = a. b3~; Jy = b a3 ~ 
4 4 

J M = a· b : (a2 + b2) [Polares Tragheitsmoment]. 

iv 
Fig. 132. 

7. Die Parabelflache (Fig. 133). 

f a. b3 2 

x----

172) I 
J x =30; J y = 7 b . a3 ; 

J 16 b 3. J 8 b 3 
z = 105 . a, 8 = 175 a. 

, 
Iy Is Iz 

Fig. 133. 

Setzt man den Flacheninhalt des Parabeldreieckes mit 

F=~ a.b 
3 

ein, so ist: 

J =~F.b2. ~J =~F.a\l. J =~F.a2. J =~F.a2. 
x 20 ' ,y 7 'z 35 's 175 

95 

8. Beliebige Zusammensetzung von Flachen der vorigen~Art. 
Sind die Xn und Yn Koordinaten der Schwerpunkte der Teilflachen, J xn und J yn 
die Tragheitsmomente der Teilflachen fUr ihre zur x- und y-Achse parallelen 
Schwerpunktsachsen, so ist nach Gleichung 151 und I51a, S. 87 

173) {
Jx = ~Jxn + ~Fn·yn2 
J y = ~ J y n + ~ F n • xn2 

c) Tragheitsmomente von Korpern. 
1. Das gerade Prisma (Fig. 134). 1st Fg die 

Grundflache, J gX das axiale Tragheitsmoment der 
Grundflache in bezug auf die x-Achse, J gp das polare 
Tragheitsmoment der Grundflache in bezug auf den 
DurchstoBpunkt der z-Achse, so ist 

174) 
IJx=Jgx.h+ I~Fg.h3 
1 Jz = Jgp·h 

1st die Grundflache ein Rechteck mit den Seiten 
a und b, so ist 

z 

Fig. 134. 
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174a) 

Fur einen Wurfel mit a = b = h ist 
a 5 

174b) J x = Jz = 6" 

1st die GrundfHi.che ein Kreis vom Radius R, so ist 

174c) 

z 

Fig. 135. 

176) 

J x = R4~ h + _1_ R 2nh3 = ~R2h (R2 +~) 
4 12 4 3 

2. Die gerade Pyramide mit rechteckiger 
Grundflache (Fig. 135). S sei der Schwerpunkt 

der Pyramide (in ! von der Grundflache) und V 

das Volumen 

175) 

3. Der gerade Kreiskegel. Bei derselben 
Achsenbezeichnung wie unter 2. ist 

f J = ~r2.h (~h2 + r2) = ~ V (~h2 + r2) 
x 20 4 20 4 

t J = ~ r 4 • h = ~ V . r2 
z 10 10 

4. Die Kugel. Fur irgendeine Achse durch den Mittelpunkt ist, wenn r der 
Radius der Kugel ist 

177) 

39. Zeichnerische Ermittlung von Tragheits- und Zentl'ifugal-
momenten ebener Querschnitte. 

Literatur: Keck-Hotopp, Elastizitatslehre. 1. Teil. 2. Aufl. S. 22. - Miiller-Breslau, 
Graph. Stat. d. Baukonstr. Bd. I. 3. Aufl. S. 23. - Keck, Graph. Statik. S. 28. -
Foppl, Vorlesg. uber techno Mech. II. Bd.5. Aufl. S. 86. - Mehrtens, Vorlesg. iiber 
Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. I. Bd. S. 295. 

Die zeichnerische Ermittlung von Tragheits- und Zentrifugalmomenten geht 
von den Gleichungen 149), S. 87 aus 

149) J x = f y2 . dF; J y = f x2 . dF; Ox y = f x . y . dF . 

Man zerlegt den Querschnitt parallel zur Aehse, fur die das Tragheitsmoment 
bestimmt werden solI (Fig. 136), in Flachenstreifen ~Fl bis ~Fn, zeichnet zu 
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diesen mittels eines Kraftecks mit der Polweite H (00 Flachenma.Bstab des Kraft
ecks zu messen) ein Seileck und findet durch den Schnittpunkt der au.Bersten 
Seileckseiten 1 und n die Lage 
des Schwerpunktes. Sind Xl 
bis Xn die Abstande der Schwer
punkte Sl bis Sn der FHichen
streifen von dieser Achse, so 
ist angenahert das Tragheits
moment der ganzen Flache 
fUr diese Schwerpunktsachse 

J y = 1: b.Fn · xn2 • 

(Darin sind allerdings die ;'" 
Tragheitsmomente der Fla
chenstreifen fUr ihre eigenen 
zur y-Achse parallelen Schwer
achsen vernachlassigt. Der 

1Z 

Fehler ist aber bei geniigend enger Teilung gering, 
kann auch in den meisten Fallen durch das nach
tragliche Einzeichnen der Seilkurve ausgeglichen 
werden.) 

1. Das Verfahren von Culmann. Ver
langert man samtliche Seileckseiten bis zum 
Schnitt mit der y-Achse, so stellen nach Ab
schnitt 14, S. 20 die dort abgeschnittenen Strecken 
"1)1' 1)2 usw. bis 1)n nach Multiplikation mit der 
Polweite die Momente b.F1 · xl usw. dar. Denkt 
man sich diese Strecken als in den entsprechen
den Schwerpunkten Sl bis Sn wirkende Krafte 
und zeichnet zu ihnen mittels einer neuen Pol
weite HI (in Langenma.Bstab der Figur zu messen) 
ein Seileck, so stellt die Strecke 1), die von den 
auBersten Seileckseiten auf der y - Achse ab
geschnitten wird, nach Multiplikation mit HI 
das statische Moment der in den Teilschwer
punkten Sl bis Sn wirkend gedachten Krafte Y}1 

178) 

g 

bis Y}n 

~ej I 
,I I: k 

1 jY: iY1 1 /,q. 

1 ii' I. / 1 z,/- C 

h ,I .3 jL~ 

- ~efitTI 
~~ 

-f--~ u_ 
k-H~ 1 1 1 

1-1+,: I I '-
,~ , 1 

l':- I I 31 
, I 

I 
z, I , 

"- ! 
:J 

Fig. 136. 

dar. Daraus folgt 

F 
Hat man H = 2 gemacht, also ein Seileck gezeichnet, dessen auBerste Pol-

strecken unter 45° geneigt sind, so ist 

178a) 

2. Das Verfahren von Mohr. Die Strecken 1)1' Y}2 bis Y}n in Fig. 136 
stellen nach Multiplikation mit H die statischen Momente b.Fn · Xn der 
Flachenteile b. Fn in bezug auf die y-Achse dar. ~ b.Fn · Xn = H ~ Y}n. Der 
Inhalt F 1 der Seileckflache abc d zwischen Seileck und Verlangerung der 

X 
au.Bersten Seileckseiten 1 und 4 stellt dann den Ausdruck 1: Y}n . f dar, daher ist 

179) J y = ~ b.Fn . xn2 = H 1: Y}n· Xn = 2 H· Fl' 
Handbibliothek 1. 2. 7 
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F 
Hat man wiederum die Polweite H = 2 gemacht, die auBersten Seileckseiten 

unter 450 angenommen, so ist 

179 a) 

Denkt man sich die Teilung der Flache unendlich eng, so geht das Seileck 
abc in die Seilkurve g h i k liber und unter F 1 ist die von dieser Kurve und 
den Tangenten in ihren Enden begrenzte Flache zu verstehen. In den meisten 

"-
"-

"
"-

"-
"-

"-
"-

I 
I 
I 

~~~---r~~----~~----~ 

H -------">1 

/ 

a.' 
l' 

Sei/eckI 

b' / 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

3' / ~ 
/ ~ 

/ ~ 

/ ~ 

Fallen kann diese Kurve als Parabelbogen aufgefaBt werden, deren Inhalt sich 

zu F' = ~ a b ergibt (wenn a und b die Parabelsehne und den Parabelpfeil vor

stellen). 
Flir eine beliebige zur y-Achse parallele Achse Yl - Yl ergibt sich das Trag

heitsmoment aus dem Produkte von 2 H und del Flache abc e f d. Der Beweis 
folgt.sehr einfach aus der Gleichung 151), S.87 J Y1 = J y + F· e2• 

Der Inhalt des Dreiecks d e f stellt nach Multiplikation mit H den Ausdruck 
e2 

F'"2 dar, da F'e = H·1)e. Diese Flache addiert sich zu der den WertJy kenn-

zeichnenden SeileckfIache Fl' 
Ganz allgemein gilt also der Satz: Das Tragheitsmoment ist gleich 

dem Produkte aus der doppelten Polweite 2 H und der Seileck
flache Fl' die begrenzt wird von dem Seileck selbst, der Ver-
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langerung der auBersten Seileckseiten bis zur Achse und der 
Achse selbst. 

Zeicbnerische Ermittlung des Zentrjrngalmoments. U:m auf zeichnerischem 
Wege das Zentrifugalmoment OXy ftir das Achsenkreuz x - Y (Fig. 137) zu er
halten, zerlegt man die Flache zweckmaBig in derartige Teilflachen, daB deren 
Zentrifugalmomente in Bezug auf zu den beiden Achsen parallele Achsenkreuze 
durch die Schwerpunkte der Teilflachen zu Null werden. (Flachen mit einer Sym
metrieebene.) Die Seilecke I und I' zu den als Krafteck aufgetragenen Flachen 
d Fn geben die Lage des Gesamtschwerpunktes S. Dabei ist Seileck I' durch 
Drehung der Poistrahien urn 900 ohne ein besonderes Krafteck gezeichnet. 
(Vgl. Abschnitt 25, S. 47.) 

Das Zentrifugalmoment ist nach Gleichung 152 b), 8. 88 

Ox y = :l: d Fn . Xn . Yn, 

wenn Xn und Yn die Koordinaten der Teilschwerpunkte sind. Das Seileck I mit 
der Polweite H (als Flache im MaBstabe der Flachenauftragung des Kraftecks zu 
messen) gibt: :l: dFn · x = H·:l: "/)n, OXy = H·:l:"/)n· Yn' 

FaBt man die Strecken "/)1 bis "/)3 als Krafte parallel zur x-Achse in den Teil
flachenschwerpunkten 81 bis 83 wirkend auf und zeichnet mit der Polweite HI 
(im LangenmaBstabe der Figur zu messen) ein neues Seileck II, wobei das Seil
eck gegen das Krafteck urn 900 gedreht wird, so ist HI . "/)xy = :l: "/)n . Yn, worin 
"/)xy der Abschnitt der au Berst en Seileckseiten des Seilecks II auf der x-Achse ist. 
Daraus folgt 

180) OXy = H· HI' "/)xy. 

Ebenso konnte man die Seiten des Seilecks I' bis zu x-Achse verlangern 
und diese Abschnitte "/)1' bis "/)3' als Krafte in den Teilschwerpunkten 81 bis S3 
parallel zur y-Achse auffassen. Ein urn 900 gedrehtes Seileck mtiBte mit der Ver
langerung der auBersten Seiten auf der y-Achse ebenfalls die Strecke "/)Xy abj 
schneiden. 

v. Statik elastischer Korper. 

40. Begriffe der Elastizitat. 
Literatur: Keck-Hotopp, Elastizitiitslehre. 1. Teil. 2. Auff. S. 49. - W. Ritter, Graph. 
Statik. 1. Teil. S.141ft - Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auff. S. 515. -
Grashof, Elastizitat u. Festigkeit. 2. Auff. S.1. - F6ppl, Vorlesg. iiber techno Mech. 
I. Bd. 6. Auff. S.291. III. Bd. 4. Auff. S.35. - Mehrtens, VorIesg. tiber Stat. d. 
Baukonstr. u. Festigkeitsl. I. Bd. S. 1. 

Die bisherige Annahme, daB die einzelnen Teile eines Korpers miteinander 
in vollkommen starrer Verbindung stehen, d. h. daB sie in ihrem gegenseitigen 
Abstande durch auBere Krafte am Korper nicht beeinfluBt werden, trifft tatsach
lich fUr keinen Korper zu. AIle Korper erleiden unter der Einwirkung 
auBerer Krafte mehr oder weniger starke Formanderungen, sie 
sind elastisch. Geht nach Verschwinden der auBeren Krafte der Korper 
wieder ganz in seine alte Form zuriick, so heiBt er volIkommen elastisch, 
bleibt eine gewisse Formanderung bestehen, so heiBt er unvollkommen 
elastisch. 

Ein Stab von tiberall gleichem Querschnitt F werde an beiden Enden von 
einer Langskraft S beansprucht, Fig. 138. Wird angenommen, daB die Kraft 
S so angreift, daB die inneren Krafte sich gleichmaBig tiber den Querschnitt 

7* 
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verteilen, und bezeichnet :man die Kraft, die auf die Einheit (1 qcm oder 1 qm) 
des Querschnitts entfallt, mit a, so besteht die Gleichung 

s~--------t-------~s 
181) 

I 
I 

s-f ----- --li1I--u.r~S 
I I 
~ k

u 
Fig. 138. 

Der Wert a wird "Spannung" ge
nannt und hat die Bezeichnung kg] qcm 
oder t/qm; die Kraft S heiBt Spann
kraft. Je nachdem Seine Zug- oder 
Druckkraft ist, ist a eine Zug- oder 
Druckspannung. 

Unter der Wirkung der Spannung a erfahrt der Stab von der Lange l eine 
Langenanderung tll, bei Zugspannungen eine Veriangerung, bei Druckspannun-

gen eine Verkiirzung. Das Verhaltnis ~ l = e: wird "Dehnung" genannt. 

e: ist abhangig von a, das Gesetz dieser Abhangigkeit, a = f(E) oder e: = (jl(lT) , 

wird "Elastizitatsgesetz" genannt. 
Auf die speziellen elastischen Eigenschaften der einzelnen Baustoffe soIl 

hier nicht eingegangen werden. Es sollen nur die Elastizitatsgesetze behandelt 
werden, die fUr die Statik der elastischen K6rper von Bedeutung sind. 

a) Das Hookesehe Elastizitiitsgesetz. Es wurde von dem Physiker Robert 
Hooke aufgestellt und besagt: Die Dehnung e: ist proportional der 
Spannung a. 

182) 

Diejenige Dehnung e:2 = a, die unter Einwirkung der Spannung a2 = 1 
entsteht, heiBt "Dehnungszahl". Es besteht also die Gleichung 

183) 
e: 

a: 1 = e:: (X; a = -; e: = (X. a. 
(X 

Diejenige Spannung a2 = E, unter deren Einwirkung die Langenanderung 
tll2 = l oder die Dehnung e:2 = 1 entsteht, heiBt "Elastizitatskoeffizient" 
oder "Elastizitatsmodul". Die Gleichung lautet. 

b.l a 
184:) a : E = tll: l; a = -z- E = e:. E; e: = E . 

Zwischen Dehnungszahl a und Elastizitatskoeffizienten E besteht die Be
ziehung 

185) E=~. 
(X 

b) Das Potenzgesetz. Es wurde von C. Bach aufgestellt und gibt die Ab
hangigkeit von Dehnung e: und Spannung a in der Form 

186) e: = (Xo' an; a = [ :0 ] ~ 
Die Dehnungszahl und der Elastizitatskoeffizient sind mit der Spannung 

veranderlich. Sie sind durch die Gleichungen 

187) 

188) 

gegeben. 

de: 
(X = - = n • Ilto • an - 1 

da 

E = ~ = _1_ a1 - n 
de: n • (xo 
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Fur die Statik elastischer K6rper ist fast allein das Hookesche Gesetz von 
Bedeutung. Die Einfiihrung anderer Elastizitatsgesetze fiihrt zu komplizierten 
Ergebnissen, die fur die praktische Verwertung unbrauchbar sind. 

41. Widerstand gegen reine Langskrafte. 
Literatl£r: Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Aufi. S.517. - Keck-Hotopp, 
Elastizitatslehre. 1. Teil. 2. Auf!. S. 49. - Mtiller-Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. 
Bd.1. 3. Auf!. S.55. - Grashof, Elastizitat u. Festigkeit. 2. Auf!. S.42. - Mehr
tens, Vorlesg. tiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. 1. Bd. S. 313. 

Eine Langskraft S solI an einem prismatischen Stabe vom Querschnitte F 
so angreifen, daB sie eine gleichmaBig verteilte Spannung 11 = SjF erzeugt. Es solI 
untersucht werden, in welchem Punkt die Kraft S angreifen muB. Die auf ein 
Querschnittsteilchen dF entfallende Kraft ist 11 • dF. Aile diese Krafte bilden 
ein System von Parallelkriiften, deren Mittelkraft nach Abschnitt 21, S. 41 
durch den Schwerpunkt der Querschnittsfiache gehen muB. Da S mit dieser 
Mittelkraft im Gleichgewicht sein soil, miissen beide Kriifte in einer Geraden 
liegen. Es folgt also der Satz: Eine im Schwerpunkt eines Querschnitts 
angreifende Kraft S erzeugt III dem Querschnitt eine gleich
maBig verteilte Spannung 

181) 
S 

cr = F. 

42. Spanllullgell aus reiller Biegullg. 
Literatur: Aug Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S.521. - Keck-Hotopp, 
Elastizitatslehre. 1. Teil. 2. Auf!. S. 79. - Grashof, Elastizitat u. Festigkeit. 2. Auf!. 
S. 54. - Foppl, Vorlesg. tiber techno Mech. 1. Bd. 6. Auf!. S. 305. III. Bd. 4. Auf!. 
S. 73. - Mehrtens, Vorlesg. tiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. I. Bd. S. 324. 

Grundlegende Voraussetzungen. Ein unter der Wirkung eines Biegungs
momentes stehender Balken biegt sich durch. Die Biegung kom;mt dadurch 
zustande, daB sich die vor der Biegung rechteckigen Scheiben abc d von der 
Lange dx infolge der aus den inneren Spannungen hervorgehenden Langen
an.derungen ~ dx in Trapeze a1 b l c1 d l verwandeln, Fig. 139. Dabei wird die 
durch Erfahrungen hinrei-
chend bewiesene e r s t e V 0 r -
aussetzung gemacht, daB 
Q uerschnitte des Bal
kens, die vor der Biegung 
eben waren, au.ch wah- VerkiJrzungen 

rend der Biegung eben 
bleiben. 

InBezug auf die Beanspru -
chung der einzelnen Fasern 
zerfallt derQuerschnitt in zwei 
Teile: den Teil, der Verkur
zungen, entsprechend Druck
spannungen, und den Teil, der 
VerHingerungen, entsprechend 
Zugspannungen, erleidet. Beide 

Fig. 139. 

Teile werden durch eine Linie getrennt, die Schnittlinie des Querschnitts vor und 
nach der Biegung, die keine Dehnungen, also auch keine Spannung aufweist. 
Sie wird daher "Spannungsnullinie", "Nullinie" oder "Neutrale Faser" genannt. 
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Die Dehnungen nehmen dann nach Fig. 139 proportional mit dem Abstand von 
der Nullinie zu. Nimmt man als zweite Voraussetzung das Hooke Gesetz 
an, so folgt daraus, daB auch die Spannungen in den einzelnen Querschnitts
teilchen proportional mit dem Abstand des Teilchens von der Nullinie wachsen. 
Es ergibt sich damit ein Spannungsbild nach Fig. 140. Die von der Nullinie am 
weitesten entfernten Fasern erleiden die groBten Beanspruchungen, die "Rand
spannungen" genannt werden. Samtliche nach Fig. 140 aufgetragenen 
Spannungen stellen eine Ebene dar, die die Querschnittsebene in der Null
linie n - n schneidet. Sie mussen mit dem Biegungsmoment M im Gleich
gewicht sein. 

Fig. 140. 

Spannungsermittlung bei Annahme eines beliebigen (nicht zugeordneten) 
Achsenkreuzes durch den Schwerpunkt. Der Querschnitt werde auf ein beliebiges 
Achsenkreuz x y bezogen. Der Schwerpunkt S sei Koordinatenanfangspunkt, 
die Achsen bilden einen Winkel cpo Die Spannungsebene hat clann eine Gleichung 

cr = a . x + b . y + c, 

wo cr die Spannung an einer beliebigen Stelle mit den Koordinaten x und y, in 
den Achsenrichtungen gemessen, a, b und enoch zu ermittelnde Festwerte sind. 
Auf dieses Kraftesyste;m werden die Gleichgewichtsbedingungen angewandt. 
Es nmB die Su;mme aller Spannungen, die Summe aller Mo;mente u;m die x-Achse 
uno die Sum;me aller Momente um die y-Achse gleich Null sein. 

(1) J cr· dF = 0 = J [a x + b· y + cJ dF 

(2) Mx - J cr . y . sin tp dF = 0 = Mx - J [a . x + b . Y + c] y sin tp dF 

(3) My - J cr· X· sin cp dF = 0 = My - J [a. x + b· Y + cJ x sin tp dF. 

Die Auflosung der Gleichung 1) gibt, da J X· dFund J y' dF die mit _.1_ 
sm tp 

multiplizierten statischen Momente der Querschnittsflache in bezug auf die beiden 
Achsen sind, und da diese wiederum elurch den Schwerpunkt gehen, also 
J x . elF = J y . dF = 0 ist, c = 0. Die Spannungsgleichung cr = a· x + b· y + c 
ergibt dann fUr x = 0 und y = 0, elaB cr = 0 ist, d. h. daB die Nullinie durch 
den Sch werpunkt geht. Die Auflosung der Gleichungen 2) und 3) gibt unter 
Beachtung, daB J y2. dF = J x , J x2 . elF = J y, J X· y' dF = CXy: 

Mx = a . sin tp Cx y + b . sin tp J x ; My = a . sin tp J y + b . sin cp Cx y 

a = _~. My·Jx - ;\'Ix'C"y; b = _1_. Mx·Jy -My'Cxy 

sin tp J x . J y - C; y sin cp J x . J y - C; y 
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Die Gleichung fiir die Spannung in einem beliebigen Punkt lautet also 

x My·Jx-Mx·CXy y Mx·Jy-My'Cxy 
189) er---· + --. 

- sinrp Jx·Jy-C;y sinrp Jx·Jy-C;y . 

Die Achsen sind zngeordnete Schwerpunktsachsen. 1st derQuerschnitt 
anstatt auf ein beliebiges Achsenkreuz auf ein zugeordnetes Achsenkreuz x und y 
bezogen, ist also Cx y = 0, so ist 

My x Mx y 
189a) er = -- -- + ----

sin rp J y sin rp J x . 

Dabei sind x und Y und auch J x und J y in den Achsrichtungen zu messen. 
Die Achsen sind Schwerpunktshanptachsen. Die Koordinaten x und y stehen 

senkrecht aufeinander, rp ist 90°, also sin rp = 1. Damit ist 

189b) 
y x 

er = Mx -J + My -J . 
x y 

Fur die Randpunkte, die am weitesten von der Nullinie liegen, und deren 
Koordinaten xl' Yl und x2, Y2 seien, sind die Spannungen 

M i YI M Xl Mx My 
er1 = x - + y - = + --

J x J y WX1 Wyl 
189c) 

er2 = M ~ + M ~ = Mx + :My 
x J x y J y Wx2 WY2 . 

Die Ausdrucke 

190) { 
Jx J x J y __ J y __ 
- = Wx1 ; - = Wx2 ; -- = Wy1 ; - = WY2 
~ h ~ ~ 

werden "Widerstandsmomente" (in cm 3 zu benennen) genannt. 

Die Lage der Nullinie. 1st nur ein Moment Mx = M vorhanden, so ist 

M 
er1 = --. 

2 WI 
189d) 

2 

Aus Gleichung 189 a) folgt fUr My = 0, daB a mit y zu Null wird, d. h. die 
Nullinie fallt mit der x-Achse zusammen, sie ist also eine zugeordnete 
Richtung zur Momentenachsrichtung. 

Gang der Spannungsermittlung. Die Spannungsermittlung fUr einen be
liebigen auf reine Biegung beanspruchten Querschnitt geht also wie folgt vor sich: 

Man ermittelt die Lage des Schwerpunktes und die beiden Schwerpunkts
hauptachsen. Die Nullinie als die zugeordnete Richtung der Momentenachs
richtung zeigt sofort die Randpunkte, die die groBten Abstande von der Null
linie, also auch die groilten Spannungen haben. Sind deren Koordinaten in bezug 
auf das Hauptachsenkreuz ermittelt, so ergeben sich die Randspannungen aus 
Gleichung 189 c). 

Zu den vorher entwickelten Gleichungen 189) bis 190) sei bemerkt, daB 
in ihnen die Werte J x, J y, CXY' x und y entweder senkrecht zu den Achsen oder 
parallel zu den Achsen gemessen werden konnen. 

Man denke sich z. B. in Gleichung 189) Zahler und Nenner mit sin4 rp multi
pliziert, dann lautet sie 
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My und Mx sind die senkreeht zu den Aehsen y und x drehenden Momente, 
x . sin cp und y' sin cp die senkreehten Abstande des Punktes von den Aehsen, 
und die mit sin2 cp multiplizierten Flaehemnomente J x , J y und CXy stellen die 
senkreeht zu den Aehsen gereehneten Flaehenmomente dar (vgl. Absehnitt 37, 
8. 88). EsgiltalsoderSatz: Die Momente Mx und My, die Koordinaten 
x und y und die Flaehenmomente J x J y, und CXy sind entweder 
parallel zu den Aehsen oder senkreeht zu ihnen zu reehnen. 

43. Die elastische Linie eines auf Biegung beanspruchten Balkens. 

Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S. 43 - Elastizitatslehre. 1. Teil. 
2. Auf!. S.86, 114. - W. Ritter, Graph. Statik. 1. Teil. S.161f1'. - Aug. Ritter, 
Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S. 541. - Grashof, Elastizitat u. Festigkeit. 2. Auf!. 
S.54. - Otzen-Barkhausen, Anhang zur 2. Auf!. der Zahlenbeispiele znr stat. Be
rechnung von Briicken und Dachern (Wiesbaden 1909). S. 51. - Foppl, Vorlesg. iiber 
techno Mech. II. Bd. 5. Aufl. S. 91 III. Bd. 4. Auf!. S. 120. - Mehrtens, Vorlesg. iiber 
Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. III. Bd. S. 27. 

a) Rechnerische Losung. 

Der Ausdruck fiir den Kriimmungsradius der elastischen Linie. 

Naeh dem in Absehnitt 42 Entwiekelten erfolgt die Drehung aller Quer
sehnittsebenen infolge der Faserdehnungen um die Nullinie. Da die Dureh

Fig. 141. 

biegung eine Folge dieser Querschnittsdrehungen ist, 
biegt der Balken sieh senkrecht zur Riehtung der 
Nullinie dureh. 

Denkt man sich naeh Fig. 141 ein Sti.iek von der 
Lange d 1 aus dem Balken herausgeschnitten, so gibt 
der Schnitt A der beiden infolge der Biegung ge
drehten Endquerschnitte den Kriimmungsmittelpunkt 
der gebogenen Balkenachse, genannt "Biegungs-
linie". > 

Es sei der einfaehe Fall vorausgesetzt, daB nur 
ein Moment M umdie x-Aehse vorhanden sei, und 
daB diese eine Hauptsehwerpunktsaehse sei. Die 
x-Achse ist dann zugleich Nullinie. Die Spannungen 
im oberen bzw. unteren Rande ergeben sich dann zu 

Aus der Ahnlichkeit'der Dreieeke b b1 h und A f h folgt 

1 1 
2~dl:e1 = T dl : p,coscp. 

Da cp sehr klein ist, kann cos cp = 1 gesetzt werden, also ist 

~ dl : e1 = dl : p 

~ dl ist die Langenanderung der Lange dl unter der Wirkung der Rand-
M ill M ~ 

spannung 0'1 = J e1 , also nach Absehnitt 40, S. 99, ~ d 1 = 0'1 E = J dl·E-. 

~dl~' dl J E' e1 = :p. 
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Die Li:isung gibt 

191) 
1 

e 
M 

E·J 

Dies ist die Differentialgleichung der Biegungslinie y = f(x) , in der M als 
eine Funktion von x erscheint. 

In den meisten Fallen ist ~~ sehr klein und kann gegen 1 vernachlassigt 

werden. In dieser vereinfachten Form lautet dann die Gleichung der Biegungs
linie 

19la) 
1 M d2y 
P = E·J = dx2 • 

b) Zeichne1"ische L6sung. (Verfahren nach Mohr.) 

Biegungslinie des einseitig eingespannten Balkens. 

Auf zeichnerischem Wege kommt man folgendermaBen zur Biegungslinie 
eines Balkens: Wirkt nach Fig. 142 auf der Strecke dx eines einseitig ein
gespannten Balkens ein Moment Mx, so krummt dieses Teilchen dx sich nach 

einem Krummungshalbmesser p = E ~ J. Der Zentriwinkel da ergibt sich zu 

d dx Mx . dx D d l' k E xd . . d h . h d h a = p = E . J' a as men e emgespannt 1st, re t SIC as rec te 

Stuck um den Winkel da, und ein im Abstande x liegender Punkt m verschiebt 

sich um das Stuck m m! = x . da = Mx ~ ~; dx . Der Zahler dieses Ausdruckes 

stellt das Moment der als Belastung gedachten Momentenflache Mx' dx in 
bezug auf den Punkt m dar. Da nun, unter der Voraussetzung, daB das linke 
Stuck in seiner ursprunglichen Lage 
festgehalten bleibt, ein Moment ;,; 
rechts von m auf die Verschiebung ~A:":'-____ "---H-~ 
dieses Punktes'ohne EinfluB ist, so 
ist die Verschiebung mill! bei einer 
Momentenflache im Verlaufe des I 8, 
ganzen Balkens 1 cab ~ 

a 

mmi =J 
o 

Mx' x dx 
E·J 

Fig. 142. 

gleich dem Momente der als Belastung gedachten durch E· J dividierten 
Momentenflache auf der linken Seite von m in bezug auf m. Die Biegungs
linie kann also als ein Seileck zu der als Belastung gedachten durch E· J 
dividierten Momentenflache aufgefaBt werden. Bei konstantem E und J wird 
die Division durch E· J vorteilhaft erst am SchluB bei dem Produkte 1)' H 
vorgenommen. 

Konstruktion der Biegullgslillie eines eillseitig eillgespannten Balkens. 
Die Momentenflache ist nach Fig. 143 in Teilflachen zerlegt (Bennenung m2 • t); 
diese sind zu einem "Krafteck" zusammengestellt und mittels einer Polweite H 
(Benennung m2 • t) ist ein Seileck gezeichnet. Die Seite 1 an der Einspannungs
seite wird verlangert, und die Produkte 1)m • H stellendas Moment der als Belastung 
gedachten MOillentenflache links von m in bezug auf m dar. Die Durchbiegrrng 
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des Punktes mist fm = ~ .. }m , wo H in t . m 2 irn MaBstabe der Auftragung des 

Kraftecks und 1)m im LangenmaBstabe der Figur zu messen ist. 
Konstrnktion der Biegungslinie fiir einen Balken anf zwei Stiitzen (Fig. 144). 

Das Seileck zur Momentenflache stellt an sich immer die Biegungslinie ihrer 
Form nach dar. Beachtet man nun, daB die Auflager A und B keine Ver

t-<---H -----'l'"1 

B/eglJflgsliflie 
6 

Fig. 143. 

schiebung erfahren k6nnen, so folgen 
die tatsachlichen Durchbiegungen aus 
den Werten 1) zwischen Seileck und 
SchluBlinie Al BI · 

Momen/eflfliiche 

" BieglJflgs/inie 

Fig. 144. 

Ganz allgemein gilt also folgender Satz: Das Seileck zu der als Be
lastung gedachten durch E· J dividierten Momentenflache stellt 
die gebogene Stabachse ihrer Form nach dar. Die tatsachlichen 
Durchbiegungen ergeben sich durch Einzeichnen der SchluBlinie 
entsprechend den Lagerbedingungen des Tragers. Bei freier ein
seitiger Einspannung ist die SchluBlinie die Tangente an das Seil
eck am eingespannten Ende, bei Lagerung auf zwei Stiitzen ist 
sie die Verbindungslinie der unter den Lagerpunkten gelegenen 
Seileckpunkte. Statt die Momentenflachenteile sofort durch E· J zu 
dividieren, ist es bei unveranderlichen Werten von E und J vorteilhaft, die 
Momentenflachen selbst zum Krafteck zusammenzustellen und erst das Produkt 
1) . H durch E· J zu dividieren. Bei veranderlichen Werten von E und J kann man 
entweder die Momentenflachen vor der Auftragung zum Krafteck durch E· J divi
dieren oder die Polweite im umgekehrten Verhaltnis der Produkte E -J verandern. 
(NB. Ein veranderliches E wird in praktischen Fallen wohl nie vorkommen.) 

A m. I B 
I~I 
I m.z da I 
~ ____ -jx-____ ----i°¥_ Y - B, 

Fig. 145. 

Der Beweis dafUr, daB auch 
fUr den Balken auf 2 Stutzen die 
Biegelinie sich als Seileck zu der 
als Belastung gedachten Momenten
flache ergibt, geht auf folgende 
Weise aus Fig. 145 hervor. Die 
Enden A und B seien frei gelagert. 
Durch das in 0 auf der Strecke dx 
links von m wirkende Moment 
nimmt der Balken die Form der 
stark ausgezogenen Linie A 0 1 Ban. 
Die Durchbiegung des Punktes m 
ist gleich 

m m = A Al b = x· dOl.: b Mx . dx -~l b. 
1 l l E.J 
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Dieser Wert ist giiltig fiir x = 0 bis x = a und stellt das Moment in m des 
in A und B aufliegenden Balkens aus der als Belastung gedachten Momenten-

Wiehe Mi : ~x dar. Greift das Momen.t Mx rechts von m an, so liefert die Be

trachtung der Durchbiegung des Punktes m in der unteren Figur 

B Bl Y • dex Mx . dy y 
mm2 = -Z- a = --l- a = E.J T a . 

Dies ist aber ebenfalls das Moment der als Belastung des frei aufliegenden 
Mx' dy 

Balkens A B gedachten MomentenfHiche E . J fiir den Punkt m mit einem 

Giiltigkeitsbereiche von y = 0 bis Y = b. Sind also im ganzen Balken Momente 
Mx vorhanden, so ist die Durchbiegung in m 

x=a y=b 

f =fMx.dX ~ b f Mx·dy Z = MID 
mE. J Z + E . J Z a FM 

x=o y=o 

Moment der durch E· J dividierten Momentenflache FM im Punkte m. 

c) Rechnerische Ermittlung der Gleichung der Biegelinie fur die einfacheren 
Belastungsfiille. 

1. Kragbalken mit Einzellast P am freien Ende (Fig. 146). 

Ox ist gegeben durch das statische Moment del' ~; -Flache zwischen Ein

spann stelle und n in bezug auf n 

192) 

I 

a = - J Mz d z (z - x), 
x • EJ ' 

M z = -- p·z 

x 

x 

= :J ll: _ ~3 _ l:X + ~3J 

=:3 [~- ~~x + ~;] 

x = 0 gibt die groBte Durchbiegung am freien 

192 a) 
, l3 

oa = P 3EJ' 

Fig. 146. 

Ende a 

2. Kragbalken mit gleichma.6ig verteilter Belastung p (Fig. 147). 

x 
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193) o = ~ [1 - ~ (~) + ~ (~)4J 
x 8EJ 3 l 3 l 

x = 0 giht 

193 a) 

194a) 

~------ l ------~ 

- 2 I 

IMx=-PT : 
P0'j0be/ I 

I I 
I I 
I I 
I I 

: ... I l ------~ 

~ I '~oa 
Fig. 147. Fig. 148. 

3. Kragbalken mit dreieckiger verteilter Belastung (Fig. 148). 

l 

s _ JMzdZ( ). 
Ux - - EJ Z - x , 

Z Z Z Z3 
M = -p - - . -= -p -

z l2 3 6l 
x 

4. Balken auf 2 StUtzen mit Einzellast P (Fig. 149). 

Das Gesetz fur Mz ist verscbieden fur die Strecken a und h. 

Teil a: Mz=P~- z, Teil b: Mz=PYz. 

Der Balken auf 2 Stutzen wird mit der MomentenfHiche belastet. Daraus 
entstehen Lagerdrucke 
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b+~ 
A'=p~~.~ __ 3 +p ab .~~~ 

l 2 l l23l 

= P: ~2 [3 a b + a 2 + 2 b 2] = P: ~ [l2 + b 2 + ab] = P ~ ~ [l + bJ 

B' = P : ~ [l + a] . 

Das Moment im Punkte n im Abstande x vom Lager A aus der Be
M 

lastung durch die EJ Flache ist dann: 

r 
I ~ 

a---~·~i~E-b==:tB 

Entsprechend findet man fUr den Teil b 
durch Vertauschung von a und b: 

P a2. b2 -lx' x' X'3] 
195a) b~= EJ--e-C a;-+ 21)-' ab2 . 

hb" m~ltl Die Durc legung 151 unter der Last P 
ergibt sich mit x = a aus Gl. 195) oder mit x' = b aus Gl. 195 a) 

P a2 b2 [a aJ P a2 b2 

195b) b1 =Ej6l 1)+2-1) = EJSY' 

I 
I 
I 
I 

Der Punkt der groBten Durchbiegung ergibt sich aus Gl. 195) durch Diffe
rentiation nach x 

dbx = (} = _~ a2 b2 [~ + 2 _~ _ ~ x 2_J 
dx EJ 6l b a a2 ·b 

195 c) Xl = a 1 /.:t:. + 2 -j) solange a > b. V 3 ' 3a 
Entsprechend 

195d) 
, )11--23: 

xl=b --+-
3 3b 

solange b > a. 

Fur a = b =!.. Einzellast P in Balkenmitte, wird 
2 ' 

195e) 
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Durchbiegung 
x 1 

unter Punkt -,; = "2 : 

195£) 
P l3 [1 4 ] P l3 

151 = bmax = 16 EJ "2 - 3·8 = 48· E J . 

5. Balken auf 2 Stiitzen mit gleichmii.6ig verteilter Belastung p. 

l Z2 z (l- z) 
Mz = P2 z - P -2 = P--- 2 --. 

Die Momentenflache ist eine Parabel vom Pfeil P • ~, Auflagerdriicke am 

Balken auf 2 Stiitzen infolge Belastung durch die Momentenflache: 

1 l2 l3 
A' = B' = -l· p = p -

3 8 24 
x 

l3 J[ l Z2] 1 15 =p--·x- p-z-p- (x-z)dz.--. 
x EJ. 24 2 2 E J 

o 
Die L6sung gibt: 

196) 

D · D hb' . d M' . d . x 1 Ie urc legung III er ltte WIT mIt 1 = "2 : 

196 a) 

6. Balken auf 2 Stiitzen mit Dreieckbelastung nach Fig. 150. 

Die entsnrechende Ableitung gibt: 

197) bx=P36~~EJ[7(y)-10(yy+3(YrJ 

, .. I l :0- , 

~ 

Die gr6.Bte Durchbiegung tritt ein bei 

197 a) x = lV 1-~ = 0,5190t. 

Sie hat den Wert 
Ox 

Fig. 150. pl4 
197 b) bmax = 0,00652 EJ . 

7. Balken auf 2 Stiitzen mit DreiecksbeIastung nach Fig. 151. 

198) 15 = ---.R l4 _ [_~ (~) _ (~)3 + (~)4 _ ~ (~)6Jl 
x 24. EJ 8 l l l 5 l . 

Die Durchbiegung in Balkenmitte ist 

198a) 
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8. Balken auf 2 Stiitzen mit Dreiecksbelastung nach Fig. 152. 

199) pl4 [5 (x) (x)3 2 (X)5J 
bx = 24 E J 8 -,; - -,; + [; -,; . 

Die Durchbiegung in Balkenmitte ist 

199 a) 

Fig. 151. Fig. 152. 

d) Allgemeiner Gang der rechnerischen Ermittlung der Biegelinie bei ge
gebener M omentenflache und Bauwerkslagerung (Fig. 153). 

1st von einem biegungsfesten Balkenstiick die Momentenflache bekannt, 
so ist die Form der gebogenen Stabachse dargestellt durch ein Seileck zu 

der als Last aufgefaBten ~ -Flache. 1st die Belastung gesetzma13ig, so 11iBt 
EJ 

Momentenfliiche 

~-----l----~~ 

Fig. 153. 

sich Mn durch eine mathematische Gleichung ausdriicken und damit eine 
Gleichung fUr die Biegelinie entwickeln. Dabei ist es in vielen Fallen zweck· 
maBig, zuerst die· Ordinaten b~ der Biegelinie in bezug auf die Tangente in 
dem einen Endpunkte der Biegelinie zu errechnen. Denkt man sich z. B. in 

Fig. 153 den durch die :J -Flache belasteten Stab am rechten Ende ein

gespannt festgehalten, und errechnet man fUr diese Lagerung und Belastung 
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durch die ~ -FHiche das Biegungsmoment in n, so stellt dieses die Ordi

nate o~ der Biegelinie in bezug auf die Tangente im linken Ende dar. Die 
wirkliche Lagerung des Balkens sei nun derart, daB die Lager A und B un
verschieblich bleiben, daher stellt die Gerade h a b i die wirkliche SchluBlinie, 
on die wirkliche Durchbiegung des Punktes n dar. 

Durch Einfiihrung von xa bzw. xb in die Gleichung der Biegelinie in 
bezug auf die Tangente in c findet man die Ordinaten 0: bzw. 01,. Mit den 
Bezeichnungen der Fig. 153 findet man die wirkliche Durchbiegupg 

On = O~ - O~ = O~ - fg - ge 

200) 
, 

o = 0' - 0' Xn _ JI.! Xn 
n n a l Vb l . 

Beziiglich der Beziehungen zwischen Momentenflache und Biegelinie seien 
folgende Eigenschaften erwahnt: 

Die Biegelinie eines Balkenstiickes, das durch positive Momente bean
sprucht wird, muB nach unten konvex sein, die eines Balkenstuckes, das 
durch negative Momente beansprucht ist, nach unten konkav sein. Vnter den 
Momentennullpunkten entstehen in der Biegelinie Wendepunkte wl und w\j 
in Fig. 153. 

44. Spannungen aus Biegung und Langskraften. 
Literatur: Keck.Hotopp, Elastizitatslehre. 1. Teil. 2. Auf!. S. 22.'" 240. - Miiller
Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. Bd.I. 3. Aufl. S.56. - W. Ritter, Graph. Statik. 
1. Teil. S.52. - Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S. 566. - Grashof, 
Elastizitat u. Festigkeit. 2. Auf!' S. 148. - Foppl, Vorlesg. iiber techno Mech. III. Bd. 
4. Auf!. S. 96. - Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstruktion u. Festigkeitslehre. 
I. Bd. S. 337. 

Allgemeine Betrachtungen. Ein Balken sei durch auBere Krafte so be
ansprucht, daB die einzelnen Querschnitte sowohl Biegungsmomente als auch 
Langskrafte zu iibertragen haben. Wird der Balken an einer beliebigen Stelle 
durchschnitten, so miissen an jedem der beiden Teile die an ibm angreifenden 
auBeren Krafte mit den inneren Spannungen des Schnittquerschnitts im Gleich

gewicht sein. An einem herausgeschnitten 
gedachten Balkenstiick abc d von der 
Lange dl (Fig. 154) ruft die Langskraft N 
eine gleichmaBige Zusammenpressung her
vor, nahert also . die Querschnitte einander. 
a d bzw. b c riicken in die Lagen at d t 
bzw. b l Ct. Das Moment M verursacht eine 

n--- Drehung der Endquerschnitte urn St. 
at d t dreht sich in die Lage a 2 d 2 , b i ct in 

c, C Cz die Lage b 2 c2 • Jeder Querschnitt bildet 
Fig. 154. also nach der Wirkung von N und M, unter 

derselben Voraussetzung wie im Abschnitt 42, 
daB vor der Biegung ebene Querschnitte auch wahrend der Biegung eben 
bleiben, eine Ebene, die sich mit der urspriinglichen Ebene in der Nullinie n n 
Bchneidet. Die Spannungen nehmen dann, bei Voraussetzung des Hookeschen 
Gesetzes, proportional mit dem Abstand von der Nullinie zu, bilden also, auf 
der urspriinglichen Querschnittsebene aufgetragen gedacht, eine Ebene, deren 
Gleichung in Bezug auf ein beliebiges Achsenkreuz 

a = a l . x + b t • Y + Ct. 
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Spannungsermittlung bei Annahme eines beliebigen (nicht zugeordneten) 
Achsenpaares durch den Schwerpunkt. Das Moment zerfallt in die heiden Seiten
nlOmente Mx und My in den heiden Achsrichtungen. 

Die Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen liefert die Gleichungen 

(1) N -fc;odF=N-f[alox+blOY+Cl]dF=O 

(2) Mx - f c; • Y . sin cp dF = Mx - f [~l • X + b1 • Y + cl ] y. sin cp dF = 0 

(3) My - f c;.x·sincpdF =My- f [a1 ·x + b1 ·y + c1 ] x·sin cp dF = O. 

Unter Beachtung der Beziehungen f X' dF = f y . dF = 0, f x2 • dF = J y , 

f Y 2. dF = J x , f X' yo dF = CXy ergibt Gleichung (1) 

N - c1 f dF = 0, cl = ~ . 

Die Gleichungen (2) und (3) lauten 

M,i - a1 sin qJ • Cx y - b1 • sin qJ • J x = 0 

My - a1 sin qJ • J y - hI' sin qJ • CXY = O. 

Die L5sung nach a1 und b1 gibt 

a = _1_ My·Jx-Mx·CXy . b =_1_ Mx·Jy-My·Cxy 
1 sin m J J c2 1 sin m J. J _ C2 

T x' Y - xy T X Y xy 

Die Gleichung fUr die Spannung an einem beIiebigen Punkte mit den 
Koordinaten x und y lautet dann bei Zugrundelegung eines beliebigen nicht 
zugeordneten Achsenkreuzes 

N x My .• J x - Mx Cx y 
201) G = - + -- ---"-=--=o--~::..:: 

F sin cp J x ' Jy - C 2 

N Mx 
=-+--

F sin cp 

xy 

y.Jy -x· CXy 
J x ' J y - C2 xy 

Die Achsen sind zugeordnet. Mit Cx y = 0 ist 

N Mx y My x G=-+----+-.--. 
F sin cp J x sm cp J y 

201a) 

Die Achsen sind Schwerpunktshauptachsen. Mit cp = 900 ist 

N y x 
201 b) G = F + Mx T + My T . 

x y 

Die Randspannungen in den von der Nullinie am entferntesten gelegenen 
Punkten mit den Koordinaten xl' Yl und x2' Y2 sind 

201c) 

N M YI M Xl N Mx My 
GJ =F+ xT+ y-J =F+-W +-W 

x y xl YI 

N Y2 x2 N Mx My 
G2 =-F + MX -J + MY -J =]f+-W +-W 

x y x2 y2 I 
wo W die Widerstandsmomente nach Gleichung 190), S. 103 sind. 

Aus Gleichung 201 a) ergibt sich mit My = 0, daB G mit Y = _ ; Jx:: <P 

zu Null wird. Die Nullinie ist also eine Parallele zur zugeordneten 
Richtung der Momentenachsrichtung. 

Handbibliothek 1. 2. 8 
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Ersatz der Momente durch die Langs
kraft und deren Hebelarme. Statt Langs
kraft N und Momente Mx und My getrennt 
einzufiihren, kann man sich die Langs
kraft N in einem Punkte A mit den Koordi
naten Xn und Yn (Fig. 155) angreifen denken. 
Dann ist 

202) Mx = N;· Yn' sin cp; My = N· Xn ' sin rp. 

Die Gleichungen 201 a) bis 201 c) lauten 
dann: 

Fur ein beliebiges nicht zugeord
netes Achsenpaar 

203) N y.Jy-x,CXY x·Jx-Y·CXY 
CI = -F + N . Yn 2 + N . Xn J J C 2 

J x ' J y - CXY x· Y - xy 

Fur ein zugeordnetes Achsenpaar und fur die Schwerpunkts
hauptachsen 

204 

Die Randspannungen eines Punktes xl' Yl bzw. X2' Y2' bezogen auf ein zu
geordnetes Achsenpaar, sind 

N YI Xl N N . Yn N· Xn 
CII = -+ N'Yn- + N.xn - = - + -- +---F J x J y F WX1 WY1 

N N Y2 X2 N N'Yn N,xn 
CI2 = F + 'YnYx + N ,xnJ; =F + Wx2 + WY2 . 

204a) 

Die Schnittpunkte der Nullinie mit den beiden zugeordneten Achsen ergeben 
sich aus Gleichung 204) zu 

J y i; J x i; 
205) Xo = ---=-; Yo = - --=--

F . Xn Xn F· Yn Yn 

worin ix = R und iy = -y ~ die Tragheitshalbmesser fiir die beiden zugeord

neten Achsen sind. Bei Zugrundelegung der Schwerpunktshauptachsen sind 
es die Hauptachsen der Tragheitsellipse. 

Bezuglich der einzufiihrenden Richtung der Koordinaten x, y, Xn, Yn und der 
Flachenmomente J x , J y und CXY gilt dasselbe, was am Schlusse des Abschnitts42 
uberdie reine Biegung gesagt ist. Werden die Koordinaten parallel zu den Achsen 
gemessen, so sind auch die parallel zu den Achsen gemessenen Flachenmomente 
einzufiihren; werden die Koordinaten senkrecht zu den Achsen gemessen, so sind 
auch die Flachenmomente, senkrecht zu den Achsen gemessen, einzufiihren. 

45. Her Kern eines Querschnitts. 
Literatur: Keck-Hotopp, Elastizitatslehre. 1. Teil. 2. Auf!. S.250, 262. - Mliller
Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. Bd.1. 3. Aufl. S.73. - Fappl, Vorlesg. liber 
techno Mech. III. Bd. 4. Auf!. S. 102. - Mehrtens, Vorlesg. liber Stat. d. Baukonstr. 
u. Festigkeitsl. I. Bd. S. 345. - W. Ri tter, Eine neue Festigkeitsformel- Zivilingenieur 
1876, S. 309. - Culmann, Graph. Stat. S. 438. 

ErkHirung des Begriffes "Kern". Nach Abschnitt 44, S.112 entspricht jedem 
Angriffspunkte A (Fig. 155) der Normalkraft N eine bestimmte Nullinie n - n, 
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deren Lage sich fUr ein zugeordnetes Achsenpaar aus Gleichung 205) errechnet. 
Je nachdern die Nullinie auBerhalb oder innerhalb des Querschnitts fallt, treten 
in dem Querschnitt nur Spannungen eines tJ,y / 
Sinnes (Zug oder Druck, je nachdem N / ..J.!:..'J. 
eine Zug- oder Druckkraft ist) oder //, " 
Spannungen beiden Sinnes (Zug- u nd 
Druckspannungen) auf. Hat die Nullinie 
n1 - n1, Fig. 156, eine solche Lage, daB 
sie den Querschnitt gerade beriihrt, so 
tritt an dieser Beriihrungsstelle eine 
Spannung Null auf. Der dieser Null- n.-
linienlage entsprechende Angriffspunkt Kl 
der Kraft N wird "Kernpunkt" ge- F" 156 19. . 
nannt. Jeder anderen den Querschnitt 
beriihrenden N ullinie n2 - n 2 oder na - na 
entspricht ein Kernpunkt K2 oder K a, die in ihrer Gesamtheit den "Kern 
des Querschnitts" bilden. 

Ermittlung des Kernes eines Querschnitts. Lauft die Nullinie um den Quer
schnitt, so lauft der Kraftangriffspunkt um den Kernrand. Lauft umgekehrt 
der Kraftangriffspunkt urn den Rand des Querschnitts, so umlauft die Nullinie 
den Kern als Tangente. Aus dieser Wechselbeziehung zwischen Nullinie und 
Kernpunkt ergeben sich zwei Moglichkeiten fiir die Ermittlung des Kernes eines 
Querschnitts: 

1. Man sucht zu einem beliebigen Punkte des Querschnittsrandes die zu
gehorige Nullinie. Diese Nullinien umhiillen in ihrer Gesamtheit den Kern. 

2. Man sucht zu einer beliebigen Tangente an den Umfang des Querschrutts 
als Nullinie den zugehorigen Kraftangriffspunkt. Diese bilden in ihrer Gesamtheit 
den Kernrand. 

a) Rechnerische L6sung. 
1. Gegeben ist der Angriffspunkt A auf dem Rande des Quer

schnitts d urch seine Koordinaten Xk und Yk' 

Die Achsen sind beliebig, nicht zugeordnet. Nach Gleichung 203) in Abschnitt 
44, S. 114 ist entsprechend Fig. 157 

N N y.Jy-x,OXY 
a = -F + Yk " J x • J y - 02 /7"Y xy 

X· J x - y. OXY ,I' + N . Xk --=---=,--"--=;:--'--

J x • J y - 0 2 / 3:" x y r------7'A 
Die Strecken Xo und Yo, die die Null- / / 

linie auf den beiden Achsen abschneidet, "Z /-0/' 
ergeben sich, indem man a = 0 und einmal 'v~-3:.-'l / 
Y = 0, das andere Mal x = 0 setzt zu -·-·-·~·--71---'------~ffl1 

"" /~. 

{ 

Jx·Jy-O~y . V:.J 
Xo - ,--_-=-c-'--__ ~- A 

206) F [Xk • Jx - Yk ~ OXY] , / """n 
J x .Jy-OXY / 

Yo = - F [Yk' J y - Xk' OXy] Fig. 157. 

Die hierdurch festgelegte Nullinie ist eine Tangente an den Kern. 
Die Achsen sind zugeordnete Schwerpunktsachsen. Mit Ox y -= 0 ist 

J .2 J .2 y Iy x Ix 
Xo = -' Yo = - -- = - F . Xk - X;-' F . Yk 

206a) 

8* 
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2. Gegeben ist die Nullinie als eine Tangente an den Quer
schnitt durch die Abschnitte Xo und Yo auf den beiden Achsen 
(Fig. 157). Gesucht sind die Koordinaten Xk und Yk des zugehOrigen Kraft
angriffspunktes, des Kernpunktes. 

Die Achsen sind beliebig, nicht zugeordnet. Die Losung der GIeichung 206) 
nach Xk und Yk gibt 

207) 
Yo·Jy + Xo· CXy Xo·Jx + Yo· CXy 

Xk = - F . Xo • Yo ; Yk = - F . Xo • Yo 

Die Achsen sind zugeordnete Schwerpunktsachsen. Mit Cx y = 0 ist 
J .2 .2 

y Iy J x Ix 
Xk = ---= --; Yk = - --= --

F . Xo Xo F . Yo Yo 
207 a) 

Die Nullinie ist parallel zur y-Achse. Mit Yo = 00 gibt Gleichung 207) nach 
Division von Zahler und Nenner durch Yo 

J .2 
y Iy 

Xk =---=--; 
F· Xo Xo 

208) 

Fur zugeordnete Achsen 

208 a) 
.2 
Iy 

Xk = ---; Yk = O. 

209) 

Die NuIIinie ist parallel zur x-Achse. Mit Xo = 00 gibt die Division durch Xo 

CXy 
Xk =----; 

Fo 'Yo 
Fur zugeordnete Achsen 

J x i~ 
Yk = ---=--. 

F· Yo Yo 

.2 

209 a) 
Ix 

Xk = 0; Yk = - -. 
Yo 

In den Gleichungen 206) bis 209a) waren aIle Langen parallel zu den 
Achsen gemessen. In diesem }j'alle sind auch die Flachenmomente parallel 

zu den Achsen einzufiihren. Man 
+9 fl1 ___ x ___ z kann aber auch aIle Langen senk-

I recht zu den Achsen messen, muB 
i dann aber auch die Flachenmomente 

;:,) senkrecht zu den Achsen einfiihren. 
i 1st die Nullinie, durch die 

"7~ __ a..l:..-___ --<C>-l...-__ --1I_ .. rx Koordinaten x, Y eines belie-
bigen Punktes ihrer Richtung 
und durch ihren Winkel a 
mit der positiven x-Richtung 
(Fig. 158) gegeben, so ist bei Zu-

~I'E--_XO--~ 

Fig. 158. 

grundelegung eines rechtwinkligen, aber nicht zugeordneten Achsen
y-xtga 

kreuzes nach Ersetzung von Yo durch y - x tg a und Xo durch - -=------=-
tg oc 

210) 
Cx y • tg IX - J x 

Yk = - F [x tg oc - y] . 

Nahert sich adem Werte 90 0, so wird die GIeichung 210) wegen tg 90° = 00 

unbequem; die Division durch tg a gibt dann 

210 a) 
J" - CXY ' cotgoc 

Xk = - . ; 
F[x - y. cotgoc] 

CXY - J". cotgoc 
Yk = - F[x-y.,mtgocr 
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Der Kern eines Querschnitts. 

War das rechtwinklige Achsenpaar das Hauptachsenkreuz, so ist 

J y 
Xk = - -=--,:----"--.,-------;:-

F [x - y cotg oc] 

J x 
Yk = + -=---------=F[xtgoc-y] 

·2 
Iy 

x -ycotgoc 

·2 t Ix CO g oc 

·2 
Iy tg oc 

xtgoc-y 

xtga -y x-ycotga' 

b) Zeichnerische Losung. 
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Konstruktion der Nullinie bei Zugrundelegung eines beliebigen zugeordneten 
A.ehsenpaares bzw. der Schwerpunktshauptachsc, Fig. 159. Zwischen den 
Koordinaten Xk und Yk eines Punktes A des Querschnittsrandes und den Ab
schnitten Xo und Yoder Nullinie auf den Achsen bestehen die Beziehungen 
nach Gleichung 206 a) bzw. 207 a). Der Tragheitshalbmesser in bezug auf eine 
Achse jst die mittlere Proportionale zwischen den Wert en Xo und Xk, wobei 
jedoch immer zu beachten ist, daB die Werte J x und J y parallel zu den Achsen 
zu rechnen sind. Die Konstruktion folgt aus Fig. 159 fiir ein beliebiges 

Fig. 159. Fig. 160. 

zugeordnetes Achsenpaar x und y, aus Fig. 160 fUr die 8chwerpunktshaupt
achsen I und II. In beiden Figuren ist die Tragheitsellipse eingetragen, 
die auf den Achsen in den Strecken 8 fund S h die Tragheitshalbmesser ap
schneidet. (NB. Bei den Werten J x und J y rechnet y und x parallel zur x- bzw. 
y-Achse. Die Tragheitshalbmesser ix r und iyr waren die Lote von S auf die 
Tangenten in e und h. Vgl. Abschnitt 37, S. 90.) Man macht Sc = ix senkrecht 
zur y-Achse (bzw. Achse II in Fig. 160) und S d = iy senkrecht zur x-Achse 
(bzw. Achse I in Fig. 160). Dann verbindet man s mit c und errichtet auf s c 
in c das Lot, S r ist dann gleich Yo; ebenso verbindet man d mit v und errichtet 
auf d v in d ein Lot; die Strecke t S ist xo' 

8011 aus der Nullinie n - n der Punkt A ermittelt werden, so ist der Weg 
nur der umgekehrte. Man verbindet t mit d und emit r, errichtet in d auf t d, 
in c auf c r Lote, die die Achsen in v und s schneiden. Die Parallelen durch v 
und s zu den Achsen schneiden sich in A. 

Zusammenfassend sollen noch einige allgemeine Satze iiber die Beziehungen 
des Kerns gegeben werden: 
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1. Liege der Kraftangriffspunkt auf einer Achse, so ist die Nullinie parallel 
der zugeordneten Achse. 1st die Tangente an den Querschnitt als N ullinie parallel 
einer Achse, so liegt der Kernpunkt auf der zugeordneten Achse. 

2. Dreht sich die Nullinie um einen Punkt, so wandert der Kernpunkt auf 
einer geraden Linie. Wandert der Angriffspunkt A auf einer geraden Linie, so 
dreht sich die Nullinie (Tangente an den Kern) um einen Punkt. 

3. Aus der Beziehung Gleich ung 206 a) folgt 

Xo . F = - Jy ; Yo· F 
Xk 

Fiir einen Punkt auf dem Querschnittsrande stellen Xk und Yk die Abstande 
Jy J" (parallel zu den Achsen gem essen) des Punktes von den Achsen dar; - und -" 
Xk Yk 

sind dann die Widerstandsmomente. Es ist also den absoluten Werten nach 

212) Wy=xo·F; Wx=yo·F. 

Bezeichnet man allgemein die Entfernung zwischen Schwerpunkt S und 
Kernrand auf einer beliebigen Achse, die "Kernweite", mit k, so ist das 
Widerstandsmoment fiir die zugeordnete Achse 

212 a) W = k . F. 

Hierbei sind aIle Langen und Fliichenmomente J x' J y' CXy ' Wx und Wy 
entweder parallel zu den Achsen oder senkrecht zu den Achsen zu messen. 

Die Kerntheorie liiBt sich sehr vorteilhaft zur Ermittlung der Spannungen 
aus exzentrischer Druck- oder Zugbeanspruchung verwereen. In Fig. 161 

sei S der Schwerpunkt des Querschnittes, 
A der AngrifIspunkt der Normalkraft N. 
A liegt auf der x-Achse, die y-Achse sei 
zugeordnete Achse. Die Spannungen in den 
am entferntesten von der y-Achse liegenden 

b) Punkten I und II sind: 

Sind Kl und K2 die Kernpunkte, die 
den Tangenten 1 - 1 und 2 - 2 an dem 
Querschnittsrand entsprechen, so ist 

W1 =k1·F; WII=~·F. 

Damit ergeben sich die Spannungen von 

N N·xn N ( k) N.Xn1 
0 1 = F - k . F = k F xn - 1. = -w- . 

a) 1 1 1 

N + N . Xn N ( + k ) N . Xn 2 
°2=F k .F = k .F Xn 2 =---w-. 

2 2 

Fig. 161. Darin sind N· Xn1 und N· xn2 die 
Momente der Kraft N in bezug auf die 

Kernpunkte K1 und K 2, die sogenannten "Kernmomente". Bezeichnet man 
sie mit MKl und MK ., so lauten die Gleichungen fiir die Randspannungen: 

213) 0 1 = _ ~'; o~ = + ~2. 
1 2 
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Die zeichnerische Ermittlung der Spannungen ()1 und ()2 folgt aus Fig. 161 a. 
Man zieht eine Parallele p - q zur x-Achse und holt die Punkte I, II, K 1 , K 2, 

S und A parallel zur y-Achse auf p - q herab. Dies gibt die Punkte p, q, 
c, d, a und t. In a tragt man a b = N IF auf, verbindet b mit c und d und 
verlangert diese Geraden bis zum Schnitt mit A t. Die Schnittpunkte fund 
g werden parallel zu p q auf die Querschnittstangenten 1 - 1 und 2 - 2 
projiziert, wodurch sich die Punkte m und h ergeben. Die Strecken pm und 
q h sind dann die Randspannungen ()1 und ()2' Die schraffierte Flache ist 
das Spannungsdiagramm. Die N ullinie ist eine Parallele n - n zur y-Achse 
durch s. Der Beweis folgt aus folgenden Beziehungen: 

gt:ab=ct:ca. 

odeI' 
ab·ct N xn2 N.xn~ 

gt=--=_·- = --=() 

ca F k2 W2 2 

ft:ab=dt:ad 

odeI' 

Man kann auch nach Fig. 161 b aHe Langen senkrecht zu den Achsen 
messen, dann miissen aber auch alle Fliichenmomente senkrecht zur y.Achse 
eingefiihrt werden. 

46. Spannungsermittlung bei fehlender Zugfestigkeit. 

Literatw': Keck-Hotopp, Elastizitatslehre. 1. Teil. 2. Auti. S.232, 266. - Miiller
Bres]au, Graph. Stat. d. Baukonstr. Bd.L 3. Aufl. S. 86. - Mohr, tiber die Ver
teilung der exzentr. Druckbelastg. eines Mauerwerkk6rpers. Zeitschr. d. Arch.- u. lng.
Vereins Hannover 1883. S. 163. - Hiippner, Zur Ermittlung der Druckverteilung in 
Mauerwerksquerschnitten. Zivilingenieur 1885. S.39. - Keck, Graph. Statik. S.43.
Schepp, Zentralbl. d. Bauverw. 1884. S.152. - Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. d. 
Baukonstr. u. Festigkeitsl. 1. Bd. S. 408. 

Liegt der Angriffspunkt einer Druckkraft auBerhalb des Kernes, so 
treten im allgemeinen naeh Abschnitt 45, S. 114 in dem Querschnitt Druck
und Zugspannungen auf. Die beiden ver
schieden beanspruchten Querschnittsteile wer
den voneinander durch die Nullinie ge
schieden. 

1st das Material so beschaffen, daB es 
wohl Druckspannungen, nicht aber Zug
spannungen aufzunehmen verlllag, so wird der 
Querschnitt an der Seite, auf der die Zug
spannungen auftreten, reiBen. Es wird sich 
eine neue Lage der Nullinie einstelIen, derart, 
daB die Mittelkraft aller Druckspannungen mit 
der angreifenden Normalkraft N im Gleich
gewicht ist. Fig. 162. Es bestehen daher die 
Gleichungen Fig. 162. 

(1) N - f (J. dF = 0; (2) N· Zn - f (J. z· dF = O. 
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1st O"e die Randspannung in dem Punkte, der von der Nullinie am ent

ferntesten, im Abstande e liegt, soist 0" = ~ z; damit lauten die beiden 
Gleichungen e 

(1) N - 0"; S z· dF = 0; (2) N· Zn - 0"; S Z2. dF = O. 

f Z • dF = @) ste.llt das statischeiMoment des wirksamen Querschnittsteiles 
in bezug auf die Nullinie dar, f Z2 • dF = J das Tragheitsmoment desselben 
Teiles in bezug auf die Nullinie. Es ist also: 

~ J e 
214) N = -@); Zn =- = e-e:; O"e = N-· 

e @) @) 

In allgemeinen Fallen ist die rechnerische Lasung, da die Richtung der Null
linie unbekannt ist, nicht durchfiihrbar. 1st dagegen die Querschnittsform nach 
einer bestimmten Kurve symmetrisch, und liegt der Kraftangriffspunkt A auf 
der Symmetrieachse, so wird die Nullinie senkrecht zu dieser Achse liegen. In 
diesen einfachen Fallen fiihrt auch die rechnerische Lasung zum Ziele. 

1. Das Rechteck. Fig. 163. 

e2 e3 J 2 
@) = b""2; J = b"3; Zn = "6 = 3 e = e - e:; e == 3 e:. 

e 2N 
O"=N - =---. 

@) 3e:·b 
215) 

Fig. 163. Fig. 164. 

2. Die Parabel. Fig. 164. Nach Abschnitt 38 Ziffer 7 und Abschnitt 23 
Ziffer 9 ist: 

8 2 
J = 35 F . e2 ; @) = 5 F . e. 

Zwischen f, be, b und e besteht die Beziehung be2 : b2 = e : £. 

_ liT . - 2 _ 2 b ,IT be - b - F - - be' e - -- r e . 
f' 3 3lY 

J 4 3 7 
Zn = 6 = --;;; e = e - e:; e: = --;;; e; e = 3 e:. 

216) 
e·N 5 N 

O"e = @) = 2 F = 
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3. Die Nullinie schneidet ein Dreieck abo Fig. 165. A ist der Kern

punkt des wirksamen Dreiecks abc und ergibt sich in Zn = e = ; . Die Lage 

der Nullinie findet man, indelll man die Werte u und v je viermal auf den Kanten 
abtragt, also b c = 4 u und a c = 4 v macht. Die Spannung ergibt sich zu 

217) 

Mit a = 900 wird 

217 a) 

3 N 
CJe = 8· sin oc u· v' 

3 N 
8u.v· 

In allen anderen Fallen, wo der Kraftangriffspunkt A nicht auf einer 
Symmetrieachse liegt oder die Begrenzung des Querschnittes nicht durch gesetz
maBige Kurven gebildet ist, ist die rech
nerische Untersuchung sehr verwickelt oder 
uberhaupt unm6glich. Man muB dann die 
zeichnerische Methode anwenden. 

Zeichnerische Untersuchung. Der Q uer
schnitt sei symmetrisch und die 
Kraft greife in einem Punkte A der 
Symmetrieachse an. Fig. 166. Die Null
linie liegt dann aus Grunden der Symmetrie 
senkrecht zur Symmetrieachse. 

Fig. 165. Fig. 166. 

Man zeichnet zu der Querschnittsflache eine Seillinie bed k f, lotet 
Punkt A auf die Tangente in b hinuber und zieht von dem hierdurch ge· 
fundenen Punkte a die Gerade a k so, daB die Flachen b a c und c d k gleich sind. 
Der Punkt k gibt dann die Lage der Nullinie an. Der Beweis folgt aus der 

J . 
Beziehung Zn = 6' J = 2 H . Flache bed k g = 2 H . Flache a k g = H . YJ • x; 

J 
@5=H'1); @5=X=Zn. 

Die Randspannung ist 

218) 
e N'e 

CJe = N ® = H '1) . 

Die N ormalkraft liegt beliebig. Das zeichnerische Verfahren hat 
insofern eine Schwache, als die Richtung der Nullinie unbekannt ist. Die 
L6sung folgt aus Fig. 167. Es wird eine Nullinienrichtung n - n nach Augen-
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r 0' 

Fig. 167. 
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schein angenommen, am best en 
parallel der Nullinienrichtung 
bei Beriicksichtigung der Zug
spannungen. Parallel zu dieser 
Nullinienrichtung wird der Quer
schnitt in Streifen zerlegt und 
zu den lnhalten der Streifen ein 
Seileck I mit der Polweite H 
gezeichnet. Der Kraftangriffs
punkt A wird parallel zu n - n 
auf die Tangente in b heriiberge
holt und a eso gezogen, daB die 
Flachen b a c und c e d einander 
gleich sind. Durch e :muB dann 
die tatsachlich eintretende Null
linie parallel zur Richtung n - n 
gehen. Es ist nur noch Zll unter
suchen, ob die angenom:mene 
Richtung n - n auch die rich
tige war. Die Mittelkraft aller 
Spannungen muB durch A gehen. 
Die auf die einzelnen Flachen
streifen entfallenden Anteile 
greifen angenahert in den Teil
sch werpunkten an und sind 
verhaltnisgleich den Strecken "1)1 

bis "1)7' die die verlangerten Seil
eckseiten auf der Nullinie ab
schneiden. Ein unter einer be-

o liebigen Drehung :mittels belie
biger Polweite H' gezeichnetes 
Seileck II muB eine Mittelkraft 
der Strecken "1) durch den Punkt 
A ergeben. Trifft dies nicht 
zu, so ;ruuB die Untersuchung 
mit einer zweckmaBig gedreh
ten neuen Richtung der Null
linie wiederholt werden. Die 
Randspannung ergibt sich nach 
Gleichung 218}. 

47. Die Knickung. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S. 64. Elastizitatslehre. 1. Teil. 
2. Aufl. S.272. - W. Ritter, Graph. Statik. 1. Teil. S. 170ft - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 559. - Miiller-Breslau, Neuere Methoden der Festigkeits
lehre. 4. Aufl. S.360. - Grashof, Elastizitat u. Festigkeit. 2. Auf!. S. 164. - Euler, 
Methudus inveniendi line as curvas. Additamentum: De curvis elasticis 1744. - Lagrange, 
Sur la figure des colonnes. Miscellanea Taurinensia Tome V, 1770-1773. - Engesser, 
Uber die Knickfestigkeit gerader Stiibe_ Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.- Vereins Hannover 
1889. S. 455. - Karman, Untersuchungen iiber Knickfestigkeit. Mitteilungen liber 
Forschungsarbeiten, herausgeg. V. Verein deutscher Ing., Heft 81. - 0 s t enf el d, Zeitschr. 
des Vereins deutscher Ing. 1898 Nr. 53, 1902 Nr.48. - Tetmajer, Die Gesetze der 
Knickungsfestigkeit der techno wichtigsten Baustoffe. Heft VIII der Mitteilungen der 
Materialpriifungsanstalt am schweiz. Polytechnikum in Ziirich. - Fappl, Vorlesg. iiber 
techno Mech. III. Bd. 4. Auf!. S. 320. - Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. 
u. Festigkeitsl. III. Bd. S. 152. 
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Die Eulersche Knickformel bei konstantem ElastizitittskoeUizienten. Ein 
prismatischer Stab sei nach Fig. 168 mit einer Druckkraft P be
lastet. Der Stabquerschnitt habe ein Tragheitsmoment J. Das 
Material des Stabes folge dem Hookeschen Gesetz (vgl. Ab
schnitt 40, S. 100) und habe einen Elastizitatskoeffizienten E. 
Unter der Wirkung von P biegt sich der. Stab aus und die 
elastische Linie folgt dem Gesetze nach Abschnitt 43, S. 105, 
Gleichung 191) bzw. Gleichung 191 a). 

1 M Y 
-EJ=-P EJ , p 

.. 1 d2 P 1 
Setzt man fur p den angenaherten Wert dx; und E J = J:2' 

so liefert die zweimalige Integration die Gleichung der elasti
schen Linie 

219) 

220) 

x Z x 
y = e·sin _.tg--+ o-coS-. 

r 2r r 

Die Durchbiegung f in der Stabmitte ergibt sich mit x = !. zu 

f = --_c-'z:--
cos-2-r 

c 

Fig. 168. 

Entwickelt man die Kosinusfunktion in einer Reihe, so ergibt sich bei 
Berucksichtigung der drei erst en Reihenglieder 

220 a) 

1st die Anfangsexzentrizitat c gleich Null, so folgt aus Gleichung 220), 
daB im allgemeinen f = 0 ist; nur fUr den Fall, daB auch der Nenner Null wird, 

nimmt f = ~ einen unbestimmten Wert an. 

Aus 

folgt 

221) 

l .,(P l .,/ P 7t 

cos 2 V EJ = 0, 2 V E J = 2 

Diese Gleichung wird nach ihrem Entdecker "Eulersche Knickformel" 
genannt. (Leonhard Euler 1707-1783.) Der Wert Po heiSt "Knickkraft". 1st 

F der Stabquerschnitt, i = V ~ der Tragheitshalbmesser des Stabquerschnitts, so 

ist die der Kraft Po entsprechende Spannung, die "Knickspannung" 

221 a) 
E 

" ~~, (:)' 
Gleichung 221) stellt die GroBe der Knickkraft fur den an beiden Enden 

gelenkig gelagerten Stab dar. Bei anderer Art der Lagerung hat die Knickkraft 
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andre Werte. Die hauptsachlich in Betracht kommenden FaIle sind die der 
Fig. 169 bis 172. 

I Beiderseitig 
gelenkige Lagerung 

~1 
1 I 
1 Z 
1 I 1 1 
p 

Fig. 169 

1("2 EJ 

Einseitig 
irei eingespannt 

iT 1 1 
1_1. 

" 

Fig. 170 

1("2 EJ 

Beiderseits 
eingespannt 

p 

J~ 
T 

1\ I 
i t 
I 1 

'l.j ~J. 

Fig. 171 

4n2EJ 

I Ein Ende eingespannt, 
das andere Ende 

geienkig 

I1f I l 
I 

_L , 

Fig. 172 

2,064 n2 EJ 
Po = -l-2- -----:rl2 ~l-2- l2 

2 E 1("2 E 4n2~ 
0"0 = 

1(" --
4 (}f '(+r (+r 

2,O641("2~ 
(~y 

i, 

Die Knickformel bei Zugrundelegung des genauen Ausdrucks fUr den 

Kriimmungsradius. Setzt man fUr ~ an einem zentrisch belasteten beiderseits 
p 

gelenkig gelagerten Stabe den genauen Wert des Krummungshalbmessers 
d2 yjdx2 

ein, so fiihrt die Integration zu einem elliptischen Integral,das 

aber durch Auflosung in erne Reihe umgangen werden kann. Zwischen der 
Normalkraft P und der Ausbiegung £ in Stabmitte ergibt sich dann die Gleichung 

222) _l ,/ P _ (~)2~ (~)2(~~)2 rr; VEJ -1 + 2 EJ4 + 2·4 EJ 4 

Die Diskussion dieser Gleichung gibt folgendes: 

rr;2 E J 
1. Solange P < [2 ist, ist f imaginar. 

rr;2 E J 
2. Fur P = l2 = Po ist f = O. 

rr;2 E J 
3. Fur P > l2 hat f reelle Werte, die sehr schnell mit P wachsen. 

Betrachtung des lfuickvorganges. Wird der gerade zentrisch belastete Stab 
einer allmahlich wachsenden Druckkraft P ausgesetzt, so vermag er bis zu einem 
gewissen Grenzwert Po der Kraft dieser gegenuber mit vollkommener Stabilitat 
seine gerade Form aufrecht zu erhalten, d. h. wenn der mit P belastete Stab 
durch irgendeine vorubergehend wirkende Ursache urn ein kleines MaB seitlich 
ausgebogen wird, so mmmt der Stab nach Verschwinden dieser Ursache seine 
gerade Form wieder an. (Dabei ist jedoch vorausgesetzt, daB die durch die Langs
kraft P und das Biegungsmoment der vorubergehenden Kraftwirkung hervor
gerufenen Spannungen die Elastizitatsgrenze des Materials nicht uberschreiten.) 
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Hat P jenen Grenzwert Po erreicht, so tritt an Stelle des stabilen cler 
indifferente Gleichgewichtszustand, d. h. wenn nun der Stab um ein unendlich 
kleines Stuck ausgebogen wird, so bleibt die Ausbiegung nach Verschwinden 
der Ursache bestehen. Jede VergroBerung von P uber Po hinaus hat eine verhalt
nismaBig starke VergroBerung der Ausbiegung f zur Folge, deren GroBe sich aus 
Gleichung 222) errechnet. Bei einem gewissen GroBtwerte P1 von P tritt dann 
der Bruch ein. 

Der Augenblick del' beginnenden Ausbiegung, wenn P = Po' und der des 
Bruches, wenn P = PI' treten aus dem Knickvorgange charakteristisch hervor, 
und es konnte zweifelhaft sein, welchen von diesen beiden Wert en man mit 
"Knickkraft" zu bezeichnen hatte. 1m Sinne der Eulerschen Formel ist dies 
der Grenzwert Po. Dies hat insofern eine Berechtigung, als es als Konstruktions
vorschrift zu gelten hat, daB die gerade Stabform cles Konstruktionsteiles ge
wahrt bleiben muB. Tatsachlich laBt sich auch nur dieser Wert Po mit annahernd 
mathematischer Scharfe festlegen. 

Die Eulersche Formel fUr Materialien, die dem Hookeschen Gesetze nicht 
folgen. Der Knickvorgang bleibt seinem Wesen nach genau derselbe, wenn das 
Material dem Hookeschen Gesetz nicht wehr unterliegt. 1st (j = f(o) das Gesetz 

der Dehnung. so stellt ~: den einer bestimmten Spannung entsprechenden 

Elastizitatskoeffizienten T dar. T ist mit 0 veranderlich, wahrend es bei Deh
nungen nach dem Hookeschen Gesetz konstant ist. Die Eulersche Formel 
andert sich dann nur insofern, als das von 0 0 abhangige T an Stelle des 
konstanten E tritt. 

Die Eulersche Formel bei Uberschreitung der Elastizitatsgrenze des Materials. 
Besonders schwierig gestaltet sich das Knickproblem dann, wenn die Knick
spannung die Elastizitatsgrenze des Materials uberschreitet. Dies hat seinen 
Grund darin, daB nach Dberschreitung der Elastizitatsgrenze die Dehnungen bei 
Spannungsverminderungen nicht mehr demselben Gesetze folgen wie bei 
Spannungszunahme, vielmehr gilt fUr steigende Spannungen das Dehnungs
gesetz (j = f(o) , fUr abnehmende Spannungen dagegen annahernd das Hookesche 
Gesetz. Das Ergebnis der Untersuchungen ist folgendes: 

T 
1st n = It- das Verhaltnis der Elastizitatskoeffizienten fUr zu- und ab-

o 
nehmende Spannungen, so ergibt sich die Lage der neutralen Faser aus cler 
Beziehung 

223) 

wo Stl und St2 die statischen Momente der beiden durch die neutrale Faser ge 
trennten, den Dehnungsgesetzen nach Eo und To unterliegenden Querschnitts
teile in bezug auf diese Faser sind. 

Sind J 1 und J 2 die Tragheitsmomente der beiden Querschnittsteile in bezug 
auf die neutrale Faser, J das Tragheitsmoment fUr die Schwerpunktsachse, so 
ergibt sich der "mittlere Elastizitatskoeffizient" TI' der in der Eulerschen 
Formel an Stelle von E tritt, zu 

224) 

Die Eulersche Formellautet also 

225) P _ 2 T1·J . 
o - 7t --Z2-' (jo 
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Einfiihrung von Naherungswerten fiir die veranderliehen Elastizitii.ts
koeffizienten T und Tr Die Werte T und T1, die in der Eulerschen Formel an 
die Stelle des Elastizitatskoeffizienten E treten, wenn die Dehnungen nicht 
dem Hookeschen Gesetz folgenoder die Spannungen die Elastizitatsgrenze iiber
schreiten, haben beide die Eigenschaft, daB sie mit steigendem Werte von Go 

kleiner werden. Fiihrt man verschiedene Naherungsgesetze zwischen Go und den 
Elastizitatskoeffizienten T bzw. Tl ein, so ergeben sich verschiedene Abarten der 
Eulerschen Fonnel. 

1. Lineare Abhangigkeit zwischen Go und T bzw. Tr 
Die Werte T bzw. Tl mogen von einem Werte E bei Go = P linear auf Null 

bei Go = k fallen, sie folgen also einer Gleichung A - B· Go' Es entsteht die 
Gleichung 

k k 
226) Go = k-p (: r 1 + Y(: Y 1+ 

7t2 • E 

worin 
k-p 

y= 
7t2 • E 

Diese Gleichung ist unter dem Namen "Sch warz-Rakinesche" oder 
"Naviersche" Knickformel bekannt. (Rankine 1820-1872; Navier 1785-1836.) 

Fiir FluBeisen ist y = 0,00014, k = 2,2 t/qcm mit einem Giiltigkeitsbereiche 
l 

von -;- = 20 bis 250. 
1 

2. Hyperbolische Abhangigkeit zwischen Go und T bzw. T1• 

Die Werte T bzw. Tl mogen von einem Werte E bei 0'0 = P nach einer 

Hyperbel auf Null bei 0'0 = k fallen, sie folgen einer Gleichung Al - B1• Die 
0'0 

Einfiihrung in die Eulersche Formel an Stelle von E liefert die Gleichung 

k k 

0'0 = 1 + 0'0 ~ -; P (~)2 = 1 + 0'0 1) (~)2 . 
7t. .p 1 1 

227) 

Diese Gleichung ist unter dem Namen der "Langschen Knickformel" be
kannt. 

3. Parabolische Abhangigkeit zwischen 0'0 und T bzw. T1. 

Die Werte T bzw. TI mogen von einem Werte E bei 0'0 = P auf Null bei 
0'0 = k nach einer Parabel fallen, sie folgen also einer Gleichung 

B2 • Go - A2 • 0'02• 

Die Einfiihrung an Stelle von E in die Eulersche Formel gibt die Gleichung 

228) = k _ P (k - p) (i).2 = k _ (i) 2 

0'0 7t2 • E i IX i 

1st hierin noch p = ~ , so lautet die Gleichung 

228a) k2 ( l )2 (l )2 
ero = k - 4 7t2 • E T = k - IXI T 

Dies ist die unter dem Namen "Johnson-Ostenfeldsche Knickformel" 
bekannte Gleichung. 
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Es sei hier bemerkt, daB man bei Aufstellung der Schwarz-Rankineschen 
und der Langschen Formel versuchte, jenen Wert PI (vgl. S. 125), bei dem der 
Bruch erfolgt, durch eine Gleichung festzulegen. Die Ostenfeldsche Formel 
wurde rein empirisch gefunden als eine Gleichung, die sich Versuchsresultaten 
von Tetmajer m6glichst gut anpaBt und die durch die Eulersche Formel 
dargestellte Kurve berichtigt. Der Grund dafiir, daB diese Formeln praktisch 
recht brauchbare Werte liefern, diirfte wohl hauptsachlich in ihrem inneren 
Zusammenhang mit der Eulerschen Formel zu suchen sein. 

Die Gleichungen 226) bis 228 a) gelten fiir den Fall nach Fig. 169. Fiir die 
anderen drei FaIle andern sich die Koeffizienten y, 't) und a bzw. al insofern, als 7t2 

durch die den verschiedenen Fallen entsprechenden Koeffizienten zu ersetzen ist. 
Die Tetmajersehe KniekformeI. Sie ist auf Grund von Knickversuchen 

empirisch aufgestellt und lautet 

229) cro = k - ~l ( : ) + P2 (: r 
Die Werte k und Pl und P2 rich ten sich nach dem Baustoffe. Auch gilt die 

Gleichung nur innrhalb bestimmter Grenzen der Werte (f), z. B. ist fiir FluB

eisen bei Werten --;- < 105 
1 

229 a) cro = 3,1 - 0,0114 ( ! ) t/qcm. 

. b' l Fiir SchweiBelsen e1 -;- < 112 
1 

229 b) cro = 3,03 - 0,013 (: ) t/qcm. 

. l 
Fiir GuBeisen b61 -c- < 80 

1 

229C) 00=7,76-0,12(~)+0,00053(:r t/qcm. 

Fur Holz bei ~ < 100 
1 

229d) 0 0 = 0,293 - 0,00194 ( f) t/qcm. 

Um eine Sicherheit gegen das Ausknicken eines Stabes zu haben, wird in 
praktischen Fallen gefordert, daB die tatsachlich auftretende Druckkraft P nur 

Po . 
einen Bruchteil der Knickkraft Po betragt. Das Verhaltnis p = s wird die 

"Knicksicherheit" genannt. Fur FluBeisen wird eine 4- bi'! 5 fache, fiir Holz eine 
10 fache Sicherheit nach der Eulerschen Formel gefordert. Innerhalb des 
Giiltigkeitsbereiches der Tetmajerschen Formel wird 2,5 bis 3,0 fache Sicher
heit gefordert. (Tetmajer 1851-1905). 

48. Widerstand gegen Abscherung. 
Literat·ur: Keck-Hotopp, Elastizitatslehre. 1. TeiI. 2. Auf I. S.69, 179. - W. Ritter, 
Graph. Statik. 1. TeiI. S. 59ff. - Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 8. Aufl. S.569. 
- Miiller-Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. Bd. I. 3. Auf I. S. 101. - Grashof, 
Elastizitat u. Festigkeit. 2. Aun. S. 123. - Otzen-Barkhausen, Anhang zur 2. Aufl. 
der Zahlenbei~piele zur stat. Berechnung von Briicken u. Dachern (Wiesbaden 1909). 
S. 15. - Foppl, VorlE·sg. tiber techno Mech. III. Bd. 4. Aufl. S. 11, 21, 33, 108. 
Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsi. I. Bd. S. 317, 366. 
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Befinden sich an einem Korper die auBeren Krafte i;rn Gleichgewicht, so 
wird das Gleichgewicht auch nicht gestort, wenn der Korper an einer beliebigen 
Stelle durchschnitten wird und die vorher vorhandenen inneren Spannungen 
als auBere Krafte zugefUgt werden. Jedes der beiden Teilstlicke ;rnuB sich danach 
wieder im Gleichgewicht befinden, also den Gleichgewichtsbedingungen ~ M = 0; 
~ H = 0; ~ V = 0 unterliegen. Die aus ~ M und ~ H sich ergebenden inneren 
Spannungen sind bereits in Abschnitt 44, S. 112 behandelt. 

In lotrechter Richtung ist die Summe aller auBeren Krafte gleich der Quer
kraft Q. Die in dem Querschnitt wirkende Spannung 1:" wird "Schub- oder 
Scherspannung" genannt. Diese verteilen sich nach irgendeine'll vor
laufig unbekannten Gesetze liber die Querschnittsflache. Sie werden im all
ge;rneinen nicht lotrecht gerichtet sein, also in eine lotrechte und eine wagerechte 
Seitenspannung 1:"y und 1"x zerfallen. In ihrer Gesa;rntheit :mlissen diese aber die 
Gleichungen erflillen 

230) Q =f1:"y·dF; f1:"x·dF=O. 

In sehr vielen Fallen genligt es, die Schubspannung als liber den ganzen 
Querschnitt F gleich;rnaBig verteilt anzusehen. Die sich aus dieser Annahme 
ergebende "mittlere Schubspannung" ergibt sich dann zu 

Q 
231) 1:"m = F. 

Wie eine Langskraft das Bestreben hat, zwei parallele Querschnitte einander 
zu nahern oder voneinander zu entfernen, ein Mo;rnent das Bestreben hat, zwei 
Querschnitte gegeneinander zu verdrehen, so verursacht die Querkraft eine 
Parallelverschiebung der beiden Querschnitte nach Fig. 173, das rechtwinklige 

/"1 l" 
/-, 
I If 

dz 1 " 
1 " , " , J-----, /7: 

e - dx 

Fig. 173. 

/-?, re 
/ 1 

--( 1 

I 1 , 
I 1 , , , 

'-/..dy 
v 

stark gezeichnete Prisma geht in das schiefwinklige 
gestrichelte Prism a liber. Macht man die durch die Er
fahrung genligend bestatigte Annahme, daB die Winkel
anderung y proportional der angreifenden Kraft Q 
und somit fUr ein unendlich kleines Pris;rna auch pro
portional der Schubspannung ist, so ergibt sich die 
Gleichung 

232) 

Der Proportionalitatsfaktor G (der de;rn Elastizitatskoeffizienten E bei 
Dehnungen entspricht) wird "Gleitzahl" genannt. 

Aus Fig. 173 folgt, daB das unendlich kleine Pris;rna unter der Wirkung 

I 
I 

~ 1 )---
/ 

/ 
/ 

/ 

dz 
Fig. 174. 

der Krafte Q = 1" . dx . dy nicht im Gleichgewicht sein 
kann, denn beide Krafte Q geben ein Kraftepaar 
1:" . dy . dx . dz, das den Korper zu drehen versucht. 
Das Gleichgewicht erfordert ein entgegengesetzt wir
kendes gleich groBes Kraftepaar aus Kraften in den 
Ebenen dy· dz. Fig. 174. Sind 1:"y und 1"z die Schub
spannungen in den Ebenen dy' dx und dx' dz, so sind 
die Krafte in diesen Ebenen 1"y . dy . dx und 1"z . dx . dz. 
!hre Hebelar;rne sind dz und dy, de:mnach besteht die 
Gleichung 1"y . dy . dx . dz = 1"z . dy . dz . dx 

233) 1:"y=1:"z. 

Es besteht also folgender Satz: Die Schubspannungen, die in den 
Seitenflachen eines beliebigen aus eine;rn Korper herausgeschnitte
nen rechtwinkligen Pris:mas rechtwinklig zu den Kanten auftreten, 
sind einander gleich und haben dieselbe Richtung zu den Kanten. 
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Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie sich die Schubspannungen in einem 
beliebig belasteten Balken in Langs- und Querschnitten verteilen. In Fig. 175 
stelle x - x die zur Momentenaehsrichtung 
K - K zugeordnete Sehwerpunktsachse dar. 
Die Spannung in einem beliebigen Punkte mit If 

d . N M t, 
den Koordinaten x un y 1St 11 = F + J x y. 

In einem Querschnitte im Abstande dz ist die 

Spannung um dl1 = d (~ y) = I. d M ge

wachsen. Nach Abschnitt 18, S.26 ist aber 

I d Q·dz Dnk Fig. 175. 
dM = Q. dz, a so 11= -J-- Y' e tman 

x 
sich durch einen beliebigen Schnitt m - m' von der Lange b einen in :Fig. 175 
schraffierten Teil der dz starken Scheibe abgetrennt, so muG das Stiick unter 
der Wirkung aller an ihm angreifenden Krafte und Spannungen im Gleich
gewicht sein. 1st 't'z die Schubspannung, so gibt die Nullgleichheit cler wage
rechten Krafte 

't' z . b . dz = 5 dl1' dF = ~ ~z 5 y. dJi'; 

Das Integral stellt das statisehe Moment 6 des durch den Sehnitt m - m' 
abgetrennten Querschnittsteiles in Bezug auf die x-Achse dar. Die Losung naeh 
't'z gibt 

234) 
6 

't'z = Q-b J . 
• x 

Die gesamte in dem Sehnitt m - m' wirkende Schubkraft ergibt sieh dann zu 

6 
234 a) T = b·"t'z = Q-, 

J x 

worin Q die Querkraft, (5 das statische Moment des 
durch den Schnitt abgetrennten Querschnitteiles 
in bezug auf die zur Momentenachsrichtung zugeordnete 
x-Achse und J das Tragheitsllioment des gesamten 
Querschnittes in bezug auf dieselbe Achse ist. 

Was die Verteilung der Sehubspannung iiber den 
Quersehnitt angeht (Fig. 176), so gilt folgendes: An 
einem Punkte m des Querschnittrandes kann "t' 
nur tangential an den Querschnitt gerichtet 
sein, denn jedes anders geriehtete "t' wiirde eine Seiten
spannung senkrecht ZUlli Quersehnittsrande liefern, die 
wiederum naeh dem 8atze 8.128 eine gleich groGe 8pannung 
in der Balkenlangsrichtung bedingte. Auf der Oberflaehe 
des Balkens konnen aber keine Sehubspannungen wirken. 

I ' , 
h
I 
I 
I 
I 

x 

In einem beliebigen Punkte i eines symmetrisehen Quersehnittes zerlegt sieh die 
dort vorhandene 8chubspannung "t' in "t'x und "t'y. Letztere muG naeh dem 8atze 
8. 128 der Seh u bspannung "t' z gleieh sein, also, wenn b die hal be Quersehnit ts breite ist 

235) 

Handbibliothek. 1. 2. 

r"t'-~-Q (5 I y - ·z - 2b· Jx 

)tJ "t'x = 't'y' tg ~ = 't'y ~ tg <p 

"t' = ~2+"t'y2 
9 
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1st die Querschnittsbegrenzung parallel zur y-Achse (Rechteck), also il = 0, 
so wird 'C'x = 0, die Schubspannungen sind alle parallel zur y-Achse. 

Da IS in der Schwerachse am groBten ist, folgt, daB die Schubspannung in 
dieser Achse ihren GroBtwert hat. Fur ein Rechteck von der Breite b und der 

h h h2 h3 
Hohe h ist in der Schwerachse IS = b 2"' . 4 = b 8' J = b 12' also 

236) 
6 3 Q 3 Q 

1'y = 1'z = Q b. J = 2 b. h = 2 F' 

49. Widerstand gegen Torsion. 
Literatul',' Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. . Auf I. S.71. Elastizit11tslehre. 1. TeiI. 
2. Auf I. S.290. - W. Ritter, Graph. Statik. 1. Teil. S. 70ft - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf I. S. 573. - Grashof, Elastizit11t u. Festigkeit. 2. Auf I. S. 133. -
Foppl, Vorlesg. tiber techno Mech. III. Bd. 4. Auf!. S. 20, 299, 378. V. Bd. S. 145. -
Mehrtens, Vorlesg. tiber Stat. d. Baukonstr. U. Festigkeitsl. 1. Bd. S.321. 

Greift an einem prismatisch geformten Korper in einer Querschnittsebene 
ein Drehmoment nach Fig. 177 an, so hat dieses das Bestreben, die einzelnen 

Stabquerschnitte um die Stabachse zu 
verdrehen. Diese Beanspruchungsart 

p des Stabes wird "Torsions- oder 
Dreh ungs beanspruch ung" genannt. 
Da jeder Querschnitt gegen die benach
barten gedreht wird, so bilden die vor-

/ her geraden Linien der Mantelflache des 
Stabes nach der Drehung schrauben
formige Linien. 

Entsprechend dem Aufeinander
gleiten der einzelnen Stabquerschnitte 

Fig. 177 treten in ihnen Schubspannungen auf, 
die in ihrer Gesamtheit mit dem auBeren 

Momente M im Gleichgewicht sein mUssen. Die Schubspannungen werden in 
diesem Falle, da sie aus einer Drehungsbeanspruchung hervorgehen, "Torsions
oder Drehungsspannungen" genannt. 

Eine mathematische Behandlung dieses Falles der Elastizitatstheorie fiihrt 
in den meisten Fallen auf sehr verwickelte Verhaltnisse und ist nur in einzelnen 
Fallen einfacher Querschnittsformen durchfiihrbar. Dies ist aber im Hinblick 
darauf, daB die in praktischen Fallen der Torsionsbeanspruchung unterliegenden 
Korper fast ausnahmslos kreisf6rmig, kreisringfOrmig, allenfalls rechteckig sind, 
ohne Belang. 

1. Der Kreisquerschnitt. Die Schubspannungl' nimmt nach Gleichung 232) 
Abschnitt 48, S. 128 verhaltnisgleich mitdem Gleitungswinkel y zU. 1st p der 
Abstand eines beliebigen Querschnittpunktes vom Mittelpunkte des Kreises, 
R der Radius des Kreises, so besteht zwischen den Spannungen 1'x und l' in den 
Abstanden p und R vom Mittelpunkte die Beziehung 1'x : l' = P : R. Die Schub-

kraft auf einem Querschnittsteilchen dF ist clT = 1'x • elF = l' ~ elF. Diese 

Kraft ist senkrecht zum Radius p gerichtet, also ist das Moment 

p2 
dM = 1'RdF. 

Die Integration gibt 
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Da nach S.94, Abschnitt 38, Gleichung 167) das polare Tragheitsmoment 

eines Kreises J p = R4; war, so ergeben sich die Gleichungen 

11: 2 M 
M = ". R3. -; " = ---c:::-;;---

2 tR3'11: 
237) 

2. Der Kreisringquerschnitt. Mit J p = (R4 - r4) ; ergibt sich 

( 
R4 - r4) 11: ~ 2M . R 

238) M = " R 2"; ,,= (R4 _ r4) 11: . 

3. Der Rechteckquerschnitt. Fig. 178. 
Die Spannung " ineinem beliebigen Punkte mit 
den Koordinaten x und y zerlegt sich parallel 
zu den beiden Hauptachsen in "x und "Y' Nach 
Abschnitt 48, S.128 sind die Schubspannungen in 
zwei zueinander senkrechten Ebenen gleichgroB. 
Da in den AuBenffachen des Balkens keine Schub
spannungen auftreten konnen, so folgt, daB in den 
vier Eckpunkten sowohl "x als auch "y null sein 
muB. Versuche haben dazu gefUhrt, folgende An
nahmen fUr die Verteilung derTorsionsspannungen 
zu machen: 

"x wachst proportional mit y und verringert 
sich parabolisch mit x. 

"y wachst proportional mit x und verringert 
sich parabolisch mit y. 

Fig. 178. 

Denmach ist, wenn "a und "b die Spannungen in den Punkten A und B sind, 

't"y = "a 2bx (1- 4ht); "x = "b 2: (1- 4b!2)=". 2~b(1_ \~2). 

Das Moment der auf ein Flachenteilchen dF entfallenden Spannungen "x 
und "y ist 

elM = ("x' y + 't'y' x) dF. 

M = S["x,y+'t'y,xJ elF=2"a [~SX2.elF+:2Sy2.dF-h2~bSxa.y2-dF] 
Die Integrale beeleuten 

Da 

ist, so folgt: 

M = 2 't'a [2 :y - 8 . b3 h3 ] [ 2 J y 2 J y ] 8 J y 
h2.b.144 =2't'a -b--~ =3b't'a 

239) 
3M·b 3Mh 

't'a = 8 J y ; 't'b = ~ . 
9* 



132 V. Statik elastischer Korper. 

50. Zusammensetzung von Langsspannungell ulld Schuh-
spallnungen. Die Hauptspannungen. 

Literatur: Keck-Hotopp, Elastizitiitleehre. 1. TeiI. 2. Aun. S. 192. - Miiller
Breslau, Graph. Stat. d. Baukonstr. Bd. I. 3. Auf I. S.104. - W. Ritter, Graph. 
Statik. 1. Teil. S. 8ff., 75ff. und S. 123ff. - Grashof, Elastizitat u. Festigkeit. 2. Aufl. 
S.5, 199,203. - Foppl, Vorlesg. iiber techno Mech. III. Bd. 4. Aufl. S. 28, 31, 115. 
V. Bd. S. 1 ff. - Mehrtens, Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. u. Festigkeitsl. I. Bd. S.375. 

Denkt man sich aus einem im Gleichgewichte befindlichen Stabe ein unend
lich kleines dreiseitiges rechtwinkliges Prisma herausgeschnitten (Fig. 179), so 

muB sich dieses nach Anbringung der 
in seinen Flachen wirkenden Langs- und 
Schubspannung E)be~alls hn Gleich
gewicht befinden. 1st dF die Hypo
thenusenflache, so sind dF . cos a und 
dF . sin a die KathetenfHichen. ax und 
ay sind die in letzteren Flachen wirken
den Langsspannungen, Tx die in beiden 
gleiche Schubspannung. In der Hypo
thenusenflache wirke die Langsspan
nung a und die Schubspannung T. Die 
in den Kathetenflachen wirkenden 
Krafte sind dann ax . sin a . dF bzw. 

Fig. 179. ay . cos a . dF als Krafte senkrecht zu 
den Kathetenflachen, Tx' sin a . dF 

bzw. Tx • cos a . dF als parallel zu ihnen. In der Hypothenusenflache wirken 
die Krafte a . dF lotrecht, T' dF parallel zur Hypothenusenflache. Zerlegt man 
alle diese Krafte parallel zu a' dF und T' dF, so ergibt das Gleichgewicht nach 
Division durch dF folgende beiden Gleichungen: 

a = ax . sin2 a + ay . cos2 a + 2 Tx • sin a' cos a, 
T = (ax - o-y) sin a' cos a + Tx (cos 2a - sin 2a). 

Es soIl untersucht werden, fur welchen Wert von a die Langsspannung G 

in der Hypothenusenflache ihren GroBtwert erreicht. Die Differentiation gibt 

!: = 2· (o-x - o-y) sin (1.. cos (1. + 2 Tx (C082 (1. - sin2 (1.) 

= 2 T = (ax - o-y) sin 2 (1. + 2 Tx • cos 2 (1. = O. 

240) 
2.", 

tg2(1. = - . 
(o-,,-o-y) 

Die Spannung G wird demnach am groBten, wenn " zu Null wird. 
Der Gleichung 240) entsprechen zwei Winkel a, die um 900 voneinander 

verschieden sind .. 
Fuhrt man den Wert von a nach Gleichung 240) in die Gleichung fUr a ein, 

so ergibt sich 

o-,+Gy 1/(0-,,-av)2 a1 = 2 ± f --2-'·· -- +" ,2 . 
2 

241) 

Diese beiden Spannungen, die in zwei zueinander senkrechten Ebenen auf
treten, werden "Hauptspannungen" genannt. 

Besonders haufig ist es der Fall, daB ay = 0 ist, also nur Langsspannungen in 
einer Richtung und Schubspannungen auftreten. In diesem FaIle ist 
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24030) 

241 a) 

2·'t'x 
tg20c = - --

I]x 

1]" Va2 I] =-± - x+'t'2 
~ 2 T x 

Da in dieser Gleichung der Wurzelwert im:mer groBer als ~ ist, so folgt 

daraus, daB die beiden Hauptspa,nnungen entgegengesetzten Sinn haben. Sie 
werden daher "Hauptzugspannung" und "Hauptdruckspannung" genannt. 

Am Querschnittsrande eines auf 
Biegung beanspruchten Balkens ist 
't'" = O. Daraus foIgt a = 0° oder 90°, 
1]1 = I]x, a2 = O. In einem Punkte 
der Nullinie ist I]x = 0, also a = 45° 
oder 135°, 1]1 = + -'x, 1]2 = - -.". 

Denkt man sich Punkte von 
der Nullinie aus, immer in der Rich-
tung der Hauptspannungen, nach Fig 180. 
dem Querschnittsrande wandern, so 
durchlaufen sie Kurven nach Fig. 180, die "Spannungstrajektorien" ge
nannt werden. Diese schneiden sich alle unter 90°, gegen die Nullinie sind sie 
unter 45°, gegen den einen Querschnittsrand unter 900 geneigt, wahrend sie 
in den anderen Querschnittsrand tangential einlaufen. 

In Fig. 181 ist das der Fig. 179 entsprechende Prisma EO aus dem 
Korper geschnitten gedacht, daB die Kathetenfliichen parallel den Haupt
spannungen 01 und 02 sind. Dann sind in 
ihnen keine Schubspannungen vorhanden. Die 
Spannungen ° und 7: in der Hypothenusenfliiche 
sind zu ihrer Resultierenden Os vereinigt gedacht 
und die GrOBe von Os auf ihrer Richtung auf
getragen. Die GroBe der Hypothenusenfliiche 
ist wieder dJ!', dann besteht Gleichgewicht 
zwischen den 3 KriiftenosdF, 0l·dF.sina und 
0'.l dF· cos a. Sind nun x und y die beiden Fig. 181. 
Komponenten von Os iIi Richtung der Haupt-
spannungen 01 und °2 , d. h. die Koordinaten des Endpunktes del' 0. Auf
tragung, so bestehen die beiden G leichungen 

1. o].dF.sina=x·dF 
2. °2 ' dF·cosa = y ·dF 
. x 

sIna = - ; cosa =Z 
01 02 

x2 y2 
sin 2 (;(, + cos2 (;(, = 1 = --- + -ai a;· 

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit den Hauptachsen 01 

Winkel cp zwischen Os und 01 erhiilt man aus der Gleichung 

) 0,,' cos a 0" 
242. tg cp = ". = -"- co tg a . °1 ' SIn a 01 

und 0'.l' Den 

Diese Ellipse wil'd "Spannungsellipse" genannt. Die Hauptspannungen 
sind die Hauptachsen der SpannungselJipse, die resultierende Spannung in 
einer beliebigen unter a gegen 01 geneigten Ebene erscheint als Fahrstrahl 
der Ellipse, deren Richtung durch Gl. 242) gegeben ist. 
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In Punkten der Nullinie, 0 1 = o~l' geht die Spannungsellipse in einen 
Kreis iiber. Fiir Punkte des Querschnittsrandes wird sie zu einer Geraden, 
da die eine Hauptspannung Null ist. 

Das ranmliche Spannnngsproblem. 

Ganz entsprechende Betrachtungen lassen sich auch fiir einen raumlichen 
Spannungszustand anstellen. Die bisherigen Ableitungen gingen von Span
nungen 0 und 'I: aus, die aile parallel zur Zeichenebene wirkten. Bei der 
Untersuchung des raumlichen Spannungszustandes sind auch Spannungen 
senkrecht zur Zeichenebene einzufiihren. Man geht von einer raumlichen 
Pyramide aus, deren Kanten sich rechtwinklig schneiden und wahlt diese 
3 Pyramidenkanten als Koordinatenachsen. [Man denke sich die Pyramide 
dadurch entstanden, daB man durch das Koordinatensystem x, y, z eine die 
3 Achsen schneidende Ebene legt.] Die Schubspannungen in den Seiten
flachen der Pyramide sind in zwei zueinander senkrechten Ebenen gleich 
groB und haben gleiche Richtung auf die Kante der Pyramide. Die Krafte 
in den Seitenflachen, hervorgehend aus den 6 Spannungen ox' 0Y' 0Z' 'l:x' 'l:Y ' 'l:z 
miissen mit der Kraft in der Grundflache der Pyramide, hervorgehend aus 
der resultierenden Spannung os' im Gleichgewicht sein. Die Untersuchung 
fiihrt zu folgenden Ergebnissen: 

Die von einem Punkte aus auf ihrer Richtung aufgetragenen 
Spannungen Os sind die Halbmesser eines Ellipsoides, des "Span
nungsellipsoides" . 

Die 3 Hauptspannungen sind die Hauptachsen des Spannungs
ellipsoides. Sie stehen senkrecht zueinander. Die Schubspan
nungen sind in den 3 Hauptspannungsebenen Null. Eihe der drei 
Hauptspannungen istdiegroBte, eine die kleinste allerSpannungen, 
die in den beliebigen durch einen Punkt gelegten Flachen auftreten. 

Sind die Spannungen ox' 0y' 0Z' 'l:x' 'I: , 'l:z in drei zueinander senkrechten 
Ebenen bekannt, so errechnen sich die 3 fiauptspannungen aus der kubischen 
Gleichung: 

243) 03 - [ox + Oy + oz] 02 + [Oy Oz + Ox Oz + Ox a y - 'l:x 2 - 'ly 2 - 'l:z 2] • ° 
= 0x·oy·az - 0X''l:x2 - Oy.r:/ - 0Z''l:z2 + 2 'l:x·'l:y·'l:z • 

Die 3 reellen Wurzeln dieser Gleichung sind die Hauptspannungen. 

Die Richtungswinkel IX, (J, y irgendeiner der Hauptspannungen ° er
geben sich aus den Gleichungen 

244) 

worin 

cos IX = + VA. - S' 
cos {J = + '1 /~. - V S' Vc cosy = ± S. 

A = [Oy - 0] [oz - 0] - 'l:x 2 ; 

B = [oz - 0] [Ox - a] - 'l:y2 ; 

C = [ox - 0] [ay - 0] - 'l:z 2 ; 

S=A+B+C. 

Die Schubspannung wird ein Maximum fiir 6 Ebenen, die durch 
die Richtungslinien je einer der 3 Hauptspannungen gehen und die 
Winkel der beiden anderen Hauptspannungen halbieren. Da je 
zwei dieser Ebenen senkrecht zueinander stehen, folgt, daB die Schubspan-
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nungen in den beiden Ebenen durch die Richtungslinie von a1 gleich groB 
sind und entgegengesetztes Vorzeichen haben, ebenso die Schubspannungen 
in den beiden Ebenen durch die Richtungslinie von a2 und as' Die 3 "Haupt
schubspannungen" T1 , T2 , TS errechnen sich zu 

245) a - a 
T = + 3 1. 

2 - 2 ' 

Besteht die Beziehung 

246) ax' a y • az - ax·T.} - a y .t/ - az '<z2 + 2 Tx' Ty ' Tz = 0, 

so wird nach Gleichung 243) die eine der 3 Hauptspannungen a zu Null. 
Die beiden anderen errechnen sich aus der Gleichung 

247) a2 - [ax + ay + az] a + /]y'/]z + 0x,oz + 0x'Oy - <x2 - t/ - Tz2 = O. 

Die Bedingung, daB Gl. 246 zu Null wird, trifft dann zu, wenn von 
den 6 Spannungen ox' 0Y' 0z' Tx ' Ty ' Tz drei Werte Null sind, die verschie
dene Indizes haben und weder alIe Normalspannungen noch aIle Schub
spannungen sind, also wenn z. B. 0y = 0z = Tx = 0 oder Ty = <z = /]x = 0 
ist. Das Spannungsellipsoid geht dann in die Spannungsellipse iiber, der 
raumIiche Spannungszustand wird zu einem ebenen Spannungszustande. 

1m Faile 0y = 0z = Tx = 0 errechnen sich die Hauptspannungen /]1 und 
°2 als Wurzeln der quadratischen Gleichung 

248) 

im FaIle Ty = <z = Ox = 0 als Wurzeln der Gleichung 

249) 

(Ableitung der Ergebnisse des raumlichen Spannungszustandes siehe 
Grashof, Theorie der Elastizitat und Festigkeit, 2. Auf I. S. 5 bis 16.) 

51. Spannungsermittlung in Querschnitten stabformiger Verbund
korper_ 

Literatur: Keck-Hotopp, Elastizitatslehre. I. Teil. 2. Aufl. S.212. - Morsch, Der 
Eisenbetonbau. 4. Auf I. S. 147 u. 213. - Handbibl. fiir Bauing. Band Eisenbetonbau. 

Begriff des stabformigen Verbundkorpers. 

Unter einem stabformigen Verbundkorper versteht man einen stabformigen 
Korper (Balken), der aus mehreren einzelnen stabformigen Korpern gebildet 
ist, deren Stoffe voneinander verschiedene elastische Eigenschaften haben. 
Der Zusammenhang zwischen den Einzelkorpern in den Beriihrungsflachen 
muB ein derartig inniger sein, daB die verschiedenen Stoffe in den Beriihrungs
fiachen zu gleichen Dehnungen gezwungen sind. 

AIle Eisenbetonkonstruktionen sind als Verbundkonstruktionen anzu
sprechen. Die folgenden Untersuchungen sollen in erster Linie auf den Eisen
betonbau zugeschnitten sein, es ist also ein Verbundkorper aus Beton mit 
eingebetteten Eiseneinlagen angenommen. 

Die Spannungsermittlung geschieht in allen Fallen auf Grund folgender 
V oraussetzungen: 

1) Ebene Querschnitte bleiben nach del' Biegung eben. 
2) Die Spannungen wachsen in beiden Verbundstoffen mit den Dehnungen 

nach dem Hookeschen Gesetz. 
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3) Die beiden den Verbundkorper bildenden Stoffe erleiden in den Be
riihrungsflaehen gleiehe Dehnungen. 

Es werden folgende Bezeiehnungen eingefiihrt: 

Ee = Elastizitatskoeffizient des Eisens, 
E6 = Elastizitatskoeffizient des Betons, 

n = Ee/Eb (fiir Eisenbeton n" 15), 
F b = Betonquersehnitt, 

fe und fe' = Quersehnitte der Eiseneinlagen, 
0e = Spannung in der Eiseneinlage, 
0b = Spannung im Beton. 

I. Beide Sto1fe des Verbundkorpers konnen Druck- und Zugspannungen 
aufnehmen. 

a) Spannungen aus zentrischen Langskraften (Fig. 182). 

Ein Stiiek des Verbundkorpers von der Lange l dehne sieh um Lll. Die 
Normalkraft N greife derart an, daB der Quersehnitt t - t sieh parallel um 
LIZ in die Lage tl - tl versehiebt. Da fiir jeden Punkt des Stabquersehnittes 

1-<1 <c-----l ---

die Dehnung den Wert Lllll 
hat, bestehen fiir Punkte des 
Beton- und Eisenteiles die 
beiden Gleiehungen: 

1t.., " - "l·l-o ·E ~:;» Gb - LJ • - bob i __ x 

Fig. IS;? 250) 

Ee = Lll: l = 0e : Ee· 

Daraus folgt: 

0b : Eb = 0e : Ee; 
Ee 

0e=ObE" =noob· 
b 

Die Gleichgewiehtsbedingungen ergeben folgende Gleiehungen: 

1) ~H=O: 

N - J 0b·dFb - J 0eodfe=O; 

2) :::SM=O: 

J °boyodFb + J °eoy.dfe=O. 

Mit 0e = no 0b lauten die Gleiehungen: 

1) N -ObJ dFb -noobJ dfe=O; 

2) ObJ yodFb+noobJ dfe=Oo 

In der Gleiehnng 2) fallt 0h fort, die beiden Integrale stellen die stati
sehen Moments des Betonqnerschnittes nnd des n-faehen Eisenqnersehnittes 
dar. Da die Summe dieser statisehen Momente Nnll sein solI, folgt darans, 
daB die Kraft N im Sehwerpunkt des Beton- nnd n-faehen Eisen
q uersehnittes angreifen muB. 

251) 

In Gleiehnng 1) ist J d F b = F b' J d fe = fe, es ergibt sieh darans 

N 
°b= F +n.fe ; 

h , 
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b) Spannung aU8 reiner Biegung. 
Eine Untersuchung entsprechend del' im Abschnitt 42, jedoch unter Be

achtung, daB die Spannung im Eisen die n-fache del' Betonspannung an del' 
Beriihrungsfliiche ist, ergibt folgende S~itze: 

1) Man kann den Verbundquerschnitt durch einen homogenen Betonquer
schnitt ersetzen, del' aus dem ursprunglichen Betonquerschnitt und dem 
n-fachen Eisenquerschnitt in Beton gebildet ist. 

2) Fur diesen Ersatzquerschnitt gelten die gleichen Beziehungen wie in 
Abschnitt 42. Die GIeichungen 1 89a) bis 189d) und 190) behalten ihre 
Gultigkeit. 

3) Die mathematischen Ausdriicke del' Querschnittftache und del' Fliichen
momente lauten: 

252) 
r 

j 

F=Fb+n.fe 

Jx=f Yb2.dFb+nf ye2 .dfe 

Jy=f xb2 .dFb+nf xe2 .dfe 

CXy =f xb 'Yb .dFb + nf xc' ye·dfe 

Wx=Jx ; Wy=Jy • 
Y x 

4) Die Nullinie geht durch den Schwerpunkt des Ersatzquerschnittes 
und ist eine zugeordnete Achsrichtung zur Momentenachsrichtung. 

c) Spannungen aU8 Biegung und Ldng8krdften. 

Nach Bildung des Ersatzbetonquerschnittes durch Umwandlung des Eisen
querschnittes fe in einen n-fachen Betonquerschnitt gelten dieselben Be
ziehungen wie in Abschnitt 44 fUr homogene Querschnitte. Die mathema
tischen Ausdriicke fur Querschnittsftache Fund die Flachenmomente J x' J,., 
CXy ' Wx und Wy sind die nach Gleichung 252). 

II. Del' eine Stoff des Verbundkorpers (das Eisen) vermag Zug- und Druck
spannungen, del' "andere (Beton) nur Druekspannungen aufzunehmen. 

a) Spannungen aus zentri8chen Ldng8krdften. 

Die Kraft N muB nach den Entwicklungen unter Ia) S. 136 im Schwer
punkte des Ersatzbetonquerschnittes angreifen. 1st N eine Druckkraft, 'so 
ist 0b und 0e durch Gleichung 251) gegeben. 

1st N eine Zugkraft, so ist del' gesamte Betonquerschnitt nicht wirksam 
fur die Spannungsaufnahme. N muB im Schwerpunkte del' Eiseneinlagen an
greifen. Die Spannungen sind 

253) 

b) Spannungen aU8 reiner Biegung. 

Die Untersuchung solI auf den Fall eines rechteckigen Querschnittes und 
Momentenachsrichtung in einer Querschnittshauptachse beschrankt werden. 
1m ubrigen sei auf die Literatur und auf den IV. Teil, Bd. 3 del' "Hand
bibliothek fiir Bauingenieure", "Massivbau", verwiesen. 
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Mit den Bezeichnungen der Fig.183, unter Beachtung der friiher gefun
denen Tatsache, daB die Spannung im Eisen die n-fache der Betonspannung 
einer Faser im gleichen Abstande von Nulllinie ist, ergibt sich 

t---b~ 
I I 

11 
~~",+-J ~ 

~~~~~_~_~_~_~_-j-~efo·ri.:...J..~ -----:efi,---e...L-J 
I I ~"~ " I -4::Jdlr b ~ i3e=17J5,,-

IVrmiil7dert/nget1 JpCl!7I7t/nget1 

Fig. 183. 

bx 
die gesamte Betondruckkraft zu Db = °b --2 ' 

, 
die Eisendruckkraft zu De = fe'· 0e' = n· fe' 0b ~-=-~ , 

x 
h-a-x 

die Eisenzugkraft zu Ze=fe·oe=n.feob x 

Die Gleichgewichtsbedingung ~ H = 0 ergibt die Gleichung 

Db+De-Ze=O 
bx x-a' h-a-x ° - + n . fe' ° --.-- n fe ° = 0 b2 b x b X 

bx2 + nfe' (x - a') - n·fe (h -a-x)= O. 
2 

In dieser Form stellen die drei Glieder die statischen Momente des 
Betondruckquerschnittes und der n-fachen Eisenquerschnitte in bezug auf die 
Nullinie dar. Da die Summe der statischen Momente Null sein soIl, so heiBt 
dies, die Nullinie ist Schwerachse eines Ersatzbetonquerschnittes 
aus dem wirksamen BetondruckquBrschnitt und den n-fachen Eisen
querschnitten. Die Lasung nach x ergibt: 

254) x=- n(fet fe') + V[n (fe-t felT + 2bn [fe'.a'+fe(h-a)]. 

Die Gleichgewichtsbedingung ~ M = 0 fiir die Zugeinlage als Drehpunkt 
gibt die Gleichung: 

M - Db ( h - a - ~) - De (h -- a-a') = 0 

b x ( x ) f' (x - a') (h ' M - 0bi- h - a - 3" - n e 0b ·_-x-- - a - a) = o. 
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M 

255) 
IJ

b = bx (h _ a _ ~) + n fe' ~ - a') (h _ a _ a') 
2 3 x 

, x - a' 
lJe =nlJb --x-

h-a-x 
x 

c) Spannungen aus Biegung und Langskraft (Fig. 184). 

Das Biegungsmoment M und die Langskraft N konnen als exzentrisch 
wirkende Langskraft N 
zusammengefaBt werden. 
Die Exzentrizitat ergibt 

. h M F' SIC zu e ="N' Ig.184 

zeigt die an dem Quer
schnitt wirkenden Krafte 
fur den Fall, daB N eine 
Druckkraft ist. DieBeton
druckkraft und die Eisen
Druck- und Zugkraft 
haben dieselben Werte 
wie fur reine Biegung. 

Die Gleichgewichts
bedingung ~ M = 0 fur 
den DurchstoBpunkt C 
der N ormalkraft N liefert 
die Gleichung: 

II II I 
t-'-I3b~' @e~n'l!fb --------" 

Fig. 184. 

Db(e-}+ ;)+De(e- ~ +a')-Ze(e+~-a)=o. 
Die Einsetzung der Werte von Db' De und Ze ergibt: 

b x ( h x) , X - a' ( h,) (h - a - x) ( h ) 
IJb 2 e - 2" + if + n fe °b --i- e - "2 + a - n fe IJb i . e + 2 - a = 0 . 

Nach Kurzung von IJb und Ordnung nach Potenzen von X entsteht fol
gende Bestimmungsgleichung fiir x: 

256) x" + X2.g (e- ~)+ x 6bn [fe' (e- ~ + a') + fe(e+ ~ - a)] 

257) 

-- 6bU [fe" a' (e - } + a') + fe (h - a) (e~. - a)] = o. 

Die Losung nach x erfolgt am besten durch Probieren. 
Die Nullgleichheit der wagerechten Krafte ergibt: 

N - Db - De + Ze = 0 

bx , (x-a') (h-a-x) 
N - 0b 2 - n· fe 0b ---x-- + n fe IJh x = 0 . 

Die Losung nach 0b ergibt: 
N 

IJb = b x x - a' h - a - x 
-+n.fe' -n·fe ----
2 x x 
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~6'e'~n.g;--J Fur (Je und 0e' gel-
~@b-' I , I--b~ ten die Gleiehungen255). 
I+g,,;,,", I I De=J!'~_=j:~~W::.~ 1st del' Wert del' Ex-

-"'b3 -------n 111 zentrizitat e klein, so ,'DlJ/e&'-j' 1 ~ ergibt sieh x > (h - a). 
~~--_____ --f"""'-"-''''P-'..:...:...)+ Id~ diGesle~hFalle ge2ltoe4n) 
~ ____ + ~ Ie me ungen 

", und 204 a) S. 114 und 
" 252), S. 137. 

Fig. 185 zeigt die 
Spannungsverteilungfiir 
den Fall, daB N eine 
Zugkraft ist. 

Die Momentenglei
chung fUr Punkt C 
auf del' N ormalkraft N 
lautet: 

DI . (e -+- ~ -~) + D (e -l- -~ - al ) - Z (e - ~ + a) = 0 ) '23 e '2 e 2 

Ob bx, (e.+ h _x) 
2 . 2 3 

I (x - a') ( h,) (h - a - x) ( h ) nfe ab x- e+'2-1} -nfeab----x- - e- 2 +a =~ 

Daraus ergibt sieh fi'lr x folgende Bestimmungsgleiehung: 

258) -- x3 + x2 • 3 (e + ~) + x Bbn [fe' (e + ~ - al) + fe (e - ~ + a) ] 

-- B n I fe' . a' (e + ~ - a') + fe (h - a) (e - ~ + a)] = 0 . 
b L 2 2 

Die Gleiehgewichtsbedingung ::f. H == 0 gibt 

bx I x-a' h-a-x 
N + ab - + n fe alJ - - -- n fe ab = 0 

2 x x 

259) 
N 

ab = --:;-----...,--------;:--:;--
(h - a - x) , (x -- a'l bx 

nfe------nfe .---
x x 2 

Weiter ist wie fruher: 

h-a-x 
x 

Fur kleine Werte der. Exzentrizitat ergibt sich x negativ. In diesem 
Falle muB die gesamte Zugkraft N von den Eiseneinlagen aufgenommen 
werden. Die Spannungen in den Eiseneinlagen ergeben sieh aus den Mo
mentengleichungen fur die Eiseneinlagen als Drehpunkte zu 

260) 
N (e T - ~ -al

) 

a,> = + -f -'-h-- - ') ; 
e ( -a-a 

(~-- e-a) 
I + N 2 (j ~ -.--_. ------

e - fe' (h - a - a') . 
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VI. Dynamik elastischer Korper. 
52. Die Arbeitsvorgange an elastisch festen KOl'pel'u. 

Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik, 2. Teil. 4. Aufl. S. 109, 149; 3. Teil. 2. Auf!. 
S. 68, 76. - Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mechanik, 8. Aufl. S. 609. - Grashof, 
Elastizitat u. Festigkeit, 2. Auf!. S. 371, 378, 388. - Otzen-Barkhausen, Anhang 
zur 2. Auf!. der Zahlenbeispiele zur stat. Berechnung von Briicken und Dachern (Wies
baden 1909) S. 40. - F6ppl, Vorlesg. iiber techno Mechanik, III. Ed. 4. Auf!. S. 152, 
IV. Ed. 6. Auf!. S. 24, 61, 242. - Mehrtens. Vorlesg. iiber Stat. d. Baukonstr. u. 
Festigkeitslehre, III. Bd. S. 9, 64. 

Allgemeine Betrachtungen liber Arbeitsvorgange. 

Jedes elastische Bauwerk, das durch auBere Krafte belastet wird, erleidet 
Formanderungen (Verbiegungen). Die Punkte des Bauwerkes versehieben sich, 
die einzelnen Fasern des Baustoffes andern infolge del' aus del' Belastung 
entstehenden inneren Spannungen ihre Lange. Die an beliebigen Punkten des 
Bauwerkes angreifenden auBeren Kraftwirkungen (Krafte odeI' Momente) legen 
infolge del' Verschiebungen ihrer Angriffspunkte Wege zuriick, sie leisten also 
Arbeit. Denkt man sich das ganze Bauwerk aus unendlich vielen, unendlich 
kleinen Massenteilchen zusammengesetzt, an denen die inneren Spannungen als 
Krafte angreifen, so erleiden auch diese inneren Spannungen infolge del' 
Faserdehnungen Verschiebungen, es leisten also auch die inneren Span
nungen (Langsspannungen und Schubspannungen) Arbeit. 

Die Zunahme .der auBeren Belastung erfolge langsam, so daB die auBeren 
Krafte so gut wie gar keine lebendige Kraft erhalten, ebenso wachsen die 
inneren Spannungen allmahlich von Null auf den vollen Wert. Man kann 
dann in jedem Augenblicke des Durchbiegungsvorganges das Bauwerk als 
im Gleichgewicht befindlich ansehen. Am Ende dieses Vorganges kommt 
das Bauwerk wieder in den Zustand del' Ruhe, del' vorher vorhanden war. 
Daraus folgt, daB die Summe aIler geleisteten Arbeiten der auBeren 
und der inneren Krafte Null sein muB. 

Die Arbeit einer Kraft ist positiv, wenn Kraft und Weg gleichen Sinn 
haben; sie ist negativ, wenn del' Sinn entgegengesetzt ist. Aus der Null
gleichheit del' Arbeiten del' auBeren und inneren Krafte ergibt sich somit, 
da-B bei positiveI' Arbeit del' auBeren Krafte die Arbeit del' inneren Krafte 
gleich groB, abel' negativ sein muB und umgekehrt, bei negativer Arbeit 
del' auBeren Krafte muB die Arbeit del' inneren Krafte gleich groB, abel' 
positiv sein. 

Bei del' Bildung des mathematischen Arbeitswertes auBerer und innerer 
Krafte sind zwei Moglichkeiten des Arbeitsvorganges zu unterscheiden: 

1. Die auBere Kraftwirkung bzw. die innere Spannung ist selbst die 
Ursache der Knotenverschiebuug bzw. der Faserformanderung. Kraft bzw. 
Spannung nehmen mit del' Knotenverschiebung bzw. Faserformanderung der
artig zu, daB in jedem Augenblick des Durchbiegungsvorganges zwischen 
auBeren und inneren Kraften Gleichgewicht . herrscht. Bei Zugrundelegung 
des Hookeschen Gesetzes bedeutet dies, daB die Kraft bzw. die Spannung 
proportional mit del' Durchbiegung bzw. der Faserformanderung wachst. 
Der daraus entstehende Arbeitswert wird "wirkliche Arbeit" oder "Form
anderungsarbeit" = A genannt. 

2. Del' Weg del' auBeren Kraftwirkung bzw. del' inneren Spannung wird 
nicht durch diese selbst hervorgerufen, sondern durch irgend welche anderen 
Einwirkungen auf das Bauwerk, Z. B. andere auBere Lasten. Temperatur-
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anderungen, Lagerverschiebungen, Anderung der Stablangen durch ein Spann
schloB. Die daraus entstehenden Werte der Arbeit werden "V erschiebungs
arb'eit" oder "virtuelle Arbeit" = Av genannt. 

Bildung der mathematischen Ausdriicke der verschiedenen ArbeitsweIte. 
I. Die Arbeit iiufJerer Kraftwirkungen. 

a) Wirkliche Arbeit. 

1. Die Arbeit einer auBeren Kraft P. 

t-E--P~ Die GroBe der Kraft P wachst proportional 
~Px~-.;: mit dem W ege ~ von Null auf den vollen Wert. 

f
-f"'1a@lO_-....j.I_-fld==--~P Tragt man nach Fig. 186 Kraft P und Weg ~ 

in einem Koordinatensystem auf, so ist die Be-
"t>~ ziehung zwischen P x und ~x durch eine Gerade 

~ 111 ~:z:z:;m~ dargestellt, es besteht die Gleichung P x = ~ ~x' 

ld_o_/::_i-b<t ___ ---l:>C 

die Arbeit wahrend des unendlich kleinen Weges 
d~ ist: dAa = P x d~, mithin 

o J 

Fig. 186. 
261) Aa= fPxd~=~f~x·d~=P~. 

o 0 

In Fig. 186 ist Aa durch den Inhalt des Dreieckes abc dargestellt. 

2. Die Arbeit eines auGeren Momentes M. 

Ein Moment Mist dargestellt durch ein Kraftepaar M am Hebel e 
e 

(Fig. 187). Der Stab a b, an dem dieses Kraftepaar angreift, verdrehe sich 

GroBe der 

Arbeit des 

262) 

Fig. 187. 

infolge M urn einen Punkt c urn 
den Winkel T in die Lage a1 hl • 

Dabei verschiebt sich Punkt a urn 

~a = T [d + e] in Richtung von M. 
e 

Punkt b urn ~b = T' d in entgegen
M 

gesetzter Richtung von -. Die 
e 

M 
Krafte - wachst proportional mit den Wegen. So mit ist die 

e 
Kraftepaares: 

M ~a M bb M M'T 
Aa = + e'2 -- e . 2 = 2 e [ T (d + e) - T d] = -2- . 

b) Verschiebungsarbeit. 
1. Die Arbeit einer auBeren Kraft P. 

P ist wiihrend des ganzen W eges ~ konstant, somit ist 

263) A~ = p. b = 2 Aa' 

Dieser Wert ist in Fig. 186 dargestellt durch den Inhalt des Recht
eckes abcd. 
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2. Die Arbeit eines auBeren Momentes M. 
M 

Derselbe Gedanke wie unter a) 2., nur konstante Werte wahrend 
e 

der beiden Wege ~a und ~b' gibt: 

264) A~ = M ~a - M ~b = M [-I: (d + e) - T' dJ = M· T = 2 As' 
e e e 

II. Die Arbeit innerer Kraftwirkungen. 
a) Wirkliche Arbeit. 

1. Die Arbeit einer Spannkraft. 

Eine Spann kraft S ruft an einem Stabe von der Lange s, vom Quer
schnitt Fund Elagtizitatskoeffizienten E nach Abschnitt 40 S. 100 Gl. 184) 

o S·s 
eine Langenanderung Ll s = s E = EF hervor. Ll s wachst proportional mit (J 

und S. Dieselbe Dberlegung wie bei der auBeren Kraft P fiihrt zu der Gleichung 

265) A=SLls=.S2. S 

1 2 2 EF' 
S 

Erweitert man diese Gleichung mit F, und setzt man 0 = - und V = F. s 
F 

= Volumen des Stabes, so heiBt sie: 

265a) 
S2· s ·F 0 2 • V 

A. = --- -~ = --
I 2F2 .E 2E' 

Dabei war angenommen, daB die Langskraft S fUr die ganze Lange s 
konstant ist. Trifft dies nicht zu, ist vielmehr die Langskraft nach irgend
einem Gesetze mit der StabIange variabel, so ist die Arbeit des unendlich 
kurzen Stabteiles ds: 

265 b) 

S2·ds 
dAi = 2EF' 

s s 

A. =fS2 ' dS =J~2~ 
1 • 2 EF 2 E . 

o 0 

2. Die Arbeit eines Biegungsmomentes (Fig. 188). 

Man denke sich ein Stuck von der Lange dx aus dem Balken heraus
geschnitten und den Einwirkungen 
eines Biegungsmomentes M ausge
setzt. Dieses ruft einen Spannungs
zl1stand nach Fig. 188 hervor, im 
Abstande z von der NulIinie ent
steht eine Spannung 

(j = 0 z_ = M e 1 _z = M ~ . 
Z 0 e 1 J e 1 J 

Zerschlleidet man nun das Balken
teilchen von der Lange dx parallel 
zur N l1llinie in Stabchen von der 
Breite bz und del' Dicke dz, so hat 
jedes dieser Stiibchen eine gleich-

r 
"" 

+ I 

",'" 

I 

I 
L 

~G'a--->I 
, I 

zi 
I 

~chwerfhse _ 
I 

I 
I 

I 
------

Fig. 188. 
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maSige Spannung 0Z' das Volumen des Stabehens ist dV = bz·dz.dx, seine 
Arbeit ist somit: 

Die Arbeit des ganzen Stiiekes von del' Lange d x ist dann 

da del' Integralwert das Tragheitsmoment J darstellt. Fiir den ganzen 
Balken von der Lange l ergibt sieh demnaeh 

266) 

I JM2 dX 
Ai = 2 EJ . 

o 

Diesel' Wert laSt sieh aueh sehr einfaeh wie folgt ableiten. Die Arbeit 
del' inneren Biegungsspannungen muS gerade umgekehrt so groB wie die 
Arbeit des Momentes M sein. Unter del' Wirkung von M verdreht sieh der 
Querschnitt um die Nullinie, derVerdrehungswinkel t ist gleieh del' Dehnung 
del' Randfaser dividiert dureh Randabstand von del' Nullinie 

dx 1 
T = 00Ee-

1 

dA. = M:- = M (j~~x . 
I 2 2 E.e i ' 

0 0 = M.~1. 
J 

Erweitert man den Wert unter dem Integralzeiehen mit J. e2 , wenn e 
der Abstand der Faser von der Nullinie bedeutet, in del' die groBte Span
nung 0 auf tritt, so ist 

I fM2dXJ.e2 
Ai = . 2 E)2 . e2 ; 

() 

Fig. 189. 

M·e 
J=o: i = Tl'agheitshalbmessel'; 

I I 

266 a) f 02 [' iJ2 f 0 2 [il2 A= -~I- F·dx= = -. dV. 
I 2ELe 2E eJ 

o 0 

3. Die Arbeit einer Querkl'aft (Fig. 189). 

1st T die Sehel'spannung, so entsteht nach 
Abschnitt 48 S. 128 G1. 232) ein Vel'dl'iickungs-

winkel y = ~. . Die unendlich kleine Platte 

bzdzdx ergibt bei einer Vel'dl'iickung um dy. 

entspl'echend einer Schubspannul1g T. = T !'. , 
Formanderungsarbeit ;)' 

. T·y 
d[dAIJ = bz·dz-dy.dx. 

)' 

eine 
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Die Arheit des TeiIchens hz·dz.dx hei der Verdriickung urn y ist dann 
r 

dAi = fbz·dZ;T.dX y.dy = ~~~z;.y~~. 
o 

Mit 7: Y=a und T = Q ~ nach Abschnitt 48 8. 129 Gl. 234) giht dies 
hz·J 

Q2 6 2dxdz 
dA j = 2h .J2·G . 

z 

Fiir den ganzen Balken von der Lange list dann: 
l +e, 

A. =fQ2 dx .f62d~ 
I 2 G bz .J2· 

o -eo 

Das zweite Integral hat die Benennung -c~ 2' kann also gleich k ~ F 

gesetzt werden, wo k ein von der Querschnittsforrn ahhangiger Festwert 
und F die Querschnittsflache ist. Dernnach ist die Arheit: 

l 

267) Aj = f2~~~~F' 
o 

Fiir einen Rechteckquerschnitt wird k = ~ 
6 

Bei beliebiger Querschnitts-

+P, 

form ermittle man 1 f62dZ . den W ert-- = ---- Wle folgt Man errechne fiir 
k· F hz ' J2 . 

-Po 

verschiedene 8tellen des Querschnittes den Wert 6 2 
aus und hilde daraus 

bz ' J2 

die Kurve, die die Ahhangigkeit zwischen z und h ~2J~ darstellt. 
z 

Der durch 

1 
diese Kurve begrenzte Flacheninhalt stellt den Wert k. F dar. 

b) Verschiebungsarbeit. 

1. Die Arbeit einer 8pannkraft. 

Dieselbe Entwicklung wie unter II. a) 1., nur mit dem Unterschiede, 

daB 81 und vI wahrend des ganzen Weges LI S2 = ~2; konstant ist, giht: 

268) A~ ~~8 L1 =8182~= °1 v'J V 
I 1 S2 EF E 

1st noch 81 =82 ,=8; 01=v2 =v, so wird 

268 a) 
v 82 . S 0 2 V 

Ai = E F = -E = 2 Ai' 

Bei veranderlichen Langskraften wird entsprechend 
B S 

268 b) A"- =f~1 82 ds =f01 °2 ~v 
I j1~F E 

o 0 

Handbibliothek. 1. 2. 10 
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bzw. 

268c) 

2. Die Arbeit eines Biegungsmomentes. 

Entsprechend II. a) 2. ergibt sich 
1 1 

269) A~ = fM1 M2dx =)'01 a2 [~J2 dV. 
I • EJ E e 

o 0 

1st M1 = M2 = M, 0 1 = a2 = a, so wird 
1 1 

269 a) fM~' dx fa'.! l iJ2 
A ~ = ]j5J- = E e d V = 2 Ai . 

270) 

U 0 

3. Die Arbeit einer Querkraft. 

Entsprechend II. a) 3. findet man 
1 

A' =fQl Q2 dx 
J G.k.F . 

o 

1st Q] = Q2 = Q, so wird 
I 

270a) A; = f 92 d~_ = 2 A. . G.k.F l' 

lJ 

Allgemein findet man den Satz: Die Verschiebungsarbeit ist doppelt 
so groB wie die wirkliche Arbeit 

271) AV =2A. 

Einwirkung plOtzlicher nicht sto.6werker Belastung. 

In der Mehrzahl der Falle geht die Belastung eines Bauwerkes so vor 
sich, daB die auBere Belastung allmahlich von Null auf den voUen Wert 
anwachst (Auffahren des Lastenzuges auf die Brucke). In demselben MaBe, 
wie die auBere Belastung, wachsen auch die inneren Spannungen und damit 
die Faserdehnungen und die Durchbiegung. In jedem Augenblicke des Be
lastungsvorganges ist Gleichgewicht zwischen der auBeren Belastung und den 
inneren Spannungen vorhanden. Da die Belastung langsam wachst, erhalten 
wedel' die auBeren Lasten noch die Massenteilc des Bauwerkes ein nennens
wertes Arbeitsvermogen, man kann also in jedem Augenblicke des Belastungs
vorganges das Bauwerk als in Ruhe, im Gleichgewicht ansehen. Die auBeren 
und inneren Krafte leisten "wirkliche Arbeit", die Summe der Arbeiten der 
auBeren und inneren Krafte ist Null, Aa + Ai = 0 . 

Denkt man sich dagegen das vorher un belastete also spannungslose 
Bauwerk plotzlich durch eine Last belastet, etwa demrt, daB man die Last 
an einem Faden unendlich dicht uber dem Bauwerk aufhangt und den Faden 
durchschneidet, so lei stet die auDere Kraft Verschiebungsarbeit, da sie von 
vornherein in voller GroDe vOl'handen ist. Die inneren Spannungen dagegen 
wachsen von Null an. leisten also Formanc1erungsarbeit. Es werde mit (50 
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die Verschiebung del' auBeren Last P bezeichnet, die sie erleiden wiirde, 
wenn sie allmahlich anwachsen wiirde, ebenso mit 0 0 die inneren Spannungen 
aus diesem Belastungsvorgange. Die Untersuchungen sollen auf den Fall 
beschrankt bleiben, daB die Eigenmasse des Bauwerkes gegen die Masse der 
Kraft P vernachlassigt werden kann. In dem Augenblicke, wo bei plotz
licher Belastung die Verschiebung 00 aufgetreten ist, ist dann die Summe 
aller Arbeiten: 

2 A = A: + Ai = P 00 _ P ~o = P ~o . 
Es ist also in diesem Augenblicke des Durchbiegungsvorganges ein Ar

beitsiiberschuB vorhanden, das Bauwerk kann also nicht zur Ruhe kommen, 
die Durchbiegung wachst wei tel', damit auch die Faserdehnungen und die 
inneren Spannungen. 01 sei del' Endwert del' Durchbiegung, 0 1 del' del' 
inneren Spannungen. Dann ist 

2' A = 0= A: + Ai = POI - Q ~, 

wenn Q die auBere Kraft ware, die bei allmahlich anwachsender Belastung 
die Durchbiegung 01 erzeugen wlirde. Aus diesel' Gleichung findet man 

272) Q = 2 P, 

d. h. das Bauwerk !biegt sich so durch, als ob es mit del' doppelten Last, 
Q = 2 P, allmahlich belastet ware, es erleidet also eine doppelt so groBe 
Durchbiegung und doppelt so groBe Spannungen, wie bei allmahlicher Be
lastung 
273) 01 = 2°0 ; 0 1 = 2 0 0 , 

Betrachtet man nun den Augenblick, in dem die Durchbiegung °1 , 

Spannungen 0 1 ' eingetreten ist, so ist die Summe alIer Arbeiten in diesem 

Augenblicke: 2: A = p. 01 - Q °1 = 0, da abel' die inneren Spannungen 0 1 
2 

doppelt so groB sind als die del' vorhandenen Last P entsprechenden Span
nungen 0 0 , befindet sich das Bauwerk nicht in Gleichgewicht, die inneren 
Spannungen lassen das Bauwerk wieder zurlickfedern. In dem Augenblicke, 
wo diese riicklaufige Bewegung soweit gediehen ist, daB a = 0 0 ist, ist die 
Arbeitssumme 

2: A = + POo - Q ~1 = + POo - 2 POo = - POo' 

Unter dem EinfluB dieses Arbeitsunterschiedes geht die rlicklaufige Be
wegung weiter bis zur Ruhelage, dort wiederholt sich del' Vorgang. Das 
plotzlich belastete Bauwerk federt also um die Gleichgewichtslage 
00 bei allmahlicher Belastung, del' GroBtwert 01 del' Durchbiegung 
und del' GroBtwert 0 1 del' Spannungen ist das Doppelte del' Werte, 
die bei allmahlicher Belastung auftreten wiirden. Die Arbeit del' 
auBeren und del' inner en Krafte ist del' vierfache Wert, del' bei 
allmahlicher Belastung auftreten wlirde, A = POI = 2 POo bei plotz-

licher Belastung gegen A = P ~o bei allmahlicher Belastung. 

Del' Belastungsvorgang liiBt sich wie folgt zeichnerisch darstellen (Fig. 190) 
Die Arbeit del' auBeren Kraft P ist bei plotzlichel' Belastung durch die 
Gerade cd dal'gestellt. 1m Augenblicke 01 ist die Arbeit del' Kraft P 
gleich dem Inhalt des Rechteckes abc d. Die Arbeit del' inneren Krafte 
ist gerade so groB wie die wirkliche Arbeit einer auBeren Kraft Q = 2 P, 

10* 
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sie ist also durch den Inhalt des Dreieckes abe dargestellt. Das u. a d f 
gibt den ArbeitsuberschuB im Augenblicke bo der Durchbiegung. In diesem 
Augenblicke ist wohl Gleichgewicht zwischen P und den Spannungen 00 

vorhanden, die Bewegung schreitet aber in-
----={l===;$d folge des P erteilten Arbeitsvermogens weiter 

fort, bis dieses durch die Arbeit der inneren 
Kriifte, dargestellt durch u. c C f, aufgezehrt 
wird. 

Es ist nun noch zu untersuchen, mit 
welcher Schwingungsdauer die Schwingungen 
urn die Gleichgewichtslage bo erfolgen. Die 
Schwingung kommt dadurch zustande, daB in 
jedem Augenblicke eine Kraft, nach der Gleich
gewichtsiage bo hin wirkend, vorhanden ist. Die 
GroBe dieser Kraft ist in Fig. 190 dargestellt 
durch die wagerechten Abstande zwischen den 

Fig. 190. Geraden cd und a C, d. h. die auf die Gleich-
gewichtslage hin wirkende Kraft P x ist am 

groBten, gleich P x = P, an den beiden Grenzlagen ~ = 0 und b = b1 = 2 ~o' 
in der Gleichgewichtslage ist sie Null, sie wachst proportional mit dem Ab-

stand x von der Gleichgewichtslage bo' also P x = P ~. Die Untersuchung 
bo 

der Bewegung eines Massenpunktes m unter der Annahme eines derartigen 
Gesetzes fur die daran angreifende auBere Kraft fUhrt zu dem geradlinigen 
Schwingungsgesetze, bezuglich der Ableitung sei auf die Literatur verwiesen 
(Ritter, Lehrb. der techno Mechanik, 8. Aufl. S. 103. - Keck-Hotopp, 
Mechanik, III. Teil, 2. Auf I. S. 68. - Foppl, Vorlesg. liber techno Mech., 
IV. Bd. 6. Auf I. S. 24). Fur die Schwingungszeit einer einfachen Schwingung 
ergibt sich die Gleichung 

274) 
n 

t -----= l-Yq' 

wo q die Beschleunigung der sch wingenden Masse mist, die sie im Abstand 
x = 1 von der Gleichgewichtslage erleidet. 1m Abstand x von der Gleich-

Px P X X g 
gewichtslage ist qx = - = - -- '--~ g -, also fUr x = 1, q =- . 

m m~o bo ~o 

275) t=n V~. 
Die Geschwindigkeit co, mit der die Bewegung die Gleichgewichtslage 

durchlauft, ist 

276) 

Einwirkung plotzlicher sto.6weiser Belastung. 

Geht die Belastung so vor sich, daB die Last P an einem Faden in der 
Hohe h liber dem Bauwerk aufgehangt wird und der Faden durchschnitten 
wird, so besitzt die Kraft P bei der Berlihrung mit dem Bauwerk ein Arbeits-
vermogen p. h und eine Geschwindigkeit v = Y 2g h. Der Angriffspunkt von 
P biegt sich nun urn das MaB ~1 durch, folglich ist die gesamte auGere Arbeit 
Aa = P (h + ~1)' Diese muB durch die wirkliche Arbeit der inneren Krafte 
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verniehtet werden, die wiederum der Arbeit einer auGeren Kraft Q gleieh 
sein mnG 

P(h+o) = Q~l 
1 2 

277) 

In Fig. 191 sind die Arbeit del' anBeren Kraft P nnd die der Arbeit 
einer auGeren Kraft Q entsprechende Arbeit der inneren Krafte aufgetragen. 
Aus der Figur folgt 

x -" Q 
U 1 = U o p-' also 

Die Losung naeh Q gibt: 

278) 

rp = 1 + V 1 ~ 2;- . 
o 

278a) 

ao sei wieder die Spannung bei allmah
Heher Aufbringung von P, dazugehorige 
Durehbiegung 00 , a1 die Spannung bei stoB
weiser Aufbringung von P, entspreehend 
allmahlieher Aufbringung von Q. Dann ist 

Aus Gl. 278) folgt 

also 

h·P 
Q = 2 P + 2 P Q. 0

0 
• 

g9----<> 

Fig. 191. 

279) 0 1 =00 + Va~+-;o~~=Oo[l+ V~+2~]=91.ao. 
Wegen 01 = ()o ~ ist weiter: 

280) 01 = 00 + Vo~ + 200h = 00 [1 + -V~+-2~] = 91. 00' 

Besteht das Bauwerk z. B. in einfaehster Weise aus einem Stabe von 
del' Lange l (Fig. 192), der dureh ein aus der Hohe h herabfallendes Gewieht 
P belastet wird, so ist 

mithin 

In den meisten Failen wird del' Wert 01 und 00 gegen h klein sein, man 

kann dann in Gl. 277) bzw. 278a) 1 gegen } bzw. gegen } ,vernaehlassigen 
1 0 

und erhalt 

281) V h - ~)--. rpl - ~ 0 ' 
o 
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h fi (Jo l 
Flir den Stab nac Fig. 192 ndet man mit 150 = JE-

ep = 1/2~~. 
1 Y t· (Jo 

Flir die Verfolgung des ganzen Belastungsvorganges gelten sinngemaB die
selben Gesichtspunkte wie bei nicht stoBweiser plotzlicher Belastung. 1m Augen
blick 151 ist wohl die Arbeit der auBeren Kraft P vernichtet durch die Arbeit der 

allmahlich auf (J1 anwachsenden Spannungen, es besteht 
~~~~~"'~"~~~ aber kein Gleichgewicht zwischen Belastung P und 

Spannungen (J1' das Bauwerk federt also zurlick. Es 

r \-_ J 
'l::l" t ____ _ p 

Fig. 192. 

bilden sich Schwingungen um die Gleichgewichtslage 150' 
Die Schwingungsdauer t einer einfachen Schwingung 
ist unabhangig von der GroBe von 151 und hat den 
Wert nach G1. 275). Die lineare Geschwindigkeit dagegen, 
mit der die Bewegung erfolgt, ist verschieden, je nach
dem die Belastung ohne oder mit StoB erfolgt. Sie hat, 
den GroBtwert c1 beim Durchlaufen der Gleichgewichts
lage 

276a) 

sie ist Null in den beiden Grenzlagen der Schwingung. 

c1 : Co = (151 - 150): 150 = (Q - P): P 

c1 = Co [~1 - 1] = Co [ep - 1]. 
o 

Setzt man Co = V 150' g und ep = 1 + V;:-+ 2: ein, so wird 
o 

c1 = ~g. -V;:-~-2-: = VQo·g + 2 gh = Vcf+ v2 , 

o 

wenn v = V 2 g Ii die Geschwindigkeit darstellt, mit der die aus der Hohe h 
herabfallende Last P auf das Bauwerk stoBt. 

Die Gleichungen flir stoBweise Belastung in ihrer genauen Form (Ko
effizient ep) gelten natiirlich auch Hir plotzliche Belastung ohne Stol3. Mit 
h=O wird ep=2. 

Giinstigste Ausbildung eines Bauwerkes fiir die Aufnahme sto.6ender. Lasten. 

Als glinstigste Form eines stoBartig beanspruchten Bauwerkes ist die
jenige Bemessung der einzelnen Querschnitte anzusprechen, bei der die groBte 
Spannung (J1 ihren Minimalwert erreicht. Nach G1. 279) ist (J1 = ep. (Jo' WO (Jo 

die Gleichgewichtsspannung bei allmahlicher Aufbringung der Last P ist. Der 

Wert ep ist in genauer Form ep = 1 + -V;:-+ 2 : ; h = Fallhohe der Last P, 
o 

150 = Durchbiegung der Last P bei allmahlicher Aufbringung. Angenahert, 

unter Vernachlassigung von 1 gegen }, ist der Koeffizient ep1 = )1215 h . 
o 0 

Der Kleinstwert von ep bei h = 0 ist ep = 2, plotzIiche nicht stoBende 
Belastung; bei h> 0 wird ep > 2. Die Gleichung flir ep lehrt, daB ep um so 
kleiner wird, je groBer 150 ist, die Spannung (J1 wird also den Gleichgewichts
wert (Jo am wenigsten liberschreiten, wenn 150 den groBten Wert hat, d. h. wenn 
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die Querschnitte des Bauwerkes so bemessen sind, daB die Durchbiegung 
des Lastangriffspunktes moglichst groB wird. 

Dies bedeutet fUr einen durch eine reine L1ingskraft stoBartig bean
spruchten Stab nach Fig. 193amitzwei verschieden groBen QuerschnittenFI und 
F2 = n· F 1 , n> 1 folgendes: 

Es ist 

0' = -~~ + P 12 = ~ (I + &) = ?"! (I + &) . 
o EF1 EF2 EF1 1 n E 1 n 

Hat dagegen der Stab auf der ganzen Lange I = II + 12 den kleineren Quer
schnitt F1 nach Fig. 193b, so wird 

!w PI 0 1 (1 +l)~ s' J"< l ~P Uo = E F = -.w 1 2? Uo . 

1 ~ tdl~X 
h ~ 

'" 
..... "l 

Fz t; 

~-- p ...., 

I J ..... " 

L 
Fig. 193a. Fig. 193b. Fig. 194. 

Demnaeh wird der Koeffizient JP und damit die Spannung 0 1 im Falle der 
Fig. 193b kleiner als im Fane der Fig. 193a. Man findet also das uberraschend 
anmutende Ergebnis, daB durch Fortnahme von Material die Wider
standsfahigkeit des Stabes gegen stoBartig wirkende Lasten er
h6ht wird. 

Fur den Fall der Biegung eines vollwandigen Balkens soIl die Unter
suchung an einem frei auskragenden, einseitig eingespannten Balken durch
gefiibrt werden. Fig. 194 zeigt das mit P belastete Bauwerk. 1st der Stab
querscbnitt konstant (Fig. 194a), so ergibt sieh die Durchbiegung 00 unter P 
bei allmablicber Aufbringung von P aus den Gleicbungen 261) und 266) 

I 

A-A. = 0 = Po~ _ fM2 ~. 
a I 2.~ 2 EJ 

o 
M = - p. X eingesetzt, gibt 

l:l l3 ·12 4l" 
o~ = P 3 E J = P g-E. b1-:-cP = PE. b1 . d3' 

Bildet man dagegen den Balkenquerschnitt so aus, daB in allen Querschnitten 
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dieselbe Spannung 0 = ~ e auf tritt, d. h. bildet man einen Korper von glei

chem Widerstand, so ergibt sich nach Gl. 261) und 266a) 
1 

P o~ = f 02 (~)2 d V . 
;2 2 E e 

o 
J 

Da M proportional mit x zunimmt, mu.B wegen des konstanten 0 auch e pro-

portional mit x wachsen. Dies ist der Fall, wenn die Hohe d konstant bleibt 
und die Breite b des Querschnittes nach einem Dreieck wiichst (Fig. 194 b) 

Mit 

i 2 = ~ = it~:~d :; , (~r = 1~2~~ ,= ~ 
dV=b ·d·dx=b x d . dx 

x I 1 
1 

P o~ 0 2 1 b I · dJ d _ 0 2 bi . d·l 
;2 =2E3l x x=E~' 

o 

M·d 6·P·Z . o = ~~~~~~~ = -- wlrd 
2 J bI • d2 

PO~ 86·p2.p.b I ·d·l 
;2 ~d4·12·E I 

B·P 
()~ = PE~da' 

1 

3. p2 .l3 
E.bI·d:l 

Die W erte o~ und o~ ermitteln sich nach Abschnitt 43 wie folgt: Sie 

sind dargestellt durch das statische Moment del' :J -Flache in bezug auf das 

freie Ende 
1 ;2 1 [l 4.13 

(j' =Pl---=P --- =P---~ 
o 2 3 E J 3 E J E . b i . d3 

1 

(j" - fP.X.d~ . 
0- E.J x, 

• x 
o 

Da (j~ > o~ ist, wird der Koeffizient q; bei konstantem Balkenquel'schnitt, 
Durchbiegung o~, gro.Ber als der bei Ausbildung des Balkens als Korper 
gleichen Widerstandes, d. h. letzterer ist giinstiger fiir die Aufnahme sto.B
artiger Belastungen. Auch hier findet man demnach, daB das Bauwerk 
mit geringerem Materialaufwand giinstiger fiir die Sto.Bwil'kung ist. 

Weitere Betraehiullgen iibu die S~hwingungsufchdnungen an elasHsehen 
Bauwerken. 

In den vorhergehenden Betrachtungen war gefunden, daB jede plotzliche 
Belastung eines Bauwerkes dieses in Schwingungen versetzt. Bei der Ab-
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leitung der hierfiir gultigen Formeln wurde die Eiglo'nmasse des Bauwerkes 
gegen die der aufgebrachten Kraft P vernachlassigt. Die Gleichungen haben 
also nur Giltigkeit, solange die Masse des Bauwerkes gegen die Masse von 
P vernachlassigt werden kann. Anderenfal1s wird ein Teil der von P ge
leisteten Arbeit dadurch vernichtet, daB den einzelnen Massenteilchen des 
Bauwerkes Beschleunigungen erteilt werden, die Durchbiegung und die Span
nungen infolge cler StoBwirkung werden dadurch verringert. Die ungunstige 
Einwirkung auf das Bauwerk wird um so geringer sein, je groBer die Bau
werksmasse im Verhaltuis zur stoBenden Masse ist. 

1nfolge der Schwingungen fiihrt das Bauwerk Bewegungen aus, die zur 
Folge haben, daB Spannungen entstehen, die mindestens die doppelten Werte 
der Gleichgewichtsspannungen haben. Die GroBtspannungswerte treben in 
regelmaBigen Zeitfolgen, der Dauer einer doppelten Schwingung auf. Wieder
holen sich nun die StoBe auf das Bauwerk ebenfalls in regelmaBigen Zeit
folgen, die ein Vielfaches der eigenen Schwingungsdauer sind, so wird da
durch die Durchbiegung, also auch die Spannung im Bauwerk weiter ver
groBert, es ist die Moglichkeit vorhanden, daB das Bauwerk zerstort wird. 
Fur Brucken hat man aus dies em Ergebnisse die Lehre gezogen, daB ge
schlossene Kolonnen nicht in geschlossenem Tritt uberschreiten sollen, oder 
daB ein Eisenbahnzug nicht mit gleichbleibender Geschwindigkeit uber eine 
Brucke fahren soIl, da sonst infolge der gleichen SchienenstoBentfernungen 
taktartige StoBe auftreten. Man spricht von einer "kritischen Geschwindig
keit", die StoBe in Zeitabstanden von einem Vielfachen der Eigenschwingung 
des Bauwerkes erzeugt. 

53, Der Stott 
Literatul': Keck.Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf I. S. 138. - Aug. Ritter, Lehl'b. 
d. teehn. Meeh. 8. Aufl. S.624. - Grashof, Elastizitat u. Festigkeit. 2. Auf I. S.373. 
-- FoppJ, Vorlesg. liber techno Meeh. 1. Bd. 6. Auf!. S.315. 

Unter "StoB" versteht man die gegenseitige Beriihrung zweier sich mit 
verschiedenen Geschwindigkeiten bewegender K6rper. 

Fallt die Normale in der Beruhrungsstelle beider K6rper in ihre Bewegungs
richtung Vor dem Zusammentreffen, so heiBt der StoB ein "gerader StoB", 
anderenfalls spricht man von einem "schiefen StoB". Geht die Normale 
auBerdem noch durch die Schwerpunkte beider K6rper, so heiBt der StoB "zen
traler StoB", geht sie durch keinen oder nur durch einen der Schwerpunkte, 
so wird der StoB "exzentrischer StoB" genannt. 

Fur das Bauingenieurwesen hat die exzentrische StoBerscheinung so gut wie 
gar keine Bedeutung, soIl hier also nicht behandelt werden. 

1. Der gerade und zentrale StoB. Fig. 195. Die Masse Ml bewege 
sich mit der Geschwindigkeit c1 ' die Masse M2 ;mit 
der Geschwindigkeit c2. c1 und c2 fallen in eine 
Gerade und haben den gleichen Richtungssinn. p. _ 
(1st die Bewegungsrichtung beider K6rper ent
gegengesetzt, so ist die eine Geschwindigkeit negativ 
einzuflihren.) 1m Augenblicke des Zusammen- Fig. 195. 
stoBens uben beide K6rper aufeinander einen 
Druck D aus, der zur Folge hat, daB der sich mit der kleineren Geschwindigkeit 
bewegende K6rper, Z. B. M2 , eine Beschleunigung P2' der andere, sich mit 
der gr6Beren Geschwindigkeit bewegende K6rper Ml eine Verzogerung PI er
fahrt. Da D flir beide K6rper denselben Wert hat, ergibt sich PI und P2 nach 
Abschnitt 7, S. 8, Gleichung 17) zu 

D D 
PI = M ; P2 = Moder PI: P2 = M2 : MI . 

I 2 
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Infolge der Elastizitat des Materials driicken sich die beiden K6rper beim 
StoB zusammen. In diesem Augenblick hat die Druckkraft D ihren Gr6Btwert 
erreicht. Die beiden Schwerpunkte haben gegeneinander keine relative Geschwin
digkeit und beide K6rper haben die gleiche absolute Geschwindigkeit u. Danach 
driicken sich die K6rper wieder auseinander, die Druckkraft D wird kleiner, 
arteilt aber den beiden Massen Ml und M2 weiter eine Verz6gerung bzw. Be
schleunigung. Endlich, am Ende der StoBerscheinung, wird D = 0 und die 
Massen MI und M2 bewegen sich :mit Geschwindigkeiten VI und v 2 weiter. Die 
ganze StoBerscheinung zerfallt in zwei Abschnitte; 

1. vom erst en Zusammentreffen bis zum Augenblick der gr6Bten Schwer
punktsannaherung, 

2. Von diesem Augenblick bis zur Trennung der beiden Massen. 

Da sich in jedem Augenblicke die Besehleunigungen PI und P2 wie die Ge
schwindigkeitsanderungen verhalten, so bestehen folgende Gleiehungen: 

fUr den ersten Teil der StoBerseheinung 

282) 

fUr den zweiten Teil der StoBerscheinung 

282a) 

fur die ganze StoBerscheinung 

282 b) (el-vl) ; (V2 -C2) = M2 :~Ml' 

Die gemeinsame Geschwindigkeit u beider Massen am Ende des erst en Teiles 
der StoBerseheinung ergibt sich aus Gleiehung 282) zu 

Ml . c1 + M2 . c2 

M1+M2 
283) u 

Wahrend dieser Wert u am Ende des ersten Teiles sieh mathematisch genau 
bestimmen HiBt, sind die Werte VI und V 2 abhangig von dem Grade der Elastizitat. 
Es ist augenseheinlieh, daB vollstandig unelastische K6rper naeh der Zusammen
pressung nicht das Bestreben haben, ihre alte Form wieder anzunehmen, sie 
werden also am Ende des StoBes in der veranderten Form beharren, aufeinander 
keinen Druek ausuben und mit der gemeinsamen Gesehwindigkeit u weiterlaufen. 
Je gr6Ber die Elastizitat ist, urn so mehr sind die Massen bestrebt, ihre alte Form 
wiederzuerlangen, und iiben dadurch auch nach Beendigung des erst en Teiles 
der StoBerscheinung Driicke aufeinander aus, die dann am Ende des zweiten 
Teiles der StoBerseheinung die Gesehwindigkeiten VI und v 2 erzeugen. Die 
Geschwindigkeitsanderungen (e1 - u) und (u - 02) im erst en Teile der StoB
erseheinung werden zu denselben Werten (u - VI) und (v 2 - u) im zweiten Teile 
der StoBerscheinung in einem bestimmten, von dem Grade der Elastizitat ab
hangigen Verhaltnisse stehen, es wird also sein 

k= U-V1 = V2-~. 
c1 -u u-c2 

284) 

Dieser Wert k wird "StoB-Elastizitatskoeffizient" oder "StoBzahl" 
genannt. Gleichung 284) fiihrt fUr die ganze Dauer der StoBerseheinung zu den 
Gleichungen 

285) (e1 - VI) = (e l -u) (1 + k); 

(v2 -e2) = (n -c2) (l + k). 
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Die Einfiihrung dieser Werte in Gleiohung 282) ergibt die Gesohwindigkeiten 
am Ende der StoBersoheinung bei einem unvollkommenen elastisohen StoB zu 

Ml . 01 + M2 . 02 - k . M2 (°1 - 02) 
VI = --'=---=----='-::-::::-=----=-=---='----=---~ 

Ml + M2 
286) 

Ml . 01 + M2 . 02 + k· Ml (01 - 02) 
v 2 = --=----=-----'==-=-=----=-=----'''--'--=----=-

M1 +M2 

Beiln vollkom):nen elastisohem StoBe ist k = 1, die Gesohwindigkeitsanderung 
im erst en Teil der StoBersoheinung ist gleioh der im zweiten Teite. Die End
gesohwindigkeiten sind 

M] . 01 + M~ . 02 - M2 (°1 - 02) 
VI = 

Ml +M2 286a) 
Mt'Ot + M2 '02 + M} (01-02) 

V 2 = -=---=---=-=--=-'=-=---'-----''-----=----
Ml +M2 

Beiln vollko):nmen unelastisohen StoB ist k = 0, die Gesohwindigkeitsanderung 
im zweiten Teile der StoBersoheinung ist gleioh Null. Die Endgesohwindigkeiten sind 

Ml . 01 + M2 • 02 
VI = = v 2 = n. 

Ml + Mz 
286b) 

Bildet man die Werte des Arbeitsvermogens beider Massen vor nnd nach 
°12 °22 V12 V22. . 

dem StoB, Ml 2 + M22 und M12 + M2 . 2' so flldet man, daB belm 

unvollkom):nen elastisohen StoBe das Arbeitsvermogen nach dem StoBe kleiner 
ist. Der StoB hat also einen Arbeitsverlust, den "StoBverlnst", zur Folge. 
Dieser errechnet sich zu 

287) 

Beim vollkommen elastischen StoBe mit k = 1 ist der StoBverlust gleich 
Null, beirn vollkom):nen unelastischen StoBe mit k = 0 ist er 

287a) 

2. Der schiefe 
und zentrale StoB. 
Fig. 196. Es gelten im 
allgemeinen dieselben 
Formeln wie fUr den 
geraden zentralen StoB, 
nur mit dem Unter
schiede, daB an Stelle 
der Geschwindigkeiten 
01 und c2 nur die Sei-

tengeschwindigkeiten 
c1' = 01 . cos al und 
c2' = c2"cosa2' lotrecht 
zur Beriihrungsebene 
a - b, einzufiihren sind. 
Die Seitengeschwindig
keiten °1" = 01 . sin a1 

Av1 = ~ __ ~M2 (0 _0)2 
2Ml+M21 2' 

Fig. 196. 
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und c2" = c2 • sin U2 parallel zur Beriihrungsebene werden durch den Stoll nicht 
beeinflullt. (Von dem Einflull der Reibung wird abgesehen.) Sind ~1 und ~2 
die Neigungen der Geschwindigkeiten VI und v 2 nach dem Stolle gegen die 
Beriihrungsebene, so bestehen zwischen den vier Unbekannten VI' V 2' ~1 und ~2 
folgende Gleichungen 

r . A _ M J • c1 • cos (Xl + M2 • c2 • cos (X2 - k M2 (c1 • cos oc1 - c2 • cos (Xl) 

I VI cos 1"'1 - Ml + M2 

J A _ MI • 01 • cos (Xl + M 2 • c2 • cos (X2 + k . Ml (c1 • cos (Xl - c2 • cos (X2) 
I v 2 • cos 1"'1 - M M 
I 1 + 2 

288) 

I VI • sin ~1 = c1 ' sin OCt 

l v 2 • sin ~2 = c2 ' sin (X2 

3. Der exzentrische StoB. Er ist fiir den Bauingenieur fast ohne 
Bedeutung, es wird daher auf die Literatur verwiesen. 

VII. Statik fliissiger nlld gasformiger Korper. 

54. Unterscheidende J\ferkmale fiir feste, f1iissige lind gasfol'mig<' 
Korper. 

Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik, 2. Teil. 4 . .Auf!. S. 168. - .Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8 . .Auf!. S. 668. - Foppl, Vorlesg. iiber techno Mech. I. Bd. 6 . .Auf!. 
S. 352. 

Sollen an einem festen Korper Formanderungen hervorgerufen werden, 
so miissen auf ihn Krafte (Zug-, Druck- oder Scherkrafte) ausgeiibt werden. 
1m Gegensatz dazu stehen fliissige Korper, die der Veranderung ihrer Form 
gar keinen oder nur an bestimmte Gesetze gebundene Widerstande entgegen
setzen. Man hat zwischen "tropfbar fliissigen" und "gasformig flii.ssi
gen" Korpern zu unterscheiden. Erstere haben, frei im Raume schwebend 
gedacht, eine bestimmte Gleichgewichtsform, sie vergroBern ihr Volumen 
nicht, letztere dagegen werden nur durch auBere Druckkrafte auf ihrem Raum 
beschrankt. Von del' aulleren Umhiillung befreit, hat ein gasfOrmiger Korper 
das Bestreben, sich unbegrenzt auszudehnen. 

Tropfbar flii.ssige Korper verandern unter del' Wirkung von Druckkraften 
ihr V olumen nur sehr wenig, man kann ihren Rauminhalt als fast unver
anderlich ansehen, dagegen verandern gasformige Korper unter der Wirkung 
von Druckkraften ihr Volumen erheblich, und zwar nach bestimmten Ge
setzen. 

Alle fliissigen Korper sind nicht in del' Lage, Zugkrafte oder Schub
krafte aufzunehmen odeI' Reibungswiderstande zu leisten. 

A. Tropfbar fliissige Korper. 

55. Del' hydrostatische Druck. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik, 2. TeiL 4 . .Auf!. S. 171. - .Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techn, Mech. 8 . .Auf!. S. 670. 

Begrifiserklarung. 

Denkt man sich durch einen unter del' Wirkung auBerer Krafte im 
Gleichgewichte befindlichen Fltissigkeitskorper eine beliebige Flache ab ge-
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legt, Fig. 197, so wird diese von beiden Seiten einen Fliissigkeitsdruck D 
erleiden, del' sich ala Mittelkraft del' Driicke dD auf die Flachenteilchen dF 
ergibt. Die Driicke dD sind senkrecht zu dF 
gerichtet, da innerhalb einer Fliissigkeit keine ! 
Reibungskrafte auftreten konnen. Del' Fliissig
keitsdruck auf die Flacheneinheit ist 

289) 

Diesel' Druck wird "h ydrostatis cher Druck" 
genannt. Es ist demnach del' Druck, del' an 
einer beliebigen Stelle innerhalb eines durch 
auBere Krafte im Gleichgewicht gehaltenen 
Fliissigkeitskorpers auf die Flacheneinheit ent
faUt. 

GroSe des hydrostatischen Druckes. 

Fig. 197. 

Del' hydrostatische Druck ist an allen Stellen des Fliissigkeits
korpers und nach allen Richtungen gleich groB. Del' Beweis dieses 
Satzes folgt aus Fig. 198. Ein aus dem Korper Fig. 197 herausgeschnittenes 
rechtwinkliges Prisma von den Seiten dx, dy, ds und del' Hohe dz habe an 
den drei Seiten die Driicke Px' Py und Ps auf die Flacheneinheit. Die Ge
samtdriicke auf die drei Seiten sind dann Ds = p. ds· dz senkrecht zri ds, 
Dx=Px·dx·dz senkrecht zu dx und Dy=py.dy.dz senkrecht zu dy. Zer-
legt man Ds parallel zu Dx und Dy' so bedingt das 61-
Gleichgewicht die beiden Gleichungen .~. \ 

05'1"5\ f:S 
Ps·ds. dz· sin a =Px ·dx ·dz 

ps.ds.dz.cosa=py.dy.dz. /0> 
Wegen 

. dx dy 
Slna=-, COSU=-

ds ds 
ist 

Ps=Px=Py' 

GroSe des hydl'ostatischen Dl'uckes auf eine beliebig gekriimmte GefaSwand. 

Del' hydrostatische Druck auf ein beliebiges gekriimmtes Stiick GefaB
wand errechnet sich wie folgt: 

Del' auf die Flache dF entfallende Druck dD = p. dF wird auf ein 
beliebiges rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen. Sind Cf!x' Cf!,. und Cf!z 
die Winkel von dD mit den drei Achsen und zerlegt man dD nach' den drei 
Achsen in Seitenkrafte, so ergeben sich aus del' Integrat;on die drei Seiten
krafte von D in den drei Achsrichtungen: 

Dx=pf cosCf!x· dF ; Dy=pf cos Cf!y' dF 

Dz=pf cos Cf!z' dF. 

Die Integrale stellen die Projektionen del' Flache F auf die 
durch die Achsen gebildeten Ebenen dar. Bezeichnet man sie mit Fx' 
Fy und F z ' so ist 

290) Dx =p·Fx; Dy =p' Fy; Dz ==-p.Fz . 
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Die Projektionen verschiedener Teile der beliebig geformten Flache fallen 
aufeinander. 

1st die Flache so geformt, daB verschiedene Teile der Flache dieselbe 
Projektion haben, so heben deren Driicke sich auf. Die Krafte Dx ' DL und Dz 
gehen durch die Schwerpunkte del' Projektionsflachen F x' Fy und li'z. Bei 
beliebig gekriimmten Flachen schneiden sich im allgemeinen die drei Seiten
krafte nicht in einem Punkte, sie ergeben also auBer einer Mittelkraft D noch 
ein Moment. Bei einem Teile einer Kugelflache dagegen sind aIle Driicke 
dD nach dem Mittelpunkte der Kugel gerichtet, es ergibt sich nur eine 
Druckkraft D. 

Die Umgrenzungslinie der Flache F liegt in einer Ebene. 
Denkt man sich in der Umgrenzungslinie eine Schnittebene gelegt und 

das fragliche Flachenstiick mit seiner Fliissigkeit abgetrennt, so ist nul' Druck 
gegen diese Flache F' vorhanden. Sie ist abel' die Projektion del' Mantel
flache F auf die Ebel1e der Umgrenzungslinie. 

Daraus folgt: 
291) D=p.F'. 

Daraus folgt del' Satz: 
Del' hydrostatische Druck gegen einen Teil F del' Mantelflache, 

del' durch eine Ebene von del' Gesamtflache abgeschnitten wird, 
ist gleich dem Produkte aus dem Einheitsdrucke p und del' Pro
j ektion F' der Flache F auf die abschneidende Ebene. 

Zu demselben Ergebnisse wiirde man gelangen, wenn man fiir das 
Flachenstiick, das durch eine Ebene von del' Gesamtflache abgeschnitten ist, 
das rechtwinklige Achsenkreuz so annimmt, daB zwei Achsen, etwa x und y, 
in der Ebene del' Umgrenzungslinie del' Flache liegen. Die Projektion der 
Flache auf die xy-Ebene ist dann F'. Bei den Projektionen auf die xz- und 
y z-Ebene decken sich immer zwei unendlich kleine FlachenteiIchen, die Resul
tierenden nach diesen beiden Ebenen hin werden also nach S. 158 zu Null. 

56. Hydmulische PresseD. 
Literatul': Keck-Hotopp, Mechanik, 2. Teil, 4. Auf!. S. 174. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d techno Mech. 8. Auf!. 8. 677. 

Fig. 199. 

Eine hydraulische Presse besteht aus 
zwei miteinander verbundenen, mit einer 
Fliissigkeit gefiillten Zylilldern, in denen 
sich Kolben von verschiedenen Durch
messerll d und D bewegen. Sie ermog
lichen es, mit einer geringen Antriebs
kraft Peine groBere Nutzkraft P 1 aus
zuiiben. Fig. 199. 

Die Fliissigkeit befindet sich im 
Gleichgewichte, wenn iiberaIl an ihrer 
Oberftache derselbe hydrostatische Druck 
p herrscht. An dem klein en Zylillder 
greift in der Bewegungsrichtung auBer 

d2 n 
del' Antriebskraft P del' Druck p.~-

4 
und die Reibung Ran, letztere beiden der Bewegungsrichtung entgegell ge
richtet: Die Kraft R wird dadurch hervorgerufen, daB eine Ledermanschette 
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durch den Druck p gegen den Kolben gepreBb wird. 1st h die Hohe del' 
Ledermanschette und f del' Reibungskoeffizient, so ist 

R = f.p.d·n·h. 

Am groBen Zylinder D wirken auBer del' Nutzkraft P 1 und der Reibung 
Rl = f . p . D . n . H entgegengesetzt der Bewegungsrichtung del' Druck gegen 

D2 n 
den Zylinder p. 4' Das Gleichgewicht an beiden Kolben liefert die Glei-

chungen 

Das Verhaltnis zwischen Nutzkraft und Antriebskraft ist also 

292) 
P D2(0,25-f~) 
1_ P- h . 

d2 ( 0,25 +f (f) 
Fliissigkeitsdruck uuter Wirkuug del' Schwere. 

Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S. 183. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 681. - Foppl, Vorlesg. iiber techno Mech. 1. iBd. 6. Auf! 
S.358. 

A. Allgemeines. 

Die Oberflache einer Fllissigkeit, die allein unter der Wirkung 
del' Sch were steht und sich im Zustande des Gleichgewichts be
findet, bildet eine wagerechte Ebene (Fllissig-
keit in einem ruhenden GefaBe). 

.e~ Ware ntimlich die Oberflache keine wagerechte G' 

Ebene, sondern beliebig gekrlimmt, Fig. 200, so kann 
man durch den oberen Teil del' Fllissigkeit eine nicht __ Q 
wagerechte Ebene a - b legen. Del' oberhalb die-
sel' Ebene liegende Fllissigkeitsteil G wlirde dann, 
da innerhalb del' Fliissigkeit keine Reibungskrafte Fig. 200. 
geleistet werden konnen, unter del' Wirkung del' parallel 
zu a - b gerichteten Seitenkraft G' von G auf der Ebene a - b abgleiten. 

In einer Tiefe t (Fig. 201) unter del' Oberflache einer im Gleich
gewichte befindlichen Fliissigkeit ist del' in allen 
Richtungen gleich groBe Fliissigkeitsdruck 

293) p=y·t 

wenn y das spezifische Gewicht del' Fliissigkeit ist. 
Del' Beweis folgt aus Fig. 201. Das Flachenteil

chen dF sei gegen die wagerechte um a geneigt. Del' 
Druck p. dF lotrecht zu dF zerlegt sich in eine lotrechte 
und eine wagerechte Seitenkraft. Erstere hat den Wert Fig. 201. 
p. dF· cos u und muB im Gleichgewichte mit dem Gewichte 
des Fliissigkeitsprismas libel' del' wagerechten Projektion von dF sein, also 

p ·dF.cos u =)' ·t·dF·cos (c. 
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Daraus folgt: 
p=y.t. 

Hieraus ergibt sich ohne weiteres folgender Satz: Wagerechte Ebenen, 
die durch eine im Gleichgewicht stehende Fliissigkeit gelegt wer
den, erleiden in allen Punkten denselben Fliissigkeitsdruck. 

B. Fliissigkeitsdruck gegen ebene FHichen. 

Grof3e des D?·uckes. 
Del' Druck ist lotrecht zu del' FlaQhe gerichtet und nimmt proportional 

mit del' Tiefe ty zu. Fig. 202. 

295) 

Fig. 202. 

Del' auf das Fliichenteilchen dF in 
del' Tiefe ty entfallende Druck ist d D 
= y . d F . ty. mithin del' Gemmtdruck 

294) D=J y.dF.ty=y.F.to' 

worin to die Tiefe des Schwerpunktes S 
del' Flache F unter del' Oberflache be
deutet. 

Anyriffspunkt des Druckes. 
Die Koordinaten y m und xm des 

Angriffspunktes A del' Druckkraft D, 
"Druckmittelpunkt" genannt, in be
zug auf das Achsenkreuz x ~ x und 
y - y in del' Ebene del' Flache F ergeben 
sich aus den Momelltengleichungen. Es 
ist to = Yo . cos a und ty = y. C03 (i , 

also D = y.F·Yo·cosa. 
Die Momentengleichung fUr x - x lautet 

D·Ym=J dD.y=J y.dF.ty.y=y.cosaJy~.dF 
y·cosa J dF.y2 J x y =------- ------=-, 

m y.F.Yo.cosa @\ 
wo J x das Tragheitsmoment und i5x das statische Moment del' FIache F in 
bezug auf die Achse x - x ist. 

Die Momentengleichung fiir y - y lautet: 

D . xm = J d D . x = J y. d F . ty . x = y . cos a J X· Y . d F 

y . cos a J x . y . dF ex 
x = - ---- ------ =-y. 

m y.F·Yocosa i5x 
296) 

Darin ist CXy das Zentrifugalmoment del' Flache F in bezug auf das 
Achsenkreuz x - x und y - y. 

Da del' Neigungswinkel a del' Flache F in den Wert en xm und Ym nicht 
enthalten ist, folgt del' Satz: Die Lage des Druckmittelpunktes ist un
abhangig von del' N eig ung del' Flache. 

Aus Fig. 202 ergibt sich del' A bstand z des Druckmittelpunktes A yom 
Schwerpunkte S aus del' Gleichung 

J J +F. ~ J 
ym,~~yo+z=t == "F.y~=F.; +Yo 

x 0 0 

J s 
Z=-- . 

F·yo 
297, 



Del' Auftrieb. 161 

Darin ist J s das Tragheitsmoment del' Flache F in Bezug auf die Schwer
punktsachse s - s. Der Abstand zwischen Druckmittelpunkt unn Schwer
punkt nimmt mit del' Tiefe a b. In unendlich groBer Tiefe fallen beide Punkte 
zusammen, da in Gleichung 297) fiir Yo = ex; del' Wert z zu Null wird. 

FlUssigkeitsdr'Llck gegen eine rechteckige Fliiche. 

1st b die Grundlinie und h die Hohe, so folgt aus J = ~h~ und :F = b· h 
s 12 

del' Abstand des Druckmittelpunktes vom Schwerpunkte zu 

298) 
h2 

Z=---. 

12 'Yo 

c. Fliissigkeitsdruck gegen gekriimmte FHichen. 
Man denke sich das Flachenteilchen dF (das als Ebene anzusehen ist) 

herausgeschnitten und den an ihm angreifenden Druck dD = y. dF· t nacl} 
den drei Koordinatenachsen zerlegt in 

dDx = y.dF·t· cos rpx = y.t.dFx 
d Dy =)'. dF·t·cos rpy = y·t· dFy 
dDz = y ·dF·t·cos rpz = y. t.dFz 

worin t die Tiefe des Teilchens dF unter del' Fliissigkeitsoberfiache und 
dFx ' dFy und dFz die Projektionen del' FHiche dF auf die y - z bzw. 
x - z bzw. x - y Ebene sind. 

299) 

Die Integration liefert die Gleichungen 

rDx=y J t.dFx 
{Dy=y J t.dFy 

lDz =I'Jt.dFz• 

Dabei ist zu beachten, daB Driicke auf Fliichenteile dF, deren Projek
tionen sich decken und die in derselben Tiefe t liegen sich aufheben. 

58. Del' Auftrieb. 
Literatnr: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.200. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 692. 

Begrifl'serkUirung und GroBe des Auftriebes. 
Ein gewichtlos gedachter mit Fliissigkeit gefiillter Behalter vom Inhalte, V 

befinde sich im Gleichgewichte 
und sei in die gleiche Fliissig
keit wie sein Inhalt getaucht 
(Fig. 203). Die Oberfiache innel'
halb und auBel'halb des Behal
tel'S wird dann in dieselbe Ebene 
fallen. Von au Ben gegen die Ge
HiBwand wirkt del' Druck Px del' 
Fliissigkeit. Die Mittelkraft aller 
auBeren Driicke muB mit dem 
Gewichte G = y . V im Gleich
gewichte sein. Da nun G im 
Schwerpunkte S del' inneren - ---
Fliissigkeit angreift und lotrecht Fig. 

Handbibliothek. I. 2. 11 
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nach unten gerichtet ist, muB auch D in S angreifen und lotrecht nach 
oben gerichtet sein, und es muB die Gleichung bestehen 

300) D=G=y.V. 

Denkt man sich nun das GefaB geleert, so verschwindet das Fliissigkeits
gewicht nnd del' Behalter' wiirde nnter del' Wirkung del' Kraft D nach oben 
bewegt werden. Um ihn in del' alten Lage unter Wasser zu halt en, miiBte 
eine Kraft K von del' GraBe des Gewichtes G aufgewendet werden. Del' 
Druck D del' auBeren Fliissigkeit auf die GefaBwandnng wi I'd "Auftrieb" 
genannt. Es besteht del' Satz: Del' Auftrieb, den ein in eine Fliissig
keit getanchtes GefaB erIeidet, ist gleich dem Gewichte del' durch 
das GefaB verdrangten Fliissigkeitsmenge. Er ist lotrecht nach 
aufwarts gerichtet und greift im Sch werpunkt del' verdrangten 
Fliissigkeitsmenge an. 

Del' Auftrieb ist mithin unabhangig von del' Tiefenlage des GefaBes, 
vorausgesetzt, daB durch den auBeren Druck del' Karperinhalt nicht verander~ 
wird. 

59. Das Gleichgewicht schwimmender Korper. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik, 2. Teil. 4. Auff. S.205. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mechanik. 8. Auf!. S. 702. - F6ppl, Vorlesg. fiber techno Mech. I. Bd. 6. Auf!. 
S. 408. 

Bedingung fiir das Schwimmen eines Korpers. 
Wird ein Karpel' vom Gewichte G und vom 1nhalte V in eine Fliissigkeit 

vom spezifischen Gewichte l' getaucht, so erleidet er nach Abschn. 58 einen 
Auftrieb D =1" V. 1st G> y. V, so sinkt del' Karpel' unter, ist dagegen 
G < r' V, so hat del' Auftrieb das Bestreben, den Karpel' aus del' Fliissigkeit 
herauszudriicken. Hierbei veringert sich abel' zugleich die verdrangte Fliissig
keitsmenge, del' Auftrieb nimmt also abo Del' Karpel' wi I'd durch den Auf
trieb so lange emporgedriickt, bis Auftrieb und Gewicht im Gleichgewichte 
sind, del' Karpel' schwimmt. In diesel' Lage sei die verdrangte Fliissig
keitsmenge gleich Vs. 

Es muB dann die Gleichung bestehen: 

301) D=G=y'Vs' wo Vs<V. 

Ein schwimmender Karpel' verdriingt soviel Fliissigkeit, als er 
selbst wiegt. 

1st als Grenzfall Vs = V, das Gewicht des Karpel's gleich dem 
Gewichte desselben Volumens Fliissigkeit, so halten sich flir den 
vallig untergetauchten Karpel' Auftrieb nnd Gewicht das Gleichgewicht, del' 
Karpel' bleibt in jeder Tiefenlage unter del' Fliissigkeit in del' ihm erteiIten 
Stelle, del' Karpel' schwebt. 

Bedingungen fiir das stabile Gleichgewicht eines schwimmenden Korpers 
(Metazentrum). 

Fiir das Schwimmen eines Karpel's im stabilen Gleichgewicht nach Fig. 204a 
miissen demnach folgende Bedingungen erfiillt sein: 

1. G= r' Vs' wo Vs das Volumen del' verdrangten Fliissigkeitsmenge ist. 
2. DerSchwerpunkt S des schwimmenden Karpel'S (Angriffspunkt von G) 

und del' Schwerpunkt B des verdrangten Fliissigkeitsvolumens VB (Angriffs
punkt des Auftriebes D) miissen in eine senkrechte Achse, die "Schwimm
achse", fallen. Bei symmetrischen Karpel'll ist die Symmetrieachse zugleich 
Schwimmachse. 
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Mit diesen beiden Bedingungen allein ist abel' noch nicht gesagt, daB 
del' sehwimmende Korper stabil in seiner Lage verharrt, es ist denkbar, daB 
del' Korper kippt. 

Wird del' schwimmende Korper durch ein auf ihn wirkendes Moment IDe 
in eine schiefe Lage gekippt (Fig. 204 b), so kann sich hierdurch das ver
drangte Fliissigkeitsvolumen Vs nicht andel'll, da sich das Gewicht G nicht 
andert. N ur del' Sch werpunkt B des Verdrangungskorpers wandert in eine 
neue Lage B1 . Die beiden Krafte G und A werden nun im allgemeinen 
nicht mehr in eine Gerade fallen, vielmehr bilden sie ein Kraftepaar G· a, 
das den Korper wieder aufzurichten odeI' weiter umzukippen bestrebt ist, 
je nachdem der Schnittpunkt M des Auftl'iebes mit del' Sehwimmachse B S 
oberhalb odeI' unterhalb von S zu liegen kommt. 1m ersteren Falle schwimmt 

---- -t---- ---

Fig. 204a. 

I , , 

Fig. 204 b. 

der Kol'pel' im stabilen Gleichgewieht, der Auftrieb bringt den durch auBere 
Einwirkung schief gestellten Korpel' wieder in die urspriingliehe Lage, im 
zweiten Falle sehwimmt er im labilen Gleichgewichte. Fallen Gewicht und 
Auftrieb bei jeder Lage des Korpers in dieselbe Lotrechte (Kugel, Zylinder), 
so sehwimmt der Korper im indifferenten Gleichgewichte. Del' Punkt M, 
dessen Lage gegen den Schwel'punkt S fiir die Art des Gleiehgewichtzustandes 
maBgebend ist, wird "Metazentrum" genannt. Es ergibt sieh, daB die 
Lage des Metazentrums bei kleinen Ausschlagen ex unabhangig von ex ist. 
Versteht man unter del' "Sehwimmebene" die Oberfiaehe des Wassel's, so 
sehneidet diese Ebene den Korper in del' "SchwimmfHiehe". J sei das 
Tragheitsmoment diesel' Flache in Bezug auf die Aehse, urn die del' Kol'per 
gekippt ist, V. das verdrangte Fliissigkeitsvolumen, z = B S del' Abstand des 
Korperschwerpunktes und des Schwerpunktes des verdrangten Volumens. Dann 
ergibt sich die "metazentrisehe Hohe" zu 

J 
302) SM= ----z 

Vs 
(Beweis: Siehe Keck-Hotop, Mechanik, 2. Teil. 4. Auf I. S. 207). 

B. Gasformige Korper. 
60. Das }\'Iariottesche Gesetz. 

Litemtur: Keck-Hotopp, Mechanik .. 2. Teil. 4. Aufl. S. 219,343. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Aufl. S. 708. 

Allgemeines. 
1m Gegensatze zu tropfbar fiiissigen Korpel'll verandel'll gasfol'mig fiiissige 

Korper unter auBerem Drucke ihr Volumen. (Die Veranderlichkeit des Vo-
11* 
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lumens mit wechselnder Temperatur wird spater unter Abschn. 61 behandelt.) Das 
Gewicht der Raumeinheit (1 cbm) eines Gases wird mit "Dichte" bezeichnet 
und solI die Bezeichnung 'Y erhalten (Benennung kg/m3). Ein Gasvolumen V 

von dem Gewichte G hat also eine Dichte 'Y = ~. Der Rauminhalt, den die 

Gasmenge von 1 kg einnimmt, der "spezifische Rauminhalt", werde mit v be

zeichnet. Es ist demnach 'Y. v = 1; 'Y = ~. Versuchevon Boyle (1626-r-1691) v . 
und Mariotte (1620-1684) haben das Verhaltnis zwischen Druck p und 
Dichte 'Y klargestellt. Es besteht danach zwischen diesen beiden GroBen 
dasselbe Verhaltnis, wie es das Hookesche Gesetz (vgl. S. 100) fiir elastische 
Korper angibt, beide GroBen stehen in proportionaler Abhangigkeit. 

303) 

In Worten lautet das Mariottesche Gesetz (auch Boyle-Mariottesches Gesetz 
genannt): 

Bei unveranderlicher Temperatur andert sich die Dichte direkt 
proportional mit dem Drucke, das Volumen umgekehrt proportional 
mit dem Drucke. 

61. Das Gay -Lussacsche Gesetz, spezifische 'Val'me, mechanisches 
Wal'meaquivalent, Zustandsandel'ungell von Gasen. 

Literatul': Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Aufl. S.225, 352. - Aug. Ritter, 
Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S. 719. 

Abhangigkeit der Dichte eines Gases von del' Temperatul'. 

Die Veranderlichkeit der Gasdichte mit der Temperatur wird durch das 
Gay-Lussacsche Gesetz festgelegt. 1st Po der Druck eines Gasvolumens v 0 

bei 0 0 Celsius, so dehnt sich dieses Volumen bei einer Erwarmung um to 
und konstantem Druck Po auf ein Volumen 

304) VI =vo(l +cc.t) 
aus. Die V olumenzunahme ist 

304 a) j v = v 0 . (( . t. 

Der Wert IX heiBt "Ausdehnungskoeffizient". Er hat fiir aIle Gase den 
gleichen Wert 

1 
(( = --- = 0 003665. 

273 ' 

In Worten lautet das Gay-Lussacsche Gesetz (Gay-Lussac 1778-1850): 
Bei gleichbleibendem Drucke ist die Ausdehnung (Volumen

zunahme) eines Gases proportional der Temperaturanderung. 
Tritt nun auBer der Temperaturanderung urn to eine Druckanderung 

von Po auf einen Druck p auf, so andert sich das Volumen Vo in ein 
Volumen V. Zwischen dies en Werten besteht dannnach dem Mariotteschen 
Gesetz (Gl. 3~3) die Beziehung p·v=Po·vl . Den Wert aus Gl. 304) einge
setzt, gibt: 

305) p.v=Po·"ol1 Tat). 

In dieser Form steUt die Gleichung das "Mariotte-Gay-Lussacsche Ge
setz" dar. Gl. Cl05) wird auch "Zustandsgleichung del' Gase" genannt. 
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Del' "absolute Nullpunkt". 

Fiihrt man filr a den Wert ~1_ ein, so lautet die Gleichung: 
273 

30Da) Po . v 0 (97" I t) p·v = --~- ~.J -,- • 
273 I 

Erreicht t den Wert - 273 0 Celsius, so muB p. v = 0 sein, was aber nur 
denkbar ist, wenn p = 0 ist. Bei einer Temperatur von - 273 0 Cels. hort 
demnach das Ausdebnungsbestreben alIer Gase auf. Diese Temperatur wird 
"absoluter Nullpunkt" genannt. Die von ihm nach Graden Celsius ge
reehneten Temperaturen heW en "absolute Temperaturen". Setzt man 
die absolute Temperatur T = 273 + t und den fiir jedes Gas einen konstanten 

p ·v 
Wert, die ,.Gaskonstante", darstellenden Ausdruek o_o=R in die G1. 305a) . 273 
ein, so lautet die Zustandsgleiehung 

305 b) p·v=R·T. 

Fi'lr atmospharisehe Luft ergibt sieh, da der Druck bei 0 0 Celsius 
Po == 10333 kg/qm, das Volumen der Gasmenge von 1 kg Gewieht bei 0 0 

1 1 
Celsius Vo = ~-- = -1-:)9-- 3 ist 

, 0 ,'" t. 

10333 
R = ---~ = 29,27 . 

1,293·273 

Spezifische Wal'me von Gasen und mechanisches Warmeaquivalent. 

Die "spezifische W arrne" eines Gases ist diejenige Warmemenge, die 
erforderlieh ist, um 1 kg des Gases um 1 0 Celsius zu erwarmen. Die Warme
menge wird in "Warmeeinheiten", aueh "Kalorie" genannt, geme8sen. Eine 
Warmeeinheit (W. E.) ist diejenige Warmemenge, die erforderlich ist, urn 
die Temperatur von 1 kg Wasser von o? auf 1 0 Celsius zu erhohen. 

Wird eine Gasmenge von 1 kg Gewicht urn 1 0 Celsius erwal'mt, wobei 
das Volumen konstant el'halten bleibt, so ergeben Versuehe eine spezifische 
Warme cv ' die "spezifische Warme bei konstantem Volumen". 

Wird dieselbe Gasmenge von 1 kg Gewicht urn 1 0 Celsius erwarmt, wobei 
del' Druck p konstant gehalten wird, wahrend das Volumen v sieh andert, 
so ergeben Versuche eine andre spezifische Warme, die mit cp bezeichnet 
werden moge, die "spezifische Warme bei konstantem Druck". 

Das Verhaltnis diesel' beiden spezifischen Warm en 

11= cp 

Cv 

ist fiir verschiedene Gase nahezu dasselbe. Die folgende Tabelle gibt die 
Werte von Cv und cp ' n, del' Gaskonstanten R fi'lr verschiedene Gase. 

Gas Cv Cp n R 

Luft. 0,1685 0,2375 1,41 29,27 
Sauerstoff 0,1543 0,2175 1,41 26,50 
Stiekstoff 0,1729 0,2438 1,41 30;20 
Wasserstoff 2,418 3,4090 1,41 420,00 
Kohlensaure 0,1670 0,2169 1,305 19,25 
\V asserdampf 0,3760 0,4805 1,28 47,00 
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Dieser U nterschied in den Wert en Cv und cp erkHirt sich auf folgende 
Weise: (Fig. 205). 

Die Gasmenge von 1 kg Gewicht, dem Volumen v, dem Drucke p 
und der absoluten Temperatur T = (273 + t) wird in einem zylinderformigen 
GefaBe untergebracht gedacht. 

t;!~~0:_ 
T,=Z73 + t1 - - "f A 

~~st--j I 

I~ 
1~ 

~c I 

f------I-l-1J 

• Fig. 205. 

v=F·h. 

Der Druck p wird durch einen Kolben yom 
Querschnitte F erzeugt, der mit einem Gewichte 
P = P . F belastet ist. Wird dieses Gas auf 
t 10 Celsius, oder Tl = 273 + tl absolute Tem
peratur erwarmt, so dehnt essich aus, das Volumen 
vergroBert sich auf den Wert v 1 = F (h + X), es 
hebt also das Gewicht G urn das MaB x in Fig. 205. 
Das Gas leistet demnach die Arbeit \}( = p. x. 
Urn diese Arbeit zu leisten, muB dem Gase 
ein Mehr an Warme zugefiihrt werden. Die zu
geflihrte Warmemenge Q hat also zwei Aufgaben 
und zerfallt dementsprechend in zwei Teile. 

1. Der Teil Qv' entsprechend der spezifischen 
Warme cv' del' nur die Temperatur erhoht. 

2. Del' Teil Qa' entsprechend der Differenz 
cp - Cv der spezifischen Warm en, der die Arbeit \.l{ 

leistet. 
Bezeichnet man mit A die Anzahl der W~irmeeinheiten, die einer Arbeit 

von 1 m kg entspricht, das "mechanische Warrneaquivalent", so rnuB sein 

Da es sich urn eine Gasmenge von 1 kg Gewicht handelt, dessen Ternpe
ratur urn (tl - t) Grad Celsius erhOht wird, ist Qa = 1 (cp - cv) (tl - t). Das 
MaB x errechnet sich nach Mariotte-Gay-Lussac wie folgt: 

pv=pvo(1+d) 

PVl = pVo (1 + at1) 

v=F·h; v1=F(h+x) 

v1-F·h v1-v 
x=-= F =-]1' 

vl-v=vo(l+c(tl)-VO(1+cct)=VOC(tl-t); P=p·F. 

Die Einsetzung dieser Werte in die Gleichung fi.i.r l![ gibt: 

M. 1 
It I: = - wird daraus: 

:273 

pvo 1 . ) 
273 = R = A ( Cp - c" . 
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Fur Luft ergibt dies: 

A = ~~7_5 . 0,~~85 = _1_ W. E. 
29,27 425 

Del' Arbeit von 1 mkg entsprechen also _1_ W. E odeI' 1 W. E. ent-
425 ' spricht einer Arbeit von 425 mkg. 

Die Zustandsiinderungen del' Gase. 

1. Del' Rauminhalt bleibt konstant. 

Isometrische Zustandsanderung, Druck und Temperatur andel'll sich. 
Es ist: 

PI·vl=R.TI ; p~.v~=R·T~. 

Da v I = V ~ = v sein solI, verhalt sich 

PI:P2=TI:T~. TL 

Die isometrische Zustandsanderung wird also 
nach Fig. 206 durch eine zur p - Achse parallele 
Gerade dargestellt. 

r-- ----- '" 
t!s 

Die geleistete Arbeit ist 9T = O. 
I 
~ ~ ,f ----- ~ 

Die 1 kg del' Gasmenge zuzufiihrende Warme
menge ist Lf ~ ___ -+-"l:: __ u 

Fig. 206. 

2. Del' Druck bleibt konstant. 

Isodynamische Zustandsanderung. Volumen und Temperatur andel'll 
sich. Es ist: 

PI·VI =R·TI ; P2·V2~=RT~. 

Da PI = P2 = P sein soIl, verhLHt sich [/. 

V I :v2 =TI :T;l' 

Die isodynamische Zustandsanderung wird 
nach Fig. 207 durch eine zur v-Achse parallele i 
Gerade dargestellt. ~ 

Die durch die Gasmenge von 1 kg geleistete 1 
Arbeit ist: - + ___ ¥~""'I--___ V 

~ V--+---i )dv : 
t--V1~ --I >- I 
~ Vz--------' 

')( wird durch die in Fig. 207 schraffierte FHiche Fig. 207. 
dargestellt. 

Die del' Gasmenge von 1 kg zuzufiihrende W~irmemenge ist 

Q=Cp(T2-TI)=Cp~(V2-VI)=P(V2-VI)Ac Cp c 
p v 

n n 
=p(v2 -v1)A n _ 1 =9T.A~_::l· 

Die durch die angefiihrte Wiirmemenge Q geleistete Arbeit ist also 

Qn-1 
')(=A -n--' 
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3. Die Temperatur bleibt konstant. 

Isothermische Zustandsanderung. Druck und Volumen andern sich. 
Es ist: 

PIVI =RTI ; P2,v2 =R·T2 • 

Da TI = T2 = T sein soIl, ergibt sich: 

Die isothermische Zustandsanderung wird entsprechend dieser Gleichung 
nach Fig. 208 durch eine gleichseitige Hyperbel dargestellt, deren Asymptoten 
die p- und v-Achsen sind. 

Die durch die Gasmenge von 
1 kg geleistete Arbeit ergibt sich zu 

V 2 V2 

\}(= fp,dV=PI,vI f~v 

= Pl,vlIn (~2) = Pl ' vlIn (Pl) r-- v l P~ 

l:"fh-l-:_~ ~ R T, In (:J 
-; .:: DieArbeit'lristdurchdieinFig.208 
.- - 'O---,F-" ..... "", "", ....... '"'"" ..... \----_u schraffierte Flache dargestellt. r: ur" u---.:;H1u! Die der Gasmenge von 1 kg zuzu-

_' = __ uz---~,,: flihrende Warmemenge ist: 

Fig. 208. Q=A·'lL 

4. Die Warmemenge des Gases bleibt konstant. 

Adiabatische Zustandsanderung. Volumen, Temperatur und Druck andel'll 
sich. Man denke sich in einem Gefal3e mit warmeundurchiassigen Wandungen 
eine Gasmenge von 1 kg Gewicht unter dem Drucke Pl' Der Druck PI sei 
wieder durch einen belasteten Koiben erzeugt. Wird die Belastung des 
Kolbens verringert, so dehnt sich das Gas von Volumen v I auf das Volumen 
v 2 aus, bis es unter dem del' verringel'ten Koibenbelastung entspl'echenden 
Drucke P2 steht. Gleichzeitig sinkt die Tempel'atul' von Tl auf T2 • Die 
Wal'memenge, die durch die Tempel'aturzunahme - (T2 - T1) frei wil'd, wird 
zul' Erzeugung del' Al'beit der Kolbenverschiebung benutzt. 

Macht man die entsprechende tJberlegung fUr eine unendlich kieine 
Entlastung des Koibens, entspl'echend einer Druckzunahme d p, V olumenzu
nahme dv und Temperaturandel'ung dT, so ist nach S. 167 die Warmemenge, 

die aus der Tempel'aturandel'ung herriihrt cp ~ d v (isodynamische Zustands

anderung), die aus der V olumenanderung herriihrende Warme (isometrische 
v 

Zustandsanderung) cv R d p . Da weder Wal'me zukommt noch fol'tgeht, muB 

die Summe beider Werte Null sein, also: 

v p 
o ,~= Cv R d p + cPR d v 

dp Cp dv dv 
==- . --=-n --, 

p cv v v 
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Die Integration ergibt: 

P~= (~':J.)n 
p;! v l 

Es ist weiterhin: Pl vl = R ·Tl ; P2 ' v2 = R· T 2 , also Pl :P2 = TI · v2 : T;! ·vI • 

Daher kann man auch schreiben: 
11-1 

Tl = (V2)n-l = (l\)-n-. 
T;! VI P2 

Die adiabatische Zustandsande
rung wird durch eine Kurve nach 
Fig. 209 dargestellt. Uber die Kon
struktion del' Kurve fur verschiedene 
Werte von n siehe "Hiitte", 19. Aufi. 
1905, 1. Band, S.299. 

Die geleistete Arbeit folgt aus 
del' Temperaturanderung 

~(=~.(Tl-T2)' 

~ ist durch die in Fig. 209 schraffierte 
FHiche dargestellt. Fig. 209. 

62. Del' atmosphiirische Luftdruck. 
Literat1tr: Keck-Hotopp, lVIechanik, 2. TeiI. 4. Auf I. S.220 u. 228. - Aug. Ritter, 
Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S. 711. 

GroCe des atmospharischen Luftdruckes. 
Del' Druck del' atmospharischen Luft betragt bei mittlerem Barometer

stande Po = 1,0336 kg/qcm. Das Gewicht eines m:3 Luft bei 0° Celsius und 
bei diesem Drucke Po' die Dichte del' Luft, betragt Yo = 1,293 kg/m3• 

Beziehungen zwischen Luftdruck und Rohe bei konstanter Temperatur. 
Da mit steigender Hohe del' Luftdruck abnimmt, nimmt auch die Dichte 

del' Luft mit wachsender Hohe ab. Es moge zunachst gleiche Temperatur 
in allen Hohenlagen vorausgesetzt sein. 1st G das Ge
wicht einer Luftsaule vom Querschnitt 1 und von del' 
Hohe z (Fig. 210), Po del' Druck an del' unteren Flache, 
Pz an del' obet'en Flache, so erfordert das Gleichgewicht 
aller lotrechten Krafte die Beziehung Pz + G = Po' 

Die Differentiation nach z ergibt: ~~z - ~~. Ist Yz 

die Dichte in der Hohe z, so ist d G = I' z . d z also 
dpz=-Yz·dz und da Yz:Yo=Pz:Po ist, so folgt 

dpz=-Yo pz ' dz oder dp~=_I'.Qdz. 
Po Pz Po 

Die Integration gibt: 

306) In P = -- 0L z -t- Konst. 
z Po 

Fig. 210. 

Zwischen den Driicken Pl und P2 in den Hohen Zl und 
Z2 - Zl = h del' Hohenunterschied ist, besteht die Gleichung: 

wobei 
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306 a) 

306b) 

Bei Benutzung del' Briggeschen Logarithmen und nach Einfiihrung 
del' Zahlenwerte von Po und Yo fur 00 Celsius lautet die Gleichung: 

306e) h = 18400 (lg P1 -lg P2)' 

worin h in Metern gereehnet ist. 

Beziehungen zwischen Luftdruck und Hohe bei veranderlicher Temperatur. 
Nimmt man an, daB die Temperatur von einem Werte t) (absolut 

T1 = 273 + t1) in del' Hohe Z1 auf einen Wert t2 (absolut T2 = 273 + t 2 ) 

in del' Hohe Z2 proportional abnimmt, so fuhrt derselbe Rechnungsgang, wie 
fur konstante Temperatur, jedoch unter Beachtung des Gay-Lussacschen 
Gesetzes zu del' Gleichung: 

In (Pl) = ! ___ h __ In (T 1_) 
P2 R Tl - T2 T2 

307) h = 'T - T,,)R!nP1 -~~~P~ = (T _ T.,)R Igpl --:-!~j)_2. 
. (l - In T -In T 1 "IgT -lg T 

1"2 1 2 

(Beweis: Siehe Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auff. S. 230.) 
Auf diesel' Gleichung beruht die barometrische Hohenmessung. 

GIeichungen fUr die barometrische Hohenmessung. 

Die Temperatur wil'd gewohnlich konstant zu 

T=~(TI +T2 ), t=~(ti +tJ 

angenommen. Es entsteht dann die Gleichung 

h = R· T ·In (~:) = 2,302 585 l~· T .lg (~) . 
Mit R= 29,3; T = 273 + t Iautet die Gleichung 

308) h = 18464 (1 + 0,003665 t) 19 (Pl). 
P2 

Fur die Benutzung del' Formel sind Tabellen aufgestellt (Jordan, Bal'o
metrisehe Hohentafeln). 

B a binet entwickelt den Ausdruck 19 PI in einer Reihe, von del' er nur 
P'.l 

das erste Glied berucksichtigt. Es entsteht die Gleichung 

309) h 038 ' + '6' PI - P2 = 16 (1 0,0036 5 t) -~----. 
. P1 +P'.l 

I 

Setzt man in Gleichung 309) TIoch P = P_1._IP2 (p=mittIererLuftdl'uck), 
so Iautet die Gleichung: 2 

;}10) h = 8019 (1 + 0,003665 t) 10 __ p_P2 • 
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63. Der Auftrieb tler atmospharischen Loft. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.223. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 7l3. 

Dieselben Dberlegungen wie im Absehn. 58 fiir tropfbar flussige Korper 
ergeben den Satz: 

Del' Auftrieb, den ein Korper vom Volumen V in del' atmo
sphiirisehen Luft erleidet, ist gleieh dem Gewiehte des verdrangten 
Luftvolumens D = y. V. Er ist lotreeht naeh aufwiirts geriehtet une!, 
greift im Sehwerpunkte des verdrangLen Luftvolumens an. 

Da die Diehte del' Luft mit wachsender Hohe abnimmt, wird del' Auf
trieb kleiner, er ist also im Gegensatz zu tropfbar flussigen Korpern ver
iinderlich mit der Hohenlage. 

1st der Auftrieb D groBer als das Gewicht des Korpers, so steigt del' 
Korper in die Hohe (Luftballon). Bedeutet G das Gewieht der Ballonhiille 
und Gondel, y = 1,293 kg/ebm die Diehte der Luft, Y1 die Diehte des Full
gases (Y1 < y), so ergibt sich die Steighohe unter Benutzung der Ergebnisse 
aus Abschn. Gl und G2 zu 

:311 ) h = 18 400·lg [Y (to. Y1)J. 

C. Fliissige und gasfOrmige Korpel'. 

(,4. \Virkong tles Lufttlruckes auf Fliissigkeiten. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.233. - Aug. Ritter. Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 729. 

steighohe. 
Nach Abschn. G2, S. lG9 ubt del' atmospharische Luftdruck auf die Ober

fliiche einer Flussigkeit einen Druck von Po= 1,033G kg/qem aus. 1st Y das 
spezifische Gewicht dieser Flussigkeit, so folgt daraus, daB die Flussigkeitshohe 

312) 

denselben Druck auf die Oberflache ausubt, WIe del' atmospharische Luftdl'uck. 
Fur Wasser mit Y = 1000 kg/cbm = 0,001 kg/ebem ist 

312 a) 
1033G 

ho = ~,o61 = 103:3,G em = 10,33G m. 

Fur Quecksilber mit y = 13600 kg/ebm 
= 0,0136 kg/cbem ist 

31 '~b) h __ .1. ,03_3(i. 
L; 7 (i em = 0,7 (i m. 

o 0,013(i 

Barometer. 
Auf diesen El'gebnissen beruhen die 

Appal'ate zum Messen von Gasdrueken, be
sonders des atmosph~irischen Luftdruekes, 
die "Flussigkeits-Barometel'''. Ein an 
einem Ende gesehlossenes Rohr (Fig. 211) 
wird mit del' betreffenden Fliissigkeit ge-

~--. 
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Fig. 211. 



172 VII. Statik f!iissiger und gasfOrmiger K5rper. 

fliUt und aus del' Anfangslage I unterhalb del' Oberflache in die senkrechte 
Lage II gebracht, wobei das unverschlossene Rohrende immer unter del' Ober
Hache del' Fliissigkeit bleiben muB. Das Ergebnis ist, daB die Fliissigkeit in 

dem Rohre bis auf den Wert ho = P~o_ sinkt. Mit wechselndem Drucke Po 
r 

alldert sich ho' was zum Messen del' Driicke Po benutzt wird. 

65. Die l'ancherglocke, die Kolbellpnm}le und del' Heber. 

1. Die Taucherglocke. 
Literatul': Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S. 240. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 735. 

Eine Taucherglocke besteht aus einem oben geschlossenen, unten offenell 
prismatischen GefaB, das, mit Luft gefiillt, mit dem offenen Ende auf das 
Wasser gesetzt wird (Fig. 212 Lage I) und durch das eigene Gewicht des 

I 

!La 

~----- w-L~-=--= 
--. --- fo1 [--
~_--=--=--ll ~~ _~--_-= 
- - - --=------=-- - ----: 
~-- -- -
-- -- - - - _-4---

Fig. 212. 

GefaBes odeI' durch angehangte Lasten unter 
die WasseroberHache gedriickt wird (Fig. 212, 
Lage II). Illfolge des groBeI'en Druckes tritt 
in del' Lage II das Wasser um das Stiick y 
in die Glocke hinein. Dadurch steigt del' 
Luftdruck in del' Glocke von dem ,Werte Po 
des atmospharischen Luftdruckes auf einen 
Wert Pl' Wird angenommen, daB die Tem
peratur in del' Glocke dieselbe bleibt, so be
steht nach Abschnitt 60 S. 164 Gl. 303) die 
Gleichung: 

Po: Pi = (l- y): l. 

Da sich in del' Lage II abel' innerer Luft
druck mit dem auBeren Wasserdruck im Gleich
gewichte befinden muB, ist auch: 

P1 = r . (x -- y) + PO' 

Setzt man noch fiir Po den Wert r·ho aus Abschnitt 64 Gl. 312) eill, so lautet 
die Losung nach x: 

313) x = y ( 1 + l h~y)' 
Die Losung nach y lautet: 

;l13a) x)~ --l· x. 

2. Die Kolbenpumpe. 
Literatul': Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S. 237. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 731. 

In eine Fliissigkeit vom spezifischen Gewicht r taucht nach Fig. 213 ein 
RohI' vom Querschnitte F, in dem sich ein beweglicher gegen die Rohrwan.d 
gedichteter Kolbell befindet. Wird del' Kolbell aus seiner Anfangslage I 
durch eine Kraft K um eine Hohe h1 in die Lage II hochgezogen, so dI'iickt 
del' iiuBere Luftdruck Po die Fliissigkeit in die untere RohI'offnung. An del' 
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Unterseite des Kolbens herrsche ein Druck Pl' Er errechnet sich aus der 
N ullsetzung aller lotrechten Krafte an der Wassersaule hl : 

hl . Y + Pl - Po = 0; Pl = Po - hl . y. 

Pl wird Null fiir einen Wert ho von hI 
(Lage III Fig. 213). 

ho=~()' 
Y 

Am Kolben greifen die Krafte K, Po' F 
und P1·F an, deren Summe Null sein muB. 

K+P1·F--Po·F=0 

K= F(po - P1) =F.hl·y· 

Wird hI> ho (Lage IV Fig. 213), so 
reiBt die Fliissigkeitssaule vom Kolben abo 
Unter dem Kolben entsteht ein luftleerer 
Raum mit dem Drucke Null. Die Maximal-
Saughohe ist also 

hmax = ho = Po : y. 
Fig. 213. 

Fiir die Praxis verringert sich dieser Wert infolge der Verdampfung der 
Fliissigkeit unter vermindertem Druck und des dadurch entstehenden Druckes 
mIter dem Kolben. AuBerdem wirkt das bei Pumpen erforderliche SaugventiI 
auf die SaughOhe vermindernd. Fiir Wasser ist mit Po = 10336 kg/qm, 
y = 1000 kg/m3 die theoretische Saughohe ho = 10,336 m. Tatsachlich ist 
~in Ansaugen bis nur etwa 10,0 m moglich. 

3. Der Heber. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.239. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. R. 732. 

Ein Heber besteht im Prinzip aus einem U-formig gebogenen Rohr, dessen 
ofiene Enden in die Fliissigkeiten zweier Behalter I und II der Fig. 214 tauchen. 
Der Fliissigkeitsspiegel in dem Behalter I liegt urn die 
Hohe h hoher als der im Behalter II. Das spezifische 
Gewicht der Fliissigkeit sei y, der auBere Luftdruck Po. 

Man denke sich beide Rohranden A und C durch 
geeignete Klappen verschlossen und nun das ganze 
Rohr mittels eines Stutzens an der hochsten Stelle 
bei B mit Fliissigkeit gefiillt. Bei B sei ein Schieber 
angebracht, der nach Fiillung des Heberrohres ver
schlossen wird. Werden jetzt die beiden Klappen bei 
A und C geofinet, so. bilden sich links und rechts 
vom Schieber B die Driicke P1 und P'J' die sich er
rechnen zu: 

Pl =Po - y.h1; P'.l=Po - y.hJ • 

Da h~ > hl ist, ist P1 > P~ . Wird also Scp-ieber B 
geofinet, so wird unter der Wirkung des Druckunter- Fig. 214. 
schiedes Pl - P2 die Fliissigkeit in Bewegung geraten 
und vom Behalter I in den Behalter II abflieBen. Das DruckgefaUe ist 

314) 
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Fur Po kann man noch einfuhren y.ho' Damit wird: 

P1 =y(ho-h1 ); P2=y(ho-h2)· 

So lange hI < ho ist, ist PI> 0, fUr hI = ho ist p] = 0. Ebenso ist 
fur h~ < h(» P2 > 0, fur h2 = ho ist P2 = 0. 

Wird h2> ho und h1 < ho' so entsteht rechts vo~ Schieber B del' Druck 
P2 = ° und es bildet sich ein luftleel'er Raum, nach Offnung des Schiebel's B 
herrscht also ein Druckgefalle 

{j P = PI - P2 = PI - ° = Po -- Y . hI = Y (ho - hI)' 

Wird hI = 0, so ist PI = Po' PI hat seinen Maximalwert. 
Wachst jetzt h2 von h'J = ° auf h2 = ho' so fallt P2 von P2 = Po auf 

P2 = 0, fur h2 > ho bleibt P2 = ° bestehen. Del' Maximalwert des Druck
gefiilles ist also 

21Pmax=y·ho fiir hI =0, h2>ho' 

Wachst hI' so fiilIt PI und fur hI = ho ist PI = ° und bleibt Null fur 
hI > ho' Das Druckgefalle ist J P = 0. Die Heberwirkung hOrt auf. 

Es gelten also folgende Gesetze fur den Heber: 
1. Die Saughohe muB sein h] < ho' 
2. Die Hohe h2 ist unbeschrankt. 
3. Das maximale Druckgefalle ist JPmax=y·ho' d. h. Gleichung 314) 

L1 P = Y . h gilt nul' bis an den Grenzwert h = h o' 

D. Relatives Gleichgewicht von Fliissigkeiten. 
66. Relatives Gleichgewicht einer beschleunigt fortschreitenden 

Fliissigkeit. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S. 211. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 743. 

Ein GefiiB sei mit einer FlUssigkeit vom spezifischen Gewichte y gefUllt 
(Fig. 215). So lange das GefaB in Ruhe ist, nimmt die Oberflache del' Flussig

keit eine wagerechte Ebene ein. Auf jedes Massen
teilchen in del' Fliissigkeit wirkt die Erdbeschleu
nigung g und ruft eine Kraft m· g hervor. Wird 
nun dem ganzen GefiiBe eine Beschleunigung 
g' = n· g, unter einem Winkel a gegen die Wage
rechte gerichtet, erteilt, so setzt, entsprechend dem 
d'Alembertschen Prinzip (Abschnitt 33, S. 81), 
jedeR MassenteiIchen m del' Bewegung einen Wider
stand m.g' = m.n.g entgegen. Die beiden Krafte 
m· g lotrecht und m . n· gunter a gegen die 
Wagerechte geneigt, geben eine Mittelkraft K, 
die unter dem Winkel fJ gegen die Lotrechte ge
neigt ist. 

Fig. 215. Nach dem im Abschnitt 57, S. 159 Gesagten 
wird sich dann auch die Oberflache del' Flussig

keit unter einem Winkel fJ gegen die Wagerechte geneigt einstellen. 
Die Krafte K und m . n . g wagel'echt und lotrecht zerlegt, gibt die beiden 

Gleichungen 
K . sin fJ = m . n . g . cos (' 

K· cos fJ = m . n· g . sin a + m . g. 



Relatives Gleichgewicht einer rotierenden Fliissigkeit. 175 

Daraus folgt der Winkel fJ durch Division beider Gleichungen zu 

315) t = .... ~osa_ 
gfJ 1 + n.sina 

u=O gibt tgfJ=n 
a = 90° gibt tgfJ = 0, tJ = 0°. 

()7. Relatives Gleichgewicht einer rotierendell Fliissiglieit. 
Literatztr: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Aufl. S. 212 u. 238. - Aug. Ritter, 
Lehrb. d. techno Mechan. 8. Aufl. S. 745. 

Kreiselpumpen. Turbinen. 
Ein mit einel' Fliissigkeit vom spezifischen Gewichte y gefUllter zylindri

scher Behiilter werde mitsamt del' Fli.i.ssigkeit in Rotation versetzt (Fig. 216). 
Die Winkelgeschwindigkeit sei w. Dann erleidet ein im Abstande x von del' 
Drehachse befindliches Massenteilchen m eine Zentrifugalbeschleunigung 
Yw=w2 .x (Abschnitt 6, S. 8). 

Infolge diesel' Beschleunigung Yoo iibt das Massenteilchen ill eine wage
rechte Kraft H = y w • ill = m· x . w 2 aus. Ferner unterliegt es noch der lot
recht wirkenden Schwerkraft ill' g. 
Die Oberflache steht dann senkrecht 
zur Mittelkraft aus m·x·w2 und m·g, 
ist also gegen die Wagerechte unter 
einem Winkel a geneigt. a ist ab
hangig von x, die Oberflache der 
Flii.ssigkeit bildet daher eine Kurve. 
1st y die zur Abszisse x gehorige 
Ordinate der Oberflache, so ist 

dy m·x·w2 
tga = - = -----. 

dx ill·g -~ ~ =i-= -=---=--
-Jpez!f?sches (i1wichl ~ /' -- -Die Integration gibt 

- -- -- ----'-' --------

31G) 
W"J' X 2 

y= 
2g 

wenn Vx die Geschwindigkeit im Ab
stande x von der Drehachse ist. 

Winkelgeschw/ndigked 
=W 

Fig. 216 

Die Oberflache der Fliissigkeit bildet ein Rotationsparaboloid. 
Die SteighOhe h ergibt sich fUr x = r zu 

31Ga) 
w?'.r2 v'3 h= ___ =~l_ 

2g 2g 

wenn vn die lineare Geschwindigkeit des Umfanges ist. 

Kreiselpumpen. 

~ 
I 
! 

I _t 

Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Aufl. S.216 U. 238. - Aug. Ritter, 
Lehrb. d. techno Mech. 8. Aufl. S.748. - Herrmann, Turbinen u. Kreiselpumpen. -
Miiller, Francisturbinen u. die Entwicklg. des modernen Turbinenbaues (Hannover 1901). 
- Graf, Theorie del' Turbinen (Miinchen 1904). - Danckwerts, Die Grundlagen del' 
Turbinenberechnung (Wiesbaden 1904). Sonderabdr. aus d. Zschr. d. Hannov. Arch. u. 
Ing.-Vereins 1904: - Zeuner, TheOl'ie der Turbinen (Leipzig 1899). - Pfarr, Zschr. 
d. Vereins deutsch, Ing. 1897. Die Turbinen. 

Das soeben gefundene Ergebnis, daB es moglich ist, eine Fliissigkeit 
durch Rotation auf eine Hohe h zu heben, wird in del' Kreiselpumpe prak-
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tisch verwertet. Die Rotation der Fliissigkeit wird durch ein Schaufelrad, 
das sich um eine Achse dreht, hervorgerufen (Fig. 217). 
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Fig. 217. 

1st h der Hohenunterschied zwischen zwei 
Fllissigkeitsspiegeln, h8 die Hohe von der Dreh
achse bis zum unteren, hd bis zum oberen 
Fllissigkeitsspiegel (h. = Saughohe, hd = Druck
hohe), so muB die Umfangsgeschwindigkeit der 
Fllissigkeit in der Trommel 

317) vn = Y2g(hs-+h~) = Y2 gh = W'"1" 

sein, damit die Fllissigkeit im Gleichgewicht ist. 
SolI Fliissigkeit yom unteren in den oberen Be
halter gefordert werden, so muB v n groBer als 
der Wert aus Gleichung 317) sein. 

Die Saughohe muB sein h8 < ho' wenn 

ho = PQ die Fllissigkeitssaule ist, die dem atmo
?' 

spharischen Luftdiuck entspricht . 
.. So lange vn=Y2gh, ist, abgesehen von 

der Uberwindung der Reibungswiderstande, keine 
Arbeit zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichtzustandes zu leisten. Erst 
wenn bei v> V2gh eine Fllissigkeitsforderung auf die Hohe h einsetzt, muB 
bei der Drehung des Schaufelrades Arbeit geleistet werden, die sieh aus dem 
Produkte der geforderten Fllissigkeitsmenge und dem Hohenuntersehiede h 
erreehnet. 

Turbinen. 
Eine Turbine kann als Umkehrung einer Kreiselpumpe aufgefaBt werden. 

1st ein DruekhohengefalIe h vorhanden, so besteht bei einer Umfangsgesehwin-
digkeit vn = V2 gh Gleichgewicht. Wird vn < V2 gh, so flieBt Fliissigkeit 
dureh die Turbine und das Sehaufelrad muB, wenn v n dasselbe bleiben solI, 
eine Arbeit leisten, die sieh wieder aus dem Produkte von durehflieBender 
Fllissigkeitsmenge und Hohenunterschied erreehnet. Auch hierbei ist von del' 
zur Dberwindung der Reibungswiderstande erforderlichen Arbeit abgesehen. 

VIII. Dynalnik fliissiger und gasformiger Korper. 

68. Del' fl'eie AusfluB von Flftssigkeiten aus GefaHen. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S. 247. - Tolkmitt, Grundlagen 
der Wasserbaukunst. 2. Autl. S.85. - Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mechanik. 8. Auf!. 
S. 753. 777. - Fijppl, Vorlesg. tiber techno Mech. 1. Bd. 6. Auf!. S.360. 

Allgemeines. 
In dem Boden eines GefaBes (Fig. 218) befinde sich eine Offnung, liber 

dieser laste eine Fliissigkeitssaule h. Der Fllissigkeitsdruck an der Offnung 
hat dann den Wert p=y.h. Unter der Wirkung dieses Druckes stromt 
die Fliissigkeit mit einer Gesehwindigkeit v aus der Offnung aus. Wird von 
Reibung der Fllissigkeit, inneren Stromungswiderstanden usw. abgesehen, so 
ergibt sich die "ideelle AusfluBgeschwindigkeit" vi' Dieser gegenliber 
steht die "wirkliche AusfluBgeschwindigkeit" v, unter Mitwirkung aller 
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Starungswiderstande entstehend. Die Ableitung fiir den Ausdruck del' Aus
fluBgeschwindigkeit mage hier umgangen werden. Es gilt folgender Satz: 

Die ideelle AusfluBgeschwindigkeit Vj ist unabhangig von del' 
Art del' Fliissigkeit. Sie ist nul' durch die 
Rohe h del' Fliissigkeitssaule ti.ber del' 
Offnung bedingt und steht zu diesel' in 
derselben Beziehung wie Fallgeschwindig-
keit zu Fallhohe. Es gilt die Gleichung: 

Jpez!lisches 6ewicl1l- 7 
318) v j =Y2g.h. 

1st F del' Querschnitt del' 0ffnung, so ist 
die in del' Zeiteinheit ausflieBende Wassermenge, 
die "ideelle AusfluBmenge": 

319) Qj =F,vj = FY2gh, 

Ausflu6 aus einer Seitenoffnung. 

Fig. 218. 

Dieselben Siitze ge.~ten auch fiir eine Seitenoffnung (Fig. 219), wenn die 
Rohenausdehnung del' Offnung im Verhiiltnis zur Druckhohe h klein ist, del' 
Druck p = I' . h also fiir die ganze Offnung als konstant angesehen werden 
kann. 

Fig. 219. 

Ihr----->,):B ~, 
~====~- - ------~ 

Fig. 220. 

Bei groBeren Hahenausdehnungen del' Offnung (Fig. 220) ist del' Druck 
an den verschiedenen Punkten del' 0ffnung verschieden, die AusfluBgeschwindig
keit also ebenfalls. Die AusfluBgeschwindigkeit und die aus dem 0ffnungs
teilchen dF = bx ' dx in del' Tiefe x unter dem Wasserspiegel in del' Zeit
einheit ausflieBende Wassermenge ist: 

vix = V2gx; dQi = dF· V2g.x . 

Die gesamte AusfluBmenge ist dann: 
h2 h2 

320) Qi =Y2g f dF· \/i = V2'g fb x ' VX'd x . 
h, h, 

Vx steht zu x in parabolischer Beziehung. Ein Korper, dessen Grund
fliiche die AusfluBoffnung und dessen andre Flache von del' Parabelbogen
flache CD gebildet wird, stellt die in del' Zeiteinheit ausflieBende ideelle 
Wassermenge dar. ABCD ist die Projektion dieses Wasserkorpers. 

Fur einen rechteckigen Querschnitt von del' Breite b ist: 
h2 

320a) Qj=bl/2gf YidX=~bl/2g[ht--h~]. 
h, 

Handbibliothek. 1. 2. 12 
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Fur hl = 0, h2 = h = Rechteckhohe, ist: 

') ,--- ') -.,-
320b) Q. =~ '"- bh V2gh == ~ FY2gh. 

'33 

Ein:lluB von Reibungswiderstanden auf Aus:lluBgeschwindigkeit und 
AusiluBmenge. 

Die tatsachlich auftretende "wirkliche AusfluBgeschwindigkeit" v und 
"wirldiche AusfluBmenge" Q ist immer kleiner als die in den Gleichungen 318) 
und 319) errechneten "ideellen" Werte, da die Reibung del' Flussigkeit an 
den GefaBwandungen die Geschwindigkeit und die Einschnurung des aus
flieBenden Strahles die AusfluBmenge beeinflussen. Das Vel'haltnis cp del' wirk
lichen zur ideellen AusfluBgeschwindigkeit 

v' rp=-
vi 

heWt "Geschwindigkeitsziffer". 
Die wirkliche Geschwindigkeit ist 

321 ) 

Ebenso erklal't sich das Vel'haltnis If' del' wil'klichen zur ideellen Aus-
fluBmenge 

als "Einschniirungsziffer". 
Die wirkliche AusfIuBmenge ist: 

322) Q = II'F.v =lp.cpFY2gh= ,u.F V'Z-gh. 

Das Produktlp'cp=,u wird "AusfluBziffel''' genannt. 
Mittelwerte von cP,'P und ,U fur Wasser sind 

cp = 0,95; lfJ=O,65; ,u=0,62. 

In Wirklichkeit sind die Koeffizienten abhangig von del' Druckhohe, del' 
Querschnittsform del' AusfIuBoffnung, del' Lage del' AusfIuBoffnung III del' 
GefaBwand, del' Dicke del' GefaBwand und del' Art del' Fliissigkeit. 

69. Del' hydraulische Druck. 
Literatul': Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.278. - Aug. Iiitter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 763. - Fopl'l, Vorlesg. uber techno Mech. 1. Ed. G. Auf!. 
S. 368 (Strahlpumpen). - Tolkmitt, Die GrundJagen der Wasserbaukunst. 2. Auf!. S.101. 

Unterschied zwischen hydrostatischem und hydraulischem Druck. 
Nach Abschn~tt 57, S. 159 iibt eine in Ruhe befindliche Flussigkeit VOlll 

spezifischen Gewichte y in del' Tiefe t einen nach allen Richtungen gleich groBen 
"hydrostatischen Druck" p=y.t aus. In Fig. 221 sei an ein GefaB ein 
Rohr mit veranderlichem Quel'schnitt angesetzt. An verschiedenen Stellen 
seien auf dieses Rohr diinne Rohrchen, sog. "Piezometer-Rohre", aufgesetzt. 
So lange die Endoffnung A des Rohres verschlossen ist, die Fli,issigkeit sich 
also in Ruhe befindet, herrscht in dem Rohre hydrostatischer Druck, die 
Fliissigkeit in deri aufgesetzten Rohrchen steht iiberall gleich hoch mit dem 
Fliissigkeitsspiegel im GefaBe. 
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Nun werde das Rom bei A geofinet. Die Fliissigkeit kommt in Be
wegung und flieBt bei A mit einer Geschwindigkeit va aus. Wahrend vorher 
bei A der Druck r·h hen'schte, ist er jetzt zu Null geworden. Wird von 
allen Storungserscheinungen, 
Einschniirung, Reihung usw. If. 'I1'rost. 'Sf!i'!!' Omat 
ahgesehen, so ist an Stelle 
des Druckes p = r . h in A die 
Gesch windigkeit va = V ~ g . h 
getreten. Dieselhe Wasser
menge Q, die hei A aus
flieBt, muB auch an jeder 
anderen Stelle durch das 
Rohr laufen. Sind Fa und lIa ViglL 
F b die Rohrquerschnitte bei 
A und B, 

Q Q 
va = ]i"- ' Vb = -- - Fig. 221. 

a Fb 
die Geschwindigkeiten hei A und B, so ist zur Erzeugung del' Geschwindig
keit Vb eine Druckhohe hI erforderli~h , die sich aus dem Arbeitsvermogen 
der Fliissigkeitsmenge Q errechnet: 

-- v".! 
vb = V 2 g hI ; h] = 2b g . 

Del' in B tatsiichlich vorhandene Druck ist also nicht mehr gleich dem 
der Fliissigkeitssaule h, p = 'Y . h, sondel'll 

v vb'2 
P =p-- 2-ir, 

oder in I"liissigkeitssaule ausgedriickt, die sich in den Piezometerrohren zeigt, 

323) 

Diese Druckh6he hbv im Punkte B wird "hydraulischer Druck" ge
nannt. Fiir ihn gilt der Satz: 

Del' hydraulische Druck ist gleich dem hydrostatischen Drucke, 
vermindert um die Druckh6he, die erforderlich ist, urn die in dem 
betreffenden Punkte vorhandene Geschwindigkeitserhohung zu er
zeugen. 

Der hydraulische Druck kann positiv und negativ sein. An sehr engen 
Stellen des Rohres, an denen eine Geschwindigkeit v > )/2 ib. erforderlich ist, 
um die Menge Q durchzufiihren, ist del' hydraulische Druck negativ , ist 
v < )/2 gh, so ist er positiv, bei v = V2gh ist er gleich Null. 

70. Driickhohenverlust illfo]ge )llotzlichel' Querschnittsandel'ungen. 
Literatur: Keck-Hotopp , Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.265. - Aug. Ritter, Lehrb. 
d. techno Mech. 8. Auf!. S. 768. ~, Foppl. Vorlesg. iiber Mechanik. VI. Bd. S. 465f!g. 
- DaDckwerts, Del' StoB des Wassers (Wiesbaden 1916). Sonderabdr. aus Z8chr. d . 
Hannov. Arch.- u. Ing.-Vereins 1906. - Riihlmann, Hydromechanik § 178. - Tall
quist, Technische Mechanik (Helsingfors 1904). - Wien, Hydrodynamik (Leipzig 1900). 
- Krey, Zschr. d. Hannov. Archit- u. Ingen.-Vereins 1904. - Kr ey , Zentralbl. 
d. Bauverw. 1904. S. 635. - Li eckfeld, Zentralbl. d. Bauverw. 1903. S. 497. - Danck
werts, Die Grundlagen d. Turbinenberechng § 2 (Wiesbaden 1904). Sonderabdr. a us 
Zschr. d. Hannov. Arch.- u. Ing.-Vereins 1904. 

12* 
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Der Sto.6verlust. 
Fiir die Ableitungen in den Abschnitten 68 bis 69 war Voraussetzung, 

da,B die Querschnitte allmahlich ineinander iibergingen, daB also die Ge

Fig. 222a. Fig. 222b. 

schwindigkeitsanderung sich allmahlich 
in endlichen Zeitraumen vollzog. 

Andert sich del' Rohrquerschnitt 
(Fig. 222b) dagegen plOtzlich, su muB 
die Geschwindigkeit v 1 in einem unend
lich kleinen Zeitraume in die Geschwin
digkeit v2 iibergehen, die Fli:issigkeit 
stoBt mit del' Geschwindigkeit VI auf die 
Fliissigkeit mit del' Geschwindigkeit Vo' 

Da nun Fliissigkeiten als fast vollkommen 
unelastisch gelten konnen, gilt fUr den 

StoB eines Fliissigkeitsmassenteilchens m mit del' Geschwindigkeit VI auf eine 
Masse M mit del' Geschwindigkeit v2 die StoBformel Gleichung 287 a) in Ab
schnitt 53 S. 155. Del' Arbeitsverlust infolge des StoBes ist 

1 M ( I~ . m )0 m __ l-=-~2~ 
As =-= 2- M -I- m (v I - V ~ • = m 2 

l+ M 
Da nun m gegen M als unendlich klein angesehen werden kann, ist: 

(VI - v 2 )'] 
A ~= In -- .--. -. 

s 2 

Bezeichnet hs den Verlust an Druckhohe, del' diesem Verluste an Arbeits
vermogen entspricht, so muB sein 

h (VI - V 2)2 
m·g· s== In - - 2 ·-

324) hs = (V12iv~~. 

Fig. 22 2 a u. b zeigt einen Vergleich del' hydraulischen Driicke bei allmahlicher 
und plotzlicher Querschnittsanderung. 1m ersteren Falle wird die ganze Ge

v 2 -v 2 
schwindigkeitsanderung in einer Druckhohe hI = _ 1 --~- zuriickgewonnen. 

2g 
1m letzteren FaIle dagegen geht von diesem Drucke del' Druckverlust 

h = 0'..L- V2)2 
S 2g 

ab, das im weiteren Rohre in Form von Druckhohe wiedergewonnene Arbeits
vermogen ist also 

h =h _ (VI-VJ~= VI:! - V,/-V12_V,/+2vIV2 = ~~(:".!.. -V2) < h. 
2 1 2g 2g g - 1 

71. Gleichformige Bewegung von Fliissigkeiten in Rohren. 
Litemtul': Tolkrnitt, Grundlagen der Wasserbaukunst. 2. Auf! . S. 95. - Keck-Hotopp. 
Meehanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.296. - Aug. Ritter, Lehrb. d. techn. Mech. 8. Auf!. 
S. 781. 

Allgemeines. 
Del' Bewegung einer Fliissigkeit durch ein Rohr stellt sich, ahnlich wie 

bei del' Bewegung fester Korper, del' Reibungswiderstand entgegen. Del' auf-
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tretende Widerstand ist annahernd proportional der Rohrlange lund dem benetz
ten Rohrumfange u, d. h. annahernd proportional der Beriihrungsflache im Rohre, 

ferner annahernd proportional der Geschwindigkeitshohe h = v2
, oder, was 

2g 
dasselbe ist, dem Quadrate der Geschwindigkeit, und umgekehrt proportional 
del' Querschnittsflache F des Rohres. rst I; del' aus Versuchen zu ermittelnde 
Proportionalitatsfaktor, so ist der Reibungswiderstand als Druckhohenverlust 
ausgedriickt: 

325) 
u.l v2 

w=I;--. 
F 2g 

Rohr mit Kreisquerschnitt. 
Fur Kreisquerschnitte mit dem Durchmesser d ist 

u=dn also: 

4l y2 l ,,2 
w=I;---=},--. 

d 2g d 2g 
325a) 

Der Koeffizient }, = 41; wird "Widerstandsziffer kreisformiger 
Rohre" genannt. Fur Wasser ist angenahert 1 = 0,03, also I; = 0,0075. 
Del' Druck im Rohre nimmt bei gleichbleibender Rohrabmessung nach einer 
geraden Linie ab (Fig. 223). Del' infolge del' Reibung auf einer Strecke l 
auftl'etende Druckhohcnverlust errechnet sich nach GIeichung 325). 

Bezeichnet man den Druckhohenabfall fiir die Langeneinheit des Rohres, 

y=J, mit "Gefalle", so ergibt GIeichung 325): 

daraus 

326) 

wenn 

w I;u ,,2 
-- -=,J=-- ---
l F 2g' 

V'2gyF- ---
y = --;;- - - J == k VR . J, 

.; u 

V~t=k und ~=R Fig. 223. 

als "reibender Radius" bezeichnet sind. I; = 0,0075 ergibt k = 51,2. Glei
chung 326) wird nach elem Entdecker die .,Chezy-Eytelweinsche Formel" 
genannt. 

Widerstand eines sich verjiingenden Rohres mit Kreisquerschnitt (Diise). 
Hat das Rohr die Form eines Kegelstumpfes (Fig. 224), 

stand in Druckhohe fur die Strecke d x: 

Ferner ist: 

odeI' 

elx v 2 
dh == l- _x_ 

z 0) a 
-0 

D2 D -- z 
VX=V-~2-; D~d 

D-cl 
- dz = - --- elx . 

l 

x 

so ist del' Wider-

J;' - -

--l ---

Fig. 224. 
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Diese Werte in die Gleichung fiir dh eingesetzt, geben: 

l V~D4 
dh = -.Ie - - ----dz. 

D - d2gz~ 

Die Integration gibt den Gesamtwiderstand: 

. lDI v2 fd - l v~ 1 r~44 - 11 
327) h= - - AD _ d :2g. z - v. dz = .Ie:iY2g 4 ' (1 . 

D 1 - 1) 

72. Gleichformige Bewegung von Fliissigkeiten in offenen Kanalen. 
Litemtw'; Tolkmitt, Grundlagen der Wasserbaukunst. 2. Auf!. S. 106. - Keck
Hotopp , Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S. 310. - Aug Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 
8. Auf!. S. 786. - Foppl, Vorlesg. iiber techno Mech. I. Bd. 6. Auf!. S. 391. 

Ubergang von geschlossenen Rohren zu offen en Kanalen. 
Die auf eine geschlossene Rohrleitung aufgesetzten Piezometerrohre zeigen 

den an del' betreffenden Stelle herrschenden hydraulischen Druck, in Fliissig
keitssaule gemessen, an. Die Fliissigkeit iibt an jeder Stelle gegen die obere 
Rohrleitung den durch die Piezometer angezeigten Druck aus, der infolge 

der Reibung iill Rohre mit wachs en
del' Rohrlange abnimmt. Bei gleich
bleibenden Rohrabmessungen fand 
diese Druckabnahme nach einer 
geraden Linie statt, die als "Ge
fane" bezeichnet wurde. Hebt man 

~~~~~~~~~~~~I~~~.. nun das Rohr aus seiner urspriing-
/;;i v lichen Lage I (Fig. 225) in diese 

RohrlogeI,olJengesc/JIO$Sb1 GefaIlslinie II, so ist der Druck 

Fig. 225. gegen die obere Rohrleitung an allen 
Punkten gleich Null, der vorhandene 

Druckh6henabfall geniigt gerade zur Vberwindung del' Reibung. In diesem 
FaIle kann natiirlich die obere Rohrleibung ganz fortgelassen werden. Dadurch 
ist, die geschlossene Rohrleitung in eine oben offene Leitung iibergegangen. 
Fiir die Geschwindigkeit gilt Gleichung 326) Abschnitt 71: 

326) v ,= k l !R .J == V2~g V~J. 

Werte fiir den I{oeffizienten k. 
Wie aus Versuchen hervol'geht , ist die Zahl k nicht als vollkoll1ll1en 

konstant anzusehen. Es wurden verschiedene Forll1eln fill' ihre Ermittlung 
aufgestellt. 

1. Eytelwein nahm sie als konstant zu k = 50,H (fill' Wasser) a n. 
2. Bazin und Darcy stellten die Gleichung 

32H) 
I" 

k = 1_-/ 1 
/ 1 rJ 
a ~ R 

F R d' ;; _ DurchfluBquersclmitt 
auf, wo R = -_ . del' "hydraulische ,a IUS = ist. Die 

u benetzter Umfang 
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Zahlen a und 13 sind von der Beschaffenheit der Kanalwandungen abhangig. 
Ihre Werte sind: 

Fur gehobeltes Holz: 
Fur Quader und ungehobeltes 
Fur Bruchsteinmauerwerk: 
Fur Erdkanale: 
Fur Geschiebe: 

C£ = 0,00015; 13 = 0,0000045 
Holz: a=0,00019; 13=0,0000133 

a = 0,00024; 13 = 0,00006 
(( = 0,00028; 13 = 0,00035 
cc = 0,00040; 13 = 0,0007. 

3. Bazin stellte eine neuere Formel auf: 

328a) 
87 

k=-~·--~ . 
'Y 1 +~, , VR 

Die Werte von 'Y Iiir verschiedene Beschaffenheiten del' Kanalwandungen 
sind: 

Fii.r gehobeltes Holz: 
Filr QuadeI' und ungehobeltes Holz: 
Fiir Bruchsteinmauerwerk: 
Fill' Erdkanale mit gep£lasterten Boschungen: 
Fiir Erdkanale: 
Fiir Geschiebe: 

'Y ~= 0,06 
'Y = 0,16 
'Y == 0,46 
?'= 0,85 
'Y = 1,30 
?' 0.= 1,75. 

4. Ganguillet und Kutter stellten fiir k die Gleichung auf: 

328b) 

1 I 0,00155 
23 + :;; T -~~J--~ 

k= - ..--.. r 0,00155l n 1 -+- 93 +- ~---~- --
I L- J .,/R 

Die Werte von n sind: 

Fill' gehobeltes Holz: 
Fiir ungehobeltes Holz: 
Fill' Quadermauerwerk: 
Fill' Bruchsteinmauerwerk: 
Fill' Erdkanale mit gep£lasterten Boschungen: 
Fill' regelmaBige und reine Kanale und Fliisse: 
Fill' steinige Kanale und Flii.sse mit einigen Wasserpflanzen: 
Fill' schlecht unterhaltene Kanale und Flilsse: 

5. HeBle stellt die Formel auf: 

328c) k = 25 (1 +- ~ VR) . 
6. Weisbach (1806-1871) benutzt die Gleichung: 

Y2g l/F-v cc= -;:-. ~.J. 
~ u 

Filr ~ steUt er die Gleichung auf: 

32~)) ~ = 0,007 40n +- 0,000434 
v 

n = 0,010 
n = 0,012 
n=0,014 
n=0,017 
n=0,020 
n=0,025 
n=0,030 
n=0,035 
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73. Ungleichformige Bewegung von Fliissigkeiten in offenen Kaniilen. 
Staukurven. Senkungskurvell. 

Literatur: Tolkmitt, Grundlagen der Wasserbaukunst. 2. Auf!. S. 115. - Keck
Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.325. - Aug. Ritter, Lehrb. d. techno Mech. 
8. Auf!. S. 788. - Danckwerts, Tabelle zur Berechng. d. Stauweiten in offenen Wasser
laufen (Wiesbaden 1903). Sonderabdr. aus Zschr. d. Hannov. Arch.- u. Ing.-Vereins 1903. 
- Danckwerts, Die Grundlagen der Turbinenberechnung (Wiesbaden-1904). Sonderabdr. 
aus Zeitschr. d. Hannov. Arch.- u.lng.-Vereins 1904. - Forster, Taschenbuch f. Bau
ingenieure. 3. Auf!. S. 1098. 

Allgemeilles. 
Entsprechend dem Begriffe einer ungleichformigen Bewegung hat die 

Geschwindigkeit an verschiedenen Querschnitten des Kanales verschiedene 
GroBen. Die Querschnittsfiache an versehiedenen Stellen andert ihre GroBe, 
behalt aber ihre auBere Form bei. An jeder Stelle muB das Produkt aus 
Geschwindigkeit v und Querschnitt F gleich der Fliissigkeitsmenge Q sein, die 
der Kanal fiihrt, also 

Es laBt 
verl'ichtenden 

B 

E\ ,v1 = Fn ,vn = Q. 

Das Gefalle. 
sich zunachst beweisen, daB unter dem die gesamte Arbeit 
Gefalle die N eigung der W assero berfiache, nicht die N eigung 

Fig. 226. . 

der Kanalsohle, zu verstehen ist 
(Fig. 226). Ein Fliissigkeitskorpel' 
bewege sich aus del' Lage ABCD 
in die Lage A1 B1 C1 D1 • Man kann 
sich die Bewegung so entstanden 
denken, daB der Fliissigkeits
korper A B B1 A 1 III die Lage 
CD D 1 C1 versetzt worden ist. 
Sind die Langen AA1 = dXl und 
D D1 = d x~ sehr klein, so muB sein: 

Fl·dxI = F 2 ·dx2 = Y . 

S1 und S2 seien die Sch werpunkte del' Korper AB Bl Al und CD D 1 CI ' 
die in den Tiefen Y lund Y 2 unter dem Fliissigkeitsspiegel liegen. 

Die Arbeit del' Schwerkraft des Fliissigkeitskorpers Y vom Gewichte 
V·y ist dann 

Al =y.Y.(h+y2 -yl )· 

An den Querschnitten AB und CD greifen die wagerecht gerichteten 
Driicke WI = y.Fl·Yl und W 2 = y.F2 'Y2 an (vgl. Abschnitt 57, B), die sich 
in del' Kraftrichtung urn d Xl und d x2 verschie ben, und zwar W 1 im gleichen 
Sinne der Kraft, W2 im entgegengesetzten Sinne. Die Arbeit del' Driicke WI 
und W2 ist dann: 

A~ = WI . dX1 - W2 · dX2 ~ y. Fl' Y1 . dX1 -?,' F2 . Y2' dx2 · 

Mit Fl' d Xl = F 2 • d X2 = V ist: 

A2 = Y . V (y 1 - Y 2)' 

Dalln ist die gesamte Arb,.eit: 

A= Al +A2 =y' Y(h+ Y2 -Y1H-y· V(YI - Y2 ) = 1" V· h, 

d. h. fiir die bei der Bewegung geleistete Arbeit ist nur der Hohenunter
schied h del' Fliissigkeitsoberfiache maBgebend. 
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Bescbleunigte und verzogerte Bewegung. 
Die bei einer ungleichformigen Bewegung geleistete Arbeit, und damit 

auch die Rohe h, setzt sich aus folgenden beiden Teilen zusammen: 
1. Der Teil k, der zur Veranderung der Geschwindigkeit erforderlich ist. 

Sind vl und v2 die Geschwindigkeiten in den Querschnitten Fl und F2 , so ist 

k=V22_V12. 
2g 2g 

2. Der Teil w, der zur Dberwindung der Reibungswiderstande der Kanal
wande erforderlich ist. Bei Annahme einer mittleren Geschwindigkeit 

v l +v2 
V=-- 2---' 

eines mittleren Querschnittes 

F=F1+!"2 
2 

und eines mittleren reibenden Umfanges 

u l + U'2 u=----
2 

errechnet er sich aus der Formel 32G) Abschnitt 71: 

zu 

v=k'VR-:J= V2:-V~1 
v 2 u·l 

w=~-- . 
2g F 

Fig. 227 zeigt den Fall einer beschleunigten Bewegung, es ist h> w. 
Der Unterschied 

V 2_V '2 
h-w=k -k =U ____ 0 

U 0 2g 

bewirkt die VergroBerung der Geschwindigkeit von der GroBe Vo auf vu' 

F",Fo;Fu. Fu... 

_Jr:~~ ko 

h 

Lsinoc 

Fig, 227. Fig. 228. 

Fig. 228 zeigt den Fall del' verzogerten Bewegung. Es ist w > h. h ge
niigt nicht zur Dberwindung des Reibungswiderstandes. Die Geschwindig
keit nimmt von v 0 auf v u ab, woraus ein Gewinn an Drllckhohe entsteht 

w-h=k-k =V0 2 _V,,2 
o u 2g 

In beiden Fallen gilt die allgemeine Gleichung: 
v 2 _ V 2 \_2 u .l 

h = a + l sin IX -- a = k -+- w = k - ko -+- w =" 0 + ~ --. o U I " I 2g 2g F 
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Soll bei gemessenen Werten Fo' F u ' vO' vu ' uo' un und die Wasser
menge Q ermittelt werden, so setze man in obiger Gleichung 

Q Q 
vO=jf"' vu= F ' 

o u 

Dann lautet die Gleiehung: 

h = Q2 _ _ Q2_" + ~ ·l . Q2 (~ + L)2 Uo + Ull 
2gFu2 2g]1"'02 2g 4 Fo Fli Fo+FlI 

Q2 Q2 Q2 ( + ) (F -l F ') =----" .. --'"-"+~.l- U o un \ 0 ,- 1I 

2gFu22gFo2 8g F02.Fu2 • 

Die Lasung nach Q lautet: 

330) 

Setzt man in der Ausgangsgleichung v = ~, so ergibt sieh 

330a) 

Sind die Messungen von F, v usw. £ill' eine graB ere Anzahl von Kanal
quel'sehnitten in den Abstanden l1 bis lm erfolgt, so lautet die Gleichung 
fill' h: 

Mithin ergibt sieh 

330b) 

Darin ist: 
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Verschiedene Beispiele einer ungleichfOrmigen Bewegung von Fliissigkeiten. 

1. AusfluB einer Flusigkeit aus einem Behiilter in einen Kanal, 
Fig. 229. 

Del' Querschnitt durch den Behalter an del' Einmundungsstelle des Kanals 
sei im Verhaltnis zum Kanalquerschnitte sehr groB. Dann ist Vo = O. 1m 
Kanale solI eine Fliissigkeitsmenge Q 
mit gleichbleibender Geschwindigkeit v 
flieBen. 

Fur eille Lange l des Kanales ist 
del' Bedarf an Druckhohe 

v'2 
Del' Teil ist erforderlich, um 

2g 
die Geschwindigkeit del' Fllissigkeit 

Fig. 229. 

v2 ul 
von Vo = 0 auf v zu bringen, del' Teil ~ - -- zur Dberwindung der Reibung 

2g F 
auf del' Strecke l. Da die Bewegung im Kanale gleichformig sein solI, ist 

nach Abschnitt 72: v2 ! ~ wenn J das Gefalle del' Sohle ist. 
2g u~' 

Damit ergibt sieh: 

I =! ~ [- + ~u .lJ = J I ~ + l! . 
1 "11 v L I: I 

U~L i' u·".J 

Bezeichnet man nach Abschnitt 71 mit ! = R den reibenden Radius, 
so lautet die Gleichung: u 

h = J II{, I l 
L~ T 

odeI' naeh dem GeHille J gelost: 

331) 
h·~ 

J=R+l~ 

1st del' Kanalquerschnitt und die gesamte Hohe h fill' eine Lkinge l des 
Kanals gegeben, so kann nach Gleichung 331) ermittelt werden, in welches Gefalle 
del' Kanal gelegt werden muB und wieviel Wasser er fiihrt. Aus del' Form 
und GroBe des Kanalq uerschnittes f olgt del' Wert von ~. GleichuIlg 331) 
gibt den Wert von J, mithin ist die Widerstandshohe w = l· J bekannt, 
woraus wiederum die Geschwindigkeitshohe k = h - w folgt. Diese ergibt 
die Gesch windigkeit v = V' 2 g k nnd dieses wieder die Wassermenge Q = v· F. 

2. Stan einer Flii.ssigkeit durch ein Wehr. 

Die zu lOsende Aufgabe ist gewohnlich folgende: Es ist ein bestimlllter 
Hohenunterschied h1 zwischen den Wasserspiegeln ober- und unterhalb des 
Wehres gefordert, die iiber das Wehr flieBende Wassermenge Q und deren 
Geschwindigkeit Vo oberhalb des Wehres ist gegeben. Gesucht ist die Hohe 
x des eiIlzubauenden Wehres. 

Es sind zwei Arten von vVehren zu unterscheiden: 
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a) Das Ubedallwehr, Fig. 230. 

Die Oberkante des Wehres liegt hoher als der untere Wasserspiegel, 

Fig. 230. 

x> au' Da das Wasser 
oberhalb des Wehres mit 
einer Geschwindigkeit Vo ilieBt, 
kann man sich den oberen 
Wasserspiegel urn das MaB 

V 0 2 
ko = -- gehoben denken. 

2g 
Die uberflieBende Wassermenge 
Q errechnet sic h dann nach 
Abschnitt 68, Gleichung 320a), 
S. 177, freier AusfluB aus einer 
rechteckigen Offnung. Den 

MaBen hI und h2 der Fig. 220 entsprechen die MaBe ko und h + ko der 
Fig. 230. Unter Einfiihrung des Koeffizienten ,u nach S. 178 ergibt sich 

Daraus errechnet sich h zu 

332) 

x=aU+hl-h. 

b) Das Grundwehr, Fig. 231. 

Die Oberkante des Wehres liegt tiefer als del' untere Wasserspiegel, 
x < au' Die uber das Wehr flieBende Wassermengc Q zerlegt sich in zwei 

Fig. 231. 

Teile Ql und Q2' Q1 errech
net sich als frei ausflieBende 
Wassermenge fur die AusfluB
hohe hI zu 

') _ a. 3 
Q - b· h.\-)" .) 

1 = 3",11 1 V 2 g ( 1 - i ko ~ - ke; . 

Q., errechnet sich als Aus
fl uB U'nter Wasser fur eine 
AusfluBhohe h.) unter einem 
Drucke hl + k~ zu 

Setzt man h2 = h - hl , so lautet die Gleichung fiir Q: 

Q = 2 III b V2g !(hl ko)~ - k~J +,112' b(h -h1) \(h1 + k;J. 
3 L 

Die Losung nach h ergibt: 
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Daraus x = au + hI -- h 

333) 

Die Werte von PI und ,U2 sind: 

fur abgerundete Wehrkrone: PI = 0,83; 

" eckige "PI = 0,68; 
P2= 0,67 
fl2 =0,62. 

Da es sich von vornherein nicht iibersehen lassen wird, ob ein Uberfall
wehr odeI' ein Grundwehr erforderlich sein wird, um den Hohenunterschied 
hI zu erreichen, empfiehlt sich gewohnlich folgende Voruntersuchung. Man 
nehme die Wehrhohe x =.au an, also h = hI' und errechne die Wassermenge 
Q' nach del' Formel fur freien AusfiuG 

Q' = ~ ill b l/2g [(hI + k) - ki] . 
1st Q' > Q, so muG ein Uberfallwehr angeordnet werden, ist Q' < Q, 

;so muG ein Grundwehr angeordnet werden. 

3. Stau infolge eingebauter Pfeiler (Fig. 232). 

Die Gleichung fur Q ergibt sich aus del' entsprechenden Gleichung fur 
das Grundwehr mit 

.sie lautet: 

1st die zulassige Stauhohe hI gegeben, so lautet die Gleichung fur b: 

BB4) 

Darin ist 

v'J 
k =_0_ 

o 2g 

1st dagegen Q und b gegeben und die 
Stauhohe hI gesucht, so wird die Losung del' 
Gleichung a) nach hI schwieriger. Haufig 

;.0" .... ~ ..... .... _ I 

~:g:et~~n~;;~~~~~;: Naherungsverfahren: lilililililrlrirlilililililil iliJililflilililililililililililililililrlililililililljll 

damu, k, in :.: Gl:~~:~:~ .) eing"et,t ~ · 
~\: ;i:::~EE:~~~:~}~~~::ie:: :II~:III:~E:JI,I,III,II II M 
gende Art: Fig. 232. 
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1st Vo die Geschwindigkeit oberhalb der Pfeiler vll zwischen den Pfeilern, 
so muB sein 

Darin setze man 

Q v = . 
u ,ub.au 

hI = ~; l,u2. a: i. b~ -. B2(hl ~a~lJ . 
Die Losung nach hI erfolgt durch Probieren mit verschiedenen Werten hI' 
Die Werte von ,U schwanken mit der Form des Pfeilerkopfes. Stumpf 

abgeschnittene Pfeiler: /I = 0,85. Geradlinig schwach zugespitzte Pfeiler: 
It = 0,90. Etwa unter 60° zugespitzte oder halbkreisformig abgerundete 
Pfeiler: fl = 0,95. Spitzbogenformige Pfeilerkopfe: ,U =- 0,97. 

Staukurven. 
Literatur: Tolkmitt, Grundlagen der Wasserbaukunst. 2. Auti. S.117. - Keck
Hotopp, Mecbanik. 2. Teil. 4. Auti. S. 333. - Aug. Ritter, Lehrbuch d. techno Mech. 
S. Auf!. S. 791. - Foppl , VorIesg. liber tecbn. Mech. I. Bd. 6. Auti . S. 395. -
Danckwerts, Tabelle zur Berechng. der Stauweiten in offenen Wasseriiiufen (Wies
baden 1903). Sonderabdruck aus Zeitschr. d. Hannov. Arch.- u. Ing.·Vereins 1903. -
Riihlmann, Hydromecbanik. - Zeuner, Theorie der Turbinen (Leipzig 1899). 
- Walter, Zeitschr. fUr Gewasserkunde 1902, Heft 2. Dber ein neues analytisch
graphisches Verfabren zur Bestimmung der Stauweiten. - Forster, Taschenbuch fiir 
Bauingenieure. 3. Auf!. S. 1100. 

Jede Vel'engerung des Kanalbettes ruft nach vorhergehendem einen 
Stau hervor, dessen GroBe hI sich je nach dem vorliegenden Faile nach den 
ermittelten Gleichungen errechnen liiBt. 

Es fmgt sich nun, wie dieser Stau auf den Spiegel des Oberwassers 
zuriickwirkt, insbesondere, welche Stauhohe hx im Abstande lx oberhalb 

der Stauanlage besteht und in 
welchem Abstande L von der 
Stauanlage sich der Stau verliert. 

Ein allgemeines Verfahren 
(Fig. 233) liefert die Gleichung 
fiir Q aus der Untersuchung des 
Falles del' verzogerten Bewegung, 
entsprechend der Fi~. 228 (8.185). 
1st die Stauhohe hl del' Stau
anlage el'rechnet, so nimmt man 

Fig. 233. einen beliebigen kleineren Wert 
hx < hI des Staues an. 

Der SpiegelgefiilIsimterschied fUr die 8trecke lx ist dann 

worln 
ax=a + hx 

a l =a+b1 

wenn a die Tiefe des ungestauten Wasserlaufes ist. 
Nun ermittelt man aus del' Gleichung fiir die verzogerte Bewegung den 

Abstand lx. in dem h x' auftritt. Nach S. 185 lautete die Gleichung: 
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bx' = ax -+ lx . sin a - al 

_ Q~ ['_1. __ 1J 
- 2g LF1~ F/ J 

i:[ 9~ (ux + u1)(Fx + F ~ 
~ X8g F/.Fl~ . 

Bezeichnet man mit sin a == J das Gefalle del' Sohle, so lautet die Lasung 
nach lx: 

335) 

In diesel' Gleichung kann das Glied 

Q2 ill 
2 gLF}-FI 

noch haufig vernachlassigt werden, da es klein ist und auch ein Verlust an 
lebendiger Kraft infolge der Wirbelbildungen bei der verzagerten Bewegung 
eintritt. Gleichung 335) nimmt dann die Form an: 

335a) 

Durch die Gleichung 335) u. 335a) ist es maglich, beliebig viele Punkte 
der Staukurve zu ermitteln. Fur hx = 0, ax = a erbalt man den Abstand L 
von del' Stauanlage, in dem sieh del' Stau verliert. 

Die Gleichung del' Staukurve. 
Zu einer Gleichung der Staukurve kommt man auf folgende Weise: Mit 

den Bezeichnungen del' Fig. 234 l11uB sein: 
o ( -l- d )0 dh '=\Tx" _ Vx I Vx " 

x 2g 2g 

-l- " ux v x ~ d l 
~- --

I .B\2g x 

d ., 
~~=_ VX·_.1TX+¢~XVx" dl 

gFx2g x 

dhx' = dhx + dlx' sin a 
= dhx +J.dlx 

dh +1Txdvx 
x g 

dlx = - - -----=----=-
J - ¢ llJ{.~~ 

Fx 2g Fig. 234. 

In dieser Gleichung ist vX' ux und Fx mit lx veranderlich. Nimmt man 
naeh Tolkmitt (Grundlagen del' Wasserbaukunst, 2. Auf I., S. 123) das FluB
profil als Parabel mit elIler Ful1hohe a· fiir den ungestauten Wasserlauf, den 
reibenden Umfang U x gleieh del' Profilbreite des gestauten Wasserlaufes an, 
so lassen sieh vx' U x und JI'x als Funktionen von hx darstellen. Die Inte
gration liefert fur das Parabelprofil die Gleiehung: 

) l = a.1 F a + hx _. F a hI (1 _ 2 J) + hI .-~ . 
336 x J L a a ¢ J 
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Darin bedeutet: 

F (a + hx) I Z ( + 2 a) + I (+ hx) n' ---' = - n I - - arctg I - - -
a 4 hx 2 a 4 

(a + hI) I ( 2 a) I ( hI) n F ---~ =-In I +- + -arctg I +- --
a 4 hI 2 a 4 

Die Werte von F (a ~ hx) bzw. F (a ~ hI) ergeben sich aus fo1gender 
Tabelle: 

Tabelle zur Berechnung von Staukurven. 

a+h F (a:h) 
a+h IF (ath) a+h \F(~~h) (j,+h (a+h\ 

a a a a F --a-) 

I 

I 

I I 

1,000 00 1,125 0,345 1,36 0,153 1,65 0,079 
1,005 1,107 1,130 I 0,337 1,37 0,149 1,70 0,072 
1,010 I 0,936 1,135 

I 

0,329 1,38 0,145 1,75 0,065 
1,015 I 0,836 1,140 0,322 1,39 0,141 1,80 0,060 
1,020 

! 
0,766 1,15 

I 
0,308 1,40 0,138 1,85 0,055 

1,025 0,712 1,113 0,295 1,41 0,134 1,90 0,050 
1,030 

I 
0,668 1,1" 

I 
0,282 1,42 0,131 2,0 0,043 

1,035 0,632 1,]8 0,272 1,43 0,128 2,1 0,037 
1,040 I 0,600 1,19 0,262 1,44 0,125 2,2 0,032 
1,045 0,572 1,'~0 

I 

0,252 1,45 0,122 2,3 0,028 
1,050 0,548 1,21 0,243 1,46 0,119 2,4 0,024 
1,055 0,526 1,22 0,235 1,47 0,116 2,5 0,022 
1,060 0,506 1,23 i 0,227 1,48 0,113 2,6 0,019 
1,065 0,487 1,24 I 0,219 1,49 0,111 2,7 0,017 
1,070 0,471 1,25 0,212 1,50 0,108 2,8 0,015 
1,075 0,455 1,26 

I 
0,205 1,51 0,106 2,9 0,014 

1,080 0,441 1,27 0,199 1,52 0,103 3,0 0,012 
1,085 0,428 1,28 

, 
0,193 1,53 0,101 3,5 0,008 

1,090 0,415 1,29 0,187 1,54 0,099 4,0 0,005 
1,095 0,403 1,30 0,181 1,55 

I 
0,097 4,5 0,004 

1,100 0,392 1,31 I 0,176 1,56 I 0,094 5,0 0,003 
1,105 0,382 1,32 0,171 1,57 

! 
0,093 6,0 0,002 

1,110 0,376 1,33 0,166 1,58 0,091 8,0 0,001 
1,115 I 0,362 

I 
1,34 

I 
0,162 

I 
1,59 0,089 

I 
10,0 ° 1,120 , 0,353 1,35 0,157 1,60 0,087 00 ° I ! 

Mitte1s dieser Tabelle und Gleichung 336) kann bei errechnetem Stau 
hI fur jede Stauhohe hx der Abstand Zx von der Stauan1age errechnet 
werden, in dem hx auftritt. 

Die Gesamtlange L des Staues ergibt sich mit hx. = 0 zu 

Ein Blick auf die Zah1entafel 1ehrt, daB F (a ~ hx) fur Werte ~J:~:<, 
die etwas groBer a1s I sind, zu I wird. Man kann daher die praktisch erkenn
bare Stauweite zu 

337) 

annehmen. 
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groBe Werte 
2J 

von a -: hl ist F (11_~ ~) = 0, d. h. be; Vernachlassi-

gung von ~ .. 

337 a) 

Der Stau reicht bis zu der Stelle, wo die Wagerechte durch den Stau
spiegel am Wehr in die FluBsohle einschneidet. 

Del' Wassersprung. 
Es wird auf die Gleichung fUr dlx (S. 191) zuruckgegriffen 

dh +~x~"x 
x g 

dlx=- - ., 
. J_~uxvx-

Fx 2g 

Es ergibt sich bei Annahme eines Parabelprofiles, dessen Breite Bx und 
Tiefe (a + hx) im Abstande lx von del' Stauanlage ist; 

Q dv =__ Q.dhx 
v x =., x 

c;. - 2 I'~ 
gBx(a+hx) gBx(a-r-hx)" 

Q2 vx~ 

vx·dvx= - (~Bx)\a+hxY~ dhx=- a+hx dhx ' 

Die Gleichung fUr dlx lautet damit: 
v'2 1 _____ x __ _ 

a) dl.=- g(a+~J dh . 
x "UXVx" x 

J -c;-
Fx 2 g 

Je groBer lx, urn so kleiner (a + hx) und urn so groBer vx' 

In der Gleichung a) werden also Zahler und N enner mit wachsendem 
lx kleineI'. Wird der Nenner gleich Null, 

so ist 

J = ~ Ux vx2 
, 

Fx 2g 

dhx 
dr . 0. 

x 

Die Staukurve tangiert den ungestauten Wasserspiegel, die Bewegung ist eme 
gleichformige geworden. 

Wird in Gleichung a) del' Zahler gleich Null, wahrend del' Nenner 
groBer als Null ist, so wird 

dhx dT=-oo, 
x 

del' Wasserspiegel stellt sich senkrecht ein, es entsteht del' "Wassersprung". 
Die Nullsetzung des Zahlers gibt: 

vx2 =a+hx=k 
2 g 2 x· 

Handbibliothek I. 2. 13 
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Die Geschwindigkeitshohe kx ist gleich der halben Wassertiefe. Da der 
N enner groBer als Null sein muB, folgt: 

J>~ux vx2 =~~_ a+~. 
~ Fx2g Fx 2 

Wird fUr den Parabelquerschnitt 

2 . 
FX=1jBx(a+hx) 

und ux angenahert gleich Bx eingefiihrt, so ist: 

2 
-·B .(a +h ) 3 x x 

3 c 

und es ergibt sich J > ~ 4 . 

Nach Eytelwein ist (S. 182) 

k = "1 /~~ = 50,9; V ~ ~=0,0076. 

Dies gibt ein Gefalle 
J = 0,0057 = 1: 175. 

Del' Wassersprung tritt also nul' bei sehr starkem Sohlengefalle auf. 
Ist a die Tiefe des ungestauten Wasserlaufes, a' die Tiefe unmittelbar 

hinter dem Wassersprunge, also a' - a die Rohe des Wassersprunges, so 
ermittelt sich a' unter Beriicksichtigung des StoBverlustes an del' Sprung
stelle zu 

338) 

Beweis: Siehe Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auff. S. 337. 

Senkungskurven. 
Sohle eines Kanalbettes · an einer Stelle gesenkt worden, so 

tritt an dieser Stelle eine Senkung hI 
des Wasserspiegels ein, die sich nach 
S. 185 bis S. 186 errechnet. Oberhalb 
del' Senkungsstelle bildet sich eine be
schleunigte Bewegung des Wassers, die 
wiederum eine Senkungskurve des Wasser
spiegels zur Folge hat (Fig. 235). Wie 
fiir die Staukurve die Gleichung del' 
verzogerten Bewegung ein allgemeines 
Verfahren zur Ermittlung vonlx fiir ein 

Fig. 23:). beliebiges hx liefert, so ergibt sich aus 
del' einer beschleunigten Bewegung ent

sprechenden Gleichung S. 185 (Fig. 227) die Gleichung fur lx del' Senkungskurve. 
Es ist: 
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Daraus folgt: 

a -a _Q2 [~-~J 
x 1 2g F 2 F 2 

lx = ~ Q2 (ux:_+ u1)JFx ±~JX J' 
8g F x2.F1 2 

339) 

Betrachtet man das FluBprofil wieder als Parabel, so ergibt sich ent
sprechend den Betrachtungen fUr die Starikurve die Gleichung fiir lx del' 
Senkungskurve zu: 

Darin ist: 

(a-h) 1 (2a ) 1 a·-h F ___ x =-In- -1 +-arctg-_X 

a 4 hx 2 a 

(a - h1) 1 (2 a ') 1 a - h1 F --3,-- = '4 In h~ - 1 + 2 arctg -a- . 

(a-h) (a-.h) Die Werte F -u-!. und F -'-It-X: ergeben sich aus folgender 
Tabelle: 

Tabelle zur Berechnung von Senkungskurven . 
... 

a-h 
F(a-;:-h) 

a-h 
F(a-;:-h) 

a-h 
F (a:- h) 

a-h 
F (a a h) -------,,- -- -- --

a a a a 

I 
1,000 00 0,905 1,118 0,76 0,823 0,57 0,583 
0,995 1,889 0,900 1,103 0,75 0,1:)08 0,56 0,572 
0,990 1,714 0,895 1,089 0,74 0,794 0,55 0,561 
0,985 1,610 0,890 1,075 0,73 0,780 0,54 0,550 
0,980 1,536 0,885 1,062 0,72 0,766 0,53 0,539 
0,975 1,479 0,880 1,049 0,71 0,752 0,52 0,528 
0,970 1,431 0,875 1,037 0,70 0,739 0,51 0,517 
0,965 1,391 0,870 1,025 0,69 0,726 0,50 0,506 
0,960 1,355 0,865 1,013 0,68 0,713 0,475 0,480 
0,955 1,324 0,860 1,002 0,67 0,701 0,450 0,454 
0,950 1,296 0,85 0,980 0,66 0,688 0,425 0,428 [ 
0,945 1,270 0,84 0,960 0,65 0,676 0,400 0,402 
0,940 1,246 0,83 0,940 0,64 0,664 0,350 0,351 
0,935 1,224 0,82 0,922 0,63 0,652 0,300 0,300 
0,930 1,204 0,81 0,904 0,62 0,640 0,200 0,200 
0,925 1,185 0,80 0,887 0,61 0,628 0,100 0,100 
0,920 1,166 0,79 0,870 0,60 0,617 ° 0,000 
0,915 1,149 

I 
0,78 0,854 0,59 0,606 

0,910 1,133 0,7'1 0,838 0,58 0,5114 

Die Gesamtlange L der Senkungskurve ergibt sich mit hx = 0 zu 

Die Absenkungskurve wird also theoretisch ebenfalls unendlich lang. 
a-h 

Die Tabelle zeigt aber, daB fiir Werte etwas kleiner als 1 del' Aus-
a 

13* 



196 VIII. Dynamik fliissiger und gasfOrmiger Kiirper. 

druck F (a - h) d' G "B 1 + a - h . t -a- Ie ro e -a- annlmm. Man kann also flir prak-

tisch meBbare Werte von h sehreiben: 

341) 

a-h 
Fur starke Absenkungen ~, d. h. kleine Werte __ 1, wird 

a 

F(a-~)=a-~, 
a .a 

2J 
also bei Vernachlassigung des Wertes T 

341 a) L =~[2 -1+ h1J _ h1=~ 
1 J a J J' 

Die Absenkungskurve reicht bis dahin, wo die Wagerechte durch den 
ungesenkten Wasser spiegel an der Absenkungsstelle in die Sohle einschneidet. 

74. Bewegung gasfOrmiger Korper. 
Literatur: Keck-Hotopp, Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S.350, 362. - Aug. Ritter, 
Lehrb. d. techno Mech. 8. Auf!. S. 784. - V. Loessl, Die Luftwiderstandsgesetze (Wien 
1896). Zschr. d. osterr. Ing.- u. Arch.-Vereins 1881. ZerMalbl. d. Bauverw. 18~5. - Foppl, 
Vorlesg. fiber techno Mech. I. Bd. 6. Auf!. S. 364, 384. 

1. Ausflu8 von Gasen aus Gefa8en. 
Ein GefaB sei mit Gas -vom Drucke PI' der Temperatur T1 = 273 + t1 

und der Dichte 1'1 geflillt. Eine Gasmenge von 1 kg Gewicht nimmt 

dann einen Raum VI = ~ ein. AuBerhalb des GefaBes herrsche ein Druck p, 
1'1 

eine Temperatur T = 273 + t und eine Gasdichte r. 
Zunachst sei die Voraussetzung gemacht, daB der Dnterschied zwischen 

den Drucken PI und p nur gering sei. 
Wird das AusfluBrohr geoffnet, so stromt das unter dem Druck PI 

stehende Gas aus. Dabei andert es seine Dichte und Temperatur. Diese 

Anderung kann aber bei Welten R > 0,9 vernachlassigt werden, man macht 
PI 

also die Annahme, daB das Gas mit der Dichte 1'1 ausstromt. Dnter dieser 
Voraussetzung verbalt sich das Gas gerade so wie tropfbar flussige Korper. Fur 
dielw ergab sieb nach Abschnitt 68 S. 176 die ideelle AusfluBgeschwindigkeit zu 
ui = 1I2g(h1 -h). Ersetzt man hierin h durch den an der Offnung herr-

schenden Druck PI und das spezifische Gewicht 1'1' also hI =Pt, ebenso fUr 
p ~ 

den AuBendruck h = -, so ergibt sich eine ideelle AusfluBgeschwindigkeit 
1'1 

ui = V2g P1 1'1- p. 

Nach dem Gay-Lussacschen Gesetz ist 
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Damit 

342) 

Die ideelle sekundLiche AusfluBmenge in Gewichtsteilen ergibt sich dann, 
wenn F del' Querschnitt del' AusfluBoffnung ist, zu 

Ebenso wie bei tropfbar fliissigen Korpern ist wegen del' in del' Aus
fluBoffnung auftretenden Reibung die wirkliche AmfluBgeschwindigkeit u < u j • 

Del' Unterschied wird durch eine "Geschwindigkeitsziffer" 
tigt. Es ist also die wirkliche AusfluBgeschwindigkeit 

342 a) 

u 
f{J = - beriicksich

u j 

Ebenso wie bei trop£bar flii3sigen Korpern tritt beim AusfluB del' Gase 
eine Einschniirung des AusfluBquerschnittes Fein, die durch einen Koeffi
zienten 'Ijl, die "Einschniirungsziffer", beriickeichtigt wird. Damit ist die wlrk
liche AusfluBmenge in Gewichtsteilen 

G = 11" Gj = f{J 'lp.F.u j • 7'1' 

Setzt man das Produkt f{J'1p = /), = "AusfluBziffer", so ist die wirkliche 
AusfluBmenge in Gewichtsteilen: 

343) 

Die Werte f{J, 'Ijl und I" sind durch Versuche von Weisbach ermittelt 
worden. Man kann setzen: 

f{J=0,98; 11'=0,65; 1"=0,64. 

1st die Voraussetzung: Unterschied zwischen PI und p gering, nicht 
mehr zutrefiend, so muB die Temperaturanderung infolge del' Druckanderung 
in Rechnung gestellt werden. 1st u j die ideelle AusfluBgeschwindigkeit, so 

u. 2 

ist das Arbeitsvermogen von 1 kg des ausstromenden Gases ~ und die 
2g 

diesem Arbeitsvermogen gleichwertige Warmemenge 

Q=A.uj 2
• 

2g 

Da del' Vorgang des Ausstromens sehr schnell VOl' sich geht, kann ange
nommen werden, daB eine Warmezufiihrung von auBen nicht erfolgt, del' 
Vorgang kann also als adiabatische Zustandsanderung aufgefaBt werden. Die 
aus del' Temperaturabnahme von TI auf T frei werdende Warrnernenge fill' 
1 kg Gas ist Cp(TI - T). 

Es muB also sein 
u. 2 , 

A·~ =c (T -T) 2g p 1 

u· = V~L~l' T (1 - ~.) 
1 A 1 Tl . 
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Setzt man noch aus der Entwicklung fUr die adiahatische Zustands-
anderung (8. 169) n-l 

~i =(:J n , 

so lautet die Gleichung 

344) 

Nach S. 166 war 
~-1 

A=cp-cv=c ~=c n-1 
R v R v~ 

Dies in Gleichung 344) fiir A eingesetzt, giht 

344a) 

Die wirkliche AusfluBgeschwindigkeit ist wie friiher 

u=cp·u j • 

Bei einem AusfluBquerschnitt Fist, entsprechend dem auf S. 197 Ge
sagten, die wirkliche AusfluBmenge 

Nach S. 169 war 

1 
G = ,u. F· ~ . r, worin r = -. 

v 

1 

mithin r_(k)n2.. 

345) 

346) 

P1 v1 

Die Einsetzung der Werie von ui und r in die Gleichung fiir G gibt: 

G=,u.FV2gR _ ll - T; [l_(p)n;;-ll.(k)~. 
n 1 Vi Pi Pi 

Die Bildung des Differentialquotienten ~~ ergibt das Maximum von G fiir 

n 

~I,F V 2":";, n+ll~J '-, 
Fiir Luft mit Rc=29,27, ll=1,41 wird Gmax =O,3972,u.F Pl. 

v'Ti 
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2. Bewegung von Gasen in Robren. 
Ein Gas, das eine Rohrleitung von der Lange lund dem Durchmesser d 

mit der Geschwindigkeit u durchstromt, reibt sich an der inneren Rohrwand. 
Ebenso wie fiir tropfbar ftiissige Korper (Abschnitt 71, S. 180) tritt ein Druck
verlust L1 p ein. Gibt man den Druckverlust als Gewicht einer Gassaule von 
del' Rohe wan, so ist entsprechend S. 181 flir tropfbar ftlissige Korper 

Setzt man 

l u 2 
11 P == r' w == J'. A. - - . 

d 2g 

so ist 

347) 
L1p 1 l u2 
-=--A.-~. 

p R·T d 2g 

}" die ,. Widerstandsziffer kreisformiger Rohre" im Mittel A. = 0,018. 
Lorenz (Z. d. V. d. 1. 1892, S. 627 und 836) set~t fUr Druckluft 

}, 

2R.g 
=cc, 

benutzt also die Gleichung in der Form 

L1 p l u 2 

p- =ccdT ' 

Den Wert a bestimmt er aus Versuchen als abhangig von d. Er setzt 
folgende Werte fest: 

d in mm = I 501_7~J1001~_L 150J_175J 200 I 250 I 300J350 

(X 1°,04261°,037710,1)34210,03191°,030110,02871°,02761°,02581°,024310,0232 

Gleichung 347) gilt nur flir geringen Druckabfall. 

3. Winddruck. 
Theoretiscbe Untersuchungen libel' die GroBe des Druckes, den die mit 

einer G3schwindigkeit c sich bewegende Luft auf eine Flache F ausiibt, hat 
Friedrich Ritter v. Loessl angestellt (Zschr. d. osterr. Ing.- u. Arch.-Vereins 
1881. Zentralbl. d. Bauverw. 1885. Friedr. Ritter 
v. Loessl, Die Luftwiderstands-Gesetze, Wien 1896). 
Er kommt zu dem Ergebnis, daB sieh vor der Flache F 
nach Fig. 236 ein Stauhiigel biIdet, dessen Seitenftachen 
gegen die Flache F unter einem Winkel von 45 0 ge
neigt sind. Er findet die GroBe des Winddruckes 

348) D=rF.c2 • 
g 

Fig. 236. 

/ ()(; 

1st die Fliiche F gegen die Windrichtung unter c --(-"y 
einem Winkel a geneigt (Fig. 237), so setzt v. Loessl ---- ,// 
tg (J = sin cc und findet den senkrecht zur FIache wir- "" 
kenden Druck "" , 
349) 

Fig. 237. 

, , 
" 
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Keck-Hotopp (Mechanik. 2. Teil. 4. Auf!. S. 376) findet die Gleichung 

350) N =!.F. 2 2sin'.!a 
c +. > • g 1 SIll~ a 

2 sin2 a 
Der Unterschied zwischen den Wert en sina und . + '-'3- wlrd urn so 

1 SIll a 
groBer, je kleiner a ist. 

Flir a> 35 0 empfiehlt es sich die v. Loesslsche Gleichung 
wenden, dagegen flir a < 350 die genauere Gleichung 350). 

351) 

352) 

353) 

Flir Winddruck auf eine Kegelf!ache fand v. Loessl 

D = 0,83 !. F . c2 • sin a. 
g 

Fiir eine Zylinderflache ist naeh v. Loessl: 

Keck-Hotopp findet flir eine Zylinderflache: 

D 'YF 2 2 . 2fJ fJ =- ·c· ·sln ·cos . 
g 

349) anzu-

Mit (3 = 45 0 wird 2· sin'.! fJ· cos fJ = 0,707 gegen 
schen Gleichung 352). 

2 "3 = 0,667 der v. Loessl-

Flir eine Kugelflache findet v. Loessl: 

354) 

Keck-Hotopp findet: 

355) D 'YF 22 . 2fJ QfJ = - . c· . SIn • C03" . 
g 

Aus beiden Gleichungen wlirde sich fJ = 27 0 22' ergeben. 
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