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Yorwort.

Der Zweck des vorliegenden elementaren Lehrbuches der ebenen
Getriebelehre und die Veranlassung fiir seine Entstehung stimmen iiber-
ein mit denen, die auch fiir meine anderen Lehrbiicher der Technischen
Mechanik und Hydraulik mafigebend waren: den Studierenden unserer
Hochschulen einen kurzen und leicht lesbaren Behelf zu bieten, der
zum Gebrauch bei den Vorlesungen und zum Selbststudium in gleicher
Weise geeignet sein soll. Es ist dabei aber auch an die in der Praxis
titigen Ingenieure gedacht worden, die eine Einfithrung in die elemen-
taren Fragestellungen der Getriebelehre wiinschen. Ich darf annehmen,
dafl die Art der hier gewahlten Darstellung und insbesondere die Ver-
einfachungen, die ich an vielen Stellen gegeniiber den sonst bekannten
Methoden anbringen konnte, und die ich zum Teil schon vor Jahren
in verschiedenen Zeitschriften verdffentlicht habe, wichtig genug sind,
um die Herausgabe des Buches, zu der ich mich nicht ohne Bedenken
entschlossen habe, zu rechtfertigen.

Von den Lesern wird vorausgesetzt, da} sie schon eine Vorlesung
itber Technische Mechanik gehort haben oder schon einige Kenntnisse
aus der Getriebelehre besitzen. Trotzdem wird alles, was aus der Me-
chanik gebraucht wird, neuerlich vorgetragen, und zwar in der Form,
wie sie weiterhin zur Anwendung gelangt. Von der Vektorrechnung ist
dabei ein ziemlich ausgiebiger Gebrauch gemacht worden, der iibrigens
(bis auf die Bezeichnungsweise) ganz der Zusammenstellung entspricht,
die ich auf 8. 16 bis 28 meines Lehrbuches der Technischen Mechanik
(2. Auflage, Berlin 1930) gegeben habe. Uberdies sind die verwendeten
Sitze und Bezeichnungen aus der Vektorrechnung in einem besonderen
»Anhang‘“ zusammengestellt.

Nach meinen Lehrerfahrungen zeigt es sich immer wieder, daB es den
Studierenden oft schon in verhiltnismaBig einfachen Féllen nicht leicht
fallt, die Arbeitsweise eines Getriebes und seine Eigenschaften in ihrer
Totalitét klar zu iiberblicken. Sie kleben oft allzu enge an der Einzel-
frage, die vielleicht gerade bei der Erklirung behandelt wurde, und
finden sich nur schwer zurecht, wenn es sich um die Ermittlung anderer
Grofen handelt, die bei der betreffenden Aufgabe auch noch als Un-
bekannte auftreten. In diesem Buche, das in erster Linie fiir die Stu-
dierenden bestimmt ist, und auch in den Ubungen, die ich iiber Ge-
triebelehre abhalte und die auch auf diesem Gebiete ein unerldfliches
Unterrichtsmittel darstellen, wird daher nicht nur der augenblickliche
Bewegungszustand eines Getriebes betrachtet, sondern es wird in der
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Regel der Gesamtverlauf irgendeiner GréBe in Abhingigkeit von
einer anderen — meist der Zeit oder einer Ortskoordinate — unter-
sucht, wobei das Getriebe in gegebener Weise — und zwar fast immer
gleichférmig — angetrieben gedacht wird. Daher ist auch auf die bild-
liche Darstellung der funktionalen Beziehungen Gewicht gelegt und
auch auf die Frage der MaBstibe eingegangen worden, die oft als
nebenséchlich unter den Tisch fillt, aber manchmal doch eigentiimliche
Schwierigkeiten zu bieten scheint.

In sachlicher Hinsicht sei noch angefiigt, daB es sich hier um ein
ganz elementares Lehrbuch mit vornehmlich technischen Zwecken und
vorwiegend zeichnerischen Methoden handelt, dessen Inhalt weit-
gehend durch die Bediirfnisse der Praxis beeinfluBt ist. Daher ist mehr-
fach auch dem praktisch nicht bedeutungslosen Umstand Rechnung zu
tragen versucht worden, daBl die allgemeinen, zur Ldsung einer be-
stimmten Frage gefundenen Methoden sehr oft nicht anwendbar sind,
weil die notwendigen Schnittpunkte u. dgl. auBlerhalb der Zeichenfliache
liegen. Soll eine zeichnerische Methode praktisch anwendbar sein, so
muB sie eben die zusitzliche Bedingung erfiillen, womdoglich nur solche
Punkte und Linien zu verwenden, die auf der Zeichenfliche erreich-
bar sind.

Es mag noch hervorgehoben werden, daf auch dieses Buch von den
Begriffsbildungen Franz Reuleaux’, des Schopfers der technischen
Kinematik stark beeinflult ist, aber, der seitherigen Entwicklung ent-
sprechend, in mancher Hinsicht erheblich iiber dessen Hauptwerk Theo-
retische Kinematik, Braunschweig 1875, hinausgeht. Andererseits sind
in dem vorliegenden Buche wichtige Gebiete der Getriebelehre beiseite
gelassen oder nur beildufig herangezogen, wie die Zahnrader, die
Ridergetriebe und die Steuerungen, da diese zumeist in besonderen
Vorlesungen behandelt werden. Von besonderer Bedeutung fiir die Ge-
triebelehre ist auch heute noch das fundamentale Werk von L. Bur-
mester, dem jeder Leser reiche Anregungen verdanken wird, und das
in seiner Eigenart und Exaktheit klassischen Wert besitzt. Im ibrigen
findet sich das Wichtigste aus der einschligigen Literatur am Schluf3
dieses Buches zusammengestellt; die dort gegebene Ubersicht macht
aber keineswegs den Anspruch auf Vollstindigkeit.

Karlsruhe, im Februar 1932.
Th. Poschl.
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I. Allgemeines.

1. Mechanismus, Getriebe, Zwanglauf. Die Kinematik in dem
Sinne, wie sie uns als selbstindiger Zweig der ,,Technischen Mechanik*
entgegentritt und wie sie auch in diesem Lehrbuche aufgefaft wird,
hat die Untersuchung des Aufbaues und des Bewegungszustandes der
zwanglaufigen Mechanismen und Getriebe mit vorwiegend
zeichnerischen Mitteln zum Gegenstande. Nach der iiblichen und ein-
gebiirgerten Bezeichnungsweise haben diese Worte die folgende Be-
deutung: Unter einem Mechanismus versteht man eine durch ge-
eignete Hilfsmittel und zur Erzielung eines technischen Zweckes her-
gestellte Verbindung von mehreren Kérpern, die man als die Glieder
des Mechanismus bezeichnet. Die zur Verbindung dieser Glieder die-
nenden Teile, die stets eine gewisse Beweglichkeit der Glieder gegen-
einander zulassen miissen, nennt man Elemente, und in ihrer Ver-
einigung Elementenpaare. Beispiele hierfiir sind: Zapfen und
Lager (Gelenk), Schraubenbolzen und Mutter, Schieber und Gleitbahn,
Kulisse und Kulissenstein u. dgl.

Manchmal werden im Gegensatz zu diesen, die dann als ,,niedere Elementen-
paare” bezeichnet werden, auch ,,hohere betrachtet, wie das Bogenzweieck im
Dreieck, das Bogendreieck im Quadrat u.dgl.; d.s. Paarungen, die man heute
besser als ,,Kurventriebe bezeichnet. Der Unterschied liegt darin, daB bei den
niederen Elementenpaaren eine Beriihrung in Flichenstiicken (Mantel des Zylin-
ders beim Gelenk, Gleitbahn beim Schieber), bei den hoheren dagegen nur in
Linienstiicken stattfindet.

Wird ein Glied eines Mechanismus festgestellt — praktisch also mit
dem Fundament (Gestell) der ganzen Anordnung, zu welcher der Me-
chanismus gehort, in starre Verbindung gebracht, so wird der Mechanis-
mus zu einem Getriebe. Das festgestellte Glied nennt man Steg oder
Festglied. Aus einem Mechanismus kénnen also so viele Getriebe ab-
geleitet werden, als er Glieder besitzt. In dieser Form dient der Mechanis-
mus zur Ubertragung oder Erzeugung einer vorgegebenen Bewegung.
Wird der Mechanismus auch zur Ubertragung von Kriften oder Ener-
gien verwendet, so wird er zum Bestandteil einer Maschine.

. Im folgenden werden nur solche Bewegungen von Getrieben be-
trachtet, die parallel zu einer Ebene erfolgen. Die Form und GréfSe,
wie iberhaupt die bauliche Ausgestaltung der einzelnen Getriebe-
glieder und der diese verbindenden Elementenpaare bleiben voéllig
auBer Betracht. Die Glieder werden lediglich als ebene Scheiben an-
gesehen und ihre Verbindungen als geometrische Bedingungen mit be-
stimmten Bewegungsmdéglichkeiten, denen einzelne Punkte der Glieder
des Getriebes unterworfen sind, und die sich wegen der vorausgesetzten
Starrheit der Getriebeglieder mittelbar auf die Bewegung des ganzen
Getriebes auswirken.

Poschl, Getriebelehre, 1



2 Allgemeines.

Das wichtigste Kennzeichen, das der Verwendung eines Getriebes!
als Teil einer Maschine in dem hier verstandenen Sinne eigentiimlich
ist, und das auch im folgenden durchwegs Platz greift, liegt in der Eigen-
schaft des Zwanglaufes; sie besteht darin, daB jeder Punkt nur eine
bestimmte Bahnkurve oder ein Kurvenstiick (nicht eine Fliche oder
ein Flichenstiick) durchlaufen kann. In der Dynamik werden derartige
Systeme auch als ,,Systeme mit einem Freiheitsgrad“ bezeichnet: zur
vollsténdigen Kennzeichnung ihrer Lage und ihrer Bewegung ist auier
der Angabe ihres geometrischen Aufbaues eine einzige Koordinate (wie
z. B. der Kurbelwinkel ¢ beim Schubkurbelgetriebe) und ihr Zeitver-
lauf [¢ = @(#)] hinreichend.

2. Die allgemeine Einteilung der Getriebe kann nach verschiedenen
Gesichtspunkten erfolgen, von denen hier, vorbehaltlich der spiter zu
gebenden genaueren Erkldrungen und Beschreibungen, die folgenden
angefithrt werden:

I. Nach der Art der Verbindung der Getriebeglieder:
1. Kurbel- oder Koppeltriebe, 2. Einkurventriebe, 3.Zwei-
kurventriebe. — Diese Einteilung ist den in Kapitel VI gegebenen
niheren Erklarungen zugrunde gelegt.

II. Nach der Art der Bewegung, die durch das Getriebe er-
zeugt oder iibertragen werden soll: 1. Kurbel-, 2. Kurven-, 3. Ri-
der-, 4. Rollen-, 5. Sperr-, 6. Schalt- und 7. Schrauben-
getriebe.

III. Nach der Art der durch die Getriebe vermittelten Bewegungs-
umformung, d.h.pach der Art der ,,Ubersetzung®, in2:

a)gleichférmig iibersetzende Getriebe : Ridergetriebe, Rider-
pumpen, Rollengetriebe, Umlaufgetriebe, Wechselgetriebe, stufenlose
Umformer, Differentialgetriebe.

b) periodisch tiibersetzende Getriebe: Kurbeltriebe (auch
Koppeltriebe oder Gelenkmechanismen genannt), Kurventriebe, Schalt-
und Sperrtriebe.

IV. Nach der Beschaffenheit der Glieder: Auler den aus starren
Gliedern bestehenden Getrieben gibt es auch Getriebe mit Zug-
mitteln (z. B. der Riemen- und Seiltrieb) und Flissigkeitsgetriebe
(z. B. die sog. Katarakte bei Steuerungen, hydraulische Pressen u. dgl.)

3. Analyse und Synthese der Getriebe. Allgemein gesprochen liegt
die Aufgabe der Getriebelehre in der Darlegung der Hilfsmittel zur
Untersuchung einer gegebernen und zur Erzeugung einer vorgeschriebenen
Bewegung durch Umformung aus einer bekannten Antriebsbewegung.
In der Entwicklung der Getriebelehre hat man demgeméf zwei Gruppen
von Aufgaben zu unterscheiden, die durch die Worte Analyse und
Synthese der Getriebe bezeichnet werden. Bei der Analyse

! Die Bezeichnungen sind nicht einheitlich. Nach L. Burmester ist ein
Mechanismus oder ein Getriebe nicht notwendig zwanglaufig, wihrend M. Griibler
mit den Begriffen Mechanismus und Getriebe das Kennzeichnen der Zwangliufig-
keit verbindet.

2 Die Behandlung der Getriebelehre an den Technischen Hochschulen, Denk-
schrift des VDI, bearbeitet von Kutzbach, Heidebroek, Alt, 1929 8.3, 4.



Analytische und synthetische Kinematik. 3

handelt es sich um gegebene Getriebe (d.h.um Getriebe in ge-
gebener Anordnung und Verbindung), die hinsichtlich ihres Aufbaues
und ihres Bewegungszustandes, also der bei ihnen auftretenden Punkt-
bahnen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen untersucht werden.
Meist wird dabei angenommen, daf} ein bestimmtes Glied des Getriebes
(eine Kurbel) von einer Welle gleichférmig angetrieben wird; die Auf-
gabe besteht dann darin, die augenblickliche Bewegung der anderen
Glieder oder irgendwelcher ausgezeichneter Punkte in Abhingigkeit
von dieser Antriebsbewegung zu ermitteln. Und weiter handelt es sich
darum, den Verlauf der Geschwindigkeit und Beschleunigung eines
solchen Punktes in Abhéngigkeit vom Wege und von der Zeit auch fiir
endliche Intervalle anzugeben.

Die so erhaltene Kenntnis der Beschleunigung ermoglicht es, auch die Massen-
wirkungen der betreffenden Maschinenteile in erster Anniherung, d. h. eben unter
der Annahme angenéhert gleichféormiger Drehung der Antriebswelle, zu beriick-
sichtigen. (Verfahren von J. Radinger.)

Neben diese Aufgabengruppe, deren Probleme heute im wesent-
lichen als gelost gelten dirfen, ist im Laufe der letzten Jahre, her-
vorgerufen durch bestimmte Forderungen der technischen Praxis,.
die Synthese der Getriebe getreten, deren systematische Aus-
bildung heute in lebhafter Entwicklung begriffen ist. Bei der Aus-
gestaltung der Spezialmaschinen, die fiir die verschiedensten Industrie-
zweige in immer ausgedehnterem Mafle zur Anwendung kommen —
sei es als Verpackungs-, Kartonagen-, Schuhwaren-, Zigaretten-
erzeugungsmaschinen u.a.—, hat sich immer dringender die Not-
wendigkeit herausgestellt, die urspriingliche Fragestellung durch die
Forderung zu erweitern, Getriebe mit vorgegebenen Eigen-
schaften, d.h. etwa mit vorgegebenen Lagen éinzelner Glieder oder
mit einem vorgeschriebenen Verlauf der Wege, Geschwindigkeiten oder
Beschleunigungen einzelner Punkte oder Glieder des Getriebes zu kon.
struieren ; und zwar ist auch hier in den meisten Fillen die Aufgabe so
gestellt, dall dieser vorgegebene Verlauf aus einer gleichférmigen
Drehung einer Antriebswelle abgeleitet werden soll. Fiir diesen Auf-
gabenkreis ist die Bezeichnung Synthese der Getriebe in Ge-
brauch gekommen. Gerade Aufgaben dieser Art haben wesentlich mit-
gewirkt, das Interesse fiir den ganzen Gegenstand in den letzten Jahren
aufs neue zu beleben und zu einer vermehrten Beschéftigung damit an-
zuregen.

Von allgemeinen Ergebrissen aus diesem verhiltnismiBig jungen Gebiete
sind im folgenden nur die wichtigen Sitze von L. Burmester (Kap. IX) aus-
fithrlicher dargestellt. Doch ist auch an anderen Stellen auf die Umkehrung der
Fragestellungen der Getriebeanalyse, wie sie eben fiir die Synthese von Bedeutung
ist, hingewiesen worden. Natiirlich kommen fiir die Arbeit des Konstrukteurs
zur Losung einer getriebetechnischen Aufgabe alle Hilfen in Betracht, die dem
angestrebten Zwecke dienen kénnen, vor allem das Studium verwandter Getriebe,
die Herstellung von Modellen aus Pappe oder Holz u. dgl. m.

4. Analytische und synthetische Kinematik. Neben der Getriebe-
lehre in dem Sinne, wie sie durch die vorstehenden Bemerkungen in
allgemeinen Umrissen gekennzeichnet wurde, die sich — wie schon ge-

1*



4 Geradlinige Bewegung des Punktes.

sagt — vorwiegend der zeichnerischen Methoden bedient und daher auch
als graphische Kinematik angesprochen werden kann, gibt es noch
eine analytische Kinematik als Zweig der Analysis und eine synthe-
tische als Zweig der Geometrie. Bei jener wird von der zweckmiBigen
Wabhl der Koordinaten der Lage von ebenen und rdumlichen Systemen
(,»Scheiben* in der Ebene und ,,Somen® im Raume) ausgegangen; die
Bewegungen dieser Systeme (unter Voraussetzung ihrer Starrheit)
werden als Transformationen ihrer Koordinaten aufgefaBt und die
dabei auftretenden (invarianten) Eigenschaften untersucht. Die syn-
thetische Kinematik betrachtet — unter vélligem Verzicht auf die
Zeitabhingigkeit — nur die bei der Bewegung auftretenden und durch
sie erzeugten geometrischen Gebilde und bedient sich hierzu der Me-
thoden der synthetischen und projektiven Geometrie, Beide Auffas-
sungen haben mannigfache Beziehungen zu den im folgenden be-
handelten Aufgaben, ihre systematische Darstellung fillt jedoch auBer-
halb des Rahmens, der durch den Zweck des vorliegenden Buches vor-
gezeichnet ist.

6. Geschichtliche Anmerkung. Das Verdienst, die Kinematik als
selbstdndige Wissenschaft begriindet zu haben, gebithrt A. M. Am-
pére (1834), obwohl eine Anzahl grundlegender Sitze schon lange vorher
(L. Euler u. a.) bekannt war. Im Anschluf an Ampére wurde alsbald
die Bedeutung dieser Wissenschaft fiir die Maschinenlehre erkannt und
ihr Ausbau durch hervorragende Forscher geférdert; so in Frankreich
{(der Zeitpunkt des Erscheinens der bedeutendsten Arbeiten ist durch
eine Jahreszahl gekennzeichnet) durch L. Poinsot (1834), J. V. Pon-
celet (1836), M. Chasles (1843, 1860, 1878), F.Savary (1850),
E.E. Bobillier (1870), in Deutschland durch W.Schell (1870),
S. Aronhold (1872), F.Reuleaux (1875), F.Grashof (1883),
L. Burmester (1888) und daran anschlieBend von M. Griibler,
W.Hartmann, R. Mehmke, O. Mohr, F. Wittenbauer und einer
Anzahl jiingerer Forscher, von denen hier nur H. Alt und K. Feder-
hofer genannt seien.

Die analytische Kinematik verdankt ihre Entwicklung G. Dar-
boux, R.S.Ball, G.Koenigs und vor allem E. Study, die syn-
thetische A. Mannheim, A. Schoenflies u.a.

II. Geradlinige Bewegung des Punktes.

In der Kinematik der Systeme, welche in bestimmter Weise zu Ge-
trieben verbunden sind, tritt die Aufgabe auf, den Bewegungsverlauf
einzelner ausgezeichneter Punkte zu ermitteln und darzustellen, und
zwar handelt es sich entweder um den Verlauf einer Lagekoordinate
(Entfernung oder Winkel), der Geschwindigkeit und der Beschleuni-
gung in Abhéngigkeit von der Zeit in einem gewissen Zeitintervall,
oder vom Orte, also etwa von dem (geradlinig oder krummlinig) durch-
laufenen Wege. Zur Darstellung dieses Bewegungsverlaufes haben sich
die zeichnerischen Methoden als sehr vorteilhaft erwiesen, inshesondere
dann, wenn irgendwie nur durch Zeichnung gegebene, sog. empirische
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Funktionen ins Spiel treten. Als Einleitung in den eigentlichen Gegen-
stand werden daher hier zuniichst die Verfahren zusammengestellt, die
dabei zur Anwendung kommen, und an der Hand einfacher, typischer
Beispiele erldutert.

6. Geschwindigkeit und Beschleunigung. Wir gehen von den De-
finitionen der Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes aus,
wie sie bei der geradlinigen Bewegung eines Punktes und fiir die in der
Bahnrichtung liegenden Komponenten auch bei der krummlinigen Be-
wegung Geltung haben. Bezeichnet x die von irgendeinem Anfangs-
punkt an (geradlinig oder krummlinig) gemessene Weglénge, ¢ die zu
ihrem Durchlaufen erforderliche Zeit, und betrachten wir z als
Funktion von ¢, so ist die Geschwindigkeit definiert durch die
Ableitung von a nach ¢

T m(t—l—At)—x(t)_gl_a_c__
v=lm =" T mm T (1)

Die Beschleunigung bei der geradlinigen oder ihre in die Bahnrichtung
fallende Komponente bei der krummlinigen Bewegung (die Tangen-
tialbeschleunigung b,) ist definiert durch die Ableitung von v nach ¢
oder

i — i 2 AN — () dv
b=1b —ﬁﬂ At T

_ =
T e

=% | @)

Demgemi8 hat v die Dimension (L/T) und b die Dimension (L/7?).
Gewdshnlich werden in technischen Anwendungen als Einheiten fiir die
Geschwindigkeit 1 m/s und fiir die Beschleunigung 1 m/s? beniitzt.

Bei der Aufstellung der Gln. (1) und (2) ist die Annahme gemacht,
da z als Funktion von #, also allgemein eine Gl. von der Form
x = xz(f) gegeben ist. Sie behalten aber auch ihre Giltigkeit, wenn v
als Funktion von z, und b als Funktion von = oder v gegeben ist und
dienen dann — wie dies in den unten ausgefithrten Beispielen hervor-
treten wird — zur Bestimmung der endlichen Bewegung, also der
Funktionen z = z(¢), v = v(f) und b = b(?).

7. Zeichnerische Darstellung des Verlaufes der Bewegung eines
Punktes. Eine Gleichung von der Form

x =),

die fiir jeden Wert von ¢ (in einem bestimmten Intervall) die von
einem festen Punkt gemessene Entfernung angibt, wird als die end-
liche GI. einer Punktbewegung bezeichnet. Zur Darstellung des
Verlaufes der Bewegung ist es zweckmiflig, diese Kurve z = x(f)
als Weg-Zeit-Linie und die aus ihr abgeleiteten Kurven v = v (f)
und b=05b() als Geschwindigkeit-Zeit-Linie (v-t-Linie) und
Beschleunigung-Zeit-Linie (b-t-Linie) aufzutragen. Ihr Zu-
sammenhang und ihre Eigenschaften sind aus Abb.1 abzulesen, in
der diese Kurven fiir eine empirisch gegebene x-¢-Linie dargestellt sind.
In jedem Punkte A, also fiir jeden Wert von ¢, gibt die Neigung o der
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2-t-Linie gegen die t-Achse, und zwar tg «, ein MaB fiir die Geschwindig-
keit; die Stellen, in denen « = 0 wird, sind jene, in denen x einen
extremen (in bezug auf die Umgebung des betreffenden Punktes grofiten
oder kleinsten) Wert annimmt, fiir sie ist die Geschwindigkeit » = 0,
sie sind (in der Regel) die Umkehrpunkte der Bewegung (im be-
sonderen auch sog. stationire Punkte, d.h. Wendepunkte mit einer
zur {-Achse parallelen Tangente). In &hnlicher Weise gibt die Neigung g,
und zwar tg B, der v-f-Linie gegen die ¢-Achse ein Mafl fiir die Be-
schleunigung; den Werten § = 0 entsprechen die Stellen b == 0 und
gleichzeitig die Wendepunkte (W,, Wy, W,,...) der x-{-Linie.

X
a) Tty W
Magstite: 4 2 W e
il a ! o
e L | | |
o 1 |y l i ! 4
¢ L
b w | !
-7 & Aét\_i\’ |
(g "y NP : E .
i ! 1
e\ o | ' ot
/;T/ t P\ —
re—— f1y Y
2y |
A/
lb o b :
N I
iy 1f 0 ¢t L ¢
AT
7
R T

Abb. 1.

Die im Eisenbahnbetriebe in Verwendung stehenden graphischen Fahr-
pline enthalten die 2-¢-Linien unter Voraussetzung gleichférmiger (mittlerer) Ge-
schwindigkeit der Ziige.

Die Ermittlung der »-¢-Linie als die ,,Abgeleitete’* der x-f-Linie
auf zeichnerischem Wege geschieht zweckmifBig durch Wahl eines
,,Poles’ P, , durch den die Parallelen zu den Tangenten an die x-i-Linie
gezogen werden, wie in Abb.1 angegeben. Die Abschnitte auf der
v-Achse sind dann den Geschwindigkeiten proportional.

Beziiglich der MaBstibe fir die einzelnen zur Darstellung ge-
langenden GréBen diene die folgende Bemerkung: Fir die Aufzeich-
nung der z-t-Linie braucht man einen MaBstab fiir die Liangen x und
einen fiir die Zeiten ¢{; wir bezeichnen diese MaBstibe mit [, und [,.
Durch den ,,Langenmafstab® I, wird die Anzahl der Einheiten der dar-
zustellenden Grofe (hier z. B. die Anzahl der Meter der Natur) be
zeichnet, die durch lcm der Zeichnung angegeben wird; es steht also
I, m der Natur l,m

.. ]
1 cm der Zeichnung ’ oder fir Tem®

I, fur
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Eine Einheit jener GroBe wird dann durch (1/7;) cm dargestellt. Und das
gleiche gilt fiir den ,,ZeitmaBstab® [,.

Man beachte, daB die hier eingefithrten Mafstabsgrofienl,,l;, ... eine bestimmte
Dimension haben; es ist vorteilhaft, diese jedesmal ausdriicklich anzuschreiben,
da bei sog. ,,abgeleiteten MaBstiben* (die durch irgendwelche Operationen aus
anderen hervorgehen) die Nachpriifung der Dimension sofort ein erstes Kriterium
fur die Richtigkeit der betreffenden Gleichung liefert.

Wenn die Liange z (in m) in der Zeichnung durch die ,,Darstellungs-
grofe X (in cm) wiedergegeben werden soll, so gilt also die Gleichung

x=10,X, oder X =2fl,,
und ebenso ist die Gleichung zu verstehen
t=1T,

wenn 7' (in em) die Darstellungsgrofle fiir die Zeit ¢ (in s) bedeutet.

Die Darstellungsgr6Ben, die hier mit groen Buchstaben
(X,T,V,B,...) bezeichnet sind, sind immer die unmittel-
bar in die Zeichnung einzutragenden oder aus dieser ab-
zulesenden Léingen in c¢m, widhrend die wirkliche Bedeu-
tung dieser GréfBen (x,¢,v,b,...) durch Multiplikation mit
den MaBstabsgroB8en (I;,1,1,,1,,...) erhalten wird™

Der Mafistab [, der Geschwindigkeit, der zur v-¢-Linie gehort (Abb. 1b)
ist dann durch [;, I, und den Polabstand H,(cm) ausdriickbar. Es sei V
{(in cm) die DarstellungsgréBe fir die Geschwindigkeit » (m/s), dann ist

_dz_l;dX__l; _ll V__ 4
P=F T har 8= E T Y
daher ist
1
l”—Fl7:' (3)

Und #hnlich folgt aus der Gleichung
dv_1,dVv 1, , 1, B _

@ et~ L 8=, =hE
der MaBstab fiir die Beschleunigung

b=

1 1, 1 7

W= LT @

Durch Festlegung dieser Ma@stébe sind die Werte von v und b aus den
v-¢- und b-¢-Linien zahlenmaBig (in m/s und m/s?) ablesbar.

8. Die Aufgabe der Dynamik besteht aber nicht darin, aus der
endlichen Gl einer Bewegung x = z(f) die Geschwindigkeit und Be-

1 Mit gleicher Berechtigung konnte man selbstverstindlich die MaBstabe
auch gemill der Bestimmungsgleichung
X=1Ugz, (usw.),

einfiihren; dann wire I/, = 1/I, (usw.) und I, hiitte den reziproken Zahlenwert
und die reziproke Dimension von /,. Im Texte ist an der ersten Auffassung
festgehalten.
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schleunigung zu ermitteln, sondern liegt — wie schon in 6. erwahnt —
umgekehrt meist so, die endliche Gl aus gegebenen Ansédtzen
fiir die Beschleunigung zu erhalten. Fir den einzelnen Punkt
lauft dabei iibrigens die Fragestellung der Kinematik und Dynamik
auf dieselbe Aufgabe hinaus; beide unterscheiden sich nur durch einen
Faktor M, der die Masse des betrachteten Kdrpers bedeutet.

Im allgemeinen ist dann die Beschleunigung (oder die Kraft in der
Dynamik) als eine gegebene Funktion der anderen auftretenden Gréfen
{, x, v anzusehen, also in der Form

b=b(t,z,v)

anzusetzen; durch Verbindung dieses Ansatzes mit der in Gl (2) gegebe-
nen Definition der Beschleunigung wird eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung von der Form gewonnen

2,

b= bt 0), (5)
die man als Differentialgleichung der Bewegung des Punktes
oder auch als dessen Bewegungsgleichung schlechthin bezeichnet.
Aus dieser muB die endliche Gl. durch Integration gewonnen werden.
Auf der linken Seite dieser Gl. steht also der kinematische Ausdruck
fiir die Beschleunigung nach der in Gl. (2) gegebenen Definition, rechts
eine bekannte Funktion, ein gewisser Ansatz, der die GroBen ¢, z, v ent-
hélt und jeweils dem einzelnen Problem (oder besser einer Gruppe oder
Klasse von Problemen) eigentiimlich ist; er enthalt demnach stets auch
gewisse der Aufgabe eigentiimliche Konstanten. — Bei der Integration
dieser Gl. treten auBer diesen noch zwei Integrationskonstanten auf, die
durch vorgeschriebene Rand- oder Anfangsbedingungen ermittelt wer-
den miissen.

Fiir eine beliebige Form der Funktion b(¢, x, v) ist die Integration
der Gl. (5) allgemein nicht ausfilhrbar; die Integration hingt viel-
mehr von der besonderen Form von b(t, x,v) ab und ist, wenn die
analytische Losung nicht gefunden werden kann, in jedem Sonderfalle
entweder nach zeichnerischen oder numerischen Methoden zu leisten.
Wenn jedoch b nur von einer der drei Veréinderlichen ¢, x, v allein ab-
hiingt, so kann stets die Integration auch allgemein, d.h. bei be-
liebiger Form der Funktionen b(t), b(z), b(v) geleistet werden. In diesen
einfachen, typischen Fillen erhalten wir die drei folgenden Schemata
fiir die Integration. Die Festsetzungen fiir die Integrationskonstanten
geben wir dabei in verschiedenen Formen an, aus denen sich leicht
alle vorkommenden Méglichkeiten erkennen lassen.

9. Typische Fille der Punkthewegung. I. Die Beschleunigung &
hingt nur von ¢t ab, also

bEdv

m———b(t). (6)

Die Integrationen, die in diesem Fall zur endlichen Gl. fithren, sind die
unmittelbaren Umkehrungen der in den Gln. (1) und (2) vorgenommenen
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Differentiationen. Es folgt sofort, wenn fiir ¢ = 0 die Geschwindigkeit
v = v, sein soll,

1
v=vo+fb(t)dt=;~v(t), (7)
0
und weiter ergibt sich aus
_dx
T

durch eine zweite Integration, wenn & = x, fiir { = 0 vorgeschrieben ist,

¢
e =ux,+ [o@)dt=2(0). (8)
0

Im besonderen ist hierin die gleichférmig beschleunigte Bewegung
b = konst. enthalten, zu der auch der sog.,freie Fall eines Kdérpers
im luftleeren Raume‘* gehort, fiir den b =g =9,81m/s® zu setzen ist.
Es gelten dafiir die Gleichungen

v = vy + bt,

x-——xo—{—vot—}——%btz.J ®

Wir merken noch die Gleichung an, die sich durch Entfernung von ¢ aus
diesen beiden ergibt

v =03+ 2b(x — x,). (10)

Die Aufzeichnung der zugehorigen Schaulinien bietet keine Schwierig-
keit.

II. Die Beschleunigung héngt nur vom Orte z ab, so
da die Bewegungsgl. die Form annimmt

=2 =b). (1)

In diesem Falle liegt es nahe, auch v als eine Funktion von z aufzu-
fassen, also zu schreiben

dv __dvdr _ dv 1 do?

dt T dzdt Ydx 2 dz’

und es folgt aus der Bewegungsgleichung durch eine erste Integration,
wenn v = v, fiir x = 0 vorgeschrieben ist

vzzv%—l—Zfb(x)devz(x); (12)
0
durch diese Gl.ist v als Funktion von z, also v = v(z) bestimmt. Fir

b = konst. erhalten wir daraus die GIl. (10) in I. wieder.
Wir schreiben nun

und rechnen daraus
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dann ergibt sich mit der Anfangsbedingung x = 0 fiir t =0
z
t= %Et(m), (14)
0
woraus sich durch Umkehrung (Auflésung) die Bewegungsgleichung in
endlicher Form

ableiten 1a8t.
ITI1. Die Beschleunigung h#éngt nur von der Geschwin-
digkeit ab, also b == b(v). In diesem Falle schreiben wir

z = () (15)

__dv
b= YT b (v) (16)
und erhalten, wenn fiir v = 0 auch ¢ = 0 sein soll,
v
dv

0

Losen wir diese Gleichung nach » auf und setzen
d
() =57,

so finden wir unmittelbar, wenn = = 0 fiir { = 0 sein soll, die endliche
Bewegungsgleichung in der Form
¢
z= [o(@)di==(). (18)
0

Die Integration kann auch so ausgefithrt werden, daB v (wie in I1.)
als Funktion des Weges x betrachtet wird

dv__ dv
Man erhilt dann
v
d
xzf%(—v’;zx(v). (19)
Yo
Rechnet man daraus v(z) und schreibt
d
@) =5
so findet man
@
de
0

und durch Auflésung nach z die endliche Bewegungsgl. x = z(f).

Fiir die Anwendungen ist zu beachten, daB die Integrationen nach
diesen Vorgingen auch ausfiihrbar sind, wenn die Funktionen b = b(z)
oder b = b (v) nicht durch analytische Ausdriicke, sondern nur empirisch
gegeben sind. Die Integrationen werden dann zweckméBig auf zeich-
nerischem Wege geleistet.
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10. Zeichnerische Integration. Wenn die gegebene Kurve, die wir in
der Form y == y(x) geschrieben denken, nur durch eine Zeichnung, also
empirisch gegeben ist, so kann man den angeniherten Wert des In-
tegrals

(@) :Ofydx (@1)

fiir jeden Wert der Abszisse & entweder durch Verwendung besonderer
Apparate (Integraphen, Planimeter) oder durch Auftragen der Kurve
auf Millimeterpapier und Abzihlung der Anzahl der zwischen Anfangs-
und Endordinate, Abszissenachse und Kurve liegenden Quadrate u. dgl.
erhalten.

Fiir die zeichnerische Integration sind zwei Moglichkeiten zu
erwihnen: a) durch mittlere Ordinaten, und b) durch mittlere
Abszissen. Auch die Integration iiber den Kehrwert einer empirisch
gegebenen Funktion, die in 9 mehrfach vorkam, 148t sich zeichnerisch
ausfithren und ist in ¢) angegeben.

a) Integration durch mittlere Ordinaten, Abb. 2a. Nach der
Bedeutung des Integrals in Gl. (21) hat das einem Az entsprechende
Fliachenelement die Grofe

. 4af .

Af=yAxz, oder esist y= VTR
y bedeutet eine ,,mittlere’ Ordinate der gegebenen Kurve im Intervall
Az und diese Ordinate gibt die Neigung der Tangente an die gesuchte

Abb. 2.

Integralkurve z = 2 (x) an der Stelle  an. Um diese Beziehung zeichne-
risch zu verwerten, wird die Fliche zwischen der gegebenen Kurve und
der z-Achse in eine Anzahl von Streifen von der (nicht notwendig glei-
chen) Breite A x parallel zur y-Achse geteilt und in jedem Streifen eine

mittlere Ordinate M'M = y nach Schitzung derart eingetragen, daB
y Az angenshert dem Flacheninhalt des betreffenden Streifens gleich
ist. Sodann wird ein Pol P in einem passenden (aber beliebigen) Ab-
stande OP auf der z-Achse gewihlt; die Strecke OP = H (in cm) wird
als die Polweite bezeichnet. Nun wird M nach M'' auf die y-Achse

projiziert und ON parallel zu PM" gezogen. Dann gibt die Strecke N'N
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= Az ein MaB fiir das Flichenelement Af = yAx. Denn es ist wegen
der Ahnlichkeit der Dreiecke ON'N und POM"’

Az:Adx=y:H, (22)
also

Af =ydx=HAz.

D. h. die Ordinate N'N gibt, mit H multipliziert, die GréBe des Flichen-
elementes Af an. Mithin ist die ganze Fliche zwischen den Abszissen
@ und z

f=2yAx=H33Az=Hz. (23)

Die Ordinate der auf diese Weise erhaltenen ,,Integralkurve‘ z = z (x)
ist also nicht unmittelbar die Fliche f, sondern sie gibt, erst mit H
multipliziert, fiir jede Stelle « die GréBe dieser Fliche an.

Der MaBstab I,, in dem die Ordinaten der Integralkurve z = z (x)
abzulesen sind, hangt von den MaBstiben 7, [, fiir die GréBen z, y, in
denen die Kurve y = y (x) aufgetragen wurde und auBerdem von dem
gewéhlten H ab; und zwar ist

L= HLl,|. (24)

Man beachte hierfiir, da8 die Gl. (22) — als geometrische Aussage —
streng genommen nur fiir die Darstellungsgréflen X, Y, Z gilt, also
eigentlich so zu schreiben wire

YAX=HAZ.

Da nun

f=3ydz=31,Y,AX=HLl, S42=1,2

zu setzen ist, findet man aus den beiden letzten Gliedern unmittelbar
die Gl. (24).

Mit diesem Wert 1, ist die Darstellungsgré8e Z (in cm), die fiir jedes
x aus der Zeichnung entnommen werden kann, zu multiplizieren, um
den Wert des Integrals f fiir jeden Wert von x zu erhalten.

Bei dieser Art der zeichnerischen Integration wird die gegebene
Kurve y = y(x) durch eine Stufenkurve ersetzt, die mit ihr an jeder
Streifengrenze gleichen Inhalt hat; an den Streifengrenzen sind aber die
Ordinaten der gegebenen und der Stufenkurve verschieden. Die durch
Zeichnung gefundene Integralkurve und die genaue haben daher an
den Streifengrenzen wohl gleiche Ordinaten, aber nicht die gleiche Nei-
gung, weil die Neigung der durch Zeichnung ermittelten Integralkurve
in jedem Streifen einer mittleren Ordinate entspricht, wihrend die
Neigung der richtigen Integralkurve an der Streifengrenze durch -die
Endordinate gegeben ist. Die so gefundene Integralkurve ist daher ein
Sehnenpolygon der richtigen.

b) Bei der Integration durch mittlere Abszissen, Abb. 2b,
wird in jedem der Streifen, in welche die Fliche der gegebenen Kurve
wieder geteilt wird, eine ,,mittlere Abszisse* so eingepaBt, daB die Drei-
eckspaare QV, M, und M,U, R, usw. fiir die aufeinanderfolgenden Strei-
fen inhaltsgleich sind. Die gegebene Kurve wird auf diese Weise durch
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eine Stufenkurve ersetzt, die in jedem Streifen zwei Stufen zeigt, wobei
die Endstufe auf gleicher Héhe liegt wie die Anfangstufe im folgenden
Streifen. Die Stufenkurve hat daher bei dieser Anordnung mit der ge-
gebenen Kurve an jeder Streifengrenze gleichen Inhalt und gleiche
Ordinate, daher hat die durch den gleichen Zeichnungsvorgang wie
vorher gefundene Integralkurve mit der richtigen an jeder Streifen-
grenze sowohl gleiche Ordinaten (weil die Flichen gleich sind) als auch
gleiche Neigung (weil die Ordinaten iibereinstimmen). Die nach diesem
Verfahren gefundene Integralkurve ist ein Tangentenpolygon zu der
richtigen, wobei die Berithrungspunkte auf den Grenzordinaten liegen
und durch das Verfahren exakt geliefert werden. In dieses Tangenten-
polygon a8t sich die gesuchte Integralkurve mit viel groBerer Genauig-
keit einzeichnen als um das Sehnenpolygon in a).

Beziiglich des MaB3stabes fiir die Integralkurve gilt das bei a) Gesagte.

c) Fiir die zeichnerische Ermittlung der Integrale von der schon
in 9 mehrfach auftretenden Form

xz

hey = [ 2 25)
0

bei empirisch gegebener Funktion y(x) kann man die Funktion 1/y ()
aufzeichnen und wie zuvor verfahren. Direkt erhdlt man den Wert
des Integrals durch folgenden Vorgang (Abb. 3):

Y gegeb. Kurve
z Yyl —

[ Infegqralkurve
\fird, Ketrwer?
| Znz/T)

7[/?/7 |
i
: I
| Yy Z; :
Y I !
l I |
! |
! i
_0 7 { Q -y xX
i |
< " x !

Abb. 8.

Wie zuvor teile man die Fliche der gegebenen Kurve y = y(x)
durch eine Reihe von Ordinaten in eine Anzahl von Flichenstreifen
von der Breite A, zeichne in jedem Streifen eine mittlere! Ordinate

1 (enauer eigentlich durch das ,,harmonische Mittel* aus n Zwischenordinaten
1 1 1
emif der Gl. — = — — gebildet.
& y n 2 Ys g



14 Geradlinige Bewegung des Punktes.

MM = y und projiziere M nach M auf die y-Achse. Ferner wilhle
man einen Pol P’ in einer beliebigen Entfernung O P’ = H’', aber r jetzt
auf der positiven (rechten) Seite der z-Achse und ziehe ON | P’ M".

Dann ist N'N = Az, ein Maf$ fiir die Gréflie von Ax/y(x). Denn es
folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ON’ N und P'OM" die Gleichung

Az dx=H'":y,
und daher ist
Az |
Afy =5 =" (26)

Durch Wiederholung dieses Verfahrens und Aneinanderreihung der
Strecken ON, . .. erhdlt man die ,,Integralkurve fiir den Kehrwert
21 = 2, (%) mit der Bedeutung

Az Az z
h=T == (27)

Beziiglich des Mafstabes, in dem jetzt die Ordinaten z, abzulesen
sind, gilt das Folgende: Sind wieder /,, I, die MaBstdbe, in denen die
Kurve y = y(x) aufgetragen ist, so ist

1 I
lZl == I_I; ’l‘; . (28)

Mit dieser Zahl ist die abzugreifende Darstellungsgrofie Z; (in cm!) z
multiplizieren, um den erkhchen Zahlenwert fiir die GroBe 2y Zu er-
halten.

11. Beispiele fiir den Fall IT: b = b (). Fir die zeichnerische Aus-
fithrung des in 9 II in allgemeiner Form entwickelten Integrationsvor-
ganges ist zu beachten, daB fiir jede darzustellende Grée die Wahl eines
bestimmten MaBstabes erforderlich ist, und daB die MafBstibe fiir die In-
tegralkurven durch diese MaBstibe und durch das jeweils beniitzte H
oder H' (in cm) gemaf den Gln. (24) und (28) festgelegt sind. Das erste
der folgenden Beispiele behandelt die einfache harmonische Schwingung,
fiir die sich die endliche Bewegungsgl. bekanntlich auch analytisch leicht
angeben liflt. Es soll nur als Vorbereitung fiir das zweite dienen, das
die Ermittlung der endlichen Bewegung fiir eine empirisch gegebene
Funktion b = b (x) betrifft.

Beispiel 1. Die einfache harmonische Schwingung. Als kennzeichnendes
Beschleunigungsgesetz gilt hierfiir

bz)= — oz, (29)
so dafl die Bewegungsgleichung die Form annimmt
_dv_ldv* e
TdtT 2 dx

Setzt man fest, daB die Geschwindigkeit in den Punkten & = 4 @ verschwinden
soll, so erhdlt man

dx B
v*=0w(e®—2?), v=—=40fe®—2a?,

dt
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und daraus weiter
dx
— o B2 j: w dt,
' a2 )

wobei das positive Vorzeichen fiir den Hingang (d« positiv), das negative fiir den
Riickgang (d« negativ) Geltung hat. Wird weiter verlangt, dal fiir = 0 auch
t = 0 sein soll, so lautet die Losung dieser Gleichung

arcsin (z/a) = vt  cder x=oasinwt, (30)

und dies ist zugleich die endliche Gl. der Bewegung; man nennt sie eine ein-
fache harmonische Schwingung und den Wert der Zeit

T =2nlw

die Schwingungsdauer oder die Periode. @ nennt man die Kreisfrequenz.

Fiir die zeichnerische Ermittlung der endlichen Bewegung ist es angezeigt,
den Anfangspunkt 0 der Koordinaten in den linken Randpunkt zu verlegen (Abb. 4).
Ferner wihlen wir a = 10 em, @ = 7 s~! und die folgenden MaBstabe

fiir 2: l,= 2,5 cm’
lem
N 5a%cms— 2
fir b: ly= —- Tom
Dann folgt mit H; = 1 cm der Mafistab fiir die Integralkurve nach Gl. (24)
L v? 12,5 n2 cm2s—2
f\lr?: lv’/zzHllwlb= 1'2,5'57!2 .——“R?n*’f".

Dieselbe Kurve gestattet auch die Angabe von v? und ist dann im MafBstabe ab-
zulesen

25 7% cm? 52
lem
Aus der Kurve v? entnehmen wir punktweise die Werte von v und 1/» und

wihlen zu deren Auftragung willkiirlich (d. h. ohne Verbindung mit den vorher-
gehenden) die folgenden MaBstibhe

fir v2: lp=21z,=

. 2mems—1
fir v: l, = ,
lcem
7; ecm-1g
fir 1fv: by o=
ir 1fv I Tom

Die Fliche zwischen der 1/v-Linie und der z-Achse stellt sodann die Zeit dar und
fiir ihre Integralkurve gilt nach Gl. (24) mit H, = 2cm der MaBstab
0,5
01 =°
fiir ¢: = 1, = htda LA
Hir l,=H,l,0,=2.25. Tom
Die Kurve ¢ = ¢(x), von der lotrechten Achse betrachtet, gibt sodann x = x(¢),
also den endlichen Bewegungsverlauf.
Fir die zweite dieser Integrationen kann auch das in10 ¢) angegebene Verfahren
angewendet werden, bei dem unmittelbar von der v-x-Linie ausgegangen und

die Aufzeichnung der %- z-Linie erspart wird. Nach Wahl des Poles P, im

Abstande OP, = H}, = 2,5 cm findet man fir die #-z-Linie nach GL (28) den
MaBstab
O__’é 8

] 1 1, 1 25 s 24
=T T T 9 E o e =

HY1l, 252ncm Tom °
HY, ist dabei so gewiahlt worden, daB fiir 7, derselbe Wert folgt wie zuvor.
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Beispiel 2. Empirisch gegebene Beschleunigung. Die Aufgabe, den
endlichen Bewegungsverlauf aus einer empirisch gegebenen Beschleunigung zu er-

mitteln, liegt z. B. vor, wenn die Bewegung des Kurbelzapfens einer Dampf-
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maschine aus einer gegebenen Tangentialkraft oder Drehkraft zu bestimmen
ist, die fiir jede Stelle — mithin als Funktion des Ortes oder Weges  — durch den
Wert der treibenden Kraft des Dampfes (proportional zu d) und des Widerstandes
(proportional zu w) gegeben ist. Wir denken uns hier die Aufgabe dadurch ver-
einfacht, daB der EinfluB der Massen als konstant angesehen! und der Wider-
stand w von solcher GroBe angenommen wird, daB die Bewegung stationéar wird;
damit ist gemeint, daB sie sich etwa nach jedem Umlauf, also nach Zuriicklegung
eines bestimmten Weges des Kurbelzapfens wiederholt. Nach Durchlaufen dieses
Weges sollen also nicht nur die Beschleunigungen, sondern auch die Geschwindig-
keiten dieselben Werte annehmen wie zu Beginn. Eine solche Bewegung wird auch
als periodisch bezeichnet. Sei ¢ = 2 m dieser periodische Weg und v, die Ge-
schwindigkeit zu Anfang, so muBl nach Gl. (12) die Bedingung bestehen

a
vt =} +2 [ [b(z) — w]da =1}, (31)
0
oder

f[b(x)——w]dw=0. (32)
0

Die gegebene treibende Beschleunigung b sei durch die b-x;-Linie in Abb. 5
dargestellt. Die Fliche dieser Kurve verwandeln wir in ein flichengleiches Recht-
eck, dann stellt deren Héhe den als konstant angesehenen Widerstand w dar. Zu
dieser Verwandlung beniitzen wir das Hilfsmittel der zeichnerischen Integration
in der folgenden Form: Wir integrieren die b-z,-Linie mit Beniitzung des Poles

P, im Abstande O,P; = H; = 3 cm und finden so die in Abb. 5 mit v> bezeichnete
Kurve. Fiir die b-z;-Linie sind die folgenden MaBstibe gewéhlt worden

fiir z (oder z,): = 01’?3;: ,
10ms-2
fir b: l,= —lnélfl—

Dann ist nach Gl (24) der Mafstab fiir die Integralkurve, die zunéchst unmittelbar
die GroBe »2/2 darstellt,

6m2s-2%

fiir v%/2: lyye = H{l,1,=3-0,2.10 = Tom

wenn dieselbe Kurve als v2-Linie gedeutet wird, so ist sie im Mafstab abzu-
lesen s

fiir v2: Iy = 2 lypey2 = 12;&7

cm

Da nach Durchlaufen des Weges ¢ = 2 m die Arbeit der treibenden Beschleu-
nigung gleich der des Widerstandes sein muB, so wird dieser gemeinsame Wert
durch die Strecke B’B = 8,5 cm gemessen und dieser entspricht ein Widerstand
von der GroBe
w= lv_____Z/za- 85 _ 6#.28’5 ms?=255ms-2.

1 Aus diesem Grunde kann hier die eigentlich dynamische Aufgabe kinema-
tisch formuliert werden und dadurch wird es moglich, sie nach dem in IIL. ge-
gebenen Schema zu behandeln. Durch Multiplikation mit m/2 wiirde die Gl. (31)
in die Energiegleichung iibergehen, aus der bei Systemen mit einem Freiheits-
grad die Geschwindigkeit bestimmt ist. Die ganze weitere Behandlung hétte aber
genau so zu erfolgen wie hier angegeben.

Poschl, Getriebelehre. 2
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Beachtet man daher, da8} die geneigte Gerade 0.B tiir jedes « das Integral iiber
den Widerstand darstellt, so muB die durch P, zu O,B gezogene Parallele P,0,
auf der Ordinatenachse diesen Widerstandswert abschneiden; d. h. es ist 0,0, = w.
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Die Ordinaten zwischen der v*-Linie und dieser Geraden O,B (der &)-Achse
der Abbildung) stellen daher die GroBen v* — »2 im MaBstabe /,2 dar. Die Hin-
zufiigung der willkiirlichen Konstanten v} = 24m?s-2 (entsprechend einem
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2y = 4,9 m s~1) bedeutet im Schaubild eine Verschiebung der &,-Achse nach ab-
wérts um die Strecke
v; 24
l? = E = 2cm
in die mit & bezeichnete Gerade. (Die cm-Angaben sind in Abb. 5 auf % verkleinert!)
Pas weitere vollzieht sich wie zuvor. Wir wihlen (willkiirlich) die MaBstéibe

1 -1
fiir v: I, = 2877
lem
0,06m-1s
fir 1/v: Ly = “Tem

und erhalten die Zeit { durch zeichnerische Integration der Fliche zwischen der
Kurve 1/v und der x-Achse. Wihlt man zu deren Ausfithrung den Pol P, in der

Entfernung OP, = H, = 4 cm, so ergibt sich als MaBstab nach Gl. (24)

0,04 s
lcm

Die so erhaltene Kurve ¢(x) gibt, von der lotrechten Achse ¢ besehen, die endliche
Bewegung x = z(t) in der gewohnlichen Auffassung.

Auch die Anwendung des Verfahrens 10c) kann ganz so wie dort angegeben
erfolgen. Man bestétigt sofort, daB sich mit H} = 5 cm derselbe Maflstab ergibt,
namlich nach Gl. (28)

fiir ¢: 1,

fiir ¢: I, = Hyl,ly, =4.0,2.0,05 =

1 02m 0,04 s

ls
7, 5 Ims ' Toem®

_ 1
A

Beispiele fiir den Fall III treten dann auf, wenn es sich um die Be-
wegung eines Korpers in einem widerstehenden Mittel handelt, bei dem
der ,,Widerstand‘ als eine bekannte Funktion der Geschwindigkeit an-
gesehen werden kann. Da dieser Fall fiir die Getriebelehre in dem hier
verstandenen Sinne nicht von Belang ist, vielmehr ganz in das Gebiet
der Dynamik gehért, so gehen wir nicht weiter darauf ein?.

III. Die krummlinige Bewegung des Punktes
in der Ebene.

12. Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes. Es sei
t = 1(#) der (von einem festen Punkte O der Ebene? ausgehende) Vektor,
der fiir jeden Wert der Zeit ¢ die Lage eines in dieser Ebene bewegten
Punktes A darstellt; dann ist die Geschwindigkeit v und Be-
schleunigung b durch die erste und zweite Ableitung von 1 nach
der Zeit t definiert

b =i, b=bH=7 (33)

1 Siehe Poschl: Lehrbuch der Technischen Mechanik, 2. Aufl. Berlin 1930.

% Viele von den hier erliuterten Begriffen und Beziehungen lassen sich un-
mittelbar auf den Raum iibertragen; da im folgenden aber ausschlieBlich die
ebene Bewegung behandelt wird, sind sie nur unter Beschrinkung auf die Ebene
angefiihrt. — Der Bezeichnung der Vektoren und ihrer Produkte wurde mit Aus-
nahme der Bezeichnung fiir das Vektorprodukt (<) das Normenblatt DIN 1303
des AEF zugrunde gelegt.

D%k

4
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Vektoren werden mit deutschen (gotischen, Fraktur-) Buchstaben,
ihre Betrige mit den entsprechenden lateinischen Buchstaben be-
zeichnet: es sind also », v, b,... die Betrige der Vektoren t, v,
b,...; Ableitungen nach ¢ sind durch einen iiber diese Buchstaben
gesetzten Punkt bezeichnet. Nur der Vektor der Winkelgeschwindig-
keit wird mit @, sein Betrag mit @ bezeichnet.

a) In rechtwinkeligen (kartesischen) Koordinaten! (z,y)
schreiben sich die Gln. (33) so

Vg =&, ’U,,=:f/, "):V'vaz:"l—viz/’ }

L. . S (34)
bp=1t,=%, b,=0v,=g, b= b2+,
und sie gtellen — wie auch in den folgenden Fillen — eine abkiirzende
Zusammenfassung dieser Ausdriicke dar.
b) In ebenen Polarkoordinaten r, ¢ lauten die Gln. (33)

v=1, V,=r1Q, v= YR+ 12 = Y2+ r2¢g? 5)
35
d ;

%(72¢)=7n, b=1/bi+b§p;

b, =% —r¢?, b¢=

7 ist die Flachengeschwindigkeit um den Koordinatenanfangs-
punkt ,
n=4%rg. (36)

¢) In natiirlicher Zerlegung lauten die Komponenten nach
der Tangente und Normale der Bahnkurve

Ll
nw=v=8, v,=0,

. 2 o 37)
by=0v=3, b”=%=vw=gw2, b=}/b,?+b¢. (

In diesen Gln. bedeutet s die von einem festen Anfangspunkt gemessene
Bogenlinge der Bahnkurve, o die Winkelgeschwindigkeit, d.i. die Dreh-
geschwindigkeit der Tangente oder Normale zur Bahnkurve, — es ist also
@ =9, wenn p den Winkel der Tangente oder Normale gegen eine
feste Richtung in der Ebene bezeichnet — und ¢ den Kriimmungs-
halbmesser der Bahnkurve in dem betrachteten Punkte. — Die Nor-
malkomponente der Beschleunigung héngt also aufler von g nur von
der Geschwindigkeit v selbst ab — ein Umstand, der im folgenden
wiederholt zur Verwertung gelangen wird.

13. Geschwmdlgkelts- und Beschleunigungsplan. Der Ort der End
punkte 4 der von einem festen Punkte O aus nach Abb.6 aufgetragenen
Vektoren 04 = ¢ bildet die Bahnkurve (Ortskurve, Ortsplan) der
Punktbewegung; er sei im folgenden auch kurz als t-Plan bezeichnet.

1 Niheres hieriiber siche Péschl: Lehrbuch der Technischen Mechanik, 2. Auf-
lage. Berlin: Julius Springer 1930. ‘
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Trigt man (Abb. 6) in ahnlicher Weise die Vektoren! PV = v von
einem festen Punkte P aus auf, so ergibt sich der Geschwindigkeits-
plan oder p-Plan (Hodograph der Geschwindigkeit); P nennt man

bn
b -Plan

Abb. 6.

dessen Pol. Ebenso liefert das Auftragen der Vektoren Q B = b von
einem festen Punkte ¢ aus den Beschleunigungsplan oder b-Plan
(Hodograph der Beschleunigung), dessen Pol @ ist. (In manchen Fallen
ist es praktisch, zwei oder alle drei der Punkte O, P, @Q zusammen-
fallen zu lassen.) Die Endpunkte 4, V, B der Vektoren t, v, b, die zu
demselben Punkt A gehdren, nennt man zugeordnete Punkte.
Der Punkt P entspricht einem Punkte mit der Geschwindigkeit Null, @
einem Punkte mit der Beschleunigung Null.

Aus der Definition entnimmt man unmittelbar die folgenden Be-
ziehungen, die zwischen dem 1-Plan, v-Plan und 5-Plan bestehen: Der
Vektor v des p-Planes ist parallel zur Tangente an die Bahnkurve
(z-Plan) im zugeordneten Punkte 4, und der Vektor b ist parallel zur
Tangente an den p-Plan im zugeordneten Punkte V. Der h-Plan ergibt
sich daher aus dem p-Plan durch denselben Vorgang der Vektor-
ableitung (Vektordifferentiation) wie dieser aus dem t-Plan.

Fiir die geradlinigen Bewegungen miissen; wie in Kapitel I gezeigt
wurde, Geschwindigkeit v und Beschleunigung b senkrecht zur Bahn-
kurve aufgetragen werden, um eine ibersichtliche Darstellung zu er-
halten.

14. Bestimmung der Beschleunigung aus Bahnkurve und Geschwin-
digkeitsplan. Aus diesen Erklirungen folgt, daB durch Angabe der Bahn-
kurve und des 9-Planes einerseits die Beschleunigung b in jedem Punkte,

1 Es sei hier betont, daB diese Gleichung streng genommen so geschrieben
werden miiBte

v=1,-PV,
da nur GréBen gleicher Dimension (und Art) in einer ,,Gleichung‘‘ nebeneinander
vorkommen diirfen und deshalb eine Geschwindigkeit nicht schlechthin einer

Strecke gleichgesetzt werden darf. Zur Vereinfachung wird aber hier und im fol-
genden wiederholt diese abgekiirzte Schreibweise verwendet.
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also der b-Plan, andererseits auch das Bewegungsgesetz in endlicher
Form t = t(¢) erhalten werden kann.

Zur Ermittlung der Beschleunigung kénnen die angegebenen Be-
ziehungen unmittelbar verwertet werden (a). Eine Konstruktion der
Beschleunigung, die die durch Angabe des ¢-Planes und p-Planes fest-
gelegte Beziehung in etwas abweichender Form beniitzt und von
M. Griibler herriihrt, ist unter (b) mitgeteilt; sie wird aber weiterhin
nicht mehr verwendet. — Bei beiden Verfahren ist zu beachten, daB
der MafBistab, in dem die Beschleunigung b erhalten wird, durch die Maf3-
stdbe fiir den Ort (Lénge) im r-Plan und fiir die Geschwindigkeit im
p-Plan schon festgelegt ist.

a) Es sei in Abb. 6 der Ortsplan (r-Plan, Bahnkurve) und der
p-Plan durch Zeichnung gegeben, fiir die Konstruktion wird in jedem
Punkte 4 der Bahnkurve der Kriimmungsmittelpunkt K der Bahn ge-
braucht, es mull also auBer der Bahnkurve selbst auch ihre Evolute
gegeben sein. Um die Beschleunigung im Punkte 4 zu erhalten, be-
achte man zundchst, daB ihre Richtung durch die Tangente im zuge-
ordneten Punkte V des p-Planes bestimmt ist. Ferner beniitzen wir
die Beziehung

b, = v,

nach der b,, als vierte geometrische Proportionale zu v und ¢ gegeben ist.
Macht man also in der Abb.6a AK ==[; R (R ist die Darstellungsgréfe
von g), wodurch der Kriimmungshalbmesser im LangenmaBstabe [; aufge-
tragen ist, in dem auch die Bahnkurve selbst verzeichnet ist, und
AV =1,V, wobei I, der MaBstab des p-Planes ist, ferner DV | VK;
dann ist

- AV b (L)L ot
AD—:i__—K:, oder A = Q/lt —72;?.

Durch A D ist daher die Normalbeschleunigung b,, (mit der Darstellungs-
groBe B, = V2/R) dargestellt, und zwar ist der MaBstab hierfiir

l%
=7 (38)

Liegt insbesondere die Bahnkurve in natiirlicher GroBe gezeichnet vor,
ist also /; = 1, so ist der MaBstab fir die Beschleunigung 2. Trigt man

nun die Strecke DA von @ aus in der Richtung der Normalen nach der

hohlen Seite der Bahnkurve auf, @ B, = DA =%, errichtet in ihrem
Endpunkte B, eine Senkrechte, so erhidlt man auf der vorhin fest-
gelegten Richtung die gesuchte Beschleunigung b von 4.

Ist in einem Punkte der Bahnkurve insbesondere v L 1, so ist dieser
Punkt ein Scheitel der Bahnkurve; fiir einen solchen ist die Tan-
gentialbeschleunigung b; = 0 und b, = b die gesamte auftretende Be-
schleunigung.

Beispiel 3. Ungleichférmige Kreisbewegung. Der 1-Plan sei ein Kreis,
als p-Plan sei eine ellipsendhnliche Kurve gegeben. Damit kann der b-Plan kon-
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struiert werden, was in Abb. 7 ausgefiithrt ist. Fir irgendeinen Punkt A der
Bahn ist die Richtung der Geschwindigkeit v durch die Parallele zur Tangente
t; an den t-Plan bestimmt,
ebenso ist die Richtung der
Beschleunigung b parallel
zur Tangente ¢, im zu-
gehorigen  Punkte  des
p-Plans. Die Normalbe-
schleunigung b,, fallt in die
Richtung von t (die gleich-
zeitig die Normale zur
Bahnkurve ist), und hat
die GréBe v2/r. Dadurch

ist b selbst und auch
b, bestimmt. Der so ent-
stehende b-Plan ist in Ab-
bildung 7 dargestellt, in
dieser ist auch der Verlauf
von b, und b, besonders
eingetragen.

b) Bei der Konstruk-
tion von Gribler?! ist
angenommen, daf in
jedem Bahnpunkt A4 die
Geschwindigkeit als ,,gedrehte Geschwindigkeiten », und v, auf der
Normalen zu beiden Seiten der Bahnkurve aufgetragen ist; dadurch
erhdlt man als Ort
der Endpunkte V,, ¥,
dieser gedrehten Ge-
schwindigkeiten die mit
(vy) und (v,) bezeichne-
ten Kurven (Abb. 8).
Zieht man dann in den
A zugeordneten Punk-
ten ¥, und V, die Nor-
malen zu diesen Kur-
ven, so schneiden sich
diese im Endpunkte des
Beschleunigungsvektors
AL="%.

Ist namlich ¢ der
Ortsvektor von 4, 11 ein
Einheitsvektor senkrecht zur Zeichenebene, so sind die Ortsvektoren ¢,
und g, fir die Punkte ¥, und ¥,

e =1+ (b Xn).
Daraus folgt durch Ableitung nach ¢
Ti,e =0 L (bXmn).
1 Gritbler, M.: Getriebelehre S. 52. Berlin 1917; Lehrbuch der Technischen

lélecha,nik Bd. 1 S. 45. Berlin 1919. Ferner Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1924)
. 521.

Abb.

®
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Multipliziert man diese Gl. vektoriell mit 1, sofolgt,da (6 X n) X n = —b,

(fr,eXm) = (o Xn)F Db
oder
b=24(0Xn) — (.. Xn), (39)

wobei iiberall das obere Vorzeichen fiir V, und g,, das untere fir V,
und g, gilt. Dadurch ist die obige Behauptung erwiesen. Zu beachten
ist, daBl b im MaBstabe I2/l, abzulesen ist.

Die Komponenten von b nach der Tangente b, und Normalen b,
der Bahnkurve kénnen durch Verwendung einer der beiden Normalen
zu den Kurven (v;) oder (v,) wie folgt erhalten werden: Man verbinde
den Schnittpunkt C einer dieser Normalen mit der Bahntangente mit dem
Krimmungsmittelpunkt K der Bahnkurve und erhélt in VD ein MaB
fir b,. Dies folgt unmittelbar aus den auftretenden dhnlichen Drei-
ecken. Zunichst ist fiir einen Nachbarpunkt A’

VB Ad- e+AV, _ds VD
1 e L 40’
ferner
S v o __dsVl—D-tgoc_dsVE_l,z_i_s——
BVI——l:—VlB'tga——'l—l‘ Z_G_ —""ll_A.__Vl-——E,U VID
und daraus
— _— I, dv , dv l
V1D=AG=—ZZL’U%=7§—W=Z—§'bt. (4:0)
In dhnlicher Weise erhilt man
— —— GC — DC AV: L & 1
GL:AVI.E—;{ =AV1.E'—‘?=A—]€=é?:l—;b" (41)

Macht man V. E | DK, EF || V,C, so wirde man ebenfalls AF = GL
finden. Die Strecke AL stellt daher im BeschleunigungsmaBstab
12/l die Beschleunigung b von 4 dar.

Ahnlich wie in a) ist auch hier zur Ermittlung von b die Kenntnis des Kriim-
mungsmittelpunktes der Bahnkurve und die Zeichnung einer Kurvennormalen
(etwa zur (v,) Kurve) erforderlich.

15. Bestimmung der endlichen Bewegung aus Bahnkurve und Ge-
sehwindigkeitsplan. Durch den Geschwindigkeitsplan ist die Geschwin-
digkeit jenem Punkte der Bahnkurve zugeordnet, dessen Tangente zu
ihr parallel ist. Damit ist die Geschwindigkeit als Funktion des Ortes
auf der Bahnkurve, also etwa der Bogenlinge s (oder einer anderen die
Lage des Punktes kennzeichnenden Grofle) ausgedriickt. Die Gleichung

. dr
p=1= ai
liefert dann, da dr und b von gleicher Richtung sind:

t_fd” d*‘. (42)



Beispiel 4. 25

Wenn daher v fiir jeden Punkt der Bahnkurve gegeben ist, so kann —
ganz so wie bei der geradlinigen Bewegung — die v-s-Linie, damit auch

die %-S-Linie erhalten werden, aus der durch Integration { = {(s) und

durch Umkehrung schlieBlich die endliche Bewegungsgl. s = s(¢) folgt.
Alle diese Operationen kénnen auch, wenn sie analytisch nicht aus-
fithrbar sind, zeichnerisch geleistet werden, wodurch man das endliche
Bewegungsgesetz als s-t-Linie erhilt.

16. Beispiel 4. Planetenbewegung. Wir setzen hier als bekannt voraus!,
daB die Bewegung eines Massenpunktes unter dem Einflusse einer dem Newton-
schen Gravitationsgesetze folgenden Anziehungskraft als Bahnkurve einen Kegel-
schnitt gibt, deren besondere Beschaffenheit (Ellipse, Hyperbel oder Parabel)
von den Anfangsbedingungen, also insbesondere von der GroBe und Richtung der
Geschwindigkeit in einem gegebenen Punkte abhéngt. Das Anziehungsgesetz sei
in der Form ]

(OLE

I

b=—m=— g (43)
angenommen, wobei 4 die Anziehungskonstante, C' die doppelte Flichengeschwin-
digkeit und p der Parameter des Kegelschnittes ist, der die Bahnkurve darstellt.
In dieser Form der Gl. ist zugleich beriicksichtigt, daB fiir alle Planeten A = C?/p
= konst. ist, wodurch, wie in der Mechanik gezeigt wird, die Tatsache ausgedriickt
ist, daB die Gravitation universell, d. h. fiir die Einheit der Masse und der
Entfernung fiir alle Weltkorper von gleicher Grofle ist.

Abb. 9.

Durch b, die Geschwindigkeit v in einem beliebigen Punkte 4 und die Lage
des Anziehungszentrums § (Sonne) ist die Bahnellipse festgelegt. Trigt man

nimlich in Abb. 9 die Strecke 4D = b, (im MaBstabe 12/l;) auf der Normalen
zur Bahnkurve entgegengesetzt zu ihrer Richtung auf, verbindet D mit dem
Endpunkt ¥ von v und zieht durch ¥ hiezu eine Senkrechte, so erhéilt man den

Kriimmungsmittelpunkt K und es ist A K = g. Benutzt man die bekannte Kon-

1 Siehe hiezu z. B. Péschl: Lehrbuch der Technischen Mechanik, 2. Aufl.
Abschn, 73 u. 79. Berlin: Julius Springer 1930.
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struktion fiirr den Kriimmungsmittelpunkt der Ellipse ! in umgekehrter Ordnung,
so ist durch 8, K und 4 auch die Lage der grofen Achse gegeben: Hierzu mache
man KH | 84, HG | AK und erhilt in der Verbindungslinie SG die Lage der
groBen Achse der Bahnellipse. Damit ist auch der zweite Brennpunkt S’ und
wegen r - ' = 2a auch die groBe Achse selbst gegeben.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Planetenbewegung ist die, daB ibr
Geschwindigkeitsplan ein Kreis ist. Der Beweis hierfiir ergibt sich am ein-
fachsten aus der Gleichung fiir die Geschwindigkeit

v? = §2 4 p2 (;pz , (44)

aus der die Zeit mit Hilfe des Flichensatzes entfernt wird. Ist nimlich die Be-
schleunigung nach dem Ursprung von r gerichtet, dann ist b, = 0, und es folgt
aus 12, Gl (35)

7% ¢ = C = konst.,

d. h. die Flachengeschwindigkeit ist konstant. Nimmt man daraus ¢ =C/r? und
setzt dies in den Ausdruck fiir # ein, also

1
j_tr_drde O dr (_’>
_dt—(w dt  r2dep de ’
so erhilt man
/ 1 2
d(7> 1
2o\ 2"/ il 45
2=C P +r2 (45)

Setzt man in diese Gl. den Wert von 1/r aus der Kegelschnittsgleichung ein,
die in Polarkoordinaten die Form hat

(5)
1 _ltecosg ,  also r/)_ _esng.
’ P 1 P
so folgt
02
=?[1—|—82—f—280051p]. (46)

Diese Gl. hat die Form des ,,Kosinussatzes*. Trigt man nun PV =19 von P —
dem Pole des Geschwindigkeitsplanes — aus auf, zieht man durch den End-
punkt ¥ von v eine Senkrechte zu b, durch P eine Senkrechte zur groBen Achse,

so ist <L VMP =z — ¢, und macht man ferner PM = eC/p, MV =C/p, so
liefert der Kosinussatz fiir » in dem Dreieck PV M unmittelbar die Gleichung

——+ 2——+280 cos @ , (47)

also gerade die obige Bez1ehung. Es kommt dabel zur Anwendung, daf die Tan-
gente zum Geschwindigkeitsplan die Richtung der Beschleunigung hat.

Nach der in 14a) angegebenen Konstruktion lieSe sich nunmehr auch der
Beschleunigungsplan in seinem ganzen Verlaufe zeichnerisch darstellen.

IV. Die relative Bewegung eines Punktes in bezug
auf ein bewegtes System.

17. Absolute und relative Geschwindigkeit und Beschleunigung. In
der Mechanik spricht man von einer relativen Bewegung von Punkten
oder Kérpern nur dann, wenn es sich um Bewegungen in bezug auf

1 Siehe z. B. Hiitte 26. Aufl. S. 119, 1931.
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andere Korper handelt, die sich selbst bewegen. Die Bewegung in bezug
auf das ruhend gedachte, etwa mit der Erde verbundene Grundsystem
— die feste Bezugscheibe oder das absolute Bezugsystem —
nennt man die absolute Bewegung. In der Dynamik besagt diese
Unterscheidung, daf fir die absolute Bewegung die Newtonsche Be-
wegungsgleichung in der einfachsten Form

Masse X absolute Beschleunigung = Kraft

(mit allen Folgerungen) gelten soll, wihrend fiir die relative Bewegung
in die entsprechende Gl.: Masse X rel. Beschleunigung = Kraft noch
bestimmte Erginzungsglieder eingefithrt werden miissen, die von der
Bewegung des Bezugsystems selbst abhingen. Fiir die Getriebelehre
sind insbesondere die geometrischen Beziehungen von Bedeutung, die
zwischen den QGeschwindigkeiten und Beschleunigungen im absoluten
und im relativen System bestehen und mit deren Herleitung wir uns
jetzt zu beschéftigen haben.

Es sei O, x, y das absolute (ruhende), 2, &, 5 das relative (be-
wegte) Bezugsystem, A ein Punkt, dessen Bewegung in bezug auf die
beiden Systeme untersucht werden soll. Dann nennt man:

1, den absoluten Ortsvektor, mit den Komponenten z, y,

v, die absolute Geschwmdlgkelt mit den Komponenten z, Ys

b, die absolute Beschleunigung, mit den Komponenten z, ¢,
und ebenso

1, den relativen Ortsvektor, mit den Komponenten &, 7,

b, die relative Geschwindigkeit, mit den Komponenten &, 95

b, die relative Beschleunigung, mit den Komponenten &, 7
Die Beziehungen zwischen diesen GréBen werden durch die geo-
metrischen Gln. geliefert, die deren Koordinaten (Komponenten) und
die die Bewegung des Systems kennzeichnenden Parameter miteinander
verbinden. Fiir die Anwendungen sind insbesondere die Fille von Wich-
tigkeit, in denen die Bezugscheibe eine bekannte Bewegung ausfiihrt
und zwar entweder eine Schiebung oder eine Drehung um einen
festen Punkt (oder eine feste Achse). In der Getriebelehre kommen
diese Fille insbesondere vor bei der Bewegung von Gleitstiicken in geraden
oder kreisférmigen Fithrungen (Schiebern, Kulissen). Im Zusammen-
hange damit stehen auch die Beziehungen, die zwischen den Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen je zweier Punkte einer bewegten
Scheibe selbst bestehen, die spiterhin vielfach verwertet werden.
Einige Aussagen iiber die Bewegung ebener Scheiben, die hier schon
beniitzt werden, werden erst spater (Kap. V) ausfithrlicher besprochen.
18. Bezugscheibe in Schiebung. Eine Schiebung (Translation) ist
dadurch gekennzeichnet, dafl zu jeder Zeit die Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen aller Punkte des Systems dieselben sind; die Bah-
nen aller Punkte sind kongruente Kurven (natirlich nicht notwendig
geradlinig!). Wenn daher t, = 02 (Abb.10a) der Vektor ist, der den
Ort eines beliebigen Punktes Q der bewegten Scheibe kennzeichnet, so
machen wir diesen zum Ursprung des relativen Bezugsystems und nennen
s = p, die Systemgeschwindigkeit und ¥, = v, = b, die Systembe-
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schleunigung. Nach Abb. 10a) laBt sich unmittelbar die Gl. anschreiben

Ty =T+ s, (48)
in der fiir eine Bewegung alle drei Vektoren t,, r, und t, als Funktio-
b
a) -a&
bs =" A (s Bomn
y 7 ng”é/I%// \ -
(el Batn 1/
vonA) ,{ -
~ Y2
_e_ ______ 7

0° z
Abb. 10.

nen der Zeit ¢ anzusehen sind. Durch Ableitung nach ¢ erhdlt man un-
mittelbar die beiden folgenden Gleichungen

b, = b, + b, (49)

und

b, = b, + b|. (50)

Die absolute Geschwindigkeit ist daher die Summe aus der
relativen und der Systemgeschwindigkeit. Ebenso ist die
absolute Beschleunigung die Summe aus der relativen und
der Systembeschleunigung. Zeichnerisch wird dieser Sachverhalt
in den beziiglichen Geschwindigkeits- und Beschleunigungsdreiecken
zum Ausdruck gebracht (Abb. 10 b, c).

19. Der Keiltrieb. Die soeben gefundenen Beziehungen kénnen un-
mittelbar zur Lésung einfacher Aufgaben dienen, wie sie in der Getriebe-
lehre als Hilfsaufgaben vorkommen. Wie schon erwdhnt, handelt es
sich dabei fast immer um die Ermittlung und Darstellung der Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung von einzelnen, ausgezeichneten
Punkten des Getriebes, das in bestimmter, vorgegebener Weise in Be-
wegung gesetzt zu denken ist, und zwar entweder durch einen gleich-
férmigen bzw. periodisch wechselnden Antrieb eines Punktes in
gerader Linie oder durch eine gleichformig gedrehte Antriebswelle.
Dadurch wird es méglich — was ja auch in der Praxis immer verlangt
wird — den Verlauf der Geschwindigkeit und Beschleunigung lings
einer endlichen Wegstrecke anzugeben. Aufgaben der hier behandelten
Art treten bei Steuerungsgetrieben mit unrunden Scheiben, bei Getrie-
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ben mit Schiebern auf bewegten Fithrungen u. dgl. auf, zu deren Be-
handlung wir spiter auch noch andere Methoden kennen lernen werden.

a) Eine einfache, vorbereitende Aufgabe! ist die folgende: Eine Ge-
rade g bewegt sich parallel zu sich selbst mit der Geschwindigkeit v, und
der Beschleunigung b, und schneidet
dabei eine feste Gerade b, Abb. 11. Mit
welchen Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen riickt der Schnitt-
punkt M auf g und auf A fort?

Die Bewegung der mit g verbun-
denen Ebene ist als Systembewegung
aufzufassen, die Bewegung von M
auf ¢ ist die relative, die von M auf h
die absolute Bewegung. Wenn ¥,
und b, gegeben sind, so liefern die
Gln. (49) und (50)

Abb. 11,
b,=0,+10,, b,=Db,-4 b,

und ihre geometrischen Bilder unmittelbar die gesuchten GréBen v,, v,
und b,, b, durch die zugehorigen Vektordreiecke.
b) Beim Keiltrieb? handelt es sich um den Anhub einer Fithrung-

stange AB durch eine Kurve k (genauer gesagt, durch ein Fithrungstiick s),

7" (abs.Batr)

Abb. 12.

die langs einer zur Fithrungstange geneigten Geraden g bewegt wird.
Es sei in Abb. 12 eine Kurve ¥ mit ihren Kriimmungsmittelpunkten K,

1 Beziiglich anderer einfacher hiehergehériger Aufgaben sei auf Péschl:
Lehrbuch der Technischen Mechanik 2. Aufl. Berlin 1930, und auf Wittenbauer-
Péschl: Aufgaben aus der Technischen Mechanik Bd. 1 6. Aufl. Berlin 1929
verwiesen.

2 Die schon hier verwendeten, in der Getriebelehre iiblichen Bezeichnungen
werden spéter noch im Zusammenhange erklirt werden (VI).
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d. h. ihrer Evolute, gegeben; die Kurve t werde lings der Waagrechten
mit der gegebenen Geschwindigkeit 9, und Beschleunigung b, angetrie-
ben. Léngs der Kurve gleite (mittels einer Rolle oder dgl.) der End-

punkt A einer Stange A B, die in einer lotrechten Fithrung verschieblich
ist. Man ermittle die Geschwindigkeit und Beschleunigung der Bewegung
der Stange in dieser Fithrung.

Ahnlich wie im vorhergehenden Beispiel ist die Bewegung der mit
der Kurve k verbundenen Ebene die System- oder Fuhrungsbewegung,
die von 4 lings der Kurve k die relative, und die von 4 in Richtung
der Stange die absolute Bewegung. Da das System eine Schiebung aus-
fiihrt, so gelten dieselben Gln. (49), (50) wie zuvor. In Abb. 12 ist der
Einfachheit halber als Kurve & ein Stiick eines Kreisbogens und b, = 0,
also p, = konst angenommen worden. Aus dem bekannten v, kénnen,
da die Richtungen von v, und b, bekannt sind, auch deren GréBen durch
das Geschwindigkeitsdreieck unmittelbar erhalten werden. Von der
Relativbeschleunigung ist die normale Komponente b3” = v} /o angebbar?,
da v, und p bekannt sind; da ferner die Richtung von b, die Lotrechte

ist, so sind aus b,” auch by und b, selbst bestimmbar. In Abb. 12 sind

v, und b, in Abhéingigkeit von der Strecke 4,4 = y und zwar senk-
recht zu dieser (weil es sich um eine geradlinige Bewegung handelt)
aufgetragen.

Selbstverstindlich lassen sich bei bekanntem Profil die Gréfen
v, und b, auch durch Rechnung herleiten, insbesondere ist v, = ¥,
b, = ¥ usw.

Beispiel 5. Bestimmung der Bewegung der Fihrungstange bei
schwingender Bewegung des Gleitstiickes.

Die in Abb. 12 angegebene Konstruktion 148t sich mit geringfiigiger Erweite-
rung auch auf den Fall anwenden, in dem das Gleitstiick, das den Anhub der
Fiithrungsstange besorgt, eine beliebig vorgeschriebene Bewegung ausfithrt. In
Abb. 13 ist angenommen, daB das Gleitstiick eine einfache harmonische Schwingung
mit der Kreisfrequenz o ausfiihrt. ,

Um die Konstruktionen vom Lingenmafistab I, und von o unabhingig zu
erhalten, hat man als GeschwindigkeitsmaBstab

l., =w l;
und als BeschleunigungsmafBstab
lb = @? ll

zu nehmen. Durch diese Festsetzung ist die Bedingungsgleichung

erfillt.

Der Verlauf der Systemgeschwindigkeit v, ist dann einfach als Halbkreis iiber
der Sehne 2¢ des kreisformig angenommenen Gleitstiickes (v,-z-Linie) und die
Systembeschleunigung b, als gerade Linie unter 45° (b,-2-Linie) anzunehmen.

Die Konstruktion der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen wird praktisch

1 Wenn bei den Buchstaben v, b noch andere Zeiger angebracht werden miissen,
so werden die Zeiger (r) und (¢) fiir die Normal- und Tangentialkomponenten oben
angesetzt!
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so vorgenommen, dafl das Gleitstiick nur einmal gezeichnet und die Fiithrungs-
stange AB in verschiedenen Lagen eingetragen wird. In der Abbildung sind diese
Konstruktionen fiir die zwei mit 1 und 2 bezeichneten Lagen ausgefiihrt und
der Verlauf der gesuchten GréBen v, und b, in Abh#éngigkeit von y zweckmiBig
iiber der Mittelsenkrechten Oy aufgetragen und als v,-y-Linie und b,-y-Linie

bezeichnet.

¢) Umkehrung: Bestimmung der Flanke des Keiltriebs
zu einem vorgeschriebenen Geschwindigkeitsverlauf. Von
einer gewissen praktischen Bedeutung ist die Umkehrung der Frage-

I}
%E y
i ~ %
N - ) e \7
S ©R
- 2, .
AN N
/// / \
- AT -
/// y ?.Qw ZLinie ; . \\
“@ v - \
s /] [ig) \
7 Y \
x Lyl X
AN ‘ay
U =—— _)% ) a
)y Zg bg .
AN \¢
2 a
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| . {
s
bs, bﬂé bse N

v-—-*—-—
N

AN

Abb. 13.

stellung etwa in der folgenden Form: Der Geschwindigkeitsverlauf in
Abhéngigkeit vom Anhub y, also v, = v, (y) ist gegeben, man ermittle
die Form des Profils bei gleichformiger (oder sonstwie vorgeschriebe.
ner) Systembewegung, die diesen Geschwindigkeitsverlauf ergibt.

1. Rechnerische Lésung. Gegeben ist

d
v =v,(9) =

bei gleichformiger Bewegung des Fihrungstiickes (v, = konst.) ist

x =, also dx=wvdt.
Daher ist
dy . va(:’/) =4

dz = o, (81)
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und wenn fiir den Anfangspunkt x =0, y = 0 gelten soll, so findet
man die Gleichung der gesuchten Profilkurve in der Form

Y

- dy
= ”J 7 (y) (©2)
0

und aus dieser durch Auflésung y = y(2).

Fiir einen geradlinigen Verlauf der Geschwindigkeit nach Abb. 14a)
Y, hat man, wenn A den
ganzen Hub bedeutet,
zu setzen

w=ri-3)

2 /\ und findet nach Aus-
T N N B fiihrung der in GL. (52)
&1 AN angegebenen Integra-

AN ‘WK ““““““““““““““““ tion als Gleichung der

I v 0 u 7 Profilkurve

Va
y y=yoll— ] (53
6
2 5 “hi ““““““““ VA Fiir einen halbkreisférmigen
________ __¥_<~______ A_____  Verlauf von v, mit dem GroBt-
R e | / ________ wert V wire zu setzen
3 1 2 V
A ‘/—// s A
z 1T/ ] R
[ S —— und als Gleichung der Profil-
7 7 > kurve wiirde man finden
U h 2V = 54
Abb. 14. y= *2—[1—‘305 (7" 7)] (54)

In shnlicher Weise ergibt sich fiir den parabolischen Verlauf von v,

— ,/ _ ¥
v,=V|1 7

y=ifi= (57 o

als Profilkurve

also ebenfalls eine Parabel.

2. Zeichnerische Losung. Wenn die Kurve v, = v,(y) zeich-
nerisch gegeben ist, so ergibt sich die zugehérige Profilkurve durch
graphische Integration nach dem in 10 ¢) erklirten Verfahren. Man teile
nach Abb.14b) den ganzen Hub durch die Punkte 1, 2, 3, ... in eine
Anzahl von Streifen, ordne jedem Streifen eine ,,mittlere Geschwindig-
keit* v,, zu und wihle auf der y-Achse den Pol P in der Entfernung v,
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von 0. Die Endpunkte der mittleren Geschwindigkeiten werden jetzt
auf die z-Achse projiziert, die FuBpunkte mit P verbunden und durch O
und die folgenden Endpunkte an den Streifengrenzen die Normalen
zu diesen Verbindungslinien gezogen. Auf diese Weise ist in Abb. 14a)
die Integration fiir einen geradlinigen und in Abb. 14b) fiir einen empi-
risch gegebenen, zwischen zwei Nullwerten liegenden Verlauf der
vg-y-Linie durchgefiihrt.
20. Das Kreuzschleifen-
getriebe. a) Bei der recht-
winkeligen Kreuz- 2
schleife nach Abb. 15a) 7
wird ein am Ende A4 einer A

Kurbel O A gelagerter Zap- i )
fen in einer geraden Gleit- [0 X
bahn gefiihrt. Bei gleich- [
bleibender Drehgeschwin-
digkeit o ergibt sich aus °£
dem Geschwindigkeits- und
Beschleunigungsdreieck un-
mittelbar, dal sowohl die relative
Bewegung des Gleitstiicks langs der
Gleitbahn als auch die hin- und her-
gehende Systembewegung der Gleit-
bahn selbst einfache harmonische
Schwingungen sind.

In Abb. 15b) ist diese rechtwin-
kelige Kreuzschleife mit einem Keil-
trieb nach Abb. 12 zum Antrieb =)
eines Steuerventils verbunden. Zur A~ ;E:‘:V“ o [

Abb. 15.

Verminderung der Reibung erfolgt
der Antrieb des Gleitstiickes @ /

N
durch eine Rolle, die in der hin- ,/7 88 X 3 4
und hergehenden Schiene der Kreuz- S| AN\A : ‘§:‘ 2
schleife gelagert ist. Fiir die Ermitt- e q s/

lung der Geschwindigkeiten und Be- PN 5,\/ | ?’/ [

schleunigungen betrachtet man die | 5 l /
Bewegung des Rollenmittelpunktes B R e
auf der Parallelkurve zur Begrenzung R

des Gleitstiickes (. Die Konstruk-
tion selbst ist in der Abb. 15 fir die
Lage 2 ausgefiihrt. Die in Abb. 15a)
gefundene Systemgeschwindigkeit b,
ist jetzt die bekannte absolute Geschwindigkeit v, von B, aus der sich
die relative Geschwindigkeit v, lings der Grenzlinie von G und die
Systemgeschwindigkeit v, des Gleitstiickes selbst, gemaB der Gleichung

by =19,+ b,

aus dem zugehorigen Geschwindigkeitsdreieck herleiten.
Péschl, Getriebelehre. 3
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Fiir die Konstruktion der Beschleunigung beachte man, daB die
absolute Beschleunigung 6, von B als bekannt anzusehen ist — sie ist
nichts anderes als die Systembeschleunigung b, aus der friiheren Abb.15a)
— und daB8 die Normalbeschleunigung b," = vg/o aus der Halbkreis-
konstruktion erhalten werden kann. Die Vervollstindigung der Be-
schleunigungskonstruktion geméaf der Gleichung

by = bg” 4+ by -+ b,
gibt die noch unbekannten Grofien b, und b,”. Im b-Plan sind die
Beschleunigungen in halber Grofle aufgetragen worden.

In der Abbildung ist ferner der Verlauf von 9, und b, in Abhingig-
keit vom Orte s des Gleitstiickes aufgetragen. Uberall dort, wo die
Kriimmung der Profilkurve von @ springt, zeigt die v,-Linie einen Knick
und die b,-Linie eine Unstetigkeit, entsprechend den beiden verschiede-
nen Werten des Kriimmungshalbmessers der Fiithrungskurven, die in
jenen Punkten aneinanderstoBen.

D,
/O N bs
/ y M % ez
7 /, N s~ -L1ne
/ gz) AN
AN
Vs ~—
|V 7] S~ \\
$ by 4 N
X ~
3 8 >
S N
~x
-3 e
7, \I'S!
0 \ T e
v

O--Linie

Abb. 16.

b) Bei der sogenannten Bogenschubkurbel (Kreuzschieberkurbel)
nach Abb. 16 ist die gerade Gleitbahn durch das Stiick eines Kreis-
bogens ersetzt, in der ein kreisférmig gebogenes Gleitstiick gefiihrt
wird. Da auch hier das System eine Schiebung ausfiihrt, kann das Ge-
schwindigkeits- und Beschleunigungsdreieck unmittelbar gezeichnet
werden. Da die relative Bahn gekriimmt ist, muf} die relative Normal-
beschleunigung aus der relativen Geschwindigkeit — in bekannter
Weise durch die Halbkreiskonstruktion — ermittelt werden, wonach
das Beschleunigungsdreieck vervollstindigt werden kann.

Man erkennt sofort, dall diese Bogenschubkurbel kinematisch mit
der ,,gewchnlichen Schubkurbel® identisch ist; auch die Konstruktion
der Geschwindigkeit und Beschleunigung, die wir fir diese spéter
kennenlernen werden, stimmen mit der hier gegebenen voéllig iiberein
und stellen nur eine etwas veriinderte Auffassung dar.
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21. Bezugscheibe in Drehbewegung. Die fiir diesen Fall geltenden
Beziehungen konnen auf verschiedenen Wegen erhalten werden. Der
nichstliegende wire der, den 'Ubergang vom ruhenden zum be-
wegten System als Transformation in den gewohnlichen Cartesischen
Koordinaten aufzufassen; durch Ableitung der Transformationsgln.
nach ¢ ergeben sich unmittelbar die zwischen den absoluten, relativen
und System-Geschwindigkeiten und -Beschleunigungen geltenden
Gleichungen.

Ein zweiter Weg ist der folgende: Es seien (Abb. 17a) e,, e, zwel
lings der bewegten Achsen (£, 1) weisende Einheitsvektoren, dann kann

der den bewegten Punkt 4 kennzeichnende Vektor r, in der Form an-
gesetzt werden

L, =08+ en. (56)

Wenn w die Drehgeschwindigkeit bedeutet, so gelten fiir die Zeit-
ableitungen der Einheitsvektoren die unmittelbar versténdlichen Gln.

é1: €, ég—_—*‘elw . (57)

Diese Gln. besagen, dafl die Ableitung des Einheitsvektors e; nach
der Zeit ¢ bei der Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit w in der
7-Richtung liegt und den Betrag w, die des Vektors e, in der
— &-Richtung liegt und den gleichen Betrag hat. Fiir die Ableitung
von t, nach ¢ folgt

to=eétenteétén

=e (£ —no) + e+ éw). (58)
g%



36 Die relative Bewegung eines Punktes in bezug auf ein bewegtes System.

Da (¢, 7) die Komponenten der relativen Geschwindigkeit v, und(— nw, £w)
die Komponenten der Geschwindigkeit v, des mit dem bewegten
Punkte in der betreffenden Zeit zusammenfallenden Systempunktes
—kurz als Systemgeschwindigkeit bezeichnet—sind, so kann diese
Gleichung in derselben Form wie die frithere geschrieben werden

b, = 0, + ], (59)

d. h. die absolute Geschwindigkeit 9, ist die Summe aus der relativen
und Systemgeschwindigkeit.
(Man beachte, da8 jetzt nicht von Systemgeschwindigkeit schlechthin gespro-

chen werden sollte, da diese fiir jeden Punkt eine andere GréBe und eine andere
Richtung hat.)

Die nochmalige Ableitung der Gl. (58) nach ¢ ergibt
to= e (€ ~ o —no)+ & (€ —70)
+e+éo+Ed)+ e+ éw)

oder

= (f—E?— D —20w) + () — N+ Eb +2Ew).  (60)

Darin bedeuten (é‘, 7)) die Komponenten der relativen Beschleunigung
b, (—Ew* — o, —nw?+ &) die der Systembeschleunigung b, (d. i. der
Beschleunigung des mit dem bewegten Punkt zusammenfallenden
Systempunktes, und (— 2 5w, 2&w) die Komponenten einer Zusatz-
beschleunigung b,, die man als Coriolisbeschleunigung bezeichnet.
Diese hat die GroBe

b, = 2V§2 + 7o =20 (61)

und liegt senkrecht zu v,, im Sinn von w um /2 gegen v, gedreht.
Die Gl. fiir die Beschleunigungen kann daher in der Form geschrieben
werden

b, = b, + b + b, |. (62)

Ein dritter Weg, um zu dieser Gleichung zu gelangen, liegt in der
folgenden Auffassung: die zwischen den Geschwindigkeiten geltende
Gl. (59) kann, wenn 1, = t gesetzt wird, auch in der Form geschrieben
werden

dr _ d't

dt — dt
in der zum Ausdruck kommt, dafl die Zeitableitung des Vektors r im
absoluten System von der im relativen System verschieden ist, fiir das
sie durch den angesetzten Strich (') bezeichnet ist; der Unterschied
zwischen beiden ist die Systemgeschwindigkeit v, die durch Einfithrung
des zu den Scheiben senkrecht stehenden Vektors der Winkelgeschwin-
digkeit o als duBeres Produkt (@ X t) geschrieben werden kann.

+ (0 x1), (63)
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Die nochmalige Ableitung nach ¢ liefert sodann
@t d@v | d, - 4y, (de __dt
o =aila) T @x0=5(7) + (7 <)+ ([@x5):
4
Im ersten Gliede rechts ist auf dﬁtz die durch die vorhergehende Glei-

. o e O
chung definierte Operation 4 uszuiiben und im letzten Glied fiir 2

dt dt
sein Ausdruck nach Gl. (63) einzusetzen. Es folgt
d*r  d'?¢ — dt o — . dn —
W:Eﬁqt\wx—d—{)—k(wxr)%—(wx—(ﬁ)%—(wx(wxr))
und, da (@ X (@ X 1)) = — rw? ist, so ergibt sich weiter
& dw —
= gE T @x —rer+2(ax ). (64)

Nach der Bedeutung der einzelnen Glieder findet man dieselbe Gl. (62)

wie zuvor; insbesondere ist (@ X r) die tangentiale, (— rw?) die
normale Komponente der Systembeschleunigung, und

N
b, =2 <w X d_:>’ vom Betrage b, = 2v,w,

die Coriolisbeschleunigung.

Man beachte, daB es im ersten Falle (Schiebung) eine endliche Gl. (48)
ist, die, nach ¢ abgeleitet, die Gln. zwischen der Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung liefert; hier im zweiten Falle (Drehung) wiirde sich die endliche Gl. auf die
Identitét 1, = t, = t reduzieren, aus der sich aber die fiir die Geschwindigkeiten
geltende Gl. nicht ohne weiteres durch Differenzieren nach ¢ ableiten 1a8t.

Die geometrische Bedeutung der ausgefithrten Differentiationen
und der Gl. (62) geht auch aus Abb. 17 hervor. Es sind hier die Ge-
schwindigkeitsdreiecke v, = v, + b, und v/, = v, + v/ zu den Zeiten ¢
und ¢ + At gezeichnet, dann gilt auch hier (ihnlich wie in Abb. 10)

b, = u, + u,,

wenn b, — 9, = u, A%, vy — v, = u,A¢ gesetzt wird. Aber diese Vek-
toren 11, und u, bedeuten jetzt nicht unmittelbar die relative Beschleuni-
gung von A (das ist die Beschleunigung in bezug auf das bewegte
System) und die Systembeschleunigung (das ist die Beschleunigung
des mit 4 zusammenfallenden Systempunktes), weil sich ja das be-
wegte System, und insbesondere der Vektor v, selbst, im Zeitele-
mente At um den Winkel wA¢ gedreht hat. Dadurch tritt jedesmal
eine Beschleunigung v,w = b,/2 auf, senkrecht zu v, und im Sinne
von @ um /2 gegen b, gedreht, die, von u, und u, vektoriell abgezogen,
erst die wirklich auftretende relative Beschleunigung b, und System-
beschleunigung b, ergibt.

Bei den-Anwendungen dieser Gleichungen in der Getriebelehre handelt
es sich, wie erwidhnt, zumeist um Fithrungen in gegebenen geradlinigen
oder kreisférmigen Bahnen. Einige typische Beispiele, die hier sogleich
im Hinblick auf ihre Anwendungen ausgewéhlt sind, sind im folgenden
Abschnitte ausgefiihrt.
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22. Unrunde Steuerscheiben (Steuernocken). Zu den wichtigsten

Anwendungen der bisher erhaltenen allgemeinen Ergebnisse gehort die
zeichnerische Ermittlung der Geschwindigkeit und Beschleunigung beim
Antrieb von Ventilen durch unrunde Steuerscheiben (Steuer-
nocken), die insbesondere bei Ver-
brennungskraftmaschinen (Diesel-
motoren) in gréftem Umfange in
Verwendung stehen.
In einfacher Weise kann man
die Bewegung der Ven-
tilstangen  verfolgen,
wenn man die kinemati-
schen Aufgaben fir sich
_ 3 . 2 N | ___ betrachtet, die fir die
= einzelnen Stiicke des
Profils auftreten, und
die Bewegung auf dem
wirklichen Profil sodann
aus diesen Einzelbewe-
gungen zusammensetzt. Die Ein-
zelaufgaben, die dabei in Be-
tracht kommen, sind die folgen-
den:

a) Geradlinige Flanke der
Steuerscheibe nach Abb. 18a).
Eine Gerade g wird mit gleichblei-
bender Winkelgeschwindigkeit o
um einen festen Punkt O gedreht
und schneidet dabei eine zweite,
feste Gerade 2. Mit welchen Ge-
schwindigkeiten und Beschleuni-
-—  gungen riickt der Schnittpunkt M
auf g und auf » fort ?

In Abb. 18a) ist die Bewegung
von M auf g als die relative, die
von M auf h als die absolute auf-
gefaBt. Da das Fihrungssystem
(das ist die mit g verbunden ge-
dachte Ebene) eine Drehung aus-
fithrt, so sind die Gln. (59) und
(62) anzuwenden,

b, =V, + 0,

b, = b,+ b, + b,.

Da ferner v, = rw, v, L t und auch die Richtungen von v, und v, be-
kannt sind, so kénnen auch ihre GréBen aus dem Geschwindigkeitsplan

nach Abb. 18a) unmittelbar entnommen werden.
Vom Beschleunigungsplan ist die Systembeschleunigung bekannt,

(re/. Batn)
i

(abs. Batn)
Vi

Abb. 18.
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ihre GroBe sei wieder

durch die Strecke MO
dargestellt?,

b, = v,0 = MO.
Aus der Ahnlichkeit
der in der Abbildung
schraffierten Dreiecke
folgtsodann0 Q = v,w,
womit auch die ganze
Coriolisbeschleunigung
b, = 2v,0, und zwar
im gleichen MaBstabe
wie b, bekannt ist. Da
endlich auch die Rich-
tungen von b, und b,
gegeben sind (beide ent-
sprechen geradlinigen
Bewegungen!), so sind
auch deren Gréfen
durch Vervollstindi-
gung des Beschleuni-
gungsplanes, wie inder
Abbildung angegeben,
bestimmbar. S

Die GréBen der Ge-
schwindigkeit und Be-
schleunigung lings ¢
und % kénnen auch
durch Betrachtung der
umgekehrten Be-
wegung erhalten wer-
den. Hierzu denke man
sich in Abb. 18b) die
mit A  verbundene
Ebene um O nach der

entgegengesetzten
Richtung wie zuvor
mit derselben Winkel-
geschwindigkeit @ ge-
dreht und dabei ¢ in
sich selbst verschoben;
dann ist die Bewegung
lings % als die relative,

(rel Bahn)
A

abs. Batn)
.

bg

Abb. 19.

! Fir alle derartigen

Gleichungen gilt das in / N
der FuBnote S. 21 Ge- /&
Sagte. Y
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die lings g als die absolute anzusprechen. Aus p, konnen ganz wie
zuvor mittels des Geschwindigkeitsdreieckes p, und v, erhalten
werden (die jetzt aber gegen frither eire verdnderte Bedeutung

haben). — Wenn dabei wieder b,=rw = MO gewdhlt wird, dann ist
im Dreieck O Q M jetzt
QMU=v,0, b,=2v,0
= 2-QM und der Be-
schleunigungsplan wie
zuvor zu vervollstandi-
gen. In den Abb. 18a)
und b) haben die abso-
luten und relativen
GroBenihre Rollenver-
tauscht, die einander
entsprechenden haben
aber selbstverstindlich
denselben Betrag und
dieselbe Richtung.

In Abb.18a) ist ein
Stiick des Verlaufes
von v, und b, in Ab-
hingigkeit wvon der
Stellung r der Ventil-
stange gezeichnet, und
zwar auf die Mit-
telstellung g, bezogen
und senkrecht zu die-
ser aufgetragen, wie es
bei geradlinigen Be-
wegungen immer nétig
ist.

Die MaBstabe fir
Abb. 18 sind

l,=2wl, L=al.

Abb. 20.

Beispiel 6. Wenn ge-
geben ist n = 120/min,
10 cm
lcm
dann gelten fiir die in
Abb. 18a) eingetragenen
Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen die
MaBstabe

I — 80w cm 51! 160 7% cm 52
°  lem lem

alsow =4n/fs,l; = ,

b) Geradliniger Anhub Dbei geschrinkter Lage der
Ventilstange g. In Abb. 19 ist dieselbe Aufgabe unter der Voraus-
setzung durchgefiihrt, daBl die Gerade g nicht durch den Drehpunkt O
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hindurchgeht, sondern mit O durch einen seitlichen Arm @ verbunden
ist. Beziiglich der Erkldrung der Abbildung ist Wort fir Wort auf das
oben Gesagte zu verweisen.

Die MaBstibe fiir Abb. 19 sind

l,=2wl, I,=2e?1,.

¢) Gekrimmte Flanke der Steuerscheibe, Abb. 20. Die
Gerade g dreht sich wieder mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit

A

mL

s

w2

_p—Linie 4
e kA
—— Us 2

‘\. ~—.
\3\‘b£\ - Uy 7
UE @‘h\l/b\,. S~ N

b Sarae ]
%

@ =kons
3 1
= /"
: Vil
S R
I

' /
y n; /7
baj//é; 6“’3/ ///
’/ / y
7~
Abb. 21.

um den festen Punkt O und schneidet einen Kreis k, dessen Mittel-
punkt N ist. Man bestimme die Geschwindigkeiten und Beschleuni-
gungen, mit denen der Schnittpunkt M auf der Geraden g und dem
Kreis k fortriickt.

In Abb. 20a) ist die Bewegung lings ¢ als die relative, die lings des
Kreises k als die absolute aufgefalit. Im Dreieck OQM ist wieder
OQ_v o =b,/2, und damit ist auch b, = 2 v, w angebbar. Von der abso-
luten Bewegung ist die Normalbeschleumgung b = vZ/o bekannt und
durch Vervollstindigung desBeschleunigungsplanesfolgen auch b undb,.



42 Die relative Bewegung eines Punktes in bezug auf ein bewegtes System.

Bei der Umkehrung der Bewegung in Abb. 20b) ist mit QM = v,w
wieder b, = 2 v, bekannt; ferner ist jetzt von der Relativbewegung
langs % die Normalbeschleunigung bg” bestimmbar ist, da by” = v}/o
und durch Vervollstdndigung des Beschleunigungsplanes folgen auch

¢ und b, selbst™.

Beispiel 7. Bewegung des Schnittpunktes zweier beliebiger Kurven
in der Ebene, von denen die eine in der Ebene festliegt und die andere um einen
festen Punkt in der Ebene gedreht (oder beliebig bewegt) wird.

r

i | e
-Linie i
l)g—f —Lﬂly'g:’ T == ﬂg@;‘_\éiﬂle
‘\\\‘bg—f'—ﬁﬂ/e T\
w_%<%(

( innere Rasyy

Abb. 22,

Fir die Ermittlung der Geschwindigkeiten ist die Richtung der Tangenten
im Schnittpunkte, fiir die der Beschleunigungen sind die Kriimmungshalbmesser
der beiden Kurven im Schnittpunkte mafBgebend. Bei beliebigen Kurven hat man
zunichst die Normalkomponenten der absoluten und relativen Beschleunigung zu
beriicksichtigen, die durch die Geschwindigkeiten und Kriimmungshalbmesser ge-
geben sind. Im iibrigen verlduft die Konstruktion ganz wie zuvor.

d) Steuerscheiben mit Profilen, die sich aus geraden
und gekriimmten Stiicken zusammensetzen. In den Abb. 21

! In Abb. 20 miiBten die Vektoren v, richtig die Lingen OM erhalten. Die
MaBstabe wiren dann I, = wl;, I, = 0?l,.
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und 22 sind die in a) und ¢) angegebenen Konstruktionen der Geschwin-
digkeit und Beschleunigung einer durch eine unrunde Steuerscheibe
angetriebenen Ventilstange vereinigt und von der Ruhe in der ,,inneren
Rast’ bis zur Ruhe in der ,,3uleren Rast** durchgefithrt. In Abb. 21 ist
der Anhub aus einem geraden Stiick und einem (konvexen) Kreis-
bogen, in Abb. 22 aus zwei (konvexen) Kreishogen zusammengesetzt.
Die Konstruktionen selbst sind durch die in jenen Beispielen ange-
gebenen FErlauterungen unmittelbar verstdandlich. Die schematische
Anordnung einer durch eine unrunde Scheibe an-
getriebenen Steuerung ist aus Abb. 23 ersichtlich.

An den in den Abb. 21 und 22 mit ,,2°° bezeich-
neten Stellen, in denen die Stiicke der Profilkurven
mit unstetiger Kriimmung aneinanderstoBen, findet
man zwei Werte fiir die Beschleunigung, entspre-
chend den beiden verschiedenen Lagen der Krim-
mungsmittelpunkte (0o und K in Abb. 21, K, und
K, in Abb. 22). Die Beschleunigung erleidet daher
einen Sprung, der in den Abbildungen auch er-
sichtlich ist.

Die MafBlstibe fiir Abb. 21 sind, soweit darin die
Halbkreiskonstruktion verwendet wird (vgl. 23),

L=21l, l,=wl, l,=201,.

Als Kontrolle fir diese und auch fiir alle folgenden, Abb. 23.
ahnliche Aufgaben betreffenden Darstellungen beachte man,
daBl der Verlauf der Beschleunigung iiber den ganzen Ventilhub » derart sein
h
muf, daf das iiber diesen Hub erstreckte Integral f bdr verschwinden muf3; d.h.
0

es miissen die positiven und die negativen Flichen zwischen der b-Linie und der
r-Achse einander gleich sein. Um diese Bedingung zu erfilllen, muB natiirlich
die Beschleunigung lings eines Teiles des Hubes positiv und lings des anderen
negativ sein.

e) Profil mit stetigem Beschleunigungsverlauf. Will man
eine Steuerscheibe mit stetigem Verlauf der b,-r-Linie herstellen,
so mull die Profilkurve, die dies leistet, als Evolute eine stetige
Kurve haben, bei der jedoch Spitzen zugelassen sind. Wird die Stetig-
keit der b,-r-Linie auch fiir die Endpunkte (d.h. die Werte Null in
diesen Endpunkten) gefordert, so muf} die Evolute von O ausgehen und
auch dort miinden, wie dies auch in der folgenden Abb. 24 dargestellt
ist. Alles andere vollzieht sich ganz so wie zuvor.

Beispiel 8. Umkehrung der Fragestellung: Ermittlung des Profils
fiir einen vorgegebenen Verlauf der Anhubgeschwindigkeit. In Abb.24
ist der Verlauf der Anhubgeschwindigkeit als eine Kurve mit stetig verlaufender
Tangente, und zwar in Form einer Halbellipse vorgegeben. Um auf zeichnerischem
Wege angeniihert die zugehorige Profilkurve zu erhalten, hat man die bisher
benutzte Konstruktion in umgekehrter Folge anzuwenden. Man wihle innerhalb
des Ventilweges 0—& eine Anzahl von Zwischenpunkten 1, 2, 3, 4, nehme K,
auf der durch O gehenden Normalen passend an und zeichne den Kreis um K,

mit dem Halbmesser K0 bis zum Schnitt M, mit dem Kreis um O mit 01 als Halb-
messer. Bei M, trage man b, = II’ in Richtung O M, und b, senkrecht zu O M,
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(und v, = OM,; angenommen) ein und erhilt als deren Summe v,. Die in M,
zu v, errichtete Senkrechte nehme man als Profilnormale in M,, wihle auf
dieser K, und setze das Verfahren in der aus der Zeichnung ersichtlichen
Weise fort.

Jede derartige Konstruktion kann nur als erste Anniherung gelten. Man
beachte insbesondere, dal die Normalen zur Profilkurve, die hier fortgesetzt ver-
wendet werden, strenge genommen die Evolute beriihren miiBten, was hier nicht
der Fall ist. Wie konnen derartige Konstruktionen verbessert werden?

T~ ~
Lini ﬁ-‘::\\\:\\\
Ypr-Linie N
(4 7. 1 \\\\\\\\\\
~

Y%

Abb. 24.

23. Festlegung der MaBstibe. Eine besondere Bemerkung diirfte
beziiglich der Festlegung der Mafistibe am Platze sein, die — je nach
der Art der verwendeten geometrischen Hilfsmittel und kinematischen
Beziehungen — in verschiedener Weise erfolgen muB. In allen Féllen
miissen die Maf@stibe natiirlich so bestimmt werden, daB fiir kon-
stante Werte der Drehgeschwindigkeit  aus ein und derselben Abbildung
die GréBen von v und b fiir jeden beliebigen Wert von w entnommen
werden koénnen. Von den dabei auftretenden Méglichkeiten seien hier die
folgenden besonders hervorgehoben:

a) Wenn das Getriebe selbst nicht in natiirlicher Gréfle gezeichnet
werden kann, so ist zunichst die Wahl eines LingenmaBstabes I; er-
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forderlich, ausfithrlicher geschrieben etwa

I,m I, em

Tom % Tom
Sei ferner I, der Geschwindigkeitsmaflstab, und werden die Darstellungs-
grofen (in cm!) wieder durch grofle Buchstaben (R, V, B) bezeichnet,
so gilt
‘ r=U4R,
v=ro=[V=LRw.
Soll nun, was fiir konstante Drehgeschwindigkeit meist sehr vorteil-
haft ist, die Geschwindigkeit unmittelbar durch eine dem Radius
gleiche Lénge dargestellt werden, so ist ¥V = R, also

I, =wl,|. (65)

Die hier gegebene Darstellung hat den Vorteil, dafi weder fiir [,
noch fiir o irgend eine Festsetzung getroffen werden muf3, so da$ alle
Konstruktionsergebnisse fiir beliebige Werte dieser GréBen verwendbar
bleiben.

Wenn ferner die Beschleunigung etwa durch den p-ten Teil von R
dargestellt werden, also B = R/» sein soll, so findet man aus der Gl.

b,=rw?=101,B=1[Rlyv=1,Ro?
den BeschleunigungsmaBstab

L, =vwtl,|. (66)

0.5m = 9,05 m , die Drehzahl
10 cm 1cem

Beispiel 9. Man ermittle die MaBstébe fiirl, =
n = 180 und » = 2. Man findet

_nn005m/s  0,3mm/s

b=3%5 Tem — lom
L g7n® 0,05m/s* _ 3,67 m/s?
7 “900 lem = lem

b) In manchen Fillen ist es praktisch, fir die Geschwindigkeit
eine andere Festsetzung als V = R zu treffen, was darauf hinaus-
kommt, den GeschwindigkeitsmaBstab /, unabhingig vom Langenmalf-
stab [; zu wihlen. Wird dann fiir die zeichnerische Ermittlung der
Beschleunigung die ,,Halbkreiskonstruktion geméafi der Beziehung
b, = v?[o benutzt, so folgt fiir den BeschleunigungsmaBstab (wie in 14a)

5
= 7

Man kann [, etwa durch V = R/u festlegen, also schreiben

l,= pol, |

und erhilt damit { (68)

E
l, = T = uw?l, |.

(Siehe 24.)



46 Die relative Bewegung eines Punktes in bezug auf ein bewegtes System.

c) Bei allen Aufgaben, wie etwa bei den Steuerscheiben, bei denen
die Ermittlung einer Normalbeschleunigung gemaB der Gl b, = v?/p
vorkommt, bei der also die ,,Halbkreiskonstruktion‘ verwendet wird,
hat man zu beachten, dal man die Beschleunigung fiir die verschieden
gekriimmten Teile des Anhubes in den gleichen MafBstében [, aufzeichnen
muf}, um sie miteinander vergleichbar zu erhalten. Man sieht unmittel-
bar, daBl es bei der Ausfithrung dieser ,,Halbkreiskonstruktion nur
notwendig ist, einen passenden Wert » anzunehmen und die folgenden
MafBstibe zu wihlen

L=vl, L=rvwl, L=vo?l], (67)

also insbesondere die Kriimmungshalbmesser g in diesem MaBstabe ; auf-
zutragen. Denn dann erhilt man aus der Gl

’UZ
bn = ‘O—
die folgende
2 _ P}V
vorl B =" g
und daher auch fir die DarstellungsgréBen
1 %]
B = f .

Einfacher erkennt man dies aus der Gl b, = v?/g, die auch fir ein
beliebiges v in der Form richtig bleibt

by _ (o)

v olv ’

24. Die Kurbelschleife. a) Die umlaufende Kurbelschleife. In
Abb. 25a,+b ist AB eine um A drehbare Kurbel, B eine drehbare Hiilse,
durch die eine um C drehbare Stange g gleitet. Man bestimme die Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung der Bewegung dieser Hiilse B
langs g, wenn entweder die Drehbewegung «w der Kurbel AB um 4
oder die (w,) der Geraden g um C gegeben (also etwa gleichformig) ist.
Die Bedingung dafiir, dafl sowohl die Kurbel 4 B als auch die Gerade g
volle Umléufe machen, lautet offenbar A B > AC.

1. Wir nehmen zunichst an (Abb. 25a), daBl die Kurbel 4 B eine
gleichférmige Drehbewegung ausfiihrt, also w == konst ist, dann ist die
Bewegung von ¢ ungleichférmig. Die Bewegung der mit g verbundenen
Ebene kann als Systembewegung, die von B lings g als die relative Be-
wegung und g selbst als die relative Bahn angesprochen werden; die
absolute Bewegung von B ist eine gleichférmige Kreisbewegung um 4.

Die Geschwindigkeiten v, und b, folgen unmittelbar aus der be-
kannten Geschwindigkeit v, = wr und dem Geschwindigkeitsdreieck
entsprechend der Vektorgleichung

b, = Dg + D,
da die Richtungen von v, und b, bekannt sind.
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In der Beschleunigungsgleichung
b, = b, -+ by + b,
sind b, = b = v2r und b™ = v2/r, sogleich bestimmbar. Da ferner
b, = v,w; und b, = 2 v,w, ist, — mit o, ist die Drehgeschwindigkeit

bg-ry—Lime

5

Bf
AN
Abb.25. 2

e
der Geraden g bezeichnet — so ergibt sich aus der Ahnlichkeit der
[in Abb. 25b) schraffierten] Dreiecke
Bf =v,0, = b,2.
Tragt man daher im Beschleunigungsplan b, (1 b, um 7/2 im Sinne
von w, gedreht), 5™ und b, = b auf und beachtet, daB b, die Richtung
von g hat, so erhilt man durch Erginzung des Beschleunigungsplanes
b und b,.
Fiir die MaBstidbe gilt in Abb. 25a) (u = 2)

l,=pol,=2wl, L, = pw?l, = 4 0?l;.
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In Abb. 25a) ist lings g, und zwar senkrecht dazu, die relative Ge-
schwindigkeit v, und die relative Beschleunigung b, in Abhéngigkeit
von r, fiir einen halben Umlauf eingetragen. Die Relativbewegung von
B auf g ist also eine schwingende zwischen den Umkehrpunkten
By und B, (aber keine harmonische Schwingung!).

Y - Plan

(18g)

2. Wenn wir statt w = konst. eine gleichférmige Drehung von g um C,

also w, = konst. annehmen, dann ist die Bewegung der Kurbel 4 B
naturgemif} eine ungleichférmige, dagegen die Systembewegung jedes
Punktes B eine gleichformige Kreisbewegung. Der Geschwindigkeits-
plan ist derselbe wie zuvor, wobei aber v, = 7,0, und jetzt w, = konst.
ist, wihrend der Beschleunigungsplan die aus der Abb. 25b) unmittel-
bar ersichtliche Abdnderung erfihrt. Von b, ist von vornherein nur die
Normalkomponente b = vZ/r bestimmbar, wihrend b, = b'™ = v2/r,
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und b, = 2 v,w; wie zuvor zu ermitteln sind. Die Vervollstindigung
des Beschleunigungsplanes liefert sodann b und b,.
Die MaBstiabe in Abb. 25b) sind ebenfalls

l,=2wl, l,=4wl,.

b) Die schwingende Kurbelschleife nach Abb. 26 ist durch

die Bedingung A B< AC gekennzeichnet. Die Kurbel A B macht volle
Umldufe, die ,,Schwinge® schwingt zwischen zwei leicht angebbaren
Grenzlagen hin und her. Die
Ermittlung der Geschwindig-
keiten und Beschleunigungen
verlduft vollstindig iiberein-
stimmend mit Abb. 25a) und
kann von dort Punkt fiir
Punkt iibernommen werden.
Der Punkt B fiihrt auf der
Geraden g eine schwingende
Bewegung aus, fiir die in der
Abb. 26 v, und b, in Ab-
héngigkeit von der augen-
blicklichen Stellung 7, ein-
getragen sind.

Die schwingende Kurbel-
schleife wird als ,,Getriebe
mit schnellem Riicklauf*
vielfach angewendet. Um

|
| \

diese Wirkungsweise zu er- \\/ | \
kennen, ist in der Abbildung N D
(oben) fiir den Punkt D der / N7
Schwinge C D die Geschwin- / N f/
digkeit v bestimmt und ihr baf A4\ |
Verlauf fiir eine halbe Um- i ‘&b{{”
drehung der gleichférmig b

umlaufenden Kurbel A B ein-
getragen (vp-Plan). Die Ge-
schwindigkeit v}, ergibt sich aus der Geschwindigkeit v, des Punktes B
durch VergréBerung im Verhiltnis CD/CB. An D kann mittels einer
Stange DE etwa ein Schlitten angeschlossen werden. Der Teil CDE
kann dann fir sich als Schubkurbelgetriebe angesehen werden.

Die Mafstdbe in Abb. 26 sind

l,=2wl,, I,=40?l,.
c) Die geschrinkte Kurbelschleife, bei der die Stange g
nicht durch den Drehpunkt O hindurchgeht, sondern mit diesem durch

einen Arm O R verbunden ist, ist beziiglich der Geschwindigkeits- und

Beschleunigungsverhéltnisse ebenso zu behandeln. In Abb. 27 ist die

Konstruktion unter der Annahme ausgefithrt, daB die Drehung von
Poschl, Getriebelehre, 4
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g um O gleichférmig erfolgt. Die Mafistibe fur die Geschwindigkeit
und Beschleunigung sind so gewihlt, daf v, und b, durch gleiche

Strecken von der Linge O M dargestellt werden, sie sind also
l,=wl, b=awl.
Aus der Ahnlichkeit der schraffierten Dreiecke folgt wieder, daB

0Q =b,/2 ist, und damit kann auch der b-Plan vervollstindigt
werden.
d) Bei der Kurbelschwinge nach Abb. 28 ist an den Endpunkt 4

der Kurbel 0A = r die Stange g gelenkig angeschlossen, die bei B

Abb. 28.

durch eine um den festen Punkt B drehbare Hiilse gleitet. Durch An-
wendung der bisher entwickelten Hilfsmittel ist dann leicht zu zeigen,
daBl der Kriimmungshalbmesser der absoluten Bahn des Punktes B von
g gleich QB/2 ist, _wenn {2 der augenblickliche Drehpol, d.i. der
Schnitt der Kurbel O A mit der in B errichteten Senkrechten zur Stange
g ist.

Ahnlich wie zuvor sehen wir die um B drehbare Ebene als bewegtes
System und g als die relative Bahn des Punktes B an. Da der mit B zu-
sammenfallende Punkt des bewegten Systems in Ruhe, also v, = 0 ist,
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folgt sogleich, daB die absolute und relative Geschwindigkeit von B
{ibereinstimmen, also
by = 1,.

Und da weiterhin auch die Systembeschleunigung von B (genauer die
Beschleunigung des mit B zusammenfallenden Systempunktes) ver-
schwindet, also auch b, = 0 ist, so erhalten wir in diesem Falle die
Beschleunigungsgleichung in der einfacheren Form

b, = b, + b,.

Nun hat b, die Richtung von g und b, ist senkrecht zu v, um 7/2 im
Sinne vonw gegen v, gedreht, b, stimmt daher mit der Normalkompo-
nente v3o = v2fo der absoluten Beschleunigung von B iiberein. Mithin
gilt die Gleichung

2
bc = 2’00 W = ?Q
und daraus folgt
_ 12 0B
T2 0 T2 (69)

Diese Betrachtung gilt natiirlicherweise ganz unabbingig davon, ob

die Bewegung der Kurbel O4 gleichférmig oder ungleichformig ist.
Die Erginzung des Beschleunigungsplanes ist in diesem Falle jedoch
nur unter Heranziehung weiterer Sétze iiber die ebene Bewegung des
Systemes moglich, die wir erst spater kennenlernen werden (vgl. 47,
Beispiel 12).

25. Malteserkreuz- und Sternradgetriebe. Diese Getriebe dienen zur
Umwandlung der gleichférmigen Drehung einer Antriebswelle in eine
,abgesetzte®, | intermittierende‘ oder ,,ruckweise einer zweiten, zu jener
parallelen Welle. Es sind dies einfache Beispiele fiirr sogenannte Schalt-
getriebe, die fiir mannigfache Zwecke, insbesondere bei Zahlwerken,
Uhren, zur Bewegung des Filmbandes bei Kinoapparaten u.dgl. an-
gewendet werden.

a) Das Malteserkreuzgetriebe ist beziiglich seiner kinemati-
schen Untersuchung ebenso zu behandeln wie die Kurbelschleife, wie
aus Abb. 29 auch unmittelbar zu erkennen ist. In die Scheibe des
gleichférmig um M umlaufenden Antriebsrades ist ein kurzer zylindri-
scher Zapfen — ein Triebstock — eingesetzt, der bei der Drehung in
einen Schlitz des Kreuzrades eingreift und dieses so lange mitnimmt,
bis der Zapfen den Schlitz wieder verlassen hat. Darauf ist die Be-
wegung des Rades durch die aneinandergleitenden Zylinderflichen
gesperrt, das Kreuzrad ruht bis zum Eintritt des Triebstockes B in
den néchsten Sehlitz.

Ein solches Malteserkreuzgetriebe gestattet eine Aufteilung eines
vollen Umfanges des Kreuzrades nur in eine Anzahl von gleichen
Schaltwinkeln, und man bestétigt auch unmittelbar, daf die Anzahl
der Schaltwinkel fir eine Umdrehung des Kreuzrades nicht kleiner

4%
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als drei sein kann. Die Abbildung zeigt ein solches Getriebe mit vier
Schaltwinkeln von je 90°, sie enthalt auch die bei der Kurbelschleife er-
klarte Konstruktion der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen und
deren Verlauf in Abhingigkeit vom Bogen, den das Kreuzrad durch-
lauft, und von der Zeit.

Man erkennt unmittelbar, daf3 zwispke_p dem Halbmesser B,C =a
des Kreuzrades, dem Achsenabstand C M = D,, der beiden Scheiben
und der Anzahl n der (gleichen) Schaltwinkel (oder der Schlitze des
Kreuzrades) die Beziehung besteht

a
Dy = cos (7/n)’
also z. B. fiir drei Schlitze oder drei (gleiche) Schaltwinkel im Betrage
27/3 ist

a ——

cos (7/3)

und fiir vier gleiche Schaltwinkel im Betrage von 7/2 ist

Dy = 2a,

o _
Dy = cos (m/4) (”/2'
Die MaBstibe in Abb. 29 sind
l,=wl, I, =0w?l,.

b) Das Sternradgetriebe! nach Abb.30 hat gegeniiber dem
Malteserkreuzgetriebe den Vorzug, dafl die Schaltwinkel fiir eine ganze

Abb, 80,

Umdrehung des Sternrades nicht alle gleich grof sein miissen, sondern
— durch Anderung der Zahl der Triebstécke fiir die einzelnen Schalt-
gruppen — verschieden grofl gemacht werden kénnen; das Verhiltnis
der Bewegungs- und Ruhezeiten kann innerhalb gewisser Grenzen be-
liebig gewihlt werden. Uberdies 1aBt sich — durch Anbringung der
Triebsticke fiir die einzelnen Schaltgruppen auf verschiedenen Teil-

! Bock, A.: Sternradgetriebe, Z.V.d.I. Bd. 73 (1929) 8. 397 und die im
Literaturverzeichnis angegebenen Arbeiten von H. Alt u. K. Hoecken.
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kreisen — erreichen, daB sich das Sternrad in den einzelnen Schalt-
abschnitten mit verschiedenen Geschwindigkeiten dreht.
Kinematisch ist ein solches Sternradgetriebe mit der aus der Theorie
Y

A

=

R /3 — . N 'i
i iz W g7 =
P

Abb. 31,
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der Zahnrider bekannten ,,Triebstockverzahnung® identisch und da-
von nur durch die Ausbildung des Einlauf- und des Auslaufschlitzes
sowie des Sperrbogens fiir jede Schaltgruppe unterschieden. Der Antrieb
erfolgt durch die auf dem Teilkreise des Antriebsrades in gleichen Ab-
stinden angeordneten Triebstocke, die in die mit epizykloidischen
Flanken versehenen Zidhne des Sternrades eingreifen. Die Wirkungs-
weise geht aus der folgenden, gréBer gezeichneten Abb. 31 noch deut-
licher hervor. Wéahrend der erste Triebstock in den Einlaufschlitz des
Sternrades einlduft, nimmt die Umfangsgeschwindigkeit « des Stern-
rades zu, und zwar so lange, bis der Triebstock am Fufl des Schlitzes
angelangt ist. In diesem Augenblicke ist der folgende Triebstock bereits
in Beriihrung mit der Riickflanke desselben Zahnes und ibertrigt

u—Linie

Abb. 81a.

die Bewegung des Antriebsrades — das von

da ab als normales Zahnrad wirkt — so auf

das Sternrad, daB dessen Umfangsgeschwin-

digkeit konstant bleibt. Wahrend der letzte

Triebstock der betreffenden Schaltgruppe sich

aus dem Auslaufschlitz heraus bewegt, nimmt

die Geschwindigkeit wieder zu Null ab, worauf das Sternrad bis zum
Eintritt des ersten Triebstockes der nichstfolgenden Gruppe ruht.

Die Ermittlung der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen er-
folgt wieder ganz nach den bei der Kurbelschleife angegebenen Ver-
fahren; ihr Verlauf fir die Bewegung einer Schaltgruppe ist in der
Abb. 31a) angegeben. Fiir die Ausfithrung der Konstruktionen empfiehlt
es sich, die Aquidistanten zu den Zahnflanken zu betrachten, die die
relativen Bahnen der Mittelpunkte der Triebstocke auf der Ebene des
Sternrades darstellen, und die in Abb. 30 angedeutet sind.

Die Konstruktion selbst wurde so angeordnet, dal die Zahne des
Sternrades nur in einer einzigen Lage gezeichnet wurden, und zwar in

jener, in der die Beriihrung beginnt, also der Mittelpunkt A4, des ersten

Triebstocks die in Abb. 31 gezeichnete Aquidistante zur Zahnflanke
trifft. Die Lagen des Antriebsrades, die den folgenden Berithrungs-
punkten A’, ... entsprechen, sind durch Riickdrehung des Mittelpunk-
tes M, des Antriebsrades nach M7, . . . ermittelt worden. Der der Lage
M} entsprechende Berithrungspunkt zwischen Triebstock und Zahn-
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flanke ist in der Abbildung sinngem&B mit 4" bezeichnet. Senkrecht
auf M{A’ ist v, einzutragen, und zwar ist dies in der Abb.31 im
Ma@Bstabe

l,=4wl,

geschehen. Tangential zur Zahnflanke verlauft die relative Geschwindig-

keit v,, und senkrecht auf M,A4’ steht die Systemgeschwindigkeit p,.
Da p, bekannt ist, sind aus dem Geschwindigkeitsdreieck auch v, und
b, zu entnehmen.

Aus p; erhilt man die Geschwindigkeit 1 am Umfange des Ful-
kreises der Zihne des Sternrades durch Vergroferung im Verhiltnis
der Abstdnde der betreffenden Punkte vom Mittelpunkte M ,.

Als BeschleunigungsmaBstab ist
I, = 16 w%l,
gewiihlt worden. Z_un_éichst findet man 5™ aus v, und dem Kriim-
mungshalbmesser M;4’, und ebenso ™ aus v, und M,A' durch die
Halbkreiskonstruktion. Ferner ergibt sich aus den in der Abbildung
schraffierten dhnlichen Dreiecken die Coriolisbeschleunigung b, = 2v,w,
und auBerdem by” mit Hilfe der Gleichung

2
w __ e

e 4K’

wenn K den Krimmungsmittelpunkt. der Zahnflanke in 4’ bezeichnet,
wieder nach der Halbkreiskonstruktion. Dadurch sind im b-Plan alle
Strecken mit Ausnahme von by’ und b, von denen nur die Richtungen
bekannt sind, festgelegt. Aus b erhilt man wieder die Beschleunigung v
am Umfange des FuBkreises durch proportionale Ubertragung. Aus
Abb. 31a sind die Phasen des Anlaufs, der gleichformigen Bewegung
und der darauffolgenden Riickkehr zur Ruhe am Ende der Schalt-
bewegung des Sternrades zu erkennen,

Die MaBstibe in Abb. 31 sind demnach
l, =40l I, = 16 w?l;.

26. Geschwindigkeit und Beschleunigung der Punkte einer beliebig be-
wegten Scheibe. Die fiir die relative Bewegung geltenden Gleichungen fin-
den in der Getriebelehre auch in der Form Anwendung, daf3 die Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen eines beliebigen Scheibenpunktes 4 in
Beziehung gesetzt werden zu den entsprechenden Grofien eines anderen
Punktes (2 derselben Scheibe. Nach den Bezeichnungen der Abb. 32 be-
steht fiir jeden Wert der Zeit £ zwischen dem ,,absoluten Ortsvektor

tg =04, dem ,relativen Ortsvektor 194 = 24 und dem Vektor
to = 0Q die Gleichung

T4 = to + to4, (70)
wobei zu beachten ist, dafl der Betrag des Vektors to4 konstant und

nur seine Richtung mit ¢ verdnderlich ist. Fiir die Ableitung dieser
Gleichung nach ¢ gilt daher, wenn w den Vektor der Drehgeschwindig-
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keit der Scheibe — seine Richtung ist senkrecht zu dieser — bedeutet,

dr dr _
—H =7+ (@ XT04) (71)
oder bys =90+ o4 |- (72)

D. h. die Geschwindigkeit b4 irgendeines Scheibenpunktes A ist gleich
der Summe aus der Geschwindigkeit po eines anderen Scheiben-
punktes © und der Relativgeschwindigkeit® vo4 von A gegen 2; da,
wie gesagt, die GréBe von ro4 von ¢ unabhingig ist, ist diese Re-

a)
/%’\ T~

; bamnvnd)” \ >~
o

/
(re)
\I’gﬁ /'bélﬂ

lativbewegung eine Kreisbewegung. Schreibt man die vorhergehende
Gl (71) in der Form

dxy dr _

Tj =’379 + (@X (14 — 1)),

so erhélt man durch nochmalige Ableitung nach ¢ die folgende Gleichung
d?t, d?tg . dry, drg do
i (wx (- 7.17)) +(Gx ).

Wenn man im vorletzten Gliede die vorhergehende Gleichung ein-

setzt, folgt e, ~
=5 + (@X (@ X 104)) + (@ X 10)

d*t, -
=z — 4o+ (0X1e4) .

1 Manche Autoren schreiben v4o statt des hier verwendeten 904, sprich:
»Geschwindigkeit von 4 um Q% oder ,,4 gegen Q. Der Ubergang von der Ge-
schwindigkeit von © zu der von A scheint jedoch durch die hier verwendete
Schreibweise noch suggestiver zum Ausdruck zu kommen.
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Diese Gleichung kann in der folgenden Form geschrieben werden

=bo+ 0% + 634 =bo+ bou |. (73)

Ihre Bedeutung ist wieder unmittelbar anschaulich, da 6oy die Be-
schleunigung einer Kreisbewegung von 4 um den (hierbei ruhend
gedachten) Punkt {2 darstellt. Insbesondere nennt man

b3y =rosaw? . ... die relative Normalbeschleunigung von A4 gegen 2,
bSy=rosm .... ,» Tangential ' » A gegen Q.

Wir kénnen also sagen: Die Beschleunigung b, eines Scheiben-
punktes 4 ist gleich der Summe aus der Beschleunigung by
irgendeines anderen Scheibenpunktes £ und der Relativ-
beschleunigung bos von 4 gegen Q.

Fiir die folgenden Anwendungen sei noch besonders hervorgehoben,
daB die relative Normalbeschleunigung 534 nur von dem Ge-
schwindigkeitszustande abhéingt, ein Umstand, dessen Bedeutung
weiterhin noch besonders hervortreten wird.

Von diesen Beziehungen wird im néchsten Kapitel vielfach Ge-

brauch gemacht werden.

V. Die Bewegung der ebenen Scheibe.

27. Drehung um einen festen Punkt. In IV sind bereits die Werte
der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Punkte einer Scheibe,
die sich um einen festen Punkt dreht, verwendet worden. Danach sind
zur Kennzeichnung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
zustandes der ganzen Scheibe — auller dem Drehpunkt — wegen des
starren Zusammenhanges der einzelnen Scheibenpunkte nur zwei Grofen,
und zwar die Winkelgeschwindigkeit @ und Winkelbeschleunigung @
erforderlich. Die Geschwindigkeit v, irgendeines Punktes 4 im Ab-
stande r4 vom Drehpunkt O steht zu 14 senkrecht, also vy = (0w X 14),
und ihr Betrag ist v4 = 74 . Die Beschleunigung 64 von A kann als
Summe aus der Normalbeschleunigung 5%’ und der Tangentialbe-
schleunigung b4 dargestellt werden

by = b4 + b |, (74)
wobel
b =r,w?, bD=r o, bA:ng‘)z—l—lg)z:rA]/w“—F-d? (75)

ist. Wie gesagt, sind w und @ SystemgroBen, die den Bewegungs-
zustand der ganzen Scheibe kennzeichnen. Man beachte, daBl die
Winkelgeschwindigkeit jeder Geraden g, die mit der bewegten Scheibe
fest verbunden ist, durch w, ihre Winkelbeschleunigung durch @ ge-
geben ist; d. h. die Anderung des Winkels, den g mit irgendeiner festen
Geraden der Bezugsebene einschlieBt, in der Zeiteinheit, ist ¢ = o
und ebenso ist ¢ = w.
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Der Winkel 8 zwischen b4 und 5%’ ist durch die Gleichung gegeben

b o
tgﬁ: I?Au)‘ :w75 (76)
d. h. B hat fir alle Scheibenpunkte denselben Wert.

Wenn es gelegentlich notwendig ist, anzudeuten, dafl es sich um die
Geschwindigkeit und Beschleunigung von A gegen den ruhenden Punkt O
handelt, so schreiben wir ausfithrlicher 9g4, boa (sprich relative Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung von 4 gegen O!) usw., eine Schreib-
art, deren ZweckmafBigkeit bald hervortreten wird.

Abb. 33.

Nehmen wir in Abb. 33 auller b4, b4 von 4 noch die Geschwindig-
keit pp und Beschleunigung b eines anderen Scheibenpunktes B hin-
zu, so ist fiir diesen

¢ 2 -
vg=rpw, bE =rpw?, bE = rzw.

Tragen wir nun v4, vp,.... von einem festen Punkte P der Bezugs-
ebene auf, so erhalten wir den Geschwindigkeitsplan, und ebenso ergibt
sich durch Auftragen von by, bg,.... von einem festen Punkte ¢ der
Beschleunigungsplan der Scheibe (besser gesagt: ihres augenblick-
lichen Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustandes). Dem festen
Drehpunkte O des Ortsplans entsprechen die Pole P und @ des Ge-
schwindigkeits- und Beschleunigungsplans.

Da vg:vg:...=r :rp:... und die Vektoren vy, vp,... zu
T4, TB, ... senkrecht stehen, so folgt unmittelbar, daf das Punkt-
feld des Geschwindigkeitsplans zu dem des Ortsplans &hnlich ist,
also gilt (wenn wir die Endpunkte der Vektoren v4, vp ,... der Ein-
fachheit halber mit denselben Buchstaben vy, g, ... bezeichnen)

(P,v4,95,...)~ (0,4, B, ),

und zwar ist der Geschwindigkeitsplan gegen den Ortsplan um 7/2 im
Sinn von w gedreht. Weiter folgt, daB die Strecke v4p zwischen den

Endpunkten von 94 und vp zu A B senkrecht und dieser wieder mit
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dem Faktor o proportional ist, also

bapl AB, v4p=1r4B0W.

Es ist daher p4p die relative Geschwindigkeit von B gegen A4,
und offenbar ist v 4yp = — v p4.

Aus ganz &hnlichen Grinden (Proportionalitit von b4, bg,. ..
mit t4, tp, ... und Verdrehung gegen diese Strecken um den gleichen
Winkel B) schlieBen wir auf die Ahnlichkeit der Punktfelder

(Q’bA:BB> ~~-)~(0,44,B, )

und zwar sind die Vektoren by, bp,... des Beschleunigungsplanes
gegen die entsprechenden Vektoren t,, trp,... des Ortsplans um
(r — f) im Sinn von o gedreht.

Der Vektor b4p zwischen b4 und bp ist die Relativbeschleuni-
gung von B gegen A; seine Komponenten parallel und senkrecht
zu AB werden wir als relative Normal- und Tangentialbe-

schleunigung ansprechen, so dafl wir dhnlich wie zuvor die Gln.
haben

(1) @) (n)y ay -
bag="04p+bdp, bip=rapw?, bip=rapw |. (77)

Die aus dem Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplan ge-
wonnenen Beziehungen kénnen mithin in die Gleichungen zusammen-
gefallt werden

bp="04+ bsp, bp=Dbstbsp="04 -+ b4+ bLp|. (78)

Die Proportionalitit zwischen den Geschwindigkeiten der Punkte
A, B, ... und ihren Abstinden vom Drehpunkte wird auch fir das
Verfahren der gedrehten Geschwindigkeiten verwertet. Man
denke sich (Abb. 33) die in irgendeinem MaBstabe aufgetragenen Ge-
schwindigkeiten b4, b , ... um /2 nach der einen oder anderen Seite
gegen den beziiglichen Radius nach v, , vp gedreht, dann ist klar, daB

die Verbindungslinie der Endpunkte von v4, vp zu A B parallel sein
muf}. Die ,,gedrehten Geschwindigkeiten‘‘ werden insbesondere bei gerad-
linigen Bewegungen mit Vorteil verwendet, da sie dann von selbst eine
itbersichtliche Darstellung des Bewegungsverlaufes liefern.

28. Sehiebung. Noch einfacher als die kinematischen Eigenschaften
der Drehung einer Scheibe um einen festen Punkt sind die der Schie-
bung (Parallelbewegung, Translation) zu iberblicken. Bei dieser Be-
wegung beschreiben alle Punkte kongruente Bahnkurven, die Scheibe
bleibt zu sich selbst parallel. Die ganze Bewegung der Scheibe wird
durch die eines einzigen Punktes, also etwa durch dessen Geschwindig-
keits- und Beschleunigungsplan gekennzeichnet, zu denen die ent-
sprechenden Pline aller anderen Punkte kongruent sind. Auf diesem
Umstand beruht die auBerordentlich groBe Vereinfachung bei der Dar-
stellung der Bewegung von Kérpern beliebiger Grofie und Form, bei
denen von Drehbewegungen abgesehen werden kann, eine Verein-
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fachung, die sich auch auf die dynamischen Probleme erstreckt. — Die
Schiebung kann auch als Drehung um einen unendlich fernen Dreh-
punkt angesehen werden.

29. Bei der allgemeinen Bewegung der ebenen Scheibe dndert der
Drehpol seine Lage sowohl in der bewegten Scheibe als auch gleichzeitig
in der festen Bezugsebene. Der Ort der aufeinanderfolgenden Drehpole
ist dann sowohl in der festen Ebene als auch in der bewegten Scheibe je
eine bestimmte Kurve, die man als feste bzw. bewegte Rollkurve
(oder als Rollbahn bzw. Rollkurve) bezeichnet. Die ganze Bewegung
kann dann dadurch dargestellt werden, dafl die bewegte auf der festen
Rollkurve ohne Gleitung abrollt. Da aber die Gestalt der Rollkurven
fir die Darstellung des Bewegungsverlaufes nicht gentigend kenn-
zeichnend ist, so gehen wir weiter nicht darauf ein.

Fir die ebene Bewegung der Scheibe gilt der grundlegende Satz:
Jede beliebige (endliche oder infinitesimale) Bewegung
einer ebenen Scheibe aus einer Anfangslage in eine End-
lage kann durch eine Drehung um einen Punkt £ ersetzt
werden, der als Drehpunkt der Bewegung bezeichnet wird.
Liegt £2 im Endlichen, dann sprechen wir von einer eigentlichen
Drehung, oder Drehung schlechthin, liegt £ im Unendlichen, von
einer Schiebung.

Sind 4, B und _4', B’ die Anfangs- und Endlagen zweier Punkte
der Scheibe, also A B = A’ B’, dann ist Q der Schnitt der Mittelsenk-

rechten von AA’ und BB'. Der Drehwinkel der Scheibe ist
FARA = X BOQB, und wegen der Starrheit wird auch jeder
weitere, mit 4, B fest verbundene Punkt C hierbei in seine Endlage
tibergefiihrt.

Man beachte, daBl die Lage der Scheibe schon durch einen Punkt 4
und die Neigung einer Geraden g festgelegt ist. Sind dann 4’, ¢’ die
Endlagen dieser Bestimmungsstiicke, dann wihle man auf g einen be-

liebigen Punkt B, mache A B = A’ B’ und verfahre wie zuvor. Eine
in ihrer Ebene frei bewegliche Scheibe besitzt daher im allgemeinen drei
Freiheitsgrade, d. h. zur Festlegung ihrer Lage sind drei Koordinaten
notwendig, z. B. die Koordinaten x, y von 4 und der Winkel ¢ von g
gegen eine feste Richtung in der Bezugsebene.

Die wirklich auftretende Bewegung der Scheibe braucht natiirlich
mit dieser Ersatzbewegung (d. h. mit der Drehung um £ oder der
Schiebung) keineswegs tibereinzustimmen. Wihlt man aber die Anfangs-
und Endlagen hinreichend nahe aneinander, dann wird die Abweichung
der Drehung um £ gegen die wirkliche Bewegung immer mehr ab-
nehmen und in der Grenze verschwinden. Wir sagen dann, die augen-
blickliche Bewegung der Scheibe ,,ist“ eine Drehung um £ (oder
eine Schiebung) und der Geschwindigkeitszustand der ganzen Scheibe
kann so gefunden werden, als ob Q ein fester Punkt wére, den
man dann den Drehpol oder Momentanpol nennt. Da aber £ im
allgemeinen fortgesetzt wechselt, also eine von Null verschiedene Be-
schleunigung hat, so gilt die entsprechende Verteilung fir die Be-
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schleunigungen nicht mehr, d. h. die Beschleunigungen der einzelnen
Scheibenpunkte ordnen sich nicht mehr so an, als ob 2 fest wire. Denn
wenn (2 auch die Beschleunigung Null hitte, so miiite er (von hoheren
Singularititen abgesehen) dauernd in Ruhe bleiben, was eben im all-
gemeinen nicht der Fall ist.

Der allgemeinste Beschleunigungszustand einer ebenen Scheibe ergibt
sich nun, wenn dem Beschleunigungsfeld b/, das der Drehung der
Scheibe um einen festen Punkt £2 zugehért, ein zweites, gleichformiges
iiberlagert wird, bei dem alle Punkte der Scheibe gleiche und gleich-
gerichtete Beschleunigungen Do erhalten, die sich mit jenen des ersten
Feldes, b/, vektoriell zusammensetzen. Es wird dann im nichsten
Augenblick ein anderer, und zwar aus Griinden der Stetigkeit zu
benachbarter Punkt Drehpol werden; es findet nicht mehr eine Dauer-
drehung der Scheibe um £ statt, der Drehpol wird seine Lage in der
festen und beweglichen Scheibe verindern, die Bewegung der Scheibe
geht in die allgemeine tiber. DaBl man auf diese Weise den allge-
meinsten Bewegungszustand der Scheibe erhilt, folgt auch unmittel-
bar aus 26.

30. Die Wechselgeschwindigkeit des Drehpols. Die erste Frage, die
wir jetzt beantworten konnen, ist die, in welcher Richtung und mit
welcher Geschwindigkeit u der Punkt (2 seine Lage verindert. Man
nennt u die Wechselgeschwindigkeit des Drehpols.

Es ist nicht schwer einzusehen, daf der neue Drehpol £’ auf der in 2
zu b g errichteten Senkrechten zu suchen ist. Wir bestimmen den Punkt £’
80, daB er durch die hinzutretende Beschleunigung by zur Ruhe
kommt, also derart, daB seine von der Drehung w um £2 herriihrende
Geschwindigkeit wAs und die von dem zusiitzlichen Beschleunigungs-

feld herriihrende Geschwindigkeit bo A ¢ einander
bo gleich und entgegengesetzt gerichtet ausfallen

u bodt (Abb. 34). Wir erhalten durch Gleichsetzung
w wds=boAt,
2 45O mithin den Betrag der Wechselgeschwindigkeit
wAs . As by
Abb, 34, % :Altl—lilom = oder bo=uw |. (79)

Die Richtung von u ergibt sich aus der von b, durch Drehung um 7/2
im Sinne von o.

31. Wendekreis und Tangentialkreis. Die Gl. (72) in 26 zeigt, daB
es einen Punkt 2 der Scheibe gibt, fiir den po = 0 ist. Diesen Punkt
nennt man den Drehpol oder Momentanpol. Es ist

by="004,

d. h. die Geschwindigkeit eines Systempunktes 4 stimmt mit der Re-
lativgeschwindigkeit von A4 gegen £ iiberein. Dieser Punkt £ kann
aber im allgemeinen nicht auch die Beschleunigung Null haben, denn
sonst lige eine Dauerdrehung um ihn vor. Wir setzen also bo = 0
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voraus und erhalten nach Gl. (73), wenn der Einfachheit halber 4
statt o4 geschrieben wird,

b= bo— ra0® + @x1ra) 2. (80)

Wir fragen nun nach dem geometrischen Ort aller Punkte 4 ohne
Normalbeschleunigung 6%, also jener Punkte, die Wendepunkte
ihrer Bahnkurven sind. Fiir einen solchen Punkt 4 mufl die Kom-
ponente seiner Beschleunigung in Richtung r4 oder das innere Pro-
dukt b4 t4 verschwinden, er ist also durch die Bedingung gekennzeichnet

bArA =0 = b_QITA — (rArA)(X)Z

oder
by
rArA—;zjrAzo . (81)
J
QW-p

|||||";;

Diese Gleichung besagt, da die Punkte mit der verlangten Eigenschaft
(6%’ = 0) auf einem Kreise (k, in Abb. 35a) liegen, dessen Durchmesser
die GroBe hat

s i
'D: 2=2 (82)

w? w

und der die Polbahnen in £ beriihrt (Abb. 35a). Diesen Kreis nennt
man den Wendekreis und wir erhalten den Satz:

In jeder Lage der bewegten Scheibe liegen die Punkte
mit der Normalbeschleunigung Null, die also Wendepunkte

¢
i



64 Die Bewegung der ebenen Scheibe.

ihrer Bahnen sind, auf einem Kreise, der die Polbahnen
in Q beriihrt und dessen Durchmesser D = bo/w? = ufw ist.

Den 2 gegeniiberliegenden Durchmesserendpunkt des Wendekreises,
durch den simtliche ,,Wendetangenten* hindurchgehen, nennt man den
Wendepol W.

Weiter fragen wir nach dem geometrischen Ort der Punkte ohne
Tangentialbeschleunigung, die sich also im betrachteten Augen-
blicke gleichférmig bewegen. Fiir diese Punkte ist die Kompo-
nente von b4 nach der Normalen zu 14, also das innere Produkt der
Vektoren b, und (@ X 14), gleich Null, oder

64(@X14) =0 = bo @X 14) + (X 1) @ X 1) &
Nun ist nach dem Vertauschungsatz
bo(wX14) =14 (baX®) = — 14 (0 X bg).
Mithin hat der gesuchte geometrische Ort die Gleichung

w X w X @ XDb
(@ X1y)(w tA)_rA(wx Q):O

w? oo

oder

(o X bg)

[

Ta¥q — T4 = 0] (83)

Dies ist die Gleichung eines Kreises vom Durchmesser

b
p=2=% (84)

- 2

der den Vektor by in £ beriihrt (k, in Abb. 35a). Diesen Kreis nennt
man den Tangentialkreis. Den £ gegeniiberliegenden Durchmesser-
endpunkt dieses Kreises nennt man den Tangentialpol H.

32. Der Beschleunigungspol. Der Schnittpunkt (auler £2) der beiden
eben erhaltenen Kreise — des Wendekreises und des Tangentialkrei-
ses — hat weder eine Normal- noch eine Tangentialkomponente, es ist
also seine Gesamtbeschleunigung Null; er heiBlt der Beschleunigungs-
pol @. Seine Lage ergibt sich leicht aus dem in 27 bewiesenen Ahnlich-
keitsatze. Man beachte hierzu nur, daB in Abb. 35b) der Endpunkt
von bo dem Punkte 2, der Endpunkt von b4 dem Punkte 4, und der
Punkt @ selbst (Beschleunigung Null!) dem Beschleunigungspole G ent-
sprechen mufi. Man mache daher

AQAG ~ AbobyQ

und erhélt hieraus unmittelbar den Beschleunigungspol G.
Die Koordinaten von G in bezug auf das in Abb. 35a) eingetragene Achsen-
kreuz 2y haben die Werte
O u @?
x6=m, yG=54+—(b—2. (85)



Die Kriimmungsmittelpunkte der Punktbahnen. 65

Die Verteilung der Beschleunigungen um den Beschleunigungspol G
1aBt sich in besonders einfacher Weise iibersehen, wenn man den Be-
zugspunkt 2 in Gl. (73) mit @ zusammenfallen 148t, diese Gleichung
also in der Form schreibt

bs= be+ bga.

Da nun bg = 0 ist, so folgt

ba=Dbg4 |, (86)

d.h.die Verteilung der Beschleunigungen um G ist dieselbe,
als ob G ein fester Punkt wire, um den sich die Scheibe
dreht.

Aus der Form der geometrischen Beziehung, die zwischen der Be-
schleunigung b4 eines Punktes A und dessen Ortsvektor 14 besteht (es
handelt sich um eine Affinitét!), ergibt sich ferner unmittelbar der Satz:

Die Beschleunigungspliane der Punkte des Wendekreises
und des Tangentialkreises sind selbst Kreise. Ihre Lagen
konnen leicht in Abb. 35b) eingetragen werden. Hierzu ermittle man
entweder (aus dem Ahnlichkeitsatze) die Beschleunigungen by des
Wendepoles W und by des Tangentialpoles H und zeichne die Kreise iiber
Q, Yo, by und @, bo, by; oder man verwende die Beschleunigungen
der dem Punkte G gegeniiberliegenden Punkte G; und G, auf %, und k,,
die die groften Beschleunigungen ergeben, die fir die Punkte der
Kreise k; und k, auftreten kénnen (da sie den gréiten Abstinden von G
entsprechen!) und daher unmittelbar die Durchmesser der Kreise im
Beschleunigungsplan darstellen miissen.

33. Die Kriimmungsmittelpunkte der Punktbahnen. Eine Folge des
Wechsels des Drehpols bei der allgemeinen (d.h. von der Dauer-
drehung um einen festen Punkt verschiedenen) Bewegung einer ebenen
Scheibe ist die Tatsache, daf die Kriimmungsmittelpunkte der von den
Systempunkten beschriebenen Punktbahnen nicht im Drehpol liegen
— wie der Anfinger manchmal glaubt. Der Krimmungsmittelpunkt K 4
der Bahn eines Punktes A4 liegt auf der Polgeraden 4 £2, d. i. auf der Ver-
bindungslinie mit dem Drehpol, die mit der Bahnnormalen zusammen-
fallt, und steht mit der Lage des Punktes A in einer besonderen geome-
trischen Beziehung, die auf verschiedenen Wegen hergeleitet werden
kann.

Wenn die Sitze iiber die Verteilung der Beschleunigungen der
Punkte einer Scheibe als bekannt angenommen werden diirfen, dann
kann man so vorgehen: Mit Beniitzung der Gl. (80) von 31,

by=1bp—140*+ (65><YA)%
ermittle man fir den Punkt 4 den Betrag —b%’ der Normalkompo-
nente von b4 durch skalare Multiplikation mit t4 und Division durch r4.
Man erhilt

B byty bory ryry
— Uy = - = — w-.
T4 T4 T4
Poschl, Getriebelehre. 5
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Wenn g4 = K44 der Krimmungshalbmesser der Bahn von 4 ist, so
ist b% = v%jo4. Es sei ferner & der Winkel zwischen ry und der
Polbahntangente, dann kann die vorhergehende Gleichung in der
Form geschrieben werden

1)2 72 w2

A _ 47 _ bosin® — r4 w2,

Q4 24
und daraus findet man, wenn wieder bo/w? = D, der Durchmesser des
Wendekreises, eingefithrt wird,

T4
4=\ “Dend | (87)

Nach dieser Gleichung 148t sich g 4 fiir jeden Punkt 4 eines durch 0
laufenden Strahles leicht ermitteln, wenn W’, d.i. die Projektion des

Abb. 36.

Wendepoles W auf diesen Strahl, bekannt ist, siche Abb. 36a). Denn es
ist QW' = Dsind, WA = rq4 — Dsin® und daher

"a
QA = m * (88)

Ohne Beniitzung eines rechtwinkeligen Dreieckes kann g4 nach der in
der Abbildung eingetragenen Konstruktion wie folgt erhalten werden:

Man ziehe durch 4 einen beliebigen Strahl g, und W'E || QF, EQ || FK 4,
dann ist Ky der gesuchte Kriimmungsmittelpunkt. Denn es ist

=
y

r AK J— r2
4 T4 daher AK,=-2 = g,.
7 WA

[
&
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Fiur einen innerhalb des Wendekreises, d. h. auf der Strecke QW'
liegenden Punkt 4 ist die Konstruktion in Abb. 36b) ausgefithrt. Man
bestatigt hiermit leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes:

Die Bahnkurven der innerhalb der Strecke QW' liegen-
den Punkte 4 kehren dem Drehpol £ ihre konvexe, die auf
der auBerhalb W’ liegenden Punkte 4 kehren £ ihre kon-
kave Seite zu. W selbst beschreibt einen Wendepunkt seiner Bahn.

Die Gl. (88) kann noch in einer etwas anderen Form geschrieben
werden, wenn der Abstand 7y = 2K, eingefithrt wird, der mit o4
und 74 durch die Gleichung verbunden ist

04 =174 —T4.
Die Gl. (88) lautet dann

, i
TA=TA= %~ Dsind
oder
1 1 1
v, 7, Dsmd| (89)

die als die Euler-Savary sche Gleichung bekannt ist (r4 und #4 sind
mit gleichen oder mit entgegengesetzten Vorzeichen einzufiihren, je
nachdem die Punkte 4 und K, auf gleicher Seite oder auf entgegen-
gesetzten: Seiten von Q2 liegen!).

Diese Betrachtungen werden in der Getriebelehre insbesondere in der
folgenden Form verwendet: Wenn fiir zwei nicht auf demselben Strahl
durch £ liegende Systempunkte die Kriimmungsmittelpunkte bekannt
sind (Kurbelviereck!), so kann nach der angegebenen Konstruktion der
Wendekreis (er geht durch £ und je einen Punkt W’ auf jedem Strahl!)
ermittelt werden. Dadurch ist auch fiir jeden weiteren Strahl der Schnitt-
punkt W’ mit dem Wendekreis und weiter auch fiir jeden Punkt 4 der
Scheibe der Kriimmungsmittelpunkt seiner Bahnkurve bestimmt. Vor-
aussetzung fiir die praktische Anwendbarkeit dieser Konstruktion ist,
daB £ und der Wendekreis auf der Zeichenfliche liegen, was sehr oft
jedoch nicht der Fall sein wird. Es wird spiter gezeigt, wie man sich
von dieser Voraussetzung frei machen kann (36).

34. Der Bobilliersche Satz. Wir haben gesehen, daB durch zwei
Punkte 4, B einer ebenen Scheibe und die Kriimmungsmittelpunkte
K 4, K pihrer Bahnen der Wendekreis, also auch der Wendepol und die
Polbahntangente bestimmt sind. Dadurch ist dann auch fiir jeden
weiteren Punkt C' der Scheibe der Kriimmungsmittelpunkt K, bestimm-
bar. Der Bobilliersche Satz verwendet diesen Sachverhalt in einer
Form, die fiir die Anwendungen manchmal von besonderem Vorteil ist.

Hierzu kniipfen wir an diein 33, Abb. 36, gegebene Konstruktion an
und beachten, daf die Linien ¢ und % ganz willkiirlich durch die Punkte
4 und W’ gelegt werden konnten. Wir nehmen, wie dies in Abb. 37 ge-
schehen ist, noch einen zweiten Punkt B mit seinem Kriimmungsmittel-
punkt K p hinzu und legen die Linie g durch 4 und B, und die Linie &

5*
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durch die Punkte W’ und W”’, in denen die beiden Polgeraden n4, np
den Wendekreis schneiden. Dann erkennt man unmittelbar, daB auch
die iibrigen Linien der frither verwendeten Konstruktion fir beide
Strahlen n4 und np ibereinstimmen, so daB auf der Linie # K4 auch
K g liegen muB. L

Da aber die Gerade QF zu W'E parallel gezogen wurde, so sieht
man, daf die Gerade k von der besonderen Lage der Punkte 4 und B
auf den Strahlen 74, np gar nicht abhingt, sondern nur von den Strah-

(h)

(Aol Achsea)f, (Polbanntangen’et)

g’

#
Abb. 37.

len selbst. Entsprechende Gerade AB und K4Kg schneiden sich
daher — wo auch die Punkte 4, B auf ny, np liegen moégen — immer
auf der Geraden QF oder (a). Da tiberdies entsprechende Punkte 4,K 4
sowie auch B, K g auf Strahlen durch £ liegen, so haben wir die geo-
metrischen Kennzeichen einer Kollineation vor uns, fir die £ das
Kollineationszentrum und a die Kollineationsachse ist. Daher
erhalten wir den Satz:

Sind ny, npirgend zwei Strahlen durch Q,ferner 4, B zwei
Systempunkte auf diesen und K4, Kpdie Krimmungsmittel-
punktedervonihnenbeschriebenenBahnkurven,soschneiden
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sich die Verbindungslinien "AB, K ,Kpauf einer festen Ge-
raden ¢ durch £, deren Lage nur von ny, np abhéngt.

Da ferner die Polbahntangente ¢ zu £ W senkrecht steht, so er-
kennt man aus der Abb. 37 unmittelbar die Gleichheit der Winkel

Xa=LLFRW = IW'W Q=3 W'Qt,
Yp=KFQW =n— YW W'Q =¥ W Q1
und erhélt damit den Bobillierschen Satz:

Der Winkel zwischen der zu zwei Polstrahlen ny, np ge-
hérigen Kollineationsachse ¢ und dem einen Polstrahl ist
gleich dem Winkel zwischen dem zweiten Polstrahl und der
Polbahntangente &.

Durch diesen Satz ist in einfacher Weise aus vier Punkten A, B,
K 4, K die Richtung der Polbahntangente bestimmbar. Wir geben eine

Abb. 38.

Anwendung dieses Satzes in einer Form, wie sie unmittelbar praktische
Verwertung finden kann.

Beispiel 9. Man bestimme den Krimmungsmittelpunkt Kg der
Bahnkurve eines Punktes ¢ der Koppelebene eines Kurbelvierecks.
Das Kurbelviereck sei (Abb. 38) durch K4 4 B K gegeben. Man bezeichne den
Schnittpunkt der Geraden AB und K4 Kz mit F und verbinde diesen mit Q;
diese Verbindungsgerade ist die zu den Polstrahlen m4, np gehorige Kollineations-
achse a. Die Ubertragung der Winkel o oder § liefert nach dem Bobillierschen
Satz die Polbahntangente f. Nun ermittle man durch Umkehrung dieses Satzes
die zu n4 und n¢ gehorige Kollineationsachse a’, dann gibt der Schnittpunkt F”
von AC mit ¢/, mit K 4 verbunden, einen geometrischen Ort, auf dem der gesuchte
Kriimmungsmittelpunkt K¢ von C liegen muB. Da dieser auch dem Polstrahl
n¢ angehdren mufl, so ist K¢ gefunden. Dieselbe Konstruktion kann man nun auch
tiir ng und ng machen, dann erhilt man die Kollineationsachse a” und den Punkt
F”; die Verbindungslinie F* K 5 gibt dann eine Kontrolle fiir die Lage des Punktes K, o

Eine Folge der hier vorliegenden geometrischen Beziehungen ist die, daB auch
die Punkte F, F’, F” auf einer Geraden liegen miissen.
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35. Kriimmungshalbmesser aus Polwechselgesechwindigkeit. Ver-
fahren von Hartmann. Der Erklirung dieses Verfahrens legen wir so-
gleich die Annahme eines Kurbelvierecks K, .4 B Kp zugrunde, das
auch praktisch in den meisten Fillen den Ausgangspunkt bilden wird.
Der Pol 2 ist der Schnitt der Normalen n4, np zu den Bewegungs-
richtungen der Punkte 4, B, Abb. 39. Diese Normalen drehen sich um
die festen (oder fiir die Ermittlung der Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen als fest zu denkenden) Kriimmungsmittelpunkte ihrer
Bahnen K4, Kz mit den Winkelgeschwindigkeiten w,, ws und ergeben
als geometrischen Ort
ihres Schnittpunktes 0
die feste Polbahn. Die
Geschwindigkeit, mit
der £ auf dieser Pol-
bahn fortschreitet, ist
die Polwechselge-
schwindigkeit u
(vgl. 30).

Um u zu erhalten,
betrachten wir die Ge-
schwindigkeit des Punk-
tes £2 auf jedem der sich
um K ,, Kp drehenden
Strahlen n4,np alsre-
lative und u selbst als
absolute Geschwindig-
keitvon £2. Nach derfun-
damentalen Gleichung
fir den Zusammen-
hang zwischen den abso-
luten, relativen und Sy-
stemgeschwindigkeiten,
die hier fiir jeden Strahl
ny, Ny besonders anzusetzen ist, erhilt man

uEba:Dgl+bs‘1=bg2+b82§ (90)

man hat also die Geschwindigkeiten v,,, s der mit £ zusammen-
fallenden Systempunkte entsprechend jeder Drehung anzubringen, also

\\ |
bk
Abb. 39.

K0 =y und v, = .t 2
k.4 2T F K,B
GemiB der Gl. (90) ist dann u selbst durch den Schnitt der Parallelen
zu den Strahlen in den Endpunkten von 114 und up bestimmt. Die Re-
lativgeschwindigkeiten 9,, und p,, des Schnittpunktes £ lings der
Strahlen 74, np sind dann durch die anderen Komponenten in beiden
Geschwindigkeitsdreiecken bestimmt.

Will man nun den Kriimmungsmittelpunkt K¢ irgendeines anderen
Punktes C ermitteln, so konstruiere man zunéchst po und u¢g, die Kom-

’Usl=’vA' ’LLB.
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ponente von u in Richtung vo. Die Verbindungslinie ihrer Endpunkte
gibt im Schnitt mit der Bahnnormalen in C den gesuchten Punkt K.

Das Verfahren bleibt unveréindert in Geltung, wenn einer der beiden
Punkte A, B (oder beide) gerade Linien beschreiben, die Normalen
74, np also Translationen ausfiihren. Siehe hierzu 39 und insbesondere
Beispiel 10.

36. Bestimmung der Kriimmungsmittelpunkte der Bahnkurven aus
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplan. Die bisher dargelegten
Methoden zur Bestimmung der Kriimmungsmittelpunkte der Bahn-
kurven eines Punktes setzen voraus, dafl
der Pol 2 und eine Reihe anderer Punkte,
die bei der Konstruktion gebraucht wer-
den, auf der Zeichenfliche liegen. Von
dieser Bedingung frei ist das folgende Ver-
fahren, das auf der Verwendung der Ge-
schwindigkeits- und Beschleunigungspline
beruht und den Vorteil hat, praktisch in

74
a)

btl'n)

Abb. 40.

allen Fallen anwendbar zu sein. Wir erldutern dieses Verfahren wieder
unmittelbar an dem Beispiel des Kurbelvierecks, das auch sonst meist
den Ausgangspunkt bildet.

Gegeben sei das Kurbelviereck K4 A B K5 nach Abb. 40 und ein
Punkt C der Koppelebene; man ermittle den Kriimmungsmittel-
punkt K¢ der Bahn von C'. Hierzu bestimme man zunéichst die Geschwin-
digkeit ¢ und Beschleunigung be von € nach dem in Kap. VII darzu-
legenden Vorgange. Man denke sich etwa A gleichformig angetrieben
und den Betrag der Geschwindigkeit v, und Beschleunigung b4 von 4
am einfachsten gleich dem Kurbelhalbmesser r, gewahlt. Aus b4
und b4 ermittle man sodann nach 27 die GréBen vp und b fiir den
Punkt B und mittels der Ahnlichkeitssitze nach 27 auch v und be.
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Da die Normale zur Bahnkurve durch die Polgerade 2C gegeben ist,
o0 bilde man in einem Beschleunigungsplan die Normalkomponente b3’
von b und erhilt gemif der Beziehung

00 = v5/b¢ (91)

den gesuchten Kritmmungshalbmesser ggnach der Halbkreiskonstruktion.
Dieses Verfahren hat den Vorteil, immer zum Ziele zu fiihren, voraus-
gesetzt, daB K¢ selbst auf die Zeichenfliche fallt.

37. Anwendung. Herstellung von Rastgetrieben aus einem Kurbel-
trieb (nach H. Alt). In Abb. 41 ist fiir den Punkt C der Koppelebene

des Kurbelvierecks 0, A B0, der Krimmungsmittelpunkt K¢ in
der eben auseinandergesetzten Weise bestimmt worden; man erkennt,
daB der Kriimmungskreis fiir einen betrichtlichen Teil des Umlaufs der
Antriebskurbel O, 4, und zwar von C, bis €, mit der Bahnkurve von ¢
nahezu vollkommen iibereinstimmt. Wenn daher der Punkt K¢ mittels
einer Kurbel EKy an den festen Drehpunkt £ angeschlossen wird, so
bleibt K wihrend der Bewegung der Antriebskurbel von 0,4, bis 0, 4,
nahezu in Ruhe, und bewegt sich wihrend des iibrigen Teiles der
Drehung der Kurbel 0,4, dasist von 0,4, nach 0,4, zuriick, lings
eines Bogens des Kreises mit £ K¢ als Halbmesser.

Wenn es gelingt, den Punkt C der Koppelebene so auszuwihlen,
daf§ die Kriimmungsmittelpunkte seiner Bahnkurve in zwei endlich
voneinahder verschiedenen Punkten (nahezu) iibereinstimmen und die

Kriimmungshalbmesser in diesen Punkten gleich gro8 sind, so entsteht
auf dieselbe Weise aus dem Kurbeltrieb ein Rastgetriebe mit z weiRasten.
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Schwieriger ist die Lésung der umgekehrten Aufgabe, ein Kurbel-
viereck und einen Punkt C seiner Koppelebene so auszuwihlen, dal der
Kriimmungsmittelpunkt K¢ der Bahnkurve von C wihrend eines vor-
gegebenen Teiles der Umdrehung der Antriebskurbel in Ruhe bleibt.
Eine allgemeine Losung dieser Aufgabe ist bisher anscheinend noch nicht
angegeben worden.

38. Hiillbahnen und Hiillkurven. Die in 33 erhaltenen Ergebnisse
gestatten eine wichtige Erweiterung fiir den Fall, dall als Objekt der
Bewegung der Scheibe nicht wie bisher ein Punkt 4, sondern eine auf
der bewegten Scheibe liegende Kurve o angenommen wird ; eine solche
nennt man eine Hiillbahn. Bei der Bewegung der Scheibe umhillt sie
eine zweite Kurve a, die als Hiillkurve bezeichnet wird und die als die
Enveloppe der aufeinanderfol-
genden Lagen der ersten er-
scheint. Die gemeinsame Nor-
male der beiden Kurven im
Beriihrungspunkte B geht durch
den Drehpol 2, und die Kriim-
mungsmittelpunkte der beiden
Kurven a« und @ miissen eben-
falls auf dieser ,,Polgeraden‘
liegen. Die in Rede stehende
Erweiterung betrifft die geome-
trische Beziehung, die zwischen
den Kriimmungsmittelpunkten
der beiden Kurven o und a be-
steht; diese Kriimmungsmittel-
punkte bezeichnen wir mit 4 fir
die Hiillbahn o und mit K 4 fiir
die Hilllkurve @, Abb. 42. Abb. 42.

Man kann sich den Inhalt
dieser Beziehung so verdeutlichen, daf3 man auler den Kurven o und a
noch die Bahnkurve des Punkts A selbst — als Systempunkt der be-
wegten Scheibe — betrachtet. Aus der Definition der Kriimmungs-
mittelpunkte ist nimlich sofort einzusehen, dafl A4 als Systempunkt

in der betrachteten Lage eine Parallelkurve zu @ im Abstande BA
beschreibt, und daf der Kriimmungsmittelpunkt der Bahn von 4 mit
dem der Hilllkurve ¢ zusammenfallen mufl. Wenn daher wie zuvor

r4 = 0A und vy = Q K, bedeuten, so besteht zwischen diesen beiden
Strecken dieselbe Gl. (89) wie zuvor, die Lage des Berithrungspunktes B
der beiden Kurven und deren sonstiger Verlauf kommt darin iiber-
haupt nicht mehr vor.

In exakterer Weise kann man so vorgehen, dal man sich die augen-
blickliche Drehung @ um £ in zwei Teildrehungen @’ um K4 und o
um A zerlegt denkt; es ist dann (nach den Sétzen iiber Drehungen um
parallele Achsen)

wry,= o' (r —r,),
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und daraus erhilt man
v (1 1
o= w'r (— —~—> (92)

’
T4 TA

Wir achten nun darauf, wie diese beiden Drehungen ' um K4 und o”
um 4 auf die Kurve « einwirken, die wir uns zu diesem Zwecke durch
ihren Kriimmungskreis fiir diese Lage ersetzt denken. Vermége «'’
um A wird offenbar dieser Kriimmungskreis nur in sich selbst ver-
schoben, vermoge @’ um K, wird er als Ganzes in eine neue Lage o’
gebracht, die @ in einem Nachbarpunkte B’ beriihrt. Auf der durch B’
und K4 gehenden Normalen mu8 der Drehpol £’ fiir diese neue System-
lage liegen. Es ist daher die Wechselgeschwindigkeit des Drehpols

senkrecht zur Polgeraden Q4
% 8in 9 = ',

und damit wird die vorhergehende Gl. (92)

1 1 e ! (93)

ry ry wsind Dsind

also vollstéindig tibereinstimmend mit Gl. (89).

Fiir die Anwendung dieser Gleichung beachte man nur, da 4 der
Kriimmungsmittelpunkt der Kurve «, K4 der der Kurve ¢ ist. Lalit
man die Kurve « sich auf den Punkt 4 zusammenziehen, dann wird
K4 der Kriimmungsmittelpunkt der Bahn von 4 (als Systempunkt),
und man erhdlt die Gleichung genau in der in 30 gegebenen Be-
deutung.

Wir erhalten daher den Satz:

Alle Systemkurven « als Hiillbahnen, die ihre Kriim-
mungsmittelpunkte in 4 haben, umhiillen Kurven o (Hiill-
kurven), deren Krimmungsmittelpunkte im Krimmungs-
mittelpunkt K, der Bahn von 4 liegen. Selbstverstindlich
ist diese Gl (93) auch ganz wie frither geometrisch zu verwerten
(insbesondere fiir die in 33 angegebene Konstruktion).

Der Vorgang des ,,Umbhiillens” von @ durch o ist kinematisch als
ein Wélzen zu bezeichnen, das ist ein mit einem Gleiten verbundenes
Rollen. Der eben ausgesprochene Satz wird in der Getriebelehre ins-
besondere in der Theorie der Wialzhebel verwertet (siehe 53).

Ein anderer, analytischer Beweis dieses Satzes mit Hilfe der Gleichungen der

relativen Bewegung, bei dem der Berithrungspunkt B der beiden Kurven « und a
als ,,bewegter Punkt* betrachtet wird, ist von G.Koenigs! angegeben worden.

39. Die Kriimmungsmittelpunkte der Polbabnen. Polwechsel-
beschleunigung., In 38 wurde als charakteristische Beziehung zwischen
den Krimmungsmittelpunkten von ,,Hiillbahnen* « auf der bewegten
Scheibe und ihrer ,,Hillkurven“ a auf der festen Scheibe die Gl. (93)
aufgestellt. Diese Gleichung gibt auch unmittelbar eine Beziehung
zwischen den Kriimmungsmittelpunkten der Polbahnen selbst

1 Legons de Cinématique S. 147. Paris 1897.
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an. Man hat hierzu nur als die Hiillbahn « die bewegte und als ihre
Hiillkurve @ die feste Polbahn zu nehmen, auf der jene ohne Gleitung
abrollt. Sind dann R und R’ die Krimmungshalbmesser, und zwar R
der fiir die bewegte und R’ der fiir die feste Polbahn, so ist in der
Gl (93) & = 7/2 zu setzen, und diese selbst nimmt dann die Form an

1 1 1
ETRTD| %4)

Die Richtigkeit dieser Gl.kann auch durch die folgende einfache
Betrachtung unmittelbar eingesehen werden. Man denke sich die be-
wegte Polbahn auf der festen abrollend und die Bewegung des Be-
rithrungspunktes £ auf jener als relative und auf dieser als absolute
Bewegung von {2 betrachtet. In der allgemeinen Gleichung fiir die
Beschleunigungen,

b, = b, 4+ b, 4 b,,
ist dann zu setzen (Abb. 43)

n u? n u?
b:l}::ﬁi) bf_)):”R"
2
by=Dbo, bo=uwn=r (in Richtung n!)
D g
und da v, =u, (n)
2 u?

bo=2v,0 =2uw = SR
b, Lu, um /2 gegen u im Sinn be
von @ gedreht! Nimmt man daher o
die Komponenten in Richtung der
Normalen, so folgt aus der obigen p
Gleichung fiir b, A

@ 2w w ’ y A
R RTD D TR D A S
oder (da u == 0!) wie zuvor u N
1 _1_1 o
R R D
. . . b{'
In Abb. 44 ist nun gezeigt, wie Abb. 45,

R’ selbst durch eine elementare
Betrachtung bestimmt werden kann, die auf der direkten Ermittlung
der Polwechselbeschleunigung w beruht. Der Gedankengang ist
der folgende: Ganz so wie in 35, Abb. 39, die Polwechselgeschwindig-
keit u als die des Schnittpunktes £ der beiden Bahnnormalen 74, np
auftrat, kann v als die absolute Beschleunigung von £ aufgefalt
werden. Hat man v bestimmt, so ist nach der Gleichung

R = wfwm (95)

der Kriimmungshalbmesser der absoluten Bahn von {2, also der festen
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Polbahn berechenbar oder konstruierbar. Sodann ist aus der GI. (94)
oder nach der in Abb. 36 gegebenen Konstruktion (mit Beniitzung des
Wendepols) auch R, der Krimmungshalbmesser der bewegten Pol-
bahn bestimmbar.

.\\__ \

h e e D

/

|

Zur Ermittlung von t wenden wir fir jeden der Strahlen n,,np
die Gleichung fiir die relative Beschleunigung an in der Form

mEBa:bel_f'[)sl 4 bey=bgp+ bgp+ b (96)

In diesen Gleichungen sind b,,, b, die Beschleunigungen der mit 2
zusammenfallenden Systempunkte auf den beiden Strahlen n4,np;
sie sind nach den Ahnlichkeitsregeln aus b4 und b 3 leicht angebbar. Die
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Coriolisbeschleunigungen b,,, §,, folgen aus den in Abb. 44 schraffierten
Paaren von &hnlichen Dreiecken, die unmittelbar b,,/2, b,,/2 liefern.
Diese Beschleunigungen b,,, b,, sind im richtigen Sinn, das ist gegen
o1 Dpp Um 77/2 im Sinn von ,, w, gedreht, aufzutragen. Da b,,,5,,
die Richtungen von n4, np haben, und die Summen jedesmal w er-
geben miissen, so hat man einfach durch die Endpunkte von b, + 6,4,
bss + b,y die Parallelen zu n 4, ngzu ziehen und erhilt in ihrem Schnitt-
punkt den Endpunkt von 1 und lings der gezogenen Parallelen die Relativ-
beschleunigungen b, , b,,. Aus i folgt w™, dann wie oben angegeben R’
und schlieBlich aus Gl. (94) auch R.

Beispiel 10. Der rechtwinkelige
Kreuzschieber (Abb. 45). Die End-

punkte A4, B der Strecke 4 B =1 bewegen
sich langs zweier zueinander senkrechter
Geraden z, y. Man ermittle nach dem
eben angegebenen Verfahren die Kriim-
mungshalbmesser der Polkurven (die in
diesem Falle Kreise mit den Halbmessern!
und //2 sind).

Man nehme die Bewegung von 4 be-
liebig an,am einfachsten gleichférmig, also
v 4 = konst, b4 = 0. In bekannter Weise
erhalt man daraus v, bz und nach dem
eben geschilderten Verfahren, da offenbar
b1 =0, b,;,=0, b =205, b,,=0,

0 = bgl=b32£bgo

Die Komponente nach der Polbahnnor-
malen gibt w™ und daraus folgt

Abb. 45.

R = w?fwm =1.

Aus der Gl. (94) ergibt sich dann, da der Wendepol W im Schnitt der beiden Ge-
raden x, y liegt und D = [ ist,

4 = =

7 )

1 1 1
1

1 1 2
P A e M Hl

also R = /2, wie es sein muB.

VL. Die einfachen zwangliufigen Getriebe.

40. Allgemeine Einteilung. Wir konnen nunmehr dazu iibergehen,
im Zusammenhange eine systematische Ubersicht iiber die einfachsten
Typen der zwanglaufigen Getriebe zu geben, von denen einige der
wichtigsten iibrigens schon in den vorhergehenden Abschnitten als
Beispiele behandelt wurden. Die Einteilung der Getriebe kann nach
verschiedenen Gesichtspunkten erfolgen; unter den verschiedenen Mog-
lichkeiten hat sich die in 2 I angegebene als die einfachste und
zweckmiBigste erwiesen; diese geht davon aus, daB bei jedem Getriebe
eine Antriebstelle und eine Abtriebstelle unterschieden werden
kann, von denen jede entweder ein Punkt oder eine Kurve einer
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um einen festen Punkt drehbaren Scheibe sein kann. Danach ergeben
sich die folgenden drei Arten von Getrieben:

Bezeichnung Antriebstelle Abtriebstelle
A. Koppeltriebe Punkt Punkt
B. Einkurventriebe Punkt (oder Kurve) | Kurve (oder Punkt)
C. Zweikurventriebe Kurve Kurve

Die friiher iibliche, von F. Reuleaux herriihrende Einteilung in: Kurbel-
triebe, Kurventriebe. Ridertriebe, Rollentriebe, Schalt- und Sperr-
triebe und Schraubentriebe ist nicht im gleichen MaBe wesentlich wie jene,
die allein auf geometrischen Merkmalen beruht.

Jedes einzelne der moglichen Getriebe kann nach den Methoden
der vorhergehenden und nachfolgenden Abschnitte hinsichtlich seiner
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverhaltnisse untersucht werden,
wobei immer die Bewegung der Antriebstelle als gegeben, und zwar
meist als gleichférmiger Umlauf angenommen wird. Diese Aufgaben
stellen aber keineswegs alle in Betracht kommenden Fragepunkte dar.
Viel wichtiger noch ist die Forderung, eine Ubersicht iiber die Be-
wegungsvorginge selbst zu erhalten, die sich mit jedem einzelnen dieser
Getriebe erzielen lassen, und die exakte Festlegung der Zahl
und Art der Bedingungen, die in jedem einzelnen Falle will-
kiirlich sind, das heif3t, die von vornherein vorgeschrieben werden
kénnen.

Wie schon in der Einleitung gesagt, bestehen die Getriebe aus
Gliedern und Elementen (besser: Elementenpaaren!). Bei den
formfesten Getrieben, die hier allein betrachtet werden, sind die
Glieder starre Scheiben (oft in Stabform); ihre Gestalt ist an sich
gleichgiiltig (nur durch Riicksichten auf die Bewegungsmoglichkeiten
und auf die Herstellung beschrinkt), wesentlich ist nur die Lage und
Art der Elementenpaare, durch die die Glieder miteinander in Ver-
bindung stehen. Neben den formfesten gibt es formverinderliche
Getriebe, bei denen Fliissigkeiten oder Zugorgane (Seile, Ketten,
Riemen) auftreten.

Von Elementenpaaren, die die Verbindung der Glieder und ihre
Beweglichkeit gegeneinander herstellen, gibt es fiir ebene Getriebe nur
das Schieberpaar (Gleitpaar) und das Drehkérperpaar (Zylinder-
paar, Gelenk). Man bezeichnet ein Glied als n-fach, wenn es n Ele-
mente trigt, durch die es mittels der zugehorigen Paarungselemente
mit anderen Gliedern in Verbindung steht.

Auf die frither iibliche Unterscheidung in niedere und héhere Elementen-
paare kann hier verzichtet werden. Als niedere wurden die eben genannten (Schieber
und Gelenk), als hohere alle anderen (Kreisbogendreieck im Quadrat usw.) be-
zeichnet, die jedoch, wie schon in 1 erwihnt, zweckmiBiger unter die Kurven-
triebe eingereiht werden.

41. Die Griiblersche Zwanglaufbedingung. Die Eigenschaft des
Zwanglaufes besteht darin, daB jeder Punkt irgendeines Getriebe-
gliedes bei seiner Bewegung nur eine bestimmte Bahnkurve be-
schreiben kann — nicht eine Fliche oder ein Flachenstiick. Die Bahn-
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kurve ist entweder geschlossen oder ein endliches Kurvenstiick, das
hin- und hergehend durchlaufen wird.

Damit ein Getriebe mit n Gliedern und g Elementenpaaren (Ge-
lenken) die Eigenschaft des Zwanglaufes besitzt, mul zwischen diesen
beiden (ganzen!) Zahlen n und g die Beziehung bestehen

3n— 29 = 4|, (97)

die man als die Griiblersche Zwanglaufbedingung bezeichnet.

Diese Bedingung ist als eine notwendige, aber keineswegs hinreichende
Bedingung anzusehen; d. h. wenn fiir ein Getriebe, im ganzen genommen, diese
Bedingung erfiillt ist, so braucht es noch nicht zwangliufig zu sein; es kann die
Anordnung vielmehr so sein, dal einzelne Teile des Getriebes starr, andere da-
gegen iibermifig beweglich sind. Ahnlich ist auch die fiir die Starrheit eines
ebenen Fachwerkes geltende Gl. s = 2n — 3 (s = Anzahl der Stibe, n = Anzahl
der Knoten) zu verstehen, die wohl eine notwendige, aber fiir sich allein keines-
wegs hinreichende Bedingung ist. Es miissen noch andere Aussagen hinzu-
kommen, die die Starrheit festlegen; zu diesen gehért etwa die Eigenschaft eines
Fachwerkes, aus Dreiecken aufbaubar oder abbaubar zu sein.

Fir einfache Getriebe, d.h.fir solche, die aus einem Kurbel-
viereck (oder einer seiner Ausartungen) durch ,,Zweischlige* abgeleitet
werden konnen, kann die Richtigkeit dieser Bedingung wie folgt un-
mittelbar eingesehen werden!: Es sei ein Getriebe von n, Gliedern und
go Gelenken gegeben, das die Eigenschaft der Zwanglidufigkeit besitzen
moge. Dann bleibt diese Eigenschaft sicher erhalten, wenn mittels
zweier Glieder und dreier Gelenke ein neues Getriebe gebildet
wird; wird diese Erweiterung @ mal ausgefiihrt, so hat das entstehende
neue Getriebe

n = ng + 2a Glieder
und

g = go + 3a Gelenke.

Durch Elimination von o folgt hieraus
3n — 29 = 3ny— 2¢,,

d.h.die Zahl 3n — 2 ¢ ist fir alle zwangldufigen Getriebe dieselbe,
also invariant. Es geniigt, ihren Wert etwa fiir das Kurbelviereck
auszurechnen, fiir das » =4, g =4, also 3n —2¢g = 4 ist. Damit
folgt die Gl. (97) als Zwanglaufbedingung.

Wenn das Getriebe nicht diese einfache Bauart zeigt, daB es aus
einem Kurbelviereck durch Zweischlige entstanden zu denken ist, muB
man die Abzéhlung etwas anders anordnen, man erhilt aber dieselbe
Bedingung (97). Es seien n,, ng, . . ., n,, die Anzahlen der Glieder mit
2,3,...,m Gelenken. Wenn man beachtet, da zwei Gelenke eines
Gliedes zu ihrer gegenseitigen Festlegung eine Bedingung (etwa einen
Stab), drei Gelenke drei und m Gelenke 2 m — 3 Bedingungen er-

1 Wurde in dieser Form durch Herrn Geheimrat M. Griibler bei der Getriebe-

tagung in Dresden 1928 vorgetragen. Siehe auch dessen Buch: Getriebelehre.
Berlin: Julius Springer 1917.
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fordern, so ist die gesamte Anzahl der Bedingungen, die zur Starrheit
der ganzen Kette erforderlich ist,

1y + 31+ 5y + - - -+ @m — 3) = 3 (2m — 3)m,,
2

m m
=2mn, — 33 n,
2 2

oder =49 — 3n,
da }'n,,=mn die gesamte Anzahl der Getriebeglieder und % Z MNy=¢
die gesamte Anzahl der Gelenke (jedes nur einmal gezihlt!) ist.
25
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Abb. 46,

Zwanglauf liegt dann vor, wenn fiir das Getriebe als Ganzes die
Anzahl der Bedingungen um eins kleiner ist, als die fiir die Starrheit
erforderliche, also wenn

49 — 3n =29 — 4

oder (wie oben) 3n —2g9g=4.

42. Koppeltrieb (Kurbelviereck). Ein aus 4 Gliedern und 4 Ele-
mentenpaaren bestehendes Getriebe nennt man ein Gelenkviereck
oder Kurbelviereck. In Abb. 46, 1 bis 4 sind einfache Formen dieses.
Getriebes angegeben, die einfachen Bezeichnungen sind teils ohne
weiteres versténdlich, teils werden sie sogleich niher erklart.
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Von einem allgemeinen Kurbelviereck spricht man dann,
wenn alle ,,Gliedlingen (von Gelenk zu Gelenk gemessen) von-
einander verschieden sind. Das festgehaltene Glied wird als ,,Steg®, das
diesem gegeniiberliegende als ,,Koppel® bezeichnet (daher auch der Name
Koppeltrieb). Die Glieder, die die Verbindung zwischen beiden herstellen,
werden als ,, Kurbeln® oder ,,Schwingen bezeichnet, je nachdem sie volle
Umldufe machen oder nur schwingende Bewegungen zwischen zwei
Grenzlagen ausfithren koénnen. Ein Gelenkviereck mit zwei Kurbeln
nennt man ein Doppelkurbelgetriebe (kurz Doppelkurbel), eines
mit einer Kurbel und einer Schwinge ein Kurbelschwing- oder
Schwingkurbelgetriebe und eines mit zwei Schwingen ein Doppel-
schwinggetriebe. Die mit der Koppel verbundenen Gelenke kénnen
als Antrieb- und Abtriebstelle angesehen werden.

Welcher von diesen drei mdéglichen Féllen bei einem Gelenkviereck
tatsdchlich eintritt, hingt von den GréBenverhiltnissen der Glied-

lingen ab und wird bestimmt durch den
.

P —— . .
St Doppelschming - Getriete
Abb. 47.

Satz von Grashof!': Ein Gelenkviereck kann nur dann
ein Doppelkurbel- oder ein Schwingkurbelgetriebe sein,
wenn die Summe aus der kleinsten (@) und gréBten (d)
Gliedlinge nicht groBer ist als die Summe aus den beiden
anderen Gliedlingen (b,c), also wenn

a+d<b+cl. (98)

Und zwar wird es durch Feststellung des kiirzesten Gliedes
{a) eine Doppelkurbel, durch Feststellung eines der beiden
benachbarten Glieder (4,b) eine Schwingkurbel (mit dem
kiirzesten Gliede @ als Kurbel). In allen anderen Fillen ist es ein
Doppelschwinggetriebe.

In Abb. 47 sind diese drei Moglichkeiten fiir ein derartiges allge-
meines Kurbelviereck besonders dargestellt. Man beachte jedoch, daB
das kiirzeste (#) und lingste Glied (d) nicht notwendigerweise neben-
einander liegen miissen. Ferner bestéitige man, daB nach diesem Satz
das Getriebe in Abb. 46, 2 bei festgestelltem Gliede @ eine Doppel-
kurbel, bei festgestelltem Gliede b eine Schwingkurbel sein muB.

Beispiel 11. Schwingkurbel als Getriebe mit schnellem Riickgang.
Durch die Verhiltnisse der Lingen der einzelnen Getriebeglieder a, b, ¢, d ist der

sog. ,,Kurbeltotlagenwinkel”“ ¢ und der zugehérige Winkel y zwischen den Um-
kehrlagen der Schwinge mittels einfacher trigonometrischer Beziehungen aus-

1 Grashof, F.: Theoretische Maschinenlehre Bd. 2 (1883) S. 117.
Pdschl, Getriebelehre, 6
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driickbar. Fir die praktische Auswertung dieser Beziehungen sind auch Kurven-
tafeln angegeben worden, die sich fiir die Losung einschligiger Aufgaben als sehr
brauchbar erweisen?l.

In Abb. 48 ist ein solches Schwingkurbelgetriebe mit schnellem Riickgang
gezeichnet, bei dem der Kurbeltotlagenwinkel § == 120° und der zugehérige Schwin-
genwinkel y = 900 betrigt. Fiir die Léangen der Glieder erhilt man die Werte
a = 20, b = 58, ¢ = 46, d = 33 cm (sie sind naturgemaB nur bis auf einen gemein-
samen Faktor bestimmt). An der Schwinge ist in C eine gewohnliche Schubkurbel
angeschlossen, die die betreffende Arbeitshewegung auszufithren hat. Aus der
GroBe von 6 = 120° entnimmt man, daB bei gleichférmiger Umdrehung der
Kurbel, wie sie hier immer angenommen wird, das Verhiltnis der Zeiten fiir Hin-
und Riickgang 2:1 betrigt. Der Verlauf der Geschwindigkeit des Punktes D ist
in diese Abbildung eingetragen worden.

Up-x-Linje

7
P
,/’:/’/*laﬂs/ab JSiir yy und vg ¢ Uy =20},
e ” _fl//' /4 und Up* l,,-.?wl;
Abb. 48.

43. Erweiterte Formen und Anwendungen des Koppeltriebs. Aus
dem Koppeltrieb lassen sich in mannigfacher Weise andere Getriebe
ableiten; einige Moglichkeiten hierfir sind in Abb. 46 b) ¢) zusammen-
gestellt.

Nr. 5 bis 7 stellen triviale Erweiterungen dar, die keine neuen, son-
dern nur Wiederholungen der vorhandenen Bewegungsformen bringen,
Nr. 8 gibt die Erweiterung durch einen sog. ,,Zweischlag®, der schon
in 41 betrachtet wurde: zwei Glieder werden mit drei Gelenken mit-
einander verbunden und an das vorhandene Kurbelviereck ange-
schlossen. In derselben Weise sind auch Nr. 9, die Geradfiihrung von
Peaucellier und Nr. 10, der Hartsche Inversor entstanden zu denken.

Einfache Anwendungsformen des Kurbelvierecks sind in Nr. 11
bis 14 dargestellt: Schleifstein, Heuwender, Knetmaschine, Sperr- oder
Vorschubgetriebe. In Nr. 12, 13 kommt es darauf an, da8 die Punkte ¢
Bahnkurven von solcher Form beschreiben, da8 sie fiir den angestrebten
Zweck (Heuwenden, Kneten) geeignet sind.

Alle diese Getriebe kinnen beziiglich der auftretenden Geschwindig-
keiten und Beschleunigungen nach einheitlichen Methoden behandelt
werden, die alsbald erklirt werden sollen.

1 So z.B. von Dr. H. Wanckel, Leipzig.
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Aber nicht nur als solches ist das Kurbelgetriebe von auBerordent-
licher Wichtigkeit, sondern auch wegen des bemerkenswerten Um-
standes, daB es fiir den Ein- und Zweikurventrieb als ,,Ersatz-
getriebe‘* dienen kann; jedem solchen Getriebe kann ndmlich eindeutig
ein Kurbelviereck zugeordnet werden, das jenem hinsichtlich der Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen vollstandig gleichwertig ist.
Der leitende Gedanke fiir diesen ,,Ersatz‘ ist der, jede Kurve durch
ihren Krimmungskreis anzundhern und als Ersatzgetriebe jenes zu
nehmen, das aus den Festpunkten und diesen Krimmungsmittel-
punkten besteht. Da fiir die Beschleunigung in irgendeinem Punkte
nur der Kriimmungshalbmesser der Bahnkurve mafBgebend ist, so
erkennt man die Zuldssigkeit dieses Ersatzes ohne weiteres. Ein exakter
Beweis kann mittels des in 38 gegebenen Satzes iiber Hiillbahnen und
Hiillkurven gegeben werden, der diese Einfithrung der Ersatzgetriebe
unmittelbar nahelegt.

In Abb. 46 Nr. 15 und 16 sind schematisch die Ersatzgetriebe fiir
den Ein- und Zweikurventrieb eingetragen. In Nr. 17, 18, fiir die sog.
Bogenschubkurbel und Geradschubkurbel wird dieser Ersatz
besonders anschaulich. Fiir die sog. Kurbelschwinge, Nr. 19, bei der
die Stange 4 B durch die Drehhiilse C schleift, ist das ersetzende Kurbel-
viereck durch K,ACKq gegeben, wobei K¢ der Kriimmungsmittel-

punkt der Bahn des Punktes O' der Stange A B ist; dieser liegt nach

24d) im Mittelpunkt der Strecke 2C. — Nr. 20 gibt als Ersatzgetriebe
fiir eine unrunde Steuerscheibe mit Schwinghebel das Kurbel-
viereck 0,4 BO, wobei AB der Kriimmungshalbmesser der Parallel-
kurve des Profils im Abstande des Rollenhalbmessers ist. Beziiglich
der ndheren Ausfiihrung der Konstruktionen siehe 47 bis 49.

Man iibersehe aber nicht, daf das Ersatzgetriebe in allen diesen
Fillen im allgemeinen verdnderlich ist in dem Sinne, daB fiir jede
Lage des Getriebes das Ersatzgetriebe ein anderes wird; nur solange
die beiden sich aufeinander abwilzenden Kurven Kreise sind, ist das
Ersatzgetriebe unverdnderlich. Ferner beachte man, daB ein Ersatz
in dem angegebenen Sinne nicht mdglich ist, wenn eine Kurve eines
Kurventriebs eine Gerade ist.

Es moge hier noch die Bemerkung eingefiigt werden, daB es auch in betriebs-
technischer Hinsicht vorteilhaft ist, Kurvengetriebe zu vermeiden und diese, so-

weit es nur irgend moglich ist, durch Kurbelgetriebe zu ersetzen, die wesentlich
hohere Drehzahlen und damit erbebliche Leistungsteigerungen zulassen.

44. Totlagen und Wechsellagen. Wenn die vier Gelenke eines Kurbel-
vierecks oder die drei einer Schubkurbel in eine Gerade fallen, so spricht
man von einer Totlage des Getriebes. In einer solchen Totlage ist das
Getriebe in gewissem Sinne starr; z. B. kann eine Schubkurbel in
einer Totlage vom Kreuzkopf aus nicht in Bewegung gesetzt werden.

Wenn im Verlaufe der Bewegung eines Getriebes einzelne Punkte
ihre Bewegungsrichtung umkehren, so spricht man von Umkehr-
lagen. Das kinematische Kennzeichen fir solche Umkehrlagen ist das
Auftreten von Nullwerten der Geschwindigkeit. Beispiel: Die Umkehr-

6*
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punkte der Schwinge beim Schwingkurbelgetriebe. Umkehrlagen sind
natiirlich nicht notwendig auch Totlagen des Getriebes.

Unter einer Wechsellage versteht man eine solche, in der die
kinematische Beschaffenheit des Getriebes eine Anderung erfahren
kann, und zwar sind es immer die Totlagen, in denen eine solche ,,Ver-
zweigung® eintreten kann. Z. B. kann das Parallelkurbelgetriebe aus
den Totlagen in ein Antiparallelkurbelgetriebe iibergehen.

Linkurveniriebe  a)Finfacke Formen: i
4

é?’{ l% z }/fe//}ﬁeé ye/wde

Areuzschlejfe

& % A’a{;/e/lle//li'/eé

/ / ’ a
”’”””j;‘;;’;’;m“ji‘g”’”’”" Hurselschvinge  Sohubsatwinge

0
r< p

&) Lrweiterte Formen
u. Anwendungen:

\ 77 '\ , ) umlogende s://;v/ﬂye/m’e
76 00’ . elschublurbe/ /f/'gﬂZSl‘ﬁ/t{/fEﬂh//’ée/

s 7z Aurvenschlefen Linzatnrad
7 > (mit lingerem Stilstond Matteserhreuz)
A ; 25& in den Upmbety purtten) Untertrechuny der
Glertvierseit Beweqq mittls Strrad)

c) DJer Einkurventried als
Lrsatz [ Zwelkurventrieb:

Abb. 49.

Ein kinematisches Hilfsmittel zur Uberbriickung solcher Tot-
lagen ist der KettenschluBl; man versteht darunter die Koppelung
mit einem anderen Getriebe (einer ,,Kette‘), das die Verzweigung ver-
hindert. Das dynamische Hilfsmittel zur Uberbriickung solcher Tot-
und Wechsellagen ist der MassenschluB, das ist die Ausriistung der
Antriebswelle mit Schwungscheiben, deren Energie das Getriebe iiber
jene Lagen hinwegbringt.

45. Einkurventriebe verschiedener Form sind in Abb. 49 schema-
tisch zusammengestellt. Zunichst in a) einfache Formen: Nr. 1, 2
,.Keiltriebe“, 3 der ,,Schwingdaumentrieb®, 4 die ,gerade, § die
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,,Bogen-Kreuzschleife’; 6 die ,,Winkelschleife** (bildet das Getriebe
des Konchoidenlenkers) und 7 die ,,Kreisschleife‘‘, die friiher insbe-
sondere bei der Ladenbewegung von Webstiihlen angewendet wurde;
8 die ,,umlaufende“ und ,,schwingende Kurbelschleife” (je nachdem
a > ¢ oder a < ¢ ist), 9 die ,,Kurbelschwinge“ (die auch als schwin-
gende Schubkurbel aufgefaBt werden kann), 10 die ,,Schubschwinge
(das Gleitstiick ist festgehalten).

Zwerkurventriebe
- a)Reines Rollen &) Rollen mit Gleiten
2

T _\ m Wilzhebe!
Wilzhurventrieh

’
i

] 12,
/e i
/ 4/”%," 2<lel Hurve
/ LN
4438/ L LT
;*?Eﬁ@x i
N~ s
Zatmradtich 7
I,
4 "
Hapselrad-Getriebe
(Pumpe)
Abb. 50.

In b) Nr. 11 bis 18 sind erweiterte Formen und Anwendungen ge-
geben, deren Bezeichnung und Wirkungsweise an der Hand der Ab-
bildungen unmittelbar verstindlich ist. In ¢) Nr. 19 bis 23 sind ver-
schiedene Fille des Ersatzes von Zweikurventrieben durch Einkurven-
triebe angegeben, wie sie fir die Anwendung allgemeiner S#tze und
Konstruktionen von Wichtigkeit sind.

46. Zweikurventriebe sind schematisch in Abb. 50 gegeben. In a)
Nr. 1, 2 sind solche angedeutet, bei denen die relative Bewegung ein
reines Rollen ist (ohne Gleiten!), wie es z. B. bei den Polkurven fiir
eine beliebige Bewegung zutrifft. Soll eine solche Bewegung eine Uber-
tragung von einer Welle auf eine dazu parallele bewirken, so miissen
die ,,Réder“ besonders geformt sein. Beispiel: elliptische Réder.

Im allgemeinen wird wie in b) Rollen mit Gleiten verbunden
auftreten; Nr. 3 bis § geben schematische Beispiele hierfiir, 3, 4 ergeben
als Ersatzgetriebe verinderliche Kurbeltriebe, § einen unverinder-
lichen Kurbeltrieb. In diese Gruppe gehért als wichtigster der ,,Zahn-
radtrieb*‘ (Nr. 6), fiir dessen Ausbildung besondere Forderungen zu er-
filllen sind, die natiirlich auf besondere Formen der miteinander ar-
beitenden Kurven fithren. Die wichtigste dieser Forderungen ist die,



86 Geschwindigkeiten und Beschleunigungen beim Kurbelviereck.

die Zahne so zu formen, daB in jeder Stellung die Bewegung iiberein-
stimmt mit dem Abrollen (ohne Gleiten!) der beiden ,,Teilkreise®,
d.h.daB die Bewegungsiibertragung mit gleichbleibender ,,Uber-
setzung® erfolgt. — Nr. 7 gibt den Keiltrieb als Zweikurventrieb. —
Nr. 8 das ,,Bogendreieck’ im umhiillenden Rechteck, 9 das Kapselrad-
getriebe, angewendet bei den Kapselpumpen; daneben ist in beiden
Fillen das zugehérige Ersatzgetriebe gezeichnet, das in § eine Kreuz-
schleife und in 9 ein verdnderlicher Kurbeltrieb ist.

Was die Ermittlung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
verlaufes bei all diesen Getrieben betrifft, so ist es nach dem wieder-
holt Gesagten hinreichend, das Kurbelviereck zu studieren, auf das
sich alle anderen Formen zuriickfithren lassen. Dies soll im ndchsten
Abschnitte geschehen und durch eine Reihe von Beispielen erlautert
werden.

VIL Geschwindigkeiten und Beschleunigungen beim
Kurbelviereck.

Fiir die Ermittlung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
verlaufes eines in vorgegebener Weise ,angetriebenen Getriebes
stehen die in IV und V erlduterten Methoden zur Verfiigung. Und zwar
wird man bei Koppeltrieben vorteilhaft die in V entwickelten Be-

ziehungen benutzen,
die fiir die Geschwin-
a) digkeiten und Be-
p schleunigungen der
Punkte einer beweg-
ten ebenen Scheibe
bestehen. Bei ein-
fachen Kurventrie-
ben kann man entweder
die Satze iiber die relative
Bewegung nach IV heran-
ziehen, oder — durch Her-
anziehung der Ersatzge-
triecbe — auch nach” V
vorgehen. Die in Betracht
kommenden Verfahren wer-
den an einer Reihe von
Beispielen erdrtert.

47. Das Kurbelviereck, Abb. 51. Die Aufgabe, die wir zu l6sen haben,
besteht darin, aus der Geschwindigkeit v, und Beschleunigung b4
des Punktes 4 die entsprechenden GréBen v, bp von B zu ermitteln.

a) Die Geschwindigkeit v erhiilt man (entweder mittels der ge-
drehten Geschwindigkeiten oder) aus dem p-Plan nach Abb.51a) gemi
der Gleichung

bp =104+ V4B, bap L AB.
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b) Fur die Ermittlung von by beachte man, daffi die Normal-
komponenten der Beschleunigungen aller Punkte des Getriebes nur von
den Geschwindigkeiten abhéngen, also durch irgendeine Geschwindig-
keit, etwa vy, bestimmt sind. Dieser Umstand kann so verwertet wer-
den, dafl man diese Normalbeschleunigungen mit Hilfe der Beziehung
b, = v2fp ermittelt, wodurch zufolge der Gleichung

(") + b(t) bA + B(") + b(’)

bp bestimmbar wird. Dieses Verfahren kommt darauf hinaus, durch
Annahme von v, einen MaBstab fiir v festzulegen und den MaBstab
fiir b nach jener Konstruktion (fir b, = v2/p) abzuleiten.

In den meisten Fillen ist es vorteilhafter, anders vorzugehen.
Man wihle einen geeigneten Mafstab fiir b, trage b4 in diesem MaB-
stabe auf und benutze die obige Gleichung fiir bz in folgender Art:

Die Geschwindigkeit v, 1aBt sich in zweierlei Weise ausdriicken,
wobei einmal 4 als Punkt der Kurbel O, 4, das andre Mal als Punkt
der Koppel A B (mit dem Drehpol ) genommen wird ; es ist

v4 =10, =Rw, woraus = w,.

Damit wird, da b’ = r; w?,

2 r? I r I ry o
bs —lwzzlﬁgwﬁzzirlwi- 7 Rllb“. (99)
Zieht man daher (Abb. 51) die Linien b‘"’aHO Q,0,d ;|oc.Q so erhilt
man aus den entstehenden dhnlichen Dreiecken

— w
Ao = bi:) 1—3“,
1
und

—l—_—. " (n)____ (ny

oA =Aa == by R R, = byp
Oder man ziehe wie friiher b("’ocHO Q, sodann ay||0;B, yo'|| 0,2,
dann gelangt man zu demselben Punkt «’. Denn es ist wieder aus den
leicht angebbaren &hnlichen Dreiecken

—— I r r
__: m b T g T
yA= Aa- by 7l = by N
und
A wn )
o d= A- =by 55 = bap,
7 4R R, 4B

wie zuvor. Bei dieser Variante wird die Lage von £ nicht benutzt,
was sehr vorteilhaft ist, wenn £ auBlerhalb der Zeichenfliche liegt.
Ubertriigt man diese Strecke o’ 4 an den Punkt B, so kann man
durch Umkehrung der Linienfolge die Normalbeschleunigung b%
von B erhalten. Bildet man weiter an B die Summe 5% B+ b4 und
zieht durch den Endpunkt von b, eine Senkrechte zu A B, ferner
durch den Endpunkt von b%’ eine Senkrechte zu b%’, so gibt der Schnitt
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dieser Senkrechten den Endpunkt der gesuchten Beschleunigung bp
von B.

In Abb. 52 ist diese Konstruktion unter der Annahme v, = konst.
firr einen vollen Umlauf eines Schwingkurbelgetriebes ausgefiihrt; die
entsprechenden vp- und bp-Pline sind in ihrem Gesamtverlauf ein-

Y,
A

getragen. Man achte auf die Anwendung der Konstruktion fiir die Um-

kehrpunkte #; und %, der Schwinge O, B, fiir die sie vollstindig ihre
Giiltigkeit behilt.

Es sei noch bemerkt, daB hier (wie auch bei allen dhnlichen Darstellungen)
die Bezeichnung ,,v-Plan® in doppeltem Sinne gebraucht wird: einmal fir die
Geschwindigkeiten verschiedener Punkte (4, B, ...) der Scheibe fiir eine be-
stimmte Lage derselben, das andere Mal fiir den Verlauf der Geschwindigkeit
eines Punktes (etwa B) wihrend einer endlichen Bewegung des Getriebes.

Y
Up

Beispiel 12, Die Kurbelschwinge (nach Abb. 28). Fiir die Kurbelschwinge
wurde in 24d) der Kriimmungsmittelpunkt K der Bahn des Punktes B be-
stimmt. Unter Heranziehung des Punktes K ist dieses Getriebe auf das Kurbel-
viereck OABK als Ersatzgetriebe zuriickgefiihrt und kann unmittelbar nach
den soeben dargelegten Methoden behandelt werden. Wir setzen wieder v4 = konst
voraus und nehmen b, == b$” = r, dann ist genau nach Abb. 51 vorzugehen, und
dies gibt den auch in Abb. 28 mit denselben Buchstaben O, a, y, «’ bezeichneten
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Linienzug, aus dem o’4 = bY3 folgt. Diese Strecke an B iibertragen und dieselbe
Konstruktion in umgekehrter Folge ausgefiihrt, gibt b3’ und gemaB der Beschleu-
nigungsgleichung auch bz selbst.

Die Betrachtung der Normalkomponenten der Beschleunigungen lieferte die
Beziehung BK = B2/2, und aus der Gleichung fiir die Tangentialkomponenten
folgt b, = bd.

48. Das Schubkurbelgetriebe, Abb. 53. Die in 47 fiir das Kurbel-
viereck angegebene Konstruktion fiir v und b3 aus v 4 und b4 bleibt

Rickgang
y gz S gz Linie
- N\
o /”/ ] q i AN
FELI T TN - | 7
; ke Al K
w,=honst QA7 2\~ 7 L N|[1? \
(N2 ] ”b’; L\\“N r g
& 0 -:t-:-::; = 1— =1 <7 77777777
7 1 S~ \\ R ~:ibi_ \‘ /, b’U
”fﬂ!ﬂﬂf \\l\‘é\ £ ‘\\/ ’ >bﬁd
& 0 - §Qj[ s
Ricke T < .,
vrgarg 3 _‘:‘5“-<£ bg-z-Linie
P AL D
bg-1-F14"
Abb. 54.

hier ganz wie dort anwendbar und gibt das aus der Abb. 53 ersichtliche,
unter dem Namen der Mohrschen Konstruktion bekannte Ver-

fahren. Da B eine geradlinige Bewegung macht, ziehe man b3’ « senk-
recht zur Richtung dieser Bewegung, ay||0 B und yo’ wieder senkrecht

Abb. 55.

zur Bewegungsrichtung von B; dann gibt der Schnitt der Senkrechten
in o zu 4B mit der durch den Endpunkt von b4 zur Bewegungs-
richtung von B gezogenen Parallelen sofort die Beschleunigung bjp.
Ganz wie frither kann gezeigt werden, daB Ao’ = b ist.

Die iibersichtliche Darstellung von vp und bp als Funktion des
Ortes muB aber jetzt durch Auftragen senkrecht zur Bewegungs-
richtung von B erfolgen, was bei geradlinigen Bewegungen immer zu
geschehen hat (und beziiglich v durch die ,,gedrehten Geschwindig-
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keiten unmittelbar durch die Zeichnung geliefert wird). Dies ist in
Abb. 54 fir die ,,gewShnliche Schubkurbel” unter der Annahme
v4 = konst. ausgefiihrt.

Eine besondere Bemerkung ist nur notwendig beziiglich der Er-
mittlung der Beschleunigungen fiir die ,,Totlagen B, und B, firr die
diese Konstruktion versagen wiirde. Die Grundgleichung, auf der sie
beruhte, behélt aber auch fir die Totlagen ihre volle Giiltigkeit und

»
,.
i -r-Linig
_ _Linie__] 4 _ bM r
mol=T —= Y /G a)
‘\gt\\L 4 \\\\\\\\\ \\\
) a“.‘ ,k —~ \\\\\\ ~
v = -
2 e@.\ 9- \\ ~N X \\\\ C:a
/ ”,\ NN
; W
% b(tl 4 7 23 4
‘ S 7R
/ P
/ - AN
4 /// \ * o .
I - é’},& M,  gibt fiir den ,iduBeren Tot-
. co=konst| s .- b & :/ 3 punkt“ B, die Gleichung
k<) - i /// )
3 W N8 by, = b9 + b5,
3 N4 ¥ by + lo?
S A\ f=—y 4 w* .
A n \\\\ , //
2\ b/ Die Geschwindigkeit von 4,
MDA ist jetzt
/
Zaxl V4 =710 = lo,
/ woraus
KMy -
7 b/((:’&’ © = o o,
Abb. 56.
#y

und da by = re?, so folgt
2
bp,=ba+ g} =ba+ Trof=by(1+7) = b, 5. 100)
Fiir den ,,inneren Totpunkt* B, ergibt sich ebenso
l—
n=ba(1 =) = b (101)

Dies fithrt unmittelbar auf das folgende Verfahren, das ebenfalls in der

Abb. 54 elngetragen ist: Man mache OM =1, also MB, = M By =
und trage in M nach oben und unten 0%’ auf, und zwar elnfach =,
wenn es sich um die gleichférmige Drehung von A handelt und der
b-Maflstab dieser Festsetzung entsprechend angenommen wird. Die
Verbindungslinie der Endpunkte E, B’ mit O schneidet dann auf den
Senkrechten in B, und B, unmittelbar die Werte bp, und bp, ab.
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Beispiel 13, Umkehrung der Fragestellung: Gegeben vz, by, ermittle
0,4, b,4. — Beziiglich der Geschwindigkeiten ist keine Bemerkung nétig. — Was die
Beschleunigungen betrifft, so muB man zunéchst die Normalbeschleunigungen by
und 553 aus den Geschwindigkeiten ermitteln (mit Hilfe der Beziehung b = v2/g)
und auftragen; in dem MaBstabe, der sich fiir die Beschleunigungen aus dieser
Konstruktion ergibt, hat man dann by in waagrechter Richtung so einzufiigen,

daB es zwischen die Senkrechten in bY” und «’ hineinpaBt, Abb. 55.

49. Unrunde Steuerscheiben. Durch die angegebenen Methoden ist
auch fiir die unrunden Steuerscheiben (Steuernocken), die ein wichtiges

@)

<

150y 2760 ]

Anwendungsbeispiel der Kurventriebe darstellen, die Bestimmung der
auftretenden Geschwindigkeiten und Beschleunigungen geleistet und in
den Abb. 56 bis 59 fiir einige typische Fille durchgefithrt. In diesen
Abbildungen sind iibrigens auch die ,,Ventilerhebungskurven®, also die
r-t-Linien eingetragen.

In Abb. 56 ist das Profil aus zwei Kreisbogen mit den Kriimmungs-
mittelpunkten K, und K, bestehend angenommen, die Ersatzgetriebe
fur die Bereiche 0 bis 2 und 2 bis 4 sind die Schubkurbelgetriebe
OK,M,C,und OK,M,C;; bei bekannter Drehung der Scheibe sind die
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen von K, und K, als bekannt
anzusehen und daraus die von M,, M, bestimmbar. An der Sprung-

o+
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stelle 2 erhilt man zwei Werte fiir b, d. h. auch einen Sprung in den
Federkriften, die den Kraftschluf der Steuerung herstellen. — In den
Abb. 57, 58 sind die Ventilst6Bel mit ebener und kreisférmig gekriimmter
Steuerplatte angenommen. Die FErsatzgetriebe sind fiir Abb. 57 die
Schubkurbelgetriebe mit unendlich langer Schubstange O K,C,,0K,C,;
die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen des Ventilstéfels (hier

a)

der Schub- und Kolbenstange)
sind einfach durch die Projek-
tionen der entsprechenden
GréBen fir die Punkte K,
und K, auf die Bewegungs-
richtung der Schubstange ge-
geben. — Fiir Abb. 58 sind
die Ersatzgetriebe durch die
gewohnlichen Schubkurbelge-
triebe OK,B,C,;, OK,B,C,
gegeben. —

Abb. 59 gibt schlielich eine
unrunde Steuerscheibe
mit Schwinghebel; die
7 Ersatzgetriebe sind fiir die

! Kreisbogen des Profils die
Kurbelvierecke OK,M,0, und OK,M,3. Die Ausfithrung der
Konstruktionen ist in allen Fillen dieselbe und ganz so wie in 47 fiir
das Kurbelviereck auseinandergesetzt.

Man beachte, daB die Werte der Beschleunigungen von den Kriim-
mungen der Profilkurven sehr stark abhingen, was insbesondere auch
bei der Herstellung derartiger Steuerscheiben oder Steuernocken im
Auge zu behalten ist. In der Praxis werden die genauen Formen
solcher Scheiben vielfach durch bloBes Zufeilen u. dgl. so herzustellen
versucht, daB sie einen ruhigen Gang zugleich mit der méglichst genauen
Erfilllung der verlangten Eigenschaften verbiirgen.

Um die Ventilerhebung (und auch die Geschwindigkeit und Be-
schleunigung der Ventilbewegung) in Abhangigkeit der Zeit aufzu-



Mehrgliedrige Getriebe. Einfache und zusammengesetzte Getriebe. 93

zeichnen, beachte man, daBl der Drehwinkel der Steuerwelle bei gleich-
formiger Drehung der Zeit proportional ist. Man trage daher diese
Drehwinkel in irgendeinem MaBstabe als Abszissen auf einer #-Achse
und als Ordinaten die zugehérigen Ventilwege auf, um das gewiinschte
Bild zu erhalten.
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Abb. 59.

VIII. Mehrgliedrige Getriebe.

50. Einfache und zusammengesetzte Getriebe. Als einfach werden
solche Getriebe bezeichnet, die entweder nur aus einem gewohnlichen
Kurbeltrieb (oder einer seiner Ausartungen) bestehen oder aus einem
solchen Kurbeltrieb durch ,,Zweischlige abgeleitet werden konnen;
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alle Getriebe mit einer anderen Art der Zusammensetzung — einer
anderen ,,Struktur — nennt man zusammengesetzt. Fir die ein-
fachen Getriebe sind offenbar durch die Methoden des Kap. VII alle
auf die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen beziiglichen Fragen
beantwortbar, gegebenenfdlls sind diese Methoden wiederholt anzu-
wenden. Bei zusammengesetzten Getrieben sind aber gewisse
Erginzungen erforderlich, von denen hier im Zusammenhange mit
technischen Anwendungen noch einige angegeben werden sollen. Auf
die ,,typischen Getriebeformen®, die fir » =5, 6,... usw. Glieder
moglich sind, wird aber nicht im einzelnen eingegangen.
51. Die relativen Drehpole dreier Scheiben. Wie schon aus den bisher
betrachteten Beispielen und insbesondere aus der in VI gegebenen Uber-
sicht hervorgeht, handelt es sich in der Ge-
Wy wy;;  triebelehre immer um mehrere, miteinander

W,
:;i f; f; in geeigneter Weise (durch Gelenke und Schie-
" “ » Ber) verbundene Systeme. Die Bewegungen

Abb. 60. der einzelnen Getriebeglieder sind dann natur-

gemilB nicht voneinander unabhingig; zur

Kennzeichnung dieser Abhéingigkeit ist der folgende einfache Satz oft
von wesentlichem Nutzen:

Die relativen Momentanpole P,,, P,;, P;; je zweier von
drei ebenen Scheiben 1,2, 3 liegen in einer Geraden (Kol-
linearitit der Drehpole dreier Scheiben).

Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir an, daB die beiden Schei-
ben 2, 3 im betrachteten Augenblicke gegen die feste Scheibe 7 Drehungen
um die Pole P,,, P,; mit den Winkelgeschwindigkeiten w,,, w,; aus-

fithren mogen (Abb. 60). Die relative Bewe-

s gung von 3 gegen 2 erhélt man dann, wenn

den beiden Scheiben 2, 3 eine zusitzliche

3 Drehung — w,, erteilt wird, die 2 zur Ruhe

y bringt. Die Bewegung von 2 besteht dann

in einer Drehung um P,; mit w,; und einer
) Drehung um P,, mit — w,,. Die Summe
beider ist eine Drehung um einen Punkt Py,

auf der Geraden P, P, 5, und zwar teilt Pyq

die Strecke P,,P,, im umgekehrten Ver-
hiiltnis der Winkelgeschwindigkeiten, also ist

IZ 2,
Abb, 61.

[N
N

Py Poy: Pyg Pyy = Wy3: Wy
Der Pol P, liegt innerhalb der Strecke Py, P,;, wenn die w,,, 0,5 ver-

schiedenes Vorzeichen haben, sonst auferhalb, und zwar auf der Seite
der groBeren Winkelgeschwindigkeit. Demgemi8 ist

Wyg = W12 = Wy3.

Dieser Satz wird meist in der Form verwendet, daf bei vier Scheiben
1,2,3,4 durch Angabe zweier Paare von Polen wie P,,, P,; und
P4, Py, der finfte Pol P,; im Schnitt der Verbindungslinien der
beiden Polpaare liegen muB, Abb. 61. Und ebenso liegt der sechste Pol
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P,, im Schnitt der Verbindungsgeraden P,y P,,und P,5Py,. Die sechs
momentanen Drehpole von vier Scheiben bilden ein ,,vollsténdiges
Viereck®. Fiir n Systeme erhélt man so n (n — 1)/2 Drehpole. Nach
Kenntnis der Polkonfiguration und Angabe der Geschwindigkeit
irgendeines Punktes konnen die Geschwindigkeiten aller anderen
Punkte unmittelbar mit Hilfe der fiir das Kurbelviereck angegebenen
Methoden erhalten werden.

Bei zusammengesetzten Getrieben wird dieser Satz dazu benutzt, um die
Geschwindigkeitsrichtung einzelner Punkte durch Aufsuchung des Dreh%ols des
Systems (oder der Systeme) zu bestimmen, dem dieser Punkt angehért. So wird
es sich im Beispiel 15 (s.u.) nur darum handeln, die Geschwindigkeitsrichtung
des Punktes £ des Gliedes 3 anzugeben. Daher wird man in dem dort angegebenen
Drehpolschema nur den Pol (36) bendtigen, also nur die ersten beiden Schritte
auszufithren haben. Ist die Geschwindigkeitsrichturig von F gefunden, dann kann
das Verfahren der Geschwindigkeitspline oder das der gedrehten Geschwindig-
keiten wieder weitergefithrt
werden.

Beispiel 14. Kurbel-
schleife mit geschrank-
ten Armen nach Abb. 62.
Gegeben sei die Geschwin-
digkeit 94 des XKurbel-
zapfens 4, man ermittle
die absolute (bp==9,) und
relative (o) Geschwindig-
keit desSchiebermittelpunk-
tes B.

Wenn die Glieder, wie
in der Abbildung angegeben,
mit 7, 2, 3, 4 (Steg) be-
zeichnet werden, so sind die
Drehpole P,, Py, Py, un-
mittelbar gegeben, P,, liegt
im Unendlichen in Richtung senkrecht zur Stange 3. Um die absolute Geschwindig-
keit von B als Punkt von 2 anzugeben, braucht man den Pol P, . Dieser liegt

nach dem oben ausgesprochenen Satze im Schnitt der Geraden P,,P;, und

P, P,,. Senkrecht zu P,,B liegt die absolute Geschwindigkeit 5. Ihre GroBe ist
dann durch die Gleichung

bp=1b7+bsp  vyplAB
bestimmt, und gemiB der anderen Gleichung
byp="b, =1, + 1,
ist auch die relative Geschwindigkeit v, von B lings der Stange 3 und die System-
geschwindigkeit v, von B als Punkt von 3 bestimmt.

In shnlicher Weise kann dann auch die Beschleunigung von B aus der von 4
ermittelt werden.

Abb. 62.

Beispiel 15. Drehpolschema fiir das Getriebe der Umsteuerung
von Stephenson. Die Wirkungsweise dieses Getriebes geht aus der in Abb. 63
gegebenen schematischen Darstellung unmittelbar hervor. Es besteht aus sechs
Gliedern: der Doppelkurbel (Doppelexzenter) 7, den Stangen 2, 4, der Kulisse 3,
der Aufhiingestange fiir die Kulisse 5§ und dem Steg 6. Der Schieber der eigentlichen
Steuerung ist mittels der Schieberstange an den ,,Kulissenstein® E angeschlossen.
Hier sollen nur die kinematischen Beziehungen betrachtet werden, insbesondere
die Frage der Ermittlung der Geschwindigkeiten, nicht aber die Verstellung der
Kulisse und deren EinfluB auf die Fiillung u. dgl.
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Die 6 Glieder des Getriebes ergeben 15 Drehpole. Von diesen sind 7 sofort
angebbar, und zwar 16, 19, 14, 23, 34, 35 und 56.

Aus ihnen erhélt man die iibrigen durch Ziehen von je zwei Polgeraden nach dem
folgenden Schema:

12— 23 12— 14 13 — 35 14— 15

1434”13 93347 g >0 o 5> 45,

13— 16 23 _ 36 12 — 15 14 16

355690 1216720 93 357 5567
(26)

H,—/
Abb. 63. W)

Beispiel 16. Drehpole fiir das Getriebe des Indikators von Rosen-
kranz, nach Abb. 64. Das Getriebe besteht (mit dem festen Gliede 6) aus n = 6
Gliedern 1, 2, ... 6 und g = 7 Gelenken. Von den 15 Drehpolen kénnen die fol-
genden 7 unmittelbar eingetragen werden (in vereinfachter Bezeichnung!)

16, 12, 24, 23, 45, 36, 56 (im Unendlichen).
Die iibrigen 8 Drehpole werden durch Ziehen von je 2 Polgeraden gefunden nach
dem Schema:

16 — 36 12 16 2 — 26 26 — 56
12937 B 9y 3672 5 5540 gy 457 %
12— 25 15— 45 23 _ 25 35 — 45

165615 12 97 35 5670 3547 3
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Durch Angabe der Pole ist die Bewegungsrichtung irgendeines Punktes
einer Scheibe in bezug auf jede andere Scheibe festgelegt. So ist z. B. die Bewegungs-
richtung von @ gegen die feste Ebene 6 senkrecht zur Verbindungslinie des Poles
26 mit @ gerichtet. Weiter ist durch Angabe der Geschwindigkeit irgendeines
Punktes die Geschwindigkeit jedes anderen Punktes (und zwar sowohl die abso-
lute gegen die feste Bezugsebene 6, wie auch die relative gegen ein anderes Ge-
‘triebeglied) gegeben.

52. Geschwindigkeit und Beschleunigung bei zusammengesetzten
Getrieben. Die besondere Bedeutung der bisher erhaltenen Sitze liegt
darin, daB mit ihrer Hilfe auch die kinematische Analyse der zusammen-
gesetzten Getriebe moglich wird; nierzu gehort vor allem die Be-
stimmung der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen irgendeines
Punktes eines derartigen Getriebes, das wieder in vorgegebener Weise an-
getrieben zu denken ist. Es ist schwer, iiber den einzuschlagenden Vor-
gang allgemeine Richtlinien aufzu-
stellen, vielmehr bietet — wie dies
in der ganzen Mechanik zutrifft—jede
Aufgabe ihre Besonderheiten dar. In
vielen Fillen gelingt es, ein zusam-
mengesetztes Cetriebe unmittelbar
auf eine Folge von Koppeltrieben (und
deren Ausartungen) zurickzufithren,
die in einzelnen Punkten miteinander
in Verbindung stehen oder ,,gekop-
pelt* sind. Dies gilt insbesondere fiir
alle zusammengesetzten Getriebe, die aus einem Kurbeltrieb durch be-
liebig viele ,,Zweischlige’ entstanden sind. Ein lehrreiches Beispiel fir
diese Moglichkeit ist der Steuerungsantrieb mit Wilzhebeln nach 53
Bei manchen Getrieben lassen sich einzelne Kurbeltriebe herausgreifen,
ohne daB sie dadurch voéllig auf Kurbeltriebe zuriickfithrbar wiren.
Dies trifft z. B. bei der Umsteuerung von Stephenson zu, bei der die
Kulisse, wie in Abb. 65 gezeigt, an einem Gelenkpunkte C' oder D auf-
gehingt ist und bei der das Kurbelviereck OBDM unmittelbar

Poschl, Getriebelehre. 7

Abb. 65.
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herausgegriffen werden kann. Es ist klar, daB man jede derartige Be-
sonderheit zeichnerisch ausniitzen wird.

Wenn diese Zuriickfiithrung aber nicht méglich ist, so gelingt es doch
in vielen Fallen, das Verfahren der p- und b-Pline unmittelbar zur An-
wendung zu bringen, um die Analyse des Getriebes durchzufiihren,
wie z. B. bei der Stephensonschen Umsteuerung, deren Kulisse in der
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Abb. 66.

Mitte aufgehingt ist, wie in Abb. 63. Dieser Weg ist oft bequemer als
die Zuriickfithrung auf Kurbelvierecke, da er die Bestimmung der
Kriimmungsmittelpunkte der Bahnkurven gewisser Gelenkpunkte ver-
meidet.

Wir weisen nochmals kurz auf die Sdtze hin, die fiir diese Ver-
fahren von Wichtigkeit sind: der Satz der kollinearen Drehpole nach 51,
der Satz iber die Kriimmungsmittelpunkte beim Abwilzen zweier
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Kurven, die Sitze iiber die p- und b-Pline fiir verbundene Scheiben
und die S#tze iiber die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen bei
der relativen Bewegung.

53. Ventilsteuerungen mit Wilzhebeln. Eine wichtige technische An-
wendung mehrgliedriger Getriebe liegt bei den mit Wilzhebeln ar-
beitenden Steuerungen fiir Dampf- und Gasmaschinen vor; in Abb. 66
ist schematisch ein ein-
faches Beispiel fiir Steue-
rungen dieser Art und in
Abb. 67 die Verbindung
mit dem Ventil selbst dar-
gestellt.

Das Getriebe besteht
aus folgenden Gliedern:
Als Antrieb dient eine auf
der Steuerwelle aufsitzende
Kurbel 0A (oder ein Ex-
zenter), die durch eine
Steuerstange mit dem Ge-
lenke B an das Ende des
beweglichen Walzhebels an-
geschlossen ist. Das andere
Ende C des Wilzhebels ist
durch ein Gelenk C' mit der
Ventilstange  verbunden,
wie dies in Abb. 67 genauer
ausgefiihrt ist. Der ,,Wilz-

hebel* BC ist als Kreis-
bogen mit dem Kriim-
mungsmittelpunkt K, an-
genommen, der sich auf der

TN
festen ,,Walzbank* D, D,,
fir die ein Kreishogen mit
dem Krimmungsmittel-
punkt K, gewahlt ist, ab-
wialzt.

Das Getriebe lafBt sich
(Abb.66) kinematisch ohne
weiteres durch zwei ein-
fache, miteinander verbundene Getriebe ersetzen, und zwar durch
den Kurbeltrieb OABK und das geschrinkte Schubkurbelgetriebe
KBCg. Zur Angabe dieser Ersatzgetriebe ist der augenblickliche
Drehpol £ und der Kriimmungsmittelpunkt K der Bahn von B
erforderlich. Hierzu wird der Satz beniitzt, da8 beim Abwilzen des be-

weglichen Hebels BC auf der Wilzbank der Kriimmungsmittelpunkt

der Bahn des Punktes K, als Systempunkt gerade K, ist. Der Dreh-

pol £ liegt auf der Verbindungsgeraden K, K, und auBerdem auf der
7*
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durch C gezogenen Senkrechten zu g, der Bahn von C. Der erwihnte
Satz gestattet, den Wendekreis fiir jede Lage der mit dem Wilzhebel
verbundenen Scheibe zu zeichnen. Nach der in 33 gegebenen Konstruk-
tion findet man némlich aus dem Drehpol £, dem Systempunkt K,
und dem zugehoérigen Kriimmungsmittelpunkt seiner Bahn K, den
Schnitt W’ des Wendekreises mit der Polgeraden. Da ferner C eine Ge-
rade beschreibt, so geht der Wendekreis auBer durch £ und W’ auch
durch C selbst und ist somit festgelegt. Der Schnitt W'’ dieses Wende-

kreises mit der Polgeraden 2 B erméglicht sodann wieder nach jener
Konstruktion (33) die Auffindung des Kriimmungsmittelpunktes K der
Bahnkurve von B.

Nach Auffindung dieser Ersatzgetriebe bietet die Konstruktion fiir
die Geschwindigkeit und Beschleunigung der Punkte B und C keine
grundsatzlichen Schwierigkeiten mehr. Die Geschwindigkeiten v g, vg
ergeben sich aus b4 am einfachsten mit Hilfe der gedrehten Geschwindig-
keiten, die in der Abbildung als v, v und v¢ eingetragen sind. Auch fiir
die Beschleunigungen werden einfach die beim Kurbelviereck und bei
der Schubkurbel benutzten Konstruktionen herangezogen; fir die ge-
zeichnete Lage ist alles aus der Abbildung zu ersehen.

In den Lagen des Getriebes in der Nihe der Totlagen 4, B;C; und
A,B,C, wiirde die alleinige Anwendung konstruktiver Methoden un-
genaue Ergebnisse liefern; es empfiehlt sich daher in der Néhe der Tot-
lagen die Konstruktion durch Berechnung der Werte von bz und b¢
zu erginzen, was ebenfalls keine grundsétzlichen Schwierigkeiten bietet.

In der Abb. 66a) sind die Ventilerhebung x in Abhéngigkeit von der
Zeit, in b) die v¢- und bo-Linien in den angegebenen MaBstiben in Ab-
héngigkeit von der Ventilerhebung dargestellt.

Beziglich der Verwendung dieses Getriebes ist zu bemerken, daB
in Wirklichkeit nicht der ganze Bereich dieser Kurven ausgeniitzt
werden kann, da die Offnung doch nur wihrend eines Teils des Um-
laufes der Kurbel A erfolgen darf. Man geniigt dieser Forderung am
einfachsten durch FEinschaltung einer ,,Hubbegrenzung® und eines
,»toten Ganges‘‘. Man geht so vor, dal die Bewegung von C nicht bis zur
gezeichneten Endlage C, zugelassen wird, sondern dafl sich das Ventil,
wie noch besser aus der umstehenden Abb.67 hervorgeht, erst nach Er-
reichung dieser Endlage zu 6ffnen beginnt und schon vorher geschlossen
wird. Man hat sich demgemaf8 den SchlieBungsvorgang so vorzustellen,
daBl der Punkt C' des Wilzhebels aus der héchstmoglichen Lage C,

(entsprechend der Lage des Hebels @ und dem Beriihrungspunkte D,)
gemdf den angegebenen Kurven seine Bewegung ausfithrt und dabei
das Ventil etwa schon in der Lage C auf seinen Sitz aufsetzt. Von da
an liegt C in C, fest und der Walzhebel wird von der Wilzbank abge-

hoben, gelangt in die Lage C/’O_I?1 und 6ffnet das Ventil erst, wenn er

wieder in die Lage C,B, gelangt ist. Es wird daher der ,,tote Gang
TN TN

eingeschaltet, der hier zwischen €y By nach CyB,, und wieder zuriick

nach Cy B, liegt. Die Wirkung dieses toten Ganges kommt im Ventil-
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erhebungsdiagramm Abb. 66a) so zum Ausdruck, als ob der untere
Teil dieser Linie in der angegebenen Art abgeschnitten worden wére.

In der Abb. 66 wurden die Formen von Wilzhebel und Wilzbank ab-
sichtlich so gewihlt, wie sie gezeichnet sind, um zu zeigen, da@} bei diesen
Formen sowohl das Aufsetzen des Ventils als auch das Anheben mit einer
endlichen Geschwindigkeit erfolgt. Es ist klar, da} dieser Umstand ein
,»Schlagen® des Ventils hervorruft, das insbesondere bei héheren Dreh-
zahlen stérend und schédlich wirken konnte. Um dieses Schlagen zu
vermeiden, hat man die Profile des Wilzhebels und der Wilzbank so
zu formen, dafl sowohl das Aufsetzen wie auch das Abheben im Punkte C|,
nahezu mit der Geschwindigkeit Null erfolgt. Dies wird durch die

Forderung erreicht, dafl in der Lage C/'O_l?o des Wiélzhebels der Dreh-
pol £ nahe an Cselbst zu liegen kommt. Profilformen, die dies leisten,
sind in der Abb. 68 noch besonders herausgezeichnet. Die Ventil-
erhebungskurve setzt dann, wie aus Abb. 68a) ersichtlich, tatsachlich

e |
4 a,
\E\/‘ ~— 0
— /- N\ ¢
¢ 5’;&/(2 : Ventilerhebung
A
b x

\_ﬁ%—z-zmg
7 Abb, 68.

mit waagrechter Tangente, also mit der Geschwindigkeit Null an. Wie
zuvor wird auch jetzt der Wilzhebel wihrend der Zeiten des ,,Auf-
sitzens* des Ventils von der Wialzbank abgehoben, wodurch der ,,tote
Gang‘ der Steuerung zustande kommt. Es ist klar, daB dieselbe Wir-
kung auch auf andere Weise erreicht werden konnte.

Fiir den Entwurf der konstruktiven Ausfithrung der Steuerung
empfiehlt sich die Herstellung eines Modells aus Karton, um die Lagen
des ganzen Getriebes in den wichtigsten Punkten festzulegen.

54. Umsteuerungsgetriebe. Andere Beispiele mehrgliedriger Getriebe
liegen bei den sog. Umsteuerungen vor, von denen hier als einfachstes
und altestes Beispiel die Umsteuerung von Stephenson herausgegriffen
werden moge. Die Anordnung und die Teile dieses Getriebes sind schema.
tisch in der Abb. 63 dargestellt: die Doppelkurbel 1 (,,Vorwarts-“ und
»Rilckwirtsexzenter), die Steuerstangen 2, 4, die Kulisse 3, die in ihrer
Mitte an der Stange 5 aufgehéngt ist, und die am Kulissenstein gelenkig
befestigte Schieberstange.

In diesem Falle ist die Zuriickfithrung auf einfache Getriebe nicht
ohne weiteres moglich, es ist vielmehr bequemer, hier unmittelbar von
den Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplinen auszugehen, wobei
freilich einige Besonderheiten zu beachten sind.
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Fiir die Zeichnung des Geschwindigkeitsplanes ist vor allem die Kennt-
nis des Drehpols 2 oder 36 des Gliedes 3 (das ist die mit der Kulisse ver-
bundene Scheibe) erforderlich, der nach dem Satz der kollinearen Dreh-
pole in der aus Beispiel 15 in 51 ersichtlichen Weise gefunden wird.
Mit 2 sind gleichzeitig auch die Richtungen der Geschwindigkeiten der
Punkte C', D und E gegeben, so da der p-Plan nach Abb. 69a) ge-
zeichnet werden kann.

Etwas umstindlicher ist die Ermittlung der Beschleunigungen der
Punkte C, D und E. Fir die Beschleunigungen 6 und bp stehen die
beiden Paare von Gleichungen zur Verfiigung, durch die diese Grofien
einfmal mittels b4, by, das andre Mal mittels bz ausgedriickt werden
(gleichférmige Drehung der Antriebswelle O angenommen):

50 — [,Z»)_l_ 5%) + B(t) — ﬁ(n) - 5%)_{_ 5(”) + b%)o’

102
5D=5%>+b%+bsa>p=bgﬂ+ﬁs;)+b%+ﬁg>p.} e

Wie immer sind die Normalkomponenten durch die Geschwindigkeiten
allein bestimmbar, also als bekannt anzusehen. Fiir die Lage der End-
punkte von B¢, bp gemédB der ersten Teile dieser Gleichungen erhilt
man je eine Gerade g¢, gp, die durch die Endpunkte der Strecken
b + 550, 6% + 6E)p senkrecht zu den bez. Stangenrichtungen von 2
und 4 laufen

Fiir £ ist nur 6%’ bekannt, das hier iibrigens so klein ausfillt, daB
es ganz auller acht bleiben kann.

In der Abbildung wurde angenommen, dall £ in der Mitte der

Strecke CD liegt. Daraus folgt, daB b3 und 6%} und ebenso b4c und
b%p gleich groB und entgegengesetzt gerichtet sein miissen; von diesen
Tangentlalbeschleumgungen sowie von b¥ sind nur die Richtungen
bekannt. Bezeichnet man daher den senkrechten Abstand des End-
punktes von b%p von g¢ mit pg, den des Endpunktes von b} von gp
mit pp, so hat man die Aufgabe vor sich, die unbekannten Strecken b,
b9c und b%p in bekannten Rlchtungen 80 zu bestimmen, daB ihre
Pro]ektionen auf die Senkrechten zu g¢, gp gerade die GréBen p¢, pp
haben. Dadurch sind dann auch die GréBen von % und 6%q, 6% be-
stimmt. Man erhalt sie, indem man von einem beliebigen Punkte H aus
in Abb. 69¢) die Strecken p¢, pp antrigt, in ihren Endpunkten die Senk-
rechten errichtet und den Winkel bei J so teilt, daB die Strecken senk-
recht zu CD halbiert werden; schlieBlich zieht man durch H eine Par-
allele zur Richtung b%.

‘Auf diese Weise sind 5%, b%; und 5§p ermittelt worden, wodurch
auch bp und bp gefunden sind. Als Kontrolle ergibt sich, da8 der End-
punkt von b¥ (von @ aus aufgetragen) im Mittelpunkte der Ver-
bindungslinie der Endpunkte von b¢ und bp liegen muB.

Zur Angabe der Bewegung der Steuerung ist ferner die Bestimmung
der Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes F und der an den
Kulissenstein angeschlossenen Steuerstange in Richtung % erforder-
lich; hierzu werden die Sétze iiber die relative Bewegung verwendet.
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Die absolute Geschwindigkeit von F in Richtung der Schieberbewe-
gung, also der Geraden %, ergibt sich aus der Gleichung

ba:bg+bs,

in der b, = by die Systemgeschwindigkeit des Punktes ¥ als Punkt der
Kulisse 3 aus dem Geschwindigkeitsplan bekannt ist. Die Vervoll-
stindigung des Geschwindigkeitsdreiecks gibt sogleich b, in Richtung
der Tangente zum Kulissenbogen und v, in Richtung von .

Die Beschleunigung von F' lings A findet man aus der Gleichung

5a=59+53+bc55(g")+ﬁg)+53+50-

In dieser Gleichung kennt man b, sodann 6,°, dessen Betrag b, = v;/p

ist (in der Abbildung ist iibrigens by” sehr klein und wurde daher weg-
gelassen), ferner b,, da b, = 2 v, um 7/2 gegen v, im Sinne von w
gedreht einzutragen ist. Dadurch sind gemaB der angegebenen Gleichung
by’ und b, bestimmt.

b5. Schwingdaumen. Die in 22 und 49 behandelten unrunden
Steuerscheiben (Steuernocken) waren dadurch gekennzeichnet, daf} sie,
fast immer direkt auf der Steuerwelle sitzend, vollstindige Umldufe
machten, die als gleichférmig angenommen werden konnten. Die
Schwingdaumen sind ebenfalls profilierte Scheiben, die zum Antrieb
der Ventilstangen dienen, sie machen aber nicht vollstindige Um-
laufe, sondern fithren nur Schwingbewegungen zwischen zwei Grenz-
lagen aus. Abgesehen von der Art dieses Antriebs besteht in ihrer Wir-
kung und auch in ihrer kinematischen Behandlung gegeniiber den
Steuerscheiben kein Unterschied.

Ein einfaches Beispiel ist in Abb. 70 ausgefithrt. Der Schwing-
daumen, dessen Profil aus zwei Kreisbogen und einem dazwischen
liegenden Qeradenstiick besteht, wird durch eine auf der Steuer-
welle sitzende, gleichférmig umlaufende Kurbel (oder einen Exzenter)
angetrieben. Diese Bewegung wird durch eine bei G angreifende
Steuerstange (Exzenterstange) auf den Schwingdaumen iibertragen,
so daB dieser eine schwingende Bewegung zwischen den zwei Grenz-
lagen G, und @, ausfithrt. Die Antriebskurbel auf der Steuerwelle, die
Steuerstange und der um eine feste Achse drehbare Schwingdaumen
bilden in der Tat ein Schwingkurbelgetriebe nach der in 42 einge-
fiihrten Bezeichnung. Nach dem in 47 erklirten Verfahren kann die
Geschwindigkeit und Beschleunigung jedes Punktes dieses Getriebes
angegeben werden. Man erhélt dadurch zunichst den Bewegungszustand
des mit der Steuerstange verbundenen Punktes G des Schwingdaumens.
Von diesem hat man erst auf jenen Punkt am Umfange des Profils
itberzugehen, der in der betrachteten Stellung den Anhub der Ventil-
stange besorgt; der Bewegungszustand dieses. Punktes ist dann der
Konstruktion der Geschwindigkeit und Beschleunigung der Ventilstange
selbst zugrunde zu legen. Die in der Abbildung gewahlten MaBstibe
sind (w = Winkelgeschwindigkeit der Antriebskurbel)

l,=o0l, I, = 40?l; in der Konstruktion ,
= 8w?l, fiir die Kurven.
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Im iibrigen ist diese Konstruktion genau dieselbe wie bei den umlaufenden
Steuerscheiben. Auch die Darstellung des Verlaufes der Geschwindigkeit
und Beschleunigung erfolgt in derselben Weise wie dort. Ebenso sind
die charakteristischen Unstetigkeiten in der b,- und Knicke der ,- Linie
vorhanden, die jenen Stellen der Profilkurve entsprechen, in denen die
Kriimmung unstetig ist. In dem betrachteten Beispiel ist dies der Fall bei
den Ubergingen von dem kreisférmigen in das gerade Stiick des Profils.
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IX. Die Siitze von L. Burmester zur Getriebesynthese.

56. Vorbemerkung. Die Sitze von L. Burmester! gehoren zu
den wichtigsten theoretischen Grundlagen der Getriebesynthese. Sie
beziehen sich auf die Aufgabe, Kurbelvierecke anzugeben, die
eine ebene Scheibe — als Koppelebene — durch fiinf beliebig
vorgegebene Lagen hindurchfiihren. Solchen ,beliebig vor-
gegebenen Lagen entsprechen praktisch die Lagen eines Getriebe-

1 Burmester, L.: Lehrbuch der Kinematik Bd.1 S. 602 bis 623. Leipzig 1888.
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gliedes, die durch irgendwelche Bedingungen gekennzeichnet sind, die
das auszufithrende Getriebe zu erfiillen hat. Die anlaBlich der Losung
der gestellten Aufgabe erhaltenen Ergebnisse wurden von Burmester
nur fiir die Frage der Geradfithrungen verwertet, ihre Bedeutung fiir
die allgemeine Getriebesynthese ist erst in den letzten Jahren erkannt
worden. Die Erklarung dieser Sétze erfolgt hier in einer von den bis-
herigen Darstellungen etwas abweichenden, durchaus elementaren
Form, die aber gleichwohl die Begriindung der Ergebnisse zu iiber-
blicken gestattet. Die Bezeichnungen wurden &hnlich, aber nicht voll-
stindig ibereinstimmennd wie bei Burmester gewihlt.

57. Hilfsatz iiber die Zusammensetzung endlicher Drehungen. Die
Grundlage fiir die folgenden Betrachtungen bildet ein Hilfsatz iiber
die Beziehungen zwischen den relativen Drehpolen eines ebenen Sy-
stems 8 in drei endlich
verschiedenen Lagen,
Diese drei Lagen werden
mit S;, S;, S; (oder auch
kurz mit 1, 2, 3) bezeich-
net und in bekannter Weise
etwa durch die Lagen
eines Punktepaares 4, B,
also durch die gleich
langen Strecken A4,B,,
A,B,, AzB; festgelegt.
Je zwei dieser Lagen
(etwa 1, 2) haben einen
Punkt gemeinsam, den man
alsdendiesen ,,beidenLagen
angehorigen Drehpol mit
P, bezeichnet. Man erhilt
Abb. 71. ihn als Schnitt der Mittel-

senkrechten der Strecken

A A,, By B,. Das System kann aus der Lage 1 in die Lage 2 durch
Drehung um einen bestimmten Winkel 2 ¢,, iibergefiihrt werden!. —
In ahnlicher Weise sei P,5 der zu den Systemlagen 2, 3 und P,; der
zu 1, 3 gehorige Drehpol und 2 ¢,5, 2 ¢,5 die zugehérigen Drehwinkel.
Die Lage 3 kann aus 7 erhalten werden, indem zuerst die Drehung
2 @15 um P,; und dann die Drehung 2 @,; um P,; ausgefiihrt wird;
das Ergebnis — die resultierende oder zusammengesetzte
Drehung — ist die Drehung 2 ¢,3 um P,;. Der resultierende Dreh-
pol P,; und der zugehérige Drehwinkel 2 ¢,; konnen nun aus P,,, Py,
und 2 @;,, 2 @,5 durch folgenden Satz? erhalten werden:

0 ﬁ‘y

1 Die Drehwinkel werden aus einem sogleich erkennbaren Grunde mit 2 ¢,
und nicht mit ¢,, bezeichnet.

2 Dieser wichtige Satz, der sich gerade fiir die vorliegende Fragestellung als das
angepafte Hilfsmittel erweist, stammt von W. R. Hamilton: Lectures on Qua-
ternions, § 217 u. 344, Dublin 1853. Zum Beweise der Burmesterschen Satze ist der
Satz anscheinend bisher nicht benutzt worden. — Mit seiner Verwendung ist
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Die Aufeinanderfolge einer Drehung 2¢;, um P;, und
einer Drehung 2¢@,; um P,; ist eine Drehung um einen
Punkt P,;, der so gefunden wird: man trage in der aus der
Abb. 72 ersichtlichen Weise den Winkel ¢, um P, und g,

um P,; an die Strecke P, Py, an, dann ist der Schnitt der
zweiten Schenkel dieser Winkel der gesuchte resultie-
rende Drehpol Piy; und ¢, ist der bei P;; entstandene
AuBenwinkel des Dreiecks P;,P,3P;;. (Man beachte, daBl die
Reihenfolge der zusammenzusetzenden Drehungen nicht gleich-
giiltig ist!)

Zum Beweise dieses Satzes hat man nur zu beachten, daB (Abb. 72)
der Punkt P;, durch die Drehung 2 ¢,, um P, in sein Spiegelbild P%,
in bezug auf die Gerade P,, P,; und durch die darauf folgende Drehung
2 @y3 um P,; wieder nach 2
P,, zuriickgefiithrt wird, also 4’2
bei der Aufeinanderfolge der
beiden Drehungen in Ruhe
bleibt; er ist also der resultie-
rende Drehpol. — Um den re-
sultierenden Drehwinkel 2 ¢, 5
anzugeben, betrachte man
jenen Punkt PL; von §,, der
bei der Drehung 2 ¢,, um
P, nach P,, gelangt und bei
der zweiten Drehung 2 @,3 um
P,; in Ruhe bleibt. P, ist
offenbar das Spiegelbild von
Py, an der Geraden P,,P.;.

Der resultierende Drehwinkel
um P,, ist daher

2 g13 = < P3Py Pos,
und der halbe der angegebene Nebenwinkel bei P,; im Poldreieck.

Umgekehrt sieht man sogleich, da durch Angabe der drei Pole
Pyy, Py, Py, die halben Drehwinkel ¢y5, @o3, @13 der drei Systeme
gegeneinander, und, wie man auch sagen kann, die drei Systeme
Si1, 8, S; selbst gegeben sind. —

Ein beliebiger Punkt D, von S, gelangt nach Abb. 73 durch die
Drehung 2 ¢, um P, in einen Punkt D, von §,, den man dadurch er-
héalt, daf man zuerst das Spiegelbild ® an der Geraden P,,P,,;, und
weiter das Spiegelbild von D an der Geraden P;,P,; bildet. Denn es
ist PpyDy= Py® = P,Dy und < D, P,Dy=2¢,,. Durch die
Drehung 2 @,3 um P,y gelangt D, weiter in den Punkt D, der sich

ebenso ergibt. (Siehe Abb. 76, bei der eine etwas verénderte Polanord-
nung angenommen ist.)

auch die Ubertragung der Sitze auf die Kugel (Bewegung um einen festen
Punkt) ohne weiteres méglich.
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Die Zuordnung der Systempunkte D; — D, — D;, die eben mit Beniitzung
des Punktes D ausgefiithrt wurde, steht in engstem Zusammenhange mit der Lehre
von den Umwendungen. Es kann nidmlich die Drehung 2 ¢;, um Py, auch durch
die Aufeinanderfolge zweier ,,Umwendungen* ausgefiihrt werden; man versteht

darunter vollstindige Umklappungen (um #) um die Geraden P;,Py; und Py, P,;,
die den Winkel ¢, miteinander einschliefen (oder um zwei beliebige andere
Geraden durch Py,, die denselben Winkel @, miteinander bilden!). Die Heran-
ziehung des Begriffes der Umwendung erweist sich fiir viele der folgenden Be-
trachtungen als auBerordentlich vorteilhaft.

58. Kreis durch drei homologe Punkte. Drei zusammengehérige
Lagen eines beliebigen Systempunktes D, wie sie eben (in Abb. 73) in
D,, D,, D, betrachtet wurden, bezeichnet man alshomologe Punkte.
) Die eingangs gestellte
- ~J Frage fihrt dazu, den
Kreis k& zu Dbetrachten,
der durch diese drei
Punkte D,, D,, D; hin-
durchgeht und dessen Mit-
telpunkt A ist. Verbindet
man A mit D,,D,,D;und
bezeichnet die Schnitt-
punkte dieser Linien mit
den Seiten des Poldreiecks
durch J, J’, J, so ist
DJ +A4J (4 oder —, je
nachdem @ und 4 auf
derselben oder auf ver-
schiedenen Seiten der
Geraden P,, P,5 liegen)
jedesmal gleich dem Halb-
messer des XKreises k&
durch D,, D,, D;, also
konstant; daher liegen
Abb. 73. J,J’,J"" auf einem Kegel-

schnitt » (Ellipse oder
Hyperbel), der die Seiten des Poldreiecks in J, J’, J” beriihrt und
dessen Brennpunkte ® und A sind.

Betrachtet man umgekehrt A als Spiegelpunkt der drei Punkte
Ay, A, A, so erkennt man unmittelbar, daB ® der Mittelpunkt des
durch die Punkte A,, 4,, A; gehenden Kreises £ ist, und dieser Kreis
hat mit dem zuvor betrachteten £ den gleichen Halbmesser; beide sind
nimlich gleich der grofien Achse des das Poldreieck beriihrenden
Kegelschnitts. — Weiterhin erkennt man, daf die Spiegelpunkte
(Gegenpunkte) von ® immer auf demselben Kreise liegen, wenn man
an Stelle des betrachteten Poldreiecks P, PysP,5 ein anderes wihlt,
das denselben Kegelschnitt berithrt. Und schlieBlich folgt nach einem
aus der Lehre von den Kegelschnitten bekannten Satz, dal die von zwei

festen Tangenten des Kegelschnitts (etwa P, Py3, P, Py;) auf einer

7
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veranderlichen Tangente ¢ abgeschnittenen Stiicke (wie auch P, P,3) von
jedem Brennpunkte aus unter gleichen Winkeln erscheinen.

Will man zu dem Mittelpunkt A des Kreises ¥ den zugehdrigen
Spiegelpunkt D der Systempunkte D,,D,,D, ermitteln — eine Auf-
gabe, die sich immer einstellt, wenn A gefunden ist und die entsprechen-
den Systempunkte angegeben werden sollen — so verwende man die
Tatsache, daf die Winkel zwischen den Verbindungslinien des Schnitt-
punktes zweier Tangenten an einen Kegelschnitt mit den Brennpunkten
und den Tangenten einander gleich sind. Sie sind in der Abb.73 bei Py,
iibereinstimmend angedeutet und ihre Ubertragung gestattet den
Punkt © zu erhalten, wenn A bekannt ist.

Eine Ausnahme von dieser Zuordnung — drei homologe Systempunkte und
Kreis durch sie — tritt nur fir die Punkte der Polgeraden selbst, insbesondere
fiir die Pole ein. Es fallen dann zwei homologe Punkte zusammen und man kann
nicht mehr von einer ,eindeutigen‘‘ Zuordnung reden. Doch soll hierauf nicht
weiter eingegangen werden.

59. Besondere Aussagen iiber die Kreise durch drei homologe Punkte.
Bei drei Lagen des Systems S,, S;, S5, wie sie hier betrachtet wurden,
gibt es zu jedem beliebigen Punkte D; und den homologen D,, D,
einen Kreis. Der Halbmesser dieses Kreises ist gleich dem Durchmesser
des Scheitelkreises der zugehorigen Ellipse %, deren Brennpunkte ®
und 4 sind. Man erkennt unmittelbar, dal der Durchmesser des Scheitel-
kreises einen kleinsten Wert annimmt, wenn die Ellipse in den Inkreis
des Poldreieckes P,, Py P, iibergeht. Der Kreis durch die zuge-
horigen Systempunkte, das sind die Spiegelpunkte des Mittelpunktes
des Inkreises an den Seiten des Poldreieckes, hat den doppelten Durch-
messer. Wir erhalten daher den Satz:

Unter allen Kreisen durch drei homologe Systempunkte
dreier Systeme gibt es einen kleinsten. Er gehért zu den
Gegenpunkten des Mittelpunktes des Inkreises beziiglich der
Seiten des Poldreiecks, und sein Durchmesser ist doppelt
so groBl wie der des Inkreises.

Wir fragen weiter nach jenen Tripeln homologer Punkte der drei
Systeme, die auf einer Geraden liegen, fiir die mithin der Kreishalb-
messer unendlich groB wird. Aus dem Umstand, dafl der Kreishalbmesser
gleich dem Durchmesser des Scheitelkreises des zugehdrigen, die Seiten
des Poldreieckes berithrenden Kegelschnittes ist, folgt sofort, daBl auch
die Achse dieses Kegelschnitts unendlich grof werden und der zweite
Brennpunkt im Unendlichen liegen mufl; der Kegelschnitt ist also in
diesem Falle eine Parabel. Man bestétigt unmittelbar auf Grund der in 58
angegebenen Beziehungen iiber die Gleichheit der Winkel, dall man
solche Parabeln, also den Brennpunkt A im Unendlichen erhilt, sobald
der Gegenpunkt ® der beziiglichen Systempunkte auf dem Umkreise
des Poldreieckes angenommen wird. Denn zeichnet man etwa zu dem
Punkte D auf diesem Umkreise (Abb. 74) die Systempunkte D,, D,, D,
und iibertrigt die {ibereinstimmend bezeichneten Winkel, so sind —
wegen der Gleichheit der Umfangswinkel iiber demselben Bogen —
die nach A fithrenden Strahlen zueinander parallel. Die zu den
Punkten © des Umkreises zum Poldreieck gehorigen Punkte A liegen
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daher im Unendlichen, d.h. die entsprechenden Systempunkte
D,, Dy, Dy auf einer Geraden. Die zu den Punkten © des Umkreises
gehorigen Punkte D, von S, liegen ebenfalls auf einem Kreise, der das

an der Geraden P,, P, gespiegelte Bild des Umkreises ist. Alle diese
Geraden, die drei homologe Punkte enthalten, gehen durch den Hohen-
schnittpunkt U des Poldreiecks.

Vom kleinsten Kreis (das ist dem Inkreis des Poldreiecks) bis zu den
Kreisen mit unendlich groBem Halbmesser (das sind die eben be-
trachteten Geraden durch den Hohenschnittpunkt U des Poldreiecks)
kommen alle Werte fiir den Halbmesser vor. Fiir die praktische Ge-
triebelehre ist die Frage von Bedeutung, den geometrischen Ort jener
Punkte anzugeben,
die mit ihren homo-
logen auf Kreisen mit
einem vorgegebe-
nen Halbmesser »
liegen. Die Angabe
desHalbmesserskann
unmittelbar in Be-
ziehung zu den Ab-
messungen der Seiten
des Poldreiecks er-
folgen, die fiir die
vorgegebene Aufgabe
die Vergleichslingen
abgeben.

Um die Punktetripel auf den Krei-
sen mit einem vorgegebenen Halb-
messer r aufzusuchen, kénnte man
auf die schon frither beniitzte Tat-
sache Bezug nehmen, daB der Halb-
messer des Kreises gleich ist dem
Durchmesser des Scheitelkreises des
zugehdorigen, die Seiten des Poldrei-
Abb. 74, ecks beriihrenden Kegelschnittes . Es
wiirde dann die Aufgabe entstehen,
unter den Kegelschnitten, die die drei Polgeraden beriihren, jene herauszusuchen,
fiir die der Durchmesser des Scheitelkreises einen vorgegebenen Wert » hat.

Eine sehr einfache Losung hat die gestellte Aufgabe durch den
folgenden Satz! erfahren, der hier ohne Beweis angegeben werden soll
(der Beweis kann durch direkte Ausrechnung mit elementaren Mitteln
erbracht werden):

Der Ort der Punkte 4, die als Mittelpunkte der Kreise
mit einem gegebenen Halbmesser r méglich sind, ist fir
jedes r die Koppelkurve eines Kurbelvierecks, das durch
das Poldreieck und durch r gegeben ist.

Dieses Kurbelviereck wird auf folgende Weise erhalten (Abb. 75):

1 Dieser bemerkenswerte Satz stammt von H. Alt: Z. ang. Math. u. Mech.
Bd.1 (1921) S. 373 bis 398.
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Man trage auf der durch P;, gehenden Hohe des Poldreieckes die
Strecke P, A = 7/2 auf, ziehe durch 4 eine Parallele zur gegeniiber-
liegenden Seite Py3P,; und zeichne ein Kurbelviereck mit der Seite
P, Py, als Festglied, den Kurbeln Py U = Py, B, PV = Py,C
und der Koppel UV = BC. Dem Punkte A der ler Koppelebene, der

von U und V die Abstinde AU = P,,U, AV = P,V hat, entsprechen
die homologen Systempunkte D,, D,, D,, die auf einem Kreise mit
dem Halbmesser 7 liegen. Bei der Bewegung des Kurbelviereckes
P,,UV Pyg beschreibt der Punkt A4 eine Koppelkurve, deren simt-
liche Punkte die verlangte Eigenschaft haben.

60. Beziehungen zwi-
schen den Polen von vier
Lagen des ebenen Systems.
Nehmen wir zu den bisher
betrachtetendreiSystem-
lagen S1, S, S5 noch eine
vierte 8, hinzu, so er-
geben sich sechs relative
Drehpole dieser Systeme,
die wir sinngeméfl mit
Pig, Pogs Py, Py, Py, Py,
bezeichnen. Aus dem Um
stande, daf3 durch die Pol-
dreiecke zusammengeho-
riger Pole, wie P, P,, P,,
oder P, P, P, oder
P, P,, P,, zugleich auch
die beziiglichen Dreh-
winkel gegeben sind, folgt
unmittelbar, dafl nicht
sechs willkiirlich ange-
nommene Punkte in der Ebene die sechs Drehpole von vier ebenen System-
lagen sein konnen; es miissen vielmehr zwischen diesen gewisse Be-
dingungen bestehen, die in folgender Weise ausgesprochen werden kénnen :

Werden drei relative Pole dreier Systemlagen und ein
vierter Pol willkiirlich angenommen oder vorgegeben, so
kann ein fiinfter Pol nur noch auf einer bestimmten
Geraden gewihlt werden, und nach dessen Wahl ist der
sechste Pol eindeutig bestimmt.

Nimmt man namlich etwa P;,, Py;, P;; und auBerdem noch P,
willkiirlich an (Abb. 76), so muf} der Pol P,, auf der Geraden h liegen,

die mit der Verbindungslinie P,, P,, den Winkel ¢,, einschlieft. Denn
nach der in 57 angegebenen Konstruktion von P,, aus P,, und P,,
muB eben der < P, P,,P, = @5 gemacht werden. Nach Wahl
von P, ist daher P,, an die Gerade k gebunden, die sich ergibt, wenn
in Py, an den Strahl P, P;, der Winkel ¢,, angetragen wird. Wird

Abb. 75.
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sodann P,, auf b irgendwo willkiirlich gew&hlt, so laflt sich der noch
fehlende sechste Pol Py, nach derselben Konstruktion aus den Pol-
dreiecken P,; P;, P, und P,; Py, P,, ermitteln; diese Poldreiecke
miissen in P,, gleiche Winkel g;, bilden.

Abb. 76,

Die Konfiguration der sechs Pole ist daher durch die
Bedingung ausgezeichnet, daB jeder beliebige von ihnen
aus zwei Paaren von anderen Polen, die einen gleichen
Zeiger enthalten, unter gleichen Winkeln erscheint. Soz. B.

P,, aus Py; und Py, und-aus Py und Py,

und ebenso
P, aus Py; und P,; und aus Py, und P, usw.
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Aus demselben Grunde erscheint auch
P, aus Py; und Py; und aus P;, und P,,

unter gleichen Winkeln usw. Diese Beziehungen werden sich sogleich
von groBem Werte erweisen.

61. Pollagenkurve. Geht man aber nicht von drei Polen, die wie
Py, Py, Py zu drei Systemen gehoren, und einem beliebigen vierten
aus, so sind die Lagen der ibrigbleibenden Pole in etwas anderer Weise
eingeschrankt. Nehmen wir etwa die Pole P.5, Py, Py, Py, an (von
denen keine drei nur drei Ziffern enthalten), so sind die fehlenden P,
und P, nur durch die zuvor erhaltene Bedingung bestimmt, daBl jeder
von ihnen, gesehen aus den Punktepaaren

Py, Pygund Py, Py,
oder aus Py, Pyyund Py, Py,

unter gleichen Winkeln erscheint. Als geometrischen Ort fir die mog-
lichen Lagen der Pole P;, und P,, erhédlt man daher eine Kurve,
deren einzelne Punkte durch die Bedingung gekenn-
zeichnet sind, daB sie von dem einen oder dem anderen
dieser Punktepaare unter gleichen Sehwinkeln erscheinen.
Durch diese Bedingung ist es leicht, diese Kurve auf elementarem Wege
punktweise zu konstruieren. Man zeichne (wie in Abb. 76a) zu einer
Geraden zwei Parallele im Abstande P,3P.,/2 und P, P,,/2, dann
schneidet jede Transversale zwei zusammengehorige Kreisradien aus.

Die so erhaltene Kurve wird als Pollagenkurve bezeichnet und
gibt (wie alsbald gezeigt werden wird) im wesentlichen die Lésung der
gestellten Aufgabe an. Um ihre Beschaffenheit zu untersuchen, be-
achte man, daBl zunichst die gegebenen Pole selbst der Pollagenkurve
angehoren, da sie offenbar der gestellten Bedingung entsprechen. Ferner

erkennt man, daB auch die Schnittpunkte I7,, der Geradenpaare P3P,

und P, P,, (und aller entsprechenden) auf ihr liegen miissen. Denn
ihnen entsprechen die Sehwinkel 0 oder 7. Auf jeder dieser Polgeraden

P P,;, P, P,, usw. liegen daher drei Punkte (und, wie man zeigen
kann, nicht mehr!) der gesuchten Kurve. Die Pollagenkurve wird daher
von jeder Geraden in drei Punkten geschnitten, sie ist also eine Kurve
dritter Ordnung.

Da die Pollagenkurve auch von der unendlich fernen Geraden der
Ebene in drei Punkten geschnitten wird, von denen zwei die imaginéren
Kreispunkte sind, so hat sie immer einen reellen unendlich fernen Punkt.
Die Richtung der Asymptote — das ist die Tangente in diesem unend-
lich fernen Punkte — kann man leicht angeben, wenn man beachtet,

daB in Richtung dieser Asymptote die beiden Strecken P,; P4, Pys Poy,
die zur Erzeugung der Pollagenkurve gedient haben (und auch der ent-
sprechenden anderen Polpaare!), unter dem gleichen Winkel, d. h. jetzt
in gleicher Breite erscheinen miissen. Man trage daher in Abb. 76b)
diese beiden Strecken von einem Punkte O aus auf, dann ist die Ver-
bindungslinie ihrer Endpunkte die Richtung der Asymptote.

Péschl, Getriebelehre. 8
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Sind daher vier Pole P,,, Pys, P4, Py, gegeben (von denen nicht
drei zu drei Systemlagen allein gehéren), so sind die iibrigen Pole P,,
und P;, an die Pollagenkurve gebunden. Und wieder ist natiirlich nach
Wahl des fiinften (auf der Pollagenkurve!) etwa P,, auch der sechste P,
eindeutig bestimmt.

62. Pollagenkurve als Ort der Mittelpunkte der durch vier homologe
Punkte gehenden Kreise (Mittelpunktskurve). Die Pollagenkurve hat
nun die wichtige Eigenschaft, dal sie der geometrische Ort der Mittel-
punkte aller Kreise ist, die durch vier homologe Punkte der System-
lagen 8;, 85, S5, 8, hindurchgehen. Die Pollagenkurve, die zu
vier vorgegebenen Systemlagen gehort, ist daher mit der
Mittelpunktskurve identisch, die den Ort der Mittel-
punkte jener Kreise
darstellt.

Um dies einzusehen, haben
wir nur zu zeigen, dafl die
Mittelpunktskurvedurchdie-
selbe geometrische Eigen-
schaft wie die Pollagenkurve
gekennzeichnet ist, nédmlich
als geometrischer Ort aller
Punkte, von denen aus jedes
Paar von Polen mit einem
gemeinsamen Zeiger, wiez. B.

Py Pyy und Py Py,

unter gleichen Winkeln er-
scheint.

Zunéchst betrachten wir
nochmals die frithere Abb. 73
und bemerken, daBl dort

die Gerade P;,4 die Sym-
metrale der Strecke D,D,,
P, A die von D,D, 9D und P 3A die von D, D, ist. Die Symmetralen

zu den Strecken D, Dy, D,D;, auf denen also die Pole P,; und P,y
liegen, schlieBen daher den gleichen Winkel ein wie die Strahlen

ADI, AD,, unabhanglg von der Lage von D,;. Nun nehmen wir
in Abb. 77 einen Punkt D, einer vierten Systemlage S hinzu, der eben-
falls auf dem Kreise k durch D,, D,, D, liegt. Um dies zeichnerisch aus-
zufiihren, legen wir wieder durch P,, die Geraden g und %, die auch den
Winkel ¢,, miteinander einschlieBen; auf ihnen liegen irgendwo die
Pole P,,, Py,. Wir bestimmen sie so, dal der Punkt D, auf den Kreis &
durch D,, D,, D; zu liegen kommt. Der Spiegelpunkt von D, an g¢
sei ®'. Wir wihlen dann D, willkiirlich auf % und ziehen die Sym-
metrale zu D' D, ; diese schneidet dann auf g und » die zugehorigen
Pole P,,,P,, aus.

Abb. 77.
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Fiir die Lagen D,, Dy, D, gilt nun genau dasselbe wie friiher fir
die Lagen D,, D,, Dg: die Pole P,,, P,, liegen auf den Symmetralen

zu den Strecken D, D,, D,D,, und der von diesen eingeschlossene Winkel
ist gleich dem < D AD2,unabhang1g von der Lage des Punktes

D,. Es ist daher
{PlsAP%:{PMAPM’

und dies ist auch die Eigenschaft, die die Pollagenkurve kennzeichnet.
Die Pollagenkurve ist daher mit der Mittelpunktskurve
identisch.

Wenn man daher ein Kurbelviereck angeben soll, das das System
durch vier vorgegebene Lagen hindurchfiihrt, dann hat man einfach
auf der zugehorigen Pollagenkurve zwei Punkte als Mittelpunkte der
Kurbelkreise zu wihblen und in der in 58 angegebenen Art die ent-
sprechenden Systempunkte aufzusuchen. Es ist natiirlich nicht gesagt,
daBl jedes so erhaltene Kurbelviereck praktisch brauchbar sein mu8,
daB es geeignete Verhiltnisse der Gliedlangen besitzt und hinsichtlich
seiner Beweglichkeit allen gewiinschten Anforderungen geniigt. Oft
wird es da noch umsténdlicher Uberlegungen bediirfen, um das fiir die
praktische Ausfilhrung geeignete auszuwéhlen.

63. Kurbelvierecke zu fiinf Systemlagen. Die erhaltenen Ergebnisse
kénnen nun dazu dienen, Kurbelvierecke zu konstruieren, die eine be-
wegte ebene Scheibe durch finf vorgegebene Lagen S, 8,,85,8,,S;
hindurchfithren. Der Vorgang, der zur Losung dieser Aufgabe fiihrt, ist
nach dem Vorhergehenden unmittelbar verstindlich. Man nehme zu-
néchst vier Lagen S, S,, §;, S, und zeichne die durch ihre sechs Pole
Py, Pys, P, Py, Py,, Py, bestimmte Pollagenkurve C,. Dann greife
man vier andere Systemlagen, etwa S,,8,, S35, S5 heraus, und zeichne
auch fur deren Pole P,,, Pys, Pys, Pig, Pyy, Py die Pollagenkurve C,.
Die Schnittpunkte der beiden Kurven haben dann die verlangte Eigen-
schaft, Mittelpunkte von solchen Kreisen zu sein, die fiinf homologe
Punkte der fiinf vorgegebenen Systemlagen S,, S,, S;3, S;, S5 ent-
halten. Da die Pollagenkurven von der dritten Ordnung sind und
durch die imaginidren Kreispunkte hindurchgehen (was unmittelbar
aus ihrer Erzeugung als Schnittpunkte von Kreispaaren folgt), so haben
sie auller diesen noch vier weitere Schnittpunkte gemeinsam, die ent-
weder alle imaginér, oder paarweise reell und imaginédr sein kénnen.
Man erhélt so den Beweis fiir den

Satz von Burmester: In fiinf beliebigen, in einer Ebene
liegenden Systemlagen S;, S,, S5, 8,4, S5 gibt es vier Gruppen
von je funf homologen Punkten, die auf je einem Kreise
liegen.

X. Geradfithrungen.

64. Fragestellung. Die Aufgabe der Geradfiihrungen ist die,
solche Gelenkmechanismen zu finden, bei denen einzelne Punkte an-
genihert oder genau gerade Linien beschreiben. In friitheren Zeiten

8*
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des Maschinenbaues wurde dieser Aufgabe auch eine erhebliche kon-
struktive Bedeutung zugeschrieben, da man — wohl infolge irriger
Vorstellung iiber die Reibung und Schmierung — glaubte, eine Gleit-
bahn wie die fiir den ,,Kreuzkopf** villig vermeiden zu miissen. Heute
hat diese Frage eigentlich nur noch theoretisches Interesse, und ihre
Losungen finden! nur noch Anwendung bei einzelnen Apparaten, wie
z.B. beim Schreibzeug des Indikators fiir Dampfmaschinen u. dgl. Es
ist daher begriindet, wenn wir uns hier iiber diese Frage auf ganz
kurze Andeutungen und einige wenige Beispiele beschrinken und diese
iiberdies in einer Form geben, die ohne Heranziehung der allgemeinen

| Theorie verstdndlich sein
& diirfte.

Die erste ,,angenédherte
Geradfiihrung* wurde bei
der Dampfmaschine von
James Watt angegeben
und von seinen Nach-
folgern verschiedentlich
erweitert. Die Aufgabe,
»wexakte Geradfithrungen*

5 5 durch  Gelenkmechanis-
R =%op men herzustellen, fithrte
. f lange Zeit zu keinem Er-

————— J folg, so dall es zweifel-
"""" / / haft schien, ob diese Auf-
- gabe iiberhaupt eine Lo-
sung haben wiirde. Erst
um die Mitte des vorigen
Jahrhunderts wurde von
Peaucellier ein Apparat
angegeben, der die Auf-
gabe loste und eine exakte
Geradfihrung durch Gelenkmechanismen leistete. Im AnschluB an
diese gelang es dann, noch eine ganze Reihe von dhnlichen Lésungen zu
finden, die in geometrischer Hinsicht auBerordentlich interessant sind.
65. Angeniiherte Geradfiihrungen. a) Der rechtwinkelige Kreuz-
schieber (auch als gleichschenkelige Schubkurbel bezeichnet) nach
Abb. 78 liefert das néchstliegende Beispiel einer angeniherten Gerad-
fithrung. Der sonst bei B angeordnete Schieber der Schubkurbel wird
durch eine Kurbel O, B ersetzt, die durch die fiinf Lagen
B,, B,, B;, B, = B,, B, = B,
gefilhrt wird, entsprechend den Lagen @, . .., @, des Endpunktes der
Koppel. Den so gebildeten Mechanismus bezeichnet man auch als

Evanslenker.

Beispiel 17. Eine bemerkenswerte Anwendung dieses Evanslenkers ist der
Antrieb fiir den Schreibstift des Indikators von Rosenkranz nach Abb. 79.

1 Aufler bei gewissen Aufgaben des Kranbaues u. dgl.
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Die allgemeine Anordnung und die Abmessungen sind aus der Abbildung un-
mittelbar zu ersehen. Um eine Verzerrung der durch den Indikator aufzuzeich-
nenden Dampfdrucklinie zu vermeiden, wurden die Abmessungen so ermittelt,
daB die Bewegung der Antriebstelle &hnlich auf die des Schreibstiftes tibertragen

05

s

wird. Diese Forderung kann auch so ausgesprochen werden, daB einer gleichfér-
migen Bewegung von @’ eine ebenso beschaffene Bewegung von @ entspricht.
Man sieht aus der Abhildung, wie vollkommen diese Forderung erfiillt ist.

b) Das Wattsche Parallelogramm nach Abb.80 hat die
Eigenschaft, dafl die Punkte  und £ Bahnkurven beschreiben, die zwar
nicht genau gerade sind, aber in einem gewissen Bereiche anndhernd
als Geraden angesehen werden kénnen. An dieser Anordnung ist das
Wesentliche nur das Kurbelviereck 0,4 BO,, das in Abb. 81 nochmals
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herausgezeichnet ist. Dieses Kurbelviereck ist durch die Bedingung
gekennzeichnet

72+ (5/2)2 = (0,04/2)%; (103)

es bildet also in der Mittellage einen rechtwinkeligen Streckenzug
0,4,B,0,. Das in Abb. 80 an dieses Kurbelviereck noch angefiigte
Parallelogramm dient nur dazu, die als Geradfiihrung verwertbare
Strecke in der Bewegung des Mittelpunktes ¢ des Lenkers auf die er-
forderliche GréBe zu bringen.

66. Exakte Geradfiihrungen. a) Der Inversor von Peaucellier,
Abb. 82, besteht aus einem Gelenkrhombus A B@QC mit der Seiten-
lainge b, an dessen gegeniiberliegenden Ecken B, C zwei gleichlange
Stiabe von der Linge o gelenkig befestigt sind, deren andere Enden im
festen Punkte O, gelenkig gelagert sind. Der Eckpunkt A ist noch durch
einen Stab A0, an den
festen Punkt O, ange-
schlossen; es ist ferner
AO,=0,0,=r. Dieser
Mechanismus hat » =38
Glieder, g = 10 Gelenke
(4, B, C, O, sind dop-
pelt zu zahlen!), es ist

3n —2¢g=4,

die Griiblersche Zwang-
laufbedingung also er-
fallt.

Um einzusehen, daB
diese .Anordnung eine
exakte  Geradfiihrung
liefert, ziehe man den
Kreis durch @ und 4 mit dem Mittelpunkte B, dann folgt nach dem
Sekantensatz

0,4-0,Q = 0,E-0,F = (a —b) (a +b) = a® — b2.

Zieht man noch den Kreis um O, mit dem Halbmesser 0,0, = 0,4

= 0,4 =r, so erhilt man aus der Ahnlichkeit der rechtwinkeligen
Dreiecke

Abb. 81,

0,44 ~0,QQ
die Gleichung

0,4:0,4 =0,@:0,Q also 0,4:-0,Q = 0,4"-0,Q = a® — b2,

und aus dieser

a2 — b2

02 Q’ = oy = konst. (104)

Wenn daher 4 auf dem Kreise mit dem Halbmesser r um O, gefiihrt
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wird, dann beschreibt @ eine Gerade ¢ in der Entfernung 0,@’' von O,.
Diese Gerade ¢ ist in dem Bereich, der von @ erreicht wird, die ,,In-
version‘‘ des Kreises mit

dem Halbmesser 0,4
um O, an einem Kreis
mit dem Halbmesser
]/az —b% um O,.

Wenn a < b, so
nimmt der Apparat die
in Abb. 82b) gezeigte
Form an.

Der Name ,,Inver-
sor’’ besagt, daB dieser
Apparat aber nicht nur
die Zuordnung einer Ge-
raden ¢ zu dem Kreise
mit dem Halbmesser r
um O, vermittelt, son-
dern noch viel mehr
leistet. Wenn nédmlich 4
nicht auf dem Kreise
um O,, sondern auf
einer beliebigen Kur-
ve in der Ebene gefiihrt

Abb. 82.
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wird, so beschreibt der Endpunkt @ die sog. inverse Kurve zu
dieser, das ist die dieser nach dem Satz der ,reziproken Radien‘
zugeordnete Kurve, oder das ,,inverse Bild* zu ihr am Kreise mit dem
Halbmesser ]/0,2 — b2 um 0O,.

b) Der Inversor von Hart, Abb. 83, ist im wesentlichen eine
Antiparallelkurbel, bei der der Mittelpunkt O, einer Seite gelenkig ge-
lagert ist, wahrend der Mittelpunkt P einer Seite des anderen Paares
auf einem Kreise gefithrt wird. Er besteht also aus n = 6 Gliedern und
g = 7 Gelenken, und wieder ist 3n —2g = 4.

Die hier in Betracht kommende Eigenschaft des Apparates liegt
darin, daBl der Mittelpunkt @ der Seite BC auf einer Geraden g gefiihrt
wird, die zu 0,0, senkrecht steht. Da namlich die Winkel bei 4 und C,
wie auch die bei B und D einander gleich sind, so ist 4 BCD ein Kreis-

Abb. 83,

viereck. Wenn man dann auf dieses Kreisviereck den Ptolemiischen
Satz anwendet, der besagt, daB fiir ein solches Kreisviereck die Summe
der Produkte je zweier Gegenseiten gleich dem Produkte der Diagonalen

ist, so findet man, wenn AB = CD = 2a, AD = BC = 2b gesetzt

wird, die Gleichung AC-BD 4 da? — 4B,

Da ferner aus der Abbildung ohne weiteres die Beziehungen folgen
0,P=1}BD, 0,¢Q=1%4C,

0,P-0,Q=%AC-BD = b —q?.

Da P gezwungen wird, sich auf einem Kreise vom Halbmesser r zu be-
wegen, der durch O, geht, so ist, wenn < 0,0, P = 9 gesetzt wird,

so wird

OP = 2rcosé,

daher ist b2 g2

0,Q-cos & = 27;“ = konst. (105)
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Mithin liegt @ auf einer Geraden, die auf 0,0, senkrecht steht, also liefert
auch dieser Inversor eine exakte Geradfithrung des Punktes @.

c¢) Die Geradfiithrung von Hart nach Abb. 84 ist deshalb be-
sonders bemerkenswert, weil sie von einem beliebigen Kurbelviereck
0,A BO, abgeleitet ist. Sie entsteht aus diesem durch folgenden Vor-
gang: Man ermittle den Schnittpunkt B der Geraden 0,0, und A B
und zeichne

den Kreis durch E, 4, O; mit dem Mittelpunkt o
und den Kreis durch E, B, O, mit dem Mittelpunkt §.

~

—— -~

Abb. 84,

Der zweite Schnittpunkt dieser Kreise sei F'. Dann mache man
FC L aF, FD | fF und erhilt auf den ,Kurbeln®“ des urspriing-
lich angenommenen Gelenkvierecks die Punkte ¢ und D. Schlie8-
lich ermittle man @ so, da8 DF = CQ, CF = D@. Dann beschreibt @
bei der Bewegung des Kurbelvierecks eine exakte Gerade g.

Im AnschluB an diese sind noch mehrere andere, auBerordentlich
sinnreiche und geometrisch interessante Gelenkmechanismen gefunden
worden, die ebenfalls die Aufgabe der exakten Geradfithrung losen;
von diesen seien hier nur die von Kempe gefundenen, insbesondere
das von diesem herrithrende ,,Doppelrhomboid®, namhaft gemacht.



Anhang.

Bezeichnungen aus der Vektorrechnung.

. Bezeichnung durch Frakturbuchstaben t,9,b,..., auflerdem w fiir die
Winkelgeschwindigkeit.

Betriage der Vektoren: Die entsprechenden lateinischen Buchstaben r, v, b, ...
und o.

. Summe: f1+tz=r, b1+n2=n,...

Eigenschaften der Summe: kommutativ 1, + t3 =1, + 15, . . .; und assoziativ
(it t+tya=0+(C+1), ...

. Differenz: Ist r; + 13 =1, so heillt r; = r — 1, die Differenz der Vektoren ¢
“und 1,.

. Zerlegung des Vektors r nach zwei anderen e; und ey: t =e; x e, y.

. Inneres oder skalares Produkt zweier Vektoren a und b unter dem
Winkel «: ab=abcosa.

Das innere Produkt ist ein Skalar. Es ist kommutativ a b = b a und distri-
butiv a(b +¢)=ab+ac.

Insbesondere ist a a = a2

. Betrag eines Vektors a: ¢ = Jaa=Ja2=|a].

. Das d4uBere oder vektorielle Produkt ¢ zweier Vektoren a und b unter
dem Winkel o« ist ein Vektor, der auf der Ebene der Vektoren a und b senk-
recht steht, so da a, b, ¢ ein Rechtssystem bilden.

Bezeichnung: ¢ =a X b, insbesondere: v =w X t, a X a =0. Der Betrag
von ¢ ist c=absina.

Eigenschaften des #uBeren Produktes: antikommutativ a X b= — (b X a)
und distributiv a X (b +c¢)=a X b+a X c

. Vertauschungsatz: Das skalare Produkt zweier Vektoren a und b X ¢
also a(b X ¢) bedeutet den Rauminhalt des von den drei Vektoren a, b, ¢
gebildeten Parallelflachs. Daraus folgt

abxe)= Dbexa)= c(axDh)
=—qa(cXbh)=—b(aXc)=—c(bXa).

. Entwicklungsatz: Das vektorielle Produkt des Vektors a und des Vektors
(b X ¢) ist ein Vektor in der Ebene von b und ¢, der sich nach 4. linear -
durch b und ¢ ausdriicken lift

ax (bxXc)=>b(ca)—c(ab).
Der Beweis erfolgt durch Ausrechnung der Komponenten.
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