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Vorwort. 
Elektrische Strome in der Erde, die sich aus vorgegebenen Leitungs

bahnen losen und eigene Wege aufsuchen, galten noch vor wenigen Jahren 
dem rechnenden und konstruierenden Elektrotechniker als "Vaga
bunden", deren Wirkungen man nur in den wenigsten Failen nach
zugehen brauchte. Mit dem Ausbau der Hochspannungs-Freileitungen 
hat sich diese Sachlage verandert: Neben zahllosen Schwachstromen 
durchdringen Starkstrome die Erde, der vordem unbegrenzte Raum 
wird kleiner, die Ausnutzung wachst; an Stelle verschwenderischer 
Uberfiille im Verbrauch des Stoffes "Erde" muG rechnende Beschrankung 
treten. 

Mit dem in solcher Forderung liegenden Aufgabenkreise wurde ich 
im. Rahmen der Berufstatigkeit bei den Siemens-Schuckert-Werken be
kannt; den dort gesammelten Kenntnissen, erganzt durch einige neue 
Untersuchungen, entstammen die folgenden Blatter. 

Sie schildern ein Gebiet, das erst in jiingster Zeit in den Vorstellungs
kreis der Technik eindringt. Denn der Elektrotechniker formuliert seine 
Uberlegungen zumeist an Vorgangen in linearen Leitern und verein
facht sich womoglich die Kontinuumsstromung durch ein passendes 
Ersatzbild, das die Aufgabe letzthin in das gewohnte Schema eines 
linearen Netzwerkes bringen solI. Demgegeniiber erfordert das Ver
standBis der Erdstrome, wenn den Problemen nicht Zwang angetan 
werden soli, das Rechnen mit raumlich ausgebreiteten Stromen. Die 
Sprache der Mathematik erfaBt diesen Unterschied, indem sie an Stelle 
der gewohnlichen Differentialgleichungen der linearen Stromkreise die 
Erdstromung grundsatzlich durch partielle Differentialgleichungen be
schreibt, und vielleicht ist es dieser Erschwerung des Rechnungsganges 
zuzuschreiben, daB die bisherige Lehrbuchliteratur der technischen 
Erdstrome iiber einige wenige Ansatze nicht hinausgekommen ist. 

Obwohl also gewisse Schwierigkeiten in der Natur der Sache liegen 
und durch keine irgendwie geartete Darstellung zu umgehen sind, ist 
doch ein erheblicher Teil der hierher gehorigen Aufgaben durch die von 
der klassischen Physik entwickelte Potentialtheorie in vollendetet Weise 
gelOst worden und ist alB solche dem Techniker, wenn auch meist in 
Form gewisser Gesetze der Elektrostatik, wohlbekannt. In der Tat 
konnten daher diese Ergebnisse fiir die vorliegende Arbeit weitgehend 
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Vorwort. v 
iibernommen werden, nachdem ihnen eine geeignete technische Form 
gegeben war; nur an wenigen Stellen, wie beispielsweise in dem Kapitel 
iiber Inhomogenitaten, muBten eigene Untersuchungen erganzend ein
setzen. 

In weit geringerem Grade standen Voruntersuchungen dem zweiten 
Teil der Arbeit zur Verfiigung, in welchem die Riickleitung zeitlich ver
anderlicher Stromung durch die Erde geschildert wird. Es liegt dies 
zum Teil daran, daB die Losungen der Feldgleichungen hier meist in 
nicht unmittelbar auswertbarer Form erscheinen, aus denen erst das 
zwingende Bediirfnis der Technik in den letzten Jahren brauchbare 
Naherungen entwickelt hat. Die exakte Formulierung gewisser Er
scheinungen rasch veranderlicher Strahlung und elektromagnetischer 
Schaltvorgange in der Erde ist wohl fUr diese Arbeit zum ersten Male 
versucht worden; das gleiche gilt von dem im SchluBkapitel gegebenen 
AbriB einer Erwarmungsberechnung der Erder. In diesen neuen Unter
suchungen konnte ich mich mit Erfolg der Rea visideschen Operatoren
rechnung bedienen, deren wenige, fiir das Verstandnis notwendige 
Elemente ohne ausfiihrlichen Beweis kurz angegeben sind. 

Wenngleich ich im ganzen mich bemiiht habe, die Aufgaben in 
moglichster physikalischer Strenge durchzufiihren, ist doch in der Fas
sung der Ergebnisse von Naherungsformeln, ja oft von nur rohen Ab
schatzungen weitgehend Gebrauch gemacht worden. Wenn hierin 
das sonst in der Elektrotechnik iibliche MaB iiberschritten wurde, so 
rechtfertigt sich ein solches Verfahren durch die groBen Abweichungen 
der wirklichen Struktur des Erdreiches von der im physikalischen An
satz notwendig angenommenen; zu weit getriebene Genauigkeit der 
Rechnung wiirde daher nur iiber den wahren Sinn der theoretischen 
Ergebnisse tauschen. Die gleiche Einschrankung gilt fiir die Zahlen
beispiele, die in groBer Menge den allgemeinen Entwicklungen bei
gegeben sind, um die GroBenordnung der wirklich auftretenden 
Strom-, Spannungs- und Widerstandswerte ~u erkennen und sich ein 
Gefiihl hierfiir anzueignen. 

Fiir die Praxis folgt auS dieser Unsicherheit der Grundannahmen, 
die sich jeder Rechnung entziehen, der nachdriickliche Verweis auf 
Veriluchsergebnisse und Kontrollmessungen. Sie iiberschreiten den 
Rahmen dieses Werkes, das in erster Linie das theoretische Verstand
nis raumlicher Stromungsvorgange vermitteln soIl, und konnten daher 
nur in den Literaturangaben dringender Beachtung empfohlen werden. 
Ebenso sind aIle Fragen der "El'dstromchemie", wie sie einerseits in 
den Erscheinungen der Korrosion, andererseits in den Bestrebungen zur 
Verbesserung der elektrischen Erdeigenschaften auf chemischem Wege 
ihren praktischen Niederschlag gefunden h~ben, und welche zunachst 
nur auf erfahrungsmaBigem Wege zuverlassig beantwortet werden 
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VI Vorwort. 

kOnnen, geflissentlich a.usgeIassen worden; auch bier mOge der Leser 
im Literaturverzeichnis weitere Anleitung suchen. 

Die Technik der ErdstrOme ist noch in vollem Flu88e begriffen. 
Schon wii.hrend der Niederschrift dieser Arbeit muBten wiederholt er
ganzende Nachtrage eingefiigt werden, die der Verleger in entgegen
kommender Weise nocll in da.s im Druck befindliche Werk einfiigte; 
ihm sei a.n dieser Stelle herzlichst geda.nkt! Doch trotz dieses Strebens, 
ein mOglichst umfassendes Ga.nzes zu geben, sind za.hlreiche Lucken un
a.usgefiillt geblieben: So kOnnen diese Blatter nur ein Bild der drangen
den Gegenwa.rt sein, des in ihr wirksamen Denkens und Pla.nens. MOgen 
die bier niedergelegten Ergebnisse helfen, die Wege zu weiterem Fort
schritt zu weisen! 

Berlin, im Februar 1928. 

Franz Ollendorff. 
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Einleitung. 
1. Bedeutung der Erdstriime. Erdstrome werden dureh die natur

liehe Leitfiihigkei t des Erdreiehes ermoglieht, das sieh in Vielem 
ahnlieh wie ein metalliseher Leiter der Elektrizitat verhalt; insbesondere 
kann man, von Feinheiten abgesehen, die Stromung ohne Rueksieht 
auf die besondere Struktur der stromtragenden Medien dureh eine 
skalare Ohmsehe Leitfi:ihigkeit darstellen, die innerhalb der praktiseh 
vorkommenden Feldstarken als kennzeiehnende Konstante des Stoffes 
betraehtet werden kann. Die GroBe dieser Leitfahigkeit sehwankt 
innerhalb der versehiedenen, im Erdreieh enthaltenen Bodenarten und 
Wasserlaufe in weiten Grenzen, sie ist mit der Witterung veranderlieh; 
doeh ist sie stets sehr viel kleiner als die Leitfiihigkeit der Me
talle. Fur mittlere Verhaltnisse (mittelfeuehter Boden) kann man da
mit reehnen, daB eine Feldstarke von 1 Volt pro em durch das Erdreieh 
einen Strom von 10-" Amp. pro em 2 stromfiihrenden Quersehnitt 
treibt, so daB die Leitfiihigkeit solehen Bodens 10-" Siemens/em be
tragt. Inwieweit die einzelnen Stoffe Abweiehungen hiervon zeigen, 
laBt die folgende Zahlentafel erkennen, in welcher die Leitfahigkeiten 
fiir eine Reihe haufig vorkommender Stoffe zusammengestellt sind. 

Leitfi1higkeit im Erdreich enthaltener Stoffe. 

SeeW88ser ..... 
SiiJlw88ser . . . . 
Feuchter Boden . . 
Trockener Boden. . 

Stoff 

Quarzit, Kaikstein, Sandstein, Granite . 
Le~tit, ~hiefer. . . . . . . 
Grunsteme ........ . 
Hi1matit und Spateisenstein . 
Zinkblende (nicht eisenhaltig) 
Eisenglanz. . . . . . . . . 
Magnetit ............ . 
Schiefer mit Magnetkiesimpri1gnation . 
Bleiglanz •............. 
Kupferkies. . . . . . . . . . . . . 
Schwefelkies . . . . . . . . . . . . 

SiemensjcJ!1 

1 -:- 5.10-2 

10-5 

10-5 -:- 10-4 

10-4 

10-11 

10-9 

10-8 

10-8 

10-8 

10-1 -:- 10-2 

10-2 -:- 1 
10-1 -:- 0,5 

1 
10 
10 

Zum Vergleieh sei angefiihrt, daB die Leitfahigkeit warmen Kupfers 
rund 5· 10 5 Siemens/em betragt, also etwa funf Milliarden mal groBer 
als die mittleren Erdreiehes ist. 
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Einleitung. 
1. Bedeutung der Erdströme. Erdströme werden durch die natür

liche Leitfähigkeit des Erdreiches ermöglicht, das sich in Vielem 
ähnlich wie ein metallischer Leiter der Elektrizität verhält; insbesondere 
kann man, von Feinheiten abgesehen, die Strömung ohne Rücksicht 
auf die besondere Struktur der stromtragenden Medien durch eine 
skalare Ohmsehe Leitfähigkeit darstellen, die innerhalb der praktisch 
vorkommenden Feldstärken als kennzeichnende Konstante des Stoffes 
betrachtet werden kann. Die Größe dieser Leitfähigkeit schwankt 
innerhalb der verschiedenen, im Erdreich enthaltenen Bodenarten und 
Wasserläufe in weiten Grenzen, sie ist mit der Witterung veränderlich; 
doch ist sie stets sehr viel kleiner als die Leitfähigkeit der Me
talle. Für mittlere Verhältnisse (mittelfeuchter Boden) kann man da
mit rechnen, daß eine Feldstärke von I Volt pro cm durch das Erdreich 
einen Strom von 10-<1 Amp. pro cm 2 stromführenden Querschnitt 
treibt, so daß die Leitfähigkeit solchen Bodens 10-<1 Siemens/cm be
trägt. Inwieweit die einzelnen Stoffe Abweichungen hiervon zeigen, 
läßt die folgende Zahlentafel erkennen, in welcher die Leitfähigkeiten 
für eine Reihe häufig vorkommender Stoffe zusammengestellt sind. 

Leitfähigkeit im Erdreich enthaltener Stoffe. 

SeeW88ser .... . 
Süßw88ser ... . 
Feuchter Boden . . 
Trockener Boden. . 

Stoff 

Quarzit, Kalkstein, Sandstein, Granite . 
Le~tit, ~hiefer. . . . . . . 
Grunsteme ........ . 
Hämatit und Spateisenstein . 
Zinkblende (nicht eisenhaltig) 
Eisenglanz. . . . . . . . . 
Magnetit ............ . 
Schiefer mit Magnetkiesimprägnation . 
Bleiglanz •............. 
Kupferkies. . . . . . . . . . . . . 
Schwefelkies . . . . . . . . . . . . 

Siemens/cJ!1 

1 -:- 5.10-2 

10-5 

10-& -:- 10-4 

10-4 

10-11 

10-9 

10-8 

10-8 

10-8 

10-1 -:- 10-2 

10-2 -:- 1 
10-1 -:- 0,5 

1 
10 
10 

Zum Vergleich sei angeführt, daß die Leitfähigkeit warmen Kupfers 
rund 5· 105 Siemens/cm beträgt, also etwa fünf Milliarden mal größer 
als die mittleren Erdreiches ist. 

Ollendorff. Erdströme. 1 



2 Einleitung. 

Die Erdstrome sind zum Teil natiirlichen Ursprunges, zum 
Teil werden sie aus technischen Anlagen in die Erde eingefiihrt. 
Die erstgenannten entstehen durch Schwankungen des erdmagne
tischen Feldes, welches in den leitenden Erdmassen Wirbelstrome 
induziert; ebenfalls erregen starke Temperaturdifferenzen im 
Erdreich im Zusammenhang mit der Warmestromung solche Erd
strome. Sie besitzen stets sehr kleine Starken und sind zur Zeit lediglich 
fiir die geologische Forschung von Interesse; im folgenden werden sie 
nicht behandelt. 

Wir beschaftigen uns ausschlieBlich mit den Erdstromen tech
nischer Anlagen. 

Man benutzt die Erde als Trager elektrischer Arbeitsstrome schon seit 
den ersten Anfangen der Elektrotechnik. Der erfolgreiche Ausbau des 
Telegraphen iiber Land und der Seekabeltelegraphen beruhte 
auf der Erkenntnis, daB man zur Ubertragung der Signale vom Sende, 
ort zum Empfanger nur eines metallischen Drahtes bediirfe, wahrend 
die Erde die Riickleitung iibernehmen konne. Die Konstruktion 
wirkungssicherer Blitzableiteranlagen benutzt ebenfalls die Leit
fiihigkeit der Erde, um die atmospharische Elektrizitat von den Gebauden 
fernzuhalten. Bei diesen ersten Anwendungsgebieten handelte es sich 
stets um relativ schwache oder kurzzeitige Erdstrome, so daB man den 
Erdstromerscheinungen keine Beachtung zu schenken brauchte. 

Diese Sachlage anderte sich mit einem Schlage, als man zum Bau 
groBer elektrischer Kraftiibertragungen mit hochgespannten elek
trischen Stromen iiberging. Die Rohe der zu iibertragenden Strom
starken lieB es hier von vornherein als aussichtslos erscheinen, die 
Erde als Ersatz eines Leitungsdrahtes heranzuziehen, so daB im 
storungsfreien Netze die Erde praktisch stromlos bleibt. Es ist in
dessen im Betriebe unvermeidlich, daB Schaden in der Anlage auftreten, 
durch welche einer der spannungfiihrenden Drahte in leitende Be
riihrung mit der Erde kommt. Durch die Fehlerstelle ergieBen sich 
ErdschluBstrome gr08er Intensitat, die insbesondere in neuzeitlichen 
Kraftii bertragungsanlagen mit Stern punktserd ung gewaltige 
AusmaBe annehmen konnen. Zu den Kraftiibertragungen gesellen sich 
die zahlreichen elektrischen Bahnanlagen, bei welchen schon im 
regularen Betriebe der Fahrstrom durch die Schienen zuriickgeleitet 
wird und hierdurch ebenfalls in leitende Beriihrung mit der Erde kommt; 
bei Erd- oder Kurzschliissen entstehen daher besonders kraftige 
Erdstrome. Wahrend somit die Erde in friiheren Zeiten lediglich als 
Leiter elektrischer Schwachstrome benutzt wurde, muB sie in neuerer 
Zeit in steigendem MaBe auch Starkstrome fiihren. Der gemein
same Transport beider Stromarten im selben Medium zieht 
gegenseitige Beeinflussungen nach sich, die insbesondere als 

2 Einleitung. 

Die Erdströme sind zum Teil natürlichen Ursprunges, zum 
Teil werden sie aus technischen Anlagen in die Erde eingeführt. 
Die erstgenannten entstehen durch Schwankungen des erdmagne
tischen Feldes, welches in den leitenden Erdmassen Wirbelströme 
induziert; ebenfalls erregen starke Temperaturdifferenzen im 
Erdreich im Zusammenhang mit der Wärmeströmung solche Erd
ströme. Sie besitzen stets sehr kleine Stärken und sind zur Zeit lediglich 
für die geologische Forschung von Interesse; im folgenden werden sie 
nicht behandelt. 

Wir beschäftigen uns ausschließlich mit den Erdströmen tech
nischer Anlagen. 

Man benutzt die Erde als Träger elektrischer Arbeitsströme schon seit 
den ersten Anfängen der Elektrotechnik. Der erfolgreiche Ausbau des 
Telegraphen über Land und der Seekabeltelegraphen beruhte 
auf der Erkenntnis, daß man zur Übertragung der Signale vom Sende, 
ort zum Empfänger nur eines metallischen Drahtes bedürfe, während 
die Erde die Rückleitung übernehmen könne. Die Konstruktion 
wirkungssicherer Blitzableiteranlagen benutzt ebenfalls die Leit
fähigkeit der Erde, um die atmosphärische Elektrizität von den Gebäuden 
fernzuhalten. Bei diesen ersten Anwendungsgebieten handelte es sich 
stets um relativ schwache oder kurzzeitige Erdströme, so daß man den 
Erdstromerscheinungen keine Beachtung zu schenken brauchte. 

Diese Sachlage änderte sich mit einem Schlage, als man zum Bau 
großer elektrischer Kraftübertragungen mit hochgespannten elek
trischen Strömen überging. Die Höhe der zu übertragenden Strom
stärken ließ es hier von vornherein als aussichtslos erscheinen, die 
Erde als Ersatz eines Leitungsdrahtes heranzuziehen, so daß im 
störungsfreien Netze die Erde praktisch stromlos bleibt. Es ist in
dessen im Betriebe unvermeidlich, daß Schäden in der Anlage auftreten, 
durch welche einer der spannungführenden Drähte in leitende Be
rührung mit der Erde kommt. Durch die FehlersteIle ergießen sich 
Erdschlußströme großer Intensität, die insbesondere in neuzeitlichen 
Kraftü bertragungsanlagen mit Stern punktserd ung gewaltige 
Ausmaße annehmen können. Zu den Kraftübertragungen gesellen sich 
die zahlreichen elektrischen Bahnanlagen, bei welchen schon im 
regulären Betriebe der Fahrstrom durch die Schienen zurückgeleitet 
wird und hierdurch ebenfalls in leitende Berührung mit der Erde kommt; 
bei Erd- oder Kurzschlüssen entstehen daher besonders kräftige 
Erdströme. Während somit die Erde in früheren Zeiten lediglich als 
Leiter elektrischer Schwachströme benutzt wurde, muß sie in neuerer 
Zeit in steigendem Maße auch Starkströme führen. Der gemein
same Transport beider Stromarten im sei ben Medium zieht 
gegenseitige Beeinflussungen nach sich, die insbesondere als 



Bedeutung der Erdstrome. 3 

Schwachstromstorungen durch Erdfelder benachbarter 
Starkstromleitungengefurchtet sind. Um siewirksam zu bekampfen, 
mussen die Gesetze dieser Beeinflussung genau bekannt sein. 

Die Erfahrung hat gezeigt, daB der ErdschluB in Starkstrom
anlagen uber die genannten Fernwirkungen hinaus zu schweren 
Schaden in der eigenen Anlage fiihren kann. In der Umgebung 
der Erdungsstelle bilden sich hohe Erdspannungen aus, die fur 
Mensc-hen und Tiere lebensgefahrlich werden k6nnen. Die 
Leistung, welche an der Erdungsstelle umgesetzt wird, erzeugt gewaltige 
Warmemengen und kann hierbei das Erdreich austrocknen, wobei die 
genannte Lebensgefahr wachst. 

Gleichzeitig werden die elektrodynamischen Eigenschaften der Er
dungsstelle ungunstig verandert, so daB dieser ProzeB zum Zusammen
bruch der gesamten Anlage fiihren kann. Diese Vorgange ver
langen daher zwingend die rechnerische Erfassung der Stark
stromerdfelder, damit dieAnlageauch einemErdschluB gewachsenist. 

Die Erde als elektrischer Stromleiter wird in besonderer Art in 
der drahtlosen Telegraphie benutzt. Man kann hierbei zwei 
Zonen unterscheiden: in der sogenannten Wellenzone, in groBer Ent
fernung yom Sender, werden die nach auBen eilenden elektro
magnetischen Wellen an das Erdreich gefesselt, so daB zugleich mit den 
Wellen im leeren Raum sich Erdstromwellen ausbreiten. Diese 
Erdstrome sind so schwach, daB sie auBer den beabsichtigten Wirkungen 
auf die Empfanger keinerlei EinfluB ausuben; daher bietet ihre Kenntnis 
allein fur die Hochfrequenztechnik Interesse. Sie sind von vor
liegender Untersuchung ausgeschlossen1 . In der Umgebung der 
Sendestation dagegen mussen die gesamten Sendestrome in das Erd
reich geleitet werden. Die richtige Ausfuhrung der Erdungsanlage ist 
daher bestimmend fUr die in der Erde vergeudete Warmeleistung, sie 
entscheidet den Wirkungsgrad des Strahlers. Ahnliche "Ober
legungen gelten auch fur die Antennen von Empfangern, wenngleich 
hier der Gutegrad des Luftdrahtes lange nicht die gleiche Bedeutung wie 
bei Sendeanlagen besitzt, weil man aIle Verlustwiderstande durch 
Elektronenrohren weitgehend kompensieren kann. 

Wir wollen im folgenden die Gesetze der Erdstrome unter
suchen, um aus ihnen die Wirkungen der Erdstromfelder auf 
Stark- und Schwachstromanlagen sowie auf Sendeanlagen 
drahtlos-telegraphischer Stationen quantitativ vorauszu
bestimmen. 

1 Vgl. hieriiber Z. B. F. Ollendorff: Die Grundlagen der Hochfrequenz
technik; insbesondere Nr. 247-256. Berlin: Julius Springer 1926. 
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Die Erfahrung hat gezeigt, daß der Erdschluß in Starkstrom
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Schäden in der eigenen Anlage führen kann. In der Umgebung 
der Erdungsstelle bilden sich hohe Erdspannungen aus, die für 
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Gleichzeitig werden die elektrodynamischen Eigenschaften der Er
dungsstelle ungünstig verändert, so daß dieser Prozeß zum Zusammen
bruch der gesamten Anlage führen kann. Diese Vorgänge ver
langen daher zwingend die rechnerische Erfassung der Stark
stromerdfelder, damit die Anlage auch einem Erdschluß gewachsen ist. 

Die Erde als elektrischer Stromleiter wird in besonderer Art in 
der drahtlosen Telegraphie benutzt. Man kann hierbei zwei 
Zonen unterscheiden: in der sogenannten Wellenzone, in großer Ent
fernung vom Sender, werden die nach außen eilenden elektro
magnetischen Wellen an das Erdreich gefesselt, so daß zugleich mit den 
Wellen im leeren Raum sich Erdstromwellen ausbreiten. Diese 
Erdströme sind so schwach, daß sie außer den beabsichtigten Wirkungen 
auf die Empfänger keinerlei Einfluß ausüben; daher bietet ihre Kenntnis 
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I. Sfationiire Stromnng in der Erde. 
2. Die Grnndgleicbungen des stationiiren Erdfeldes1• Das elektrische 

Feld in der Erde heiBt stationar, wenn Stromdichte und Feldstarke 
zeitlich konstant sind. Die hinreichende und notwendige Bedingung 
des stationaren Zustandes liefert das Induktionsgesetz: Mit der zeit
lichen Schwankung der magnetischen Induktion muB das Arbeits
integral der elektrischen Feldstarke (f langs jeder belie
bigen, in sich geschlossenen Kurve verschwinden. Die 
Spannung E zwischen irgend zwei Punkten A und B ist daher unab
hangig von dem Wege, langs dessen sie bestimmt wird: 

B 

E..4B == - J CfdiiS = CPB - CPA· 
A 

(1) 

Hierin bedeutet (fd~ das "skalare Produkt" der Feldstarke mit dem 
Wegelement d~, also das Produkt ihrer Betrage multipliziert mit dem 
cos des Winkels zwischen ihnen. 

Nach der gegebenen Erklarung sind alB stationar nur G leichstrome 
zu betrachten; ffir Wechselstrome gelten daher die hier folgenden 
'Oberlegungen nicht streng, doch kann man sie ffir niedrige Frequenzen 
aJs erate Naherung betrachten (vgl. Kap. VII). 

Gl. (1) definiert - bis auf eine additive Konstante - eine skalare 
Fnnktion cP, das P oten t ial. Durch Anwendung der Definitionsgleichung 
auf ein einziges Linienelement folgt die Feldstarkenkomponente 
nach einer vorgegebenen Richtung d~ aus dem Potential 

8~ ) (f~ = - Fi. (2 

Man erhalt hiernach die Feldstarke selbst, wenn d ~ in Richtung der Feld
starke gewahlt wird.· Diese Operation heiBt Gradientenbildung 

(f = - gradcp. (2a) 

Bei den elektrostatischen Problemen, in denen man daS Feld 
€lines iiber der Erdoberfliiche gegen die Erde aufgeladenen Korpers 
untersucht, vernichtet die natiirliche Leitfahigkeit " das Feld in 
der Erde; diese besitzt daher ein einheitliches elektrostatisches 
Potential, welches konventionell gleich Null gesetzt wird. 

1 Bei der ersten Lektiire kann man ohne Schaden fiir das Verstindnis mit 
Nr. 4 beginnen. 

I. Stationäre Strömung in der Erde. 
2. Die Grnndgleiehungen des stationären Erdfeldes1• Das elektrische 

Feld in der Erde heißt stationär, wenn Stromdichte und Feldstärke 
zeitlich konstant sind. Die hinreichende und notwendige Bedingung 
des stationären Zustandes liefert das Induktionsgesetz : Mit der zeit
lichen Schwankung der magnetischen Induktion muß das Arbeits
integral der elektrischen Feldstärke (f längs jeder belie
bigen, in sich geschlossenen Kurve verschwinden. Die 
Spannung E zwischen irgend zwei Punkten A und B ist daher unab
hängig von dem Wege, längs dessen sie bestimmt wird: 

B 

E..4B == - J CfdiiS = CPB - CP.A· 
.A 

(1) 

Hierin bedeutet (fd~ das "skalare Produkt" der Feldstärke mit dem 
Wegelement d~, also das Produkt ihrer Beträge multipliziert mit dem 
cos des Winkels zwischen ihnen. 

Nach der gegebenen Erklärung sind als stationär nur Gleichströme 
zu betrachten; für Wechselströme gelten daher die hier folgenden 
'Oberlegungen nicht streng, doch kann man sie für niedrige Frequenzen 
als erste Näherung betrachten (vgl. Kap. VII). 

GI. (1) definiert - bis auf eine additive Konstante - eine skalare 
Funktion cP, das P oten t ial. Durch Anwendung der Definitionsgleichung 
auf ein einziges Linienelement folgt die Feldstärkenkomponente 
nach einer vorgegebenen Richtung d~ aus dem Potential 

8~ ) (fß = - ßi. (2 

Man erhält hiernach die Feldstärke selbst, wenn d ~ in Richtung der Feld
stärke gewählt wird.· Diese Operation heißt Gradientenbildung 

(f = - gradcp. (2a) 

Bei den elektrostatischen Problemen, in denen man das Feld 
eines über der Erdoberfläche gegen die Erde aufgeladenen Körpers 
untersucht, vernichtet die natürliche Leitfähigkeit " das Feld in 
der Erde; diese besitzt daher ein einheitliches elektrostatisches 
Potential, welches konventionell gleich Null gesetzt wird. 

1 Bei der ersten Lektüre kann man ohne Schaden für das Verständnis mit 
Nr. 4 beginnen. 



Die Grundgleiohungen des stationil.ren Erdfeldes. 5 

1m elektrostationaren Felde dagegen erfordert die endliche 
Stromdichte i eine endliche Feldstarke entsprechend dem Ohm
schen Gesetz 

(3) 

Nach (1) ist somit das Potential der stationaren Erdstromung 
von Ort zu Ort. veranderlich. Man verfiigt iiber die unbestimmte Kon
stante der Potentialfunktion zweckmaBig, indem man sich das Feld durch 
eine unendlich groBe, vollkommen leitende Hiillkugel abgeschlossen 
denkt; ihr wird das Potential Null zugeschrieben. Das Potential des 
elektrostationaren Erdfeldes ist somit fiir einen beliebigen 
Punkt identisch mit der Spannung jenes Punktes gegen 
die Hiillkuge1. 

Die Kontinuitatsgleichung des Stromes fordert, daB Stromlinien 
nirgends entstehen oder verschwinden konnen. Die Menge der pro 
Raumeinheit entstehenden Zahl von Vektorlinien heiBt 
Divergenz dieses Vektors. Daher lautet das Kontinuitatsgesetz 

div i = O. (4) 

In einem homogenen Raumteil folgt hieraus mit Riicksicht auf 
das Ohmsche Gesetz (3) 

div~ = 0 (4 a) 

und durch Einsetzen von (2a) 

div grad cp = LI cp = 0 . (5) 

Zur Ableitung quantitativer GesetzmaBigkeiten ist es notwendig, die 
erhaltene Differentialgleich ung z 
des Potentiales auf bestimmte 
Koordinatensysteme zu speziali-
sieren. 

Fur einrechtwinkliges Koor
dinatensystem x, y, z ergeben 
sich durch Anwendung der G1. (2) 
sogleich die Feldstarkenkomponen
ten in den Achsenrichtungen 

Abb. 1. Zur an&lytlschen Fassung der 
Strllmungsglel~hung. 

(Jrp 
~ = - --- _. 

orp 
~ = - .~ . 

'" ox' Yay' (6) 

Einem Parallelepiped der Langen dx, dy, dz entquillt nach Abb. 1 die 
Feldlinienzahl 

dN=(~"'U:+dxl-~"'(x)dy ·dz + (~Y(Y+dY) --~y(y))dzdx + (~Z('+d')~- ~z()dxdy 

== (0 (gx + a (g" + 0. (g,) dx dy dz. (7) 
\OX oy oz 

Die Grundgleichungen des stationären Erdfeldes. 5 

Im elektro stationären Felde dagegen erfordert die endliche 
Stromdichte i eine endliche Feldstärke entsprechend dem Ohm
sehen Gesetz 

(3) 

Nach (1) ist somit das Potential der stationären Erdströmung 
von Ort zu Ort. veränderlich. Man verfügt über die unbestimmte Kon
stante der Potentialfunktion zweckmäßig, indem man sich das Feld durch 
eine unendlich große, vollkommen leitende Hüllkugel abgeschlossen 
denkt; ihr wird das Potential Null zugeschrieben. Das Potential des 
elektrostationären Erdfeldes ist somit für einen beliebigen 
Punkt identisch mit der Spannung jenes Punktes gegen 
die HüllkugeL 

Die Kontinuitätsgleichung des Stromes fordert, daß Stromlinien 
nirgends entstehen oder verschwinden können. Die Menge der pro 
Raumeinheit entstehenden Zahl von Vektorlinien heißt 
Divergenz dieses Vektors. Daher lautet das Kontinuitätsgesetz 

div i = O. (4) 

In einem homogenen Raumteil folgt hieraus mit Rücksicht auf 
das Ohmsehe Gesetz (3) 

div~ = 0 (4a) 

und durch Einsetzen von (2a) 

div grad cp = LI cp = 0 . (5) 

Zur Ableitung quantitativer Gesetzmäßigkeiten ist es notwendig, die 
erhaltene Differentialgleich ung z 
des Potentiales auf bestimmte 
Koordinatensysteme zu speziali-
sieren. 

Für einrechtwinkliges Koor
dinatensystem x, y, zergeben 
sich durch Anwendung der GI. (2) 
sogleich die Feldstärkenkomponen
ten in den Achsenrichtungen 

Abb. 1. Zur an&lytlschen Fassung der 
Strömungsglel~hung. 

(Jq; 
~ = - --- _. 

oq; 
~ = _ .~ . 

'" OX' y 0 y' (6) 

Einem Parallelepiped der Längen dx, dy, dz entquillt nach Abb. 1 die 
Feldlinienzahl 

dN=(~"'U:+dxl-~"'(x)dy ·dz + (~Y(Y+dY) --~y(y))dzdx + (~Z('+d')~- ~z()dxdy 

== (0 (5;x + 0 (5;" + 0. (5;,) dx dy dz. (7) 
\OX oy oz 



6 Stationiire Stromung in der Erde. 

Das Volumen des Parallelepipeds ist 

dT = dx dy dz (8) 

so daB gemaB Definition 

div~ = dN =, ~~.r + iJ~x + ~~. 
dr: iJx 8y iJz 

(9) 

Mit Riicksicht auf (6) findet sich hieraus die Potentialgleichung 

iJ2rp iJ2rp iJ2rp 
ox2 + oy2 + azo = o. (10) 

Krummlinige Orthogonalkoordinaten u, v, w seien aus den 
rechtwinkligen Koordinaten mittels der Funktionen 

x=x(u,v,w) 1 
y = y (u, v, w) 
z = z (u, v, w) 

(11) 

definiert, mit der Zusatzbedingung, daB die Flachen u = konst, v 
= konst, w = konst einander rechtwinklig schneiden. Die Bogenlange 
eines von zwei Punkten im "Abstand" du begrenzten Elementes 
betragt 

dsu = V (~:r+ (~~r+ (~:rdu= U·du. (12) 

Ebenso berechnen sich die Langen der Elemente dv und dw 

1/ (0 X)2 (0 y)2 (0 Z)2 
dsv = V· dv; V = V iJ v + a v + av ' (12 a) 

d(OX)2 (oy)2 (OZ)2 
dsw = W·dw; W= V ow + ow + ow . (12b) 

GemaB (2) leiten sich jetzt die Feldstarken aus dem Potential nach den 
Formeln ab 

erp 1 oq; 
~u = -.0 Su = "- -U . au' 

~ ~~ _ a rp = _ }, . o...J' 
v iJsv V iJ v' (13) 

orp 1 arp 
~w ~~ - iJs

1V 
= -- W . iiw' 

An Stelle der Gl. (7) tritt jetzt 

dN = (dsv ' dsw ' ~U)(U+dU) -- (dsv ' dsw ' ~u)(U) + (dsw ' dsu ' ~V)(O+dV) 

- (ds . ds . ~) + (ds . ds . ~ ) - (ds . ds . ~ ) 
w U v (v) U 11 W (w+dw) U v w (w) 

==(~{V.W.~ }+'~{W.U.~}_LJ_ru.v.~ })dudvdw. (14) au u iJv v lOW l U 

6 Stationäre Strömung in der Erde. 

Das Volumen des Parallelepipeds ist 

dr = dx dy dz (8) 

so daß gemäß Definition 

div~ = dN =, ~~.r + iJ~x + ~~. 
dr: iJx oy iJz (9) 

Mit Rücksicht auf (6) findet sich hieraus die Potentialgleichung 

iJ2rp iJ2rp iJ2rp 
ox2 + oy2 + azo = o. (10) 

Krummlinige Orthogonalkoordinaten u, v, w seien aus den 
rechtwinkligen Koordinaten mittels der Funktionen 

x=x(u,v,w) 1 
y = y (u, v, w) 
z = z (u, v, w) 

(11) 

definiert, mit der Zusatzbedingung, daß die Flächen u = konst, v 
= koust, w = konst einander rechtwinklig schneiden. Die Bogenlänge 
eines von zwei Punkten im "Abstand" du begrenzten Elementes 
beträgt 

dsu = V (~:r+ (~~r+ (~:rdu= U·du. (12) 

Ebenso berechnen sich die Längen der Elemente dv und dw 

1/ (0 X)2 (0 y)2 (0 Z)2 dsv = V· dv; V = V iJ v + 0 v + Bi; , (12a) 

d(OX)2 (oy)2 (OZ)2 dsw = W·dw; W= V (Jw + OW + ow . (12b) 

Gemäß (2) leiten sich jetzt die Feldstärken aus dem Potential nach den 
Formeln ab 

erp 1 oq; 
~u = -.0 Su = "- -U . 0 u ' 

~ ~~ _ 0 rp = _ }, . o...J' 
v iJsv V iJ v' (13) 

orp 1 8rp 
~w ~~ - iJs

1V 
= -- W . iiw' 

An Stelle der GI. (7) tritt jetzt 

dN = (dsv ' dsw ' ~U)(U+dU) -- (dsv ' dsw ' ~u)(U) + (dsw ' dsu ' ~V)(O+dV) 

- (as . ds . ~) + (ds . ds . ~ ) - (ds . ds . ~ ) 
w U v (v) U 11 W (w+dw) U v W (wi 

==(~{V.W.~ }+,~{W.U.~}_LJ_ru.v.~ })dudvdw. (14) ou u iJv v I 0 w l u 



Erder; das Potential eines Quellpunktes. 7 

Das Volumelement des (krummlinigen) Parallelepipeds ist nach (12), 
(12a), (12b) 

dr: = dsu·ds".dsw = U· V· W·du·dv·dw. 

durch Division von (14) und (15) entsteht 

di n:: - dN - __ 1_ . (~{VW } + .~ {WU } + ~ 'UV }) 
V \i!- - dr: - U. V. W iJu ~u i! v ~" 0 w l ~w 

und mit (13) als Potentialgleichung 

A - 1 [~(VW oqJ) + ~(WU. oqJ) + ~ (UV oqJ)-J - 0 
ffJ - U. V. W ou U OU OV V OV ow Wow - • 

(15) 

(16) 

(17) 

3. Das Verhalten der stationii.ren Stromung an der Grenze zweier 
Medien. Wir suchen die Bedingungen, welche die Potentiale ffJl und ffJ2 
an der Grenze zweier Feldraume 1 und 2 mit verschiedenen Leitfahig
keiten "1 und "2 verkniipfen. 

Die Anwendung der fUr ein beliebig inhomogenes Medium giiltigen 
Definitionsgleichung 1 auf ein ganz in der Grenzflache liegendes Linien
element dSt verlangt 

o qJl _ ij qJg. ~ _ ~ (1S) 
o 8t - 0 8t' tl - t •• 

Diese erste Grenzbedingung fordert also die Gleichheit der zur 
Grenzflache tangentiellen Feldstarkekomponenten. Sie ist 
erfUllt, wenn iiberall 

ffJl = ffJ",· (IS a) 
Das Gesetz (4) spricht die Stetigkeit der die Grenzflache 

normal durchsetzenden stationaren Stromung aus; bezeichnet 
n die Normalenrichtung einer Stelle der Grenzflache, so gilt 

(19) 

Das Verhaltnis der tangentiellen zur normalen Feldstarkenkomponente 
gibt den Tangens des Einfallswinkels oc der Stromlinien gegen die Nor
malenrichtung an. Die Verbindung von (IS) mit (19) liefert daher in 

. t (Et, • (Et. - • (20) 
tg"1· g"!) = @:n, • ~. - "1 . "II 

das Brechungsgesetz der Stromlinien an der Grenzflache. 
4. Erder; das Potential eines Quellpunktes. Ein Erder ist ein end

licher, metallischer Leiter, der zur Einfiihrung des Stromes in das Erd
reich dient. Der Strom wird durch eine an den Erder geschlossene Lei
tung zugefiihrt, sein tJbertritt zur Erde findet von allen dem Erdreich 
satt anliegenden Oberflachenelementen des Erders aus statt; alle in der 
Erde liegenden blanken Teile der Zuleitung bilden aDmit einen Anteil 
des Erders. 

Erder; das Potential eines Quellpunktes. 7 

Das Volumelement des (krummlinigen) Parallelepipeds ist nach (12), 
(12a), (12b) 

dr: = dsu·ds".dsw = U· V· W·du·dv·dw. 

durch Division von (14) und (15) entsteht 

di n:: - dN - __ 1_ . (~{VW } + .~ {WU } + ~ lUV}) 
V \i!- - dr: - U. V. W iJu ~u i! v ~" 0 w l ~w 

und mit (13) als Potentialgleichung 

A - 1 [~(VW oqJ) + ~(WU. oqJ) + ~ (UV oqJ)-J - 0 
ep - U· V· W ou U OU OV V OV OW W OW - • 

(15) 

(16) 

(17) 

3. Das Verhalten der stationären Strömung an der Grenze zweier 
Medien. Wir suchen die Bedingungen, welche die Potentiale epl und ep2 

an der Grenze zweier Feldräume 1 und 2 mit verschiedenen Leitfähig
keiten "1 und "2 verknüpfen. 

Die Anwendung der für ein beliebig inhomogenes Medium gültigen 
Definitionsgleichung 1 auf ein ganz in der Grenzfläche liegendes Linien
element dSt verlangt 

o qJl _ ij qJg. ~ _ ~ (18) 
o 8e - 0 81' t1 - t •• 

Diese erste Grenzbedingung fordert also die Gleichheit der zur 
Grenzfläche tangentiellen Feldstärkekomponenten. Sie ist 
erfüllt, wenn überall 

epl = ep",. (18a) 

Das Gesetz (4) spricht die Stetigkeit der die Grenzfläche 
normal durchsetzenden stationären Strömung aus; bezeichnet 
n die Normalenrichtung einer Stelle der Grenzfläche, so gilt 

(19) 

Das Verhältnis der tangentiellen zur normalen Feldstärkenkomponente 
gibt den Tangens des Einfallswinkels oc der Stromlinien gegen die Nor
malenrichtung an. Die Verbindung von (18) mit (19) liefert daher in 

. t (Et, • (Et. - • (20) 
tg"1· g"!l = @:n, • ~. - "1 . "11 

das Brechungsgesetz der Stromlinien an der Grenzfläche. 
4. Erder; das Potential eines Quellpunktes. Ein Erder ist ein end

licher, metallischer Leiter, der zur Einführung des Stromes in das Erd
reich dient. Der Strom wird durch eine an den Erder geschlossene Lei
tung zugeführt, sein Übertritt zur Erde findet von allen dem Erdreich 
satt anliegenden Oberflächenelementen des Erders aus statt; alle in der 
Erde liegenden blanken Teile der Zuleitung bilden somit einen Anteil 
des Erders. 



8 Stationare Stromung in der Erde. 

Die Leitfahigkeit des Erdermateriales ist stets sehr groB gegen die 
des umgebenden Erdreiches; wir setzen sie stets als unendlich groB 
voraus. Nach (3) verschwindet dann das Feld im Erder, solange die 
Strome endlich bleiben: Auf der gesamten Erderoberflache herrscht das 
konstante Erderpotential 

fP = fPo = konst. (21) 

DefinitionsgemaB miBt es die Spannung des Erders gegen die unendlich 
groBe Hiillkugel, so daB sein Produkt mit dem in die Erde iibertretenden 
Gesamtstrom J die Erd·erleistung angibt 

(22) 

Das Verhaltnis des Erderpotentiales zum Erderstrom heiBt Ausbrei
tungswiderstand des Erders 

(23 ) 

sein Kehrwert ist der Ausbreitungsleitwert 

G=~. 
CPo 

(23a) 

Betrachtet man den Erder als Fremdkorper relativ zur Erde, so wirkt er 
als Stromquelle; sie ist in der Dichte 

. ocp 
t = -u·-on (24) 

iiber die mit der Erde in Beriihrung stehenden Erderelemente flachen
haft verteilt: 

J=Jidf, (25 ) 
F 

wo d t ein Erderoberflachenelement, F seine gesamte Oberflache bedeutet. 
Die Linearitat der Potentialgleichung gestattet es, das Gesamtfeld aus 

den Teilpotentialen derelementaren " Quellpunkte" 

dJ=idf (25a) 
zusammenzusetzen. 

Wir bestimmen das Quellpunktspotential 
im allseitig unendlich ausgedehnten, homogenen 
Erdreich. Aus Symmetriegriinden ziehen nach 
Abb.2 samtliche Stromlinien gleichmaBig radial 

Abb. 2. Stromllnienbnd 
elnes Quellpunktes. vom Stromungszentrum nach auBen; die Konti-

nuitatsgleichung liefert somit fiir die Stromungs
dichte di im Abstand (! von der QueUe die Beziehung 

di.4.n1l2=dJ,' di- dJ 
'" - 4%(>~' 

(26) 

8 Stationäre Strömung in der Erde. 

Die Leitfähigkeit des Erdermateriales ist stets sehr groß gegen die 
des umgebenden Erdreiches; wir setzen sie stets als unendlich groß 
voraus. Nach (3) verschwindet dann das Feld im Erder, solange die 
Ströme endlich bleiben: Auf der gesamten Erderoberfläche herrscht das 
konstante Erderpotential 

fP = fPo = konst. (21) 

Definitionsgemäß mißt es die Spannung des Erders gegen die unendlich 
große Hüllkugel, so daß sein Produkt mit dem in die Erde übertretenden 
Gesamtstrom J die Erd·erleistung angibt 

(22) 

Das Verhältnis des Erderpotentiales zum Erderstrom heißt Ausbrei
tungswiderstand des Erders 

(23 ) 

sein Kehrwert ist der Ausbreitungsleitwert 

G=~. 
'Po 

(23a) 

Betrachtet man den Erder als Fremdkörper relativ zur Erde, so wirkt er 
als Stromquelle; sie ist in der Dichte 

. o'P 
t = -U·-on (24) 

über die mit der Erde in Berührung stehenden Erderelemente flächen
haft verteilt: 

J=Jidf, (25 ) 
F 

wo d tein Erderoberflächenelement, F seine gesamte Oberfläche bedeutet. 
Die Linearität der Potentialgleichung gestattet es, das Gesamtfeld aus 

den Teilpotentialen der elementaren " Quellpunkte" 

dJ=idf (25a) 
zusammenzusetzen. 

Wir bestimmen das Quellpunktspotential 
im allseitig unendlich ausgedehnten, homogenen 
Erdreich. Aus Symmetriegründen ziehen nach 
Abb.2 sämtliche Stromlinien gleichmäßig radial 

Abb. 2. Stromllnienblld 
eines Quellpunktes. vom Strömungszentrum nach außen; die Konti-

nuitätsgleichung liefert somit für die Strömungs
dichte di im Abstand (! von der Quelle die Beziehung 

di.4.n1l2=dJ,' di- dJ 
'" - 4%(>~' 

(26) 



Beriicksichtigung der Erdoberfliiche. 9 

Durch Integration langs einer Stromlinie folgt nach (1) das Potential 

(! 

drp = -f~~' de = dJ . ~. 
" 4n" e 

(27) 
00 

Indem man jetzt uber samtliche Quellpunkte summiert, erhalt man das 
Potential eines Erders im allseitig unendlich ausgedehnten, homogenen 
Erdreich 

rp ~= __ ~ ·fid t . 
. 4 n" I! 

(27 a) 
po 

Das Feld des Erders ware bereits durch diese Gleichung gegeben und 
unsere Aufgabe zu einem wesentlichen Teile gelOst, wenn die Verteilung 
der Stromquellen von vornherein bekannt ware; dies aber trifft nur in 
wenigen Fallen zu, sondern man muB sie meist umgekehrt gemaB (24) 
aus dem Potentialfeld ermitteln. Dennoch enthalt G1. (27 a) ein grund
legendes Ergebnis: Fur Aufpunkte, deren Abstand !! groB gegen die 
Abmessungen des Erders ist, kann man mit sehr geringem Fehler 
samtliche in (27a) eingehende Quellpunktsabstandee durch!! ersetzen; 
mit Beachtung von (25) findet man dann, unabhangig von der Gestalt 
der Flache 

lim rp = F 1 ~-. fi d f = -~ . -~ . 
-4000 4n" e 4n" e , F 

(27b) 

Das Feld eines beliebigen Erders im allseitig ausgedehnten, 
homogenen Erdreich nahert sich also, wie durch Vergleich von 
(27) mit (27b) hervorgeht, mit wachsendem Abstand dem Quell
punktspotentiale des gesamten Erderstromes. 

5. Beriicksichtigung der Erdoberfiiiche. Alle technisch ausfuhrbaren 
Erder sind - entgegen den bisherigen Annahmen eines allseitig unendlich 
ausgedehnten Erdreiches - an oder in unmittelbarer Nahe der Erd
oberflache angeordnet; sie sind stets verschwindend klein gegen die 
Abmessungen der ganzen Erdkuge1. 

Die Erde wird daher durch einen unendlichen Halbraum, ihre 
Oberflache durch eine Ebene ersetzt. Hugel, Bodensenkungen 
und B a u te n werden vernachlassigt; sie konnen notigenfalls durch ge
eignete, langs der ebenen Erdoberflache verteilte Inhomogenitaten in 
Rechnung gestellt werden. Von den UnregelmaBigkeiten der Leitfahig
keit, welche durch Pflanzenwuchs oder Tatigkeit erdbewohnender 
Tiere verursacht werden, wird abg.esehen. 

Die naturliche Leitfahigkeit der Luft (durch Ionen) ist gegenuber der 
Erdbodenleitfahigkeit uberaus klein; sie wird gleich Null gesetzt, so 
daB die Luft als Isolator gilt. Durch Spezialisierung von (19) ergibt sich 
somit als Grenzbedingung langs der Erdoberflache die For-

Berücksichtigung der Erdoberfläche. 9 

Durch Integration längs einer Stromlinie folgt nach (1) das Potential 

(! 

drp = -f~~' de = dJ . ~. 
" 4n" e 

(27) 
00 

Indem man jetzt über sämtliche Quellpunkte summiert, erhält man das 
Potential eines Erders im allseitig unendlich ausgedehnten, homogenen 
Erdreich 

rp ~= __ ~ ·fid t . 
. 4 n" I! 

(27 a) 
po 

Das Feld des Erders wäre bereits durch diese Gleichung gegeben und 
unsere Aufgabe zu einem wesentlichen Teile gelöst, wenn die Verteilung 
der Stromquellen von vornherein bekannt wäre; dies aber trifft nur in 
wenigen Fällen zu, sondern man muß sie meist umgekehrt gemäß (24) 
aus dem Potentialfeld ermitteln. Dennoch enthält GI. (27 a) ein grund
legendes Ergebnis: Für Aufpunkte, deren Abstand !! groß gegen die 
Abmessungen des Erders ist, kann man mit sehr geringem Fehler 
sämtliche in (27a) eingehende Quellpunktsabständee durch!! ersetzen; 
mit Beachtung von (25) findet man dann, unabhängig von der Gestalt 
der Fläche 

!im rp = F 1 ~-. fi d f = -~ . -~ . 
-4000 4n" e 4n" e , F 

(27b) 

Das Feld eines beliebigen Erders im allseitig ausgedehnten, 
homogenen Erdreich nähert sich also, wie durch Vergleich von 
(27) mit (27b) hervorgeht, mit wachsendem Abstand dem Quell
punktspotentiale des gesamten Erderstromes. 

5. Berücksichtigung der Erdoberfläche. Alle technisch ausführbaren 
Erder sind - entgegen den bisherigen Annahmen eines allseitig unendlich 
ausgedehnten Erdreiches - an oder in unmittelbarer Nähe der Erd
oberfläche angeordnet; sie sind stets verschwindend klein gegen die 
Abmessungen der ganzen Erdkugel. 

Die Erde wird daher durch einen unendlichen Halbraum, ihre 
Oberfläche durch eine Ebene ersetzt. Hügel, Bodensenkungen 
und Bau te n werden vernachlässigt; sie können nötigenfalls durch ge
eignete, längs der ebenen Erdoberfläche verteilte Inhomogenitäten in 
Rechnung gestellt werden. Von den Unregelmäßigkeiten der Leitfähig
keit, welche durch Pflanzenwuchs oder Tätigkeit erdbewohnender 
Tiere verursacht werden, wird abg.esehen. 

Die natürliche Leitfähigkeit der Luft (durch Ionen) ist gegenüber der 
Erdbodenleitfähigkeit überaus klein; sie wird gleich Null gesetzt, so 
daß die Luft als Isolator gilt. Durch Spezialisierung von (19) ergibt sich 
somit als Grenzbedingung längs der Erdoberfläche die For-



10 Stationare Str6mung in dar Erda. 

derung: Die Normalkomponente der Feldstarke muB Hings 
der Erdoberflache verschwinden. Kennt man daher eine 
Losung der Potentialgleichung des stationaren Feldes von 
der Eigenschaft, daB langs einer Ebene die normal en Feld
komponenten verschwinden, so stellt die entsprechende 
Stromung ein mogIiches System elektrischer Stroml.eitung 
in der Erde dar. Rierbei darf natiirlich nUr ein von jener Ebene 

abgegrenzter Ralbraum 
mit der Erde identifi
ziert werden. 

Wir wenden diesen 
Satz zunachst auf das 
im vorigen Abschnitt 
entwickelte Quell
punktspotential an. 
Hier besitzt nach Abb. 2 
jede durch die QueUe 
gehende Ebene die oben 
geforderte Eigenschaft; 
dieses Potential liefert 
somit die stationare 
Stromung einer in 
der Erdo berflache 
gelegenen Quelle. 

Eine nach Abb. 3 in 
der Tiefe t befindliche 
QueUe erfiiUt daher zu
nachst nicht die Grenz
bedingungenan der Erd
oberflache; man kann 
indes eine diesen Bedin

Abb. 3. Zur Herleltung des elektrlscben En;atzbUde fUr elne gungen geniigende Stro-
unter der E rdoberflAcbe beflndllcbe Stromquelle. 

mung leicht dadurch er-
halten, daB man iiber die Erdoberflache hinaus das Erdreich nach oben 
fortgesetzt denkt und in ihm eine zweite (fingierte) QueUe gleicher 
Starke und gleichen Vorzeichens senkrecht iiber der ersten in 
der Rohe 

(28) 

anordnet; denn in dem resultierenden Felde beider QueUen wird die 
Symmetrieebene nach Abb.3 von Stromlinien erfiilit. Zusammen mit 
der Zerlegung (23) erkennt man hieraus: 

Man erfaBt die Wirkung der Erdoberflache auf das 
Feld eines Erders, indem man das Erdreich iiber die Ober-

10 StatioDäre Strömung in der Erde. 

derung: Die Normalkomponente der Feldstärke muß längs 
der Erdoberfläche verschwinden. Kennt man daher eine 
Lösung der Potentialgleichung des stationären Feldes von 
der Eigenschaft, daß längs einer Ebene die normalen Feld
komponenten verschwinden, so stellt die entsprechende 
Strömung ein mögliches System elektrischer Stroml.eitung 
in der Erde dar. Hierbei darf natürlich nUr ein von jener Ebene 

abgegrenzter Halbraum 
mit der Erde identifi
ziert werden. 

Wir wenden diesen 
Satz zunächst auf das 
im vorigen Abschnitt 
entwickelte Quell
punktspotential an. 
Hier besitzt nach Abb. 2 
jede durch die Quelle 
gehende Ebene die oben 
geforderte Eigenschaft; 
dieses Potential liefert 
somit die stationäre 
Strömung einer in 
der Erdoberfläche 
gelegenen Quelle. 

Eine nach Abb. 3 in 
der Tiefe t befindliche 
Quelle erfüllt daher zu
nächst nicht die Grenz
bedingungen an der Erd
oberfläche; man kann 
indes eine diesen Bedin

Abb. 3. Zur Herleltung des elektriSChen En;atzhUde für eine gungen genügende Strö-
unter der E rdoberfläche befindliche Stromquelle. 

mung leicht dadurch er-
halten, daß man über die Erdoberfläche hinaus das Erdreich nach oben 
fortgesetzt denkt und in ihm eine zweite (fingierte) Quelle gleicher 
Stärke und gleichen Vorzeichens senkrecht über der ersten in 
der Höhe 

(28) 

anordnet; denn in dem resultierenden Felde beider Quellen wird die 
Symmetrieebene nach Abb.3 von Stromlinien erfüllt. Zusammen mit 
der Zerlegung (23) erkennt man hieraus: 

Man erfaßt die Wirkung der Erdoberfläche auf das 
Feld eines Erders, indem man das Erdreich über die Ober-



Physiologische KenngroJ3en des Feldes langs der Erdoberfliiche. 11 

flache hinaus nach oben fortsetzt und in ihm den Erder 
symmetrisch zur Oberflach·e erganzt (vgl. Abb.4). 

Durch diesen Satz sind aIle Erderprobleme formal auf das Stromungs-

feld im allseitig unbegrenzten Erdreich e' , 
zuruckgefuhrt; da man indes nur die ., 

in den unteren Halbraum ziehenden ~wm; 2J , 

Stromlinien als real betrachten darf, 
muJ3 man dem symmetrisch erganzten . .' ' 
Erder nach Abb. 4 den doppelten Strom Abb.4. Elektrlscbes ErsatzbUd zur Be-
des wahren Erders zufuhren riickslcbtlgung der Erdoberflilcbe. 

J= 2J (29) 

Die Beziehung (26b) fiir das Feld in groJ3er Entfernung vom Erder (29) 
lautet also mit Rucksicht auf die Anwesenheit der Erdoberflache 

. J 1 J 1 
hmq; = 4",,' 'ii = 2.1l"· ~ · 
(!-+rn 

(27 c) 

Die hier fur homogenes Erdreich entwickelte "Spiegelungsmethode" 
laJ3t sich sogleich auf inhomogenes Erdreich erweitern; man hat 
hierzu nur die Grenzflachen der Inhomogenitaten im Sinne der 
Gl. (24) als Stromq uellen mit Bezug auf das homogene Erdreich an
zusehen und erkennt aus der Spiegelungsmethode unmittelbar, daB 
man sie richtig berucksichtigt, wenn nach Abb. 5 in dem fingierten 
Erdreich oberhalb der Erdoberflache 
spiegelbildlich zu ihr die gleichen In
homogenitaten vorgesehen werden. 

6. Physiologische Kenngro.Ben des Feldes 
Bings der ErdoberfHiche. Die 
GroBe des Potentiales langs 
der Erdo berflache kann nach 
den Ergebnissen des vorigen Ab
schnittes aus dem berechneten 
Felde des aIlseitig unendlich aus
gedehnten Erdreiches entnommen 
werden; sie bestimmt die physio
logische Wirkung des Feldes 
auf Menschen und Tier.e, welche 
sich auf der Erdoberflache be-
finden. 

Abb. 5. Inhomogenltat unter der Erdober
flilcbe (Unks) und Ihr elektriscbes Ersatzbild 

(recbts). 

Die Funktion, welche das Potential 9' fur die Gesamtheit der in der 
Erderumgebung liegenden Oberflachenpunkt angibt, heiBt ihrer Form 
wegen der Spannungstrichter; das Erderpotential als Kenn
groBe des Spannungstrichters wird Beruhrungsspannung genannt. 
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12 Stationare Stromung in der Erde. 

Die auf dem Spannungstrichter fur die Schrittweite zwischen den 
Fullen des Lebewesens nach Abb.6 bestimmte Potentialdifferenz in 
Feldrichtung heillt Schrittspannung E. ; sie treibt nach Mallgabe des 

Korperwiderstandes einen 
Korperstrom von }'uB zu FuB. 
Derjenige Erderstrom, fur den der 
Korperstrom in dem fur das Lebe
wesen ungunstigsten FaIle gerade 
eine lebensgefahrliche Rohe 
annimmt, wird als Gefahrstrom 

rp des Erders bezeichnet; bei seiner 
Abb. 6. Definition des Spa.nnung. trlchters und Oberschreitung herrscht Lebens

der Se hritt.spannDng, 
gefahr innerhalb einer gewissen, 

den Erder umschIieBenden Gefahrzone. Gefahrstrom und Gefahr
zone treten als physiologische KenngroBen des Erdoberflachen
feIdes neben die in Nr.4 definierten physikaIischen KenngroBen des 
Erders selbst; ihre Gesamtheit bestimmt die Ausfuhrung des Erders fur 
vorgegebenen Erderstrom. 

Zur zahlenmalligen Festsetzung der physiologischen KenngroBen 
sind Erfahrungswerte uber die GroBe des Gefahrstromes und des 
Korperwiderstandes notwendig. Da sich die Individuen sehr ver
schieden gegenuber' den Stromwirkungen verhalten, muB man sich mit 
einer rohen Schatzung begnugen, welche mogIichst die unterste 
Grenze des gefahrlichen Korperstromes angibt : Man be
trachtet einen Strom von 

i = 2~ Amp. = 50 mA (30) 

als lebensgefahrlich. Ebenso schwankt der Korperwiderstand nicht nur 
individuell, sondern ist aullerdem von dem jeweiIigen Korperzustande 
stark abhangig; aus Sicherheitsgriinden muB man daher mit dem theo
retisch ungiinstigsten Fall eines verschwindenden Widerstandes 
innerhalb des Korpers rechnen, so daB der Korperwiderstand der 
Summe der Ausbreitungswiderstande der "Erder" gleicht, also 
in den haufigsten Fallen dem Ausbreitungswiderstand der FuBe. 
Wir werden spater (Nr. 9) fur den Ausbreitungswiderstand eines FuBes 
den Ausdruck ableiten 

1 1 
r=4x'1j-;d' (31) 

wo d den mittleren Sohlendurchmesser angibt. Fur den mensch
lichen Full findet man mit d = '" 20 cm in mittlerem Erdreich (" 
= 10-' Siemens/cm) zahlenmallig 

10· 
r=4.10 = 250.Q, (31a) 
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als lebensgefährlich. Ebenso schwankt der Körperwiderstand nicht nur 
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innerhalb des Körpers rechnen, so daß der Körperwiderstand der 
Summe der Ausbreitungswiderstände der "Erder" gleicht, also 
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r=4.10 = 250.Q, (31a) 



Abb. des stationaren Stromungsfeldes in der Erde auf ein elektrostat. Feld. 13 

so daB ein Mensch, der mit beiden FiiBen die Erde beriihrt, im Mittel 
den Gesamtwiderstand besitzt 

2r = 500 D. (3lb) 

7. Abbildung des stationaren Stromungsfeldes in der Erde auf ein 
elektrostatisches Feld1• Wir vergleichen das Feld der stationaren elek
trischen Stromung in einem Medium der Leitfahigkeit u mit dem elektro
statischen Felde in einem Isolator der Dielektrizitatskonstanten E. 

1m Isolator bewirkt die Feldstarke ~ eine dielektrische Verschiebung 

~ = 8'~' (32) 
Verschiebungslinien konnen nur an Orten aufgehaufter elektrischer 
Ladung entstehen oder verschwinden; im Isolator gilt daher das Kon
tinuitatsgesetz 

div~ = O. (33) 

Leiter, welche in das Feld eingebracht werden, bringen es an den von 
ihnen erfiillten Bereichen zum Zusammenbruch; hierbei sammelt sich 
an der Grenzflache gegen den Isolator Ladung in der Dichte 

orp 
a=~=8·~=-e·--. on 

Die Gesamtladung der Leiter ist also 

Q=Jadf. 

(34) 

(35 ) 

Die Gleichungen (32, 33, 34, 35) werden mit (3,4,24,25) identisch, wenn 
man Emit u, stl mit i, Q mit J vertauscht: 

Das Potentialfeld einer stationaren elektrischen Stro
mung wird nach Ersatz der Stromquellen J durch Ladungs
quellen Q, der Stromlinien i dutch Induktionslinien stl, der 
Leitfahigkeit u durch dielektrische Verschiebbarkeit E auf 
ein elektrostatisches Potential gleicher Feldverteilung 
abgebildet. 

Gehen wir von dem mittels der Spiegelungsmethode symmetrisch 
oberhalb der Erdoberflache erganzten Stromungsfelde aus, so tritt bei 
der Abbildung an Stelle des Erders ein im allseitig unendlich ausgedehn
ten Dielektrik)lm befindlicher Korper von gleicher Gestalt, aber un
endlich hoher Dielektrizitatskonstante. In diesem muB nach (32) das 
Feld verschwinden, er ist einem Leiter gleichwertig. Das Verhaltnis 

seiner symmetrisch erganzten Ladung Q zu seinem Potential 1'0 gibt so
mit seine Kapazitat gegen die unendlich ferne Hiillkugel an 

Q c= ---. 
rpo 

1 Dieser Abschnitt kann bei der ersten Lektiire iibergangen werden. 

(36) 
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14 Einfache Erder im homogenen Erdreich. 

Mit Rucksicht auf (3) und (32) erhalten wir durch Vergleich von (23a) 
und (36) 

(37) 

Man bezeichnet dieser Bezieh ung wegen den A us b rei tun g sl e i t w e r t 
eines Erders auch als dessen Widerstandskapazitat. Definitions
gemaB enthalt dieser Begriff eine Regel, Ausbreitungsleitwert und Aus
breitungswiderstand aus einer Kapazitat gemaB (37) abzuleiten; hierin 
ist eine einfache Modellmethode zur experimentellen Ermittelung 
der Erderkonstanten aus einer Kapazitatsmessung ausge
sprochen. 

II. Einfache Erder im homogenen Erdreich. 
8. Der Halbkugelerder. In vielen Fallen besitzt der Erder sehr an

genahert die Gestalt einer nach Abb. 7 unmittelbar an der Erdober
fliiche befindlichen Halbkugel vomRadiusl2o. Die Spiegelungsmethode 
Hefert als gleichwertiges System einen kugelformigen Erder im allseitig 

unendlich ausgedehnten Erdreich, welchem der Strom J na.ch (29) zu-

'I'ZII!Ii __ ~~ __ ~ ' J lJ 1m Felde eines Quellpunktes sind nach e gefuhrt wird. 

~ , a.s;, ., (27) die Flachen konstanten Potentiales 
," K ugeln urn die Quelle als Zentrum. Auf 

Abb. 7. Halbkugelerder und selo J' eder dieser Flachen ist die Grenzbedingung 
elektr1sches Splegelblld, 

, (21) ediillt; sie darf mit der Erdober-
flache iden tifiziert werden: das Potential 

(38) 

gibt das Feld des Halbkugelerders an. Insbesondere findet sich fur 
12 = 120 das Erderpotential 

J 1 J 1 
tpO=4.n:"·eo = 2n,,''Q-';' (39) 

Die Erderleistung betragt daher 
J9 1 

N = tp . J = - .-
o 2.n:" eo 

und der Ausbreitungswiderstand 

R 'Po 1 
= -J = 2%"eo' 

(40) 

( 41) 

Man erkennt durch Vergleich dieser Widerstandsformel mit dem be
kannten Ausdruck fur den Widerstand eines Drahtes, daB zunachst beide 
GroGen dem Kehrwert der Leitfahigkeit, also dem spezifischen Wider-
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Der Halbkugelerder. 15 

stand des feldtragenden Materiales proportional sind; wahrend indes der 
Widerstand eines Drahtes gegebener Lange umgekehrt proportional 
dem stromfUhrenden Querschnitt ist, verringert sich der Ausbreitungs
widerstand des Erders nur mit den linearen Abmessungen. Man 
benotigt daher zu einer merklichen Verkleinerung des Ausbreitungs
widerstandes eine sehr erhebliche Steigerung der Erderoberflache. Fur 
das Beispiel eines Erders vom Radius 

eo = 1,50 m = 150 cm 
in mittlerem Erdreich (x = 10-4 Siemens/cm) ergibt sich nach (41) 

10' 
R = 2 n.150 = 10,6 Q = '" 10 Q, 

also ein recht groBer Wert. 
Diese grundlegenden Eigenschaften sind allen Erdern be

liebig vorgegebener Gestalt gemeinsam. 
Der Spannungstrichter des halbkugelformigen Erders ist un

mittelbar durch (38) gegeben. Sei 8 die Schrittweite des Menschen, so er
halten wir aus ihm die Schrittspannung nach der in Nr. 6 gegebenen 
Definition 

8-'t'e- ~-- s 't'e+-.-s-2nx 1 1 
E - m 1 - m 1 - ~ [ __ 1_ -__ 1_] 

2 2 e-"28 e+"2 8 

J 8 (42) 
=2nx· B 1 gO 

In Abb. 8 ist der Verlauf des 1,0 
Spannungstrichters und der 0,9 

Schrittspannung fUr 8 = eo zur 0,8 
Darstellung gebracht. Man er-

0,7 
kennt, daB die Schrittspannung 
unmittelbar an der Elektrode fUr 0,6 

+ 1 ·h ho··chsten 0,5 12 = eo 2 8 I ren 
Wert annimmt 

aJ 
E J 8 

Soo,x = 2;'~· e3+seo' (42a) 0,2 

wah rend sie sich mit wachsen- 0,1 

e -"4 8 

Abb. 8. 'SpannUDgStrichter, 

~b 
Schrlttspannung und Fe1d· 
stArke filr. - CPo clues lIaJb· 

\ 
kugelerders. FUr. '*' eo sind 
die Wert8der Sehrittspannnng 
mit dem VerhJJtnls .: eo zu 

\ roul tlpll.zleren. 

1 1\ 
~~J.. \ 

~.§,~ 
.ftir.s~ ~ ~o --:---,.,." r-

dem Abstand vom Erder dem 0 1 2 3 l/ 5 (j 7 8 9 '10 

Produkt der Feldstarke mit Cf/% 
der Schrittweite nahert (vgl. Abb. 8, gestrichelte Kurve) 

lim E. = 8· ~ = 2 J • .;, 
e -+00 n" e 

(42b) 

also mit der Entfernung sehr raseh absinkt. 
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kennt, daß die Schrittspannung 
unmittelbar an der Elektrode für 0,6 

+ 1 ·h ho··chsten 0,5 12 = 120 2 8 I ren 
Wert annimmt 

/lJ 
E J 8 

Soo,x = 2;'~· e3+seo' (42a) 0,2 

während sie sich mit wachsen- 0,1 

e -"4 8 

Abb. 8. ·SpannUDgStrichter. 

~b 
Schrlttspannuug und Feld· 
stArke für. - <Po eines lIaJb· 

\ 
kugelerders. Für. '*' eo sind 
die Werte der Sehrittspannnng 
mit dem VerhJJtnls .: eo zu 

\ mul tlpll.zleren. 

1 1\ 
~~J.. \ 

~.§,~ 
.ftir.s~ ~ ~o --:---,.,." r-

dem Abstand vom Erder dem 0 1 2 3 LI 5 (j 7 8 9 '10 

Produkt der Feldstärke mit ef/% 
der Schrittweite nähert (vgl. Abb. 8, gestrichelte Kurve) 

lim E. = 8· ~ = 2 J • .;, 
e -+00 n" e 

(42b) 

also mit der Entfernung sehr rasch absinkt. 
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Zur Berechnung des Gefahrstromes mussen wir den gefahrlich
sten Fall voraussetzen, daB der Mensch mit einem FuB den Erder be
riihrt; der Ausbreitungswiderstand dieses FuBes versehwindet dann, 
und der KOrperwiderstand sinkt auf den Betrag (31). Man erhalt daher 
als KOrperstrom 

. B'ron J 8 1 1 8 d ( ) 
'max=-r-=2nx' e~+8eo .4"·-2-d=J·-n-·(i~+8/10 . 43 

unabhangig von der Leitfahigkeit des Erdbodens. Das 
Gleiche gilt daher fur den Gefahrstrom, den wir mit Benutzung des 
Wartes (30) aus (43) finden 

J - n /1~ + 8/10 A 
g - 20' sd mp. (43a) 

Mit 8 = 100 cm und d = 20 em ergibt sieh fur den oben genannten 
Erder 

n 1501 + 100·150 
JfI = 20' 100.20 = 2,96 Amp. 

also ein relativ sehr kIeiner Strom. 
Zur Bestimmung der Gefahrzone fur starkere Strome durfen wir 

den Naherungswert (42b) der Sehrittspannung benutzen. Beaehten 
wir, daB sieh jetzt der KOrperwiderstand aus beiden FuB-Ausbreitungs
widerstanden zusammensetzt, so ergibt sieh der Korperstrom 

(44) 

Die Gefahrzone ist also ein um den Erdermittelpunkt besehriebener 
Kreis, dessen Radius 'sieh mit G1. (30) bereehnet 

e = V~·J·8d em 
g n 

(44a) 

und deren Flaehe 
F = 11:£)2 = 40J'8d em~ 

g "'fI 
(44b) 

betragt. Beispielsweise entsteht fur J = 200 Amp. mit den oben be
nutzten Zahlenwerten 

Y40 e = -·200 ·100·20 em = 22,6 m, 
g n 

wobei sich am Erder die Beruhrungsspannung einstellt 

CPo = 100 ·10,6 = 1060 Volt. 

9. Der Kreisplattenerder. Da die Ausfuhrung eines halbkugel
formigen Erders nieht unerhebliehe konstruktive Sehwierigkeiten be
reitet, liegt es nahe, ihn dureh eine e bene Platte zu ersetzen. Wir be
handeln die Erdung mittels einer an der Erdoberflaehe liegenden Kreis-
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platte vom Radius eo nach Abb.9; sie kann nach Erganzung des 
Stromungsfeldes mittels der Spiegelungsmethode als Grenzfall eines 
abgeplatteten Rotationellipsoides aufgefaBt werden. 

Wir spezialisieren die in Nr.2 eingefuhrten krummlinigen Ortho
gonalkoordinaten auf ein rotationssymmetrisches 
Feld; in die Symmetrieachse wird die z-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems gelegt, 
dessen xz-Ebene mit der Meridianebene "p = 0 zu
sammenfallt. Wahlen wir "p ,als dritte Koordinate Abb,9. Anordnung des 

Kreisplnt tenerderl!. 
eines krummlinigen Koordinatensystemes, so ist 

x = e'cos'IjJ; Y = e·sin'IjJ; z = z(u, v) (45) 
und nach (12b) 

W = 11 (:~r + (:~r + (~~r = e· (46) 

In dem rechtwinkIigen Koordinatensystem z, e einer Meridianebene 
ist nun 

z = z (u, v); e = e (u, v). (45a) 
also wegen (12, 12a) 

U = V (;~~r;--+--,-;:-(:~---,--;;-r ; V = 11 (::r + (:~r (47) 

und Gl. (17) nimmt die Form an 

~ (n.£.. ap) + ~ (n .!!.-. a'P) = O. 
au ~ u au av ~ v ov (48) 

Elliptische Koordinaten des abgeplattet-rotationsellipsoidischen 
Feldes nach Abb.l0 sind durch die konfokalen Ellipsen u = konst 
der Exzentrizitat l' definiert 

(!~ z~ 

U2 + U~_l'2 = 1 (49) 

und die konfokalen Hyperbeln 
v = konst 

(!~ Z2 

- ;; - l~ = 1. (50) v -v 

Hiernach gilt 

uv y~ .• ~ 
e = 7,1; Z= l' , (51) 

also nach (47) 

Abb. 10. Elliptische Koordinaten. Die 
L!n1en .. ~ konst. geben aquipotentiaUlnien 

an, dIe Llnien ~ - konst. Strotnlinlen. 

1/U2 - v2 

V= Vl'2_ V" 
(47 a) 

Die Ellipsoide u = konst mussen, um die Grenzbedingung (21) zu er
fullen, Niveaufliichen des Potentiales sein, so daB die Hyperboloide 

Ollendorff, Erdstrome, 2 
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tJ = konst die Stromfla.chen darstellen; hierfiir reduziert sich (48) 
mit (51, 47a) auf die totale Differentialgleichung 

(52) 

Das Un Unendlichen verschwindende Integral dieser Gleichung lautet, 
da tJ hierbei als Konstante zu betrachten ist, mit einer willkiirIichen 
Konstanten A 

l' 
P = A· arcsin-. 

'It 
(53) 

Die Oberfliche der Kreisplatte ist nach (51) wegen l' = eo und z = 0 
durch 

"0 = l' = eo 
gegeben; somit folgt aus (53) das Erderpotential 

A • (10 A • 1 A" A 2 Po = .4. &J.'OSlIl- =.4' arcsln =.a. -2 ; .l1 = - Po , 
~ " 

so daB man fUr das Stromungsfeld den Ausdruck erhiiJt 

Es ist also 

2 . eo 
P = -;r' Po' arcSIn u . 

limp =.!. P . (10 = ~P . _(1_0_ 
""QO 3r 0 'It 3r 0 f (II + Zl 

(5la.) 

(53 a) 

(53 b) 

(53c) 

und da dies dem Werte (27c) gleichen muB, erhilt man den Erder
strom zu 

(54) 

AIs Ausbreitungswiderstand des Kreisplattenerders finden wir 
somit 

R= T~=_l_ 
J 4" (10 

(54&.) 

er ist also um das ; fa.che groBer als der eines Halbkugelerders von glei

ohem Halbmesser. Beispielsweise besitzt ein Kreisplattenerder vom 
HaJbmesser eo = 150 cm in mittlerem Erdreich den Ausbreitungswider
stand 

104 

R = 4.150 = 16,7 D. 

Ersetzt man in (53b) das Erderpotential mitt~ls (54) durch den Erder
stroin, so entsteht 

J 1 . eo P = -·-·arcsln---. 
23r" (10 'It 

(55) 
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Man entnimmt aus (51) fur z = 0 : v = l, u = e und erhii.lt aus (55) 
den Spannungstrichter (Abb. 11) 

und die Schrittspannung 

J 1 . I?o 
f{J = --. - arosm-

2n'k I?o I? 
/ Je 

(55a) 

E J ( . I?o • I?O) = f{J 1 - f{J 1 = -- arcsm --- - arosm ---
s e- - 8 e+- 8 2 n x I?o 1 1 

2 2 1?- 2" 8 1?+2"8 

wo in der letzten Umformung die Wurzeln binomisch entwickelt wurden. 
Die grtiBte Schrittspannung ergibt sich wieder fur unmittelbare Nahe 

am Erder (e = eo + ~ 8) 1,3 

E.IlI.< = 2: . [!!2--arosin I?+o 8J 
n ,. I?o I?o 

1,2 

1,1 

= -2 J arccos I?+o , (56a) 1,0 
n x I?o I?o 8 

0,9 
so daB der Gefahrstrom sich 
analog (43), (43a) berechnet 0,8 

J . ~ . ·~. arccos ~ = ~; 
9 n I?o I?o + 8 20 

0,7 

0,6 

~ I?o 1 
J 9 = 20 d -· ----I?- . 

arccos __ 0_ 

I?o + 8 

(56b) 0,5 
0," 

0.3 
Setzt man die im vorigen Ab-
schnitt benutzten Zahlen ein, so 0,2 

entsteht 0,1 

n 150 1 
Jg = 2(j" 20 . ------:1:-::5-;;"0-

o 

I 

I 

~ 
\\ 

:;{--\ '" r:&,Lj-"!"-Si i~ 
~r~~ 

" 
.......... 1"-

!..J·t v§' ~; 
...... ----

1 2 J /I 5 5 7 8 9 10 
§'/~o 

arcoos 150 + 100 

n 150 1 
= -20-· -20- · 0 = 1,26 Amp. 

Abb. 11. Spannungstrlchter und Niherungswert der 
Schrlttspannung fOr, = eo elnes KrelspiattenerderR. 
FOr 8 * eo sind die Schrlttspannungswerte mit 

arccos ,6 dem Verhiltnls 8: eo zu multlpllzleren. 

Man darf also mit Rucksicht auf die Gefahrdung von Lebewesen un
mittelbar am Kreisplattenerder diesen nur weit schwacher belasten als 
einen Halbkugelerder ; es steht dies im Zusammenhang mit der Eigen-

2* 
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schaft des Feldes, an der Erdoberflache gemaB 

1 dfP VU2 -l12 2 1 ( eo) 
@:" = - U' d u = - u" - v2 • -;- f{Jo V "2 -"Us 

1- R· 
u2 

J 1 (57) 
= 2.7fx e . f e2-"'::-~~ 

bei Annii.herung an den scharfen Rand der Scheibe (e ...... eo) uber alie 
Grenzen zu wachsen; man erkennt indes, daB diese gefahrliche Rand
wirkung mit wachsendem Abstand yom Erder rasch verschwindet (vg1. 
Abb. 11, gestrichelte Kurve). In der Tat findet man als analytischen 
Ausdruck der Schrittspannung in jenem Bereiche aus (56) oder (57) 

(56c) 

in fibereinstimmung mit (42b): Der Kreisplattenerder besitzt - bei 
gleichem Erderstrom - die gleiche Gefahrzone wie der Halbkugel
erder. Da bei der Herleitung dieses Satzes die Abmessungen der 
Erder vollig herausgefallen sind, ist er nicht an die Voraussetzung 
gleicher Halbmesser geknupft; er gilt vielmehr, wie aus (27 c) hervor
geht, mit mehr oder minder groBer Naherung universelI fur aIle 
Erder. 

Als Erder der hier beschriebenen Form konnen naherungsweise die 
FuBsohlen von Menschen und Tieren betrachtet werden, welche 
auf der Erdoberflache stehen. Ersetzt man die Sohlenflache durch einen 

Kreis yom Halbmesser eo = ; , wo d den mittleren Sohlendurch

messer bedeutet, so erhalt man aus G1. (54a) sogleich ihrenAusbreitungs
widerstand 

1 1 
r = 4 x . '/2 d • (58) 

Dieser Wert ist es, den wir in (31) bereits genannt haben; bei seiner 
Anwendung hat man naturlich die Abweichungen der Wirklichkeit 
von den Voraussetzungen dieser Rechnung zu berucksichtigen; dies ge-
8chieht durch passende Wahl des mittleren Sohlendurchmessers in 
praktisch hinreichender Weise. 

10. Bohrerder. Diese Erderform entsteht durch senkrechtes Ein
treiben relativ dunner Rohre in das Erdreich entsprechend Abb. 12; 
elektrisch gleichwertig sind die zuweilen des bequemeren Eintreibens 
halber bevorzugten Erdbohrer. 

Um das Stromungsfeld der Rohrerder nach Erganzung mittels der 
Spiegelungsmethode in einfacher Weise zu erfassen, ersetzen wir sie 
durch gestreckte Rotationsellipsoide, deren kleine Halbachse dem Rohr
halbmesser eo, und deren Exzentrizitat der Rohrlange l:> eo gleicht. 
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Rohrerder. 21 

Wir stellen das Feld mittels krummliniger Orthogonalkoordinaten des 
gestreckt-rotationsellipsoidischen Feldes dar, welche in jeder MeridiaIi
ebene durch die Ellipsen u = konst 

Z2 (/2 . 

U2 + u2_l2 = 1 (59) 

und die konfokalen Hyperbeln v = konst 
Z2 (/2 

V2 - l2_V2 = 1 (60) 

definiert sind. GemaB (47) gelten die 
Ausdrlicke (47 a) unverandert fUr das ge
streckt-rotationsellipsoidische Feld; da
gegen sind in den Beziehungen (51) 
entsprechend (59), (60) e und z mit
einander zu vertauschen, so daB 

1\ = y~.y 12 -v2 • u·v 

Abb. 12. EllIptlsehe Koordinaten. Die 
LlnIen u = konst geben dJeAquipotentla!. 
lluien, dJe LlnIen" = konst die Strom-

"" 1 'Z=-l-' (61) 
lln1en an. 

Um die Grenzbedingung (21) zu befriedigen, darf das Potential nur VOll'U 

abhangen, so daB die zweischaligen Hyperboloide v = konst Strom
flachen werden; die Differentialgleichung (48) geht daher liber in 

~ [U2 - 19 . d (!J] = 0 
du I du ' 

deren im Unendlichen verschwindende Losung lautet 

u+l 
cp = A.lnu_l' 

(62) 

(63) 

Zur Ermittelung der Integrationskonstanten wenden wir diese Bezie
hung auf die Erderoberflache an, deren Koordinate aus (61) mit Z = 0, 
e = eo zu yl2 + e~ folgt, und erhalten das Erderpotential 

CPo = A -In l' [ 2 + (/~ + I = '" A. 21n ~; A = (!Jo 21' 
YI9 +e:·-l eo 21n-

(63a) 

(/0 

wo von der Voraussetzung l > eo Gebrauch gemacht ist. In groBen Ent
fernungen yom Erder ist 

durch Vergleich mit (27c) ergibt sich der Erderstrom 

2nxl 
J = CPo • --2 -[ 

In-
go 

(63b) 

(64) 

Rohrerder. 21 

Wir stellen das Feld mittels krummliniger Orthogonalkoordinaten des 
gestreckt-rotationsellipsoidischen Feldes dar, welche in jeder MeridiaIi
ebene durch die Ellipsen u = konst 

Z2 (12 . 

U2 + u2_l2 = 1 (59) 

und die konfokalen Hyperbeln v = konst 
Z2 (12 

V2 - l2_ V2 = 1 (60) 

definiert sind. Gemäß (47) gelten die 
Ausdrücke (47 a) unverändert für das ge
streckt-rotationsellipsoidische Feld; da
gegen sind in den Beziehungen (51) 
entsprechend (59), (60) (J und z mit
einander zu vertauschen, so daß 

1\ = y~.y 12 -v2 . u'V 

Abb. 12. Elliptische Koordinaten. Die 
Linien u = konst geben die.!qufpotentlai· 
lIufen, die Linien" = konst die Strom-

"" 1 'Z=-l-' (61) 
linien an. 

Um die Grenzbedingung (21) zu befriedigen, darf das Potential nur VOll'U 

abhängen, so daß die zweischaligen Hyperboloide v = konst Strom
flächen werden; die Differentialgleichung (48) geht daher über in 

~ [U2 - 19 . d gJ] = 0 
du I du ' 

deren im Unendlichen verschwindende Lösung lautet 

u+l 
cp = A.ln u _ 1· 

(62) 

(63) 

Zur Ermittelung der Integrationskonstanten wenden wir diese Bezie
hung auf die Erderoberfläche an, deren Koordinate aus (61) mit Z = 0, 
(J = (Jo zu yl2 + (J~ folgt, und erhalten das Erderpotential 

CPo = A -In l' 12 + (1~ + I = '" A. 21n ~; A = gJo 21' 
YI9 +e:·-l eo 21n-

(63a) 

(10 

wo von der Voraussetzung l > (Jo Gebrauch gemacht ist. In großen Ent
fernungen vom Erder ist 

durch Vergleich mit (27c) ergibt sich der Erderstrom 

2n,,1 
J = CPo • --2 -Z 

In-
go 

(63b) 

(64) 
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:und also der Ausbreitungswiderstand 

ln~ 
R = 'Po = ~ 

J 2.n: ,, 1' (65 ) 

Diese Beziehung zeigt, daB die Leistungsfahigkeit eines Rohr
erders in erster Linie durch seine Lange bestimm t wird, wahrend der 
Rohrhalbmesser weit weniger ins Gewicht falIt. Man berechnet beispiels
weise fiir eo = 2 em, 1 = 200 cm und mittleres Erdreieh sogleieh 

2.200 
In-2 - 104. 5,3 

R = 2.n:".200 = 2 .n:.200 = 42,2.0. 

Durch Verdoppelung des Rohrhalbmessers wiirde dieser Wert nur auf 

2·200 
In-4 - 104 .4,6 

R = 2.n:".200 = 2.n: .200 = 36,6.0, 

al.SO urn etwa 13% gesenkt werden konnen; dagegen erzielt man dureh 

;'0 

2,8 

2,6 

2,2 

2,0 

1,8 

1,6 

1,11-

1,2 

1,0 

0,8 

0,6 

0/1 

0,2 

o 

I 

I 

I 

\ 
'\, 
"~ 
~ 

doppelte Rohrlange einen Widerstandsriickgang urn 
In 2·400 

R = 2 
2 n ,,·400 

10' ·60 
= 2.n:.400 = 23,9 .0 . 

also urn etwa 44 % . D iinne, lange Rohre sind also zur 
hrerders von geringem Ausbrei-Konstruktion eines Ro 

tungswiderstande vort eilhafter ala kurze, dieke Rohre. 
n (64) in (63a, 63) ergibt sich das Durch Einsetzen vo 

Stromungsfeld 
J 

cP = 4.n: 
_ _ . In u + l 

"Z u-Z 
(66) 

und mit U = Vl~ + e~ fur z = 0 

der Spannungstrieh ter 

J "Y Z~ + ell + 
cP = 4.n: " t' In y Z~ + ell _ 

Z J Z" + e" + 1 
--I = 2 n,,( In e . (66 a) 

....... 
(Abb. 13 und 14). In der 
Umgebung des Erders kann 
man fur e ~ 1 binomiseh ent 
wiekeln 

"2.311-567091011 
~ItJZ/!. J 21 

(66b) 
Abb. 13. Rlllskurve zur Berechnung des Spannungs- CP = ""'27f"Z· In -e' 
trlehters elnes Rohrerders und elnes gestreckten Band- 1 1 

erders In den belden Hauptrichtungcn. SO daB mit e = eo +"28 = '" 2" 8 

die gr(}Bte Schrittspannung sich bestimmt 

J [21 2lJ J 8 
E.max = CPe-t. - CPe+t. = '" 2.n:,,1 Ineo - In "8 = 2.n: x l In "e-; (67) 
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:und also der Ausbreitungswiderstand 

ln~ 
R = 'Po = ~ 

J 2.n: ,, 1' (65 ) 

Diese Beziehung zeigt, daß die Leistungsfähigkeit eines Rohr
erders in erster Linie durch seine Länge bestimmt wird, während der 
Rohrhalbmesser weit weniger ins Gewicht fällt. Man berechnet beispiels
weise für eo = 2 cm, 1 = 200 cm und mittleres Erdreich sogleich 

2.200 
In-2 - 104. 5,3 

R = 2.n:".200 = 2 .n:.200 = 42,2.0. 

Durch Verdoppelung des Rohrhalbmessers würde dieser Wert nur auf 

2·200 
In-4 - 104 .4,6 

R = 2.n:".200 = 2.n: .200 = 36,6.0, 

al.so um etwa 13% gesenkt werden können; dagegen erzielt man durch 
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doppelte Rohrlänge einen Widerstandsrückgang um 
In 2·400 

R = 2 
2 n ,,·400 

10' ·60 
= 2.n:.400 = 23,9 .0 . 

also um etwa 44 % . D ünne, lange Rohre sind also zur 
hrerders von geringem Ausbrei-Konstruktion eines Ro 

tungswiderstande vort eilhafter als kurze, dicke Rohre. 
n (64) in (63a, 63) ergibt sich das Durch Einsetzen vo 

Strömungsfeld 
J 

cP = 4.n: 
_ _ . In u + l 

"Z u-Z 
(66) 

und mit u = Vl~ + e~ für z = 0 

der Spannungstrich ter 

J "Y z~ + ell + 
cP = 4.n: " t' In y z~ + eil _ 

Z J Z" + e" + 1 
--I = 2 n"t' In e . (66a) 

....... 
(Abb. 13 und 14). In der 
Umgebung des Erders kann 
man für e ~ 1 binomisch ent 
wickeln 

-12.311-567091011 

~ItJZ/!. J 21 
(66b) 

Abb. 13. Rlllskurve zur Berechnung des Spannungs- CP = ""'27f"Z· In -e' 
trichters eines Rohrerders und eines gestreckten Band- 1 1 

erders In den belden Hauptrichtungcn. SO daß mit (! = (!o +"28 = '" 2" 8 

die größte Schrittspannung sich bestimmt 

J [21 2lJ J 8 
E.max = CPe-t. - CPe+t. = ""' 2.n: "I In eo - In "8 = 2.n: " lin "e-; (67) 
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Der Gefahrstrom des Rohrerders folgt daher entspreehend (43a) 

n 1 1 J = -. -. - (67&) 
9 20 d In~ 

eo 
Mit l = 200 em, d = 20 em, eo = 2 em, 8 = 100 em findet. man 

I 

:Jl 200 1 :Jl 200 1 
Jg = 20 . 20 . --roo = 20 • 20 . 3 92 = 0,4 Amp. 

In 20 ' 

Fur Entfernungen e > l liefert (66a), wie man sieh leieht dureh Ent
wieklung der logarithmisehen Reihe uberzeugt, das Quellpunkts
potential (27 e); fUr die Gefahr
zone gilt daher die Formel (27e). 1,0 

Rohrerder werden neben 0,9 

ihrem Hauptanwendungsgebiet 0,8 

als Starkstromerder haufig als 0,7 

sogenannte Son den zur experi- q6 
mentellen Ausmessung von Stro-
mungsfeldern in der Erde benutzt. q5 
Hierbei muB man, urn riehtige 0,'1 

Ergebnisse zu erhalten, den Aus- qJ 
breitungswiderstand der Sonden o.z 
naeh (65) beaehten; wird sehr 

0.1 
groBe Genauigkeit verlangt, so 

,-- r--

r-- r--

- r--

- r--

I 

\ I 

\ \ 

r£ ~ rt3 
J.Ra ~ 

empfiehlt es sieh, die Leitfahigkeit 
des die Erde unmittelbar um
sehlieBenden Erdreiehes entweder 
naeh Entnahme einer Erdprobe 
gesondert zu bestimmen, oder 

0123/15678910 
!i',i,Z/t 

Abb. 14. Span.DuDgstrichter clDes Rohrerders und 
elues gestreckten Ba.nderders na.ch den belden 

Ha.uptrlchtungen hln fQr !.. = 100. 
110 

sie aus (65) dureh einen V orversueh unmittelbar zu ermitteln. Diese 
Gleiehung dient dann nieht mehr zur Bereehnung des Ausbreitungs
widerstandes, sondern definiert eine gewisse, wahrend der Messung in 
der Sondenumgebung vorherrsehende Leitfahigkeit; in diesem Sinne 
ist die experimentelle Methode I ~ 
nieht mehr an homogenes Erd- t' 
rteiehk ~enhbunden, sie IEiefdert. ihn "".if me wiMeR ~;.i ;M4ZSMOO$l.""Z 
s ar 1 omogenem r relC 
als Mittelwert die ortlieh wirk- I 

i 
Abb. 15. Gestrecl<ter Ba.nderder a.n der Erdoberflilche. same Leitfahigkeit. 

11. Banderdung mittels gestr~ekten Bandes. Wegen ihrer besonders 
leiehten Herstellung verwendet man als Erder zuweilen langgestreekte 
Drahte oder Bander, welehe naeh Abb. 15 langs der Erdoberflaehe 
verlegt werden. Wir setzen voraus, daB der Quersehnitt naherungsweise 

.Banderdung mittels gestreckten Bandes. 23 

Der Gefahrstrom des Rohrerders folgt daher entsprechend (43a) 

n 1 1 J = -. -. - (67&) 
9 20 d In~ 

eo 
Mit l = 200 cm, d = 20 cm, eo = 2 cm, 8 = 100 cm findet. man 

I 

:Jl 200 1 :Jl 200 1 
Jg = 20 . 20 . --wo = 26 • 20 . 3 92 = 0,4 Amp. 

In 20 ' 

Für Entfernungen e > l liefert (66a), wie man sich leicht durch Ent
wicklung der logarithmischen Reihe überzeugt, das Quellpunkts
potential (27 c); für die Gefahr
zone gilt daher die Formel (27c). 1,0 

Rohrerder werden neben 0,9 

ihrem Hauptanwendungsgebiet 0,8 

als Starkstromerder häufig als 0,7 

sogenannte Sonden zur experi- q6 
mentellen Ausmessung von Strö-
mungsfeldern in der Erde benutzt. q5 
Hierbei muß man, um richtige 0,'1 

Ergebnisse zu erhalten, den Aus- qJ 
breitungswiderstand der Sonden o,z 
nach (65) beachten; wird sehr 

0.1 
große Genauigkeit verlangt, so 

,-- r--

r-- r--

- r--

- r--

I 

\ I 

\ \ 

ri ~ rt3 
J.Ra ~ 

empfiehlt es sich, die Leitfähigkeit 
des die Erde unmittelbar um
schließenden Erdreiches entweder 
nach Entnahme einer Erdprobe 
gesondert zu bestimmen, oder 

0123/15678910 
!i',i,Z/t 

Abb. 14. Span.nungstrichter eines Rohrerders und 
elues gestreckten Bo.nderders no.ch den helden 

Ho.uptrlchtungen hin für !.. = 100. 
110 

sie aus (65) durch einen Vorversuch unmittelbar zu ermitteln. Diese 
Gleichung dient dann nicht mehr zur Berechnung des Ausbreitungs
widerstandes, sondern definiert eine gewisse, während der Messung in 
der Sondenumgebung vorherrschende Leitfähigkeit; in diesem Sinne 
ist die experimentelle Methode I ~ 
nicht mehr an homogenes Erd- t' 
rteichk ~enhbunden, sie IEiefdert. ihn <ICi.if Me MiMen ~;.i ßM4ZSMOO$l.""Z 
s ar 1 omogenem r relC 
als Mittelwert die örtlich wirk- I 

i 
Abb. 15. Gestreckter Bo.nderder o.n der Erdoberfläche. same Leitfähigkeit. 

11. Banderdung mittels gestr~ekten Bandes. Wegen ihrer besonders 
leichten Herstellung verwendet man als Erder zuweilen langgestreckte 
Drähte oder Bänder, welche nach Abb. 15 längs der Erdoberfläche 
verlegt werden. Wir setzen voraus, daß der Querschnitt näherungsweise 
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die Form eines Halbkreises yom Radius eo besitzt; der bei abweichenden 
Quersohnittsformen wirksame Halbmesser eo wird spater angegeben 
werden (Nr.16, 17). Das gleiche BUd beschreibt das Erdfeld einer ge
rissenen Leitung. 

Die Spiegelungsmethode fiihrt das vorausgesetzte Band sogleich 
in einen Vollzylinder iiber; gemaB den Entwickelungen des vorigen 
Abschnittes konnen wir ibn durch ein gestrecktes Rotationsellipsoid 
ersetzen. Daher beschreibt die im vorigen Abschnitt ge
gebene Potentialfunktion zugleich das Stromungsfeld 
des gestreckten Bandes. Insbesondere gilt also fur den Aus
brei tungswiderstand eines solchen Erders Gl. (65), in welcher 
aber jetzt 1 die halbe Lange des real vorhandenen Erders bedeutet. 

1m Gegensatz zum Rohrerder geht die Symmetrieebene, welche die 
Erdoberflaohe bei dem hier behandelten Erder vertritt, durch die Achse 
des gestreokten Rotationsellipsoides; daher weicht der Spannungstrichter 
des Banderders von dem Spannungstrichter des Rohrerders abo 

Da der Schnitt der Erdoberflache mit dem Band eine (sehr lang
gestreokte) Ellipse ergibt, verlauft der Spannungstrichter nicht mehr 
rotationssymmetrisch; wir untersuchen sein Verhalten langs der beiden 
Vorzugsriohtungen. welche die Fortsetzung der kleinen und der groBen 

Halbachse bilden. 
Langs der verlangerten kleinen Halbachse ist 

der Verlauf des Spannungstrichters durch (66) 
gegeben. Urn seine GroBe in Richtung der ver
langerten groBen Halbachse kennen zu lemen, 

- z haben wir (63) fur e = 0, z variabel auszu
werten; aus (61) folgt hierfur sogleich u = z, 
so daB mit (63a) und (64) (Abb. 13, 14 und 16) 

Abb. 16. Rlwnllche Dar· 
ltellUDIl del Spannunllstrlch. 
ten elDea lIestreckten Band· 

ardera. -.~_ .In z+l (68) 
({J-411:xl z-l' 

Die groBte Sohrittspannung ergibt sich in der unmittelbaren Umgebung 

des Erders mit z = -yl2 + e~ + ~ 8 mit Beachtung von eo ~ 1 

J [21 21+8J E,maz = ({Jz-i',-({Jz+i 8 ='" 4nxl In~l.?: -In - 8- -

J 21 1/-8-
= 2--;-;'1 . In I.?o • Y 21 Ts . (69) 

1st, wie ublich, 21 ~ 8, so vereinfacht sich (69) zu 

J ~218 ) E,mu= 2--l dn -- . (69a 
11: x I.?o 

Duroh Vergleich mit (67) erkennt man, daB diese Schrittspannung 
stets groBer ist als die langs der verlangerten kleinen Halbachse maximal 
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die Form eines Halbkreises vom Radius eo besitzt; der bei abweichenden 
Quersohnittsformen wirksame Halbmesser eo wird später angegeben 
werden (Nr.16, 17). Das gleiche Bild beschreibt das Erdfeld einer ge
rissenen Leitung. 

Die Spiegelungsmethode führt das vorausgesetzte Band sogleich 
in einen Vollzylinder über; gemäß den Entwickelungen des vorigen 
Abschnittes können wir ihn durch ein gestrecktes Rotationsellipsoid 
ersetzen. Daher beschreibt die im vorigen Abschnitt ge
gebene Potentialfunktion zugleich das Strömungsfeld 
des gestreckten Bandes. Insbesondere gilt also für den Aus
brei tungswiderstand eines solchen Erders GI. (65), in welcher 
aber jetzt 1 die halbe Länge des real vorhandenen Erders bedeutet. 

Im Gegensatz zum Rohrerder geht die Symmetrieebene, welche die 
Erdoberfläohe bei dem hier behandelten Erder vertritt, durch die Achse 
des gestreokten Rotationsellipsoides; daher weicht der Spannungstrichter 
des Banderders von dem Spannungstrichter des Rohrerders ab. 

Da der Schnitt der Erdoberfläche mit dem Band eine (sehr lang
gestreckte) Ellipse ergibt, verläuft der Spannungstrichter nicht mehr 
rotationssymmetrisch ; wir untersuchen sein Verhalten längs der beiden 
Vorzugsriohtungen. welche die Fortsetzung der kleinen und der großen 

Halbachse bilden. 
Längs der verlängerten kleinen Halbachse ist 

der Verlauf des Spannungstrichters durch (66) 
gegeben. Um seine Größe in Richtung der ver
längerten großen Halbachse kennen zu lernen, 

- z haben wir (63) für e = 0, z variabel auszu
werten; aus (61) folgt hierfür sogleich u = z, 
so daß mit (63a) und (64) (Abb. 13, 14 und 16) 

Abb. 16. Rlwnllche Dar· 
.tellung du Spannungstrieh. 
terI elD6I gestreckten Band· 

erders. _.~_ .ln z+l (68) 
q;-4nxl z-l' 

Die größte Sohrittspannung ergibt sich in der unmittelbaren Umgebung 

des Erders mit z = -yl2 + e~ + ~ 8 mit Beachtung von eo ~ 1 

J [21 21+8J E,maz = q;z-f,-q;z+t s ='" 4nxl In~l.?: -ln - 8- -

J 21 1/-8-
= 2--;-;'1 . In I.?o • Y 21 Ts . (69) 

Ist, wie üblich, 21 ~ 8, so vereinfacht sich (69) zu 

J ~218 ) E,mu= 2--l dn -- . (69a 
n x I.?o 

Duroh Vergleich mit (67) erkennt man, daß diese Schrittspannung 
stets größer ist als die längs der verlängerten kleinen Halbachse maximal 



Kreisbanderder. 25 

auftretende Sehrittspannung, eine Folge der Feldkonzentration 
an der Spitze. Daher ist fur den Gefahrstrom des gestreekten Band-
erders G1. (69a) maBgebend . 

J = ~ .~. _--=1= 
g 20 d f 218 

(69b) 
In--

610 

Fur 21 = 400 em, d = 20 em, eo = 2 em, 8 = 100 em wird 

:rt 200 1 1f 200 1 
Jg = 20·20' Y2.20U.I00 = 20' 20 4,6 = 0,34 Amp. 

In 2 

Der Gefahrstrom und damit die Leistungsfahigkeit des Banderders 
ist also merklieh kleiner als die eines Rohrerders gleieher Abmessungen ; 
diese Spitzenwirkung versehwindet indessen raseh mit zunehmender 
Entfernung vom Erder, so daB sieh nach Entwicklung von (68) in eine 
10garithmische Reihe naherungsweise fur die beiden betraehteten Feld
richtungen der gleiche Gefahrbereich einstellt: Die Gefahrzone ist 
der dureh (44a) bestimmte Kreis. 

12. Kreisbanderder. Aus Grunden der Raumersparnis zieht man 
dem gestreckten Banderder gelegentlich den kreisformig nach Abb. 17 

I \. ~o 
. :~ 

1?EiWJi1?i" ~ ~ ~ + + t\+ ~ + t + ~ '~'" 
i 

Abb. 17. Schema eiDes Krelsb&nderders. 

mit dem Halbmesser et verlegten 
Banderder vor. Der Bandquer
sehnitt wird als Halbkreis vom Ra
dius eo < ee vorausgesetzt; naeh 
Erganzung des Stromungsfeldes 

i 
Abb. 18. Zum Stromungsfeld eiDol 

Krelsbanderders. 

mittels der Spiegelungsmethode geht der Erder in ein Toroid uber. 
Wir ftihren Zylinderkoordinaten z, e, f} ein; die Ebene z = 0 

stellt die Erdoberflache dar, die z-Aehse liegt in der Symmetrieachse 
des Toroides. Dem vom Zentrimittel df} im Winkelabstand f} von einer 
willkurlich festgesetzten Meridianebene f} = 0 ausgeschnittenen Element 
entquillt aus Symmetriegriinden der Elementarstrom 

- J 
dJ = 2:rt ·df}. (70) 

Kreisbanderder . 25 

auftretende Schrittspannung, eine Folge der Feldkonzentration 
an der Spitze. Daher ist für den Gefahrstrom des gestreckten Band-
erders GI. (69a) maßgebend . 

J = ~ .~. _--=1= 
g 20 d f 218 

In--

(69b) 

610 

Für 21 = 400 cm, d = 20 cm, eo = 2 cm, 8 = 100 cm wird 

:rt 200 1 1f 200 1 
Jg = 20·20' Y2.20U.I00 = 20' 20 4,6 = 0,34 Amp. 

In 2 

Der Gefahrstrom und damit die Leistungsfähigkeit des Banderders 
ist also merklich kleiner als die eines Rohrerders gleicher Abmessungen; 
diese Spitzenwirkung verschwindet indessen rasch mit zunehmender 
Entfernung vom Erder, so daß sich nach Entwicklung von (68) in eine 
logarithmische Reihe näherungsweise für die beiden betrachteten Feld
richtungen der gleiche Gefahrbereich einstellt: Die Gefahrzone ist 
der durch (44a) bestimmte Kreis. 

12. Kreisbanderder. Aus Gründen der Raumersparnis zieht man 
dem gestreckten Banderder gelegentlich den kreisförmig nach Abb. 17 

I \. ~o 
. :~ 

1?EiWJi1?i" ~ ~ ~ + + *\+ ~ + t + ~ '~'" 
i 

Abb. 17. Schema eines Krelsb&nderders. 

mit dem Halbmesser et verlegten 
Banderder vor. Der Bandquer
schnitt wird als Halbkreis vom Ra
dius eo < ee vorausgesetzt; nach 
Ergänzung des Strömungsfeldes 

i 
Abb. 18. Zum Strömungsfeld ein<! 

Krelsbanderders. 

mittels der Spiegelungsmethode geht der Erder in ein Toroid über. 
Wir fÜhren Zylinderkoordinaten z, e, f} ein; die Ebene z = 0 

stellt die Erdoberfläche dar, die z-Achse liegt in der Symmetrieachse 
des Toroides. Dem vom Zentrimittel df} im Winkelabstand f} von einer 
willkürlich festgesetzten Meridianebene f} = 0 ausgeschnittenen Element 
entquillt aus Symmetriegründen der Elementarstrom 

- J 
dJ = 2:rt ·df}. (70) 
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Der Aufpunkt P (z, e, 0) besitzt von diesem Stromelement nach Abb.18 
die Entfemung 

e = l' e~ + Q: - 2 eet cos 0- + zl! . (71) 

Nach (27 a) erzeugt also der Strom .i im Aufpunkt das Potential 

(72) 

(73) 

entsteht aus (72) 
n: 

2" 

J 2 Ie f d'7 J 2 Ie F (72 a) 
fP = 4,;u . -;i 2 Veet • 0 VI - ,,9 sin 9 n = 4 ~ " -; • 2 teet' , 

wo F das vollstandige elliptische Integral erster Gattung bedeutet; 
seine GroBe ist in Abb. 19 in Ab-
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hangigkeit von k dargestellt. 
Zur Berechnung des Erder

potentiales beziehen wir (72a) 
auf den Oberflachenpunkt (0, 
et + eo, 0) und linden mit Be
achtung der Voraussetzung eo < et 

J 2 1 
fPo = 4 ~ x • ~- • 2 Ilt . F ; 

k'J 4 (Ilt + eo) et = 1-! (~)9. (72b) 
(2 et + eo)9 4 et 

..-0:-----':--: 
Nun gilt fur kleine k' = l' I - k 2 

die Entwicklung 
k 4 

Abb. 19. Das voUstllndlge ell1ptlsche Integral. F = In . 7? + ... , 
(In der Abb. mit K bezelchnet.) 

(74) 
so daB 

fP = J . _1_. In8~= ~. -~. In8~ . (720) 
o 4 ~ " ~ III eo 2 n " ~ et eo 

Der Kreisbanderder besitzt also den Ausbreitungswiderstand' 

R = !Po = _1_ . • _ 1 . In8~ . (75) 
J 2~x ~Ilt eo 

Bedenkt man, daB hierin net die halbe Lange 1 des verlegten Bandes be
deutet, so kann man diese Formel auch schreiben 

1 4 21 1 [21 4J 1 r 21 "J R=2- ln - ' -=2-Z In-+In- = -2 -llln - +O,239 (75a) 
~ "I ~ eo ~" eo 3T ~ " Ilo . 

26 Einfache Erder im homogenen Erdreich. 

Der Aufpunkt P (z, (}. 0) besitzt von diesem Stromelement nach Abb.18 
die Entfernung 

e = l' e~ + Q: - 2 eet cos 0- + zl! . (71) 

Nach (27 a) erzeugt also der Strom .i im Aufpunkt das Potential 

(72) 

(73) 

entsteht aus (72) 
n: 

2" 

J 2 Tc f d'7 J 2 Tc F (72 a) 
fP = 4,;u . -;i 2 Veet . 0 VI - ,,9 sin 9 n = 4 ~ " -; • 2 t eet' , 

wo F das vollständige elliptische Integral erster Gattung bedeutet; 
seine Größe ist in Abb. 19 in Ab-
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hängigkeit von k dargestellt. 
Zur Berechnung des Erder

potentiales beziehen wir (72a) 
auf den Oberflächenpunkt (0, 
et + eo, 0) und finden mit Be
achtung der Voraussetzung eo < et 

J 2 1 
fPo = 4 ~ x • ~- • 2 Ilt • F ; 

k'J 4 (Ilt + (Jo) (Jt = 1-! (~)9. (72b) 
(2 (J, + (JO)9 4 et 

..-0:-----':--: 
Nun gilt für kleine k' = l' I - k 2 

die Entwicklung 
k 4 

Abb. 19. Das vollständige elliptische Integral. F = In . 7? + ... , 
(In der Abb. mit K bezeichnet.) 

(74) 
so daß 

fP = J . _1_. In8~= ~. -~. In8~ . (720) 
o 4 ~ " ~ Ilt (Jo 2 n " ~ (J, (Jo 

Der Kreisbanderder besitzt also den Ausbreitungswiderstand' 

R = !Po = _1_ . • _ 1 . In8~ . (75) 
J 2~x ~Ilt (Jo 

Bedenkt man, daß hierin net die halbe Länge 1 des verlegten Bandes be
deutet, so kann man diese Formel auch schreiben 

1 4 21 1 [21 4J 1 r 21 "] R=2- ln - ' -=2-Z ln-+In- = -2 -llln - +O,239 (75a) 
~ "I ~ (Jo ~" eo 3T ~ " Ilo . 



Kreisbanderder. 27 

und erkennt durch Vergleich mit dem Ausbreitungswiderstand (65) des 
gestreckten Bandes, daB der verringerte Raumbedarf durch Zusammen
biegung zu einem Bande mit erhohtem Ausbreitungswiderstande er
kauft werden muB, weil die 11 

Stromlinien sich gegenseitig 
10 

in der freien Ausbreitung be-
hindern. Dieser Nachteil faUt 9 

' 8 

? 
Abb. 20. Wlfskurve ~ur 

Bereehnung des Spannungs-

indes um so weniger ins Ge
wicht, je groBer der Toroid
halbmesser gegen den Leiter
radius gewahlt wird. So ergibt 
sich fur eo = 2 em, l = 200 cm 
in mittlerem Erdreich bei-

6 triehters von Krelabanderdero: 

2 C /1'121) die Funkt lon --.p - - . 
l+e/f!1 f!+(!/ 

spielsweise 

In 2.:00 +0,239 
R=-~~~~-

2 n,,· 200 

!J 
\ 

I f'.... 
t---

3 

= 10' (5,3 + 0,239) = 44 1 Q 00 1 2 .J ¥ S 0 7 8 9 10 fI 
2 n· 20U " ft 

also nur 5% mehr als der entsprechende Rechenwert in Nr. 10. 
Fur z = 0 resultiert sogleich aus (72a) der Spannungstriehter 

(Abb. 20 und 21) 

rp = _L . . ~_ . . _1_ . F' k = 2 Veet . (72d) 
2 n_" n e + et' e + et 

, 

~g ~ rs.~1-
48 

JRa 

If / 
'17' 

7 4 \ 
17 4 \ 

/ 
0,3 

~ 
V 4 I'--. J.-...- t--

I- 4' 
.9 8 ? Ii 5 ¥ 3 2 1 0 1 2 3 'I 5 6 7 8 9 tp 

tpt 

Abb. 21. Spannungstrichter elnes Kreisbanderders fiir n 11' = 100. 
110 

Da meist die Schrittweite 8 klein gegen et ist, kann man die maximale 
Sehrittspannung aus der Entwicklung (74) ermitteln und erhalt mit 
eo~8 

Kreisbanderder . 27 

und erkennt durch Vergleich mit dem Ausbreitungswiderstand (65) des 
gestreckten Bandes, daß der verringerte Raumbedarf durch Zusammen
biegung zu einem Bande mit erhöhtem Ausbreitungswiderstande er
kauft werden muß, weil die 11 

Stromlinien sich gegenseitig 
10 

in der freien Ausbreitung be-
hindern. Dieser Nachteil fällt 9 

' 8 

? 
Abb. 20. Wlfskurve ~ur 

Berechnung des Spannungs-

indes um so weniger ins Ge
wicht, je größer der Toroid
halbmesser gegen den Leiter
radius gewählt wird. So ergibt 
sich für eo = 2 cm, l = 200 cm 
in mittlerem Erdreich bei-

6 trichters von Krelabanderdern: 

2 C /1' 121) die Funkt ion --.p - - . 
l+e/(!I (!+(!/ 

spielsweise 

In 2.:00 +0,239 
R=-~~~~-

2 n X· 200 

!J 
\ 

I f'.... 
t---

3 

= 10' (5,3 + 0,239) = 44 1 Q 00 1 2 .J i' S 0 7 8 9 10 fI 
23r·20U " ft 

also nur 5% mehr als der entsprechende Rechenwert in Nr. 10. 
Für z = 0 resultiert sogleich aus (72a) der Spannungstrichter 

(Abb. 20 und 21) 

rp = _L . . ~_ . . _1_ . F' k = 2 reet. (72d) 
23r_x 3r e + et' e + et 

, 

~g ~ rs.~1-
48 

JRa 

If / 
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17 4 \ 

/ 
0,3 

~ 
V 4 I'--. J.-...- t--

I- 4' 
.9 8 ? 6 5 ~ 3 2 1 0 1 2 3 'I 5 6 7 8 9 tp 
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Abb. 21. Spannungstrichter eines Kreisbanderders für n 11' = 100. 
110 

Da meist die Schrittweite 8 klein gegen et ist, kann man die maximale 
Schrittspannung aus der Entwicklung (74) ermitteln und erhält mit 
eo~8 



28 Mehrfacherder im homogenen Erdreich. 

Esmax = (CPe-jB -CPe+}!)e=at+tB+ao 
J 2'" 1 f!t 1 f!tJ J 1 8 

= 2 nit· -; . l2 f!, ·In 8 e;; - ~ + 8 • In 8"8 = ......., 2 .1f" . 7f f!t . In f!o (76) 

in fibereinstimmung mit der maximalen Schrittspannung (67) des Rohr
erders gleicher Lange l = net; daher ergibt die Formel fur den Gefahr
strom des Kreisbanderders 

J =~.1tf!I._l_ (76a) 
g 20 d In-~ 

f!o 
bei gleichen Abmessungen die gieichen Stromwerte wie der Gefahrstrom 
(67a) des Rohrerders. Fur groBe e nahert sich das elliptische Integral 

rasch dem Grenzwert ~ (vg1. Abb. 19). Man erhiilt daher aus (72 d)" 

sogleich 
limcp=~ ._!-
a4-~ 2.1f" e' 

(77) 

so daB aU9h fur den Kreisbanderder G1. (44a) die GroBe der Gefahrzone 
angibt. Rohrerder und Kreisbanderder sind somit bei gieichem 
Materialaufwand praktisch gleich wertig. 

III. Mehrfacherder im homogenen Erdreich. 
13. Grnndeigenschaften des Mehrfacherders. Die bisher durch

gefiihrten Rechnungen haben gezeigt, daB einem Erder normaler Ab
messungen mit Rucksicht auf die Gefahrdung von Lebewesen und die 
Rohe der Erderleistung nur relativ geringe Strome zugefuhrt werden 
konnen. Zur Einfuhrung krii.ftiger Strome in die Erde ist es daher not
wendig, den Strom auf mehrere Erder derart zu verteilen, daB jeder 
~inen ihm angemessenen Strom fiihrt. Die hiernach aus der elektrischen 
Zusammenfassung mehrerer, raumlich getrennter Erder zu einem ein
zigen Erder entstehenden Leitersysteme werden dann als Mehrfach
erder bezeichnet, wenn durch hinreichend starke oberirdische Leitungs
verbindungen dafiir gesorgt wird, daB im stationaren Zustande auf allen 
Einzelerdern merklich gleiches und konstantes Potential herrscht. 

Denkt man sich die Einzelerder in sehr (unendlich) groBe Entfernung 
voneinander gebracht, so kann sich jedes Stromungsfeld nach den in 
Nr. 8-12 geschilderten Gesetzen entwickeln; bezeichnet daher R" den 
hiermit berechneten Ausbreitungswiderstand des kten Erders, so wiirde 
der Kombinationswiderstand des aus n Einzelerdern bestehenden Mehr
facherders nach dem Verhalten paralleigeschalteter Widerstande den 
Wert annehmen 

(78) 

28 Mehrfacherder im homogenen Erdreich. 

Esmax = (CPe-jB -CPe+}!)e=at+tB+ao 
J 2'" 1 f!t 1 f!'J J 1 8 

= 2 n x • -; . l2 f!, ·ln 8 e;; - ~ + 8 • In 8"8 = ......., 2 .1f" . 7f f!t . In f!o (7 6) 

in übereinstimmung mit der maximalen Schrittspannung (67) des Rohr
erders gleicher Länge l = net; daher ergibt die Formel für den Gefahr
strom des Kreisbanderders 

J =~.1tf!I._l_ (76a) 
g 20 d In-~ 

f!o 
bei gleichen Abmessungen die gleichen Stromwerte wie der Gefahrstrom 
(67a) des Rohrerders. Für große e nähert sich das elliptische Integral 

rasch dem Grenzwert ~ (vgI. Abb. 19). Man erhält daher aus (72d)" 

sogleich 
limcp=~ ._!-
a4-~ 2.1f" e' 

(77) 

so daß aU\Jh für den Kreisbanderder GI. (44a) die Größe der Gefahrzone 
angibt. Rohrerder und Kreisbanderder sind somit bei gleichem 
Materialaufwand praktisch gleichwertig. 

111. Mehrfacherder im homogenen Erdreich. 
13. Grnndeigenschaften des Mehrfacherders. Die bisher durch

geführten Rechnungen haben gezeigt, daß einem Erder normaler Ab
messungen mit Rücksicht auf die Gefährdung von Lebewesen und die 
Höhe der Erderleistung nur relativ geringe Ströme zugeführt werden 
können. Zur Einführung kräftiger Ströme in die Erde ist es daher not
wendig, den Strom auf mehrere Erder derart zu verteilen, daß jeder 
~inen ihm angemessenen Strom führt. Die hiernach aus der elektrischen 
Zusammenfassung mehrerer, räumlich getrennter Erder zu einem ein
zigen Erder entstehenden Leitersysteme werden dann als Mehrfach
erder bezeichnet, wenn durch hinreichend starke oberirdische Leitungs
verbindungen dafür gesorgt wird, daß im stationären Zustande auf allen 
Einzelerdern merklich gleiches und konstantes Potential herrscht. 

Denkt man sich die Einzelerder in sehr (unendlich) große Entfernung 
voneinander gebracht, so kann sich jedes Strömungsfeld nach den in 
Nr. 8-12 geschilderten Gesetzen entwickeln; bezeichnet daher R" den 
hiermit berechneten Ausbreitungswiderstand des kten Erders, so würde 
der Kombinationswiderstand des aus n Einzelerdern bestehenden Mehr
facherders nach dem Verhalten parallelgeschalteter Widerstände den 
Wert annehmen 

(78) 



Einzelerder in groBem Abstand. 29 

Sobald indes die Einzelerder endlichen Abstand voneinander be
sitzen, entwickelt jeder zu einem vorhandenen Erdersystem hinzu
tretende Erder neue Stromlinien und beschrankt damit den wirksamen 
Querschnitt fur die von den andern Erdern entsandten Stromlinien. 
Der Verringerung des Ausbreitungswiderstandes durch die 
Parallelschaltung mehrerer Erder steht somit die Erhohung 
des Ausbreitungswiderstandes an jedem Einzelerder gegen
uber, so daB der Ausbreitungswiderstand R des Mehrfacherders den 

Grenzwert (78) stets ubersteigt. Das Verhaltnis RRco bildet daher 

ein MaB fUr die bei endlichem Gelandeaufwand erzielte Annahe
rung an den Grenzwert (78), der sich bei unbegrenztem Gelandeaufwand 
einstellen wiirde; wir definieren dieses Verhaltnis als Gutegrad des 
Mehrfacherders 

(79) 

Wenn insbesondere samtliche n Einzelerder-. gleichen Ausbreitungs
widerstand Ro besitzen, folgt 

R =Ro. Ro 
'" n' 'f}=n.R· (79a) 

Zur Berechnung dieses Gtitegrades fiir einen vorgelegten Mehrfacherder 
muB die Verteilung des gesamten Erderstromes auf die Ein
zelerder bekannt sein. Der Strom jedes Einzelerders ist ma.Bgebend 
fiir das Feld in der unmittelbaren Umgebung des Erders; daher gelten bei 
hinreichendem Abstand der Einzelerder voneinander mit guter An
naherung die fmher entwickelten Formeln der maximalen Schritt
spannung und des Gefahrstromes fUr den Einzelerder. Als Ge
fahrstrom des Mehrfacherders giltdemnach derjenige Erder
strom, der an einem Einzelerder gerade den Gefahrstrom 
hervorbringt. Die GroBe der Gefahrzone ist nach (2'hC) bei gegebener 
Strombelastung des Mehrfacherders ebenso groB wie bei einem Einfach
erder; sie ist durch (44a) gegeben. Wir diirfen uns hiernach auf Berech
nung des Gutegrades fur eine Reihe haufig benutzter Anordnungen be
schranken. 

14. Einzelerder in groBem Abstand. Wir setzen den mittleren Ab
stand d", irgend zweier Einzelerder " und 1 eines Mehrfacherders groB 
gegen ihre linearen Abmessungen voraus. Das Fremdpotential, welches 
der Erder " am Ort des Erders 1 hervorruft, kann dann aus der Quell
punktslosung (27 c) entnommen werden 

J" 1 (80) 
qJz" = 2n" • dltz ' 

Durch Summation tiber samtliche Nachbarerder findet sich das gesamte 
Fremdpotential . , J 1 

qJz = ~ 2 :~ . d"l ' (80 a.) 

Einzelerder in großem Abstand. 29 

Sobald indes die Einzelerder endlichen Abstand voneinander be
sitzen, entwickelt jeder zu einem vorhandenen Erdersystem hinzu
tretende Erder neue Stromlinien und beschränkt damit den wirksamen 
Querschnitt für die von den andern Erdern entsandten Stromlinien. 
Der Verringerung des Ausbreitungswiderstandes durch die 
Parallelschaltung mehrerer Erder steht somit die Erhöhung 
des Ausbreitungswiderstandes an jedem Einzelerder gegen
über, so daß der Ausbreitungswiderstand R des Mehrfacherders den 

Grenzwert (78) stets übersteigt. Das Verhältnis RRco bildet daher 

ein Maß für die bei endlichem Geländeaufwand erzielte Annähe
rung an den Grenzwert (78), der sich bei unbegrenztem Geländeaufwand 
einstellen würde; wir definieren dieses Verhältnis als Gütegrad des 
Mehrfacherders 

(79) 

Wenn insbesondere sämtliche n Einzelerder-. gleichen Ausbreitungs
widerstand R o besitzen, folgt 

R =Ro • Ro 
'" n' 'f}=n.R· (79a) 

Zur Berechnung dieses Gütegrades für einen vorgelegten Mehrfacherder 
muß die Verteilung des gesamten Erderstromes auf die Ein
zelerder bekannt sein. Der Strom jedes Einzelerders ist maßgebend 
für das Feld in der unmittelbaren Umgebung des Erders; daher gelten bei 
hinreichendem Abstand der Einzelerder voneinander mit guter An
näherung die früher entwickelten Formeln der maximalen Schritt
spannung und des Gefahrstromes für den Einzelerder. Als Ge
fahrstrom des Mehrfacherders gilt demnach derjenige Erder
strom, der an einem Einzelerder gerade den Gefahrstrom 
hervorbringt. Die Größe der Gefahrzone ist nach (2'hC) bei gegebener 
Strombelastung des Mehrfacherders ebenso groß wie bei einem Einfach
erder; sie ist durch (44a) gegeben. Wir dürfen uns hiernach auf Berech
nung des Gütegrades für eine Reihe häufig benutzter Anordnungen be
schränken. 

14. Einzelerder in großem Abstand. Wir setzen den mittleren Ab
stand d", irgend zweier Einzelerder " und 1 eines Mehrfacherders groß 
gegen ihre linearen Abmessungen voraus. Das Fremdpotential, welches 
der Erder" am Ort des Erders 1 hervorruft, kann dann aus der Quell
punktslösung (27 c) entnommen werden 

J" 1 (80) 
qJl" = 2n" • dltz ' 

Durch Summation über sämtliche Nachbarerder findet sich das gesamte 
Fremdpotential . , J 1 

qJl = ~ 2 :~ . d"l ' (80a.) 



30 Mebrfacherder im homogenen Erdreich. 

wo der Apostroph am Summenzeichen verlangt, daB bei der Summation 
der Index l auszulassen ist. 

Zufolge der genannten Voraussetzungen uber die Abmessungsver
haltnisse ist das Potential (80a) merklich konstant im Bereiche des 
lten Erders. Man erfiillt daher die Grenzbedingung (21), indem man 
diesem Fremdpotential das friiher fur den Einzelerder gefundene Eigen
feld uberlagert. Mit Benutzung des nach Nr. 8-12 bekannten Aus
breitungswiderstandes R! des Einzelerders ist dieses Eigenpotential 

g;/ = J! . Rp (81) 

so daB sich durch Addition von (80a) und (81) das resultierende Erder
potential ergibt 

(82) 

Das Fremdpotential (80a) ist in Strenge nicht genau konstant Hings 
der Erderoberflache; vielmehr ergibt die "Oberlagerung des Eigenfeldes 
mit dem Fremdfeld in der Umgebung der Erderoberflache als Flache 
konstanten Potentiales eine von dem gegebenen Erder abweichende Ober
flachengestalt, so daB (82) fUr einen gegenuber der urspriinglichen Form 
etwas deformierten Erder gilt. Bei Benutzung der GL (82) vernachlassigt 
man also diese Deformation, eine praktisch stets zulassige Verein
fachung. 

Indem man in (82) l samtliche Werte von 1 bis n durchlaufen laBt, 
entstehen n lineare Gleichungen, die genau zur Berechnung der n Erder
strome aus dem Erderpotential CPo ausreichen. 

Wir fiihren diese Auswertung zuniichst fur den wichtigsten Sonder
fall des symmetrischen Mehrfacherders durch: Die Einzelerder 

besitzen unter sich gleichen Ausbrei
tungswiderstand Ro und sind auf einem 
Kreise vom Halbmesser em gleich
miiBig verteilt. J eder Einzelerder fiihrt 
daher den n ten Teil des gesamten Erder
stromes J 

J Jx =- (83) 
11. 

und da nach Abbildung 22 

dx ! = 2 em ·1 sin : (k -l) I, (84) 

Abb.22. Zur M~~=r~ymmetrlscher so ergibt (82) 

J ( ~1 1 ) CPo = -. R + £.J • 
11. x=l 2 ",,·2 em.8jn~. k 

(82 a) 

30 Mebrfacherder im homogenen Erdreich. 

wo der Apostroph am Summenzeichen verlangt, daß bei der Summation 
der Index l auszulassen ist. 

Zufolge der genannten Voraussetzungen über die Abmessungsver
hältnisse ist das Potential (80a) merklich konstant im Bereiche des 
lten Erders. Man erfüllt daher die Grenzbedingung (21), indem man 
diesem Fremdpotential das früher für den Einzelerder gefundene Eigen
feid überlagert. Mit Benutzung des nach Nr. 8-12 bekannten Aus
breitungswiderstandes R! des Einzelerders ist dieses Eigenpotential 

g;/ = J! . Rp (81) 

so daß sich durch Addition von (80a) und (81) das resultierende Erder
potential ergibt 

(82) 

Das Fremdpotential (80a) ist in Strenge nicht genau konstant längs 
der Erderoberfläche ; vielmehr ergibt die Überlagerung des Eigenfeldes 
mit dem Fremdfeld in der Umgebung der Erderoberfläche als Fläche 
konstanten Potentiales eine von dem gegebenen Erder abweichende Ober
flächengestalt, so daß (82) für einen gegenüber der ursprünglichen Form 
etwas deformierten Erder gilt. Bei Benutzung der GI. (82) vernachlässigt 
man also diese Deformation, eine praktisch stets zulässige Verein
fachung. 

Indem man in (82) l sämtliche Werte von I bis n durchlaufen läßt, 
entstehen n lineare Gleichungen, die genau zur Berechnung der n Erder
ströme aus dem Erderpotential fPo ausreichen. 

Wir führen diese Auswertung zunächst für den wichtigsten Sonder
fall des symmetrischen Mehrfacherders durch: Die Einzelerder 

besitzen unter sich gleichen Ausbrei
tungswiderstand Ro und sind auf einem 
Kreise vom Halbmesser (!... gleich
mäßig verteilt. Jeder Einzelerder führt 
daher den n ten Teil des gesamten Erder
stromes J 

J Jx =- (83) 
11. 

und da nach Abbildung 22 

dx ! = 2 t> ... ·1 Bin : (k -l) I, (84) 

Abb.22. Zur M~~=r~ymmetrlscher so ergibt (82) 

J ( ~1 1 ) fPo = -. R + ,.c.; . 
11. x=l 2 ",,·2 em.8jn~. k 

(82a) 



Einzelerder in grollem Abstand. 31 

Der resultierende Erderwiderstand bereehnet sieh also aus 
n-1 

R - Ro + 1 . ~. '" _1 __ R (1 + 1 f(n)) 
- n 2:Jl ,,·2 em n ~ .:Jl - 00 2 :Jl ,,·2 em' Roo ' 

,,=1 sm n·" (82b) 
n-1 

wo fen) = ~ .}; __ 1_ der folgenden Zahlentafel oder Abb. 23 zu 
n .:Jl 

,,=1 sIn -." 
n 

entnehmen ist; hierbei gilt fiir groBe n: f (n) = '" ! [In n + 0,12] :Jl 

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 j 15 I 20 

fen) 0,50 0,77 0,96 1,10 1,22 1,32 1,41 1,48 1,55 11,81 11,98 

Der Giitegrad eines solehen Erders betragt nach Gl. (79) 

1 
'Y} = -----.-----

1 + 2 n ". 21em . Roo ·f(n) 
(820) 

Wegen der symmetrisehen Verteilung des Stromes auf die Einzelerder 
gibt der Giitegrad hier nieht nur die Versehleehterung des Gesamterder
widerstandes gegeniiber dem 
Grenzfall an, sondern er laBt f(n. 

sieh aueh als Verhaltnis des 
friiher berechneten Ausbrei. 
tungswiderstandes eines Einzel. 
erders zu seinem im Mehrfach· 
erder resultierenden Ausbrei. 
tungswiderstand deuten. 

z, 
Y,a 
,,6 
~'" 
,,2 
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qa 
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II Als Beispiel behandeln wir 
einen in mittlerem Erdreieh 
erstellten Mehrfacherder, der 
aus lO gleiohmaBig auf einem 
Kreise mit em = 500 em Halb· 
messer verteilten Rohrerdern 
mit denAbmessungeneo = 2cm, 
l = 200 em zusammengesetzt 

0 o Z '" 6 8 m ~ ~ $ m _ 
n 

Abb.23. Hllfslrurve zur Berechnung des Giitegrades 
symmetrischer Mehriacherder. 

ist. Der Ausbreitungswiderstand eines Einzelerders betragt naeh Nr. 10 
Ro = 42,2 Q; es ist also 

R = 42,2 = 4 22 Q 
00 10 ' 

und naeh (82e) 

1 
'Y} = 10. 

1 + 2 n.2. 500. 4,22 .1,55 
1+~,585 = 63%, 
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Der resultierende Erderwiderstand berechnet sich also aus 
n-1 

R - Ro + 1 . ~. '" _1 __ R (1 + 1 f(n)) 
- n 2:Jl ,,·2 (!m n ~ .:Jl - 00 2 :Jl ,,·2 (!m' Roo ' 

,,=1 sm:;." (82b) 
.. -1 

wo f(n) = ~ .}; __ 1_ der folgenden Zahlentafel oder Abb. 23 zu 
n .:Jl 

,,=1 sln -." 
n 

entnehmen ist; hierbei gilt für große n: f (n) = '" ! [In n + 0,12] :Jl 

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 j 15 I 20 

jen) 0,50 0,77 0,96 1,10 1,22 1,32 1,41 1,48 1,55 11,81 11,98 

Der Gütegrad eines solchen Erders beträgt nach GI. (79) 

1 
'Y} = -----.-----

1 + 2 n "'21
(!m .Roo ·f(n) 

(82c) 

Wegen der symmetrischen Verteilung des Stromes auf die Einzelerder 
gibt der Gütegrad hier nicht nur die Verschlechterung des Gesamterder
widerstandes gegenüber dem 
Grenzfall an, sondern er läßt fm. 

sich auch als Verhältnis des 
früher berechneten Ausbrei. 
tungswiderstandes eines Einzel. 
erders zu seinem im Mehrfach· 
erder resultierenden Ausbrei. 
tungswiderstand deuten. 

z, 
Y,a 

'-6 
~t,< 

'-2 
f, 

qa 
..,.. 
qt,< 

~ 

..---
..,./ 

V 
v: 

11" 
/ 

1/ Als Beispiel behandeln wir 
einen in mittlerem Erdreich 
erstellten Mehrfacherder , der 
aus lO gleichmäßig auf einem 
Kreise mit (!m = 500 cm Halb· 
messer verteilten Rohrerdern 
mit den Abmessungen (! 0 = 2cm, 
l = 200 cm zusammengesetzt 

0 o z t,< 6 8 m ~ ~ $ m _ 
n 

Abb.23. Hllfslrurve zur Berechnung des Gütegrades 
symmetrischer Mehriacherder. 

ist. Der Ausbreitungswiderstand eines Einzelerders beträgt nach Nr. 10 
R o = 42,2 Q; es ist also 

R = 42,2 = 4 22 Q 
00 10 ' 

und nach (82c) 

1 
'Y) = 10. 

1 + 2 n.2. 500. 4,22 .1,55 
1+~,585 = 63%, 
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so daB sich der Erderwiderstand auf 

R B", 4,22 6 7 0 
= 0,63 = 0,63 = , 

erhoht. Bei doppeltem Halbmesser des Mehrfacherders, also vierfa.chem 
Geliindeaufwand, steigt der Giitegrad auf 

1 
n = 10' 

1 + 2 n.2.1000.4,22· 1,55 
1 + ~,293 = 77,5 % 

entsprechend einem Erderwiderstand 

R = ~7~5 = 5,450. 

Bei Anwendung normaler Abmessungen biiBt man also durch die 
gegenseitige Beeinflussung der Einzelerder einen recht erheblichen Teil 
des durch die Parallelschaltung erzielten V orteiles wieder ein. 

F Wenn die Einzelerder nach Abb.24 in einer 
: Reihe angeordnet werden, verteilt sich der Strom 

....., .. ' + ¥:Oi'IU. nicht mehr gleichmaBig auf sie. Wir wollen in 
iEd~-d~ 

Abb.24. Mehrfacherder am diasem Fall die GI. (82) fiir Einzelerder auswerten, 
vier nebenelnander ange- welche unter sich gleichen Ausbreitungswider

ordneten Einzelerdern. 
stand Ro besitzen und voneinander um den 

konstanten Abstand d entfernt sind. Um das Wesentliche zu erkennen, 
beschriinken wir die Rechnung auf einen aus 4 Einzelerdern bestehen
den Erder. 

Bezeichnen wir die beiden inneren Erder mit dem Index I, die 
beiden iiuBeren mit dem Index 2, so erhalten wir 

f/Jo = J1 ·Ro + J1 • 2n
1
".d + JII • 2 n

1
x.d + JII • 2n~.2d I 

1 1 1 (82 d) 
m -J.·R +J. .--+J. ._-+J. .--
TO -!I 0 II 2nx3d 1 2nxd 1 2nx2d' 

(82e) 

J2 = f/Jo • ( 1) ( 1) 9 1 .80+-- . .80+ - -=-~ 2nxd 2nx·3d 4(2n"d)B 

Man erkennt hieraus, daB die iiuBeren Erder einen gro8eren Strom 
fiihren ala die inneren, deren Stromlinien durch jene teilweise a~
geschirmt werden; die Erderbelastung wird um. 80 verschiedener, je 
niiher die Erder aneinander rocken. Dar gesamte Erderstrom ergibt 
sich zu 
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so daß sich der Erderwiderstand auf 

R B", 4,22 6 7 0 
= 0,63 = 0,63 = , 

erhöht. Bei doppeltem Halbmesser des Mehrfacherders, also vierfa.chem 
Geländeaufwand, steigt der Gütegrad auf 

1 
n = 10' 

1 + 2 n.2.1000.4,22· 1,55 
1 + ~,293 = 77,5 % 

entsprechend einem Erderwiderstand 

R = ~7~5 = 5,450. 

Bei Anwendung normaler Abmessungen büßt man also durch die 
gegenseitige Beeinflussung der Einzelerder einen recht erheblichen Teil 
des durch die Parallelschaltung erzielten Vorteiles wieder ein. 

Wenn die Einzelerder nach Abb.24 in einer 
Reihe angeordnet werden, verteilt sich der Strom 
nicht mehr gleichmäßig auf sie. Wir wollen in 

Abb.24. Mehrfacherder aus diesem Fall die GI. (82) für Einzelerder auswerten, 
vier nebeneinander ange- welche unter sich gleichen Ausbreitungswider-

ordneten Einzelerdern. 
stand R o besitzen und voneinander um den 

konstanten Abstand d entfernt sind. Um das Wesentliche zu erkennen, 
beschränken wir die Rechnung auf einen aus 4 Einzelerdern bestehen
den Erd er. 

Bezeichnen wir die beiden inneren Erder mit dem Index I, die 
beiden äußeren mit dem Index 2, so erhalten wir 

fPo = J1 ·Bo + J1 • 2n
1
".d + JII • 2 n

1
x.d + JII • 2n~.2d I 

1 1 1 (82d) 
m -J.·B +J. .--+J. ._-+J. .--
rO -!I 0 11 2nx3d 1 2nxd 1 2nx2d' 

(82e) 

J2 = fPo • ( 1) ( 1) 9 1 .80+-- . .80+ - -=-~ 2nxd 2nx·3d 4(2n"d)B 

Man erkennt hieraus, daß die äußeren Erder einen größeren Strom 
führen als die inneren, deren Stromlinien durch jene teilweise a~
geschirmt werden; die Erderbelastung wird um _ 80 verschiedener, je 
näher die Erder aneinander ricken. Der gesamte Erderstrom ergibt 
sich zu 
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1 10 
4 Ro - 2 n "d . 3-

J=(J1 +J2 )2='Po' 1 1 9 1 (82f) 
(Ro+ 2n"d)' (Ro+ 2n ".3d) - 4' (2n"d)2 

so daB 

R = (Ro + 27rk) (Ro + 2~d) - ~ . (2 n: d)2 

1 10 
4 Ro - 2 n'" d • 3 

( 1 + _1_) (1 + 1 ) .,,------9 ~ 
=R 2n:udRo 2n:,,3dRo -4(2nudR;" Roo (82 g) 

00 1- 1 .~ '1J 
2nudRo 6 

resultierenden Erdungswiderstand und Giitegrad bestimmt. Fiir das 
friiher benutzte Zahlenbeispiel und d = 300 em findet sieh 

R = 42,2 = 10 55 Q 
00 4 ' 

und 10' 5 
1- .-

2 n· 300· 42,2 6 

17=(1+ 10' \(1+ 10 4 )_~( 10' j" 
2n·300·42,2) 2n:·900.42,2 4 2n.300·42,2; 

1-0,105 901 

1 126. 1 042 _ 0 0355 = 7 1o. , , , 
Hierbei herrscht nach (82e) ein Stromverhaltnis 

422-~.~ 
, 2 ",·300 6 = 36,0 = 0,91, 
422-~.! 39,6 

, 2 n·300 2 

so daB auf die inneren Erder je 23,8%, auf die auBeren je 26,2% des Ge
samtstromes entfallt. 

Die hier entwickelte Methode kann stets angewandt werden, wenn 
die Einzelerder nahezu halbkugel£ormige Gestalt besitzen; sie versagt 
fiir Rohrerder und Banderder, wenn die Einzelerder sehr nahe benaeh
bart liegen, weil dann die Bereehnung des an jedem Erder wirksamen 
Fremdpotentiales als Summe von Quellpunktspotentialen gemaB (81) 
nieht mehr zulassig ist. Um aueh diese Aufgabe in einfaeher Form zu 
losen, benutzen wir die 

15. Hilfsmittel aus der Theorie des ebenen Potentiales. Ein Potential
feld heiBt in einem rechtwinkligen Koordinatensystem x, y, z eben, 
wenn es von einer Koordinate, z. B. z, unabhangig ist. Die Differential
gleichung des ebenen Potentiales entsteht also aus (10) dureh Streichen 
der Potentialableitung nach z 

(85) 
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1 10 
4 Ro - 2 n "d . 3-

J=(J1 +J2 )2='Po' 1 1 9 1 (82f) 
(Ro+ 2n"d)' (Ro+ 2n ".3d) - 4' (2n"d)2 

so daß 

R = (Ro + 27rk) (Ro + 2~d) - ~ . (2 n: d)2 

1 10 
4 Ro - 2 n'" d • 3 

( 1 + _1_) (1 + 1 ) .,,------9 ~ 
=R 2n:udRo 2n:,,3dRo -4(2nudR)" R oo (82g) 

00 1- 1 .~ '1J 
2nudRo 6 

resultierenden Erdungswiderstand und Gütegrad bestimmt. Für das 
früher benutzte Zahlenbeispiel und d = 300 cm findet sich 

R = 42,2 = 10 55 Q 
00 4 ' 

und 10' 5 
1- .-

2 n· 300· 42,2 6 

17=(1+ 10' \(1+ 10 4 )_~( 10' j" 
2n·300·42,2j 2n:·900.42,2 4 2n.300·42,2; 

1-0,105 901 

1 126. 1 042 _ 0 0355 = 7 1o. , , , 
Hierbei herrscht nach (82e) ein Stromverhältnis 

422-~.~ 
, 2 ",·300 6 = 36,0 = 0,91, 
422-~.! 39,6 

, 2 n·300 2 

so daß auf die inneren Erder je 23,8%, auf die äußeren je 26,2% des Ge
samtstromes entfällt. 

Die hier entwickelte Methode kann stets angewandt werden, wenn 
die Einzelerder nahezu halbkugelförmige Gestalt besitzen; sie versagt 
für Rohrerder und Banderder, wenn die Einzelerder sehr nahe benach
bart liegen, weil dann die Berechnung des an jedem Erder wirksamen 
Fremdpotentiales als Summe von Quellpunktspotentialen gemäß (81) 
nicht mehr zulässig ist. Um auch diese Aufgabe in einfacher Form zu 
lösen, benutzen wir die 

15. Hilfsmittel aus der Theorie des ebenen Potentiales. Ein Potential
feld heißt in einem rechtwinkligen Koordinatensystem x, y, z eben, 
wenn es von einer Koordinate, z. B. z, unabhängig ist. Die Differential
gleichung des ebenen Potentiales entsteht also aus (10) durch Streichen 
der Potentialableitung nach z 

(85) 

Ollendorff, Erdströme. 3 
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Die Existenz eines ebenen Potentiales ist an Stromquellen gekniipft, 
welche lings der z-Richtung gleichmii.Big verteilt sind; dem Quellpunkts. 
potential (25a) des raumlichen Feldes entspricht daher ein Quell· 
linienpotential des ebenen Feldes. 

Wir beschreiben die Starke der Stromquelle durch den pro Langen
einheit erzeugten Strom i, die Liniendichte der Quelle. Da das 
Potential von der z-Koordinate unabhangig ist, besitzt das Feld keiner
lei Komponente in z-Richtung; die Ebenen z = konst werden von Strom
linien erfiillt, die Flii.chen gleichen Potentiales sind im allseitig unbe
grenzten, homogenen Medium zur Quellinie konzentrische Zylinder. 
Durch die Langeneinheit einer solchen Flache vom Halbmesser e treten 
die von i erzeugten Stromlinien aus Symmetriegriinden gleichmaBig hin
dumh; es ergibt sich daher ihre Dichte 

und also das Feld 

. i 
t=--

2;n;e 
(86) 

~ = _i_. (86a) 
23("e 

Durch Integration finden wir das Potential der Quellinien 
i 

cp = - 23(" .Ine· (87) 

Es unterscheidet sich von dem Quellpunktspotential (25a) wesentlich 
dadurch, daB es im Unendlichen nicht verschwindet, sondern (logarith
misch) negativ unendlich wird; man muB daher, um ein physikalisch 
realisierbares Feld zu erhalten, das Feld durch einen leitenden Zylinder 
von beliebig groBem, aber endlichem Radius nach auBen abschlieBen. 

Eine viel allgemeinere LOsung der Gleichung (85) laBt sich aus den 
Eigenschaften einer komplexen Funktion w = u + j v des komplexen 
Argumentes1 z = x + j y ableiten 

w = u +jv = fez) = f(x + jy) (88) 
Die Differentiation nach dz = dx und dz = j dy ergibt 

ow au . (1) • AU (1) 

OZ = ox + 1 ox = - 1 oy + oy' (88a) 

da der Differentialquotient eindeutig sein muB; diese Bedingung der 
analytischen Funktion zieht durch Vergleich von Real- und Imaginar
teil in (88a) die Cauchy-Riemannschen Gleichungen nach sich 

oder 

01) OU 
ox= - oy 
iP1) iP1) 

ox2 + oy9. = O. 

(88 b) 

(88 c) 

1) Z ist natiirlich nicht mit der oben benutzten Koordinate des rechtwinkligen, 
rli.umlichen Koordinatensystemes zu verwechseln! 
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Die Existenz eines ebenen Potentiales ist an Stromquellen geknüpft, 
welche längs der z-Richtung gleichmäßig verteilt sind; dem Quellpunkts. 
potential (25a) des räumlichen Feldes entspricht daher ein Quell· 
linienpotential des ebenen Feldes. 

Wir beschreiben die Stärke der Stromquelle durch den pro Längen
einheit erzeugten Strom i, die Liniendichte der Quelle. Da das 
Potential von der z-Koordinate unabhängig ist, besitzt das Feld keiner
lei Komponente in z-Richtung; die Ebenen z = konst werden von Strom
linien erfüllt, die Flächen gleichen Potentiales sind im allseitig unbe
grenzten, homogenen Medium zur Quellinie konzentrische Zylinder. 
Durch die Längeneinheit einer solchen Fläche vom Halbmesser e treten 
die von i erzeugten Stromlinien aus Symmetriegründen gleichmäßig hin
durch; es ergibt sich daher ihre Dichte 

und also das Feld 

. i 
t=--

2;n;e 
(86) 

~ = _i_. (86a) 
23("e 

Durch Integration finden wir das Potential der Quellinien 
i 

cp = - 23(" .lne· (87) 

Es unterscheidet sich von dem Quellpunktspotential (25a) wesentlich 
dadurch, daß es im Unendlichen nicht verschwindet, sondern (logarith
misch) negativ unendlich wird; man muß daher, um ein physikalisch 
realisierbares Feld zu erhalten, das Feld durch einen leitenden Zylinder 
von beliebig großem, aber endlichem Radius nach außen abschließen. 

Eine viel allgemeinere Lösung der Gleichung (85) läßt sich aus den 
Eigenschaften einer komplexen Funktion w = u + j v des komplexen 
Argumentes1 z = x + j y ableiten 

w = 'U +jv = fez) = fex + jy) (88) 

Die Differentiation nach dz = dx und dz = j dy ergibt 
ow O'U • (1) .ou (1) 

OZ = ox + 1 ox = - 1 oy + oy' (88a) 

da der Differentialquotient eindeutig sein muß; diese Bedingung der 
analytischen Funktion zieht durch Vergleich von Real- und Imaginär
teil in (88a) die Cauchy-Riemannschen Gleichungen nach sich 

oder 

01) OU 
ox= - oy 

i]91) i]91) 

ox2 + 01/9. = O. 

(88b) 

(88c) 

1) Z ist natürlich nicht mit der oben benutzten Koordina.te des rechtwinkligen, 
räumlichen Koordinatensystemes zu verwechseln! 
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Real- und ImaginarteiI einer beliebigen komplexen analytischen Funk
tion sind also, wie aus dem Vergleich mit (85) hervorgeht, Losungen der 
Differentialgleichung des ebenen Potentiales. 

16. Mehrfacherder in geringem Abstande. Urn die Einzelerder eines 
Mehrfacherders in einen gegen ihre Abmessungen kleinen Abstand zu 
bringen, muB man Rohre oder Bander als Erdungselement verwenden; 
auf sie ist die folgende Untersuchung beschrankt. 

Die in Nrn. 10, 11 , 12 durchgefiihrten Rechnungen haben gezeigt, 
daB das Potential dieser Erder senkrecht 
zur Langserstreckung von der Erder
oberflache aus zunachst logarithmisch ab
falIt, urn sich mit wachsendem Abstand 
vom Erder dem QuelIpunktspotentiale (27 c) 
zu nahern. Das ebene Potential (87) be
schreibt also - nach Hinzufiigung 
einer geeigneten Additionskonstan
ten - das in der Erderumgebung 
wirksame Feld. 

Wir machen von diesem Satze Ge
brauch, urn einen symmetrischen Mehr
facherder nach Abb. 25 zu berechnen ; 
dieser bestehe aus n gleichen Rohren vom 
Halbmesser eo und der Lange l > eo, 

,- . , ' 

i 
i 
i 
i 
I 
i 

--

' .... ~ .,-
I 
i 
i 

..... : ~o 

J I 
i 

----- --

welche auf einem Kreise vom Halbmesser Abb. 25. Symmetrlscher Mehrtach· 
erder . em < l verteilt sind. 

Sei z" die (komplexe) Achsenkoordinate des "ten Rohres, so lautet 
sein Feld (87) in komplexer Schreibweise (88), da Iz - z" I = e 

qJ = 2~ lReln(z - z,,) nx 
(89) 

und also das Potential alIer Erder 
• ft 

qJ = 2; x me 2ln(z - z,,)· . . = 
,,=1 

= _ i_ . lRe In (z - z ) (z - z ) . .. (z -- z ). 2 n x 1 2 .. 
(89a) 

Hierbei sind die z,,' wenn der Koordinatenursprung in das Zentrum 
der ganzen Anordnung gelegt wird, durch die Kreisteilungsgleichung 
gegeben 

z" = e~, (90) 
so daB aus (89a) entsteht 

m = -~-. . ffie1n (zn - d' \ == -~. ffie In ~/ (zn - en ) . 
'r 2-", ,, r::m/ 2nx t m 

(89b) 

3* 
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Real- und ImaginärteiI einer beliebigen komplexen analytischen Funk
tion sind also, wie aus dem Vergleich mit (85) hervorgeht, Lösungen der 
Differentialgleichung des ebenen Potentiales. 

16. Mehrfacherder in geringem Abstande. Um die Einzelerder eines 
Mehrfacherders in einen gegen ihre Abmessungen kleinen Abstand zu 
bringen, muß man Rohre oder Bänder als Erdungselement verwenden; 
auf sie ist die folgende Untersuchung beschränkt. 

Die in Nrn. 10, 11 , 12 durchgeführten Rechnungen haben gezeigt, 
daß das Potential dieser Erder senkrecht 
zur Längserstreckung von der Erder
oberfläche aus zunächst logarithmisch ab
fällt, um sich mit wachsendem Abstand 
vom Erder dem Quellpunktspotentiale (27 c) 
zu nähern. Das ebene Potential (87) be
schreibt also - nach Hinzufügung 
einer geeigneten Additionskonstan
ten - das in der Erderumgebung 
wirksame Feld. 

Wir machen von diesem Satze Ge
brauch, um einen symmetrischen Mehr
facherder nach Abb. 25 zu berechnen ; 
dieser bestehe aus n gleichen Rohren vom 
Halbmesser eo und der Länge l > eo, 
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welche auf einem Kreise vom Halbmesser Abb. 25. Symmetrischer Mehrfach· 
erder . em < l verteilt sind. 

Sei z" die (komplexe) Achsenkoordinate des "ten Rohres, so lautet 
sein Feld (87) in komplexer Schreibweise (88), da Iz - z" I = e 

qJ = 2~ lReln(z - z,,) 
n" 

(89) 

und also das Potential aller Erder 
• ft 

qJ = 2;" ffle 2ln(z - z,,)· . . = 
,,=1 

= _ i_ . lRe In (z - z ) (z - z ) . .. (z -- z ). 
2 n " 1 2 .. 

(89a) 

Hierbei sind die z", wenn der Koordinatenursprung in das Zentrum 
der ganzen Anordnung gelegt wird, durch die Kreisteilungsgleichung 
gegeben 

zn = e~, (90) 
so daß aus (89a) entsteht 

m = -~_. . ffieIn (zn - rl' \ == -~. ffie In ~/ (zn - e" ) . 
'r 2n " r::ml 2n" t m 

(89b) 

3* 
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Mit Z = flm + flo, flo -< em ergibt sich das Erderpotential 

(89c) 

Nun ist i·n der Strom, der dem Langenelement des Mehrfacherders 
entquillt. Er wiirde auf einem Rohr vom Halbmesser ew, welches allein 
als Erder wirkt, nach (89) das Potential erzeugen 

Wahlt man 

, in In 
fPo = -2- ew' nx (89 d) 

(91) 

so werden die Potentiale (89c) und (89d) auf der Erderoberflii.che 
identisch. Da sie fUr groBes z ebenfalls ineinander iibergehen, kann man 
an Stelle des Mehrfacherders einen einzigen Rohrerder mit dem durch 
(91) bestimmten Ersatzhalbmesser substituieren. Mit Benutzung 
dieses Begriffes erhiilt man aus (65) sogleich den Ausbreitungswiderstand 
des Mehrfacherders 

Da nach (65) 

21 
In---

~.In 21 

R=~ 
00 2nxl' 

80 ergibt sich der Giitegrad 

In 21 
Boo eo 

fJ=-=--~2~1-
B nIn---

~G e,.v ne:; 

In~ 
eo 

n In 2 I -In n eo 
em em 

(92) 

(93) 

(93 a) 

FUr einen aus 10 Rohren vom Halbmesser eo = 2 em und der Lange 
Z = 200 om erstellten Erder, welche langs eines Kreises vom Radius 
flm = 100 cm verteilt sind, ergibt sich nach Nr. 10 

Roo = 4~02 = 4,22 Q. 

Der Giitegrad berechnet sich aus (93a) 

In 2·200 
2 

fJ = 2.200 2 
lO·In 100 -In 10'100 

5,3 _ 34 20{ 
:;-:10'--.::-1,=390--+"-·1,61 - , 0, 

36 Mehrfaoherder im homogenen Erdreich. 

Mit z = (!m + (!o' (!o -< l!m ergibt sich das Erderpotential 

(89c) 

Nun ist i·n der Strom, der dem Längenelement des Mehrfacherders 
entquillt. Er würde auf einem Rohr vom Halbmesser l!w, welches allein 
als Erder wirkt, nach (89) das Potential erzeugen 

Wählt man 

, in In 
fPo = -2- l!w' nx (89d) 

(91) 

so werden die Potentiale (89c) und (89d) auf der Erderoberfläche 
identisch. Da sie für großes z ebenfalls ineinander übergehen, kann man 
an Stelle des Mehrfacherders einen einzigen Rohrerder mit dem durch 
(91) bestimmten Ersatzhalbmesser substituieren. Mit Benutzung 
dieses Begriffes erhält man aus (65) sogleich den Ausbreitungswiderstand 
des Mehrfacherders 

Da nach (65) 

21 
In---

~.ln 21 

R=~ 
00 2nxl' 

80 ergibt sich der Gütegrad 

In 21 
B oo eo 

fJ=-=--~2~1-
B nIn---

~G !I,.V ne:; 

In~ 
eo 

n In 2 I -ln n !lo 
!Im !Im 

(92) 

(93) 

(93a) 

Für einen aus 10 Rohren vom Halbmesser l!o = 2 cm und der Länge 
Z = 200 om erstellten Erder, welche längs eines Kreises vom Radius 
(!m = 100 cm verteilt sind, ergibt sich nach Nr. 10 

R oo = 4~02 = 4,22 Q. 

Der Gütegrad berechnet sich aus (93a) 

In 2·200 
2 

fJ = 2.200 2 
lO·ln 100 -ln 10'100 

5,3 _ 342°/ 
:;-:10'--.::-1,=390--+"-·1,61 - , 0, 
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so daB der Erderwiderstand auf 

R = :~~22 = 12,3 Q , 
ansteigt. Um den Gultigkeitsbereich der Formel (93a) zu priifen, unter
suchen wir einen gleichen Erder, bei welchem aber die Rohre auf einem 
Kreise vom Radius em = 200 cm angeordnet sind: 

In 2·200 
2 

~ = 2·200 2 
10.ln.1OO -In 10. 200 

5,3 _ 574 01 
10.0,694 + 2,3 - , 0 

wahrend die fur Einzelerder in groBem Abstand hergeleitete Gl. (82c) 
fur den gleichen Fall 

1 1 
~ = 104 = 1 + 1,46 = 40,6% 

1+ 2n.400.4,22 ·1,55 

liefert. Da hier weder die V oraussetzung groBen, noch die kleinen Ab
standes der Einzelerder erfullt ist, muB man sich mit dem Mittelwert 
'YJ = f"OoJ 48% begnugen; die hiermit erzielte Genauigkeit reicht indes fur 
aIle praktisch vorkommenden Zwecke voIIig aus. 

0 

~ 
~ ~ 

---./' 
..,., 

? 

0, 

6 0'0 a 'I- 6 8 10 f2 ~ f6 1820 
n AuBendrohfZ(1'hl 

Abb.26. Zum Ersatzhalbmesser Abb. 27. Zur Berecbnung des wirksamen Halbmeseen filr eID 
elnes Selles. Sell. 

Wir bestimmen mittels Gl. (91) den Ersatzhalbmesser eines Seiles 
mit n AuBendrahten nach Abb. 26, wie es zur Rerstellung von Band
erdern haufig benutzt wird. Rier ist 

und also 

R . n 

~ 
nSIll -

. n n 
n = n • nsm- = n . , 
~w ~m n C:s • n 

1 + Slll
n 

(94) 

(91a) 

wo der Seilhalbmesser el = em + eo eingefuhrt ist. In Abb. 27 ist der 
hierdurch vermittelte Zusammenhang zwischen dem Ersatzhalbmesser 
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so daß der Erderwiderstand auf 

R = :~~22 = 12,3 Q , 
ansteigt. Um den Gültigkeitsbereich der Formel (93a) zu prüfen, unter
suchen wir einen gleichen Erder, bei welchem aber die Rohre auf einem 
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liefert. Da hier weder die Voraussetzung großen, noch die kleinen Ab
standes der Einzelerder erfüllt ist, muß man sich mit dem Mittelwert 
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Wir bestimmen mittels GI. (91) den Ersatzhalbmesser eines Seiles 
mit n Außendrähten nach Abb. 26, wie es zur Herstellung von Band
erdern häufig benutzt wird. Hier ist 

und also 

R . n 

~ 
nSIll -

. n n 
n = n • nsm- = n . , 
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1 + SIll
n 

(94) 

(91a) 

wo der Seilhalbmesser (]l = (]m + (]o eingeführt ist. In Abb. 27 ist der 
hierdurch vermittelte Zusammenhang zwischen dem Ersatzhalbmesser 
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und dem Seilhalbmesser als Funktion der Hings des Umfanges verIegtelL 
Drahtzahl gemaJl der Zahlentafel wiedergegeben 

n 2 3 4 5 I 6 7 8 9 10 15 20 

(J .. / (J. 0,707 0,738 0,761 0,782 10,800 0,819 0,831 0,845 0,856 0,894 0,916 

Urn die Wirkungsweise eines Mehrfaeherders zu ubersehen, bei 
welehem gleiehartige Rohre in einer Reihe nebeneinander eingesehlagen 

Abb. 28. Ebene Platte uod 
ihr Ersatzhalbmesscr. 

sind, behandeln wir den Grenzfall so dieht 
gesetzter Rohre, daJl ihre Gesamtheit nahezu 
eine ebene Platte nach Abb. 28 darstellt. Wir 
erhalten hiermit zugleich das mittels der 
Spiegelungsmethode symmetrisch erganzte Feld 
eines Mehrfaeherders, dessen Einzelerder dieht 
nebeneinander langs der Erdoberflaehe verIegt 
sind. 

tTber allgemeinere Anordnungen von Mehr
facherdern vgl. Nr. 50. 

17. Der Ersatzhalbmesser einer ebenen Platte. Auf der naeh Abb. 28 
in der Realachse gelegenen ebenen Platte der Lange a besitzt die durch 

a .. 
Z=2" sID 1W (95) 

bestimmte Funktion w einen konstanten Realteil. Denn aus (95) folgt 

a .' a. ( . ) a ( . (,'!. + fr' i . ) "28ill1W="2SID 1u-v = -2- --1>;;>tnucosv ~O USIDV 

=x + iy, (95a) 
also nimmt u auf den Ellipsen 

x9 y' 

-:---:-;( a )2C--- + (a)9 '2 [oj2 u 2"'@5in2 u 
= 1 

konstante Werte an; insbesondere ergibt sieh fur u = 0 die e bene 

Platte als Grenzfall einer Ellipse, deren groBe Halbachse gleieh ; , 

deren kleine gleich Null ist. 
Fur sehr groBe I z I gilt 

. a.. a. e, (fw)_e-;(;w) a. 
lim "2 SID 1 W = "2 hm 2 . = 4 1 eW 

Izl-+oo Izl-+oo J 
(95 b) 

und es entsteht aus (95) 

limw = lnz.~.~ = lnz _In _a - lnj . 
Izl-+oo a J 4 

(95e) 

Die Funktion 

u = ffie ( w) = ffie {- ( - i arcsin ?~ + In -:- + In j )} 2 ~ " (95d) 
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Um die Wirkungsweise eines Mehrfacherders zu übersehen, bei 
welchem gleichartige Rohre in einer Reihe nebeneinander eingeschlagen 

Abb. 28. Ebene Platte und 
ihr Ersatzhalbmesser. 

sind, behandeln wir den Grenzfall so dicht 
gesetzter Rohre, daß ihre Gesamtheit nahezu 
eine ebene Platte nach Abb. 28 darstellt. Wir 
erhalten hiermit zugleich das mittels der 
Spiegelungsmethode symmetrisch ergänzte Feld 
eines Mehrfacherders, dessen Einzelerder dicht 
nebeneinander längs der Erdoberfläche verlegt 
sind. 

über allgemeinere Anordnungen von Mehr
facherdern vgl. Nr. 50. 

17. Der Ersatzhalbmesser einer ebenen Platte. Auf der nach Abb. 28 
in der Realachse gelegenen ebenen Platte der Länge a besitzt die durch 

a .. 
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konstante Werte an; insbesondere ergibt sich für u = 0 die ebene 

Platte als Grenzfall einer Ellipse, deren große Halbachse gleich ; , 

deren kleine gleich Null ist. 
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. a.. a. e, (fw)_e-;(;w) a. 
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Izl-+oo Izl-+oo J 
(95 b) 

und es entsteht aus (95) 
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(95c) 

Die Funktion 

u = \Re ( w) = \Re {- ( - i arcsin ?~ + In -:- + In j )} 2 ~ " (95d) 



Der Ersatzhalbmesser einer ebenen Platte. 39 

erfiillt also einerseits die auf der Platte herrsehenden Grenzbedingungen 
(21) und geht anderseits mit waehsendem Izl in das Quellinienpotential 

a 
(87) iiber. Fiir z = -2 erhiilt man somit das Erderpotential 

i a 
cp = U a = - - ·In - - . 

o Z= -- 2 n" 4 
2 

(95e) 

Naeh (87) wiirde sieh das gleiehe Potential auf einem runden Erder ein· 
stellen, dessen Ersatzhalbmesser ew man aus 

a In -- = lnll . 4 O:w' (96) 

bestimmt. Der Ersatzhalbmesser einer Platte ist also gleieh dem vierten 
Teil der Plattenbreite, vgl. Abb. 28. Dieses Ergebnis fiihrt jetzt die 
Bereehnung von Erdern, die aus Flaehband hergestellt sind, auf 
die in Nr. lO-12 behandelten Falle zuriiek, indem man den vierten 
Teil der Flaehbandbreite als wirksamen Runddrahthalbmesser einsetzt. 

FUr einen Mehrfaeherder nach Abb. 29 erhalt man 
mit Benutzung von (96) den Ausbreitungswiderstand 
naherungsweise zu 

ln~ In 8l 
R=~=_a_ 

2n"l 2n"l' 
(97) 

so daB der Giitegrad eines solehen Erders betragt 

In 2l 
eo 

'Y} =-81' 
nIn -

a 

1i1ffirt-
IJ ll ~j~ 

Abb.29. Mehrfaeherdcr 
mit dleht ncbenelnander 
elngeschl agenen Rohren. 

(97 a) 

Beispielsweise ergeben lO Rohre (eo = 2 em, l = 200 em), welehe langs 
einer Streeke von a = 1 m dieht nebeneinander eingesehlagen sind, 
mit Benutzung der Werte der Nr.IO 

In 2· 200 

R = 42,2 = 4 22 !J. 2 5,30 01 
co 10 ' , 'Y} = --~-.200 = 10.2,78 = 19 0, 

10.ln lOO 

also einen Widerstand von 

R = 4,22 = 222 !J 
0,19 ' 

rund die Halfte eines Einzelerders; wiirde man a auf 600 em vergroBern, 
so erhoht sieh der Giitegrad betraehtlieh auf 

2·200 
In-2- 5,30 

'Y} = ---8.200 = 10.104 = 510f0, 
10·In 600 ' 

Der Ersatzhalbmesser einer ebenen Platte. 39 

erfüllt also einerseits die auf der Platte herrschenden Grenzbedingungen 
(21) und geht anderseits mit wachsendem Izl in das Quellinienpotential 

a 
(87) über. Für z = -2 erhält man somit das Erderpotential 

i a 
cp = U a = - - ·ln - - . 

o Z= -- 2 n" 4 
2 

(95e) 

Nach (87) würde sich das gleiche Potential auf einem runden Erder ein
stellen, dessen Ersatzhalbmesser (1w man aus 
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4 "w' (96) 

bestimmt. Der Ersatzhalbmesser einer Platte ist also gleich dem vierten 
Teil der Plattenbreite, vgl. Abb. 28. Dieses Ergebnis führt jetzt die 
Berechnung von Erdern, die aus Flachband hergestellt sind, auf 
die in Nr. 10-12 behandelten Fälle zurück, indem man den vierten 
Teil der Flachbandbreite als wirksamen Runddrahthalbmesser einsetzt. 

Für einen Mehrfacherder nach Abb. 29 erhält man 
mit Benutzung von (96) den Ausbreitungswiderstand 
näherungsweise zu 

In~ In Sl 
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(97) 

so daß der Gütegrad eines solchen Erders beträgt 
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1i1ffirt-
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(97 a) 

Beispielsweise ergeben 10 Rohre ((10 = 2 cm, l = 200 cm), welche längs 
einer Strecke von a = 1 m dicht nebeneinander eingeschlagen sind, 
mit Benutzung der Werte der Nr.IO 

In 2· 200 

R = 42,2 = 4 22 !J. 2 5,30 0/ 
co 10 ' , 'Yj = --~-.200 = 1O.2,7S = 19 0, 

10.In lOO 

also einen Widerstand von 

R = 4,22 = 222 !J 
0,19 ' 

rund die Hälfte eines Einzelerders; würde man a auf 600 cm vergrößern, 
so erhöht sich der Gütegrad beträchtlich auf 

2·200 
In-2- 5,30 

'Yj = ---S.200 = 10.104 = 510f0, 
10·ln 600 ' 
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so daB dieser Erder, wie zu erwarten, etwas giinstiger ist als die Anord
nung auf einem gleieh groBen Kreisumfang (vgl. den vorigen Absehnitt) . 

Der geringe Giitegrad eines aus dieht zusammengelegten Rohren oder 

Abb.30. Mehlfacherdcr, mittel te 
Rohle eot/ernt. 

Bandern bestehenden Mehrfaeherders riihrt 
von der uberaus geringen Beteiligung der 
mittelsten Einzelerder an der gesamten "Ober
leitung des Stromes in die Erde her. Um 
hierfur ein quantitatives MaB zu gewinnen, 
bereehnen wir einen Erder naeh Abb. 30, bei 
welehem die mittleren Rohre innerhalb einer 
Streeke d < a ausgelassen sind. Bei hin

reiehender Einsehlagdiehte der Rohre kann man das System zunaehst 
durch zwei Platten annahern, welche je die Lange 

a' = ; (a - d) (98) 

aufweisen, und diese lassen sieh naeh (96) dureh zwei Rohre vom Halb
messer 

ersetzen, welche um 

1, a-d 
e"' = "4- a = - 8-

1 
d' = a - a' = "2 (a + d) 

(98a) 

(98b) 

voneinander entfernt sind. Endlich gestatten diese beiden Ersatzrohre 
nach (91) die Zusammenfassung zu einem einzigen, des sen Ersatzhalb
messer 

e = d'. ~r;. (ltV = Vd' e = 2. y~2 -=- d~ 
'" 2 r - ...!.d' U 4 

2 

(98e) 

betragt. Der Gutegrad eines solchen Erders ist 

In~ In 2~ 
1]=~= (l~l 

n·In=- n·In-= 
(lrv ta2 - d 2 

Fur den oben genannten Erder erhalt man naeh Entfernung der mit
telsten 4 Stabe (n = 10 - 4 = 6, a = 100 em, d = 3 . 11,1 = 33,3 em) 

Ra. = 4~2 = 7,05 D; 2·200 
1]= In-2 - 53 

--- 8.200 - = 6.282 = 31,3%, 
6·In ----- ' tlOO. - 332 

80 daB 

R = ;3°153 = 22,5 D. 
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Der Ersatzhalbmesser einer ebenen Platte. 41 

Durch Vergleich mit der entsprechenden Rechnung des vorigen Ab
schnittes erkennt man, daB in der Tat der Widerstand trotz Entfernung 
der vier Rohre nur ganz unwesentlich gewachsen ist; die mittelsten 
Rohre konnen demnach ohne merklichen Schaden fur den Mehr
facherder fortgelassen werden. 

Eine ahnliche Dberlegung zeigt die Verteilung des Stromes eines 
Kreisplattenerders (Nr. 9) uber die zur Verfugung stehende Ober
flache hin. Schneidet man aus einer Scheibe vom Halbmesser eo cine 
konzentrische Scheibe vom Halbmesser el heraus, so 
besitzt der ubrigbleibende Ring die Breite 

a = eo - el 
und den mittleren Halbmesser (Abb. 31) 

e = 120+121 
m 2 

(99) 

(99 a) 

,I I 
, I 

t-I"o-

Abb.31. 
Rlnglormlger 
P)&ttenerder. 

Ersatz des Bandes durch einen Runddraht vom Halbmesser 

(99b) 

gestattet sogleich zur angenaherten Berechnung des Ring-Ausbreitungs
widerstandes die Anwendung der G1. (75) 

eo + 121 

R = "' __ I_ . _____ 2 __ ln8. 2 =_1_ ._ 2_ . ln16 120+121 (100) 
r 2 Jl" Jl (!lo + !ll) 120 - el 2 Jl" 120 + 121 120 - 121 

-4-

Durch Einfuhrung von (54a) erhalt man den Ringwiderstand relativ 
zum Kreisscheibenwiderstand % 

~ 
Rr 2 2 1 +12Jeo 
- = "' - ·-- ·ln16 - - --

'80 

R Jl2 1 el 1 - eJeo' 1 +-
120 

60 

WJ 

'20 

80 

60 

WJ 

20 

(lOOa) 

Diese Beziehung ist in Abb.32 f, 

dargestellt, wobei zu beachten 
ist, daB sie fur kleine el natur
gemaB ungiiltig wird; in diesem 
Bereiche ist daher die gezeichnete 
Kurve graphisch extrapoliert. 
Man erkennt hieraus, daB die 

/ 
/ 

1-- -- :....-
,...., 

--
I;Z-

0 
mittleren Flachenteile auBer- 0 q1 ¥ 43 WI 45 0,6 47 0,8 o~ .f. w. 
ordentlich wenig zur gesamten Abb. 32. Alli!nutzung runes rlnglOrmlgen p)"tten-

Dberleitung des Stromes in das erders n&ch Abb. 31. 

Erdreich beitragen; diese ist vielmehr auf die Randzonen beschrankt. 
Dieses Ergebnis laBt sich auf Mehrfacherder anwenden, bei welchen 
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die Einzelerder iiber eine groBe Fliiche hin verteiIt sind: Die 
im Zentrum der FHiche befindlichen Einzelerder sind von sehr geringer 
Wirksamkeit. Man sieht daher besser von der AusfiilIung der ge
samten Fliiche ab und versieht ledigIich die Randzone mit Erdern, 
welche dann ringartig oder Iinienartig angeordnet werden. 

IV. Tiefenerder im homogenen Erdreicb. 
18. Aufgabe der Tiefenerder. Unter Tiefenerdern versteht man 

Erder, deren Beriihrungsfliiche mit dem Erdreich vollstiindig unter der 
Erdoberflache Iiegt. Dieser Definition zufolge muB man eine Beriihrung 
der Erderzuleitungen mit der Erde ausschIieBen: Diese sind isoliert 

J durch das Erdreich bis zum Erder zu fiihren, 
~~~~~~:;;;!I:"<Ji so daB sich die grundsiitzliche Konstruktion 

sol/erie ZuliJlJrung eines Tiefenerders nach Abb. 33 ergibt. 

I 
Brunnen 

. Uberleilvng in das 
Erdreich 

Wiihrend die Mehrfacherder zur Her-
stellung eines moglichst niedrigen Aus
breitungswiderstandes dienen, ohne daB man 
mit ihrer Hilfe Gefahrstrom und Gefahr
zone wirksam vergroBern kann, sollen die 
Tiefenerder vornehmlich das Feld an der 
Erdoberfliiche tunlichst herabsetzen, um so 
bei festgehaltenen GroBen des Gefahrstromes 

Abb.33. Grundllitzllche Konstruk· und der Gefahrzone die zuliissige Strom-
tlon elnes Tlefenerders. 

belastung des Erders zu erhohen. 
Nach symmetrischer Erganzung des Stromungsfeldes mittels der 

Spiegelungsmethode erhiilt man als gleichwertiges System einen Erder 
mit zwei spiegelbildlich zur Erdoberfliiche gelegenen Stromsystemen. 
Der Ausbreitungswiderstand eines Tiefenerders kann hiernach aus 
den Gesetzen des Mehrfacherders hergeleitet werden; das definierende 
Merkmal der Tiefenerder gegeniiber den Mehrfacherdern ist vielmehr die 
Gestalt des Spannungstrichters. Wiihrend bei den bisher behandel
ten, an der Erdoberfliiche angeordneten Erdern das Maximum der 
Schrittspannung in der unmittelbaren Niihe des Erders auftrat, bleibt 
jetzt das Spannungsgefiille in der Erderumgebung ohne EinfluB auf den 
Spannungstrichter; die hochste Schrittspannung tritt in einiger Ent
fernung yom Erder auf. Der Korperwiderstand eines Menschen, 
der von dem Felde eines Tiefenerders gefiihrdet ist, setzt sich 
daherunterdenAnnahmenderNr.6 stets aus dem Ausbreitungs
widerstand beider FiiBe zusammen; der Gefahrstrom eines 
Tiefenerders steigt so mit unter sonst gleichen Umstanden 
auf das Doppelte des Gefahrstromes eines an der Erd· 
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die Einzelerder über eine große Fläche hin verteilt sind: Die 
im Zentrum der Fläche befindlichen Einzelerder sind von sehr geringer 
Wirksamkeit. Man sieht daher besser von der Ausfüllung der ge
samten Fläche ab und versieht lediglich die Randzone mit Erdern, 
welche dann ringartig oder linienartig angeordnet werden. 

IV. Tiefenerder im homogenen Erdreich. 
18. Aufgabe der Tiefenerder. Unter Tiefenerdern versteht man 

Erder, deren Berührungsfläche mit dem Erdreich vollständig unter der 
Erdoberfläche liegt. Dieser Definition zufolge muß man eine Berührung 
der Erderzuleitungen mit der Erde ausschließen: Diese sind isoliert 

J durch das Erdreich bis zum Erder zu führen, 
~~~~~~:;;;!I:"<Ji so daß sich die grundsätzliche Konstruktion 

sol/erle Zu!iJlJrung eines Tiefenerders nach Abb. 33 ergibt. 

I 
Brunnen 

. Überleilvng in das 
ErdreiCh 

Während die Mehrfacherder zur Her-
stellung eines möglichst niedrigen Aus
breitungswiderstandes dienen, ohne daß man 
mit ihrer Hilfe Gefahrstrom und Gefahr
zone wirksam vergrößern kann, sollen die 
Tiefenerder vornehmlich das Feld an der 
Erdoberfläche tunlichst herabsetzen, um so 
bei festgehaltenen Größen des Gefahrstromes 

Abb.33. Grundllitzllche Konstruk· und der Gefahrzone die zulässige Strom-
tlon eines Tlefenerders. 

belastung des Erders zu erhöhen. 
Nach symmetrischer Ergänzung des Strömungsfeldes mittels der 

Spiegelungsmethode erhält man als gleichwertiges System einen Erder 
mit zwei spiegelbildlich zur Erdoberfläche gelegenen Stromsystemen. 
Der Ausbreitungswiderstand eines Tiefenerders kann hiernach aus 
den Gesetzen des Mehrfacherders hergeleitet werden; das definierende 
Merkmal der Tiefenerder gegenüber den Mehrfacherdern ist vielmehr die 
Gestalt des Spannungstrichters. Während bei den bisher behandel
ten, an der Erdoberfläche angeordneten Erdern das Maximum der 
Schrittspannung in der unmittelbaren Nähe des Erders auftrat, bleibt 
jetzt das Spannungsgefälle in der Erderumgebung ohne Einfluß auf den 
Spannungstrichter ; die höchste Schrittspannung tritt in einiger Ent
fernung vom Erder auf. Der Körperwiderstand eines Menschen, 
der von dem Felde eines Tiefenerders gefährdet ist, setzt sich 
daher unter den Annahmen derNr. 6 stets aus dem Ausbreitungs
widerstand beider Füße zusammen; der Gefahrstrom eines 
Tiefenerders steigt somit unter sonst gleichen Umständen 
auf das Doppelte des Gefahrstromes eines an der Erd-
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oberfla ehe befindliehen Erders ; dariiber hinaus waehst er mit 
zunehmender Eingrabtiefe des Erders infolge der immer groBer wer
denden Entfernung vom Erder an. 

19. Tiefenerder in groBer Eingrabtiefe. Wir setzen eine gegen die 
linearen Erderabmessungen groBe Eingrabtiefe t (vg1. Nr. 14) voraus; 
zur Bereehnung des Ausbreitungswiderstandes konnen wir dann 
die G1. (82b, 82e) heranziehen und erhalten mit n = 2, em = t 

(101) 

Hierin bedeutet Ro den friiher bereehneten Ausbreitungswiderstand 
des an der Erdoberflaehe be- 1,0 

findliehen Erders, wobei dieser 
sowohl als Einfaeherder wie 
als Mehrfaeherder ausgefiihrt 
sein kann. 
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Um den Spannungstrieh
ter darzustellen, verbinden wir 
den Erder mit seinem Spiegel
bilde und zahlen auf der Erd
oberflaehe die radialen Entfer
nungen e von dieser Aehse. Die 
Entfernung eines Aufpunktes 
der Erdoberflaehe von Erder 
und Spiegelbild ist dann 

0,3 

0,2 

0,1 
2.JrlCt .r-"-f fur s- t 

r-r- I--

(102) 

n:.:.r 
Q f 2 3 'I 5 6 7 8 ~ 

o 
t 

Abb. 34. Spannungstrlchter und Schrlttspannung 
elnes Tlefenerders ffir 8 = t. Ffir 8 =1= t sind die 
Werte der Schrlttspannung mit dem Verh9.ltnis 

Mit Rueksieht auf (27b) ergibt 
8:t zu multlpllzleren. 

sieh der Spannungstriehter als Summe des vom Erder und von seinem 
Spiegelbild herruhrenden Quellpunktspotentiales (Abb. 34) 

J 1 J 1 qy = 2· - .-- =_·_-- . 
4 n '" e 2 :It '" ~ t2 + e 2 

(103) 

Innerhalb der bier benutzten Naherung koIinen wir die Sehrittspan 
n u ng als Produkt der Feldstarke mit der Sehrittweite darstellen 

OqJ J 8'e 
E=-8'-=--'~-~~ 

• a e 2 n '" (t2 + e2)' / •• 
(103 a) 

Sie versehwindet naeh Abb. 34 fur e = 0 und e ~ 00 und erreieht ein 
Maximum an dem dureh 

iJ E., = -~'8 (t2 +e2)'/ . • - 3e2 (t2 +e2)'/ .) = O. 
oe 2 n'" (t2 + e9)3 ' 

bestimmten Orte: 
J 2f2 8 E = - .~. ---

8mu 2n", 3.yS t2 ' 

t eg = -;= (103b) 
)2 

(103 e) 
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oberflä che befindlichen Erders ; darüber hinaus wächst er mit 
zunehmender Eingrabtiefe des Erders infolge der immer größer wer
denden Entfernung vom Erder an. 

19. Tiefenerder in groBer Eingrabtiefe. Wir setzen eine gegen die 
linearen Erderabmessungen große Eingrabtiefe t (vg1. Nr. 14) voraus; 
zur Berechnung des Ausbreitungswiderstandes können wir dann 
die GI. (82b, 82c) heranziehen und erhalten mit n = 2, f!m = t 

(101) 

Hierin bedeutet R o den früher berechneten Ausbreitungswiderstand 
des an der Erdoberfläche be- 1,0 

findlichen Erders, wobei dieser 
sowohl als Einfacherder wie 
als Mehrfacherder ausgeführt 
sein kann. 
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Um den Spannungstrich
ter darzustellen, verbinden wir 
den Erder mit seinem Spiegel
bilde und zählen auf der Erd
oberfläche die radialen Entfer
nungen f! von dieser Achse. Die 
Entfernung eines Aufpunktes 
der Erdoberfläche von Erder 
und Spiegelbild ist dann 

0,3 

0,2 

0,1 
2.JrlCt .r-"-f fürs- t 

r-r- I--

(102) 

n:.:.r 
Q f 2 3 'I 5 6 7 8 ~ 
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Abb. 34. SpannungstrIchter und SchrIttspannung 
eines Tlefenerders für 8 = t. Für 8 =1= t sind die 
Werte der SchrIttspannung mit dem Verhältnis 

Mit Rücksicht auf (27b) ergibt 
8:t zu multipliZieren. 

sich der Spannungstrichter als Summe des vom Erder und von seinem 
Spiegelbild herrührenden Quellpunktspotentiales (Abb. 34) 

J 1 J 1 qJ = 2· - .-- =_·_-- . 
4 n '" e 2 n '" ~ t2 + e 2 

(103) 

Innerhalb der hier benutzten Näherung köIinen wir die Schrittspan 
nu ng als Produkt der Feldstärke mit der Schrittweite darstellen 

OqJ J 8'e 
E=-8'-=--'~-~~ 

• 0 e 2 n '" (t2 + e2)' / •• 
(103a) 

Sie verschwindet nach Abb. 34 für e = 0 und f! ~ 00 und erreicht ein 
Maximum an dem durch 

nE., = -~'8 (ti +e2)'/ . • - 3e2 (ti +e2)'I.) = O' 
oe 2 n'" (t2 + e9)3 ' 

bestimmten Orte: 
J 2f2 8 E = - .~. ---

8mu 2n", 3.YS t2 ' 

t 
f!g = -;= (103b) 

)2 

(103c) 
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Ihr Verlauf weicht daher in der Tat von dem Verlauf der Schrittspan
nung eines Oberflachenerders vollig abo Der hochste Korperstrom be
tragt 

i = E·m .. =~. 2 f 2 . ,s . . 4"d = i. 4 f2.~ 
max 2r 23l" 3.f3 t2 3l 3.1'3 t2 • 

(103d) 

Mit (30) errechnet sich der Gefahrstrom des Tiefenerders 

(103 e) 

Beispielsweise ist flir t = 10 m, 8 = 1 m und d = 20 em = 0,2 m 

3l 3· V3 100 
Jg = 20 . 4 f2 ·1.0,2 = 72 Amp. 

die in der Entfernung 
10 

(lg = )2 = 7,07 m 

lebensgefahrlieh wird. Der Gefahrstrom eines Tiefenerders ist also in 
der Tat viel groBer als der Gefahrstrom eines an der Erdoberflache an-

f (t) 
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0. ,38 
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I 
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0. VI, 

i 
.,.. . I 0. 

I 
r i 0. 

I 
16 

\ I 

12 \ 
I \ 

0. 1 , \ 

0 o 2 

geor dn E d rs, und dieser Erfolg des Eingrabens wiichst eten r e 
naeh (103e) qua dratiseh mit der Eingrabtiefe an. 

Strome bestimmt sich die Gefahrzone 
rperstromes 

FUr groBere 
mittels des Ko 

_ . s·e . 4r.d = i . 2 s d.~_ 
" (t2 + (/)'/. ' 3l t 2 (1 + e2 ft2)' /. 

. E, J 
~ - - -
t - 2r - 23l 

2 s d ) 1 7 · ( ((lI t S 20 Amp. , (103 f) 
J 

=- ~ 

n 

wo die Funktio n f aus Abb. 35 zu entnehmen ist. Bei
t sich fiir t = 10 m, 8 = 1 m, d = 0,2 m 

mp. die Gefahrzone aus 
spielsweise ergib 
und J = 200A 

((+)=;0 t2 1 3l 100 1 . 2sa: 7 = zo· 2.1.0,2 · 2uO = 0,196, 

also elt = 1,85; e = 18,5 m. 

"-
I"-

- l"- I-
6 8 

Obwohl also die Gefahrzone etwas 
kleiner ist als der Wert nach Gl. (44a) , 
der sich fiir den gleichen Erderstrom zu 
22,6 m ergab, ist der Vorteil durch das 
Eingraben doch lange nicht so groB, als 
es auf Grund des Gefahrstromes den An
schein hat. Selbst dieser kleine V orteil 

Abb.35. Hilfskurvc fUr die Ennlttelung 
der Gef&brzone elnes !rugeWirmigen verschwindet aber, wenn man zu groBe-

Tlefenerders. . 
ren Stromen iibergeht. 

Um fiir diese Folgerung einen quantitativen Anhalt zu haben, 
bea-chten wir, daB naeh Abb. 34 und 35 der Gef a hrs trom vollstandig 
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Ihr Verlauf weicht daher in der Tat von dem Verlauf der Schrittspan
nung eines Oberflächenerders völlig ab. Der höchste Körperstrom be
trägt 

i = E·m .. =~. 2 f 2 . ,s . . 4"d = i. 4 f2.~ 
max 2r 2n" 3.f3 t2 n 3.1'3 t2 • 

(103d) 

Mit (30) errechnet sich der Gefahrstrom des Tiefenerders 

(103 e) 

Beispielsweise ist für t = 10 m, 8 = 1 mund d = 20 cm = 0,2 m 

n 3· V3 100 
Jg = 20 . 4 f2 ·1.0,2 = 72 Amp. 

die in der Entfernung 
10 

{!g = )2 = 7,07 m 

lebensgefährlich wird. Der Gefahrstrom eines Tiefenerders ist also in 
der Tat viel größer als der Gefahrstrom eines an der Erdoberfläche an-
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geor dn E d rs, und dieser Erfolg des Eingrabens wächst eten r e 
nach (103c) qua dratisch mit der Eingrabtiefe an. 

Ströme bestimmt sich die Gefahrzone 
rperstromes 

Für größere 
mittels des Kö 

_ . s·e . 4r.d = i . 2 s d.~_ 
" (tZ + (/)',. ' n t2 (1 + e"ft2)'/. 

. E, J 
~ - - -
t - 2r - 2n 

2 s d ) 1 7 · ( ({!/t S 20 Amp. , (103 f) 
J 

=- ~ 

n 

wo die Funktio n f aus Abb. 35 zu entnehmen ist. Bei
t sich für t = 10 m, 8 = 1 m, d = 0,2 m 

mp. die Gefahrzone aus 
spielsweise ergib 
und J = 200A 

((+)=;0 t2 1 n 100 1 . 2sa: 7 = 20· 2.1.0,2 · 2uO = 0,196, 

also elt = 1,85; e = 18,5 m. 

"-
I"-

- l"- r-
6 8 

Obwohl also die Gefahrzone etwas 
kleiner ist als der Wert nach GI. (44a) , 
der sich für den gleichen Erderstrom zu 
22,6 m ergab, ist der Vorteil durch das 
Eingraben doch lange nicht so groß, als 
es auf Grund des Gefahrstromes den An
schein hat. Selbst dieser kleine Vorteil 

Abb.35. Hilf. kurve fÜI die Ennlttelung 
der Gef&mzone eines !rugeUörmigen verschwindet aber, wenn man zu größe-

Tlefenerders. . 
ren Strömen übergeht. 

Um für diese Folgerung einen quantitativen Anhalt zu haben, 
bea-chten wir, daß nach Abb. 34 und 35 der Gefahr s trom vollständig 
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zum Verschwinden gebracht werden kann, wenn 

_"-- . 2 8 d . f (~) == ~. 28 d. 386 < ~ . 
1l t2 it 1l t2 = 2U ' 

t > V ~ ·386 ·s ·d·J = Y 4,92·s.d.J, (103 g) 

gewahlt wird. Fur J = 1000 Amp. folgt hieraus als GroBenordnung 
der zur wirksamen Verkleinerung der Gefahrzone notwendigen Ein
grabtiefe 

t > Y 4,92·1 · 0,2 · 1000 = '" 30 m. 

Ihrer hohen Kosten wegen konnen derartige Tiefenerder praktisch 
nicht mehr hergestellt werden. Fur Hochstromerder muB man also 
stets mit einer Gefahrzone nach Gl. (44a) rechnen, so daB das Eingraben 
lediglich eine Verkleinerung des Ausbreitungswiderstandes nach sich 
zieht. 1m allgemeinen erreicht man das Gleiche einfacher durch "Ober
gang zu einem an der Erdoberflache erstellten Mehrfacherder. Man er
kennt hieraus, daB Tiefenerder nur fUr relativ kleine Erderstrome von 
Nutzen sind. 

20. Verkleinerung des Ausbreitungswiderstandes bei gerin,ger Ein
grabtiefe. Die im vorigen Abschnitt gegebene Darstellung versagt, wenn 
Eingrabtiefe und lineare Erderabmessungen von gleicher GroBenord
nung werden; das Feld darf dann nicht mehr aus 
der Quellpunktslosung abgeleitet werden, sondern 
seinem Verlauf ist die Stromung der jeweils vor
liegenden Erderform zugrunde zu legen, nachdem 
das Feld gemaB Nr. 5 symmetrisch erganzt ist. 
Wir untersuchen, inwieweit man durch Anwendung 
miiBiger Eingrabtiefen unter Verzicht auf eine Ver
kleinerung der Gefahrzone die Eigenschaften der 
Erder verbessern kann. 

Um zu einer einfachen Losung dieser Aufgabe 
zu gelangen, vernachlassigen wir analog den in Nr. 14 
durchgefuhrten "Oberlegungen die Deformation der 

Abb. 36. Ausbreltungs
Erderform, die die "Oberlagerung des vom Erder und wldcrstand cines Kugel. 

erders. 
von seinem Spiegelbilde herruhrenden Potentiales 
nach sich zieht. Fur den Vollkugelerder vom Halbmesser eo, der in die 
Tiefe t nach Abb. 36 eingesenkt ist, erhalt man auf diesem Wege das 
Erderpotential aus der QuellpunktslOsung (38) 

J 1 J 1 J 1 ( eo) 
({Yo = '" 4Jt,,· e~ + 41l" ·2t = 2;;-;'·2eo 1 + 2t ' (104) 

1 eo 1 J... eo 
1 1 +2t ' 2t 

R = "'-.-~-.-- = R .--
21l"eo 2 0 2 

so daB (104a) 
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zum Verschwinden gebracht werden kann, wenn 

_"-- . 2 8 d . f (~) == ~. 28 d. 386 < ~ . 
1l t 2 t:l 1l t2 = 2U ' 

t > V ~ ·386 ·s ·d·J = Y 4,92·s.d.J, (103g) 

gewählt wird. Für J = 1000 Amp. folgt hieraus als Größenordnung 
der zur wirksamen Verkleinerung der Gefahrzone notwendigen Ein
grabtiefe 

t > y 4,92·1 · 0,2 · 1000 = '" 30 m. 

Ihrer hohen Kosten wegen können derartige Tiefenerder praktisch 
nicht mehr hergestellt werden. Für Hochstromerder muß man also 
stets mit einer Gefahrzone nach GI. (44a) rechnen, so daß das Eingraben 
lediglich eine Verkleinerung des Ausbreitungswiderstandes nach sich 
zieht. Im allgemeinen erreicht man das Gleiche einfacher durch Über
gang zu einem an der Erdoberfläche erstellten Mehrfacherder. Man er
kennt hieraus, daß Tiefenerder nur für relativ kleine Erderströme von 
Nutzen sind. 

20. Verkleinerung des Ausbreitungswiderstandes bei gerio,ger Ein
grabtiefe. Die im vorigen Abschnitt gegebene Darstellung versagt, wenn 
Eingrabtiefe und lineare Erderabmessungen von gleicher Größenord
nung werden; das Feld darf dann nicht mehr aus 
der Quellpunktslösung abgeleitet werden, sondern 
seinem Verlauf ist die Strömung der jeweils vor
liegenden Erderform zugrunde zu legen, nachdem 
das Feld gemäß Nr. 5 symmetrisch ergänzt ist. 
Wir untersuchen, inwieweit man durch Anwendung 
mäßiger Eingrabtiefen unter Verzicht auf eine Ver
kleinerung der Gefahrzone die Eigenschaften der 
Erder verbessern kann. 

Um zu einer einfachen Lösung dieser Aufgabe 
zu gelangen, vernachlässigen wir analog den in Nr. 14 
durchgeführten Überlegungen die Deformation der 

Abb. 36. AUSbreitungs
Erderform, die die Überlagerung des vom Erder und widerstand eines Kugel. 

erders. 
von seinem Spiegelbilde herrührenden Potentiales 
nach sich zieht. Für den Vollkugelerder vom Halbmesser eo, der in die 
Tiefe t nach Abb. 36 eingesenkt ist, erhält man auf diesem Wege das 
Erderpotential aus der Quellpunktslösung (38) 

J 1 J 1 J 1 ( I?o) 
({Jo = '" 4Jt,,· e~ + 41l" ·2t = 2;;-;'·2I?o 1 + 2t ' (104) 

1 I?o 1 J... I?o 
1 1 +2t ' 2t 

R = "'-.-~-.-- = R .--
21l"l?o 2 ° 2 

so daß (104a) 
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den Ausbreitungswiderstand des kugelformigen Tiefenerders miSt. 
Hierin ist Ro der ·in Nr. 8 berechnete Ausbreitungswiderstand des 
Halbkugelerders; man erkennt, daB schon bei einer Eingrabtiefe von 
t = eo der Widerstand auf 

zuriickgeht, wahrend fUr t = 5eo bereits der Grenzwert 

iiS&L.a:sK~ 
R _ Ro 

00-2 

bis auf 10% erreicht wird. 

)It!!t!K1 
~ 

Abb.87. Zum Aus· 
breltungsw1derstand 
elnes Krelsplatten. 

-Das Potential einer Kreispla t te im allseitig 
unendlich ausgedehnten Erdreich ist nach (53), 
(53a) und (54) mit Rucksicht auf den jetzt halbierten 

Tiefenerders. 
Strom 

J . flo 
gJ = -- ·arcsm-. 

4",,, flo u 
(105) 

Hieraus leitete sich das Erderpotential einer parallel zur Erdoberflache 
in die Tiefe t nach Abb. 37 versenkten Kreisplatte ab : Dem Eigenpoten
tial des Erders (u = eo) 

(105 a) 

ist das Potential des Spiegelbildes zu uberlagern, welches mit e = 0, 
z = 2t mit (51) wird 

gJ' = _J_ . aresin flo 
4 .~ " flo l' (2 t)9 + flll (105 b) 

Als Erderpotential resultiert 

J 1 ('" . flO) 
gJo = 2 '" x flo·"2· "2 + arcsm :y(2~ 

= --. - 1 - aresm ::=;:~~=;:: J 1(+2 . flO) 
4 x flo 2 fr l' (2 t)· + flll ' 

(105 e) 

so daB der Ausbreitungswiderstand sich findet 

1 + ~ arcsin flo 
R = R. '" l' (2 ,.)9 + flll 

o 2 (105 d) 

Fur t= ! eo erhalt man also 

1 2 . 1 + - . arCSIn -= 
n l'2 

R = Ro· 2 = Ro·0,75 , 

so daB man beim Kreisplattenerder schon durch sehr maBige Eingrab
tiefen den Ausbreitungswiderstand stark heruntersetzt. 
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den Ausbreitungswiderstand des kugelförmigen Tiefenerders mißt. 
Hierin ist R o der ·in Nr. 8 berechnete Ausbreitungswiderstand des 
Halbkugelerders; man erkennt, daß schon bei einer Eingrabtiefe von 
t = eo der Widerstand auf 

zurückgeht, während für t = 5eo bereits der Grenzwert 
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Abb.87. Zum Aus· 
breltungsw1derstand 
eines KreIsplatten. 

-Das Potential einer Kreisplatte im allseitig 
unendlich ausgedehnten Erdreich ist nach (53), 
(53a) und (54) mit Rücksicht auf den jetzt halbierten 

Tiefenerders. 
Strom 

J . (!o 
gJ = - - ·arcsm-. 

4",,,(!o U 
(105) 

Hieraus leitete sich das Erderpotential einer parallel zur Erdoberfläche 
in die Tiefe t nach Abb. 37 versenkten Kreisplatte ab : Dem Eigenpoten
tial des Erders (u = eo) 

(105 a) 

ist das Potential des Spiegelbildes zu überlagern, welches mit e = 0, 
z = 2t mit (51) wird 

gJ' = _J_ . aresin (!o 
4 .~ " (!o l' (2 t)9 + (!il (105 b) 

Als Erderpotential resultiert 

J 1 ('" . (!o) 
gJo = 2 '" x (!o ."2. "2 + arcsm :y(2~ 

= --. - 1 - aresm ::=;:~~=;:: J 1(+2 . (!o) 
4 x (!o 2 fr l' (2 t)· + (!5 ' 

(105e) 

so daß der Ausbreitungswiderstand sich findet 

1 + ~ IU'Csin (!o 
R = R. '" l' (2 ,.)9 + (!ll 

o 2 (105d) 

Für t= ! eo erhält man also 

1 2 . 1 + - . arCSln -= 
n l'2 

R = Ro· 2 = Ro·0,75 , 

so daß man beim Kreisplattenerder schon durch sehr mäßige Eingrab
tiefen den Ausbreitungswiderstand stark heruntersetzt. 



Verkleinerung des Ausbreitungswiderstandes bei geringerer Eingrabtiefe. 47 

Die entspreehende Reehnung gibt beim Rohrerder (Nr. 10) aus 
(63), (63a), (63b), (64) mit halbiertem Strom jedes Rohres als Potential 

__ J_lnu+1 
f[!-8nx1 u-1' (106) 

wo l jetzt die hal be RohrUinge bedeutet. Das Eigenpotential ist 

(n = f[2 + e~) 
J 21 

f[! = --·In-- (106a) 
4 nx 1 eo 

und das Potential des Spiegelbildes mit u = z = 2t naeh (61) 

, J I 2t+1 
f[! = 8nx1' n 2t _ 1, (106 b) 

so daB das Erderpotential wird 

J 1( 211 2t+1) 
f[!o = 2nx{'-,[ In ~ + 2- ln 2t_1 (106e) 

und der Ausbreitungswiderstand 

R - _1_.}_ (In 21 + ~ In 2 t + 1) 
- 2 n x 1 2 \ eo 2 2 t - 1 . (106 d) 

Urn die Wirkung des Eingrabens bei konstanter Rohrlange zu erkennen, 
haben wir diesen Ausdruek mit dem Widerstande Ro naeh (65) zu ver
gleiehen, wobei aber 2l als ganze Rohrlange einzufiihren ist. Es ist 
demnaeh 

In 41 

In 41 
R = __ e_,,_ . 

o 2%x.21' 
R 

(106 e) ir= o 

eo 
Beispielsweise verringert sieh der Ausbreitungswiderstand eines Rohres 
von 2l = 200 em Lange und eo = 2 em Halbmesser dureh das Eingraben 
urn t = 2l im Verhaltnis 

und da man unter 

R 
1 5 

In 100 +-In-
_~~~2~_3_ = 0,965 

In 200 

In~ 
~~ = _(10 = In 100 = 0 87 
Ro In ~~ In 200 ' 

eo 
bei gleiehem Materialaufwand nieht herunterkommen kann, erzielt 
man dureh das Einsenken eines Rohrerders in die Erde 
keinen nennenswerten Vorteil. 

Urn den Ausbreitungswiderstand eines in maBiger Tiefe unter der 
Erde verlegten Banderders der Lange 2l zu finden, spezialisieren wir 

Verkleinerung des Ausbreitungswiderstandes bei geringerer Eingrabtiefe. 47 

Die entsprechende Rechnung gibt beim Rohrerder (Nr. 10) aus 
(63), (63a), (63b), (64) mit halbiertem Strom jedes Rohres als Potential 

__ J_lnu+1 
Cf!-8nx1 u-1' (106) 

wo l jetzt die halbe Rohrlänge bedeutet. Das Eigenpotential ist 

(n = f[2 + e~) 
J 21 

Cf! = --·In-- (106a) 
4 nx 1 eo 

und das Potential des Spiegelbildes mit u = z = 2t nach (61) 

, J I 2t+l 
Cf! = 8nxl' n 2t _ 1, (106 b) 

so daß das Erderpotential wird 

J 1( 2l 12t+l) 
Cf!o = 2nx{'-,[ In ~ + 2- ln 2t_l (106c) 

und der Ausbreitungswiderstand 

R - _1_.}_ (ln 21 + ~ In 2 t + l) 
- 2 n x 1 2 \ eo 2 2 t - 1 . (106d) 

Um die Wirkung des Eingrabens bei konstanter Rohrlänge zu erkennen, 
haben wir diesen Ausdruck mit dem Widerstande R o nach (65) zu ver
gleichen, wobei aber 2l als ganze Rohrlänge einzuführen ist. Es ist 
demnach 

In 4l 

In 4l 
R = __ e_,,_ . 

o 2%x.2l' 
R 

(106e) ir= o 

eo 
Beispielsweise verringert sich der Ausbreitungswiderstand eines Rohres 
von 2l = 200 cm Länge und 120 = 2 cm Halbmesser durch das Eingraben 
um t = 2l im Verhältnis 

und da man unter 

R 
1 5 

In 100 +-ln-
_~~~2~_3_ = 0,965 

In 200 

In~ 
~~ = _(10 = In 100 = 0 87 
Ro In ~~ In 200 ' 

eo 
bei gleichem Materialaufwand nicht herunterkommen kann, erzielt 
man durch das Einsenken eines Rohrerders in die Erde 
keinen nennenswerten Vorteil. 

Um den Ausbreitungswiderstand eines in mäßiger Tiefe unter der 
Erde verlegten Banderders der Länge 2l zu finden, spezialisieren wir 
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GI. (93a) auf n = 2em = t und erhalten 

R_Ro[2In¥-In~] _RO[l+ In !] (107) 
- 2 In 2 l - 2 In 2 l • 

eo eo 
Insbesondere ergibt sieh fur t = eo groBenordnungsmaBig die 

Wirkung des vollen Eindriiekens eines zunaehst an der Erdoberfliiehe 
verlegten Bandes in die Erde 

[ 
In~] 

R=", ~o 1+ iI' 
In

eo 

(107 a) 

also beispielsweise fur 2l = 400 em, eo = 2 em eine Widerstands
verringerung im Verhiiltnis 

R 
Ro 

l In 100 +-1; 200 = 0,94. 

Dagegen wiirde man durch Eingraben in einer Tiefe von t = ; = 200 em 

den Widerstand naeh (107) im Verhaltnis 

1 + In2 
R In 200 _ 0 565 
Ro 2 -, 

herabsetzen konnen; hier erzielt man also dureh das Eingraben erheb
liehe Vorteile. Die gleiehe "Oberlegung gilt gemaB (75a) fUr Kreisband
erder, sofem man die l durch die halbeLange 1tet des verlegten Bandes 
ersetzt. 

Fur den Spannungstriehter eines in maBiger Tiefe verlegten 
Tiefenerders ergibt sieh qualitativ der Verlauf nach Abb.34; man er
kennt hieraus, daB die Gefahrzone eines solehen Erders dureh das 
Eingraben praktisch nieht verkleinert wird. Lediglieh der Gefahrs tro m 
des Erders s~igt je nach der benu~ten Erderform. und der Eingrabtiefe 
an; da es hierbei nur auf die GroBenordnung ankommt, kann man sieh 
im allgemeinen mit einem Mittelwert des Ge£ahrstromes fUr den Erder 
an der Erdober.flii.ehe und des Gefahrstromes (103e) begnugen. 

v. Wirknng Ohmseher SpannnngsabfiUle im 
Erdersystem. 

21. Bedeutung des endlichen Widerst&ndes der Metalle fiir die Vorginge 
in Erdersystemen. In den bisher betra.chteten Erdersystemen haben wir 
die Leitfahigkeit sowohl der Erder als aueh etwaige Verbindungs-
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GI. (93a) auf n = 2em = t und erhalten 

R_Ro[2In~-In~] _RO[l+ In !] (107) 
- 2 In 2 l - 2 In 2 l • 

eo eo 
Insbesondere ergibt sich für t = eo größenordnungsmäßig die 

Wirkung des vollen Eindrückens eines zunächst an der Erdoberfläche 
verlegten Bandes in die Erde 

[ 
In~] 

R='"'-' ~o 1+ :1' 
In

eo 

(107a) 

also beispielsweise für 2l = 400 cm, eo = 2 cm eine Widerstands
verringerung im Verhältnis 

R 
Ro 

1 In 100 +-1; 200 = 0,94. 

Dagegen würde man durch Eingraben in einer Tiefe von t = ; = 200 cm 

den Widerstand nach (107) im Verhältnis 

1 + In2 
R In 200 _ 0 565 
Ro 2 -, 

herabsetzen können; hier erzielt man also durch das Eingraben erheb
liche Vorteile. Die gleiche Überlegung gilt gemäß (75a) für Kreisband
erder, sofern man die l durch die halbe Länge 3tet des verlegten Bandes 
ersetzt. 

Für den Spannungstrichter eines in mäßiger Tiefe verlegten 
Tiefenerders ergibt sich qualitativ der Verlauf nach Abb.34; man er
kennt hieraus, daß die Gefahrzone eines solchen Erders durch das 
Eingraben praktisch nicht verkleinert wird. Lediglich der Gefahrs tro m 
des Erders s~igt je nach der benu~ten Erderform. und der Eingrabtiefe 
an; da es hierbei nur auf die Größenordnung ankommt, kann man sich 
im allgemeinen mit einem Mittelwert des Gefahrstromes für den Erder 
an der Erdoberfläche und des Gefahrstromes (103c) begnügen. 

v. Wirkung Ohmseher Spannnngsabfiille im 
Erdersystem. 

21. Bedeutung des endlichen Widerstandes der Metalle für die Vorginge 
in Erdersystemen. In den bisher betrachteten Erdersystemen haben wir 
die Leitfähigkeit sowohl der Erder als auch etwaige Verbindungs-
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leitungen zwischen den Elementen eines Mehrfacherders als unendlich 
groB gegenuber der naturlichen Leitfahigkeit des Erdbodens voraus
gesetzt; da sich in einem solchen Leiter kein Feld aufrecht erhalten 
laBt, besitzt ein derartiges System ein konstantes Erderpotential, aus 
welchem insbesondere fur den Einzelerder die Grundforderung (21) folgt. 

Bei dem Bestreben, den Ausbreitungswiderstand fUr einen in die 
Erde uberzuleitenden Strom mehr und mehr zu verringern, muB man 
indes raumlich immer ausgedehntere Leitersysteme in die Erde betten; 
gleichzeitig wachst ihr Ohmscher Widerstand an. Von einer gewissen 
Grenze der raumlichen Erstreckung an konnen daher die innerhalb 
des Leitersystemes auftretenden Ohmschen Spannungs
abfalle die GroBenordnung der im Erdreich abfallenden 
Spannung erreichen; das Potential wird von Element zu Element ver
anderlich, das System zerfallt in meh~ere, durch Leitungsbahnen 
von endlichem Ohmschen Widerstand gekoppelte Erder. Diese 
Erscheinung bewirkt, daB die von der ZufUhrungssteIle des Stromes meist 
entfernten Erder nur einen sehr geringen Bruchteil des Gesamtstromes 
in die Erde uberleiten, so daB man den Ausbreitungswiderstand des Ge
samtgebildes nicht beliebig verringern kann. Der endliche Wider
stand der Metalle setzt somit eine untere Grenze des erreich
baren Ausbreitungswiderstandes raumlich ausgedehnter 
Leitersysteme. 

22. Verteilung des Erdschlu8stromes lings Hochspannungs-Frei
leitungen. Uberschlag oder KurzschluB zwischen einer Leitung und dem 
Mast leitet den ErdschluBstrom ein; dieser flieBt zum Teil unmittelbar 
uber den betroffenen Mast zur Erde, der Rest stromt durch das langs der 
Mastspitzen verlegte Erdseil auf die Nachbarmasten und von diesen 
ebenfalls zur Erde. 

Der Abstand der Maste voneinander wird als konstant langs der Lei
tung vorausgesetzt; er sei so groB, daB die Erdstromfelder benachbarter 
Masten einander nicht beeinflussen. Jeder MastfuB besitzt dann einen 
von der Stromverteilung unabhangigen Ausbreitungswiderstand R, 
der fur aIle Masten als gleich
groB vorausgesetzt wird. Das 
Erdseil wird durch seinen langs 
der Leitung konstanten Wider
stand r zwischen benachbarten Abb.38. Zur Stromverteilung langs einseitig un

Masten beschrieben. endlich langer Leitung 1. 

Wir behandeln zunachst den ErdschluB einereinseitig sehr (unendlich) 
langen Leitung nach Abb. 38. Der Fehlermast wird als Ursprung der 
Mastzahlung gewahlt; J n sei der Erderstrom des n ten Mastes, f{Jn sein 
Erderpotential, also f{Jn = I n • R . (108) 

1 Nach G. Riidenberg: Elektrische Schaltvorgange. 2. Aufl., S.165. 
Ollendorff, Erdstrome. 4 
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leitungen zwischen den Elementen eines Mehrfacherders als unendlich 
groß gegenüber der natürlichen Leitfähigkeit des Erdbodens voraus
gesetzt; da sich in einem solchen Leiter kein Feld aufrecht erhalten 
läßt, besitzt ein derartiges System ein konstantes Erderpotential, aus 
welchem insbesondere für den Einzelerder die Grundforderung (21) folgt. 

Bei dem Bestreben, den Ausbreitungswiderstand für einen in die 
Erde überzuleitenden Strom mehr und mehr zu verringern, muß man 
indes räumlich immer ausgedehntere Leitersysteme in die Erde betten; 
gleichzeitig wächst ihr Ohmscher Widerstand an. Von einer gewissen 
Grenze der räumlichen Erstreckung an können daher die innerhalb 
des Leitersystemes auftretenden Ohmschen Spannungs
abfälle die Größenordnung der im Erdreich abfallenden 
Spannung erreichen; das Potential wird von Element zu Element ver
änderlich, das System zerfällt in meh~ere, durch Leitungsbahnen 
von endlichem Ohmschen Widerstand gekoppelte Erder. Diese 
Erscheinung bewirkt, daß die von der Zuführungsstelle des Stromes meist 
entfernten Erder nur einen sehr geringen Bruchteil des Gesamtstromes 
in die Erde überleiten, so daß man den Ausbreitungswiderstand des Ge
samtgebildes nicht beliebig verringern kann. Der endliche Wider
stand der Metalle setzt somit eine untere Grenze des erreich
baren Ausbreitungswiderstandes räumlich ausgedehnter 
Leitersysteme. 

22. Verteilung des Erdschlußstromes längs Hochspannungs-Frei
leitungen. Überschlag oder Kurzschluß zwischen einer Leitung und dem 
Mast leitet den Erdschlußstrom ein; dieser fließt zum Teil unmittelbar 
über den betroffenen Mast zur Erde, der Rest strömt durch das längs der 
Mastspitzen verlegte Erdseil auf die Nachbarmasten und von diesen 
ebenfalls zur Erde. 

Der Abstand der Maste voneinander wird als konstant längs der Lei
tung vorausgesetzt; er sei so groß, daß die Erdstromfelder benachbarter 
Masten einander nicht beeinflussen. Jeder Mastfuß besitzt dann einen 
von der Stromverteilung unabhängigen Ausbreitungswiderstand R, 
der für alle Masten als gleich
groß vorausgesetzt wird. Das 
Erdseil wird durch seinen längs 
der Leitung konstanten Wider
stand r zwischen benachbarten Abb.38. Zur Stromverteilung längs einseitig un

Masten beschrieben. endlich langer Leitung 1. 

Wir behandeln zunächst den Erdschluß einer einseitig sehr (unendlich) 
langen Leitung nach Abb. 38. Der Fehlermast wird als Ursprung der 
Mastzählung gewählt; J n sei der Erderstrom des n ten Mastes, f{Jn sein 
Erderpotential, also f{Jn = Jn • R . (108) 

1 Nach G. Rüdenberg: Elektrische Schaltvorgänge. 2. Aufl., S.165. 
Ollendorff, Erdströme. 4 
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Der Spannungsabfall zwischen dem nten und dem (n + l)ten Mast 
wird durch den Seilstrom i"+1 verursacht 

CfJ .. - CfJ,.+l = i"+l·r, 

wobei wegen der Kontinuitat der Stromung 

in -i"+l = J,.. 
Elimination des Seilstromes aus (109) mittels (1l0) ergibt 

r 
CfJn +1 - 2 CfJ,. + CfJ,.-l = J,..r = CfJn 'I{' 

(109) 

(111) 

wo (108) beriicksichtigt wurde. Die im Unendlichen herrschende Grenz
bedingung verschwindenden Potentiales erfullt die Losung 

(112) 
mit 

e-a - 2 + ea = (2 @)in-~-r = ~; 

,,"' Ii 1 l/T V-r- (113) 
i:::ltn2"=-2"V]{; a='" -R' 

wo in der Naherungsformel fur- ex die Voraussetzung r < R gemacht 
wurde. Der Erderstrom des Fehlermastes ist wegen (108) 

J _'Eo 
0- R 

und der in das Erdseil ziehende Strom nach (109) 
a 

• ({J.o-({Jl 9'.o(l-e-a ) 9'.o.e 2 
~ =--= =---

1 r r l'rR • 

Die Summe beider Strome gleicht dem Fehlerstrom J f 

t112a) 

P12b) 

Jf=~.o(I+ V~e-f) 
=j;(I+V!{Vl+! ~ - ~ Vi})=~(~ +V! + !). (112 c) 

Das Gesamtsystem besitzt somit den Ausbreitungswiderstand 

R =9'.0= R < R 
a J, 1 1fl-l":T = . (1l2d) 

2-+Y ---':+4 

Der Fehlermast hat jetzt nicht mehr den gesamten ErdschluBstrom in 
die Erde uberzuleiten, sondem nur den Bruchteil 

J.~J,·~~J'·l ~<J,. 
2+ .---':+4 

(112 e) 
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Der Spannungsabfall zwischen dem nten und dem (n + l)ten Mast 
wird durch den Seilstrom i"+1 verursacht 

CfJ .. - CfJ,.+l = i"+l·r, 

wobei wegen der Kontinuität der Strömung 

in -i"+l = J,.. 
Elimination des Seilstromes aus (109) mittels (HO) ergibt 

r 
CfJn +1 - 2 CfJ,. + CfJ,.-l = J,..r = CfJn ']{, 

(109) 

(111) 

wo (108) berücksichtigt wurde. Die im Unendlichen herrschende Grenz
bedingung verschwindenden Potentiales erfüllt die Lösung 

(112) 
mit 

e-a - 2 + ea = (2 @)in-~-r = ~; 

,,",'" 1 1/7 V-r- (113) i:::l1U2"=-2"V]{; a="-' -R' 

wo in der Näherungsformel für- oc die Voraussetzung r < R gemacht 
wurde. Der Erderstrom des Fehlermastes ist wegen (108) 

J _'fo 
0- R 

und der in das Erdseil ziehende Strom nach (109) 
a 

• fP.o-fPl 9'.o(l-e-a ) 9'.o.e 2 
~ =--= =---

1 r r l'rR • 

Die Summe beider Ströme gleicht dem Fehlerstrom J f 

t112a) 

P12b) 

Jf=~.o(l+ V~e-f) 
=j;(1+V!{V1+! ~ - ~ Vi})=~(~ +V! + !). (112c) 

Das Gesamtsystem besitzt somit den Ausbreitungswiderstand 

R =9'.0= R < R 
a J, 1 1fl-l":T = . (H2d) 

2-+Y ---':+"4 

Der Fehlermast hat jetzt nicht mehr den gesamten Erdschlußstrom in 
die Erde überzuleiten, sondern nur den Bruchteil 

J.~J,·~~J'·l ~<J,. 
2+ .---':+"4 

(112e) 
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Der ErdschluBstrom kann also den Strom des Fehlermastes im Verhalt
nis (112e) ubertreffen, ohne daB die Gefahrzone des Mastes wachst; 
ebenso ist der Gefahrstrom des Systemes im gleichen Verhaltnis groBer 
als der Gefahrstrom des Mastes. 

Diese Beziehungen mogen fur ein Beispiel ausgewertet werden. Der 
Ausbreitungswiderstand eines MastfuBes sei R = 8 D, der Erdseilwider
stand zwischen benachbarten Masten r = 1,63 D. Es ist dann nach 
(112d) 8 8 

Ra = 1 1/ 8 1 = 2,77 = 2,88 D 

-2 + V 1,63 +-,f 
und nach (112c) 

Jo = 2,88 _ 0 36 
Jf 8 -, . 

Fur einen ErdschluBstrom J f = 200 Amp. stromt also durch den Fehler
mast nur J o = 72 Amp., und die Gefahrzone wird nach (44a) 

o = 1/40 .72 ·100· 20 em = 13,5 m 
'-g r:Jl . 

ist also nur etwa halb so groB wie bei der tJberleitung des gesamten 
ErdschluBstromes durch den Mast allein gemaB der Zahlenrechnung 
in Nr.8. 

Wenn der ErdschluB etwa in der Mitte einer sehr langen Leitung statt
findet, kann man die entwickelten Strom- und Spannungsverteilungs
Gleichungen auf jedes der beiden vom Fehlermast abgehenden Leitungs-

J,3 ./z J.., JQ J1 Ji ~ ..n 
Abb. 39. Zur Stromverteilung langs beiderseitig unendlich langer Leitung 1. 

stucke nach Abb.39 anwenden. In den gesamten Fehlerstrom geht 
daher·auBer dem Strom (112a) des Fehlermastes der Erdseilstrom (112b) 
zweimal ein, so daB an Stelle von (112c) 

Jr =j;(1 + 2~.e -f) 
CPo ( d R{11 1 r 1 l/r}) CPo II R =R 1+2Yr y1+ 4R -2"·VR =·1l·V 1+ 4 .,-- (112 e) 

Der Ausbreitungswiderstand des Systems betragt 

R = CPo = R <R 
a J, V R = 

1+4-
r 

(112 f) 

1 Nach R. Riidenberg: EIektrische SchaItvorginge. 2. Auf I., S.139. 
4* 
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Der Erdschlußstrom kann also den Strom des Fehlermastes im Verhält
nis (112e) übertreffen, ohne daß die Gefahrzone des Mastes wächst; 
ebenso ist der Gefahrstrom des Systemes im gleichen Verhältnis größer 
als der Gefahrstrom des Mastes. 

Diese Beziehungen mögen für ein Beispiel ausgewertet werden. Der 
Ausbreitungswiderstand eines Mastfußes sei R = 8 {J, der Erdseilwider
stand zwischen benachbarten Masten r = 1,63 {J. Es ist dann nach 
(112d) 8 8 

Ra = 1 1/ 8 1 = 2,77 = 2,88 {J 

-2 + V 1,63 +-.f 
und nach (112c) 

Jo = 2,88 _ 0 36 
J{ 8 -, . 

Für einen Erdschlußstrom J f = 200 Amp. strömt also durch den Fehler
mast nur J o = 72 Amp., und die Gefahrzone wird nach (44a) 

o = 1/40 .72 ·100· 20 cm = 13,5 m 
'-g r:Jl . 

ist also nur etwa halb so groß wie bei der Überleitung des gesamten 
Erdschlußstromes durch den Mast allein gemäß der Zahlenrechnung 
in Nr.8. 

Wenn der Erdschluß etwa in der Mitte einer sehr langen Leitung statt· 
findet, kann man die entwickelten Strom- und Spannungsverteilungs
Gleichungen auf jedes der beiden vom Fehlermast abgehenden Leitungs-

J,3 ./z J.., JQ J1 Ji ~ ..n 
Abb. 39. Zur Stromverteilung längs beiderseitig unendlich langer Leitung 1. 

stücke nach Abb. 39 anwenden. In den gesamten Fehlerstrom geht 
daher· außer dem Strom (112a) des Fehlermastes der Erdseilstrom (112b) 
zweimal ein, so daß an Stelle von (112c) 

Jr =j;(1 + 2~.e -f) 
CPo ( d ii {1/ 1 r 1 l/r }) CPo 1/ R 

= R 1 +2Yr y 1+ 4 R -2"·V R =·ll'V 1+4.,-- (112e) 

Der Ausbreitungswiderstand des Systems beträgt 

R = CPo= R <R 
a J, V R = 

1+4-
r 

(112 f) 

1 Nach R. Rüdenberg: Elektrische Schaltvorgänge. 2. AufI., S.139. 
4* 
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und der Fehlermast leitet den Bruchteil 

!l-,,= 1 <1 
R V -1+4! -

(112 g) 

des ErdschluBstromes in die Erde iiber. Mit den oben benutzten Zahlen 
findet sich 

8 
R = =1,76 Q; 

a V 8 
1 +4. 1,63 

so daB bei einem ErdschluBstrom von 200 Amp. ein Maststrom von 
44 Amp. flieBt, dem nach (44a) die Gefahrzone entspricht 

flg = JI ~ ·44·100· 20 cm = 10,6 m. 

Durch Vergleich mit den oben fiir die einseitig unendliche Leitung be
rechneten Werten erkennt man, daB der ErdschluB in der Leitungsmitte 
erheblich kleineren Ausbreitungswiderstand und verringerte Gefahr
zone ergibt. Bei der Berechnung der Gefahrdung, die durch einen Erd
schluBstrom in der Umgebung der Leitung hervorgerufen wird, hat man 
daher stets den gefahrlichsten Fall des Erdschlusses am Anfang (oder 
Ende) der Mastreihe anzunehmen. 

Um zu priifen, inwieweit die hier fiir unendlich lange Leitungen ab
geleiteten Beziehungen auf Leitungen endlicher Lange an
wendbar sind, suchen wir denjenigen Mast, fiir welchen das Erderpoten-

tial auf l~ des Erderpotentiales des Fehlermastes gesunken ist. Aus 

(112) folgt hierfiir mit Benutzung der Naherung (X = }t; (G1. 113) 

_1_ = e-an. n = In 100 = '" 4 6 .V! 
100 ' IX ' r ' 

(113) 

also in dem genannten Zahlenbeispiel 

n = 4,6 . v' 1~3 = '" 10 . 

Wenn also die Leitung mehr als etwa 20 Maste hat, so sind sowohl bei 
ErdschluB am Leitungsende als auch in der Leitungsmitte die abgelei
teten Formeln mit einem Fehler von hoohstens 1% richtig; diese Be
dingung ist stets erfiillt. Hieraus folgt zugleich, daB die Gefahrdung der 
Mastumgebung mit wachsender Entfemung vom Fehlermast auBer
ordentlich rasch abnimmt. 

Man benutzt das durch Mast und Erdseil dargestellte Erdersystem 
2:uweilen absichtlich, um eine etwa vorhandene ErderanIage zu verbes
sem, indem man das Erdseil mit dem Erder widerstandsfrei verbindet. 
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und der Fehlermast leitet den Bruchteil 

!l-,,= 1 <1 
R V -1+4! -

(112g) 

des Erdschlußstromes in die Erde über. Mit den oben benutzten Zahlen 
findet sich 

8 
R = =1,76 Q; 

a V 8 
1 +4. 1,63 

so daß bei einem Erdschlußstrom von 200 Amp. ein Maststrom von 
44 Amp. fließt, dem nach (44a) die Gefahrzone entspricht 

flg = JI ~ ·44·100· 20 cm = 10,6 m. 

Durch Vergleich mit den oben für die einseitig unendliche Leitung be
rechneten Werten erkennt man, daß der Erdschluß in der Leitungsmitte 
erheblich kleineren Ausbreitungswiderstand und verringerte Gefahr
zone ergibt. Bei der Berechnung der Gefährdung, die durch einen Erd
schlußstrom in der Umgebung der Leitung hervorgerufen wird, hat man 
daher stets den gefährlichsten Fall des Erdschlusses am Anfang (oder 
Ende) der Mastreihe anzunehmen. 

Um zu prüfen, inwieweit die hier für unendlich lange Leitungen ab
geleiteten Beziehungen auf Leitungen endlicher Länge an
wendbar sind, suchen wir denjenigen Mast, für welchen das Erderpoten-

tial auf l~ des Erderpotentiales des Fehlermastes gesunken ist. Aus 

(112) folgt hierfür mit Benutzung der Näherung (X = }t; (GI. 113) 

_1_ = e-an. n = In 100 = '" 4 6 .V! 
100 ' IX ' r ' 

(113) 

also in dem genannten Zahlenbeispiel 

n = 4,6 . v' 1~3 = '" 10 . 

Wenn also die Leitung mehr als etwa 20 Maste hat, so sind sowohl bei 
Erdschluß am Leitungsende als auch in der Leitungsmitte die abgelei
teten Formeln mit einem Fehler von höchstens I % richtig; diese Be
dingung ist stets erfüllt. Hieraus folgt zugleich, daß die Gefährdung der 
Mastumgebung mit wachsender Entfernung vom Fehlermast außer
ordentlich rasch abnimmt. 

Man benutzt das durch Mast und Erdseil dargestellte Erdersystem 
2:uweilen absichtlich, um eine etwa vorhandene ErderanIage zu verbes
sern, indem man das Erdseil mit dem Erder widerstandsfrei verbindet. 
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In diesem Falle fiihren Mast und Erdseil naturgemaB nicht den ent
sprechenden Antell des ErdschluBstromes, sondern der gesamte, in 
die Erde iiberzuleitende Strom verteilt sich zunachst auf Erder und 
Mastreihe nach MaBgabe ihrer Ausbreitungswiderstande Ro (Erder) 
und Ra (Mastreihe). Bei hinreichender Entfernung zwischen Erder und 
Mastreihe beeinflussen die Stromungsfelder einander nicht, und der 
Gesamtausbreitungswiderstand Rg berechnet sich aus der Parallel
schaltung beider Ausbreitungswiderstande 

1_ = _~ + J_ = Ra+Ro. R _ Ra·Ro . (114) 
Rg Ro Ra RaRo' 9 Ra+ Ro 

Sei J jetzt der Gesamtstrom, so stromt durch den Erder der Antell 

und in die Mastreihe 

Je = J. R R+. R 
o a 

Jr=J'RRoR' 0+ a 

(115 ) 

(115 a) 

Dieser Strom ist es, fUr welchen die Gl. (1l2e) und (1l2g) den groBten 
Maststrom angeben, und der daher fiir die Gefahrdung von Lebewesen 
in der Umgebung dieses Mastes maBgebend ist. 

Die hier genannte MaBnahme zur Verbesserung von Erderanlagen 
ist besonders wirkungsvoll, wenn hierzu etwa mehrere, von einem Kraft
werk abziehende Leitungen zur Verfiigung stehen, weil dann ihr re
sultierender Widerstand im Verhaltnis der Leitungszahl kleiner wird als 
der Wert (1l2d). 

23. Der Ausbreitungswiderstand Ianggestreckter Leiter. In Hoch
spannungskabelnetzen findet haufig durch auBere mechanische Be
schadigung oder elektrische Uberbeanspruchung ein Durch
schlag von der Kabelseele zum Mantel statt. Der Fehlerstrom 
ergieBt sich von der Durchschlagsstelle aus in den KabelmanteI und 
stromt zum TeiI durch diesen, zum Teil durch das umgebende Erdreich 
zur Stromquelle zuriick. AhnIiche Vorgange treten an den Geleisen 
elektrischer Bahnen auf, welche mit der Erde in leitender Beriihrung 
stehen; hier sind es neben den Stromen bei KurzschluB oder Bruch 
der FahrIeitung die kraftigen Anfahrstrome elektrischer 
Trie bfahrzeuge, welche betriebsmaBig in die Schienen eingefiihrt 
werden. Bei hinreichender Lange der mit der Erde in Beriihrung ste
henden Leiter treten in diesen erhebIiche Ohmsche Spannungsabfalle 
auf, deren Wirkung auf die Vorgange am Leiter untersucht werden solI. 

Um die auftretenden Erscheinungen in voller Reinheit zu erkennen, 
setzen wir die Lange des stromfiihrenden Leiters beiderseits der Strom
zufiihrungsstelle als sehr (unendIich) groB voraus. Um dennoch mit 
den wirkIichen Verhaltnissen in Einklang zu bleiben, haben wir uns an 
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In diesem Falle führen Mast und Erdseil naturgemäß nicht den ent
sprechenden Anteil des Erdschlußstromes, sondern der gesamte, in 
die Erde überzuleitende Strom verteilt sich zunächst auf Erder und 
Mastreihe nach Maßgabe ihrer Ausbreitungswiderstände R o (Erder) 
und Ra (Mastreihe). Bei hinreichender Entfernung zwischen Erder und 
Mastreihe beeinflussen die Strömungsfelder einander nicht, und der 
Gesamtausbreitungswiderstand R g berechnet sich aus der Parallel
schaltung beider Ausbreitungswiderstände 

1_ = _~ + J_ = Ra+Ro . R _ Ra·Ro . (114) 
Rg Ro Ra RaRo ' 9 Ra+ Ro 

Sei J jetzt der Gesamtstrom, so strömt durch den Erder der Anteil 

und in die Mastreihe 

Je = J. R R+. R 
o a 

Jr=J'RRoR' 0+ a 

(115 ) 

(115a) 

Dieser Strom ist es, für welchen die GI. (1l2e) und (1l2g) den größten 
Maststrom angeben, und der daher für die Gefährdung von Lebewesen 
in der Umgebung dieses Mastes maßgebend ist. 

Die hier genannte Maßnahme zur Verbesserung von Erderanlagen 
ist besonders wirkungsvoll, wenn hierzu etwa mehrere, von einem Kraft
werk abziehende Leitungen zur Verfügung stehen, weil dann ihr re
sultierender Widerstand im Verhältnis der Leitungszahl kleiner wird als 
der Wert (1l2d). 

23. Der Ausbreitungswiderstand langgestreckter Leiter. In Hoch
spannungskabelnetzen findet häufig durch äußere mechanische Be
schädigung oder elektrische Überbeanspruchung ein Durch
schlag von der Kabelseele zum Mantel statt. Der Fehlerstrom 
ergießt sich von der Durchschlagsstelle aus in den Kabelmantel und 
strömt zum Teil durch diesen, zum Teil durch das umgebende Erdreich 
zur Stromquelle zurück. Ähnliche Vorgänge treten an den Geleisen 
elektrischer Bahnen auf, welche mit der Erde in leitender Berührung 
stehen; hier sind es neben den Strömen bei Kurzschluß oder Bruch 
der FahrIeitung die kräftigen Anfahrströme elektrischer 
Trie bfahrzeuge, welche betriebsmäßig in die Schienen eingeführt 
werden. Bei hinreichender Länge der mit der Erde in Berührung ste
henden Leiter treten in diesen erhebliche Ohmsehe Spannungsabfälle 
auf, deren Wirkung auf die Vorgänge am Leiter untersucht werden soll. 

Um die auftretenden Erscheinungen in voller Reinheit zu erkennen, 
setzen wir die Länge des stromführenden Leiters beiderseits der Strom
zuführungsstelle als sehr (unendlich) groß voraus. Um dennoch mit 
den wirklichen Verhältnissen in Einklang zu bleiben, haben wir uns an 
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dieser Stelle eine QueUe endlicher Stromintensitiit J vorzu
stellen, wobei J mit dem wirklichen Fehlerstrom iibereinstimmt. "Ober 
die Art, wie diese Stromquelle an den Leiter angeschlossen ist, lassen 
sich freilich keine allgemein giiltigen Angaben machen; denn sie ist bei
spielsweise beim Kabel durch die Eigentiimlichkeiten des Durchschlages 
gegeben, durch den sogleich mit der Stromentwicklung einsetzenden 
SchmelzprozeB indes fortwiihrenden Anderungen unterworfen. Die Er
gebnisse der Rechnung verlieren daher an der Strom
zufiihrungsstelle selbst ihre Bedeutung; aber dort interessieren 
sie auch kaum. DaB dennoch die Rechnung eindeutige Aussagen 
liefert, hat seinen Grund in der schon in sehr kleiner Entfernung 
vom Fehlerort von diesen Feinheiten praktisch una bhiingigen 
Stromverteilung: Der iiberwiegende Teil des Stromes verliiBt den 
Leiter in engbegrenzter Strecke rings um den Fehlerort. Infolgedessen 
sind beispielsweise auch die Einzelheiten des inneren Kabelaufbaues 
von untergeordneter Bedeutung, und wir begehen nur einen kleinen 
Fehler, wenn wir uns den ganzen Innenraum des Mantels mit 
homogenem Leitermaterial ausgefiillt denken, dessen Leit
fiihigkeit Xi aus der Leitfiihigkeit x~ des Mantels durch Umrechnung im 
Verhiiltnis des Mantelquerschnittes F m zum Vollquerschnitt F 0 hervor
geht: 

, Fm , ( 6) 
"i = xi • 7 < "i . 11 

o 

Schwerer wiegt die Unsicherheit, in der man sich iiber den Kon
takt zwischen stromfiihrendem Leiter und Erdreich befindet. Beim 
Kabel ist die mehr oder minder dichte Eisenbandarmierung zu 
beachten, iiber welcher hiiufig noch ein isolierender Anstrich an
gebracht ist; wiihrend man diesen unbedenklich auBer Betracht lassen 
kann - seine Isolierfiihigkeit geht unter der Einwirkung der Erdfeuchtig
keit nach der Verlegung rasch verloren -, hat man die Eisenband
armierung zu beriicksichtigen. Ganz iihnliche Fragen ergeben sich beim 
Stromiibergang aus Eisenbahnschienen: Hier sind es holzerne 
oder gar eiserne Schwellen, welche die Stromiibergangsfliiche 
gegen Erde vergroBern, wiihrend andererseits die Steinbettung sich 
zwischen den stromfiihrenden Leiter und das eigentliche Erdreich als 
mehr oder minder schlechter Leiter einschiebt. Von allen diesen Einzel
heiten kann die Theorie nicht Rechenschaft geben. Sie sieht sowohl den 
stromfiihrende"n Leiter als auch das umgebende Erdreich als 
elektrisch homogene Korper an, welche durch ihre Leitfiihig
keiten "i (Kabel oder Schiene) und Xa (Erdreich) als gege ben anzu
nehmen sind. Durch besondere "Oberlegungen, welche an die ge
nannten Verhiiltnisse anschlieBen, wird man die im EinzeHalle zu be
nutzenden Zahlenwerte dieser Leitfahigkeiten leicht ermitteln konnen. 

54 Wirkung Ohmscher Spannungsabfälle im Erdersystem. 

dieser Stelle eine Quelle endlicher Stromintensität J vorzu
stellen, wobei J mit dem wirklichen Fehlerstrom übereinstimmt. Über 
die Art, wie diese Stromquelle an den Leiter angeschlossen ist, lassen 
sich freilich keine allgemein gültigen Angaben machen; denn sie ist bei
spielsweise beim Kabel durch die Eigentümlichkeiten des Durchschlages 
gegeben, durch den sogleich mit der Stromentwicklung einsetzenden 
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zuführungsstelle selbst ihre Bedeutung; aber dort interessieren 
sie auch kaum. Daß dennoch die Rechnung eindeutige Aussagen 
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vom Fehlerort von diesen Feinheiten praktisch unabhängigen 
Stromverteilung: Der überwiegende Teil des Stromes verläßt den 
Leiter in engbegrenzter Strecke rings um den Fehlerort. Infolgedessen 
sind beispielsweise auch die Einzelheiten des inneren Kabelaufbaues 
von untergeordneter Bedeutung, und wir begehen nur einen kleinen 
Fehler, wenn wir uns den ganzen Innenraum des Mantels mit 
homogenem Leitermaterial ausgefüllt denken, dessen Leit
fähigkeit Xi aus der Leitfähigkeit x~ des Mantels durch Umrechnung im 
Verhältnis des Mantelquerschnittes Fm zum Voll querschnitt F 0 hervor
geht: 

, Fm , ( 6) 
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Schwerer wiegt die Unsicherheit, in der man sich über den Kon
takt zwischen stromführendem Leiter und Erdreich befindet. Beim 
Kabel ist die mehr oder minder dichte Eisenbandarmierung zu 
beachten, über welcher häufig noch ein isolierender Anstrich an
gebracht ist; während man diesen unbedenklich außer Betracht lassen 
kann - seine Isolierfähigkeit geht unter der Einwirkung der Erdfeuchtig
keit nach der Verlegung rasch verloren -, hat man die Eisenband
armierung zu berücksichtigen. Ganz ähnliche Fragen ergeben sich beim 
Stromübergang aus Eisenbahnschienen: Hier sind es hölzerne 
oder gar eiserne Schwellen, welche die Stromübergangsfläche 
gegen Erde vergrößern, während andererseits die Steinbettung sich 
zwischen den stromführenden Leiter und das eigentliche Erdreich als 
mehr oder minder schlechter Leiter einschiebt. Von allen diesen Einzel
heiten kann die Theorie nicht Rechenschaft geben. Sie sieht sowohl den 
stromführende"n Leiter als auch das umgebende Erdreich als 
elektrisch homogene Körper an, welche durch ihre Leitfähig
keiten "i (Kabel oder Schiene) und Xa (Erdreich) als gege ben anzu
nehmen sind. Durch besondere Überlegungen, welche an die ge
nannten Verhältnisse anschließen, wird man die im EinzeHalle zu be
nutzenden Zahlenwerte dieser Leitfähigkeiten leicht ermitteln können. 



Der Ausbreitungswiderstand langgestreckter Leiter. 55 

Wir betrachten zunachst den Fall des erdgeschlossenen Kabels im 
allseitig unendlich ausgedehnten Erdreich. Das Feld ist dann aus einem 
skalaren Potential C(J abzuleiten, welches aus Symmetriegriinden meridian
eben um das Kabel als Achse ausgebildet ist. Daher 
empfiehIt sich die Einfiihrung eines ZyIinderkoordi- z 
natensystems, dessen Meridiankoordinaten e, z ihren 
Ursprung nach Abb. 40 in der Stromquelle besitzen mogen. 
Wir erhalten also, wenn e und z als rotationssymmetrische 
krummlinige Koordinaten aufgefaBt werden, mit (47) 
unrl (4S) als Potentialgleichung 

o (e. ~'P. ) + ~ (e.orp ) = O. 
oZ oz (le oe ' 

02rp 1 orp 02cp 
oz. +~ ae + aeii =0. (117) 

Entsprechend den verschiedenen Leitfahigkeiten '"'a des 
Erdreiches und '"'i des Kabelmantels haben wir die Poten
tialfelder C(Ja des AuBenraumes und C(Ji des Innenraumes zu Abb. ~o . Zur Be-

. " . . schrelbung des 
unterschelden; sle smd durch die Grenzbedlngungen Feldeseineslang-

d M I 0 nfl" hR" d k f gestreckten an er ante auue ac e e = mltelnan er ver niip t Leiters'. 

(Gl. ISa und 19) C(Ji = lfJa fiir e = R (l1S) 

o~ o~ ) '"'iae = '"'a oe • (119 

1m Ursprung kann sich das Potential nur durch eine stetige Funktion 
von dem Quellpunktspotential (27) unterscheiden, so daB 

_ J 1 + f f" - , / 2 + 2 0 C(Ji - 4-- -=- . c. ur e = y e z -+ • 
n><1 I! 

Anderseits muB das Potential im Unendlichen verschwinden: 

flJi-+O fiir · e ·~R, z-+oo} 
flJa-+O fiir e ~ R, z-+oo 

(120) 

(121) 

Da das Quellpunktspotential die Bedingungen (lIS), (lI9) nicht er
£tiIlt, ist die Manteloberflache als Ursprung zweier Sekundarpoten
tiale C(Ji., C(Ja, anzusehen, derart, daB die Gesamtfelder 

J 1 J 1 
fIJi = 4n><I' (i + fIJi,; flJa = 4n><i • -~" + flJa, (122) 

diesen Grenzbedingungen geniigen. Hierzu suchen wir zunachst Parti
kularlosungen der Gl. (lI7), welche den Achsensymmetriebedingungen 
C(J (- z) = C(J (+ z) gerecht werden. Der entsprechende Ansatz 

fIJ = coslz·f(e), (123) 
wo A einen beliebigen Parameter bedeutet, fiihrt nach Einsetzen in (I17) 
fUr /(e) auf die Besselsche Differentialgleichung 

d2 f + 1 d f + (. ~)2 .,r---:; d 122 e" d e 1 A • f = 0; 1 = v-I, (117 a) 

1 S. FuBnote S. 57. 
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Wir betrachten zunächst den Fall des erdgeschlossenen Kabels im 
allseitig unendlich ausgedehnten Erdreich. Das Feld ist dann aus einem 
skalaren Potential C(J abzuleiten, welches aus Symmetriegründen meridian
eben um das Kabel als Achse ausgebildet ist. Daher 
empfiehlt sich die Einführung eines Zylinderkoordi- z 
natensystems, dessen Meridiankoordinaten e, z ihren 
Ursprung nach Abb. 40 in der Stromquelle besitzen mögen. 
Wir erhalten also, wenn e und z als rotationssymmetrische 
krummlinige Koordinaten aufgefaßt werden, mit (47) 
und (48) als Potentialgleichung 

o (e' ~'P.) + ~ (I! 'orp) = O. oz OZ CI! oe ' 
02rp 1 orp 02cp 
OZ2 +~ae+aeii =0. (117) 

Entsprechend den verschiedenen Leitfähigkeiten '"'a des 
Erdreiches und '"'i des Kabelmantels haben wir die Poten
tialfelder C(Ja des Außenraumes und C(Ji des Innenraumes zu Abb. ~o. Zur Be-

. " . . schreibung des 
unterscheIden; SIe smd durch die GrenzbedIngungen Feldeseineslang-
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(GI. 18a und 19) C(Ji =!{Ja für e = R (118) 
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Im Ursprung kann sich das Potential nur durch eine stetige Funktion 
von dem Quellpunktspotential (27) unterscheiden, so daß 

_ J 1 + f f" - ,1 2 + 2 0 C(Ji - 4-- -=- . c. ur e = y e z -+ • 
n><1 I! 

Anderseits muß das Potential im Unendlichen verschwinden: 
fPi-+O für · e ·~R, z-+oo} 
fPa-+O für e ~ R, Z-+OO 

(120) 

(121) 

Da das Quellpunktspotential die Bedingungen (1l8), (1l9) nicht er
füllt, ist die Manteloberfläche als Ursprung zweier Sekundärpoten
tiale C(Ji., C(Ja, anzusehen, derart, daß die Gesamtfelder 

J 1 J 1 
fP. = 4n><l' (i + fPi.; fPa = 4.n><i . -~" + fPa• (122) 

diesen Grenzbedingungen genügen. Hierzu suchen wir zunächst Parti
kularlösungen der GI. (1l7), welche den Achsensymmetriebedingungen 
C(J (- z) = C(J (+ z) gerecht werden. Der entsprechende Ansatz 

fP = coslz'f(e), (123) 
wo A einen beliebigen Parameter bedeutet, führt nach Einsetzen in (117) 
für /(e) auf die Besselsche Differentialgleichung 

d2 f + 1 d f + (' ~)2 .,r---:; Cl 1!2 e" d e 1 A • f = 0; 1 = v-I, (117a) 

1 S. Fußnote S. 57. 
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welche durch Zylinderfunktionen des rein imaginaren Argumentes i A e 
gelost wird. Fur das Innenpotential ist wegen (120) die Besselsche 
Funktion, fur das AuBenpotential wegen (121) die Hankelsche Funk
tion H~l) zu benutzen. Durch Superposition von Partikularintegralen 
der Form (123) erhalten wir somit unter Hinzufugung zweier zunachst 
beliebiger Funktionen die Sekundarpotentiale 

gJ. = -4 J foo g (l) Jo (j l e) cos lzdl, 
8 :n: "I 

(122a) 
o 

gJa =-4J fOO h(l)·HJ11(jA.e)coshdl. 
• :n: "I 

(122b) 
o 

Um hier die Grenzbedingungen in bequemer Weise einzufuhren, 
schreiben wir das Quellpunktspotential mittels der Identitat 

-4 J. 1 = -4 J foo j HJ11 (jA. (!) cos l z d l 
:n: "I Y e2 + Z2 Jl "i 

o 

in gleicher Form und erhalten nach (122) 

mit 

gJi = -4 J foo [g (l) Jo (j l (!) + i HJ11 (j l e)] cos l z d l, 
:n: "I 

o 

gJa = -4 J foo [h(l) + j] HJ1l(j l(!)coslzdl, 
:n: "I 

o 

J foo-
= -4:n: "I h (l) HJ11 (jA. (!) cos l z d l, 

o 

Nunmehr fordert (ll8) 

g(l) Jo (j lR) + HJ1l (j AR) = h(J.)i HJIl (j l R), 

wahrend (ll9) unter Benutzung der Relation! 

J~(x) = - J1 (x); H~ (x) = --HI (x) 
In 

(1l7b) 

(122c) 

(122d) 

(118 a) 

(124) 

(119 a) 

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S.165. DiesesWerkwirdimfolgenden 
mit "Funktionentafeln" zitiert. 
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welche durch Zylinderfunktionen des rein imaginären Argumentes i A e 
gelöst wird. Für das Innenpotential ist wegen (120) die Besselsche 
Funktion, für das Außenpotential wegen (121) die Hankeische Funk
tion H~l) zu benutzen. Durch Superposition von Partikularintegralen 
der Form (123) erhalten wir somit unter Hinzufügung zweier zunächst 
beliebiger Funktionen die Sekundärpotentiale 

gJ. = -4 J 500 
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4:n: "I Y e2 + Z2 4 n "i 

o 

in gleicher Form und erhalten nach (122) 
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Nunmehr fordert (1l8) 

g(l) Jo (j AR) + HJll (j AR) = h(J.)i HJll (j l R), 

während (1l9) unter Benutzung der Relation! 

J~(x) = - J1 (x); H~ (x) = --H1 (x) 
In 

(1l7b) 

(122c) 

(122d) 

(118 a) 

(124) 

(119a) 

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S.165. Dieses Werk wird im folgenden 
mit "Funktionentafeln" zitiert. 
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iibergeht. Durch Auflosung von (USa), (U9a) erhalt man sogleich 

[xa - XI] HJ1) (j l R)·H?) (j l R) 
g (l) = - xa.Jo (jlR).Hlll(j lR) -XI.Jl (j l RJHo (j l R) (125) 

h (l) = XI [Jo (j l R).HI1) (I). R) - J l (j). R)·HJ1) (j l R)] (126) 
Xa Jo (j). R). HP) (j l R) - "i' J l (j ). R)· Ho (j l R) • 

Mit Riicksicht auf (122) laBt sich der Ausbreitungswiderstand 
des Systems 

R =!o 
a J (127) 

in einen vom Quellpunkt herriihrenden Quellpunktswiderstand und 
einen durch die Anwesenheit des Mantels erzeugten Zusatzwiderstand 
zerlegen. Aus den oben genannten Griinden konnen wir den Quellpunkts
widerstand zahlenmaBig nicht angeben; er liegt indes in jedem Falle 
erheblich unterhalb des Zusatzwiderstandes. Indem wir das Sekundar
potential wegen (120) auf den Quellpunkt selbst beziehen diirfen, er
gibt sich also mit ausreichender Genauigkeit 

Ra = cP;- fiir e = 0, Z = 0; R.~ -.k I .(l)dl 11 

1 1 J'" jHJt) (j A)'H11) (iA)dA 

= 4n~a R' o Jo(iA)H1l)(iA)-~.Jl(iA).ml)(iA) 
a 

(12S) 

Das hier eingehende Integral ist durch bekannte Funktionen nicht aus
driickbar. Unter der V oraussetzung Xi ~ Xa erhiilt man die Abschatzung1 

und also 

J~ i HJu (i A).HI1) (j A) d A V :: 
= '" 0,18 

o Jo (i A) Hl1 ) (i A) - XI • J1 (i A) HJl) (i A) 
Xa 

1 1 
R = '" --~- . -. 

a 2,25r~a'''j R 

(128 a) 

(129) 

Wir vergleichen diesen Wert mit dem Ausbreitungswiderstand eines 
Erders bekannter Form. 

Zunachst sei die Vollkugel gewahlt, welche in homogenes Erdreich 
eingelagert ist. Sei R,. ihr Halbmesser, so ist ihr Ausbreitungswiderstand 
nach (104) mit t - 00 1 

Ra = 4nxaRj(' (130) 

1 Ollendorff, F.: Der Stromiibergang aus langgestreckten Leitern in die 
Erde. Wiss. Veroff. a. d. Siemens-Konzern. Bd. 5, H. 3, S.12. Vgl. insbesondere 
S.14 und 15. 
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übergeht. Durch Auflösung von (U8a), (U9a) erhält man sogleich 

[xa - XI] HJ1) Ci I R)·H1') (j I R) 
g (l) = - xa.Jo (jIR).Hlll(j IR) -XI.Jl Ci I R)Ho (j IR) (125) 

h (l) = XI [Jo (j I R).HI1) (f). R) - J l Ci). R)·HJ1) Ci IR)] (126) 
X a Jo (j). R). HP) (j I R) - "i' J l (j ). R)· Ho (j I R) • 

Mit Rücksicht auf (122) läßt sich der Ausbreitungswiderstand 
des Systems 

R =!o 
a J (127) 

in einen vom Quellpunkt herrührenden Quellpunktswiderstand und 
einen durch die Anwesenheit des Mantels erzeugten Zusatzwiderstand 
zerlegen. Aus den oben genannten Gründen können wir den Quellpunkts
widerstand zahlenmäßig nicht angeben; er liegt indes in jedem Falle 
erheblich unterhalb des Zusatzwiderstandes. Indem wir das Sekundär
potential wegen (120) auf den Quellpunkt selbst beziehen dürfen, er
gibt sich also mit ausreichender Genauigkeit 

Ra = cP;- für e = 0, Z = 0; R.~ -.k I g(l)dl 1

1 1 1 J'" jHJt) (j A)'H11) (iA)dA 

= 4n~a R' o Jo(iA)H1l)(iA)-~.Jl(iA).ml)(iA) 
a 

(128) 

Das hier eingehende Integral ist durch bekannte Funktionen nicht aus
drückbar . Unter der Voraussetzung Xi ~ X a erhält man die Abschätzung! 

und also 

J~ i HJu (i A).HI1) Ci A) d A V :: 
= '" 0,18 

o Jo (i A) Hl1 ) (i A) - XI • J1 (i A) HJl) (i Al 
Xa 

1 1 
R = '" --~- . -. 

a 2,25r~a'''j R 

(128a) 

(129) 

Wir vergleichen diesen Wert mit dem Ausbreitungswiderstand eines 
Erders bekannter Form. 

Zunächst sei die Vollkugel gewählt, welche in homogenes Erdreich 
eingelagert ist. Sei R,. ihr Halbmesser, so ist ihr Ausbreitungswiderstand 
nach (104) mit t - 00 1 

Ra = 4nxaRj(' (130) 

1 Ollendorff, F.: Der Stromübergang aus langgestreckten Leitern in die 
Erde. Wiss. Veröff. a. d. Siemens-Konzern. Bd. 5, H. 3, S.12. Vgl. insbesondere 
S.14 und 15. 
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Die Gleichsetzung von (129) und (130) llefert daher fiir den "aqui
valenten Kugelhalbmesser" R~ die Beziehung 

R" .2,25 r-;,;x, 0,18 
R = 4.:1f ;etl = 1;-;;;· 

r;; 
(130 a) 

Nach Abb. 41 ist demnach der iiquivalente Kugelhalbmesser unter 
praktisch vorliegenden Verhaltnissen stets auBerordentlich viel groBer als 

Ka/Ki der Kabelhalbmesser; 
"1r: beispielsweise ergibt 

\ 1\ 
\'KUuel'lf fj'ltnder!J 

sich fur Blei ("i=47500 
Siemens/cm) undmitt
leres Erdreich("a= 10-4 

Siemens/cm) ein Ver-
10 hiiltnis"a/"i=2,1·1O-9 , 1\ ,\ 

\ \ 
1\ 

1\ i\ , 
I 

i 
7 10000 IQOfl(}() 1000000 

Abb. 41. Gleichwertige Abmessungen von Kugel- und Zylinder· 
elektrode im Vergleich zum Ausbreltungswiderstand lang· 

gestreckter Leiter 1. 

also nach Abb. 41 

Zum zweiten sei 
das Kabel mit einem 
unendlich gutlei. 
tenden Zylinder 
gleichen Quer-

schnittes verglichen, welcher in endlicher Lange 21 dem Erd
reich eingelagert ist. Seinen Ausbreitungswiderstand erhalt man durch 
Halbierung des Wertes (65) 1 

1 In2]l 
Ra =-4-·-'-· 

.:If ;etl 
(130b) 

Der Vergleich mit (129) liefert fiir die aquivalente Zylinderlange 2l 
die Reduktionsformel 

- 21 
2 1 2,25l ;e .. ;e, In If 0,36 2 1 
--= =-·In-, (130c) 
R 2 .:If ;etl 1 r;;; R 

rx;-
welche ebenfalls in Abb. 41 dargestellt ist. 

Aus ihr findet man fur die schon oben genannten Zahlenwerte der 
Leitfii.higkeiten ein Verhaltnis 21/R = 90000. FUr praktisch in Frage 
kommende Abmessungen ergeben sich nach diaser Formel Langen von 
wenigen Kilometem. Man darf also Leiter endlicher Lange I' -< 1 
als Erder betrachten und nach den in Nr. II entwickelten Beziehungen 
berechnen; umgekehrt ist die Annahme sehr (unendlich) groBer Leiter
lange fur l' >- 1 als berechtigt erwiesen. 

1 S. Fu8note S. 57. 
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Die Gleichsetzung von (129) und (130) liefert daher für den "äqui
valenten Kugelhalbmesser" R~ die Beziehung 

B" .2,25 r-;,;x, 0,18 
B = 4.n ;eil = 1;-;;;· 

y;; 
(130a) 

Nach Abb. 41 ist demnach der äquivalente Kugelhalbmesser unter 
praktisch vorliegenden Verhältnissen stets außerordentlich viel größer als 

KaiKi der Kabelhalbmesser; 
"1r: beispielsweise ergibt 

\ 1\ 
\'KUuel'lf fl'ltnder!J 

sich für Blei ("i =47500 
Siemens/cm) undmitt
leres Erdreich ("a= 10-4 

Siemens/cm) ein Ver-
10 hältnis"a/"i=2,1·1O-9 , 1\ ,\ 

\ \ 
1\ 

1\ i\ , 
I 

i 
7 10000 100tHJO 1000000 
Abb. 41. Gleichwertige Abmessungen von Kugel- und Zylinder· 

elektrode im Vergleich zum Ausbreitungswiderstand lang· 
gestreckter Leiter 1. 

also nach Abb. 41 

Zum zweiten sei 
das Kabel mit einem 
unendlich gutlei. 
tenden Zylinder 
gleichen Quer-

schnittes verglichen, welcher in endlicher Länge 21 dem Erd
reich eingelagert ist. Seinen Ausbreitungswiderstand erhält man durch 
Halbierung des Wertes (65) 1 

1 In2]l 
Ra =-4-·-'-· .n ;eil 

(130b) 

Der Vergleich mit (129) liefert für die äquivalente Zylinderlänge 2l 
die Reduktionsformel 

- 21 
2 1 2,25f ;e,,;e, In Ir 0,36 2 1 
--= =-·ln-, (130c) 
B 2 .n ;eil 1 r;;; B 

yx;-
welche ebenfalls in Abb. 41 dargestellt ist. 

Aus ihr findet man für die schon oben genannten Zahlenwerte der 
Leitfähigkeiten ein Verhältnis 21/R = 90000. Für praktisch in Frage 
kommende Abmessungen ergeben sich nach dieser Formel Längen von 
wenigen Kilometern. Man darf also Leiter endlicher Länge I' -< 1 
als Erder betrachten und nach den in Nr. II entwickelten Beziehungen 
berechnen; umgekehrt ist die Annahme sehr (unendlich) großer Leiter
länge für I' >- I als berechtigt erwiesen. 

1 S. Fußnote S. 57. 
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Die Gl. (130a), (131 a) lassen sieh in der gemeinsamen Form sehreiben 

l!k = K (Xa); 
R XI 

(132) 

Dividieren wir den Ausbreitungswiderstand (129) dureh die gleiehwertige 
Zylinderlange 2l, so entsteht unter Benutzung von (132) 

(129a) 

Hier besitzt die linke Seite die Dimension eines Widerstandes pro Langen
einheit, welehe bei gegebenen Leitfahigkeiten umgekehrt proportional 
dem Quersehnitt des stromfuhrenden Leiters ist; diese R e e hen gr 0 B e 
ist also formal ahnliehen Gesetzen wie ein Drahtwiderstand unter
worfen. 

Ais Beispiel behandeln wir den ErdsehluB eines sehr tief ein
gegrabenen Kabels mit Bleimantel. Hier sei, als Mittelwert von 
Bleimantel- und Eisenbandarmierungs-Leitfahigkeit, auf den Vollquer
sehnitt gemaB (116) umgereehnet, "i = 47500 Siemens/em, wahrend 
wir fur "a den Wert 10-4 Siemens/em mittleren Erdreiehes benutzen. 
Mit R = 5 em folgt als Ausbreitungswiderstand 

1 
Ra= - =0,0407 Q. 

2,25.5· r 4,75 

Der gleiehwertige Kugelhalbmesser ist naeh Abb.41 

R = 5·4000 = 20000 em = 200m, 

wahrend als Lange des gleiehwertigen Zylinders naeh Abb. 41 entsteht 

2l = 5·90000 em = 450000 em = 4,5 km. 

Demnaeh gibt 

R. = 0,0407 = 0 00905 Q/k 
2l 4,5' m 

die als Widerstand pro Langeneinheit bezeiehnete GroBe. 
Wir konnendie gleiehe Reehnungauf einen an der Erdo berfliiehe 

ausgelegten Leiter anwenden, naehdem das Feld mittels der Spiege
lungsmethode symmetriseh erganzt ist; als Quellpunktsstrom haben wir 
hier 2 J zu betraehten, so daB an Stelle von (129) tritt 

R =~~1 ___ ~. 
a 1,125 f X. XI R 

(129b) 

Fur eine elektrisehe Vollbahnsehiene moge als Leitfahigkeit des 
Eisens "i = 60000 Siemens/em angenommen werden, wahrend die Sohl
breite der Sehiene b = 8 em betrage. Naeh Nr. 17, Gl. (96) ist die lang-
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Die GI. (130a), (131 a) lassen sich in der gemeinsamen Form schreiben 

l!k = K (X a ); 
R XI 

(132) 

Dividieren wir den Ausbreitungswiderstand (129) durch die gleichwertige 
Zylinderlänge 2l, so entsteht unter Benutzung von (132) 

(129a) 

Hier besitzt die linke Seite die Dimension eines Widerstandes pro Längen
einheit, welche bei gegebenen Leitfähigkeiten umgekehrt proportional 
dem Querschnitt des stromführenden Leiters ist; diese Rechengröße 
ist also formal ähnlichen Gesetzen wie ein Drahtwiderstand unter
worfen. 

Als Beispiel behandeln wir den Erdschluß eines sehr tief ein
gegrabenen Kabels mit BleimanteI. Hier sei, als Mittelwert von 
Bleimantel- und Eisenbandarmierungs-Leitfähigkeit, auf den Vollquer
schnitt gemäß (116) umgerechnet, "i = 47500 Siemens/cm, während 
wir für "a den Wert 10-4 Siemens/cm mittleren Erdreiches benutzen. 
Mit R = 5 cm folgt als Ausbreitungswiderstand 

1 
Ra = - =0,0407 Q. 

2,25.5· r 4,75 

Der gleichwertige Kugelhalbmesser ist nach Abb.41 

R = 5·4000 = 20000cm = 200m, 

während als Länge des gleichwertigen Zylinders nach Abb. 41 entsteht 

2l = 5·90000 cm = 450000 cm = 4,5 km. 

Demnach gibt 

R. = 0,0407 = 0 00905 Q/k 
2l 4,5' m 

die als Widerstand pro Längeneinheit bezeichnete Größe. 
Wir können die gleiche Rechnung auf einen an der Erdo berfläche 

ausgelegten Leiter anwenden, nachdem das Feld mittels der Spiege
lungsmethode symmetrisch ergänzt ist; als Quellpunktsstrom haben wir 
hier 2 J zu betrachten, so daß an Stelle von (129) tritt 

R =~~1 ___ ~. 
a 1,125 f X. XI R 

(129b) 

Für eine elektrische Vollbahnschiene möge als Leitfähigkeit des 
Eisens "i = 60000 Siemens/cm angenommen werden, während die Sohl
breite der Schiene b = 8 cm betrage. Nach Nr. 17, GI. (96) ist die lang-
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gestreckte ebene Platte der Breite b einem Runddraht vom Halbmesser 

Rw = ~ b = 2 cm gleichwertig, so daB aus (129b) 
1 1 

Ra = . 2 = 0,182 Q. 
1,125· t 6 

Die aquivalente Zylinderlange folgt aus Abb. 41 zu 

il = 65000; 2l = 2·65000 om = 1,3 km, 

so daB 
Ba = 0,182 = 014 Qjk 
21 1,3 ' m, 

was mit MeBwerten groBenordnungsmaBig iibereinstimmt. 
24. Das Potentialfeld in der Umgebung langgestreckter Leiter. Nach

dem wir im vorigen Abschnitt den Ausbreitungswiderstand eines sehr 
tief vergrabenen und eines an der Oberflache ausgeIegten langgestreckten 
Leiters bestimmt haben, gehen wir zur Beschreibung des Feldes in der 
Leiterumgebung iiber. In der Ebene z = 0 ist das AuBenpotentiaI nach 
(122b) und (126) 

= _J_ . fa:> XI [Jo (j l B)·Hi ' ) (j.t B) - J1 (j l B).HJl) (j.t R)] j HJl) (j.t e) d.t 
f/Ja 411: "I "a Jo (j l R) H~1) (j l R) - "I J1 (j l R).HJl) (j.t R) 

u 

J 1 f"" 2 j HJI) (j A i) d A 
- .. (131) 
= 4 n "a . R 0 ;r A Jo (j A) HIl) (i A) - :: . J1 (j A) . H~l) (i A) 

wo eine bekannte Beziehung zwischen Besselschen und Hankelschen 
Funktionen benutzt wurde 1. Das Integral muB abgeschatzt werden; 
fiir "a ~ "i entsteht 2 

f/J = _J_. ~ (1 +~) (l(x--;' .244 + 0205. 11 "tI In R). (131a) 
a 4 n "a R 11: "I' , V "I e 

Um hieraus die Schrittspannung zu berechnen, welcher ein auf die 
Fehlerstelle zuschreitender Mensch ausgesetzt ist, mull man natiirlich 
eine endliche Eingrabtiefe unter der Erdoberflache voraussetzen. Wir 
gehen sogleich zu dem gefahrIichsten Fall des an der Erdober
flache a usgelegten Leiters iiber, welcher das Kabel sehr angenahert, 
die Schiene exakt erfaBt. Nach symmetrischer Erganzung des Stro
mungsbildes entsprechend einer Verdoppelung des Stromes entsteht 
dann aus (131a) der Spannungstrichter 

f/J a = J . ~ (1 +~) (2,44 + 0,205 In R) . (131 b) 
2 11: f "tI "i n e 

1 Funktionentafeln S. 165. 
B Ollendorff, F.: Der Stromiibergang a.us langgestreckten Leitern in die 

Erde. L. c., S. 18 und 19. 
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gestreckte ebene Platte der Breite b einem Runddraht vom Halbmesser 

R w = ~ b = 2 cm gleichwertig, so daß aus (129b) 
1 1 

Ra = . 2 = 0,182 Q. 
1,125· t 6 

Die äquivalente Zylinderlänge folgt aus Abb. 41 zu 

i l = 65000; 2l = 2·65000 om = 1,3 km, 

so daß 

Ra = 0,182 = 014 Qlk 
21 1,3 ' m, 

was mit Meßwerten größenordnungsmäßig übereinstimmt. 
24. Das Potentialfeld in der Umgebung langgestreckter Leiter. Nach

dem wir im vorigen Abschnitt den Ausbreitungswiderstand eines sehr 
tief vergrabenen und eines an der Oberfläche ausgelegten langgestreckten 
Leiters bestimmt haben, gehen wir zur Beschreibung des Feldes in der 
Leiterumgebung über. In der Ebene z = 0 ist das Außenpotential nach 
(122b) und (126) 

= _J_ . Ja:> XI [Jo (j l R)·Hl'l (j.t R) - Jl (j l R).HJll (j.t R)] j HJll (j.t e) d.t 
rpa 411: "I "a Jo (j l R) H~1) (j l R) - "I Jl (j l R).HJll (j.t R) 

u 

J 1 J"" 2 j HJ'l (j A i) dA 
- .. (131) 
= 4:1r "a . R 0 ;r A Jo (j A) HIll (i A) _ :: . J1 (j A) . H~ll (i A) 

wo eine bekannte Beziehung zwischen Besselschen und HankeIschen 
Funktionen benutzt wurde 1. Das Integral muß abgeschätzt werden; 
für "a ~ "i entsteht 2 

rp = _J_. ~ (1 +~) (l(x--;' .244 + 0205. 11 "a In R). (131a) 
a 4 :Ir "a R :Ir "I' , V "I e 

Um hieraus die Schrittspannung zu berechnen, welcher ein auf die 
FehlersteIle zuschreitender Mensch ausgesetzt ist, muß man natürlich 
eine endliche Eingrabtiefe unter der Erdoberfläche voraussetzen. Wir 
gehen sogleich zu dem gefährlichsten Fall des an der Erdober
fläche ausgelegten Leiters über, welcher das Kabel sehr angenähert, 
die Schiene exakt erlaßt. Nach symmetrischer Ergänzung des Strö
mungsbildes entsprechend einer Verdoppelung des Stromes entsteht 
dann aus (131a) der Spannungstrichter 

rp a = J . ~ (1 +~) (2,44 + 0,205 In R) . (131 b) 
2 :Ir f "a "i n e 

1 Funktionentafeln S. 165. 
B Ollendorff, F.: Der Stromübergang aus langgestreckten Leitern in die 

Erde. L. c., S. 18 und 19. 
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Die Schrittspannung ergibt sich also zu 1 8 

J 1 (4 1 +2e 
E = --- - 1+-).0205.ln--

B 2:1f f "a"l R :If' 1 _!_'!... 
2 (! 

1 8 

J 1 1 +2e 
= -·0,074· ~ln--

R l "a "I 1 _! ~ 
2(! 

(131c) 

und fiir e = -~ 8 + R die Maximalgefahrdung 

E = ~ . ° 074 . 1 .In (1 + ~) . 
8ma. R' r "a "I R 

(131d) 

Mit (31) folgt der groBtmogliche Korperstrom 

. E'm." J 0074 1 ( 8) d tmax = -- = R·' . --= In 1 + -R ·2 xa 
r r "a "I 

= J. ; ·0,148· n: In (1 +i), (131e) 

so daB aus (30) der Gefahrstrom bestimmt ist 

~A mp. 
In (1 + ~) 

1 R J=-.-. 
g 2,96 d (131£) 

In groBerer Entfernung vom Fehlerorte kann hinreichend genau die 
Schrittspannung als Produkt der Schrittweite mit der Feldstarke er
mittelt werden, so daB aus (131 b) 

J 1 1 
Es = -·0,074·--== -. (131g) 

R f "a "I (! 

Die GeHihrdung nimmt also mit der Entfernung vom Fehlerort viel 
langsamer ab als bei einem Erder (vgl. Gl. 42b). Die Gefahrzone 
folgt mit Riicksicht darauf, daB jetzt der Ausbreitungswiderstand beider 
FiiBe fiir den Korperwiderstand maBgebend ist, zu 

Il =J.148.l!.!!....1/"a (131h',) 
o:g , R r "I ' 

sie wachst also zum Unterschied gegen Gl. (44a) mit dem Strome 
direkt proportional an. Die entwickelten Formeln zeigen gegeniiber 
den entsprechenden Erderformeln eine starke A bhangigkeit der 
physiologischen KenngroBen vom Material des strom
fiihrenden Leiters: Durch Wahl hinreichend gut leitenden 
Leitermaterials kann der Gefahrstrom beliebig heraufgesetzt, 
die Gefahrzone beliebig verkleinert werden. 

Wir benutzen Gl. (13la) zur Ermittelung des Ausbreitungs
widerstandes eines in maBiger Tiefe t unter der Erde ver
legten Leiters. Nach symmetrischer Erganzung des Stromungs-

Das Potentialfeld in der Umgebung langgestreckter Leiter. 61 

Die Schrittspannung ergibt sich also zu 1 8 

J 1 (4 1 +2e E = --- - 1+-).0205.ln--
B 2:rf f "a"l R :rf' 1 _! ,'!... 

2 (! 
1 8 

J 1 1 +2e 
= -·0,074· ~ln--

R l "a "I 1 _! ~ 
2(! 

(131c) 

und für e = '~8 + R die Maximalgefährdung 

E = ~ . ° 074 . 1 .ln (1 +~) . 
Sm.. R' r "a "I R 

(131d) 

Mit (31) folgt der größtmögliche Körperstrom 

. E'm." J 0074 1 ( 8) d tmax = -- = R·' . --= In 1 + -R ·2 x a 
r r "a "I 

= J. ; ·0,148· n: In (1 +i), (131e) 

so daß aus (30) der Gefahrstrom bestimmt ist 

~A mp. 
In (1 + ~) 

1 R J=-.-. 
g 2,96 d (131f) 

In größerer Entfernung vom Fehlerorte kann hinreichend genau die 
Schrittspannung als Produkt der Schrittweite mit der Feldstärke er
mittelt werden, so daß aus (131 b) 

J 1 1 
Es = -·0,074·--== -. (131g) 

R f "a "I (! 

Die Gefährdung nimmt also mit der Entfernung vom Fehlerort viel 
langsamer ab als bei einem Erder (vgl. GI. 42b). Die Gefahrzone 
folgt mit Rücksicht darauf, daß jetzt der Ausbreitungswiderstand beider 
Füße für den Körperwiderstand maßgebend ist, zu 

Il =J.148.l!.!!....1/"a (13Ih',) 
o:g , R r "I ' 

sie wächst also zum Unterschied gegen GI. (44a) mit dem Strome 
direkt proportional an. Die entwickelten Formeln zeigen gegenüber 
den entsprechenden Erderformeln eine starke Abhängigkeit der 
physiologischen Kenngrößen vom Material des strom
führenden Leiters: Durch Wahl hinreichend gut leitenden 
Leitermaterials kann der Gefahrstrom beliebig heraufgesetzt, 
die Gefahrzone beliebig verkleinert werden. 

Wir benutzen GI. (131a) zur Ermittelung des Ausbreitungs
widerstandes eines in mäßiger Tiefe t unter der Erde ver
legten Leiters. Nach symmetrischer Ergänzung des Strömungs-
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bildes ist die Anordnung identisch mit dem System zweier im Abstand 2 t 
paralleler Leiter. Vernachlassigt man entsprechend Nr.20 die geringe 
Anderung der Aquipotentialiliichen bei Superposition der vom realen 
Leiter und von seinem Spiegelbilde herriihrenden Einzelleiter, so ergibt 
sich das Sekundarpotential des Quellpunktes aus (129) und (131 a) 

q;~ = J Il 1 .] + __ 1=. _1_ + 0,0367 In R ] 
_2,25·11 Xa XI R 2,25· f Xa XI. R 2 t 

J I 2 _ 0,082 .In ~l . (131i) 
2,25·txax;.Rool RJ 

Der Ausbreitungswiderstand ist also von dem Werte Ra 00 bei unendlicher 
Eingrabtiefe nach (129) auf 

Rat = Ra«> [2 - 0,082 ·In ~J (131k) 

gestiegen. Dieses Ergebnis stimmt formal mit (107) uberein, nachdem 
fur 1 passende Werte eingesetzt werden. Man erkennt aus Abb.42, 
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Abb. 42. Ausbreitungswiderstandlanggestreckter Leiter 
in endlicher Eingrabtiefe 1. 

daB hiernach selbst fur 
betrachtliche Eingrab
tiefen der Ausbreitungs
widerstand erheblich 
groBer ist, als er im 
allseitig unendlich aus
gedehnten Erdreich sein 
wurde; man muB daher fur 
Kabel stets mit G1. (131k) 
rechnen. 

U m das Feld im Innern 
des stromfuhrenden Leiters 

zu beschreiben, berechnen wir die Abnahme des Leitungsstromes. 
Zunachst folgt die axiale Stromdichte durch Differentiation von (122) 

i = - "i ~:/ = /n j [g(l)·JoU l e) + j HJll (j l e)] sinlzldz. (132) 
o 

Die gesamte Stromfiihrung des Leiters ist 
R 

J.= f2neide 
o 

= ~. I[ Rg(l)-jJ1 (jlR) + R.n?l (j lR) + ;><2lJ sinlz d l (132a) 
o 

= -!f«> [-~. 911) (1 l R) + ~1 sin lz dl 
20 nl Jo(jlRl911l(jlR)-x, J1 (jlR)HJll(ilR) nl 

Xa 

1 S. FuBnote S. 57. 
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bildes ist die Anordnung identisch mit dem System zweier im Abstand 2 t 
paralleler Leiter. Vernachlässigt man entsprechend Nr.20 die geringe 
Änderung der ÄquipotentiaHlächen bei Superposition der vom realen 
Leiter und von seinem Spiegelbilde herrührenden Einzelleiter, so ergibt 
sich das Sekundärpotential des Quellpunktes aus (129) und (131 a) 

q;~ = J Il 1 .] + __ 1=. _1_ + 0,0367 In R ] 
_2,25·11 X a XI R 2,25· f X a Xi. R 2 t 

J I 2 _ 0,082 .ln ~l . (13li) 
2,25·txaXi·Rool RJ 

Der Ausbreitungswiderstand ist also von dem Werte Ra 00 bei unendlicher 
Eingrabtiefe nach (129) auf 

Rat = Ra«> [2 - 0,082 ·ln ~J (131k) 

gestiegen. Dieses Ergebnis stimmt formal mit (107) überein, nachdem 
für 1 passende Werte eingesetzt werden. Man erkennt aus Abb.42, 
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Abb. 42. Ausbreitungswiderstandlanggestreckter Leiter 
in endlicher Eingrabtiefe 1. 

daß hiernach selbst für 
beträchtliche Eingrab
tiefen der Ausbreitungs
widerstand erheblich 
größer ist, als er im 
allseitig unendlich aus
gedehnten Erdreich sein 
würde; man muß daher für 
Kabel stets mit GI. (131k) 
rechnen. 

Um das Feld im Innern 
des stromführenden Leiters 

zu beschreiben, berechnen wir die Abnahme des Leitungsstromes. 
Zunächst folgt die axiale Stromdichte durch Differentiation von (122) 

i = - "i ~:/ = /n j [g(l)·JoU l e) + i HJll (j l e)] sinlzldz. (132) 
o 

Die gesamte Stromfiihrung des Leiters ist 
R 

J.= f2neide 
o 

= ~. I[ Rg(l)-jJ1 (ilR) + R.H?l (i lR) + ;><2lJ sinlz d l (132a) 
o 

= -!f«> [-~. 911) (1 l R) + ~1 sin lz dA 
20 nl Jo(jlRl911l(jlR)_x, J1 (jlR)HJl l (jlR) nl 

Xe 

1 S. Fußnote S. 57. 



Das PotentiaHeid in der Umgebung Ianggestreckter Leiter. 63 

Nun ist 

so daB 

GO S ;n;2;. sinlz dl = 1, 
o 

(132b) 

wobei das Integralglied offenbar den gesamten, bis zum Orte z 
des stromfiihrenden Leiters jn die Erde entwiehenen 
Strom Jd, darstellt. Die Absehatzung des Integrales liefert1 

so daB 

J ( -0,41· y~ ~) J =- l-e "iR 
d 2 ' 

-
J -041· v~·~ 

J --e' "I R .- 2 • 

Der Strom ist hiernaeh in der Entfernung 

Z = R = 2,45 . ~. R 
g r 0,41. 1/ x. X a 

V X, . 

(132e) 

(132 d) 

(132e) 

auf Ya seines Anfangswertes ; abgesunken; fiir normale Abmessungen 

ergibt sieh hierfiir die GroBenordnung einiger Kilometer. 
Wir werten diese Beziehungen fiir die im vorigen Absehnitt genannten 

Beispiele aus. Fiir das Kabel ergibt sieh der Gefahrstrom mit 8 = 100 em, 
d = 20 em aus (131 f) 

1 5 2,18. lOt _ 
Jg = 296 . 20' ( 100) = 600 Amp. 

, In 1+5 

Ein Strom von 6000 Amp. erzeugt naeh (131 h) die Gefahrzone 
100·20 eg = 6000.1,48'-5-. 0,46.10' = 162 em = 1,62 m, 

so daB also nur eine sehr kleine Umgebung des Leiters gefahrdet ist. Die 
Abnahme des Leitungsstromes im Kabelmantel folgt naeh Gl. (132d) 

J J -0,'1.0,46.10 ..... ~ J -1,88·1O-·~ 
=2·e R =2-·e B, 

so daB er naeh (132e) in 

Zgr = 04::fo 4 ·5 = 2,66.1011 om = 2,66 km , 

1 F. Ollendorff, I. c. Nr. 7. 

Das PotentiaHeid in der Umgebung langgestreckter Leiter. 63 

Nun ist 

so daß 

GO S ;n;2;. sinlz dl = 1, 
o 

(132b) 

wobei das Integralglied offenbar den gesamten, bis zum Orte z 
des stromführenden Leiters jn die Erde entwichenen 
Strom Jd, darstellt. Die Abschätzung des Integrales liefert! 

so daß 

J ( -0,41· y~ ~) J =- 1-e "iR 
d 2 ' 

-
J -041· v~·~ 

J --e' "I R .- 2 • 

Der Strom ist hiernach in der Entfernung 

z = R = 2,45 . ~. R 
g r 0,41. 1/ x_ x. 

V XI . 

(132c) 

(132d) 

(132e) 

auf Ya seines Anfangswertes ; abgesunken; für normale Abmessungen 

ergibt sich hierfür die Größenordnung einiger Kilometer. 
Wir werten diese Beziehungen für die im vorigen Abschnitt genannten 

Beispiele aus. Für das Kabel ergibt sich der Gefahrstrom mit 8 = 100 cm, 
d = 20 cm aus (131 f) 

1 5 2,18. lOt _ 
Jg = 296 . 20' ( 100) = 600 Amp. 

, In 1+ 5 

Ein Strom von 6000 Amp. erzeugt nach (131 h) die Gefahrzone 
100·20 eg = 6000.1,48'-5-. 0,46.10' = 162 cm = 1,62 m, 

so daß also nur eine sehr kleine Umgebung des Leiters gefährdet ist. Die 
Abnahme des Leitungsstromes im Kabelmantel folgt nach GI. (132d) 

J J -0,'1.0,46.10 ..... ~ J -1,88'1O-'~ 
=2·e R =-~r·e B, 

so daß er nach (132e) in 

zur = 04::fo 4 ·5 = 2,66.1011 om = 2,66 km , 

1 F. Ollendorff, I. c. Nr. 7. 



64 Wirkung Ohmscher Spannungsabfille im Erdersystem. 

Entfernung yom Fehlerort auf Ya des Anfangswertes gesunken ist. 
Dieses fur die Erhitzung des Mantels durch Stromwarme ungunstige Er
gebnis wird dadurch verscharft, daB bei Anwendung der Gl. (132d) nur 
der halbe Querschnitt als stromfuhrend angenommen wird, wahrend in 
Wahrheit der ganze Querschnitt hierfur in Frage kommt. 

Wenn das Kabel an der Oberflache liegt, erhoht sich sein Ausbreitungs
widerstand auf den Wert (129b), also 

1 
R =-~. ==0814.Q. 

a. 1,225.5 .• 4,75 ' 

Ist das Kabel t = 100 cm unter der Erdoberflache vergraben, so wird 
tlR = 20, und der Ausbreitungswiderstand wird nach (131k) 

Rat = 0,00905·1,68 = 0,0688 .Q, 

so daB man in der Tat durch das Eingraben nur eine miiBige Verringe
rung des Ausbreitungswiderstandes erzielt. Will man daher in Erde 
verlegte Seile zur Dberleitung des Stromes in die Erde benutzen, so 
hat es bezuglich des zu erreichenden Ausbreitungswiderstandes keinen 
Zweck, das Seil sehr tief zu vergraben. 

Fur die Schiene ergibt sich mit den im vorigen Abschnitt genannten 
Zahlen cler Gefahrstrom 

1 2 245·10' 
Jg = 2,96 . 20' ' 100 = 210 Amp., 

In(l+T) 
er ist also erheblich kleiner als beim Kabel. Die Gefahrzone betragt bei 
Einfuhrung eines Stromes von 2000 Amp. nach (131 b) 

100·20 eg = 2000 ·1,48· -2-.0,403.10-4 = ,,",120 cm = 1,20 m. 

Bei der Anwendung dieser Zahlen auf anfahrende elektrische Triebfahr
zeuge hat man selbstverstandlich zu beachten, daB der gesamte Fahr
strom sich auf zahlreiche Kontaktstellen (Rader) verteilt; es kann daher 
der Anfahrstrom ein Vielfaches der obengenannten Werte betragen, 
ohne gefahrlich zu werden. 

Betrachten wir zum Schlusse noch den Verlauf des Stromes in den 
Schienen, so ergibt sich das Abnahmegesetz 

J J -O,41.0"W8·1O-·.~ J -1.66·1O-·.~ 
=2·e R=2·e R, 

wonach also eine Reduktion auf ein Sechstel des Gesamtstromes erst 
in der Entfernung 

erreicht wird. 
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Entfernung vom Fehlerort auf Ya des Anfangswertes gesunken ist. 
Dieses für die Erhitzung des Mantels durch Stromwärme ungünstige Er
gebnis wird dadurch verschärft, daß bei Anwendung der GI. (132d) nur 
der halbe Querschnitt als stromführend angenommen wird, während in 
Wahrheit der ganze Querschnitt hierfür in Frage kommt. 

Wenn das Kabel an der Oberfläche liegt, erhöht sich sein Ausbreitungs
widerstand auf den Wert (129b), also 
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Ist das Kabel t = 100 cm unter der Erdoberfläche vergraben, so wird 
tlR = 20, und der Ausbreitungswiderstand wird nach (131k) 

Rat = 0,00905·1,68 = 0,0688 .Q, 

so daß man in der Tat durch das Eingraben nur eine mäßige Verringe
rung des Ausbreitungswiderstandes erzielt. Will man daher in Erde 
verlegte Seile zur Überleitung des Stromes in die Erde benutzen, so 
hat es bezüglich des zu erreichenden Ausbreitungswiderstandes keinen 
Zweck, das Seil sehr tief zu vergraben. 

Für die Schiene ergibt sich mit den im vorigen Abschnitt genannten 
Zahlen der Gefahrstrom 

1 2 245·10' 
Jg = 2,96 . 20' ' 100 = 210 Amp., 

In(I+ T ) 

er ist also erheblich kleiner als beim Kabel. Die Gefahrzone beträgt bei 
Einführung eines Stromes von 2000 Amp. nach (131 b) 

100·20 eg = 2000 ·1,48· -2-.0,403.10-4 = ,,",120 cm = 1,20 m. 

Bei der Anwendung dieser Zahlen auf anfahrende elektrische Triebfahr
zeuge hat man selbstverständlich zu beachten, daß der gesamte Fahr
strom sich auf zahlreiche Kontaktstellen (Räder) verteilt; es kann daher 
der Anfahrstrom ein Vielfaches der obengenannten Werte betragen, 
ohne gefährlich zu werden. 

Betrachten wir zum Schlusse noch den Verlauf des Stromes in den 
Schienen, so ergibt sich das Abnahmegesetz 

J J -O,41'O"W8'1O-"~ J -1.66·1O-·'~ 
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wonach also eine Reduktion auf ein Sechstel des Gesamtstromes erst 
in der Entfernung 

erreicht wird. 



Folgen einer Stromiiberlastung des Erders; der "Obergangswiderstand. 65 

AIle die auf Eisenbahnschienen bezuglichen Werte sind mit einer 
groIlen Unsicherheit behaftet; insbesondere durfte die Beriicksichti
gung der Bettung zu giinstigeren Ergebnissen fuhren. Man muIl daher 
experimentell ermittelte Werte der wirksamen Leitfahig
kei ten "a und "i einfuhren, wobei man in dem Gesetz fur die Abnahme 
des Schienenstromes ein geeignetes MeIlverfahren besitzt. 

VI. Inhomogenitiiten im Erdreich. 
25. Folgen einer Stromiiberlastung des Erders; der 'Obergangswider

stand. Die Stromung in der Erde entwickelt in jedem Raumelement 
sekundlich die Warmemenge 

W = "G;2. (133) 
Bei hohen Erderstromstarken kann hierdurch das im Erdreich enthaltene 
Wasser verdampft werden, so daIl sich an den Erder eine trockene, unter 
Umstanden sogar fest zusammengebackene Erdkruste bildet. Die Leit
fahigkeit "i dieser Schicht ist in der Regel viel niedriger als die Leit
fahigkeit " des umgebenden Erdreiches, so daIl der Strom jetzt zwei 
homogene Schichten stark verschiedener Leitfahigkeit durchflieIlen 
muIl. Wir untersuchen die Folgen einer solchen Stromuberlastung auf 
die Eigenschaften einfacher Erderformen; aus den Ergebnissen lassen 
sich die entsprechenden Folgerungen fur Mehrfacherder und Tiefenerder 
leicht mittels der in Nr. 13-;-.20 entwickelten Beziehungen erweitem. 

Beim Halbkugelerder (Nr.8) kann nach symmetrischer Er
ganzung des Stromungsbildes die Kruste als konzentrisch zum Erder 
liegende Halbkugel yom Halbmesser ei> eo dargestellt werden. In 
beiden Teilen des Erdreiches verlaufen die Stromlinien radial nach auIlen. 
Da das Potential flJa des AuIlenraumes im Unendlichen verschwinden 
muIl. bleibt dort das Feld (38) erhalten; das Innenpotential der Kruste 
lautet entsprechend 

CPi = -2 J [~+ konst.] eo < e < el' (134) 
:If Xi f! 

wobei die Integrationskonstante aus den an der Krustenoberflache 
e = (!i herrschenden Grenzbedingungen (18a) und (19) zu bestimmen ist 

J 1 J [1 ] J 1 J 1 
2:1f X • e; = 2:1f X, ~-; + konst.; ". 2:1f X • e; = "i' 2:1f X, . f!~ (135) 

woher sogleich 
X - x, 1 J [ 1 X - x, 1 ] 

konst = - -x- . e;; fIJi = 2:1f x, e - -x- . e;' (134a) 

Fur e = eo erhalt man Erderpotential und Ausbreitungswiderstand 

flJo = 2 ~x • [:, :0 - ":,XI :J = 2~" [~ + :, (:0 - :J]; I 
R - tpo - _1_ . [~ + .! (1 - ~)] 

- J - 2:1f"f!0 f!, x, f!1' 

(134b) 

Ollendorif, Erdstrllme. 5 
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Alle die auf Eisenbahnschienen bezüglichen Werte sind mit einer 
großen Unsicherheit behaftet; insbesondere dürfte die Berücksichti
gung der Bettung zu günstigeren Ergebnissen führen. Man muß daher 
experimentell ermittelte Werte der wirksamen Leitfähig
kei ten "a und "i einführen, wobei man in dem Gesetz für die Abnahme 
des Schienenstromes ein geeignetes Meßverfahren besitzt. 

VI. Inhomogenitäten im Erdreich. 
25. Folgen einer stromüberlastung des Erders; der 'Übergangswider

stand. Die Strömung in der Erde entwickelt in jedem Raumelement 
sekundlich die Wärmemenge 

w = "G;2. (133) 
Bei hohen Erderstromstärken kann hierdurch das im Erdreich enthaltene 
Wasser verdampft werden, so daß sich an den Erder eine trockene, unter 
Umständen sogar fest zusammengebackene Erdkruste bildet. Die Leit
fähigkeit "i dieser Schicht ist in der Regel viel niedriger als die Leit
fähigkeit" des umgebenden Erdreiches, so daß der Strom jetzt zwei 
homogene Schichten stark verschiedener Leitfähigkeit durchfließen 
muß. Wir untersuchen die Folgen einer solchen Stromüberlastung auf 
die Eigenschaften einfacher Erderformen; aus den Ergebnissen lassen 
sich die entsprechenden Folgerungen für Mehrfacherder und Tiefenerder 
leicht mittels der in Nr. 13-;-.20 entwickelten Beziehungen erweitern. 

Beim Halbkugelerder (Nr.8) kann nach symmetrischer Er
gänzung des Strömungsbildes die Kruste als konzentrisch zum Erder 
liegende Halbkugel vom Halbmesser (!i> (!o dargestellt werden. In 
beiden Teilen des Erdreiches verlaufen die Stromlinien radial nach außen. 
Da das Potential fPa des Außenraumes im Unendlichen verschwinden 
muß. bleibt dort das Feld (38) erhalten; das Innenpotential der Kruste 
lautet entsprechend 

!Pi = -2 J [~+ konst.] (!o < e < ei' (134) 
n Xi f! 

wobei die Integrationskonstante aus den an der Krustenoberfläche 
(! = (!i herrschenden Grenzbedingungen (18a) und (19) zu bestimmen ist 

J 1 J [1 ] J 1 J 1 
2 n x . e; = 2 n x, ~-; + konst.; ". 2 n X • e; = "i' 2 n x, . f!~ (135) 

woher sogleich 
X - x, 1 J [ 1 X - x, 1 ] 

konst = - -x- . e;; fP. = 2 n x, e - -x- . e;' (134a) 

Für (! = (!o erhält man Erderpotential und Ausbreitungswiderstand 

fPo = 2 ~x • [:, :0 - ":,X' :J = 2~" [~ + :, (:0 - :J]; I 
R - "'0 - _1_ . [~ + .! (1 - ~)] 

- J - 2n"f!0 f!, x, f!" 

(134b) 

Ollendorff, Erdströme. 5 



66 Inhomogenitaten im Erdreich. 

Durch Vergleich des hier gefundenen Ausbreitungswiderstandes mit dem 
Wert (41) des nicht iiberlR.Rteten Erders erkennt man, daB durch die 
Krustenbildung der Ausbreitungswiderstand steigt, entsprechend 
wachst auch die Beriihrungsspannung des Erders an. Wenn ins
besondere die Kruste die im Verhii,ltnis zu eo sehr kleine Dicke LIe be
sitzt, folgt aus (134 b) 

R __ 1_ [1 + ~ ~l 
- 2 11: " eo "I eo J ' (134c) 

wobei das Klammerglied unmittelbar den infolge der Uberlastung er
folgenden Widerstandsanstieg anzeigt. Beispielsweise ergibt sich fiir 

1 "i = 10'" LIe = 10cm, eo = 150 cm 
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Abb.43. pannunsstrichtcr in der Umgebung 
elnes dUrch "Oberlo.stung zersWrten E rders. 

1 + ~ ~e 0.= 1 + 10· -~ = 1,67 
"I eo ' 150 ' 

also eine sehr bedeutende Ver
schlechterung der Anordnung. 

Wahrend die Gefahrzone 
wegen des unveranderten Feldes 
im AuBenraum trotz der Er
hohung des Ausbreitungs
widerstandes nicht ansteigt, 
wird der Gefahrstrom herab
gedriickt. Denn die maximale 
Schrittspannung findet sich mit 
(134c) und (38) 

E - __ J_ [1 + -"_ . LI eJ 
8max - 2 11: " eo "I eo 

J J s 

- 211:" (e~+s) = 211:" ' [i8t seo 
J "LIe J 8 

+ 2 11:,,';; 'e~ = 211:,,' e~ + 8e~ 

[ 1 + .:: (~ + ~) L1 eJ . 
"1.8 eo 

(134 d) 

Durch Vergleich mit (42a) erweist 
sich das Klammerglied als Effekt 
der Krustenbildung. Fiir die ge
nannten Zahlen berechnet sich mit 
8= 100cm 

" (1 1 ) ( 1 1 ) 1+~ ;+eo .Ll e = 1+10 100+150 ·10 = 1,40 

und im umgekehrten Verhaltnis geht der Gefahrstrom herunter. Ob
wohl also die "Oberlastung auch die physiologischen Wirkungen des 
Erders vergroBert und damit den Erder als Ganzes verschlechtert , sind 
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Durch Vergleich des hier gefundenen Ausbreitungswiderstandes mit dem 
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1 + ~ ~e 0.= 1 + 10· -~ = 1,67 
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also eine sehr bedeutende Ver
schlechterung der Anordnung. 

Während die Gefahrzone 
wegen des unveränderten Feldes 
im Außenraum trotz der Er
höhung des Ausbreitungs
widerstandes nicht ansteigt, 
wird der Gefahrstrom herab
gedrückt. Denn die maximale 
Schrittspannung findet sich mit 
(134c) und (38) 
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Durch Vergleich mit (42a) erweist 
sich das Klammerglied als Effekt 
der Krustenbildung. Für die ge
nannten Zahlen berechnet sich mit 
8= 100cm 

" (1 1 ) ( 1 1 ) 1+~ ;+eo .Lle = 1+10 100+150 ·10 = 1,40 

und im umgekehrten Verhältnis geht der Gefahrstrom herunter. Ob
wohl also die Überlastung auch die physiologischen Wirkungen des 
Erders vergrößert und damit den Erder als Ganzes verschlechtert , sind 



Folgen einer Stromiiberlastung des Erders; der Ubergangswiderstand. 67 

doch diese Folgen weit schwacher ausgepragt als der Anstieg des Aus
breitungswiderstandes. Dieses Ergebnis wird durch die in Abb.43 
gezeichnete Gestalt des Spannungstrichters gemaB (134a) und (38) ver
anschaulicht, aus welchem man erkennt, daB der steilste Absturz des 
Potentiales in der Kruste stattfindet. Wir beschranken uns daher 
im folgenden darauf, die Erhohung des Ausbreitungswider
standes zu bestimmen. 

Beim Kreisplattenerder betrachten wir als Kruste erniedrigter 
Leitfahigkeit ein abgeplattetes Rotationsellipsoid der groBen Halb
achse ei > eo; die Krustenoberflache ist also nach (51) in elliptischen 
Koordinaten durch 

(136) 

gegeben. Somit bleibt das AuBenpotential (55) bestehen, und innerhalb 
der Kruste gilt 

J 1 i . 1]0 + k ] < < m. = -2 - . ~ , arcsm - onst flO ~ n ~ fl, . 
'1', :n:xIl]oL n ,,~ -". 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ziehen wir die 
bedingungen (18a) an der Krustenoberflache (136) heran 

(137) 

Grenz-

J 1 I . 1]0 + k 'I J 1 [ . eo] l -- - arcsm - onst = --- . - arcsm - ; 
2:n:x;1]0_ 1]1 ~ 2:n:x 1]0 ei (138) 

konst. = _ x - Xi • arcsin ~ , 
x ei ) 

wodurch (19) von selbst erfullt ist. Durch Einsetzen in (137) ergibt sich 
fur u = eo das Erderpotential und der Ausbreitungswiderstand 

J 1 ['" :r (X ) . eo] 1 cp =--.-:-.~-- --1 arCSln-' o 2 :n: x 1]0 ,-X; 2 X; 1]; , 

R 'Po 1 1 [" . 1]0 + X (It . eo)] f = ~ = --. - I arCSIll- - - -arCSln- . 
J 2 :n: X 1]0 ~ e; Xi 2 1]1 

(138a) 

Wenn ei nur urn die kleine Lange L1 eden Kreisplattenhalbmesser uber
trifft, gilt also mit guter Naherung 

1 1 [:n: X 1 I----reJ 1 [ 2 X lI----reJ' R="-'2:n:x'e~-' 2+~'V 21]0 =4xI]0' l+;·~V 2eo- . (138b) 

Fiir eo = 150 cm, Lleo = 10 cm ~ = 10 findet man somit als Wert des 
"i 

Klammergliedes, welches die Widerstandserhohung angibt 

2 1/20 
1 + --;;. 10· V 150 = 3,32. 

Der Widerstand nimmt hier wegen der Konzentration der Stromlinien 
am Plattenrande (vgl. Nr.9) gewaltig zu, so daB solche Plattenerder 
weit weniger uberlastungsfahig sind als Halbkugelerder. Dieses Ergebnis 
wird allerdings in seiner Scharfe dadurch gemildert, daB sich die t!ber-
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doch diese Folgen weit schwächer ausgeprägt als der Anstieg des Aus
breitungswiderstandes. Dieses Ergebnis wird durch die in Abb.43 
gezeichnete Gestalt des Spannungstrichters gemäß (134a) und (38) ver
anschaulicht, aus welchem man erkennt, daß der steilste Absturz des 
Potentiales in der Kruste stattfindet. Wir beschränken uns daher 
im folgenden darauf, die Erhöhung des Ausbreitungswider
standes zu bestimmen. 

Beim Kreisplattenerder betrachten wir als Kruste erniedrigter 
Leitfähigkeit ein abgeplattetes Rotationsellipsoid der großen Halb
achse (!i > (!o; die Krustenoberfläche ist also nach (51) in elliptischen 
Koordinaten durch 

(136) 

gegeben. Somit bleibt das Außenpotential (55) bestehen, und innerhalb 
der Kruste gilt 

J 1 i . 1]0 + k ] < < m. = -2 - . ~ , arcsm - onst ()o ~ n ~ (), . 
'1'. :n:xIl}oL n ,,~ -"-

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ziehen wir die 
bedingungen (18a) an der Krustenoberfläche (136) heran 

(137) 

Grenz-

J 1 I . 1]0 + k 'I J 1 [ . I!o] l -- - arcsm - onst = --- . - arcsm - ; 
2:n:XiI}0_ 1]1 ~ 2:n:x I}o I!i (138) 

konst. = _ x - Xi • arcsin ~ , 
x (!i ) 

wodurch (19) von selbst erfüllt ist. Durch Einsetzen in (137) ergibt sich 
für u = (!o das Erderpotential und der Ausbreitungswiderstand 

J 1 ['" :r (X ) . I!o] 1 cp =--.-:-.~-- --1 arCSln-' 
o 2 :n: x 1]0 '-Xi 2 Xi I]i ' 

R 'Po 1 1 [" . 1]0 + X (lt . flO)] f = ~ = --. - I arCSIll- - - -arCSln- . 
J 2 :n: x 1]0 ~ fli Xi 2 1]1 

(138a) 

Wenn (!i nur um die kleine Länge L1 (! den Kreisplattenhalbmesser über
trifft, gilt also mit guter Näherung 

1 1 [:n: X 1 I----reJ 1 [ 2 x lI----reJ' R="-'2:n:x'e~-' 2+~'V 21]0 =4xI}0' l+;·~V 2eo- . (138b) 

Für (!o = 150 cm, Ll(!o = 10 cm ~ = 10 findet man somit als Wert des 
"i 

Klammergliedes, welches die Widerstandserhöhung angibt 

2 1/20 
1 + --;;. 10· V 150 = 3,32. 

Der Widerstand nimmt hier wegen der Konzentration der Stromlinien 
am Plattenrande (vgl. Nr.9) gewaltig zu, so daß solche Plattenerder 
weit weniger überlastungsfähig sind als Halbkugelerder. Dieses Ergebnis 
wird allerdings in seiner Schärfe dadurch gemildert, daß sich die Über-

5* 
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lastungskrusten zunii.chst hauptsii.chlich in der Umgebung des Randes 
bilden und erst bei lang dauerndem Stromdurchgang die hier zugrunde 
.gelegte Ellipsoidform annehmen. 

FUr Rohrerder und gestreckte Banderder kann die durch 
Vberlastung entstehende Kruste als ein mit dem Erder konfokales ge
;atrecktes Rotationsellipsoid der kleinen Halbachse (!i > (!o angenommen 
werden; die Krustenoberfliiche ist also nach (61) gegeben durch 

(139) 

Das AuBenfeld wird durch (66) dargestellt, das Innenfeld also durch 

(140) 

Die Konstante ist durch die Grenzbedingung (18a) fur U = U i bestimmt, 
also mit (139) 

_J_ [2 In 21 + konstJ = _J_. 2In 21; konst = _ "-"'. 2In 21, (141) 
4nn,l I?I 4n,,1 (11 "(!I 

so daB Erderpotential und Ausbreitungswiderstand sieh bereehnen 

cp = _J_ . [~.In 2 1 _ " - "I .In 2 II 
o 2 n " 1 '" (.10 "i (.I, -" 

= _J_. In 21 [In !,l + ~.ln I?ll = J.B. 
2,.;,,1 I?o In 21 "I I?o 

eo 

(141 a) 

FUr l = 200 em, (!o = 2 em, (!i = 5 em und ~ = 10 findet ~an dureh 

Bereehnung des Klammerglledes die Widerstandserhohung 

In 21 In 2·200 
I?I "I?I 2 5 0 36 ~ + -In- = 2.200 + 10.In 2 = 1,21 + 9,15 = 1, . 

In - "I I?o In __ 
eo 5 

Da die G1. (141&) naeh Ersatz von l durch ne. nii.herungsweise aueh 
fUr Kreisbanderder gilt [Nr.12, G1. (75a) und (76)] erkennt manaus 
diaser Zahlenrechnung, daB Banderder und Rohrerder auBer
ordentlich empfindlich gegen -oberlastung durch zu hohen 
Erderstrom sind. Bei derartigen Erdern ist daher die thermisehe 
Vorausbestimmung der zulassigen Erderstrome unumgang
lich (vg1. Kap. XII). 

Schlechtleitende Schichten an den Ober.flichen der Erder entstehen 
hii.ufig auch ohne thermische fiberlastung durch chemische Vorgange 
an der Grenzflii.che Metall-Erdreich, beispielsweise Rostbildung 
an eisernen Bandern; aimlich kann em Sch utzanstrich wirken. Durch 
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lastungskrusten zunächst hauptsächlich in der Umgebung des Randes 
bilden und erst bei lang dauerndem Stromdurchgang die hier zugrunde 
.gelegte Ellipsoidform annehmen. 

Für Rohrerder und gestreckte Banderder kann die durch 
'Überlastung entstehende Kruste als ein mit dem Erder konfokales ge
;atrecktes Rotationsellipsoid der kleinen Halbachse (!i > (!o angenommen 
werden; die Krustenoberfläche ist also nach (61) gegeben durch 

(139) 

Das Außenfeld wird durch (66) dargestellt, das Innenfeld also durch 

(140) 

Die Konstante ist durch die Grenzbedingung (18a) für U = U i bestimmt, 
also mit (139) 

_J_ [2 In 21 + konst] = _J_. 2In 21; konst = _ x-x,. 2In 21, (141) 
4:1r:lr,l I?I 4:1rx1 (11 X (!I 

so daß Erderpotential und Ausbreitungswiderstand sich berechnen 

cp = _J_ . [~.In 2 1 _ x - x, .In 2 II 
o 2 :Ir X 1 x, (.10 Xi (.1, -" 

= _J_. In 21 [In !,l + ~.ln I?ll = J.B. 
2,.;xl I?o In 21 x, I?o 

I?o 

(141a) 

Für l = 200 cm, (!o = 2 cm, (!i = 5 cm und ~ = 10 findet ~an durch 

Berechnung des Klammerglledes die Widerstandserhöhung 

In 21 In 2·200 
I?I "l?I 2 5 0 36 ~ + -In- = 2.200 + 10.In 2 = 1,21 + 9,15 = 1, . 

In - "I I?o In __ 
I?o 5 

Da die GI. (141&) nach Ersatz von l durch "e. näherungsweise auch 
für Kreisbanderder gilt [Nr.12, GI. (75a) und (76)] erkennt man aus 
dieser Zahlenrechnung, daß Banderder und Rohrerder außer
ordentlich empfindlich gegen überlastung durch zu hohen 
Erderstrom sind. Bei derartigen Erdern ist daher die thermische 
Vorausbestimmung der zulässigen Erderströme unumgäng
lich (vgl. Kap. XII). 

Schlechtleitende Schichten an den Oberflächen der Erder entstehen 
häufig auch ohne thermische Überlastung durch chemische Vorgänge 
an der Grenzfläche Metall-Erdreich, beispielsweise Rostbildung 
an eisernen Bändern; äimlich kann ein Sch utzanstrich wirken. Durch 
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Annahme sehr diinner Schichten erhalt man ihren Zusatzwiderstand L1 R 
fiir den Halbkugelerder 

1 .d!? 
L1 R = 2n X; • !?f (134d) 

fiir den Kreisplattenerder 

L1 R= 1 __ ~.ll2.d!? 
2 n Xi!?O r 120 

und fiir Band- und Rohrerder 

L1 R = _1_. ~ .In 2l . ~ 
2 n "i 1 120120 

(138c) 

(141 b) 

Dieser Zusatzwiderstand hangt nur von den Eigenschaften der Schicht 
ab, welche den Obergang zwischen Erder und Erdreich vermittelt; er 
wird im Gegensatz zum Ausbreitungswiderstand als Obergangs
widerstand bezeichnet; praktisch ist er meist vernachlassigbar klein. 

26. OberfHichenerder in geschichtetem Erdreich. Haufig andert sich 
die Leitfahigkeit des Erdreiches mit der Tiefe. Es wird vorausgesetzt, 
daB man die Leitfahigkeit "0 einer zur Erdoberflache parallelen Ober
schicht als homogen ansehen kann; sie kann je nach der Ursache der 
Schichtung groBer oder kleiner als die Leitfahigkeit" des darunter 
liegenden Erdreiches sein: Geologische Griinde weisen haufig auf in 
der Tiefe liegendes Gestein hin, so daB dann"o >" ist. Umgekehrt 
kann Grund wasser tief gelegene Sandschichten so stark durch
feuchten, daB" > "0 wird. Endlich beeinfluBten intensive Sonnen
bestrahlung, Bodenfrost oder starke Regengiisse die Ober
flachenleitfahigkeit in dem einen oder anderen Sinne. 

Wir setzen zunachst dei Starke t der Oberflachenschicht groB gegen 
die linearen Erderabmessungen voraus. In einem homogenen Erdreich 
der Leitfahigkeit "0 wird dann das'Stromungsfeld in der Erderumgebung 
fiir die jeweils benutzte Erderform nach den friiher entwickelten Ge
setzen geregelt, wahrend es in groBerer Entfernung in das Quellpunkts
potential (27 c) iibergeht 

J 1 
f{!p = ----.-=-. (142) 

2nxo 11 

Dieses Feld erfiillt nicht die an der unteren Grenze der Schicht herr
schenden Bedingungen; diese wird daher Ursprung zweier Sekundar
potentiale f{! •• der Oberschicht und f{!. des darunter liegenden Erdreiches, 
so daB die Gesamtpotentiale beider Raume sich darstellen 

f{!o= f{!p+ f{!s., 1 
f{! = f{!p+ f{! •• r (143) 

Zur Ermittelung der Sekundarpotentiale fiihren wir nach Abb. 44 ein 
Zylinderkoordinatensystem z, (}> # ein, dessen Ursprung im Erder liegt 

Oberflächenerder in geschichtetem Erdreich. 69 

Annahme sehr dünner Schichten erhält man ihren Zusatzwiderstand L1 R 
für den Halbkugelerder 

1 L1!? 
L1 R = 2n Xj • !?f (134d) 

für den Kreisplattenerder 

L1 R= 1 __ ~.ll2L1!? 
2 n Xi!?O r 120 

und für Band- und Rohrerder 

L1 R = _1_. ~ .ln 2l • ~ 
2 n "i 1 120120 

(138c) 

(141 b) 

Dieser Zusatzwiderstand hängt nur von den Eigenschaften der Schicht 
ab, welche den Übergang zwischen Erder und Erdreich vermittelt; er 
wird im Gegensatz zum Ausbreitungswiderstand als übergangs
widerstand bezeichnet; praktisch ist er meist vernachlässigbar klein. 

26. Oberflächenerder in geschichtetem Erdreich. Häufig ändert sich 
die Leitfähigkeit des Erdreiches mit der Tiefe. Es wird vorausgesetzt, 
daß man die Leitfähigkeit "0 einer zur Erdoberfläche parallelen Ober
schicht als homogen ansehen kann; sie kann je nach der Ursache der 
Schichtung größer oder kleiner als die Leitfähigkeit" des darunter 
liegenden Erdreiches sein: Geologische Gründe weisen häufig auf in 
der Tiefe liegendes Gestein hin, so daß dann "0 >" ist. Umgekehrt 
kann Grund wasser tief gelegene Sandschichten so stark durch
feuchten, daß" > "0 wird. Endlich beeinflußten intensive Sonnen
bestrahlung, Bodenfrost oder starke Regengüsse die Ober
flächenleitfähigkeit in dem einen oder anderen Sinne. 

Wir setzen zunächst dei Stärke t der Oberflächenschicht groß gegen 
die linearen Erderabmessungen voraus. In einem homogenen Erdreich 
der Leitfähigkeit "0 wird dann das' Strömungsfeld in der Erderumgebung 
für die jeweils benutzte Erderform nach den früher entwickelten Ge
setzen geregelt, während es in größerer Entfernung in das Quellpunkts
potential (27 c) übergeht 

J 1 
f{!p = ----.-=-. (142) 

2nxo 11 

Dieses Feld erfüllt nicht die an der unteren Grenze der Schicht herr
schenden Bedingungen; diese wird daher Ursprung zweier Sekundär
potentiale f{! •• der Oberschicht und f{!. des darunter liegenden Erdreiches, 
so daß die Gesamtpotentiale beider Räume sich darstellen 

f{!o= f{!p+ f{!s., 1 
f{! = f{!p+ f{! •• r (143) 

Zur Ermittelung der Sekundärpotentiale führen wir nach Abb. 44 ein 
Zylinderkoordinatensystem z, (}> # ein, dessen Ursprung im Erder liegt 
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und dessen z-Achse vertikal zur Erdoberflache weist. Aus Symmetrie
griinden hangt das Sekundarfeld nicht von {} ab, so daB die Potential
gleichung die Form (117) annimmt. 

Damit das Potential im Unendlichen ver
schwinde, muB das Sekundarpotential CPs die 
Gestalt besitzen 

fP. = e-AZ • f (e) , (144) 

wo A einen zunachst unbestimmten Parameter 
bedeutet. Durch Einsetzen in (117) entsteht 
fiir f (e) die Bestimmungsgleich ung 

d2 f + -~'~+A2z=0 (144a) 
de 2 e de ' 

Abb.44. Zu den GrundgJelchun· d f" 0 dl' h L" d' B I gen geschichteten Erdrelches. eren ur e = en IC e osung Ie esse-
sche Funktion J 0 (,I.e) ist. Mit Hinzufiigung 

einer willkiirlichen Integrationskonstanten IJ (A) und Summation be
Hebig vieler derartiger Partikularlosungen konnen wir also setzen 

CPs = 2 :"0 J IJ (A) e+)·z, J o (A e) dA . 
o 

(144b) 

In der Oberschicht muB das Potential symmetrisch zur Erdoberflache 
verlaufen, so daB analog (144 b) 

CPs. = 2:"0 Jh (A)' [e!.z + e-)·z]Jo (,I.e) dA 
o 

Mit Benutzung der Identitat 

1 

e 
1 z>O I 

z<O 

(144c) 

(144d) 

schreiben sich jetzt die Bedingungen (1Sa) und (19) an der Grenze z = - t 
der Oberschicht 

e-At + h (A) (e-)· t + e)·t)= e-)·t + IJ (A) ·e-)·t, } 
(145) 

"oA [e- ~t + h (A) (e-~t-e!.t)] =" A [e-!.t + IJ (A) e-!.t]. 

FUr die Anwendung interessiert nur das Feld der Oberschicht; hierfiir 
erhalten wir aus (145) sogleich 
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und dessen z-Achse vertikal zur Erdoberfläche weist. Aus Symmetrie
gründen hängt das Sekundärfeld nicht von {} ab, so daß die Potential
gleichung die Form (117) annimmt. 

Damit das Potential im Unendlichen ver
schwinde, muß das Sekundärpotential Cf's die 
Gestalt besitzen 

fP. = r AZ • f (e) , (144) 

wo A einen zunächst unbestimmten Parameter 
bedeutet. Durch Einsetzen in (117) entsteht 
für f (e) die Bestimmungsgleich ung 

d2 f + -~'~+A2z=0 (144a) 
de 2 e de ' 

Abb.44. Zu den Grundglelchun- d f" 0 d!' h L" d' B I gen geschichteten Erdreiches. eren ur e = en JC e osung Je esse-
sche Funktion J 0 (Ae) ist. Mit Hinzufügung 

einer willkürlichen Integrationskonstanten IJ (A) und Summation be
liebig vieler derartiger Partikularlösungen können wir also setzen 

Cf's = 2 :"0 J IJ (A) e+)·z, J o (A e) dA. 
o 

(144b) 

In der Oberschicht muß das Potential symmetrisch zur Erdoberfläche 
verlaufen, so daß analog (144 b) 

Cf's, = 2:"0 Jh (A)' [e!.z + e-)·z]Jo (Ae) dA 
o 

Mit Benutzung der Identität 

1 

e 
1 z>o I 

z<O 

(l44c) 

(l44d) 

schreiben sich jetzt die Bedingungen (18a) und (19) an der Grenze z = - t 
der Oberschicht 

e-At + h (A) (e-)· t + e)·t)= e-)·t + IJ (A) ·e-i. t , } 
(145) 

"oA [e- ~t + h (A) (e-~t-e!.t)] =" A [e-!.t + IJ (A) e-!.t]. 

Für die Anwendung interessiert nur das Feld der Oberschicht; hierfür 
erhalten wir aus (145) sogleich 
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wo f3 eine Leitfahigkeitskonstante des geschichteten Erdreiches ist. 
Einsetzen in (144c) ergibt mit Beachtung von (144d) 

<Jis, = 2-~X; j(- f3 e- 2i. t + f32 e-Ht - + ... ) [e i. z + e-AZ]-Jo (I, e) d). 

? '" '" (146) 

~ 2-:", [.~ fi" 1,- : 72 ~; + ." + .~ fi" I e' : J2~;toc, I' 1 
Insbesondere folgt fiir z = 0 die Ruckwirkung der Grenzschicht auf 
Erderpotential und Spannungstrichter 

J ~ 2 fJn.(- l)n 
IPso = 2--;u~ . n~ t~2-+=(2n i)2 . (146a) 

Nach (146,) (146a) ist also die Riickwirkung der 
Grenzschicht auf die Oberschicht ersetz
bar durch zwei Systeme von Quellpunkten, 
die nach Abb. 45 durch fortgesetzte Spiegelung 
an den Grenzflachen der beiderseitig der Erd
oberflache symmetrisch erganzten Oberschicht her
vorgehen, wobei - f3 den Intensitatsfaktor der 
Spiegelung angibt. Dieses Ergebnis laBt sich auf ~~~~~.;?7.~
elementarem Wege leicht verifizieren. 

Wenn die Oberschich t betrach tlich schlech
ter leitet als das darunter befindliche Erd
reich, erhalt man nach (145a) f3 = 1, so daB das 
Potential aus einer Reihe gleichstarker Quel
len a bwechselnden Vorzeichens zusammen
gesetzt werden kann. Fiir die Riickwirkung der 
Grenzflache auf den Erder findet man also 

J ~(- l)n 
<Jis, = in" '.L.J 11:t-

o n=l 

J 1 .J 0,694 = --- --·In 2=- - --. - -
2:n:,,0 t 2:n:"J t 

(147) 

Abb. 45. Allgemeines 
Spiegelungsverfahren fiir 
geschichtetes Erdreich. 

Das resultierende Erderpotential berechnet sich mit Benutzung des friiher 
ermittelten Ausbreitungswiderstandes Ro im homogenen Erdreich 

( 1 0,694) <Ji =J R ---.-- =J·R 
o 0 2 :n: "0 t ' 

(147a) 

wo R den im Grenzfall erreichbaren Ausbreitungswiderstand angibt. 
Beispielsweise folgt fiir den in Nr.8 behandelten Halbkugelerder (eo 
= 150 em), in mittlerem Erdreich ("0 = 10-4 Siemens/em), wenn in 
t = 500 em Tiefe eine gut leitende Grund wasserschich t vorhanden ist 

104 1()4 
R = 2 n-.-150 - 2 n.500 ·0,694 = 10,6 - 2,2 = 8,4 Q . 

Oberflächenerder in geschichtetem Erdreich. 71 

wo ß eine Leitfähigkeitskonstante des geschichteten Erdreiches ist. 
Einsetzen in (144c) ergibt mit Beachtung von (144d) 

<Ps, = 2-~X; j(- ß e-2i.t + ß2 e-Ht - + ... ) [e i. z + e-AZ]-Jo (I, e) d). 

? '" '" (146) 

~ 2-:", [.~ fi" ,,- : 72 ~; + ." + .~ fi" I,' : J2~;toc, I' 1 
Insbesondere folgt für z = 0 die Rückwirkung der Grenzschicht auf 
Erderpotential und Spannungstrichter 

J ~ 2 ßn.(- l)n 
!Ps, = 2--;u~ . n~ t~2-+=(2n 1)2' (146a) 

Nach (146,) (146a) ist also die Rückwirkung der 
Grenzschicht auf die Oberschicht ersetz
bar durch zwei Systeme von Quellpunkten, 
die nach Abb. 45 durch fortgesetzte Spiegelung 
an den Grenzflächen der beiderseitig der Erd
oberfläche symmetrisch ergänzten Oberschicht her
vorgehen, wobei - ß den Intensitätsfaktor der 
Spiegelung angibt. Dieses Ergebnis läßt sich auf ~~~~~.;?7.~
elementarem Wege leicht verifizieren. 

Wenn die Oberschich t beträch tlich schlech
ter leitet als das darunter befindliche Erd
reich, erhält man nach (145a) ß = 1, so daß das 
Potential aus einer Reihe gleichstarker Quel
len abwechselnden Vorzeichens zusammen
gesetzt werden kann. Für die Rückwirkung der 
Grenzfläche auf den Erder findet man also 

J ~(- l)n 
<Ps, = in" '.L.J 1i:t-

o n=l 

J 1 .J 0,694 = --- --·ln 2=- - --. - -
2:n:,,0 t 2:n:"J t 

(147) 

Abb. 45. Allgemeines 
Spiegelungsverfahren für 
geschichtetes Erdreich. 

Das resultierende Erderpotential berechnet sich mit Benutzung des früher 
ermittelten Ausbreitungswiderstandes B o im homogenen Erdreich 

( 1 0,694) <P =J R ---.-- =J·R 
o 0 2 :n: "0 t ' 

(147a) 

wo R den im Grenzfall erreichbaren Ausbreitungswiderstand angibt. 
Beispielsweise folgt für den in Nr.8 behandelten Halbkugelerder (eo 
= 150 cm), in mittlerem Erdreich ("0 = 10-4 Siemens/ern), wenn in 
t = 500 cm Tiefe eine gut leitende Grund wasserschich t vorhanden ist 

104 104 
R = 2 n-.-150 - 2 n.5oo ·0,694 = 10,6 - 2,2 = 8,4 Q . 
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Wahrend hiernachder Ausbreitungswiderstand und damit auchder 
Gefahrstrom relativ wenig beeinfluBt wird, verkleinert die gut 
leitende Unterschicht die Gefahrzone er he blich. Dennin hinreichend 
groBen Entfemungen yom Erder erhiilt man als Summe des Primar-

potentiales (142) und des Sekundarpotentiales 
fry. den Spannungstrichter 

(I) 

(146) den resultieren 
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Abb. 46. Verlaul des Spannungstrlcbters lind der Scbrlttspannung 

Der Vergleich mit (38) 
zeigt, da/3 hierin das 
Klammerglied das Ver
Mltnis des jetzt wirk 
samen Potentiales 
zum Potential des bo
mogenen Erdreicbes 
angibt, welches nach 
Abb. 46 mit wach 
sendem Abstand vom 
Erder ra-sch sehr klein 
wird. Das Gleiche gilt 
fur die Schrittspan
n u ng , die sich aus 
(147b)durch Differen
tiation und Multipli
kation mit der Schritt
weite 8 findet 

• bel Vorhandensein von Grundwassel. 

J ( :n: )2 (y~- n(!) E =-~ . -~ (-I)·H(1) -1'-- '8 
8 2 n "0 2 t 1 2 t 

= _J . ~ [di. (n(!)3, •. e-~;J . 
2 :n: "0 (!2 V n 2 t 

(147d) 
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Abb. 46. Verlauf des Spannungstrlcbters lind der Scbrlttspannung 

Der Vergleich mit (38) 
zeigt, daß hierin das 
Klammerglied das Ver
Mltnis des jetzt wirk 
samen Potentiales 
zum Potential des ho
mogenen Erdreiches 
angibt, welches nach 
Abb. 46 mit wach 
sendem Abstand vom 
Erder ra-sch sehr klein 
wird. Das Gleiche gilt 
für die Schrittspan
nu ng , die sich aus 
(147b) durch Differen
tiation und Multipli
kation mit der Schritt
weite 8 findet 

• bel Vorhandensein von Grundwasser. 

J ( :n: )2 (y~- n e) E =-~ . -~ (-I)·H(1) -1'-- '8 
8 2 n "0 2 t 1 2 t 

= _J . ~ [di. (ne)"". e-~;J . 
2 :n: "0 eS V n 2 t 
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Oberflachenerder in geschichtetem Erdreich. 73 

Bei der Berechnung des Korperstromes hat man, streng genommen, 
den Ausbreitungswiderstand beider Fu13e entsprechend der vermehrten 
Leitfiihigkeit des Untergrundes in Rechnung zu stellen; wenn indessen 
die Schichtdicke t einigerma13en gro13 ist, dringen die von Fu13 zu Fu13 
durch die Erde sich schlie13enden Stromlinien nicht merklich in die 
Grundwasserschicht ein, so da13 man mit den Werten (31) rechnen kann. 
Aus (147 d) entsteht hiernach 

i~J.:. :~. [V~ GW"· ,-ill ~J .~. (!~)' lV{ v¥.] 
(147e) 

Die Forderung i < 2~ Amp. liefert zusammen mit den in Abb. 46 ge

gebenen Werten der Funktion I (-~-) sogleich den Gefahrhalbmesser. 

Beispielsweise wird fur J = 200 Amp., t = 500 em, 8 = 100 em und 
d = 20 em 

f= 1,98; eg = "" 10 m . 

Der Vergleich mit dem fruher in Nr.8 fur homogenes Erdreich ge
fundenen Werte eo = 22,6 m zeigt, da13 in der Tat die Gefahrzone durch 
eine gut leitende Tiefenschicht au13erordentlich verkleinert wird. Der
artige Schichten konnen absichtlich durch Eingraben weitverzweigter 
Draht- oder Rohrnetze in der Umgebung von Erdern hergestellt 
werden; besonders empfiehlt sich eine solche Ma13nahme zum Schutz 
offentlicher Wege gegen die Gefahren eines in der Nahe befindlichen 
Erders. 

Leitet die Oberschicht den Strom erheblich besser als das darunter 
befindliche Erdreich, so kann man naherungsweise i( = 0 setzen. Man 
erhiilt jetzt als Ruckwirkung der Grenzfliiche mit fJ = - 1 auf den 
Erder aus (146) ein aus unendlich vielen, unter sich gleichen Quellen 
zusammengesetztes Potential 

(148) 

Es wird somit das Erderpotential und damit der Aus
breitungswiderstand logarithmisch unendlich. Der Grund 
hierfur wird leicht ersichtlich, wenn man den Spannungstrichter 
der Anordnung betrachtet. Denn analog (147) erhiilt man jetzt fur das 

Oberflächenerder in geschichtetem Erdreich. 73 

Bei der Berechnung des Körperstromes hat man, streng genommen, 
den Ausbreitungswiderstand beider Füße entsprechend der vermehrten 
Leitfähigkeit des Untergrundes in Rechnung zu stellen; wenn indessen 
die Schichtdicke t einigermaßen groß ist, dringen die von Fuß zu Fuß 
durch die Erde sich schließenden Stromlinien nicht merklich in die 
Grundwasserschicht ein, so daß man mit den Werten (31) rechnen kann. 
Aus (147 d) entsteht hiernach 

i~J· :.:~. [V~ GW'·· '-·;l~J·~· (!~)' lV{ ~] 
(147e) 

Die Forderung i < 2~ Amp. liefert zusammen mit den in Abb. 46 ge

gebenen Werten der Funktion I (-~-) sogleich den Gefahrhalbmesser. 

Beispielsweise wird für J = 200 Amp., t = 500 cm, 8 = 100 cm und 
d = 20cm 

f= 1,98; (Jg = "" 10 m . 

Der Vergleich mit dem früher in Nr.8 für homogenes Erdreich ge
fundenen Werte (Ja = 22,6 m zeigt, daß in der Tat die Gefahrzone durch 
eine gut leitende Tiefenschicht außerordentlich verkleinert wird. Der
artige Schichten können absichtlich durch Eingraben weitverzweigter 
Draht- oder Rohrnetze in der Umgebung von Erdern hergestellt 
werden; besonders empfiehlt sich eine solche Maßnahme zum Schutz 
öffentlicher Wege gegen die Gefahren eines in der Nähe befindlichen 
Erders. 

Leitet die Oberschicht den Strom erheblich besser als das darunter 
befindliche Erdreich, so kann man näherungsweise i( = 0 setzen. Man 
erhält jetzt als Rückwirkung der Grenzfläche mit ß = - 1 auf den 
Erder aus (146) ein aus unendlich vielen, unter sich gleichen Quellen 
zusammengesetztes Potential 

(148) 

Es wird somit das Erderpotential und damit der Aus
breitungswiderstand logarithmisch unendlich. Der Grund 
hierfür wird leicht ersichtlich, wenn man den Spannungstrichter 
der Anordnung betrachtet. Denn analog (147) erhält man jetzt für das 



74 Inhomogenitaten im Erdreich. 

Potential des Erders samt der Grenzflachen-Ruckwirkung an der Erd
oberflac1;le 

+00 If dx t . . -- -.-
1/( 12 r + x2 r 21, (148a) 

+"" 
J f dx J , - - - --.. -- - ---- - - --- -- - -

crr - 2 n "0 y~-+(2t)2~2 - 2 n "0 

.1 1 [ 2t ] = - - . - In + konst . 
2 n "0 t 12 

o 

Das Feld nahert sich also, wie aus der Quellenverteilung zu erwarten, 

. ! ! . .... if .-.T 

dem Quellinienpotential (87) 
an, wobei die Dichte der 
Quellinien durch 

A bb. 47. R eine OberfHichcnleitung. 

i = ~ (148 b) 

gegeben ist. In diesem Falle 
kann irgend ein fester 

Wert des Ausbreitungswiderstandes nicht mehr angegeben 
werden, sondern eine Stromung wird erst durch Anordnung eines 
zweiten Erders in endlicher Entfernung D vom ersten physika
lisch ermoglicht, welcher den von diesem in das Erdreich eingefuhrten 
Strom wieder herausleitet. Wenn die Erder nach Abb.47 unter sich 
gleich sind und den Halbmesser eo besitzen, berechnet sich ihr 
Potential 

~o = ...!...... .1_ [In ~ t -In ~ t-I = -.!... .. . 1. In!!. = J. R (148c) 
2n,,0 t 120 D.J 2n"0 t 120 

und der Spannungstrichter nimmt zwischen den Erdern die in Abb. 48 
gezeichnete Gestalt an. Der jetzt wirksame Ausbreitungswiderstand R 
ist alflo in der Tat nicht mehr eine Konstante des Erders, sondern wird 
mit zunehmender Entfernung des zweiten Erders immer groBer. 

Wenn die Tiefe der Oberschicht klein gegen die Schrittweite eines 
auf der Erdoberflache befindlichen Lebewesens ist, gilt der Wert (148c) 
fur den Ausbreitungswiderstand r eines FuBes , nachdem der 
Erderabstand durch die Schrittweite, der Erderhalbmesser durch den 
halben Sohlendurchmesser ersetzt ist 

1 1 28 
r=-- · -····ln --

2 n "0 t d' 
(148d) 

Die Schrittspannung folgt aus (148a) zu 
I 

E. = 2 :-;e;' +. [In -~~I----ln -~tT - ] = i~"~' 
(! - 2 8 12 + .2-8 

e + 2 8 

In · -T . (148e) 
12 - 2 8 

Mit e = eo + ! 8 ergibt sich ihr Hochstwert 
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Potential des Erders samt der Grenzflächen-Rückwirkung an der Erd
oberfläc1;le 

+00 

IJ dx t . . -- -.-
J/( 12 r + x2 r 21, (148a) 

+"" 
J f dx J , - - _._ .. _- - ---- - - --- -- - -
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Das Feld nähert sich also, wie aus der Quellenverteilung zu erwarten, 

. ! ! . .... tr .-.T 

dem Quellinienpotential (87) 
an, wobei die Dichte der 
Quellinien durch 

A bb. 47. Reine Obcrflächcnleitung. 

i = ~ (148 b) 

gegeben ist. In diesem Falle 
kann irgend ein fester 

Wert des Ausbreitungswiderstandes nicht mehr angegeben 
werden, sondern eine Strömung wird erst durch Anordnung eines 
zweiten Erders in endlicher Entfernung D vom ersten physika
lisch ermöglicht, welcher den von diesem in das Erdreich eingeführten 
Strom wieder herausleitet. Wenn die Erder nach Abb.47 unter sich 
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und der Spannungstrichter nimmt zwischen den Erdern die in Abb. 48 
gezeichnete Gestalt an. Der jetzt wirksame Ausbreitungswiderstand R 
ist alflo in der Tat nicht mehr eine Konstante des Erders, sondern wird 
mit zunehmender Entfernung des zweiten Erders immer größer. 

Wenn die Tiefe der Oberschicht klein gegen die Schritt weite eines 
auf der Erdoberfläche befindlichen Lebewesens ist, gilt der Wert (148c) 
für den Ausbreitungswiderstand r eines Fußes , nachdem der 
Erderabstand durch die Schrittweite, der Erderhalbmesser durch den 
halben Sohlendurchmesser ersetzt ist 

1 1 28 
r=-- · -····ln --
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Die Schrittspannung folgt aus (148a) zu 
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Mit '2 = '20 + ! 8 ergibt sich ihr Höchstwert 



Oberflachenerder in geschichtetem Erdreich. 75 

E = ~.~. ln eo~=~ _ . - l -' ln (l+ ' ~) 
8max 2 n "0 t eo 2 n "0 t eo ' (148f) 

also mit Riieksieht auf (148d) der Gefahrstrom aus 

1,O,..........-r--r-~---, 

0gl-+--+--1-~ 

481--I--+--1-~ 
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461-ffi--+--1-~ 

(148 g) 

In gro13eren Entfernungen vom Erder wU'd der 
Korperstrom 

i=!9!.= J. 
2r 

1 
e+ 2 8 

In --1-
e- 2 8 

J.~ 
e (148 h) 2 8 

= ",~, 

2 1n 
d 2in d 

so daB die Gefahrzone 
betriigt 

@u = 10·J· 82 8 , (148i) 
in er 

Abb. 48. Spannungstrichter bel 
reiner Oberfl ilchenleltu ng fiir 
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Gefahrstrom und Ge
fahrzone sind also in
nerhalb der Grenzen unse
rer Voraussetzungen -
sowohl von der Tie£e 
als auch von der L e it
fiihigkeit der Ober
s ehieht giinzlieh unab
han gig. Beispielsweise 
ist fur @o = 150 em, 
8 = 100 em, d = 20 em 
der Gefahrstrom 

.!!... = 1000. 
eo - O,s l---+--+---t--i 

-091--+--+---t~ 

-1.OL...-...I...---L...--L----' 

2·100 
1 In "'20 1 2,30 

Jg = 20' 100) = 20 . 0,514 = 0,224 Amp. 
in ( 1 + 150 

also weniger als der zehnte Teil des in Nr. 8 gefundenen Wertes. Fur 
J = 200 Amp. nimmt die Gefahrzone die au13erordentliehe Gro13e an 

100 
@g=10 .200· -12-:-100 em=870m. 

n20-

In Wahrheit besitzt die Erde unterhalb der Obersehieht stets eine, wenn 
aueh geringe, so doeh endliehe Leitfiihigkeit. Die Stromungs-
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also weniger als der zehnte Teil des in NI'. 8 gefundenen Wertes. Für 
J = 200 Amp. nimmt die Gefahrzone die außerordentliche Größe an 

100 
@g=10.200· -I2--:-100cm=870m. 

n 2ü 
In Wahrheit besitzt die Erde unterhalb der Oberschicht stets eine, wenn 
auch geringe, so doch endliche Leitfähigkeit. Die Strömungs-



76 Inhomogenitiiten im Erdreich. 

verhiiJtnisse in der Umgebung des Erders werden hierdurch kaum ge
andert, aber der Ausbreitungswiderstand wird auch bei sehr (un
endlich) groBer Entfernung des zweiten Erders auf einem endlichen 
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Abb. 49, DaB Exponentiallntegral. 

Wert erhalten. Denn man findet fur negative (J, deren Betrag kleiner 
als Eins ist, aus (146a) die Ruckwirkung auf den Quellpunkt 

~ ~ 1 

f/J8 =_J_ . " I P ln="' ~_~'~'fe-ln l.P I' X dx 
o 2 :;r "o.£.t n t 2 :;r "0 t x 

n=l 
1 

=2;"0 '-H -Ei(-Inl;l )] ' (149) 

Da In I ~I naheanOliegt,konnen wirdasExponentialintegraI1 Ei( -lnl~ l ) 
durch seine Potenzreihe ersetzen, in welcher nur die ersten Glieder zu 
berucksichtigen sind: 

m = ~. 1 [ - 0 5772 - In (In -.!. .)] 
't'So 2 n "0 t' I fJ I 

= _J_ . 1_ , [ _ 0 5772 + In..!- "0] 
2 n "0 t' 2 " ' 

(149a) 

wo in (145a) " -< "0 eingesetzt wurde. 

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S.19. Vgl. Abb. 49. 
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verhältnisse in der Umgebung des Erders werden hierdurch kaum ge
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Abb. 49, Das ExponentlalIntegral. 

Wert erhalten. Denn man findet für negative ß, deren Betrag kleiner 
als Eins ist, aus (146a) die Rückwirkung auf den Quellpunkt 

=2;"0 ·-H -Ei(-Inl;l )] ' (149) 

Da In I ~I naheanOliegt,können wir das Exponentialintegrall Ei( -lnl~ l ) 
durch seine Potenzreihe ersetzen, in welcher nur die ersten Glieder zu 
berücksichtigen sind: 

m = ~. 1 [- 0 5772 - In (ln -.! -)] 
't'S. 2 n "0 t' I ß I 

= _J_ . 1_ , [ _ 0 5772 + In..!- "0] 
2 n "0 t' 2 " ' 

(149a) 

wo in (145a) " -< "0 eingesetzt wurde. 

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S.19. Vgl. Abb. 49. 



Ausbreitungswiderstand der Tiefenerder in geschichtetem Erdreich. 77 

Man findet somit analog (147 a) fur das Erderpotential 
Ausbreitnngswiderstand 

( 1 1 [ 1 )(:0 J) m = J R + - . --- -0 5772 + In - - - = J . R . 
TO 0 2n)(:0 t' 2 )(: 

nnd den 

(149b) 

Der dureh den Untergrund hervorgerufene Zusatzwiderstand 

L1 R = -- . -- . - 0 5722 + In - - - -1 1 [ 1 )(:0 ] 

2 n)(:o t' 2 )(: 
(149 e) 

waehst hierbei mit der Versehleehterung der Leitfahigkeit relativ wenig 
an, dagegen beeinfluBt die Tiefe der Obersehieht seinen Wert sehr stark. 
Wahlen wir als Beispiel einen Halbkugelerder von eo = 150 em Halb
messer in mittlerem Erdreieh der Leitfahigkeit 10-4 Siemens/em, unter 
welehem in t = 500 em Tiefe sehleehtleitendes Gestein lagert (I( = 
10-8 Siemens/em), so wird 

10' 10' 10' [ 1 10-' -] 
R = 2 n . 150 + L1 R = 2 n.l50 + 2 n .5oo· - 0,5722 + In -f 1O.:s J 

= 10,6 + 25,2 = 35,8 Q . 

Der Ausbreitungswiderstand waehst also auf etwa das Dreieinhalbfaehe 
seines Wertes in homogenem mittlerem Erdreich an. 

27. Ausbreitungswiderstand der Tiefenerder in geschichtetem Erd
reich. Fur die Konstruktion von Tiefenerdern liegen in geschiehtetem 
Erdreieh zwei Mogliehkeiten vor: Der Erder 
kann innerhalb der Obersehieht oder 
in dem darunter liegenden Erdreieh ange
ordnet werden. 1m ersten FaIle ergeben sieh 
mit geringfugigen zahlenmaBigen Abwei
chungen die im vorigen Absehnitt fUr Ober
flachenerder entwiekelten Beziehungen. Wir 
untersuehen daher im folgenden nur Tiefen
erder, welehe naeh Abb.50 in der Tiefe tl 
unter der Grenzflaehe der Obersehieht im Erd
reieh eingegraben sind, wobei wird die Iinearen Abb. 50. te~!~e~:!~i;:. geschlch· 

Erderabmessungen als klein gegen tl + t so-
wohl wie gegen t voraussetzen; sie sind mit Vorteil anzuwenden, wenn das 
Erdreieh in der Tiefe erheblieh besser leitet als an der Ober
£laehe, insbesondere also' beim Vorhandensein von Grundwasser. 

Zur Besehreibung des Feldes fuhren wir Zylinderkoordinaten z, e, f) 

naeh Abb.50 ein, deren z-Aehse durch den Erder hindurehgeht und 
senkrecht zur Sehiehtenerstreekung weist; die Erdoberflache wird mit 
der Ebene z = 0 identifiziert. Nach symmetriseher Erganzung des 
Stromungsfeldes ist das Primarpotential des Tiefenerders dureh 

fJ!p = 4:)(: Yel + (z ~ t + tl)2 + 4:)(: . Yel + (z ~ t _ t~)2 (150) 

Ausbreitungswiderstand der Tiefenerder in geschichtetem Erdreich. 77 

Man findet somit analog (147 a) für das Erderpotential 
Ausbreitungswiderstand 

( 1 1 [ 1 )(:0 J) m = J R + - . --- -0 5772 + In - - - = J . R . 
TO 0 2n)(:0 t' 2 )(: 

und den 

(149b) 

Der durch den Untergrund hervorgerufene Zusatzwiderstand 

LI R = -- . -- . - 0 5722 + In - - - -1 1 [ 1 )(:0 ] 

2 n)(:o t' 2 )(: 
(149 c) 

wächst hierbei mit der Verschlechterung der Leitfähigkeit relativ wenig 
an, dagegen beeinflußt die Tiefe der Oberschicht seinen Wert sehr stark. 
Wählen wir als Beispiel einen Halbkugelerder von eo = 150 cm Halb
messer in mittlerem Erdreich der Leitfähigkeit 10-4 Siemens/cm, unter 
welchem in t = 500 cm Tiefe schlechtleitendes Gestein lagert (I( = 
10-8 Siemens/cm), so wird 

10' 10' 104 [ 1 10-4 -1 
R = 2 n . 150 + LI R = 2 n.l50 + 2 n .5oo· - 0,5722 + In -f 1O.:s J 

= 10,6 + 25,2 = 35,8 Q . 

Der Ausbreitungswiderstand wächst also auf etwa das Dreieinhalbfache 
seines Wertes in homogenem mittlerem Erdreich an. 

27. Ausbreitungswiderstand der Tiefenerder in geschichtetem Erd
reich. Für die Konstruktion von Tiefenerdern liegen in geschichtetem 
Erdreich zwei Möglichkeiten vor: Der Erder 
kann innerhalb der Oberschicht oder 
in dem darunter liegenden Erdreich ange
ordnet werden. Im ersten Falle ergeben sich 
mit geringfügigen zahlenmäßigen Abwei
chungen die im vorigen Abschnitt für Ober
flächenerder entwickelten Beziehungen. Wir 
untersuchen daher im folgenden nur Tiefen
erder, welche nach Abb.50 in der Tiefe t 1 

unter der Grenzfläche der Oberschicht im Erd
reich eingegraben sind, wobei wird die linearen Abb. 50. te~!~e~:!~i;:. geschIch· 

Erderabmessungen als klein gegen t1 + t so-
wohl wie gegen t voraussetzen; sie sind mit Vorteil anzuwenden, wenn das 
Erdreich in der Tiefe erheblich besser leitet als an der Ober
fläche, insbesondere also' beim Vorhandensein von Grundwasser. 

Zur Beschreibung des Feldes führen wir Zylinderkoordinaten z, e, f) 

nach Abb.50 ein, deren z-Achse durch den Erder hindurchgeht und 
senkrecht zur Schichtenerstreckung weist; die Erdoberfläche wird mit 
der Ebene z = 0 identifiziert. Nach symmetrischer Ergänzung des 
Strömungsfeldes ist das Primärpotential des Tiefenerders durch 

fJ!p = 4:)(: feS + (z ~ t + t1)2 + 4:)(: . fel + (z ~ t _ t~)2 (150) 
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gegehen. Da dieses Potential fUr sich die Grenzhedingungen der Erd
oherflache erfiillt, diirfen wir fiir die Sekundarpotentiale die Ansatze 
(144 h, 144c) heihehalten, nachdem "0 durch" ersetzt ist. Mit Benutzung 
der Identitat (l44d) schreihen sich die Grenzhedingungen (ISa) und (19) 
an der Flache z = - t, welche die Oherschicht vom Erdreich trennt 

e-i.t, + e- A(2t +t l ) + h(J.) (eAt +e- At) I 
= e-i.t, + e-A(2 t + t,) + g(J.)e-At 

(151) 
"0[- e-i.t l + e-A (2 t + tl ) + h (J.) (- ei. t + e- i.t)] 

=" [_ e-I.t, + e-1. (2 t + t,) + g (}.) e-At] 

aus welchen durch Auflosung sogleich folgt 
{J. e-l (t, + t) (J. e-l(t, + 3 t) 

h (J.)- - - '---~ 
- 1 + {Je-2At 1+{Je-2At 

= .2 (-I)n. {3n [- e-i. (t,- {2 n-l}t) + e-I.(t, t- {2 n + 1}tl] 

n=1 
A (J.e-A(t,-t) {Je-A (t, 1- 3t) 

g (J.) = (1 + e2 t) h (J.) = ~--- ----- - -'----
1+ {Je-2I.t 1 + {Je-2 i.t 

= .2(-I)n. {3n [- e-A (t, + {2n-3}t) + e-i. (t, ... {2 n + 1} tl] 
n=1 

Einsetzen in (144 h, 144c) liefert die Sekundarpotentiale 
00 

'Ps. = 4 :~J h (J.) (ei.z + e- AZ) Jo (J.e) d}. 
o 

OC! 

(151a) 

(152a) 

J.2 [(-1) 1 ] 
= 4n" 'n=1 (-I)n. {3n fe2 + [Z-(t1 + {2n-3} t)]2 + Ye2+t;~t~-:;' (2:;-;1)02 

Man erkennt aus dieser Darstellung, daB auch hier die Schichtung sich 
durch passend angeordnete Quellpunkte gleichwertig ersetzen laBt. 

FUr die Anwendungen interessiert hesonders der Ausbreitungswider
stand des Tiefenerders. Man erhalt aus (152 a) mit e = 0, z = - (t + t1 ) 

die Riickwirkung der Schichtung auf den Erder selbst 
00 

J ~ [(-1) 1 ] 
'P8=4n,,·.L.,; (-I)n.{3n. 2t1 -2t+2nt+2t1 +-2't+2nt . (152b) 

n=1 
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gegeben. Da dieses Potential für sich die Grenzbedingungen der Erd
oberfläche erfüllt, dürfen wir für die Sekundärpotentiale die Ansätze 
(144 b, 144c) beibehalten, nachdem "0 durch" ersetzt ist. Mit Benutzung 
der Identität (l44d) schreiben sich die Grenzbedingungen (I8a) und (19) 
an der Fläche z = - t, welche die Oberschicht vom Erdreich trennt 

e- i. t, + e-I.(2t +t l ) + h(J.) (el. t +e-I.t) I 
= e- i.t, + e-I.(2 t + t,) + g(J.)e-l.t 

(151) 
"0[- e-i.t l + e-I. (2 t + t l ) + h (J.) (- ei. t + e- i.t)] 

=" [_ e-I.t, + e-1. (2 t + t,) + g (},) e-I.t] 

aus welchen durch Auflösung sogleich folgt 
ß.e-l (t, + t) ß. e-l(t, + 3t) 

h (J.)- - - '---~ 
- 1 + ße-2 l.t I+ße-2 I.t 

= .2 (-I)n. ßn [- e- i. (t,- {2 n-l}t) + e-I.(t, t- {2 n + l}t)] 

n=l 
I. ß·e-I.(t,-t) ße-I. (t, 1- 3t) 

g (J.) = (1 + e2 t) h (J.) = ~--- ----- - -'----
1+ ße-2I.t 1 + ße-2 At 

= .2(-I)n. ßn [- e-I. (t, + {2n-3}t) + e-A (t, ... {2 n + 1} t)] 

n=l 
Einsetzen in (144 b, 144c) liefert die Sekundärpotentiale 

00 

'Ps, = 4 :~J h (J.) (ei.z + e- I.Z) J o (J.e) d}. 
o 

OC! 

(I51a) 

(I52a\ 

J.2 [(-1) 1 ] 
= 4n" 'n=l (-I)n. ßn fe2 + [21-(11 + {2n-3} t)]2 + Ye2+t;~t~-:;' (2:;-;1)02 

Man erkennt aus dieser Darstellung, daß auch hier die Schichtung sich 
durch passend angeordnete Quellpunkte gleichwertig ersetzen läßt. 

Für die Anwendungen interessiert besonders der Ausbreitungswider
stand des Tiefenerders. Man erhält aus (152 a) mit e = 0, Z = - (t + t1 ) 

die Rückwirkung der Schichtung auf den Erder selbst 
00 

J ~ [(-1) 1 ] 
'Ps=4n,,·.L..J (-I)n·ßn. 2t1 -2t+2nt+llt1 +-2't+2nt . (I52b) 

n=l 
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Hier diirfen wir stets "0 <" voraussetzen, denn nur dann wird man 
einen derartigen Tiefenerder mit Nutzen verwenden; es wird dann 

p= '" 1-2 -"~, und die Reihe (152b) laBt sich vereinfachen in 
" 

J ifJ fJ2 2 J. rps= 4;~' L~ --~+2t- (l-p) (81 -82) , 

fJ fJ3 fJ2 fJ 4 

81 = 2tl -+4t + 2 tl + 8 t + ... ; 8 2 = 2 (I + 6 t + ~ +Tot + ... ; 
(152c) 

Ersetzt man die Summen 8 1 und 8 2 durch Integrale 
00 1 00 1 J -2Inp""'dx f -2Inp ""'dx 

8 1 =",p" 2~~+4t+4tx; 8 2 = ",p2 ., 2:1 +6t+4tx' (152d) 
o 0 

so erhalt man nach Ausfiihrung der Integration mit der genannten 
Naherung fUr p und hinreichend kleine tl analog (149) 

2~(~+1 ) 
81 = ~"_t __ (_ 0,5772 + In-~ _1_) ; 

4 t 2 "0 tl + 2 
t 

2"0 (t'-+ 1 ) 

8 2 = e " 4tt . (_ 0,5772 + In ;--t-1_), 
"0 _1 + 3 

\ t 

und also 

J [1 1 "0 1 "0 1 "0 e2:0(~ + 1) ~i + 3] 
s'-4n" 2~-2tl+2t-" "t;+2" 'tl+t-,,' t .lnt~---

--+2 
t 

(152e) 

(152f) 

Diese Gleichung laBt sich leicht deuten: Die ersten beiden Glieder geben 
zusammen mit dem Primarpotential des oberhalb der Erdoberflache be
findlichen Quellpunktes das Feld eines in der Tiefe tl unter der Erd
oberflaehe angeordneten Tiefenerders wieder (Nr. 19); somit stellen 
die iibrigen Glieder die Verminderung des Erderpotentiales 
dureh die Oberflaehensehieht dar 

[ 2~"(~+1) ~+31 
,1 rp = --"--" "0 tl -~'~ __ ~_'ln_t __ = -J.,1 R 

471:" " tl + t tl t tl 2 ' 
t+ 

(152g) 

wo ,1 R die Verringerung des Ausbreitungswiderstandes miBt. 
Beispielsweise wird fiir einen Tiefenerder, der tl = 500 em unter einer 

Ausbreitungswiderstand der Tiefenerder in geschichtetem Erdreich. 79 

Hier dürfen wir stets "0 <" voraussetzen, denn nur dann wird man 
einen derartigen Tiefenerder mit Nutzen verwenden; es wird dann 

ß= '" 1-2 -"~, und die Reihe (152b) läßt sich vereinfachen in 
" 

J iß ßS 2 J. rps= 4;~' L~ --~+2t- (I-ß) (81 -82) , 

ß ßS ßS ß4 
SI = 2tl --t4t + 2 tl + 8 t + ... ; 8 2 = 2 (I + 6 t + ~ +Tot + ... ; 

(152c) 

Ersetzt man die Summen SI und 8 2 durch Integrale 
00 1 00 1 J -2InjJ"xdx f -2Inß"xdx 

Sl="'ß" 2~~+4t+4tx; 8 2 = "'ß2 ", 2:1 +6t+4tx' (152d) 
o 0 

so erhält man nach Ausführung der Integration mit der genannten 
Näherung für ß und hinreichend kleine t1 analog (149) 

und also 

2~(~+1 ) 
SI = ~"_t __ (_ 0,5772 + In-~ _1_) ; 

4 t 2 "0 tl + 2 
t 

2"0 (t,-+ 1 ) 

8 2 = e " 4
tt . (_ 0,5772 + In ;--t-1_), 

"0 _1 + 3 
\ t 

J [1 1 "0 1 "0 1 "0 e2:0(~ + 1) ~i + 3] 
s'-4n" 2~-2tl+2t-" "t;+2" "tl+t-,," t "lnt~---

--+2 
t 

(152e) 

(152f) 

Diese Gleichung läßt sich leicht deuten: Die ersten beiden Glieder geben 
zusammen mit dem Primärpotential des oberhalb der Erdoberfläche be
findlichen Quellpunktes das Feld eines in der Tiefe t1 unter der Erd
oberfläche angeordneten Tiefenerders wieder (Nr. 19); somit stellen 
die übrigen Glieder die Verminderung des Erderpotentiales 
durch die Oberflächenschicht dar 

[ 2~"(~+1) ~+31 
,1 rp = --"--" "0 tl -~.~ __ ~_"ln_t __ = -J",1 R 

471:" " tl + t tl t t1 2 ' 
t+ 

(152g) 

wo ,1 R die Verringerung des Ausbreitungswiderstandes mißt. 
Beispielsweise wird für einen Tiefenerder, der t1 = 500 cm unter einer 
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t = 500 em starken Oberflaehensehieht der geringen Leitfahigkeit 
xo = 10-8 Siemens/em in Erdreieh mittlerer Leitfahigkeit eingesenkt ist 
(x = 10-' Siemens/em) 

[ 
10- 6 1 2·-· 2 

10' 10-6 e 10- < 1 + 3 
AR=-·- -O+ - - -· ln-- =00048Q 

4 n 10-' 500 1 + 2 ' 

und selbst dieser praktiseh unmerkliehe Effekt versehwindet mit zu
nehmender Tiefe tl raseh. Es geniigt daher allen Anforderungen, wenn 
man den Ausbreitungswiderstand derartiger Tiefenerder nach den in 
Nr. 19 und 20 entwiekelten Gesetzen bereehnet, wobei man als Ein
grabtiefe lediglieh die Tiefe unter der Grenze der Ober
sehicht, als Leitfahigkeit die des darunter befindlichen Erdreiehes in 
Reehnung stellt. 

28. Stromleitung an feuchten Gebiiudewiinden. Wenn an einem 
innerhalb eines Gebii.udes installierten Draht die I solation sehadhaft 
wird, ergieBt sieh von der Fehlerstelle ein Strom iiber die nachstliegende 
Gebii.udewand zur Erde. Dieser Vorgang wird haufig dureh den auf den 
Wanden befindliehen Niedersehlag von Dampfen unterstiitzt ; 
besonders stark maehen sieh daher derartige Erscheinungen in Bade 
raumen oder in Stallgebauden bemerkbar. 

Wir setzen voraus, daB die Feuehtigkeitssehicht nach Abb. 51 die 
Wand beiderseits der Fehlerstelle in der Breite b mit konstanter Starke c5 

und homogener Leitfahigkeit 'XI bedecke ; 
der Stromiibertritt aus dem Drahte solI 

b 
J 
,'# 
; .... 2ifo¢ 

}l; 

rJ 

Iff 

durch einen naherungsweise kreisformigen 
Querschnitt vom Ralbmesser eo in der Rohe 
h iiber dem Erdboden erfolgen. Der VerIauf 
der Stromung oberhalb der Fehlerstelle wird 
dureh Einzelheiten der Gebaudekonstruktion 
geregelt; wir befreien uns hiervon, indem wir 
die Wand nach oben hin nieht begrenzen. 

l'J!!I'.!~_"""~If."'I"I!II'II!!I!W~" Zur weiteren Vereinfaehung der Aufgabe 
If. 

Abb. 51. Lags des Feblerorles an 
elner Wand. 

nehmen wir an, daB in dem "Obergangsquer
sehnitt von der Wand zum Erdreich konstan-
tes Potential herrsche ; diese V oraussetzung 

ist erfiillt, wenn sieh an dieser Stelle, wie fast stets, groBere Fliissigkeits
mengen ansammeln. 

Zufolge unserer Annahmen diirfen wir das Stromungsfeld in der Wand 
getrennt von dem Stromungsfeld in der Erde behandeln; insbesondere 
kann daher das Potential die "Obergangsschieht Wand-Erde als Grund
lage fiir die Potentialzahlung des Wandfeldes benutzt werden. Wir 
fiihren naeh Abb. 52 GauBsche Koordinaten z = x + jy mit dem Ur-
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t = 500 cm starken Oberflächenschicht der geringen Leitfähigkeit 
Xo = 10-8 Siemens/cm in Erdreich mittlerer Leitfähigkeit eingesenkt ist 
(x = 10-' Siemens/cm) 

[ 
10- 6 1 2·-· 2 

10' 10-6 e 10- < 1 + 3 
AR=-·- -O+ - - -· ln-- =00048Q 

4 n 10-' 500 1 + 2 ' 

und selbst dieser praktisch unmerkliche Effekt verschwindet mit zu
nehmender Tiefe t1 rasch. Es genügt daher allen Anforderungen, wenn 
man den Ausbreitungswiderstand derartiger Tiefenerder nach den in 
Nr. 19 und 20 entwickelten Gesetzen berechnet, wobei man als Ein
grabtiefe lediglich die Tiefe unter der Grenze der Ober
schicht, als Leitfähigkeit die des darunter befindlichen Erdreiches in 
Rechnung stellt. 

28. Stromleitung an feuchten Gebäudewänden. Wenn an einem 
innerhalb eines Gebäudes installierten Draht die I solation schadhaft 
wird, ergießt sich von der Fehlerstelle ein Strom über die nächstliegende 
Gebäudewand zur Erde. Dieser Vorgang wird häufig durch den auf den 
Wänden befindlichen Niederschlag von Dämpfen unterstützt ; 
besonders stark machen sich daher derartige Erscheinungen in Bade 
räumen oder in Stallgebäuden bemerkbar. 

Wir setzen voraus, daß die Feuchtigkeitsschicht nach Abb. 51 die 
Wand beiderseits der Fehlerstelle in der Breite b mit konstanter Stärke c5 

und homogener Leitfähigkeit 'Xf bedecke ; 
der Stromübertritt aus dem Drahte soll 

b 
J 
,'# 
; .... 2ifo~ 

}l; 

cl 

Ifr 

durch einen näherungsweise kreisförmigen 
Querschnitt vom Halbmesser I?o in der Höhe 
h über dem Erdboden erfolgen. Der Verlauf 
der Strömung oberhalb der Fehlerstelle wird 
durch Einzelheiten der Gebäudekonstruktion 
geregelt; wir befreien uns hiervon, indem wir 
die Wand nach oben hin nicht begrenzen. 

l'J!!I'.!~_"""~If."'I"I!II'II!!I!W~" Zur weiteren Vereinfachung der Aufgabe 
If. 

Abb. 51. Lage des Feblerorles an 
einer Wand. 

nehmen wir an, daß in dem übergangsquer
schnitt von der Wand zum Erdreich konstan-
tes Potential herrsche ; diese Voraussetzung 

ist erfüllt, wenn sich an dieser Stelle, wie fast stets, größere Flüssigkeits
mengen ansammeln. 

Zufolge unserer Annahmen dürfen wir das Strömungsfeld in der Wand 
getrennt von dem Strömungsfeld in der Erde behandeln; insbesondere 
kann daher das Potential die übergangsschicht Wand-Erde als Grund
lage für die Potentialzählung des Wandfeldes benutzt werden. Wir 
führen nach Abb. 52 Gaußsche Koordinaten z = x + jy mit dem Ur-



Stromleitung an feuchten Gebaudewanden. 81 

sprung in der Fehlerstelle ein; die seitliche Begrenzung der Wand fordert 
dann 

fiir 

wahrend an der Grenze gegen Erde gelten 
solI 

rp = 0 fiir y = - h (153 a) 

und oberhalb der Fehlerstelle das Feld 
gemaB 

lim rp= 0 (153b) 

verschwinden muB. 

(153) 

r 
11-

,' •. V,t{o . 

Innerhalb der Wand laBt sich das Feld 
wegen der unveranderlichen Schichtdicke 
aus einem ebenen (logarithmischen) Po
tential ableiten, dessen Quelliniendichte i 
aus dem Fehlerstrom J gemaB 

Abb. 52. Zur Formulierung des 
Wandpotentiales. 

(154) 

folgt. Urn nun zunachst die Grenzbedingung (153) zu erfiillen, konnen 
wir die Ergebnisse der Nr. 26 anwenden, indem wir dort x = 0 set zen ; 
aus (146, 146a) ergibt sich dann sogleich die Aquivalenz der seitlichen 
Wandbegrenzung mit der Wirkung unendlich vieler Quellen der Intensi
tat (154), welche 
samtlich die Rohe h 
iiber dem Erdboden 
besitzen und vonein
ander urn b gemiiB 
Abb. 53 entfernt sind, 
wovon man sich an 
Rand ihres Stro
mungsbildes leicht 
iiberzeugt (Abb. 54). 
lautet analog (89) 

~~--~~---4~--~ 
J,! i J i J ---+-- ._¥-' --f, --

j 

h 

10<-4--0 

Abb. 63. El'8atzschema zur BefrledJgung der BedJngnngen an der 
seitlichcn Wandbegrenzung. 

Das Potential dieser unendlich vielen Quellen 

irol,z .r 1rol'z rp = - --- ale n sIn - . n = - - - . - Vle n sm - . n . 
2n"f b 2n"f 15 b 

(155) 

Urn weiterhin (153a) zu erfiillen, denken wir uns voriibergehend die 
Wand jenseits ihrer Beriihrung mit der Erdoberfliiche fortgesetzt und 
ordnen senkrecht unter den Quellen der Intensitiit (168) im Abstand 2h 
ein weiteres Quellsystem an, welche die Quelliniendichte bcsitzen, Abb. 55, 

i' =-i = -~-. (154~) 
Ollendorf!, Erdstrome. 6 
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sprung in der Fehlerstelle ein; die seitliche Begrenzung der Wand fordert 
dann 

8rp 
8x=O für 

während an der Grenze gegen Erde gelten 
soll 

rp = 0 für y = - h (153 a) 

und oberhalb der Fehlerstelle das Feld 
gemäß 

lim rp= 0 (153b) 

verschwinden muß. 

(153) 

r 
11-

,' .. 9"" . 

Innerhalb der Wand läßt sich das Feld 
wegen der unveränderlichen Schichtdicke 
aus einem ebenen (logarithmischen) Po
tential ableiten, dessen Quelliniendichte i 
aus dem Fehlerstrom J gemäß 

Abb. 52. Zur Formulierung des 
Wandpowntiales. 

(154) 

folgt . Um nun zunächst die Grenzbedingung (153) zu erfüllen, können 
wir die Ergebnisse der Nr. 26 anwenden, indem wir dort x = 0 setzen; 
aus (146, 146a) ergibt sich dann sogleich die Äquivalenz der seitlichen 
Wandbegrenzung mit der Wirkung unendlich vieler Quellen der Intensi
tät (154), welche 
sämtlich die Höhe h 
über dem Erdboden 
besitzen und vonein
ander um b gemäß 
Abb. 53 entfernt sind, 
wovon man sich an 
Hand ihres Strö
mungsbildes leicht 
überzeugt (Abb. 54). 
lautet analog (89) 

~~--~~---4~--~ 
~L; i J i J ---+-- '-f'-' --f, --

j 

h 

10<-4--0 

Abb. 63. El'8atzschema zur Befriedigung der Bedingnngen an der 
seitlichen Wand begrenzung. 

Das Potential dieser unendlich vielen Quellen 

irol,z .r 1rol'Z rp = - --- ale n sIn - . n = - - - . - Vle n sm - . n . 
2n"t b 2n"t 15 b 

(155) 

Um weiterhin (153a) zu erfüllen, denken wir uns vorübergehend die 
Wand jenseits ihrer Berührung mit der Erdoberfläche fortgesetzt und 
ordnen senkrecht unter den Quellen der Intensität (168) im Abstand 2h 
ein weiteres Quellsystem an, welche die Quelliniendichte besitzen, Abb. 55, 

i' =-i = -~- . (154~) 
Ollcndorff, Erdströme. 6 
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Ihr Feld berechnet sich analog (155) 
, i' . z + 2 j h J 1 . z + 2 j h 

rp =- 2n"/ ale lnsm--b-n= + 2nxl'(faleInsm - -b-n, (155a.) 

wobei beachtet wurde, daB der Ursprung der Koordinaten im Fehlerorte 
liegt. Die "Oberlagerung von' (155, 155a) liefert als resultierendes Feld 

(Abb. 56) J 1 [ . z . z + 2 j h ] 
rp = - 2 n"l . (f al e lnsm -,; . n --In sm --b- n " (155b) 

+ 0.6 

I 
Abb. H . Strom' nnd Aquipotentlalllnien des Systems nach Abb. 53. 

Insbesondere findet sich hieraus mit z = j eo und eo ~ h das Potential 
der Fehlerstelle 

J 1 ro rl . (,':. 2h I' eo ] rpo = "'-- . - U~e l n J em - n - n J - n 
2n "I c5 b b 

J 1 [ . 2h b J =--.- In6tn - n+ln - , 
2n"l c5 b "eD, 

(155c) 

so daB 1 [ . 2h b ] Rw=--' In 6m - n + In - -
2nx/ c5 b neo 

(156) 
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Ihr Feld berechnet sich analog (155) 
, i' . z + 2 j h J 1 . z + 2 j h 

rp =- 2n"/ 91e lnsm--b-n= + 2n",'(f91elnsm - -b- n , (155a.) 

wobei beachtet wurde, daß der Ursprung der Koordinaten im Fehlerorte 
liegt. Die Überlagerung von' (155, 155a) liefert als resultierendes Feld 

(Abb. 56) J 1 [ . z . z + 2 j h ] 
rp = - 2 n"l . (f 91 e lnsm -r; . n --ln sm --b- n " (155b) 

+ 0.6 

I 
Abb. H . Strom· und Äquipotentlalllnien des Systems nach Abb. 53. 

Insbesondere findet sich hieraus mit z = j (20 und (20 ~ h das Potential 
der Fehlerstelle 

J 1 ro rl . (,':. 2h I' eo ] rpo = "'-- . - U~e l n J em - n - n J - n 
2n "I c5 b b 

J 1 [ . 2h b J =--.- ln6tn - n+ln - , 
2n"l c5 b "en, 

(155c) 

so daß 1 [ . 2h b ] R w = --' In 6m - n + In - -
2n"/c5 b neo 

(156) 
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den Ausbreitungswiderstand der Fehlerstelle vom Fehlerort 
bis zur Erdoberflache 
darstellt. 

Der Verlauf der Spannung 
langs der Wand interessiert 
hauptsachlich senkrecht zwi
schen Fehlerstelle und Erde, 
da dort fUr Menschen · und 
Tiere die Gefahrdung bei zu
falliger Beriihrung der Wand 
am groBten ist. Man erhalt 
mit z = - i y sogleich 

-b ) I E b----+j -' ·-tL .- -~- ___ fL_-
. I I I I 1 . 
. I t 
I j' • i i 

I ' !b I j .. .. :. ib~ n ill iii 
: I : i : i : 

-1---*---+. ~'-+----~' --i-
: I~ : I ~ i ' j:T : 

Abb. 55. Splegelung an der Erdoberlliche. 

J 1 [ t:':!.. 2h - Y t:':!.. Y ] cp= 211:",'6 lnl::ltn - b- n-lnl::ltn7)n 

die Feldstarke langs der genannten Linie ist also 

~ = _ a qi = _~ . .!. ~ . [~otg 2 h - Y • n + ~otg JL nJ 
a y 211: ", !5 b b b 

1.2 

1,0 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 
__ - -.0,,. 

.i---t----,O, J 

j-t--r-+~=+=t~+=~=+=t-+-1~t=jo,z 
t=1~==t=c=~=±=c±=~=1~~c=t=J0,1 'l0 

Abb. 56. Strom- und Aqulpotentlallinlen des Systems nach Abb. 55. 

(155d) 

(157) 

Die Beriihrungsspannung zwischen zwei um 8 entfernten Punkten 
gleicht naherungsweise dem Produkte aus Feldstarke und Beriihrungs
weite 

(157a) 

In den meisten Fallen wird ein Lebewesen, welches auf dem Erdboden 
steht, nach Abb. 57 durch einpolige Beriihrung der Wand gefahrdet. 
Setzt man hierfiir naherungsweise y = h, so folgt 

6* 
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den Ausbreitungswiderstand der Fehlerstelle vom Fehlerort 
bis zur Erdoberfläche 
darstellt. 

Der Verlauf der Spannung 
längs der Wand interessiert 
hauptsächlich senkrecht zwi
schen Fehlerstelle und Erde, 
da dort für Menschen · und 
Tiere die Gefährdung bei zu
fälliger Berührung der Wand 
am größten ist. Man erhält 
mit z = - i y sogleich 
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Abb. 55. Spiegelung an der Erdoberfläche. 

J 1 [ t:':!.. 2h - Y t:':!.. Y ] cp= 211:",'6 lnl::ltn - b- n-Inl::ltn7)n 

die Feldstärke längs der genannten Linie ist also 

~ = _ a!p = _~ . .!. ~ . [~otg 2 h - Y • n + ~otg JL nJ 
a Y 211: ", !5 b b b 

1.2 

1,0 

0,9 

0.8 

0.7 
0,6 

0.5 
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j-t--r-+~=+=t~+=~=+=t-+-1~t=jo,z 
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Abb. 56. Strom- und Aqulpotentlallinlen des Systems nach Abb. 55. 

(155d) 

(157) 

Die Berührungsspannung zwischen zwei um 8 entfernten Punkten 
gleicht näherungsweise dem Produkte aus Feldstärke und Berührungs
weite 

(157a) 

In den meisten Fällen wird ein Lebewesen, welches auf dem Erdboden 
steht, nach Abb. 57 durch einpolige Berührung der Wand gefährdet. 
Setzt man hierfür näherungsweise y = h, so folgt 

6* 
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J 2n8 h 
E,~= 2m,,·(fb·~otgb:n (157b) 

und insbesondere fur schmale Wande (:nh ~ b) 

J 2n8 
E'l = 2n "I . -;n) . (157c) 

Der Ausbreitungswiderstand der auf dem Erdboden stehenden FiiBe 
iet fast stets viel kleiner als der Widerstand der Beriihrungsstelle mit 

I 

t+--- b----'>t 

der Wand, der wegen der meist 
kleinen Sehiehtstarken <5 er
hebliehe Betrage erreieht. Er
setzt man sie dureh einen 
Kreis vom wirksamen Dureh
me!\ser d, so hat man zur 

Ermittelung ihres Aus
breitungswiderstandes naeh 
Abb. 57 in Gl. (156) 28 an 

." Stelle von 2 h ' und <5 fur t zu 
Abb.57. Elnpolige :B~g der stromfiihrenden substituieren und findet 

r=--'- ln6tn-:n+ln-- =,,-,-- ·-·In - . 1 1 [ . 2h b ] 1 1 48 
2n"l " b ndj2 2n"f fJ b 

(158) 

Fur den gefahrliehsten Fall der schmalen Wand gemaB (157) ergibt sieh 
also der Korperstrom unter der Voraussetzung b ~ d 

i" = E,o_ =J. 12ns 
r b.ln 48 

d 

(157d) 

unabhii.ngig von der Lage der Fehlerstelle und der Starke und Leitfahig
keit der Schicht. Mit (30) folgt also als Gefahrstrom 

1 b 48 
J g = 40n ·s·lnTAmp. 

Beispielsweise ist fiir b = 800 em, 8 = 150 em, d = lO em 

1 800 600 
J g = 40n' 150' lnlO= 0,173 Amp., 

80 daB hiernach schon sehr geringe Defektstrome eine groBe Gefahr fur 
die in der Nii.he befindliehen Mensehen und Tiere bedeuten. 

Indem wir nunmehr zu dem Feld in der Erde ubergehen, konnen wir 
auf Grund unserer Voraussetzungen als Ursprung der Stromung ein 
auf der Erdoberflache liegendes Flachband von der Breite <5 und der 
Lange b annehmen; ersetzen wir nach Nr. 17 das Flaehband dureh ein 

Rundband vom Halbmesser eo = !, so ist das Erdstromfeld auf das in 

Nr.11 behandelte Potential des gestreekten Banderders zUriiekgefuhrt. 
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J 2n8 h 
E,~= 2m,,·(fb·~ot9b:n (157b) 

und insbesondere für schmale Wände (:nh ~ b) 

J 2n8 
E" = 2n "I . -;n) . (157c) 

Der Ausbreitungswiderstand der auf dem Erdboden stehenden Füße 
ist fast stets viel kleiner als der Widerstand der Berührungsstelle mit 

I 

t+--- b----'>t 

der Wand, der wegen der meist 
kleinen Schichtstärken <5 er
hebliche Beträge erreicht. Er
setzt man sie durch einen 
Kreis vom wirksamen Durch
mel:\ser d, so hat man zur 

Ermittelung ihres Aus
breitungswiderstandes nach 
Abb. 57 in GI. (156) 28 an 

.. ' Stelle von 2 h ' und <5 für t zu 
Abb.57. Einpolige :B~g der stromfiihrenden substituieren und findet 

r=--·- ln6tn-:n+ln-- =,,-,-- ·-·In - . 1 1 [ . 2h b ] 1 1 48 
2n"l " b ndj2 2n"t fJ b 

(158) 

Für den gefährlichsten Fall der schmalen Wand gemäß (157) ergibt sich 
also der Körperstrom unter der Voraussetzung b ~ d 

i" = E.o_ =J. 12ns 
r b.ln 48 

d 

(157d) 

unabhängig von der Lage der FehlersteIle und der Stärke und Leitfähig
keit der Schicht. Mit (30) folgt also als Gefahrstrom 

1 b 48 
J g = 40n ·s·lnTAmp. 

Beispielsweise ist für b = 800 cm, 8 = 150 cm, d = lO cm 

1 800 600 
J g = 40n' 150' ln 10 = 0,173 Amp., 

80 daß hiernach schon sehr geringe Defektströme eine große Gefahr für 
die in der Nähe befindlichen Menschen und Tiere bedeuten. 

Indem wir nunmehr zu dem Feld in der Erde übergehen, können wir 
auf Grund unserer Voraussetzungen als Ursprung der Strömung ein 
auf der Erdoberfläche liegendes Flachband von der Breite <5 und der 
Länge b annehmen; ersetzen wir nach Nr. 17 das Flachband durch ein 

Rundband vom Halbmesser I!o = !' so ist das Erdstromfeld auf das in 

Nr.11 behandelte Potential des gestreckten Banderders zurückgeführt. 
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Insbesondere ist also der Ausbreitungswiderstand des tJber
gangsquersehnittes Wand-Erde naeh (65) 

1 2 b/2 1 2 4 b 
Re= 271:" b/2 ·In 15/4 = 271:" .1).lnT· (159) 

Durch Addition von (156) und (159) folgt als resultierender Ausbreitungs
widerstand 

R=R +R =_1_. [In6in2hn+In~+"1.2t5.In4bJ 
w "271:"1 15 b 7I:e." b 15 

(160) 

und wenn wir auf eine schmale Wand spezialisieren 

R = '" _1_ [2h n+ In_b_ + "I. 2t5. In 4bJ. 
271:"115 b ~7I:eo" b 15 

(1600.) 

FUr xf = 5 . 10-3 Siemens/em, <5 = 0,1 em, h = 300 em, b = 800 em, 
eo = 0,5 em, x = 10-' Siemens/em ergibt sieh 

R= lOS [In6in 2 .300 n+In SOO +5.10-3 .2.0,I. In4.S00J 
271:5·0,1 SOO 71:·0,5 10-4 SOO 0,1 

= '" 2550 D. 
Eine Gleiehspannung von 220 Volt gegen Erde wiirde hiernaeh einen 
Strom von 

220 
J = 2550 = 0,0862 Amp. 

erzeugen, der also bereits in die GroBenordnung des oben bereehneten 
Gefahrstromes kommt. Man erkennt hieraus die auBerordent
liehe Gefahr schlecht ausgefiihrter oder besehadigter In-
stallationen innerhalb von Gebauden. . 

29. Das Prinzip der riinmlichen Spiegelung. In den vorigen beiden 
Absehnitten haben wir in Erweiterung des in Nr.5 gegebenen Ver
fahrens eine Spiegelungsmethode zur Beriieksiehtigung von In
homogenitaten ebener Struktur entwiekelt; sie laBt sieh auf eine Reihe 
raumlieh ausgedehnter inhomogener Einlagerungen im Erdreieh verall
gemeinern. 

Zwei Punkte heiBen beziiglich einer Kugel vom Halbmesser a 
raumlich gespiegelt, wenn sie auf einer durch das Kugelzentrum 
gehenden Geraden liegen und ihre Abstande e, e' von diesem Punkte der 
Beziehung gehorchen 

(161) 

Die Konstruktion des zu einem vorgegebenen Punkte nach (161) ge
horigen Spiegelpunktes heiBt Inversion, der Kugelmittelpunkt ist 
das Inversionszentrum (Abb.58). 

Der gesamte Raum sei mit homogenem Erdreich der Leitfahigkeit " 
erfiillt. Zwei in P, P' konzentrierte Quellpunkte J, J' erzeugen in den 

Das Prinzip der räumlichen Spiegelung. 85 

Insbesondere ist also der Ausbreitungswiderstand des tJber
gangsquerschnittes Wand-Erde nach (65) 

1 2 b/2 1 2 4 b 
Re = 27/:" b/2 ·In 15/4 = 27/:" . T·lnT· (159) 

Durch Addition von (156) und (159) folgt als resultierender Ausbreitungs
widerstand 

R=R +R =_1_. [In6in2hn+In~+"1.2ß.In4bJ 
w "27/:"1 15 b 7/: e. "b 15 

(160) 

und wenn wir auf eine schmale Wand spezialisieren 

R = ",_1_ [2h n + In_b_ + "I. 2ß. In 4bJ. 
27/:"115 b ~7/:eo" b 15 

(1600.) 

Für xf = 5 . 10-3 Siemens/cm, <5 = 0,1 cm, h = 300 cm, b = 800 cm, 
(!o = 0,5 cm, x = 10-4 Siemens/cm ergibt sich 

R= lOS [In6in 2 .300 n+In 800 +5.10-3 .2.0,I.In4 .8OOJ 
27/:5·0,1 800 7/:·0,5 10-4 800 0,1 

= '" 2550 D. 
Eine Gleichspannung von 220 Volt gegen Erde würde hiernach einen 
Strom von 

220 
J = 2550 = 0,0862 Amp. 

erzeugen, der also bereits in die Größenordnung des oben berechneten 
Gefahrstromes kommt. Man erkennt hieraus die außerordent
liche Gefahr schlecht ausgeführter oder beschädigter In-
stallationen innerhalb von Gebäuden. . 

29. Das Prinzip der räumlichen Spiegelung. In den vorigen beiden 
Abschnitten haben wir in Erweiterung des in Nr.5 gegebenen Ver
fahrens eine Spiegelungsmethode zur Berücksichtigung von In
homogenitäten ebener Struktur entwickelt; sie läßt sich auf eine Reihe 
räumlich ausgedehnter inhomogener Einlagerungen im Erdreich verall
gemeinern. 

Zwei Punkte heißen bezüglich einer Kugel vom Halbmesser a 
räumlich gespiegelt, wenn sie auf einer durch das Kugelzentrum 
gehenden Geraden liegen und ihre Abstände (!, (!' von diesem Punkte der 
Beziehung gehorchen 

(161) 

Die Konstruktion des zu einem vorgegebenen Punkte nach (161) ge
hörigen Spiegelpunktes heißt Inversion, der Kugelmittelpunkt ist 
das Inversionszentrum (Abb.58). 

Der gesamte Raum sei mit homogenem Erdreich der Leitfähigkeit" 
erfüllt. Zwei in P, P' konzentrierte Quellpunkte J, J' erzeugen in den 
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um l, l' von P, P' abstehenden inversen Punkten P l' P~ die Potentiale 
Jl , J'l ) 

q;=4nx'T; q; =4nx'I" (162 

Nach Abb. 58 gilt wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke M P 1 ~ und 

M PIP l e' e{'e' as 
l' = e1 = fiT = e1'e' (161a) 

Durch den Grenziibergang PI --+ P, P~ --+ P' findet mch das VerhaItnis 
spiegelbildlich gelegener Linienelemente . 

dl e,g as 
dl' as = eS 

(161 b) 

ebenso gelegener Flachenelemente 

~ und Raumelemente 

df e" a' 
df' a' e4 

(161 c) 

d7: e'6 a6 
d7:' as e6 ' 

(161 d) 

Nach (161a) und (162) ist das Verhaltnis 
der Potentiale in PI' P; 

tp J as Abb. 58. Definition riumJich 
gespiegelter Punkte1 • 

ql = J" e'e1' 
Riicken P', ~ in die Kugeloberflache, so wird mit l?l = a 

tp J a 
tp' = J,'"--e' 

Wenn mch daher die Strome verhalten wie 
J e 
J' = - -0,-, 

(162 a) 

(162b) 

(163) 

so verschwindet wegen cp = - cp' das resultierende Potential beider 
Quellpunkte auf der ganzen Kugeloberflache. Wir nennen die in (155) 
gegebene Zuordnung der Strome J und J' raumliche Spiegelung. 
Es ist somit daB Stromungsfeld eines Quellpunktes bei gleich
zeitiger Anwesenheit einer vollkommen leitenden, auf dem 
Potential Null erhaltenen Kugel identisch mit dem Felde 
jenes Quellpunktes samt seinem riumlichen Spiegelbilde. 
. FUr daB Stromverhii.ltnis (163) ergibt sich nach (162) das VerhaItnis 
der in inversen Punkten erzeugten Potentiale 

tp a e~ 
tp' = - e1 =.- (i0 (164) 

Diesa Beziehung definiert die von GroBe und Lage der Stromquellen 
unabhingige riumliche Spiegelung der Potentiale; sie wird 
daher in gleicher Weise von stetig auf Linien, Flii.chen oder in Riumen 

1 Aua 01lendorff, Die LOaung technischer PotentiaJaufgaben mittela des 
Prinzipes derraumlichen Spif'gelung. Wiss. Veroff. &. d. Siemens-Konzem VI, 1. 
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um l, l' von P, P' abstehenden inversen Punkten P l' P~ die Potentiale 
Jl , J'l ) 

q;=4nx'T; q; =4nx'l" (162 

Nach Abb. 58 gilt wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke M P 1 ~ und 

M P1P l e' e{'e' aB 
l' = el = fit = el'e' (161a) 

Durch den Grenzübergang PI --+ P, P~ --+ P' findet sich das Verhältnis 
spiegelbildlich gelegener Linienelemente . 

dl e,g a9 

dl' al = eS 
(161 b) 

ebenso gelegener Flächenelemente 

~ und Raumelemente 

df e" a' 
df' a' e4 

(161c) 

d7: e'6 a6 
d7:' ao e6 ' 

(161d) 

Nach (161a) und (162) ist das Verhältnis 
der Potentiale in PI' P; 

tp J aB Abb. 58. Definition räumlich 
gespiegelter Pnnkte1 • 

q/ = J" e'el' 
Rücken P', ~ in die Kugeloberfläche, so wird mit l?l = a 

tp J a 
tp' = J""--e' 

Wenn sich daher die Ströme verhalten wie 
J e 
J' = - -0,-, 

(162 a) 

(162b) 

(163) 

so verschwindet wegen cp = - cp' das resultierende Potential beider 
Quellpunkte auf der ganzen Kugeloberßäche. Wir nennen die in (155) 
gegebene Zuordnung der Ströme J und J' räumliche Spiegelung. 
Es ist somit das Strömungsfeld eines Quellpunktes bei gleich
zeitiger Anwesenheit einer vollkommen leitenden, auf dem 
Potential Null erhaltenen Kugel identisch mit dem Felde 
jenes Quellpunktes samt seinem räumlichen Spiegelbilde. 
. Für das Stromverhältnis (163) ergibt sich nach (162) das Verhältnis 
der in inversen Punkten erzeugten Potentiale 

tp a e~ 
tp' = - el =.- (i0 (164) 

Diese Beziehung definiert die von Größe und Lage der Stromquellen 
unabhängige räumliche Spiegelung der Potentiale; sie wird 
daher in gleicher Weise von stetig auf Linien, Flächen oder in Räumen 

1 Aus 01lendorff, Die Lösung technischer PotentiaJaufgaben mittels des 
Prinzipes der räumlichen Spif'gelung. Wiss. Veröff. &. d. Siemens-Konzern VI, 1. 
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verteilten Stromquellen erzeugt. Das DiehteverhaItnis gespiegelter 
Linienstromquellen ergibt sieh hierbei aus (163) und (161 b) 

a r/ (163 a) e a i' 

Almlieh folgt aus (163) und (161e) das VerhiHtnis gespiegelter Flaehen
stromquellen a3 

i' - e3 
(163b) 

und raumlieh verteilter Stromquellen 
div i aO e'5 
div i' - eO - as - (163 e) 

Es seien jetzt auf den Oberflaehen zweier naeh Abb. 59 spiegelbildlieh 
gelegener Korper K und K' Flaehenstromquellen gemaB (163b) verteilt. 
Setzen wir das Potential auf K' in der D 
GroBe cP~ als konstant voraus, so ergibt K 
sieh als Oberflaehenpotential von K naeh 
(164) 

a, J, 1 ( K'-.{'\ 
cP = - el -cpo = - 4:1f X . el' 164a) 8"'-0 "\.) 

wo substituiert ist 

J. = 41C"a.tp~. (165) 
Naeh (27) gleieht das Feld (169a) bis auf 
das Vorzeiehen dem Quellpunktspotential Abb. 59. Spiegelblldlich gelegene 

eines aus dem Inversionszentrum treten- Korper1
• 

den Stromes J i im homogenen Raum, so daB die Summe des Quell
punktspotentiales mit dem Potential (164a) auf der Oberflaehe von" 
versehwindet; das Feld (164a) ist also das Sekundarpotential eines 
vollstandig leitenden, auf dem Potentiale 0 erhaltenen Korpers im 
Felde eines punktformig konzentrierten Stromes. 

Gegeben sei Stromverteilung und Potentialfeld eines 
im allseitig unendlieh ausgedehnten, homogenen Erdreieh 
befindliehen Erders K'; man erhalt dureh raumliehe Spie
gelung der Flaehenstromq uellen die Oberflaehen- Strom
verteilung, dureh raumliehe Potentialspiegelung das Se
kundarpotentialfeld eines zu K' spiegelbildlieh gelegenen, 
vollkommen leitenden Korpers K, der im Felde einer im 
Inversionszentrum befindliehen Stromquelle liegt und 
auf das Potential Null gebraeht ist. 

Wir bereehnen mittels dieses Satzes das Riiekwirkungspotential CPr 
des Korpers K im Quellpunktsorte: 

. . e' , 
tpr = limtp = - hm --tp . (164 b) 

e-+O (1' .... 00 a 

1 S. FuBnote S. 86. 
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verteilten Stromquellen erzeugt. Das Dichteverhältnis gespiegelter 
Linienstromquellen ergibt sich hierbei aus (163) und (161 b) 

a r/ (163a) e a i' 

Ähnlich folgt aus (163) und (161c) das Verhältnis gespiegelter Flächen
stromquellen a3 

i' - e3 
(163b) 

und räumlich verteilter Stromquellen 
div i aö e'5 
div i' - eö - as - (163c) 

Es seien jetzt auf den Oberflächen zweier nach Abb. 59 spiegelbildlich 
gelegener Körper Kund K' Flächenstromquellen gemäß (163b) verteilt. 
Setzen wir das Potential auf K' in der ß 
Größe €p~ als konstant voraus, so ergibt K 
sich als Oberflächenpotential von K nach 
(164) 

a, J, 1 ( K'..f"\ 
€p = - el -€po = - 4",,,' el' 164a) 8"'-0 "\) 

wo substituiert ist 

J. = 41C"a.tp~. (165) 
Nach (27) gleicht das Feld (169a) bis auf 
das Vorzeichen dem Quellpunktspotential Abb. 59. Spiegelbildlich gelegene 

eines aus dem Inversionszentrum treten- Körper'. 

den Stromes J i im homogenen Raum, so daß die Summe des Quell
punkt8potentiales mit dem Potential (164a) auf der Oberfläche von" 
verschwindet; das Feld (164a) ist also das Sekundärpotential eines 
vollständig leitenden, auf dem Potentiale 0 erhaltenen Körpers im 
Felde eines punktförmig konzentrierten Stromes. 

Gegeben sei Stromverteilung und Potentialfeld eines 
im allseitig unendlich ausgedehnten, homogenen Erdreich 
befindlichen Erders K'; man erhält durch räumliche Spie
gelung der Flächenstromquellen die Oberflächen- Strom
verteilung, durch räumliche Potentialspiegelung das Se
kundärpotentialfeld eines zu K' spiegelbildlich gelegenen, 
vollkommen leitenden Körpers K, der im Felde einer im 
Inversionszentrum befindlichen Stromquelle liegt und 
auf das Potential Null gebracht ist. 

Wir berechnen mittels dieses Satzes das Rückwirkungspotential €Pr 
des Körpers K im Quellpunktsorte : 

. . e' , 
tpr = limtp = - hm --tp . (l64b) 

e-+O (1' .... 00 a 

1 S. Fußnote S. 86. 
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Bier bedeutet q/ das Potentialfeld von K', auf dessen Oberflache nach 
(165) das Potential herrscht 

, J/ ( ) 
CPo=4n"a. 165a 

Dieses Potential wird durch einen aus K' nach MaBgabe seines Aus
breitungswiderstandes R' in das Erdreich iibertretenden Strom J' er
zeugt 

cp~ = J' ·R'; (166) 

Mit Beachtung von (27b) findet man also durch Einsetzen von (166) 
in (l64b) 

(I' J' 1 J' J, 1 J. 2 
CPr= ---a-4n,,·!/= - 4n"a= -(4n"a)2·R'=-]ii·(R1nv) (164 c) 

mit Einfiihrung des Ausbreitungswiderstandes der inver
sierenden Kugel 

1 
R1nv =-4--· nxa (164 d) 

Zur Ermittelung des Riickwirkungspotentiales CPr braucht 
man somit lediglich den Ausbreitungswiderstand des Kor
pers K' zu berechnen. Haufig wird K nicht auf dem Potentiale Null 
erhalten, sonderp. lagert frei im Erdreich. Wahrend dann bei hinreichend 
groBer Leitfahigkeit die Grenzbedingung (21) langs seiner Oberflache 
erhalten bleibt, tritt hierzu die einschrankende Bedingung 

(167) 

als Folge der Kontinuitatsgleichung (4). 1m allgemeinen wird (159) 
durch (156a) nicht befriedigt, sondern diesem Felde entspricht eine 
endliche Stromaufnahme J 0 des Korpers K_ Bierbei gilt 

li Jo 1 ( a) li ' mcp=--o-= -- . mcp; 
~.., 4",,, (I (I /l~ 

., limql 
Jo = - 4:rzxa-limcp = - ~. 

~'....o Inv 
(164 e) 

In dieser Beziehung bedeutet lim cP' das Potential des auf CP: nach (165a) 
u~o· 

erhaltenen Erders K' im Inversionszentrum. Wenn insbesondere K sich 
bis ins Unendliche erstreckt, geht K' durch das Inversionszentrum hin
durch, und es wird cp' == CP:, so daB mit Beachtung von (165a) 

(164f) 

Ein beliebiger, sich im Erdreich ins Unendliche erstrecken
der Korper mit sehr (unendlich) groBer Leitfahigkeit saugt 
somit samtliche von einem Erder ausgehenden Stromlinien 
in sich. 
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Hier bedeutet q/ das Potentialfeld von K' , auf dessen Oberfläche nach 
(165) das Potential herrscht 

I J/ ( ) CPo=4n"a. 165a 

Dieses Potential wird durch einen aus K' nach Maßgabe seines Aus
breitungswiderstandes R' in das Erdreich übertretenden Strom J' er
zeugt 

cP~ = J' ·R'; (166) 

Mit Beachtung von (27b) findet man also durch Einsetzen von (166) 
in (l64b) 

(I' J' 1 J' J, 1 J, 2 

CPr= -(i°4n,,·!/= - 4n"a= -(4n"a)2·R'=-lii·(R1nv) (164c) 

mit Einführung des Ausbreitungswiderstandes der inver
sierenden Kugel 

1 
R1nv =-4--· nxa (164d) 

Zur Ermittelung des Rückwirkungspotentiales epr braucht 
man somit lediglich den Ausbreitungswiderstand des Kör
pers K ' zu berechnen. Häufig wird K nicht auf dem Potentiale Null 
erhalten, sonderp. lagert frei im Erdreich. Während dann bei hinreichend 
großer Leitfähigkeit die Grenzbedingung (21) längs seiner Oberfläche 
erhalten bleibt, tritt hierzu die einschränkende Bedingung 

J=O (167) 

als Folge der Kontinuitätsgleichung (4). Im allgemeinen wird (159) 
durch (156a) nicht befriedigt, sondern diesem Felde entspricht eine 
endliche Stromaufnahme J 0 des Körpers Ko Hierbei gilt 

li Jo 1 ( a) li ' mcp=--o-= -- . mcp; 
~.., 4",,, (I (I /l~ 

• I limql 
Jo = - 4:rzxa o limcp = - ~. 

~'....o Inv 
(164e) 

In dieser Beziehung bedeutet lim ep' das Potential des auf ep: nach (165a) 
u~o· 

erhaltenen Erders K ' im Inversionszentrum. Wenn insbesondere K sich 
bis ins Unendliche erstreckt, geht K ' durch das Inversionszentrum hin
durch, und es wird cp' == CP:, so daß mit Beachtung von (165a) 

(164f) 

Ein beliebiger, sich im Erdreich ins Unendliche erstrecken
der Körper mit sehr (unendlich) großer Leitfähigkeit saugt 
somit sämtliche von einem Erder ausgehenden Stromlinien 
in sich. 
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Um jetzt (167) zu erfiillen, lassen wir aus dem frei im Erdreich ge
dachten Korper K den Strom 

lim '1/ 
_ J = e'-H" 

o R1nv 
(164g) 

in das Erdreich iibertreten. Er erteilt ihm entspnichend seinem Aus
breitungswiderstande das Potential 

<Po = R·(-JO)=RR .lim<p' , (164h) 
lnv e' .... o 

welches, da die Summe aus Quellpunktspotential und Sekundarfeld 
(164a) auf derOberflache vonK verschwindet, das resultierende Potential 
des Korpers K darstellt. 

In den meisten Fallen fiihrt ein anderer Weg rascher zur Bestimmung 
des Wertes (164h). Wir ersetzen hierzu den Quellpunkt nach Abb. 60 

Abb. 60. Zum Potential elnes Leiters 1m 
Quellpunktsfelde. 

durch eine kleine Kugel und bemer
ken, daB man beifestgehaltener Lage 
des Quellpunktes wie des Korpers K 
das Gesamtsystem einschl~Blich der 

Abb.61. Erlauterung des Umkehrungssatzes 
(168). 

unendlich fernen Hiillkugel durch drei geeignet bemessene Ohmsche 
Widerstande R q, R" und R"q nach Abb. 61 hinsichtlich der Potential
verteilung auf Quellpunkt und Korper K nachbilden kann. Stromt nun 
J i aus dem Quellpunkt in dieses System iiber, so folgt aus den Kirch
hoffschen Regeln sogleich das Potential des Korpers K 

J Rq.R" <p = . • 
" • Rq + R" + R" q 

(168) 

und derselbe Wert ergibt sich, wie durch Vertauschung des Index K 
mit q hervorgeht, fiir das Potential des Quellpunktes, wenn der gleiche 
Strom J i aus K in das Erdreich iibertritt. Das Potential (156h) ist daher 
identisch mit dem Potential, welches der aus K iibertretend gedachte 
Strom J i im Quellpunktsorte erzeugen wiirde. 

30. Wirkung von Wasserbecken an der Erdoberflacbe. Man pflegt 
haufig Erder in die Umgebung von Wasserbecken zu legen, um sowohl 
mittels des dort besser leitenden Erdreiches, als auch unmittelbar durch 
die relativ hohe Leitfahigkeit der Wassermasse die Erdereigenschaften 
zu verbessern. 
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Um jetzt (167) zu erfüllen, lassen wir aus dem frei im Erdreich ge
dachten Körper K den Strom 

!im '1/ 
_ J = e'-Ht' 

o R1nv 
(164g) 

in das Erdreich übertreten. Er erteilt ihm entsprechend seinem Aus
breitungswiderstande das Potential 

<Po = R·(-JO)=RR .lim<p' , (164h) 
lnv e' .... o 

welches, da die Summe aus Quellpunktspotential und Sekundärfeld 
(164a) auf der Oberfläche vonK verschwindet, das resultierende Potential 
des Körpers K darstellt. 

In den meisten Fällen führt ein anderer Weg rascher zur Bestimmung 
des Wertes (164h). Wir ersetzen hierzu den Quellpunkt nach Abb. 60 

Abb. 60. Zum Potential eines Leiters Im 
Quellpunktsfelde. 

durch eine kleine Kugel und bemer
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des Quellpunktes wie des Körpers K 
das Gesamtsystem einschl~ßlich der 

Abb.61. Erläuterung des Umkehrungssatzes 
(168). 

unendlich fernen Hüllkugel durch drei geeignet bemessene Ohmsehe 
Widerstände R q, R" und R"q nach Abb. 61 hinsichtlich der Potential
verteilung auf Quellpunkt und Körper K nachbilden kann. Strömt nun 
J i aus dem Quellpunkt in dieses System über, so folgt aus den Kirch
hoffsehen Regeln sogleich das Potential des Körpers K 

J Rq.R" <p = . • 
" • Rq + R" + R" q 

(168) 

und derselbe Wert ergibt sich, wie durch Vertauschung des Index K 
mit q hervorgeht, für das Potential des Quellpunktes, wenn der gleiche 
Strom J i aus K in das Erdreich übertritt. Das Potential (156h) ist daher 
identisch mit dem Potential, welches der aus K übertretend gedachte 
Strom J i im Quellpunktsorte erzeugen würde. 

30. Wirkung von Wasserbecken an der Erdoberfläche. Man pflegt 
häufig Erder in die Umgebung von Wasserbecken zu legen, um sowohl 
mittels des dort besser leitenden Erdreiches, als auch unmittelbar durch 
die relativ hohe Leitfähigkeit der Wassermasse die Erdereigenschaften 
zu verbessern. 
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Um die Wirkung derartiger Wasserbecken in einfacher Weise zu 
iibersehen, wollen wir ihre Leitfahigkeit unendlich groG annehmen; 
das meist vorhandene Grundwasser schafft dann eine gut leitende Ver
bindung nach auGen hin, so daB die Wassermasse das Potential Null 
erhalt. 

Selbstverstii.ndlich gilt dies nur, wenn die Wasserleitfahigkeit 
wirklich groB gegen die Bodenleitfahigkeit ist; sind dagegen beide 
Leitfii.higkeiten von gleicher GroBenordnung, so wirkt das Wasser
becken nur sehr wenig auf das Stromungsfeld ein. 

Mit diesen Vereinfachungen ist das Prinzip der raumlichen Spiegelung 
anwendbar. Wir setzen die Erderabmessungen als klein gegen die Pimen-

=. 
J 

t----o----..t,j 
Abb. 62. Wasserbecken an der Erdoberflache. 

sionen des Wasser
beckens voraus, weI. 
ches wir nach Abb. 62 
als kreisformig be
trachten; (!b sei der 
Halbmesser dieses 
Kreises, D der Ab
stand seines Mittel-
punktes vom Erder. 

Die Tiefenerstreckung des Beckens wird vemachlassigt; sie ist in 
der Annahme unendlich hoher Wasserleitfiihigkeit zum Teil erfaBt. 

Nach symmetrischer Erganzung des Stromungsfeldes zwecks Be
riicksichtigung der Erdoberflache gleicht der Quellpunktsstrom dem 
doppelten Erderstrom. Wir wahlen den Halbmesser a der inversierenden 
Kugel gleich D. Durch die Spiegelung geht die Kreisscheibe wiederum 
in eine Kreisscheibe iiber vom Halbmesser 

(169) 

deren Mittelpunkte vom Inversionszentrum den Abstand besitzt 

(169 a) 

Der Ausbreitungswiderstand einer solchen Scheibe ergibt sich aus (105c) 
mit t = 00 

R' - _1 _ _ 1_.(1 _ gl) 
- 8" e' - 8" e~ D2 , 

80 daB aus (164c) die Riickwirkung des Wasserbeckens auf den 
Quellpunkt folgt 

= _ 2 J. 8" e~ . J 2 e~ 
CPr e1 (4 Jr "D)2 = - :2 Jr ,,' ; - . D2 - e6 • 

1- D2 

(170) 
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punktes vom Erder. 

Die Tiefenerstreckung des Beckens wird vernachlässigt; sie ist in 
der Annahme unendlich hoher Wasserleitfähigkeit zum Teil erfaßt. 

Nach symmetrischer Ergänzung des Strömungsfeldes zwecks Be
rücksichtigung der Erdoberfläche gleicht der Quellpunktsstrom dem 
doppelten Erderstrom. Wir wählen den Halbmesser ader inversierenden 
Kugel gleich D. Durch die Spiegelung geht die Kreisscheibe wiederum 
in eine Kreisscheibe über vom Halbmesser 

(169) 

deren Mittelpunkte vom Inversionszentrum den Abstand besitzt 

(169 a) 

Der Ausbreitungswiderstand einer solchen Scheibe ergibt sich aus (105c) 
mit t = 00 

R' - _1 _ _ 1_'(1 _ gl) 
- 8" e' - 8" e~ D2 , 

80 daß aus (164c) die Rückwirkung des Wasserbeckens auf den 
Quellpunkt folgt 
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Sei Ro der fur homogenes Erdreich berechnete Ausbreitungswiderstand, 
so ergibt sich jetzt das resultierende Erderpotential und der Ausbreitungs
widerstand 

(170a) 

Besonderes Interesse besitzt der Grenzwert, den dieser Ausdruck bei 
einer sehr groBen raumlichen Ausdehnung des Wasser
beckens annimmt; nennen wir c5 = D -eb den Abstand des Wasser
beckens yom Erder, so wird 

lim CPo = J(Ro - ~.~) = J·lim R. (170b) 
eb~'" n" n eb~CXl 

Beispielsweise findet man fur den in Nr. 8 beschriebenen Halbkugel
erder (eo = 150 cm) in mittlerem Erdreich (x = 10-4 Siemens/cm), der 
sich in der Nahe eines Teiches yom Halbmesser eb = 50 m in der Ent
fernung D = 60 m yom Wasserzentrum befindet, den Ausbreitungs
widerstand 

10' 104 2 5000 
R = 2;n. 150 - 2,;' ~. (6000)2 _ (5000)2 = 10,6 - 0,45 = 10,15 Q 

und fur ein sehr groBes Wasserbecken im Abstand c5 = 10 m von dem 
gleichen Erder 

. 104 104 1 
e~~R = -2 n.150 = 2 n' J/;.1000 = 10,6 - 0,50 = 10,10 Q. 

Insoweit nicht die erhohte Bodenfeuchtigkeit dazu veranlaBt, hat es also 
hinsichtlich des Ausbreitungswiderstandes keinen Zweck, nahe an das 
Wasser heranzugehen. 

Um den EinfluB der Wassernahe auf den Verlauf des Spannungs
trich ters zu ubersehen, beschranken wir uns der Einfachheit halber 
auf den praktisch wichtigsten Fall eines sehr (unendlich) groBen Wasser
beckens. Wir wahlen jetzt als Inversionshalbmesser den Abstand c5 

• des Erders yom Wasser und erhalten als Spiegelbild des Wasserbeckens 
eine Kreisscheibe yom Halbmesser 

e' = ~- c5, (169b) 

welche durch den Ursprung hindurch geht und nach (157) das Potential 

aufweist I_~_~ 
CPo - 4:rr;,," - 4 n,," . (171) 

]'iihrt man vOriibergehend eine auf der Erdoberflache yom Erder senk
recht nach dem Rand des Wasserbeckens weisende x' -Achse mit dem 
Ursprung in der Mitte der gespiegelten Kreisscheibe ein, so ergibt sich 
nach (53 b) ihr Potential 

, 2 I • e' 2 J ." x' > £I' (171) qJ =:rr; 'qJo 'a,rCSID x' = :rr;-'2n,," 'arcSID 2xj; 0:: a 
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Sei R o der für homogenes Erdreich berechnete Ausbreitungswiderstand, 
so ergibt sich jetzt das resultierende Erderpotential und der Ausbreitungs
widerstand 

(170a) 

Besonderes Interesse besitzt der Grenzwert, den dieser Ausdruck bei 
einer sehr großen räumlichen Ausdehnung des Wasser
beckens annimmt; nennen wir c5 = D -eb den Abstand des Wasser
beckens vom Erder, so wird 

lim f{Jo = J(Ro - ~.~) = J·lim R. (170b) 
eb~'" n" n eb~CXl 

Beispielsweise findet man für den in Nr. 8 beschriebenen Halbkugel
erder (eo = 150 cm) in mittlerem Erdreich (x = 10-4 Siemens/cm), der 
sich in der Nähe eines Teiches vom Halbmesser eb = 50 m in der Ent
fernung D = 60 m vom Wasserzentrum befindet, den Ausbreitungs
widerstand 

10' 10' 2 5000 
R = 2;n. 150 - 2,;' ~. (6000)9 _ (5000)2 = 10,6 - 0,45 = 10,15 Q 

und für ein sehr großes Wasserbecken im Abstand c5 = 10 m von dem 
gleichen Erder 

. 104 104 1 
e~~R = -2 n.150 = 2 n' Jr.1000 = 10,6 - 0,50 = 10,10 Q. 

Insoweit nicht die erhöhte Bodenfeuchtigkeit dazu veranlaßt, hat es also 
hinsichtlich des Ausbreitungswiderstandes keinen Zweck, nahe an das 
Wasser heranzugehen. 

Um den Einfluß der Wassernähe auf den Verlauf des Spannungs
trich ters zu übersehen, beschränken wir uns der Einfachheit halber 
auf den praktisch wichtigsten Fall eines sehr (unendlich) großen Wasser
beckens. Wir wählen jetzt als Inversionshalbmesser den Abstand c5 

• des Erders vom Wasser und erhalten als Spiegelbild des Wasserbeckens 
eine Kreisscheibe vom Halbmesser 

e' = ~- c5, (169b) 

welche durch den Ursprung hindurch geht und nach (157) das Potential 

aufweist I_~_~ 
f{Jo - 4:rr;" d - 4 n" d . (171) 

]'ührt man vorübergehend eine auf der Erdoberfläche vom Erder senk
recht nach dem Rand des Wasserbeckens weisende x' -Achse mit dem 
Ursprung in der Mitte der gespiegelten Kreisscheibe ein, so ergibt sich 
nach (53 b) ihr Potential 

, 2 I • e' 2 J . d x' > n' (171) qJ =:rr; 'qJo ·a,rcsm x' = :rr;-'2n,," ·arcsm 2xj; 0:: a 
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und mit einer am Erder beginnenden Zahlung X' = x' + e' 
, 2 J . d _, 

91 = - . 2~ . arCSIn 2 (' ') ; x > 2 e' = <5 . ;n; ;n;~u x -(I 
(171 b) 

Jedem Punkte x' entspricht eine nach (153) reziproke Entfernung 
dB 

x = :;;,. Aus (164) ergibt sich daher als Sekundarpotential des 

Wasserbeckens 
d 2 J . d 91 = - - _. - - . arCSlD --;;-;:---
x ;n; 2;n; ~ d 2 ( dx~ _ (I' ) 

=-~ .-J-.arcsin----l __ . 0 <x< <5. (172) 
;n; 2;n;~x 2(~- })' 

Hiermit ist der Verlauf des Spannungstrichters gegeben, der in Abb. 63 
fur das oben genannte Zahlenbeispiel dargestellt ist. Man erkennt, daB 
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das Potential zwischen Erder und Beckenrand 
a uBerorden tlich viel steiler als in der Umgebung 

ers im homogenen Erdboden ab
d wachsen die Schrittspannungen 
Folge, daB nicht allein der Ge· 
derartigen Erders sinkt, sondern 

des gleichen Erd 
falIt ; entsprechen 
an. Dies hat zur 
fah r st rom eines 
daB bei hinrei 

l'-.. 
' ., ........... ......... 

...... r-D 
- ~- ...--. 
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chend stark en Erderstromen 
innerhalb des gesamten 
Oberflachenstreifens zwi
schen Erder und Rand des 
Wasserbeckens l ebens
gefahrdende Spannungen 
auftreten konnen. Die Um

o ~1 l?,Z ~J ~~ 0,5 ~6 0,7 ~8 0,9 f,0j gebung solcher Erder ist daher 

Abb.63. Wirkung des Wasscrbeckens auf den t rotz des verringerten Ausbrei-
Spannungstricbter. 'PP = Prlmilrpotential, ·d t d ~:- L b 

'P, = Sekundllrpotent ial ,<p. = ResultierendesPotential. tungsWl ers an es .lW : e e· 
wesen viel gefahrlicher als die 

gleichbelasteter und gleichgroBer Erder in homogenem Erdreich; aller
dings wird in Wirklichkeit diese Gefahr durch den stets endlichen 
Wert der Wasserleitfahigkeit merklich gemindert. 

31. Der Stromeintritt in langgestreckte Leiter. Wir untersuchen mit 
der Annahme einer gegen die Erdleitfahigkeit groBen Leitfahigkeit des 
Wassers die Wirkung sehr (unendlich) langgestreckter Wasser. 
adern im Erdreich, wobei es nach Erganzung des Feldes symmetrisch 
zur Erdoberflache elektrisch belanglos ist, ob diese als Brunnen oder 
Grundwasserstrome geschlossen im Erdreich verlaufen oder als 
offene Gerinne nahe der Erdoberflache stromen. Wir setzen den Quer
schnitt der Adern als Kreis voraus, dessen Halbmesser eo genannt werde ; 
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Abb.63. Wirkung des Wasscrbeckens auf den t rotz des verringerten Ausbrei-
Spannungstriebter. 'PP = PrImärpotential, ·d t d für· L b 
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wesen viel gefährlicher als die 

gleichbelasteter und gleichgroßer Erder in homogenem Erdreich; aller
dings wird in Wirklichkeit diese Gefahr durch den stets endlichen 
Wert der Wasserleitfähigkeit merklich gemindert. 

31. Der Stromeintritt in langgestreckte Leiter. Wir untersuchen mit 
der Annahme einer gegen die Erdleitfähigkeit großen Leitfähigkeit des 
Wassers die Wirkung sehr (unendlich) langgestreckter Wasser. 
adern im Erdreich, wobei es nach Ergänzung des Feldes symmetrisch 
zur Erdoberfläche elektrisch belanglos ist, ob diese als Brunnen oder 
Grundwasserströme geschlossen im Erdreich verlaufen oder als 
offene Gerinne nahe der Erdoberfläche strömen. Wir setzen den Quer
schnitt der Adern als Kreis voraus, dessen Halbmesser eo genannt werde ; 
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hiermit werden Brunnen und Grundwasserstrome bereits hin
reichend genau erfaBt. Flusse dagegen besitzen nach Abb.64 meist 
die Querschnittsform eines Trapezes der Breite B bei sehr geringer Tiefe; 

" h - ----i 
Abb. 64. F luBkreuzungsmast '. 

sie konnen nach Nr.16 durch einen kreisformigen Querschnitt vom 
1 

Halbmesser eo = T B ersetzt werden. Nur fur sehr erhebliche FluB. 

breiten, wie sie in der Nahe von FluBkreuzungsmasten uber groBe 
Strome vorkommen, versagt diese Substitution; hier kann man indes 
auf den im vorigen Abschnitt 
fUr unendlich wachsende Breite 
des Wasserbeckens gegebenen 
Grenzwert des Potentiales zu
riickgreifen, so daB man auch 
diesen Fall beherrscht. Endlich 
tragt die gleiche Aufgabenstellung 
die Gesetze des Stromein
trittes in metallische Rohre 
in sich, welche in der Nahe eines 
Erders im Erdreich verlegt sind; 
sie besitzen beim Dbertritt von 
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Abb. 65. Spiegelkorper elnes langgestrcckten 
G lei c h s t rom in das Erdreich Leiters (ausgezogen) und Enatzringkorper 

(Innenkont ur gestricbelt) , . 
besondere Bedeutung fiir die 
Korrosion solcher Rohre durch die elektrolytische Zersetzung 
der in der Erde enthaltenen Salze. 

Wir set zen zunachst nur einen derartigen Leiter neben dem Erder 
voraus; es entspricht dies der Wirkung eines Brunnens oder eines 
hinreichend schmalen Flusses. Bei geradliniger Erstreckung des 
Leiters mit konstantem Querschnitt fiihrt also das Prinzip der raum
lichen Spiegelung auf das Feld desjenigen ringformigen Erders, der aus 
der Inversion eines unendlich langen Kreiszylinders entsteht, und dessen 
Breite daher nach Abb. 65 im Inversionszentrum verschwindet. lodes 
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hiermit werden Brunnen und Grundwasserströme bereits hin
reichend genau erfaßt. Flüsse dagegen besitzen nach Abb.64 meist 
die Querschnittsform eines Trapezes der Breite B bei sehr geringer Tiefe; 

,. h - ----I 
Abb. 64. F lußkreuzungsmast '. 

sie können nach Nr.16 durch einen kreisförmigen Querschnitt vom 
1 

Halbmesser eo = T B ersetzt werden. Nur für sehr erhebliche Fluß. 

breiten, wie sie in der Nähe von Flußkreuzungsmasten über große 
Ströme vorkommen, versagt diese Substitution; hier kann man indes 
auf den im vorigen Abschnitt 
für unendlich wachsende Breite 
des Wasserbeckens gegebenen 
Grenzwert des Potentiales zu
rückgreifen, so daß man auch 
diesen Fall beherrscht. Endlich 
trägt die gleiche Aufgabenstellung 
die Gesetze des Stromein
trittes in metallische Rohre 
in sich, welche in der Nähe eines 
Erders im Erdreich verlegt sind; 
sie besitzen beim Übertritt von 
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Abb. 65. Spiegelkörper eines langgestrcckten 
GI e ich s t rom in das Erdreich Leiters (ausgezogen) und ETSatzrlngkörper 

(Innenkont ur gestrlcbelt) ' . 
besondere Bedeutung für die 
Korrosion solcher Rohre durch die elektrolytische Zersetzung 
der in der Erde enthaltenen Salze. 

Wir setzen zunächst nur einen derartigen Leiter neben dem Erder 
voraus; es entspricht dies der Wirkung eines Brunnens oder eines 
hinreichend schmalen Flusses. Bei geradliniger Erstreckung des 
Leiters mit konstantem Querschnitt führt also das Prinzip der räum
lichen Spiegelung auf das Feld desjenigen ringförmigen Erders, der aus 
der Inversion eines unendlich langen Kreiszylinders entsteht, und dessen 
Breite daher nach Abb. 65 im Inversionszentrum verschwindet. Indes 
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werden mit wa.chsender Entfernung vom Erder sowohl die GroBe des 
Querschnittes, wie auch der Verlauf des Leiters von untergeordneter 
Bedeutung, do. dort die oben genannten Voraussetzungen im allgemeinen 
nicht zpehr zutreffen. Wir begehen daher in der Losung der praktisch 
vorliegenden Aufgabe keinen Febler, wenn wir dort den Querschnitt 
derart unendlich werden lassen, daB der Spiegelkorper ein Kreisring 
wird. Hiermit ist mathemo.tisch eindeutig fiber die Vorgange in 

Abb. 66. Zur ErmlttelUDIl der 1I1e1chwertlgen Abmessungen 
des fl!r den Splellelk6rper elngefilhrten Rlnges '. 

groBer Entfernung vom Er
der verfiigt; man darf aber 
das dort rechnungsgemaB 
sich einstellende Feld ph y -
sikalisch nicht mit dem 
wirklich vorhandenen iden
tifizieren, welches nur bei 
genau bekannten Verhalt. 
nissen richtig erfaBt werden 
kann. Die folgende Un
tersuch ung ist daher 
auf die Vorgange in 
der Erderumgebung be
schrankt. 

Wir wahlen den Radius 
der inversierenden Kugel 

gleich dem Abstand h des Quellpunktes von der Leiterachse. N ach 
Abb.66 ist also der Ringhalbmesser 

1 1 [hI 11,2 ] 1 11,3 
(2r = .2" '"2 11, - (!o + 11, + (!o ="2 11,2 - (!~ , 

,(173) 

wahrend der Radius des Toroides ist 

, 1 [11,2 11,2 ] (!o' 11,2 
(20=2' h-(!o-h+eo =h2-(!8' (173a) 

Das Stromungsfeld dieses Toroides ist identisch mit dem Feld eines 
Kreis banderders (Nr. 12); es wird von langs der Toroidachse in der 
Gesamtstarke J' linienhaft verteilten Quellen erzeugt, welche der Ober
flii.che nach (72c) das Potential erteilen 

(174) 

Man erhalt also nach Einsetzen von (173), (1730.) JI aus der Beziehung 

(174a) 
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Bedeutung, da dort die oben genannten Voraussetzungen im allgemeinen 
nicht zpehr zutreffen. Wir begehen daher in der Lösung der praktisch 
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großer Entfernung vom Er
der verfügt; man darf aber 
das dort rechnungsgemäß 
sich einstellende Feld p h Y -
sikalisch nicht mit dem 
wirklich vorhandenen iden
tifizieren, welches nur bei 
genau bekannten Verhält. 
nissen richtig erfaßt werden 
kann. Die folgende Un
tersuch ung ist daher 
auf die Vorgänge in 
der Erderumgebung be
schränkt. 

Wir wählen den Radius 
der inversierenden Kugel 

gleich dem Abstand h des Quellpunktes von der Leiterachse. Nach 
Abb.66 ist also der Ringhalbmesser 

1 1 [hl 11,2 ] 1 11,3 
(2r = .2" '"2 11, - (!o + 11, + (!o ="2 11,2 - (!~ , 

,(173) 

während der Radius des Toroides ist 

, 1 [11,2 11,2 ] (!o' 11,2 
(20=2' h-(!o-h+eo =h2-(!8' (173a) 

Das Strömungsfeld dieses Toroides ist identisch mit dem Feld eines 
Kreis banderders (Nr. 12); es wird von längs der Toroidachse in der 
Gesamtstärke J' linienhaft verteilten Quellen erzeugt, welche der Ober
fläche nach (72c) das Potential erteilen 

(174) 

Man erhält also nach Einsetzen von (173), (1730.) J' aus der Beziehung 

(174a) 
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Der Ausbreitungswiderstand des Ringes ist 

, tp~ 1 h2 - e& h R =--=-·--~·ln4-
i' 2 11:" 11: h3 eo ' (174b) 

so daB sieh die Ruekwirkung des Leiters auf den Erder naeh (164e) 
findet 

2 11:" . 11: h8 1 1 1 
CPr=-2J· h2--e3 '--h ·(b"h)2=-J· h2-e8 h-' (174e) 

In4- 4,,·---·In4-
eo h eo 

Das resultierende Erderpotential stellt sieh in der GroBe ein 

CPo = J (Ro - h2 _ !3 h ) = J: R . 
4,,·---·In~ 

h eo 
(174d) 

Als Beispielsei einFluBkreuzungsmast naeh Abb. 64 gewahlt, dessen 
FuB dureh einen Halbkugelerder vom Radius Q 0 = 150 em ersetzt werden 
kann; er sei in mittlerem Erdreieh (u = 10-4 Siemens/em) erstellt und 
befinde sieh in 10 m = 1000 em Entfernung vom Ufer des B = 100 m 
breiten Flusses. Hier wird eo = 25 m, h = 60 m, also 

104 10' 
R = 211:.150 -- 60002 _ 25002 6000 = 10,6- 0,45 = 10,15 Q 

2· -000-0-- ·In 4· 2500 

der gleiehe Wert, den wir im vorigen Absehnitt beim V orhandensein 
eines Wasserbeekens gefunden haben; aueh hier kann man also von 
dem Eingraben des Erders in der Nahe des Flusses keine 
wirksame Verringerung des Ausbreitungswiderstandes er
hoffen. Ebenso bleibt die erhohte Gefahrdung des zwischen 
MastfuB und FiuB befindliehen Gelandestreifens in der in 
Abb. 63 dargestellten Weise bestehen. 

Zur Darstellung der Stromaufnahme langs des Leiters be
reehnen wir aus (174a) zunaehst die Liniendiehte der Stromung langs 
der Toroidaehse 

i' = 2~~er = ~~ (1 - -i~) = ~ . In ~ h 

eo 

(174e) 

oX . 
und finden mit (163a) sogleieh den pro Langenein. 
heit in den Leiter eintretenden Strom 

Abb.67. Zurn Strorneln
trit t In langgestreckte 

Leiter. 

. h J 1 J 1 
~=- ----.------=- .--

• h2 + x2 h In 4 h t h2 + X2 In 4 h ' 
(174f) 

eo eo 
wo x die langs der Leiteraehse naeh Abb. 67 vom Erder aus gezahlte 
Entfernung bedeutet. Der Gesamtstrom, der innerhalb des von - x 
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Der Ausbreitungswiderstand des Ringes ist 

, tp~ 1 h2 - e& h R =--=-·--~·ln4-
i' 2 11:" 11: h3 eo ' 

(174b) 

so daß sich die Rückwirkung des Leiters auf den Erder nach (164c) 
findet 

2 11:" . 11: h8 1 1 1 
CfJr=-2J· h2--eö '--h ·(b"h)2=-J· h2-e8 h-' (174c) 

In4- 4,,·---·In4-
eo h eo 

Das resultierende Erderpotential stellt sich in der Größe ein 

CfJo = J (Ro - h2 _ !3 h ) = J: R . 
4,,·---·In~ 

h eo 
(174d) 

Als Beispiel sei einFlußkreuzungsmast nach Abb. 64 gewählt, dessen 
Fuß durch einen Halbkugelerder vom Radius Q 0 = 150 cm ersetzt werden 
kann; er sei in mittlerem Erdreich (u = 10-4 Siemens/cm) erstellt und 
befinde sich in 10 m = 1000 cm Entfernung vom Ufer des B = 100 m 
breiten Flusses. Hier wird eo = 25 m, h = 60 m, also 

104 10' 
R = 211:.150 -- 60002 _ 25002 6000 = 10,6- 0,45 = 10,15 Q 

2· -000-0-- ·In 4· 2500 

der gleiche Wert, den wir im vorigen Abschnitt beim Vorhandensein 
eines Wasserbeckens gefunden haben; auch hier kann man also von 
dem Eingraben des Erders in der Nähe des Flusses keine 
wirksame Verringerung des Ausbreitungswiderstandes er
hoffen. Ebenso bleibt die erhöhte Gefährdung des zwischen 
Mastfuß und Fiuß befindlichen Geländestreifens in der in 
Abb. 63 dargestellten Weise bestehen. 

Zur Darstellung der Stromaufnahme längs des Leiters be
rechnen wir aus (174a) zunächst die Liniendichte der Strömung längs 
der Toroidachse 

i' = 2~~er = ~~ (1 - -i~) = ~ . In ~ h 

eo 

(174e) 

.x . 
und finden mit (163a) sogleich den pro Längenein. 
heit in den Leiter eintretenden Strom 

Abb.67. Zum Stromeln
trit t in lang gestreckte 

Leiter. 

. h J 1 J 1 
~=- ----.------=- .--

• h2 + x2 h In 4 h t h2 + x2 In 4 h ' 
(174f) 

eo eo 
wo x die längs der Leiterachse nach Abb. 67 vom Erder aus gezählte 
Entfernung bedeutet. Der Gesamtstrom, der innerhalb des von - x 
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bis + x sich erstreckenden Bereiches in das Rohr eintritt, ist somit 

III: . 2 J [ x J! ( X )2J 2 J . x JII:=2 ~dx=-~ . In h+ 1+ h =- -4h~t@;tnh' (174g) 
o In- In -eo eo 

Diese Gleichung gilt, ebenso wie (174f), nur in einer gewissen Umgebung 
des Erders. Urn diese abzuschatzen, beachten wir, daB nach Nr. 29, 
G1. (164f) das unendlich lange Rohr den gesamten Erderstrom aufnimmt. 
lndem wir nun die VerteiIung (l74g) bis zu einer gewissen Grenzent-

% 
?O~~~-r-~~-r-~~-r-~~-~-r-'-~-r-'~ 

J I 
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Abb. 68. QuaUtatlve Darstellung fiir die Stromfiihrung elnes 1m Quellpunktsfelde 

beflndllchen Rohres. 

femung XII gelten lassen, jenseits deren wir den in das Rohr eintretenden 
Strom ganzIich vemachlassigen, erhalten wir hieraus 

JII:_~=-J = - ~:h' ~t @;in ~'; x; = @;in ! In ~: = '" V :0' (174h) 

eo 
so daB also (174g) um so weiter giiltig ist, je groBer h und je kleiner eo 
ist. Beispielsweise wird fur ein Rohr von eo = I cm Radius, welches in 
h = 200 cm Entfernung vom Erder voruberzieht 

• 1 4·200 
x(/=200.@;tn"2In - l-="'3100em=31m. 

Man erkennt hieraus, daB der Strom in einer relativ engen Zone urn den 
Erder herum in das :&ohr eintritt. Dieses Ergebnis ist von besonderer 
Bedeutung, wenn das Rohr einen endlichen Ohmschen Widerstand be
sitzt. Denn auf Grund der in Nr.24 durehgefuhrten Untersuchungen 
folgt, daB in groBen -Entfemungen vom Erder der Strom exponentiell 
nach MaBgabe der G1. (132d) abnimmt. Zusammenfassend ergibt sieh 
daher mit Rucksicht auf (174g) ein Verlauf des Rohrstromes naeh Abb. 68. 

Auf die besonderen Fragen der Korrosion von Rohren im Erd
stromfelde, welche eine eingehende Kenntnis der entsprechcnden chemi
schen Vorgange erfordem, gehen wir nicht naher ein; der Leser sei 
auf die Sonderliteratur dieses Gebietes verwiesen. 
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Abb. 68. QuaUtatlve Darstellung für die Stromführung eines im Quellpunktsfelde 

befindlichen Rohres. 

fernung XII gelten lassen, jenseits deren wir den in das Rohr eintretenden 
Strom gänzlich vernachlässigen, erhalten wir hieraus 

JI/;_~=-J = - ~:h' ~t 6in ~'; x; = 6in ! In ~: = '" V :0' (174h) 

eo 
so daß also (174g) um so weiter gültig ist, je größer h und je kleiner 120 
ist. Beispielsweise wird für ein Rohr von 120 = 1 cm Radius, welches in 
h = 200 cm Entfernung vom Erder vorüberzieht 

• 1 4·200 
x(/=200· 6tn "2 In - 1-= '" 3100 cm =31 m. 

Man erkennt hieraus, daß der Strom in einer relativ engen Zone um den 
Erder herum in das :Rohr eintritt. Dieses Ergebnis ist von besonderer 
Bedeutung, wenn das Rohr einen endlichen Ohmschen Widerstand be
sitzt. Denn auf Grund der in Nr.24 durchgeführten Untersuchungen 
folgt, daß in großen -Entfernungen vom Erder der Strom exponentiell 
nach Maßgabe der GI. (132d) abnimmt. Zusammenfassend ergibt sich 
daher mit Rücksicht auf (174g) ein Verlauf des Rohrstromes nach Abb. 68. 

Auf die besonderen Fragen der Korrosion von Rohren im Erd
stromfelde, welche eine eingehende Kenntnis der entsprechenden chemi
schen Vorgänge erfordern, gehen wir nicht näher ein; der Leser sei 
auf die Sonderliteratur dieses Gebietes verwiesen. 
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VII. Wirknng zeitlicher Feldschwanknngen. 
32. Riickleitung kapazitiver Erdschlu8strome. Beim ErdschluB einer 

mit Wechselstrom betriebenen Freileitung nach Abb. 69 tritt ein Erd
schluBstrom J uber die Fehlerstelle zur Erde uber; wir bezeichnen 
ihn als ka pazi ti v, wenn er keinen metallischen RuckschluB zur Leitung 
besitzt, sondern als Verschiebungsstrom von der Erdoberflache aus 
durch das Dielektrikum zur Leitung 
zuruckflieBt. Fur ihn bildet daher 
die Erdoberflache im Gegensatz zu 
ihrer Wirkung im stationaren Felde 
keine undurchdringliche Grenze: Die 

Hlohre L-e/tvng 

in Nr. 5 aufgestellten Bedin- ='---~ 
gungen werden ungultig. Anihrer 
S II I t d K t · 't"t t 6esp/~§'e!le le/tung zvr te ever ang as on InUI a sgese z -€ /Oerechnvng d. i.vl1fi!lo'~.s 
der Stromung die Gleichheit der nor- bb 6 Z B hn d V A . 9. ur eree ung es eneblebungs· 
mal zur Erdoberflache gerichteten stromes einer Frelleltung. 

Komponente des Erdstromes i.. mit 
der ebenso gerichteten Komponente des Verschiebungsstromes; nennen 
wir also 1).. die dielektrische Verschiebungskomponente an der Erd
oberflache, so wird gefordert 

(175) 

Insbesondere folgt fur periodisch mit der Kreisfrequenz w = 2n/ ver· 
laufende V organge 

1) =9le(1) )=9le(1) ' ej rot ) n n "max (176) 

die Grenzbedingung an der Erdoberflache 

l .. =9le(l .. ); l .. =j(1) .. (175a) 

Hiernach kann die Wirkung der Verschiebungsstrome durch flachenhaft 
fiber die Erdoberflache hin verteiIte Stromquellen der Dichte (175a) 
ersetzt werden. 

Zur Losung der Aufgabe setzen wir die Kreisfrequenz als so klein 
voraus, daB von der im Erdreich auftretenden Wirbelstromung 
(Nr.33) abgesehen werden darf. Das Feld in der Erde kann dann 
wiederum durch ein (quasistationares) Potentiallf! beschrieben werden, 
welches wir aus dem Primarpotential des Erders unddem Sekundar. 
potential der langs der Erdoberflache verteilten Flachenstrome 
(175a) zusammensetzen. Das Primarpotential ist durch die jeweils vor
liegende Erderform bestimmt und nach den Entwicklungen der voran
gegangenen Kapitel bekannt; wir konnen uns demnach auf die Berech· 
nung des Sekundarpotentiales beschranken. Hier konnen wir auf das 

Ollendorff, Erdstr6me. 7 
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VII. Wirkung zeitlicher Feldschwankungen. 
32. Rückleitung kapazitiver Erdschlußströme. Beim Erdschluß einer 

mit Wechselstrom betriebenen Freileitung nach Abb. 69 tritt ein Erd
schlußstrom J über die FehlersteIle zur Erde über; wir bezeichnen 
ihn als ka pazi ti v, wenn er keinen metallischen Rückschluß zur Leitung 
besitzt, sondern als Verschiebungsstrom von der Erdoberfläche aus 
durch das Dielektrikum zur Leitung 
zurückfließt. Für ihn bildet daher 
die Erdoberfläche im Gegensatz zu 
ihrer Wirkung im stationären Felde 
keine undurchdringliche Grenze: Die 

Hlahre Leitung 

in Nr. 5 aufgestellten Bedin- ='---~ 
gungen werden ungültig. Anihrer 
S 11 I t d K t · 't"t t 6esp/~§'e!le leitung zur te e ver ang as on InUl a sgese z -€ / Berechnung d. i.ul1fi!lo'~.s 
der Strömung die Gleichheit der nor- bb 6 Z B hn d V A . 9. ur erec ung es eneblebungs· 
mal zur Erdoberfläche gerichteten stromes einer Freileitung. 

Komponente des Erdstromes i.. mit 
der ebenso gerichteten Komponente des Verschiebungsstromes ; nennen 
wir also 1).. die dielektrische Verschiebungskomponente an der Erd
oberfläche, so wird gefordert 

(175) 

Insbesondere folgt für periodisch mit der Kreisfrequenz w = 2n/ ver· 
laufende Vorgänge 

1) =9le(1) )=9le(1) . ej wt) n n nmax (176) 

die Grenzbedingung an der Erdoberfläche 

l .. =9le(l .. ); l .. =j(1) .. (175a) 

Hiernach kann die Wirkung der Verschiebungsströme durch flächenhaft 
über die Erdoberfläche hin verteilte Stromquellen der Dichte (175a) 
ersetzt werden. 

Zur Lösung der Aufgabe setzen wir die Kreisfrequenz als so klein 
voraus, daß von der im Erdreich auftretenden Wirbelströmung 
(Nr.33) abgesehen werden darf. Das Feld in der Erde kann dann 
wiederum durch ein (quasistationäres) Potentiallf! beschrieben werden, 
welches wir aus dem Primärpotential des Erders und dem Sekundär. 
potential der längs der Erdoberfläche verteilten Flächenströme 
(175a) zusammensetzen. Das Primärpotential ist durch die jeweils vor
liegende Erderform bestimmt und nach den Entwicklungen der voran
gegangenen Kapitel bekannt; wir können uns demnach auf die Berech· 
nung des Sekundärpotentiales beschränken. Hier können wir auf das 

Ollendorff, Erdströme. 7 
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in Nr.4 entwickelte Potential eines Quellpunktes zuriickgreifen. Be
zeichnet €! den Abstand des Aufpunktes von einem Flachenelement dl 
der Erdoberflache, welches nach (175a) den Strom tragt 

dtfl=tfldl=iw~fI·dt (175b) 

so herrscht im Aufpunkt ein von diesem Elementarstrom herriihrendes 
Elementarpotential 

(177) 

Hier wurde durch Multiplikation der Flachendichte mit dem Faktor 2 
beriicksichtigt, daB die von den Flachenstromquellen ausgehenden Strom
faden nur einseitig in das Erdreich iibergehen konnen (vgl. Nr. 5). Durch 
Integration iiber die gesamte Erdoberflache folgt das gesuchte Sekundar
potential 

(177a) 

FUr die GroBe der dielektrischen Verschiebung ~fI ist die Ausbildung 
des quasistatischen Luftfeldes zwischen Leitung und Erde maB
gebend; hierbei dad mit praktisch ausreichender Genauigkeit der Po
tentialabfall langs der Erdoberflache gegeniiber der Potentialdifferenz 
zwischen Erde und Leitung vernachlassigt, die Erde also als Aqui
potentialflache angenommen werden. Um die Grenzbedingung 
dieses statischen Feldes zu befriedigen, hat man lediglich die influen
zierende Leitung an der Erdoberflache nach Abb.69 mit Ladungs
umkehr zu spiegeln, so daB das quasistatische Sekundarfeld CPs.t 
der Erdoberflache dem Potential der an der Erdoberflache geometrisch 
gespiegelten und mit umgekehrter Ladung versehenen Leitung gleicht; 
andererseits berechnet sich dieses Feld gemaB dem in Nr. 7 entwickelten 
Abbildungssatze aus den Komponenten ~fI nach 

q; = _1 .ff. '!J,,!) = ~ ._1 fff)"d f 
Bst 4 n B , (! 2 ~ JIB (! 

(l77b) 

Durch Vergleich von (177 a, b) folgt sogleich 

(177 c) 

Diese Gleichung spricht in Verbindung mit der soeben genannten Kon
struktion des quasistatischen Sekundarluftfeldes folgenden Satz aus: 
Man erhalt das Sekundarpotential des quasistationaren 
Erdstromfeldes, indem man das Erdreich 0 berhalb der 
Erdoberflache homogell fortsetzt und die Leitung durch 
einen kongruenten Erder er·setzt, welcher den doppelten 
Erderstrom aufnimmt (vgl. Abb. 70). Da aus dem Erder nach sym-
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in Nr.4 entwickelte Potential eines Quellpunktes zurückgreüen. Be
zeichnet €! den Abstand des Aufpunktes von einem Flächenelement dl 
der Erdoberfläche, welches nach (175a) den Strom trägt 

dtfl=tfldl=iw~fI·dt (175b) 

so herrscht im Aufpunkt ein von diesem Elementarstrom herrührendes 
Elementarpotential 

(177) 

Hier wurde durch Multiplikation der Flächendichte mit dem Faktor 2 
berücksichtigt, daß die von den Flächenstromquellen ausgehenden Strom
fäden nur einseitig in das Erdreich übergehen können (vgl. Nr. 5). Durch 
Integration über die gesamte Erdoberfläche folgt das gesuchte Sekundär
potential 

(177a) 

Für die Größe der dielektrischen Verschiebung ~fI ist die Ausbildung 
des quasistatischen Luftfeldes zwischen Leitung und Erde maß
gebend; hierbei darf mit praktisch ausreichender Genauigkeit der Po
tentialabfall längs der Erdoberfläche gegenüber der Potentialdüferenz 
zwischen Erde und Leitung vernachlässigt, die Erde also als Äqui
potentialfläche angenommen werden. Um die Grenzbedingung 
dieses statischen Feldes zu befriedigen, hat man lediglich die influen
zierende Leitung an der Erdoberfläche nach Abb.69 mit Ladungs
umkehr zu spiegeln, so daß das quasistatische Sekundärfeld Cj!.lt 

der Erdoberfläche dem Potential der an der Erdoberfläche geometrisCh 
gespiegelten und mit umgekehrter Ladung versehenen Leitung gleicht; 
andererseits berechnet sich dieses Feld gemäß dem in Nr. 7 entwickelten 
Abbildungssatze aus den Komponenten ~fI nach 

q; = _1 .ff. '!J,,!) = ~ ._1 fffS"d f 
Bst 4 n E , (! 2 ~ JlE (! 

(l77b) 

Durch Vergleich von (177 a, b) folgt sogleich 

(l77c) 

Diese Gleichung spricht in Verbindung mit der soeben genannten Kon
struktion des quasistatischen Sekundärluftfeldes folgenden Satz aus: 
Man erhält das Sekundärpotential des quasistationären 
Erdstromfeldes, indem man das Erdreich oberhalb der 
Erdoberfläche homogell fortsetzt und die Leitung durch 
einen kongruenten Erder er·setzt, welcher den doppelten 
Erderstrom aufnimmt (vgl. Abb. 70). Da aus dem Erder nach sym-
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metrischer Erganzung des Stromungsfeldes ebenfalls der doppelte 
Erderstrom in das Erdreich ubertritt, bilden Erder und Leitung 
in dem ErsatzschemanachAbb. 71 ein abgeschlossenes Strom
system, die unendlich groBe Hullkugel nimmt jetzt keinen Strom mehr 
auf. Hieraus ergibt sich, daB das resultierende Potential mit wachsender 
Entfernung vom Erder nicht mehr in das Feld eines Quellpunktes uber

) I 

geht, sondern sich dem Poten
tiale zweier dicht nebeneinander 
befindlicher Quellen mit ent
gegengesetzten V orzeichen, eines 
sogenannten Dip 0 I e s , nahert; 
in Abstanden, welche groB gegen 
die Dimensionen des Erders und ~~~_~~~~'IQIlElll'!!~~#s~

J 
der Leitung sind, nimmt das 
Potential daher mit dem Qua-

Abb. 70. Ersatzschema ei.nes Erden mit Ruck-
drate der Entfernung auBer- leltung durch Verschiebung""trome. 

ordentlich rasch abo 
Wir setzen voraus, daB die Freileitung in geradem Zuge in der 

Hohe huber Erde und in der Lange 2l verlaufe und den Halbmesser eo 
besitze. Das Feld des an ihrer Stelle substituierten bandformigen Erders 
ist dann durch Nr.11 gegeben. FUr die Anwendungen ist es zweck
maBig, von den fruher benutzten elliptischen Koordinaten u mittels 
(61) zu rechtwinkligen Koordinaten z, e uberzugehen. Eine leichte 
Umrechnung ergibt an Stelle von (66) 

-----
cp = __ J_ . ln l-z+V(1-z)2+ e2 l';;2 lz l, (178) 

8 41r,,1 -1-z+f(-1-z)9 + e2 

wobei wir uns auf den hauptsachlich interessierenden unterhalb der 
Leitung liegenden Bereich beschranken durfen. Wir fuhren nun ein 
neues rechtwinkliges Koordinatensystem ~, 'Yj, , mit dem Ursprung in 
dem nach Abb. 70 symmetrisch zur Leitung angenommenen Erder ein, 
derart, daB die Erdoberflache mit der Ebene , = 0 identifiziert wird 
und die ~-Achse parallel zur Leitung weist. Hierbei gilt offenbar 

(179) 
so daB also 

- = _ _ J _ . In 1-C + t (1_')2 +(h+n)2 + ';2 
CPs 41r"l -1-C+l(-1-C)2 + (h + n)"+ .; i 

(178a) 

Insbesondere ergibt sich fur den Ursprung die Ruckwirkung der Erd
oberflache auf den Erder 

_ J 1+ V 19 + h2 
ff - - -- . In ---'--==== 

80 - 4 1r " 1 _ 1 + t [2 + h2 ' 
(178b) 

7* 
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metrischer Ergänzung des Strömungsfeldes ebenfalls der doppelte 
Erderstrom in das Erdreich übertritt, bilden Erder und Leitung 
in dem ErsatzschemanachAbb. 71 ein abgeschlossenes Strom
system, die unendlich große Hüllkugel nimmt jetzt keinen Strom mehr 
auf. Hieraus ergibt sich, daß das resultierende Potential mit wachsender 
Entfernung vom Erder nicht mehr in das Feld eines Quellpunktes über

) I 

geht, sondern sich dem Poten
tiale zweier dicht nebeneinander 
befindlicher Quellen mit ent
gegengesetzten Vorzeichen, eines 
sogenannten Dip 0 I es, nähert; 
in Abständen, welche groß gegen 
die Dimensionen des Erders und ~~~_~~~~'IQIlElll'!!~~#s~

J 
der Leitung sind, nimmt das 
Potential daher mit dem Qua-

Abb. 70. Ersatzschema eines Erden mit Rück-
drate der Entfernung außer- leitung durch Verschlebung""tröme. 

ordentlich rasch ab. 
Wir setzen voraus, daß die Freileitung in geradem Zuge in der 

Höhe h über Erde und in der Länge 2l verlaufe und den Halbmesser Qo 
besitze. Das Feld des an ihrer Stelle substituierten bandförmigen Erders 
ist dann durch Nr.11 gegeben. Für die Anwendungen ist es zweck
mäßig, von den früher benutzten elliptischen Koordinaten u mittels 
(61) zu rechtwinkligen Koordinaten z, Q überzugehen. Eine leichte 
Umrechnung ergibt an Stelle von (66) 

-----
Cf! = __ J_ . ln l-z+V(1-z)2+ e2 l';;2 lz l, (178) 

8 41r,,1 -1-z+f(-1-z)9 + e2 

wobei wir uns auf den hauptsächlich interessierenden unterhalb der 
Leitung liegenden Bereich beschränken dürfen. Wir führen nun ein 
neues rechtwinkliges Koordinatensystem ~, 'Yj, , mit dem Ursprung in 
dem nach Abb. 70 symmetrisch zur Leitung angenommenen Erder ein, 
derart, daß die Erdoberfläche mit der Ebene , = 0 identifiziert wird 
und die ~-Achse parallel zur Leitung weist. Hierbei gilt offenbar 

(179) 
so daß also 

- = _ _ J _ . In 1-C + t (1_')2 Hh+1J)2 + ';2 
fP. 41r"l -1-C+l(-1-C)2 + (h + 1J)"+ .; i 

(178a) 

Insbesondere ergibt sich für den Ursprung die Rückwirkung der Erd
oberfläche auf den Erder 

_ J 1+ V 19 + h2 
ff - - -- . In ---'--==== 

80 - 4 1r " 1 _ 1 + t [2 + h2 ' 
(178b) 

7* 
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also fiir einigermaBen lange Leitungen (l '> h) 

_ J 2Z J 2Z 
CP'o = - 4 n " Z • 2 In h = - 2 n " I" In h 

unabhangig von dem Halbmesser der Leitung. 

(1780) 

Bezeiohnet Ro den friiher ermittelten Eigen-Ausbreitungswiderstand 
des Erders gegen die unendlioh feme .Hiillkugel, so erhalten wir als 
resultierendes Erderpotential 

'Pr = J.Ro + ip'o = J(Ro - 2 :"z·ln ~l) = J.R, (180) 

~~ ~ 

241213 

alJ 
OJJ atm ~ 

atm .EEl 

.l?OIOOJl1 
~09S '-!!:...1JS2> 

aos ~()J 

,oo[aos 
aos 

,-!!:D.! -.!?:!z 

ltrlstrime t,;;er LellllllS vrm Sm HOlle IllIti llrm lillse mil Etrlsc/JI1I8111tiwo lfiHe!Uio UrledrolTl 1Am,tY1m.:. 
EillhM del' Errlslromtiichlen· 7-br HilLAmp/ml 

Abb. 71. Blumllche Vertellung des Erdstromfeldes bel Riickieltung durch Verschiebungsstrome 1• 

wo R den resultierenden Ausbreitungswiderstand des Erders 
bei kapazi ti ver Stromriioklei tung darstellt. Insbesondere ergibt 
siob fUr den Halbkugelerder (Nr.8) 

R= _ l (-.!..._-.!....In 2h). 
2 n" eo I I 

(180a) 

Die Verminderung des Ausbreitungswiderstandes durch 
die in endlicher Entfemung vom Erder erfolgende Stromriickleitung 
ist hiemach nur dann wirksam, wenn die Dimensionen des 
Erders vergleiohbar mit der Leitungslange werden; andern
falls gleioht R merklich dem Eigen-Ausbreitungswider
stande Ro' so daB in ausgefiihrten Anlagen stets mit diesem 

1 Nach L. Lich tenstei n: Erdstromfragen in Theorie und Praxis. ETZ 1921, 
Heft 31. 
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also für einigermaßen lange Leitungen (l '> h) 

_ J 2Z J 2Z 
Cp'o = - 4 n " Z • 2 In h = - 2 n " I" In h 

unabhängig von dem Halbmesser der Leitung. 

(178c) 

Bezeichnet Ro den früher ermittelten Eigen-Ausbreitungswiderstand 
des Erders gegen die unendlich feme .Hüllkugel, so erhalten wir als 
resultierendes Erderpotential 

'Pr = J.Ro + ip,. = J(Ro - 2 :"z·ln ~l) = J.R, (180) 

~~ ~ 

241213 

alJ 
o.JJ atm ~ 

atm .EE! 
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EillhM de/' Erdstromdichlen' 7h lI/lUmp/mI 

Abb. 71. Blumllche Verteilung des Erdstromfeldes bel Rückleitung durch Versch1ebungsströme 1• 

wo R den resultierenden Ausbreitungswiderstand des Erders 
bei kapazi ti ver Stromrücklei tung darstellt. Insbesondere ergibt 
sich für den Halbkugelerder (Nr.8) 

R= _ l (-.!..._-.!....In 2h). 
2 n" (Jo I I 

(180a) 

Die Verminderung des Ausbreitungswiderstandes durch 
die in endlicher Entfernung vom Erder erfolgende Stromrückleitung 
ist hiernach nur dann wirksam, wenn die Dimensionen des 
Erders vergleichbar mit der Leitungslänge werden; andern
falls gleicht R merklich dem Eigen-Ausbreitungswider
stande Ro' so daß in ausgeführten Anlagen stets mit diesem 

1 Nach L. Lich tenstei n: Erdstromfragen in Theorie und Praxis. ETZ 1921, 
Heft 31. 
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Werte zu rechnen ist. Eine analoge Betrachtung lii.Bt sich sogleich 
fur den EinfluB des Sekundarfeldes auf die physiologischen KenngroBen 
des Erders durchfuhren. Denn bei einigermaien groBen Leitungslangen 
sind nach Nr.1O die Flachen konstanten Sekundarpotentiales auBer
ordentlich langgestreckte Rotationsellipsoide, so daB das Potential 
langs der ~-Achse im Bereiche der Leitung merklich gleichmaBig um 
den Wert (178c) gesenkt wird: Das Sekundarpotential kann somit in 
der Erderumgebung langs der Erdoberflache keine merkliche tangentielle 
Feldkomponente erzeugen, so daB eine solche nur durch das Prima.r
potential des Erders in seiner unmittelbaren Umgebung zustande 
kommt. Gefahrstrom und Gefahrzone des Erders sind durch 
die fruher ermittelten Ausdrucke bestimmt. Diese Er
gebnisse werden durch Abb. 71 veranschaulicht, welches fur die an
genommene Lage von Leitung und Erder das Erdstromfeld nach 
Rechnungen von L. Lichtenstein wiedergibt. 

Die hier entwickelten Zusammenhange konnen dazu dienen, den 
EinfluB der Kapazitatsstrome auf den Erdwiderstand einer 
geerdeten An tenne fur drahtlose Nachrichtenubermittlung qualitativ 
abzuschatzen. Besitzt die Antenne die Form eines Loder T, so kann 
unmittelbar die Formel (180) herangezogen werden, in welcher man jetzt 
lund h von gleicher GroBenordnung anzunehmen hat, so daB also prak
tisch fast stets eine wirksame Verringerung des Ausbrei
tungswiderstandes eintritt, weil die linearen Erderabmessungen 
der Antennenlange nahekommen; aller
dings darf man dann nicht mehr mit den 
Eigen-Ausbreitungswiderstanden des sta
tionaren Feldes rechnen, sondern muB 
die Wirbelstromung im Erdreich beruck
sichtigen (Nr. 46). Wenn die Antenne 
aus schirmformig ausgespannten 
Drah ten besteht, kann man mit hin
reichender Genauigkeit entsprechend 
Abb. 72 die Gesamtheit der Drahte als 

Abb. 72. Schlrmantenne und 
aqulvaJente Kre1spJatte. 

Kreisplatte ansehen, welche den Halbmesser eo besitzt und in der 
mittleren Hohe h iiber der Erdoberflache ausgespannt ist. Man erha.lt 
dann aus Nr.9, GI. (55) als Sekundarpotential der Erdoberflache 

_ J 1 .eo fP = - ---- . _. arcslll-
8 2:n: x eo u (181) 

Entnimmt man aus (51) fur e = 0, JzJ = h den Wert u = l'e~ + h2, 
so entsteht als Ruckwirkung auf den Erder 

_ J 1 . eo 
fP'o = - 2:n:x' eo' arCSlll Ye~+h2' (181 a) 
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Werte zu rechnen ist. Eine analoge Betrachtung läßt sich sogleich 
für den Einfluß des Sekundärfeldes auf die physiologischen Kenngrößen 
des Erders durchführen. Denn bei einigermaien großen Leitungslängen 
sind nach Nr.lO die Flächen konstanten Sekundärpotentiales außer
ordentlich langgestreckte Rotationsellipsoide, so daß das Potential 
längs der ~-Achse im Bereiche der Leitung merklich gleichmäßig um 
den Wert (178c) gesenkt wird: Das Sekundärpotential kann somit in 
der Erderumgebung längs der Erdoberfläche keine merkliche tangentielle 
Feldkomponente erzeugen, so daß eine solche nur durch das Primä.r
potential des Erders in seiner unmittelbaren Umgebung zustande 
kommt. Gefahrstrom und Gefahrzone des Erders sind durch 
die früher ermittelten Ausdrücke bestimmt. Diese Er
gebnisse werden durch Abb.71 veranschaulicht, welches für die an
genommene Lage von Leitung und Erder das Erdstromfeld nach 
Rechnungen von L. Lichtenstein wiedergibt. 

Die hier entwickelten Zusammenhänge können dazu dienen, den 
Einfluß der Kapazitätsströme auf den Erdwiderstand einer 
geerdeten An tenne für drahtlose Nachrichtenübermittlung qualitativ 
abzuschätzen. Besitzt die Antenne die Form eines L oder T, so kann 
unmittelbar die Formel (180) herangezogen werden, in welcher man jetzt 
l und h von gleicher Größenordnung anzunehmen hat, so daß also prak
tisch fast stets eine wirksame Verringerung des Ausbrei
tungswiderstandes eintritt, weil die linearen Erderabmessungen 
der Antennenlänge nahekommen ; aller
dings darf man dann nicht mehr mit den 
Eigen-Ausbreitungswiderständen des sta
tionären Feldes rechnen, sondern muß 
die Wirbelströmung im Erdreich berück
sichtigen (Nr. 46). Wenn die Antenne 
aus schirmförmig ausgespannten 
Dräh ten besteht, kann man mit hin
reichender Genauigkeit entsprechend 
Abb. 72 die Gesamtheit der Drähte als 

Abb. 72. SchIrmantenne und 
äquivalente Kre1splatte. 

Kreisplatte ansehen, welche den Halbmesser f20 besitzt und in der 
mittleren Höhe h über der Erdoberfläche ausgespannt ist. Man erhält 
dann aus Nr.9, GI. (55) als Sekundärpotential der Erdoberfläche 

_ J 1 .eo fP = - ---- . _. arcsm-
8 2:n: x eo u (181) 

Entnimmt man aus (51) für f2 = 0, JzJ = h den Wert u = l'f2~ + h2 , 

so entsteht als Rückwirkung auf den Erder 

_ J 1 . eo 
fP'o = - 2:n:x' eo' arcsm Ye~+h2' (181a) 



102 Wirkung zeitlicher Feldschwankungen. 

so daB man als Ausbreitungswiderstand erhalt 

R = Ro - _1_ • ~ .arosin eo 
2 n "eo ~ e~ + h2 • 

(181b) 

Aueh hier ergibt sieh demnaeh eine wesentliehe Verringerung des Aus
breitungswiderstandes in dem praktiseh haufig vorliegenden FaIle, in 
welehem Erdera.bmessungen und Sehirmhalbmesser der Antenne von 
gleieher GrOBenordnung werden. (VgI. Nr. 46 und 47). 

33. Ebene WirbelstrGmung in der Erde. 1m zeitlieh konstanten 
StrOmungsfelde wird durch den Strom ein stationares Magnetfeld () 
erzeugt, dessen Starke moh aus dem Durehflu tungsgesetz berechnet: 
Die magnetische UmIaufsspannung langs einer beliebigen, in sich 
geschlossenen Kurve 0 gleieh der Durehflutung der elektrisehen Stro
mung dureh eine von 0 berandete Flaehe 

f(()d~)=f(idf). (182) 
a F 

1m zeitlieh veranderliehen Felde erzeugt dieses Magnetfeld ein elek
trisehes Feld der Induktion: Langs einer gesehlossenen Kurve 0' 
tritt eine elektrisehe Umlaufsspannung auf, welehe der Xnderung 
des magnetisehen Induktionsflusses tP dureh die von 0' umsehlungene 
Flii.che F' gleicht 

oJ. (58df) 
J (~d~) = - a q, • 10-8 = - ~-----. 10-8 • (183) 

a' a tot 

Fiihrt man mittels der Permeabilitat I-' an Stelle der Induktion ~ die 
Feldstarke () ein gemaB 

(184) 

80 geht (183) fiber in 

aJ(f.'~df) 
j (~ d ~) = - F' a t .10-8 • (183 a) 

Sehen wir von der Anwesenheit ferromagnetiseher Stoffe im Erdreich 
ab, so ist I-' von der Feldintensitat unabhangig und gleieht merklieh der 
Permeabilitat 1-'0 = 0,4 n des leeren Raumes. In der genannten Be-
8ohrii.nkung nimmt unter Beaehtung des Ohmsehen Gesetzes das In
duktionsgesetz die Form an 

a J (~df) 
j(id~)=-".O,4n. F' at .10-8 , (183b) 

welohes zusammen mit (182) Magnet- und Stromfeld bestimmt. Die 
Linearltat der Feldgleiehungen erlaubt, die hieraus bereehnete Stromung 
dem friiher allein beaehteten Potentialfelde der Stromquellen zum 
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so daß man als Ausbreitungswiderstand erhält 

R = Ro - _1_ • ~ .arosin eo 
2 n "eo ~ e~ + h2 • 

(181b) 

Auch hier ergibt sich demnach eine wesentliche Verringerung des Aus
breitungswiderstandes in dem praktisch häufig vorliegenden Falle, in 
welchem Erdera.bmessungen und Schirmhalbmesser der Antenne von 
gleicher Größenordnung werden. (Vgl. Nr. 46 und 47). 

33. Ebene Wirbelströmung in der Erde. Im zeitlich konstanten 
Strömungsfelde wird durch den Strom ein stationäres Magnetfeld () 
erzeugt, dessen Stärke sioh aus dem Durchflu tungsgesetz berechnet: 
Die magnetische Umlaufsspannung längs einer beliebigen, in sich 
geschlossenen Kurve 0 gleich der Durchflutung der elektrischen Strö
mung durch eine von 0 berandete Fläche 

f(()cl~)=f(iclf). (182) 
o H 

Im zeitlich veränderlichen Felde erzeugt dieses Magnetfeld ein elek
trisches Feld der Induktion: Längs einer geschlossenen Kurve 0' 
tritt eine elektrische Umlaufsspannung auf, welche der Änderung 
des magnetischen Induktionsflusses tP durch die von 0' umschlungene 
Fläche F' gleicht 

of· ('i8df) 
J (~cl~) = - 0 q, • 10-8 = - ~-----. 10-8 • (183) 

0' 0 tot 

Führt man mittels der Permeabilität I-' an Stelle der Induktion ~ die 
Feldstärke () ein gemäß 

(184) 

so geht (183) über in 

aJ(f.'~df) 
j (~ cl ~) = - H' a t .10-8 • (183a) 

Sehen wir von der Anwesenheit ferromagnetischer Stoffe im Erdreich 
ab, so ist I-' von der Feldintensität unabhängig und gleicht merklich der 
Permeabilität 1-'0 = 0,4 n des leeren Raumes. In der genannten Be
sohränkung nimmt unter Beachtung des Ohmschen Gesetzes das In
duktionsgesetz die Form an 

o J (~df) 
j(icl~)=-".O,4n. P' ot .10-8 , (183b) 

welohes zusammen mit (182) Magnet- und Stromfeld bestimmt. Die 
Linearität der Feldgleichungen erlaubt, die hieraus berechnete Strömung 
dem früher allein beachteten Potentialfelde der Stromquellen zum 
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resultierenden Felde zu iiberlagern; demnach ist das Zusatzfeld, welches 
als Folge der zeitlichen Schwankungen des Magnetfeldes entsteht, 
iiberall queHenfrei; es wird wegen (183) als Wirbelstromfeld bezeich
net. DefinitionsgemaB ist in unmittelbarer Umgebung der 
Erder das Potentialfeld vorherrschend, so daB die friiher 
durchgefiihrten Untersuchungen fiir diesen Bereich giiltig 
bleiben; erst mit wachsender Entfernung vom Erder gewinnt das 
Wirbelstromfeld an EinfluB, bis schlieBlich in sehr groBer Entfernung 
nur noch dieses in merklicher Starke vorhanden ist. 

In vielen Fallen kann dort die Stromung als zweidimensional 
betrachtet werden; verzichten wir dann zunachst auf die Beschreibung 
der Zwischenzone, welche den Bereich vorwiegenden Potentialfeldes 
von Orten iiberwiegenden Wirbelstromfeldes trennt, so haben wir die 
Gl. (182) und (183b) fiir zweidimensionale Stromung zu spezialisieren; 
die Spannungsabfalle der Wirbelstrome sind dann fiir die 
ganze Lange des Feldes zu berechnen und den friiher er
mittelten Erderpotentialen hinzuzuzahlen, um den ge
sam ten Spannungsabfall im System zu erhalten; er ergibt 
durch Division mit dem Strom den wirksamen Widerstand des 
Erdstromfeldes, welcher sich hiernach als Summe der Erder
ausbreitungswiderstii.nde und eines der Leitungslii.nge pro
portionalen Leitungs- z 
widerstandes darstellt; 
bei sehr groBen Leitungs-
lii.ngen herrscht er vor und 
liefert dann merklich den Y 

ganzen wirksamen Wider
stand .. 

Wir fiihren ein recht
winkliges J(oordinaten
system x, y, zein, dessen x 
z-Achse mit der Stromungs- Abb. 73. Zur Formulierung des Durchflutungsgesetzes. 

richtung zusammenfallen 
moge. Wenden wir das Durchflutungsgesetz auf ein in der Ebene 
z = 0 liegendes Elementar-Parallelogramm der Seitenlangen d x, d y 
an, so folgt nach Abb. 73 

( .L c; __ c; )dx.L (_ c; + c; )dy = idxdy 
I 'l.''''IY) 'l.'xl.+d.) I 'l.'y(,,) 'l.'Y(x+dx) 

(184) 

oder 

(184 a) 

FUr ein Elementar-Parallelogramm der Langen dx, dz in einer Ebene 
y = konst liefert das Induktionsgesetz nach Abb. 74 
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resultierenden Felde zu überlagern; demnach ist das Zusatzfeld, welches 
als Folge der zeitlichen Schwankungen des Magnetfeldes entsteht, 
überall queHenfrei; es wird wegen (183) als Wirbelstromfeld bezeich
net. Definitionsgemäß ist in unmittelbarer Umgebung der 
Erder das Potentialfeld vorherrschend, so daß die früher 
durchgeführten Untersuchungen für diesen Bereich gültig 
bleiben; erst mit wachsender Entfernung vom Erder gewinnt das 
Wirbelstromfeld an Einfluß, bis schließlich in sehr großer Entfernung 
nur noch dieses in merklicher Stärke vorhanden ist. 

In vielen Fällen kann dort die Strömung als zweidimensional 
betrachtet werden; verzichten wir dann zunächst auf die Beschreibung 
der Zwischenzone, welche den Bereich vorwiegenden Potentialfeldes 
von Orten überwiegenden Wirbelstromfeldes trennt, so haben wir die 
GI. (182) und (183b) für zweidimensionale Strömung zu spezialisieren; 
die Spannungsabfälle der Wirbelströme sind dann für die 
ganze Länge des Feldes zu berechnen und den früher er
mittelten Erderpotentialen hinzuzuzählen, um den ge
samten Spannungsabfall im System zu erhalten; er ergibt 
durch Division mit dem Strom den wirksamen Widerstand des 
Erdstromfeldes, welcher sich hiernach als Summe der Erder
ausbreitungswiderstände und eines der Leitungslänge pro
portionalen Leitungs- z 
widerstandes darstellt; 
bei sehr großen Leitungs-
längen herrscht er vor und 
liefert dann merklich den Y 

ganzen wirksamen Wider
stand .. 

Wir führen ein recht
winkliges J(oordinaten
system x, y, z ein, dessen x 
z-Achse mit der Strömungs- Abb. 73. Zur Formulierung des Durchflutungsgesetzes. 

richtung zusammenfallen 
möge. Wenden wir das Durchflutungsgesetz auf ein in der Ebene 
z = 0 liegendes Elementar-Parallelogramm der Seitenlängen d x, d y 
an, so folgt nach Abb. 73 

( .L c; __ c; )dx.L (_ c; + c; )dy = idxdy 
I 'l.''''IY) 'l.'xl.+d.) I 'l.'y(,,) 'l.'Y(x+d,x) 

(184) 

oder 

(184a) 

Für ein Elementar-Parallelogramm der Längen dx, dz in einer Ebene 
y = konst liefert das Induktionsgesetz nach Abb. 74 



104 Wirkung zeitlicher FeJdschwankungen. 

( • +')d 04 a (~y.dxdz) 0-8 -t..,+4Z> t(z> Z= -x· ,:n at ·1 ; 

~ = +x.0,4:n.l0-S • a~y 
ax at 

I (18') 

und entsprechend fiir ein in einer Ebene x = konst gelegenes Parallel
Epiped der Langen dy und dz 

( . +. d 04 a(~x,dxdz) 0-8 
- t{y) t{y+dy)' z = - X· ,:n at ·1 ; 

~ = -",0 4 :n .10-8 . a ~.x 
a,Y , at ' 

I (18'.) 

Durch Elimination desMagnetfeldes aus (184a), (185) und (185a) ent
steht als Grundgleichung der eben en Wirbelstromung 

z 

a9i + aBi = x. 0 4:n.l0-8 • ai = x. 4:n.l0-1I. a i (186) 
ax9 ay9 'at at' 

Unter Beachtung der Identitat 
82 ' 
a z! = 0 laBt sich diese Gleichung 

schreiben 

iJ2 i 09 i a9 i _ -II ai, 
ax9+ay2+az' -x·4:n·l0 'at' 

A • ~ a i 
.ut=a 'at; 

a = f4:nx.l0-9. (186a) 

Abb. 74. Zur Formulierung des Induktionsgesetzes. Das gleiche Gesetz beherrscht die 
ebene Warmestromung. Man 

erkennt, daB me mch von der friiher behandelten Potentialgleichung 
formal lediglich durch den Hinzutritt des Gliedes auf der rechten Seite 
unterscheidet, welches in der Tat im stationaren Zustand verschwindet. 
Diese Analogie wird noch deutlicher, wenn wir unter Spezialisierung auf 
periodische quasistationire Vorginge 

i = 9le (I); 1 = lo·e-io>t 

setzen; denn dann lautet die Wirbelstromgleichung 

(187) 

.£11= -x4:njw·1O-9·I=k'l; k= V-x.4:njw.l0 ", (186 b) 

aus welcher nun jede Spur der Zeitabhingigkeit verschwunden ist. In 
der Form (186 b) erfaBt di~ Gleichung auch den EinfluB des bisher ver
nachlii.ssigten Verschie bungsstromes im Erdreich. Denn dieser 
ist, wenn 8 die Dielektrizitatskonstante bezeichnet, durch 

(188) 

104 Wirkung zeitlicher FeJdschwankungen. 

( • +')d 04 0 (~y.dxdz) 0-8 -t"'+4z> t(z> Z= -X, ,:n ot ·1 ; 

~ = +x.0,4:n.10-s• O~y 
ox ot 

I (18&) 

und entsprechend für ein in einer Ebene x = konst gelegenes Parallel
Epiped der Längen dy und dz 

( . +. d 04 o(~x,dxdz) 0-8 
- t{y) t{y+dy)' z = - X· ,:n 0 t ·1 ; 

~ = -",0 4 :n .10-8 . 0 ~.x 
o,Y , ot ' 

I (18&.) 

Durch Elimination des Magnetfeldes aus (184a), (185) und (185a) ent
steht als Grundgleichung der ebenen Wirbelströmung 

z 

09i + oBi = x. 0 4:n.l0-8. oi = x. 4:n.10-9. 0 i (186) 
ox9 0y9 'ot ot' 

Unter Beachtung der Identität 
a2 ' 

a z! = 0 läßt sich diese Gleichung 

schreiben 

iJ2 i 09 i 09 i _ -9 0 i , 
OX9+0y2+0Z' -x·4:n·10 'ot' 

A • ~ 0 i 
.ut=a 'ot; 

a = f4:nx.10-9. (186a) 

Abb. 74. Zur Formulierung des Induktionsgesetzes. Das gleiche Gesetz beherrscht die 
ebene Wärmeströmung. Man 

erkennt, daß sie sich von der früher behandelten Potentialgleichung 
formal lediglich durch den Hinzutritt des Gliedes auf der rechten Seite 
unterscheidet, welches in der Tat im stationären Zustand verschwindet. 
Diese Analogie wird noch deutlicher, wenn wir unter Spezialisierung auf 
periodische quasistationäre Vorgänge 

i = Sie (1); 1 = Io·e-imt 

setzen; denn dann lautet die Wirbelstromgleichung 

(187) 

ßI= -x4:njw·1O-9·I=k'I; k= -Y-x.4:njw.10 ", (186b) 

aus welcher nun jede Spur der Zeitabhängigkeit verschwunden ist. In 
der Form (186 b) erlaßt di~ Gleichung auch den Einfluß des bisher ver
nachlässigten Verschiebungsstromes im Erdreich. Denn dieser 
ist, wenn 8 die Dielektrizitätskonstante bezeichnet, durch 

(188) 
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gegeben, so daB sich der Gesamtstrom als Summe von Leitungsstrom 
und Verschiebungsstrom findet 

iJ'1l . - it: ( . +) re---at+t=e -1 WS "="",.,,. (189) 

Der Verschiebungsstrom laBt sich also durch eine komplexe Ver
allgemeinerung des Ohmschen Gesetzes in Rechnung stellen, 
wenn man 

x=-jws+" (189 a) 

als komplexe Leitfahigkeit des Bodens definiert und dement
sprechend die in (186b) auftretende Konstante k nach 

P = 4nxj w·l0-9 (186 e) 

ermittelt. Der Einfaehheit halber wollen wir im folgenden auf diese 
Verfeinerung nieht eingehen, sondern uns stets auf die Voraussetzung 

jws<,,, 

besehranken; sie ist fur die Frequenzen der Starkstromtechnik stets 
erfullt und nieht zur Besehreibung der V organge bis zu recht hohen 
Frequenzen aus. Sieht man als Grenze einer derart aufgebauten Rech
nung die GroBenordnung 

an, so 
Wg S =" 

ergibt sich fiir mittleres Erdreich 

(" = '" 10- 4 Siemens/em, s = '" 43l'!~ 1011) 
w = g 

10-4 

10j43l.9.l011 = 4n·9·106
; f = 2Wg = 18.106 Perioden/see. g 3l 

Diese Frequenz entspricht einer Wellenlange von 16,7 m in Luft, so daB 
man erst bei Sendern der drahtlosen Telegraphie, die mit extrem kurzen 
Wellen arbeiten, auf die genaue Gleichung (186c) zuriickgreifen muB. 

34. Grenzbedingungen der . 
ebenen Wirbelstromung. Nach
dem im vorigen Abschnitt das ~~~~~~~~ 
Gesetz der ebenen Wirbel
stromung im homogenen Erd- Abb.75. Grenzbedingungen der ebenen Wirbelstromung. 

reich aufgestellt wurde, unter-
suchen wir hier die Bedingungen, welehe die Wirbelstromfelder an 
der Grenze zweier Medien 1 und 2 mit verschiedenen Leitfahigkeiten "1 
und "2 verknupfen. Das Durchflutungsgesetz fordert als Bedingung 
einer an der Grenzflache in endlichen Grenzen bleibenden Strom
dichte fiir eine nach Abb. 75 gelegene Kurve C die Stetigkeit der tangen
tiellen magnetischen Feldkomponenten 

(190) 

Grenzbedingungen der ebenen Wirbelströmung. 105 

gegeben, so daß sich der Gesamtstrom als Summe von Leitungsstrom 
und Verschiebungsstrom findet 

iJ'1l . - n: ( . +) re-ßT+t=e -1 WS "="",.,,. (189) 

Der Verschiebungsstrom läßt sich also durch eine komplexe Ver
allgemeinerung des Ohmsehen Gesetzes in Rechnung stellen, 
wenn man 

x=-jws+" (189 a) 

als komplexe Leitfähigkeit des Bodens definiert und dement
sprechend die in (186b) auftretende Konstante k nach 

P = 4nxj w·l0-9 (186c) 

ermittelt. Der Einfachheit halber wollen wir im folgenden auf diese 
Verfeinerung nicht eingehen, sondern uns stets auf die Voraussetzung 

jws<,,, 

beschränken; sie ist für die Frequenzen der Starkstromtechnik stets 
erfüllt und nicht zur Beschreibung der Vorgänge bis zu recht hohen 
Frequenzen aus. Sieht man als Grenze einer derart aufgebauten Rech
nung die Größenordnung 

an, so 
w g s =" 

ergibt sich für mittleres Erdreich 

(" = '" 10- 4 Siemens/cm, s = '" 43l'!~ 1011 ) 

w = g 

10-4 

10j43l.9.1011 = 4n·9·106
; f = 2Wg = 18.106 Perioden/sec. g 3l 

Diese Frequenz entspricht einer Wellenlänge von 16,7 m in Luft, so daß 
man erst bei Sendern der drahtlosen Telegraphie, die mit extrem kurzen 
Wellen arbeiten, auf die genaue Gleichung (186c) zurückgreifen muß. 

34. Grenzbedingungen der . 
ebenen Wirbelströmung. Nach
dem im vorigen Abschnitt das ~~~~~~~~ 
Gesetz der ebenen Wirbel
strömung im homogenen Erd- Abb.75. Grenzbedingungen der ebenen Wirbelströmung. 

reich aufgestellt wurde, unter-
suchen wir hier die Bedingungen, welche die Wirbelstromfelder an 
der Grenze zweier Medien 1 und 2 mit verschiedenen Leitfähigkeiten "1 
und "2 verknüpfen. Das Durchflutungsgesetz fordert als Bedingung 
einer an der Grenzfläche in endlichen Grenzen bleibenden Strom
dichte für eine nach Abb. 75 gelegene Kurve C die Stetigkeit der tangen
tiellen magnetischen Feldkomponenten 

(190) 



106 Wll'kung zeitlicher Feldschwankungen. 

Bedeutet also ds,. ein normal zur Grenzflii.che gerichtetes Linienelement, 
so folgt unter Beachtung der Voraussetzung iiberall konstanter Per
meabilitat I-' = 1-'0 aus (185) 

(190a) 

Das Induktionsgesetz verlangt den stetigen "Obergang der tangentiellen 
elektrischen Feldkomponenten durch die Grenzflache; diese Bedingung 
kann mit Benutzung des Ohmschen Gesetzes geschrieben werden 

~L· il = ~2 ·i2 • (191) 

Sie schlieBt, wie aus dem Induktionsgesetz hervorgeht, 
den stetigen Durchtritt der Normalkomponente der magne
tischen Induktion durch die Grenzflache in sich. Geht man 
umgekehrt von dieser Bedingung als primaren in der Form 

58 = 58 
"1 "2 

(191a) 

aus, so folgt hiernach, daB dann die tangentiellen elektrischen Feld
starken einander gleichen; diese Bf,lmerkung ist von Nutzen, wenn man 
die Bedingungen an der Grenze zwischen Leiter und Isolator 
untersuchen will, wobei ersichtlich (191) versagt; wir werden sie ins
besondere fiir die Grenze des Erdreiches gegen den Luftraum anwenden. 

35. Raumliche Wirbelstromung in der Erde. Die Gesetze der ebenen 
Wirbelstromung diirfen nicht mehr angewendet werden, wenn der Ab
stand des stromzufiihrenden und des stromabfiihrenden Erders sehr 
klein wird. Wir suchen nach einer Verallgemeinerung der Wirbelstrom
gleichungen, welche die dreidimensionale (raumliche) Wirbelstromung 
darzustellen gestattet . 

. Es wird ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, z eingefiihrt. 
Wir machen zunachst die V oraussetzung, daB das Magnetfeld in Richtung 
der z-Achse verschwinde. Das Induktionsgesetz lehrt dann sogleich, 
daB langs einer geschlossenen Kurve, welche ganz in einer Ebene z=konst 
liegt, die elektrische Umlaufsspannung verschwindet; in jeder solchen 
Ebene ist daher das Stromungsfeld aus einem fiir diese Ebene definierten 
ebenen Potentiale cp ableitbar 

(192) 

Dieses Potential ist im allgemeinen von z abhangig, so daB wir schreiben 
konnen 

und also 

all 
Cp=az-

~ = _ 82II . 
'" axaz' 

(193) 

(192 a) 

106 Wll'kung zeitlicher Feldschwankungen. 

Bedeutet also ds,. ein normal zur Grenzfläche gerichtetes Linienelement, 
so folgt unter Beachtung der Voraussetzung überall konstanter Per
meabilität I-' = 1-'0 aus (185) 

(190a) 

Das Induktionsgesetz verlangt den stetigen Übergang der tangentiellen 
elektrischen Feldkomponenten durch die Grenzfläche; diese Bedingung 
kann mit Benutzung des Ohmschen Gesetzes geschrieben werden 

~L· 11 = ~2 .12 • (191) 

Sie schließt, wie aus dem Induktionsgesetz hervorgeht, 
den stetigen Durchtritt der Normalkomponente der magne
tischen Induktion durch die Grenzfläche in sich. Geht man 
umgekehrt von dieser Bedingung als primären in der Form 

58 = 58 
"1 "2 

(191a) 

aus, so folgt hiernach, daß dann die tangentiellen elektrischen Feld
stärken einander gleichen; diese Bf,lmerkung ist von Nutzen, wenn man 
die Bedingungen an der Grenze zwischen Leiter und Isolator 
untersuchen will, wobei ersichtlich (191) versagt; wir werden sie ins
besondere für die Grenze des Erdreiches gegen den Luftraum anwenden. 

35. Räumliche Wirbelströmung in der Erde. Die Gesetze der ebenen 
Wirbelströmung dürfen nicht mehr angewendet werden, wenn der Ab
stand des stromzuführenden und des stromabführenden Erders sehr 
klein wird. Wir suchen nach einer Verallgemeinerung der Wirbelstrom
gleichungen, welche die dreidimensionale (räumliche) Wirbelströmung 
darzustellen gestattet . 

. Es wird ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, z eingeführt. 
Wir machen zunächst die Voraussetzung, daß das Magnetfeld in Richtung 
der z-Achse verschwinde. Das Induktionsgesetz lehrt dann sogleich, 
daß längs einer geschlossenen Kurve, welche ganz in einer Ebene z=konst 
liegt, die elektrische Umlaufsspannung verschwindet; in jeder solchen 
Ebene ist daher das Strömungsfeld aus einem für diese Ebene definierten 
ebenen Potentiale cp ableitbar 

(192) 

Dieses Potential ist im allgemeinen von z abhängig, so daß wir schreiben 
können 

und also 

all 
Cp=az-

~ = _ ß2II . 
'" oxoz' 

(193) 

(192a) 



Raumliche Wirbelstromung in der Erde. 

Das Durchflutungsgesetz ergibt nach (184a) 

+ o~y _ o~.x = ,,~ . 
ox oy • 

o~x = ,,~ = - ". 02 Il_ I oz y oyoz 
o~v 09 II 
-- = ,,~ = -". - - . 

oz '" iJ x iJz 

Hieraus folgt 
iJIl iJIl 

S'dx = - "~; S'd y = "·ax 
und also 

iJ9Il iJ2 II 
~. = iJx2 + oy2 . 

Das Induktionsgesetz fordert nach Abb. 76 

iJ(i. _ iJ(i", = + 0 4 n o~y .10-8\ 
iJx oz 'iJt 

o(i. + iJ(iy = _ 04 n o~x .10-8 
oy iJz 'iJt 

es unterwirft also die Funktion II der Gleichung 

107 

(194) 

(194) 

(194 a) 

(I94b) 

(195) 

02 II 02 II iJ9 II _ iJ II iJ II ,/----::::-
ox2 + iJ y2+8"Z2 == dn -= 4n,,10 9· at=a'J· Tt- ; a=V 4n ,,10 9. (196) 

Dasselbe Gesetz der War
meleitungsgleichung, das 
wir in G1. (I86a) fur die 
ebene Wirbelstromung ab
geleitet hatten, gilt also 
fUr die Funktion II, die 
sogenannte Hertzsche 
Funktion der raumlichen 
Wirbelstromung. Insbe
sondere erhalten wir fur 

z 

periodische V organge Abb. 76. Induktionsgeeet z der riumllcben Wlrbelstromung. 

die Differentialgleichung 
(I86b), welche sich, wie gezeigt, l1uf den Fall eines gegen den Leitungs
strom nicht zu vernachlassigenden Verschiebungsstromes durch Ein
fuhrung der komplex en Leitfahigkeit des Erdreiches erweitern laBt. 
In der Tat gelangt man genau zu der fruheren Formulierung der ebenen 
Wirbelstromung zuruck, wenn man auf 

(197) 
spezialisiert und demnach 

Q iJIl 
~z = a ·at (1940) 

einsetzt, so daB iz mit !t ("a~ II) identisch wird. 

Räumliche Wirbelströmung in der Erde. 

Das Durchflutungsgesetz ergibt nach (184a) 

+ o~y _ o~.x = ,,~ . 
ox oy • 

o~x = ,,~ = - ". 02 Il_ I oz y oy OZ 

o~v 09Il 
-- = ,,~ = -". - - . 

oz '" OX OZ 

Hieraus folgt 
oll oll 

S~\" = - "ßi; S'd y = ".a;-

und also 
ogIl 02 Il 

~. = Ox2 + oyg . 

Das Induktionsgesetz fordert nach Abb. 76 

o(iz _ o(i", = + 0 4 n O~y .10-8\ 
ox OZ 'ot 
o(i. + o(iy = _ 04 n o~x .10-8 
oy OZ 'ot 

es unterwirft also die Funktion II der Gleichung 
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(194) 

(194) 

(194a) 

(194b) 

(195) 

02 Il 02 Il 09 Il _ 0 Il 0 Il ,1----::::-
Oxg+ oy2+8"Z2 == dn -= 4n,,10 9· U =a'J· Tt- ; a=V4n,,10 9. (196) 

Dasselbe Gesetz der Wär
meleitungsgleichung, das 
wir in GI. (186a) für die 
ebene Wirbelströmung ab
geleitet hatten, gilt also 
für die Funktion II, die 
sogenannte Hertzsche 
Funktion der räumlichen 
Wirbelströmung. Insbe
sondere erhalten wir für 

z 

periodische Vorgänge Abb. 76. Induktionsgeeet z der räumlichen WIrbelströmung. 

die Differentialgleichung 
(186b), welche sich, wie gezeigt, l1uf den Fall eines gegen den Leitungs
strom nicht zu vernachlässigenden Verschiebungsstromes durch Ein
führung der komplexen Leitfähigkeit des Erdreiches erweitern läßt. 
In der Tat gelangt man genau zu der früheren Formulierung der ebenen 
Wirbelströmung zurück, wenn man auf 

!p = O (197) 
spezialisiert und demnach 

Q oll 
~z = a ·U (1940) 

einsetzt, so daß iz mit !t ("a~ II) identisch wird. 



108 Quasistationare Erdstromung. 

Wa.hrend ~~ mit dem Potential der betrachteten Ebene iibereinstimmt 

und demgema.B in bekannter Weise durch die Linien konstanten Poten
tiales veranschaulicht werden kann, ergibt sich eine einfache Darstellung 
der Hertzschen Funktion selbst aus Gl. (194a). Definiert man namlich 
eine ihr proportionale Funktion 

'IjJ = x·II, (198) 

so lautet nach (194a) die Gleichung einer magnetischen Kraft
linie 

011' 
dy _ ~y _ ox. 
dx - ~: - - 011" 

oy 

0-11' dy + 011' • dx = 0 . 
oy ox ' 'IjJ = konst. (199) 

so daB die Linien II = konst mit den magnetischen Kraftlinien zusammen
fallen; wir konnen daher 'IjJ als Stromfunktion des magnetischen 
Feldes bezeichnen. 

Wenn das Magnetfeld entgegen den V oraussetzungen dieser Zuleitung 
auch in der z-Richtung endliche Komponenten besitzt, kann man offenbar 
stets das Gesamtfeld aus drei Teilfeldern zusammensetzen, welche nach
einander den Bedingungen ~'" = 0 (Teilfeld 1), ~II = 0 (Teilfeld 2) 
und ~. = 0 (Teilfeld 3) geniigen; ihnen entsprechen drei Hertzsche 
FunktionenIIQI,IIII,II., deren jede die Gl. (196) befriedigt. Die vekto
rielle Zusammenfassung dieser drei Funktionen heiBt Hertzscher 
Vektor; aus geeigneten Systemen derartiger Vektoren laBt sich jede be
liebige ra.umliche Wirbelstromung in der Erde ableiten. 

VIII. Quasistationare Erdstromung. 
36. KabeIrflckstriSme 1m Seewasser. Wir behandeln das ebene Wirbel

stromfeld eines Tiefseekabels in hinreichender Entfernung von den 

Abb. 77. Zum Riicklelt llngsfelde eines See. 
kabels. 

Enden. 1m AnschluB an Abb. 77 
setzen wir voraus, daB ein Wechsel
strom 

J = ffie(J) ; J = ~ . e-j"'t (200) 
durch die Kabelseele vom Sender zum 
Empfa.nger flieBe und yon dort durch 
das Meerwasser zum Sendeort zu
riickkehrt. Hierbei kann der strom-
fiihrende Querschnitt nach auBen hin 

als unbegrenzt angesehen werden, wahrend er nach innen durch den 
Mantel vom Halbmesser eo abgeschlossen wird; dieser sei der Einfach
heit halber vom eigentlichen Metallmantel isoliert gedacht; wie man 
in anderen Fallen zu rechnen hat, wird spater gezeigt werden (Nr.41). 

108 Quasistationäre Erdströmung. 

Während ~~ mit dem Potential der betrachteten Ebene übereinstimmt 

und demgemäß in bekannter Weise durch die Linien konstanten Poten
tiales veranschaulicht werden kann, ergibt sich eine einfache Darstellung 
der Hertzschen Funktion selbst aus GI. (194a). Definiert man nämlich 
eine ihr proportionale Funktion 

'IjJ = x·II, (198) 

so lautet nach (194a) die Gleichung einer magnetischen Kraft
linie 

011' 
dy _ ~y _ ox. 
dx - ~: - - 011" 

oy 

0-11' dy + 011' • dx = 0 . 
oy ox ' 'IjJ = konst. (199) 

so daß die Linien II = konst mit den magnetischen Kraftlinien zusammen
fallen; wir können daher 'IjJ als Stromfunktion des magnetischen 
Feldes bezeichnen. 

Wenn das Magnetfeld entgegen den Voraussetzungen dieser Zuleitung 
auch in der z-Richtung endliche Komponenten besitzt, kann man offenbar 
stets das Gesamtfeld aus drei Teilfeldern zusammensetzen, welche nach
einander den Bedingungen ~'" = 0 (Teilfeld 1), ~II = 0 (Teilfeld 2) 
und ~. = 0 (Teilfeld 3) genügen; ihnen entsprechen drei Hertzsche 
FunktionenIIQI,IIII,II., deren jede die GI. (196) befriedigt. Die vekto
rielle Zusammenfassung dieser drei Funktionen heißt Hertzscher 
Vektor; aus geeigneten Systemen derartiger Vektoren läßt sich jede be
liebige räumliche Wirbelströmung in der Erde ableiten. 

VIII. Quasistationäre Erdströmung. 
36. KabeIrflckströme im Seewasser. Wir behandeln das ebene Wirbel

stromfeld eines Tiefseekabels in hinreichender Entfernung von den 

Abb. 77. Zum Rücklelt llugsfelde eines See. 
kabels_ 

Enden. Im Anschluß an Abb. 77 
setzen wir voraus, daß ein Wechsel
strom 

J = ffie(J) ; J = ~ . e-j"'t (200) 
durch die Kabelseele vom Sender zum 
Empfänger fließe und "Von dort durch 
das Meerwasser zum Sendeort zu
rückkehrt. Hierbei kann der strom-
führende Querschnitt nach außen hin 

als unbegrenzt angesehen werden, während er nach innen durch den 
Mantel vom Halbmesser!!o abgeschlossen wird; dieser sei der Einfach
heit halber vom eigentlichen Metallmantel isoliert gedacht; wie man 
in anderen Fällen zu rechnen hat, wird später gezeigt werden (Nr.41). 



Kabelriickstrllme im Seew8SSer. 109 

Wir fiihren raumliche Zylinderkoordinaten z, (!> -D ein, deren z·Achse 
mit der Kabelseele zusammenfallt. Hierfiir lautet die Wirbelstrom
gleichung (J86b) mit Beachtung von (117) 

dill + ~. ~~ _ P t = 0 (201) 
dell e de ' 

wahrend die magnetische Feldstarke aus Symmetriegriinden iiberall 
senkrecht zu e steht und sich entsprechend (185) aus 

1 iJt 
5;) = -- 4n"jru.l0-g ·a-; (201a) 

berechnet. 
Da die Stromung im Unendlichen verschwinden muB, ist als Losung 

der Differentialgleichung (201) die Hankelsche Funktion nuUter 
Ordnung vom Argumente 

ike = iT- Y 4,n ~ ro .10- 9 • e = ff. ~ (202) 

zu wahlen, wo ~ die "numerische Entfernung" genannt werde. 
Mit einer willkiirlichen Integrationskonstanten A ist dann das Stro-

mungsfeld t = A.H~l)(r{~) (203) 

und die Starke des Magnetfeldes 
- 1 -
5;)=A·Vj.V4n"ru.l0 9 • Hi1) (YH). (204) 

Da im Kabelmantel voraussetzungsmaBig kein Strom flieBt, ist (191) 
identisch erfiiUt, und A ist aus (190) zu bestimmen. Am Mantelumfang 
erzeugt der Strom das Magnetfeld 

- f ~O~ 
S)l1o = 2neo· 

so daB aus (204) fiir e = eo mit ~o = ~11=110 folgt 

A. l'. H (,F~) =A.~.H(l),F~ )=~ (204 a) 
V j V4n,,1O-u 1 f1 0 tHo 1 r1 0 2neo 

oder A - ~. Y1~o (204b) 
- 2ne~ H~l) (¥j~o)· 

Hiermit erhalt man das Stromungsfeld 

I-~. Y1~o .H(1)'fi~) (203a) 
- 2ne~ H~l) (rj~o) 0 f] 

und die gesamte Stromfiihrung des Meerwassers 
co 

Jm= f 2,ne id e 
110 _ _ co 

= ~ . j4n" (J) IJig~~~l) (¥i~o) -f Yl ~ H~) (fl~) d eyfE) = - J . (203 b) 
;0 
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Wir führen räumliche Zylinderkoordinaten z, (!> -D ein, deren z·Achse 
mit der Kabelseele zusammenfällt. Hierfür lautet die Wirbelstrom
gleichung (I86b) mit Beachtung von (U7) 

dill + ~. ~~ _ Pt = 0 (201) 
deli e de ' 

während die magnetische Feldstärke aus Symmetriegründen überall 
senkrecht zu e steht und sich entsprechend (185) aus 

1 iH 
5;) = -- 4n"jru.l0-g ·a-; (201a) 

berechnet. 
Da die Strömung im Unendlichen verschwinden muß, ist als Lösung 

der Differentialgleichung (201) die Hankeische Funktion nullter 
Ordnung vom Argumente 

i k e = 17-14,n ~ ro .10- 9 • e = (f. ~ (202) 

zu wählen, wo ~ die "numerische Entfernung" genannt werde. 
Mit einer willkürlichen Integrationskonstanten A ist dann das Strö-

mungsfeld t = A.H~l)(r{~) (203) 

und die Stärke des Magnetfeldes 
- 1 -
5;)=A·Vj.V4n"ru.l0 9 • Hi1) (1H). (204) 

Da im Kabelmantel voraussetzungsmäßig kein Strom fließt, ist (191) 
identisch erfüllt, und A ist aus (190) zu bestimmen. Am Mantelumfang 
erzeugt der Strom das Magnetfeld 

- f ~O~ 
S)l1o = 2n!?o· 

so daß aus (204) für e = eo mit ~o = ~11=110 folgt 

A. l'. H (,F~) =A.~.H(1),F~ )=~ (204a) 
Vi V4n,,1O-u 1 f1 0 rHo 1 r1 0 2neo 

oder A - ~. Y1~o (204b) 
- 2ne~ H~l) (ri~o)· 

Hiermit erhält man das Strömungsfeld 

I-~. Y1~o .H(1)'fi~) (203a) 
- 2neä H~l) <ri~o) 0 f] 

und die gesamte Stromführung des Meerwassers 
co 

Jm= f 2,ne ide 
110 _ _ co 

= ~. i4n"(J)lJig~~~1)(ri~o)-fti~H~)(fi~)d(1rE)=-J. (203b) 
;0 
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Das Wasser leitet also, wie von vornherein zu erwarten, den ganzen 
Strom zuriick; allein dieser ist nicht gleichmii.Big liber den zur Ver
fligung stehenden Querschnitt verteilt, sondern fallt mit der Ent
fernung yom Kabelmantel stark abo Zur VeranschauIichung dieser 
Stro mverdrangungserscheinung sind in Abb. 78 und 79 die Be
trage der Funktionen H~)( (i~) und '{l Hill (iT~) gezeichnet, deren erste 

14;)~s) 

'lrotJ I 

I 

I phas 

I 
I 

j 
I( 

\ J , I 
I 

I 
I \ 

I 
1\ 

I\. 
....... -

I 

il 

Phas (}rope 

150" ~2 

1'10" 

1300 1,1 
1200 

1fOo 1,0 

1000 

90 0 0;9 
80 0 

70 0 0,8 

60 0 

50 0 0,7 
WJO 
300 O/J 

200 

100 0,5 
00 

- 100 0,'1-

200 

300 0,3 
- 'I() 0 

-50 0 0,2 
- 60 0 

- 700 0,1 
-80 0 

C-

(tJ( 1_ 1 rJ;' H, 15'S) 

rt rol.JJ 

I 

I 

I 
\ 
\ II 
\ 
I 

1\ 
I \ 

1 , 
If " I'-

J 
I 

j 
I 

I 

Iphase-. 

1500 

1'100 

1300 

1800 

1100 

100" 

900 

800 

70 0 

600 

500 

'100 

300 

ZO" 
100 

00 
- 100 

:.zoo 
-30 0 

_'100 

-500 

- 600 

- 70 0 

800 

1 3 z 5 S 6 900 55 6-90 0 
/ 

z 1 3 
Abb. 78. Zur Stromverteilung der Sccrilck. 

leitung : GroCe und Phase der l'unktlon 
Ht1) (li ' e). 

Abb. 79. Das Magnetfeld der Riickleltungs
strome: GroCe und Phase der Funktlon 

iHt1 )( H ). 

die Abnahme der Stromamplitude, deren zweite die Abnahme 
des Magnetfeldes unmittelbar anzeigt. In das gleiche Schaubild 
ist der Phasenwinkel dieser Funktionen eingetragen; man erkennt 
aus der Darstellung, daB Stromdichte und Magnetfeld nicht 'allein 
ihrer GroBe nach mit der Entfernung veranderlich ist, sondern 
auch ihre Phasenverschiebung gegen den Kabelstrom dauernd zu
nimmt, wie es in besonders deutlicher Weise die Vektordiagramme der 
Abb. 80 und 81 zeigen. 
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Das Wasser leitet also, wie von vornherein zu erwarten, den ganzen 
Strom zurück; allein dieser ist nicht gleichmäßig über den zur Ver
fügung stehenden Querschnitt verteilt, sondern fällt mit der Ent
fernung vom Kabelmantel stark ab. Zur Veranschaulichung dieser 
Stro mverdrängungserscheinung sind in Abb. 78 und 79 die Be
träge der Funktionen H~)( (i~) und 1/1 Bill ({i~) gezeichnet, deren erste 
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Abb. 78. Zur Stromverteilung der Sccrück. 

leitung : Größe und Phase der l'unktlon 
Ht11 (li ' e)· 

Abb. 79. Das Magnetfeld der R'Ückieltungs
ströme: Größe und Phase der Funktion 

iHt1 )( H )· 

die Abnahme der Stromamplitude, deren zweite die Abnahme 
des Magnetfeldes unmittelbar anzeigt. In das gleiche Schaubild 
ist der Phasenwinkel dieser Funktionen eingetragen; man erkennt 
aus der Darstellung, daß Stromdichte und Magnetfeld nicht 'allein 
ihrer Größe nach mit der Entfernung veränderlich ist, sondern 
auch ihre Phasenverschiebung gegen den Kabelstrom dauernd zu
nimmt, wie es in besonders deutlicher Weise die Vektordiagramme der 
Abb. 80 und 81 zeigen. 
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Ihren Hochstwert erreicht die Stromdichte fur 12 = 120 bzw. ~ = ~o 

(203c) 
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Abb.80. Vektordiagramm der Funktlon 
H&ll(viH 

Abb.81. Vektordiagramm der.Funktlon 
H~l)(Vie ). 

Fur maBige Frequenzen ist bei normalen Kabelabmessungen ~o 
so klein, daB man die Zylinderfunktionen durch ihre asymptotischen 
Entwicklungen ersetzen darf: 

lim H~l) ol1~) = ! - j ~ In 4 
~~o n y~ 

lim Hill (ti ~) = -~- ti 
e~o n~ 

r~ 1,7811 .) 
(206) 
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Ihren Höchstwert erreicht die Stromdichte für 12 = 120 bzw. ~ = ~o 

(203c) 

-0, 

~J; ReCl'loL.e T ~7fL 
0,1 ~O~ ('I ~5 

'~I 
<2 

1 
) ~1 

2 ~~s 

~ H"'{I(j ~ ) ~~o 
-,476 

,10 

'I k65 

rGO 
455 

5 
1 ~50 

,'111 

o 

- 0, 

-0,3 

- 0, 

-0, 

0,1 

~Ge.9 I Rtluluch .. e 

tfI 
~fJ 

1 

~~ y.G 

2 
~5 

-t~~ 

~3 

t!,IJ(VfS) "2-
'1,1 

'I 

~O 

0,95 
ß 'D,911 

Q,8$ 
,6 

0,80 

° 
-0, 

-0, 

-0,3 

- 0, 

- 0 

- 0 

-l- 4VGt--,8 

f"' O,v2I 
o.,,,,~ 

,7 O,J~-
t;3& 

I 

-0. 

- 0. 

,7 (115 

470 

~ 
MI 
0,68 

-0 

-0. 

4~· 
~ 0,3Z -

O~O 
~Z9 

,9 ~~-
fJ 

0 (lZ~ 

~: 
1 ~g..fo 

- 0. 

- 0. 

- I, 

- 1, 

o,G~ 

~ 
0&1 

O,GIJ 
0,58 

,0 ~ 
O,H 

1,1 0,52-

450 

1.2 ~o,WJ_ 

- (J 

- 1 

Abb.80. Vektordiagramm der Funktion Abb.81. Vektordiagramm der. Funktion 
H~l)(viü H&ll(viH 

Für mäßige Frequenzen ist bei normalen Kabelabmessungen ~o 
so klein, daß man die Zylinderfunktionen durch ihre asymptotischen 
Entwicklungen ersetzen darf: 

lim H~l) ol1~) = ! - j ~ In 4 
~~o n y~ 

Iim Hil ) (ti ~) = -~- ti 
~~o n~ 

r~ 1,7811 .) 
(206) 
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und find.et fiir die maximale Stromdichte den Naherungsausdruck 

Imax=--J-. Eg (.!-j~ln~) 
beg ~ 2 n 'YEo 

= - J :n;"CI) 10-9 (.!-j~ In 2 ) 
2 n " Y4me Q) 1O-9. eo 

= -J (:n;2" t-1O-9-j2"CI) 10-Bln 0,178 ) . (203d) 
Y2" 1 10-9 • eo 

Um diesen Strom zu treiben, bedarf es der elektrischen Feldstarke 

~m .. x = tmax = - J. (:n;2 / .10-9 _ j CI) 2ln 0,178 10-9) • (207) 
" yb f 19 9 eo 

Elektrische und magnetische Feldstarke erzeugen zusammenwirkend 
ainen Energiestrom, dessen Dichte 

(208) 

betragt. Das Kabel verlaBt somit je Langeneinheit die (komplexe) 
Leistung 

N = 2:n;eo ~e=eo = 2:n;eo I ~e-eo 1·1 ~max I 
und also mit Beachtung von (205) und (207) 

N = J2 (:n;a /.10-9 -jro. 2.In 0,178 10-9) • 

Y2." 110- 8 'eo 

(208 a) 

(208 b) 

Der ente Teilstellt eine Wirkleistung, derzweite eine Blindleistung 
dar; demnach ist 

R = :n;2/' 10-9 (209) 

der Widerstand der Seeriickleitung pro Langeneinheit, 
wahrend 

L = 2.1O-9ln 0,178 
Yb /l0- 8 eo 

(210) 

die Selbstinduktion der Langeneinheit angibt. Beispielsweise 
findet sich fUr / = 500 Perioden/sec, ,,= 10-2 Siemens/cm, eo = 5 cm 
(~o = 3,16 . 10-3) ein Widerstand von 

R =:n;2.5OQ. 10-9 = 5.10-6 Q/cm= 0,5 Qjkm 

und eine Selbstinduktion 

0,178 
L = 2· 1O-9 ln = 2· 10-9 .5,88 Henry /km r 2.10-2 • 500.10-8 .5 

= 1,176.10-3 Henry/km. 
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und findet für die maximale Stromdichte den Näherungsausdruck 

Imax =--J-. Eg (.!-j~ln~) 
beg ~ 2 n rEo 

= - J :n;"ro 10-9 (.!_j~ In 2 ) 
2 n " Y4me Q) 1O-9. eo 

= -J (:n;2" f-lO- 9-j2"ro 10-9 In 0,178 ) . (203d) 
Y2" 1 1O-9· eo 

Um diesen Strom zu treiben, bedarf es der elektrischen Feldstärke 

~m .. x = im.,. = - J. (:n;2 / .10-9 _ j ro 2ln 0,178 10-9) • (207) 
" Yb f 19 9 eo 

Elektrische und magnetische Feldstärke erzeugen zusammenwirkend 
einen Energiestrom, dessen Dichte 

(208) 

beträgt. Das Kabel verläßt somit je Längeneinheit die (komplexe) 
Leistung 

N = 2:n;(>0 ~e=eo = 2:n;(>0 I ~e-eo 1·1 ~max I 
und also mit Beachtung von (205) und (207) 

N = Ja (:n;a /.10-9 -ja>' 2.ln 0,178 10-9) • 

Y2." 110- 8 '(10 

(208a) 

(208b) 

Der erste Teil stellt eine Wirkleistung, der zweite eine Blindleistung 
dar; demnach ist 

R = :n;2/' 10-9 (209) 

der Widerstand der Seerückleitung pro Längeneinheit, 
während 

L = 2. 10-9 ln 0,178 
Yb /l0- 8 (10 

(210) 

die Selbstinduktion der Längeneinheit angibt. Beispielsweise 
findet sich für / = 500 Perioden/sec, ,,= 10-2 Siemens/cm, (>0 = 5 cm 
(~o = 3,16 . 10-3) ein Widerstand von 

R =:n;2.5OQ. 10-9 = 5.10-6 Q/cm= 0,5 Qjkm 

und eine Selbstinduktion 

0,178 
L = 2· 10-9 ln = 2· 10-9 .5,88 Henry Ikm r 2.10-2 • 500.10-8 .5 

= 1,176.10-3 Henry/km. 
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die maximale Stromdieh te 

- J lJ;o J ,~-- ( 1 j ) 
lmax = - 2ne3 . -j- = - 2 neo . r 4n xw .10-9 • + f2 -f2 (205e) 

und die entspreehende elektrisehe Feldstarke 

ijj =~max = _ J .}/2 n OJ 10-9 (1- j). (207a) 
max ~ 2 neo ~ 

Hieraus folgte der Widerstand je Langeneinheit bei Hoeh
freq uenz 

R = L. -V OJ 10-9 Q/em = 1_ 1 /10 OJ Q/km = ~. V 10 f Q/km (2 9 
eo 2n~ eor2n~ eo ~ Oa) 

und die Selbstinduktion 

1 V 10-9 1 V----rQ7 L = - -- Henry / em = --- . --. 10-3 Henry /km 
eo 2 n ~ OJ eo 2 n ~ OJ 

·1 ~07 = -. -4 2 f 10-3 Henry/km, 
eo n ~ 

(21Oa) 

also beispielsweise fur eo = 5 em, t = 108 Perioden/see, x = 10-2 Sie
mens/em (~o = 1,41) 

R =L 11 10.108 = 63400 Q/km 
5 r 10-2 , 

1 1/ 107 

L =5' r 4n2 • 10-2 • 108 .10-3 = 0,1.10- 3 Henry/km. 

Bei sehr hoher Frequenz nimmt also die Selbstinduktion mit 
der Wurzel aus der Frequenz ab, derWiderstand steigt mit 
der Wurzel aus der Frequenz an, GesetzmaBigkeiten, die fur 
aile Stromverdrangungsprobleme als typiseh zu betraehten sind. 

Die bisherige Voraussetzung eines die gesamte Kabellange in gleieh
maBiger Starke durchflieBenden Stromes ist in Wirklichkeit naturlich 
nicht erfullt, sondern er ist nach MaBgabe der Kabelkonstanten wellen
formig verteilt; dennoeh darf das Ergebnis der Rechnung auf die Theorie 
des Seeka bels angewandt werden; es ist hierzu nur erforderlich, die 
ermittelten Werte des Widerstandes und der Selbstinduktion den ent-

Ollendorff, Erdstriime. 8 
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die maximale Stromdich te 

- J lJ;o J ,~-- ( 1 j ) 
tmax = - 2ne3 . -j- = - 2 neo' r 4n xw .10-9 • + f2 -f2 (205e) 

und die entsprechende elektrische Feldstärke 

ijj =~max = _ J .J/2 n Q) 10-9 (1- j). (207a) 
max ~ 2 neo ~ 

Hieraus folgte der Widerstand je Längeneinheit bei Hoch
freq uenz 

R = L. -V Q) 10-9 Q/cm = 1_ 1 /10 Q) Q/km = ~. V 10 f Q/km (2 9 
eo 2n~ eor2n~ eo ~ Oa) 

und die Selbstinduktion 

1 V 10-9 1 V----rö7 L = - -- Henry / cm = --- . --. 10-3 Henry/km 
eo 2 n ~ Q) eo 2 n ~ Q) 

·1 ~07 = -. -4 2 f 10-3 Henry/km, 
eo n ~ 

(21Oa) 

also beispielsweise für I?o = 5 cm, t = 108 Perioden/sec, x = 10-2 Sie
mens/cm (~o = 1,41) 

R =L 11 10.108 = 63400 Q/km 
5 r 10-2 , 

1 1/ 107 

L =5' r 4n2 • 10-2 • 108 .10-3 = 0,1.10- 3 Henry/km. 

Bei sehr hoher Frequenz nimmt also die Selbstinduktion mit 
der Wurzel aus der Frequenz ab, der Widerstand steigt mit 
der Wurzel aus der Frequenz an, Gesetzmäßigkeiten, die für 
alle Stromverdrängungsprobleme als typisch zu betrachten sind. 

Die bisherige Voraussetzung eines die gesamte Kabellänge in gleich
mäßiger Stärke durchfließenden Stromes ist in Wirklichkeit natürlich 
nicht erfüllt, sondern er ist nach Maßgabe der Kabelkonstanten wellen
förmig verteilt; dennoch darf das Ergebnis der Rechnung auf die Theorie 
des Seekabels angewandt werden; es ist hierzu nur erforderlich, die 
ermittelten Werte des Widerstandes und der Selbstinduktion den ent-

Ollendorff, Erdströme. 8 
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sprechenden inneren GroBen des Kabels selbst hinzuzuzahlen und den 
resultierenden Ausdruck in die Betriebsgleichungen des Kabels, die 
sogenannten Telegraphengleichungen einzusetzen. Allerdings gilt die 
so erhaltene Losung nicht in voller Strenge; sie geniigt indes allen prak
tischen Anspriichen an die Genauigkeit derartiger Rechnungen vollauf, 
da die V oraussetzungen hinsichtlich der Homogenitat der Leitfahigkeit 
meist in rechnerisch nicht erfaBbarer, ja haufig nicht einmal bekannter 
Weise von der Wirklichkeit abweichen. 

Seekabel der behandelten Art benutzt man nicht allein zur trans
ozeanischen Nachrichteniibermittlung, sondern man verlegt zuweilen 
endliche Kabelstiicke in die Einfahrt groBer Hafen, um mittels der zum 
Kabel parallelen Stromfaden im Seewasser einem einfahrenden Schiff 
die Moglichkeit rascher Orientierung zu geben; es ist hierzu nur not
wendig, vom Schiff aus mit zwei Sonden in das Seewasser zu tauchen 
und zweckmaBig etwa die Richtung verschwindender elektrischer Kraft 
(senkrecht zu den Stromfaden) festzustellen. In hinreichendem Abstand 
von dem in das Seewasser leitend hineingefiihrten Ende derartiger 
Kabelstiicke richtet sich die Stromung nach den vorstehend entwickelten 
Gesetzen; Gl. (194a) liefert das MaB fiir die am Schiff empfangene 
Signalstiirke, nach welcher sich die Empfindlichkeit des Verfahrens be
stimmt. Setzt man insbesondere voraus, daB die Anlage mit mittlerer 
Frequenz betrieben wird, wahrend das Schiff sich in groBem Abstand 
von der Kabelseele befinde, so hat man fiir H~l)C{i~) die Darstellung 
(2U) zu benutzen, wahrendfiir H~l)('yT~) die Naherung (208) gilt. Die 
Stromdichte am Schiffsorte berechnet sich also zu 

-l;IV2 i( l;/V2+ i) 
ll'~ Ie ·e 

1 o'T 1~ 
_ J r 2n~ 
t = ~-. ------;;C'-------

2n eg 2 "}'''' 
-- 1 

n~o 

und insbesondere die Amplitude 

• e-V2n~wlO-·. 
I t I = I J I· Y (2" (J) 10-9)3 . __ -=-------l? 

le 
der die Feldamplitude entspricht 

I-I ! t I I V(20) 10-8)3 e-V2 ,."wlO··e 
~ =-=IJ . . . 

" !! " "}'e 

(212) 

(212a) 

(212b) 

Diese Beziehung bestimmt bei gegebener Speisestromstarke 1 J lund ge

gebener Empfindlichkeit I ~ I des Empfangers auf dem Schiffe die 
Breite (! der Zone, innerhalb deren die Einrichtung noch wirksam ist; 
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sprechenden inneren Größen des Kabels selbst hinzuzuzählen und den 
resultierenden Ausdruck in die Betriebsgleichungen des Kabels, die 
sogenannten Telegraphengleichungen einzusetzen. Allerdings gilt die 
so erhaltene Lösung nicht in voller Strenge; sie genügt indes allen prak
tischen Ansprüchen an die Genauigkeit derartiger Rechnungen vollauf, 
da die Voraussetzungen hinsichtlich der Homogenität der Leitfähigkeit 
meist in rechnerisch nicht erfaßbarer, ja häufig nicht einmal bekannter 
Weise von der Wirklichkeit abweichen. 

Seekabel der behandelten Art benutzt man nicht allein zur trans
ozeanischen Nachrichtenübermittlung, sondern man verlegt zuweilen 
endliche Kabelstücke in die Einfahrt großer Häfen, um mittels der zum 
Kabel parallelen Stromfäden im Seewasser einem einfahrenden Schiff 
die Möglichkeit rascher Orientierung zu geben; es ist hierzu nur not
wendig, vom Schiff aus mit zwei Sonden in das Seewasser zu tauchen 
und zweckmäßig etwa die Richtung verschwindender elektrischer Kraft 
(senkrecht zu den Stromfäden) festzustellen. In hinreichendem Abstand 
von dem in das Seewasser leitend hineingeführten Ende derartiger 
Kabelstücke richtet sich die Strömung nach den vorstehend entwickelten 
Gesetzen; GI. (194a) liefert das Maß für die am Schiff empfangene 
Signalstärke, nach welcher sich die Empfindlichkeit des Verfahrens be
stimmt. Setzt man insbesondere voraus, daß die Anlage mit mittlerer 
Frequenz betrieben wird, während das Schiff sich in großem Abstand 
von der Kabelseele befinde, so hat man für H~l)C{i~) die Darstellung 
(211) zu benutzen, während für H~l)('yT~) die Näherung (208) gilt. Die 
Stromdichte am Schiffsorte berechnet sich also zu 

-l;IV2 i( l;1V2+ i) 
ll'~ le ·e 

1 o'T 1~ 
_ J r 2n~ 
t = ~_. ------;;C'-------

2n eg 2 l'''' -- 1 
n~o 

und insbesondere die Amplitude 

• e-V2n~wlO-·. 
I t I = I J I· Y (2" (J) 10-9)3 . __ -=-------l? 

le 
der die Feldamplitude entspricht 

I-I ! t I I V(20) 10-8)3 e-V2 ,."wlO··e 
~ =-=IJ . . . 

" !! " l'e 

(212) 

(212a) 

(212b) 

Diese Beziehung bestimmt bei gegebener Speisestromstärke 1 J I und ge

gebener Empfindlichkeit I ~ I des Empfängers auf dem Schiffe die 
Breite (! der Zone, innerhalb deren die Einrichtung noch wirksam ist; 
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umgekehrt liWt sich aus ihr fur eine vorgegebene Zonenbreite und 
angenommene Empfangerempfindlichkeit die erforderliche Speisestrom
starke berechnen. Man erkennt hierbei, daB das Feld nach auBen 
hin starker als exponentiell, also auBerordentlich rasch ab
n i m m t , so daB im aUgemeinen nur innerhalb einer relativ schmalen Zone 
beiderseits des Kabels hinreichende Signalstarken erzielt werden konnen. 

37. Das Rtlcklcitungsfeld einer Wechselstromleitung in homogenem 
Erdreich; NiherungslOsung. Wir untersuchen das Ruckleitungsfeld 

f_+~-;::\tll' 
7L . 

a) _:t'l£ ~~!I;.!ld • . =:=r;f,J~fl!!!!_.!II!!.tjb=Brl. !!I' 

Abb. 82 a und b. Leitung tiber der Erde und Ihr Ersatzbild. 

tT:"! 

einerWechselstrom-Einfachleitung, welche nach Abb.82a in der Hohe b 
uber dem Erdboden verlegt ist und den Drahthalbmesser l besitzt. 

Wir gewinnen eine fur viele Zwecke hinreichende Naherungslosung, 
wenn wir im AnschluB an R. Ruden berg l die Leitung in die Mitte einer 
halbkreisformigen Talmulde von der Tiefe h nach Abb.82b verlegt 
denken. 

Es wird ein Zylinder
koordinatensystem z, e, {} 
eingefuhrt, dessen z-Achse 
mit der Leitung zusammen
faUt. Wir machen nun 
folgende Annahmen: 

1. Die magnetischen 
Feldlinien verlaufen in 
Kreisen, und langs jeder 
FeldIinie ist die Feldstarke 
konstant. 

Abb. 83. Zu den DIIferentialgleichungen einer 
Talmuldenleltung. 

2. Die Stromdichte hangt nur vom Abstand e des Aufpunktes von 
der Leitung abo 

Hiermit fuhrt zunachst die Anwendung des Durchflutungsgesetzes 
auf den in Abb. 83-gezeichneten Ring vom Halbmesser e und von 
der Breite de auf die Beziehung 

oder 
~(~+d~) · 2n(e + de) - ~(i')·2ne = net 

d~ 1 - 1_ 
-~+ - ~= · - t 
de (! 2 

(213) 

(213a) 

1 Die Aus_breitung der Erdstrome in der Umgebung von Wechselstrom
leitungen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 5, S. 361. 1925. 
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umgekehrt läßt sich aus ihr für eine vorgegebene Zonenbreite und 
angenommene Empfängerempfindlichkeit die erforderliche Speisestrom
stärke berechnen. Man erkennt hierbei, daß das Feld nach außen 
hin stärker als exponentiell, also außerordentlich rasch ab
ni m m t , so daß im allgemeinen nur innerhalb einer relativ schmalen Zone 
beiderseits des Kabels hinreichende Signalstärken erzielt werden können. 

37. Das Rückleitungsfeld einer Wechselstromleitung in homogenem 
Erdreich; Näherungslösung. Wir untersuchen das Rückleitungsfeld 

f_+~-;::\tll' 
7L . 

a) _:t'l! ~~!I;.!ld • . =:=r;f,J~fl!!!!_.!II!!.tjb=Brl. !!I' 

Abb. 82 a und b. Leitung über der Erde und Ihr Ersatzbild. 

Lr:"! 

einerWechselstrom-Einfachleitung, welche nach Abb.82a in der Höhe b 
über dem Erdboden verlegt ist und den Drahthalbmesser l besitzt. 

Wir gewinnen eine für viele Zwecke hinreichende Näherungslösung, 
wenn wir im Anschluß an R. Rüden bergl die Leitung in die Mitte einer 
halbkreisförmigen Talmulde von der Tiefe h nach Abb.82b verlegt 
denken. 

Es wird ein Zylinder
koordinatensystem z, e, {} 
eingeführt, dessen z-Achse 
mit der Leitung zusammen
fällt. Wir machen nun 
folgende Annahmen: 

1. Die magnetischen 
Feldlinien verlaufen in 
Kreisen, und längs jeder 
Feldlinie ist die Feldstärke 
konstant. 

Abb. 83. Zu den Differentialgleichungen einer 
Talmuldenleitung. 

2. Die Stromdichte hängt nur vom Abstand e des Aufpunktes von 
der Leitung ab. 

Hiermit führt zunächst die Anwendung des Durchflutungsgesetzes 
auf den in Abb. 83-gezeichneten Ring vom Halbmesser e und von 
der Breite de auf die Beziehung 

oder 
~(~+d~) · 2n(e + de) - ~(i')·2ne = ne1 

d~ 1 - 1_ 
-~+ - ~= · - t 
de (! 2 

(213) 

(213a) 

1 Die Aus_breitung der Erdströme in der Umgebung von Wechselstrom
leitungen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 5, S. 361. 1925. 

8* 
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Das Induktionsgesetz liefert fiir ein im Erdreich liegendes Rechteck der 
Breite de und der Lange dz nach Abb. 83 

~ ('w)' dz-t(eHe)' dz) = -0,4n' (-joo) ~dedz.1O-8 (214) 

oder 
at . -di = - 4 nX100 10-9 .l) , (214a) 

80 daB durch Elimination des magnetischen Feldes die S t ro mg leic hung 
entsteht 

~i. + ~ ~i = _ 2nxjoo 1O-9t = let; le2 = - 2nxjoo-1O- 9• (215) 
... (1 Q ... (1 

Dies ist, wie durch Vergleich mit (201) hervorgeht, dieselbe Beziehung, 
die wirim vorigen Abschnittfiir die Stromriickleitung des Tiefsee
Kabels hergeleitet haben; nur die Konstante Ie ist bei dem vorliegenden 

Problem um das ~fache kleiner als friiher, wahrend'der Zusammenhang 

(205a) zwischen magnetischer Feldstarke und elektrischer Stromdichte 
mit (192a) iibereinstimmt. Offenbar lauft also das hier benutzte 
Niherungsverfahren darauf hinaus, daB an Stelle des leitenden Halb
raumes ein Vol1raum substituiert wird, dessen ideelle Ohmsche Leit
fiihigkeit gleioh der halben wahren Leitfiihigkeit des Erd-Halbraumes 
ist. Daher ist die Stromverteilung durch (205) gegeben, wahrend (206) 
zu ersetzen ist durch 

- 1 (ff ) C'.. - A' ·H(1) 1'.g 
'10'- 2 l'1f 2 n"co' 10-8 1 

(216) 

Die Anwendung der Grenzbedingung (190) auf die Begrenzung der 
Talmulde liefert sogleich unter Beachtung von (205) mit ge = h = go 

A· 2l'T. f 2~"CO 10-8 'H(t)( -V-f. go) = A· 2l~'~o . H~l) (ii·go) = 2:h (217) 

also 

(217 a) 

und 

(217b) 
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Das Induktionsgesetz liefert für ein im Erdreich liegendes Rechteck der 
Breite de und der Länge dz nach Abb. 83 

~ ('w>' dZ-1(eHe)' dz) = -0,4n· (-jw) ~dedz'1O-8 (214) 

oder 
ai . -di = - 4 nX1w 10-9 .l) , (214a) 

80 daß durch Elimination des magnetischen Feldes die S t ro mg leic h u ng 
entsteht 

~i. + ~ ~i = _ 2nxjw 10-91 = Tc1; Tc2 = - 2nxjw-1O- 9• (215) 
"'(1 Q ... (1 

Dies ist, wie durch Vergleich mit (201) hervorgeht, dieselbe Beziehung, 
die wir im vorigen Abschnitt für die Stromrückleitung des Tiefsee
Ka.bels hergeleitet haben; nur die Konstante Tc ist bei dem vorliegenden 

Problem um das ~fache kleiner als früher, während'der Zusammenhang 

(205a) zwischen magnetischer Feldstärke und elektrischer Stromdichte 
mit (192a) übereinstimmt. Offenbar läuft also das hier benutzte 
Niherungsverfahren darauf hinaus, daß an Stelle des leitenden Halb
ra.umes ein Vol1raum substituiert wird, dessen ideelle Ohmsche Leit
fähigkeit gleich der halben wahren Leitfähigkeit des Erd-Halbraumes 
ist. Daher ist die Stromverteilung durch (205) gegeben, während (206) 
zu ersetzen ist durch 

- 1 (ff ) CI. - A' ·H(1) 1'.E 
'10'- 2 l'1f 2 n"co, 10-8 1 

(216) 

Die Anwendung der Grenzbedingung (190) auf die Begrenzung der 
Talmulde liefert sogleich unter Beachtung von (205) mit Ee = h = Eo 

A· Irr. f I~"CO 10-8 'H(t)( -V-f. Eo) = A· 2l~'~o . H~l) (fl'Eo) = 2:h (217) 

also 

(217 a) 

und 

(217b) 
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also wiederum den Gesam tstrom zuriick; die Verteilung des 
Stromes nach Breite und Tiefe wird groBen- und phasenmaBig ebenso 
durch die Kurven der Abb. 78-81 dargestellt, sofern man nur die Ver
schiedenheit der gleichen Entfernungen entsprechenden Argumente ent
sprechend dem verkleinerten k beachtet. Insbesondere entsteht fur 
die maximale Stromdichte 

t =~. lT~o .HCl)(1F-;-~\ (217d) 
max nh2 H\'1) (V i~o) 0 r 1 oJ 

und also fur hinreichend niedrige Frequenz mit (206) 

tma =-~'~~(~-1'~ln~) 
x nh! ~ 2 n r~o (217e) 

= -Jnuw 10-9 (~- • ~ln 0,178 " 
2 1 n l ~ f lO-8 • 11,/ ' 

so daB die groBte Feldstarke wird 

ij; = tmax = _ J nw 10-9. (~_ . ~ In 0,178 ). (218) 
max ~ 2 1 n 1~flO-9.'" 

Hieraus folgen Widerstand und Selbstinduktion der Erdruck
leitung 

1 
R = 2"nw 10-9 = n 2/1O-9 Dlcm = n 2/.1O-4 !lfkm (219) 

2 
L=2.1O-91ni'V2n~ro lO 9",Henry/km 

-021 0,178 
- , n l' ~f lO-9 II, .10-3 Henryfkm· 

(220) 

Obwohl diese GroBen ahnlich wie im vorigen Abschnitt bestimmt sind, 
ist es doch notwendig, auf einen wesentlichen Unterschied hinzuweisen: 
Wahrend wir dort Widerstand und Selbstinduktion mittels des aus der 
Manteloberflache austretenden elektromagnetischen Energiestromes de
finiert und berechnet haben, versagt hier ein derartiges Verfahren, weil 
an der Erdoberflache die Grenzbedingungen infolge unserer Naherungs
annahmen nicht in Strenge erfullt sind. Denn die energetische Berech
nung des Widerstandes und der Selbstinduktion wiirde una dann Z.l 

den Ausdriicken (219,220) zuruckfUhren, wenn das elektrische Luft
feld im oberen Halbraum die gleiche Form besitzt wie das elektrische 
Erdfeld im unteren Halbraum - eine Bedingung, die in der Tat in 
den Annahmen 1 und 2 enthalten ist. Die Ausdriicke (219), (220) sind 
deshalb nicht nur mathematisch-voraussetzungsgemaB, sondern dariiber 
hinaus auch methodisch als Naherungen aufzufassen. Wenn wir dennoch 
im folgenden mit ihnen rechnen, so wird dies vor allem durch die Er-
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also wiederum den Gesamtstrom zurück; die Verteilung des 
Stromes nach Breite und Tiefe wird größen- und phasenmäßig ebenso 
durch die Kurven der Abb. 78-81 dargestellt, sofern man nur die Ver
schiedenheit der gleichen Entfernungen entsprechenden Argumente ent
sprechend dem verkleinerten k beachtet. Insbesondere entsteht für 
die maximale Stromdichte 

t =~. lT~o .HCl)(,F-;-~\ (217d) 
max nh2 H\'1) (V i~o) 0 r 1 oJ 

und also für hinreichend niedrige Frequenz mit (206) 

tma =_~.~ä(~-1·~ln~) 
x nh! ~ 2 n r~o (217e) 

= -Jnuw 10-9 (~- • ~ln 0,178 " 
2 1 n l ~ f 10-8 • hJ ' 

so daß die größte Feldstärke wird 

ij; = lmax = _ J nw 10-9. (~_ . ~ ln 0,178 ). (218) 
max ~ 2 1 n 1~flO-9.h, 

Hieraus folgen Widerstand und Selbstinduktion der Erdrück
leitung 

1 
R = 2nw 10-9 = n 2/1O-9 il/cm = n 2/.1O-4 !lfkm (219) 

2 
L=2'1O-91ni'V2n~ro 10 9h,Henry/km 

-021 0,178 
- , n l' ~f 10-9 h .10-3 Henryfkm· 

(220) 

Obwohl diese Größen ähnlich wie im vorigen Abschnitt bestimmt sind, 
ist es doch notwendig, auf einen wesentlichen Unterschied hinzuweisen: 
Während wir dort Widerstand und Selbstinduktion mittels des aus der 
Manteloberfläche austretenden elektromagnetischen Energiestromes de
finiert und berechnet haben, versagt hier ein derartiges Verfahren, weil 
an der Erdoberfläche die Grenzbedingungen infolge unserer Näherungs
annahmen nicht in Strenge erfüllt sind. Denn die energetische Berech
nung des Widerstandes und der Selbstinduktion würde uns dann Z.l 

den Ausdrücken (219,220) zurückführen, wenn das elektrische Luft
feld im oberen Halbraum die gleiche Form besitzt wie das elektrische 
Erdfeld im unteren Halbraum - eine Bedingung, die in der Tat in 
den Annahmen 1 und 2 enthalten ist. Die Ausdrücke (219), (220) sind 
deshalb nicht nur mathematisch-voraussetzungsgemäß, sondern darüber 
hinaus auch methodisch als Näherungen aufzufassen. Wenn wir dennoch 
im folgenden mit ihnen rechnen, so wird dies vor allem durch die Er-
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fahrung gereehtfertigt, die die Werte (219), (220) innerhalb der MeB
genauigkeit bestatigt. 

Zu dem magnetisehen Erdfeld geselit sieh ein Luftfeld, 
welches auf Grund unserer Voraussetzungen lediglieh zwischen Leitung 
und der Begrenzung der Talmulde gesondert in Reehnung zu stellen ist. 
Hier herrseht im Abstand e von der Leitung das Feld 

(221) 

also die Ind uktion 

CO' 4 .J 2 J 
tV =0, n·-2-=0, -, ne e (221 a) 

so daB den genannten Feldraum pro Langeneinheit der FluB durehsetzt 
h 

rp = f 58' de = 0,2J.ln-~ (221 b) 

l 

Hieraus folgt sogleieh die Selbstinduktion des Luftfeldes 

1j)·10-8 h 
L = -----y- =2·1O- 9 ·In T Henry/em 

und dureh Zusammenfassung von (220) mit (222) die gesamte 
induktion der Leitung mit Erdrtiekleitung 

2 
Lr = 2.10-9 .In,,f 2 mew· 10-9 1 Henry/em 

0,178 
=0,2 In l,,/1O-S1 .10-3 Henry/em. 

(222) 

Selbst-

(223) 

Wenn man zu dem Widerstand (210) der Erdrtiekleitung noeh den 
nur von den Leitungsdimensionen abhangigenEigen widerstandhinzu
zahlt, werden die beiden fundamental en LeitungsgroBen Wider
stand und Selbstinduktion von der Hohe der Leitung tiber Erde 
unabhangig, so daB die gewonnene Formulierung ein universell 
ftir aIle Leitungen gtiltiges Naherungsgesetz darstelit. Bei
spielsweise findet man fUr eine Leitung von 1 = 1 em Drahthalbmesser, 
welehe tiber mittlerem Erdreieh (x = 10-4 Siemens/em) in 10 m Hohe 
tiber dem Erdboden ausgespannt ist, bei Betrieb mit Bahnstrom von 
16% Perioden/see: 

Erdwiderstand 

R = n 2 ·16,67 .10-4 D/km= 0,0167 D/km 

Selbstinduktion der Erdriiekleitung 

0178 L=0,2 ·In ' = 10-3 = 0,985.10- 3 Henryfkm 
flO- 4 • 16,671O-s . 1000 
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fahrung gerechtfertigt, die die Werte (219), (220) innerhalb der Meß
genauigkeit bestätigt. 

Zu dem magnetischen Erdfeld gesellt sich ein Luftfeld, 
welches auf Grund unserer Voraussetzungen lediglich zwischen Leitung 
und der Begrenzung der Talmulde gesondert in Rechnung zu stellen ist. 
Hier herrscht im Abstand e von der Leitung das Feld 

(221) 

also die Induktion 

ro' 4 .J 2 J 
tU =0, n·-2-=0, -, ne e (221 a) 

so daß den genannten Feldraum pro Längeneinheit der Fluß durchsetzt 
h 

rp = f 58' de = 0,2J.ln-~ (221 b) 

l 

Hieraus folgt sogleich die Selbstinduktion des Luftfeldes 

/P·1O-8 h 
L = -----y- =2·1O- 9 ·In T Henry/cm 

und durch Zusammenfassung von (220) mit (222) die gesamte 
induktion der Leitung mit Erdrückleitung 

2 
L r = 2.10-9 .ln"f 2 mew.1O-9 1 Henry/cm 

0,178 
=0,2 In l,,/lO-Sl .10-3 Henry/cm. 

(222) 

Selbst-

(223) 

Wenn man zu dem Widerstand (210) der Erdrückleitung noch den 
nur von den Leitungsdimensionen abhängigen Eigen widerstandhinzu
zählt, werden die beiden fundamentalen Leitungsgrößen Wider
stand und Selbstinduktion von der Höhe der Leitung über Erde 
unabhängig, so daß die gewonnene Formulierung ein universell 
für alle Leitungen gültiges Näherungsgesetz darstellt. Bei
spielsweise findet man für eine Leitung von 1 = 1 cm Drahthalbmesser, 
welche über mittlerem Erdreich (x = 10-4 Siemens/cm) in 10 m Höhe 
über dem Erdboden ausgespannt ist, bei Betrieb mit Bahnstrom von 
16% Perioden/sec: 

Erdwiderstand 

R = n 2 ·16,67 .10-4 D/km= 0,0167 D/km 

Selbstinduktion der Erdrückleitung 

0178 L=0,2 ·ln ' = 10-3 = 0,985.10- 3 Henryfkm 
flO- 4 • 16,671O-s . 1000 
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bei Betrieb mit 50periodigem Weehselstrom: 

Erdwiderstand 
R = n2 • 150. 10-4 D/km= 0,05 D/km, 

Selbstinduktion der Erdriiekleitung 
0,178 

L= 0,2ln V lO-4.50.lO 9.I000 .10-3 = 0,865.10-3 Henry/km 

und fiir 150periodigen Strom (dreifaehe Harmonisehe eines Weehsel
stromes von 50 Periodenfsee): 

Erdwiderstand 
R = n 2 • 150. 10-4 D/km= 0,15 D/km, 

Selbstinduktion der Erdriiekleitung 
0,178 

L = 0,2ln V lO-4.150.lO-9 .lOOO 10-3 = 0,759'10-3 Henry/km. 

Fur die genannten drei Betriebsfiille folgt die Gesamtselbstinduktion 
naeh (223) 

0178 
L"l'/ =0,2.ln,!' .10-3 =2,39.10-3 Henry/km, 

6 , r lO-4·16,67 ·lO-9·1 

0,178 
Lr50 = 0,2 ·In V lO-4·50· lO-9. 1 .10-3 = 2,26'10-3 Henry/km , 

0,178 
Lr150 = 0,2 In V lO 4.150. lO-9.1 .10-3 = 2,15.10-3 Henry/km. 

Bei Hoehfrequenz dagegen muB man in (217 d) die asymptotisehen Ent
wieklungen (211) einsetzen und erhii,lt analog (203e) 

- J V"Ho -J ,/---( 1 i ) 
lmax = - nh2' -j- = - --;rJt' r 2nuw 10-9 V2 - V2 (217£) 

~max = - ;h . V2:CO .10-9 • (V~ -h-) (21Sa) 

undalso Widerstand und Selbstinduktion der Erdriiekleitung 

R=-}V¥-·10-9 D/em= ~.·V2~' D,km (219a) 

-- 1 V 1 -9 . 1 V107 -L - -",- . ~,.10 Henry/em = -h' -2 9 -,.10 8 Henry/km, 
n x n x (220a) 

also bei Betrieb der genannten Leitung mit 106 Perioden/see (;0 = 2) 

1 1~ 
R = 1000' V 1Q=4 = 446 D/km, 

L 1 1/ 107 -3 _ 
= lOOO' V 2n2.10-4.106·1O = 0,071·10 8 Henry/km. 
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bei Betrieb mit 50periodigem Wechselstrom: 

Erdwiderstand 
R = n2 • 150. 10-4 D/km= 0,05 D/km, 

Selbstinduktion der Erdrückleitung 
0,178 

L= 0,2ln y 10-4.50.10 9.I000 .10-3= 0,865.10-3 Henry/km 

und für 150periodigen Strom (dreifache Harmonische eines Wechsel
stromes von 50 Perioden/sec): 

Erdwiderstand 
R = n 2 • 150. 10-4 D/km= 0,15 D/km, 

Selbstinduktion der Erdrückleitung 
0,178 

L = 0,2 ln Y 10-4.150.10-9 .1000 10-3= 0,759,10-3 Henry/km. 

Für die genannten drei Betriebsfälle folgt die Gesamtselbstinduktion 
nach (223) 

0178 
L"l'/ =0,2.ln,!' .10-3=2,39.10-3 Henry/km, 

6 , r 10-4.16,67.10-9 .1 

0,178 
Lr50 = 0,2 ·ln y 10-4.50.10-9.1.10-3 = 2,26,10-3 Henry/km, 

0,178 
Lr150 = 0,2 In y 10 4.150.10-0.1.10-3 = 2,15.10-3 Henry/km. 

Bei Hochfrequenz dagegen muß man in (217 d) die asymptotischen Ent
wicklungen (211) einsetzen und erhält analog (203e) 

- J VJ·~o -J ,/---( 1 i ) 
l max = - nh2 ' -j- = - ---;r]t' r 2nuw 10-9 V2 - V2 (217f) 

~max = - ;h . V2:CO .10-9 • (V~ -h-) (218a) 

und also Widerstand und Selbstinduktion der Erdrückleitung 

R=-}V~'1O-9D/cm= ~.·V2~' D,km (219a) 

-- 1 V 1 -9 . 1 V1ü7 -L - -j,,- • ~,.10 Henry/cm = -h' -2 9 -,.10 8 Henry/km, 
n x n x (220a) 

also bei Betrieb der genannten Leitung mit 106 Perioden/sec (;0 = 2) 

1 l[2Ol]6 
R = 1000' V 1Q=4 = 446 D/km, 

L I 1/ 107 -3 _ 
= 1000' V 2n2.10_4.106·10 = 0,071·10 8 Henry/km. 
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Man kann diese Ergebnisse auf die VerhiiJtnisse bei der tJbertragung 
hochfrequenter Wellen langs Leitungen zu Zwecken der 
Nachrichteniibertragung (sog. EW-Telephonie) anwenden und fin
det dann, daB man bei Verwendung der Erde als Ruckleitung mit Ruck
sicht auf die Widerstandsdampfung mit der Frequenz nicht zu hoch 
gehen darf; in der Tat bleibt man praktisch meist unter 106 Perioden/sec 

und arbeitet auch dann in der Regel mit einc,r 
gesonderten metallischen Hin- und Riick
leitung, nur im Notfall (z. B. beim RiB einer 
metallischen Leitung) macht man von der 
Moglichkeit der Erdruckleitung Gebrauch. 

Der Zusammenhang des hier behandelten 
Problemes mit der Riickleitung eines Tiefsee
kabels zeigt sich besonders deutlich, wenn 

Abb.84. Stromrilckleitung 1m man den Fall derRuckleitung eines Erd-
Eisenbahntunnel. 

stromes im Eisenbahntunnel nach 
Abb. 84 betrachtet; dl'lnn nach Ersatz des Tunnelprofiles durch 
einen Kreis und Verschiebung des stromfUhrenden Fahrdrahtes in die 
Achse des substituierten Kreiszylinders wird das Erdstromfeld im Tunnel 
mit dem Riickstromfeld des Tiefseekabels vollig identisch. Man kann 
daher in der skizzierten Idealisierung die fmher ermittelten Formeln 
(209), (21O)bzw. (209a), (21Oa) ungeandert beibehalten, nachdem 
man unter eo den Profilhal bmesser des Tunnels versteht, wahrend 
fur die Selbstinduktion des Luftfeldes (222) gilt. Durch Vergleich von 
(209) mit (219) einerseits, (211) mit (220) anderseits erkennt man, daB 
fiir Niederfrequenz bei tJbergang von der Talmulde zum Tunnel unter 
sonst gleichen Umstanden der Widerstand unverandert bleibt; der Quer-
8chnitt besitzt somit keine Bedeutung, lediglich die Selbstinduktion der 
Tunnelleitung ist etwas geringer als die der Talmuldenleitung, wie physi
kalisch leicht verstandlich, da hier die Stromfaden sich relativ dichter 
an den stromfiihrenden Leiter anschmiegen konnen als bei der Tal
muldenleitung. 

AHe diese tJberlegungen gelten sowohl fUr Leitungen, die in geradem 
Zuge gefuhrt sind, als auch fur maBig gekriimmte Linienfuhrung, da 
die Stromfaden desWirbelstromfeldes durch die magnetischenFeldlinien 
an den stromfuhrenden Leiter gebunden sind. Durch diese Eigenschaft 
unterscheidet sich die Wirbelstromung wesentlich von dem Potential
feldt:) in der Umgebung der Erder, dessen Struktur mangels einer dyna
mischen Bindung zwischen Leitungsfeld und Erdstromfeld nur durch die 
Form des Erders bestimmt, dagegen von der Lage der stromzufiihrenden 
Leitungen ganzlich unabhangig ist. 

as. Riickstrome einer Wechselstromleitung im homogenen Erdreich; 
strenge Losung. Wegen der Wichtigkeit der im vorigen Abschnitt be-
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handelten Aufgabe fiir die technischen Anwendungen hat es Interesse, 
zu priifen, inwieweit die gewonnene Naherungslosung fiir das System 
einer Leitung iiber der ebenen Erdoberflache nach Abb.82 unter Be
achtung der dort wirksamen Grenzbedingungen zu Recht besteht: 
Wir suchen die Wirbelstromung, welche sich ohne Zuhilfenahme 
von Naherungsannahmen aus den in Nr.33 und 34 hergeleiteten 
Feldgleichungen der ebenen Wirbelstromung fiir das Riick
stromfeld der Einfachleitung in homogenem Erdreich ergibt. 

Wir fiihren in einer Ebene senkrecht zur Leitungserstreckung ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem x, z mit dem Ursprung senkrecht 
unter der Leitung in der Erdoberflache nach Abb. 85 ein, «essen x-Achse 
mit der Erdoberflache zusammenfallen moge. Nunmehr denken wir 
uns die Wechselstromleitung nach Abb.85 zu einem beiderseits sich 

II 

x 

' Itil. 

Abb 85 Zum analytlschen Ansatz fur d.as Erdstrom. Abb. 86. Raumllche VerteUung des 
. . reId einer obcrlrdischen Lcltung. Strombelages langs des fiir die Leltung 

substltulerten Strombandes. 

ins Unendliche erstreckenden sehr diinnen Bande ausgedehnt, welches 
in der Leitungshohe h parallel zur Erdoberflache verlauft. Dieses Band 
durchflie6t hiernach ein nahezu flachenhaft verteilter Strom, dessen 
Dichte wir mittels des Strombelages pro Breiteneinheit des Bandes 
messen. Offenbar konnen wir hiermit die Wirkung einer Leitung vom 
Drahthalbmesser 2l auf die Erde hinreichend beschreiben, sofern wir 
den Strombelag nach Abb.86 langs des Bandes iiberall gleich Null 
setzen mit Ausnahme des Bereiches -l < x < + l. Wenn J der 
Leitungsstrom ist, haben wir also 

A(x)=O I x l 2:l I (224) 

A (x) = :z I x I < 1. 

Hierdurch ist der Strombelag formallangs des ganzen, fiir die Leitung 
8ubstituierten Strombandes definiert. Wir konnen hierin noch einen 
Schritt weiter gehen, indem wir mittels des Fourierschen Doppel-
integrales1 '" + '" 

A(x) = ~-f dm-f A(l)cos[m(x-l)]dl (225) 

1 Vgl. z. B. F. Ollendorff: DieGrundlagender Hochfrequenztechnik, Nr.161. 

Rückströme einer Wechselstromleitung im homogenen Erdreich. 121 

handelten Aufgabe für die technischen Anwendungen hat es Interesse, 
zu prüfen, inwieweit die gewonnene Näherungslösung für das System 
einer Leitung über der ebenen Erdoberfläche nach Abb.82 unter Be
achtung der dort wirksamen Grenzbedingungen zu Recht besteht: 
Wir suchen die Wirbelströmung, welche sich ohne Zuhilfenahme 
von Näherungsannahmen aus den in Nr.33 und 34 hergeleiteten 
Feldgleichungen der ebenen Wirbelströmung für das Rück
stromfeld der Einfachleitung in homogenem Erdreich ergibt. 

Wir führen in einer Ebene senkrecht zur Leitungserstreckung ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem x, z mit dem Ursprung senkrecht 
unter der Leitung in der Erdoberfläche nach Abb. 85 ein, d.essen x-Achse 
mit der Erdoberfläche zusammenfallen möge. Nunmehr denken wir 
uns die Wechselstromleitung nach Abb.85 zU einem beiderseits sich 

11 

x 

·'ti'· 
Abb 85 Zum analytischen Ansatz für das Erdstrom. Abb. 86. Räumliche Verteilung des 

. . feld einer oberirdischen Leitung. Strombelages längs des für die Leitung 
substituierten Strombandes. 

ins Unendliche erstreckenden sehr dünnen Bande ausgedehnt, welches 
in der Leitungshöhe h parallel zur Erdoberfläche verläuft. Dieses Band 
durchfließt hiernach ein nahezu flächenhaft verteilter Strom, dessen 
Dichte wir mittels des Strombelages pro Breiteneinheit des Bandes 
messen. Offenbar können wir hiermit die Wirkung einer Leitung vom 
Drahthalbmesser 2l auf die Erde hinreichend beschreiben, sofern wir 
den Strombelag nach Abb.86 längs des Bandes überall gleich Null 
setzen mit Ausnahme des Bereiches -l < x < + l. Wenn J der 
Leitungsstrom ist, haben wir also 

A(x)=O I x l 2:l I (224) 

A (x) = :z I x I < 1. 

Hierdurch ist der Strombelag formal längs des ganzen, für die Leitung 
substituierten Strombandes definiert. Wir können hierin noch einen 
Schritt weiter gehen, indem wir mittels des Fourierschen Doppel-
integrales 1 CI> + CI> 

A(x) = ~-f dm-f A(l)cos[m(x-l)]dl (225) 

1 Vgl. z. B. F. Ollendorff: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik, Nr.161. 
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<las raumliche Spektrum des Strombelages aufsuchen. Fiir die Funk
tion (224) ergibt sich aus Symmetriegriinden 

A(%)~ ! 1:",oosm%;[,A(4)C08m4d' I 
co l co j(226) 

= -. dm .cosmx- - · cosm,A.dl= - -· - 0 _- 0 - dm. 2 f f J J fain ml ·cosmx 
n 21 nl m 

m=O l=o m=O 

Hiemach ist der in einer Leitung konzentrierteStrom ersetzbar durch eine 
unendliche Summe von cos-formig langs des Bandes verteilten Elemen
tar-Strombelagen 

[ J 2 sinm1 ] dA = -. _ . . --. dm ·cosmx = dAo · cosmx, 
21 n m (226a) 

deren Amplitude durch dAo gegeben ist, wobei ihre raumliche Wellen
lange sich aus 

(226b) 

bestimmt. Zur Veranschaulichung dieser Zulegung ist in Abb.87, 

Gl. (226a) in der Form ~(!~!als Raumwellenspektrum dargestellt. 
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chungen diirfen wir da s Wirbelstromfeld jedes 
226a) fUr sich berechnen 

n Teil-Wirbelstromfelder 
zum resultierenden 

Felde zusammensetzen. 

Elementarstrombelages ( 
und die so erhaltene 

'\ #e//eI1diclJle m~ 

" f V -r-r 

1m Luftraum ober
halb der Leitung sowohl 
(Raum I, Abb. 88) als 
auch zwischen Leitung 
und Erder (Raum II) 
ist die Leitfahigkeit 

Abb.87. R .. umwellenspektrum des Strombelages nach Abb. 86. verschwindend klein; 
wir miissen daher das 

Feld durch die elektrische Feldstarke Q; in Richtung der Leitungs
achse beschreiben, deren Gleichung sich aus (186b) mit" = 0 sogleich 
ergibt i7g~ i7 9 ~, ax? + 17 yU= o. (227) 

Dagegen wird das elektrische Feld in der Erde (Raum III) durch die 
ungekiirzte Wirbelstromgleichung beherrscht 

i7 9~ + i79~ = kll Q;. kll = _ 4 J'U 1· w .1O-u• 
i7 x9 i7z9 ' 

(227 a) 
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Wir suchen Losungen dieser Gleichungen, welche dem von einem Ele
mentarstrombelag erganzten Felde entsprechen. Der Ansatz 

~J = a· e-mz • cos mx fur Raum I, 

~/I = (p. e-mz + rem Z) cos mx fur Raum II, 

~ J/l = b . e+ Vm2 +k2z • cos mx fiir Raum III. 

(228) 

(228a) 

(228b) 

befriedigt ersichtlich die Gleichungen (227), (227 a) fur beliebige Werte 
der Integrationskonstanten ct, p, ')', b und verschwindet, wie es das 

z 

RaumI 

physikalische Problem verlangt, fUr 
z = ± 00. Zur Bestimmung der 

etA Integrationskonstanten sind 
~===;~~:===F+~=j'==i~:=-"" die G re n z bed i ng u ng e n heranzu-

h 

RaumDl 

Abb. S8. Zum Feld eines Elementarstrombelages. Abb.89. Grenzbedingung am Strombande. 

ziehen, welche die Felder an den Trennflachen der Raume I, II einerseits, 
II , III andererseits verknupfen. 

An der erstgenannten Trennflache (z = h) ergibt zunachst die For
derung stetigen nberganges der tangentiellen elektrischen 
Feldstarke 

-mh R -mh + mh a·e =fJe re . (229) 

Nach dem Induktionsgesetz ist die magnetische Feldstarke 

- 1 0& 
.\l,,= - 4njwlO-9 8z ' (230) 

Das Durchflutungsgesetz, angewandt auf ein Langenelement des 
Strombandes nach Abb. 89 ergibt 

~ - ~ = dA 
'lI" I 'lIX/I ' 

so daB als zweite Grenzbedingung fur z = h folgt 

-mh ( R -mh) ( mh) 4' 10-~ dA -ame - -fJ·me - rme =- n1w . o' 

Ahnlich finden wir fur die Grenzflache II/III (y = 0) 

P+r = b 

- pm + r m = t5 • Y m 2 + k2 • 

(231) 

(231a) 

(229a) 

(229b) 

Durch Auflosung von (229) , (231a), (229a), (229b) berechnet sich 
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124 Quasistationare Erdstromung. 

IX = 4 3l j W 10-9 • d A . [m - Y '/11,.;= k~ . e-m~ + em" ] 1 
o m+fm~+k2 2m 2m 

. _~ m- fm'+ k2 e- m" fJ = 43l1W 10 ·dA· .-. 

'Y = 43ljw 1O-9.dA:. ~: fm2

+ k" 2m j 
e- mh 

~ = 43ljw 1O-9.dAo· , 
m+ ~m2+k2 

(232) 

womit die Felder des Elementar-Strombelages voIIig bekannt sind. Be
schranken wir uns fortan auf das Feld in der Erde, so ergibt sich aus 
(228b) mit (226a) als resultierendes Erdfeld der Wechselstrom
leitung 

_ 00 

- . -9 J JSin ml . e-m(h-.) 
It =43l1WlO .-. --··cosmxdm. (233) 

IlIr n l m m+ f m2 + k2 
o 

In einiger Entfernung von der Leitung sind ihre Abmessungen von unter
geordneter Bedeutung; daher kann man dort zur Grenze 1 ~ 0 iibergehen 
und erhalt einfacher 

_ 00 

~ =43ljW10-9.~.J e-m"·e
m 
•• cosmx.dmj 

Ill, Jf m+~m9+k2 
o 

00 - J e-I'-k(h-.) 
= 4 j w 10- 9 • J . . cos a k x . d ft . 

ft + f 1£2 + 1 ' 

(233a) 

o 
Hiermit ist die von uns gesuchte strenge Losung der Aufgabe ge
funden; es ist indes nicht moglich, dieses Integral in geschlossener Form 
mittels bekannter Funktionen auszudrucken, so daB man zur genauen 
Integralberechnung fur jeden vorgegebenen Fall auf die numerische 
oder graphische Quadratur des Integranden angewiesen ist. Wir wollen 
hierauf an dieser Stelle nicht niiher eingehen, sondern eine Naherungs
darstellung des Integrales herIeiten, die uns den Zusammenhang mit 
dem Niiherungsansatz der Nr.37 Iiefern solI. 

Wir beschriinken uns auf das Feld an der Erdoberfliiche (z = 0). 
In groBer Entfernung von der Leitung hat die AufhangehOhe h keinen 
merklichen EinfluB auf das Feld: Wir durfen dort angeniihert h = 0 
setzen und finden 00 

li ie· - 4' 10-9 J-- fCOSft kx dft m \\!-III - 1 w .. . . 
x-+oo r ft + Y ft9 + 1 

(233b) 

o 
Der N enner des Integranden nahert sich mit wachsendem !" gemiiB 

lim!" + -V !,,2 + i = 2!" + 21 - (234) 
1'--+00 ft 

dem Grenzwert 2!", wiihrend er fur kleine !" gegen den konstanten 
Wert 1 geht. Nun ist bei Beschriinkung auf miiBige Frequenzen diese 
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_ 00 

~ =4njw10-9.~.J e-mh·e
m 
•• cosmX'dmj 

l11r Jf m+~m9+k2 
o 

00 - J e-I'-k(h-.) 
= 4 j w 10- 9 • J . . cos a k x . d ft . 

ft + f 11'2 + 1 ' 

(233a) 

o 
Hiermit ist die von uns gesuchte strenge Lösung der Aufgabe ge
funden; es ist indes nicht möglich, dieses Integral in geschlossener Form 
mittels bekannter Funktionen auszudrücken, so daß man zur genauen 
Integralberechnung für jeden vorgegebenen Fall auf die numerische 
oder graphische Quadratur des Integranden angewiesen ist. Wir wollen 
hierauf an dieser Stelle nicht näher eingehen, sondern eine Näherungs
darstellung des Integrales herleiten, die uns den Zusammenhang mit 
dem Näherungsansatz der Nr.37 liefern soll. 

Wir beschränken uns auf das Feld an der Erdoberfläche (z = 0). 
In großer Entfernung von der Leitung hat die Aufhängehöhe h keinen 
merklichen Einfluß auf das Feld: Wir dürfen dort angenähert h = 0 
setzen und finden 00 

Ii ie· - 4' 10-9 J-- fCOSft kx dft m \\!-III - 1 w .. . . 
x-+oo r ft + Y ft9 + 1 

(233b) 

o 
Der Nenner des Integranden nähert sich mit wachsendem !" gemäß 

Iim!" + -V !,,2 + i = 2!" + 21 - (234) 
1'--+00 ft 

dem Grenzwert 2!", während er für kleine !" gegen den konstanten 
Wert 1 geht. Nun ist bei Beschränkung auf mäßige Frequenzen diese 
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untere Grenze von untergeordneter Bedeutung fur den Gesamtwert des 
Integranden, da die KonstlWte durch die multiplikative Verknupfung 
mit der cos-Funktion aus dem Resultat eliminiert wird. Daher kann man 
mit gewisser Naherung den Nenner des Integranden durch f (21-')'11 + 2 
ersetzen, ein Ausdruck, der fur f' -+ 00 ebenfalls asymptotisch gegen die 
Grenze (234) geht. Hiermit entsteht 

(235) 

Das ist genau derselbe Ausdruck, der aus dem Naherungsansatz 
des vorigen Abschnittes fur niedrige Frequenz folgt und dessen Be
rechtigung nunmehr an Hand der strengen Losung erwiesen 
ist. Wir wiederholen indes, daB die hier gewonnene Darstellung uber 
die friihere dadurch hinausgeht, daB wir jetzt in der Lage sind, den ge
nauen Wert des Integrales zu bestimmen. 

39. Das Feld einer Wechselstromleitung in geschichtetem Erdreich 
hoher Oberfliichenleitfiihigkeit. Wahrend wir bisher voraussetzten, daB 
die Ruckleitung der Erdstrome einer Wechselstromleitung in homo
genem Erdreich erfolge, besitzt haufig die Oberflachenschicht eine 
gegen die tiefer liegenden Schichten so hohe Leitfahigkeit, daB der Strom 
hauptsachlich durch diese Oberschicht zuriickflieBt; dies trifft nament
lich clann zu, wenn in der Tiefe schlechtleitendes Gestein lagert. 

Wenn der in der Leitung flieBende Wechselstrom eine sehr hohe 
Freq uenz besitzt, werden die von der Erdoberflache in das Erdreich 
eindringenden Wellen so rasch abgedampft, daB sie die schlecht
leitende Gesteinsschicht in der Tiefe nicht mehr erreichen: 
Es gilt merklich die in Nr. 37 und 38 dargestellte Verteilung der Strome 
in der Erde. Wenn dagegen die Freq uenz hinreichend niedrig 
ist, treffen die Wellen auf die Grenzflache Oberschicht Unter
schicht noch in relativ groBer Starke; sie werden dort zum Teil 
reflektiert. Um diese Erscheinung in voller Reinheit zu erkennen, 
wollen wir im folgenden die Oberschicht als sehr dunn voraus
setzen: Ihre Dicke L1 sei unendlich klein gegen die - im Erdreich ge
messene - Wellenlange der Wirbelstromung. 
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1m AnschluB an die Untersuchungen des vorigen Abschnittes zer
legen wir das Stromsystem der Leitung in eine Summe von cos-formig 
langs des ins Unedlichen erweiterten Strombandes verteilten Elementar
strombelagen, deren Einzelfelder wir zunachst berechnen. Bezeichnen 
wir nach Abb. 90 den Raum unterhalb der leitenden Schicht als RaumIV, 
so erhalten wir auf Grund unserer Voraussetzungen das Feld ~IV dieses 
Raumes wiederum aus der Differentialgleichung (227). Daher konnen 
wir die Losung dieser Aufgabe in der Form ansetzen 

~I = a·e-mz·cosmx fUr Raum I, (236) 

(Err = (,8 e-mz + r emz ) cos m x fUr Raum II, (237) 

~III = <5. cos m x fur die leitende Schicht (Raum III) (238) 

~IV = e' emz cos m x fUr Raum IV. (239) 

An der Flache IjII gelten ohne jede Anderung die Grenzbedingungen 
(229), (231); fur den "Obergang vom Raum II zu Raum III erhalten wir 
zunachst die Forderung stetigen Feldstarkenuberganges 

2 ,8 + r = <5 (240) 
RoumI und cbenso an III/IV mit Rucksicht 

auf die Voraussetzung einer sehr 
kleinen Schichtstarke L1 

<5 = , e. (241) 

DerStrombelag der Erdschich t 

Am = X· ,1. ~III (242) 

verkniipft mittels des Durchflu
tungsgesetzes die Magnetfelder 
oberhalb und unterhalb der Schicht 

Ab b. 90. Feld elnes Elementarstrombelages 
bel elner Oberflli.chenleltung, S)XII - S)"'IV = AlII' (243) 

so daB mit Beachtung des Zusammcnhanges (230) 

- m.,8 + m r - me = - 411: i W .10- 9 , xLI· <5. (243 a) 
Aus diesen Grenzbedingungen erhalt man 

. _ 1 [4n j rolO- O ".1 e-mh emh] 
IX = 411:1 w 10 9, d Ao . '2 2 m _ 4 n j ro 10 0" Ll 'Tn -I- m 

1 4njrolO- o ".1 e- mh 
,8 = 411: i W 10-9 • d Ao' '2 2 m _ 4 n j ro 10 0" Ll' m-

o 1 e-m h r = 411:1' w 10- ,dA . _ -o 2 m 
e- mh 

15 = 411:i w 1O-9.dAo· 2 4' 10 m- n]ro 

Als resultierendes Erdstromfeld folgt hieraus mit (226) 

(244) 
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00 

- . -9 J fBinmz e-mh 
~IlIr = 4n1wlO -Z· --'2 4' 109 LI·oosmx.dm 1l m m- 1l1°O x 

o 

- fOO e-mh 
= '" 2 i W 10-Q .J. 2 ' 10 9 LI oosmx·dm. m- :qoo - x 

o 

Beschranken wir una wiederum 
auf Entfernungenlangsder Erd
oberflache, die einigermaBen 
groB gegen die Aufhangehohe 
der Leitung sind, so kann man 
h = 0 setzen und findet 

(245) 

ols uleichwerh'ger 
£rsOlzw8 

U::U..,.:1 :q.",r 
Abb. 91. Zur Auswertung des Integral •. 

;00 
Abb. 92. Zur Auswertung des Integral •. 

-ioo 

f e- I''''a(px) 

I'X 
- 2,.",,,<1 lO-9x 

f e-I''''.d(I'X). 
I'X 

-2:r",,,<l lO- 9·x 

Ii £t: -2' 0-9 J-fOO 
cOBmxdm m~IlIr- 1wl " 2' 10 9 LI x-+oo m - 1l 1 00 x 

o 
-/"" 

= 2 . W 10-9 • J .feI'X+ e-!-'x . d/L 
1 2 /L-23foo" Ll10 9' 

o 

(246) 

also mit Benutzung des 
Abb. 91 u. 92 

Cauohyschen Integralsatzes entsprechend 

(246 a) 
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wo E i das Exponentialintegral bedeutetl. Diese Beziehung ist in Abb. 93, 
94 und 95 als Funktion der "numerischen Entfernung" 

~ = 2 nco" LJ·lO-o·x = 4 n'J· f·" LJ·1O- 9 ·x . (246b) 

dargestellt. Da die hier gewonnenen Gesetzmii.Bigkeiten nach Obigem 
nur fur hinreichend niedrige Frequenzen gelten, kann man die Entwick
lungen benutzen 

limEi = lnyx, 
I"'I~O 

y = 1,7811 (247) 

und erhalt, wenn man die Exponentialfunktionen mit 1 vertauscht, an 
Stelle von (246a) die Naherungsformel 

lim ~IIlr = - 2 i co 10- 9 • J. [- i2n + In (y 2 nco" LJlO- 9 x)] 
x+oo 

8,0 

7,6 

7,2 

6,8 

5,6 

5,2 

~8 

~8 

4'1 
o 

-

~ -:§-
.~ 

~~-
.... 

-:~-
-<;:, 
~ 
-~-
;: 

V 

f----

F 
\ \ 
\ 
\ 
1\ 

= - J [2 'IT,2 f lO- u - i co 21O-° ln (r 2 n wxlLJ 10 9 x)] . (246c) 

Denselben Ausdruck findet 
x = 0 bei endlichem h, nachde 
Man erkennt hieraus, daB die 

man leicht fur y = 0 und 
m man x durch h ersetzt hat. 
Leitung einen Ohms chen 

Widerstand der Erdruck leitung 

R = 2 n 2 (-10- 0 Q jcm = 2 n 2 f-1O - 4 Q jkm (248) 

und eine Selbstinduktion der Erdruckleitung 

L = 2·1n 
1 

r2nxLJ 10 
9. 1. .10-9 Henry/em 

0,0446 
= O,2 .ln "f-LJ . IO D.h 10- 3 Henry /km (248 a) 

besitzt. Der Vergleich mit den entsprechenden Formeln der 
dreich zeigt, daB der Wid e r -
rch die Zusammendrangung 

Ruckleitung in homogenem Er 
stand der Erdruckleitung du 
der Stromfaden in die Platte gerade auf den doppelten 

bstinduktion wachst im all
rten Anordnung der Strom
nduktion des Luft- und 

Wert ansteigt; auch die Sel 
gemeinen infolge der verande 
faden. Die Gesamtselbsti 

~Rea~ if 

Erdfeldes ist, wenn man 
als Luftfeldselbstinduktion 
den Wert (222) beibehalt, 
wiederum una bhangig 
von d er Aufhangehohe 
der Leitung. "" I "i--

~ -y- -
q'l 
Abb.93. 

S Messungen haben er-
geben, daB man imMittelLl 

Die Funktlon "'e-~ + i[e~· E i ( - ;) + .-e Ei (~)l . ZU etwa 300 -7- 500 m an-

1 Jahnke-Erode: Funktionentafeln, S. 19. Vgl. Abb.49. 
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zunehmen hat. Benutzen wir den Wert 300 m, so ergibt sich fUr eine 
in h = 10 m Hohe iiber Erde ausgespannte Leitung bei mittlerem Erd· 
reich (x = lO-4 Siemens/cm) im Betrieb mit 50 Perioden/sec 

~t R = 2 n~· 50.10-4 = '" 0,1 Djkm 
~ 
:IS L - 02.In 0,0446 - 3 -3 
.~ - , 10 '·50 ·30000.10 9.I000 · 10 = 1,14·10 Henry/k.m. 
~ 
~ Z,f01.8 ~'" f.Z 40. Verteilung von Frei-
~'::O , "1,00 Rea/achse leitungs.Erdschlu8st~omen 
4ol'--.---!r~r---;:...-.......,. __ 3T-T_"",,-;1f. auf Erdseil und Erde. In 

-1 

-2 

-3 

-5 

-6 

-7 

-8 

- 9 

0,08 

0,06 

00.3 

s- 0,01 

Abb.94. Vektordiagramm der I 
Funktlon I 

"e- ~ +;[e~. Ei(-E> + e-e.EHE>J. .' 

Ollendorfi, Erdstrome. 

Nr. 22 haben wir die Wir· 
kung eines Erdseiles auf die 
Verteilung des ErdschluB. 
stromes langs einer Mast· 
reihe untersucht, wobei 
wir den Strom als s t a. 
tionar betrachteten. Wir 
wollen hier priifen, inwie
weit jene Ergebnisse auf 
den praktisch vorherr. 
schenden Fall des Erd
schlusses einer Wech
selstrom - Freileitung 
anwcndbar .sind und nach 
welcher Richtung hin sie 
erweitert werden miiBBen. 

U m die Gesetze der 
ebenen Wirbelstromung 
gemji,Jl den Untersuchun· 
gen der vorigen Abschnitte 
anwenden zu konnen, 
miissen wir zunii.chst von 
den Stromen absehen, die 
nach Nr. 32 als Verschie
bungsstrome von der 
Erdoberflache zu den Lei

tungsdrahten zuriick. 
kehren; sodann ist voraus
zusetzen, daB durch die 
Maste keinerlei Strom 
flieBt, so daB das Erd 
seileinen raumIich kon-
8tanten Strom fiihrt: 
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Ollendorff, Erdströme. 

Nr. 22 haben wir die Wir
kung eines Erdseiles auf die 
Verteilung des Erdschluß
stromes längs einer Mast
reihe untersucht, wobei 
wir den Strom als s ta
tionär betrachteten. Wir 
wollen hier prüfen, inwie
weit jene Ergebnisse auf 
den praktisch vorherr
schenden Fall des Erd
schlusses einer Wech
selstrom - Freileitung 
anwendbar .sind und nach 
welcher Richtung hin sie 
erweitert werden mÜBBen. 

Um die Gesetze der 
ebenen Wirbelströmung 
gemäß den Untersuchun-
gen der vorigen Abschnitte 
anwenden zu können, 
müssen wir zunächst von 
den Strömen absehen, die 
nach Nr. 32 als Verschie
bungsströme von der 
Erdoberfläche zu den Lei

tungsdrähten zurück-
kehren; sodann ist voraus
zusetzen, daß durch die 
Maste keinerlei Strom 
fließt, so daß das Erd 
seil einen räumlich kon
stanten Strom führt: 

9 
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Wir erkennen auf Grund der Ergebnisse der Nr. 22, daB dieser Strom 
den Grenzwert angibt, der sich in sehr (unendlich) groBer Entfernung 

yom Fehlerort einstellt. 
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Wir setzen ein System 
nach Abb. 96 voraus: 
Das Erdseil yom Halb
messer 1. besitzt die Hohe 
It, iiber dem homogenen 
Erdboden, wahrend der 
yom ErdschluB betroffene 
Leitungsdraht yom 
Halbmesser l in der Hohe 
h iiber der Erde ausge
spannt sei ; der Abstand 
beider Leiter moge gleich 
d gesetzt werden. 

2 
1\ 

-

Wir schneiden einen 
30 zwischen benachbarten 
110 Masten liegenden Lei-
50 tungsabschnitt der Lange 

1 

o o 

\ 
........ ........ -

1 2 

r0-

3 5 t 

- m aus und wenden das 
60 

-
Induktionsgesetz auf 

70 die Schleife an, welche 
80 aus Erdseil , den Masten 
-G 90 und der Erdriickleitung 

gebildet wird (Abb. 97). 
Abb. 95. GroBe und Phase der Funktion 

,.e- ~ + i[e~ · E i (- ~) + e-; ·Eiml. Die Umlaufsspannung 
setzt sich zusammen aus 

dem Ohmschen Spannungsabfall 
im Seilwiderstand m. R, und 
der Erdspannung E. ; ihr wird 

~ls 
/ " '" Seil8trom I 

l~tl E~4-1 
ll~£~i 

Abb. 96. Lage der Striime In dem erd
gescbiossenen Leltungssystem. 

Abb. 9i. Spannungsgleichgcwicht Iilngs 
eines Leituugsab chnittes. 

das Gleichgewicht gehalten durch den magnetischen Schwund des die 
Schleife durchsetzenden Flusses q> : 

J R ·m - E = _ .dtP 10-8 (,249) 
8 8 e dt . 
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130 Quasistationäre Erdströmung. 

Wir erkennen auf Grund der Ergebnisse der Nr. 22, daß dieser Strom 
den Grenzwert angibt, der sich in sehr (unendlich) großer Entfernung 

vom Fehlerort einstellt. 
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Wir setzen ein System 
nach Abb. 96 voraus: 
Das Erdseil vom Halb· 
messer 1. besitzt die Höhe 
h. über dem homogenen 
Erdboden, während der 
vom Erdschluß betroffene 
Leitungsdraht vom 
Halbmesser l in der Höhe 
h über der Erde ausge· 
spannt sei ; der Abstand 
beider Leiter möge gleich 
d gesetzt werden. 

2 
1\ 

-

Wir schneiden einen 
30 zwischen benachbarten 
110 Masten liegenden Lei. 
50 tungsabschnitt der Länge 

1 

0 o 

\ 
........ ........ -

1 2 

ro-
3 5 t 

- m aus und wenden das 
60 

-
Induktionsgesetz auf 

70 die Schleife an, welche 
80 aus Erdseil , den Masten 
-G 90 und der Erdrückleitung 

gebildet wird (Abb. 97). 
Abb. 95. Größe und Phase der Funkt ion 

,.e- ~ + i[e~ ' E i (- ~) + e-; ·Eiml. Die Umlaufsspannung 
setzt sich zusammen aus 

dem Ohmsehen Spannungsabfall 
im Seilwiderstand m. R. und 
der Erdspannung E. ; ihr wird 

~ls 
/ " '" Seil8trom I 

l~tl E~ß-I 
ll~E~i 

Abb. 96. Lage der Ströme In dem erd. 
gescblossenen Leitungssystem. 

Abb. 9i. Spannungsgleichgewicht längs 
eines Leituugsab chnittes. 

das Gleichgewicht gehalten durch den magnetischen Schwund des die 
Schleife durchsetzenden Flusses q> : 

J R ·m - E = _ .dtP 10-8 (,249) 
8 8 e dt . 



Verteilung von Freileitungs-ErdschluBstromen auf Erdseil und Erde. 131 

Zur Berechnung der Erdspannung Ee und des Flusses (/J ziehen wir, 
indem wir auf homogenes Erdreich spezialisieren, die Ergebnisse der 
Nr. 37 heran. Hierzu haben wir die wirkliche Leitungsanordnung durch 
Leitungsfiihrung in einer halbkreisformigen "Talmulde" zu ersetzen, 
deren Radius der Aufhangehohe der Leitung gleicht. In vorliegendem 
FaIle wiirden sich demnach, strenggenommen, entsprechend der erd
geschlossenen I .. eitung einerseits, dem Erdseil andererseits zwei sich 
nicht deckende Talmulden ergeben, im Widerspruch zu der eindeutigen 
Form der Erdoberflache. Von der hierdurch geschaffenen Komplikation 
wollen wir jedoch der Einfachheit halber absehen, da ihre exakte Be
riicksichtigung nach Nr. 38 an der GroBenordnung der uns interessieren
den Strome jedenfalls nichts andern wiirde, und da iiberdies die ent
wickelte Formel nur naherungsweise gilt. Wir begniigen uns vielmehr 
damit, jede Leitung samt ihrem zugehorigen Lnft- und Erdfelde durch 
ihre "Talmuldenleitung" zu ersetzen und werden die so ermittelten 
Spannungen und Induktionsfliisse iiberlagern. 

Diese Vereinfachung gestattet zunachst die Berechnung des Flusses (/J 

als reinen Luftflusses, herriihrend von dem Seilstrom J. und dem Erd
schluBstrom J. Aus der hierzu angenommenen Kreisform der Kraft
linien folgt fUr das betrachtete Leitungsstiick der Anteil des vom 
Seilstrom getriebenen Flusses analog (221 b) 

(/JJs = m· Js' 0,2ln ~:, (250) 

wahrend sich der vom Leitungsstrom erzeugte FluB zu 

(/JJ = moJ.( - 0,2ln ~ + 0,2 In ~) = m·J·O,2ln : (250a) 

findet. Ahnlich setzt sich auch die Erdspannung Ee aus zwei Kompo
nenten EJ • und EJ zusammen, die bei Beschrankung auf hinreichend 
niedrige Frequenz mit Riicksicht auf (209) die GroBe besitzen 

EJ=-J.mow.(-"--j.2oln 0,178 ).10-9 (251) 
o s 2t",r.10- 9 • h• . 

EJ = - J. m· w (~ - j. 2.ln 0,178 ) .10- 9 • 

2 l"'flO-9.h 
(251a) 

Der GesamtfluB ergibt sich durch Subtraktion von (250) und (250a) 

(/J = (jJJ - (/JJ = J . m . 0 2 ·In it· -- J. m . 0 2 In it. (250 b) 
• 8' I. ' d 

und die Erdspannung entsprechend 

E =EJ -EJ=-J.m.w(-~-j'2In 0,178 ).10-9 

• s s 2 l '" f-l0 9.h. 

I J ( ;n; • 2 I 0,178 ) 10-9 T ·m·w --1' n. . . 
2 l",(-10-9.h 

(251b) 
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Verteilung von Freileitungs-Erdschlußströmen auf Erdseil und Erde. 131 

Zur Berechnung der Erdspannung E e und des Flusses (/J ziehen wir, 
indem wir auf homogenes Erdreich spezialisieren, die Ergebnisse der 
Nr. 37 heran. Hierzu haben wir die wirkliche Leitungsanordnung durch 
Leitungsführung in einer halbkreisförmigen "Talmulde" zu ersetzen, 
deren Radius der Aufhängehöhe der Leitung gleicht. In vorliegendem 
Falle würden sich demnach, strenggenommen, entsprechend der erd
geschlossenen r .. eitung einerseits, dem Erdseil andererseits zwei sich 
nicht deckende Talmulden ergeben, im Widerspruch zu der eindeutigen 
Form der Erdoberfläche. Von der hierdurch geschaffenen Komplikation 
wollen wir jedoch der Einfachheit halber absehen, da ihre exakte Be
rücksichtigung nach Nr. 38 an der Größenordnung der uns interessieren
den Ströme jedenfalls nichts ändern würde, und da überdies die ent
wickelte Formel nur näherungsweise gilt. Wir begnügen uns vielmehr 
damit, jede Leitung samt ihrem zugehörigen Luft- und Erdfelde durch 
ihre "Talmuldenleitung" zu ersetzen und werden die so ermittelten 
Spannungen und Induktionsflüsse überlagern. 

Diese Vereinfachung gestattet zunächst die Berechnung des Flusses (/J 

als reinen Luftflusses, herrührend von dem Seilstrom J. und dem Erd
schlußstrom J. Aus der hierzu angenommenen Kreisform der Kraft
linien folgt für das betrachtete Leitungsstück der Anteil des vom 
Seilstrom getriebenen Flusses analog (221 b) 

(/JJs = m· Js' 0,2 ln ~:' (250) 

während sich der vom Leitungsstrom erzeugte Fluß zu 

(/JJ = moJ.( - 0,2 ln ~ + 0,2 In ~) = m·J·O,2ln : (250a) 

findet. Ähnlich setzt sich auch die Erdspannung E e aus zwei Kompo
nenten EJ • und EJ zusammen, die bei Beschränkung auf hinreichend 
niedrige Frequenz mit Rücksicht auf (209) die Größe besitzen 

EJ=-J.mow.(-"--j.2oln 0,178 ).10-9 (251) 
o s 2t",r.10- 9 • h• . 

EJ = - J. m· w (~ - j. 2.ln 0,178 ) .10- 9 • 

2 l"'flO-9.h 
(251a) 

Der Gesamtfluß ergibt sich durch Subtraktion von (250) und (250a) 

(/J = (jJJ - (/JJ = J . m . 0 2 ·ln lt· -- J. m . 0 2 In !t. (250 b) 
• 8' I. ' d 

und die Erdspannung entsprechend 

E =EJ -EJ=-J.m.w(-~-j'2In 0,178 ).10-9 

• s s 2 l '" f-l0 9.h. 

I J ( ;n; • 2 I 0,178 ) 10-9 T ·m·w --1' n. . . 
2 l",(-10-9.h 

(251b) 

9* 



132 Quasistationii.re Erdstromung. 

Durch Einsetzen aller dieser Ausdriicke in die Induktionsgleichung (249) 
folgt jetzt: 

J . [R + (w ~ - . w 2 In 0,178 ) 1O-9J 
8 8 2 1 Y l< f 10-9 l. 

- J [(W ;r - • W 2ln 0,178 ). 1O- 9Jl = 0, (252) 
2 1 f l< flO 9 d 

also der Erdseilstrom: 

;r 0,178 
--j2In 

J = J 2 f l< f 10-9 • d 

SR. 109 + ;r _ ·2 In 0,178 
S co 2 1 fl<flO 9.l 

(252a) 

Der Erdstrom betragt somit 

109 d 
R .----j.2In-

J.=J-J8 =J 109 S;rCO l0178 
Rs ·--i----j·2 In--' ---

co 2 lu nO- 9 .l. 

(252b) 

Man erkennt aus diesen Formeln, daB weder die Aufhangehohen des Erd
seiles und der Leitung noch der Leitungshalbmesser auf die Strom
verteilung einwirken; diese ist vielmehr - ftir ein gegebenes Erdseil -
nur von dem Abstande Erdseil-Leitung abhangig. Offenbar 
entlastet hierbei eine VergroBerung des Abstandes d das Erdseil auf 
Kosten des Erdstromes, der um den betreffenden Betrag anwachst; 
da aber d nur logarithmisch in die Formel eingeht, ist praktisch dieser 
EinfluB einer Abstandsanderung nur gering. 

Nachdem der Erdseilstrom bekannt ist, gehen wir dazu tiber, den 
Spannungsabfall in der erdgeschlossenen Leitung zu be
rechnen. Wir schneiden aus dem System wiederum einen zwischen be
nachbarten Leitungen liegenden Leitungsabschnitt aus und benutzen 
zur Berechnung der treibenden Spannung E pro Langeneinheit die 
in Abb.97 herausgezeichnete Schleife Leitungsdraht-Erde. Nennen 
wir <P' den LuftfluB durch diese Schleife und R den Widerstand der 
Langeneinheit des Leitungsdrahtes, so ergibt das Induktionsgesetz 

dtV 
m(J·R + Ee) = - de .10-8 + mE. (253) 

Wiederum kann fP' als reiner LuftfluB berechnet werden, der von Seil
strom und Leitungsstrom getrieben wird. Der erste Anteil ist 

fPJ• = - 0,2 Jaln ~ . 
wahrend der zweite Anteil 

lPJ = 0,2 Jln~ 
e 

(254) 

(254a) 

132 Quasistationäre Erdströmung. 

Durch Einsetzen aller dieser Ausdrücke in die Induktionsgleichung (249) 
folgt jetzt: 

J . [R + (w ~ - . w 2 ln 0,178 ) 1O-9J 
8 8 2 1 Y l< f 10-9 l. 

- J [(w ;r - • W 2ln 0,178 ). 1O- 9Jl = 0, (252) 
2 1 f l< f 10 9 d 

also der Erdseilstrom : 

;r 0,178 
--j2In 

J = J 2 f l< f 10-9 • d 

SR. 109 + ;r _ 02In 0,178 
S co 2 1 fl<f10 9.l 

(252a) 

Der Erdstrom beträgt somit 

109 d 
R o----j.2In-

J.=J-Js=J 109 S;rCO l0178 
Rs ·--i----j·2 In--' ---

co 2 ll< nO-9 .ls 

(252b) 

Man erkennt aus diesen Formeln, daß weder die Aufhängehöhen des Erd
seiles und der Leitung noch der Leitungshalbmesser auf die Strom
verteilung einwirken; diese ist vielmehr - für ein gegebenes Erdseil -
nur von dem Abstande Erdseil-Leitung abhängig. Offenbar 
entlastet hierbei eine Vergrößerung des Abstandes d das Erdseil auf 
Kosten des Erdstromes, der um den betreffenden Betrag anwächst; 
da aber d nur logarithmisch in die Formel eingeht, ist praktisch dieser 
Einfluß einer Abstandsänderung nur gering. 

Nachdem der Erdseilstrom bekannt ist, gehen wir dazu über, den 
Spannungsabfall in der erdgeschlossenen Leitung zu be
rechnen. Wir schneiden aus dem System wiederum einen zwischen be
nachbarten Leitungen liegenden Leitungsabschnitt aus und benutzen 
zur Berechnung der treibenden Spannung E pro Längeneinheit die 
in Abb.97 herausgezeichnete Schleife Leitungsdraht-Erde. Nennen 
wir (P' den Luftfluß durch diese Schleife und R den Widerstand der 
Längeneinheit des Leitungsdrahtes, so ergibt das Induktionsgesetz 

dtV 
m(J·R + Ee) = - Te .10-8 + mE. (253) 

Wiederum kann fP' als reiner Luftfluß berechnet werden, der von Seil
strom und Leitungsstrom getrieben wird. Der erste Anteil ist 

fPJ• = - 0,2 J8 ln ~ . 
während der zweite Anteil 

fPJ = 0,2 Jln~ 
e 

(254) 

(254a) 



Verteilung von Freileitungs-Erdschlu13stromen auf Erdseil und F.rde. 133 

betragt. Durch Einsetzen von (254), (254a) und (251 b) in (253) folgt 
jetzt 

J [R -1- 0) (!!... - . 2 In 0,178 ) 1O-9J 
I 2 1 r " f 1O-9.l 

-J [0) (!!.. - '2ln 0,178 ) 1O-0J = E 
s 2 1 f" t 1O-9.d I (253a) 

und endlich durch Elimination des Seilstroms mittels (252a) 

--J n~~c=:::=~ Jt . 21 0,178 \ 

J[R (n '21 0,178 )10-9 2 V"t lO- 9d ·0)--1 n -
2 y"t10-9.l Il.~s·1~+"'_j21n 0,178 (253b) 

(j) 2 f " t 1 0-9ls I 
. 0) (-"'- - . 2 In . 0,178 ) . lO-9J = E. 

2 1 Y " f 10-9 d 

Hier gibt offenbar das Klammerglied den im ErdschluBfali wirksamen 
(komplexen) Widerstand ~ der Leitung an, und dieser ist nach der 
Formel ebenfalls unabhangig von der Hohe der Leitung iiber der Erde -
eine Verallgemeinerung des Ergebnisses (223). Um wirksamen Wider
stand und -wirksame Reaktanz der Leitung zu berechnen, hat man be
kanntlich ffi in Real- und lmaginarteil aufzuspalten. Wegen des kom
plizierten Aufbaus von (218b) tut man im allgemeinen gut, diese Opera
tion erst in der numerischen Rechnung vorzunehmen. 

Nachdem wir im Vorangegangenem den Grenzwert des Leitungs
feIdes berechnet haben, interessiert die Frage, wie die Strome und Span
nungen vom ErdschluBpunkte aus bis auf diese Grenzwerte absinken. 
Als Ausgangspunkt gilt Gl. (249), welche durch Beriicksichtigung des 
Spannungsabfalles m· /jE der Maststrome im Ausbreitungswiderstand 
der MastfiiBe Rm zu erweitern ist. Fiir einen Leitungsabschnitt zwischen 
benachbarten Masten wird also mit (252) 

m· /j E = m J [R -+- 0) (-"'- - i 2 In ~~) lO- olJ I 
• .' 2 y"t 10 9l. 

-mJ[0)(-"'--i 2ln 0,178 ).lO-olJ. 
2 l' " f 10 9 d 

(255) 

1m Gegensatz zu friiher ist jetzt der Seilstrom eine Ortsfunktion, die -
abgesehen von den Kapazitatsstromen -in dem n ten Leitungsabschnitt 
zwischen Mast n und Mast n + 1 konstant bleibt. Sie sei dort J.n ge
nannt. Die Spannungsabfalle in den Masten werden durch die Mast
strome J'TI und J 11+1 hervorgerufen. Unter Vernachlassigung der 
Mastreaktanz hat man also 

(256) 

Verteilung von Freileitungs-Erdschlußströmen auf Erdseil und F.rde. 133 

beträgt. Durch Einsetzen von (254), (254a) und (251 b) in (253) folgt 
jetzt 

J [R -1- 0) (!!... - . 2 In 0,178 ) 1O-9J 
I 2 1 r " f 1O-9.l 

-J [0) (!!.. - '2ln 0,178 ) 1O-0J = E 
s 2 1 f" / 1O-9.d I (253a) 

und endlich durch Elimination des Seilstroms mittels (252a) 

--J n~~c=:::=~ Je . 21 0,178 \ 

J[R ( n '21 0,178 )10-9 2 V,,/1O- 9 d ·0)--1 n -
2 Y,,/10- 9 .l Il.~s·1~+"'_j21n 0,178 (253b) 

(j) 2 f " / 1 0-9ls I 
. 0) (-",- - . 2 In . 0,178 ) . 1O-9J = E. 

2 1 Y " f 10-9 d 

Hier gibt offenbar das Klammerglied den im Erdschlußfall wirksamen 
(komplexen) Widerstand ~ der Leitung an, und dieser ist nach der 
Formel ebenfalls unabhängig von der Höhe der Leitung über der Erde -
eine Verallgemeinerung des Ergebnisses (223). Um wirksamen Wider
stand und -wirksame Reaktanz der Leitung zu berechnen, hat man be
kanntlich ffi in Real- und Imaginärteil aufzuspalten. Wegen des kom
plizierten Aufbaus von (218b) tut man im allgemeinen gut, diese Opera
tion erst in der numerischen Rechnung vorzunehmen. 

Nachdem wir im Vorangegangenem den Grenzwert des Leitungs
feldes berechnet haben, interessiert die Frage, wie die Ströme und Span
nungen vom Erdschlußpunkte aus bis auf diese Grenzwerte absinken. 
Als Ausgangspunkt gilt GI. (249), welche durch Berücksichtigung des 
Spannungsabfalles m· /JE der Mastströme im Ausbreitungswiderstand 
der Mastfüße R m zu erweitern ist. Für einen Leitungsabschnitt zwischen 
benachbarten Masten wird also mit (252) 

m· /j E = m J [R -+- 0) (-",- - i 2 ln ~~) 10- olJ I 
• .' 2 Y,,/10 9l, 

-mJ[0)(-"'--i 2ln 0,178 )'1O-01J. 
2 l' " f 10 9 d 

(255) 

Im Gegensatz zu früher ist jetzt der Seilstrom eine Ortsfunktion, die -
abgesehen von den Kapazitätsströmen -in dem n ten Leitungsabschnitt 
zwischen Mast n und Mast n + 1 konstant bleibt. Sie sei dort J'n ge
nannt. Die Spannungsabfälle in den Masten werden durch die Mast
ströme J'TI und J .. +1 hervorgerufen. Unter Vernachlässigung der 
Mastreaktanz hat man also 

(256) 



134 Quasistationii.re Erdstromung. 

Jeder Maststrom macht sich nun durch eine Reduktion des Seil
stromes bemerkbar: 

(257) 

Daher kann man mit Einfiihrung von (256) an Stelle von (255) schreiben: 

J." [Rs + W (; -j 2ln t ,,0;~:_9zJ 10-9J I 
-IJ -2J +J JRm=J[w(~- '2ln 0,178 ).lO- IIJ (255a) L 8"+1 ·n 810+1 m 2 1 f "t 10 9 d 

Diese Differenzengleichung zweiter Ordnung mit Storungs
glied wird durch Uberlagerung einer raumlich erzwungenen 
Stromverteilung zu einer raumlich freien Stromverteilung 
gewonnen, welche durch Verschwinden des Storungsgliedes definiert 
ist. Nun ist fiir die erzwungene Stromverteilung das Partikularintegral 
J s .. = konst zu wahlen und dies ergibt, wie man sich durch Einsetzen 
uberzeugt, genau den in Gl. (217 a) berechneten Grenzwert des Seil
stromes. Wir erkennen, daB die asymptotische Abnahme des 
Seilstromes bis auf diesen Grenzwert nur durch die Differenzen
gleichung der freien Stromverteilung geregelt wird. Diese unter
scheidet sich von dem in Nr. 22 gewonnenen Ansatz lediglic4 durch den 
Faktor des Gliedes J.", in welchem zu dem Widerstand des Seiles der 
Riickleitungswiderstand der Erde fur Wechselstrom hinzugetreten ist, 
und zeigt so, daB die freie Stromverteilung von der Lage der 
erdgeschlossenen Leitung im System ganzlich unabhangig 
ist. Diese bestimmt somit wohl den Grenzwert des Seilstromes, nicht 
aber die Schnelligkeit der raumlichen Stromabnahme vom Fehlerort 
aus, und daher ist auch die Gefahrdung von Lebewesen in der 
Umgebung des Erdschlusses fur aIle Leitungen die gleiche. 
Dariiber hinaus ist diese freie Stromverteilung ganzlich unabhangig 
von der Aufhangehohe h. des Erdseiles, vielmehr allein durch 
seine geometrischen und elektrischen Abmessungen gegeben. 

Die Losung der Differenzengleichung der freien Stromverteilung 
geschieht genau nach dem in Nr. 22 gezeigten Verfamen. Wir diirfen 
Ulls daher an dieser Stelle mit der Ermittelung der Exponentialziffer oc 
begnugen, welche fUr den Stromabfall maBgebend ist. Man erhalt sie aus 

VR8+W(;-i2In 0,178 )10-g 

~. ~ _! f" flO 91, (258) 
I;;>tn 2 - 2 Rm 

m 

Fiir die Anwendungen kann man sich meist auf die Naherung beschran
ken, welche durch Vertauschung des Winkels mit dem Bogen aus (258) 
hervorgeht. Es ist hiernach oc komplex 

a = () - jq;, (258a) 

134 Quasistationäre Erdströmung. 

Jeder Maststrom macht sich nun durch eine Reduktion des Seil
stromes bemerkbar: 

(257) 

Daher kann man mit Einführung von (256) an Stelle von (255) schreiben: 

Js" [RB + W (; -j 2ln t ,,0;~:_9zJ 1O-9J I 
-IJ -2J +J JRm=J[w(~- '2ln 0,178 )'lO-IIJ (255a) L ."+1 Sn 810+1 m 2 1 f "t 10 9 d 

Diese Differenzengleichung zweiter Ordnung mit Störungs
glied wird durch Überlagerung einer räumlich erzwungenen 
Stromverteilung zu einer räumlich freien Stromverteilung 
gewonnen, welche durch Verschwinden des Störungsgliedes definiert 
ist. Nun ist für die erzwungene Stromverteilung das Partikularintegral 
J s .. = konst zu wählen und dies ergibt, wie man sich durch Einsetzen 
überzeugt, genau den in GI. (217 a) berechneten Grenzwert des Seil
stromes. Wir erkennen, daß die asymptotische Abnahme des 
Seilstromes bis auf diesen Grenzwert nur durch die Differenzen
gleichung der freien Stromverteilung geregelt wird. Diese unter
scheidet sich von dem in Nr. 22 gewonnenen Ansatz lediglic4 durch den 
Faktor des Gliedes J.", in welchem zu dem Widerstand des Seiles der 
Rückleitungswiderstand der Erde für Wechselstrom hinzugetreten ist, 
und zeigt so, daß die freie Stromverteilung von der Lage der 
erdgeschlossenen Leitung im System gänzlich unabhängig 
ist. Diese bestimmt somit wohl den Grenzwert des Seilstromes, nicht 
aber die Schnelligkeit der räumlichen Stromabnahme vom Fehlerort 
aus, und daher ist auch die Gefährdung von Lebewesen in der 
Umgebung des Erdschlusses für alle Leitungen die gleiche. 
Darüber hinaus ist diese freie Stromverteilung gänzlich unabhängig 
von der Aufhängehöhe h. des Erdseiles, vielmehr allein durch 
seine geometrischen und elektrischen Abmessungen gegeben. 

Die Lösung der Differenzengleichung der freien Stromverteilung 
geschieht genau nach dem in Nr. 22 gezeigten Verfahren. Wir dürfen 
uns daher an dieser Stelle mit der Ermittelung der Exponentialziffer oc 
begnügen, welche für den Stromabfall maßgebend ist. Man erhält sie aus 

VR8+W(;-i2In 0,178 )10-g 

~. ~ _! f" 110 9ls (258) 
I;;>tn 2 - 2 Rm 

m 

Für die Anwendungen kann man sich meist auf die Näherung beschrän
ken, welche durch Vertauschung des Winkels mit dem Bogen aus (258) 
hervorgeht. Es ist hiernach oc komplex 

a = () - jq;, (258a) 
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wo b die Dampfungsziffer, ({J die Phasenzahl bedeutet. Fur den wichtig
sten Fall uberwiegenden Seilwiderstandes erhalt man die Nahe
rungsformeln 

- ( co !!.. . 10-9) Rs·m 1 2 ~= 1/ _ . 1+- - --r Rm 2 Rs 
(258 b) 

1/ co -~.10-9 
tp = r --R-m - ' 

m 

(258c) 

Der Vergleich mit (113) zeigt, daB die Wirkung des Erdseiles bei 
W echsels trom durch den endlichen Wert der Erdrucklei t ungs
widerstandes verschlechtert wird, doch 
macht die Korrektur gewohnlich nur einige 
Prozente aus. Man darf also unter nor
malen Umstanden diein .Nr. 22 abgeleite
ten Gesetze der stationaren Stromverteilung 
auch fur niederfrequenten Wechsel
strom anwenden, und erst fur groBe Ent
fernungen ist es notwendig, die G1. (258 b) 
und (258c) heranzuziehen. 

Wir wenden die vorstehenden Ableitungen 
auf den ErdschluB einer 110 kV-Leitung mit 
dem Mastbild nach Abb. 98 an. Die Leitung 
besitzt einen Widerstand R = 0,222 Q/km 
= 0,222 . 10-5 Qlm bei einem auBeren Lei-

terhalbmesser (Stahl-Aluminium-Seil) 
l = 0,8 em. Das Erdseil besteht aus Stahl 
von 50 mm 2 Querschnitt, so daB ls = 0,4 cm 
und der Gleichstromwiderstand 

R s = 2,5 Q/km = 2,5 . 10-5 Q/cm 

betragt; er erhoht sich bei Wechselstrom Abb. 98. Mastblld einer 110 kV
durch Stromverdrangung. Mit einer Weeh- Leitung zur Berechnung des Erd-

selstrompermeabilitat fl = 1000 findet manl se\lstromes. 

das Verhaltnis Wechselstromwiderstand zu Gleichstromwiderstand 
gleich 2,6, so daB der wirksame Seilwiderstand auf 

R. = 2,6·2,5 = 6,5 Qjkm = 6,5 .1O-~ Q/cm 

ansteigt. Mit einer Mastentfernung von m = 250 m folgt als Widerstand 
des Seilstuckes zwischen benaehbarten Masten 

mRs = 0,250·6,5 = 1,63 Q, 

1 0 llendorff, F.: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik. Nr.73. Berlin: 
Julius Springer 1926. 
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wo b die Dämpfungsziffer, ({J die Phasenzahl bedeutet. Für den wichtig
sten Fall überwiegenden Seilwiderstandes erhält man die Nähe
rungsformeln 
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Der Vergleich mit (113) zeigt, daß die Wirkung des Erdseiles bei 
Wechsels trom durch den endlichen Wert der Erdrücklei t ungs
widerstandes verschlechtert wird, doch 
macht die Korrektur gewöhnlich nur einige 
Prozente aus. Man darf also unter nor
malen Umständen diein .Nr. 22 abgeleite
ten Gesetze der stationären Stromverteilung 
auch für niederfrequenten Wechsel
strom anwenden, und erst für große Ent
fernungen ist es notwendig, die GI. (258 b) 
und (258c) heranzuziehen. 

Wir wenden die vorstehenden Ableitungen 
auf den Erdschluß einer 110 kV-Leitung mit 
dem Mastbild nach Abb. 98 an. Die Leitung 
besitzt einen Widerstand R = 0,222 Q/km 
= 0,222 . 10-5 Q/m bei einem äußeren Lei-

terhalbmesser (Stahl-Aluminium-Seil) 
l = 0,8 cm. Das Erdseil besteht aus Stahl 
von 50 mm 2 Querschnitt, so daß l. = 0,4 cm 
und der Gleichstromwiderstand 

R s = 2,5 Q/km = 2,5 . 10-5 Q/cm 

beträgt; er erhöht sich bei Wechselstrom Abb. 98. Mastblld einer 110 kV
durch Stromverdrängung. Mit einer Wech- Leitung zur Berechnung des Erd-

seistrompermeabilität fl = 1000 findet manl seIlstromes. 

das Verhältnis Wechselstromwiderstand zu Gleichstromwiderstand 
gleich 2,6, so daß der wirksame Seilwiderstand auf 

RB = 2,6·2,5 = 6,5 Qjkm = 6,5 .1O-~ Q/cm 

ansteigt. Mit einer Mastentfernung von m = 250 m folgt als Widerstand 
des Seilstückes zwischen benachbarten Masten 

mR. = 0,250·6,5 = 1,63 Q, 

1 0 llendorff, F.: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik. Nr.73. Berlin: 
Julius Springer 1926. 
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wii.hrend die Masten einen Ausbreitungswiderstand R = 8 Q besitzen 
mogen; es sind dies die bereits in Nr. 22 benutzten Werte. 

Unter der Annahme, daB die Mittelleitung des Seehsdrahtsystemes 
ErdsehluB hat, ist aus dem Mastbild d = S m = SOO em zu entnehmen. 
FUr mittleres Erdreieh (" = 10-4 Siemens/em) und eine Betriebsfrequenz 
von 50 Perioden/see ist 

y 2 11: " co 10-11 = (2 ';.10=4-;'2 ~ 50.10-9 = 1,4.10-5 

also 

In 0,178 =460' r" flO 9·d ' , 
In 0,178 = 1150' 0,178 l' "I 10 91 "In II--=- = 12,22. ,,, I 10-9 1. 

Naeh Gl. (217 a) ist somit 

Js = J. 1~57 -,9,20 = J. 1,57-/ 9,20 = J (0,0125 - jO,0425). 
6,5·10 +157- '2444 209-·,24,44 

314 ' " 

1m Erdseil flieBen somit nur 

YO,01259 + 0,04252 = 4,42% 

des ErdsehluBstromes mit einer Phasenverspatung von 
0,0425 0' 

a = aretg 00125 = 73 30 , 
gegen den Leitungsstrom, so daB praktiseh die Erde den vollen 
ErdsehluBstrom zu fiihren hat. 

Der komplexe Leitungswiderstand ist naeh (21Sb) 
9l = 0,222.10-5 + 314 {1,57 - i23,00}.1O-o 

- (0,0125 - i 0,0425). 314.{1,57 - i 9,20}.10-9 

= 0,283.10-11 - i 0,699 .10-11 Q fem, 
also der effektive Ohmsehe Widerstapd 

Reft = 0,283 Q /km = '" 1,25 R. 

Aus der effektiven Reaktanz 

Xeft = 0,699 Q /km 

folgt die wirksame Selbstinduktion der Leitung 

Left = ~;f~ = 2,22.10-3 Henry/km. 

Endlich bereehnen wir die Exponentialziffer der raumliehen Dampfung 
naeh (223b) (223e) 

.II _ 1/ 1,63 (1 + ~. 314.1,57.10-9) = 0451.10038 = 0,452 
u - r 8 2 6,5.10 & " , 

= ,/314.1,57.10-0 = 00392 
cP f 8 ·10 & " 

0,250 
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während die Masten einen Ausbreitungswiderstand R = 8 Q besitzen 
mögen; es sind dies die bereits in Nr. 22 benutzten Werte. 

Unter der Annahme, daß die Mittelleitung des Sechsdrahtsystemes 
Erdschluß hat, ist aus dem Mastbild d = 8 m = 800 cm zu entnehmen. 
Für mittleres Erdreich (" = 10-4 Siemens/cm) und eine Betriebsfrequenz 
von 50 Perioden/sec ist 

y 2 11: " co 10-1/ = (2 ';.10=4-;'2 ~ 50.10-9 = 1,4.10-5 

also 
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Im Erdseil fließen somit nur 

YO,01259 + 0,04252 = 4,42% 

des Erdschlußstromes mit einer Phasenverspätung von 
0,0425 0' 

a = arctg 00125 = 73 30 , 
gegen den Leitungsstrom, so daß praktisch die Erde den vollen 
Erdschlußstrom zu führen hat. 

Der komplexe Leitungswiderstand ist nach (218b) 
Si = 0,222.10-5 + 314 {1,57 - i23,00}.1O-o 

- (0,0125 - i 0,0425). 314.{1,57 - i 9,20}.10-9 

= 0,283.10-11 - i 0,699 .10-11 Q fcm, 
also der effektive Ohmsche Widerstapd 

Reff = 0,283 Q /km = '" 1,25 R. 

Aus der effektiven Reaktanz 

Xeff = 0,699 Q Ikm 

folgt die wirksame Selbstinduktion der Leitung 

Leff = ~;f~ = 2,22.10-3 Henry/km. 

Endlich berechnen wir die Exponentialziffer der räumlichen Dämpfung 
nach (223b) (223c) 

.11 _ 1/ 1,63 (1 + ~. 314.1,57.10-9) = 0451.10038 = 0,452 
u - r 8 2 6,5.10 & " , 

= ,/314.1,57.10-0 = 00392 
cP f 8 ·10 & " 

0,250 
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so daB in der Tat die Wechselstromamplitude merklich nach dem gleichen 
Gesetz abklingt, wie in Nr. 22 fUr stationaren (Gleich-)strom ermittelt. 
Dort hatten wir nachgewiesen, daB am etwa 20ten Mast der raumlich 
freie Seilstrom bis auf 1 % des ErdschluBstromes gesunken ist; seine 
Phasenverschiebung gegen den ErdschluBstrom an diesem Maste er
reicht den Wert 

20·cp = 0,784 = 45°, 

doch iiberwiegt hier schon weit der raumlich erzwungene Seilstrom. 
Man hat gelegentlich vorgeschlagen, beim Bau von Einphasen

leitungen den Strom zwecks Kupferersparnis iiber das langs der Mast
spitzen verlegte Erdseil zuriickzuleiten. Unsere Rechnungen zeigen, daB 
hierbei indes das Erdseil diese Aufgabe nicht erfiillen kann, da infolge 
der induktiven Verkettung der Luft- und Erdfelder der Strom sehr 
rasch fast vollstandig in das Erdreich iibertritt und dort nach den im 
vorigen Abschnitt genannten Gesetzen zuriickstromt. Man muB daher 
damit rechnen, daB hierbei genau dieselben Folgen eintreten, wie wenn 
von vornherein der Riickstrom vollstandig in die Erde, etwa durch Her
steHung besonderer Erder, eingeleitet werden wiirde (vgl. auch Nr. 42). 

41. Riickleitung von ErdschluB·Wechselstromen durch langgestreckte 
Leiter in der Erde. In Nr. 24 haben wir gezeigt, wie sich ein stationarer 
ErdschluBstrom eines langgestreckten Leiters in der Erde (Kabelmantel, 
Eisenbahnschiene) yom Fehlerorte aus langs des Leiters verteilt. Wenn 
dagegen ein ErdschluB-Wechselstrom in den Leiter eintritt, geIten diese 
-oberlegungen nur fur die Umgebung des Fehlerortes, wahrend in groBer 
Entfernung das Wlrbelstromfeld iiberwiegt und auch noch in sehr (un
endlich) groBem Abstand einen endlichen Riiokleitungsstrom im Leiter 
erzeugt. Auf Grund der Ergebnisse des vorigen Abschnittes sind wir 
zu dem Schlusse berechtigt, daB der Strom von seinem Hochstwerte 
am Fehlerort bis auf diesen Grenzwert im wesentlichen nach dem in 
01. (132d) gegebenen Exponentialgesetze abklingt, wobei lediglich die 
Exponentialzifter der raumlichen Dampfung eine geringfiigige Anderung 
erfahrt; wir begniigen uns daher im folgenden mit der Ermittelung des 
genannten Grenzwertes. Seine Kenntnis ist beim Kabel wichtig fiir die 
Bemessung des Kabelmantels, welcher diesen Strom thermisch bis zur 
Abschaltung des Erdschlusses aushalten muB, wenn nicht jeder ErdschluB 
das Kabel in seiner ganzen Lange zerstoren solI. Bei Wechselstrom
bahnen richtet sich nach der Verteilung des Riickleitungsstromes auf 
Schienen und Erde die SMrung benachbarter Fernmeldeleitungen durch 
den Bahnbetrieb, die wir im einzelnen erst nach Losung der hier ge
stellten Aufgabe im nachsten Abschnitt behandeln konnen. 

Wir ersetzen den Leiter durch einen Kreiszylinder yom Halbmesser eo, 
dessen Widerstand pro Langeneinheit mit Rm bezeichnet sei; J sei der 
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so daß in der Tat die Wechselstromamplitude merklich nach dem gleichen 
Gesetz abklingt, wie in Nr. 22 für stationären (Gleich-)strom ermittelt. 
Dort hatten wir nachgewiesen, daß am etwa 20ten Mast der räumlich 
freie Seilstrom bis auf 1 % des Erdschlußstromes gesunken ist; seine 
Phasenverschiebung gegen den Erdschlußstrom an diesem Maste er
reicht den Wert 

20·cp = 0,784 = 45°, 

doch überwiegt hier schon weit der räumlich erzwungene Seilstrom. 
Man hat gelegentlich vorgeschlagen, beim Bau von Einphasen

leitungen den Strom zwecks Kupferersparnis über das längs der Mast
spitzen verlegte Erdseil zurückzuleiten. Unsere Rechnungen zeigen, daß 
hierbei indes das Erdseil diese Aufgabe nicht erfüllen kann, da infolge 
der induktiven Verkettung der Luft- und Erdfelder der Strom sehr 
rasch fast vollständig in das Erdreich übertritt und dort nach den im 
vorigen Abschnitt genannten Gesetzen zurückströmt. Man muß daher 
damit rechnen, daß hierbei genau dieselben Folgen eintreten, wie wenn 
von vornherein der Rückstrom vollständig in die Erde, etwa durch Her
stellung besonderer Erder, eingeleitet werden würde (vgl. auch Nr. 42). 

41. Rückleitung von Erdschluß·Wechselströmen durch langgestreckte 
Leiter in der Erde. In Nr. 24 haben wir gezeigt, wie sich ein stationärer 
Erdschlußstrom eines langgestreckten Leiters in der Erde (Kabelmantel, 
Eisenbahnschiene) vom Fehlerorte aus längs des Leiters verteilt. Wenn 
dagegen ein Erdschluß-Wechselstrom in den Leiter eintritt, gelten diese 
Überlegungen nur für die Umgebung des Fehlerortes, während in großer 
Entfernung das WIrbelstromfeld überwiegt und auch noch in sehr (un
endlich) großem Abstand einen endlichen Rüokleitungsstrom im Leiter 
erzeugt. Auf Grund der Ergebnisse des vorigen Abschnittes sind wir 
zu dem Schlusse berechtigt, daß der Strom von seinem Höchstwerte 
am Fehlerort bis auf diesen Grenzwert im wesentlichen nach dem in 
GI. (132d) gegebenen Exponentialgesetze abklingt, wobei lediglich die 
Exponentialzifter der räumlichen Dämpfung eine geringfügige Änderung 
erfährt; wir begnügen uns daher im folgenden mit der Ermittelung des 
genannten Grenzwertes. Seine Kenntnis ist beim Kabel wichtig für die 
Bemessung des Kabelmantels, welcher diesen Strom thermisch bis zur 
Abschaltung des Erdschlusses aushalten muß, wenn nicht jeder Erdschluß 
das Kabel in seiner ganzen Länge zerstören soll. Bei Wechselstrom
bahnen richtet sich nach der Verteilung des Rückleitungsstromes auf 
Schienen und Erde die Störung benachbarter Fernmeldeleitungen durch 
den Bahnbetrieb, die wir im einzelnen erst nach Lösung der hier ge
stellten Aufgabe im nächsten Abschnitt behandeln können. 

Wir ersetzen den Leiter durch einen Kreiszylinder vom Halbmesser eo, 
dessen Widerstand pro Längeneinheit mit R m bezeichnet sei; J sei der 
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Erdschlu.llstrom (bzw. Fahrstrom), von dem der Anteil J m durch den 
Leiter, der Rest als Erdstrom J. durch das Erdreich zuriickflie.llt. Wir 
beschranken uns auf den praktisch allein interessierenden Fall, daB der 
Leiter in unmittelbarer Nahe der ErdoberfUiche nach Abb. 99 verlegt ist. 

Das Gesetz, welches die 
'l:ft.!I:;. ~~~~~;!!I!",!~m.~ ..... :n<.i!I'i .. ~ .• !il'1.,\<!~.'lI!! ... Il'i'''''~.,.~.!"I'"'.'!'J.'. ; Verteilung des Stromes J auf 
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Leiter und Erde regelt, ist in 
der Grenzbedingung (191) ent
halten: Der Ohmsche Span
nungsabfall - J m . Rm in der 
Langeneinheit des Leiters muB 
der Erdfeldstarke des Erd-

Abb. 99. Stromriickle1tungsfeld e1nes langgestreckten stromes gleichen. 
Leiters In der NAbe der ErdoberfiAcbe. 

Bet,rachten wir zuerst den 
Riickstrom eines Kabelmantels, so besteht die Erdfeldstarke aus den 
Anteilen des vom ErdschluBstrom J erzeugten Feldes, welches fur 
hinreichend niedrige Frequenz nach (218) die GroBe besitzt 

lli!;J = - . w . - -1 n ~ -J 10-9 (n: ' 21 0,178 ) 
2 Y,,{10- 9'eo 

(259) 

und des Ruckwirkungsfeldes des Mantelstromes 

~J = - (- J ) ' W'10-9(·'!..-1·21n - ...o,1!~ _) (259a) 
"' m 2 Y,,{10- 9 'eo ' 

so da.ll man findet 

J- R J- 0 9 (n: . 2 1 0,178 ) I -. = -·w·1- - -1 n --
m m 2 Y,, {10- u 'eo (260) 

+J- 0-9(n: ' 21 0,178 ) 
m ' W 1 '2 - 1 n -==-=-=--

~"t10-9 'eo 
oder 

n: . 1 0,178 - -12 n _ _ 
- _ 2 V " { 10-9 • eo J - J. . -

on Rm ·1Q9 + '!!. _ i 21n 0,_1'7~_ 
w 2 V" flO - 9 'eo 

(260a) 

Bedenkt man, daB hierin der Ausdruck w 10- 9 (71;2 - i 21n ~ ) 
,,/1O-9 ' eo 

nach (219), (220) den komplexen Ruckleitungswiderstand der Erde dar
stellt, so erkennt man in (260a) das Kirchhoffsche Gesetz der Strom
verteilung in der Parallelschaltung des Ohmschen Mantelwiderstandes 
mit dem komplexen Erdwiderstand; in der Tat fiihrt die Grenzbedingung 
(191) im vorliegenden Fall auch unmittelbar zu diesem Gesetz hin. 

Fur ein Kabel von 3 X 95 mm 2 fur 30 kV-Betriebsspannung sei der 
Durchmesser des Bleimantels 2(10 = 76 mm = 7,6 cm bei einer Mantel-
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Leiter in unmittelbarer Nähe der Erdoberfläche nach Abb. 99 verlegt ist. 
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Abb. 99. StroInrÜckle1tungsfeld eines langgestreckten stromes gleichen. 
Leiters In der NAbe der ErdoberfiAcbe. 

Betrachten wir zuerst den 
Rückstrom eines Kabelmantels, so besteht die Erdfeldstärke aus den 
Anteilen des vom Erdschlußstrom J erzeugten Feldes, welches für 
hinreichend niedrige Frequenz nach (218) die Größe besitzt 

lli!;J = - . w . - -1 n ~ -J 10-9 (n: ' 21 0,178 ) 
2 Y"f10 - 9'eo 

(259) 

und des Rückwirkungsfeldes des Mantelstromes 

~J = - (- J ). W .10-9 ('':-J' 21n _ ...o,l!~ _) 
"' m 2 Y"f 10- 9 'eo ' 

(259a) 

so daß man findet 

J- R J- 0 9 (n: . 2 1 0,178 ) I -. = -·w·1- - -1 n --
m m 2 Y" f10 - u'eo 

+J- 0-9(n: ' 21 0,178 ) 
m ' W 1 '2 - J n -==-=-=--

~"t10-9 'eo 

(260) 

oder 
n: . 1 0,178 - -J2 n _ _ 

- _ 2 V " f 10-9 • eo J - J. . -
on Rm ·1Q9 + '!!. _ i 21n 0,_1'7~_ 

w 2 V" flo- 9 'eo 

(260a) 

Bedenkt man, daß hierin der Ausdruck w 10- 9 (71;2 - i 2ln ~ ) 
,,/1O-9 ' eo 

nach (219), (220) den komplexen Rückleitungswiderstand der Erde dar-
stellt, so erkennt man in (260a) das Kirchhoffsche Gesetz der Strom
verteilung in der Parallelschaltung des Ohmschen Mantelwiderstandes 
mit dem komplexen Erdwiderstand; in der Tat führt die Grenzbedingung 
(191) im vorliegenden Fall auch unmittelbar zu diesem Gesetz hin. 

Für ein Kabel von 3 X 95 mm 2 für 30 kV-Betriebsspannung sei der 
Durchmesser des Bleimantels 2(10 = 76 mm = 7,6 cm bei einer Mantel-
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starke von 3,5 mm, so daB der Mantelwiderstand betragt 

R = 2,5.10-6 a/em = 0,25 a/km. 

In mittlerem Erdreich (It = 10-4 Siemens/em) flieBt bei 50 Perioden/sec 
der Mantelstrom 

7l • I 0,178 -- - J 2· n :-;==~= J = J. _ 2 Y 10-4 . 50.10-0 .3,8 
m 2,5.10-6 .109 + 7l • 21 0,178 

-2~o- -2- - J nYI0-4.50 . 10-0.3,8 

~-j2.994 
= f. 2 ' = J. 1,57 - ~ 19,88 J (0,821 - jO,327) 

796 +-7l--J' 2.994 9,53-JI9,88 
, 2 ' 

Der Mantel leitet also 

y 0,842~ + 0,323~ = '" 90% 

des ganzen ErdschluBstromes mit einer Phasenverspatung von 

~327 398 0 p, = arctg 0821 = arctgO, = 21,7, , 

so daB also der Mantelstrom bei Wechselstrombetrieb nur sehr wenig 
schwacher ist als der gesamte ErdschluBstrom und nur in einem relativ 
kleiuen Bereich rings um den Fehlerort merklich abnimmt. 

Wir berechnen jetzt den Ruckstrom einer Wechselstrombahn mit 
symmetrisch zum Geleise in der Rohe huber Erde nach Abb. 100 ver· 
legten Fahrdrahte ; hier ist der Spannungs. 
abfaH in den Schienen durch den induk· 
tiven SpannungsabfaH zu erganzen, fiO daB 
jede Langeneinheit der Schiene . einen 
komplexen Widerstand 318 besitzt, in 
welchem durch den Schienenstrom .J 8 der 
SpannungsabfaH - J s • 31s hervorgerufen 
wird. 

Abb. 100. Stromrilckleltung einer 
Fur die Erdspannung des Leitungs. Woohselstrombahn. 

feldes gilt die Formulierung (224), nacho 
dem eo durch die Aufhangehohe h der Leitung ersetzt ist. Ebenso 
kann (224a) fur das Ruckwirkungsfeld einer Schiene beibehalten 
werden, wenn darin unter eo der Abstand der Schiene von der Erde 
uuter Beachtung des jeweils vorliegenden Oberbaues (Schwellen, 
Bettung, Damm) verstanden wird; hierzu addiert sich nun noch das 
Erdfeld der Nachbarschienen. Wir beschranken uns der Einfachheit 
halber auf eine eingeleisige Bahn, bei welcher der Abstand der Schienen 
8 betragen moge. Da 8 relativ klein ist, findet man fUr die im Bahnbetrieb 
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stärke von 3,5 mm, so daß der Mantelwiderstand beträgt 

R = 2,5.10-6 Qjcm = 0,25 Q/km. 

In mittlerem Erdreich (u = 10-4 Siemens/cm) fließt bei 50 Perioden/sec 
der Mantelstrom 

7l • I 0,178 -- - J 2· n :-;==~= J = J. _ 2 y 10-4 . 50.10-0 .3,8 
m 2,5.10-6 .109 + 7l • 21 0,178 

-2~o- -2- - J n y 10-4 .50 . 10-0 .3,8 

~-j2.994 
= f. 2 ' = J. 1,57 - ~ 19,88 J (0,821 - iO,327) 

796 +-7l--J' 2.994 9,53-JI9,88 
, 2 ' 

Der Mantel leitet also 

y 0,842~ + 0,323~ = '" 90% 

des ganzen Erdschlußstromes mit einer Phasenverspätung von 

~327 398 0 p, = arctg 0821 = arctgO, = 21,7, , 

so daß also der Mantelstrom bei Wechselstrombetrieb nur sehr wenig 
schwächer ist als der gesamte Erdschlußstrom und nur in einem relativ 
kleiuen Bereich rings um den Fehlerort merklich abnimmt. 
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jede Längeneinheit der Schiene . einen 
komplexen Widerstand 318 besitzt, in 
welchem durch den Schienenstrom .J 8 der 
Spannungsabfall - J s • 31s hervorgerufen 
wird. 

Abb. 100. Stromrückleitung einer 
Für die Erdspannung des Leitungs- Weehselstrombahn. 

feldes gilt die Formulierung (224), nach-
dem (}o durch die Aufhängehöhe h der Leitung ersetzt ist. Ebenso 
kann (224a) für das Rückwirkungsfeld einer Schiene beibehalten 
werden, wenn darin unter (}o der Abstand der Schiene von der Erde 
uuter Beachtung des jeweils vorliegenden Oberbaues (Schwellen, 
Bettung, Damm) verstanden wird; hierzu addiert sich nun noch das 
Erdfeld der Nachbarschienen. Wir beschränken uns der Einfachheit 
halber auf eine eingeleisige Bahn, bei welcher der Abstand der Schienen 
8 betragen möge. Da 8 relativ klein ist, findet man für die im Bahnbetrieb 
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iibliehen Frequenzen aus (217 b) und (206) das Beeinflussungsfeld der 
Naehbarsehiene 

- t -- _ (n. 0,178) 
~ = - = (-l)·(-J.).w ·10 9 -~T - J 2In'-c=-== :-- - . 

" Y " fl 0-9 • 8 

(261) 

Die Spannungsbilanz einer Sehiene lautet also 

- J m = - J W 10-9 (.!! - . 2 In 0,178 _ ) 
• 8 2 J f" t 10-9 • h 

+ J •. W .10-9 (~ - j 2In -- 0,~8_) (262) 
2 f " f 10-9 • eo 

+ 1. w 10-9 (i - j 2 In --~-=-- -- ) , V" flO- 9 . 8 

so daB sieh der Sehienenstrom ergibt 

-~ _ j 2 In -:-: c~178_ 
- -- 2 V" f 10-9 • h J = J .-------
• ~---,-~9 + 11: _ 4 j In 0,178 

W f " flO-9 ys eo 

(262a) 

Fiir eo = 1 m = 100 em, 8 = 1,35 m = 135 em, h = 5 m = 500 em und 
mittleres Erdreieh " = 10-' Siemens/em folgt fiir 162/ 3 Perioden/see, 
wenn at, = 0,50 - j 0,50 Q/km = (0,50 - j 0,50) 10-5 Q/em als Mittel
wert angenommen wird 

1 57 - ·2 . In __ 0,178 
J = J. ' 1 Y 10:"'4.16,7.10-9500 

8 (0,50 - j 0,50) 10' + 3 14 _ 4 .In 0,178 
2n16,7 ' 1 flO-4.16,7.10-9 f135.100 

= J. 1,57 - j 1-1,30. _= J 1,57 - j ~1,30 
47,7 -/47,7 + 3,14 -128,4 50,84 -176,1 

= J(O,l1 - jO,0535) = J.O,121.e- i260 • 

Da jeder Sehiene dureh das Fahrzeug der Strom % J zugefiihrt wird, 
der zunaehst gleiehma6ig naeh beiden Seiten abflieBt (Nr.24), nimmt 

Abb. 101. Prlnzipielle Wirkungsweise von augtransformatoren. 
- - Erdlltriime, - Leltungs- und Schienenstriime. 

der Sehienenstrom also insgesamt auf rund die Halfte seines Anfangs
wertes ab, und etwa % des gesamten Fahrstromes flieBen dureh die Erde 
parallel zur Fahrleitung zuriiek. Dieses ungiinstige Verhalten bessert 
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üblichen Frequenzen aus (217 b) und (206) das Beeinflussungsfeld der 
Nachbarschiene 

- t -- _ (n. 0,178) 
~ = - = (-l)·(-J.).w ·10 9 -~T - J 2In'-c=-== :-- - . 

" Y " fl 0-9 • 8 

(261) 

Die Spannungsbilanz einer Schiene lautet also 

- J m = - J W 10-9 (.!! - . 2 In 0,178 _ ) 
• 8 2 J f" t 10-9 • h 

+ J •. W .10-9 (~ - j 2In -- 0,~8_) (262) 
2 f " f 10-9 • !?o 

+ 1. W 10-9 (i - j 2 In --~-=-- -- ) , V" flO- 9 . 8 

so daß sich der Schienenstrom ergibt 

-~ _ j 2 In -:-: c~178_ 
- -- 2 V" f 10-9 • h J = J .-------
• ~---,-~O + 11: _ 4 j In 0,178 

W f " flO-o YS!?o 

(262a) 

Füreo = 1 m = 100cm, 8 = 1,35m = 135cm, h = 5m = 500 cm und 
mittleres Erdreich" = 10-' Siemens/ern folgt für 169/ 3 Perioden/sec, 
wenn als = 0,50 - j 0,50 Q/km = (0,50 - j 0,50) 10-5 Q/cm als Mittel
wert angenommen wird 

1 57 - ·2 . In __ 0,178 
J = J. ' 1 Y 10:"'4.16,7.10-9500 

8 (0,50 - j 0,50) 10' + 3 14 _ 4 .In 0,178 
2n16,7 ' 1 flO-4.16,7.10-9 f135.100 

= J. 1,57 - j 1-1,30. _= J 1,57 - j ~1,30 
47,7 -/47,7 + 3,14 -128,4 50,84 -176,1 

= J(O,l1 - jO,0535) = J.O,121.e- i260 • 

Da jeder Schiene durch das Fahrzeug der Strom % J zugeführt wird, 
der zunächst gleichmäßig nach beiden Seiten abfließt (Nr.24), nimmt 

Abb. 101. Prinzipielle Wirkungsweise von augtransformatoren. 
- - ErdlltfÖme. - Leltungs- und SchienenstfÖme. 

der Schienenstrom also insgesamt auf rund die Hälfte seines Anfangs
wertes ab, und etwa % des gesamten Fahrstromes fließen durch die Erde 
parallel zur Fahrleitung zurück. Dieses ungünstige Verhalten bessert 
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sich bei starkeren Stromen, weil dann mit der Sattigung des Schienen
eisens der komplexe Schienenwiderstand etwas abnimmt. Dennoch 
sind die Erdstrome auch hier noch so groB, daB man gelegentlich Saug
transformatoren nach dem Prinzipschema der Abb.lOl in die An
lage einbaut; man erzwingt hierdurch, daB in der Umgebung der Trans
formatoren das Geleise den gesamten Fahrstrom zUrUckleitet, so daB 
nur in den Zwischenstrecken Strome in die Erde ubertreten konnen. 
Das MaB dieses V'bertrittes ist durch (132c), (132d) gegeben, so daB 
diese Beziehungen zusammen mit der Formel (227 a) ffir die Grenzstrome 
in den Schienen es gestatten, ffir einen vorgegebenen groBten Erdstrom 
die notwendige Zahl der Saugtransformatoren abzuschatzen. 

42. Schwachstrombeeinflussung durch Wechselstrom-Erdfelder. Wir 
untersuchen die Fernwirkung einer Wechselstromleitung mit Strom
ruckfuhrung durch die Erde auf eine benachbarte Femmeldeleitung. 
Zunachst setzen wir homogenes Erdreich voraus, so daB die Ergebnisse 
der Nr. 37 und 38 benutzt werden konnen. Die Betriebsfrequenzen der 
Wechselstromleitung liegen so niedrig, daB man dann fur die Funktion 
Hi1)(flEo) die Naherung (206) heranziehen darf, so daB man fur das 
Erdfeld aus (217b)' den in Nr.38 abgeleiteten Ausdruck wiedererhalt 

1=}h2 r~lH~1)(fU)=-J·n"WI0-9.HJ1)(fl~) (263) 
--;- y, ;0 

und also als Storspannung pro Langeneinheit 

- i - (1) (,r7 ) ~ =-= -J·n·w·1O- 9 Ho ri~· 
" 

(263 a.) 

Es ist bei der Behandlung quasistationarer Felder ublich, die Beeinflus
sung zweier induktiv verketteter Leitungen 1 und 2 durch ihre Gegen
induktion L12 pro Langeneinheit in Rechnung zu stellen, welche 
durch die Gleichung 

(264) 

definiert ist. Der Vergleich mit (263a) zeigt somit, daB man das Erd
feld formal in einer Gegeninduktion erfassen kann, 'welche 
die GroBe besitzt 

L12 = - j'n.HJ1)(fl~)·1O-9 Henry/cm. (263b) 

Sie unterscheidet sich indes wesentlich von einer aus quasistatischen 
Magnetfeldern berechneten Gegeninduktion, welche ffir eine fest an· 
genommene Leitungsanordnung eine reelle Konstante ist:Zunachst 
erkennt man aus (228b), daB die Gegeninduktion des Erdfeldes 
im allgemeinen komplex ist; die Storspannung in der Fernmelde
leitung ist somit nicht um 900 gegen den storenden Strom der Stark
stromleitung verschoben, sondern dieser Winkel andert sich von Ort zu 
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sich bei stärkeren Strömen, weil dann mit der Sättigung des Schienen
eisens der komplexe Schienenwiderstand etwas abnimmt. Dennoch 
sind die Erdströme auch hier noch so groß, daß man gelegentlich Saug
transformatoren nach dem Prinzipschema der Abb.lOl in die An
lage einbaut; man erzwingt hierdurch, daß in der Umgebung der Trans
formatoren das Geleise den gesamten Fahrstrom zurückleitet, so daß 
nur in den Zwischenstrecken Ströme in die Erde übertreten können. 
Das Maß dieses übertrittes ist durch (132c), (132d) gegeben, so daß 
diese Beziehungen zusammen mit der Formel (227 a) für die Grenzströme 
in den Schienen es gestatten, für einen vorgegebenen größten Erdstrom 
die notwendige Zahl der Saugtransformatoren abzuschätzen. 

42. Schwachstrombeeinflussung durch Wechselstrom-Erdfelder. Wir 
untersuchen die Fernwirkung einer Wechselstromleitung mit Strom
rückführung durch die Erde auf eine benachbarte Femmeldeleitung. 
Zunächst setzen wir homogenes Erdreich voraus, so daß die Ergebnisse 
der Nr. 37 und 38 benutzt werden können. Die Betriebsfrequenzen der 
Wechselstromleitung liegen so niedrig, daß man dann für die Funktion 
Hi1l(flEo) die Näherung (206) heranziehen darf, so daß man für das 
Erdfeld aus (217b)' den in Nr.38 abgeleiteten Ausdruck wiedererhält 

1=}h2 r~lH~1)(fU)=-J·rr,"WI0-9.HJll(fl~) (263) 
--;- y, ;0 

und also als Störspannung pro Längeneinheit 

- i - (ll (,r7 ) ~ =-= -J·rr,·w·1O- 9 Ho ri~· 
" 

(263110) 

Es ist bei der Behandlung quasistationärer Felder üblich, die Beeinflus
sung zweier induktiv verketteter Leitungen 1 und 2 durch ihre Gegen
induktion Lu pro Längeneinheit in Rechnung zu stellen, welche 
durch die Gleichung 

(264) 

definiert ist. Der Vergleich mit (263a) zeigt somit, daß man das Erd
feld formal in einer Gegeninduktion erfassen kann, 'welche 
die Größe besitzt 

Lu = - j.rr,.HJ1l(fl~)·1O-9 Henry/cm. (263b) 

Sie unterscheidet sich indes wesentlich von einer aus quasistatischen 
Magnetfeldern berechneten Gegeninduktion, welche für eine fest an· 
genommene Leitungsanordnung eine reelle Konstante ist: Zunächst 
erkennt man aus (228b), daß die Gegeninduktion des Erdfeldes 
im allgemeinen komplex ist; die Störspannung in der Fernmelde
leitung ist somit nicht um 900 gegen den störenden Strom der Stark
stromleitung verschoben, sondern dieser Winkel ändert sich von Ort zu 
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Ort entsprechend Abb. 78, welches das Argument der Hankelschen 
Funktion H~l)((i~) darstellt. Sodann aber enthiilt der numerische 
Leitungsabstand ~ gemaB 

~ = yr-::-2-:n:-"w~1O-9'e = 2:n: "I ,,1·10=9 rp (265) 

die Frequenz, so daB Betrag und Argument der Gegeninduktion 
des Erdfeldes Funktionen der Freq uenz werden. Wahrend nun der 
Phasenunterschied zwischen Storstrom und Storspannung im alIge
meinen von untergeordneter Bedeutung ist, ist die Abhangigkeit der 
Beeinflussung von der Frequenz von groBter Wichtigkeit. Um sie in 
reiner Form zu erhalten, beschranken wir uns auf die Berechnung des 
Gegeninduktionsbetrages 

IL12 1 =:n: 1 H~l)CVi~) 110-9 == :n:' I H~1)CViY2:n:"w1O-9'e) i .10-9 Henry/cml 
n - J(263C) 

= 10 ·1 H~l) ("Ii Y2:n:"w 10-9 • e 1.10-3 Henry/km 

welcher zur Beschleunigung von Zahlenrechnungen in Abb. 102 kurven
ma/3ig dargestellt ist. Insbesondere ergibt sich fUr sehr gro/3e Ent

mHenry/lrm 
1,2 

1,1 

1,0 

- -
1),5 If- -

~ 
-
-

~ 
0,2 

"-
o 1 

fernungen mit (202) 

. lim IL12 !=l 
(! -+oo 

(263d) 

so da/3 dort die Gegeninduktio n au/3erordentlich rasch abo 
cher ein bestimmter Betrag 

wird, ist nach (230) der 
mgekehrt proportional; man 
gebener Intensitat fiir hohe 

Gegeninduktion durch 

sinkt. Die Entfernung, in weI 
der Gegeninduktion erreicht 
Wurzel aus der Frequenz u 
erkennt daher, daB Strome ge 
Frequenzen eine kleinere 
Erdfelder besitzen als fii r niedrige Frequenzen, 

urteilung der Schwach
stromstorungen 

durch stark von der 
Sinusform abwei-

6S chende Starkstrome 

ein Ergebnis, das fiiI die B e 

I I I I I 
~-J . 1 1 -

2 3 5 
iiberaus bedeutsam ist . Abb. 102. Gegeni nduktivltiit benachbarter Leitungen fiir 

homogene Erdreich (au gerogen) und Oberllii.chlich leitendes Beispielsweise findet man 
Erdreich (gestrichelt) als Fuoktion des numerlscheo Leitungs· 

abslaode . fUr eine um e = 1 km 
= lOS cm von der Stark-

stromleitung entfernte Schwachstromleitung in mittlerem Erdreich 
(u = 10- 4 Siemens/cm) 

bei 162/ 3 Perioden/sec: ~ = Y2:n: 1O-4 2:n:·16,67· iO':"9~.105 = 0,81; 

IL121 = ~ .0,445.10- 3 = 0,140 . 10-3 HenryJkm , 
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Ort entsprechend Abb. 78, welches das Argument der HankeIschen 
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die Frequenz, so daß Betrag und Argument der Gegeninduktion 
des Erdfeldes Funktionen der Freq uenz werden. Während nun der 
Phasenunterschied zwischen Störstrom und Störspannung im allge. 
meinen von untergeordneter Bedeutung ist, ist die Abhängigkeit der 
Beeinflussung von der Frequenz von größter Wichtigkeit. Um sie in 
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mäßig dargestellt ist. Insbesondere ergibt sich für sehr große Ent
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überaus bedeutsam ist . Abb. 102. Gegeni nduktivltiit benachbarter Leitungen für 

homogene Erdreich (au gezogen) und oberllächlich leitendes Beispielsweise findet man 
Erdreich (gestrichelt) als Funktion des numerischen Leitungs· 

abstande. für eine um e = 1 km 
= lOS cm von der Stark-

stromleitung entfernte Schwachstromleitung in mittlerem Erdreich 
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bei 162/ 3 Perioden/sec: ~ = Y2:n: 1O-4 2:n:·16,67· iO':"9~.105 = 0,81; 
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bei 50 Perioden/sec:~= V2n.1O-4.2n.50.1O-9.105=1,40; 

IL121 = ~ .0,230.10-3 = 0,0723· 10-3 Henry/km , 

bei 150 Perioden/sec: ~ = V2 n 10-5 .2 n ·150· 10-9 .105 = 2,42 ; 

IL121 = l~' 0,090.10-3 = 0,0283.10-3 Henry/km. 

Wahrend das hierin ausgesprochene Gesetz durch die Erfahrung 
qualitativ bestatigt wird, laBt die zahlenmaBige "Obereinstim
mung noch zu wiinschen iibrig. Dies liegt zum Teil an den Nahe
rungsrechnungen der Theorie gemaB Nr.37 und 38, zum Teil an der 
rechnungsmaBig nicht beriicksichtigten Inhomogenitat des Erdreiches, 
auch die Rechnung mit einer gut leitenden Oberschicht 
nach Nr. 38, deren Ergebnis wir weiter unten mitteilen werden, ergibt 
keinen besseren AnschluB an die Erfahrung. Es muB daher 
ausgesprochen werden, daB eine nach jeder Richtung befriedigende 
rechnerische Losung der Aufgabe in einer fiir die zahlenmaBige Aus
wertung geeigneten Form bisher nicht vorliegt, so daB man sich in weitem 
MaBstabe auf Beobachtungsmaterial stiitzen muB; umgekehrt 
konnen aus den Abweichungen zwischen Erfahrung und Theorie inner
halb gewisser Grenzen Schliisse auf die Leitfahigkeitsstruktur 
der Erdschichten gezogen werden, doch ist man auch hier iiber 
einige rohe Anfange noch nicht hinausgekommen. 

Nachdem wir vorstehend die Erdfeldwirkung einer Einfach
leitung mit Stromriickfiihrung im homogenen Erdreich unter
sucht haben, solI jetzt die gleiche Aufgabe fiir eine Doppelleitung 
behandelt werden. Es kann vorausgesetzt werden, daB die Summe beider 
Leitungsstrome in jedem Augenblick verschwindet; denn andernfalls 
miiBte der Summenstrom durch die Erde zuriickflieBen, wobei seine 
Fernwirkung durch die vorgenannten Beziehungen bestimmt ist. Die 
Erdstrome einer solchen Doppelleitung miissen natiirlich im ganzen 
ebenfalls die Summe Null geben; wenn iiberhaupt endliche Felder in 
der Erde auftreten, so liegt dies daran, daB die von jeder Einzelleitung 
erzeugten Felder infolge der raumlichen Verschiebung beider Leitungen 
gegeneinander sich zwar zu einem groBen Teil, aber doch nicht vollig 
kompensieren. 

Wie aus G1. (263c) hervorgeht, ist die Fernwirkung einer Einfach· 
leitung unabhangig von ihrer Aufhangehohe iiber Erde (dem Halb
messer der zugehorigen Talmulde); hieraus folgt sogleich, daB die 
Erdfeld-Fernwirkung einer Doppelleitung mit vertikal iiber
einander gefiihrten Drahten verschwindet. Wenn dagegen die 
Drahte im Abstand LI horizontal nebeneinander ausgespannt sind, er
halt man durch Superposition der von jeder Leitung einzeln erzeugten 

Schwachstrombeeinflussung durch Wechselstrom-Erdfelder. 143 
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Während das hierin ausgesprochene Gesetz durch die Erfahrung 
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rungsrechnungen der Theorie gemäß Nr.37 und 38, zum Teil an der 
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nach Nr. 38, deren Ergebnis wir weiter unten mitteilen werden, ergibt 
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können aus den Abweichungen zwischen Erfahrung und Theorie inner
halb gewisser Grenzen Schlüsse auf die Leitfähigkeitsstruktur 
der Erdschichten gezogen werden, doch ist man auch hier über 
einige rohe Anfänge noch nicht hinausgekommen. 

Nachdem wir vorstehend die Erdfeldwirkung einer Einfach
leitung mit Stromrückführung im homogenen Erdreich unter
sucht haben, soll jetzt die gleiche Aufgabe für eine Doppelleitung 
behandelt werden. Es kann vorausgesetzt werden, daß die Summe beider 
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Fernwirkung durch die vorgenannten Beziehungen bestimmt ist. Die 
Erdströme einer solchen Doppelleitung müssen natürlich im ganzen 
ebenfalls die Summe Null geben; wenn überhaupt endliche Felder in 
der Erde auftreten, so liegt dies daran, daß die von jeder Einzelleitung 
erzeugten Felder infolge der räumlichen Verschiebung beider Leitungen 
gegeneinander sich zwar zu einem großen Teil, aber doch nicht völlig 
kompensieren. 

Wie aus GI. (263c) hervorgeht, ist die Fernwirkung einer Einfach· 
leitung unabhängig von ihrer Aufhängehöhe über Erde (dem Halb
messer der zugehörigen Talmulde ); hieraus folgt sogleich, daß die 
Erdfeld-Fernwirkung einer Doppelleitung mit vertikal über
einander geführten Drähten verschwindet. Wenn dagegen die 
Drähte im Abstand LI horizontal nebeneinander ausgespannt sind, er
hält man durch Superposition der von jeder Leitung einzeln erzeugten 
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Erdspannung (263a) die resultierende Erdfeldstarke 

(fr = - J n w 10-9 H~l) 00~) + J W 10-9 H~l) CVJ (~ - ,1 m (266) 
mit 

(265a) 

FUr hinreichend kleines ,1 entsteht durch Entwieklung naeh Ta y lor 

(fr= + inw 10-9 if ,1 ~ : H~l) (if~) 

(266a) 

so da6 also die Storspannung einer Starkstrom-DoppeUeitung 
sich zu der der Einfachleitung bei gleiehem Strome verhalt wie 

@:r ,1. Y2n" co 10-9 Y{H&l) (YJ~) 
(i 1 H~l) (fi ~) 

(266b) 

In hinreiehend gr06er Entfernung werden naeh (211) die Betrage der 
Hankelsehen Funktionen einander gleieh, und man erhalt dort 

lim II ~rll =,1 Y2nxw.1O-9=2nLlYx/1O-9. 
E-HO @: 

(266e) 

Beispielsweise wird fUr LI = 600 em und mittleres Erdreieh (x = 10-4 Sie
mens/em) bei den Frequenzen 162/ 3 ; 50; 150/see 

lim II: rll = 2n·600· YlO-4 .16,67 .10-9 =4,86%0, 
~ ~ ex> 16'/, 

lim II~II = 2n·600· YlO- 4 .50.1O-9 = 8,42%0 , 
,~ex> '60 

lim II! II = 2n·600· y 10-4 .150.10-9 = 14,6%0 , 
~~ex> 160 

so daB also die Fernwirkung ganz auBerordentlieh zuruekgeht. 
Eine sehragliegende Doppelleitung naeh Abb.103 laBt sieh, 

wie die Abbildung erkennen 
lii,6t, in die Summe einer hori
zontalen und einer vertikalen 
Doppelleitung mit gleieher 
Strombelastung zerlegen, so 
daB die Beziehungen (266a), 1;2R WWk.ct 

Iy 
~-) /Jf+) 
+ 5.1 $£;; 

(266b), (231e) aueh fUr die Abb.103. Schragliegende Doppelleltung und Ihr 
hr Ii D Ersatzblld zur Berechnung der Fernwlrkung. se ag . egende oppelleitung 

gelten, sofern man unter LI die Horizontalprojektion des Leitungsab
standes versteht. Hieraus ergibt siehsogleieh die Fernwirkung einer 
Drehstromleitung naeh Abb. 104 dureh Kombination zweier Doppel-
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Erdspannung (263a) die resultierende Erdfeldstärke 

(fr = - J n w 10-9 H~l) 00~) + J W 10-9 H~l) CVJ (~ - ,1 m (266) 
mit 

(265a) 

Für hinreichend kleines,1 entsteht durch Entwicklung nach Taylor 

(fr = + Jnw 10-9 ii ,1 ~ : H~l) (ii~) 

(266a) 

so daß also die Störspannung einer Starkstrom-DoppeUeitung 
sich zu der der Einfachleitung bei gleichem Strome verhält wie 

ij;r LI· Y2n" co 10-9 Y{H&ll (YJ~) 
(i 1 H~l) (fi ~) 

(266b) 

In hinreichend großer Entfernung werden nach (211) die Beträge der 
Hankeischen Funktionen einander gleich, und man erhält dort 

lim II ~rll =,1 Y2nxw.1O-9=2nLlYx/1O-9. 
E-HO ij; 

(266c) 

Beispielsweise wird für LI = 600 cm und mittleres Erdreich (x = 10-4 Sie
mens/cm) bei den Frequenzen 162/ 3 ; 50; 150/sec 

lim II: rll = 2n·600· YlO-4 .16,67 .10-9 =4,86%0, 
~ ~ CX) 16'/, 

lim II~II = 2n·600· YlO- 4 .50.1O-9 = 8,42%0 , 
,~CX) '60 

lim II! II = 2n·600· y 10-4 .150.10-9 = 14,6%0 , 
~~CX) 160 

so daß also die Fernwirkung ganz außerordentlich zurückgeht. 
Eine schrägliegende Doppelleitung nach Abb.103 läßt sich, 

wie die Abbildung erkennen 
läßt, in die Summe einer hori
zontalen und einer vertikalen 
Doppelleitung mit gleicher 
Strombelastung zerlegen, so 
daß die Beziehungen (266a), 1;2R Wibk.64 

Iy 
~-) /Jf+l 
+ 5.1 ae; 

(266b), (231c) auch für die Abb.103. Schrägl!egende Doppelleitung und Ihr 
hr li D Ersatzblld zur Berechnung der Fernwirkung. sc äg . egende oppelleitung 

gelten, sofern man unter LI die Horizontalprojektion des Leitungsab
standes versteht. Hieraus ergibt sich sogleich die Fernwirkung einer 
Drehstromleitung nach Abb. 104 durch Kombination zweier Doppel-
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leitungen: Wird die Leitung w als Riickleitung fUr die Strome J u und 
J" in den Leitungen u und v angesehen, deren Horizontalabstande vor 
w die GroBen dutIJ' dfltIJ besitzen, so ist die gesamte Fernwirkung durch 

J u duw + J"d1)/D 

bestimmt; diese GroBe kann graphisch leicht aus dem 
Vektordiagramm der Strome nach Abb. 105 bestimmt 
werden und insbesondere bei symmetrischem Dreh
strom in Beziehung zum Strome gesetzt werden, so 
daB sich dann der in den vorstehenden Gleichungen 
einzusetzende resultierende Horizontalabstand der 
Drehstromleitung ergibt. 

Ganz entsprechende Oberlegungen lassen sich fUr eine 
als Doppelleitung ausgefiihrte Fernmeldelei
tung durchfiihren. Zunachst betrachten wir eine 
Fernmeldeleitung mit vertikal iibereinanderliegenden 
Drahten. In der Erdriickleitung jeder Einzelleitung 

fro 

~~I'''·1u 
I ' I 

I . 
I , 

I 
~ 

wird nach (263a) und (266a) die gleiche Storspannung Abb.104. Zur Erdfeld

erzeugt, so daB ihre Summe, da sie lediglich der ~::h~=~lt~:~ 
Doppelleitung einander entgegen geschaltet sind, sich 
aufhebt. Wir diirfen uns daher auf eine Fernmeldeleitung mit horizontal 
im Abstand <5 nebeneinander ausgespannten Drahten beschranken, durch 

J", 

Abb. 105. Vektordlagramm zur 
Herstellung des Strommomentes 

elner Drehstromieltung. 

die wir gleichzeitig eine schrag liegende 
Doppelleitung erfassen, welche dieselbe Hori-

Abb. 106. SWrwirkung auf elne Fernmelde-Doppel-
leltung. . 

zontalprojektion des Drahtabstandes besitzt. Wenn eine solche Lei
tung durch eine Starkstromleitung mit vollstandiger Riickfiihrung des 
Stromes durch die Erde beeinfluBt wird, wird die Umlaufsspannung 
langs der in Abb. 106 gezeichneten Kontur mit Beachtung von (263a),. 
(265a) und (266) 

~r = --Jnw 10-9 HbI ) ({f~) + J nw 10-9 H~lI (if (~ + <5~)) 
= '" -Jnw 10-9 f2nxw 10-9. <5 . "Vi H~l) cv"i~), (267) 

welche sich zu der Fernwirkung auf eine Fernmeldeleitung mit Erd-
Ollendorff, Erdstrome. 10 
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leitungen: Wird die Leitung wals Rückleitung für die Ströme J u und 
J" in den Leitungen u und v angesehen, deren Horizontalabstände vor 
w die Größen d uVJ' dflVJ besitzen, so ist die gesamte Fernwirkung durch 

J u duw + J"d1)/D 

bestimmt; diese Größe kann graphisch leicht aus dem 
Vektordiagramm der Ströme nach Abb. 105 bestimmt 
werden und insbesondere bei symmetrischem Dreh
strom in Beziehung zum Strome gesetzt werden, so 
daß sich dann der in den vorstehenden Gleichungen 
einzusetzende resultierende Horizontalabstand der 
Drehstromleitung ergibt. 

Ganz entsprechende Überlegungen lassen sich für eine 
als Doppelleitung ausgeführte Fernmeldelei
tung durchführen. Zunächst betrachten wir eine 
Fernmeldeleitung mit vertikal übereinanderliegenden 
Drähten. In der Erdrückleitung jeder Einzelleitung 

frv 

~~I"··1u 
I ' I 

I . 
I , 

I 
~ 

wird nach (263a) und (266a) die gleiche Störspannung Abb.104. Zur Erdfeld

erzeugt, so daß ihre Summe, da sie lediglich der ~::h~=~lt~:~ 
Doppelleitung einander entgegen geschaltet sind, sich 
aufhebt. Wir dürfen uns daher auf eine Fernmeldeleitung mit horizontal 
im Abstand <5 nebeneinander ausgespannten Drähten beschränken, durch 

J", 

Abb. 105. Vektordlagramm zur 
Herstellung des Strommomentes 

einer Drehstromleitung. 

die wir gleichzeitig eine schräg liegende 
Doppelleitung erfassen, welche dieselbe Hori-

Abb. 106. Störwirkung auf eine Fernmelde-Doppel-
leitung. . 

zontalprojektion des Drahtabstandes besitzt. Wenn eine solche Lei
tung durch eine Starkstromleitung mit vollständiger Rückführung des 
Stromes durch die Erde beeinflußt wird, wird die Umlaufsspannung 
längs der in Abb. 106 gezeichneten Kontur mit Beachtung von (263a),. 
(265a) und (266) 

~r = --Jnw 10-9 Hbl ) ({f~) + J nw 10-9 H~lI ({i (~ + <5~)) 
= '" -Jnw 10-9 f2nxw 10-9. <5 . "Vi H~l) cv"i~), (267) 

welche sich zu der Fernwirkung auf eine Fernmeldeleitung mit Erd-
Ollendorff, Erdströme. 10 



146 Quasistationare Erdstromung. 

riickleitung verhalt wie 

li.1 lJ.yfi~9 IH~l) (fl~)! 
liT = 1 .! H~l) (fH)-j 

(267a) 

Insbesondere gilt fiir hinreichend groBe Entfernung wiederum G1.(266c), 
nachdem dort d durch 15 ersetzt wird; da 15 stets betrachtlich kleiner ist 
als der Abstand d einer Starkstrom-Doppelleitung, ergeben sich also 
Werte, die noch weit kleiner sind alB die oben berechneten. 

Wirkt schlieBlich eine Starkstrom-Doppelleitung auf eine Fern
melde-Doppelleitung, so entsteht aus (266a) 

- - - - ,/ - aH(l) ((i~) 
~,r = ~(~)- ~r(~ + 15~) = J·d·l5nw·1O-9 • 2.n"w·1O-9 f i· -~-

- [ 1 (1) (,/-;- ) = J. d·15 . n w .10-9 • 2 .n" w 10-9 • i - T H1 f 1 ~ 

+ H~11 (ff~) ] . (268) 

Diese Spannung verhalt sich zu der Fernwirkung einer einfachen Stark
stromleitung auf eine einfache Fernmeldeleitung wie 

I~rl =d.!5'2.n"wlO-9·1[-.!.H<P(l'T~) +lJI. I ij I ~ H~lI (f1~) 
(268 a) 

Dieser Ausdruck strebt mit wachsender Entfernung dem Grenzwert zu 

lim I~,I =a·I5·4.n2 "rlO-IJ • (268b) 
E~'" I ij I 

Er gleicht nach (266c) dem Produkt des Ausdruckes II~II fiir die Stark

stromleitung und die Fernmeldeleitung und ist daher nach den mit
geteilten Zahlen auBerordentlich klein. 

Wenn die Fernmeldeleitungen an Anfang und Ende iiber 
Apparate geschlossen werden, entwickeln die berechneten Stor
spannungen nach MaBgabe des gesamten (komplexen) Leitungs- und 
Apparatwiderstandes einschlieBlich des Widerstandes der Erdriick
leitung Storstrome, welche sich den Betriebsstromen der Fernmelde
leitung iiberlagern und infolge der relativ kleinen Intensitat der Betriebs
strome zu unangenehmen Storungen fiihren konnen. Wahrend man 
daher durch zweckentsprechende Linienfiihrung der Leitungen im 

. allgemeinen bemiiht ist, diese Strome so niedrig wie irgend moglich 
zu halten, erzeugt man gelegentlich mit Absicht starke Storstrome in 
gewissen, neben der Fernmeldeleitung verlegten Hilfsleitern, um 
das Storfeld des Hauptstromes bis zu einem gewissen Grade zu 
kompensieren. Die Wirksamkeit derartiger Kompensationsanord
nungen laBt sich nach dem in Nr. 41 benutzten Verfahren leicht iiber-
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rückleitung verhält wie 

li.1 lJ.yfi~9 IH~l) (fl~)! 
Ti! = 1 .! H~l) (fH)-j 

(267a) 

Insbesondere gilt für hinreichend große Entfernung wiederum G1.(266c), 
nachdem dort d durch 15 ersetzt wird; da 15 stets beträchtlich kleiner ist 
als der Abstand deiner Starkstrom-Doppelleitung, ergeben sich also 
Werte, die noch weit kleiner sind als die oben berechneten. 

Wirkt schließlich eine Starkstrom-Doppelleitung auf eine Fern
melde-Doppelleitung, so entsteht aus (266a) 

- - - - ,/ - aH(l) ((i~) 
~,r = ~(~)- ~r(~ + 15~) = J·d·l5nw·1O-9 • 2.n"w·1O-9 f i· -~-

- [ 1 (1) (,/-;- ) = J. d·15 . n w .10-9 • 2 .n" w 10-9 • i - T H1 f 1 ~ 

+ HÖ1) (ff~) ] . (268) 

Diese Spannung verhält sich zu der Fernwirkung einer einfachen Stark
stromleitung auf eine einfache Fernmeldeleitung wie 

I~rl = d.!5.2.n" w 10-9 .1 [_.!. HP Ü'T~) + 1J I. I ij I ~ H~lI (f1~) 
(268a) 

Dieser Ausdruck strebt mit wachsender Entfernung dem Grenzwert zu 

lim I~,I =a·I5·4.n2 "rlO-IJ • (268b) 
E~'" I ij I 

Er gleicht nach (266c) dem Produkt des Ausdruckes II~II für die Stark

stromleitung und die Fernmeldeleitung und ist daher nach den mit
geteilten Zahlen außerordentlich klein. 

Wenn die Fernmeldeleitungen an Anfang und Ende über 
Apparate geschlossen werden, entwickeln die berechneten Stör
spannungen nach Maßgabe des gesamten (komplexen) Leitungs- und 
Apparatwiderstandes einschließlich des Widerstandes der Erdrück
leitung Störströme , welche sich den Betriebsströmen der Fernmelde
leitung überlagern und infolge der relativ kleinen Intensität der Betriebs
ströme zu unangenehmen Störungen führen können. Während man 
daher durch zweckentsprechende Linienführung der Leitungen im 

. allgemeinen bemüht ist, diese Ströme so niedrig wie irgend möglich 
zu halten, erzeugt man gelegentlich mit Absicht starke Störströme in 
gewissen, neben der Fernmeldeleitung verlegten Hilfsleitern, um 
das Störfeld des Hauptstromes bis zu einem gewissen Grade zu 
kompensieren. Die Wirksamkeit derartiger Kompensationsanord
nungen läßt sich nach dem in Nr. 41 benutzten Verfahren leicht über-
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sehen_ Wir untersuchen hier nur den einfachsten Fall der Kompen
sation durch einen einzigen Schutzdraht, den wir unmittelbar 
an das Erdreieh gesehlossen denken; fiir die Behandlung mehrerer 
Sehutzdrahte vergleiehe man den genannten Absehnitt (Sehienen
strom). 

Es bezeiehne eo den Abstand des Sehutzdrahtes von der Erde, 
J" den Kompensationsstrom, R" den (komplexen) Widerstand des 
Sehutzdrahtes je Langeneinheit. Das Erdfeld ergiht sieh dureh 
Addition von (253a) und (259a) 

- - (1) (,{7 ) 
~ = - J·nw 10-9 ·H1 r j; 

+ J . w 10-9 (~ - i 2 In 0,178 ) . (269) 
" 2 f~fl0-9'eo 

Die Spannungsbedingung 

~=-J·lR 
" " 

(270) 

liefert sogleieh den Kompensationsstrom 

'1t HJll (fl~) 
J = J -=--==---"--'-'-'-"-'---~ 

" 9t,,·109 +~-j2ln 0,178 
OJ 2 f"flO 9. eo 

(270a) 

und damit die Rest-Erdfeldspannung am Kompensationsleiter 

~"=-J,,lR,,=-J. n.oo.HJll(l'T~)·lO-9 _ (270b) 

(~-j2ln 1,178 ) OJ. 10-9 

1 + 2 lx flO- 9 'eo 
9t" 

Der Vergleich mit (261a) zeigt, daB der Kompensationsleiter die Stor
spannung im Verhaltnis 

1 
(270e) 

(~ _ j 2 In 0,178 ) oo.lO-. 
1 --l- 2 1''' t 10 •. eo 

, 9t" 

verkleinert. Hiernaeh ist der Sehutzwert einer solehen Anordnung 
um so groBer, je kleiner der komplexe Widerstand des Kompensations-

leiters gemaeht wird; fur R" = 0 wurde mit i = 0 die Erdspannung 

vollstiindig kompensiert sein. Gunstigsten Falles kann man - wenn 
man von der Verwendung von entdampfenden Elektronenrohren ab
sieht - den Kompensationsleiter als blanken Draht in das Erdreieh 
verlegen. Beispielsweise wird fur einen Kupferdraht von eo = 0,4 em 
Halbmesser R" merklieh gleich dem Ohmsehen Widerstand des Drahtes, 
also R" = 0,35.10-5 D/em, damit nach (270e) fUr 162/3 Periodenfsec 

10· 
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sehen_ Wir untersuchen hier nur den einfachsten Fall der Kompen
sation durch einen einzigen Schutzdraht, den wir unmittelbar 
an das Erdreich geschlossen denken; für die Behandlung mehrerer 
Schutzdrähte vergleiche man den genannten Abschnitt (Schienen
strom). 

Es bezeichne eo den Abstand des Schutzdrahtes von der Erde, 
J" den Kompensationsstrom, R" den (komplexen) Widerstand des 
Schutzdrahtes je Längeneinheit. Das Erdfeld ergibt sich durch 
Addition von (253a) und (259a) 

- - (1) (,{7 ) 
~ = - J·nw 10-9 ·H1 r j; 

+ J . W 10-9 (~ - i 2 In 0,178 ) . (269) 
" 2 f~fl0-9'eo 

Die Spannungsbedingung 

~=-J·lR 
" " 

(270) 

liefert sogleich den Kompensationsstrom 

'1t HJll (fl~) 
J = J -=--==---"--'-'-'-"-'---~ 

" m,,·109 +~-j2ln 0,178 
ro 2 f"flO 9. eo 

(270a) 

und damit die Rest-Erdfeldspannung am Kompensationsleiter 

~"=-J,,lR,,=-J. n.oo.HJ1)(l'T~)·lO-9 _ (270b) 

(~-j2ln 1,178 ) ro.l0-9 
1 + 2 lx flO- 9 'eo 

m" 
Der Vergleich mit (261a) zeigt, daß der Kompensationsleiter die Stör
spannung im Verhältnis 

1 
(270c) 

(~ _ j 2 In 0,178 ) oo.lO-. 
1 --l- 2 1''' t 10 •. eo 

, m" 
verkleinert. Hiernach ist der Schutzwert einer solchen Anordnung 
um so größer, je kleiner der komplexe Widerstand des Kompensations-

leiters gemacht wird; für R" = 0 würde mit i = 0 die Erdspannung 

vollständig kompensiert sein. Günstigsten Falles kann man - wenn 
man von der Verwendung von entdämpfenden Elektronenröhren ab
sieht - den Kompensationsleiter als blanken Draht in das Erdreich 
verlegen. Beispielsweise wird für einen Kupferdraht von eo = 0,4 cm 
Halbmesser R" merklich gleich dem Ohmsehen Widerstand des Drahtes, 
also R" = 0,35.10-5 il/cm, damit nach (270c) für 162/3 Perioden/sec 

10· 
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und mittleres Erdreich 

~ 16 2/ 3 = ________ ---=-1--= __ ----,-_____ _ 
It: ( 0,178) "" 1,57 - j 2In ~~;==;=~~:;:===;;;:-; 2 .1f·16,67 .10-9 

1 +- 1'10 <·16,67·10 90,4 
0,35.lU 5 

1 _ . '360 4' 
1,0468-jO,76 - 0,772 eJ , 

dagegen fiir 50 Perioden/sec 

~" 50 = 1 
~ (1,57 - . 2In 0,178 ) 2.1f' 50.10-9 

J 1110 '.50.10 904 
1~ , , 

, 0,35. 10--5 

1 
...,,-,:-:--:-::-:::-::- = 0,404. e;G2° 40' , 
1,14 - j 2,20 

und fiir 150 Perioden/sec 

~ 150 = ----;---------,0""'7""8-----,-----
~ (1,57 - . 21n ,1 ) 2 Jt 150.10-9 

J 1/10-4 .150.10-904 
1~ , , 

. 0,35.10 5 

1 _ 0 156. ; 77 0 12' 
1,425- j 6,30 -, e . 

Die Schutzwirkung ist also bei niedriger Frequenz relativ gering, wie 
zu erwarten, da sie bei Gleichstrom naturgemaB vollig verschwinden 
muB, nimmt aber mit wachsender Frequenz auBerordentlich rasch zu; 
das hier erreichbare MaB hangt vor allem von dem Widerstand des 
kompensierenden Leiters, d. h. von dem Materialaufwand abo Ins
besondere bringen Biindel kompensierender Drahte bedeutende Vor
teile. 

In der Umgebung des kompensierenden Leiters fallt das yom Kom
pensationsstrom erzeugte sekundare Erdfeld nach MaBgabe der Gl. (261) 
langsam ab, sofern man unter 8 den Abstand des Aufpunktes yom Kom
pensationsleiter versteht. Wenn man daher die zu schiitzende Fern
meldeleitung nicht unmittelbar neben den Kompensationsleiter legt, 
sondern in den Abstand 8, so muB man eine EinbuBe an Schutzwirkung 
mit in Kauf nehmen. Sie ergibt sich mit Riicksicht auf (226) aus 

In 0,178 

l''' f 10-9'8 

= '" ~---o,i 78--

l'" (10-9 '(10 

(271) 

wo in der letzten Gleichung die Widerstandsspannungen gegen 
die meist iiberwiegenden induktiven Spannungen des sekundaren 
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und mittleres Erdreich 

~ 16 2/ 3 = ________ ---=-1--= __ ----,-_____ _ 
tt: ( 0,178) "" 1,57 - j 2In ~~;==;=~~:;:===;;;:-; 2 .1f·16,67 .10-9 

1 +- 1'10 <·16,67·10 90,4 
0,35.lU 5 

1 _ . '360 4' 
1,0468-jO,76 - 0,772 eJ , 

dagegen für 50 Perioden/sec 

~" 50 = 1 
~ (1,57 - . 2In 0,178 ) 2.1f' 50.10- 9 

J 1110 '.50.10 904 
1~ , , 

, 0,35.10--5 

1 
...,,-,:-:--:-::-:::-::- = 0,404. e;G2° 40' , 
1,14 - j 2,20 

und für 150 Perioden/sec 

~ 150 = ----;---------,0""'7""8-----,------
~ (1,57 - . 21n ,1 ) 2 Jt 150.10-9 

J 1/10-4 .150.10-904 
1~ , , 

. 0,35.10 5 

1 _ 0 156. ; 77 0 12' 
1,425- j 6,30 -, e . 

Die Schutzwirkung ist also bei niedriger Frequenz relativ gering, wie 
zu erwarten, da sie bei Gleichstrom naturgemäß völlig verschwinden 
muß, nimmt aber mit wachsender Frequenz außerordentlich rasch zu; 
das hier erreichbare Maß hängt vor allem von dem Widerstand des 
kompensierenden Leiters, d. h. von dem Materialaufwand ab. Ins
besondere bringen Bündel kompensierender Drähte bedeutende Vor
teile. 

In der Umgebung des kompensierenden Leiters fällt das vom Kom
pensationsstrom erzeugte sekundäre Erdfeld nach Maßgabe der GI. (261) 
langsam ab, sofern man unter 8 den Abstand des Aufpunktes vom Kom
pensationsleiter versteht. Wenn man daher die zu schützende Fern
meldeleitung nicht unmittelbar neben den Kompensationsleiter legt, 
sondern in den Abstand 8, so muß man eine Einbuße an Schutzwirkung 
mit in Kauf nehmen. Sie ergibt sich mit Rücksicht auf (226) aus 

In 0,178 

l''' r10-9'8 

= '" ~---o,i 78--

l'" (10-9 '(10 

(271) 

wo in der letzten Gleichung die Widerstandsspannungen gegen 
die meist überwiegenden induktiven Spannungen des sekundären 
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Erdfeldes vernachliissigt wurden. Fiir eine vorgegebene Verringerung 
des Schutzwertes ergibt sich hieraus die Entfernung 8, bis zu der man 
die zu schiitzende Leitung yom Kompensationsleiter ent
fernen darf 

ij~ 

~_(~~_)1-~" 
!!o - l'xf10-9·!!o • 

(271a) 

Beispielsweise wird fUr den oben behandelten Kompensationsdraht bei 
50 Perioden/sec, wenn man eine Verringerung des Schutzwertes urn 

1 - -~ = 20% in Kauf nimmt 
G:" 

~_ ( _______ ~ ____ )0,20 = 11,48; 8 = 4,6 em. 
0,4 llO-4.50.1O-9.O,4 

Hiernach ist also der Schutz bereich relativ klein; er steigt gemiiB 
(271a) mit wachsendem Abstand (h der Schutzleiterachse von der Erde 
an, wobei indes mit Riicksicht auf (270c) ein Vorteil nur dann erzielt 
werden kann, wenn nicht gleichzeitig durch diese MaBnahme R" ver
groBert wird. Dies weist auf die giinstige Wir kung von S c hut z d r a h t -
biindeln hin, welche auf der Mantelfliiche eines Kreiszylinders angeord
net werden und dann die Eigenschaften hohen Absolutbetrages 
der Schutzwirkung und groBen Schutzbereiches vereinen. 

Wenn, entgegen den bisherigen Annahmen, nur die Oberfliichen
schicht gut leitet, ist das Stromungsfeld bei niedriger Frequenz durch 
die in Nr. 39 abgeleiteten Beziehungen gegeben. Die Gegeninduktion 
einer Einfachleitung auf eine Fernmeldeleitung berechnet sichdann 
analog (263c) aus G1. (246a) 

. _[ e2 ,.:c,' " ,110-' '" . _ 
Ll~=-211O-9 2 E~(-2nw~u110 U x) 

+ e- 2,.,w;.110-'''' {Ei(2nwuLflO-9 x)-nj}] Henry/km (272) 

= /0 [e2nwx 110-'", Ei (- 2nwuLlIO-9 x) 

+ e- 2 :'<",xA 10-' .{Ei (2nw u LlIO-9 x) -nj}] .10-3 Henry/km . 

In Abb. 102 ist der Betrag der Gegeninduktion nach dieser Beziehung in 
Abhiingigkeit der "numerischen Entfernung" beider Leitungen 

(273) 

dargestellt worden. Urn das Ergebnis mit der Gegeninduktion durch 
Erdstrome im homogenenErdreich vergleiehen zu konnen, sind beide 
GroBen gemeinsam fiir 50 Perioden/see bereehnet und in Abb. 107 zu
sammen eingetragen, wobei mittleres Erdreieh (u = 10- 4 Siemens/em) 
vorausgesetzt und in (272) Ll = 300 m eingesetzt wurde. Man erkennt, 
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Erdfeldes vernachlässigt wurden. Für eine vorgegebene Verringerung 
des Schutzwertes ergibt sich hieraus die Entfernung 8, bis zu der man 
die zu schützende Leitung vom Kompensationsleiter ent
fernen darf 

ij~ 

~_(~~_)1-~" 
!!o - l'uf10-9·!!o • 

(271a) 

Beispielsweise wird für den oben behandelten Kompensationsdraht bei 
50 Perioden/sec, wenn man eine Verringerung des Schutzwertes um 

1 - -~ = 20% in Kauf nimmt 
G:" 

~_ ( _______ ~ ____ )0,20 = 11,48; 8 = 4,6 cm. 
0,4 llO-4.50.1O-9.O,4 

Hiernach ist also der Schutz bereich relativ klein; er steigt gemäß 
(271a) mit wachsendem Abstand (h der Schutzleiterachse von der Erde 
an, wobei indes mit Rücksicht auf (270c) ein Vorteil nur dann erzielt 
werden kann, wenn nicht gleichzeitig durch diese Maßnahme R" ver
größert wird. Dies weist auf die günstige Wirkung von Schutzdraht
bündeln hin, welche auf der Mantelfläche eines Kreiszylinders angeord
net werden und dann die Eigenschaften hohen Absolutbetrages 
der Schutzwirkung und großen Schutzbereiches vereinen. 

Wenn, entgegen den bisherigen Annahmen, nur die Oberflächen
schicht gut leitet, ist das Strömungsfeld bei niedriger Frequenz durch 
die in Nr. 39 abgeleiteten Beziehungen gegeben. Die Gegeninduktion 
einer Einfachleitung auf eine Fernmeldeleitung berechnet sich dann 
analog (263c) aus GI. (246a) 

. _[ e2 ,.:c" " ,110-' '" . _ 
Ll~=-211O-9 2 E~(-2nw~u110 U x) 

+ e- 2,.,w;.110-'''' {Ei(2nwuLflO-9 x)-nj}] Henry/km (272) 

= /0 [e2nw " 110-'", Ei (- 2nwuLlIO-9 x) 

+ e- 2 ",,,,,,,1 10-' .{Ei (2nw u LI 10-9 x) -nj}] .10-3 Henry/km. 

In Abb. 102 ist der Betrag der Gegeninduktion nach dieser Beziehung in 
Abhängigkeit der "numerischen Entfernung" beider Leitungen 

(273) 

dargestellt worden. Um das Ergebnis mit der Gegeninduktion durch 
Erdströme im homogenen Erdreich vergleichen zu können, sind beide 
Größen gemeinsam für 50 Perioden/sec berechnet und in Abb. 107 zu
sammen eingetragen, wobei mittleres Erdreich (u = 10- 4 Siemens/ern) 
vorausgesetzt und in (272) LI = 300 m eingesetzt wurde. Man erkennt, 
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daB groBe Abweichungen erst in weiten Abstanden der Fernmelde
leitung von der Starkstromleitung auftreten; in der Tat ergibt dort (272) 

. 2 j 10- 9 j 
limL = - =--- - (272a) 

a;-HJ 12 -2ncoxLilO 9 X 2nD/xLl.x' 

wahrend man nach (263d) eine starker als exponentielle, also viel 

mHenlJ/lrm 
0,9 

\ 

\\ 
\ 

\ , 

o,a 
t!7 

t!6 

0,5 

q~ 

q.J 

42 

'\ 
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Abb. 107. Gegeninduktivitiit benach barter 
Leitnngen fUr homogenes Erdreich (ans-
gezogen) nnd oberfliichUch leUendes Erdreich 
(gestrichelt) als Funktlon des wahren Leitnngs-

abstandes fUr mitt·leres Erdreich bei 
50 l'erloden/sec. 

r-_ -
r- --- -- -t-- - -

o 100 200 JOO 'IfXJ 5f)0 600 700 800 !JOO 1000 1100 12fX) 1JOO 1'1()() 15f}{J77L 

raschere Abnahme der Gegeninduktion mit dem Abstand beider Lei
tungen erhalt. 

Wir begniigen uns mit diesem Vergleich der Gegeninduktionen, 
aus denen sich die entsprechenden V'berlegungen fiir Doppel- und Dreh
stromleitungen nach vorstehendem Verfahren leicht herleiten lassen. 

IX. Erdstrahlnng. 
43. Strahlung im homogenen Erdreich. Zu Zwecken der elektrischen 

Nachrichteniibermittelung zwischen zwei innerhalb der Erde oder in der 
See befindlichen Stationen (Erdtelegraphie) pflegt man einen 
Wechselstrom mittels zweier geeigneter Erder in das iibertragende 
Medium einzuIiihren. Der Abstand beider Erder ist hierbei naturgemaB 
stets klein gegen die bei der Nachrichteniibermittelung zu iiberbriickende 
Entfernung; daher miissen wir das Erdstromfeld dreidimensional 
behandeln. GemaB Nr. 35 beschreiben wir das Feld durch seine Hertz
sche Funktion: Wir Buchen eine Losung der Gl. (196), welche von einem 
Erregungszentrum, dem "Sender" nach auBen forteilenden Kugel
wellen entsprechen, wobei wir das leitende Medium zunachst nach allen 
Seiten als unbegrenzt anzusehen haben. 

Wir fiihren Kugelkoordinaten r, 0, X nach Abb. 108 ein 

x = r.sin{}>.coS X) 
y = r.sinO·sinX 

z = r·cosO 

(274) 
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Abb. 107. Gegeninduktivität bcnach barter 
Leitungen für homogenes Erdreich (aus· 
gezogen) nnd oberflächlich leUendes Erdreich 
(gestrichelt) als Funktion des wahren Leitungs· 

abstandes für mitt·leres Erdreich bei 
50 Perioden/sec. 
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raschere Abnahme der Gegeninduktion mit dem Abstand beider Lei· 
tungen erhält. 

Wir begnügen uns mit diesem Vergleich der Gegeninduktionen, 
aus denen sich die entsprechenden überlegungen für Doppel. und Dreh· 
stromleitungen nach vorstehendem Verfahren leicht herleiten lassen. 

IX. Erdstrahlnng. 
43. Strahlung im homogenen Erdreich. Zu Zwecken der elektrischen 

Nachrichtenübermittelung zwischen zwei innerhalb der Erde oder in der 
See befindlichen Stationen (Erdtelegraphie) pflegt man einen 
Wechselstrom mittels zweier geeigneter Erder in das übertragende 
Medium einzUführen. Der Abstand beider Erder ist hierbei naturgemäß 
stets klein gegen die bei der Nachrichtenübermittelung zu überbrückende 
Entfernung; daher müssen wir das Erdstromfeld dreidimensional 
behandeln. Gemäß Nr. 35 beschreiben wir das Feld durch seine Hertz· 
sche Funktion: Wir suchen eine Lösung der GI. (196), welche von einem 
Erregungszentrum, dem "Sender" nach außen forteilenden Kugel
wellen entsprechen, wobei wir das leitende Medium zunächst nach allen 
Seiten als unbegrenzt anzusehen haben. 

Wir führen Kugelkoordinaten r, {}, X nach Abb. 108 ein 

x = r.sin{}>.coS X) 
y = r· sin {}. sin X 

z = r·cos{} 

(274) 
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Wir transformieren den Differentialparameter LllI mittels der in Nr. 2 
gegebenen Beziehungen auf diese Koordinaten und erhalten mit 

_ V (OX)2 (Oy)2 (OZ)2 _ R- - + -- + - -1 or or or 

6 = V (~) 2 + (~) ~ + (~) 2 
= r 

X = V (:;r + (~~r + (:;r = rsin~ r 
nach (16) 

1 [0 ( o. all) a (. all) 0 ( lOll)] 
AlI=r2 sinf} or r"sm~Tr +of}\sm~of} +ox sm&1)X-.· 
Fiir periodische V organge mit der Kreisfre-
quenz wist z 

1I = ffie (ll e-jwt); 

oll . 1I . t iit=-1 w e-JO> , 

so daB durch Einsetzen von (275), 
(196) entsteht 

1 [0 (2 . ~ oll\ 
r2sin {) or r sm iii) 

(276) 

(276) in 

+ ~ (sin ~ oli) + ~ (_1 ali)] of) of) ox sinD ox 

(274a) 

(275) 

= - 4:n:" j w 10-9 1I = P 1I. (277) 

Die einfachste Losung ergibt Wellen, die sich 
nach allen Seiten gleichmaBig ausbreiten; 
streichen wir demgemaB die Ableitungen 

h _Q d hi' Abb. 108. Kugelkoordlnaten. nac ." un X, so er a ten WIT 

~ i (r2. dll) = d2 (r li) = k2 (r Ii) (277 a) 
r dr dr dr2 

also mit zwei Integrationskonstanten A und B 

rlI = Aekf" + Be-kf" 

y=j.2x·~ilo-9r -V=j-2x V2"tlO-9 .r 
=A·e +B·e 

(277b) 

Damit das Feld im Unendlichen verschwinde, hat man B = 0 zu setzen 
und findet 

_ e-Yi-.2n Y2e/lO-9 .r 
fl=A·-----

r 

-2 ",V ></10-0 ·r 
=A· e (cos2n -V"flO-9r+jsin2n Y"flO-9.r) r 

(277c) 
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Wir transformieren den Differentialparameter LI II mittels der in Nr. 2 
gegebenen Beziehungen auf diese Koordinaten und erhalten mit 

_ V (OX)2 (Oy)2 (OZ)2 _ R- - + -- + - -1 or or or 

6 = V (~) 2 + (~) ~ + (~) 2 
= r 

X = V (:;r + (~~r + (:;r = rsinß r 
nach (16) 

1 [iJ ( o. oll) 0 (. oll) iJ ( 1 Oll)] 
AlI=r2 sinf) or r"smß Tr +iJf)\smßiJf) +iJx sm&1)X-.· 
Für periodische Vorgänge mit der Kreisfre-
quenz w ist z 

II = ffie (lI e-jwt); 

iJll . II . t iit=-1 w e-JO> , 

so daß durch Einsetzen von (275), 
(196) entsteht 

1 [iJ (2 . ß iJll\ 
r2sin {) iJr r sm ar/ 

(276) 

(276) in 

+ ~ (sin ß Oll) + ~ (_1 On)] 
iJ{) iJ{) iJxsinDiJx 

(274a) 

(275) 

= - 4:n:" j w 10-9 II = P lI. (277) 

Die einfachste Lösung ergibt Wellen, die sich 
nach allen Seiten gleichmäßig ausbreiten; 
streichen wir demgemäß die Ableitungen 

h -Q d h I' Abb. 108. KugelkoordInaten. nac ." un X, so er a ten WIr 

~ i (r2. dll) = d2 (r ll) = k2 (r li) (277 a) 
r dr dr dr2 

also mit zwei Integrationskonstanten A und B 

rlI = Aekf" + Be-kf" 

y=j.2,,·~ilo-9r -V=j-2" V2"tlO-9 'r 
=A·e +B'e 

(277b) 

Damit das Feld im Unendlichen verschwinde, hat man B = 0 zu setzen 
und findet 

_ e-Yi-'2n Y2e/lO-9 .r 
fl=A·-----

r 

-2 ",V ></10-0 'r 

=A· e (cos2n -Y"flO-9r+jsin2n Y"flO-9.r) r 

(277c) 
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a.lso unter Beachtung von (276) 

-2,. V ,,110-0 ., 

II = A· e r (cos{wt - 2'J'C f "/10-9 r}) (277d) 

Die Welle wird SOInit bei ihrem Vordringen nach auBen stark ge
dampft; da die Wellenlange im Erdreich dureh 

A=. 1 (277 e) 
l':oe/1O-9 

gegeben ist, erfahrt die Wellenamplitude beim Fortschreiten um eine 
Wellenlii.nge eine Abnahme im Verhaltnis 1: e-2n = f"OoJ 1 : 0,002, so daB 
dort das Feld praktiseh schon erlosehen ist. Beispielsweise wird fiir 
500 Perioden/sec in mittlerem Erdreich (" = 10-4 Siemens/em) 

A = 1 = I 41.106 em = I 41 km 
1'10 &.500.10-9 ' , 

und unter sonst gleiehen Verhii.ltnissen fur 100000 Perioden/see 
sprechend einer Wellenlange Ao = 3000 m in Luft) 

1 
A=~=-~~ 

l' 10-4.106 .10-9 
10'cm= 100m. 

(ent-

Aus der Hertzsehen Funktion folgen die elektrisehen Feldstarken 
mittels (192a) und (194b) 

~.=-Ae + V-;'2n.r2xt.1O-o.r-[_j41/:22:oe/1O_9~z -f.l-j.2nl2:oe/IO-s. 3~Z + 3;ZJ 

i.=-Ae+ H2 ",·V 2"f 10-0 ., • [-j41/:B2:oe/1O-9 .yz + 1'-j2nl2:oeflO-g3yz + 3xzl (278) 
,.a r4 ,0 " 

i'.=-Ae + V-i 2 ",V2xflO-O
.,[ _j4nB2:oe/lO-9ZS-: + R.2'J'Cf2:oe/1O-9.~Z:~ + 3~J 

und das Potential 

ip= aa~ =-A .e+ V-i2n V2xf 10-9 .,. [R.2",.V2"f10- O ~ + ~-J (278&.) 

In einer Umgebung des Senders r <; A ist also merklieh 
Z 

qJ= -A.-;:a. (278b) 

Nun ist naeh (27) 
J 1 

Q;Q=4.11'''·' (279) 

das Potential einer im Ursprung befindlichen Stromquelle der Ergiebig
keit J, so daB das stationare Feld zweier im Abstand l auf 2 z-Aehse be
findlieher Erder, welche den in Riehtung der positiven z-Aehse flieBenden 
Strom J in das Erdreich leiten, durch 

(279 a.) 
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a.lso unter Beachtung von (276) 

-2,. V .. 110-0 ., 

II = A· e r (cos{wt - 2'J'C f "/10-9 r}) (277d) 

Die Welle wird somit bei ihrem Vordringen nach außen stark ge
dämpft; da die Wellenlänge im Erdreich durch 

A=. 1 (277e) 
l':oe/1O-9 

gegeben ist, erfährt die Wellenamplitude beim Fortschreiten um eine 
Wellenlänge eine Abnahme im Verhältnis 1: e-2n = f"OoJ 1 : 0,002, so daß 
dort das Feld praktisch schon erloschen ist. Beispielsweise wird für 
500 Perioden/sec in mittlerem Erdreich (" = 10-' Siemens/cm) 

A = 1 = I 41.106 cm = I 41 km 
1'10 &.500.10-9 ' , 

und unter sonst gleichen Verhältnissen für 100000 Perioden/sec 
sprechend einer Wellenlänge Ao = 3000 m in Luft) 

1 
A=~=-~~ 

l' 10-4.106 .10-9 
10'cm= 100m. 

(ent-

Aus der Hertzsehen Funktion folgen die elektrischen Feldstärken 
mittels (192a) und (194b) 

~.=-Ae + V-;'2n.r2xt.1O-o.r-[_j41/:22:oe/1O_9~z -f.l-j.2nl2:oe/IO-s. 3~Z + 3;ZJ 

i".=-Ae+ H2 ",·V 2></10-0 ., • [-j41/:B2:oe/1O-9 .yz + 1'-j2nl2:oeflO-g3yz + 3xzl (278) 
,.a r4 ,0 " 

i'.=_Ae+ V- i2 ",V2xf10- 0
.,[ _j4nB2:oe/lO-9zs-: + R·2'J'Cf2:oe/1O-9.~z:~ + 3~J 

und das Potential 

ip= aa~ =-A .e+ V-i2n V2x1 10-9 .,. [R.2",.V2,,/I0-0 ~ + ~-J (278&.) 

In einer Umgebung des Senders r <; A ist also merklich 
z 

qJ= -A.-;:a. (278b) 

Nun ist nach (27) 
J 1 

Q;Q=4.11'''·' (279) 

das Potential einer im Ursprung befindlichen Stromquelle der Ergiebig
keit J, so daß das stationäre Feld zweier im Abstand l auf 2 z-Achse be
findlicher Erder, welche den in Richtung der positiven z-Achse fließenden 
Strom J in das Erdreich leiten, durch 

(279a.) 
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gegeben ist. Der Vergleich mit (278b) zeigt unmittelbar, daB die Hertz
sche Funktion (277 d) das dynamische Feld des Senders darstellt, 
sofern 

.A=-~ 
43tH 

(279b) 

gesetzt wird. Zugleich haben wir hiermit in Strenge den N ach weis 
erbracht, daB in der Niihe der Erder mit dem stationiiren 
Feldbild gerechnet werden darf. 

FUr die Anwendungen auf Fragen der Nachrichteniibertragung 
durch die Erde interessiert namentlich das Feld in weiter Entfernung 
vom Sender; man erhiilt durch Einsetzen von (279b) in (278) nach 
Streichen der mit r' und r6 rasch verschwindenden Feldanteile 

,....."" 
lim ~'" = J.Zj 2 n {10-e . e + 1'-; 2 ",Yhl10-0 .1' :: 1 
limi J l ·2 {1O-9 +Y-j2nYh/lO-o·r yz (278c) 
1'-""" y = .., n· . e • ,.3 I 
li Ii: J Z ·2 {10-9 +H2",Yh/10-o.,. zc..,a ml!!-.= .. , n··e ·-3--"" ,. Die Reichweite einer derartigen Nachrichtenanlage ist durch den 

hochsten Betrag der iibertragenen Feldstiirke bestimmt, der sich in der 
i\quatorebene des Senders (z = 0) einstellt; man erhiilt ihn zu 

_I -2"'Y .. /1O-O.,. 
lim 1 ~. = J ·Z· 2 n {.10-o• e • 
,....."" max ,. 

(278d) 

In der Regel greift man am ~mpfiinger die iibertragene Spannung 
mittels zweier Sonden ab, die um l' voneinander entfernt sein mogen; 
die Empfangsspannung wird dann 

-9'" Y .. /10-0·1' 

lEI I =J.Z.Z'.2nf·1O-9.e • max ,. (278e) 

Als Beispiel behandeln wir eine Anlage, deren Sender mit einem 
Strom von 2 Amp bei 500 Perioden/sec betrieben wird, wobei die Sender· 
erder einen Abstand von 10 m voneinander besitzen mogen; den gleichen 
Abstand voneinander mogen die Sonden des Empfiingers aufweisen. 
Man erhiilt dann aus (278c) 

_ 2"'_"_ 
I I e 1.41·10-
E max = 2·10s.lOs·2n·500·1O-9.---,. 

In r = 2 km Entfernung wird also 

_2"'_" _ 
e 1,41·10-

6,28· Volt ,. 

e -8,86 

IElmax = 6,28· 2.105 = '" 6,5.10-9 Volt 

eine Spannung, die auch bei Anwendung von Empfangsverstiirkern 
an der Grenze der Aufnehmbarkeit steht; die Reichweite derartiger An-
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gegeben ist. Der Vergleich mit (278b) zeigt unmittelbar, daß die Hertz
sehe Funktion (277 d) das dynamische Feld des Senders darstellt, 
sofern 

.A=-~ 
43tH 

(279b) 

gesetzt wird. Zugleich haben wir hiermit in Strenge den Nach weis 
erbracht, daß in der Nähe der Erder mit dem stationären 
Feldbild gerechnet werden darf. 

Für die Anwendungen auf Fragen der Nachrichtenübertragung 
durch die Erde interessiert namentlich das Feld in weiter Entfernung 
vom Sender; man erhält durch Einsetzen von (279b) in (278) nach 
Streichen der mit r' und r6 rasch verschwindenden Feldanteile 

,....."" 
lim ~'" = J.Zj 2 n {10-e . e + 1'-;2nYhl10-0 .,. :: 1 
limi J l ·2 {1O-9 +Y-j2nYh/lO-O·,. yz (278c) 
,.-.."" y = .., n· . e • ,.3 I 
li n;: J Z ·2 {10-9 +H2",Yh/10-o.,. zc..,a m\!!..= .. , n··e ·-3--"" ,. Die Reichweite einer derartigen Nachrichtenanlage ist durch den 

höchsten Betrag der übertragenen Feldstärke bestimmt, der sich in der 
Äquatorebene des Senders (z = 0) einstellt; man erhält ihn zu 

_I -2"'Y"/1O-O.,. 
liml~. =J.Z.2n{.1O-o• e • 
,....."" max ,. 

(278d) 

In der Regel greift man am ~mpfänger die übertragene Spannung 
mittels zweier Sonden ab, die um l' voneinander entfernt sein mögen; 
die Empfangsspannung wird dann 

-2n Y ,,/10-0·,. 
lEI I =J.Z.Z'.2nf·1O-9.e • max ,. (278e) 

Als Beispiel behandeln wir eine Anlage, deren Sender mit einem 
Strom von 2 Amp bei 500 Perioden/sec betrieben wird, wobei die Sender· 
erder einen Abstand von 10 m voneinander besitzen mögen; den gleichen 
Abstand voneinander mögen die Sonden des Empfängers aufweisen. 
Man erhält dann aus (278c) 

_ 2n_r_ 

I I e 1.41·10' 
E max = 2·10s.lOs·2n·500·1O-9.---,. 

In r = 2 km Entfernung wird also 

_2n_r _ 
e 1,41·10' 

6,28· Volt ,. 

e -8,86 

IElmax = 6,28· 2.105 = '" 6,5.10-9 Volt 

eine Spannung, die auch bei Anwendung von Empfangsverstärkern 
an der Grenze der Aufnehmbarkeit steht; die Reichweite derartiger An-
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lagen besitzt daher giinstigsten Falles die GroBenordnung einiger Kilo
meter. 

In den haufigsten Fallen sind beide Stationen nicht inmitten des 
leitenden Mediums untergebracht, sondern befinden sich auf der 
Erdo berflache. Urn diesen Fall analog zu behandeln, konnen wir 
nach dem in Nr.37 angewandten Naherungsverfahren vorgehen: 
Mit der Annahme, daB die magnetischen Feldlinien urn den Sender 
herum Kreise bleiben, bleibt die Differentialgleichung (277a) auch fiir 
das neue System giiltig, sofern wir an Stelle von (277) die Beziehung 

k 2 = - 2 n" iro 10-9 = - i 4 n'.l x {10-9 (280) 

statthaben lassen; entsprechend treten an Stelle der Feldstarken
gleichungen (278) die Ausdriicke 

~ = _ A·e+Y-j2",·Y"t10-9.r 
'" r '4 2 f 0 9 xz . (-- . 2 '/--0 9 3xz + 3XZ] 'l-J n . x 1 - . Til + -1 n r x f1 - -;:< --:;:5-

~ = _ A.e+H2nY"tlO-o·r 
y 

[ '4 2 f 0 9 Yz+,r--;: '~9 3yz + 3yz 1 . -J n ·x 1 -'ra r-J·2n· rx f1v- T4 !=5J 
i = - A·e+Y-j2nY"flO-9.r 

z 

. [ -i 4n2 x flO- 9. z2~3r2 + Fi2n yxf10-9 3z::-r2 + 3z:-;;-r2] 

und fiir das Potential ist zu setzen 

_ on _ A +Y-j2nY"flO-9·r [ ,/7 2 ,/ f10- 9 z + Z l cp - - oz - - . e . - r J Jl r x . r2 raJ' 

(281) 

(281 a) 

Das Feld in der Umgebung des Senders ist also zwar wiederum durch 
(278 b) gegeben; aber das Quellpunktspotential eines Erders ist jetzt 

CPq=2~'" ~, (279c) 

so daB (279a) zu ersetzen ist durch 

und 

Jl Z 

CP=23f"oTil 

entsteht. Die Reichweitenformel lautet also 
2n 

(279d) 

(27ge) 

- YB y" 110-o·r 

1iml~ i =J.l.2nf·10-9 • e (282) 
1"-"+'00 z max r 

8n __ 
- Yi· Y"f1o-o.r 

lEI = J.l.l'.2nf.l0-9 • e __ _ 
max r und (282a) 
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lagen besitzt daher günstigsten Falles die Größenordnung einiger Kilo
meter. 

In den häufigsten Fällen sind beide Stationen nicht inmitten des 
leitenden Mediums untergebracht, sondern befinden sich auf der 
Erdo berfläche. Um diesen Fall analog zu behandeln, können wir 
nach dem in Nr.37 angewandten Näherungsverfahren vorgehen: 
Mit der Annahme, daß die magnetischen Feldlinien um den Sender 
herum Kreise bleiben, bleibt die Differentialgleichung (277a) auch für 
das neue System gültig, sofern wir an Stelle von (277) die Beziehung 

k 2 = - 2 n" im 10-9 = - i 4 n'.l" f10- 9 (280) 

statthaben lassen; entsprechend treten an Stelle der Feldstärken
gleichungen (278) die Ausdrücke 

~ = _ A·e+Y-j2",·y"t10-9.r 
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. [ -i 4n2" flO- 9. z2~3r2 + Fi 2n Y"f10- 9 3z::-r2 + 3z:-;;-r2] 

und für das Potential ist zu setzen 
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Das Feld in der Umgebung des Senders ist also zwar wiederum durch 
(278 b) gegeben; aber das Quellpunktspotential eines Erders ist jetzt 

CPq=2~'" ~, (279c) 

so daß (279a) zu ersetzen ist durch 

und 

Jl z 
CP=23f"'Ti' 

entsteht. Die Reichweitenformel lautet also 
2n 

(279d) 

(27ge) 

- YB V" 110-o·r 

1iml~ i =J.l.2nf·10-9 • e (282) 
1"-"+'00 z max r 

8n __ 
- Vi· Y" f1o-o.r 

I EI = J.l.l'.2nf.l0-9 • e __ _ 
max r und (282a) 
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Man erkennt durch Vergleich mit (278e), daB die Lage der Sende
und Empfangsstation an der ErdoberfHiche die Reichweite 
gegeniiber zwei im Innern des Erdreiches gelegenen Stationen unter 
sonst gleichen Umstanden vergroBert; der Grund hierfiir liegt in der 
geringeren Dampfung der vom Sender ausgehenden Wellen durch die 
infolge der Lage scheinbar verringerten Leitfahigkeit des iibertragenden 
Mediums. Fiir das obengenannte Beispiel erhalt man 

_2",._'_ 
2-10S 

IE: = 2 .103 .103 • 2n. 500. 10-9. e ____ _ 
, ,max r 

10' 
-2",·-

e 10' 

= 6,28· 2.105 = 6,1.10-8 Volt, 

also eine Erhohung der iibertragenen Spannung auf rund das 10fache. 
Die hier durchgefiihrten tJberlegungen verlieren in nachster Nahe vom 

Sender ihre Bedeutung; insbesondere laBt sich aus ihnen nicht die 
Leistung berechnen, die man dem Sender zuzufiihren hat, um die Ver
luste im Erdreich zu decken. Man muB sich hier mit einer Naherung 
begniigen, indem man nach den friiher entwickelten Beziehungen die 
Erderwiderstande und den Wechselstromwiderstand' der Senderleitung 
fiir die Lange der zwischen den Erdern gespannten Leitung ermittelt 
und aus ihnen Wirk- und Blindleistung berechnet. Infolge der sehr 
groBen Dampfung der Erdfelder durch die Ohmsche Leitfahigkeit des 
Erdreiches erreicht der Wirkungsgrad derartiger Erdtelegraphie
Anlagen nur sehr niedrige Werte, so daB man im allgemeinen auf die 
Berechnung der Senderleistung verzichten kann und sich mit der 
Bestimmung der Reichweite begniigt. Wir miissen indes hervorheben, 
daB der Wert der Formeln (278e) und (282a) praktisch durch die stets 
vorhandenen Inhomogenitaten im Boden stark verringert wird, so daB 
die Beobachtung in ungiinstigen Fallen groBe Abweichungen von der 
hier entwickelten Theorie geben kann. 

Es ist von Interesse, die gewonnene Losung fiir eine sehr 
(unendlich) kurze Leitung mit dem in Nr. 38 abgeleiteten Felde 
der unendlich ausgedehnten Leitung zu vergleichen. Hierzu 
denken wir uns langs der z-Achse eines raumlichen Zylinderkoordinaten
systems z, e, {} unendlich viele Elementar-Strommomente konstanter 
Intensitat J. dz gleichmaBig verteilt. Fiir einen in der Ebene z = 0 
im Abstand e von der Achse gelegenen Aufpunkt ergibt sich dann die 
resultierende Hertzsche Funktion durch Integration, wenn wir sogleich 
auf Lage der stromfiihrenden Leitung an der Erdoberflache speziali
sieren 

+'" +'" - --- S - J SeV- i . 2:r.V"flO ...... 
ll= dll= --. dz' '1"= yz2+ e2. 

2nx r ' 
(283) 

-00 -00 

Strahlung im homogenen Erdreich. 155 

Man erkennt durch Vergleich mit (278e), daß die Lage der Sende
und Empfangsstation an der Erdoberfläche die Reichweite 
gegenüber zwei im Innern des Erdreiches gelegenen Stationen unter 
sonst gleichen Umständen vergrößert; der Grund hierfür liegt in der 
geringeren Dämpfung der vom Sender ausgehenden Wellen durch die 
infolge der Lage scheinbar verringerten Leitfähigkeit des übertragenden 
Mediums. Für das obengenannte Beispiel erhält man 

_2""_'_ 
2-10s 

IE: = 2 .103 .103 • 2n. 500. 10-9. e ____ _ 
, ,max r 

10' 
-2",·-

e 10' 

= 6,28· 2.105 = 6,1.10-8 Volt, 

also eine Erhöhung der übertragenen Spannung auf rund das 10 fache. 
Die hier durchgeführten Überlegungen verlieren in nächster Nähe vom 

Sender ihre Bedeutung; insbesondere läßt sich aus ihnen nicht die 
Leistung berechnen, die man dem Sender zuzuführen hat, um die Ver
luste im Erdreich zu decken. Man muß sich hier mit einer Näherung 
begnügen, indem man nach den früher entwickelten Beziehungen die 
Erderwiderstände und den Wechselstromwiderstand" der Senderleitung 
für die Länge der zwischen den Erdern gespannten Leitung ermittelt 
und aus ihnen Wirk- und Blindleistung berechnet. Infolge der sehr 
großen Dämpfung der Erdfelder durch die Ohmsche Leitfähigkeit des 
Erdreiches erreicht der Wirkungsgrad derartiger Erdtelegraphie
Anlagen nur sehr niedrige Werte, so daß man im allgemeinen auf die 
Berechnung der Senderleistung verzichten kann und sich mit der 
Bestimmung der Reichweite begnügt. Wir müssen indes hervorheben, 
daß der Wert der Formeln (278e) und (282a) praktisch durch die stets 
vorhandenen Inhomogenitäten im Boden stark verringert wird, so daß 
die Beobachtung in ungünstigen Fällen große Abweichungen von der 
hier entwickelten Theorie geben kann. 

Es ist von Interesse, die gewonnene Lösung für eine sehr 
(unendlich) kurze Leitung mit dem in Nr. 38 abgeleiteten Felde 
der unendlich ausgedehnten Leitung zu vergleichen. Hierzu 
denken wir uns längs der z-Achse eines räumlichen Zylinderkoordinaten
systems z, e, {} unendlich viele Elementar-Strommomente konstanter 
Intensität J. dz gleichmäßig verteilt. Für einen in der Ebene z = 0 
im Abstand e von der Achse gelegenen Aufpunkt ergibt sich dann die 
resultierende Hertzsche Funktion durch Integration, wenn wir sogleich 
auf Lage der stromführenden Leitung an der Erdoberfläche speziali
sieren 

+00 +00 - --- S - J SeV- i . 2:r.V"flO ...... 
ll= dll= --. dz' '1"= yz2+ e2. 

2nx r ' 
(283) 

-er> -er> 
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Fiihren wir an Stelle von z den Aufpunktabstand r als Integrations
variable ein, so entsteht 

(283a) 
00- ,----

= _ ~. ~seV-i.2nV"/10-•. e.,n.a,ft 

2".." J Y 1- ft2 
1 

Nun gilt 1 identisch 
1 . 

~se'ZII.dft = H,(1) ( ) 
-- 0 Z. 

:It. ¥I-ft" 
)00 

(283b) 

Daher ist 

II J 2 [ ".. H(l) (,1,: I -r 0-9 )-
=--.-;- --. 0 o·2nyx 1 ·e I' 

2.11:" J 2 ~ 
(283c) 

Aus der Hertzschen Funktion folgt der Erdstrom mittels (194b) 
durch Differentiation 

lz = x.2 me10-D .( - iro)·I! 

= - J "nro· lO-D. H~l) (1"12 n f "flO-D. e) 
(283 d) 

und also die Erdfeldstarke 

@:z= ~ = -Jnro.l0-D.H~1)(ri2nf"f10 9· e)· (283e) 

Dieser Ausdruck stimmt mit dem in Nr.38 Gl. (235) abgeleiteten 
Werte iiberein, so daB wir hiermit einen weiteren Beweis dieses Aus
breitungsgesetzes gefunden haben; die neue Ableitung geht indes iiber 
die friihere dadurch hinaus, daB sie grundsatzlich auch auf Leitungen 
endlicher Lange angewandt werden kann. In diesem Falle laBt 
sich allerdings das Integral (283) nicht mehr in geschlossener Form aus
werten, sondern man muB zur numerischen Integration iibergehen. 

44. StrahIung in Erdreieh hoher Oberfliehenleitfihigkl'it. Wir 
untersuchen die Ausbreitung des Feldes fiir einen Erdtelegraphicsender 
in geschichtetem Erdreich, dessen Oberflachenschicht gegeniiber den 
tieferen Schichten sehr gut leite. Der Einfachheit halber vernachlassigen 
wir die Stromung in diesen Unterschichten vollstandig und Behan die 
Dicke L1 der Oberschicht als sehr klein gegeniiber der Wellenlange der 
Erdstromung (im Erdreich gemessen) an. 

FUr die relativ niedrigen Frequenzen der erdtelegraphischen Sender 
kann man von den dielektrischen Verschiebungsstromen im Luftraum 
einerseits, im Gestein unter der leitenden Oberschicht andererseits ab-

1 Jahnke-Erode, Funktionentafeln, S.170. 
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Führen wir an Stelle von z den Aufpunktabstand r als Integrations
variable ein, so entsteht 

(283a) 
00- ,----

= _ ~. ~seV-i.2nV"/10-•. e.,n.a,f.t 

2".." J Y 1- f.t2 
1 

Nun gilt 1 identisch 
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~se'ZII.df.t = R(1)() 
-- 0 z. 

1t. p_f.t2 
)00 

(283b) 

Daher ist 

II J 2 [ ".. H(l) (,1,: I -f 0-9 )-
=--.-;- --. 0 yJ·2nyx 1 ·e I' 

2.11:" J 2 ~ 
(283c) 

Aus der Hertzsehen Funktion folgt der Erdstrom mittels (194b) 
durch Differentiation 

lz = x.2 me10-9 .( - im)·I! 

= - J "nm· 10-9 • H~l) (1"12 n f ,,(10-9 • e) 
(283d) 

und also die Erdfeldstärke 

@:z= ~ = -Jnm.l0-9.H~1)(ri2nf"fl0 9· e)· (283e) 

Dieser Ausdruck stimmt mit dem in Nr.38 Gi. (235) abgeleiteten 
Werte überein, so daß wir hiermit einen weiteren Beweis dieses Aus
breitungsgesetzes gefunden haben; die neue Ableitung geht indes über 
die frühere dadurch hinaus, daß sie grundsätzlich auch auf Leitungen 
endlicher Länge angewandt werden kann. In diesem Falle läßt 
sich allerdings das Integral (283) nicht mehr in geschlossener Form aus
werten, sondern man muß zur numerischen Integration übergehen. 

44. Strahlung in Erdreich hoher Oberßächenleitfihigkl'it. Wir 
untersuchen die Ausbreitung des Feldes für einen Erdtelegraphicsender 
in geschichtetem Erdreich, dessen Oberflächenschicht gegenüber den 
tieferen Schichten sehr gut leite. Der Einfachheit halber vernachlässigen 
wir die Strömung in diesen Unterschichten vollständig und sehen die 
Dicke LI der Oberschicht als sehr klein gegenüber der Wellenlänge der 
Erdströmung (im Erdreich gemessen) an. 

Für die relativ niedrigen Frequenzen der erdtelegraphischen Sender 
kann man von den dielektrischen Verschiebungsströmen im Luftraum 
einerseits, im Gestein unter der leitenden Oberschicht andererseits ab-

1 Jahnke-Emde, Funktionentafeln, S.170. 



Strahlung in Erdreich hoher OberflachenleitfiiJrlgkeit, 157 

sehen: An den heiden Grenzflachen der leitenden Schicht miinden 
keinerlei StromfMen. 

Mit diesen VorauSBetzungen wird das Stromungsfeld zweidimensional. 
Wir fiihren voriibergehend ein kartesisches Koordinatensystem g, '1/, C 
mit dem Ursprung im Sender ein, dessen C-Achse senkrecht zur Erd
oherflache weist. Da das Magnetfeld parallel zur C -Achse gerichtet ist, 
definieren wir die Hertzsche Funktion relativ zur g-Achse. Indem 
man jetzt an Stelle von x, y, z die GroBen'1/, C, g in Nr. 35 einfiihrt, 
folgen Potential und elektrische Feldstarken nach den Beziehungen 

021I 02 II 021I 021I all 
@:'1 = - 0'IJ o~; @:~ = - oC o~; @:; = 07J2 + oC2; qJ = --a[ . (284) 

Nun gehen wir zu einem Zylinderkoordinatensystem iiber 

und erhalten mit 

e=e cos {}! 
'YJ=(!sin{} 

C=z 

p = V (!:r + (::r + (~r = 1 

@= (j}~r + (07J)" + (oCr = a f) of} of} e 

Z= (~:)" + (::r + (~:r = 1 

I 
I 

(286) 

(286) 

ala Diff~rentialgleichung der Hertzschen Funktion fUr periodische Vor
gange der Kreisfrequenz (J) 

~ [~( oli) + ~ (! a il) ~ ( a ii)] _ kt II l! 8(! l! a l! of} (! of) + a z (! a z - , (287) 

Wir suchen zweidimensionale Zylinderwellen, die sich nach allen Seiten 
gleichmaBig ausbreiten 

~ ~ ( all) = 02it +~ oil _ k2II 
l! O(! l! O(! - O(!2 (! ol! - . 

Hierbei ist nach (284) 

(287a) 

n:: aS II - a2 1I _ all ( ) 
'e'1=-07Ji}~; @:;-=o; @:;=a11; P=aI' 284a 

Die im Unendlichen verschwindende Losung der G1. (287 a) lautet mit 
einer willkiirlichen Integrationskonstanten A 

- (1) • 
II = A . Ho (1 k e), (287b) 

so daB ala Potential folgt 

- A H(l)r':k) 'k ~ P=- . 1 V {! '1 '""i' (288) 
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sehen: An den beiden Grenzflächen der leitenden Schicht münden 
keinerlei Stromfäden. 

Mit diesen VorauSBetzungen wird das Strömungsfeld zweidimensional. 
Wir führen vorübergehend ein kartesisches Koordinatensystem g, '1/, 1; 
mit dem Ursprung im Sender ein, dessen 1;-Achse senkrecht zur Erd
oberfläche weist. Da das Magnetfeld parallel zur 1; -Achse gerichtet ist, 
definieren wir die Hertzsche Funktion relativ zur g-Achse. Indem 
man jetzt an Stelle von x, y, z die Größen '1/, 1;, g in Nr. 35 einführt, 
folgen Potential und elektrische Feldstärken nach den Beziehungen 

02II 02 II 02II 02II oII 
@;'1 = - 0'IJ o~; @:~ = - oC o~; @:; = 0",2 + oC2; qJ = ß""f . (284) 

Nun gehen wir zu einem Zylinderkoordinatensystem über 

und erhalten mit 

e=e costJ! 'Yj=(!sintJ 

C=z 

p = V (!:r + (::r + (~r = 1 

8= (j}~r + (0"')" + (oCr = 01) 01} 01} e 

Z= (~:)" + (::r + (~:r = 1 

I 
I 

(286) 

(286) 

als Diff~rentialgleichung der Hertzschen Funktion für periodische Vor
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wii.hrend die Feldstarken werden 

~l;=..4.[k;:2 .H~l)(jke) + ik(fJ:;;-~g) Hi1) (ike)] ) 
(288a) 

(f11 = ..4 [ - k2;2fJ . H~) (i k e) + ik(:3~fJ) Hil ) (ike)] 

In der Umgebung des Senders herrscht das Potential 

lim -=+..4. 2iH =..4.~ 
~o rp 3l i k e2 3l e2 • 

(288b) 

Nun erzeugt ein Strom J, der durch einen Erder in die Schicht ein
gefiihrt wird, nach Nr. 25 das Feld 

(289) 

so daB als Potential zweier langs der ;-Achse im Abstand 1 voneinander 
befindlichen Erder, welche den Strom in die Erde hinein und heraus 
leiten, entsteht 

(289a) 

Aus dem Vergleich mit (287e) erkennt man die Identitat des Stromungs
feIdes der Funktion Il mit dem Feld des Senders, wenn man 

..4 = ; . 2:: L1 = 4:h,j (288c) 

wahlt. A1s maximale Empfangsstarke erhalt man daher aus (287 d) 
durch Spezialisierung auf die Symmetrieebene des Senders mit Beachtung 
von (211) 

und als Empfangsspannung zwischen zwei im Abstand 
schlagenen Sonden 

lim I E I = J. ll'.2V(f 10 9)3 e-2,,"~.!! 
I max A ----. . 

~.., ~ fe 

(288 d) 

l' einge-

(288e) 

Der Vergleich mit den entsprechenden Beziehungen (278e) und (283a) 
des vorigen Abschnittes zeigt, daB - von der Dampfung .des FeIdes 
durch die LeiWihigkeit des Bodens abgesehen - die Abnahme der 
Empfangsspannung nur mit der Wurzel der Entfemung, also viel 
langsamer als im homogenen Erdreich erfolgt. Beispielsweise findet 
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(289a) 
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Der Vergleich mit den entsprechenden Beziehungen (278e) und (283a) 
des vorigen Abschnittes zeigt, daß - von der Dämpfung .des Feldes 
durch die Leitfähigkeit des Bodens abgesehen - die Abnahme der 
Empfangsspannung nur mit der Wurzel der Entfernung, also viel 
langsamer als im homogenen Erdreich erfolgt. Beispielsweise findet 
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man fiir die im vorigen Abschnitt genannten Zahlen, wenn man L1 zu 
5m annimmt 

(! 

lim I E I = 2. 103.103. 2 . p4 (500.10-9)3 e -2'" 1;4i:"To' 
max 500 - 2 10-0 ' . 

e-+'" . 1 (! 
-2",-(!-

e 1,41 . 10' 
= 1,5 · - - =--- Volt, 

y(! 

also fiir eine Entfernung von e = 2 km 
2 ·10' 

-2",--
e 1,41·10' IE Imax = 1,5 · = '" 6,92 .10-7 Volt . 

Y2.105 

Durch die nur oberflachliche Leitung des Stromes wird also die Ampli
tude der Empfangsspannung gegeniiber der Strahlung im homogenen 
Boden bei Lage der Stationen an der Erdoberflache nochmals um etwa 
das IOfache erhoht, so daB die Reichweite entsprechend anwachst. 

Die hier durchgefiihrten Rechnungen geben die wirklichen Verhalt
nisse insofern nicht vollig wieder, als die magnetischen Feldlinien ge
maB der angenommenen Hertzschen Funktion senkrecht zur Erd
oberfla.che verlaufen, wahrend sie sich in Wahrheit in den stromlosen 
Raumen oberhalb und unterhalb der leitenden Schicht schlieBen. Der 
hiermit begangene Fehler andert indes nichts an der GroBenordnung 
der angegebenen Felder, wie man leicht erkennt, wenn man mit einem 
passend verkleinerten Wert der Leit
fahigkeit in die entwickelten Glei
chungen eingeht, welcher entspre
chend Nr.36 und 37 den wahren 
Verlauf der magnetischen Feldlinien 
in brauchbarer Naherung erfaBt. 

40. Strahlung langs parallelen 
Drahten zur Bestimmnng der Erd
bodenleitfahigkeit. Wahrend man 
die Leitfahigkeit der Erde in den 
meisten Fallen durch Ausmessung 
des Ausbreitungswiderstandes zweier 
Sonden bekannter Form bestimmt, Abb. 109. Bestlmmung der Erdbodenleit-

fihigkeit mit Weebseletrom. 
zieht man eine Messungmit Wechsel· 
strom vor, wenn groBe Genauigkeit verlangt wird. Eine vielbenutzte 
Anordnung wird durch zwei in kleinem Abstand D parallel zueinander 
vergrabene Drahte vom Halbmesser eo nach Abb. 109 dargestellt, welche 
von einer Wechselstromquelle gespeist werden. 

Wir fiihren ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, zein, dessen 
z-Achse in die Richtung der MeBdrahte weist . Wir beschreiben das Feld 
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man für die im vorigen Abschnitt genannten Zahlen, wenn man L1 zu 
5m annimmt 

(! 

lim I EI = 2. 103 .103 . 2 . p4 (500.10-9)3 e -2n: 1;4i:"To' 
max 500 - 2 10-0 ' . 

(!-H' • 1(! 
-2n:-(!-

e 1,41 . 10' 
= 1,5 · - - =--- Volt, 

y(! 
also für eine Entfernung von f2 = 2 km 

2 ·10' 
-2n:--

e 1,41·10' I E Imax = 1,5 · = '" 6,92 .10-7 Volt . 
Y2.105 

Durch die nur oberflächliche Leitung des Stromes wird also die Ampli
tude der Empfangsspannung gegenüber der Strahlung im homogenen 
Boden bei Lage der Stationen an der Erdoberfläche nochmals um etwa 
das IOfache erhöht, so daß die Reichweite entsprechend anwächst. 

Die hier durchgeführten Rechnungen geben die wirklichen Verhält
nisse insofern nicht völlig wieder, als die magnetischen Feldlinien ge
mäß der angenommenen Hertzschen Funktion senkrecht zur Erd
oberfläche verlaufen, während sie sich in Wahrheit in den stromlosen 
Räumen oberhalb und unterhalb der leitenden Schicht schließen. Der 
hiermit begangene Fehler ändert indes nichts an der Größenordnung 
der angegebenen Felder, wie man leicht erkennt, wenn man mit einem 
passend verkleinerten Wert der Leit
fähigkeit in die entwickelten Glei
chungen eingeht, welcher entspre
chend Nr.36 und 37 den wahren 
Verlauf der magnetischen Feldlinien 
in brauchbarer Näherung erfaßt. 

40. Strahlung längs parallelen 
Drähten zur Bestimmung der Erd
bodenleitfähigkeit. Während man 
die Leitfähigkeit der Erde in den 
meisten Fällen durch Ausmessung 
des Ausbreitungswiderstandes zweier 
Sonden bekannter Form bestimmt, Abb. 109. Bestimmung der Erdbodenleit-

fähigkeit mit Wechselstrom. 
zieht man eine Messung mit Wechsel· 
strom vor, wenn große Genauigkeit verlangt wird. Eine vielbenutzte 
Anordnung wird durch zwei in kleinem Abstand D parallel zueinander 
vergrabene Drähte vom Halbmesser f20 nach Abb. 109 dargestellt, welche 
von einer Wechselstromquelle gespeist werden. 

Wir führen ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, z ein, dessen 
z-Achse in die Richtung der Meßdrähte weist . Wir beschreiben das Feld 
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durch eine Hertzsche Funktion II, deren Achse mit der z-Achse zu
sammenfallt; ihre Gleichung lautet daher 

a2jj + lJ2it + a2lt _ k2II (289) 
ax2 8yB 8z2 - • 

Wenn die MeBdrahte hinreichend starken Querschnitt besitzen, erzwingen 
sie Hings der z-Achse den Zusammenbruch des elektrischen Feldes; aus 

- a2it (jOit 
Q:z = ax2 + ay2 = 0 (290) 

folgt daher sogleich die Bedingung 
(pjj
-- = k2 II az' 

deren im Unendlichen verschwindende Lasung lautet 

ii = A (x, y).ekz . 
Das Potential 

(289a) 

(289 b) 

ffJ = k·A(x, y).e-kz = ffJo· ekz; ffJo = k·A(x, y) (291) 
ist der Hertzschen Funktion proportional, daher der Differential
gleichung (290) unterworfen. Aus dieser Bedingung ist jede Bezugnahme 
auf die zeitIiche Schwankung des Feldes verschwunden; das Poten· 
tial ist somit in jeder Ebene identisch mit dem stationaren 
Stramungsfelde zweier paralleler Drahte, deren einer als 
Hinleitung, deren anderer als Riickleitung dient. Der pro 
Langeneinheit austretende Strom erzeugt nun im stationaren Zustand 
zwischen den Drahten eine Spannung, welche durch den Ausbrei
tung swider stand pro Langeneinheit gegeben ist; mit Benutzung 
von Gl. (148c), Nr. (26) ist also, wenn man beachtet, daB hier der AliS
breitungswiderstand beider Driihte einzusetzen ist, 

- 2 D aJ 
E= 2:n;,,·ln eo' iii ' (291a) 

Da fUr die Abnahme dieser Spannung langs der Drahte das Gesetz (291) 
gilt, berechnet sich der Strom aus 

- 1 D oJ 
E ·ekz = - --·In-·-· 

o ;n; " eo az ' 
J = _ E . ;n;" ._1_. ekz = Eo·ekz 

o kInD .8 ' 
eo 

1 wo durch 1/3 = = ~~ = _ ;n;" 

k In E f - jf4;n; ro" 10 . In D 
eo eo 

1 1/-"- 1 
= - 2 f - j • r 2 flO-9 ' In D 

eo 
der Strahlungswiderstand .8 eingefUhrt ist. 

(291b) 

(291 c) 
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durch eine Hertzsche Funktion ll, deren Achse mit der z-Achse zu
sammenfällt; ihre Gleichung lautet daher 

o2jj + IJ2ll + o2n _ k211 (289) 
ox2 oyB OZ2 - • 

Wenn die Meßdrähte hinreichend starken Querschnitt besitzen, erzwingen 
sie längs der z-Achse den Zusammenbruch des elektrischen Feldes; aus 

- o2ll (j2ll 
Q:z = ox2 + oy2 = 0 (290) 

folgt daher sogleich die Bedingung 
(j211-
-- = k2 II oz' 

deren im Unendlichen verschwindende Lösung lautet 

ii = A (x, y).ekz . 

Das Potential 

(289a) 

(289 b) 

fP = k·A(x, y).e-kz = fPo· ekz; fPo = k·A(x, y) (291) 
ist der Hertzschen Funktion proportional, daher der Differential
gleichung (290) unterworfen. Aus dieser Bedingung ist jede Bezugnahme 
auf die zeitliche Schwankung des Feldes verschwunden; das Poten· 
tial ist somit in jeder Ebene identisch mit dem stationären 
Strömungsfelde zweier paralleler Drähte, deren einer als 
Hinleitung, deren anderer als Rückleitung dient. Der pro 
Längeneinheit austretende Strom erzeugt nun im stationären Zustand 
zwischen den Drähten eine Spannung, welche durch den Ausbrei
tungswiderstand pro Längeneinheit gegeben ist; mit Benutzung 
von GI. (148c), Nr. (26) ist also, wenn man beachtet, daß hier der Aus
breitungswiderstand beider Drähte einzusetzen ist, 

- 2 D oY 
E= 2:lt,,·ln eo'az' (291a) 

Da für die Abnahme dieser Spannung längs der Drähte das Gesetz (291) 
gilt, berechnet sich der Strom aus 

- 1 D oJ 
E ·ekz = - --·ln-·-· 

o ;n; " eo oz ' 
J = _ E . ;n;" ._1_. ekz = Eo·ekz 

o kInD .8 ' 
eo 

1 wo durch 1/3 = = ~~ = _ ;n;" 

k ln E f - jf4;n; ro" 10 . In D 
eo eo 

1 1/-"- 1 
= - 2 f - j • r 2 flO-9 ' In D 

eo 
der Strahlungswiderstand .8 eingeführt ist. 

(291b) 

(291 c) 



Strahlung lings parallelen Drii.hten zur Bestimmung d. Erdbodenleitfiihigkeit. 161 

Es ist bemerkenswert, daB man diese Beziehungen auch auf elemen
tarem Wege herleiten kann. Setzen wir namlich die Ableitung je Langen
einheit der Drahte gleich g, die Selbstinduktion der Langeneinheit 
gleich L, so lauten die Systemgleichungen 

- o~ = LOa~ =-LiwJ I 
(292) 

oj -
-Tz=g·E 

mit den im Unendlichen verschwindenden Losungen 

(293) 

wobei jetzt 

1/8 = - g. (293a) 
l'-ilwLg 

Beide Darstellungen werden identisch, wenn man setzt 

- i wLg = k' = - i 4nxwlO-9 (294) 
und 

(294a) 

so daB also als Selbstinduktion folgt 

L = ----!.- = -j4:Tr"oo 10-9 = 4ln D .10-11 • (295) 
--1 w g . "'" eo -1 w·---

InD 
eo 

Das ist genau der Wert, den man aus dem Magnetfeld der stationaren 
Stromung unter Vernachlassigung der innerhalb der Drahte aufgespei
cherten magnetischen Energie findet, und somit ist gezeigt, daB Strah
lungstheorie und elementare Behandlung zum gleichen Ergebnis fiihren. 

Indem wir nunmehr zu Gl. (291 b) zurUckkehren, konnen wir mit 
E o ·.8 = J o schreiben 

J j;z H V 01, "", co 10-' Z 7.-= e = e , 
o 

(291c) 

so daB der Strombetrag langs der Drahte nach der Beziehung abnimmt 

~ - e-2n1'"f10-"z 
IJol - . (291d) 

Ollendorff. ErdstrOme. 11 
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Es ist bemerkenswert, daß man diese Beziehungen auch auf elemen
tarem Wege herleiten kann. Setzen wir nämlich die Ableitung je Längen
einheit der Drähte gleich g, die Selbstinduktion der Längeneinheit 
gleich L, so lauten die Systemgleichungen 

- a~ = Laa~ =-LiwJ I 
(292) 

aY -
-Tz=g·E 

mit den im Unendlichen verschwindenden Lösungen 

(293) 

wobei jetzt 

1/8 = - g. (293a) 
l'-ncoLg 

Beide Darstellungen werden identisch, wenn man setzt 

- i wLg = k' = - i 4n"wlO-\I (294) 
und 

(294a) 

so daß also als Selbstinduktion folgt 

L = ----!.- = -j4n"ro 10-9 = 4ln D .10-11 • (295) 
'-1 co g . "'" ao -1 co·---

ln D 
ao 

Das ist genau der Wert, den man aus dem Magnetfeld der stationären 
Strömung unter Vernachlässigung der innerhalb der Drähte aufgespei
cherten magnetischen Energie findet, und somit ist gezeigt, daß Strah
lungstheorie und elementare Behandlung zum gleichen Ergebnis führen. 

Indem wir nunmehr zu GI. (291 b) zurückkehren, können wir mit 
E o ·.8 = J o schreiben 

J j;z H V 01, "", co 10-' Z 7.-= e = e , 
o 

(291c) 

so daß der Strombetrag längs der Drähte nach der Beziehung abnimmt 

~ - e-2n1'''f10-''z 
IJol - . (291d) 

Ollendorff, Erdströme. 11 
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Aus der Beobachtung der langs einer bestimmten Strecke erfolgenden 
Stromabnahme ergibt sich somit die Leitfahigkeit des Erdbodens 

109 I JI 
"=4~f·ln~. 

'" Z 1"0 i 
(291e) 

Beispielsweise folgt fiir eine Stromabnahme I J I : I J 0 I = 3 : 1 bei 
100000 Perioden/sec langs einer Strecke von z = 20 m = 2.103 cm 

109 

" = 4 ",2.4.106.105 In 3 = ,......, 0,69 .10-9 • 

Wahrend in der Herleitung dieser Beziehungen vorausgesetzt wurde, 
daB die MeBdrahte unendlich lang sind, muB man sich in Wirklichkeit 
mit Drahten endlicher Lange begniigen. Fordert man beispielsweise, 
daB am Ende der Strom auf 1 % seines Anfangswertes abgesunken sei, 
so ergibt sich die erforderliche Drahtlange 1 nach (291 d) aus 

1 .--__ = e-2nf><flO-·.I. 
100 ' 

1 = 0,73 = ° 73 A. 
l )f. 1'10-9 ' , 

(291£) 

wo A die im Erdreich gemessene Wellenlange des Betriebsstromes be
deutet. Wenn man also nicht zu groBe Priifdrahtlangen erhalten will, 
ist man auf die Messung mit Hochfrequenzstromen angewiesen; 
beispielsweise ergibt sich fiir f = 100000 Perioden/sec A = 100 m und 
also 1 = 75 m fiir mittleres E~dreich. 

46. Banderder flir Antennen der drahtlosen Naehriehteniibermitte
lung. In den meisten Fallen werden die Strahldrahte der Stationen 

If I 
'¥' 
~ 

\ 
\ 

1\ 
\§IIr; 

\. 
"-

o,t 

fiir drahtlose Nachrichteniibertragung geerdet. Der 
Ausbreitungswiderstand der Erderanlage bildet einen 
erheblichen Tell d es gesamten Verlustwiderstandes der 
Antenne und bee influBt daher wesentlich den Wirkungs

blldes. grad des Strahlge 
Ala Element e ines solchen Erders behandeln wir 

and der Lange 21 und des Halb
tzen zunachst voraus, daB die Ein

ein gestrecktes B 
messers eo. Wir se 

"'-
........ 
i'. 

r-..... 

grabtiefe die GroBenordnung der 
in Gl. (291 f) angegebenen Lange 
besitzt, so daB in guter Naherung 
von der Wirkung der Erdober
flache auf das Erdstrahlungsfeld 
abgesehen werden kann. 

r-... 
o 0,1 4Z o,J 0/1- 45 (J,6 0,7 o,a 49 7,oz/l Wenn die Bandlange nicht 

Abb. 110. Stromverteilung IAngs eines Bander- zu groB wird, darf der Wider
ders fiir Hochfrequenz bel einer numerischen stand des Erderleiters vernach

Bandlange ~ = n. 

lassigt werden. Die im vorigen 
Abschnitt durchgefiihrten Untersuchungen zeigen, daB man dann Strom 
und Spannung langs des Erders nach den Gl. (292) zu berechnen hat. 

162 Erdstrahlung. 

Aus der Beobachtung der längs einer bestimmten Strecke erfolgenden 
Stromabnahme ergibt sich somit die Leitfähigkeit des Erdbodens 

109 I JI 
"=4~f·ln~. 

'" Z 1"0 i 
(291e) 

Beispielsweise folgt für eine Stromabnahme I J I : I J 0 I = 3 : 1 bei 
100000 Perioden/sec längs einer Strecke von z = 20 m = 2· 103 cm 

109 

" = 4 ",2.4.106.105 In 3 = ,......, 0,69 .10-9 • 

Während in der Herleitung dieser Beziehungen vorausgesetzt wurde, 
daß die Meßdrähte unendlich lang sind, muß man sich in Wirklichkeit 
mit Drähten endlicher Länge begnügen. Fordert man beispielsweise, 
daß am Ende der Strom auf 1 % seines Anfangswertes abgesunken sei, 
so ergibt sich die erforderliche Drahtlänge 1 nach (291 d) aus 

1 .--__ = e-2nf><flO-·.I. 
100 ' 

1 = 0,73 = ° 73 A. 
l )f. l' 10-9 ' , 

(291f) 

wo A die im Erdreich gemessene Wellenlänge des Betriebsstromes be
deutet. Wenn man also nicht zu große Prüfdrahtlängen erhalten will, 
ist man auf die Messung mit Hochfrequenzströmen angewiesen; 
beispielsweise ergibt sich für f = 100000 Perioden/sec A = 100 mund 
also 1 = 75 m für mittleres E~dreich. 

46. Banderder für Antennen der drahtlosen Naehriehtenübermitte
lung. In den meisten Fällen werden die Strahldrähte der Stationen 

Ifl 
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~ 
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1\ 
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\. 
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für drahtlose Nachrichtenübertragung geerdet. Der 
Ausbreitungswiderstand der Erderanlage bildet einen 
erheblichen Teil d es gesamten Verlustwiderstandes der 
Antenne und bee influßt daher wesentlich den Wirkungs

bildes. grad des Strahlge 
Als Element e ines solchen Erders behandeln wir 

and der Länge 21 und des Halb
tzen zunächst voraus, daß die Ein

ein gestrecktes B 
messers eo. Wir se 

"'-
........ 
i'. 

r-..... 

grabtiefe die Größenordnung der 
in GI. (291 f) angegebenen Länge 
besitzt, so daß in guter Näherung 
von der Wirkung der Erdober
fläche auf das Erdstrahlungsfeld 
abgesehen werden kann. 

r-... 
a 0,1 4Z o,J Oll- 45 (J,6 0,7 o,a 49 7,oz/l Wenn die Bandlänge nicht 

Abb. 110. Stromverteilung IAngs eines Bander- zu groß wird, darf der Wider
ders fiir HOChfrequenz bei einer numerischen stand des Erderleiters vernach

Bandlänge ~ = n. 

lässigt werden. Die im vorigen 
Abschnitt durchgeführten Untersuchungen zeigen, daß man dann Strom 
und Spannung längs des Erders nach den GI. (292) zu berechnen hat. 
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Der gesamte Ausbreitungsleitwert des Bandes fiir stationaren Strom 
gleicht dem doppelten Kehrwert des Ausdruckes (65) 

G=4:lf,,1 
21 ' In-
eo 

(296) 

so daB der Ausbreitungsleitwert je Langeneinheit betragt 

G 2:lf" 
g = 21 = -21· (296 a) 

In--
eo 

GemaB (295) hat man also dem Erder je Langeneinheit die Selbst
induktion zuzuschreiben 

L= -j4:lf,,0o10- 9 =2ln~!.1O-9. (296b) 
. 2 :If'' eo -1 00 --

In 21 
eo 

Der Bedingung eines am Ende des Bandes (z = l) verschwindenden 
Stromes genugt die Lasung der Gl. (292) 

J = J . sin fl· yroTg.(l- z) _ J . sin j k (1- z) (297) 
o sin y j. fooL g.l - 0 sin j k 1 ' 

wo J 0 den Strom am Zufiihrungsorte angibt. Die Stromabnahme folgt 
also dem Gesetze 

El = I sinjk(l-z) I = I sin {(-j-1)2:lff ,,110 9 (l-z)} I 
IJol sinjk1 sin {(-j-1)2:lfl} 

= V<rOf 2 ~ ( 1 - -1-) - cos 2 ~ ( 1 - -1-) 
<rof 2 ~ - cos 2 ~ 

(297 a) 

wenn 

~ = 2:7l y" (1O- 9 .l = 2 :7l~- (297b) 

als "numerische Lange" des Erderdrahtes definiert ist; Abb. llO 
zeigt die hiernach berechnete Stromverteilung fur ~ =:7l. 

Die Spannung langs des Erderdrahtes ergibt sich aus (295) nach (292) 

- _ __ ldJ _ .Lkl.cos!k.(l-z)=J.R .·kl. cos~k~l-z) (298) 
E- g dz - Jo g 1 81ll 1 k 1 0 0 J Sill 1 k 1 ' 

wobei der Ausbreitungswiderstand Ro des Halbdrahtes fur stationaren 
Strom eingefiihrt ist. Insbesondere ist die Spannung am Zufiihrungs
pUnkt des Stromes 

E~ ,== JoRo·j kl·cotgj kl = ~ .Ro·( - j -1)·e . cotg{( - j -1). ~}) 
• 1:' .c::. 2 (298a) 

= J . R (_ . _ 1). l:. - Sill , T 1 ~tn 
o 0 J \," <roj 2 ~ - cos 2 ~ 

11* 
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Der gesamte Ausbreitungsleitwert des Bandes für stationären Strom 
gleicht dem doppelten Kehrwert des Ausdruckes (65) 

G=4:lf,,1 
21 ' ln-
I?o 

(296) 

so daß der Ausbreitungsleitwert je Längeneinheit beträgt 

G 2:lf" 
g = 21 = -21· (296a) 

In--
I?o 

Gemäß (295) hat man also dem Erder je Längeneinheit die Selbst
induktion zuzuschreiben 

L= -j4:lf,,0o10-9 =2In~!.1O-9. (296b) 
. 2 :lf" I?o -1 00 --

ln 21 
I?o 

Der Bedingung eines am Ende des Bandes (z = l) verschwindenden 
Stromes genügt die Lösung der GI. (292) 

J = J . sin fl· yroTg.(l- z) _ J . sin j k (1- z) (297) 
o sin y j. f 00 L g.l - 0 sin j k 1 ' 

wo J 0 den Strom am Zuführungsorte angibt. Die Stromabnahme folgt 
also dem Gesetze 

Ei = I sinjk(l-z) I = I sin {(-j-1)2:lff "r 10 9 (l-z)} I 
IJol sinjk1 sin{(-j-1)2:lfl} 

= V<rOf 2 ~ ( 1 - -1-) - cos 2 ~ ( 1 - -1-) 
<rof 2 ~ - cos 2 ~ 

(297 a) 

wenn 

~ = 2:7l y" (1O- 9 .l = 2 :7l~- (297b) 

als "numerische Länge" des Erderdrahtes definiert ist; Abb. llO 
zeigt die hiernach berechnete Stromverteilung für ~ =:7l. 

Die Spannung längs des Erderdrahtes ergibt sich aus (295) nach (292) 

- _ __ ldJ _ .Lkl.cos!k.(l-z)=J.R .·kl. cos~k~l-z) (298) 
E- g dz - Jo g 1 sm 1 klo 0 J sm 1 k 1 ' 

wobei der Ausbreitungswiderstand R o des Halbdrahtes für stationären 
Strom eingeführt ist. Insbesondere ist die Spannung am Zuführungs
punkt des Stromes 

E~ 0== JoRo·j kl·cotgj kl = ~ .Ro·( - j -1)·e . cotg{( - j -1). ~}) 
• 1:' 'C::' 2 (298a) 

= J . R (_ . _ 1). l:. - sm , T 1 ~tn 
o 0 J \," <ror 2 ~ - cos 2 ~ 

11* 
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80 daB der Halbdraht einen komplexen Ausbreitungswiderstand 
besitzt . 2"+ .t:'!!. 2" m - R (_ . _ 1). ~ . - BID" 11::Jtn" 

- 0 1 (iof 2 ; - COB 2 E . (298b) 

Sein Realteilliefert den leistungsverzehrenden Wirkwiderstand des 
Erders 

(298c) 

wii.hrend der negative Imaginii.rteil die Reaktanz des Drahtes angibt 

w L = R . ~. @lin 2 ; - sin 2; . 
o ltof 2 ; - COB 2 ~ , 

L - R . .i. @lin 2 ~ - sin 2 ; 
- 0). f (£of 2 ; - cos 2 ~ . (298 d) 

FUr groBe numerische Drahtlangen erhalt man die bequemen Niiherungs-
formeIn 2 1 2 l 

In - I In - / (10-9 21 
R=",R .~=~.2n-=~=1--.ln- (298e) 

o 2 :n: " I ). " ). Y" eo 
In21 In~ 

L = '" ~ . .!:.- = __ e_o_ = J.. VlO- 9 .In 2 I 
2:n:"l).f 2:n:'X).f 2:n: "f eo' (298f) 

Um MiBverstandnissen vorzubeugen, sei wiederholt, daB diese Be
ziehungen erst fiir groBe Drahtlangen gelten; andernfalls muB man die 
genaueren FormeIn (298c, d) benutzen, aus denenman leicht erkennt, daB 
fiir kleine Drahtlangen der Ausbreitungswiderstand natiirlich wieder 
zunimmt; lediglich bei groBen Drahtlangen tritt die paradoxe Er
scheinung eines mit der Drahtlange zunehmenden Ausbrei
tungswiderstandes auf, der allerdings, da l unter dem Logarithmus 
steht, nur sehr schwach ausgepragt ist und praktisch keine Bedeu· 
tung besitzt. 

Wii.hrend wir bisher angenommen hatten, daB die Strahlung nach den 
Oberlegungen des vorigen Abschnittes richtig bestimmt ist, trifft dies 
in Wahrheit wegen der endlichen Lange des Erderdrahtes nur niiherungs
weise zu: Dem bisher berechneten transversalen Felde ist das raumliche 
Strahlungsfeld des Erderdrahtes zu iiberlagem. Fiir einen Aufpunkt 
(e, C) ist nun nach Nr.43 der Betrag, den das Stromelement Jzdz des 
Erderdrahtes zum Strahlungsfeld liefert 

- J.-:J V-;2 .. Y2HflO ... ·Ye·+(z-C· 
dII=-~. e 4 n" --~l':;:e==.=+=(:;=z=-=c:=)g=--- (299) 

so daB das zusatzliche Strahlungsfeld des Halbdrahtes durch 
Z l 

- I - .r. IikCOsik(.l-Z)~Ye'+(z-c)' II= dII=_o. dz 
4n" sinikl'l'e9 + (Z-C)9 

(299 a) 
o 0 
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BO daß der Halbdraht einen komplexen Ausbreitungswiderstand 

besitzt . 2"+ ."". 2" m - R (_ . _ 1)' ~ . - sm" 11::Jtn" 
- 0 1 (iof 2 ; - COB 2 E . (298b) 

Sein Realteil liefert den leistungsverzehrenden Wirkwiderstand des 
Erders 

(298c) 

während der negative Imaginärteil die Reaktanz des Drahtes angibt 

w L = R . ~. 6in 2 ; - sin 2; . 
o ltof 2 ; - COB 2 ~ , 

L - R . .i. 6in 2 ~ - sin 2 ; 
- 0). f ~of 2 ; - cos 2 ~ . (298d) 

Für große numerische Drahtlängen erhält man die bequemen Näherungs-
formeln 2 1 2 l 

In - I In - / (10-9 21 
R=",R .~=~.2n-=~=1--.ln- (298e) 

o 2 :n: " I ). " ). Y" I?o 

In 2l In~ 
L = '" ~ . .!:.- = __ I?_o_ = J.. VlO- 9 .ln 2 I 

2:n:"l).f 2:n:'idf 2:n: "f I?o' (298f) 

Um Mißverständnissen vorzubeugen, sei wiederholt, daß diese Be
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scheinung eines mit der Drahtlänge zunehmenden Ausbrei
tungswiderstandes auf, der allerdings, da l unter dem Logarithmus 
steht, nur sehr schwach ausgeprägt ist und praktisch keine Bedeu· 
tung besitzt. 

Während wir bisher angenommen hatten, daß die Strahlung nach den 
Oberlegungen des vorigen Abschnittes richtig bestimmt ist, trifft dies 
in Wahrheit wegen der endlichen Länge des Erderdrahtes nur näherungs
weise zu: Dem bisher berechneten transversalen Felde ist das räumliche 
Strahlungsfeld des Erderdrahtes zu überlagern. Für einen Aufpunkt 
(e, C) ist nun nach Nr.43 der Betrag, den das Stromelement Jzdz des 
Erderdrahtes zum Strahlungsfeld liefert 

- J.-:J V-;2 .. Y2HflO ... ·Ye·+(z-C· 
dII=-~. e 4 n" --~l':;:I?==.=+=(:;=z=-=C:=)g=--- (299) 

so daß das zusätzliche Strahlungsfeld des Halbdrahtes durch 
Z l 

- I - .r. IikCOsik(.l-Z)~Ye'+(z-c)' II= dII=_o. dz 
4n" sinikl'l'e9 + (Z-C)9 

(299a) 
o 0 
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gegeben ist. Diesem Felde entspricht eine longitudinale elektrische 
Feldkomponente, welche zusammen mit dem Strom einen zusatzlichen 
EnergiefluB in das Erdreich treibt und dadurch einen weiteren Energie
verlust verursacht. Die genauere Durchfuhrung der Rechnung1 zeigt 
indes, daB der zugehorige Zusatzwiderstand in allen Fallen gegen den 
Wert (298e) zu vernachHi,ssigen ist, so daB wir weiterhin nur diesen 
berucksichtigen. 

Fur einen Draht von l = 50 m Halblange bei einem Halbmesser von 
Qo = 1 m, welcher in mittlerem Erdreich (x = 10-4 Siemens/cm) liegt, 
ergibt sich bei / = 100000 Perioden/sec 

In 2· 5000 
1 

Ro = 2,,; 10 '.5000 = 2,93 Q 

R = 1/106.10-91 2·5000 = 9 2 Q 
V 10-4 n 1 ' 

1 l/-----yo--g 2·5000 -6 
L = 2~ V 10-4. WIn -1- = 1,46 ·10 Henry. 

Man erkennt aus diesen Zahlen, daB der Ausbreitungswiderstand durch 
die Zusammendrangung des Stromaustrittes auf eine enge Umgebung 
der Zufiihrungsstelle auf mehr als das Dreifache seines Wertes fiir 
stationiiren Strom ansteigt, so daB ein 
derartiges Erderelement noch einen fiir 
viele Zwecke unerwiinscht groBen Aus
breitungswiderstand besitzt. Erst durch 
Zusammenfassung mehrerer derartiger 
Elemente zu einem Mehrfacherder 
kommt man zu Anordnungen von hill
reichelld niedrigem Widerstalld. 

Fiir einell Erdersterll, der nach 
Abb. 111. Erderstem fUr Anwunen

anlagen. 

Abb. III aus 20 strahlenformig verlegten Halbdriihtell vorgellannter 
Abmessullgen besteht, findet man llach Nr. 14, Gl. (82c) mit 

em = 25 m; Roo = i; = 0,46 Q 

als Giitegrad des Mehrfacherders 
1 1 

'fj = 1 = i + 1,37 = 42,3 0/0, 
1 + 2 ,,;10 4 .2.2500.046. 1,98 

so daB die Allordllullg den Ausbreitungswiderstand besitzt 

R 0,46 n 
20 = 0 423 = 1,09 :.~ . , 

1 Ollendorff, F.: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik, S. 563. 
Berlin: Julius Springer 1926. 
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Die vorstehenden Ableitungen konnen sogleich auf einen nach Abb. 112 
nfach symmetrisch gespeisten Kreisbanderder iibertragen werden. 

Bedenkt man namlich, daB in der Mitte 
zwischen zwei Speisepunkten der Band
strom aus Symmetriegriinden verschwin
den muB, so kann man den Erder in n 
Abschnitte zerlegen, deren Halbdraht
lange l aus dem Ringhalbmesser f!t zu 

l - 2net _ n 
- 2n -- n et (300) 

Abb. 112. KreIBbanderoer liir Hoch· 
frequenz. 

folgt. Ein an 20 Stellen gespeister Ring 
vOnet = 160m Halbmesser beieo= 1cm 
Drahtradius ergibt also unter den friiher 
genannten Betriebsverhaltnissell pro 
Halbdraht den Widerstand 

n 
_1/10 6.10-9 • 2 .20 . 16000 _ 

H - r 10 4 In 1 - 8,55 Q, 

also pro Speisepunkt 

H' = { = 4,28 Q. 

Der Giitegrad betragt, da Reo = 0,214 Q 

1 1 
1] = 1 = 1 + 0,46 = 68,5 % , 

1+2n 10 4. 2.16000.0214 . 1,98 , 
so daB ale resultierender Ausbreitungswiderstand des Kreisbanderders 
folgt 

0,219 
Hstr = 0,685 = 0,313 Q. 

Man erhalt also einen erheblich kleineren Ausbreitungswiderstand wie 
bei der Anordnung eines Erdersternes; hierbei ist aber zu bedenken, 
daB einmal der Materialaufwand viel groBer ist als im friiheren FaIle, 
weil jetzt die Speiseleitungen hinzutreten, und daB auBerdem der Strom 
den Widerstand dieser Zufiihrungsleitungen zu iiberwinden hat, der 
sich zu dem angegebenen Ausbreitungswiderstand des Kreisbanderders 
addiert. 

Die hier berechneten Ausbreitungswiderstande werden nun durch 
die bisher auGer acht gelassene kapazitive Riickleitung der Strome zu 
den Luftdrahten verringert; das MaG der Verringerung ist aus den in 
Nr. 32 durchgefiihrten Rechnungen zu entnehmen. Beispielsweise er· 
halt man fiir eine Schirmantenne, welche in h = 80 m mittlerer 
Hohe kreisformig mit einem Halbmesser von eo = 60 m ausgespannt 
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Die vorstehenden Ableitungen können sogleich auf einen nach Abb. 112 
nfach symmetrisch gespeisten Kreisbanderder übertragen werden. 

Bedenkt man nämlich, daß in der Mitte 
zwischen zwei Speisepunkten der Band
strom aus Symmetriegründen verschwin
den muß, so kann man den Erder in n 
Abschnitte zerlegen, deren Halbdraht
länge l aus dem Ringhalbmesser f!t zu 
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Abb. 112. KreIBbanderder lür Hoch· 
frequenz. 

folgt. Ein an 20 Stellen gespeister Ring 
vonet = 160m Halbmesser beieo= 1cm 
Drahtradius ergibt also unter den früher 
genannten Betriebsverhältnissell pro 
Halbdraht den Widerstand 

n 
_1/10 6.10-9 • 2 .20 . 16000 _ 

R - r 10 4 In 1 - 8,55 Q, 

also pro Speisepunkt 

R' = { = 4,28 Q. 

Der Gütegrad beträgt, da Hoc = 0,214 Q 

1 1 
1] = 1 = 1 + 0,46 = 68,5 0/0, 

1+ 2n 10 4. 2.16000.0214 . 1,98 , 
so daß als resultierender Ausbreitungswiderstand des Kreisbanderders 
folgt 

0,219 
Rstr = 0,685 = 0,313 Q. 

Man erhält also einen erheblich kleineren Ausbreitungswiderstand wie 
bei der Anordnung eines Erdersternes; hierbei ist aber zu bedenken, 
daß einmal der Materialaufwand viel größer ist als im früheren Falle, 
weil jetzt die Speiseleitungen hinzutreten, und daß außerdem der Strom 
den Widerstand dieser Zuführungsleitungen zu überwinden hat, der 
sich zu dem angegebenen Ausbreitungswiderstand des Kreisbanderders 
addiert. 

Die hier berechneten Ausbreitungswiderstände werden nun durch 
die bisher außer acht gelassene kapazitive Rückleitung der Ströme zu 
den Luftdrähten verringert; das Maß der Verringerung ist aus den in 
Nr. 32 durchgeführten Rechnungen zu entnehmen. Beispielsweise er· 
hält man für eine Schirmantenne, welche in h = 80 m mittlerer 
Höhe kreisförmig mit einem Halbmesser von eo = 60 mausgespannt 
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ist, aus (181 b) die Verringerung des Ausbreitungswiderstandes 

, 1 1 . 6000 . 
A R = 2:ll 10-' . 6000 arCSIn = 0,266·0,646 = 0,178 [J . 

160009 + 80009 

Wiihlt man den oben beschriebenen Erderstern als Antennenerder, 
so entsteht als resultierender Erderwiderstand 

Re = R.lO - A R = 1,09 - 0,178 ~ "" 0,81 Q, 

so daB als die kapazitive Riickleitung des Stromes die Erdungsverhiilt
nisse erheblich verbessert. Benutzt man zur Berechnung des Strah
lungswiderstandes der Antenne die Beziehung1 

R.tr = 160 n 2 • (;J2 , 
wobei A. z die im leeren Raum gemessene Wellenliinge des Betriebsstromes 
bedeutet, so erhiilt man im vorliegenden FaIle (A. z = 3000 m) 

R.tr = 160 nil (3~~Or = 1,14 [J 

und also als Antennenwirkungsgrad (ohne Beriicksichtigung des 
Verlustwiderstandes der Luftdriihte) 

_ R.t• _ 1,14 _ 80/ 
'YJ - R.tr+Re - 1,14+0,81 - 5 o. 

Da die Luftdriihte nur einen relativ niedrigen Widerstand besitzen, kann 
man den Gesamtwirkungsgrad der betrachteten Antenne zu rund 50 % 
schiitzen, ein Wert, den man bei gut ausgefiihrten Sendeanlagen der 
drahtlosen Nachrichteniibermittlung auch wirklich beobachtet und 
iiber den man mit Riicksicht auf die hohen Kosten der Erdererstellung 
nur in seltenen Fallen hinausgeht. 

47. Wirkungsweise von Gegengewichtsdrahten und Erderleitungen 
von Antennen. Um die Verluste durch Erdstromung in Antennen
anlagen an Orten sehr schlechter Erdbodenleitfahigkeit zu verringern 
(sandiger oder steiniger Boden), pflegt man haufig die unmittelbare 
Erdung durch Erstellung eines Gegengewichtes zu ersetzen: Eine 
Anzahl gut leitender, am Ende isolierter Drahte wird vom FuBpunkt des 
Strahldrahtes aus in geringer Rohe iiber dem Erdboden strahlenformig 
nach allen Seiten hin verspannt. Ein ahnlicher Gedanke liegt den 
Speiseleitungen fiir Erder entsprechend den Darlegungen des 
vorigen Abschnittes zugrunde, welche man vom FuBpunkt des Strahlers 
dicht oberhalb des Erdbodens bis zum Erder fiihrt, wo sie unmittelbar 
oder iiber besondere Regelapparaturen an den eigentlichen Erder an
geschlossen werden. Betrachten wir als Element einer solchen Anlage 

1 Vgl. z. B. F. Ollendorff: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik. S.562 
Gl.50c. 
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Wählt man den oben beschriebenen Erderstern als Antennenerder, 
so entsteht als resultierender Erderwiderstand 
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so daß als die kapazitive Rückleitung des Stromes die Erdungsverhält
nisse erheblich verbessert. Benutzt man zur Berechnung des Strah
lungswiderstandes der Antenne die Beziehung l 

R.tr = 160 n 2 • (;J2 , 
wobei A. z die im leeren Raum gemessene Wellenlänge des Betriebsstromes 
bedeutet, so erhält man im vorliegenden Falle (A. z = 3000 m) 

R.tr = 160 n\l (3~~Or = 1,14 [J 

und also als Antennenwirkungsgrad (ohne Berücksichtigung des 
Verlustwiderstandes der Luftdrähte) 

_ RBt• _ 1,14 _ 80/ 
'YJ - RBtr+Re - 1,14+0,81 - 5 o. 

Da die Luftdrähte nur einen relativ niedrigen Widerstand besitzen, kann 
man den Gesamtwirkungsgrad der betrachteten Antenne zu rund 50 % 
schätzen, ein Wert, den man bei gut ausgeführten Sendeanlagen der 
drahtlosen Nachrichtenübermittlung auch wirklich beobachtet und 
über den man mit Rücksicht auf die hohen Kosten der Erdererstellung 
nur in seltenen Fällen hinausgeht. 

47. Wirkungsweise von Gegengewichtsdrähten und Erderleitungen 
von Antennen. Um die Verluste durch Erdströmung in Antennen
anlagen an Orten sehr schlechter Erdbodenleitfähigkeit zu verringern 
(sandiger oder steiniger Boden), pflegt man häufig die unmittelbare 
Erdung durch Erstellung eines Gegengewichtes zu ersetzen: Eine 
Anzahl gut leitender, am Ende isolierter Drähte wird vom Fußpunkt des 
Strahldrahtes aus in geringer Höhe über dem Erdboden strahlenförmig 
nach allen Seiten hin verspannt. Ein ähnlicher Gedanke liegt den 
Speiseleitungen für Erder entsprechend den Darlegungen des 
vorigen Abschnittes zugrunde, welche man vom Fußpunkt des Strahlers 
dicht oberhalb des Erdbodens bis zum Erder führt, wo sie unmittelbar 
oder über besondere Regelapparaturen an den eigentlichen Erder an
geschlossen werden. Betrachten wir als Element einer solchen Anlage 

1 Vgl. z. B. F. Ollendorff: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik. S.562 
GI.50c. 
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einen einzelnen Draht, so lassen sich beide Anordnungen in dem S c hem a 
einer Leitung nach Abb.113 zusammenfassen, welche am Anfang 

durch einen gewissen Strom J 0 erregt wird und am Ende fiber einen vor
gegebenen, komplexen Endwiderstand Re geschlossen ist. 

Die Grundlagen ffir die ·Verteilung von Strom J und Spannung E 
~ .l langs einer solchen Leitung entstehen 

~I' i >;: 0 aus der Anwendung der beiden Kirch-
Ill. hoffschen Satze auf ein Langenelement 

IS • * .. .4 A dz. Wir ffihren die Kapazitat 0 der 
Abb. 118. Grundsiitzllches Schema L 

elner HochfzequenzleltUllg uber Erde. angeneinheit, die Selbstinduktion L der 
Langeneinheit und den Widerstand R der 

Liingeneinheit ein, wahrend die Ableitung zwischen Leitung und 
Erder vernachlassigt wird, und erhalten in bekannter Weise 

dZ dt _dE=RJ+L dJ I 
_ dJ = OdE (301) 

dZ dt 

Mit Beschrankung auf periodische Vorgange der Kreisfrequenz w 

E = me (E e-iwt); J = me (J e-iwt) (302) 

gehen diese Gleichungen fiber in 

dE -1 -~=(R-jwL)J 
dz 

f 

(301a) 

Ihre Losungen lauten 

o sin f (R - j 00 L) j 00 0 l' (301 b) 
J = J . sin 1'-;-;;(R;C--- 1:-' w----;L"'"")-:-jw-'O"(l' -z) I 
E- = _1_. dJ = _ J-o.l/(R - j 00 L) oos l' (R-j wL) j wO(l' -z) 

jwO dz Y jwl' sinl'{R-jwL)jwO 

wo J 0 den Strom im Zufiihrungspunkt, l' eine Integrationskonstante 
bedeutet. Sie bestimmt sich aus der Grenzbedingung am Draht
ende (z = l) 

J·m.=E; 
oder 

VR - jwL 

tg Y(R - i w L) i w 0 (I' - I) = _ ~: 0 

V R-jwL 

j;.O · +tgf(R-jwL)jwOl 

tg Y( R - i w L) i w 0 I' = ----;=;;;::=:;====;;:------V R-:-iwL 

1+ '1ffi:
0 ·tgWR-iwL)jwO.l 

(303) 

(303a) 
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Der (komplexe) Widerstand der Anordnung ergibt sich durch Division 
der Spannung durch den Strom nach (301 b) fur z = 0 zu 

ffi= - VRj:~L.cotg1(R-jwL)jwCl' 
l/R-jroL 
V j ro 0 .. 

=VR-:-jroL. 1+ me .tgf(R-JroL)JroO·l 

JroO l/R-jroL 
V j ro 0 - .. -;-~~---:~ 
~---tg l (R-jroL)jroO·l 

(304) 

Die Aufspaltung dieses Ausdruckes in Real- und Imaginarteil fiihrt im 
allgemeinsten FaIle eines beliebigen komplexen Endwiderstandes ffi e 

zu sehr uniibersichtIichen Formeln, so daB man sie besser bei der nume
rischen Berechnung vornimmt. Wir begniigen uns hier mit der Dis
kussion fUr einige wichtige Spezialfalle. 

Zuerst behandeln wir einen Draht, der ledigIich als Gegengewicht 
arbeiten soIl; hierfiir ist ffie ~ 00 zu setzen, so daB sich (304) vereinfacht 
in 

ffi = - V Rjl~L.cotg 1(R-iw L)jwC.Z. (305) 

Wir fiihren die komplexe "numerische Drahtlange" ein durch die Defi
nition 

Y (R - i w L) j w C ·l = a + j fJ ; 0: = W Z V ~ c( L + V L2 + !:) ; 
fJ=WlV~ C(-L+VV+!:, 

womit (305) die Form annimmt 

ffi = __ 1_ IX I • • sin 2 a - j 6in 2 P . 
j ro 0 l ( . T 1 fJ) (£o! 2 P - cos 2 a 

Wider stand und Reaktanz ergeben sich also nach 

R =~ ~1_" - P sin 2 a + 01: 6in 2 P . 
9 ro 0 l (£o! 2 P - cos 2 a ' 

W L _ _ ~1_. P 6in 2 P + a sin 2 a 
a - ro 0 l lIo! 2 P - cos 2 a . 

Fiir hinreichend kleine 0: und fJ gilt demnach naherungsweise 

1· R 2 a P Ii L 1 1m g=Tcz; mw g=-cz, 
a-+O ro a-+O ro 
P-+O P-+O 

wahrend fUr sehr groBe 0: und fJ entsteht 

P 
ro Ol" 

(306) 

(305a) 

(305 b) 

(305c) 

(305 d) 
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Der (komplexe) Widerstand der Anordnung ergibt sich durch Division 
der Spannung durch den Strom nach (301 b) für z = 0 zu 

ffi= - VRj:~L.cotg1(R-jwL)jwCl' 
l/R-jroL 
V j ro C .. 

=VR-:-jroL. 1+ ffie .tgf(R-JroL)JroC·l 

JroC l/R-jroL 
V j ro C - .. -;-~~---:~ 
~---tg l (R-jroL)jroC·l 

(304) 

Die Aufspaltung dieses Ausdruckes in Real- und Imaginärteil führt im 
allgemeinsten Falle eines beliebigen komplexen Endwiderstandes ffi e 

zu sehr unübersichtlichen Formeln, so daß man sie besser bei der nume
rischen Berechnung vornimmt. Wir begnügen uns hier mit der Dis
kussion für einige wichtige Spezialfälle. 

Zuerst behandeln wir einen Draht, der lediglich als Gegengewicht 
arbeiten soll; hierfür ist ffie ~ 00 zu setzen, so daß sich (304) vereinfacht 
in 

ffi = - V Rjl~L.cotg 1(R-iw L)jwC.Z. (305) 

Wir führen die komplexe "numerische Drahtlänge" ein durch die Defi
nition 

Y (R - i w L) j w C ·l = a + j ß ; 0: = W Z V ~ c( L + V L 2 + !:) ; 
ß=WlV~ C(-L+VV+!:, 

womit (305) die Form annimmt 

ffi = __ 1_ IX I • • sin 2 a - j 6in 2 ß . 
j ro Cl ( . T 1 ß) Q:of 2 ß - cos 2 a 

Widerstand und Reaktanz ergeben sich also nach 

R =~ ~1_" - ß sin 2 a + 01: 6in 2 ß . 
9 ro Cl Q:of 2 ß - cos 2 a ' 

W L _ _ ~1_. ß 6in 2 ß + a sin 2 a 
a - ro Cl lIof 2 ß - cos 2 a . 

Für hinreichend kleine 0: und ß gilt demnach näherungsweise 

1· R 2 aß li L 1 1m g=Tcz; mw g=-cz, 
a-+O ro a-+O ro 
ß-+O ß-+O 

während für sehr große 0: und ß entsteht 

ß 
ro Cl" 

(306) 

(305a) 

(305 b) 

(305c) 

(305 d) 
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Ein solcher Gegengewichtsdraht laBt sich also stets durch die Reihen
schaltung einer Kapazitat mit einem Widerstand nach Abb. 114 ersetzen. 

Sei jetzt der Draht als Erderspeiseleitung unmittelbar an einen 
Erder vom Widerstande Ro angeschlossen, so entsteht aus (304) mit 
Beachtung von (306) 

1 1 + ~lR (IX + j,8) tg (IX + j,8) 
als = -. -(f( (a + i fJ) --'.1,,-t---"o-----

1 W j W 0 Z Ro (.z + j {J) - tg (IX + j ,8 

Fur sehr groBe numerische Drahtlangen gilt hiernach 

lim als= - . loz(a + j fJ)·j; lim Rs = -61; 
«---)0.00 1 W a--....oo W 
fJ-+oo fJ~oo 

lim w L = -i- ,8_ 
«-+00 S 'wOZ 
fJ-+ oo 

(307) 

(307a) 

in tJbereinstimmung mit (305d). Erderspeiseleitungen konnen also nur 
dann merklich den Erdern Strom zufiihren, wenn die (komplexe) nu

Abb. 114. Ersatzschema 

merische Drahtlange nicht zu groB wird; andern
falls erreicht die vom Zufuhrungspunkte eindrin
gende Welle das Drahtende nicht mehr, der 
Draht wirkt lediglich als Gegengewicht, die 

eines Gegengewichts' Erder werden nicht ausgenutzt. Spezialisieren 
drahtes. wir demgemaB auf kleine reduzierte Draht-

langen, so entsteht aus (307) 

. _ 1+1X,8{w02ZRo +: WOZRo}. 

~!Rs - Ro l+w9 Q2Z'.RZ ' 
fJ~O 

,82 - IX" 
. 21X,8+wOIRo+ wOIRo = w L5 = - Ro ---'I-+,--w0;-2 """0;;;-2 "'12'R""gC

fJ-+O 

(307b) 

sodaBaucheinesolche SpeiseleitungdurchdasErsatzschemanachAbb.114 
p+ 1X2 

wiedergegeben werden kann, so lange 2 a fJ + w C l Ro + W OIRo > 0; 

andernfalls ist sie durch die Reihenschaltung eines Widerstandes mit 
einer Selbstinduktion zu ersetzen. 

Wenn der Erderwiderstand sehr klein ist, erhalt man 
aus (304) den KurzschluBwiderstand der Leitung 

alk = VR~jWL.tgi(R - iwL)jwCl 
1 wO 

1 ( .) sin 2 IX + j @lin 2 ,8 
= j W 0 I" a + 1 fJ • COB 2 IX + Irof 2 ,8 

mit ffi • ....,.. 0 

(308) 

170 Erdstrahlung. 

Ein solcher Gegengewichtsdraht läßt sich also stets durch die Reihen
schaltung einer Kapazität mit einem Widerstand nach Abb. 114 ersetzen. 

Sei jetzt der Draht als Erderspeiseleitung unmittelbar an einen 
Erder vom Widerstande R o angeschlossen, so entsteht aus (304) mit 
Beachtung von (306) 

1 1 + ~lR (IX + j,8) tg (IX + j,8) 
als = -. -c( (a + i ß) --'.J,,-t---"o-----

J W j wO I Ro (.z + j ß) - tg (IX + j ,8 

Für sehr große numerische Drahtlängen gilt hiernach 

limals = -. 101(a+iß)'i; limRs =-61; 
«---)0.00 1 W a--....oo W 

ß-+oo ß~oo 

limwL = -i- ,8_ 
«-+00 S 'wOI 
ß-+oo 

(307) 

(307a) 

in Übereinstimmung mit (305d). Erderspeiseleitungen können also nur 
dann merklich den Erdern Strom zuführen, wenn die (komplexe) nu

Abb. 114. Ersatzschema 

merische Drahtlänge nicht zu groß wird; andern
falls erreicht die vom Zuführungspunkte eindrin
gende Welle das Drahtende nicht mehr, der 
Draht wirkt lediglich als Gegengewicht, die 

eines Gegengewichts· Erder werden nicht ausgenutzt. Spezialisieren 
drahtes. wir demgemäß auf kleine reduzierte Draht-

längen, so entsteht aus (307) 

. _ 1+IXß{W02IRo +: WOIRoL 

~!Rs - Ro l+w9 Q21'.RZ ' 
ß~O 

ß2 - IX" 
. 2IXß+wOIRo+ wOIRo = w L 5 = - Ro ---'I-+'--w-';-2 """0;;;-2 "'12'R""ge

ß-+O 

(307b) 

so daß auch eine solche Speiseleitung durch das Ersatzschema nach Abb. 114 
,82+ 1X2 

wiedergegeben werden kann, so lange 2 aß + w 0 l Ro + wO IRo > 0; 

andernfalls ist sie durch die Reihenschaltung eines Widerstandes mit 
einer Selbstinduktion zu ersetzen. 

Wenn der Erderwiderstand sehr klein ist, erhält man 
aus (304) den Kurzschlußwiderstand der Leitung 

alk = VR~jWL.tgi(R - iwL)jwOl 
1 wO 

1 ( ') sin 2 IX + j @lin 2 ß 
= j wO I" a + 1 ß . COB 2 IX + <rof 2 ß 

mit ffi • ....,.. 0 

(308) 
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also 
R __ 1_.,8 sin 2 a + a @:lin 2 ,8 . 

k - w 0 Z cos 2 a + Q:of 2,8 , 

w L = __ 1_. - a sin 2 a + ,8 @:lin 2 ,8 
" w 0 Z cos 2 a + Q:of 2 ,8 . 

(30Ba) 

}'tir kleine numerische Drahtlangen ist 

. 2a,8 
hmRk=-OZ; 
u--+o OJ 

P-+O 

limw L = - _1_. UP - all) = + _1_ (a2 - (12) (30Bb) 
a-+O k wOZ wOZ' 
p-+o 

wahrend fiir groBe numerische Drahtlangen wiederum die G1. (305d) 
gelten. 

Mit Benutzung von (3050) und (30Bb) kann man (307b) schreiben 

lim R = Ro + Rk + Rg • w2 02 1:2 • R8 . 
a-+O S 1 + w2 Q2 [2 R;j , 
P-+o 

-Ro·2 a,8 +wLk - w oz R8 
~~ w Ls = 1 + w 2 0 2 Z" R8 
p-+o . 

(307 c) 

Nun ist (J) ~Z der kapazitive Widerstand des Drahtes fUr die Betriebs

frequenz; solange daher Ro klein gegen w ~ 1 bleibt, wird merklich 

limRs=Ro+Rk; limwLs =wLk -2ap.Ro (307 d) 
a-+O a-+O 
P-+O P-+O 

und erst, sobald der Erderwiderstand die GroBenordnung des kapa
zitiven Widerstandes des Speisedrahtes erreicht, muB man mit den 
genaueren Werten (307 c) rechnen. 

Die hier abgeleiteten Beziehungen gelten unabhangig von der GroBe 
der Kapazitat C, der Selbstinduktion Lund def- Widerstandes R, sofern 
nur diese langs des Drahtes konstant sind. Allein wahrend man diese 
GroBen in der Theorie der Freileitungen naherungsweise als Konstante 
der geometrischen Abmessungen betrachten kann, gilt dies hier nur von 
der Kapazitat; dagegen werden Selbstinduktion und Widerstand in
folge der Rtickleitung des Stromes durch die Erder stark von der Fre· 
quenz abhangig. 

Wir berechnen die Kapazitat mittels der in Nr. 7 entwickelten 
Abbildung des elektrostatischen Feldes auf das Feld der stationaren 
Stromung. Der Spannungsabfall langs der Erdoberflache kann hierbei 
vernachlassigt werden; ist dann h die Rohe des Drahtes tiber dem Erd
boden, eo der Drahtradius, so liefert die Methode der elektrischen Bilder 
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also 
R __ 1_. ß sin 2 a + a@5in2ß. 

k - w 0 1 cos 2 a + Q:of 2 ß ' 

w L = __ 1_. - a sin 2 a + ß@5in2ß 
" w 0 1 cos 2 a + Q:of 2 ß . (308a) 

:Für kleine numerische Drahtlängen ist 

. 2aß 
hmRk=-Ol; 
u--+o w 
ß-+O 

limw L = - _1_.(ß2 - a ll) = + _1_ (a2 - ß2) (308b) 
a-+O k wOl wOl' 
ß-+O 

während für große numerische Drahtlängen wiederum die GI. (305d) 
gelten. 

Mit Benutzung von (3050) und (308b) kann man (307b) schreiben 

lim R = Ro + Rk + Rg • w2 02 1:2 • Rg . 
a-+O S 1 + w2 Q2 [2 Rg , 
ß-+o 

-Ro·2aß+wLk - wOl Rg 
~~ w L s = 1 + w 2 0 2 l" Rg 
ß-+O • 

(307 c) 

Nun ist (J) ~l der kapazitive Widerstand des Drahtes für die Betriebs

frequenz ; solange daher R o klein gegen w ~ 1 bleibt, wird merklich 

limRs=Ro+Rk ; limwLs =wLk -2aß·Ro (307d) 
a-+O a-+O 
ß-+O ß-+O 

und erst, sobald der Erderwiderstand die Größenordnung des kapa
zitiven Widerstandes des Speisedrahtes erreicht, muß man mit den 
genaueren Werten (307 c) rechnen. 

Die hier abgeleiteten Beziehungen gelten unabhängig von der Größe 
der Kapazität C, der Selbstinduktion L und der- Widerstandes R, sofern 
nur diese längs des Drahtes konstant sind. Allein während man diese 
Größen in der Theorie der Freileitungen näherungsweise als Konstante 
der geometrischen Abmessungen betrachten kann, gilt dies hier nur von 
der Kapazität; dagegen werden Selbstinduktion und Widerstand in
folge der Rückleitung des Stromes durch die Erder stark von der Fre· 
quenz abhängig. 

Wir berechnen die Kapazität mittels der in Nr.7 entwickelten 
Abbildung des elektrostatischen Feldes auf das Feld der stationären 
Strömung. Der Spannungsabfall längs der Erdoberfläche kann hierbei 
vernachlässigt werden; ist dann h die Höhe des Drahtes über dem Erd
boden, Qo der Drahtradius, so liefert die Methode der elektrischen Bilder 
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als aquivalentes System zwei im Abstand D = 2h voneinander befind
liehe Drahte gleieher Quersehnittsabmessungen. Der Ausbreitungsleit
wert eines Drahtes betragt naeh (294a) 

2.1lX 

g = -----z:r;, , 
In~ 

eo 

(309) 

so daB mit 8 0 = 4:n 9\011 (Dielektrizitatskonstante des leeren Raumes) 

die Kapazitat der Langeneinheit folgt 

2.11 eo 1 / c = -----z:r;, = 2 h Farad em. 
In ~ 18.10" In ~ 

(309a) 

eo eo 
FUr die Werte der Selbstinduktion und des Widerstandes sind die Ent
wieklungen der Nr. 37 zu benutzen. Nun ist die reduzierte Hohe der 
Leitung uber Erde 

(310) 

beispielsweise noeh fur h = 1 m, " = 10-4 Siemens/em, t = 107 Perio
den/sec (A. = 30 m in Luft!) 

~o = 2 n -y 10 4.107 ·10 9 ·100 = -;; , 

also bei Betrieb der Antenne mit nieht extrem hohen Frequenzen relativ 
klein. Bei Besehrankung auf solehe Frequenzen kann der Widerstand 
aus (219), die Gesamtselbstinduktion des Luft- und Erdfeldes aus (223) 
entnommen werden; hierbei ist, wie praktiseh meist zulassig, der Eigen
widerstand des Seiles gegen den Ruekleitungswiderstand der Erde ver
naehlassigt; andernfalls tritt dieser Seilwiderstand unter Berueksiehti
gung der Stromverdrangung im Seil additiv zum Gesamtwiderstand 
hinzu. Als Beispiel behandeln wir einen Draht von 0,25 em Dureh
messer, der in h = 100 em Hohe langs einer Streeke von 1 = 160 m 
uber mittlerem Erdreieh von " = 10-4 Siemens/em Leitfahigkeit aus
gespannt ist; die Betriebsfrequenz sei t = 100000 Perioden/see. 

Die Kapazitat betragt 

1 c= 2.100 = 0,0083.10-11 Farad/em = '" 0,075 em/em, 
18·1Ou ln 0,25 

die Selbstinduktion 

L = 2.1O-9 .ln 0,178 = 5,65· 10-9 Henry/em = 5,65 em/em 
y 10 4.106 .10 9·100 

der Widerstand 

R = n'J .105 .10-9 = 10-3 Diem_ 
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als äquivalentes System zwei im Abstand D = 2h voneinander befind
liche Drähte gleicher Querschnittsabmessungen. Der Ausbreitungsleit
wert eines Drahtes beträgt nach (294a) 

2.1lX 

g = -----z:r;, , 
In~ 

(10 

(309) 

so daß mit 8 0 = 4:n 9\011 (Dielektrizitätskonstante des leeren Raumes) 

die Kapazität der Längeneinheit folgt 

2.11 Co 1 / c = -----z:r;, = 2 h Farad cm. 
In ~ 18.10" In ~ 

(309a) 

(10 (10 

Für die Werte der Selbstinduktion und des Widerstandes sind die Ent
wicklungen der Nr. 37 zu benutzen. Nun ist die reduzierte Höhe der 
Leitung über Erde 

(310) 

beispielsweise noch für h = 1 m, " = 10-4 Siemens/ern, t = 107 Perio
den/sec (Ä. = 30 m in Luft!) 

~o = 2 n -y 10 4.107 ·10 9 ·100 = -;; , 

also bei Betrieb der Antenne mit nicht extrem hohen Frequenzen relativ 
klein. Bei Beschränkung auf solche Frequenzen kann der Widerstand 
aus (219), die Gesamtselbstinduktion des Luft- und Erdfeldes aus (223) 
entnommen werden; hierbei ist, wie praktisch meist zulässig, der Eigen
widerstand des Seiles gegen den Rückleitungswiderstand der Erde ver
nachlässigt; andernfalls tritt dieser Seilwiderstand unter Berücksichti
gung der Stromverdrängung im Seil additiv zum Gesamtwiderstand 
hinzu. Als Beispiel behandeln wir einen Draht von 0,25 cm Durch
messer, der in h = 100 cm Höhe längs einer Strecke von 1 = 160 m 
über mittlerem Erdreich von " = 10-4 Siemens/cm Leitfähigkeit aus
gespannt ist; die Betriebsfrequenz sei t = 100000 Perioden/sec. 

Die Kapazität beträgt 

1 c= 2.100 = 0,0083.10-11 Farad/ern = '" 0,075 cm/cm, 
18·1011 ln 0,25 

die Selbstinduktion 

L = 2.1O-9 .ln 0,178 = 5,65· 10-9 Henry/ern = 5,65 cm/cm 
y 10 4.106 .10 9·100 

der Widerstand 

R = n'J .105 .10-9 = 10-3 illern_ 
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Da bei diesen Verhaltnissen ~ ~ L2, kann man nach (306) setzen 
fl) 

,j- ,rTr/ 1 R 1 R a=,,-,wl.yLC· {3=,,-,wlyLC.--=a.--, , 2wL 2wL (306 a) 

so daB 

a = "-' 2 n·tO°·16000· f 5,65 ·10 9.0,0083 ·10 11 = 0,218; 

RI)O ,j - 0 9 00 11 1 10-" 
t' = "-' 2n·10 .160 O· r 5,6n·1 ., 083·tO ·2 2"".105.565.10 9 , 

= 0,0306. 

Diese Langen sind so klein, daB man (305c) benutzen kann; mit (306a) 
folgt zunaehst 

w'l" .LO.! .!!.... 
2 2 wL 1 

R ="-'-. =-·lR· 
9 3 wOl 3' 

also R =! ·16000 ·to-3 = 5 34 Q. 
9 3 " 

wLg = - 2"".105.0,008~.10 11.16000 = -1200 Q (kapazitiv!) 

Wird jetzt der Draht als Speiseleitung eines Erders von Ro = 6,25 Q 
Ausbreitungswiderstand benutzt - es entsprieht dies den Verhalt
nissen des im vorigen Absehnitte behandelten Kreisbanderders (0,313 
. 20 = '" 6,25 Q) - so ist 

1 1 
wO l.Ro = 2 "".105.0,0083.10-11.16000.6,25 = 0,0052. 

Man darf daher (307 d) anwenden; da weiterhin CI.. und fJ klein sind, 
ist nach (308b) mit (306a) 

R _2ap 
k- wOl 

R 
w2 l"·LO .

wL 
wOl =Rl; 

limRs = Ro + R·l; 
a~O 

fJ~ 

~~wLs = wLl- RO ·w2 ·l2·L· C· :L = wLl (l-Ro·lR .~). 
fJ~ 

ZahlenmaBig wird 

Rs = 6,25 + to-3 ·16 000 = 22,5 Q; 

(308e) 

(307 e) 

w Ls = 2 n·10°· 5,65 .10-9 .16000 (1- 6,25 .16000.tO-3. 0'~,~~~~~0~1l) 
= 58,6 (1- 0,0014) = 58,5 Q. 
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Da bei diesen Verhältnissen ~ ~ L2, kann man nach (306) setzen 
CI) 

,j- ,rTr/ 1 R 1 R u="-'wl.yLC· ß="-'wlyLC.--=u._-, , 2wL 2wL (306a) 

so daß 

a = "-' 2 n·1O°·16000· f 5,65 ·10 9.0,0083 ·10 11 = 0,218; 

ß I) 0 ,j - 0 9 00 11 1 10-" 
= ,,-,2n·10 .160 O· y5,6n·1 ·,083·10 ·2 2"".105.565.10 9 , 
= 0,0306. 

Diese Längen sind so klein, daß man (305c) benutzen kann; mit (306a) 
folgt zunächst 

wOl" .LO.! .!!.... 
2 2 wL 1 

R ="-'-. =-·lR· 
9 3 wOl 3' 

also R =! .16000.10-3 = 5 34 Q. 
9 3 " 

wLg = - 2"".105.0,008~.10 11.16000 = -1200 Q (kapazitiv!) 

Wird jetzt der Draht als Speiseleitung eines Erders von Ro = 6,25 Q 
Ausbreitungswiderstand benutzt - es entspricht dies den Verhält
nissen des im vorigen Abschnitte behandelten Kreisbanderders (0,313 
. 20 = '" 6,25 Q) - so ist 

1 1 
wO l.Ro = 2 "".105.0,0083.10-11.16000.6,25 = 0,0052. 

Man darf daher (307 d) anwenden; da weiterhin CI.. und ß klein sind, 
ist nach (308b) mit (306a) 

R _2ap 
k- wOl 

R 
w2 l"·LO .

wL 
wOl =Rl; 

limRs = Ro + R·l; 
a~O 

ß~ 

~~wLs = wLl- RO ·w2 ·l2·L· C· :L = wLl (l-Ro·lR .~). 
ß~ 

Zahlenmäßig wird 

Rs = 6,25 + 10-3 ·16 000 = 22,5 Q; 

(308c) 

(307 e) 

w L s = 2 n·10°· 5,65 .10-9 .16000 (1- 6,25.16000.10-3. 0'~,~~~~~0~1l) 
= 58,6 (1- 0,0014) = 58,5 Q. 
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Gehen wir jetzt zu der im vorigen Abschnitt behandelten Kreisring
Erderanlage mit 20 Speisepunkten zuriick, so folgt ala Gesamtwider
stand der Anlage 

R8 n R20 = 20 = 1,13 :,~. 

Es ist bemerkenswert, daB dieser Wert genau die gleiche GroBenord
nung besitzt wie der im vorigen Abschnitt berechnete Ausbreitungs
widerstand des Erdersternes, fiir welchen wir R 20 = 1,09 Q gefunden 
hatten. Man beachte hierbei, daB man diese Verhii1tnisse weder durch 
Anderung des Speisedrahtquerschnittes noch durch Anderung der 
Rohe des Speisedrahtes iiber Erde beeinflussen kann, da Rs - innerhalb 
der Giiltigkeit unserer Naherungen - von diesen beiden Konstruktions
daten vollig unabhangig ist. Bei der Berechnung eines Netzes von 
Drahten, welche sternformig iiber der Erde ausgepannt sind, haben 
wir die gegenseitige Beeinflussung der Einzeldrahte vernachlassigt. 
Wir werden spater (Nr. 49) zeigen, daB dieses Vorgehen berechtigt ist, 
solange es sich um die Beeinflussung nahe nebeneinander parallel ge
fiihrter Drahte handelt, da man in diesem Falle die Drahte durch eine 
einzige "Ersatzleitung" hinreichend genau erfassen kann. Diese "Ober
legung gilt indes, strenggenommen, nicht mehr fiir ein strahlenformig 
abgespanntes Drahtnetz. Wir wollen uns indes hier mit der skizzierten 
Naherung begniigen. Infolge der bisher vernachlassigten kapazitiven 
Riickleitung des Stromes nach der Antenne hin sind die wirklichen 
Verlustwiderstiinde stets kleiner als die hier angegebenen GroBen 
(vgl. auch Nr. 32). Dies ist namentlich bei sehr schlechter Bodenleit
fii.higkeit zu beachten, da im Grenzfall ,,= 0 offenbar der Verlust
widerstand vollig verschwindet. 

48. Eigenfrequenzen einer Leitung mit Erdriickleitung. Wir berechnen 
die Eigenfrequenzen einer homogenen Leitung der Lange l, deren Riick

leitung durch die Erde gebildet 
/-~/$ *r/JrQvcI>tr /----........ AIs6111111r1Jfor • d D' Ge t d St d ( ~ -- p:i \rti*gnd ;a~nu~;sve;:e~:n;r la:~~- ~r 

~;+};e, \ b~:(: $Li ~de!~!:d ~rge::~o!~=~e:.:~ 
Abb. 115. Zu den Eigenfrequenzen elner 

Leitung mit Erdriickleltung. tung sind in den Gleichungen 
(301 b) und (303a) des vorigen Ab

schnittes enthalten. Dort haben wir den Strom als eingepragte 
Kraft gegeben angenommen; demgegeniiber sind die Eigenschwin
gungen dadurch definiert, daB eingepragte Krafte dem System 
mangeln: Der am Anfang der Leitung befindliche Widerstand ffia 

ersetzt den fehlenden Generator, so daB nach Abb. 115 fiir z = 0 
die Grenzbedingung statthat 

J·'lRa + E= O. (311 ) 

174 Erdst.rahlung. 

Gehen wir jetzt zu der im vorigen Abschnitt behandelten Kreisring
Erderanlage mit 20 Speisepunkten zurück, so folgt als Gesamtwider
stand der Anlage 

RB n 
RiO = 20 = 1,13 :'~. 

Es ist bemerkenswert, daß dieser Wert genau die gleiche Größenord
nung besitzt wie der im vorigen Abschnitt berechnete Ausbreitungs
widerstand des Erdersternes, für welchen wir R 20 = 1,09 Q gefunden 
hatten. Man beachte hierbei, daß man diese Verhältnisse weder durch 
Änderung des Speisedrahtquerschnittes noch durch Änderung der 
Höhe des Speisedrahtes über Erde beeinflussen kann, da Rs - innerhalb 
der Gültigkeit unserer Näherungen - von diesen beiden Konstruktions
daten völlig unabhängig ist. Bei der Berechnung eines Netzes von 
Drähten, welche sternförmig über der Erde ausgepannt sind, haben 
wir die gegenseitige Beeinflussung der Einzeldrähte vernachlässigt. 
Wir werden später (Nr. 49) zeigen, daß dieses Vorgehen berechtigt ist, 
solange es sich um die Beeinflussung nahe nebeneinander parallel ge
führter Drähte handelt, da man in diesem Falle die Drähte durch eine 
einzige "Ersatzleitung" hinreichend genau erfassen kann. Diese über
legung gilt indes, strenggenommen, nicht mehr für ein strahlenförmig 
abgespanntes Drahtnetz. Wir wollen uns indes hier mit der skizzierten 
Näherung begnügen. Infolge der bisher vernachlässigten kapazitiven 
Rückleitung des Stromes nach der Antenne hin sind die wirklichen 
Verlustwiderstände stets kleiner als die hier angegebenen Größen 
(vgl. auch Nr. 32). Dies ist namentlich bei sehr schlechter Bodenleit
fähigkeit zu beachten, da im Grenzfall ,,= 0 offenbar der Verlust
widerstand völlig verschwindet. 

48. Eigenfrequenzen einer Leitung mit Erdrückleitung. Wir berechnen 
die Eigenfrequenzen einer homogenen Leitung der Länge l, deren Rück

leitung durch die Erde gebildet 
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Abb. 115. Zu den Eigenfrequenzen einer 

Leitung mit Erdriickleltung. tung sind in den Gleichungen 
(301 b) und (303a) des vorigen Ab

schnittes enthalten. Dort haben wir den Strom als eingeprägte 
Kraft gegeben angenommen; demgegenüber sind die Eigenschwin
gungen dadurch definiert, daß eingeprägte Kräfte dem System 
mangeln: Der am Anfang der Leitung befindliche Widerstand ffi a 

ersetzt den fehlenden Generator, so daß nach Abb. 115 für z = 0 
die Grenzbedingung statthat 

J·'lRa + E= O. (311 ) 



Eigenfrequenzen einer Leitung mit Erdriickleitung. 175 

Indem man dies in (304) einsetzt, entsteht 

oder 

VR-jroL 
j ro C yR-jroL 1+ me .tgl(R-jroL)jroC.l 

ma + -. -. = 0 (312) 
JroC VR-jroL 

j ro C 
-tglR-jroL)jroC.l 

me 

tg y(R-iwL)iw C·l = 

1 -l- ma 
, me 

l/R-jroC 
ma V j roL 

----- - '----'=:;---

1/ R - j ro L m. 
V j roC 

(312a) 

Diese Beziehung enthalt keinerlei Strome oder Spannungen mehr; sie 
verlangt vielmehr bestimmte, im allgemeinen komplexe Werte 

(313) 

als ihre Wurzeln, welche hiernach nur von den Eigenschaften des Syste
mes abhangen und mit den gesuchten Eigenschwingungen identisch sind. 

Wahrend die strenge Losung der Gl. (312a) groBe Schwierigkeiten 
bereitet, laBt sich eine einfache Naherung in dem praktisch wichtigsten 
FaIle sehr kleiner Dampfung angeben. Wir wollen hierzu die verein
fachende Voraussetzung machen, daB sowohl 9ta als auch me rein ima
ginar seien, so daB in ihnen keinerlei Leistung vernichtet wird. Mit 
Benutzung von (306) konnen wir dann schreiben 

1 + ma 
t (+·R)_ me 
g a 1t' - majroCl a+jp (313 a) 

a+jp - mejroCl 

Fur vernachlassigbar kleinen Widerstand verschwindet nach (306a) p, 
so daB diese Bedingung sich reduziert auf 

(313 b) 

a mejroCl 

Mit Beschrankung auf hinreichend kleine reduzierte Leitungshohen 
ist hierbei 

Vin 0,178 

= .l.,ILC= 2nfl • fxflO-geo . 
a-w r 3.1010 2h' 

In-
eo 

(314) 

__ CL __ ~l/~_601/ln 0,178 .ln~. 
j ro C l - ,; y C -- j V f x f 10-9 eo eo 

Eigenfrequenzen einer Leitung mit Erdrückleitung. 175 

Indem man dies in (304) einsetzt, entsteht 

oder 

VR-jroL 
j ro C yR-jroL 1+ !Re .tgl(R-jroL)jroC.l 

ffia + -. -. = 0 (312) 
JroC VR-jroL 

j ro C 
-tglR-jroL)jroC.l 

!Re 

tg y(R-iwL)iw C·l = 

1 -l- !Ra 
, !Re 

l/R-jroC 
!Ra V j roL 

----- - '----'=:;---

1 I R - j ro L !R. 
V j roC 

(312a) 

Diese Beziehung enthält keinerlei Ströme oder Spannungen mehr; sie 
verlangt vielmehr bestimmte, im allgemeinen komplexe Werte 

(313) 

als ihre Wurzeln, welche hiernach nur von den Eigenschaften des Syste
mes abhängen und mit den gesuchten Eigenschwingungen identisch sind. 

Während die strenge Lösung der GI. (312a) große Schwierigkeiten 
bereitet, läßt sich eine einfache Näherung in dem praktisch wichtigsten 
Falle sehr kleiner Dämpfung angeben. Wir wollen hierzu die verein
fachende Voraussetzung machen, daß sowohl 9ta als auch ffi e rein ima
ginär seien, so daß in ihnen keinerlei Leistung vernichtet wird. Mit 
Benutzung von (306) können wir dann schreiben 

1 + !Ra 
t ( + ·P) _ !Re ga 1 - !RajroCl a+jp (313a) 

a+jp - !RejroCl 

Für vernachlässigbar kleinen Widerstand verschwindet nach (306a) p, 
so daß diese Bedingung sich reduziert auf 

(313 b) 

a !RejroCl 

Mit Beschränkung auf hinreichend kleine reduzierte Leitungshöhen 
ist hierbei 

Vln 0,178 

= .l.,ILC= 2nfl • fxf10-geo . 
a - w r 3.10'0 2 h ' 

ln-
eo 

(314) 

__ CL_-~l/~_601/1n 0,178 .ln~. 
j ro C l - ,; y C -- j V f x f 10-9 eo eo 



176 Erdstrahlung. 

Nachdem hieraus der Zusammenhang zwischen at und I gefunden ist, 
berechnet man zweckmaBig zunii.chst aus (313b) die HillsgroBe at. 
Dies geschieht leicht graphisch, indem man tiber at ala Abszisse tg at 

und I(at) zeichnet, deren Schnitt 
z die gesuchten at-Werte liefert. 

Nachdem man dann entsprechend 
1 Abb.1l6 in das gleiche Diagramm 

f 

! 

OG -

die erste der Gleichungen (314) 
durch Zeichnung von at als Funk
tion von I eintragt, erhi:ilt man 
aus at die Eigenfrequenz I selbst. 

Von den unendlich vielen 
Eigenfrequenzgruppen, die sich 
ffir variable ma und me ergeben, 
besitzen zwei ffir die Anwen
dungen besondere Bedeutung. 

Eigenfrequenzen erster 
Art treten bei ma -?- 0 (Kurz
schIuB am Leitungsanfang) auf. 
Die Frequenzgleichung ver
einfacht sich hierbei auf 

Abb. 116. Grapbiscbe Bestimmung der Eigen
frequenzen einer Leitung mit Erdrnckleitung. 

jroCl 
tga = - ffi.·--. (315) 

ex: 

1st insbesondere die Leitung auch am Ende kurzgeschIossen, so kommt 
mit me = 0 

tga=O; a=O; n; 2n; 
also nach (314) 

2 :n: fl l' '" f 10-9 /10 _ •• • ~/ln 0,178 

3. 1010 . 2 16 - O. n, 2 n, ... 
In

/1ti 

(315 a) 

(315 b) 

Wenn dagegen die Leitung am Ende offen ist, hat man mit m. -?- 00 

3f :n: 3f 
tga=oo; a="2; 3"2; 5-2 ; (315 c) 

Die Eigenfrequenzen nehmen also ab gemaB 

Vln 0,178 

2 3f fl . l' '" fl 0-9• /10 =!!.. 3!!.' 
3.1010 . 216 2 . 2 ' 

In-
(315 d) 

/10 

In diesen einfachsten Fii.llen kann man somit auf die Ermittelung der 
HilfsgrOBe at vollig verzichten. 

176 Erdstrahlung. 

Nachdem hieraus der Zusammenhang zwischen ot und I gefunden ist, 
berechnet man zweckmäßig zunächst aus (313b) die Hillsgröße ot. 
Dies geschieht leicht graphisch, indem man über ot als Abszisse tg ot 

und I(ot) zeichnet, deren Schnitt 
z die gesuchten ot-Werte liefert. 

Nachdem man dann entsprechend 
1 Abb.1l6 in das gleiche Diagramm 

f 

! 

oe. -

die erste der Gleichungen (314) 
durch Zeichnung von ot als Funk
tion von I einträgt, erhält man 
aus ot die Eigenfrequenz I selbst. 

Von den unendlich vielen 
Eigenfrequenzgruppen, die sich 
für variable 81a und 81e ergeben, 
besitzen zwei für die Anwen
dungen besondere Bedeutung. 

Eigenfrequenzen erster 
Art treten bei 81a -?- 0 (Kurz
schluß am Leitungsanfang) auf. 
Die Frequenzgleichung ver
einfacht sich hierbei auf 

Abb. 116. Graphische Bestimmung der Eigen
frequenzen einer Leitung mit Erdrückleitung. 

jooGl 
tga = - ffi.·--. (315) 

ct: 

Ist insbesondere die Leitung auch am Ende kurzgeschlossen, so kommt 
mit 81. = 0 

tga=O; a=O; n; 2n; (315a) 
also nach (314) 

~/ln 0,178 

2 :n: fl l' '" f 10-9 /10 _ •• • 
3. 1010 . 2 16 - O. n, 2 n, ... 

ln-
(315 b) 

/1ti 

Wenn dagegen die Leitung am Ende offen ist, hat man mit 81. -?- 00 

3f :n: 3f 
tga=oo; a="2; 3"2; 5-2 ; (315c) 

Die Eigenfrequenzen nehmen also ab gemäß 

Vln 0,178 

2 3f fl . l' '" fl 0-9• /10 =!!.. 3!!.' 
3.1010 . 216 2 . 2 ' 

ln-
(315d) 

/10 

In diesen einfachsten Fällen kann man somit auf die Ermittelung der 
Hilfsgröße ot völlig verzichten. 



Ersatzbild des Erdschlusses. 177 

Eigenfrequenzen zweiter Art ergeben sich fiir 9la -+ 00 (Lei
tungsanfang offen). Als Frequenzgleichung erhiilt man aus (313b) 

1 a 
tga = 3fe • j roOl" (316) 

Wenn die Leitung am ~nde ebenfalls offen ist (9le -+ 00), erhaIt man 
wiederum die Eigenfrequenzen (315a, b), wahrend KurzschluB am 
Leitungsende die Eigenfrequenzen (315c, d) liefert. Die niedrigsten 
(von Null verschiedenen) Eigenfrequenzen ergeben sich somit bei beiden 
Schwingungsformen, wenn Anfang und Ende iiber verschiedene Wider
stande geschlossen sind. 

Die entwickelten Eigenfrequenz-Formeln konnen dazu benutzt 
werden, um die Eigenschwingungszahl von Luftleitergebilden der draht
losen Nachrichteniibermittlung zu berechnen, welche mit Gegengewichts
drahten oder Erderspeiseleitungen entsprechend Nr.47 ausgeriistet 
sind. Ihre wichtigste Anwendung finden sie indessen in der Unter
suchung der ErdschluBvorgange in Starkstromnetzen. In vielen solchen 
Anlagen sind die reduzierten Leitungslangen so klein, daB man in der 
Frequenzgleichung (313b) den Tangens mit dem Bogen vertauschen 
kann und dann einfacher erhalt 

1+ 3fa 
3fe a = =--;---;;;;-;----"----

3fa j aCl+ a 
a 3fe jroOl 

(313 c) 

Eine weitere Vereinfachung der etwas weitlaufigen Auswertung dieser 
Beziehung kann man dadurch erzielen, daB man mit Hinsicht auf die 
schwache Kriimmung der den Zusammenhang zwischen fund <X ver
mittelnden Kurve (Abb.U6) die Eigenfrequenz zunachst schatzt und 
hiermit in (313c) eingeht; weicht der hieraus resultierende Wert der 
Eigenfrequenz von dem geschatzten Wert sehr stark ab, so muB die 
Rechnung mit dem neuen Wert noch einmal durchgefiihrt werden, 
wahrend man sich andernfalls mit dieser ersten Naherung begniigen darf. 

x. EinHn.8 der Erdstrome anf die Vorgiinge des 
stationaren Erdschlnsses in Starkstromnetzen. 

49. ErsatzbiId des Erdschlusses. Bisher haben wir den ErdschluB
strom in Starkstromanlagen, der in das Erdreich iibertritt und 
dort die im Vorangegangenen eingehend geschilderten Wirkungen 
hervorruft, ala bekannt vorausgesetzt. Die Ergebnisse des letzten 
Kapitela setzen uns in den Stand, seine GroBe in Abhangigkeit von den 
Betriebsdaten der erdgeschlossenen Anlage rechnerisch voraus
zubestimmen. 

Ollendorff, Erdstrome. 12 

Ersatzbild des Erdschlusses. 177 

Eigenfrequenzen zweiter Art ergeben sich für 9la -+ 00 (Lei
tungsanfang offen). Als Frequenzgleichung erhält man aus (313b) 

1 a 
tga = 3fe • j wOl" (316) 

Wenn die Leitung am ~nde ebenfalls offen ist (9le -+ 00), erhält man 
wiederum die Eigenfrequenzen (315a, b), während Kurzschluß am 
Leitungsende die Eigenfrequenzen (315c, d) liefert. Die niedrigsten 
(von Null verschiedenen) Eigenfrequenzen ergeben sich somit bei beiden 
Schwingungsformen, wenn Anfang und Ende über verschiedene Wider
stände geschlossen sind. 

Die entwickelten Eigenfrequenz-Formeln können dazu benutzt 
werden, um die Eigenschwingungszahl von Luftleitergebilden der draht
losen Nachrichtenübermittlung zu berechnen, welche mit Gegengewichts
drähten oder Erderspeiseleitungen entsprechend Nr.47 ausgerüstet 
sind. Ihre wichtigste Anwendung finden sie indessen in der Unter
suchung der Erdschlußvorgänge in Starkstromnetzen. In vielen solchen 
Anlagen sind die reduzierten Leitungslängen so klein, daß man in der 
Frequenzgleichung (313b) den Tangens mit dem Bogen vertauschen 
kann und dann einfacher erhält 

1+ 3fa 
3fe a = =--;---;;;;-;----"----

3fa j aCl+ a 
a 3fe jwOl 

(313c) 

Eine weitere Vereinfachung der etwas weitläufigen Auswertung dieser 
Beziehung kann man dadurch erzielen, daß man mit Hinsicht auf die 
schwache Krümmung der den Zusammenhang zwischen f und <X ver
mittelnden Kurve (Abb.U6) die Eigenfrequenz zunächst schätzt und 
hiermit in (313c) eingeht; weicht der hieraus resultierende Wert der 
Eigenfrequenz von dem geschätzten Wert sehr stark ab, so muß die 
Rechnung mit dem neuen Wert noch einmal durchgeführt werden, 
während man sich andernfalls mit dieser ersten Näherung begnügen darf. 

x. EinHuß der Erdströme auf die Vorgänge des 
stationären Erdschlusses in Starkstromnetzen. 

49. Ersatzbild des Erdschlusses. Bisher haben wir den Erdschluß
strom in Starkstromanlagen, der in das Erdreich übertritt und 
dort die im Vorangegangenen eingehend geschilderten Wirkungen 
hervorruft, als bekannt vorausgesetzt. Die Ergebnisse des letzten 
Kapitels setzen uns in den Stand, seine Größe in Abhängigkeit von den 
Betriebsdaten der erdgeschlossenen Anlage rechnerisch voraus
zubestimmen. 

Ollendorff, Erdströme. 12 



178 EinfluB der Erdstrome auf die Vorgii.nge des stationii.ren Erdschlus8es. 

Vor Eintritt des Erdschlusses herrscht zwischen der betroffenen 
Leitung und Erde die Spannung E; sie gleicht bei Einphasenanlagen 
mit gesonderter Hin- und Riickleitung (Bahnspeiseleitung) der hal ben 
Betriebsspannung, bei Einphasen-, Gleichstrom- und Drehstrombahn
fahrleitungen der vollen Betriebsspannung und bei Drehstromanlagen 

. 1 
normaler Bauart der Phasenspannung, also dem -=-fachen der Be

l3 
triebsspannung. 

Durch den ErdschluB wird die Spannung der betroffenen Leitung 
am ErdschluBorte zwangsmaBig auf einen sehr kleinen Wert herunter
gedriickt, welcher dem Produkt des ErdschluBstromes mit dem Aus
breitungswiderstand des Erdschlusses gleicht. Indem wir diesen dem 
Gesamtwiderstand der Strombahn zuschlagen, gelangen wir zu dem Be
griff des ideellen Erdschlusses, welcher durch den volligen Zu
~ammenbruch der Spannung zwischen erdgeschlossener 
Leitung und Erde definiert ist. Hiernach ist der ErdschluB elek
trisch gleichwertig mit dem Eingriff einer am ErdschluB
ort tatigen Spannung bei gleichzeitigem Verschwinden 
aller eingepragten Spannungen 

E' = - E, (317) 

deren Stromsystem sich dem Stromsystem der normalen 
Generatorspannungen in der gesunden Anlage iiberlagert. 
Denn diesem entspricht am ErdschluBort die Spannung E, so daB die 
aus der trberlagerung resultierende Spannung Er = E + E' in der Tat 
verschwindet. Allerdings gilt dieser Satz nur mit der Einschrankung, 
daB man die magnetische Sattigung im Eisen der Generatoren und Trans
formatoren vernachlassigen darf, da andernfaHs die trberlagerung nicht 
statthaft ist. 

FUr die Vorgange im Erdreich sind die normalen Betriebsstrome 
ohne Interesse; insoweit die Folgen eines Erdschlusses untersucht 

b ) E,:=:; ;Srf:;:: :): ;8 S:=:::: ;3 
t"'VVV J E"-E L--__ --<i 

Abb. 117. Schema eines Erdschiusses und &em g1eichwertiges 
Ersatzblld. 

werden sollen, kann 
daher - innerhalb 
der genannten Ein
schrankungen -das 
System stets durch 
das Ersa tz bild 
nach Abb.1l7b dar
gestellt werden, in 
welchem die Span
nung (317) auf das 

sonst spannungslose System einwirkt. Durch diesen Kunstgriff wird 
die Behandlung von ErdschluBproblemen betrii.chtlich vereinfacht; bei
spielsweise hat man beim ErdschluB von Drehstromnetzen zu-

178 Einfluß der Erdströme auf die Vorgänge des stationären Erdschlusses. 

Vor Eintritt des Erdschlusses herrscht zwischen der betroffenen 
Leitung und Erde die Spannung E; sie gleicht bei Einphasenanlagen 
mit gesonderter Hin- und Rückleitung (Bahnspeiseleitung) der halben 
Betriebsspannung, bei Einphasen-, Gleichstrom- und Drehstrombahn
fahrleitungen der vollen Betriebsspannung und bei Drehstromanlagen 

. 1 
normaler Bauart der Phasenspannung, also dem -=-fachen der Be-

13 
triebsspannung. 

Durch den Erdschluß wird die Spannung der betroffenen Leitung 
am Erdschlußorte zwangsmäßig auf einen sehr kleinen Wert herunter
gedrückt, welcher dem Produkt des Erdschlußstromes mit dem Aus
breitungswiderstand des Erdschlusses gleicht. Indem wir diesen dem 
Gesamtwiderstand der Strombahn zuschlagen, gelangen wir zu dem Be
griff des ideellen Erdschlusses, welcher durch den völligen Zu
~ammenbruch der Spannung zwischen erdgeschlossener 
Leitung und Erde definiert ist. Hiernach ist der Erdschluß elek
trisch gleichwertig mit dem Eingriff einer am Erdschluß
ort tätigen Spannung bei gleichzeitigem Verschwinden 
aller eingeprägten Spannungen 

E' = - E, (317) 

deren Stromsystem sich dem Stromsystem der normalen 
Generatorspannungen in der gesunden Anlage überlagert. 
Denn diesem entspricht am Erdschlußort die Spannung E, so daß die 
aus der Überlagerung resultierende Spannung Er = E + E' in der Tat 
verschwindet. Allerdings gilt dieser Satz nur mit der Einschränkung, 
daß man die magnetische Sättigung im Eisen der Generatoren und Trans
formatoren vernachlässigen darf, da andernfalls die Überlagerung nicht 
statthaft ist. 

Für die Vorgänge im Erdreich sind die normalen Betriebsströme 
ohne Interesse; insoweit die Folgen eines Erdschlusses untersucht 

b ) Er:=:; ;Srf:;:: :): ;8 S:=:::: ;3 
t"'VVV J E"-E L--__ --<i 

Abb. 117. Schema eines Erdschlusses und sein gleichwertiges 
Ersatzblld. 

werden sollen, kann 
daher - innerhalb 
der genannten Ein
schränkungen -das 
System stets durch 
das Ersa tz bild 
nach Abb.1l7b dar
gestellt werden, in 
welchem die Span
nung (317) auf das 

sonst spannungslose System einwirkt. Durch diesen Kunstgriff wird 
die Behandlung von Erdschlußproblemen beträchtlich vereinfacht; bei
spielsweise hat man beim Erdschluß von Drehstromnetzen zu-



Der Ersatzleiter einer erdgeschlossenen Leitung. 179 

nachst ein unsymmetrisches Drehstromnetz zu behandeln, wahrend das 
entwickelte Ersatzbild sogleich auf ein Einphasenschema bestimmter 
Konstitution fiihrt, dessen Untersuchung sich wesentlich einfacher 
und rascher gcstaltet. 

50. Der Ersatzleiter einer erdgeschlossenen Leitung. Man gewinnt 
eine fiir viele Falle ausreichende mersicht iiber die ErdschluBerscheinun
gen, wenn man iiber die im allgemeinen beliebige Reaktanz der Genera
toren und Transformatoren spezielle Annahmen macht. Zunachst 
wollen wir stets voraussetzen, daB die Reaktanz der Generatoren 
verschwindend klein sei gegeniiber dem kapazitiven Widerstand der 
Leitungsbahnen, eine Annahme, welche bei hinreichender GroBe der 
in den ErdschluB speisenden Zentralen stets zulasE'ig ist. Die Trans
formatoren sind demnach auf der Generatorseite gegeniiber der am 
ErdschluBorte tatigen Spannung E' entsprechend Abb.1l7b als kurz
geschlossen zu betrachten. mer die Reaktanz der Transfor
matoren lassen sich derart allgemeine Angaben nicht machen; man 
kann indes zeigen, daB man je nach der Type, Schaltung und ErdschluB
art entweder mit einer unendlich groBen oder mit einer nahezu ver
schwindenden Transformatorreaktanz rechnen kann, um die wesent
Hchen Merkmale des ErdschluBvorganges zu erfassen (vgl. Nr.53). 
Die vorgenannten Annahmen fiihren zusammen mit dem friiher ge
nannten Ersatzbild des Erdschlusses sogleich zu einer sehr einfachen 
Formulierung der Erdstromvorgange langs der Leitung. Denn fiir diese 
sind offenbar die Erscheinungen, welche durch die elektromagnetische 
Koppelung der nebeneinander laufenden Leitungen verursacht werden, 
von untergeordneter Bedeutung, da hierbei die Erdfelder nur eine sehr 
schwache Wirkung ausiiben; wir diirfen in unseren Untersuchungen, 
die lediglich die Bedeutung der Erdstrome klaren sollen, von diesen 
Koppelungsvorgangen absehen. Hieraus darf aber nicht etwa geschlossen 
werden, daB diesen Vorgangen an sich keine Bedeutung zukommt; 
vielmehr spielen sie eine gefiirchtete Rolle bei der Ausbildung von 
Oberschwingungen, welche durch das Zusammenwirken der Netzkapazi
taten mit der Selbstinduktion der Transformatoren und Apparate ge
bildet werden konnen, und sind bei der Nachrechnung solcher Erschei
nungen wohl zu beachten. 

Mit Beschrankung auf die Vorgange, bei denen die Erdstromfelder 
maBgebend beteiligt sind, diirfen wir hiernach das erdgeschlossene 
System bei unendlich groBer Transformatorreaktanz als eine leerlaufende 
Leitung auffassen, die am Anfang durch die Spannung E' nach (317) 
erregt wird; dagegen fiihrt die Annahme verschwindender Transfor
matorreaktanz nach obigem zu einem System parallelgeschalteter Leiter, 
die am Anfang ebenfalls durch E' erregt werden. In allen Fallen diirfen 
wir das Erdseil vollig vernachlassigen, da dieses nach Nr. 39 einen nur 
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nächst ein unsymmetrisches Drehstromnetz zu behandeln, während das 
entwickelte Ersatzbild sogleich auf ein Einphasenschema bestimmter 
Konstitution führt, dessen Untersuchung sich wesentlich einfacher 
und rascher gestaltet. 

50. Der Ersatzleiter einer erdgeschlossenen Leitung. Man gewinnt 
eine für viele Fälle ausreichende Übersicht über die Erdschlußerscheinun
gen, wenn man über die im allgemeinen beliebige Reaktanz der Genera
toren und Transformatoren spezielle Annahmen macht. Zunächst 
wollen wir stets voraussetzen, daß die Reaktanz der Generatoren 
verschwindend klein sei gegenüber dem kapazitiven Widerstand der 
Leitungsbahnen, eine Annahme, welche bei hinreichender Größe der 
in den Erdschluß speisenden Zentralen stets zuläsE'ig ist. Die Trans
formatoren sind demnach auf der Generatorseite gegenüber der am 
Erdschlußorte tätigen Spannung E' entsprechend Abb.1l7b als kurz
geschlossen zu betrachten. Über die Reaktanz der Transfor
matoren lassen sich derart allgemeine Angaben nicht machen; man 
kann indes zeigen, daß man je nach der Type, Schaltung und Erdschluß
art entweder mit einer unendlich großen oder mit einer nahezu ver
schwindenden Transformatorreaktanz rechnen kann, um die wesent
Hchen Merkmale des Erdschlußvorganges zu erfassen (vgI. Nr.53). 
Die vorgenannten Annahmen führen zusammen mit dem früher ge
nannten Ersatzbild des Erdschlusses sogleich zu einer sehr einfachen 
Formulierung der Erdstromvorgänge längs der Leitung. Denn für diese 
sind offenbar die Erscheinungen, welche durch die elektromagnetische 
Koppelung der nebeneinander laufenden Leitungen verursacht werden, 
von untergeordneter Bedeutung, da hierbei die Erdfelder nur eine sehr 
schwache Wirkung ausüben; wir dürfen in unseren Untersuchungen, 
die lediglich die Bedeutung der Erdströme klären sollen, von diesen 
Koppelungsvorgängen absehen. Hieraus darf aber nicht etwa geschlossen 
werden, daß diesen Vorgängen an sich keine Bedeutung zukommt; 
vielmehr spielen sie eine gefürchtete Rolle bei der Ausbildung von 
Oberschwingungen, welche durch das Zusammenwirken der Netzkapazi
täten mit der Selbstinduktion der Transformatoren und Apparate ge
bildet werden können, und sind bei der Nachrechnung solcher Erschei
nungen wohl zu beachten. 

Mit Beschränkung auf die Vorgänge, bei denen die Erdstromfelder 
maßgebend beteiligt sind, dürfen wir hiernach das erdgeschlossene 
System bei unendlich großer Transformatorreaktanz als eine leerlaufende 
Leitung auffassen, die am Anfang durch die Spannung E' nach (317) 
erregt wird; dagegen führt die Annahme verschwindender Transfor
matorreaktanz nach obigem zu einem System parallelgeschalteter Leiter, 
die am Anfang ebenfalls durch E' erregt werden. In allen Fällen dürfen 
wir das Erdseil völlig vernachlässigen, da dieses nach Nr. 39 einen nur 

12* 
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unbedeutenden Tell des ErdschluBstromes fiihrt; es ist lediglich bei der 
K.a.pazitatsberecbnung zu beachten. 

Wir wollen zeigen, daB man diesen wichtigsten Fall auf das System 
einer einzigen, am Anfang erregten Leitung zuriickfiihren kann, we1che 
wir die "Ersatzleitung" des erdgeschlossenen Systemes nennen; 
sie wird durch einen "Ersatzleiter" dargestellt, welcher im Schwer
pUnkt der wirklichen Leiteranordnung zu denken ist. Hierzu setzen 
wir voraus, daB das Leitersystem so weit von der Erde entfernt ist, 
daB dort ihr Feld merklich dem einer einzigen Leitung, eben der 
Ersatzleitung gleicht; hierdurch ist gewahrleistet, daB die Ableitung 
der Erdstrome von der ErdoberfHiche nach der Ersatzleitung bin nach 
wesentlich den gleichen Gesetzen erfolgt wie bei dem wirklichen Leitungs
system. Damit die Ersatzleitung auch gleiche Spannung gegen Erde 
aufweise, muB ihre Kapazitat je Langeneinheit der Gesamt-Erdkapa
zitat des wirklichen Leitungssystemes gleichen. 

Die Abmessungen des hierdurch bestimmten Ersatzleiters ergeben 
sich aus Anordnung und Dimensionen des vorgelegten Leitersystemes 
leicht mittels der Theorie des logarithmischen Potentiales nach Nr. 15. 
Der Allgemeinheit halber setzen wir voraus, daB das Leitungssystem 
aus n Drahten bestehen, deren Lage wir in einem GauBschen Koordi
natensystem z = x + i y durch ihre vektoriellen Abstande Zk (k = 1; 
2; ... n) vom Schwerpunkt beschreiben, wahrend ihr Querschnitt 
nahezu Kreisform vom Halbmesser ek aufweisen moge. Indem wir ge
maB Nr.6 in (89) den spezifischen Strom i durch die spezifische Ladung 
des jeweils betrachteten Leiters ersetzen und die LeitfiiJrigkeit " mit 

o 
1 

n 
o 

oZ 

der Dielektrizitatskonstante eo des leeren 
Raumes vertauschen, erhalten wir sogleich 
die Potentiale der Einzelleitungen im all
seitig unendlich ausgedehnten Raume 

fPk = 2 qk fftn·ln(z-zJ; 
;n; EO 

k=l: 2; .. . n. (318) 

Abb. 118. Zum Ersatzleiter einer 
eIdgeschlossenen Leltung. 

Insbesondere folgt das Oberflachenpotential 
des kten Leiters als Resultante aus Eigen
potential und Beeinflussung durch die Nach

barleiter fiir hinreichend groBe Leiterabstande 

dnm = :z.,.-zml 
mit Abb. US aus (31S) zu 

-~·In +~.,. 'lind fPi. - 2:n; 8 ek 2 :n; 8 i. k , o 0 ,=1 

(319) 

(318 a) 

wo der Apostroph am Summenzeichen die Auslassung des Index k 
bei der Summierung iiber i andeutet. 

180 Einfluß der Erdströme auf die Vorgänge des stationären Erdschlusses. 

unbedeutenden Teil des Erdschlußstromes führt; es ist lediglich bei der 
K.a.pazitätsberechnung zu beachten. 

Wir wollen zeigen, daß man diesen wichtigsten Fall auf das System 
einer einzigen, am Anfang erregten Leitung zurückführen kann, we1che 
wir die "Ersatzleitung" des erdgeschlossenen Systemes nennen; 
sie wird durch einen "Ersatzleiter" dargestellt, welcher im Schwer
punkt der wirklichen Leiteranordnung zu denken ist. Hierzu setzen 
wir voraus, daß das Leitersystem so weit von der Erde entfernt ist, 
daß dort ihr Feld merklich dem einer einzigen Leitung, eben der 
Ersatzleitung gleicht; hierdurch ist gewährleistet, daß die Ableitung 
der Erdströme von der Erdoberfläche nach der Ersatzleitung hin nach 
wesentlich den gleichen Gesetzen erfolgt wie bei dem wirklichen Leitungs
system. Damit die Ersatzleitung auch gleiche Spannung gegen Erde 
aufweise, muß ihre Kapazität je Längeneinheit der Gesamt-Erdkapa
zität des wirklichen Leitungssystemes gleichen. 

Die Abmessungen des hierdurch bestimmten Ersatzleiters ergeben 
sich aus Anordnung und Dimensionen des vorgelegten Leitersystemes 
leicht mittels der Theorie des logarithmischen Potentiales nach Nr. 15. 
Der Allgemeinheit halber setzen wir voraus, daß das Leitungssystem 
aus n Drähten bestehen, deren Lage wir in einem Gaußschen Koordi
natensystem z = x + i y durch ihre vektoriellen Abstände Zk (k = 1; 
2; ... n) vom Schwerpunkt beschreiben, während ihr Querschnitt 
nahezu Kreisform vom Halbmesser ek aufweisen möge. Indem wir ge
mäß Nr.6 in (89) den spezifischen Strom i durch die spezifische Ladung 
des jeweils betrachteten Leiters ersetzen und die Leitfähigkeit " mit 

o 
1 

n 
o 

oZ 

der Dielektrizitätskonstante 13 0 des leeren 
Raumes vertauschen, erhalten wir sogleich 
die Potentiale der Einzelleitungen im all
seitig unendlich ausgedehnten Raume 

fPk = 2 qk fftn·ln(z-zJ; 
;n; 80 

k=l: 2; .. . n. (318) 

Abb. 118. Zum Ersatzleiter einer 
eIdgeschlossenen Leitung. 

Insbesondere folgt das Oberflächenpotential 
des kten Leiters als Resultante aus Eigen
potential und Beeinflussung durch die Nach

barleiter für hinreichend große Leiterabstände 

dnm = :zn-zml 
mit Abb. 118 aus (318) zu 

-~.In +~n 'lind fPl:. - 2:n; 8 ek 2 :n; 8 i. k , o 0 ,=1 

(319) 

(318a) 

wo der Apostroph am Summenzeichen die Auslassung des Index k 
bei der Summierung über i andeutet. 
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Da das System nur wenig von der Symmetrie abweichen soil, sind 
die spezifischen Ladungen {!k nicht viel vol!- ihrem Mittelwert q verschie
den, so daB man statt (31Ba) schreiben kann 

CfJk = '" -2 q .In({!k· dlk· d2k'·· dnd· (318 b) 
o n EO 

Ebenso darf mit nur kleinem Fehler das Oberflachenpotential des kten 
Leiters durch seinen Mittelwert flJo uber samtIiche n Oberflachenpoten
tiale ersetzt werden 

Hier ist bei der Produktbildung der Faktor d i • k mit gleichem Index i 
und k auszulassen. 

Der Ersatzleiter, der durch gleiche Kapazitat je Langeneinheit defi
niert ist, muB bei gleicher Gesamtladung 

Q = n·q (320) 

gleiches Oberflachenpotential flJo besitzen . . Nehmen wir seinen Quer
schnitt kreisformig vom Radius {!w an, so Jolgt also 

Q _ q·n q ~I , 
2- ·Inew = 2- -·lnew = 2- ' In r (ele~ .. · e ).II d' k 7C EO n EO n EO - n 1. 

(321) 

oder ew = n~ (el . e'J' .. en)' II' dik . (321a) 

Insbesondere wird fur die zweidrahtige Einphasenleitung nach Abb. 119 

Qw = Ye'Jd'l = Ye d . (321b) 

fiir die vierdrahtige Einphasen-Doppelleitung nach Abb. 120 

Abb. 119. Ersatz
leiter einer zweidrah

Ugen E inpha en
leitung. 

Abb.12O. E rsatzleiter ciner 
v lerdrnhtigen Einphasen

DoppeJ leltung. 

Abb. 121. Ersa.tzleiter einer 
dreldrahtigen Drehstrom· 

lel tung . 

ew = IYe4 D4.d 4 (D2 +d2)2 = VeDd Y D2+ d 2 

fiir die dreidrahtige Drehstromleitung der Abb. 121 

~I 3 d 2 de d 2 ~/--" 2 ~/d2 dO d·Z-
{!w = r (! • UI)' IIW' WU = reS"; s = r uv' vw' wu' 

(321 c) 

(321d) 

Wenn die Leitung aus einer noch groBeren Zahl von Einzeldrahten be
Elteht, teilt man das System zweckmaBig in Gruppen kieinerer Leiterzahl 
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Da das System nur wenig von der Symmetrie abweichen soll, sind 
die spezifischen Ladungen {!k nicht viel v0l!- ihrem Mittelwert q verschie
den, so daß man statt (31Ba) schreiben kann 

C!Jk = '" -2 q .ln({!k· dlk· d2k'·· dnd· (318b) 
o n co 

Ebenso darf mit nur kleinem Fehler das Oberflächenpotential des kten 
Leiters durch seinen Mittelwert flJo über sämtliche n Oberflächenpoten
tiale ersetzt werden 

Hier ist bei der Produktbildung der Faktor d i • k mit gleichem Index i 
und kauszulassen. 

Der Ersatzleiter, der durch gleiche Kapazität je Längeneinheit defi
niert ist, muß bei gleicher Gesamtladung 

Q = n·q (320) 

gleiches Oberflächenpotential flJo besitzen . . Nehmen wir seinen Quer
schnitt kreisförmig vom Radius {!w an, so Joigt also 

Q _ q·n q ~I , 
2- ·Inew = 2- -·lnew = 2- ' In r (ele~ .. · e ).II d' k 7C BO n 1:0 JE BO - n 1. 

(321) 

oder ew = n~ (eI' e'J' .. en)' II' dik . (321a) 

Insbesondere wird für die zweidrähtige Einphasenleitung nach Abb. 119 

Qw = Ye'Jd'l = red. (321b) 

für die vierdrähtige Einphasen-Doppelleitung nach Abb. 120 

Abb. 119. Ersatz
leiter einer zweidräh

tigen E inpha en
leitung. 

Abb.12O. E rsatzleiter einer 
v lerdrähtigen Einphasen

DoppeJ leltung. 

Abb. 121. Ersa.tzleiter einer 
dreldrähtigen Drehstrom· 

leItung . 

ew = Ire4 D4.d 4 (D'J +d2)2 = YeDd y D2+ d 2 

für die dreidrähtige Drehstromleitung der Abb. 121 

~I 3 d 2 d" d 2 ~/--" 2 ~/d2 d 2 d·Z-
{!w = r {! • uv' IIW' WU = reS"; s = r ut>' !)W· wu' 

(321 c) 

(321d) 

Wenn die Leitung aus einer noch größeren Zahl von Einzeldrähten be
Elteht, teilt man das System zweckmäßig in Gruppen kleinerer Leiterzahl 



182 EinfluJl der Erdstrome auf die Vorgange des stationii.ren Erdschlusses. 

ein, deren Teil-Ersatzhalbmesser man zunaehst einzeln bereehnet, und 
ermittelt dann aus der Gesamtheit dieser Teil-Ersatzhalbmesser den 
resultierenden Gesamthalbmesser. Beispielsweise ergibt sich fiir eine 

aus 6 Drahten bestehende Dreh
strom-Doppelleitung nach Abb. 122 
zunachst der Teil-Ersatzhalb
messer ew jedes Drahtsatzes aus 
(321d), 

e:n = Ye8~ 
und bieraus naeh (321 b) der resul
tierende Ersatzhalbmesser 

2 . 6--~ 

ew = V e/c· D = l' e 82 D3. (321e) 
Abb. 122. Ersatzleiter einer Drehstrom-Doppel

leitung. 
Die Kapazitat der Langeneinheit 

der Ersatzleitung gegen Erde folgt aus (309a), wenn eu' fUr eo sub
stituiert wird, unter Vernachlassigung des Erdseiles zu 

1 1 
C =. 2h Farad/em = - -2h ,uF/km. 

18·1011 ·ln- 18·ln-
(322) 

ew ew 
Beispielsweise ist ftir eine Leitung, welehe aus 3 nebeneinander im Ab
stand 3 m gefiihrten Drahten von e = 1,5 em Ralbmesser in h = 12 m 
mittlerer Rohe tiber Erde besteht naeh Gl. (321 d) 

8 2 = V32. 62 .32 = 14,28 m~; 8 = 378 em; f!w = il 1,5.3782 = 51,3 em, 

also ein Vielfaches des Drahthalbmessers e. Aus (322) ergibt sieh als 
Kapazitat 

c = . 1 = 0,0145.10-11 Farad/em 
18.1011 .ln 2·1200 

51,3 

= 0,0145.10-6 Farad/km. 

Obwohl der Ersatzleiter hier speziell fiir Starkstromleitungen bestimmt 
wurde, kann man die abgeleiteten Beziehungen ungeandert zur Bereeh
nung von Mehrfaeh-Gegengewiehtsdrahten von Antennen entsprechend 
Nr.57 verwenden;ebenso beruht die Bereehnung der Mehrfacherder 
naeh Nr. 16 auf diesen 'Oberlegungen. 

51. Der kapazitive ErdschluB8trom. Der ErdsehluBstrom heiBt 
ka paz i ti v, wenn er von der Erdoberflaehe als dielektriseher Versehie
bungsstrom, also tiber die sogenannten Erdkapazitaten der Leitung 
zu ihr zurtiekkehrt (vgl. Nr. 32). 

Nachdem gezeigt werden konnte, daB grundsatzlieh aIle Anlagen 
zu dem gleiehen Ersatzschema des Erdschlusses fUhren, dUrfen wir 
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ein, deren Teil-Ersatzhalbmesser man zunächst einzeln berechnet, und 
ermittelt dann aus der Gesamtheit dieser Teil-Ersatzhalbmesser den 
resultierenden Gesamthalbmesser . Beispielsweise ergibt sich für eine 

aus 6 Drähten bestehende Dreh
strom-Doppelleitung nach Abb. 122 
zunächst der Teil-Ersatzhalb
messer ew jedes Drahtsatzes aus 
(321d), 

e:n = Ye8~ 
und hieraus nach (321 b) der resul
tierende Ersatzhalbmesser 

2 . 6--~ 

ew = V e/c· D = l ' e 82 D3. (321e) 
Abb. 122. Ersatzleiter einer Drehstrom-Doppel

leitung. 
Die Kapazität der Längeneinheit 

der Ersatzleitung gegen Erde folgt aus (309a), wenn eu' für eo sub
stituiert wird, unter Vernachlässigung des Erdseiles zu 

1 1 
C =. 2h Farad/cm = - -2h ,uF/km. 

18·1011 ·ln- 18·ln-
(322) 

ew ew 
Beispielsweise ist für eine Leitung, welche aus 3 nebeneinander im Ab
stand 3 m geführten Drähten von e = 1,5 cm Halbmesser in h = 12 m 
mittlerer Höhe über Erde besteht nach GI. (321 d) 

8 2 = V32. 62 .32 = 14,28 m~; 8 = 378 cm; flw = 11 1,5.3782 = 51,3 cm, 

also ein Vielfaches des Drahthalbmessers e. Aus (322) ergibt sich als 
Kapazität 

c = . 1 = 0,0145.10-11 Farad/em 
18.1011 .ln 2·1200 

51,3 

= 0,0145.10-6 Farad/km. 

Obwohl der Ersatzleiter hier speziell für Starkstromleitungen bestimmt 
wurde, kann man die abgeleiteten Beziehungen ungeändert zur Berech
nung von Mehrfach-Gegengewichtsdrähten von Antennen entsprechend 
Nr.57 verwenden; ebenso beruht die Berechnung der Mehrfacherder 
nach Nr. 16 auf diesen 'Überlegungen. 

51. Der kapazitive ErdschluB8trom. Der Erdschlußstrom heißt 
ka paz i ti v, wenn er von der Erdoberfläche als dielektrischer Verschle
bungsstrom, also über die sogenannten Erdkapazitäten der Leitung 
zu ihr zurückkehrt (vgl. Nr. 32). 

Nachdem gezeigt werden konnte, daß grundsätzlich alle Anlagen 
zu dem gleichen Ersatzschema des Erdschlusses führen, dürfen wir 
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unsere Untersuchung ohne Verletzung der Allgemeinheit insbesondere 
an den praktisch wichtigsten Fall des Erdschlusses in einem Dreh
stromnetze nach Abb.123 anknupfen. Es moge aus drei homogenen 
Leitungen u, v, w bestehen, welche uber einen Transformator gespeist 
werden. 

Das Ersatzbild des Erdschlusses beispielsweise der Leitung u ist 
in Abb. 124 dargestellt. Der Strom flieBt von der ErdschluBstelle aus 
zum Teil uber die Kapazitat der kranken Leitung zum ErdschluBpunkt, 
der Rest zieht durch die Transformator-Hochspannungswicklungen 

Abb. 123. Kapazitlver ErdschlnB In elnem 
Drehstromnetze. 

Abb. 124. Ersatzbild des kapazitiven Erd· 
schlnssea In einem Drehstromnetze. 

in die gesunden Leitungen ein und kehrt dann als Verschiebungsstrom 
zum Fehlerorte zuruck. In den Zuleitungen des Generators zum 
Transformator flieBen niedrig gespannte Strome, welche die Strome der 
Hochspannungswicklungen von kompensieren; daher wirkt lediglich 
die Streureaktanz des Transformators, welche bei hinreichender Nenn
leistung vernachlassigt werden darf. Somit ist die Leitung durch den 
im vorigen Abschnitt angegebenen Ersatzleiter darstellbar, wobei je 
nach Ausfuhrung der Anlage als Einfach- oder Doppeldrehstromleitung 
fUr ew der Wert (321 d) oder (321e) zu benutzen ist. 

Wenn die Eigenfrequenz der Leitung sehr groB gegen 
die Betrie bsfreq uenz ist, wird die reduzierte Lange ~ der Leitung 
fUr die Betriebsfrequenz sehr klein; die Leitung der Lange 1 wirkt 
daher nach Gl. (305c) lediglich wie ein verlustfreier Kondensator 
der GroBe 

l 
Oe = 2h' 

18·101l·1n
ew 

(323) 

welcher definitionsgemiiB der Summe der Erdkapazitaten der drei 
Einzelleitungen gleicht. Da der Strom vom ErdschluBpunkt aus nach 
beiden Seiten zieht, ist hier unter 1 die Gesamtliinge der Leitung zu 
verstehen. Die treibende Spannung E' ist in ihrem Betrage gleich dem 

~-fachen der Betriebsspannung Eo, so daB der ErdschluBstrom wird 

J = I E' I OJ 0 = Eo. OJ • 0 
c e 13 e', (324) 

Beisp1elsweise ist fur eine 1 = 100 km lange Strecke der im vorigen 
Abschnitli genannten Leitung bei einer BetriebsBpannung von 110 kV 
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unsere Untersuchung ohne Verletzung der Allgemeinheit insbesondere 
an den praktisch wichtigsten Fall des Erdschlusses in einem Dreh
stromnetze nach Abb.123 anknüpfen. Es möge aus drei homogenen 
Leitungen u, v, w bestehen, welche über einen Transformator gespeist 
werden. 

Das Ersatzbild des Erdschlusses beispielsweise der Leitung u ist 
in Abb. 124 dargestellt. Der Strom fließt von der Erdschlußstelle aus 
zum Teil über die Kapazität der kranken Leitung zum Erdschlußpunkt, 
der Rest zieht durch die Transformator-Hochspannungswicklungen 

Abb. 123. Kapazitiver Erdschluß In einem 
Drehstromnetze. 

Abb. 124. Ersatzbild des kapazitiven Erd· 
schlusses In einem Drehstromnetze. 

in die gesunden Leitungen ein und kehrt dann als Verschiebungsstrom 
zum Fehlerorte zurück. In den Zuleitungen des Generators zum 
Transformator fließen niedrig gespannte Ströme, welche die Ströme der 
Hochspannungswicklungen voll kompensieren; daher wirkt lediglich 
die Streureaktanz des Transformators, welche bei hinreichender Nenn
leistung vernachlässigt werden darf. Somit ist die Leitung durch den 
im vorigen Abschnitt angegebenen Ersatzleiter darstellbar, wobei je 
nach Ausführung der Anlage als Einfach- oder Doppeldrehstromleitung 
für ew der Wert (321d) oder (321e) zu benutzen ist. 

Wenn die Eigenfrequenz der Leitung sehr groß gegen 
die Betrie bsfreq uenz ist, wird die reduzierte Länge ~ der Leitung 
für die Betriebsfrequenz sehr klein; die Leitung der Länge 1 wirkt 
daher nach GI. (305c) lediglich wie ein verlustfreier Kondensator 
der Größe 

l 
Oe = 2h' 

18·101l·1n
ew 

(323) 

welcher definitions gemäß der Summe der Erdkapazitäten der drei 
Einzelleitungen gleicht. Da der Strom vom Erdschlußpunkt aus nach 
beiden Seiten zieht, ist hier unter 1 die Gesamtlänge der Leitung zu 
verstehen. Die treibende Spannung E' ist in ihrem Betrage gleich dem 

~-fachen der Betriebsspannung E o, so daß der Erdschlußstrom wird 

J = I E' I (JJ ° = Eo• (JJ • ° 
c • 13 .'. (324) 

BeispIelsweise ist für eine 1 = 100 km lange Strecke der im vorigen 
Abschnitt genannten Leitung bei einer Betriebsspannung von HO kV 
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und 50 Periodenfsec 
110000 _ Jo = ~.2n.50.100.0,0145.10 6 = 29 Amp. 

r 3 

Um zu priifen, inwieweit diese Art der Berechnung zulassig ist, berechnen 
wir diejenige kritische Leitungslange lkr, bei welcher die niedrigste 
Eigenfrequenz erster Art (Nr.48) bei offenem Leitungsende mit der 
Betriebsfrequenz zusammenfallt. Sie ergibt sich mittels (315d) 

V 2h· 
3.1010 In ew 

lkr - -- . .- ----~.-.. -
-- 4/ In 0,178 . 

Y It ."10-9· e,,, 

(325) 

Hier gibt der erste Faktor 

(325 a) 

die kritische Lange einer Leitung mit metallischer Riick
leitung an, die also fiir 50 Perioden/sec 1500 km betragt; demnach 
schildert die Wurzel in (325) die Wirkung der Erdriickleitung auf 
die kritische Lange. Fiir unser Beispiel ist 

V In 2h 
__ ~elD~. -- - V 3,75 
In 0,178 _ - 7,35 = 0,713, 

fit f lO-9· e", 

SO da.6 also die kritische Lange auf 

lkr = 1500·0,713 = 1070 km 

verringert wird. Obgleich diese Lange immer noch sehr gro.6 ist, ist sie 
doch praktisch betrachtlich kleiner als die kritische Lange nach (325 a) ; 
denn bei neuzeiltichen Hoohstspannungsanlagen kann die Leitungslange 
durchaus die genannte Gro.6enordnung erreichen. Sei beispielsweise fiir 
eine solche l = 500 km, Eo = 380 kV, so wird - unter Beibehaltung 
des friiheren Kapazitatswertes - nach (324) 

380000 Jc = --=- ·2 n· 50.500.0,0145.10-6 = 500 Amp. 
f3 

Die genauere Formel (305 b) liefert, da 

wL = _ 1 
9 231'.50.0,0145.10-6 .500 1-cos 1 

1 2.0,8403 
= - 440· 1 _ 0,5422 = 404 Q , 

"Reaktanz" 
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und 50 Perioden/sec 
110000 _ Jo = ~.2n.50.100.0,0145.10 6 = 29 Amp. 

r 3 

uni. zu prüfen, inwieweit diese Art der Berechnung zulässig ist, berechnen 
wir diejenige kritische Leitungslänge lkr, bei welcher die niedrigste 
Eigenfrequenz erster Art (Nr.48) bei offenem Leitungsende mit der 
Betriebsfrequenz zusammenfällt. Sie ergibt sich mittels (315d) 

V 2h· 
3.1010 In ew 

lkr - -- . .- ----~.-.. -
-- 4/ In 0,178 . 

Y x -(-10-9· e", 

(325) 

Hier gibt der erste Faktor 

(325a) 

die kritische Länge einer Leitung mit metallischer Rück
leitung an, die also für 50 Perioden/sec 1500 km beträgt; demnach 
schildert die Wurzel in (325) die Wirkung der Erdrückleitung auf 
die kritische Länge. Für unser Beispiel ist 

V In 2h 
__ ~elD~. -- - V 3,75 
In 0,178 _ - 7,35 = 0,713, 

f x f 1O-9·e", 

SO daß also die kritische Länge auf 

lkr = 1500·0,713 = 1070 km 

verringert wird. Obgleich diese Länge immer noch sehr groß ist, ist sie 
doch praktisch beträchtlich kleiner als die kritische Länge nach (325a); 
denn bei neuzeiltichen Höchstspannungsanlagen kann die Leitungslänge 
durchaus die genannte Größenordnung erreichen. Sei beispielsweise für 
eine solche l = 500 km, Eo = 380 kV, so wird - unter Beibehaltung 
des früheren Kapazitätswertes - nach (324) 

380000 
Je = --=- ·2 n· 50.500.0,0145.10-6 = 500 Amp. 

f3 
Die genauere Formel (305b) liefert, da 

wL = _ 1 
9 231'.50.0,0145.10-6 .500 1-cos 1 

1 2. 0,8403 
= - 440· 1 _ 0,5422 = 404 Q , 

"Reaktanz" 
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so daB der kapazitive ErdschluBstrom auf 

380000 1 
Jo = fa . 404 = 546 Amp., 

185 

also durch die eben sich andeutende Resonanznahe schon um rund 
10% vergroBert wird. 

In manchen Anlagen, insbesondere fUr mittlere Spannungen, wird 
die Freileitung nach Abb. 125 uber ein Kabelnetz gespeist. Da dieses 
sehr kleine Selbstinduktion besitzt, kann man es stets durch konzen
trierte Kapazitaten darstellen; 
insbesondere jst es in dem Er
satzschema des Erdschlusses als 
ein Kondensator Cek ZU betrach
ten, dessen GroBe der Summe Abb. 125. Speisung ~~t~rrei1eitungSnetzes tiber 

der Erdkapazitaten der drei 
Phasen gleicht. Wenn also der ErdschluB auf der Freileitung statt
findet, gibt das Ersatzschema des Erdschlusses eine am Anfang durch 
E' erregte Leitung gewisser Lange l, die am Ende durch den Konden
sator Cek geschlossen ist. Mit 

m = 1 
• - i 00 Oek 

(326) 

ergibt sich aus (304) der Widerstand des Systemes gegen die treibende 
Spannung 

(327) 

wo wiederum der Leitungswiderstand vernachlassigt wurde. Fiir nicht 
zu groBe Leitungslangen - und nur solche kommen fiir derartige An
lagen in Frage - kann man tg w -y L C l == tg C1. durch C1. ersetzen und 
erhalt dann 

m . l-002 Ll·Oek 

a = 1 oo(O'k+O.l) • (327 a) 

Daher folgt der kapazitive ErdschluBstrom 

E' E'.oo(O.k+O·l) J' 
J = m. = l-002 .Ll.0. k = 1.=-"oo2LlO.; -· (327b) 

Der Zahler des erhaltenen Ausdruckes stellt den elementar berechneten 
kapazitiven ErdschluBstrom J' dar, fur welchen lediglich die gesamte 
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so daß der kapazitive Erdschlußstrom auf 

380000 1 
Ja = (3 . 404 = 546 Amp., 

also durch die eben sich andeutende Resonanznähe schon um rund 
10% vergrößert wird. 

In manchen Anlagen, insbesondere für mittlere Spannungen, wird 
die Freileitung nach Abb. 125 über ein Kabelnetz gespeist. Da dieses 
sehr kleine Selbstinduktion besitzt, kann man es stets durch konzen
trierte Kapazitäten darstellen; 
insbesondere ist es in dem Er
satzschema des Erdschlusses als 
ein Kondensator Cek zu betrach
ten, dessen Größe der Summe Abb. 125. Speisung ~~t~rrei1eitungSnetzes über 

der Erdkapazitäten der drei 
Phasen gleicht. Wenn also der Erdschluß auf der Freileitung statt
findet, gibt das Ersatzschema des Erdschlusses eine am Anfang durch 
E' erregte Leitung gewisser Länge l, die am Ende durch den Konden
sator Cek geschlossen ist. Mit 

m = 1 
• - i w Cek 

(326) 

ergibt sich aus (304) der Widerstand des Systemes gegen die treibende 
Spannung 

(327) 

wo wiederum der Leitungswiderstand vernachlässigt wurde. Für nicht 
zu große Leitungslängen - und nur solche kommen für derartige An
lagen in Frage - kann man tg w -y L C l == tg CI. durch CI. ersetzen und 
erhält dann 

m . I-w2 LI·Ca 
a = 1 w(C.k+C.l) • (327 a) 

Daher folgt der kapazitive Erdschlußstrom 

E' E'.w(C.k+C·I) J' 
J = m. = I-w2 .LI.C. k = 1.=-"w2 LICe; - · 

(327b) 

Der Zähler des erhaltenen Ausdruckes stellt den elementar berechneten 
kapazitiven Erdschlußstrom J' dar, für welchen lediglich die gesamte 
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Erdkapazitii.t des Netzes ma/3gebend ist. Der wirkliche Erdschlu/3strom 
ist jedoch noch (327 b) im Verhii.ltnis 

J 1 
(327 c) 

groJ3er als dieser und wii.chst bei Annaherung an die kritische Fre-
quenz (.()kr 

1 - (.()~L1Cek = 0 (327d) 

resonanzhaft an; die Gefahrfrequenz ist jetzt nicht mehr durch die 
Kapazitat der Leitung gegeben, sondern enthii.lt die Selbstinduktion 

3 
2,18 --- ----

2 

des Erdriickleitungsfeldes im 
Verein mit der Kapazitat des Kabel
netzes. Bier darf man also den ele
mentar berechneten Strom nur so
lange als richtig betrachten, als die 
Betriebsfrequenz von der kritischen 
Frequenz (327 d) hinreichend ent
fernt ist. 

Als Beispiel! betrachten wir die 
Verhaltnisse in einem Freileitungs
netze von 45 km Lange, wobei wir 

o o~""--+n---'--:,f;;--...J..."""!:~h~...Jr/!;elc der Einfachheit halber die oben ge-
Abb. 126. LOsung der transzendenten nann ten Abmessungen beibehalten 

Gielchung (327d). 
wollen ; das Kabelnetz soIl eine 

Erdkapazitat von 100 pF besitzen. Mit 

L = 0,2.1n 0,178 . 10-8 = 0,2 . In 0,97~ 10' . 10-3 Henry/km 
l' ,,( 10-9 ew tr 

lautet (327 d) 

4 2 (2 02 In 0,975.104 0-8 - 6 1- 11,. . , . r r · ·1 ·45·100·10 = 0 ; 

(2 .In 0,97~ 1~4 = 2,78.104. 
U 

Diese transzendente Gleichung ist in Abb. 126 graphisch gelOst und er
gibt als kritische Frequenz I = 63 Perioden/sec ; sie ist offenbar identisch 
mit der niedrigsten Eigenfrequenz erster Art, die das System ausfiihren 
kann, da fiir diese Frequenz nach (327 a) der Anfangswiderstand der 
Anordnung verschwindet. Wenn die Leitung mit 50 Perioden/sec be
trieben wird, ist 

1 Die nachfoigenden Zahlen stimmen mit einem von R. Riidenberg: Elek
trisohe Sohaltvorgange. S. 153 behandelten Beispiel iiberein. in welohem die Selbst
induktion der Erdriiokleitung nicht ausdriicklioh beriioksichtigt wurde. 
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Erdkapazität des Netzes maßgebend ist. Der wirkliche Erdschlußstrom 
ist jedoch noch (327 b) im Verhältnis 

J 1 
(327 c) 

größer als dieser und wächst bei Annäherung an die kritische Fre-
quenz (.()kr 

1 - (.()~L1Cek = 0 (327d) 

resonanzhaft an; die Gefahrfrequenz ist jetzt nicht mehr durch die 
Kapazität der Leitung gegeben, sondern enthält die Selbstinduktion 

3 
2,18 --- ----

2 

des Erdrückleitungsfeldes im 
Verein mit der Kapazität des Kabel
netzes. Hier darf man also den ele
mentar berechneten Strom nur so
lange als richtig betrachten, als die 
Betriebsfrequenz von der kritischen 
Frequenz (327 d) hinreichend ent
fernt ist. 

Als Beispiel! betrachten wir die 
Verhältnisse in einem Freileitungs
netze von 45 km Länge, wobei wir 

o o~""--+n---'--:,f;;--...J..."""!:~h~...Jr/!;eI( der Einfachheit halber die oben ge-
Abb. 126. Lösung der transzendenten nannten Abmessungen beibehalten 

Gleichung (327d). 
wollen ; das Kabelnetz soll eine 

Erdkapazität von 100 pF besitzen. Mit 

L = 0,2.1n 0,178 . 10-8 = 0,2 . In 0,97~ 10' . 10-3 Henry/km 
l' ,,( 10-9 e", tr 

lautet (327 d) 

4 2 (2 02 In 0,975.104 0-8 - 6 1- 11,. . , . r r · ·1 ·45·100·10 = 0 ; 

(2 .ln 0,97~ 1~4 = 2,78.104. 
U 

Diese transzendente Gleichung ist in Abb. 126 graphisch gelöst und er
gibt als kritische Frequenz I = 63 Perioden/sec ; sie ist offenbar identisch 
mit der niedrigsten Eigenfrequenz erster Art, die das System ausführen 
kann, da für diese Frequenz nach (327 a) der Anfangswiderstand der 
Anordnung verschwindet. Wenn die Leitung mit 50 Perioden/sec be
trieben wird, ist 

1 Die nachfolgenden Zahlen stimmen mit einem von R. Rüdenberg: Elek
trisohe Sohaltvorgänge. S. 153 behandelten Beispiel überein. in welohem die Selbst
induktion der Erdrüokleitung nicht ausdrücklioh berüoksichtigt wurde. 



also 

Erdschiullloscher. 

L = 0,2 ·In 0,975· 1Q4 .10-3 = 1,44.10-3 Henry jkm ; 
f 50 

L l = 1,44.10-3 .45 = 65.10-3 Henry 

J 
i' 

1 
-1 - (2 n 50)9.65.10- 3 .100.10-6 = 1 _ 0,65 = 2,86 . 

Die Gesamtkapazitat des Netzes ist 

CO" + C·l = (100 + 0,0145.45) 10-6 = 100,6.10-6 Farad. 

Ihr entspricht 

J' = 10~0 2;71;.50.100,6.10-6 = 182 Amp., 
t3 

so daB der ErdschluBstrom durch die Resonanznahe bis auf 

J = 182·2,86 = 520 Amp. 

187 

hinaufgesteigert wird. Gleichzeitig tritt am Kabel eine iiberlagerte 
Spannung auf 

520 
2n.500.1()0.10 6= 16000 Volt, 

die das Kabel weit iiber den Normalbetrag C~ VOlt) beansprucht. 

52. Erdschln8lOscher. Das Ersatzschema des kapazitiven Erd
schluSBes in einer Drehstromanlage zeigt, daB unter dem EinfluB der 
iiberlagerten Spannung E' die Spannung der gesunden Phasen gegen 
Erde nach Abb. 127 heraufgeht und somit ihre Isolation erhoht be
ansprucht. In vielen Fallen wird der ErdschluB nicht durch eine me
tallische Verbindung zwischen Leitung und Erde 
gebildet, sondern er wird nach anfanglichem direk
tern Kontakt iiber einen Lichtbogen geschlossen. 
Die Gefahren des dauernden Erdschlusses konnen 
dann behoben werden, wenn es gelingt, das 
stationare Brennen des Lichtbogens elektrodyna
misch zu verhindern. Das Ersatzbild des Erd- C 
schlusses Hefert uns sogleich das Mittel hierzu in 

£' 

der Forderung: Der (komplexe) Eingangs- .Abb. 127. Spaunungsver

widerstand ma der Anordnung muG fiir lagel'1lllg belm ka.pazltlven 
ErdacbluJl . 

die Betrie bsfreq uenz ii ber aIle Grenzen 
wachsen. Nach Nr. 48 konnen wir diese Bedingung auoh in die 
Form kleiden: Es muB die Eigenfrequenz zweiter Art der 
Leitung mit der Betriebsfrequenz zusammenfallen. 

Wenn der ErdschluG rein kapazitiv im Sinne der Definitionen des 
vorigen Abschnittes ist, haben wir me ~ 00 zu setzen. und erhalten 

also 

Erdschlußlöscher . 

L = 0,2 ·ln 0,975· 1Q4 .10-3 = 1,44.10-3 Henry jkm ; 
f 50 

L l = 1,44.10-3 .45 = 65.10-3 Henry 

J 
/' 

1 
-1 - (2 n 50)9.65.10- 3 .100.10-6 = 1 _ 0,65 = 2,86 . 

Die Gesamtkapazität des Netzes ist 

Ge" + G·l = (100 + 0,0145.45)10- 6 = 100,6.10-6 Farad. 

Ihr entspricht 

J' = 1O~0 2;71;.50.100,6.10-6 = 182 Amp., 
t3 

so daß der Erdschlußstrom durch die Resonanznähe bis auf 

J = 182·2,86 = 520 Amp. 

187 

hinaufgesteigert wird. Gleichzeitig tritt am Kabel eine überlagerte 
Spannung auf 

520 
2n.500.1()0.10 6= 16000 Volt, 

die das Kabel weit über den Normalbetrag C~ Volt) beansprucht. 

52. Erdschlnßlöscher. Das Ersatzschema des kapazitiven Erd
schlusses in einer Drehstromanlage zeigt, daß unter dem Einfluß der 
überlagerten Spannung E' die Spannung der gesunden Phasen gegen 
Erde nach Abb. 127 heraufgeht und somit ihre Isolation erhöht be
ansprucht. In vielen Fällen wird der Erdschluß nicht durch eine me
tallische Verbindung zwischen Leitung und Erde 
gebildet, sondern er wird nach anfänglichem direk
tem Kontakt über einen Lichtbogen geschlossen. 
Die Gefahren des dauernden Erdschlusses können 
dann behoben werden, wenn es gelingt, das 
stationäre Brennen des Lichtbogens elektrodyna
misch zu verhindern. Das Ersatzbild des Erd- C 
schlusses liefert uns sogleich das Mittel hierzu in 

E' 

der Forderung: Der (komplexe) Eingangs- .Abb. 127. Spaunungsver

widerstand 9ta der Anordnung muß für lagel'1lllg beim ka.pazltlven 
Erdacbluß. 

die Betrie bsfreq uenz über alle Grenzen 
wachsen. Nach Nr. 48 können wir diese Bedingung auoh in die 
Form kleiden: Es muß die Eigenfrequenz zweiter Art der 
Leitung mit der Betriebsfrequenz zusammenfallen. 

Wenn der Erdschluß rein kapazitiv im Sinne der Definitionen des 
vorigen Abschnittes ist, haben wir 9te ~ 00 zu setzen. und erhalten 
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da.nn ala kritische Leitungslange lkr der homogenen Leitung, 
fiir die automatisch der ErdschluB geloscht wird , aus (315b) 

lk = 3.1010 • V __ ~~n :: -
r 2 . f 0,178 

In - -_ ==-=- --
f" f 10-9 • e", 

(328) 

Sie ist genau doppelt so groB wie die kritische Resonanzlange (325) und 
erreicht damit fiir diehomogene Leitung eine GroBenordnung von 
etwa 2000 km, die in ausgefiihrten Anlagen bisher nicht anzufireffen ist. 

Diese Erkenntnis zwingt zum Einbau zusatzlicher Apparate 
in das Netz, welche ma schon fiir kleinere Leitungslangen auf einen un
endlich hohen Wert bringen sollen ; sie werden ErdschluBltischer 
genannt. Das Ersatzschema des Erdschlusses lehrt sogleich, daB sie 
zwischen die drei Leitungen und Erde zu schalten sind. Es ist iiblich, 
diese ErdschluBloscher stets in unmittelbarer Nahe der speisenden 
Transformatoren anzuordnen, so daB wir sie analytisch durch einen 
(komplexen) Endwiderstand me allgemein erfassen . 

FUr kleine Leitungslangen kann man in der Frequenzgleichung 
(316) tg at mit at vertauschen. Man erkennt, daB dann die numerische 
Leitungslange, somit die Selbstinduktion d e r Erdriickleitung, 
vollig herausfallt und man als Losch bedingung erhalt 

(329) 
Hieraus folgt sogleich 

-j I 1 
lRe = weel; lRe I = ~Oe l . (32980) 

Der ErdschluB-

~E: TV Wscher muB so-~ ~ mit im wesent-
a) U 1 lichen aus einer 

Selbstinduk-
',,~~~~i@I!'."!@! tion bestehen, 

I 
I 

r.:::::-1 
r':':':':':':-'I r r':':':':':';-', r 

deren GroBe L s 

nach (329) , (329a) 
so bemessen ist. 

b) daB ~ie zusammen &p :::: ~ ~}£e , 

~ 
. . .• .. .. . 

mit der Erdkapa
zitat Gel des ge
samten Netzesfiir 

Abb. 128. Petersen-Llischspuie (a) und gielchwertiges Ersatzsystem d)'e am ErdschluB-
1m ErdschluBfalle (b). 

ort tiitige iiber
lagerte Spannung E' der Betriebsfrequenz Stromresonanz ergibt; 
gleichzeitig ist natiirlich die Schaltung so zu treffen, daB die normalen, 
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dann als kritische Leitungslänge lkr der homogenen Leitung, 
für die automatisch der Erdschluß gelöscht wird , aus (315b) 

lk = 3.1010 • V __ ~~n :: -
r 2.f 0,178 

In - -_ ==-=- --
V" f 10-9 • (>IV 

(328) 

Sie ist genau doppelt so groß wie die kritische Resonanzlänge (325) und 
erreicht damit für die homogene Leitung eine Größenordnung von 
etwa 2000 km, die in ausgeführten Anlagen bisher nicht anzutreffen ist. 

Diese Erkenntnis zwingt zum Einbau zusätzlicher Apparate 
in das Netz, welche 8la schon für kleinere Leitungslängen auf einen un
endlich hohen Wert bringen sollen; sie werden Erdschlußlöscher 
genannt. Das Ersatzschema des Erdschlusses lehrt sogleich, daß sie 
zwischen die drei Leitungen und Erde zu schalten sind. Es ist üblich, 
diese Erdschlußlöscher stets in unmittelbarer Nähe der speisenden 
Transformatoren anzuordnen, so daß wir sie analytisch durch einen 
(komplexen) Endwiderstand 8l. allgemein erfassen. 

Für kleine Leitungslängen kann man in der Frequenzgleichung 
(316) tg ot mit ot vertauschen. Man erkennt, daß dann die numerische 
Leitungslänge, somit die Selbstinduktion der Erdrückleitung, 
völlig herausfällt und man als Lösch bedingung erhält 

(329) 
Hieraus folgt sogleich 

-j I 1 
lR. = roDel; lRe I = ~Oe l . (32980) 

Der Erdschluß-

~E: TU löscher muß so-~ ~ mit im wesent-
a) u 1 lichen aus einer 

Selbstinduk-
',,~~~~i@I!'."!@! tion bestehen, 

I 
I 

r.:::::-1 
r':':':':':':-'I r r':':':':':';-',r 

deren Größe L s 

nach (329), (329a) 
so bemessen ist. 

b) daß ~ie zusammen &p :::: ~ ~}le , 

~ 
. . .• .. .. . 

mit der Erdkapa
zität Gel des ge
samten Netzes für 

Abb. 128. Petersen-Löschspule (al und gleichwertiges Ersatzsystem dl'e am Erdschluß-
im Erdschlußfalle (bl. 

ort tätige über
lagerte Spannung E' der Betriebsfrequenz Stromresonanz ergibt; 
gleichzeitig ist natürlich die Schaltung so zu treffen, daß die normalen, 
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gleichfrequenten Betriebsstrome in dieser Selbstinduktion keinen 
Spannungsabfall erleiden. 

Von den ErdschluBloschern, welche diesen Forderungen geniigen, 
nennen wir zuerst die ErdschluBdrossel von Petersen. Sie wird 
nach Abb. 128 zwischen den Sternpunkt des speisenden Transformators 
gelegt und muB nach (329a) zu 

1 
L. = ro2 0el (329b) 

bemessen werden. Fiir das in Nr. 50 genannte 110 kV-Netz von lOO km 
Lange wiirde sich beispielsweise ergeben 

1 
Ls = (2,n'.50)2.100.0,0145.10 6 = 6,9 Henry. 

Eine zweite Anordnung zur ErdschluBloschung wird durch den Ba uch
schen Loschtransformator nach Abb. 129a geliefert. Sie besteht aus 
einem Transformator mit magnetischem RiickschluB (Vier-, Fiinf
schenkel- oder Man-

teltransforma tor), 
deren Hochspan

nungssternpunkt ge
erdet ist, wahrend 
die drei Niederspan
nungswicklungen im 
Dreieck iiber eine 
Selbstinduktion Ls 
geschlossen sind. 
N ehmen wir der 
Einfachheit halber 
an, daB das Dber-

0) caE;; L,. L=: 
~s 

b) E3ELWJilID._~ 
L.s 

Abb. 129 a und b. Loschtransformator nach Bauch. 
setzungsverhaltnis 

der Schenkelwindungszahlen 1: 1 sei, so stent der Transformator 
im Ersatzbild des Erdschlusses nach Abb. 129b einen Einphasentrans
formator dar mit dem Dbersetzungsverhaltnis 1 : 3 der Hochspannungs
zur Niederspannungswicklung. Daher geht die Selbstinduktion L. auf 

der Hochspannungsseite mit L' = ~. L = Ls in die Netzgleichungen 
• 32 • 9 

ein, SO daB sie sich aus 
Ls 
9" (329c) 

bestimmt. Weicht das Schenkeliibersetzungsverhaltnis von 1 ab, so 
hat man L. in bekannter Weise quadratisch zu reduzieren. Fiir das 
oben genannte Netz wiirde sich ergeben 

9 
Ls = (2,n'.80)2.100.0,0145.10 6 = 62 Henry. 
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gleichfrequenten Betriebsströme in dieser Selbstinduktion keinen 
Spannungsabfall erleiden. 

Von den Erdschlußlöschern, welche diesen Forderungen genügen, 
nennen wir zuerst die Erdschlußdrossel von Petersen. Sie wird 
nach Abb. 128 zwischen den Sternpunkt des speisenden Transformators 
gelegt und muß nach (329a) zu 

1 
L. = ro2 0el (329b) 

bemessen werden. Für das in Nr. 50 genannte llO kV-Netz von lOO km 
Länge würde sich beispielsweise ergeben 

1 
L s = (2.n.50)2.100.0,0145.10 6 = 6,9 Henry. 

Eine zweite Anordnung zur Erdschlußlöschung wird durch den Ba uch
sehen Löschtransformator nach Abb. 129a geliefert. Sie besteht aus 
einem Transformator mit magnetischem Rückschluß (Vier-, Fünf
schenkel- oder Man-

teltransformator) , 
deren Hochspan

nungssternpunkt ge
erdet ist, während 
die drei Niederspan
nungswicklungen im 
Dreieck über eine 
Selbstinduktion L s 

geschlossen sind. 
Nehmen wir der 
Einfachheit halber 
an, daß das über-

a) CSEr; L,. L=: 
~s 

b) E3ELWJilID._~ 
L.s 

Abb. 129 a und b. Lösehtransformator naeh Baueh. 
setzungsverhältnis 

der Schenkelwindungszahlen 1: 1 sei, so stellt der Transformator 
im Ersatzbild des Erdschlusses nach Abb. 129b einen Einphasentrans
formator dar mit dem übersetzungsverhältnis 1 : 3 der Hochspannungs
zur Niederspannungswicklung. Daher geht die Selbstinduktion L. auf 

der Hochspannungsseite mit L' = ~. L = L s in die Netzgleichungen 
• 32 • 9 

ein, so daß sie sich aus 
L s 

9" (329c) 

bestimmt. Weicht das Schenkelübersetzungsverhältnis von 1 ab, so 
hat man L. in bekannter Weise quadratisch zu reduzieren. Für das 
oben genannte Netz würde sich ergeben 

9 
L s = (2.n.80)2.100.0,0145.10 6 = 62 Henry. 



190 EinfluB der Erdstrome a.uf die Vorgange des stationaren Erdschlusses. 

Wii.hrend in diesen Rechnungen vorausge.setzt wurde, daB die Erd
sohluBl6scher als reine Selbstinduktionen ausgefiihrt seien, weisen sie 
in Wahrhoit Verluste auf, die sich in einem zur Reaktanz hinzutretenden, 
reellen Veri ustwiderstand Ri auBern; er halt den stationar moglichen 
ErdschluBstrom auf einem endlichen "Reststrom "wert J r' fiir den das 
Ersatzschema des Erdschlusses sogleich ergibt 

R _ _ 1_ jwL R- _ 1_ -jwL 
J=E"(-·wCl). jwCel =J. jwCel . 

r 1 e R-jwL 0 R-jwL (330) 

also, wenn insbesondere die Bedingung (329) erfiillt ist 

J = E' .(- jwC l). -~ = rvJ . - ;! .. 
r • R-1WL 0 -1 wL ' (330a) 

wo Jo den kapazitiven ErdschluBstrom nach (324) bedeutet. Der Erd
schluBstrom kann daher nur geloscht werden, wenn die Lichtbogen

eigenschaften ein stabiles 
71J ~J,~1U,---I'"-__ --':-___ Brennen bei dem Strom 

O~ ::E:4K:U.L ;i§?~:f~ 
Abb. 130. Unsymmetriesp&nnung in elneD! Drcbstromnetze sunden Zustand der Span

mit kQPultlvcr Unsymmetrie. 
nungssternpunkt des ohne 

ErdschluBloscher gedachten Systemes eine gewisse Spaimung gegen 
Erde besitzt, die Unsymmetriespannung E f . Sie folgt beispiels
weise fiir Unsymmetrie der drei Erdkapazitaten Ct " C., C went
sprechend Abb. 130 aus der Bedingung verschwindenden Sternpunkt
stromes im speisenden Transformator zu 

E =Eu·Cu+Ev ·Cv+E", .C!" (331) 
, Cu+ C.+ C", 

Ihre Wirkung kann man analog Nr. 49 durch tJberlagerung der yon ihr er
zeugten Strome iiber das normale Betriebsstromsystem berechnen. Man 
erkennt dann, daB diese Spannung auf die Reihenschaltung aus Erd
kapazitat C,' l, Loschselbstinduktion L s und Verlustwiderstand R 
einwirkt. Sie erzeugt somit den Strom 

J' = . ___ . ..!.L_ - - (332) 
R-jwL.-~C l 

1W e 

und dieser ruft seinerseits beim Durchstromen der Loschselbstinduktion 
die stationare Spannungsverlagerung hervor 

LJE=(R-jwL)J' = E,. __ R-jwL . 
. B ' L 1 

-1 w - jwCel 

(332a) 
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schlußstrom kann daher nur gelöscht werden, wenn die Lichtbogen. 

eigenschaften ein stabiles 
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nungssternpunkt des ohne 

Erdschlußlöscher gedachten Systemes eine gewisse Spaimung gegen 
Erde besitzt, die Unsymmetriespannung EI' Sie folgt beispiels. 
weise für Unsymmetrie der drei Erdkapazitäten C .. " C., C w ent· 
sprechend Abb. 130 aus der Bedingung verschwindenden Sternpunkt· 
stromes im speisenden Transformator zu 

E =Eu·Cu+Ev ·Cv+E", .C!" (331) 
, Cu+ C.+ C", 

Ihre Wirkung kann man analog Nr. 49 durch Überlagerung der yon ihr er· 
zeugten Ströme über das normale Betriebsstromsystem berechnen. Man 
erkennt dann, daß diese Spannung auf die Reihenschaltung aus Erd· 
kapazität C,' l, Löschselbstinduktion L s und Verlustwiderstand R 
einwirkt. Sie erzeugt somit den Strom 

J' = . ___ . ..!.L_ - - (332) 
R-jwL.-~C l 

1W • 

und dieser ruft seinerseits beim Durchströmen der Löschselbstinduktion 
die stationäre Spannungsverlagerung hervor 
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Der ErdkurzsohluBstrom. 191 

Sie ist bei Resonanz nach (329) erheblich groBer als E, und kann dann 
die Vorteile der Erdschlu610schung illusorisch Machen; hierbei ist zu 
beachten, daB jede Verkleinerung des Reststromes eine VergroBerung 
der Spannungsverlagerung nach sich zieht entsprechend 

(333) 

Mit Riicksicht auf die Unsymmetriespannung ist es daher 
nicht moglich, den Reststrom allzustark zu reduzieren, 
sondern man muB je nach der Unsymmetrie der Anlage 
einen gewissen Reststrom mit in Kauf nehmen. Hierbei ist 
es gleichgiiltig, ob dieser Reststrom durch einen hinreichend groBen 
Wert des Verlustwiderstandes, durch Abweichung von der 
genauen Resonanzlage (329) [Verstimmungsdrossel] oder 
durch Anwendung gesattigter Eisen-Loschselbstinduktionen 
in der notwendigen GroBe gehalten wird. 

Wenn beispielsweise Ow um + 3% von den unter sich gleichen 
Kapazitaten Of) und Ow abweicht, folgt aus (331) wegen E" + Ef) + Ew 
=0 

Soll also die Spannungsverlagerung nicht mehr als 10 % der Phasen
spannung betragen, so ergibt (333) fiir den Reststrom 

Jr = 0,01 = 1001 
Jo 0,10 0' 

so daB man dann unter 10% des kapazitiven ErdschluBstromes nicht 
heruntergehen darf. 

AIle diese "Oberlegungen lassen sich leicht sinngemaB auf Einphasen
anlagen mit zwei Leitungsdrahten iibertragen, sofern man nur O. und E' 
entsprechend in die Rechnung einfiihrt. 

Wenn die Leitung nicht homogen ist, sondern beispielsweise aus einem 
Kabel- und einem Freileitungsnetz besteht. ergeben sich kompliziertere 
Verhaltnisse, die man indes mit den Ergebnissen der beiden letzten 
Abschnitte leicht iibersehen kann; wir iibergehen sie an dieser Stelle, 
da sie fiir die grundsatzliche Erkenntnis der ErdschluBvorgange keine 
neuen Beitrage liefern. 

53. Der ErdkurzsehluBstrom. Um die Gefahren erhohter Isolations
beanspruchung der gesunden Phasen beim ErdschluB einer Leitung zu 
vermeiden, hat man wiederholt vorgeschlagen, den Sternpunkt der 
Anlage dauernd zu erden, so daB die Spannungen del' gesunden Phasen 
gegen Erde festliegen. In der Regel schlieBt man den hierzu notwendigen 
Erder an den Hochspannungssternpunkt des speisenden Transformators 
an, so daB als grundsatzliches Schaltbild einer solchen Anlage mit 
Sternpunktserdung Abb. 131 entsteht. 

Der Erdkurzsohlußstrom. 191 

Sie ist bei Resonanz nach (329) erheblich größer als E, und kann dann 
die Vorteile der Erdschlußlöschung illusorisch machen; hierbei ist zu 
beachten, daß jede Verkleinerung des Reststromes eine Vergrößerung 
der Spannungsverlagerung nach sich zieht entsprechend 

(333) 

Mit Rücksicht auf die Unsymmetriespannung ist es daher 
nicht möglich, den Reststrom allzustark zu reduzieren, 
sondern man muß je nach der Unsymmetrie der Anlage 
einen gewissen Reststrom mit in Kauf nehmen. Hierbei ist 
es gleichgültig, ob dieser Reststrom durch einen hinreichend großen 
Wert des Verlustwiderstandes, durch Abweichung von der 
genauen Resonanzlage (329) [Verstimmungsdrossel] oder 
durch Anwendung gesättigter Eisen-Löschselbstinduktionen 
in der notwendigen Größe gehalten wird. 

Wenn beispielsweise Ow um + 3% von den unter sich gleichen 
Kapazitäten Of) und Ow abweicht, folgt aus (331) wegen Eu + Ef) + E w 
=0 

Soll also die Spannungsverlagerung nicht mehr als 10 % der Phasen
spannung betragen, so ergibt (333) für den Reststrom 

Jr = 0,01 = 10°/ 
Jo 0,10 0' 

so daß man dann unter 10% des kapazitiven Erdschlußstromes nicht 
heruntergehen darf. 

Alle diese Überlegungen lassen sich leicht sinngemäß auf Einphasen
anlagen mit zwei Leitungsdrähten übertragen, sofern man nur O. und E' 
entsprechend in die Rechnung einführt. 

Wenn die Leitung nicht homogen ist, sondern beispielsweise aus einem 
Kabel- und einem Freileitungsnetz besteht. ergeben sich kompliziertere 
Verhältnisse, die man indes mit den Ergebnissen der beiden letzten 
Abschnitte leicht übersehen kann; wir übergehen sie an dieser Stelle, 
da sie für die grundsätzliche Erkenntnis der Erdschlußvorgänge keine 
neuen Beiträge liefern. 

53. Der ErdkurzsehluBstrom. Um die Gefahren erhöhter Isolations
beanspruchung der gesunden Phasen beim Erdschluß einer Leitung zu 
vermeiden, hat man wiederholt vorgeschlagen, den Sternpunkt der 
Anlage dauernd zu erden, so daß die Spannungen der gesunden Phasen 
gegen Erde festliegen. In der Regel schließt man den hierzu notwendigen 
Erder an den Hochspannungssternpunkt des speisenden Transformators 
an, so daß als grundsätzliches Schaltbild einer solchen Anlage mit 
Sternpunktserdung Abb. 131 entsteht. 



192 EinfluB der Erdstrome auf die Vorgange des stationaren Erdschlusses. 

Das Ersatzbild des Erdschlus3ea zeigt als grundlegenden Unterschied 
einer BotcheD Anlage gegeniiber einer Anlage mit isoliertem Sternpunkt, 
daB hier der Strom nicht gezwungen ist, iiber die Wege des dielektrischen 

V erschie bungsflusses 

~1:: ~ zur Leitung zuriick-
~ '--- ----------1& zukehren, sondern 

Ii l zum groBen Teil iiber 
den niedrig zu halten-

~~'k#l,Z!ii:_~w-.zg;~... den Ausbreitung13-
Abb. 131. Grund~~~~t:;~::J~~g~lner Anlage mit widerstand des Stern-

punktserders flieBen 
kann. Geht man zu dem Idealfall eines verschwindenden Ausbreitungs
wider"ltandes iiber, so ist der Sternpunkt der Anlage mit Erde kurz
geschlossen. Wir unterscheiden deshalb den hier auftretenden Erd
schluBstrom gegen den kapazitiven Erdschlulhtrom als Erdkurz
schluBstrom. 

Um die Eigentiimlichkeiten des ErdkurzschluBstromes in reiner 
Form zu erkennen, betrachten wir zuerst den einfachsten Fall eines 
Netzes sehr geringer Leitungsliinge, das von einer sehr groBen Zentral
station gespeist wird. Unter diesen Voraussetzungen ist der Erdkurz
schluBstrom lediglich durch die Vorgange im Transformator mit Stern
punktserdung bestimmt. 

Zur Vereinfachung der Aufgabe wollen wir annehmen, daB das 
nbersetzungsverhaltnis der Schenkelwindungszahlen 1:] sei. 1m 

~~~--J-----
Ersatzschema des Erdschlusses fiihrt dann 
auf der Hochspannungsseite entsprechend 
Abb. 132 nur der erdgeschlossene Schenkel 
den ErdkurzschluBstrom J, wahrend die 
anderen Schenkel stromlos bleiben. Der 
ErdkurzschluBstrom fordert auf der Nie-
derspannungsseite den kompensierenden 

Abb. 132. Ersatzschema des Erd- Strom J', wahrend die Schenkel der beiden 
\nuzschlusSe8. 

gesunden Phasen sich aus Symmetriegriin-
den gleich verhalten miissen und den Strom J" fiihren. Vernachlassigen 
wir den geringen Magnetisierungsstrom des Transformators, so liefert 
das Durchflutungsgesetz, angewandt auf einen den Schenkel der 
kranken Phase und einen Schenkel der gesunden Phasen umschlingen
den Pfad sogleich 

J - J' + J" = o. (334) 

Sei nun die Niederspannungswicklung des Transformators 
in Stern geschaltet, so gilt 

J' + 2 J" = 0; J" = - _~J' 
2 (335) 
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wider"ltandes über, so ist der Sternpunkt der Anlage mit Erde kurz
geschlossen. Wir unterscheiden deshalb den hier auftretenden Erd
schlußstrom gegen den kapazitiven Erdschluß'3trom als Erdkurz
schlußstrom. 

Um die Eigentümlichkeiten des Erdkurzschlußstromes in reiner 
Form zu erkennen, betrachten wir zuerst den einfachsten Fall eines 
Netzes sehr geringer Leitungslänge, das von einer sehr großen Zentral
station gespeist wird. Unter diesen Voraussetzungen ist der Erdkurz
schlußstrom lediglich durch die Vorgänge im Transformator mit Stern
punktserdung bestimmt. 

Zur Vereinfachung der Aufgabe wollen wir annehmen, daß das 
übersetzuilgsverhältnis der Schenkelwindungszahlen 1:] sei. Im 

~~~--J-----
Ersatzschema des Erdschlusses führt dann 
auf der Hochspannungsseite entsprechend 
Abb. 132 nur der erdgeschlossene Schenkel 
den Erdkurzschlußstrom J, während die 
anderen Schenkel stromlos bleiben. Der 
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Abb. 132. Ersatzschema des Erd- Strom J', während die Schenkel der beiden 
\nlfzschlusSe8. 

gesunden Phasen sich aus Symmetriegrün-
den gleich verhalten müssen und den Strom J" führen. Vernachlässigen 
wir den geringen Magnetisierungsstrom des Transformators, so liefert 
das Durchflutungsgesetz, angewandt auf einen den Schenkel der 
kranken Phase und einen Schenkel der gesunden Phasen umschlingen
den Pfad sogleich 

J - J' + J" = o. (334) 

Sei nun die Niederspannungswicklung des Transformators 
in Stern geschaltet, so gilt 

J' + 2 J" = 0; J" = - _~J' 
2 (335) 



Der ErdkurzschluBstrom. 193 

und aus (334) folgt 

J- ~ JI=O; J' = ~ J. J" = - ~ J a ' 3 
(334a) 

Der ErdschluBstrom wird also sogar auf dem Schenkel der kranken 
Phase nicht von einem entgegengesetzten Niederspannungsstrome kom
pensiert, sondern es bleibt eine auf allen Schenkeln gleiche unaus
geglichene Magnetisierung liegen, deren GroBe im StrommaBe 

J = J - J' = - J" = ~ J 
• 3 

(334 b) 

betragt. Sie erzeugt einen von Joch zu Joch iibertretenden LuftfluB, 
den wir zu dem magnetisierenden Strome (334 b) in Beziehung setzen 
durch Angabe der von ihm pro Schenkel erregten Umlaufsspannung 

El = XjoJ. (336) 

Die hierdurch definierte Konstante XI heiBt J ochreaktanz des Trans
formators; sie ist durch die Konstruktion und Type des Transformators 
gegeben. In Transformatoren mit magnetischem Eisen
RiickschluB (Vier- oder Fiinfschenkel-Transformatoren, drei zu einem 
Drehstromtransformator zusammengeschaltete Einphasenwandler, Man
teltransformatoren) erzeugt schon eine sehr kleine Schenkelmagneti
sierung einen auBerordentlich kraftigen JochfluB, so daB man ihre 
fiir den ErdkurzschluB typischen Merkmale mit 

Xj ---+ 00 (336a) 

erfaBt; dagegen besitzen Transformatoren normaler Bauart mit 
drei in einer Ebene befindlichen Schenkeln eine relativ kleine 
Jochreaktanz. Sie kann aus der Jochlange lund der Schenkelwindungs
zahl w fiir die Betriebsfrequenz f nach der Naherungsformel abge
schii.tzt werden 

Xj=",201cm·w2.{.1O-9Q ,(fO)·(1;O)2. ZmQ , (336b) 

wobei der KesseleinfluB die J ochreaktanz bis zu etwa 30 % erh6hen kann. 
Nennen wir !P' den magnetischen InduktionsfluB im erdgeschlossenen 

Schenkel, !P" die Fliisse beider gesunden Schenkel, so haben wir also 
allgemein 

+ :t (!PI + 2 !P") W .10-8 = 3 Xj ' J. (337) 

Zu den hiermit beschriebenen Eisen-Schenkelfliissen und dem Joch
fluB gesellt sich nun noch der StreufluB des Transformators. Der Ein
fachheit halber vertellen wir die Streureaktanz gleichmaBig auf beide 
Wicklungen. Die Spannungsbilanz der Niederspannungswicklung lautet 
dann 

- ~- • ~ X • Jl + ~ (!PI - !PII) W .10-8 = 0 2 2 8 dt • (338) 

OlJendorif, Erdstrome. 13 
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und aus (334) folgt 

J- ~ J'=O; J' = ~ J. J" = - ~ J a ' 3 
(334a) 

Der Erdschlußstrom wird also sogar auf dem Schenkel der kranken 
Phase nicht von einem entgegengesetzten Niederspannungsstrome kom
pensiert, sondern es bleibt eine auf allen Schenkeln gleiche unaus
geglichene Magnetisierung liegen, deren Größe im Strommaße 

J = J - J' = - J" = ~ J 
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(334 b) 

beträgt. Sie erzeugt einen von Joch zu Joch übertretenden Luftfluß, 
den wir zu dem magnetisierenden Strome (334 b) in Beziehung setzen 
durch Angabe der von ihm pro Schenkel erregten Umlaufsspannung 

EI = xj.J. (336) 

Die hierdurch definierte Konstante XI heißt Jochreaktanz des Trans
formators; sie ist durch die Konstruktion und Type des Transformators 
gegeben. In Transformatoren mit magnetischem Eisen
Rückschluß (Vier- oder Fünfschenkel-Transformatoren, drei zu einem 
Drehstromtransformator zusammengeschaltete Einphasenwandler, Man
teltransformatoren) erzeugt schon eine sehr kleine Schenkelmagneti
sierung einen außerordentlich kräftigen Jochfluß, so daß man ihre 
für den Erdkurzschluß typischen Merkmale mit 

xj ---+ 00 (336a) 

erfaßt; dagegen besitzen Transformatoren normaler Bauart mit 
drei in einer Ebene befindlichen Schenkeln eine relativ kleine 
Jochreaktanz. Sie kann aus der Jochlänge 1 und der Schenkelwindungs
zahl w für die Betriebsfrequenz f nach der Näherungsformel abge
schätzt werden 

Xj=",201cm·w2·f·1O-9Q ,(fO)·(1;O)2. ZmQ , (336b) 

wobei der Kesseleinfluß die J ochreaktanz bis zu etwa 30 % erhöhen kann. 
Nennen wir !p' den magnetischen Induktionsfluß im erdgeschlossenen 

Schenkel, !P" die Flüsse beider gesunden Schenkel, so haben wir also 
allgemein 

+ :t (!P' + 2 !P") W .10-8 = 3 xj ' J. (337) 

Zu den hiermit beschriebenen Eisen-Schenkelflüssen und dem Joch
fluß gesellt sich nun noch der Streufluß des Transformators. Der Ein
fachheit halber verteilen wir die Streureaktanz gleichmäßig auf beide 
Wicklungen. Die Spannungsbilanz der Niederspannungswicklung lautet 
dann 

- ~- • ~ X • Jl + ~ (!P' - !Pli) w .10-8 = 0 2 2 8 dt • (338) 

OlJendorff, Erdströme. 13 



194 EinfluB der Erdstrome auf die Vorgange des stationii.ren Erdschlusses. 

Aus (337) und (338) erhiilt man sogleich die Umlaufsspannung in den 
Wicklungen des kranken Schenkels 

+ ~. 4>'·w·10-8 = x .. J + ~.x .J', dt J 6 2 B 
(338a) 

also als Spannungsbilanz der erdgeschlossenen Hochspannungswicklung 

E' = ~x .J + ~. 4>'. w·1O- 8 = (~x + ~x.)J (339) 2 R dt ,6 R 3 1 ' 

wo (334b) beachtet wurde. ffieraus ergibt sich sogleich der Erdkurz
schluBstrom 

(339 a) 

Transformatoren in Stern- Stern- Schaltung, welche magne
tischen EisenriickschluB besitzen, fiihren daher entspre
chend (336a) nur einen sehr kleinen ErdkurzschluBstrom, vor
ausgesetzt, daB das Transformatoreisen nicht hoch gesattigt 
ist; dagegen entsteht in Dreischenkel-Kerntransforma
toren ein starker ErdkurzschluBstrom, der indes unter 
dem EinfluB der J ochreaktanz (336b) immer noch erhe blich 

unter dem dreipoligen DauerkurzschluBstrom J k = E' des 
x. 

Transformators liegt. 
FUr einen Transformator, dessen Niederspannungsseite in Dreieck 

geschaltet ist, gelten unverandert die Beziehungen (334) und (336); 
dagegen ist hier die Verteilung der Strome in den Niederspannungs
wicklungen nicht sogleich bekannt. Fiir diese erhalt man als Spannungs
bilanzen 

- ..!... x . J' + ~ 4>' . W .10-8 = 0 I 2 8 dt 

- ~'x .J" + ~ 4>" ·w·1O-8 = 0 
2 8 dt ' 

aus welchen im Verein mit (337) folgt 

- ~X8(J'+2J")+3XjJ8=0. 
Mit (334) ergibt sich hieraus 

- ~ x. (3 J' - 2 J) + 3 Xj (J ~ J') = 0; J' = J. ax, +t 
3xj+"2 x, 

und 

(340) 

(340 a) 

(341) 

(341a) 
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wo (3Mb) beachtet wurde. ffieraus ergibt sich sogleich der Erdkurz
schlußstrom 

(339a) 

Transformatoren in Stern- Stern- Schaltung, welche magne
tischen Eisenrückschluß besitzen, führen daher entspre
chend (336a) nur einen sehr kleinen Erdkurzschlußstrom, vor
ausgesetzt, daß das Transformatoreisen nicht hoch gesättigt 
ist; dagegen entsteht in Dreischenkel-Kerntransforma
toren ein starker Erdkurzschlußstrom, der indes unter 
dem Einfluß der Jochreaktanz (336b) immer noch erheblich 

unter dem dreipoligen Dauerkurzschlußstrom J k = E' des 
x. 

Transformators liegt. 
Für einen Transformator, dessen Niederspannungsseite in Dreieck 

geschaltet ist, gelten unverändert die Beziehungen (334) und (336); 
dagegen ist hier die Verteilung der Ströme in den Niederspannungs
wicklungen nicht sogleich bekannt. Für diese erhält man als Spannungs
bilanzen 

- ..!... x . J' + ~ 4>' . W .10-8 = 0 I 2 8 dt 

- ~'x .J" + ~ 4>" ·w·1O-8 = 0 
2 8 dt ' 

aus welchen im Verein mit (337) folgt 

- ~X8(J'+2J")+3XjJ8=0' 
Mit (334) ergibt sich hieraus 

- ~ x. (3 J' - 2 J) + 3 xj (J ~ J') = 0; J' = J. 3xf +t 
3xj+"2 x, 

und 

(340) 

(340a) 

(341) 

(341a) 
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Das Spannungsgleichgewicht irn erdgeschlossenen Schenkel fordert auf 
der Hochspannungsseite 

2 8 dt 2 8 3' 
E' = ~ x . J + ~ 4>' . W .10-8 = ~ X • J. (1 + 3 Xj + x, ) (342) 

3 Xj+2"x, 

so daB als ErdkurzschluBstrom sich findet 

J= E' 
_} x, (1 + 3 Xj ~ Xs ) 

3Xi+2"X, / 

X. 5 • 
3 Xj+Tx, 

(342a) 

Der Wert des in dieser Beziehung auftretenden Bruches andert sich im 

Intervall 0 < Xi < ex:> nur zwischen : und 1. Daher kann man mit 

praktisch ausreichender Genauigkeit. fur Transformatoren belie
biger Ba uart mit Dreieckschaltung der Niederspannungsseite schreiben 

E' E 1 
J=",-; IJI='" ~.- (342b) 

x, f 3 x, 

Der ErdkurzschluBstrom gleicht also bei Dreieckschaltung der Nieder
spannungsseite dem dreipoligen KurzschluBstrom des Transformators 

J k = E' . Man erkennt somit, daB der Transformator in Stern-
x. 

Stern-Schaltung unter sonst gleichen Verhaltnissen stets 
kleinere ErdkurzschluBstrome liefert als der Transformator 
in Dreieck- Stern- Schaltung. Diesen Vorteil erkauft man jedoch 
mit einer Erhohung der Spannungen der gesunden Phasen, wodurch ein 
Teil der mit der Sternpunktserdung gewollten Wirkung wieder verloren 
geht. Denn diese Erhohung berechnet sich gleich der uberlagerten Span
nung der gesunden Phasen 

d q," 
AE= - - ·w·1O-8 (343) 

dt ' 

so daB man fiir Transformatoren mit Stern-Stern-Schaltung erhiilt 
1 1 

1 1 , -6 x'+S-Xj 
AEAA=(6X8-S-Xj)J=E. 5 l' (343a) 

6 xs +S- Xj 

die also stets zwischen 20 % der Phasenspannung beirn ideellen Drei
schenkel-Kerntransformater (xi = 0) und.l00% beim Transformator 
mit magnetischem EisenriickschluB liegt. Dagegen findet man fiir Trans
formatoren mit Dreieck-Stern-Schaltung nur 

1 --x, 
A EllA = E'· \ (343 a) 

3xj+T x, 

13* 
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DaB in der Tat Reduktion des ErdkurzschluBstromes und Anstieg der 
Spannungen der gesunden Phasen nicht unabhangig sind, zeigt die Be
ziehung 

A E Jk - J 
E' -J- (344) 

welche in beiden Fallen erfiillt ist. Um die Spannungen der ge
sunden Phasen nicht zu erhohen, muB man den vollen 
dreipoligen KurzschluBstrom des Transformators als Erd
kurzschluBstrom zulassen. 

Wir wenden uns nun zur Diskussion des ErdkurzschluB
stromes in Netzen mit endlicher Leitungslange. 

Die iiberlagerte Spannung zwischen der kranken und den gesunden 
Leitungen ist ffir Transformatoren in Stern-Stern-Schaltung 

E' - J E AA = E'· 5 x. 1 (345) 
(; x. + S-Xi 

In einem Transformator mit Stern-Stern-Schaltung und 
magnetischen EisenriickschluB tritt also nur eine sehr kleine 
trberlagerungsspannung zwischen benachbarten Leitungen auf; ein 
solcher Transformator verhalt sich demnach durchaus wie ein 
normaler, ungeerdeter Transformator, sein ErdschluBstrom 
gleicht bei endlicher Leitungslange dem kapazitiven 
ErdschluBstrom der Anlage, die Sternpunktserdung bleibt 
als solche wirkungslos. Ist die Leitungslange so klein,' daB der ka
pazitive ErdschluBstrom gerade die GroBenordnung des Transforma
tor-Magnetisierungsstromes erreicht, so kann dieser den Ladestrom 
der Leitung kompensieren, so daB der Transformator als ErdschluB
loscher entsprechend Nr. 53 arbeitet; hierbei konnen indes im Normal
zust&nde durch Unsymmetriespannungen unangenehme Spannungsver
lagerungen eintreten, so daB man von derartigen MaBnahmen absieht. 

Wenn der Transformator dagegen bei gleicher Schaltung aIs Drei-
8chenkel-Kerntype konstruiert ist, herrscht zwischen der kranken 
und den gesunden Leitungen eine Spannung von der Gro.Benordnung 
der Spannung E'. Die gesunden Leitungen fiihren daher im Ersatzbild 
des Erdschlusses nur eine vergleichsweise kIeine Spannung gegen Erde, 
80 daB man die Verschie bungsstrome von diesen Leitungen nach 
Erde vernachlassigen darf. Zur Berechnung des ErdschluBstromes 
bei endlicher Leitungsla.nge dient daher ein System, welches aus der am 
Anfang durch E' erregten Einzelleitung besteht, die am Ende iiber die 
Selbstinduktion des Transformators kurzgeachlossen ist. Diese ergibt 
sich aus (339a) zu 

-iwL.=-i(:xa+ ~ Xj). (339b) 
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Aus (304) folgt daher als komplexer Widerstand des Systemes gegen 
die Spannung E', wenn man den Ohmschen Widerstand vernachlassigt 

~ ~ 
l!l. ~ i V ~ 1+;;'''' w 1 LOl_ (346) 

- LC +tgwfLC1 
w e 

und also ffir kurze Leitungslangen mit Ersatz den Tangens durch sein 
Argument . Lc+L·l 

ffia = - 1 w 1-w' Lc C 1· (346 a) 

Somit erhalt man als ErdkurzschluBstrom 
N N -

J = !Ra = _ j w(Lc+Ll) (1-w2 Le al) = J·(l-w~.Le Cl). (346b) 

Der Stromanteil J stellt den ideellen ErdkurzschluBstrom dar, 
den die Spannung E' durch die Reihenschaltung der Transfor
matorselbstinduktion (339b) mit der zwischen Transformator 
und Erdschl uBpunkt liegenden Sel bstind uktion der Erdriick
leitung treibt; dieser Strom wird indes durch eine -im allgemeinen 
unvollkommene - Loschwirkung der Leitungskapazitat zu
sammen mit der Transformatorselbstinduktion entsprechend 
Nr.53 bis auf J verkleinert, wobei man als Leitungslange l wegen des 
nach beiden Seiten von der ErdschluBstelle sich ausbreitenden Verschie
bl1.llgsstromes wiederum die totale Leitungslange einzusetzen hat. 

In einem Dreieck-Stern geschalteten Transformator mit 
Sternpunktserdung ist die Spannung zwischen der kranken und den 
gesunden Leitungen 

3 
3xj+2 x, 

E' - A Ed A = E'· 5 
3 Xj+-:rXs 

(345 a) 

sie halt sich also, unabhangig von der Ausfiihrung des Transformators 
mit magnetischen RiickschluB durch Eisen oder Luft, stets in der 
GroBenordnung der Spannung E'. Die iiberlagerte Spannung der ge
sunden Leitungen gegen Erde wird daher sehr klein, und es gelten im 
wesentlichen die ffir den Dreischenkel-Kerntransformator mit Stern
Stern-Schaltung abgeleiteten GesetzmaBigkeiten; nur hat man als 
Transformatorselbstinduktion jetzt gemaB (342 b) die KurzschluB
reaktanz des Transformators einzusetzen. Da diese im allgemeinen 
merklich kleiner ist als die Selbstinduktion (339b), erhalt man nicht 
allein groBere ideelle ErdkurzschluBstrome J nach (346b), sondern 
auch die Loschwirkung ist, solange man sich unterhalb der Resonanzlage 
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198 EinfluB der ErdstrOme auf die Vorgange des stationaren F..rdschlusses. 

befindet, schwacher ausgepragt. Man erkennt in diesem Verhalten 
wiederum das Bestreben des Dreieck-Stern geschalteten 
Transformators, den Sternpunkt des Spannungssystemes 
festzuhalten, wie es bereits in (343a) seinen Ausdruck fand. Wenn 
die Zentralen entgegen den bier gegebenen Rechnungen nur endliche 
Starke im Vergleich zur Leistung des Transformators besitzen, wird der 
Strom durch Ankerriickwirkung in den Generatoren verkleinert; diese 
Erscheinungen sind indes ganzlich unabhangig von den Vorgangen des 
eigentlichen Erdschlusses und sind nach den bekannten KurzschluB
rechnungen fiir Generatoren zu behandeln. 

Der Vollstandigkeit halber erwahnen wir an dieser Stelle den Dop pel
erdschluB, welcher ala gleichzeitiger ErdschluB an verscbiedenen 
Orten der Leitung entsprechend Abb. 133 definiert ist. Er unter-

~Ei::t~ 
I I 
-.s-

Abb. 133. Schema. eines Doppeierdschlusses. 

scheidet sich von einem normalen zweipoligen KurzschluB lediglich 
dadurch, daB in die Selbstinduktion der KurzschluBbahn ein 
Antell eingeht, welcher entsprechend der Entfernung 8 der KurzschluB
orte die Selbstinduktion des Erdriickleitungsfeldes enthalt. 
FUr die Berechnung des Doppel-ErdschluBstromes selbst sind ebenfalls 
die allgemeinen Rechnungsarten des zweipoligen Generatorkurzschlusses 
maBgebend; die Transformatorschaltung und Bauart hat bierbei 
keinen EinfluB auf die KurzschluBstromstarke. 

Die ErdkurzschluBstrome sind - bei AusschluB von Transformatoren 
in Stern-Stern-Schaltung mit magnetischem RiickschluB - erheblich 
starker ala die kapazitiven ErdschluBstrome, die bei isoliertem Stern
punkt in der gleichen Anlage auftreten; sie konnen in ausgedehnten 
Netzen auf einige Tausend Ampere anschwellen. Man hat dort deshalb die 
Sternpunktserder besonders sorgfaltig in bezug auf die Gefahrdung von 
Lebewesen nach den in den Eingangskapiteln dargelegten Grundsii.tzen 
zu dimensionieren, wobei man zur Konstruktion der erforderlichen sehr 
kleinen Ausbreitungswiderstande steta auf Mehrfacherder gefiihrt wird. 
Ebenso muB man bier die Belastungsfii.bigkeit des Erders beachten, 
welche die zulii.ssige Dauer des Erdschlusses begrenzt und damit ffir die 
Betriebssicherheit der Anlage von grundlegender Bedeutung ist (vgl. 
Kap. XII). 
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XI. Elektromagnetische Ansgleichsvorgange 
in der Erde. 

54. Grundgleichung elektrischer StoBvorgange. Die Behandlung 
elektrischer Schaltvorgange kann in Systemen, deren Differential
gleichungen linear sind, stets auf eine Kombination elektrischer StoBe 
zuriickgefiihrt werden. Wir bezeichnen hierbei als StoB die plotzliche 
Einwirkung einer eingepragten, spater 
in unveranderter Starke nach Abb. 134 
weiterbestehenden Kraft auf das vor
her im Gleichgewicht befindliche 
System. 

Der Anschaulichkeit halber konnen 
und wollen wir uns hier die ein ge-

l~ 
I 

Abb. 134. StoJ3kraft. 

Zeit 
) 

pragte Kraft als Spannung Eo vorstellen, welche auf einen gegebenen 
Stromkreis einwirkt. Der StoBvorgang ist bekannt, wenn der Strom J .. 
in einem beliebig herausgegriffenen Punkte n des Systemes fiir aile 
Zeiten bekannt ist 

(347) 

Die hier eingehende Funktion i .. (t) kann gedeutet werden als der Leit
wert der N etzstelle gegen eine StoBspann ung, die mit t = 0 
als StoBzeitpunkt durch 

E=O fUr t < 0 1 
" t > 0 f 

(348) 

gesetzmaBig gegeben ist. Dieser Leitwert ist durch die Struktur des 
Gesamtsystemes bestimmt und wird als Ubergangsfunktion be
zeichnet. 

Die Berechnung der Ubergangsfunktion bildet das Ziel der Behand
lung elektrischer StoBvorgange; sie steht in engem Zusammenhang mit 
der Funktion, die das Zeitgesetz des Stromes J .. beim Eingriff einer ein
gepragten Spannung 

E(t) = Eo·ePt (349) 

angibt. Dieses laBt sich stets in der Form darstellen 

- -;- ept E(t) 
I n = Eo· tn = Eo· Zn (p) = Zn (p)' (349a) 

wo jetzt Z (p) den Widerstand der Netzstelle gegen die Spannung (349) 
bedeutet; er kann analog den Wechselstromwiderstanden fiir eine ge
gebene Frequenz stets leicht gefunden werden und geht aus diesen 
durch die Substitution 

p=-jw; f=-P-=jp 
-j2n 2n (350) 
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XI. Elektromagnetische Ansgleichsvorgänge 
in der Erde. 

54. Grundgleichung elektrischer Stoßvorgänge. Die Behandlung 
elektrischer Schaltvorgänge kann in Systemen, deren Differential
gleichungen linear sind, stets auf eine Kombination elektrischer Stöße 
zurückgeführt werden. Wir bezeichnen hierbei als Stoß die plötzliche 
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in unveränderter Stärke nach Abb. 134 
weiterbestehenden Kraft auf das vor
her im Gleichgewicht befindliche 
System. 

Der Anschaulichkeit halber können 
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l~ 
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wert der Netzstelle gegen eine Stoßspann ung, die mit t = 0 
als Stoßzeitpunkt durch 

E=O für t<o 1 
" t > 0 f 

(348) 

gesetzmäßig gegeben ist. Dieser Leitwert ist durch die Struktur des 
Gesamtsystemes bestimmt und wird als Übergangsfunktion be
zeichnet. 

Die Berechnung der Übergangsfunktion bildet das Ziel der Behand
lung elektrischer Stoßvorgänge ; sie steht in engem Zusammenhang mit 
der Funktion, die das Zeitgesetz des Stromes J .. beim Eingriff einer ein
geprägten Spannung 

E(t) = Eo·ePt (349) 

angibt. Dieses läßt sich stets in der Form darstellen 

- -;- ept E(t) 
Jn = Eo· t n = Eo• Zn (p) = Zn (p)' (349a) 

wo jetzt Z (p) den Widerstand der Netzstelle gegen die Spannung (349) 
bedeutet; er kann analog den Wechselstromwiderständen für eine ge
gebene Frequenz stets leicht gefunden werden und geht aus diesen 
durch die Substitution 

p=-jw; f=-P-=jp 
-j2n 2n (350) 
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unmittelbar hervor. Die "Obergangsfunktion ira gehorcht nun, wie zuerst 
Carson gezeigt hatl, der Integralgleiohung 

_1_ =S" i (t).e-pt.dt. 
p.Z" (p) " 

(351) 
o 

Sie laBt sioh fiir viele Aufgaben leioht IOBen und wird von una zur Be
reohnung der 'Obergangsfunktion elektromagnetisoher und thermo-

dynamisoher Ausgleiohsvorga.nge 

I~~ in der Erde herangezogen werden. 
-----!f~------Zeit~.-1: In vielen Fallen ist die eingepragte 

~ Kraft entspreohend Abb. 135 naoh 
plotzliohem Anstieg um Eo zur Zeit 

Abb. 135. AlIgemeiner StoJ3. t = 0 zeitlioh stetig variabel 

E = Eo + E(r); E(f) = 0 fiir f = O. (352) 

Der gesamte Vorgang setzt sioh dann zusammen aus einem StoB 

J ra, = Eo' i" (t). (347 a) 

Fa88en wir den in d7: stetig erfolgenden Spannungsanstieg 

dE(f) = ::.df (352 a) 

ala ElementarstoB zur Zeit t = 7: auf, so erzeugt er naoh (347) den Zu
satzstrom 

dJ" = dE (f)' i" (t - f) = ::. in (t - f)' df . (347 b) 

Durch Integration fiber 7: in den Grenzen von 0 bis t erhalt man also 
den Gesamtstrom 

t t 

J" = Jras + S dJ" = Eo·i,,(t) + S~:·i,,(t - f)·df 
o 0 

t 

= ttS E(t - f) in (r)d-r:, (3470) 
o 

so daB in der Tat auoh fiir zeitlioh beliebig variable eingeprii.gte K.rii.fte, 
welohe plotzlioh auf ruhende Systeme einwirken, aus der 'Oberga.ngs
funktion der Gesamtverlauf des Stromes durch einfaohe Integrationen 
abge1eitet werden kann. 

Eine fiir da.s Folgende grundlegende Losung der IntegraIgleiohung 
(351) gewinnt man durch den Ansatz der 'Oberga.ngsfunktion 

in (t) = t7c • (353) 

1 Operational Calculus and E1eotrio Circuit Theory, New York, Me Graw 
Hill Book Company, 1926. 
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Denn hierfiir ist 

[7" (t) e- pt dt == ]f~lfvk e-V dv = r~ l' II k, (354) 
o 0 

woIIkdie Gammafunktion1 bedeutet, so daB aus (351) sogleich folgt 

~ = f""i (t) e-P~ dt; 
p.p n 

. t~ 

~n (t) = II k' (354a) 
o 

Indem man hier lediglich den Zusammenhang zwischen Z (p) = ~ 
und i,,(t) beachtet, kann man (354a) in der symbolischen Form schreiben 

(354 b) 

Sie wird als Operatorgleichung, angewandt auf den Operator p, 
bezeichnet. Durch Differentiation von (354a) nach der Zeit ergibt sich 

din n·tn - 1 tn - 1 

lit IIn -II(n-l)' 

so daB man nach (354 b) erhalt 

din __ 1 __ E. 
dt - pn-l- pn' 

(355) 

(355 a) 

Multiplikation der Operatorgleichung mit dem Operator bedeutet 
somit zeitliche Differentiation der Losungsfunktion; ebenso zeigt man 
leicht, daB Division durch den Operator die Integration der Losungs
funktion nach der Zeit verlangt. 

66. Das Erd-Sehaltfeld einer kurzen Leitung. Wir untersuchen den 
zeitlichen Verlauf des Erdfeldes, welches von einem plotzlich beginnenden 
Gleichstrom J vermittels zweier nach Abb. 136 

J 
urn l voneinander entfernter Erder erzeugt wird. ~ 
Wir setzen hierbei, urn die Untersuchung zu er- ""'-'"""-"V!<=~ ..... 
leichtern, denAbstand des Aufpunktes groB Abb.136. Zum Schaltfeld 
gegen den Erderabstand voraus. Die Er- der kurzen Leitung. 

gebnisse unserer Rechnung schildern also zunachst das Schaltfeld 
einer sehr kurzen Leitung; sie lassen sich aber auch auf eine 
langgestreckte Leitung fiir Aufpunkte anwenden, deren Ent
fernung von der Leitung groB gegen die Leitungslange ist, 
und geben uns somit allgemein das Erloschen der Erd-Schalt
felder nach auBen hin an. 

Der zeitliche Stromverlauf hangt von den Eigenschaften der 
Stromerzeuger und der Leitungen ab und kann nicht durch ein allge
mein giiltiges Gesetz in einfacher Weise erfaBt werden. Wir wollen daher 

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S.26. 
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den fiir die Schaltspannungen in der Erde ungiinstigsten 
Fall eines plotzlich auf seinen stationaren Endwert sprin
genden Stromes nach Abb. 134 betrachten. Wir fragen nach dem 
zeitlichen Gesetz der in der Erde erregten Feldstarken, welche in 
der gestelIten Aufgabe die Folgen des Schaltprozesses in be
nachbarten Leitungen schildern. 

In Nr. 43 haben wir die periodische Strahlung eines solchen Erder
dipoles untersucht, welche umfassend durch ihre Hertzsche Funktion11 
beschrieben wird. Setzen wir sogleich voraus, daB die Erder an der 
Erdoberflache liegen, so daB also eine oberirdisehe oder dieht an der 
Erdoberflache befindliehe Leitung geschaltet wird, so lautet diese Funk
tion1 

(356) 

so daB (350) als Hertzsehe Funktion eines mit ept veranderliehen Feldes 
liefert 

11 = ~.e-1'2n"10 'oroVP. 
2.7f"r 

(356a) 

Hier wurde das Vorzeichen der Wurzel so gewahlt, daB im Unendlichen 
das Feld verschwindet. 

Um auf (356a) die Ergebnisse des vorigen Absehnittes anwenden 
zu konnen, haben wir gemaB der gestelIten Aufgabe, abweichend den 
friiheren Annahmen, den Erderstrom als eingepragte Kraft zu 
betrachten, a1s deren Folge 11 entsteht. Wir setzen demgemaB 

11 - J·l .f(t) 
- 2.;r"r ' 

wobei f (t) der Integralgleichung unterworfen ist 

~ e - V2",,, 10 ·.royp = e- VTP = jf(t) e-ptdt. 

o 

Hier wurde zur Abkiirzung die Zeit T eingefiihrt, welche nach 
T = 2 :rc" 10-9 • r2 

(356b) 

(357) 

(358) 

lediglieh von der physikalischen Struktur des Erdreiches und der Ent
femung des Aufpunktes abhangt, also fiir aIle um den Ursprung geschla
genen Kugeln den gleichen Wert besitzt. 

Um (357) zu IOBen, entwiekeln wir die Exponentialfunktion 

e-VPP = l_l'Tfp + (}p. fp)2 _ (fTfp)3 +_... (357a) 
I! 2! 3! 

Durch Vergleich mit (354a) erkennt man, daB aIle Glieder verschwinden, 
welche p in ganzer Potenz enthalten, weil die Gammafunktion fiir nega-

1 Die Hertzsche Funktion II ist natiirlich nicht mit der im vorigen Abschnitt 
benutzten Gammafunktion zu verwechseln! 
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tive ganze Zahlen unendlich groB wird. Mit den Werten 

II(-~)= in; II(-i)=-}·in; II(-~)=~:~ ' in; 
II (- !\) = 2.2.2. ,In; . .. 

2 1.3.5 r 

(359) 

reduziert sich also (357 a) auf 

e-v'TP = 1-- VT _1 + {fT)3 _ 1 _ _ (VT)5 _ 1._3_ 
l! r,n:t 3! 2.Vnt.t 5! 2.2 .Vnt.t2 

Wt)7 1·3·5 + - , .. - -=---- -+ ... (357b) 
7. 2.2 .2.)nt .t7 

= 1 -- V~ . ~ [1 - (V:e r 1 ~ 3 + (V ~ r . 2 ~ 5 - + ... ] 
Die hier auftretende Reihe ist als Krampsche Transzendente (Fehler
integral) tP bekannt, fiir welche Zahlentafeln vorliegen1• Somit 
folgt endgiiltig 

(V'F)· J·l I (V'F)] I (t) = 1- tP - ' II = - ' 11- tP - . 
4t ' 2n"r L 4t 

Ofl~~~~~~~~~-r-r-'-'-.-.-'-. 

48LJ~~-J~-l~-l~~~-h~~~j=_~ji,:~1~~~) 
47~+-4~~~~+-4-~~-+-4--~+-+-~~~ 

46~~1/~-4~--~~+-4-4-~~-+-+-4~~ 

45'~~~-+--~+-~-+~--+-4-~-4--~+-~-4 
j 

o 2 6 8 10 1Z 

Abb. 137. Die Funktion 1- <P (V4~) . 

(357 c) 

Abb.137 zeigt den VerIauf der Funktion I(t) in Abhangigkeit von dem 

Argument l' =~, wobei zu beachten ist, daB nach (358) fiir weit ent 

fernte Aufpunkte der MaBstab der Zeit t quadratisch mit dem Abstande 
wachst. Es besteht somit keine fiir aIle Punkte einheitliche Anderungs
geschwindigkeit des Feldes in dem Sinne, wie wir es fiir periodische Feld
schwankungen fanden, sondern die Vorgange verlaufen nach Abb.139 

1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln, S.31; sic ist in Abb.138 graphisch 
dargestellt. 
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und 140 mit zunehmender Entfernung von der Leitung immer trager. 
Von einer bestimmten Fortpfianzungsgeschwindigkeit des Feldes kann 

7 

17 
o W q2 (,!J 0/1 0,5 0,6 l!7 0,8 l!9 1 0 ~1 a ~ 1'1 # f5 F ~4a: 

Abb. 138. Das FebJerintegral ~Krampsche Transzendentc.) 

indes nicht gesprochen werden, da grundsatzlich alie Raumpunkte gleich. 
zeitig vom Feld erfaBt werden; es liegt dies daran, daB wir den dielek· 
trischen Verschiebungsstrom nicht beriicksichtigt hahen . 

.,t.f!L 
r- 1km II 

.5 I-

~ 

2km 
zkm 

IIkm 
km I~k";; 

j ~ 
~ ~ ~ 
~ ~ 

f'.. 
~ ~ t-....... 

2 

....-I-- 6km 'tJ/r, ~ 
'I1l ~ "" .ts t: ~ --., -!= '(]J ~ ..... h f"'!. 

-
o 4' o,z 41 4'1' IV 46 47 q4 qg 1/uilr 

Abb. 139. Zeitlicher Anstleg des F eldes 

o 1 2 J 'I' j 6 7 " 9 m 11 12 13 111 1S7'km 
Enlfemung YVfT1.5m?der 

Abb. 140. Feldvertellung ffir verscbledene Zelten In 
mlttlerem Erdrelch. ffir verscbledene E ntiernungen vom Er

reger In mlttlerem Erdrelch. 

FUr kleine t gilt die halbkonvergente Entwicklung 

J.l [e-l' ~t ( 1 1· 3 )] 
~~11=2n"r' -. l I T I - T + (T)- +'" 

t n V 4t · 2 t ,2 t 

(357 d) 
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indes nicht gesprochen werden, da grundsätzlich alle Raumpunkte gleich. 
zeitig vom Feld erfaßt werden; es liegt dies daran, daß wir den dielek· 
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Abb. 140. FeldverteIlung für verschiedene Zelten In 
mittlerem Erdreich. für verschiedene E ntfernungen vom Er

reger In mittlerem Erdreich. 

Für kleine t gilt die halbkonvergente Entwicklung 

J.l [e-l' ~t ( 1 1· 3 )] 
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t n V 4t · 2 t ,2 t 

(357 d) 
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wahrend fiir groBe t die Hertzsche Funktion nach 

limlI=~. [I_1fT +_ ... ] 
t~<Xl 2n"r y nt 

sich langsam ihrem stationaren Wert 2J l niihert. 
n"r 

Der Aufbau des elektrischen Feldes ergibt sich 
G1. (281), nachdem die Substitution (350) eingefiihrt wurde. 

205 

(357 e) 

aus den 

~ = -.!.~. e-YPP [ T XZ + 'r::::T 3xz + 3XZ] 1 '" 2n"r p 1'4 r P·.L r' r4 

~ = -.!._.~. e-l'PP [ T YZ + 'CT. 3yz + 3y Z] 
'U 2n"r P r4 rp.L r' r' J (360) 

~ _--.!~.e-l'PP[pTzl-rl + VpT. 3zl -rl + 3zB-rI 
z - 2n"r r' r' 1'4 

Durch Vergleich mit der friiheren Berechnung der Hertzschen Funk
tion erkennt man, daB man jetzt noch die Integralgleichungen 

und 

zu losen hat. 

<Xl 

1 -YPP f t p·p.e = fdt)'e-P dt, 
o 

<Xl 

~ -yp.e-l'PP= ff2(t)e-Ptdt 
o 

(361) 

(362) 

Indem man (355a) auf jedes Glied der Entwicklung (357a) anwendet, 
erhiilt man sogleich 

Vit _ P 

f] (t)=7l; f (t) = :t [1-r~f e-"ldV] = t~.t V ~te-4i. (36la) 

o 
Fiir f 2 (t) erhiilt man mit Riicksicht auf (359) die Reihe 

1 [ T 1 TI 1·3 pa 1·3·5 
f2(t)=rnt 1- 2 !· 2t+ 4!' 2.2tl - 6!0 2.2.2.es+-··· (362a) 

1 -~ 
= ---== . e 4t. 

lnt 

Der Aufbau des Feldes erfolgt also nach den Gesetzen 
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während für große t die Hertzsehe Funktion nach 

limlI=~. [I_1fT +_ ... ] 
t~<Xl 2n"r y nt 

sich langsam ihrem stationären Wert 2J l nähert. 
n"r 

Der Aufbau des elektrischen Feldes ergibt sich 
GI. (281), nachdem die Substitution (350) eingeführt wurde. 
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(357e) 

aus den 

~ = -.!.~. e-YPP [ T XZ + ,r::::p 3xz + 3XZ] 1 '" 2n"r p 1'4 r p·.L r' r4 

~ = -.!._.~. e-l'PP [ TYZ + ,cp. 3yz + 3y Z] 
'U 2n"r P r4 rp.L r' r' J (360) 

~ _--.!~.e-l'PP[PTzl-rl + VPT. 3zB-rl + 3zB-rI 
z - 2n"r r' r' 1'4 

Durch Vergleich mit der früheren Berechnung der Hertzsehen Funk
tion erkennt man, daß man jetzt noch die Integralgleichungen 

und 

zu lösen hat. 

<Xl 

1 -YPP f t p·p.e = fdt)·e-P dt, 
o 

<Xl 

~ -yp.e-l'PP= ff2(t)e-Ptdt 
o 

(361) 

(362) 

Indem man (355a) auf jedes Glied der Entwicklung (357a) anwendet, 
erhält man sogleich 

Vit _ P 

f] (t)=Ci; f (t) = :t [1-r~f e-"ldV] = t~.t V ~te-4i. (36la) 

o 
Für f 2 (t) erhält man mit Rücksicht auf (359) die Reihe 

1 [ T 1 TB 1·3 pa 1·3·5 
f2(t)=rnt 1- 2 !· 2t+ 4!' 2.2tl - 6!0 2.2.2.es+-··· (362a) 

1 -~ 
= ---== . e 4t. 

lnt 

Der Aufbau des Feldes erfolgt also nach den Gesetzen 



206 Elektromagnetische Ausgleichsvorgiinge in der Erde. 

Zur Veransehauliehung dieses Ergebnisses sind in den Abb.141 und 142 

die Funktionen :n:eV:ee-t und t~Vite-t in Abhangigkeit von 

• = ; gezeiehnet worden. 

FUr die Anwendung interessiert namentlieh das maximale Feld ~z 
in der Aqup,torebene z = 0. Man erhalt hierfiir 

J·t [ 4 T }IT -!. 2 VFe -! ( (~))J I~zmaxl=- +-=. - . - ·e 4t+-=. - e 4/ + 1-4> - . (363a) 
2n"r8 Vn 4t 4t ) n 4t 4t 

In Abb.143 ist der Klammerausdruck, der fUr den zeitlichen Feldverlauf 

maBgebend ist, in Abhangigkeit von. = ; dargestellt. Man erkennt, 

daB das Feld in etwa T = 0,3 seinen Hochstwert 

0,8 

0,0 1++--I 

2 

erreicbt, der rund 50 % tiber dem stationaren End
wert liegt, um dann rasch bis auf diesen abzufallen. 
Es entstebt somit im Erdreieh beim Sebalten eine 
betraebtliche 'Oberspannung, welche auf eine 
etwa benachbarte Sebwachstromleitung als ver
mehrte Storung in Erseheinung tritt. Um uns tiber 
die GroBenordnung der Zeit zu orientieren, 

8 8 10 

4, T - T . , /'1' -
Abb. 141. Die FllDkt ioD y; ' 4t ' r 4t e- 4t • 

welebe • = 0,3 entsprieht, wollen wir als Zahlenbeispiel die' Zeit T 
naeh (358) fiir mittleres Erdreieh (x = 10- 4 Siemens/em) und eine 

0.5 
0,'1 

0,3 

0,2 

o,t 

00 

r\ 
........ 
~ 

2 

--- ~UL·e-i l0l' 1ft 

8 8 10 12 

2.,{it -:!.. 
Abb. H2. Die FunktioD 1';; f p·. u· 

Entfernung von r = 1000 m = 105 em bereebnen (vgl. auch Abb. 139 
und 140). 

T = 2 1l1O-4 .10-9 • (10~)2 = 2 1l·1O-3 sec = 0,00628 sec. 
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Zur Veranschaulichung dieses Ergebnisses sind in den Abb.141 und 142 

die Funktionen :n:eV:ee-t und t~Vite-t in Abhängigkeit von 
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daß das Feld in etwa T = 0,3 seinen Höchstwert 
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erreicht, der rund 50 % über dem stationären End
wert liegt, um dann rasch bis auf diesen abzufallen. 
Es entsteht somit im Erdreich beim Schalten eine 
beträchtliche überspannung, welche auf eine 
etwa benachbarte Schwachstromleitung als ver
mehrte Störung in Erscheinung tritt. Um uns über 
die Größenordnung der Zeit zu orientieren, 

8 8 10 
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welche. = 0,3 entspricht, wollen wir als Zahlenbeispiel die' Zeit T 
nach (358) für mittleres Erdreich (" = 10- 4 Siemens/cm) und eine 
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00 
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~ 

2 
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8 8 10 12 

2.,{it -:!.. 
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Entfernung von r = 1000 m = 105 cm berechnen (vgl. auch Abb. 139 
und 140). 

T = 2 1l1O-4 .10-9 • (10~)2 = 2 1l·1O-3 sec = 0,00628 sec. 



Das Erd-Schaltfeld einer kurzen Leitung. 207 

Der Anstieg der Spannung erfolgt hiernach in 0,3 . T = '" 0,002 sec, 
also praktisch sto13formig. Um auch fiir das Abklingen der 
Oberspannung einen einfachen zahlenma13igen Anhalt zu gewinnen, 
kann man diesen Vorgang durch eine Exponentiallinie annahern, deren 
Zeitkonstante etwa 't' = 1 betragt; man erhalt daher das Schaltfeld 
groBenordnungsma13ig richtig durch die Naherungsbeziehung 

~ 1 ="'~(1+05.e--¥)=~' (1+05)e-2n"tlo'.r1. (363b) 
'mn 2.1t x r3 ' 2 nxr3 , 

Die Amplitude des erregten Feldes nimmt hierbei mit der dritten 
Potenz der Entfernung ~'1 
auBerordentlich rasch 
abo p 

In vielen Fallen er-
reicht der Erderstrom ~o 

nicht plotzlich seinen 
stationaren Wert, son- qa 
dern wachst nach MaB
gabe der Eigenzeitkon- 0,6 

stanten Te seines Kreises 
gemaB 0,'" 

J t = J ( l _ e-;~) (364) 0,2 

langsam an. U m die von 

\ 

" 
f-

ihm erregte Schaltspan- 00 

- ~-f*,e~~+~e-J1-~ 

I I 
2 G 8 fa 12 

nung zu finden, konnen 
wir (347 c) anwenden, 

Abb. 143. verlaut der maximaien FeldstA.rke In der Erde. 

nachdem wir die dort vorkommende Spannung mit J t , den Strom in 
dagegen mit ~zmax vertauschen. Da J t _ O verschwindet, erhalten wir 
sogleich 

Jt e-f-. 
1 ij;' m .. 1 = 1'; 1 ij;'mas (t - T) 1 dr:. 

(365 ) 

o 
Da der zeitliche Verlauf des Feldes weder fiir extrem kleine noch fiir sehr 
gro13e Zeiten interessiert, wollen wir die Rechnung lediglich gro13en
ordnungsmaflig durchfiihren, indem wir fiir ~zmax die Naherung (363 b) 
benutzen. G1. (365) erhalt dann die Form 

t t 

J l 1 [J -~ J -~ _t-. I ij; 1= ----' - ,·-- e Tedr:+05· e Tee Tdr: 
Zmn 2 1t X r 3 T ' 

• 0 0 

[ 
t t] t - - - -

J.l - - eT_e Te 
= ~ (1 - e Te) + 0,5 T' 

", nx r l-~ 

'1 

(366) 
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Abb. 143. verlauf der maximalen Feldstärke In der Erde. 

nachdem wir die dort vorkommende Spannung mit J t , den Strom in 
dagegen mit ~zmax vertauschen. Da J t _ O verschwindet, erhalten wir 
sogleich 

JI e-f-. 
1 ij;' m .. 1 = 1'; 1 ij;'mas (t - T) 1 dr:. 

(365 ) 

o 
Da der zeitliche Verlauf des Feldes weder für extrem kleine noch für sehr 
große Zeiten interessiert, wollen wir die Rechnung lediglich größen
ordnungsmäßig durchführen, indem wir für ~zmax die Näherung (363 b) 
benutzen. GI. (365) erhält dann die Form 

I t 

J l 1 [J -~ J -~ _t-. Iij; 1= ----' - ,'-- e Tedr:+05· e Tee Tdr: 
Zmn 2 1t X r a T ' 

• 0 0 

[ 
t t] t - - - -

J.l - - eT_e Te 
= ~ (1 - e Te) + 0,5 T' 

", nx r l-~ 

'1 

(366) 



208 Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in der Erde. 

Da nun T. in der Regel betrachtlich groBer als T ist, erhalt man hier
nach den VerIa.uf der Feldstarke nach Abb.147 mit iiberwiegendem 
ersten Glied, welches dem Stromanstiege ahnelt. 

Selbstverstandlich darf man die hier benutzte Annaherung nicht auf 
das Schalten von Wechselstrom iibertragen, weil fiir groBe t die Dar-

op /' 
/ 

/ 
J 

G,2 
/ 

If 
o 1 

i-" 
..... 

t...-" ~ 
-q, 

z 

~ 

3 

stellung (363 b) unzulii.ssig 
ist; vielmehr gilt unsere 
Rechnung nur ffir Zeit
konstanten Te , welche zwar 
groB gegen T sind, aber 
doch noch so klein, daB 
( 363 b) groBenordnungs
maBig richtig ist. Wie man 
sonst vorzugehen hat, wird 
in Nr. 57 gezeigt werden. 

1Jt/T, 56. Erd-Schaltstriime 
Abb. 144. Zeitgeeetz dee Erdfeldee fUr exponential an-

wachsenden Strom, wenn T,~ T. langgestreckter Leitnngen. 
Die im vorigen Abschnitt 

gegebenen Beziehungen versagen ffir Orte, welche dicht an der Leitung 
liegen, weil dort der Aufpunktsabstand nicht mehr klein gegen die 
Leitungsabmessungen ist. Wir erkennen die hier herrschenden Gesetz
maBigkeiten in reiner Form, wenn wir zu dem Idealfall einer sehr (un
endlich) langen Leitung iibergehen, deren Strom zunachst zur 
Zeit' = 0 plotzlioh auf seinen stationaren Wert springen moge. 

Um diese neue Aufgabenstellung an die im vorigen Abschnitt be
handelte anzuschlieBen, setzen wir die stromfiihrende Leitung aus 
Hertzschen Dipolen zusammen, welche in konstanter Intensitat langs 
der Leitung verteilt sind (vgl. Nr. 43). Wir fiihren rotationssymmetrische 
raumliche Zylinderkoordinaten (b t; ein, deren t; -Achse mit der Leitung 
zusammenfallen moge; der Aufpunkt liege im Abstand (! von der Lei
tung in der Ebene t; = O. Ein Elementardipol, der im Abstand t; yom 
Ursprung gelegen ist und die Lange dt; besitzt, erzeugt dann im Auf
punkt die Hertzsche Funktion 

d11=~.dt;.l-W(V~) =~dt; l-w(ii) 
2nx r 2nx r' 

(367) 

wobei 
a'" = 2"" . 10-9; r =, fe'J + /;2. (367a) 

Die gesuchte Hertzsche Funktion der gesamten Leitung ist also 
+00 +00 

11 =Jd11 = ~,J~_{ra4;) d/;. 
2n x r 

t=-ct:J -IX) 

(368) 
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ist; vielmehr gilt unsere 
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Die im vorigen Abschnitt 

gegebenen Beziehungen versagen für Orte, welche dicht an der Leitung 
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Zeit' = 0 plötzlioh auf seinen stationären Wert springen möge. 
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punkt die Hertzsche Funktion 

d11=~'dt;.l-W(V~) =~dt; l-w(ii) 
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2n x r 

t=-ct:J -IX) 

(368) 



Erd-Sohaltstrome langgestreokter Leitungen_ 209 

Vermittels (194b) berechnet sich aus ihr die Stromdichte in der Erde 
+.., 

i ="a'J. oII =+~.all'J'!_[l_4'(ar)]dC, (369) 
• 0 t 2:lf ot 1'4 t r 

Aus der Definitionsgleichung der Kram pschen Transzendente folgt 
ar 

o (ar) a /f4t _. 2 _a:r' ar 
ae4' y4t =at1'n e IIdv=-2'1'n e t'(4t)'/' 

o 

und da der von der Zeit unabhangige Antell des Integrales (369) bei der 
Differentiation fortfii.llt 

Mit Riicksicht auf (367 a) ist 

J as 4 --. a"e" JOD 
= 2:lf' (4 t) '1'n' e 4t, 2 e _us du 

o 
00 

und mit f e- u' du = i fit (Fehlerintegral) 
o 

at(i~ 
J as --

i = -.-.4e 4t 
• 2:lf 4 t 

.'e' T 
=~.~,ale2e-4t =.:!.--.2.T.e .It 

2 n el 4 t :1f el 4 t ' 

wo die Aufpunktszeit 

T = a" {l = 2:1f" 1O-9 'e'J 

(369a) 

(369b) 

(3690) 

(370) 

analog (358) eingefiihrt wurde, Der gesamte Riickstrom durch den 
unteren Halbraum ist also 

(371) 

Ollendorfi, Erdstrilme. 14 

Erd-Sohaltströme langgestreokter Leitungen_ 209 

Vermittels (194b) berechnet sich aus ihr die Stromdichte in der Erde 
+.., 

i = "a'J. iJII =+~.all'J'!_[l_4>(ar)]dC, (369) 
• iJ t 2:lf ot 1'4 t r 

Aus der Definitionsgleichung der Kram pschen Transzendente folgt 
ar 

iJ (ar) a /f4t _. 2 _a:r' ar äe4> Y4t =at1'n e IIdv=-2'1'n e t'(4t)·I. 
o 

und da der von der Zeit unabhängige Anteil des Integrales (369) bei der 
Differentiation fortfällt 

Mit Rücksicht auf (367 a) ist 

J aB 4 --. a"e" JOD 
= 2:lf' (4 t) '1'n' e 4t, 2 e -u· du 

o 
00 

und mit f e- u' du = i fit (Fehlerintegral) 
o 

at(i~ 
J a2 --i = -.-.4e 4t 

• 2:lf 4 t 

.'e' T 
=~.~,ale2e-4t =.:!.--.2. T .e 4t 

2 !Ir eS 4 t :1f eS 4 t ' 

wo die Aufpunktszeit 

T = a" {l = 2:lf" 1O-9 'e'J 

(369a) 

(369b) 

(3690) 

(370) 

analog (358) eingeführt wurde, Der gesamte Rückstrom durch den 
unteren Halbraum ist also 

(371) 

Ollendorff, Erdströme. 14 
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so daB in jedem Augenblick, wie es sein muB, der ganze Leitungsstrom 
durch die Erde zuriickflieBt. DaB die gewonnene Losung (369c) die 
Differentialgleichung der ebenen Wirbelstromung erfiillt, verifiziert 
man mittels 

so daB in der Tat 

(372) 

identisch erfiillt ist. Es ist sehr bemerkenswert, daB hier das Schaltfeld 
eine mathematisch viel einfachere Form besitzt als das Wechselstrom· 
feld, das wir in Nr. 43 bestimmt haben. 

Wir schreiben (369c) in der Form 

J T T 
i =-· ·f(t)· f (t)=-4-t· e-"4t, (369d) 
z ne2 ' 

aus welcher wirerkennen, daB die hochste in der Erde auftretende 
Stromstarke umgekehrt proportional mit dem Qua.drat 
der Entfernung von der Leitung abnimmt. Das gleiche gilt 
fiir die Schaltfeldstarke 

i. J f( ) @; = = ~ . x n e9 . t. 

0,3 
1\ Der Vergleich mi 

\ des periodischen 

\ 

t den entsprechenden Beziehungen 
Feldes zeigt, daB hier die Abnahme 
ul3en hin aul3erordentlich viellang. des Feldes nach a 

samer erfolgt. Schaltstrome besitzen somit 
ere Storungszone durch Erd· 

riickleitung als periodische 
Strome . 

a 0,2 

'0 

0 o 

~ eine viel groB 
\ 

........ I I I~(~~ r---.... 
I I I 

2 6 8 -C- f 10 

ole T 
Abb. 145. Die Funkt[on T' e -TI . 

Der Verlauf der Funktion f(t) 
ist in Abb. 145 und 146 in Ab. 
hiingigkeit von der numeri. 

schen Zeit .. = ; dargestellt. Sic 

schnellt von Null aus in der Zeit 
t = 0,25 T aul3erordentlich ra-sch auf ihren Hochstwert fma.x = e-1 

. :...w 0,37, um dann etwa. nach einer Exponentiallinie wiederum bis 
auf Null abzusinken. Durch diese Eigenschaft nnterscheidet sich die 
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eine mathematisch viel einfachere Form besitzt als das Wechselstrom· 
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Der Verlauf der Funktion f(t) 
ist in Abb. 145 und 146 in Ab. 
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Schalt-Erdfeldstarke der sehr langen Leitung wesentlich von der der 
sehr kurzen Leitung, die nach G1. (363) einem endlichen Grenzwert 

ql' 

I \ r\ 
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~ '~ Asy ~p Ie fi'-

'" "~ ..... 4 e"f 
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c -.....: 1--_ 
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1 
Abb. 146. Die Funktion .!. e--; samt Ihrer Asymptote fiir miU3lge Werte des Argumentes 

• 
(der Ab~zissenmaBstab 1st 4 mal so groB wie in Abb. 1441). 

zustrebt. Dieser Unterscbied ist in dem verscbiedenen stationaren Erd
stromfelde beider Anordnungen begriindet, welches in der Tat mit zu
nehmender LeitungsHinge verschwindet. Bei der Anwendung auf 

;etO"'" ¥ Ertislroinung 
~ 

Leitungen endlicher Lange hat man demgemaB 
die Nahzone von der Fernzone zu unter

- \ 
\ 
\ 

-......... ~>1 
1,1/ 

o 200 

I.~ ~1fT·.ek 
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1\ 
Ir~ r.< \ 
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" \ 
,~ 

j 1fr rek 

smi 
x I:,-Zsek 
x 

scheid en; in der erst en herrschen die bier genannten 
wabrend in der Fernzone die 
Ergebnissen des vorigen Ab-

Beziehungen vor, 
Vorgange nach den 
schnittes verlaufen. 

In Abb. 147 ist d er Aufbau des gesamten Erd-
9d) dargestellt. Man erkennt, 
h dem Einschalten der ganze 
bung der Leitung zusammen
ch erst allmahlieh ausbreitet. 
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als Kopplungswiderstand pro Langeneinheit ansprechen. Auch 
cr nimmt mit dem Quadrate der Entfernung von der Leitung ab, sinkt 
also nur relativ langsam. 
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Schalt-Erdfeldstärke der sehr langen Leitung wesentlich von der der 
sehr kurzen Leitung, die nach GI. (363) einem endlichen Grenzwert 
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zustrebt. Dieser Unterschied ist in dem verschiedenen stationären Erd
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bung der Leitung zusammen
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also nur relativ langsam. 

14* 



212 Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in der Erde. 

Wenn der Strom nicht plotzIich auf seinen stationaren Wert springt, 
Bondem langsam gemaB der Eigenzeitkonstante Te seines Kreises an
wii.chst 

Jt =.JJ1 - e-i) (373) 

folgt die Erd-Schaltfeldstarke nach G1. (347 c) aus 

Fuhrt man hier Gleichung (369 d) ein, so entsteht 

t '"' e2 f -- ." .10-9 . - t- v 
J ' e 2 v - - -

~=_o .10-9. --- --- .e Te .dv. 
T. • v 

o 

(374) 

(374a) 

Dieses IntegrallaBt sich in geschlossener Form nicht auswerten, sondern 
man ist auf eine numerische oder graphische Integration angewiesen 1. Das 
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. Ergebnis zeigt fur das Bei
fffc/dr: dpiel T e =1,25·T, Abb.l48 
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u. 149. Man erkennt, daB 
die Spannung sehr schnell 
einem Hochstwert zustrebt, 
um dann viel langsamer als 
der veranderliche Strom
anteil zu verklingen. Wie 
aus dem vorigen Abschnitt 

2 hervorgeht, ist die Eigenzeit
konstante T stets sehr klein, 

1 so daB man fur ubliche Ver
haltnisse T. als sehr groB 
gegen T zu betrachten hat. 

o 1 2 3 If 5 6 7 8 9 fO 11 0 Wir wollen fUr diesen prak-
r - t,t tisch wichtigsten Fall eine 

Abb. 148. Graphische Ennlttelung der Erdfeldstirke Naherungsformel fur die 

Y 

fiiz T.IT - 1,25. [AlS Abszlsse 1st • -.~ geWi hit l] maximale Schaltspannung 

herleiten; denn hierfur 
kommt der genaue Verlauf der Schaltspannung fur groBe Zeiten nicht 
in Frage, so daB man die Funktion (369d) entsprechend Abb. 150 

1 Vgl. hierzu F. Ollendorff: Elektr. Schaltstrome in der Erde. El. Nach
richtentechnik 1928, Heft 3. Dort ist das Integral auf analytischem Wege ab
geschatzt. 
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Wenn der Strom nicht plötzlich auf seinen stationären Wert springt, 
sondern langsam gemäß der Eigenzeitkonstante Te seines Kreises an
wächst 
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die Spannung sehr schnell 
einem Höchstwert zustrebt, 
um dann viel langsamer als 
der veränderliche Strom
anteil zu verklingen. Wie 
aus dem vorigen Abschnitt 

2 hervorgeht, ist die Eigenzeit
konstante T stets sehr klein, 

1 so daß man für übliche Ver
hältnisse Te als sehr groß 
gegen T zu betrachten hat. 
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r - t,t tisch wichtigsten Fall eine 

Abb. 148. Graphische Ennlttelung der Erdfeldstärke Näherungsformel für die 

Y 

füz T.IT - 1,25. [AlS Abszisse Ist • -.~ geWähit!] maximale Schaltspannung 

herleiten; denn hierfür 
kommt der genaue Verlauf der Schaltspannung für große Zeiten nicht 
in Frage, so daß man die Funktion (369d) entsprechend Abb. 150 

1 Vgl. hierzu F. Ollendorff: Elektr. Schaltstrome in der Erde. EI. Nach
richtentechnik 1928, Heft 3. Dort ist das Integral auf analytischem Wege ab
geschätzt. 



Erd-Schaltstrome langgestreckter Leitungen. 

durch die Exponentiallinie annahern kann 
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(375) 

J o 125·T - -
Q; = "" 0,4 . -- . --'- - -. e T. 

T . Jl 2 
(375 a) 

-2-X e 
und also mit (370) 

Es ist bemerkenswert, daB hiernaeh die Storspannung nieh t von 
d er Entfernung der stromfuhrenden Leitung abhangt . 

Da der Ausdruek 
J _ _ L 1,0 
----"- . e T. den Betrag der 
T. 0,9 

Stromanderung angibt, 0,8 
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Abb. 149. Verglcich des Zcitgesetzes VOn Strom und E.rd

fclds])aonung filr.T./T ~ 1,25. 

gen fUr exponentiell verlaufende Sehaltvorgange, bezogen auf die 
Langeneinheit der Parallelfuhrung, bezeiehnet werden kann. 

Diese ist, wie die erhaltene Formellehrt, unabhangig vom Abstand der 
sieh beeinflussenden Leitungen, der Leitfahigkeit der Erde und der An
derungsgesehwindigkeit des Sehaltstromes, so daB (376a) uni versell fur 
aIle Leitungen gultig ist. Beispielsweise ergibt sieh fUr eine Gleieh
strom-Bahnleitung von 1 = 19 km Lange, auf welehe ein mit der Zeitkon-

Erd-Schaltströme langgestreckter Leitungen. 
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gen für exponentiell verlaufende Schaltvorgänge, bezogen auf die 
Längeneinheit der Parallelführung, bezeichnet werden kann. 

Diese ist, wie die erhaltene Formel lehrt, unabhängig vom Abstand der 
sich beeinflussenden Leitungen, der Leitfähigkeit der Erde und der Än
derungsgeschwindigkeit des Schaltstromes, so daß (376a) uni versell für 
alle Leitungen gültig ist. Beispielsweise ergibt sich für eine Gleich
strom-Bahnleitung von 1 = 19 km Länge, auf welche ein mit der Zeitkon-



214: Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in der Erde. 

stanten T. = 0,13 sec anwachsender KurzschluBstrom von 2300 Amp. 
ge8chaltet wird, als gesamte maximale Storspannung in einer 
Nachbarleitung 

E - l rt: - Jo L l - 2300 0 -3 - V 1 max - . I2'max - T.· 12' - 0,13' ,2·10 ·19 - 67 0 t, 

wahrend durch Messung aus zwei Oszillogrammen Emax zu 65 und 
70 Volt bestimmt wurde1 • Man erhiiJt also in solchen Anlagen durch 
KurzschluBstrome gewaltige Storspannungen in benachbarten Leitungen, 
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Abb. 150. Ersatz der Fwlktlon 4~ ' e - "Uj durch 

elne E~nentla1llnle [T - ~l . 

die denen der Wechselstrombahn
leitungen an Reftigkeit nicht 
nachstehen und wohl zu beachten 
sind. DaB sie trotz ihrer be
deutenden Rohe im allgemeinen 
weniger empfunden werden, hat 
seinen Grund in der eigenartigen 
Form des zeitlichen Spannungs
verlaufes, der in etwa ange
schlossenen Telephonen wesent
lich nur kurzdauernde Knack
gerausche unmittelbar nach Ein
setzen des KurzschluBstromes 
hervorbringt. 

Um die GroBenordnung der Ent
fernung abzuschatzen, bis zu wel

cher die einfache Beziehung (376a) benutzt werden darf, berechnen wir 
die Aufpunkt8zeit T fur mittleres Erdreich von i1: = 10-4 Siemens/em 
Leitfahigkeit: 

: T = 2 ni1:·10- 9 ell = 2 nl0-13 £12. 

Sehen wir unsere Rechnungim, insonderheit soweit sie die Abschatzung 
der maximalen Storspannung betreffen, als groBenordnungsmaBig 

riohtig an, solange T ~ 1~ T. bleibt, so ergibt sich fur unser Beispiel mit 

T, = 0,25 sec bereits 

1 
10.0,25 = 2,5 '10-2 = 2 n 10- 13 £12; £I = "" 2 ·10° cm = 2 km . 

Da fur gr6Bere Entfernungen derartige Rechnungen kaum Interesse 
bieten, dad man also praktisch wohl stets mit der Formel (376a) rechnen. 
Es ist bemerkenswert, daB man eine Gegeninduktion von gleicher GroBe 

~ 1 Die Zahlen dieses Beispieles samt den Mellwerten sind entnommen aus R. 
Rudenberg: SchwachstromstOrungen beim Schalten von Gleichstrombahnen. 
Wiss. VeroH. a. d. Siemens·Konzern, Bd. 5, H. 3, S. 1. Die dort gegebene Theorie 
weicht indes von der hier entwickelten abo 
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stanten T. = 0,13 sec anwachsender Kurzschlußstrom von 2300 Amp. 
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die denen der Wechselstrombahn
leitungen an Heftigkeit nicht 
nachstehen und wohl zu beachten 
sind. Daß sie trotz ihrer be
deutenden Höhe im allgemeinen 
weniger empfunden werden, hat 
seinen Grund in der eigenartigen 
Form des zeitlichen Spannungs
verlaufes, der in etwa ange
schlossenen Telephonen wesent
lich nur kurzdauernde Knack
geräusche unmittelbar nach Ein
setzen des Kurzschlußstromes 
hervorbringt. 

Um die Größenordnung der Ent
fernung abzuschätzen, bis zu wel

cher die einfache Beziehung (376a) benutzt werden darf, berechnen wir 
die Aufpunktszeit T für mittleres Erdreich von i1: = 10-4 Siemens/em 
Leitfähigkeit: 

: T = 2 ni1:·10- 9 eil = 2 nl0-13 eil. 

Sehen wir unsere Rechnungen, insonderheit soweit sie die Abschätzung 
der maximalen Störspannung betreffen, als größenordnungsmäßig 

riohtig an, solange T ~ I~ T. bleibt, so ergibt sich für unser Beispiel mit 

T, = 0,25 sec bereits 

1 
10.0,25 = 2,5,10-2 = 2 n 10- 13 eil; e = "" 2 ·10° cm = 2 km . 

Da für größere Entfernungen derartige Rechnungen kaum Interesse 
bieten, darf man also praktisch wohl stets mit der Formel (376a) rechnen. 
Es ist bemerkenswert, daß man eine Gegeninduktion von gleicher Größe 

~ 1 Die Zahlen dieses Beispieles samt den Meßwerten sind entnommen aus R. 
Rüdenberg: Schwachstromstörungen beim Schalten von Gleichstrombahnen. 
Wies. VeröH. a. d. Siemens-Konzern, Bd. 5, H. 3, S. 1. Die dort gegebene Theorie 
weicht indes von der hier entwickelten ab. 



Schalt."Oberspannungen beim Schalten von Wechselstrom. 215 

fiir dasselbe Erdreich bei Betrieb mit 5Operiodigem Wechselstrom er· 
halt, wenn nach Abb. 107 die sich beeinflussenden Leitungen einen Ab· 
stand von etwa 400 m besitzen; demnach iiberwiegt die Wechselstrom· 
Gegeninduktion fiir Leitungsabstande, die unter den genannten Ver. 
haltnissen kleiner sind als etwa 400 m, wahrend umgekehrt fiir groBere 
Leitungsabstande der exponentiell verlaufende Schaltstrom starkere 
Storspannungen lie£ert. 

Da hiermit nachgewiesen ist, daB die Gegeninduktion des Schalt· 
stromes praktisch unabhangig yom Abstand der sich beeinflussenden 
Leitungen ist, kann man die erhaltenen Beziehungen auch auf die ge. 
schaltete Leitung selbst anwenden und den Wert (376a) als Selbst. 
induktion des Erdfeldes fiir exponentiell verlaufende 
Schaltvorgange ansehen, wobei man sich natiirlich wiederum auf 
hinreichend kleine Zeiten beschranken muB. Zu ihr gesellt sich die in 
Nr.37 berechnete Luftfeld·Selbstinduktion, so daB insgesamt 

L = 2 (In ; + 1) 10-9 Henry/om (376) 

die wirksame Selbstinduktion der Schleife Leitung-Erde gegen ex· 
ponentiell anwachsenden Strom darstellt. Diese Bemerkung erlaubt 
es, in Umkehrung der bisher behandelten Aufgabe, in welcher das Zeit· 
gesetz des Stromes als gegeben angenommen wurde, diesen Strom· 
verlauf selbst aus den Daten der Anlage vorauszubestimmen. Denn 
hierzu hat man lediglich den Ausgleichsvorgang zu untersuchen, der 
sich in dem aus den speisenden Maschinen, Leitung und Erde gebildeten 
Kreise bei plotzlichem KurzschluB zwischen Leitung und Erde ent· 
wickelt, eine Aufgabe, die mit Hille der Schleifenselbstinduktion (377) 
quasistationar angesetzt und demnach mittels bekannter Verfahren ge
lost werden kann. Um MiBverstandnisse auszuschlieBen, wiederholen 
wir, daB alle von nils gegehenen Formeln, insoweit sie naherungsweise 
exponentiell verlaufende Schaltvorgange umfassen, nur fiir die Zeit 
unmittelbar nach Einsetzen des Stromes giiltig sind. DemgemaB sind 
fiir groBere Zeiten mehr oder minder merkliche Abweichungen 
des Strom· und Spannungsverlaufes von den hier zugrunde gelegten 
einfachen GesetzmaBigkeiten zu erwarten; auch diese lassen sich mittels 
(347 c) streng erfassen, wobei aber weitlaufige Rechnungen nicht zu 
umgehen sind!. 

57. Schalt-"Oberspannungen beim Schalten von Wechselstrom. Wir 
behandeln die Erdstrome beim Entstehen eines sinusfOrmig zur Zeit 
t = 0 beginnenden Wechselstromes. Dieser Fall beschreibt das Schalt
feld von Wechselstromen hinreichend genau, wenn man beachtet, daB 
sich der allgemeine Fall stets als tJberlagerung eines exponentiell ver-

1 Vgl. F.Ollendorff: Elektr. Schaltstrome in der Erde, 1. c. 
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für dasselbe Erdreich bei Betrieb mit 5Operiodigem Wechselstrom er· 
hält, wenn nach Abb. 107 die sich beeinflussenden Leitungen einen Ab· 
stand von etwa 400 m besitzen; demnach überwiegt die Wechselstrom· 
Gegeninduktion für Leitungsabstände, die unter den genannten Ver. 
hältnissen kleiner sind als etwa 400 m, während umgekehrt für größere 
Leitungsabstände der exponentiell verlaufende Schaltstrom stärkere 
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Nr.37 berechnete Luftfeld·Selbstinduktion, so daß insgesamt 
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die wirksame Selbstinduktion der Schleife Leitung-Erde gegen ex· 
ponentiell anwachsenden Strom darstellt. Diese Bemerkung erlaubt 
es, in Umkehrung der bisher behandelten Aufgabe, in welcher das Zeit· 
gesetz des Stromes als gegeben angenommen wurde, diesen Strom· 
verlauf selbst aus den Daten der Anlage vorauszubestimmen. Denn 
hierzu hat man lediglich den Ausgleichsvorgang zu untersuchen, der 
sich in dem aus den speisenden Maschinen, Leitung und Erde gebildeten 
Kreise bei plötzlichem Kurzschluß zwischen Leitung und Erde ent· 
wickelt, eine Aufgabe, die mit Hilfe der Schleifenselbstinduktion (377) 
quasistationär angesetzt und demnach mittels bekannter Verfahren ge
löst werden kann. Um Mißverständnisse auszuschließen, wiederholen 
wir, daß alle von uDs gegehenen Formeln, insoweit sie näherungsweise 
exponentiell verlaufende Schaltvorgänge umfassen, nur für die Zeit 
unmittelbar nach Einsetzen des Stromes gültig sind. Demgemäß sind 
für größere Zeiten mehr oder minder merkliche Abweichungen 
des Strom· und Spannungsverlaufes von den hier zugrunde gelegten 
einfachen Gesetzmäßigkeiten zu erwarten; auch diese lassen sich mittels 
(347c) streng erfassen, wobei aber weitläufige Rechnungen nicht zu 
umgehen sind!. 

57. Schalt-"Überspannungen beim Schalten von Wechselstrom. Wir 
behandeln die Erdströme beim Entstehen eines sinusförmig zur Zeit 
t = 0 beginnenden Wechselstromes. Dieser Fall beschreibt das Schalt
feld von Wechselströmen hinreichend genau, wenn man beachtet, daß 
sich der allgemeine Fall stets als Überlagerung eines exponentiell ver-

1 Vgl. F.Ollendorff: Elektr. Schaltströme in der Erde, 1. c. 
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laufenden Stromes und eines mehr oder minder gedampften Wechsel
stromes auffassen laSt. Schreiben wir fur den Wechselstrom 

J = 3m (JO·e- iWI ) , (377) 

so folgt als Schaltspannung mit Beachtung von (347 c) 
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J Ctwt 
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V 2 3 I/- S 6 wt 7 

Aus dieser Formel 
ergibt sich die 
fruher berechnete 
periodisch e Erd
stromung durch 
den Grenzu bergang 
t _ 00. Aus dieser 
Bemerkung er
kennt man als zu
satzliches S chal t-

I 

II 

1 

Abb.151. Die FUDktlonen Oi (00 t) und Si (00/)- '" 2' feld des Wechsel-
stromes 
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t
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4'l 
-=.eiWT.4T.d(4r:) .l (379) 

ten t ~ 2,5 T, so kann 
00 

Beschrankt man sich hier auf Zei 
1 

mane -~ mit 1 vertauschen und 

Q; = Jo'W 10- 9 • 

I 

T 
COHI) t . COS roT'l' 

. dr:' + , I 
00 

erhalt einfacher 

I 

T 

I siDro TT' 1 smw t· __ - c17;l 
'l' J 

00 

= Jo·w·1O-9 {coswt.Ci(wt) + sinwt [Si (w t) -~J}, (379a) 

wobei Ci(x) und Si(x) die Funktionen Integralkosinus und Integral
sinus nach Abb. 151 bedeuten1. Die Schaltspannung nimmt also ent
sprechend Abb. 152, ohne zu oszillieren, sehr rasch ab, um schlieBlich nach 

lim Q; = - J W 10-9 • ~ . (379 b) 
t.... (rot)2 

1 J ahnke-Emde: Funktionentafeln S. 19. 
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laufenden Stromes und eines mehr oder minder gedämpften Wechsel
stromes auffassen läßt. Schreiben wir für den Wechselstrom 

J = 3m (JO·e- iWI ) , (377) 

so folgt als Schaltspannung mit Beachtung von (347 c) 
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Aus dieser Formel 
ergibt sich die 
früher berechnete 
periodisch e Erd
strömung durch 
den Grenzübergang 
t _ 00. Aus dieser 
Bemerkung er
kennt man als zu
sätzliches Schalt-
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Abb.151. Die FUDktlonen Ci (00 t) und Si (00/)- '" 2 ' feld d es Wech se l-
stromes 
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00 00 

= Jo· w·1O-9 {coswt .Ci(wt) + sinwt [Si(w t) -~J} , (379a) 

wobei Ci(x) und S i (x) die Funktionen Integralkosinus und Integral
sinus nach Abb. 151 bedeuten!. Die Schaltspannung nimmt also ent" 
sprechend Abb. 152, ohne zu oszillieren, sehr rasch ab, um schließlich nach 

lim Q; = - J W 10-9 • ~ . (379 b) 
t.... (wt)2 

1 J ahnke-Emd e : Funktionentafeln S. 19. 
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quadratisch mit der Zeit zu verklingen. Wir wollen die hochsta uftre 
tende Spannung abschatzen. Hierzu dehnen wir die Grenze der 
Giiltigkeit der Gleichung (379a) bis t = '" 0,5 T , was nach Abb. 146 
zulassig erscheint. Der Augenblick des Spannungsmaximums ist dann 
gegeben durch I~ _ 05 T - 10-9 2 

W"O - '" ,w - nw" . (! • (380) 

Da dieser Wert sehr klein ist , kann man den Integralkosinus durch 
seine asymptotische Entwicklung ersetzen und erhalt 

Q;max = -Jo·W.1O-9 .(ln 1 ) . y-178 (379 c) y7tW" IO-g e2' - , • 

?f. II J.Jl' 5.7r J.Jl' Nun ist fiir kleine e 
or 2 'I 'I 2 o,l' ..-.......::~---;;'--,....:;:-.-...,:;::::.....,.-~~~ ......... ....::....--r~.--. und kleine t nachN r. 38 

das Wechsel£eld 

Q;" = - JoW 10- 9 • 

. (2ln 2 ) 
y 1'2n"w 1O-9'e . 

1-+--I;::t::+--..J.1.....-L....JL...L---LL-L......ll.....~L......I,---L---+...J......L---,17 (381 ) 
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- 2,81'--1-1....1 
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Abb. 152. Die Komponentcn1un.ktloncn 

Ci (wt)eos rot und [Si(wt) - ; 1 sin w', 

sowle die Funktion 

COs rot · Ci (wt) + sin rot [S i (wt) - ; l. 

Schreibt man nun 
(379c), in der Form 

Q; max = - JoW 10-9• 

(379d) 

da In ~ nur wenig von In ~ abweicht, so erkennt man, 

daB beim Einschalten des Wechselstromes in der Nachbar
schaft der stromfiihrendenLeitungeine Schaltii berspan
nung entsteht, die gerade den zweifachen Betrag 
der stationar verbleibenden Wechselamplitude 
erreicht. Dieses Ergebnis gilt allerdings nur fiir die un
mittelbare Na{!hbarschaft der stromfiihrenden Leitung, 

weil sonst maximale Schaltspannung und periodischer Feldanteil eine 
Phasendifferenz gegeneinander besitzen, so daB sie sich nicht alge
braisch addieren. Doch wollen wir diese Feinheit nicht weiter ver
folgen, sondern uns mit der hier erzielten Abschatzung der groBt
moglichen Schaltiiberspannung b egnii gen. 
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quadratisch mit der Zeit zu verklingen. Wir wollen die höchsta uftre 
tende Spannung abschätzen. Hierzu dehnen wir die Grenze der 
Gültigkeit der Gleichung (379a) bis t = '" 0,5 T , was nach Abb. 146 
zulässig erscheint. Der Augenblick des Spannungsmaximums ist dann 
gegeben durch I~ _ 05 T - 10-9 2 

W"O - '" , w - nw" . (! • (380) 

Da dieser Wert sehr klein ist , kann man den Integralkosinus durch 
seine asymptotische Entwicklung ersetzen und erhält 
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Abb. 152. Die Komponentcn1un.ktloncn 

Ci (wt)cos rot und [Si (",t) - ;) sin "", 

sowie die Funktion 

cOs rot · Ci (rot) + sln rot [S i (wt) - ; ) . 

Schreibt man nun 
(379c), in der Form 

Q; max = - JoW 10-9• 

(379d) 

da ln ~ nur wenig von In ~ abweicht, so erkennt man, 

daß beim Einschalten des Wechselstromes in der Nachbar
schaft der stromführendenLeitungeine Schaltü berspan
nung entsteht, die gerade den zweifachen Betrag 
der stationär verbleibenden Wechselamplitude 
erreicht. Dieses Ergebnis gilt allerdings nur für die un
mittelbare Na{!hbarschaft der stromführenden Leitung, 

weil sonst maximale Schaltspannung und periodischer Feldanteil eine 
Phasendifferenz gegeneinander besitzen, so daß sie sich nicht alge
braisch addieren. Doch wollen wir diese Feinheit nicht weiter ver
folgen, sondern uns mit der hier erzielten Abschätzung der größt
möglichen Schaltüberspannung begnügen. 
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XII. Grundziige der Erwarmungsberechnung 
von Erdern. 

68. GrundbegriHe der Witrmestromung. Der einem Erder zugefiihrte 
Strom J verteilt sich nach den friiher fiir eine Reihe von typischen Erder
formen angegebenen Beziehungen nach allen Seiten hin in das Erdreich. 
Der Ausbreitungswiderstand Ra erzwingt eine Leistungszufuhr 

N = Ra' J2, (382) 

welche gemaB dem Energieprinzip im Erdreich als Warmeerzeugung 
wirksam wird. Die raumliche Verteilungsfunktion der Gesamtwarme
leistung wird durch das Gesetz von Joule bestimmt, welches die 
Warmeerzeugung pro Raumelement dr: in der Zeiteinheit in Beziehung 
setzt zu der elektrischen Feldstarke ~ und der Leitfahigkeit x des be
treffenden Raumpunktes 

dn=x~2dr, (383) 
wobei gilt 

fffdn=N. (384) 

Durch die stetige Warmezufuhr erhoht sich die Gesamttemperatur des 
Erdreiches. Nimmt man an, da.6 vor Beginn des Stromflusses das Erd
reich konstante Temperatur besa.6, so mu.6 unmittelbar nach dem Ein
schalten des Stromes J in jedem Raumelement die Temperatur {} ge
ma.6 der spezifischen Warme c des Bodens ansteigen 

d{} d{} 1 dn 1 n 

dn=c·-·dr· -='--·-=--·x~·. 
dt 'dt C dT C 

(385) 

Dieser Vorgang kann indes in reiner Form nur solange bestehen bleiben, 
ala keine merkbaren Temperaturdifferenzen zwischen zwei Punkten 
im Erdreich oder dem Erdreich und angrenzenden Medien vorhanden 
sind; denn diese bewirken einen ausgleichenden Warmestrom It>, der 
in der Richtung von der hoheren zur niederen Temperatur flie.6t 

IV = - A' grad {} . (386) 

Hier wird A. als Warmeleitfahigkeit bezeichnet und neben x und c 
als Stoffkonstante des Erdreiches betrachtet. 

Unter dem Einflu.6 der Warmestromung aus dem Erdreich in die Luft 
bildet sich, sofem J seine Starke unverandert beibehalt, ein stationarer 
Temperaturzustand in der Erde aus. Er ist dadurch gekennzeichnet, 
daB die gesamte erzeugte Warme nicht mehr zur Temperatursteigerung 
dient, sondem durch Warmestromung sogleich wieder abgeleitet wird. 
Da die Ergiebigkeit des Warmestromes pro Raumeinheit durch den Aus
druck div It> gegeben ist (vgl. Nr. 2), erhalten wir also ala Grund-
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XII. Grundzüge der Erwärmungsberechnung 
von Erdern. 

68. Grundbegriffe der Wärmeströmung. Der einem Erder zugeführte 
Strom J verteilt sich nach den früher für eine Reihe von typischen Erder
formen angegebenen Beziehungen nach allen Seiten hin in das Erdreich. 
Der Ausbreitungswiderstand Ra erzwingt eine Leistungszufuhr 

N = Ra' J2, (382) 

welche gemäß dem Energieprinzip im Erdreich als Wärmeerzeugung 
wirksam wird. Die räumliche Verteilungsfunktion der Gesamtwärme
leistung wird durch das Gesetz von Joule bestimmt, welches die 
Wärmeerzeugung pro Raumelement dr: in der Zeiteinheit in Beziehung 
setzt zu der elektrischen Feldstärke ~ und der Leitfähigkeit x des be
treffenden Raumpunktes 

dn=x~2dr, (383) 
wobei gilt 

fffdn=N. (384) 

Durch die stetige Wärmezufuhr erhöht sich die Gesamttemperatur des 
Erdreiches. Nimmt man an, daß vor Beginn des Stromflusses das Erd
reich konstante Temperatur besaß, so muß unmittelbar nach dem Ein
schalten des Stromes J in jedem Raumelement die Temperatur {} ge
mäß der spezifischen Wärme c des Bodens ansteigen 

d{} d{} 1 dn 1 n 
dn=c·-·dr· -=,--·-=-_·x~·. 

dt 'dt C d7: C 
(385) 

Dieser Vorgang kann indes in reiner Form nur solange bestehen bleiben, 
als keine merkbaren Temperaturdifferenzen zwischen zwei Punkten 
im Erdreich oder dem Erdreich und angrenzenden Medien vorhanden 
sind; denn diese bewirken einen ausgleichenden Wärmestrom 11>, der 
in der Richtung von der höheren zur niederen Temperatur fließt 

IV = - Je. grad {} . (386) 

Hier wird A. als Wärmeleitfähigkeit bezeichnet und neben x und c 
als Stoffkonstante des Erdreiches betrachtet. 

Unter dem Einfluß der Wärmeströmung aus dem Erdreich in die Luft 
bildet sich, sofern J seine Stärke unverändert beibehält, ein stationärer 
Temperaturzustand in der Erde aus. Er ist dadurch gekennzeichnet, 
daß die gesamte erzeugte Wärme nicht mehr zur Temperatursteigerung 
dient, sondern durch Wärmeströmung sogleich wieder abgeleitet wird. 
Da die Ergiebigkeit des Wärmestromes pro Raumeinheit durch den Aus
druck div 11> gegeben ist (vgl. Nr. 2), erhalten wir also als Grund-



Grundbegriffe der Warmestromung. 

gleichung des stationaren Temperaturfeldes 

di dn " 
vttJ=~=,,~" 

und also mit Einfiihrung der Temperatur nach (386) 

div grad '!9 = LJ '!9 = - ; . a;2 • 
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(387) 

(387 a) 

Hier greift die physikalische tJberlegung ein, daB das Erdreich stets 
Bodenfeuchtigkeit enthalt. Solange daher die Maximaltemperatur 
des Feldes unter 1000 C liegt, bleibt das Erdreich in seiner thermisch
elektrischen Struktur wesentlich ungeandert. Wenn indes die Maximal
temperatur den kritischen Wert von 100 0 C erreicht, wird das im 
Erdreich enthaltene Wasser zum Sieden gebracht und verdampft. 
Hierdurch wird infolge der verminderten Feuchtigkeit zunachst die 
thermische und elektrische Leitfahigkeit herabgesetzt; Hand in Hand 
mit diesem Vorgang andert sich die Stromverteilung im Sinne einer Ent
lastung dieses Punktes, so daB nunmehr auch die Nachbarzonen starker 
erwarmt werden und dort ebenfalls das Erdreich auszutrocknen beginnt. 
Dieser ProzeB kann, fortschreitend, die ganze Umgebung des Erders 
ergreifen und findet sein Ende in der Bildung einer hart zusammen
gebrannten, schlechtleitenden Schale; der Erder ist dann "vergiftet" 
und kann nicht mehr langer benutzt werden. FUr besonders groBe Erder
strome und dadurch verursachte stiirmische Dampfentwicklung wird 
dieser Vorgang durch explosionsartige Auflockerung der Erd
massen beschleunigt, wobei haufig Lichtbogen im Erdreich ent
stehen, die am Erder selbst ansetzen und auch die eigentliche metallische 
Elektrode zersWren. 

In dem elektrischen System entspricht dem Erreichen der kritischen 
stationii.ren Temperatur ein gewisser stationii.rer Strom J, den wir als 
stationare Grenzbelastung des Erders definieren; er bildet den 
hochstzulassigen Dauerstrom des Erders. 

Wenn der tatsachliche Erderstrom die stationare Grenzbelastung 
iibersteigt, wiirde die aus (387 a) berechenbare stationare Maximal
temperatur hOher als 100 0 C liegen; in Wirklichkeit ist dieser Zustand 
nicht realisierbar, weil schon in einer endlichen, kritischen Zeit T 
am hoohsttemperierten Punkte 1000 C erreicht sein und der Erder dann, 
wie vorstehend geschildert, durch Verdampfung der Bodenfeuchtigkeit 
zersWrt werden wiirde. Diese dynamische "Grenzzeit" T ist lediglich 
von dem Werte J des Erderstromes abhangig, der fiir den stationaren 
Zustand eine tJberlastung darstellt; sie ist daher die hochstzulassige 
Belastungsdauer des iiberlasteten Erders. 

Zur Berechnung dieser Grenzzeit miissen wir das Gesetz des dy
namischen Temperaturflusses kennen. Hierbei muB die Warme-
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gleichung des stationären Temperaturfeldes 

di dn " 
vttJ=~=,,~" 

und also mit Einführung der Temperatur nach (386) 

div grad ß = LJ ß = - ; . a;2 • 
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(387) 

(387 a) 

Hier greüt die physikalische Überlegung ein, daß das Erdreich stets 
Bodenfeuchtigkeit enthält. Solange daher die Maximaltemperatur 
des Feldes unter 100° C liegt, bleibt das Erdreich in seiner thermisch
elektrischen Struktur wesentlich ungeändert. Wenn indes die Maximal
temperatur den kritischen Wert von 100° C erreicht, wird das im 
Erdreich enthaltene Wasser zum Sieden gebracht und verdampft. 
Hierdurch wird infolge der verminderten Feuchtigkeit zunächst die 
thermische und elektrische Leitfähigkeit herabgesetzt; Hand in Hand 
mit diesem Vorgang ändert sich die Stromverteilung im Sinne einer Ent
lastung dieses Punktes, so daß nunmehr auch die Nachbarzonen stärker 
erwärmt werden und dort ebenfalls das Erdreich auszutrocknen beginnt. 
Dieser Prozeß kann, fortschreitend, die ganze Umgebung des Erders 
ergreüen und findet sein Ende in der Bildung einer hart zusammen
gebrannten, schlechtleitenden Schale; der Erder ist dann "vergiftet" 
und kann nicht mehr länger benutzt werden. Für besonders große Erder
ströme und dadurch verursachte stürmische Dampfentwicklung wird 
dieser Vorgang durch explosionsartige Auflockerung der Erd
massen beschleunigt, wobei häufig Lichtbögen im Erdreich ent
stehen, die am Erder selbst ansetzen und auch die eigentliche metallische 
Elektrode zerstören. 

In dem elektrischen System entspricht dem Erreichen der kritischen 
stationären Temperatur ein gewisser stationärer Strom J, den wir als 
stationäre Grenzbelastung des Erders definieren; er bildet den 
höchstzulässigen Dauerstrom des Erders. 

Wenn der tatsächliche Erderstrom die stationäre Grenzbelastung 
übersteigt, würde die aus (387 a) berechenbare stationäre Maximal
temperatur höher als 100° C liegen; in Wirklichkeit ist dieser Zustand 
nicht realisierbar, weil schon in einer endlichen, kritischen Zeit T 
am höchsttemperierten Punkte 100° C erreicht sein und der Erder dann, 
wie vorstehend geschildert, durch Verdampfung der Bodenfeuchtigkeit 
zerstört werden würde. Diese dynamische "Grenzzeit" T ist lediglich 
von dem Werte J des Erderstromes abhängig, der für den stationären 
Zustand eine Überlastung darstellt; sie ist daher die höchstzulässige 
Belastungsdauer des überlasteten Erders. 

Zur Berechnung dieser Grenzzeit müssen wir das Gesetz des dy
namischen Temperaturflusses kennen. Hierbei muß die Wärme-
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erzeugung (383) sowohl den Temperaturanstieg wie den Warmestrom 
decken, so daB man an Stelle von (383) erhalt 

c· :: + div tv = X ~2 (388) 

oder mit (386) 

(388 a) 

Wir stellen uns die Aufgabe, station are Grenzlast und dynamische 
Grenzzeit fur eine Reihe von einfachen Erderformen groBenordnungs
maBig abzuschatzen; diese beiden GroBen treten ffir die Konstruktion 
von Hochstromerdern bestimmend neben die elektrischen und physio
logischen Kennziffern des Erders, deren Ermittelung wir frillier gezeigt 
haben. 

59. Grenzbedingungen der Warmestromung. Nachdem wir im vorigen 
Abschnitt die Grundgesetze der Warmestromung im homogenen 
Erdreich untersucht haben, sollen hier die Grenzbedingungen genannt 
werden, welche der Warmestromung an der Ubergangsflache gegen 
andere Medien auferlegt werden. 

Die einfachsten Verhaltnisse ergeben sich fiir die Grenze zweier 
homogener Stoffe mit den voneinander abweichenden Warmeleitfahig
keiten Al und A2 • Zunachst muB die Temperatur bngs der Grenz
flache in beiden Medien den gleichen Verlauf zeigen; bezeichnet d9t 

ein tangentiell zur Grenzflache liegendes Linienelement, so gilt demn::tch 

a/}, a/}2 

ai; = Of5,-' (389) 

Andererseits kann an der Grenzflache sich kein Warmestrom stauen, 
da sonst dort die Temperatur unzulassig ansteigen wiirde; fiir ein normal 
zur Grenzflache orientiertes Linienelement d9n ist also 

}. .O/}l =}. .O/}2 
tvi = tv2 ; loiS,. 2 OiS,. • (390) 

Insbesondere ist die Warmeleitfahigkeit eines metallischen Erders 
sehr groB gegen die Warmeleitfahigkeit mittleren Erdreiches; daher 
kann in ihm kein merkliches Temperaturgefalle bestehen, an seiner Ober· 
flache herrscht die Grenzbedingung 

{) = const. (391) 

Diese Grenzbedingungen sind indes nicht sogleich anwendbar auf die 
Grenze des Erdreiches gegen die Luft, well die Warmestromung 
in der Grenzschicht eines Gases gegen einen festen Korper durch den 
einfachen Ansatz (386) nicht befriedigend dargestellt wird. Um auch hier 
einfache Verhaltnisse zu erhalten, betrachten wir zunachst den Fall der 
bewegten Luft. Man kann dann voraussetzen, daB Luftstromungen 
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erzeugung (383) sowohl den Temperaturanstieg wie den Wärmestrom 
decken, so daß man an Stelle von (383) erhält 

c· :: + div IV = X ~2 (388) 

oder mit (386) 

(388a) 

Wir stellen uns die Aufgabe, stationäre Grenzlast und dynamische 
Grenzzeit für eine Reihe von einfachen Erderformen größenordnungs
mäßig abzuschätzen; diese beiden Größen treten für die Konstruktion 
von Hochstromerdern bestimmend neben die elektrischen und physio
logischen Kennziffern des Erders, deren Ermittelung wir früher gezeigt 
haben. 

59. Grenzbedingungen der Wärme strömung. Nachdem wir im vorigen 
Abschnitt die Grundgesetze der Wärme strömung im homogenen 
Erdreich untersucht haben, sollen hier die Grenzbedingungen genannt 
werden, welche der Wärmeströmung an der Übergangsfläche gegen 
andere Medien auferlegt werden. 

Die einfachsten Verhältnisse ergeben sich für die Grenze zweier 
homogener Stoffe mit den voneinander abweichenden Wärmeleitfähig
keiten Ä1 und Ä2 • Zunächst muß die Temperatur längs der Grenz
fläche in beiden Medien den gleichen Verlauf zeigen; bezeichnet d9t 

ein tangentiell zur Grenzfläche liegendes Linienelement, so gilt demn::tch 

o{}, O{}2 

ai; = Of5,-' (389) 

Andererseits kann an der Grenzfläche sich kein Wärmestrom stauen, 
da sonst dort die Temperatur unzulässig ansteigen würde; für ein normal 
zur Grenzfläche orientiertes Linienelement d9n ist also 

}. .O{}. =}. .O{}2 
IVI = IV2 ; I OiS,. 2 oiS" . (390) 

Insbesondere ist die Wärmeleitfähigkeit eines metallischen Erders 
sehr groß gegen die Wärmeleitfähigkeit mittleren Erdreiches; daher 
kann in ihm kein merkliches Temperaturgefälle bestehen, an seiner Ober· 
fläche herrscht die Grenzbedingung 

{) = const. (391) 

Diese Grenzbedingungen sind indes nicht sogleich anwendbar auf die 
Grenze des Erdreiches gegen die Luft, weil die Wärmeströmung 
in der Grenzschicht eines Gases gegen einen festen Körper durch den 
einfachen Ansatz (386) nicht befriedigend dargestellt wird. Um auch hier 
einfache Verhältnisse zu erhalten, betrachten wir zunächst den Fall der 
bewegten Luft. Man kann dann voraussetzen, daß Luftströmungen 
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immer wieder neue Luftteilchen in Verbindung mit der Erdoberflache 
bringen, so daB dort die Temperatur merklich konstant gleich dem 
Mittelwert {} 0 der Temperatur der untersten Luftschichten erhalten wird; 
dort gilt somit die Grenzbedingung (391). Wenn dagegen die Luft ruhig 
uber der Erde lagert, mussen wesentlich die gleichen Luftteile die 
Warmeuberleitung tragen. Die Erfahrung zeigt, daB man dieser Er
scheinung in hinreichender Weise Rechnung tragt durch Annahme 
einer "Obergangsschicht, welche das Erdreich von der konstant 
mit {}o temperierten oberen Luftmasse trennt; sie gestattet einem 
Warmestrom den Durchtritt, welcher der Temperaturdifferenz 
des Erdreiches gegen die 0 bere Luftmasse proportional ist. 

to = h ({) - {}o). (392) 

Hierin wird h als Konstante der Grenze Erde-Luft betrachtet 
und als Warmeubergangszahl definiert. 

60. Das stationiire Temperaturfeld eines kugelformigen Tiefenerderso 
Wir berechnen die stationare Grenzbelastung eines kugelformigen 
Tiefenerders vom Halbmesser eo nach 
Abb. 153; es wird hierbei eine so groBe 
Eingrabtiefe t vorausgesetzt, daB wir das 
Erdreich hinsichtlich der Warmestromung 
als unendlich ausgedehnt betrachten 
durfen. In dieser Vereinfachung ist das 
elektrische Feld (Nr. 8) 

""!I41·1#i<'l/.W;W.¢.¥jlt(i'!~" 

J 1 
~- - . -

-4""x r2 ° 
(393) 

L~'/ 
~~I.-

Abb. 153. KIIgelformlger Tlefencroer. 

Mit Rucksicht auf (277) erhalten wir somit nach (387 a) als Gleichung der 
stationaren Temperaturverteilung 

1 d ( 2 d ff) 1 d2 (r ff) x J2 1 J2 1 --- - r.- =,---- - - .--.-- - 0 - -

r2 dr dr ~- r dr· - ;. (4""x)' r4 - (4",,2)2X;' r4 ° 
(394) 

Ihre im Unendlichen verschwindende Losung lautet mit einer zunachst 
unbestimmten Integrationskonstanten A 

J2 1 A 
{} = - (h)· x;. . 2r" + r' (395) 

so daB also der Warmestrom betragt 

to --A'[~-.-~- A] - (4n)Z"A r3 rZ 0 

(395a) 

Liegt nun der Erder ohne besondere Kiihleinrichtung in der Erde, so 
muB im stationaren Zustand der Warmestrom an seiner Oberflache 
verschwinden; in diesem Faile ist also 

to==O fUr r=eo; A=(4""~X}.o ;0· (396) 
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immer wieder neue Luftteilchen in Verbindung mit der Erdoberfläche 
bringen, so daß dort die Temperatur merklich konstant gleich dem 
Mittelwert {} 0 der Temperatur der untersten Luftschichten erhalten wird; 
dort gilt somit die Grenzbedingung (391). Wenn dagegen die Luft ruhig 
über der Erde lagert, müssen wesentlich die gleichen Luftteile die 
Wärmeüberleitung tragen. Die Erfahrung zeigt, daß man dieser Er
scheinung in hinreichender Weise Rechnung trägt durch Annahme 
einer übergangsschicht, welche das Erdreich von der konstant 
mit {}o temperierten oberen Luftmasse trennt; sie gestattet einem 
Wärmestrom den Durchtritt, welcher der Temperaturdifferenz 
des Erdreiches gegen die obere Luftmasse proportional ist. 

tu = h (f) - {}o). (392) 

Hierin wird h als Konstante der Grenze Erde-Luft betrachtet 
und als Wärmeübergangszahl definiert. 

60. Das stationäre Temperaturfeld eines kugelförmigen Tiefenerders. 
Wir berechnen die stationäre Grenzbelastung eines kugelförmigen 
Tiefenerders vom Halbmesser Qo nach 
Abb. 153; es wird hierbei eine so große 
Eingrabtiefe t vorausgesetzt, daß wir das 
Erdreich hinsichtlich der Wärmeströmung 
als unendlich ausgedehnt betrachten 
dürfen. In dieser Vereinfachung ist das 
elektrische Feld (Nr. 8) 

""!I41·1#i<'ßW;W.t!%'7lt(i'!~" 

J 1 
~- - . -

-4""" r Z • 
(393) 

L~'/ 
~~I.-

Abb. 153. KIIgelförmlger TIefenerder. 

Mit Rücksicht auf (277) erhalten wir somit nach (387 a) als Gleichung der 
stationären Temperaturverteilung 

1 d ( 2 d ff) 1 dZ (r ff) "J2 1 JZ 1 --- - r·- =,---- - - .--.-- - . - -
r Z dr dr ~- r dr2 - ;. (4"",,)2 r4 - (4",,2)2,,;. r4 • 

(394) 

Ihre im Unendlichen verschwindende Lösung lautet mit einer zunächst 
unbestimmten Integrationskonstanten A 

J2 1 A 
{} = - (h)·";'· 2r" + r' (395) 

so daß also der Wärmestrom beträgt 

tu --A'[~-.-~- AJ - (4n)Z"l r3 r Z • 
(395a) 

Liegt nun der Erder ohne besondere Kühleinrichtung in der Erde, so 
muß im stationären Zustand der Wärmestrom an seiner Oberfläche 
verschwinden; in diesem Falle ist also 

tu==O für r=Qo; A=(4""~").· :0· (396) 
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und der Temperaturverlauf ist gegeben durch 

J2 1 [1 1 ] 
{} = (h)2-;;' r ~o - 2r . (397) 

Die hOchste Temperatur herrscht wegen (396) nach Abb. 154 unmittel
bar am Erder 

\ 
t i\. 

J2 1 

~(¥1J~¥k: '\ 

'1?max= (4 n)2x J. • 2~~' (397a) 

Nimmt man nun an, daB 
die Temperatur im ganzen 
Erdreich vor Beginn de!'! 
Stromflusses 0 0 C betrug, 
so folgt die stationare 
Grenzbelastung aus 

• .....&¥Ie;:v~1iH 
I'-.. 

.......... ~ 
r- r.... 

"- &iltI'9fiih 

I -f-

J2 1 
1000 = (4n)2 xl . 2~8; o 1 2 J 4 6 

Ertlf81'f1<117g I'M> &¥Ier 
6 

Abb. 154. Temperaturfeld elnes gekiihlten und elnes 
ungekiihlten Erders. J= 4~"eo' V 200~, (398) 

ein Wert, der etwa fiir Winterszeit zutrifft (vgl. Nr. 62). 
Wenn man dagegen den Erder durch eine besonders eingebaute 

Kiihlung auf einer konstanten Temperatur {}o erhalt, bestimmt sich A 
aus 

J2 1 A J2 1 
{}o= - (4n)2xl'2~g +eo; A='1?oeO+(4n)"x I '2~o' (399) 

Wir betrachten mit der fr'iiheren Voraussetzung sogleich den Fall der 
idealen Wasserkiihlung {}o = 0 0 ; der Temperaturverlauf regelt 
sich dann nach 

J2 1 ( 1 1 ) 
{} = (4n)2x l . r 2~o - 2rJ ; 

ihr Maximum tritt jetzt nach Abb. 154 in der Entfernung 

r = 2 eo 

vom Kugelzentrum auf und erreicht den Betrag 
- J2 1 
{}max = (4~)~l . i5 ~g . 

(400) 

(400 a) 

(400 b) 

Sie ist viermal kleiner als beim ungekiihlten Erder; demnach wird die 
stationare Grenzbelastung durch eine solche MaBnahme ver
doppelt 

- l;---- l 
J = 8 ~ " eo V 200 -;- . (401 ) 

Da der Ausbreitungswiderstand des Erders -4 1 - betragt, kann man die 
:n; ,,~o 
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und der Temperaturverlauf ist gegeben durch 

J2 1 [1 1 ] 
{} = (h)2-;;' r ~o - zr . (397) 

Die höchste Temperatur herrscht wegen (396) nach Abb. 154 unmittel
bar am Erder 

\ 
t i\. 

J2 1 

~(~1J~~: '\ 

#max= (4 n)2 x J. • 2~~' (397a) 

Nimmt man nun an, daß 
die Temperatur im ganzen 
Erdreich vor Beginn deI'! 
Stromflusses 0 0 C betrug, 
so folgt die stationäre 
Grenzbelastung aus 

• .....We;:v~1iH 
I'-.. 

.......... ~ 
l"""- r.... 

"- &iltI'9fiih 

I -f-

J2 1 
1000 = (4n)2 xl . 2~8; o 1 2 J 4 6 

Ertlf81'f1<117g I'M> Wer 
6 

Abb. 154. Temperaturfeld eines gekühlten und eines 
ungekühlten Erders. J= 4~"1?0' V 200~, (398) 

ein Wert, der etwa für Winterszeit zutrifft (vgl. Nr. 62). 
Wenn man dagegen den Erder durch eine besonders eingebaute 

Kühlung auf einer konstanten Temperatur {}o erhält, bestimmt sich A 
aus 

J2 1 A J2 1 
{}o= - (4n)2xl'2~g +eo; A=#oI?O+(4n)"x I '2~o' (399) 

Wir betrachten mit der früheren Voraussetzung sogleich den Fall der 
idealen Wasserkühlung {}o = 0 0 ; der Temperaturverlauf regelt 
sich dann nach 

J2 1 ( 1 1 ) 
{} = (4n)2x l . r 2~o - 2r; ; 

ihr Maximum tritt jetzt nach Abb. 154 in der Entfernung 

r = 2 I?o 

vom Kugelzentrum auf und erreicht den Betrag 
- J2 1 
{}max = (4~)~l . i5 ~g . 

(400) 

(400a) 

(400b) 

Sie ist viermal kleiner als beim ungekühlten Erder; demnach wird die 
stationäre Grenzbelastung durch eine solche Maßnahme ver
doppelt 

- l;---- l 
J = 8 ~ " I?o V 200 -;- . (401 ) 

Da der Ausbreitungswiderstand des Erders -4 1 - beträgt, kann man die 
:n; ,,~o 
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stationare Grenzbelastung in der Form schreiben 

JR = V200!:'; a x (402) 

Die Beriihrungsspannung E = J Ra der stationaren Grenz
belastung ist somit vollig unabhangig von den Dimensionen des Erders, 
und da das Verhaltnis der elektrischen Leitfahigkeit zur Warmeleit
fahigkeit einen von dem speziellen Erdreich nahezu unabhangigen Wert 
besitzt (Gesetz von Wiedemann-Franz), gilt (402) universell fiir 
aIle kugeliormigen Tiefenerder; die ideale Wasserkiihlung 
ist hierbei theoretisch gleichwertig einer Hera bsetzung der Be
riihrungsspannung auf die Halite ihres wahren Wertes 
entsprechend einem schein bar verdoppel ten Erder hal bmesser. 
DaB die Kiihlung in der Tat der Verdoppelung der Erderabmessungen 
aquivalent ist, erkennt man durch die Substitution eo = 2e~, weJche 
(397) in (400) iiberfiihrt. 

61. Die stationire Temperaturverteilnng eines Kreisplatten-Tiefen
erders. Wir berechnen die stationare Grenzbelastung eines 
kreisplattenformigen Tiefenerders nach \i%)"'] Co a 5 :: 'U4Ji6?, 
Abb. 155, wobei wiederum die Erdoberflache als ~ 
sehr weit vom Erder entfernt vorausgesetzt wird. 

Es werden rotationssymmetrische elliptische 
Koordinaten u, v eingefiihrt (Nr.9), so daB der Z T 

Abb. 165. UlIl em-
Erder vom Halbmesser eo durch den 'Wert u = eo peraturleld elnes Kreis-

b . N h . d B di T platten·Tlefenerders. gege en 1st. e men Wlr an, a e emperatur 
lediglich von u abhangt, so erhalten wir als Gleichung des stationaren 
Temperaturfeldes 

eo Veg - v2 VU9 - eg d (uv VU2 - elf dD) x ~\l 
uv· U2 _V2 ' U2 -v2 'du e;;' eJ-v2 ' du =--y . (403) 

Entnimmt man aus Nr. 9, Gl. (55) die Feldstarke (wobei mit Riicksicht 

auf die Tiefenerdung der Faktor ! hinzuzufiigen ist) 

~ = ~ . ~ . 1 (404) 
4 n x U y u2 _ v2 ' 

so nimmt (403) die Form an 

d ( ,1-2 - 2 dD) J 2 1 
d u U r U - eo d u = - (4 n)2 xl ' u Y u2 - eJ . (403 a) 

Es ist also mit einer Integrationskonstanten A 

. eo 
,I-,,--- a d D J2 arcsin U 

U· rU" - (!o '-- = - . --- +A. du (4n)2 . ,d eo (405) 
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stationäre Grenzbelastung in der Form schreiben 

JR = V200!:.; a x (402) 

Die Berührungsspannung E = J Ra der stationären Grenz
belastung ist somit völlig unabhängig von den Dimensionen des Erders, 
und da das Verhältnis der elektrischen Leitfähigkeit zur Wärmeleit
fähigkeit einen von dem speziellen Erdreich nahezu unabhängigen Wert 
besitzt (Gesetz von Wiedemann-Franz), gilt (402) universell für 
alle kugelförmigen Tiefenerder; die ideale Wasserkühlung 
ist hierbei theoretisch gleichwertig einer Herabsetzung der Be
rührungsspannung auf die Hälfte ihres wahren Wertes 
entsprechend einem schein bar ver doppel ten Erder haI bmesser. 
Daß die Kühlung in der Tat der Verdoppelung der Erderabmessungen 
äquivalent ist, erkennt man durch die Substitution (10 = 2(1~, weJche 
(397) in (400) überführt. 

61. Die stationäre Temperaturverteilnng eines Kreisplatten-Tiefen
erders. Wir berechnen die stationäre Grenzbelastung eines 
kreisplattenförmigen Tiefenerders nach \i%)"'] Co 4 5 :: 'U'Q. 
Abb. 155, wobei wiederum die Erdoberfläche als ~ 
sehr weit vom Erder entfernt vorausgesetzt wird. 

Es werden rotationssymmetrische elliptische 
Koordinaten u, v eingeführt (Nr.9), so daß der Z T 

Abb. 165. UlIl em-
Erder vom Halbmesser (10 durch den 'Wert u = (10 peraturleld eines Kreis-

b . N h . d ß di T platten·Tlefenerders. gege en 1st. e men WIr an, a e emperatur 
lediglich von u abhängt, so erhalten wir als Gleichung des stationären 
Temperaturfeldes 

eo Veg - v2 VU9 - eg d (uv VU2 - elf dfJ) x ~\l 
uv· U2 _V2 ' U2-v2 'du e;;' eö-v2 ' du =-""[ . (403) 

Entnimmt man aus Nr. 9, GI. (55) die Feldstärke (wobei mit Rücksicht 

auf die Tiefenerdung der Faktor ! hinzuzufügen ist) 

~ =~ . ..!... 1 (404) 
4 n x U y u2 _ v2 ' 

so nimmt (403) die Form an 

d ( ,1-\1 - \I dfJ) J 2 1 
du U r U - (10 du = - (4 n)2 xl ' u Y u2 - eJ . (403a) 

Es ist also mit einer Integrationskonstanten A 

. eo 
,I-,,--- a d fJ J2 arcsm U 

u· rU" - eö '-- = - . --- +A. du (4n)2 . ,d eo (405) 
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Die Temperatur ergibt sich durch nochmalige Integration 

{) J9 1 ( . l!O)~ + A . l!o = - (4.n)9 x 1 . 2l!~ arcsID:u ·arcsmU-' (405 a) 

wahrend der Warmestrom folgt 

1 d{) [J2 1 arcsin ~ l!o 1 
tu=-2·u · du =-2 (4.n)2x1·e;;·ufu2_v2 -Aufu2_V2. (405 b) 

FUr den ungekiihlten Erder lautet die Grenz bedingung to = 0 fiir 
v = 0 und u = eo: 

A=~. __ .~. A= J2 31 
l!o (4 .n)2 x;' l!o l!~' (4 .n)2.,,;. • 2l!C (406) 

und hierbei tritt die Maximaltemperatur unmittelbar am Erder auf 

{)mu = {)u=eo = (4~:."1 [(2~J - ~ . (2~orJ = sf:;. 2~C· (407) 

Der ungekiihlte Kreisplattenerder ertragt somit im Winter ala statio. 
nare Grenzbelastung den Strom 

J = 8 "eo· y' 200 i. (408) 

Wenn dagegen der Erder durch ideale Wasserkiihlung auf der 
Temperatur Null gehalten wird, bestimmt sich die Integrationskon
stante .A. aus {) = 0 fiir v = 0 mid a = eo: 

.n J2 1 ( 11: )2 J2 1.n 
A."2 = (4.n)2. X;' • 2l!C· "2 ; A = (4 n)2. x ;' • 2l!~ .2"" (409) 

Das Maximum der Temperatur tritt jetzt auf einem zur Kreisplatte 
konfokalen Ellipsoid u = Umax auf, welches durch verschwindenden 
Warmestrom bestimmt ist 

JB 1 arciun~ J2 1.n l!o _\ 
(4.n)lIx1· eo· Umu.ru:"'-l!~ - (4.n)B. x ;'·2l!{2" Uma".ru!..-l!~ - 0 

. l!o.n "-2 
&rOSIn Umu = "4 ; umax = eo f 

(410) 

und erreicht dort den Betrag 

- J2 1 [.nl .n~ J2 1 1 
{)ma'lt. = (4.n)2.,,1 • 2l!~ 16 - BJ = S2 x;' . Sl!~ = "4 {)max· (411) 

Die ideale Wasserkiihlung wirkt also beim Kreisplattenerder genau wie 
heim Kugelerder, indem sie die station8.re Grenzbelastung verdoppelt 

J = 2J = 2.8neo·y' 200~. (412) 
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Die Temperatur ergibt sich durch nochmalige Integration 

{) J9 1 ( . l!O)~ + A ° l!o = - (4.n)9 x 1 • 2l!~ arcsID:u oarcsmU-' (405a) 

während der Wärmestrom folgt 

1 d{) [J2 1 aresin ~ l!o 1 
tu=-Ä.°uodu=-Ä. (4.n)2x1oe;;oufu2_v2 -Aufu2_V2 ° (405b) 

Für den ungekühlten Erder lautet die Grenz bedingung tu = 0 für 
v = 0 und u = l?o: 

A=~o __ o~. A= J2 31 
l!o (4 .n)2 x;' l!o l!~' (4 .n)2. x;' ° 2l!C (406) 

und hierbei tritt die Maximaltemperatur unmittelbar am Erder auf 

{)mu = {)u=eo = (4~:.X1 [(2~J - ~ ° (2~orJ = s::;. 2~C ° (407) 

Der ungekühlte Kreisplattenerder erträgt somit im Winter als statio
näre Grenzbelastung den Strom 

J = 8 "l?oo y' 200 io (408) 

Wenn dagegen der Erder durch ideale Wasserkühlung auf der 
Temperatur Null gehalten wird, bestimmt sich die Integrationskon
stante .A. aus {) = 0 für v = 0 und a = l?o: 

.n J2 1 ( 11: )2 J2 1.n 
A0"2 = (4.n)2. X;' • 2l!C ° "2 ; A = (4 n)2. x ;' ° 2l!~ ° 2"" (409) 

Das Maximum der Temperatur tritt jetzt auf einem zur Kreisplatte 
konfokalen Ellipsoid u = Umax auf, welches durch verschwindenden 
Wärmestrom bestimmt ist 

JB 1 arciun~ J2 1.n l!o _) 
(4.n)lI x 1· e;;o Umu.ru:"'-l!~ - (4.n)Box ;.°2l!{2" Uma".ru!..-l!~ - 0 

° l!o.n '/-2 
arCSlD Umu = "4 ; umax = l?o f 

(410) 

und erreicht dort den Betrag 

- J2 1 [.nI .n~ J2 1 1 
{)max = (4.n)2. x 1 ° 2l!~ 16 - SJ = S2 x;' ° Sl!~ = "4 {)max o (411) 

Die ideale Wasserkühlung wirkt also beim Kreisplattenerder genau wie 
beim Kugelerder, indem sie die stationäre Grenzbelastung verdoppelt 

J = 2J = 208nl?o°y' 200~. (412) 
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Fiihrt man den Allilbreitungswiderstand Ra = -8 1 des Erders ein, 
"(!b 

so kann man schreiben 

J.R = 11 200 J.. 
a r x' 

f.Ra =J/200~. 
2 " 

(413) 

Der Vergleich mit den entsprechenden Beziehungen fur 
den Kugelerder zeigt die Identitat der erhaltenen Aus
drucke. Beide Anordnungen sind also bei gleichem Ausbreitungs
widerstande elektrisch und hinsichtlich der stationaren 
Grenzbelastung vollig gleichwertig; dagegen ist der Platten
erder, wie wir in Nr.25 gezeigt haben, aullerordentlich viel empfind
licher gegen Uberlastung und Vergiftung. 

62. Die stationare Temperaturverteilung eines bandfOrmigen Tiefen
erders. 1m vorigen Abschnitt konnten wir zeigen, daB Kugel- und 
Plattenerder die gleiche stationare Grenzberuhrungsspannung 
J Ra besitzen; urn zu priifen, inwieweit diese einfache GesetzmaBigkeit 
auch andere Erderformen beherrscht, behandeln wir hier das Temperatur
feld eines tief im Erdreich verlegten Banderders der Lange 2l und des 
Halbmessers eo; wir erfassen hiermit in guter Naherung gleichzeitig 
die thermischen Eigenschaften der Rohrerder und der Kreisringerder 
(Nr. 10, 11 und 12). 

Wir fUhren elliptische Koordinaten des gestreckt-rotationsellipso
idischen Feldes ein (Nr.lO) und erhalten ffir die Warmestromung mit 
der Annahme einer nur von u abhangigen Temperatur 

1 VU2-12l/Z2-v2 d 
l'u2-12.f12-v2· U2_V2· r u 2 -v' . du 

. [lU2-12·f12-V2. VU2 _V2 . l/u2-l 2 • d~l __ "-. ~2 
1 12-v" r u"-v2 dUJ - J. • (414) 

Aus Nr. 9, Gl. (66) ergibt sich nach Hinzufugung des Faktors! ffir die 

Tiefenerdung 

~ = _J_ . 2 _ J . (415) 
s;c" l'Cu2-12)(u2-v2) - 4;c" fu2-12 YU2_V2' 

so daB man aus (414) erhalt 

(414a) 

Durch Integration folgt mit einer Integrationskonstante - A 

(u2 _l2).d~ = ~_ . ....!....In u+1_ A (416) 
du (4.1l)2.,,;. 2·1 u-l 

und durch nochmalige Integration 

J2 1 ( u + 1)2 .A u + I 
{} = - (4.1l)2.xJ. • Sl2 In u _ 1 + 2rlnu~r (416a) 

Ollendorfi, Erdstrome. 15 
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Führt man den Allilbreitungswiderstand Ra = -8 1 des Erders ein, 
"(!b 

so kann man schreiben 

J.R = 11 200 J.. 
a r x' 

f.Ra =J/200~. 
2 " 

(413) 

Der Vergleich mit den entsprechenden Beziehungen für 
den Kugelerder zeigt die Identität der erhaltenen Aus
drücke. Beide Anordnungen sind also bei gleichem Ausbreitungs
widerstande elektrisch und hinsichtlich der stationären 
Grenzbelastung völlig gleichwertig; dagegen ist der Platten
erder, wie wir in Nr.25 gezeigt haben, aullerordentlich viel empfind
licher gegen Überlastung und Vergiftung. 

62. Die stationäre Temperaturverteilung eines bandförmigen Tiefen
erders. Im vorigen Abschnitt konnten wir zeigen, daß Kugel- und 
Plattenerder die gleiche stationäre Grenzberührungsspannung 
J Ra besitzen; um zu prüfen, inwieweit diese einfache Gesetzmäßigkeit 
auch andere Erderformen beherrscht, behandeln wir hier das Temperatur
feld eines tief im Erdreich verlegten Banderders der Länge 2l und des 
Halbmessers (!o; wir erfassen hiermit in guter Näherung gleichzeitig 
die thermischen Eigenschaften der Rohrerder und der Kreisringerder 
(Nr. 10, 11 und 12). 

Wir führen elliptische Koordinaten des gestreckt-rotationsellipso
idischen Feldes ein (Nr.lO) und erhalten für die Wärmeströmung mit 
der Annahme einer nur von u abhängigen Temperatur 

1 VU2-121/Z2-V2 d 
l'u2-12.f12-v"· U2_V2 • r u 2 -v' . du 

. [lu2-12·f12-V2. VU2 _V2 . 1/u2-l 2 • d~l __ "-. ~2 
1 12- v' r u'-v2 dUJ - J. • (414) 

Aus Nr. 9, GI. (66) ergibt sich nach Hinzufügung des Faktors! für die 

Tiefenerdung 

~ = _J_ . 2 _ J . (415) 
Sn" 1'(u2-12)(u2-v2) - 4n" fu2-12 YU2_V2' 

so daß man aus (414) erhält 

(414a) 

Durch Integration folgt mit einer Integrationskonstante - A 

(u2 _l2).d~ = ~_ . ....!....ln u+1_ A (416) 
du (4.1l)2.,,;. 2·1 u-l 

und durch nochmalige Integration 

J2 1 ( u + 1)2 .A u + I 
{} = - (4.1l)2.xJ. . Sl2 In u _ 1 + 2rlnu~r (416a) 

Ollendorff, Erdströme. 15 
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SchlieBlich foIgt die Wii.rm.estrOmung 

d{} [J2 In:~; A 21 1 
W= -lOdu . -1 (4.1l)2"A 0 2lrCu2-12)(u2-v2) -21· Hu2-12) (U2 _V2) • 

(416b) 
FUr den ungekuhlten Erder erhalten wir die Grenzbedingung 

w=O fUr v=O, 'U 412il~+e~="""l(1+In~J:) I (417) 

A J 2 In-2 J2 
_- ___ .~. A eo 
eo·1-(4.1l)2"A 21·eo·1' =C4:n-)2"A·-1-' 

so daB sich ala Maximaltemperatur findet 

J2 1 [ If 2 1}2 {2112] J2 Y. 

{}max = (4.1l)2y'). 0 7,2 -2\In eo + In eoJ =(4";"1)22· T (418) 

In 21 
eo 

Die stationare Grenzbelastung ist also fur die Winterzeit durch 
die Beziehung gegeben 

J= 4.1l"10V2{}0~-0 
In21 " 

(419) 

eo 
Beim Erder mit idealer Wasserkuhlung ist {} = 0 fiir v = 0 und 
U = il! + e~; daher wird jetzt 

( In 21) 
J2 eo 

A = (4.1l)2" A 0-2-1-. (420) 

Der Ort 'Umax des Temperaturmaximums folgt aus (416b) durch Differen
tiation 

[ 
I u",,,,,+1 

J2 n u;;,:-=z 
C4.1l)2~· 21 i(U~ax-12) (U~ax_V2) 

In Umu+l = In 21. 
Umu-1 eo' 

In21+1 
l eo umax = .~-

In--l 
eo 

(421) 

als zum Banderder konfokales Ellipsoid. Dort erreicht die Temperatur 
den Wert 

(422) 
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Schließlich folgt die Wärmeströmung 

d{} [J2 In:~; A 21 1 
w= -lOdu . -1 (4.1l)2"A 0 2lr(u2-19)(u9_v2) -21· Hu9-12) (U2 _V2) • 

(416b) 
Für den ungekühlten Erder erhalten wir die Grenzbedingung 

w=O für v=O, 'U 412YI~+e~="""l(1+In~J:) I (417) 

A J 2 In-2 J2 
_- ___ .~. A eo 
eo·1-(4.1l)2"A 21.eo.1' =(4:n-)2"A·-Z-' 

so daß sich als Maximaltemperatur findet 

J2 1 [ 1f 2 Z}2 {2 112] J2 Y. 

{}max = (4.1l)2y'). 0 7,2 -2\In eo + In eoJ =(4";"Z)2 2 · T (418) 

In 21 
eo 

Die stationäre Grenzbelastung ist also für die Winterzeit durch 
die Beziehung gegeben 

J= 4.1l"10V2{}0~-0 
In 21 " 

(419) 

eo 
Beim Erder mit idealer Wasserkühlung ist {} = 0 für v = 0 und 
U = yl! + e~; daher wird jetzt 

( In 21) 
J2 eo 

A = (4.1l)2" A 0-2-1-. (420) 

Der Ort 'Umax des Temperaturmaximums folgt aus (416b) durch Differen
tiation 

[ 
I u",u+1 

J2 n u;;,:-=z 
(4.1l)2~· 21 Y(U~ax-12) (U~ax_V2) 

In Umu+' = In 21. 
Umu-1 eo' 

In 21 +1 
l eo umax = .~-
ln--l 

eo 

(421) 

als zum Banderder konfokales Ellipsoid. Dort erreicht die Temperatur 
den Wert 

(422) 



Die stationare Temperaturverteilung eines bandformigen Tiefenerders. 227 

Beachtet man, daB der Ausbreitungswiderstand eines solehen Erders 

Ra = 4,,1,.1 ·In ~~ betragt, so kann man sehreiben 

J R = E = V200-~ , J.R. =! = V200 J. (423) 
" ,. 2 2 ,.' 

so daB in der Tat diese Gleiehungen universelI fur aIle vorge
nannten Erderformen und fur jegliehes Erdreieh geIten. 
Sei beispielsweise fur mittleres Erdreieh (" = 10-4 Siemens/em) die 
Warmeleitfahigkeit A = ,...., 1,2 . 10-2 Watt/em 0 C sec, so ergibt sieh 
als stationare Grenzberiihrungsspannung 

E = V,WO. 1,~~~~ 2 = '" 150 Volt. (423 a) 

Fiir einen Erder vorgegebener Konstruktion ist sonaeh der stationare 
Grenzbelastungsstrom umgekehrt proportional dem Ausbreitungs
widerstande. Beispielsweise- wird fiir Ra = ,...., 5 Q entspreehend einem 
Kugelerder von eo = 150 em Halbmesser in mittlerem Erdreieh ohne 
Kiihlung 

150 
J=T=30Amp. 

und mit idealer Wasserkiihlung 
150 . 

J = 2'30 = 60 Amp. 

Es liegt nahe, die Beziehungen (423) zur experimentelIen Bestim
mung der Warmeleitfahigkeit zu benutzen. Legt man etwa die 
Anordnung mit ungekiihltem Erder zugrunde, so erhalt man sogleieh 

1<·E2 
l = 200 • (424) 

Hierbei ist definitionsgemaB die Eeriihrungsspannung E so groB zu 
wahlen, daB naeh hinreiehend langer Zeit im Erdreieh eben 100 0 C er
reieht werden, was man entweder dureh unmittelbare Temperatur
messung oder dureh Beobaehtung des Beginnes der Wasserverdampfung 
festzustellen hatte. Selbstverstandlieh erhalt man dann einen gewissen 
Mittelwert der Warmeleitfahigkeit in dem untersuehten Tem
peraturintervall. 

Bei der Anwendung der Gl. (423) hat man. zu beaehten, daB die 
Anfangstemperatur {} = 0 0 C im Erdreieh nur im Winter vorhanden 
ist. 1m Sommer ist das Erdreieh dureh die Sonnenbestrahlung 
vorerwarmt, so daB die zulassige Temperaturerhohung fiir die Er
warmung dureh den Erderstrom kleiner wird: Sei {} 0 > 0 die Temperatur 
der Vorerwarmung, so erhaIt man jetzt fiir den ungekuhlten Erder 

Es = V 2 (100 0 - {}o) : (425) 

15* 
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Beachtet man, daß der Ausbreitungswiderstand eines solchen Erders 

Ra = 4,,1"1 ·ln ~~ beträgt, so kann man schreiben 

J R = E = V200-~ , J.R. =! = V200 J. (423) 
" ,. 2 2 ,.' 

so daß in der Tat diese Gleichungen universell für alle vorge
nannten Erderformen und für jegliches Erdreich gelten. 
Sei beispielsweise für mittleres Erdreich (" = 10-4 Siemens/cm) die 
Wärmeleitfähigkeit A = ,...., 1,2 . 10-2 Watt/cm 0 C sec, so ergibt sich 
als stationäre Grenzberührungsspannung 

E = V'WO. 1,~~~~ 2 = '" 150 Volt. (423a) 

Für einen Erder vorgegebener Konstruktion ist sonach der stationäre 
Grenzbelastungsstrom umgekehrt proportional dem Ausbreitungs
widerstande. Beispielsweise- wird für Ra = ,...., 5 Q entsprechend einem 
Kugelerder von (!o = 150 cm Halbmesser in mittlerem Erdreich ohne 
Kühlung 

150 
J=T=30Amp. 

und mit idealer Wasserkühlung 
150 . 

J = 2'30 = 60 Amp. 

Es liegt nahe, die Beziehungen (423) zur experimentellen Bestim
mung der Wärmeleitfähigkeit zu benutzen. Legt man etwa die 
Anordnung mit ungekühltem Erder zugrunde, so erhält man sogleich 

1<·E2 
Ä. = 200 • (424) 

Hierbei ist definitionsgemäß die Eerührungsspannung E so groß zu 
wählen, daß nach hinreichend langer Zeit im Erdreich eben 100 0 C er
reicht werden, was man entweder durch unmittelbare Temperatur
messung oder durch Beobachtung des Beginnes der Wasserverdampfung 
festzustellen hätte. Selbstverständlich erhält man dann einen gewissen 
Mittelwert der Wärmeleitfähigkeit in dem untersuchten Tem
peraturintervall. 

Bei der Anwendung der GI. (423) hat man. zu beachten, daß die 
Anfangstemperatur {} = 0 0 C im Erdreich nur im Winter vorhanden 
ist. Im Sommer ist das Erdreich durch die Sonnenbestrahlung 
vorerwärmt, so daß die zulässige Temperaturerhöhung für die Er
wärmung durch den Erderstrom kleiner wird: Sei {} 0 > 0 die Temperatur 
der Vorerwärmung, so erhält man jetzt für den ungekühlten Erder 

Es = V 2 (100 0 - {}o) : (425) 

15* 
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und fiir den Erder mit Kiihlung durch Wasser von der Temperatur {)o 

(426) 

Die stationare Grenzbelastung ist also im Sommer im Ver
haltnis 

kleiner als im 

Es _ 1/100 - {)o 

E1V - V ------roo 
Win t e r; beispielsweise ergi bt 

Es _ 1/80 _ 90°/ 
E1V - V 100 - '" 0, 

(427) 

sich fiir {)o = 20 0 C 

(427 a) 

so daB die stationare Grenzbelastung durch die Vorerwarmung um 
rund 10 % verringert wird. Entsprechend bestimmt sich allgemein die 
Warmeleitfahigkeit aus 

i. = 2 (100 - {)o) . (424 a) 

63. Stationare Grenzbelastung eines Halbkugel- OberfHichenerders 
bei bewegter Loft. Nachdem wir bewiesen haben, daB Tiefenerder der 
verschiedensten Konstruktion gleiche thermische Eigenschaften hin
sichtlich ihrer stationaren Grenzbelastung besitzen, kannen wir uns 
bei der Untersuchung der Oberflachenerder auf nur eine Erderform 
beschranken, indem wir die hierbei gewonnenen Ergebnisse auf die 
anderen verallgemeinern; dieses Verfahren ist zwar nicht in Strenge zu
lii.ssig, es liefert aber die GraBenordnung der Grenzbelastungen richtig 
und geniigt den Genauigkeitsanspriicihen, die zur Zeit an derartige Vber
legungen gestellt werden konnen. 

Wir behandeln hiernach lediglich die stationare Grenzbelastung 
eines Halbkugelerders yom Halbmesser eo, der nach Abb. 156 unmittelbar 

i.a gc:. za an der Erdoberflii.che gelegen sein mage. 
Zuerst setzen wir voraus, daB die Luft ober

" ....... 
J halb der Erdoberflii.che bewegt sein mage, so 

Abb. 156. Zum Temperaturfeld daB dort merklich die konstante Tempera
cines OberfliLcheoerders. 

tur {)o herrscht, die wir gleich der Boden-
temperatur der Vorerwiirmung setzen. Demnach lautet die Grenz
bedingung des stationii.ren Temperaturfeldes, welches durch den Erder
strom J erregt wird: 

{) = {) 0 a.n der Erdoberflii.che. (428) 

Sie liiBt sich leicht mittels emes Bilderverfahrens erfiillen, indem 
man die im unteren Halbraum befindlichen Wiirmequellen der Inten-

sitiit ;. ~9 an der Erdoberflii.che spiegelt. 
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und für den Erder mit Kühlung durch Wasser von der Temperatur {)o 

(426) 

Die stationäre Grenzbelastung ist also im Sommer im Ver
hältnis 

kleiner als im 

Es _ 1/100 - {)o 
E1V - V ------wo 

W i n t er; beispielsweise ergibt 

Es _ 1/80 _ 90°/ 
E1V - V 100 - '" 0, 

(427) 

sich für {)o = 20° C 

(427a) 

so daß die stationäre Grenzbelastung durch die Vorerwärmung um 
rund 10 % verringert wird. Entsprechend bestimmt sich allgemein die 
Wärmeleitfähigkeit aus 

i. = 2 (100 - {)o) . (424a) 

63. Stationäre Grenzbelastung eines Halbkugel- Oberflächenerders 
bei bewegter Luft. Nachdem wir bewiesen haben, daß Tiefenerder der 
verschiedensten Konstruktion gleiche thermische Eigenschaften hin
sichtlich ihrer stationären Grenzbelastung besitzen, können wir uns 
bei der Untersuchung der Oberflächenerder auf nur eine Erderform 
beschränken, indem wir die hierbei gewonnenen Ergebnisse auf die 
anderen verallgemeinern; dieses Verfahren ist zwar nicht in Strenge zu
lässig, es liefert aber die Größenordnung der Grenzbelastungen richtig 
und genügt den Genauigkeitsansprüchen, die zur Zeit an derartige Über
legungen gestellt werden können. 

Wir behandeln hiernach lediglich die stationäre Grenzbelastung 
eines Halbkugelerders vom Halbmesser I!o, der nach Abb. 156 unmittelbar 

... 44 gc:. ca an der Erdoberfläche gelegen sein möge. 
Zuerst setzen wir voraus, daß die Luft ober

" ....... 
J halb der Erdoberfläche bewegt sein möge, so 

Abb. 156. Zum Temperaturfeld daß dort merklich die konstante Tempera
eiDes OberfliLcheoerders. 

tur {)o herrscht, die wir gleich der Boden-
temperatur der Vorerwärmung setzen. Demnach lautet die Grenz
bedingung des stationären Temperaturfeldes, welches durch den Erder
strom J erregt wird: 

{) = {) 0 a.n der Erdoberfläche. (428) 

Sie läßt sich leicht mittels emes Bilderverfahrens erfüllen, indem 
man die im unteren Halbraum befindlichen Wärmequellen der Inten-

sität ;. ~9 an der Erdoberfläche spiegelt. 
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Die Behandlung des Problemes liiBt sich sehr erleichtern, wenn 
man die Temperatur unmittelbar aus den Elementarfeldern der im ganzen 
Raum kontinuierlich verteilten Wiirmequellen dn ermittelt. Denkt 
man sich eine solche allein im homogenen Raum befindlich, so muB sich 
ihr Wiirmestrom gleichmiiBig nach allen Seiten ausbreiten, so daB er 
in der Entfernung e' von der Quelle die GroBe 

dn 
dtt>=-4 " 11:(! 

(429) 

aufweist; hieraus ergibt sich durch Integration langs einer Stromungs
linie sogleich die Temperatur 

>< + (i;2.--
dn J. 

d{}=-4 11 = - 4-- · dT , 
11:(!1I. 11:(! 

{429 a) 

wobei der Einfachheit halber die im Unendlichen vorhandene Tem
peratur Do als Basis der Temperaturskala gewahlt wurde. Durch Inte. 
gration tiber samtlicbe im Raum verteilten Quellpunkte ergibt sich daher 
ihre Gesamtwirkung 

{} = 2.·~·fff!!~·d'f. 
4n J. e' (429 b) 

Sie stellt das Temperaturfeld des ungekuhlten Erders dar. 
Beschriinken wir uns auf die Berechnung der stationiiren Grenz

belastung, so liiBt sich das Integral (424b) einfach auswerten. Denn 
aus Symmetriegrunden liegt der Ort der 
Hochsttemperatur auf der senkrecht zur Erd
oberflache durch das Erderzentrum gezogenen 
Achse, so daB wir uns auf die Temperatur
verteilung langs dieser Achse beschranken 
konnen. Nun ist das elektrische Feld des 
Halbkugelerders in der Entfernung e vom 
Erderzentrum nach Nr.8 

(i;=~.~ (430) 
211:>< e2 ' 

so daB die wahren und die an der Erdober-
Abb. 157. Beitrag einer Kugel

flache gespiegelten Warmequellen nach Abb.157 sehale zum Temperaturfeld. 

rotationssymmetrisch um diese Achse liegen. 
Die nach Abb. 157 auf einem Breitenkreise X = konst im Abstand e vom 
Erderzentrum gelegenen Warmequellen besitzen daher von einem 
um z vom Erderzentrum entfernten Punkte der Achse den gleichen 
Abstand 

e' = 1 Z2 + e2 - 2 z e cos X , (431 ) 

so daB sie zu dem Integral (429 b) den Beitrag liefern 
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Die Behandlung des Problemes läßt sich sehr erleichtern, wenn 
man die Temperatur unmittelbar aus den Elementarfeldern der im ganzen 
Raum kontinuierlich verteilten Wärmequellen dn ermittelt. Denkt 
man sich eine solche allein im homogenen Raum befindlich, so muß sich 
ihr Wärmestrom gleichmäßig nach allen Seiten ausbreiten, so daß er 
in der Entfernung e' von der Quelle die Größe 

dn 
dtt>=-4 " 11:(! 

(429) 

aufweist; hieraus ergibt sich durch Integration längs einer Strömungs
linie sogleich die Temperatur 

>< + (i;2.--
dn J. 

d{}=-4 11 = - 4-- · dT , 
11:(!1I. 11:(! 

(429a) 

wobei der Einfachheit halber die im Unendlichen vorhandene Tem
peratur flo als Basis der Temperaturskala gewählt wurde. Durch Inte. 
gration über sämtliche im Raum verteilten Quellpunkte ergibt sich daher 
ihre Gesamtwirkung 

{} = 2.·~·fff!!~·d'f. 
4n J. e' (429b) 

Sie stellt das Temperaturfeld des ungekühlten Erders dar. 
Beschränken wir uns auf die Berechnung der stationären Grenz

belastung, so läßt sich das Integral (424b) einfach auswerten. Denn 
aus Symmetriegründen liegt der Ort der 
Höchsttemperatur auf der senkrecht zur Erd
oberfläche durch das Erderzentrum gezogenen 
Achse, so daß wir uns auf die Temperatur
verteilung längs dieser Achse beschränken 
können. Nun ist das elektrische Feld des 
Halbkugelerders in der Entfernung e vom 
Erderzentrum nach Nr.8 

(i;=~.~ (430) 
211:>< e2 ' 

so daß die wahren und die an der Erdober-
Abb. 157. Beitrag einer Kugel

fläche gespiegelten Wärmequellen nach Abb.157 schale zum Temperaturfeld. 

rotationssymmetrisch um diese Achse liegen. 
Die nach Abb. 157 auf einem Breitenkreise X = konst im Abstand e vom 
Erderzentrum gelegenen Wärmequellen besitzen daher von einem 
um z vom Erderzentrum entfernten Punkte der Achse den gleichen 
Abstand 

e' = 1 Z2 + e2 - 2 z e cos X , (431 ) 

so daß sie zu dem Integral (429 b) den Beitrag liefern 
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21lq·sinX·(?dg·dX 1 
q4 .(1 

(432) 

wo zur Abkiirzung fL = - cos X substituiert ist. Eine Kugelschale 
der wahren und gespiegelten Warmequellen, welche nach Abb. 157 von 
den Kugeln e und e + de eingeschlossen wird, gibt also 

Wir unterscheiden nun die FaIle z ~ e. 1m ersten FaIle liegt z auBerhalb 
der Kugelschale, und es stellt somit (432a) den Beitrag der "inner
halb" z gelegenen Warmequellen dar 

d{).= J2 .dq.l'Q2±z2-(z-Q2::-jqj:-z)--:-1~ 
• (2;r)2.,d, q2 2e z 

J2 dq 1 Q2 - Z2 - Z 

= (2 ;r)2,,;: £18· ---z-- (432 b) 

Ahnlich ergibt sich fiir z < e der Beitrag der "auBerhalb" z gelegenen 
Quellen 

d{) = _~=--.r!g .1 Z2_ Q2 -Ce- z)- (q+z)+ l~ 
a (2;r)2.,,;. £19 2qz 

~_.dq.l~-Q 
= (2 .:r)2 ,,;. £18 Z·· (432c 

Indem wir jetzt fiber samtlich "inneren" Kugelschalen zwischen dem 
Erder und dem Punkt z summieren, wird ihr Anteil an der ~samt
temperatur 

z z {} -fd{) - __ J2_J l~-z dQ 
i- i-(2.71.')2.,,;.· z q3' (433) 

e=eo 110 

ebenso der Anteil der auBeren Kugeln 

(433 a) 

also die gesuchte Gesamttemperatur 

eo eo z 
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21lq·sinX·(?dg·dX 1 
q' .(1 

(432) 

wo zur Abkürzung fL = - cos X substituiert ist. Eine Kugelschale 
der wahren und gespiegelten Wärmequellen, welche nach Abb. 157 von 
den Kugeln e und e + de eingeschlossen wird, gibt also 

Wir unterscheiden nun die Fälle z ~ e. Im ersten Falle liegt z außerhalb 
der Kugelschale, und es stellt somit (432a) den Beitrag der "inner
halb" z gelegenen Wärmequellen dar 

d{).= J2 .dq.l'Q2±z2-(z-Q2::-jqj:-z)--:-1~ 
• (2 ;r)2 . Y. Ä q2 2 e z 

J2 dq 1 Q2 - Z2 - Z 

= (2 ;r)2 y.;: e8 • ---z-- (432b) 

Ähnlich ergibt sich für z < e der Beitrag der "außerhalb" z gelegenen 
Quellen 

d{) = _~=--.r!g .1 Z2_ Q2 -Ce- z)- (q+z)+ l~ 
a (2;r)2.,d e9 2qz 

~_.dq.l~-Q 
= (2 .:r)2 "Ä e8 z·· (432c 

Indem wir jetzt über sämtlich "inneren" Kugelschalen zwischen dem 
Erder und dem Punkt z summieren, wird ihr Anteil an der ~samt
temperatur 

z z {} -fd{) - __ J2_f l~-z dQ 
i-i - (2.71.')2." Ä· Z q3 , (433) 

(!=f!o (!o 

ebenso der Anteil der äußeren Kugeln 

(433a) 

also die gesuchte Gesamttemperatur 

f!o (!o z 
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so daB 

(433 c) 

In Abb. 158 ist die fiir die Temperaturverteilung maBgebende Funktion 

r(f'O) fiir die Umgebung der q32 
Z I 

Erderoberflache aufgetragen. 
Man erkennt, daB im Gegensatz (PO 

zu den friiher behandelten Erder
formen das Maximum der Tem
peratur jetzt nicht mehrunmittel

0,28 

bar an der Erderoberflache auf
tritt, sondernerstfiir z/eo = ,...., 1,2 
erreicht wird, also urn rund ein 
Funftel Erderhalbmesser ins In
nere des Bodens verschoben ist. 

-/ '" -

,-

I-

I-

I I 
0,22~O ~2 

"" ~ 
"-\ 

I I I Der Betrag der Funktion r(t;) 
an diesem Punkte ist ,....,0,31, so 
daB man zur Berechnung der 
stationaren Grenzbelastung (fur 

Abb. 158. Temperaturverteilung langs der 
Symmetrieachse eines Halbkugel-Oberflachen

erders. 
Winterszeit) erhalt 

J2 1 
100° = (2 xi~~l· 2 ef 0,31; 

J = 2 n eo· V 200: . Vo,~l = 2 nu eo· V;oo ~ .1,8. (434) 

Um nunmehr eine etwaige besondere Erderkiihlung zu beriick
sichtigen, benutzen wir das Prinzip der raumlichen Spiegelung. 
Nach Nr. 29 haben wir uns hierzu den vom Halbkugelerder umschlossenen 
Raum kontinuierlich !nit Warmequellen erfiillt zu denken, deren Dichte 
im Abstand e vom Erderzentrum entsprechend G1. (163c) durch 

J2 1 eJ J2 1 
- (2x)2-;;:·(e~/e)i·e5= - (2X)2x). ege (435) 

gegeben ist. Daher wird der Beitrag der Spiegelbilder, welche inner-
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Z I 
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formen das Maximum der Tem
peratur jetzt nicht mehrunmittel

0,28 
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halb zweier urn de entfernter Kugelschalen eingeschlossen sind, mit 
(432 b) 

d{}!=- J2.de.fe2+ z2 - z 
~ (2 n)2" l eg z (436) 

und der Gesamtbeitrag aller an der Erderkugel gespiegelten Wiirme
quellen 

_ J2 1 [fz2+e5 z 
- - (2n)2"l2e6· --z-+ eo· In 

(436 a) 

Man erhiilt daher fUr den Erder mit idealer Wasserkiihlung 
liings der z-Achse die Temperaturverteilung 

(2n)2."l 2e5 Z . 2Z2 "yZ2+e5-Z Z2 Z2 
{} = _J~. _1_ [fehz2.-L eg ·In Yz"+ehz - {1-~} - 2 e5 1 

"yz2+e8 z eo + lz"+fig ] J2 1 
- -z- - eo ·In z + 2 = (2 %)2-:;;). . 2e6 (437) 

. [~.lntz~+z+1_~_~.In l~+eol 
~ ~ r ~ z J 

J2 1 ( Z ) 

=(2n)2. n l·2e3· g eo· 

Die Funktion g ((1:) ist in Abb. 159 dargestellt. Der Ort der Maximal

temperatur ist jetzt bis zu z/eo = ,....., 1,7 weit in das Erdreich 

hineingeschoben; dort erreicht g ((1:) den Betrag 0,155, so daB die 

stationare Grenzbelastung aus 

- V-l 1 V-A J = 2 :n; " eo· 200 - . -= = ""' 2 :n;" eo· 200 -·2,5 
" f 0,155 " 

(438) 

folgt. Der Vergleich mit (434) zeigt, daB die Kiihlung des Erders den 
Strom der stationaren Grenzbelastung im Verhaltnis 

.£ _ 2,5 _ 14 
J - 1,8 - ""' , (439) 

vergroBert. Durch die besondere Kiihlung wird also die Grenz
belastung urn rund 40% merklich erhoht, doch ist der Effekt erheblich 
kleiner als bei Tiefenerdern, bei denen die gleiche MaBnahme die sta
tionare Grenzbelastung verdoppelt (vgl. die vorangehenden Abschnitte). 

1 
Fiihrt man den Ausbreitungswiderstand Ra = -2-- des Halbkugel

n" eo 
erders ein, so lassen sich die Beziehungen (434) und (437) mit Riicksicht 
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folgt. Der Vergleich mit (434) zeigt, daß die Kühlung des Erders den 
Strom der stationären Grenzbelastung im Verhältnis 

{_ 2,5 _ 14 
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vergrößert. Durch die besondere Kühlung wird also die Grenz
belastung um rund 40% merklich erhöht, doch ist der Effekt erheblich 
kleiner als bei Tiefenerdern, bei denen die gleiche Maßnahme die sta
tionäre Grenzbelastung verdoppelt (vgl. die vorangehenden Abschnitte). 

1 
Führt man den Ausbreitungswiderstand Ra = -2-- des Halbkugel

n" eo 
erders ein, so lassen sich die Beziehungen (434) und (437) mit Rücksicht 
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auf (423a) schreiben 

J.Ra = 1,8· V 200~ = '" 270 Volt 

fiir den ungekiihlten Erder und 

- V-A. J ·Ra = 2,5· 200 -; = '" 375 Volt 

(433 a) 

(437 a) 

fiir den Erder mit idealer Wasserkiihlung. Aus ihnen ist, wenn wir als 
Produkt von Strom und Ausbreitungswiderstand wiederum die Be
riihrungsspannung einfiihren, jede Bezugnahme auf die Erder
abmessungen verschwunden. Wir diirfen daher - in vorsichtiger 

11 Extrapolation - die Gl. (433 a, 4~ 

437 a) als uni versell giil tig fiir 
aIle Oberflachenerder be- D,1'1 

trachten. Der Vergleich mit den 
friiher fiir Tiefenerder abgeleite- D,12 

ten Formeln (425) und (426) laBt 
dann zuniichst erkennen, daB die 0,10 

zusatzliche Kiihlwirkung der Erd
oberflache den Strom der statio- 0,0 

naren Grenzbelastung um das 
11 

---
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I I 
~8 ~8 2,0 22 !-. , eo 

1,8 fache betrachtlich erh6ht: 0,0 

Man erreicht hierbei fast die 
gleiche Steigerung der thermi- 0,0 

schen Leistungsfahigkeit, die 
beim Tiefenerder erst durch ideale 0,02 

Wasserkiihlung eintritt. Wird 
jetzt noch eine besondere Kiihl
anordnung vorgese:\:len, so kann 

Abb. 159. Temperaturverteilung langs der Sym. 
metrieachse eines gekUhlten Halbkugel·Ober. 

flachenerders. 
man den Strom doch nur um 
25 % iiber den hoohstzulassigen 
Belastungsstrom eines elektrisch gleichwertigen Tiefenerders vergroBern, 
so daB in diesem FaIle die natiirliche Kiihlung durch die Erdoberflache 
nur unvollkommen ausgenutzt wird. Zusammenfassend wird man also 
zu dem Schlusse gefiihrt, daB der Einbau besonderer Kiihleinrich
tungen in Oberflachenerder durch die Erhohung der stationaren 
Belastbarkeit nich t gerech tfertigt ist. 

Zur Berechnung der stationaren Grenzbelastung fiir Vorerwarmung 
auf o.g (im Sommer) treten an Stelle von (434a), (437 a) die Beziehungen 

J.Ra = 1,8· V 2·(100 - o.o)~; JRa = 2,5·V 2 (100 - 0.0)+, (437 ~ 
so daB die Belastungen im Verhiiltnis (427) abnehmen. 
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jetzt noch eine besondere Kühl
anordnung vorgese:\:len, so kann 

Abb. 159. Temperaturverteilung längs der Sym. 
metrieachse eines gekühlten Halbkugel·Ober. 

flächenerders. 
man den Strom doch nur um 
25 % über den höchstzulässigen 
Belastungsstrom eines elektrisch gleichwertigen Tiefenerders vergrößern, 
so daß in diesem Falle die natürliche Kühlung durch die Erdoberfläche 
nur unvollkommen ausgenutzt wird. Zusammenfassend wird man also 
zu dem Schlusse geführt, daß der Einbau besonderer Kühleinrich
tungen in Oberflächenerder durch die Erhöhung der stationären 
Belastbarkeit nicht gerechtfertigt ist. 

Zur Berechnung der stationären Grenzbelastung für Vorerwärmung 
auf o.g (im Sommer) treten an Stelle von (434a), (437 a) die Beziehungen 

J.Ra = 1,8· V 2'(100 - o.o)~; JRa = 2,5.y' 2 (100 - 0.0)+, (437 ~ 
so daß die Belastungen im Verhältnis (427) abnehmen. 
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64. Stationire GrenzbeIastung eines Halbkngelerders bei ruhender 
Loft. Nachdem im vorigen Abschnitt das Btationare Temperaturfeld 
eines Oberflii.chenerders bei bewegter Luft bestimmt wurde, soIl hier 
die gleiche Aufgabe fiir ruhende Luft gelfult werden; sie unterscheidet 
sich von der friiheren durch die physikalischen Bedingungen an 
der Erdoberflache, welche jetzt durch (392) gegeben werden. 

Zwei Grenzfalle lassen sich sogleich iibersehen. 
Wir nehmen zunachst die Warmeiibergangszahl zu Null an. Da dann 

jeglicher Warmestrom senkrecht zur Erdoberflii.che verschwinden muB, 
konnen wir das Temperaturfeld aus Nr. 60 entnehmen, wenn wir ledig
lich die in den unteren Halbraum ziehenden Warmestrome als real 
betrachten. Hierbei hat man zu beachten, daB man sich einerseits dem 
symmetrisch zur Erdoberflache erganzten Halbkugelerder nach Nr.5 
den doppelten Erderstrom J' = 2J zugefiihrt zu denken hat, wahrend 
andererseits der Ausbreitungswiderstand R~ dieses zur Vollkugel er
ganzten Erders nur die Halfte des wirklichen Ausbreitungswider
standes Ra betragt. Sehen wir der Einfachheit halber von Vorerwar
mung ab (#0 = 0 0), so folgt also aus (402) 

( 1 \ /--l 
J' .R~ = (2 J)\'iRa) = J.Ra = V 200;- = '" 150 Volt (440) 

fUr den ungekiihlten Erder und 

(440 a) 

fUr den Erder mit idealer Wasserkiihlung. Das sind genau die 
gleichen Beziehungen, die wir ffir Tiefenerder abgeleitet haben, und die 
somit fiir Erder beliebiger Form bei vollig mangelnder Warmeabfiihrung 
durch die Erdoberflache giiltig sind. 

Sei jetzt die Warmeiibergangszahl als unendllch groB angenommen, 
so folgt aus der Forderung eines iiberall endllchen Warmestromes 
sogleich # = #0 an der Erdoberflii.che; ~eser Grendall wird daher 
durch die Rechnungen des vorigen Abschnittes erfaSt, so daB die statio
nare Grenzbelastung durch (434a), (438a) gegeben ist. 1m allgemeinen 
FaIle einer endllchen Wii.rmeiibergangszahl kann man daher setzen 

J.Ra = a· V 200~; 1 <a< 1,8 (441) 

ffir den ungekiihlten und 

J.R =a.2.1/200~· 
a r x' 1 <a< 1,25 (441a) 

ffir den Erder mit idealer Wasserkiihlung. 
Zur Abschatzung der "Kiihlziffern" at, ii ermitteln wir zunii.chst 

das Temperaturfeld einer einzelnen nach Abb. 160 in der Tiefe t unter 
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Sta.tionii.re Grenzbe1astung eines Halbkugelerders bei ruhender Luft. 235 

der Erdoberflii.che gelegenen Wiirmequelle N. Wir fiihren riiumliche 
Zylinderkoordinaten z, e, 1p ein, deren z-Achse senkrecht zur Erdober
fliiche orientiert ist und durch die Quelle hindurchgeht; ihr Ursprung 
werde in den DurchstoBungspunkt mit der Erdoberfliiche gelegt. Ohne 
Beachtung der dort wirksamen Grenz
bedingungen ist dann da.s Temperatur
feld des Quellpunktes nach (429 a) 

N 
{}q=~; 

e' = -V e2 -+ (z + t)2 . 
(442) 

tz 
I 
, ~ 

Um nunmehr die Grenz bedingungen 
zu befriedigen, uberlagern wir dieser Abb. l~~;,z~= ~~:!~~~d einer 

Temperatur ein Sekundiirfeld {}a. Es 
ist aus Symmetriegrunden von 1p unabhiingig, so daB wir analog (144 b) 
setzen k6nnen 

'" 
{}.=4!l· ff(l)e,tlz Jo(l'e)dl'. (443) 

o 

Nun gilt im Bereich + <Xl> z > - t identisch 
~ ~ 

fj. N N f -.u(zH) J ()d N J -.u t -tlzJ f .. )d 
f (l = 4------'-' =-4 ,e . 0 P,(! P,=-4 e ·e' o\l"'t! 1', 

:n:(!A :n:AO :to (444) 

so daB wir als Gesamttemperatur erhalten 
QC 

. {} = {}q -+ {}. = 4 ~ l f (r(p,) e·uz -+ e-.u t • e-.u z] J o (p,t! )dl'. (445) 
o 

Die axiale Komponente des Wiirmestromes ist also 

1U = -1· :: = - 4~l·l. I [I' f(l')e.u z - p,e-.ute-.uz] Jo (I'e) dl'. (445a) 
o 

Die Grenzbedingung (388) bestimmt jetzt die Funktion I(p,) mittels 

tu=h·{} fur z=O 

A"- h I (p,) = e-.ut . _r_ 
Ap. + h 

und das Sekundiirtemperaturfeld ergibt sich 

(446) 

(447) 

(448) 
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Wir priifen dieses Ergebnis an den friiher genannten GrenzfiiUen: 
FUr It = 0 wird 

00 

D.=4~AJ(+I)ell(Z-t)Jo(,ue)d,u=4::"; Q"=iel+(z t)2. (448a) 
o 

In der Tat J.ij,6t sich also hier die Wirkung der Erdoberf1.ii.che richtig 
beschreiben, indem man das System wahrer Warmequellen symmetrisch 
zur Erdoberflache nach oben hin erganzt. 

Wenn dagegen k --+ 00, folgt aus (447) 
00 Nf N {} = - (-l)·e,tl(Z-t)J (II.n) dll. =--- . 

• 4nA 0 rr:: r 4ne" , 
o (448b) 

e" = V (l + (z - t)2 

so da6 man jetzt die Kiihlung richtig in Rechnung stellt, wenn man 
das System der wahren Warmequellen an der Erdoberflache spiegelt. 
Um den allgemeinen Fall einer endlichen Warmeiibergangszahl abzu· 
schatzen, entwickeln wir fiir groBe k 

AP; __ l 
AP; - h h C" A p;l r- A P; (AP;)2 (A P;)3 ~ 
AP;+h=AJ:+l =-L1-TJL1-T+,T - T +- ... J (449) 

=-1 +2 [AJ:_(A:-Y + (A;:y -+ ... J 
und finden 

N I 
DS=-4n e"1-

00 ~9~ 

+ 2:A J[\p; - (A:y + (A:r -+ ... Je~I(Z-t)Jo(,ue) d,u. 
o 

Die Wirkung der Erdoberflachenkiihlung ist hiemach hauptsachlich 
durch die im vorigen Abschnitt behandelte Kiihlung bei bewegter Luft 
gegeben; aber sie wird durch den mangelnden Wii.rmeaustausch der 
ruhenden Luftmassen verkleinert. Beschranken wir uns auf das erste 
Glied der Entwicklung (449a), so erhalten wir aJs Ma6 hierfiir 

(449 b) 
e" = i g2 + (z - t)2 • 

Wir kOnnen dieses Ergebnis der Anschauung nii.her bringen, indem 
wir das Temperaturfeld eines zur wahren Wii.rmequelle nach Abb. 161 
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Wir prüfen dieses Ergebnis an den früher genannten Grenzfällen: 
Für k = 0 wird 

00 

D.=4~Ä-5(+I)ell(Z-t)Jo(,ue)d,u=4::"; Q"=iel+(z t)s. (448a) 
o 

In der Tat läßt sich also hier die Wirkung der Erdoberfläche richtig 
beschreiben, indem man das System wahrer Wärmequellen symmetrisch 
zur Erdoberfläche nach oben hin ergänzt. 

Wenn dagegen k --+ 00, folgt aus (447) 
00 NI N {} = - (-l)·e,tl(Z-t)J (II.n) dlJ. =--- . 

• 4nÄ 0 rr:: r 4ne" , 
o (448b) 

eil = V (l + (z - t)S 

so daß man jetzt die Kühlung richtig in Rechnung stellt, wenn man 
das System der wahren Wärmequellen an der Erdoberfläche spiegelt. 
Um den allgemeinen Fall einer endlichen Wärmeübergangszahl abzu· 
schätzen, entwickeln wir für große k 

ÄI-' __ l 
ÄI-' - h h C" Ä I-'l r- Ä I-' (ÄI-')2 (Ä 1-')3 ~ ÄI-'+h=ÄJ:+l =-L1-TJL1-T+,T - T +- ... J (449) 

=-1 +2 [ÄJ:_(Ä:-Y + (Ä;:Y -+ ... J 
und finden 

N I 
D·=-4n e"1-

00 ~9~ 

+ 2:Ä -5[\1-' - (Ä:Y + (Ä:r -+ ... Je~I(Z-t)Jo(,ue) d,u. 
o 

Die Wirkung der Erdoberflächenkühlung ist hiernach hauptsächlich 
durch die im vorigen Abschnitt behandelte Kühlung bei bewegter Luft 
gegeben; aber sie wird durch den mangelnden Wärme austausch der 
ruhenden Luftmassen verkleinert. Beschränken wir uns auf das erste 
Glied der Entwicklung (449a), so erhalten wir als Maß hierfür 

(449b) 
e" = i eS + (z - t)2 • 

Wir können dieses Ergebnis der Anschauung näher bringen, indem 
wir das Temperaturfeld eines zur wahren Wärmequelle nach Abb. 161 
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symmetrisch gelegenen Warmedipoles betrachten. Besteht dieser 
aus zwei in der z-Richtung orientierten Warmequellen entgegengesetzt 
gleicher Starke N, wobei l ihren sehr kleinen Abstand messe, so ist 

~d = 4~ l k~2 + ~z _ t)2 - te2.f-(z ~ (t _ l})2 = :~~ :z (e~/ ) (450) 

und dies wird mit (449b) identisch, sofern wir die Lange des Dipoles aus 

l 
l = 2 h (451) 

bestimmt. Man erkennt durch Verallgemeinerung dieser Uberlegung 
leicht, daB sich die Entwicklung (449b) 
als Folge von Warmequellen steigender 
Ordnungszahlen deuten laBt. 

I 
~~+N 

fl' -N 
! 

Wir gehen jetzt wieder zu der Tempera
turverteilung des Halbkugelerders an der 
Erdoberflache iiber, indem wir die vor
stehenden Beziehungen auf die Gesamt
heit der im Erdreich kontinuierlich ver
teilten Warmequellen anwenden. Wir 
fiihren die Bezeichnungen des vorigen Ab
schnittes fiir die Lage des Aufpunktes ein 

Abb. 161. Physikalische Deutung 
und nennen 1; den Abstand eines symme- der Gl. (449b). 

trisch zu einer Warmequelle oberhalb der 
Erdoberflache gelegenen Punktes von ihr. Als erste Korrektur 
des Temperaturfeldes ergibt sich dann 

f "~2 d (I ) f,,~2 C 
~s= 2:nh dC e" dT= 2:nh' e"3 • dT . (452) 

Wir wollen dieses Integral lediglich fiir Aufpunkte auswerten, welche 
auf der z-Achse liegen; unter Beachtung von (432) ergibt sich dann als 
Beitrag der langs eines Breitenkreises verteilten Warmedipole fiir den 
Erder ohne besondere Kiihleinrichtung 

d~ = _1_. ~. ---.!_2 _ .2:neBinxeded~.3... 
• 2:n h (2 :n)2,,2 e' e" 3 

J2 de p.dp. 
= (2n)2"h e' (Z2 + e2 + 2zep.)'I.· 

Eine im oberen Halbraum von den Radien e und e + de 
Halbkugelschale gibt also 

(453) 

begrenzte 

(453 a) 
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symmetrisch gelegenen Wärmedipoles betrachten. Besteht dieser 
aus zwei in der z-Richtung orientierten Wärmequellen entgegengesetzt 
gleicher Stärke N, wobei l ihren sehr kleinen Abstand messe, so ist 

ßd = 4~ l k~2 + ~z _ t)2 - te2.f-(z ~ (t _ l})Z = :~~ :z (e~/ ) (450) 

und dies wird mit (449b) identisch, sofern wir die Länge des Dipoles aus 

l 
l = 2 h (451) 

bestimmt. Man erkennt durch Verallgemeinerung dieser Überlegung 
leicht, daß sich die Entwicklung (449b) 
als Folge von Wärmequellen steigender 
Ordnungszahlen deuten läßt. 

I 
~~+N i1-N 

! 
Wir gehen jetzt wieder zu der Tempera

turverteilung des Halbkugelerders an der 
Erdoberfläche über, indem wir die vor
stehenden Beziehungen auf die Gesamt
heit der im Erdreich kontinuierlich ver
teilten Wärmequellen anwenden. Wir 
führen die Bezeichnungen des vorigen Ab
schnittes für die Lage des Aufpunktes ein 

Abb. 161. Physikalische Deutung 
und nennen 1; den Abstand eines symme- der GI. (449b). 

trisch ZU einer Wärmequelle oberhalb der 
Erdoberfläche gelegenen Punktes von ihr. Als erste Korrektur 
des Temperaturfeldes ergibt sich dann 

f ,,~2 d (I ) f,,~2 C 
ßs = 2:nh dC eil d-c= 2:nh' e"3 • d -C. (452) 

Wir wollen dieses Integral lediglich für Aufpunkte auswerten, welche 
auf der z-Achse liegen; unter Beachtung von (432) ergibt sich dann als 
Beitrag der längs eines Breitenkreises verteilten Wärmedipole für den 
Erder ohne besondere Kühleinrichtung 

dß = _1_. ~. ---.!_2 _ .2:neBinxeded~.3... 
• 2:n h (2 :n)2"Z e' e" 3 

J2 de p.dp. 
= (2n)2"h e' (Z2 + e2 + 2zep.)'/'· 

Eine im oberen Halbraum von den Radien e und e + de 
Halbkugelschale gibt also 

(453) 

begrenzte 

(453a) 
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Durch Integration fiber den vom Erder begrenzten Raum foIgt 

eo 
Nun ist 

so daB 
J2 1 leo eli 

{}o = (2n)~h-i;j· 2e6 . L2-; + Z2 

-+ t1L ~ In l' 1 + e5lz2 + 1 = II +~6/Z2+ 2ln eo/z + 1_ zlo + .21 (Z/eo)2}] 
zS l 2 )'1 + eUz2 _ 1 eUz2 eo/z - 0 (454) 

=_~~ .. _1_[_e~{ / 1 + 2/~2_11 +_e~f_ln 1 +1 ~+ e&/z2 
(2n)2 x (heo) 2e8 z 1 eo f zsl eo/z 

+ 2ln eo/z + Il] 
eo/z J 

Da diese Temperatur voraussetzungsgemaB zum Gesamtfelde nur eine 
Korrektur liefert, dfirfen wir von der durch sie verursachten ort
lichen Verschiebung des Temperaturmaximums absehen und erhalten 
den Betrag der Temperaturerhohung ffir diesen Punkt, indem wir aus 
Abb. 158 z/eo = 1,2 entnehmen 

J2 1 
{}. = (2n)2 x (h eo) • 2e8 ·0,215 . (455) 

Fiir die Gesamttemperatur ergibt sich also mit Benutzung von (433c) 

J2 1 ( 0215l) J2 1 ( l ) 
{}=(2n)2 x l o 2e8 0,31 + he;- =(2n)2xA2egO,31 1+0,69he~ (456) 

Der stationare Grenzbelastungsstrom wird demnach, wenn von Vor
erwarmung abgesehen wird, auf 

'--l 1 
J=2n"eoY200"ol,So1/ l 

r 1 + 0,69 heo 
(456a) 

= '" 2n"eo V 200f 1,S (1- 0,35 h~J 
heruntergedrfickt, so daB wir ffir die durch (439) eingefiihrte Kiihl
ziller erhalten 

IX = 1,S (1 - 0,35 h ~J ° (456 b) 
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Durch Integration über den vom Erder begrenzten Raum folgt 

(!o 

Nun ist 

so daß 
J2 1 ieo eö 

{}o = (2n)~h-i;j· 2eö . L2-; + Z2 

-+ t1L ~ In l' 1 + e5lz2 + 1 = II +~Ö/Z2+ 2ln eo/z + 1_ z/o + .21 (Z/eo)2}] 
zS l 2 )'1 + eölz2 _ 1 eö/z2 eo/z - o 

(454) 

=_~~ .. _1_[_e~{ / 1 + 2/~2_11 +_e~f_ln 1 +1 ~+ eölz2 
(2n)2 x (heo) 2eö z 1 eo f zsl eo/z 

+ 2ln eo/z + I l] 
eo/z J 

Da diese Temperatur voraussetzungsgemäß zum Gesamtfelde nur eine 
Korrektur liefert, dürfen wir von der durch sie verursachten ört
lichen Verschiebung des Temperaturmaximums absehen und erhalten 
den Betrag der Temperaturerhöhung für diesen Punkt, indem wir aus 
Abb. 158 z/eo = 1,2 entnehmen 

J2 1 
{}. = (2n)2 x (h eo) . 2e8 ·0,215 . (455) 

Für die Gesamttemperatur ergibt sich also mit Benutzung von (433c) 

J2 1 ( 0215l) J2 1 ( l ) 
{}=(2n)2 x l o 2e8 0,31+ h e;- =(2n)2 xl2 eö O,31 1+0,69he~ (456) 

Der stationäre Grenzbelastungsstrom wird demnach, wenn von Vor
erwärmung abgesehen wird, auf 

'--l 1 
J=2n"eoY200"ol,So1/ l 

r 1 + 0,69 heo 
(456a) 

= '" 2n"eo V 200f 1,S (1- 0,35 h~J 
heruntergedrückt, so daß wir für die durch (439) eingeführte Kühl
ziffer erhalten 

IX = 1,S (1 - 0,35 h ~J ° (456b) 
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Wir fiihren jetzt die entsprechende Rechnung ffir den Erder mit idealer 
Wasserkiihlung durch, indem wir die an der Erderkugel raumlich ge
spiegelten Warmequellen nach Gl. (435) beriicksichtigen. Der Beitrag 
aller langs eines Breitenkreises verteilten Dipole ist 

df)' = _ ~-,,-.~.2ne·sinl·ededl -.L 
8 ::l n h (2 n) 2 x2 e· e& e" 3 

J2 e2 de f-ldf-l 
- - (2n)"xhT(z2+ e2+ 2z ef-l)'I.' (457) 

so daB sich durch Integration iiber aIle in der Halbkugelschale (e, e + de) 
eingeschlossenen Raumelemente nach (453b) ergibt 

df)~ = - (2 n~22x h· ~·2Z2(:2+e) [(Z + e) - -y z~ + e~J. (457a) 

Wir summieren nun iiber den von der Erderkugel begrenzten Raum 

J2 1 [ell eo 1/-1 -+-e-& j 
(2 n)2 x (h eo) • 2 ef Z2 - Z r Z2 

- In (eo/z + -VI + e~/z~) + 2ln (1 + eo/z)] . 

(458) 

Der Punkt des Temperaturmaximums liegt jetzt nach Abb. 159 in der 
Entfemung z = 1,7 eo vom Erderzentrum. Hierfiir folgt aus (455) und 
(458) 

~ 1 ~ 1 
f). = (2 ",-)2" (h eo) . 2 ef 0,046 ; f)~= (2 n)2" (h eo! . 2 e~· 0,031, (459) 

so daB also die gesamte Temperaturanderung betragt 
- , J2 1 
f)r=f)+f).= (2n)2 x (heo) ·2e&·0,015. (460) 

Mit Riicksicht auf (438) erhalten wir also ffir die Maximaltemperatur 

- J2 1 ( 1 ) 
f) = (2 n)2 x 12 e& 0,155 + 0,015 . h eo 

J'J 1 ( 1) 
= (2 n)2 ;l:. 2 ell· 0,155 1 + 0,10 h eo . (461) 

Der hoohstzulassige stationare Strom sinkt auf 

- 1 r::;:;:T 2 5 
J = '" 2 1T, " eo . r 200 li ' " VI +0,10 ~o 

= '" 21T,,, eo· V 200 : ·2,5 (1 - 0,05 h1eJ· (461 a) 
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Wir führen jetzt die entsprechende Rechnung für den Erder mit idealer 
Wasserkühlung durch, indem wir die an der Erderkugel räumlich ge
spiegelten Wärmequellen nach GI. (435) berücksichtigen. Der Beitrag 
aller längs eines Breitenkreises verteilten Dipole ist 

df)' = _ ~-,,-.~.2ne·sinl·ededl -.L 
8 ::l n h (2 n) 2 x2 e· e& e" 3 

J2 e2 de f-ldf-l 
- - (2n)"xhT(z2+ e2+ 2z ef-l)'/.' (457) 

so daß sich durch Integration über alle in der Halbkugelschale (e, e + de) 
eingeschlossenen Raumelemente nach (453b) ergibt 

df)~ = - (2 n~22x h· ~·2Z2(:2+e) [tz + e) - -y z~ + e~J. (457a) 

Wir summieren nun über den von der Erderkugel begrenzten Raum 

J2 1 [eil eo 1/-1 -+-e-& j 
(2 n)2 x (h flo) • 2 ef Z2 - Z r Z2 

- In (eo/z + -VI + e~/z~) + 2ln (1 + eo/z)] . 

(458) 

Der Punkt des Temperaturmaximums liegt jetzt nach Abb. 159 in der 
Entfernung z = 1,7 eo vom Erderzentrum. Hierfür folgt aus (455) und 
(458) 

~ 1 ~ 1 
f)a = (2 ",-)2" (h eo) . 2 ef 0,046 ; f)~= (2 n)2" (h eol . 2 e~· 0,031, (459) 

so daß also die gesamte Temperaturänderung beträgt 
- , J2 1 
f)r=f)+f)a= (2n)2 x (heo) ·2e&·0,015. (460) 

Mit Rücksicht auf (438) erhalten wir also für die Maximaltemperatur 

- J2 1 ( 1 ) 
f) = (2 n)2 x 12 e& 0,155 + 0,015 . h eo 

J'J 1 ( 1) 
= (2 n)2 ;l:. 2 eil· 0,155 1 + 0,10 h eo . (461) 

Der höchstzulässige stationäre Strom sinkt auf 

- 1 r::;:;:T 2 5 
J = '" 2 1T, " eo . r 200 li ' " VI +0,10 ~o 

= '" 21T," eo· V 200 : ·2,5 (1 - 0,05 h1eJ· (461a) 
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so daB die Kiihlziffer wird 

a = ~ .2,5 (1 - 0,05· ",leJ = 1,25· (1 - 0,05 ",leJ . (461 b) 

Der Erder mit besonderer Kiihleinrichtung ist, wie durch Vergleich mit 
(456b) hervorgeht, viel unempfindlicher gegen mangelnde Kiihlung der 
Erdoberflache, wie aueh unmittelbar leieht verstandlieh. 

Fiihrt man die Beriihrungsspannung der stationaren Grenzbelastung 
ein, so lauten die Beziehungen (456a) und (46la) 

E = Jl200 : ·1,8· ( 1 - 0,35", ~J; I 
E= Jl200 ~-. 2,5.(1- 0,05h~J.f 

(462) 

Sie unterseheiden sich von den frtiheren grundlegend dadureh, daB 
in den Kiihlziffern die Erderabmessungen enthalten sind, 
so daB versehiedene Erderformen elektriseh gleieher Eigensehaften in 
ihren thermisehen Eigensehaften voneinander abweiehen: Je groBer die 
Erderabmessungen, desto unempfindlieher ist die Anordnung gegen die 
an der Erdoberflaehe wirksame Kiihlung. Um daher aueh bei ruhender 
Luft leistungsfahige Erder zu erhalten, muB man die Erder tiber mog
liehst weite Flaehen verteilen, sofern man nieht besondere Ktihlung des 
Erders anwendet. 

ZahlenmaBig kann man fiir ruhende Luft etwa setzen 

h = 2,3.10-4 Watt/em2 °O/sec. 

Demnach erhii.lt man beispielaweise fiir einen Halbkugelerder von eo 
= 150 em Radius mit dem friiher angegebenen Werte A. = 1,2.10-2 

Watt/em 00 see ala Kiihlziffern der Erdoberflache nach GL (456 b) 
und (461 b) 

( 12·10-2 ) 
a = 1,8 1 - 0,35· 2,3. ~o 4.150 = 1,8 (1- 0,12) = 1,58 

_ ( 1,2.10-9 ) 
a = 1,25 1 - 0,05· 2,3.10 4.150 = 1,25 (1 - 0,0174) = 1,22. 

Wahrend hiernach der gekiihlte Erder, sobald die Erderabmessungen 
nicht zu klein sind, praktisch unabhii.ngig von dem Zustand der Luft ist, 
-setzt ruhende Luft die Grenzbelastung des nicht gekiihlten Erders um 
etwa 12 % bereits merklich herab. 

60. Grii8enordnong der dynamisehen Grenzzeit eines Erders. Nach
dem wir im Vorangegangenen fUr eine Reihe wichtiger Anordnungen die 
station8.re Grenzbelastung angegeben haben, soll jetzt die dynamische 
Grenzzeit berechnet werden, welche der Erder bei iibermii.Biger Strom
:zufuhr ertragen kann. Wir wollen una hierbei mit einer Abschii.tzung 
begniigen, welche una die GroBenordnung der Grenzzeit richtig liefert; 
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so daß die Kühlziffer wird 

Ci = ~ .2,5 (1 - 0,05· ",leJ = 1,25· (1 - 0,05 ",leJ . (461 b) 

Der Erder mit besonderer Kühleinrichtung ist, wie durch Vergleich mit 
(456b) hervorgeht, viel unempfindlicher gegen mangelnde Kühlung der 
Erdoberfläche, wie auch unmittelbar leicht verständlich. 

Führt man die Berührungsspannung der stationären Grenzbelastung 
ein, so lauten die Beziehungen (456a) und (46la) 

E = Jl200 : ·1,8· ( 1 - 0,35", ~J; I 
E= Jl200 ~-. 2,5.(1- 0,05h~J.f 

(462) 

Sie unterscheiden sich von den früheren grundlegend dadurch, daß 
in den Kühlziffern die Erderabmessungen enthalten sind, 
so daß verschiedene Erderformen elektrisch gleicher Eigenschaften in 
ihren thermischen Eigenschaften voneinander abweichen: Je größer die 
Erderabmessungen, desto unempfindlicher ist die Anordnung gegen die 
an der Erdoberfläche wirksame Kühlung. Um daher auch bei ruhender 
Luft leistungsfähige Erder zu erhalten, muß man die Erder über mög
lichst weite Flächen verteilen, sofern man nicht besondere Kühlung des 
Erders anwendet. 

Zahlenmäßig kann man für ruhende Luft etwa setzen 

h = 2,3.10-4 Watt/cm2 oO/sec. 

Demnach erhält man beispielsweise für einen Halbkugelerder von eo 
= 150 cm Radius mit dem früher angegebenen Werte Ä. = 1,2.10-2 

Watt/cm 00 sec als Kühlziffern der Erdoberfläche nach Gi. (456b) 
und (461 b) 

( 12·10-2 ) 
a = 1,8 1 - 0,35· 2,3. ~o 4.150 = 1,8 (1- 0,12) = 1,58 

_ ( 1,2.10-9 ) 
a = 1,25 1 - 0,05· 2,3.10 4.150 = 1,25 (1 - 0,0174) = 1,22. 

Während hiernach der gekühlte Erder, sobald die Erderabmessungen 
nicht zu klein sind, praktisch unabhängig von dem Zustand der Luft ist, 
-setzt ruhende Luft die Grenzbelastung des nicht gekühlten Erders um 
etwa 12 % bereits merklich herab. 

66. Größenordnung der dynamischen Grenzzeit eines Erders. Nach
dem wir im Vorangegangenen für eine Reihe wichtiger Anordnungen die 
stationäre Grenzbelastung angegeben haben, soll jetzt die dynamische 
Grenzzeit berechnet werden, welche der Erder bei übermäßiger Strom
:zufuhr ertragen kann. Wir wollen uns hierbei mit einer Abschätzung 
begnügen, welche uns die Größenordnung der Grenzzeit richtig liefert; 
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sie laBt sich leicht im AnschluB an das Temperaturfeld eines kugelfor
migen Tiefenerders definieren: In Nr. 60 konnten wir zeigen, daB Heiz
dichte und stationare Temperatur eines ungekiihlten Tiefenerders 
von der Erderoberflache nach auBen hin entsprechend Abb.162 steil 
abfaUt; gleiche Beziehungen gelten fiir den Tiefen- 3 

erder mit kiinstlicher Kiihlung, sofern man 
die Kugel maximaler Temperatur aIs thermisch wirk
same Oberflache des Erders betrachtet (vg1. G1. (397) 
und (400). Es liegt daher nahe, von der raumlich 
kontinuierlich verteilten Heizung durch die 2 

vom Erder ausgehenden Stromfaden zu einer idea
lisierten Heizung iiberzugehen, welche inner
halb der Flache stationarer Hochsttempe
r a tur konzentriert ist und im ganzen AuBen
raume verschwindet; hierbei muB, damit die Heizung 1 

im ganzen die gleiche bleibt, die Gesamtleistung N 
als Warmequelle im Innern jener Flache angenommen 
werden (vgl. Abb. 162, gestrichelte Linie). 

Wir haben hiernach zur Abschatzung der dyna

r- ro-

l- I--

r----, -
I 
I 
I 
I 

f--t -
I 
I 
I 

H-I 
I 
I 
I 

: \ 
I 
I i'-.. 

mischen Grenzzeit das Temperatur-Schaltfeld in einem 00 1 Z 3 'f S 

zunachst die gleichmaBige Tem'peratur {}o besitzenden 
Raume zu bestimmen, welcher von einer plOtzlich 
beginnenden und sodann in konstanter Starke an
haltenden Heizung mit Warme gespeist wird. Auf 

Abb. 162. Riiumliche 
Vertellung der H elt
dichte in der Urn· 

gebung der Oberfliiche 
cines Kugelerders. 

diese Aufgabe lassen sich die in Nr. 54 entwickelten Verfahren an
wenden. DemgemaB untersuchen wir zuerst die Wirkung einer ex
ponentiell anklingenden Heizung 

N = No · eJJt. (463) 

Da im Warmestromungsfeld voraussetzungsgemaB keine raumlich Vel

teilte Heizung wirkt, lautet die Differentialgleichung der Temperatur 

LJ {} = ~ . o!J (464) ;. at 

und wenn wir {} in der Form {} = {} 0 • eP t ansetzen 

(464 a) 

Indem wir jetzt auf radiale, symmetrische Stromung speziali
sieren, wird mit Beachtung von (275) 

. ~ ~ (r2 . d{}o) = ! _ d2 (ro-o) _ !~ {}. 
r2 dr dr - r dr2 -;. Po' 

d2 (r Do) C - - - - - .p.(r{}) = O dr2 ;. 0 , 

OUendorff, Erdstrome. 

(464 b) 
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sie läßt sich leicht im Anschluß an das Temperaturfeld eines kugelför
migen Tiefenerders definieren: In Nr. 60 konnten wir zeigen, daß Heiz
dichte und stationäre Temperatur eines ungekühlten Tiefenerders 
von der Erderoberfläche nach außen hin entsprechend Abb.162 steil 
abfällt; gleiche Beziehungen gelten für den Tiefen- 3 

erder mit künstlicher Kühlung, sofern man 
die Kugel maximaler Temperatur als thermisch wirk
same Oberfläche des Erders betrachtet (vg1. GI. (397) 
und (400). Es liegt daher nahe, von der räumlich 
kontinuierlich verteilten Heizung durch die 2 

vom Erder ausgehenden Stromfäden zu einer idea
lisierten Heizung überzugehen, welche inner
halb der Fläche stationärer Höchsttempe
r a tur konzentriert ist und im ganzen Außen
raume verschwindet; hierbei muß, damit die Heizung 1 

im ganzen die gleiche bleibt, die Gesamtleistung N 
als Wärmequelle im Innern jener Fläche angenommen 
werden (vgl. Abb. 162, gestrichelte Linie). 

Wir haben hiernach zur Abschätzung der dyna

r- r0-

t- l-

r----, -
I 
I 
I 
I 

f--t -
I 
I 
I 

H-I 
I 
I 
I 

: \ 
I 
I i'-.. 

mischen Grenzzeit das Temperatur-Schaltfeld in einem 00 1 Z 3 'f S 

zunächst die gleichmäßige Tem.peratur {}o besitzenden 
Raume zu bestimmen, welcher von einer plötzlich 
beginnenden und sodann in konstanter Stärke an
haltenden Heizung mit Wärme gespeist wird. Auf 

Abb. 162. Räumliche 
Verteilung der R elz
dichte in der Um· 

gebung der Oberfliiche 
eines Kugelerders. 

diese Aufgabe lassen sich die in Nr. 54 entwickelten Verfahren an
wenden. Demgemäß untersuchen wir zuerst die Wirkung einer ex
ponentiell anklingenden Heizung 

N = No · eJJt. (463) 

Da im Wärmeströmungsfeld voraussetzungsgemäß keine räumlich VeI

teilte Heizung wirkt, lautet die Differentialgleichung der Temperatur 

LJ {} = ~ . o!J (464) ;. ot 

und wenn wir {} in der Form {} = {} 0 • eP t ansetzen 

(464a) 

Indem wir jetzt auf radiale, symmetrische Strömung speziali
sieren, wird mit Beachtung von (275) 

. ~ ~ (r2 • d{}o) = ! _ d2 (r8-o) _ !~ {}. 
r2 dr dr - r dr2 -;. Po' 

d2 (r {)o) c - - - - - .p.(r{}) = O dr2 ;. 0 , 

Ollendorff, Erdströme. 

(464b) 

16 
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Die _ Unendlichen verschwindende LOsung dieser Gleichung lautet 
mit etner Integrationskon&tanten A 

noVpr 
(r{}o) = A.e l ; (465) 

wo die A ufpunktszei t 

(466) 

substituiert isto Durch Differentiation ergibt sich der Warmestrom 

ttl = _ ).,. d_6o = A. ).,0 [_e -_VT_P + 1 {c- ,r-p _e- '-Ir
T p] 

o dr r2 V . l f 

(466 a) 

und daher ist der gesamte, die Flache maximaler stationarer Tempera
tur r = eo durchdringende Wiirmestrom 

No = 4 n e~ ttlGr=l?o = 4 n A.).,.e-VTop [1 + iTo p]; 
T c 2 
0= Teo' 

wo To a.ls Eigenzeit des Erders bezeichnet sei. 
Am (457) folgt sogleich die Integrationskonstante 

N VToP A=_o __ e __ _ 
4;'fl1+t1op 

und also die Temperatur 

N (VTo - VT) Vi 
{} = _0 0 _e ______ _ 

o 4 ;,..}, r (1 + tr;p) 0 

Das Schaltfeld unterliegt demnach der Integralgleichung 

N. e(VT.-VT) Vp j~ 
_....!l..... = {} (t). e-pt dt 
4:d pr(l+V Top) 0 

o 
DO 

= 4:~rJ f(t)e-ptdt. 

o 

Um die Funktion I(t) zu bestimmen, entwickeln wir 

__ 1 _ = 1 _ '/-T -p + ('/-T -p)2 _ ( '/-T -p)3 + __ o. 0 

1 + r1 0 pro roY 0 

(466 b) 

(467) 

(468) 

(469) 

(470) 
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wo die A ufpunktszei t 
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(466a) 

und daher ist der gesamte, die Fläche maximaler stationärer Tempera
tur r = eo durchdringende Wärmestrom 
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Aus (457) folgt sogleich die Integrationskonstante 
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4nl1+t1op 

und also die Temperatur 

N (VTo - VT) Vi 
{} = _0 • _e ______ _ 
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Das Schaltfeld unterliegt demnach der Integralgleichung 
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4nl pr(l+V Top) 0 
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= 4:~rJ f(t)e-ptdt. 
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Um die Funktion I(t) zu bestimmen, entwickeln wir 
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(466 b) 

(467) 

(468) 

(469) 

(470) 
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so daB die Integralgleichung fUr I(t) die Form annimmt 

(VTo-VT) Vi 
e (1- fToP + (yTopya - + ... ) 

p 

'" 
= J f(t)e-ptdt. 

o 
(469 a) 

Auf eine Beziehung ahnlicher Art sind wir bei der Untersuchung des 
Erdstrom-Schaltfeldes einer kurzen Leitung gestoBen. Dort 
fanden wir fUr 

(471) 

(472) 

Mit Beachtung der Regel (355a) ist also 

f(t) = [1 + T .~ + T2 ~ + ... J [1 - g, (~T- ~T~)J 
o dt Odt" f4t 

r d d" J VT ("VT- VTo)" 
- 1 + T -- + T2 - + .. . ---'!. e 4 t o dt 0 dt" n t 

(473) 

Am meisten interessiert der Temperaturverlauf auf der Flache 
stationarer Maximaltemperatur. Hier ist T = To, so daB 

f(t\, ,= 1 - 1 + T - -t- T2. - --l- . . . -~ [ d d" ] VT 
o dt 0 dt" , :n: t 

== 1- V~ [1-- -}~~ + ~ .-}.~j - + ... J. (473 a) 

Die hier auftretende Reihe laBt sich mittels der Krampschen Transzen
dente1 summieren: 

1·1 1· 3 
1 - 2 tfTo + 2.2.t"j'l8 - + ... 

(474) 

und also 

l473 b) 

1 VgI. Abb. 138. 

16* 
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Auf eine Beziehung ähnlicher Art sind wir bei der Untersuchung des 
Erdstrom-Schaltfeldes einer kurzen Leitung gestoßen. Dort 
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Die,*, Funktion ist in Abb. 163 in Abhiingigkeit von der numerischen Zeit 
t 

'l = To dargestellt. Fiir kleine 7: schnellt sie von Null aus mit der 

Wurzel aua 7: auBerordentlich rasch empor, 

limf(t)= ~ ·Vt , (473 c) 
, .... 0 Yn 'fo 

um sich mit wachsendem 7: gemiW 

lim f (t) = 1 - JlJ'i 
"Z'~oo Y n 

(473 d) 

nur schleichend ihrem Grenzwert 1 zu nahern. Die Funktion t (t) 
gibt daher unmittelbar das Verhiiltnis der Temperatur in der Zeit t 
zu der stationaren Temperatur an 

f (t) = {)o(t )_ . (475) 
{)0~0Cl) 

Hierbei hat man zu beachten, daB diese stationare Temperatur selbst 
durch die G1. (462) mit 

(476) 

infolge der vereinfachenden Annahme einer innerhalb der Flache kon
stanter Maximaltemperatur konzentrierten Heizung genau doppelt 

~o 

r 

0,8 

~ 

r~ 
~ I 

I 
~ 

~ 
~F-

~ 1- ~ftIqf) 
/. 
/' 

V 

z 3 II- 5 6 7 8 9 10 r ---' 
To 

Abb. 168. Zeitlloher Temperaturaufstieg an der OberfUlche 
(au8sezogen) und in der Umgebung (gestrlchelt) eines 

Kugelerders. 

so groB ist als die wahre 
stationare Temperatur 

(397 a) bei raumlich ver
teilter Heizung; daher darf 
man die Formel (475) ledig
lich fur das Verhaltnis 
der Temperaturen be
nutzen, nachdem man die 
station are Grenztempe
ratur fiir die jeweils vor
liegende Anordnung nach 
den fruher mitgeteil
ten Beziehungen be
rechnet hat. 

Sei J der entsprechende 
stationare Grenzbela-

sich fur eine 'Ii-fache 
stungsstrom, 

Oberbelastung mit 
so wurde 

Ja = 1i,.J (477) 

als stationare Grenztemperatur 

{}(oo) = 1i,2·100o (478) 
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DieSt' Funktion ist in Abb. 163 in Abhängigkeit von der numerischen Zeit 
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'l = To dargestellt. Für kleine 7: schnellt sie von Null aus mit der 

Wurzel aus 7: außerordentlich rasch empor, 

limf(t)= ~ ·Vt , (473c) 
, .... 0 Yn 10 

um sich mit wachsendem 7: gemäß 

lim f (t) = 1 - JlJ'i 
"Z'~oo Y n 

(473d) 

nur schleichend ihrem Grenzwert 1 zu nähern. Die Funktion t (t) 
gibt daher unmittelbar das Verhältnis der Temperatur in der Zeit t 
zu der stationären Temperatur an 

f (t) = {)o(t )_ . (475) 
{)0~0Cl) 

Hierbei hat man zu beachten, daß diese stationäre Temperatur selbst 
durch die GI. (462) mit 
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Abb. 168. Zeitlloher TemperaturaufstIeg an der Oberfläche 
(ausgezogen) und in der Umgebung (gestrichelt) eines 

Kugelerders. 

so groß ist als die wahre 
stationäre Temperatur 

(397 a) bei räumlich ver
teilter Heizung; daher darf 
man die Formel (475) ledig
lich für das Verhältnis 
der Temperaturen be
nutzen, nachdem man die 
stationäre Grenztempe
ratur für die jeweils vor
liegende Anordnung nach 
den früher mitgeteil
ten Beziehungen be
rechnet hat. 

Sei J der entsprechende 
stationäre Grenzbela-

sich für eine 'li-fache 
stungsstrom, 

Überbelastung mit 
so würde 

Ja = ü·J (477) 

als stationäre Grenztemperatur 

{}(oo) = ü 2 ·100o (478) 
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ergeben, falls nicht schon vorher die Erdfeuchtigkeit beginnen wiirde 
zu verdampfen; die hierzu erforderliche Zeit til bestimmt sich aus 
#(tg ) = 1000 • Setzt man dies in (475) ein, so erhalt man 

100 ° 1 f (tg) = u2.l00 o = u2 • (479) 

(480) 

Dagegen schwillt fur maBige Vberlastungen die Grenzzeit ent
sprechend 

. ( - JjTo ) - ~. hm 1 t - " S' 
il~l . :n 9 U 

(481) 

sehr stark an: Der Erder ist gegen maBige "Oberlastung auBer
ordentlich unempfindlich, gegen starke "Oberlastung hochst 
empfindlich. 

Fiir eine vorgegebene Stromuberlastung ist die dynamische Grenz
zeit stets proportional der Eigenzeit To des Erders. Da diese nach (466 b) 
in bestimmtem Erdreich mit 
dem Quadrate aus den Haupt
abmessungen des Erders wachst, 
miissen hoch iiberlastbare 
Erder groBe Abmessungen 
aufweisen, um hinreichend 
lange die Belastung ertragen 
zu konnen; beispielsweise setzt 
eine Verdoppelung der Haupt
abmessungen bei konstanter 
Hochsttemperatur zunachst die 
stationare Grenzbelastung auf 
das Doppelte herauf und ver
vierfacht die Eigenzeit. Be
zeichnet 11 die Stromiiberlastung 
und To die Eigenzeit des ur

5 .----.---..., 
t 

lS" o 
yf-t-- -j 

J I---l---l 

zl---+--l 

1~-~-lr---.---~---, 

~ 2 a 
Abb. 164. AbhlLngigkeit der zuiaasigen Beiastungs

dauer elnes Erders von der Dberlastung. 

sprunglichen Erders, so ergibt sich also fUr den Erder mit verdoppelten 
Hautpabmessungen die dynamische Grenzzeit tg aus 

f (4~~) = (ii/12J" (482) 
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ergeben, falls nicht schon vorher die Erdfeuchtigkeit beginnen würde 
zu verdampfen; die hierzu erforderliche Zeit tll bestimmt sich aus 
D(tg ) = 1000 • Setzt man dies in (475) ein, so erhält man 

100 0 1 
f(t g) = ü2.lOOo= ü2 ' (479) 

(480) 

Dagegen schwillt für mäßige Überlastungen die Grenzzeit ent
sprechend 

. ( - J/To ) - ~. hm 1 t - " S' 
ü~l . :n 9 U 

(481) 

sehr stark an: Der Erder ist gegen mäßige überlastung außer
ordentlich unempfindlich, gegen starke überlastung höchst 
empfindlich. 

Für eine vorgegebene Stromüberlastung ist die dynamische Grenz
zeit stets proportional der Eigenzeit Todes Erders. Da diese nach (466 b) 
in bestimmtem Erdreich mit 
dem Quadrate aus den Haupt
abmessungen des Erders wächst, 
müssen hoch überlast bare 
Erder große Abmessungen 
aufweisen, um hinreichend 
lange die Belastung ertragen 
zu können; beispielsweise setzt 
eine Verdoppelung der Haupt
abmessungen bei konstanter 
Höchsttemperatur zunächst die 
stationäre Grenzbelastung auf 
das Doppelte herauf und ver
vierfacht die Eigenzeit. Be
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und T 0 die Eigenzeit des ur
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Abb. 164. Abhängigkeit der zulässigen Belastungs

dauer eines Erders von der überlastung. 

sprünglichen Erders, so ergibt sich also für den Erder mit verdoppelten 
Hautpabmessungen die dynamische Grenzzeit tg aus 

f (4~~) = (ü/12l (482) 
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und fiir groBe tJberlastungen mit Beachtung von (480) 
-.!L ;orB 1 t ;or2 1 
4To = 4' (ii/W; ~ = 64· 4' jj4' (482 a) 

so daO die dynamische Grenzzeit auf das 64fache auBerordentlich stark 
anwachst. Den gleichen Erfolg hat der Ein ba u einer idealen 
Wasserkiihlung in den Erder, da er nach Nr. 60 einer Verdoppelung 
der Erderabmessungen sowohl hinsichtlich der stationaren Grenz
belastung wie hinsichtlich der Lage der hOchsttemperierten Flache 
gleichwertig ist. Wahrend somit VergroBerung der Erderabmessungen 
oder Einbau einer besonderenKiihlung die Da uer belastbarkeit nur maBig 
steigert, bildet eine solche MaBnahme ein hOchst wirksames Mittel zur 
Erh5hung der kurzzeitigen Belastbarkeit von Hochstromerdern. 

In einiger Entfernung vom Erder nahert sich der Temperaturanstieg 
(473) fiir Zeiten t> To dem asymptotischen Grenzwert 

!~ f(t) = 1- <p(V:~) = '" 1-V ~t' (483) 

Diese Funktion ist in Abhangigkeit T =? ebenfalls in Abb. 163 ein

gezeichnet. Man erkennt, daB der Temperaturanstieg fiir hin
reichend groBe Zeiten in allen Punkten des Feldraumes 
nach wesentlich dem gleichen Gesetze verlauft; hierbei ist 
indes zu beachten, daB mit zunehmender Entfernung vom Erderzentrum 
der ZeitmaBstab quadratisch wachst. Fiir kleine Zeiten wird die Nahe
rung (483) unzulassig; die Beachtung der weiteren Glieder in (473) zeigt 
indes, daB auch hier der zeitliche Temperaturanstieg ahnlich verlauft. 
Wir konnen daher naherungsweise die Funktion (473 b) fiir das gesamte 
Feld benutzen, nachdem wir die EigenzOlit To des Erders durch die Auf
punktszeit T nach (466) ersetzt haben. 

Wir benutzen diese Verallgemeinerung, um den EinfluB der 
Kiihlung durch die Erdoberflache auf die dynamische 
Grenzzeit abzuschatzen. Denn in den vorangegangenen Abschnitten 
konnten wir zeigen, daB die Nahe der Erdoberflache den Punkt maxi
maIer Temperatur in das Erdreich hinein verschiebt. Indem wir den 
zeitlichen Temperaturanstieg sogleich fiir diesen Punkt untersuchen, 
k5nnen wir daher, analog dem Vorgehen beim wassergekiihlten Erder, 
die Kiihlwirkung der Erdoberflache als VergroBerung der 
Eigenzeit des Erders in Rechnung stellen, welche jetzt aus der Ent
fernung jenes Punktes vom Erderzentrum zu bestimmen ist. 

Als Beispiel vergleichen wir die dynamische Grenzzeit eines an 
der Erdoberflache angeordneten Halbkugelerders mit einem 
elektrisch gleichwertigen Tiefenerder. 

Die stationare Grenzbelastung des ungekiihlten Erders wird 
durch die Nahe der Erdoberflache auf das 1,8fache erhoht; bei konstan-
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!~ f(t) = 1- <p(V:~) = '" 1-V ~t' (483) 
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gezeichnet. Man erkennt, daß der Temperaturanstieg für hin
reichend große Zeiten in allen Punkten des Feldraumes 
nach wesentlich dem gleichen Gesetze verläuft; hierbei ist 
indes zu beachten, daß mit zunehmender Entfernung vom Erderzentrum 
der Zeitmaßstab quadratisch wächst. Für kleine Zeiten wird die Nähe
rung (483) unzulässig; die Beachtung der weiteren Glieder in (473) zeigt 
indes, daß auch hier der zeitliche Temperaturanstieg ähnlich verläuft. 
Wir können daher näherungsweise die Funktion (473 b) für das gesamte 
Feld benutzen, nachdem wir die EigenzOlit Todes Erders durch die Auf
punktszeit T nach (466) ersetzt haben. 

Wir benutzen diese Verallgemeinerung, um den Einfluß der 
Kühlung durch die Erdoberfläche auf die dynamische 
Grenzzeit abzuschätzen. Denn in den vorangegangenen Abschnitten 
konnten wir zeigen, daß die Nähe der Erdoberfläche den Punkt maxi
maler Temperatur in das Erdreich hinein verschiebt. Indem wir den 
zeitlichen Temperaturanstieg sogleich für diesen Punkt untersuchen, 
können wir daher, analog dem Vorgehen beim wassergekühlten Erder, 
die Kühlwirkung der Erdoberfläche als Vergrößerung der 
Eigenzeit des Erders in Rechnung stellen, welche jetzt aus der Ent
fernung jenes Punktes vom Erderzentrum zu bestimmen ist. 

Als Beispiel vergleichen wir die dynamische Grenzzeit eines an 
der Erdoberfläche angeordneten Halbkugelerders mit einem 
elektrisch gleichwertigen Tiefenerder. 

Die stationäre Grenzbelastung des ungekühlten Erders wird 
durch die Nähe der Erdoberfläche auf das 1,8fache erhöht; bei konstan-
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tem Erderstrom sinkt also die "Oberlastung auf den 1,8ten Teil. Gleich. 
zeitig riickt der Punkt maximalerTemperatur in die Entfernung z = 1,2eo 
vom Erderzentrum, so daB die Eigenzeit auf das 1,44fache vergroBert 
erscheint. Seien mit To und ii, die Daten des Tiefenerders bezeichnet, so 
folgt die dynamische Grenzzeit t g des Oberflachenerders aus 

f (1,4~ TJ = (u/L8)9 (484) 
oder mit (473c) 

tg 4 :n: 1 :n: 1 -=144.18 ·-_=",1"-· __ · __ _ 
To ' , 4 u4 "4 u4 ' 

(484 a) 

so daB die dynamische Grenzzeit eines solchen Erders durch die Zusatz· 
kiihlung der Erdoberflache auf das 15fache vergroBert wird. 

Fiir den Erder mit Kiihlanordnung steigt die stationare Grenz· 
belastung durch die Nahe der Erdoberflache auf das 1,25fache an, 
wahrend der Punkt maximaler stationarer Temperatur in die Ent· 
fernung z = 1,7 eo vom Erderzentrum verschoben wird. Man erhalt 
also seine dynamische Grenzzeit aus 

( tg \ 1 
f 1,79.To) = (u/l,25)2 (485) 

und mit (473c) 

~ = 172'1254.~ .l_ = '" 7.~ .l_ (485 a) 
To ' , 4 u4 4 u4 ' 

Die Zusatzkiihlung durch die Erdoberflache ist also hier viel weniger 
wirksam als beim ungekiihlten Erder, wie leicht verstandlich. Absolut 
ist natiirlich die nach (485a) bestimmte dynamische Grenzzeit des 
Erders mit idealer Wasserkiihlung um das rund 16fache viel groBer als 
die des ungekiihlten Erders nach (484a), weil bei gegebenem Strom die 
"Oberlastung des gekiihlten Erders nur halb so groB ist als die des un· 
gekiihlten. 

Die star~e Abhangigkeit der dynamischen Grenzzeit von den Erder· 
abmessungen weist darauf hin, daB man die hier abgeleiteten Beziehun. 
gen nur groBenordnungsmaBig werten darf. Nur in dieser Beschrankung 
darf man sie auf andere Erder iibertragen, nachdem man aus ihrem 
Ausbreitungswiderstand Ra den gleichwertigen Kugelhalbmesser eo aus 

1 
eo = 4:n:" Ra (486) 

bestimmt hat. Es wird indes zahlreicher Versuche bediirfen, um den 
Giiltigkeitsbereich derartiger Abschatzungen zu priifen. Die Theorie 
vermag im allgemeinen nicht wesentlich iiber die von uns gegebenen 
Andeutungen hinauszugehen, da mit der Verfeinerung des physi. 
kalischen Ansatzes die Schwierigkeiten der mathematischen Behandlung 
derart wachsen, daB die Ergebnisse keine allgemeinen Folgerungen 
mehr gestatten. 
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zeitig rückt der Punkt maximaler Temperatur in die Entfernung z = 1,2eo 
vom Erderzentrum, so daß die Eigenzeit auf das 1,44fache vergrößert 
erscheint. Seien mit T 0 und ü die Daten des Tiefenerders bezeichnet, so 
folgt die dynamische Grenzzeit t g des Oberflächenerders aus 

f (1,4~ TJ = (ü/L8)9 (484) 
oder mit (473c) 

tg 4 :n: 1 :n: 1 -=144.18 ·-_=",1"-· __ · __ _ 
To ' , 4 ü 4 "4 ü 4 ' 

(484a) 

so daß die dynamische Grenzzeit eines solchen Erders durch die Zusatz
kühlung der Erdoberfläche auf das 15fache vergrößert wird. 

Für den Erder mit Kühlanordnung steigt die stationäre Grenz
belastung durch die Nähe der Erdoberfläche auf das 1,25fache an, 
während der Punkt maximaler stationärer Temperatur in die Ent
fernung z = 1,7!?o vom Erderzentrum verschoben wird. Man erhält 
also seine dynamische Grenzzeit aus 

( tg \ 1 
f 1,79.To) = (ü/l,25)2 (485) 

und mit (473c) 

~ = 172'1254.~ .l_ = '" 7.~ .l_ (485a) 
To ' , 4 ü 4 4 ü 4 ' 

Die Zusatzkühlung durch die Erdoberfläche ist also hier viel weniger 
wirksam als beim ungekühlten Erder, wie leicht verständlich. Absolut 
ist natürlich die nach (485a) bestimmte dynamische Grenzzeit des 
Erders mit idealer Wasserkühlung um das rund 16fache viel größer als 
die des ungekühlten Erders nach (484a), weil bei gegebenem Strom die 
Überlastung des gekühlten Erders nur halb so groß ist als die des un
gekühlten. 

Die star~e Abhängigkeit der dynamischen Grenzzeit von den Erder
abmessungen weist darauf hin, daß man die hier abgeleiteten Beziehun
gen nur größenordnungsmäßig werten darf. Nur in dieser Beschränkung 
darf man sie auf andere Erder übertragen, nachdem man aus ihrem 
Ausbreitungswiderstand Ra den gleichwertigen Kugelhalbmesser !?o aus 

1 
!?o = 4:n:" Ra (486) 

bestimmt hat. Es wird indes zahlreicher Versuche bedürfen, um den 
Gültigkeitsbereich derartiger Abschätzungen zu prüfen. Die Theorie 
vermag im allgemeinen nicht wesentlich über die von uns gegebenen 
Andeutungen hinauszugehen, da mit der Verfeinerung des physi
kalischen Ansatzes die Schwierigkeiten der mathematischen Behandlung 
derart wachsen, daß die Ergebnisse keine allgemeinen Folgerungen 
mehr gestatten. 
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Die GroBenordnung der hier bereehneten Zeiten moge an einem 
Zahlenbeispiel veranschaulieht werden. Wir benutzen hierzu als 
Mittelwert der spezifisehen Warme 

c = 1,75 Wattseefem3 • 

Die Eigenzeit eines Kugelerders von eo = 100 em Halbmesser ist dann 
nacnGl. (460b) mit Benutzung desWertes A = 1,2' 10-2 Watt/em 0C see 

To = 1,;:~~-2 .1002 see = 1,46.106 see = '" 400 Stunden = '" 17 Tage. 

Die Erwarmung bis zur stationaren Temperatur beansprucht also ganz 
auBerordentlich groBe Zeiten, so daB man im Betrieb den Erder weit 
iiber die sonst iibliehen MaBe hinaus iiberIasten darf; beispiels
weise ergibt sich als zulassige Vberlastung fiir 1 Stunde ("Stunden
last") aus (480) 

1 ;n;2 1 
400 = T . -7i'; jj} = '" 1000; ii = 5,65 fache Uberlastung. 

Da dieser Erder ohne Kiihleinrichtung einen stationaren Grenzbelastungs-
150 

strom von etwa 8 = ,....., 19 Amp. besitzt, berechnet sich also sein 

"Stundenstrom" zu 

Jst = 5,65·19 = '" 110 Amp. 

Wiirde man umgekehrt den Erder so hoch belasten, daB er pro Quadrat
meter Oberflache 100 Amp. in das Erdreich iiberfiihrtl, so ware sein 
Gesamtstrom 

J = 4n·100 = 1260 Amp. 
entsprechend einer 

.. 1260 66£ h Th I 
U = 19 = ac en U oer astung. 

Hierbei reduziert sich die Grenzzeit nach Gl. (474) auf 
:n;2 1 

tg = 400· T . 664 = 0,525 ·10-' Std. = '" 0,2 sec. 

Der Erder wiirde also, wenn nicht fast momentane Abschaltung der 
Belastung erfo1gte, sogleich nach dem Einsetzen des Stromes explosions
mig zerstort werden. Wird der Erder dagegen ala elektrisch gleich
wertiger Halbkugelerder an die Erdoberflache verlegt, so wachst nach 
Gl. (478a) bei gleicher Strombelastung diese Zeit auf das 15fache an 

t; = 15· 02 = 7,5 sec 

eine Zeit, die man unter Umstanden noch zulassen konnen wird. ),Ian 
kann daher den angegebenen Wert von 100 Amp/Quadratmeter als 
eben noch zulassige. StoBbelastung von Oberflachenerdem ansehen. 

1 Riidenberg, R.: Sternpunktserdung bei Hocbspannungsleitungen, einige 
grundsii.tzliche Betrachtungen. ETZ. Bd. 47, H. 11 und 12. 1926. 
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