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Vorwort,

Die gute Aufnahme meines fiir Maschinenbauschulen und #hnliche
Lehranstalten bestimmten, die sechs Grundfestigkeiten umfassenden Werkes
»Einfithrung in die Festigkeitslehre* in den Kreisen der Schule und der Praxis,
sowie die vielseitige Nachfrage nach der Erweiterung und Fortsetzung der Ein-
fithrung hat mich zur Herausgabe des vorliegenden Werkes iiber zusammenge-
setzte Festigkeit veranlaBt, das sich sowohl als ein Lehr- oder Beibuch zum
Unterrichte an hoheren technischen Lehranstalten wie auch fir den in
der Praxis stehenden Techniker als ein leicht verstiindliches und schnell
zu iibersehendes Hand- und Nachschlagebuch eignen diirfte. Zum groBeren
Teile umfaBt das Buch den Lehrstoff, den ich selbst im dritten Semester
meines Unterrichtes in der Festigkeitslehre an der seit etwa zwei Jahren
als hohere technische Lehranstalt ausgebauten Stédtischen Maschinenbau-
schule in Leipzig zugrunde lege.

Da das vorliegende Buch gleich der genannten Einfithrung nur ein
Lehrbuch sein soll, das ohne Kenntnis der hoheren Analysis durchaus
verstanden und verfolgt werden kann, habe ich im Interesse der leichteren
Ubersichtlichkeit des Werkes aufler den Gleichungen der elastischen Linien,
die den einzelnen Belastungsfillen zugehéren, alles das fortgelassen, was
nur einfachen Formel- und Tabellenwert hat, woriiber ja die Hiitte oder
jeder technische Kalender genugsam Aufschluf gibt. Dagegen habe ich
dem nach Abschnitten und Paragraphen geordneten Lehrbuche in leicht
zu iibersehender Weise, worauf besonderer Wert gelegt worden ist, eine
aus 45 praktischen Beispielen bestehende Aufgabensammlung aus dem
Gebiete der Maschinen- und der Baukonstruktion zugefiigt, die den Stu-
dierenden bei diesbeziiglichen Rechnungen als zweckentsprechende Unter-
lage dienen und ihn zu selbstéindigen Arbeiten anregen soll. Hierbei habe
ich, wie bei den Aufgaben im evsten Werke, mit Absicht die auf ver-
schiedene Querschnittseinheiten bezogenen Materialspannungen gewiihls,
damit der angehende Techniker sich friihzeitig mit den fortgesetzt wechselnden
Rechnungen der Praxis, fiir welche die technische Schule entsprechend
vorbereiten soll, unter der Anleitung des Lehrers geniigend vertraut machen
kann, Auch habe ich bei den vollstindig durchgefiihrten Losungen der
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Aufgaben, den man von Anfang bis Ende leicht folgen kann, Wert auf
die algebraischen Entwickelungen gelegt, auf die an dieser Stelle der Stu-
dierende besonders aufmerksam gemacht sei. Man kann natiirlich auch
ohne das exakte Losen zum Ziele gelangen, wenn man sich der zumeist
sehr umstiindlichen und zeitraubenden Probiermethode bedienen will, deren
Unsicherheit in der mehr oder weniger willkiirlichen Resultatschétzung
liegt. Wenn auch in manchen Féllen ein schitzungsweises Vorgehen
bequem und zweckméBig sein mag, so darf doch ein solch inkorrektes Ver-
fahren ebensowenig zur Regel erhoben werden, als es mit der unter normalen
Verhéltnissen nur zur Kontrolle der exakten Rechnung dienenden graphischen
Losung geschehen soll, die eben nur ein zeichnerisches Verfahren bedeutet.
Im allgemeinen gilt fiir den Techniker der irrtumlose, mathematische
Rechnungsgang, den anzueignen sich jeder Studierende um so mehr be-
fleiBigen sollte, als eine gute mathematische Grundlage in Verbindung mit
einer guten Werkstattpraxis nicht nur zum liickenlosen Studium technischer
Werke gehort, sondern auch unstreitig den Schliissel zum wirklichen tech-
nischen Denken darstellt.

Im ibrigen mdchte ich noch darauf hinweisen, daBl meines Wissens
nach das vorliegende Buch das erste ist, das auf nur elementarer Grund-
lage fuBend, in moglichst systematischem Aufbau das fiir jeden technischen
Mittelschulabsolventen Wissenswerteste aus dem Gebiete der zusammenge-
setzten Festigkeit enthélt, ohne deren Kenntnis und Verwertung das volle
Verstehen und die selbstéindige Durcharbeitung einer Konstruktionsaufgabe,
falls diese micht nur einzig und allein ein Bild darstellen soll, wohl aus-
geschlossen sein diirfte. Vor allem werden dem Studierenden die mit dem
Lebrbuche in ergéinzendem Zusammenhang stehenden Anwendungen sehr
willkommen sein.

Ich hoffe deshalb, daB auch dieses Werk innerhalb der gedachten
Kreise auf eine gleich gute Aufnahme rechnen darf, wie sie mein erstes
Werk bereits erfahren hat.

Leipzig, im November 1908.
Ernst Wehnert.
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Einleitung.

Nachdem in den zur Einfilhrung in die Festigkeitslehre dienendem
ersten Bande des vorliegenden Werkes die 6 Grundfestigkeiten ihre Er-
ledigung gefunden haben, sollen in diesem zweiten Bande die fiir die
Praxis notwendigen Sitze und Regeln aus dem Gebiete der zusammen-
gesetzten Festigkeit besprochen werden. .

Wenn nun streng genommen die bereits im ersten Teile behandelten
Festigkeiten der Biegung, der Knickung und der Torsion auch schon
Kombinationen der einfachen Festigkeiten — Zug, Druck und Schub —
darstellen, so werden sie fiir gewohnlich doch nicht unter die zusammen-
gesetzten Festigkeiten gerechnet, mit denen die praktische Technik zu tun
hat. Je nachdem es sich also um Biegung, Knickung und Torsion oder
um Zusammensetzungen der sechs Grundfestigkeiten handelt, kann man
die zusammengesetzten Festigkeiten in zwei Arten einteilen,

1. in eine natiirliche kombinierte Festigkeit oder komb. Festig-

keit im engeren Sinne und

2. in eine kiinstliche kombinierte Festigkeit oder komb. Festig-

keit im weiteren Sinne,

Zu der letzteren Art sind alle sonstigen zwischen den sechs Grund-
festigkeiten moglichen Verbindungen zu zihlen, die allerdings praktisch
nicht alle gleiche Bedeutung haben.

In allen Fillen handelt es sich nun lediglich um die Feststellung
der groBten Anstrengungen der Materialien, wozu es von vornherein
zweckmiBig ist, zu unterscheiden, ob bei einer eben gedachten Schnitt-
flache eines zu untersuchenden Korpers, fiir deren Punkte die Anstrengung
bestimmt werden soll,

a) nur verschiedenartige Normalspannungen,

b) nur verschiedenartige Schubspannungen oder

¢) Normal- und Schubspannungen gleichzeitig

Wehnert, Festigkeitslehre II. 1
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zu beriicksichtigen sind. Auf diese Weise gliedert sich der zu behandelnde
Stoff in 3 Gruppen, deren jede sich wiederum mit Riicksicht auf die
Kombinationen der Grundfestigkeiten, soweit sie praktischen Wert haben,
in die folgenden Arten zerlegen I&aBt, womit gleichzeitig die Richt-
schnur fiir die Stoffverteilung des vorliegenden zweiten Bandes gegeben
sein soll.
Arten fiir a): Nur verschiedenartige Normalspannungen.
Zug oder Druck mit Biegung.
Arten fiir b): Nur verschiedenartige Schubspannungen.
Schub mit Torsion.
Arten fiir ¢): Normal- und Schubspannungen.
" 1. Zug oder Druck mit Schub.
2. Zug oder Druck mit Torsion.
3. Biegung mit Schub.
4. Biegung mit Torsion.



Erster Abschnitt.

§ 1. Allgemeines iiber Spannungen.

Die in der Mechanik der starren Ko6rper aufgestellten Sitze fir das
Gleichgewicht der Korper lassen sich ohne weiteres auch auf die einzelnen
Teile oder Elemente der Korper iibertragen, an denen die Spannungen
als duBere Krifte wirken (vgl. Einfithrung: § 13 Abs. 2). Da die Ele-
mente hierbei beliebig abgegrenzt sein konnen, die Gestalt und Form also
willkiirlich ist, vermag man auch iiber die Lage und Richtung der Span-
nungen zu bestimmen, wodurch sie aber simtlich der Untersuchung zu-
ginglich werden (vgl. Einfithrung: § 13 Abs. 4).

Aus den Gleichgewichtsbedingungen, die fiir jedes Korperelement
erfiillt sein miissen, ergeben sich die Beziehungen zwischen den Spannungen
nach verschiedenen Richtungen und an verschiedenen Stellen des Korpers,
die dann als Grundlage fiir die weiteren Betrachtungen dienen.

Bei der zusammengesetzten Festigkeit handelt es sich in der Haupt-
sache um das Zusammensetzen oder Vereinigen von Spannungen zu einer
resultierenden, idealen Spannung, was entweder durch einfaches algebra-
isches Summieren oder nach den Grundsidtzen vom Parallelogramm der
Krifte - geschehen kann.

Einen diesbeziiglichen kurzen Uberblick gewihren die folgenden
Beispiele.

1. Sollen die in Fig. 1 als Kriifte dar-

gestellten Normalspannungen 0, 0,9, 0q; und g, . @«: G .
zu einer resultierenden Spannung o; vereinigt ’*—G— o s < a —
werden, so erhilt man unter Beachtung der fir * Ay "'4
Zug und Druck geltenden Vorzeichen plus und Fig. 1.

minus

0 =— Gz1 + ng -_— Gdl -_— 0'(12-
2. Wirken dagegen die in Fig. 2 angegebenen Normalspannungen
g, und ¢g unter einem Winkel o, so erhélt man mit Hilfe des Pythago-
1#
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riischen Lehrsatzes die resultierende Spannung

0i = 1/6,% + 04® + 2 6, 63 cos a.
3. Vereinigt sich beispielsweise nach Fig. 3 eine Normalspannung ¢
mit einer Schubspannung 7 so zu der resultierenden Spannung ¢;, dafBl

Fig. 3.

die letztere mit der Normalspannung einen Winkel @ einschlieBt, so ist
?=¢?+4 062+ 200icosq,
woraus sich dann die resultierende Spannung in folgender Weise ergibt:

6i2+ 20 cos &. 0 =2 —¢?,

02 + 20 cos & . 0; + (0 cos @)’ =12-— 0% 4- (0 cos a)?,
(0; £ o cos @)? =17% -4 ¢%(cos’a — 1),

0;+ ¢ cos @ = + Vo? (cos?q — 1) + 72,
oder wenn fiir cos@g —X
und fir cos? @ — 1 —=y2 gesetzt wird,

o+ x6==+V0%y* + %
e
0i=4x0+ ]/(02 4-}75-12) y?

1
» Zixaiy 0‘2“*—}?-’[2.

4. Fiihrt man in der letzten Spannungsgleichung die vorliufig noch
unbestimmten Faktoren A, B und C ein, so erhilt man in der Gleichung

6i=A¢+B}e2}Ce2 . . . . . . . 1

einen Ausdruck, der zur Berechnung der resultierenden oder idealen Span-
nung fiir alle die in der Gruppe ¢ aufgefiihrten kombinierten Festigkeiten
dienen kann, sofern die genannten Faktoren bekannt sind. (Vergl. § 4.)

§ 2. Der Spannungszustand fiir einen Korperpunkt.

Nachdem bei der im 3. Abschnitte der Einfithrung aufgefiihrten
Lehre von der Schubfestigkeit unter § 13 Abs. 2 bereits die Gleichgewichts-
bedingungen zwischen den Spannungskomponenten eines Korpers behandelt
worden sind, soll nunmehr der Spannungszustand fiir einen beliebigen
innerhalb eines Korpers gelegenen Punkt ermittelt werden.



§ 2. Der Spannungszustand fiir einen Korperpunkt. 5

Hierbei ist unter dem Spannungszustande die Gesamtheit der Span-
nungen zu verstehen, die fiir alle durch den Korperpunkt gelegten Flichen-
elemente auftreten.

Um nun eine Unterlage zu erhalten, wihle man irgend eins von
diesen Flichenelementen zur Oberfliche eines unendlich kleinen Kgrpers
und wende auf ihn das im § 1 Gesagte an. Bei der Wahl der Kéorper-
form ist man an keine Grenzen gebunden, simtliche Untersuchungen laufen
vielmehr auf ein gemeinschaftliches Endresultat hinaus; dieserhalb ist es
zweckmiBig, den anzustellenden Betrachtungen die moglichst einfachste
Koérperform zugrunde zu legen. Als solche sei das nur von vier ebenen
Flichen begrenzte und in Fig. 4 dargestellte Tetraeder gewihlt, dessen
rechtwinklig aufeinander stehende Kanten AO, BO und CO mit den
Achsen x, y, z eines rdumlichen Koordinatensystems zusammen fallen.
Damit sollen aber auch die Spannungskomponenten als gegeben betrachtet
werden, welche in den senkrecht zueinander gerichteten Flachen des Tetra-
eders wirken. Unter diesen Voraussetzungen sollen nun die, den Achsen
parallel laufenden Spannungskomponenten py, py und p, der vierten, be-
liebig geneigten Begrenzungsfliche berechnet werden, deren Normalspan-
nung mit p bezeichnet sein moge.

Scheidet man nun mit bezug auf das Folgende von vornherein
etwaige Schwingungsbewegungen des Korperelementes aus, die nach dem
d’Alembertschen Prinzip noch eine Trigheitskraft als Gegenkraft
erforderlich machen wiirden, um den Fall der Bewegung (Dynamik) auf
den Gleichgewichtsfall (Statik) iiberzufithren, so wirken an dem genannten
Tetraeder fiinf #uBere Krifte, die sich gegenseitiz das Gleichgewicht
halten miissen.

Denkt man weiter daran, daf eine von den fiinf Kriften, die von
auBen her auf die Masse des Elementes wirkende magnetische Fernkraft
ist, deren Gréfe bekanntlich von der Masse bezw. von dem Volumen des
Korperelementes proportional abhéingt, so kann man mit Riicksicht auf die
unendliche Kleinheit des Elementes auch diese Kraft ausscheiden, so daf
fiir gewShnlich nur noch die auf die vier Begrenzungsflichen des Tetraeders
einwirkenden Spannungen fiir die Gleichgewichtsuntersuchungen in Frage
kommen.

Da die geometrische Summe dieser vier Spannungen im Gleich-
gewichtsfalle gleich Null sein muBl, so folgt daraus, daB bei drei gege-
benen Spannungen sich auch die GroBe und Lage der vierten Spannung
sowohl analytisch als auch graphisch ermitteln 148t. Die sonstigen Gleich-
gewichtsbedingungen gegen eventuelles Drehen des Korpers ergeben sich
aus der Einfihrung: § 13 Abs. 2. ‘

Um nun die bereits genannten Spannungskomponenten py, py und
p. zu finden, zerlege man in Fig. 4 die in den Schwerpunkten der drei
aufeinander senkrecht stehenden Tetraederflichen angreifenden Normal-
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spannungen 0y, Oy, 0Oy in je zwei parallel zu den Achsen gerichtete
Schubspannungen 7y(y) Tyx)y Tx(z) Tax) Und Ty Ty(y). SchlieBt dann
die von O aus auf die Fliche ABC errichtete Normale ON mit den
Koordinatenachsen die Winkel &, 8, y ein, so bilden diese Winkel nach
einem Satze der Stereometrie zugleich die Neigungswinkel zwischen der

Fliche ABC=1f und den Seitenflichen OBC=1f;,, OAC=1{;, und

Fig. 4.

OAB=f;y. Die Inhalte der Seitenflichen, welche die Projektionen der
Flache f auf die Koordinatenebenen darstellen, erhilt man durch Multi-
plikation der Fliche f mit dem Kosinus der entsprechenden Neigungs-
winkel, ' :

Bezeichnen noch Py, Py, P, Kriifte, die auf die Masse des Tetraeders
einwirken und deren Richtungssinne mit den Spannungskomponenten py,



§ 2. Der Spannungszustand fiir einen Koérperpunkt,. 1
Py, P. libereinstimmen mogen, so ist das vorgelegte Tetraeder im Gleich-
gewichte, wenn
1. in Richtung der x-Achse:

Py "‘l“ fo —=0x. fyz + Tx(z) frz + Tx(y) « fxy
” =0x.Tcos@ —Tx(z.fos § -+ Tx).feosy

»” =1f(0g.cos @ | Txz).cosf - Txg).cos9),
2. in Richtung der y-Achse:
2 .. Py41py =750 - fys  +0y.fx + Ty - fay
” = Ty(y.fcosa | oy.fcos § Ty .fcosy
" = f(Tyq). 080~ 0y.C08 8 | Tyx).cO8Y),

3. in Richtung der z-Achse:
Pz + fpz = Tu(y) - fyz + Ta(x) » fxz ‘i— Oz . fxy
» = Ty(y). feOs @+ Tyx). fcOS B -+ 05 . fcOS
” = f(Tyy).cos0 + Tyx). cOS B 0, . CO8Y)

ist. Bei dieser Aufstellung hat das Tetraeder immer noch eine Masse,
von der die Krifte Py, Py und P, abhingig sind. Es fallt also hierbei
der Korperpunkt M, fiir welchen der Spannungszustand festgestellt werden
soll, noch nicht mit dem Koordinatenanfangspunkt O zusammen.

Da der Spannungszustand aber das Zusammenfallen der beiden
Punkte M und O bedingt — denn nur so konnen die vier Ebenen des
Tetraeders durch den Korperpunkt M gehen — so reduziert sich das
Volumen bis auf Null, womit dann auch die Kréfte Py, Py und P, in
Wegfall kommen. Scheidet man deshalb in den vorstehenden Gleichungen
die Massenkrifte aus, so ergeben sich durch Division mit f die gesuchten
Zustandsgleichungen

2. Py =7Ty).co8@+0y.c08f | Tyx).cC087,
8. Pz =="Ty(y) - COS &~ Ty(x) . COS B + G . COS ,

die besonders dann Anwendung finden, wenn die beliebig geneigte Ebene
des Tetraeders in die Oberfliche des gegebenen Korpers fillt. In diesem
Falle bedeuten die linken Seiten #uBere, auf den Korper einwirkende
Druckkrifte, die zumeist bekannt, ja vielfach gleich Null sind.

{ 1. px==0x.0080¢ -} Tx(z).cosf - Tx(y).COSY,

Tritt der letzte Fall ein, so erhélt man die zwischen den Spannungs-
komponenten an der freien Korperoberfliche oder deren Nahe bestehenden
Beziehungsgleichungen

1. 0x.cos@ —}Tx(z).cos B+ Tx(y). cos y =0,
{ 2. Ty(.co8a-|0y.c0808 FTyx.cosy=0,
3. Ty(y). COS G Ty(x) . COS |- 0,.C08y =0,

4
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§ 3. Der ebene Spannungszustand.

Der in § 2 behandelte allgemeinste Fall des Spannungszustandes,
der {iberhaupt in einem Korper auftreten kann, findet in der angewandten
Festigkeit wenig Verwendung. Bei den praktischen Aufgaben liegen fiir
gewdhnlich die Verhiltnisse so vor, daB simtliche Spannungen in einer
ebenen Flidche wirken. Man spricht dieserhalb auch von einem ebenen
Spannungszustande, der sich ohne weiteres aus dem allgemeinsten Falle
durch Verschwinden der Spannungen nach der x-, y- oder z-Richtung
ergibt,

Wihrend im § 13 Abs. 4 der Einfithrung bereits der einfache oder
lineare Spannungszustand fiir Schub als ein Sonderfall des ebenen Span-
nungszustandes erledigt worden ist, handelt es sich im vorliegenden Falle
um die Festlegung der Schnittrichtung, bezw. des Winkels @, fiir welchen
die Normal- und Schubspannungen ihre gréBten Werte annehmen.

Zu diesem Zwecke lege man den Betrachtungen ein in den Figuren

5a und 5b dargestelltes, unendlich kleines dreiseitiges Prisma zugrunde,

dessen Kanten b parallel

zur z-Achse gerichtet sein

mdgen, in deren Rich-

tung der Korper span-

nungsfrei sein soll. Die

aus den genannten Fi-

guren ersichtlichen Span-

nungen wirken also simt-

lich in der Ebene xy

des Koordinatensystems

xyz. Auf die unter den

Winkel @ geneigte Fléche

wirke die Spannung ¢

Fig. ba. ein, welche durch ihre Sei-

tenkomponenten, ném-

lich der Normalspannung ¢, und der Schubspannung 7,, ersetzt werden

kann, wo jede sich dann parallel zur x- und y-Richtung wieder in die
Spannungen 0; 6, bezw. 7, 7, zerlegen lassen.

Die die beiden anderen Flichen des Prismas beanspruchenden Schub-
_spannungen 7y und Ty sind nach dem am SchluB des § 13 Abs. 2
der Einfithrung aufgefiihrten Lehrsatze gleich groB und koénnen deshalb
mit z benannt werden.

Bezeichnet man nun noch die Inhalte der Flichen b. O—A, b.OB, b.AB
mit fy,, fy,, f, und denkt man daran, daB die ersten beiden Fléchen
Projektionen der Fliche f; sind, so erhalt man, falls ein Verschieben in



§ 3. Der ebene Spannungszustand. Normalspannung.

Richtung der x- und y-Achse ausgeschlossen sein soll, die beiden Gleich-
gewichtsbedingungen
1. in Richtung der x-Achse:

f,.0, 1.7 — fy,. 0% —f.T =0
oder f;.0,sine-}f,.7,cos@¢ —fysin@.ox —fycosa@.z =0
» Opsine —4tycos¢ —ogsina —zcosa =0,
2. in Richtung der y-Achse:

fy. 0, — £, .7y —fys.T — fxs. 0y =0
oder fo.oocosa—fo.:rosina—fosina.t —fycosa.0y =0
» 0pC08Q —TysSing -—7Tsing —doycosa =0,

aus denen man dann die Normalspannung ¢, und die Schubspannung z,
in folgender Weise erhélt.

a) Die Normalspannung o,:

1. gpsine} 7 cosa—oxsing—zcosa=0 | sina
2. o,cos0 — T sing—Tsing—oycosa=0 | cosq

0, sin? @ 7, sin ¢ cos @ — Ox sin® ¢ — T sinocos @ =0
0,, c0s2 @ — 7, sin & cos @ — T sin & cos @ — 0y cos® @ =0

0, (sin? ¢ - cos? @) — 0 sin% @ — gy cos® @ — 27 sin @ cos ¢ =0,
und da sin?@-4-cos? =1 ist, 1)
6, — 0xsin® @ — oy cos? @ — 2z sin wcos @ =0,
0,=0xsin?a@-}-oycos’a +2zsinacosa.
Fiihrt man nun noch den doppelten Winkel mit Hilfe der trigonometrischen

Sitze
1 —cos2a 2

fh2y —
sin®q =— R
2
iy . b . b?
1) sin ¢ = — oder sin?a = —;
c c
a . a?
cosa=— , cosfg=—
e c c
4
. b% 4 a?> ¢?
sin’e¢ + coslo=—F—===1
+ po a=L
« woraus sin’e =1 — cos?a
& und cos?e=1— sin?a folgt.

2) cos(a - ) = cosacos § — sinasin G,
fir g=ua, ist
cos2 ¢ = cos?a — sin’a
» =(l—sin’a)— sin?e¢ =1 — 2sin%a,
2sin*e=1— cos2a
1— cos2ea

sin?g = 5
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14cos2a 1)
2
2sinacosa=sin 2a 2

und

coslg =

ein; so erhilt man

1—cos2¢ 1 cos 2¢ .
Gy = Oy 5 + oy +2 -+ 7 sin 2
0x— 0z COS 20 + O Oy C0s 2@ .
, = Ox _;_ y -0y ~+ zsin 20
, :0‘—:0‘y——0x—2~qycos2a “+zsin2a . . . 5

b) Die Schubspannung 7,:

1. oysine - 75cos@—oxsine—zcose =0 | cosa

2. gycos— T sina—zsing —oycose=0 | —sing
0, sin @ cos & —}- 7, cos® @ — 0y . sin @ cos @ — 7 cos® o =0
— 0, sin @ cos @17, sin? @ -+ 7 sin? ¢ + oysinacosa=0
T, (sin® @~ cos?® &) — gy sin @ cos @ oy sin @ cos a— 7 (cos? @ — sin? @) =0
und, da wieder sin? ¢ + cos?a =1,
ferner cos? ¢ — sin? @=cos 2 @ ist,
T, — (0x — 0y)sin@cos @ — 7 cos 2 ¢ =0,
Ty = (0x — 0y)sinacos @+ 7z cos 2 &
1 und, da
} &b 2singcosg=sin2 q
A N oder
7 . sin2¢q |
/ sin @ cos o= ——— ist,
Jos % / 2
[/ in2 o
% 1/ sin
Ty = (0x — oy) B) +
—'—bx
T,-C B +7zcos2q
O-x —0 .
6; » :—T—YS_IHZ(Z-—*-
Fig. 5b.
& +7zcos2a . . 6
1) cos2a=cos?a — sin’a = cos? @ — (1 — cos? )
» =2cos?a—1,
14 cos2a
cos?q— LE 082
2
2) sin (¢ g) = sinacos § + cosesin g,
fir g =a, ist

sin2 ¢ = sin e cos & -}- cos e sin
» = 2sinacosa.
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Bevor nun zur Bestimmung der Maximal- und Minimalwerte von g,
und 7, geschritten wird, ist es zweckmifig, sich erst noch iiber die, zwischen
diesen Werten bestehenden Bezichungen klar zu werden. Zu diesem Zwecke
schreihe man die Gleichungen 5 und 6 in der folgenden Weise um:

g0 . 0z —G
go_mz%':fc(smza— x21 24 cos2a>,

T, :T(COSQG—f——UX—;Eoy sin2a>,

und setze den in beiden Gleichungen gemeinschaftlich auftretenden Aus-
druck

Gx — Gy _
T3, — B
worin ¢ einen Hilfswinkel darstellt, so erhélt man
gy — U—X_g——o-y:z(sin2a —tg.cos2a)
» zr(sinZa—Sm(p-cos2a)
cos @
Y (sin 2a.cos(p—cos2a. sincp>
” - cos @
sin (2 a— @)
) =T
Cos ¢
und T,=17(cos 2@} tg@.sin2a)
sing .
»w =T (cos2a+ cos;'sm 20&)
_ %08 2a.cosp-sin2q.sing
»T cos ¢
___cos(2a—0q)
n=T oS @ '
Da nun der Sinus von +09 +180°% . . . . den Wert O,
. von +90° +2709 . . . . den Wert + 1
hat, der Kosinus aber von +09 +4180° . . . . den Wert + 1,
von +909 +2709 . . . . den Wert O
erreicht, so erkennt man aus den letzten beiden Gleichungen, dall
1. fir 2a— )==40% +180°, . . . .
0y — L—é—ﬂy =0 oder ¢,= Ox 0y

2
wird, wihrend 7, seinen Maximal- bezw. Minimalwert

To==+
COSq)
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erhilt und, daB dagegen

2. fir 2o —q¢@)=490° +270°, .....
TO - O
wird, wihrend ¢, sein Maximum bezw. Minimum
O_O__U"x+0y:i oder GO=0x+0y_4; 2
2 cos @ 2 cos @

annimmt.

Entwickelt man noch aus der oben genannten Hilfswinkelgleichung
den Kosinus von ¢ und fithrt diesen Wert in die letzten Glelchungen
eln, so ergeben sich die groBten und kleinsten Werte von ¢, und 7, wie folgt:

O 51n (p
tep — ———x 3 —
ge 27 cos ¢’
Woraus man cos ¢ = sin(p=~_2'r V1 —cos?p, 1)
Ox — O-y Ox — O'y ’
2¢ \2
oder cos? g — ( ) 1 — cos? @)
9 0x— Oy ( P

27z \2? 27 \2
» = — cos? p,
0x — Oy 0x — Oy

. ( )2 . 42
cos? raa— coslgp = [Car
z2
od 2 (1 ) = »
der cos —{— ——
PR 2
; cos? p (FX_‘ME =,
(0x — 0y)
472 )2
0032(p — T _. (0x 2(7y) ,
(0x —0y)? (0x—0y)%+ 47
oder = 442
7 4 (05— 0y)% ]
Cos @ — dv
q) —_ 412 + (O-x — Gy)z
27

R e - oy)?

erhilt. - Diesen Wert oben eingefithrt, gibt die Maxima oder Minima der
Normal- und Schubspannungen, die man auch als Hauptspannungen be-
zeichnet.

1) sin® p 4 cos® p =1
sinp=1—cos?p

sin g =11— cos’ .
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Es ist
1. die Normalspannung

0 4 max = 9 CEE)
__oxtoy T
» T 2 27
V47% 4 (6x—o0y)?
s =0 L R, T

2. die Schubspannung

T T
— =+
T & max icosq) - 27
V4 2® | (0x — 0y)
1 -
” :—.i§1/4'z2+(ax—cy)2. .. . . . . . 8

Die den Hauptspannungen entsprechenden Hauptrichtungen werden
indirekt durch den Hilfswinkel ¢ oder direkt durch den Neigungswinkel «
bestimmt, fiir den sich ein Ausdruck aus der Gleichung 6 fiir 7, =0
herleiten 1a8t.

Man erhilt
0x — Oy .
0=——~2 sin 2@ -}~z cos 2,
mit cos2 ¢ dividiert,
0x — Oy sin2q cos2a
0= SN
2 cos2a+Tcos2a
0x— 0
0=-—= 3 Ytg2 a1,
2 27 1 1
tg20t=——'5 = — = — —_——
0x — Oy 0x — Oy 0x — Oy tg
27
w =—cotgep . . . . . . . . . . . .. .9

Setzt man beim ebenen Spannungszustande, bei dem die Richtungen
der Hauptspannungen mit den Richtungen der Koordinatenachsen zu-
sammenfallen, eine der beiden Hauptspannungen gleich Null, so erhilt
man den linearen Spannungszustand, fir den dann die Gleichungen 5
und 6 die folgenden Formen annehmen:

0y = oxjo — ze—O cos2¢—0.sin2¢



14 1. Abschnitt.

__0x Ox

go__E—Ecosmx

. 1—cos2¢

L T

y =0g.8i0%2¢, . . . . . . . . . . . . . 10
Ox

—0 .sin2a¢40.cos2

To=—"g

. 1 .
,,=—62i-sm2a=—2—0x.sm2a . B |

NB. Wihrend man also den ebenen Spannungszustand sich aus
zwei gleichzeitig auftretenden linearen Spannungszustéinden vorstellen kann,
deren Hauptrichtungen senkrecht aufeinander stehen, kann der allgemeinste
Spannungszustand aus drei zusammenwirkenden linearen Spannungs-
zustinden bestehend gedacht werden, deren Spannungsrichtungen recht-
winklig zueinander stehen.

§ 4. Die idealen oder reduzierten Spannungen.

Das im § 7 der Einfithrung unter den Gleichungen 18 aufgefiihrte
lineare Gleichungssystem gibt die Beziehungen zwischen den Spannungen
und den Forménderungen (Dehnungen) fiir den allgemeinsten Spannungs-
zustand an, bei dem die rechtwinklig zueinander gerichteten und parallel
den Koordinatenachsen x, y, z laufenden Normalspannungen 6y, 6y G
gleichzeitig auf den Kérper einwirkend, die Dehnungen g, &, & in den
Achsenrichtungen hervorrufen.

Das mit Hilfe des Superpositionsgesetzes erhaltene Gleichungssystem
setzte voraus, daB die Struktur des beanspruchenden Korpers isotrop, d. h.
so beschaffen sein sollte, daB unter sonst gleichen Voraussetzungen die
Forménderungen fiir beliebige Kraftrichtungen dieselben blieben im Gegen-
satz zu den heterotropen, bei denen in jeder Richtung auch eine andere
Forménderung eintritt, so wie es beispielsweise beim Holze der Fall ist,
wo in Faserrichtung andere Dehnungen auftreten als senkrecht dazu.
In solchen Fiéllen hat man die zugehorigen Materialspannungen zu be-
riicksichtigen. :

Ersetzt man in den genannten Gleichungen die Normalspannungen
0x, Oy, 0, allgemein durch die drei Hauptspannungen 6y, 0,, 03 S0 er-
héalt man

(1] o e 1
& =a<01—_2;nt;_3_> oder —é:ol—~5(62+03),
0, }o. & 1
£2=a<62——1;1"§> » *3—“—"02"‘5(‘71“{"63)’
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o [ 3 1
=0 (63 — —‘:?i-;—2> oder Es = 03— — (6, 4-0,)

Da nun nach dem Hookeschen Gesetze (vergl. § 3 der Ein-
fiihrung)

&
el = oil oder Gil E—1 El’

— =%
& = 0Q0i3 » Oig a,

— 5
& =Q0i3 » Oig= po

ist, worin ¢y, 0j, und 0j; die in den einzelnen Hauptrichtungen auftreten-
den idealen oder reduzierten Spannungen darstellen, so schreiben sich die
dem allgemeinsten Spannungszustande zugehorenden Gleichungen

1
Oy =0y — (02 +03)s

1
gizzgz—g(gl—l——o‘a), P

1
Ojg =03 — - (0, 4-05)-

Bei praktischen Rechnungen ist die groBte dieser drei .Spannungen
zu verwenden.
Wird nun eine der drei Hauptspannungen z. B. g; =0, so erhilt
man die reduzierten Spannungen fiir den ebenen Spannungszustand
1
iy = 0y — 02

13
1
und 6y, = 0y — - 0y

von denen auch nur der gréBere Wert Bedeutung hat. Die Spannungen
0, und o, stellen hierin die in den Gleichungen 7 entwickelten groBten
und kleinsten Hauptspannungen

0. () 1 S I S ——t
o =204 Lo ooy

o o 1l i
wi =ty
dar.
Setzt man in diesen Gleichungen noch ¢y =0, was bei den meisten

praktischen Anwendungen der Fall ist, so erhalten die Hauptspannungen
die Werte

1 1 PR
01=?0x+—2~]/4f5‘—1—-0x2
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1 1 ——
und Oy = 5 0x _?1/4 2+ 0

welche in die Gleichungen 13 eingefiihrt, die idealen Hauptspannungen

Oy =01 — 02

1 1 1 /1 |

”» -:(?O'X—l—? 1/4T2+Gx2) _E<?0—x~ E-V412+6x2)

1 ) 1 )

» = _o-x_l._—“l/4’l;2+6x2 ——mox +-2_ml/47;2‘|"6x2
m—l

» = x+m+1]/6x2—}—4'52

1
und sz = 02 —_— *r‘l‘— (1

1 1

1 1
" —_—(?Gx———l/u?—l—ox) - ( ax—i—*]/zlr?—{—aﬁ)
1 S
» =g g VAR e o
m—1 m+1

» = om % 2m Vos* 1402

ergeben.
Da sich diese Spannungen nur im Hauptvorzeichen unterscheiden,
so lassen sie swh in der allgemeinen Gleichung

a=""14 m+11/02—{—4z2 R 1

2 m

vereinigen, die mit der im § 1 genannten Gleichung 1 vollstindig iber-
einstimmt; den daselbst aufgefiihrten unbestimmten Faktoren A, B und
C entsprechen hierin die Werte

C=4,
m—1 3
A= 2m =035 bezw.~8— . . . . .1l4a
und B=m—ﬂ—065 bezw. 3,
2m 8

sofern man fir die im § 7 der Einfilhrung erwihnte, nach Poisson
benannte Konstante m die Werte ? bezw. 4 einsetzt.

Mit diesen Zahlenwerten schreibt sich dann die Gleichung 14

1. fir m:?: 0= 0,350+0,65 0%+ 4%

2. fir m=—4: ¢;= —3—6+ 0%+ 4 7% [

15
8
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Obgleich nun die allgemeine Gleichung 14, wie bereits am Ein-
gange dieses Paragraphen gesagt worden ist, nur fir isotrope Korper
Geltung hat, 148t sie sich auch ohne weiteres fiir die iibrigen, hetero-
tropen Korper verwenden, fir die man nur noch die unter der Wurzel
stehende Schubspannung 7 mit einem Koeffizienten ¢, zu multiplizieren
hat, der das jeweilige Verhéltnis zwischen der Schub- und Normalspannung
ausdriickt.

Mit bezug auf die im § 13 Abs. 4 der Einfithrung genannte Glei-
chung 53

m

ko= ™k oder k=" 1y,
m-1 m

die sich auch aus der Gleichung 12 fir =0 und ¢ =0 herleiten laft,

hat man in

k zuléssige Normalspannung

:m—{~—1ks:m+1

—>— . zuléssi hub
- - zuldssige Schubspannung

@y

16

das sogenannte Anstrengungsverhdltnis gebildet.
Fiibrt man nun noch dieses Verhéltnis in die Gleichung 14 ein,
so erhiilt man die fiir jedes Material giiltigze Gleichung

m—1
0; =

m++1 -
+ 2 2
GOt Vo +4(age . . . . 17

§ 5. Spannungsellipse. Spannungsellipsoid.

a) Die Spannungsellipse.

Fir den im § 3 aufgefithrten ebenen Spannungszustand kann man
mit Hilfe der Gleichungen 5 und 6 die Spannungen ¢, und 7z, fir alle
Neigungswinkel ~der Schnittfliche AB  be-
rechnen.

Um eine graphische Ubersicht zu erhalten,
vereinigt man die zusammengehdrenden Span-
nungswerte zu resultierenden Spannungen p;, die
in einem beliebigen KréaftemaBstabe, von dem
Anfangspunkte eines in Fig. 6 dargestellten
Koordinatensystems ausgehend, als Strahlen auf-
getragen werden. Hierbei entspricht jeder Schnitt-
richtung ein Strahl, deren’ Endpunkte im allge-
meinen eine Ellipse bilden, wie aus dem Fol-
genden zu erkennen ist. Der Einfachheit halber
wihle man in Fig. 7 das Koordinatensysiem so,
daB die Achsen mit den Hauptspannungen zu- Fig. 6.

Wehnert, Festigkeitslehre II. 2

Y
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sammen fallen, dann ist der Gleichgewichtszustand gewahrt, wenn
1. in Richtung der x-Achse:
e — OA .
pPz-bAB=105.bOA, woraus py= O'Xﬁ: og sin ¢ folgt,

und
2. in Richtung der y-Achse:

Py- bAB = oy. bOB,
woraus

py =0y = gy cos ¢ folgt,

=l

ist.
Lost man nun die beiden
Fig. 7. Zustandsgleichungen nach

X
sin @ = =~ und cosa——*&
Ox Oy
auf, und fithrt man diese Werte in die im § 3, a unter 1 angemerkte
Gleichung
Y

sin?a - cos?a =1

y ein, so ergibt sich in dem Aus-
drucke
4 2 2
v G (p_x> _;_(&) =1 .18
G |x G |x Ix 9y
0

punktsgleichung einer Ellipse
darstellt. Die Spannungen oy
und ¢y bilden die beiden Halb-
achsen der in Fig. 8 verzeichneten
Fig. 8. Fig. 9. Ellipse.

Fiir den Fall, daB ox=o0y
wird, geht die Spannungsellipse in einen Kreis iiber, wie aus der Fig. 9
ersichtlich ist,

C/ eine Gleichung, welche die Mittel-

b) Das Spannungsellipsoid.

Fir den im § 2 behandelten allgemeinen Spannungszustand hat
man in den Gleichungen 3 die Hilfsmittel, mit denen man ebenso wie
vorher fiir jede Schnittrichtung eine resultierende Spannung ermitteln kann,
die dann wieder, von dem Anfangspunkte eines Koordinatensystems aus-
gehend, als Strahlen oder Vektoren angetragen werden konnen, deren End-
punkte auf einer Fliche zweiten Grades liegen, welche die Oberfliche
eines Ellipsoides bilden.
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Sollen wieder die Hauptspannungen des Ellipsoides mit den Koor-
dinaten-Achsen zusammenfallen, so miissen die Schubspannungen in den
Gleichungen 3 gleich Null werden; dann ist aber

Px

1. pz =05 COS @, Wworaus man cos ¢ = erhilt,
Ox
9 . __ Py

. py - 0-y COs ﬁ: ” » COS ﬁ -—_ » ’
Oy
Pz

3. pz=0y COs Y, ’ » €OSy=— o 7

Z

Diese Werte in die der analytischen Geometrie angehérende Gleichung

cos?q - cos?B |-cos?y=11)
eingesetzt, gibt den Ausdruck

<%i)2+<%)2+(%)2=1’ R [

der die Mittelpunktsgleichung des Spannungsellipsoides darstellt. Die
Spannungen 6y, 0y und ¢, bilden die Halbachsen des Kérpers, der in
eine Kugel iibergeht, falls die drei Hauptspannungen gleich groB sind.

1) 1. Nach dem Pythagoriischen Lehrsatze ist nach der beistehenden Figur
pr?=px® + a’ worin a?=py® p,? ist,
n = P12 + Py2 +ng'
2. Ferner ist

2
X X
cos a =P% oder cos? o — (p—) ,

Pr Pr
2
cos g = %f y €082 f—= (lpi—) ,
_Dbz 2, _ (P2’
cos y = 7 cos? y (Pr) .

Durch Addition der letzten drei Glei-
chungen erhilt man:
cos® o + cos® g} cos?y =
px\* | (Py\* ; (Pz)’
(ITr) +(Pr) +(pr>
cos?a 4 cos? B + cos’y =
px* 4Py’ + ps®
pr’ '
Fir den Zihler den unter 1 aufgestellten Wert pr?® eingefiihrt, gibt
2

cos® a + cos® g + cos%;:i’)% =1,

2*
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Ziweiter Abschnitt.

§ 6. Die Trigheitsmomente ebener Flichen, die sich
auf verschieden gerichtete Schwerpunktsachsen be-
ziehen.

a) Die Triigheitsmomente.

Mit dem im § 15 Abs. 2 der Einfilhrung genannten reduzierten
Trigheitsmomente war ein Mittel gegeben, die Trigheitsmomente fiir alle
auBerhalb des Schwerpunktes einer ebenen
Fliache (s. Fig. 10) gelegenen Achsen auf
einfache Weise angeben zu koénnen, falls die
Trigheitsmomente der zugehorigen parallelen
Schwerpunktsachsen bekannt waren.

Im vorliegenden Paragraphen sollen nun
vergleichende Betrachtungen zwischen den
Trigheitsmomenten angestellt werden, die sich

Fig. 10. auf beliebig gerichtete Achsen beziehen,
welche simtlich durch den Schwerpunkt der Fliche gehen.

Zu diesem Zwecke seien in Fig. 11 zwei Koordinatensysteme vor-
gelegt, deren Koordinaten x und & bezw. y und 7 den Winkel o ein-
' schlieBen. Ein Element f
des vorliegenden Querschnit-
tes habe von den Achsen
der beiden Systeme die Ab-
stinde x y, bezw. & 7, die
untereinander in folgenden
Beziehungen stehen:

1. 77 —a—5b
»y=—=YyCOSa —Xsina
2. §= c + d
» =X C0s @ -y sin a.
Bildet man nun nach
§ 15 Abs. 1 der Einfiih-
rung fiir die Achsen § und

7 die Tragheitsmomente Gg
und @,, so ergibt sich
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1. O = Zfn? = Zf(y cos @ — x sin a)?
’ = Zf(y?cos® ¢ + x?sin? ¢ — 2xy sin s cos &)
” = Zfy?cos? ¢ -} Sfx?sin? @ — Sf2xysin @ cos @,
und, da nach § 15 Abs. 1 der Einfiithrung

.‘.:f?]z == @m
IZfx2 = @y,
Sfxy = Ay,

und nach § 3a, Anmerkung 4
2sin @ cos @ — sin 2@ 1ist,
Of = Ogcos? & 4 Oy sin? @ — dyysin2e, . . . .20
2. Oy = Zf5? = Sf(xcos o -y sin )?
” = Zf(x2 cos? @ -} y2sin? ¢ -} 2xy sin & cos @)
» = Zfx%cos? ¢ | Zfy?sin? ¢ | Sf2xysina cos o
» = O sin® ¢ -+ Oy cos?a | Jxysin2e, . . .21
worin Sfxy= 4, das sogenannte Zentrifugal- oder Deviations-
moment fiir die Koordinatenachsen x und y bezeichnet, welches, gleich
den Triagheitsmomenten, ein Moment zweiter Ordnung ist.
Addiert man die Gleichungen 20 und 21, so erhalt man
1. Of= 0Oy cos? ¢ | Oy sin? g — gy sin 20
2. @, = Osin?a -} Oy cos? @ | dyysin 2
Of + 0, = O (sin? g+ cos®a) |} Oy (sin? @ 4- cos? @),
und, da nach § 3a, Anmerkung 1
sin? ¢ | cos?a =1 ist,
Ot+0,=0:+6y, . . . . . 22
Die letate Gleichung sagt, daB die Summe der Tragheltsmomente
fiir irgend zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen immer konstanten
Wert hat, sofern die Achsen durch einen gemeinschaftlichen Punkt gehen.
Die Werte ©¢ und @, sind von dem Winkel ¢ abhingig, erreichen also
zwischen @ =0° und & = 90° einen groBiten bezw. kleinsten Wert. Der
letzte Fall tritt ein, wenn das auf die Koordinatenachsen & # bezogene
Zentrifugalmoment g, gleich Null wird.
Bildet man dieses Moment, so erhilt man
Agy=S1En = Zf(xcos @ -} y sin @) (y cos & — x sin @)
” = Zf(xy cos? ¢ — x2 sin @ cos & -} y?sin & cos @ — xy sin? @)
» = Zf[(y? — x2) sin & cos @ | xy (cos? @ — sin® )],
und, da nach § 3a, Anmerkung 2
cos? ¢ — sin2 @ = cos 2 ist,

Agy = Zf[(y? —x?) sin 2 -+ xy cos 2a]

, = (Zfy? — Sfx?) —— sin 2a + Zfxycos2a
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Ag,,i:@x_;&sin2a—]—dxycos2a. ... . .28

Diesen Ausdruck gleich Null gesetat, gibt

@X—;&sinZa—F/]xycosQa:O

oder, mit cos 2¢ dividiert,
@x;;& tg2a -+ dxy =0,
woraus dann
2dxy 2y
O0;— 0y Oy — 0y

tg2a¢ = — .24

folgt.

Die Gleichung 24 bestimmt nun den Winkel @, unter dem die
Hauptachsen des ebenen Querschnittes zu finden sind.

Wird z. B. 4,y =0, so ist tg2a =0
oder der Winkel a =009,

womit das Zusammenfallen der Haupt- und Koordinatenachsen bedingt wird.

Ist dagegen Axy =0 und gleichzeitig Oy = @y, so ist
0
tg2a =—,
gad =1

womit gesagt wird, daB jede Schwerpunktsachse eine Hauptachse ist, was
z. B. bei allen regelméBigen Querschnitten der Fall ist.

b) Die Zentrifugalmomente.

Wie bereits im Abschnitt a dieses Paragraphen gesagt, sind die
Zentrifugal- oder Deviationsmomente, gleich den Trigheitsmomenten, Momente
zweiter Ordnung, deren Kenntnis die Anwendung der Gleichungen 20
bis 24 voraussetzen.

Die Bestimmung dieser Momente kann graphisch und analytisch
geschehen. Die erste Form hat mehr bei komplizierten Querschnitten Be-

deutung, bei einfachen Flichen fiihrt meist die Rechnung schneller zum
Ziele.

Im letzten Falle kommt es nun ganz darauf an, was fiir Mittel zur
Verfiigung stehen. So kann man z. B. die Zentrifugalmomente mit und
ohne Kenntnis der Haupttrigheitsmomente oder der Schwerpunktsabstinde
berechnen, wie aus folgendem zu ersehen ist.
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1. Die direkte Entwickelung des Zentrifugalmomentes fiir den recht-
eckigen Querschnitt, der mit einer Achse eines beliebig gelegenen
Koordinatensystems gleichgerichtet ist.

Nach den im vorhergehenden Abschnitt aufgefithrten Gleichungen
20 und 21 versteht man unter dem Zentrifugalmoment Ay der Koordi-
natenachsen xy den Ausdruck

dyy = 3ixy,
worin f ein Flichenelement des vorliegenden Querschnittes darstellt, fiir
das die Werte x und y die Koordinaten bezeichnen.

Der Entwickelung sei das in Fig. 12 gezeichnete Rechteck zugrunde
gelegt, das oberhalb der x-Achse zu beiden Seiten der y-Achse liegt. Den
auf der linken Seite der y-

Achse befindlichen Flichenteil = a .

zerlege man beispielsweise in Iy T

gleiche, rechteckige Flichen- ;é; /,2%’4//%
7

elemente /

7.

f1=b51=b}%,

- 5

den rechts gelegenen Flichen- .
teil dagegen in gleiche, recht- Fig. 12.
eckige Elemente
— — h2
f,=Dbdy=D o
Die ersteren Elemente haben die von der y-Achse aus gemessenen
Abszissen

1 1 b,
M= AT Ty
3 3 h,
TREThE T
Cx——Bg__Oh
87 2t 2 n’
die letzteren Elemente dagegen

1 1 h,

M=gh=7 g

3 3 h,

=g h= gy
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55 _5h
~ 2’

Die von der x-Achse aus gemessenen Ordinaten sind bei simtlichen
Fliachenelementen der hnken und rechten Seite des Querschnittes gleich,
némlich

. b
=v— 5

Fihrt man nun die genannten Werte in obige Gleichung ein, so

erhiilt man das fiir den rechteckigen Querschnitt giiltige Zentrifugalmoment

Axy_...fxy
”» 3 (—x)y+ Zfyxy
. =Y[f1 3 (—x)+ 1, 3x]

. 1h, 3h 5h )
A G S S o

) -_—y[_f S (U85 )y 2 (L85
, [ 12n+f22n] (143451,

Da die in der zweiten Klammer stehende arithmetische Reihe fiir
n-Glieder den Wert n? hat, so erhilt man, unter Einfiihrung der vor-
genannten Werte, fiir y, f; und f, die Gleichung

1
Ay =y 5= [fhy — iy n®

[ b\ 1 [h h, ]2
’» —<V—‘§) 2—1'; {b;-hz—“b;'hi n

1) Soll die arithmetische Reihe aus n-Gliedern bestehen, so muff das letzte
Glied der Reihe (2n — 1) sein. Die Summe bildet sich dann in folgender Weise:

s= 1 4+ 38 4+ 5 ... +@n—5)+@n—8) + @2n—1)
s=@n—1)+@2n—3 4+ @n—5)4...... + 5 + 38 -+ 1

2s:2n+2n+2n+ ...... 4+ 2n 4+ 2n 4 2n
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2v—b b
Ay =—5— 55" — D)0
,,=—i—b(2v—-b)(h22—h12). A

2. Berechnung des Zentrifugalmomentes ;; direkt aus den Trig-
heitsmomenten @, @; und 6,

Kennt man von einem Querschnitt die beiden Haupttrigheitsmomente
Oz und @y, als auch das Trigheitsmoment @, bezogen auf eine unter
45% geneigte Achse z (s. Fig. 11), so erhilt man das Zentrifugalmoment
Axy aus der Gleichung 20

Of = O cos? ¢ 4 Oy sin? ¢ — Ayy sin 2 @,
wenn man den Winkel ¢ =45 und @f = 0, einfilhrt. Damit folgt
0O, = O cos?45° 4 Oy sin?45% — Ayosin 2. 45°
» =050,7072+ 0 0,707 — Ayy . 1
, =0,7072(0x -+ Oy) — Ayy
»y = 015 (Qx + Qy) - JXY’

Ay =050O:+0y)—06,. . . . . . . . . . . F

3. Berechnung des Zentrifugalmomentes .7, direkt aus dem Quer-
schnitt und den Schwerpunktsabstinden.

a) Es sei in Fig. 13 zunichst angenommen, daB das Zentrifugal-
moment Ay, y, einer Fliche in bezug auf zwei sich rechtwinklig schneidende
Achsen x;y, bekannt ist. Hieran schlieBt sich die Frage nach dem
Zentrifugalmoment Ayy dieser Fliche, bezogen auf die parallelen Koordi-
natenachsen xy, von denen der Schwer- oy
punkt S die Abstinde &7 habe. -—g——:‘%

Nach der Definition des Zentrifugal-
oder Deviationsmomentes ist an Hand der
Fig. 13 das gesuchte Moment
Ay = Zf(x; &) (y1 + 1)

- » = 3fxy, + 3fx g Sy, Ity
c» =y + 3ty +E3Ex - EnSf, =X
worin die statischen Momente der vorlie-
genden Fliche F

Xfx; =0 und Zfy, =0

ist.
Da ferner
Sf{=F
den ganzen Querschnitt darstellt, so erhdlt man das gesuchte Zentrifugal-
moment ’
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Ay = dx;y,+F&n, . . . . . Fy
welcher Ausdruck der Form nach mit dem in § 15 Abs. 2 de1 Ein-
filhrung genannten reduzierten Trigheitsmomente iibereinstimmt.

b) Bilden nun die Achsen x und y die Hauptachsen des Quer-
schnittes F, so wird das Zentrifugalmoment

A1y =0,
womit dann die Gleichung F, die einfachere Form
. ny = FE»)] B 1

annimmt.

¢) Besteht der Querschnitt F' aus einzelnen Flichenteilen F,, F,,
F; etc., welche die Schwerpunkte S;, S,, S; etc. mit den Abstinden & 7,
&; 175, &35 etc. haben, so kann man die unter a und b genannten Glei-
chungen in der Summenform

dxy:%‘(dx1y1+F1§1"?l) B 3

und dx},:?Fl&ﬂl B

darstellen, wie es bei den Trigheitsmomenten im § 15 Abs. 3 der Ein-
fithrung geschehen ist. Allerdings hat man hierbei genau auf die Vorzeichen
der Koordinaten zu achten.

NB. Mit Hilfe der in diesem Abschnitt aufgefiihrten Gleichungen
kann man bei einfachen Querschnittsformen sehr schnell das Zentrifugal-
moment berechnen.

4. Berechnung des Zentrifugalmomentes ./,; und der Triigheits-
momente @, @, ohne Kenntnis der Lage des Schwerpunktes S
der Fliche.

Der vorliegenden Betrachtung sei beispielsweise ein aus zwei Teilen ge-
bildeter, in Fig. 14 dargestellter Querschnitt zugrunde gelegt, dessen Inhalt
sich aus F, und F, zusammensetzt. Die Schwer-
punkte S, und S, der einzelnen Flichen mit den
parallel gerichteten Schwerpunktsachsen x;, y; und
X, Yy, sind gegeben, ebenso sind die darauf bezo-
x genen Trigheits- und Zentrifugalmomente @y, @y,
Jxxn bezw. @y, @yy, Axyy, als bekannt ange-
nommen,

Gesucht sollen dagegen die Triigheitsmomente
Ox, @y und das Zentrifugalmoment Jyy des Quer-
schnittes F fiir die Schwerpunktsachsen xy werden,
die den ersteren Achsen gleich gerichtet sind.

Die Trigheitsmomente @5 und @y betragen
nach § 15 Gleichung 68 der Einfithrung
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@x == @xl + @xg "l_Fl 7'712 + F2’722
und Oy = Oy, + Oy, 4 F, &2+ Fp 52

Nach der Lehre vom Schwerpunkt erhilt man
Fyny =Fym, bezw. Fi§ =F,5

7y -+ 7 =Db bezw. § +§,=a,

woraus die Abstinde

F F
mAhl=b bew. &+ 18y,
2

und nach Fig, 14

Fonpy+Fypy=F,b , F §1+F §1—F a,
7 (Fy4F) =F,b , §(Fy+F))=F,a,
__Thb £ = Fya
m_F1+F2 i R P O
und in gleicher Weise
F,b F,a
= bezw. £, —= <1
F+F, O RTE LT,

folgen.
Bildet man nun die Summen

2 Fb 2
F1W12+F2"722=F (F +F)+F (F1+F>
F, F,b?
S
_ FF,b
” B F1+F2

T Y L N )
151 252 — F +F F +F
F,F,a?
» - (F +F)2(FI+F2)
_ FyF,a?
7 F,+Fy’
so erhélt man nach Einsetzen dieser Werte in die obige Gleichung die
gesuchten Trigheitsmomente

und

F,Fyb?
x—' x1+@xa+
F, F
und @y—'@y1+@y2+F +F

In gleicher Weise bildet sich mit bezug auf die Glelchungen Fs
und F, dieses Paragraphen das gesuchte Zentrifugalmoment

F,F,ab
Z/5'“‘4211s'x‘+‘4x2y2+F_f_F T (1Y
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Sind die Achsen x;y, und X,y, Hauptachsen der Flichenteile F,
und Fy, so sind die Zentrifugalmomente .y, 5, und Axyys gleich Null
und man erhilt die Gleich”{mg
Ay — F,Fyab

R, A

§ 7. Triigheitsellipse. Zentralellipse.
a) Die Trigheitsellipse. -

Um den im vorangegangenen Paragraphen besprochenen Beziehungen
noch eine bildliche Erlauterung zu geben, sei in Fig. 15 ein rechtwink-
liges Achsenkreuz dargestellt, dessen Schnittpunkt O an beliebiger Stelle des
vorgelegten Querschnittes liegen moge.

" Die das Triigheitsmoment fiir eine
| unter dem Winkel o geneigte Achse
' ergebende Gleichung 20

/i; Of = Oy cos? g} Oy sin? a— Ay sin 20,

7

worin fiir @ = @, gesetzt sein soll,
liefert dann fiir

r—

1 1
6, Woraus O = Ffolgt,
o
i einen auf der geneigten Achse liegen-
{ den Punkt P, der die Koordinaten
Fig. 15. Xg=rcos¢ und yg=rsina
besitat.
Werden nun die Werte oben eingefiihrt, so erhilt man in der Be-
ziehung
1 . .
== Oz cos?a | Oy sin?q — Ly sin 2 @

oder nach § 3a Anmerkung 4, fiir ,sin 2 @ = 2 sin @cos & gesetat,
1 = Oy r? cos?a 4 Oy 1?2 sin?¢ — Ayy 212 sin @ cos o

oder 1 = @ xq? + Oy yo? — 2y XaYa. - . . . 24a
eine Gleichung, die eine Ellipse darstellt, deren Mittelpunkt der O-Punkt ist.

Diese Ellipse bildet nun den geometrischen Ort aller derjenigen
Punkte P, welche sich fiir alle zwischen 0° und 360° liegenden Achsen-
winkel ¢ in der oben genannten Weise berechnen und auftragen lassen.

Umgekehrt lassen sich aber auch wieder mit Hilfe der Ellipse die
Triigheitsmomente fiir alle Achsen des Querschnittes angeben, weshalb man
diese Ellipse auch die Triigheitsellipse genannt hat.

Da nun jede Ellipse zwei senkrecht aufeinanderstehende Hauptachsen
hat, deren Lagen sich nach der Gleichung 24 angeben lassen, deren Null-
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punkt aber an jeder beliebigen Stelle des Querschnittes liegen kann, so
geht daraus hervor, da ein Querschnitt unzihlig viele Hauptachsen und

Haupttrigheitsmomente hat.

b) Die Zentralellipse.

Legt man den O-Punkt des Achsenkreuzes in den Schwerpunkt der
Fliche, so nennt man die Triigheitsellipse auch noch Zentralellipse, die

nun fiir die praktische Anwendung fast nur allein Bedeutung hat.

In

Fig. 16 ist diese Ellipse fiir den Fall dargestellt, wo die Hauptachsen

derselben mit den Koordinatenachsen zusammen-
fallen. Hierbei wird nach den letzten Ausfiih-
rungen des § 6 das Zentrifugalmoment gleich
Null. Die Gleichung 20
Of = Oz cos? @+ Oy sin®a — Hyysin2a
schreibt sich dann, fir @¢ wieder @y gesetzt,
Oq = O cos® ¢ + Oysin?a. . . 25
1. Um nun die Zentralellipse aufzeichnen
und die elliptische Eigenschaft besser iibersehen
zu konnen, fithre man an Stelle der Trigheits-
momente Gq, @ und @y die Werte
1 1 94/ 1

@a == F oder r?2 = @—“, bezw. r = @,
1 1 94/ 1
— 2 a— —
Ox - 212 ” a% = @xa %) a— @x
1 1 9/ 1
J— 2 b —_
Qy =Tz 7 b2 = @y’ ” = Qy

unter Beachtung der Koordinaten

Xq
Xq=—rcos @, woraus cosa— — folgt,
r

e . Ya
Ya=rsin ¢, » sma::T » s

in die Gleichung 25 ein, so erhiilt man in der Beziechung
O = O cos? ¢ Oy sin? ¢

1 . 1 Xa>2 1 (Ya>2
oder = (7)) s
oder, mit r? multipliziert,

Xa? | Vol
L=

26

eine Gleichung, welche die Mittelpunktsgleichung der Zentralellipse

darstellt.
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Die den Haupttrigheitsmomenten @; und @; umgekehrt propor-
tionalen Strecken oder Trégheitsarme a und b bilden die beiden Halb-
achsen der Ellipse.

2. Will man zur Konstruktion der Zentralellipse die Trigheitsradien
benutzen, die sich aus dem Verhdltnis der Trigheitsmomente und dem
Querschnitte ergeben, so berechnet man nach der Gleichung 20

Of =0, =0xcos? ¢ | Oysin?a¢ — Lyysin2a

die Tridgheitsmomente fiir 3 beliebig angenommene Schwerpunktsachsen,
bildet daraus mit Hilfe der Gleichung

P==. . . .. . . . . . F

die Trigheitsradien, welche nach Fig. 17 zu beiden Seiten des Schwer-
punktes senkrecht zu den zugehérigen Achsenrichtungen aufgetragen werden.
Zieht man nun in den erhaltenen
3 Punkt-Paaren die Parallelen zu
den Achsen, so bilden sie 6 Tangen-
ten der gesuchten Zentralellipse.

Die Zahl der die Ellipse ein-
hiillenden Tangenten kann man nun
nach einem der analytischen Geo-
metrie angeh6renden Satze von Brian-
chon in einfachster Weise kon-
struieren.

3. Handelt es sich um die
Konstruktion der Zentralellipse fiir
Querschnitte, die eine Symmetrieachse
haben, so sind von vornherein die
Richtungen der Hauptachsen be-
kannt. In diesem Falle hat man
nur noch nétig, die entsprechenden
Trigheitsmomente zu bilden, um

Fig. 17. daraus die Haupttrigheitsradien und
Hauptachsen zu erhalten.
. Man kann aber auch mit den unter 1 genannten Triigheitsarmen
operieren.

NB. Da fir die in der Praxis tiglich vorkommenden Walzeisen-
profile die Richtungen der Hauptachsen nebst den zugehérigen Triigheits-
momenten bezw. Trégheitshalbmessern tabellarisch vorliegen, so kann
man im Bedarfsfalle die entsprechenden Zentralellipsen sehr schnell auf-
tragen.
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§ 8. Die unsymmetrische oder schiefe Belastung.

Die im § 14, 1 der Einfilhrung aufgestellte Biegungsgleichung
»Mp =W .ky“ setzt voraus, daB die Ebene der #uBeren Kriifte eines
auf Biegung beanspruchten Korpers stets mit einer Hauptachse des Quer-
schnittes zusammenféllt, wihrend die zweite Hauptachse zugleich die neu-
trale Achse bildet.

Diese Annahme trifft nun aber nicht immer bei den in der Praxis
vorkommenden  Konstruktionen zu, Vorwiegend im Dach- und Eisen-
konstruktionsbau treten Belastungsféille auf, wo die Kraft oder Momenten-
ebene mit den Hauptachsen des Querschnittes beliebige Winkel einschlieBt.
In solchen Fillen spricht man von schiefen Belastungen, bei denen von
vornherein die beiden Moglichkeiten -

1. ob.die einen Korper auf Biegung beanspruchenden Krifte simt-

lich in einer gemeinschaftlichen Ebene liegen oder,

2. ob die angreifenden Kriifte in verschiedenen Ebenen auf-

treten

zu unterscheiden sind.

i)

Fig. 18,

Liegt der erste Fall vor, so zerlegt man jede Kraft in zwei den
beiden Hauptachsen des Querschnittes parallel gerichtete Komponenten,
die dann in jeder Achsenrichtung ein resultierendes Biegungsmoment er-
geben, fiir welches das im § 14 der Einfilhrung Gesagte giiltig ist. Im
anderen Falle kann man das resultierende Biegungsmoment in zwei
Momente zerlegen, deren Ebenen in die Hauptrichtungen fallen.

Da es nun auf die Querschnittsform als auf die Art des auf Biegung
beanspruchten Korpers nicht ankommt, sei den weiteren Betrachtungen der
in Fig. 18 dargestellte rechteckige Querschnitt eines Freitrigers zugrunde
gelegt, dessen Hauptrichtungen mit den Koordinatenachsen x y zusammen-
fallen mdgen. Die am freien Ende des Trigers wirkende Kraft P, die
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mit der x-Achse den Winkel g einschlieBt, liefert nach Fig. 18b die beiden
Komponenten Py und Py, zwischen denen nach dem Pythagoriischen
Lehrsatze die Beziehung

P2=DP,?-|- P,
besteht. Multipliziert man die Gleichung mit a2 so gibt

(Pa)* = (Pxa)? + (Bya)?

mit bezug auf Fig. 18a eine Bestétigung dafiir, daB

ME=M>4-My2. . . . .27
ist, d. h., daB man, wie Fig. 18c zeigt, auch das mit der x-Achse den
Winkel g bildende Biegungsmoment M ebenso wie die Kraft P in die
beiden Komponenten My und My zerlegen kann.

a) Die Lage der neutralen Achse.

1. Wiirde das Moment My den Querschnitt allein beanspruchen, so
wiirde die y-Achse die neutrale Achse darstellen, wobei das oberhalb
liegende Material des Querschnittes auf Zug (-}), das unterhalb liegende
auf Druck (—) beansprucht wird.

2. Fir My, als das allein wirkende Moment, bildet die x-Achse dle
neutrale Achse und das oberhalb derselben liegende Material wird auf
Zug (-}), das unterhalb liegende auf Druck (—) in Anspruch genommen.

3. Wirken dagegen, wie es im vorliegenden Falle zutrifft, beide
Momente gleichzeitig auf den Querschnitt ein, so lassen die in Fig. 18¢
angegebenen Vorzeichen erkennen, daB der obere Querschnittsteil C nur
auf Zug, der untere Teil D dagegen nur auf Druck, wihrend die beiden
links und rechts gelegenen Teile E und F gleichzeitig auf Zug und Druck
beansprucht werden, was nur dann mdglich sein kann, wenn die neutrale
Achse NN durch die beiden Felder hindurchgeht. Damit ist nun aber
die Lage der genannten Achse festgelegt; sie bilde mit der x-Achse den
Winkel @, der sich dann auf folgende Weise bestimmen liBt.

Fiir ein beliebiges in Fig. 18c¢ dargestelltes Querschnittselement f,
das von der neutralen Achse den Abstand 7, von den beiden Haupt-
achsen xy aber die Entfernungen y und x hat, erbilt man nach der im
§ 14, 3 der Einfiihrung aufgefithrten Gleichung 59

e
= ky,=-— fol
0= aky woraus Ky a0 olgt,
den Spannungswert ¢ aus
_n_1
oQ agn’

sofern fiir k;, und e die Werte ¢ und # gesetzt werden.
Wird nun nach § 6, 1 der Wert  durch ,ycos @, — xsina,“ er-
setzt, so betrigt die Spannung
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1( in o)
0=—=—(yCcos @, —XsIng
agy ° o»

die oberhalb der neutralen Achse positiv, unterhalb dagegen negativ ist.

Nach den Ausfithrungen im § 14, 1 der Einfithrung ergeben sich
dann die Momente der inneren Kriifte fiir die beiden Hauptachsen xy zu

..y Cos @, — X sin¢,
2% 0x

aQ

1. \;=—2px=—Zfo.x=—
= ! X1 (y cos @y — X sin @) X
y ——— = — x 8l
a0 y 0 0

1 ofo e
= — — (Jfycosq,.x — Zfxsinq, . x)
a

COS @) « singy ., , sine, oS @,
— 2 Sfxyf——Jfx?= O, — Ay,

0 aQ @Q aQ
2. My:+Epyzsfa.yzEfycos%(;)“m“"
» :iEf(ycosao—-—Xsinao)y:l(.‘:fycosao.y—ffxsinao.y)
aQ g
i __cosa, .Sfy2—sm o Efxy:cosao LY sy,
@9 @Q 1Y xQ

Da aber nach dem im § 6 Gesagten die Zentrifugal- oder Deviations-
momente fiir die Hauptachsen den Wert Null haben, so vereinfachen sich
die vergenannten Momente zu

Die Division beider Momente liefert mit Bezugnabme auf Fig. 18¢

sin ¢,
My ao 7  singyg Oy Oy
M, co T cosa, @ ~tga0@,
My eosq g o, O N
X

e

und da %Ey—:cotgﬁ ist,

so ist cotgf = g—i tg a,

oder tga0=%cotgﬁ,. .. . . . . 28
y

Wehnert, Festigkeitslehre II. 3
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womit fiir jedes beliebig gerichtete Gesamtmoment, d. h. fiir jeden schiefen
Belastungsfall, die genaue Lage der neutralen Achse bestimmt ist.

b) Die grote Materialspannung.

Wie bereits vorher gesagt, sonst aber auch aus Fig. 18 ¢ zu ersehen
ist, wird der Querschnitt oberhalb der neutralen Achse auf Zug, unterhalb
auf Druck beansprucht.

Die auf beiden Seiten der Nullinie N N liegenden Querschnitts-
elemente werden entsprechend ihren Abstinden von der Achse NN ver-
schieden beansprucht; die von Null anfangenden Spannungen erreichen
ihren groften Wert in den #uBersten Fasern C und D des Querschnittes.
An diesen Stellen addieren sich einfach die gréften Zug- bezw. Druck-
spannungen, welche durch die in den Hauptachsen wirkenden Momente

My =Mcos@ und My = Msin g
erzeugt worden sind.

Die Einzelspannungen erhélt man aus

1. My— W, 0, 2 6, — M, _Mcosp’_McosﬁX’

W, ey 6
X
M ; Msi
2. MY:onx 2 O'x:V—Vl:M(S‘;nﬁ: 6'S)ll’lﬂy’
v

deren Summe dann die Gesamtspannung

Msmp’ _I_Mcosﬂ

0=0x+0y= 29

bildet.
Mit bezug auf Fig. 18c erhilt man die grofite Spannung

Msmp’ Mcosp’
en

. _M(S‘“ﬂh+c°sﬁ ) )

Wird in der letzten Gleichung ﬁ:OO, 909, 180° etc., so erhdlt
man wieder die im § 14, 1 der Einfithrung, fiir den einfachen Biegungs-
fall aufgestellte Gleichung 58. _

Beispiel. Fiihrt man in die Gleichung 30 die Abmessungen des
in Fig. 18 vorliegenden rechteckigen Querschnittes, nimlich

Omax —

hb2

O =1
h3

o, . bh?

127
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ot
=g
h
und o=
ein, so ist
sin@ h  cosg b
Gmax=M<bh3 "2 T hbs ?)
12 12
__\[6sing | 6cos ,5)
7 —M( bh2 + hb?
6M .
” =W(bsm{5‘—{—h cos ). <
Da der Klammerwert die aus Fig. 19 =
ersichtliche Horizontalprojektion des Quer- Fig. 19.
schnittes darstellt, so ergibt sich die groBte
Spannung
6Mc

Omax = poy2-

Die Lage der neutralen Achse NN ist bestimmt durch die Glei-
chung 28

bh3
) 12 h?
tga, = @—§ cotg § = NS cotg B = B cotg (.
12

NB. Liegt der Fall vor, daB das resultierende Biegungsmoment M,
wie Fig. 20 zeigt, mit der Richtung der einen’
Diagonale des Querschnittes zusammenfallt, so
ist

womit gesagt wird, daB die neutrale Achse NN
mit der zweiten Diagonale zusammenfillt.

c) Die Zentralellipse.

Nach den Ausfithrungen des § 7, b 1dBt sich auch im vorliegenden
schiefen Belastungsfalle die Zentralellipse konstruieren.
Fiihrt man z. B. in die Gleichung 28 die Werte
3*
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1 1
a:]/@«x oder @x:?,

1 1
b= V —_
G, Oy =%

ein und bezeichnet sie als die Halbmesser oder die Halbachsen der Ellipse,
so erhilt man die Gleichung

1
(o) a? 2
tgao:j; cotg f = aT cotg f = %cotgﬁ,
b2

die nach einem Satze der analytischen Geometrie tatsiichlich die Mittel-
punktsgleichung einer Ellipse darstellt.

Um die Zentralellipse fir den in Fig. 18 und 19 angegebenen
rechteckigen Querschnitt zu erhalten, verzeichne man zunichst die beiden
Hauptachsen xy des Querschnittes als Koordinaten eines rechtwinkligen
Achsenkreuzes. Hierauf bestimme man aus den Haupt-
triigheitsmomenten @y und @, die Triigheitshalbmesser,

_1/9 _1/5;
a_—‘/T und b= +

und trage sie auf den entsprechenden Koordinaten
auf. Uber diesen Achsen konstruiere man dann nach
bekannten Regeln die Ellipse.

Fig. 21. Tragt man nun unter dem von vornherein ge-

gebenen Winkel g die Richtung des resultierenden

Biegungsmomentes (die Momentenebene) auf, welche die Ellipse in den
Punkten C und D schneidet, so ergibt sich die Nullinie NN als die Pa-
rallele zu den in C und D errichteten Tangenten.

Die Linie NN nennt man den konjugierten Durchmesser von CD,
d. h. der Durchmesser N N halbiert simtliche Sehnen der Ellipse, die mit
dem Durchmesser CD gleiche Richtung haben, und umgekehrt halbiert
der Durchmesser CD alle mit NN gleichlaufenden Sehnen.

Auf andere Weise kann man auch aus Gleichung 28 den Winkel
@, feststellen, womit dann ebenfalls die neutrale Achse NN bestimmt ist.

Im dbrigen kann man auch fir die letztere Achse das Triigheits-
moment nach der im § 7, b aufgefithrten Gleichung 25 finden.
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Dritter Abschnitt.

§ 9. Exzentrische Zug- oder Druckbelastung.
Kernfliche.

1. Die exzentrische Belastung.

Wird ein beliebiger Querschnitt auBerhalb der geometrischen Achse
belastet, wie es beispielsweise bei den Grundplatten der freistehenden Krane

und bei mehr oder weniger einseitig belasteten Saulen, insbesondere
aber bei den Unterstittzungen im

Mauerwerk beliebig belasteter Frei- ! s ‘

triger der Fall ist (vergl. Beispiel .

55 der Einfilhrung), und liegt T L

der Angriffspunkt der Last P, e — A

wie Flig. 22D zeigt, in einer Haupt- ’/L\

achse, so wird der Querschnitt /’ : \

nach Fig. 22¢ neben Biegung 4 I :&+j' _________ al ™

auch noch auf Druck, im umge- k E J

kehrten Falle der Kraftrichtung \5_—/

aber auf Zug beansprucht, denn % 1 F

man kann sich im Schwerpunkte € P 198

S des Querschnittes zwei neue , 4 J——=t

Krifte angebracht bezw. wirkend oy der Joocmalspammigon.

denken, die der im Punkt A an- 4 I e |
e 3 .

greifenden gegebenen Last P pa- e guaimin e Bisgupgpopamung G

rallel gerichtet und gleich groB sind. il HH ah)

Das mit entgegengesetzten ° HJHUM 7%

Pfeilen versehene Kriftepaar lie- E’;;;J} ! 61_?

fert das Biegungsmoment ,, M, — i ;QM Feormalewnd 7l >-f%

P.A«, wihrend die iibrigblei- I Mi 'uﬂ”H{'ﬁl l (Zulg,

bende dritte Kraft P den Quer- f [é @;?: 1

schnitt auf Druck beansprucht gibt‘" ""ﬁ‘r—dx : e

und im Materiale eine in Fig. 22d : -‘1”‘ . o . L

bildlich dargestellte, gleichméBig Fig. 22.

verteilte Druckspannung ¢q her-
vorruft,

Das allein wirkende Biegungsmoment My, erzeugt auf der Lastseite
oder rechts der durch den Schwerpunkt gehenden neutralen Achse Druck-
spannungen, auf der linken Seite dagegen Zugspannungen, wie es die in
Fig. 22e dargestellte Spannungsverteilung zeigt.
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Da nun im vorliegenden Belastungsfalle die genannten Normal- und
Biegungsspannungen gleichzeitig auftreten, so braucht man nur die in
Fig. 22d und 22e aufgefiihrten Diagramme zu vereinigen, was in Fig. 22f
geschehen ist.

Aus dem letzten Bilde ist zu erkennen, daBl sich die neutrale Achse
NN aus dem Schwerpunkt S nach B, also um die Strecke ey, verschoben
hat. Diese Verschiebung ist abhiingig vom Abstande A des Angriffs-
punktes A der Last P bis zum Schwerpunkte S des Querschnittes.

Die Abhiingigkeit zeigt am einfachsten folgende Betrachtung, bei
der die Biegungsspannung auf der Zug- und Druckseite kurzweg mit op,.
die Normalspannung mit ¢ bezeichnet werden soll.

Aus den in Fig. 22f schraffierten Dreiecken folgt

0:0p=¢exg:€,

o
ex—¢e E F T Y 31
Nach der im § 14, 1 der Einfithrung aufgefiihrten Gleichung 58 ist
szgob oder Gb=¥'bg,
e ®

und nach § 2 daselbst

P =10 oder o:g.

f
Die beiden Spannungswerte oben eingesetzt, gibt die Verschiebung
P
= Mbe f.Mb f.P}, f},, )
0]

die

1. fiir =0 den Wert ex = oo,

2. »w A=oo » » ex=0

liefert, woraus die Tatsache folgt, daB

1. fiir relativ kleine Werte von A (vergl. Fig. 23a) die neutrale
Achse auBerhalb des Querschnittes fillt, wobei letzterer nur
Zug oder Druck auszuhalten hat,

2. fiir verhdltnismiBig groBe Werte von 4 die Lage der neutralen
Achse innerhalb des Querschnittes liegt, wobei gleichzeitig Zug
und Druck auftritt (vergl. Fig. 23b) und daB

3. die neutrale Achse mit der Querschnittsgrenze zusammenfallt,
wenn die Verschiebung ey gleich dem Faserabstande e auf der
entsprechenden Seite des Querschnittes, also ,ep = e, ist (vergl.
Fig. 23c). In diesem Falle wird der Querschnitt nur einerlei
Spannungen ausgesetzt, worauf bei der Verwendung mancher
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Materialien besonders zu achten ist. Mauerwerk z. B. sollte man
immer nur auf Druck beanspruchen, da es gegen Zug fast wider-
standslos ist.

Aus den Spannungs-

diagrammen der Fig. 23 er- % | ] (}-‘J
gibt sich ohne weiteres die a g Hﬂﬂ{ H HL H{ Conany
zusammengesetzte, groBte &L&.«/‘TUTUW” mm ” § Gaug
und kleinste Spannung ¢; aus ‘;Lr* A
oi=—(+op), .33 o Lad P
worin das Vorzeichen - Do et o ] |10 ‘;
fiir die rechte Seite, — da- 1% ' [ maz)
gegen fiir die linke Seite b Eeiji ig@lﬂﬂ{ 4 o
des  Querschnittes  Gel- q(hif"-’ ‘/gi :
tung hat. LB T ‘ —k“,ﬁ’_d Ay
In der Mitte des % Tl T 6; I
Querschnittes tritt immer ﬂ IH J T & Cimay)
die Normalspannung ¢ auf. * GT*O il T )
NB. Tritft die Ebene G-, — | a
des Biegungsmomentesnicht | ot
eine Hauptachse des Quer- %
schnittes, d. h. liegt der Fig. 23.

Angriffspunkt A der Last
P auf keiner Hauptachse, so liegt ein Fall schiefer Belastung vor. Hierbei
hat man das unter § 8 Gesagte mit zu beriicksichtigen.

2. Die Kernfliiche.

Wie im vorhergehenden Abschnitte bereits gesagt worden ist, héingt
der vom Schwerpunkt S des Querschnittes aus gemessene Abstand e, der
spannungslosen oder neutralen Achse NN von der AuBermittelstellung
oder Exzentrizitit A der den Querschnitt beanspruchenden Normal-
kraft P ab.

Bei mehrfachen Belastungen gilt die resultierende Kraft als an-
greifende Kraft.

In der Gleichung 32

eX=

~o g

oder egx.A=—=r2,

bezeichnet r den im § 7 Abs. b, 2 genannten Triigheitshalbmesser oder,
was dasselbe ist, den quadratischen Mittelwert der Absténde aller Flichen-
elemente des Querschnittes von der Schwerpunktsachse.
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Die Gleichung erinnert an das der analytischen Geometrie angehorende,
der Weitldufigkeit halber aber hier nicht néher begriindete Doppelverhéltnis
zwischen Pol und Polare, nach dem die aus Fig. 24a zu ersehenden
4 Punkte Q;, B, Q,, A eine harmonische Punktgruppe bilden, in der die
Punkte Q, Q, und B A einander zugeordnet sind.

Fir diese Punkte besteht die Proportion
QB:BQ, = QA : Q,A,
woraus unter Einfiihrung des Halbmessers Q,S —r das zwischen Pol und
Polare bestehende Gesetz

BS.AS —Q8°
oder eg.A=1r2 . . . . . . . . . 34
folgt, das mit der vorgenannten
) Sofleve olg g

Gleichung 32 samt der zuge-
hérigen Fig. 24 b in den absoluten

.....

A ‘Werten vollstindig iibereinstimmt.

TN Verschieden ist nur die Lage des

i e eq/’ag Punktes B, der in Fig. 24a umw

& - R‘Q’—'-'—'"‘—'*"ﬁ'""‘{”‘ ?@; :‘g{, die Strecke ey rechts von dem

' Punkte S liegt, wéhrend er in
Fig. 24b um die gleiche Strecke
links von S zu finden ist.

WM P _ In der ersten Figur.heiﬁen
P Do —x die Punkte A und B einander
b A zugeordnete Pole in bezug auf
Brean

‘ a den Kreis vom Radius r, im

Y4 Wmﬁ%bgmmw letzten Bilde nennt man den dia-

i W  metral gelegenen Punkt B den

9% Antipol, und die neutrale Achse

Fig. 24. N N die Antipolare des Poles A.

Charakteristisch ist die Be-

wegung der Polaren um den festliegenden Punkt, sofern sich der zuge-

hérige Pol A lings einer Geraden bewegt, die in A senkrecht auf AB
steht und umgekehrt,

Durchléauft andererseits der Punkt A einen gegebenen Streckenzug
oder eine begrenzte Figur, so umhiillt seine sich mithewegende Polare eine
andere ebenfalls begrenzte Figur und zwar entspricht jeder Seite der
Grundfigur ein Eckpunkt der erzeugten, bezw. jedem Eckpunkte der ersten
Figur eine Seite der zweiten und umgekehrt.

Fiir die Praxis ist nur der Fall von Interesse, wo die Polare NN
den beliebig vorliegenden Querschnitt tangiert (vergl. Fig. 23c); der zu-
geordnete Apgriffspunkt oder Pol A beschreibt hierbei fiir alle Lagen der
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Polaren eine begrenzte Figur, deren Fliche man als Kern oder Kern-
fliiche des Querschniites bezeichnet.

So lange also der Angriffspunkt A in dieser Fliche bleibt, so lange
tritt auch die neutrale Achse N N nicht in den Querschnitt ein, der hier-
bei nur auf Zug oder auf Druck beansprucht wird. Xs ist desbalb bei
solchen Materialien, die nur einerlei Spannung vertragen oder ausgesetzt
werden sollen, die Kernfliche von Wichtigkeit.

§ 10. Bestimmung des Kernes einiger Querschnitte.

Die Ermittlung des Kernes eines beliebigen Querschnittes kann mit
Hilfe der Gleichung 32 bezw. 34 analytisch und graphisch erfolgen.

Bei einfachen Querschnitten, z. B. beim Kreis, Rechteck und Drei-
eck, ferner bei allen regelméBigen Polygonen, ist die Rechnung so einfach,
daB es immer zweckmiBig ist, diesen Weg einzuschlagen, bei den iibrigen
Querschnitten dagegen fithrt zumeist das zeichnerische Verfahren schneller
zum Ziele.

Zur Konstruktion benutzt man

1. nach Mohr, den Haupt- und Trigheitshalbmesser und

2. nach R. Land, den Trigheitskreis.

Im folgenden seien einige Kernbestimmungen analytisch durch-
gefiihrt,

a) Mit Hilfe des Gesetzes zwischen Pol und Polare.
1. Fiir den Kreisquerschnitt.

Da der in Fig. 25 vorgelegte Querschnitt einen:Kreisbogen zum
Umrif hat und jedem Punkte B der den Kreis umbhiillenden, tangierenden
Polaren oder neutralen Achse NN ein Pol A ent- g,
spricht, so miissen auch alle Punkte A auf einem
Kreise liegen, der den Radius 4 hat.

Nach Gleichung 32 erbélt man

(0] . d*mr  r*nm — -
ex.l:?, worin @:—GZ:T, B

d27 2
= —=T""7T
4
und ey =r ist.

Der Radius 4 des Kernes betrigt dann

f

i
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2. Fiir den Kreisringquerschnitt.

Auch fiir den in Fig. 26 vorliegenden Querschnitt ist der Kern
eine Kreisfliche, dessen Radius A sich ebenfalls aus Gleichung 32 be-

stimmen laBt.
Tolare

Er betrigt
o
f

ex. A= —, worin @:(D“‘—d“)%:(R*——r‘)g,

. f= (D2 — d?) % =R —1)7

und ez =R ist.
7
4 ___pt)
i O _ ®' =7 Regp
“f.ey (REP—r®)m.R - 4R

3. Fiir das Quadrat.

Da nach § 9, 2 jeder Ecke des Querschnittes eine gerade Linie
des Kernes entspricht und umgekehrt, jeder Seite des Quadrates eine Ecke
des Kernes zugehort, so muB die Kernfliche wieder ein Quadrat sein.

@D

g

Nach Gleichung 32 erhdlt man dann
die aus der Fig. 27 ersichtlichen Abstiinde
4y und 2, aus

Damit erhdlt man

und

0,
GXI.Z,I:?{
und
4
exg.lgz%, worin @1——_—@2—_—%,
f—=a?,
a
€x1:—2.
und
2 a _
ex2=V2 (§> =512 ist.
at
12
=2 =22 % 16674
f.eg a2 2 6
P
at
© 12 2 =0,1179a
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4a. Fiir das Rechteck.

Der rechteckigen Grundfigur entsprechend wird die Kernfliche ein
verschobenes Parallelogramm, zu deren Festlegung die beiden aus Fig. 28
ersichtlichen, in die Hauptachsen fallenden Abstinde 4, und 4, geniigen.

Dieselben ergeben sich nach Gleichung 32 zu

Q)
exy Ay = —f—l
bad
und ex2.12:%, wo fir @1:{;—,
ab3
%=1
f—ab,
a
=g
und ex2:—2—

zu setzen ist. Damit ergeben sich nun die ge-
suchten Abstéinde

b a3
2
o= 12 B 1667a
f.ex ab. & 6
"2
ab3
und Ay = 9, _ _12 :E=0,1667b.
f.exy ab b 6
"2

NB. Im iibrigen kann man ebenso einfach fiir die Diagonalrich-
tung oder auch fiir jede beliebige andere Richtung den zugehorigen Ab-
stand A ermitteln. Man hat nur immer darauf zu achten, daf die Rich-

tung von A oder ey senkrecht auf der entsprechenden umhiillenden Polaren
NN stehen muB.

So ist z. B. der unter dem beliehigen Winkel o gegeniiber der
x-Achse zu messende Abstand A fiir den aus Fig. 29 ersichtlichen An-
griffs- oder Grenzpunkt A des Kernes

P —

oder A= _—"

Hierin bedeutet
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f—ab,
ex==SB'.cos B
und nach der im § 6 aufgefiihrten Gleichung 21
O = O sin? ¢ | Oy cos? a.
Der Hilfswinkel g ergibt sich aus der trigonometrischen Gleichung

1. tg(a _}_ﬂ)zml)

1 —tgotgl
und nach Fig. 29
b
2. tglo-f)=—=—
2
durch Gleichsetzen der rechten Seiten der Glei-
chungen zu
‘ AN tga |-tg@ b
Fig. 29. 1—tgatgl a’

woraus dann

b
tga +-tgf = (1 —tga tgp)

b b
» =~ , teetgs,

b b
tgf+ - tgatgf=_——iga,

b
tgﬁ(l_i—;tga) - » )

a-t+btga b—atga
tgp 2Tt e

’

1) Nach der im § 29 angefithrten Bemerkung 4 und 2 ist
sin (e -+ 8) = sin « cos g + cos & sin g,
cos (&} 8) = cos a cos § — sin « sin g.
Beide Gleichungen dividiert, gibt
__sinacos g cos asin g

tg(e+p) " cosecosf—sin asin §
Den Zshler und Nenner mit cos a cos 8 dividiert, liefert
sinecos 3 |, cosesing
cosScacosf  cosacosf
cosacosf sine sing
cos a cos 3 " cos & cos 8

_ tgat+tgp

? T 1—tgatgs’

tg (e + 8) =
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tg@(a-btga)=b —atga,
b —atga
t, = —
8f = i Thiga
folgt.

b) Mit Hilfe der Zentralellipse.
4Db. Fiir das Rechteck.

Nach den Ausfithrungen des § 7, Abs. b konstruiere man zunichst
die Zentralellipse, indem man die in die beiden Hauptachsenrichtungen
fallenden Trigheitsradien

ba3

— 1/
_1/9_ ‘2_]/9-2___1,, _
n=1F=V w=Vis=ymr=0n
und
] ab?
BRTCNR It
124/?— il AT T Ll

als Halbachsen der aus Fig. 80 ersichtlichen Ellipse 6,
auftréigt und dariiber die Zentralellipse in bekannter -—i':q—*d‘,ﬁ——-*! W,
Weise aufzeichnet. Hierauf kann man mit Hilfe ’
der Gleichung 34 bezw. 32

o I
. ) %
ex.Ax =r2% worin r2 = r3 ist, gt

.

den vom Schwerpunkt S des Querschnittes aus

%
gemessenen Abstand Ay fiir simtliche Kernpunkte ¢%%

9) A
7
A bestimmen, %4 4

Die Strecke ey ist hierbei immer der lot- "17 i,
rechte Abstand der Polaren oder Nullinie NN, die Fig. 30.
den gesuchten Kernpunkt A zum Antipol hat.

Unter r ist stets der Trigheitshalbmesser verstanden, der mit e;x und
Ax gleiche Richtung hat.

Wie bereits unter Abschnitt a gesagt, geniigt es vollstindig, die auf
den Hauptachsen liegenden Kernpunkte A, und A, festzulegen; sie sind
bestimmt durch

J

1. A .ex; =1,%

a2
) 2 12 a
x| = S ———— —
'Tey a6

2

und
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2. Axp .5y =152,

b2
pon_1E_D
2w b6
2

5. Fiir das gleichschenklige Dreieck.

Auch hier in Fig. 31 muB die Kernfliche eine der Grundfigur
dihnliche Figur sein. Fiir die Polare oder neutrale Achse N; N, findet
man den Antipol A, bezw. den Abstand A; nach der Gleichung 32.

Ay gy = % )
A= f@;’ worin @ =6 = 133116—3:,
g bh
2
und ex; = 2—313
betragt,

Die Werte eingesetzt, liefert

b h3
36 h 1
2 3

In diesem Abstande wird die Kernfliche von einer Geraden be-
grenzt, die zur Grundlinie b oder Hauptachse x bezw. zu der neutralen
Achse N, N, parallel lduft.

Fiir die mit der Grundlinie b zusammenfallende Polare oder neutrale
Achse N, N, erhilt man nach derselben Gleichung 32 den Antipol A,
bezw. den Abstand i, zu

0)
xp. Ay = “f*»
o, N bh3
Ay = Frog worin fir @y, =6 = 35
und ey, = —;)—h

zu setzen ist. Damit wird
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b h3
¢} 36 h 1
lz_f.exgzl_f)l} ih_F“Fh'
23

Die Hohe der Kernfliche betriigt mithin

1 1 3 1

Die Grundlinie oder Breite by des der Grundfigur &hnlichen Kern-
dreieckes folgt dann aus der Proportion

hk:h=bk2b,
1
b _hk.b_zh'b__b___ib
*"h T " n 4 &

6. Fiir das allgemeine Dreieck.

Mit bezug auf die Ahnlichkeit der Kernfliche mit dem vorgelegten
Dreieck braucht man in Fig. 32 nur einen Eckpunkt des Kernes zu be-
stimmen, von dem aus die beiden Parallelen zu den entsprechenden Seiten
der Grundfigur gezeichnet werden, die dann in den Durchschnitten der
Seitenhalbierenden die beiden iibrigen Eckpunkte des Kerns ergeben.

Um nun z B. den Kernpunkt A zu ermitteln, der den Antipol fiir
die mit der Dreieckseite b zusammenfal-
lende Polare oder neutrale Achse NN \R,
darstellt, denke man zunéichst daran, daB [ )
der Punkt auf der Seitenhalbierenden B, S 5
liegt, die mit der zur Seite b parallel ge- &£ ‘ -
richteten Schwerpunktsachse EF die schief- _;l: /4//,, %7////;;/;55’:: %
winkligen Koordinatenachsen bildet, fiir : b
die das Zentrifugalmoment des Quer- Fig. 32.
schnittes gleich Null ist.

Der Abstand A' des Punktes A vom Schwerpunkte S ergibt sich
dann nach der Gleichung 32 zu.

@'

T 3

@[
A= oo worin @' — @ . cosec? 3, 1)
VX
bh®  b(h'sing)3
36 36
e'x::lhI

3

_.—--Sﬁ F

Dol
A=

6=
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und f—=——= — ist.

Damit erhiilt man
b(h'sing)® 1

. ©.cosec?p 36 'sinzp’
2,‘ = et —
f.e'y bh'sin g ,lh'
2 3

__b(h")3sin3g.6  h'

” " b(h)2sin®6.36 6’

womit der Kern vollstindig bestimmt ist.
Im iibrigen konnen in gleicher Weise die beiden anderen Eckpunkte
des Kerns analytisch festgelegt werden, deren Polaren oder Nullachsen
mit den entsprechenden Seiten des vorgelegten Dreieckes zusammenfallen.

Einfiihrung schiefwinkliger Koordinaten.

Ist ein Querschnitt anfénglich auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system xy bezogen und dreht man z. B. die y-Achse, bei festliegender

, 18 x-Achse, um den Winkel (90°— ) in die Lage’
\&y ! y', so ergeben sich nach Fig. 83 die schief-
‘\\ winkligen Koordinaten
N x' = x — y cot;
Ox fs,\; v, x y y 1 gf

y . . _ .
) y und y —sinp’—ysinp’ ycosecf
A Die fiir das rechtwinklige Achsenkreuz giil-
y y tigen Momente 2. Ordnung

Oy = Zfy?;, Oy = Sfx? und Ay = Zfxy
gehen “fiir die schiefen Achsen {iber in
Oy, = Z1f(y')? = Z1(y cosec §)? = cosec? g S{y? = @ cosec? g,
Oy, = J{(x")? = Jf(x — y cotg §)? und
Ay y, = Sfx'y' = Zf(x — y cotg §) . y cosec 8 . 35
» =cosecf (Jfxy — Sfy?cotgg)
» == cosecf (dry — O cotg B).

Das letate Zentrifugalmoment erreicht fir

Fig. 33.

cotgﬁ:g—xz..‘.....?)fi

den Wert Null, woraus dann auch der Winkel g ermittelt werden kann,

7. Fiir den I-Querschnitt.

Da der in Fig. 34 vorliegende Querschnitt in bezug auf die beiden
Hauptachsen xy symmetrisch ist und die Eckpunkte der Kernfldche auf
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den Hauptachsen liegen, geniigt es, die Abstinde Ay und Ay fiir die ent-
sprechenden Nullinien N; N, und N, N, zu’ bestimmen.
Die Gleichung 32 liefert fur

N, N, den auf der x-Achse liegenden %
Kernpunktsabstand 4y TT
(0]
dy.ey= Tx’ 0,
iy = pi, Ex
ey.f \
. h |*
worin ey — ?,
f—bh—b,h, 2%
1 . S i
und @y = 19 (bh® —b, h,3) ist. —A
Die Werte eingefiihrt, gibt
1
~ (bh3 — 3
2 _12(bh byby )_ 1 bh3—b,h3?
4 T 6h bh—b, b,

h
) (bh —b, hy)

Fir N, N, erhdlt man den Abstand iy zu

heex =22,
lx:e?.yf, worin ex:%
und @y=%(2 0b3—--h,d,%) ist,
L 2ov8 11,03
_ 1 _ 1 20B0 b4
» % bbby B0 PR hihy

8. Fiir die Ellipse.

Der Antipol oder Kernpunkt A beschreibt fiir alle, die gegebene
Querschnittsfliche umhilllenden Polaren NN wieder eine Ellipse, die der
ersteren dhnlich ist.

Die Halbachsen Ay und Ay der Kernfliche erhidlt man unter Be-
nutzung der in Fig. 35 punktierten Zentralellipse, deren Triigheitshalb-
messer

Wehnert, Festigkeitslebre II
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b3
Y s T
==V mr=i==
3.3
L @;J bLT /2
=5 =V = =7

sind, in gleicher Weise wie beim Rechteck.

Fiur die Polare N, N, ist der Antipol
bestimm¢t mit

Ax.ex =153

b \2
rg? (E) b

Ay —=—= E

ex b 4’
Der zur Polaren N; N, gehérige Antipol
A, ergibt sich aus

und

y — .2
Ay.ey =1y

§ 11. Berechnung der Biegungsspannung mit Hilfe
des Kernes.

Wahrend im § 8 Abs. b die Materialbeanspruchungen fiir den
schiefen Belastungsfall bereits behandelt worden sind, soll nunmehr im
vorliegenden Paragraphen eine Lisung angegeben werden, wie man mit
Hilfe der Kernfliche und der Zentralellipse die Biegungsspannungen fiir
jeden beliebigen Querschnitt ermitteln kann.

Zur Erlauterung sei wieder der im § 8 in den Fig. 18 bis 20 dar-
gestellte rechteckige Querschnitt gewiihlt. Die Momentenebene sei in
Fig. 36 durch die Spur K K bezeichnet, in der das Kriftepaar vom Bie-
gungsmomente M wirken moge. Dieses Moment kann man sich aus einer
unendlich fernwirkenden Kraft von wunendlich kleiner GrdBe bestehend
denken, deren Angriffspunkt daher der unendlich ferne Punkt der mit
dem Querschnitt zusammenfallenden Spur KK ist. Fir diesen Punkt
bildet dann die durch den Schwerpunkt des Querschnittes gehende neutrale
Achse NN die Antipolare (vergl. § 9), die nach § 8 Abs. ¢ mit der
Richtung des zur Spur K K konjugierten Durchmessers der Zentralellipse
zusammenfallt,
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Hat man also fir den vorliegenden Querschnitt die Zentralellipse
konstruiert, so ergibt sich die Richtung der neutralen Achse N N, als
Parallele zu den in den Schnittpunkten C und D errichteten Tangenten.

Nach § 8 Abs. b tritt nun die groBte Materialspannung opax an
den Kanten auf, die den groBten Abstand e von der Nullinie haben.
Bezeichnet man mit @y das Tréigheitsmoment des Querschnittes in bezug
auf die neutrale Achse N N, das darauf
bezogene Biegungsmoment mit M sin d,
so ist nach Gleichung 58 der Ein-
fithrung

Weiter ist nach Gleichung 32
bezw. 34 mit bezug auf die in Fig. 36
eingefiithrten, mit der Spur K K parallel
laufenden Bezeichnungen 4, e; und r,'

Ayoeg =)
oder unter Einfithrung der zu NN lot-
rechten Abmessungen

. r
r, =r,'sind, woraus r,' = = 1 folgt,

nd
d e, sin 0 hd
und e — n € — ——=
1 ’ ” 1 SIDC)‘ ”»”
2
) e :( r, )
1°sin d sin 0
o g .
oder A, .esind=r,?2

worin r; = ] / iﬁ den Trégheitshalbmesser darstellt.
Den letzten Wert eingesetat, gibt
A .esind = @TN ,

woraus man

Oy = Aefsind
erhilt. Diesen Wert in die obere Biegungsgleichung eingefiihrt, liefert
die groBte Spannung

M sin g = 4y ofsin g ef:m J Omax
M= '11 fOmax;
M_ M

O'max:]‘—l%m—vv. e e . 37

4*
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In dieser Gleichung bezeichnet W das bereits im § 14, 1 der Ein-
fiihrung genannte Widerstandsmoment des Querschnittes, welches hier
als das Produkt aus Querschnitt f und Kernpunktsabstand 1, de-
finiert ist.

Die Richtigkeit der letzten Definition ergibt sich aus dem folgenden:
Nach § 14, 1 der Einfithrung

w=2

e
Nach Gleichung 32 bezw. 34

o
f b

},_e:rgz

woraus man
O =Aef
erhilt. Diesen Wert in die erste Gleichung eingesetat, gibt
W:Q:E:lf.. P L
e

e

NB. Aus dem vorstehenden ist zu ersehen, daB, falls die Kern-
fliche eines Querschnittes bereits gegeben sein sollte, die Bestimmung der
grofiten Materialspannung bedeutend einfacher und schneller geschehen
kann, als es im § 8 Abs. b mdglich ist.

Vierter Abschnitt.

§ 12. Die Schubspannungen im gebogenen Balken.

Wie bereits in der Einleitung des § 23 der Einfithrung angedeutet,
treten bei einem auf Biegung beanspruchten Koérper neben den Normal-
spannungen auch Schubspannungen auf, die nach den Ausfithrungen des
§ 13, 2 der Einfiihrung immer nur paarweise und zwar senkrecht zuein=-
ander gerichtet auftreten konnen. Der Geringfiigigkeit halber konnten
aber innerhalb der Lebre von der Biegungsfestigkeit die Schubspannungen
vernachléssigt werden, was nunmehr bei der zusammengesetzten Festigkeit,
wo die Schubspannungen unter Umstinden sehr betrichtliche Werte an-
nehmen kénnen, nicht immer angingig ist.

Es soll deshalb der vorliegende, zugleich als Ergiinzung der Bie-
gungsfestigkeit dienende Paragraph die Schubspannungsverhiltnisse im
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gebogenen Korper fiir den Normalfall erldutern, bei dem die Kraftebene
des biegenden Momentes die Symmetrieachse des Querschnities darstellt.

a) Der Querschnitt des auf Biegung beanspruchten Korpers
sei ein, Rechteck.

An die Ausfithrungen des § 14 der Einfilhrung anschlieBend, sei
der weiteren Betrachtung wieder ein in Fig. 87 dargestellter Freitriger
gewiihlt, der beispielsweise am #uBersten Ende mit einer Einzellast P be-
lastet ist.

In den Querschnittselementen oberhalb der neutralen Faserschicht
NN treten bei der Biegung des Trigers Zugspannungen, unterhalb da-
gegen Druckspannungen auf, die die entsprechenden Fasern verlingern
oder verkiirzern. Vergl. die Fig. 48 und 88 in den § 14 und 20 der
Einfihrung.

Wie bereits im § 14, 1 daselbst gesagt, stehen diese Spannungen
und Dehnungen im proportionalen Zusammenhang mit den von der neu-
tralen Achse aus gemessenen zugehorigen Faserabstéinden.

Andererseits wachsen aber auch die Spannungen und Dehnungen
mit der Zunahme
des Biegungsmo-
mentes, d. h. mit der
Lénge des Hebel-
armes der Kraft P.

Um nun die
Schubspannung =
zu finden, die in
einem,im Abstande
7 von der neutralen
Faserschicht NN

aus gelegenen
Liangsquerschnitte Fig. 37.
auftritt, denke man
sich, wie Fig. 37 zeigt, zwei iiber die Triigerbreite b reichende und parallel
der Stirnfliche gerichtete Querschnitte
fy =A,;B,C;D; und f,=A,B,C,D,,
in deren Schwerpunkten die Zugkrifte

Z1:f161::b(e—17).%1—%%

und Z2:f202:b(e_~17).6i2_:1—2___%

wirken, sobald die am Trigerende angreifende Kraft P zu wirken anfingt.
Da nun im vorliegenden Falle
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2,>1,
ist und das zwischen den Flichen f; und f, liegende Material heraus-
geschnitten gedacht werden kann, so bleibt nur noch die rechteckige
Fliche
f=0C,C,D, D,

zur Aufnahme der Differenzkraft iibrig, welche dann die Kraft 8 dar-
stellt, mit der die Fliche auf Abscherung beansprucht wird. Diese Schub-
kraft betrigt

(1] o Oe o
S:Zz—ZI:b(e—y)———eg—; ﬂz—b(e—n)—l_g &
b(e —
» = —(—?—17“) (0eg + Oyg — Oog — Ogy);
worin nach Gleichung 58 der Einfithrung mit bezug auf Fig. 37
g g g g

€ e

0]
1. My, =, Oe1 bezw. o, = ) My, = @Pll
(0]
oder » :E Op » amz%MM:%Pll,
(0] e e
2. My, = 5 ez bezw. goy = ) My, = 6Pl2
0]
oder n = ; Oypg 9 Opp=— % M, = % Pl,
ist, Fiihrt man die letzten Werte ein, so ergibt sich die Schubkraft S aus
__ble—mn) (g 7 e 7 )
S——2—— @Plg + 61’12 —_ §P11 — EPII
b(e—un) P
=D o) — Lo )
__ble—n) P

»” 9 2} e+nd,—1)

P
» =356 Iz — 1) (€2 —n%b.

Da nun andererseits die Schubkraft S nach Gleichung 40 der Ein-
fithrung den Wert
S=f.z=b(l,—1).%
hat, so erhélt man durch Gleichsetzen der beiden S-Werte die gesuchte
Schubspannung z zu

e—z», . . . . . . . .38
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. bh3 |
worin (C] =13 ist.
Diese Gleichung 148t erkennen, daB
fir y=-¢e, die Schubspannung den Wert Null, dagegen
w =0, , ” » groBten Wert erreicht.

Der Maximalwert der Schubspannung fiir das vorliegende Rechteck
betréigt somit

SENE SVPSRI. (AN E
max bh3 bh3 \2 2bh 2
12
worin f den Querschnitt des rechteckigen Trégers darstellt.

Bestimmt man nach Gleichung 38 fiir sémtliche Werte von 7, d. h.
von =0 bis 7=-¢e, die zugehdrigen Schubspannungen und trigt man
sie graphisch auf, wie es in Fig. 37 geschehen ist, so liefert die Begren-
zungslinie eine Parabel.

P
3

NB. Wihrend die vorstehend betrachteten Schubspannungen in der
Léngsrichtung des Trigers wirken, treten diese nach § 13, 2 der Ein-
fiilhrung — mnach dem Schubspannungen immer nur paarweise auf-
treten konnen — auch gleichzeitig in der Querschnittsrichtung auf, so
daB die Gleichung 38 auch hierfiir giiltig ist.

b) Der Querschnitt sei von beliebiger Form.

Man wihle wie vorher wieder zwei parallele Querschnitte, die vom
AuBeren Ende des Triigers die Abstinde 1; und L, haben. Diese Quer-
schnitte sollen unter der Belastung des Tréigers von den Zugkriften Z;, und
Z, beansprucht werden. (S. Fig. 38.)

~ Fiir eine beispielsweise im ersten Querschnitt liegende Faserschicht
vom Inhalte fy, die einen Ab- o )
. d Y
stand 7y von der neutralen Faser /// ;
NN hat, betriigt die Zugkraft p

7 a ac - q:' j
_ p=fyoy, . 25— =3, ] ¥4
worin nach § 14, 1 der Ein- % g —% ool J?_ _‘-111»,
fithrung g 1 ——ix— X
t ,

Oy:0o =Ty €

]
‘ I
oder . % i
]
o
Gy = e1 Ty

e Fig. 38.

ist. Bildet man fiir alle zwischen

den Abstinden % und e liegenden Faserschichten die Zugkrifte, so bildet
die Summe derselben die Zugkraft Z;, des Querschnittes f;, namlich
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e ® [
_ Y Oe1 )y __ Dot <
Zy=3p=>3tyoy = 3f; W = Sty
7 7 N
Oy
» :—e—f1Y)

worin nach § 14, 2 der Einfuhrung
e
‘Efy’?y =fiy= Mgy

das statische Moment der Fliche f, hinsichtlich der neutralen Achse be-
deutet.
Da nun nach Gleichung 58 der Einfiihrung
(2] .

Mbl == ; Oe1

Oor _ My,
oder e =0
ist, so folgt

Z, —Gel fiy= Yo My %Mst-

i
In gleicher Weise erhalt man fiir die zweite Fliche f, die Zugkraft
Oo M Pl,
Z‘_,:—eifgy é’? Mst_—@—Mst.
Die Schubkraft S bildet sich dann aus
P] Pl P
1. S=Z1—Z2-_:-62—Mst—— @1Mst-—5Mst(12—]1)7

und nach der Schubgleichung 40 der Einfiihrung zu - 388

2. S=f.oy=(,—1)x.7y.

Das Gleichsetzen beider Gleichungen liefert die gesuchte, horizontal
gerichtete Schubspannung 7 zu

P
(12—]1)XTy:5Mst (I —1),
P Mst_ P M

T x T x 6 5
die nach den im § 13, 2 der Einfithrung gegebenen Erlduterungen auch
senkrecht dazu, also in Richtung der Kraftebene, wirkt.

Da nun die Schubspannungen in den Querschnittselementen der
Umfangspunkte, z. B. der Punkte D und C in Fig. 38, tangential zur
Begrenzungslinie des Querschnittes gerichtet sind, so erhilt man eine all-
gemeinere Gleichung fiir die Schubspannung 7, indem man den
Neigungswinkel ¢ einfithrt, den die jeweilige Schubspannung mit der
y-Achse bildet.
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Nach Fig. 88 folgt mit bezug auf Gleichung 39
Ty =T COS &
oder 7 = ! T —-—]—-B-M“
" cosa ? cosax x O

Fir den Winkel ¢ =0 erhdlt man wieder die Gleichung 39, fiir
0 =0, den Wert fiir die Tangentialspannung .

NB. Die in letater Gleichung aufgefithrte Einzellast P des Triigers
stellt nach dem Vorstehenden mit bezug auf das im § 23 der Einfilhrung
iiber das Schubkraftdiagramm Gesagte, gleichzeitig die den Querschnitt des
Triigers senkrecht beanspruchende Schubkraft dar.

Liegt nun z B. ein mehrfach belasteter Triger vor, wie es bei
den im § 23, a der Einfilhrung unter 2 bis 4 angegebenen Belastungs-
fillen der Fall ist, so behdlt die Gleichung 39 ihre Geltung, nur tritt an
Stelle der Einzellast P die Summe der einzelnen den Triiger beanspruchen-
den Lasten, die aus der zugehérigen Schubkraftfliche zu ersehen ist.

40

¢) Die Schubspannungen einiger einfachen Querschnitte.
1. Fiir den rechteckigen Querschnitt.
Obwohl dieser Fall bereits im Abschnitte a behandelt worden ist,
sei er hier vergleichsweise nochmals aufgefiihrt.
Nach Gleichung 40 ist mit bezug auf Fig. 39
1 PMy

= = Mst
cosax @’

worin o =09,
cosa=1,
X:b,
Mg=fy=bE—7) (E:_V_]_,y>
- 2__,2 .
” :b(e——ﬂ)e_f v—_—_-be Y Fig. 39.

2 2
bh3 «
und @:1—2 betrégt.

Diese Werte eingesetat, gibt
b (e — 72)

_ P (e2—nY6
T bT b

Fir =0 erreicht die Schubspannung 7 ihren groBten Wert
. _ P86 6P h? 3 P 3P
"X h® b 4h3” 2'bh 2°f’
der mit dem Resultate im Abschnitte a iibereinstimmt.
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2. Fiir den kreisformigen Querschnitt.

Setzt man in Gleichung 40 anstatt v und o die Werte 7, und a2y
so lautet dieselbe

1 P M,
cose, x O
Hierin bedeutet nach Fig. 40

To=

X=2.r oSt

rtm
o=
x3 x3  (2rcosa,)?
e AT AT 12
2
n =z 8 cos? .
{} Die Werte eingesetzt, gibt
/'\\ ]
¢ A@JT g 1 P 5 récos® g,
‘“" ° Ty = . - . -
‘___:__] cos @, 2rcosa, rtm
L 1y o\ oy 2 4
0 R S N A A 4 P
x gy = g . r_27t COs lxo
4 P
n == g COS &,
Fig. 40. Fir den Winkel ;=00 erreicht die
Schubspannung 7, ihren grossten Wert
4P
Tmax = 3°F

3. Fiir den kreisringformigen Querschnitt.

Da fiir gewthnlich nur die gréBte Schubspannung, die in der neutralen
Achse auftritt, von Interesse ist, sei im folgenden auch nur diese Spannung
angegeben,

Um die Entwickelung wesentlich zu
vereinfachen, sei angenommen, daB die Ring-
flache eine verhiltnismiBig geringe Breite
besitzt.

Unter dieser Annahme folgt dann mit
bezug auf Fig. 41

1 P Mg

coseg x 6’

Tmax ==

worin
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a=09
x=D—d= 20,
D=D—J,

2D =2D —26=2D—(D —d)=D }d,
— (Dt —an " — (D2 32\(D2 2 T
6= (D d)64—(D a?) (D +d)64

. L —|—d)

w—=-7-20.2D. 2D2—-6D3

64
Drd D D0
und Mst___fy_—z— =5
betrigt. Die Werte eingesetzt, geben die groBte Schubspannung
D
. 1 P .2 2P 9 P
max—"i‘*'__:‘: .¥.
0 7 5D Dno

Fiinfter Abschnitt.

Die verschiedenen Belastungsfille.

. Wie bereits in der Einleitung gesagt, handelt es sich innerhalb der
zusammengesétzten Festigkeit stets um die Ermittelung der gréften im
Material auftretenden Spannungen. Es modgen die Maschinen- oder Kon-
struktionsteile heien oder beansprucht werden, wie sie wollen, die darin
auftretenden Spannungen koénnen sich immer nur zusammensetzen aus

a) verschiedenartigen Normalspannungen,

b) » ” Schubspannungen und

c) ” » Normal- und Schubspannungen.
GeméB dieser Einteilung kann man nun die mannigfaltig in der téglichen
Praxis vorkommenden Belastungsfille in die nachbenannten drei Gruppen
zerlegen, die dann eine einfache Ubersicht iiber die gesamte Konstruktions-
lehre gewéhrt.
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1. Gruppe.

§ 13. Das Zusammenwirken verschiedenartiger
Normalspannungen.

Hierher gehéren die séimtlichen Konstruktionsteile, die aufer Biegung
auch gleichzeitig noch auf Zug oder Druck beansprucht werden. Vergl.
§ 9 Abs. 1 '

Je nachdem die Zug- oder Druckkraft zentrisch oder exzentrisch
auf den Querschnitt eines belasteten Korpers einwirkt, kann man folgende
Belastungsfille unterscheiden:

1. Der an einer Seite eingespannte Korper wird am freien Ende
mit einer achsial gerichteten, exzentrisch wirkenden Kraft P auf
Zug beansprucht.

Wiirde die Zugkraft P in Fig. 42 zentrisch, d. h. gleichméBig iiber
den ganzen Querschnitt verteilt wirken, so kiimen die in den § 2, 8 und
9 der Einfithrung besprochenen Verhiltnisse in Frage.

Sobald aber die Kraft P exzentrisch wirkt, werden die Querschmtts-
elemente auf der Kraftseite mehr beansprucht, als auf der Gegenseite.

Um eine einfache Vorstellung zu ge-
winnen, denke man sich in der durch den
Schwerpunkt gehenden geometrischen Achse
die gegebene Kraft P als Hilfskraft zweimal
— als Zug- und Druckkraft — angebracht,
so bildet die gegebene Kraft P mit der Zu-
satzkraft — P ein Kréftepaar, welches den

QL. Korper auf Biegung beansprucht.
o N —JH-—*; Die iibrig bleibende Zusatzkraft - P
Y fg: ! belastet dann nach § 2 der Einfithrung den
MIEmmG, s Kérper auf Zug.
q(;,ﬂlﬂlmm_wmmﬂs Wihrend nun in Fig. 42 die von der
0 letzten Zugkraft P herrithrende, gleichméBig
Fig. 42. iiber den Endquerschnitt B verteilte Zug-

spannung ¢, von der GroBe
P
6z—¥1
infolge des Korpergewichtes G bis zur Befestigungsstelle A zunimmt, die
fiir gewdhnlich aber auBer Rechnung bleiben kann, wird die am freien
Ende B auftretende grofte Biegungsspannung op, vom Werte
M, M,

szw—ge,
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entsprechend der Verkleinerung des Hebelarmes ¢ kleiner; sie erreicht den
kleinsten Wert an der Befestigungsstelle A.

Praktischen Wert hat jedoch nur die groBte Biegungsspannung, die
sich im Endquerschnitt B mit der Zugspannung summiert und daselbst
die Materialbeanspruchung
’ P M
’ Gi'—"ﬁziab=‘fi‘§e
herbeifiihrt.

In dieser Gleichung beriicksichtigen die Vorzeichen - und — die
Biegungsspannungen der am meisten belasteten Querschnittselemente der
Zug- und Druckseite, deren Abstéinde von der geometrischen Achse e, und
e, sind. Da im vorliegenden Belastungsfalle nur das obere Vorzeichen
Bedeutung hat, erhélt man die groBte Materialspannung o; aus

oizoner:l;—}—%b

NB. Ist die Zug- und Biegungsfestigkeit eines Materials wesentlich
verschieden, wie es z. B. beim GuBeisen der Fall ist, wo die Biegungs-
festigkeit etwa das 1,75 fache der Zugfestigkeit. betriigt, so hat man in
Gleichung 41 den ersten Wert noch mit §,, oder den zweiten Wert mit

- S ] |

1
g zu multiplizieren, falls man die Biegungsspannung oder die Zugspannung

0
als praktisch zulissige kombinierte Spannung zugrunde legt.
Der vom Material abhéngige Koeffizient 8, ergibt sich aus
k, zul. Biegungsspannung
fo=1 =

k, zul. Zugspannung
Verschiedenseitige Versuche haben ergeben, dal der genannte Unterschied
wesentlich von der Querschnittsform abhingig ist. Je mehr sich der

Querschnitt nach der neutralen Achse zusammendringt, desto groBer wird
die Biegungsfestigkeit.

. 41a

Die Gleichung der elastischen Linie fiir eine beliebige Querschnittsstelle 1x
lautet

. Cos(alx) —1
x =14 Cos(al) ’
welche fiir Ix =1 die groBte Durchbiegung
. Cos(al) —1 ) 1
1=s Cos(al) “6(1— os(al))

erreicht.
Hierin bedeutet

al —al
Cos (al) = e—.%m
den hyperbolischen Kosinus von (al), A

P .
a=— Vﬁ@ in Bogenmaf, oder
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a= 1—78I0 V% in GradmaB
gemessen.
Das fiir den Abstand lx in Frage kommende Biegungsmoment Mx betriigt
Cos (alx)
MX_P&Cos(a]) ’
das fiir Ix =1 den groBten Wert
Mmax = P 6
annimmt.
NB. Setzt man
Cos(al) =1 PI*
2E6’

so erhilt man brauchbare Anniherungsgleichungen.

2. Der an einer Seite eingespannte Korper wird am freien Ende
mit einer beliebig gerichteten Kraft P auf Zug beansprucht.

Wird ein Korper mit einer Kraft P belastet, die mit der Achsen-
richtung einen Winkel einschlieBt, so sind die drei aus Fig. 43 ersicht-
lichen Angriffstille méglich. .

In Fig. 43b greift
die Last P den am meist
beanspruchten Endquer-
schnitt im Schwerpunkt
an. Der Angriffspunkt
in Fig. 43a liegt rechts,
in Fig. 43 ¢ dagegen links
vom Schwerpunkt.

In allen TFéllen
kann man die gegebene
Kraft P als Mittelkraft
in die beiden senkrecht
zueinander  gerichteten
Komponenten P, = P
sing und Py —=Pcosa

TFig. 43. zerlegen, womit sich dann
ahnliche Verhéltnisse er-
geben wie bei dem vorangegangenen 1. Belastungsfall.

In allen drei Fillen verursacht die Vertikalkraft P, eine Zugspan-
nung o, die Horizontalkraft P, dagegen eine Biegungsspannung gy, die
mit bezug auf den zur Bildung des Biegungsmomentes dienenden Hebel-
armes 1 mit ¢y, auf der Zug- und Druckseite aber mit Obzqy und Gpaqy
bezeichnet sein soll.

Die in Fig. 43a und ¢ exzentrisch wirkende Vertikalkraft P, liefert,
am Hebelarm § wirkend, auf der Zug- und Druckseite des Endquer-
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schnittes noch eine weitere Biegungsspannung oy, (s) bezw. opgq(s), die im
ersten Fall die vorgenannte Biegungsspannung noch vermehrt, im letzten
Fall dagegen vermindert.

Fihrt man nun den Hebelarm ¢ in Fig. 43a als positiv, in ¢ als
negativ und in b gleich Null ein, so erhilt man die im Endquerschnitt
auftretende zusammengesetzte Spannung

0; = 0, % (Op() T O1(6))

P M M
= —~ (_@e_;__.&e)

f—=\6e® — 6
Py | Mygy+ My(s)
”—Ti“—@—e .« . . e e 4 e » 42

Das vor dem Bruchstrich stehende — Vorzeichen liefert die grofite
Druckbeanspruchung der im Abstande e, links der Nullachse gelegenen
Querschnittsfasern, das - Zeichen dagegen die gréBte Zugbeanspruchung
der um e; entfernten Fasern der rechten Seite. Da die letatere stets die
grofte oder die ungiinstigste Spannung darstellt, so ist unter weiterer Be-
riicksichtigung der in der Klammer stehenden Vorzeichen zur Berechnung
der in Fig. 43a und b vorgelegten Belastungsarten die Gleichung

M My(s
61— f+ b(1>+ b

fiir den in Fig. 43¢ dargestellten Fall aber
My — N Mb(d)
o=y 2ot

zu benutzen. _
In diesen Gleichungen bedeutet
Mb(l) e Ph .1
und My(s) =Py .0.

Die Gleichung der elastischen Linie fiir die beliebige Querschnittsstelle 1x
der Fig. 43b lautet

Pn _1 Sin(al) — Sin [a (1 — 1x)]
WX a Cos (al) ’
Die groBte Durchbiegung i betrigt
I;h (1—1Tang(a]))

Das Biegungsmoment Mx erhdlt man aus

M __Pn Sin[a(l —1x)]
T2 " Cos(a)
das fir 1x =0 das grofite Moment

Mmax = P‘:— Tang (al)
liefert.
Die Hyperbelfunktionen

Sin(al) =

al__e—al
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al —al
Cos (al) = e—_l_zL
und Tang(al)= 3101;—((&;1]))

sind aus Tafeln der Hyperbelfunktionen zu entnehmen. (S. Hiitte:. 18. Aufl.
S. 28—32.)

3. Der an einer Seite eingespannte Korper wird am freien Ende
mit einer achsial gerichteten, exzentrisch wirkenden Kraft P auf
Druck beansprucht.

Wiirde in Fig. 44 die Kraft P zentrisch, d. h. iiber den oberen
Querschnitt B gleichméBig verteilt angreifen, so kéimen fiir kurze Korper
die im § 2 der Einfiibhrung, fiir lange Koérper — bei denen die Knick-
lange erreicht ist — die im § 25 der Einfiihrung besprochenen Verhilt-
nisse in Frage.

Auch in dem vorliegenden Belastungsfalle kénnen, der Kérperlinge
entsprechend, zwei Arten von Belastungen unterschieden werden, die in
den folgenden Abschnitten a und b aufgefiihrt sind.

a) Die Linge des Korpers liegt auferhalb der Knicklinge.

Da nach Fig. 44 die Kraft P auBlerhalb des Schwerpunktes angreift,
wird die rechte Seite des Querschnittes B mehr belastet als die linke.
» Die Mehrbelastung ist abhéingig von der Liinge

des Hebelarmes d, der das Biegungsmoment
M, =P d bedingt.

Mittelst der beiden Zusatzkrifte -} P
und — P erkennt man aus Fig. 44, daB
der Querschnitt B auf Druck und Biegung zu
berechnen ist.

Die von — P hervorgerufene Druck-

L spannung ¢q betrigt

-F &

i
IOUpu e, 0qg= %
<3 DI[JlBLu....,lm . .
26) TG, die Biegungsspannung
. M, M
Fig. 44. — b _ b
P=wTo°

Die erste Spannung nimmt mit dem Eigengewicht nach unten hin
zu und erreicht ihren groBten Wert bei A; das gleiche gilt fiir die zweite
Spannung, die sich bei der Durchbiegung entsprechend der VergréBerung
von 0 mit vergroBert.

Da es sich nun in dem vorliegenden Belastungsfalle um einen
Korper handelt, der auBerhalb der Knicklinge liegt, die Linge desselben
also unberiicksichtigt bleiben kann, so geniigt es vollstindig, mit den ge-
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gebenen Spannungswerten zu rechnen. Damit ergibt sich aber die zusam-
mengesetzte Spannung

P Mb
Ui:—Gd+Gb— f @

(P M_ ) e .. .43
”» ?f‘

woraus zu ersehen ist, da den groBten Spannungswert die Druckseite er-

hialt. Er betrigt
P M
aw—— (5 +7%°)

Handelt es sich um Materialien, bei denen die geringen Zugspannungen
besonders in den Vordergrund treten, wie es z. B. beim GuBeisen, Mauer-
werk etc. der Fall ist, so muBl auch die auf der linken Seite des Korpers
auftretende Zugspannung in Rechnung gezogen werden. Sie hat den Wert

P M
0j(z) = — f_ @ €

b) Die Linge des Korpers liegt innerhalb der Knicklinge.

Sobald ein Kérper eine Liinge hat, welche die im § 25 Abs. 3 der
Einfithrung unter der Gleichung 143 aufgefithrte Knicklinge erreicht oder
tiberschreitet, so sind auch die Verhiltnisse der Knickung mit zu be-
riicksichtigen,

Auch in diesem Belastungsfalle bildet sich die zusammengesetzte
Spannung ¢; aus einer Druckspannung o4 und

einer Biegungsspannung oy, -
Fir den oberen Querschnitt B betrigt
die Druckspannung wieder
P 4
0'(1:?.
Fiir den unteren Querschnitt A miiite {
der Last P noch das Korpergewicht G zugefiigt
werden, wenn es bei der Druckspannung mit

beriicksichtigt werden soll. |

Das fiir den Querschnitt B giiltige Bie- ,
gungsmoment My, = P d erreicht nach Fig. 45 WWWWWWW ’
fir die unterste Stelle A den groBten Wert Fig. 45.
Muax =P(d 4 i).

Fir eine beliebig zwischen A und B liegende Querschnittsstelle C
betréigt das Biegungsmoment

M;=P@+i—x).

Wird dieses Moment in die in § 14 Abs. 4 der Einfilhrung auf-

gefithrte allgemeine Elastizititsgleichung
Wehnert, Festigkeitslehre II. 5
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d?y oM,
tiET 0
eingefithrt, so erhilt man daraus das groBte Biegungsmoment
Po
Mppx =Mp =———¢
cos(al)
PS S % |
”» =—=2>PJ. ’
w = TO |
orin 1
w n=r_>
w —=—cos (al),

a= Vi in BogenmaB

E®
oder ,,:1%9 E% in GradmaB
zu verstehen ist. Die grofite Biegungsspannung gy, betrigt dann
M,
O‘b:'ﬁe.

Fihrt man die Werte der Druck- und Biegungsspannung in die
Gleichung 43 ein, so ergibt sich die fir den vorliegenden Belastungsfall
giltige zusammengesetzte Spannung ¢; zu

. b — P 4 M,
0j — — 04 = Op — — f _—é—
P_M,
” —_— (? + 6 )
(P _  Po )
” — \f T @cos(al) ]
B (P__Pd‘.')y ) ] . . 45
” = —f+ o) el.
Diese Gleichung liefert fiir die Druckseite den Wert

NP

PJ
dGiw=—F+"—7750 3\ )
. 6 cos TT'VE—QI

fir die Zugseite

P Po

—— el
f 6 cos @_‘/i 1
T EO

-Die Gleichung der elastischen Linie betriigt fiir einen im Abstande 1x ge-
legenen Querschuitt

Oj(z) — —
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1 —cos(alx)
cos (al)
die fiir 1« =1 die groBte Durchbiegung

. 1
=4 (cos @)~ 1)

liefert, zu der man auch auf folgende Weise gelangen kann:

xX=9 ,

Nach Fig. 45 ist Mmax = P (6 4 i),
. Ps
nach Gleichung 44 Mmax = cos@l)

Daraus folgt

P@+1)= cos(al)
oder
. é
§4i= cos(al)’

woraus dana die grofite Durchbiegung

. é 1
= cos (al) —0=9 (cos(al) _1)
folgt.

Das fir die im Abstande lx gelegene Querschnittsstelle giiltige Biegungs-
moment Mx erhilt man aus

My—Ps cos (alx) i
cos(al)
das fiir 1x =10 den groBten Wert
Muax — Pé
TAX T Gos (al)
erreicht.
NB. Setzt man nun noch
D=1 P12
cos(al)=—=1— 556’

so ergeben sich brauchbare Niherungsgleichungen.

4. Der an einer Seite eingespannte Korper wird am freien Ende
mit einer beliebig gerichtéten Kraft P auf Druck beansprucht.

Wird ein Korper mit einer Kraft P so auf Druck beansprucht, daf
die Kraftrichtung mit der Achsenrichtung des Korpers einen Winkel ¢
einschlieft, so sind nur die drei in Fig. 46 dargestellten Belastungsfille
denkbar.

Wihrend bei Fig. 46b der Angriffspunkt der Kraft mit dem Schwer-
punkte des oberen Querschnittes zusammenfallt, wird der Querschnitt bei
Fig. 46a und c rechts bezw. links vom Schwerpunkte angegriffen.

In allen drei Féllen kann man wieder die gegebene Kraft P in je
eine senkrechte und horizontale Komponente

Py, =Pcosa und P, —=Psinc

zerlegen, wie es im 2. Belastungsfalle bereits geschehen ist.
Die Horizontalkraft Py ruft in den einzelnen Querschnitten Biegungs-
5*
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spannungen hervor, die, am freien Ende mit Null anfangend, den gréBten
Wert an der Befestigungsstelle erreichen.

Die Vertikalkraft Py verursacht mit bezug auf den 3. Belastungs-
fall eine Druckspannung ¢4, die nach der Einspannstelle hin entsprechend
der Gewichtsvermehrung zunimmt. Die am Hebelarm ¢ wirkende Kraft
P; veranlaBt auBerdem noch Biegungsspannungen, die in Fig. 46b gleich
Null, in Fig. 46¢ positiv, in Fig. 46a aber negativ werden.

Wird das Eigengewicht wieder vernachlissigt, so erhilt man fiir die
vorliegenden drei Fille die zusammengesetzte Spannungsgleichung

0; = — 04 =+ (0Op3) & O(3))
Py (Mb(l) My(s) >
=3 E e te ¢
P, | Myg + My
— 1V 4 e = Mplo)
=D Moot M 46

Das vor der Klammer stehende - Zeichen ist zu verwenden, wenn
die durch das Biegungsmoment My bedingte Zugspannung der im
Abstande e, liegenden Fa-

":@’—’9' ea—‘— , s T3 3 sern in Rechnung gezogen
-5 ! % | ;s i wird, das — Zeichen da-
e SBina 1 % gegen weist auf die durch
das gleiche Moment bewirkte
{ L Druckspannung der e, ent-
* fernten Fasern hin.
Das negative Zeichen
/— A ez in der Klammer hat nur bei
A mwﬁum;ﬂ { Mummme, Fig. 46a Geltung, wo das
Biegungsmomerit Mp(s) dem
ol mmﬂq“’ ool il G, UIUWAHMMG;“' ersten Momente My ent-
Mnnal, peliifcs egen, also zugunsten der
B G, g«&[mw; :m %(gnstruktion, vgilll'kt.
Fig. 46. Zerlegt man die Glei-

chung 46 in die einzelnen
Fille, so ergibt sich die Faserspannung

1. fir die Fig. 46a:

rechte Seite 0= — Py 4 My — M) e,
f 0]
linke Seite g=—1 - 1‘%)5&@ .
2. fir die Fig. 46 b:
. P My,
rechte Seite 0= — ﬁfl’ + L(%:l) e
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. . P, M
linke Seite G=—"F — (;(l) ey
3. fiir die Fig. 46¢:
rechte Seite oi=—- __I_Mbv1)+ M, (s) N
P
linke Seite o= — Mburgﬂéj o

NB. Besitzt der in Fig. 46 dargestellte Korper eine Linge, die die
Rechnung auf Knickung erforderlich macht, so sind in der Gleichung 46
fir das Biegungsmoment My(s) die unter Abschnitt 3b dieses Paragraphen
angegebenen Verhéltnisse zu beriicksichtigen, denen zufolge fiir My(s) das
aus Gleichung 44 sich ergebende Biegungsmoment zu benutzen ist.

Die Gleichung der elastischen Linie lautet fiir den Abstand lx der Fig. 46b

Pn 1 sm (al) — sinf[a(l — 1x)]
= Pv( 1+ cos(al) )
Die grofite Durchbiegung i Wn'd erreicht aus

. Pn

1—15; (—1— tg(al))

Das Biegungsmoment Mx fiir die beliebige Querschnittsstelle lx betrigt
Me— Pn sinfa (1—1x)]
= smiapt — x)]

a  cos(al)
das fir 1x =0 den groBten Wert

Mmax = P% tg (a])

annimmt. Hierin bedeutet wieder

5. Der exzentrisch belastete Pfeiler aus Maunerwerk oder #hnlichen
Materialien.

Als einen Sonderfall der unter 3a dieses Paragraphen aufgefiihrten
Belastungsgruppe kann man die exzentrische Belastung eines Mauerpfeilers
insofern ansehen, als hierbei von vornherein ganz besonderes Augenmerk
auf die Zugspannungen zu richten ist.

Fiir gewohnlich handelt es sich hierbei darum, entweder

1. die Zugspannungen ganz zu vermeiden, was nur unter den aus
§ 9 Abs. 1, Fig. 23a und c aufgefiihrten Bedingungen mdoglich ist, oder

2. die etwaigen auftretenden Zugspannungen durch geeignete Kon-
struktionsmittel unschidlich zu machen (vergl. Fig. 207 im 55. Beispiel
der Einfithrung).

Als weiteres Merkmal des vorliegenden Belastungsfalles ist die uner-
laBliche Beriicksichtigung des verhéltnismiiBig hohen Eigengewichtes des
Pfeilers hervorzuheben.

Im folgenden seien zwei Lastfille behandelt.
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a) Die Pfeilerlast beansprucht die ganze Grumdfliche des Bodens
auf Druck.

Der in Fig. 47 dargestellte Pfeiler vom Gewichte G und den Quer-
schnittsabmessungen a und b werde mit der parallel zur Achse gerichteten
Last P exzentrisch beansprucht. Hierdurch entsteht ein Biegungsmoment

M,,:P(i;_x) pl=t%
das in der linken und rechten Kante

7 des Querschnittes die Biegungsspan-
h/ nungen
] P a—2x
M, 2 6P(a—2x)
g =W T T ba®  2a’h
x| 6
hervorruft.
- Da nun nach dem Belastungs-
A van fall 3a die Last P auch eine iiber den
ganzen Querschnitt gleichmiBig ver-
- g teilte Druckspannung

é"w“"i P_P

%a®=F = 3b
m]]ﬂmmuﬂumum]mmq @ bewirkt, das Gewicht G aber eine solche

TG, von ¢ @

s, L.
h ?ﬂ@ﬂ%ﬂﬂmﬂﬁg 9,-“%) veranlaB3t, so erhilt man unter Beach-
Ot tung der Vorzeichen - und — fiir
F1g 47. Zug und Druck die in der rechfen

Kante auftretende groBte Spannung
0i(max) = — (Oa(e) -+ Gap) + Gaw))

o (ab+ab+§P—:,2~l;:2_X)>
_ (P;l;G+3P(a—2x))’

3 - 3.2 b
und die in der linken Kante vorliegende kleinste Spannung 47
Oimin) = — (0a@, + Gae) — Oz(v)
. P—}—G__3P(a—2x)>
” ( ab a’b '

Solange nun der Wert des zweiten Gliedes in der Klammer kleiner
oder gleich dem Werte des ersten Gliedes ist, solange ist auch eine Zug-
spannung auf der linken Seite ausgeschlossen.
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Uberschreitet dagegen das zweite Glied den Wert des ersten, so
erhilt man fiir oy, einen positiven Wert, was auf eine Zugspannung hin-
weist, welche die linke Seite des Pfeilers auBer Berithrung mit dem Boden
bringen wiirde, was natiirlich unzulassig ist.

Von praktischer Bedeutung ist daher nur die wirklich vorhandene
Druckfléche, die in solchem Falle auch nur in Rechnung zu setzen ist,
wie es der folgende Belastungsfall zeigt.

b) Die Pfeilerlast beansprucht nur einen Teil der Grundfiiche des
Bodens auf Druck.

Wéhrend in Fig. 47 die exzentrisch angreifende Last P mehr nach
der Mitte des Querschnittes zu, d. h. innerhalb der in § 10 Abs. 4 fiir
das Rechteck dargestellten Kernfliche, angeordnet war, liege in der vor-
liegenden Fig. 48 der Angriffspunkt der Last P auBerhalb des Kernes,
wobei die Grundfliche des Pfeilers den Boden
nur iiber die Lénge ¢ auf Druck beansprucht. Ig’
Hierbei sind nach § 9 Abs. 1 die Span-
nungen so verteilt, daB an der rechten Pfeiler- i
kante die groBte Druckspannung oigmax),
in der Mitte S der Grundfliche die von der []
Last P und dem Pfeilergewichte G- herriih-
rende Normalspannung (oap)—+ 64(e)) und an
der Querschnittsstelle B die Spannung gleich
Null auftritt.

Da nun hier eine Zugspannung nicht
auftreten darf, kann zur Berechnung der
Biegungsspannung auch nur die gedriickte //
Fliche herangezogen werden. Die Last P und |
das Gewicht G belasten dann die Fliche mit mﬂmmﬂﬁmﬁ'

aS)

den DWCkSpannungen TTTIOTTT lllmm}m{é@dm
P G PH4+G
0a®)+ 0 =55 5™ He - %I]]H]Mﬂrmm
Mit bezug auf Fig. 46 betrigt das |, | | i ‘“lu‘:@[ﬂ U“ﬂb@m
. : D bp

Biegungsmoment s‘féﬂ?m“%mﬂmﬁm il g;@;t

M —‘P (S ) G' (Ep __C 2 i ‘H% m Gafq(ma:)

., =;—[P(c——2x)—G(a—c)], Fig. 4.

womit die Biegungsspannung ogp) an der rechten Pfeilerkante mit
1
M, §{P(c——2x)— G(a——c)]
940 =y = be?
6
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Od(p) =—

gewonnen wird.
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3 [P(c—2x) — G(a—0)]

be?

Die gesamte Druckspannung der rechten Kante betrigt somit

0ia = — (0aep) 1 0ar) + Oarw))
o (P—{—G 3[P(c—2x)—G(a—c)]
77\ be + be? )’

worin die Strecke ¢ noch unbekannt ist. Diese ergibt sich aber aus der
fiir den Nullpunkt B giiltigen Gleichung

o

_P+G_ 3[Pc—20)—Ga—c)]

be

z

be?

3[P(c—2x)—G(a—c)]

o:P+G— el

[

0o=(P+G)c—3([Pc—2Px— Ga-} Ge),
P+ Ge=3(FPc—2Px—Ga+Gr)
» =3c(P+G)—3(2Px4 Ga),
(P 4+ G)e—3c(P + G)=—3(2Px - Ga)

—2c(P+G)= ” ,
. __ —3(2Px-}Ga)
T —2(P+06)
3 2Px+4Ga
c =5 PG 48
K58 Die vorgenannte Spannungsgleichung
\ g 443, der rechten Kante kann man sehr einfach
: l { g [’xﬂ gestalten, wenn man das darin aufgefiihrte
ullul U“ J HMH [ jm m H Biegungsmoment
c a ¢
‘ M,=P(-—x)—G|{-—3
L Citmass) " (2 ) (2 2)
P 4 durch das gleichgroBe Moment
: i — %
! nr‘—%% 3 Mb:R(g—P>
Fig. 49 der resultierenden Kraft ,R = P -+ G“

ersetzt, die im Schwerpunkt der Span-

nungsfliche, d. h. im Abstande p=%> von der rechten Pfeilerkante, ihren

Angriffspunkt hat.

Das Einsetzen liefert dann

P
Oj(max) = —

“be T e

t+a S (5 _‘__I)_)
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) = — (P+ G, 6(P+G) (gp—p)>

b.3p b (3p)?
(P—|—G 6(P+G)O,5p)
3bp 9bp?
<P+G P—{—G)
T 3bp + 3bp
2
3

PLG_ 2P+G

bp 3 b,

wi e

P+G
be

Dieses Resultat besagt, daf die an der rechten Pfeilerkante auftretende
Druckspannung doppelt so groB ist, als die Spannung, welche bei gleich-
miBiger Verteilung der Last P und des Gewichtes G iiber den Quer-
schnitt be auftritt.

NB. Die vorstehenden Ergebnisse hitte man auch mit Hilfe der im
§ 9 genannten Gleichung 31 bezw. 32 erhalten konnen.

49

6. Der gespannte Freitriiger mit Endbelastung.

Ein Freitriger wird gespannt genannt, wenn er neben Biegung
gleichzeitig noch auf Zug oder Druck beansprucht wird. Je nachdem die

"///

I12d
Fig. 50. dlz

Achsialkraft ziehend oder driickend wirkt, kann man folgende zwei Be-
lastungsfille unterscheiden.

a) Die Achsialkraft beansprucht den Triger auf Zug.
Der in Fig. 50 dargestellte Fall lisst erkennen, daf hier die gleichen
Verhéltnisse vorliegen, wie bei dem in Fig. 43 b behandelten 2. Belastungs-
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fall. Es lassen sich deshalb auch die dort aufgefiihrten Gleichungen ohne
weiteres auf den hier vorliegenden Belastungsfall iibertragen, Die Bezeich-
nungen sind in beiden Belastungsfillen gleich gewahlt.

b) Die Achsialkraft beansprucht den Trdger auf Druck.

Die Fig. 51 zeigt die Ubereinstimmung des hier vorliegenden Be-
lastungsfalles mit dem aus Fig. 46 b ersichtlichen 4. Belastungsfall, dessen
Ausfithrungen und Gleichungen auch hier Geltung haben.

R
A
DL
P (’J/”
& ¢ I
J
T I
{ %

f/// - & & 4

Fig. 51, e@

7. Der gespannte Freitriiger mit gleichmiBig verteilter Belastung.
Auch hier unterscheidet man, der Richtung der Achsialkraft zufolge,
folgende zwei Belastungsfille:

a) Die Achsialkraft beansprucht den Triger auf Druck.
Fiir eine beliebige Querschnittsstelle 1; hat in Fig. 52 das Biegungs-
moment My den Wert

Q.-_-»)o-/f

Fig. 52,
1—1,

My;=p(l—1y). 5 +P(i—x)
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szg(l——lx)z—}-P(i—x),. .. . . . . 50

der fiir ly =0 bezw. x =0 das groBte Biegungsmoment Mpy,x ergibt.
Das Biegungsmoment My léBt sich bestimmen, wenn die beiden mit
Hilfe der Gleichung der elastischen Linie festzustellenden Durchbiegungen
i und x bekannt sind.
Die Durchbiegung x folgt aus

__QJalsin(al) —1 sin (a lx) 1x?
‘T’[ 9,21(:05(3.‘1)—{1 —cos(alx)} T a _1x+§1—]
2 sin (El—x) alcos a(lwll )} — sin (?'—]5)]
_9 2 { 2™ 2)l _, +1£
" P a*lcos (al) *TTor

Die grofite Durchbiegung i betriigt
i—Q _11 cos(al)}alsin(al) —1
- P 2 + a*lcos(al)

_Q [_ 11 . 2 sin (%l){a]cos (%1) : sin (%1)}]
P 2 a’lcos(al) '

Die Grofe a hat hierin wieder die im § 18 unter Abs. 3b angegebene Be-
deutung

Ist das groBte Biegungsmoment My,y ausgerechnet, so erhilt man
die zusammengesetzte Spannung ¢; nach der Gleichung 43.

b) Die Achsialkraft beansprucht den Trdger auf Zug.
Wihrend vorher die Druckkraft P ungiinstig fiir den Triger wirkte,
erhoht hier die Zugkraft P die Tragfihigkeit des in Fig. 53 angegebenen
Tragers.
Das Biegungsmoment
Q:/P‘/e

M, fiir die Querschnitts- %

stelle 1y betrégt éj’
1—1, - - - :
szp(l—lx)—2 —
_ —P(i—x) /(
”» =I§)(1 —lx)g_
—P@i—x), 51 _

welches fiir l; =0 Dbezw.
x=0 den groBten Wert
M,z erreicht. Fig. 53.

Die Durchbiegungen i und x erhiilt man, wenn in den vorstehenden Glei-
chungen die Druckkraft + P durch die Zugkraft — P und die trigonometrischen
Funktionen durch die hyperbolischen ersetzt werden.

Die Gleichungen lauten dann
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alSin(al) — 1 Sin (a Ix) 1x?
[ a,leos(al) COS(aIX)}+ —Ix+§l]
alx Sin alx
) 2Sn alCos{a.(l——lx)} (—2—)]_1 _*_lfi}
P a*1Cos (al) el
und
. Q Cos(al)—}—alSm(al)—l
- —P—[ a?1Cos (al)
. fal al
Q l1_2Sm(§>{a1003(2)——Sm(2)}]
"~ P |2 atlCos(al) . ’

Nach der Ermittelung des groBten Biegungsmomentes Mp,; kann
man dann auch nach Gleichung 41 die ideelle Spannung feststellen.

8. Der gespannte Zweistiitzentriiger bei Mittelbelastung.

Ist ein Triiger an den beiden Enden gelenkartig gelagert, in der
Mitte mit einer senkrecht zur Trigerachse gerichteten Einzellast und in
der Achsenrichtung mit einer Normalkraft belastet, so kann man unter
Beriicksichtigung der Zug- und Druckkraft ehenfalls zwei Belastungsfille
unterscheiden.

a) Die Achsialkraft beansprucht den Tréiger auf Zug.

éj’ Da man sich den in
2 % Fig. 54 vorgelegten Triger
df’ é’ in der Mitte unterstiitzt und
vV (e )X somit in zwei gleichbean-
» 4 { o spruchte Freitriger nach Art
dj; %. des Belastungsfalles 6a be-
e-j) 25) » stehend denken kann, so
v b I l Jy  haben die daselbst ange-
! ebenen Gleichungen auch

P g 8
ej& —f l ? Jl? ohne weiteres im vorliegen-

x

den Falle Geltung.

In der Figur sind die
Bezeichnungen so gewihlt, da in den genannten Gleichungen sich nichts
zu &ndern braucht.

Fig. 54.

b) Die Achsialkraft beansprucht den Trdger auf Druck.

Auch den in Fig. 55 dargestellten Triiger kann man sich in zwei
Freitriiger zerlegt denken, von denen jeder dem Belastungsfalle 6b ent-
spricht.

Die daselbst angedeuteten Gleichungen konnen daher auch hier in
unverinderter Form Anwendung finden.
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NB. Sind die Enden nicht scharnierartig gelagert, sondern liegt der
Triager, wie Fig. 56 zeigt, beiderseitig frei auf, so tritt bei der Durch-
biegung des Trigers eine Verschiebung A der Stiitzpunkte bezw. der auf-
einanderliegenden Stiitzfli-

. . . o
chen ein, wobei an jedem wé
Trigerende ein Reibungs- ,
widerstand R zu iiberwin- a’g_,é U S dy
den ist.

Die von den Reibungs- é?? £

o

=
)

koeffizienten der zusammen- »
arbeitenden Materialien ab- gf, w@ | l '_é,
hingige Kraft R veranlaBt —  } ™~k  y g
nun ein zugunsten der Kon- e‘]’ e‘?
struktion dienendes, d. h. £ "_{

dem Biegungsmomente My, 5 Fig. 55.

entgegenwirkendes Moment,

M:R.el,.........52
welches von der Hohe des Trigers abhéngig ist.
Die Kraft R betrigt fiir unbewegliche Auflager, bei denen nur
gegenseitige Reibung auftritt,

R=%u,.........53

wo u den Koeffizienten der
gleitenden Reibung bezeichnet.

Der genannte Reibungs-
betrag kann aber wesentlich
iiberschritten werden, wenn sich
z. B. die Auflager in das Tri-
germaterial eindriicken. An-
dererseits kann aber auch der
Betrag den angegebenen Wert ;
unterschreiten, falls Rollenauf- . Fig. 56.
lager gewihlt werden.

Da in den meisten Fillen der Praxis auf die vorgenannte Verschie-
bung A und deren Wirkungen keine Riicksicht genommen wird, was
tibrigens schon aus den im § 23b und c¢ der. Einfithrung aufgefiihrten
Belastungsfillen hervorgeht, so mogen die vorstehenden Andeutungen iiber
die Reibungsverhéltnisse bei dem frei auf zwei Stiitzen gelagerten Triiger
geniigen.

Sonst treten dieselben Verhiltnisse auch bei vollkommen aufliegenden,
d. h. itber die ganze Lénge gelagerten Triigern auf, wie es beispielsweise
bei den Eisenbahnschwellen der Fall ist.

|
|
I
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9. Der gespannte Zweistiitzentriger bei gleichmiiBig verteilter

Belastung.

Wird ein an beiden Enden drehbar gelagerter Triger iiber seine
ganze Lénge gleichméBig verteilt belastet, und wirkt gleichzeitig in Rich-
tung der Achse noch eine Normalkraft auf den Triger ein, so ergeben

sich die nachbenannten zwei Belastungsfille.

a) Die Achsialkraft beansprucht den Trdger auf Druck.

2@ =2l

1 {

I-LL S

Q

gungsmoment

M;=P(i—x)+Q(1—1)—p(l—1L)

Da bei dem vor-
liegenden Belastungsfalle
das grofte Biegungsmo-
ment Mp.x und somit
auch die groBte Durch-
biegung i in der Triger-
mitte auftritt, so kann
man sich nach Fig.57b
den beiderseitig gelager-
ten Triger in zwei glei-
che Freitriger zerlegt
denken,

Fiir eine beliebig
gelegene  Querschnitts-
stelle 1x betrigt das Bie-

1—1x .
2

s =Pi—0+Q1—L)— L1 —L»3
das fiir 1y =0 bezw. fiir x=0 den grofiten Wert

Mmax:Pi-{—Q,l—glz

erreicht.

Die Durchbiegungen x und i ergeben sich wiederum mit Hilfe der im § 14
Abs. 4 der Einfiilhrung angegebenen Gleichung der elastischen Linie zu

_9(k 1
X“TD("‘ ol Tarl’

Q 1 1 1- cos(al)
(—3+

cos(al)
und

1= = —_—

P
Auch hier ist unter a der Wert

a:VE:VE
o) 6

verstanden.

afl’ cos(al)

1—cos(alx))

)
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Mit diesen Werten ergibt sich das Biegungsmoment My zu

M __Q,_ cos (aly) — cos(al)
X7 a2]’ cos(al)
und fiir 1X=0 das groBte Moment .. . b4
M Q 1 —cos(al) Q'_(J“ 3 1)
max == 21" cos(al) a2l \cos(al) )

Die auf der Zug und Druckseite auftretenden groBten Materialspan-
nungen erhilt man dann nach Gleichung 43 zu

P Mma.x )
O'i-——'“-(‘f‘i 6 el, . .« .+ < .« . . 55
worin fiir e der auf der Zug- oder Druckseite gelegene Faserabstand e,
bezw. e, zu setzen ist.

b) “Die Achsialkraft bean- 2Q=2 L
sprucht den Triger auf o UL T o
Zug. O-—————— R )
DievorgenanntenGlei- !
chungen kann man auch Q £ &—*’Q‘
auf den vorliegenden Fall & oy 1 &
anwenden, wenn man die 4%
Normalkraft —P durch Q &
—7P und den trigonome-
trischen Kosinus durch den Jl i, Sk R ‘2
hyperbolischen ersetzt, i_____—i__j T H’—”‘U‘ﬁ
Hier betrigt fir eine TQ A ix
beliebige Querschnittsstelle - 7
l; das Biegungsmoment Fig. 58.
My=—-Pi—%4Q1—1)—pd -1
n=—Pli—0+Ql—1)— D1 —1L)
das fiir ;=0 bezw. fir x—0 den gréBten Wert
Mmax— “P1+Q)1"—_
erreicht.

Die Durchbiegungen x und i erhilt man aus

x———g _1* 1 1—Cos(alx)
- P 21 a1’ Cos(al)

. Q 1 — Cos (alx)
r P(E—f—l—éﬁ Cos(al) )

und
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_ Q1 1 1—Cos(al)
’—?@+m'0%m)>
_ep 1/ 1
”_P[2+a21(Cos(a1) 1)]
_Qp_ 1/ 1
*» T P2 a?l Cos(al)/ |
worin
2 P Pa
di= =
E6 (]
bedeutet.

Das Biegungsmoment My entwickelt sich dann zu

Q Cos(al) — Cos(aly)

=l Cos(al) ’
das fiir 1y =0 das grosste Moment . . . b6
My, — & Cos@h—1 &(1 __LM>
WX T a2l Cos(al) T afl Cos(al)

liefert.
Die zusammengesetzte Spannung auf der Zug- und Druckseite erhalt
man dann nach Gleichung 41 zu
_ P Muax
—ft— 0
NB. Wie die groBte Biegungsmomentengleichung 56 erkennen ligt,
wird das zweite Glied in der Klammer mit zunehmender Trigerlinge
immer kleiner, so daB es bei groBeren Léngen als unwesentlich vernach-
lassigt werden kann.
Damit erhalt man aber das groBte Moment

Q_Q _QEO_ Q6

b7

Vor =21 = P =Bl — Pl . . . . 58
Eoe
als auch die Biegungsspannung

, Qo
= Gb:___Mmaxe:_(Z_IEe: Q,e
) ® °7 aPl

. . ! ~__ple _ pe
{ | f »=t=I .. 8
f 1 ___________ — die dann in die zusammenge-
d a H setzte Spa.nnungsgleichung ein-
‘ zusetzen 1st.

Fig. 59. Bemerkung: Die Glei-

chung 59 ist auch giiltig, wenn
ein Seil oder Draht nach Fig. 59 an beiden Enden aufgehéingt ist. Das
Eigengewicht bildet die Belastung, unter der sich das Seil durchhiingt.
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Hierbei bezeichnet

p=1=£.y das Gewicht der Léngeneinheit des Drahtes vom Querschnitt f
und dem spezifischen Gewicht 7,

d
e= den Halbmesser des Drahtes,
o den Dehnungskoeftizienten des Drahtmaterials und
P=—H die Horizontalkraft, mit der der Draht beansprucht bezw. ange-

spannt ist,

NB. Wirkt auf den Draht noch eine Belastung ein, wie es beispiels-
weise im Winter bei den Leitungsdriihten der elektrischen Straenbahn
durch Schneelast der Fall sein kann, so rechnet man einfach diese Last
zum Eigengewichte hinzu. Die Gleichung 59 kann somit auch hier An-
wendung finden.

10. Der stabformige Korper mit gekriimmter Mittellinie.

Die in den vorangegangenen neun Absitzen fiir stabformige Korper
mit gerader Mittellinie aufgestellten Gleichungen werden in der Praxis
auch vielfach bei Kérpern mit gekriimmter Mittellinie benutzt; besonders
handelt es sich hierbei um Konstruktionsteile, die aus Schmiedeeisen oder
Stahl angefertigt sind. Natiirlich koénnen die diesbeziiglichen Rechnungen
nur angensherte sein. Diese Anniherungen kommen aber den richtigen
Resultaten um so niher, je groBer der Kriimmungshalbmesser der Mittellinie
des gebogenen Korpers ist.

Zur genauen Berechnung der letzteren Kérper muf im allgemeinen
dann geschritten werden, wenn es sich z. B. um GuBeisen-Material oder
um sehr hohe Belastungen handelt.

Was die Form der gekriimmten Mlttellxme eines gebogenen Korpers
betrifft, so kann sie

1. eine ebene Kurve oder

2. eine rdumliche Kurve sein.

Die letzte Form, die bei strenger Behandlung sehr komplizierte und
umstindliche Rechnungen erfordert, hat fir die angewandte Praxis wenig
Bedeutung.

Mehr Bedeutung hat dagegen die erste Form, bei der die Mittellinie
in einer Ebene, der sogenannten Belastungsebene, liegt, in der die den
Kérper beanspruchenden duBeren Kriifte wirken. In derselben Ebene soll
auch die Hauptachse siimtlicher Querschnitte des Korpers liegen, wie aus
Fig. 60 zu ersehen ist.

Einen unter den letztgenannten Voraussetzungen belasteten Korper
nennt man mit bezug auf seine fast ausschlieBliche praktische Anwen-
dung, den ,Normalfall der Praxis«

Wehnert Festigkeitlehre II. 6
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Er unterscheidet sich von dem im § 13 Abs. 1 aufgefiihrten geraden,
exzentrisch belasteten Korper dadurch, daB, wie Fig. 60 zeigt, die den ge-
bogenen Korper belastete Zug- oder Druckkraft P, als positiv und negativ
wirkende parallele Hilfskraft, an eine beliebig zu berechnende Querschnitts-
stelle verlegt, diesen Querschnitt nicht mehr normal, sondern, der ge-
kriimmten Mittellinie entsprechend, unter einem Winkel o angreift.

Wihrend also die eine Hilfskraft (— P) mit der gegebenen Kraft
P genau so, wie beim geraden Korper, das den Kérper auf Biegung bean-
spruchende Kriiftepaar darstellt, bildet die
andere Hilfskraft P eine Resultante, die
in die beiden Seitenkrifte N und S zu
zerlegen ist, wovon N die den fraglichen
Querschnitt belastende Normalkraft und S
die in die Querschnittsrichtung fallende
Schubkraft darstellt. Die letztere Kraft,
die nach § 12 zu behandeln ist, wird
infolge ihres geringen Einflusses am Re-
sultate zumeist auer Rechnung gelassen.

Wasbei dem vorliegenden Belastungs-

Fig. 60. fall die Forménderung betrifft, sind zwei

Annahmen gemacht worden, die beide in

den meisten Féllen mit der Praxis gut iibereinstimmende Ergebnisse ge-
liefert haben.

Nach der ersten Annahme von Bernoulli, wonach die urspriing-
lich ebenen Querschnitte auch wihrend der Biegung eben bleiben, folgt,
daB die Biegungsachse der Querschnitte nicht mehr durch deren Schwer-
punkte geht.

Die zweite Annahme geht davon aus, daB die Spannungsverteilung
nach wie vor der Biegung dem Ebenengesetze folgt, und daB auch die
Biegungsachse ihre Lage nicht éindert, was aber dann zur Folge hat, daB
die Querschnitte nicht mehr eben bleiben konnen.

Die diesbeziiglichen von v. Bach angestellten Versuche sprechen fiir
die erste Annahme, die auch den weiteren Ausfithrungen zugrunde gelegt ist.

Der Betrachtung des vorliegenden Belastungsfalles sel ein, aus dem
gebogenen Korper herausgeschnittenes, in Fig. 61 zur Darstellung ge-
brachtes Koérperelement vorgelegt, das von den beiden unendlich nahe
gelegenen Querschnitten f, und f begrenat wird.

Um eine bessere Ubersicht zu erhalten, seien im folgenden die Form-

dnderungen angegeben, wie sie sich unter den einzelnen Krafteinwirkungen
herausbilden.

a) Die Normalkraft N beanspruche den Querschnit! allein.
Auf die Schnittflichen f, und f der beiden in Fig. 61a und b dar-
gestellten Korperelemente wirke die Normalkraft N gleichmiifig verteilt




§ 13. Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normalspannungen 83

ein, so daB auf jede Flicheneinheit die konstante Zugspannung oy
kommt. . _

Wihrend sich die zwischen den Querschnitten f, und f befindlichen
gleichlangen Fasern des in Fig. 61a dargestellten geraden Korperelementes
nach der im § 3 der Einfiihrung genannten Gleichung

A—¢l bezw. e=ao
um gleichviel ausdehnen, sind die Verlingerungen der gleichgelegenen
Fasern im gebogenen Korperelemente Fig. 61b, den verschiedenartigen
Faserlingen entsprechend, verschieden. Es besteht nun aber nach dem
vorstehenden Gesetze Proportionalitiit zwischen den Faserabstinden 7 und
den Léingeniinderungen 4,
wodurch bestétigt ist, daB
der urspriingliche Kriim-
mungsmittelpunkt M

auch wihrend der Form-
dnderung seine Lage be-
hilt. Der Kriimmungs-
halbmesser ¢ ist dann
aber konstant.

Da das Korperele-
ment, bezogen auf die Fig. 61.
Mittellinie, symmetrisch
ist, genfigt es, mit dem in der Figur angedeuteten halben Elemente zu
rechnen,

Die auf den Querschnitt f einwirkende Zugspannung ¢, betriigt mit
bezug auf Fig. 61

X 60
Gr=="F+ - . - e
Der auf der neutralen Achse liegende Bogen BB, hat die Lénge

BB, = garc g,
der im Abstande 7 gelegene Bogen CC, hat dagegen eine Liinge
CC = (¢+n)arce.
Die zugehérigen Verlingerungen A und A, betragen dann
= N
Mgy =&zl =ao*.BB,; =a-garcy |
und . .61
—~ N .
Aoy = &nlyw =0 0;. CC = a (e T narc¢.

b) Das Biegungsmoment M, beanspruche den Querschnitt allein.
Betrachtet man wieder das halbe Kérperelement, so zeigt Fig. 62,
daB unter der Biegungseinwirkung der urspriingliche Krimmungsmittel-
6*
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punkt M in die neue Lage M, iibergeht. Damit geht aber der anfing-
liche Kriimmungshalbmesser ¢ in den neuen Halbmesser g, iiber.
Bei dieser Verianderung verschiebt sich aber auch die neutrale Achse

@1 des Korperelementes in die neue Lage E—El, in der also die darin

liegende Faserschicht keine Dehnung
und Spannung erleidet.

Bestimmt man nun zunichst
die Dehnungen g3y und gy der

Fasern @1 und @1, so folgt nach
der im § 3 der Einfithrung ange-
gebenen Gleichung
A=¢l, worin ¢ = qg¢ darstellt,
mit bezug auf Fig. 62,
1. fur die Mittelfaser ]§_]§1:

o _h_ BB BB o
Y7L T BB, eacy’
woraus

B, B, =¢@,.0arc ¢ folgt;
2. fir die im beliebigen Ab-
stande 7 gelegene Faser 661:

ot _GC_ GG
" e 60, (e+narce

Da die im Punkte B, zur Fliache A;D; gezogene Parallele B, F
den .Bogen C,C, in die beiden Teile 61\]5‘ und f‘@ zerlegt, die als paral-

lele Gegenseiten die Lingen

und

p—

G F =

—~

B, B,

Jﬁ]\g =1 arc 0
haben, so erhiilt man die Dehnung &) zu

C,F+FC, BB, | narcd

Enm) =

»

&)@ -

”»

worin der konstante Wert

e+marce  (ofn)arcy
__&moarc g —+ narcd

(@+n)arcy

arcd
arc ¢

o+7

n
(

J
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allc—aw.........ﬁél
are ¢
gesetzt werden kann. .
Damit ist
oy = ST 07 +on
et

Erweitert man nun den Zihler noch mit ++ und — g7, so folgt
die fiir eine beliebig gelegene Faser geltende Dehnung:

en)@+ 07+ em7 —emn _ &m(@ -+ 1)+ (@ —em)y
e+7 e+

2 —E(b)+(w~s(b))9+?] .. . . [ . . . . 64

Eyy =

Die zugehorige Spannung findet man dann aus dem oben genannten
Hooke’schen Gesetz ,& = a¢* zu

1 1
Oyb) = p Eyb) = [S(b)—f-(w — E(b)) - k—‘l—w;]] . . . .65

¢) Die Normalkraft N wnd das Biegungsmoment M, wirken gleich-
zeitig auf den Querschwitt ein.

Bezeichnet man mit bezug auf Fig. 62 den Querschnitt eines von
der urspriinglichen neutralen Achse um # abstehenden Faserelementes
mit f;, in dem wéhrend der Biegung allein die Zug- bezw. Druckspan-
nung o, auftritt, und der Zugkraft ,p,—=f,0,“ entsprechenden Wider-

stand leistet, so bestehen nach § 14 Abs. 1 und 2 der Einfiihrung die
Gleichgewichtsbedingungen

1. bei nur Biegungsbeanspruchung:

1. Zpy = Zty0yp) =0,

2. Zpy.n =2y o). 1= Ms,

3. 2f,.n=0
und 4. 2f, =1,
worin 7 alle zu beiden Seiten der neutralen Achse, d. h. zwichen e, und
e, liegenden Werte anzunehmen hat,

Multipliziert man nun die fiir die Biegung aufgestellte Gleichung 65

1 [ n ]
Opmy =— | & w—§g
0y = - | &0 T ( ®) Py
mit dem Querschnittselement f,, so folgt
1 Ui ]
£y oyy =~ — &) ———| . £y,
7 On) == o [e(b)—}—(w &(py) Py R

Fiir alle Querschnittselemente, d. h. fiir die ganze Fliche f, erhilt
man den Ausdruck
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<1
Sty oy == — [ﬁ(b) —+ (0 — &) ot ﬂ] t,

oder mit bezug auf die vorgenannte 1. Glewbgewxchtsbe—
dingung,

[28@) fr 2w — eg) —— + ] . .66

l"" 9\'-*

»= [E(b) Sy (o —ep). = “l— 7 fn]

1 .
o= & [s(b)f+(w— E(b))szn],

solange es sich lediglich um Biegungsbeanspruchungen handelt und der
Dehnungskoeffizient ¢ konstant ist.

2. Bei Normal- und Biegungsbeanspruchung.

Kommt die Normalkraft ,N = 3f,¢,“ mit zur Wirkung, so folgt mit
bezug auf den Gleichgewichtszustand, der zwischen den &uBeren und den
im Innern des Korpers wachgerufenen Kriften bestehen muB,

N= [S(b)f+ (0 —ewm) = _T_ Wf"]

1
n = [%)f-l— (0 — &) (— Xf)]

f
,,=o—‘[a(b)—(w—e(b))x],. F R : 14
falls nach v. Bach -
Tt =—xf,
9 n
woraus X=—-3 f, folgt, . . . . . . 68
0+47 g

bezeichnet.

Multipliziert man nun weiter die fiir das Querschnittselement £, giil-
tige Gleichung 65

1
Ono) = [8(1)) + (0 — &) o l 77}

mit f,.#, und summiert man die diesbeziiglichen Werte fiir alle Elemente
des Querschnittes f, so folgt:

1 n
“ . — -— .
2fgopmy - =2 p {S(b)%—(w——e(b))g l 77] ty. 1,

oder mit bezug auf die unter a genannte 2. Gleichgewichtsbedingung,
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M, [2 &) - Ty 1+ S (0 —ep) —— + 7] fy ]

1
» a[%) Sty +(w 6<b>)—g T ]

X 69
» = o [E(b) 0 (0 — &) - XQf]
3y — EC ((1) - e(b)) XQ,
da mit Hinweis auf Gleichung 68 der Innenausdruck
ST g 3T Prne—ne s1mto—ne;
e+ e+ e+
” =3|\p——F—|f,=3fn— s 1 g
[ e—l—n> D AR
5 =0—p(—xf)=xof . . . . . . . . . 70
betrigt.
Ermittelt man nun aus Gleichung 69 den Klammerwert
. (ZMb
W —=- &p) — fToj 71

so liefert er, in Gleichung 67 eingesetzt, den unter Gleichung 62 einge-
fithrten Dehnungswert gp), wie folgt:

£
N=- [8(b>—-(w— 8(b))X]’

woraus man

N«
& =+ (@ —ew)x
. aMb _a( Mb>
oder ,,__f—{—fxe =73 N—|—? L. .. 72

erhilt. .
Die unter Gleichung 63 eingefithrte konstante GroBe w findet sich
aus Gleichung 71 und 72 zu

(ZMb
0= 8(")_*_?9

__06 Mb> aMb
)R,

___(Z Mb Mb>
”—¥(N+“Q_+g . . . . 0 . . 73

Fiihrt man nun noch die Werte fiir &g, und (w — &g,)) aus den Gleichungen
71 und 72 in die Gleichung 65 ein, so ergibt sich die aus Zug und
Biegung zusammengesetzte Spannung
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1
()1—&[8(1))—‘—((0—8(1)) 0—!——77]

)4t )

@ Tixe o7

la Mb i )

&f<N+ Xe KR

1( M], ’I] )
L .
X@ 047

In dieser allgemeinen Glelchung, die fir entgegengesetzte Vor-
zeichen auch fiir Druck und Biegung giiltig ist, bedeutet
f den tragenden Querschnitt,
N die senkrecht zum Querschnitt wirkende Kraft,
M,, das Biegungsmoment,
den Kriimmungshalbmesser,
n einen beliebigen Faserabstand von der neutralen Achse und
x einen Wert, der von der Form des Querschnittes abhéingt.

d) Spezielle Spannungswerte.
7 a) Ist keine Normalkraft vorhanden, so schreibt sich die allgemeine
Gleichung 74 in der Form
1 (Mb Mb n >
gi=+|—
=10 Txe ety
Diese Gleichung liefert fiir die urspriingliche neutrale Achse, d. h. fir

»1 = 0% eine Spannung

O'i:%,.........75
fe
die sonst beim geraden, nur auf Biegung beanspruchten Korper, den Wert
Null hat.

Den Abstand # fir die neue Nullinie erhédlt man dadurch, daB in
der oberen Gleichung der Wert o; = 0 gesetzt wird.

b) Wird ein gebogener Korper durch eine im Kriimmungsmittel-
punkt angreifende Zugkraft P so auf Biegung beansprucht, daB die Kraft-
richtung senkrecht zu dem in Rechnung zn ziechenden Querschnitte stehs,
wie es beispielsweise beim Lasthaken der Fall ist, wo das Biegungs-
moment den Kriimmungshalbmesser g zu vergroBern bezw. die Kriimmung
zu vermindern sucht, so schreibt sich die allgemeine Gleichung 74

=t (x4 ),
in der N=P und M, =—"Pp

gesetzt wird, in der Form
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_1(p_Pe_Po ’L)
n=p (P o Txoedm

Xf@"!‘”'..,.......m

" xef oy
Diese Gleichung liefert fiir die urspriingliche neutrale Achse, d. h.
fiir ,, = 0% eine Spannung
0;=0.

¢) Betrachtet man den in Gleichung 70 eingefithrten Summenausdruck

. .
3 T, —xef,
ot7 " ¢
der, mit @ multipliziert, den Wert

e
= fy=xg . . . . . . . .
14 z
liefert, etwas genauer, so nahert sich der Nenner des Bruches
Y
1 A
+9 ,

dem Werte 1, falls der Kriimmungshalbmesser ¢ immer groBer und groBer

gemacht wird. Fir ¢ = oo erreicht der Nenner den Wert 1.
In diesem Falle schreibt sich die Gleichung 77 zu

=31, =Stp=0, . . . . . 18

wo @ das im § 14 der Einfithrung eingefiihrte Tragheitsmoment darstellt.
Damit nimmt nun aber die Gleichung 77 die einfache Form
O =xg*f
an, aus der sich dann die GroBe
(]

X:éé—f 79
ergibt.

Diese Gleichung besagt, daB x von der Form des Querschnittes f
abhéngig ist.

NB. Die Gleichung 79 kann man in vielen Féllen auch als Nihe-

rungsgleichung benutzen, falls man das oben angegebene Verhéiltnisgbei

einigermafen groBem Kriimmungshalbmesser gegeniiber der Zahl 1 ver-
nachléssigt.
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d) Fiihrt man den letztgenannten Wert in die allgemeine Gleichung 74
—_—.1 <N + MB Mb __’7_)
f ¢ XQ o+7

ein, so schreibt sich diese als Ndherungsgleichung in der Form

IR

N Mb Mb n
— +_+ et
f of f +7_]

+ . . 80
1 + 1
Wird nun der Kriimmungshalbmesser 9 unendlich groB, wobei der

gebogene Korper in den geraden iibergeht, so erhiilt man aus Gleichung
80 die Form

N, M,
t e
die mit der im § 13 aufgefiihrten Gleichung 41 iibereinstimmt.

0; —

e) Angaben tiber die Hilfsgrifie x.
Der Wert x ist nach der Gleichung 68
1

X=———

0 + 7"
zu entwickeln, was allerdings am besten mit Hilfe der hoheren Analysis
geschehen kann,
Eine elementare Entwickelung
sei im folgenden fiir das Rechteck
durchgefiihrt.

1. Fiir den rechteckigen
Querschnitt.

Man denke sich den ganzen
Querschnitt f parallel zur Mittellinie
in 2n gleichgroBe Fléchenelemente
zerlegt, wobei jedes Element den Inhalt

h bh
Fig. 63. fh=b-0=b.g7=57
hat.

a) Betrachtet man zunichst die oberhalb der Mittellinie liegende,
positive Halfte des Rechteckes, die nach dem Gesagten in n gleiche Flichen-
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elemente zeriegt gedacht ist, so kann man beispielsweise das im Abstande
7 angegebene unendlich kleine Reckteck, als das yt¢ Element ansehen,
fir das dann der Abstand

betragt.
Mit dieser Bezeichnung schreibt sich der unter der Summe stehende
Ausdruck in folgender Weise:
7 fn:n+9—9fn:(v+9)—efﬂ
o+7 e+ e+

_ 0 ) _ 0
Lo o=(1——Q Vg —f 59
( et/ " ot

Die iiber die ganze obere Hélfte reichende Summe hat dann den Wert

pt
2
s " ¢ >t st
n=oe+7 T T ey
__sbh bh ¢
7 2n 2n 9417
__ bh bh _ o
» T 2 gn” h
@+Y§;
_ bbby

bh bh ... 1

? 2 2n
. h

worin m =— P bedeutet.

Dividiert man den unter dem Summenzeichen stehenden Quotienten
aus, so erhilt man

=3 / 2 3
3 fp=5—5 -3(1—(:m +(Em —(2m) +...

n
__bh  bhy1i 1.y <y \2 1o(y_\*
3 —?—?[ﬁal—“Aﬁm+— ;lm) ——-aE(*Iﬂ) "‘}“...].

Setzt man in den Summengliedern fiir y die Werte 0, 1, 2, 3...n
ein, so folgt weiter
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i

h
n=y

Il b4

o _E‘_?_bl‘[ _1 LIRS S ]1)
09_{_771",7— 5 5 1 2111—{—311) o +.....

1 (| [ANSTC U /3

b) In gleicher Weise entwickelt sich der Summenausdruck auf der
unterhalb der Mittellinie liegenden negativen Hilfte des Rechteckes, worin
die 7-Werte negativ sind, zu
ns0 g bh bh[ 1<h> 1<h)2 l(h 3 J

s W g D01 D01 ()42 (= “ (L
ot 2 2 1—!_2 20 +3 20 +4 29)+
T2

Hn=

N

c¢) die ganze Summe betrigt dann

h
n=g r
n . _bh bh 1(h> 1<h)2 1<h 3
setr e e [Malae) Talgg) Taleg) Tt
2
bh  bh[ 1/h 1/h\?  1/h)\3
+2‘?_1+§<2—@>+§(%) ﬂ(@) T
bh [ 2/h\2 2/h\¢
. =2 +§(%) +5(%) o]
1/h\2 1/h\* 1/h\® ]
oo==n | s ze) +5 (5) +3(zg)

1) Die Summenglieder bilden folgende arithmetische Reihen 1., 2., 3. . ...
Ordoung, in denen am Schluf n = co gesetzt werden kann:

1 1 1
SFl= (4141414 ) =Cn=],
%2§m=%(0+1+2+3+4+ ....... +n)

_m nn—1) m 11.11___1m
Tt 1.2 T w2 T2
2 2
%2’(%m) :%(0—}—1"‘—{—22-{—3“—{—42—{— ..... -+ n?)
_m’ nn+1)@n+41)
” T nd’ 1.2.3
_m* n.n.2n_ 1 _,

” T 2.3 3™
12(Zm)8=1:—:(0+13+23+33+43+ ..... -+ n?)

_m?® n*@m-4-1)?
= ——1

bE n 4
m? n*.n?® 1 .
5 :-—4._=~n]
n 4 4

und so weiter.
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Damit erhdlt man nun die gesuchte HilfsgroBe
1

p— by

=t
==t () 5 () 7 ) )
P ()

2¢ 2¢ 2¢
2. Fiir die Querschnitte vom Kreis und
Ellipse.

Bezeichnet wieder h die Hohe des Quer-
schnittes, so erhilt man -

1/h\2 1 h>4 5 h)e -
1 S22 ()
4(29) +8(29 +64(29 ‘ 52 1
3. Fiir den gleichschenkligen, trapez- ‘3 .
férmigen Querschnitt, .‘
Mit bezug auf Fig. 64 erhélt man & i

1+(b __)r_b [{b + (ea+9} o

Fig. 64.
85 + L(b _bz)]

Diese Gleichung ist auch fux den gleichschenkligen Dreiecksquer-

logna

. . 2 . .
schnitt zu benutzen, indem b, =0 und e, = 3;h‘zu schreiben ist.

2. Gruppe.

§ 14. Das Zusammenwirken verschiedenartiger
Schubspannungen.

Wird ein Kérper durch &uBere Kréfte so beansprucht, daf die
einzelnen Querschnittselemente nur verschiedenartigen Schubspannungen aus-
gesetzt sind, so kann man diese Spannungen in der im § 1 unter Abs. 1
und 2 fiir Normalspannungen angegebenen Weise zu einer resultierenden
Spannung vereinigen. Hierbei sind natiirlich auch nur die Elemente
heranzuziehen, in denen die gréBten Spannungen auftreten,

Eine besondere praktische Bedeutung hat allerdings die vorliegende
Belastungsgruppe nicht. Es soll hier deshalb auch nur ein Belastungsfall
aufgefithrt werden, der in der Praxis hiufig Anwendung findet.
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Schub und Drehung.

Da nach § 26 der Einfithrung und § 12 des vorliegenden Werkes
beide Beanspruchungen in den am Umfange liegenden Querschnittselementen
Tangentialspannungen hervorrufen, wie sie beispielsweise die daselbst auf-
gefithrten Figuren 152 und 37 erkennen lassen, so hat man nur nétig,
die in dem am meisten angestrengten Elemente auftretenden Spannungen
zu summieren.

Wird nach § 12 der Einfithrung die Schubspannung wieder mit kg,
die Torsionsspannung nach § 26 der Einfithrung mit ki bezeichnet, so
erhilt man die zusammengesetzte Spannung

oi=ktky, . . . . . . . . . 84
worin nach den Gleichungen der Einfithrung,
némlich nach Gleichung 40, ky= ?,
M M
und 2 2] 146 beZW. 15], kt:w—:’) :—OT%

betragt. Hierbei bedeutet W:%) das kleinere der beiden Hauptwider-

standsmomente des jeweiligen Querschnittes.

NB. Sind die Schub- und Torsionsspannungen eines Materials ver-
schieden groB, so kann man das 2. Glied der Gleichung 60 noch mit
einem Korrektionskoeffizienten «, multiplizieren, dessen Wert sich aus
dem Verhaltnis
k;  zul. Schubspannung

o = = ;
® " ky zul. Torsionsspannung

85

ergibt.
Hat der Zihler einen kleineren Wert als der Nenner, so rechnet
man ,=1 (vergl. § 13 a, 1).

1. Der Kreisquerschnitt.

Die aus Fig. 65 ersichtliche Schubkraft P
liefert nach § 12 Abs. ¢, 2 eine im Querschnitts-
element A auftretende grofte Schubspannung

4 P 4 P 16 P
T3t 3®x 3 &
4
Das den Querschnitt beanspruchende Drehmoment
M; ruft nach Gleichung 146 der Einfithrung eine
Spannung

kg
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k-——;Tt_——-Mt——EMt
t—Wp_—'ﬁzt‘—n'ﬁé
16

hervor, die in allen Elementen des Umfanges gleich groB ist.
Die im Punkte A auftretende Gesamtspannung betriigt dann

0-i:ks“*_ki:

_16 P 16 M,

T3 da U d®

16 (P Mt>

=g (P M) L se

2. Der Kreisringquerschnitt von geringer Wandstiirke.

Fiir den Umfangspunkt A der Fig. 66 erhilt man nach § 12 Abs.
¢, 3 eine Schubspannung

P P
k=2 — —s
=2y =2 Dnd
nach Gleichung 146 der Einfiihrung eine Torsions- )
spannung %} ______ _
Mf, . (D4—d4) T — /{///é/// i, -
kt:VVP’ worin WP:T'E { 28 ), ]
D2 g2 - x4
2 7
];‘D—z}— d ll"\J 21D? gesetzt, L_—_ %%{,,// L
” :fZﬁ m-éDf betrigt. i
. Fig. 66
Damit erhilt man
ky = i-l\-di =2 %{;
5 Df

Das Querschschnittselement A wird somit von einer zusammengesetzten
Spannung

0'i:ks“}“kt .
P M,
” —2T+2ﬁ,

2 Mﬂ
”_f@+5~........ 87

beansprucht.
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3. Der rechteckige Quersehnitt.
Nach § 12 Abs. a und ¢, 1 ergibt sich fiir die in Fig 67 ange-
gebene Schubkraft P die bei A auftretende grofite Schubspannung
=22 _3 P
T2 f T 2'bh’
zu der nach § 26 der Einfithrung, Gleichung 151, eine vom Drehmoment
M; herrithrende Torsionsspannung

kt: Mt = Mt == GMt worin w::il ist
w. W hb?  whb?’ 3"
)'T
6M; 9 M,
yy = :éi)éh

4 e
§hb

hinzutritt, so daB im Querschnittselement A eine Ge-
samtspannung von
6=k, +k
3P B 9M;
”7 " 2bh ' 2b%h

_ 3 Mt)
,,_2—b-H<P—|--5~ C ... .. . . 88

vorhanden ist, welche die groBte Spannung des vorliegenden Querschnittes
darstellt.

3. Gruppe.

§15.DasZusammenwirken verschiedenartiger Normal-
und Schubspannungen.

Eine fiir die Praxis besonders wichtige Belastungsgruppe bildet die
vorliegende. Auch hier kann man die Spannungen, wie § 1 Abs. 3 zeigt,
nach dem Parallelogramm der Krifte zu einer idealen, resultierenden
Spannung vereinigen, wie es im § 1 Abs. 4 die Gleichung 1 zeigt, deren
vollstiindige Entwicklung im § 4 in der allgemeinen Gleichung 14 bezw.
17 geschehen ist, die die grundlegende Gleichung fiir die vorliegende Gruppe
darstellt.

Wie bereits in der Einleitung gesagt, haben nur die nachbenannten
Belastungsfille praktische Bedeutung

1. Zug oder Druck mit Schub.
Wird die Normalspannung kurzweg mit k, die Schubspannung mit
ks bezeichnet, so schreibt sich die dem vorliegenden Belastungsfall zu-
grunde zu legende allgemeine Gleichung 17
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— 1
=" m+ ]/k2+4 (@ky?, . . . . 89

2m

worin @, nach Gleichung 16 zu wahlen ist. Fir m sind die in Gleichung
15 genannten Erfahrungswerte 1?0 bezw. 4 zu benutzen.

Die gleichméBig tiber den ganzen Querschnitt des belasteten Korpers
verteilte Zug- oder Druckspannung k ergibt sich nach § 2 der Ein-
filhrung zu
P
?7
die gleichzeitiy den Korper beanspruchende Schubspannung kg er-
mittelt sich mit Hilfe der im § 12 Abs. b aufgefithrten allgemeinen
Gleichung 40

k=

1 P Mg
csa x 6O
deren groBter Wert maBgebend ist.

Im § 12 Abs. ¢ sind die groBten Schubspannungen fiir den recht-
eckigen, kreis- oder kreisringformigen Querschnitt angegeben.

ky =

2. Zug oder Druck mit Torsion.

a) Ergeben die auf einen stabférmigen Korper von auBen her ein-
wirkenden Krifte fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in die
Richtung der Stabachse fallende Zugkraft P und ein Kriftepaar vom
Momente Mj, dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet, so wird der
Querschnitt von iiberall gleichen Zugspannungen

und von Schub- oder Tangentialspannungen beansprucht, deren Werte
nach § 26 der Einfilhrung von innen nach auBlen hin zunehmen.

Die groBte Anstrengung des Materials tritt also an der Querschnitts-
stelle auf, an der die Tangentialspannung ki nach Gleichung 146
bezw. 1561 der Einfithrung den groBten Wert
My M
W, 0. W
erreicht. Fiir diese Stelle betrigt somit die zusammengesetzte Spannung
nach Gleichung 17

Gi(z):1n~1k2_1n+1 |4 kz2+4(aokt>2) ... 9

2m 2m

ki =

worin @, und m wieder die aus den Gleichungen 16 und 15 zu ersehenden
Werte darstellen.
Wehnert, Festigkeitslehre II. 7
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b) Wird der Querschnitt eines stabformigen Kérpers durch eine sich
aus den #uBeren Kréften ergebenden und mit der Stabachse zusammen-
fallenden Druckkraft P bei gleichzeitiger Einwirkung eines Kréftepaares
bezw. Momentes My beansprucht, so erhélt man unter Beachtung der Druck-
spannung — kg nach Gleichung 17 die ideale Spannung

m—1 m 1
Oy = — ———— kg + Tn VEE L 4 (aokp? . . . 91

2m 2
Hat in dieser Gleichung das zweite Glied einen groferen Wert als das
erste, so kann bei manchen Materialien, deren Zugspannungen bedeutend
geringer als die Druckspannungen sind, das obere, auf eine Zugspannung
hinweisende Vorzeichen bestimmend sein, was besonders zu beachten ist.
Bei diesem Belastungsfall ist angenommen, daB Knickung nicht in
Frage kommt.

3. Biegung mit Schub.

Betrachtet man den Querschnitt eines auf Biegung und Schub be-
anspruchten Korpers, so werden die einzelnen Querschnitiselemente mit
Normal- und Schubspannungen angestrengt, deren erstere von der neutralen
Faserschicht aus nach auBen zunehmen (vergl. die Fig. 48 und 88 im
§ 14 und 20 der Einfiihrung), letztere dagegen — wie Fig. 37 im § 12
des vorliegenden Werkes zeigt — ihren groBten Wert in der neutralen
Faserschicht erreichen. Was die im § 12 behandelten Schubspannungen
betrifft, beziehen sich diese nur auf den Normalfall eines der Biegung
unterworfenen Korpers, bei dem die Kraftebene des biegenden Momentes
die Symmetrieachse des Querschnittes darstellt. Mit dieser Voraussetzung
ist nun auch im vorliegenden Belastungsfalle zu rechnen, womit sich nach
§ 12 Gleichung 40 mit bezug auf Fig. 38 die Schubspannung kg zu
1 P M

‘x

ks = )

cosa
bestimmen 148t
Die Normalspannung ky erbdlt man mit Hilfe der im § 14
der Einfilhrung genannten Gleichung 58 zu

M, M,
bh=w="0"
* Fithrt man die beiden Spannungswerte in die allgemeine Gleichung 17
m—1 mt1
0j == om kbi 2—1; ka2+4(aoks)2 ... 92

ein, so laBt sich damit der groBte zusammengesetzte Spannungswert, als
auch die Lage bezw. der von der neutralen Faserschicht aus gemessene
Abstand % der am meist beanspruchten Querschnittselemente feststellen,
Das negative Vorzeichen hat hierbei keine Bedeutung.
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Fir die Koeffizienten m und a, gelten wieder die Gleichungen 15
und 16. '
Im folgenden seien einige Ermittelungen durchgefiihrt.

a) Der beanspruchie Querschnitt sei ein Kreis.

Der Betrachtung sei ein .in Fig. 68 dargestellter Stirnzapfen zu-
grunde gelegt, dessen Druck P in den Querschnitten Blegungs- und Schub-
spannungen hervorruft.

Fihrt man nach Gleichung 15 fir m den Wert %) ein, so schreibt
sxch die Gleichung 92.

0;= 0,35 ky | 0,65 V kp? - 4 (0o k)
Hierin ist mit bezug auf Fig. 40 bezw. 68

k _Mﬁ _ L sing = Pl rsin __ 4Pl sing
V=9 "= T T a_(iz)iit' A P
64 64
5 K
.
i} )
.2 =
S -} A\\__ -_Ii‘__;__z.___ék_; -
le 2 =5° &
[ E 7.4
'{ LJ
Fig. 68
1 P Mg 4 P
ks__cosa';f' 6 3 f°%¢
4 P
’ —_—é.rTneosa

Diese Werte oben eingesetzt, gibt
4P1, . 4Pl . 2 4 P 2
5y SN + 0,65 "/( r37r1 sma> 44 <ao. 3" 72,7 ¢ oc)
4P1,

; 2
» = [035sma—[—065-‘/sin2a-|-'-(aog-]icosa\)] ... 93
1

Wird nun noch das in Gleichung 16 mit

0; — 0,35

kK
ao—ﬁik 13k,
m

genannte Anstrengungsverhéltnis =1 gesetzt, womit
7*
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ky = 1,3k, oder k,— % ky = 0,77 ky

betrigt, und ersetzt man in der Gleichung 93 den vor der Klammer
stehenden Ausdruck, der die Biegungsspannung darstellt, durch ky, so er-
halt man eine z. B. fiir Schmiedecisen und Stahl giltige Gleichung

: 3
o; =k, [0,35 sin @ 4 0,65 Vsin%c + (g -licos a) ] ... 94
1

mit der man fiir verschiedene Verhéltnisse li sehr bequem die von der
1

GroBe des Winkels ¢ abhéingigen zusammengesetzten Spannungen finden

und zu Spannungsdiagrammen — wie ein solches Fig. 68 zeigt — ver-

einigen kann,

Fir die obere Hilfte des Querschnittes, in der sich die gleichgerich-
teten Schub- und Biegungsspannungen addieren, sind im folgenden fiir
einige Verhéltnisse 1£ die zusammengesetzten Spannungen der Winkel von

1
0% 15" 30°% 459% 60° 75° und 90° mit Hilfe der Gleichung 94 be-
stimmt und zusammengestellt, woraus zu erkennen ist, daB fiir

O'i:kb und ¢ = 0° 1
|

ein Verhéltnis . 94a
], =0,43r=0,215d
besteht, das einen Gremzwert insofern darstellt, als nach dessen Uber-
schreitung die Biegungsfestigkeit, nach Unterschreitung dagegen die Schub-
festigkeit tiberwiegt.
Im ersteren Falle geniigt es daher nur mit der im § 14,1 der Ein-
filhrung aufgestellten Biegungsgleichung zu rechnen, wihrend im letzteren

Falle die im § 12 Abs. ¢, 2 aufgefiihrte Gleichung zu benutzen ist.

1. Far I, =r=0,5d.
a=0° 150 300 | 45° | 600 ‘ 7590 90°
0;=0,43k;, | 0,54 ky | 0,67k, | 0,80k, l 0,91 ky | 0,98 ky | 1,00 ky,

2. Fiir |, =0,5r=0,25d.

a=00 | 150 300 450 600 | 750 900
0 = 0,87 kb 0,94: kb 0,99 kb 1,01 kb 1,01 kb 1,00 kb 1,00 kb
; r d
3. Fur 11 == 5 = E .
@=0"° 150 300

0;=1,30k, | 1,35k, | 1,35k, | 1,28k, | 1,16k, | 1,05k, | 1,00k,
4. Fir 1, =0,43r=0,215d.
a=0° 150 300 | 450 60° ‘ 760 90°
0;=1,00k, | 1,07k, | 1,10k, | 1,09k, | 1,06k, | 1,02k, | 1,00k,

45° 60° i 750 90°
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b) Der beanspruchte Querschnitt sei ein Rechieck.

Geht man von der allgemeinen Gleichung 92 aus, in der man nach

Gleichung 15 den Wert m =—13(2 cinfihrt, so hat man auch hier wieder

0 = 0,35k, -+ 0,65 V2 + 4 (o k)
zu grunde zu legen.
Fiir die Biegungs- und Schubspannung ky und kg sind mit
bezug auf § 14 der Einfilhrung und § 12 Abs. ¢, 1 zu setzen:

M, _ Pl  12P]

® 7 bnd bh?
12
2_ .2
und ks=§ 6(e o 7]),

wobei zu beachten ist, daB sich diese Spannungen auf Querschnittselemente
beziehen, die von der neutralen Achse den Abstand 7 haben.

B b
‘ &y -
4
Y i 4
- L A ——'y &
b A==
o
ML_'io
A

Fig. 69.
Fihrt man diese Werte oben ein, so folgt
12P], V<12P1 )8 ' ( 6P(e2—-1;2)>

—_m2\2
,,_13531 [035n+065vn2+(a0 ’7)] L .9

Wird nun, wie vorher beim Krelsquerschmtt, das Anstrengungsver-
hiltnis @y =1 und

6Pl, Pl M,
h2 ~ bh: W
6

=k

gesetzt, so erhdlt man

6 =ky. h[0357]—}—060]/772—]—(62—'7)]. . .96

1, Diese Gleichung liefert fiir =0, d. h. fiir die neutrale Achse,
den Spannungswert
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aizkb.g[o+o,65]/o+(i~——0> ]
y=lkp.c. 065]/W

9y — h kb . E = h . kbil—l
0,65 h h
= .« — k = —
» 5 1, b 0,32511 ky,
woraus fir
oi=ky }
das Verhiltnis 1, =0,325h - 96a

folgt, das wiederum einen Gremzwert insofern darstellt, als bei dessen
Uberschreitung die Biegungsspannung itiberwiegt, bei Unterschreitung da-
gegen die Schubspannung maBgebend ist.

Im ersteren Falle geniigt es demnach, nur mit dem Maximalwerte
der Biegungsfestigkeit nach § 14, 1 der Einfithrung, im letzteren Falle da-
gegen nur mit dem groBten Werte der Schubfestigkeit nach § 12 Abs.
¢, 1 zu rechnen.

2. Fir die obere Hailfte des in Fig. 69 angegebenen Querschnittes
erhilt man mit Hilfe der Gleichung 96 die von den Abstinden % und 1,
abhéingigen Spannungen g;

fiir 1, — 0,325 h.
1 1 3 1
n=0 5 h \ ;h ’ E_Sh ‘ Qh
01=1,00ky| 1,04k, | 0,99 ky, | 0,91ky, | 1,00 ky.
Diese Werte sind in Fig. 69 zu einem Spanhungsdiagramm ver-
einigt, aus dem zu erkennen ist, daB der maximale Spannungswert g; die
Biegungsspannung nur um 49 iibersteigt, was aber bei der Verschieden-

heit bezw. Unsicherheit der Materialspannungen ohne Bedeutung ist. Es
geniigt also auch hier, nur gegen Biegung zu rechnen.

4. Biegung mit Torsion.

Wird ein Koérper von einer oder mehreren Kriften so angegriffen,
daB die einzelnen Querschnitte desselben auf Biegung und Drehung gleich-
zeitig beansprucht werden, die Ebene des resultierenden Biegungsmomentes
mit der Achse des Korpers zusammenfillt, bezw. die einzelnen Querschnitte
senkrecht schneidet, die Ebene des Torsionsmomentes aber mit den Quer-
schnitten gleich gerichtet ist, so vereinigen sich in den einzelnen Querschnitts-
elementen Biegungs- und Drehspannungen, deren erstere nach § 14 der Ein-
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fihrung bezw. § 8, letztere dagegen nach § 26 der Einfithrung zu be-
stimmen und in die zusammengesetzte Spannungsgleichung 17
0 =m2m ! ky + mg_ll; ! kaz + 4 (@ ks)?

einzusetzen sind. Hierbei ist zu beachten, daf die Spannungswerte fiir
denjenigen Querschnitt und fiir dasjenige Querschnittselement zu benutzen
sind, fir welche die Gleichung 17 das Py
Maximum erreicht. Es kommt deshalb
auch hier nur das -} Zeichen in Frage.

Da die Lage der in Frage kommen-
den Querschnittselemente bei den einzelnen
Querschnittsformen verschieden sind, kann
auch die Ermittlung der gréBten Span-
nung nur von Fall zu Fall geschehen. Fig. 70.

Im folgenden sind die Spannungen
einiger Querschnitte angegeben, von denen der Kreis- und Kreisringquer-
schnitt fiir die Praxis die wichtigsten sind.

a) Der Kreisquerschnitt.
Bei dem Kreisquerschnitt in Fig. 71 erreichten die Biegungsspan-
nungen ky, als auch die Torsionsspannungen kg in den am Umfange ge-
legenen Elementen ihre grofiten Werte,
Nach § 14 Gleichung 58 der Einfilhrung und § 16, 3 daselbst
betragt die grofte Biegungsspannung
' K — My, M, 32 M,
"TWT P on @
32
Die groBte Torsionsspannung ky ergibt _
sich aus § 26 Abs. 3 der Einfihrung, Gleichung 146
mit bezug auf § 16, 3 daselbst zu
M, .Mt - 16 M;

bk=kh=§ =F:=% @&
16
Fithrt man diese Werte in die allgemeine Gleichung 17 ein, so

ergibt sich unter Beriicksichtigung der Gleichung 15, nach der m = 13—0

gesetat werden kann,
0; = 0,35 ky - 0,65 Vkn? + 4 (e, ko)?

_ 32 M, V(32Mb>2 (16Mt>2
=085 T 06 Y (T ) e

_ 52
”—d3n

(0,35 My + 0,65 VM F (qMef) . . . . . .97
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=%(o,35 My, 0,65 VMy2 I (a My)?),

W . 0;=0,35 M}, -+ 0,65 VM;% I (o, My)2,
worin der Ausdruck
Woi = My;,
das sogenannte ideelle biegende Moment darstellt.
Damit erhalt die letzte Gleichung die Form
My; = 0,35 Mb+0,65 Vsz—{—(aoMt)Q P | 1]
Der Wert ¢, bedeutet wieder das in Gleichung 16 genannte An-
strengungsverhéltnis. Wird dasselbe wieder ¢, = 1 gesetzt, was fiir Schmiede-
eisen und Stahl zutrifft, so erhidlt man
Mbi:0’35 Mb—*—O,GE) V Mb2+Mt2- . . . . 99
NB. Als Ersatz der letzten Gleichung hat Poncelet fiir den
praktischen Gebrauch folgende zwei, etwas bequemere Niherungsgleichungen
gebildet, deren Resultate keine groBen Abweichuugen von Gleichung 99
aufweisen, so daB sie ganz gut brauchbar sind.
Die Niaherung erstreckt sich auf das Wurzelglied, das fir
L Mp>M;: M2 M2~ 0,96 My, + 0,4 My,
2. Mb < Mt: VMb2+E§ o 0,4 Mb + 0,96 Mt
gesetzt wird.

Diese Werte in Gleichung 99 bezw. in Gleichung 15 -eingefiihrt,
gibt fir m=14

L fir My>Me: Myi= My - (0,96 My 0,4 M)
, = 0,975 My - 0,25 M,,

2. fiir My<<Mi: Mys= oMy - (0,4 My + 0,96 M, |
» = 0,625 My 0,6 M;.

100

b) Der Kreisringquerschnitt.

Da dieser Querschnitt symmetrisch in bezug auf die beiden Haupt-
achsen ist, so ist nach § 15, 4 der Einfithrung das polare Widerstands-
moment gleich dem doppelten dquatorialen Widerstandsmoment, also

W,=2W.
Geht man wieder von der vereinfachten Gleichung 17
0; = 0,35 ky, -} 0,65 1/ky? - 4(a, k)
aus und setzt darin

M Dt—dt # e .
0; = be’ wo W_—T)—-gg— nach § 17,7 der Einfithrung ist,
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nach § 14,1 der Einfithrung aber kbzylvvb und

nach § 26,3 ,, » ky=kj=—~

betréigt, so folgt

My; M, (Mb)z M; >2
W——O,35W—I—O,65V W —-1—4(“02_W )

woraus sich wieder die bereits beim Kreisquerschnitt
erhaltene Gleichung 98

ergibt.

Fiir Schmiedeeisen und Stahl ist wieder o, — 1
und kann deshalb vernachliissigt werden.

NB. Auch hier gelten die Niherungsglei-
chungen 100.

¢) Der elliptische Querschnitt.

1. Die Ebene des Biegungsmomentes geht durch die kleine
Achse.

In den Endpunkten der kleinen Achse fallen die Spannungsmaxima
der Biegung mit denen der Drehung zusammen. Die groBte Biegungs-
spannung betriigt nach § 14 der Einfithrung mit bezug auf § 16, 4
daselbst

32

Die grobte Torsionsspannung er-
gibt sich nach § 26 Abs. 3, Gleichung 151
der Einfithrung zu

ko—k e My 16 M,
s T w. W Ddn o 7 Dd¥
32 Fig. 73.

Fihrt man diese Werte in die verein-
fachte Gleichung 17 ein, so folgt

0= 0,35 ky, -} 0,65 V ky? -4 (2o kg)?

. 32 My, ,V(ssz>2 < 16Mt>2
» =088 S5at 08 ) (Upe) T4 (% pe
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32
nDd?

= 5 (035 My L 065 VIGFF @), [ - - - - 101

My; = 0,35 My, +- 0,65 V My? - (c, My)2.
Diese Gleichung stimmt mit der Kreisgleichung 98 vollstiindig iiberein.
Der Wert @, bedeutet wieder das Anstrengungsverhaltms, das fiir
Schmiedeeisen und Stahl gleich 1 ist.

0= (0,35 My, 40,65 V M2 | (o M)?)

2. Die Ebene des Biegungsmomentes geht durch die grofle
Achse.

Wihrend im vorstehenden Abschnitt a die groBten Biegungs- und
Schubspannungen im Umfangspunkte der kleinen Achse zusammenfielen,
trifft dieses in Fig. 74 nicht mehr zu. Hier werden nach § 14 Abs. 1
der Einfithrung die #uBersten Punkte der groBen Achse am meisten auf
Biegung beansprucht, die groBte, durch die Drehung veranlaBte Schub-
spannung dagegen tritt nach § 26 Abs. 3, b der Einfilhrung am Umfangs-
punkte der kleinen Achse auf, so daB zunichst
die Lage des ebenfalls auf dem Ellipsenumfang
gelegenen Punktes A zu ermitteln ist, in dem sich
dann die einzelnen Spannungswerte zu einer groBten,
idealen Spannung vereinigen.

Fiir den im Abstande 9 von der Nullinie
aus gelegenen Punkt A betriigt nach § 14, 1 der
Einfihrung die Biegungsspannung

M, M
=9 TR
Fig. 74. 1

Fiir denselben Punkt ergibt sich die Torsionsspannung k;y mit
Hilfe der im § 26 Abs, 3, b der Einfiihrung angegebenen Gleichung 151 zu

M:.e M.
k=k="0=1W

2 Mf,“/ ]3.;2-—]‘2v-2
” = Re? == 7>
. . 10 .
so daB nach Gleichung 17, fir m =, die znsammengesetzte Spannung

3
den Wert erhilt: -
0;=0,35 ky + 0,65 Vkp? + 4(pks)?

Mb <2 2 Mt]/ R2-—I'2__—2
» ——035 +060 <R—317t’i]> +4<“°E'R? lw—-_—R‘*_‘llf

4 4
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B 4Mb V( M, )2 (4Mt )2( R 2)
6 =03 R"’rn; 7+ 0,65 Rérm + Reen %0 1— R:

2 \2 T2y

, éy" [0357}—{—065]/172—}— MtR ) (1—-R R4r 1;2)] 102

Aus dieser Gleichung ist nun der von 7 abhiéngige maximale Span-
nungswert zu bestimmen, was mit Hilfe hoherer Rechnung direkt ge-
schehen kann. Indirekt bezw. elementar kommt man aber auch zum Ziele,
wenn nach Gleichung 102 fir verschiedene Abstéinde 7 die zugehérigen
Spannungen berechnet und in einem Spannungsdiagramme vereinigt werden,
aus dem dann eine zweckmiBige Ubersicht gewonnen werden kann.

NB. Geht die Ebene des Biegungsmomentes weder durch die kleine
noch groBe Achse des elliptischen Querschnittes, so sind die Gleichungen
der schiefen Belastung mit heranzuziehen.

d) Der rechteckige Querschmits.

1. Die Ebene des Biegungsmomentes lduft parallel zur
kurzen Achse.

Hier liegen die Spannungsverhiltnisse genau so vor, wie im Ab-
schuitte a des in Fig. 73 dargestellten elliptischen Querschnittes. Die
groBte, nach § 14, 1 der Einfithrung in
den langen Rechteckseiten auftretenden
Biegungsspannungen fallen nach § 26
Abs. 3, b der Einfithrung mit der gréBten
Torsionsspannung in der Mitte der langen
Seite zusammen. Nach Einfiithrung § 14,

1 und § 16, 1 betrdgt die groBte Bie-
gungsspannung
k Mb Mb 6Mb
"~ W™ b®h b?h
6

Die groBte Torsionsspannung erhilt man aus der im § 26
Abs. 3, b der Einfithrung zu ersehenden Gleichung 151

M M
ks =k = wt@_w\;v
9 M,
= 2'b2h

Fig. 75.

”

- . . . 10 .
Damit liefert die Gleichung 17 mit m — gO einen zusammengesetzten

Spannungswert von
0; = 0,35 ky, - 0,65 V ky? + 4 (o k)2
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6 M, V(ﬁ\{[b> ( 9Mt>2
=0,35 b2h+oe5 ) %o 5o

:EEE(O,%MV}—0,651/Mb2-{—(1,5a0Mt)2) .. . 103

2. Die Ebene des Biegungsmomentes lduft parallel zur
langen Seite.

Hier liegen die Spannungsverhélt-
nisse genau so, wie bei dem im Ab-
schnitt b behandelten und in Fig. 74
dargestellten elliptischen Querschnitt, so
daB die dortige Vorgangsweise auch hier
zu beachten ist.

Die Biegungs- und Torsionsspan-
nungen sind deshalb wieder fiir be-
liebige Abstinde % in die zusammen-

Fig. 76. gesetzte Gleichung 17 einzufithren, um
damit festzustellen, fiir welchen Wert
von 7 die groBte, ideelle Spannung erhalten wird.



Anwendungen.

Erste Aufgabengruppe.

Zu § 6 bis 8. Auf verschieden gerichtete Schwerpunktsachsen
bezogene Trigheits- und Zentrifugalmomente ebener Flichen.
Trigheitsellipse. Schiefe Belastung.

1. Aufgabe. Fir eine aus ungleichschenkligen Winkeleisen herge-
stellte Druckstange sind fiir die aus Fig. 77 ersichtlichen Abmessungen
das groBte und kleinste Tragheitsmoment anzugeben.

Der Reihenfolge nach sind zu berechnen

1. die Lage des Schwerpunktes S,

2. die beiden Tragheitsmomente ®; und
Oy bezogen auf die Achsen xy,

3. das Zentrifugal- oder Deviationsmo-
ment Axy,

4. der Neigungswinkel «, der den ge-
suchten Trégheitsmomenten @g und
©, zugehérenden Koordinatenachsen
&7 entspricht und

5. die Trigheitsmomente @f und ©,.

Losung.

1. Die Abstindeu und v des Schwer- Fig. 77.
punktes S.

Nach § 18, 1 der Einfithrung ist mit bezug auf Fig. 77

a d
_ Ky +F,u, _a6.§+(b—6)6.§
- F T ad+4+(b—d)0
20 2
0254 @22

7720.2 (25 —2)2
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400446 _ 446

= 40+46 86 518m52 cm,
_F1V1+F2V2 ad-5 +(b——6)6 (—_—+d>
= = a0 - (b—0)0

2
20.22-1—(25—2)2(25 +2>
»7T20.2 (25 —2)2
__40--46.135 404621 661
7 40446 8 86
»w = 1,68 ~ 7,7 cm.

2. Die beiden Trédgheitsmomente @y und 6.

Von den im § 18 der Einfiihrung zur Berechnung der Triigheits-
momente angegebenen 3 Regeln sei hier die zweite gewihlt. -

Damit erhdlt man mit bezug auf Fig. 77

Or = S [av8— (2 — 0) (v — )° + (b — V)"

- 5[20. 9,70 — (20 — 2) (1,7 — 2)° +-2(25 — 7,7)

[9 130,66 — 3333,474 -+ 10355,434]
.16152,62 = 5 384,2 cm?

[6 (& —w)* - bus — (b — &) (s — 0)?]

, [2(20 — 5,2)8 4 25 . 5,23 — (25 — 2) (5,2 — 2)f]

(6483,584 + 3515,2 — 753,664)

”

I

wh—t wlo— wlr-t oau—t UDH—‘ UO'

.9245,12 = 3081,7 cm?,

3. Das Zentrifugalmoment Ayy.

Da der Winkeleisenquerschnitt aus zwei Rechteckflichen bestehi,
fiir die man beispielsweise nach der im § 6 Abschnitt b, 1 entwickelten
Gleichung die Zentrifugalmomente feststellen kann, hat man nur nétig, die
gefundenen Werte zu summieren.

Man erbélt demnach fiir das in Fig. 78a dargestellte Rechteck, das

gleichzeitig den einen Schenkel des vorliegenden Winkeleisens bildet, den
Wert
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1
dryay = i b(2v —b) (h,2 —h,?),
worin b=,
hy=u
und h; =a—u ist,

1
dxy(l) == 16(2‘7 -—_ 6) {112 —_ (a —_ u)"’}
" 71 2(2.17,7—2) (5,22 — 14,8?)
2
» :_2(77_1)(2704—21904)
y =—6,7.192=—1286,4 cm%.

Fiir das in Fig. 78 b angegebene,
den zweiten Schenkel bildende Recht-
eck erhilt man in entsprechender Weise

deyey=pb(2v —b)(b,? — by Fig. 75
worin b =14,
v=u,
hy=v—a¢

und h, =b —v ist,

Ayyey= 70 (2Cu—0){(v—d)2— (b —v)}

.2(2.5,2 —2){(7,7—2)2— (25 — 71,7)%

l\'J »brr-l vPH-‘

y =— (2_1)(522—1732)

y = 4,2 . (27,04 — 299,29)
» = —4,2.272,25
» — — 1143,4 cm?,

Das gesuchte Zentrifugalmoment ergibt sich dann zu
Ay = ny(l)"" Axy@
»y = 1 286,4 —1 143,4
, = — 2429,8 cm?,

4. Der Neigungswinkel a.
Dieser Winkel berechnet sich mit Hilfe der Gleichung 24 zu
84y 2(—2429,8)

to2 o — —
Bf 0= O — @, 3081,1—5384,2
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lg2a=goo =211,
2a=64°40,
a=132°20'.

5. Die Trégheitsmomente @f und O,
Nach Gleichung 20 folgt
O — Oz cos®? ¢+ Oysin®a— dyysin2¢
,» =5384,2 cos? 32°20' + 3081,7 sin? 320 20" — (— 2429,8) sin 64° 40
» —5384,2.0,845% -}- 3081,7.0,56352 -}~ 2429,8. 0,904
» = 3844,5 4 882,02 4 2196,6
» —6923,12 cm? (Maximum)

Nach Gleichung 21 betrigt
O, = Oy sin? ¢ 4 Oy cos? o |- Ayysin 2 ¢
» = 5384,2sin? 32°20' 4 3081,7 cos? 32°20' -} (— 2429,8) sin 64°40'
» = b384,2.0,5352 + 3081,7.0,845%2—2429,8.0,904
» = 1541,1 4 2200,3 — 2196,6
» — 3741,4 —2196,6
, = 1544,8 cm* (Minimum)

NB. An dieser Stelle sei noch darauf hingewiesen, dafl nach Gleichung
22 die Summe der letzten beiden Trigheitsmomente gleich der Summe

der beiden in Frage 2 angegebenen Trigheitsmomente sein muB.
Diese Probe angestellt, liefert
O¢+ 6, = 0x+ O,
6923,12 4 1544,8 = 5384,2 | 3081,7
8467,92 = ~. 8465,9.

Die kleine Differenz erklirt sich aus den Abrundungen der einzelnen

Resultate.

2. Aufgabe. Ein Winkeleisenquerschnitt habe

die beistehenden Abmessungen.

Es sollen’ die Trigheitsmomente @, @y und
das Zentrifugalmoment .7y fiir die Schwerachsen be-
stimmt werden, die mit den Schenkeln gleichge-

richtet sind.
Losung.

Ist der Schwerpunkt S seiner Lage nach nicht
bekannt, so rechne man mit den in § 6 Abs. b, 4

angegebenen Gleichungen F, und F,.
Fig. 79. Damit erhélt man
. F,F,b?
Ox = Oy + O, + 7T,
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o . (hy— d)4.dh, . b2
@ _—2{(1’ —0)d°+dh, }+(h2—6)6—{—6h1
_1 \ W | 50.0.0.100.(4,50)
” 2(""” + 000+ =555 105
» = 10058t - 10120 5
, = 83,75-{-67,5 ) 0% = 151,25 0%,
F,F,a?
@Y~®Y1+@Y2+F +F

1 h, — 0d)0.dh, . a?
1 53.9.5.108. (30)?

_ 1 3 3
5 (000 +1000°) + =5 05

1 450
J— 4 4 4
= 5 (12504 4- 10049 4- =20

M

M

1
—_ . 4 4
= - 13604 4 300
, = (11,25 + 30)0* = 41,25,
v FiFyab _ (b, —9)0.9h,.ab
Y =F, 45, (b,—0)dFdh,
53.9.6.100.36.4,50

» =7 56.01-100.0
_50.3.45, o
b =TSR gt = 450

3. Aufgabe. Fir den in Fig. 80
skizzierten Z-eisen - Querschmtt sollen die
Achsenrichtungen der groten Widerstands-
fahigkeit als auch die beiden Haupttrigheits-
momente berechnet werden.
Zu bestimmen sind demnach
1. die beiden Tréigheitsmomente @y
und @y,
2. das Zentrifugalmoment Ay,
3. der Winkel o als Richtungswinkel
der groBten Belastung und
4. das groBte und kleinste Trig-
heitsmoment ®@¢ und @, des Quer- Fig. 80.
schnittes.
Losung.
1. Die Tridgheitsmomente @ und Oy
Wehnert, Festigkeitslehre II. 8
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Da das Trigheitsmoment eines Querschnittes nicht von der Lage
der Querschnittsteile, sondern nur von den, von der neutralen Achse aus
gemessenen Abstinden derselben abhéngt, so kann man sich, wie Fig. 81
zeigt, beispielsweise den oberen Flansch nach rechts verlegt denken, womit
dann ein [-Querschnitt erhalten wird, dessen Triigheitsmoment @y nach
§:17, 4 der Einfithrung

0 = [ — (b — &) (0 — 201}

” :11—2{7 B 163“"‘(7 hd 0’85)(16 —2. ]’1)3}

i =%(7 165 —6,15.13,89)
, =10 (28672—16162,64)

y =19 12509,36 = 1042,44 cm*

Das Trigheitsmoment @y erhilt man
am einfachsten durch Umwandlung des
vorliegenden Querschnittes in die aus
- Fig. 81c¢ zu ersehende T-Form.

: Es ist nach § 15 Abs., 3b der Ein-
fithrung, Formel 69

@yz_llg{c(b+'b_a)s+(h—c)a3}
{1 1(747— 0,85)° (16 — 1, 1)0853}

(1,1.13,153 4 14,9.0,85%)

1
T 12
1
” T 12
1
122
1

”» ——(201047).—_20921 cm?,

2. Das Zentrifugalmoment Ayy.

Benutzt man die in § 6 Abs. b, 3 aufgefithrte Formel 6, so folgt
mit bezug auf Fig. 82

dxy=?F1§1771

, =& +Fobn - F b,
n =F& (—n)+Fy . O4-Fy(— &)y,
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wo F,=F,=F,
=§8=%
und N, =13 =1 ist.
Damit erhélt man
dey=—2F&n
L b—o 6) (h c>
s =—20-90 ("3 +5) 53
, ——2.6,15.1,1(3,075--0,425)(8 —0,55)

” —13,53.3,500. 7,45
, = —352,79 cm?

8. Der Neigungswinkel a.
Nach § 6 Abs. a, Gleichung 24 er-

gibt sich
2 dxy .
te2aq — — I Fig. 82.
g2a 6. —0, g
2 (— 852,79) 705,68
7T T 1042,44 — 209,21 833,283 0,8468,
20 =40915'28" ~ 40°16',
a==20°8'

NB. Der vorliegende Querschnitt entspricht dem Normal-Profil 186,
wofiir in der Tabelle der Neigungswinkel a=21°20" zu finden ist.

Die geringe Differenz zwischen dem Tabellenwert und dem vor-
stehenden Rechnungswert erklirt sich aus den Abrundungen der Trigheits-
momente @y, @y und dem Zentrifugalmomente ry. Es sind hier die
im Profileisen vorhandenen Abrundungen und Hoblkehlen vernachlissigt.

4. Die Trigheitsmomente @f und @y der Hauptachsen§1.

Der Maximalwert @f ergibt sich nach § 6 Abs. a, Gleichung 20 zu

Of = @y cos?a -} Oysin? @ — Ayysin2a

» =1042,44 . cos220°8' - 209,21 .sin% 20°8' |- 352,79 . sin 40°16'
, =1042,44.0,938892 -} 209,21 .0,34420% - 352,79.0,64634

» = 918,92 -} 24,786 - 228,025

, =1171,731 ~~ 1172 cm?.

Der Minimalwert @, betrigt nach Gleichung 21

0, = Oxsin’q 4 Oycos® ¢ 4 JxysinZa

, = 1042,44.5in220%' - 209,21 . c0s220°8' — 352,79 .sin40°16'
, =1042,44 .0,34420% 4 209,21 .0,93 8892 — 352,79.0,64 634

» = 123,54 184,42 — 228,025

,» — 307,92 — 228,025

, = 79,895 ~ 80 cm*

8*
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NB. Auch hier erkliren sich die fiir die Praxis bedeutungslosen
Abweichungen gegeniiber den Tabellenwerten aus dem vorher unter Frage 3

ausgesprochenen Bemerkungen.

Fig. 83.

e — M (smp’

4. Aufgabe. Welche
groBte Materialspannung ¢ wird
ein aus Z-Eisen hergestellter
Freitrager von 1,2 m Liénge
haben, der in der Stegrichtung
am freien Ende mit 500 kg
belastet ist und die Quer-
schnittsabmessungen der vor-
hergehenden Aufgabe besitzt.

Der Triger sei an seit-
lichen Ausbiegungen nicht ge-
hindert.

Loésung:

Nach § 8 Abs. b, Glei-
chung 30 ergibt sich die bei
A auftretende groBte Material-
SPannung Omax ZU

cos )

“‘—‘eb

‘” _M(smp’ 1_{_cosp’ )

worin cos 3 = cos (90 — @) = sine =sin 2008' = 0,344,
sin 3 = sin (90 — &) = c0s20°8' = 0,938,

§1=u+v:gcosp’—{—gsinp’

= —é (hsing -} deos @)

= % (160. 0,344 -+ 8,5.0,938)

= 31,b mm, -

h . )
7;1:m~—n=—s1nﬂ——§cosp’

2

1 ‘ .
» =3 (hcos ¢ — dsin )

= % (160.0,938 — 8,5 . 0,344)

» = 13,6 mm,



Trigheits- und Zentrifugalmomente. 117

O =1172 cm?*,
©, =80 cm*
und M =P1=500.120=60000kgem ist.
Mit diesen Werten erhilt man
Omax = 60000 <% 1, SB—l— 0:614 3 15)

, = 60000 (0,005877 4 0,013 545)
» =—=60000.0,019422
» — 1165,32 kg pro qem.

5. Aufgabe. Welche Materialbeanspruchung erhiilt der in Fig. 84
dargestellte Z-Eisen-Querschnitt an der Kante B.

Losung:

Die gesuchte Spannung erhdlt man
ebenfalls nach Gleichung 30 zu

s M (sm,é’ cosﬂ >’

in der die Abmessung €n, IhlEI‘ Lage ent-
sprechend, mit negativem Vorzeichen ein-
zufithren ist, Die Gleichung schreibt sich
dann mit den hier in Fig. 84 vorliegen-
den Bezeichnungen
sin ﬁ __cos p’
o=M ( O 7 §2>
worin wieder Fig. 84.
sinf = cos@ == 0,938,
cos @ = sing = 0,344,
O =1172 cm?,
®,; = 80 cm?,
M =Pl=60000 cmkg,
Ny =m-n

» =m | wsing

” ::m—|—(b——g—-—x)sir'1a

h
2 d h >
”—cosa+<b—§—§tga sin ¢

80
= —— — % - ] l ’44
) O,938+(70 4,25 —80.0,367) 0,3

[ —
29,36
, = 85,288 - 36,39 . 0,344
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1y = 85,288 -+ 12,52
» = 97,808 ~ 97,8 mm
und §=u-v
» =Wcose -} csina
» = 36,39.0,938 4+ 11.0,344
» = 34,134 3,784
» = 37,918 ~ 37,9 mm ist.
Diese Werte eingesetzt, gibt die gesuchte Spannung
6 =60000 (%i}?—: .9,18 — %ﬁ . 3,79)
» == 60000(0,0078272 — 0,016297)
» = 60000 (— 0,0084 698)
»=— 508,188 =~ — 508,2 kg/qcm.
6. Aufgabe. Bei dem vorher behandelten Z-Eisen-Querschnitt soll
1. die Lage der neutralen Achse bestimmt und
2. die Zentralellipse konstruiert werden.
Losung:
1. Die Lage der neutralen Achse.
Nach der im § 8 Abs. a aufgefiihrten Gleichung 28 erhilt man
den Richtungswinkel ¢, der neutralen Achse NN zu

O¢ 1172
tgo, = ~2cotg f = te 200 8'
g 0y @,;CO g0 go o8 0°8
1172
”» ZW-2,7277:39,961,
@, = 88034/,

NB. Wiirde der Freitriger an seiner Befe-
stigungsstelle so eingespannt oder gestiitzt werden,
daB eine seitliche Ausbiegung infolge des Biegungs-
momentes Mg nicht eintreten kdnnte, so wiirde auch
die neutrale Achse horizontal gerichtet sein, d. h.
mit der x-Achse zusammenfallen. In diesem Falle
kénnte dann die Berechnung nach der im § 14
der Einfiihrung aufgefithrten einfachen Biegungs-
gleichung 58 erfolgen,

2, Die Zentralellipse.

Mit bezug auf die im § 8 Abs. ¢ gegebenen Ausfithrungen bestimme
man zunéichst aus den Haupttrigheitsmomenten @f, @, und dem Quer-
schnitt

Fig. 85.

F—¢h2.0(b—0d)
» =285.16042.11(70 — 8,5)
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F =1360} 1353
» = 2713 qmm = 27,13 qem
die Tragheitshalbmesser

Oy 80
— 1 - == 1,7
a ]/F 5713 = 7172V 172 em
und
IRV Ve

Diese Werte trage man nun auf den Hauptachsen § # auf und
konstruiere dariiber die Ellipse, die dann die Zentralellipse des vorliegenden
Querschnittes darstellt.

Die Durchmesser der Ellipse in der Kraft- und Nullinienrichtung
bilden konjugierte Durchmesser.

7. Aufgabe., Ein in horizontaler Lage auf zwei Stiitzen ruhender
Balken aus Buchenholz von 2 m Liuge werde gleichmiBig verteilt be-
lastet. Die Hauptachsen des rechteckigen Querschnittes sind gegeniiber
der Kraftrichtung um 45° verdreht.

Die Materialbeanspruchungen gegen Zug und Druck seien 100 und
80 Atm.

1. Welche Belastung kann auf den Balken einwirken, wenn von
dem Eigengewichte abgesehen wird?

2. Welche Richtung hat die neutrale Achse?

3. Welche Halbmesser hat die Trigheitsellipse ?

Losung:

1. Bestimmung der Belastung Q.

Nach § 8 Abs. b, Gleichung 30
erhilt man mit bezug auf die dort auf-
gefithrte Fig. 19, die Belastung Q zu

6M _ .
o= b—ZF(b sin 8 - h cos B),
worin nach § 23 Abs. 6 der Ein-

fihrung
M= %—1 betrigt.
Damit wird
i |
0= 53 (b sin 8 -+ h cos 8) Fig. 86.

3Ql .
ozm(bsmﬁ—{—hcosﬂ),
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woraus sich die Belastung
4Db%h2o
= 51(bsin g+ boos )
4.202.302.80
» = 3.200(20.0,707 1 30.0,707)

=5431,4~ 5430 kg

ergibt.
Die Belastung pro 1fd. Meter betrigt dann

2. Die Lage der neutralen Achse.
Nach § 8 Abs. a erhilt man die Richtung der neutralen Achse
mit Hilfe der Gleichung 28 zu
bh?
*~ 12
hb3

und @y = Er) ist,

tg oy = @5 cotg 8, worin @
y

bh3
12
y = m cotg
12
h2 2

0
n =y ootgf = %@ cotg 459
., =Z. 1=12,25,

v =66
3. Die Halbmesser a und b der Zentralellipse.
Nach den Ausfithrungen des § 7 Abs. b, 2 oder § 8 Abs. ¢ findet

man die Trigheitshalbmesser a und b zu

W hb3
e, |/iE v
20

n=1g 3,46 = 5,77 cm,

L 1 bh3 ‘
: Oz 12__]/1_15___h -
h=T1/%= rr= V=2
30

’ 25.3,46 = 8,65 cm.
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Mit diesen Radien kann man nun die aus Fig. 86 zu ersehende
Zentralellipse konstruieren, in der die Durchmesser in der Kraft- und
Nullinienrichtung wieder konjugierte Durchmesser sind.

8. Aufgabe. Fiir einen aus zwei gleichschenkligen Winkeleisen
vom Profil 16 gebildeten Freitriger soll die aus Rundeisen hergestellte
Spannstange von 20 cm Liénge bei 5 kg Materialbeanspruchung berechnet
werden. Am freien Ende werde der 2 m lange Triger mit einer aus der
Fig. 87 ersichtlichen Einzellast belastet, deren GroBe noch zu bestimmen
ist. Hierbei soll das Winkeleisen mit 750 kg pro qem in Anspruch ge-
nommen sein.

Der Reihenfolge nach sind folgende Fragen zu beantworten:

1. Wo liegt der Schwerpunkt S?
2. Welchen Wert haben die beiden Trig-
heitsmomente: @y und @y?
3. Wie groB ist das Zentrifugalmoment Ay ?
4. Welche Richtungen haben die Haupt-
achsen &, #?
5. Welchen Wert haben die Haupttrig- Fig. 87.
heitsmomente @¢ und @, ?
6. Welche Lage hat die neutrale Achse in dem Falle, daB der
Querschnitt an der freien Durchbiegung nicht gehindert
wird ?
Wie dndern sich die Richtungen der neutralen Achse und der
Kraftlinie, wenn der Querschnitt unter der Wirkung der Spann-
stange an der freien Durchbiegung. gehindert wird?
8. Mit welcher Kraft H wird die Spannstange belastet?
9. Welchen Durchmesser erhilt die Stange?
Losung:
1. Die Lage des Schwerpunktes S.

Der in Fig. 88 angegebene Schwerpunktsabstand e, bezw. e, betrigt
nach Tabelle (S. Hiitte, 18. Aufl. Seite 469)

e, =46 mm bezw. e, = 160 — 46 = 114 mm.

-1

Beziiglich der Berechnung dieser Werte sei auf die 1. Losung des
Beispieles 1 hingewiesen.
2, Die Tragheitsmomente @Gy und Oy.

Diese Trigheitsmomente haben beim vorliegenden Querschnitt gleiche
Werte und betragen nach Tabelle (S. Hiitte, 18. Aufl. Seite 469)

Ox = Oy =1225 cm?

Soll dieser Wert durch Rechnung bestimmt werden, so sei auf die
2. Losung des 1. Beispieles hingewiesen.
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3. Das Zentrifugal- oder Deviationsmoment ;.

Nach § 6 Abs. b kann man das Zentrifugalmoment auf mehr-
fache Weise bestimmen.

Der vorliegenden Berechnung sei die im Abs. b, 4 aufgefithrte
Gleichung F, zugrunde gelegt.
und 88.

Danach folgt mit bezug auf Fig. 14

F4Fy
worin  F, =—db,
F,= (b —0)0,
a—_~m=lz ézb_d
2 2 2
und

_ b—6¢ ,6_(b—0)}0
b=n=—g— =

b—d b e
db.(b—d)d-——-_
ob-L(b—d)o

_ _0%b*(b—d)®  Ob%(b—0)?

" 4d(b+(b—d) 4(2b—0)
_1,7.162(16 — 1,72 1,7.256.14,3?

P 4(2.16—1,7)  4.30,3

» =1734,9 ~ 735 cm.

dxy =

4. Die Richtungen der Hauptachsen & g
Nach § 6a, Gleichung 24 ist

tg2a = (:)-j_d_——x—z);, worin @y = @y ist,
_ 24y 24y
" T e—e, . 0~
woraus
2a=190°
und o =45°
folgt.

5. Die Haupttrigheitsmomente ®¢ und ;.
Aus der Tabelle (S. Hiitte, 18 Aufl. Seite 469) ist mit bezug auf
Fig. 88

©; =506 cm* (Minimum)
und ®f = 1945 cm?, (Maximum)



Trigheits- und Zentrifugalmomente. 123

Durch Rechnung ergeben sich diese Werte aus den im § 6 aufge-
fithrten Gleichungen 20 und 21.
6. Die Lage der neutralen Achse bei ungehinderter
Durchbiegung des Querschnittes.
Der Neigungswinkel ¢, der neutralen Achse gegeniiber der Haupt-
achse § ergibt sich nach § 8 Abs. a, Gleichung 28 zu
tg oy = %5 cotg, worin cotg = cotg45° =1,
! Of = 1945 cm?
und 0, = 506 cm? ist.
Die Werte eingesetat, liefert

Senkrecht zur neutralen Achse
wiirde sich somit das Winkeleisen
durchbiegen, wenn es nicht daran ge-
hindert wird.

7. Die Richtungsinderungen
der neutralen Achse und der
Durchbiegungsebene infolge der
Anordnung der Spannstange.

Da die Spannstange eine seit-
liche Ausbiegung des Winkeleisens ver- Fig. 89.
hindert, eine Durchbiegung also nur in
senkrechter Richtung eintritt, so muB die neutrale Achse NN mit der
x-Achse zusammenfallen.

Es tritt hierbei gewissermaBen eine Verdrehung der neutralen Achse
und der dazu senkrecht gerichteten Biegungsebene AS um den aus Fig 89
ersichtlichen Winkel

P =0y —ay
» == 15925' — 45°
,, = 30025

ein.
8. Die Horizontalkraft H.
Nach Fig. 89 erhilt man
H=P.tgp =P .1g30°25' = 0,587 P.
Die am freien Trigerende auf jedes Winkeleisen einwirkende
Einzellast P ergibt sich nach § 14 Abs. 1, Gleichung 58 der Einfiih-
rung zu
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Mb=ka=%kb, worin M, — PI ist,

1

Pl= Ox ky,
€
Ok, 1225.750
T el T 11,4.200
Die die Spannstange beanspruchende Kraft H betrigt somit
H=0,587P =0,5687. 400
,» =234,8~ 235 kg.

P =402,9 ~ 400 kg.

NB. Streng genommen miiite die Spannstange in Richtung der x-
Achse angeordnet werden, damit sie in der Verlingerung den Schwerpunkt
S schneidet.

AuBerhalb des Schwerpunktes, wie Fig. 87 erkennen laBt, tritt noch
ein den Querschnitt beanspruchendes Drehmoment

Mi;=H.h
auf, das bei nicht allzugroBem Werte von h vernachlissigt werden kann.

9. Der Durchmesser d der Spannstange.

Die auf Zug beanspruchte Stange berechnet sich nach § 2, Gleichung 7
der Einfihrung zu

H—fk,— %7

k,,

4
d= ]/4H: 1,128 ]/E: 1,128 V%ﬁ)
Tk, k, 5

,=1,128117 = 7,73 ~ 8 mm.

Zweite Aufgabengruppe.
Zu § 9 bis 11: Exzentrische Zug- oder Druckbelastung. Kernfliche.

9. Aufgabe. Auf die rechteckige Grundfliche einer Mauer von
der Breite 80 ¢cm und der Linge 1 m wirke im Abstande 10 cm, parallel
zur Mittellinie, ein iiber die Lénge verteilter Druck von 8000 kg.

Zu bestimmen sind

1. der Abstand e, der spannungslosen Querschnittsstelle und
2. die Spannungen an der rechten und linken #uBersten Quer-
schnittskante.

Losung:

1. Der Abstand eq.

Nach § 9 Abs. 1, Gleichung 32 ist
1b®

0} .
—, worin @ =—-——
e worin I

X:f.l!
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und f=D>b1 bedeutet,
1b3
o 12 b*_ 80* _ 6400
*Tbl.AT 124 12.10° 120
» —H3,3 cm.

Dieser Wert besagt, daB die spannungslose
Stelle auBerhalb des Querschnittes liegt.

Die Grundfliche erbélt also nur Druckspan-
nungen.

2. Die Kantenspannungen ojy) und o).

Nach der im § 9 Abs. 1 angegebenen
Gleichung 33 findet man die gesuchten Span-

nungen zu

L + P P
gi—=— (0 *+ 0p), Wo 0=5=1]

Comt

— it f

und o, = ) lbf

12
” :6b12)ll ist, Fig. 90.

P 6P P

Damit betragen die gesuchten Spannungen auf der rechten und
linken Seite des Querschnittes

P 8000
P 8000 .

Wie in beiden Fillen das negative Vorzeichen andeutet, sind beide
Spannungen Druckspannungen.

10. Aufgabe. In welchem Abstande A muB im letzten Beispiele
die Kraft P wirken, wenn an der linken Kante die Druckspannung
gleich Null werden soll?

Losung:

! . : (0]
Aus Gleichung 32 ex = 77

erhialt man
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1b3
A: @ :_12 :9:@:13,3 cm.
f.ex b 6 6 ——
bl.é

11, Aufgabe. Ein quadratischer Pfeiler von 1 m Seitenlénge
habe eine Hoéhe von 2 m. Er wird mit 50 t exzentrisch belastet, wobei
die groBte Beanspruchung 12 Atm nicht tberschreiten soll.

Das Gewicht pro ebm Mauerwerk betrage 1600 kg.

Wie groB ist mit bezug auf Fig. 91

1. der Abstand ey der spannungslosen Stelle,
2. die Exzentrizitit 4 und
3. die kleinste Beanspruchung der Grundfléche?

Lésung:
1. Der Abstand e4.
- s0¢ Nach Gleichung 31 folgt
ex:eg, worin e = §=1—L)B=50 cm
Op 2 2 ’
o \ 0=P+G:P+G
etwi f a?
e 50000 -+ 2.1600
‘ T 1002 = 5,32 Atm,
W und nach Gleichung 33
‘%;lhfﬂmq ) 0p == Oip) — 0 = 12 — 5,32 = 6,68 Atm ist.
Wd"‘x; e Mit diesen Werten erhilt man den Abstand
Fig. 91. ex = 50. 2:255 = 39,8 ~40 cm.

2. Die Exzentrizitit A.
Der Wert A findet sich aus Gleichung 32 zu

e '—E
TR
a4
0] 12 al 1002
l—_f.ex-_aﬁ.ex—lz.ex~12.4O_M
3. Die kleinste Beanspruchung o;g.
Die Gleichung 33 liefert '
oi) =— (0 —o0n)
» =— (5,32 — 6,68) = — (— 1,36) = 1,36 Atm.

Die linke Seite der Grundfliche wird also auf Zug beansprucht.

12. Aufgabe. Wie miiite im vorhergehenden Beispiele die Kraft
P den Pfeiler exzentrisch belasten, wenn an der linken Seite die in
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Losung 3 gefundene Zugspannung gleich Null werden soll, und welcher
Druckspannung wird hierbei die rechte Seite ausgesetzt sein?

Losung:

1. Die Exzentrizitdt A.

Um der gestellten Bedingung zu entsprechen, mufl die Kraft P den
Pfeiler am Umfange der Kernfliche angreifen.

Nach § 10, 3 erhilt man den Abstand 4 zu

A= %a=0,1667a

»=0,1667.100=16,67 ~ 16,7 cm.
2. Die rechte Kantenspannung o).

Die Gleichung 33 liefert die an der rechten Seite der Grundfléiche
auftretende Druckspannung.

O'i(l-)Z-—(O'—+—0'b), WO O :P——*f:E:5,32 Atm
und sz%k.ezg'-.g
12
6PA 6.50000.16,7
T T T 1003
» = 5,01 ~ b Atm.

Damit erhilt man
0ir) = — (5,32 -+ 5,01) = — 10,33 Atm.

13. Aufgabe. Ein 1,5 m langer Freitriger sei iiber seine ganze
Linge mit 500 kg gleichmiBig verteilt und am. freien Ende mit einer
40 cm starken Mauer von 1000 kg Gewicht belastet. Der Triger ist
in einer Mauer von 64 cm Dicke eingemauert. Das dariiber lastende
Mauerwerk habe ein Gewicht von 20 ¢,

1. Wo liegt die neutrale Querschnittsstelle?

2. Welche Kantenspannungen erleidet das Mauerwerk, wenn auf
der Druckseite eine Unterlagsplatte von ¢=15,8 cm Breite,
auf der Zugseite eine solche von d = 66 cm Breite angeordnet
wird. (Siehe Fig. 207 im 55. Beispiele der Einfithrung.)

Losung:

1. Der Abstand ex der neutralen Stelle.

Nach Gleichung 32 erhélt man
0] cd®
ex—ﬁ, wo @——«—12—7

f=cd,
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)
A=1-+} 5
und l; =112 cm ist. (8. Seite 211 der Einfithrung.)
Die Werte eingesetzt, liefert
°d®
12 92 642
ey — = = = 2,37 cm.
ed. <1x+‘j) 12 <1x+f_’> 12.144 —m—
2 2
' Mit diesen Werten sind die Léngen a
und b der Unterlagsplatten bestimmt.
Sie betragen
a= g+ex =32 4 2,37 = 34,37 cm
und
J
bzé — ey =232 —2,37=29,63 cm.
(Vergl. Losung 7 auf Seite 213 der Ein-
Fig. 92. fithrung.)

2. Die Kantenspannungen 0y und o).
Nach Gleichung 33 erhilt man

R R

7 ¢d’

J
o _ma_ R(et))
N W T

Oim=—(0+ap), wo o=

6
__6R(2L+0d)  3R(21,+0)
7 2cd? - cd?
J
M, R (lx+§)
und oy = =g —
6
3R (21 J) .
y = d;‘;l—— 1st.

Die Werte eingesetzt, gibt

R |, 3R(2l,--0)
o= g+ 5

R .
” Z_W[d+3(2lx+d)]



Exzentrische Zug- oder Druckbelastung. Kernfliche.

R
Gi(r): -_— 076,2(46-‘{— Glx)
2R

9y — - c—dz(gd—l— 31x)
__2(1000 - 500)
y = 58 6 (2-64+3.112)
, =—=—21,6b Atm
R 3R (21 )
und Gy = — (ﬁ — —-(l—';:zt’_—>
R R
» Z—W[5—3(21x+6)]:_m(“ 20 —6ly)
2R _2(1000 -} 500)
n =t g0+ 8l) == (64 3. 112)
»y =+ 4,43 Atm.
14. Aufgabe. TFiir eine hohle,
guBeiserne Sdule von 20 cm #uBerem
und 16 cm lichtem Durchmesser soll
die Zentralellipse und der Querschnitts-
kern bestimmt werden.
Losung:
1. Die Zentralellipse.
Den Trigheitshalbmesser kann
man nach § 7 Abs. b, Gleichung F
oder nach § 8 Abs. ¢ ermitteln. Fig. 93.

Er betrégt hier

_1/6 o T
a_l/i‘—, worin @ = (D d)6—4

»={eRy — @y

7T
=R —197
T
» = (10*— 8% 1
,=4635 cm?
und
F=R2—1¥)n
= (102—82%) 7

»==113 cm? ist.

Wehnert, Festigkeitslehre II.

129
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Die Werte eingefiihrt, gibt

4635
a——V 113 _—64 cm.

Da die Trigheitsmomente fiir die beiden Achsen x, y gleich grof
sind, so haben die beiden Halbmesser der Zentralellipse den gleichen
Wert a, woraus zu erkennen ist, dal die Ellipse einen sogenannten Triig-
heitskreis bildet.

2. Die Kernfliche.

Nach § 10, 2 findet man den Halbmesser 4 fiir den runden Kern
mit bezug auf Gleichung 32

)
k=

© Rl 10248 164
MA=Fea="yp = L0 — a0 Lo

Dritte Aafgabengruppe.
Zu § 12." Schubspannungen im gebogenen Balken.

15. Aufgabe. Fiir den in Fig. 94 skizzierten Blechtriiger soll die
Schubkraft angegeben werden, mit der die Nietholzen zu berechnen sind.
Der sich aus
mehreren, iiber die
Trigerlinge von
8,4 m gleich ver-
teilten Einzellasten
ergebende Auf-
lagerdruck betrage
20250 kg.
Losung :
Nach § 12
Abs. b, Gleichung
F findet man die
zwischen zwei Niet-
bolzen der Léngs-
Winkeleisen auf-
tretende Schub-
Fig. 94. kraft S, die von

einem Nietbolzen
abzufangen ist, zu

P
S ) Mg (I, —1,),
worin P=A
und l, —1, =t=28,5d ist,
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Das statische Moment Mg fiir die obere, aus dem Querblech und
den beiden Winkeleisenquerschnitten bestehende Gurtung, in bezug auf die
neutrale Achse NN, betrigt

Mgt =Fy5; 4 Fompy - Fyny
. =(b—2d)d,. <e+%)+2(h1—d)62. (e—%—) +

+2d, (b, —6,) (e —g, = ;62>

M, =25,8.1,8.42,9}2.4,4.0,8.41,6--2.0,8.5,2.38,6
py = 1992,3—{—292,8—{—322
» = 2607,1 ~ 2607 cm3,

Das Trigheitsmoment © berechnet man zu

1
0= Hb—2)(n-+ 28, — (b—5—2b)h3—(h, —d —4,)2(h—2,)°
— 20, (h— 2h1)3}
1
»==15(25,8.87,69 — 16,4845 —3,6.2.82,4° —2.0,8.729)

1
»n =1 (17343000 — 9723 000 — 4028 300 -— 597 200)

» = 1i2 2994500 = 249550 cm*,

Diese Werte oben eingesetzt, gibt die Schubkraft

A 20250

S=pMst - t=2 9570"

NB. Bei der Berechnung eines Blechtriigers pflegt man zumeist
die Steghthe h und die Breite b des Gurtungsbleches in Verhéltnis zur
freien Lénge 1 des Trigers zu setzen.

So wihlt man z B. die Hohe h nach der empirischen Gleichung

2607.8,5.1,6 = 2877 kg.

| .1
h = F)l b181—2~ 1,
die Breite b zu
b=0,3h-}35 mm, wo h in mm zu setzen ist,
oder b=0,51-15 em, wo 1 die freie Trigerlinge in m bedeutet.
16. Aufgabe. Welcher Materialspannung sind im letzten Beispiele
die Nieten ausgesetzt?
Losung:
Mit Hilfe der vorher berechneten Schubkraft S erhilt man nach

§ 12 Gleichung 40 der Einfiihrung eine Materialspanrung kg von
9%
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d2m d?z
S=1fks=2 Tks—_?k“’
_S.2 2877.2
T A&z 1,621

17. Aufgabe. Wie kann man in der Aufgabe 15 die Nietteilung
der Léngsnaht berechnen, wenn die zuliissige Schubspannung 720 kg pro
gqem betragen soll?

Losung:

Da in diesem Falle die Schubkraft S nicht bekannt zu sein braucht,
vereinigt man die im § 12 der Einfithrung und § 12 Abs. b des vor-
liegenden Werkes aufgefiihrten Gleichungen, die zur Berechnung der
Festigkeiten des Nietes und des zwischen zwei benachbarten Nieten befind-
lichen Materiales dienen. Man eliminiert also die Schubkraft S aus
beiden Gleichungen, wie folgt:

Mit bezug auf Fig. 94 ist:
nach § 12 Gleichung 40 der Einfiihrung

d?rn d%m

S:f-ksng'ks:"g‘kSr

ks = T715,8 ~ 716 kg/qem.

nach § 12 Abs. b, Gleichung F
A

P
S:@I\'fst(lg—ll):@Mst.t.

Beide Werte gleichgesetat, gibt
A d?zg
@Mst't:?'ks:
und daraus die Nietteilung
d2s o .
t:—z—ks A,y "orn nach Aufgabe 15
6 = 249550 cm?
A= 20250 kg
und Mg = 2607 cm3 ist,
1,627 249 550
=120 ———-——
’ 220 35950, 2607

»=13,67 cm.
Diesen Wert in Beziehung zum Nietdurchmesser gebracht, gibt
(s
oder t=28,5d.
NB. Hat man die Nietteilung t anzunehmen, so geniigt zumeist
ein Wert von etwa

t=264d,
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wo der Nietdurchmesser d ungefiihr gleich der doppelten Dicke des stiirksten
Bleches, fiir gewohnliche Verhiltnisse aber nicht iiber 20 mm gewshlt
werden kann.
Zu einer anderen Wahl des Gurtungsnietdurchmessers gelangt man
aus der mittleren Dicke - 9 mm der Winkeleisen.
18. Aufgabe. Es soll die Blechdicke J fiir den Steg des in der
15. Aufgabe angegebenen und in Fig. 94 dargestellten Blechtriigers be-
rechnet werden. Die in Aufgabe 16 festgestellte Schubspannung sei hier
mit rd. 720 kg vorgelegt.
Losung:
Die Blechdicke ¢ ist dadurch bestimmt, da8 sie
1. der, in der neutralen Faserschicht NN auftretenden groBten
Schubkraft S,y und
2. der, an den Auflagen als Maximalwerte auftretenden Vertikal-
kraft A, die an dieser Stelle den Querschnitt des Steges auf
Abscheren beansprucht, genugenden Widerstand leistet.
1. Berechnung gegeniiber Schubin derneutralen Faser.
Nach § 12 Abs. b, Gleichung 39
P Mg
5=36
erhilt man die in der neutralen Faserschicht NN erforderliche Blechdicke
X bezw. J zu

X:Jzz-%, worin P = A =20250 kg,
7y ©
7y =ky="720 kg pro gem,
My = 2607 cm3
und @ = 249550 cm? ist.
Damit wird

AMg  202560.2607
k,® ~ 720.249550

2. Berechnung gegeniiber Schub an der Auflager-
stelle A.

Wie die im § 23 der Einfithrung skizzierten Schubkraftflichen er-
kennen lassen, erhalten die die einzelnen Tréigerquerschnitte auf Abscherung
beanspruchenden Vertikalkréifte an den Auflagerstellen ihre groBten Werte.

Mit bezug auf Fig. 94 erhdlt man die Blechdicke d aus der im
§ 12 der Einfithrung aufgefiihrten Gleichung 40 zu

A=1.kg=0h.k
s A 20250
~ bk, 84.720

0= =0,293~ 0,3 cm.

= 0,334 cm.
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3. Die auszufithrende Blechdicke 4.

Damit der Steg des Triigers eine geniigende seitliche Steifigkeit erhilt,
wihlt man die praktisch kleinste Blechdicke nicht unter 6 mm, den gréBten
Wert aber in der Regel nicht iiber 10 mm.

Im vorliegenden Falle wiirde man also eine Blechdicke von

0=16 mm
wihlen, welcher Wert auch in Fig. 94 angenommen und der dortigen
Rechnung zugrunde gelegt worden ist.

19. Aufgabe. Fiir den in der 15. Aufgabe vorgelegten Blech-
triager soll die Dicke d, der Gurtungsbleche fiir eine Normalspannung von
900 kg berechnet werden.

Die Verteilung der gleichgroBen FEinzellasten ist aus Fig. 95 zu
ersehen,

Losung:

Denkt man sich den Tréger in der Mitte, wo er am meisten bean-
sprucht wird, durchschnitten und nimmt man zugunsten der Konstruktion
an, daB das Vertikalblech, wie es bei den Fachwerktrigern der Fall ist,
nur die feste Verbindung zwischen den beiden Gurtungen bezwecken soll,
so muBl im Schwerpunkte der oberen und unteren Gurtung je eine hori-
zontalwirkende Kraft H angebracht werden, damit das Gleichgewicht in
der Tréagerrichtung nicht gestért wird. Die beiden entgegengesetzt wirken-
den Hilfskréfte miissen gleich groB sein.

Desgleichen muf in senkrechter Richtung eine Vertikalkraft V auf-
gewendet werden, mit der die senkrecht wirkenden Kriifte ins Gleich-
gewicht gebracht werden.

Legt man nun den Dreh-

P punkt in die obere Gurtung,
Fasobg o 4 so besteht die Gleichgewichtg-
e 20— l—‘%— 5‘,{ H  bedingung
i A% " Mpae = Hh,
;é % 2 worin h den Abstand der
7 beiden Gurtungsschwerpunkte
10em bedeutet, der anniihernd gleich
Fig. 95. der SieghGhe gesetzt werden
kann,
Ferner ist

1 |
M= A <:_|_10> —P,. 21, —P, .gll——Pl.%—
BRI

”»

» =§{A(1+ 20) — 9Pk}
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1
Mopex = 5 (20250 . 860 — 9. 6750, 120)
- %(17415000— 7280000)

» =%.10125000’

» =5062500 cmkg
und H =1k,
» ={(b—2d)d; + [(b; — d)d, 4 (b, — ) 0s] 2} ks,
» =1{(29 — 3,2)d, 4 [(6 — 1,6)0,8 | (6 — 0,8) 08] 2} k,
» ={25,80, 1+ (3,62 + 4,16)2} k,

» = (25,80, + 15,36) k,.
Die Werte eingesetzt, gibt
H = Moz
(25,80, 4 15,36)k, = ,, ,
. Mpax ) 1

d, = ( bk, 15,36 5.8
1 (5062500 .

" =358 (m — 15"”6)
1

1
, = %,_8(68’96 — 15,36) = 358" 51,6 =2 cm.

NB. Die Blechdicke d; ist in Aufgabe 15 mit 1,8 cm angenommen
worden. A
Die Blechstirken wiihlt man im allgemeinen nicht zu hoch. Sind

aber groBe Stirken notwendig, so legt man zweckmiBig mehrere Bleche
aufeinander.

20. Aufgabe. Ein Freitriger von I-formigem Querschnitt habe
eine Lange von 1,25 m und werde am freien Ende mit 3200 kg belastet
1. Welche Biegungsspannung k;, und
2. welche Schubspannung k, erleidet der gefahrliche Querschnitt
an der Stelle, wo der Steg in den Flansch iibergeht?
Losung:

1. Die Biegungsspannung k.
Nach § 14 Abs. 1 der Einfithrung, Gleichung 58 erhilt man fiir

die im Abstande 7 von der mneutralen Achse aus gelegene Querschnitts-
stelle

Hierin bedeutet
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M. = P1=13200.125 =400000 cmkg,
7;=—2——6f: 12 —1,b=10,6 cm

- und
1 __bh?* (b—d)(h—20)®
3oy T2 12
J...].g‘-;.____!;=:,mm ” :£(12_243___11_213)
64020
—_ — "
y — 12 =533b cm?.
@ "-*1‘;'_ 96 Setzt man diese Werte ein, so ergibt sich eine
e Biegungsspannung
400000
= . p="T4 5
b 5335 n="149n~757

» =15.10,b = 787,56 ~ 787 kg pro. qem.

2. Die Schubspannung k.
Nach § 12 Abs. b, Gleichung 39 findet man die gesuchte Schub-

spannung
P M, )
ks__—x- 0 worin P =3200 kg,
x=4d,
©®=5335 cm*

und Mg = Fy== b&lh _2 9,

» =12.1,5,11,25=202,5 cm? ist.

Damit erhialt man

3200 202,5
=2 S k )
kg 1 5335 121,56~ 122 kg pro qecm
NB. Das Zusammensetzen der beiden Spannungswerte k;, und ke zu
einer ideellen Spannung ¢; ist aus der in -Aufgabe 44 Abs. IV, 5 auf-

gefithrten Fig. 136 zu ersehen.

Vierte Aufgabengruppe.
Zu § 13. Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normal-
spannungen. 7
21. Aufgabe. (Zug und Biegung.) Fiir das beistchende Hingelager
soll der Lagerdruck P unter der Annahme berechnet werden, da8 die
Materialspannung auf der Zugseite 2 kg pro gqmm und die Druckspannung
etwa das 3fache der Zugspannung betragen soll.
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Es sind hier folgende Fragen zu beantworten:
1. Welche Rippendicke 0 erhilt der T-férmige Querschnitt?
2. Wie groB ist das Trégheitsmoment @?
3. Wie groB sind die Widerstands-
momente W; und W,?
4. Wie grof kann der Lagerdruck P
werden ?
Losung:
1. Die Rippendicke d.
Nach § 20 Abs. b der Einfithrung ist mit
bezug auf Fig. 97

Fyp=Fn + Fon,,
(b — 8)6, +hd)e, = (b — d)0, .%—}—hd.g

2 2
bd, e —d‘leld—l—held‘zk—)élz —ql—d‘—{—h—d‘

h?
(hel—d‘le1+6 ———)6_%—b61e1, Fig. o7,
b a
s g’ —bdie __3.182-6.18.2
- 2__he Q2
(h‘—61)61+61 2 i 18 -8
9,72 —21,6
,,—m——0,9f\11 cm,

2. Das Trégheitsmoment 6.
Nach § 19, 3 der Einfilhrung erhilt man

@:22’((~)+Fa’)

1
» =01+ 0, +F a,° + Fya,?

b—d)0,® , 0h3 2
=T Gy e =0 (o= koo —3)

_6—1) 1,1823+ 1.8 4-(6—1)1,8(2—0,9)*1.8(6 — 4)

»=45,09 4- 10,89 4 32
»=—287,98 ~ 88 cm?.

3. Die Widerstandsmomente W; und W,.
Es ist
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8
W1=@—2—8=44 cm3
e1 2 —
und W, =e9=%8=14,7 cm3,

2
4. Der Lagerdruck P.
Da im vorliegenden Belastungsfall die Zugseite am ungiinstigsten
beansprucht wird, die Zugspannung aber mit 2 kg pro qmm vorgeschrieben
ist, erhilt man die Belastung P nach § 13, Gleichung 41 zu
Oj(z) = :E% + V—Lgh, worin Mb =Pl= P(l"l'_el)
1
, =P(8+2)=10P
und f="bd;, +d(h—d,)
,=6.18-41(8 —1,8)
» = 10,8 + 6,2 =17 cm? ist,
P P 1 A
=rhw, i)
p_ Sm__ %@ __ o fW,
1 A W,+Af W, Af
T W, W,
_200.17.44 149600
7T 4484217 214

Mit dieser Belastung berechnet sich auf der Gegenseite des Quer-
schnittes eine Druckspannung

PM_P PL_,p(1_ 1)

= 699 ~ 700 kg.

=W, T W, W,
W, — i 14,7 —17.10 —155,3
:P——————2 — ? ——3 ?
” W, 007 147 100—579,9

» ==—435 kg pro qem.

NB. Soll diese Druckspannung den Wert von 600 kg pro gem er-
reichen, so muf das Material des Querschnittes anders verteilt werden.

22, Aufgabe. (Zug und Biegung) Es soll ein einfacher Haken fir
eine Hochstlast von 6000 kg hergestellt werden. Die Materialspannung
des mit Gewinde versehenen Schaftés soll mit 600 kg, fir den geféhr-
lichen Querschnitt der Hakenkehle aber mit 750 kg bei Anniherungs-
rechnung, bei genauer Rechnung dagegen mit 1000 kg in Rechnung ge-
zogen werden.

Die Form des Querschnittes ist so zu wihlen, daB das Material
moglichst gut ausgenutzt wird.

Es sind folgende Fragen zu beantworten:
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1. Welchen zweckméBigen Radius r erhilt die Hakenkrdpfung?
Welche Hohe h ist dem geféhrlichen Querschnitt zu geben ?
3. Wie grof wird die Breite b, und b, des gefiihrlichen Quer-
schnittes
a) bei Annéherungsrechnung und
b) bei genauer Rechnung?
4. Welchen Kerndurchmesser d, erhélt der mit Gewinde ver-
sehene Schaft?
5. Welchen Durchmesser d; kann der Schaft erhalten ?
6. Welche Abmessungen kommen sonst noch in Frage?
Losung:

o

1. Der Radius r der Hakenkrépfung.

Im allgemeinen ist es ratsam, die Maulweite oder Hakenkrdpfung
moglichst klein zu wihlen, damit das Biegungsmoment ein Minimum wird.

Zumeist wihlt man

=%d bis d, falls d den Seildurchmesser bedeutet, oder

r=0 bis 1,5 0, sofern 0 den Durchmesser des Ketteneisens
darstellt.
Fiir den Fall, da die Durchmesser nicht bekannt sind, kann man
eine passende Wahl auch nach den empirischen Gleichungen

1. fir P<{7500 kg: r=-— -4 15 mm blS—+ 20 mm,

200
2, ,, P>1700 kg: r= 400—]—30 mm blsm—{—?)f) mm
treffen.
Gewihlt sei im vorliegenden Falle der kleinste Wert
P 6000
r=_ 15 ="+ 15 =380 15 =45 mm.

200

2. Die Hohe h des gefahrllchen Querschnittes.
Auch firr eine zweckmiBige Wahl der Querschnittshéhe hat sich
eine Erfahrungsgleichung
h=z.r
herausgebildet, in welcher der Wert z zwischen 1,8 und 3 zu wiihlen ist.
Nimmt man hier den Mittelwert z=2,4 an, so erhilt man eine

Hoéhe
h=z.r=24.45=108 mm.
3. Die Querschnittsabmessungen b, und b,.

a) bei Anndherungsrechnung.
Nach § 13 Abs. 1, Gleichung 41 mit Hinweis auf § 13 Abs. 10,
Gleichung 80 nebst Nachsatz erhdlt man mit bezug auf Fig. 98:
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1. Die Materialspannung auf der Zugseite
P P P(r e)
Oi(z) = ¢ f —l_ 9 + + !

€

oafiyin)

2. Die Materialspannung auf der Druckseite
P M, P Pop P PhrHe)
0j(a) = o o m——— €,

W, £ e f 6 °*
)
—_p(l__ (r+el)ez>
7 —P(f 6
Fig. 98.

Soll nun das Material des Querschnittes auf der Zug- und Druck-
seite vollstindig ausgenutzt werden, so muB die Bedingung erfiillt sein

0i(z) = — 0Oi(q)
oder die Werte eingesetzt,

P(—}N—ﬂﬁ):_P(%_ﬁg;@)

2}
(r+4eje 1 (r—e)e
f+ @1 = ¥+ @1 =

+ (r+ele
f+ :

@ 0
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() (e —ey)
f_l— 1@1 =0,

”"{"(r‘{_el (e, —ey)=0,
0= sete)le—e)

’,:%f(r—}—el)(ez—el) A

In dieser Gleichung betriigt
der Querschnitt

f— b, +-b, h,
2 .
das Trigheitsmoment
@— b,® - 4b; by 4-by?
36 (by 1~ by) ’
der Schwerpunktsabstand
h b, 4 2b h 2b, 4 b,
=3 {’1 —*‘b: bea. €5 T8 by '*—_f_bz ’
der Klammerwert
e e _E-,‘Zb1 + by _l_1.b1-}—2b‘,
2 1773 b-+b, 3 b +b
__h by —b,
A B T

Setzt man diese Werte in Gleichung F, ein, so erhilt man folgende
Beziehung zwischen den Seiten b, und b, des gefahrhchen Querschnittes:

by®+4byby by 1 b by (r hb+2b) h b, —b,
2T e,

36 (b; -+ by) T2 é'lo,-H)2 "3'b b,
7 12t 3(b, +b2)
h b b,

. b, (47bs - 31by b, - 21by)

(b2 -+4b; b, + b2 )h = (b1 — bg) 3rb, -+ 3rb, 4+ hb, 4+ 2hb,)
”» = 3rb,%2+4- 3rb; by, +b,2h 4 2b; b,h — 3rb, b, —
— 3rby2 — b, byh — 2b,2h
”» = 8rb,? — 3rb,% -} (b2~} b, b, —2b,2)h,
(by® 4~ 4b; by + by* — by® — by by - 2by*)h = 3r(b;* —b,?),
(8by by 4~ 3by°)h = »
3r(b2—hy?) r

B = (b, by by

b, —b,)
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h=

b

== ——(—1——z+1 A 1%

Aus Gleichung F, ergibt sich nun weiter
1
@:éf(r-}—el)(e2 —e),
e 2 2 12
T f.(e,—e) Db 4 b, h b,—b, h%(b, — by)

2_
2hb+b

welcher Wert in die obere, firr die Zugseite giltige zusammengesetzte
Spannungsgleichung
r-te
gl(z)“—P(f_*_ + lel>

eingefilhrt, folgende =zweite Bezichung ZWISchen den Seiten b, und b,

liefert :
1 12 h b, 4+ 2b,
Oy =P <b T, +h2(b ~D,) 3 b, b, >
2 P 2 (b, +2b2)>
%) = R (b, - by) (1+ b —b
3P b —b~+2b 1 4b,
7 _h(bl_}“bz) b, —b,
2P 3b,43b,  2P3(b by
” h(bl '—l— b2) bl - b2 o h(bl —I_ b2)(b1 - b2)
P
" TR, — by | .
b b 6P I . . . . . . . . . . . . . 3
Y7 T hiog

Aus den Gleichungen F, und F; erhilt man nunmehr die Seiten
b, und by zu

by
b; —=Z —l— 1
. 6P
b, —b, =73 .
1 2 h gi(z)
Aus Gleichung 1 folgt
by =b, (z41).
In Gleichung 2 eingesetzt, gibt
6P
by (z—+ 1) —b, =

hoi
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6P
hoi(z) ’
6P  6.6000
2 hoyg.z 108.7,5.2,4
by =b,(z--1)=18,5(2,4 + 1) = 18,5.3,4
=62,9~ 63 mm.
Dieses wiirden also die Abmessungen bei angeniiherter Rechnung
sein, bei der man die Hakenkriimmung unberiicksichtigt gelassen hat.
b) Die Werte b, und b, bei genauer Rechnung.

Hier geht man von der im § 13 Abs. 10, 4 aufgefithrten verein-
fachten Spannungsgleichung 76

oder by(z4+1—1) =

= 18,5 mm,

P I\Ib n
©xef o7
aus, in der fir die Zugseite des fraglichen Querschnittes
die Normalkraft N=F,
der Kriimmungshalbmesser o=r-e,
der Abstand n=—e
und das Biegungsmoment M,=—P-+}¢)

zu schreiben ist. .
Damit lautet die Gleichung fiir die grofte Zugspannung

i =——P(r—{—el)_ —e
P xte)t e (—e)
_Fe, !
” h— er ) F
e e e e e e e e e 4
woraus f 2o folgt.
XITGi(z)
Fir die links auftretende groBte Druckspannung gilt
die Normalspannung N=P,
der Kriimmungshalbmesser o=r-|e,
der Abstand n=e
und das Biegungsmoment Mp=—P(r-+te,)
Damit erhdlt man
N R N
' x(re)f  (r4e) e
——_Tta_|
B R
und f— ___,IEE__. j
x(r —Jr— h) 0i(d)

Die HilfsgroBe x ist nach der im § 13 Abs. 10, 5 unter 3 genannten
Gleichung
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b; — by } o0+ ]
1+b -l—b)h [{b + h (ez+9) IOgnatz):'a'_(bl*bz)

zu ermitteln.
ZweckmiBig ist es, in den letzten Gleichungen die bereits in Frage 2

h“ .
eingefithrte Verhiltniszahl ,,z == zu benutzen, mit der dann folgende Er-
gebnisse erhalten werden :

Aus Gleichung F, E—’: z-+1
2

erhdlt man

b,
b, =b,(z-}1) oder b, = +1~
Damit schreibt sich der Querschnitt
by 4D, __h( ) h b, [(z+ 1)} 1]
f=ty =g tort) =2 1
AYER
? 2 z-4+1’

der Schwerpunktsabstand

bl
h b f2b, h 2TE
. —

&= b, 3
1+ 2 . 1+Z+1
_h bfz+1)42] hz+3
T3 byfzF1)F1] z+z
h 2b b, h 2D +z—|11'
bezw. e2=—-b b =3
1 2 b+

z+1
_hb [2z—r-2)—{— 1] h 2z+43
T3 bfezt1)+1] 3 zf2
und die HilfsgriiBe

x=—1-} b, +b T [{ 2+ 2(e2 g)}lognat%——{j—gi——(bl—bg)]

,,=—1+( 2(r+bjl))_ [{_TJFTZ—'T(%““O}
lognat

S

€—¢

z-+}+1
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x——1 4 2E+e) (Z+1) [{+1+Zh+ﬂrl) (4B}

b,h(z+ 14
Iognatr—th—z—:_t_jl
L r+e z-+1 h—}—z(x—l—h h Z
=—1-+}2 ,H,l z+2[ hz L 1) lognat(l—[—?>——;l_—1]

T O |
it

—1 + (1 3?z+ i )Zi; [h(i(—i— 1+2) lognat(z—}—l)—*ii_
"=—1+2(§+séfm>fié st 2
:—1+2( 5(Zz-t_[-34)>2—+; Zil[lognat (z-F1)— [‘_{_Z]
=_1+2( 32(132)) lounat(z+1)—z—__i_z——2]. R

Fithrt man nun in Gleichung F, fiir f, e, und r die vorgenannten
Werte ein, so ermittelt sich die Breite b, wie folgt:
Pe,

b, h 242 . P hz4|3
2 21 _h 3212

2 z(z+l (z+ ) P P
by=(z——25 . .. . . . . F

(3 C (242 h gy =7 o) ’

Rechnet man die nur von z abhéngige Klammergloﬁe @ fir die
zwischen 1,8 bis 3 liegenden, gebriiuchlichen Werte von z aus, so erhilt

man nach Gleichung F, und F,

far z_.18 .. . . . . x= 00858
= 135017,

firz=2 . . . . . . . . . X= 0,09743
o ' ¢ = 12,83,

fir z=22 . . . . . . . . . x= 0,1089
¢ =12,704,

fir =24 . . . . . . . . . x= 01203
¢=12,613,

fir z=—25 . . . . . . . . . x= 0,1259
' ¢ =12,584,

fir z=23 . . . . . . . . . x= 01532
’ P = 12,533

Wehnert, Festigkeitslehre IL. 10
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Im vorliegenden Beispiele ergeben sich somit die gesuchten Quer-
schnittsabmessungen b; und b, nach Gleichung F, zu

P
b, =¢..—— worin ¢=12,613~12,6,

hai;)
0i(z) == 1000 kg/qem
und h =108 mm betrigt,
6000 12,6.6
b, =12,6. 10.8.1000 — 108 — 7 cm.
Nach Gleichung F, folgt dann
b 7 7
b, =2,06 ~ 2,1 cm.

=1 = =_
2Tz 1 2417 34

NB. Fiir die vorgenannten im Absatz a und b behandelten zwei
Belastungsfille sind in Fig. 99 die in dem am meist beanspruchten Haken-

“querschnitte auftretenden zusammengesetzten

Spannungen graphisch aufgetragen.

Wird der Querschnitt einem geraden
Stabe zugehorig gedacht, wie es im Absatz a
angenommen ist, so wird das Spannungsdia-
gramm durch die gerade Linie CD begrenzt.
Hierbei sind die absoluten Werte der Zug-
und Druckspannungen gleich gross.

Gehort dagegen der Querschnitt einem
gebogenen Kérper an, wie es im Absatz b
vorausgesetzt ist, so wird die Spannungsfliche
von der gebogenen Linie ESF begrenzt. Die
groBte Zugspannung liefert hierbei die Glei-

chung F,, die groBte Druckspannung dagegen die Gleichung F,. Beide

Gleichungen ergeben fiir die
eine Spannung gleich Null.

durch den Schwerpunkt gehende Faserschicht

Die Spannungsflichen lassen erkennen, daB beim gebogenen Korper
die Zugspannung wesentlich groBer wird (ca. 30%o) als beim geraden
Stabe, wihrend die Druckspannungen im ersteren Falle kleinere Werte

darstellen als im letzteren.

4. Der Kerndurchmesser d; des Schaftgewindes.
Nach der im § 2 der Einfithrung aufgefithrten Zuggleichung 7

erhilt man

P —fk,—

4P V‘P" 6000
d, = ]/nkz_ 1,128 = 1,128 |/ —=

d,?

7T
kg,

600

» = 1,128m: 3,56 cm.
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Diesem  Kerndurchmesser entspricht nach der Whitworthschen
Gewindetabelle eine 13[4’/ Schraube mit einem AuBendurchmesser von

d=4,4 cm.

5. Der Schaftdurchmesser d.

Bei der Befestigung des Hakens im Querhaupte oder Schekel ist auf
seine freie Beweglichkeit zu achten, damit ein ungleichméiBiges Anspannen
der Querschnittsfasern nicht moglich werden kann. ’

Fir alle Falle ist es ratsam, dem Schafte einen etwas gréBeren
Durchmesser zu geben, als der AuBen- oder. Gewindedurchmesser betrigt.

Man wihle

ds~ 5 cm,
welcher Wert auch der unter dem Bunde befindlichen Hakenkehle ge-
geben werden kann.

6. Die sonstigen Abmessungen.

Der dem in Frage 3 behandelten gefdhrlichen Querschnitte gegen-
iiberliegende  Querschnitt erhélt nach praktischen Ausfithrungen eine
Hohe von

h; =0,56h bis 0,6 h.
Gewihlt sei
by =0,6h =0,6.108 = 64,8 mm.

Die duBere Begrenzung der Hakenkrdpfung wird zumeist kreisformig
gewahlt, wofiir der Radius aus den vorliegenden Abmessungen erhalten wird.

Er betrfigt mit bezug auf Fig., 98
h4-2r1-h,  1084-2.454 64,8 2628

2 2 2

R=

» =131,4 ~ 130 mm.

Die von Mitte Hakenkehle bis Unterkante Querhaupt zu messende

Hakenléinge 1 wéhlt man passend zu
l=h+42r=108 +2.45=198 ~ 200 mm.

23. Aufgabe. (Zug und Biegung). Fiir eine Last von 50000 kg soll
ein Doppelhaken hergestellt werden.

Der Querschnitt des Schaftes soll kreisformig sein, wihrend der der
Hakenkehle Trapezform erhalten soll. Das aus bestem SchweiBeisen be-
stehende Hakenmaterial soll im Schaft, Kehle und im Gewindeteile nur
mit 500 kg pro qem beansprucht werden.

Zu wihlen und zu berechnen sind.

Der Radius r der Hakenkropfung,

die Hohe h des gefihrlichen Querschnittes,
die dazu gehorigen Breiten b, und b,,

der Kerndurchmesser d; des Gewindeteiles und
der Schaftdurchmesser d,.

OIAP—S)JE\')H

10*
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Losung:
1. Der Radius r der Hakenkrépfung.
Die in vorhergehender Aufgabe fiir den einfachen Haken ange-
gebenen Verhéltnisse haben auch hier Geltung.
Man wibhle den Radius r nach der empuischen Gleichung
25000
400+35 _——+35 62,6 - 85
» =975~ 100 mm.

2, Die H6he h des gefahrlichen Querschnittes.

Auch hier sei die Hohe h gewidhlt nach der Erfahrungsgleichung
Sh=12z.1% wo z zwischen 1,8 und 3 liegt.

Mit z=2,2 folgt

h=2z.r=2,2.100 =220 mm.

3. Die Breitenb, und b, des gefdhrlichen Querschnittes.

Wihrend bei dem in Fig. 98
dargestellten einfachen Haken die
Lage des gefibrlichen Quer-
schnittes und damit auch der
Hebelarm fiir das Biegungsmo-
ment bekannt war, trifft dieses
bei dem vorliegenden Doppelhaken
nicht zu.

Hier hat man insofern mehr
schitzungsweise vorzugehen, als
man entweder die Lage und die
Abmessungen des geféhrlichen
Querschnittes wihlt und die da-
durch festgelegte Materialspan-
nung auf ihre Zuldssigkeit kon-
trolliert oder, daB man die Lage
des gefihrlichen Querschnittes
schitzt und mit der gegebenen
Spannung direkt dié gesuchten
Breiten b; und b, berechnet.

Der Rechnung sei die im § 13 Abs. 10,3 aufgefithrte allgemeine
Spannungsgleichung 74

Fig. 100.

M, )
( T +5 x 9 e + 7
zugrunde gelegt.

Wihlt man hier den zwischen dem gefiihrlichen Q,uerschmtt und
der Kraftrichtung liegenden Winkel

a = 349,
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so erhdlt man mit bezug auf die Fig. 60 und 100, nach den in vorher-
gehender Aufgabe unter der Frage 3b gegebenen Ausfithrungen,
den Querschnitt
f bjh z4+2 (z-42)h b _ (22+2)220 b
=1, = by = -b,
2 z+4+1 (@z+1)2 22412
»= 144,375 b,,
die Normalkraft
N=Q,sine¢ = 25000sin 34° =25 000.0,55919
» =13979,7~13980 kg,
den groBten Zugfaserabstand

_hz-4+3 2202243)
e, = 52«%—2_ —33—(2,—2?27 =90,79 mm,
den Kriimmungshalbmesser
o=r-}e, =100 -} 90,79 = 190,79 mm,
den Hebelarm
d =gsin =190,79.0,565919 = 106,69 mm,
das Biegungsmoment

Mp = — Q,0=—25000.106,69 = — 2667250 mm kg,
den Abstand
)= —e; — — 90,79 mm und
die Hilfsgrofie
x =—0,1089.

Werden diese Werte oben eingefiihrt, so erhidlt man unter Beachtung
der Vorzeichen die auf der Zugseite des Querschnittes auftretende grofBte
Materialspannung

oi(z,-:z(N——hﬂ’ Bﬁ”,‘i)
f Q@ Xor
2667250 2667250 90,79
' (13080 o leuTE0_ 9010)
’ 144,375bl( 3980 190,79 }‘0,1089.190,79 100 ;

Damit erhalten die Breiten b, und b, des Querschnittes die Ab-
messungen

by——— 13979 -+ 11 0
) 144,3756i(z)(13980 13 -+ 116 550)

1
» T T are R 1
144,375. 5 11655
116 551
)y = m = 161,56 o0 160 mm
und
b, 160 160

b, =

= 50 mm.

a1 2241 32
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4. Der Kerndurchmesser d,.

Da der vorliegende Doppelhaken nur als solcher benutzt werden soll,
ist eine exzentrische Belastung nicht zu beriicksichtigen.

s folgt deshalb nach § 2, Gleichung 7 der Einfihrung

d2m
Qz: 14 kz’

der Kerndurchmesser

1/4Q VQ o --‘/50000
d; ——-‘/YTkz = 1,128 k, 1,128 500
» = 1,128 /100 =11,28 cm.
Damit erhdlt man nach der Tabelle von Whitworth einen duBeren
Gewindedurchmesser von
d =43/4" = 120,65 mm,
mit einem Kerndurchmesser von -
d, = 108,84 mm.

Die zugehérige Mutterhohe betrigt h; = 121 mm.

5. Der Durchmesser dg des Schaftes.

Es ist auch hier zweckmiBig, den Schaftdurchmesser etwas groBer
als den Gewindedurchmesser zu wihlen.

Angenommen sei dg = 130 mm,
welcher Wert bis zur Mittellinie der Hakenkehle auf 140 mm erhéht
werden kann, was jedoch nicht unbedingt nétig ist.

24. Aufgabe. (Zug und Biegung.) Ein stabformiger Korper von
rundem Querschnitt werde durch eine am Umfang desselben angreifende
Kraft P auf Zug beansprucht. Die Kraftrichtung laufe
parallel zur geometrischen "Achse.

Y //,7 Es soll angegeben werden, um wievielmal mehr der
| Korper unter dieser exzentrischen Belastung beansprucht
4 wird, als wenn die gleiche Last zentrisch wirken wiirde.
i Losung:
i Nach Gleichung 41 ist
!
| P M . dz
E Oiz) = T‘l_ @Eel, worin f = Tn’
—§— d
l I M, =Po=P 5
Fig. 101. O @
64

und e, :d:g ist.

Mit diesen Werten erhédlt man eine Materials_pannung
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d
pe
P 2d P 16P
e A
64
P 4P P P
” _f—{vaz_n“?(1+4):5v{:5‘kz
4

Dieses Resultat besagt, daB die vorliegende Belastung den Korper
5mal so hoch beansprucht, als es bei zentrischer Belastung der Fall ist.

25. Aufgabe. (Druck und Biegung.) Ein aus Schmiedeeisen von recht-
eckigem Querschnitt hergestellter Ausleger von 1,5 m Linge sei am freien
Ende mit 1,8 t belastet.

Das Eigengewicht des
Auslegers nebst den daran
hingenden Teilen betrage
schiitzungsweise 400 kg, das
zur Halfte auf das Mauer-
werk, zur anderen Hilfte
auf die Belastung gerechnet
werden soll, so daB am
freien Ende eine Gesamt-
last von 2 t in Frage kommt,

Welche Breite und
Hohe ist dem Ausleger an Fig. 102.
der Einspannstelle zu geben,
wenn eine Materialspannung von 700 kg nicht -iiberschritten werden und
zwischen der Breite und Hohe des Querschnittes das Verhéltnis 1:2 be-
stehen soll.

Losung:

Fir diesen Belastungsfall gilt die im § 183 Abs. 4 aufgefiihrte
Gleichung 46, die ihren gréBten Spannungswert auf der Druckseite liefert.

Man erhélt mit bezug auf Fig. 102

_ Pa My My
="TF T g °

Psine¢ Pecose.l1-}Psina.d
»n o T bh - —1&:‘!
6
Psing (Plcosa+ Pdsing)6

77 b.2b b.4b? ’
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b3oyq) = —g(bsina—}— 30sina - 3lcosa),

S
b=T1/_ ¥ [sina (b -+ 8J) - 31cosa].
2 0j(q)

Diese Gleichung 1Bt sich néiherungsweise am zweckmiBigsten so
behandeln, da man sie unter vorldufiger Vernachlissigung der unter der
Waurzel stehenden GréBe b benutzt und zahlenméfig ausrechnet, womit ein
Anhaltepunkt fiir die gesuchte Breite b gewonnen wird.

Dieses Verfahren liefert dann den Naherungswert

.
b= ]/ 2000 10,64279 .3 .50} 3.150.0,76604]
2. 800

1 3
»= ]/10 .150(0,64279 |- 2,29812)

1 3/——“*
» = 51 1500 . 2,94091 = 8,2 cm.

Da die unter der Wurzel stehende GroBe b keinen groBen EinfluB
auf den Wurzelwert hat, sei nunmehr

b=28,5 ecm
gewihlt und unter der Wurzel eingefithrt. Damit erhilt man

3
5000
b= Vz - [0,64279 8,5+ 3..50) + 3. 150 . 0,76604]

1 8
b=3 V10 (0,64279 . 158,5 - 450. 0,76604)

1
=3 ]/10(101,88 + 344,71)

1-3/ 1.3
n=3 VlO . 446,59 = 3 V4465,9 — 8,234 cm.

Dieses nur wenig iiber dem Niherungswert 8,2 cm liegende Resultat
1aBt erkennen, daB die gewihlte Breite von 8,5 cm bereits zu groB ist.
Man kann daher die Breite
b=82 cm
beibehalten, mit der dann die Hohe
h—=2b=2.82=16,4 cm

erhalten wird.

NB. Bei diesen groBen Abmessungen wiirde es natiirlich zweck-
méBiger sein, dem Querschnitte ein Profil zu geben.

26. Aufgabe, (Druck, Knickung und Biegung.) Um den senkrecht ge-
wachsenen Stamm einer Eiche von 30 em Durchmesser ist in 15 m Hohe
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ein Seil in der aus Fig. 103 ersichtlichen Weise gelegt, an dessen freiem
Ende ein Zug von 1500 kg ausgeiibt wird. Das Seil schlieBe mit der
Achsenrichtung des Baumes einen Winkel von 40 Grad ein.

Welche Spannungen werden auf
der Zug- und Druckseite des am meisten
beanspruchten Querschnittes auftreten?

Losung: ‘ :

Das vorliegende Beispiel ent-
spricht dem in § 13 Abs. 4 unter
Fig. 46c¢ aufgefiihrten Belastungsfalle,
zu dessen Berechnung die Gleichung 46

__ Py, Mg+ Myo)

e 3]
unter Beriicksichtigung der Gleichung44
Pyo
Yo = os )

zu benutzen ist.

1. Die Spannung o0y, auf
der Zugseite.

Mit bezug auf Fig. 103 ist

d=30em

! &=15m

P M My(s P 1
Gi(z):_‘%4—&1%‘)&3:—Td’{‘“W*(Mb(l)“{—Mb(d))
P 1 Pd.6>
» —*T+W<Pb'h+ao?(;};’)
d
_ Peosa , 1 P sin 11+chsa.§
T T T din -T‘(—i-azz @ cos(ah)
4 32

” =——‘(—;1—,u,,%(dcosa——8hsivna

cos(ah)

054
—«———?E dcosa—S(hsina—{—m)}

"~ 4dcos oz) '
cos (ah)

i :—(ﬁ
worin nach § 13 ‘Abs. 3b

cos(ah)

4P (d cos a(cos (ah) —4)

—8hsina),

n VE® n

E(,H_” T omd? En

L 180 E'__mo‘/Pcosa _180.8/Pcosa
64
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1440 1/1500.c0s40° _ 0,144.0,564
= 302]/ 100000, —  9m 7 '60cosd0?
»=0,030806
und
cos (ah) = cos (0,030806 . 1500)
s  ==cos 46,2090 = cos 460 12' 32
» =0,692038
betragt.

Fithrt man diesen Wert in die vorstehende Gleichung ein, so erhilt
man die gesuchte Zugspannung

4.1500/30. cos 40° (0,692 038 — 4) . )
o » —8.1 400
Oitz) 30%.7 ( 0,692038 8.1500sin 40
2
—— 2 _
” o——-(10,23 —7713,48)

2 15447,42
= (— a7 = 22
97 7T

= 546,6 kg/qem.

2. Die Spannung ¢jq auf der Druckseite.

P M My (s P 1
i) = — ?d — ﬂ%—ﬂe = *{*1 — 7 Mb + M ()
Pq
» == 17 Tw (Mba) + My(s))
. 4P dcos a (cos (ah) - 4) . )
e ( cos(ah) + 8hsing
4.1500 ( 30. cos 40° (0,692038 |- 4) . 0)
” 3057 < 0,692038 +8.16005in40
2
» =y, (155,82 - 7713,48)
157386 _
y =— %— 7869,30 = 9 — 556,9 kg/qem.

27. Aufgabe. (Druck und Biegung). Gegeben ist ein aus 2 gleich-
langen Teilen hergestellter, einfach armierter Balken von 9 m Liange,
dessen Querschnitt eine Breite und Hohe von 18 und 32 cm bat.

Die aus Rundeisen hergestellten Zugstangen schlieBen mit dem
Balken einen Winkel von 22040/ ein.

1. Mit welcher gleichmiiflig verteilten Last kann der Balken be-
lastet werden, wenn die zuléssige Beanspruchung des Materiales
44 kg pro gem betragen soll und

2. welchen Durchmesser erhalten die Zugstangen bei 750 kg
Spannung ?
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Losung:
1. Die Belastung Q des Balkens.
Der vorliegende Belastungsfall ist nach der im § 13 Abs. 9a ange-

gebenen Gleichung 55
P M
Oi@) = — (Th =+ -*g—xe>
durchzufithren, worin das Biegungsmoment My,x mit Hilfe der Gleichung
54 festzustellen ist.
Rechnet man mit dem in § 28b Abs. 6 der Einfiihrung angegebenen
Biegungsmomente, so erhilt man mit bezug auf Fig. 104

Fig. 104.
Pu | Muax) .
Oi@y = — (% —+- W ), worin th%cotga,
f="Dh,
Q1
22 1
me:—s—zg—z
2
und W:l-)ll‘ ist,
6
1
—%cotga %2— Q
, =— ~ T +.B.B_2. =~ 5pie (4hcotga -+ 31),
6
16 bh2 gy, 16.18.322.44

Q:4hcotga+31:4.32cotg22040'+3.906
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Q— 4.18.32%.44  72.32%.44
T 32.cotg 22°40' - 675 - 76,623 -+ 675
72.322.44
, = ——————— == 1 A
’ 751623 ——ol6ke

2. Der Durchmesser d der Zugstangen.

d?m
Pz - sz == T kz’ / V 7 '
4P, 4+ Q Q
d= V z — A 64 —— —— =0, 4 —_—
¥k, 0,5 k, 4 sin a 0,66 k,sin'«
T aste
9y — 0,564 "/mma = 2,18 cm ~ 22 mm.

28, Aufgabe. (Knickung und Biegung.) Es sollin dem vorhergehenden
Beispiele fiir die berechnende Belastung von 4316 kg das Biegungsmoment
My, unter Zuhilfenahme der genaueren Momentengleichung 54

Q (1
Maax = —a—fll—(cos(all) o 1)
festgestellt werden.

In dieser Gleichung ist

P L

I, = g = 2,25 m,
4 Py . ‘l/Q,cotga . 4316 cotg 22040
~VEO - . 323
EO 4EO 4.1,00000-1812

, = 0,000725 = 0,725. 103,
cos(al;) = cos (0,000725 . 225) = cos 0,163125°
, =cos9' 47"~ cos 10'
»  =0,999996
und a2=—20,5256.10—5,
Mit diesen Werten erhilt man

Mo — 1079 *< 1 _1)
max = '0.5256 . 10—°.225\0,999996
_ 2158.108
7T 0,6256. 450
2158. 108
” 20,5256.450'0’4'10 ’
863,2.10

_ 809210 ke.
» = 05256, 450 o UmEg:

(1,000004 — 1)
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Dieses kleine Resultat 148t erkennen, daB die vorstehende Gleichung
nur bei groBeren Stablingen Geltung bezw. Bedeutung hat, denn mit Zu-
nahme der Linge ftritt eine wesentliche VergroBerung des Biegungs-
momentes ein.

Fir die in der Praxis vorkommenden Balken oder Triger geniigt
in der Regel der in Aufgabe 27 angegebene Rechnungsgang.

29. Aufgabe. (Druck und Biegung). Ein mit 10 t gleichméBig ver-
teilter Holzbalken von 5 m Lénge soll einfach armiert werden. Die
mittlere Stiitzenhhe betrage 50 cm.

1. Welche Spannungen empfangen die einzelnen Teile?

2. Welche Abmessungen erhilt der Balken, dessen Breite zur
Linge das Verhiltnis 4:5 bilden und 60 kg Druckspan-
nung nicht iiberschritten werden soll?

3. Welchen Durchmesser erhalten die Zugstangen bei einer zu-
lissigen Materialspannung von. 700 kg?

4. Welche Abmessungen erhélt der aus GuBeisen hergestellte
Stiitzenquerschnitt fiir. eine Druckspannung von 500 kg.

Losung:

1. Die einzelnen Spannkrifte.

Zunichst ist hier auf den Unterschied der Balkenlagerung der in

den Fig. 104 und 105 dargestellten einfach armierten Balken aufmerksam
zu machen.

Wihrend in Fig. 104 die Mittelstiitze von C:2.% Q’ belastet

wird und das gréBte Biegungsmoment nach § 23 b Abs. 6, Glelchung
96 der Einfithrung zu bestimmen ist, sind in Fig. 105 die Verhiltnisse
zu beriicksichtigen, wie sie aus § 23 ¢ Abs. 5 der Einfilhrung zu er-
sehen sind.

Im vorliegenden Falle kann die Mittelstitze als Einspannstelle be-
trachtet werden, da die zugehérigen Bedingungen vollstindig erfillt sind.
Dieser Stiitzendruck ist deshalb nach § 23 ¢ Abs. b, Gleichung 116 der
Einfihrung

5
C=2. ~Q,———§Q,=§,-10000

» — 6250 kg.

Die beiden Endstiitzendriicke erhdlt man nach Gleichung 115
daselbst zu

A:B——— Q,_.—— 10000 = 1875 kg.

Die Druckkraft P, im  Balken ergibt sich aus dem schraffierten
Kriftedreieck zu
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1
15 5 2 5 1
P,=-.- t —_ o — —
h=g g Qeedtge=1pQ. = =5Q
. B 500
——— o —— =—15625
» 33 10000. 50 15625 kg
Fig. 105.

Die gleichgroBen Zugkrifte P, der Zugstangen betragen

15 5 V 1)2 \
, _§‘§'Q_T6Q~3Q1_1_3Q (— +b
™ §ineg h T 16 "h ™ 16 h
11
5 V2,52 40,62 100000
S P ', - 0.',
» =1g - 10000 0 6 V6,5 = 6 250. 2,55

, =15937,5 ~ 15940 kg.
2. Die Breite b und Héhe -h des Balkens.
Hier ist wieder nach § 13 Abs. 9a, Gleichung 55
P M. P M
= (14 55m) = (25
vorzugehen, worin das Biegungsmoment My, nach § 23b Abs. 6, Glei-
chung 117 der Einfiihrung
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2

Mlllax == i

8 3

I
o
=

|

no

zu bestimmen ist,
Das Widerstandsmoment betrigt

2
W=%«, wo b:h=4:5

oder b= % =0,8h ist,

0,8.h.h* 0,4h3
6 3
Setzt man die Werte ein, so folgt
Ql
Py 32 5Q.1
%=~ | pp T 02w |~ (t)8h2+ 12,8h3>
T
__ 16hPy43Ql
» T 77 12,8h3
b ]j/_ 16hP, - 3Q1
12,8 059 ’
Wahlt man nun fiir das unter der Wurzel stehende h einen Schiitzungs-
betrag von 30 ecm, so erhédlt man unter Vernachlissigung des Vorzeichens
. -‘/16 30.15625—-3.10000.500 T/:—s.s.20.2(7812,5+312,5.5O)
12,8.60 3.8.0,8.2.29

7812,6 11562 S—
/18125415625 _ /29297 = 30,8 em.

W=

Die Hohe kann also mit ,h=30 cm* zur Ausfithrung kommen,
womit dann die Breite
b=0,8h=0,8.30 =24 cm

betrigt.

8. Der Durchmesser d der Zugstangen,.

Um nicht einen zu hohen Durchmesser zu erhalten, ist es zweck-
miiBig, zwei Stangen nebeneinander anzuordnen, deren jeder ein Durch-
messer von

P, _fk,.._2d k,,

4P
=0, 564V2- —0 5641/%9
700

9y — 398 cm

zu geben ist.
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4. Der Querschnitt f der Mittelstiitze.
Da diese Stiitze keine allzugroBe Lénge hat, ist der Querschnitt
nach der einfachen Druckgleichung

C == fkd
zu berechnen, woraus
C 6250 .
f— k;—‘ﬁ = 12,5 cm

folgt.
Wihlt man eine Rippenbreite b gleich der 3fachen Dicke, so er-
hilt man
f=20b—d%2=20.3d —d2 =502,
£ 2
0= ]/3: Vl 5’5 =71256=1,58~1,6 cm
und b=380=3.1,6=4,8 cm,

30. Aufgabe. (Druck und Biegung.) Ein zweifach armierter Triger
von 81 m Lénge soll als Deckenunterzug fiir eine gleichmiBig verteilte
Last von 18000 kg hergestellt werden. Die beiden Mittelstiitzen haben
eine Lidnge von 1 m.

Es sollen die gleichen Fragen beantwortet werden, wie sie aus der
Aufgabe 29 zu ersehen sind.

Losung:

1. Die Spannkrifte der einzelnen Teile,

In diesem Falle handelt es sich um einen durchgehenden Balken,
der auf 4 in gleicher Hohe liegenden Stiitzen gelagert ist.

Fig. 106.

Die iiber die Linge des Balkens sich gleichméBig verteilte Last Q
konzentriert sich auf die vier Lagerstellen, von denen zur Berechnung
der Stabspannungen nur die bei C und D wirkenden Belastungen
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Q 18000

O=D=117=11—— =6600 kg
in Frage kommen, da die bei A und B wirkenden Lasten
A= B—049—-04 1—§—g~(2(~)—_-2400k

lediglich auf die Auflager entfallen.

Die in den Zugstangen 1 und 2 auftretenden Zugkrifte P,, und
P,,, sowie die den Balken beanspruchende Druckkraft P; ergeben sich
aus dem in Fig. 106 schraffierten Kriftedreieck, und zwar betrigt die

Zugkraft P, . :
€ ¢ _¢ __C-‘/<1->2 :
le_sina_g_ﬂll_ﬂ 3 +h

6600 /781\8 . __
n="7" (»?> + 12 =660078,29 = 19001,4

» =0 19000 kg,
die Zugkraft P,,

C1_ 6600.8,1
h

&
R
=lEla

die Druckkraft P, im Balken
Pp,=—P,, = — 17820 kg.

2. Die Breite b und Héhe h des Balkens,
Nach § 183 Abs. 9a, Gleichung 55 ist

e (== ()

Hierin betriigt das bei C und D auftretende gréBte Biegungsmoment

w |

3 Ql
Muax = _1'0— - 56
und das Widerstandsmoment, wie in Aufgabe 29, némlich
0,4 h3

3
Mit diesen Werten erhilt man

Ql
= | Tt oums | = (oo + 1)
Gia) = — E"I'U_,LLF = 8h2+12h3

3
Wehnert, Festigkeitslehre II. 11

W=
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12h Py 4 0,8Q1
Oi(a@) — — — 9, 6ns
}1_]7' 12hP, 4 0,8Q1_ 1/4(8hPy+0,2Q))
o 9,6 05() o 4.2,4054)

_J/3hRt o2l
” 2,4 0j(q)

Setzt man fir das unter der Wurzel stehende h schatzungsweise
den Wert h=232 cm ein, so erhdlt man unter Vernachlissigung des nur
auf Druckbeanspruchung hinweisenden negativen Vorzeichens

3.4.5.8.3(1188+F 22,5.90)

b ]//3 .32.17820--0,2.18000.810 V .
2,4.60 2,4.60
=7¥10(1188 1 2025) = ¥/32130 = 31,8 =~ 32 cm

Die Breite betrigt dann
b=0,8h=0,8.32=125,6 ~ 25 cm.

3. Die Durchmesser d; und d, der Zugstangen.
Ordnet man auch hier zwei Stangen nebeneinander an, so erhilt ]ede

Stange einen Durchmesser von je
d,%n d,’nm
=7k,

7z —

0564V2 19000 0564“/380

P, = fk

2P,
dl_Vnkz _
=4,155~ 4,2 cm und
2 2
P,, = fk, = d2"k d T,
' 356,4
ot

dQ_]/ngz_O S64 Vz 17820 _

,=— 4,025 ~ 4 cm.

4. Der Querschnitt der beiden Mittelstiitzen
Waihlt man auch hier kreuzférmigen Querschnitt, dessen Rippenhohe
so geniigt auch in diesem Falle die

gleich der 7fachen Dicke sein soll
einfache Druckgleichung
C =1k,

woraus n
4 00
C 6600 ,66 =13,2 qer

== =
kq 500 5
folgt. Damit findet man die Dicke d und Hohe h der Rippen zu
f=2hd—02=2.70.0—02=13¢%
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1/162 V1,015=N1 cm

und h=76= 1=17 cm.

31. Aufgabe. (Druck und Knickung) Zur Aufnahme einer Trans-
missionswelle nebst Lager im Gesamtgewichte von 8000 kg soll an einer
hohlen, guBeisernen S#iule von 30 em #uBerem Durch-
messer bei 4 cm Wandstirke eine Konsole angebracht
werden, deren Tischplatte vom FuBe der Séule einen Ab-
stand von 4 m hat.

Welche groBite, von Mitte Séule bis Mitte Welle
zu messende Ausladung darf die Last erhalten, wenn
200 kg/qem Spannung auf der Zugseite vorgeschrieben
ist und eine andere Belastung auf die S#ule nicht
einwirks? ! fatm

Losung: |

Nach § 13 Abs. 3b, Gleichung 45 erhalt man
im vorliegenden Falle

!

o = P My ) + My
i) * @ cos(al) 3 W cos (ahy
worin a = }@ P— 180 P
T EO = E(D4 o d4)— Fig. 107.
1 8 .64
180 o es V 00064
1000000 . (30% — 22%)
9 == 0,030489,
cos (ah) = c0s(0,080489 . 400 = cos 12,1956°
’ ==cos 12011/ 31,2/ = 0,977 447,
My =P,
o Dt—d* m  30%— 22 .
W= D 33— 30 .0,1 =~1919,147 c¢m
und f = (D% — d%)g = (302 — 222) g — 326,73 cm?
betréagt.
Diese Werte eingefiihrt, gibt
P Po
= —
Titz) f ' Weos(ahy

<01(z)+ )Wcos(ah)

11*
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8000 \ 1919, 147.0,977447
0= (200 + 326,73> 8000
» = (200 - 24,49) 0,23448 = 224,49 .0,23448

»==02,64 ~ H2 cm.

32. Aufgabe. (Zug und Biegung) Eine aus Rundeisen von 3 cm
Durchmesser hergestellte, 8 m lange Zugstange werde mit 4000 kg be-
ansprucht, Das spez. Gewicht des vorliegenden Materiales sei 7,8.

Welche Biegungsspannung oy, erleidet die Stange

1. bei Beriicksichtigung der Zugbelastung,
2. bei Vernachlidssigung der Zugbelastung und
3. welchen Wert erreicht die gréfte Materialspannung o3 ?

Losung:

1. Die Biegungsspannung o, bei Einwirkung der Zug-
kraft P.

et Aus der Biegungsgleichung 58
S—Qe——mm=———o)—Funkg der Einfiihrung
r—P_“_____lﬂm—- Q=Bm—.i

(C]
Fig. 108. Mpax = o Op

folgt mit bezug auf § 13 Abs. 9b, Gleichung 56

Op = Mgax e :—g Max
SR,
77O a?l Cos(al)
=£_PL(1___1_> _eEP(l_._L*)
" @_I_Ll Cos(al)) = P Cos(al)/’
E®
worin e=§:§_—:15cm
2 2 U
E = 2000000 kg/qcm,

2 2
p:fllyzgzrflly:(%—y—z.lo.’iﬁ
»=5,6107~ 5,561 kg pro lfd. m
»=0,0551 kg pro lfd. cm,
@_d4n~3’4_7t_81.n:3,974cm4,

T 64 64 64

2 E_.V_M_I-_V_a
E® ¥V 2000000. 3,974 ¥ 3974

» = 0,02243,
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al = 0,02243. @-—8 972,

edl — 2,718283'972 = 7889 und
nach § 13 Abs. 1

Cos(al) = ——(eﬂl_{_.e al) = — (ea1+ea1)

1
o =y (7889 —{—m> =~§.7889
» =3944,5 ist.
Mit diesen Werten erhidlt man
_1,5.2000000.0,0551 ( 1
0= 4000 - 3944,5)

,» = 41,325 (1 — 0,00025) = 41,325 . 0,99975
» = 41,31 kg/qem.
NB. Das zweite Glied in der Klammer hat hier einen so kleinen
Wert, daB es auf das Resultat so gut wie keinen EinfluB hat. Man

bitte deshalb die gesuchte Spannung auch nach der einfacheren Gleichung 59
bestimmen konnen.

2, Die Biegungsspannung o, ohne Einwirkung der
Zugkraft P.

In diesem Falle hat man es mit den im § 23 Abs. 6 der Einfiih-

rung aufgefihrtem Belastungsfall zu tun, fir den die Gleichung 96 der

Einfiihrung .
M _ QL pL.L_ pL®* 551.8?
mrTTg T8 8 8

» —44,08 mkg=4408 kag

=5,561.8

giiltig ist.
Damit erhilt man nach der im § 14 Abs. 1 der Einfithrung ge-
nannten Biegungsgleichung 58 die gesuchte Spannung

Mmax:‘@o'by
e
Mpar 4408
O ‘T 391 0=
3. Die ideelle Spannung ;.

Die auf der Zugseite auftretende groBte Spannung oip) erhalt man
nach § 13 Abs. 9b, Glelchung 57 zu

Op =

max . d?x 32
0i(z) — f—|— e, worin sz:T

» = 7,0686 qem betrigt,
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4000
0Oi(z) =m + 41,31 = 565,9 + 41,31

» =607,21 kg/qem.

33. Aufgabe. Ein aus Rundeisen von 1 m Linge und 1 em
Durchmesser hergestellter Stab werde mit 15 kg in der Achsenrichtung
L3k so auf Druck beansprucht, daB der Angriffspunkt der Kraft

e vom Schwerpunkte des Querschnittes einen Abstand von
H - 4 mm hat
Welche Durchbiegung wird das freie Stabende er-
leiden ?
Losung:

Nach der im § 13 Abs. b angegebenen Eldstizitits-
gleichung erhélt man die Durchbiegung

i=9 (ao:ta—l)“ 1)’

worin d = 0,4 cm,

1=100 cm,
d4n 141
_ = == 4
(0] ol o1 0,049078
»=0,05 cm?,

E =2000000 kg/qcm,

.. 1801/ P *1801/” 15
o 2000000. 0,05

n VEO m
» = 10,7021
und cos(al)=cos (0,7021 . 100) = cos 70,21°
» = cos 70°12' 36" = 0,33858 ist.
Diese Werte eingesetat, gibt

. 1
»=1,9530=1,953.0,4 =0,7812 ~ (0,8 cm.

34. Aufgabe. (Druck und Drehung) Es soll der Druck bestimms
werden, den man mit der Spindel einer Presse von 10 e¢m Kerndurch-
inesser ausiiben kann, wenn der Reibungskoeffizient zwischen Spindel und
Prefiplatte als auch zwischen Spindel und Mutter mit 0,1 angenommen
wird. Die Materialspannung soll 5 kg nicht iiberschreiten.

Losung:

Hier vereinigt sich nach Gleichung 67 eine Druckspannung mit
elner zusammengesetzten Torsionsspannung. Um die letatere bestimmen
zu konnen muB man erst die als Torsionsmomente in Frage kommenden
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Reibmomente zwischen Spindel und PreBplatte, desgleichen zwischen
Spindel und Mutter berechnen. '
1. Das Reibmoment M; zwischen
Spindel und PreB8patte.
Nach einem Satze der Mechanik erhilt man
das gesuchte Moment My; zu
2 d 2 d

— i WP 1
Mp=Pu,. 53 5ty P
» :—,25.0,1.1;]?:— %P cmkg.

2, Das Reibmoment M zwischen
Spindel und Mutter.

Mit bezug auf beistehende Figur erhélt man
das fiir den mittleren Umfang des Gewindes giil-
tige Reibmoment
M;, = H.R, worin der mittlere Radius

R::—%(dl—}—t):%(dl—k%):%.l,l%dl Fig. 110,
R =0,56254d,,
die Steigung
s=2.t=2.0,6625d, =1,125d,

und die Horizontalkraft

H:ptg(aJr@):pM

1—tgatgo
s
_ SRy e __pst2Rmy
7 15 2R — sy,
“2Rm e

~ 1,125d,+2.0,5625d,.7.0,1
”772.0,5625d, .t —1,1256d,.0,1
_ 11254, (1 +01m),,  1—0314,

» T 1,126d, (mr—0,1) © 3,14 —0,1
0,686 .
” _WP—O’2257P 1st.

Diese Werte eingesetzt, liefert ein Reibmoment von
M;, = 0,2257 P. 0,5625 d; = 0,2257.0,5625.10 P
, =—1,27P cmkg.

3. Der Schraubendruck P.
Wie bereits gesagt, hat hier die Gleichung 67 Geltung. Damit
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‘ 1
erhilt man, fiir m:?O, den groBten Wert aus

0 = 0,35 62+ 0,65 Voa® -+ 4 (0 7)%
Hierin betriigt die Druckspannung
P
T
4

P

0q =

P
f

4
» m
, = 0,01274 P kg/qem,
die Schubspannung
1
o Mu + M =3P+1’27P
W, d3n
16

(1-+3,81)16
gy = P
3.10%7
,» = 0,00817 P kg/qem
und nach Gleichung 16

w9 0,01274 P
71,87 1,3.0,00817P
, =1,19~1,2.

Der Schraubendruck P ermittelt sich nunmehr zu

0; = 0,35.0,01274 P - 0,657 (0,01274 P)? - 4 (1,2 . 0,00817 P)®
»=P(0,35.0,01274 -+ 0,65 1 0,012747 |- 4. 1,44.0,00817%)

» =P (0,004459 4 0,65 V0,0001623 | 0,0003845)

,» = P (0,004459 - 0,65 V 0,0005468)

» = P(0,004459 -} 0,0152)
» =P .0,019659,
0; 500

P: ] o 3
0,019659  0,019659 25430 kg,

Fiinfte Aufgabengruppe.
Zu § 14. Das Zusammenwirken verschiedenartiger Schub-
spannungen. ‘

35. Aufgabe. (Schub und Torsion) In dem rechteckig geformten
Endzapfen einer Welle ist pendelartig eine Flacheisenstange von 1,5 m
Linge befestigt, an deren Ende ein Gewicht G =400 kg héngt. Die
Welle macht 70 Umdrehungen pro Minute.
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Es ist der Reihenfolge nach zu bestimmen

1.
2.
3.
4.

5.

die Umfangsgeschwindigkeit v des Gewichts,

die Schwung- oder Zentrifugalkraft P,

die Breite § und Dicke 0 der Zugstange bei 4 kg Material-
beanspruchung und dem Verhiltnis g8 = 20,

die Breite b und Hoéhe h des Zapfens, dessen hichste Bean-
spruchung 400 kg betragen, wihrend b:h=2:3 sein soll, und
der Durchmesser d der Welle, auf der der rechteckige Zapfen
angesetzt ist.

Losung:
1. Die Umfangsgeschwindigkeit v des Gewichtes,

2lg.n  2.1,5.7.70
=0 — &0 — =10,99 ~ 11 m pro Sek.

2. Die Schwung- oder Zentri-
fugalkraft P.

P—=m.p, worin die Masse m = g-
-
und die Beschleunigung P=T

bedeutet.

Damit erhiilt man
G v 400 112

981 1,56

Fig. 111,
— 3289,2 ~ 3290 kg. &

3. Die Breite § und Dicke J der Zugstange.

P=f.k, =(8.k, — 20.d.k, =20k,

3290
6——-‘/2k ]/2 400_2,028N2 cm

=20=2.2=4 cm.

4. Die Breite b und Héhe h des Zapfens,
Nach der im § 14 Abs. 8 genannten Gleichung 88 folgt:

g
und
betriigt.

__ 3 Mt) s o,
""‘EBF(P‘*’T , worin b:h=2:3

2
oder b= g h,

My=G.l
und  0; =400 kg/cm?

Diese Werte eingesetzt, liefert
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2.§h.h ~h ’

9 3Gl
h?2 =~
4¢; (P “2h )

Wihlt man fiir das in der Klammer stehende h schatzungsweise
den Wert 9 cm, so erhilt man

9
h=
4.400 (3290 +

3.400. 150 30V
oY 198 10
2.9 \ 20 V 3291100

— 21/132,9 = Z .11,5832 = 3.2,883 — 8,649 ~ 9 cm.

Wie das Resultat erkennen léBt; kann der Schitzungswert beibe-
halten werden.

Damit betréigt dann dle Brelte
b:§h=§.9=2.3=6 cm.

5.>Der Wellendurchmesser d.
Mit bezug auf Fig. 111 ist
2

2
d2=h?h2= (gh) +h2=?‘—h2+h2=§h2,

2 h
d——-“/g’h— 1/13——Ez 3,606 =9.1,202

» = 10,818 ~ 10,8 cm.

Sechste Aufgabengruppe.
Zu § 15. Zusammenwirken verschiedenartiger Normal- und
_ Schubspannungen,

36. Aufgabe. (Zug und Torsion) Das Laufrad einer Turbine iiber-
trage seine Bewegung auf die in Fig. 112 dargestellte hohle, guBeiserne
Welle, die sich mittelst eines Oberwasserzapfens auf eine schmiedeeiserne,
massive Sdule von 4 m Liinge stiitzt, deren Belastung sich aus den Ge-
wichten

1. der Hohlwelle nebst der Laterne und dem damit verschraubten
Wellenstiick samt Kegelrad,

2. dem auf der Hohlwelle sitzenden Turbinenrad und

3. der iiber dem Lauf- bezw. Leitrad stehenden Wassersidule zu-
sammenstellt.

Die Belastung der Standsiule sei mit 6000 kg gegeben.

Die Leistung der Turbine soll bei 40 Umdrehungen pro Minute
50 PS betragen. '
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1. Welchen Durchmesser d, muf die
Sicherheit erhalten ?

‘2. Wie groB wird der #uBere
Durchmesser D der Hohl-
welle, deren lichter Durch-
messer d um 20 mm groBer,
als der Siulendurchmesser
sein und die ideelle Span-
nung o; den Wert von
200 kg nicht iiberschreiten
soll?

Losung:

1. Der Durchmesser d;, der
Standséiule.

Nach § 25 Abs. 2, Gleichung 142
der Einfithrung erhélt man

P.—_—E.n—z.g, worin w =1,
m o 12
m = 20,
. 1
%= 2000000’
d47
=%z

und 1=h =400 cm ist.
Diese Werte eingesetzt, liefert

d,*m
p_? _nj 64 _ wndd,*
m « 2 m oh? 64’

Standsiiule bei 20facher

Fig, 112.

2000000

4 4 1
20——mm——— . 2,
; MVPmahzezi 6000. 20 4002. 64
1= Y 1.3

T
60U.16. 64
y = ]/_‘43—_ = 11,87~ 12 cm.
7T

2. Der AuBendurchmesser D der Hohlwelle.
Der Durchmesser D ist als die einzige unbekannte Grofe aus der

zusammengesetzten Gleichung 90
’ m—1 m -1

0i = o, +

2 m

9 m “/6742—!—4(“0;

zu ermitteln, was jedoch eine fir die Praxis zu umstéindliche Rechnung

bedingt. -
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Um die Sache einfacher zu gestalten, bestimme man zunichst den
Durchmesser D aus der im § 26 Abs. 3 der Einfilhrung entwickelten
Torsionsgleichung 146

Mt:WpT,
in der die Torsionsspannung ¢ = 150 kg pro qcmn angenommen werden kann.

Setzt man ferner nach Gleichung 149 der Einfiihrung das Torsions-

moment

N
Mi— 716200? = 7162002—8: 895250 kgmm.

» = 89525 kgem
und das polare Widerstandsmoment
W — Dt—ad* w  D*—(124-2)*
» "D %6 D
144
, = (D3——])—> 0,2~ 0,2 (D°— 143),

worin das im Nenner stehende D, infolge seines geringen Einflusses am
Gesamtwerte, voriibergehend gleich d angenommen worden ist, so er-
hélt man

0,2

My=W,z
» =0,2(D%— 1437,
woraus dann

3
M, V 89525
D= V 483= |/ — 1.2
Ozt 02.150 T 274
» = 7/2984,16 4 2744 = ¥/5728,16 = 17,89 ~ 18 cm

folgt. Fithrt man nun diesen Wert fiir das in der oberen Biegungs-
gleichung im Nenner stehende D ein, so erhilt man weiter
Mt=Wp'r

4
»y = O’Z(Ds - 1;4'“)"’—’

18
3 3
M 144 89525 38416
D= ]/ L
0,2 'r+ 18 0,2.150 + 18
» = 12984,16 + 2134,22 — 15118,38
» = 17,23 ~ 17,5 cm,
welcher Wert nunmehr in der oberen zusammengesetzten Spannungs-
gleichung eingesetzt werden kann, um festzustellen, ob die Spannung g;
innerhalb der vorgeschriebenen 200 kg liegt oder diesen Wert méglichst
erreicht.
Man findet daher

. 1 ; .
fir m = —39 H 0j — 0,35 Oy, + 0,65 Vozz _}‘” 4(ao T)gi
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. P P 6000
worin 0, — ? = p et pui
2__d2y° 2___ 2y
(D2—d?) 7 (17,67 — 1437
24000
» = Tiogsm — 0 ke/aem,
7 = 150 kg/qem
¢ 69,3
d == I 4 — 1
und @ = g =13 150 — 0™

betragt.
Diese Werte eingesetzt, liefert die Spannung

0; = 0,35.69,3 - 0,65 169,32 4 4(1 . 150)2

» = 24,255 -1 0,65 1/4802,49 - 90000

» = 24,255 -} 0,65 1/94802,69

» = 24,255 4 200,1 = 224,355 ~ 224 kg/qem.

Da dieses Resultat bereits die vorgeschriebene Spannung von 200 kg
iiberschreitet, ist es notwendig, ‘den Durchmesser D etwas groer zu wihlen,
Ein Wert von D=17,6 cm wiirde den Verhaltnissen vollkommen geniigen.

NB. Wird die Welle durch etwaige Querkrifte, z. B. durch Zahn-
druck, einseitige Beaufschlagung etc., auch noch auf Biegung beansprucht,
so hat man nur die Normalspannungen, im vorliegenden Falle also die
Biegungsspannung mit der Zugspannung, zu addieren und den so erhal-
tenen Wert in die vorstehende zusammengesetzte Spannungsgleichung ein-
zusetzen.

37. Aufgabe. (Biegung und Abscherung.) Ein schmiedeeiserner Stirn-
zapfen werde mit 5000 kg beansprucht. Die Materialspannung sei mit
5 kg pro qmm angenommen und der spez. Flichendruck betrage 0,3 kg
pro qmm.

Welchen Durchmesser erhilt der Zapfen

1. bei Beriicksichtigung der Biegung allein und
2. bei Beriicksichtigung der Biegung und Abscherung?

Lésung: :

Zuniichst ist das Verhiltnis zwischen der Linge und dem Durch-
messer des Zapfens festzustellen.

Mit bezug auf die in der Einfithrung Seite 189 und 190 aufge-
fithrte Aufgabe 47 ist
1 02k, +/0,2.5 10
d_V p —L 03 V3 LB
1. Berechnung auf Biegung.

Nach § 14 Gleichung 58 der Einfithrung folgt
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M;, = Wk, worin sz%:?%g
und W__% ist,
3
rﬁ’sooo!ﬁg P‘;d (115;;5 ky,
F:;fl? — 1—%;—“_4 0,564 EE«.

5 2
d= 2,2561/590_0-5'i = 22.56718,2 = 96,24 mm.
2. Berechnung auf Biegung und Abscherung.

Nach Gleichung 92 ergibt sich fir m :?
0; = 0,350y 4 0,65 Vop? - 4 (g 7)?,
worin nach § 12 Abs. b, 2

_4P_4P_16 P
"T31T 3T 3 &n’
4
=1
1
- Mo T _FPad
W T P &
32 32
y = 122 betrégt.
Es ist also .
16Pa V 16Pa> 16?)“2
01=035 1oy © 4 0,65 (d2 “‘4(37427;
16P
, =0,35 —, “—}—06531321) Baf+4
1 P S —
,,_oad6 (07a+13 V9.1,822+4>

8P
» =2 (07 1,82—{—0431/338116)

8P
= _1%(1,274 -+ 2,501)_3% .3,175,
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d— ]/:’“)’2‘)0P — 0,564V30,2 5000
7T 03 b}
» = 5,64 V302 = 98,01 ~ 98 mm.
38. Aufgabe. (Biegung und Torsion.) Welchen Durchmesser wird
der vorhergenannte Stirnzapfen erhalten, wenn Biegung und Torsion in
Rechnung gezogen werden soll. Der zwischen Zapfen und Lager auf-

tretende Reibungskoeffizient betrage 0,1.
Losung:

1
Nach Gleichung 98 ist fiir m :—3q

My = 0,35 My, -+ 0,65 VM2 + (o, My)2.

Hierin ist
Mbi:%(ﬁ’
worioret
M;=Pu (—21
und a,=1.

Damit erhilt man

2 2.
My = 0,3535—(1—}-0,65 V(P '2“d> + (Py. (-21)

Pad Pd
, =o,35—;ﬁ~+o,65?1/a2+y2_

y == %Pd (0,7a+1,3 Va2 + ),

43 —
ETf’;ai=%§Pd(0,7.1,82-}-1,31/1,822-1—0,12)
2
%”0120,513(1,274.{_2,37), |
0,6.16.P.3,644 /1,8220 . 5000
d__:]/o 6;6'364 —4.0,564 1,8220 . 5000

5
»= 2,256 1/1822 = 96,3 mm.

39. Aufgabe. (Biegung, Abscherung und Torsion) Wie groB wird
der Durchmesser des in Aufgabe 36 genannten Stirnzapfens, wenn Biegung,
Abscherung und Torsion in Rechnung gestellt werden?

Lésung:

Hier hat man in erster Linie die beiden Schubspannungen nach
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§ 14 Abs. 1 zu summieren. Nach der daselbst aufgestelllen Gleichung 86
erhdlt man die zusammengesetzte Schubspannung o¢;, die hier mit z be-

zeichnet sein soll,
16 (P , M;
~a=G+e)

Pu._
_ 16 <P_1_ >
(l2n 3' d

= Tn (P+Pﬂ> 3?11: 2+ 3w

Setzt man diesen Wert in die Gleichung 92 ein, so erhélt man fiir

=9

In_E
=3 /
0; = 0,35 o, - 0,65 Vop? - 4 ( 7)?
16P 16 P P 2
_035—‘1—“4-065]/ 16 “) +4{3{Z2ﬂ(2+3,¢)}
16P 16P
, =058 "‘-{-065332 VB + (213

16P
» =05 5 (07a+13 1/(3.1,82)2—!—(2-}—3.0,1)2)

P —————
, = m(oﬁ . 1,82 4 0,43 V35,1016)

8P
9y — a?ﬁ (1,274 —l— 2,548),

d— VSP.3,822 — 1,128 7,644P
7T . O0j i
,644. . —
,=—1,128 ]/76—4550-@= 1,128 /7644

»=98,62 mm.

40. Aufgabe. (Biegung und Torsion) Auf dem 0,7 m langen, frei-
tragenden Ende einer schmiedeeisernen Welle sitzt eine Riemenscheibe vom
Radius 800 mm, mittelst der eine Umfangskraft von 250 kg zu iiber-
tragen ist. Das Gewicht der Riemenscheibe betrage 300 kg, der gesamte
Riemenzug von rd. 3 P wirke senkrecht abwirts.

Welchen Durchmesser muf man "der Welle geben, wenn sie eine
Materialspannung von 5 kg erhalten soll?

Losung:

Nach der nur fiir Schmiedeeisen und Stahl giiltigen Gleichung 99
erhilt man zunichst das ideelle Biegungsmoment
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M; = 0,35 M}, |- 0,65 VM2 - M2,
Hierin ist M, = (8P} G)1=(3.250-} 300)1

» = 105601 =1050.

70 = 173500 cmkg

und M;=PR =250.80=20000 cmkg.

Die Werte eingesetzt, gibt
My; = 0,35, 73500 -+
~}-0,65 1735002 4 200002
, = 33.735-}6517735% I 200°
, =25725 149512
» =175237 cmkg.
Damit erhdlt man nun einen Wellen-
durchmesser von

3
Mbi=ka=d—7—z-kbf\)0,1d3kb,

M
d= V bt —]/ w—hamu

0,1k 500
»=11,46 cm~v 115 mm,

NB. Es ist zweckmiBig, die im
nur auf Biegung berechnete Achse mit
Festigkeit nachzurechnen.

41. Aufgabe. (Biegung und Torsion,)

Fig. 114.

58. Beispiel der Einfithrung
Hilfe der zusammengesetzten

Welche freitragende Lénge

kann eine 90 mm starke Welle erhalten, wenn die gleichen Verhéltnisse vor-

liegen, wie in der vorhergehenden Aufgabe
Losung:

angegeben sind.

a) Bei genauer oder direkter Rechnung.

Wiederum von der Gleichung 99 ausgehend, erhilt man
My; = 0,35 My, -+ 0,65 VM2 -+ M2,
worin My, = (3 P4 G)1=10501,

M,—PR—

20000 cmkg

und My =~ 0,1d3k; betragt.

Damit folgt weiter

0,1 d3k;=0,35.10501 -+ 0,65 ¥ (105012}~ 200002,

(0,1 d3k; — 367,51)2 = 6,52 (10,5212 |- 2002)

0,01 d8k;2 — 73,5d%k; 1 -+ 367,56212 = (6,5 . 10,5)212 - (6,5 . 200)%,
(68,252 — 367,52)12 + 73,6 d3k; 1 - (18002 — 0,01 dS k;2) =0,

1=

— 78,5 d3k; + V(73,5 d3k;)® — 4 (68,252

—3867,5?) (13002 — 0,01 d%k;2)

2 (68,252 — 367,57

Wehnert, Festigkeitslebre IL

12
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1—
—173,5.9%.500 + V(73,5 . 9%. 500)2 + 4 . 130400 . (13002 — 0,01 . 965002)
—2.130400
|_ 500[—785.729 % V(78,5 . 729)* -+ 521600 (2,67 — 0,01 . 531441)]
— 260800
521,6..10%.5307,65

— 535815 + 1/ 2871.108
—521,6

100 [—5358,15 + 3 /3190000 — 521,6 . 58,974 |
- —521,6
_3[—1786,05 + ¥3190000 — 30760]

' —3.1,7387

1786,05 4+ 13059240
= 1,7387

1786,05 — 1749 37,05
» =TT 1,7887 01,7387

Der zweite Wert der quadratischen Gleichung, der auch positiv ist,
hat nur mathematische Bedeutung, praktisch ist er unmoglich.

”»

=21,3~ 22 cm.

b) Bei angenédherter oder indirekter Rechnung.
Mit Hilfe der Annéherungsgleichung 100 erhilt man unter der vor-
laufigen Annahme, dal M > M; ist,
M;; = 0,975 My 4 0,25 M,
worin My, =— 10501,
M;=20000 cmkg
und Mp; =~ 0,1d3k;=0,1.9%.500 = 36450 cmkg ist.
Die Werte eingesetat, liefert
NIbi — 0,975 . 1050 1 + 0,25 Mt,
_ My —0,25 My 36450 — 0,25.20000
© 0,975.1050 0,975.1050
_ 36450 —5000 31450
77 0,975.1050 T 0,975.1050
42. Aufgabe. Der groBte Kolbendruck einer Dampfmaschine, der
als konstant angenommen sei. betrage 4000 kg. Es soll fiir einen Halb-
messer von 40 cm eine schmiedeeiserne Kurbel hergestellt werden, deren
Breite . konstant und die Hohe des gréBten Armquerschnittes etwa der
bfachen Breite sein soll. Die Materialspannung soll 6 kg pro qmm nicht
wesentlich iberschreiten.
Der aus Stahl hergestellte Kurbelzapfen soll mit 5 kg pro gmm

beansprucht werden, wihrend der auf die gleiche Einheit bezogene Flachen-
druck 0,5 kg betragen soll.

= 30,72 em ~ 30 cm.
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Die aus Schmiedeeisen gefertigte Welle soll infolge der ungiinstigen
Beanspruchung mit 4 kg gegen Biegung und mit 3 kg pro qmm gegen
Drehung in Rechnung gezogen werden, wobei ein, zwischen Lager- und
Kurbelzapfenmitte gemessener Abstand von 36 cm gegeben sei.

Im iibrigen betrage die Pleuelstangenlinge das 5fache des Kurbel-
radius.

Die Rechnung soll

a) durch Anngherung, wie es praktisch vielfach geschieht, und
b) durch genauere Beriicksichtigung der wirklich vorliegenden
Verhiltnisse erfolgen.
Im wesentlichen sind folgende Fragen zu beantworten:
1. Welche Bohrung erhilt die Nabe der Kurbel?
2. Welche Abmessungen sind dem Kurbelzapfen zu geben?
3. Welche Stirken bezw. Durchmesser und Léngen erhalten die
Naben?
4. Welche Breite und Hohe erhilt der groBte und
5. welche Hohe der kleinste Armquerschnitt?
Losung:
a) Angendherter Rechnungsgang.

Bei praktischen Rechnungen ist es zumeist iiblich, den Kolbendruck
ohne Riicksichtnahme auf die verinderliche Richtung und die Lénge der
Pleuelstange, als Zapfendruck
anzunehmen, der senkrecht zur
Kurbel gerichtet ist, wie die
beistehende Figur 115 erkennen
laBt.

Die Armquerschnitte wer-
den hierbei

1. auf Schub, nach der
Gleichung 40 der
Einfithrung
P=1.k,
2. auf Biegung, nach
der Gleichung 58
der Einfithrung
Mb - W . kb
und
3. auf Torsion, nach
der Gleichung 146 Fig. 115.
der Einfithrung
Mt = \Vp . kt
12*
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beansprucht, wovon in der Regel die Schubspannung ihrer Geringfiigigkeit
wegen auBer Rechnung gelassen wird.

Was den kleinsten Armquerschnitt betrifft, ist fiir dessen Berech-
nung oftmals die Todpunktstellung der Kurbel maBgebend, in der das
unter 3 genannte Torsionsmoment als Biegungsmoment wirkt,

1. Die Bohrung D, der Kurbelnabe.

Da die Bohrung fiir gewShnlich einige Millimeter kleiner als der
Wellendurchmesser gehalten wird, ist zunfchst die Berechnung des
letzteren notig.

Der Durchmesser der auf Biegung und Torsion beanspruchten Welle
ergibt sich mit Hilfe der allgemeinen Gleichung 15

0 = 0,35 6y - 0,65 Vop? + 4 (g )2
wie folgt:

Die die Welle beanspruchende Biegungsspannung ¢y, betrigt nach
Gleichung 58 der Einfiihrung

o __Mb P.a
WS W
die Torsionsspannung z nach Gleichung 146 bezw. 151 der Einfiihrung
_M _P.R
W, 0. W
1
und das Anstrengungsverhéltnis @, nach Gleichung 16, fiir m:—?O,
O Op oy 4
= = = =_—— =103
0 1 s ) ?
m;]—__-'t 1(_)_1_1 1,3z 1,3.3
o "
3

Setzt man diese Werte in die zusammengesetzte Spannungsgleichung
ein, so erhilt man den Wellendurchmesser D wie folgt:

61— 0,35 - +065V<P a) —!—4(0&05 ?V)

= 0,358 +U,65-Va2—}—4(a0
P V ; ( 3)2
,,_W.O,5<0,7a—{—1,3 a®+4 {1,085
0,5P e
= 01D < 0,7a--1,3 ]/:2.4-(1,03 R)2>,

D= ]/-— 0,7a -1 1,3 Va? - (1,08 R)?)
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1/5.40 )
D= ]/5 i OO(0,7 .360 1,3 /3602 |- (1,03 . 400)%)

, =105 (252 + 1,3.10 V1296 1 1697,44)
»=10V5 (252 + 13 2993,44)

» =105 (252 - 711,3) =10 75.963,3

, =10 %/lgﬁi,_b: 168,9 ~ 170 mm.

Die Bohrung D, der Kurbelnabe sei nunmehr mit
Dy= 160 mm

angenommen.

2. Die Abmessungen des Kurbelzapfens.

Da hier der spez. Flichendruck p und die Materialbeanspruchung
o), vorgeschrieben ist, so ist zunfichst das zwischen der Linge und dem
Durchmesser des Zapfens bestehende Verhéltnis nach dem in der Ein-
filhrung auf Seite 190 behandelten Beispiele festzustellen.

Es betrigt

1 V Op V 5
—— )2 — = ,2—: ::], .
d 02P 0 05 Ve 414

Damit erhdlt man nach Losung 1 desselben Beispieles einen Durch-

messer
d:]/b. 51:]/5.‘5)0#0.1,414=201/1‘m
gp, d 5

»y = 15,2 ~ 76 mm
und eine Linge
1=—=1,414d =1,414.76 = 107,46 ~ 108 mm.

3. Die Durchmesser und Léingen der Naben.
Fiir diese Abmessungen hat man Erfahrungsgleichungen aufgestellt,
die den praktischen Verhdltnissen vollkommen entsprechen.
So erhilt man die Nabenstirken d; und J, aus
0,=04D,+1=0,4.160}1=64+ 1 =65 mm
und 0,=0,5d=0,5.76 =38 mm.
Damit betragen die Nabendurchmesser D; und D,
D, =D, -} 24, =160-2.65 =290 mm
und Dy= d+42d,= 76-}+2.38==152 mm.
Fiir die Nabenlédngen hat man
1. fir die Nabe des Wellenzapfens
1, > D,, wenn die Kurbel warm oder mittelst der Presse auf-
gezogen und
1, > 1,25 D,, wenn sie kalt aufgebracht, d. h. nur verkeilt wird,
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2. fir die Nabe des Kurbelzapfens
l,=1,5d bis 1,75d.

4. Die Breite b und Hoéhe h; des gréBten Armquer-
schnittes.

Wie am Eingange der Losung bereits gesagt, sind die Armquer-
schnitte auf Biegung und Torsion zu berechnen. Da nun aber, wie aus
der Figur ersichtlich ist, das Torsionsmoment vom Hebelarm 4, d. h.
von der Zapfenlinge und der noch zu bestimmenden Armbreite abhiingig
ist, so ist es zweckmiBig, fiir diese Breite vorlaufig einen Wert auf grund
der einfachen Biegungsbeanspruchung festzustellen.

Auf diese Weise erhédlt man

My, = Wgy, worin M, =PR,,
bh®  b(5b)>  25b3
W="%="%¢ =6

D
und R, =R — ~§1—=400—145

» =255 mm betrigt.
Damit folgt
- 25b3

PR, = .
1 6 Gb,
3 3
6PR 6.4000. 255
b == 1 ) — e = 3 g .
%501 %5 6 34,4 ~ 35 mm
Der Hebelarm A4 erhialt nun einen Wert von

I b
h=p et
wo fiir die Anlaufbreite x ein Betrag von- etwa
x=1,56=1,5(0,07d -+ 8)=1,5 (0,07. 76 -- 3)
»=1,5(532-}38)=—1,5.8,32=12,48~ 12 mm
gerechnet werden kann,

Damit wird
1
A="0P p—pa 175412 =835~ 84 i,

Fihrt man nunmehr die Biegungsspannung
__ M, PR, 6PR; 6PR,
P=W T bbbt bhe 25b°
e
und die Torsionsspannung

oM PL 6PL
w bﬂlfm‘z b.5b Vb2 (5b)
6
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__6P2  6P1 _ 6P1
" 5b2V26b2  5b3V26  25,5D°
in die allgemeine Gleichung 15 ein, so erhédlt man

i = 0,35 6y 4 0,65 Vap? -+ 4 (¢, 7)?
6PR, V(6PR> ( 6P )2
»=0,35 25b3+065 S50 —{—4 1, —

25,5 b
» = 0,35 62}5)531 085 9?§3 o 1 022
, =05 2?; {O,7R1—}— 1,3 VR12+W}
,,—012PI 0,612R 2_’_12}
n= g;? ;{03071%1—{—1 310,2601 R,2 + 22 }

b—-l/lz%»P(O357R1+1 31/02601R2+/12)

4 4000

n= |54 (0.357.285 41, 31/02b 2557 - 84?)

o 1()]/ﬁ (91,035 41,3 Y16906,5 + 7056)

3/
= 10]/14‘ 91,035 4 1,3 /23962,5)

3
= 10]/% (91,085 - 201,23)

. ; .
= 10]/% . 292,265 — 40,97 ~ 42 mm.

Die Hohe h, betriigt dann
=5b==5.42=—210 mm,

5. Die Héhe'hé des kleinsten Armquerschnittes.

Da der Armquerschnitt nach dem Kurbelzapfen zu kleiner wird,
was besonders in den Fillen zu beachten ist, in welchen sich die Breite
proportional der Héhe verjiingt, so ist die Berechnung der Hohe h, nicht
nur allein in der vorangegangenen Weise durchzufithren, wobei der Zapfen-
druck senkrecht zur Kurbel wirkend gedacht war, sondern es muf im
vorliegenden Falle auch die Todpunktlage der Kurbel, als zweite un-

giinstigste Stellung, beriicksichtigt werden, in welcher der Zapfendruck
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auBer auf Zug oder Druck auch noch verbiegend auf den Querschnitt
einwirkt, dessen neutrale Achse in die Richtung der Armhéhe fallt.
Man unterscheidet deshalb folgende zwei Rechnungen.

@) Der Zapfendruck wirkt senkrecht zur Kurbel.
Auch hier ist, wie vorher, von der allgemeinen Gleichung 15

0= 0,35 01, 0,65 Vop? -4 (2, 7)?
auszugehen, worin die Biegungsspannung
_ M, PR, 6PR,
=W T bh,?  bhy?
€

und die Torsionsspannung

M, Pi 6P
T = —

W bh,«/ . . . b2 1 h?
p ~Ez~]/b2—|—h22 bhy Vb2 4T,

zu setzen ist.
Mit diesen Werten erhéilt man

o 6PR2 V(s PR2> ( 6Pl \?
6 PR,

bb2+065bh2VR2+ ( )2

6P V 2 | (24D, >
» = 0,6 bh2(07R2+13 R, +b2-{—h22 .
Da das Auflésen dieser Gleichung nach der gesuchten Hohe h, sehr

umstéindlich ist, ist es ratsam, fiir h, einen Schitzungswert einzufiihren
und die Rechnung nach der gegebenen Materialspannung zu kontrollieren,

Mit h, =115 mm erhiilt man

2
3. 4:000(07 76+13V762 (2.84.115) )

» — 0,35

=42 1150 422 11152
2000 V 22(84 . 115)2

n =g 1 e
7.1152 32+ 1,3}/ 76 22(212-{—57,52)

2000 V 96602 )

wm= (53,2 4 1, M
7.13225 (5 T 18 |/ 5776 + 441} 3306,25
2000

» = 53575 (03,2 -+ 1,3 V56776 {-24903)

2000

" = 55578 (53,2 + 1,3130679)
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i 227,7
0= 3m3@32+' )
80
» =3703" . 280,9 = 6,07 kg pro qmm.
Dieses Resultat lift erkennen, daf die gewihlte Héhe

hy, =115 mm
den gestellten Bedingungen entspricht.
g) Der Zapfendruck wirkt in der Richtung der Kurbel.

Steht die Kurbel in der Todpunktlage, d. h. fallen die geometrischen
Achsen von Pleuelstange und Kurbel zusammen, so beansprucht der
Zapfendruck den hier in Frage kommenden Kurbelarmquerschnitt auf Zug
oder Druck mit Biegung, je nachdem die Kurbel die linke oder rechte
Todlage hat.

Es kommen hier die im § 13 Abs. 1 und 3 genannten Gleichungen

41 und 43, nimlich
P M
0i = % (-f_l_W)’

in Frage, worin P =4000 kg,
f="bh,,
M,=P2
b, b?
und W= —-6—
betrigt.
Damit erhéilt man die Hohe h, zu

Pa P
% =fn, o B oT — 525, C T8

6
P
by = g5 (b+64)

4000
=g (4246.8)
4000 __1000

Mit diesem Resultat ist festgestellt, daB die vorliegende Bean-
spruchung der Kurbel eine sehr ungiinstige ist. Die unter o bestimmte
Héhe ist gegeniiber der vorliegenden viel zu klein.

Da der Durchmesser der Kurbelzapfennabe nur 152 mm ist, so darf
die Hohe h, diesen Wert nicht viel iibersteigen. Es muf} somit das hier
vorliegende Resultat reduziert werden, was eine grofere Armbreite zur
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Folge hat. Erhoht man diese auf etwa 50 mm, so wiirde sich eine
brauchbare Hohe von etwa 148 mm ergeben.

b) Genauer Rechnungsgang.
Bei genauer Rechnung ist zu beachten, daB fiir jede Kolben- bezw.
Kurbelstellung ein anderer Kurbelzapfendruck in Frage kommt.
Das gleiche gilt auch fir verschiedene Verhéltnisse zwischen der
Pleuelstangenlinge und dem Kurbelhalbmesser.

Ebenso miiiten auch
fiir die verschiedenen Kol-
benstellungen die zugeho-
rigen Kolbendriicke beriick-
éichtigt werden, auf die man
aber in der Regel verzichtet.
Man rechnet fast immer nur
mit dem . gréBten Kolben-
druck, der als konstant an-
gesehen wird.

Bezeichnet

. V den Normaldruck
Fig. 116. des Kreuzkopfes
auf die Gleitbahn,
Py den Kolbendruck,
P die Schubstangenkraft oder den Kurbelzapfendruck,
N die Normalbeanspruchung
und T die Tangentialkraft der Kurbel, so erhilt man mit bezug auf
die in der Figur 116 angegebenen Neigungswinkel

=180 —a —y,

7 =180 — (¢ —-p)
und 6:90——720&—'—(5’—90,
1. den Normaldruck auf die Gleitbahn
V=P:.tga,
2. den Kurbelzapfendruck
~ cosa

3. die Normalkraft der Kurbel

_ _ Py cos y
N_.P.cosy_—é@. cosy:Pk.&—)SE
und
4. die Tangentialkraft der Kurbel
cosd

T—=P. cosé':—gli .cosd =Py . -—.
cos cosq
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Tragt man nun die Normal- und die Tangentialkraft N und T, wie
aus Fig. 117 ersichtlich ist, im Mittelpunkte beliebiger Armquerschnitte
als positive und negative Hilfskrifte an, wodurch bekanntlich am Gleich-
gewichtszustand der Kurbel infolge der gegenseitigen Aufhebung dieser
Krifte nichts gefindert wird, so liBit die genannte Figur folgende Bean-
spruchungen der Kurbel erkennen:

I. Durch die Normalkraft N hervorgerufen.
1. Die Normalspannung
N N
Y
2. die Biegungsspannung
sy Xi_ 6N
W, hb® " hb?’
6
wofiir die in die Hohenrichtung der
Armquerschnitte fallende Schwerpunkts-
achse N, N, die neutrale Achse des
Querschnittes ist.

II. Durch die Tangentialkraft T veranlaft.
3. die Schubspannung
3T 38 T
T T b
bei der auf § 12 Abs. a oder ¢, 1 hingewiesen wird,
4. die Biegungsspannung
Oph2 =N[—b2=1‘-£{-:—6:£§
W, bh? bh?’
6

wo Ny N, die in die Richtung der Breite fallende neutrale Schwerpunkts-
achse darstellt, und

5. die Torsionsspannung

Fig. 117.

LM Ti_ T _ 9 m
L Wp*wW_—é_Hih_ 2 " b2h’
3 6

bei der auf die im § 26 Abs. 3b der Einfithrung aufgefithrte Gleichung 151
hingewiesen wird.

Diese fiinf Spannungsarten sind in den Figuren 118 und 119
graphisch dargestellt, von denen die unter Abs. I, 1 und 2 genannten Normal-
spannungen aus Fig. 118 a und b, die unter Abs. IT, 3 bis 5 angegebenen
Normal- und Schubspannungen aber aus den Figuren 118c¢ und 119e
und f zu ersehen sind.



188 Sechste Aufgabengruppe.

Die Fig. 118d gibt eine Zusammenstellung der drei, den recht-
eckigen Armquerschnitt gleichzeitig beanspruchenden Normalspannungen
nebst der Richtung der neutralen Achse NN. Das Bild 1Bt erkennen,
daB die Ecke 1 des Querschnittes am meisten beansprucht wird,

Die Fig. 119g zeigt die Zusammenstellung der beiden Schubspan-
nungen, die in der Mitte der Querschnittsseite 12 ihren gréBten Wert haben.

Ein Vergleich der beiden zu-
sammengesetzten  Spannungsbilder
lebrt, daB die grote Beanspruchung
des Armquerschnittes zwischen der
Ecke 1 und der Mitte der Seite 12
auftritt.

Teilt man sich diese Strecke in
eine Anzahl gleiche Teile, z. B. in 8
gleiche Teile, und setzt man fir die

Fig. 118. Fig. 119.

einzelnen Teilpunkte die daselbst auftretenden Spannungswerte nach der
allgemeinen Gleichung 15

0= 0,35 6 -} 0,65 Vo? + 4 (,7)?
zusammen, so wird man finden, daB in den meisten Fillen die groBte
Anstrengung des Querschnittes in der Nihe der Mitte von 12 liegt. Nur
bei verhiltnisméBig langen Kurbeln kann es moglich werden, daf die
groBte Spannung an der Ecke auftritt.

In der Regel handelt es sich bei der Querschnittsberechnung der
Arme nur um die aus Fig. 115 ersichtlichen beiden Querschnitte ac~ub
und ¢~ d, wo bei letzterem noch besonders auf die Todpunktlage, in
der N=P =Py und T=0 wird, zu achten ist. (Vergl. Losung 5, ).
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Fir das vorliegende Verhaltnis zwischen Pleuelstange und Kurbel-
halbmesser, néimlich 1:R==5:1, erhilt die Kurbel bei etwa §=—105°
ihre groBte Beanspruchung,

43. Aufgabe. Es soll untersucht werden, ob die in vorhergehender
Aufgabe unter Abschnitt a gefundenen Abmessungen der Kurbelarmquer-
schnitte acob und ¢~ d auch den unter Abschnitt b zugrunde liegenden
Bedingungen geniigen.

Losung:

Unter bezugnahme auf die im Abschnitt b der Aufgabe 42 ange-
gebenen Ausfithrungen und Figuren erhdlt man folgendes:

1. Die in Fig. 116 genannten Winkel
sing:sing=R:],
Rsing  Rsin105° Rsin (90° 4 159)

sin@g=

1 1 1
Recos 15° 0,96593
2 — — — ,1 b 1 y
PR 5 0,19318

a=—11°8,4'~11°8),
y =180 — (@ B) — 180 — (11°8' - 105°)
»— 180 — 116° 8' — 639 52!

und 0 =90 — y—90 — 63° 52' — 26°8.
2. Der Kurbelzapfendruck P.
Py 4000
P”«cosa——cos 1108‘_40Lkg'
8. Die Normal- oder Zugkraft N.
o, cosy cos 63°52'
N =i g = 4000 o iqogr = 1796
» =0 1796 kg.
4. Die Tangentialkraft T.
cos d cos 26° 8!
= = ——— e k
T=Py P 4000 05 11°8 3660 kg.

I. Fiir den Querschwitt a~b,

a) Die Einzelspannungen.

1. Die Zugspannung o,

v _ N 179
*““bh, " 50.210
2. Die Biegungsspannung oy.
Gbl:6Nl:6.1796.84

b%h, 502%.210

= 0,171 kg.

=1,724 kg.
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3. Die Schubspannung 7.
3 T 3 3660 183

Ty bk, 250,910 350 —22s ke
4. Die Biegungsspannung ope
6 TR, 6.3660.255
= = =2, 2
%27 "ph,? po.o10t 2239 ke

5. Die Torsionsspannungen z,' und z,".

9 TA 9 3660.84
=2k 7 90U O% o635 ke,
“ g hth, T2 50T, 210 o0 K&

9 TA 9 3660.84
~2'bh,2 2 50.2102

Ty

=0,627 kg.

b) Die zusammengesetzten Spannungen.

1. Fiir die Querschnittsstelle 1.

Mit bezug auf Fig. 118d und 119g erhilt man

0i(z) = 0z + Ob1@z) + Obz(z)
» —=0,171 4 1,724 2,539 = 4,434 kg~ 4,5 kg,
Ti———o.

2. Fiir die Querschnittsstelle 8.

Oiz) =03 + Ubl(z):0,171 —ll— 1,724 — 1,895 kg,
7i=1; 1, =0,23 | 2,635 3,158 kg.

Mit diesen Werten erhdlt man eine zusammengesetzte Spannung

0i==0,35 03z) } 0,65 Voi(z)2 -+ 4 (% 7)?

» =0,35.1,895 0,65 11,895% |- 4 (1. 3,158)?
»—0,6632 - 0,65 1/3,591 - 39,892
,=0,6632 - 0,651 43,483

,—0,6632 - 4,286 — 4,9492 ~ 5 kg.

Wie aus den genannten Figuren zu erkennen ist, wird der Quer-
schnitt lings der Kante von 1 bis 8 am meisten beansprucht, und zwar
ist die Beanspruchung nach letzter Rechnung an der Stelle 1 rd. 4,5 kg,
an der Mittelstelle 8 dagegen rd. 5 kg, welcher Wert noch innerhalb der
in der Aufgabe gegebenen Spannung liegt.

Es ist allerdings moglich, daB innerhalb der Strecke
1 bis 8 und zwar ‘mehr nach 8 zu gelegen, noch eine
etwas hohere Spannung auftreten kann, deren Wert vor-
aussichtlich die vorgeschriebenen 6 kg nicht iiberschreiten
wird.

Néotigenfalls kann man auch noch fiir die Stellen 2 bis 7 die zu-
sammengesetzten Spannungswerte bestimmen, wozu die Figuren 118 und
119 eine zweckmiBige Ubersicht geben.

Fig. 120.
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I1. Fiir den Querschnitt ¢~ d.
a) Die Einzelspannungen.
1. Die Zugspannung o,

N 1796
Uz—-ﬁ;—~5—o'l—m——o,243 kg.
2. Die Biegungsspannung oy-
6NL 6.1796.84
01 pep, T 507,148 —atd ke
3. Die Schubspannung <.
T 3
T, = 3 3 _3660 =0,742 kg.

T 2bh, 250.148
4. Die Biegungsspannung ops.
6TR, 6.3660. 76

% =ppe 50,148 2024 kg
5. Die Torsionsspannung 7' und 7'
9 Ti 9 3660.84
(_'—~'—‘-—:—- .'—-_._"— 3
%% hth, T 2 B0%.148 ool K
9 TA 9 3660.84
H'_‘——v.*—::w.—-——':
T2 T g b2 7 50, 14gF 208 ke

b) Die zusammengesetzten Spannungen.
1. Fir die Querschnittsstelle 1.
Mit bezug auf die Figuren 118d und 119g erhilt man

0i(z) = 0z —F Ob1(z) —+ On2()
, —0,243 12,446 1 1,524 — 4,213 kg,

Ti :_O_
2. Fiir die Querschnittsstelle 8.
0i(z) == 0z -+ Ob1jz) == 0,243 | 2,446 — 2,689 kg,
Ti=7, L7, =0,742 1 3,739 — 4,481 kg.
Diese Werte liefern eine zusammengesetzte Spannung von
01 = 0,35 Giyy +- 0,65 V01?4 (0 )
»==0,35.2,689 1- 0,65 V2,689% |- 4 (1.4,481)2
,»— 0,941 4 0,65 V7,231 4 80,316
»=—0,941 4 0,65 1/ 87,547
»==0,941 1 6,082 = 7,023 kg.
Wihrend der Querschnitt an der Stelle 1 nur mit 4,213 kg bean-

sprucht wird, erreicht die Spannung bei 8 einen Wert von rd. 7 kg,
der die vorgeschriebene Spannung von 6 kg iiberschreitet. Es konnte
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die Hohe h, bis zum Nabendurchmesser D, = 152 mm vergréBert werden,
falls eine Reduktion der Spannung eintreten soll.
¢) Die zusammengesetzte Spannung in der Todlage der

Kurbel.

Da in dieser Lage die Tangentialkraft
T=0

ist, womit die im letzten Beispiele unter Abs. b, II aufgefiihrten’ 3 Span-
nungen wegfallen, so erhilt man die zusammengesetzte Spannung als die
Summe der unter Abs. b, I genannten Beanspruchungen, nimlich

N M 6 N1
a=oton=%ty = bh+b2h

N
” :Brhz(b—*—sl),

worin N =Py zu setzen ist.
Damit wird

4000 ‘
0 — g3 45 90+ 6 84)
2 1108

Dieser Wert wiirde den gestellten Bedingungen geniigen.

44, Aufgabe. Fir eine liegende Dampfmaschine von 350 mm
Zylinderdurchmesser und 600 mm Hub soll an Hand der beistehenden
Skizze eine Kurbelwelle aus Stahl mit 6 kg Beanspruchung hergestellt
und deren Durchmesser an den Stellen der Auflagen und des als Riemen-

Fig. 121.

scheibe dienenden Schwungrades, das ein Gewicht von 3800 kg hat,
berechnet werden.

Die mit Kondensation, bei konstanter Fiillung von 0,25, arbeitende
Maschine wirke mit einer Dampfspannung von 8 Atm. Uberdruck. Die
Zahl der Umdrehungen pro Minute sei 120. Der Wirkungsgrad der
Maschine sei mit 0,8 gegeben. Die Linge der Pleuelstange sei gleich der
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5fachen Kurbellinge. Die Kolbenstange ist nach riickwérts nicht ver-
lingert. Beziiglich der Dimensionierung der Kurbel, die hier als Scheibe
ausgebildet sein soll, sei auf den, in vorhergebender Aufgabe angege-
benen Rechnungsgang verwiesen.

Losung.

I. Berechnung des Kolben- und Kurbelzapfendruckes, des grifiten

Drehmomentes und der Umfangskraft des Schwungrades.

1. Der Kolbendruck Py.

Da beim Vorwirtsgange des Kolbens der Dampf auf die ganze
Kolbenfliche driickt, ist dieser Druck der folgenden Rechnung zugrunde
zu legen.

2 2
Pk=F.p=¥.p=5¥‘.8=962,113.8
,» — 7696,904 ~ 7700 kg.

2. Der groBte Kurbelzapfendruck P.
Den groBten Wert erreicht
-der Kurbelzapfendruck P fiir den
groften Ausschlagswinkel ¢ der
Pleuelstange, welcher in der, in
Fig. 122 gezeichneten Kurbel-
zapfenstellung, vorliegt.
Dieser Winkel betriigt
.si _B'——._B___—.].'_—“ Fig. 122,
.sxna—L—5R—5—O,2, g
c=c~11°30"

‘Damit erhidlt man
Py 7700
cosa  cos11030
Die Horizontal- und Vertikalkomponente P, und P, erhilt man zu
Py, =Pcosa =P = 7700 kg,
P, —Psing = 7860sin 11°30' — 7860. 0,2
» =1572 kg.

7858 ~ 7860 kg.

3. Das gr6Bte Drehmoment M,y der Kurbel

Das veriinderliche Drehmoment wird seinen gréfiten Wert erreichen,
wenn die Pleuelstange mit der Kurbel einen rechten Winkel einschlieBt.

Da in dieser Stellung der Winkel o den Wert

oD B _ 09
EO=L=BR_ °
a=11°20

‘Wehnert, Festigkeitslehre II. 13
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bat, der mit dem gréBten Winkel beinahe iibereinstimmt, so kann man

auch hier den groBten Zapfendruck in Rechnung setzen. Damit erhilt.
man das groBte Drehmoment

Mt(max) =PR= 7860.300=2358000 kgmm,
4. Die Anzahl N, der Pferdestdrken.

Die Anzahl der nutzbaren Pferdestiirken erhiilt man nach folgender,
der Mechanik bezw. Maschinenlehre entnommenen Gleichung:

anNin
__Fpy.2R2.n
» T 60.75
FpnRny .

= ap worin py ~ 5 Atm. nach Tabelle,

F:Dzn:?)f)gn
4 4

» =962,11 qcm,
R =0,3 m,
n=120

und n=0,8 ist.
Damit wird
962,11.5.0,3.120.0,8
N, = 15.75 =123,15
» =120 PS.

5. Die Kraft P, am Umfange des Schwungrades.

Wihrend das unter 3 firr die Kurbel berechnete Drehmoment My (max),-
als das groBte auftretende Moment, nur zur Berechnung der Beanspru-
chungen der Kurbel und Welle dient, hat man zur Bestimmung der
Umfangskraft P, das bedeutend kleinere Durchschnittsmoment My zu be-

nutzen, wie es die im § 26 der Einfithrung angegebene Arbeitsgleichung:
liefert.

Man erhilt
M, = 716 200 Ijn—, worin My=P, R, ist,

N
P, R, — 716 200 —,
11 n

N
P _716200F_716200N
R ~ Rin
716200.120 7162
» = "1300.120 — 13 — 00?550 kg
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I1. Ermittlung des Kurbellagerdruckes A.

Dieser Druck bildet sich als Resultante aus den Horizontal- und
Vertikalkomponenten der vom Kurbelzapfendruck und Riemenzug hervor-
gerufenen Lagerdriicke unter weiterer Beriicksichtigung des nur vertikal
wirkenden Schwungradgewichtes.

1. Der vom Kurbelzapfendruck P herriithrende Lager-
druck Ap,nebst dessen Horizontal-und Vertikalkomponente
Ap(h) und AP(v)-

a) Der Lagerdruck Ap.

Den vorher unter Abs. I, 2 bestimmten gréBten Kurbelzapfendruck P
denke man sich mit bezug auf Fig. 123 als parallele Hilfskrifte | P
und — P am FuBe der Kurbel angebracht, so bildet der gegebene Zapfen-
druck P mit der Hilfs-
kraft — P ein Kirifte-
paar, welches das Dreh-
moment veranlaBt, wih-
rend die andere Hilfs-
kraft + P ein Moment
P.(,+1) lefert, falls
an der Lagerstelle B ein
Drehpunkt gedacht wird. Fig. 123.

Diesem rechts auf-
wiirts wirkenden Momente muB nun aber ein links abwirts gerichtetes
Gegenmoment vom Werte Ap.l das Gleichgewicht halten.

Die Gleichgewichtsbedingung lautet daher

Ap.1=P.(Q, 4+ 1),
woraus sich die GroBe des Lagerdruckes
P(,+1) 7860(0,28 4 1,2) 17860.1,48
Ap=—"1—"= 1,2 T 1.2

» = 9694 kg
ergibt.
b) Die Horizontal- und Vertikalkomponente Apm) und Apy.
Apny=Apcosa=9694.cos 11° 30’
, —09499~9500 kg,
Apy==Psin g =9694.sin 11° 30'
» =9694.0,2=—1938,8 ~ 1939 kg.
NB. Die Horizontalkomponente Apgy) kann man auch direkt aus
den beiden Todstellungen der Kurbel ermitteln, in welchen der Kolben-

druck mit der Pleuelstangenrichtung zusammenfllt.
In diesem Falle erhdlt man

13%
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AP(h) .1 =Pk . (11 4 ].),

A Pr(l; 41)
Ph) = 1
7700148
e 1,2

, ==9497~,'9500 kg.

2, Berechnung des Riemenzuges R, nebst dessen Hori-
zontal- und Vertikalkomponente R, und Ry und der zu-
gehdrigen Lagerdriicke Agy und Agg,

a) Der Riemenzug R.
1. Ermittlung der Riemenspannungen T und ¢t
Der Abstand m der Schwungradmitte von der Mitte der Riemen-
scheibe betragt

m = V0% } 2 = 10,652 —+ 4,52
,» = 10,3025 - 20,256 = 120,5525
»=4,533 m.
Der vom Riemen iiberspannte Zentriwinkel w der kleinen Scheibe
ergibt sich zu

@_Bi—Ry _ 1,3—0235 1,065

83 m 4533 —4p33 — 02549
22760251,
w=1529 50",

Die Riemenspannung T erhélt man unter bezugnahme auf das in
der Einfithrung auf
Seite 232—235 an-
gegebene Beispiel 75

Abs. 3 mit
eko
=——.P.
T el —1

Der Wert fiir

e#o ergibt sich fir

Fig. 124. das hier vorliegende

Verhiltnis zwischen

dem iiberspannten Bogen und Umfang oder, was dasselbe ist, fiir das

Verhiltnis zwischen dem iiberspannten Zentriwinkel w und Vollwinkel
3609, d. i

(14 152950 9170'

360 360 21600’

=0,4246 ~ 0,425,
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nach der in der Hiitte (18. Aufl) Seite 219 aufgefiihrten Tabelle, fiir
einen zwischen der guBeisernen Riemenscheibe und dem I.ederriemen giil-
tigen Reibungskoeffizienten u = 0,28 zu

et —211.

Mit diesem Werte und der im Abs. I, 5 angegebenen Umfangskraft
P, erhilt man

2,11 2,11
Teil—1 YT 1
» =1,901 P, =1,901 . 550 — 1045,556
» = 1046 kg.
Die Kraft t im gezogenen Riementeile betrigt dann
T—t=P,
t=T—P, =1,901P, =P, =0,901 P,
»=0,901.550=495,55
»=cv 496 kg,

T P,

2. Bestimmung des von den offenen Riementeilen ein-
geschlossenen Winkels ¢.

Mit bezug auf Fig. 124 ist- der Winkel zwischen der Verbindungs-
linie der beiden Scheibenmittel und der Horizontalen

0 0,55
y==6°58"

Der gesuchte Winkel ¢ folgt aus
¢ R —R, 13—0235 1,065

o m . 4533 4533

—0,23494,
;’—”z 13935/,

¢==2.13935'=27°10"

3. Der Riemenzug R.

Aus dem in Fig. 124 angegebenen Kriftedreieck erhdlt man mit
Hilfe des erweiterten Pythagoras

R=1T2} 2} 2Ttcos g _

»=V(1,901P,)2 (0,901 P,)2 2. 1,901 . P, . 0,901 P, .cos ¢

» =P, 1/1,9012-}0,901242.1,901.0,901 . cos 27° 10'

» =P, V/3,613801 - 0,811801 -\ 3,0476

»=P; V7,473202 = 2,7337P,

»=2,7337.550=1503,53 ~~ 1504 kg.
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b) Die Horizontal- und Vertikalkomponente R, und Ry.
Da pach Fig. 125 die gesuchten Komponenten von dem Neigungs-
winkel ¢ abhingig sind, der wiederum die Kenntnis des Winkels g
voraussetzt, so sind in erster Linie diese
Winkel zu bestimmen,
1. Bestimmung der Winkel
g und d.
Den Winkel g erhdlt man mit
7 Hilfe des erweiterten Pythagoras aus
Fig. 125. dem, aus Fig. 125 zu ersehenden stumpf-
winkligen Kriftedreiecke zu
t:R==sin §:sin(180 — ¢),
tsin(180 — @)  tsing

sin =

R R
~_0,901P;sing  0,901.sin 27°10'
7 2133TP, 2,7337 ’
=8°39.

Der Winkel 0 betriigt
0—pf —¢& Wo a=g———y

,=13935'—69°58
»==6°37" betriigt,
,=28039' — 6037 —202],

2. Die Komponenten Ry und Ry
Ry =Rcosd=1504. cos 20 2!
» = 1503 kg,
Ry=Rsind==1504sin 20 2!
» = 53,36 ~ 53,4 kg.
¢c) Der Horizontal- und Vertikal-Lagerdruck Agy) und Agg,.
Denkt man sich in Fig. 126 die Welle bei B drehbar gelagert, so ist

,fu‘l,zwy

Ky

Fig. 126.
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AR(h) A= Rh . 13,

Rp.l;  1503.0,385
Appy=—1°38 ’
Bib) 1 1,2

= 482,2 kg,

Ap@.1=R, .1,

R,.l; 534.0,385
Arm=""7"="13

1. Der vom Schwungrad herrithrende vertikale Lager-
druck AS(v)-

— 17,13~ 17,2 kg.

Stellt man sich wieder die
Welle bei B drehbar gelagert vor,
so ist mit bezug auf Fig. 127

Fig. 127
As(v) A=G. ]3,
Ao __G.l;_ 3800.0,385
S 1,2
, =1219,1 kg.

2. Der resultierende Lagerdruck A.

Wie die Fig. 128 erkennen ldBt, ist bei der vorliegenden Frage
der Hin- und Riickgang des Kolbens bezw. der Pleuelstange zu beriick-
sichtigen.

Waihrend in der hochsten und tiefsten Stellung des Kurbelzapfens
die Kraft P, nach oben gerichtet bleibt, indert die Kraft P, ihren Rich-
tungssinn, was bei Feststellung des Lagerdruckes A zu beachten ist.

a) Bewegt sich die Pleuelstange vorwérts, so erhélt man den

Lagerdruck A nach Fig. 129a mit Hilfe des pythagoreischen Lehr-
satzes zu

A =V(Apwy— Arm)? + (— Ap) + Arw + As@)

W o, mh\ﬁ\mam
a am a“\a 4
Fig. 129.

welcher Ausdruck jedoch nicht néher ausgerechnet zu werden braucht, da
er nicht den groBten Wert liefert.
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b) Bewegt sich die Pleuelstange zuriick, so bildet sich der Lager-
druck A mit bezug auf Fig. 129b zu

A=V (Apn+ Agn)?+ (— Apw) + Arm 1 Aswy)?
» =V(9500 }- 482,2)2 - (— 1939 + 17,2 1 1219,1)?
» = 1/9982,22 | (— 702,7)2

» =799 648000 -}~ 493 800 = 1100141800

» = 10006,9 ~ 10007 kg.

3. Der Neigungswinkel 05
Apm) + Aray 9500 4-482,2  9982,2
A T 10007 10007

COSQ, =
0s — 3°29' ~ 3,50,

IT11. Ermittlung des Kurbellagerdruckes B.

Auch dieser Druck bildet sich, wie bei der Lagerstelle A, als
Resultante aus den Horizontal- und Vertikalkomponenten der vom Kurbel-
zapfendruck und Riemenzug veranlaBten Kurbellagerdriicke, sowie des
vom Schwungradgewichte herrithrenden vertikalen Lagerdruckes.

bt ‘ -

b &jﬁ?\

B A= o815 =

Fig. 130. Fig. 131,

1. Der vom KurbelzapfenidruckP hervorgerufene hori-
zontale und vertikale Lagerdruck Bpg) und Bp(y).
Denkt man sich in Fig. 130 die Welle in A drehbar gelagert,
so folgt: '
Ph.llzBP(h).l,
Py.l,  7700.0,28
— — 2% —1796,7 kg,
Beay =7 12 19987 k&
PV'II=BP(V)‘17
P,.l, 1572.0,28
—Tv_ 22 366,8 ke
By I 12 366,8 kg
2, Der vom Riemenzug herriithrende horizontale und
vertikale Lagerdruck Bgy und BRW)
Nach Fig. 131 ist
Bpy). 1=Ry .1,
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Ry.l, 534.0,815

B v) =— = y 1
R(v) I 12 36,3 kg,
Bray . 1=Ru.1y;
Ry.1 1503 .0,815
Brp)y = hl 2 — 0.8 = 1020,8 kg.
1,2 —_—
3. Der vom .Schwungrad-
gewicht herrihrende Lager-
druck Bgy).
Nach Fig. 132 erhilt man
By . 1=6G.1,,
p. . G.l,_ 3800.0815
ST T T T 1,2
= 2580.8 kg. Fig. 132.

4, Der resultierende Lagerdruck B.

201

Auch in diesem Falle ist, wie beim Lagerdrucke A (vergl. Abs. II, 4),

der Vor- und Riickwirtsgang der Pleuelstange zu beachten.

a) Bewegt sich diese Stange riickwirts, so betriigt der Lager-

druck B nach Fig. 133a
B = V(Bgra — Bew)? + (Be) -+ Brm) + Bsm)?

welchen Ausdruck man nicht weiter aus-
zurechnen braucht, da beim Vorwértsgang
der Pleuelstange ein groBerer Wert zu-
stande kommt,

b) Bei der Vorwirtshewegung
der Pleuelstange erhilt man nach Fig. 133 b
einen Lagerdruck
B=

V(Bew —+ Brwy)® ++(Bew)—+Brw -+ Bsw)?
B = V/(1796,7 | 1020,8)2 - (366,8 -} 36,3 - 2580,8)°
» = V2817,52 |- 2983,92
,» = V17938400 - 8903 600
,» = V16842000 = 4103,9 ~ 4104 kg.
5. Der Steigungswinkel g,.
Nach Fig. 13838b ist
Bp@) - Bran _ 1796,7 +1020,8
B 4104

Fig. 133.

COS 02 —




202 Sechste Aufgabengruppe.

28117,
0% 0 = {54
0; = 46° 39",

IV. Berechnung der Biegungsmomente mebst der graphischen Dar-
stellung der Momentenflichen.

a) Berechnung der Biegungsmomente.

Die fiir die Querschnittsstellen A und C vorliegenden einzelnen, wie
auch zusammengesetzten Biegungsmomente ergeben sich in folgender Weise:

1. Die fir die Lagerstelle A geltenden Biegungsmomente My py)
und Mypyy fiir den im Abs. II, 1 behandelten und in Fig. 123 darge-
stellten Belastungsfall, bei dem nur der Kurbelzapfendruck auf die Welle
einwirkt, betragen

MA(Pv) == Pv . 11 =1572. 0,28 = 440,16 mkg,
MA(Ph) = Ph . 11 =7700. 0,28 —= 2156 mkg
Das resultierende Biegungsmoment Mj, erhiilt man entweder aus

My = VM a@v)2 + M apn)?

oder einfacher zu
M, — P1, — 7860. 0,28
;5 =—2200,8 mkg.

Diese Werte gelten also fiir die Querschnittsstelle A der Welle.

2. Die fir die Querschnittsstelle C geltenden Biegungsmomente
M s@gy) und Mgpy fir den im Abs. II, 2¢ behandelten und in Fig. 126
dargestellten Belastungsfall, bei dem nur der Riemenzug auf die Welle
einwirkt, betragen

Mgy = Agy). L, —17,2. 0,815 — 14,018 ~ 14,02 mkg,

MA(Rh) - AR(h) . 12 = 482,2 . 0,815 = 392,993 ~ 393 mkg.

3. Das ebenfalls fiir die Querschnittsstelle C giiltige Biegungsmement
M sy fiir den im Abs. II, 3 aufgefiihrten und in Fig. 127 dargestellten
Belastungsfall, bei dem nur das Schwungradgewicht auf die Welle ein-
wirkt, betragt
M agsv)= Agry - lp = 1219,1. 0,815 = 993,5665
» ==cv993,67 mkg.
4. Die fir die Querschnittsstelle C geltenden zusémmengesetzten

Biegungsmomente M, und My erhdlt man mit bezug auf Fig. 134a aus:
Links von C als Drehpunkt,

M, =P, (I, 1)+ A,.],
n =Py (i 1) + (— Apw) 4 Arp) + Asw) - 1
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M, = 1572 (0,28 + 0,815) + (— 1939 -+ 17,2 + 1219,1).. 0,815
, = 1572.1,095 -} (— 702,7) 0,815
» —=1721,34 — 572,7
» = 1148,64 ~ 1148,7 mkg.
Rechts von C als Drehpunkt,
M;=B,.]
sy = (Bpw) + Brm+ Bsw) - L5
» =(366,8-}- 36,3 4 2580,8).0,385
, = 2983,9.0,385 = 1148,8 ~ 1148,7 mkg.
Bei dem Biegungsmomente M, ist der Vor- und Riickwirtsgang zu
unterscheiden.
a) beim Vorwartsgang.
Links von C als Drehpunkt,
My =—Pn(} +12)+Ah-12
» ==—Pp(ly 4+ 1)+ (Ape — Ar@) - 1,
— 7700 (0,28 -} 0,815) - (9500 — 482,2). 0,815
—17700.1,095 + 9017,8. 0,815
— 8431,5 -} 7349,507

7

»

»

A

» = —1081,993 ~~ —1082 mkg.
Rechts von C als Drehpunkt,
My=—358u.];

» = — (Be@ + Brmw) -1

— —(1796,7 + 1020,8). 0,385
, =—2817,5.0,385
, ——1084,7 ~ — 1084 mkg,.

Die kleine Differenz zwischen den letzten beiden Resultaten ist auf
kleine Abrundungen der in Frage kommenden Werte zuriickzufiihren.
b) Beim Rickwéartsgange.

Links von C als Drehpunkt,
My =P 4 1) — An.1
» =Pu( +1) — (Apm + Arm L
, = 7700 (0,28 - 0,815) — (9500 + 482,2).0,815
» = 1700.1,095 —9982,2.0,815
,» — 8431,56— 8135,493
, = 296,007 ~ 296 mkg.

Rechts von C als Drehpunkt
My=—B;.]
» =—(—Bpw + Bray) s
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My, = —(— 1796,7+ 1020,8) 0,385
y» ==—(—1775,9)0,385.
» = 298,7 ~ 298 mkg.
Auch hier ist die kleine Differenz auf die verschiedenen Abrundungen
zuriickzufithren.
Im iibrigen kommt dieses Moment nicht weiter in Frage, da es viel
kleiner als das beim Vorwirtsgange ist.
5. Dasresultierende Biegungsmoment M, an der Schwung-
radstelle C.
Dieses Moment erhilt man entweder indirekt nach Fig. 135 zu

Mb: VM2 -+ Mj,®
» =11148,8% | (— 1084)?
» = V1319700 41175066 = V2494 756 = 1579,5 — ~ 1580 mkg

oder direkt mit Hilfe der im Abs. II, 4 und III, 4 bestimmten resul-
tierenden Lagerdriicke A oder B.
Mit B folgt
M), =Bl; =4104.0,385=1580 mkg,
wo die kleine Differenz zwischen den beiden Resultaten wiederum auf
die Abrundungen zuriickzufithren ist. '

b) Die graphische Darstellung der Biegungsmomente.

1. Man trage in Fig. 134a unterhalb der Welle AB die unter
Abschnitt a von 1 bis 3 festgestellten vertikalen Biegungsmomente
MA(PV): MA(Rv) und MA(SV)

soan, daB das erste
Moment an die
Stelle A kommt,
die beiden anderen
dagegen an die
Stelle C zu liegen
kommen. Die drei
punktierten Drei-
ecksflidchen bilden
dann die zugeho-
rigen Biegungsmo-
Fig. 134a. , mintenﬂgchei fiir
die vertikalen Krifte.

Addiert man diese Flichen, so erhilt man die ganze Biegungs-
momentenfliche der vertikalen Krifte,” die beispielsweise an der Stelle C
den bereits unter Abschnitt a, 4 berechneten Wert, nimlich My = 1148,7 mkg
ergeben muB.
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2. Fir den Vorwirtsgang der Pleuelstange giiltig trage man die
im Abschnitt a unter 1 und 2 berechneten horizontalen Biegungs-
momente M, pny und Mygp oberhalb der Welle AB auf, womit man
die beiden in Fig. 134a punktierten, dreieckigen Momentenflichen erhilt,
deren Summe die ganze Biegungsmomentenfliche der horizontalen Krifte
ergibt. So liefert diese Fliche beispielsweise an der Stelle C den Wert
M, = — 1084 mkg, der bereits unter Abs. 4a berechnet worden ist.

Fig. 134b.

Beim Riickwirtsgange der Pleuelstange wire das erstere Moment
M spn unterhalb der Welle anzutragen, was ebenfalls in Fig. 134a dar-
gestellt ist. Damit reduziert sich nun aber die oberhalb der Welle an-
getragene Momentenfliche, z. B. an der Stelle C, bis auf den Wert
My, =296 mkg, der bereits im Abs. 4, b berechnet worden ist. Da also
die letzte punktiert angegebene Fliche kleinere Momente liefert, als die
vorgenannte, fir den Vorwirtsgang giiltige Momentenflidche, so kommt
sie hier nicht weiter in Betracht.

3. Aus den senkrecht und horizontal gerichteten Biegungsmomenten
kann man nun fiir die einzelnen Querschnittsstellen der Welle ohne grofe
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Miihe die resultierenden Biegungsmomente My graphisch oder analytisch
feststellen.

Graphisch hat man, wie es in Fig. 134a geschehen ist, fiir jede
Querschnittsstelle das daselbst wirkende horizontale und vertikale Biegungs-
moment zu einem Parallelogramm zu vereinigen, in dem dann die Dia-
gonale das gesuchte resultierende Biegungsmoment darstellt.

Analytisch fiihrt der pythagoreische Lehrsatz zum Ziele, wie Fig. 135

erkennen 1aBt. Hiernach erhilt man die einzelnen resultierenden Biegungs-
momente aus

Mb:-]/Mvz”'}“Mh?-
4. Das bereits im Abs. I, 3 bestimmte grofite Drehmoment M;
hat man ferner, wie Fig. 184b zeigt, als ein vom linken Wellenende
M ausgehendes und bis zur Schwungradstelle € reichendes

Rechteck aufzutragen, welches dann an jeder Quer-
schnittsstelle mit dem zugehérigen resultierenden Bie-

M, gungsmomente My, zu einem ideellen Biegungsmomente Myy;
% v O g g g B
4 zu vereinigen ist, wie es in Fig. 134b nach MaBgabe
des folgenden Absatzes b ausgefithrt worden ist.
Fig. 135. 5. Die Konstruktion des ideellen Biegungs-

momentes My; nach der in § 15 Abs. 4 aufgefiihrten
Gleichung 75 geschieht auf folgende Weise:

a) Das resultierende Biegungsmoment M,,.

Man trage das vorher unter 3 gefundene und in Fig. 135 darge-
stellte resultierende Biegungsmoment My als die in Fig. 136 angegebene
a H ; Strecke A B auf, die im Punkte C so geteilt
YT ist, daB der obere Abstand A C=0,65 und

9’1“

die untere Entfernung BC==0,35 ist.

Mit der Strecke AB beschreibe man
von A aus einen Kreisbogen, der von dem
in C errichteten Lote im Punkte D geschnitten
wird. Die Verbindungslinie A D ist dann wieder
My, von der AC das 0,65 fache darstellt.

| — b) Das Drehmoment M

Auf der Strecke AB trage man in
gleichem Malistabe das Drehmoment My als
Strecke AE auf, beschreibe damit von A aus einen Kreishogen, der die
Linie AD in F schneidet. Fillt man nun noch vom Punkte F aus
das Lot GF, so ist infolge der Ahnlichkeit der Dreiecke A GF und ACD,
die Strecke AG das 0,65fache von der Strecke AT, die gleich M, ist.

Fig. 136.
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¢) Das ideelle Biegungsmoment M,;
Trigt man nun in Fig. 136 die Strecke AG=—AH senkrecht zu
A B auf und verbindet die Punkte C' und H miteinander, so erhilt man
nach dem pythagoreischen Lehrsatz
CH! —AC* L AE?
» = (0,65 Mp)® (0,65 M;)?
» ==0,65%(Mp%-} M;?),
CH =1/0,65%(M,% - M)
» = 0,65 VMp% 4 M2
Addiert man zu diesem Weérte noch die Strecke BC==0,35 M}, so ist
My;—BC -+ CH
» = 0,35 My, - 0,65 VM2 } M2
Dieses Verfahren ‘kann fiir jede Querschnittsstelle sehr schnell durch-

gefithrt werden, wie es auch in Fig. 134b fir die Kurbelsitastelle und
die beiden Lagerstellen A und B. sichtbar geschehen ist.

V. Die Durchmesser dy, dy und D an den Lager- und Schwungrad-
stellen A, B und C.

1. Die Zapfenabmessungen an der Lagerstelle A.
a) Das ideelle Biegungsmoment Mp;.
Nach § 15 Abs. 4, Gleichung 99 unter weilerer bezugnahme auf
Abs. I, 3 und Abs. IV, 1 erhdlt man
My; = 0,35 My, - 0,65 VM2 | M2
» =0,35. 2200,8 4- 0,65 ¥/2200,8% |- 23582
» =770,28 + 0,65 V4843520,64 -+ 5560164
» = 170,28 - 0,65 ¥10403 684,64
» == 170,28 4 2096,5
,» = 2866,78 ~ 2867 mkg.

b) Der Durchmesser d, des Halszapfens.

Mit Hilfe der in § 14 der Einfithrung unter Gleichung 58 auf-
gefithrten Biegungsgleichung, in die man das ideelle Biegungsmoment ein-
fiithrt, folgt

d®m
Mp;=Wky,=
32
My; V 286 700
d, =
0,1 ky, 0,1.600

28670
V 86 ——16850m=r\1170mm




208 Sechste Aufgabengruppe.

Damit wird das Verhéltnis zwischen Zapfenlinge I, und Durch-
messer d,

L, 270
a_—(fl—_m—l,f)g.
¢) Kontrolle gegen spez. Fliachendruck und Reibungs-
arbeit.

Den spez. Flichendruck erhilt man unter Benutzung des in Abs. IT, 4
ermittelten resultierenden Lagerdruckes A zu
A=t p=1Ld;.p,
A 10007
P Td, T 270,170
Gegen Reibungsarbeit bezw. Erwiarmung erhélt man

== 0,218 kg/qmm.

An=L, w,
An 10007.120
W, — Tl — 4447,

Dieser Wert ist zwar etwas hoch, jedoch noch zulissig, wenn der
Zapfen auf WeiBmetall lauft.
) 2. Die Zapfenabmessungen an der Lagerstelle B.

a) Der Durchmesser d, des Stirnzapfens.

Mit bezug auf § 14 der Emfuhrung, Gleichung 58 und Abs. IIT, 4

des vorliegenden Beispieles erhilt man
M, = Wky, worin M, —B. %‘3
und W=0,1d,% ist.
Diese Werte eingesetzt, liefern

B.%’:O,l dy3 . ky,
°/ BL, 4104 . 250 1/
d, — 72
e~V o o1V oz.6 684 . 1250

» == 94,9 ~0 95 mm.

b) Kontrolle gegen spez. Flachendruck und Reibungs-
arbeit.
Der spez. Flichendruck betréigt
B=f,.p;=L,d;.p,
B 4104
- PTL 4, T 25095
‘Gegen Reibungsarbeit bezw. Erwirmung erhilt man
B.n=L,. w,
B.n__ 4104.120
L, 250

= 0,173 kg/qmm.

W2:

=1969,9.
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3. Der Wellendurchmesser D an der Schwungradstelle.
a) Das ideelle Biegungsmoment My;.

Nach der im § 15 Abs. 4 genannten Gleichung 99 erhdlt man unter
Benutzung der in Abs. I, 3 und IVa, 5 gefundenen Momente

My; = 0,35 My, - 0,65 VM2 - M2
» =0,35.1580 -} 0,65 V15802 |- 23582
» ==bb3 - 0,65672496400 5560164
, =553 0,65V8056564
, = b553 | 1844,9
» =2397,9 ~ 2398 mkg.

b) Der Durchmesser D.
Das gefundene ideelle Biegungsmoment in die in § 14 der Ein-
fihrung aufgefiihrte Biegungsgleichung 58 eingesetzt, liefert
My; = Wkp ~ 0,1 D3ky,
b ]/ /7m0
0,1k, 0,1. 600
»y ?/?3@—6,6—6: 15,87 cm > 160 mm.

¢) Der Wellendurchmesser D, mit Keilnute.
Der Keilzuschlag berechnet sich nach der Erfahrungsgleichung
h=0,5b=0,5(0,2D + 6),
worin h die Keilhthe, b die Keilbreite und D den vorher gefundenen, un-
geschwiicht bleibenden Wellendurchmesser bedeutet.
Damit erhélt man den auszufithrenden Wellendurchmesser
D;=D-}b
» =D40,5(0,2D + 6)
» =D4+01D-+}3
» =11D+43=1,1.160-4}3 =176 4 3
5y =179 ~ 180 mm.

NB. Die Welle kénnte nun mit gleichbleibendem Durchmesser oder
auch mit Achsenkopf ausgefithrt werden. Es kommt ganz darauf an, ob
das Gewicht der Welle moglichst gering gehalten werden soll oder nicht,
und ob das Schwungrad einteilig oder mehrteilig hergestellt wird.

Wie die Fig. 184b zeigt, sind der Welle die Abmessungen zu
geben, die den Rechnungswerten entsprechen. Hierbei paBt sich die

Wellenform mdoglichst dem punktiert angegebenen theoretischen Grund-
korper an.

45. Aufgabe. Fir eine stehende Dampfmaschine, die einen
Zylinderdurchmesser von 25 cm hat, soll nach beistehenden Abmessungen
Wehnert, Festigkeitslehre IL. 14
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eine gekropfte Kurbelwelle aus Stabl hergestellt werden, deren Material-
beanspruchung 5 kg gegen Biegung und 3 kg gegen Abscherung be-
tragen soll.

Die Maschine arbeite mit einer Dampfspannung von 5 Atm Uber-
druck und leiste bei 120 Umdrehungen pro Minute und bei 2,5 m
mittlerer Kolbengeschwindigkeit 25 Pferdestarken. Die riickwérts ver-
lingerte Kolbenstange habe einen Durchmesser von 4 cm.

Das am freien Ende aufgezogene Schwungrad von 1600 kg Gewicht
und 1,3 m Halbmesser soll als Riemenscheibe benutzt werden, hierbei sei
angenommen, daB der resultierende Riemenzug von rd. der dreifachen
Umfangskraft horizontal gerichtet ist. Der spez. Lagerdruck soll 0,2 kg
pro qmm nicht iberschreiten.

Losung:

1. Berechnung des Kurbelradius, des Kolbendruckes, des Drehmomentes
der Welle, des zu bertragenden Momentes, der Umfangskraft und
des resultierenden Riemenzuges.

1. Der Kurbelradius R.

Die der Mechanik entnommene Gleichung der Umfangsgeschwindig-
keit liefert

i f03sm 1 L-0kSm

s

: ‘rai"%

Fig. 137.

_2Rn.n_Rnn

60 30’
30v  30.25

2. Der Kolbendruck P.

Bezeichnet F' den Zylinderquerschnitt, f den Querschnitt der durch
beide Deckel gehenden Kolbenstange und p die groBte Uberdruckdampf-
spannung, so erhdlt man den Kolbendruck

Dig d2n T
P=(F—t).p= (2" — ) e = D =] p

—(952 427" 5 — _1g) 27
»=(252— 497 .5 = (625 — 16) "

»=609. 5%5 = 2391 ~ 2390 kg.



Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normal- und Schubspannungen. 211

3. Das groBte Drehmoment Myp,y der Welle.

Bei genauer Berechnung des groBten Drehmomentes ist nach Abs. I, 3
der vorangegangenen Aufgabe zu verfabren. Hier gelte jedoch der in der
Praxis als geniigend genau gerechnete Wert

Mt(max) = PR =12390. O 2= 478 mkg

4. Das zu ubertragende Moment M.

Da das Drehmoment der Welle, samt dem damit fest verbundenen
‘Schwungrad, zwischen Null und dem vorgenannten Maximalwerte wechselt,
so ist daraus zu erkennen, daB als konstantes Ijbertragungsmoment M; nur
ein Mittelwert in Frage kommen kann, den man mit Hilfe der im § 26
«der Einfilhrung angegebenen Arbeitsgleichung erhilt.

Dieses Durchschnittsmoment My betrigt

M; =718, 20011—716 2. %_ 179,05 ~ 179 mkg.

5. Die Umfangskraft P, des Schwungrades.
Das als Riemenscheibe dienende Schwungrad hat eine Umfangskraft

M, =PR,,
M, 179
P, =g, =13 —1879~138 ke

6. Der resultierende Riemenzug R.
Nach der aus der gestellten Aufgabe ersichtlichen Annahme erhilt
man den horizontal gerichteten, resultierenden Riemenzug
R=T+t=2P}+P=3P
»=23.138=1414 kg.
I1. Ermittlung der Lagerdriicke A wund B.
a) Bei aufwirts gerichtetem Kurbelzapfendruck.

1. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht
therrithrende vertikale Liagerdruck A,.

~hi=085m ——y=045m A 03m—
£ léohw 7

Nach der beistehenden Fig. 138 erhiilt man, den Drehpunkt der
Welle an der Lagerstelle B gedacht,

Ay=G,—P,, wo G;1=G(I]1),
14%
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G1=G(11+13)

und P,1="PI,,
P1 :P—Ill ist.
Damit erhilt man
W GO+l Pl G4l)—Pl

M 1 1 1

__1600(0,8 -+ 0,3) — 2390. 0,35
» 0,8

__1600.1,1 —2390.0,35
» = 0,8

1760 — 836,56 9236
7 0,8 08

» = 1154,37 ~ 1154,4 kg.

2, Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck her-
rithrende horizontale Lagerdruck Ay.
Denkt man sich auch hier die Welle an der Lagerstelle B drehbar
gelagert, so folgt
Ap =R, + Py, worin RiI=R(1-41L),

"RQA-L1,)
:R1 — ( i+— 3
und P1="Pyl,
Piﬂ == Eliwll ist.

Mit diesen Werten erhilt man

R(A-}1 Pyl
Ap = _i_?j+$
_RA+1)+Pul,
— i .

Um den horizontalen Kurbelzapfendruck P bestimmen zu kénnen,
sei die Pleuelstangenlidnge gleich der 5fachen Kurbellinge angenommen,
wofiir nach Aufgabe 44 Abs. I, 2 ein Neigungswinkel der Pleuelstange:
gegeniiber der Mittelachse der Maschine von 11°30' in Frage kommt,.

Damit erhilt der Kurbelzapfendruck Pp einen Wert von
Py ‘

”va
P, =Ptga =2390.tg11°30'
» ==2890.0,20345 = 486,24 ~ 486,3 kg,

tgo =
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mit dem sich nun der gesuchte Lagerdruck Ay zu
_414(0,8 4 0,3) |- 486,3. 0,35
- 0,8

455,44 170,20  625,6
” 0,8 08

Ay

=182 kg

ergibt,
8. Der resultierende Lagerdruck A,
Wie die rechte Seite der Fig. 138 erkennen laBt, ergibt sich der
gesuchte Lagerdruck A mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes zu
A=VA2 A2 =711h4,42 | 7822
» =11382639,36 1 611524 — 1/1944 163,36
» =1394,3 kg.

4, Der Neigungswinkel Agol.
Der Lagerdruck A ist gegeniiber dem Vertikaldrucke Ay um den
Winkel

o Ay 782
P = A, T 11544’
P, =347

geneigt.
5. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht
herrithrende vertikale Lagerdruck B,.
Denkt man sich in Fig. 138 den Drehpunkt an die Lagerstelle A
gelegt, so folgt .
BV=G2 +P2, worin G21=G13,

Gl
G="T
und P,1=Pl,,
P, = %‘E ist.
Diese Werte eingefiihrt, liefert
Gl | Pl, GlPl,
B=T+7="1"
_1600.0,3 -+ 2390.0,45 480 - 1075,5
v 0,8 - 0,8
» = 1505 2’5 =1944,37 ~ 1944,4 kg.

6. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck her-
riihrende horizontale Lagerdruck By
Den Drehpunkt an der Lagerstelle A gedacht, gibt
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By, =R, — Py, worin Ry,1=RI;,

R1
Ry =7
und Ppl=Pyl,,
3 1112 ist.
Mit diesen Werten erhilt man
’ B :B.lj_Phl2 =R13—Ph12
S| 1 1
_414.0,3 — 486,3.0,45 _124,2 — 218,835
” 0,8 - 0,8
94,635
» — T 0,8 ——118,5 kg

7. Der resultierende Lagerdruck B.
Den in Fig. 188 links dargestellten Lagerdruck B findet man zw

B=1VB,? 4 B2 =11944,42 | (— 118,5)
» = 13780691,36 - 14042,25 = /3794 733,61
»= 1948 kg.

8. Der Neigungswinkel ¢,.

Der Lagerdruck B ist gegeniiber dem Vertikaldrucke B, um den.
Winkel

t BB 118,5 .
Y2 =g, T 10444’
@, = 3029

geneigt.

b) Bei abwiirts gerichtetem Kurbelzapfendruck.

1. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht
herriithrende vertikale Lagerdruck A,.

Legt man in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle B, so
erhilt man mit bezug auf Abs. a, 1 den Lagerdruck

V—G1+P
G(l ])

L +1
1+]3)—[—Pl __ 1760 4-836,5

i 1 0,8
2596,5

" =08 = 32456 kg.

2. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck her-
riithrende horizontale Liagerdruck Ay,
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Hier gilt dasselbe, wie es im Abs. a, 2 bereits festgestellt worden ist.
Also

3. Der resultierende Lagerdruck A.
Mit bezug auf die Fig. 139 rechts ist

_1 035m——Af=0%5m —4- o,:,m_

/C—O.Sm«——

8/ -1390kg A
Be Eld alé ! .
gr AL / é: S-1600fg

Fig. 139.

A=VA2F A

. = 1/3245,6% |- 7822

» =V10533919,36 1- 611524
» =1V11145443,36

,» = 3338,4 kg

4. Der Neigungswinkel ¢,.
Der vom Lagerdruck A und dem Vertikaldruck A, eingeschlossene
Winkel ¢, ergibt sich aus
tg :ﬁ — 782
17T A, 324567
zu ¢, =13°32.

5. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht
herrithrende vertikale Lagerdruck Bs.

Denkt man sich in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle A
gelegt, so erhilt man mit bezug auf Abs. a, 5

By=—G, P,
Gl, , Pl
w=—T T
_ GlL—P],
» 1
480 — 1075,5 5955 5955
= 0,8 = 08 8

y == 144,37 =0 744,4 kg.
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6. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck herriih-
rende horizontale Lagerdruck By
Auch hier gilt der bereits im Abs. a, 6 bestimmte Wert
B,=—1185 kg.
7. Der resultierende Lagerdruck B.
Nach Fig. 129 links erhdlt man
B=1VB.%2 -+ By? = 1/744,4% - (— 118,5)2
»==V554131,36 | 14 042,25
» = V568173,61 = 753,8 kg.
8. Der Neigungswinkel ¢,.

Mit bezug auf Fig. 139 links findet sich der zwischen By und By
liegende Winkel ¢, zu

oo _ Bu__ 1185
P2 =R, T 7444’
P, =993

ITII. Berechnung des Halszapfens A und des Stirnzapfens B.
a) Die Abmessungen des Halszapfens A.

1. Die resultierende Biegungskraft C an der Schwungrad-
stelle.
Mit bezug auf die Fig. 139 rechts erhilt man

C=171G*}R?
» =11600% - 4142 =V2560000 }- 171396
»=12731396 — 1652,6 kg.

2. Das Biegungsmoment M fiir die Lagerstelle A,
M, =Cl; =1652,6.0,3 = 495,78 mkg.
3. Das ideelle Biegungsmoment My;
Mit der im § 15 Abs. 4 angegebenen Gleichung 98 erhilt man
My; = 0,35 M}, 0,65 VMp2 + (a0 Mt (max))?
worin nach § 4 Gleichung 16 das Anstrengungsverhiltnis

o ky Kk
o= M1 . L3k

m °

5 5 .
=2 2 199 ist,

3.3 39 0

Fithrt man nun die im Abs. I, 8 und Abs. ITI, 2 genannten Werte
in die zusammengesetzte Gleichung ein, so folgt:
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Myp; = 0,35 . 495,78 - 0,65 V495,78% - (1,29 . 478)?
» = 178,523 4 0,65 V245800 - 380220
, = 173,523 4 0,65 V626020
,» = 173,523 - 514,3 = 687,823 mkg.

4. Der Halszapfendurchmesser d,.
Setzt man das ideelle Biegungsmoment My; in die Biegungsgleichung
ein, so erhdlt man

d3
My; =Wk, = —

d, — Mb1 - Mbl
17V 01k,

= VlO 687823 = Vl 375646

by =111,2 ~ 112 mm.

5. Die Zapfenlénge 1,.
Da hier der Flichendruck p vorgeschrieben ist, so ergibt sich die
Zapfenldnge 1, aus
A=f .p=d].p
wo fiir den Lagerdruck A der im Abs, II'b, 3 fiir abwirts gerichteten
Kurbelzapfendruck ermittelte groBte Wert einzusetzen ist.

LA 3338,4
1= d4p 112.02
» — v 150 mm.

€. Kontrolle gegeniiber Reibungsarbeit.

A.n=1].w
w:A n_ 3338,4.120
1 150
,» = 2670,7.

Dieser weit unter der zuldssigen Erfahrungsgrenze liegende Wert
148t erkennen, daB die in den Losungen 4 und 5 bherechneten Zapfen-
abmessungen zur Ausfilhrung gelangen kénnen.

b) Die Abmessungen des Stirnzapfens B.

1. Der Durchmesser d, und die Linge 1,

Da dieser Zapfen keinen Torsionswiderstand zu leisten hat, braucht
er auch nur auf Biegung berechnet zu werden. Zu beachten ist hier, daB
fir den Lagerdruck B der im Abs, I1a, 7 fiir aufwirts gerichteten Kurbel-
zapfendruck ermittelte groBte Wert einzusetzen ist.

Nach der Biegungsgleichung folgt:
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B,
2
und W =0,1d,3 ist.

M, = Wk, worin My, =

Damit erhialt man

B
—21%:0,1d23k,,
Bl
oder —2 = 0,1d,2ky,
2d, 2 7 ]
o B, _ 1/.B],
27V 24,01k, kpd,

Das Verhiltnis zwischen 1, und d, betriigt nach der im 47. Bei-
spiele der Einfithrung gegebenen Entwicklung

VO? VO202—V5—224

das, in die vorstehende Glelchung eingesetzt, den Stirnzapfendurchmesser

(12:1/5E£§ 2,24 = V1948 2,24 — 66,06

» == 66 mm

liefert.
Die Zapfenléinge wird dann
12 = 2,24 d2 = 2,24 . 66 = 147,8 ~ 148 mm.

2. Kontrolle gegeniiber Reibungsarbeit.

B.n :]2 . W
B.n 1948 .120
_ = :1 )
V=, 148 1580,

welcher Wert sehr gering ist.
Es konnen also auch hier die berechneten Abmessungen ausgefiihrt
werden.

IV. Berechnung des Kurbelzapfens D und der Kurbelarme.

) a) Die Abmessungen des Kurbelzapfens,

1. Das Biegungsmoment M,
und Drehmoment M.

Denkt man sich nach beistehender
Fig. 140 beispielsweise die rechte Hilfte
der Welle am Kurbelzapfen D einge-

Fig. 140 spannt, so liBt die Skizze ohne weiteres
erkennen, da der Kurbelzapfen

1. dem Biegungsmomente My = B .1, und

2. dem Drehmomente M;=B.R
ausgesetzt ist.
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Das Biegungsmoment erhdlt man mit bezug auf Abs, III b, 1 zu
M, = B.1, = 1948.0,35 = 681,8 mkg.

Das Drehmoment hat den Wert _
M; = B.R =1948. 0,2 = 389,6 mkg.

2. Das ideelle Biegungsmoment My;
Unter bezugnahme auf Abs. IITa, 3 erhéilt man nach der im § 15
Abs. 4 angegebenen Gleichung 98
My; = 0,35 M, - 0,651 M,% - (arp My)?
» =0,35.681,8-10,651681,8% + (1,29 . 389,6)
» = 238,63} 0,657464860 -+ 252600
, = 238,63 0,65 1/717460
» = 238,63 -} 550,56
» = 789,19 mkg.
3. Der Durchmesser D und die Linge L des Kurbel-
zapfens.

Das letzte Moment, in die einfache Biegungsgleichung eingesetat,
liefert

My = Wk ~ 0,1 D3k,
S /TAr L2 — 3 /T mon 4
My V My; V 789190
= —— = 1 = —
D=V oin V1, 105
» = /1578380 = 125,4 o 125 mm.
Die Zapfenlinge L folgt dann aus
P=F.p=DL.p
_ P 2390
T Dp 126.0,2
Mit Riicksicht auf die Konstruktion der Pleuelstange sei der letzte
Wert auf 130 mm erhéht.

= 95,6 mm.

4. Kontrolle gegen Reibungsarbeit.

P.n:L.W,
P.n° 2390.120
= = = 2208.
V= 130 2208

Dieser Wert liegt innerhalb der praktisch zuliissigen Grenze.

b) Die Abmessungen der Kurbelarme.
Hier ist von vornherein zu beachten, daB der linke Kurbelarm
andere Beanspruchungen erfihrt, als der rechte Arm.
Bei praktischen Ausfilhrungen werden in der Regel die Abmessungen
beider Arme gleich gehalten, wobei noch besonders darauf hingewiesen
sei, daB die Armbreite, wie aus Fig. 141 zu erkennen ist, gréBer als der
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Wellendurchmesser sein soll, damit das Drehmoment nicht nur auf den
halben Wellenumfang iibertragen wird.

1. Berechnung des linken Kurbelarmes.

Fir die Abmessungen dieses Armes ist der gréBte Lagerdruck B
maBgebend (vergl. Abs. III, b, 1 und IVa, 1), der fir alle Armquer-
schnitte das konstante Drehmoment

Mi=B.(1,—4)
und das verdnderliche Biegungsmoment
M;=B.R;

veranlaBt. Der Ab-
stand Ry wechselt
zwischen 0 und R.
Die genannten Mo-
mente wiirden also zur
Berechnung einer be-
liebigen Querschnitts-
Fig. 141. stelle a ~ b dienen
kénnen, Nach den
in der Figur 141 dargestellten Verhéltnissen interessiert aber nur das
groBte Biegungsmoment

ek 035m —— . qaSm | gumi_

Mb(max) =B. R;
mit dem man, unter der Annahme einer Armhohe gleich der 2,5 fachen

Armdicke, folgende Werte erbélt:
Nach der im § 15 Abs. 4, 4 entwickelten Gleichung 103 ist

6
0i — bz—‘h (0:35 Mb(max) + 0,65 VMb(max)2 + (1)5 @y Mt)2)-

Fithrt man in dieser Gleichung das gegebene Verhéltnis ,,h = 2,5 b«
und fiir 2 den Schétzungswert 4 = 100 mm ein, so liefert sie die Breite b zu

6 . -
=55 b(o,aa .BR--0,65 V(BRE |- (1,5.1,29. B(, _1))2),

b=V25 (0,35BR 0,65 B VRZ1-{1,5. 1,29 (I, — 4)}?)

o=V (01 R 41,3 VRF (1,995 0, — 2
8
1/6.1948
»n = -3-5—00 (0,7 .20 41,3 9/20%4-{1,985(35 — 10)}2)
_ 11688 2
5500 (14 41,3400 J- (1,935 . 25)2)

»=14,6752(14 + 1,3 /400 -+ 2340,2)
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b= V4,6752(14+1,3V2740,2)
»=V4,67562 (14 + 68,05)
»=V4,6752.82,06 = 7,266 cm ~ 73 mm.

Damit ergibt sich die Armhéhe
h=2,5.73=182,5~ 183 mm,

2, Berechnung des rechten Kurbelarmes.

Da in diesem Falle das Biegungs- und Drehmoment nicht nur allein
vom Lagerdruck B abbéngig ist, wie es beim linken Kurbelarm der Fall
war, so ist zundchst festzustellen, ob die groBte Beanspruchung beim Auf-
wirts- oder Abwirtsgange vorliegt.

Fiir einen beliebigen Querschnitt a ~ob erhilt man

a) beim Aufwéartsgange: (vergl. Fig. 142 und 138).

1. Das Biegungsmoment M,

My,=BR;}+P{R —Ry)

» =—1948Rx 4 2390 (R — Ry).
2. Das Drehmoment M;. »
M;=B(, +41)—P4a
» =1948(1; 4+ 1) —23904.

b) beim Abwéirtsgange: (vergl. ;".;Lo,ymg\ira / /
Fig. 189) o =130k, 3 kg
1. Das Biegungsmoment My, Fig. 149,
My, =BR:+P®R—Ry)
» =153,8 Rz + 2390 (R — Ry).

2. Das Drehmoment M,

M;=B(,+1)—P4

, =153,8(l, 4 A)— 23904,

Die Resultate lassen erkennen, daf beim Aufwirtsgange die gréBten
Momente auftreten, die deshalb auch nur allein fiir die Querschnitts-
berechnung maBgebend sind.

Wihbrend das Drehmoment fiir alle Querschnitte des Kurbelarmes
konstant ist, wechselt das Biegungsmoment mit dem veréinderlichen Hebel-
arm R; seinen Wert. :

Fiir Ry==0 erhilt man das gréBte Biegungsmoment

Mp(max)=PR =2390R,
das zur Berechnung des am meist beanspruchten Querschnittes zu be- -
nutzen ist.

Die Abmessungen dieses Querschnittes erhalt man in gleicher Weise,
wie unter 1 fiir den linken Arm angegeben ist, zu
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—por 8 (0,35 Moamax) - 0,65 VMiyguan? -+ (1,5 0 M)2),

worin Mpgmax) = 2390 R=2390.20
s ==47800 cmkg,
M, — 1948 (I, - 4) — 2390 A
', ——1948(35 -+ 10) — 2390.10
» =87660— 23900
] |, =63760 cmkg ist.
Damit folgt
5‘2.%,5_10 (0,35 . 47800 -+ 0,65 Y47800° | (1,5.- 1,29 . 63 760)%)
6.0,6.100
TR
1203346 1 1,3 V228484 - 1522 200)
b2 b3
120
” b3

120
» =Ty (334,6 - 1720),

v /120
= = 5 .2054,6 =1,
b— ]/500 2054,6 — 10,24, 2064,6 — 7,9 cm

=cv 80 mm.

Die Armhobe betrigt dann
bh=2,5b=2,5.80=200 mm.

0; =

(0,7,478-1-1,3 V4787 1 (1,935 . 637,6)?)

(334,6 4- 1,3 V1750684)

”

NB. Sollen beide Kurbelarme gleiche Abmessungen erhalten, wie es
praktisch zumeist geschieht, so sind die letzteren Abmessungen zu wéhlen.

V. Berechnung der Wellendurchmesser D, und D, an den Kurbel-
armen und, des Durchmessers Dy an der Schwungradstelle.
1. Der Durchmesser D, am linken Kurbelarm.

Wie die Fig. 141 erkennen la8t, wird die links der Kurbel gelegene
Welle nur auf Biegung beansprucht. Das Biegungsmoment fir den
Querschnitt, mit dem sich die Welle an den linken Kurbelarm anlegt,
betriigt mit bezug auf das im Abs. IV, b unter 1 und 2 fiir den Auf-
wirtsgang der Kurbel Gesagte,

Mo (-2

, = 1948 (350 — %9 — 80>
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M;, = 1948 (350 — 145) =—1848.205
,» =399340 mmkg.
Diesen Wert in die einfache Biegungsgleichung eingesetzt, liefert
den Durchmesser D,

Mb=kaf\J01D 3 ky,

i ’ 399340
D,= 01 kb l/ 10 — ‘/10 —5

, = /798680 = 92,18 ~ 93 mm.

2. Der Durchmesser D, am rechten Kurbelarm.

Der rechts der Kurbel gelegene Wellenteil wird auf Biegung und
Drehung beansprucht.

Da nun auch hier der Aufwiirtsgang maBgebend ist, so erhédlt man
fiir den am rechten Kurbelarm anstoBenden Wellenquerschnitt, unter
bezugnahme auf Fig. 141 und 142 und Abs. III a, 1

das Biegungsmoment

M, =C (12+13 -_;i‘_bl > —A (12—;‘_1)1)
» = 1652,6 (450 -+ 300 — —?—;9—— 80) — 1394,3 (450 —_ 1—32—0-— 80)
,» = 1652,6 (750 — 145) — 1394,3 (450 — 145)
» —1652,6.605 —1394,3.305
» = 999823 —425261,5
» — 1425084,5 mmkg,
das Drehmoment
M; =PR =2390.200
» = 478000 mmkg.
Das ideelle Biegungsmoment wird dann nach der im § 15 Abs. 4
genannten Gleichung 98 mit
Mp; = 0,35 My, -+ 0,65 VM2 - (o My)?
» =0,35.1425084,5 -+ 0,65 V1425084,52 + (1,29 . 478000)?
, = 498779,575 4 0,65 V2030900000000 - 380230000000
, = 498779,575 + 6500 1V24111,3
» =498779,575 41009300
» =1508079,575 ~ 1508080 mmkyg
erhalten.
Damit liefert die Biegungsgleichung den Durchmesser D, zu

Mp; = Wky ~ 0,1 D 3ky,
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i/ My f/ 1508080
01ky, 5
»y — 144,56 ~ 145 mm.

8. Der Durchmesser D; an der Schwungradstelle.

Der Durchmesser D; der Welle an der Schwungradstelle C ist wie
ein Stirnzapfen zu berechnen, wozu die Nabenlinge des Schwungrades
bekannt sein muB. Zumeist kann man sich aber diese Rechnung sparen,
da man von vorherein weil, dal der Rechnungswert etwas kleiner ist,
als der nebenliegende Halszapfendurchmesser.

Im vorliegenden Falle sei der Durchmesser D; zu 100 mm ange-

D, = = ¥3016160

nommen.

Vielfach behédlt man auch den Zapfendurchmesser bei oder man
dreht den letzteren ein und gibt dem Durchmesser D, den Wert von D;.

NB. Bei den Berechnungen im Abs. IV und V ist wegen des un-
bedeutenden Einflusses am Endresultate auf die kleinen Neigungswinkel
zwischen den Lagerdriicken A und B gegeniiber der senkrechten Richtung
keine Riicksicht genommen worden.

Die graphische Darstellung der Momente ist bei der gekropften
Kurbelwelle genau so durchzufithren, wie es bei der vorhergehenden Auf-
gabe 44 bereits geschehen ist, auf die hier verwiesen wird.
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Hochschule zu Dresden. Mit 501 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 20,—.

Anleitung zur statischen Berechnung von Eisenkonstruktionen im
Hochbau. Von H. Schloesser, Ingenieur. Mit 160 Textabbildungen,
einer Beilage und einem Bauplan. Dritte, verbesserte Auflage, bearbeitet
und heransgegeben von W. Will, Ingenieur,

’ In Leinwand gebunden Preis M. 7,—.

Widerstandsmomente, Trﬁgheitsmomenfe und Gewichte von Blech-

trigern nebst numerisch geordneter Zusammenstellung der Widerstands-
momente von 59 bis 25622, Bearbeitet von B. B6 hm, Konigl. Regierungs-
baumeister in Bromberg, und E. John, Konigl. Regierungsbaumeister in
Ko6ln a. Rh. In Leinwand gebunden Preis M. 7,—.

Zu beziehen durch jede Buchhandlung.
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Das Skizzieren ohne und nach Modell fiir Maschinenbauer. Ein Lehr-
und Aufgabenbuch fiir den Unterricht. Von Karl Keiser, Zeichenlehrer
an der Stadtischen Gewerbeschule zu Leipzig. Mit 24 Textfiguren und
23 Tafeln. In Leinwand gebunden Preis M. 3,—,

Das Skizzieren von Maschinenteilen in Perspektive. Von Ingenieur Karl
Volk. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 60 in den Text gedruckten
Skizzen. In Leinwand gebunden Preis M. 1,40.

Entwerfen und Herstellen. Eine Anleitung zum graphischen Berechnen der
Bearbeitungszeit von Maschinenteilen. Von Ing. Carl Volk. Mit 18

Skizzen, 4 Figuren und 2 Tafeln.
In Leinwand gebunden Preis M. 2,—.

Technisches Zeichnen aus der Vorstellung mit Riicksicht auf die

Herstellung in der Werkstatt. Von Ing. Rud. Krause. Mit 97 Texi-
figuren und 8 Tafeln. Gebunden Preis M 2,—.

Das praktische Jahr des Maschinenbau-Volontirs. Ein Leitfaden fir den
Beginn der Ausbildung zum Ingenieur. Von Dipl.-Ing. F. zur Nedden.
Mit 4 Textfiguven. Preis M. 4,—; in Leinwand gebunden M. 5,—.

Maschinenelemente. Ein Leitfaden zur Berechnung und Konstruktion der
Maschinenelemente fiir technische Mittelschulen, Gewerbe- und Werk-
meisterschulen sowie zum Gebrauche in der Praxis. Von Hugo Krause,
Ingenieur.” Mit 305 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 5,—.

Hilfsbuch fiir den Maschinenbau. Fir Maschinentechniker sowie fiir den
Unterricht an technischen Lehranstalten. Von Fr. Freytag, Professor,
Lehrer an den technischen Staatslehranstalten zu Chemnitz. Zweite, ver-
mehrte und verbesserte Auflage. Mit 1004 Textfiguren und 8 Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 10,—; in Ganzleder gebunden M. 12,—.

Die Hebezeuge mit besonderer Beriicksichtigung der elektrischen Anlagen.
Ein Handbuch fiir Ingenieure, Techniker und Studierende. Von A d. Krnst,
Professor des Maschinen-Ingenieurwesens an der Kgl. Techn. Hochschule
zu Stuttgart. Vierte, neubearbeitete Auflage. Drei Binde. Mit 1486
Textfiguren und 97 lithographierten Tafeln.

In drei Leinwandbiénde gebunden Preis M. 60,—.

Hebemaschinen. Eine Sammlung von Zeichnungen ausgefiihrter Konstruktionen
mit besonderer Beriicksichtigung der Hebemaschinen-Elemente. Von
C. Bessel, Ingenieur, Oberlehrer an der kgl. h6h. Maschinenbauschule
Altona. 384 Tafeln. In Leinwand gebunden Preis M. 6,—.

Die Férderung von Massengiitern. Von Dipl-Ing. Georg von Hanff-
stengel, Leipzig, Privatdozent an der Konigl. Techn. Hochschule zu Berlin.
1..Band: Bau und Berechnung der stetig arbeitenden Forderer.
Mit 414 Textfiguren. =~  Preis M. 7,—; in Leinwand gebunden M. 7,80.

Die Luftseilbahnen. Ihre Konstruktion und Verwendung. Von P. Stephan.
201 Seiten gr. 8° mit 194 Textfiguren und 4 lithographierten Tafeln.
Preis M. 7,—.

Zu beziehen darch jede Buchhandlung.
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Die Technologie des Maschinentechnikers. Von Ingenieur Karl Meyer,
Professor, Oberlehrer an den Kgl. Vereinigten Maschinenbauschulen zu
Coln. Mit 377 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 8,—.

Moderne Arbeitsmethoden im Maschinenbau. Von John T. Usher.
Autorisierte deutsche Bearbeitung von A. Elfes, Ingenieur. Dritte,
verbesserte und erweiterte Auflage. Mit 315 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 6,—.

Die Schleifmaschine in der Metallbearbeitung. Von H. Darbyshire.
Autorisierte deutsche Bearbeitung von G. L. S. Kronfeld. Mit 77 Text-
figuren. In Leinwand gebunden Preis M. 6,—.

Die Werkzeugmaschinen. Von Hermann Fischer, Geh. Regierungs-
rat und Professor an der Konigl. Technischen Hochschule in Hanover.

1. Die Metallbearbeitungsmaschinen. Zweite, vermehrte und verbesserte
Auflage. Mit 1545 Textfiguren und 50 lithogr. Tafeln.
In zwei Leinwandbinde gebunden Preis M. 45,—.
II. Die Holzhearbeitungsmaschinen. Mit 421 Textfiguren.
In Leinwand gebunden Preis M. 15,—.

Die Werkzeugmaschinen und ihre Konstruktionselemente. Ein Lehibuch
zur Einfiihrung in den Werkzeugmaschinenbau. Von Fr. W. Hiille,
Ingenieur, Oberlehrer an der Konigl., hoheren Maschinenbauschule in Stettin.
Zweite, verbesserte Auflage. Mit 590 Textfiguren und 2 Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 10,—.

Uber Drehbarkeit und Werkzeugstidhle. Autorisierte deutsche Ausgabe
der Schrift: ,On the art of cutting metals* von Fred. W. Taylor,
Philadelphia. Von A. Wallichs, Professor an der Technischen Hoch-
schule zu Aachen. Mit 119 Textfiguren und Tabellen.

In Leinwand gebunden Preis M. 14,—.

Die Pumpen. Berechnung und Ausfiihrang der fiir die Forderung von Flissig-
keiten gebréuchlichen Maschinen. Von K. Hartmann und J. O. Knoke.
Dritte, neubearbeitete Auflage von H. Berg, Professor an der Konigl. Techn.
Hochschule in Stuttgart. Mit 704 Textfiguren urd 14 Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 18—.

Die Zentrifugalpumpen mit besonderer Beriicksichtigung der Schaufelschnitte,
Von Dipl-Ing. Fritz Neumann. Mit 185 Textfiguren und 7 lithogr. Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis. M. &—,

Generator-, Kraftgas- und Dampfkesselbetrieb in bezug auf Wirmeer-
zengang und Wirmeverwendung. Kine Darstellung der Vorgiinge, der
Untersuchungs- und Kontrollmethoden bei der Umformung von Brenn-
stoffen fiir den Generator-, Kraftgas- und Dampfkessel-Betrieb. Von Paul
Fuchs, Ingenieur. Zweite Auflage von ,Die Kontrolle des Dampf-
kesselbetriebes®. Mit 42 Textfiguren. .

In Leinwand gebunden Preis M. 5,—,
Formeln und Tabellen der Wérmetechnik. Zun Gebrauch bei Versuchen

~in Dampf-, Gas- und Hiittenbetrieben. Von Paul Fuchs, Ingeniéur.
v In Leinwand gebunden Preis M 2,—.

Zu bezichen durch jede Buchhandlung.
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Anleitung zur Durchfiihrung von Versuchen an Dampfmaschinen und
Dampfkesseln. Zugleich Hilfsbuch fiir den Unterricht in Maschinenlabo-
ratorien technischer Schulen. Von Franz Seufert, Ingenieur, Lehrer
an der Konigl. hoheren Maschinenbauschule zu Stettin. Mit 86 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 1,60.

Technische Untersuchungsmethoden zur Betriebskontrolle, inshesondere
zur Kontrolle des Dampfbetriebes. Zugleich ein Leitfaden fiir die Ubungen
in den Maschinenlaboratorien technischer Lehranstalten. Von Julius Brand,
Ingenieur, Oberlehrer der Koniglichen vereinigten Maschinenbauschulen zu
Elberfeld. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 301 Text-
figuren, 2 lithographierten Tafeln und zahlreichen Tabellen.

In Leinwand gebunden Preis M. 8,—.

Technische Messungen, insbesondere bei Maschinenuntersuchungen. Zum
Gebrauch in Maschinen- Laboratorien und fiir die Praxis. Von Anton
Gramberg, Dipl-Ing, Dozent an der Technischen Hochschule Danzig.
Mit 181 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 6,—.

Hilfsbuch fiir Dampfmaschinen-Techniker. Herausgegeben von Joseph
Hrabdk, k. und k. Hofrat, emer. Professor an der k. und k. Bergakademie
zu Pribram. Vierte Auflage. In drei Teilen. Mit Textficuren.

In drei Leinwandbinde gebunden Preis M. 20,—.

Entwerfen und Berechnen der Dampfmaschinen. Ein Lehr- und Hand-
buch fiir Studierende und angehende Konstrukteure. Von Heinrich
Dubbel, Ingenieur. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 427 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 10,—.

Die Steuerungen der Dampfmaschinen. Von Carl Leist; Professor an
der Kgl. Technischen Hochschule zu Berlin. Zweite, sehr vermehrte
und umgearbeitete Auflage, zugleich als fiinfte Auflage des Werkes von
E. Blaha. Mit 553 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 20,—.

Die Regelung der Kraftmaschinen. Berechnung und Konstruktion der
Schwungrider, des Massenausgleichs und der Kraftmaschinenregler in
elementarer Behandlung. Von Max Tolle, Professor und Maschinen-
bauschuldirektor. Mit 372 Textfiguren und 9 Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 14,—.

Die Dampfkessel. Ein Lehr- und Handbuch fiir Studierende Technischer Hoch-
schulen, Schiiler Hoherer Maschinenbauschulen und Techniken sowie fiir
Ingenieure und Techniker. Bearbeitet von F. Tetzner, Professor, Ober-
lehrer an den Kgl. verein. Maschinenbauschulen zu Dortmund. Dritte,
verbesserte Auflage. Mit 149 Textfiguren und £8 lithogr. Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 8,—.

Die Dampfturbmen, mit einem Anhange iiber die Aussichten der Wirme-
kraftmaschinen und iiber die Gasturbine. Von Dr. A.Stodola, Professor
am Eidgenossischen Polytechnikum .in Ziirich. Dritte, bedeutend er-
weiterte Auflage. Mit 434 Textfiguren und 3 lithogr. Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 20,—.

Neue Tabellen und Diagramme fiir Wasserdampf. Von Dr. R. Mollier,
Professor an der Technischen Hochschule in Dresden. Mit 2 Di%gra}mgdltaéeln.
reis M. 2,—.

Zu beziehen durch jede Buchhandlung.
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