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Vorwort. 

Die gute Aufnahme meines fUr Mascmnenbauschulen unrl ahnliche 
Lehranstalten bestimmten, die sechs Grundfestigkeiten umfassenden vVerkes 
"Einfiihrung in die Festigkeitslehre" in den Kreisen del' Schule und del' Praxis, 
sowie die vielseitige N achfrage nach del' Erweiterung und Fortsetzung del' Ein
fiihrung hat mich zur Herausgabe des vorliegenden Werkes iiber zusammenge
setzte Festigkeit veranla£lt, das sich sowohl als ein Lehr- odeI' Beibuch zum 
Unterrichte an hOheren teehnisehen Lehranstalten wie aueh fiir den in 
der Praxis stehenden Teehniker als ein leieht verstandliehes und schnell 
zu ilbersehendes Hand- und Naehschlagebuch eignen dilrfte. ZUl11 groJileren 
Teile umfaBt das Bueh den Lehrstoff, den ich selbst im dritten Semester 
meines Unterrichtes in der Festigkeitslehre an del' 8eit etwa zwei ;Jahren 
als hohere teehnische Lehranstalt ausgebauten Stadtischen Maschinenbau
schule in Leipzig zugrunde lege. 

Da das vorliegende Bueh gleieh der genannten Einfiihrung nur ein 
Lehrbueh stin solI, das ohne Kenntnis der hoheren Analysis durehaus 
verstanden und verfolgt werden kann, habe ieh im Interesse der leiehteren 
Ubersiehtliehkeit des Werkes au1\er den Gleiehungen der elastischen Linien, 
die den einze1nen Belastungsfallen zugehoren, alles das fortge1assen, was 
nur einfaehen Forme1- und Tabellenwert hat, woriiber ja die Hiltte odeI' 
jeder teehnisehe Ka1ender genugsam Aufseh1u1\ gibt. Dagegen habe ieh 
dem nach Absehnitten und Paragraphen geOl'clneten Lehrbuehe in leicht 
zu iibersehender 'Veise, worauf besonderer Wert ge1egt worden ist, ein,e 
aus 45 praktischen Beispielen bestehellde Aufgabensammlung aus dem 
Gebiete del' Maschinen- und del' Baukonstruktion zugefiigt, die den Stu·· 
dierenden bei diesbeziigliehen Reehnungen als zweekentspreehende U nter
lage dienen und ihn zu selbstandigen Arbeiten anregen solI. Hierbei habe 
ieh, wie bei den Aufgaben im e1'8ten Werke, mit Absieht die auf ver
sehiedene Quersehnittseinheiten bezogenen Materialspannungen gewahlt, 
damit del' angehende Teehniker sieh friihzeitig mit den fortgesetzt wechselnden 
Reehnungen del' Praxis, filr welehe die teehnisehe Sehule entspreehend 
vorbereiten soll, uuter der Anleitung des Lehrers geniigeud verb'aut maehen 
kaun, Auch habe ieh bei den vollstandig durchgefiihrten Losungen der 



IV Vorwort. 

Aufgaben, den man von Anfang bis Ende leicht folgen kann, Wert auf 
die algebraischen Entwickelungen gelegt, auf die an dieser Stelle del' Stu
dierende besonders aufmerksam gemacht sei. Man kann natiirlich auch 
ohne das exakte Losen zum Ziele gelangen, wenn man sich der zumeist 
sehr umstiindlichen und zeitraubenden Probiermethode bedienen wiII, deren 
Unsicherheit in der mehr odeI' weniger willkiirlichen Resultatschatzung 
liegt. Wenn auch in man chen Fallen ein schatzungsweises V orgehen 
bequem und zweckmai&ig sein mag. so darf doch ein solch inkorrektes Ver
fahren ebensowenig zur Regel erhoben werden, als es mit del' unter normalen 
Verhaltnissen nur zur Kontrolle der exakten Rechnung dienenden graphischen 
Losung geschehen solI, die eben nul' ein zeichnerisches Verfahren bedeutet. 
1m allgemeinen gilt filr den Techniker del' irrtumlose, mathematische 
Rechnungsgang, den anzueignen sich jeder Studierende um so mehr be
fleii&igen sollte, als eine gute mathematische Grundlage in Verbindung mit 
einer guten Yverkstattpraxis nicht nul' zum hickenlosen Studium technischer 
Werke gehOrt, sondeI'll auch unstreitig den Schliissel zum wirklichen tech
nischen Denken darstellt. 

1m iibrigen mochte ich noch darauf hinweisen, dai& meiues Wissens 
nach das vorliegende Buch das erste ist, das auf nur elementarer Grund
lage fui&end, in moglichst systematischem Aufbau das fUr jeden technischen 
Mittelschulabsolventen Wissenswerteste aus dem Gebiete del' zusammenge
setzten Festigkeit enthalt, ohne deren Kenntnis und Verwertung das volle 
Verstehen und die selbstandige Durcharbeitung einer Konstruktionsaufgabe, 
falls diese nicht nur einzig und allein ein Bild darstellen soll, wohl aus
geschlossen sein diirfte. VOl' aHem werden dem Studierenden die mit dem 
Lehrbuche in erganzendem Zusammenhang stehenden Anwendungen sehr 
willkommen sein. 

1ch hoffe deshalb, dai& auch dieses Werk innerhalb del' gedachten 
Kreise auf eine gleich gute Aufllahme rechnen darf, wie sie mein erstes 
Werk bereits erfahren hat. 

Leipzig, im November 1908. 
Ernst Wehllert. 
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Einl ei tung. 

N achdem in den zur Einfiihrung in die Festigkeitslehre dienendem 
ersten Bande des vorliegenden Werkes die 6 Grundfestigkeiten ihre Er
ledigung gefunden hahen, sollen in diesem zweiten Bande die fUr die 
Praxis notwendigen Batze und Regeln aus dem Gebiete del' zusammen
gesetzten Festigkeit hesprochen werden. 

Wenn nun streng genommen die bereits im ersten Teile behanclelten 
Festigkeiten del' Biegung, del' Knickung und del' Torsion auch schon 
Kombinationen del' einfachen Festigkeiten - Zug, Druck und Schuh -
darstellen, so werden sie fUr gewohnlich doch nicht unter die zusammen
gesetzten Festigkeiten gerechnet, mit denen die praktische Technik zu tun 
hat. Je nachdem es sich also um Biegung, Knickung und Torsion oder 
um Zusammensetzungen der sechs Grundfestigkeiten handelt, kann man 
die zusammengesetzten Festigkeiten in zwei Arten einteilen, 

1. in eine nat ii rl i c he kombinierte Festigkeit odeI' komh. Festig
keit im engeren Sinne und 

2. in eine kiinstliche kombinierte Festigkeit odeI' komb. Festig
keit im weiteren Sinne. 

Zu del' letzteren Art sind alle sonstigen zwischen den sechs Grund
festigkeiten moglichen Verhindungen zu zahlen, die allerdings praktisch 
nicht alle gleiche Bedeutung haben. 

In allen Fallen handelt es sich nun lediglich um die Feststellung 
der gro~ten Anstrengungen del' Materialien, wozu es von vornherein 
zweckma~ig ist, zu unterscheiden, ob hei einer eben gedachten Schnitt
flache eines zu untersuchenden Korpers, fUr deren Punkte die Anstrengung 
hestimmt werden solI, 

a) nul' vel'schied enartige Norm alspann ungen, 
b) nur verschiedenartige Schubspannungen odeI' 
c) Normal- und Schubspannungen gleichzeitig 

Wellnert, Festigkeitslehre II. 1 



2 Einleitung. 

zu berucksichtigen sind. Auf diese Weise gliedert sich der zu behandelnde 
Stoff in 3 Gruppen, deren jede sich wiederum mit Rucksicht auf die 
Kombinationen der Grundfestigkeiten, soweit sie praktischen Wert haben, 
in die folgenden Arten zerlegen lii~t, womit gleichzeitig die Richt
schnur fUr die Stoffverteilung des vorliegenden zweiten Bandes gegeben 
sein soil. 

Arten fUr a): Nul' verschiedenartige N ormaIspannungen. 
Zug odel' Druck mit Biegung. 

Al'ten fur b): N ur verschiedenartige Schubspannungen. 
Schub mit Torsion. 

Arten fur c): Nol'mal- und Schubspaunungen. 
1. Zug oder Druck mit Schub. 
2. Zug oder Druck mit Torsion. 
S. Biegung mit Schub. 
4. Biegung mit Torsion. 



Erster Abschnitt. 

§ 1. Allgemeines tiber Spannnngen. 
Die in der Mechanik del' starren K6rper aufgestellten Siitze fUr das 

Gleichgewicht der K6rper lassen sich ohne weiteres auch auf die einzelnen 
Teile oder Elemente der K6rper ubertragen, an denen die Spannungen 
als iiu.@ere Kriifte wirken (vgl. EinfUhrung: § 13 Abs. 2). Da die Ele
mente hierbei beliebig abgegl'enzt sein k6nnen, die Gestalt und Form also 
willkiirlich ist, vel'mag man auch iiber die Lage und Richtung del' Span
nungen zu bestimmen, wodurch sie abel' samtlich der Untersuchung zu
gangIich werden (vgl. Einfilhrung: § 13 Abs. 4). 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen, die fill' jedes K6rperelement 
erfiillt sein miissen, ergeben sich die Beziehungen zwischen den Spannungen 
nach verschiedenen Richtungen und an verschiedenen Stellen des K6rpers, 
die dann als Grundlage fiir die weiteren Betrachtungen dienen. 

Bei der zusammengesetzten Festigkeit handelt es sich in del' Haupt
sache um das Zusammensetzen oder Vereinigen von Spannungen zu einer 
resultierenden, idealen Spannung, was entweder durch einfaches algebra
isches Summieren oder nach den Grundsiitzen vom Parallelogramm der 
Krafte . geschehen kann. 

Einen diesbeziiglichen kurzen Uberblick gewahren die folgenden 
Beispiele. 

1. Sollen die in Fig. 1 als Kriifte dar
gestellten NOl'malspannungen O"Z!, O"Z2' O"d! und O"d2 ~" . 
zu einer resultierenden Spannung Ui vereinigt '-c 

Gi werden, so erhiilt man unter Beachtung der fiir '}~ 
Zug und Druck geltenden V orzeichen plus und Fig. 1. 

minus 
(]i = O"zl + (Jz2 - O"d1 - O"d2' 

2. Wirken dagegen die in Fig. 2 angegebenen Normalspannungen 
(]Z und O"d unter einem Winkel a, so erhalt man mit Hilfe des Pythago-

1'1" 
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raischen Lehrsatzes die resultierende Spannung 

O"i = V (jz2 + O"d2 -+ 2 (jz (jd cos a. 
3. Vereinigt sich beispielsweise nach Fig. 3 eine Normalspannung (j 

mit einer Schubspannung 'T: so zu der resultierenden Spannung (jh daLl 

i=~~~=~~>7 
~ 

Fig. Z. 

die letztere mit der Normalspannung elllen Winkel a einschlieLlt, so ist 

,&2 = (j2 + O"i2 + 2 0" (ji cos a, 

woraus sich dann die resultierende Spannung in folgender Weise ergibt: 

O"i2 ± 2 (j cos a. O"i = ,&2 _ (j2, 

(ji2 ± 20" cos a. O"i + (0" cos a)2=,,;2 -- (j2 + «(j cos a)2, 

(O"i + O"cosa)2 =,,;2+0"2(cos2a-l), 
O"i + 0" cos a = + y(j2 (cos2a -- 1) + ,&2, 

oder wenn fur cos a = x 

und ffir cos2 a - 1 = y2 gesetzt wird, 

(ji + xu = ± YU2 y2 + ,,;2, 
----~-

O"i = ± xo" ± V ((j2 + ~ . '&2) y2 

" = ± x (j ± y -V (j2 + ;2· 'Z'2. 

4. Fuhrt man in der letzten Spannungsgleichung die vorlaufig noch 
unbestimmten Faktoren A, B und C ein, so erhalt man in der Gleichung 

1 

einen Ausdruck, der zur Berechnung der resultierenden oder idealen Span
nung fur aUe die in der Gruppe c aufgefiihrten kombinierten Festigkeiten 
dienen kann, sofern die genannten Faktoren bekannt sind. (Vergl. § 4.) 

§ 2. DerSpannnngszustand fi:ir einen Korperpunkt. 
Nachdem bei der im 3. Abschnitte der Einfiihrung aufgefuhrten 

Lehre von der Schubfestigkeit unter § 13 Abs. 2 bereits die Gleichgewichts
bedingungen zwischen den Spannungskomponenten eines 'Korpers behandelt 
worden sind, soIl nunmehr der Spannungszustand fur einen beliebigen 
innerhalb eines K6rper~ gelegenen Punkt ermittelt werden. 



§ 2. Der Spannungszustand fiir einen Korperpunkt. 5 

Hierbei ist unter dem Spannungszustande die Gesamtheit der Span
nungen zu verstehen, die rur alle durch den Korperpunkt gelegten Fliichen
elemente auftreten. 

Um nun eine Unterlage zu erhalten, wahle man irgend eins von 
diesen Flii.chenelementen zur Oberflii.che eines unendlich kleinen Korpers 
und wende auf ihn das im § 1 Gesagte an. Bei der Wahl der Korper
form ist man an keine Grenzen gebunden, samtliche Untersuchungen laufen 
vielmehr auf ein gemeinschaftliches Endresultat hinaus; dieserhalb ist es 
zweckmii~ig, den anzustellenden Betrachtungen die moglichst einfachste 
Korperform zugrunde zu legen.. Ais solche sei das nur von vier ebenen 
Flachen begrenzte und in Fig. 4 dargestellte Tetraeder gewahlt, dessen 
rechtwinklig aufeinander stehende Kanten AO, BO und CO mit den 
Achsen x, y, z eines riiumlichen Koord~natensystems zusammen fallen. 
Damit sollen aber auch die Spannungskomponenten als gegeben betrachtet 
werden, welche in den senkrecht zueinander gerichteten Flachen des Tetra
eders wirken. Dnter diesen Voraussetzungen sollen nun die, den Achsen 
parallel laufenden Spannungskomponenten Px, py und pz der vierten, be
liebig geneigten Begrenzungsflache berechnet werden, deren N ormalspan
nung mit p bezeichnet sein moge. 

Scheidet man nun mit bezug auf das Folgende von vornherein 
etwaige Schwingungsbewegungen des Korperelementes aus, die nach dem 
d'Alembertschen Prinzip noch eine Triigheitskraft als Gegenkraft 
erforderlich machen wiirden, um den Fall der Bewegung (Dynamik) auf 
den Gleichgewichtsfall (Statik) uberzurubren, so wirken an dem genannten 
Tetraeder runf au~ere Krafte, die sich gegenseitig das Gleichgewicht 
halten mussen. 

Denkt man weiter daran, d~ eine von den runf Kriiften, die von 
a~en her auf die Masse des Elementes wirkende magnetische Fernkraft 
ist, deren Gro~e bekanntlich von der Masse bezw. von dem Volumen des 
Korperelementes proportional abhiingt, so kann man mit Rucksicht auf die 
unendliche Kleinheit des Elementes auch diese Kraft ausscheiden, so d~ 
rur gewohnlich nur noch die auf die vier Begrenzungsflachen des Tetraeders 
einwirkenden Spannungen ffir die Gleichgewichtsuntersuchungen in Frage 
kommen. 

Da die geometrische Summe dieser vier Spannungen im Gleich
gewichtsfalle gleich Null sein mu~, so folgt daraus, da~ bei drei gege
benen Spannungen sich auch die Gro~e und Lage der vierten Spannung 
sowohl analytisch als auch graphisch ermitteln l~t. Die sonstigen Gleich
gewichtsbedingungen gegen eventuelles Drehen des Korpers ergeben sich 
aus der Einfiihrung: § 13 Abs. 2. 

Um nun die bereits genannten Spannungskomponenten Px. py und 
pz zu £inden, zerlege man in Fig. 4 die in den Schwerpunkten der drei 
aufeinander senkrecht stehenden Tetraederllachen angreifenden NQrmal-
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spannungen ax, ay, az in je zwei parallel zu den Achsen gerichtete 
Schubspannungen 'Z"x(y) 'Z"y(x). 'Z"x(z) 'Z"z(x) und 'Z"y(z) Tz(y). Schliel3t dann 
die von 0 aus auf die Fliiche ABC errichtete Normale ON mit den 
Koordinatenachsen die Winkel a, (I, y ein, so bilden diese Winkel nach 
einem Satze der Stereometrie zugleich die N eigungswinkel zwiEchen der 
Fliiche ABC=f und den Seitenfliichen OBC=fyz, OAC=fxz und 

Fig. 4. 

o AB = fxy• Die Inhalte der SeitenfHichen, welche die Projektionen der 
Fliiche f auf die Koordinatenebellell darstellen, erhiilt man durch Multi
plikation der FHiche f mit dem Kosinus der entsprechenden Neigungs
winkel. 

Bezeichnen noch P x, P y' P z Krafte, die auf die Masse des Tetraeders 
einwirken und deren Richtungssinne mit den Spannungskomponenten Px. 



§ 2. Der Spannungszustand fUr einen Korperpunkt. 7 

Py, pz iibereinst.immen mogen, so ist das vorgelegte Tetraeder im Gleich
gewichte, wenn 

2 

1. in Richtung der x-Achse: 

P x + fpx = fix' fyz + -z-x(z)' fxz + -z-x(y) . fxy 
=Ux' fcos a +-z-x(z)' fcos (J +-Z-X(y). fcos /' 

" = f(ux. cos a + -z-x(z)' cos (J + -z-x(y). cos y), 

2. III Richtung der y-Achse: 

Py + fpy =-Z-y(z)' fyz + fly . fxz 
" = -Z-y(z)' fcosa + fly. f cos (J 
" = f('£"y(z)' cosa+ fly. cos (J 

3. in Richtung der z-Achse: 

+ '£"y(x)' fxy 
+ '£"y(x) . f cos y 
+1;"y(X)' cos y), 

P z + fpz = '£"z(y)· fyz + '£"z(x). fxz -I- fl •• fxy 
" = '£"z(y). fcosa+ '£"z(x)' f cos (J + Uz. f cos r 
" = f('£"z(y).cosa+ '£"z(x)' cos(J +uz. cos y) 

ist. Bei diefler Aufstellung hat das Tetraeder immer noch eine Masse, 
von der die Krafte P X! Py und Pz abhangig sind. Es fallt also hierbei 
der Korperpunkt M, fiir welchen der Spannungszustand festgestellt werden 
soli, noch nicht mit. dem Koordinatenanfangspunkt 0 zusammen. 

Da der Spannungszustand aber das Zusammenfallen der beiden 
Punkte M und 0 bedingt - denn nur so konnen die vier Ebenen des 
Tetraeders durch den Korperpunkt M gehen - so reduziert sich das 
Volumen bis auf Null, womit dann auch die Kriifte Px, P y und P z in 
Wegfall kommen. Scheidet man deshalb in den vorstehenden Gleichungen 
die Massenkriifte am, so ergeben sich durch Division mit f die gesuchten 
Zustandsgleichungen 

{ 
1. px = fix' cos a + '£"xCz)' cos (J + '£"x(y). cos y, 

3 . 2. py = '£"y(z)' cos a + fly. cos (J + 1;"y(x) . cos y, 
3. pz = '£"z(y) . cos a + '£"z(x) . cos (J + Uz . cos y, 

die besonders dann Anwendung finden, wenn die beliebig geneigte Ebene 
des Tetraeders in die Oberflache des gegebenen Korpers filllt. In diesem 
Falle bedeuten die linken Seiten au~ere, auf den Korper einwirkende 
Druckkrilfte, die zumeist bekannt, ja vielfach gleich Null sind. 

Tritt der letzte Fall ein, so erhalt man die zwischen den Spannungs
komponenten an der freien Korperober£lache oder deren Niihe bestehenden 
Beziehungsgleichungen 

{
Lax' cos a + '£"x(z) . cos (J + '£"x(y) . cos r = 0, 

4 . 2. '£"y(z)' cos a+ Uy . cos (J + '£"y(x) . cos r = 0, 
3. '£"z(r)' cos a+ '£"z(x) . cos (J + az . cos y = O. 
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§ 3. Del' ebene Spannnngsznstand. 
Der in § 2 bebandelte allgemeinste Fall des Spannungszustandes, 

der ftberhaupt in einem Korper auftreten kann, findet in der angewandten 
Festigkeit wenig Verwendung. Bei den praktischen Aufgaben liegen fur 
gewohnlich die Verhaltnisse so vor, dag siimtliche Spannungen in einer 
ebenen Fliiche wirken. Man spricht dieserhalb auch von einem eben en 
Spannungszustande, der sich ohne weiteres aus dem allgemeineten Falle 
durch Verschwinden der Spannungen nach der x-, y- oder z-Richtung 
ergibt. 

Wiihrend im § 13 Abs. 4 del' Eillfuhrung bereits del' einfache ooer 
lineare Spannungszustand fUr Schub als ein Sonderfall des ebenen Span
nungszustandes erledigt worden ist, handelt es sich im vol'liegenden Fane 
urn die Festlegung der Schnittrichtung, bezw. des Winkels a, fUr welchen 
die Normal- und Schubspannungen ihre grog ten Werte annehmen. 

Zu diesem Zwecke lege man den Betrachtungen ein in den Figuren 
5 a und 5 b dargestelltes, unendlich kleines dreiseitiges Prisma zugrul1de, 

G. 

1) dessen Ranten b paralleI 

Fig. 5a. 

zur z-Achse gerichtet sein 
mogen, in deren Rich
tung der Rorper "pan
nungsfrei sein soil. Die 
aus den genannten Fi
guren ersichtlichen Span
nungen wirken also siimt
lich in der Ebene x y 

__ :r. des Roordinatensystems 
x y z. Auf die unter den 
Winkel a geneigteFHiche 
wirke die Spannung a 
ein, welche durch ihre Sei
tenkomponenten, nam

lich der N ormalspallnung Clo und der Schubspannung 'To' ersetzt werden 
kann, wo jede sich dann parallel zur x- und y-Richtung wieder in die 
Spannungen Cl1 Cl2 bezw. 'Tt 'T2 zerlegen lassen. 

Die die beiden anderen Flachen des Prismas beanspruchenden Schub
. spannungen 'Tx(z) und 'Ty(z) sind nach dem am Schlug des § 13 Abs. 2 
cler Einfuhrung aufgefiihrten Lehrsatze gleieh grog und konnen deshalb 
mit 'T benannt werden. 

Bezeiehnet man nun noeh die Inhalte derFUiehen b. OA; b. OB, b. AB 
mit fyz, fxz' fo und denkt man daran, dag die ersten beiden Fliichen 
Projektionen der Fliiehe fo sind, so erhiilt man, falls ein Versehieben in 



§ 3. Der ebene Spannungszustand. Normalspanuung. 

Richtung der x- und y-Achse ausgeschlossen sein soll, die heiden Gleich
gewichtsbedingungen 

1. in Richtung der x-Achse: 
fo . a1 + fo . 'Z"1 - fyz . Clx - fxz . 'Z" = 0 

oder fo .Clo sin a +fo .'Z"o cos a -fo sin a. ax - fo cos a . 'Z" = 0 
" Clo sin a + 'Z"o cos a - ax sin a - 'Z" cos a = 0, 

2. in Richtung der y-Achse: 

fo.Cla -fo.'Z"a -fyz.'Z" -fxz.ay =0 
oder fo . ao cos a - fo . 'Z"o sin a - fo sin a . 'Z" - fo cos a . ay = 0 

" ao cos a -'To sin a - 'Z" sin a - Cly cos a = 0, 
aus denen man dann die Normalspannung Clo und die Schuhspannung 'Z"o 
III folgender Weise erhiilt. 

a) Die Normalspannnng ao: 

1. ao sin a + 'Z"o cos a - Clx sin a - 'Z" cos a = 0 I sin a 
2. Clo cos a - 'Z"o sin a - 'Z" sin a - Cly cos a = 0 cos a 

Clo sin2 a+'Z"o sin a cos a - Clx sin2 a-'Z"sin a cos a = 0 
Clo cos2 a-'Z"0 sin a cos a -'Z"sin acosa-Clycos2 a=O 

Clo (sin2 ,,+cos2 a) -Clx sin2 a-aycos2 a - 2'Z"sin a cos a= 0, 
und da sin!! a + cos2 a = 1 ist, 1) 

Clo - Clx sin2 a - Cly cos2 a - 2 'Z" sin a cos a = 0, 
·2 + 2 +2· " ao=axsm a aycos a 'Z"sInacosa. 

Fiihrt man nun noch den doppelten Winkel mit Hilfe der trigonometrischen 
Siitze 

.2 l-cos2a 2) 
SIlla= 2 

"). b d . 9 b9 
I slna=-o ersm a=-

c c9 

a a" 
cos a = C " cos' a = (;2 

b2 + a2 c2 
sin" a + cos"'a=--,-=-z=l, c c 

woraus sin' a = 1 - cos' a 
nnd cos' a = 1 - sin" a folgt. 

2) cos (a + (J) = cos a cos {J - sin a sin {J, 
flir fJ = a, ist 

cos 2 a = cos" a - sin' a 
• = (1 - sin2 a) - sin2 a = 1 - 2 sin2 a, 

2sin"a=1- cos2a 
.2 l-cos2a 

sm a= 2 . 
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2 1 + cos 20: 1) 
COS 0:= 2 und 

2 sin acosa = sin 20: 2) 
ein, SO erhiilt man 

_ l-cos2a+ 1+cos20: 
0"0 - ax 2 O"y 2 +uin 2a 

O"x - O"x cos 2 a + O"y + O"y cos 20: + . 2 ,,= 2 '&Sln a 

_ O"x + (Jy o"x - O"y 2 
,,- 2 - 2,cosa 5 

b) Die Schnbspannnng '&0: 

1. 0"0 sin 0: + '&0 ~s 0:- o"x .sin a- '& cos 0: = 0 I ~os 0: 
2. 0"0 cos 0: -'&0 sm a- '&sm 0: - O"yCOS a = 0 - sin a 

0"0 sin a cos a+'&o cos2 0:- O"x. sin acos 0:- '& cos2 a = 0 
- 0"0 sin 0: cos 0:+'&0 sina 0:+ ,&sinaa + f1y sin 0: cos a= 0 

'&0 (sin2 0:+ cos2 a) - o"x sin acos 0:+ O"y sin 0: cos a-'& (COSS a- sin2 a) = 0 
und, da wieder sin a a + coss a = 1, 
ferner cos2 0: - sin2 0:= cos 20: ist, 

'&0 ---< (O"x - O"y) sin 0: cos a - '& cos 2 0: = 0, 
'&0 = (ax - f1y) sin a cos 0:+,& cos 2 0: 

Fig.5b. 

und, da 
2 sin 0: cos a= sin 2 a 
oder 

. sin20:. 
sm a cos 0: = -2-- 1st, 

sin 2a 
'&0 = (O"x - O"Y)-2- + 

+'&cos2a 
O"x -O"y • ,,= sln2a+ 2 . 

+'&cos2a. 6 

1) eos2 a= eos2 a - sin2 a = eos2 a - (1- eos2 a) 
" =2cos2 a-l, 

2 1+cos2a 
cosa= 2. 

2) sin (a + p) = sin aeos p + cos asinp, 
fiir p = a, ist 

sin2 a = sin aeosa + cos a sin a 
" = 2sinaeosa. 



§ 3. Der ebene Spannungszustand. Schubspannung. 11 

Bevor nun zur Bestimmung der Maximal- und Minimalwerte von 00 

und "'-0 geschritten wird, ist es zweckmiiGig, sich erst noch liber die, zwischen 
die3en Werten bestehenden Beziehungen klar zu werden. Zu diesem Zwecke 
schreihe man die Gleichungen 5 und 6 in der folgenden Weise urn: 

(Ix + Oy ( • Ox - Oy ) 
00 - 2 .=.,,- SID 2 a - 2 .,,- cos 2 a , 

"'-0 = .,,- ( cos 2 a + ax 2.,,-Oy sin 2 a), 
und setze den in beiden Gleichungen gemeinschaftlich auftretenden Aus
druck 

Ox-Oy t 
2'& = gq>, 

worin q> einen Hilfswinkel darstellt, ,so erhiilt man 

00 - ax t Oy = '& (sin 2 a - tg q> • cos 2 a) 

" 
( . sin q> ) 

='& SID 2 a---· cos 2 0 
cos q> 

" 
= '& (Sin 2 a. cos q> - cos 2 a. sin q» 

cos q> 

und 

hat, 

" 
sin (2 0;- q» 

='& , 
cos q> 

"'-0 = .,,- (cos 2 a + tg rp • sin 2 a) 

" =.,,- (cos 2 a + sin (P • sin 2 a) 
cos q> 

_ cos2a.cosq>+sin2a.sinq> 
" - '& ----~~'----------'--

cos q> -

cos (2 a-q» 
,,="'- . 

cosq> 

Da nun der Sinus von + 0°, + 180°, 
von ±900, ±2700, 

der Kosinus aber von ±Oo, ± 1800, 

von ± 90°, + 270°, 

den Wert 0, 
den Wert + 
den Wert ± 
den Wert 0 

erreicht~ so erkennt man aus den letzten beiden Gleichungen, daa 

1. fUr (2 a - q» = ± 00, ± 1800, .... 

ox+Oy 0 d ox+Oy 
0 0 - 2 = 0 er 00 = 2 

wird, wahrend '&0 seinen Maximal- bezw. Minimalwert 

.,,- =+_'&-° -cosq> 

1, 
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erhiilt und, dag dagegen 

2. fUr (2 a - cp) = ± 900, ± 270°, .. 
";0=0 

wird, wiihrend 170 sein Maximum bezw. Minimum 

ax+ay + .,; ax+ay+ .,; a - = --~ oder (J = --------
o 2 cos cp 0 2 cos cp 

annimmt. 
Entwickelt man noch aus der oben genannten Hilfswinkelgleichung 

den Rosinus von cp und fUhrt diesen Wert in die letzten Gleichungen 
ein, so ergeben sich die grogten und kleinsten Werte von 170 und.,;o wie folgt: 

ax - ay sin cp 
tg cp = -2-:;:- = cos cp' 

woraus man 2.,;. 2.,;,/ 2 - 1) 
cos cp = SIll cp = V t - cos cp, 

oder 

oder 

" 

oder 

ax - ay ax -- ay 

cos2 cp = (~) 2 (1 _ cos2 cp) 
ax - ay 

" = 4 2+( )2 ' .,; ax-ay 

" = 114,,;2+ (ax -ay)2 
erbiilt. Diesen Wert oben eingefUhrt, gibt die Maxima ocler Minima cler 
Normal- und Schubspannungen, die man auch als Hauptspannungen be
zeichnet. 

1) sin" p + cos2 P = 1 
sin" p = 1 - cos" p 

sin p = -VT-=- cos" p. 



§ 3. Der ebene Spannungszustand. Normalspllnnung. Schubspanuung. 13 

Es ist 

1. die Normalspannung 

_ Ux + ay + '(; 
a ± max - 2 cos cp 

" 
= ax + ay + ___ ~'(; ___ _ 

2 2'(; 

" 
7 

2. die Schubspannung 
'(; '(; 

'(; + max = ± -- = ± -------
- coscf' ~ '(; 

V4'(;2 + (ax -- Uy)2 

" =± ~V47:2+(ax-uy)2. 8 

Die dell Hauptspannungen entsprechenden Hauptl'ichtungen werden 
indirekt durch den Hilfswinkel cp odeI' direkt durch den N eigungswinkel a 
bestimmt, fiir den sich ein Ausdruck aus del' Gleichung 6 fUr '(;0 = 0 
herleiten Hillt. 

Man erhiiIt 

mit cos 2 a dividiert, 

o = ax - f1y . sin 2 a + '(; cos 2 a 
2 cos2a cos2a 

f1x -a" + o = --2-' tg 2 a '(;, 

2 2'(; 
tg2a=-'(;---

Ux -ur ax - f1y 

1 ---- tg cp 
1 

" = - cotgcp 9 

Setzt man beim eben en Spannungszustande, bei dem die Richtungen 
del' Hauptspannungen mit den Richtungen del' Kool'dinatenachsen zu
sammenfallen, eine del' beiden Hauptspannungen gleich Null, so erhalt 
man den linearen Spannullgszustand, fiir den dann die Gleichungen 5 
und 6 die folgenden Formen annehmen: 

ax+O f1x-O +. ao = - cos 2 a 0 . sm 2 a 
2 2 
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a = ax _ ax cos 2 a 
o 2 2 

I-cos 2 a 
" ==Ox· 2 

• 2 
" = ax . sin a, . 10 

ax-O. + 
7:0= 2 .sm2a O.cos2a 

ax. 1. " = 2· Sill 2 a= 2 ax· Sill 2 a 11 

NB. Wahrend man also den ebenen Spannungszustand sich aus 
zwei gleichzeitig auftretenden linearen Spannungszustanden vorstellen kann, 
deren Hauptrichtungen sehkrecht aufeinander stehen, kann der allgemeinste 
Spannungszustand aus drei zusammenwirkenden linearen Spannungs
zustanden bestehend gedacht werden, deren 8pannungsrichtungen recht
winklig zueinander stehen. 

§ 4. Die idealen odeI' I'ednzierten Spannnngen. 
Das im § 7 der Einfuhrung unter den Gleichungen 18 aufgefuhrte 

Iineare Gleichungssystern gibt die Beziehungen zwischen den Spannungen 
und den Formiinderungen (Dehnungen) fUr den aUgemeinsten Spannungs
zustand an, bei dem die rechtwinklig zueinander gerichteten und parallel 
den Koordinatenachsen x, y, z laufenden N ormalspannungen ax, ay, az , 

gleichzeitig auf den Korper einwirkend, die Pehnungen 81, 82, 83 in den 
Achsenrich tungen hervorrufen. 

Das mit Hilfe des Superpositionsgesetzes erhaltene Gleichungssystem 
setzte vor~us, daJ3 die Struktur des beanspruchenden Korpers isotrop, d. h. 
so beschaffen sein soUte, dag unter sonst gleichen Voraussetzungen die 
Formiinderungen fur beliebige Kraftrichtungen dieselben blieben im Gegen
satz zu den heterotropen, bei denen in jeder Richtung auch eine andere 
Formiinderung eintritt, so wie es beispielsweise beirn Holze der Fall ist, 
wo in Faserrichtung andere Dehnungen auftreten als senkrecht dazu. 
In solchen Fallen hat man die zugehOrigen Materialspannungen zu be
rucksichtigen. 

Ersetzt man in den genanntenGleichungen die Normalspannungen 
ax, ay, az allgemein durch die drei Hauptspannungen a1, a2 , a3, so er
halt man 

8 = a (a _ at + (3 ) 
22m " 



§ 4. Die idealen und reduzierten Spannungen. 15 

8S = a IJs - oder - = (Js - - 1J1 1J2 • ( IJt + 1J2) lis 1 ( + ) 
m a nl 

Da nun nach dem H 0 0 k e schen Gesetze (vergl. § 3 der Ein
fiihrung) 

81 =a(Jit oder 
81 

lJi1=-a' 

82 
82 = aIJi2 " lJi2 = ,X' 

88 =alJig 
8s 

" lJis=-a 

ist, worin lJil' lJi2 und (Jig die in den einzelnen Hauptrichtungen auftreten
den idealen oder reduzierten Spannungen darstellen, so schreiben sich die 
dem allgemeinsten Spallnungszustande zugehOrenden Gleichungen 

1 
lJil = (J1 - - (1J2 + 1J3)' 

m 

1 
lJia = (J3 - - (0"1 + 0"2)' 

m 

12 

Bei praktischen Rechnungen ist die gro£lte dieser drei .Spannungen 
zu verwenden. 

Wirrl nun eine der drei Hauptspannungen z. B. (Ja = 0, so erhiilt 
man die reduzierten Spannungen fUr den ebenen Spannungszustand 

lJi1 = IJt - ~ 0"2 } 

und u. ~ u, _ ~ u" . . 13 

von denen auch nur der gro£lere Wert Bedeutung hat. Die Spannungen 
IJj und 0"2 stellen hierin die in den Gleichungen 7 entwickelten gro£lten 
und kleinsten Hauptspannungen 

ax+ay + 1,/ 2+( )2 a1 = 2 2 V 4,,; o"x - lJy 

1J2 = (Jx +O"y _ ~ -V 4,,;2+ (lJx -= lJy)2 
2 2 

und 

dar. 
Setzt man in diesen Gleichungen noch O"y = 0, was bei den meisten 

praktischen Anwendungen del' Fall ist, so el'halten die Hauptspannungen 
die Wel'te 
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und 

welche in die Gleichungen 13 eingefiihrt, die idealen Hauptspannungen 
1 

ail = (11 - m (J2 

und 

m-1 m+1V-----
" = -- ax - -- (J 2 + d 'f2 2m 2m x . 

ergeben. 
Da sich diese Spannungen nur im Hauptvorzeichen 

so lassen sie sich in der allgemeinen Gleichung 
m-1 m+l,/ ai=--a±--Va2+4'f2 

2m 2m 

unterscheideil, 

14 

vereinigen, die mit der im § 1 genannten Gleichung 1 vollstandig iiber
einstimmt; den daselbst aufgefiihrten unbestimmten Faktoren A, B und 
C entsprechen hierin die Werte 

C=4, 
m -1 3 

A = --~ = 0,35 bezw. 
2m 8 . 14a 

m-+-1 5 
B = --' - = 0,65 bezw. -, 

2m 8 
und 

sofern man fur die im § 7 der Einfiihrung erwiihnte, nach Poi S son 

benannte Konstante m die Werte 13° bezw. 4 einsetzt. 

Mit diesen Zahlenwerten schreibt sich daIm die Gleichung 14 

1. fur m = 13°: (Ji = 0,35 (J ± 0,65 -0J2+ 4 'f2, I 
15 

2. fur m = 4: 
J 



§ 5. Spannungsellipse. Spannullgscllipsoid. 17 

Obgleich nun die allgemeine Gleiclmng H, wie bereitR am Ein
gange dieses Paragraphen gesagt worden ist, nur fur isotrope Karpel' 
Geltung hat, HiJilt sie sich auch ohne wei teres fUr die ubrigen, betero
tropen Karpel' verwenden, fUr die man nur noch die un tel' del' Wurzel 
stehende Schubspannung 'C mit einem Koeffizienten ao zu multiplizieren 
hat, del' das jeweilige Verhiiltnis zwischen del' Schub- und Normalspannung 
ausdruckt. 

Mit bezug auf die im § 13 Abs. 4 del' EinfUhrung genannte Glei
chung 53 

m m+1 
ks=-+-k odeI' k=--ks, 

m 1 m 

die sich auch aus del' Gleichung 12 ffir 'C = 0 und a = 0 herleiten liiat, 
hat man III 

k zuHissige N ormalspannung 
a - - --,----=:;;.----..:....--..:;;..-
o-m+l -m+1 . 

--~ ks --. zuHisslge Schubspannung 
m m 

das sogenannte Anstrengungsverhaltnis gebildet. 
Fuhrt man nun noch dieses Verhiiltnis in die Gleichung 14 

so erhalt man die fUr jedes Material giiltige Gleicbung 

m-1 m+1,/-----
ai=21~a±2m va2 + 4 (ao,,;)2 

§ 5. Spannnngsellipse. Spannnngsellipsoi{]. 
a) Die Spannnngsellipse. 

16 

ein, 

17 

Fur den im § 3 aufgefuhrten ebenen Spannungszustand kann man 
mit Hilfe del' Gleichungen 5 und 6 die Spannungen ao und 'Co fur aIle 
N eigungswinkel del' Schnittflache AB be
rechnen. 

Um eine graphische Ubersicht zu erhalten, 
vereinigt man die zusammengeharenden Span
nungswerte zu resultierenden Spannungen Pr, die 
in einem beliebigen KriiftemaJilstabe, von dem 
Anfangspunkte eines in Fig. 6 dargestellten 
Koordinatensystems ausgehend, als Strahlen auf
getragen werden. Hierbei entspricht jeder Schnitt
rich tung ein Strahl, deren' Endpunkte im allge
meinen eine Ellipse bilden, wie aus dem Fol
genden zu erkennen ist. Del' Einfachheit halber 
wahle man in Fig. 7 das Koordinatensystem so, 
daB die Achsen mit den Hauptspannungen zu-

Wehnert. Festigkeitsleln'e n. 

,/ 

Fig. 6. 

2 
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sammen fallen, dann ist der Gleichgewichtszustand gewahrt, wenn 
1. in Richtung der x-Achse: 

px.bAB=ax.bOA, woraus 
OA . 

px = I1x = = I1x SlD a 
AB 

folgt, 

Fig. 7. 

und 
2. in Richtnng der y-Achse: 

py. b AB = ay . h 0 B, 
woraus 

OB 
py = l1y = = ay cos a folgt, 

AB 
ist. 

Lost man nun die beiden 
Zustandsgleichungen nach 

sina=Px und cosa=PY 
" ax l1y 

auf, und fuhrt man diese Werte in die im § 3, a unter 1 angemerkte 
Gleichung 

1\1 
! 

Fig. 8. Fig. 9. 

wird, geht die Spannungsellipse in 
ersichtlich ist. 

sin2a +cos2a= 1 
ein, so ergibt sich in dem Aus
drucke 

(~:r + (~r = 1 . 18 

eine Gleichung, welche die Mittel
punktsgleichung einer Ellipse 
darstellt. Die Spannungen I1x 

rind ay bilden die beiden Halb
achsen del" in Fig. 8 verzeichneten 
Ellipse. 

Fur den Fall, da£ I1x = ay 
einen Kreis uber, wie aus der Fig. 9 

b) Das Spannullgsellipsoid. 
Filr den im § 2 behandelten allgemeinen Spannungszustand hat 

man in den Gleichungen 3 die Hilfsmittel, mit denen man ebenso wie 
vorher fur jede Schnittrichtung eine resultierende" Spannung ermitteln kann, 
die dann wieder, von dem Anfangspunkte eines Koordinatensystems aus
gehend, als Strahlen oder Vektoren angetragen werden konnen, deren End
punkte auf einer Flache zweiten Grades liegen, welche die Oberfliiche 
eines Ellipsoides bilden. 
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Sollen wieder die Hauptspannungen des Ellipsoides mit den Koor
dinaten-Achsen zusammenfallen, so mussen die Schubspannungen in den 
Gleichungen 3 gleich Null werden; dann ist aber 

1. Px = ax cos a, woraus man cos a = Px erhalt, 
(Jx 

2. py = Gy cos {J, " 
3. pz = (Jz cos y, " 

" cos {J = py 
(Jy 
pz 

" cosy=
Gz 

" 

" 
Diese Werte in die der analytischen Geometrie angehOrende Gleichung 

cos2 a + cos2{J + cos:!y = 11) 

eingesetzt, gibt den Ausdruck 

. 19 

der die Mittelpunktsgleichung des Spannungsellipsoides darstellt. Die 
Spannungen (Jx. Gy und (Jz bilden die Hulbachsen des Korpers, der in 
eine Kugel ubergeht, falls die drei Hauptspannungen gleich grolil sind. 

1) 1. Nach dem Pythagoraischen Lehrsatze ist nach der beistehenden Figur 
pr"=px2 + a', worin a2 =py'+ pz 2 ist, 
" = px2 + py' +pz 2• 

2. Ferner ist 

cos a = px oder cos' a = (px) 2 , 
pr pr 1 

cos fJ = py cos' fJ = (PY) 2, 
pr " pr 

cos r = ~: " cos2 r = (~; r 
Durch Addition der letzten drei Glei
chungen erhalt man: 
cos2 a + cos' fJ + cos2 r = 

(;:)2 +(::)2 +(::)' 
cos' a + cos' fJ -+ cos' r = 

px' + pyO + pz ° 
pr 2 

Fiir den Zahler den uuter 1 aufgestellten Wert pro eingefiihrt, gibt 
. , 

cos' a + cos· fJ + cos2 r = P.E... == 1. 
pr 2 

2* 
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Zweiter Abschnitt. 

§ 6. Die Tragheitsmomente ebener Flachen, die sich 
anf verschieden gerichtete Schwerpnnktsachsen be

ziehen. 

a) Die Tragheitsmomente. 
Mit dem im § 15 Abs. 2 der Einfiihrung genannten reduzierten 

Tragheitsmomente war ein Mittel gegeben, die Triigheitsmomente fUr aIle 
au~erhalb des Schwerpunktes einer ebenen 
Flache (s. Fig. lO) gelegenen Achsen auf 
einfache Weise angeben zu konnen, falls die 
Triigheitsmomente der zugehOrigen parallele~ 
Schwerpunktsachsen bekannt waren. 

1m vorliegenden Paragraphen sollen nun 
vergleichende Betrachtungen zwischen den 
TragheitsIDomenten angestellt werden, die sich 

Fig. 10. auf beliebig gerichtete Achsen beziehen, 
welche siimtlich durch den Schwerpunkt der Fliiche gehen. 

Zu diesem Zwecke seien in Fig. 11 zwei Koordinatensysteme vor
gelegt, deren Koordinaten x und ; bezw. y und TJ den Winkel a ein

Fig. 11. 

schlie~en. Ein Element f 
des vorliegenden Querschnit
tes habe von den Achsen 
der beiden Systeme die Ab
stande x y, bezw. ; TJ, die 
untereinander in folgenden 
Beziehungen stehen: 

l.TJ=a-b 
,,= ycos a -xsina 

2. ;= c+d 

" = x cos a + y sin a. 
Bildet man nun nach 

§ 15 Abs. 1 der Einfiih
rung fiir die Achsen ; und 
'fj die Tragheitsmomente e5 
und er;' so ergibt sich 
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1. 0 S = ~f1j2 = ~f(y cos a - x sin a)2 
" = ~f(y2 cos2 a + x S sin2 a - 2xy sin a cos a) 
" = ~fy2 cos2 a + ~fX2 sin2 a - ~f2xy sin a cos a, 

und, da nach § 15 Abs. 1 der Einfiihrung 
~f1j2 = 0 x, 

~fX2 = 0 y, 
~fxy =Llxy, 

und nach § 3 a, Anmerkung 4 

2 sin a cos a = sin 2 a ist, 
0 s = 0 x cos2 a + 0 y sin2 a - Llxy sin 2 a, . 20 

2. 0'1 = ~fg2 = ~f(x cos a + y sin a)2 
" = ~f(X2 cos2 a+ y2 sin2 a+ 2xy sin a cos a) 
" = ~fx2 cos2 a +~fy2 sin~ a + ~f2xy sin a cos a 
,,=0xsin2a+0ycos2a+Llxysin2a, .21 

worin ~fxy=Llxy das sogenannte Zentrifugal- oder Deviations
mom en t fur die Koordinatenachsen x und y bezeichnet, welches, gleich 
den Tragheitsmomenten, ein Moment zweiter Ordnung ist. 

Addiert man die Gleichungen 20 und 21, so erhiilt man 
1. 0 s = 0 x coss a + 0y sins a - Llxy sin 2a 
2. 0'1= 0xsin2 a+0ycos2a +Llxysin 2a 

0 s+ 0'1 = 0 x (sin2 a+ cos2 a) + 0y (sin2 a + cos2 a), 
und, da nach § 3 a, Anmerkung 1 

sin2 a + cos2 a = 1 ist, 
0 s+0'1=0x+0y. .22 

Die letzte Gleichung sagt, daLl die Summe del' Tragheitsmomente 
fUr irgend zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen immer konstanten 
Wert hat, sofern die Achsen durch einen gemeinschaftlichen Punkt gehen. 
Die Werte 0 s und 0'1 sind von dem Winkel a abhangig, erreichen also 
zwischen a = 0° und a = 90° einen groiDten bezw. kleinsten "'N ert. Der 
letzte Fall tritt ein, wenn das auf die Koordinatenachsen g, 11 bezogene 
Zentrifugalmoment LiS'l gleich N uil wird. 

Bildet man dieses Moment, so erhalt man 
LiS'l = ~fg1j = ~f(x cos a + y sin a) (y cos a - x sin a) 

" =~f(xycos2 a - x2 sin a cos a +y2 sin a cos a -xysin2 a) 
" = ~f[(y2 - x2) sin a cos a + xy (cos2 a - sin2 a)], 

und, da nach § 3 a, Anmerkuug 2 
cos2 a - sin2 a = cos 2 a ist, 

sin 2a 
LiS'1 = ~f[(y2 - x2) -2-+ xy cos 2a] 

("f 2 "£ 2 sin2a+"f " = .-- y --.-- x ) -2- -- x Y cos 2 a 
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0-0 
LiS'l = x 2 y sin 2a + Lixy cos 2a. 

Diesen Ausdruck gleich N uil gesetzt, gibt 

0-0 
x 2 y sin 2 a + d xy cos 2 a = ° 

oder, mit cos 2a dividiert, 

0'-0 
x 2 Ytg2a+dxy =0, 

woraus dann 

folgt. 

. 23 

.24 

Die Gleichung 24 bestimmt nun den Winkel a, unter dem die 
Hauptachsen des ebenen Querschnittes zu finden sind. 

Wird z. B. d xy = 0, so ist tg2a = ° 
oder der Winkel a = 0°, 

womit das Zusammenfailen der Haupt- und Koordinatenachsen bedingt wird. 

1st dagegen d xy = ° und gleichzeitig 0 x = 0 y, so ist 

° tg2a=O' 

womit gesagt wird, daL\ jede Schwerpunktsachse eine Hauptachse ist, was 
z. B. bei allen regelmaL\igen Querschnitten cler Fall ist. 

b) Die Zentrifugalmomente. 

Wie bereits im Abschnitt a dieses Paragraph en gesagt, sind die 
Zentrifugal- oder Deviationsmomente, gleich den" Tragheitsmomenten, Momente 
zweiter Ordnung, deren Kenntnis die Anwendung der Gleichungen 20 
bis 24 voraussetzen. 

Die Bestimmung dieser Momente kann graphisch und analytisch 
geschehen. Die erste Form hat mehr bei komplizierten Querschnitten Be· 
deutung, bei einfachen Flachen fuhrt; meist die Rechnung schneller zum 
Ziele. 

1m letzten Faile kommt es nun ganz darauf an, was fur Mittel zur 
Verfugung stehen. So kann man z. B. die Zentrifugalmomente mit und 
ohne Kenntnis der Haupttragheitsmomente oder der Schwerpunktsabstande 
berechnen, wie aus folgendem zu ersehen ist. 
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1. Die direkte Entwickelung des Zentrifugalmomentes fur den recht. 
eckigen Querschnitt, der mit einer Achse eines beliebig gelegenen 

Koordinatensystems gleichgerichtet ist. 

Naeh den im vorhergehenden Abschnitt aufgeruhrten Gleiehungen 
20 und 21 versteht man unter dem Zentrifugalmoment d xy der Koordi
natenaehsen xy den Ausdruek 

dxy=~fxy, 

worln f ein Flii.chenelement des vorliegenden Quersehnittes darstellt, rur 
das die Werte x und y die Koordinaten bezeichnen. 

Der Entwiekelung sei das in Fig. 12 gezeiehnete Reehteck zugrunde 
gelegt, das oberhalb der x-Aehse zu beiden Seiten der y-Achse liegt. Den 
auf der linken Seite der y
Aehse befindliehen Fliichenteil 
zerlege man beispiell:!weise in 
gleiehe, reehteekige Fliiehen
elemente 

h1 
£1= bd1 =b-, 

n 

den reehts gelegenen Flaehen
teil dagegen in gleiche, reeht
eckige Elemente 

h 
fa = b da = b -.!. 

n 

Fig. 12. 

Die ersteren Elemente haben die von der y-Aehse aus gemessenen 
Abszissen 

die letzteren Elemente dagegen 

x1=~da=~ ha 
2 2 n' 

x2=~d2=~ h2 , 
2 2 n 
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5 5 ha 
XS =-02=--' 

2 2 n 

Die von der x-Achse aus g'emessenen Ordinaten sind bei samtlichen 
Fliichenelementen der linken und rechten Seite des Querschnittes gleich, 
namlich 

b 
y=v-2"' 

Fiihrt man nun die genannten Werte in obige Gleichung ein, so 
erhiilt man das fiir den rechteckigen Querschnitt giiltige Zentrifugalmoment 

dxy=~fxy 

" = ~f1 (- x)y+~faxy 
" =y[f1~(-x)+f2~xl 

" = y [fl (_ ~ h1 __ ~ h1 _ ~ hI _ .... )+ 
2 n 2 n 2 n 

+ f (~h2 + ~ b2 + ~ h2 + )] 22n 2n 2n .... 

" =y [-f1 :~ (1 +3+5+ .... )+£a :~ (1 + 3+ 5+ .... )] 

" =y [-£1 ~+fa~] (1 + 3+5+ .... ).1) 
2n 2n 

Da die in del' zweiten Klammer stehende arithmetische Reihe fiir 
n-Glieder den Wert n2 hat, so erhiilt ma.n, unter Einfiibrung der vor
genanuten Werte, fiir y, fl und fa die Gleichung 

d xy = Y 21 n [faha - £1 hI] n2 

( b) 1 [ ha hI] 2 = v-- - b-.ha-b-.h1 n 
" 2 2n n n 

I) SolI die arithmetische Reihe aus n·Gliedern bestehen, so mufi das letzte 
Glied der Reihe (2 n - 1) sein. Die Summe bildet sich dano in folgender Weise: 
s= 1 + 3 + 5 + ...... +(2n-5)+(2n-3)+(2n-1) 
s = (2 n - 1) + (2 n - 3) + (2 n - 5) + ...... + 5 + S + 1 

2s= 2n + 2n + 2n + ...... + 2n + 2 n + 2n 
" =2n.n, 

2n2 

s=2=n2• 
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2v-b.~(h 2_h 2)n2 
2 2 n2 2 1 

2. Berechnung des Zentrifngalmomentes d xy direkt ans den Trag
heitsmomenten 0 x, 0 y und 0 z• 

Kennt man von einem Querschnitt die beiden Haupttragheitsmomente 
0 x und 0 y, als auch das Tragheitsmoment 0 z, bezogen auf eine unter 
45° geneigte Achse z (s. Fig. 11), so erhiilt man das Zentrifugalmoment 
d xy aus der Gleichung 20 

0g = 0 x COfl2 a + 0 y sin2 a - d xy sin 2 a, 
wenn man den Winkel a = 45° und 0 s = 0 z einfiihrt. Damit folgt 

0 z = 0 x cos2 45° + 0 y sin2 45° - d xy sin 2 . 45° 
" = 0 x 0,707 2 + 0 y O,707 2 - d xy . 1 
" = 0,707 2 (0x + 0 y)-dxy 
" = 0,5 (0x + 0 y) - d xy, 

d xy = 0,5 (0x + 0 y) - 0 z• Fa 

3. Berechnung des Zentrifugalmomentes dxy direkt aus dem Quer
sehnitt uud den Sehwerpunktsabstiinden. 

a) Es sei in Fig. 13 zuniichst angenommen, datl das Zentrifugal
moment d X1 Y1 . einer Flache in bezug auf zwei sich rechtwinklig schneidende 
Achsen Xl Yl bekannt ist. Hieran schlie13t sich die Frage nach dem 
Zentrifugalmoment d xy dieser Flache, bezogen auf die parallelen Koordi· 
natenachsen xy, von denen der Schwer
punkt S· die Abstiinde ; '" habe. 

Nach der Definition des Zentrifugal
.oder Deviationsmomentes ist an Hand der 
Fig. 13 das gesuchte Moment 
dxy=,:U(Xl +;)(Yl +"') 
." =~fxlYl+~fxl17+~f;Yl+~f;", 
." = d X1Y1 + 17~fYl + ;~fxl + ;",~f, 
worin die statischen Momente del' vorlie
genden Flache F 

ist. 
Da ferner 

~£=F 

Fig. 13. 

den ganzen Querschnitt darstellt, so erhiilt man das gesuchte Zentrifugal
moment 
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dxy=dx1Y1 +F;l7, F3 
welcher Ausdruck der Form nach mit dem in § 15 Abs. 2 der Ein
fUhrung genannten reduzierten Tragheitsmomente iibereinstimmt. 

b) Bilden nun die Achsen x und y die Hauptachsen des Quer
schnittes F, so wird das Zentrifugalmoment 

womit dann die 

annimmt. 

d X1Y1 = 0, 
Gleichung Fs die einfachere 

d xy = FSll 
Form 

c) Besteht der Querschnitt F aus einzelnen Flachent~ilen F l , F 2, 

Fs etc., welche die 8chwerpunkte 81, 82, 83 etc. mit den Abstanden ;1 'fjl' 

;2172' ;s 'fj3 etc. haben, so kann man die unter a und b genannten Glei
chungen in der 8ummenform 

n 

und d xy = ~Fl;l 'fjl F6 
1 

darstellen, wie es bei den Tragheitsmomenten im § 15 Abs. 3 der Ein~ 
fiihrung geschehen ist. Allerdings hat man hierbei genau auf die V orzeichell 
der Koordinaten zu achten. 

NB. Mit Hilfe der in diesem Abschnitt aufgefiihrten Gleichungen 
kann man bei einfachen Querschnittsformen sehr schnell das Zentrifugal
moment berechnen. 

4. llerechnung des Zentrifugalmomentes d xy und der Tragbeits
momente ex, ey ohne Kenntnis der Lage des Scltwerpnnktes S 

der Flaclte. 

Der vorliegenden Betrachtung sei beispielsweise ein aus zwei Teilen ge
bildeter, in Fig. 14 dargestellter Querschnitt zugrunde gelegt, dessen Inhalt 

Fig. 14. 

nach § 15 Gleichung 

sich aus Fl und F2 zusammensetzt. Die 8chwer
punkte 81 und S2 der einzelnen Flachen mit den 
parallel gerichteten 8chwerpunktsachsen Xl Yl und 
X2 Y2 sind gegeben, ebenso sind die darauf bezo
genen Tragheits- und Zentrifugalmomente eX1 ' eY1, 

d X1Y1 bezw. ex2 , e y2, LlX2Y2 als bekannt ange
nommen. 

Gesucht sollen dagegen die Tragheitsmomente 
eD ey und das Zentrifugalmoment dxy des Quer
schnittes F fUr die 8chwerpunktsacbsen xy werden, 
die den ersteren Achsen gleicb gerichtet sind. 

Die Tragheitsmomente ex und 0 y betragen 
68 der Einfiihrung 
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ex = e XI + e X2 + F1 'YJl a + Fa'fJg2 
und ey=eYl +eYl! + F1§12+ Fa§a2. 

Nach der Lehre vom Schwerpunkt erhiilt man 
Fl 'fJl = Fg'fJa bezw. Fig! = Fagg 

und nach Fig. 14 

" 

I: FIR 
bezw. Sa = F +F 

1 9 
folgen. 

Bildet man nun die Summen 

und 

Fl'fJ12+F2'fJg2=Fl (Fl~bFar+Fg (Fl~bFgr 
FI F ab2 ( + 

- (Fl + Fa)2 Fl Fa) 

FI F ab2 
" -- Fl +Fg 

27 
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Sind die Achsen X1Yl und x2 Y2 Hauptachsen del' Fliichenteile Fl 
und F 2, so sind die Zentrifugalmomente LlXl Yl und d X2Y2 gleich Null 
und man erhiilt die Gleichung 

.d - Fl F 2ab F9 
xy- Fl +F2 

§ 7. Tragheitsellipse. Zentralellipse. 
a) Die Tragheitsellipse. 

Um den im vorangegangenen Paragraphen besprochenen Beziehungen 
noch eine bildliche Erlauterung zu geben, sei in Fig. 15 ein rechtwink
liges Achsenkreuz dal'gestellt, dessen Schnittpunkt 0 an beliebiger Stelle des 
vorgelegten Querschnittes liegen moge. 

Fig. 15. 

Die das Triigheitsmoment fiir eine 
unter dem Winkel a; geneigte Achse 

e ergebende Gleichung 20 
jI. 

0g=0xcos2a;+0ysin2a;-Llxy sin 2a;, 

worin fUr 0 5 = 0 a gesetzt sein soIl; 
liefert dann fUr 

l' = 1 / I , woraus 0 a = ~ folgt, V 0 a 1'2 

einen auf del' geneigten Achse liegen
den Punkt P, del' die Koordinaten 

xa=rcosa; und ya=rsina 
besitzt. 

Werden nun die Wel'te oben eingefiihrt, so erhiilt man in del' Be
ziehung 

~= 0 x cos2a; + 0 y sin2 a; - d xy sin 2 a 
l' 

odel' nach § 3 a Anmel'kung 4, fUr "sin 2 a = 2 sin a; cos a;" gesetzt, 

1 = 0 x 1'2 cos2 a; + 0 y 1'2 sin2 a; - d xy 2 1'2 sin a cos a 

oder 1=0xxa2 +0y Ya 2 -2dxyxaYa. .24a 
eine Gleichung, die eine Ellipse darstellt, deren Mittelpunkt del' O-Punkt ist. 

Diese Ellipse bildet nun den geometrischen Ort aIlel' derjenigen 
Punkte P, welche sich fUr aIle zwischen 00 und 3600 liegenden Achsen
winkel a; in del' oben genannten Weise bel'echnen und auftragen lassen. 

Umgekehl't lassen sich abel' auch wieder mit Hilfe del' Ellipse die 
Triigheitsmomente fiir aIle Achsen des Querschnittes angeben, weshalb man 
diese Ellipse auch die TragheitseIlipse genannt hat. 

Da nun jede Ellipse zwei senkrecht aufeinanderstehellde Hauptachsen 
hat, deren Lagen sich nach del' Gleichung 24 angeben lassen, deren N ull-
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punkt aber an jeder beliebigen Stelle des Quer8chnittes liegen kann, so 
geht daraus hervor, dalil ein Querschnitt unzahlig viele Hauptachsen und 
Haupttragheitsmomente hat. 

b) Die Zentralellipse. 
Legt man den O-Punkt des Achsenkreuzes in den Schwerpunkt der 

Fliiche, so nennt man die Tragheitsellipse auch noch Zentralellipse, die 
nun fiir die praktische Anwendung fast nur· allein Bedeutung hat. In 
Fig. 16 ist diese Ellipse fiir den Fall dargestellt, wo die Hauptachsen 
derselhen mit den Koordillatenachsen zusammen
fallen. Hierbei wird nach den letzten Ausruh
rungen des § 6 das Zentrifugalmoment gleich 
Null. Die Gleichung 20 

es = ex cos2 a + ey sin2 a .- .dxy sin 2 a 
schreibt sich dann, fiir es wieder ea. gesetzt, 

ea. = ex cos2 a + ey sins a. . 25 
1. Um Ijun. die Zentralellipse aufzeichnen 

und die elliptische Eigenschaft besser iibersehen 
zu konnen, fiihre man an Stelle der Tragheits
momente ea., ex und ey die Werte 

Fig. 16. 

bezw. r = 1 / F.
1 , V l"la. 

1 1 
ea.=- oder r2 =-, 

r2 ea. 

1 
ey = b2 " 

unter Beachtung der Koordinaten 

" a= 11 ~x' 
" b= 11 ~y 

Xa. 
Xa. = r cos a, woraus cos a = - folgt, 

r 

Ya. =rsin a, 
" 

sin a = Ya. 
r " , 

in die Gleichung 25 ein, so erhiilt man in der Beziehung 

ea. = ex cos2 a + ey sin2 a 

oder :2 = ~2 (:a.f + ~2 (Yl~ r 
oder, mit ra multipliziert, 

x 

2 2 
1 = Xa. +Ya. 26 

a2 b2 

eine Gleichung, welche die Mittelpunktsgleichung der Zentralellipse 
darstellt. 
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Die den Haupttragheitsmomenten Bx und By umgekehrt propor
tionalen Strecken oder Tragheitsarme a und b bilden die beiden Halb
achsen del' Ellipse. 

2. Will man zur Konstruktion del' Zentralellipse die Tragheitsradien 
benutzen, die sich aus dem Verhaltnis del' Tragheit.smomente und dem 
Quel'schnitte el'geben, so berechnet man nach del' Gleichung 20 

Bs = Ba = Bx cos2 a + By sin 2 a - LlXY sin 2 a 

die Tragheitsmomente fUr 3 beliebig angenommene Schwel'punktsachsen, 
bildet dal'aus mit Hilfe del' Gleichung 

2_ Ba 
l' -F' F 

die Tragheitsradien, welche nach Fig. 17 zu beiden Seiten des Schwel'
punktes senkl'echt zu den zugehol'igen Achsenrichtungen aufgetragen werden. 

Zieht man nun in den el'haltenen 
3 Punkt-Paal'en die Pal'allelen zu 
den Achsen, so bilden sie 6 Tangen-, 
ten del' gesuchten Zentralellipse. 

Die Zahl del' die Ellipse ein
hiillenden Tangenten kann man nun 
nach einem del' analytischen Geo
metrie angehorenden Satze von Bri an
chon in einfachster Weise kon-
struieren. 

3. Handelt es sich urn die 
Konstruktion del' Zentralellipse fiir 
Querschnitte, die eine Symmetrieachse 
haben, so sind von vornherein die 
Richtungen del' Hauptachsen be
kannt. In diesem Falle hat man 
nul' noch notig, die entsprechenden 
Tragheitsmomente zu bilden, urn 
daraus die Haupttragheitsradien und 
Hauptachsen zu erhalten. 

Man kann abel' auch mit den unter 1 genannten Tragheitsarmen 
operieren. 

NB. Da fiir die in del' Praxis taglich vorkommenden Walzeisen
profile die Richtungen der Hauptachsen nebst den zugehOrigen Tragheits
momenten bezw. Tragheitshalbmessern tabellarisch vorliegen, so kann 
man im Bedarfsfalle die entsprechenden Zentl'alellipsen sehr schnell auf-
tragen. 
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§ 8. Die nnsymmetrische oder schiefe Belastnng. 
Die im § 14, 1 der Einfiihrung aufgestellte Biegungsgleichung 

"Mb = W . kb" setzt voraus, da13 die Ebene der au13eren Kriifte eines 
auf Biegung beanspruchten Korpers stets mit einer Hauptachse dee Quer
schnittes zusammenfillt, wahrend die zweite Hauptachse zugleich die neu
trale Achse bild('lt. 

Diese Annahme trifft nun aber nicht immer bei den in der Praxis 
vorkommenden· Konstruktionen zu. Vorwiegend im Dach- und Eisen
konstruktionsbau treten Belastungsfalle auf, wo die Kraft oder Momenten
ebene mit den Hauptachsen des Querschnittes beliebige Winkel einschlie13t. 
In solchen Fillen spricht man von schiefen Belastungen, bei denen von 
vomherein die beiden Moglichkeiten 

1. ob. die einen Korper auf Biegung beanspruchenden Krafte samt
lich in einer gem eins chaftlichen E hene liegen oder, 

2. ob die angreifenden Krafte in verschiedenen Ebenen auf
treten 

zu unterscbeiden sind. 

Fig. 18. 

Liegt der erste Fall vor, so zerlegt man jede Kraft in zwei den 
beiden Hauptachsen des Querschnittes parallel gerichtete Komponenten, 
die dann in jeder Achsenrichtung ein resultierendes Biegungsmoment er
gehen, fUr welches das im § 14 der Einfiihrung Gesagte giiltig ist. 1m 
anderen Falle kann man das resultierende Biegungsmoment in zwei 
Momente zerlegen, deren Ebenen in die Hauptrichtungen fallen. 

Da es nun auf die Querschnittsform als auf die Art des auf Biegung 
beanspruchten Korpers nicht ankommt, sei den weiteren Betrachtungen der 
in Fig. 18 dargestellte rechteckige Querschnitt eines Freitragers zugrunde 
gelegt, dessen Hauptrichtungen mit den Koordinatenachsen x y zusammen
fallen mogen. Die am freien Ende des Tragers wirkende Kraft P, die 
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mit del' x-Achse den Winkel {J einschlie.at, liefert nach Fig. 18 b die beiden 
Komponenten P x und P y' zwischen denen nach dem Pythagoriiischen 
Lehrsatze die Beziehung 

p2=Pxll+Py 2 

besteht. Multipliziert man die Gleichung mit a2, so gibt 
(P a)2 = {Px a)2 + (Pya)! 

mit bezug auf Fig. 18a eine Bestiitigung dafiir, daB 
M2=Mx2+My2. 27 

ist, d. h., da.a man, wie Fig. 18c zeigt; such das mit del' x-Achse den 
Winkel (J bildende Biegungsmoment M ebenso wie die Kraft P in die 
beiden Komponenten Mx und My zerlegen kann. 

a) Die Lage der nentralen Achse. 
1. Wiirde das Moment Mx den Querschnitt allein beanspruchen, so 

wurde die y-Achse die neutrale Achse darstellen, wobei das oberhalb 
liegende Material des Querschnittes auf Zug (+), das unterhalb liegende 
auf Druck (-) beansprucht wird. 

2. Fur My, als das allein wirkende Moment, bildet die x-Achse die 
neutrale Achse und das oberhalb derselben liegende Material wird auf 
Zug (+), das unterhalb liegende auf Druck (-) in Anspruch genommen. 

3. Wirken dagegen, wie es im vorliegenden Falle zutrifft, beide 
M omente gleichzeitig auf den Querschnitt ein, so lassen die in Fig. 18 c 
angegebenen Vorzeichen erkennen, daB del' obere Querschnittsteil C nul' 
auf Zug, del' untere Teil D dagegen nul' auf Druck, wiihrend die beiden 
links und rechts gelegenen Teile E und F gleichzeitig auf Zug und Druck 
beansprucht werden, was nul' dann moglich sein kann, wenn die neutrale 
Achse N N durch die beiden Felder hindu.rchgeht. Damit ist nun abel' 
die Lage del' genannten Achse festgelegt; sie bilde mit del' x-Achse den 
Winkel ao, del' sich dann auf folgende Weise bestimmen lii.at. 

Fur ein beliebiges in Fig. 18 c dargestelltes Querschnittselement f, 
das von del' neutralen Achse den Abstand 1], von den beiden Haupt
achsen x y abel' die Entfernungen y und x hat, erhiilt man nach del' im 
§ 14, 3 del' Einfiihrung aufgefuhrten GIeichung 59 

e e 
Q = --, woraus kb = - folgt, 

akb aQ 
den Spannungswert (J aus 

(J=!L=~1'/' 
aQ ~Q 

sofern fur kb und e die Werte (J und 1'/ gesetzt werden. 
Wird nun nach § 6, 1 del' Wert 1] durch "y cos ao - x sin au" er

setzt, so betriigt die Spannung 
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a = ~ (y cos a o - x sin ao), 
aQ . 

die oberhalb del' neutralen Achse positiv, unterhalb dagegen negativ ist. 

Nach den Ausfiihrungen im § 14, 1 del' Einfiihrung ergeben sich 
dann die Momente del' inneren Krafte fUr die beiden Hauptachsen x y zu 

1 M - " - "f _ vf Y cos a o - x sin ao . x--.-.px-- .. a.x--.-.. x 
aQ 

_ 1 Vf( .) " - - -.-. y cos a o - x Sill a o x 
aQ 

1 ("f "f . " = -- - _ y cos ao . x - _ X Sill ao . x) 
aQ 

__ cosao vf + sin all. ,of 2_ sinao Q _ cosao A " - _ xy _ x - l:'ly LJxy, 
aQ aQ aQ aQ 

2 M - +" ,- "f _ "f Y cos ao - x sin a o • y- _py- ... a.y-_ y 
aQ 

1 "f ( .) 1 ("f "f') " = - ... y cos ao - x sm a o y = - .-. y cos a o . y - _ x sm a o . y 
aQ aQ 

_ cos a o "f 2 sin a o "'f _ cos a o Cl sin a o A " -~~ ... Y -~- ... xy-~-e7x-~-£.Ix· 
aQ aQ a(! CXQ y 

Da abel' nach dem im § 6 Gesagten die Zentrifugal- oder Deviations
momente fiir die Hauptachsen den Wert Null haben, so vereinfachen sich 
die vQrgenannten Momente zu 

1 M - sin a o e 
• x- aQ Y' 

2 M _ cosao Q 

• Y - a(! <:"~X' 

Die Division beider Momente liefert mit Bezugnahme auf Fig. 18 c 

sin ao e 
aQ Y sin a e e -....:...-- = __ () .. .....L = tg ao .....J!.., 

cos ao ex cos ao ex ex 

aQ 

d d Mx .. 
un a M = cotg (1 1st, 

Y 

e 
so ist cotg (1 = e: tg ao 

oder 
ex 

tg a o = e cotg (1, 
Y 

28 

IVe h n e r t, Festigkeitslehre II. 3 
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womit fUr jedes beliebig gerichtete Gesamtmoment, d. h. fUr jeden schiefen 
Belastungsfall, die genaue Lage del' neutralen Achse bestimm t iet. 

b) Die gro.1\te ll'Iaterialspannung. 
Wie bel'eits vorher gesagt, sonst aber auch aus Fig. 18 c zu ersehen 

ist, wil'd del' Querschnitt obel'halb der neutralen Achse auf Zug, untel'halb 
auf Druck beanspl'ucht. 

Die auf beiden Seiten del' Nullinie N N liegenden Querschnitts
elemente werden entsprechend ihren A bstiinden von del' Achse N N ver
schieden beansprucht; die von Null anfangenden Spannungen eneichen 
ihren gro.@ten Wert in den iiu.@ersten Fasel'll C und D des Querschnittes. 
An diesen Stellen addieren sich einfach die gro.@ten Zug- bezw. Druck
spannungen, welche durch die in den Hauptachsen wirkenden Momente 

Mx = M cos (J und My = M sin (J 
erzeugt worden sind. 

Die Einzelspannungen er131t man aus 
Mx M cos (J M cos (J 

1. Mx = 'V y (Jy zu (fy = -- = = ---x, 
Wy 0 y 0 y 

x 

My M sin (J M sin (J 
2. My = Wxux " ux = W;'= 0 x = 0 x y, 

y 

deren Summe dann die Gesamtspannnng 

bildet. 

+ M sin (J +M cos(J 
(f = (fx (Jy = ----e;- Y -e;- x 

Mit bezug auf Fig. 18 c erhiilt man die gro.@te Spannung 

_ M sin (J + M cos (J 
Umax - ----e;- eh -e;- eb 

29 

" = M (s~! eh + ~: eb)' 30 

Wird in del' letzten Gleichung (J = 0°, 90°, 180° etc., so erhiilt 
man wieder die im § 14, 1 del' Einruhrung, rur den einfachen Biegungs
fall aufgestellte Gleichung 58. 

Beispiel. Fiihrt man in die Gleichung 30 die Abmessungen des 
in Fig. 18 vorliegenden rechteckigen Querschnittes, namlich 

hb3 

0 Y =12 
bh3 

0 x =-, 
12 
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und 

ein, so jst 

(
sin is' h cos (i b ) 

amax=M bh3 '2+ hb3'" 2 

\ 12 12 

= M(6 sin (1+6 cosfJ) 
" bh2 hb2 

" = b~ ~ (b sin (1 + h cos (1). 

Da del' Klammerwert die aus Fig. 19 
ersichtliche Horizontalprojektion des Quer
schnittes darstellt, so ergibt sich die gro13te 
Spannung 

6Mc 
amax = b2 h2 ' 

Fig. 19. 

Die Lage del' neutralen Achse NN ist bestimmt dul'ch die Glei
chung 28 

bh3 

ex 12 h2 

tgao = ey cotg (1 = h bB cotg (1 = b2 cotg (1. 

12 

NB. Liegt del' Fall VOl', da13 das resultierende Biegungsmoment M, 
wie Fig. 20 zeigt, mit del' Richtung del' einen 
Diagonale des Quel'schnittes zusammenfiillt, flO 
ist 

b 
h2 h2 2 h2 b h 

tgao =b2cotg(1 =b2 h= b2 h =1)' 

2 

womit gesagt wird, da13 die neutrale Achse N N 
mit del' zweiten Diagonale zusammenfallt. 

c) Die Zentralellipse. 

Fig. 20. 

N ach den Ausfiihrungen des § 7, b liiBt sich auch im vorliegenden 
schiefen Belastungsfalle die Zentralellipse konstruieren. 

Fiihl't man z. B. in die Gleichung 28 die Wel'te 
3* 
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a= -V ~x odeI' 
1 

9 X =2' a 

b = -V ~y " 9 y = :2 
ein und bezeichnet sie als die Halbmesser odeI' die Halbachsen del' Ellipse, 
so erhiilt man die Gleichung 

1 

9 x a8 b2 
tgao= CI cotg {J = - cotg {J = 2 cotg {J, 

~y 1 a 

b2 

die nach einem Satze del' analytischen Geometrie tatsachlich die Mittel
punktsgleichung einer Ellipse darstellt. 

Um die Zentralellipse fUr den in Fig. 18 und 19 angegebenen 
rechteckigen Querschnitt zu erhalten, verzeichne man zuniichst die beiden 
Hauptachsen x y des Querschnittes als Koordinaten eines rechtwinkligen 

Achsenkreuzes. Hierauf bestimme mall aus den Haupt
tl'iigheitsmomenten 9 x und 9 y die Triigheitshalbmesser. 

a- ,re; und b- ,/9x - VF - V F 

und tl'age sie auf den entsprechenden Koordinaten 
auf. Dber diesen Achsen konstruiere man dann nach 
bekannten Regeln die Ellipse. 

F 21 Triigt man nun unter dem von' vornherein ge-ig. . 
gebenen Winkel {J die Richtung des l'esultiel'enden 

Biegungsmomentes (die Momentenebene) auf, welche die Ellipse in den 
Punkten C und D schneidet, so ergibt sich die Nullinie NN als die Pa
rallele zu den in C und D errichteten Tangenten. 

Die Linie N N nennt man den konjugierten Durchmesser von CD, 
d. h. del' Durchmesser N N halbiert samtliche Sehnen del' Ellipse, die mit 
dem Durchmesser CD gleiche Richtung haben, und umgekehrt halbiert 
del' Durchmesser CD aIle mit N N gleichlaufenden Sehnen. 

Auf anqere Weise kann man auch aus Gleichung 28 den Winkel 
a o feststeIlen, woinit dann ebenfalls die neutrale Achse N N bestimmt ist. 

1m iibrigen kann man auch fUr die letztere Achse das Triigheits
moment nach del' im § 7, b aufgefiihrten Gleichung 25 finden. 
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Dritter A bschnitt. 

§ 9. Exzentrische Zng- oder Drnckbelastung. 
KernfUiche. 

1. Die exzentrische Belastung. 
Wird ein beliebiger Querschnitt au.13erhalb der geometrischen Achse 

belastet, wie es beispielsweise bei den Grundplatten der freistehenden Krane 
und bei mehr oder weniger einseitig belasteten SauIen, insbesondere 
aber bei den Unterstiitzungen im 
Mauerwerk beliebig belasteter Frei
trager der Fall ist (vergl. Beispiel a-
55 der Einfiihrung), und liegt 
der Angriffspunkt der Last P, 
wie Fig. 22 b zeigt, in einer Haupt
achse, so wird der Querschnitt 
nach Fig. 22c neben Biegung .t: 
auch noch auf Druck, im umge
kehrten FaIle der Kraftrichtung 
aber auf Zug beansprucht, denn 
man kann sich im Schwerpunkte £, 

S des Querschnittes zwei neue 
Kriifte angebracht bezw. wirkend 
den ken , die der im Punkt A an- .a 
greifenden gegebenen Last P pa
rallel gerichtet und gleich gro.13 sind. 

Das mit entgegengesetzten 
Pfeilen versehene Kraftepaar lie
fert das Biegungsmoment "Mb = 
P. A.", wahrend die iibrigblei
ben de dritte Kraft P den Quer
schnitt auf Druck beansprucht 
und im Materiale eine in Fig. 22d 
bildlich dargestellte, gleichma.13ig 
verteiIte Druckspannung ad her
vorruft. 

/I 

Fig. 22. 

Das allein wirkende Biegungsmoment Mb el'zeugt auf del' Lastseite 
oder l'echts del' durch den Schwel'punkt gehenden neutralen Achse Druck
spannungen, auf der linken Seite dagegen Zugspannungen, wie es die in 
Fig. 22e dal'gestellte Spannungsverteilullg zeigt. 
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Da nun im vorliegenden Belastungsfalle die genannten Normal- und 
Biegungsspannungen gleicbzeitlg auftreten, so braucbt man nur die in 
Fig. 22d und 22e aufgefiibrten Diagramme zu vereinigen, was in Fig. 22£ 
geecbehen ist. 

Aus dem letzten Bilde ist zu erkennen, daI3 sicb die neutrale Acbse 
N N aus dem Scbwerpunkt S nach B, also um die Strecke ex, verschoben 
hat. Diese Verschiebung ist abbiingig yom Abstande A. des Angriffs
punktes A der Last P bis zum Schwerpunkte S des Querschnittes. 

Die Abbii.ngigkeit zeigt am einfacbsten folgende Betrachtung, bei 
der die Biegungsspannung auf der Zug- und Druckseite kurzweg mit ab,' 
die Normalspannung mit a bezeicbnet werden soll. 

Aus den in Fig. 22f schraffierten Dreiecken foIgt 

a:ab=ex:e, 
a 

ex=e-. .31 
ab 

Nach der im § 14, 1 der Einfuhrung aufgefUhrten Gleichung 58 ist 

e ]dbe 
]db = e ab oder ab = e ' 

und nach § 2 daselbst 

die 

P 
P= fa oder a =1' 

Die beiden Spannungswerte oben eingesetzt, gibt die Verscbiebung 
P 
f pe pe e 

e -e----------x - ]dbe - f.]db - f. P l - fl' . 32 

e 

1. ffir A. = 0 den Wert ex = 00, 

2. " l = 00" " ex = 0 
liefert, woraus die Tatsache foIgt, daI3 

1. fur relativ klelne Werte von A. (vergl. Fig. 23 a) die neutrale 
Achse a u ~ e r h a I b des Querscbnittes fiillt, wobei letz~erer nur 
Zug oder Druck auszuhalten bat, 

2. fUr verhiiltnism~ig g r 0 ~ e Werte von A. die Lage der neutralen 
Achse inn e r h a I b des Quersnhnittes liegt, wobei gleichzeitig Zug 
und Druck auftritt (vergl. Fig. 23 b) und daI3 

3. die neutrale Achse mit der Querscbnittsgrenze zusammenfiillt, 
wenn die Verschiebung ex gleich dem Faserabstande e auf der 
entsprechenden Seite des Querschnittes, also "ex = e", ist (vergl. 
Fig. 23c). In diesem Falle wird der Querschnitt nur einerlei 
Spannungen ausgesetzt, worauf bei der Verwendung mancher 
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Materialien besonders zu achten ist. Mauerwerk z. B. soUte man 
immer nur auf Druck beanspruchen, da es gegen Zug fast wider
standslos ist. 

Aus den Spannungs
diagrammen der Fig. 23 er
gibt sich ohne weiteres die 
zusammengesetzte, groLlte 
und kleinste Spannung ai aus 

ai=-(a±ab), . 33 
worin das V orzeichen + 
fUr die rechte Seite, - da
gegen fUr die linke Seite 
des Querschnittes Gel
tung hat. 

In der Mitte des 
Querschnittes tritt immer 
die N ormalspannung a auf. £ 

NB. Trifft die Ebene 
des Biegungsmomentes nicht 
eine Hauptachse des Quer
schnittes, d. h. liegt der 
Angriffspunkt A der Last 

Fig. 23. 

P auf keiner Hauptachse, so liegt ein Fall schiefer Belastung 
hat man das unter § 8 Gesagte mit zu beriicksichtigen. 

2. Die Kernftache. 

vor. Hierbei 

Wie im vorhergehenden Abschnitte bereits gesagt worden ist, hangt 
der vom Schwerpunkt S des Querschnittes aus gemessene Abstand ex der 
spannungslosen oder neutralen Achse N N von der AuLlermittelstellung 
oder Exzentrizitiit A der den Querschnitt beanspruchenden Normal
kraft P abo 

Bei mehrfachen Belastungen gilt die resultierende Kraft als an
greifende Kraft. 

In der Gleichung 32 

e 
oder ex.A=T=r2 , 

bezeichnet r den im § 7 Abs. b, 2 genannten Tragheitshalbmesser oder, 
was dasselbe ist, den quadratischen Mittelwert der Abstiinde aller Fliichen
elemente des Querschnittes von der Schwerpunktsachse. 
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Die Gleichung erinnert an das der analytischen Geometrie angehorende, 
der Weitlaufigkeit halber aber hier nicht naher begriindete Doppel verhiiltnis 
zwischen Pol und P olare, nach dem die aus Fig. 24a zu ersehenden 
4 Punkte Ql' B, Q2' A eine harmonische Punktgruppe bilden, in der die 
Punkte Ql Q2 und B A einander zugeordnet sind. 

Fiir diese Punkte besteht die Proportion 

QIB: BQ2 = QIA: Q2A, 

woraus unter Einfiihrung des Halbmessers Ql S = r das zwischen Pol und 
Pol are bestehende Gesetz 

Fig. 24. 

BS. AS =Q1S2 
ode1' ex. A = 1'2 34 

folgt, das mit der vorgenannten 
Gleichung 32 samt der zuge
horigen Fig_ 24 b in den absoluten 
Werten vollstandig iibereinstimmt. 
Verschieden ist nur die Lage des 
Punktes B, der in Fig. 24 a urn' 
die Strecke ex rechts von dem 
Punkte S liegt, wahrend er in 
Fig. 24 b um die gleiche Strecke 
links von S zu finden ist. 

In der ersten Figur hei13en 
die Punkte A und B einander 
zugeordnete Pole in bezug auf 
den Kreis vom Radius r, im 
letzten Bilde nennt man den dia
metral gelegenen Punkt B den 
Antipol, und die neutrale Achse 
N N die Antipolare des Poles A. 

Charakteristisch ist die Be-
wegung der Polaren um den festliegenden Punkt, sofern sich der zuge
hOrige Pol A liings einer Geraden bewegt, die in A senkrecht auf AB 
steht und umgekehrt. 

Durchlauft andererseits der Punkt A einen gegebenen Streckenzug 
oder eine begrenzte Figur, so umhiillt seine sich mitbewegende Polare eine 
andere ebenialls begrenzte Figur und zwar entspricht jeder Seite der 
Grundfigur ein Eckpunkt del' erzeugten, bezw. jedem Eckpunkte der ersten 
Figur eine Seite der zweiten und umgekehrt. 

Fur die Praxis ist nur der Fall von Interesse, wo die Polare N N 
den beliebig vorliegenden Querschnitt tangiert (vergl. Fig. 23 c); der zu
geordnete Angriffspunkt odeI' Pol A beschreibt hierbei fiir aBe Lagen der 
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Polaren eine begrenzte Figur, deren Flache man als Kern oder Kern
flache des Querschnittes bezeichnet. 

So lange also der Angriffspunkt A in dieser Fliiche bleibt, so lange 
tritt auch die neutrale Achse N N nicht in den Querschnitt ein, der hier· 
bei nur auf Zug oder auf Druck beansprucht wird. Es ist deshalb hei 
solchen Materialien, die nur einerlei Spannung vertragen oder ausgesetzt 
werden sollen, die Kernfliiche von Wichtigkeit. 

§ 10. Bestimmung des Kernes einiger Querschnitte. 
Die Ermittlung des Kernes eines beliebigen Querschnittes kann mit 

Hilfe der Gleichung 32 bezw. 34 analytisch und graphisch erfolgen. 
Bei einfachen Querschnitten, z. B. beim Kreis, Rechteck und Drei

eck, ferner bei allen regelmB.aigen Polygon en, ist die Rechnung so einfach, 
da~ es immer zweckmii~ig ist, diesen Weg einzuschlagen, bei den iibrigen 
Querschnitten dagegen fiihrt zumeist das zeichnerische Verfahren schneller 
zum Ziele. 

Zur Konstruktion benutzt man 
1. nach M 0 h r, den Haupt- und Triigheitshalbmesser und 
2. nach R. Lan d, den Tragheitskreis. 
1m folgenden seien einige Kernbestimmungen analytisch durch

gefiihrt. 

a) Mit Hilfe des Gesetzes zwischen Pol und Polal'e. 
1. Fiir den Kreisquerschnitt. 

Da der in Fig. 25 vorgelegte Querschnitt einen-;Kreisbogen zum 
Umri~ hat und jedem Punkte B der den Kreis umhiillenden, tangierenden 
Polaren oder neutralen Achse N N ein Pol A ent· 
spricht, so miissen auch aUe Punkte A auf einem 
Kreise liegen, der den Radius A. hat. 

Nach Gleichung 32 erhiilt man 
d4 n r 4 n; 

0= 64 =4' 
d2n 

f=-=r 2n 
4 

und ex = r ist. 
Der Radius ). des Kernes betriigt dann 

r 4 n; 

o 4 r 1 
A=--=--=-=-r. 

f.ex r2n.r 4 4 

Fig. 25. 
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2. Fur den Kreisringquerschnitt. 
Auch fur den in Fig. 26 vorliegenden Querschnitt ist del' Kern 

eine Kreisflache, dessen Radius A sich ebenfalls aus Gleichung 32 be
stimmen 11llilt. 

Er betragt 

o . 
ex· A = £' worlD 

und ex = R ist. 

Fig. 26. 

3. Fur das Quadrat. 
Da nach § 9, 2 jeder Ecke des Querschnittes eine gerade Linie 

des Kernes entspricht und umgekehrt, jeder Seite des Quadrates eine Ecke 
des Kernes zugebOrt, so mu.@ die Kernfliiche wiedel' ein Quadrat sein. 

und 

Fig. 27. 

Nach Gleichung 32 erhiilt man dann 
die aus del' Fig. 27 ersichtlichen Abstande 
At und A2 aus 

, _ 0 1 
eX1 ·1\.1-T 

und 
O2 a4 

eX2 ' A2 = T' worin 0 1 = O2 = 12' 

und 

eX2 = V2(~r =~l2 ist. 

f=a2 , 

a 
eX1 =2 

Damit erhalt man 
a4 

o 12 a 
A1 =f--=--=-=O,1667a 

.eX1 2a 6 
a '2 

a 4 

o 12 a 
A2 =f--= J~= J~=O,1179a. 

.eX2 av26 v 2 
a2 ~-• 2 
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4a. Fiir das Rechteck. 

Der rechteckigen Gmndfigur entsprechend wird die KernfHiche em 
verschobenes Parallelogramm, zu deren Festlegung die beiden aus Fig. 28 
ersichtlichen, in die Hauptachsen fallen den Abstande ).1 und ).2 geniigen. 

und 

und 

Dieselben ergeben sich nach Gleichung 32 zu 

1 _ 0 1 
eX1·lI.l-Y 

1 _ O2 ba3 

eX2 ·11.2 - Y' wo fUr 0 1 = 12 ' 
ab3 

O2 =1:2' 
f=ab, 

a 
eX1 =T' 

b 
eX2 =T 

zu setzen ist. Damit ergeben 
suchten Abstande 

sich nun die ge-

bas 

0 1 12 a 
).1 =-- = --=- = 0,1667a 

f. eX1 b a 6 
a .2 

a b3 

O2 1:2 b 
).2=f--=--b =-6 =0,1667b. 

. eX2 b 
a "2 

und 

]:!'ig. 28. 

NB. 1m iibrigen kann man eben so einfach fUr die Diagonalrich
tung oder auch fUr jede beliebige andere Richtung den zugehOrigen Ab
stand ). ermitteln. Man hat nur immer darauf zu achten, da.@ die Rich
tung von ). oder ex senkrecht auf der entsprechenden umhiillenden Polaren 
NN stehen mu.@. 

So ist z. B. der unter dem beliebigen Winkel a gegeniiber der 
x-Achse zu messende Abstand ). fiir denaus Fig. 29 ersichtlichen An
griffs- oder Grenzpunkt A des Kernes 

oder 

Hierin bedeutet 

o 
).=-. 

f. ex 
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f=ab, 

ex = SBI . cos (1 

und nach der 1m § 6 aufgefiihrten Gleichung 21 

0= ex sin2 a+ eycos2 a. 
Der Hilfswinkel (1 ergibt sich aus der trigonometrischen Gleichung 

Fig. 29. 

woraus dann 

1. tg(a + (1) = tga + tg(1 1) 
1-tgatg(1 

und nach Fig. 29 
b 
2 b 

2. tg(a+(1)=-=-
a a 
2 

durch Gleichsetzen der rechten Seiten der Glei
chungen zu 

tga+tg(1 _~ 
1-tgatg(1 a' 

b 
tga + tg(1 = - (1 - tga tg(1) 

a 

b b 
=- -- -tga tg(1, 

a a " 
b b 

tg(1 + - tga tg(1 = - - tga, 
a a 

b 
tg(1(l + -tga) = 

a " 
a+btga b-atga 

tg(1~---=~---, 
a a 

1) N ach der im § 29 angefUhrten Bemerkung 4 und 2 ist 
sin (a + (1) = sin a cos (1 + cos a sin fJ, 
cos (a + fJ) = cos a cos fJ - sin a sin fJ. 

Beide Gleichungen dividiert, gibt 

t (a + (1) = sin a c~_s fJ + c~s a s~n fJ. 
g cos a cos fJ - sm a Sin fJ 

Den Zahler und Nenner mit cos a cos (1 dividiert, liefert 
sin (t cos (J + cos a sinJ1 

tg (a + (1) = cosa cosfJ c~s a C?sfJ 
cos a cos (1 _ sm a sm (1 
cos a cos (1 cos a cos (1 

_ tga+tg(1 
-1-tgatg(1· 
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tgp'(a+ btga) = b - atga, 
b -atga 

tg{J = a + btga 

b) Mit Hilfe der Zentralellipse. 
4 b. Fiir das Rechteck. 
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Nach den Ausfiihrungen des § 7, Abs. b konstruiere man zuniichst 
die Zentralellipse, indem man die in die beiden Hauptachsenrichtungen 
fallenden Triigheitsradien 

Vbas 

,/e 12 ,/a2 1 
r1 = V --1= -;j)= V 12=Yi2 a =O,289a 

und 

,/e Val~3 ,/b2 1 
r2 = V -t= "ji"b= V 12=Y12 b =0,289b 

als Halbachsen der aus Fig. 30 ersichtlichen Ellipse 
auftragt und dariiber die Zentralellipse in bekannwr 
Weise aufzeichnet. Hierauf kann man mit Hilfe 
der Gleichung 34 bezw. 32 

1_2 . 2_e. 
ex·I.x- r , worm r -T 1St, 

den vom Schwerpunkt S des Querschnittes aus 
gemessenen Abst.and Ax filr 8limtliche Kernpunkte 
A bestimmen. 

Die Strecke ex ist hierbei immer der lot-
rechte Abstand der Polaren oder Nullinie NN,· die Fig. 30. 

den gesuchten Kernpunkt A zum Antipol hat. 
Unter r ist stets der Tragheitshalbmesser verstanden, der mit ex und 

Ax gleiche Richtung hat. 
Wie bereits unter Abschnitt a gesagt, geniigt es vollstiindig, die auf 

den Hauptachsen liegenden Kernpunkte At und A2 festzulegen; sie sind 
bestimmt durch 

und 

a2 

r1 2 12 a 
Axt =-=-=-

eX1 a 6 

2 
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b2 

1'22 12 b 
Ax2 =-=-=-' 

eX2 b 6 
2 

5. Fur das gleichschenklige Dreieck. 

Auch hier in Fig. 31 mu13 die Kernfliiche eine del' Grundfigur 
ahnliche Figur sein. Fur die Pol are odeI' neutrale Achse Nt Nt findet 
man den Antipol Al bezw. den Abstand Al nach der Gleichung 32. 

:"t 0 1 
! At·ext =T' 

Fig. 31. betragt. 
Die Werte eingesetzt, liefert 

b h 3 

36 h 1 
At =bh .~h =12= 12 h. 

2 3 

In diesem Abstande wird die Kernflache von einer Geraden be
grenzt, die zur Grundlinie b odeI' Hauptachse x bezw. zu der neutralen 
Achse N I N I parallel liiuft. 

Fur die mit del' Grundlinie b zusammenfallende Polare oder neutrale 
Achse N2 N2 erhii.lt man nach derselben Gleichung 32 den Antipol A2 
bezw. den Abstand A2 zu 

O2 
eX2'~=T' 

A - O2 WOrm fur 
2 - f. eX!!' 

zu setzell ist. Damit wird 
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bhS 

o 36 h 1 
A.2 =f.ex2 =bh 1 ="6=6 h. 

-.-h 
2 3 

Die Rohe der Kernfliiehe betragt mithin 

1 1 3 1 
hk=Al +A2 =12 h +"6 h = 12 h =4 h. 
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Die Grundlinie oder Breite bk des der Grundfigur ahnliehen Kern
dreieekes folgt dann aus der Proportion 

hk:h= bk : b, 

~hb 
bk = hk · b = _4_'_ = ~ = ~ b. 

h h 4 4 

6. Fur das allgemeine Dreieck. 

Mit bezug auf die Ahnliehkeit der Kernflaehe mit dem vorgelegten 
Dreieek braueht man in Fig. 32 nur einen Eekpunkt des Kernes zu be
stimmen, von dem aus die beiden Parallelen zu den entspreehenden Seiten 
der Grundfigur gezeiehnet werden, die dann in den Durehsehnitten der 
Seitenhalbierenden die beiden iibrigen Eekpunkte des Kerns ergeben. 

Urn nun z. B. den Kernpunkt A zu ermitteln, der den Antipol fiir 
die mit der Dreieekseite b zusarnmenfal
lende Polare oder neutrale Aehse N N 
darstellt, denke man zuniiehst daran, daLl 
der Punkt auf der Seitenhalbierenden B1 S 
liegt, die mit der zur Seite b parallel ge
riehteten Sehwerpunktsaehse EF die sehief
winkligen Koordinatenaehsen bildet, fiir 
die das Zentrifugalrnoment des Quer- Fig. 32. 

sehnittes gleieh Null ist. 
Der Abstand AI des Punktes A vom Sehwerpunkte S ergibt sieh 

dann naeh der Gleiehung 32 zu. 
0 1 

~I el -
II .. x-T' 

0 1 

AI - worin 0 1 = 0. eosee2 (1, 1) 
-f.e lx ' 

bh3 b(hl sin (1)3 
0=36= 36 ' 

1 
elx=-hl 

3 
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und f = b h = b . h I sin {J ist 
2 2 ' 

Damit erhiilt man 
b (hi sin {J)S 

AI = e. cosec2 {J = 36 'Sin2 {J 
f, e'x b hi sin P' ,~hl 

2 3 
_ b(hl)3 sin3{J. 6 _ hi 

,,- b(hl)2 sin3{J, 36 - 6' 
womit der Kern vollstandig bestimmt ist, 

1m librigen konnen in gleicher Weise die beiden anderen 'Eckpunkte 
des Kerns analytisch festgelegt werden, deren Polaren oder N ullachsen 
mit den entsprechenden Seiten des vorgelegten Dreieckes zusammenfallen, 

Einft'ihrung sahif[/'winkliger Koordinaten, 

1st ein Querschnitt 
system x y bezogen und 

anfanglich auf ein rechtwinkliges Koordinaten
dreht man z. B. die y-Achse, bei festliegender 
x-Achse, um den Winkel (900 - (J) in die Lage' 
y', so ergeben sich nach Fig. 33 die schief
winkligen Koordinaten 

Xl = X - Y cotg {J 

Y 1 und yl =-,-=y-,-~ycosec{J. 
sm {J Sill {J 

Die fUr das rechtwinklige Achsenkreuz gul
tigen Momente 2. Ordnung 
ex=~fy2; ey=~fx2 und dxy=~fxy 

gehen 'fUr die schiefen Achsen liber in 

e x, = ~f(yl)2 = ~f(y cosec (1)2 = cosec2 {J ~fy2 = ex cosec2 (I, ) 
e y, = ~f(XI)2 = ~f(x - Y cotg {J)2 und 

d x,y, = ~fxlyl = ~f(x - y cotg (J) . y cosec {J • 35 
" = cosec {J (~'fxy - ~fy2 cotg (J) 
" = cosec {J (dxy - ex cotg (J). 

Das letzte Zentrifugalmol11ent erreicht fur 

d xy 
cotg{J= -

ex 
36 

den Wert Null, woraus dann auch der Winkel {J erl11ittelt werden kann. 

7. Fiir den I-Quersclmitt. 

Da der in Fig. 34 vorliegende Querschnitt in bezug auf die beiden 
Hauptachsen x y sYl11metris()h ist und die Eckpullkte del' Kernflache auf 
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den Hauptachsen liegen, genugt es, die Abstande Ay und Ax fUr die ent
sprechenden Nullinien N1 N1 und N2 N2 zu' bestimmen. 

Die Gleichung 32 liefert fUr 
Nl N1 den auf der x-Achse liegenden 
Kernpunktsabstand Ay 9(" 

ex 
Ay.ey=y' 

h 
worin e -y-If' 

f= bh - b[ h1 

und ex = /2 (bh3 - b1 h13) ist. 

Die Werte eingefUhrt, gibt 

e b 
Ax = _Y_, worm e -

ex.f x-If 

Fig. 34. 

1 . 
und eY=12(20b3+h10t3) ist, 

A (20'b3 + h1 0'[3) 
1 20b3 -h10'1 3 

-6b bh- bi b1 . ,,= b 

2 

8. Fiir die Ellipse. 

Der Antipol oder Kernpunkt A beschreibt fUr alle, die gegebene 
Querschnittsflache umhiillenden Polaren N N wieder eine Ellipse, die del' 
erstel'en ahnlich ist. 

Die Halbachsen Ax und Ay der KernfHiche el'halt man unter Be
nutzung del' in Fig. 35 punktiel'ten Zentralellipse, deren Tl'agheitshalb
messer 

We h n e rt, Festigkeitsiebre II. 



50 III. Abschnitt. 

und 

- Vb" n -
ry= li~x = a~n = V: = ; 

sind, in gleicher Weise wie beirn Rechteck. 

Fig. 35. 

FUr die Polare Na Na ist der Antipol 
bestimmt mit 

Ax. ex = t xa, 

• rxa (~ r b 
Ax=-=--=-· 

ex b 4 

Der zur Polaren Ni Ni gehOrige Antipol 
Ai ergibt sich aus 

A.y . ey = ry2, 

Ay =ry2 = (; )2 =~. 
ey a 4 

§ 11. Berechnung der Biegungsspannung mit Hilfe 
des Kernes. 

Wiihrend im § 8 Abs. b die Materialbeansprucbungen fUr den 
schiefen Belastungsfall bereits bebandelt worden sind, soil nunmehr im 
vorliegenden Paragraphen eine Losung angegeben werden, wie man mit 
Hilfe der Kernfliiche und der Zentralellipse die Biegungsspannungen fUr 
jeden beliebigen Querschnitt ermitteln kann. 

Zur Erliiutel1lng sei wieder der im § 8 in den Fig. 18 bis 20 dar
gesteUte rechteckige Querschnitt gewiihlt. Die Momentenebene sei in 
Fig. 36 durch die Spur K K bezeichnet, in der das Kriiftepaar vom Bie
gungsmomente M wirken moge. Dieses Moment kann man sich aus einer 
unendlich fernwirkenden Kraft von ·unendlich kleiller Gro~e bestehend 
denken, deren Angriffspullkt daher der unendlich ferne Punkt der mit 
dem Querschnitt zusammenfallenden Spur K Kist. Fur diesen Punkt 
bildet dann die durch den Schwerpunkt des Querschnittes gehende neutrale 
Achse N N die Antipolare (vergl. § 9), die nach § 8 Abs. emit der 
Richtung des zur Spur K K konjugierten Durchmessers der Zentralellipse 
zusammenfiill t. 
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Hat man also fUr den vorliegenden Querschnitt die Zentralellipse 
konstruiert, so ergibt sich die Richtung der neutralen Achse N N, als 
Parallele zu den in den Schnittpunkten C und D errichteten Tangenten. 

Nach § 8 Abs. b tritt nun die groLlte Materialspannung (Jmax an 
den Kanten auf, die p.en groiaten Abstand e von der Nullinie haben. 
Bezeichnet man mit eN das Tragheitsmoment des Querschnittes in bezug 
auf die neutrale Achse N N, das darauf 
bezogene Biegungsmoment mit M sin a, 
so ist nach Gleichung 58 der Ein
fiihrung 

. eN 
M SIn a = - (Jmax. 

e 
Weiter ist nach Gleichung 32 

bezw. 34 mit bezug auf die in Fig. 36 
eingefiihrten, mit der Spur K K parallel 
laufenden Bezeichnungen ),1' e1 und r1 I 

),1 . e1 = (rll)2, 

oder unter Einfiihrung der zu N N lot
rechten Abmessungen 

Fig. 36. 

r1 = rl l sin a, woraus r 1_ r t folgt 
1 - sin a ' 

und e = e1 sin 0, 
" 

e 
e =--

1 sin a " , 

), _e _ (~)2 
1 • sin 0 - sin a 

oder ),1 • e sin 0 = rill, 

worm r1 = 1/ ~ den Tragheitshalbmesser darstellt. 

Den letzten Wert eingesetzt, gibt 

. eN 
),1 • e sm 11 = f" , 

woraus man 
eN =),1 efsin a 

erhltlt. Diesen Wert m die obere Biegungsgleichung eingefiihrt, liefert 
die groiate Spannung 

M '..1> ),1 ef sin 0 
sm U = (Jmax, 

e 

M =),1 f(Jmax, 

M M 
(Jm8X=n= W' 

1 
. 37 

4* 



52 IV. Abschnitt. 

In dieser Gleichung bezeichnet W das bereits im § 14, 1 der Ein
fiihrung genannte Widerstandsmoment des Querschnittes, welches hier 
als das Prodnkt aus Querschnitt f nnd Kernpunktsabstan(l II de. 
finiert ist. 

Die Richtigkeit der letzten Definition ergibt sich aus dem folgenden: 
Nach § 14, 1 der Einfuhrung 

e 
W=-. 

e 

N ach Gleichung 32 bezw. 34 

e 
l.e=r2 =f' 

woraus man 
e=lef 

erhiilt. Diesen Wert III die erste Gleichung eingesetzt, gibt 

e lef 
W=-=-=H .. 

e e 
. 37 a 

NB. Aus dem vorstehenden ist zu ersehen, daB, falls die Kern~ 

fliiche eines Querschnittes bereits gegeben sein soUte, die Bestimmung der 
groBten Materialspannung bedeutend einfacher und schneller geschehen 
kann, als es im § 8 Abs. b moglich ist. 

Vierter Abschnitt. 

§ 12. Die Schubspannungen im gebogenen Balken. 
Wie bereits in der Einleitung des § 23 der EinfUhrung angedeutet, 

treten bei einem auf Biegung beanspruchten Korper neben den N orl1lal
spannungen auch Schubspannungen auf, die nach den A usfUhrungen des 
§ 13, 2 der Einfuhrung il1l111er nur paarweise und zwar senkrecht znein. 
amler gerichtet auftreten konnen. Der Geringfugigkeit halber konnten 
aber innerhalb der Lehre von der Biegungsfestigkeit die Schubspannungen 
vernachliissigt werden, was nUl1l1lehr bei der zusaml1lengesetzten Festigkeit, 
wo die Schubspannungen unter Umstiinden sehr betriichtliche Werte an
nehmen konnen, nicht immer angangig ist. 

Es solI deshalb der vorliegende, zugleich als Erg'allzullg der Hie· 
gUllgsfestigkeit dienende Paragraph die Schubspannungsverhaltnisse im 
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gebogenen Korper fUr den N ormalfall erliiutern, bei de~ die Kraftebene 
des biegenden Momentes die Symmetrieachse des Querschnittes darstellt. 

a) Der Querschllitt des auf Biegung beanspruchten Korpers 
sei eill. Rechteck. 

An die Ausfiihrungen des § 14 der Einfi.lhrung anschlie~end, sei 
der weiteren Betrachtung wieder ein in Fig. 37 dargestellter Freitrager 
gewahlt, del' beispielsweise am au~ersten Ende mit einer Einzellast P be
lastet ist. 

In den Querschnittselementen oberhalb der neutralen Faserschicht 
N N treten bei der Biegung des Tragers Zugspannungen, unterhalb da
gegen Druckspannungen auf, die die entsprechenden Fasern verlangern 
oder verklirzern. Vergl. die Fig. 48 und 88 in den § 14 und 20 der 
Einfiihrung. 

Wie bereits im § 14, 1 daselbst gesagt, stehen diese Spannungen 
und Dehnungen im proportionalen Zusammenhang mit den von del' neu
tralen Achse aus gemessenen zugehorigen Faserabstanden. 

Andererseits wachsen aber auch die Spannungen und Dehnungen 
mit del' Zunahme 
des Biegungsmo
mentes, d. h.mit del' 
Lange des Hebel
armes der Kraft P. 

UIll nun die 
Schubspannung 'C 

zu finden, die in 
einem, im A bstande 
17 von del' neutralen 
Faserschicht N N 

aus gelegenen 
Langsquerschnitte Fig. 37. 
auf tritt, denke man 
sicb, wie Fig. 37 zeigt, zwei iiber die Tragerbreite b reichende und parallel 
der Stirnflache gericbtete Querschnitte 

fl =A1 B1 C1 D1 und f2 = A2 B2 C2 D2 , 

in deren Schwerpunkten die Zugkriifte 

und 

Z - f - b( (Jel + (J'l1 
1 - 1 (J1 - e - 'rj) . 2 

Z2 = f 2 (J2 = bee _ 'rj). ~!j- (J'12 
2 

wirken, sobald die am Tragerende angreifende Kraft P zu wirken anfangt. 
Da nun im vorliegenden FaIle 
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Z2>ZI 

ist und das zwischen den Fliichen fl und f2 liegende Material heraus
geschnitten gedacht werden kann, so bleibt nur noch die rechteckige 
Flache 

f=C1 C2 Dl D2 

zur Aufnahme der Differenzkraft ubrig, welche dann die Kraft S dar
stellt, mit der die Flache auf Abscherung beansprucht wird. Diese Schub
kraft betriigt 

S = Z2 - ZI = b(e - Yj) aea + (J'12 _ b(e _ 'YJ) (Jel + (J'll 
2 2 

bee - Yj) 
,,= --2-~ «(Je2 + (J'Y/2 - (Jel - (J'll)' 

worin nach Gleichung 58 der Einfuhrung mit bezug auf Fig. 37 
o e e 

1. M bl = - (Jel bezw. (Jel = Q Mbl = Q Pil e ~ ~ 

oder ,,= ~ (J'12 " (J'12 = ~ Mb2 = ~ PI2 

ist. Fiihrt man die letzten Werte cin, so ergibt sich die Schubkraft S aus 

S= b(e-'YJ) (~PI + !LPI - ~Pl - !LPI) 
20 2 0 2 0 1 0 1 

b(e-Yj)P 
,,= --2 -~ 0 {12(e+ r;) -11 (e + r;)} 

b(e-r;)P 
" = Q (e + Yj) (12 -II) 

~ .:y 

,,= 2P0 (I~ -11)(e2 - Yj2) b. 

Da nun andererseits die Schubkraft S nach Gleichung 40 der Ein
fiihrung den Wert 

S = f. -r = b (12 - 11) . -r 

hat, so erhiilt man durch Gleichsetzen der beiden S-Werte die gesuchte 
Schubspannung -r zu 

b(12 -11)-r = 2Pe (12 - 11) (e2 - Yj2) b, 

. 38 
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bh3 
0=-- ist. 

12 

Diese Gleicbung l1i~t erkennen, da~ 

fUr 'fj = e, die Scbubspannung den Wert Null, dagegen 
" Tj = 0, " " "gro~ten 'Vert erreicbt. 
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Der Maximalwert der Schubspannung fUr das vorliegende Rechteck 
betragt somit 

_ P 2 _ 6 P (b) 2 _ 3 P _ 3 P 
'Z"max- bbS(e -O)-bh3 "2 -"2bh -"2.£' 

212 
worin f den Querscbnitt des rechteckigen Tragers darstellt. 

Bestimmt man nach Gleichung 38 fur samtlicbe Werte von 'fj, d. h. 
von Tj = 0 bis Tj = e, die zugehorigen Schubspannungen und tragt man 
sie graphisch auf, wie es in Fig. 37 geschehen ist, so liefert die Begren
zungslinie eine Parabel. 

NB. Wahrend die vorstehend betracbteten Schubspannungen in der 
Langsricbtung des 'tragers wirken, treten diese nach § 13, 2 der Ein
fUbrung - nacb dem ScllUbspannungen immer nur paarweise auf
treten kiiunen - auch gleichzeitig in der Querschnittsrichtung auf, so 
da~ die Gleichung 38 auch hierfiir giiltig ist. 

b) Der Querschnitt sei von beliebiger Form. 
Man wahle wie vorher wieder zwei parallele Querscbnitte, die vom 

au~eren Ende des Tragers die Abstanc1e 11 und 12 haben. Diese Quer
schnitt~ Bollen unter der Belastung des Tragers von den Zugkraften Zl und 
Z2 beansprucht werden. (S. Fig. 38.) 

" Fur eine beispielsweise im ersten Querschnitt liegende Faserschicht 
vom Inhalte fy, die einen Ab
stand 'fjy von der neutralen Faser 
N N hat, betragt die Zugkraft p 

p =fy(jy, 
worin nach § 14, 1 der Ein-
fiihrung ""\O~~_._. __ -i---·-'-··-;-::---'-J-j"'~lY\t=:J:~=jt-·'x 

(jy: (jel -:- Tjy : e 
oder 

(Jel 'fjy 
(JY=-e-

Fig. 38. 
ist. Bildet man filr alle zwischen 
den Abstanden 'fj und e Iiegenden Faserschichten die Zugkrafte, so bildet 
die Summe derselben die Zugkraft Zl des Querschnittes fl' niimlich 
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_ ~ _ ~ _ e (Jel1]y _ (Jel ~. 
Z1-"'P - __ fy(Jy- ~fy --- - ... fy'Yjy 

r; r; r; e e./ 
(Jel 

" =-f1 y, 
e . 

worm nach § 14, 2 der Einfiihrung 
e 

~fy'Yjy = flY = Mst 
r; 

das statische Moment der FHiche fl hinsichtlich der lleutralen Achse be
oeutet. 

oder 

Da nun nach Gleichullg 58 der Einfiihrung 
o 

Mbl =-ae1 
e 

(Jel Mbi 

e 0 
ist, so folgt 

(Jel Mbi Pl1 
Z1 = - fl Y =~ Mst = I:} ]\fst. 

e ~ ~ 

In gleicher Weise erhalt man fiir die zweite FIache f2 die Zugkraft 

(Je2 Mb2 P]2 
Zo = - f2 Y = I'.:) Mst = I:} Mst· - e 1!:!.1 t5' 

Die Schubkraft S biIdet sich dann aus 

P]2 PIt P ) 

d 
l'hSd ZSl -h bZ21 . h0 Mst -d 0EMfst h 0 Mst (12 -]1)' . 

un nac er c u g elC ung 40 er in ii rung zu 

2. S = f. 'Cy = (12 -11) X • 'Cy . 

. 38a 

Das Gleichsetzeu beider Gleichungen liefert die gesuchte, horizontal 
gerichtete Schubspannung '1: zu 

P 
(12 - ]l)X '1:y = 0 Mst (~2 - ]1)' 

P Mst P Mst 
'Cy = 0Y:=-Xe' 39 

die nacb den im § 13, 2 der Einfiibrung gegebenen Erlauterungen auch 
senkrecbt dazu, also in Richtung derKraftebene, wirkt. 

Da nun die Scbubspannungen in den Querschllittselementen der 
Umfangspullkte, z. B. der Punkte D und C in Fig. 38, tangential zur 
Begrenzungslinie des Querschnittes gerichtet sind, so erhalt man eine all. 
gemeinere GIeicllUIIg fiir die Schubspaunung '1:, indem mall den 
Neigungswinkel a einfiIhrt, den die jeweilige Scbubspannung mit der 
y-Achse bildet. 
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Nach Fig, 38 folgt mit bezug auf Gleichung 39 
Ty = TCOS a 

57 

1 ] P Mst 
odeI' T =~-Ty=~-'-'-' 40 

cos a cosa x e 
Fiir den Winkel a = 0 erhalt man wieder die Gleichung 39, fUr 

a = ao' den Wert fUr die Tangentialspannung To, 

NB. Die in letzter Gleichung aufgefiihrte Einzellast P des Triigers 
stellt nach dem Vorstehenden mit bezug auf das im § 23 der Einfiihrung 
iiber das Schubkraftdiagramm Gesagte, gleichzeitig die den Querschnitt des 
Tragel's senkl'echt beanspruchende Schubkraft dar. 

Liegt nun z. B. ein mehrfach belastetel' Trager vor, wie es bei 
den im § 23, a der Einfiihrung unter 2 bis 4 angegebenen Belastungs
fallen der Fall ist, so behalt die Gleichung 39 ihre Geltung, nur tritt an 
Stelle der Einzellast P die Summe der einzelnen den Trager beanspruchen
den Lasten, die aus der zugehorigen Schubkraftfliiche zu ersehen ist, 

c) Die Schubspannungen einiger einfachen Querschnitte. 
1. Fur den rechteckigen Querschnitt. 

Obwohl diesel' Fall bereits im Abschnitte a behandelt worden ist, 
sei er hier vergleichsweise nochmals aufgefiihrt. 

Nach Gleichung 40 ist mit bezug auf Fig. 39 
1 PMst 

T= cosaxe' 

WOrill a = 0° , 
cosa= 1, 

x=b, 

Mst =fy=b(e-7)) (e ~ 1] +17) 

e J n e2 n2 
= b(e-n)-'---'I = b - 'I 

" 'I ~ 2 
bh3 

und e = 12 betragt. 

Diese Werte eingesetzt, gibt 

b(e2 -1]2) 

1 P --2-- P (e2 -- 1]2) 6 
T= 11) bh3 =1)' h3 

12 

Fig, 39, 

Fiir 1] = 0 erreicht die Schubspannung T ihren gro13ten Wert 
P e2 6 6P h2 3 P 3 P 

Tmax= 1) , j}3'l)' 4hs ="2' bh = 2 'f' 
der mit dem Resultate im Abschnitte a iibereinstimmt, 



58 IV. Abschnitt. 

2. Fur den kreis:formigen Querschnitt. 
Setzt man in Gleichung 40 anstatt "" und a die Werte 't"o und ao' 

so lautet dieselbe 
1 P Mst 

""0=--·-·-· cos a o x e 
Hierin bedeutet nach Fig. 40 

x = 2 . r cos aD, 
rin 

e=4 
X S x3 (2 r cos ao)3 

und Mst=fs.y=fs 12fs -12 - 12 

Fig. 40. 

_2 S S 
" - i3 r cos ao. 

Die Werte eingesetzt, gibt 
2 -r3cos3 a 

1 P 3 ~ 
~ = --- . ----. ----,.--
o cosao 2rcosao r*n 

~ 4 
1~ 4 P 

" = 3" • r2 n cos a 0 

4 P 
" = i3·Icos ao· 

Fur den Winkel ao = 00 erreicht die 
Schubspannung 't"o ihren grossten Wert 

4 P 
""max = s·T 

3. Fur den kreisring:formigen Querschuitt. 
Da fiir gewohnlich nur die gro.filte Schubspannung, die in der neutralen 

Achse auftritt, von Interesse ist, sei im foIgenden auch nur diese Spannnng 
angegeben. 

Fig. 41. 

Urn die Entwickelung wesentlich zu 
vereinfachen, sei angenommen, da.fil die Ring
fIache eine verhiiltnismii.lilig geringe Breite 
besitzt .. 

Unter dieser Annahme folgt dann mit 
bezug auf Fig. 41 

worin 

1 P Mst 
""max=--·-·-, cosa x e 
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a=OO, 
x=D-d= 20, 
D=D-o, 

2D= 2D- 20=2D-(D- d)=D +d, 

e =(D<l_ d4)~ = (D2 - d2)(D2 + d2)!!-
64 ti4 

. =~(D-d)(D +d) (D2+~ 
" 64 ~D2 

,,=:.20. 2D. 2D2=~oD3 

Dno D D20 
und Mst=fY=~'n=2 

betragt. Die Wel'te eingesetzt, geben die griigte Schubspannung 

D2 n 
1 P -2- 2P P 

~max=i'20'~OD3 =Dno=2· I · 
8 

Fiinfter Abschnitt. 

Die verschiedenen Belastungsfalle . 

59 

. Wie bereits in del' Einleitung gesagt, handelt es sich innerhalb del' 
zusammengesetzten Festigkeit stets um die Ermittelung del' griigten im 
Material auftretenden Spannungen. Es miigen die Maschinen- odeI' Kon
struktionsteile heigen odeI' beansprucht werden, wie sie wollen, die darin 
auftretenden Spannungen kiinnen sich immer nur zusammensetzen aus 

a) verschiedenartigen Normalspannungen, 
b) " "Schubspannungen und 
c) " " Normal- und Schubspannungen. 

Gemag diesel' Einteilung kann man nun die mannigfaltig in del' taglichen 
Praxis vorkommenden BelastungsfiHle in die nachbenannten drei Gruppen 
zerlegen, die dann eine einfache Ubersicht libel' die gesamte Konstruktions
lehre gewiihrt. 
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1. Gr u p p e. 

§ 13. Das Zusammenwirken verschiedenartiger 
Normalspannnngen. 

Hierher gehOren die siimtlichen Konstruktionsteile, die auger Biegung 
auch gleichzeitig noch auf Zug oder Druck beansprucht werden. Vergl. 
§ 9 Abs. l. 

Je nachdem die Zug- oder Druckkraft zentrisch ouer exzentrisch 
auf den Querschnitt eines belasteten Korpers einwirkt, kann man folgende 
Belastungsfalle unterscheiden: 

1. Der an einer Seite eingespallnte Korper wird am freien Ellde 
mit eiller achsial gerichtetell, exzentrisch wirkendeu Kraft P Iluf 

Zug beansprucht. 

Wurde die Zugkraft P in Fig. 42 zentrisch, d. h. gleichmiigig uber 
den ganzen Querschnitt verteilt wirken, so kiimen die in den § 2, 8 und 
9 der Einfiihrung besprochenen Verhaltnisse in Frage. 

Sobald aber die Kraft P exzentrisch wirkt, werden die Querschnitts
elemente auf der Kraftseite mehr beansprucht, als auf der Gegenseite. 

'l: 
i 
I 
I 
I 
I 
i , 
! t I 

r.4,---+--.e, - ___ J I 

!-~ 

~~-! 
: CiJ '" 

Fig. 42. 

U m eine einfache V orstellung zu ge
winnen, denke man sich in der durch den 
Schwerpunkt gehenden geometrischen Achse 
die gegebene Kraft Pals Hilfskraft zweimal 
- als Zug- und Druckkraft - angebr~ht, 

so bildet die gegebene Kraft P mit der Zu
satzkraft - P ein Kriiftepaar, welches den 
Korper auf Biegung beansprucht. 

Die ubrig bleibende Zusatzkraft + P 
belastet dann nach § 2 der Einfiihrung den 
Korper auf Zug. 

Wiihrend nun in Fig. 42 die von der 
letzten Zugkraft P herriihrende, gleichmagig 
uber den Endquerschnitt B verteilte Zug
spannung (J., von der Groge 

P 
(Jz =I' 

infolge des Korpergewichtes G bis zur Befestigungsstelle A zunimrnt, die 
fur gewohnlich aber auBer Rechnung bleiben kann, wird die am freien 
Ende B auftretende grogte Biegungsspannung (Jb, vorn Werte 

Mb Mb 
(Jb= W = e e, 
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entsprechend der Verkleinerung des Hebelarmes 0 kleiner; sie erreicht den 
kleinsten Wert an der Befestigungsstelle A. 

Praktischen Wert hat jedoch nur die gro~te Biegungsspannung, die 
sich im Endquerschnitt B mit der Zugspannung summiert und daselbst 
die Materialbeanspruchung 

herbeifiihrt. 

P Mb 
O"j=O"z±O"b=I± e e 

In dieser Gleichung beriicksichtigen die Vorzeichen + und - die 
BJegungsspannungen der am meisten belasteten Querschnittselemente der 
Zug- und Druckseite, deren Abstande von der geometrischen Achse e1 und 
e2 sind. Da im vorliegenden Belastungsfalle nur das obere Vorzeichen 
Bedeutung hat, erhalt man die gr6~te Materialspannung O"j aus 

O"j = O"z + O"b=~+.*e 41 

NB. 1st die Zug- und Biegungsfestigkeit eines Materials wesentlich 
verschieden, WIe es z. B. beim Gu~eisen der Fall ist, wo die Biegungs
festigkeit etwa das 1,75 fache der Zugfestigkeit betragt, so hat man in 
Gleichung 41 den ersten Wert noch mit (io' oder den zweiten Wert mit 

~ zu multiplizieren, falls man die Biegungsspannung oder die Zugspannung 
(10 
als praktisch zulassige kombinierte Spannung zugrunde legt. 

Der vom Material abhangige Koeffizient (10 ergibt sich aus 

kb zul. Biegungsspannung 
(Jo = kz = zul. Zugspannung· . 41a 

Verschiedenseitige Versuche haben ergeben, da~ der genannte Unterschied 
wesentlich von der Querschnittsform abhangig ist. Je mehr sich der 
Querschnitt nach der neutralen Achse zusammendrangt, desto gr6~er wird 
die Biegungsfestigkeit. 

Die Gleichung der elastischen 1'nie fiir eine beliebige Querschnittsstelle Ix 
lautet 

x = 0 Cos (a Ix) -1 
Costal) , 

welche fiir lx = 1 die groote Durchbiegung 

i = 0 2?~ (al) -1 = 0 (1- _~1~_) 
Cos (a 1) Cos (a 1) 

el'rclicht. 
Hierin bedeutet 

e al + e -al 
Cos (al) = 2. 

den hyperbolischen Kosinus von (a 1), 

a = -V E Pe in Bogenma.B, oder 
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180VP. a = -_._- - III Gradmafi 
n E6J 

gemessen. 
Das fiir den Abstand Ix in Frage kommende Biegungsmoment Mx betragt 

Mx = P 0 Cos (a Ix) , 
Cos (aJ) 

das fiir Ix = I den grofiten Wert 

annimmt. 
NB. Setzt man 

Mmax=Po 

Pi" 
Cos (a I) = 1 +2 E 6J ' 

so erhalt man brauchbare Annaherungsgleichungen. 

2. Der an einer Seite eingespanllte Kijrper wird am freien Ende 
mit eiller beliebig gericbtetell Kraft P auf Zug beansprucbt. 

'Vird ein Korper mit einer Kraft P belastet, die mit der Achsen
rich tung einen Winkel einschliei&t, so sind die drei aus Fig. 43 ersicht
lichen Angriffsfiille moglich. 

Fig. 43. 

In Fig. 43 b greift 
die Last P den am meist 
beanspruchten Endquer
schnitt im Schwerpunkt 
an. Der Angriffspunkt 
in Fig. 43 a liegt rechts, 
in Fig. 43 c dagegen links 
vom Sch werpunkt. 

In allen Fiillen 
kann man die gegebene 
Kraft Pals Mittelkraft 
in die beiden senkrecht 
zueinander gerichteten 
Komponenten Ph = P 
sin a und P v = P cos a 
zerlegen, womit sich dann 
ahnliche Verhaltnisse er

geben wie bei dem vorangegangenen 1. Belastungsfall. 
In allen drei Fallen verursacht die Vertikalkraft P v eine Zugspan

nung U., die Horizontalkraft Ph dagegen eine Biegungsspannung Ub, die 
mit bezug auf den zur Bildung des Biegungsmomentes dienenden Hebel
armes 1 mit Ub(l), auf del' Zug- und Druckseite aber mit Ubz(l) und Ubd(l) 

bezeichnet sein solI. 
Die in Fig. 43 a und c exzentl'isch wirkende Vertikalkraft P v liefert, 

am Hebelarm 0' wil'kend, auf del' Zug- und Druckseite des En c1quer-
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schnittes noch eine weitere Biegungsspannung O"bz(d) bezw. O"bd(d), die im: 
ersten Fall die vorgenannte Biegungsspannung noch vermehrt, im letzten 
Fall dagegen vermindert. 

Fiihrt man nun den Hebelarm 0 in Fig. 43 a als positiv, in c als 
negativ und in b gleich Null eiD, so erhalt man die im Endquerschnitt 
auftretende zusammengesetzte Spannung 

0"; = O"z ± (O"b(l) ± O"b(d») 

_ P y (MbCl) Mb(d») 
,,- f ± e e± e e 

_ P y + Mb(l)± Mb(d) 
,,- f - e e . 42 

Das vor dem Bruchstrich stehende - V orzeichen liefert die gro.l3te 
Druckbeanspruchung der im Abstande e2 links der N ullachse gelegenen 
Querschnittsfasern, das + Zeichen dagegen die gro.l3te Zugbeanspruchung 
der urn e1 entfernten Fasern der rechten Seite. Da die letztere stets die 
grii.l3te oder die ungiinstigste Spannung darstellt, so ist unter weiterer Be
riicksichtigung der in der Klammer stehenden Vorzeichen zur Berechnung 
der in Fig. 43 a und b vorgelegten Belastungsarten die Gleichung 

. _ P" + Mb(l) + Mb(d) 
O"I-T e e1, 

fUr den in Fig. 43 c dargestellten Fall aber 

._Py+Mb(l)-Mb(d) 
0"1- f e e1 

zu benutzen. 
In diesen Gleichungen bedeutet 

Mb(l) = Ph .1 
und Mb(d) = P y . O. 

Die Gleichnng der elastischen Linie ffir die beliebige Qnerschnittsstelle Ix 
der Fig. 43 b lantet 

x = Ph (Ix _!. Sin (a I) - Sin [a (I-h)]). 
Pv a Cos (al) 

Die groate Dnrchbiegnng i betragt 

i=~~ (l-~Tang(al»). 
Das Biegnngsmoment Mx erhiilt man ans 

Mx = Ph • Sin [a(l-'-lxJl 
a CO'3(aI) , 

das fiir Ix = 0 das groate Moment 

liefert. 
Die Hyperbelfunktionen 

Ph Mmax = - Tang (a I) 
a 

. e al _ e- al 
810 (al) = 2 ' 
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e 81 +e-,,1 
Cos (al) = 2 

Sin(al) 
nnd Tang (a \) = Cos (a J) 

sind ans Tafeln der Hyperbelfnnktionen zu entnehmen. (S. Hutte:. 18. Aufi. 
S.28-32.) 

3. Der an einer Seite eingespannte Korper wird am freien Ende 
mit einer achsial gerichteten, exzentrisch wirkenden Kraft P auf 

Druck beansprucht. 

Wiirde in Fig. 44 die Kraft P zentrisch, d. h. iiber den oberen 
Querschnitt B gleichmii.13ig verteilt angreifen, so kamen fUr kurze Korper 
die im § 2 der Einfiihrung, fiir lange Korper - bei denen die Knick
Hinge erreicht ist - die im § 25 der EinfUhrung besprochenen Verhalt
nisse in Frage. 

Auch in dem vorliegenden Belastungsfalle konnen, der Korperliinge 
entsprechend, zwei Arten von Belastungen unterschieden werden, die in 
den folgenden Abschnitten a und b aufgefUhrt sind. 

wird 

a) Die Lange des Korpers liegt aujJerhalb dm' Knicklilnge. 
Da nach Fig. 44 die Kraft P au.@erhalb des Schwerpunktes angreift, 
die rechte Seite des Querschnittes B mehr belastet als die linke. 

$' 1-4 I Die Mehrbelastung ist abhiingig von der Lange 
I des Hehelarmes 0, der das Biegungsmoment 

,....---l:---'-r·-----~t- Mb = PO bedingt. 
\-of i Mittelst der beiden Zusatzkrafte + P 

1~~ I dPk ! \ Ull - er ennt man aus Fig. 44, da.@ 
i 1 der Querschnitt B auf Druck und Biegung zu 
: berechnen ist. 
I 

z 
I 

ormrnlID~mIITlJDG"<I. 
G .lIImOlnaL-m"", 
;tbl i --U'lij "'.all, 

Fig. 44. 

Die von - P hervorgerufene Druck
spannung lId betriigt 

P 
Gd=1' 

die Biegungsspannung 
Mb Mb 

Gb= W = e e. 

Die erste Spannung nimmt n~it dem Eigengewicht nach unten hin 
zu und erreicht ihren gro.@ten Wert bei A; das gleiche gilt fUr die zweite 
Spannung, die sich bei der Durchbiegung entsprechend der Vergro.@erung 
von 0 mit vergro.@ert. 

Da es sich nun in dem vorliegenden Belastungsfalle um einen 
Korper handelt, der au.@erhalb der Knicklange liegt, die Lange desselben 
also unberiicksichtigt bleiben kann, so geniigt" es vollstandig, mit den ge-
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gebenen Spannungswerten zu rechnen. Darnit ergibt sich aber die zusarn
mengesetzte Spannung 

(1. = - (Jd + (Jb = - ~ + Mb e I 1 - f - e 

=-(~+~e ), 

.43 

woraus zu ersehen ist, dag den gra.13ten Spannungswert die Druckseite er
halt. Er betragt 

(1i(d)=- (~+ ~be). 
Handelt es sich um Materialien, bei denen die geringen Zugspannungen 
besonders in den Vordergrund treten, wie es z. B. beim Gugeisen, Mauer
werk etc. der Fall ist, so rnu13 auch die auf der linken Seite des Karpers 
auftretende Zugspannung in Rechnung gezogen werdcn. Sie hat den Wert 

(1.( )=- (~-~1>e) 
lZ f e 1 . 

b) Die Lange des Korpers liegt innerhalb der Knic7clange. 
Sobald ein Karper eine Lange hat, welche die im § 25 Abs. 3 der 

EinfUhrung unter der Gleichung 143 aufgefUhrte Knicklange erreicht oder 
iibersehreitet, so sind auch die Verhiiltnisse der Knickung mit zu be
riicksichtigen. 

Auch in diesem Belastungsfalle bildet sich die zusammengesetzte 
Spannung (Ji aus einer Druckspannung (Jd und 
einer Biegungsspannung (1b. 

Fur den oberen Querschnitt B betragt 
die Druckspannung wieder 

P 
(1d= I' 

Fiir den unteren Querschnitt A mu.13te 
der Last P noch das Karpergewicht G zuge£ugt 
werden, wenn es bei der Druckspannung mit 
berucksichtigt werden soIl. 

Das fUr den Querschnitt B gultige Bie-

i 
I 

1-.4,+-'.-
I 

I 

gungsmoment Mmin = PO' erreicht nach Fig. 45 ~~~~-'" " 
fUr die unterste Stelle A den groEtenWert 
Mmax = P(o + i). 

Fur eine beliebig zwischen A und B liegende 
betragt das Biegungsmoment 

Mx =P(o +i-x). 
Wird dieses Moment in die in § 14 Abs. 4 

gefUhrte allgemeine Elastizitatsgleichung 
We h n e r t. Festigkeitslehre II. 

Fig. 45. 

Quel'schnittsstelle C 

del' Einfuhrung auf-

5 
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eingefiihrt, so erhiilt man daraus das grofite Biegungsmoment 

worin 

oder 

Mmax = Mb = eo~1aI) 1 
Po } 

" =w=PO.1], J 
1 

'fj=;, 
w=eos(a1), 

a = -V EP 0 in Bogenma~ 

= ~~~, / P in Gradmalil 
" n V E0 

zu verstehen ist. Die grolilte Biegungsspannung (ib betriigt dann 
Mb 

(Jb= 0 e. 

.44 

Fiihrt man die Werte der Druck- und Biegungsspannung in die 
G1eiehung 43 ein, so ergibt sieh die fiir den vorliegenden Be1astungsfall 
giiltige zusammengesetzte Spannung ai zu 

P Mb 
a· = - ad + (fb = - + - e 

I - f - 0 

" 

" 

" 
Diese G1eichung liefert fiir die Druckseite den Wert 

'(P Po ) ai(d)=- 1+ ~ . (180 (p ) e 2 ' 

. 0 cos . n V E 0 . 1 

fUr die 

ZUgSei~:(Z) = _ (~_ (po )" ) . 
0eos I!OV EP0 .1 

. 45 

Die Gleichung der eJastischen Linie betragt ffir einen im A bstande lx ge
legenen Querschnitt 
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x = d 1 - cos (a Ix) 
cos (al) , 

die fur Ix = 1 die griil3te DUl'chbiegung 

i=d(_l_-l) 
cos (al) 

liefert, zu del' man auch auf folgende Weise gelangen kann: 
Nach Fig. 45 ist Mmax = P(d + i), 

Pd 
nach Gleichung 44 Mmax = ~-(-l-) . 

cos a 
Daraus folgt 

oder 

P(d+i)-~ 
- costal) 

d+i-_d_ 
- cos (al) , 

woraus dana die griifite Durchbiegung 

i = _d __ d = d (_1 - _ 1) 
cos (al) cos (al) 

folgt. 
Das fiir die im Abstande Ix gelegene Querschnittsstelle gultige Biegungs

moment Mx erhiilt man aus 
Mx = P d cos (a Ix) 

cos(al) , 
das fiir Ix = 0 den grofiten Wert 

erreicht. 

Pd 
Mmax = costal) 

NB. Setzt man nun noch 
PI" 

cos (a 1) = 1 - 2 E (ii) , 

so ergeben sich brauchbare Naherungsgleichungen. 

4. Der an einer Seite eingespannte Korper wird am freien Ende 
mit einer belie big gerichteten Kraft P auf Druck beansprucht. 

Wird ein Karpel' mit einer Kraft P so auf Druck beansprucht, da~ 
die Kraftrichtung mit del' Achsenrichtung des Karpel'S einen Winkel a 
einschlie~t, so sind nur die drei in Fig. 46 dargestellten Belastungsfalle 
denkbar. 

Wahrend bei Fig. 46 b del' Angriffspunkt del' Kraft mit dem Schwer
punkte des oberen Querschnittes zusammenfiillt, wird del' Querschnitt bei 
Fig. 46 a und c rechts bezw. links vom Schwerpunkte angegriffen. 

In allen drei Fallen kann man wieder die gegebene Kraft P in je 
eine senkrechte und horizon tale Komponente 

P v = Pcosa und Ph = Psina 
zerlegen, wie es im 2. Belastungsfalle bereits geschehen ist. 

Die Horizontalkraft Ph ruft in den einzelnen Querschnitten Biegungs-
5* 
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spannungen hervor, die, am freien Ende mit Null anfangend, den g1'(i1~ten 

Wert an del' Befestigungsstelle erreichen. 
Die Vertikalkraft P y verursacht mit bezug auf uen 3. Belastungs

fall eine Druckspannung ad, die nach del' Einspannstelle hin entsp1'ecbenu 
del' Gewichtsvermehrung zunimmt. Die am Hebelarm 0 wil'kende Kraft 
Py veranla~t au~erdem noch Biegungsspannungen, die in Fig. 46 b gleich 
Null, in Fig. 46 c positiv, in Fig. 46 a abel' negativ werden. 

Wird das Eigengewicht wieder vernachlassigt, so el'halt man fur die 
vorliegenden drei Falle die zusammengesetzte Spannungsgleichung 

ai = - ad ± (abJ) ± ab(O)) 

= _~:! + (Mb(l) + Mb(o) e) 
" f - e - e 
__ ~v: + ~bill +_ Mb1t1) e 

,,- f - e 46 

Das VOl' der Klammer stehende + Zeicben ist zu verwenden, wenn 
die dUl'ch das Biegullgsmomellt Mb(l) bedillgte Zugspanllullg del' im 

,l 
4.-+-4, ( 

i I ~l ___ _ 

Fig. 46. 

Falle, so ergibt sicb die Faserapannung 
1. fur die Fig. 46 a: 

Abstande e1 liegenden Fa
sern in Rechllung gezogen 
wird, das - Zeicben da
gegen weist auf die durcb 
das gleiche Moment bewirkte 
Druckspannung der e2 ent
fernten Fasern hin. 

Das negative Zeicben 
in der Klammer hat nul' bei 
Fig. 46 a Geltung, wo das 
Biegungsmomerit Mb(o) dem 
ersten Momente Mb\l) ent
gegen, also zugunsten del' 
Konstruktioll, wirkt. 

Zerlegt man die Glei
chung 46 in die einzelnen 

rechte Seite ai = _ P y + Mb(l) - Mb(o) e1 
f e 

linke Seite P y Mb(l) - Mb(o) a- - - - .- ------ e ,- f e 2' 

2. fur die Fig. 46 b: 

1'echte Seite 
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linke Seite 
Pv Mb(l) 

O'i=-T-e e2' 

3. fUr die Fig. 46c: 

recbte Seite P v + Mb(l) + Mb(O) 
O"i=-T e e1 

linke Seite Pv Mb(l) + Mb(o) 
O'i = - ~r - ----,;r--~ e2• 

NB. Besitzt der in Fig. 46 dargestellte Korper eine Hinge, die die 
Recbnung auf Knickung erforderlicb macbt, so sind in der Gleicbung 46 
fUr das Biegungsmoment Mb(o) die unter Abschnitt 3 b dieses Paragraphen 
angegebenen Verbiiltnisse zu beriicksicbtigen, denen zufolge fUr Mb(o) das 
aus Gleichung 44 sich ergebende Biegungsmoment zu benutzen ist. 

Die Gleichung der elastischen Linie Iautet filr den Abstand Ix der Fig. 46 b 
x = Ph (-I+~. sin (al) - sin[a(I-Jill) 

Pv a cos (aI) . 
Die groJHe Durchbiegung i wird erreicht aus 

i=!'b_ (-l-~tg(al)). 
P v a 

Das Biegungsmoment Mx fur die beliebige Querschnittsstelle Ix betriigt 
Mx = Ph. sin [a(l- hl], 

a costal) 
das filr h = 0 den grofiten Wert 

Ph Mmax = - tg (al) 
a 

annimmt. Hierin bedeutet wieder 

-VP;-
11= Eg' 

5. Der exzentrisch belastete Pfeiler aus Mauerwerk oder iilmlichen 
Materialien. 

Ais einen Sonderfall del' unter 3 a dieses Paragraphen aufgefiihrten 
Belastungsgruppe kann man die exzentrische Belastung eines Mauerpfeilers 
insofern ansehen, als hierbei von vornberein ganz besonderes Augenmerk 
auf die Zugspannungen zu richtcn ist. 

Fiir gewobnlicb bandelt es sicb bierbei darum, entweder 
1. die Zugspannungen ganz zu vermeiden, was nul' unter den aus 

§ 9 Abs. 1, Fig. 23 a und c aufgefiibrten Bedingungen moglicb ist, oder 
2. die etwaigen auftretenden Zugspannungen durcb geeignete Kon

struktionsmittel nnschadlicb zu macben (vergl. Fig. 207 im 50. Beispiel 
der Einfiibrung). 

Als weiteres Merkmal des vorliegenden Belastungsfalles ist die uner
liilUiche Beriicksicbtigung des verhiiltnisma13ig hohen Eigengewicbtes des 
Pfeilers hervorzubeben. 

1m folgenden seien zwei Lastfiille bebandelt. 
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a) Die Pfeilerlast beansprucht die ganze Grttndfliiche des Bodens 
auf Druck. 

Der in Fig. 47 dargestellte Pfeiler vom Gewichte G und den Quer
schnittsabmessungen a und b werde mit der parallel zur Achse gerichteten 
Last P exzentrisch beansprucht. Hierdurch entsteht ein Biegwlgsmoment 

Mb=P(i- x )=p a 2~' 
f! 

Fig. 47. 

das in der linken und rechten Rante 
des Querschnittes die Biegungsspan
nungen 

a-2x 
Mb P 2 

a=W= ba2 
6P(a - 2x) 

2a2 b 

6 

hervorruft. 
Da nun nach dem Belastungs

fall 3 a die Last P auch eine iiber den 
ganzen Querschnitt gleichmagig 
teilte Druckspannung 

P P 
ad(p) = I = a-I) 

ver-

bewirkt, das Gewicht Gaber eine solche 
von 

G G 
ad(G) = T = ab 

veranl~t, so erhalt man unter Beach
tung der V orzeichen + und - fiir 
Zug und Druck die in der rechten 
Kallte auftretende grollte Spannung 

ai(max) = - (ad(G) + O"d\P) + O"d(b» 

=_ (G+~+3P(a-2X») 
" ab ab a2 b 

-- (P+G+ 3P(a-2X») 1 
,,- ab a2b' 

und die in del' linken Kante vorliegende kleinste Spannung 

ai(min) =«(a;\+tO"d(P)3-;~Z~2X»). I 
" ab a2 b 

. 47 

Solange nun del' Weft des zweiten Gliedes in der Klammer kleiner 
oder gleich dem Werte des ersten Gliedes ist, solange ist auch eine Zug
spannung auf der linken Seite ausgeschlossen, 
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Uberschreitet dagegen das zweite Glied den Wert des ersten, so 
erhalt man fur amin einen positiven Wert, was auf eine Zugspannung hin
weist, welche die linke Seite des Pfeilers au13er Beriihrung mit clem Boden 
bringen wiirde, was natiirlich unzuHiflsig ist. 

Von praktischer Bedeutung ist daher nur die wirklich vorhandene 
Druckflache, die in solchem Falle auch nur in Rechnung zu setzen ist, 
wie es der folgende Belastungsfall zeigt. 

b) Die Pfeilerlast beansprucht ntlr einen Teil der Grundflache des 
Bodens auf Druck. 

Wahrend in Fig. 47 die exzentrisch angreifende Last P mehr nach 
der Mitte des Querschnittes zu, d. h. innerhalb der in § 10 Abs. 4 fiir 
das Rechtel'k dargestellten Kernflache, angeordnet war, liege in der vor
liegenden Fig. 48 der Angriffspunkt der Last P au13erhalb des Kernes, 
wobei die Grundflache des Pfeilers den Boden 
nur iiber die Lange c auf Druck beansprucht. 
Hierbei sind nach § 9 Abs. 1 die Span
nungen so verteilt, da13 an der rechten Pfeiler
kante die gr513te Druckspannung O'id(max)' 
in der Mitte S cler Grundflache die von der 
Last P und dem Pfeilergewichte G herriih
rende Normalspannung (O'd(P) + O'd(G») und an 
der Querschnittsstelle B die Spannung gleich 
Null auftritt. 

Da nun hier eine Zugspannung nicht 
auftreten darf, kann znr Berechnung der 
Biegungsspannung auch nur die gedriickte 
Flache herangezogen werden. Die Last P und 
das Gewicht G belasten dann die Flache mit 
den Druckspannungen 

P G P+G 
O'd(P)+ O'd(G)=bc +bc =1)"(;-' 

Mit bezug auf Fig. 46 betragt das 
Biegungsmoment 

Mb=P (~-x) -G (~-~) 
" =H P(C-2X)-G(a-c)], Fig. 48. 

womit die Biegungsspannung O'd(b) an der rechten Pfeilerkante mit 

~[P(C-2X)- GCa-C)] 
Mb 2 ' 

O'd(b)=W= bc2 

6 
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3 [P(c-2x)-G(a-c)] 
I1d(b) = bc2 

gewonnen wird. 
Die gesamte Druckspannung der rechten Kante betragt so mit 

l1id = - (Ud(P) + I1d(G) + l1d(b)) 

__ (P+G+3[P(C-2x)-G(a-c)J) 
" - bc bc2 ' 

worin die Strecke c noch unbekannt ist. Diese ergibt sich aber aus der 
fUr den N ullpunkt B gultigen Gleichung 

zu 

P + G 3[P(c-2x)-G(a-c)] 
o=-bc- bc2 

o=P+G- 3[P(c-2x)-G(a-cll 
c 

0= (P+ G)c- 3(Pc- 2Px- Ga+Gc), 
(P+ G)c= 3 (Pc-2Px- Ga+Gr) 

" = 3c(P+ G)- 3 (2Px+ Ga), 
(P + G)c-3c(P + G)= - 3(2Px+Ga), 

-2c(P+G)= " 

c 

c 

-3(2Px+Ga) 
- 2(P+ G) 

3 2Px+ Ga 
=2' P+G 

. . . 4:8 

Die vorgenannte Spannungsgleichung 
der rechten Kante kann man sehr einfach 
gestalten, wenn man das darin aufgefUhrte 
Biegungsmoment 

Mb=P (i-x) -G (~-i) 
durch das gleichgro~e Moment 

Mb=R (i- p) 

Fig. 49. der resultierenden Kraft "R = P + G" 
ersetzt, die im Schwerpunkt der Span-

nungsflache, d. h. im Abstande p = ~ von der rechten Pfeilerkante, ihren 

Angriffspunkt hat. 
Das Einsetzen liefert dann 

";(m .. )~- h~G + 6R~,:-P)) 
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. . 4:9 

Dieses Resultat besagt, daiil die an der rechten Pfeilerkante auftretende 
Druckspannung doppelt so groiil ist, als die Spannung, welche bei gleich
maiiliger Verteilung der Last P und des Gewichtes G iiber den Quer
schnitt be auftritt. 

NBo Die vorstehenden Ergebnisse hiitte man auch mit Hilfe der im 
§ 9 genannten Gleiehung 31 bezw. 32 erhalten konnen. 

60 Der gespannte Freitrager mit Endbelastungo 
Ein Freitriiger wird gespannt genannt, wenn er neben Biegung 

gleiehzeitig noch auf Zug oder Druck beansprucht wird. Je naehdem die 

'~. ··~-t~J: 
. s 

Fig. 50. ~ 

Achsialkraft ziehend oder driickend wirkt, kann man folgende zwei Be
lastungsfalle unterscheiden. 

a) Die Achsialkraft beansprucht den Traum" auf Zug. 
Der in Fig. 50 dargestellte Fall liisst erkennen, da1i\ hier die gleichen 

Verhiiltnisse vorliegen, wie bei dem in Fig. 43 b behandelten 2. Belastungs-
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fall. Es lassen sich deshalb auch die dort aufgefiihrten Gleicbungen obne 
wei teres auf den hier vorliegenden Belastungsfall iibertragen, Die Bezeich
nungen sind in beiden Belastungsfiillen gleicb gewablt. 

b) Die Achsialkraft beansprucht den Trager aUf Druck. 
Die Fig. 51 zeigt die Ubereinstimmung des bier vorliegenden Be

lastungsfalles mit dem aus Fig. 46 b ersicbtlicben 4. Belastungsfall, dessen 
Ausfuhrungen und Gleichungen auch hier Geltung haben. 

7. Her gespannte Freitrager mit gleicbmaJ3ig verteilter Belastung. 
Aucb hier unterscheidet man, der Richtung der Achsialkraft zufolge, 

folgende zwei Belastungsfiille: 

a) Die AchsiallC1-aft beansprttcht den Trager auf Dntck. 
Fiir eine beliebige Querschnittsstelle Ix bat in Fig. 52 das Biegungs

moment Mx den Wert 

Fig. 52. 

Mx = p(I - Ix) . 1 2 Ix + P (i - x) 
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50 

der fiir Ix = 0 bezw. x = 0 das gro.l3te Biegungsmoment Mmax er~ibt. 

Das Biegungsmoment Mx lii.l3t sich bestimmen, wenn die beiden mit 
Hilfe der Gleichung der elastischen Linie festzustellenden Durchbiegungen 

und x bekannt sind. 
Die Dnrehbiegung x folgt aUB 

_~ [alsin (al) -1 {I _ (1 )}+ sin (a Ix) -1 +lx2] 
x- P a"leos(al) COB a x a x 21 

_~l2sine~X) [aleos{a(I-~lx)} _sin(a~x)] -Ix Ix' 1 
"-P a9 1eos(al) +21' 

Die gr!ifite Durehbiegung i betrll.gt 

i=~ [-!1+ COS(al)+alSin(al)-I] 
P 2 a"leos(al) 

_ g [-!l 2 sin (~){ alcos (~) - sin (~)}1 
• - P 2 + a2 lcos(al) • 

Die Gr!ifie a hat hierin wieder die im § 13 unter Abs. 3 b angegebene Be· 
deutung 

1st das gro.l3te Biegungsmoment Mmax ausgerechnet, so erhiiIt man 
die zusammengesetzte Spannung 0i nach der Gieichung 43. 

b) Die Achsialkraft beansprucht den Trager aUf Zug. 
Wahrelld vorher die Druckkraft P ungiinstig fUr den Trager wirkte, 

erhOht hier die Zugkraft P die Tragfahigkeit des in Fig. 53 angegebenen 
Triigers. 

Das Biegungsmoment 
Mx fiir die Querschnitts
stelle Ix betriigt 

I-Ix 
Mx =p(I-Ix)-2-

-P(i-x) 

" = ~ (I -Ix)2 -

-P(i-x), 51 
welches fiir Ix = 0 bezw. 
x = 0 den gro.l3ten Wert 
Mmax erreicht. Fig. 53. 

Die Durehbiegungen i nnd x erhiilt man, wenn in den vorstehenden Glei· 
ehungen die Druekkraft + P dnreh die Zngkraft - P nnd die trigonometrischen 
Funktionen dnreh die hyperbolisehen ersetzt werden. 

Die Gleichnngen lauten dann 
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__ ~ [alSin(al) -1{l_C (1 )}+ Sin (a Ix) -1 +lx2] 
x- P a"lCos(al) os a x a x 21 

= ~ [2 Sin (~) [a 1 Cos {a (I - ~ Ix)} - Sin (~) ] _ Ix Ix2] 
"P a"lCos(al) + 21 

und 

i= _~ [_ !1+ Cos(al) + alSin(al) -1] 
P 2 a2 1Cos(al) 

!i [!l- 2 Sin (¥) {alCoa (¥) - Sin (¥ )}] 
,,= P 2 a:!lCos(al) . 

Nach der Ermittelung des gro£\ten Biegungsmomentes Mmax kann 
man dann auch nach Gleichung 41 die ideelle Spannung feststellen. 

8. Der gespannte Zweistiitzentrager bei Mittelbelastung. 

1st ein Trager an den beiden Enden gelenkartig gelagert, in der 
Mitte mit einer senkrecht zur Triigerachse gerichteten Einzellast und in 
der Achsenrichtung mit einer Normalkraft belastet, so kann man unter 
Beriicksichtigung der Zug- und Druckkraft eben falls zwei Belastungsfalle 
unterscheiden. 

a) Die Achsialkraft beansprucht den Trage1- au] Zttg. 

ti' 
~ 

Da man sich den in 

*-._-._-._-._--_-._-_-.-__ .... 1-: -._-._-._-.-_._-._-_-_-.-4-..! $1., 
Fig. 54 vorgelegten Trager 
in der Mitte unterstiitzt und 
somit in zwei gleichbean
spruchte Freitrager nach Art 
des Belastungsfalles 6 a be
stehend den ken kann, so 
haben die daselbst ange
gebenen Gleichungen auch 
ohne weiteres im vorliegen
den FaIle Geltung. 

~-'/".-:;::c-------------

Fig. 54. 

Bezeichnungen so gewahlt, dag 
zu andern braucht. 

In der Figur sind die 
ll1 den genannten Gleichungen sich nichts 

b) Die Achsialkraft beansprucht den Trager auf Druck. 
Auch den in Fig. 55 dargestellten Trager kann man sich in zwei 

Freitriiger zerlegt denken, von denen jeder dem Belastungsfalle 6 b ent
spricht. 

Die daselbst angedeuteten Gleichungen konnen daher auch hier in 
unveriinderter Form Anwendung finden. 
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NB. Sind die Enden nicht scharnierartig gelagert, sondern liegt der 
Trager, wie Fig. 56 zeigt, beiderseitig irei auf, so tritt bei der Durch
biegung des Tragers eine Verschiebung it der Stiitzpunkte bezw. der auf
einanderllegenden Stiitzfla-

"IP chen ein, wobei an jedem WIt 
Tragerende ein Reibungs-
widerstand R zu iiberwin- £ -------------1---------------- £ 
den ist. 

Die von den Rei bungs
koeffizienten der zusammen· 
arbeitenden Materialien ab
hiingige Kraft R veranlaGt 
nun ein zugunsten der Kon
struktion dienendes, d. h. 
dem Biegungsmomente Mmax 
entgegenwirkendes Moment, 

--.,...-;;::--------------

: ., '" .!. '" ~~ 
! dt I 

_~.f _________ .J::;;;oorJ_~ 
A. 

1 ef 1 
Fig. 55. 

M=R.e1, 52 
welches von der Hohe des Tragers abhangig ist. 

Die Kraft R betriigt fUr unbewegliche Auflager, bei denen nur 
gegenseitige Reibung auftritt, 

wo !' den Koeffizienten der 
gleitenden Reibung bezeichnet. 

Der genannte Reibungs
betrag kann aber wesentlich 
iiberschritten werden, wenn sich 
z. B. die Auflager in das Trii
germaterial eindriicken. An
dererseits kann aber auch der 
Betrag den angegebenen Wert 
unterschreiten, falls Rollenauf
lager gewahlt werden. 

P 
R="2!I, 53 

e1t J 

~----~{----~I------ ----~ 
I 
I 
I 

Fig. 56. 

Da in den meisten Fallen der Praxis auf die vorgenannte Verschie
bung it und deren Wirkungen keine Riicksicht genommen wird, was 
iibrigens schon aus den im § 23b und c der - Einfiihrung aufgefiihrten 
Belastungsfiillen hervorgeht, so mogen die vorstehenden Andeutungen iiber 
die Reibungsverhiiltnisse bei dem frei auf zwei Stiitzen gelagerten Trager 
geniigen. 

Sonst treten dieselben Verhiiltnisse auch bei vollkommen aufliegenden, 
d. h. iiber die ganze Lange gelagerten Tragern auf, wie es beispielsweise 
bei den Eisenbahnschwellen der Fall ist. 
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9. Der gespannte Zweistiitzentrager bei gleichmafiig verteilter 
Belastung. 

Wird ein an beiden Enden drehbar gelagerter Trager wer seine 
ganze Lange gleichma~ig verteilt belastet, und wirkt gleicbzeitig in Ricb
tung der Achse noch eine Normalkraft auf den Trager ein, so ergeben 
sich die nachbenannten zwei Belastungsfalle. 

a) Die Achsialkmft beansprucht den Trager auf Druck. 
2 Q = 2pt Da bei dem vor-

liegenden Belastungsfalle 
das gr5~te Biegungsmo
ment Mmax und somit 
auch die gro~te Durch-

$' biegung i in der Trager-
~~-1~:li:blliiitlJmn±lmtillWl~~t':t=- mitte auf tritt, so kann 

man sich nach Fig. 57 b 
, den beiderseitig gelager-

Q _ {/ , , ten Trager in zwei glei-
fiJ(,J_ '" I'I~ .., __ :- ------- :;TIJJjJjJJJj-Jj.t.t 4 ---- cbe Freitrager zerlegt 

f"L; -x ----r.:=L I denken. 
"" ,... I Fur eine beliebig '\i", I 

Fig. 57. gelegene Querscbnitts
stelle Ix betriigt das Bie-

gungsmoment 

Mx = P (i - x) + Q (I-Ix) - p (I-Ix) 1 2 Ix

" =P(i-x)+Q(l-lx) - ~(I-Ix)2, 

das fur Ix = 0 bezw. fUr x = 0 den gro~ten Wert 

Mmax = Pi + Ql- ~ 12 

erreicht. 
Die Durchbiegungen x und i ergeben sich wiederum mit Hilfe der im § 14 

Abs. 4 der Einfiihrung angegebenen Gleichung der elastischen Linie zu 

Q( Ix' 1 l-COS(alx)) 
x = p - 2T + a'l '------cOs(~ 

und 

i-g (_~ + ~ .1- cOB(al)) 
- P 2 a"1 COS (al) . 

Auch hier ist nntel' a der Wert 

a=VEP(H)= liP; 
verstanden. 
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Mit diesen Werten ergibt sich das Biegungsmoment Mx zu 

Mx = ~. cos (a Ix) - cos(aI) I 
a21 cos(aI) 

und fUr Ix = 0 das groBte Moment . 

M _~. 1 - cos (aI) __ Q_ (_1 __ 1) 
max - a21 cos (al) - a21 costal) . 

Die auf der Zug und Druckseite auftretenden groBten Materialspan
nungen erhiilt man dann nach Gieichung 43 zu 

(J. = -- (P + Mmax e) 
1 f - e ,. 55 

worin fur e der auf der Zug- oder Druckseite gelegene Faserabstand e1 

bezw. e2 zu setzen ist. 

b) 1Jie Achsialkraft bean-
8prucht den Tr·(iger auf 

Zug. 
Die vorgenanntenGIei

chungen kann man auch 
auf den vorliegenden Fall 
anwenden, wenn man die 
N ormalkraft + P durch 
- P und den trigonome
trischen Kosinus durch den 
hyperbolischen ersetzt. 

----F .... ~!-l}\it!.;t' ---
" W1i.1J..lu.>J 

~~~~~ I 

Hier betriigt fUr eine 
beliebige Querschnittsstelle· 
Ix das Biegungsmoment 

" = - P (i - x) + Q (1- Ix) - E (1 -.lx)2, 
2 

das fUr Ix = 0 bezw. fUr x = 0 den groBten Wert 

Mmax = - Pi+QI-E12 
2 

erreicht. 

und 

Die Durchbiegungen x und i erhiilt man aus 

x=-g (_lx' _~ .1- Cos(alxl) 
P 21 a'l Cos (al) 

9 (lx' + ~ . 1 - Cos (alx») 
"- P 21 a'l Costal) 

I 
I 
I 
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. Q(1 II-COS(al)) 
1 = P 2+ a21' Cos (al) 

_-9 [~+ ~ (~I~-l)] '-p 2 a2 I Costal) 

• = ~ [~- a~ 1 ( I - cos\-;I)) 1, 
worin 

bedeutet. 
Das Biegungsmoment Mx entwickelt sich dann zu 

M - ~. Cos (al) - Cos(alx) I 
x - a21 Cos(al) 

das fiir Ix = 0 das grosste Moment 

M = ~ . Cos (al) - 1 = ~(I _ ~I __ ) 
max a2J Cos (al) a2 1 Cos(al) 

56 

liefert. 
Die zusammengesetzte Spannung auf der Zug- und Druckseite erhiilt 

man dann nach Gleichung 41 zu 

P Mmax 
a"=-+ ~-e 

1 f - e 57 

NB. Wie die gr6~te Biegnngsmomentengleichung 56 erkeunen lii~t, 
wird das zweite Glied in der Klammer mit zunehmender Triigerliinge 
immer kleiner, so da~ es bei gro~eren L1ingen als un wesentlich vernach
liissigt werden kann. 

Damit erhiilt man aber das gro~te Moment 

Q Q QEe Q0 
Mmax=a21=P-=Pl=aff 58 

Eel 

als auch die Biegungsspannung 

---~----~-----------------------I-----. - _______________ ~" ,--_ 
i 

~-~ ! • ~------, 
: I i 

~: -------.. -- .. -----.. ---~-.. --------------~;:-t_---
a. ' ----------:I.P I 

f a;v I 

Q0 
Mmax aPI Qe 

ab=~-e=--e=--o 0 aPI 
pIe pe 

" = aPI = aP' 59 

die dann in die zusammenge
setzte Spannungsgleichung ein
zusetzen ist. 

Bemerkung: Die Glei
chung 59 ist auch giiltig, wenn 

ein Seil oder Draht nach Fig. 59 an beiden Enden aufgehiingt ist. Das 
Eigengewicht bildet die Belastung, unter der sich das Seil durchhiingt. 

i 
Fig. 59. 
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Hierbei bezeichnet 

p = f . r das Gewicht del' Langeneinheit des Drahtes vom Querschnitt f 
und dem spezifischen Gewicht r, 

d 
e = - den Halbmesser des Drahtes, 

2 
a den Dehnungskoeffizienten des Drahtmaterials und 
P = H die Horizontalkraft, mit der del' Draht beansprucht bezw. ange

spannt ist. 

NB. Wirkt auf den Draht noch eine Belastung ein, wie es beispiels
weise im Winter bei den Leitungsdrahten del' elektrischen Stra~enbahn 
durch Schneelast del' Fall sein kann, so rechnet man einfach diese Last 
zum Eigengewichte hinzu. Die Gleichung 59 kaHn somit auch hier An
wendung finden. 

10. Del' stabformige Korper mit gekriimmter Mittellinie. 

Die in den vorangegangenen neun .Absatzen fUr stabformige Korper 
mit gerader Mittellinie aufgestellten Gleichungen werden in del' Praxis 
auch vielfach bei Korpel'll mit gekriimmter Mittellinie benutzt; besonders 
handelt es sich hierbei urn Konstruktionsteile, die aus Schmiedeeisen odeI' 
Stahl angefertigt sind. N atiirlich konnen die diesbeziiglichen Rechnungen 
nul' angenaherte sein. Diese Anniiherungen kommen aber den richtigen 
Resultaten urn so naher, j«:> gro~er del' Kriimmungshalbmesser del' Mittellinie 
des gebogenen Korpers ·ist. 

Zur gansuen Berechnung del' letzteren Korper mu~ im allgemeinen 
dann geschritten werden, wenn es sich z. B. urn Gu~eisen-Material odeI' 
um sehr hohe Belastungen handelt. 

Was die Form der gekriimmten Mittellinie eines gebogenen Korpers 
betrifft, so kann sie 

1. eine ebene Kurve odeI' 
2. eine raumliche Kurve sein. 

Die letzte Form, die bei strenger Behandlung sehr komplizierte und 
umslandliche Rechnungen erfordert, hat fUr die angewandte Praxis wenig 
Bedeutung. 

Mehr Bedeutung hat dagegen die erste Form, bei del' die Mittellinie 
in einer Ebene, del' sogenannten Belastungsebene, liegt, in del' die den 
Korper beanspruchenden au~eren Krafte wirken. In derselben Ebene solI 
auch die Hauptachse samtlicher Querschnitte des Korpel's liegen, wie aus 
Fig. 60 zu el'sehen ist. 

Einen untel' den letztgenannten Vol'aU8setzungen be1asteten Korper 
nennt man mit bezug auf seine fast ausschlie~liche pl'aktische Anwen
dung, den "Normalfall del' Praxis". 

Wehnert Festigkeitlehre II. 6 
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Er unterscheidet sich von dem im § 13 Abs. 1 aufgefiihrten geraden, 
exzentrisch belasteten Korper dadurch, daa, wie Fig.- 60 zeigt, die den ge
bogenen KBrper belastete Zug- oder Druckkraft P, als positiv und negativ 
wirkende parallele Hilfskraft, an eine beliebig zu berechnende Querschnitts
stelle verlegt, diesen Querschnitt nicht mehr normal, sondern, der ge
kriimmten Mittellinie entsprechend, unter einem Winkel a angreift. 

Wahrend also die eine Hilfskraft (- P) mit der gegebenen Kraft 
P genau so, wie beim geraden Korper, das den Korper auf Biegung bean

,b 

! 
i 

spruchende Kraftepaar darstellt, bildet die 
andere Hilfskraft Peine Resultante, die 
in die beiden Seitenkrafte N und S zu 
zerlegen ist, wovon N die den fraglichen 
Querschnitt belastende N ormalkraft und S 
die in die Querschnittsrichtung faUende 
Schubkraft darstellt. Die letztere Kraft, 
die nach § 12 zu behandeln ist, wird 
infolge ihres geringen Einflusses am Re
sultate zumeist auaer Rechnung gelassen. 

Fig. 60. 
Was bei dem vorliegenden Belastungs

fall die Formanderung betrifft, sind zwei 
Annahmen gemacht worden, die beide in 

den meisten FaIlen mit der Praxis gut ubereinstimmende Ergebnisse ge
liefert hl;tben. 

N aeh der ersten Annahme von Be r n 0 u 11 i, wonach die ursprung
lich ebenen Quersehnitte aueh wiihrend der Biegung eben bleiben, folgt, 
daa die Biegungsachse der Querschnitte nicht mehr durch deren Schwer
punkte geht. 

Die zweite Annahme geht davon allS, daa die Spannungsverteilung 
nach wie vor der Biegung dem Ebenengesetze folgt, und daa auch die 
Biegungsachse ihre Lage nieht andert, was aber dann zur Folge hat, daa 
die Querschnitte nicht mehr eben bleiben konnen. 

Die diesbeziigliehen von v. Bach angestellten Versuche sprechen fur 
die erste Annahme, die auch den weiteren Ausfuhrungen zugrunde gelegt ist. 

Der Betrachtung des vorliegenden Belastungsfalles sei ein, aus dem 
gebogenen Korper herausgeschnittenes, in Fig. 61 zur Darstellung ge
braehtes Korperelement vorgelegt, ~as von den beiden unendlieh nahe 
gelegenen Querschnitten fo und f begrenzt wird. 

Um eine bessere lJbersicht zu erhalten, seien im folgenden die Form
anderungen angegeben, wie sie sich unter den einzelnen Krafteiuwirkungen 
herausbilden. 

a) Die Normalkraft N beanspruche den Querschnitt allein. 
Auf die Sehnittflachen fl' und f der beiden in Fig. 61 a nnd b dar

gestellten Korperelemente wirke die Normalkraft N gleichmatlig verteilt 
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ein, so dag auf jede Flacheneinheit die konstante Zugspannung az 

kommt. 
Wahrend sich die zwischen den Querschnitten fo und f befindlichen 

gleichlangen Fasern des in Fig. 61 a dargestelHen geraden Korperelementee 
nach der im § 3 der Einfiihrung genannten Gleichung 

A=el bezw. e=aa 
urn gleichviel ausdehnen, sind die Verliingerungen der gleichgelegenen 
Fasern im gebogenen Korperelemente Fig. 61 b, den verschiedenartigen 
Faserliingen entsprechend, verschieden. Es besteht nun aber nach dem 
vorstehenden Gesetze Proportionalitiit zwischen den Faserabstanden 1] una 
den Langenanderungen A, 
wodurch bestatigt ist, dag 
der urspriingliche Kriim-

mungsmittelpunkt M 
auch wahrend der Form
anderung seine Lage be
halt. Der Kriimmungs
halbmesser Q ist dann 
aber konstant. 

Da das Korperele
ment, bezogen auf die 
Mittellinie, symmetrisch 

Fig. 61. 

ist, geniigt es, mit dem III der Figur angedeuteten halben Elemente zu 
rechnen. 

Die auf den Querschnitt f einwirkende Zugspannung (Jz betragt mit 
bezug auf Fig. 61 

der 

und 

N 
aZ=T· .60 

Der auf der neutralen Achse liegende Bogen BBt hat die Lange 

fil = Q arc cp , 
im Abstande '" gelegene Bogen CC1 hat dagegen eine Lange 

601 = (Q + r;) arc cpo 

Die zu~~z:orig;: l:;rlang~~~~;l A(z) :n~ ~;(:rcb;tragen d}ann 

~ N 
A11Cz) = e,l(z)]'I(Z) = a (Jz. C C1 = aT · (Q + 1]) arc cp. 

. 61 

b) Das Biegungsmoment Mb beanspruche den Quet·schnitt allein. 
Betrachtet man wieder das halbe Korperelement, so zeigt Fig. 62, 

dag unter der Biegungseinwirkung der urspriingliche KriimmungsmitteI-
6* 
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punkt M in die neue Lage Ml ubergeht. Damit geht aber der an fiing
liche Krummungshalbmesser Q in den neuen Halbmesser Ql uber. 

Bei dieser Veranderung verschiebt sich abel' auch die neutrale Achse 

BEl des Korperelementes in die neue Lage EEl' in der also die darin 
liegende Faserschicht keine Dehnung 
und Spannung erleidet. 

Bestimmt man nun zuniichst 
die Dehnungen Ii(b) und lin(b) del' 

Fasern:BEl und (5<\, so folgt nach 
del' im § 3 der Einfiihrung ange
gebenen Gleichung 

A = iiI, worin Ii = aa darstellt, 

mit bezug auf Fig. 62, 

1. fur die Mittelfaser ~: 

Ab B-:B2 B--:Bs 
Ii(b)=-= ...___..-=-----, .62 

lb BB Q arc ffJ 
1 

woraus 

1\'B2 = Ii(b). Q arc p folgt; 

2. fUr die im beliebigen Ab

stande 17 gelegene Faser CCl : 

)'n(b) C:C2 Cl C2 Ii'l(b)=--=--'-= . 
ll/(b) Co (Q + 17) arc ffJ 

1 

Da die im Punkte B2 zur Flache Al Dl gezogene Parallele B2 F 

den Bogen Cl C2 in die beiden Teile c;F und FC2 zerlegt, die als paral
lele Gegenseiten die Langen 

Q=~2 
und 

FC2 = 1] arc a 
haben, so erhalt man die Dehnung Ii'li(b) zu 

C1 F + :F<% B-:B2 + 17 arc a 
lilj(b)=(Q+~jarcp= (Q+17)arcp 

li(b)Q arc p + 17 arc a 
,,= (Q+~)arcffJ .... 

" 

area 
li(b)Q+----n arc pi 

worin der konstante Wert 
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gesetzt werden kann. 
Damit ist 

arc 0 
-~~-=w 

arc cp 

E(b)Q + w1J 
E'1(b) = Q+1] . 

63 

Erweitert man nun den Zahler !loch mit + und - E(b) 'Y/, so folgt 
die fiir eine beliebig gelegene Faser geltende Dehnung: 

E(b)Q+W1]+E(b)1]-E(b)'I] . E(b)(!?+1])+(W-E(b)l1] 

E'1(b) = (> + 'I] = Q + 1] 

" = E(b)+ (W-E(b») +1] -. . 64 
Q 'I] 

Die zugehorige Spannung findet man dann aus dem oben genannten 
H 0 0 ke'schen Gesetz "E = a(J" zu 

O"I]{b) = ~~ E'llb ) = 1 [E(b) +(w - E(b») .~~_+~1J.._]. . . 65 
a a Q 1] 

e) Die Nonnalkmft N ttnd das Biegungsmoment Mb wirken gleieh
zeitig auf den Querschnitt ein. 

Bezeichnet man mit bezug auf Fig. 62 den Querschnitt einee von 
del' urspriinglichen neutralen Achee um 1] abstehenden Faserelementes 
mit f'1' in dem wahrend der Biegung allein die Zug- bezw. Druckspan
nung 0"'1 auf tritt, und der Zugkraft "P'1 = £'I](J'1" entsprechenden Widel'
stand leistet, so bestehen nach § 14 Abs. 1 und 2 del' Einfi.i.hrung die 
Gleichgewichtsbedingungen 

1. bei nur Biegungsbeanspruchung: 

1. ~'p'1 = ~f'1(J'1(b) = 0, 
2. ~PlJ.'I] =~(f'1()"'1(b)). '1]= Mb , 

3. ~f'1.'I]=0 
und 4. ~£'1 = f, 
worin 'I] aIle zu beiden Seiten der neutral en Achse, d. h. zwichen e1 und 
e2 liegenden Werte anzunehmen hat. 

Multipliziert man nun die fiir die Biegung aufgestellte Gleichung 65 

O'Ij(b) = ~ [ E(b) + (w - E(b») (> ~ '1]] 
mit dem Querschnittselement £'1' so folgt 

£'1. (J./(b) = ~ [ E(b) + (w - C(b») Q -+ 1]] • £'1· 

Fiir aIle Quel'schnittselemente, d. h. fi.i.r die ganze Fliiche f, erhalt 
man den Ausdruck 
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~f'I' (J"'I(b) = ~ ~ [8(b) + (w - 8(b» (l ~ 'lj] . £'1 

oder mit bezug auf die vorgenannte 1. Gleicbgewicbtsbe
dingung, 

o = ~ [ ~8(b). £'1+ ~(w - 8(b» Q+1]' £'1] 

,,= ~ [8(b)' ~£'1 + (w - 8(b». ~ Q~1] £'1] 
,,=~ [8(b)£+(W-8(b»~ Q~1]£'1]' 

.66 

J 
solange es sich lediglicb um Biegungsbeansprucbungen handelt und der 
Dehnungskoeffizient a konstant ist. 

2. Bei Normal- und Biegungsbeanspl·uchung. 

Kommt die Normalkraft "N = ~f'l(Jz" mit zur Wirkung, so folgt mit 
bezug auf den Gleicbgewicbtszustand, der zwischen den au.@eren und den 
im Innem des Korpers wachgerufenen Kraften bestehen mu.@, 

N = ~ [e(b)f+(W-8(b)~ Q+1]f'1] 

" = 1 [8(b)f+(W-8(b»(-xf)] 

" = ~ [8(b) - (w - 8(b» x ], 67 

falls nach v. Bach 

woraus 68 

bezeichnet. 

Multipliziert man nun weiter die fiir das Querschnittselement f'1 giil
tige Gleichung 65 

(J11(b) = 1 [8(b) + (w - 8(b» (l ~ 1]] 
mit f'l' 'lj, und summiert man die diesbezi.i.glichen Werte fiir aIle Elemente 
des Querschnittes f, so folgt: 

~f'1 (J'l(b) . 'lj = ~ ~ [8(b) + (w - 8(b» Q -+- 1]] f'1' 'lj, 

oder mit bezug auf die unter a genannte 2. Gleichgewichtsbedingung, 
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69 

da mit Hinweis auf Gleichung 68 del' Innenausdruck 

~ 1]2 f _ ~1]2 + 1](l-1](l f _ ,,1](1] +Q)-1]Q f 
.... (1+1] >]-.... Q+1] 'I--~ (l+1] n 

" = ~ (1] - +1](l ) fn = ~f'l1] - Q~ +1] f'l 
(l 1] Q 1] 

" =O-Q(-xf)=XQf. 70 
betragt. 

Ermittelt man nun aus Gleichung 69 den Klammerwert 
aMb 

W -- B(b) = --, 71 
fxQ 

so liefert er, in Gleichung 67 eingesetzt, den unter Gleichung 62 einge
fiihrten Dehnungswert B(b), wie folgt: 

N = £ [B(b)-(W - B(b») x ], 

woraus man 
Na 

B(b) = -f-+ (w - 8(b») x 

oder = N a+aMb =':: (N+Mb) 
" f fx(l x f (l 

72 

erhiilt. 
Die unter Gleichung 63 eingefiihrte konstante Gro.Qe W findet sich 

aus Gleichung 71 und 72 zu 
aMb 

W=B(b)+-f
xQ 

,,=':: (N + Mb) + aMb 

f Q fxQ 

" = I (N + ~b + ~;) . 73 

Fiihrt man nun noch die Werte fiir B(b) und (w - B(b») aus den Gleichungeu 
71 und 72 in die Gleichung 65 ein, so ergibt sich die aus Zug und 
Biegung zusammengesetzte Spannung 
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(l'i = ~ [8(b) + (ru - 8(b»)' _.+r; ] 
a !! 17 

" = ~ [f (N + ~b) + ~~b . Qi~] 
" =.1 ~ (N + Mb + Mb . _~) 

a f !! xQ Q + 17 

,,= ; (N + ~b + r; . ~ ~-r;) . 74 

In dieser allgemeinen Gleiclnmg, die fur entgegengeset.zte Vor-
zeichen auch fur Druck und Biegung giiltig ist, bedeutet 

f den tragenden Querschnitt, 
N die senkrecht zum Querschnitt wirkende Kraft, 
Mb das Biegungsmoment, 
Q den Kriimmungshalbmesser, 
1'j einen beliebigen Faserabstand von del' neutral en Ach'le und 
x einen Wert, del' von del' Form des Querschnittes abhangt. 

d) Spezielle Spannungswerte. 
a) 1st keine Normalkraft vorhanden, so schreibt sich die allgemeine 

-Gleichung 74 in del' Form 

(ij = ~ (~b + ~; . !! -+- r;)' 
Diese Gleichung liefert fiir die ursprungliche neutrale Achse, d. h. fur 
,,'Yj = 0", eine Spannung 

Mb 
(1' -.- 75 
1- fQ' 

die Bonst beim geraden, nul' auf Biegung beanspl'uchten Karpel', Jen Wert 
Null hat. 

Den Abstand 1'j fur die neue Nullinie erhalt man dadurch, da.@ in 
del' oberen Gleichung del' Wert OJ = 0 gesetzt wird. 

b) Wird ein gebogener Karpel' durch eine im Krummungsmittel
punkt angreifende Zugkraft P so auf Biegung beansprucht, da.@ die Kraft
richtung senkrecht zu dem in Rechnung zn ziehenden Querschnitte steht, 
wie es beispielsweise beim Las th a ke n del' Fall ist, wo das Biegungs
moment den Krummungshalbmesser Q zu vergroflern bezw. die Krihnmung 
zu vermindern sucht, so schreibt sich die allgemeine Gleichung 74 

OJ=~ (N + Mb+~~._r; -.), 
f Q xQ Q + r;/ 

III der N = P und Mb = - P Q 

gesetzt wird, in del' Form 
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(Jj = ~ (p - : Q - ~: . Q 1 17) 

p. 17 1 
,,=-xf '(?-t-1{ 

- Mb 1{ J 
" - x{Jf . Q +-~ . 

76 

Diese Gleichung liefert fur die ursprungliche neutrale Achse, d. h. 
fur ,,17 = 0", eine Spannung 

(Jj = O. 

c) Betrachtet man den in Gleichung 70 eingefiihrten Summenausdruck 
,,1{2 _ 
..... Q+1{f'1- x (lf, 

del', mit Q multipliziert, den Wert 
2 

~_t7_ f'1 = xQsf 

1+17 
(l 

liefert, etwas genauer, so nahert sich del' Nenner des Bl'uches 

1+~ 
Q 

77 

dem 'Verte 1, falls del' Kl'ummungshalbmesser (l immel' gr5£el' und gl'5£el' 
gemacht wird. Fur (l = (Xl erreicht del' Nenner den Wert 1. 

In diesem FaIle schreibt sich die Gleichung 77 zu 
2 2 

2!' _17_ f'1 = ~ 'L f'1 = ~ f11172 = 0, 78 
1+:'1 1 

(l 
wo 0 das im § 14 del' Einfuhrung cingefiihl'te Tragheitsmoment darsteIlt. 

Damit nimmt nun aber clie Gleichung 77 die einfache Form 
o =x(l2f 

an, aus der sich dann die G1'6£e 

ergibt. 

79 

Diese Gleichung besagt, da£ x von del' Form des Querschnittes f 
abhiingig ist. 

NB. Die Gleichung 79 kann man in vielen Fallen auch als Nahe-

rungsgleichung benutzen, falls man das oben angegebene Verhiiltnis 1] bei 
(l 

einigel'ma£en gro£em Kriimmungshalbmesser gegenuber der Zabl 1 ver
nachlassigt. 
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d) Fuhl't man den letztgenannten Wert in die allgemeine Gleichung 74 

(Ti = ~ (N + ~b + ~; . Q -+- ~) 
ein, so schreibt sich diese als N a her u n g s g hli c hun g in del' Form 

.;=~(N + ~.+ ~; 'Q(I:~)) 
N Mb Mb 'fj 

"= -f + Qf+ x(l2f' --'fj 
1 + , (l 

_N+~+~ 'fj ~ 
"-T QI e '1+~ 

(l 

Wird nun der Krummungshalbmessel' (l unendlich groa, wobei der 
gebogene Korpel' in den geradell ubel'geht, so erhiilt man aus Gleichung 
80 die Form 

N Mb 
(Ti=T+ e 'fj, 

die mit der im § 13 aufgefiihrten Gleichung 41 iibereinstimmt. 

e) Angaben 1'iber die Hilfsg1'iifle x. 

Der Wert x ist nach der Gleichung 68 
1 ~ 

x=-f~(l+'fjf1] 
zu entwickeln, was allerdings am besten mit Hilfe der hoheren Analysis 
geschehen kann. 

Fig. 63. 

Eine elementare Entwickelung 
sei im folgenclen fur das Rechteck 

k durchgefUhrt. 

1. Fur den rech teckigen 
Querschnitt. 

Man denke sich den ganzen 
Querschnitt f parallel zur Mittellinie 
in 2 n gleichgroae Flachenelemente 
zerlegt, wobei jedes Element den Inhalt 

hat. 

h bh 
f1]=b.o= b' 2n =2n 

a) Betrachtet man zunachst die oberhalb del' Mittellinie liegende, 
positive Halfte des Rechteckes, die nach clem Gesagten in n gleiche Flachen-
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elemente zeHegt gedacht ist, so kann man beispielsweise das im Abstande 
'l'J angegebene unendlich kleine Reckteck, als das yte Element ansehen, 
filr das dann der Abstand 

betriigt. 

h 
1J=Y·o=y.-

2n 

Mit dieser Bezeicbnung schreibt sich der unter der Summe stehende 
Ausdruck in folgender Weise: 

_1J_f - 'l'J+Q-Qf - (1J+Q)-Q f 
Q+1J 17- Q+1J 17- Q+'l'J 17 

" = ( 1 - (l -+ 1J) f'l = £17 - f17 (l +- 1J • 

Die iiber die ganze obere Halite reichende Summe hat dann den Wert 

" 

" 

bh bh .... 1 
-

2 2n"""1+~.~ 
n 2(1 

bh bh ",' 1 
2 2n~1+y , 

-. m 
n 

h 
worin m = - bedeutet. 

2(1 

Dividiert man den unter dem Summenzeichen stehenden Quotienten 
aus, so erhalt man 

h 
'1=-

.... 2 'l'J b h b h 1 .... [ (Y) I Y ) 2 (y ) 3 J tl:OQ+/'l= 2-2·~ ..... 1- ~m + (Ii m - ~m + .. . 

" 
= bh _ b h [~ ~ 1 _ ~ ~~ m + ! ~ (~ m) 2 _ ~ ~ (~ m) 3 + ... J . 

2 2n nn n n n n 

Setzt man in den Summengliedern fiir y die Werte 0, 1, 2, 3 ... n 
ein, so folgt weiter 
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h 

'1=2 17 bh bh [ 1 1 2 1 3 ] 1) 

Yj:: 0 ii-+-~ f'1 = 2 - 2 1 - 2 m + ~ III - 4 m + ..... 
= bh _ b_~ [1-~ (~) + ~ (~)2 _ ~ (~)3+, ] 

2 2 2 2Q 3 2Q 4 2Q ..... . 

b) In gleicher Weise entwickelt sich der Summenausdruck auf der 
unterhalb der Mittellinie liegenden negativen Hiilfte des Rechteckes, worin 
die 17-'Verte negativ sind, zu 

'7=0 17 bh bh[ l(h) 1(h)2 l(h)3 ] 
~ hQ+l/'7=2-2 1+2 2Q + 3 2Q +4 2Q + ..... 

'7=-2 

" 

=-bh 

1) Die Silmmenglieder bilden folgende arithmetische Reihen 1., 2., 3 ..... 
Ordnung, in denen am Schlufi n = 00 gesetzt werden kann: 

1 1 1 
-.21 = (1 + 1 + 1 + 1 + ..... ) = -. n = 1, 
n n n 

1 y III 
-.2-m =-.;(0+ 1 +2+ 3 + 4 + ....... +n) 
n n n" 

rn n(n-l) rn n.n 1 
=i;f' 1.2 n2 '--2=2 m, 

!.2(;rrn)2 =m: (0+P+2"+32 +4"+ ..... +n") 
n n n 

_ m" n (n + 1) (2 n + 1) 
-n3 ' 1,2.3 

rn2 n.n.2n 1 2 

=ii3' ~-=3m, 

!.2(;rrn)3 =m: (0+13+2~+33+43+ ..... +n3) 
n n II 

und so weiter. 

_ rn" n 2 (n + 1)2 
--n4 '--4--

rn3 n2 • n 2 1 
= n4 . -4- = 4 rn3 
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Damit erhiHt man nun die gesuchte Rilfsgro.@e 

_ lv 1] f 
x-- f --f!+"7 '1 

" = _ bIh {_ bh [~ (2h(» 2 + ~ (:Q) 4 + ~ (2h(» 6 + .... J} 

,,= ~ C!h(»2 + ~ (2hf!)4 + ~ (2h(» 6 + ....... . 

2. Fur die Querschnitte vom Kreis und 
Ellipse. 

Bezeichnet wieder h die Rohe des Quer
schnittes, so erhiilt man 

x=! (~)2 +! (~)4+~ (~)6...L ......... 82 
4 2 f! 8 2 (I 64 2 (I I 

3. Fur den gleichschenkligen, trapez
fo rm i gen Q u ers chni tt. 

Mit bezug auf Fig. 64 erhiUt man 

x=-I + (b1 ~(lb2)h [{ba + b1 h b~(es+(d 
lognat(> + e2 _ (b1-b2)]. 83 

(>-e1 

, ;,,,.---
~ ! 

1-1-_-
i 

Fig. 64. 

81 

Diese Gleichung ist auch fur den gleichschenkligen Dreiecksquer-
2 

schnitt zu benutzen, indem bs = 0 und e2 = - h ·zu schreiben ist. 
3 

2. Gruppe. 

§ 14. Das Zusammenwirken verschiedenartigel' 
Schubspannungen. 

Wird ein Korper durch iiu.@ere Kriifte so beansprucht, da.@ die 
einzelnen Querschnittselemente nur verschiedenartigen Schubspannungen aus
gesetzt sind, so kann man diese Spannungen in der im § 1 unter Abs. 1 
und 2 fur N ormalspannungen angegebenen Weise zu einer resultierenden 
Spannung vereinigen. Rierbei sind naturlich auch nur die Elemente 
heranzuziehen, in denen die gro.@ten Spannungen auftreten. 

Eine besondere praktische Bedeutung hat allerdings die vorliegende 
Belastungsgruppe nicht. Es solI hier deshalb auch nur ein Belastungsfall 
aufgefiihrt werden, der in del' Praxis haufig Anwendung findet. 
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Schuh und Drehung. 
Da nach § 26 der Einfiihrung und § 12 des vorliegenden Werkes 

beide Beanspruchungen in den am Umfange liegenden Querschnittselementen 
Tangentialspannungen hervorrufen, wie sie beispielsweise die daselbst auf
gefiihrten Figuren 152 und 37 erkennen lassen, so hat man nur notig, 
die in dem am meisten angestrengten Elemente auftretenden Spannungen 
zu summieren. 

Wird nach § 12 der Einfiihrung die Schubspannung wieder mit ks, 
die TorRionsspannung nach § 26 der Einfiihrung mit kt bezeichnet, so 
erhalt man die zusammengesetzte Spannung 

aj = ks -t- kt, . 
worin nach den Gleichungen der Einfiihrung, 

84 

namlich nach Gleichung 40, 
p 

kS=I' 

und 
" 

kt -- Mt __ Mt 146 bezw. 151, 
" Wp w'v 

betragt. Hierbei bedeutet W = l?! das kleinere der beiden Hauptwider
e 

standsmomente des jeweiligen Querschnittes. 

NB. Sind die Schub- und Torsionsspannungen eines Materials ver
schieden gro13, so kann man das 2. Glied der Gleichung 60 noch mit 
einem Korrektionskoeffizienten ao muItiplizieren, dessen Wert sich aus 
dem Verhaltnis 

. ks zuI. Schubspannung 
ao=-= --

k t zul. Torsionsspannung 
85 

ergibt. 
Hat der Zahler emen kleineren Wert als der Nenner, so rechnet 

man ao = 1 (vergl. § 13 a, 1). 

Fig. 65. 

L Der Kreisquerschnitt. 
Die aus Fig. 65 ersichtliche Schubkraft P 

liefert nach § 12 Abs. c, 2 eine im Querschnitts
element A auftretende gro13te Schubspannung 

4 P 4 P 16 P 
ks= -.-=-.-=-.-. 

3 f 3 d2n 3 d2n 

4 

Das den Querschnitt heanspruchende Drehmoment 
Mt ruft nach Gleichung 146 der Einfiihrung eine 
Spannung 
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kt = M~= Mt =16.~_t 
Wp d3 n n lP 

16 

hervor, die in allen Elementen des Umfanges gleich gro~ ist. 
Die im Punkte A auftretende Gesamtspannung betragt elann 

O"i=ks+kt 

16 P 16 Mt 

"=3'd2 n +-n-' d3 

"=d~~ (~ + ~t) 86 

2. Der Kreisringquerschnitt von geringer Wandstarke. 
Fiir den Umfangspunkt A der Fig. 66 erhiilt man nach § 12 Abs. 

c, ;3 eine Schubspannung 
p P 

ks =2£= 2 Dno' 

nach Gleichung 146 der Einfiihrung eine Torsions
spannung 

Mt 
kt =-, 

Wp 
(D4_d4) n 

worin Wp= .-D 16 

= (D2 _ d2)'l!. D2+d2 

" 4 4D ' 
D2 + cI2 "-' 2 D2 gesetzt, 
2D2 1 

" = f 4D "-' 2 Df betragt. 

Damit erhiilt man 

Mt Mt 
kt =-=2-. 

~Df Df 
2 

Fig. 66. 

Das Querschschnittselement A wird somit von einer zusammengesetzten 
Spannung 

87 

beansprucht. 
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3. Der rechteckige Querschnitt. 
N aeh § 12 Abs. a und e, 1 ergibt sieh filr die in Fig 67 ange

gebene Sehubkraft P die bei A auftretende griiLlte Sehubspannung 

k -~.p -~.~ 
s-~ f -2 bh' 

zu der nach § 26 der Einfilhrung, Gleiehung 151, 
M t herriihrende Torsionsspannung 

Mt Mt 6Mt 
kt=w.W=~= whb2' 

w· 6 

" 
6Mt 

~hb2 
3 

eine yom Drehmoment 

4. 
worlll w =]3 1St, 

hinzutritt, so dag im Quersehnittselement A ellle Ge-

Fig. 67. 

samtspannung von 

oi=ks+kt 
_3P _L gMt 

" - 2bh i 2 b2h 

3 ( M t ) "=2bh P+ b . 88 

vorhanden ist, welehe die griiLlte Spannung des vorliegendel1 Quersehnittes 
darstellt. 

3. Gruppe. 

§ 15. DasZ usammen wirken verschiedenartiger N ormal
und Schubspannungen. 

Eine fiir die Praxis besonders wiehtige Belastungsgruppe bildet die 
vorliegende. Aueh hier kann man die Spannungen, wie § 1 Abs. 3 zeigt, 
naeh dem Parallelogramm der KrMte zu einer idealen, resultierendel1 
Spal1nullg vereinigen, wie es im § 1 Abs. 4 die Gleiehung 1 zeigt, deren 
vollstandige Entwieklung im § 4 in der allgemeinen Gleiehung 14 bezw. 
17 gesehehen ist, die die grundlegende Gleiehung fiir die vorliegende Gruppe 
darstellt. 

'Vie bereits in der Einleitung gesagt, haben nur die naehbenannten 
Belastungsfalle praktisehe Bedeutung 

1. Zug oder Druck mit Sc]mb. 
Wird die N ormalspanl1ung kurzweg mit k, die Sehubspannung mit 

ks bezeiehnet, so sehreibt sieh die dem vorliegenden Belastungsfall zu
grunde zu legende allgemeine Gleiehung 17 
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89 

worin ao nach Gleichung 16 zu wahlen ist. Fur m sind die in Gleichung 
10 

15 genannten Erfahrungswerte 3 bezw. 4 zu benutzen. 

Die gleichmii13ig uber den ganzen Querschnitt des belasteten Korpers 
verteilte Zug- oder Druckspannung k ergibt sich nach § 2 der Ein
fi\hrung zu 

P 
k=y' 

die gleichzeitig den Korper beanspruchende S c hub spa n nun g kg er
mittelt sich mit Hilfe del' im § 12 Abs. b aufgefUhrten allgemeinen 
Gleichung 40 

kg = _1_. P . Mst, 
cosa x 0 

deren gro13ter Wert ma13gebend ist. 
1m § 12 Abs. c sind die gro13ten Schubspannungen fur den recht

eckigen, kreis- oder kreisringformigen Querschnitt angegeben. 

2. Zug oder Druck mit Torsion. 
a) Ergeben die auf einen stabformigen Korper von au13en her ein

wirkenden Krafte flir den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in die 
Richtung der Stabachse fallen de Zugkraft P und ein Kraftepaar vom 
Momente Mt , dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet, so wird del' 
Querschnitt von uberall gleichen Zugspannungen 

p 
k z=-

f 
und von Schub- odel' Tangentialspannungen beansprucht, deren 'Verte 
nach § 26 del' EinfUhl'ung von innen nach au13en hin zunehmen. 

Die gro13te Anstrengung des Materials tritt also an del' Querschnitts
stelle auf, an del' die Tangentialspannung kt nach Gleichung 146 
bezw. 151 der Einfiihrung den gro13ten 'Vert 

k t = Mt =~~ 
Wp w.W 

erreicht. Fiir diese Stelle betl'iigt somit die zusammengesetzte Spannung 
nach Gleichung 17 

m-1 m+l 
IJ;(z) = 2m kz ± ~ v' k z2 + 4 (ao k t )2, 90 

worin ao und m wieder die aus den Gleichungen 16 und 15 zu ersehenden 
Wel'te darstellen. 

Wehnert, FestigkeitsJehre II. 7 
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b) Wird der Querschnitt eines stabfOrmigen Korpers durch eine sieb 
aus den iiu~eren Krii.ften ergebenden lind mit der Stabachse zusammen
fallen den Druckkraft P bei gleichzeitiger Einwirkung eines Kraftepaares 
bezw. Momentes Mt beansprucht, so erhiilt man unter Beachtung der Druck
spannung - kd nacb Gleichung 17 die ideale Spannung 

m-l m+1 
(Ji(d) = - 2m- kd ± 2ffiV kd2 + 4 (aokt )2. 91 

Hat in dieser Gleichung das zweite Glied einen gro~eren Wert als das 
erste, so kann bei manchen Materialien, deren Zugspannungen bedeutend 
geringer als die Druckspannungen sind, das obere, auf eine Zugspannung 
hinweisende Vorzeichen bestimmend sein, was besonders zu beacbten ist. 

Bei diesem Belastungsfall ist angenommen, da~ Knickung nicht in 
Frage kommt. 

3. Biegung mit Schub. 

Betrachtet man den Querschnitt eines auf Biegung und Scbub be
anspruchten Korpers, so werden die einzelnen Querscbnittselemente mit 
Normal- und Schubspannungen angestrengt, deren erstere von der neutralen 
Faserschicht" aus nach au~en zunehmen (vergl. die Fig. 48 und 88 im 
§ 14 und 20 der Einfiihrung), letztere dagegen - wie Fig. 37 im § 12 
des vorliegenden Werkes zeigt - ihren grO~ten Wert in der neutralen 
Faserschicht erreiehen. Was die im § 12 behandelten Sebubspannungen 
betrifft, beziehen sieh diese nul' auf den Normalfall eines der Biegung 
unterworfenen Korpers, bei dem die Kraftebene des biegenden Momentes 
die Symmetrieaehse des Quersehnittes darstellt. Mit dieser V oraussetzung 
ist nun auch im vorliegenden Belastungsfalle zu reebnen, womit sieh naeh 
§ 12 Gleichung 4u mit bezug auf Fig. 38 die Schubspannung ks zu 

k 1 P Ms 
s= eosa 'x' e 

bestimmen liiJ3t. 
Die Normalspannung kb erhaIt man mit Hilfe der im § 14 

der Einfiihrung genannten Gleiehung 58 zu 
Mb Mb 

kb=W= e ",. 
o Fiihrt man die beiden Spannungswerte in die allgemeine Gleichung 17 

m -1 m + 1 ./~-;--:-:--
(Ji = 2IIl" kb + ~ V kb2 + 4 (ao ks)2 92 

ein, so lii~t sich damit der gro~te zusammengesetzte Spannungswert, als 
auch die Lage bezw. der von der neutralen Faserschieht aus gemessene 
Abstand 1] del' am meist beanspruchten Quersehnittselemente feststellen. 
Das negative Vorzeiehen hat hierbei keine Bedeutung. 
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Fur die Koeffizienten m und ao gelten wieder die G1eichungen 15 
und 16. 

1m fo1genden seien einige Ermitte1ungen durchgefiihrt. 

a) Der beanspruchte Querschnitt sei ein K:reis. 
Der Betrachtung sei ein in Fig. 68 dargestellter Stirnzapfen zu

grunde gelegt, dessen Druck P in den Querschnitten Biegungs- und Schub
spannungen hervorruft. 

Fiihrt man nach Gleichung 15 fUr m den Wert 130 ein, so schreibt 

sich die Gleichung 92. 

(Ji = 0,35 kb + 0,65 V kb2 + 4 (ao ks)2. 

Hierin ist mit bezug auf Fig. 40 bezw. 68 

Mj, PI!. PI1 • 4P1! . 
kb = ---.::;- 'fj = -d4 . rSl1la = --4-· rSl1la = -2 - sm a 

o!"'J n (~r) n r n 
64 64 

Fig. 68. 

und nach § 12 Abs. c, 2 
1 P Mat 4 P 

ks = --. - . - = - . - cos a 
cosa X e 3 f 

4 P 
" =g·r3ncosa. 

Diese We1"te oben eingesetzt, gibt 

(Ji = 0,35 4;11 sina + 0,65 ' I( 4PJ1 sina)2 + 4 (ao • ~. ~ cos a)2 
r n V r3 n 3 r 2 n 

" = 4~11 [0,35~ina + 0,65 ' I sin2a+ (ao ~. ~cosa)2] 
f" n V 3 11 

93 

Wird nun noch das in G1eichung 16 mit 

kb kb 
aO=m+~ks 1,5ks 

m 

genannte Anstrengungsverhaltnis = 1 gesetzt., womit 
7* 
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betriigt, und ersetzt man in der Gleichung 93 den vor del' Klammer 
stehenden Ausdruck, der die Biegungsspannung darstellt, durch kb, so er
halt man eine z. B. fiir Schmiedeeisen und Stahl giiltige Gleichung 

Iii = kb [0,30 sin a+O,60 -Vsin2a + G'~ cos a) 2].. 94 

mit der man fUr verschiedene Verhiiltnisse lr sehr bequem die von der 
1 

GroJile des Winkels a abhangigen zusammengesetzten Spannungen finden 
und zu Spannungsdiagrammen - wie ein solches Fig. 68 zeigt - ver
einigen kann. 

Fiir die obere Halfte des Querschnittes, in der sich die gieichgerich
teten Schub- und Biegwlgsspannungen addieren, sind im folgenden fiir 

einige Verhiiltnisse ;- die zusammengesetzten Spannungen der Winkel von 
1 

0°, 15°, 30°, 40°, 60°, 75° und 90° mit Hilfe der Gleichung 94 b'1-
stimmt und zusammengestellt, woraus zu erkennen ist, daJil fiir 

Ii; = kb und a = 0° 
ein Verhaltnis 

11 = 0,43 r= 0,210d 

1 
I 

.94a 

besteht, das einen Grenzwert insofern darstellt, ais nach dessen Dber
schreitung die Biegungsfestigkeit, nach Unterschreitung dagegen die Schuh
festigkeit iiberwiegt. 

1m ersteren Falle geniigt es daher nur mit der im § 14,1 der Ein
fiihrung aufgestellten Biegungsgleichung zu rechnen, wihrend im Ietzteren 
FaIle die im § 12 Abs. c, 2 aufgefiihrte Hleichung zu benutzen ist. 

1. FUr 11 =r=O,od. 

a=Oo I 15° I 30° ' 45° I 60° 75° I 90° 
O'i = 0,43 kb 0,54 kb 0,67 kb I 0,80 kb 0,91 kb 0,98 kb I 1,00 kb 

2. Fiir 11 = 0,5 r = 0,25 d. 

a=oOI 15° I 30° I 45° I 60° I 75° I 90° 
(Ji = 0,87 kb 0,94 kb 0,99 kb 1,01 kb 1,01 kb 1,OOkb 1,00 kb 

.. r d 
3. Fur 11 = 3 ="6 . 

a=Oo I 15° 30° I 45° I 60° 75° 90° 
0';= 1,30kb 1,35 kb 1,35 kb 1,28 kb 1,16 kb 1,05 kb 1,00 kb 

4. Fiir 11=0,43r=0,215d. 

a=Oo I 10° I 30° I 45° I 60° 75° 90° 
(ji= 1,00kb 1,07 kb 1,10kb I 1,09 kb 1,06 kb 1,02 kb 1,00kb 
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b) De1· beanspruchte Querschnitt sei ein Rechteck. 
Geht man von del' allgemeinen Gleichung 92 aus, in der man nach 

Gleichung 15 den Wert m = 13° einfiihrt, so hat man auch hier wieder 

(Ji = 0,35 kb + 0,65 Vkb2 + 4 (aoks)2 

zu grunde zu Iegen. 
Fur die Biegungs- und Schubspannung kb und ks sind mit 

bezug auf § 14 der EinfUhrung und § 12 Abs. c, 1 zu setzen: 

Mb PI1 12 PI1 
kb= e 7J=bb37J=~'1 

12 

und k _~. 6(e2~ll) 
S - b h3 ' 

wobei zu heachten ist, dag sich diese Spannungen auf Querschnittselemente 
beziehen, die von del' neutralen Achse den Ahstand 7J haben. 

Fig. 69. 

Fiihrt man diese Werte oben ein, so folgt 

12PI1 "1/~(12-Pj1)2 (61)(e2- 7J2)) 
(Ii = 0,35 bh37J + 0,60 V .~ + 4 ao ~;i--

" = 1~:311 [0,S5n + 0,65 11 7J2 + (ao e2 11 f) 2] . . . 95 

Wird nun, wie vorher beim Kreisquerschnitt, das Anstrengungsver
hiiltnis ao = 1 und 

gesetzt, so erhiilt man 

6Pl1 _Pl1 _Mb _ k 
bh2 -W- W- b 

6 

2 [ 11 (e2 - 7J2 ) 2] 
(Ji = kb • h 0,S5n + 0,65 V 7J2 + 11 . . 96 

1. Diese Gleichung liefert fUr 7J = 0, d. h. fUr die neutrale Achse, 
den Spannungswel't 
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woraus fUr 

das Verhiiltnis 

V • .A.bschnitt. 

" = kb . ~ . 0,65 -V ( ~: r 
_ 2 . 0,65 k eB _ 2. 0,65 k hB 

,,- h b'r---h-' b4T 
1 1 

.96a 

folgt, das wiederum einen Grenzwert insofern darstellt, als bei des sen 
"Oberschreitung die Biegungsspannung iiberwiegt, bei Unterschreitung da
gegen die Schubspannung ma.agebend ist. 

1m ersteren Falle geniigt es demnach, nur mit dem Maximalwerte 
der Biegungsfestigkeit nach § 14, 1 der Einfiihrung, im letzteren FaIle da. 
gegen nur mit dem gro.aten Werte der Schubfestigkeit nach § 12 Abs. 
c, 1 zu rechnen. 

2. Fur die obere Hiilfte des in Fig. 69 angegebenen Querschnittes 
erhiilt man mit Hilfe der Gleichung 96 die von den Abst.anden "7 und 11 
abhiingigen Spannungen (Ji 

fiir 11=0,325b. 

~h I!h ~h 
H I 4 8 

1,04 kb 0,99 kb 0,91 kb 

Diese Werte sind in Fig. 69 zu einem Spannung!ldiagramm ver
einigt, aus dem zu erkennen ist, da.a der maximale Spannungswert (Ji die 
Biegungsspannung nur urn 4 0/0 iibersteigt, was aber beider Verschieden
beit bezw. Unsicherheit der Materialspannungen ohne Bedeutung ist. Es 
geniigt also auch hier, nur gegen Biegung zu rechnen. 

4. Biegung mit Torsion. 

Wird ein Korper von einer oder mehreren Kraften so angegriffen, 
da.a die einzelnen Querschnitte desselben auf Biegung und Drehung gleich
zeitig beansprucht werden, die Ebene des resultierenden Biegungsmomentes 
mit der Achse des Korpers zusammenfiillt, bezw. die, einzelnen Querschnitte 
senkrecht schneidet, die Ebene des Torsionsmomentes aber mit den Quer
schnitten 'gleich geiichtet ist, so vereinigen sich in den einzelnen Querschnitts
elementen Biegungs- und Drehspannungen, deren erstere nach § 14 der Ein'" 
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fuhrung bezw. § 8, letztere dagegen nach § _ 26 der Einfuhrung zu be
stimmen und in die zusammengesetzte Spannungsgleichung 17 

m - 1 m + 1 ./~--'--~---O--,-;o 
(Ji =2IIl kb + 2m Vkb2 + 4 (aoks)2 

einzusetzen sind. Hierbei hit zu beach ten , daJ3 die Spannungswerte fur 
denjenigen Querschnitt und fiir dasjenige Querschnittselement zu benntzen 
sind, fiir welche die Gleichung 17 das 
Maximum erreicht. Es kommt deshalb 
auch hier nur das + Zeichen in Frage. 

Da die Lage der in Frage kommen- -=&1---1 
den Querschnittselemente bei den einzelnen 
Querschnittsformen verschieden sind, kann 
auch die Ermittlung der gro.aten Span
nung nur von Fall zu Fall geschehen. 

1m folgenden sind die Spannungen 
einiger Querschnitte angegeben, von denen der Kreis- und Kreisringquer
schnitt fur die Praxis die wichtigsten sind. 

a) Dm' K-reisqum·schnitt. 
Bei dem Kreisquerschnitt in Fig. 71 erreichten die Biegungsspan

nungen kb' als auch die Torsionsspannungen ks in den am Umfange ge
legenen Elementen ihre gro.aten Werte. 

Nach § 14 Gleichung 58 der Einfiihrnng und § 16, 3 daselbst 
betragt die gro.ate Biegu n gs spann ung 

k _ Mb _ Mb _ 32 Mb 
b - W - d3n - n . dB • 

32 
Die gro.at.e Torsionsspannung ks ergibt _ 

sich aus § 26 Abs. 3 der Einfuhrung, Gleichung 146 
mit bezug auf § 16, 3 daselbst zu 

k - k _ Mt _ 'Mt _ Hi Mt 
s- t- wp - dUn-n' dS' 

16 
Fig. 71. 

Fiihrt man diese Werte in die allgemeine Gleichung 17 ein, so 
10 

ergibt sich unter Beriicksichtigung der Gleichung ,15, nach der m = 3 
gesetzt werden kann, 

(Ji = O,35~1> + 0,65 Vkb2 + 4 (ao ks)2 

32Mb '/~(32~M""--;b)2;---("---·16Mt)2 
,,=0,35. ndB + 0,65 V ndB +4 ao ndB 

32 . 
"=d3n(0,35Mb+O,65VMb2+CaoMt?) . 97 
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(]i = ~(0,35 Mb +0,65 VMb2+ (aoMt)2), 

W .(]i=0,35Mb + 0,65VMb2 + (aoMt )2, 
worin del' Ausdruck 

Wai= Mbi> 
das sogenannte ideelle biegende Moment darstellt. 

Damit erhiilt die letzte Gleichung die Form 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 VMb2 + (aoMt)2 . .98 

Del' Wert ao bedeutet wieder das in Gleichung 16 genannte An
strengungsverhiiltnis. Wird dasselbe wieder ao = 1 gesetzt, was fiir Schl11iede
eJsen und Stahl zutrifft, so erhiilt man 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 V Mb2 + Mt2. 99 
NB. Ais Ersatz del' letzten Gleichung hat Po n ce 1 e t HIT den 

praktischen Gebrauch folgende zwei, etwas bequel11ere Niiherungsgleichungen 
gebildet, deren Resultate keine gro~en Abweichuugen von Gleichung 99 
aufweisen, so da~ sie ganz gut brauchbar sind. 

Die Niiherung erstreckt sich auf das \Vurzelglied, das fiir 

1. Mb > Mt : v'Mb2 + Mt2 "-' 0,96 Mb + 0,4 Mt, 

2. Mb < Mt : v'Mb2 + Mt 2 "-' 0,4 Mb + 0,96 Mt 

gesetzt wird. 
Diese Werte in Gleichung 99 bezw. in Gleichung 15 eingefuhrt, 

gibt fur m = 4 

1 5 
Mbi = s Mb+ S (0,96 Mb+O,4 Mt) 

" = 0,975 Mb + 0,25 Mt , 

3 5 
Mbi = 8Mb + S (0,4 Mb + 0,96 Mt 

100 

" = 0,625 Mb + 0,6 Mt. 

b) Del' Kl'eisl'ingq-uerschnitt. 

Da diesel' Querschnitt symmetrisch in bezug auf die beiden Haupt
achsen ist, so ist nach § 15, 4 del' Einfiihrung das polare Widerstands
moment gleich dem doppelten iiquatorialen Widerstandsl11oment, also 

Wp ·2W. 

Geht man wieder von del' vereinfachten Gleichung 17 

(]i = 0,35 kb + 0,65 ykb2 -F4(aok.)2 
aus und setzt darin 

Mbi D4_d4 n ... 
O"i= 'V' wo W=-D-'32 nach § 17,7 der Emfuhrung ist, 
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nach § 14,1 der Einfuhrung aber kb=Mb 
W 

und 

nach § 26,3 
Mt Mt 

" " ks=kt=WJ) =2W 

betriigt, so folgt 

ii=O,35~+0,65 -V (~)2 +4(ao~)2, 
woraus sich wied~r die bereits beim Kreisquerschnitt 
erbaltene Gleichung 98 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 v'M~+(ao Mt )2 
ergibt. 

Fur Schmiedeeisen und Stahl ist wieder ao = 1 
und kann deshalb vernachliissigt werden. 

NB. Auch hier gelten die Niiherungsglei
chungen 100. 

c) Der elliptische Querschnitt. 

Fig. 72. 

1. Die Ebene des Biegungsmomentes geht durch die kleine 
Achse. 

In den Endpunkten der kleinen Achse fallen die Spannungsmaxima 
der Biegung mit denen der Drehung zusammen. Die grogte Biegungs
spannung betriigt nach § 14 der Einfiihrung mit bezug auf § 16, 4 
daselbst 

. Mb Mb 32 Mb 1)--
kb=W =Dd2rr;=--n· Dd2• 

32 

Die groJihe Torsionsspannung er
gibt sich nach § 26 Abs. 3, Gleichung 151 
der Einfuhrung zu 

Mt Mt 16 Mt 

ks=kt = w" W=Dd2 rr;.2 =-n"Dd2 " 

32 

Fuhrt man diese Werte in die verein
fachte Gleichung 17 ein, so folgt 

(Ji = 0,35 kb + 0,65 v' kb2 + 4 (ao ks)2 

,,=0,35 !~~~+ 0,65 V (!~~~r + 4 

Fig. 73. 
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"i~ n~~,(O,35 M.+O,65 VM,'+(aoM,)') l 
"_ ~(0'35Mb+O'651"2Mb2+(Uo~t)2), I 

Mbi - 0,35 Mb + 0,65 1"Mb + (uo Mt ) . 

101 

Diese Gleichung stimmt mit <ler Kreisgleichung 98 vollstiindig iiberein. 
Der Wert U o bedeutet wieder das Anstrengungsverhiiltnis, das fiir 

Schmiedeeisen und Stahl gleich 1 ist. 

2. Die Ebene des Biegungsmomentes geht durch die groJile 
Achse. 

Wahrend im vorstehen<len Abschnitt a die groJilten Biegungs- und 
Schubspannungen im Umfangspunkte der klein en Achse zusammenfielen, 
trifft dieses in Fig. 74 nicht mehr zu. Hier werden nach § 14 Abs. 1 
der Einfiihrung die iiuJilersten Punkte der groiaen Acbse am meisten auf 
Biegung beansprucht, die groJilte, durch die Drehung veranlaJilte Schub
spannung dagegen tritt nach § 26 Abs. 3, b der Einfiihrung am Umfang~

Fig. 74. 

punkte der klein en Achse auf, so daJil zunachst 
die Lage <les ebenfalls auf dem Ellipsenumfang 
gelegenen Punktes A zu ermitteln ist, in dem sich 
dann die einzelnen Spannungswerte zu einer groiaten, 
idealen Spannung vereinigen. 

Fur den im Abstande 'l'J von der Nullinie 
aus gelegenen Punkt A betragt nach § 14, 1 der 
Einfiihrung die B i e gun g ssp ann u n g 

Mb Mb 
kb= i:l'l'J=R--r"" 'l'J. v:'J . rn 

4 
Fur denselben Punkt ergibt sich die Tor s ion ss pan nun g k t mit 

Hilfe der im § 26 Abs. 3, b der Einfiihrung angegebenen Gleichung 151 zu 

k -k _Mt.e_ Mt 
s - t- we - wW 

2 Mt-V R2_r2 2 
"=~'Rr2 1- R4 .r;, 

so daJil nach Gleichung 17, fur m = 13°, die zllsammengesetzte Spannung 

<len Wert erhiilt: 
(Ii = 0,35 kb + 0,65 1"kb2 + 4(uoks)2 

- MJj -V-( Mb -)2 -( 2-Mnl R2-=-;';-2)2 
,,-0,35 RS;nr;+0,6D R7n'l'J +4 uOn'Rr2V l--W--'l'J 
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__ 4Mb ~1/(4Mb)2 (4Mt )2( R2_ r2 2) 
(fi - 0,3D R3m'YJ + 0,601 V R3m'YJ + J.G2n ao 1 - R4 'YJ 

,,=:~~ [0,35 'YJ+ 0,65 V'YJ2 + (~~2 aof (1- R2;r2 'YJ2)] 102 

Aus dieser Gleichung ist nun der von 'YJ abhangige maximale Span
nungswert zu bestimmen, was mit Hilfe hOherer Rechnung direkt ge
schehen kann. Indirekt bezw. elemelltar kommt man aber auch zum Ziele, 
wenn nach Gleichung 102 fur verschiedene Abstande 'YJ die zugehOrigen 
Spannungen berechnet und in einem Spannungsdiagramme vereinigt werden, 
aus dem dann eine zweckmii13ige Ubersicht gewonnen werden kann. 

NB. Geht die Ebene des Biegungsmomentes weder durch die kleine 
noch gro13e Achse des elliptischen Querschnittes, so sind die Gleichungen 
der schieren Belastung mit heranzuziehen. 

d) Der 1·echteckige QUe'rschnitt. 

1. Die Ebene des Biegungsmomentes 1iiuft parallel zur 
kurzen Achse. 

Hier liegen die Spannungsverhiiltnisse genau so vor, wie im 
schnitte a des in Fig. 73 dargestellten elliptischen Querschnittes. 
gro13te, nach § 14, 1 der Einfiihrung in 
den langen Rechteckseiten auftretenden 
Biegungsspannungen fallen naeh § 26 
Abs. 3, b der Einfiihrung mit der gro13ten 
Torsionsspaunung in der Mitte der langen 
Seite zusammen. Nach Einfiihrung § 14, 
1 und § 16, 1 betragt die gro13te B i e
gungsspann ung 

Mb Mb 6Mb 
kb = W = b2 h = b2 h . 

6 
Fig. 75. 

Ab
Die 

Die gro13te Tor sion ssp a nn un g erhiilt man aus 
3, b der Einfiihrung zu ersehenden Gleichung 151 

der im § 26 
Abs. 

k - k _ M t . e _ M t 
s- t- w. e - ww 

9 Mt 

" = 2· j)2-i}. 

D . I· f 1· Gl· h . 10 . am It Ie ert (Ie elC ung 17 mIt m = ""3 elnen zusammengesetzten 

Spannungswert von 

(Ji = 0,35 kb + 0,65 V kb2 + 4 (aoks)2 
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Gi = 0,35 ~~: + U,65 V (~ r+ 4 (ao ::;~r 
" = b~h (0,35 Mb + 0,65 VMb2 + (1,5 aoMt)2) 103 

2. Die Ebene des Biegungsmomentes liiuft parallel zur 
1 an gen Sei teo 

Bier liegen die Spannungsverhiilt
nisse genau so, wie bei dem im Ab
schnitt b behandelten und in Fig. 74 
dargestellten elliptischen Querschnitt, so 
da.@ die dQrtige V organgsweise auch hier 
zu beach ten ist. 

Die Biegungs- und Torsionsspan
nungen sind deshalb wieder fiir be
liebige Abstande 1'j in die zusammen-

Fig. 76. gesetzte Gleichung 17 einzu£iihren, urn 
damit £estzustellen, fiir welchen Wert 

von r; die gro.@te, ideelle Spannung erhalten wird. 



Anwendungen. 

Erste Aufgabengruppe. 
Zu § 6 bis 8. Auf verschiedell gerichtete Schwerpullktsachsell 
bezogelle Tragheits. und Zentrifugalmomente ebeller Fliichell. 

Tragheitsellipse. Schiefe Belastullg. 
1. Aufgabe. Fiir eine aus ungleiehsehenkligen Winkeleisen herge

stellte Druekstange sind filr die aus Fig. 77 ersiehtliehen Abmessungen 
das gro~te und kleinste Tragheitsmoment anzugeben. 

Der Reihenfolge naeh sind zu bereehnen :'J 
1. die Lage des Seh werpunktes S, ._A. _ !Oe.111 _ 

: '\ 1 

2. die beiden Tragheitsmomente 0 x und 
0 y bezogen auf die Aehsen xy, 

3. das Zentrifugal- oder Deviationsmo
ment d xy, 

4. der N eigungswinkel a, der den ge
suehten Tragheitsmomenten 0 s und 
0'1 zugeharenden Koordinatenaehsen 
g1] entsprieht und 

5. die Tragheitsmomente 0 s und 0'1' 
Lasung. 
1. Die Abstande u und v des Seh wer

punktes S. 
Fig. 77. 

Naeh § 18, 1 der Einfiihrung ist mit bezug auf Fig. 77 
a a 

F' I F au. -2 + (b - 0)0. -
lU1T 2U2 2 

u = F = -a--:o""+""""""'(b--'o""")o"--
20 2 

20. 2 2 + (25 - 2) 2. 2" 

" -20.2 
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. 400+46 446 
u = 40+46 = 86= 5,18 '" 5,2 em, 

o (b-o) ao.-+(b-o)o. ---+0 
Fl Vi + Fg Vg 2 2 

V = --"---=---~-"----"'-

F ao+(b-o)o 
20. 2 ~ + (25 - 2) 2 C5 ;- 2 + 2 ) 

,,= 20. 2 +(25 -2)2 

40 + 46.13,5 40 + 621 661 
,,= 40+46 = 86 -86 
" == 7,68", 7,7 em. 

2. Die beiden Tragheitsmomente ex und ey. 
Von den im § 18 der EinfUhrung zur Bereehnung der Tragheits

momente angegebenen 3 Regeln sei hier die zweite gewahlt. 
Damit erhalt man mit bezug auf Fig. 77 

1 ex = 3 [avS- (a - 0) (v -o)s+ o(b - v)S] 

" =~[20.7,7S-(20 - 2)(7,7-2)s+2(25-7,7)3] 

1 
" = 3 [9130,66 - 3333,474 + 10355,434] 

1 . 
" ="3.16152,62 = 5384,2 cm4 , 

ey = ~ [o(a-u)S + bus - (b - o)(u - 0)3] 

" = ~ [2 (20 - 5,2)3 + 25 . 5,23 - (25 - 2) (5,2 - 2)3] 

1 " = 3 (6483,584 + 3515,2 - 753,664) 

1 
." =3.9245,12 = 3081,7 em4 • 

3. Das Zentrifugalmoment d xy• 

Da der Winkeleisenquersehnitt aus zwei Reehteekflaeben besteht, 
fUr die man beispielsweise naeh der im § 6 Absehnitt h, 1 entwiekelten 
Gleiehung die Zentrifugalmomente feststellen kann, hat man nur notig, die 
gefundenen Werte zu summieren. 

Man erhalt demnaeh fUr das in Fig. 78 a dargestellte Reehteek, das 
gIeiehzeitig den einen Schenkel des vorliegenden Winkeleisens bildet, den 
Wert 



Tragheits- nnd Zentrifugalmomente. 

worin b=o, 

hS=u 
und hI =a-u ist, 

1 
dXY(I) = ;;; 0(2v - 0) {u2 - (a - U)2} 

" = ~ .2(2.7,7 - 2)(5,22 - 14,82) 

" =2~2(7,7-1)(27,04-219,04) 

" 
=- 6,7 .192 =-1286,4 cm4• 

Fur das in Fig. 78 b angegebene, 
den zweiten Schenkel bildende Recht
eck erhiilt man in entsprechender Weise 

1 
d xy(2)= ;;;b(2v - b)(h22 -h1 2), 

worin b =0, 

2 

Fig. 78. 

v=u, 

h2 =v-o 

und hI = b - viet, 
1 

Llxy(2) = 4: 0 (2 u - 0) {(v - 0)2 - (b - V)2} 

1 
" = 4.2(2.5,2 -2){(7,7 -2)2_(25 -7,7)2} 

_2.2 2 2 
" - 4(5,2 -1)(5,2 -17,3 ) 

" = 4,2. (27,04 - 299,29) 
" = -4,2.272,25 
" = - 1143,4 cm4• 

Das gesuchte Zentrifugalmoment ergibt sich dann zu 

d xy = dxy(l)+ d xy(2) 

" = -1286,4 -1143,4 
" = - 2429,8 em". 

4. De r N e i gun g s win k e 1 a. 
Dieser Winkel berechnet sich mit Hilfe der Gleichung 24 zu 

2 _ 2dxy _ 2(- 2429,8) 
tg a- e -ex-3081,7-5384,~ 

111 
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4859,6 
tg2 a = 2302,5 = 2,11, 

2a= 64°401 , 

a = 32°20'. 

5. Die Tragheitsmomente 0 s und 0 n. 
Naeh Gleiehung 20 folgt 

0g= 0xeos2 a+ 0 y sin2 a - Lixy sin 2a 
" = 5384,2 eos2 320 20' + 3081,7 sin2 320 2(/ -(- 2429,8) sin 64° 40' 
" = 5384,2.0,8452 + 3081,7.0,5352 + 2429,8.0,904 
" = 3844,5 + 882,02 + 2196,6 
" = 6923,12 em"'. (Maximum) 

N aeh Gleichung 21 betriigt 

0 n = 0 x sin2 a + 0yeos2 a +dxy sin 2 a 
" = 5384,2 sin2 32° 20 ' + 3081,7 eos2 32 1) 20' + (- 2429,8) sin 64° 40 ' 
" = 5384,2.0,5352 + 3 081,7.0,845 2 - 2429,8.0,904 
" =: 1541,1 + 2200,3 - 2196,6 
" =3741,4-2196,6 
" = 1544,8 em"'. (Minimum) 

NB. An diesel' Stelle sei noeh darauf hingewiesen, d~ naeh Gleichung 
22 die Summe del' letzten beiden Tragheitsmomente gleieh del' Summe 
del' beiden in Frage 2 angegebenen Tragheitsmomente sein mug. 

Diese Probe angestellt, liefert 

0g+0n =0x + 0 y 
6923,12 + 1544,8 = 5384,2 + 3081,7 

8467,92 = '" 8465,9. 
Die kleine Differenz erkHirt sieh aus den Abmndungen del' einzelnen 

Resultate. 

'1-c&~ 
I" i ' "'j ! 4, I 

~+ , ! 
I ! 
; ' f,- lOS. 

'. --~-x.t 

J~' .. 
I '- f.'-5SI--J' 

-~ 
Fig. 79. 

2. Aufgabe. Ein Winkeleisenquersehnitt habe 
die beistehenden Abmessungen. 

Es sollen die Tragheitsmomente 0 x, 0 y und 
das Zentl'ifugalmoment Lixy fUr die Sehweraehsen be
stimmt werden, die mit den Schenkeln gleiehge
l'ichtet sind. 

Losung. 
1st del' Sehwel'punkt S seiner Lage naeh nieht 

bekannt, so reehne man mit den in § 6 Abs. b, 4 
angegebeneu Gleichungen F7 und F 9• 

Damit erhiilt man 
F1F2 b2 

0 x = 0 X1 + 0 X2 + F +F 
1 2 
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_ 1 .~4+.N "-12·135u SOu 

" = (11,25 + 30)04 = 41,2504, 

F 1 F 2 a b (h2 - 0) 0 . 0 h1 . a b 
d xy - F1 + F2 = (b2 -- 0) 0+ob1 

50 . 0 . 0 . 100. 30 . 4,50 
" 50.0 + 100.0 

" = 50 . 3 . 4,5 04 = 45 o~. 
15 --

3. Aufgabe. Fur den in Fig. 80 
skizzierten Z-eisen - Querschnitt sollen die 
Achsenrichtungen der gro~ten Widerstands
fahigkeit als auch die beiden Haupttragheits
momente berechnet werden. 

'') 

f . 0~. lO:z.-h .................. . 
R. 

Zu bestimmen sind demnach 
1. die beiden Tragheitsmomente ex 

und e y, 
2. das Zentrifugalmoment d xy, 

3. der Winkel a als Richtungswinkel 
cler gro~ten Belastung und 

4. das gro~te und kleinste Trag
heitsmoment e 5 und e'l des Quer
schnittes. 

Losung. 

~ . 

1. Die T rag he its 111 0 111 e n t e ex un dey' 
Wehnert, Festigkeitslehre II. 

Fig. 80. 

8 

113 
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Da das Triigheitsmoment eines Querschnittes nicht von der Lage 
der Querschnittsteile, sondern nur von den, von der neutralen Achse aus 
gemessenen Abstanden derselben abhangt, so kann man sieh, wie Fig. 81 
zeigt, beispielsweise den oberen Flansch naeh rechts verlegt denken, womit 
dann ein E-Querschnitt erhalten wird, des sen Tragheitsmoment 0 x nach 
§ :17, 4 der Einfiihrung 

betragt. 

~ 

~ .... ---.-~ ... - . 

-~ .. . 

: ,4 

0 x = 112 {bh3-(b-O)(h- 2C)3} 

" = 112 {7. 163-(7 - 0,85)(16 -- 2 .1,1)3} 

" = 112 (7 . 163 - 6,15.13,83) 

1 " = 12 (28 672 ~ 16 102,64) 

1 " = 12.12509,36 = 1042,44 em4 

,~ :e 

Das Tragheitsmoment 0y erhiilt man 
am einfachsten durch Umwandlung des 
vorliegenden Querschnittes in die aus 

-~- Fig. 81 c zu ersehende T·Form. 
Es ist nach § 15 Abs. 3 b der Ein

_:1 fiihrung, Formel 69 

Fig. 81. 0y = l~ {c (b + b -o)3+(h- C)03} 

0y = 1~ { 1,1 (7 + 7 - 0,85)3 + (16 - 1,1) 0,853} 

_ 1 ( 3 8 "-1"2 1,1.13,1b +14,9.0,85) 

1 _ 
" =12. 2501 ,32+9,10) 

1 • 
" =12(2010,47)=209,21 em'. 

2. Das Zentrifugalmoment d xy. 
Benutzt man die in § 6 Abs. b, 3 aufgefiihrte Formel 6, so folgt 

mit bezug auf Fig. 82 
n 

d xy = ~Flgl 'Yjl 
1 

" =F1 gl 171 +F2 g2172+ F 3gs'Yj3 

" = Fl gl (- 'Yjl) + F 2 • 0 + Fa (- g3)17s' 
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wo Fl=Fa=F, 
gl =g3 =g 

und 'Yjl = 713 = 71 ist. 
Damit erhiilt man 

d xy =-2Fg1] 

" =-2(b-o)c (b 2~+%) (~-~) 
" = - 2.6,15.1,1(3,075+0,425)(8-0,55) 

" = - 13,53.3,500.7,45 ----T-:c-

" =-352,79 cm4_ 

3. Der Neigu ngswinkel a. 
Nach § 6 Abs. a, Gleichung 24 er

gibt sich 
2L1xy 

tg2a=- - --
0 x -0y 

, < 

.f.+ 
Fig. 82. 

2 (- 352,79) 705,58 
" - - 1042,44 - 209,21 = 833,<!3 = 0,8468, 

2 a = 40° lill 28 11 "" 40° 161, 

a=200S I• 

1 flt 
i 

NB. Der vorliegende Querschnitt entspricht dem Normal-Profil 16, 
wofiir in der Tabelle der N eigungswinkel a = 21 ° 20' zu finden ist. 

Die geringe Differenz zwi~chen dem Tabellenwert und dem vor
stehenden Rechnungswert erkliirt sich aus den Abrundungen del' Tragheits
momente 0 x, 0 y und dem Zentrifugalmomente d xy. Es sind hier die 
im Profileisen vorhandenen Abrundungen und Hohlkehlen vernachlassigt_ 

4. Die Traghei ts m omen te 0 s und 017 del' Hauptachsen g'Yj. 

Del' Maximalwert 0 s ergibt sich nach § 6 Abs. a, Gleichung 20 zu 
0 s= 0xcos2a+ 0 y sin2 a - d xy sin2a 
" = 1042,44. cos2 20°81 + 209,21. sin2 20°81 + 352,79. sin 40°16 1 

" = 1042,44.0,938892 + 209,21. 0,344202 + 352,79.0,64634 
" = 918,92 +24,786 + 228,025 
"=1171,731,,,,1172 cm4• 

Der Minimalwert 0 11 betriigt nach Gleichung 21 
01] = 0 xsin2a+ 0 y cos2 a + dxysin 2a 
" = 1042,44. sin2 200 0 1 + 209,21. cos2 20081- 352,79. sin 40° 161 

" = 1042,44 . 0,34420 2 + 209,21.0,93889 2 - 352,79.0,64634 
" = 123,5 + 184,42 - 228,025 
" = 307,92 - 228,025 
" = 79,895 "" 80 cm4_ 

8* 
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NO. Auch hier erkliiren sich die fUr die Praxis bedeutungslosen 
Abweichungen gegenuber den Tabellenwerten aus dem vorher unter Frage 3 
ausgesprochenen Bemerkungen. 

Fig. -83. 

4. Aufgabe. Welche 
grogte Materialspannung (J wird 
ein aus Z-Eisen hergestellter 
Freitrager von 1,2 m Lange 
haben, del' in der Stegrichtung 
am freien Ende mit 500 kg 
belastet ist und die Quer
schnittsabmessungen der vor
hergehenden Aufgabe besitzt. 

Del' Trager sei an seit
lichen Ausbiegungen nicht ge
hindert. 

Losung: 
N ach § 8 Abs. b, Glei

chung 30 ergibt sich die bei 
A auftretende grolMe Material-
spannung (Jmax ZU 

( sinp' cos(3) 
(Jmax = M ex eh + 73-; eb 

_ (sinp' cos(3 I: ) 
" - M eg 1h + e'7 :'1 , 

worin cos(i = cos (90 - a) = sina = sin20081 = 0,344, 

sin (3 = sin (90 -a) = cos200S 1 = 0,938, 

. + h +0'. 
gl = U V = 2 cos P' 2 sm (J 

" = ~ (hsina+O'cosa) 

1 ,. = 2 (160.0,344 + 8,5.0,938) 

., = 31,5 mm, . 

h . a 
1Jl = m - n = 2 sm P' - 2 cos P' 

1 h . .1" ) ., = 2 ( cos a - u sm a 

1 " = 2 (160 .0,938 - 8,5. 0,344) 

" =73,6mm, 
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0g = 1172 cm"', 

0'1= 80 cm4 

und M = PI = 500 . 120 = 60000 kgcm ist. 

Mit diesen Werten erhiilt man 

(0,938. 0,344 ) 
ama>: = 60000 1172. 7,36 + 8()"' 3,15 

" = 60000 (0,005 877 + 0,013 545) 
" = 60000.0,019422 
" = 1165,32. kg proqcm. 
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5. Aufgabe. Welche Materialbeanspruchung erhalt 
dal'gestellte Z-Eisen-Querschnitt an del' Kante B. 

del' III Fig. 84 

Losung: 
Die gesuchte Spannung el'hiilt man 

eben falls nach Gleichung 30 zu 

(j = M (sin p eh + cosp €b), 
0 x . 0 y 

in del' die Abmessung €b, ihrel' Lage ent
sprechend, mit negativem Vorzeichen ein
zufiihren ist. Die Gleichung schreibt sich 
dann mit den hier in Fig. 84 vorliegen
den Bezeichnungen 

a=M (sin p _ cosp ;), 
0g Tj2 0f] 2 

worin wieder 
sinp = cos a = 0,938, 

cosp = sina = 0,344, 

0g = 1172 cm4, 

0'1= 80 cm\ 
M = PI = 60000 cmli:g, 

172 = m + n 
" =,m+wsina 

" =m+(b- ~ -x)sina 
2 

h 

f e 
i 

,,= "2 +(b-~-~tga)sina 
cosa 2 2 

Fig. 84. 

80 " = - - + (70 - 4,25 - 80.0,367) 0,344 
0,938 '--~ 

29,36 

" = 85,288 + 36,39 . 0,344 
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'12 = 85,288 + 12,52 
" = 97,808 '" 97,8 mm 

und g2=U+V 
" =wcosa+csina 
" = 36,39 . 0,938 + 11 .0,344 
" =34-,134+3,784 
" = 37,918", 37,9 mm ist. 

Diese Werte eingesetzt, gibt die gesuchte Spannung 

( 0,938 0,344-) 
(1= 60000 U72' 9,78 -80-' 3,79 

" = 60000 (0,0078 272 - 0,016 297) 
" = 60000 (- 0,0084698) 
" = - 508,188 = '" - 508,2 kg/qcm. 

6. Aufgabe. Bei dem vorher behandelten Z-Eisen-Querschnitt solI 
1. _ die Lage der neutrale!l Achse bestimmt und 
2. die Zentralellipse konstruiert werden. 

Losung: 

1. Die Lage der neutralen Achse. 
Nach der im § 8 Abs. a aufgefiihrten Gleichung 28 erhiilt man 

den Richtungswinkel ao der neutralen Achse NN zu 

Fig. 85. 

0g 1172 
tgao = 0' cotg (i = -- cotg 200 81 

·'7 80 
1172 

" = SO-. 2,7277 = 39,961, 

ao= 880 341• 

NB. Wurde der Freitrager an seiner Befe
stigungsstelle so eingespannt oder gestutzt werden, 
da~ eine seitliche Ausbiegung infolge des Biegungs
momentes Mg nicht eintreten konnte, so wu.rde auch 
die neutrale Achse horizontal gerichtet sein, d. h. 
mit del' x-Achse zusammenfallen. In diesem Falle 
konnte dann die Bel'echnung nach del' im § 14 
del' Einfiihrung aufgefiihrten einfachen Biegungs-
gleichung 58 erfolgen. 

2. Die Zentralellipse. 

Mit bezug auf die im § 8 Abs. c gegebenen AusfUhrungen bestimme 
man zuniichst aus den Haupttragheitsmomenten 0g, 0'7 und dem Quer
schnitt 

F = Q'h+ 2 .c(b - 0') 
" = 8,5.160 + 2 . 11 (70 - 8,5) 
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F = 1360 + 1 353~ 
,,= 2713 qmm= 27,13 qcm 

die Tragheitshalbmesser 

_ ... /0'1_ ... /sa _ ,..,. 
a- V F - V 27,13 -1,7172 ""' 1,l2 cm 

und 

... /0~ ... /117ll 
b = V F = V 27,13 = 6,573 ""' 6,57 cm. 
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Diese Werte trage man nun auf den Hauptachsen ;, 'I] auf und 
konstruiere dariiber die Ellipse, die dann die Zentralellipse des vorliegenden 
Querschnittes darstellt. 

Die Durchmesser der Ellipse in der Kraft- und N ullinienrichtung 
bilden konjugierte Durchmesser. 

7. Aufgabe. Ein in horizontaler Lage auf zwei Stiitzen ruhender 
Balken aus Buchenholz von 2 m Lauge werde gleichmiillig verteilt be
lastet. Die Hauptachsen des rechteckigen Querschnittes sind gegeniiber 
del' Kraftrichtung urn 45° verdreht. 

Die Materialbeanspruchungen gegen Zug und Druck seien 100 und 
80 Atm. 

1. Welche Belastung kann auf den Balken einwirken, wenn von 
dem Eigengewichte abgesehen wird? 

2. Welche Richtung hat die neutrale Achse? 
3. Welche Halbmesser hat die Tragheitsellipse? 

Losung: 

1. Bestimmung del' Belastung Q. 

N ach § 8 Abs. b, Gleichung 30 
erhalt man mit bezug auf die dort auf-
gefiihrte Fig. 19, die Belastung Q zu -301 .... 

(J = :2~2 (b sin (1 + h cos (1), / $- 10 ..... 
worin nach § 23 Abs. 6 der Ein
fiihrung 

M Ql b .. =8 etragt. 

Damit wird 

6 Q1 

(J = b2 :2 (b sin (1 + h cos (1) Fig. 86. 

3QI . + ' 
(J = -----, (b Sill R h cos R) 4b2h2 f' 1" 
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woraus sich die Be1astung 

4 b 2 h 2 (J 

Q = 31(b sin (1 + h cos (1) 

4 . 202 • 302 • 80 k 
,,= 3.200 (20.0,707 + 30.0,707) = 5431,4 "-' 5 430 g 

ergibt. 
Die Be1astung pro l£d. Meter betragt dann 

Q 5430 
P=T=~2-=2715 kg. 

2. Die Lage del' neu tra1en A chse. 
Naeh § 8 Abs. a erhiilt man die Riehtung del' neutralen Aehse 

mit Hilfe der Gleichung 28 zu 

ex bh3 

tgao = e cotg (1, worm ex = 12 
y 

bh3 

12 
" = h b3 cotg (1 

12 

hb 3 

und ey = 12 ist, 

h2 302 

" = 1)2 cotg (1 = 202 cotg 450 

9 
" = :Ii . 1 = 2,25, 

ao = 66°. 

S. Die Hal bmesser a und b del' Zentralellipse. 

Nach den Ausfiihrungen des § 7 Abs. b, 2 odeI' § 8 Abs. c findet 
man die Tragheitshalbmesser a und b zu 

Vhb 3 

a= V~ = ~: = V~: =ib2V12 

20 
,,= 12.3,46 = 5,77 em, 

~ Vex- Vb1~~ _ Vh2 _ h .;-
b- -- -- ---v12 

F b. h 12 12 
30 . 

" = 12.3,46 = 8,65 em. 



Tragheits. und Zent rifugalmomente. 121 

Mit diesen Radien kann man nun die aus Fig. 86 zu ersehende 
Zentralellipse konstruieren, in del' die Durcbmesser in del' Kraft- und 
Nullinienrichtung wieder konjugierte Durchmesser sind. 

8. · Aufgabe. Fur einen aus zwei gleichschenkligen Winkeleisen 
vom Profil 16 gebildeten Freitrager soll die aus Rundeisen hergestellte 
Spann stange von 20 cm Liinge bei 5 kg MaterialbelUlspruchung berechnet 
werden. Am freien Ende werde del' 2 m lange Trager mit einer aus del' 
Fig. 87 ersichtlichen Einzellast belastet, deren Gro.@e noch zu bestimmen 
ist. Hierbei soll das Winkeleisen mit 750 kg pro qcm in Anspruch ge
nommen sein. 

Del' Reihenfolge nach sind folgende Fragen zu 

1. Wo liegt del' Schwerpunkt S? 
2. Welchen Wert haben die beiden Trag

heitsmomente· 0 x und 0 y ? 
3. Wie gro.@ ist das Zentrifugalmoment d xy ? 
4. Welche Richtungen haben die Haupt

acbsen g, 17? 
5. Welch en Wert baben die Haupttrag-

heitsmomente 0 5 und 0 11 ? 

beantworten: 

Fig. 87. 

6. Welche Lage hat die neutrale Achse in dem Falle, da.@ del' 
Querschnitt an der freiell Durchbiegullg llicht gehilldert 
wird? 

7. Wie andern sich die Rchtungen del' neutralen Achse und del' 
Kraftlinie, wenn del' Querschnitt unter del' Wirkung del' Spann
stange an del' freiell Durchbiegullg. gehindert wird? 

8. Mit welcher Kraft H wi I'd die Spannstange belaEltet? 
9. Welch en Durchmesser erhiilt die Stange? 

Losung: 

1. Die Lage de s Schwerpunktes S. 
Del' in Fig. 88 angegebene Schwerpunktsabstand e2 bezw. e1 betriigt 

nach Tabelle (S. Hutte, 18. Aufi. Seite 469) 

e2 = 46 mm bezw. e1 = 160 - 46 = 114 mm. 

Bezuglich der Berechnung diesel' Werte sei auf die I. Losung des 
Beispieles 1 hingewiesen. 

2. Die Tragheitsmomente 0 x und 0 y . 

Diese Tragbeitsmomente baben beim vorliegenden Querschnitt gleiche 
Werte und betragen nach Tabelle (S. Hutte, 18. Auf I. Seite 469) 

0 x = 0 y = 1 225 cm4• 

SoIl diesel' Wert durch Rechnung bestimmt werden, so sei auf die 
2. Losung des 1. Beispieles bingewiesen. 
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3. Das Zentrifugal- oder Deviationsmoment d xy• 
Naeh § 6 Abs. b kann man das Zentrifugalmoment auf mehr

faehe Weise bestimmen. 
Der vorliegenden Bereehnung sei die im Abs. b, 4 aufgefiihrte 

Gleiehung F9 zugrunde gelegt. Danaeh folgt mit bezug auf Fig. 14 
nnd 88. 

Fig. 88. 

FIF2 ab 
LlxY=F +F' 

1 2 

worin Fl = O'b, 
F2 = (b - 0')0', 

b a b-O' 
a=m=---=--

2 2 2 
:'lb uud 

b=n=b-O' +~=(b-o)+O' 
2 2 2 

b. 
" = 2 1St, 

b-O' b 
O'b. (b-o)o-.-

2 ~ 

d xy = O'b + (b - a) a 
_ 02 b2 (b - 0)2 _ O'b2(b - 0')2 

" - 4O(b + (b -0)) - 4(2b - a) 

1,7.162 (16 -1,7)2 1,7.256.14,32 

" 4 (2 . 16 - 1,7) 4 . 30,3 

" = 734,9 '" 735 em4. 

4. Die Riehtuugen der HauJ?taehsen g, Tj. 

Naeh § 6 a, Gleichung 24 ist 

2dxy . Co Co' 
tg2 a = e y _ ex' worm l':7y = I':7x 1St, 

2 d xy 2 Llxy 
" = ex-ex =-o~ =00, 

woraus 
2a= 900 

uud a =450 

folgt. 
5. Die Haupttriigheitsmomente eg und e.1• 
Aus der Tabelle (S. Hutte, 18. Anfl. Seite 469) ist mit bezug auf 

Fig. 88 

und 

e'l = 506 em4 (Minimum) 

eg = 1945 em4 • (Maximum) 
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Dureh Reehnung ergeben sieh diese Werte aus den im § 6 aufge
fiihrten Gleiehungen 20 und 21. 

6. Die Lage der neutralen Aehse bei ungehinderter 
Durchbiegung des Querschnittes. 

Der Neigungswinkel ao der neutralen Aehse gegenuber der Haupt
achse g ergibt sich nach § 8 Abs. a, Gleichung 28 zu 

0 5 tg ao = r.:. eotgp, worm eotgp = eotg45° = 1. 
I!:YfJ 

0 5= 1945 em4 

und 0~1 = 506 em4 ist. 
Die Werte eingesetzt, liefert 

1945 
tgao = 506 .1 = 3,8438, 

ao = 75 0 25'. 

Senkreeht zur neutralen Aehse 
wurde sieh somit das Winkeleisen 
durehbiegen, wenn es nieht daran ge
hindert wird. 

7. Die Riehtungsanderungen 
der neutralen Aehse und der 
Durehbiegungsebene infolge der 
Anordnung der Spannstange. 

Fig. 89. 

Da die Spann stange eine seit
Hehe Ausbiegung des Winkeleisens ver
hindert, eine Durehbiegung also nur in 
senkrechter Richtung eintritt, so mu.@ 
x-Achse zusammenfallen. 

die neutrale Aehse N N mit der 

Es tritt hierbei gewisserma.@en eine Verdrehung der neutralen Achse 
und der dazu senkrecht gerichteten Biegungsebene A S urn den aus Fig 89 
ersichtlichen Winkel 

em. 

cp= ao -a'o 
,,= n,025'- 450 

,,= 300 25' 

8. Die Horizon talkraft H. 
Nach Fig. 89 erhiilt man 

H =P. tgcp = P. tg30025' = 0,587 P. 
Die am £reien Tragerende auf jedes Winkeleisen einwirkende 

Einzellast P ergibt sich nach § 14 Abs. 1, Gleichung 58 der Einfiih
rung zu 
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ex 
PI=-kb, 

e1 

P = exkb = 1225.750 = 402,9 ,,",400 kg. 
e1 I 11,4. 2UO 

Die die Spann stange beanspruehende Kraft H betragt somit 
H = 0,587 P = 0,587.400 
" = 234,8 ""' 235 kg. 

NB. Streng genom men mii~te die Spann stange in Richtung der x
Aehse angeordnet werden, damit sie in cler Verlangerung den Schwerpunkt 
S schneidet. 

Au~erhalb des Schwerpunktes, wie Fig. 87 erkennell HWt, tritt noch 
ein den Quersehnitt beanspruehendes Drehmoment 

Mt=H.h 
auf, das bei nieht allzugro~em Werte von h vernaeh1assigt werden kann. 

9. Der Durehmesser d der Spannstange. 
Die auf Zug beanspruehte Stange bereehnet sieh naeh § 2, Gleiehung 7 

der Einflihrullg zu 
d2n 

H=fkz=4kz, 

1/ 4 H 1/ H 1/235 
d = V -k = 1,128 V -k = 1,128 V-

n z z 5 

,,= 1,128 vi 47 = 7,73,,",8 mm. 

Zweite Aufgabengruppe. 

Zu § 9 bis 11: Exzelltriscbe Zug- o{ler Druckbelastullg. Kernf1iicbe. 

9. Aufgabe. Auf die reehteekige Grundflaehe einer Mauer von 
der Breite 80 em und der Lange 1 m wirke im Abstande 10 em, parallel 
zur Mittellinie, ein liber die Lange verteilter Druek von 8000 kg. 

Zu bestimmen sind 
1. der Abstand ex der spannungslosBn Quersehnittsstelle und 
2. die Spannungen an der reehten und linken iiu~ersten Quer-

sehn ittskan teo 
Losung: 
1. De r A b s tan d ex. 
Naeh § 9 Abs. 1, Gleiehung 32 iet 

e . 1b3 

ex = D' worm e = 1 ~ 
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und f = b 1 bedeutet, 

lb3 

12 - b2 802 6 400 
ex = b 1.), = 12), = f§-.lo = -(20 

,,=53,3 em. 

Dieser Wert besagt, da~ die spannungslose 
Stelle augerhalb des Quersehnittes liegt. 

Die Grundflache erhalt also nur Druekspan
nungen. 

2. Die Kantenspannungen o;(r) und 0i(1)' 

N aeh der im § 9 Abs. 1 angegebenen 
Gleichung 33 findet man die gesuchten Span
nungen zu 

125 

61'~ 

p p 
ai=-(a±ab), wo a=T= bl i je1'= SooO ~ 

und 

p),. ~ 
Mb.e 2 

Ob = e- = "'Ti)'3 • . I : ' 

Gi!t,' . J' • G:; I~ ' 

12 
6P)' . 

" = b21 1St, Fig. 90. 

Damit betragen die gesuehten Spannungen auf der reehten und 
linken Seite des Querschnittes 

P 8000 
ai(r) = - -b2f(b + 6).,) =- S02 .100 (80 + 6.10) = - 1,75 kg/qem, 

P 8000. 
Vi(l) = - -t2I (b - 6),) = - 802 • 100 (80 - 6.10) = - 0,25 kg/qem. 

Wie in beiden Fallen das negative Vorzeiehen andeutet, sind beide 
Spannungen Druekspannungen. 

10. Aufgabe. In welehem Abstande A mug im letzten Beispiele 
die Kraft P wirken, wenn an der linken Kante die Druekspannung 
gleich Null werden soIl? 

Losung: 

Aus Gleichung 32 

erhiilt man 
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IbS 

o 12 b 80 
)..=--=--=-=-=13,3 cm. 

f. ex bI ~ 6 6 
'2 

11. Aufgabe. Ein quadrati scher Pfeiler von 1 m Seitenliinge 
habe eine Hohe von 2 m. Er wird mit 50 t exzentl'isch belastet, wobei 
die gro.@te Beanspruchung 12 Atm nicht iibel'schreiten soll. 

Das Gewicht pro chm Mauerwerk betrage 1 600 kg. 
Wie gro.@ ist mit bezug auf Fig. 91 

1. del' Abstand ex del' spannungslosen Stelle, 
2. die Exzentrizitiit ).. und 
3. die kIeinste Beanspruchung del' GrundfHiche? 

Losung: 
1. Del' Abstand ex. 

Ii ····-1 I! 
J=h",. 

11 ·~ .. z~ 
:-t"-- 1 i I 
! ! 
Ii 
I' 
" .. 

* 
~ LL~N1JJnl\(~) 
1f.tl -T.l.l-

Fig. 91. 

Nach Gleichung 31 folgt 
. a 100 

WOrln e = - = - = 50 cm, 
2 2 

P+G P+G 
a=--f-= a2 

_ 50000 + 2 . 1600 _ 5 32 A 
" - 1002 -, tm, 

und nach Gleichung 33 

ab = ai(r) - a = 12 - 5,32 = 6,68 Atm ist. 
Mit diesen Werten el'halt man den Abstand 

532 
ex = 50. -'- = 39,8"-' 40 cm. 

6,6H 
2. Die Exzentrizitiit )... 
Del' Wert ), findet sich aus Gleichung 32 zu 

o 
ex=U' 

a4 

o 12 a2 1002 
),=-=--=--=--=20,8 cm. 

f . ex a 2 • ex 1 ~ . ex 12 . 40 
3. Die kIeinste Beanspruchung ai(l). 

Die Gleichung 33 liefel't 

ai(l) = - (a - ab) 

" = - (5,32 - 6,68) = -- (-1,36) = 1,36 Atm. 

Die linke Seite del' Grundfliiche wird also auf Zug beansprucht. 

12. Aufgabe. W·ie mii.@te im vorhergehenden Beispiele die Kraft 
P den Pfeilel' exzentrisch belasten, wenn an del' linken Seite die in 
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Losung 3 gefundene Zugspannung gleich Null werden solI, und welcher 
Druckspannung wird hierbei die rechte Seite ausgesetzt sein? 

Losung: 
1. Die Exzentrizitat A.. 
Um der gestellten Bedingung zu entsprechen, mug die Kraft P den 

Pfeiler am U mfange der Kernflache angreifen. 
Nach § 10, 3 erhalt man den Abstand A. zu 

1 
A.= Ii a=0,1667 a 

,,= 0,1667.100 = 16,67 "-' 16,7 cm. 

2. Die reehte Kantenspannung O"i(r)' 

Die Gleiehung 33 liefert die an der reehten Seite der Grundflaehe 
auftretende Druekspannung. 

O"i(r) = - (0" + O"b), wo 
P+G 

0" = -f~ = 5,32 Atm 

Mb PI, a 
und O"b = 0 . e = fi4 . 2 

Damit erhiilt man 

12 
6PA. 6.50000.16,7 

" -7- 1003 

" = 5,01 "-' 5 Atm. 

O"i(r) =-(5,32 + 5,01) = - 10,33 Atm. 

13. Aufgabe. Ein 1,5 m lang-er Freitrager sei iiber seine ganze 
Lange mit 500 kg gleiehmagig verteilt und am, freien Ende mit einer 
40 cm starken Mauer von 1000 kg Gewicht belastet. Der Trager ist 
in einer Mauer von 64 em Dicke eingemauert. Das dariiber lastende 
Mauerwerk habe ein Gewieht von 20 t. 

1. W 0 liegt die neutrale Quersehnittsstelle? 
2. Welche Kantenspannungen erleidet das Mauerwerk, wenn auf 

der Druekseite eine U nterlagsplatte von c = 15,8 cm Breite, 
auf der Zugseite eine solehe von d = 66 cm Breite angeordnet 
wird. (Siehe Fig. 207 im 55. Beispiele der Einfiihrung.) 

Losung: 

1. Der Abstand ex der neutralen Stelle. 
Nach Gleiehung 32 erhiilt man 

o c03 

ex=£J..' wo 0=1:2' 

£=eo, 
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und 
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o 
A=Ix + 2 

Ix = 112 em ist. (S. Seite 211 der Ein fiihrung.) 
Die Werte eingesetzt, liefert 

eos 

12 02 642 
ex = =----=--- =2,37 em. 

eo. (Ix + V 12 (Ix + ~) 12.144 

Mit Jiesen Werten sind die Langen a 
und b der Unterlagsplatten bestimmt. 

Sie betragen 

o 
---f6~~~r:;~~~~.~ a = 2 + ex = 32 + 2,R7 = 34,37 em 

und 

Fig. 92. 

o 
b = 2 - ex = 32 - 2,37 = 29,63 em. 

(Vergl. Losung 7 auf Seite 213 der Ein
fiihrung.) 

2. Die Kantenspannungen O'i(r) und O'i(\)' 

Naeh GIeiehung 33 erhalt man 
R R 

O'i(r) = - (a ± O'b), wo a = T = C"&' 

e02 

6 
6R(21x +o) 3R(21x +o) 

" ~2-- eo2 

Mb R (lx+~) 
und O'b(l) = Wz = do2 

6 
_ 3R(21x +o) 

do2 ist. " 
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R 
I1i(r) = - CO'2 (40' + 61x ) 

2R 
" = - eo2 (20+31x ) 

=_2(1000+500)(2.64+3 112) 
" 15,8.642 • 

" =-21,5 Atm 

und . __ (~_ 3R(21x +o)) 
111(1) - do do2 

R R 
" =-d0'2[o-3(21x +o)]=-d0'2(-20'-61x ) 

=+2R(0'+31 )=2(1000+500)(64+3 12) 
" d0'2 x 66 . 642 • 1 

" = + 4,43 Atm. 

14. Aufgabe. Fiir eine hohle, 
gu~eiserne Saule von 20 em au~erem 

und 16 em Iiehtem Durehmesser solI 
die Zentralellipse und der Quersehnitts
kern bestimmt werden. 

Liisung: 
1. Die Zentralellipse. 
Den TragheitshaIbmesser kann 

man naeh § 7 Abs. b, Gleiehung F 

~J , 

oder nach § 8 Abs. c ermitteln. Fig. 93. 

Er betragt hier 

a= -V-~, worin e=(D4- d4):4 

und 

'Vo Ii Il ort, Festigkeitslchl'o II. 

n 
,,=(R4 -r4)4 

., =(104-84)~ 
4 

,,= 4635 C1114 

F=(R2- r2)n 

" =(102-82)n 

,,= 113 em2 ist. 

9 

129 

.J 
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Die Werte eingefiihrt, gibt 

_,,/463b _ 64 
a - V 113 - __ ' _C_Il_1. 

Da die Tragheitsmomente fur die heiden Achsen x, y gleich groB 
sind, so haben die heiden Halbmesser der Zentralellipse den gleichen 
Wert a, womns zu erkennen ist, daG die Ellipse 'einen sogenannten Trag
heitskreis bildet. 

2. Die Kern Hache. 
Nach § 10, 2 findet man den Halbmesser ), fUr den rnnden Kern 

mit bezug auf Gleichung 32 

e 
exA.=T 

e R2+ r 2 102 + 82 164 
zu A.=-ex = --- = =-= 4,1 cm. 

f 4R 4.1U 40 

Dritte Aafgabengl'uppe. 
Zu § 12. Schubspallllullgell im gebogellen Balkell. 

15. A.ufgabe. Fur den in Fig. 94 skizzierten Blechtrager soIl die 
Schubkraft angegeben werden, mit del' die Nietbolzen zu berechnen sind. 

%--" -H~I- '---- -'-' ---'----- '---- -f-~-~T~ 

ahzufallgen ist, zu 

worin 
und 

Fig. 94. 

P 
S = e Mat (12 -11)' 

P=A 
12 - 11 = t = 8,5 d ist. 

Der sich aus 
I.StlI1·~ mehreren, uber die 
.0,8 Ol-U1- Tragerliinge von 

8,4 m gleich ver
teilten Einzellasten 

ergebende Auf
lagerdruck betrage 
20250 kg. 

L6sung: 
Nach § 12 

Abs. b, Gleichung 
F findet man die 
zwischen zwei Niet
bolzen der Langs
Winkeleisen auf-
tretende Schub

kraft S, die von 
einem Nietbolzen 
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Das statisehe Moment Mst fur die obere, aus dem Querbleeb und 
den heiden W'inkeleisenquersehriitten bestehende Gurtung, in bezug auf die 
neutrale Aebse NN, betragt 

Mst =Fl 171 + F 2'172 + FS'l73 

" =(h-2d)01' (e+ O;)+2(h1-d)02' (e-~~) + 
+202 (h1 -02 ) ( e -02 - h1 ~02) 

Mst = 25,8.1,8.42,9 +2.4,4.0,8.41,6 + 2.0,8.5,2.38,6 
" = 1992,3 + 292,8 + 322 
" = 2607,1 '" 2607 ems. 

Das Tragheitsmoment e bereehnet man zu 

e = :2 {(b-2d)(b+ 20d- (b-0-2h1)h3-(h1-d -02)2(h-202)3-

- 202 (h - 2h1)3} 

1 
,,= 12 (25,8.87,63 -16,4.843 - 3,6.2.82,43 - 2.0,8.72 3) 

1 
,,= 12 (17 343000 '- 9723000 - 4028300 -- 597200) 

1 " = 12 2994500 = 249550 em4 • 

Diese Werte oben eingesetzt, gibt die Sehubkraft 

A 20250 
8 = eMst. t= 249-550' 2607.8,5.1,6 = 2877 kg. 

NB. Bei der Bereehnung eines Bleebtragers pflegt man zumeist 
die 8teghiihe h und die Breite b des Gurtungsbleches in Verhiiltnis zur 
freien Lange 1 des Tragers zu setzen. 

80 wahlt man z. B. die Hohe h naeh der empirisehen Gleiehung 

- '.. 1 1 
h = -1 bis-1 

10 12 ' 
die Breite b zu 

b = 0,3 h + 35 mm, wo h in 111m zu setzen ist, 

oder h = 0,51 + 15 em, wo 1 die freie Trager1ange in m bedeutet. 

16. Aufgabe. We1eher Materialspannung sind im letzten Beispie1e 
die Nieten ausgesetzt? 

Losung: 

Mit Hilfe der vorher bereehneten 8ehubkraft S erhii1t man naeh 
§ 12 G1eiehung 40 der Einfiihrung eine Materia1spannung kg VOll 

9* 
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715,8 roo.; 716 kg/qcm. 

17. Aufgabe. Wie kann man in der Aufgabe 15 die Nietteilung 
der Langsnaht berechnen, wenn die zuliissige Schubspannung 720 kg pro 
qcm betragen soli? 

Losung: 
Da in diesem FaIle die Schubkraft S nicht bekannt zu sein braucht, 

vereinigt man die im § 12 der Einfiihrung unu § 13 Abs. b ues vor
liegenden Werkes aufgefiihrten Gleichungen, die zur Berechnung der 
Festigkeiten des Nietes und des zwischen zwei benachbarten Nieten hefind
lichen Materiales dienen. Man eliminiert also die Schubkraft S aus 
beiden Gleichungen, wie folgt: 

Mit bezug auf Fig. 94 ist: 
nach § 12 Gleiehung 40 der Einflihrung 

d2 n d2 n; 
S = f . ks = 2 4' ks = 2 ks, 

naeh § 12 Abs. h, Gleiehung F 
P A 

S = e Mst (12 -11) = e Mst . t. 

Beide Werte gleiehgesetzt, giht 
A d2n 
c;Mst · t = -.ks, 
~ 2 

und daraus die Nietteilung 
d2 n; e 

t = - kg AM' worm naeh A ufgabe 15 
2 st 

e = 249550 em4, 

A = 20250 kg 
und Mat = 2607 ern 3 ist, 

162n 249550 
,,= -'-2-' 720. 20250.2607 

,,= 13,67 em. 

Diesen Wert in Beziehung zum Nietdurehmesser gebraeht, gibt 

~ = 13,67 roo.; 8 5 
d 1,6 ' 

oder t = 8,5 d. 
NB. Hat man die Nietteilung t anzunehmen, so geniigt zumeist 

ein Wert von etwa 
t=6d, 
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wo der Nietdurchlllesser d ungefahr gleich der doppelten Dicke des starksten 
Bleches, fUr gewohnliche Verhii.ltnisse aber nicht iiber 20 mm gewiihlt 
werden kann. 

Zu einer anderen Wahl des Gurtungsnietdurchmessers gelangt man 
aus der mittleren Dicke + 9 mm der Winkeleisen. 

18. Aufgabe. Es solI die Blechdicke 0 fUr den Steg des in der 
15. Aufgabe angegebenen und in Fig. 94 dargestellten Blechtriigers be
rechnet werden. Die in Aufgabe 16 festgestellte Schubspannung sei hier 
mit rd. 720 kg vorgelegt. 

Losung: 
Die Blechdicke 0 ist dadurch bestimmt, da@ sie 

1. der, in der neutralen Faserschicht N N auftretenden gro.@ten 
Schubkraft Smax und 

2. der, an den Auflagen als Maximalwerte auftretenden Vertikal
kraft A, die an dieser Stelle den Querschnitt des Steges auf 
Abscheren beansprucht, gemigenden Widerstand leistet. 

1. Berechnung gegenii ber Schub in der neutralen Faser. 
Nach § 12 Abs. b, Gleichung 39 

P Mst 
'1:Y=i'e 

erhiilt man die in der neutralen Faserschicht NN erforderliche Blechdicke 
x bezw. 0 zu 

PMst P A k x=o=-.-, worin = =20250 g, 
'1:y e 

'1:y = ks = 720 kg pro qbm, 
Mst = 2607 cms 

uud e = 249550 cm4 ist. 
Damit wird 

0= AMst = 20250.2607 =0293 ",,0 3 
kse. 720.249550' , 

cm. 

2. Berechnung gegeniiber Schub an der Auflager
stelle A. 

Wie die im § 23 der Einfiihrung skizzierten Schubkraftflacheu er
kennen lassen, erhillten die die einzelnen Tragerquerschnitte auf Abscherung 
beauspruchendeu Vertikalkriifte an den Auflagerstelleu ihre gro.@ten Werte. 

Mit bezug auf Fig. 94 erhiilt man die Blechdicke 0 aus der im 
§ 12 der EinfUhrung aufgefUhrten Gleichung 40 zu 

A=f. ks= oh.ka, 

o=~= 20250 =0,334 Clll. 
hks 84.720 
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3. Die au s z u f li h r end e B I e c h d i c k e o. 
Damit der Steg des Tragers eine genilgende seitliche Steifigkeit erhalt, 

wahlt man die praktisch kleinste Blechdicke nicht unter 6 mm, den gro~ten 
Wert aber in der Regel nicht liber 10 mm. 

1m vorliegenden FaIle wurde man also erne Blechdicke von 
0=6 mm 

wahlen, welcher Wert auch in Fig. 94 an genom men und der dortigen 
Rechnung zugrunde gelegt worden ist. 

19. Aufgabe. Fur den in der 15. Aufgabe vorgelegten Blech
trager solI die Dicke 01 der Gurtungsbleche fUr eine N ormalspannung V0n 
900 kg berechnet werden. 

Die Verteilung der gleichgro~en Einzellasten ist aus Fig. 95 zu 
ersehen. 

Losung: 
Denkt man sich den Trager in der Mitte, wo er am meisten bean

sprucht wird, durchschnitten und nimmt man zugunsten der Konstruktion 
an, da~ das Vertikalblech, wie es bei den Fachwerktragern der Fall ist, 
nur die feste Verbindung zwischen den beiden Gurtullgen bezwecken soIl, 
so mu~ im Schwerpunkte der oberen und unteren Gurtung je eine hori
zontalwirkende Kraft H angebracht werden, damit das Gleichgewicht in 
der Tragerrichtung nicht gestort wird. Die heiden entgegengesetzt wirken
den Hilfskrafte mussen gleich gro~ sein. 

Desgleichen mu~ in senkrechter RichtUllg eine Vertikalkraft V auf
gewendet werden, mit der die senkrecht wirkenden Kriifte ins Gleich
gewicht gebracht werden. 

10.em 

Ferner ist 

Fig. 95. 

Legt man nun den Dreh
punkt in die obere Gurtung, 
so besteht die Gleichgewichts
bedingung 

Mmnx=Hh, 
worin h den Abstand der 
heiden Gurtungsschwerpunkte 
bedeutet, der anniihernd gleich 
der SteghOhe gesetzt werden 
kann. 

Mmax=A G + 10) -Pl' ~ll -Pl' ~ll -Pl' ~ 
=A 1+20 _ ~P I 

" 2 2 1 1 

1 
,. =2{A(I+20)-9Pt ti } 



Schubspannungen im gebogenen Balkcn. 

1 
Mmax = 2 (20 250.860 - 9.6750.120) 

" = ~(17 415000 -7 290000) 

1 . 
" =2.10125000 

= 5062500 cmkg 
und H=fkz 

" = {(b - 2 d) 0'1 + [(h1 - d)O'g + (h1 -0'2)0'2] 2} kz 

" = {(29 - 3,2) 0'1 + [(6 - 1,6) 0,8 + (6 - 0,8) 08] 2} kz 
" = {25,80'1 +(3,52+4,16)2}kz 

" = (25,80'1 + 15,36) kz. 
Die 'Verte eingesetzt, gibt 

H=Mmax 
h 

(25,80'1 + 15,36)kz = ", 

a (Mmax ) 1 
1 = hkz - 15,36 25,8 

1 (5062500 .) 
" = 25,8 84.900 -15,36 

1 1 
" = 25 8 (6G,96 - 15,36) = -. -.51,6 = 2 cm. , 25,8--

135 

NB. Die Blechdicke 0'1 ist in Aufgabe 15 mit 1,8 cm angenommen 
worden. 

Die Blechstarken wiihlt 'man im allgemeinen nicht zu hoch. Sind 
aber groge Stiirken notwendig, so legt man zweckma.@ig mehrere Bleche 
aufeinander. 

20. Aufgabe. Ein Freitriiger von I-formigem Querschnitt habe 
eine Lange von 1,25 m und werde am freien Ende mit 3200 kg belastet 

1. Welche Biegungsspannung kb und 
2. welche Schubspannung ks erleidet der gefahrliche Querschnitt 

an der Stelle, wo der Steg in den Flansch ii.bergeht? 
Losung: 
1. Die Biegungsspannung kb . 

Nach § 14 Abs. 1 der EinfUhrung, Gleichung 58 erhiilt man fur 
die im Abstande TJ von der neutralen Achse aus gelegene Querschnitts
stelle 

Hierin bedeutet 
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Mmax = PI = 3200. 125 = 400000 emkg, 
h 

Tj="2-01=12-1,5=10,5 em 

und 
0=bh3 _(b-o)(h-201 )3 

12 12 

%: ----p-Z""' 0U\, _ 1 ( ~ a " -12 12.24 -11.21) 

I 
===}fJ '.Se", 

_ 64020 _ 4 
" -~-5335em. 

Fig. 96. 
8etzt man mese Welte eill, so ergibt sieh eme 

Biegungsspann ung 
400000 

kb = 5335 . Tj = 74,9 Tj r-.; 75 Tj 

" = 75.10,5 = 787,5 r-.; 787 kg pro qem. 

2. Die 8 e hub spa n nun g ks. 

N aeh § 12 Abs. b, Gleiehung 39 findet man die gesuehte 8ehub-
spannung 

kg = ~ . Mst , worin P = 3 200 kg, 
x 0 

x=o, 
0=5335 em4 

h- 01 
und Mst = Fy= bol --2-

" = 12.1,5.11,25 = 202,5 em3 ist. 
Damit erhiilt man 

k = 3200. 202,5 = 121 5 r-.; 122 kg pro qem. 
s 1 5.335 ' 

NB. Das Zusammensetzen der beiden 8pannungswerte kb und k. zu 
einer ideellen 8pannung O'i ist aus der in .Aufgabe 44 Abs. IV, 5 auf
gefiihrten Fig. 136 zu ersehen. 

Vierte Aufgabengruppe. 
Zu § 13. Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normal

spannungen. 
21. Aufg·abe. (Zug und Biegung.) Fur das beistehende HiingeIager 

soll der Lagerdruek Punter der Annahme berechnet werden, da~ die 
Materialspannung auf del' Zugseite 2 kg pro qmm und die Druckspannung 
etwa das 3 fache del' Zugspannung betragen solI. 
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Es sind hier folgende Fragen zu beantworten: 
1. Welche Rippendicke a erMlt der T-formige Querschnitt? 
2. Wie gro~ ist das Tragheitsmoment 0? 
3. Wie gro~ sind die Widerstands

momente W 1 und W 2 ? 
4. Wie gro~ kann der Lagerdruck P 

werden? 
Losung: 

1. Die Rippendicke 0. 

Nach § 20 Abs. b der Einfiihrung ist mit 
bezug auf Fig. 97 

F 11 = F 11]1 + F 2 "72 , 

{(b - Q)01 + ho}e1 =;:: (b - 0)01 . ~1 + 10. ~ 
b 0 2 h2 

b01 e1 -01 e10 +he10= 2°1 2 - to +20 

3.1,82 - 6.1,8.2 

(8 - 1,8) 2 + 1,82
2 82 

9,72-21,6 
"-12,4-25,38 

0,9......., 1 cm. 

2. Das Triigheitsmoment 0. 

N ach § 19, 3 der Einfiihrung erhiilt man 
2 

0=~(0+ Fal ) 
1 

,,= 0 1 +02+F1a12+F2321 

,,= (b~;)013 + °1~S + (b -0)01 (e1 -~ r +oh. (e2 -;r 
(6 -1) 183 + 1 83 . 

,,= ~2' +(6-1)1,8(2-0,9)2+1.8(6-4)2 

,,= 45,09 + iO,89 + 32 

,,= 87,98......., 88 cm4 • 

3, Die Widerstandsmomente Wi und W 2• 

Es ist 



138 

und 

Vierte Aufgabengruppe. 

e 88 
W1 =-=-=44 ems 

e1 ::l 

e 88 
W2 =-=-=14,7ems. 

e2 6 

4. Der Lagerdruek P. 

Da im vorliegenden Belastungsfall die Zugseite am ungunstigsten 
beansprucht wird, die Zugspannung aber mit 2 kg pro qmm vorgeschrieben 
ist, erhalt man die Belastung P nach § 13, Gleichung 41 zu 

P Mb 
l1i(z) =£+w ' worin Mb =PA=P(l+e1) 

1 

" =P(8+2)= lOP 
und f=b0'1+0'(h-0'1) 

" = 6. 1,8 + 1 (8 - 1,8) 
,,= 10,8+ 6,2 = 17 cm2 ist, 

P PA (1 A ) 
" =£+W1 =P Y+W1 ' 

P = l1i(z) l1ilt) l1ilz)fWI 

~+~ W1 +H=W1 +H 
f W1 fW1 

_ 200. 17.44 __ ~49 600 _ "" 0 k 
,,- 44+(8+2) 17 - 214 - 699 7 0 g. 

Mit dieser Belastung berechnet sich auf der Gegenseite des Quer
schnittes eine Druckspannung 

l1i(d)=~- Mb=~_ PA =P (~_~) 
f W2 f W2 f W2 

" = P W 2 - fA = 700 14,7 -17 . 10 = 700 - 155,3 
fW2 17.14,7 249,9 

" == - 435 kg pro qcm. 

NB. SolI diese Druckspannung den Wert von 600 kg pro qcm er
reichen, so mulD das Material des Querschnittes anders verteilt werden. 

22. Aufgabe. (Zug und Biegung.) Es soIl ein einfacher Haken fUr 
eine Hochstlast von 6000 kg hergestellt werden. Die Materialspannung 
des mit Gewinde versehenen Schaftes soll mit 600 kg, fur den gefahr
lichen Querschnitt der Hakenkehle aber mit 750 kg bei Annaherungs
rechnung, bei genauer Rechnung dagegen mit 1000 kg in Rechnung ge
zogen werden. 

Die Form des Querschnittes ist so zu wahlen, dalD das Material 
moglichst gut ausgenutzt wird. 

Es sind folgende Fragen zu beantworten: 
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1. Welchen zweckma1ligen Radius r erhiilt die Hakenkropfung? 
2. Welcbe Hohe h ist dem gefiihrlichen Querschnitt zu geben? 
3. Wie gro1l wird die Breite b1 und b2 des gefiihrlichen Quer

schnittes 
a) bei Anniiherungsrechnung und 
b) bei genauer Rechnung? 

4. Welchen Kerndurchmesser d1 erhiilt der mit Gewinde ver
sehene Schaft? 

5. Welchen Durchmesser ds kann der Schaft erhalten? 
6. Welche Abmessungen kommen sonst noch in Frage? 

Losung: 

1. Der Radius r der Hakenkropfung. 
1m allgemeinen ist es ratsam, die Maulweite oder Hakenkropfung 

moglichst klein zu wahlen, damit das Biegungsmoment ein Minimum wird. 
Zumeist wiiblt man 

r = ~d bis d, falls d den Seildurchmesser bedeutet, oder 

r = 0 bis 1,5 0, so fern 0 den Durchmesser des Ketteneisens 
darstellt. 

Fur den Fall, da1l die Durchmesser nicht bekannt sind, kann man 
eme passende Wahl auch nach den empirischen Gleichungen 

1. fur P < 7500 kg: r = 2~0 + 15 mm bis 2~0 + 20 mm, 

2. " P> 7500 kg: r = 4~O + 30 mm bis 4~0 + 35 mm 

treHen. 
Gewahlt sei im vorliegenden FaIle der kleinste 'Vert 

P _ 6000 
r=200+ 1o = 2UO +15=30+15=45 mm. 

2. Die Hohe h des gefiihrlichen Querschnittes. 
Auch fUr eine zweckmiilMge Wahl der QuerschnittsbOhe hat sich 

eine Erfahrungsgleichung 
h=z.r 

herausgebildet, III welcher del' Wert z zwischen 1,8 und 3 zu wahlen ist. 
Nimmt man hier den Mittelwert z = 2,4 an, so erhiilt man eine 

Hohe 
h = z . r = 2,4. 45 = 108 mm. 

S. Die Querschnittsabmessungen b1 und b2• 

a) bei Anniiherungsrechnung. 
Nach § 13 Abs. 1, Gleichung 41 mit Hinweis auf § 13 Abs. 10, 

Gleichung 80 nebst N achsatz erhiilt man mit bezug auf Fig. 98: 
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1. Die Materialspannung auf der Zugseite 

_ P+ Mb _P+P(>_P+P(r+e1) 
IIj (z) - f w - I 0 - I 0 e1 

1 

e1 

" =P (~+(r+;I)el), 
2. Die Mat e ria 1 spa n nun g auf de r Dr u c k s e j t e 

P Mb P P(> P P(r+e1) 
IIj(d) =---=- --=-- e2 f W2 f 0 f 0 

e2 

= P (~_ (r + e1)e2 ) 
" f e . 

Fig. 98. 

SoH nun das Material des Querschnittes auf der Zug- und Druck
seite vollstandig ausgellutzt werden, so mlill die Bedingung erfiillt sein 
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~ + (r+ e1Hel -ea) = 0 
f 8 ' 

28 
-f-+ (r + el)(~ -e2)=O, 

8 = - !(r+el)(~ -ea) 
2 

1 
" =2"f(r+ e1)(e2 -e1) ...... Fl 

In dieser Gleichung betriigt 
der Querschnitt 

f=bl+~h, 
2 . 

das Triigheitsmoment 

der Klammerwert 
.. h 2b1 + b2 h bl + 2bg 

e2 - e1 = 3' b1 + b2 - 3' b1 + b2 

h bl-bg 

" -3'b1 + b2' 

Set-zt- man diese Werte in Gleichung Fl ein, .so erhii.lt man folgende 
Beziehung zwischen den Seiten b1 und b2 des ~efiihrlichen Querschnittes: 

b12 + 4 b1 b2 + b22 hS = !. b1 + bah. (r + ~ . b1 + 2b2). ~. hi - b2 

36(b1 +b2 ) 2 2 S b1+02 3 b1+b2 

= h2 (b ._ b ) 3r(b1 + b2L+ .!t~1 +2b2) 

" 12 1 2 3(b1 + b2) 

h2 bl - b2 • 
" = 36' b1 + b2 (arb1 + Srb2 + hb1 + 2hb2), 

tb12 + 4b1 b2 + b22)h = (b1 - b2)(3rb1 + 3rb2 + h b1 + 2hb2) 

" = 3rb12+ 3rb1 b2 +b12h+ 2b1 bah - 3rb1 b2 -

- 3rb22 - b1 b2 h - 2b2 2h 
" = 3rbt 2 _. 3rb22 + (b12 + b1 b2 -2b22)h, 

(b12 + 4b1 b2 + b22 - b12 - b1 b2 + 2b22)h = Sr(bI 2 - b22), 

(3b1 b2 + 3b22)h = " 

h = Sr(bI 2 - b2 2) =~(bl - b2) 
3 b2 (b1 + b2) b2 
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h-r (bl _ 1) - b2 ' 

b h 
~=-+1=z+1 
b2 l' 

Aus Gleichung Fl ergibt sich nun weiter 
1 0=2 f (r+e1)(e2 -e1 ), 

2 12 r+el 2 
o f. (e2 - ed bl + b2 h . ~ . ~ - b2 = h2(b1 - bS 

2 3 b1 + b2 

welcher Wert in die obere, filr die Zugseite giiltige zusammengesetzte 
Spannungsgleichung 

Ui(z) = P U + l' -;.; e1e1 ) 

eingefiihrt, folgende zweite Beziehung zwischen den Seiten b1 und b2 

liefert: 

O'i(z)=P ( . 1 + 12 .~, b1 + 2b2) 
hI t b2h h2 (b1 - b2 ) 3 b1 + b2 

_ 2 P ( 2 (bl + 2 b2)) 

O'i(z) - h (hi + b 2)' 1 + b 1 - °2 . 

2 P bl - b2 + 2 b1 + 4 b2 

" h (b1 + b2 ) b1 - b2 

2P 3bl +3b2 2P3(bl +b2 ) 

" =h(bl +b2)' b1 -b2 =h(b1 +b2}(bl -b2) 

6P 
" =h(bl -b2) 1 

6P I bl -b2 =-h--' 
• O'i(z) 

, , , , . , . F3 

Aus den Gleichungen F2 und Fa erhiilt man nunmehr die Seiten 
hi und b2 zu 

Aus Gleichung 1 folgt 

hi = b2 (z + 1). 
In Gleichung 2 eingesetzt, gibt 

6P 
b2 (z + 1) - b2 = h-

Oilz) 
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6P 
hg (z+l-l) =h~-' 

Ui(z) 

6P 6.6000 
bg = = 18,5 mm, 

hai(z).Z 108.7,5.24 
b1 = b2 (z + 1) = 18,5 (2,4 + 1) = 18,5.3,4 

= 62,9 "-' 63 mm. 

Dieses wurden also die Abmessungen bei angenaherter Rechnung 
sein, bei der man die Hakenkrummung unberucksichtigt gelassen hat. 

b) Die Werte b1 und bg bei genauer Rechnung. 
Hier geht man von der im § 13 Abs. -10, 4 aufgefuhrten verein

fachten Spannungsgleichung 76 
Mb r; 

(Ji=~·~-

x(lf (>+r; 
aus, in der fur die Zugseite des _ fraglichen Querschnittes 
die N ormalkraft N = F, 
der Kriimmungshalbmesser 
der Abstand 

(I=r+e1 , 

r;=-e1 

und das Biegungsmoment 
zu schreiben ist. 

Mb = -P(r+el ) 

Damit lautet die Glelchung fUr die grollte Zugspannung 

woraus 

-P(r+el ) -el 

a;Cz)= x(r+e1)f ·(r+el )+(-e1 ) 

Pel 1 
" = xr£' J 

Pel 
f= -- folgt. 

:x;ra;(z) 

Fur die links auftretende grollte Druckspannung gilt 
die Normalspannung N = P, 
der Krummungshalbmesser (> = r + e1 , 

der A bstand 1] = e2 

und das Biegungsmoment Mb = - P (r + e1). 

und 

Damit erhiilt man 
-per + e1) e2 

ai(d) = x(r+ el)f . (r + el ) + eg 

Peg 1 
x(r+h)f 

f- Pe2 I 
- x(r+h)a;(d)· 

Die Hil£sgro.Be x ist u.ach der im § 13 Abs. 10, 5 unter 3 genannten 
Gleichung 
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2 Q [{ bl - bg } Q + e2 ] x= -1 + (b1 + b2)h b2 + -h- (e2 + Q) log nat Q_ e1 -(b1 -b2 ) 

zu ermitteln. 
ZweckmiiGig ist es, in den letzten Gleichungen die bereits in Frage 2 

eingefiihrte Verhii.ltniszahl "z =~" zu benutzen, mit der dann folgende Er
r 

gebnisse erhalten werden: 

Aus Gleichung Fa 

erhii.lt man 
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hI = (~. z(z+ l)(z.+ 3).~) ~=(p.~. 
3: (z + 2)2 x hai(z) hai(z) 

Rechnet man die nur von z abhangige Klammergr6£le cp fUr die 
zwischen 1,8 bis 3 liegenden, gebriiuchlichen Werte von z aus, so erhiilt 
man nach Gleichung .Fs und F 7 

fUrz = 1,8 

fUr z = 2 ," 

ffir z = 2,2 

fUr z = 2,4 

fiir z = 2,5 

fiir z = 3 

Wehnel't, Festigkeitslehre II, 

x= Q,0858 
cp= 13~17, 
x= 0,09743 
cp= 12,83, 
x = 0,1089 
cp = 12,704, 
x= 0,1203 
cp = 12,613, 
x = 0,1259 

cp = 12,584, 
x= 0,1532 
cp = 12,533. 

10 
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1m vorliegenden Beispiele ergeben sich somit die gesuehten Quer
schnittsabmessungen b1 und b2 nach Gleichung F7 zu 

P 
b1 =CP'h--' worin cP= 12,613", 12,6, 

O"i(z) 
O"i(z) = 1000 kg/qem 

und h = 108 mm betragt, 

b -126 ~0~ __ 12,6. 6_ 7 
1 - ,. 10,8 . 1000 - 1O,S - em. 

Nach Gleichung F2 folgt dann 
b1 7 7 . 

b2 = z +1 = 2,4 + 1 = 3,4 = 2,06 '" 2_,_1_c_m_. 

NB. Fill' die 
BelastungsfaIle sind 

vorgenannten im Absatz a und b behandelten zwei 
in Fig. 99 die in dem am meist beanspruchten Haken

querschnitte auftretenden zusammengesetzten 

! 
j'S) 
" 

Spannungen graphisch aufgetragen. 
Wird der Querschnitt einem gel'adell 

Stabe zugehOrig gedacht, wie es im Absatz ~ 
angenommen ist, so wird das Spannungsdia
gramm durch die gerade Linie CD begrenzt. 

-.!JWvf;(f,vr,(,'" t/.vvv""'rJ'vv"~ __ Hiel'bei sind die absoluten Werte del' Zug
und Druckspannungen gleich gross. 

" 
Fig, 99. 

GehOrt dagegen der Quel'schnitt einem 
gebogenen Korpel' an, wie es jm Absatz b 
vorausgesetzt ist, so wird die Spannungsflache 
von del' gebogenen Linie ESF begrenzt. Die 
gl'oi3te Zugspannung liefert hierbei die Glei-

chung F 4 , die groi3te Druckspannung dagegen die Gleichung F 5• Beide 
Gleichungen ergeben filr die durch den Schwerpunkt gehende Faserschicht 
eine Spannung gleieh Null. 

Die SpannungsfHichen lassen el'kennen, dai3 beim gebogenen Korper 
die Zugspannung wesentlieh groi3er wird (ca. 30%) als beim geraden 
Stabe, wahrend die Druekspannungen im ersteren Falle klein ere Wel'te 
darstellen als im letzteren. 

4. Del' Kerndurehmesser ell des Sehaftgewindes. 
Nach del' im § 2 del' Einfii.hrung aufgefii.hrten Zuggleichung 7 

el'halt man 
d 2 n 

P=fkz=T k., 

d = "l/4P = 1128"l/P = 112S "l/600? 
1 V nkz ' V k z ' V 600 

" = 1,128 no = 3,56 cm. 
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Diesem Kerndurchmesser entspricht nach der ,Vhitworthschen 
Gewindetabelle eine 13/4" Schraube mit einem Au~endurchmesser von 

d= 4,4 .cm. 

5. Del' Schaftdurchmesser ds . 

Bei der Befestigung des Hakens im QLlerhaupte odeI' Schekel ist auf 
seine freie Beweglichkeit zu achten, damit ein ungleichma~iges Anspannen 
der Querschnittsfasern nicht moglich werden kann. . 

Fiir aile Falle ist es ratsam, dem Schafte einen etwas gro£lel'en 
Durchmesser zu geben, als del' Au~en- odeI'. Gewindedurchmesser bctragt. 

Man wahle 
ds '" 5 cm, 

welcher Wert auch del' unter dem Bumle befindlichen Hakenkehle ge
geben werden kann. 

6. Die sonstigen Abmessungen. 
Der dem in Frage 3 behandelten gefahrlichen Querschnitte gegen

iiberliegende Querschnitt erbalt nach praktisehen Ausfiihrungen eine 
Hohe von 

h1 = 0,5h bis 0,6 h. 
Gewahlt sei 

h1 = 0,6 h = 0,6 . 108 = 64,8 mm. 

Die au~el'e Begrenzung del' Hakenkropfung wird zumeist kreisformig 
gewahlt, wofur del' Radius aus den vorliegenden Abmessungen el'halten wird. 

Er betragt mit bezug auf Fig. 98 

R = h+:~rj=- h1 = 108 t~ . 45±~4,8 = ~62,8 
~ 2 2 

" = 131,4 '" 13n mm. 

Die von Mitle Hakenkeble bis Unterkante Querhaupt zu messende 
Hakenlange 1 wahlt man passend zu 

1 = h + 2 I' = 108 + 2 . 45 = 198 '" 200 mm. 

23. Aufgabe. (Zug und Biegung). Fiir eine Last von 50000 kg soil 
em Doppelhaken hergestellt werden. 

Der Querschnitt des Schaftes solI kreisformig sein, wahrend del' der 
Hakenkehle Trapezform erhalten solI. Das aus bestem Schwei~eisen be
stehende Hakenmaterial soil im Schaft, Kehie und im Gewindeteile nur 
mit 500 kg pro qcm beansprucht werden. 

Zu wahlen und zu berechnen sind. 
1. Der Radius I' der Hakenkropfung, 
2. die Hohe h des gefahrlichen Querschnittes, 
3. die dazu gehorigen Breiten b1 und b2, 

4. del' Kerndurchmesser d1 des Gewindeteiles und 
5. del' Schaftdurchmessel' ds. 

10* 
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Losung: 
1. Der Radius r der Hakenkropfung. 
Die in vorhergehender A ufgabe fUr den einfachen Haken ange

gebenen Verhaltnisse haben auch hier Geltung. 
Man wahle den Radius r nach der empirischen Gleichung 

Q 25000 ' 
r = _1 + 35 ml1l = --+ 35 = 62,5 + 35 

400. 400 
" = 97,5 <"'-i 100 mm. 

2. Die Hohe h des gefiihrlichen Querschnittes. 
Auch hier sei die Hohe h gewahlt nach der Erfahrungsgleichung 

"h = z. r", wo z zwischen 1,8 nnd 3 liegt. 
Mit z = 2,2 folgt 

h = z . r = 2,2. 100 = 220 mm. 

3. Die Breiten bi und b2 des gefiihrlichen Querschnittes. 

Fig. 100. 

'Viihrend bei dem in Fig. 98 
dargestellten einfachen Haken die 
Lage des gefabrlichen Qu~r
schnittes und damit auch der 
Hebelarm fur das Biegungsmo
ment bekann t war, trifft dieses 
bei dem vorliegenden Doppelbaken 
nicht zu. 

Hier hat man insofern mehr 
schatzungsweise vorzugehen, als 
man entweder die Lage und die 
Ahmessungen des gefahrlichen 
Querschnittes . wiihlt und die da
durch festgelegte Materialspan
nung auf ibre Zuliissigkeit kon
trolliert ode!', daB man die Lage 
des gefiihrlichen Querschnittes 
SGhiitzt und mit der gegebenen 
Spannung direkt die gesuchten 
Breiten b1 und b2 berechnet. 

Der Rechnung sei die im § 13 
Spannungsgleichung 74 

Abs. 10,3 aufgefuhrte allgemeine 

(Ji =.~ (N + Mb + Mb . ~_) 
£ Q xQQ+1J 

zugrunde gelegt. 
Wiihlt man hier den zwischen dem gefiihrlichen Querschnitt und 

der Kraftrichtung liegendenWinkel 

a = 34°, 
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so erhiilt man mit bezug auf die Fig. 60 und 100, nach den in vorher
gehender Aufgabe unter der Frage 3 b gegebenen Ausfiihrungen, 
den Querschnitt 

f = b1 h . z + 2 = (z + 2) h . b = (2,2 + 2) 220 . b 
2 z+l {Z+1)2 1 (2,2+1)2 1 

" = 144,375 b1, 

die Normalkraft 
N = Ql sin a = 25 000 sin 34° = 25 000.0,55919 
" = 13979,7 "-' 13980 kg, 

den gro13ten Zugfaserabstand 

=~. z + ~= 220(2,2+ 3) =9079 m 
e1 3 z + 2 3 (2,2 + 2) , m, 

den Kriimmungshalbmesser 
(I=r+e1 = 100 + 90,79 = 190,79 mm, 

den Hebelarm 
tJ =Qsinu: = 190,79.0,55919 = 106,69 mm, 

das Biegungsmoment 
Mb = - Q1tJ=- 25000.106,69= - 2667250 mmkg, 

den Abstand 

'fJ=-et =-90,79 mm und 
die Hilfsgro13e 

x=0,1089. 
Werden diese Werta oben eingefiihrt, so erhiilt man unter Beachtung 

der V orzeichen die auf der Zugseite des Querschnittes auftretende gro13te 
Materialspannung 

1 ( Mb Mb e1) 
O"i(zj= f N -Q + x(!·~ 

___ 1_ (1398 _ 2667250 _I- ,2,667250. . 90,79) 
" -144,375b1 0 190,79 0,1089.190,79 100·· 

Damit erhalten die Breiten b1 und b2 des Querschnittes die Ab
messungen 

und 

b1 = 4 317 (13980~ 13979 + 116550) 
14, 50"i(z) 

1 
" - 144,375.5· U6551 

116551 
" = 721,875 = 161,5 (Xl 160 mm 

b.=~= 1~ 
- z + 1 2,2 1 

160 
-=50mm. 
3,2 
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4. De r K ern d u r c h m e sse r dl . 

Da der vorliegende Doppelhaken nur als solcher benutzt werden solI, 
ist eine exzentrische BeIastung nicht zu berii.cksichtigen. 

Es folgt deshalb nach § 2, Gleichung 7 der Einfiihrung 

Q_ dt2nk 
- 4 z, 

der Kerndurchmesser 

d = 1 / 4- Q = 1 128 1 / Q = 1 128 1 /50-000 
I V nkz ' V k z ' V bOO 

" = 1,128 viou = 11,28 cm. 

Damit erhiilt man nach der Tabelle von W hit w 0 r t h einen iiugeren 
Gewindedurchmesser von 

d = 4314" = 120,65 mm, 
mit einem Kerndurchmesser von 

d t = 108,84 mm. 

Die zugehi:irige MutterhOhe betragt h1 = 121 mm. 

5. Der Durchmesser dB des Schaftes. 
Es ist auch hier zweckmagig, den Schaftd urchmesser ctwas groger 

als den Gewindedurchmesser zu wahlen. 
Angenommen sei ds = 130 mm, 

welcher Wert bis zur Mittellinie der Hakenkehle auf 140 mm erhoht 
werden kann, was jedoch nicht unbedingt notig ist. 

24. Aufgabe. (Zug und Biegung.) Ein stabformiger Korper von 
rundem Querschnitt werde durch eine am Umfang desselben angreifende 

Kraft P auf Zug beansprucbt. Die Kraftrichtung laufe 

-4-
I 
i , 
i 

l-S 
i cP 

Fig. 101. 

parallel zur geometrischen Achse. 
Es solI angegeben werden, um wievielmal mebr der 

Korper unter dieser exzentriscben Belastung beansprucht 
wird, als wenn die gleiche Last zentriscb wirken wiirde. 

Losung: 
Nach Gleichung 41 ist 

d 
Mb=Po=P-, 

2 

d4n 
0=6"4 

und e1 =0= ~ ist. 

;Mit diesen "\Yerten erhiilt man eine Materialspannung 
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P~ 
P 2 d P 16 P 

GiCz) = I + d4n'2=I+ d2n 
64 

P 4P P P 
" = I + d2n = I (1 + 4) = 5 . I = 5 . k z· 

4 

Dieses Resultat besagt, da.@ die vorliegende Belastung den Korper 
5 mal so hoch beansprucht, als es bei zentriscber Belastung der Fall ist. 

25. A.llfgabe. (Druck und Biegung.) Ein aus Scbmiedeeisen von recbt
eckigem Querscbnitt hergestellter Ausleger von ],5 m Liinge sei am freien 
Ende mit 1,8 t belastet. 

Das Eigengewicbt des 
Auslegers nebst den daran 
hiingenden Teilen betrage 
scbiitzungsweise 400 kg, das 
zur HiiHte auf das Mauer
werk, zur anderen Halfte 
auf die Belastung gerechnet 
werden soll, so da.@ am 
freien Ende eine Gesamt
last von 2 t in Frage kommt. 

Welche Breite und 
Robe ist dem Ausleger an Fig. 102. 
der Ein spann stelle zu geben, 
wenn eine Materialspannung von 700 kg nicbtuberscbritten werden und 
zwiscben der Breite und Rohe des Querschnittes das Verhaltnis 1: 2 be
stehen solI. 

Losung: 
Fur diesen Belastungsfall gilt die im § 13 Abs. 4 aufgefiibrte 

Gleicbung 46, die ihren gro.@ten Spannungswert auf der Druckseite liefert. 

Man erbiilt mit bezug auf Fig. 102 

Pd Mb(l) + Mb(cS) 
G;(d)=-T e e 

Psina Pcosa.1 + Psina. 0 
" -- -l)h- bh2 

6 

Psina (Plcosa+Posina)fl 
" -b.2b- b.4b2 
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b3Ui(d) = - ~ (bsina+ 30sina+ 3Icosa). 

b= iI=-~p [sina(b+30)+3~sa]. 
V 2Ui(d) 

Diese Gleichung liifilt sich naherungsweise am zweckmiifiligsten so 
behandeln, dafil man sie unter vorlaufiger Vernachlassigung der unter der 
"Vurzel stehenden Griifile b benutzt und zahlenmiifilig ausrechnet, womit ein 
Anhaltepunkt fiir die gesuchte Breite b gewonnen wird. 

Dieses Verfahren liefert dann den Niiherungswert 

V· -20uO 
b = __ [0,64279.3.50 + 3.150.0,76604] 

2.800 

III 
"=2 V 10.150(0,642'19+2,29812) 

1 3/ 
,,= 2" V 1500.2,94091 = 8,2 cm. 

Da die unter der Wurzel stehende Griifile b keinen gro13en EinflulD 
auf den Wurzel wert hat, sei nunmehr 

b = 8,5 cm 
gewiihlt und unter der Wurzel eingefiihrt. Damit erhiilt lllan 

b = -V ~ [0,64279 (8,5 + 3 . 50) + 3 . 150.0,76604] 

,,= ~ V 10(0,64279.158,5 + 450.0,76604) 

,,= ~ 11;.0(101,88+344,71) 

" = ~ V 10 . 446,59 -= ~ V 4465,9 = 8,234 cm. 

Dieses nur wenig liber dem Niiherungswert 8,2 cm liegende Resultat 
Hi13t erkennen, dafil die gewahlte Breite von 8,5 cm bereits zu grofil ist. 

Man kann daher die Breite 
b= 8,2 cm 

beibehalten, mit del' dann die Hiihe 

h = 2b = 2.8,2 = 16,4 em 
erhalten wird. 

NB. Bei diesen grofilen Abmessungen wiirde es natiirlieh zweek~ 

mii13iger sein, dem Qnersehnitte ein Profil zu geben. 

26. Allfgabe. (Druck, Knickung und Biegung.) U m den senkreeht ge
waehsenen Stamm einer Eiehe von 30 em Dnrehmesser ist in 15 m Hohe 



Das Zusammenwirken vel'schicdcnartiger Norma1spannnngen. 153 

ein Sei! in del' aus Fig. 103 ersichtlichen 'Weise gelegt, an des sen freiem 
Ende ein Zug von 1500 kg ausgeiibt wird. Das Sei! schlieBe mit del' 
Achsenrichtung des Baumes einen Winkel von 40 Grad em. 

Welche Spannungen werden auf 
del' Zug- und Druckseite des am meisten 
beanspruchten Querschnittes auftreten? 

Losung: 
Das vorliegende Beispiel ent

spricht dem in § 13 Abs. 4 unter 
Fig. 46 c aufgefiihl'ten Belastungsfalle, 
zu des sen Berechn1lllg die Gleichung 46 

(J. - _ Py + Mb(I) + Mb(o)e 
,- f - e 

unter Beriicksichtigung del' Gleichung44 

M Pya 
b{O)--- cos (al) 

zu benutzen ist. 

del' 
1. Die Spa n nun g ai(z) auf 

Zugseit e. 
Mit bezug auf Fig. 103 ist 

Fig. 103. 

Pd Mb(l) + Mb(o) Pd 1 
Ui(Z)=-T+ e e=-T+W(Mb(I)+Mb(o)) 

Pd 1 ( pd.a) 
" =-T+ w Pb·h + cos (ah) 

( 
pcosa.~) 

" =- Pdc~:a + ~;n . Psina.h+ COS(ah)2 

4 32 . 

" 

" 
worin nach § 13 Abs. 3 b 

n V Ee n· d4 n nd2 V En 
a = 180, / P~ = 180 VP cos a = ~80_~~ 1 /I> cos "a 

E-
64 
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a = _~~4:9_ 1/1_520 . cos 40° = 0, 1~4. 0,564 V 150 cos 400 
n.3U 2 V 100000.n 9n 

,,=0,030806 
und 

cos (ah) = cos (0,030806 . 1500) 
" = cos 46,2090 = cos 46° 12[ 32[ 

" =0,692038 
betragt. 

Fiihrt man diesen Wert in die vorstehende Gleichullg ein, so erhiilt 
man die gesuchte Zugspannung 

_ 4.1500(30. cos 40° (0,692 038 - 4) 8 00' 400) 
(J.) _.- -- - 15 Sill 

I\Z - 303. n 0,692038 . 

2 
" = - 9n --(10,23 --7713,48) 

_ 2 ~ _15447,42_ . 
" ---(-772<1,71)- -546,6kgjqcm. 

9n 9n 

2. Die Spannung <ii(d) auf der Druckseite. 

Pd Mb(l) + Mb(o) P d 1 
<ii(d) = - T - e e = - T - W (Mb(l) + Mb(o) 

" = - [~d + ~(Mb(l) + Mb(o)] 

__ 4P (dcosa (cos (ah) + 4) + h' ) 
,,- dS ( h) 8 Sill a 'n cos a 

= _ ~~O~ ( 30. cos 40° (0,692038 + 4) + 8.1500 Sin400) 
" 303 . n 0,692038 

2 " = - 9n (155,82 + 7713,48) 

2 15738,6" . k / 
" = - -··.7869,30 = - ---- = - 056,9 g qcm. 

9n 9n 

27. Aufgabe. (Druck und Biegung). Gegeben ist ein aus 2 gleich
langen Teilen hergestellter, einfach armierter Balken von 9 m Lange, 
dessen Querschnitt eine Breite und Hohe von 18 und 32 cm hat. 

Die aus Rundeisen hergestellten Zugstangen schlieIilen mit dem 
Balken einen Winkel von 22° 40' ein. 

1. Mit welcher gleichmaIilig verteilten Last kann der Balken be
lastet werden, wenn die zulassige Beanspruchung des Materiales 
44 kg pro qcm betragen solI und 

2. welch en Durchmesser erhalten die Zugstangen bei 750 kg 
Spannung? 
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Liisung: 
1. Die Be1astung Q des Ba1kens. 
Der vorliegende Be1astungsfall ist nach der 1m § 13 Abs. 9 a ange

gebenen G1eichung fl5 

( Ph Mmax ) 
(Ji(d) = - T -t ---e- e 

durchzufiihren, worin das Biegungsmoment Mmax mit Hilfe del' G1eichung 
54 festzustellen ist. 

Rechnet man mit dem in § 23 b Abs. 6 del' Einfiihrung angegebenen 
Biegungsmomente, so erhii1t man mit bezug auf Fig. 104 

~'; :~J~ 
g; ---- _. -- J 

--- ... -..... ~ .- ~.- . -' \ : 

Fig. 104. 

(J - (Ph --l- lVImax) worm Ph = Q4 coto-" a, i(d)-- T ,--W ' 

" 

und 

f=bh, 

Ql 
2 2 

Mmax=S 
Ql 
32 

(~ cotga ~;) Q 
b. h + _b~~ = - 16bh2 (4hcotga + 31), 

Q= 16bh2 (Ji(d) 16.18.322.44 
4hcotga+31 4. 32cotg22° 40' +;). !.lOU 
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Q 4.18.322.44 72.322.44 
= 32. cotg 22° 401 + 675 - 76,623 + 675 

72.322.44 ==4316k : 
,,- 751,623 g 

2. Der Durchmessei: d der Zugstangen. 
dan 

Pz =fkz =4 kz, 
- -

V4Pz V4 Q V-Q-d = -k = 0,564 k- -. - = 0,564 -k-' -. -, . n z z4slDa zSlDa 

, / 4316 
" = 0,564 V 750 sin 220 4Ul = 2,18 em '" 22 mm. 

28. A.ufgabe. (Knickung nnd Biegung.) Es soli in dem vorhergehenden 
Beispiele fiir die berechnende Belastung von 4316 kg das Biegungsmoment. 
Mmax unter Zuhilfenahme der gellauerenMomentengleichung 54 

QI (1 ) Mmax=-- ----1 
a211 cos(al!) 

festgestellt werden. 
In dieser Gleichung ist 

4316 
Ql = -4- = 1079 kg, 

9 
II =4" = 2,25 m, 

- , / Ph _ vQcotga _ V 4316 cotg 22° 401 

a- V E0- 4E0 - 4.100000.18.328 
, 12 

" = 0,000725 = 0,725. 10-8; 
cos (all) = cos (0,000725.225) = cos 0,163125° 

" = cos 9147 11 '" cos 101 

" =0,999996 
und a2 = 0,5256 .10-B. 

Mit diesen Werten erhiilt man 

_ 1079 (1 -1) 
Mmax - 0,5256.10 6.225 0,999996 

_ 2158.106 (1000004 -1) 
" - 0,5256.450 ' 

" 

" 

2158. 106 04 10-5 
0,5256.450' , . 

863,2.10 = 36 5 cmk . 
~5256.450 ' g 
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Dieses kleine Resultat laBt erkennen, dag die vorstehende Gleichung 
nur bei groEeren Stablangen Geltung bezw. Bedeutung hat, denn mit Zu
nahme der Lange tritt eine wesentliche Vergroflerung des Biegungs
momentes ein. 

Fiir die in der Praxis vorkommenden Balken oder Trager geniigt 
in der Regel der in Aufgabe 27 angegebene Rechnungsgang. 

29. Auf'gabe. (Druck nnd Biegnng). Ein mit lOt gleichmiiEig ver
teilter Holzbalken von 5 m Lange soIl einfach armiert werden. Die 
mittlere StiitzenhOhe betrage 50 cm. 

1. Welche Spannungen empfangen die einzelnen Teile? 
2. Welche Abmessungen erhalt der Balken, dessen Breite zur 

Lange das Verhiiltnis ·4: 5 bilden und 60 kg Druckspan
nung nicht iiberschritten werden soIl? 

3. Welchen Durchll1esser erhalten die Zugstangen bei einer zu
lassigen Materialspannung von 700 kg? 

4. Welche Abll1essungen erhalt der aus GuBeisen hergestellte 
Stiitzenquerschnitt fiir eine Druckspannung von 500 kg. 

Li:isung: 

1. Die einzelnen Spannkrafte. 
Zunachst ist hier auf den Unterschied der Balkenlagerung der in 

den Fig. 104 und 105 dargestellten einfach arll1ierten Balken aufll1erksam 
zu ll1achen. 

Wahrend in Fig. 104 die Mittelstiitze von C = 2 . ~ = ~ belastet 
4 ~ 

wird und das groEte Biegungsmoment nacn § 23 b A.bs. 6, Gleichung 
96 der Einfiihrung zu bestill1men ist, sind in Fig. 105 die Verhaltnisse 
zu beriicksichtigen, wie sie aus § 23 cAbs, 5 der Einfiihrung zu er
sehen sind. 

1m vorliegenden FaIle kann die Mittelstiltze alsEinspannsteIle be
trachtet werden, da die zugehOrigen Bedingungen vollstandig erfiillt sind. 
Dieser Stiitzendruck ist deshalb nach ~ 23 cAbs. 5, Gleichung 116 der 
Einfiihrung 

5 5 5 
C=2 '16 Q=gQ=S·10000 

" = 6250 kg. 

Die beiden Endstiitzendriicke erhiilt man nach G lei chung 115 
daselbst zu 

3 3 
A = B = 16 Q = 16.10000 = 1875 kg. 

Die Druckkraft Ph ill1 Balken ergibt sieh aus dem schraffierten 
Kraftedreieck zu 
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~l 
1 5 5 2 5 I 

Ph = -. -- Q. cotga = - Q. - = - Q-
2 8 16 h 32 h 

. 5 500 
" = 3:3 .10000. 50 = 15625 kg. 

Fig. 105. 

Die gleichgro.@en Zugkriifte P z del' Zugstangen betragen 

~ ~ Q ~Q ,/(~)2+h2 
2 . t5 • 16 5 II 5 V 2 

Pz = sin;-=-h-= Hi Q}l= 16 Q --h=----

11 
5 V2,5 2 + 0,5 2 100000 . 

" = 16.10000 0,5 = 16 v'6,5 = 6 250.2,55 

" =15!:l37,5~ ·15!}40kg. 

2. Die Breite b und Hohe h des Balkens. 

Hier ist wieder naeh § 13 Abs. 9 a, Gleichung 55 

( Ph + Mmax ) (Ph M max) 
O'i(d)=- T -e e = - T+ w '" 

vorzugehen, worin das Biegungsll10ment Mm"x naeh § 23 b Abs. 6, Glei
chung 11 7 del' Einfiihrung 
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Q 1 
2'2 Ql 

Mmax = -- = ----
8 32 

zu bestimmen ist. 
Das Widerstandsmoment betragt 

w= bh2
, wo b:h=4:5 

6 
4h 

oder b = - = 0,8 h ist, 
[) 

W= 0,8.h.h2 = 0,4h3 • 

6 3 
Setzt man die Werte ein, so folgt 

(
Ph ~~) (Ph b Q . 1 ) 

Ui(d)=- bh +O'~h':' =- l),1)h2 +12,W 

16hPh +lJQI 
" - 12,8h3 

h= 13
/_ 16h~h + 3Ql . 

J' 12,8 <Ji(d) 

'Viihlt man nun fUr das unter del' Wurzel stehende h einen Sehatzungs
betrag von 30 em, so erhiilt mall unter Vernaehliissigung des Vorzeiehens 

h= -V~_?~-,-1~H25+3.10000.bOO = 113.8.20.2(7812,5+312,5.50) 
12,8 . 60 3 . 8 .0,8 . 2 . 21) 

_ 13h812~5+T5625 _ v-. --_ -
,,- V--O,8--- - V <l9297 - 30,8 em. 

Die Hohe kann also mit "h = 30 em" zur Ausfiihrung kOlllmen, 
\Vomit dann die Breite 

b=0,8h=0,8.30=24 em 
betriigt. 

3. Del' Durehmesser d der Zugstangen. 
Dm nieht einen zu hohen Durehmesser zu erhalten, ist es zweek

ma1\ig, zwei Stangen nebeneinander anzuordnen, deren jeder einDureh
messer von 

d2n 
P z = fkz = 24 kz, 

d= 1/ 4Pz =0,564 1 /2 Pz =0,5641/2.1594g 
V 2nkz V kz V 700 

,,= 3,8 em 

zu geben ist. 
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4. De r Que r s c h nit t f de r Mitt e 1 s t ii t z e. 
Da diese Stiitze keine allzugroiile Lange hat, ist der Querschnitt 

naeh der einfachen Druckgleichung 
C=fkd 

zu berechnen, woraus 

f=C = 6250 = 125 em2 
kd 500 -'--

folgt. 
Wiihlt man eine Rippenbreite b gleieh der 3 fachen Dicke, so er

baIt man 
f = 20 b - o! = 20. 30 - 02 = 502 , 

0= vi = VIi5 = v'2,5 = 1,58 '" 1,6 em 

und b= 30= 3 .1,6 =4,8 cm. 

30. Aufgabe. (Druck und Biegung.) Ein zweifaeh armierter Trager 
von 8,1 ill Liinge solI als Deekenunterzug fUr cine gleichmaiilig verteilte 
Last von 18000 kg hergestellt werden. Die beiden Mittelstiitzen haben 
eine Liinge von 1 m. 

Es sollen die gleichen Fragen beantwortet werden, wie sie aus der 
Aufgabe 29 zu eJ;sehen sind. 

Losung: 
1. Die Spa n nkriifte der ei n zelnen Teile. 
In diesem FaIle handelt es sich um einen durchgehenden Balken, 

der auf 4 in gleicher Rohe liegendell Stiitzen gelagert ist. 
- -----.",- -- .(. 8.'''''- - ---------, 

Fig. 106. 

Die liber die Lange des Balkens sieh gleichmaiilig verteilte Last Q 
konzentriert sich auf die vier Lagerstellen, von denen zur Berechnung 
der Stabspannungen nur die bei C und D wirkenden Belastungen 
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Q 18000 
C=D = 1,1 3 = 1,1-3- = 6600 kg 

III Frage kommen, da die bei A und B wirkenden Lasten 

Q 18000 
A=B=0,43 =0,4. -3-=2400 kg 

lediglich auf die Auflager entfallen. 
Die in den Zugstangen 1 und 2 auftretenden Zugkriifte PZl und 

Pz2, sowie die den Balken beanspruchende Druckkraft Ph ergeben sich 
aus dem in Fig. 106 schraffierten Kriiftedreieck, und zwar betragt die 
Zugkraft P Z1 

6600 1 / (81)2 ---"=-l-V -t +12 =6600")18,29=19001,4 

" = "" 19000 kg, 

die Zugkraft P Z2 

P =~='£=2!= 6600.8,1 =17820 k 
Z2 tg a h h 3 1 . B ---~ 

e/a 
die Druckkraft Ph im Balken 

Ph =-Pz2 =-17820 kg. 

2. Die Breite b und Hohe h des Balkens. 
N ach § 13 Abs. 9 a, Gleichung 55 ist 

Oi(d)=- (~h+ Meaxe)=_ (~h+ ~vax). 
Hierin betragt das bei C und D auftretende gro1ilte Biegungsmoment 

Q I 
3'3 QI 

Mmax =--=-
10 90 

und das Widerstandsmoment, wie in Aufgabe 29, niimlich 

W= 0,4h3 • 

3 
Mit diesen Werten erhiilt man 

We h n e r t, Festigkeitslehre II. 11 
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12hPh +0,8QI 
(Ti(d) = - - --9,61l3--' 

h= ,3/ _1~hPh~0,~91=_ 1/4(DhP~+()~2~1) 
V 9,6 (Ti(d) V 4., 2,4 (Ti(d) 

,,=_ i~/~~P~+O~_~I. 
t 2,4 U;(d) 

Setzt man fur das unter del' '''furzel stehende h sehatzungsweise 
den Wert h = 32 cm ein, so erhalt man unter Yernachliissigung des nul' 
auf Druekbeanspruchung hinweisenden negativen Vorzeichens 

h = V~·3~17 820+ 0,2 .18000.S~ = rD. 4_._5-. S-.-3--c(-1l-S-S-+,-----22-,-5-.90) 

2,4 . 60 2,4 . 60 
,----~--

,,= iI IO (1188 + 2025) = il32130 = 31,8 = '" 32 cm. 

Die Breite betriigt dann 

b = O,S h = O,S . 32 = 20,6 '" 25 cm. 

S. Die Dul'chmessel' dl und d2 del' Zugstangen. 
Ordnet man auch hiel' zwei Stangen nebeneinander an, so erhiilt jede 

Stange einen Dul'ehmessel' von je 

fk d12n d1 2n 
PZl = z= 2--kz=--kz, . 4 ~ 

d = '/2P~~=056 ,/2.19000=0564 1 / 3SO 
1 V nkz ' 4 V 700 ' V 7 

"=4,155,,,4,2 cm und 

d 2n d 2n 
Pz2 =fk z =2--yk z = 22 ,k., 

d2 = 1 /~_P Z2 = 0,564 ' / 2.1 fS20 = 0,564 1 /356,4 
V nk z V 700 V 7 

,,= 4,025 '" 4 em. 

4. Del' Quel'sehnitt del' beiden Mittelstutzen. 
Wiihlt man auch hier kreuzformigen Quel'schnitt, dessen RippenhOhe 

gleieh del' 7 fachen Dicke sem soU, so genugt aueh in diesem FaIle die 
einfache Dmckgleichuug 

C=fkd, 

woraus 

£ =C_ = 6600 =66 = 13,2 qcm 
kd 500 5 """;'-..;!;..-

folgt. Damit finclet man die Dicke 0' uncI Hohe h del' Rippen zu 

£= 2hO'-02= 2.70'.0'-02 = 13d2, 
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0= 11 lf3 = -Vl~}- = 1I~,~1-~ = ~ ~~ 
und h = 70 = 7 .1 = 7 cm. 

31. Aufgabe. (Druck und Knickung.) Zur Aufnahme einer Trans
missions welle nebst Lager im Gesamtgewichte von 8000 kg soIl an einer 
hohlen, gu13eisernen Saule von 30 cm aui3erem Durch
messer bei 4 cm Wandstarke eine Konsole angebracht 
werden, deren Tischplatte vom Fu13e der Saule einen Ab
stand von 4 m hat. 

Welche grii13te, von Mitte Saule bis Mitte Welle 
zu messende Ausladung darf die Last erhalten, wenn 
200 kg/qcm Spannung auf der Zugseite vorgeschrieben 
ist und eine andere Belastung auf die Saule nicht 
einwirkt? y_I., 

Liisung: 
Nach § 13 Abs. 3 b, Gleichung 45 erhalt. man 

im vorliegenden Faile 

( p Mb(rl)) P Mb(rl) 
(lj(z)=- 1+0cos(al)e =-I+Wcos(ah), 

worin a = 180 -V P = 180 -V __ P __ _ 
n E0 n E(D4-d4)~ 

64 

" , _1)._ 30,.."" 

··a.~(t~" 
Fig. 107. 

a - 180 0 64' / 8000.64 
- n·,5 V 1000000-.=(3--=-04;-----=2--=-247:-) 

" = 0,030489, 
cos (ah) = cos(0,030489. 400 = cos 12,1956 0 

" 
= cos 12 0 11' 31,2/1 = 0,977447, 

Mb(rl) = Po, 
. D4 _ d4 n 304 - 224 
w= D 32=---w-·0,1=~1919,147 cms 

und f = (D2 - d2)~ = (302 _ 222) n = 326,73 cm2 
4 4 

betriigt. 

Diese Werte eingefii.hrt, gibt 

P Po 
(ii(z) = - I + W cos (ah)' 

0= ((ii(Z) +~) W c;(ah) 

11* 
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0=(200+ 8000) 1919,147.0,977447 
326,73 8000 

" = (200 + 24,49) 0,23448 = 224,49 . 0,23448 
,,= 52,64 "-' 52 cm. 

32. Aufgabe. (Zug und Biegung.) Eine aus Rundeisen von 3 em 
Durebmesser hergestellte, 8 m lange Zugstange werde mit 4000 kg be
ansprueht. Das spez. Gewieht des vorliegenden Materiales sei 7,8. 

Welehe Biegungsspannung O'b erleidet die Stange 

1. bei Berueksiehtigung del' Zugbelastung, 
2. bei Vern~ehHissigung del' Zugbelastung und 
3. welehen Wert erl'eieht die gro~te Matel'ialspannung O';? 

Losung: 

1. Die B i e gun g ssp ann u n g O'b b e i E i n w irk u n g de l' Z u g
kraft P. 

Jcl'" Aus del' BiegungsgIeiehung 58 
3-~-: .- t¥'- -- --$-.1'~~ooo~ del' Einfiihrung 

r---{"~""-' '1:= Sm--.J 

Fig. 108. 

Eolgt mit bezug auf § 13 Abs. 9 b, Gleiehung 56 

worin 

Mmax e 
Ub = ----e e = 0 Mmax 

e Q ( 1) " = 0' a2f 1-- Cos (a I) 

_ e pI ( 1) eEp ( 1) 
"-0 P I 1- Cos (al) =p 1-Cos(al) , 

E0 
d 3 

e=-=-=15 em 2 2 ' , 

E = 2000000 kg{qem, 
d2 n 0,32 11; 

p = fl1 ,),= 4 11 ')'= -4- .10.7,8 

,,= 5,5107,,-, 5,51 kg pro ]fd. m 
" = 0,0551 kg pro lfd. em, 

d<1n 34 n 81.n 
0=--=--= -- = 3,974 em4 

64 64 64 

,/T,/ 4000 ,/-2 
a= V E0= V 2000000.3,974 = V 3974 

,,= 0,02243, 
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800 
al = 0,02243. 2 = 8,972, 

eal = 2,718288,972 = 7889 nnd 

naeh § 13 Abs. 1 

Cos(al)=~(eaJ+e-al)= ~ (eal + e~J) 
" = ~ ( 7889 + 78189) = "-' ~ .7889 

" 
= 3944,5 ist. 

Mit diesen Werten erhiilt man 

= 1,5.2000000.0,0551 (1-_1~) 
Ob 4000 3944,5 

" = 41,325 (1 - 0,00025) = 41,325 .0,99975 
" = 41,31 kg/qem. 

NB. Das zweite Glied in der Klammer hat hier einen so kleinen 
Wert, da~ es auf das Resultat so gut wie keinen Einflu~ hat. Man 
hiitte deshalb die gesuehte Spannung aueh naeh der einfaeheren Gleiehung 59 
bestimmen konnen. 

2. Die Biegungsspannung Ob ohne Einwirkung .der 
Zugkraft p. 

In diesem FaIle hat man es mit den im § 23 Abs. 6 der Einfiih
rung aufgefiihrtem Belastungsfall zu tun, fiir den die Gleiehung 96 der 
Einfiihrung 

M _g,L_pL~_pL2_5,51.82_551 8 
max- 8 - 8 - 8 - 8 -, . 

" = 44,08 mkg = 4408 emkg 
giiltig ist. 

Damit erhiilt man naeh der im § 14 Abs. 1 del' Einfiihrung ge
nannten Biegungsgleiehung 58 die gesuehte Spannung 

e 
Mmax=- ab, 

e 

Mmax 4408 k / 
ab = -----r.:;- e = --4' 1,5 = 1663,8 g qem. 

o!!I 3,97 

3. Die ideelle Spannung ai. 

Die auf del' Zugseite auftretende gro~te Spannung ai(z) erhiilt man 
naeh § 13 Abs. 9b, Gleiehung 57 zu 

P + Mmax . d2n 3 2n 
ai(o) = 1 -ge, worm £=4=4 

" = 7,0686 qem betriigt, 
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4000 
(Jilz) = - - + 41,31 = 565,9 + 41,31 

7,0686 
" = 607,21 kgjqcm. 

33. Aufgabe. Ein aus Rundeisen von 1 m Lange und 1 COl 

Durchmesser hergestellter Stab werde mit 15 kg in der Achsenrichtung 

Fig. 109. 

so auf Druck beansprl.lcht, da13 del' Angriffspunkt der Kraft 
vom Schwerpunkte des Querschnittes einen Abstand von 
4 mm hat. 

Welche Durchbiegung wird das freie Stabende er
lei den ? 

Lasung: 
Nach der im § 13 Abs. b angegebenen Elastizitats

gleichung erhiilt man die Durchbiegung 

i = 0 C}os~al) -1), 
worin 0 = 0,4 COl, 

1= 100 cm, 
d4n 1 4n 

0= 64 = 64 = 0,049078 

,,=0,05 cm4, 

E = 2000000 kg/qcm, 
180,/P 180,r -~-

a =rr: V E0 =r; V 2000000.0,05 

" =0,7021 
und cos(a 1) = cos (0,7021 . 100) = cos 70,210 

" = cos 700 12: 36 11 = 0,33858 ist. 

Diese We1'te eingesetzt, gibt 

i = 0 ( __ 1 - - _ 1) = 0 (2953 -1) 
~33858 ' 

" = 1,9530 = 1,953.0,4 = 0,7812 "" 0,8 cm. 

34. .Aufgabe. (Druck nnd Drehnng.) Es soIl der Druck bestimmt 
werden, den man mit del' Spindel einer P1'esse von 10 em Kerndul'ch
messer ausiiben kann, wenn del' Reibungskoeffizient zwischen Spindel und 
PreLlplatte als auch zwischen Spindel und Mutter mit 0,1 angenommen 
wird. Die Materialspannung soIl 5 kg nicht iiberscbreiten. 

Losung: 
Bier vereinigt sich nach Gleichung 67 eine Druckspannung -mit 

einer zusammengesetzten Torsionsspannung. Um die letztere hestimmen 
zu kannen muLl man erst die als Torsionsmomente in Frage kommenden 
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Reibmomente zwischen Spindel und Pre~platte, desgleichen zwischen 
Spindel und Mutter berechnen. 

1. Das Reibmomen t Mt! zwischen 
Spindel und Pre~patte. 

Nach einem Satze del' Mechanik erh&lt man 
das gesuchte Moment Mt! zu 

2 d t 2 dl 
M t2 =Pfl l' 3 '2 = -3- fll -2 P 

2 10 1 
" = 3 .0,1 . ~ P = 3 P cmkg. 

2. Das Reibmoment Mt2 zwischen 
Spindel und Mutter. 

Mit bezug auf beistehende Figur erhiilt man 
das fiir den mittleren U mfang des Gewindes giil
tige Reibmoment 
Mt2 = H . R, worin der mittlere Radius 

R=~ (d l +t) =.~ (d l + ;) =~ .1,125 dl 

R = 0,5625 dl' 
die Steigung 

s = 2 . t = 2.0,5625 d l = 1,125 d l 

und die Horizontalkraft 

H=Ptg(a+(»=P tga+tg(> 
1 -- tgatgQ 

s 

Co 

Fig. 110. 

-- - +fl 
,,= P 2 Rn __ 2_ = P s+2Rnfl 2 

1~-~ 2Rn- s fl2 
. 2 Rn' fl2 

" = 1,125 dl + 2.0,5625 dl . n. 0,1 P 
2.0,5625 el l .n-l,125 ell' 0,1 

_1,125 dl (I + 0,1 n) P _ 1-0,314 P 
"--)J25ddn-O,1) - 3,14=0;1 

0,686 " 
" = 3,04 P = 0,2207 P ist. 

Diese '''erte eingesetzt, liefert ein Reibmoment von 

Mt2 = 0,2257 P. O,!1625 d1 = 0,2257 . 0,5625.10 P 
" = 1,27 P cmkg. 

3. Der Schraubendruck P. 
Wie bereits gesagt, hat hier die Gleichung 67 Geltung. Damit 
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h""1 f- 10 d -{)t W t er a t man, ur m = -, en grohl en er aus 
3 

ai = 0,35 ad + 0,65 v'ad2 + 4 (ao .,;)2. 
Hierin betrl;igt die Druckspannung 

die Schubspannung 

P P 
ad =1= d 2 rc; 

_1_ 
4, 

4 
" = 102rc;P 

" = 0,01274 P kg/qcm, 

1 
M + M ;;- P + 1,27 P 
ttl t2 ;) 

.,; = W p = --d-:-1-::"S-rc;-' 

16 

_ (1 + 3,81) 16 P 
,,- 3.1U3 rc; 

" = 0,00817 P kg/qcm 
und nach Gleichung 16 

ad 0,01274 P 
ao=--= 

1,3.,; 1,3.0,00817 P 

" = 1,19 ""' 1,2. 
Der Schraubendruck P ermittelt sich nunmehr zu 

ai = 0,35.0,01274 P + 0,65 v' (0,01'-=2-=-747P=)~-+..-----o4-'-(17,-=-2-. o"'-,700=-=8::-:1-=7-C;OPO-;;)8 

,,=P (0,35.0,01274+0,65 v' 0,012742 +4.1,44.0,00817 2) 

,,= P (0,004459 + 0,65 v' 0,0001623 + 0,0003845) 

,,= P (0,004459 + 0,65 v' 0,0005468) 
" = P (0,004459 + 0,0152) 
,,= P. 0,019659, 

P= ai 500 k 
0,019659 - 0,019659 = 25430 g. 

Fiinfte Aufgabengruppe. 
Zu § 14. Das Zusammeuwirken verschiedenartiger Schub

spannungen. 
35. Aufgabe. (Schuh und Torsion.) In dem rechteckig geformtim 

Endzapfen einer WelIe ist pendelartig eine Flacheisenstange von 1,5 m 
Lange befestigt, an deren Ende ein Gewicht G = 400 kg hlingt. Die 
Welle macht 70 Umdrehungen pro Minute. 
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Es ist der Reihenfolge nach zu bestimmen 
1. die Umfangsgeschwindigkeit v des Gewichts, 
2. die Schwung- oder Zentrifugalkraft P, 
3. die Breite (1 und Dicke 0 der Zugstange bei 4 kg Material

beanspruchung und dem Verhiiltllis (1 = 20, 
4. die Breite b und Hohe h des Zapfens, dessen hOchste Bean

spruchung 400 kg betragen, wahrend b : h = 2 : 3 sein soll, und 
5. der Durchmesser d der .Welle, auf der der rechteckige Zapfen 

angesetzt ist. 
Losung: 

1. Die Umfangsgeschwindigkeit v des Gewichtes. 

_2In.n 2.1,5.1£.70_ 1099 1 Sk 
v - 60 60 -, "-' 1 m pro e. 

2. Die Schwung- oder Zentri
fugalkraft P. 

G 
P = m . p, worin die Masse m = -

g 

bedeutet. 

2 

und die Beschleunigung p = T 
Damit erhiilt man 

P= G.~= 400 .112 
g 1 9,81 1,5 

= 3289,2 "-' 3290 kg. 
Fig. 111. 

3. Die Breite (1 und Dicke 0 der Zugstange. 

P=f.kz =(10 .kz = 20. o.kz = 202 .kz, 

,/T ,/ 3~90 
0= V 2 kz = V 2.400 = 2,028 "-' ~ 

und (1=20=2.2=~ 

4. Die Breite b und Hohe h des Zapfens. 
Nach der im § 14 Abs. 3 genannten Gleichung 88 folgt: 

O'i=2~h (p+~t), worinb:h=2:3 

oder 

und 
betriigt. 

Diese Werta eingesetzt, liefert 

2 
b=gh, 

Mt=G.l 
O'i = 400 kg/cm2 
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0";= 23 (p+ ;1) 
2· Sh.h Sh' 

h2 =~ (p+~Gl). 
40"i 2h 

Wiihlt man fiir das in der Klammer stehende h sehatzungsweise 
den Wert 9 em, so erhalt man 

h= '/_9_ (3290 + 3.400.150) =30'/32,9+ 100 
V 4. 400 2 . 9 / 40 V 
3,/~ 3 

" = 4; V 132,9 = 4;.11,532 = 3.2,883 = 8,649 "-' 9 em. 

Wie das Resultat erkennen lallt, kann der Sehatzungswert beibe
halten werden. 

Damit betriigt dann die Breite 

b = ~ h = ~ . 9 = 2 . 3 = 6 em. 
3 3 --

5. Der Wellendurehmesser d. 
Mit bezug auf Fig. 111 ist 

d2=b2+h2= (~h)2 +h2= ~h2+h2= 13 h2, 
3 9 9 

, /13112 h Vl-- 9 . 
d = V--9 = S 13 = 3. 3,606 = 9.1,202 

,,= 10,818 "-' 10,8 em. 

Sechste Aufgabellgruppe. 
Zu § 15. Zusammenwirken verschiedenartiger Normal. und 

Schubspannungen. 
36. Aufgabe. (Zug und Torsion.) Das Laufrad einer Turbine iiber

trage seine Bewegung auf die in Fig. 112 dargesteilte hohle, guJ3eiserne 
Welle, die sieh mittelst eines Oberwasserzapfens auf eine sehmiedeeiserne, 
massive Saule von 4 ill Lange stiitzt, deren Belastung sieh aus den Ge
wiehten 

I. der Hohlwelle nebst der Laterne und dem damit versehraubten 
Wellenstiiek samt Kegelrad, 

2. dem auf der Hohlwelle sitzenden Turbinenrad und 
3. der iiber dem Lauf- bezw. Leitrad stehenden Wassersaule zu

sammenstellt. 
Die Belastung der Standsiiule sei mit 6000 kg gegeben. 

Die Leistung der Turbine soIl bei 40 Umdrehungen pro Minute 
50 PS betragen. 
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1. Welehen Dtirehmesser d1 mulil die Standsaule bei 20faeher 
Sicherheit erhalten? 

2. Wie gro13 wird der iilllilere 
Dllrchmeiiser D der Hohl
welle, deren lichter Durch
messer d um 20 mm gro13er, 
als del' Saulendurehmesser 
sein und die ideelle Span
nung I1j den Wert von 
200 kg nicht iiberschreiten 
soIl ? 

Losung: 

1. Der Dllrehmesser dt del' 
Standsiiule. 

Nach § 25 Abs. 2, Gleiehung 142 
der Einfiihrung erhiilt man 

w n 2 0 
P = m . a '12' worln w = 1, 

m=20, 
1 

a=2000000' 

0= dt 4n 
64 ' 

und l=h=400 em ist. 
Diese Werte eingesetzt, liefert 

d1 4n 
w n 2 64 wn3d 4 P= _ . _ . ___ = _ _ _ 1_, 

m a h2 l11ah2 64 

Fig. 112. 

4 V 1 Pmah2 64 _ 6000.20 2000000.4002.64 
dt == --------~---.---------wn3 - 1.n3 

,4/60V . 16.64 
" = V n3 == 11,87", 12 em. 

2. Der A u13endurehmesser D del' Hohl welle. 
Del' Dllrchmesser D ist als die einzige unbekannte Gro13e aus del' 

zusammengeset.zten Gleichung 90 

. _m-1 +111+1'/2+ (' 2 
I1j - 2 111 I1z ~ V I1z 4 a 0 '£') 

zu ermitteln, was jedoch eine fur die Praxis zu ul11standliehe Rechnung 
bedingt . . 
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U m die Bache einfacher zu gestalten, bestimme man zunachst den 
Durchmesser D aus der im § 26 Abs. 3 der Einfiihrnng entwickelten 
Torsionsgleiehung 146 

Mt=Wp'C, 
in der die Torsionsspannung 'C = 150 kg pro qem angenommen werden kann. 

Setzt man ferner nach Gleiebung 149 der Einfiihrung das Torsions
moment 

N 50 
Mt= 716200~ = 716200 40 = 895250 kgmm. 

" = 89525 kgem 
und das polare Widerstandsmoment 

D4_d4 n D4-(12+2)( 
Wp= D ·16= D 0,2 

_ (D3 144) (D3 3 " - -n 0,2"-'0,2 -14), 

worin das im Nenner stehende D, infolge seines geringen Einflusses am 
Gesamtwerte, vorubergehend gleieh d angenommen worden ist, so er
halt man 

Mt = Wp'C 
" =0,2(D3-143)'C, 

woraus dann 

D = -V~ + 143 = ,3/ 895211 + 2744 
0,2 'C V 0,2.150 

" = V2984,16 + 2744 = V5728,16 = 17,89 "-' 18 em 

folgt. Fiihrt man nun diesen Wert £iir das in der oberen Biegungs
gleicbung im Nenner stehende D ein, so erhiilt man weiter 

Mt=Wp'C 

" =0'2(D8_11~)'C' 
D = ,3/ Mt + 144 = -V'-8=-=9-0-C-25-:--+---=38416 

V 0,2 'C 18 0,2. 150 18 

" = V2984,16 + 2134,22 = 1'5118,38 
" = 17,23 "-' 17,5 em, 

welcher Wert nunmehr in der oberen zusammengesetzten Spannungs
gleichung eingesetzt werden kann, um festzustel1en, ob die Spannung O"j 

innerhalb der vorgeschriebenen 200 kg liegt oder diesen Wert mogliehst 
erreicht. 

Man findet daher 

f .. 10 
ur m=-: 

3 
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p P 6000 
worm az =1 = 

(D2 - d2) ~ (17,52 -142)!,i 
24000 

" = 110,25n = 69,3 kg/qcm, 

't; = 150 kg/qcm 

d az 69,3 
un ao =--= =0,35"d 

1,3't; 1,3.150 
betragt. 

Diese Werte eingesetzt, liefert die Spannung 

ai = 0,35.69,3 + 0,65 1"69,32 + 4(1.150)2 

" = 24,255 +0,65 1"4802,49+90000 

" = 24,255 + 0,65 'V94802,69 
" = 24,255 + 200,1 = ?24,355 '" 224 kg/qcm. 

Da dieses Resultat bereits die vorgeschriebene Spannung von 200 kg 
iiberschreitet, ist es notwendig, 'den Durchmessel' D etwas groLler zu wahlen. 
Ein ~Wert von D = 17,6 cm wiirde den Verhaltnissen vollkommen geniigen. 

NB. ,Vird die Welle durch etwaige Querkrafte, z. B. durch Zahn
druck, einseitige Beaufschlagung etc., auch noch auf Biegung beansprucht, 
so hat man llur die Normalspallllullgell, im vorliegelldell FaIle also die 
Biegungsspannung mit del' Zugspannung, zu addieren und den so erhal
tenen Wert in die vorstehende zusammengesetzte Spannungsgleichung ein
zusetzen. 

37 . .A.ufgabe. (Biegung und Abscherung.) Ein schmiedeeiserner Stirn
zapfen werde mit 5000 kg beansprucht. Die Materialspannung sei mit 
5 kg pro qmm an genom men und der spez. Flachendruck betrage 0,3 kg 
pro qmm. 

Welchen Durchmesser erhiilt del' Zapfen 
1. bei Beriicksichtigung del' Biegullg aHein und 
2. bei Beriicksichtigung del' Biegung und Abscherung? 

Losung: 
Zunachst ist das VerhiiItnis zwischen del' Hinge und dem Durch

messer des Zapfens festzusteIlen. 
Mit bezug auf die in del' Einfiihrung Seite 189 und 190 aufge

fi.ihrte Aufgabe 47 ist 

~= ... /o,2k b = 1/°,2.5 = ... /10 = 1,82. 
d V p r 0,3 . V 3 --

I. Bel' e c h 11 U lJ g auf B i e g u 11 g. 
Nach § 14 Gleichung 58 del' Einfiihrung folgt 



174 Seehste Aufgabengrnppe. 

M Wk . M PI Pad b= b, worm b=2=-2-

dSn • 
und W=- 1St, 

~2 

~~ 

-t==t==tl-
I.--.t--' 

Fig. 113. d= ,/16Pa=4.0,564,/Pa 
V nkb V kb 

d ' (5000 . 1,82 -v'i8.2 = 2,256 V - 5 = 22,56 18,2 = 96,24 mm. 

2. Berechnung auf Biegung und Abscherung. 

N h 01 . h 92 'b' h f" 10 ac eIC ung erg! t SIC ur m = '3 

(Ji = 0,35ub + 0,65 VUb2 + 4 (ao~)2, 
worin nach § 12 Abs. b, 2 

4 P 4 P 16 P 
~= 3'1 = s· d2n=S' dIn' 

4 

und 
P~ 

Mb 2 Pad 
(Jb = W =dli'1i = dSn 

32 23"2 
16Pa .. ,,= d2 n betragt. 

Es ist also 

"=0 35 16Pa+ ° 65 ,/(16pa)2+" 4 (16P )2 
~ , ~n ' V ~n 3~n 

_ 16Pa 16P 2 
" - 0,35 d2n + 0,65 3d2n 11(3 a) + 4 

" = 0,5 ~~: (0,7 a + 1,3 . ~ V 9. 1,822 + 4) 

8P . 
" = li2 n (0,7.1,82 + 0,43 V33,8116) 

8P 8P 
" = d2n(1,274 + 2,501)= dan' 3,775, 
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d = ' / 30,200P= 0,564' /30,2. 5~OO 
V n~ V D 

" = 5,64 V302 = 98,01 '" 98 mm. 

38. Aufgabe. (Biegung und Torsion.) Welchen Durchmesser wird 
del' vorhergenannte Stirnzapfen erhalten, wenn Biegung und Torsion in 
Rechnung gezogen werden soll. Del' zwischen Zapfen und Lager auf
treLende Reibungskoeffizien t betrage 0,1. 

und 

Lasung: 
10 

Nach Gleichung 98 ist fur m = 3 
~---~~ 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 VMb2 + (aoM t )2. 
Hierin ist 

d 
Mt = P!t."2 

a o=1. 
Damit el'hiilt man 

Mbi = 0,35 P:d +0,65ll(P '2adr + (Pfl. ~r 
~ Pad+ Pd'/~+ 2 " - 0,35 -2- 0,65"'2 va fl 

" = 0;5 Pd (0,7 a+ 1,3 ya2 + fl2), 
d3n 0,5 -----< 

32 (Ji ="'2 Pd (0,7 .1,82 + 1,3 Yl,82 2 + 0,12) 

d2n 16 (Ji = 0,5 P(1,274 + 2,37), 

d -VO,5. 16. P. 3,644 _ 0 6 Vi 1,8220 .5000 
- -4. ,5 4 

n.~ 5 

" = 2,256 y1822 = 96,3 mm. 

39. Aufgabe. (Biegung, Abschel'ung und Torsion.) Wie gro~ wird 
der Durchmesser des in Aufgabe 36 genannten Stirnzapfens, wenn Biegung, 
Abscherung und Torsion in Rechnung gestellt werden? 

Lasung: 
Hier hat man in e1'8ter Linie die beiden Schubspannungen nach 



176 Sechste Aufgabengruppe. 

§ 14 Abs. 1 zu summieren. Nach der daselbst aufgestellten Gleichung 86 
erhiilt man die zusammengesetzte Schubspannung (Ii> die hier mit '& be
zeichnet sein soIl, 

_ ~(~+Mt) 
'&- d2n 3 d' 

16 (p PP.i) 
"=d2 n S+-d-

16 (P Pp) 8P ,,= dIn "3+ 2 = 3d2n(2 + 3ft). 

Setzt man diesen Wert in die Gleichung 92 ein, so erhiilt man fiir 
10 

m=3 

(Ii = 0,35 (lb + 0,65 V (lb 2 + 4 {ao ,&)2 
~~~~--~~=-------~ 

16Pa -V 116pa)2 { 8P }2 " = 0,35 d2n + 0,65 '\ d2n + 4 adln (2 + 3 !l) 

_ 16Pa+ 16P'/)2 . + '2 ,,- 0,35 d2n 0,65 3d8n r(3a + (a 3pJ 

_ 16 P ( + 1 ,/ • 2 -l- + 2) ,,-0,5 d2n 0,7a 1,3. S v(3.1,82) . (2 3.0,1) 

" = :2~ (0,7. 1,82 + 0,43 iHo,1016) 

8P " = d2n (1,274 + 2,548), 

d = ,/8P. 3,822 = 1,128 V7,644P 
V n.~ ~ 

,,= 1,128 V7,644 ~ 0000 = 1,128 V7644 

" = 98,62 mm. 

40. A.ufgabe. (Biegung und Torsion.) Auf dem 0,7 m langen, frei
tragenden Ende einer schmiedeeisernen Welle sitzt eine Riemenscheibe vom 
Radius 800 mm, mittelst der eine Umfangskraft von 250 kg zu liber
tragen ist. Das Gewicht der Riemenscheibe betrage 300 kg, der gesamte 
Riemenzug von rd. 3 P wirke senkrecht abwiirts. 

Welchen Durchmesser mu.a man' der Welle geben, wenn sie eine 
Materialspannung von 5 kg erhalten solI? 

Losung: 
Nach der nur fiir Schmiedeeisen und Stahl giiltigen Gleichung 99 

erhiilt man zuniichst das ideelle Biegungsmoment 
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Mb; =0,35Mb+O,65 VMb2 + Mt8• 

Hierin ist Mb = (3P + G)l = (3 _ 250 + 300) I 
" = 1050 1= 1050.70 = 73500 emkg 

und Mt = PR = 250.80 = 20000 emkg. 

Die Werte eingesetzt, gibt 

Mb; = 0,35.73500 + 
+ 0,65 V'-7-=-g 5=-=0=-=0"""""2 +--=--=2=-=0-=-0002 

" == 35 . 735 + 65 V735 2 + 2002 

" =25725+49512 
" = 75237 emkg. 

Damit erhiilt man nun einen Wellen
durehmesser von 

dan 
Mb;= Wkb= 32kb "" O,ldskb , 

iI"M- 11 75237 
d= ~= 10-- . =V1504,:U 

O,lkb 500 
,,= 11,46 em "" 115 mm. 

Fig. 114. 

NB. Es ist zweekma~ig, die im 58. Beispiel der Einfiihrung 
nur auf Biegung bereehnete Aehse mit Hilfe der zusammengesetzten 
Festigkeit naehzureehnen. 

41. Aufgabe. (Biegllng und Torsion.) Welehe freitragende Lange 
kann eine 90 mm starke Welle erhalten, wenn die gleiehen Verbiiltnisse vor
liegen, wie in der vorhergehenden Aufgabe angegeben sind. 

Losung: 

a) Bei genauer oder direkter Reehnung. 

Wiederum von der Gleiehung 99 ausgehend, erbiilt man 

Mb; = 0,35 Mb + 0,65 VMb2 + Mt2, 
worin Mb=(3P+G)1=10501, 

Mt = PR = 20000 emkg 
und Mb; = "" 0,1 d a k; betragt. 

Damit folgt weiter 

0,1 dS k; = 0,35. 10501 + 0,65 V (1050 1)2 + 200002, 
(0,1 d3 k; - 367,51)2 = 6,52 (10,5212 + 2002) 

0,01 d6 k;2 - 73,5<13 k; 1 + 367,5212 = (6,5.10,5)212 + (6,5 . 200)2, 
(68,252 - 367,52) 12 + 73,5 dS k; 1 + (13002 - 0,01 d6 k;2) = 0, 

1 = - 73,5 d3 k; + V(73,-5 dS k;)2 - 4(68,252-367,52) (13002 -0,01d6 k;2) 

2 (68,252 - 367,52) 

Wehnert. Festigke;tslehre II. 12 
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1= 

- 73,5.93 .500 ± V (73,5.9 3 .500)2 + 4 .-:ia-if4UO. (13002 - 0,01.9 6 5002) 

- 2.130400 

1 = 500 [- 73,5 . 729 ± v' (73,5 . 729)2 +~52-1-6-0-0-(2,62 -_~,O I .Ji314~1l] 
-260800 

- 535815 ± V 2871.108 - 521,6.103 .5307,65 
,,-

- 521,6 

100 [- 5358,15 ± 3 V3190-0-0-0--~5-21-,6-' .-5-8-,974] 
,.=-------- -5216 -----, 

?J -1786,05 ± v'3190000 - 30760] 
,,- -3.1,7:387 

1786,05 ± 1"3059240 ,,-
1,7387 

= 1786,0_5 - 1749 = 37,05 = 2 3,,-, 22 
" 1,7387 1,7387 1, cm. 

Del' zweite Wert del' quadratischen Gleichung, del' auch positiv ist, 
bat nur mathematische Bedeutung, praktisch ist er unmoglicb. 

b) Bei angenaherter oder indirekter Rechnung. 
Mit Hilfe del' Annahel'ungsgleichung 100 erhalt man unter del' vor

laufigen Annahme, da13 Mb > Mt ist, 
Mbi =0,975 Mb+0,25 Mt , 

worin Mb = 1050 I, 
Mt = 20000 cmkg 

und Mbi = "-' 0,1 dS ki = 0,1 . 93 .500 = 36450 cmkg ist. 
Die Werte eingesetzt, liefert 
Mbi = 0,975.10501 + 0,25 Mt , 

1= Mbi - 0,25 Mt = 36450 - 0,25. 200~~ 
~975.1050 ~975.1050 

36450 ---.; 5000 314:;0 = 30,72 cm "-' 30 cm. ,,- 0,975.1050 '.. 0,975.1050 

42. Aufgabe. Del' gl'o13te Kolbendruck eiller Dampfmaschine, del' 
als konstant angenOllll1len sei. betrage 4000 kg. Es solI fiir einen Halb
messer von 40 cm eine sehmiedeeiserne Kurbel hel'gest()lIt werden, deren 
Breite ,konstant und die Hohe de's gro13ten Armquersehnittes etwa der 
5 fachen Breite sein solI. Die Materialspannung solI 6 kg pro qmm nicht 
wesentlich iiberschreiten. 

Der aus Stabl bergestellte Kurbelzapfen soIl mit 5 kg pro qmm 
beanspruchL werden, wuhrend der auf die gleiche Einheit bezogene Fhieben
druck 0,5 kg betragen solI. 
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Die aus Schmiedeeisen gefertigte Welle soIl in folge der ungii.nstigen 
Beanspruchung mit 4 kg gegen Biegung und mit 3 kg pro qmm gegen 
Drehung in Rechnung gezogen werden, wobei ein, zwischen Lager- und 
Kurbelzapfenmitte gemessener Abstand von 36 cm gegeben sei. 

Im iihrigen betrage die PleuelstangenHinge das 5 fache des Kurbel
radius. 

Die Rechnung soli 

a) durch Annaherung, Wle es prakt.isch vielfach geschieht, und 
b) durch genauere Beriicksichtigung del' wirklich vorliegenden 

Verhiiltnisse erfolgen. 

1m wesentlichen sind folgende Fragen zu beantworten: 
1. Welche Bohrung el'hiilt die Nabe del' Kurbel? 
2_ Welche Abll1essungen sind dem Kurbelzapfen zu geben? 
3. Welche Stiirken bezw. Durchmesser und Langen erhalten die 

Naben? 
4. Welche Breite und Rohe ethiilt del' gro~te und 
5. welche Rohe del' kleinste Arll1querschnitt? 

Losung: 

a) Angeniiherter Rechnungsgang. 
Bei praktischen Rechnungen ist es zumeist iiblich, den Kolbendruck 

ohne Riicksichtnahme auf die veriinderliche Richtung und die Lange del' 
Pleuelstange, als Zapfendruck 
anzunehll1en, del' senkrecht zur 
Kurbel gerichtet ist, wie die 
belstehende Figur 115 erkenllen 
la~t. 

Die Al'mquerschnitte wer
den hierbei 

und 

1. auf Schub, nach del' 
Gleichung 40 cler 
Einfiihrung 

P=f. ks, 
2. auf Biegung, nach 

del' Gleichung 58 
del' Einfiihrung 

Mb=W.kb 

3. auf Torsion, nach 
del' Gleichung 146 
del' Einfiihrung 

1),--
, '" : 

\ .. 

Fig. 115. 

12'" 
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beansprucht, wovon in del' Regel die Schubspannung ihrer GeringfUgigkeit 
wegen aliller Rechnung gelassen wird. 

Was den kleinsten Armquerschnitt betrifft, ist fUr dessen Berech
nung oftmals die Todpunktstellung del' Kurbel maGgebend, in del' das 
nnter 3 genannte Torsionsmoment als Biegungsmoment wirkt. 

1. Die Bohrung Do del' Kurbelnabe. 
Da die Bohrung fiir gewohnlich einige Millimeter kleiner als del' 

Wellendurchmesser gehalten wird, ist zunachst die Berechnung des 
letzteren notig. 

Del' Durchmesser del' auf Biegung und Torsion beanspruchtell Welle 
ergibt sich mit Hilfe del' allgemeillell Gleichung 15 

O'i = 0,35 O'b + 0,65 VO'b2 + 4 (ao .,;)2 

wie folgt: 
Die die Welle beanspruchellde Biegungsspannung (Jb betragt nach 

Gleichung 58 del' Einfiihrung 
Mb P.a 

O'b=W= W' 

die Torsionsspannung .,; nach Gleichung 146 bezw. 151 del' Einfiihrnng 
Mt P.R 

";=--=--
Wp w.W 

und das Anstrengungsverhaltnis ao nach Gleichung 16, fUr m = 13°, 

(Jb O'b (Jb 4 
ao = m-+~l- - 10 + 1 - = -1,-3-"; = 1,3-,-3 = 1,03. 

-m-'''; 3 

10'''; 
3"" 

Setzt man diese Werte in die zusammengesetzte Spannungsgleichung 
ein, so erhalt man den Wellendurchmesser D wie folgt: 

P . a + ' / (P . a) 2 (P . R ) II 
O'i=0,35 W- 0,65 V W +4 aow •. W 

3 P a + ~ P , / 2 + ( R) 2 ,,=0,5 W (),65 W va 4 aow. 

,,= ~ .0,5 (0,7 a+ 1,3 Ya2 +4 (1,03~r) 
_ O,5P ( + ,r;+< R 2) " - Q,lj}ii 0,7 a 1,3 V a~ 1,03), 

i/ p 
D= 5Ui (0,7a+l,3Va2 +(1,03R)2) 
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D = -V~(0'7. 360+1,3 V360 2+(1,03. 400)2) 

" = 10 V5 (252 + 1,3 . 10 V1296 + 1697,44) 

" = 10 V 5 (252 + 13 V~993,44) 
" = 10 V5 (252 + 711,3) = 10 V5------c. 9c-6-=-3,-=-3 

" = 10 V 48! 6,5 = 168,9 '" 170 mm. 

Die Bohrung Do der Kurbelnabe sei nunmehl' mit 
Do= 160 mm 

angenommen. 
2. Die Abmessungen des Kul'belzapfens. 
Da hier del' spez. Fliichendruck p und die Materialbeanspruchung 

O"b vorgeschrieben ist, so ist zuniichst das zwischen der Liinge und dem 
Durchmesser des Zapfens bestehende Verhiiltnis llach dem in del' Ein
fuhrung auf Seite 190 behandelten Beispiele festzustellen. 

Es betragt 

1 v-a~ V-5 ,r,; -d= 0,2-= 0,2-= v2 =1,414. 
P 0,5 

Damit erhiilt man nach Lasung 1 desselben Beispieles einen Durch
messer 

V-P"l 11 4000 ,/--
d= 5· -.-= 5.--.1,414=20 v14,14 

(Jb d 5 
,,= 75,2 '" 76 mm 

und ellle Lange 
1 = 1,414d = 1,414.76 = 107,46", 108 mm. 

S. Die Durchmesser und Langen der Nabel1. 
Fur diese Abmessungen hat man Erfahrul1gsg1eichul1gen aufgestellt, 

die den praktischen Verhiiltnissen vollkommen entsprechen. 
So erhalt man die N abenstiirken 01 und O2 aus 

01 = 0,4 Do + 1 = 0,4.160 + 1 = 64 + t = 65 mm 
und 02=0,5d=0,5. 76=38 mm. 

Damit betragen die N abendurchmesser D1 und D2 
D1=Do+201 =160+2.65=290 mm 

und D2 = d + 2 O2 = 76 + 2 • 38 = 152 mm. 

Fur die N abenliingen hat man 
1. fiir die N abe des Wellenzapfens 

11 _~ Do, wenn die Kurbel warm oder mittelst der Presse auf
gezogen und 

11 > 1,25 Do, wenn sie kait aufgebracht, d. h. nur verkeilt wird, 
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2. fur die Nabe des Kurbelzapfens 
12= 1,5d his 1,75d. 

4. Die Brei te b un d Hohe hI des grojHen A rmq uer
s ch nit tes. 

Wie am Eingange del' Losung bereits gesagt, sind die Armquer
schnitte auf Biegung und Torsion zu berechnen. Da nun abel', wie aus 
del' Figur ersichtlich ist, das Torsionsmoment vom Hebelarm A, d. h. 
von del' Zapfenlange und del' noch zu bestimmenden Armbreite abhangig 
ist, so ist es zweckmii~ig, fiir diese Breite vorHiufig einen Wert auf grund 
del' einfachen Biegungsbeanspruchung festzustellen. 

Auf diese Weise erhiilt man 
Mb = Wab, worin Mb = PR! , 

bh12 b(5 b)2 25 b3 
W=~-=--=-

6 6 6 
D 

und Rl = R - f = 400 - 145 

" = 255 mm betriigt. 
Damit folgt 

25 b 3 
PR1 = ~6- . ab, 

b 6PR! . 6.4000.255 . V- V-------
= ~~= ~~---=34,4,,-,35 mm. 

25ab 25.6 
Del' Hebelarm ), erbiilt nun einen Wert von 

1 b 
A=-+-+X 

2 2 ' 
wo fiir die Anlaufbreite x ein Betrag von etwa 

x = 1,5e = 1,5 (0,07d + 3)= 1,5 (0,07.76 + 3) 
,,= 1,5 (5,32 + 3) = 1,5.8,32 = 12,48,,-, 12 mm 

gerechnet werden kann. 
Damit wird 

108 35 
A =2 +2+ 12 = 54+ 17,5+ 12 = 83,5 "-' 84 mm. 

Fiihrt man nunmehr die Biegungsspannung 
_ Mb PR1 6PR! 

Db = -W = bb!2 =])(5 b)2 

6 
uud die Tol'sionsspannung 

Mt PA 6PA 
7:=-~= =-------~--- .-- -

W b11 11"b2 +-[;2 b.5b-{b2+(5 bf 
6 1 
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6Pl 6Pl 6P~ 
1: = ---= ---= ---

5b21"i6b2 5b3v'26 ~5,5bs 

in die allgemeine Gleichung 15 ein, so erbalt man 

O"i = 0,36 O"b + 0,65 1"Ub2 + 4 (U0 1:)2 

6PR1 ,/(6PR1 )2 ( 6PI-)-g-
" = 0,35 25 bS + 0,65 V ill b3 + 4 1. 25,5 JJ3 

_ 6 PR1 + 6 P VR 2 + 4 .l2 
" - 0,35 25 bS - 0,65 25 bS I l,022 

,,=0,5 2::S {0,7R1 + ],3 VR12+~} 
,,=0,12:S{0,7R1 +o:~~ 1"O,51 2R12+ l 2} 

0,12 P{ - R +---. - '~R 2-l-l2\ ,,= 0,51 1)9 0,307 1 1,3 vO,260 I 1 I J' 

b = ,3/14 ~ (0,357 Rl + 1,3 1"0,2601 R12 + ~2) V 70"i 

-V 4 4000 ( + v' -- 2+ 2) " - l? . -4- 0,357.255 1,3 0,26.255 84 

,,=10 -V 17 (91,035 + 1,31"16906,5 + 7056) 

,,= 10V147 (91,035 + 1,31"23962,5) 

,3/4 
,,= 10 V 17 (91,035 + 201,23) 

,,= 10 -V 1~ . 292,265 = 40,97 ""_4_2_m_m_. 

Die Rohe h1 betragt dann 

h1 = 5 b = Ii . 42 = 210 mm. 

5. Die R ohe h2 de s klei n s ten Arm q uersch n i ttes. 

Da _ del' Armquerschnitt nach dem Kurbelzapfen zu kleiner wird, 
was besonders in den Fallen zu beach ten ist, in welchen sich die Breite 
proportional del' Rohe verjiingt, so ist die Berechnung del' Rohe h2 nicht 
nur aHein in del' vorangegangenen Weise durchzufiihl'en, wobei del' Zapfen
druck senkrecht zur Kurbel wirkend gedacht war, sondern es mu~ im 
vorliegenden Falle auch die Toflpunktlage der Ku.rbel, als zweite un
giinstigste SteHung, beriicksichtigt werden, in welcher del' Zapfendruck 
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auliler auf Zug oder Druck auch noch verbiegend auf den Querschnitt 
einwirkt, dessen neutrale Achse in die Richtung der Armhohe faUt. 

Man unterscheidet deshalb folgende zwei Rechnungen. 

a) Der Zapfendruck wirkt senkrecht zur Kurbel. 
Auch hier ist, wie vorher, von der allgemeinen Gieicbung 15 

aj = 0,35 (Jb + 0,65 v' ab2 + 4 (ao~-)2 
auszugehen, worin die Biegungsspannung 

Mb PR2 6PR2 
(Jb = -w = '"b"b"2 = bh2 

2 2 

r 
und die Torsionsspannul1g 

M t P)' 6P)' 
'[;---- -

- W p - .!>:2 11 b2 + b22 bh2 v'b2 + h22 

zu setzen ist. 

Mit diesen Werten erhiilt man 

6PR -./(6PR)2 ( 6P)' -)2 
(Ji = 0,35 bh/ + 0,65 V bb/ + 4 1· bh2 v'b2=Fh22 

_ 6PR2+ 6P -./ R2+4( ),b2 )2 
" - 0,35 b b22 0,65 bh22 V 2 ib2 + b22 

6P( -.1 (2)'b2)2) 
,,=0,5 bb22 0,7R2 +1,3 VR22+b2+b22 . 

Da das Auflosen diesel' Gleichul1g nach del' gesucbten Robe h2 sehr 
umstandlich ist, ist es ratsam, fiir h2 einen SchiHzul1gswert einzufiihren 
und die Rechl1ung nacb der gegebel1en Matel'ialspanl1ul1g zu kontrollieren. 

Mit h2 = 115 mm erh1ilt man 

. _ 3.4000 ( -. /'2 (2.84.115)2 ) 
a,- 42.1152 0,7.76 + 1,3 V 76 + 422+1152 

__ 2000 ( 2 + 1 -. I 2 l-- 22(84. 115)2 
" -- 7.1152 53, ,3 V 76 - 22(212 + 57,52) 

_ 2000 ( 2 + l' -. I + 96602 ) 
" - 7. 13225 53, ,3 V 5776 441 + 3506,25 

2000 ) 
" = -92575 (53,2 + 1,3 v'5776 + 24903 

2000 ( ,/---) 
" = 92575 53,2 + 1,3 v30679 
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80 
O'i = 3703 (63,2 + 227,7) 

80 
" = 3703 . 280,9 = 6,07 kg pro qmm. 

Dieses Resultat lii.1lt erkemien, daa die gewiihlte Rohe 
hg = 116 mm 

den gestellten Bedingungen entspricht. 

(J) Der Zapfendruck wirkt in der Richtung der Kurbel. 
8teht die Kurbel in der Todpunktlage, d. h. fallen die geometrischen 

Achsen von Pleuelstange und Kurbel zusammen, so beansprucht der 
Zapfendruck den hier in Frage kommenden Kurbelarmquerschnitt auf Zug 
oder Druck mit Biegung, je nachdem die Kurbel die linke oder rechte 
Todlage hat. 

Es kommen hier die im § 13 Abs. 1 und3 genannten Gleichungen 
41 und 43, niimlich 

ai= ± (~+ ~;), 
in Frage, worin P = 4000 kg, 

f=bha, 
Mb= p,t 

betriigt. 

h b2 
und W=~.2_ 

6 

Damit erhiilt man die Rohe ha zu 
p p,t P 

O'i=bhs + hah2 =b2 .hs (b+6,t). 

6 
p 

h2 = b2 ai (b + 6,t) 

4000 
" = 4l!2.6 (42+6.84) 

4000 1000 <l 

,,= 4 (42 + 604) = 2'64 - 646 = ~06,3 mm. 176 .6 6 

Mit diesem Resultat ist festgestellt, daa die vorliegende Bean
spruchung der Kurbel eine sehr ungiinstige ist. Die unter a bestimmte 
Hohe ist gegeniiber der vorliegenden viel zu klein. 

Da der Durchmesser der Kurbelzapfennabe nur 152 mm ist, so darf 
die Rohe ha diesen Wert nicht viel iibersteigen. Es mua somit das hier 
vorliegende Resultat reduziert werden, was eine groaere Armbreite zur 
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Folge hat. ErhOht man diese auf etwa 50 mm, so wiirde sich eine 

brauchbare Rohe von etwa 148 mm ergeben. 

b) Genauer Rechnungsgang. 
Bei genauer Rechnung ist zu beachten, da£l fUr jede Kolben- bezw. 

Kurbelstellung ein anderer Kurbelzapfendruck in Frage kommt. 
Das gleiche gilt auch fiir verschiedene VerhiHtnisse zwischen del' 

Pleuelstangenlange und dem Kurbelhalbmessel'. 

Fig. 116. 

P k den Kolbendruck, 

Ebenso mii~ten auch 
fill' die verschiedenen Kol
benstellungen die zugeho
l'igen Kolbendriicke beriick
sichtigt werden, auf die man 
abel' in del' Regel verzichtet. 
Man l'echnet fast immer nul' 
mit dem. gro~ten Kolben
druck, del' als konstant an
gesehen wil'd. 

Bezeichnet 
V den Normaldruck 

des Kl'euzkopfes 
auf die Gleitbahn, 

P die Schubstangenkraft odeI' den Kul'belzapfendruck, 
N die N ol'malbeanspruchung 

und T die Tangentialkraft del' Kurbel, so el'hiilt man mit bezug auf 
die in del' Figur 116 angegebenen Neigungswinkel 

(J = 180 - a - r, 
r = 180 - (a+(J) 

und 0'= 90-r= a+(J- 90, 

und 

1. den Normaldruck auf die Gleitbahn 

V=Pk·tga, 
2. den Kurbelzapfendruck 

Pk 
P=·~-., 

cosa 
3. die NOl'lll:;llkraft del' Kurbel 

Pk cos y 
N = P . COS" = ---- . COS" = Pk . - -

I cos a I cos a 

4. die Tangentialkraft del' Kurbel 

T=P. cosO'=Pk . cosO' =.Pk . ~o-"O'. 
cos a cosa 
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Tragt man nun die Normal· und die Tangentialkraft N und T, wie 
aus Fig. 117 ersichtlich ist, im Mittelpunkte beliebiger Armquerschnitte 
als positive und negative Hilfskrafte an, wodul'ch bekanntlicb am Gleich· 
gewichtszustand der Kurbel infolge der gegenseitigen Aufhebung dieser 
Krafte nichts geandel't wird, so Hi~t die genannte Figur folgende Bean
spruchungen der Kurbel erkennen: 

I. DUTch die N07'malkl'ajt N hervorgeTujen. 
I. Die Normalspannung 

N N 
u= T =b h' 

2. die Biegungsspannung 
MI NJ.. 6N}, 

UbI = W t = h b2 = -li-b2-' 

6 

wofiil' die in die Hohenrichtung der 
Armquerschnitte fallen de Schwerpunkts
achse N 1 N 1 die neutl'ale Achse des 
Querschnittes ist. 

Fig. 117. 

II. Durch die Tangentialkrajt T veTanlajJt. 
3. die Schubspannung 

3 T 3 T 
'£'1 = 2 ' T ="2' bh' ·· 

bei der auf § 12 Abs. a odel' c, 1 hingewiesen wird, 
4. die B i e gun g ssp ann u n g 

Mb2 TR 6TR 
(Jb2 = 'V = bh2 =bh2 ' 

2 

6 
wo N2N2 die in die Richtung der Breite fallen de neutrale Schwerpunkts
achse darstellt, und 

5. die Torsionsspannung 

Mt TJ.. TJ.. 9 TJ.. 
'l:2=W=~W= 4b2 h = 2' b2 h' 

p - -_ . . 
3 6 

bei del' auf die im § 26 Abs. 3 b del' Einfiibrung aufgefiihrte Gleichung 151 
binge wiesen wird. 

Diese fiinf Spannungsarten sind in den Figuren 118 und 119 
grapbisch dargestellt, von denen die unter Abs. I, 1 und 2 genannten Normal
spannungen aus Fig. 118 a und b, die unter Abs. II, 3 bis 5 angegebenen 
Normal- und Scbubspannungen abel' aus den Figuren 118c und 11ge 
und f zu erseben sind. 
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Die Fig. 118d gibt eine Zusammenstellung der drei, den recht
eckigen Armquerschnitt gleichzeitig beanspruchenden Normalspannungen 
nebst der Richtung der neutralen Achse N N. Das Bild liitlt erkennen, 
dati die Ecke 1 des Querschnittes am meisten beansprucht wird. 

Die Fig. 119g zeigt die Zusammenstellung der heiden Schubspan
nungen, die in der Mitte der Querschnittsseite 12 ihren grotlten Wert haben. 

Fig. 118. 

Ein Vergleich der beiden zu
sammengesetzten Spannungsbilder 
lehrt, dati die gr5t1te Beanspruchung 
des Armquerschnittes zwischen der 
Ecke 1 und der Mitte der Seite 12 
auftritt. 

Teilt man sich diese Strecke in 
eine Anzahl gleiche Teile, z. B. in 8 
gleiche Teile, und setzt man ffir die 

Fig. 119. 

einzelnen Teilpunkte die daselbst auftretenden Spannungswerte nach der 
allgemeinen Gleichung 15 

(Ji = 0,35 a + 0,65 Ya2 + 4 (ao~)2 
zusammen, so wird man fin den , dati in den meisten Fallen die gr5t1te 
Anstrengung des Querschnittes in der Niihe der Mitte von 12 liegt. Nur 
bei verhiiltnismatlig langen Kurbeln kann es moglich werden, dati die 
gr5t1te Spannung an der Ecke auftritt. 

In der Regel handelt es sich bei der Querschnittsberechnung der 
Arme nur urn die aus Fig. 115 ersichtlirhen beiden Querschnitte a,,-, b 
und c "-' d, wo bei letzterem noch besonders auf die Todpunktlage, in 
der N = P = Pk und T = ° wird, zu achten ist. (Vergl. L6sung 5, (1). 
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Fiir das vorliegende Verhaltnis zwischen Pleuelstange und Kurbel
halbmesser, niimlich 1: R = 5 : 1, erhiilt die Kurbel bei etwa (1 = 1050 

ihre gro13te Beanspruchung. 

43. Aufgabe. Es soil untersucht werden, ob die in vorhergehender 
Aufgabe unter Abschnitt a gefundenen Abmessungen der Kurbelarmquer
schnitte a C') b und c "" d auch den unter Abschnitt b zugrunde liegenden 
Bedingungen geniigen. 

Losung: 
Unter bezugnahme auf die im Abschnitt b der Aufgabe 42 ange

gebenen Ausfiihrungen und Figuren erhiilt man folgendes: 

und 

1. Die in Fig. 116 genannten Winkel 
sin a : sin (1 = R : 1, 

. Rsin(1 Rsin 1050 Rsin (900 + 15°) 
slna=-l-= 1 =---l--~ 

R cos 15° 0,96593 = 0,19318, 
" 5R 5 

a = 11 0 8,41 "" 11 ° 81, 

1'= 180-(a+ (1)= 180 _(11° 81 + 105°) 
,,= 180 - 1160 81 = 63° 52 1 

---
0= 90-r=90- 63° 52 1 = 260 81• 

2. Der Kurbelzapfendruck P. 

P= P k = 4000 k 
cos a cos 11 081 4077 g. 

3. Die Nor mal- oder Zugkraft N. 

N = P k cos r = 4000 cos 63° 521 = 1795,6 
cos a cos 11 0 81 

" = "" 1 796 kg. 

4. Die Tangentialkraft T. 

T = P k cos 0 = 4000 cos 26° 81 

cos a cos 11 ° 81 
3660 kg. 

I. Ft"ir den Querschnitt a"" b. 
a) Die Einzelspannungen. 

1. Die Zugspannung (}z. 

N 1796 
O"z =bh1 = 50.210 = 0,171 kg. 

2. Die Biegungsspannung (}bl. 

6 N ). 6.1796.84 
0"b1= b2h1 = 502 .210 =1,724 kg. 
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3. Die Schubspalluung 'Cl' 

3 T 3 3660 • 183 
'Cl = 2 . b hI = 2' 50 . 210 = 350 = 0,523 kg. 

4. Die Biegungsspauuung O"b2. 

_6TR!_6.3660.255 _ 2539 k 
O"b2- bhl2 - 50.2102 - , g. 

5. Die TOIsionsspannungen 'f21 und 'C2 1 

'f i = ~ . _'!'?,,_ = ~. 3660 . 84 2 63 k 
2 2 b2h1 2502 .210 ,5 g, 

!I _ ~. Tl _~. 3660.84_ 2 k 
'f2 - 2 bh12-2 50.2102 -0,6 7 g. 

b) Die zusammengesetzten Spannungen. 
1. Fur die Querschni ttss telle 1. 

Mit bezug auf Fig. 118d und 119g erhiilt man 
a; (z) = az + O"bl(z) + O"b~(z) 

" ~= 0,171 + 1,724 + 2,539 = 4,434 kg "-' 4,5 kg, 
'f;=0. 

2. Fiir die Querschllittsstelle 8. 

11;(z) = O"Z + I1bl(z) = 0,171 + 1,724 = 1,895 kg, 

'f; = 'C1 +'C21= 0,523+2,635 ~~ 3,158 kg. 

Mit diesell Wertell erhiilt man eine zusammengesetzte Spannung 

11; = 0,35 a;(z) + 0,65 V 0"; (z)2 + 4 (ao 'C;)2-

,, = 0,35.1,895+0,65 V1,895 2 +4 (1.3,158)2 

,, = 0,6632 + 0,65 V3,591 + 39,892 

,,= 0,6632 + 0,65 V 43,483 
,, = 0,6632 + 4,286 = 4,9492,,-, 5 .kg. 

Wie aus den genanllten Figuren zu erkennen ist, wird der Quer
schnitt langs del' Kante von 1 bis 8 am meisten beallsprucht, und zwar 
ist die Beallspruchung nach letzter Rechnung an del' St.elle 1 rd. 4,5 kg, 
an del' Mittelstelle 8 dagegen rd. 5 kg, welcher Wert noch innerhalb del' 
in der Aufgabe gegebenen Spannung liegt. 

Fig. 120. 

Es ist allerdings moglich, daB illilerhalb der Strecke 
1 bis 8 und zwarmehr llach 8 zu gelegen, noch eine 
etwas hohere Spannung auftreten kann, deren Wert vor
aussichtlich die vorgeschriebenen 6 kg nicht iiberschreiten 
wird. 

Notigenfalls kann man auch noch £iir die Stellen 2 bis 7 die zu
sammengesetzten Spannungswerte . bestimmen, wozu die Figuren 118 und 
119 eine zweckmiiJ3ige Dbersicht geben. 
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II. Ft"ir den Que,·sehnitt e '" d. 
a) Die Einzelspannungen. 

1. Die Z ug spa n nun g Uz. 
N 1796 

Uz = bh2 = 50: 148 = 0,243 kg. 

2. Die Biegungsspannung UbI' 
6NA 6.1796.84 

UbI = b2h2 = 502 • 148 = 2,446 kg. 

3. Die S c hub spa n nun g 'Z"1-
3 T 3 3660 

'Z"1 ="2bha ="2 50 .148 =0,742 kg. 

4. Die Biegungsspannung ab2. 
A TRa 6.3660. 76 k 

Ub2 = bha2 = ~1482 = 1,524 g. 

5. Die Torsionsspann ung 'Z"a i und'Z"a"' 
I 9 T A 9 3660. 84 . !I k 

'Z"2 ="2'b2ha ="2' 502.148=3,7v9 g, 

II 9 Tl 9 3660.84. 
'Z"2 ="2·bha.2 =2·50 .1482 =1,263 kg. 

b) Die zusammengesetzten Spannungen. 

1. Fur die Querschnittsstelle 1. 

Mit bezug auf die Figuren 11Sd und 119 g erhiilt man 

O"i(z) = Uz + Ubl(z) + Ub2(z) 
" =0,243+2,446+1,524=4,213 kg, 

'Z"i=O. 

2. Fur die Querschnittsstelle 8. 
Ui(z) = Uz + UbI(z) == 0,243 + 2,446 = 2, 689 kg, 

'Z"i ='Z"1 + Tal = 0,742 + 3,739 4,481 kg. 

Diese Werte liefern eine zusammengesetzte Spannung von 

0i = 0,35 (Ji(z) + 0,65VOi(z)2 + 4 (ao 'Z"i)2 
,,= 0,35. 2,689 + 0,65 V2,e8-::C9a;O-+--;--4---'(:-I-. 4-,4:-8-1--0:)2 

,,=0,941 + 0,65 V7,231+ 80,316 

.,=0,941 + 0,65 v8'7;547 
,,= 0,941 + 6,082 = 7,023 kg. 

Wiihrend der Querschnitt an der Stelle 1 nur mit 4,213 kg bean
sprucht wird, erreicht die Spannung bei 8 einen Wert von rd. 7 kg, 
der die vorgeschriebene Spannung von 6 kg uberschreitet. Es kOnnte 
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die Hohe h2 bis zum Nabendurchmesser D2 = 152 mm vergro.Qert werden, 
falls eine Reduktion der Spannung eintreten soIl. 

e) Die zusammengesetzte Spannung in der Todlage der 
Kurbel. 

Da in dieser Lage die Tangentialkraft 
T=O 

ist, womit die im letzten Beispiele unter Abs. b, II aufgefiihrten 3 Span
nungen wegfallen, so erhalt man die zusammengesetzte Spannung als die 
Summe der unter Abs. b, I genannten Beanspruchungen, namlich 

N Ml N 6Nl 
(Ii = (fz + (fbI = f + W = iJ1I + bah 

1 2 2 

N 
"=b2h (b + 6 l), 

a 
worin N = Pk zu setzen ist. 

Damit wird 
4000 . 

(fi = 5011 .148 (50 + 6.84) 

2 1108 
"=185. 554 = 185 =5,9",6 kg; 

Dieser Wert wiirde den gestellten Bedingungen geniigen. 

44. Aufgabe. Fiir eine liegende Dampfmaschine von 350 mm 
Zylinderdurchmesser und 600 mm Hub solI an Hand der beistehenden 
Skizze eine Kurbelwelle aus Stahl mit 6 kg Beanspruchung hergestellt 
und deren Durchmesser an den Stellen der Auflagen und des als Riemen-

.. ~. ·:.~·~~:·~.o. ~ 1m 
, ·--r.J~5 ... 

"1"'-' -' -
i 

'---~'---::7""=.~ . ~,h"'--~ 

Fig. 121. 

scheibe dienenden Schwungrades, das ein Gewicht von 3800 kg hat, 
berechnet werden. 

Die mit Kondensation, bei konstanter Fiillung von 0,25, arbeitende 
Maschine wirke mit einer Dampfspannung von 8 Atm. Uberdruck. Die 
Zahl der Umdrehungen pro Minute sei 120. Der Wirkungsgrad der 
Maschine sei mit 0,8 gegeben. Die Lange der Pleuelstange sei gleich der 
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.5 fachen Kurbellange. Die Kolbenstange ist nach riickwiirts nicht ver~ 
langert. Beziiglich der Dirnensionierung der Kurbel, die hier als Scheibe 
ausgebildet sein soIl, sei auf den, in vorhergebender Aufgabe angege~ 

benen Rechnungsgang verwiesen. 
Losung. 

I. Berechnung des Kolben- und Kurbelzapfendruckes, des groftten 
Drehmomentes und der Umfangskraft des Schwungrades. 
1. Der Kol bend ruck Pk . 

Da beirn Vorwiirtsgange des Kolbens der Darnpf auf die gauze 
Kolbenfliicbe driickt, ist dieser Druck der folgenden Recbnung zugrunde 
:zu legen. 

D 2n 35 2 n 
Pk=F .p= 4· p= -4- .8=962,113.8 

" = 7696,904 C'V 7700 kg. 

2. Der gro~te Kurbelzapfeudruck P. 

Den gro~ten Wert erreicbt 
·der Knrbelzapfendruck P fiir den 
,gro~ten Ausscblagswinkel a der 
Pleuelstange, welcher in der, in 
Fig. 122 gezeichneten Knrbel
:zapfenstellung, vorliegt. 

Dieser Winkel betriigt 
. R R 1 

sm a = E = 5 R = [; = 0,2, 

'Damit erbiilt man 

Fig. 122. 

Pk 7700 
P = cos a = cos 11 0301 = 7858 '" 7860 kg. 

Die Horizontal- und Vertikalkomponente Ph und P T erhiilt man zu 

Ph=Pcosa = Pk = 7'700 kg, 

Pv=Psina= 7860 sin 110 301 = 7860.0,2 
" 1572 kg. 

3. Das gro~te Drehrnoment Mt(max) der Kurbel. 
Das veriinderliche Drehmoment wird seinen groaten Wert erreichen, 

'wenn die Pleuelstange mit der Kurbel einen rechten Winkel einschlie~t. 
Da in dieser Stellung der Winkel a den Wert 

R R 
tga = E=5R=0,2, 

a= 11 0 201 

'Wehnert, FestigkeitsJehre II. 13 
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hat, del' mit dem gro~ten "\Vinkel beinahe ubereinstimmt, 
auch hier den gr5~ten Zapfendruck in Rechnung setzen. 
man das gro~te Drebmoment 

Mt(max) = P R = 7860.300 = 2358000 kgmm, 

4. Die Anzahl Nn del' Pferdestarken. 

so kann man 
Damit erhalt 

Die .Anzahl del' nutzbaren Pferdestarken erhaltman nach folgender,. 
del' Mechanik bezw. Maschinenlehre entnori1menen Gleichung: 

Nn=Ni'l/ 
FPm. 2R 2 .n 

" 60.75' r; 

" 
FPm R n '1/ worin Pm'" 5 Atm. nach Tabelle, 
~Th' 

D2 IT 35 2 n; 
F=-=-

4 4 
,,=962,11 qem, 
R =0,3 m, 
n=120 

und r; = 0,8 ist. 
Damit wird 

N =962,11.5.0,3.120.0,8=12315 
n 15.75 ' 

" = '" 120 PS. 

5. Die K raft PI a ll1 U m fan g e des S c h w u n g I' a des. 

Wiihrend das unter 3 fur die Kurbel berechnete Drehmoment Mt(max),. 
als das gr5~te auftretende Moment, nur zur Berechnung del' Beanspru
chungen del' Kurbel und WeUe client, hat man zur Bestill1mung del' 
Ull1fangskraft PI das bedeutend kleinere Durcbschnittsll10ment Mt zu be
Butzen, wie es die im § 26 del' Einfuhrung angegebene Arbeitsgleichung: 
liefert. 

Man erhalt 
N 

Mt =716200-, worin Mt =P1R1 ist, 
n 

N 
PI R1 = 716200-, 

n 

716200N 
716200 N 

n 
P1 =---::-::--

Rl R1 n 

716200.120 7162 
,,= 1300.120 =13=550,9 ",550 kg. 
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II. E1'mittlung des Kurbellagm'druckes A. 
Dieser Druck bildet sich als Resultante aus den Horizontal- und 

Vertikalkomponenten der vom Kurbelzapfendruck und Riemenzug hervor
gerufenen Lagerdrucke unter weiterer Berucksichtigung des nur vertikal 
wirkenden Schwungradgewichtes. 

1. Der vom Kurbelzapfendruck P herriihrende Lager. 
d r u c k A p, neb s t it e sse n H 0 r i z 0 n tal - u n d V e r t i k a 1 k 0 m p 0 n e n t e 
Ap(h) und Apev)' 

a) Der Lagerdruck Ap. 
Den vorher unter Abs. I, 2 bestimmten gr6li1ten Kurbelzapfendruck P 

denke man sich mit bezug auf Fig. 123 als parallele Hilfskrafte + P 
und - P am Fulile der Kurbel angebracht, so bildet der gegebene Zapfen
druck P mit der Hilfs- a 
kraft - P ein Kriifte- . ",t, _.J" qzh .. 
paar, welches das Dreh- £t ' :---1-,1,,. 
moment veranlalilt, wah- ';-... . ',: 
rend die andere Hilfs-
kraft + P ein Moment 
P . (11 + 1) liefert, falls 
an der Lagerstelle B ein 
Drehpunkt gedacht wird. 

Diesem rechts auf

-s '>; ~3 

Fig. 123. 

warts wirkenden Momente mulil nun aber ein links abwarts gerichtetes 
Gegenmoment vom Werte Ap.l das Gleichgewicht halten. 

Die Gleichgewichtsbedingung lautet daher 
Ap .1 = P . (I1 + 1), 

woraus sich die Gr6li1e des Lagerdruckes 

Ap = P (II + 1) 7860 (0,28 + 1,2) 7860.1,48 
1 1,2 1,2 

" = 9694 kg 

ergibt. 

b) Die Horizontal - und Vertikalkomponente Ap(h) und Ap(T)' 

Ap1h) = Ap cos a = 9694. cos 11 0 30 ' 

" = 9499", 9500 kg,. 

Ap(v) = P sin a = 9694. sin 11 030' 
" = 9694 . 0,2 = 1938,8", 1939 kg. 

NB. Die Horizontalkomponente Ap1h) kann man auch direkt aus 
den beiden Todstellungen der Kurbel ermitteIn, in weichen der Kolben
druck mit der Pleuelstangenrichtung zusammenfallt. 

In diesem FaIle erhiilt man 

13* 
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Ap(h) .1=Pk • (II -/- 1), 

Ap(h) = Pk (l~ + 1) 

7700.1,48 
" 1,2 

" 
= 9497,,-,'9500 kg. 

----
2. Berechnung des Riemenzuges R, nebst dessen Hori

zontal- und Vertikalkomponente Rh und Rv und der zu
gehorigen Lagerdriicke AR(h) und AR(v)' 

a) Der Riemenzug R. 
1. Ermittlung der Riemenspannungen T und t. 
Der Abstand m der Schwungradmitte von der Mitte der Riemen

scheibe betragt 

m = ~ = VO,o5 2 +4,52 

----
" = VO,302b + 20,25 = V20,5525 
,,=4,533 m. 

Der vom Riemen iiberspannte Zentriwinkel w der kleinen Scheibe 
ergibt sich zu 

cos ~= Rl - R2 = 1,3 - 0,235 = 1,065 = 02349 
2 m 4,533 4,533 ' , 

~=76025', 
2 

w=152° 50'. 
Die Riemenspannung T erhiilt man unter bezugnahme auf das in 

~----/.)",5"", ---- der Einfiihrung auf 
Seite 232-235 an
gegebene Beispiel 75 
Abs. 3 mit 

e"'''' T= .P. 
e"''''-l 

Der Wert fiir 
e f'''' ergibt sich fur 

Fig. 124. das hier vorliegende 
Verhaltnis zwischen 

dem iiberspannten Bogen und Umfang oder, was dasselbe ist, fUr das 
Verhiiltnis zwischen dem uberspannten Zentriwinkel w und Vollwinkel 
360°, d. i. 
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nach der in der Hutte (18. Aufl.) Seite 219 aufgefiihrten Tabelle, fUr 
einen zwischen der gulleisernen Riemenscheibe und dem Lederriemen giil
tigen Reibungskoeffizienten f.l = 0,28 zu 

el'''' =2,11. 

Mit diesem Werte und der im Abs. I, 5 angegebenen Umfangskraft 
P 1 erhalt man 

T = 2,11 . PI = 2,11 .Pl 
2,11-1 1,11 

" = 1,901 P l = 1,901.550 = 1045,55 

" = "" 1046 kg. 

Die Kraft t im gezogenen Riementeile betragt dann 

T-t=Pl , 

t=T- P l = 1,901 P l :::":"'PI =0,901 P1 

" = 0,901 . 550 = 495,55 

"=,,,496 kg. 

2. Bestimmung des von den offen en Riementeilen ein
geschlossenen Winkels cr. 

Mit bezug auf Fig. 124 ist der Winkel zwischen der Verbindungs
linie der beiden Scheibenmit~el und der Horizontalen 

o 0,55 
tg1'= -=--=0,1222, 

s 4,5 

1'=6°581• 

Der gesuchte Winkel g; folgt aus 

sin 1£= R1 -R2 = 1,3-0,235 = 1,005 =0,23494, 
2 m 4,533 4,533 

1£= 130 35 1, 

2 
g;= 2 .13 0 35 1 = 27° 101• 

3. Der Riemenzug R. 
Aus dem in Fig. 124 angegebenen Kriiftedreieck erhiilt man mit 

Hilfe des erweiterten Pythagoras 

R=VT2 + t2 + 2Ttcosg; 

,,=V(1,901Pl )2+(0,901P1 )2 + 2.1,901. Pl. 0,901Pl • cosg; 

" = P 1 1"1,901 2 +0,901 2 + 2. 1,901.0,901. cos 2'7 0 101 

"=P1 1"3,613801 + 0,811801 + 3,0476 
"=P1 v'7,473202 = 2,7337 P1 

,,= 2,7337.550 = 1503,53 "" 1504 kg. 
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b) Die Horizontal- und Vertikalkomponente Rh und Rv. 

Da nach Fig. 125 die gesuchten Komponenten von dem Neigungs
winkel a abhangig sind, der wiederum die Kenntnis des Winkels {1 
.z----- ff vo~ausset~t, so sind in erster Linie diese 

1!==~2:~~~i. Winke;. ;e~::t:::::g derWinkel 
...... ---- t {1 und o. 

~/'---"""" Den Winkel {1 erhiilt man mit 
~/--- Hilfe des erweiterten Pythagoras aUB 

Fig. 125. dem, aus Fig. 125 zu ersehenden stumpf
winkligen Kriiftedreiecke zu 

t: R = sin {1: sin (180 - cp), 
sin {1= t sin (180 -IP) = t sin IP 

R R 
O,901Pl sinlP 

" = 2,7337P1 

(1=~391. 

0,901. sin 27 0 101 

2,7337 

Der Winkel a betriigt 

o={1 - E, wo E=P.- r 2 
,,=13° 351-6° 581 

,,= 6° 371 betriigt, 
,,=8° 391 - 6° 371=2° 21. 

2. Die Komponenten Rh und Rv 
Rh=Rcoso=1504. cos 2° 21 
" =1503 kg, 

Rv=Rsino= 1504 sin 2° 21 
" = 53,36", 53,4 kg. 

c) Dar Horizontal- und Vertikal-Lagerdruck AR(h) und AR(v). 

Denkt man sich in Fig. 126 die Welle bei B drehbar gelagert, so ist 

-

Fig. 126. 
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AR\h) .1 = Rh • Is, 

A = Rh . Is = 1503 . 0,385 = 482 2 k 
Rlh) 1 1,2 ,g, 

AR(v) .1=Rv . Is, 

A Rv. Is 53,4 . 0,385 
R(v) = --1-= = 17,13", 17,2 kg. 

1,2 

1. Der vom Schwungrad herriihrende vertikale Lager
druck As(v)' 

- - - : 

Fig. 127 

Stellt man sich wieder die 
Welle bei B drehbar gelagert vor, 
so ist mit bezug auf Fig. 127 

:-"J . 

Jt 
Fig. 128. 

As (v) .1=G .ls, 

AS (V)=G i I3 = 
3800.0,385 

1,2 

" 
= 1219,1 kg. 

2. Del' resultierende Lagerdruck A. 
Wie die Fig. 128 erkennell lii~t, ist bei der vorliegenden Frage 

,der Hin- und Riickgang des Kolbens bezw. der Pleuelstange zu beriick
sichtigell. 

Wahrend in der hochstell und tiefstell Stellung des Kurbelzapfens 
die Kraft P v nach oben gerichtet bleibt, andert die Kraft Ph ihren Rich
tungssinn, was bei Feststellung des I .. agerdruckes A zu beachten ist. 

a) Bewegt sich die Pleuelstange vorwarts, so erhiilt man den 
Lagerdruck A nach Fig. 129 a mit Hilfe des pythagoreischen Lehr
satzes zu 

J.' ::~€l 

Fig. 129. 

welcher Ausdruck jedoch nicht naher ausgerechnet zu werden braucht, da 
er llicht den grofiten Wert liefert. 
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b) Bewegt sich die Pieueistallge z urii ck, so bildet sich der Lager-
druck A mit bezug auf Fig. 129 b zu 

A = V (A(Ph) + A(Rh»)2 + (- Ap(v) + AR(v) + AS(v})2 

" = V(9500 + 482,2)2 + (-1939 + 17,2 + 1219,1)2 

" = V9982,2 2 + (~702,7)2 
" =V99648000+493800=V100141800 

" = 10006,9 '" 10007 kg. 

3. Der N eigullgs.will kel Qa' 

Ap(h) + AR(h) 9500 + 482,2 9982,2 
COSQ2 = A = 10007 = 10007' 

Q2 = 3° 29 1 '" 3,5°. 

~II. E1"mittlung des Kurbellagerdruckes B. 
Auch dieser Druck bilclet sich, wie bei cler Lagerstelle A, aIs 

Resultante aus den Horizontal- uud Vertikalkomponenten der vom Kurbel
zapfendruck und Riemenzug veranialMen Kurbellagerdriicke, sowie des. 
vom Schwungradgewichte herriihrenden vertikalen Lagerdruckes. 

Fig. 130. Fig. 131. 

1. Der vom Kurbelzapfendruck P hervorgerufene hori
zontale und vertikale Lagerdruck Bp(h) und Bp(v)' · 

Denkt man sich in Fig. 130 die Welle in A drehbar gelagert~ 

so foIgt: 
Ph .11 = Bp(h) . 1, 
B - Pl •. 11 _ 7700 . 0,28 -1796 7 k 

P(h)- 1 · - 1,2 - __ . _,~ 

P v . 11 = Bp(v) . I, 

_Pv~_1572.0,28=3668 k 
Bp(v)- 1 - 1,2 ---,-,-..;g-" 

2. Der vom Riemellzug herriihrellde 
vertikaie Lagerdruck BR(h) und BR(v)' 

Nach Fig. 131 ist 
BR(v) .1 = Rv .12, 

horizontaie und 
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B - Rv .12 _ 53,4.0,815 _ 3 3 
R(v) - -1- - - 6, kg, 

1,2 

B - Rh .12 _1503 .0,815 _ ° ° k 
R(h) - -1- - 1 2 - 1 2 ,8 g. , 

3. Del' vom .Sch wungl'ad-
gewicht hel'l'iihl'ende Lagel'
dl'uck Bs(v)' 

Nach Fig. 132 erhalt man 

Bs(v) .1 = G .12' 

-: --,(.1.t .... -H-I-----..: 

~,(,.q31 5 m 

B G .12 3800.0,815 
Sly) = - 1- = 1,2 

= 2580.8 kg. Fig. 132. 

4. Del' l'esu1tiel'ende Lagel'dl'uck B. 
Auch in diesem FaIle ist, wie beim Lagerdrucke A (vergl. Abs. IT, 4), 

del' V 01'- und Riickwartsgang del' Pleuelstange zu beachten. 
a) Bewegt sich diese Stange l' ii c k war t s, so betragt del' Lagel'

druck B nach Fig. 133a 
~--~-~~=--~=--~=-~ 

B = V(BR(h) - Bp(h))2 + (Bp(v) + BR(v) + BS(v)2, 

welchen Ausdruck man nicht wei tel' aus
zurechnen braucht, da beim Vorwal'tsgang 
del' P1euelstange ein gro~el'er Wert zu
stande kommt. 

b) Bei del' V 0 r war t s b ewe gun g 
del' P1euelstange el'hiilt man nach Fig. 133 b 
einen Lagel'druck 

B= 

V lBp(h) + BR(h))2 +(Bp(v)+BR(v)+Bs(v))2 

Fig. 133. 

B = V(1796,7 + 1020,8)2 + (366,8 + 36,3 + 2580,8)2 

" ~ V::l817,5 2 + 2983,9 2 

" = V7 938400 + 8 903 600 

"=V16842000=4103,9,,,4104 kg. 

5. Del' Steigungswinkel Qg. 

Nach Fig. 133b ist 

Bp(h) + BR(hl 1796,7 + 1020,8 
cos Q2 . ---B---. = 4104. 
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2817,5 
cos Q2 = 4104' 

(!2 =- 46° 39 1• 

IV. Berechnung der Biegungsmomente nebst der graphischen Dar
stellung der Momentenfliichen. 

a) Berechn ung der Biegungsmgmente. 

Die fur die Querschnittsstellen .A und C vorliegenden einzelnen, wie 
auch zusammengesetzten Biegungsmomente ergeben sich in foigender Weise: 

1. Die fUr die Lagerstelle A geltenden Biegungsmomente MA(pv) 
und MA(Ph) fur den im .Abs. II, 1 behandelten und in Fig. 123 darge
stellten Belastungsfall, bei dem nur der Kurhelzapfendruck auf die WeUe 
einwirkt, hetragen 

MA(pv)=Pv .11 = 1572.0,28= 440,16 mkg, 

MA(Ph) = Ph .11 = 7700.0,28 = 2156 mkg. 

Das resultierende Biegungsmoment Mb erhalt man entweder aus 

Mb = VM A (Pv)2 + M A(Ph)2 

oder einfacher zu 
Mb = Pl1 = 7860.0,28 

;, = 2200,8 mkg. 

Diese Werte gelten also fur die QuerschnittssteUe A der Welle. 
2. Die fur die Querschnittsstelle C geltel1del1 Biegul1gsmomente 

MA(Rv) und MA(Rh) fUr den im Abs. II, 2c behal1delten und in Fig. 126 
dargestellten BeiastungsfaU, bei dem nur der Riemenzug auf die Welle 
einwirkt, betragen 

MA(RV) = .AR\v) .12 = 17,2 . 0,815 = 14,018 ('-J 14,02 mkg, 

MA(Rh) = AR(h) .12 = 482,2.0,815 = 392,993 "-' 393 mkg. 

3. Das ebenfalls fur die Querschnittsstelle C giiltige Biegungsmoment 
MA(sv) fUr den im Ahs. II, 3 aufgefiihrten und in Fig. 127 dargestellten 
Belastungsfall, hei dem nur das Schwungradgewicht auf die Welle ein
wirkt, betragt 

M A(Sv) = As(v) .12 = 1 ~ 19, 1 .0,815 = 993,5665 
" = ('-J 993,57 mkg. 

4. Die fur die Querschnittsstelle C geltenden zusammengesetzten 
Biegungsmomente Mv und Mh erhalt man mit bezug auf Fig. 134a aus: 
Links von C als Drehpunkt, 

MV =Pv (ll +12) + Av .I2 

" =Pv (I1 +12) + (- Ap(v) + AR(v) + .As(d .12 
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Mv= 1572 (0,28 + 0,815)+(-1939 + 17,2 + 1219,1). 0,815 
" = 1572.1,095+(- 702,7) 0,815 
" =1721,34 -572,7 
" = 1148,64 "" 1148,7 rnkg. 

Rechts von C als Drehpunkt, 
Mv=Bv.Ia 

" = (Bp(v) + BR(v) + Bs(v» .Is 
" = (366,8 + 36,3 + 2580,8).0,385 
" = 2983,9 . 0,385 = 1148,8 "" 1148,7 rnkg. 

Bei dern Biegungsrnornente Mh ist der Vor- und Riickwiirtsgang zu 
unterscheiden. 

a) beirn Vorwartsgang. 
Links von C als Drehpunkt, 

Mh = - Ph (l1 +I2)+Ah . 12 

" = - Ph (11 + 12) + (Ap(h) - AR(h») .12 
" =-7700(0,28+0,815) + (9500- 482,2).0,815 
" =-.7700.1,095+9017,8.0,815 
" = - 843],5 + 7349,507 
" = - 1081,993"" -1082 rnkg. 

Rechts von C als Drehpunkt, 
Mh=-Bh.Is 

" = - (Bp(h) -;- BR(h) . Is 
" = - (1796,7 + 1020,8). 0,385 
" = - 2817,5.0,385 
" =-1084,7",,-1084 rnkg. 

Die kIeine Differenz zwischen den Ietzten beiden ResuItaten ist auf 
kleine Abrundungen der in Frage kornrnenden Werte zurUckzufiihren. 

b) Beirn Riickwartsgange. 

Links von C als Drehpunkt, 

l\fh= Ph (11 + 12)- Ah .12 

" =Ph (11 +I2)-(Ap(h)+AR(h)Ig 

" = 7700 (0,28 + 0,815) - (9500 + 482,2).0,815 
" = 7700. ],095 - 9982,2.0,815 
" = 8431,5 - 8135,493 
" = 296,007 "" 296 rnkg. 

Rechts von C aIs Drehpunkt 
Mh=-Bh.Is 

" = - (- Bp\h) + BR(h» Is 
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Mh = -'-- (-179"6,7'+ 1020,8) 0,385 
" = - (-775,9) 0,385. 
" = 298,7 '" 298 mkg. 

Auch hier ist die kleine Differenz auf die verschiedenen Abrundungen 
zuriickzufiihren. 

1m iibrigen kommt dieses Moment nicht weiter in Frage, da es viel 
kleiner als das beim V orwartsgange ist. 

5. Das resul tierende Biegungsmoment Mb an der Schwung
radstelle C. 

Dieses Moment erhiilt man entweder indirekt nach Fig. 135 zu 

Mb = VMv2 + Mh2 

" = 1"1148,82 + (-1084)2 

"=1"1319700+1175056=1"2494756=1579,5 = ,,,1580 mkg 

oder direkt mit Hilfe der im Abs. II, 4 und III, 4 bestimmten resul
tierenden Lagerdriicke A oder B. 

Mit B folgt 
Mb = Bis = 4104.0,385 = 1580 mkg, 

wo die kleine Differenz zwischen den beiden Resultaten wiederum auf 
die Abrundungen zuriickzufiihren ist. 

b) Die graphische Darstellung der Biegungsmomente. 

1. Man trage in Fig. 134a unterhalb der Welle AB die unter 
Abschnitt a von 1 bis 3 festgestellten vertikalen Biegungsmomente 

MA(pv), MA(Rv) und MA(sv) 

Fig. 134a, 

die vertikalen Krafte. 

so an, dati das erste 
Moment an die 
Stelle A kommt, 
die beiden anderen 
dagegen an die 
Stelle C zu liegen 
kommen. Die drei 
punktierten Drei
ecksflachen bilden 
dann die zugehO
rigen Biegungsmo
mentenflachen fiir 

Addiert man diese Flachen, so erhiiIt man die ganze Biegungs
momentenflache der vertikalen Krafte, die beispielsweise an der Stelle C 
den bereits unter Abschnitt a, 4 berechneten Wert, namlich Mv = 1148,7 mkg 
ergeben mug. 
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2. Fiir den V orwartsgang der Pleuelstange giiltig trage man die 
1m Absehnitt a unter 1 und 2 bereehneten horizontalen Biegungs
momente MA(Ph) und MA(Rh) oberhalb der 'Velle AB auf, womit man 
die beiden in Fig. 134a punktierten, dreieckigen Momentenflaehen erhiilt, 
deren Summe die ganze Biegungsmomentenflaehe der horizontalen Krafte 
ergibt. So liefert diese Flaehe beispielsweise an der Stelle 0 den Wert 
Mh = - 1084 mkg, der bereits unter Abs. 4a bereehnet worden ist. 

o------ t _ 1,%", - - ________ -' 

Fig. 134b. 

Beim Riiekwartsgange der Pleuelstange ware das erstere Moment 
MAcPh) unterhalb der Welle anzutragen, was ebenfalls in Fig. 134 a dar
gestellt ist. Damit reduziert sieh nun aber die oberhalb der 'VelIe an
getragene Momentenflache, z. B. an der· Stelle 0, bis auf den Wert 
Mh = 296 mkg, der bereits im Abs. 4, b berechnet worden ist. Da also 
die letzte punktiert angegebene Flache klein ere Momente lie£ert, als die 
vorgenannte, fiir den Vorwartsgang giiltige Momentenflache, so kommt 
sie hier nicht weiter in Betracht. 

3. Aus den senkrecht und horizontal gerichteten Biegungsmomenten 
kann man nun fiir die einzelnen Querschnittsstellen der Welle ohne grofie 
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Miihe die resultierenden Biegungsmomente Mb graphisch oder analytisch 
fest.stellen. 

Graphisch hat man, wie es in Fig. 134 a geschehen ist, fiir jede 
Querschnit.tsstelle das daselbst wirkende horizontale und vertikale Biegungs
moment zu einem Parallelogramm zu vereinigen, in dem dann die Dia
gonale das gesuchte resultierende Biegungsmoment darstellt. 

Analytisch fiihrt der pythagoreische Lehrsatz zum Ziele, wie Fig: 135 
erkennen Hilk Hiernach erhiilt man die einzelnen resultierenden Biegungs
momente aus 

Mb = -VMv2 + Mh 2. 

4. Das bereits im Abs. I, 3 bestiml~te grotite Drehmoment Mt 

hat man ferner, wie Fig. 134b zeigt, als ein yom linken Wellenende 
~ ausgehendes und bis zur Schwungradstelle C reichendes 

~ 
Rechteck aufzutragen , welches dann an jeder Quer-
schnittsstelle mit dem zugehol'igen resultierenden Bie-

:m; ~v gungsmomente Mb zu einem ideellen Biegungsmomente Mbi 
:h zu vereinigen ist, wie es in Fig. 134 b nach MaLlgabe 

des folgenden A bsat.zes 5 ausgefiihrt worden ist. 
Fig. 135. 5. Die Konstmktion des ideellen Biegungs-

momentes Mbi nach del' in § 15 Abs. 4 aufgefiihrten 
Gleichung 75 geschieht auf foIgende Weise: 

a) Das resultierende Biegungsmoment Mb. 

Man trage das vorher unter 3 gefundene und in Fig. 135 darge
ste11te resultierende Biegungsmoment Mb als die in Fig. 136 angegebene 

Strecke A B auf, die im Punkte C so geteilt 
ist, daB del' onere Abstand A C = 0,65 und 
die untere Entfernung BC = 0,35 ist. 

Mit der Strecke AB beschreibe man 
von A aus _einen Kreisbogen, del' von dem 
in C errichtet.en Lote im Punkte D geschnitten 
wird. Die Verbindungslinie AD ist dann wieder 
Mb, von del' AC das 0,65 fache darstellt. 

b) D a s Dr e h 111 0 men t Mt . 

Auf del' Strecke AB trage man III 
Fig. 136. 

gleichem MaListabe das Drehmoment Mt als 
Strecke AE auf, beschl'eibe damit von A aus einen Kreisbogen, del' die 
Linie AD in F schneidet. Flillt man nun noch vom Punkte F aus 
das Lot G F, so ist infolge del' Ahnlichkeit del' Dl'eiecke A G Fund A CD, 
die Strecke A G das 0,65 fache von del' Strecke A F, die gleich Mt ist: 
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c) Das ideelle Biegungsmoment Mbi. 

Tragt man nun in Fig. 136 die Strecke AG=AH senkrecht zu 
A B auf und verbindet die Punkte C und H miteinander, so erhiilt man 
nach dem pythagoreischen Lehrsatz 

CH2= AC2+AH2 
" = (0,65 Mb)2 + (0,65 Mt)2 
" = 0,6511 (Mbll + Mtll), 

CR = 1"O,652lMbli + Mt2) 

'J = 0,65 1"Mb2 + Mt2• 

Addiert maIl zu diesem Whte noch die Strecke BC=0,35 Mb, so ist 

Mbi=BC+CH 
" = 0,35 Mb + 0,65 VMba + Mt2• 

Dieses Verfahren . kann fur jede Querschnittsstelle sebr schnell durcb
gefUhrt werden, wie es auch in Fig. 134 b fUr die Kurbelsitzstelle und 
die beiden Lagerstellen A und B sichtbar geschehen ist. 

Yo Die Durckmesse'r dl , dll und D an den Lager- und Sckwungrad
stellen ...4., B und O. 

1. Die Zapfenabmes Bungen an der Lagerstelle A. 

a) Das ideelle Biegungsmoment Mbi. 
Nach § 15 Abs. 4, Gleichung 99 unter weiterer bezugnahme auf 

Abs. I, 3 und Abs. IV, 1 erhalt man 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 YMb2 + Mt2 

" = 0,35 . 2200,8 + 0,65 Y2::-"C2::-:CO-'-O,-C:-8-;O-2 +-;-2::-:3-5~82 

" = 770,28 + 0,65 v' 4843520,64 + 5560164 

" = 770,28 + 0,65 1"10403684,64 
" = 770,28 + 2096,5 
" = 2866,78 '" 2867 mkg. 

b) De r D u r c h m e sse r d1 des Hal s zap fen s. 
Mit Hilfe der in § 14 der Einfuhrung unter Gleichung 58 auf

gefiihrten Biegungsgleichung, in die man das ideelle Biegungsmoment ein
fUbrt, folgt 
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Damit wird das Verhiiltnis zwischen Zapfenlange Ll und Durch-
messer dl 

Ll 270 a=<r;= 170 = 1,59. 

c) Kontrolle ge'gen spez. Fliichendruck und Reibungs
arbeit. 

Deu spez. Fliichendruck erhalt man unter Benutznng des in Abs. II, 4 
ermittelten' resultierenden Lagerdruckes A zu 

A = fl PI = Ll ~ . PI' 
A 10007 

PI = LI . dl = 270 . 170 = 0,218 kg/qmm. 

Gegen Reibnngsarbeit bezw. Erwarmnng erhiilt man 
An=LI WI' 

An 10007.120 
w1 =-= 4447. 

Ll 270 
Dieser Wert ist zwar etwas hoch, jedoch noch zulii.ssig, wenn der 

Zapfen auf Weiimetall lauft. 
2. Die Zapfena bmessungen an der Lagerstelle B. 

a) Der Durchmesser dB des Stirnzapfens. 
Mit bezug anf § 14 der Einfiihrung, Gleichung 58 und Abs. III, 4 

.des vorliegenden Beispieles erhiilt man 

Mb=Wkb, worin Mb=B. ~2 
und W = 0,1 dss ist. 

Diese Werte eingesetzt, liefern 

B. ~2=0,1 daB. kb, 

11684.1250 

" = 94,9 '" 95 mm. 

b) Kontrolle gegen spez. Flachendruck und Reibungs
arbeit. 

Der spez. Flachendruck betragt 
B=fa . Pa =La da . Pa,. 

B 4104 
Pa=-r d =---95 =0,173 kg/qmm. 

~2 2 250 . 
-Gegen Reibnngsarbeit bezw. Erwarmung erhiilt man 

B.n=Lg • wg, 

Wg = BLgn = 41O:5~120 = 1969,9. 
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3. Der Wellendurehmesser D an der Sehwungradstelle. 

a) Das ideelle Biegungsmoment Mbi. 
Nach der im § 15 Abs. 4 genannten Gleiehung 99 erhiilt man unter 

Benutzung der in Abs. I, 3 und IVa, 5 gefundenen Momente 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 YMba + Mt 2 

" = 0,35.1580 + 0,65 Y15802 + 23582 

" = 553"+ 0,65 Y2496400 + 5560164 

" " 553 + 0,65 Y8056 564 

" = 553 + 1844,9 
" = 2397,9 ........ 2398 mkg. 

b) Der Durehmesser D. 
Das gefundene ideelle Biegungsmoment in die in § 14 der Ein

fiihrung aufgefiihrte Biegungsgleiehung 58 eingesetzt, liefert 

Mbi = Wkb ........ O,lDsk b, 
D _ ,3/ Mbi _ -Vr.-2-'-3-9-S-00"-

- V~,1 kb - 0,1.600 

" = fl3996,66 = 15,87 em Xl 160 mm. 

e) Der Wellendurehmesser Dl mit Keilnute. 
Der Keilzusehlag bereehnet sieh naeh der Erfahrungsgleiehung 

h = 0,5 b = 0,5 (0,2 D + 6), 
worin h die KeilhOhe, b die Keilbreite und D den vorher gefundenen, un
gesehwiieht bleibenden Wellendurehmesser bedeutet. 

Damit erhi:ilt man den auszufiihrenden Wellendurehmesser 

D1=D+h 
" =D+O,5 (0,2D + 6) 
" =D+O,lD+3 
" =1,lD+3=1,1.160+3=176+3 
" = 179 ........ 180 mm. 

NB. Die Welle konnte nun mit gleiehbleibendem Durehmesser oder 
aueh mit Aehsenkopf ausgefiihrt werden. Es kommt ganz darauf an, ob 
das Gewieht der Welle mogliehst gering gehalten werden soIl oder nieht, 
und ob das Schwungrad einteilig oder mehrteilig hergestellt wird. 

Wie die Fig. 134b zeigt, sind der Welle die Abmessungen zu 
geben, die den Rechnungswerten entsprechen. Hierbei pa.at sich die 
Wellen form moglichst dem punktiert angegebenen theoretischen Grund-
korper an. " " 

45. Aufgabe. Fur eine stehende Dampfmaschine, die einen 
Zylinderdurehmesser von 25 em hat, solI nach beistehenden Abmessungen 

Wehnert, Festigkeitslehre II. 14 
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eine gekropfte Kurbelwelle aus Stahl hergestellt werden, deren Material
beanspruehung 5 kg gegen Biegung und 3 kg gegen Abseherung be
tragen soli. 

Die Masehine arbeite mit einer Dampfspannung von 5 Atm -ober
druek und leiste bei 120 Umdrehungen pro Minute und bei 2,5 m 
mittlerer Kolbengesehwindigkeit 25 Pferdestarken. Die riiekwarts ver
langerte Kolbenstange habe einen Durehmesser von 4 em. 

Das am freien Ende aufgezogene Sehwungrad von 1600 kg Gewieht 
und 1,3 m Halbmesser solI als Riemenseheibe benutzt werden, hierbei sei 
angenommen, d~ del' resultierende Riemenzug von rd. del' dreifachen 
Umfangskraft horizontal geriehtet ist. Del' spez. Lagerdruck soli 0,2 kg 
pro qmm nicht iibel'sehreiten. 

Losung: 

L. Berechnung des Kurbelradius, des Kolbendruckes, des Drehmomentes 
der Welle, des ZIt iibertragenden Mome1~tes, der Umfangskraft und 

des resultie1 enden Riemenzuges. 
1. Der Kurbelradius R. 
Die der Meehanik entnommene Gleichung del' Umfangsgesehwindig

keit liefel't 

Fig. 137. 

2Rn.n Rnn 
v= 60 --W' 

R 30v 30.2,5 
=--=---=0,19",0,2 m. 

nn n.120 ---
2. Del' Kolbendruck P. 
Bezeichnet F den Zylindel'quel'schnitt, f den Quel'schnitt del' durch 

beide Deckel gehenden Kolbenstange und p die gro1lte LJberdruckdampf
spannung, so erhiilt man den Kolbendruek 

( D2n d2n) n 
P=(F-f).p= --- .p= (D2_d2)_.p 

4 4 ) 4 

,,=(252- 42)~. 5 = (625 -16) 54n 

5n 
" = 609 '"4 = 2391 '" 2390 kg. 
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3. Das gro.l3te Drehmoment Mt(max) del' Welle. 
Bei genauer Berechnung des gro.l3ten Drehmomentes ist nach Abs. I, 3 

-del' vorangegangenen Aufgabe zu verfahren. Hier gelte jedoch del' in del' 
Praxis als geniigend genau gerechnete Wert 

MUmax) = PR = 2390.0,2 = 478 mkg. 

4. Das zu iibertragende Moment Mt. 
Da das Drehmornent del' Welle, sarnt dem damit fest verbundenen 

'Schwungrad, zwischen Null und dem vorgenannten Maximalwerte wechselt, 
so ist daraus zu erkennen, da.l3 als konstantes Obertragungsmoment Mt nul' 
ein Mittelwert in Frage kommen kann, den man mit Hilfe del' im § 26 
.der Einfiihrung angegebenen Arbeitsgleichung erhiHt. 

Dieses Durchschnittsmoment Mt betragt 

N 30 
Mt = 716,200 n = 716,2 '120 = 179,05 ~ 179 mkg. 

5. Die Umfangskraft PI des Schwungrades. 
Das als Riemenscheibe dienende Schwungrad hat eine Umfangskraft 

Mt=PRI, 

P l = M t = 179 = 137,9 ~ 138 kg. 
Rl 1,3 

'6. Del' resultierende Riemenzug R. 
Nach del' aus del' gestellten Aufgabe ersichtlichen Annahme erhiilt 

man den horizontal gerichteten, resultierenden Riernenzug 

R=T+t=2P+P=3P 
" = 3 . 138 = 414 kg. 

II. Ermittlung der Lagerd1'iicke A und B. 
a) Bei aufwarts gerichtetern Kurbelzapfendruck. 

1. Del' vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht 
;herriihrende vertikale Lagerdruck Av. 

Fig. 138. 

Nach der beistehenden Fig. 138 erhiilt man, den Drehpunkt del' 
\Welle an del' Lagerstelle B gedacht, 

AV =G1 - Pl' wo G11=G(I+13 ), 

14* 
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Damit erhiilt man 

Sechste Aufgabengl1lppe. 

G _ G(I+IS) 
1 - I 

und P1I= PIll 

P Pil • 
I =-1- 1St. 

A _ G (I +ls) _ Pil _ G(I+Is)-PII 
v- 1 1 - I 

_ 1600 (0,8 + 0,3) - 2390 . 0,35 
,,- 0,8 

,,-

,,-

1600. 1,1- 2390 . 0,35 
0,8 

1760-836,5 923,5 
0,8 0,8 

" = 1154,37", 1154,4 kg. 

2. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck her
riihrende horizon tale Lagerdruck Ah. 

Denkt man sich auch hier die Welle an der Lagerstelle B drehbar. 
gelagert, so foIgt 

Ah = R1 + PhI, worin Ril = R (1 + Is), 

R _R(I+Is) 
1- 1 

und PI = PhIl' 

P · _ PhIl 
hl--l- ist. 

Mit diesen Werten erhiilt man 

A = R(l+ls)+Phll 
h 1 I 

R (I + Is)+Ph Il 
,,= 1 

Um den horizontalen Kurbelzapfendruck Ph bestimmen zu konnen. 
sei die Pleuelstangenliinge gieich der 5 fachen Kurbellange angenommen. 
wofiir nach Aufgabe 44 Abs. I, 2 ein Neigungswinkel der Pieueistange, 
gegeniiber der Mittelachse der Maschirie von 11 0 301 in Frage kommt. 

Damit erhalt der Kurbeizapfendruck Ph einen Wert von 

Ph 
tga;=p' 

Ph = Ptga; = 2390. tg 11 0 301 

" = 2390.0,20345 = 486,24", 486,3 kg, 
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mit dem sich nun der gesuchte Lagerdruck Ah zu 

A _ 414 (0,8 + 0,3) + 486,3 . 0,35 
h- 0,8 

= 455,4 + 170,20 = 625,6 = 782 k 
" 0,8 0,8 g 

ergibt. 
3. Der resultierende Lagerdruck A. 
Wie die rechte Seite der Fig. 138 erkennen lii~t, ergibt sich der 

gesuchte Lagerdruck A mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes zu 

A = VAy2+Ah2 = V1154P+7822 

" = V1332 639,36 + 611524 = V1944163,36 
" = 1394,3 kg. 

4. Der Neigungswinkel Pl. 
Der Lagerdruck A ist gegeniiber dem Vertikaldrucke Av um den 

Winkel 

Ah 782 
tg Pl = Av = 1154;4' 

Pl =34°7 1 

geneigt. 
5. Der yom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht 

herriihrende vertikale Lagerdruck By. 
Denkt man sich in Fig. 138 den Drehpunkt an die Lagerstelle A 

gelegt, so folgt 

Diese Werte eingefiihrt, liefert 

B = G13 +P12 = Gls +P12 
y 1 I 1 

!600. 0,3 + 2390.0,45 480+ 1075,5 
" 0,8 0,8 

1555,5 
" = --= 1944,37 "" 1944,4 kg. 

0,8 

6. D er yom Rie me nzug und K ur b elza pfen druck her
riihrende horizontale Lagerdruck Bh. 

Den Drehpunkt all der Lagerstelle A gedacht, gibt 
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Bh =R2-Ph2 , worin R21=R13 , 

R _Rl3 
2- 1 

und Ph2 1 = Ph12, 

Ph 12 • 
PIl2 = -1- 1St. 

Mit diesen Werten erhiilt man 

BIl = ~l:l_ Plllg = Rl3 - PIl12 

I I I 
414.0,3 - 486,3.0,45 

" 0,8 
94,635 

"=-o,s=-118,5 kg. 

124,2 - 218,8'15 
0,8 

7. Del' resultierende Lagerdruck B. 
Den in Fig. 138 links dargestellten Lagerdruck B findet man zu' 

B= VBy2 + Bh2 = 1"1944,42 +(-118,5)2 

" = 1"3 780691,36 + 14042,25 = 1"3794733,61 
,,= 1948 kg. 

8. Del' Neigungswinkel CP2' 
Del' Lagerdruck B ist gegeniiber dem Vertikaldrucke By urn den. 

Winkel 
Bll 118,5 " 

tgCP2=B~= 194-4,4' 

CP2 = 3° 29 1 

geneigt. 

b) Bei abw arts gerich tetem Kurbelzapfendruck. 

1. Del' vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht 
herriihrende vertikale Lagerdruck Av. 

Legt man in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle B, so 
erhiilt man mit bezug auf Abs. a, 1 den Lagerdruck 

Ay =G1 +P1 

" = G(lT~+ P:1 

G(l+13)+PI l 1760+836,5 
" = I - ~8 

2596,5 , 
" = --= 3245,0 kg. 

0,8 

2. Del' vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck her
riihrende horizontale Lagel'druck All. 
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Hier gilt dasselbe, wie es im Abs. a, 2 bereits festgestellt worden ist. 
Also 

Ah= 782 kg. 

B. Der resultierende Lagerdruck A. 
Mit bezug auf die Fig. 139 rechts ist 

Fig. 139. 

A=1"Ay 2+Ah 2 

" = 1"8245,6 2+ 782 2 

" = 1"10533919,36 + 611524 

" = 1"11145443,36 

" = 3338,4 kg. 

4. Der Neigungswinkel CPl' 
Der vom Lagerdruck A und dem Vertikaldruck Av eingeschlossene 

Winkel CPl ergibt sich aus 
Ah 782 

tgCPl = Av = 3245,6 ' 

ZU CPl = 13° 321. 

5. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht 
herriihrende vertikale Lagerdruck Bv. 

Denkt man sich in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle A 
gelegt, so erhiilt man mit bezug auf A bs. a, 5 

BT =-G2 +P2 

=_ GIs +PI2 

" I I 

" 

" 

GIs -P12 

I 

480 -1075,5 
0,8 

" = 744,37 = "" 744,4 kg. 

~ 595,5 

0,8 
5955 

8 
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6. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck herriih
rende horizon tale Lagerdruck Bh. 

Auch hier gilt der bereits im Abs. a, 6 bestimmte Wert 
Bh = -118,5 kg. 

7. Der resultierende Lagerdruck B. 
Nach Fig. 1:>9 links erhiilt man 

--~~---~ 

B = YBv2 + Bh2 = Y744,4 2 + (-118,5)2 

,,= V554131,36+ 1404~,25 

,,= Y568173,61 = 753,8 kg. 

8. Der Neigungswinkel CP2' 
Mit bezug auf Fig. 139 links findet sich der zwischen Bh und Bv 

liegende Winkel CP2 zu 
Bh 118,5 

t.gCP2 = B; = 744,4' 

CP2 = 9° 3 1• 

III. Berechnung des HalszapJens A und des StirnzapJens B. 

a) Die Abmessungen des Halszapfens A. 

1. Die resultierende Biegungskraft 0 an der Schwungrad
stelle. 

Mit bezug auf die Fig. 139 rechts erhiilt man 

0= YG2+:R2 
" = Y1600 2 + 4142 = V2 560000 + 171396 

" = y2 731396 = 1652,6 kg. 

2. Das Biegungsmoment Mb fiir die Lagerstelle A. 
Mb = OIs = 1652,6.0,3 = 495,78 mkg. 

3. Das ideelle Biegungsmoment Mbi. 
Mit der im § 15 Abs. 4 angegebenen Gleichung 98 erhiilt man 

Mbi = 0,351Vh + 0,65 YMb2 + (a o Mt (max»)2, 

worin nach § 4 GIeichung 16 das Anstrengungsverhiiltnis 
kb kb 

ao = =--
m + 1 . ks 1,3 ks 

m 

5 5 
" = ---=- = 1,29 ist. 

1,3.3 39 
Fiihrt man nun die im Abs. I, 3 und Abs. III, 2 genannten Werte 

ill die zusammengesetzte Gleichung ein, so folgt: 
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Mbi = 0,35.495,78 + 0,65 v' 495,782 + (1,29.478)2 

" = 173,523 + 0,65 1"245800 + 380220 

" = 173,523 + 0,65 V626020 

" = 173,523 + 514,3 = 687,823 mkg. 

4. Del' Halszapfendurchmesser d1 • 

Setzt man das ideelle Biegungsmoment Mbi in die Biegungsgleiehung 
ein, so el'halt man 

Mbi = Wkb = d13t kb c....:> 0,1 d1 3 kb, 

dl = VO~b~b = ~:i 
" = -V 10 673 = V1- -37-5-6-4-6 

" = 111,2 '" 112 mm. 

5. Die Zapfen Hinge 11 , 

Da hier del' Flaehendruek p vorgesehrieben ist, so ergibt sieh die 
Zapfenliinge 11 aus 

A = f1 . P = dl l1 . p, 
wo ffu' den Lagerdruek A del' im A bs. II b, 3 fiir abwal'ts geriehteten 
Kurbelzapfendruek el'mittelte gro.@te Wert einzusetzen ist. 

A 3338,4 
11 = d1P = 112.0,2 = 149,1 

" = '" 150 mm. 

6. Kontrolle gegeniiber Reibungsarbeit. 
A. n =11 , w, 

A. n 3338,4.120 
w - ~- - ----:~--

- 11 - 150 

,,= 2670,7. 

Diesel' weit un tel' del' zulassigen Erfahrungsgrenze liegende Wert 
lii.@t erkennen, da.@ die in den Losungen 4 und 5 bel'eehneten Zapfen
abmessungen zur Ausfiihrung gelangen konnen. 

b) Die Abmessungen des Stirnzapfens B. 
1. Del' Durehmesser d2 und die Lange 12 , 

Da diesel' Zapfen keinen Tol'sionswiderstand zu leisten hat, braueht 
er auch nul' auf Biegung bereehnet zu werden. Zu beachten ist hier, da.@ . 
fiir den Lagerdruek B del' im Abe. II a, 7 fiir aufwarts geriehteten Kurbel
zapfendruek ermittelte gro.@te Wert einzusetzen ist. 

N aeh del' Biegungsgleiehung folgt: 
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M Wk worin Mb = B 12 b= b. 2 

Damit erhalt man 
und W = 0,1 das ist. 

BIg d S k 2=0,1 g b 

d Ell! - d 2k o er -d - 0,1 2 b, 
2 2 

d2 - -V~L- '/oBls 
- 2 dg 0,1 kb V kb dg• 

Das Verhaltnis zwischen Ig und dg betragt nach der im 47. Bei
spiele der Einfiihrung gegebenen Entwicklung 

~: = V 0,2 k; = V 0,2 0~2 = V; = 2,24, 

das, in die vorstehende Gleicbung eingesetzt, den Stirnzapfendurchmesser 

,/ 1948 ,/ 
dg = V 0-5- . 2,24 = V 1948. 2,24 = 66,06 

"=,,,66 mm 
liefert. 

Die Zapfenliinge wird dann 
12 = 2,24 da = 2,24 . 66 = 147,8", 148 mm. 

2. Kontrolle gegeniiber Reibungsarbeit. 
B. n =12 • w, 

w_ B . n _ 1948.120 =1580 
- Ig - 148 ' 

welcher Wert sebr gering ist. 
Es konnen also auch hier die berechneten Abmessungen ausgefiihrt 

werden. 

IV. Berechnung des Km"belzap!ens D und der Kurbelarme. 
a) Die Abmessungen des Kurbelzapfens. 

Fig. 140. 

1. Das Biegungsmoment Mb 
und Drehmoment Mt . 

Denkt man sicb nach beistehender 
Fig. 140 beispielsweise die recbte Halfte 
der Welle am Kurbelzapfen D einge
spannt, so la.@t die Skizze ohne weiteres 
erkennen, aa.@ der Kurbelzapfen 

1. dem Biegungsmomente Mb = B . 11 und 
2. dem Drehmomente Mt = B . R 

ausgesetzt ist. 
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Das Biegungsmoment erhalt man mit bezug auf Abs. III b, 1 zu 
Mb = B.Il = 1948.0,35 = 681,8 mkg. 

Das Drehmoment hat den ",Vert 

Mt = B. R = 1948.0,2 = 389,6 mkg. 

2. Das ideelle Biegungsmoment Mbi. 

Unter bezugnahme auf Abs. IlIa, 3 erhiilt man nach der im § 15 
Abs. 4 angegebenen Gleichung 98 

Mbi = 0,35Mb + 0,65V Mb2 + (uo Mt )2 

" = 0,35 . 681,8 + 0,65 V-:-6 8C:-1-,8c:-,;2c-+-;--:(-1 ,--:-2-:-9 -. 3-:-1):-::' 9--',6:-:-;;)2 

" = 238,63+0,65 V464860 + 252600 

" = 238,63 + 0,65 li717 460 
" = 238,63 + 550,56 
" = 789,19 mkg. 

3. Del' Dul'chmessel' D und die Lange L des Kurbe1-
zap fens. 

Das letzte Moment, in die einfache Biegungsgleichung eingesetzt, 
liefel't 

Mbi = W kb "-' 0,1 D3 kb, 

D -VM~ -V--Mbi -V 0789190 = --= 10--= 1 
O,lkb kb 5 

" =111578380=125,4('.) 125 mm. 

Die Zapfenliinge L folgt dann aus 
P=F.p=DL.p, 

P 2390 
L = - = = 95,u llllll. 

Dp 125.0,2 
Mit Riicksicht auf die Konstruktion del' Pleuelstange sel del' letzte 

Wert auf 130 mm el'hOht. 

4. Kon tro11e gegen Reibungsarbeit. 
P.n=L.w, 

_ P . n _ 2390.120 _ 2 8 
w:--L -- 130 -~..:.. 

Diesel' "'vVert liegt innerhalb del' praktisch zuliissigen Grenze. 

b) Die Abmessungen der Kurbelarme. 
Riel' ist von vornherein zu beachten, dati del' linke Kurbelarm 

andere Beanspruchungen erfahrt, als der rechte Arm. 
Bei praktischen Ausfiihrungen werden in der Regel die Abmessungen 

beider Arme gleich gehalten, wobei noch besonders darauf hingewiesen 
sei, dati die Armbreite, wie aus Fig. 141 zu erkennen ist, grotler als der 
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Wellendurchmesser sein soli, damit das Drehmoment nicht nur auf den 
halben Wellenumfang iibertragen wird. 

1. Berechnung des linken Kurbelarmes. 
Fiir die Abmessungen dieses Armes ist der gro~te Lagerdruck B 

m~gebend (vergl. Abs. III, b, 1 und IVa, 1), der fur aIle Armquer
schnitte das konstante Drehmoment 

Mt=B. (11 - l) 

und das veranderliche Biegungsmoment 

Mx=B. Rx 

Fig. 141. 

O,ltot\ 

veranla~t. Der Ab
stand Rx wechselt 
zwischen 0 und R. 
Die genannten Mo
mente wiirden also zur 
Berechnung einer be
liebigen Querschnitts
stelle a '" b dienen 
konnen. N ach den 

in der Figur 141 dargesteIlten Verhaltnissen interessiert aber nur das 
gro~te Biegungsmoment 

Mb(max) = B . R, 

mit dem man, unter der Annahme einer Armhohe gleich der 2,5 fachen 
Armdicke, folgende Werte erhlilt: 

Nach der im § 15 Abs. 4, 4 entwickelten Gleichung 103 ist 

(Ii = b~h (0,35 Mb(max) + 0,65 VM b(max)2 + (1,5 ao Md). 

Fiihrt man in dieser Gleichung das gegebene Verhaltnis "h = 2,5 b" 
und fur l den Schatzungswert l = 100 mm ein. so liefert sie die Breite b zu 

(Ii = b2 • :,5 b (0,35. BR +0,65 VeBR? + (1,5.1,29. BOl - lW), 
V 6 

b = -2 -(0,35BR + 0,65 B VR2 +{1,5 .1,29 (II _l)}2) 
,5 (Ii 

aV6 . 19~8 (0,7.20+ 1,3 V202+ {1,935(35 -1O)}2) ,,- 5.5 0 

{/11688 ( 2) ,,= V 2500 14+ 1,3 V400+(1,935. 25) 

,,= -V 4,6752(14 + 1,3 V400 -+ 2340,2) 
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b= V4,6752(14+1,3V2740,2) 

,,= "114,6752 (14 + 6~,05) 
,,= "114,6752.82,05 = 7,266 em", 73 mm. 

. -----
Damit ergibt sieh die ArmhOhe 

h = 2,5.73 = 182,5", 183 mm. 

2. Bereehnung des reehten Kurbelarmes. 
Da in diesem FaIle das Biegungs- und Drehmoment nieht nur aUein 

yom Lagerdmek B abhangig ist, wie es beim linken Kurbelarm der Fall 
war, so ist zunaehst festzustellen, ob die groBte Beanspmehung beim Auf
warts- oder Abwartsgange vorliegt. 

Fur einen beliebigen Querschnitt a '" b erhiilt man 

a) beirn Aufwartsgange: (vergl. Fig. 142 und 138). 
1. Das Biegungsmoment Mbo 

Mb=BRx+P(R-Rx) 
" = 1948Rx+ 2390 (R-Rx). 

2. Das Drehmomen t Mt. 
Mt=B(l] +A.)-PA. 
" = 1948 (11 + A.) - 2390 A.. 

b) beim Abwartsgange: (vergl. 
Fig. 139:) 

1. Das Biegungsmoment Mb. 
Mb=BRx+P(R-Rx) 
" = 753,8 Rx + 2390 (R -:- Rx). 

2. D as D re h mom en t Mt. 

Mt =B(ll +A.}-P A. 
" = 753,8 (11 + A.) - 2390A.. 

Fig. 142. 

Die Resultate lassen erkennen, daB beim Aufwiirtsgange die gro1i\ten 
Momente auftreten, die deshalb auch nur aHein fUr die Querschnitts
berechnung maBgebend sind. 

Wahrend das Drehmoment fUr aUe Querschnitte des Kurbelarmes 
konstant ist, wechselt das Biegungsmoment mit dem veranderli!Jhen Hebel
arm Rx seinen Wert. 

FUr Rx = 0 erhiilt man das groBte Biegungsmoment 
Mb(max)=PR=2390R, 

das zur Berechnung des am meist beanspruehten Querschnittes zu be- . 
nutzen ist. 

Die Abmessungen dieses Quersch~ittes erhiilt man in gleieher W eise~ 
wie unter 1 fUr den linken Arm angegeben ist, zu 
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(]i= b;h (0,35 Mh(max)+ 0,65 VMb(max)2 + (1,5ao M t )2), 

worin Mb(max)= 2390R= 2390.20 

Damit folgt 

,; = 47 800 emkg, 
Mt = 1948 (11 + A.)- 2390 A. 
" = 1948(35 + 10) - 2390.10 
,. = 87660 - 23900 
,. = 63 760 emkg ist. 

(Ji= b2 6 b (0,35.47800 + 0;65 V47800 2 + (1,5.1,29.63760)2) 
.2,5 

" = 6. ~:: .. ~~O (0,7 ,478 + 1,3 V478 2 + (1,935.637,6)2) 

" = 1:~ (334,6 + 1,3 V228484 + 1522200) 

120( ,1---) 
" = 1)3 334,6 + 1,3 v 1750684 

120 
" = 1)3 (334,6 + 1720), 

i/120 -- 3 

b= V 500. 2054,6 = VO,24. 2054,6 = 7,9 em 

" = "-' 80 mm. 

Die ArmhOhe betragt dann 
h=2,5 b=2,5 .80=200 mm. 

NB. Sollen beide Kurbelarme gleiehe Abmessungen erhalten, wie es 
praktiseh zumeist gesehieht, so sind die letzteren Abmessungen zu wahlen. 

V. Berechnung der Wellendun;hmesser D] ~tnd D2 an den Kurbel
annen und des DU1'chmessers Ds an der Schwungmdstelle. 

1. Der Durchmesser D2 am Iinken Kurbelarm. 

Wie die :Fig. 141 erkennen Hi~t, wird die links der Kurbel gelegene 
Welle nur auf Biegung beansprucht. Das Biegungsmoment fUr den 
Q,uersehnitt, mit dem sieh die Welle an den linken Kurbelarm anlegt, 
betriigt mit bezug auf das im Abs. IV, bunter 1 und 2 fUr den Auf
wiirtsgang der Kurbel Gesagte, 

Mb=B (11-~- b2) 

( 130 ) " = 1948 350- T -80 
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Mb = 1948 (350 -145) = 1848.205 

" = 399340 mmkg. 

Diesen Wert in die einfache Biegungsgleichung eingesetzt, liefert 
,den Durchmesser D2 

Mb = Wkb "-' 0,1 D23 kb, 

V~ -V~~ 3V------S99 ~46 D.= --= 10-= 10---
" 0,1 kb kb • 5 

" = l!7986tlO = 92,78 "-' 93 mm. 

2. Der Durchmesser D1 am rechten Kurbelarm. 
Der rechts der Kurbel gelegene Wellenteil wird auf Biegung und 

Drehung beansprucht. 
Da nun auch hier der Aufwartsgang ma~gebend ist, so erhiilt man 

fur den am rechten Kurbelarm ansto~enden Wellenquerschnitt, unter 
bezugnahl11e auf Fig. 141 und 142 und Abs. III a, 1: 

<las Biegungsl110ment 

M b = C (12 + 13 -- ~ - b1 ) - A (12 - ~ - b1) 

" = 1652,6 (450 + 300 - 1~0 - 80) - 1394,3 (450 _ 1~0 - 80 ) 

" = 1652,6 (750 - 145) - 1394,3 (450 - 145) 
" = 1652,6.605 -1394,3.305 
" = 999823 - 425 261,5 
" = 1425084,5 mmkg, 

<las Drehmoment 

Mj,=PR=2390.200 

" = 478000 l11mkg. 

Das ideelle Biegungsmoment wird dann nach der im § 15 Abs. 4 
genannten Gleichung 98 mit 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 1/Mb2 + (ao Mt )2 
" =0,35.1425084,5 +0,65 V_1_4_25_0_8_4_,5~2C-+-'--(_1_,2_9_.-4-78000)2 

" = 498779,575 + 0,65 V 2030900000000 + 380230000000 

" = 498779,575 + 6500 V24111,3 
" =498779,575+1009300 
" = 1508079,575 '" 1508080 mmkg 

€rhalten. 

Dal11it liefert die Biegungsgleichung den Durchl11esser Dl zu 

Mbi =Wkb ",0,1 D1 3 kb, 



224 Sechste Aufgabengrnppe. 

Dl = i/ Mbi = i 3
/ 10 1508080 = 113016160 

V 0,1 kb V 5 

" = 144,5 ""' 145 mm. 

S. Der Durchmesser Dg an der Schwungradstelle. 
Der Durcbmesser Ds der Welle an der Schwungradstelle C ist wie 

ein Stirnzapfen zu berechnen, wozu die Nabenlange des Schwungrades 
bekannt sein mull Zumeist kann man sich aber diese Rechnung sparen, 
da man von vorherein weiL3, daLl der Rechnungswert etwas kleiner ist, 
als der nebenliegende Halszapfendurchmesser. 

1m vorliegenden FaIle sei der Durchmesser Ds zu 100 mm ange

nommen. 
Vielfach hehalt man auch den Zapfendurchmesser bei oder man 

dreht den letzteren ein und gibt dem Durchmesser Dg den Wert von D1• 

NB. Bei den Berechnungen im Abs. IV und V ist wegen des un
bedeutenden Einflusses am Endresultate auf die kleinen N eigungswinkel 
zwischen den Lagerdriicken A und B gegeniiber del' senkrechten Richtung 
keine Riicksicht genommen worden. 

Die graphische Darstellung der Momente ist bei del' gekropften 
Kurbelwelle genau so durchzufiihren, wie es bei dervorhergehenden Auf
gabe 44 bereits geschehen jst, auf die hier verwiesen wird. 
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an del' Konig!. Techn. Hochschule zu Stuttgart. Mit 327 Textfiguren. 

Preis M. 12,-; in Leinwand gebundeu M. 13,20. 

Aufgaben aus der technischen Mechanik. Von F. Wit ten b au e r, Prof. 
r. AllgemeineI' Teil. 770 Aufgaben nebst Losungen. Mit zahlreichen Text
figuren. Preis M. 5,-; in Leinwand gebunden M. 5,80. 

Beitrag zur Bestimmung der Formveranderung gekropfter Kurbelwellen. 
Von G ear g D u f fin g, Ingenieur. Mit 18 Textfiguren und 2 lithogr. Tafeln. 

Preis M. 1,60. 

Handbuch der Materialienkunde fiir den Maschinenbau. Von A. Mar ten s, 
Professor und Direktor der Kgl. Mechan.-techn. Versuchsanstalt zn Berlin
Charlottenburg. Erster Teil. Materialpriifllngswesen. Probiermaschinen 
und Mefiinstrumentp. Mit 514 Textfiguren und 20 Tafeln. 

In Leinwand gebunden Preis M. 40,-. 

Handbuch des Materialpriifungswesensfiir Maschinen- und Bauingenieure. 
Von Dipl.·Ing. Otto Wawrziniok, Adjunkt an der Konigl. Technischen 
Hochschule zu Dresden. Mit 501 Textfiguren. 

In Leinwand gebunden Preis M. 20,-. 

Anleitung zur statischen Berechnung von Eisenkonstruktionen im 
Hochbau. Von H. Schloesser, Ingenieur. Mit 160 Textabbildungeo, 
einer Beilage und einem Bauplan. Dritte, verbesserte Aufiage, bearbeitet 
und herausgegeben von W. Will, Ingenieur, 

. In Leinwand gebunden Preis M. 7,-. 

Widerstandsmomente, Tragheitsmomente und Gewichte von Blech
trag ern nebst numerisch geordneter Zusammenstellung del' Widerstands
momente von 59 bis 25622. Bearbeitet von B. B 0 h m, Konig!. Regierungs
baumeister in Bromberg, und E. J 0 h [], Konig!. Regierungsbaumeister in 
Koln a. Rh. In Leinwand gebunden Preis M. 7,-. 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 



Verlag yon Julius Springer in Berlin. 

Das Skizzieren ohne und nach Modell fur Maschinenbauer. Ein Lehr· 
und Aufgabenbuch fiir den U uterricht. Von K a r IKe i s e r. Zeichenlehrer 
an der Stadtiscben Gewerbescbule zu Leipzig. Mit 24 Textfiguren und 

'23 Tafeln. In Leinwalld gebunden Preis lVI. 3,-. 

Das Skizzieren von Maschinenteilen in Perspektive. Yon lngenieur K a l' I 
Volk. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 60 in den Text gedruckten 
Skizzen. In Leinwand gebnnden Preis M. 1,40 . 

.. _------------

Entwerfen und Herstellen. Eine Anleitung zum graphischen Berechnen der 
Bearbeitungszeit von Maschinenteilen. Von I ng. Car I V 0 I k. Mit 18 
Skizzen, 4 Figuren und 2 Tafeln. 

In Leinwand gebunden Preis M. 2,-. 

Technisches Zeichnen aus der Vorstellung mit Rucksicht auf die 
Herstellung in der Werkstatt. Von lng. R u d. K r a use. Mit 97 Text· 
figuren und 3 Tafeln. Gebunden Preis M 2,-. 

Das praktische Jahr des Maschinenbau-Volontars. Ein Leitfaden fiir den 
Beginn del' Ausbildung zum Ingenieur. Von Dipl.·Ing. F. zur Nedden. 
MIt 4 Textfiguren. Preis M. 4,-; in Leinwand gebunden M. 5,-. 

Maschinenelemente. Ein Leitfaden Zllr Berechnllng und Konstruktion dol' 
Maschinenelemente fur technische Mittelscbulen, Gewerbe· und IVerk· 
meisterscbulen sowie zum Gebrauche in der Praxis. Von Hugo Krause, 
Iogeniellr.· Mit 305 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 5,-. 

Hilfsbuch fUr den Maschinenbau. Fur Mascbinentechniker Bowie fiir den 
Unterricbt an technischen Lehranstalten. Von Fr. Freytag, Professor, 
Lehrer an den technischen Staatslehranstalten zu Cbemnitz. Z w ei te, vel" 
mehrte und verbesserte Auflage. Mit 1004 Textfiguren und 8 Tafeln. 
In Leinwand gebunden Preis M. 10,-; in Ganzleder gebunden M. 12,-. 

Die Hebezeuge mit besonderer Beriicksichtigung der elektrischen Anlagen. 
Ein Handbuch fur Ingenieure, Techniker und Studierende. Von A d . .1£ rn s t, 
Professor des Maschinen·lngenieurwesens an del' Kg!. Techn. Hochschule 
zu Stuttgart. Vi er t e, neubearbeitete Auflage. Drei Bandf'. JIilit 1486 
Textfiguren und 97 litbographierten Tafeln.' 

In drei Leinwandbaude gebunden Preis M. 60,-. 

Hebemaschinen. I<;iue Sammlung von Zeichnungen ausgefiibrter Konstruktionen 
mit besonderer BerUcksicbtigung der Rebemaschinen· Elemente. Yon 
C. Be sse I, Ingenieur, Obm'lehrer an del' kg!. hob. Maschinenbauscbule 
Altona. 34 Tafeln. In Leinwand gebunden Preis M. 6,-. 

Die Forderung von Massengutern. Von Dip!.·Ing. Georg von Hanff· 
s te n gel, Leipzig, Privatdozent an der Konig!. Techn. Hochschule zu Berlin. 
I.·Band: Bau und Berechnung del' stetig arbeitenden Fiirderer. 
Mit 414 Textfiguren. Preis M. 7,-; in Leinwand gebunden lVI. 7,80. 

Die Luftseilbahnen. Ihre Konstruktion und Verwendung. Von P. Stephan. 
201 Seiten gr. 80 mit 194 Textfiguren und 4 lithographierten Tafeln. 

Freis M. 7,-. 

Zu beziehen dUl'ch jede BuchllandlLll1g·. 



Verlag von Julius Springer in Berlin. 

Die Technologie des Maschinentechnikers. Von Ingenieur Karl Me y e 1', 

Professor, Oberlehrer an den Kg!. Vereinigten Maschinenbau~chulen zu 
CoIn. Mit 377 'fextfiguren. In Leinwaud gebl1nden PreB M. 8!-. 

Moderne Arbeitsmethoden im Maschinenbau. Von J 0 h n T. Usb e r. 
Autorisierte deutAche Bearbeitung von A. Elf e s. Ingenieur. D ri t te, 
verbesserte und erweiterie Aufiage. Mit 315 Textfignren. 

In Leinwand gebunden Preis M. 6,-. 

Die Schleifmaschine in der Metallbearbeitung. Von H. Darbyshire. 
Autorisierte deutsche Bearbeitung von G. L. S. Kronfeld. Mit 77 Text-
figuren. In Leinwand gebunden Preis M. 6,-. 

Die Werkzeugmaschinen. Von Hermann Fischer, Geh. Regierungs
rat und Professor an der Konig!. Technischen Hochschule in Hanover. 
1. Die Metallbearbeitungslllaschinen. Z wei t e, vermehrte und verhessl'rte 

Aufiage. Mit 1545 Textfiguren und 50 lithogr. Tafeln. 
In zwei Leinwandbande gebunden Preis M. 45,-. 

II. Die Holzbearbeitungsmaschinen. Mit 421 Textfiguren. 
In Leinwand gebunden Preis M. 15,-. 

Die Werkzeugmaschinen und ihre Konstruktionselemente. Ein Lehlbuch 
zur Einfiihrl1ng in den Werkzeugmaschinenbau. Von Fr. W. Hill Ie, 
Ingenieur, Oberlehrer an del' Konig!. hoheren Maschinenbauschule in Stettin. 
Zweite, verbesserte Aufiage. Mit 590 Textfigl1reu und 2 Tafeln. 

In Leinwand gebunden Preis M. 10,-. 

Ober Drehbarkeit und WerkzeugsUihle. Autorisierte deutsche Ausl!abe 
del' Schrift: .On the art of cutting metals" von Fred. W. Taylor, 
Philadelphia. Von A. Wall i c h s, Professor an del' 1'echnischen Eoch
schule ZLl Aachen. Mit 119 Textfiguren und Tabdlen. 

In Leinwand gebunden Preis M. 14,-. 

Die Pumpen. Berechnung und Ausfiihrung del' fur die Forderung V6n Flussig
keiten gebrauchlichen Maschinen. Von K. Hartmann und J. O. Knoke. 
Dritte, neubearbeitete Aufiage von H. Be r g, Professor an del' Konig!. Techn. 
Hochschule in StllUgart. Mit 704 Textfiguren mid 14 Tafeln. 

In Leinwand gebundeu Preis M. 18,-. 

Die Zentrifugalpumpen mit besonderer Berucksichtigung der Schanfelschnitte. 
Von Dipl.-Ing. F r it z N e u III ann. Mit 135 Textfiguren und 7 lithogr. Tafeln. 

In Leinwand gebl1nden Preis M. 1',-. 

Generator-, Kraftgas- und Dampfkesselbetrieb in bezug auf Warm eer
zeugung und W1irmeverwendullg. Eine Darstellung del' Vorgange,· del' 
Untersuchungs- und Kontrollmethoden bei der Olllformung von Brenn
staffen fiir den Generator-, Kraftgas- und Dampfkessel-Betrieb. Von Pa u I 
Fuchs, Ingenieur. Zweite Auflage von "Die Kontt-olle des Dampf. 
kesselbetriebes". Mit 42 Textfiguren. . 

In Leinwand gebunden Preis M. 5,-. 

Formeln und Tabellen der Warmetechnik. Zuni Gebrauch beiV~rsucheri 
. in Dampf-, Gas· und Hiittenbetrieben; . Von Paul l<'tl c h s, Ingenieur. 

In Leinwand gebunden Preis M 2,-. 

Zu beziehen dUl'ch jede Buchhandlnng:· 



Verlag von Julius Springer in Berlin. 

Anieitung zur Durchfuhrung von Versuchen an Dampfmaschinen und 
Dampfkesseln. Zugleich Hilfsbuch fUr den Unterricht in Maschinenlabo
ratorien technischer Schnlen. Von F r a u z S e uf e r t, In!!enienr, Lehrer 
an der Koqigl. huheren Maschinenbauscbnle zu ::;tettin. Mit 36 'rextfiguren. 

In Leinwand gebllnden Preis M. 1,60. 

Technische Untersuchungsmethoden zur Betriebskontrolle, insb~soll~ere 
zur Kontrolle des Dampflietriebes. Zugleicb ein Leitfaden fiir die Ubungen 
iu den Maschinenlaboratorien technischer Lehranstalten. Von J llii us Bran d, 
Ingenieur, Oberlehrer der Koniglichen vereinigten Maschinenbauschllien zu 
Elberfeld. Z wei t e, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 301 'rext
figuren, 2 lithographierten 'rafeln und zahlreichen Tabellen. 

In Leinwand gebunden Preis M. 8,-. 

Technische Messungen, insbesondere bei Maschinenuntersuchungen. Zum 
Gebrauch in lVIaschinen· Laboratorien und fUr die Praxis. Von Ant 0 n 
G r 11 m b er g, Dipl.-Ing., Dozent an der Technischen Hochscbule Danzig. 
Mit 181 'rextfiguren. In Leinwand gebunden PreIs lVI. 6,-. 

Hilfsbuch fur Dampfmaschinen -Techniker. Herausgegeben von J 0 s e p h 
Bra b Ii k, k. unti k. Hoh'at, emer. Professor an der k. und k. Bergakademie 
zu Phbram. Vie rt e Aufia!,e. In drei 'reilen. Mit 'rextfi~uren. 

In drei Leinwllndbande gebunden Preis M. 20,-. 

Entwerfen und Berechnen der Dampfmaschinen. Ein Lehr- und Hand
buch fiir Stlldierende und angehende Konstrukteure. Von He i n l' i c h 
Dub bel, Ingenieur. Z wei t e, verbesserte Auflage. Mit 4:l7 Textfigllren. 

In Leinwand geblluden Preis M. 10,-. 

Die Steuerungen der Dampfmaschinen. Von Car I Lei s t;- Professor an 
del' Kg!. 'recbnischen Huchschllie zu Berlin. Z wei t e, sehr vermehrte 
und umgearbeitete A llfiage, zugleich als fiinfte Auflage des Werkes von 
E. Blaha. Mit 553 'rextfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 20,-. 

Die Regelung der Kraftmaschinen. Berechnllng und Konstruktion der 
Schwllngrader, des Massenausgleichs und del' Kraftmaschinenregler in 
elemeutarer Behandluug. Von M a x 'r 0 II e, Professor und Maschineu
bauschuldirektor. Mit 372 'l'extfigllren und 9 'l'afeln. 

In Leinwand gebunden Preis lVI. 14,-. 

Die Dampfkessel. Ein Lehr- und Handbuch fiir Studierende 'rechnischer Boch
schulen, Schtiler Hoherer Maschinenbauschulen und 'l'echniken sowie fiir 
Ingenieure und 'rechniker. Bearbeitet von F. 'l'etzner, Professor, Ober
lehrer an den Kgl. verein. Maschinenbauschnlm zu Dortmund. Dr itt e, 
verbesserte Auflage. Mit 149 'l'extfiguren und :.0·8 lithogr. 'rafeln. 

In Leinwand gebunden Preis M. 8,-. 

Die Dampfturbinen, mit einem Anhange tiber die Aussichten del' Wiirme
kraftmaschinen und tiber die Gasturbine. Von Dr. A. S t 0 dol a, Professor 
am Eidgenossischen Polytechnikum in ZUrich. Dr itt e, bedeutend er
weiterte Aufiage. Mit 434 'fextfiguren und 3 lithogr. 'rafeln. 

In Leinwand gebunden Preis M. 20,-. 

Neue Tabellen und Diagramme fur Wasserdampf. Von Dr. R. .MollieI', 
Professor an der 'rechnischen Hochschule in Dresden. Mit 2 Diagrammtafeln. 

Preis M. 2,-. 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 
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