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Vorwort.

Die Dissertation von Carl Seegers, De motu perturbationi-
busque planetarum secundum legem electrodynamicam Weberianam
solem ambientium Gottingae 1864, ist auch heute noch von grofiem
Interesse. Der Verfasser untersucht die Bewegung und die Stérungen
der Planeten, wenn man statt des Newtonschen Gravitations-
gesetzes ein Anziehungsgesetz in der Form des Weberschen elektro-
dynamischen Gesetzes annimmt. Die Konstante ¢ des Weberschen
Gesetzes 1st dann die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, mit welcher die
anziehende Kraft sich im Raum fortpflanzt. Seegers leitet, bereits
1864, streng unter der gemachten Annahme eine Formel fiir die
Perihelbewegung der Planeten ab, welche spiter von Tisserand,
Mécanique céleste, T. 4, Paris 1896, fiir die Bestimmung der
Perihelbewegung des Merkur und der Venus benutzt worden ist.
Ein anderesbemerkenswertes Ergebnis betrifft die sikularen Storungen
der Planeten. Es stellt sich heraus, daffi auch unter Zugrunde-
legung des W eber schen Gesetzes die sikularen Storungen, abgesehen
von Korrektionsgliedern, mit den Untersuchungen von Lagrange
und Laplace iibereinstimmen, bei welchen bekanntlich das
Newtonsche Gravitationsgesetz zugrunde gelegt ist. Fine neue
Herausgabe dieser Arbeit, aber in deutscher Sprache, erscheint
zeitgemiB. Die Ubersetzung ist von Herrn F. Diestel in Gottingen
angefertigt.

Berlin-Mariendorf, im Juni 1924.

Paul Heylandt.



Bemerkungen zur Ubersetzung.

Die von mir angefertigte Ubersetzung der lateinisch ge-
schriebenen Dissertation von Carl Seegers ,Uber die Bewegung
und die Storungen der Planeten, wenn dieselben sich nach dem
Weberschen elektrodynamischen Gesetz um die Sonne bewegen¥
schlieBt sich moglichst an das Original an. Der besseren Uber-
sicht wegen sind in den einzelnen Paragraphen, wo es erforderlich
war, die Gleichungen numeriert, was der Verfasser nur in ganz
einzelnen Fdllen tut. Die Darstellung ist sehr héufig eine recht
knappe, und ich habe daher vielfach kurze Bemerkungen in eckigen
Klammern zur Erlduterung hinzugefiigt. Das gilt namentlich von
den Paragraphen 3 und 4, wo die dort auftretenden elliptischen
Integrale bei ihrer Reduktion auf elliptische Funktionen recht
kurz behandelt werden.

~ § 5 enthilt die Anwendung auf die Bahnbestimmung und liefert
das sehr wichtige Ergebnis:

»Bei Zugrundelegung des Weberschen Gesetzes weicht
die Bahn des Korpers von der elliptischen ab und das
Perihel des angezogenen Korpers bewegt sich in einem
Kreise um die Sonne. Nach einem Umlauf verschiebt sich

das Perihel um
2mA «
FAQ =&
Hier ist
4 die Gravitationskonstante,
¢ die Geschwindigkeit, mit welcher die anziehende Kraft
sich fortpflanzt,
A die halbe groe Achse der Bahn,
e die Exzentrizitdit der Bahn.
Das ist ein fundamentales Resultat.

§ 6 und § 7 enthalten Anwendungen auf die Storungstheorie.
Die aus dem Weberschen Gesetz entstehende Bewegung kann als
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aus der elliptischen Bewegung nach dem Newtonschen Gesetz ab-
geleitet angesehen werden, wenn man an den Bahnelementen ge-
wisse Korrektionen anbringt. Im iibrigen werden nur die sikularen
Stérungen behandelt. Das fiihrt zu dem interessanten Ergebnis,
dall alles, was Lagrange und Laplace gefunden haben, seine
Giiltigkeit behilt.

Eine Reihe von Literaturangaben, namentlich aus der Mécanique
analytique von Lagrange, Werk Bd..12, sind von mir als An-
merkungen beigefiigt. Auch habe ich die einzelnen Paragraphen
mit Uberschriften versehen.

Gottingen, im Juni 1924.
Friedrich Diestel.
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Das Webersche elektrodynamische Gesetz.
Die Hamiltonsche Funktion /7. Die Hamiltonschen
Differentialgleichungen der Bewegung. Die Funktion V.

§ L.

Der Gegenstand der folgenden Untersuchung ist ,die Bewegung
und die Storungen der Planeten zu betrachten, wenn dieselben sich
nach dem Weberschen elektrodynamischen Gesetz um die Sonne
bewegen.“ Eine Losung dieses Problems scheint aus verschiedenen
Griinden nicht unzweckmifig zu sein.

Wenn wir dieses Gesetz an Stelle des Newtonschen als das
Fundamentalgesetz der Anziehung, was sehr wahrscheinlich ist,
annehmen, so kann leicht bewiesen werden, daf auch in diesem
Falle das Prinzip von der Erhaltung der lebendigen Krifte seine
Giiltigkeit beibehdlt. Jenes gilt allgemein, wenn wir das virtuelle
Moment der anziehenden Krifte in eine totale Variation und einen
Differentialquotienten genommen nach der Zeit zerlegen konnen.
Bezeichnen

m, m, die Massen der sich gegenseitig anziehenden Korper,

A die Gravitationskonstante?),

¢ eine andere Konstante, und zwar die Geschwindigkeit, mit

welcher die anziehende Kraft sich im Raume ausbreitet,

r die Entfernung der Korper,

50 erhdlt man in unserem Falle

_ Amm, 1/dnrn?® 2 dr
or= =15 G +araE]r
ol 11dn] d/21dr \% av
=ol;tar (@) |- mGraen) =" -G

1) 2 ist die sogenannte Gausssche Gravitationskonstante und sie hat
den Wert 4 = 4% = 0,017029805. Vgl. C.F. Gauss’ Werke, Theoria motus
corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium, 7, 12. Gotha
1871. — %) Der Faktor Amm, ist der Einfachheit halber weggelassen.

Seegers, Uber die Bewegungen usw. 1



(wenn zur Abkiirzung

11/dr 21dr
2 W=+ <dt> U=Gra®"

gesetzt wird). Setzt man nun in der Fundamentalgleichung der
Dynamik

ZKX mctlltx> +<Y mdt2>6 +<Z m%—ﬂ)d‘z} =0
3 T=3 }m[(%%d)#(fl—f)#(j—j)],
8,8 =Sm <d 6x+dy3 + )7

0,V = > (Xdx+ Yoy + Zoz),
so 1aBt sich dieselbe auch in der Form darstellen
d(9,8)
di

Nun ist aber [nach der oben gemachten Voraussetzung]

avu
0,V=0W— Tt

0,V +o8T — = 0.

und es ist somit
4. oW +0T —

Wir setzen nun
dx =dz, dy=dy, 0z=dz
[Dann ist nach der obigen Festsetzung

r= 3 m[(G) + (@) + (@) ]
0,8 = Sm {(‘%‘)2 + (‘fl—ff + (9%)2} dt — 2 7. dt,

46,8 _ d@T.dy ar

d©,8) _daU _ |
dt dt 7

dt dt ”‘27dtdt
OW =dW, 0T =dT.
Ferner ist
aUvu d/21dr d/21dr 21dr _dr
‘d?—d—t<c—2;az >*“at<zzm> Tordildi
_dy/21dr 21dr( 0*r o*r o0 )
—;z;:<ca;dt) ’”wm{mza”aw‘*“a‘zoi“:‘



Wird nun
0x =dx, dy =dy, 0z—=4dz
gesetzt, so wird

aU d/21dr dr 21drd?r dr21/dr?
Gra) T4+ wr m gt = 5, Gr) | 2

dt ~ di\Prdt,
oder
dW+dT—2%dt—(Z—(t]dt = 0,
i W _ar v _ )
dt dt dt
Integriert man diese Gleichung nach z, so erhilt man
6. W —T— U = const.

Das ist das Prinzip der Erhaltung der lebendigen Krifte. DaB
die Prinzipien von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes
und der Erhaltung der Flichen ihre Giiltigkeit beibehalten, ist an
uynd fiir sich klar.

Das von uns zuerst zu losende Problem besteht darin, daB
wir die relative Bewegung zweier Korper bestimmen, welche nach
dem elektrodynamischen Gesetz sich gegenseitig anziehen. Es ist
wiederum gestattet, dieses Problem auf das einfachere zuriick-
zufiihren, wo wir den zweiten Korper als fest annehmen und wir
setzen die Masse des zweiten gleich 1. Nachdem dieses Problem
gelost ist, haben wir die Losung des andern, wenn wir fiir die
Grobe A diese letztere Grofe multipliziert mit der Masse der beiden
Korper einsetzen. Das ist bereits seit Newtons Zeiten bekannt.
[Unter dieser Voraussetzung ist

A 1 drn?  2rdir
por=—51—5@) + % @l

Nun gehen wir dazu iiber, die drei so festgelegten Integrations-
konstanten zu ermitteln, damit aus ihnen die iibrigen drei allein
durch Quadraturen gefunden werden konnen. Denn zuerst hat
Jacobi?) in einer berithmten Untersuchung bewiesen, dal nach
Bestimmung der einen Hilfte der Konstanten eines mechanischen
Problems, welche gewissen Bedingungsgleichungen geniigen, die

1) Man vergleiche C.G.J. Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik. 2. Ausg.
Berlin 1884. Gesammelte Werke. Supplementband. Vorlesung 19 und folgende.

1*
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iibrigen nicht nur ausschlieflich durch Quadraturen gefunden,
sondern auch mit ibhrer Hilfe die Formeln fiir die gestorten Ele-
mente in der einfachsten Form ausgedriickt werden konnen. Es
selen ¢,, gy,-. . ¢» die unabhingigen Veriinderlichen des mechanischen
Problems und wir setzen

o(W+T) eW+1T) T) aW+T)
Fq = P g P 9, = P

Hier ist

. _dg dyq, F__ A
8. Q1 = E’t—v 92 = dt R} qn - dt
und die Differentiation & ist so auszufithren, dal g, ¢,..., qu
Q1) 9, -+ gn,t als unabhiingige Veréinderliche angesehen werden?).
Setzt man nun
9. H=3Xpg—W-T,

so sind die Differentialgleichungen der Bewegung in der Hamilton-
schen Form die folgenden

dp; . dH dg; . dH

it~ P agdr T T dp

Das Zeichen d wird hier und im folgenden immer angewandt, wo
die Differentiation nach den unabbéingigen Verénderlichen ¢, p,, ...,

10. —

, 0= 1,2,..,n%.

Qs - - - Gn ausgefithrt wird. Gefunden seien die Integrationskonstanten

a,, Qg ..., Gn, und zwar seien dieselben so bestimmt, dal den
—1 )

n(n—1) Gleichungen

2
0 = [ap, ag]

— dapday  day, dag . _
Z <d% dpz—ZlE E> h=1,2...m k=12 ...,n

Genuge gelelstet wird. Aus diesem System von Gleichungen folgt
aber

12. OPn _ 0Pk

1) Man vergleiche E. Schering, Hamilton-Jacobische Theorie fiir
Krifte, deren Mall von der Bewegung abhingt. Gesammelte Werke, Bd. 1.
Berlin 1902. Abhandlung 14, 15, S. 185 his 246. — %) Man vergleiche wegen
des Folgenden z. B. C. L. Charlier, Die Mechanik des Himmels, Bd. 1,
Leipzig 1902, S. 56 bis 58, 62 u. ff
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wo das Zeichen & sich auf Differentiationen nach ¢, q,, ..., qn,
@y,- .. Ay bezieht. Die Gleichung 12 liBt sich folgendermalen be-
weisen. Wir haben

0 d day 0
0 — ah ah+2 n O Pr

sz 0g;’
13. oz%zi% Zdakaph
0¢; dq; dp, 0¢;
und daher
g, Godam dapda Z(%@c_d_%@ypl
dg; dp;, dp; dg; dpdp;  dp dp/ dq;’

. . dayda, day day <6pl dp;
19,0 = —(m o = 3 3 (G2 52— T 7 (3, ~ 55,)
wo die doppelte Summation nur auf alle Kombinationen der Zahlen

4, I zu erstrecken ist. Bezeichnen weiter ¢ und ¢ Funktionen von
p und q, s0 wird

0p dgy Op dap O day
dpl 2 6qk dpl + ; 60% dpl E 60% dpl,

oy d% 0y day, 0y day
dgoz 2 6qh dp E day dpi 2 oy dpi

da ap — 0 ist. Hieraus folgt dann weiter
dg dy _dg dy _ %%(@i@_%%>
dpl dpz dpz dpl 5a,h (?ak dpl dpi dpz dpl

(h, k)
_E@_Ml_izﬁ_w <d_@.zia_k_flﬂi%
o day 0ay dapdar/ \dp; dp; dpzdpl>

(b, )
Die in Klammern eingesetzten Zahlen 5, k zeigen an, daB die
Summation auf alle Kombinationen von %, £ zu erstrecken ist.
Setzt man @ = p;, ¥ = ¢, so geht diese Gleichung iiber in

16 _1_2@&9@_5_@%<@L%_%%
) T da,0a; dayda,/ \dp dp; dpldp)

(h, k)

Gibt man 9 und ¢ die Werte p;, p., wo die Indizes 4, u nicht
gleichzeitig dieselben und nicht ¢ und I sind, so miissen offenbar
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die Ausdriicke auf der linken Seite identisch verschwinden, so

dafl man hat

17 0= (JEgPe PR (Th ok COdd),
o) Sahaak Bakﬁah dpldpl dpldpl

Wenn wir nun die Gleichungen 15 einzeln mit dem geeigneten

Faktor 0p0py _ 02 dpu multiplizieren und die sémtlichen Pro-

) ap, ) ay, ) (277 ) ap
dukte in eine Summe zusammenziehen, so verschwinden nach 17

die Faktoren der Gréfen O 6'p@’ mit Ausnahme des Faktors

0¢; g
von Op. _ dp *  welcher nach 16 gleich — 1 ist. Daher wird
0qx 0 qu
allgemein
) 0p.  O0pr
18. Sq g — 0, w.z b. w

Der Nachweis, daf die Determinante des Gleichungssystems 15
nicht verschwindet, diirfte nicht ohne Weitldufigkeit zu fiihren
sein. Da nun weiter ist

d ) ) ¢ 6 opdH
opr Pz+z 201 _ Pz+z op

dé dg; dp;
61’1 2 GpldH ap QH_dH
dqidp; — 6t ' dq dg
und ebenso
dp ___dH
dt dql’
so wird
61)[ - 0H
19. 3t T g

Aus den Gleichungen 12 und 19 ersehen wir, daf der Aus-
druck
D1 dq, + pydgy + -+ + podg, — Hdt

ein vollstdndiges Differential ist, dessen Integral wir mit V be-
zeichnen. Daher wird

oV oV oV
'gt_: _H, s, =Py 57— P

20. 5q,



-

Wir haben auch

8V oV oV

21. 8’(71—— 19 6—%———132,..-, (Tan——bn,
wo b, b, ..., b, neue Konstanten bezeichnen. Das wird so be-
wiesen. Es ist

d(—b) g 0H Op;dH
b | 4 6t6a Z aq aa = cs—%J“lZa_%dpi

6H 0H
—a—a—}—a% 0, w.z b w.

Die Gleichungen 20 und 21 bilden ein vollstindiges System von
Integralgleichungen?). Sind daher a,, a,, a,, ..., @, gefunden,
so ist das Problem auf Quadraturen zuriickgefiihrt. Denn nachdem
aus den Gleichungen

23. a, = const, a, = const, a, — const, ..., a, — const

die Groben p;, p,, ..., p, abgeleitet und in den Ausdruck dV
eingesetzt sind, sehen wir, dafl die tibrigen Konstanten b,, b, b,
... b, des mechanischen Problems durch einfache Differentiationen
gefunden werden konnen.

Ableitung der drei Integralgleichungen

oV oV )4

OV, Yy = —b,
da, ! da, ! da, 8

§ 2

Es seien F',, F,, F, die Flachenintegrale, H das Integral der
lebendigen Krifte. Dann beweisen wir:
Die Ausdriicke

L. F, = a,, Q’ZVF12+F22+F3_2:“37 H=a,
geniigen den Gleichungen

2. (@, a,] = 0, [ay, ag] =0, [a;, a;] = 0.

1) Man vergleiche wegen dieser Definitionen C. G. J. Jacobi, Vor-
lesungen tiber Dynamik. 2. Ausgabe. Gesammelte Werke, Supplementband,
S. 3. Berlin 1884.



Bezeichnen
rsimncos§, rsimysing, rcosy

die orthogonalen Koordinaten des bewegten Korpers, dessen Masse
gleich Eins angesetzt ist, so erhdlt man fiir die lebendige Kraft
den Ausdruck

s )]

Wenn wir an die Stelle von ¢,, g,, ¢, die unabbingigen Ver-
dnderlichen 7, %, £ einfithren, so wird .

;o A2 , ;.
4 p=dq + 549 =90 D=9 ¢sn'q,

cq,
[Diese drei Gleichungen ergeben sich folgendermaflen. Es ist?)
1 11 , 1 . ' 2 o
W=124i—+3 2 q2>7 T = _(Q12 +¢°¢' + ¢’ Q32 sin® g,)
% ¢4 2
und folglich
yWw+T _ o r2¢, (W4T,
BT Tyt Tee BT T e B
8' W + ’
P = ( 9q, 11)‘ = ¢,"q; 1"’ ¢y
Die drei Flachenintegrale sind
__dy dx __dy dz _ dz dax
h=eg—vgp =g v D= -
Nun war

X = q,8MqyC08¢;, Y = q;SINQ8IN¢q;, 2 = ¢,C08¢,
und folglich

dx . , .. .
g7 — Bisingycos gs + 9, g, €08 @3 €08 @3 — G, G5 SN Gy SN s,

d . . , ) ,
d_?t/ = ¢, SN g, SIN g5 + G 4, COS Gy 817 @5 + Gy @5 891 ¢y COS G,

dz , ..
dat = q,€08q; — 4,9, S G,

1) Die GroBen W und U des § 1 haben jetzt den Faktor A.
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Dann nehmen die drei Flichenintegrale die folgende Gestalt an:

d dx .

F, d?; Yar = ¢,%¢,' sin? g,
d dz

F, = dzt/ Yy = = ¢,° ¢, sin g, + ¢, q; sin g, €08 ¢, €08 ¢,
dz dx , . )

Py == At T — ¢,%q, c08q, + q,* g, 8in g, €08 g, $in g,.

Hieraus folgt
VF12 +F:+F? = ¢ ng + q? sin’ g,

Ferner war
H = pq + 14, +psqs'—W—— T=mp0+ 1.9+ P
A A q? s
—6 Fq g(q +¢'¢5 + ¢, g5 sin’ g)

=q’f+q1 s + 4.’ 5 sin’ g,
a 1
+ ql 0} (q +q® q2+Q1 8'”7'292)

A
2(q +a’q +41gq:8’n292)_—+5§‘a]

Die Integrale

1, , . . A A gP
H= (¢ + %'es +a’es sin' ) — o + c—gfl—‘l = a,
F, = q,°q; 8in’ ¢, = a,,
¢ = VE? + F? + F = ¢ Vq} + ¢ sin’ ¢, = a,
gehen mit Hilfe der fiir p,, p,, p, erhaltenen Ausdriicke iiber in

L Li( WL\
al_ 2 ig+ 2 qlg ps + psg ) ql’
¢ q

Es 1dBt sich sehr leicht beweisen, dal diese drei Groflen den
Gleichungen geniigen

7. [ala aﬂ] =0, [a’ﬂv as] = 0, [asa al] = 0.



[Denn es ist

da, _ P, da, _ Py da, Py
dp, A2’ dp,  @*’ dp,  q,*sin® gy’
1422
cq
da, da, da
2 — 0, — 7 — 0’ — % — 1,
dp, dp, dp,
%:O %:—————_pz = %: .p3 !
dp, T dp, V - o2 AP smﬂqzV oy s ’
Py T Sindq, 2T sinig,
da, 24 p,? 1 < . 5’ i
dg, ~ 6g’(, A2V ¢\ +sinﬂqg>+q_f’
i
' q
djl__pe,zco‘g% %_0
dgy, g sin’g” dg;
da, da da
4 — 0, 272 0, -2 — O,
dg, dq, dq,
dag o da_ _ pleosq 1 day _
== U, — —3 —_—— d - Y
dq, dq, sin® g, V 0y o s
2 sinigq,

Aus den Gleichungen 6 folgt

1 l a;? A2
n=Jp( “1*7 )=l gl

P, = l sz,nzqg Ps = Qy

[Nun ist
dV = pldQI + p2dQ2 + p3dQ3 — Hdt
= p,dq, + psdq, + aydg; — a,dt.]

Durch Integration finden wir daher

= [l gl B2

a, 2
+ J' Va'32 sm2q Q2 + yq; — ayt.




Da die Verinderlichen in diesem Ausdruck getrennt sind, so ist
derselbe in der Tat integrierbar. Hieraus folgt

( A 2
14+ %.2
= i WP
da, 1 7 2 1 )
2< >
./V al+q2 9’
oV . f a,dgq, 1
10)8a, T T— o s,
. % i 9
( A2
6V— b,— a3V1+02 g, dq, a;dq,
da, A\ a4 a,’
y__ 3 2 __ 2
J V2<a1+91> 7 V 3 sintq,

Ableitung einer Gleichung
zwischen der Zeit und dem Radiusvektor.

§ 3.
Die Gleichung

P
V1+c—2—
1. t—b = & g
V ( A a’
Ua + )-8
1+Q1) %°

liefert eine Relation zwischen der Zeit und dem Radiusvektor.
Sie zeigt uns, daB die Verdinderliche ¢, "zwischen den Werten

_ A V¥ t2aet o b V42008
2a, 2a, 2a, 2a,

a4

enthalten ist

und dal daher — Q% die mittlere Entfernung von der Sonne
1

ergibt.
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Nun betrachten wir eingehender das elliptische Integral

A2 22
V +—§_ V%( 1+'_2>d91
¢ q, d _V a C

DRI 2 SR =V—-2 =,

VQ(G +}'> ‘1’32 & ! ‘/12+2a1a32—(}'+2a1q1)2
e/ 4’

Setzt man nun

2.

A+2a,9 = — Va+ 20,05y,
50 geht dasselbe iiber in

( A < 4ia, —c*i
2 2 y+ 2 2> y—z—VQ——‘—E>
A+ 2a,a, Va*+2a,a, Va4 2a,a,

J=—
(— 20 iy —1

dy.

Infolge der Ungleichung
A Va* 4+ 2a,a <q < — A _1/12 + 2a,a,?

2a1 2a, 2a, 2a, !

liegt die Veranderliche y zwischen den Grenzen — 1 und + 1.
Setzen wir nun zur Abkiirzung

A . _ _4da, — 2 —s _}.2+2ala32_B
V12+2aa_§_% ey 2a,a. :
a3 + 2a,a4 (—2(11)2

50 konnen wir wegen der Ungleichung
I1>—-1>—9y>—39d
zur Reduktion des Integrals
J_BJ _y+9E+9
V@ —Du+Pw+9"7
auf die kanonische Form der elliptischen Integrale die Formel BII

Seite 15 der Fundamenta nova') anwenden.
Nach der dort angewandten Bezeichnung setzen wir

m=1G+ DO DO+ D —D,
Vo + 1)(6—1)+ VO+DHy—1)

n —

kl )

1) C. G. J. Jakobi, Gesammelte Werke, Bd. 1, Seite 68. Berlin 1881.
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Ve —D+Ve+ D —1)

4(y+1)(6+_1)

@—1DE+1)
tang — < —}—amv M‘/iiz
Dann ist
7
dy d<— -|—am'v>
V@ —1D(y+p)(y+9) Vm2 sin? amo + nPcostamv
K damv I

_ - o 79 .+ 9 —d’U
m Vl——kgsmaamv m

[Diese Gleichung ergibt sich folgendermafien. Es ist

ME— tang2%<% —}—am?})

- =Y
1 /=
2 2

M + tang 5 <2 -|—amv>

1/=n
2 2
2 M2 tang 2<2 +amv>

damv

dy=+ ,
1/ 1 /= 2
cos? 5 <§ + amv> [M2 + tcmg2—2 <~2— + amv>]

1
M1 —p) — (1 + p) tang® §<32z— + amv)

y+y:_ 1 /n ’
2— —_—
M? 4+ tang 2<2 +amv>
‘ M2(1—6)—(1—}—é‘)tang”%(%-}—amv)
y+o=— T 7 :
9 g ~ (¥
M2 4 tang 2<2 —}—amv)
4M2tangﬂl<£ —}—amv)
Pl 2\2

[M2 + tang® % <% + amv)]’
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und hieraus auch

Ve T D0 —D+Vog—DE 1 1) = — 2L Jemh

& cosamh’

Nachdem nun so der konstante Faktor des Integrals umgeformt
ist, nimmt das Integral 3 die besser zu behandelnde Form an

s A3amh { Adamv \?

4. J=—5 j kcosamh \1 + k sinamh s:n amo]

Um dieses Integral auf die Funktion @ zuriickzufithren, stellen
wir folgende Uberlegung an. Setzt man

A*amv
5. = Z ; d
¢ jsmamu + simamv ©

80 wird
aQ cos amo. damo A2amv
do — —j (stn amo + sin amv)?
Es sei nun
o= h+ 1K',
T
6. )

RKi— |9 |
V1 —Ek2sindo
0
Dann haben wir

d;Q_ [ kdamhcosamh A2 amv
dh ) (1 + ksinamh sinamv)?

und
7 J— Bi £amh d@
) Tk cos’amhdh

[Man erhilt den Ausdruck fiir % mit Hilfe der aus der
Jacobischen Theorie der elliptischen Funktionen herriihrenden
Formeln

. o 1
sinam(h + 1K") = Fsinami’
. _tdamh
cosam(h + tK') = Feinamh

- ____.cosamh )
dam(h + 1K") = z———————smamh]
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Das Problem ist daher auf die Bestimmung des Integrals @
guriickgefiihrt. Es ist aber

Q— A amvdv __ [ simamaAamvdv
T ) simnama+sinamv ~ ) sin®amo — sin®amo

simamv. A amv
sin?amo — sin®amv

Nach dem beriihmten Fundamentaltheorem von Jacobi?) iiber
die elliptischen Integrale dritter Art ist

v
k? sin amo cosamodamo sin® amodv
1 — k*sin? amo sin? amv

9.
dlog@(a) —}—ll O(r—o
- do 2 @(v+u)
wo
@Zﬁ} =1—2¢%cos2v+4 2¢*cos4v—2q¢*cos6v + -+
=K 1 n_ 1
bgq——T, a’mK_?n, am(K,k)——gﬂ:.

Daraus folgt sofort, wenn man v und « beziehlich durch
v+ K+ K'4 und « + K ersetzt:
sinamo . A*amv do — damo {_ dlog @ (e + K)
10 simPamo — sin*amv  cosamo v
' 1 g Bl £ 9))
t ol F )

Hier ist

. . . .
H<zfv> = 2Vgsinv—2Vg' sin3v+2Vg®sinsv— ...

[Dieser Ausdruck ergibt sich folgendermafien. Differentiiert
man die Gleichung 9 nach v, so ergibt sich

K sin amo cosama dame sin*amv __ dlog @ («)
1 — k? sin® amo sin® amv T de
1d, O@v—oao)
2dv R ICE O +oa)

1) C. G. J. Jacobi, Gesammelte Werke 1, 204 bis 206. Berlin 1881.

Seegers, Uber die Bewegungen usw. 2
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Ersetzt man v durch » 4+ K 4+ K% und « durch « + K und
beriicksichtigt die Formeln

sinam (v + K) = %,
-
cosam(v + K) = ——%,
kI
. . damv
S’Lnam(v-}—K-}—K‘Z) — m,
Al
cosam (v + K + K'i) = —ﬁ%},

dam(v + K + K't) = + ik'tang am,
so erhilt man mit Ubergehung einiger Zwischenrechnungen

Sin amo cos amo Aamv
i o damae sin®amo — sin® amo
) dlog@(a+K)+___l O@w+ K'i—o)
do 2 dv @(v-}—QK—}—K‘i—}—oc)’
denn es ist

1 —ksin’am(e + K)sin*am(v + K + K'9)
= (1— ) sm?amo — sin?amo
o AamoAamv

Nach der Jacobischen Definition der Funktion H(v) ist aber

Vg
H(v) = T‘-’em O + K'5) 7).
Nun ist weiter
O+ 2K) = 0(v)
Die Gleichung 11 geht daher iiber in

S$in amo.. COS amo A*amv
Adamao sin® ameo — sin®amo
_ __dlog®(a+ K) H@v—uw)
12. =T de T3 dv " H o+ w)
dlog@(oc—}—K)+ o H (e —v)
do 2 dv H (e +v)

1) C. G. J. Jacobi, Gesammelte Werke 1, 224 u. 226. Berlin 1881.



und hieraus durch Integration von v — 0 bis v = v
v
j‘ simamo . J2amv

sin? amo — sin? amv

13. N
. Aama{_ dlog@(v+K)+ logH(a—]—v)
" cosama do H (o — )}]
Das andere auf der rechten Seife der Gleichung 8 vor-

kommende Integral
j sinamv A2 amv

sin? amo — sin® amv
geht durch die Substitution
t = sinfoamv
iiber in einen Ausdruck, welcher nur die Wurzel aus einem Polynom
zweiten Grades enthdlt und man findet dasselbe nach naheliegenden
Reduktionen
1 damua 8im coamv — 8incoame
— 7 2cosama log { sin coamv + sincoamoc}
kl k sin coamv — 1
+§ Og{ksincoamv+ 1}'
[Durch die genannte Substitution geht das Integral iiber in

1 1 — k%t
J(smﬁ amo—1t) Y (1 —8)(1 — & t)

1 d*amae yr dt
T2 {sin“amoc—t }V(l——t)(l—k”t)

1, 1 dt
= — A*amuo
2 sinfamo —t V(1 —8) (1 — k%)

dt
+ —
)va9a
Nun ist aber —

‘/ 1—1¢ __cosamo

damo damo d 1—kt damo
— = —log —=——— )
sinamo —t cos amo dt V 1 —t oS am o

1 — k% damo

1—1¢
1 4 ‘/T‘—kﬂ —!

= = log ————
Va—9Q—rr dt 1—¢
(=) V w+1

PAJ
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Ferner ist nach der Jacobischen Theorie

. cos amu
coamu = am(K —u), simcoamuy — ————,
damu
k' sin amu i
coscoamuy — ————, dcoamu — — -
damu damu

Benutzt man diese Gleichungen und fiithrt die Integrationen aus
so erhdlt man unmittelbar die obige Gleichung.]

Fiir @ erhdlt man daher

Q— A*amv

o j' siname + sinamo -

14 . Aama{ v®x(a+K)+~ H(+v)
) " cosama O (o« + K) H(oc— v)
1 sin coamv — SIncoamo k

+ -kgsmcoamv + sin coama} 2 {

k sincoamv—1)
k sincoamv—+ 1] °
In diesem Ausdruck setze man nach Ausfiihrung der Diffe

rentiation nach « statt « nunmehr 4 4 ¢ K'. Mit Beriicksichtigung
der Gleichungen

O+ iK") = H(w+ K)e &Y

?

H(’U+ @K') _ z@()e 4K(2v+zKI)

erhdlt man
(&__ _kk”sinamkj H’(h+K)
dh Lamh |\~ "H(h+ (h + K)

+ 1 log O(h + v) ksincoamhsincoamv — 1

15 O —v) k sin coamh sin coamv — 1 }
) +kcosamh[__vd2logﬂ(h+lf) 10'(h+v)
damh | an 20 (h+v)
+_1_@"(k—v) . kk'* sinamh sincoamv — 1
20 (h—v) (k*sin’coamhsin? coam—1)Lamh } '
Da nun
16. J — By A*amh d@

k* cos*amhdh
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ist, so erhdlt man schlieflich
J— B&” sinamh{_vffi-}—_lf)
k cos*amh H (h+ K)
n 1 log O(h+v) ksincoamhsincoamv —1 }
2 770(h—v) ksincoamhsincoamv + 1
__Bi damh {_ vd"logH(h—}—K) 10'(Gh+v)
k cosamh dh? 20 (h+v)
10'(h—v)
T3e =0
kE'® sinamh sincoamv + 1
T Aamh kP sin® coamh sin? coamv — 1

17.

} =1—0b,

Bestimmung der Konstanten 6, und 6,. Die Funktion V.

§ 4.
Weiter haben wir
_ Qg dg,
g+ by = /T—Tﬂﬁ sin’q,
“ T i 9,
1. . a, deotang g,

V“32 — ag’ — a,’ cotang® ¢,

a,’ )
= arccos < V—“— cotang q, ).

al — af %)

3
Es bleibt noch iibrig, da8 wir die durch die folgende Gleichung
definierte dritte Konstante

22
a 14+ ——
SV Taw dg, _, dg,

< AW oaldnt V , 4
V2<“1+Z>—E? “ sintg,

ermitteln. Zuerst ist

2. b, =

as;dgy, - a,d cosq,
2 2 2 2 2
Vae_ ) Va, —a.* —a,’cos'q,
8 sin’g,

2
_ (V_ cos g,)-
a;’ — a,? 2



Ferner geht das Integral

+
a, V c“’ ¢ 9%
VQ( + > a, 9’
3. il 2
+
— asa V 02 4 d_Ql
2
Vl?_Qa a32_<l_'g,£>2%
' 0

durch die Substitution

——q—— = Y4 + 20,0, .z,

1
wenn der Kiirze halber

4 — ‘/21]/12—}—2(11%2 _ Cal 424
ca, ’ 24 V2* + 2a,0;
gesetzt wird, iiber in
r—e
4. x=2J,
va—exxﬂ—n ‘

Da « zwischen den Grenzen + 1 und — 1 enthalten und ¢ > 1
ist, so kOnnen wir die Formeln AI auf 8. 16 der Fundamenta
nova') anwenden. Wir setzen nun

4 _ m
m =YV —1, n=Ye 112LV9+1:]T‘, w=1—u
4
— L g L(Z _ Vl.ztw.
M = o 1 tang2 2+amu>_—M T
Dann ist
dx o

Ve—o@—1 m
und nach einigen Reduktionen

1+ psinamu |’

Y C. 6. J. Jacobi, Gesammelte Werke 1, 68. Berlin 1881.
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so daf man hat _
5. J o= —4 u' J’l —usimamu

E 1/2!,, 1+ usinamu
s ist
5 1l /=
Vot+1+Ve—1 M2+tang“‘%<%+amu>

1
2M2t¢mg§<%+amu> S amu

do = 1 /= 2 1 /x du
9 2 — (. 2 (.
[M + tang 2<2+amu>]cos 2<2 +amu>
dx )
V(z—o)(=*—1)
_ o — Va1 u
T m du, z—¢ VQ 1+ysmamu]

1 — usinamu

— T~ " _du hiingt ab von den Werten der
14+ usmmamu

Das Integral j

Integrale 8“: amu dw und | — ——d.l‘f——- Das erste
1 —usinamu 1 —ulsin*amu
Integral 146t sich sofort ausfithren und man erhilt
5‘ sin amu du — — L cosamu 1o coamu
1—ursin*amu  u'® damu  p'? )
. d .
Dagegen erfordert das zweite Integral A—Q—u—ﬂ-— eine
1 —u® s’ amu

hohere Untersuchung. Der Ausdruck

Plog®d(u+M) Ou+M)O" (u+M)—60"(u+ M)
du? o 0 (u+ M) ’

wo z

M= X_L
V1 —wsinPu
0

6.

gesetzt ist, ist eine monodrome doppeltperiodische Funktion mit
den Perioden 2 M und 2M’i Hier ist

le —u‘“sm u
0
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Die zweite logarithmische Ableitung der Funktion & wird un-
endlich, wo ® den Wert Null annimmt und ist doppeltperiodisch.

1——— hat dieselben Perioden und verschwindet
damu

2
fiir dieselben Werte wie %‘Zg"ﬁ—m. Nach der Theorie der

komplexen Funktionen kann daher die eine durch die andere aus-
gedriickt werden. Zu diesem Zwecke setzen wir

Plog@@+M) A py

du? T Aamu
wo die Konstanten 4 und B noch zu bestimmen sind. Setzt man
nacheinander ¥ — 0, v — M, so erhalten wir
)
8. 6 (M)
@' (o 7 Y A
oo = Vruo o=t ?

Hieraus ergibt sich
( 2 z (@' (o Y
= V| 2o 0o}
e lon
2M
Um diese Ausdriicke zu vereinfachen, differentiieren wir zweimal
die Gleichung

Die Funktion

7.

— Ve —=4+5

13
9

— 0" (M)}-

VOu+M) = 0wdamu
und setzen w — 0. Mit Beriicksichtigung der Gleichung

6(0) = VW

0" () = 0"~ e,

Durch Einfiihrung dieses Wertes in den Ausdruck fiir 4 wird
einfach

10. A = u

erhilt man

1) Dal} die GroBen 4 und B Konstanten sein miissen, folgt sehr ein-
fach aus der Theorie der doppeltperiodischen Funktionen, da es ganze
transzendente doppeltperiodische Funktionen nicht gibt.



Ferner differentiieren wir zweimal die Gleichung
11. Hw) = Yu®u)sinamu

und setzen nach Ausfilhrung der Differentiation » — M. So
findet man

2y,M

H' (M) = + Vu.0" (20).

Mit Hilfe dieser Gleichungen erhalten wir

0" (M) — Vi " (0) = Vu*. H" (M)
und

12. B =

1"

Schlieflich erhalten wir

Plog®(u+ M "
. SO = e T an
und daher
du U e 1 dlog® (u +
14. 5m=—y Vz g+ e
Nachdem nun die einzelnen Integrale erm1ttelt sind, erhalten wir
1—usinamu 2u "
s Jﬁmdu: P V2 MH M)—u
n 2ucosamu | 2 dlog®(u + M)
u? damu " u=® du ’
ferner
U1/ ® ., 12 2ucosamu
16. & :A{‘Tl/ﬁﬂ (M)+Vg—uu_v g"”’”‘
_ V_E_dlog@(u—l—M)}
@ du ’
und endlich
17 by = J V @’
. g = 1—arccos< Mcosq,)-
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Die Funktion V.

Zur Vervollstindigung ist noch der von uns fiir die Funktion
V gefundene Ausdruck zu untersuchen. Es war

P[Pt )-8 1+ D aa

+fV“2 sin qu%‘}‘a’s% a,t.
Das erste Integral geht durch dieselben im Anfang von § 3

angewandten Substitutionen iiber in
V_Mf(l—yﬁ)(y%—a)_ dy
' y+r iY@ —DE+»0+9)
wo p, 0 die ihnen dort gegebene Bezeichnung beibehalten. Wir
setzen nun weiter

18.

o 2ig—DE=D
Ve +DO—D+VE+ )G —1)
EF= V1 —k°,

_Ve+DE—1)—Ve+HEr—1)
Ve +DE—D+VE+ D@ —1)

¢+ D@+ 1) l+y
M= V(ﬁ—n(a tang (5 + gams) MVl—y’

m = V(y —1)(* — 1)-
Dann erhalten wir

dy K

iV — 1)(y+7)(y+5) m

= 4 M? cos*amv
1 +uy t [V(,,_l)(a_n V(y+1)(6—}—1)] m}ﬁ
Vy—DE—1)+V@p+DE+1)
y+9 V&“‘—l 1 —ksinamv
y+v V? —1 1+ksmamv
Fiihrt man nun den Parameter 4 durch die Gleichung
Ve—1HE—H—VO+ D@+
Ve—DE—D+VE+DE+1)

v,

ksinamh —




ein, so wird

1 ) e 1
E 4M Vo l_ﬂccosamhda hsmamk 1

W om TF Iy Y= amh i3

[Bei der Bestimmung dieser Gleichung mufl man die oben auf

S. 15 gegebenen Ausdriicke
VP—14+78—1

sinamh = e S
damh = —— 2@ — 1) — 1) ,
Ve—DE—D+Vr+ D@ +1)

T DOT D+ VG —DE—D = — 2 Zamh,

beriicksichtigen. Man erhilt dann
Vo8 —1 __simamh—1 E 4 M?
Vpp—1  sinamh+1 m (1+ M*)
k141/(aﬂ_1)(7 -1y
T e+ D+ D+ Vr—DE— D)

. 2k damh
Ve +DE+)+Ve—DE—1)
G 1
V(7+1)(5-—1) + Ve—DE+1) Vp+1)©O+1) + V(V*l)(a—l)
= tkcosamh damh

und hieraus die obige Gleichung.] Dann reduziert sich das Integral

auf das folgende

V—24.G cos® amv 1 —ksinamv
! (1 4 ksinamh sinamv)* 1 + ksinamv
= V—2q,.6.3,

welches auf elliptische Funktionen zuriickgefithrt werden kann.

Es ist aber
cos*amv (1 — ksinamv)
(1 + ksinamhsinamv)* (1 + ksinamv)
4 B

=aG.

20. - (1 + ksinamhsinamv)’ + 1+ ksinamhsinamv

I

1 + ksinamv

mh



Hier ist
4= _ A*amhb  sinamh + 1
kBsin*amh simamh—1’
0— _*E+D 1
21. k° (simamh — 1)’
1=A+B+C+D,
0=1— %A + stnamh.D + sz_ncy_r;i_—_l_a

[Die letzte Gleichung erhdlt man durch die Substitution
sinamv = 715]
Nachdem so die GrobBen A4, B, O, D bestimmt sind, erhalten wir
Z 4 dv
T (1 + k sin amk sin amv)®

dv
T BSI + k stn amhb sin amv
+0f

22,

dv
1+ ksinamv + Do

= A4S+ BS'+0S" + Do,

Nun behandeln wir jedes Integral getrennt und wir machen den
Anfang mit . Wenn wir nun

ksinamh
1 + k sin amh sin amv

23, P:j

setzen, so erhalten wir durch Differentiation nach A

Q_j‘ kcosamh. damh
dh ) (1 + ksinamh sin amv)?

und weiter

dv=lkcosamh.damh.>

1 1 aP
24. Z ~ kcosamh. damh dh

Fiir P erhidlt man aber mit einer leichten Umformung
dv
1 —k? sin®amh sin® amv

. stmamv.dv
= kB*sin*amh | - g —s
1 —Fksin*amh.sin’amv

P = ksin amhj‘
25,




Der Wert des Integrals

dv
j 1—k?sin®*amh sin*amv
folgt aus dem schon oben zum Gebrauch verwandten beriihmten
Fundamentaltheorem von Jacobi, indem man o und % durch
v+ iK', b+ ¢ K" ersetzt. So erhilt man

dv
j 1 — k* sin® amh sin? amv
. 1 { H'(h)+ log O@w— h)}
T damhcotangamh |~ H (h) (~)( + k)
[Diese Darstellung ergibt sich folgendermaﬁen. Wenn man auf
S. 17 in der Gleichung 9 « durch 2 + K'¢ ersetzt und dann die-
selbe nach v differentiiert, so erhilt man
k* sinam (h + K'i)cosam (b + K'i) Aam (h+ K' 1) sin® amv
1 — k* sin*am (h + K'7) sin* amv
dlog@(h+1K) O(v—h—iK)
" dh +2dv g@(v—}—h—}—zK)
Ersetzt ‘man nun » durch » 4 ¢+K', so erhilt man
k? sin am (h 4 K'i) cos am (b + K'v) 4 am(h + K'v) sin* am (v + K'1)
1 — k*sin*am (b + K'v) stn® am (v + K'1)
__dlog@(h—}-iK‘_*_i_d_lo Owvw—k)
= dh dv 0w+ h+ 24K
_ damhcotang amh '
T 1 —k sin?amh sin amv
und mit Berticksichtigung bekannter Formeln aus der Theorie der

26.

Thetafunktionen 1
1—k*sin*amh sin2 amv
1 {H "(Rh) L Lag, 6 (v— h)\
Aamhcotangamh H (k) 2 dv g@(v—}—h)f

Durch Integration nach v erhdlt man sofort den obigen Ausdruck.]
Weiter ist

sin amv d
1 — & sin® amh sin* amo
1
27. { = j j —
7 2damhcosamhj{smam(v+h)+smam(v h)} dv
. 1 lo‘dam(v—}—h)—kcosam(v—kh)
T 2damhcosamh gdam(v— h) + kcosam (v — h)’



da

28. jsin amvdyv = 1

k
ist: [Nach dem Additionstheorem der elliptischen Funktionen ist
bekanntlich

log[damv — k cosamv)

sinam (u + h)
sin amu cosamh damk + sinamh cosamu Jamu ]
o 1 —ksin*amh sin*amu

Nach Ausfiihrung dieser Substitutionen erhalten wir
ksin*amh v H'(h)
damhcosamh { H ()
llog@(v_-h) dam (v— h) — kcosam (v — h)
+ 2 @(v+h)dam(v+h)+kcosam(v+h)}

und hieraus endlich

P =

29.

I 1 dP
30. E ~ kcosamh damh dh

Die Ausfiihrung dieser Differentiation konnen wir iibergehen.
Der Wert von )" ist in dem Vorhergehenden enthalten.
Denn man hat

u dv 1
3L. > = j 1 +ksinamhsinamv ksinath'
Endlich ist

m ’ dv dv ksinamv
82. Z - 51 + kstnamv 5A”amv-—j A*amv dv

Wie nun oben bewiesen worden ist, hat man

dv v t R 1 dlog® (v + K)
33 jﬂn‘ﬁﬁ “WVMH A PR
und
34 ksimamv , .
. m V= — Ws@n coamv.

Infolgedessen besteht die Gleichung
m v T " 1 dlog® (v + K)
=" — g g ) + e D

k.
+ e sm coam.

-35.
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Nachdem nun die Integrale >, >", > einzeln bestimmt sind,
hat man

36. SX=4>'+B>"+CX"+ Dv
Das zweite in ¥V noch vorkommende Integral
37 8 = JL S 7

) o J"/a” T osin'q? aq

findet man ohne Schwierigkeit in der Form

— a5’
6. S = a,arccos <Va32 g 08 (p)

— @, arc cos < V% cotang qﬂ) .
A" — Oy
Endlich ist
39. V="V2a, G +8+aq—at

w. z. b. W.

Anwendung des Vorigen auf die Astronomie. Abweichung
von der elliptischen Bewegung. Kreisbahn des Perihels des
angezogenen Korpers um die Sonne.

§ 5.

Die astronomische Bedeutung jener Integrationskonstanten,
soweit sie sich auf die Zeit und die Lage der von dem Kérper
beschriebenen Bahn beziehen, ist ohne Schwierigkeit einzusehen.
Aus der Gleichung 1, § 4, S.21

a 2
1. cos(gq; + b,) = V—T—a—g— cotang q,
v ag” — a7
folgt, wenn man -Z-“l = cos ¢ setzt,
8
2. cos(q; + b,) = cotang i cotang q,.

Hieraus ersehen wir, dafl die Bahn des Korpers einfach gekriimmt
ist, daB ¢ die Neigung der Bahn und — b, die Linge des auf-
steigenden Knotens bezeichnet. Wir haben schon oben gesehen,

dafl durch —% die mittlere Entfernung von der Sonne aus-
1



gedriickt wird, welche man zweckmifigerweise ebenfalls als Bahn-
element einfiithrt. Die Gleichungen zwischen der Zeit und dem
Radiusvektor und der wahren Anomalie und dem Radiusvektor,
durch welche die Bewegung des Korpers festgelegt wird, sind in
den Ausdriicken fiir die Konstanten enthalten. Ebenso beschaffen
ist die Gleichung

3. t—b, = J,

wo augenscheinlich b, fiir die Zeit des Periheldurchganges ange-
nommen werden kann. Bezeichnet man mit ¢ die wahre Anomalie,
80 hat man weiter

4. dop = 2 dt

9

A 2
a31/1+?q—1 d—q—l

A a,’ 7,
‘/2<a1+§;>—q—12
> _ Voala t 2agag (uy/7
o VA an
2 Vﬂcosamu_VEdlog@(u—i—M)}.

b u—
+ V2u “ damu ®w du

oder

(p:

Dieses ist die Gleichung der von dem Korper beschriebenen Bahn.
Das Integral J, aus dem vorhergehenden Paragraphen ist
daher nichts anderes als die wahre Anomalie ¢. Hieraus er-

halten wir
€08 ¢,

6. cos(p — b)) = e

= sin(qz + z_ b3>.
2
—725—— b, ist die Periheldistanz vom aufsteigenden Knoten, wie ein-

leuchtet, wenn wir den Winkel ¢ von dem Perikel zihlen. Wenn
wir endlich @, oder a,, welche durch die Relation

7. Gy = @,C081

voneinander abhiingen, als einen die Bewegung des Korpers be-
stimmenden Parameter ansehen, so sind alle sechs Integrations-
konstanten geometrisch interpretiert. Jene Bewegung weicht haupt-
siachlich durch den Umstand von der elliptischen Bewegung ab,
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daB das Perihel des angezogenen Korpers nicht denselben Platz
im Raume beibehilt, sondern sich in einem Kreise um die Sonne
bewegt. Denn setzt man in der Gleichung

V"lVﬂﬁ—Qa (JL—2 u‘/"n_

—_ “ 178 - el 1"

o 9+ @, = ca, MH (M)

’ ' _ ygglsam _ VQ dlog @ (u + M)
+‘/2_‘; damu ® du }

Vl. + 2a,a,?
= 0 und = - 4 =17 — Q. welches der
@ nd ¢, = 2”’1 + 2a, Qs

kleinste Wert von g, ist, so haben wir mit Beriicksichtigung der
Gleichungen

9. amu:—g, U= —M,
V21V1“‘+2aa“‘ Mn 2,
10. S 1% {V——H M+t _ml.
o Cay w ( )+‘/2y J
Nachdem dann ¢, seinem Maximalwerte
—4—V2* 4 24,0 0
2a, T
gleichgesetzt ist, moge
. P = @,
werden. Da weiter
11. oamu-———i—g, w= +M
ist, so erhilt man
V2 AVi? + 24,02 (VoM
12. ¢, + 9, = ca 18{ H(M)+V },
3 2u
und daher
2VoiVi2 + 20,00 (Val ..,
13, P, = w’j ”’V H(M)-}-VM u}.

Dieser Wert ist von = verschieden. Um aber festzustellen, wieviel
derselbe von = abweicht, mul der Ausdruck in eine Reihe ent-
wickelt werden. Zu diesem Zwecke gehen wir von der urspriing-
lichen Integralgleichung aus
+
V Cq 91 91

A a,? %
2<a —>——“—
V 1) T

Seegers, Uber die Bewegungen usw. 3

14. o+, =




und setzen
(;—3— = Va? + 20,0, cos .
1
Dann ist
242 24V4* + 2a,a,?
®+ @, = V -l-cg% J.‘/{l +—~cza2+2;2icosﬂ}d&
15. 242 1 1
= ‘/1—}—02% J 1-}— cos& 8¢’
3 4 1
168 & — 12894608 &+ - jd«‘},
wo
2a2+212
16. 0 4

T 2AVA* + 24,0,
gesetzt ist.

Da den Werten @, und @, von g, bzw. &§ — 0, & — z ent-
sprechen, so erhalten wir den Wert von ¢,, welcher die Winkel-
distanz des Perihels vom Aphel angibt, wenn wir das Integral
zwischen den Grenzen O und = nehmen. So wird mit Riicksicht
auf die Gleichungen

1,3,5...2n—1)=x
2,4,6...2n 2’

7T 7T
jcos”“xdx = 0, jcosznxdx =
0 0

o 242 *1,3,5,...(2n—3) 1
1. "”1_”‘/1+ { E (2,2,4,6 ... 2n) W}'
Wenn wir nun die Potenzen % und die héheren wegen der Grofe

der Quantitit ¢ vernachldssigen, so haben wir

2
18. (p1:n<1+ca>
3

und daher ist die Distanz von zwei sich folgenden Perihelen
2

19. dp, =2m 45— Jaz

Vergleicht man die durch die Gleichungen 13 und 17 ge-
lieferten Werte von ¢, miteinander, da

14w
20. 0= 2u“




ist, so erhalten wir noch die elegante Relation

.4n—3 2p \27
Z (2 246 2'n)2<1+y,2>

21.
2 wo VoM 12
= ;% ol ao R )
* " %
[Setzt man nach S. 39
22. A = A, M = ¢,

—2a, A

wo A die halbe grofle Achse und ¢ die Exzentrizitit der Bahn
bedeutet, so geht der Ausdruck fiir o ¢, iiber in

2mA
28 99 = aaa= 02)]

Die Stérungstheorie bei Anwendung des Weberschen
Gesetzes. Die Funktion . Die sikularen Storungen.

§ 6.

Nachdem das einfache Problem von der Relativhewegung
zweier KoOrper in dem Vorhergehenden gel6st ist, wollen wir
zu der Betrachtung der Stérungen iibergehen, welche von der
Anziehung anderer Massen herrithren. Es sei £ die storende
Funktion, a,, a,, a;, b,, b,, b, ein System von kanonischen Ele-
menten, welche den in § 1 entwickelten Bedingungen geniigen.
Dann sind nach einem beriihmten Theorem von Jacobil) die
Storungsformeln wieder von- derselben Form wie die Differential-
gleichungen der Bewegung. Denn es ist

day  dQ da,  dQ da;, = dQ
G dh At dby  d@t — T dby
db,  d& db,  dQ dby = dQ
W da, dt . day dt T day

1) G. J. Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik. 2. Ausgabe. Gesammelte
Werke, Supplementband, Berlin 1884. 36. Vorlesung, S.273.

g%



— 36 —

wo & als Funktion der Elemente @, b angesehen wird. Bezeichnet
m den Korper, dessen Relativbewegung um M wir untersucht
baben, bezeichnen ferner

m', m", m" usw. die storenden Massen,

r, 7, 7y ... die Entfernungen der Massen m, m', m" ... von M,
r 17 e ’ " "
To, %oy To -+ p » ” n m,m.,m ..., m,
" Ui " nr ’
r, ... » P » w m,m ... » M

und so fort, so dall 7/ die Entfernung des Kérpers m® von m®
bedeutet. Dann nimmt die storende Funktion £ die folgende
Form an
. L/ ? < 1 <dr’2 2 ,d¥
L= im <—2r—> 1= () + o aw)
e 1 /dr'? 2 ,d
+'1m< 2773 )(1_?<dt> )

e de

Lo

__ mm'i 1 drg mm” 1 drg
(1 T dt) + ( >

I = .9
75 7 ¢ dt

m'm’ 1 dryf

()

Hier betrachten wir nur die sikularen Storungen, welche aus den
nicht periodischen Termen der Funktion £ entstehen, sowohl wegen
der Grofle derselben, als auch weil mit ibrer Hilfe wahrscheinlich
die Konstante ¢ bestimmt werden kann.

Es sind nun #, ... 7y ... als Funktionen der Zeit und der
Konstanten a, ... b; auszudriicken und in & zu substituieren. Zu
diesem Zwecke konnen wir die oben entwickelten Ausdriicke wegen
der nicht zu bewéiltigenden Komplikation der Rechnung nicht
anwenden. Es miissen Reihenentwicklungen von uns angewandt
werden, in welchen die dritten und hoheren Potenzen von ¢ ver-
nachléssigt werden.
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Bezeichnet ¢ die Lénge des Korpers in der Bahn, so war

Sher
c d
¢+¢0: ql QI

VQ (al + i) o &
4. ql QI

Wenn wir nun den Winkel # durch die Gleichung

2
5. l;’——l:l/}ﬂ—}—Qalas”cosu

einfithren und fiir ¢, die GroBe r setzen, so geht dieses Integral
iiber in
A? 1241 1 2*(A* 4+ 2a,0,%)
S L S A S ___1_3_)
U4 + Po — u( + cﬂas 2 ¢t a34 4 040134
2 2 2 3 2 2
+ (/1 Va :L X A f %alas >8mu
c’a, cta,
122 4 20,0,
) ctalt

[Bei der Berechnung mull man die beiden Gleichungen beriick-
sichtigen

stn 2.

A a;’ 1 /a2 2 A2 2a.a?
YO S N I
g g, a’\q, ag? T a;’
2 2
_ Rt 2l
a;
dg, _ Va2 + 24,0, sinudu]_
4’ a;’

Es ist zweckmiifig, den Winkel ¢ von dem Perihel zu zihlen.
Dann wird

7. @, = 0.
Weiter war
A2 Al 1421
Jreks (+&7—gem)
8 t— bl e dr — dr

r —
A\ a? A a,?
Volor 2)-% V2<“1+7>*7’%
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Setzen wir nun
9. A+2a,r = Var 42 a,a,’ cos K,
80 wird

t— b, — [ G S l]va’l—ﬂt—%;ﬁsinE
10 (—2a)* ° (—2a)" (—2a)’
—E—a slcosE'—VP-i—Qal-asﬂ.
2¢cta, A— Va2 4 24,0, cos E
[Diese Darstellung findet man folgendermafien. Es ist

A ag? — 2a,a,® + 402 + 4Ara

2 ) -3 = 178 1 1
<a1—}— r> r 2a,r

20,08 + A — (4 + 2 alr)2 (A + 24,45

2a,7 2a,1r

sm? K,

2 L 9 o2
dr = — Y%%—smﬁjdlﬂ,
1

ta oo aa 2
cr 2crdr:1 1 {2+ %%}dlf}'

‘/2(& -l-%)—ar—{ V-2

Hieraus ergibt sich dann mit Ubergehung einiger Zwischenrech-
nungen die obige Darstellung.] Mit Beriicksichtigung der zwischen
den Winkeln % und E bestehenden Gleichung

icosE — Vi + 2a.a;

A—Va2 4+ 2a,acos E

11. cos U —

erhalt man weiter

72 | 9y o 2
t—b, = < ot J>E—~V—-’1——+—2%—g"ismﬂ7
12 (—2ay) (—2a,) (—2a,)
1A% w
BT
Setzt man nun ¢ = + oo, so gehen die fiir ¢ und ¢ entwickelten
Formeln in die bekannten Formeln der elliptischen Bewegung iiber,

YA + 2a,a,
i

wenn wir fiir die Exzentrizitit e der Ellipse und

3
_ 3
fiir (¢ — bl)LiLO die mittlere Anomalie 9 schreiben. Daf von
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dem Ausdruck auch in unserem Problem der ellip-

Va? + 24,0,
A
tische Charakter der Kurve abhiingt, ist klar, und deshalb wollen
wir fiir denselben die Bezeichnung e beibehalten. Es ist durch-
aus zweckm#lBig, bei dieser Niaherungsrechnung zur FErklirung
dieser Dinge fiir a,, a,, a, die elliptischen Elemente beizubehalten.

Daher bezeichnet

—% ... die halbe groie Achse 4 oder vielmehr in un-
! serem Falle die mittlere Entfernung von der
Sonne,
S e Quadratwurzel des Semiparameters p multi-
13. Va pliziert mit dem Kosinus der Neigung %,
% - die Quadratwurzel des Semiparameters p,
12 L 9g a2
V—l%ﬁg— ... die Exzentrizitit e.
2
Schreiben wir nun fiir 1 4 Al 141 den Ausdruck
¢ p 2 ¢t p?

Vl +ci2%’ welcher sich von ihm nur um Grofen dritter Ord-

nung unterscheidet, so erhalten wir das folgende System von

Formeln
A2 12 Ae Ae
»= (V”ﬂ“ﬂfﬁ) (5 ) oin
Ae .
——8—(—4—28@n2u,
1 2
1wl o= +§Z>E—esinE—%%Tl-§u,
' Vpa?
— p — —
r= 1+ecosu—A(1 ecos E),
__ cosE —e w1/l +e B
O =T oo B t“”gi_‘/i?et'mg?

[Die dem Grenzfalle ¢ = + oo, der Keplerschen Bewegung,
entsprechenden Formeln fiige ich der Ubersicht wegen hinzu



o = u, ¢ die wahre Anomalie,
O —= E—esink, die sogenannte Keplersche Glei-
chung, & die mittlere Anomalie, &

15.
die exzentrische Anomalie,

__ cosE—e o 1/l+e E
Cse =1 ecosE’ tcmg§ o Vl—emngf]

Die aus dem Weberschen Gesetze entstehende Bewegung
kann daher als aus der elliptischen Bewegung abgeleitet an-
gesehen werden, wenn wir einige durch die Formeln 14 aus-
gedriickte Korrektionen anbringen.

Aber auch in den Storungsformeln ist es zweckmifBig, die
GroBen A und e oder p = A (1 — ¢) beizubehalten, da von den
Verinderungen derselben am meisten die Stabilitit des Welt-
systems abhingt. Wenn wir daher mit o die Lénge des auf-
steigenden Knotens, mit = die Periheldistanz von ihm, mit ¢, die
Zeit des Periheldurchgangs bezeichnen, so hat man

dA ,d8 dt, .4
¥ =24 dt,’ 4 _d_t —24 dA’
—dx de ,“/ de
Ao = —2 2" %
16. V2= Vs V% —22
dL dv cos i A8
A= — 7 eYp — ee
v dt decosi Va dt de

In diese Formeln sind fiir » und ¢ ihre Ausdriicke in ¢ und
den anderen Konstanten einzusetzen. Bei dieser Berechnung be-
trachten wir e und 7 als sehr kleine Grofen erster Ordnung, was
in unserem Planetensystem mit vollem Recht erlaubt ist, und wir
vernachlidssigen die dritten und héheren Dimensionen dieser GroBen.

- 132 o1 . . ..
Vernachléssigt man <E§> , 80 ist 2 als eine sehr kleine Grife

erster Ordnung anzusehen, und die Produkte dieser Grofe mit e
und ¢ sind als Grofen von mehr als zwei Dimensionen durchaus
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zu vernachlissigen. Bekanntlich kann # durch F mit Hilfe der
folgenden Reihe ausgedriickt werden

17. u——E+2<ysmE+ sznZE—}— s'm3E'+ ------ >1),
wo

_ p.e?t? | p(p+3) p(p+4)(p+5)
18. w? = —+ op7z T 2, 20+ eptif 5.3, v eptotf ...

Hieraus ersehen wir, dafl in & fiir % einfach F zu schreiben ist.
Wenn wir nun wieder

A1 1 22
1+c?z—§c—fg— Vw 4
setzen, so ist offenbar
A2 .
19. = Vl—{—c—ﬂZE’—esmE.
Man setze nun
20. @ == '_—'-—i—ﬁ, —_% = 8-
redi ViedS
[Dann wird
21. O = F—ssinkE,

und wir erhalten wieder die Keplersche Gleichung der gewthn-
lichen elliptischen Bewegung.] Weiter wird

2 3
E—0 +¢sin® 4+ %smw+§§(3sm3@—sm@)+---ﬂ)

2
sinE:sin@-}—%st@ +§2§(3sin3@—sin@)+---

22.
sin2E —=sin20 + ¢(sin30 — sin @) + £*(sin4O—sin20) -

usw.

2
cosE:cos@+%(cos2@—1)+%(3cos3@—3cos@)+---

1) Laplace, Oeuvres, T.1, Mécanique céleste, T. 1, p. 199. Paris 1878.
Laplace setzt v statt  und u statt &.

%) Laplace, Oeuvres, T.1, Mécanique céleste, T.1, p. 196—197.
Paris 1878,
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Nachdem diese Ausdriicke in die Gleichung 17 eingefiithrt sind,
wird mit Fortlassung der zu vernachlidssigenden Grolen

=0+ (e+ ¢&)sin® +ie28in2@
4
28. ”
— 9+ (e+¢)sind +%eﬂsm2a.
Auf diese Weise erhalten wir aus der ersten der Gleichungen 14

24. ¢:uV1+ +};;sinu.

c

Da nun nach 23 fiir sinwu jetzt sin®, und ebenso o fiir
IRAET
oiiis
‘/1 T c? A

25. go-ﬂ—}—2e<1+—l>sm% 21‘46083—}——6 sin 2 9.

geschrieben werden kann, so wird

Endlich findet man fiir # den Ausdruck

26. r—=A(l1—ecosE)= A[l e(cos«‘)—}- szm‘))——(cos2&——1)]

*A

Entwicklung der Storungsfunktion &
fir das Webersche Gesetz. Ubereinstimmung der sakularen
Storungen mit den Theorien von Lagrange und Laplace.

§ 7.
Nach geniigender Vorbereitung wollen wir zur Entwicklung
der Funktion & weitergehen, und zwar wollen wir zuerst den Teil

. 7.2_*__1.12_7.12 1 drrg 9 dgrl ;me 1 d’l’r
1. l— 0] —_<__> _ '_]ﬁi( N 0>
R=dm= 27'? [1 ¢\ dt +02r dt? 7, ! ¢ dt
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betrachten. Es seien z, y, 2, z,, ¥,, 2, die Orthogonalkoordinaten
der Korper m und m'. Dann wird
{ 7'2:%2—*-:'/2—*-22, 7.[2:x12+y12+zl2,
re = (x—a”)+ (y—y?) + (—2").
Nach den in der berithmten Mécanique analytique von Lagrange?)
entwickelten Formeln haben wir

2.

x=1r(x cosp + f§ sing),
8. [ y = r(0, cosp + f; sin ),
z = r(a,cos ¢ + B, sin @),
wo
o6 =  CO8TCOS®— SINTSIN®COS T,
B = — stnmcosw — cos 7 Sin @ €OS ¢,
% =  COSTSIN® | SN COS® COS %,
4 B, = — sinzmsinw + cosm Cos m cos 1,
o, =  Sinmsint,
B, = cosmsini.

Die auf den Korper m' sich beziehenden Grofien sollen mit dem
Zeichen ' bezeichnet werden. So erhilt man

7 =1 — (A + B))rr cos(p—¢')—(A—B,)rr cos(p+ ")

5 —(A4,—B)rr' sin(p—¢")—(4,+ B)rr' sin(p+¢"),
wo

A = ad + o0, + a0,
6. B =aff +af +uap,

A, =B+ oup +o, b,

B, = 88 + 8.8, + 8.8

Wie Lagrange bewiesen hat, lassen sich diese Grofen folgender-
mafen ausdriicken
€08 T, COS @, — SIN T, SN 0, COS T,
— SIM T, COS @, — COS 7, 8N @, COS i,
o8 7, $in @, + SIN m, COS ®, COS %y,
— SInm;, SIN®, -+ €08 7, €08 @, COS T,

-

b b b
I

™

1) Man vgl. wegen dieses und des Folgenden Lagrange, Oeuvres, T. 12,
Mécanique analytique 4. éd., T. 2, p. 123f. Paris 1889.
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WO m,, @, G, beziehlich die Linge des Perihels, die Linge des
aufsteigenden Knotens, die Neigung der von m’ beschriebenen Bahn
gegen die als Basis angenommene Bahnebene des Korpers m be-
zeichnen. Mit Hilfe dieser Ausdriicke erhdlt man

1
12 2 12 T ' ' ’ 2 o
ry =1’ 41— 2rr'cos(p — @' — 0, — m,) cos 5 %

1
s ] [ 2 . »
—2rr'cos(p + ¢' — @, + no)smziz{,,
uad hieraus
2 12 12 ’ ' 7
P 4+r?—r?  reos(p— @ — o, —m,)
27.13 - 7.12

o pleoslp— 9 — @y —m) —cos(g +9'—, + )]
rlﬂ

1
. g .
SN E‘%o.

Weiter erhalten wir mit Vernachlissigung der dritten. Potenzen

N
von i -4

1 1
l e V[rﬂ+r”—2w‘cos(q;-—q;’——w3—w;)]
10. ’ 12 ! !’ r r
l L 1rleos(p+¢' — o +m) —cos(p —g'— @) — )]
3

[ 4 r*—2rr'cos(p — @' — oy, — ”B)F

..l
smziz(‘,.

Die in dem Nenner dieses Ausdrucks auftretenden WurzelgroBen
konnen in Reihen, welche nach dem Kosinus des Vielfachen des
Winkels ¢ — @' — @, — 7, fortschreiten, entwickelt werden. Mit
Beibehaltung der Bezeichnungen von Lagrange?), indem man

11. :(p——-q)'—m(',—n'(')

setzt, ist dann

(r* + 7' —2rr'cos @)

1
2

o 1= (7,7 + (r,7"),c08 D + (r,7),c082 D + (r,7),c083 D + ---
: _3
(@4 r*—2rrcosp) *®

= [r,r'] 4+ [r,7'],cos @ + [r,7"];c082 @ + [r,7'],c0s3 D + ---

3) Lagrange, a. a. 0., 8. 128.




Daher haben wir
1 r 7’ !
T = (1) 4 (r,7), cos @ + (1,7")3¢082 D + -

13.{°° L.
+1',r‘{['r,1"]+[r,r']1008¢+{r,7']26082‘D"""} {coszp' cos@}sm“’Q 'Lo,

wo

14. T=9+ ¢ —a,+ =,

gesetzt ist. In diesen Ausdruck sind nun die in § 6 ermittelten
Werte von r, 7', ¢, @' einzusetzen. Es war

=4dl1 csﬁ—ie'sz’na—f(cosZ&——l)]
= [—eo A 2 ’

l I
r‘:A‘[l—e’cosﬂ’ o A,sm&——(cos%‘) 1)],
15. -
ﬁ—{—2esmq‘)—{—2—£ inﬂ——licosa—i-iegsinQﬁ
@ = P 2 A 4 ?
, , oo 20¢€ ., 22 ¢ , b .
o =38 +2€sind +?—Z78mﬂ —?Zcosﬂ +Ze“"sm2{)‘.
. N | N . 1 d'r(;
In der Funktion &' tritt die GroBe T multipliziert mit 1 — = T s
0

T

auf. In dem Ausdrucke clﬂ% ist der sin? %—’LB enthaltende Term

fortzulassen. Deshalb erhalten wir

1d7‘0 dr dr dr ~dr' do
16. Edt c“‘ <dt rm—rcoscbdt rcoscb% rr'sin® dt>

[In dieser Fassung ist die rechte Seite der Gleichung 16
viel zu kompliziert, um eine Diskussion zu ermoglichen. Eine
Vereinfachung dieser Gleichung erhdlt man durch folgende
Betrachtung.]

Augenscheinlich sind in der Klammer nur die Grofien erster
Ordnung beizubehalten. Wir fiihren nun ein fiir
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T
In der Funktion Q' findet man den Ausdruck 51?% multipliziert

at
mit ;ll— Der Ausdruck }; 11 i{t" hat daher den Faktor ,rl Der-
0

0
selbe hat die Gestalt

1 1 n 277" (cosW — cos D)
T P 2rr'cos® | (P4 1r% — 277 GOSCD)2

von welchem man offenbar nur den ersten Teil beizubehalten
braucht. Dieser 146t sich aber in folgender Weise in eine nach
Vielfachen von @ fortschreitende Reihe entwickeln.

Wir haben

20.

_1,0’

1 1 1
P42 —2rr'cos®  r—r'e? r—rle 2V

21..

wo e eine Zahl bedeutet, deren hyperbolischer Logarithmus den
Wert Eins hat?), Dann ist

1 1 oae T e LT s
99 r— Pgdi :—{1+7e@ +Fe &5 +Fe 2 +}’
' 1 1" ,rlg
;‘_:—r‘—e——T”: {1+—Tr—e—¢z+,_e 2¢z+r e 39%_{__ }

Diese Reihen konvergieren nur dann, wenn 7> ¢' ist. Da die
Gleichung 21 bei Vertauschung von r mit 7' ungeéindert bleibt,
80 braucht man nur 7 mit 7' zu vertauschen, falls das Gegenteil
der Fall sein sollte. Nach Multiplikation dieser Reihen und
Zuriickfiithrung der Exponentialausdriicke auf die Kosinus der Viel-
fachen von @ erhalten wir

23. AT 12rr To0s® = {no"} + {r,1r"},c08D + {r,r'},c082D §----
Hier ist
e =214 S+ G ) =t
24, {r,r‘}lz%<§+g+%ﬁ_+...\>:2_7:_17_1__712’
il = (G e ) = 2 e

1) e ist bekanntlich die Basis der natiirlichen Logarithmen.
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und in Ahnlicher Weise fiir {7, 7'} usw. Der Wert von cos @

ist schon oben ermittelt. Wegen des Faktors c_j ist nur eine Be-

rechnung der Grofen erster Ordnung anzustellen. Die Funktion
{r, 7'} habe ich deswegen genauer dargestellt, damit aus ihrem
Ausdruck nur durch Anderung der Klammern die bald zur Ver-
wendung kommenden Funktionen (7, r"), [r, #'] bestimmt werden

I
dt
Ausdrucks werden wir finden, dal derselbe keinen nichtperiodischen
Term enthdlt, so daB derselbe auf die sikularen Verinderungen
der Planeten keinen Einflul hat.

: .. .11
kénnen. Nach einer genaueren Priifung des fiir — Fie O gefundenen
0

Nun gehen wir zur Untersuchung der Funktion ,,1_1 itber. Es war
0

l = (r,7") + (r,7"),c08 D + (r,7"),c082D + --

27. +'rr {{r,r ]—}—[r,'r]lcosdi+[r,'r]gcosti+---}
{cosT — cos D} sin? iy, Y)
wo
28. Od=¢9p—09' —wy—7, T=9+¢ —a,+ =,
gesetzt ist. Zu dem Terme, welcher sin? ¢, enthilt, sind nun die
Grofen erster Ordnung fortzulassen. Fiir 7,+* ist daher 4, 4, fiir
® und ¥ bzw. § — &' — 0, — m;, & + & — w; + =, zu schreiben.
Da wir ferner nur die von & und §' unabhingigen Terme bei-
behalten, so bleibt hiervon nichts anderes iibrig als
— 3 A A'[A, A], sin’ 41y,
[Denn es ist
{[r,r'] + [r,7],c08® + [r,7'];c082D + -} {cosT — cos D}

- {[r, 7'} (cos T — cos @) + [r, 1], cos D cos T — [ﬁ;—]l

{[r,r]i,cosip' L, ]}cosdi + } = —3i[4,4'],...]

Aus (r,7") erhalten wir den nicht periodischen Term
, d(4,4)4  d*(4,4) 4 , (d4,4)4
@+ (S G+ e T
29. +d2(A, A!) Alﬂ 9
dA” T} °
1) Lagrange, a. a. 0., S.127.

Seegers, Uber die Bewegungen usw. 4
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Von (7, 7"), cos@® bleibt nach Purchfiihrung der Multiplikation
ur ber d(4,4) A 4,4) 4
: A d(4,4) 4
(@S s+ T

30. (4, 4) AA

dAdd 4

[Denn aus den Gleichungen 18. und 26. erhélt man fiir den Faktor

von ec' den Ausdruck

} ec'cos(w, + m;) ).

a*(4,4) 4, 4 '
Gada 3o T4
% [cos(®& — &) + cos(& + 9")]cos (& — &' — w, — =)
—24ec d—(;% cos & sin @' sin (9 — &' — w, — m,)
+ 2 A'ec’d(;l’;l )cosﬁ'sz’nﬁsin(ﬁ — & — o, — m).
Es ist aber

[cos(& — &) + cos (& + 9')] cos( — & — wy — m,)
= co&® (& — ') cos(w, + m,) + sin (& — &) cos (& — 9") cos (e, + m;)
+ cos (& + 9)cos (8 — &' — 0, — m,)
—.1cos(a, + m) + 2c0s2(& — 9")cos(w, + =)
+ 1 8in 2 (8—78") cos(w,—m,)+ cos (& + 9') cos (—' —wy—m,)
— Loos(w) + 7)) + -
— 2cos ¥ sind sin(d—§ — oy, — ) = {sin(H — )
—sin (9 + 8)} sin (8 — 9 — 0, — m,)
= sin®(8—9")cos(w), +m,) — sin(8—9")cos(&—d') sin(w), + =)
—sin (9 + 8)sin (8 — 9 — w0, — =)
= Lcos (o) + m,) — 3 cos* (& — ) cos (@, + *)
— s 8im* (F—9")sin (e, +7y) —sin (& +9)sin (09" —w, - m,)
= Leos (o), + my) — -
+ 2simPcosd sin (8 — & — 0, — ) = {sin (9 — 9)
+ sin (& + 9"} sin (& — &' — o) — ;)
sin® (9 —9") cos(w;, + m,) — sin(8—9") cos(8—9") sin(w, +7,)
+ sin (9 + ") sin (& — & — o, — =)
= 1 cos (e} + m,) — 3 cos® (& — &) cos (@), + =)
— Lein® (8 —9') sin(w; + ;) + sin 9+ 8') sin (8 —9'—w, — ;)
— 1 cos (@) +7,) + -
Damit ist der Ausdruck 30 abgeleitet.]

1) Lagrange, a. a. 0., S. 130.

I




Die folgenden Ausdriicke (r, 7'),c0s2@® usw. tragen nichts
zu den sidkularen Stérungen bei. Die gefundenen Terme stimmen
wieder mit denjenigen iiberein, welche Lagrange gefunden hat?).

Nun gehen wir zu dem zweiten Teile der Funktion &', zu
dem Ausdruck

it 1/dr\* 2 ,d*7r
i =i 1= 5 () + 5 ]
iiber. Man findet dann leicht, dal von der in den Klammern
eingeschlossenen Grofle nur der Ausdruck
2
1+ j' %c 08 &'
iibrig bleibt. Weiter war
rP+r?—r?  rcos(p — @ — o, —x,)
2913 - r'?
+ ,'.[008(9"'(7’ — @, _”0);008(9’ +¢P — 0, +“0)] 81:%2% ’i{).

31.

Hieraus folgt weiter

r4rl— ‘2[1 <dr> 2 ,d“] rcos(p—@' —a,—m;)

271 dt) T dr e
32.{ +r [cos((p — q‘) - wo - “0) —2608((p + (p’ _ CO:] + nl(])] sin? _1_ 7
. rl 2 0
24 ¢ reos(p — @' — o, :
+ 62 A, (q) q)/rm [ 0) cos '8'1-

Die beiden letzten Terme gehen mit Vernachlissigung der GrofBen
dritter Ordnung iiber in
Alcos(& — ¥ — w, — x,) —cos(¥ + &' — o, + )]
A12

23 Y '
+ 2chos(ﬁ 9 — w, — =) cos ¥,

o1
smzzo

und offenbar entstehen aus ihnen keine konstanten Terme, denn
nach Ausfithrung der Substitutionen fiir » und #* wird

r A Al .
- = F{l—e(cosﬂ+a—2—zsmﬁ>

;
33. |4 2e’<cosa' + E};—;i—sm a‘) + 92—(1 —0s29)

12
+ %(1 + 5c0829) — ee'[cos (& — &) + cos (& + )]} 2).

1) Lagrange, a.a. 0, 8. 129—130. — ?) Derselbe, S. 130.



— Hh2 —

Multipliziert man diesen Wert mit dem oben, Gleichung 18,
gegebenen Werte von cos®, so sehen wir, daB die konstanten
Terme, welche die dritte Ordnung nicht erreichen, sich gegenseitig
zerstoren, denn es wird

A ee , , ee , . Nt
34. Z(———Q——ee +3 +ee>cos(mo+n0)_0 ).

!

Wenn wir mit [2'] den konstanten Term von &' bezeichnen, so
haben wir

(9] = im! {_ SAAA,AY sin? i+ (4, 4)

d(4,4) A (4, 4) 4
+<ﬁdA’ T a4 e

2

d(4,4) A" d*(4,4) A |,
35. +< dA 2 T dan 4>e
. d(4,4") A  d(4,4"), A
d*(4,4), 44\ , , .
+H———d(AdA)l 1 >ee cos(wo—{-no)}-

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem von Lagrange?) ab-
geleiteten, so erbalten wir das sehr merkwiirdige Resultat der
volligen Ubereinstimmung, Die Funktion

36. Q=89 +8 + 8"+

wo & die von der Masse m' ausgeiibte storende Kraft be-
zeichnet, usw., wird daher

37. [Q] =[]+ [L"]+ [L"]+ ---
Alles, was Lagrange iber die sikularen Losungen ermittelt
hat, gilt auch hier. Aus der Gleichung

dA a|K]
uin, B F Rl bt
38. A di A ai,

tolgt dA = 0, da ¢, in der Funktion [£] iiberhaupt nicht auftritt.

Die mittleren Entfernungen der Planeten von der Sonne
werden durch die sikularen Verdnderungen nicht beeinflufit, auch
wenn das elektrodynamische Gesetz an die Stelle des Newton-
schen tritt.

1) Lagrange, a. a. 0., 8.130. — 2) §8.131.



Nach Lagrange?) ist einfacher
1

[ =

Aim' {8(4,4)+ AA'[4,4,(e +¢€P)
—2A4A'[A,A'],ee cos (o, + =)

_Q?AA'[A,AI]M%%%}

39.
+ % im" (8(4,4") + AA"[A, A" (e + €%
—2A4A4"[A, A" ee" cos(a" + m;)}
" . 1 .
— }LZi AA"[A, A"]sin? Ez;‘ 4 .o usw.
cos i, — cos 1 cos' + cos (0 — ') sin i sin i,
40. { R R
€08 5y == €081t ¢c08"+ cos(w — @") sin i sin .

Wenn an Stelle von =, der Winkel y eingefiihrt wird, durch
welchen die Umdrehung des Perihels in der Ebene der Bahn
bestimmt wird, so ist bekanntlich *)

0, + 7 =3 — 1
n w7 =1 —1,
dy=4d=n 4 cosido
und die Storungsformeln, welche den Winkel = enthalten, gehen
iiber in

” dp _ 2Vpd[R] dy_ 2Vpd[R]
: dt — Y 4, dt Vi dp
Man hat auch
1T _a
4. de _V1—ed[Q]

Sehr leicht sind die Formeln zu beweisen, durch welche die
Veréinderungen der Exzentrizititen oder besser in unserem Problem
der den elliptischen Charakter der Kurve bestimmenden Grofe,
ebenso die Winkelgeschwindigkeit der Perihele, ferner die Ver-
anderungen der Neigungen innerhalb fester Grenzen eingeschrinkt
werden. Ich fiige dieselben hinzu, und zwar bleibt alles, was von
Lagrange und Laplace gefunden ist, auch hier giiltig.

1) Lagrange, a. a. 0., 8. 185 ff. — 2) §, 135,



44.

mVA.e +m VA +m" VA" e+ ... = const,
a1 dx 14/ 47 d% xT dx :
9 YL 12 Y4 g %) e —
ml/A.edt—}—m\/Ae dt—}—m VAe dt—}— = einem
endlichen Wert,
m VA sin? Ez + m' VA sin? % +m" VA" sin? g + ... = const.
Es geniigt, dieselben hinzugefiigt zu haben.
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