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Vorwort. 

Die Dissertation von Carl Seegers, De motu perturbationi
busque planetarum secundum legem electrodynamicam Web e rian a m 
solem ambientium Gottingae 1864, ist auch heute noch von grofiem 
Interesse. Der Verfasser untersucht die Bewegung und die Storungen 
der Planeten, wenn man statt des N ewtonschen Gravitations
gesetzes ein Anziehungsgesetz in der Form des Weberschen elektro
dynamischen Gesetzes annimmt. Die Konstante c des Web e r schen 
Gesetzes ist dann die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, mit welcher die 
anziehende Kraft sich im Raum fortpflanzt. Seegers leitet, bereits 
1864, streng unter der gemachten Annahme eine Formel fUr die 
Perihelbewegung der Planeten ab, welche spater von Tisserand, 
Mecanique celeste, T. 4, Paris 1896, fiir die Bestimmung der 
Perihelbewegung des Merkur und der Venus benutzt worden ist. 
Ein anderes bemerkenswertes Ergebnis betrifft die sakularen Storungen 
der Planeten. Es stellt sich heraus, dafi auch unter Zugrunde
legung des Weber schen Gesetzes die sakularen Storungen, abgesehen 
von Korrektionsgliedern, mit den Untersuchungen von Lagrange 
und Laplace iibereinstimmen, bei welchen bekanntlich das 
Newton sche Gravitationsgesetz zugrunde gelegt ist. Eine neue 
Herausgabe dieser Arbeit, aber in deutscher Sprache, erscheint 
zeitgemalt Die Ubersetzung ist von Herm F. Diestel in Gottingen 
angefertigt. 

Berlin-Mariendorf, im Juni 1924. 

Paul Heylandt. 



Bemerkungen zur Obersetzung. 

Die von mir angefertigte 1Jbersetzung der lateinisch ge
schriebenen Dissertation von Carl Seegers "Uber die Bewegung 
und die Storungen der Planeten, wenn dieselben sich nach dem 
Weberschen elektrodynamischen Gesetz urn die Sonne bewegen" 
schlieBt sich moglichst an das Original an. Der besseren Uber
sicht wegen sind in den einzelnen Paragraphen, wo es erforderlich 
war, die ~leichungen nurneriert, was der Verfasser nur in ganz 
einzelnen Fallen tut. Die Darstellung ist sehr haufig eine recht 
knappe, und ich habe daher viel£ach kurze Bemerkungen in eckigen 
Klammern zur Erlauterung hinzugefiigt. Das gilt namentlich von 
den Paragraphen 3 und 4, wo die dort auftretenden elliptischen 
Integrale bei ihrer Reduktion auf elliptische Funktionen recht 
kurz behandelt werden. 

§ 5 enthalt die Anwendung auf die Bahnbestimmung und liefert 
das sehr wichtige Ergebnis: 

"Bei Zugrundelegung des Weberschen Gesetzes weicht 
die Bahn des Korpers von der elliptischen ab und das 
Perihel des angezogenen Korpers bewegt sich in einem 
Kreise urn die Sonne. Nach einem Umlauf verschiebt sich 
das Perihel urn 

Hier ist 

2nl " 
c2 A(l- e2)" 

l die Gravitationskonstante, 
c die Geschwindigkeit, mit welcher die anziehende Kraft 

sich fortp:fJ.anzt, 
A die halbe grofie Achse der Bahn, 
e die Exzentrizitat der Bahn. 

Das ist ein fundamentales Resultat. 

§ 6 und § 7 enthalten Anwendungen auf die Storungstheorie. 
Die aus dem Weberschen Gesetz entstehende Bewegung kann als 
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aus der elliptischen Bewegung nach dem N ewtonschen Gesetz ab
geleitet angesehen werden, wenn man an den Bahnelementen ge
wisse Korrektionen anbringt. 1m tibrigen werden nur die sakularen 
Storungen behandeIt. Das ftihrt zu dem interessanten Ergebnis, 
daB alles, was Lagrange und Laplace gefunden haben, spine 
GtiItigkeit behaIt. 

Eine Reihe von Literaturangaben, namentlich aus der Mecanique 
analytique von Lagrange, Werk Bd .• 12, sind von mir als An
merkungen beigefiigt. Auch habe ich die einzelnen Paragraphen 
mit Uberschriften versehen. 

Gottingen, im Juni 1924. 

Friedrich Diestel. 
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Das Webersche elektrodynamische Gesetz. 
Die Hamiltonsche Funktion H. Die Hamiltonschen 
Differentialgleichungen der Bewegung. Die Funktion 1I. 

§1. 

Der Gegenstand der folgenden Untersuchung ist "die Bewegung 
und die Storungen der Planeten ZIl betraehten, wenn dieselben sich 
nach dem Weberschen elektrodynamischen Gesetz urn die Sonne 
bewegen." Eine Losung dieses Problems scheint aus verschiedenen 
Griinden nicht unzweckmiiJ3ig ZIl sein. 

Wenn wir dieses Gesetz an Stelle des N ewtonschen als das 
Fundamentalgesetz der Anziehung, was sehr wahrscheinlich ist, 
annehmen, so kann leicht bewiesen werden, daB auch in diesem 
Falle das Prinzip von der Erhaltung der lebendigen Krafte seine 
Giiltigkeit beibehiilt. Jenes gilt allgemein, wenn wir das virtuelle 
Moment der anziehenden Kriifte in eine totale Variation und einen 
Differentialquotienten genommen nach der Zeit zerlegen konnen. 
Bezeichnen 

m, ml die Massen der sich gegenseitig anziehenden Korper, 
).. die Gravitationskonstante I), 
c eine andere Konstante, und zwar die Geschwindigkeit, mit 

welcher die anziehende Kraft sich im Raume ausbreitet, 
r die Eutfernung der Korper, 

so erhiilt man in unserem Falle 

)..mm1 [ 1 (dD2 2 d2r] f~r=---l--- +-r-~r r2 c2 dt c2 dt2 

= ~[~ + ~.!:.(dr)9] _ .!(.!-.!:. dr ~r)S) = ~ W _ dU 
r c2 r dt dt c2 r dt dt ' 

1. 

I) A. ist die sogenannte GauBsBche Gravitationskonstante und sie hat 
den Wert A. = k 2 = 0,017029805. VgI. C. F. Gauss' Werke, Theoria motus 
corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium, 7, 12. Gotha 
1871. - I) Der Faktor A.mml ist der Einfachheit halber weggelassen. 

Seegers, Ober die Bewegungen usw. 1 
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(wenn zur Abkiirzung 

2. W = ~ + ~2 ~(ddr)2, 
r crt 

gesetzt wird). Setzt man nun in der Fundamentalgleichung der 
Dynamik 

{( ~ (~ ~ 2: X -m d t~) (j x + Y - m d t;) (j y + ( Z - m d t~) IJ z} = 0 

3. 
1 [(d X)2 (d y)2 (d Z)2] 

T = 2: :2 m dt + dt + dt ' 

IJ2S = 2: m (~~ IJx + ~~ IJy + ~: IJz), 

IJ3 V = ::S(XIJx+ YIJy+ZIJz), 

so lii13t sich dieselbe auch in der Form darstellen 

IJ3 V + IJT - d(~2tS) = o. 

Nun ist aber [nach der oben gemachten Voraussetzungj 

IJV=IJW_ dU 
3 dt 

und es ist somit 

4. IJW +IJT - d~2tS) - dd~ = O. 

Wir setzen nun 
IJx = dx, (jy = dy, IJz = dz. 

[Dann ist nach der obigen Festsetzung 

T = 2: ~ m[(~~y + (~~y + (~~)1 
_ {(dX)2 (d y)2 (dZ)2t _. IJ 2 S - 2: m dt + dt + dt J dt - '2 T. dt, 

d((j2S) = d(2T.dt) = 2~T d 
dt dt dt t 

(jW = dW, (jT = dT. 
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Wird nun 
8x = dx, (Sy = dy, (SZ = dz 

gesetzt, so wird 

dU _d~(~~dr).dr dt ~~drd2r dt _ !!:.-[~~(dr)2Jdt 
dt - dt c2 r dt dt + c2 r dt dt2 - dt c2 r dt 

oder 
dT dU 

dW +dT-2Tt dt-Tt dt = 0, 

dW _dT _dU = oJ. 
dt dt d t 

5. 

Integriert man diese Gleichung nach z, so erhalt man 

6. W - T - U = const. 

Das ist das Prinzip der Erhaltung der lebendigen Krafte. DaB 
die Prinzipien von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes 
und der Erhaltung der Flachen ihre Giiltigkeit beibehaltt>n, ist an 
und fUr sich klar. 

Das von uns zuerst zu losende Problem besteht darin, daB 
wir die relative Bewegung zweier Korper bestimmen, welche nach 
dem elektrodynamischen Gesetz sich gegenseitig anziehen. Es ist 
wiederum gestattet, dieses Problem auf das einfachere zuriick
zufiihren, wo wir den zweiten Korper als fest annehmen und wir 
setzen die Masse des zweiten gleich 1. Nachdem dieses Problem 
gelOst ist, haben wir die Losung des andern, wenn wir fUr die 
GroBe .t diese letztere GroBe multipliziert mit der Masse der beiden 
Korper einsetzen. Das ist bereits seit Newtons Zeiten bekannt. 
[Unter diesel' Voraussetzung ist 

t(Sr = _~[1_~(dr)2 + 2r~2~J.J 
r2 c" dt c2 dt2 

Nun gehen wir dazu iiber, die drei so festgelegten Integrations
konstanten zu ermitteln, damit aus ihnen die iibrigen drei allein 
durch Quadraturen gefunden werden konnen. Denn zuerst hat 
J aco bi 1) in einer beriihmten Untersuchung bewiesen, daB nach 
Bestimmung del' einen Halfte del' Konstanten eines mechanischen 
Problems, welche gewissen Bedingungsgleichungen geniigen, die 

1) Man vergleiche C. G. J. J aco bi, Vorlesungen iiber Dynamik. 2. Ausg. 
Berlin 1884. Gesammelte Werke. Supplementband. Vorlesung 19 und folgende. 

1* 
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iibrigen nicht nur ausschlie1Hich durch Quadraturen gefunden, 
sondern auch mit ihrer Hilfe die Formeln fUr die gestorten Ele
mente in der einfachsten Form ausgedriickt werden konnen. Es 
seien q1' qs"'" qn die unabhangigen Veranderlichen des mechanischen 
Problems und wit setzen 

7. 
3'(W + T) 3'(W + T) 3'(W + T) 
~- = Pll ------:&~ = Ps, ... , ---.a:q;:- = Pn· 

Hier ist 

8. 

und die Differentiation 3' ist so auszufUhren, daB q1' qs"'" qn, 
qi, q2, ... , q;" t als unabhangige Veranderliche angesehen werden 1). 
Setzt man nun 

9. 

so sind die Differentialgleichungen der Bewegung in der Hamilton
schen Form die folgenden 

dPi _ I _ dH dqi _ 1 _ dH . _ 2) 
10. - de - - Pi - d qi' de - qi - d p/ ~ - 1, 2, ... , n . 

Das Zeichen d wird hier und im folgenden immer angewandt, wo 
die Differentiation nach den unabhangigen Veranderlichen t, PI' ... , Pm 
qll' .. , qn ausgefiihrt wird. Gefunden seien die Integrationskonstanten 
all as, ... , an, und zwar seien dieselhen so bestimmt, daB den 

n (n - 1) Gleichungen 
2 

11. 

o = [ah' ak] 
i-n 
~ (dah dak dah dak) 
~ -d . d----: - -d~-: -d. h = 1, 2, ... , n, k = 1, 2, ... , n 
i = 1 q. P. p. q. 

Geniige geleistet wird. Aus diesem System von Gleichungen folgt 
aher 

12. 
fiPh fiPk 
fiqk - fiqh' 

1) Man vergleiche E. Schering, Hamilton-Jacobische Theorie fiir 
Krafte, deren MaJ.l von der Bewegung abhangt. Gesammelte 'Yerke, Bd. 1. 
Berlin 1902. Abhandlung 14, 15, S. 185 bis 246. - 2) ::\Ian vergleiche wegen 
des Folgenden z. B. C. L. Charlier, Die Mechanik des Himmels, Bd. 1, 
Leipzig 1902, S. 56 bis 58, 62 u. ff. 
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wo das Zeichen ~ sich auf Differentiationen nach t, ql' ... , qm 
al , ••• , an bezieht. Die Gleichung 12 liiBt sich folgendermaBen be
welsen. Wir haben 

o _ ~ ah _ d.ah + ~ d ah ~ PI 
- ~qi - dqi ~ dPI ~q/ 

t 
13. 

und daher 

dah dak _ dah dak __ 2: (~ah dak _ dah dak) ~Pl 
14. dqi dPi dpi dqi - I dPI dPi dPi dPI ~qi' 

~ ~ (dah dak dah daJ(~PI ~Pi) 
15. O=-[ah,ak]= ~ ~ -d d.-d.d ~-~, 

i I PI Pt Pt P u qt u ql 

wo die doppelte Summation nur auf aIle Kombinationen der Zahlen 
i, l zu erstrecken ist. Bezeichnen weiter q; und 1/J Funktionen von 
P und q, so wird 

dq; _ 2: 8q; dqk + 2: 8q; dah _ 2: 8q; dah 
dPI - k 8qk dPI h 8 0Gh dpl - h ~rxh dPI' 

d1/J _ 2.: 81/J dqh + 2.: 81/J dak _ 2: 81/J dak 
d Pi - h 8 qh d Pi k 8 ak d Pi - k 8 OGk d Pi ' 

da :~ = 0 ist. Hieraus folgt dann weiter 

dq; d1/J dq; d1/J 2.: 8q; ~1/J (dah dak dah d~) 
dPI dPi - dpi dpl = (h,k) 8ah 8ak dPI dPi - dpi dPI 

_ 2.: (8 q; 81/J 8 q; 81/J~ \ (dah dak dah dak) 
- (h,k) ~ah 8ak - 8ak fa,j dPI dpi - dPi dPI . 

Die in Klammern eingesetzten Zahlen h, k zeigen an, daB die 
Summation auf aIle Kombinationen von h, k zu erstrecken ist. 
Setzt man q; = Pi, 1/J = ql, so geht diese Gleichung liber in 

16. _ 1 = ~ (~Pi 8Pl _ 8Pi ~P£\ (dah dak _ dah dak). 
(~) 8ah 8ak 8ak ~a,j dPI dPi dPi dPI h,k 

Gibt man 1/J und q; die Werte Pl, PI" wo die Indizes A, p, nicht 
gleichzeitig dieselben und nicht i und l sind, so mlissen offenbar 
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die Ausdriicke auf der linken Seite identisch verschwinden, so 
daB man hat 

17. ° = 2: (~P).~PI' - ~p).~p",)(dahdak _ dahdak). 
(h. k) \~ ah ~ ak ~ ak ~ ah d P! d Pi d Pi d PI 

Wenn wir nun die Gleichungen 15 einzeln mit dem geeigneten 

Faktor ~-~ ~P.<: - ~ P). ~ PI' multiplizieren und die samtlichen Pro-
UahUak UakUah 

dukte in eine Summe zusammenziehen, so verschwinden nach 17 

die Faktoren del' GruBen ~ P~ - ~ Pi, mit Ausnahme des Faktors 
uqi uq! 

~P", ~P). von - - - welcher nach 16 gleich - 1 ist. Daher wird 
~q). ~q/ 

allgemein 

18. ~P", ~P). 
~ q). - ~ q", = 0, w. z. b. w. 

Der Nachweis, daB die Determinante des Gleichungssystems Ii) 

nicht verschwindet, diirfte nicht ohne Weitlaufigkeit zu fiihren 
sein. Da nun weiter ist 

und ebenso 

so wird 

19. 
~Pl ~H 
8t = -8q~' 

Aus den Gleichungen 12 und 19 ersehen wir, daB der Aus
druck 

PI dql + pgdqg + ... + Pndqn - H dt 

ein vollstandiges Differentia.l ist, dessen Integral 'wir mit V be
zeichnen. Daher wird 

20. 
~V --- --H 
~t - , 



7 

Wir haben auch 

21. 
oV -- --b oa1 - l' 

... , 

wo b1 , b2 , ••• , bn neue Konstanten bezeichnen. Das wird so be
wiesen. Es ist 

ld(- bl) = 02V + 2: ~qi = - oB + 2: °Pi dB 
22. dt otoal i Oqi oa2 oa2 i oa2dpi 

oB oB 
= - ~ + £ - = 0, w. z. b. w. 

u al ua2 

Die Gleichungen 20 und 21 bilden ein vollstandiges System von 
Integralgleichungen 1). Sind daher aI' a2, as, ... , an gefunden, 
SO ist das Problem auf Quadraturen zuriickgefiihrl. Denn nachdem 
aus den Gleichungen 

23. a1 = const, a2 = const, as = const, ... , an = const 

die Grol3en PI' P2' ... , Pn abgeleitet und in den Ausdruck d V 
eingesetzt sind, sehen wir, daB die iibrigen Konstanten b1 , b2 , bs' 
... , bn des mechanischen Problems durch einfache Differentiationen 
gefunden werden konnen. 

Ableitung der drei Integralgleichungen 

§ 2. 

Es seien F 1 , F 2 , Fs die FHichenintegrale, B das Integral der 
lebendigen Krafte. Dann beweisen wir: 

Die Ausdriicke 

1. Fl = a2 , qJ = YF12 +F22 +FS2 = as, B = a1 

geniigen den Gleichungen 

2. rall as] = 0, [a2 , as] = 0, [a~, a1] = 0. 

1) Man vergleiche wegen dieser Definitionen C. G. J. Jacobi, Vor
lesungen iiber Dynamik. 2. Ausgabe. Gesammelte Werke, Supplementband, 
S. 3. Berlin 1884. 
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Bezeichnen 
r sin fJ cos ~, r sin fJ sin ~, r cosfJ 

die orthogonalen Koordinaten des bewegten Korpers, dessen Masse 
gleich Eins angesetzt ist, so erhalt man fur die lebendige Kraft 
den Ausdruck 

3. 

Wenn wir an die Stelle von ql' q2' qg die unabhangigen Ver
anderlichen '1', fJ, ~ einflihren, so wird 

4. _,+l2, _ 2' _ 2"2 
PI - qi c2 q1 q1' P2 - qi q2' pg - qi qg s~n q2' 

[Diese drei Gleichungen ergeben sich folgendermaBen. Es ist 1) 

W = l (;1 + ~2 ~1 q'2), T = ~ (q~2 + qI2 q~2 + q12 q~2 sin2 q2) 

und folglich 

_ -6' (W + T) _ '+ ~ 2 q~ -6' (W + T) 2 ' 

PI - .ftq~ - ql c2 q1 ' P2 = -6'q~ = qi Q2' 

Die drei 

-6'(W+T) 2"2 
pg = Q.' = q1 q3 s~n q2' 

1Jq3 

Flachenintegrale sind 

dy dx d y dz 
x([i - YTt, F2 = z([i - Y ([i' 

dz dx 
F = x--z-· 

3 dt dt 

Nun war 

x = qlsinq9cosqg, Y = qlsinq2sinq3' z = qlcosq2 

und folglich 

1) Die GroJJen W und U des § 1 haben jetzt den Faktor A. 
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Dann nehmen die drei Fliichenintegrale die folgende Gestalt an: 

F - dy dx _ 2 I • 2 
I - x de - y de - qI qs 8~n q2' 

F - dy dz _ 2 I • 2 / • 
2 - z de - y de - qI q2 8~n qs + qI qa 8~n q2 C08 q2 C08 qg, 

F - dz dx _ 2 / 2 / • • 
a - X de - Z dt - - qI q2 C08 qa + qi qs 8~n q2 C08 q2 8~1!- qs· 

Hieraus folgt 

YF/ +F22 +Fs2 = qI2 yq~2 + q~8in2q2. 
Ferner war 

H = PIq~ + P2q~ + Psq; - W - T = PIq~ + P2q~+ Psq; 

_ ~ _ ~ q~2 _ ~ (q/2 + q 2 q/2 + q i q'2 8in2 q ) 
qI c2 qI 2 1 I 2 1 a 2 

= q~2 + qI2q~ + qI2q~ 8in2 q2 

_ ~ + ~ q~2 _ ~ (q/2 + q 2q/2 + q 2q/2 8in2 q) 
qI c2 qI 2 1 I 2 I a 2 

= ~ (q/2 + q 2 q/2 + q 2 q'2 8in2 q ) _ ~ + ~ qil] . 
2 1 I 2 I a 2 ql c2 qI 

Die Integrale 

{ 
H = ~ (q/2 + q 2 q'2 + q 2 q/2 8in2 q ) _ ~ + ~ q~2 = a 

2 1 I 2 I S 2 qI c2 qI I' 

FI = qI2q;Bin2q2 = a2, 

1/F 2 + F 2 + F 2 2 1/ /2 + /2 • 2 q> = Y I 2 S = qI yq2 qq 8~n q2 = as 

5. 

gehen mit Hilfe der fUr Pll P2' Ps erhaltenen Ausdl'ucke uber III 

_ 1 PI2 1 1 (2 8in2q2) A. 
at - 2" A. 2 + 2" q 2 P2 + -P 2 - -q , 1+-- I s I 

c2 qI 
6. 

a2 = Ps' 
,----,----V 2 + 8in2q2. as - Pi 2 

Ps 

Es lafit sich sehr leicht beweisen, dafi diese drei Grofien den 
Gleichungen geniigen 

7. 



[Denn es ist 

dal _ PI 

dpI - ~+ A 2' 
c2 ql 

PS2 C08qs 
qI2 8ins q21 

10 -

das _ 0 
d - 1 Ps 

Aus den Gleichungen 6 folgt 

8. 

[Nun ist 

das _ 1 
d - , 

Ps 

dV = PIdql + PS dq2 + Psdqs - Hdt 

= PI dql + Psdqs + a2dqs - a l dt.] 

Durch Integration finden wir daher 
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Da die Veranderlichen in diesem Ausdruck getrennt sind, so ist 
derselbe in der Tat integrierbar. Hieraus folgt 

1. 

Ableitung einer Gleichung 
zwischen der Zeit und dem Radiusvektor. 

§ 3. 

Die Gleichung 

liefert eine Relation zwischen der Zeit und dem Radiusvektor. 
Sie zeigt uns, daB die Veranderliche ql 'zwischen den Werten 

l +Vl2+2alag2 d It VIt 2 +2a1a/ thlt 't - - un - - - en a en IS 
2 at 2 at 2 at 2 at . 

und daB daher 

ergibt. 

It 
die mittlere Entfernung von der Sonne 

2 at 
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Nun betrachten wir eingehender das elliptische Integral 

A, + 2a1 ql = - V A,2 + 2a1as2y, 

so geht dasselbe tiber in 

J=_A,2+2al~82 r y VA,2+2a~as2 2 y~-C2VA,2+2ala82 dy. J1/( + A, )( 4A,a1 - C2A, ) 

(_ 2a1)9 ~ V y - 1 

Infolge der Ungleichung 

_ J:.- + V A,2 + 2a1as2 < q < _ J:.- _ V A,2 + 2a1 aa2 
2a1 2a1 1 2a1 2a1 ' 

liegt die Veriinderliche y zwischen den Grenzen - 1 und + 1. 
Setzen wir nun zur Abkiirzung 

_ 4A,a1 -c2A, =~, 
c2 V A,2 + 2a1as2 

so konnen wir wegen der Ungleichung 

1>-1>-,,>-~ 

zur Reduktion des Integrals 

J = B J (y + ,,)(y + ~) d 
iV (y2 -l)(y + ,,)(y +~) y 

auf die kanonische Form der elliptischen Integrale die Formel B II 
Seite 15 der Fundamenta nova 1) anwenden. 

Nach der dort angewandten Bezeichnung setzen wir 

m = V'-(,,-+--'-l )-:-( ~----'-1 )-:-(8-+--'-1 )-:-(,,--------:-1 ), 

_ v(" + 1)(~ -1) + V(~ + 1)(" -1) _ m 
n- 2 -kil 

1) C. G. J. Jakobi, Gesammelte Werke, Bd.l, Seite 68. Berlin 1881. 
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k = Yl-k19 = Y(1' + 1)(~ -1) - Y(~ + 1)(1'-1) 
Y(1' + 1)(~ -1) + Y(~ + 1)(1' -1)' 

4 r:----,--:--:-------,-

M _ 1/(1' + 1)(~ + 1) - r (1' - 1)(~ + 1)' 

tang ~ (~ + amv) = M 1/1 + y. 
22 Yl-y 

Dann ist 

dy d(i +amv) 

iY (y2 - l)(y + 1')(y +~) - Y m2 sin2 amv + n2cos2amv 

kI dam v kI - = -dv. 
m Y 1 - k2 sin2 amv m 

[Diese Gleichung ergibt sich folgendermaBen. Es ist 

M 2 2 1 (n ) - tang 2 2 +amv 

- 1 (n ) = y, 
M2 + tang'J2 2 +amv 

M2.(1 - 1') - (1 + 1') tang'J i(~- + amv) 

y+1'=- 1 (n ' 
M'J + tang2 2 2 +amv) 
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und hieraus auch 

VCr + 1)(8-1) + V(r- 1)(8 + 1) = _ 2i L1amh . 
k cos amh 

Nachdem nun so der konstante Faktor des Integrals umgeformt 
ist, nimmt das Integral 3 die besser zu behandelnde Form an 

4. J - _ B r iL13amh { L1amv 12 d 
- J kcosamh 1 + ksinamhstnamvf v. 

Dm dieses Integral auf die Funktion @ zUrUckzufiihren, stellen 
wir folgende Uberlegung an. Setzt man 

5. Q _ r L12amv d 
- J sin am ex. + sinamv v, 

so wird 
dQ __ f cos amaLlamaL'J2amv d 
dex. - J (sinama + sinamv)2 v. 

Es sei nun 

6. 

Dann haben wir 

und 

7. 

dQ _ r kLlamhcos amhL:J2amv d 
dh - J (1 + k sin amh sin amv)2 0 

J = _ Bi L12 amh dQ. 
k 2 cos2 amh d h 

[Man erhiilt den Ausdrnck fUr :~ mit Hilfe der aus der 

J ac 0 b i schen Theorie der elliptischen Funktionen herriihrenden 
Formeln 

sinam(h + iK!) = k 0 1 h' 
s~nam 

(h OK!) iLlamh 
cos am + ~ = - k ° h' Mnam 

A (h OK!) . CoSamh] aam +~ =-~. . 
stnamh 
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Das Problem ist daher auf die Bestimmung des Integrals Q 
zuriickgeftihrt. Es ist aber 

8. { I LJ2amvdv I sin amr:t.L12amvdv 
Q = sin amr:t. + sin amv = sin2 amr:t. - sin2 amv 

I sinamv"LJ2amv d 
- sin2 amr:t. - sin2 amv v. 

N ach dem beriihmten Fundamentaltheorem von J a cob i 1) tiber 
die elliptischen Integrale dritter Art ist 

9. 

wo 

I Iv k2sinamr:t.cosamr:t.L/amr:t.sin2amvdv 
1 - k2 sin2 amr:t. sin2 amv 

o 
= vdlog@(fJ.) +~lo @(v-r:t.) 

dr:t. 2 g@(v+r:t.)' 

@ 2Kv = 1- 2q2 cos2v + 2q4cos4v- 2q8cos6v + "', 
n 

log q = - n:', amK = ~ n, am(K, kI) = ~ n. 

Daraus folgt sofort, wenn man v und ex beziehlich durch 
v + K + K1i und r:t. + K ersetzt: 

{ 
r .sinama.d~amv dv = Llamr:t. {_vdlog@(a+K) 

10. J s~n2 amex - 8~n2 amv cos amr:t. da 

+~lo H(rx+v)}. 
2 gH(r:t.-v) 

Hier ist 

H C ~ V) = 2 Vq sin v - 2 V q9 sin 3 V + 2 V q25 sin 5 v - ... 

[Dieser Ausdruck ergibt sich folgendermafien. Diffeientiiert 
man die Gleichung 9 nach v, so ergibt sich 

k2 sinamex cos amr:t. damr:t. sin2 amv _ dlog@(rx) 
1 - k2 sin2 am ex sin2 amv drx 

1 d @(v-r:t.) 
+--log . 

2 dv @(v+ex) 

1) C. G. J. Jacobi, Gesammelte Werke 1, 204 bis 206. Berlin 1881. 
Seegers. Vber die Bewegungen usw. 2 
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Ersetzt man v durch v + K + Kli und a durch « + K und 
beriicksichtigt die Formeln 

sinam(v + K) = 
cosamv 
L/amtJ' 

( + K) - klsinamv 
cosam v - - A , 

LJamv 
~ 

dam(v + K) = Llamv' 

L/amv 
sinam(v + K + Kli) = kcosamv' 

'kl 

cosam(v+K +K'i) = -k ~ , 
cosamv 

Llam(v + K + K'i) = + ik' tang am, 

so erhiilt man mit tibergehung ein~ger Zwischenrechnungen 

{ 

sinamacosama LI'fI. amv 
- Llama sin2 ama - sin'fl. amv 

11. _ dlog@(<<+K) +~~lo @(v+Kli-a) 
- da 2 dv g@(v + 2K + Kli + a)' 

detm es ist 

1 - k'fl. sin2 am «1. + K)sin'il am(v + K + Kli) 
• 'fI. • '!I. = (1 _ k'fl.) 8~n ama - s~n amv. 

LI'fI. am a LI'fI. amv 

Nach der Jacobischen Definition der Funktion H(v) ist aber 
,_ 
V .riv 

H(v) = -!leu @(v + Kli) 1). 
~ 

Nun ist weiter 
@(v + 2K) = @(v). 

Die Gleichung 11 geht daher tiber in 

sin am(1.. cos am (1. L/2 amv 
LI am (1. sin2 am(1. - sin'!!. amv 

12: =dlog@(a+K)+~l H(v-a) 
d(1. 2 dv og H (v + (1.) 

=dlog@(a+K)+~~l H(a-v) 
dry. 2 dv og H «1. + v) 

1) C. G. J. Jacobi, Gesammelte Werke 1, 224 u. 226. Berlin 1881. 
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und hieraus durch Integration von v = 0 bis v = v 

8in2 amrx. - 8in2 amv v 
13. 8 

[ J" 8inamrx.. ,d2amv d 

= LJamrx. {_vdlog@(V+K)+~logH(rx.+v)}]. 
C08ama drx. 2 H(", -v) 

Das andere auf der rechten Seite der Gleichung 8 vor
kommende Integral 

J sinamv.d2amv d 
sin2 amrx. - 8ini amv v 

geht durch die Substitution 
t = 8in2 rx.mv 

tiber in einen Ausdruck, welcher nur die Wurzel aus einem Polynom 
zweiten Grades enthalt und man findet dasselbe nach naheliegenden 
Reduktionen 

1 damrx {sincoamv - 8incoamrx.} 
= -'2 co8amrx.log sincoamv + sincoamrx. 

+ ! l { k sin coamv - 1 } • 
2 og k 8in coamv + 1 

[Durch die genannte Substitution geht das Integral tiber III 

~f 1- k2 t dt 
2 (8in2 amrx.-t) V (l-t)(l- k2 t) 

- ~f{ .d2 amrx. + k2 } dt 
- 2 8in2 amrx.-t V(1-t)(1-k2t) 

= ~ .d2 amrx.f 1 dt 
2 sin2 am.rx. - t V (1 - t) (1 - k2t) 

+ ~k2f dt • 
2 V (1 - t) (1 - k 2t) 

Nun ist aber 
1/ 1 - t cosamrx. 

LJ2amrx .damrx. d l Y l=Ft - .damrx. 
·2 = d Ogv ' 8~n amrx. - t C08 amoc t 1 - t C08amrx. 

l=Ft + .damrx 

1/ 1- t 
1 -!!:.-lo Yl-=-k2t- 1 

V (1 - t)(l - k2 t) - dt g 1/ 1 - t 
Y 1 _ kSt + 1 

2* 
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Ferner ist nach der J acobischen Theorie 

. cos amu 
coamu = am(K - u), s~ncoamu = Ll ' amu 

k'sinamu k' 
coscoamu = Ll ,Llcoamu = -;,--. amu ilamu 

Benutzt man diese Gleichungen und fiihrt die Integrationen aus, 
so erhiilt man unmittelbar die obige Gleichung.] 

14. 

Fur Q erhiilt man daher 

Q _ r Ll2 amv d 
- J sinama + sinamv v 

_ Llama {_ v @I(a + K) ~lo H(a + v) 
-cosamrx @(a+K)+2 UH(a-v) 

~ lo sincoamv - sinCoama} _! lo {ksincoamV-1) 
+ 2 U sin coamv + sin coama 2 U k sincoamv + 11 . 

In dies6m Ausdruck setze man nach Ausfiihrung der Diffe
rentiation nach a statt a nunmehr h + iKI. Mit Beriicksichtigung 
der Gleichungen 

-!.!!...(2V+iK') 
@(v + iK') = H(v + K)e 4K , 

in (2 . l 

H( + 'Kl) ."" - 4K v+tK) 
V ~ = ~~(v) e 

erhiilt man 

15. 

d Q __ kkl 2 sin am h f _ H' (h + K) 
dh - Ll2amh l v H (h + K) 

+ ~l @(h + v) ksincoamhsincoamv -I} 
2 oU@(h_v) ksincoamhsincoamv-1 

+ k cos amh f d210U H (h + K) 1 @/(h + v) 
Llamh \ - v dh2 + 2 @ (h + v) 

+ ~ @' (h - v) __ kkI2 sin amh sin coamv - 1 _}. 
2 @ (h - v) (k2 sin2 coamh sin2 coam-1)Ll2 amh 

Da nun 

16. 
J __ Bi LJ 2 amh dQ 

- P c082 amhdh 
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ist, so erhiHt man schliefilich 

J = B ikI2 sinamh {_ vH'(h + K) 
k cos2 amh H (h + K) 

~lo e(h+v) ksincoamhsincOamV-1} 
+ 2 (le(h-v) ksincoamhsincoamv+ 1 

_ Bi Llamh {_ vd'JlogH(h+K) + ~ e'(h + v) 
17. k cosamh dh2 2 e (h + v) 

1 e'(h-v) 
+"2e (h-v) 

_ kkI2 sinamhsincoamv + 1 } = t-b 
LJ2amh k2 sin2 coamh sin2 coamv - 1 r 

Bestimmung der Konstanten b2 und b3• Die Funktion V. 

§ 4. 
Weiter haben wir 

qs + bs = f i a2 
2 S:J2q V 2 as 2 

as - sin2q2 

f a2dcotangqs 
= - Vas 2 - a22 - a22 cotang2 q» 

1. 

= arc cos ( 1 / 2 ~ 2 cotang q»)' . r as a2 

Es bleibt noch iihrig, daB wir die durch die folgende Gleichung 
definierte dritte Konstante 
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Ferner geht das Integral 

gesetzt wird, iiber in 

f X-Q 
A Y dx = J 1• 

x-Q)(x2-1) 
4. 

Da x zwischen den Grenzen + 1 und - 1 enthalten und Q > 1 
ist, so konnen wir die Formeln A I auf S. 16 der Fundamenta 
nova 1) anwenden. Wir setzen nun 

m = if Q2 _ 1, n _ V-;-=-i" + Y Q + 1 _ m 2 _ 1 12 
f - 2 - ~I, ~ - - ~ , 

V-I 11: 1 + x 
tang -~ (-+ amu) = M - - . 

2 2 1- x 

Dann ist 
dx ~l 

-:ry=:=( X==Q=C=) =( X=::=2 =1"7) = m d u 

und nach einigen Reduktionen 

_ 1f2--{I-~8inamul 
X-Q--fQ-l 1+~8inamuf' 

1) C. G. J. Jacobi, Gesaroroelte Wel'ke 1, 68. Berlin 1881. 
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so da6 man hat 

5. J = - A 1-'-12 f 1- I-'-s~namu duo 
1 V 21-'- 1 + I-'-s~namu 

[Es ist 

1 

=~du, 
m 

Das Integral J ~ ~ I-'- 8~n amu du hangt ab von den Werten der 
. I-'-s~namu 

f sinamu J du Integrale 1 2' 2 du und -1- 2 • 2 • Das erste 
- I-'- s~n amu - I-'- s~n amu 

Integral Ia!3t sich sofort ausfiihren und mail erhalt 

J sinamu 1 cosamu 1. 
1 2' 2 du = - ---;-j! L1 = - ---;-j! s~n coamu. 

- I-'- s~n amu I-'- amu I-'-

Dagegen erfordert das zweite Integral r 2d~ 2 eine J 1 -- I-'- s~n amu 
hOhere Untersuchung. Der Ausdruck 

6. 

wo 

d2log@(u + M) _ @(u + M) @" (u + M) - @12(U + M) 
du2 @2 (u + M) 

:If 

2 

M = r du 
J VI - 1-'-2 sin2 u 
o 

gesetzt ist, ist eine monodrome doppeltperiodische Funktion mit 
den Perioden 2 M und 2 M' i. Hier ist 

:If 

2 

M 1 = J du . 
VI - 1-'-12 sin2 u 

o 



24 

Die zweite logarithmische Ableitung der Funktion @ wird un
endlich, wo @ den Wert Null annimmt und ist doppeltperiodisch. 

Die Funktion 2 1 hat dieselben Perioden und verschwindet 
L1 amu 

fUr dieselben Werte wie d2 log ~ ~ + M). N ach der Theorie der 

komplexen Funktionen kann daher die eine durch die andere aus
gedriickt werden. Zu diesem Zwecke setzen wir 

7. d2 7,og@}u2+M) = 2 A + B1), 
u L1 amu 

wo die Konstanten A und B noch zu bestimmen sind. Setzt man 
nacheinander u = 0, u = M, so erhalten wir 

(

' @" (M) = 1/ 11: @" (M) = A + B 
@(M) Y 2M ' 

@" (0) 1 / 11: "( ) A B 
@ (0) - Y 2 p,' M @ 0 = ~ + . 

8. 

Hieraus ergibt sich 

1 
A £ = 11 11: {@" (0 ) - @" (M)} 

p,I2 Y2M )lp,' ' 
9. 

- Bp,2 = Y2~{@"(0)p,I~ -@"(M)}. 

Um diese Ausdriicke zu vereinfachen, differentiieren wir zweimal 
die Gleichung 

Yp,I@(u+M) = @(u)L1amu 

und setzen u = 0. Mit Beriicksichtigung der Gleichung 

@ (0) = V 2 p,~ M 

erhalt man 

@" (M) = Y~I {@"(O) - p,2 Y 2 p,~ M}. 

Durch Einflihrung dieses Wertes in den Ausdruck fUr A wird 
einfach 

10. 

1) DaJ3 die GroJ3en A und B Konstanten sein miissen, folgt sehr ein
fach aus der Theorie der doppeltperiodischen Funktionen, da es ganze 
transzendente doppeltperiodische Funktionen nicht gibt. 
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Ferner differentiieren wir zweimal die Gleichung 

11. H(u) = V;'@(u)sinamu 

und setzen nach Ausfiihrung del' Differentiation u = M. So 
findet man 

H"(M) = -ftu V2ftnM + V;'.@"(M). 

Mit Hilfe dieser Gleichungen erhalten wir 

@"(M)- VftI8 @"(o) = Vft3 .H" (M) 
und 

12. 13 = V2;MH"(M). 

Schlielnich erhalten wir 

13. d2 log@(u+M) = ftI2 + 1/ n H"(M) 
du2 LPamu r 2ftM 

und daher 

14. J d u = _ ~ 1/ n H" (M) + ~ d log @ (u + M) • 
L/2 amu p.I2 r 2p.M ftu du 

N achdem nun die einzelnen Integrale ermittelt sind, erhalten wir 

1.;;. (f 1-fts~namUdu=_2U1/ n H"(M)-u 
.J 1 + p.8~namu ftI2 r 2p.M 

+ 2ft cosamu + ~ dlog@(u + M) 
ftI2 L1 amu ftI2 du ' 

ferner 

{ 
J = A {~1/ n H"(M) + ftI2 u- V2ftcosamu 

1 ft r M V2p. L1amu 
16. 

_ 1/~ dlog@(u + M)} r p. du ' 
und endlich 

17. 



- 26 -

Die Funktion \I. 
Zur Vervollstandigung ist noch der von uns fiir die Funktion 

V gefundene Ausdruck zu untersuchen. Es war 

V = f V {2 (al + ~) - i:} { 1 + ~ ~} dql 

+ f 1 / a/ - .a~2 d q2 + a2 qs - a l t. r .%n qs 
Das erste Integral geht durch dieselben im Anfang von 
angewandten Substitutionen iiber in 

_-f(l- y2)(y + 8) dy 
V-2a1 y+r iV(yS-1)(y+r)(1+8)' 

§ 3 

wo 1', 8 die ihnen dort gegebene Bezeichnung beibehalten. Wir 
setzen nun weiter 

4 

kl _ 2 V (1'2 - 1) W - 1) 

- V (1' + 1)(8 - 1) + V (8 + 1)(1' - 1)' 
k = V1-kls, 

_ V(r+1)(8-1)-V(8+1)(r-1) 

- V(r + 1)(8 -1) + V(8 + 1)(1' -1)' 

_14/(1'+1)(8+1) (n 1 )_ 1/1+y 
M - r (1'-1)(8-1)' tang \4 +2 amv - M r 1- y' 

4 

m = V(r2 -l)W - 1). 

Dann erhalten wir 
dy k' 

i V(yS - l)(y + 1') (y + 8) = m dv, 

1- 2 = 4M2 cos2amv 

y (1 +M~)2{ 1 + [V(r- 1)(8-1)-V(r+ 1)(8 + 1)]Sinamv}2 
V(r---:- 1)(8-1)+ V(r+ 1)(8 + 1) 

Y + 8 V~ 1- ksinamv 
y + l' = V 1'2 - 1 . 1 + k sin a m v· 

Fiihrt man nun den Parameter h durch die Gleichung 

ksinamh = V (1' - 1)(8 - 1) - V (8 + 1) (1' + 1) 
V (1' - 1)(8 - 1) + V (8 + 1)(1' + 1) 
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ein, so wird 

k' 4M2 Vd'2 - 1. sinamh-1 
19. - (1 + MlI)lI .1 = ~kcosamh.damh. h 2 = G. m r rll - 1 s~nam + 

[Bei der Bestimmung dieser Gleichung mull man die oben auf 
S. 15 gegebenen AusdrUcke 

.1 2 _ 1 + .1 82 --=--1 
sinamh = f"",Y==-_f== 

V y2 - 1 - V 82 - 1 ' 
4 =::--c-::-:---::---. 

.d amh = 2 V(82 - 1)(y2 -1) , 

VCr - 1)(8 - 1) + VCr + 1)(8 + 1) 
.1 .1 2 i .d am h 
fer + 1)(d' + 1) + fer - 1)(8-1) = - -k h' cosam 

beriicksichtigen. Man erhiilt dann 

Vd'2 -1 sinamh - 1 kl 4M2 
V y2 _ 1 = sin am h + 1 . m (1 + M2)2 

4-:-::-::-_--,---,--~-. 
k' 4 V W - 1) (y2 - 1) 

- (V(r + 1)(d' + 1) + V(y-1)(d' - 1»)2 
2k'Llamh 

- VCr + 1)(d' + 1) + V(y -1)(d' - 1) 
4 V-(d'~2 -1--'--)-(y-2--1) 1 

- .-;==c==:===~--:rc====:==:c:===:, .d am h 
V(y+1)(d'-1) + V(r-1)(d'+ 1) V(y+ 1)(d'+1) + V(y-1)(d'-1) 

= ikcosamh.d amh 
und hieraus die obige Gleichung.] Dann reduziert sich das Integral 
auf das folgende 

V- 2 G J cos2amv 1 - ksinamv d 
a l (1 + ksinamhsinamv)2 1 + ksinamv v 

= V-2at ·G.:;8, 
welches auf elliptische Funktionen zuriickgefiihrt werden kann. 
Es ist aber 

cos2 amv(1 - ksinamv) 
(1 + ksinamhsinamv)2(1 + ksinamv) 

20. 
A B 

(1 + ksinamhsinamv)2 + 1 + ksinamhsinamv 

o 
+ 1 + ksinamv + D. 
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Hier ist 

A _ _ ,d2amk sinamk + 1 
- k2 sin2 amk sinamk - 1 ' 

_ kU(k + 1) 1 
21. 0 - - k3 (sinamk-1)2' 

1 =A+B+O+D, 

O = 1 - sinamk A +. II, D + sinamk -'- 10 
1 + . II, .nnam. 2· 

s~nam 

[Die letzte Gleichung erhiilt man durch die Substitution 

. 1] .nnamv = k . 

Nachdem so die Grofien A, B, 0, D bestimmt sind, erhalten wir 

.2: = A J (1 + k sin a:k sin amv)2 

B r d"!-=----,---__ 
22. + J 1 + ksinamksinamv 

+ oj dv +D 
1 + ksinamv v 

= A ::8' + B ::8" + 0 ::8'" + Dv. 

Nun behandeln wir jedes Integral getrennt und wir ma-chen den 
Anfang mit :;gI. Wenn wir nun 

2 P = J k sin amk d 
3. 1 + ksinamnsinamv v 

setzen, so erhalten wir durch Differentiation nach II, 

dP J kcosamk . ..damk I 

dk = (l+k· k· )2dv=kcosamk . ..damh.::8 
s~n am s~n am v 

und weiter 

24. 
~l 1 dP 
~ = kcosamk. ,damh dk . 

Fur P erhiHt ma.n aber mit einer leichten Umformung 

25. { 
P = kSinamkJ . dv . 

1 - k2 s~n2 amh s~n2 amv 

- k2 • 2 kJ sinamv.dv - 8~n am - . . 
1 - k2 8~n2 amh. s~n2 amv 
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Der Wert des Integrals 

r dv 
J 1 - k2 8in2 amh 8in2 amv 

folgt aus dem schon oben zum Gebrauch verwandten beriihmten 
Fundamentaltheorem von Jacobi, indem man v und h durch 
v + iKr, h + iK' ersetzt. So erhalt man 

{ J 1 - k2 8in2 ::h 8in2 amv 
26. _ 1 {vHI(h) ~lo @(V-h)}. 

- damhcotangamh H(h) + 2 g@(v+h) 

[Diese Dal'stellung ergibt sich folgendermal3en. Wenn man auf 
S. 17 in der Gleichung 9 ~ durch h + K' i ersetzt und dann die
selbe nach v differentiiert, so erhiilt man 

k2 8inam(h + K' i) c08am(h + K'i) dam(h+K' i) 8in2 amv 
1 - k2 8in2 am (h + K' i) 8in2 amv 

_ dlog@(h+iK') + ~~l @(v-h-iK'). 
- . dh 2 dv og @(v + h + iK') 

Ersetzt ·man nun v durch v + iK\so erhiilt man 
k2 8inam(h + K'i) c08am(h + K"i)d am(h + K'i) 8in2 am(v + K'i) 

1- k2 8in2 am(h + K'i) 8in2 am(v + K'i) 
_ dlog@(h+iK' + ~~lo @(v-k) __ 
- dh 2 dv g @ (v + h + 2 iKl) 

damhcotangamh 
- 1- k2 8in2 amh8in2 amv 

und mit Beriicksichtigung bekannter Foimeln aus der Theorie der 
Thetafunktionen 1 

1 - k~ 8in~ amh 8in" amv 

_ 1 {HI (h) ~~lo @(v-h),. 
~ Llamhcotangamh H(h) + 2 dv g@(v+h)f 

Durch Integration nach v erhiilt man sofort den obigen Ausdruck] 
Weiter ist 

r 8inamv d 
J 1 - k2 8in" amh8in~ amv v 

27. = 2 hl h r {8inam(v + h) + sin am (v - h») dv 
dam cosam J 

1 1 dam(v + h) - k cos am(v + h) 
2d---=--'ci,-m-:h;-c-o-s-amh og dam(v - h) + kcosam(v - h)' 
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da 

28. J sinamvdv = ~log[.damv - kcos amv] 

ist; [N ach dem Additionstheorem der elliptischen Funktionen ist 
bekanntlich 

sinam(u ± h) 
= sinamucosamh.damk ± sinamhcosamuLlamu.J 

1 - k2 sin~ amh sin2 amu 

N ach Ausfiihrung dieser Substitutionen erhalten wir 

29. (
p_ ksin2amh {vH'(h) 

- Llamhcosamh H(h) 
1 e(v-h) .dam(v-h)-kcosam(V-h)} 

+ 2 log e(v + h) .dam(v + h) + kcosam(v + h) 

und hieraus endlich 

~I 1 dP 
30. ~ = kcosamh Llamh dh . 

Die Ausfiihrung dieser Differentiation konnen wir iibergehen. 
Der Wert von :;811 ist in dem Vorhergehenden enthalten. 

Denn man hat 

31. 

32. 

~II _ r dv _ 1 P 
~ - J 1 + ksinamhsinamv - ksinamh . 

Endlich ist 

~III = r dv = r dv _ r ksinamv dv. 
~ J 1 + ksinamv J .d2amv· J .d2 amv 

Wie nun oben bewiesen worden ist, hat man 

33. 

und 

34. 
r ksinamv k . J Ll2 amv dv = - kI2 s~ncoamv. 

Infolgedessen besteht die Gleichung 

( 

~III = _ ~ 11 n; H"(K) + ~ dloge(v + K) 
~ kI2 r 2kK kI2 dv 

35. 
k . + kIS s~n coamv. 
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Nachdem nun die Integrale S', :;8", :;8'" einzeln bestimmt sind, 
hat man 

36. :;8 = A:;8' + B:;8" + 0:;8'" + Dv. 
Das zweite in V noch vorkommende Integral 

37. S = r 1) a 2 - ---!!1- dq2 J r s s~n2q2 

findet man ohne Schwierigkeit in der Form 

{ 
S = as arc cos (y as 2 ~ a22 cos q; ) 

38. 

- as arc cos (1 ) 2 ~ 2 cotang qs) . r as as 
Endlich ist 

39. V= V2au G:;8+S+!Xsq2-alt, 
w. z. b. w. 

Anwendung des Vorigen auf die Astronomie. Abweichung 
von der elliptischen Bewegung. Kreisbahn des Perihels des 

angezogenen Korpers urn die Sonne. 

§ 5. 

Die astronomische Bedeutung jener Integrationskonstanten, 
soweit sie sich auf die Zeit und die Lage der von dem Korper 
beschriebenen Bahn beziehen, ist ohne Schwierigkeit einzusehen. 
Aus der Gleichung 1, § 4, S.21 

1. cos (qs + bs) = 1/ 2 a/ 2 cotang qs r as - a 2 

folgt, wenn man as = cos i setzt, 
as 

2. 

Hieraus ersehen wir, dal3 die Bahn des Korpers einfach gekriimmt 
ist, daB i die Neigung der Bahn und - bs die Lange des auf
steigenden Knotens bezeichnet. Wir haben schon oben gesehen, 

dal3 durch - ~ die mittlere Entfernung von der Sonne aus-
2a1 
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gedriickt wird, welche man zweckmafiigerweise ebenfalls als Bahn
element einfiihrt. Die Gleichungen zwischen der Zeit und dem 
Radiusvektor und der wahren Anomalie und dem Radiusvektor, 
durch welche die Bewegung des Korpers festgelegt wird, sind in 
den Ausdriicken flir die Konstanten enthalten. Ebenso beschaffen 
ist die Gleichung 

3. t-b l = J, 

wo augenscheinlich bl flir die Zeit des Periheldurchganges ange
nommen werden kann. Bezeichnet man mit q; die wahre Anomalie, 
so hat man weiter 

4. 

oder 

_ J a3 VI + ~ * d q I 

q; - Y2(al + ~)_ ::: ql2 

= V2AVA2+2ala32{~V/7/: H"(M) 
ca3 /L M 

5. 

+ /LI2 U _ V2;cosamu _ 1/ 2 dlog@(u+M)). 
V2/L Llamu r /L du f 

Dieses ist die Gleichung der von dem Korper beschriebenen Bahn. 
Das Integral J 1 aus dem vorhergehenden Paragraphen ist 

daher nichts anderes als die wahre Anomalie q;. Hieraus er
halten wir 

6. cos (q; -'- b3) = co.s q.2 = sin (q; + 7/:2 - b3). 
s~n~ 

~ - b3 ist die Periheldistanz vom aufsteigenden Knoten, wie ein

leuchtet, wenn wir den Winkel q; von dem PerlIiel zahlen. Wenn 
wir endlich a3 oder as, welche durch die Relation 

7. a2 = as cos i 
voneinander abhangen, als einen die Bewegung des Korpers be
~timmenden Parameter ansehen, so sind aIle sechs Integrations
konstanten geometrisch interpretiert. Jene Bewegung weicht ha11pt
sachlich durch den Umstand von der elliptischen Bewegung ab, 
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daG das Perihel des angezogenen Korpers nicht denselben Platz 
im Raume beibehalt, sondern sich in einem Kreise um die Sonne 
bewegt. Denn setzt man in der Gleichung 

cP + CPo ca. p, r M { 
= Yn VAi + 2 alasi {~ 1/ n H" (M) 

8. -
p,!i U _ Y."2cosamu _ 1/! dlog@(u+ M)}, 

+Y2p, p, Aamu r p, du 

A YA2 +2aa 2 

cP = 0 und ql = - ~2 + 2 1 3 = Q2' welches der a l a l 

kleinste Wert von ql ist, so haben wir mit Beriicksichtigung del' 
Gleichungen 

n 
9. OGmu = -2' u = -M, 

10. = _ Y2A VA 2 + 2al a.2 {lIMn H"(M) + p,!i M'}. 
CPo ca. r p, Y2 p, 

Nachdem dann ql seinem Maximalwerte 

-A - YA2 + 2al as2 _ Q 
2al - 9 

gleichgesetzt ist, moge 
cP = CPl 

werden. Da weiter 

11. 
n 

OGmu = +2' u= +M 

13. = 2)12 A VA 2 + 2al al {YnM H"(M) + p,I2 M}. 
CPl ca. P, Y2 p, 

Dieser Wert ist von n verschieden. Um aber festzustellen, wieviel 
derselbe von n abweicht, muG der Ausdruck in eine Reihe ent
wickelt werden. Zu diesem Zwecke gehen wir von der urspriing
lichen Integralgleichung aus 

J V A 2 
a 1+--+ _ • cg ql dql 

cP CPo - Y2(al + :J _ ::: ql2 

14. 

Seegers, tlber die Bewegungen usw. 3 
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und aetzen 

wo 

16. 
c2as2 + 2 ;"2 

Q = 2;" V)./~ + 2a1as2 

gesetzt ist. 
Da den Werten Q9 und Q1 von ql bzw. -6' = 0, -6' = 11: ent

sprechen, so erhalten wir den Wert von fIJI' welcher die Winkel
distanz des Perihels vom Aphel angibt, wenn wir das Integral 
zwischen den Grenzen ° und 11: nehmen. So wird mit Riicksicht 
auf die Gleichungen 

n 

J coa2 n + 1xdx ~ 0, 

o 

n 

J 2n d - 1,3,5 ... (2 n - 1) ~ 
cos xx- 2462 2' , , ... n 

o 

17. = 11: 1/1 + 2;..9 {1_n~ool,3,5, ... (2n-3)_1_}, 
fIJI r c2 as2 ;::1 (2n,2,4,6 ... 2n)2 f:!2n 

Wenn wir nun die Potenzen ~ und die hOheren wegen der Grolle 
c 

der Quantitiit c vernachliissigen, so haben wir 

fIJI = 11:(1 + -:~) c as 
18. 

und daher ist die Distanz von zwei sich folgenden Perihelen 

19. 
;"2 

L1 fIJI = 211:ss' 
c as 

Vergleicht man die durch die Gleichungen 13 und 17 ge
lieferten Werte von fIJI miteinander, da 

20. 
1 + p,2 

Q=~ 
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ist, so erhalten wir noch die elegante Relation 

I_n~co 1,3,5 ... 4n- 3 (~)2n 

21. { 
n = 1 (2n, 2, 4, 6 ... 2 n)S 1 + ,."s 

~ V 2p. {HI/(M) VnM + ,.,,19 M}. 
n 1 + P.s ,." V2 P. 

22. 

* * 
[Setzt man nach S.39 

A. 
--=A, 
-2al 

* 

wo A die halbe grol3e Achse und c die Exzentrizitii.t der Bahn 
bedeutet, so geht der Ausdruck ftir L1 fIJI tiber in 

2n1 ] 
23. L1 fIJI = cS A (1 _ c2) • 

Die St5rungstheorie bei Anwendung des Weberschen 
Gesetzes. Die Funktion.Q. Die sakularen St5rungen. 

§ 6. 

Nachdem das einfache Problem von der Relativbewegung 
zweier Korper in dem Vorhergehenden gelost ist, wollen wir 
zu der Betrachtung der StOrungen tibergehen, welche von der 
Anziehung anderer Massen herriihren. Es sei .Q die stOrende 
Funktion, aI' as, as, bl, bs' bs ein System von kanonischen Ele
menten, welche den in § 1 entwickelten Bedingungen gentigen. 
Dann sind nach einem beriihmten Theorem von Jacobi!) die 
StOrungsformeln wieder von· derselben Form wie die Differential
gleichungen der Bewegung. Denn es ist r- d~ 

da2 _ d.Q das d.Q 
Tt - - db l ' Tt -db' Tt= -db' 

1. 2 s 

db l d.Q dbs _ d.Q dbs d.Q 
Tt = da l ' Tt das ' Tt - da ' 3 

1) G. J .• Tacobi, Vorlesungen fiber Dynamik. 2. Ausgabe. Gesammelte 
Werke, Supplementband, Berlin 1884. 36. Vorlesung, S.273. 

3* 
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wo .Q, als Funktion der Elemente a, b angesehen wird. Bezeichnet 
m den Korper, dessen Relativbewegung um M wir untersucht 
haben, bezeichnen ferner 

m', m", m'" usw. die storenden Massen, 

r, rt , rs 
ro, ro, ro' 
ri', rl' 

die Entfernungen der Massen m, m', m" ... von M, 

" " 
" " 

" 
" 

" 
" 

m',m",m"' ... " m, 

m",m'" " m' 

und so fort, so daB rt die Entfernung des Korpers m(O von m(k) 

bedeutet. Dann nimmt die storende Funktion .Q, die folgende 
Form an 

_ ,(r2+rI2 _rb2)( _~(dr'2) ~ ,d2r') 
.Q, - Am 2 rI3 1 c2 dt + c2 r dt2 

2. 
" (r2 + rII2 - rg2) ( 1 (dr"2) 2" d2r") + Am 2 rJl3 1 -"C2 dt +"C2 r dtF 

II 
m 

Hier ist 

3. 

Hier betrachten wir nur die sakularen Storungen, welche aus den 
nicht periodischen Termen der Funktion .Q, entstehen, sowohl wegen 
der GroBe derselben, als auch weil mit ihrer Hilfe wahrscheinlich 
die Konstante c bestimmt werden bnn. 

Es sind nun r', ... ro ... als Funktionen der Zeit und der 
Konstanten at ... b3 auszudriicken und in .Q, zu substituieren. Zu 
diesem Zwecke konnen wir die oben entwickelten Ausdriicke wegen 
der nicht zu bewaltigenden Komplikation der Rechnung nicht 
anwenden. Es miissen Reihenentwicklungen von uns angewandt 
werden, in welchen die dritten und hoheren Potenzenvon c ver
nachlassigt werden. 
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Bezeichnet cP die Lange des Korpers in der Bahn, so war 

J as VI +~~ d(j 

<p + <p, = Y2(a, + :J -'::: q,: 

J 
). I I ).2 I 

I + e2 q - 2" C4 (j 2 d(j -a 1 1 _1. 

- s 1/2(a +~) _ a s2 gIll r 1 (jl gIll 

4. 

Wenn wir nun den Winkel 'U durch die Gleichung 

[Bei der Berechnung mu13 man die heiden Gleichungen heriick
sichtigen 

2 (a1 +!) _ ~s: = _ --;(asll _ ).)1I + ().1I1i + 2al~32) 
ql (jl as (jl as as 

}.1I + 2a1 aSli • 1I 
= 1I 8f,n 'U, 

as 

dql = V).lI + 2a1 aS1l 8in'Ud'U]. 

(j12 as2 

Es ist zweckma13ig, den Winkel cp von dem Perihel zu zahlen. 
Dann wird 
7. CPo = O. 
Weiter war 
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9. 

und somit 

38 

l 1 1 l2 1 

1 + 02 r - 2 04 r2 1 1 { l 1 l2} 
--;=========:odr = - , r2 + 2r - -4"" dE. 
1 / ( l ) as 2 r V - 2 a l 0 2 C r2 a1 +r -? 

Hieraus ergibt sich dann mit Ubergehung einiger Zwischenrech
nungen die obige Darstellung.] Mit Beriicksichtigung der zwischen 
den Winkeln u und E bestehenden Gleichung 

l casE - Vl2 + 2a],as2 

11. cosu = 1/ 
l- yl2 + 2aIas2 cosE 

erhalt man weiter 

{
t-bi = ( __ l_~+ ~-~))E- Vl2 +2al : s2 sinE 

12. (- 2al)2 (- 2al)2 (- 2aIY 
1 l2 u 

-2 c4 a;o 
3 

Setzt man nun c = + 00, so gehen die fUr t und ffJ entwickelten 
Formeln in die bekannten Formeln der elliptischen Bewegung iiber, 

wenn wir fiir Vl2 + :aI aa2 die Exzentrizitiit e der Ellipse und 
3 

fiir (t - bl) ( - ~ al)j die mittlere Anomalie ,ft schreibeno DaB von 
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dem Ausdruck VA 2 + 2a1 ag2 h in unserem Problem der ellip-A auc 

tische Charakter der Kurve abhangt, ist klar, und deshalb wollen 
wir flir denselben die Bezeichnung e beibehalten. Es ist durch
aus zweckmaBig, bei dieser Naherungsrechnung zur Erklarung 
dieser Dinge flir a l , as, ag die elliptischen Elemente beizubehalten. 
Daher bezeichnet 

13. 

--- ... 
-2a1 

die halbe groBe Achse A oder vielmehr in un
serem FaIle die mittlere Entfernung von der 
Sonne, 
die Quadratwurzel des Semiparameters p multi
pliziert mit dem Kosinus der Neigung i, 

die Quadratwurzel des Semiparameters p, 

die Exzentrizitat e. 

S h ·b· f·· 1 + A 1 1 A 2 1 dAd k c reI en Wlr nun ur - - - - - - en us ruc 
c2 p 2 c4 p2 

1/1 + ~ ~, welcher sich von ihm nur um GroBen dritter Ord-y c p 
nung unterscheidet, so erhalten wir das folgende System von 
Formeln 

14. 

r = 1 + p = A (1 - e cos E), ecosu 

cosE-e u 1/1+e E 
cosu= 1-ecosE' tang 2 = Yl_e tang 2· 

[Die dem Grenzfalle c = + 00, der Keplerschen Bewegung, 
entsprechenden Formeln fUge ich der Ubersicht wegen hinzu 
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q; = u, 

.ft = E - esinE, 

cosE - e cos m - -,---------;;:;
..,. -1- ecosE' 
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q; die wahre Anomalie, 

die sogenannte Kep ler sche Glei

chung, .ft die mittlere Anomalie, E 

die exzentrische Anomalie, 

tang q; = 1/1 + e tang E]. 
2 r1-e 2 

Die aus dem Web e r schen Gesetze entstehende Bewegung 
kann daher als aus der elliptischen Bewegung abgeleitet an
gesehen werden, wenn wir elmge durch die Formeln 14 aus
gedriickte KOITektionen anbringen. 

Aber auch in den Storungsformeln ist es zweckmi:Wig, die 
Gro13en A und e oder p = A (1 - e2) beizubehalten, da von den 
Veranderungen derselben am meisten die Stabilitat des Welt
systems abhiingt. Wenn wir daher mit 0) die Lange des auf
steigenden Knotens, mit n die Periheldistanz von ihm, mit to die 
Zeit des Periheldurchgangs bezeichnen, so hat man 

16. 

A dto = _ 2 A2 d.Q, 
dt dA' 

V): d Vp _ d.Q, 
(["t - - dn' 

11): d lip cos i _ d .Q, ---a:t-- - - dO) . 

In diese Formeln sind flii r und' q; ihre Ausdriicke in t und 
den anderen Konstanten einzusetzen. Bei dieser Berechnung be
trachten wir e und i als sehr kleine Gro13en erster Ordnung, was 
in unserem Planetensystem mit vollem Recht erlaubt ist, und wir 
vernachliissigen die dritten und hOheren Dimensionen dieser Gro13en. 

Vernachlassigt man C2Y, so ist ~2 als eine sehr kleine Gro13e 

erster Ordnung anzusehen, und die Produkte dieser Gro13e mit e 
und i sind als Gro13en von mehr alszwei Dimensionen durchaus 
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zu vernachlassigen. Bekanntlich kann u dnrch E mit Hille der 
folgenden Reihe ausgedriickt werden 

17. u = E + 2 (l'sinE + ~2 sin2E + ~s sin 3 E + ... , ... )1), 
wo 

18. I'P = ~; + p~!:;2 + P2:~t+~ eP+4+ P(~~~~~+t 5) ep+6+ ... 

Hieraus ersehen wir, da.6 in .0- fur u einfach E zu schreiben ist. 
Wenn wir nun wieder 

1+~~_~;'2_1_= 1/1+~! 
c2 A 2 c4 .2 1/- r c2 A 

A2 f P 
setzen, so ist offenbar 

19. .0- = V1+ ~! E-esinE. 

Man setze nun 

20. 

[Dann wird 

21. @ = E-EsinE, 

und wir erhalten wieder die Keplersche Gleichung der gewohn
lichen elliptischen Bewegung.] Weiter wird 

22. 

2 S 

E=@+E8in@+ E2 sin2@+ ;s(3sin3@-sin@)+ ... 2) 

2 

sinE=sin@ + ~ sin 2 @ + ~s(3 8in3@-sin@) + ... 
sin 2 E = sin 2 @ + E(8in3@-sin@) + E2(sin4@-sin2@)+ ... 

usw. 
E E2 

c08E=oo8@+ "2 (cos 2@-1)+8(3OO83@-3oo8@)+ ... 

1) Laplace, Oeuvres, T.l, Mecanique celeste, T.l, p.199. Paris 1878. 
Laplace setzt v statt u und u statt l!. 

2) Laplace, Oeuvres, T.l, Mecanique celeste, T.l, p.196-197. 
Paris 1878. 
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Nachdem diese Ausdriicke in die Gleichung 17 eingefiihrt sind, 
wird mit Fortlassung der zu vernachlassigenden Grofien 

{ 
U = ® + (e + E) sin ® + !_ e2 sin 2 ® 

23. 

= .f}o + (e + E) sin .f}o + ~ e2 sin 2 .f}o. 

Auf diese Weise erhalten wir aus der ersten der Gleichungen 14 

24. Y A2 A2. 
m = U 1 + - - + - - s~n u . .,. c2 p c2 p 

Da nun nach 23 £iir sin u jetzt sin.f}o, und ebenso .f}o £iir 

V1+~~ 
(H) VI + A 2 = .f}o c2 p geschrieben werden kann, so wird 

c2 p 1/ A2 
y1+c2 A 

25. 

Endlich findet man £iir r den Ausdruck 

26. r=A(l-ecosE)=A [l-e(cOS.f}o+ ~ ~ sin.f}o)- ~2 (COS2.f}o-1)} 

Entwicklung der Sttirungsfunktion a 
flir das Web ersche Gesetz. Obereinstimmung der sakularen 
Storungen mit den Theorien von Lagrange und Laplace. 

§ 7. 

Nach geniigender Vorbereitung wollen wir zur Entwicklung 
der Funktion a weitergehen, und zwar wollen wir zuerst den Teil 

1. 'aI=Amlr2+rI2-r~2[1_~(dr'2)+~r,d2r']_ A m'(l_~ dr~) 
2r'3 c2 dt c2 dt2 r~ c2 dt 
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betrachten. Es seien x, y, Z, Xl' YI' ZI die Orthogonalkoordinaten 
der Korper m und m'. Dann wird 

2. { 
r2 = X2 + y2 + Z2, r I2 = XI2 + yI2 + ZI2, 

r~2 = (x _ XI2) + (y _ yI2) + (z _ ZI2). 

Nach den in der beriihmten Mecanique analytique von Lagrange 1) 

entwickelten Formeln haben wir 

3. 

wo 

4. 

f x = r ( OG cos rp + P sin rp ), 

l y = r (OGI cos rp + PI 8~n rp ), 
z = r (OG" cos rp + p" s~n rp), 

OG cos n cos ()) - sin n sin ()) cos i, 
P = - sin n cos ()) - cos n sin ()) (',os i, 
OG, cos n sin ()) + sin n cos ()) cos i, 
p, = - sin n sin.()) + cos n cos ()) cos i, 

sinn sin i, 
Cosn sini. 

Die auf den Korper m' sich beziehenden GroBen sollen mit dem 
Zeichen ' bezeichnet werden. So erhiilt man 

5 {r~2 = r2+rI'2_(A+B1)rr' cos (rp-rp')-(A-BI)rr' cos(rp+rp') 

. -(Al-B)rr' sin (rp-rp')-(Al +B)rr' sin(rp+rp'), 

wo 

6. 

Wie Lagrange bewiesen hat, lassen sich diese GroBen folgender
maBen ausdriicken 

7. {

A = cos n~ cos ())~ - sin n~ sin ())~ cos i~ , 
B = - sin n~ cos ())~ - cos n~ sin ())~ cos i~, 
Al = cosn~'sin())~ + sinn~cos())~cosi~, 
Bl = - sin n~ sin ())~ + cos n~ cos ())~ cos i~, 

1) Man vgl. wegen dieses und des Folgenden Lagrange, Oeuvres, T.12, 
Mecanique analytique 4. ed., T. 2, p. 123 ff. Paris 1889. 
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wo :n:~, W~, i~ beziehlich die Lange des Perihels, die Lange des 
aufsteigenden Knotens, die Neigung der von m/ beschriebenen Bahn 
gegen die als Basis angenommene Bahnebene des Korpers m be
zeichnen. Mit Hilfe dieser Ausdriicke erhalt man 

{ 
r~2 = r2 + rl2 - 2 rrl cos(IP - q/ - w~ - :n:~)C082 ~ i~ 

8. 

2 1 (+' , + ') . 2 1 '1 - rr C08 IP IP - Wo :n:o 8",n 2"'0' 

UCld hieraus 

Weiter erhalten wir mit VeroochIassigung der dritten ~ Potenzen 

. 1'1 
von 8'tn"2"'0 

10. ( 
~ - V[r2+rI2-2rrICO:(IP-IP'-w~-:n:~)] 

+ rrl[C08(IP+IP'-w~+:n:~)-cos(IP-q:/-w~-:n:~)J . 21 .[ 
! 8'tn 2"'0' 

[r2 + rl2 _ 2 rrl C08(IP - IP' - w~ - :n:~)J2 

Die in dem Nenner dieses Ausdrucks auftretenden Wurzelgrofien 
konnen in Reihen, welche nach dem Kosinus des Vielfachen des 
Winkels IP - IP' - w~ -:n:~ fortschreiten, entwickelt werden. Mit 
Beibehaltung der Bezeichnungen von Lagrange 1), indem man 

11. 

setzt, ist dann 

12. 

1 

(r2 + rl2 - 2 rrl C08 tpf 2 

= (r, rl) + (r, rl)l C08 tp + (r, rl)2 C08 2 tp + (r, rl)3 C08 3 tp + ... 
3 

(r2 + rl2 - 2 rrl cos tpf 9. 

= [r, r1] + [r, rl]l C08 tp + [r, rl]2 cos 2 tp + [r, rl]3 C08 3 tp + ... 

1) Lagrange, a. a. 0., S.128. 
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Daher haben wir 

13. ro { 
~ = (r, r') + (r, r\ cos «1> + (r, r'). cos 2 «1> + ... 

H,r1{[r, r1] + [r, r']l cos «1>+ [r, r']D cos 2 «1>+ ••• } {cos7J! -cos «1> }sinD~i~, 

wo 

14. 

gesetzt ist. In diesen Ausdruck sind nun die in § 6· ermittelten 
Werte von r, r', cp, cp' einzusetzen. Es war 

r- A [1 - ecos-6' -~ ~·sin-6' - e2(CoS2 -6' -1)] - c2 A 2 ' 

1 1 [ , , 1 e' . , e12 , ] r =A l-e cos-6' -CD A' 81.11,-6' -2" (cos 2-6' -1) , 

15. 
2 . 1 e. 21 e 5 2 • 2 

cp=-6'+ e81.n-6' + 22" -81.11,-6'--2 A cos-6'+ -4 e s~n -6', c p c 

, , ,., 21 e'. , 21 e' , 5 12 • 2 I 
cp =-6' +2e81.n-6' +-2 ,s~n-6' --2 A'Cos-6' +-4e s~n -6'. c p c 

In der Funktion S!.1 tritt die GroJ3e ~ multipliziert mit 1 - ~ ~dr~ 
ro c t 

auf. In dem Ausdrucke ~ d;; ist der sin2 ~ i~ enthaltende Term 

fortzulassen. Deshalb erhalten wir 

1 dr~ 1 1 (dr ,dr', dr .. dr' 1. d«1» 16 --=-- r-+r --r cos«1>--rcos«1> --rr 81.11,«1>- . 
·cldt c2r~ dt dt dt dt dt 

[In dieser Fassung ist die rechte Seite der Gleichung 16 
viel zu kompliziert, urn. eine Diskussion zu ermoglichen. Eine 
Vereinfachung dieser Gleichung erhiilt man durch folgende 
Betrachtung.] 

Augenscheinlich sind in der Klammer nur die Gro6en erster 
Ordnung beizubehalten. Wir fUhren nun ein fUr 
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In der Funktion a} findet man den Ausdruck C~ ~~ multipliziert 

. 1 A. 1 drl 1 
mIt I' Der Ausdruck 21~d 0 hat daher den Faktor ij. Der-

ro C ro t ro 
selbe hat die Gestalt 

2 1 1 2rrl(cos1F-cos«1l) . 9 1 ·1 

O. r~2 - r2+rl2-2rrlco8«11 + (r9+rI9_2rrIC08«11)28~n 2~o' 
von welchem man offenbar nur den ersten Teil beizubehalten 
braucht. Dieser la13t sich aber in folgender Weise in eine nach 
Vielfachen von «11 fortschreitende Reihe entwickeln. 

Wir haben 

21. 
1 1 1 

r2 + r ls - 2 rrl cos «11 - r - rlePi · r - rle-Pi' 

wo e eine Zahl bedeutet, deren hyperbolischer Logarithmus den 
Wert Eins hat 1): Dann ist 

{

II ' 's '3 } _----,-,,--.. = _ {I + ~ ePi + ~ e9 pi + ~ e8 pi +. .. , 
r-rlePt r r r2 r8 

22. 1 1 ' '2 '8 

_--,-_-=-. = _ {I + ~ e- <Pi + ~ - e-9 <Pi + ~ e-3 pi + ... }. 
r_rle- pt r r r2 r3 

Diese Reihen konvergieren nur dann, wenn r > rl ist. Da die 
Gleichung 21 bei Vertauschung von r mit r' ungeandert bleibt, 
so braucht man nur r mit r' zu vertauschen, falls das Gegenteil 
der Fall sein soUte. Nach Multiplikation dieser Reihen und 
Zuriickflihrung der Exponentialausdrlicke auf die Kosinus der Viel
fachen von «11 erhalten wir 

23. 2 's 12 I = (r,r l } + (r,r'}1cos«1l + (r,r'}scos2«11 + ... 
r + r -' rr cos«1l 

Hier ist 

24. 

1) e ist bekanntlich die Basis der natiirlichen Logarithmen. 
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und in ahnlicher Weise fiir {r,.r'} usw. Der Wert von C08 «P 

ist schon oben ermittelt. Wegen des Faktors V~ ist nur eine Be-
c 

rechnung der GroBen erster Ordnung anzustellen. Die Funktion 
{ r, rl} habe ich deswegen genauer dargestellt, damit aus ihrem 
Ausdruck nur durch Anderung del' Klammern die bald zur Ver
wendung kommenden Funktionen (r, rl), [r, r l ] bestimmt werden 

k·· N h . P "f d f" 1 1 dr~ f d onnen. ac emer genaueren ru ung es ur"2 -1- -d -ge un enen 
c ro t 

Ausdrucks werden wir find en, daB derselbe keinen nichtperiodischen 
Term enthalt, so daB derselbe auf die sakularen Veranderungen 
der Planeten keinen EinfluB hat. 

Nun gehen wir zur Untersuchung der Funktion ~ iiber. Es war 
ro 

ro . { 
~ = (r, rl) + (r, rl)1 cos «P + (r, r')s cos 2 «P + ... 

27. + rrl{[r,rl] + [r,r']1cos«P + [r,r']scos2«P + ... } 
{ C08yr - C08«P } sins ~ i~, 1) 

wo 
28. «P = rp - '1/ - w~ - n~, yr = rp + rp' - w~ + n~ 
gesetzt ist. Zu dem Terme, welcher sinS ~ i~ enthalt, sind nun die 
GroBen erster Ordnung fortzulassen. Fiir r, rl ist daher A, A', fUr 
«P und yr bzw. -3' - -1)0' - w~ - n~, -1)0 + -1)0' - w~ + n~ zu schreiben. 
Da wir ferner nur die von -1)0 und -1)0' unabhangigen Terme bei
behalten, so bleibt hiervon nichts anderes iibrig als 

[Denn es ist 
1AAI[A A'] . 91 '1 - i ,. 1.%n !jI~o· 

fEr, r'] + [r, r']1 cos«P + [r, r'Jscos 2 «P + ... } {cosyr - cos«P} 

= {[r, r'] (cos yr - cos «P) + [r, r']1 cos «P cos yr _ [r, ;'1 
+ {rr, r']scosyr - [r'iJ!} cos«P + ... } = - HA, A']1'''J. 

Aus (r, r') erhalten wir den nicht periodischen Term 

{
(A A') + {d(~-,-~2 A + dS(A, AI) ~~} e2 + {d(:4, A') A' 

, dA 2 dA2 4 dA' 2 

29. d2 (A, A') A IS } IS 

+ dA12 4"" e . 

1) Lagrange, a. a. 0., S.127. 
Seegers. Ober die Bewegungen usw. 4 
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Von (r, rl)1 cos tP bleibt nach purchftihrung der Multiplikation 
nur tiber 

( 
I(A A') + d(~,-A') A + d0-,-4'2 A' 
l '2 dA 2 dA' 2 

30. d2 (A, A') AAI} I (' ') 1) + dAdA' -4- ec cos mo+no . 

[Denn aus den Gleichungen 18. und 26. erhiilt man fUr den Faktor 
von eel den Ausdruck 

{ d2(A,~J A, AI + 2(A A')} 
. dAdA' 2 ,x 

X [cos(,f}_ - ,f}_') + cos(,f}_ + ,f}_')]COS(,f}_ _,f}_' - m~ - n~) 

2A Id(A,A') 0.' 0. ' • ( , I ') - ec -d~cosvs~nv s~n ,f}_-,f}_ -mo-no 

A' ,d(A,A') I' • ( I , ') + 2 ec iA'----cos,f}- s~n,f}_s~n ,f}_ -,f}_ - mo - no' 

Es ist aber 
[ cos (,f)_ - ,f}_I) + cos (,f)_ + ,f}_')] cos (,f)_ - ,f}_' ---- m~ - n~) 

= cos2 (,f}_ - ,f}_')cos(m~ + n~) + sin(,f}_ - ,f}_')COS(,f}_ - &')cos(m~ + n~) 
+ cos(,f}_ + ,f}_')COS(,f}_ -,f}_' - m~ - n~) 

=.tco8(m~ + n~) + tcos2(,f}_ - ,f}_I)cos(m~ + n~) 
+ tsin2 (,f}__,f}_')cos(m~-n~)+cos(,f)_+ ,f}_') C08(,f}_-,f}_I-m~----n~) 

= tcos(m~ + n~) + ... 
- 2 cos,f}_sin,f}_' sin(,f}_ -,f}_' - m~ - n~) = {sin(,f}_ - &') 

- sin(,f}_ + &')} sin(,f}_ _,f}_' - m~ - n~) 

= sin2(,f}_-,f}_I)cos(m~ +n~) - 8in(,f}_-,f}_')cos(,f}_-,f}_')sin(m~ + n~) 
- sin (,f)_ + ,f}_')~in (,f)_ - ,f}_' - m~ - n~) 

= t cos (m~ + n~) - ~ cos2 (,f)_ - ,f}_') cos (m~ + ft~) 
- t sin2(,f}_-,f}_I)sin(m~ + n~) -sin(,f}_ + ,f}_') sin (,f}_-,f)_' -m~ - n~) 

= tcos(m~ + n~) - ... 
+ 2sin&cos,f}_lsin(,f}_-,f}_'-m~ -n~) = (sin(&----,f}_I) 

+ sin(,f}_ + ,f}_')} sin(,f}_ - &' - m~ - n~) 

= sin2(,f}_-,f}_')cos(m~ +n~)----sin(,f}_-,f}_')C08(,f}_----,f}_')sin(m~ +n~) 

+ sin (,f)_ + ,f}_') sin (,f)_ ---- ,f}_' - m~ - n~) 

= ~ cos (m~ + n~) - ~ cos2 (,f)_ - ,f}_I) cos (m~ + n~) 
- ~ sin2(,f}_-,f}_')sin(m~ + n~) + sin(,f}_+ &')sin(,f}_-,f}_'-m~ -n~) 

= tcos(m~ +n~) + ... 
Damit ist der Ausdruck 30 abgeleitet.] 

1) Lagrange, a. a. 0., S.130. 
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Die £olgenden Ausdriicke (r, r')2 cos 2 cp usw. tragen nichts 
zu den sakularen Storungen bei. Die ge£undenen Terme stimmen 
wieder mit denjenigen iiberein, welche La;grange ge£unden hat 1). 

Nun gehen wir zu dem zweiten Teile der Funktion a', zu 
dem Ausdruck , 

, r2 + rI2 _ r~2 [ 1 (d,r')2 2,' d2 r'] 
;., m 2 r's 1 - c2 de + c2 r d t2 

iiber. Man findet dann leicht, daB von der in den Klammern 
eingeschlossenen GroBe nur der Ausdruck 

2;" e'2 , 
1 + C2 A' cos 3' 

iibrig bleibt. Weiter war 

{ 

r2+r'2_r~2 _ rcos(cp-cp'-w~-n~) 
2rIS - r'2 

31. [( , , ') ( , , ')] 
+ cos cp-cp -wo-no -cos cp+cp -wo+no . 21 '1 

r r '2 s~n ~ ~o. 

Hierans £olgt weiter 

r2+r~2_r~2 [1_~(d~)2 ~r,d2r'] = rcos(cp-cp'-w~-n~) 
2rls c2 dt + c2 dt2 r l2 

3 + [cos(cp-cp'--'::"w~-n~)-cos(cp+cp'-w~+n~)] . 2 l '1 
2. r r l2 s'/.n 2~0 

+ 2A. c' rcos(cp - cp' - w~ - n~) 0.1 
-2 A' 12 cos v . c r 

Die beiden letzten Terme gehen mit Vernachliissigung der GroBen 
dritter Ordnnngiiber in 

A [cos (3' - 3" - w~ - n~) - cos (3' + 3" - w~ + n~)] . 2 1 '1 

A'2 s~n 2~0 

+ 2;" e' ( , " ') I c2 A'S cos 3' - 3' - wo - no cos 3' , 

und offenbar entstehen aus ihnen keine konstanten Terme, denn 
nach Ausfiihrung der Substitutionen fiir r und rl wird 

r A{ ( ;., 1. ) 
rl2 = A'2 1-e cos 3' + c2 A s~n3' 

33 + 2 ' ( , ;., 1 . I) e2 
( ) . e cos 3' + e2 A' s~n 3' + 2 1 - cos 2 3' 

el2 

+ 2(1 + 5 cos 2 3') - eel [cos (3' - &') + cos (3' + 3")]) 2). 

1) Lagrange, a. a. 0., S. 129-130. - 2) Derselbe, S. 130. 
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Multipliziert man diesen Wert mit dem oben, Gleichung 18, 
gegebenen Werte von cos w, so sehen wir, daB die konstanten 
Terme, welche die dritte Ordnung nicht erreichen, sich gegenseitig 
zerstoren, denn es wird 

A (ee' ,ee' ') , ,_ 1 34. A' -2- ee +2+ ee cos(wo+:lto)-O). 

Wenn wir mit [Q/] den konstanten Term von Q/ bezeichnen, so 
haben wir 

[~!] = Am! {- }AAI [A,A!]Isin2 ~-ih + (A,AI) 

+ (~(A,A') A + d2 (A, A') A)' 2 

dA' 2 dA2 2 e 

(d(A,4')A' d2(A,A')AI2) 12 

35. + dA' 2 + dA'2 4 e 

+ ( A A') + d (A, A') A + d (A, A')I A' 
'1 dA 2 dA' 2 

d2(A,A')I AA') , (' ')} + dA dA 4 ee cos Wo +:lto • 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem von Lagrange 2) ab
geleiteten, so erbalten wir das sehr merkwtirdige Resultat der 
vOllig.en Ubereinstimmung. Die Funktion 

36. .Q. = .Q.' + ~" + .Q."' + .. " 
wo ~' die von der Masse m! ausgetibte storende Kraft be
zeichnet, usw., wird daher 

37. 

hat, 

38. 

[.Q.] = [.Q.'] + r~lIl + [.Q.'"] + ... 
Alles, was Lagrange tiber die sakularen Losungen ermittelt 
gilt auch hier. Aus del"' Gleichung 

A dA = 2 A2 d[~] 
dt dto 

folgt dA = 0, da to in der Funktiou [.Q.] tiberhaupt nicht auftritt. 
Die mittleren Entfernungen der Planeten von der Sonne 

werden durch die sakularen Veranderungen .nicht beeinfiul3t, auch 
wenn das elektrodynamische Gesetz an die Stelle des N ewton
schen tritt. 

1) Lagrange, a. a. 0., 8.130. - 2) 8.131. 
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Nach Lagrange 1) ist einfacher 

[~] = ~ Am' {B(A,A') + AA' [A,A']1 (et + eU ) 

- 2AA' [A, A']s ee' cos (ro~ + n~) 
_ Am' AA'[A AI] . 2~.1} 4 ,s$n 2 $0 

+ ~ Am" {B(A,A") + AA"[A,A"];(et + ellS) 

- 2 AA"[A,A"]see"cos(ro" + n~)} 
Am"AA"[A A"] . t 1 ·11 + - -4 ,8m "2$0 .•• usw. 

{ cos i~ = cos i cosl + cos (ro - ro') sin i sin i\ 
cos i~1 = cos i cosIl + C08 (ro - roll) sin i sin ill. 

Wenn an Stelle von n~ der Winkel X eingefiihrt wird, durch 
welchen die Umdrehung des Perihels in der Ebene der Bahn 
bestimmt wird, so ist bekanntlich 2) 

41. I ro~ + n~ = X' - X, 
ro~ + n~ = X" - X, 
dX = dn + cosidro 

und die Storungsformeln, welche den Winkel n enthalten, gehen 
iiber in 

42. 

43. 

dp 2 Vp d[~] dX 2 Vp d[~] 
tit - - VI ---cr;' dt = VI- dp . 

Man hat auch 

de Vl- e2 d[~] 
de = eViA dX· 

Sehr leicht sind die Formeln zu beweisen, durch welche die 
Verii.nderungen der Exzentrizitaten oder besser. in unserem Problem 
der den elliptischen Charakter der Kurve bestimmenden Grone, 
ebenso die Winkelgeschwindigkeit der Perihele, ferner die Ver
anderungen der Neigungen innerhalb fester Grenzen eingeschrankt 
werden. Ich fUge dieselben hinzu, und zwar bleibt alles, was von 
Lagrange und Laplace gefunden ist, auch hier giiltig. 

1) Lagrange, a. a. 0., S. 135 ff. - 2) S.135. 
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m V'A. e2 + m' VA'eI2+ m" VA" e1l2+ ... = const, 

44. 
m VA e2dX + m' VA' eI2 dX + m" VA" ell2dX + ... = einem 

. dt dt dt 
endlichen Wert, 

. ., ." 
1/A . 2 t '1JA" 2 t "1/A'" 2 t m f stn 2 + m f L:1 stn 2 + m f stn 2- + ... = const. 

Es geniigt, dieselben hinzugefiigt zu haben. 
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