


М. НуБилюс

Вероятностные методы
в теории чисел





Й.Кубилюс
ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МЕТОДЫ В ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

ВИЛЬНЮС 1962

Первое издание настоящей книги ввиду небольшого тиража быстро
разошлось. По предложению Государственного издательства политической и
научной литературы Литовской ССР автор решил подготовить второе издание.

За три года, протекшие со дня выхода в свет первого издания, вероятностная
теория распределения значений аддитивных арифметических функций,
изложенная в книге, получила дальнейшую разработку и пополнилась новыми
результатами. Это учтено во втором издании, которое подверглось значительной
переработке, однако рамки книги не позволили автору включить ряд важных
результатов.



ОГЛАВЛЕНИЕ
Предисловие 5
Обозначения 7
Введение 10
1 Основные арифметические леммы 20
2. Аддитивные арифметические функции и случайные величины 41
3. Закон больших чисел 53
4. Одномерные асимптотические интегральные и локальные законы 67

распределения
5. Асимптотические законы для сумм аддитивных функций 110
6. Оценка остаточного члена в интегральных асимптотических законах 126
7. Распределение последовательности урезанных функций 133
8. Многомерные асимптотические законы 146
9. Метод производящих рядов Дирихле 161
10. Аддитивные арифметические функции в гауссовом поле 207
Литература 215





ПРЕДИСЛОВИЕ

Первое издание настоящей книги ввиду небольшого ти-
ража быстро разошлось. По предложению Государственного
издательства политической и научной литературы Литовской
ССР автор решил подготовить второе издание.

За три года, протекшие со дня выхода в свет первого
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получила дальнейшую разработку и пополнилась новыми
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При подготовке рукописи к печати значительную помощь
автору оказали Г. Мисявичюс и Л. Саулюс. Автор выражает
им искреннюю благодарность.



ОБОЗНАЧЕНИЯ

Во всей работе, за исключением § 10, приняты следую-

щие обозначения и определения.

т — целое положительное число;

п —большое целое положительное число;

5 —фиксированное целое положительное число;

(т1, .. ., т,), [mlt . . . , wj-наибольший общий делитель
и наименьшее (положительное) общее кратное соответственно
чисел mlt .. ., ms;

Nn{ • • -}~число всех целых положительных чисел т^п,
удовлетворяющих условиям, которые каждый раз будут
указываться в скобках;

v/; {•••}=-- Nn {•••} — частота всех целых положитель-

ных чисел /и^и, подчиненных условиям, которые будут

написаны в скобках;

р, q — простые числа;

2 2 П П 0 3 Н а ч а Ю т > ч т 0 сумма или произведе-

ние берется по всем простым числам или соответственно по
всем целым положительным степеням простых чисел;

р* || т означает, что р* \ т, ра+1/т;

г = г (и) — некоторая функция от п, которая каждый раз

определяется точнее;

Г In



~(i~~), если

если а = у,;

ар(т)-целое неотрицательное число такое, что p"t><m) \\m;

1, если р \ т,

О, если р,\т;

1_

р'
если /? | /п,

\ — —, если р \т;

f(m), ^(т), .
функции;

. , fs(m) - аддитивные арифметические

(*=l,



W(OT) — число различных простых делителей т;

Q (от) — число всех простых делителей от, причем кратные
делители считаются столько раз, какова их кратность;

Wj(от) — число различных простых делителей от вида
4А: + 1;

W2(OT) —число различных простых делителей т вида
4А: - 1;

тл (w) — число представлений т в виде произведения к
множителей, причем порядок множителей учитывается;

т (от) = т 2 (от) —число делителей т;

с, Cj, c2, . . . —абсолютные постоянные.
В — число, не всегда одно и то же, ограниченное по мо-

дулю константой. Эта константа абсолютная или зависит от
параметров, которые каждый раз указываются. В доказа-
тельствах константа может зависеть от тех параметров,
которые указаны в формулировках лемм или теорем.

Оценки при помощи символов О, о, ~ , х относятся
в основном к п.

Под асимптотической плотностью множества целых по-
ложительных чисел Е мы будем подразумевать предел
lim vn { msE} в случае его существования.
Л-+-00

Остальные обозначения либо общеприняты, либо объяс-

няются в тексте. Все отклонения от приведенных здесь

обозначений каждый раз будут оговорены.



ВВЕДЕНИЕ

Давно замечено, что некоторые результаты теории чисел
допускают вероятностное истолкование. Поэтому естествен-
но возникла мысль привлечь методы теории вероятностей
для решения арифметических задач. Аксиоматизация теории
вероятностей предоставила права гражданства таким методам
в теории чисел. В настоящее время уже имеется целый
ряд результатов во всех основных разделах арифметики,
строго доказанных путем теоретико-вероятностных сообра-
жений. Перенесение в теорию чисел идей и методов теории
вероятностей позволяет по новому подойти к некоторым
вопросам арифметики, снабжает теорию чисел новым арсе-
налом тонких методов исследования и приводит к новым,
иногда весьма неожиданным, результатам.

В настоящее время еще трудно дать систематическое из-
ложение различных приложений теории вероятностей к теории
чисел. Мы ограничимся лишь одной областью таких приме-
нений — теорией распределения значений аддитивных и
мультипликативных функций. Значения этих функций тесно
связаны со свойствами распределения простых чисел в на-
туральном ряду. По поводу других применений теории
вероятностей к арифметике мы отсылаем читателя к книге
Ю. В. Линника [24], посвященной изложению глубоких
результатов по бинарным аддитивным задачам, а также
к книгам А. Г. Постникова [26], М. Каца [74] и обзорным
статьям М. Каца [72], П. Эрдёша [60, 61], А. Реньи [85] и
автора [19].
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Последовательность вещественных или комплексных чи-

с е л / ( / я ) /соответственно g(m)) (m=l, 2, . . . ) называется

арифметической а д д и т и в н о й (соответственно м у л ь т и -

п л и к а т и в н о й ) функцией, если для любой пары взаимно

простых mlt т2

/•(«! т2) =/(щ)+/{т2) [gim-L m2)=g (mj g (w s)j,

Отсюда непосредственно следует, что /(1) = 0 и, если g(m)
не равна тождественно нулю (только такие мультипликатив-
ные функции мы будем рассматривать в дальнейшем),
#(1) = 1. Далее, аддитивную и мультипликативную функцию,
очевидно, можно представить в виде

/и= П
ра\\т Р

g(m)= Y\ g(P«)=Y\
Pa\\m "

Из этих „канонических" представлений следует, что адди-
тивные и мультипликативные функции вполне определяются
заданием их значений /(р"), gip") для целых положительных
степеней простых чисел р\ Если значения функций f(m) и
g(m) совпадают для всех целых положительных степеней
простых чисел, т. е. f(p")=f(p), g(p'x)=g(p) Для всех р и
всех а = 2, 3, . . . , то их называют соответственно с и л ь н о
а д д и т и в н о й и с и л ь н о м у л ь т и п л и к а т и в н о й .
Если же f(m1m2)=f{m1)+f(mi), g(m1m2)=g{rn1) g(m2) для
л ю б ы х целых п о л о ж и т е л ь н ы х т1, т2, не о б я з а т е л ь н о
взаимно простых, то их называют соответственно в п о л н е
а д д и т и в н о й и в п о л н е м у л ь т и п л и к а т и в н о й .
В этом случае f(pa) = a/{p), g{prt)=ga{p) Для всех про-
стых р и а = 2, 3, . . .

Понятие аддитивной и мультипликативной функции мож-
но обобщить, определив их на любых мультипликативных
полугруппах целых чисел или даже на мультипликативных
полугруппах любой природы.
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Аддитивностью или мультипликативностью, как известно,
обладает большинство классических функций, рассматри-
ваемых в теории чисел, причем многие классические задачи
арифметики тесно связаны с их поведением. Поэтому из-
учение таких функций занимает значительное место в про-
блематике теории чисел.

Значения как аддитивных, так и мультипликативных
функций распределены вообще весьма причудливо. Если
проследить за изменением значений таких функций, когда
аргумент пробегает целые положительные числа в натураль-
ном порядке следования, то получится весьма хаотическая
картина, которая обычно наблюдается при рассмотрении
аддитивных свойств целых чисел совместно с мультиплика-
тивными. Все же оказывается, что в целом распределение
значений многих из этих функций подчинено некоторым
простым закономерностям, для формулировки и доказатель-
ства которых могут быть использованы идеи и методы
теории вероятностей. При этом во многих случаях изучение
распределения значений мультипликативных функций сво-
дится к изучению аддитивных функций. Это имеет место,
например, в случае, когда мультипликативная функция g(m)
всюду положительна, так как тогда главное значение ло-
гарифма g(m) представляет собою вещественную аддитивную
функцию. Поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать
в основном только аддитивные арифметические функции.

В классических и более новых исследованиях при из-
учении распределения значений теоретико-числовых функ-
ций f(m) арифметики обычно ограничивались рассмотрением
суммы

п

, = 7 I /И.

представляющей собою среднее значение функции f{m) на
отрезке натурального ряда { 1, . . . , п }, и искали для
нее ассимптотические приближенные выражения через воз-
можно более простые функции от п. Однако, очевидно,
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значения функции f{m) могут колебаться около среднего
значения А„ в весьма широких пределах даже в случае
сравнительно простых классических арифметических функ-
ций. Так, в случае функции т{т) из простых расчетов
следует, что

в то время как
lim w (т) = 1,

р— ы (т) Inln m ,
lim : = 1 .

При этом оказывается, что очень большие или очень малые
значения аддитивных функций встречаются вообще доволь-
но редко. Поэтому естественно поставить вопрос о том,
насколько значения этих функций отклоняются от среднего
значения для подавляющего большинства значений аргу-
мента.

Первый нетривиальный результат в этом направлении
для интересующих нас функций принадлежит Харди и Ра-
мануджану [69], доказавшим в 1917 г., что для любой
положительной неограниченно возрастающей при п -> оо
функции ф(и) частота

vn I to (m) — Inln n < ф (и) ]/ Inln n >

стремится к единице при п -> оо. Иначе говоря, для „почти
всех" целых положительных чисел т^п значения функции
со (т) ОТКЛОНЯЮТСЯ от Inln n на величину, не превосходящую
по абсолютному значению ф(«) ]/lnln/?.

Доказательство этой теоремы, предложенное Харди и
Рамануджаном, — арифметическое и довольно сложное. Оно
основано на весьма точной оценке числа Nn { ы (т) = к }
(к — целое положительное) сверху:

с, п (Inln п + с.^-1

)~к >< (Аг—1)! In«

С другой стороны, теорема Харди и Рамануджана пред-
ставляет собою аналог теоретико-вероятностного закона
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Таким образом, функция ы (т) на множестве { 1, . . . . и }
распределена приблизительно по закону Пуассона с пара-
метром Ыпи. Аналогичная формула доказана и для случая,
когда к растет не слишком быстро вместе с п, именно,
для всех fc<c4 1п1пи, где с4 — постоянная <2. Известные
доказательства локальных теорем такого рода требуют до-
вольно тонких арифметических рассуждений; они обычно
выводятся либо из закона простых чисел, либо доказы-
ваются при помощи тех же средств, которые приводят к за-
кону простых чисел.

В случае интегральных асимптотических законов ищутся
асимптотические выражения для vn {/(/и) < х }, где х — лю-
бое вещественное число. Поскольку vn{f(m)<x} представля-
ет собою функцию распределения в теоретико-вероятностном
смысле, то естественно здесь рассматривать сходимость
лоследовательности функций распределения vn{f(m)<x}
( и = 1 , 2, . . . ) при соответствующем „центрировании и нор-
мировании" функции f(m) к предельной функции распреде-
ления в каждой её точке непрерывности.

Весьма общие результаты принадлежат П. Эрдёшу и
А. Винтнеру. П. Эрдёш [53Ш], обобщая ряд предыдущих
результатов [37, 44, 531* п , 88], в 1937 г. доказал, что для
любой вещественной аддитивной функции f(m) сходимость
рядов

где

\ f(p), если \Яр)\$\,

" Л " » - | . . если |/(„!> 1.
является достаточным условием для сходимости функции рас-
пределения v n {/(m)<x} при п -> оо к предельной функции
распределения. Это условие оказалось также и необходимым
[64].
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больших чисел. Поэтому естественно напрашивается мысль
об использовании для ее доказательства соображений, ана-
логичных употребляемым в доказательстве закона больших
чисел. Такое доказательство было найдено в 1934 г. П. Ту-
раном [93]. Оно опирается на легко получаемую оценку

п

2 J (СО (m) —lnln Л) = ВЛ1П1ПЛ,

которая влечет за собой оценку

ф2 (л) lnln л • Nn | | ы (т) - lnln п! > ф (л) V lnln n \ = ВпЫпп.

Отсюда следует теорема Харди и Рамануджана. Нетрудно
усмотреть в доказательстве П. Турана аналог метода Чебы-
шева для доказательства закона больших чисел.

П. Туран [94], пользуясь тем же приемом, обобщил эту
теорему на более широкий класс функций: если сильно
аддитивная арифметическая функция /(/и) для всех про-
стых р удовлетворяет условию

О </(/>)< с,

и А(п) -> оо при п -> оо, то

f(m) — А(п) I < ф (/

Желая более точно охарактеризовать распределение зна-
чений арифметических функций f(m) на отрезке натураль-
ного ряда {1 п }, мы естественным образом приходим

к понятиям асимптотических локальных и интегральных
законов распределения. В первом случае речь идет об асимп-
тотическом выражении для числа целых положительных
w < n , для которых f(m) принимает заданное значение. Такие
асимптотические формулы известны в настоящее время лишь
для немногих конкретных арифметических функций. Так,
для любого фиксированного целого положительного к из
закона простых чисел сравнительно просто следует, что

(lnln п)к~г

(к-\)\ In л '

И



Множество точек роста предельной функции распреде-
ления совпадает с замыканием множества значений функ-
ции f{m). При этом, если ряд

I 1

сходится, то предельная функция распределения является
дискретной, если же этот ряд расходится, то —непрерывной:
абсолютно непрерывной или сингулярной. Все эти случаи
действительно имеют место [56].

Если же ряд (1) расходится, в то время как ряд (2)
сходится, то тогда [57] к предельной функции распределения
сходится

f ,. ,

Предельная функция распределения является непрерывной
и строго возрастающей.

Эти результаты получены в основном при помощи эле-
ментарных методов. Гораздо больше трудностей представляет
доказательство существования асимптотических интеграль-
ных законов для аддитивных функций с расходящимся
рядом (2). Это имеет место, например, для функции co(w).
Здесь вообще не применимы те приемы, при помощи которых
удается исследовать аддитивные функции в рассмотренных
выше случаях. При наличии достаточно точных локальных
теорем мы могли бы использовать их для решения этого
вопроса. Так, из упомянутых выше асимптотических формул

для ы(т) можно получить, что при(l + o( l ) j ln lnn<x<c 4 ln lnn,

с 4 < 2 ,

(к-1)1

Отсюда, в частности, с помощью центральной предельной
теоремы, примененной к сумме независимых случайных
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величин, распределенных по закону Пуассона с параметром
lain n, можно получить, что для всякого фиксированного х

{ со (от) —Inln л \ 1 ^ ' (Inln п)к~1 ~, . ,„.

"j/lnlnn I ' n " ^-* (к—\)\
Здесь штрих у знака суммирования указывает, что сумми-
руется по всем целым положительным к < lnln я + xl/lnln я.
Следовательно, значения функции со (т) распределены асимп-
тотически по нормальному закону.

Более простое доказательство асимптотического соотно-
шения (3) для частного случая л; = 0, использующее вместо
закона простых чисел метод эратосфенова решета, было
предложено в 1936 г. П. Эрдёшом [55]. В 1947 г. В. Левек
[77] тем же методом доказал справедливость (3) в общем
случае, причем им получена еще некоторая оценка доба-
вочного члена.

Арифметический метод П. Эрдёша и В. Левека основы-
вается на специфических свойствах функции со (т) и трудно
поддается обобщению. Однако П. Эрдёш и М. Кац в 1939 г.
[62, 63] путем привлечения центральной предельной теоремы
теории вероятностей в сочетании с элементарными ариф-
метическими методами типа эратосфенова решета получили
следующую более общую теорему.

Если вещественная сильно аддитивная арифметическая
функция/(w) обладает свойствами: Б(гг)->оо при п -> оо
и | / ( р ) | ^ 1 Для всех простых р, то

при п -> оо.
Наряду с изучением поведения аддитивной функции f(m)

представляет интерес изучение совместного распределения
функций f{m), f(m + \). Первый результат в этом направле-
нии принадлежит В. Левеку, который в 1947 г. [77] доказал,
что для функции f(m), удовлетворяющей условиям теоремы
П. Эрдёша и М. Каца,

f(m)-A{ri) _
В{п)



и отсюда вывел, что

Соотношения последнего типа при л; = 0 рассматривались
еще раньше П. Эрдёшем [54, 57] с помощью элементарных
методов.

В 1954 — 1955 г. г. автору настоящей книжки удалось,
исходя из аксиоматики А. Н. Колмогорова теории вероятно-
стей, дать теоретико-вероятностную интерпретацию аддитив-
ных функций, и таким образом вопросы распределения зна-
чений этих функций свести к соответствующим вопросам
теории суммирования независимых случайных величин.

За последние годы вероятностной теорией распределения
аддитивных функций занимались многие авторы: М. Б. Бар-
бан, Э. Вилкас, Г. Делянж, П. Эрдёш, М. Кац, Й. Кубилюс,
К. Прахар, А. Реньи, Г. Ригер, М. Танака, П. Туран,
Р. Уждавинис, X. Халберстам, Г. Шапиро. Разрабатывались
методы этой теории, были обобщены и усилены предыдущие
результаты в различных направлениях и получен ряд новых.

Теоремы, доказываемые в настоящей работе, включают
в себя почти все основные известные результаты по веро-
ятностной теории распределения аддитивных и мультипли-
кативных функций. Некоторые из них публикуются здесь
впервые.

В первых двух параграфах разрабатывается метод дока-
зательства. Леммы первого параграфа составляют арифмети-
ческое ядро дальнейших рассуждений. Во втором параграфе
изложена теоретико-вероятностная интерпретация аддитив-
ных арифметических функций.

§ 3 содержит доказательство аналога закона больших
чисел для любых аддитивных функций. В §§ 4 — 5 рассмат-
риваются одномерные интегральные и локальные асимптоти-
ческие законы для аддитивных функций и их сумм.
Результаты §§ 1—2 в сочетании с известными предельными
теоремами теории суммирования независимых случайных ве-
личин позволяют указать для довольно широкого класса
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аддитивных функций необходимые и достаточные условия
существования асимптотических интегральных законов.

В § 6 оценивается быстрота сходимости законов распре-
деления значений аддитивных функций на конечных отрезках
натурального ряда к нормальному закону.

В § 7 доказываются некоторые аналоги известных пре-
дельных теорем о поведении в целом последовательности
сумм независимых случайных величин.

В § 8 рассматриваются многомерные интегральные асимп-
тотические законы.

§ 9 посвящен асимптотическому разложению законов
распределения некоторого класса аддитивных арифметиче-
ских функций и теоремам о больших уклонениях.

В § 10 рассматриваются аддитивные арифметические
функции в поле гауссовых чисел.

В список литературы помимо цитируемых произведений
включены все основные работы по вероятностной теории
аддитивных арифметических функций.



1. ОСНОВНЫЕ АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ЛЕММЫ

Доказательства приводимых в дальнейшем предельных
теорем для аддитивных арифметических функций состоят,
как уже отмечалось в введении, из двух основных частей:
арифметической и теоретико-вероятностной. Основу арифме-
тической части составляют доказываемые ниже леммы 1.2
и 1.6.

В этом параграфе и в дальнейшем нам понадобятся не-
которые оценки сумм по простым числам. Хорошо известны
следующие элементарные оценки:

2 •-£• <••»
(1.2)

Во многих местах нам будут достаточны даже менее точ-

ные оценки.
Имеем, очевидно, что

Z 1 = Z Z l=B Z In и «2»У^ to и;
р<1 р«/ 2<a«i£i
а>1 tap

отсюда согласно (1.1) получаем:

2'-к-
20



Ряд

сходится. Обозначим его сумму через с6. Имеем оценки

+
 Z Z2Л ~р~* +

 ZI р

a > 1 In p

Из (1.3) заключаем:

В силу (1.5)

a>1 a>1

Отсюда согласно (1.2)

(1.7)

и для любого / ^ 1

Z - ^
Лемма 1.1. Пусть г^2 и для всякого целого положитель-

ного т

mr= { I
р|т
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Тогда для любого целого положительного I

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим оцениваемую сумму
через S. Имеем:

Я 1 = 1

=1
т=\ /с— 1 1 </j ^,... ^,/к Р\ ри

где последняя сумма представляет собою симметрическую
функцию, общий член которой (3p'(w). . .^р

к

к(т)\п1'р1.. .In kpk

и которую можно составить, когда plt . .., рк различны
между собой и каждый из них пробегает простые числа, не
превосходящие л После обращения суммирования получим,
что

x\nl'p1...ln'kpk, (1-9)

где
п

V Л ft'fc

Слагаемые в последней сумме сгруппируем по значениям,
которые могут принимать (3p(w). Имеем:

Г(/!, . . . , 4; />! /»fc) = у . . . у Pj1 . . . (3^ X ' •
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Число же целых положительных т^п, для которых р (т) =
= р! р р {т) = $к, не превосходит числа всех т < я , деля-

щихся на р^' ... />^. Следовательно,

Л 4; Pi

Подставляя эту оценку в (1.9) и применяя (1.8), получим,
что

Z *1

так как с8 можно считать > 1.

Лемма 1.2. В обозначениях леммы 1.1 яри

с9 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем, очевидно, что

где /—любое целое положительное число. Положим

L c8 e InI n r .

и рассмотрим случай 1пи^сйе\пг. Тогда /> 1 и согласно
лемме 1.1

Если же 1 п и < с 8 е 1 п т , то лемма тривиальна, так как тогда

с8 е In /

Лемма 1.3. Яг/сть g - л ю б о е множество простых чисел,
не превосходящих г > 2; Z) — множество всех целых положи-
тельных бесквадратных чисел, делящихся только на простые
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числа из Q\ I e D; g (d) - положительная мультипликатив-

ная функция, определенная на D, причем g{p)^—-, peQ-

Тогда для любого целого положительного I

£ g(d)Wd<(cnl\nry П (l+g(p)).
d£D peQ

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначив оцениваемую сумму че-
рез и, заменим в ней

lnd=% 8p(d) Inp,
peQ

возведем последнюю сумму в степень / и, рассуждая точно
так же, как и при доказательстве леммы 1.1, получим, что

k=l I S ^ S ... Sklh P l p. dsD
/,4-... + ^ = ; dsO mod p, ...pk

где третья сумма берется по всем различным перестановкам
рг рк, составленным из чисел p/BQ (j=l к). Лег-
ко видеть, что в силу мультипликативности g(d)

deD de D

mod Рх ...ръ- d^=0 mod p,

peQ\{pi pk) j"l

где

ре Q

Из условий леммы следует, что
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Поэтому

* l l U l Pi pk

Отсюда в силу оценки (1.8)

k=\

Лемма 1.4. Пусть r>2, ln/-<c 1 3 lnn, г5е с13 —достаточ-
но малая постоянная; Q и D имеют те же значения,
кал и в лемме 1.3. Пусть, далее, а(т) (w = l, ...,n) —це-
лые числа, причём число всех а(т)(т — \, ...,п), делящихся
на целое число d из D, равно n&(d) + R{d), где &(d)-муль-
типликативная функция, определенная на D,

О О - (rf) < 1 для d>\, \R{d) <c

Тогда число чисел а{т) (w = l, . . .,/г), не деляищхся ни на
одно простое число из Q, равно

peQ

Лемму мы докажем при помощи решета А. Сельберга
[89, 2]. Отметим, что она может быть получена методом
В. Бруна [39, 83, 16, 21]. Более точные результаты дает
метод А. А. Бухштаба [7, 8]. Для большинства наших тео-
рем достаточны менее точные результаты по сравнению
с доказываемыми здесь.

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Обозначим для краткости оце-
ниваемое число через W. Пусть Q1 — множество простых
чисел, которое получаем из Q, отбрасывая простые числа р с
условием Э- (р) = 0, Бг — множество всех целых положительных
бесквадратных чисел, которые делятся только на простые
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числа множества Q1, 1 е Dv В дальнейшем d, du d2, 8
означают числа из множества Dv Предположим еще, что
z~ некоторое вещественное число, \nz>c17 \пг, где с17 —
достаточно большое постоянное.

Введем вещественные числа \(d), которые подчиним по-
ка единственному условию X (1) == 1. Имеем, что

( ]
т=\ \d\a(m) I

так как внутренняя сумма равна 1, если а(т) не делится
ни на одно d>\, т. е. ни на одно peQlt а в противном
случае ее квадрат, очевидно, не отрицателен. Переставляя
порядок суммирования, получим, что

a (m) sO mod dt

a(m)sO mod dt

или согласно условиям леммы

R ( [dltd2] ) = nU+V. (1.10)

Так как числа dx, d2 свободны от квадратов, то

следовательно, в силу мультипликативности функции

Поэтому

d%<z
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Приведем теперь квадратичную форму U относительно
Х(</) к сумме квадратов. Для этого введем числа

( L I D

где |х(8)- функция Мёбиуса. Функция h(d) является муль-
типликативной. Действительно, если (dx, d2) = l, то в силу
мультипликативности у. (8) и $•(§)

Отсюда, так как

* ( р ) - ^ - 1 . (1.12)

имеем, что

Согласно условию Э-(/>)<1 из этой формулы получаем, что

h(d)>0.
Из (1.11) по формуле обращения Мёбиуса следует, что

1 ^

Поэтому квадратичной форме U можно придать вид

где

Уа= £ О-(S) X (S). (1.14)

SEOmod d

При этом в силу известного свойства функции Мёбиуса

_ 1, если 8 = 1 ,

•" ^ 0 для остальных 8
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имеем, что

SsOmod

До сих пор мы предполагали, что \(d) — любые веще-
ственные числа с единственным условием Х(1) = 1, что
равносильно условию F = l . Подберем теперь эти числа так,
чтобы форма U была наименьшей. По правилам дифферен-
циального исчисления мы должны решать уравнения

-д—Н iv -jr = 0 , d<z,

с множителем Лагранжа v и решение подставить в равен-
ство F= 1. Уравнения имеют вид

Отсюда

*d~ 2h(d) -

Равенство F= 1 превращается в равенство

- - У 1~ = 1
2 ZJ h(d) '

и мы находим, что
w= - 2 Z ,

где

Z = l X 7rf,vl • 0-15)' " I L h{d)) '

Следовательно,

y= i iM£. (1.16)

Для этих ylt форма U имеет значение

C/=Z2 У ~=Z. (1.17)
^J h (d) . v
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Нам нет необходимости доказывать, что это значение U
действительно является минимальным, так как (1.10) имеет
место для любых \(d) с X (1) = 1, следовательно, для лю-
бых yd с условием F = 1.

Нам остается выразить \(d) через yd. Имеем:

8«z I S
8 = 0 mod d l\~d

SsOmoddrf,

di<z
rfjEO mod rf

в силу (1.13). Подставляя сюда (1.16), получаем, что

8

SaOmodrf

S

~d

(d)h(d) ^
К г n | —

SsOmod d

так

Оценим разность величин Z~x и
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Последние равенства справедливы ввиду (1.12) и мульти-
пликативности h(d). Таким образом,

d>z

где /—любое положительное число. Так как согласно (1.12)
и условиям леммы

= < £ i i
АО») I-«•(?) " р •

то в силу леммы 1.3 для любого целого положительного /

Подбирая

/-Г l nf 1,
L е„ е In r J '

имеем, что / ^ 1 при с 1 7 > — и
с 1 8 е

Таким образом.

( ^

\ с 1 Я е

peQ

- c 1 9 - £ f ) } . (1.19)

Оценим теперь V. Согласно (1.18) и (1.15)

В силу (1.13), условий леммы и (1.3)

< exp {c20 In In rf+c21} =B lne" </.
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Согласно (1.10)

я( [dltdtl)\.

Подставляя эту оценку, (1.19) и (1.17) в (1.10), нахо-

дим, что

peQ

2. Оценим теперь W снизу. Пусть числа множества Q
суть рг< ... <рк. Очевидно, что числа а(т) (т = \, . . . , и),

не делящиеся ни на одно из чисел рх рк, получим
отбрасывая сначала те а(т), которые делятся на ри затем
те а(т), которые делятся на р2, но не делятся на рг, далее
те, которые делятся на р3, но не делятся на ри ръ и т. д.
Таким образом,

1.

mJaOmod pj

), A... p/_j)

Внутренюю сумму оценим сверху с помощью (1.20),
применяя эту формулу к числам а(т), делящимся на pj.
В этом случае роль числа п играет щ = п &(pj) + R(p/), роль

множества Q - множество {р1 Pj-i}> в качестве г
возьмем р}. Число чисел а(т), делящихся на р} и на d,
(d, pj) = \, равно

п Ъ (dPj) + R (dpj) = (л & (Pj) + R (Pj))

+ R (dPl) -b(d)R {pj) = nib (d) + К (d),
где

R'(d)=R(dPj)-b(d)R(pj).
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Следовательно,

a (m) s 0 mod pj

(a{m), pi ...pj j)~'

/-I

no-
Wi,

•Pj—1

Подставляя эту оценку в (1.21), находим, что

к ;-1

./-i

Легко проверить тождество

peQ
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Таким образом,

\\ ( ) ( ) (1-22)

peQ

где

5= (-cu •£-*J П ( 1 -

[rfi, d*] [Pi ... V:

Оценим сначала S. В силу свойств функции & (р)

Согласно (1.3)

П Г '" q /-"ЛН |

I -~) = ехр(С231п J^

Следовательно,

Пусть

ф (и) = -~ (In и)-с» exp ( - с„ |^~) .

Используя частичное суммирование, имеем, что

- / Ф'
5
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Так как

то согласно (1.1)

г

В I l n z \ n 1 , / 1 / In z\ .

= - j—exp(-c 1 9 l — ] + B\nc»r I цехр(-с 1 9 1 —)du.

Inz
В последнем интеграле сделаем замену переменных v = v—

Получим:

Тп2

In г
lnr

При v^-^i-2? функция e~c»v vc»+1 убывает, поэтому при

достаточно большом с1 7

lnz \ _ / lnr \<*> / InzJ + ̂ f c ) (S=Bexp(-c

x Г ^ -x J v, -
ln-
lnr

Для T нам достаточна грубая оценка

7 4 z2r ln e "z ^ i Л(</) j = Bz2r In c "z ^ d&{d)--

= Bz2rlnc»z ~
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Подставляя оценку для Т и оценку (1.23) для S в (1.22),
получил., что

Оценив грубо второй член в (1.20), будем иметь, что

1+Лехр (-*„•££
,,е Q

Сравнивая эти две оценки, найдем:

Наконец, в силу (1.3)

П (i-^)-U п 0+tbM 2 41+f)
[

< exp I c27 ^ ' j = exp (c27 lnln r + В) = В Inc» r.
\ p«r /

Поэтому

W = n Y\ ( 1 -

Подбирая z = nc", где с29 — достаточно малая положительная
постоянная, получим при достаточно малом с1 3 лемму.

Лемма 1.5. Пусть Мх, ,,,, Му, щ, . . . . ms —целые поло-
жительные числа, причем Мк тк (к = 1, . . . , s) попарно
взаимно просты, М=М± .., Ms т1 . . . т,;%,..., as —целые
числа. Обозначим через А целое число, удовлетворяющее
условию

S

Л з £ -jj^ M'kak modAf, (1.24)

где числа Мк (к = \, ..., s) определяются из сравнений

-~~ М'к=\ mod Mkmk. (1.25)
Ла/j Wife



Пусть, далее,

X (,„) = J ! i w + d z * (Jt = l *).
* тк тк '•

Г, Если р/М, пю каждому сравнению \k(m) =
(к =» 1, . . . . s) удовлетворяет один и только один класс вы-
четов по модулю р, причем два сравнения \k(m) = Omodp и
X/ (т) == 0 mod p имеют общее решение тогда и только тогда,
когда р\ак — а,.

2°. Если р\М, ч частности, р\Мктк, то сравнению
Xk(m)s0 mod p удовлетворяет ровно один класс вычетов по мо-
дулю р, если р} Мк, и \к (т) = 0 mod р для всех т, если р' Мк;
при 1фк \[(т) = 0 modp для всех т, если p\ak — at, и
Х1(т)ф0 modp для всех т, если р^а^ — а^

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1°. Пусть р/М. Тогда, очевидно,
л/

р/(—. Следовательно, сравнение \к (т) == 0 mod p разрешимо
и ему удовлетворяет один класс вычетов modp.

Предположим, что два сравнения

Xt(/w)s0 modp и X,(/и) = 0 modp (1-26)

имеют общее решение т0. Тогда

Л/ А — пк г\ Л Л/ А — П{ r\ j
— тйЛ ^s=0mod/>,— то+ —^=0mod/>.
тк ° тк т, ° т г

Помножим первое сравнение на тк, а второе на т и выч-
тем одно из другого. Получим, что ак — а̂  = 0 modp.

Пусть теперь, наоборот, aksat modp. Тогда, очевидно,
сравнения

Мт + A—aks0 modр и Мт + А — а, =0 modp
эквивалентны. Так как pJ{M, то эти сравнения эквивалент-
ны сравнениям (1.26).

2°. Пусть р | М. Предположим, что р \ Мк тк. Тогда

( / 1 s) если р\М Если же р^Мтр/р ( / = 1 , ...,s), если р\Мк, Если же(/=1, ...,s), если р\Мк, Если же р^Мк,тр/

и р I — (/= 1, . . ., s; l¥=k). Далее,

м
WW Mkak-a,modp,
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или в силу (1.25)
А — ак = ак — а, той р.

Эти замечания доказывают вторую часть леммы.
Лемма 1.6. Пусть ах as — целые, различные между

собою числа; г — г (и) — функция от п, подчиненная условиям
/•^2, In г < с1 3 In 11, где с 13 —достаточно малая постоянная;
Мг, ..., Ms, тг, . . . . ms - целые положительные числа,
Mkmk (k — I, . . . , s) попарно взаимно просты, причем
М1 .. . Ms т1 ... т <У п ; Q — любое множество простых
чисел, не превосходящих г, отличных от s и от простых
делителей ак — а, (к, 1=1, ...,s; k¥=l). Тогда число целых
положительных чисел ш < и , удовлетворяющих условиям

| т s ak mod Мк тк (к = 1 s),

\ т фак mod тк р (/с = 1 s; psQ, p)(Mk),
равно

МЛ .. . 4i пи . . . nii

где
О, если р Мх .,

— , если

— , если pJfMj .

. Ms, p ' т1 . . . mi,

причем оценка равномерна относительно Q, ak, Мк, тк

(к = 1, . . . , s) с М1 . . . МК nij . . . ms < У и .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим оцениваемое число че-
рез N. Пусть О1 — множество простых чисел, которое полу-
чается из Q путем отбрасывания тех простых чисел р,
которые делят М1 ... Ms. Множество чисел /и, удовлетво-
ряющих системе сравнений

т = ак m o d Mk m k (k = \, . . . , s ) , (1-27)

совпадает, как известно из теории сравнений, с множеством
чисел т, удовлетворяющих сравнению

т = А modAf, где М — Мх . . . МЛ т1 ... /и,,
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а А определяется условием (1.24), причем можно, очевид-

но, считать, что А | < у М. Числа т ^ п, удовлетворяющие

системе (1.27), имеют вид

L = l, 2

Тогда число N чисел т, о которых идет речь в формули-
ровке леммы, согласно лемме 1.5 равно числу чисел L —
= 1, . . . , « ! , удовлетворяющих условию

mod/7 для всех peQv

Рассмотрим сравнение

k=l

для всех d, не делящихся на простые числа множества
Q \ Qv Пусть ст (d) — число классов вычетов mod d, удовле-
творяющих этому сравнению. Как известно из теории срав-
нений, a(d) является мультипликативной функцией, причем
в силу леммы 1.5

{ , если р/гпу . .. ms{ s,

1, если р\т1 ms

Согласно лемме 1.4

Лемма доказана.
В формулировке леммы предполагалось, что Мк тк

(к = 1, . . . , s) попарно взаимно просты и в множество Q
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не входят простые делители ак — а, (к, I = 1 , . . . , s; кф1)

и число s, если, конечно, оно является простым. От этих усло-

вий легко освободиться. Небольшое усложнение доказатель-

ства леммы 1.6 приводит к следующей лемме.

Лемма 1.7. Пусть ах as — целые числа, /• = /•(«) —

функция от п, подчиненная условиям г 5=2, 1 п г ( и ) < с 1 3 ln«>

где с13 — достаточно малая постоянная; Мх Ms,

тг, .. ., ms — целые положительные числа, М — общее наи-

меньшее кратное чисел М-±тх, ..., Msms; M <\/ n; Q —

любое множество простых чисел, не превосходящих г; Q± —

множество простых чисел, отличных от s и от простых

делителей ak — a,(k, / = 1 , . . . , s; k=£l). Тогда число целых

положительных т < п, удовлетворяющих условиям

{ т = ak mod Мк тк ( & = 1 , . . . , s),

{к—\, ,,.,s;peQ, pJ(Mk),

равно 0, если не выполнено хотя бы одно из условий

{Мктк, М,т,)\ак — а1 (к, 1—1, ...,s;

или

i п

в противном случае, причем оценка равномерна по Q, Qv

Mk, mk, ak (k—\ s) с М<У п. Суммирование ведется

по всем подмножествам Е множества, полученного из {\,.. ., s}

путем удаления тех чисел к, для которых р\Мк, \К\ —

число элементов множества К. Величины &(р) определяются

также, как и в формулировке леммы 1.6,

( «.p(Mkmk)+l, если keE,
Р г (Р)~\ *p(Mkmk), если кфЕ,
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I, если min , $f(р))

О в противном случае,

КЕ(Р)— max я.р(Мктк)— max р̂ ">

Для peQx

/ = 1 , ,.,,s; кф1,

совпадает с 1—д-(р).

Доказательство мы не будем проводить. Отметим только,
что и эту лемму можно усилить.



2. АДДИТИВНЫЕ АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
И СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

Вторую основную часть доказательств изложенных в
дальнейшем теорем составляет применение предельных тео-
рем для сумм случайных величин. Связать задачу изучения
распределения значений аддитивных арифметических функ-
ций с теорией суммирования случайных величин можно раз-
личными способами. Мы изложим в общих чертах некоторые
нз них, причем ограничимся лишь простейшим случаем од-
номерных распределений.

Пусть дана любая последовательность серий веществен-
ных чисел

А„(1), А»(2) hkn{n) ( и = 1 , 2, . . . ) . (2.1)

Тогда

V Mt, { К (т) <х}= v,,, { hn (m) <x} = Fn{x) (2.2)

представляет собою функцию распределения. Нас будет ин-
тересовать предельное поведение последовательности функ-
ций распределения { Fn (x)} в смысле сходимости в основном.
К решению этого вопроса можно подойти с помощью тео-
рии преобразований Фурье. Имеем, очевидно, что характе-
ристическая функция для Fn(x)

со

/

Известные свойства функций распределения и характеристи-
ческих функций приводят к следующему критерию:
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Для того, чтобы функции распределения (2.2) для по-
следовательности (2.1) сходились к некоторой предельной
функции распределения F(x) в каждой её точке непрерыв-
ности, необходимо и достаточно, чтобы сумма

(2.3)

сходилась для всех вещественных t к некоторой функции
(p(t), непрерывной в точке * = 0. Функция <p(t) тогда явля-
ется характеристической функцией закона F(x) и (2.3) схо-
дится к <р (t) равномерно в каждом конечном интервале
значений г.

Таким образом, вопрос о существовании предельной
функции распределения для (2.1) сводится к изучению три-
гонометрических сумм вида (2.3). В интересующем нас слу-
чае аддитивных арифметических функций суммы такого вида
могут быть изучены, как будет видно в дальнейшем, по-
средством методов § 1 и известных предельных теорем для
сумм случайных величин. Более того, можно показать, что
при соответствующей интерпретации аддитивные арифмети-
ческие функции ведут себя как суммы некоторых сравни-
тельно простых случайных величин. При этом оказывается,
что предпочтительнее выяснить теоретико-вероятностную при-
роду распределения значений таких функций и вопрос об
их асимптотическом распределении свести к известным пре-
дельным теоремам теории вероятностей.

Приведем несколько вариантов такой интерпретации.
Впрочем, все они опираются на те же самые идеи. Всюду
в дальнейшем f(m) означает аддитивную арифметическую
функцию.

П е р в ы й в а р и а н т . Исходя из аксиоматики А. Н. Кол-
могорова теории вероятностей [12], подберем в качестве
поля элементарных событий конечный отрезок натурального
ряда Е = {1, 2, . . . , п}, а в качестве множества случайных
событий 3f — систему всех подмножеств множества Е и
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определим вероятностную меру для всех Ае% как отношение
числа элементов множества А к п\

(2.4)

Алгебра множеств g вместе с функцией множества Р(А)
образуют, очевидно, конечное поле вероятностей.

Взяв некоторое число г 5= 2, определим для простых
Р < г функции f^ (m). По отношению к нашему полю веро-
ятностей функции /^(т), тКп, можно рассматривать как
случайные величины, принимающие значения Др") (<х = 0,
1. • • • > Ур) с вероятностями

п р и ^
(2.5)

п р и а =

Пусть p^q1, p < r , q<r. Имеем:

если 0 < а < уг, 0 < p < y9,

е с л и 0 < в < т " p - Y -

если a = Y p ,

Отсюда и из (2.5) следует, что вообще
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Поэтому случайные величины f(p)(m) и №(т) не являются
вообще независимыми. Однако, как нетрудно подсчитать,

^ . (2.6)

Поэтому зависимость между f(p)(m) и /"(«;(т) является в

некотором смысле слабой и вообще тем слабее, чем меньше

р и q по сравнению с и. Более того, если г = г(и)^2 —

функция от и, возрастающая медленнее любой положитель-

ной степени п при я->оо; р 1 ( . . . , рк — набор различных

между собой простых чисел, не превосходящих г; ах, . . . , afc

-целые числа, 0 < а,<уР / (/= 1, . . ., к), то из лемм 1.2

и 1.6 можно получить, что при п ->оо

= « 1 . • • • . РрА (т) =

Последнее соотношение свидетельствует о слабой зависи-
мости величин ftp* (т) (р<г). Это наводит на мысль, что
при некоторых предположениях о функциях f(m) к ,.урезан-
ным функциям"

могут быть применимы известные предельные теоремы для
сумм почти независимых случайных величин в смысле
С. Н. Бернштейна [6] (см, также [25, 31, 32]) или более
общие разультаты М. Лоэва [79, 80], X. Бюльманна [40].
Оказывается, что и в самом деле такое применение может
быть осуществлено, на чем мы, однако, не будем останав-
ливаться, так как более общие результаты и притом проще
удается получить, связав интегральные предельные законы
для аддитивных функций с далеко продвинутой в настоя-
щее время теорией суммирования независимых случайных
величин. Этим мы сейчас и займемся.
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В т о р о й вариант. Формулы (2.4), (2.5), (2.6) и (2.7)
наводят на мысль, что для того чтобы функции /^'(/и)
(р^г), где г > 2 — постоянное число, можно было рассматри-
вать как независимые случайные величины, нужно изменить
построенное в первом варианте поле, взяв в качестве Е
вместо конечного отрезка натурального ряда весь натураль-
ный ряд, а в качестве вероятностной меры \„{теА} —
асимптотическую плотность множества А, выбрав при этом
ст-алгебру множеств 3 т а к > чтобы все ее множества обла-
дали асимптотической плотностью.

Заметим, что совокупность всех подмножеств натураль-
ного ряда, обладающих асимптотической плотностью, не
образует алгебру множеств, так как объединение, а также
пересечение и разность двух множеств, имеющих асимпто-
тическую плотность, не всегда обладают этим свойством.
Например, пусть

А= U J 2 2 f c . , , ,
22 f c + 1 + l, 22 f c + 1 + 3, . . . , 2 2 f c + 2 - l | ,

C = {2, 4, 6, . . . } .

Асимптотическая плотность для каждого из множеств А и

С существует и равна ^ , в ;о время как для
30

А п С - U { 22fc, 2 s * + 2,
) - 2 [

lim v n | meA f l C = v ,
(I—*fE '

lim vJ
/?—>-oo I

ncl-i

He обладает асимптотической плотностью и A\j С, А\С.
Далее, не всякая алгебра множеств целых положительных

чисел, обладающих асимптотической плотностью, образует вме-
сте с асимптотической плотностью как вероятностной мерой
поле вероятностей. Пусть, например, 5 состоит из всех



конечных множеств целых положительных чисел и их допол-
нений до множества всех целых положительных чисел. 3? явля-
ется алгеброй множеств, причем все множества из 5 имеют
асимптотическую плотность (равную 0 или 1). В пределах $
асимптотическая плотность обладает конечной аддитивностью,
но не имеет счетной аддитивности. В самом деле, пусть
А„ = {п}. Тогда

р( U Л„\=Р(Е) = 1,
\л=1 /

в то время как

л=-1

Впрочем, g не является а-алгеброй.
Поэтому мы поступим следующим образом. Обозначим

через Е(р*) (р<г; ос = 0, 1, . . . , ур) — множество всех целых
положительных чисел т, удовлетворяющих условию fip(m) = a.
Пусть 5 ~ наименьшая алгебра множеств, содержащая все

р«).

Для всякого к вида

где 0<Яр<ур, введем множество

Ек=(\Е(р«Р(к)).

Ек состоит из всех целых положительных чисел т, обладающих
свойством рр (т) = <Хр (к) для р < /•. Согласно лемме 1.6 при п -> оо

Следовательно, множества Ек обладают асимптотической
плотностью.

Теперь легко показать, что асимптотической плотностью
обладают все множества Ае^. Для этого достаточно заме-
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тить, что множества Ек попарно не пересекаются и что
всякое множество Aeff можно представить в виде

где объединение берется по некоторым к.
Построенная нами алгебра множеств g совместно с

функцией множества Р(А) образуют конечное поле вероят-
ностей в смысле Колмогорова. Относительно этого поля
функции /(">(т) (р<:г) можно рассматривать как случайные
величины, принимающие значения f(pa) (а = 0, 1, . . . , ур)
с вероятностями тс(р"). Кроме того, случайные величины
f^ym) (p<r) являются независимыми, как это следует из
тождества

справедливого согласно лемме 1.6 для любого набора раз-
личных между собой простых чисел ръ . . . , рк; pt^r
( / = 1 , . . . , к), и любых целых неотрицательных a l t . . . , aA;
«!<ур (/=1, ..., к). Таким образом, относительно нашего
поля вероятностей ,.урезанная функция" f{m)r представляет
собою сумму независимых случайных величин.

Т р е т и й в а р и а н т . Рассмотрим еще один метод, по-
зволяющий свести изучение предельных законов для адди-
тивных арифметических функций к изучению предельных
законов для сумм некоторых независимых случайных ве-
личин.

Как и в первом варианте, рассмотрим в качестве мно-
жества элементарных событий конечный отрезок натураль-
ного ряда Е={1, . . . , п). Пусть функция г = г(п) удовле-
творяет условиям леммы 1.6. Обозначим через Е{р°) (р^г;
к = 0, 1, . . . , ур) множество всех целых положительных чи-
сел т ^ и, удовлетворяющих условию pp(m) = a, а через g—
наименьшую алгебру множеств, содержащую все £•(/>«). Алгебра
множеств 5 совместно с функцией множества ч„{теА}
образуют конечное поле вероятностей, а функции / ( р ' ( т )
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(р^г) являются случайными величинами относительно это-
го поля.

Так как

[)Е(р*)=Е

и множества Е(р*) для различных а не пересекаются, о
множества алгебры g можно представить в виде сумм мно-
жеств вида

где

Очевидно, что множества Ек не имеют общих элементов
при различных к.

Подсчитаем теперь частоту vn для множества

Л=\}'Ек,
К

где объединение берется по некоторым к. Будем считать,
что к различны между собой. Тогда

к
Если к<Уп , то согласно лемме 1.6

^{meEk}=Y\r.(p^k))'(l +BR),

где
In п \ . , .

j = min(c 9, c3 0).
Согласно лемме 1.2

где оценка равномерна по Ае$. Следовательно,
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Согласно лемме 1.6 асимптотическая плотность множе-

за целых положительных чисел т, удовлетворяющих уело-
лfc J \ I Ш Ч ^ Л ^ _ . _ ^ _ _ --ъ —— ^ _ . — — ——

ства целых
виям pp(m) = ap(fc) Для всех р^г, равна

Следовательно, сумма

представляет собою асимптотическую плотность всех целых
положительных чисел т, удовлетворяющих условиям $р(т) =
о, (к) для всех р < г и хотя бы одного А' 5= ]/ и . Согласно
лемме 1.2 она равна BR. Таким образом,

где оценка BR, как следует из доказательства, равномерна
по всем Ае$.

Заметим еще, что в силу тождества

а=0

сумма по всем возможным к

Введем теперь для множеств А системы 5 другую ве-
роятностную меру

если
A=\j'Ek.

к
Из сказанного выше имеем, что для множеств

где опенка равномерна по всем А.

4. J. Kubilius



Определим относительно меры Р случайные величины
Е„ = ̂ р(т) (р^г), полагая, что £р (m) = / ( p ) (m). Таким обра-
зом, случайная величина ЪР принимает значения Др01) (ос = О,
1, . . . , ур) с вероятностями nip3-) соответственно. Легко
видеть, что совместное распределение случайных величин
1Р(Р^Г) равно произведению по р^г одномерных распреде-
лений случайных величин Е,р. Отсюда следует, что распре-
деление относительно меры v,, случайной величины

лишь на величину ехр( — с-у—) отличается от распределе-

ния относительно Р суммы независимых случайных величин

В случае сильно аддитивных функций f{pa-)=f{p) для
я —2, 3, . . . . Поэтому тогда с,р(р^г) принимает лишь два
значения: f(p) и 0 с вероятностями 1 /> и \ — lip соответ-
ственно.

Изложенные выше соображения применимы и в том слу-
чае, когда аддитивная арифметическая функция рассматри-
вается не на всем множестве целых положительных чисел,
а на некоторой последовательности целых положительных
чисел, если только для этой последовательности имеют
место аналоги лемм 1.2 и 1.6. Так, например, обстоит дело
в случае последовательностей R(m) (m = \, 2, . . . ) , R(p),
где R (х) — полином с целыми коэффициентами.

Пусть функция г = г(п) удовлетворяет условиям леммы
1.5; R(m) — полином с целыми коэффициентами, R(m)>0

(/« = 1, 2, . . . ) , £ = { 1 , . . . , « } , £ 0 > « ) = £ ( р , ( д И ) = а) Для

а = 0, 1, . . . , ур; по<р4г, где щ — достаточно большое, но
фиксированное число, зависящее лишь от коэффициентов
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R{m), 5 — наименьшая алгебра множеств, содержащая все
Е(ря). Определим для всех A eg- две меры:

если

л=и п
* «„<ps!r

и объединение берется по некоторым числам к, имеющим
вид

*•= П Р""> °^*^ТР-

Здесь

1 _ l̂ Jj если а = 0,

если 1 < а < у,,,

если а = г-,

&Л(р) —число классов вычетов, удовлетворяющих сравнению
R (т) = 0 mod p. Пусть \р (т) (по<р^г) — независимые случай-
ные величины, принимающие значения /(/>*) (а = 0, 1, ..., ур)
с вероятностями пК(рх). Тогда [33, 34]

равномерно по всем
Аналогично рассматривается и случай Ня(р)\ хотя

здесь аналог леммы 1.6 имеется лишь для весьма медленно
растущих функций /•(«). Для больших г(п), используя со-
временные теоремы о „плотности" нулей L-функций Ди-
рихле, можно доказать аналог леммы 1.6 для подавляющего
большинства простых чисел р, однако и этого достаточно
для многих вопросов [3, 5].
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Те же соображения применимы и к мультипликативным
функциям. Если мультипликативная функция g(m) прини-
мает для всех целых положительных т положительные
значения, то сказанное выше применяется к функции

), причем берется главное значение логарифма. Если

) = Q для некоторых степеней простых чисел р*, а для
других степеней простых чисел g(p*)>0, то распределение
значений функции g(m) рассматривается не на всем нату-
ральном ряде, а лишь на некотором множестве Е' целых
положительных чисел, в каноническое разложение которых
входят лишь те р", для которых g(pa)>0. К Е' можно при-
менить изложенные выше соображения, если только для
него имеет место аналог леммы 1.6. Такие аналоги часто
можно получить элементарными методами или путем исполь-
зования производящих рядов Дирихле. Однако на этом мы
не будем останавливаться, заметим лишь, что вместо
vn{meA} здесь целесообразно рассматривать меру

Nn { meA n E'}
Nn{meE'} '



3. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

В предыдущем параграфе мы показали, что изучение
асимптотического распределения „урезанных" аддитивных
арифметических функций f{m)r сводится к изучению пре-
дельного поведения распределения сумм слабо зависимых
или независимых случайных величин. Последнее можно осу-
ществить при помощи известных предельных теорем теории
вероятностей. Нас, однако, будут интересовать в конечном
счете не урезанные функции f{rn)r, а сами /(/и). Оказыва-
ется, что законы распределения для f(m) можно часто по-
лучить из законов для f\m)r. Для перехода от одних
функций к другим используется некоторый аналог теорети-
ко-вероятностного закона больших чисел, который и сам по
себе представляет интерес.

Доказательство этого закона является аналогией доказа-
тельства неравенства Чебышева.

Пусть /(/и) (тя = 1, 2, . . . ) —любая последовательность
вещественных чисел. Первый момент А„ и второй централь-
ный момент Dn функции распределения

ч, {/(«х *}=*;(*)
равны соответственно

(x) = ±% f(m),

00

(х - А„У dFn (x) = i 2 (/И " -О" •
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Пусть, далее, г —любое положительное число. Тогда имеем:
и

s*DnNn{\Am)-Anl>z\/Dn^l

Если /(/«) при т — 1, 2, ..., n принимает хотя бы два раз-
личных значения, то А , # 0 , и мы получаем:

Если же все значения / ( т ) при /и = 1, 2, . . . , п совпадают,
то это неравенство тривиально. Оно и есть аналог неравен-
ства Чебышева.

Отсюда выводим, что для любой положительной неогра-
ниченно возрастающей при п->оо функции ф (и)

когда л-* оо. Полученное предельное соотношение естест-
венно рассматривать как некоторый аналог закона больших
чисел для вещественных арифметических функций f{m).
Оно имеет место, очевидно, и для комплексных /(/я), если
положим аналогично прежнему

В случае аддитивных функций /(/я) их значения пол-
ностью определяются значениями t\pa), и для конкретных
функций подсчет А„ и D,, сводится обычно к подсчету не-
которых выражений от /{рх). Поэтому представляется есте-
ственным попытаться получить такой аналог закона боль-
ших чисел, где А„ . и В„ заменены соответствующими
выражениями от f{p*)- Сравнительно простые подсчеты (см.
например, доказательство леммы 3.1 и § 4) доказывают, что
для обширного класса аддитивных функций

Д , ~ Д » . A,, = A(n)+BD(n).
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Доказываемая в этом параграфе теорема 3.1 представляет
собою аналог закона больших чисел с А (л) и D (л) вместо
л„ и Уд,.

Лемма 3.1. Для любой комплексной аддитивной арифме-
тической функции f(m)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через S оцениваемую
сумму. В силу элементарного неравенства \а + Ь1*^2\а\г +
+ 2\Ь\2, справедливого для любых комплексных чисел а,
Ъ, имеем:

(3.1)

где

Согласно (1.5) и неравенству Коши

и аналогично

£ | > •—

<(z

Поэтому

K-A(n)=BD(n),

вследствие чего оценка для S приобретает вид

(3.2)

где черточка обозначает комплексно-сопряженную величину.
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Далее, имеем:

П П

2 /и=Z Z I т

Но число целых положительных m < n , делящихся на^ а , ноне
делящихся на ра+1, равно числу всех w < « , делящихся на
р*, уменьшенному на число тех т^п, которые делятся на
Р*+1; следовательно,

Поэтому
п

Оценим последнюю сумму с помощью неравенства Коши

и (1.4)

Таким образом,

^ Пт) = г,К+?р9-. (3.3)

Рассмотрим теперь

Z 1Д«)1".

Имеем:

+
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Заметим, что при

Na{p«\\m,

Последнее выражение равно

Эти соотношения и неравенство

влекут за собой оценку

(3.4)

Оценим последнюю сумму. Изпользуя опять неравенство
Коши, очевидно, получим:

Л»<« 1
7Г/)2(и)( ^ l Г =

При помощи тех же приемов оценим ошибку, которую мы
совершим, отбрасывая во втором члене правой части фор-
мулы (3.4) условие p^q. Имеем:

V 1/' (gg)

0

1/'0»«)1 (я).
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Все эти оценки дают:
п

2 i/(«)i8=n X p(^)pfaV(p"X/V)+ft»^i(«). (3.5)

Оценим еще ^. Согласно (1.6)

Подставляя теперь (3.1), (3.3), (3.5) и (3.6) в (3.2), найдем:

S<2n\ + BnD2(n) =

= 2л | X р (р«) р (q*)f(p«)f(q*) \+BnD* (л).
!

И эту сумму оценим посредством неравенства Коши. По
модулю она не превосходит

Zi ^g& ) •

Вторая сумма равна ЕР(п). Первая сумма оценивается при
помощи (1.6) и (1.7):

^ 3 + ( Zi P") =

р

1

Inn

Таким образом,

- 2

в ^ 1пр* В. (3.7)

что и требовалось доказать.
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Заметим, что в случае сильно аддитивных функций
D (я) х В (п). Поэтому лемму 3.1 можно сформулировать
следующим образом.

Лемма 3.1е. Для любой комплексна! сильно аддитивной
функции f(m)

п

2 1\т)-А{п)\=ВпВ"-(п).

Очевидным следствием леммы 3.1 является следующая
Теорема 3.1. Для любого t>0 и всякой комплексной ад-

дитивной арифметической функции f(m)

v,, J \j\rn) - А (л) ; < ID (n) j = 1 + ~ . (3.8)

Таким образом, для любой положительной неограниченно
возрастающей функции ф (и)

v,, {)./ (/и) - А (и) k D (и) ф (и) У> 1 (3.9)
при л->оо.

Теорема доказывает, что для всех т< п, за исключением
ВпГ2 чисел, f(m) = A(n)+BtD(n).

В случае сильно аддитивных функций теореме 3.1 мож-
но придать такой вид.

Теорема 3.1". Пусть f{m) — комплексная сильно аддитив-
ная арифметическая функция, t —любое положительное чис-
ло, Ф (и) — любая положительная неограниченно возрастающая
функция. Тогда

va^y(m)-A(n)\<tB(n)^\ + ~ (3.10)

и

у„{ \f{m)- А (и) | <5(и)ф(и) }->1 (3.11)

при и->оо.
Можно однако показать, что теорема 3.1° имеет место

и для очень широкого класса аддитивных функций, не яв-
ляющихся сильно аддитивными.

Предварительно докажем одну простую лемму.
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Лемма 3.2. Пусть {qa}-некоторая последовательность
простых чисел или их целых положительных степеней та-
кая, что ряд

V 1

сходится, f(in) и /"* (/») — любые комплексные аддитивные
арифметические функции, удовлетворяющие условию f(pa) =
=f*(p*) для всех ра, отличных от qa. Тогда по всякому
s > 0 можно найти такое L — L(s), что для всех п

vn { | / (т) ~.f* (т)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из сходимости ряда следует су-
ществование такого М=М(е), что

Положим

Обозначим через А множество всех целых положительных
чисел, в каноническое разложение которых входит какое-
либо q">M. Ясно, что

Для завершения доказательства леммы остается пока-
зать, что для всех тфЛ

Пт)-/*(т)\<Ь.

Из канонического представления аддитивных функций име-
ем, что

f(m) - / • (т) = ^
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Если тфА, то

(/и-/*и)

Лемма доказана.
Так как ряд

р", а> 1

сходится, то, изменив любым образом значения /(/>*), а > 1 ,
например, положив f(px)=f(p), а = 2, 3, . . . , мы изменим
функцию / ( т ) для всех чисел ш < « , за исключением < ИЕ
чисел, лишь на величину, не превосходящую по модулю
некоторого числа L, причем L зависит только от s и f(m)
и не зависит от п. Из сказанного следует

Теорема 3.1*. Пусть f(m) —любая комплексная аддитив-
ная функция, t — положительное число, ф (я) — положительная
неограниченно возрастающая функция. Если В(п)->со при
п->сс, то (3.10) имеет место при любом n>no(t); величина
В ограничена постоянной, не зависящей от п. Соотношение
(3.11) справедливо для всех тех f(rn), для которых В(п) не
равно тождественно нулю,

В то время как (3.8) и (3.9) справедливы для всех ад-
дитивных'функций, (3.10) и (3.11) имеют место не всегда.
Так, например, если f{p) = 0 для всех простых р, но
t(p'x)>0 для всех р", <х>1, то (3.10) и (3.11) не верны.
Заметим, впрочем, что если /\ра) = 0 для большого числа
ра, то более точные результаты дает изучение функции
j\m) не на всем натуральном ряде, а лишь на некотором
множестве целых положительных чисел, в каноническое раз-
ложение которых входят только те степени простых чисел
ра, для которых /\ра)ф0.
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Теорему 3.1 можно обобщить в различных направлениях.
Мы приведем одно простое обобщение. Для этого из лем-
мы 3.1 выведем следующую лемму 3.3, которая, равно как
и лемма 3.1, пригодится нам в дальнейшем.

Лемма 3.3. Пусть аи .... as — фиксированные целые не-
отрицательные числа; fi(m), . . . , fs(m) — аддитивные комп-
лексные арифметические функции, не равные тождественно
нулю, причем Dk(n + ak) = BDk(n) (k=l, ..., s). Тогда

12.
-Ak(n) i

! _ _

Здесь величина В ограничена константой, зависящей только

от s, ах, . . ., as.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оцениваемая сумма равна

в

+

Согласно

А - = 1

Л'

к=\

п\Ак(

лемме

т=\

1

п + ак)-

3.1

1
\

А

Г УМ _ 1 -

у
m = l

*(и)
• ) •

р i
h"A

Далее, очевидно, имеем:

\Ак{п + ак) - Ак (п)

Сопоставляя все эти оценки, получаем лемму.
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Следствием леммы 3.3 является
Теорема 3.2. Пусть alt . . . . as —фиксированные целые

неотрицательные числа; Л (от), . . . , /; (т) - аддитивные
комплексные арифметические функции, не равные тождест-
венно 0, причем Dk(n + ak) = BDk(n) (k = \, ..., s); t-любое
положительное число. Тогда

Dk(n)

ot,
В ограничена константой, зависящей только от s, o t ,
В частности, для любой положительной неограниченно воз-
растающей функции ф(л)

при л-*оо.
В частном случае, если а —любое неотрицательное чис-

ло, /(/и) удовлетворяет условиям £> (л+ <*)=#£> (л), £>(л) не
равно тождественно 0, то

vn { \f\m) -f(m + а) к tD (л)} = 1 + 1 ,

при «->-оо.
Как и выше в случае теоремы 3.1, так и в случае не-

скольких функций при весьма общих предположениях мож-
но ограничиться рассмотрением лишь сильно аддитивных
функций.

Аналогичные соображения приводят к следующим тео-
ремам [33,5].

Теорема 3.3. Пусть R(т) — полином с целыми коэффи-
циентами, R (т) > 0 (т = 1, 2, . . . ) , /(/я) — вещественная
сильно аддитивная арифметическая функция, &R(p) —число
класс вычетов, удовлетворяющих сравнению R(m) = 0modp,

R ( ) 2 , . я ( )

max\f(p)\ = BBR(n), t —любое положительное число.
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Тогда

Оценка зависит лишь от самого полинома R(m).
Теорема 3.4. В условиях теоремы 3.3 число простых чи-

сел р ^ и, удовлетворяющих неравенству

равно

Оценка зависит лишь от полинома R(m).
Для доказательства теоремы 3.4 надо привлечь некото-

рые свойства чисел Х(р) А. Сельберга и „дисперсионный"
метод Ю. В. Линника [24].

П р и м е р ы . Пусть а — фиксированное целое положитель-
ное число, ф («)->-оо при rc-»oo.

1) Для функций ы(т) и Q(m)

А (п) = ]Г - = In In n + В,

— ~ In In п.
р

2) Для функции ^ ( я )

А(п)= ^ ^

o = l mod 4

В2 (п) ~ -g- In In л.

3) Для функции ы2(я)

pa-I mod*

В2(п)~ ~ In In n.
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4) Для функции \ogkTk(m)

+ x-l\

« )•

В2 (л) ~ In In я.

Из теорем 3.1я, 3.1*, 3.2 следует, что при л->оо

со (т) — In In n

Q (m) — In In n

<ф(л)1/1п1пл!-*1,

<ф(л)1/1пТпл J->1,
Ч
. { I
va I j со, (m) - ~ In In n j < ф in) 1/lii In л J - > 1 (./ = 1 , 2 )

V,, { кЫ 1П »-* W ^ in-i^ < ^ { m ) < fcln In п + Ъ (я) Vtata-я I j

со (m) — со (m + a) < ф (л) ]/ln In л ?->1,

ф(л)1/1п1п n }->l,

v f 2 2 In in я - ф W-ф W V tata^,

O

Из леммы 3.2 имеем, что

2 l n I n "+'^ WV TnTin 1 .

kw ( т ) + ф ( n )

при ?г->оо.
Функция гк(т) дает пример применения наших теорем

к мультипликативным функциям, не обращающимся в нуль
ни при одном значении аргумента т. Аналогичные законы
можно вывести и для мультипликативных функций, прини-
мающих значение 0. Приведем без доказательства результат
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для функции 4W(m), выражающей число решений уравне-
ния т = х2 + у2 в целых числах, причем решения (х, у) и
(у, х) считаются различными, если х=£у. Как известно,
W(m) является мультипликативной функцией,

1, если р = 2,
« + 1, если p = l m o d 4 ,

0, если р= — I modi, а —нечетное,
1, если р= — 1 mod 4, а—четное.

Обозначим через Е' множество всех целых положительных
чисел, в каноническое разложение которых не входят не-
четные степени простых чисел р= — \modi. Можно пока-
зать, что

W(p*) =

Ж, { теЕ' } ~
при «->оо. Так как

Nn{meE')~n

р= ~ i mod 4

ТО

{{
2

—lnlnn—^ —In In n+']i(n)\/ In In n

2



4. ОДНОМЕРНЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ

И ЛОКАЛЬНЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

1. В в о д н ы е з а м е ч а н и я . К л а с с Н. Переходим
теперь к рассмотрению предельных теорем для функций
распределения

при я-э-оо, где /(/и) — вещественная аддитивная арифмети-
ческая функция. В § 2 мы показали, что изучение асимп-
тотического распределения „урезанных" функций f(m)r

сводится к изучению предельного поведения функций рас-
пределения некоторых сумм слабо зависимых или независи-
мых случайных величин. Нам удобнее всего будет пользо-
ваться третьим способом сведения, изложенным в § 2, хотя
и другие способы могут быть использованы для наших це-
лей. В § 2 мы показали, что если г = г(п) растет медленнее
любой положительной степени п при п->со, то

лишь на величину, стремящуюся к нулю при л->оо равно-
мерно относительно х, отличается от функции распределе-
ния суммы независимых случайных величин

где £р принимает значения /(/>") с вероятностями -к(ра)
(а = 0, 1, . . . , ур). Следовательно, к функциям /(/и), можно
применить все те предельные теоремы для сумм независи-
мых величин, которые вообще есть смысл сюда переносить.
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В частности, таким образом можно указать необходимые и
достаточные условия, чтобы при некотором подборе по-
стоянных А„ и Dn и соблюдении требования предельной
равномерной пренебрегаемости нормированных слагаемых за-
коны распределения

А, Л \ v ' >

сходились к предельным.

Постоянные А„ и D,, можно подобрать исходя из сле-
дующих соображений. Речь у нас идет о предельных тео-
ремах для нарастающих сумм независимых случайных вели-
чин ([11], гл. 6). Из одной леммы А. Я. Хинчина ([11],
стр. 155) следует, что при соблюдении условия предельной
пренебрегаемости слагаемых \p\Dn величины Dn нужно под-
бирать так, чтобы .£)„-*-оо при и-^-оо. Далее, поскольку
дисперсии случайных величин \р являются конечными, то
естественно требовать, чтобы не только законы распределе-
ния сумм

сходились к предельному, но и их дисперсии сходились к
дисперсии предельного закона. Это требование приводит к
наиболее простым результатам. Тогда в качестве постоянной
А„ можно выбрать ([11], стр. 163) среднее значение сум-
мы (4.1)

а в качестве D,, — ее стандарт

I Гр

Нас, однако, будут интересовать в конечном счете не
урезанные 'функции /(т)п а сами функции /(/и) и их зако-
ны распределения. При этом оказывается, что для весьма
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широкого класса функций /(/и) предельные законы для (4.1)
могут нам дать л соответствующие законы для функций
/(иг), если, например, предельные законы для (4.1) и для

\

где А'п, D'n — некоторые постоянные, существуют одновре-
менно н совпадают. Последнее обстоятельство имеет место,
если для всякого фиксированного г>0

при /7->ОО.

Для доказательства этого утверждения мы приведем
следующую простую лемму, которая нам не раз пригодит-
ся в дальнейшем.

Лемма 4.1. Пусть даны две последовательности серий
вещественных чисел

g n { m ) , hn(m) ( и = 1 , 2 , . . . ; т = \, 2 , . . . . и)

и пусть для всякого фиксированного г > О

при л->оо. Если

при и-э-оо стремится к некоторой функции распределения
F(x) в ее точках непрерывности, то тогда и

при п->со сремится к F(x) в ее точках непрерывности.
Доказательство. Имеем :

N^gll (т) < х- s J - 7Vn{ \gn(m)-hn(m) \ >* \ <

Отсюда согласно предположениям леммы найдем:

-z)^ lim vn{hn(m)<x}^ Йт ч„{!г„(т) <x
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если х — s и х + г являются точками непрерывности функ-

ции F(x). Если А- является точкой непрерывности функции

F(x), то
4e{ha(m)<x}-*F(x)

при «-»оо.

Из леммы 4.1, в частности, имеем

С л е д с т в и е . Если Dn=D'o+o(D'n), А„ = А'„ + о{D'n) и для
всех т^п, за исключением о(п) чисел, f(m)—f'{m) + o(D'n),
где /'(/и) — любая (не обязательно аддитивная) функ-
ция, то

имеют одновременно предельные функции распределения, ко-

торые в случае их существования совпадают.

В дальнейшем нам понадобится следующая

Лемма 4.2. Если f(m) — вещественная аддитивная ариф-

метическая функция с условием D(n)-><x>; X>0 — фиксиро-

ванное положительное число, то

paSn p a

S f

2 яр-Ы- 2(
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть s — любое положительное

число, ио = (2е""1)1\х. Существует такое n1=n1(z)>п0, что
при п>п1

Тогда для п >



что и доказывает первое соотношение. Отсюда следуют
второе и третье соотношения, так как согласно неравен-
ству Коши

1

р

Четвертая сумма в силу неравенства Коши

[In л"|

( „ In р ^ \

V"* I l v̂"* f^ (pa) \ n "̂"* / 2 \P^

Z j pa i-L p a I Z j p = t + 1

Я=1 01 = 1 / р а « Я

И здесь первое соотношение дает требуемый результат.
Из этой леммы в предположении, что D(n)-><x>, имеем:

a = l

ра^г Р * г >«—1

или

Из всего изложенного и леммы 4.1 следует, что при
естественном предположении Z>(/j)-»oo в качестве величин
Ап и В„ в (4.2) можно выбрать А (г) и Z> (/•).
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Как уже отмечалось, мы будем ограничиваться рассмот-
рением функций /(АИ) В предположении, что предельные за-
коны для /(АИ)Г И /(АИ) при соответствующей нормировке
совпадают. Требование совпадения предельных законов для

{ f(m)r — A (г) < \ \/(гп) — А(п) \ . „.

D(r) " \ V») Щ^ < Х \ ^-д>

нас приводит естественным образом к требованию D{r)jD(ri)->\
при А;->СО. Итак, мы будем рассматривать некоторый класс
функций, который для краткости назовем Н. К этому
классу мы отнесем вещественные аддитивные арифметиче-
ские фуНКЦИИ /(АИ), ДЛЯ КОТОРЫХ Z>(A))->CO При А7->ОО II

существует такая неограниченно возрастающая функция

г = г(п), что 1пг(я)/1пл->0, D (r(n))l D(n)->\. В случае

сильно аддитивных функций эти условия превращаются в

В (л)-> оо, В (г (л)) / В (л)-Я.

Для функций J\m) из класса Н предельные законы для
(4,3) могут существовать лишь одновременно и в случае
существования совпадают. Это следует из леммы 4,1, оп-
ределения класса Н и оценки

' ' ( t-D1 (и)'I D(n)

справедливой согласно теореме 3.1, так как разность
/(АИ)—/(АИ),, является аддитивной функцией на множестве
{1,.,., А*} и величина В ограничена абсолютной постоянной.

При изучении предельных законов для функций класса
И полезно воспользоваться следующими замечаниями. Пусть

}\т)еН и пусть {q1*} — последовательность целых положи-
тельных степеней простых чисел такая, что ряд

I ~, (4-4)
X

сходится. Определим другую аддитивную арифметическую
функцию / * (АИ), полагая, что f(pa)=f*(pa) для всех ра,
отличных от чисел последовательности {q*}, для чисел же
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q* пусть f*{qa) пробегает любые значения. Из лемм 3.2 и
4J имеем, что предельные законы для

<
Z> (я) ^

могут существовать лишь одновременно и совпадают. Пусть

Из известных теорем А. Я. Хинчина ([11], стр. 45, 47) сле-
дует, что если ограничиться лишь собственными предель-
ными законами, то законы для

M <Л£>* (я)

должны принадлежать к одному и тому же типу, причем

D (п) А (п)-А* (л)

D* (п) И D* (п)

должны стремиться к некоторым постоянным при «-> со

Отсюда, в частности, имеем, ч т о / * ( т ) е # , так как

D*

Ь> (я) ~ О (и) £>* (л) ~ D(r (я)) D * ( » ) У "

Таким образом, вместо функции /(да) мы можем рас-
сматривать любую другую функцию, получаемую путем из-
менения значений f(pa) для некоторой последовательности
{р*}, удовлетворяющей условию (4.4). В частности, нам
достаточно ограничиться рассмотрением лишь сильно адди-
тивных функций класса Н. При этом, как мы сейчас дока-
жем, дисперсии законов

хX
A J '

v < Х \ И V {
v"\ Dim < х ] и v " ) в{п)

где / * (да) — сильно аддитивная функция, связанная с f(m)
соотношениями f* (p*) =f(p) ( а = 1 , 2, . . . ) для всех прос-
тых р, равны 1 + о(1), т. е. отличаются лишь величиной,
стремящейся к 0 при п->оо.
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Лемма 4.3. Если f(m)sH, r = r(n) — соответствующая
функция, а — фиксированное целое неотрицательное чис-
ло, то

р

= А (и) + о (D (и)) = BD (л)"1/ТпПп~я,

i i /
= Л (/•) + о (Z) (/•)) = 5Z) (г)]/1пТп"г.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем, очевидно, что

Неравенство Коши и (1,4) показывают, что вторая сумма
равна

Далее,

р «л+а

± g = g L M
1/Тпл У 1 п л

Поэтому в силу леммы 4.2 и неравенства Коши

2 Р (/>")/(*>")-Л (и) +о (я(и)) +

У. -4- У P a

Z) («)) + £ (z>2(« + a ) -
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Наконец,
/

v- 1
^w-if^U,

вследствие чего

In In и .

Вторая формула доказывается аналогично.
Как видно из доказательства, лемма справедлива не

только для функций класса Н.

Лемма 4.4. Если J1(m)eH, /2(т)еН, г1 = г1(п), г2 = г2(п) —

соответствующие функции, г = г (п) = max (/-j (и), гг («));

Яь аг — фиксированные целые неотрицательные числа, то

j ; Z h (m + a1)f2(m + a2) - М, (л) М2 (л)

п

Y Ь ( + ^ ^ ( + )г ~ Мг (и), АГ2 (л)г

где

I 1 'х=\о,

= 1, 2)

1, если аг == аг,

если аг ф аг.
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Д о к а з а т е л ь с т в о , Подсчитаем

p^n+at

q^tin+a.

Замечая, что система сравнений

т = — aj mod /?Y,

разрешима тогда и только тогда, когда (/Я", <7S) | ^ - а2, и в
случае разрешимости имеет

или 0, если

^qs~~>n + a' a = max(a1, а2),

решений в т^п, заключаем, что

= Nn{p'\m + a1,

равно

яр (pa) p (^B) + В, если /) # ^,

О, если p¥=q, paq&> n + a,

0, если p = q, pmia<-a'®J( аг-а2,

0, если p = q, oc#[3, ^ = «2.
np(p*)+£, если р = <7, a = p, ai = a2 )

и
< np - m a x (0(' P) + В, если р = ^.

Таким образом,

S = nli+B l2 + nl3+Blit (4.5)
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где

I2=

если ^ = «2. и л и

Г1п(п+а)1
I In/) J

fin (n+a)-\
У lnp J

если Gj # a2.

Так как согласно (1.4)

= I I i=* I

«exp ( — Y In n) <pa^n

5и In In и In и

У In и In и—V In и
би

In и
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то в силу неравенства Коши

Z 2 < У аа& • У ~

= BnD\{n)D\{n) У 1 =

= Яя2 (In л) 3 D\ (л) Z)2 (л) = о (л2 £2 (л) £,г (Л) j . (4.6)

Далее, при аг = а2 согласно лемме 4.2

у _ у ГЛР*).ГЛР*) =
Zj о Zj р«

2

+

1

1_
2 х

Если же ^ # « 2 , то
Г In j _

I / I in p J \ 2
Г In (я + аП j
I in p J

= 5 (Z)2 (л + a) + D^/i + ajj = о (вг (л) Z>2(л)).
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Поэтому

Z Z / l * ^ ( 4 (4.7)

Переходим к оценке У . Пусть а1 = а2. Имеем:

Так как f1(m)eH, /2{m)eH, то существуют функции
^1 = Г 1(л), г2 = г2{п) такие, что D1(r1)jD1(n)-^l, D2(r2)jD2(n)->\,
lnrj/ln«->0, 1nr2/ln«->0 при «->со. Тогда первая из наших
сумм равна

а вторая аналогичным образом o{nD\(n)\, так что

В случае, когда а^Фа2,

У =в У
^ 4 а '

откуда, используя неравенство Коши и (1.4), найдем, что

4У̂ In n

Таким образом, во всех случаях

(4-8)
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Оценим, наконец, ошибку, которую совершим, опуская

в сумме ^ условие p + q. Она не превосходит по абсо-

лютному значению суммы

\ 2

ZJ 1РФ } =

2

=В1 у т^>. у тру =О(А(Я) AW)

согласно лгмме 4.2.

Учитывая последнюю оценку и (4,6), (4.7), (4,8), из

(4.5) получим:

Ha основании леммы 4.3

pV

Остается показать, что сумма в правой части этого равен-

ства (назовем её ^ I имеет порядок о(Dx (n) D2(п)).

Нам потребуется оценка (у = 1, 2)

V у _ i
^ j L p*p& ~

= у J_

В ^ lnp1 p In г,
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справедливая в силу (1.6) и (1.7), и оценка (3.7). Получим:

1 I

+ (•£>! (и + a) - D\ (rS)2 [p\ {n +a)-D\ (r a)j 2 x

что и заканчивает доказательство первой части леммы. Вто-
рая часть доказывается аналогично.

Лемма 4.5. Пусть f{m)eH, r = r(n) — соответствующая
функция. Дисперсии законов

и законов

/ (т)~А (I.) ) , - ^ (г) )

если f(m) — сильно аддитивная функция, равны 1 +о(\).
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Дисперсии первых двух законов
равны соответственно

Согласно лемме 4.4 эти выражения равны \+о(\). В слу-
чае сильно аддитивных функций

в силу леммы 4.2. Поэтому дисперсии последних двух за.
конов также равны 1+о(1).

И н т е г р а л ь н ы е з а к о н ы . Среди возможных пре-
дельных интегральных законов мы докажем лишь один, на
наш взгляд наиболее интересный. Для этого мы используем
следующую теорему Б. В. Гнеденко. Отметим, однако, что
для наших целей пригодны и другие предельные теоремы
для сумм независимых случайных величин.

Лемма 4.6. Пусть дана последовательность серий

г с г
hnl> ^л2* • • • > 'Пкп

независимых в каждой серии случайных величин, обладающих
конечной дисперсией и подчиненных условию

sup P { | ^

при л->со для любого г > 0 . Здесь М означает символ сред-
него значения, аР{...} — вероятность события, указанно-
го в скобках. Для того чтобы при надлежащем подборе
постоянных Ап законы распределения сумм

сходились к предельному и дисперсии этих сумм сходились
к дисперсии предельного закона, необходимо и достаточно,
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чтобы существовала неубывающая функция К (и), опреде-
ленная на всей числовой прямой, такая, что при и->со

хЧР{1пк-М1пк<х}->К{и)

во всех точках непрерывности К (и) и ы=<х>, причем
К(оо)= lim K(u). Постоянные Ап можно выбрать по фор-

п—>от

муле

Логарифм характеристической функции 1n <p (t) предельного
закона вычисляется по формуле Колмогорова

= / (eitu-l-i1пф(;)= / (e"u-l-itu)-\dK(u), (4.9)

где подынтегральная функция при м = 0 считается рав-

ной - ^ t2.

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в [11], стр. 107—108.

Теорема 4.1. Для того чтобы законы распределения

f(m)-A(n) ^
В{п)

где f(m) — сильно аддитивная функция из класса Н, сходи-
лись к предельному с дисперсией \, необходимо и достаточ-
но, чтобы существовала такая неубывающая функция К (и)
с вариацией единица, что при я->со во всех точках непре-
рывности К (и)

1 ^ ~ * f (П) гг I \ I А 1 Г\\

Логарифм характеристической функции предельного зако-
на вычисляется по формуле Колмогорова (4.9).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия f(m)eH следует су-
ществование такой неограниченно возрастающей функции
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r = r(n), что lnr(«)/ln«->0, B(r)lB(n)-*\ при /?->со. Рассмот-
рим независимые дискретные случайные величины \р (р^г),
где \р принимает значения f (р) и 0 с вероятностями \\р и
1—1//> соответственно, и докажем, пользуясь леммой 4.6,
что условия теоремы необходимы и достаточны для сходи-
мости законов распределения сумм

_
= 1 . 2 , . . . ) (4.11)

к предельному и дисперсий этих сумм к дисперсии пре-
дельного закона и что в случае сходимости предельный за-
кон определяется формулой (4,9).

Докажем сначала, что слагаемые

равномерно предельно пренебрегаемы, т. е. что для всяко-
го s > 0

при п^>оо. Здесь М\р означает среднее значение %р, Р—
вероятность. Согласно лемме 4.2 при п > щ (е)

max \M^P\= max < ^ В (я).

Если для всех р ^ г и п > щ (е)

то hn (e) = 0; в противном случае

h" & *= Р(п, е) '

где р (п, s) означает наименьшее простое число р, для ко-

торого \/(р) | > 4 В(п). Ясно, что р (п, е) -> оо при л->оо.

Поэтому А л(е)^0 при п^>оо для всякого фиксированно-

го £>0.



Рассмотрим последовательность функции
и

ftp) fl ~)<иП(п)
V р/

р

Покажем, что функции Кп(и) и функции

, , , 1 ^ Р(Р)

могут сходиться лишь одновременно и притом к одной и
той же предельной функции в ее точках непрерывности.
Согласно лемме 4.2

где оценка о(1) равномерна по и. Так как

. I/O) Imax_ пр^г г

то в случае сходимости Кп(и) в точках непрерывности пре-
дельной функции также и функция

/гО)
Я3 (л)

f(p)<uB(n)

сходится и оба предела совпадают. Согласно определению
класса Н последняя функция отличается от LB(u) лишь ве-
личиной о(1), причем оценка равномерна относительно и.

Далее очевидно, что дисперсия случайной величины
(4.11) равна
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Заметим еще, что

Из всего сказанного и из теоремы Гнеденко следует на-
ше утверждение о сходимости законов распределения для
4.11 к предельному и их дисперсий к дисперсии предельно-
го закона.

Функция распределения

f{m)r-A[r) _ )Ч В ( п ) ^ Л /

лишь на величину о(1) отличается от функции распреде-
ления случайной величины (4.11). В силу равномерности
оценки (3.8)

при «^•оо для любого фиксированного s > 0 . Из лемм 4.1 и
4.5 следует доказываемая теорема.

Из нее следует
Теорема 4.2. Пусть f(m) — сильно аддитивная арифме-

тическая функция. Если В(п)->со и для всякого фиксирован-
ного е > О

в*(п) Zi Р (4.12)
!/(р) |>ЕД(П)

при п->оо (аналог условия Линдеберга), то

( 4 Л З )

Если f(m)eH, то для справедливости (4.13) условие (4.12)
является необходимым.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из выполнения условия Линде-
берга вытекает, что f(m)eH. В самом деле, из (4.12) сле-
дует существование такой положительной функции г (л),
что г ( я ) ^ 0 при и ^ о о и

В\п)

f(p)>z(.n)B(n)
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полагая, г = г(л) = л 5 ( л ) , имеем согласно (1.3):

В случае нор»мального предельного закона С?(х) в фор-
муле Колмогорова (4.9)

{ О при и < О,

1 при м > 0.

Поэтому условие (4.10) равносильно условию (4.12).

Сказанное в сочетании с теоремой 4.1 и дает теоре"
му 4.2.

Условию Линдеберга удовлетворяют, в частности, сильно
аддитивные функции / ( т ) , обладающие свойствами

В {п)~* со, max|/0»)|-o(if(«))
р«л > '

при и->оо.
Примеры. Из теоремы 4.1 или 4.2 и следствия леммы

4.1 имеем, что при и->оо

!

)

со (m) < In In n + х У In In и )-+G{x),
v J и (m) < In In n + x У Inln и |-*<? (x),

co1(m)-cc)2(w)<xy In In и
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К функции ^(/и)(см. конец § 3) эти теоремы непосред-
ственно не применимы, однако аналогичным путем можно
показать, что

— In to n+x У — In In л ]
W(m)<22

Nn { meE'}

при и->оо. Отсюда следует, что

~ In In п+х /Тп1пя

P
— 1 m o d 4

Заметим, что построенная недавно В. М. Золотаревым
аналогичная теории суммирования теория умножения не-
зависимых случайных величин позволяет получить аналоги
большинства теорем, доказываемых в настоящей работе,
для мультипликативных функций, принимающих как поло-
жительные, так и отрицательные и вообще комплексные
значения.

Возникает вопрос, какие законы вообще могут выступать
в качестве предельных в теореме 4.1. Ясно, что они при-
надлежат классу L, введенному А. Я. Хинчиным ([11],
стр. 155). Полный ответ на этот вопрос дает следующая
теорема Л. Кубика ([76]) о предельных законах для сумм
независимых случайных величин, принимающих лишь два
значения.

Лемма 4.6. Пусть £1( £2, . . . — последовательность не-
зависимых случайных величин, принимающих не более двух
значений. Класс предельных законов с конечными дисперсия-



MI, к которым могут стремиться законы распределения

сумм

ikHlk-A,, (4.14)

при соответствующем подборе постоянных А„, В„ и при

соблюдении условий:

Вп->оэ, maxPi -—• >

(Р — вероятность) при п~><х> и дисперсии сумм (4.14)

стремится к дисперсии предельного закона, совпадает с

/-Л

Фиг. 1

классом законов распределения К, для которых функция
К (и) в формуле Колмогорова (4.9) имеет вид (фиг. 1)

О, если и<А,

•х.(\--~\, если А<0,

1,

- + 1-Х, если С>0,

если и > С,

(4.15)
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где А, С, х, X — постоянные, х^О, Х^О, х + Х<1, А <О,

Характеристическая функция закона, определяемого
функцией К (и), равна

exp j - l
где

( о
., , 1 Г е'"-\

О, если А=0,

с

если А < О,

если С > 0 ,

О, если С=О.

Теорема 4.3. Класс предельных законов с дисперсией 1,

к которым могут стремиться законы распределения

для сильно аддитивных функций f(m)eH, совпадает с клас-
сом законов, для которых функция Колмогорова К (и) опре-
деляется формулой (4.15).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из доказательства теоремы 4.1 и
леммы 4.6 следует, что предельный закон с дисперсией 1
для (4.16), если он существует, должен принадлежать
классу К. Нам остается показать, что для каждого закона
из К можно найти сильно аддитивную функцию f (т)еН
такую, чтобы закон распределения (4.16) стремился к этому
закону.

Разобьем все простые числа на три не пересекающихся
класса Qo, Qlt Q2 так, чтобы число простых чисел р<.п,
peQlt было асимптотически равно

2у.п
а In л In In л

(4.17)

90



если АхфО, а число простых чисел р^.п, peQ^, было
асимптотически равно

СНппЫЫп ' ( '

если СХ/0. Если же Ах = 0 или СХ = О, то положим
Qi= 0 > Qi = 0 соответственно.

Из асимптотического закона простых чисел имеем, что
число простых чисел р^п, peQ0, асимптотически равно

-Л". (4 Л 9)
In я

Определим сильно аддитивную функцию f(m), положив

f(p) =

]/2(1+xsgn^-XsgnC)lnln/i, если peQ0,

A In Inp, если peQlt

С In In p, если peQ2.

Из (4.19), (4.17), (4.18) суммированием по частям получим,

что
£ / ^ - = ( l + X S g n ^ - X s g n C ) ( l n l n « ) 2 ( l + o ( l ) ) , (4.20)

)̂Г J-lEL = — xsgn А (1п1пл)2П +o (l)j, (4.21)

V /"(/>) =xsgnC(lnln«) 2 (l+o(l)). (4.22)
^ P

p£Q,

Таким образом,

откуда следует, что f(m)eH.
Подсчитаем теперь

f(p)<uB{n)
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где
А -.( И )_._1_ у Ш_ (/ = 0 1 2)
лл7 w - 5 а („) Z J р ^ и ' ' • z>-

/ОХ и В (л)

Из (4.20) следует, что

11 +xsgn Л-Asgn С+о(1), если и>0,

"° \о(1), если м<0.

Из (4.21) имеем, что

при м>0; если же Л<0, Л<и<и, то

2 я̂1 (и) = -——

exp exp (-7 В (•'•')) •

( \ 2

In In exp exp (-^-5 (и)) J +o(l) =

наконец, при и^ А

Аналогично из (4.22) выводим, что

О при и ^ О,

-Д~ + ° 0 ) при 0 < м < С , С > 0 ,

AsgnC+o(l) при w>C.

Все эти расчеты показывают, что К „{и) стремится к
функции К (и), указанной в формуле (4.15). Применение
теоремы 4.1 завершает доказательство.

Класс предельных законов К совпадает также с классом
законов для функций распределения

А~т)ш~ <х\'
где f(m) — любая сильно аддитивная арифметическая функ-
ция с условием i?(n)->oo, не обязательно принадлежащая к
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классу Н, а г = г(п) удовлетворяет условиям г(п)~>оо,
In г (п) = о (In n). Это не позволяет судить непосредственно о
предельных законах для самих функций /(/и), так как пре-
дельные законы для „урезанных" функций f(m)r и самих
функций f(rn) не всегда совпадают, даже если оба суще-
ствуют одновременно, как это видно хотя бы из примера
аддитивной функции In m, или сильно аддитивной функции

In* m= ^ In p.

Как показывают прямые подсчеты и известные оценки из
теории простых чисел для этих функций

А (п) ~ In n, В(п)~—г=г\пп,

Очевидно, что обе функции не принадлежат к классу Н
Рассуждая точно так же, как и при доказательстве теоре-
мы 4.1, нетрудно показать, что для любой функции г(п),
удовлетворяющей условиям r(n)->oo, In г (п) = о (In ri),

<

стремятся к предельному закону, логарифм характеристиче-
ской функции которого вычисляется по формуле (4.9) с

0 при м<0,
1 —

К(и)= g-"
2
 при 0 < м ^ у 2 ,

1 при и > 1/ 2.

С другой стороны,

I I?L!?.ZJ n " I ) In*то—In» I
v" ] , < x \ \ ~ < x

у -yYln" > \ "W" "
стремятся к 0 при х < 0 и к 1 при х > 0. Легко доказыва-
ется, что никакая нормировка в случае функций In m и In* m
не может привести к предельному собственному закону
распределения.
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Можно показать, что для функций класса Н

In В (п) = о (In In п).

В самом деле, пусть функция В (я) удовлетворяет усло-

виям

при и->оо,

где г (и) — неубывающая функция,

Пусть г > 0 — любое положительное число. Не ограничивая

общности рассуждений, можно положить, что£<-ттг-. Най-

дется такое число no = no(z) > 100, что для всех

г(и)<и«, В(п)<В (г(и

и
In £ (й0) < £ In In И

при и ̂  «! (е) ^ п0. Введем обозначения

/ = 2 , 3, . . . .

Для всякого и подберем число к = к(п) такое, чтобы

гк-1(п)>по>гк(п).

Тогда имеем:

в{Г1(п))<в(г2(п))(1+г),

откуда следует неравенство

В(п)<В (гк (и)) (1 +z)k<B (щ) (1 + £)*.
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С другой стороны, '

г(п)<пг,

г2 (л) < г\ (п),

гк-Лп)<гг

к_2(п).
Отсюда

1)<П*к-\ И0<71«* \

1пл„ ' ]
In —

Таким образом,

B(n)<B(no)(l+z)lnla",

In In л In In л v '

Ввиду произвольности е

In В (и) п

In In п

при П-УОО.

Для доказательства теоремы 4.1 мы пользовались пре-
дельной теоремой для сумм независимых случайных вели-
чин, которая, как известно, доказывается с помощью
характеристических функций. Можно, однако, как уже от-
мечалось в § 2, и непосредственно применить метод харак-
теристических функций. Наметим коротко ход доказа-
тельства.

Лемма 4.7. Для любого вещественного х

где | 0 | < 1 .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемму докажем лишь для х^0.

Для х < 0 доказательство аналогично. Заметим, что

X

I eiudu= j (eix-
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отсюда

ёх-\

X

; / du = x,

что доказывает лемму для к = 0. Предположим, что она
верна для к = т^-0. Тогда

и в силу предположения

1-0 / - 0

J-Ц- / umdu =

По принципу математической индукции лемма справедлива
для всех А: = 0, 1, 2, . . .

Пусть сильно аддитивная функция f(m)eH, r = r(n) —
соответствующая функция. Характеристическая функция
<р„(/) закона

В(п)
равна

Выражения

(4.23)

U
В{п) В (г)

для всех т^п, за исключением лишь о (и) чисел, отлича-

ются друг от друга на величину о(1). Следовательно,
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Применение лемм 1.2 и 1.6 аналогично § 2 приводит нас к
соотношению

» (О = Ф»
где

Имеем, что ф„(0) = 1. Для достаточно больших n>no(t)
функция ф„(г)/О. Логарифмируя обе части, получаем:

Согласно леммам 4.3, 4.7

.. АР)
1

1-е д ( '

Это приводит к равенству

00

J _ itu) JL dKn (и) + о (1),

где оценка о(1) равномерна при |f' < Г и

f(p)<uB(r)

Остается применить предельные теоремы для характеристи-
ческих функций безгранично делимых законов.
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Таким путем можно получить асимптотические формулы
для тригонометрических сумм вида (4.23). Так, например,

V In inn I

Помимо изложенных выше методов доказательства ин-
тегральных предельных теорем для арифметических функ-
ций, могут быть использованы и другие методы, употреб-
ляемые в теории вероятностей для аналогичных задач.
Из них мы упомянем метод моментов, который до сих
пор применялся лишь в случае нормального предельного
распределения. Он состоит в следующем.

Пусть

00

/

л

хк dFn (x) = л Ж ( л ) £ (f(m) ~ Л (и))* (к = 1, 2, . . . ) .

Если при п->оо и любом фиксированном fc момент ^ik(ri)
стремится к

0 0 1I Г ~Г"*' [0 при к нечётном,

У 2л J \(fc-l)!l при /с чётном,
— то

то тогда, как известно, Fn(x) стремится к нормальной
функции распределения G(x). Разумеется, для функций
класса Н вместо функций f\m) можно рассматривать „уре-
занные" ф у н к ц и и / ( т ) .

Этот метод впервые применялся Г. Делянжем [45] к
функции ы(т). Г- Хальберстаму и Г. Делянжу [67, 68, 46,
52] затем удалось распространить метод моментов на более
широкий класс аддитивных арифметических функций. Наи-
более общий результат принадлежит Э. Вилкасу [10], дока-
завшему теорему 4.2 методом моментов.
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Заметим еще, что развиваемый в этой книжке метод
позволяет рассматривать не только аддитивные арифмети-
ческие функции f(rn) класса Н, Для которых ряд

Z P (р)
Р

р

расходится, но и класс функций, для которых этот ряд
СХОДИТСЯ. -

Покажем, что в этом случае закон распределения

всегда сходится к предельному. В самом деле, из результа-
тов § 3 имеем, что

при гс->оо., если г = г(п)<п, где г (п) стремится к бесконеч-
ности сколь угодно медленно. В силу леммы 4.1 заклю-
чаем, что предельные законы для

существуют лишь одновременно и в случае существования
совпадают. Далее, согласно § 2,

1 £ 1Р-А{г)<х

где Р {...} означает вероятность события, указанного в
скобках, а Ер — независимые случайные величины, прини-
мающие значения /(/7а)(а = 0, 1, . . . , ур) с вероятностями
п(р") соответственно. Характеристическая функция фг(/)
закона

равна

р а=0
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Так как

/ 2 (р) В+
1 + + ,

то фг(О стремится к пределу равномерно в каждом конеч-
ном интервале значений t, \t\^T, Следовательно, предель-
ный закон для

•*Af(m)-A(n)<x\

существует и его характеристическая функция равна

е р

Если помимо сходимости ряда

р

сходится и ряд

L ~г->р

то в силу леммы 4.1 закон -^

4n{f(m)<x}
сходится к предельному с характеристической функцией

Из известной теоремы Б. Йессена и А. Винтнера ([65], стр.
28) следует, что в этих случаях предельный закон является
или дискретным, или сингулярным, или абсолютно непре^
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рывным. Из теоремы П. Леви ([65], стр. 28) имеем что он
является дискретным, если ряд

У -
р

/00*0

сходится, и непрерывным, если этот ряд расходится. Даль-
нейшее развитие изложенного здесь метода приводит к до-
вольно простому доказательству упомянутой на стр. 15
теоремы П. Эрдёша и А. Винтнера [64],

В заключение приведем без доказательства две инте-
гральные теоремы о распределении суперпозиции аддитивной
арифметической функции и полинома с целыми коэффи-
циентами [5,33].

Теорема 4.4. В обозначениях теоремы 3.3 и при усло-
вии BR{n)->co, max\f(p)\=o[BR(n))

pin • '

f(<R(m))-AR{n)

при и->оо.

Теорема 4.5. В условиях теоремы 4.4 число простых чи-
сел р^п, удовлетворяющих неравенству

f(R(p))-AR(n)<xBR(n),

равно

при и->оо.
Р а в н о м е р н о е р а с п р е д е л е н и е mod 1. Метод ха-

рактеристических функций позволит нам доказать следую-
щую теорему, доказанную впервые П. Эрдёшом [57] другим
методом, об асимптотически равномерном распределении
дробных долей некоторого класса функций.

Для её доказательства нам потребуется известная теоре-
ма Г. Вейля [95, 41], утверждающая, что последователь-
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ность h{m) асимптотически равномерно распределена mod 1,
если

при и-)-оо для всех к = \, 2, . . .
Теорема 4.6. Пусть f {т) — вещественная сильно адди-

тивная арифметическая функция, удовлетворяющая усло-
виям

В{п)->со при и->-оо, f(p)^-0 при р-^оо. (4.24)

Тогда функция f(m) асимптотически равномерно распреде-

лена по модулю 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме Вейля нам до-

статочно показать, что для всякого вещественного /^=0

1 £ е'«/(т)^о (4.25)

при и->-оо. Мы можем ограничиться рассмотрением суммы
it

Действительно, если мы покажем, что 5,,->-0 при и->-оо для
любой функции f(m), удовлетворяющей условиям (4.24), то
отсюда будет следовать и соотношение (4.25), так как
сильно аддитивная функция tt(m) для всякого f # 0 также
удовлетворяет условиям (4.24).

Пусть ф(и)(и^1) — строго монотонная функция, стре-
мящаяся к оо при м-)-оо достаточно медленно. Обозначим
через г = г(п) решение уравнения

п = гф (г).
Имеем:

у <р ^ '?
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Но
max | f(p)' In ф (r)^0

при r->-oo, если <b(r) достаточно медленно растущая функ-
ция. Отсюда следует, что для всех т^п, за исключением
о (и) чисел, f{m) и f{m)r отличаются лишь на величину по-
рядка о{\). Следовательно,

Пусть теперь Fn (x) — функция распределения суммы
независимых случайных, величин

где ср принимает значения /(р) и 0 с вероятностями 1/р и
1 - 1/р соответственно. Согласно результатам § 2

где оценка равномерна по х. Поэтому

5„= / elxdvn{f(m)r<x}+p(l)= I e"</Fn

В силу независимости 4р отсюда получаем, что

Далее,

Так как f(p)^-0 при р^-ао, то при достаточно большом я„

с <• ' 1 | , , ,. .

« \ 1 1 1 34" _ I (
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где c3i — положительное постоянное, не зависящее от п.
Однако £(«)-> со при н^-со. Следовательно, 5„ = о(1), что
и требовалось доказать.

Условия (4.24), очевидно, можно ослабить, заменив сле-
дующими :

} 0 при , - ю о , 2

где {х} означает дробную часть х.

Л о к а л ь н ы е т е о р е м ы . Методы, развиваемые в этой
книге, позволяют доказывать и локальные предельные тео-
ремы для некоторого класса аддитивных арифметических
функций.

Теорема 4.7. Пусть f{m) — аддитивная арифметическая
функция, принимающая лишь целые значения и удовлетво-
ряющая условию f(p) = O для всех простых р. Тогда для
любого целого к

5 In In л

равномерно по к, где ~кк=\[тч„{{{т) = к} можно опреде-

лить из соотношения

р \ ос—2 /

причем ряд и произведение сходятся для всех веществен-
ных t.

Доказательство. Положим г = ехр (с35 гт~~). F^e

\ In ш п I

c 3 5 = m i n ( l , c 9 , сзо\. Рассмотрим характеристическую функ-

цию

закона распределения vn{f(m)<x}, где f — вещественное
число.
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При т < и имеем, что

/V9

Из этого тождества и условия Др) = 0 следует, что при
т<п функция t(m) может отличаться от функции / (т)г

лишь для т , делящихся на хотя бы один квадрат простых
чисел р > г или на степень р*> г простых чисел р ^ г. Число
таких т ^ я не превосходит

p>r p^r p^r \ p^r

— In In r= — ( 1 + / — ) = — In
\ р<,г I

согласно (1.3).
Поэтому ошибка, которую мы совершим заменив в сум-

ме <pn(f) функцию f(m) через / ( т ) , , равна В In In r\r, и мы
имеем:

Здесь и в дальнейшем оценки равномерны по t.
Рассуждая так же, как и при доказательстве теоремы

4.6, мы получаем, что сумма в правой части последнего

равенства лишь на величину Бехр( —cM-—-\, c3e = min(ce, c30),

отличается от произведения характеристических функций
случайных величин ^Р(р^г), где \р принимает значения

/(р") с вероятностями тс(ра) (а = 0, 1, . . . , ур). Следова-
тельно,
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Для сокращения записи обозначим

\ а-2

Так как

И

Ф,( 0 -

причем оценка равномерна по pat, то
В _

In л

где п (г) - число простых чисел, не превосходящих г.
Согласно (1.1) находим:

В \ . В
= е х Р ( Е ) 1

Таким образом,

Распространим последнее произведение на все р. Из оценки

р> г р>г р>г

следует, что

? л (0 = 1~~[ ФР (0 +-гт" • (4-27)

С другой стороны,
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Отсюда

-к/
и

или в силу (4.27)
2т

Таким образом,

lim vn |

существует и

vn {/(^)

и
предел

f(m) = k \ =

In г kI n г k i n n

Из сказанного имеем также, что справедливо (4.26).

Частный случай теоремы 4.5 для функции О.(т)—ы{т)

был получен А. Реньи [84, 73]. В этом случае

-со(/>а) = а - 1 ( а = 1 , 2, . . . )

Выведем для чисел Ад. в этом случае асимптотические
формулы. Перенумеруем все простые числа в порядке их
возрастания: рг = 2, р2 = 3, р3 = 5, ... Функция

является мероморфной с простыми полюсами в точках z=p.
Вычет относительно полюса р;

Следовательно, H{z) можно представить в виде
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где

к-0

и радиус сходимости этого ряда равен р1+1. Согласно тео-
реме Коши—Адамара

_
lim У\Ък\~ р

Аг-юо T i

ИЛИ

\Ьк\< к~~ >
P

где £ > 0 —любое число, при k>ko(z). При | z [ < 2

откуда

или

где величина 5 ограничена константой, зависящей только от е.
В частности,

4 ^
р>2

Значения "кк можно подсчитать непосредственно из (4.28):

1
р{р

р
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П О ~ р) V +
 Р )• (

V ' Р Р 1

\у _J +y
р Р<4

Хо означает асимптотическую плотность бесквадратных чи-
сел; X,-асимптотическую плотность чисел вида рЧ, где
/—бесквадратное число, взаимно простое с о.

Метод доказательства теоремы 4.7 не применим к лю-
бым аддитивным функциям f(m), принимающим целые зна-
чения, однако её можно обобщить на функции с условием.
что f(p) ф 0 для сравнительно небольшого количества р.
Имеет место

Теорема 4.8. Если аддитивная арифметическая функция
f(m) принимает лишь целые значения, f(p) = 0 для всех
простых р, за исключением множества простых чисел Q,
удовлетворяющего условию

7
peg

то для любого целого к существует предел

Urn vj/(m)=/c \ = lk,

где ЛЛ можно определить из соотношения

причем ряд и произведение сходятся для всех веществен-
ных t.

Эту теорему можно распространить на функции, прини-
мающие значения из любой арифметической прогрессии.



то „коэффициент корреляции" функций f,(m + aj), fi(m + a,)
(j^l) на отрезке натурального ряда {1, . . . , п} согласно
лемме 4.4 равен

00 д, ао со

— 00 — 00

f °° / °° \2? I ^ / °° \ 2i
J /xW^W-f / xdFn;(x) 1 Г | / xadF,,/(x)-7 f xdFn,(x)\
I—CO ^ —ОС / l l — oc > — X ' '

I m = l

=

21-4

o(Bj(,i)

1+0

±
(1))

так что функции /} (т + ау) ( / = 1 , . . . , 5) попарно асимпто-
тически некоррелированны в известном смысле. Как видно
из доказательства леммы 4.4, это утверждение является
следствием того, что числа w + a7 и m + at (/VI могут де-
литься одновременно лишь на те простые числа, которые
входят в aj—ah Оказывается, однако, что мы можем ут-
верждать и несколько больше; если существуют асимпто-
тические законы Ft (x) для

В, (и)
<Х

I

то тогда существует асимптотический закон и для (5.1) и
равен свертке Fx(x) * . . .* Fs(x). Мы можем, таким образом,
говорить об асимптотической независимости функций^ (т + а,)

С/=1, . . . . *)•
Изучение сумм аддитивных функций со „сдвинутыми"

аргументами будет также опираться на их теоретико-веро-
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ятностную интерпретацию. Мы будем пользоваться следую-
щим полем вероятностей.

Пусть / х(т), ..., fs(m) — любые вещественные сильно
аддитивные арифметические функции; и0 — фиксированное
число, ббльшее s и простых делителей чисел a,- — at{j, 1 =
= 1, . . . , s; )Ф1)\ r = r(n)~ функция, удовлетворяющая
условиям г^п0, 1пг^с13\пп, где с13 — достаточно малая по-
стоянная. Через q будем обозначать простые числа, подчи-
ненные условиям по^д^г. Пусть £ = { 1 , . . . , « } ; {Sj, . . . ,
S j } - упорядоченная система чисел, которые либо все рав-
ны 0, либо одно равно 1, а все остальные 0. Для любого
q и любой возможной системы чисел { 81 ; . . ., Ss} обозна-
чим через Eq(b1, ..., Ss) множество чисел, состоящее из
тех т^п, для которых S(J(т + aj) = 8,- ( / = 1 , . . . , s). Наи-
меньшая алгебра множеств $-, содержащая все E9(8lt . . . , Sj),
совместно с функцией множества чп{теА\ образует конеч-
ное поле вероятностей, относительно которого функции

являются случайными величинами.
Заметим, что сумма

по всем {Sj, . . . , 8S} равна Е и для двух различных си-
стем чисел {§!, . . . , 8̂ .} и {8'i, . . . , 81} множества
ЕЧ(Ь'\, . . .,8',,) и ^ ( S I , . . . , S'O не пересекаются. Поэтому лю-
бое множество алгебры 5 можно представить как сумму
множеств вида

q

где пересечение берется по всем q и

причем, очевидно, числа kj попарно взаимно просты.
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5. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ ДЛЯ СУММ

АДДИТИВНЫХ ФУНКЦИЙ

Линейная комбинация аддитивных арифметических функ-
ций /^(w). . . . , fs(m) обладает, очевидно, свойством адди-
тивности. Поэтому предельное поведение функции распреде-
ления её значений на множестве {1, ..., п) при «->оо и
при выполнении соответствующих условий можно изучать
путем непосредственного обобщения соображений, изложен-
ных в § 4. Больший интерес представляет рассмотрение
линейной комбинации аддитивных функций со „сдвинуты-
ми" аргументами ^(т + а^, . . . , fs(m + as), где alt . . . , а,
различные между собой целые неотрицательные числа. Если
функции / х (m), . . ., fg{m) не равны тождественно нулю,
то при s ^ 1 такая линейная комбинация не является адди-
тивной арифметической функцией. Однако методы § § 1 - 4
пригодны для изучения асимптотического распределения её
значений.

Мы будем заниматься законами распределения

v « j BAn) + • • • + те <x\' ( 5 Л )

где /i(w), . . ., f's(m) — сильно аддитивные функции из клас-

са Н. Требование сильной аддитивности при тех же усло-

виях, как и в § 4, не нарушает общности. Предварительно

сделаем следующие замечания. Если

Fni (х) = v,, {fj {m + a)<x},

Fji (*i хг) = у\f-(Fnji (*i> хг) = ул\f-(т + aj) <xv f {m + at) < х2 j ,
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Подсчитаем частоту vn для множества

где сумма берется по некоторым возможным системам
{/cj, . . . , ks}. Так как любые два множества А(к1г ..., ks)
не имеют общих элементов, то

1, . . . , k s ) \ .

Здесь и в дальнейшем штрих имеет прежнее значение. Если

кх ,. , к,<У п , то согласно лемме 1.6

где

й = е х р ( - с з в {^7). c30 = min(ce, с30).

Согласно лемме 1.2

^ v n U Л ^ , . . . , ks)\

причем оценка равномерна по
Таким образом,

v » { m ^ } = ^ ' Г Ь « ^ 1 •••ks)-(\+BR) + BR.

кг... ks<V" ч

Из леммы 1.6 следует, что

представляет собою асимптотическую плотность множества
целых положительных чис^л т, удовлетворяющих условиям
8„(т + а1) = 89(/с1), . . . , 8q(m + as) = 8q(ks) для всех д. Таким
образом, сумма

I ГК (*i • • • *.)
k1...kf>\/~k 1

8. J. Kubilius ИЗ



равна асимптотической плотности множества целых поло-
жительных чисел т, удовлетворяющих условиям §q(m + a1) =
= 8д(к1). .. ., 8q(m+as) = bQ(ks) для всех q и хотя бы одной
системы { ки ..., kg } с кг ... ks ^ ]/ п . Согласно лемме
1.2 эта плотность равна BR. Из всего сказанного заключа-
ем, что

=Yi' \\-пЛ^ ••• k s ) + B R ,

всем возможным

где опенка BR равномерна по всем
Легко убедиться, что сумма по

кг, ..., ks

равна

Введем теперь для всех множеств А системы Q- другую
вероятностную меру

^ 1\гы{кг . . . к , ) ,

если

А = U A (klt ..., ks).

Тогда равномерно по всем Ае^

vn{meA}-P(A) = BR.

Определим относительно меры Р случайные величины
\q = \q(m), полагая, что

Случайная величина Е. принимает значения

0 с вероятностью 1 — — ,

//(?) (/ = 1> ..., s) с вероятностями
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При этом, как легко сообразить, совместное распределение
случайных величин %q равно произведению по q одномерных
распределений случайных величин %q. Распределение отно-
сительно меры vN случайной величины

лишь на величину BR отличается от распределения отно-
сительно Р суммы независимых случайных величин

Заметим еще, что дисперсия закона (5.1) для функций
fj(m)eH равна

" S \2

V У f,{m+jij) \ _
А А ) ' I

1 У I У
'п Ах \Ах

\
т=\ /=•!

Bj(n)' I
/

= 1 в-
j 11j , 1=1

(5.2)

согласно лемме 4.4.
Теорема 5.1. Пусть f\ (m), ..., fs(m) —сильно аддитив-

ные арифметические функции из класса Н\ щ, ..., as —
различные между собою фиксированные целые неотрица-
тельные числа. Для того чтобы закон распределения (5.1)
сходился при п^-оо к предельному с дисперсией s, необхо-
димо и достаточно, чтобы существовала неубывающая функ-
ция К (и) с вариацией s такая, что при я->со во всех её
точках непрерывности

V
Ах
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Логарифм характеристической функции предельного за-
кона определяется формулой (4.9).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения класса Н сле-
дует существование функций ^ = г,(л) (j=\ s) таких,
что Bj^lBjin)-*! и 1пг,/1пи->0 при п-±оо. Положим

r = r(n)= max/-, (и).

Тогда, очевидно,

при и->оо.
Пусть и0 и # имеют введенные выше значения,

J-X

Из приведенной выше теоретико-вероятностной интерпрета-
ции следует, что равномерно по х

где E,nq — независимые случайные величины, причем \щ при
нимает значения

О с вероятностью 1 ,

1,\ (/ = 1, . . . , s) с вероятностью — .
о:(П) q

Пусть М\щ — среднее значение случайной величины Е,„я.
Из леммы 4.2 вытекает, что

q q \l-X I

=BlA, 1^=0(1). (5.3)
1-Х ' 9
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Как и в доказательстве теоремы 4.1, легко убеждаемся,
что величины \щ — M^nq равномерно предельно пренебрегаемы.

Положим

Тогда на основании (5.3) равномерно по и

/ - 1 Q

где штрих указывает, что сумма берется по тем д, для
которых

В силу того же соотношения (5.3) заключаем, что Кп(и) и

могут сходиться лишь к одной и той же предельной функ-
ции в её точках непрерывности и при этом лишь одновре-
менно. Положим далее

J

и оценим Gn(u)—Ln(u). Имеем в силу (5.3)

j—l \ я я I
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равномерно по и. Отсюда, во-первых, следует опять, что
Кп(и) и L,,{u) могут сходиться и притом только одновре-
менно лишь к одной и той же предельной функции во
всех её точках непрерывности. Во-вторых,

П = £,,( оо)

Из леммы 4.6 заключаем, что условия теоремы необходимы
и достаточны для сходимости закона распределения суммы

к предельному и его дисперсии к дисперсии предельного
закона 5.

Дисперсия закона ч„{h(т)< х} равна s + о(1) согласно
(5.2). Дисперсия же закона ч„{h (т),. < х } равна

Л/=1

m=l q

Согласно лемме 4.4 это выражение равно

Наконец, из леммы 3.1 выводим, что
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4 '

= *" 2 Bf^

при и-^-оо. Применение леммы 4.1 заканчивает доказатель.
ство теоремы.

Из теорем 4.1 и 5.1 видно, что для сильно аддитивных
функций fi(m) (./=1, . . . , s), принадлежащих к классу //.
из сходимости законов

Aj (п) \ , . ,

к предельным законам с дисперсиями 1 и характеристичес-
кими функциями <р,(г) соответственно следует сходимость
закона (5.1) к предельному, характеристическая функция
которого равна <рх(Л . , , <ps(t)

Далее, из теоремы 5.1 следует, в частности, что для
любого фиксированного целого положительного а и для
любой сильно аддитивной функции > {т)еН необходимым и
достаточным условием сходимости закона

к предельному с дисперсией 2 является существование не-
убывающей функции К (и) с вариацией 2 такой, что во
всех её точках непрерывности

f(p)<uB(n) —fXp)<uB(ni

Логарифм предельного закона вычисляется по формуле (4.9).
При этом если

Дт)-А(п)
В (л)
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стремится к предельному закону с характеристической
функцией <р (0, то (5.4) тоже стремится к предельному за-
кону, причем его характеристическая функция равна ! <р (t) |2.

Легко видеть, что если f(m)eH и / ( р ) > 0 для всех р
или если f(p)<: 0 для всех р, то законы

J(m)-/(m + a)

Ч
Ч

У 2 В (л)

<х

<х

В (л)

могут сходиться лишь одновременно к предельным законам
с дисперсией 1.

Отметим частный случай теоремы 5.1.
Теорема 5.2. Пусть, а-^ as — различные между собой

целые неотрицательные числа; [^(т), . . . , fs(m)— сильно ад-
дитивные вещественные арифметические функции. Если для
любого г > О

1 ff(P)

\//(p')\>zB/(n)

при п~>сс, то

при и->оо.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема следует из теоремы 5.1

точно так же, как теорема 4.2 из теоремы 4.1.
Заметим, что условие ограниченности чисел а, в теоре-

мах 5.1, 5.2 не являются существенными. Лемма 1.7 позво-
ляет заменить его менее ограничительным, однако мы не
будем на этом останавливаться.

П р и м е р ы . Для фиксированного целого положитель-
ного а при и-^-оо
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Теорема 5.3. Пусть аг as — различные между собой
фиксированные целые неотрицательные числа; fx (т), . . .,

fs(m) — вещественные сильно аддитивные арифметические
функции, удовлетворяющие условиям: fr(p)->0 (y = l, . . . , s)
при /7-*-оо и хотя бы для одного / ( 1 < _ / < S ) £,(«)->со
и->оо. Гогйа последовательность

= l, 2,

равномерно распределена по модулю 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о вполне аналогично доказательству

теоремы 4.6, поэтому мы ограничимся лишь изложением его
основных этапов.

Обозначим через г = г(и) решение уравнения

где ф(м), и ^ 1, — монотонно неограниченно возрастающая
функция, такая что

ф(м) max max
1=1,...,! Р>И

>0

при и-)-со. Тогда

1 Я - 1

exp +0(1).
m-l
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Пусть п0-введенное в начале этого параграфа число Из
лемм 1.2 и 1.6 аналогично, как и в доказательстве теоремы
4.6, получаем, что

где /-некоторая постоянная, S/J^l. Далее,

Но f(p) ~>0 при р~>со, следовательно, при достаточно боль-
шом «!

\ 1 л \

где с — положительное постоянное. Из условий теоремы сле-
дует, что S,, = o ( l l Применение теоремы Вейля завершает
доказательстве теоремы.

Теорема 5.4, Пусть а — фиксированное целое положитель-
ное число, f\{ni) и fz(m) — аддитивные арифметические функ-
ции, принимающие лишь целочисленные значения, причем
/ 1 ( j 0 )=/ 2 ( j o) = 0 для всех простых р. Тогда для любого це-
лого к

\ г I \ II , \ I I -, В\п\пп
V > f (щ) — / г I m 4 - /ll = ft- V = Ti. -I

где \к определяется из соотношения

р\а

V i '<fi(p Р ) ^ Г 1 ' —H/i(pa) 1 ., /г с\

+ е / — е | х 1<э.о)
^ Li p* I
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причем ряд и произведение сходятся абсолютно.
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы аналогично доказатель-

ству теоремы 4.7, поэтому мы дадим лишь его набросок.
Рассмотрим сумму

т я \ / п 4*Д

1)1=1

п

= I V е"(Ашг-/,(»,+„),} л , п 1 п

Л; -^—1 г '
/К — 1

где г = ехр[с37 •.-""-), c37 = min(l, c9, с32). Построим теперь

соответствующее поле вероятностей. Пусть £"={1, . . . , «} ;
Е„(а., (3) (/?<>•; а = 0, 1, . . . , уР; Р = 0 , 1 ур)-множе-
ство целых положительных чисел т^п, удовлетворяющих
условиям p/,(wj) = a, pp(wj + a) = p (это множество может быть
и пустым). Обозначим через 5 наименьшую алгебру мно-
жеств, содержащую все £„(а, ,8), и введем для всех Ае^
меру ч„{теА} и другую вероятностную меру Р(А), потре-
бовав, чтобы значение Р для всех £р(а, (3) (/?^г, а < у р ,
р ^ YP) было равно асимптотической плотности целых поло-
жительных чисел т, удовлетворяющих условиям pp(w) = a,
РР (m + a) = р. Используя леммы 1.2, 1.7, как и в § 2, можно по-
казать, что функция распределения vn{fi{m)r-f2(m

лишь на величину В ехр ( — с3 8 —— j (оценка равномер-

на по х), c3 8 = min(c9, c32), отличается от функции рас-

пределения суммы независимых случайных величин \р (р < г),

где 5„ определяется следующим образом. Если pjfa, то ?р

принимает значения

О с вероятностью 1 ,

( а = 1 , . . . , ур) с вероятностями тс(ра),

( « = 1 . . . . , Y?) с вероятностями тс(Jc"a);
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если р|а, то \р принимает значения f1(pa)-f2(pa) (» = 0,

1, . . . . а, (я)) и / 1 ( / > ^ а ) ) - Л ( / ' а ) ( « = а Р И + 1 ъ) c ве-
роятностями тс (ра).

Отсюда легко выводится, что <р„(г) лишь на величину
В/lnn (оценка равномерна по t) отличается от произведения,
стоящего в правой части (5.5). Остальное доказательство
вполне аналогично доказательству теоремы 4.7,

Теорема 5.5. Пусть а - фиксированное целое положитель-
ное число, i\ (m) и / 2 (т) - аддитивные арифметические
функции, принимающие лишь целые значения, причем f1(p) =
= /2 (/?) = () для всех простых р, за исключением множества
простых чисел Q, удовлетворяющего условию

У-<оо.
peQ

Тогда для мобого целого к существует предел

lim v n \A(m)- f 2 (

где \к определяется из соотношения

а=2

причем ряд и произведение сходятся абсолютно.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоре-
мы 5.4.

Из теоремы 5.4 имеем, в частности, что для всякой це-
лочисленной аддитивной функции f(m), подчиненной усло-
вию f(p) = O для всех простых р, и для любого целого к
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где \к можно определить из соотношения

Так в случае функции
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6. ОЦЕНКА ОСТАТОЧНОГО ЧЛЕНА В ИНТЕГРАЛЬНЫХ
АСИМПТОТИЧЕСКИХ ЗАКОНАХ

Займемся теперь оценкой быстроты сходимости к пре-
дельному закону интегральных законов распределения „нор-
мированных" функций на множестве {1, . . ., п] при п^-со.
Мы ограничимся лишь :лучаем нормального предельного
закона и, для простоты, довольно узким классом функций,

Теорема 6.1. Пусть fx(m), ..., fs(m) — вещественные силь-

но аддитивные функции такие, что

В; (п) -»• оо при п -*- оо;

-_-.---• m a x [//(р) ! < [ л „ ( j = l , . . . , s ) ,

где \х„ не возрастает и стремится к 0 при и-*-оо; аъ

..., а,—фиксированные различные между собой целые неот-
рицательные числа. Тогда при п>п1 для всех х (/ц не .зави-
сит, от х)

равномерно относительно п>пЛ и х.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п>пг, где ^ — достаточно

большое. Положим
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Очевидно, что In г (п) — о (In if\ при я ч о о . Кроме того,

s- fHp)

ВД = 2, -j- = ^ I") и«1п 1п "'•
отсюда

j « , (6.1)

следовательно, г(и)->оо при п->со. Далее,

= &в;2 (и) [i.;2, in in — (/ = l, ..., s). (6.2)

Как в § 5, через q будем обозначать простые числа,

подчиненные условию no^q<,r, где п0 больше s и всех

простых делителей а. — ак (/, к = \, . . . , s) ]фк). Пусть,

далее,

./-1 4

Используя леммы 1.2, 1.6 и повторяя рассуждения, приве-

денные в доказательстве теоремы 5.1, найдем, что функция

распределения

vn{h,,(m)r<x}

лишь на величину B\il: (оценка равномерна по х) отлича-

ется от функции распределения F,,(x), где F,,(х) — свертка

функций распределения случайных величин inil, принимаю-

щих значения:

О с вероятностью 1 ,

-4ут с вероятрюстью — ( / = 1 , . . . , s).

Среднее значение случайной величины ^Г \ щ равно

я
s

j г fj(Ф
q Zl Bj(n)Г'

l

Zi q
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её дисперсия согласно (6.2)

I q Z J В?(Л)
ш
В,-(л)

7 = 1 У

= s + В\х.'п In In — ,

а сумма третьих абсолютных центральных моментов случай-
ных величин \nq

\ 9 / j q Lx В,• (лq Lx В,• (л)
7 - 1

9 Z J
fi (q) _ 1 V"

~B~Jn) ~ ~q~ lx Yk{n)

На основании этих соображений к Fn(x) можно применить
известные результаты А. Берри и К. Г. Эссена ([38], [65]),
что дает

" ZJ ZJ ?В,(л) /
7=1 .;

причем оценка равномерна относительно х. Следовательно,
равномерно по п и х

vk - У У

(6-3)
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Наша цель теперь — заменить в последнем соотношении

h (m)r на h {in), Dn на 5 и
S

V V JiSsL_
ZJ ZJ qBj(n)

на

& Bj{n) '

y=i

Пусть f(m) означает любую из функций fi (ш) (j = 1,
. . . , s), a a, A(n), В (и) — соответствующие as, Aj(n), B\n).

Имеем:

p <n0

или
/to) (6.4)

где с3 9 и в дальнейшем ci0, cit — положительные числа, не
зависящие от п.

Далее,

|1/A,-V~ (6.5)

Так как число простых чисел р>г, делящих т + а, где

п, равно

In/-
ТО

p]m+a
р<п,

Однако

=£2 („) + ВВ2 („ + а ) ( X . + e f
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откуда

Поэтому

С другой стороны,

/ 1

\

1*1

1
Теорема доказана.

Она была доказана автором [20] с множителем In2 —

вместо In — , а затем уточнена М. Б. Барбаном [2] и

Р. В. Уждавинисом.
Для функции co(w) из теоремы 6.1 легко получаем:

о(/и)-1п1пи
<

7 = £ = f e l n l n l n n + 0 . (6.7)
У In In л V /

Как уже отмечалось в введении, быстротой сходимости
интегрального закона для функции ы(т) к G(x) занимался
В. Левек [77], получивший оценку остаточного члена

£(1пЫп) "* In In In п. При этом им было высказано предполо-

жение, что верна оценка В (In Inn) 2 . Оценка (6.7) лишь
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откуда

Поэтому

=ВВ(п).

Tf- • (6.6)
У-п

Из (6.4), (6.5) и (6.6) легко выводим, что

где

_
Предполагая, что | x | < ( i ^ , имеем ( | 0 | < 1 ) :

Тогда в силу (6.3) получаем:

Теорема доказана для [х[<[Л 2 .

Остается рассмотреть случай [ х \ ^ \хп

 2 . Из леммы 3.3
имеем, что

" / s \ 2
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при [ *[<"[/2 In In In Inn на множитель ехр ( — -nxi 1° In In и

отличается от предполагаемой В. Левеком. Гипотезу В. Ле-
века и еще больше мы докажем в § 9.

И теоремы 6.1 следует также, что

{co

= G(x)+ * (e"
Xl
 In In In n +1) ,

У In In n \ I

= G(x) + -jJL= (e~
jx
* In In In n + 1) ,

У In In n \ I

= G(x) + - 7 = £ = r [e~^X% In In In n + 1) ,
У In In л \ /

где а — фиксированное целое положительное число.
Заметим, что для больших х эти оценки, а также оцен-

ку в теореме 6.1 можно значительно усилить, однако при
достаточно больших х по сравнению с п нормальный закон
уже не пригоден для аппроксимации закона распределения
рассматриваемых здесь функций. В этом случае имеет место
аналог формулы Г. Крамера [42] для больших уклонений.
Об этом будет идти речь в § 9.



7. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
УРЕЗАННЫХ ФУНКЦИЙ

Займемся теперь изучением поведения последователь-
ности урезанных функций f(m)lt f(m)2, . . . на отрезке на-
турального ряда {1 п}. Сначала докажем пару теорем

типа закона больших чисел: аналог неравенства Колмого-
рова и аналог закона повторного логарифма.

Теорема 7.1. Пусть Л (/и), . . . , fs(m)— сильно аддитив-
ные функции класса Н; ах as — различные между собой
фиксированные целые неотрицательные числа. Для любого
е > 0 и некоторого постоянного О О

max
kin

1 Л
В, (п)

при п>п1(е, С).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть щ и г = г(п) имеют те же

значения, как и в доказательстве теоремы 5.1. Положим

Применение теоретико-вероятностной интерпретации, приве-
денной в начале § 5, и неравенства Колмогорова для по-
следовательности независимых случайных величин приводит
к неравенству

4 (7.1)
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Заметим, что при к<п0

I

равномерно по fc. Далее, при г<к^п, как и в доказатель-
стве теоремы 5,1, имеем:

/ = l

Отсюда заключаем, что для всех ю < и , за исключением,
быть может, о (и) чисел,

и, тем более, для тех же чисел т и для любого к,

(7.3)

Оценки (7.2), (7.3) вместе с (7.1) доказывают теорему.

Теорема 7.2. Пусть а1г . . . , as — фиксированные целые
неотрицательные числа, различные между собой; fx (т), . . . ,
fs(m) - вещественные сильно аддитивные функции, удовлетво-
ряющие следующим условиям: существуют постоянные

при п-+со, В;(п)~ВП (у=1, . . . , s),

max
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Пусть е>0, 8>0-как угодно малые числа, К—произвольно
большое число. Тогда существуют два таких числа и^К и
п1У что при

ул ч шал.

| к>и
vn max

y - l

J

>{\+Ь)В„V"ЪГпГпВп <s,

J max
J k>u

1
11п В„ > 1 - s.

Д о к а з а т е л ь с т в о , Введем обозначения

Л л = max max \fj (p) r = i ±и In п\.

Сохраним, далее, обозначения я 0, ^ из § 5. Поле вероят-
ностей, построенное в начале § 5, и закон повторного лога-
рифма для последовательности независимых случайных ве-
личин (см., напр., [35]) позволяют заключить, что существуют
такие числа и^К и п1У что при п>п1

vn{ max
j - l

1 +1-) B* (r) 1/2 In In B* (r) < s, (7.4)

vn { max

Здесь
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j - l я

согласно лемме 4,2. Так как

ТО

При

;-=i

(// (w + fly)* - Л- (fe)) -

равномерно по к. Далее, при

равномерно по к. Наконец, при т4п, r<k4n

fjiP)
plm+a-

+ajy,

где

(7.5)

(7.6)

(7.7)

Ho , откуда
l n "
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Кроме того,

ВЦп + а,)-

Следовательно,
Ап

" Л Т Д ; " Л » D ^ п

I On Оп

Таким образом, при г<*:<«, т ^ /

Я™ + 4)k ~fj {m + Ч)г = вК+а^]/^; = о (Вп) (7.8)

равномерно относительно к и ш.
Из (7.4) - (7.8) следует теорема.
Докажем теперь для последовательности урезанных

функций теорему, представляющую собой аналог известной
теоремы А. Н. Колмогорова о поведении в целом последо-
вательности частичных сумм независимых случайных вели-
чин. Для этого нам потребуется

Лемма 7.1. Пусть ф^О, ф2(0 -определенные в сегменте
[О, 1] вещественные функции, непрерывно дифференцируемые
и подчиненные условиям ^1{t)<0<^2(t); w(x, t) - решение
уравнения

dw , 1 ^ = 0 / 7 9 ч
~дГ+ 2 dt> U) V'y>

удовлетворяющее условиям

w(x, 1) = 1 лры

Пусть, далее, ф* (t), ф | ( 0 — функции, удовлетворяющие тем
же условиям, как и фх (/), ф2(?), причем |фДО —Ф/(0 <
< е ( у = 1 , 2) для всех ?е[0, 1], где г-малое положительное
число. Если w* (x, t) - решение уравнения (7.9), удовлетворяю-
щее условиям, которые получаются из (7.10) путем замены
фх (г), ф2(г) на ф*(0, ФПГ) соответственно, то

w(0, 0)-w*(0, 0)=5e.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем непрерывную функцию

<р(л:), определенную на всей оси х, равную 1 в интервалах
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. (Ф*(1). ф! (I)) и обращающуюся в 0 вне не-

которого конечного промежутка. Функция

wo(x, t) = ~ -
— QO

удовлетворяет уравнению (7.9) при *"<1 и условиям

yVo(x, 1) = 1 при Ц ф ^ ! ) , ф2(1)) и при

Положив для краткости

вить в виде*

решения w(x, t) и w* (x, t) уравнения (7.9) можно предста-

и-*

(7.11)

, 0 = и-о (*, t) + 2 J XJ W ^ ( т - f, * - ф/ (Т)) eh,

гДе Xi(O. Хг(О. X*W. X2 (0 - непрерывные в сегменте [О, 1]
функции, определенные единственным образом из систем
интегральных уравнений типа Вольтерра

2 2
С

xi (0 = - wo (Ф1 ( 0 . ' ) - Z J ft W ж ( т - ' ' +i W - Ф/ (T)) dz>

<7-is

X2W = W0(+2(0, / ) + 2 / XyW^lT-f, ф 2 (0-ф;М)^>
1

/•

;=' г

X2(0 = и-»(ф!(0,') + Z J ^ W ж ( т ~ '• +2* W - ^ ( т ) ) d T -

(7.13)

* На возможность использования этого представления для доказа*

тельства леммы указала нам О. А. Ладыженская.
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Через с42, с43, . . . , с68 будем обозначать положительные
числа, не зависящие от t, т, г.

Легко видеть, что функцию <р(х) можно подобрать так,
чтобы при te[O, 1]

и ф * « > ' ) | < с 4 2 г ( 7 = 1 , 2 ) . (7.14)

Докажем, что при te[O, 1]

Xi(t)-Xj(t)\<ci3s (/=1, 2).

Из (7.12), (7.13), (7.14) получаем:

Xi ( О - X *

2 Г
I /
J-* 7

г
J . (7.15)

По теореме о конечном приращении заключаем, что при

Так как ф| (т) - ф* (0 > с46 при fe[O, 1], те[0, 1], то для

4 8

и для тех же t, т

(Ф1 (0 - Фу (т)) - (ФГ (0 - ф/ (Т)) | ехр ( - ^ ) »

с 6 2 е С / = 1 . 2).
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Подсталвяя эти оценки в правые части (7.16) и (7.17), в
силу (7.18) имеем:

+ 2 2 3 2

С § 3 £ 2 ( 1 - 0 (7=1 ,2 ) .

Продолжая этот процесс, получим:

Отсюда, устремляя к в оо, заключаем, что

y(t)—y*(t)\<c e (/=1> 2).

Из (7.11) имеем:

и>(0, 0) - w* (0, (

2 Г
2 /
/-1 о

о

7 = 1 , 2).

(7.19)

Ввиду неравенств ф ! ( 0 < - с 6 4 . ФГ(О<~С54. Фв(О>св«,
ф1(0>с 6 4 при fe[O, 1] и (7.19) по теореме о конечном при-
ращении выводим:

/ !ф/«-Ф/
V

* (т) е т т 2 rfr < c58 е.

Лемма доказана.
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Подставляя эти оценки в (7.15), получаем, что при te[O, 1]

•-S3 /
Г

• - Z J ( T ) .(7.16)

Совершенно аналогично из (7.12), (7.13) и (7.14) заключаем,
что для тех же t

< с
53

2 Г
Х/(т)-Х/(т) ,(7.17)

если только с5 3 достаточно большое.
Пусть теперь X > 0 не зависит от т. Тогда при 0 < t < \

Ж+1

/ x>+i

X(+l

< ( 1 — 1 т^+УШ /«•-tf<h--

2(1-

Т/х+1

х+Т

д-р 2

т/ri-

3(1 - (7.18)

Положим

L = max

У - 1 , 2

Из (7.16), (7.17), (7.18) следует, что

C / = l , 2).
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Теорема 7.3. Пусть вещественные сильно аддитивные
функции fx{m), ..., fs(m) удовлетворяют условиям

Bj(n)-+co прип-+со, -^-гт-max I/-(/?)|< {г, (у = 1 s),
р<и

где у.„ не возрастает и стремится к 0 при п-+ао; аъ ...,
as — различные между собой фиксированные целые неотрица-
тельные числа; фх (t) и ф2 (t) — две определенные в сегменте
[О, 1] вещественные функции, непрерывно дифференцируемые
и подчиненные условию фх (t) < 0 < ф2 (t). Пусть, далее, К„ —
число целых положительных т^п, удовлетворяющих системе
неравенств*

Л V В) {К) \ ^ _ 1 _ V f}{m + aj)k-Ajl у s £ Bf (и) I yT £ B/\ri)

= 1 ' 2 »)• С 7 - 2 0 )

Гог«Эа KJn->w(0, 0) лры и->оо, г«Эе ^(л, f) есть решение

уравнения
dw 1 д г и>_ п

"а7+ 2 а^- и >

удовлетворяющее условиям

w(x, 1) = 1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть

и0 — фиксированное число, больше s и простых делителей
щ-щ (j, 1 = 1, ..., s; }ф1). Через q будем обозначать про-
стые числа, подчиненные условиям no<q<r. Пусть ^ обо-

* Очевидно, вместо / t = l , 2, . . . , « можно брать простые числа
р = 2, 3, 5, . . . ;
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значает независимую случайную величину, принимающую
значения

~вМт (у = 1> "••' ** С в е Р ° я т н о с т я м и 7 '
О с вероятностью 1 .

Дисперсия суммы

равна

я? = V ' V Ji{q— - ( у _J..(?L \ I =

" Zi I ZJ qBJ(n) I ZJ qBj(n) I I

~ 2л В fin) li ~q *~ Zi "Д?^)" 2 J ~

/=1 л<Л: / = 1

равномерно по &:</-. Из теоремы А. Н. Колмогорова ([35],
стр. 69) следует, что вероятность системы неравенств

равна ^(0, 0) + о(1) при и->оо. Из теоретико-вероятностной
интерпретации, приведенной в начале § 5, заключаем, что
число целых положительных чисел т < и , удовлетворяющих
системе неравенств

(/с-1, 2, . . . , И) (7.22)

равно яи>(0, 0) + о(п).
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Остается показать, что числа решений систем (7.20) и
(7.22) в целых положительных т < п отличаются лишь на
величину порядка о (п). Из (7.21) следует, что

Далее, равномерно по т<п и к: при к<щ

Aj(k)=B, B}(k)=B,

=В

и при г<к<п
S S

Т 2i ~вТ(п) = 7 2 J WJn)

аналогично (7.8). Применение леммы 7.1 завершает доказа-
тельство теоремы.

Теорему можно усилить путем применения одной тео-
ремы Ю. В. Прохорова ([27], т. 4.1).

П р и м е р ы . Пусть а — фиксированное целое положитель-
ное число; фх (t), ф2 (t) и w(0, 0) —величины, указанные в
формулировке теоремы 7.3; <о (т)к — число различных про-
стых делителей т, не превосходящих к; т(т)к — число всех
делителей т, не делящихся на простые числа >к. Тогда
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число решений в целых положительных т < п каждой из

следующих систем неравенств

. (Ы\пр \ <о (т)р-Ы\пр . 1\г\\пр \

7 = 3, 5, 7, 11, . . . ; р^п),

( ^\ <о (т)р — со (т + а)р _j / J 5 j £ ^
"пгпттгу < TfhTiir^ ^ V2 \ln in"

= 3, 5, 7, 11, . . . ; р<п),

= 3, 5, 7, 11, . . . ;

(р = 3, 5, 7, 11, . . . ;

равно HW(0, 0) + о(п) при л->оо.



8. МНОГОМЕРНЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ

Предыдущие теоремы могут быть обобщены на много-
мерный случай. Мы ограничимся изложением обобщения
теоремы 4.1 на многомерный случай в двух различных на-
правлениях, причем откажемся от требования сходимости
дисперсий законов распределения аддитивной арифметической
функции на конечных отрезках натурального ряда к ди-
сперсии предельного закона.

Пусть Rs—j-мерное вещественное координатное эвкли-
дово пространство. Будем пользоватся обозначениями, при-
нятыми в векторной алгебре, причем скалярное произведение
векторов X и Y из Rs будем обозначать через XY, а длину
вектора X—через \Х\. Замыкание точечного множества Е
условимся обозначать через Е.

Точку (хх, ..., xs) мы будем называть ,,неисключенной"
точкой функции распределения F(xlf . . . , xs), если хг xs

являются точками непрерывности соответствующих одно-
мерных функций распределения F{x, оо, . . . , оо), . . . .
F(oo, ..., оо, х). Сходимость последовательности функций
распределения {F n(x u ..., xs)} к функции распределения
F(xx, ...,xs) мы будем понимать как обыкновенную схо-
димость последовательности функций {Fn(x1 xs)} к
F(xu ..., xs) в каждой „неисключенной" точке последней.

Нам понадобятся некоторые сведения из теории безгра-
нично делимых случайных векторов.

j-мерный случайный вектор называется безгранично де-
лимым, если при любом целом положительном п его можно
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представить в виде суммы п независимых одинаково распре-
деленных слагаемых. Соответствующее распределение назы-
вается безгранично делимым распределением. Известно ([78],
стр. 220), что для того чтобы комплексная функция от s
вещественных аргументов ср (Т) = ср (tlt ..., ts), определенная в
Rs, была характеристической функцией некоторого ^-мерного
безгранично делимого распределения, необходимо и доста-
точно, чтобы ее логарифм мог быть представлен в виде

Q, (8.1)2
1*7>о

где Г —постоянный j-мерный вектор, ст (Г) — неотрицатель-
ная квадратичная форма от s переменных с конечными
коэффициентами, А"—переменный вектор, Q = Q (Е) — вполне
аддитивная неотрицательная функция множества, опреде-
ленная для всех борелевских множеств Е в Rs, не содер-
жащих начала координат, и такая, что интеграл

\Х\>0

конечен. Представление 1пср(Г) формулой (8.1) единственно.

Распределение, предельное для безгранично делимых
распределений, безгранично делимо. Имеет место следующая

Лемма 8.1. Для того чтобы последовательность безгра-
нично делимых распределений, логарифмы характеристичес-
ких функций которых согласно (8.1) равны

J
\х\>о

J- 1 ая(Т)+ J (е^-1- 1 ^ | 2 ) dQB {n = \, 2,

сходилась к предельному распределению, логарифм характе-

ристической функции которого равен

/ГГ-1а(Г)+ f
\х\>о

необходимо и достаточно, чтобы
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2° - 2 , ^ T r f f r O T ЬП(Р)-* Г при

3° Hm

Логарифм характеристической функции In 9 (Г) предель-
ной функции распределения вычисляется по формуле (8.1)
с функциями Q (Е), а (Т) и постоянным вектором Г.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу условия, что _/} (т) е Н
(7 = 1, . . . , s), существуют функции rt{n) и ф,(и) такие, что

при n -У оо. Положим

г,(и), если ф;(и)<(1п1п«)-3,

г, (л) + ехр - 2 ^ — - , если ф, (и) > (lnln и)->,
| ехр (ф, * (и)) )

r=r(n)= max /7 (и).

Очевидно, что при п -*• оо

^ - * 0 , -ftfr- "*1 ( / - 1 , . . . , * ) .
Inn ' -В,-(л) \/ > > /

Теоретико-вероятностная интерпретация аддитивных ариф-
метических функций, приведенная в § 2, позволяет заклю-
чить, что функция распределения (8.2) лишь на величину,
стремящуюся к нулю при п -*• оо равномерно по х1г ..., xs,
отличается от функции распределения суммы независимых
случайных величин

149



1° Qn(I) -+ Q(I) nPu n -* °° для всех интервалов непре-
рывности функции Q (Е) вида 0 $ I,

2° Г„ -* Г при п -* оо,

(
\0

/
\0<|ЛГ|<е /

при г ->- 0.
Лемма 8.1 является обобщением аналогичной теоремы

для одномерных распределений и доказывается при помощи
тех же соображений, как и одномерная. В несколько иной
формулировке её можно найти в работе [28].

Отметим, что в условии 3° леммы 8.1, а также в усло-
виях 3° формулируемых ниже теорем 8.1 и 8.2 lim можно
заменить на lim.

Теорема 8.1. Пусть fi(m), . . . , fs(m) — сильно аддитивные
функции из класса Н. Для того чтобы функции распреде-
ления

/i (т) ~Ai (л) - v Л {m)-As (и) 1 ,Q 9ч

~Bjn) <Xl ~B~Cn) < Xs \ ( 8 ' 2 )

при n -*• оо сходились к, предельной в каждой , ,неисключен~
ной" точке последней, необходимо и достаточно существо-
вание неотрицательной вполне аддитивной функции множе-
ства Q(E), определенной для всех борелевстх множеств Е
в Rs, не содержащих начала координат, постоянного векто-
ра Г и неотрицательной квадратичной формы от s пере-
менных а (Г) с конечными коэффициентами, обладающих
свойствами: .

Г для всякого интервала непрерывности I функции Q{E),
ОфТ,

2

где

Ап)' •••' В.(п)
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где Snp принимает значения Ln (p) с вероятностью \\р и
(О, . . . , 0) с вероятностью 1 — \/р. Характеристическая функ-
ция у„(Т) суммы (8.3) равна

В дальнейшем нам потребуются следующие оценки, ко-
торые легко получаются из леммы 4.2:

В силу леммы 4.7

Из (8.4) получаем, что

1

р ,Ln(p)T\=o(\) .

равномерно для | Г | < Л Следовательно, согласно (8.4)

(
iL (p)T

равномерно для | Т \ < t.

Определим теперь функцию Qn(E) для всех борелевских
множеств Е в Rs:
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Очевидно, что

Кроме того,

где
т х АП _ V Ln(p)T (8.5)

образом, вопрос о сходимости законов распреде-
ления сумм (8.3) сводится к вопросу о сходимости безгра-
нично делимых законов, определенных посредством логариф-
мов характеристических функций

Последний вопрос мы рассмотрим при помощи леммы 8.1.
Во-первых,

при п -> оо.

Во-вторых, из (8.5) следует, что

г _ у / ^ ^ ( Р ) _ £ " (Р) \ _
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Согласно подбору г) (п) имеем:

Ln{p) \Ln(p)\ Ln (р)\

1 у LuMl < у _JL_ / v 1.
(;(П) Z^ p - Z i д,(„) у ^ Д р

Компоненты вектора Г„ и

"" ZJ пТГП A, (/»)

отличаются, таким образом, лишь на величину порядка о(1).
Наконец, имеем:

J
Но

f}(P)

Д?(я)

Из всего сказанного и леммы 8.1 следует, что условия
теоремы необходимы и достаточны для сходимости законов
распределения сумм (8.3), а также

v"{ BAn) <*i,--:, Bs(n) <-**} W

к предельному, причем в случае существования предельно-

го закона он определяется указанным в формулировке
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теоремы способом. Нам остается показать, что предельные
законы для (8.2) и (8.6) могут существовать лишь одновре-
менно и должны совпадать.

Из леммы 3.1 имеем, что для любого е > 0

-Aj(n)) - (fj(m)r-Aj(r)

Отсюда, если обозначим для краткости функцию распреде-
ления (8.2) через Фп(х1, .. ., xs), а (8.6) через Ф^{хъ . . . , х5),
очевидно, следует:

Поэтому, если предельный закон для (8.6) существует и

равен Ф(х1, ..., xs), то

< Й т ~ Ф ( X j , ...,х1)^Ф(х1 + е, ..., xs + s)
И —>00

в предположении, что ( ^ - г , . . . , xs-s) и (хг + г, ..., xs+e)
являются ,,неисключенными" точками Ф(х1г . . . , xs). Следо-
вательно, во всех „неисключенных" точках (xlt ...,xs) за-
к о н а Ф(xlt .. ., xs)

Ф„{х1г ...,xs) -> Ф(х1г . . . , x s ) .

Совершенно аналогично из существования предельного
закона для (8.2) следует существование предельного закона
для (8.6) и совпадение обоих законов.

Теорема 8.2. Пусть а1г . .., as-различные между собой
фиксированные целые неотрицательные числа, /г (т),..., fs (m)
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— сильно аддитивные функции из класса Н. Для того что-
бы при п -> оо функции распределения

1)-A1 (n) fs(m + as)-As(n) I (R „

сходились к предельной в каждой ,,неисключенной" точке,
необходимо и достаточно, чтобы к предельным законам схо-
дились законы

Г /
( 7 = 1 , . . . , s ) ,

т. е. чтобы существовали неотрицательные вполне аддитив-
ные функции множества Qj(E) ( / = 1 , ...,s), определенные
для всех одномерных борелевских множеств Е, не содержа-
щих О, постоянные y(J\ о,- 0 = 1 s) такие, что

1° для всякого интервала непрерывности I, 0 $ I, функ-

ции Qj(E)

Y — -

г,(р)
_I с /
В, (В)

2° г- т- У —р г -> у 0 ) при п -> оо,
Bj{n) ^ p(B}(n)+f}(p))

Предельный закон для (8.7) равен F1{x1) ... Fs(xs), где
Fj{x) — одномерный закон распределения, являющийся предель-
ным для

V « | Bj(n) < X l >

логарифм характеристической функции In <р7 (?) закона F,(x)
определяется формулой

/
UI>0
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равномерно при I T 1 ! ^ для всякого конечного / > 0 . Вводим
функции множества Q(n)(E), определенные для всех боре-
левских множеств Е в Rs:

li 7*
7 = 1 ч

ьы<в)

Тогда

In Ф л (Т) = - iMn (q) T + j(eiTX- 1) dQ™ + о (1)

= iraT+ J {e>"-l-r^

где
тх

' - 2 а Мп(я)Т,

и опять вопрос сводится к рассмотрению предельного пове-
дения безгранично делимых законов. Те же рассуждения,
как и в доказательстве теоремы 8.1, дают, что необходи-
мыми и достаточными условиями сходимости законов (8.7)
к предельному являются: существование неотрицательной
вполне аддитивной функции множества Q (Е), определенной
для всех борелевских множеств Е в Rs, не содержащих
начала координат, постоянного вектора Г и квадратичной
формы а (Т) таких, что

1° для всякого интервала непрерывности /, 0$1, функ-
ции Q(E)

> > > О (Л при п -*• оо ,
7=1 р^п

- 1 1 т е т мл -> г при „ - „о.
1\ <

^ ы ) при
7 = 1 Р N '
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначения

Д а ( / 0 - ( ! $ - . о , . . . . о . о ) ,

Определим функцию г — г(п) точно так же, как в дока-
зательстве теоремы 8.1. Воспользуемся полем вероятностей,
введенным в начале § 5. Получим, что функция распреде-
ления

лишь на величину о (1), где оценка равномерна по Xj xs,
отличается от закона распределения суммы независимых
случайных величин

^ ( З л ? - М „ ( ? ) ) . (8.9)
ч

Здесь Епд — случайный вектор, принимающий значения

Ьщ{ч) (7 = 1, ...,s) с вероятностями—,

(0, . . . , 0) с вероятностью 1 — - ;

L Л
в,(п)' •••' Bs(

Характеристическая функция (?„(Т) для суммы (8,9) равна

ч .'=1

Аналогично, как в доказательстве теоремы 8.1, имеем, что
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Логарифм характеристической функции In <p (Г) предельного
закона вычисляется по формуле

- 1 а{т)+ j
\Х\>0

При этом ясно, что функция Q (Е) отлична от нуля
лишь на координатных осях в Rs. Обозначим через
Qj (Ej) (j=\, ..., s) соответствующие „одномерные компонен-
ты" функции Q(E). Пусть Г = (у(1) y w ) , T={tx , t,).

Очевидно, что ст (Г) имеет вид <jf t\ + . .. + G2

S t
2

s.
Непосредственно видно, что необходимым и достаточным

условием сходимости (8.7) к предельному закону является
выполнение условий 1°, 2°, 3° теоремы и что

1п<р(Г) = £ In9/(г,),

где In <p7- (г) выражается формулой (8.8). Из теоремы 8.1 при
s=\ получаем, что 1п<рДг) является логарифмом характери-
стической функции предельного закона для

\fj(m)-Aj(n)\
V " | В,(п) < Х \ -

Теорема доказана.
Рассмотрим отдельно случай предельного нормального

распределения. Тогда функция Q{E) в (8.1) равна нулю
для всех Е, не содержащих начала координат. Поэтому
условия Г теорем 8.1 и 8.2 приобретают вид соответственно

j -> 0, (8.10)

где

2 7 (7=1,....*) (8.11)
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при п -> оо для всякого s>0. Так как

(

Z 7

то условия (8.10) и (8.11) равносильны.
Далее, в случае нормального закона

1 у fi (Р) I3 <

5? (и) ^ + ^

В силу (8.11) отсюда следует, что

О при п -> оо.
В/{п) pTnP(BJ(n)+fJ(p^

Последнее соотношение и оценка

показывают, что в случае предельного нормального распре-
деления условия 2° обеих теорем являются следствиями
условий 1°, причем Г = ( 0 . . 1 | 0 ) , у°' = 0 0 = 1 s).
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П р и м е р ы. Введем сильно аддитивные арифметические
функции х (т) и X (т). Первую определим посредством ра-
венства

х (т) = ^ lnln/>.
р\т

Для определения функции X (т) выделим множество про-
стых чисел Q такое, чтобы

пI In л-lnln л

И ПОЛОЖИМ

lnln/>, если /; Е 2,

О, если р $ Q.

Легко подсчитать, что для функции х (т)

1 1 —
А (и) = у (lnln nf + В lnln и, В(п)~ -j= (lnln и ) 2 ,

у з
а для X(т)

4̂ (и) ~ lnln п, В (п) ~ ~j=: lnln n.

Для фиксированного целого положительного числа а из

теорем 8.1 и 8.2 имеем:

. . , , У. (т) — -fr (lnln л)

а(т)-Ыг\п<х 2
"[/inln Й

< х
< у

МГ

-2(и !+1с2+/3• a

— ос —со

v,

dw,

J ->G(x)GW, (8.12)

( inln n
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где F(x) определяется функцией

О при и ^ О,

К(и) = ,fl при
1 при м>1

по формуле (4.9), т. е. характеристической функцией

1

ехр | -2/7 + 2 / -~^ du\.
о

Из наших результатов можно сделать несколько инте-
ресных выводов о некоторых бинарных аддитивных задачах.
В частности, формула (8.12) дает, что число решений урав-
нения

тх — т2 = 2

в целых положительных mlt /и2<и, имеющих меньше чем

1п1пи различных простых делителей, равно -.- п (1 +o( l )J .

В заключение отметим, что прием Г. Крамера и Г. Воль-
да [29, 30, 43], позволяющий свести некоторые вопросы
о многомерных функциях распределения к соответствующим
вопросам об одномерных функциях распределения, может
быть использован и для получения ряда многомерных пре-
дельных теорем для арифметических аддитивных функций
путем сведения их к своим частным случаям для одного
измерения. Наконец, теоремы 8.1 и 8.2 можно обобщить,
рассматривая вместо ^-мерных (Ьункций распределения (8.2)
и (8.7)

„ / /A(w)-^i(«) fs(m)-As(n)\ F \
v " l I BAn) ' '••' в,(п) ) J '

4 1 в,(п) ' ••' дТ«)
где Е — борелевское множество в Rs.



для сумм независимых случайных величин. Однако переход
от „урезанной" функции f(m)r к самой функции f(m) вно-
сит некоторую неточность, вследствие чего точность пре-
дельных теорем для f(m) снижается по сравнению с соот-
ветствующими теоремами теории вероятностей.

Для того чтобы избежать этого снижения точности,
приходится отказаться от урезания. Однако тогда этот ме-
тод, как отмечено в параграфе 2, ведет к предельным тео-
ремам для сумм зависимых случайных величин, причем
современное состояние последних не позволяет получить
удовлетворительных результатов.

Оказывается, что для некоторого специального класса
аддитивных функций эти трудности можно обойти путем
привлечения методов аналитической теорш: чисел вместо
элементарных арифметических методов типа решета.

Для простоты мы рассмотрим более подробно лишь
функцию со (т). Мы докажем не только гипотезу Левека,
но и дадим асимптотическое разложение ее функции рас-
пределения, а также теорему о больших уклонениях от ее
среднего значения.

О б щ и е л е м м ы . Лемма 9.1. Пусть у>х>0, у^2,
z — комплексное число, | z j < св0. Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть A: = [ [ z | ] + 1. Имеем, оче-
видно, что

Р\т ра\\т ра\\т

Лемма следует из известных оценок для гк(т).
В дальнейшем нам потребуются некоторые свойства

дзета-функции Римана £(,?), s — a + it, определяемой в об-
ласти ст>1 рядом

m=l
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9. МЕТОД ПРОИЗВОДЯЩИХ РЯДОВ ДИРИХЛЕ

В параграфе 6 мы изучали быстроту сходимости функ-
ции распределения аддитивной арифметической функции на
отрезке натурального ряда { 1, . . ., п} к предельному за-
кону. Изложенный метод позволил оценить быстроту сходи-
мости для весьма широкого класса функций, однако точ-
ность результатов отстает от соответствующих аналогов для
случайных величин. Так, в случае функции ы(/и) мы полу-
чили, что

\п \ ы (т) < ln In п + х]/\п In п > =

1

In In In п + 1

в то время как по аналогии с теорией вероятностей следо-
вало бы ожидать, что остаточный член должен быть

В (In In n) 2 (гипотеза В. Левека [77]). Наша оценка при
I / 1 \

| л: | < (2 In In In In и)2 на множитель exp I — у х2) In In In и от-

стает от предполагаемой. Аналогично обстоит дело и с тео-

ремами о больших уклонениях.
Причина этого расхождения кроется, по-видимому, в

применяемом методе. Сначала мы рассматриваем „урезанные"
функции f(m)r, которые с большой точностью приближения
можно считать суммой довольно простых независимых слу-
чайных величин. Применение теорем теории вероятностей к
сумме этих величин дает предельную теорему для „уре-
занных" функций f(m)n точность которой такая же, как и
И. J. Kubilius 161



Хорошо известно, что ^(s) можно продолжить аналити-
чески на всю плоскость s. Она является однозначной ана-
литической функцией, имеющей единственной особенностью
(помимо бесконечно удаленной точки) простой полюс в точ-
ке 5 = 1 с вычетом 1. Существует такая константа св1, что
в области

функция i^(s) не имеет нулей и для нее справедлива
оценка

i [ s - 1 [ при ! 11 <

Лемма 9.2. Для комплексных z, | z | ^ c e o ,

V 2<оЫ _ /^ (zj + - .—) X (In X)2'1,

где

Р

— целая функция от z, Г (z) — гамма-функция.
Д о к а з а т е л ь с т в о (ср. [86, 90]). Рассмотрим произ-

водящий ряд Дирихле

«1=1

сходящийся абсолютно в силу леммы 9.1 при«т>1. Так как
функция со(т) является аддитивной, со(1)=0, со(/?а)=1
(а = 1, 2, . . . ) , то при ст>1

Положим

При <т>1
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Если p>po=po(z), CT>-2-, TO

Ряд

Р>Ра

сходится равномерно при любом положительном е в области

а>-2+£- Следовательно, h(s) является регулярной при

а>-ёг\ кроме того, в области а>-^ + г имеет место оценка

/

о

Л

ул.
у

!

2 *

Фиг. 2.

Обозначим через L-, и Ц следующие линии (фиг. 2):

А 5 = 1 -
1п(М

1п(8 + 2)~

164



L3

L*

In (8 + 2) •

° ' ln(8 + 2 ) '

где 8 = In" 1 л: и c 6 3<-r-ln2. Согласно приведенным выше

свойствам функции £(,s) постоянное свз можно подобрать
так, чтобы функция Z (s) = h (s) ^ (s) была регулярной на
контуре L=L1 и L2 и L3 и L4 u L5 и справа от него и чтобы
для нее имели место оценки

при

при

Воспользуемся интегралом
2+1оо

Г
J

при

при
2-кс

Ввиду равномерной сходимости ряда (9.1) при а = 2 имеем
тождество

2+ioo

Т(х) = У zw ( m ) In — = -ŝ -г / 4 z (»
2-ioo

Оценки (9.3) позволяют заменить контур последнего инте-
грала контуром L.

Оценим сначала часть интеграла по Ьг U L5. Имеем со-
гласно оценкам (9.3):

1

= B (xl

2тн
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p/ln.v \ / \ ! R (

\ I Re г I

/ ca3lnx \ r Hurt+ 21
= В \ X ea + X CXD I ~* \ /o -|/j—r j

\ in \Z + exp \/ inx) у i
i

\|Re

dt) =

Тогда

Положим, далее,

и рассмотрим тождество
Л-+Д

Г
/

Согласно лемме 9.1
. Л-+Д

= 5x exp ( — c04 ]/ In л:) .

Следовательно,

^ s

Пусть

( ^ ) (9.6)
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Из этой оценки следует:
1

i f С
~т J x*H(s)ds = B J

BX

о

J
1-с„/1п{8+2)

c,,/in(S+2) , ,

* ' 1

Л

X \

Re! f x~°da + Bx f x -
0 S

+ Вх(1пх)Яе::~2~

= Вх I J е-У у1 ~Re zdy +1 J (In x)Re *"2

= Bx(\nxfez~2.

Далее,
= Bx(\nx)Rez~2. (9.11)

Й7 j-0r~Bf r-J-*"**. (9.12)

При Rez^O последний интеграл равен

5 / xy-ada = Bx1-c«. (9.13)

Такая же оценка справедлива и при Rez<0. В самом деле,
оо 2 со

I x 1 - ° a ~ R e z ^ = J B £ x1-°da+ I x1'" a~R<:zda =
2

^Bx1 C«» + B I x da—Bxc'bcas<\. (9.14)
2
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Так как
(х + A)s - Xs = sxs~ ХД + Вх°"3 Д2,

то из (9.4) следует, что

Ь г м = 1 f
X / iaU£3U£In 1 + —

*z(s)da +

. (9.7)

Далее, согласно (9.3)

-0-1 \Z(s) 11 ds I = BS 1~R e z=B(ln x)Rez~'. (9.8)

L,\lL,\lLt

Подставляя оценки (9.6), (9.7), (9.8) в формулу (9.5), за-
ключаем, что

W 2rriS(x)=-~ I £ Z (s) ds + Вх (In xfUZ~2. (9.9)

Обозначим через H(s) функцию

Z(s)
—

Из оценки (9.2), свойств £(я) и оценки

В > |

->- У '

справедливой согласно (9.2) и формуле Коши, получаем,

что для контура L2 и L 3 U L4

i l — R e *
H{s)=B\s-l
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Из (9.9) ввиду (9.10)-(9.14) следует, что

L'

где L' =L[ U L2 U £3 U L4 и Ц- Из представления Г-функции
контурным интегралом Ганкеля заключаем окончательно,
что

Для дальнейших рассмотрений нам будет достаточна
менее точная оценка по сравнению с полученной в лем-
ме 9.2. Ее, разумеется, можно получить, используя более
слабые сведения о дзета-функции Римана.

Лемма 9.3. Для любых комплексных z

(к = 0, 1, . . . ) , (9.15)
П ' (к+1)1

где | 0 | < 1 . '"°
Доказательство.

/=о

у iL
L. п 1=0

\z\k+1 <г> | г | ' ( * + 1 ) !
^ ~(к+~Щ Zi ~(FT/+1)!

z\k+'

Лемма 9.4. Пусть А, Т, е — произвольные положитель-
ные постоянные, Ф(х) —неубывающая, чисто разрывная функ-
ция и *¥ (х) - функция с ограниченным изменением, <g (t) и
ф (t)—ux преобразования Фурье-Стильтьеса. Если

1) Ф(-оо) = ¥ ( - оо) = 0, <

O(x)-W(x)\dx<oo,

3) функции Ф(х) и Т (х) могут иметь разрывы только
в точках х = х ы ( J C V < X V + 1 ; v = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) , и сущест-
вует такое />0, что min (x,J+i — xv) >l,

4) всюду, за исключением х = хы(м = 0, ± 1, ± 2 , . . . ) ,
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5)
/

—т
mo каждому числу с> 1 соответствуют два конечных числа
свв(с) и св7(с), зависящих только от с и таких, что

ф (х) _ ц? (х) ^ £1 -)- с0 (с) — (9.16)

как только Tl ^ с67 (с).
Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы Эссеена см. в [65, 11].
А с и м п т о т и ч е с к о е р а з л о ж е н и е . О б о з н а ч е -

н и я . Положим

Функция Rn (z) является, очевидно, целой, причем согласно
лемме 9.2

Л„ (*) = {? И + j ^ } Спя/" 1 (9.17)

в области Rez<c f i 8 . Функция ср (е7) - также целая с нулями
в точках

1п* + (2/+1)ти (fc = l ,2 , . . . ; / = 0, ± 1 , + 2 , . . . ) .

Поэтому при R e z ^ c 6 g , ! 1 т г | ^ с в 9 < т с функция

является аналитической, причем имеет место оценка

F(z)=B. (9.18)

Следовательно, при R e z ^ c e 8 , j l m z | ^ c e 8

где
Я„(г) = (е г-1)1Шпл + ^(г). (9.19)

Кроме того, функция

Ф„ (z) = In Л„ (z) = Нп (z) + ]п

Л- (9.20)

аналитична для указанных z.
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т=\ т=>\ т 8 3 !

Здесь суммы отрицательных четных степеней целых поло-
жительных чисел можно выразить через п:

где J5A —числа Бернулли, определяемые соотношением

= it
еи-\ LJ, k\ '

Во=\, Вг = — у , 2?2 = -g-, В^ = — gQ , . . .,

Обозначим через Рк (z) полиномы, определяемые разло-

жением

^ zk I г

^ 1
\ I _

(9-25)
к=-0

Очевидно, степень полинома Рк (z) равна 2>к. Первые поли-

номы имеют вид:

Л (г) = ^ ( 1

4- т2 J- h \+ 20 + °3 ' '
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По формуле Кош и имеем, что в области | г | ^ 1 для

= 0, 1, 2, . . .

2m J {w-z)b+> '
lwl-2

О т с ю д а с о г л а с н о (9.18) и (9.20) п р и \ z \ ^ \

Ftk)(z)=Bk\, (9.21)

ф(*> (z) = H{k) (z) + B~~ . (9.22)

Так как F(0)=0, то

где ряд сходится при \z\<n. Согласно (9.21)

\Ьк\$спк1 ( Л - 1 , 2 , . . . ) . (9.24)

Пользуясь известными соотношениями

= 2 , 3,

где у —постоянная Эйлера, легко подсчитать первые коэф-

фициенты ЛА:
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^ 3 0
Положим

к

где
а = У1п In п .

Определим периодические функции Ек (и) (к=\, 2, . . . )
с периодом 1 посредством тригонометрических рядов

—*(*—)) / 2ГС/ХИ

Ек («) = ( - D 2 У Г ' Г Й Ч Г . (9-26)

где штрих означает, что при суммировании значение Х = 0
исключается. При А;>1 ряд сходится абсолютно и равно-
мерно для всех вещественных и. Следовательно, он пред-
ставляет непрерывную ограниченную функцию. Ряд для
Е1 (и) сходится в смысле, что существует предел

п

lim У
л——л

для всех и. При и = 0 этот предел равен 0, однако нам
удобно будет считать, что

Для к>\

При к>2 это равенство имеет место для всех и, а при
к = 2 лишь для нецелых значений и. Для целых значений
и = т и к^2
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Легко подсчитать, что

Е ( и ) и +

Положим еще

О ц е н к а х а р а к т е р и с т и ч е с к о й ф у н к ц и и . Лем-

ма 9.5. Пусть V — целое положительное число,

Для вещественных t, I ' I =S r-

Ф„ W = <?"'"gv (ft)

a In и

равномерно по t и п>сп, где сп-достаточно большая аб-
солютная постоянная.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем согласно (9.J9), (9.20),

(9.22), (9.23), что при \z\^~

/t=0

Z
CT-lt
~ k\ Inn

Следовательно, при jtj ^ y

ФЛО-езср - {
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Разложим еПх) в ряд по степеням х. Получим согласно

(9.25)

/t=o

где £/(*) = О ( U | v + 1 j при x->0. Далее, очевидно,

(9.33)

к=й

где в U1(x) входят степени х, начиная с v + Ь Имеем со-

гласно (9.31) при М ^ т р

/ = 1
1

Согласно (9.30) при j /1 ̂  ~

(9.34)

Подставляя эту оценку, (9.32) и (9.34) в формулу (9.32),

ПОЛуЧИМ, ЧТО ПрИ

Аг=О

Отсюда в силу (9.27) и (9.28) при х=\ получим лемму.
Лемма 9.6. При \ t \ < ~а в обозначениях леммы 9.5

равномерно по п>с71 и t.
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В силу определения функции ф„ (t) имеет место очевидная
оценка | ф„ (t) \ < 1. Поэтому

ф„(')=ехр{ - ± < 2 + | g £ - ( * , - _ £ _ ) J

при | / | < у а .

Рассмотрим ряд

где л: —вещественная переменная, | х | < 1 . Этот ряд в силу
(9.24) мажорируется рядом

^ ) * . (9.29)

Отсюда, в частности, при |/[^-к- с т

\T(x)\^2(c70 + t2)^. (9.30)

Возведем ряд для Т(х) и мажорирующий ряд (9.29) в це-
лую положительную степень /. Для степени ряда (9.29)
получим

Так как число решений уравнения к± + .. . +к, = к в целых
неотрицательных кг, . .., к, не превосходит 1к, то ряд для
Т1(х) мажорируется рядом

со

( , , ^ / j i i \ Jt

Согласно лемме 9.3

| Т Ч Л ) | . (9.32)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем согласно (9.17), что

Так как при | г|<

{ /2 .V3 /Л/4 I

-Т-55+Ж*} =

и для любого вещественного х согласно лемме 9.3

то

при | /1 < 7иа. Лемма доказана.
Лемма 9.7.

G ' * ' W = ^ g ^ {k = \, 2,
еде

(/c = 2 , 3 , . . . ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о следует по индукции из рекурент-
ной формулы

gk+i(x)=-xgk{x)+gk(x) (Аг = 1, 2, . . . )

и очевидного равенства gx {х) = 1.
А с и м п т о т и ч е с к о е р а з л о ж е н и е . Теорема 9.1.

Пусть

Ук{х) = ^^=Щ- (* = 0, 1, 2, . . . ) ,

'-° (in in и ) 2 '
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Следовательно,
оо

.'=•0

= ( - й - 2тс/Хст)-' е "

(Л=0, 1, . . . ; / = 0, 1, . . . ) • (9.35)

2

Отсюда

/
e''-J(a'Kv(x) = e 2 gv(/7). (9.36)

Далее, интегрируя по частям и используя (9.26), имеем,
что

= (-1) 2 it J

(* = 1, 2, . . . , v).

В силу известных свойств рядов Фурье мы можем изменить
порядок суммирования и интегрирования. Согласно (9.35)
найдем, что

A= — CC
/

л== — к*; _ _— 30

1

(А: = 1, 2, . . . . v). (9.37)
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где P,( — G) получается из Pt(-z) путем замены всех сте-
пеней zJ(j = O, 1, 2, . . . ) на Gii}(x). Тогда для всякого фик-
сированного целого положительного v

vn I со (т) < In In я + х У In In я > =

•° (In In n)2

В In In In n

b In n + x У In In n) V% (x) +

(In In ri)l

равномерно по n>c72 и х.
Доказательство. Положим для сокращения

i

W,k (x) = (-iy{k~H ~2)Ek (a2 + GX) Ak2k{x) (k = 0, 1, . . . , v),

ft-0
33
*

eitxdW,k{x),

— 00

CO

Подсчитаем сначала преобразование Фурье /n v (/) для
функции Fm(x)

Z«v (/) = 2, ™^^ •
/ с - О

Согласно лемме 9.7 имеем, что G(k) ( ± оо) = 0 (к = 1, 2, . . . ) .
Поэтому интегрированием по частям получаем:

00 X

/ e"xdGM(x) = (-it)k I e"*dG(x) =

178
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Положим теперь ^ = \-^ а2 и оценим интеграл

(2ц+1)тш

*-L ™ (9.38)

где ф„ (/) — характеристическая функция закона распределения

v n | со (#г) < а2 + ах \. Разобьем интеграл / на интегралы

/= (9.39)

где
J—V-

(2У+1)яо

•= J Т ^ - | Ф Л О -

1
dt.

Имеем по определению фя(/):

фл (2тс/а + i) = Rn (

Функция Rn(z) имеет период 2то. Поэтому

Этот интеграл опять разобьем на две части

/, •=/;+#.

где I'j о з н а ч а е т часть интеграла /; по о б л а с т и \t\-

— по о б л а с т и ^ < | / | < 7 т а . П о л о ж и м

^ , а //

~ J
•"«В

180



Согласно лемме 9.5

I J- B f

и при
00

_£..=,-JL. (9.40)
In n CTV+] ч '

dt +

— со

В
' I/1 In и l / | a v + a * ( 9 > 4 1 )

Оценим теперь У;. Так как степень полинома Pk(z) рав-
на ЗАг, то при 11 \ < то и к=\, 2, . . . , v согласно (9.37)

Х> 1 , . 2

|3v —ЗА —1 „ 2 \ / _

= В t
Inn

и при

- е

Из этих оценок и (9.36) имеем, что при

<1

я при /V О

= vvv0

(9.42)

Inn
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'=0

Inn
( =0

' ' '

f=>0
Inn

J±£L . ,9.43,

Возвращаемся к оценке J,, Из (9.42) следует, что

а из (9.43) при /V0, |

( 9 4 5 )

Остается оценить //. Согласно лемме 9.6 и (9.42)

Ва В
TnlT = 5̂+ (9-46)

и аналогично в силу (9.43) npnyVO,
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Из (9.40), (9.41) и (9.44-9.47) имеем, что

г - В

следовательно, согласно (9.39)

Применение леммы 9.4 заканчивает доказательство теоремы.
Из доказанной теоремы следует, в частности, что

!

_ \
со(т)<1п1пя+л;У1п1пя i = G(x) +

+ Е
г
 (In In n + х У1п In n) > +

ы (те) <In In/г + л; yin In я > = G(x)

В In In In n
l n l n n " '

+ T7У2л1п1пл I 6 6

^Ыпп + дгУЫпя) J +

2^ In in „
v + f ±

7 2 * + l l 8

In In n + xyin InnJ -xE2\ln In n + xyin In n\\ +

В In In In n

(lnlnn)''2

Б о л ь ш и е у к л о н е н и я . О б о з н а ч е н и я . Сохраним
введенные раньше обозначения <p(z), R,,(z), f{z), Hn(z),
Ф„(z), Ek(u). Введем функции Pk{u, z) {k = Q, 1, . . . ) по-
средством разложения
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k-3

1 00

где z — вещественное переменное,

& = стл (z) = УнЩ = У~ez In In л + f" (z)7 (9.49)

Заметим, что Pfc(
M> z) является полиномом степени 3 к от-

носительно м,
Зк

Pk(u, z)=%Lkt(z)u'. (9.50)

/=&

Первые Рк(и, z) равны:

РЛ«, z ) = 1-

Р3 (и, z) = I Мз (ЯЗ) (z) - F" (z)) + 4 и» + ± и* + , 4 «9,

Р 4 (И, Z) = Jjll* ( f « (Z) - F" (Z)) + i L

i ^ ( Я 3 ' (z) - F ' (z)) + j l - «» + ̂  «U + 3ПО4 "1 2-

Обозначим:

= 0, 1, 2, . . . ) , (9.51)
1=0

Vk(u, z) = e * ( - G , z) (* = 0, 1, 2, . . . ) ,
г Д е Qk{~G, z) получается из Qk ( - и, z) путем замены
всех степеней uj(j=0, 1, . . . ) на
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Вспомогательные леммы. Лемма 9.8. Пусть у
и z — вещественные числа, | у \ < тот, I z | ^ -к • Тогда

равномерно по л<с73, у, z.

Доказательство. Из оценки (9.17) выводим, что

У-П (У) = {«Р (ez+i>'r°) + ^ J ехр {(ег+'>/5 _ 1) In In « -

Функция 9 Д л я указанных в формулировке леммы у и z
равна £. Поэтому согласно оценкам (9.21), (9.22)

J (е<>£- 1 - -^-) еЧпШя J .

Применяя лемму 9.3 и (9.49), (9.21), находим, что

Лемма 9.9. Ярм I j ' l^-^-, | г | ^ у б обозначениях лем-

мы 9.7

~4У

2 in n

равномерно по n>c7i, у, z.

Доказательство. Согласно (9.20) при

2 "

^ / i v \ .*. , ^ я ^ ( z ) / i v \к В ^ I у \ к В\у\
Аг! \ Ъ J ] п п £ л \ Ъ ) Ь ] п п

1 8 5



Поэтому

так как в силу леммы 9.8 х„(у) = В.
Заметим, что

(к = 1,2, . . . ) ,

в частности,

e4nln« = S 2 -F'(z).

Следовательно,

(

Дальнейшее доказательство вполне аналогично доказатель-
ству леммы 9.5.

Лемма 9.10. Пусть z~вещественное,

и

J
Тогда

Ъи) = ^ (——•& Ек (Х+ аи) ~ Fv_* (и, z) +
к=0

где оценка равномерна для « > с 7 5 , м, z.
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Д о к а з а т е л ь с т в о , Для оценки Kn(X+Gu) подсчита-

ем преобразование Фурье

ОС СО

J е'«У dKn (X + аи) = J exp ( ^ iy)dKn (и) =

Используя леммы 9.8, 9.9 и следуя доказательству тео-
ремы 9.1, получим требуемую оценку.

Лемма 9.11. Ряд Фурье

г5е к, 1=0, 1, . . . ; Л: + / ^ 1 и штрих означает, что при
суммировании значение Х = 0 опускается, представляет пе-
риодическую функцию Eki(x) = Ek,(x, z) с периодом 1, кото-
рая при 0<х<\ имеет вид

Fk{x) — Tk(x, z) и Ui(x) = Ui(x, z) — полиномы степеней k — \
и I соответственно. Их коэффициенты при z^O можно
найти из системы уравнений

k~m~\/
(т = 0 k-\),

p(1) - C/W (0) = - ( j ^ ~ " ) 2-k-,+n+x

k-1

Z ( - i
()

n=0
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай
•0. Легко доказывается тождество

A-I

Z-Л к-т-1

Пусть периодическая функция Е(х) с периодом 1 при
0<х<\ имеет вид

где Тк(х) и ГУ,(х) — полиномы степеней fc —1 и / соответст-
венно. Подсчитаем коэффициенты Фурье этой функции.
При целом Х^О, как легко убедиться интегрированием по
частям,

i I i

/ E(x)e~inaxdx= I Tk(x)^~2ni^xdx+ I U,

0 0 о

(x)e-im'Xxdx

о

_ v
h (2TC;X)"+1 *

ra=0 n=0

а при X = 0
i i i

/ E(x)dx= I Tk(x)eX!dx+ I U,(x)dx**

0 0 00 0

Функция Е(х) имеет своим рядом Фурье

О2т\х
V е

Х--а>

если
/к + 1-т-2\

7-fc-(+m+l
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()
ш-0 л=О

Из первых уравнений можно найти последовательно коэф-
фициенты Тк(х) при хк~1, хк~2, . . . , х, х°, из следующих —
коэффициенты U^x) при У, я:'" 1, ..., х, а затем из послед-
него уравнения - свободный член U, (х).

Лемма 9.12. При к = 0, 1, 2, . . . ; х<0

с(х)=—L_е~^!/-1 + У <= \

а при х>0

Доказательство. Положим для краткости

Пусть х>0. Интегрированием по частям имеем, что

/V^%,,..,-^-<>+.>/V.̂ '
Л" X

Повторное применение этой формулы дает

д.

Таким образом, при /с четном

G{x)<Gk(x),
а при А: нечетном

G(x)>Gk(x).
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Отсюда для любого целого к > О

G(х)-Gk (x) |< | Gk+1 (x)-Gk(x)| = ~ ~ е~Г'.

Лемма доказана для х>0. Так как для любых х

G{x) = \-G (x),

то из доказанного следует справедливость леммы и при
х<0.

Лемма 9.13. G(0) = ~, G'(0) = — ~
1 у 2тс

О, е с л и /t = 2 , 4 , 6 , . . . ,

GW(0) = j
— , если к = 3, 5, 7, . . .2 , , , . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы получаем из
леммы 9.12 или непосредственно, сравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях двух разложений

%

 = у (-\)к х*

fc=0 k-0

Т е о р е м ы о б о л ь ш и х у к л о н е н и я х . Теорема 9.2.
Пусть |лг]<е]/1п1пи, где г — достаточно малое фиксирован-
ное положительное число, v—любое фиксированное целое
положительное число. Тогда чп{(х>(т)<Х} при х<0 и
чп{ы(т)>Х} при х>0 равно

равномерно по х, я > с 7 6 . Здесь z является единственным ре-
шением уравнения

Х=Н'п(0) + хУЩб) = т(2), (9.52)
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Qv(~W, z) получается из Q4(-u, z) заменой и' (j =
= 0, 1, . . . ) на

o ) ,) () S ( ) (-1 г | o)

aPi(-W,M, z)-u3 P,(-u, z) заменой u^(j-O, 1, . . . ) на

fc№+I> (ДГ+ 0 sgn *) GW-» (0) +

^PK,,k{X, z)sgn,.

Величины H,,(z), a, P^u, z), g v («, z), ^(л-) определены
формулами (9.19), (9.49), (9.50), (9.51), (9.26), a E*+1 k(x, z)-
леммой 9.11.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По формуле обращения в обозна-
чениях леммы 9.10 имеем, что

J е-"
Так как

— СО

ТО

со ( w ) > w J = 1 - v n I со (т) < w | =
СО

= A ( Z > Г e-"dKa(u)-e*»M f e-»'dKn(u) =

— СО ( — СО, Н>]

= еФ«(г) (е-"ЫК„{и).

(Н>, со)

Из этих формул следует, что

V, { со (т)<Х [ = еф"и)-Х2 J е - » 3 ^ п (дг+ но), (9.53)
(-со, 0)

V, j со (т)>Х U е

ф « ( г ) ~ * Г е""3</ЛГя(ДГ+ но). (9.54)
(0, со)

191



Подставим сюда асимптотическое выражение для Кп(Х+
+ иа), найденное в лемме 9.10,

v v-fc 3! -i(A--I)(fc-2)+>

£ 2^llL.__ Ek(X+ou)x

Ц + Рт(и), (9.55)
где

Для этого подсчитаем некоторые интегралы. Интегрируя
по частям и учитывая, что Gik)(u)e~u">-*0 при м->— оо,
получаем, что

I е-«« Л?С*) (И) = ^ (Zsy №-« (0) + < ^ / е "'° 2" ^M =
^ , = 0 V2 r e J

— СО

fc-I I

_ *° G(zh) (fc = O, 1, . . . ) • (9.56)
/=o

Имеем, далее, при к ^ 1, p. }s О

/ е -U2° dEk (X + иа) №> (и) = £к (X - О) G^ (0) +
( — 00, 01

— оо, 0)

„sni'Xx

/ -

Интегрирование по частям дает:
о
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При z < 0 последний интеграл по абсолютному значению
не превосходит

о о

f -uzb ц+Л-1) Г

J J
— 00 —00

Следовательно, при z < 0 , k^-l, / ^ 1 согласно лемме 9.11

-"™dEk (X+ ист) №) (г/) =£ f t ( Х - 0) №> ( 0 ) -(-оо, 0)
1,

- - O ) GOO (0)

Наконец, так как р„у(— оо) = 0, при z < 0 имеем:

I J ^ - . (9.58)
( — 00, 0)

Из (9.53), (9.55) -(9.58) получаем оценку при z < 0

^ ) ' е 2 G(zb)

Z 2 Z i :
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хЕк(Х-0)&+к>(0) +

Аналогично из (9.54) и (9.55) заключаем, что при z > 0

- 2 —
2)<* &1-Л (0) + (za)' е 2 ° (1 - G (za

Покажем, что переменную z можно подобрать так,
чтобы X=H'n(z), т.е.

^ (z) = # ; (0) + х УЩЩ . (9.59)

Имеем:

где i / ^ l и согласно (9.19), (9.21)
г»

(к=\, 2, . . . ) .
Уравнение (9.59) принимает вид

X 1 <

—~,— = : Z т~ / (ли Z .
1/ ГТ"((П •^J

Из известных теорем об обращении рядов следует разреши-
мость и единственность уравнения (9.59) при j * j < e y i n l n л ,
причем знаки z и х совпадают.

Теорема доказана.
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Теорема 9.2 трудно обозрима. Поэтому мы приведем
несколько следствий из нее, формулируемых проще.

Теорема 9.3. В обозначениях теоремы 9.2 имеем, что
чп{ы(т)<Х} при х<0 и чп{<л(т)>Х) при х>О равно

^ + B

У 2тс (1+5) In In n In In я

равномерно по п>с77, \х \<е]/\п\п п. Здесь

5 = T T J ^ T " . Р = { А ' } - ф о б ш я часть X,

1 п и -

2JC

) = Е(X) + { { (1 + 5 ) в - f-(p+gj} sgn Л,

— 1, если X—целое число, х<0,

Е(Х) = О, если X—целое число, х>0,
О, если X—нецелое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 9.2 при v = l имеем,
что v,,{co(m)<A'} при л:<0 и v,,{co(w)>A'} при д;>0 равно

0(-W, z)+jP1(-W, z) +

+ £ * 0 ( ~ "110>

Так как согласно леммам 9.10 и 9.11

Р0(и, z) = l, Pl{u, z) = -g-M3,
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W<*> = -1 G" (0) + za G" (0) + (ZCT)2 G' (0) 1 sgn x +

Г,(ДГ, z)f Щ

TO

где

Уравнение (9.52) можно переписать в виде

ё* In In л + F (z) = In In n + bj + x ]/ In In л + й2

или

Отсюда

Согласно (9.21)

е*=1 + Е+ 5 — (9.63)
In In л

откуда
z = In (1 + 5) + , -;— • (9.64)
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Подставляя это выражение в правую часть (9.62) и исполь-
зуя (9.21) и теорему о конечном приращении, получаем,
что

e2lnlnn = (\ +c,)lnlnn + b1 + -jr b2t, — F (1п(1

+ - В

отсюда

z = In (1 + 5) + г т ~ '- + ,-.-~-ъ . (9.66)
v ^' In In л (In In n) 2 v '

Так как согласно (9.21)

то

^(y (9.67)

Аналогично согласно (9.62)

Дадим асимптотические выражения для величин Н„(г),
Н'„(г), H'n{z) и ст. Согласно (9.65), (9.64) и (9.21) по фор-
муле конечных приращений

(9.68)

In In л N

Из (9.63) и (9.21)

ст2 = # п > ) = (

Отсюда

а = V(Г+ЦЫпТ; + . В , (9.70)
1/ In In л

4 ' + B—ir . (9-71)
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С помощью этих формул дадим соответствующие асимп-
тотические выражения для величин, стоящих в правой
части формулы (9.61). Из (9.68), (9.69), (9.66) и (9.21) сле-
дует, что

b1+~ b2t+

(9-7 2)

Далее, оценки (9.67) и (9.70) показывают, что

Согласно лемме 9.12

следовательно,

Кроме того, согласно лемме 9.12

1 „

(9.75)
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Опять согласно лемме 9.12 при м<0

=Bmin(], |мГ 3)

и согласно (9.73)

Следовательно, при

Это соотношение справедливо и при x > 0 . Кроме того, со-
гласно лемме 9.12

Y1(x)=B. (9.77)

Поэтому согласно (9.71)

У Л » У W ? /9 78)
= , + ?__

S У 2тс 1/2тс(1+5)Гп]п я 1п1п я '
Займемся теперь функцией Yn (x). Имеем:

е& _ \_ _ _
e'-l z ~ 1

+

Следовательно,
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С другой стороны,

Отсюда при j 5 ! *S (lnln л) 2 согласно (9.71)

(9.79)

При

• ' - I

_ = _ _
S"1/2TC У 2тс(1+Е)1Шпя lnln л"

> (lnln и) 2 из (9.67) следует, что

- 1
lnln и

lnln n

In

i
5|lnln/f

/1 3

В этом случае согласно (9.71)

IaJ^l= J_
о У 2 ^ У 2TZJITE,) lnln л

• Д =

lnlnn У2 lnln
= , _ j g _

lnlnn У2тс(1+5)1п1пл lnln л "

Таким образом, формула (9.80) справедлива для всех рас-
сматриваемых С-

Подставляя теперь (9.72), (9.74), (7.78) и (9.80) в (9.61)
и учитывая (9.74), (9.76) и (9.78), получаем теорему.

Теорема 9.4. Пусть v — фиксированное целое положитель-
ное число. В обозначениях теоремы 9.3 имеем, что

vn | ь>(т)<х\ при х<0 и \ при х>0
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равно

{ 6-0+6) ш (i+5)} into n J

i B

\1/1п1пя1п1пя Inln

равномерно по я>с 7 8 , |^|<e]/lnlnw. Здесь

{ -O-^-y+ {
)

- ^ - l bi + l b3

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ограничимся для краткости слу-
чаем v = 3. Разложим величины, входящие в (9.60) по степе-
ням 5- Из (9.23) и (9.21) выводим, что

= -(*! + ! hi)
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Разлагая In (1+1;) по степеням Е, получаем, что

Далее,

Положим

g(u)=e2" G(u).

В силу леммы 9.12 при м<0

*. (9.81)

Так как

то при л:<0 (0 < 0 < 1)

е G(Q = xf g" (

5 2
Ж

+J5 ( n 7 ? l L , +11 p min (1, x-*) V
I yinlnn
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+

in (1, \x\~3) \ = e" G(x) +

Ъ^Ыпп \ 24 ^ 2 4 ^ 1920

+ В( Х—+—i—\. (9.82)
Wlnlnn Inlnn/

Совершенно аналогично при л:>0

1/2ТЁН7 I 24 ^ + 2 4 ^ 1920

[-Л= + г-,—Л . (9.83)

Согласно лемме 9.12

т(\, х~2). (9.84)
Поэтому

1/2тг1п1пл 1/2тг1п1пи Inln я '

Переходим к функции Ч?2(х). Разлагая (1 +^)&, 1п~1(1

и (1+5) 2 по степеням 5, имеем:

8 ^ 16
где

%> +BV) sgn x = Sx (I) sgn x +Bl\ (9.86)

•^03



Из теоремы 9.3 и оценок (9.82), (9.83), (9.85), (9.86)
получаем, что выражение (9.60) равно

е G(-\x\) +

lnlnln/A
+

1
S, (г) = - ^ I + ~ ? - —• ? + S, £) sgn х. (9.89)

С о г л а с н о л е м м е 9 . 1 2 ф у н к ц и я г2 G( — \ х \ ) р а в н а В и л и

sgnx В ,

T ^ + jTp п р и , * | < 1 ;

следовательно, согласно (9.81)

( 7 ( - | х | ) = е 2 G(-\x\) +

Согласно (9.81) и (9.84)

Наконец, из (9.81), (9.87) и (9.89)

{ —L + р | sgn х +

(9.91)

,«. (9.92)
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Подставляя в (9.88) оценки (9.90). (9.91) и (9.92), полу-
чаем теорему.

Теорема 9.5. Пусть \ х\<г]/ lnlnп, где г — фиксированное
достаточно малое положительное число,

^ "l/lnln п'

Тогда имеем, что vn{co (m)<lnln п + х]/ lnln и } при х<0 и

vn{ ы(т) > lnln я + л:]/ lnln и } при х>0 равно

У1п1п n)

равномерно по п>с7В и х.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 9.4 следует, что

vn { со (т) ^ lnln п + Ьх + х У lnln п + Ь2} при х ^ 0 соответственно

равно

{5-(i+5)in(i+5)}ininn / ±х>

Заменим здесь lnln п + йх + х yinln п + Ь2 через lnln п + ;УУ1П1П п.
Имеем:

^
yinlnn/\ У lnln л/ У1п1пп lnln и '

и | л : | ^ у величины х

знаки. Легко подсчитывается, что

При я > с 7 в и | л : | ^ у величины х и у имеют одинаковые

У1п1пл/ \ У lnln n)

(lnln л)
I •
2

У1п1п п
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Отсюда следует теорема при | у | ^ 1. Её справедливость для
у\<\ вытекает из теоремы 9.1.

З а к л ю ч и т е л ь н ы е з а м е ч а н и я . Мы подробно
рассмотрели функцию со (т). Однако изложенный здесь ме-
тод применим и к другим аддитивным арифметическим
функциям f(m), для которых можно доказать продолжи-
мость функции Z(s), определяемой рядом

хотя бы в область а ~& 1 • Так как

; i + . в
!О >

то достаточно доказать лишь продолжимость произведения

р

Это, очевидно, можно сделать, если /(/>) = const, для всех
простых чисел р, за исключением, быть может, множества
простых чисел Q такого, что ряд

сходится. Это можно сделать также, если при некотором
целом положительном к существуют <р(к), где (р(к) — функ-
ция Эйлера, констант С,, 1^/^к, (/, к) = \, что если
p = l mod Л, то f(p) = Ch за исключением множества
простых чисел Q такого, что ряд

2а р

сходится. Возможны и другие случаи.



10. АДДИТИВНЫЕ АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

В ГАУССОВОМ ПОЛЕ

Соображения, изложенные в предыдущем при рассмот-
рении распределения значений аддитивных функций, опре-
деленных на множестве натуральных чисел, пригодны и
в случае аддитивных функций, определенных в любом
алгебраическом числовом поле. Мы ограничимся рассмотре-
нием поля гауссовых чисел. Результаты нетрудно распро-
страняются на другие поля.

Условимся относительно некоторых обозначений. Через у.
будем обозначать целые гауссовы числа, через s — единицы
поля ( ± 1, ± г), через р — простые гауссовы числа. Наконец,
N(y.) будет обозначать норму числа у..

Вещественную или комплексную функцию f(\i), опреде-
ленную на множестве всех целых гауссовых чисел, отличных
от нуля, будем называть а д д и т и в н о й арифметической
функцией, если для любых взаимно простых y.lt y.2

Так как s5 = s, то

/(s)=/(e 5 ) = ;

откуда имеем, что для любой единицы поля е

следовательно, значения аддитивной функции для ассоцииро-
ванных между собой целых чисел [л, — у., iy., — г;л([л#О)
совпадают. Если каноническое разложение числа \i имеет
вид

О С ,

epf'....pfc*.
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то

/ М = / ( р р ) + --- +f(v'k

k).

Если /(р«) =/(р) Для всех р и всех а = 2, 3, . . . , то будем
говорить, что функция f(\x) с и л ь н о а д д и т и в н а .

Переходим к рассмотрению распределения значений ад-
дитивных функций. При этом аналогом отрезка натурально-
го ряда { 1, . . . , п } можно было бы считать множество
всех целых гауссовых чисел, отличных от нуля, нормы ко-
торых не превосходят некоторой границы, и рассматривать
распределение значений аддитивных функций на этом мно-
жестве. Однако законы, полученные для таких областей
изменения аргумента, были бы по существу одномерными,
в то время как распределение гауссовых чисел естественно
рассматривать как распределение соответствующих им точек
в комплексной плоскости. Поэтому мы будем рассматривать
области изменения аргумента наших функций, состоящие
из целых точек, принадлежащих некоторым областям до-
вольно общего вида в комплексной плоскости.

Пусть 0^ср1<ср2^2тс, х (ср) — положительная функция,
определенная на сегменте [ср1; ср2] и удовлетворяющая усло-
вию Липшица: для всяких ср', ср" е [срь ср2]

С, 8 —постоянные. Обозначим через W область в комплек-
сной плоскости: cp!^argz<cp2, 0 < J z | < x(a rg z)> г Д е г-ком-
плексное переменное. Пусть Wv — область, получаемая из W
путем гомотетического расширения в v раз -относительно
точки 0. Целые гауссовы числа, принадлежащие Wv, и со-
ставляют ту область изменения аргумента аддитивной
функции, которую мы будем рассматривать в дальнейшем
при неограниченно возрастающем v.

Заметим, что и в поле гауссовых чисел в большинстве
случаев достаточно ограничиться рассмотрением лишь сильно
аддитивных арифметических функций.
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Введем теперь для вещественной функции f(y.) обозна-

чение

N(p)

Аналогично предыдущим параграфам будем говорить, что
вещественная сильно аддитивная функция f (\х) принадле-
жит классу Н, если В (v) -> оо при v -> оо и существует
такая положительная неограниченно возрастающая функция
r = r (v), что

In v ~ ~ * ' В (v) " ~ * •

В дальнейшем Af,, { . . . } означает число целых гауссо-
вых чисел, принадлежащих области И7, и удовлетворяющих
условиям, которые будут указываться в скобках; «„ — число
всех гауссовых чисел в Wr, S— площадь области W,

Для функций класса Н легко получаются аналоги пре-
дыдущих теорем. В качестве примера мы приведем лишь
пару из них. Для доказательства их используются лемма
4.6, результаты А. Берри —К. Г. Эссена [38, 65], хорошо
известные результаты о распределении простых гауссо-
вых чисел, аналогичные приведенным в § 1, и следующие
леммы.

Лемма 10.1. Для v^O

nv=Sv2+Bv2-s+£,

причем константа, ограничивающая В, не меняется при
повороте W вокруг точки 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для 0 ^ v ^ v0 эта оценка три-
виальна. Пусть v>v0. Положим:

14, J, Kubilius 209



Пусть

Р * =

 ь

 i n f

 tX(<P). Pk= sup

Из условия Липшица следует, что

pl-Pk=B (9<W-9<fc-i:)s = j B v - s . ( 1 0 Л )

Число целых точек в области Wv равно её площади Sv2

с точностью до площади объединения областей

и двух полос ширины 2 вдоль „боков" области 1УУ. Таким
образом, учитывая (10.1), получаем, что

Лемма доказана.
Лемма 10.2. Число целых гауссовых чисел, принадлежа^

1цих Wy и делящихся на целое гауссово число р ^ О , равно

причем оценка равномерна относительно v>0 «
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что таких чисел будет

столько, сколько имеется целых гауссовых чисел в области,
которая получается из области W v путем поворота её на

Ш
угол — argp. Из леммы 10.1 следует, что таких чисел
имеется

Sy2 i в( " Г 8
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или согласно той же лемме

ЛГ(Р) ('

Лемма 10.3. Если функция r = r(v) удовлетворяет усло-
виям: г~£-2, lnr = o(\nv) при v -*• оо; р ^ О —целое гауссово

т 8

число, iV (Р) <:v , то число целых гауссовых чисель, при-
надлежащих Wv и делящихся на р, «о не делящихся ни на
одно из чисел рр для N (р) ^ г, равно

где * указывает, что из всех ассоциированных между собой
простых чисел берется лишь одно. Оценка равномерна от-

носительно р с N($)<v
Лемма 10.4. Пусть г ^ 2, м ^ 2 , { р } — множество целых

гауссовых чисел, канонические разложения которых содержат
лишь простые числа, не превосходящие по норме г. Тогда
число целых гауссовых чисел, принадлехсащих Wv и делящих-
ся хотя бы на одно из чисел р с N($)>u, не превосходит

c8 0v2exp( — c81-r^-j, где с8 0, с81 — константы, зависящие толь-

ко от W.
Лемма 10.5. Для сильно аддитивной функции f{\x) e H

{ 
P̂ i n

f(p)-(A(v)-A(r))\2=Bnv(B>(v)-B*(rA

Лемма 10.6. Если f (у.) — вещественная сильно аддитив-
ная арифметическая функция, удовлетворяющая условию
B(v) -> оо при v-> оо; Х>0 — фиксированное число, то
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Лемма 10.7. Если вещественная сильно аддитивная ариф-
метическая функция /((А) е Н, то

Из последней леммы, в частности, следует, что диспер-
сия закона распределения

щ Mv\ B(v) < f

где /((А) е Н, равна 1 + о (1).
Теорема 10.1. Для того чтобы закон распределения

(10.2), где вещественная сильно аддитивная арифметическая
функция / ((А) е Н, при v -+ оо сходился к предельному
с дисперсией 1, необходимо и достаточно, чтобы существо-
вала такая неубывающая функция К (и) с вариацией едини-
ца, что при v -> оо во всех точках непрерывности К (и)

2 i ~*к^

Логарифм характеристической функции предельного за-
кона вычисляется по формуле (4.9).

Класс предельных законов совпадает с классом К, ука-
занным в теореме 4.3.

Теорема 10.2. Если / (у.) — вещественная сильно аддитивная
арифметическая функция, удовлетворяющая условиям

В (v) -> оо, и ] - max / ( p ) i =XV -»• О

v -> оо, mo

ta +

равномерно относительно x и v>v0, причем v0 «e зависит

от х.
Доказательства лемм 10.3, 10,4, 10.5, 10.6, 10.7 и теорем

10.1, 10.2 требуют лишь очевидных изменений по сравнению
с доказательствами аналогичных лемм и теорем в области
целых положительных чисел, поэтому мы не будем приво-
дить их,

212



В качестве примера рассмотрим функцию

0<arg(p)<y
pit*

.rg(P)«

Очевидно, что ф (fx) - сильно аддитивная функция. Для её

A{v) = A 2 J WTPY'

тс

2P(v)-4 V

Найдем для ^(v) и £(v) асимптотические формулы. Для
этого используем следующую оценку [13] (достаточна и
менее точная формула):

справедливую при 0 < ср1 < ср2 ^ 2п, Полагая и = [|/ In v ],

находим:

fc-J

и аналогично

7tV

4 1 n v

V

n In v

1'1 v
Bv

In8

Sv

lnav

V
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Отсюда частным суммированием получаем, что

A (v)=7ilnln v+B,

Из теоремы 10.2 после несложных подсчетов следует, что

при v>30

М„
к \ — lnlnv

У inin v
lnlnln
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