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ПРЕДИСЛОВИЕ

Исходиая задача этих лекций изложить "совремев-
цые достижения в топологии многообразий, МJIJOч8.S1ве-
аавнее решение H4up.tverтиt(,ut'} в проблемы тр.8.8JU'УnЖP"У-
емости. Первая час'l'Ъ писалась сначала с nenwo собрать
необходимый предварительный н llOCTaT()JIHO азвестиый
материал с отсылкой во всех случuх, где Э'l"0возможно,
к хорошо доступным руководствам. OдВAJtO• процессе
своего появления иа свет эта первая часть цроявипа не-
ожиданное для аВТОР08 стремление к везависимости и пол-
ноте ИЗJ10жения. Но мы решил.! твердо ограничить ее раз-
меры.

В итоге в четырех главах собраны, как нам кажет-
ся~\ все предложения, Jtасающиеся гладк-х, КУСОЧ1l0JIJIвеА-
ныХ и топологичеСJt8Х многообразИА, ЖO'l'орыеСОС'l'8JЩ!iJют
геометричес"УЮ основу изучения тополог •• WJlor~pA3".
Почти все они сопровождаются доказате1IЬC'l"вам8, OJUUD:O
мы стремипись в первую очередь к вы-".8Лeuю .ев и ло-
гики ДОJtазательства в почти всегда ОПУСJ[апвироаера,
которые, жак мы счrrали, 110ступны более влв м__ под-
~отовленному читателю. В особенности это oтa0C8TC~ к
110казательствам по индукции, где ~ опускапи одау из
двух половин доказательства, еспи 110каэатеJlЬCТао oдв~A
половины становится ясныы после докаэатепltCтаа другоА.

Вероятно. l1Лstпервоначапьвого из, че•• я топологии
Мl,fогообразd JtН.ИЖJtазта слишкоМ сжато II.8IUIC8.JIA.НО МЫ
надеем.ся, что ока поыожет преподааатепю, реlllИlШ1ему
прочитать журс по топonоrии миогообразвА, и/ll.1 тому.кто,
позн8Jtомившись с отдельиыМI вопроса~ топoпorии wвoгo-
образий, захочет лучше сориентироваться в нижае•• этаже
этой математической дисциплииы.
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С:к:ажем еще, что мы писали эт'! книгу в первую
очередь для читателей из вузов пери "ерии,где, к сожале-
нию, как нам пришлось убедиться, мало доступна не толь-
ко иностранная, н() даже и более старая советская мате-
матИЧеск~и литература. Это обстоятельство в первую оче-
редь и определило то-стремление к независимости и пол-
ноте изложеция. о котором сказано выше.

Мы преДnОJ1o!~гаемИЗ!lестнЫМИлишь самые элементар-
ные свед"и.ия из анализа и обшей топологии .• Из анал.за
!l.f.bl приводим без доказательства "'три кита"', цокояшихся
Н..Iтеореме о среднем значении: теорему об обратной фун-
.дии, теорему о сушест!IOВ8НИИи единственностирешен:и:я
дафференциа1lbНОГОура!lнения и теорему Сарда, и, кроме
того, теОрему Вейерштрасса об аппроксимациимногочле-
нами. Что Jt8с.ается теоремы Сарда, то, хотя она и отсут-
СТ!lует. It СОЖ8ле1tИЮ,!I стандартных учебнИItах. ее легко
наl:'tИ в ;несIо11ыtхx неАа!IНО!lышедшиХ и молне доступных
ружоИ()дст!lSХ. В третьей главе считаются извеСТIJЫМИэле-
ментарвые понятия. каС4Юшиеся выпук:лыx многограННИКО!l.
Orметиw дОПОJ1Кительно,чтО мы считаем, что читатель дос-
ТАТОЧНОосвоился с "'аргументом компаiтвоств", т.е. умеет
!I нужном ыесте выделить СХОдЯшуюсяПОСJ!еДО!lательность,
!lыделить Itонечвое или ЛОКIШЬНОконечное покрытие и т.д.
Мы не ИСПО11Ьзо!I8ЛИрезультатов алгебраичес~ой топологИИ.
из которой нам было, !I сущности, нужно То11ЬХОУСЛО!lие
7t,()(,Il) '"оJ хоторов мы В СООТ!lеТСТ!lУЮЩИХместах опреде-
11ЯПигеометричесItИ. Точно TaJ[ же мы !IOздержалисъ от YJta-
зания связей с дифференциальной геометрией, теорией диф-
ференциальных особенностей и т.п.

В коице мы првпо~ЛИ указатель, составленный H~

по алфавитному. а по тематическому привципу, что, как
нам казалось, должно помочь читател.ю лучше ориентирО-
ваться в тексте.

Во второй части требования к познаниям читателя,
естественно, будут более высокими, в частности, будет
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необходимо ~нание OCHO!lапгебравчесItой топологии.
Приведем примерное содержавие второй части.
1. Повышеиие клаос:аглад-:ост:в: глаДJtОГО многообра-

зия, теорема Кэрнса-Хирша. триангуляция гладких и сгла-
живание кусочно линейных многообраЗИI,ft-рааслоев-я.

2. Теория rPOMO!18о связи струХТУР на многообра-
зи~х со СТРУItТУРамина ocaтenЬBoM расслоеиви с прило-
жениями к клat:сифик.ацп струк:тур. ПО Лэшофу-Ротеибер-
ГУ. К~рби-Зибеимануи к теори погружевиJ1. Доказатель-
ство того,- что 7O/l/pe <;::!. К (~,3)' -

3. Введение !I в.лгебраичесхую К-теорию / с геомет-
рической точкИ зрения/: J[руче~ие Уайтхеда и преДЯТСТ!lИе
Уолла.

4. р азбиенве многообразиА на ручхи и теореыы об
~-кобордJlЭМ. и HOВJUtOM- З:в:бевыава .с ДРJIJIожевИSlМИ.

ДоказатеЛЬСТ80 7Or-/pt. ~К~.3)rpебуетt.Ках иЗ!lесТНО,
использования теории перестроеIt. ЭТа теория и С!lЯэав-
вые с ией вопросы будут изпожены !I проеItТИРуемой
третьей части~

M~ ПРИНОСDlгпубокую бпагод.арJl~СТЬ всем липам,
полиость.ю или частично просмотре8DlИW ~TJI леIJUUI • сде-
лавшим много замечавий , которые ОItВзаписъ дл,я III1С
очень пехными. В особеиности мы бдагодариы Ю.Г~Бор.-
совичу, по чьей инициативе JUШ:в:санаx::НJl,ГI1. Тuже ми
благодарны издательству Кубансх::ого ГОСУИИ!lерситеТА и
препода!lатеnям этого универси~еТА _npофессору З~Б.Uaлю-
ху и доценту А.М.СкрЯГО за содействе в нanечl1'1'АКИИ
лекций.

Сводка предваритепьн~ понят"

Следуюшие nOHSlTR$(и обоэначевиSl ИСПОnЪЭyJOТСИ!I
TeIcTe без вапоминаний:

Логичесuе знаItИЗ,";='> замеsяют спова 'сушестау-
ет"', "'тогда и ТО11ЬХОтогда, когда', 'впечет .•.•

Слова: множество. отоб:ражение. образ, прообраз.
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а:;и-мво оавоввач-ое соотаетствие и:.ов8'lВ0. известны
.•••'l'aтu:D. Зru... цп,',5Е,~-меют ~LЧВО& ЗR8.чевве,
Аoбosвa--.. B~ )OIожество,ЛхВ- прямое lIроиз8еде-
•••• 0r0бpa._еА4 _А. CTaВJDl(eeв соответствие П8-
ре (q, I) ·_eм88'l . ct .-з. верРО' прое5!1J(" ПРЯМОГО
1Ip08Э-JI8IUISI••••• ог ич-ое отображени. иaLJ - второй про--Ц-..

Обоева ••••• Д.IbIO'J'OбpaжеlUllобычв ыесf: п...8,/ (х) =1'
при CМIpfIIAeп-iI O"1'OCSраж8llJlJrJ мы пользуемся иногда
ЗВ-OIoIХh.У, T.e.o!OrJ?,. .QD!!,рчеgе отображеввяjна
ПOДlOlОК8C'l'1IOPc:l/обоевечаетс• .ffр .кOНJlМ'ЩIЯ отобра-
жeвd JR--ЛИ1: В--С обозн8чаете. 1oJ:H-С.ПроизВеАевве
atoIf1pa-.eвd.f-~R...zJ.1:С-~-зто Отображение /1(': ДхС-.IJxЗ
где !Jlj(cr.d= (f1i1tl~lт).ТоресТНА'ое отображение мно-'
жества /1 •• Себ. ~eт и:.е."ы, элемент a€H в се-
б.. око обоэва'l8.t'I'C. вcerдa 1 • ваз. Т85Же тождеством.
·ECJIII89l. ТO~'6 ваз,. тождествеВВЩolвnо.евием б!\ 11

ГP'tп O'I'Oбpаже_.l:Л"'р, ~ это мвожество вар (а,&)
изRх8 .IUI!I 5crnJpМX f(O)::: ~

П•• ,... .•••о.ества состоит из системы подмво-
.еста. об.е_-..е 50т0рЫХ COВlUlllaeтс множеством.
ОРО ПOlrpКDIвPlreмo в АР1Гое. есnи и:.аждыl э-емен't
перВf)l"O.--т в BeJ[O'I'OpOM-мите АР1Гого. Коатвость
покрмт... - м85c8.мIuIыI08 ч-cnо ОРОИРемевио пересе5aIO-
IRJ[XCSIего З-м-Тов.. Систе~ множеств D3ЪЮ!II'!"IA. есnи
B8I,85.e два. ее апемеатА _в пересекаютсL ц.аыивыыM
o§wvIре ••• ваз. oбъeJIивввве м_ожеств из АИЗ'blIIRIтвой
с.стем •••

Мы 1ICD000000yeMв-or .• слова: UтeгOpll5l. ФJIIIE"I'OР,
501n'p488p-ВТВыа-беэ особой ДJISIЭТОГОвеоБХОlUPllOCти,
ч-таТ8JIЬ может _е oбpaпurrька в-х ввимаввя. воа сле-
AyJOll(ea'8CТR" буlQТ уже поneэаы.

TO•••••&OrII'ec5Re JlОВЯТ.SI:топоnoгJISI на MBOJКI!ICTBe,тo-
по.nor_,eatое ОРОСТР_СТIlo. JIIIAYIIIRPOвaвв8SIТОПODllГ_Яиа
ПOJDOlO.естее. IIOДВPocтpallCTВO.O'rq)blToe ( область ) 11·
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замкнутое подыножество. ОТ5рытаJl база. IIC.IDAYnaот.кое
подмножество. ои:реств:ос',l.'Ь(Jle обязатuыIo O'I'К.]tнт•• 1 ).
непрррывное отобра.женве. гомеоморфввм •• oмawl('l'll~

связность, 1t0мnонеJlта • т.п. сЧ-ТAJO'I'CJI~ •••••.
Внутренность. заМЫJ[анве. r"aвв,ga мво:lUlC'l'ваА а
пространстве обозначаютCSl :At~ /1,$"/Iсоот.в,.

Пои:.рыт_е lIаз. пои:адЬМ:ОI.OН8'1W. ее•••• 8•.••• точ-
ка имеет окрест_ость" пересеи:.8JDЩyIOCSIТ(NIW[Oс и:.о_•• -
ным числом элементов П05рЫТИ~ Сво'С7'ВО J!!PAI.ouпмт-
носу СОСТОИТв том, что в любое открытое JIOIPнт..е
может быть вп_сано лои:.8J1ЬJIОи:.(8Iеч-ое aJSJUoI'I'O!пок:рм-
т.е. Хотя мы два ИJIIIтри раза 1IC'l'p8ТJIМCJIс -ецJCАОР-
фо~ымв ПРОСТР8JIСТвам__ С IIpOC'J'PAIICt-aQlбез с•••• аа
базы. мы npllBllмaeM. ,то. если мм без CJrOВOjW'ГOIIOJIR"
"любое ПРОСТР1llJСТВО',мы имеема lIiRAY М'Т"SПW"
простраиство со счетllО' базой. В час"DIОСТ." 0lIO X8JC-
ДОРфоВ()В. и:аи:.изDeCТВО.ШIp.850IoOlaltТRо•

ФХВJtПИЯ- это отображеив. в .•••саов,.. JIPSIIIyJD.
Носителем Фуп.п-.. f а8Э. м-о.ество sl.l/II';,l •••••• [-_са
заМЫJ[8Вllем-миожества '1'0'1_. А 50т0р1olXI ••...- IQJDD.

Очень важеJl JUI,SIвас IIpOJI8СС.острое ••.• ИО8IX IIPOC-
травств из· CT~'pЫXПОСР.едст'" O'I'Oжд8C'l'JUltt•••• ЕС8 ••
лространстве.){ ЗaдallО ()ТJI08I.". ЗJ(_м_-"fI6G. ••••••••

множество и:.naсс()в. 1185ОТОРмераСП8А88'I'C.х. ROJIYWer

так иаз. ФUтор='1'9Jl9llC!ГJUD:)IIIO]I[8CТIIOJUI8CC08an:plllO
~ об'ЬеAIНев" этих и:.пАССОВO'I'5p.,ro а )(. B~"';"::'

ых эта 50Jlстрyю1JlSlвстретВТС51у вас.
KQТOP "'-_«__ •••••• с-.-•.ФOlТ9Р_ПRОСТDgcТJ!O'буд8'l'х~ош-м-.. __ •.••....
д"юЩJIЙслучай: Ecnв)( и :J АВ8 вpOC"l'pIUlC'l'М• !I' - roI18IF
морфизм НеХ иа /jc'j~ иа AR3WDII5ТJ1OМобм...•••• Х
11'J МЫ ~BOД-Mотвошевв. ЗI[.U~ •• ---
в ОдИКкnaсс и:.ажд.УlOпар7то,. Хи 9'(Jd. остав- •••••••
-з остальных кnaссов OдJIOТO,•.•••••• Вoe-JnrA ••••• t ~
.пространство наз.щ;ОСТР8llCТВо..:...G"QZnWllOCP--'l'881'Г---
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Сначал4а несколько знакомых определений. /("'-зто

nPOC~~HC'l'BO упорядоченных набороа (Х1' :2'···X/t.) .3 /t

Мы считаем, что R. СТ"МПАОдеЙСТJШтельных чисел. (Х ~ J(3 ftlL отождес-
!!ложено в /{n.Н ,именно, набор =~Rn'-;Z Ч.спа )((. из
тален с набором ~t.1X:t# ••• ,X',., О) р.иа ама TO-U:. Х='
набора назыВАЮТСЯ стандартным. 1§9А A~. о· отож ..-

Х) R.ft. Каждую TO"lIY X€ МОЖ4
•••.(Xt.1X~, ••• , It В. 0- (00 0). с )[04-
дествить с вектором Rс;:ачалом в - • , ••• .1на п-ейХое

ом в х. Тогда на можно смотретЬ К8I .
: остранство размерности ~ над полем де!стаительвых

р Каждое аффинное преобразование 1( (сynерп)Q.4Я
::~::~oгo преобраЗОВ8НИЯ и параллеnьного пере носа ЗАда-

Ilп.. нов ю (аффиН1lyIO) систему координат: 8 качестве
ет на у "Т точ •.•• берутся стандартные координаты ееновых КООРДИНа ••...••

~OO~U~ п R
M

2 Определение. Отображенне J обпасти VC~ в
• - - - - - - - лв.сса С?:. *есЛJI все его частныеназывается гладким К J

е ДО ПОРЯдка '2: включительно существуют 11ие-производны

прерывны в V. *'А эj;. 8 TOl{J(e х (, -но-
МаТРИЦА первых производных а)(. Q

.l. (х) -. i -ая координата' aelTopa J (х) в ft'-)
мер строки,.,!, J х и 06оз,а-
наэ. маТflцей Якоби отображения в TOl{J(e fJ

чается Э \ •

При~:р, Матрица Якоби линейного отображеи.и е кР.ж-
- - - - матрицей самого отображе •• я. D"-дой точке совпадает с ~
Матрица Якоби определяет л-нейвое отображеИАе

ё~отображением, или пр.надлежи'!' Jl:лас-к Или является .• - то Z> 1.
Е С' Есл~ не оговорено прот.ввое, " осу 7: , или •. jEC'. f С- f инеет производиые всех ПОРЯДJtов, ,~ t .если •••

если.f непрерывно •.

Гл. 1

ГЛАВА 1.
МорФ.зма ур и оно обозначается XI/9 -:\... , .

.t·ОМОТ9Пиеjt наз. непреРЫ!Ulое отображе!f8:е F.Хк.(q 11~~.
Отображение }"Ix.t ПОрождает отображение/~:Х-У ,Имен-
но, ft(x}" ["(х,о, Причем ГОМОТОпия ча<;;то и обозначает_
ся h :х....•у. ОТОбраження ..h иh наз. ГОМОТQПными, а сама
гомото.пия .иногда наз. деформацией отобра:жения 1,. е Is. .
Если У~н.fi::-1, .l(X) с.у • то J'f. ваз. деформаu •.еа Х
в У. Деформап..я нва строгоа, если J;.Iy =:/. •

Пространство нвз_ линейко СВЯ3J1Ым, если любые
две его топи сощ!инимы путем. т_е. кепрерывным отобра-
жениемf:lо, f/..•X.rAe .I((J} и J(1.) - дае даниые ТОЧКИ. В
общем случае ПРОСтранство распадается на Щlнейно сая-
зные IОЫПоне,ты.

Из Теории групп нам поиадобятся тол.ь.:о самые пер-
вонаЧаЛьные понятия: подгруппы, гомоморФизма, Фактор-
группы. едИничного элемеНТа (обозначаемого е ) а обрат-
НОго элеые'ТА. ГРУППОlS8я операция обознаЧАется топой:
t:t.t>, и элемент, обратный к й ,0бозн.вЧllется q.-~ Напомним,
что Множестео (; превращается е группу заданием деух
от06ражеIlJd:J"t':Q~""G и -J: (j;-..G , где ;U{4',I);; Q':C и ~(Q-):Q-~
причем jW и у удовлетворяют IIзаестJlЫМ акСиомам.

Вещественная прямая обозначается R.1. ,КОМплексная
- C~ ОтреЗОI пряМой, соединяющий ТОЧlИ аи l' в aыnyк-
лом множестве, обозначается CQ# () • ОтреЗОI ['1, 1] число-
вой прямой обозначается 1..

НаПОМII'М еще, что гомотеТвоl с КОэфф.циентом с.(.
наз. преобразомние подобия эвклидом пространСТ8а, Пере-
ВОДящее вектор Х в вектор СО(. ИНБеОСИS. Э81ЛИДОва
npocTpllHcTBa /{I1. наз. преобразование лlt \ ~ .переВО,lНJ:щее
вектор Х в XIi.,:l.

.С'''-~теRеограФической проекциеа сферы J наз. проекция

S,\Q.. в Плоскость, касатеЛьt:tуlUК S·" в ТОчке диаметрально

ПРОТИВоположной (t с центром проекц~" в <t •
Группа целых чисел 11 Рру nrтa n:з lH~)'J( ЭЛ"'МNПО6 оБОзнаЧll-
k1гея СООТВ. ~ и ~~ •

. I.i•. 1
I

§ 1.

ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ

Теорема о.выпрямлении отображения

§ 1

9



11

5-. т.еорема ( об обратиом отображении. см. С 11).
ЕслИ хо --йеособвя точка С7-отображения {: "lI ••..• f(l.rAe 'lI
область в /{п,то f взаимно ОдJiозначио отображает
некоторую ОКР8СТИОСТЬVТОЧКИХа ][А окреетжоC'J'Ь l{/точ-
ки} (х,) ,и f-'/w €C'l.

Определение. Вз. о.цнозн. отображев:ие J обпаств:исRf/. на--область G(iсR'lraз .• C1-uффеомоРdJJамоы•есlUl f
и J-I. имеют х.ласс гла.цкости 1'.

. Если образ J (область'lU) вас ие в:итересует. blJoI

будем говорить: "диффеоморфизм 2tB R.N" •

Упражнение. ДиффеОМОРфllЗмне имеет особых точек.
nругая фОrулировжв Teo~eMЫ об обратв:ом отображе-

нии: есnи с1е{ М\х..ФО то f - С~иффеоМОрфв:зЫха окрест-
ности Ха •

6. Теорема (о выпрямлеиив: отображеиu в ожрест-
ности кеОсобой-точ1tИ )'. Пусть х•...• еособая точха С'-ото-
бра.жеJU[Иf области 2(с///'в- R.In. Т агдв fIL

а • Если It~т. то J такой C2'-диффеоМОР4I1ЗМF:tJ=.N.
где V--окрестиосТь точхи J (Ко) в я.f7'l. что f;f совпадает в
малой окресТИОСТИХО с тож.дестВ8lU1ЫМвложриием R./t в RIn

б. Если I'L~ т. то 1такой C'l-AJ(ффеоморфи::,мЕ: fI=,~rAe •
11-окрестность в Яf& точки f(х.}~R~что ~ СОlШ8дает
в малой окрестиостиfх. со СТ8.ИдартиоЙПР08ЖJU1еАRftB f(';

§ 1Гл. 1.

•

..

§ 1гл. 1
в /{т(оно наз.дифференuиалом отображения! в точке ХО
и обозиачается О/Х f ) по следующему правилу:

о h

(~f(X»)i :::l ~~, . Х;.
о j~i Х) )(.

Диффереипиал ~вл~етс~ ~аРИЗдпией отображеви~
f: в zt аффинное отображениех •.••I(-\J~ f(x-xo) совладает
с f с точиость.ю до бесковечио мальfх 2-го ПОРЯдка. Теq- ~.

кее, ~ f есть еДИJl~твен):!оелине~~ое. ртображение /(/'1.
в R../"'\ для которого .j(1(")-дКог--oIх,f(х-J<о) •.•• Опри х ..• Хо.

'Х-Хо/ -;)
В частиоств;, ~o f H~ зависит от выбора аффикных систем
координат в R./f И Il.. •

3. Лег](Им следствием теоремы о ПРОИЗВОДНОЙслож-
ной функции является следующее утверждение (Nuелное
правидоN): при слерпозиции матрицы Якоби перемножают-
СЯ' а f·~ - f\ . о~1

. Эх f х. - ;Э~ ~(Xo) ЭХ)(о'
Класс гладкости сynер""озJIUL.Иотображеиий классов 'z и 'l'

не мев.ьше !пl'п. ('r~,').
4. РМГ9М с:.отображенвя J в точке Х,наз. ранг мат-

рапы ЯкоБI в этой .точке. Так как элементы матрицы не-
прерЫJШblи lUDIеЙRаянеzависимость строк сох~аняется
при малом в:зwеиенин этих элементов, то ра.нг ~\ не

'Of ~X Х
меньше раиг~ ~I дЛЯ х из малой окрестности точки

А )СО

Х. • В частпости, маКСliмальное возможное значение (рав-
з:ое т in' (172, ()) ранг принимает в точках открытого (воз-
можно, пустого ) подмиожестев RI1.. п

Опре.щшеJlИе. Точка х из облаL.ТИ2!с R. наз. _,!,еосо- '!

боА т9чitoi~ла.uого отображения}; V-+Rm. если ранг ~I
. ';))( )(tНO

равеи rпiп (Гn,n). В противном С1iучае х наз. особой точкой. .•
Упражиеиие. Охарактеризуйте I!I терминах графика f

·осоБЫе-тош - .ё~-отображения J :R.":-.. R~
~ Такж.CtобыuовениоЙ,прав-льиай.иеСВ:lП'улярпоЙ.регулирвоЙ

точхоЙ. Иног.ца гdворяТ. что J невырождево в точке У •_* Также неправильвоЙ.СВ:НГУЛЯРНОЙ,нерегулярноЙ,аесли {п'" 1,
то также критической.

10
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. 13

§ 2. Гладкие подмногообрAЗJI51 R'!
1. МЫ переХОДИМ:к IlОНЯТИЮrпaa1toro м:иогообрРЗll5lJ

которое являеТС2 'основным в ТОПОЛОГJlИм:иогообразJd., по
У.райнеЙмере для ее ПРJlложениЙ. Мы обсyUМ эТО ПОВSlтие
'С разных точек зрев:ия, но начнем С опредеА8JU1SI,обобщ-ю-
щего понятие ГЛадкойхривоА' и ГJIllд1tОЙпо:аерuoc'l'И без
самопересечев-и:й в дифференциальной геометр-- •• w~~c
ло1t8.ЛЫtОnaраы~~чесхого заданu многообразJlЯ. лежа.е-
го в He1tOТOPOMR,7I'.

qnе.е~елени!. ПОJ.\множествоД(с/i,v:иаз. ГМ"'М Р""IО-I"ообраз!,ем ~Nразыерностип (п4N) и ltlI8.CCaглanости'l: ,

если для каждой тоЧ1tИX€4f СyIПествует сt-отображеu.е
, : R.tL-.RN. 'имеющее рав:г /l. во всех ТОЧJtAX.,ПР. 1tOТOpOM
Х€{jJ(R-h.)сЛ(и которое является гомеоморфlЗЫаы fln"

кa 01t-
рестность 9' (/(п) ТОЧКИ~ в.4I.

Такое отображепе ~ наз~ с'l-1tартой подмногообраэu
.IlI. IlокрЫВ8ющей точку Х в .4-1. или просто С 'l_1tартой точ-
ки Х • Любой набор ~карт {'J'o(! .пс1tРЫвающий.м (т.е. д=::;и c:P~(R'9~ наз.. С -атпасом: • Множество всех возможныХ
c~-'\:apT ндз. полRым атласом.

Размерность п. обычно уХ8.Зывается Bвepxy:..4I~ Оиа
совпадает с топологической оазм:ор KOCTJa1O./J/.что слеАУет
из основных теорем теорИИ размерности (см.гл. 4. § 5).
Если точка ~ изvtlсимвоnaзирует состо.5IRИеКaItОй-АИбб
системы, то введение карТЫ для Х озвв.чает на языJt8 фи-

Например, т<!!ореМ8о Быдя~n.8вIuI отображев~SI утвер-
ждает J ЧТОВ Н')которых КРИВО1UU:Iейвы,ХJtООРДИвв.тахв OI.pec'f-
ностях неособой ТОЧJtИ.и ее образа глaдJt08 отображение

записывается. уравнениями вида!/s.""X4.?I; ""., ... , 3'~"")(4'~II~-·ОУjJ.
если п.~l71., и уравиени;ями вида ~~="ft, .•. ,~~ Хм ,ICJlI ,,>Лt.
Это свойство можно принять за определеви;е неособой ТОЧ-
ки, которое при;м:енимо И в случае "l'-О(См.п. 5.2 гц. 4).

Гн. 1

С)+ ~f
~lxo ~IКo

.
о 1.

~ 1

Грубо говоря, f с точностью до диффеоморфизма ЯВ-
мется либо линейНыМ вложев:ием, либо проеКLLиеЙ.

З,амеЧaвJ[е. Утверждение б)-rеоремы эквивалентно
теореме- 0- вервой фуихми. которую мы не будем формул.в:-
ровать (см. [ 2] ).

До1tазательство. а) после линейной замены коорди-
иат моЖRОсчитаты/чтоo "-х, f совпадает со CTa~Д~TBЫM
вложеви.ем R/'l. в N.. Предс;авим R. ~ ВИдеR/tx R .,./1.. Тог-
да ыа'rpJШа Якоби отображевия ft ../{n х RЛ'l~'!..,R~ заданного
форму""!ойF;. ()(,;) =:f6f)~~,'Jl,единична. и по теореме об об-
ратном отображеИJП f 01111'-1. _диффеоморфизм вблизи j(Xo) •

rrp_Чf!'wE-f совпадает со стандартнЫМ вложением.
б), По условию, ранг J в to равеи/n • и можно счи-

тать, что отличев от нуля определитель матрицы, состав-
ленвоЙ из перВblХ In столбцов. Пусть ;:;: f{f71.xf(.n.-~К"(I};-~а-
дl1ВOформулой~ F;. (v,J.):::l(f(!:I,~),'l-:l.) ,где !I~К;Z€R. -In..

Xo::r (у", ~,,) , rr. 7!-IIt

Матрица Я][об. ДЛSlf; в )(0 имеет вид:
где О CTORTвместо матрицы из нулей,
t.1-вместо ед...вичаol матрицы поряд- nt
1ta fL-m.. Эта ыатрИп.а b-евырождеJi1lи
поэтому по теореме об обратном ото-
бражени• ./.t;'", r:/.-L. _r:(иффеоморфизм вбли- "-т
ЗИf(XoJ , причем jiIF" совпадает со стан-
дартной npое1tц.еЙ •

7. ЕСЛII задан д-ффеоморфизw f' a--;>lf,то cT8JIAap-r-
ные хоорДJlваты ТОЧЪ:ИХЕ" VмоЖRО принять за новые 1tOOp-
ДИИ8ТЫточs:и f (Х) ,в 1.f". 'Мы скажем, что с помощью J в
ifBвeAeвa ·J.RlIволин~йная" сИСТдма 1tООр8инат,(Слово"'кри-
вопинейИая' отражает тот факт, ~TOкоординатные лннни
{",=_~i,~!,~J В у; ~ообте говоря. искривлены:

12



Гл. 1 § 2

зики пар.меТРИМЦИ12 окрестности Jt состояния Х"посред-'
ством п.. числовых параметров. Говорят также, Ч'ГО'Сис-
тема имеет вбlU(ЗИ Х Л. степеней свободы.

. 2. ПI!..и~е~. Пус;ь, 1= Il~ft«- С~то~раженне. Его
графв~ Ji является с -подмногообразием Il. n'I'L • Здесь J
а'Тлас, состоящий -з одной карты: <;р(х) = (х ,/ (Ю). в част-
ности, R.11 (и вообще I~бая гиперплоскость.) являются с-
-подw:ногообразия-ми J:l • Этот пример универсалон в сле-

. ?~щ~ cMblCj}e: для любой ТОЧJ[ИХе С ~одмногообраЗJlЯ
в п...3в Il аффJUШая система координат, в которой М

вбlU(ЗJ(н10 ЯВI1Иется гра~иком некоторого C'l -отображения
Il../l.B Il. -': З8даинorО,ВОЗWОЖ1[О.лишь иа обласТ. в It"

Rп .Л.J ~ДеIСТЗВТ9ЛЫ10, пуC'l'Ь, ш: -.П'I С-карта точки Х
П

'7 N Il. О·
осле аффинной замены ~оординат в R. и в /( МО1КНОсчи-

тать, что ~9': R.'!..R::-пе.·!I=I-~О(о) , совпадает со стандарт-
ным впожеииеw. Если;nll ~1l.1L":проекдия ВДоль ортогональ-

ного дополаень, то дифференциал "'~} тожд.естве~. и
поэтому по. теореме об обратном отображении/Z.,,:N"-R.п.
является C'-диффеОМОРФIIЗJI40Миа окрестности ТОЧКИt/,
Отсюда следует наше утверждение. IZ+~ t/

3._ПЕИ~-:Р'_ Сфера, зад,аиная уравнением l;, Хi.:I;.~ямя-
. _ йll.+~ (,-1-

ется С -nодмног"образиеw IL • Читатель сам построит
для нее атлас, наприыер, с помощью стереографической
проекции.

N Известно, что не дnя всякого подмногообразия ./JI'l в
1< J система из Н-п. фупкций Fi ' независиыая в точках
.Л/и такаи, ЧТО.!JIecTb множество общих нулей этих фyRJt-
ций. (Под .езависимостью в точка_~.IW110нимается~то

7)F.' м 'ранг матрицы~. рьвен {~-h. в каждой точхе Хб наче
говоря, может Hff существовать С'l'-отображении R.N в RN",:

для которого все точки ./Инеособh1f' и .IJ{-полныЙ проо5раэ
О, см.п. 5.1 гл. 2.

Упражнение. Доказать, чrо rtод,множествоЛl,::R~вля-
ется Сf'"_·ПоnмНоГообраэаем ~ Щ!Я кажд,ой точки x€fi{

Гл. 1 § 2

...

•

n/ DH ('t N-tt.
существует окрестносТь и в 1\ И ~тобР8жениеf:V~R
при котором .lИ11'гl =f-YOJ и все ТОЧJ[И 'U'неособые. ~

4. Пример. Читателю знакома прое~т"вная ПI1ОСКОС,ТЬ
RP:t ,-хотя, возможно, не в такой форме, которая требует-
с'.! в нашем определении гладКОГО подмног :>бразия. Y~a-
жем для RР"'вложение в R.~,исход.я из представления ее
как сферы с оТождествлрlJ.НЫМИдиаметрально npотивополож-
IIЫМИточками. Если f: R!.R6 задается уравнеR1UIWИji· х/"
{=.f,!l.,З, ?/t'+j= Х, Xj ,1."iЧ'-З,то RР~ож:во опредевть ках: об-
раз единичной сферы при этом отображении. ЛеГJ[О МОЖИО
построить атлас для -я.р!l.с помош.ь.ю этого вложения" ПОА-
ходящего атласа для сферы.

5. Выясним теперь связь двух С%-карт С~-аоAWИОГО-
образия R.N. ~

Определен •.• c't-li8filТЫ ~ <О: /{f3:...J}fC -подмиогообра-_______ :1.IJ2,

зи.я~~~аз_ C'l-согпасомрнkW" если отображения Y';;~
и ~~~~ имеют класс гладкости 1: на облаC'l'SLX~~(A) .1-
и -il. (Д) , гд,е Н== ~ (Д,1Zj/J ~(Il.R). (EC1I14fl дуста) то ~

. и rA также считаются c't-согпасоJ!lшиыи) ••
~ Ут~ерждение. Любые две карты С~-под.мноrooБРа.зц- - - - -- -JИ C't -согласоВАНЫ. 'l1'l.Jh,.

l1~~T~~.!~.=. Пусть ~ и ~ С -харты .Пl , •

отображеНие ~-I. 9'~ определено а ОJ[pecтIIОСТИ:точ::х:и..,х. ~
1('" • ПО\ теореме о выпрямлении отображении ы..жио 1&.

считать, что ~ совпадает со стalutaртиwм. IШ.Ож•••• w. ~
В R-N и тогда ~-~~ ~eeT тот же IO(.8.CC, ЧТО •. SO,( •

ДиффеоморфliiЗмы ~ ~~. uoгдa .""ЫМIDТ sмobl"-
н..gм.и .ltоормиат или «рМбра30МИ"М1 nep'2Мz (С ~ "
мощью ltаждой из карт мы БВОд..JII n.a&lPh.we &9"'I88!I')L
в о~ресТНОСТИточки многообрав •• ~

т. е. con.OC't'.мaD 'I'O'IJ[.8.М _3 ~
наборы из /7,. чисел, и ~;.f,.~.э-ААfJ"f .п..,.ехеJt 0'1' eюna.

координат ~ другим.)
15
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§ 3

§ 3. Глад.ltие многообрв.ЗJlЯ,погружения и
вп.оженИSI,подмногообразия

1.Хорошо IЗвестно, что далеltоне всегда многообра-
зие ПО!lВl12етсиltВJt поД)(ножество неи;оторого R.N• Напри-
ыер, RРчасто onред:ели.ют каи; многообразие. прЯМЫХв IlЭ

,
проходЯщвнхч.ерез начало. Кроме того, даже подмногообра-\
зии в' R часто желательно рассматривать ка:: различные
реамЗ&ПИИ 'абстраltТНЫХ' многообразltЙ. Например, эллип-
сы в аффинной rеоыетрии плосж.ости рассматриВ8.IO'l'СЯкак
аффинные реaJUlЭапИиои;.ружности, тем более они эквивалент-
ны и;аж.rnaдкие миоrообразия.

N\w дадим общепринятое опред~ление гладкого много-
образии, в KOТ~OM. одиВJtd, локальная, ХОТЯи не глобаль-
ваи:,саязь с R остается •. п-
. Пусть, А/_множество. Вэ. одиозн. отображение R. на
подмножество ./Wназ. и;артойМ. АТласом./W наз. такая сово-
ж.упность и:арт, что иХ образы пои;рывают все М.
Две карТЫ ~ И~. множ8С.тва ./Иназ. С~-согласованными,
если y"~(HJ и ~~(Л), где 1I.~s.(R.I&)IJ~(R'l.),OTKPblTbl в Rl'l.и
!f;t~~- С't~~оморфизм между lJ{~(/I)и <J';"'{fl).
Атлас.мназ. С -согласоваиным, если каждые две ег,О кар-
ты С1: - согласованы •.

Определение. C't -многообразием наз. множество с
фп:сироВайиwм- -С't-согласоваиным атласом. 't

С'I'-и:артой в C't-мноrообрsзllИ наз. любая и;арта, С -сог-
ласовавваи со всеми и:артами фиксироваиного атласа.~~-ат-
пасом иаз. атлас, состояiIulй. из с1:-кбрт.: .•

2. С помощью С~-атлас:а ~?-многообраЗJlЯ /w !,
, В5еде,.. 'на .AI CTp)'JtTypy ТОП,?логвчесJtОГОпростраНС~8А,,~

считая, что.IИ получае1:СЯ сж.леl''38.ИИСМэж.земпляров 1t в чис-#
"'ле, раввом числу ж.арт атласа, с ••uмощью гомеоморфвзмов ,

':!J.О:JГ'. При этом ж.аждая ж.арта'J,устанавлввает rомеоморфизм
(\n )( множества '1i(Rj. JtOTopoe охазывается OTJtpl,.TblM в М •
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з. 'Из п. 2.5 вытекаеТ, что (!" -подмногообра-
зве RNявляется С'%_wвогообразием. В § 5мы по:кажем,
что с разуwвы~ топологическими ог~ав.ичеJlИИмiIкаждое
СZ_мвогообразие ре8.JU[ЗУВТСИках С -подмвогообразие
некоторогО R1V. Уточиим сначала. Iaue огрa.liичеВIIИ·мы
имеем в виду. Пр. ведем два примера.

flример (связного многообра:tии без счетной. ба-
зы) •~Озьмём все трансфиниты от нули до первого нес-
четкого CAJJ, и между каждыМИ ABYWS[_соседии),(Ивставиw
отрезох. Тогnа точки объединения всех отрезхов ()[pz..0we
нулю образуют линейНо упорядоченное множество ,
которое в иитервальной топологии явлиется свазиыW
топологическим простраиством без счетвой ~зw. Эта
'длинная примая' имеет, тем не мевее, С -атпас.
(База открытых множест.в в Lсостоит из ПОAWИожеств
{хе L:a< х<4где Q и С ПРОИЗВОJtьвыеточки L..

Пример (вехаусдорФова многообраз~S[). ~ интервале
(~i i) 3"аМ'ёнвм точи;у О на две ТОЧJ[ИО ~ О • "ЕсIIЖ '6

Ka~ecTвe ож.рестностеЙ каждой из точеж. О 11О ~paTЬ ~J[-
рестности тоЧ1tПО в (-1. 1.) с заменой О на О им о
соответствеино, то получится нехаусдорфово простравство
р, которое, одна)[о, является ~ многообразием с оче-
видным атласом из дв]х карт •. '

4. Заметим, чтоL.хаУСАОРФОВО,аРиwеет счетвую ба·
зу. Конеч!!::>,ни [, ни Р не гомеоморфиы иии;uом} под-
множеству R-N• 't

Естественно потребовать, чтобы С _многообразие ЛI
каи;' топологическое пространств::> ( п. 2 ) имело счетную
базv и было хаУ"';ДОРФОВblМ.Из п. 2 спедует, что./И ло-
кал~но компактно. Поэтому оба УСJIОВИИбудут удовлетво-
рены, есл.l" потребовать, чтобы Nимело не более счетно-
го ч.rсла кО>,.tпоненги было бы метризуемым ( см. [ЗЛО
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в дальнейшем мы будем. предполагать, ЧТО Ct-мнОГО-
. В лу ае "l-Oобразке удовлетворяет этим ограничениям. с ч -

оно наз. топологич~ски.м многообразием (см. гл. 4).

5••При.м:ер. Определим.R р'-ка:к многообразие ПРЯМЫХ,
проход.Я-щЙх-Чёрез начало в R3. В качестве АТлас~ возь-
мем отображения ~t;: /t.o/z-/.: 1l~~RP~rne~ есть линейный
IЗоморф.и.зм 1/.1. на гиперппОСJ[ОС'ГЬL;)o, а JL ставит в со-
ответствае каждой ТОЧJ[еэтой гиперплоскости проходящую
через иее и через начало прямую. Читатель проверит, что
этOIJ."a'l'nac С~огласоваи, а так Н\ е выподиение ограниче-
КJIЙ П. 4. dК 'ff 't

6. С'r-многообразия - это объеJ[ТЫ итегории .."лz.
Введем w.орФИЗwы этой IATeгopu: с'-отображения С -мно-
гообраэ-й.. Отобр.ажеПIе f:./'tt"lY,гдеЛ1и./V- с!..~огообразия,
наз с't'-отображенхем., если для л,Юбыхдвух С -карт ':/'. . -~! C'r бдля.hf •. 1"дляJY суперпOGЦИЯ "f. о "является -ото раже-
н..еы на той област. Illl... где она оцределеи.а. (Достаточно
потребовать ЖОИ$ЧRО,чтоБЫ это условие выполиялось ~~ь
ДЛЯирт ие~оторых С't-.атласов./'И и/У). Отображение,о'!о'!'
иногда пазываЮт Д9J'neинм upед.схавлением. ОТОбражения,

Изомоncbизмы в IU1тегор•• 9'iffT нa~. c't-пифФеомор -
~. т.е. Сi.....отображеRИ.еf:M-#/Уесть С -диффеоморфИ3М,
есЛJIJ С'Z-отображе--ие 9:н.Лfт~ что jo, - тождество в
..rY; а QoJ J.l'ождество в М. C~

7. ОпреД8Л8JU[е. ТО'ПВ.~ЕЛ6:raз. неособой точкой .'
-fYrOбражеiИИ{7м-.м есди для неЕОТОрЫХкарт tp для ~ и
t для JY'"ТОЧJUlfJ'-~Х) - неособая точка птображения r ';fo~.
Ясно, что в T8.IOMСЛучАе это условие выполнено для любых
C't-карт точек Х • f(x). m /1.

Пусть дn.я С~-отобра.жения !:./J1..•.rfкаждая точи:а из/YI
неособая. Тогда такое отображение называется:

а) С'l~огружением (Или иммерсией), если m $ п7

§ 3Гл•. 1

б) C%-СУбмерсией, если m~lt.
Если к'тому же 1. qвляется ГOMeOMOp~, 1:3•••.0),( на . .IlОJJ.Прос-
TpaHCT~ J(M) B:ry; то f наз. C'Z'-вложеНllе),(. Наириыер,
'tривая иа Dисvике определяет погр'ужеl(I.е, ио ие М8жение

~. прямой в плоскость, хотя отображение,..u вз. однозначно.

8. Если /у! -КОМn8.J[Т,ТО DЗ. од.вози. погруж.ен.е тв .IY
является 8nожением, т.к. ynдотнение (непрерыввое 11вз.
оДИозн. отображение КОМП8.J[та)есть гомеОМОР:jJ-зм ["" 1.
В частности. любое С ~-погруженllе являетс.ll ~c't-в.пожевк-
ем на неJ[ОТОрОЙокрестности каждой .ТОЧII,т.к. многообра-
зи.е локально ЕОМ:Пактно.

е.. в дальнейшем нам повадобитс.ll следующее УТвержде-
ние:

у тверцеИJI.е. ЕсЛJI С 'l-погруж.ение f :~л' аэ.ОIlJJOGВ.•
на J[омпаi'тё l< -B.IН. то 0110является !ШОжеrureм на os.рест-
ности К.

ДOJUt.Зaтельc-rво. HeJ[OТop8.11DКP8СИl8Cа.К в.JИJ[9МIIaJr;:~_
.на• .поЭтОыу доетаточво показать, что f ..В(3. однозв,. вбли-
з.в:К. Предnon.о--м противное, тогда с по.мощью CT8JIДIlpT-
ного расс.,.жде.в..я можно достроить две T8J[I.e последоватет-,

. вост. 'l"OЧеJ[х,:;1: '!It. ~ ~·.'tiEЛl, что J"(с·)=I'(~t."),И эт. последо-
В8тельвосТII СХОдЯТсясоответствеиво к ТочItaМ Xo,J/o .з к.
Тогд.а f(r.J=/~.) , и, т.к. J на к вз. однозваЧJIО, то x~•.t.
Но ТOI'Ia мы получим противоречие С тем, что.f есть с _
-вложeвJlla иа OICрестиости Х., .

САедст.в.е. Если компакт К изlМIе содер",т особых
точех сr.:отображения ./: .I)f"'/Уи I вз. однози. ва К, .то I
является вложением на некО'Горой ОЕреСТНОСТIIК.

11. Легко доказать, что образ C't-вложеНИя/:Af-4ltЯвля_
ется С? -Jlодмногообразием ~ItB сМысле определения п. 2.1 ..

~'реЕеJl~и.:. О~аз f(AI) С~-вложения f:~JYйаз. с~
.....ПОдМнQГоо!5РаэиеМ.п(

•

••

••

§ 3Гл. 1
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УпРажнеНl[е. Дайте определение подмногообразия в
терминах карт 1аналогично определению п. 2.1). It

Утверждение. ЕсЛJI.л1'" С2"_подын(гообраз.иеff,то
./у имееТ таКоА -Сl-атлас {Y'.J ' что ~-S{l>tJ=!(':есп- топь-
Jtoу:х (/{It) пересех.ает J')1. ЭТО легJtо вытекает из теоремы
о RыnрямлеНJU[отображения.

11. Параллелъное утверждение справеДJlJlВОдля суб-
мерсИЙ. ' . 1

Упражнение. ЕС11Jlf' Л1о#,Л! С -с убмер сия , то полный
прообраз К8ждЬй-точхи является С~-подмногообразием М.

21

_ (х -t (Х) • а_4 (-х)
q (х)::: •

f.X.iX)·fX.J,(-Х) .HXfl.t(X)+C( 'I./'x)
-1 _I/z. i Тогда <х(Х)='ё< (lxIJ, XE:R":

Уже с помощь.ю этой леммы легко доказать теоре-
му п. 1 для покрытия .lUдиффеоморфиыми образаМI шара.
Для произволъного покрытия нужна более общая лемм,.

4. Лемма (С"-аналог леммы Урысо.на). Пусть ~ , u
открытые подмножества.IW, V-c21. Тогда 3 С'r_функ:цая
,,: .м...lq 1.1, равная i. на 2t' и О вне Z'. 'Z .

До][азательство. Покроем./'J1 С -образами R'txapT,a-
миJ. 'Т'аК:квКЛ1iiаракомпактно,в это покрытиемrисаJJО лохаль-
но конечное 110xpbITJ(e.ПОЭТОМiМ МОЖJIоnOJtpblThлои:апъ-
но Jtонечным ceMelcтl?Ow. {~} с -образо» ,::танд,артиого
шара paдJlyca 1. , т.х. такое ПОХРЫТJ[е1A1Ul тобой облас-
ти /(/1.. При этом можн(/ счи.тать, что образw 'Щ шаров
радиуса ~уже похрыва.ют.J){ и что 'l(; иастоJlЬJtО малы,
что ес11И%'пиА,то 'l{; С ~ ~
Пусть ~ -построенная с помощью леммы о ][оло][оле с-
фуmщиSl на/И. равная 1. на V;; и О BHe~. Тогда 97 "" 1. -
":П(1-'1;), где ПРОИ3Deдениеберется по тахнм q, что~п?l.м.

at 5. Доказательство теоремы. УмеJiblllИМ][аждое~тах,
чтобы пОл;чkть. открытОе -похрытие {~} ' где fj~C~,cM.[5J,
ПО лемме п. 4 для кеЖl!ОЙпары ?t~с'4n.oстроим С'l'-фуик:-
цию ~ • Положив !f(lf= Е~ ,получим требуемое ра.збиени.е

Qr~

едJ[ВJI~Q.а2!Щ~ЩJе~ИспользуйТе разбиение единиды дли до-
казательства того, что если фуJU[ЦИ.Jl,зад.анная на KoмnaK-
те К в С't-многообразии.t?1'npод.олжается до C"l-фуНJtДИJ(в ~
окрестнОС'Ги каждой точхи изlf, то она продолжаетс>! до с-
-ФУВКЦИ)I на М.

гл. 1 § 4

Доказательство. Положим для х ER1

..

'1

.)

.,

§§3 4

§ 4. Разбиения ед-ии.цы t
1. Пусть (%.I-лQJt8.ЛЬИо конечное ПОJtрытие С -мно-

гообр"\Зия ./'J1 отхрытыми множествами.
Опреде лев.ие. Семейство фуикllИЙ~ : M~[o,1](no од-

ной для" к:S.ЖдОгО элемеНТА ПОК1ЫТИSI.)н:з. разб&ецеы ем-
циIlы. П9l1ЧП!АПIМЫпо,рыIJЦg 81«'3, есЛJI .5ирр ~ сР{{'*и
.Е y'.t (x):J....
ос РазбиеllIе ед.lШИI1Ыиаз. гл8,Дж.и:мкласса ? ~ес11Ивсе
~C:( € С 1'. Разбиение eДJIJLВДЫЯВ11яется хорошим инструмен-
том для перехОАА от лохальвых утверждений к глобальным.
Ниже мы это ЛРОJVl11Юстрируем,но сначала докажем, что
гладкие разбиеиая единицы существуют.

T~Ma. llди любого лоК,. конечного покрытия [CZI« ~
С ~ -м.йогоОбР8з.аимoтxpbl"l'WМll множествами существует
подчинев:иое ец,. ст -разб.в:ение едИн.в:nы.

Для дохазательства нам понадобится несколько лемм.
2. Лемыа. Для любого C€.Д~ 3 такая r4VRКЦИЯ

_ •. DJ.....M. чтО~ (xi>O при х;:оС и О(с()С)=Опрн X~C.
~r' ": 1'\. J С

Дока3A'I'ельство.----.----.-

Гл. 1
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Гл. 1 § 5 Гл. 1 § 5

о 5. Теорема ВЛО)f<ения

1. мы аCJI01tЬ3уеы сеlчас § 4 для ДОltазатеIrIaCТВа
следующel tyxм.wеитальаоl теоремы, привадлежвщей
Уито;

1еорема апо •••••• Есл- Л1- С~ногообразие. то
для доётаroчнобоЛЬшого .fY'существует С~-вложениеf:
т-+' /'{'! ДОПOЛUТ811ЬИОwoжио потре60.в.ать..· чтобы f (:IJ{)
было зawu:уто в 1/.".

ДОJtазатenьcтво. ДlUI любоl фупдиI Е: Лf"ЩОО) lтаJtое
счетное-поJtрьiти~ 1~}', что д...аметр It8ЖдОГО2(, Meв:ьme,
че;м W. l: (Ю ,_ З'rO П,ОКРЫТJl:ер.асп.адается на' Jtоиечное чвс-
Ли ;{ 'hе.оо.ЮIП.'l'JlЫХit cICTeM (СМ.П.• 2 ЭТОГОпараграф.а).Обо-
значив элемеиты ПОКРЫТIIJ1,вошеддraе в j-Ую систему че-
рез 1.1". ) п.onоJ(J()o('lIJ ='1 ~, Есл. ~!iI L(X) достаточ-
но мапа., ТО w::аЖАЫIз.пемент ~. ПOJl:рЫТI!IIМ&e'l' Jtомп.ц:т-
кое за ••ы••.•• __ ftq ~.QrA гм <f'v' ~еJtОТорая ~apT.a.lll
Возъыем д1Ul u.ж:.a.ого ifif ОТJtРЫТоемножество CZt.i.:> Z,~iI
также 118 ••••• a~ .. (~) .пр_чем T8Jt, чтобы с_стема ~{.

'1, <),' о,,,,,
при ж-аЖАOWI остам-сь DЗъnИJtтвOl. Пусть (1'.,.=и "&-" Яс-
но, Ч:f ..'!<J""! !illWle'I!CJIlЩожевием <гt(" в 1{It. Можио счатать ,
что ~.•T. U(L) ие .II8p.eoe&.81М'CSIИ ТОГ,М оареАеп:еио ВJ10Ж&JUlе
~':lI:~....tt'(1If~- '4.). ПocтpollМ с аowoвu..ю леммы п. 4
С--ф~~ .•• '~. ,JtCt'l'(J' 51: Р"" q _е ~'~.')ИI попоЖJ(-
теЛЪJ18•. «j('§J .~вaв .ара ЭТОМ,чтоБЫ ~. ",(cгt/)
cтpewaaacь w:: и , Jtor_a (....•1IlOO. :J J

p~ '1'eJ18IpIa ~в-e li ,,"""R";ioтopoe
ДОПОJПIеuе Jt ~~ переВОд-' В .,-пь;а ~ 11'равв:о ~O CtJ I

где 9';:#.Г~ ~М,--МИ
(~lt)~.:: ~ (xl~' • t. , i. ~ n.. и ltf (Х»)Л,"L:=: tf{x) .

Если Jtоиусы, lIpoв~и1lыиз О через ClL1(UI, j,J' пере-
сех.аются тollЫtO в купе, то l 83. одвозна~ ив' Zf. Произве-
денке отобра.ж.ead r-/z. .j.••...к JIf. :.lII-"Il~ RII+l~ "Rп"l
(..:.:.е.Р(1f}==(Jс.lxJ,f:t.(х), •••• fК(х»)зв.дает вложениеМ в N..(п. •.~1(

*' Система ыножеств диЗъЮНЖ-ТRа,еспв они попарно не
пересекаются.

2!

••

••

Действительно, любая точк.в:Млежи.т в Jl.еи:оторо,W21." в,
значит, ее образ отличен от образа 1UOбой-ДРУГОI~ОЧJtИ
при отображенJUI fi' Кроме того, F(14...,O • JtОГд.а..x-~ по

.IW (т.е. уход.т с любого коМП8.Jt'l'а.в,м), и ~(.М);Jtl Поэто-
МУ. еслн мы возьм.ем суперпоои.ц.ю /' J[ J[Jt8epс.и O'I'ИОС.и-
телъно сф~ры с центром в наЧМе. ТО ПGЛ~ С., -вJtоже-
HJl.eAl B/l. ,при JtОТОрОМобраз ЗВМК:Иy<rВД. , N-(l't+:tJk.

2. Докажем сделанное в начале J(OJt8G8тem.crвa rr-
верждение о ПОJtрыти.ях. Определеви:е хрa.nocти пaw::РЫ'l'ия
и размерности clim см. в гл. 4, п.1 t/.В CBOдl:e,cTp.4 •

а) Пусть (fl.cJ -по:крыт_ ж-ра'I"Rооти'+<CN) прос<rp8И-
ства./){. ДЛ.slкаЖдОГОивдеи:са i положим 1. (1()= D(X fll\~J

А1 I .Г J I~где fJ -метрих.в в .07. Если S - иабор из 'z ивдеJtсов то
множества Щ = {XE/)f:пtq. t;(\'»r~,6'JJобраз,-ют ~ытoe
пож-рыти:е, ВПJ(~ое в cи(~, и дtsr фJ[JtсироВIUIJIОГО't все
наборы из ?: вндехсов определяют д...зъюих.твyIO cJIp'I'eWy.
Значит, ес1IИ.(it'I7'I.Л/~1r..,то1СК. угодио, мелкое ПОJtрWТие,
р.аспадающееся в объединение .t+J: дdъюn'!'ВЫХ C.C'l'eM.

б) Пусть '/v.k~ {/~гдe «ltп ЛI,"At • ./JI.. ло&:. ItОМП.8JtТRО
[=i~fl,. Пож-ажем, что е{l'т./И'~.• Пусть {'U~l -пои:ры:тие~,'
распадающееся в объедивение,t,...!, ДИЗЪЮП'!'ВЫХсистем
причем ~ ItОМПактны, 11пусть {l("J -пох.рыт.в:еv?I,t с 'l'~-
ми же свойствами, причем lt8.ЖД.ыlэлемен,:' t -ой систе-
мы покрытия ~ пересек:ает не более 01UlОГО3Я&1-.iQВТа~_
01 системы пож-рЫТJISI~ ,d." ~ ~ 11.,./. Объед,I[ВВ:W-вресuаю-
щиеся злеыенты и~ЦВУХс.истеw с Од....м иоыеро.w ВОJUlJ{эле-
мент. МЫ попучJU( пок:рытие М, JtО'!'орое 'l'8JtЖ. рас.кадает-
ся в объеди:иеви:е Il+f. дизъюиJt'rвыx с.в:стеы причем исио
что-если {'lt~11{{~} достаточно Men:u:, T~ поп,-че_ое ~OK-
рытие будет иметъ. заданную мепк:ость..

в) Пусть, тев:ерь М-лок. Ж-ОМJlAJ[ТИоеПРОС'1'p81lСТВО,
х;аждая точх.а хоторого имеет T8x.pq ож-ресТИОС'l'ЬИ. что
"('rn.9J~R..Из б) следует, fiTO вела К -W::ОЫШUL:'l'B.IJ1 ,

/
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§ 7. Теор.емк 8ШlрОJtCDЦLЦ•.•.

1. Теореыа Belep/'l'l'pACCa. для d.ЖАОI С ~-фу-жuи
J на R,I'C',O$-~.(~C- J(ОNПaIтвblw носителе~ и .ll1UIu.ж.до..:.
го f >0 наЙдется такой wвогочлеи Р, что пр. /0/.1' 't

'

'д 10l/ ( J -Р) I ~ l. иа s~{1ft J .
~ хо!

Подробное доltAза'Мnw:тво читатель наЙдет, иаири-
мер, в [ 7 1 или восстанов.ит его сам по след,.юш.еl схе-
ме:

2.,О?ыетИ)о(. что CY..;)()cC~~eco 't >~','•. може-
.в..е иепрерыв.в.о.

З. Миожес'l'ВО с2'(41l."')С~ра.же.в..й./JIв R~BQ-
e'tC5I прstМы)'( JJP.o-звеАеи.еw N 8k-эеЫIIJlt5lровС?ptI)и ЫII
рассм.атриваеw в Bew ТQПОllOГJ(JI')lIpимого ПРОIЗве,,8ИU

( ".е. JtоJtoo,pJtКJl8'I'ИОЙ cxoДD(OC'nl..) •
4. Пус'l'Ь 'дако еще ono м...orообрвз...е (l . Фuсllpy8W

еге> С?: --вnожевие B,liN дм иеI.O"1'QpOГONT8Jt, чтобw обраа .
Э'1'ОГовложеlUlJ[ был ЗAJaИуУ' (JI.5.1). Тогда миожecr_с' (AI, (;1)t!.отображ.ений./И в Q4eAЦ't в С r.Al,ItJ и ым рас-
C),(AтpIВ8.eмв etf.A<Q) ТОПОЛOГIIJO(СОO'l'ве'l'C'l'веиио.Itоwaжт-
во OТ1tpытpo IUIИтoи.J("Ю), DJ(}'UрОвавиую. ЭТИ)о( мо.н-
ем.

, В п. е.в гц.. 2 мы 1IOUЖ8М. ч'l'Oесnи. N в_о. то
каждое вложен •.• Q в R:' перевоAJn'CЯ в 4ООое J(pyr08 пф-
феоморфа.эмом R,N. Кроме того, ТOnО4ОГИИ.R.JtIX1JUIPOaaJI-
иаи впож.е.в..е.мQcR"! оче!I.IDUJ.~•.совпадает с ТОJlOJlOГllей,
ИВдy1lllpоваи.ноl мож.е.в..еы QcKCК,N+! ПоЭ'1'ОМ"введеJl1(аи
топологИ не завис •.т от выбора N и В40ЖefdJ[ Q в R.N.

в ,Д8Jlbнейшеы под слоВами. ., сt-ТОПQ40ГИВ'ыы б,.-
де.мпо.в..ма.ть топ)'1О l' .•.-топологию, еспи и. огово..-во
проти.вв:ое.

\Н} 6-7Гл. 1

.,

,
'1

Гл. 1 §§ 5-6
то 04'm./(I./t. 'То же верко для подмвожества, являюшегося
ди.зъювJtТlЦIIIo(объeдJШеВJ[емJtомпаJtТОВ.Но локальво хом-
цахтвое прострaiство со счетной базой легко п~крыть дву-
ыя таК •••• JlOAWиож.ествам.И.Согласио б), cll'm ./t(~k.

о 6. С~-Т0lI0l10ГИ51ка простравстве Ct -отображений

1. Иwеетс.:я "88 основных способа вводи:ть топологию
в WВQЖествоC't(v1I) С~уИJtI1ИЙ на сt_много()бразив./J1~
ХO"rорыеAaJO"l'oдJI.II.и тот же результат, есnи М-компакт,
и СУЩ8СТвeJUlораэпичвы в проти.воположвом случае.

Фuс.-руем K8.Jtol-л.ибо лок. конечный С~-атлас (fJ'cJ в
./W. Топологии, ваодимая первым способом, наз. компакт-
в.о Щ~Ыто8, С't~попогиеЙ. Окрестность cZ-функции f" в
Сt(cIМ Адae'I'СЯкомпажтом Х в.IJ1и числ4МJ{~)-O И S~2' , S-'(X).
ТaJtаи Olq)ec'l'ВOCТbar,E,S (1.) _состоит из. всех ф~ц.й -'Е c.y./l/J, для хоторых в каждой точке к.~K для каждого
~yпьT...в.дeltca «=(t:ti, С(•.••••• «п)

. olll'(f-J~I \I1l.lп. I ,~ ILJ~"') <; f. еспи' Q( I= Lо! .~ s~
81f."C '7,' ,,,' •

где маи.мyw берется по всем картам фиксированного ат-
ласа. содерж.ашиw ~ • Читатель проверит, что этим опреде-
ляетси xayc"op~oвa топология в ~7~~. что она неэави-
сит от выбора ЛОК.J(онечного атласа. 'r

Другая топология в С?(./lI)наз. тон..коЙ С -топологией,
Окрест.в.ость !qЕСУ.Al)эадается здесь числом s(,t' , 5<00.1.8.

фуихци.еЙ~ :./W-+ (0,010). Т8.КАиокрестность О.[(Ю. S (}f1) состо-
ит из всех ct-фующ.8.Й f, для которых в каждой тqчке
"e./ll. для ItAжд~r;oct:;:(<<~'С('J•••. ,О(J.гд~ /0(/' S, ,

т.iп 1 ~ (1- Jо)оЖ)/ -LI <. [(х) ,
.. ' ~ ~ '{'.: (х)
'(минимум берется как и выше). Эта' топология ,также
хаУСДОРфо88и не зависит от выбора аТ.'1аса, но она 'не
имеет счетной базы ни в одной точке,если JS( иеI'ОМПLlIС!'1'I0.

Если 't<~, то в обоих случаях можно брать S == 'Z
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§ 8. Пространства погруженlII а вложенай

_ 1. Через Jmт"(l.l1l,hJ;"'l,т{,.{.lИ7ff)7l1f ,обозиачвм прос-
транства С'Z-погружений и сt-вложенай (C:d. п. 3.7) ./и
в ./У"соответственно ,с С!ТОIIОЛОГИЯМИ,индуцированными ес-
тественными включениями ]l'1lmt(/J(,LY)сСfЛl/У)И ~?~.пJcС~лj,

у тверждение. Если М- КОМПaJCт.то Jmт/'/и'л')и
~lЛgJМ.;VJ-открыт-ые подмножества в С ~(..1f,.lYJ.

Доказательство. дляJInh1 (./И,ff) это утверждение три-
ыапьно~ Докажем ёго fJ..'lяJm(2{-.М,Q). Пусть i:~~R.N

п. D/t пН
-ТО''''.;:J.ественное вложение, где :iJ -стандартный шар в 1\. с." .

Мы применяем к (i+1) -ой карте относительный
вариант' следствия п. 2.

4. ~с~л!н~е_ T'=OEe~~ ~J~'p~Ks.~a2~' Если /1//=.11111
~ . яС -подмногообразие и для С -отображения J:Л(~пуже

задана его аппроксимация на .JJ11.J;.:fl{ ..•.Jy;TO J С~пnpох-
симаци:я для j', которая совпадает с h Ha~. t

Доказательство. Пусть сначала ./1I=Л~~=п , при-
чем Ifl-стаНАi'РТНО вложено ., Il.п, и./у:::: ~ f. ЯСНО, •• то
каждую С'Z-функцию(/ на /(. можно продолжить до С - l
функцииJ' на ~k. Например, представвм д..."-в виде Il.~JtIl~
и положим ! ~(X7r)=jJ(X)'<Xfj') ,ГД~ а:Ilп:!.[~1)- фу1Utция -
колокол ( п.4.3). При этоМ j(1близка ( в С~опологии) 1t

О (Н1левой Фунхции), если! близка к О.
Пусть /- ..(.Т-аппроксимаu~ f, существующая по

п. 2. Положим, '=! /RC.Is. : Тогда f·3° аппроксnorР1ет J
и совпадает с 11.иа Rl • .переход к общеwу случаю осу-
ществляется так же, как и в п. 3, но при ЭТО),{ использу-
ется уТВЕ'рждение п. 3.10.

5• ..цp1ra~ф.!Шм~р.2Шtа •.Т22Р.емы аnпр~и~пu.;с7(.м,QJвсюдУ плотно;в t"Г..ц<'»,оспИ O~k.<'l-,

Гл. 1 § 7

,1~(, -;1/:1/2" ~ -)I:J-X(~
рассмотрим ФУИХЦИЮ!iЮ.~) ,,!l3+xJe otл=(fc) l/fj)e , «J'
ИЗ первого равеи-ства следует, что 3/Х)-!(Х) маllO ЩIЯ

больших ~ , ИЗ второго - ЧТО!:А (Х) раэлагае'ГСЯ в сходя-
IдJIЙсяна. всем ~It ряд ТеЙлора. Достаточно длинный отре-
ЗОХ этого рЯда дает исхомый многочлен. N

2. Следствие. КаЖДQе cl<-отображение J: д-17._ R > I«и~
МОЖJ(О в- {k.:::irд-пОлогииаП:nроксимировать С 2 -отображени-
ем.* Если на области 't(c./!(,/t С'!..аппроксимация ТУ же
3а.Аава, то аппроксимацию 9 для f на I('RмоЖRо выбрать
COlU!alla.JOj!J..OJLс r на любой такой заоанее заданной области
V, .что lI"c 2(.

. До"зательство. Пусть сначала N=1.. Выберем раэби-
еюr.e ёUнBцы l'~;s- тах, что S"I'I! ~. имеют il4влые диамет-,
pw. Тогда J=IJi ,где j..(xJ=c.J'i(X)j (х) • По лемме п.4.4
MSI хаждого L 3 С~унJtЦl!Я 1:. ,равная 1. на s иР/1 «.f,. и О вне
и.~оторо. его ОJtрестности v; . По теореме Вейерштрасса
мОЖRОanПРOl[СlIМировать Ji на v; многочJtеном .I? Пусть ~
9i(X)='.ti(~)..E!(x).• если SU(l/l <;:.I#t"из..=1 , если SU/ZfЧ'с·с..
Тогда С,.-фувхдия j:::lji дает искомую аппроксимацию для

f. Есла 1"ihJ. проделаем одновременно то же самое для
.• • . /V

каждой координаты в R. • 1<
3. Теорема (аппроксимации). Каждое С -отображ~

ние f:'.iit =+~ - , где ./Ц.JY' - С-~ногообраз:я и О ~il.< 'l.~<X:>,
мож.в.о В С", -топологии аппроксимировать С _отображением.
Если для !,~,где си- открытое множество вл( аппроксима-
цияf уже задана, то аппроксимацию для f можво выбрать
совпадающей с f' на любом таком 'l/, что 17с 'tt.

Доказательство. Похроем./W лок-, КОНЕ,ЧНЫМсемейством
отхрытых ирт 'iai. -чтобы J переводи.ло каждую карту в не-
которую карту заранее выбранного атласа ./У. Рассуждая по
индухции. можно считать, что аппроксимация уже построе-
в.а на 06ъедJi.нении первых i к.арт.* Т.е. в любой С"-окрестности данного f найдется J€ С:

J
I

••

••

Гп. 1 §§ 7-8
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. ~~~~ а). Докажите утверждение п. 1 для

некомri:в.ж.тного.IW •

Ma~ ЯJtоби (),' в nюбой тоЧJtе )(ЕюllJlмеет вид:
~X _---- •••• --""

Мы утверждаем, что любое ДОСТА-ГОЧ- 1. О
во БJrИ,ЗJ;оеJt i (в С~тополог .•• ) 1 О
с't-orображение J .IiIв.u:eтCS1:вложeR.II- 011
ем. В противном случае найА,.rcst Ю- 1·
точхж J(,~Е!lJ;Обрвзы :которых col!lJla- -'
дAiЮТ.Обозначим через V.(~, ...:Vi.) в-.тор . 79__J(x, ,пусть
v/ -м8Jtсимаnьная по абсолютной веnичвие :координата
вe~TOpa V. Тогда IVl, I ~~. Производная 1.-' -ой :коорди-
наты J (YJ в направлении веJtтсфа 71" равна I j:'~\fи близ-
и Jt ~,если f достаточно близко 11: nЛОЖЕНИюi . С...АРУГОIстороны, эта производнвя должна обращаться в
иуnь. в некоторОЙ точке отрезка [х, j'J, твж как f(x)-:.f(/f)·

Пусть теперь f :.м~JY-nРОllЗвоnьное е. 'l -ВЛОЖ9ние..
Предположим, что.3 последовательносТь ск. уг.точных
C"t ~про:ксиМ8.11ИЙJ,/''W'''/Y, не явnяюmиXся вложениями.
Рассуждая ста.идвртио, найдем )...ветакие последователь-
ности точeJt Хс'7:fi Е /и J что '1(l ~ ХО J ~. ~ 1.0 о и f К •• (1.;) =
=J/f (~) для неIОТQPоl!10дnоследовательности А ..
пycfbCf1..'Il.'!:../Ии 'f.•J{~1Y -таое карТЫ точек)(о и 'j ~X ,,). N
что~:t.f ••1fa СОВП8Дllетсо стандартным вложен.lJем R.. BR
(и. 1.&)w. Тогда последовa-renьиость ~~!оJk •.оfJ'!-::tJ'!..R~ск. уг.
точио-arшpоJtсимирует тождественное вложение ,:::

J
п. 1( -! L.1~o .~: Je >-'tR • с другой стороньт, отображения Y',t °Jk,oT1..

не ~.8JfSIютсявложеНll5;МИпо построению .• Полученное про-
тивореЧИЕ:доКАЗЫвает утверЖд8uе.

2. Из теоремы аппроксимации и только чт(' доказан-
аЩ"о с.ледует, что каждое с-t.погружение (вложение)
'может быть annроксимировано С?:-погружением (вложеии-
ем), о~~ '< ~ , в случае, если.JJ1- компа:ктное С7:-много-
образие.

Гл. 1 § 8

"

Гл.• 1 11 8
.б). Дожа:8:Хт&,что обе ЧАСТ" 1'I'ирЖll6l1.1U1rr. 1 ие-

вериы дJxSl1leIOМnlU.TJlOro.JJ1'.еса в C'l'(.41,h)paccWAТPJl,ВSTh
КО),U(U'Ж"I.ОO"rIРЫ'r1ЮтопояorиIO.з. Пусть. m. Н- С l.....••••arooбр~. СемейсТВО C~-
пt>гружеиий ff!M~1(Г'1е ~ ~ [0,11, ~3. PFX?fIRl Ct...roкt-
TOЦJIABM по .../у; ес.я.. o-'1'обр.ажевD J: [o,J]"" m""t(~N)co-
поста.апяющее uждой ТОП$ {с lq1J погр.,..жеJlll~ h ' не-
JqNipЫuo. Р егу1Uфиа.lilС "f....rewО'1'OПJ[SlIАЗ. Сt -изотопе"
ecu. ДЛЯ:к8JКAOГOt JtогружеНllе h SlВ11.Sl8'l'C51МОж•••• w.

Регул.ирная roWOТ01UUlваз. lап9~2I u МIО2ЦСТН
К C,jJI, есп- J-i 11<<= /0 Iк дJlя КАЖдОГо 1. ~ lfJ,:l1 •

4. Мы OC'X'aaJU[8Wчrrате11JO cne,-ТЮDUIеобобщUISI rr.вep-
ждеиd п. з.е : 8C1IlIh :.AI~/Y ~еr''J1UfP.••• Cr~)40Т0ш i -
;-п.s Jtомп.uта -кс.м ~11< в.э. ОдRози,. пр. JP)БОМ f.. ~ {О.11 ,то.
!~лsетс9. С., ",ЗОТО.'" иа и_ОТОРol QEp8Ct'lOCТJI. ,1(

. Еспи: ,,:N-.4f!'f- C'%-I'~ОТОJl.Sl (т.•е. в:enрерЫВIое ото-
бражеDе отрезхаltJ.:f.J в C"Z(N,.JY]}~I А1Ш IоМП-:'I'а КеМ
отобр.аж.е••• h иеособо в точках J( nPЖIаждом f • то h
ямяется регуляриой ct'-ГОМОТОПlей иа ие.I.O'I'ОРОЙcntpec-t-
!lОСТИ К B.Jll It.

5. ПУСТЬ l c.ft; I<.~"-r гan8рJIJЮC.I.ОСТЬв R,1l. J:/l!.l
~ейнlo1Й ИЭОМОрфIЗЫ.ВложеJlllеJl~ •.:ю"_LсRn"отalll,lЦrtlOГО
дИСК4~c.li.1l.а R'" мы будем называть ".'k!!I"

В ЧАстиост., еСllJlf !~д.'!.. проl3ВОльаое жагр,..:кеllll.. f).t
в f(h.. то д..фферeRПJUU'Iс(! погрyDИISl f в о опред.Пe'l'
ЛlIR ейное В110ЖоеIlJ[8 i::: «./ IDIl •• '

мы nOCTpOI1L p8f'purpa~ с't......t<eWО'1'ОI1JlЮ~ : ~!.R~O"I'O-
рая перевоАИТ погружеи...е 1. во вложив, • ОпреА8JIJIWсе-
~ействО с%- отображений ~ :~АФорм'1JIОЙ ~""J+ ~-pt ,.
Тогда о(; Iy-do/ Д11I JI.Юбого f I поэтом,. ~ lеособо.а t'J ••
из п. 4 следует, .чТо тогд.а ~ Slвnяетсsr ct~ ••..на
неи:оторt>й окреств:остJl, 'l{{O) B.t9'\ п,.с-ть Е"? О ~
мадо. чт() .f).eC~ ,,1"'А4$'l' ~ЕЖ pAAI)"Ca ~ •
Чтобы построить. регУJШраую гоыотоп...,·;; , мы СR8чаМ
сжимаем f(~If) с ДОЫОЩ"JD Рery1UlPИОЙ'ГОJ040Тo,nпh :f(J~k~h (Х):::::: J (х- l (J,-E.J х) , пото),! npжыенsr&м С 'L.8.ЗО-
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Если погружение f явля:ется вложением, то ПОС'I'роенная
нами регулярная гомотЬпия является изотопией.

6.:.~~e~~!e..:Регупярная гомотопия tf строится по
погружению по':!ти·канонически: произвол допускается
только в выборе числа ! . Если дан компакт ПОГRужеНIIЙ
К, т.•е. непрерывное отображение 5 :K~7/1V1l?(Ю'Y'r). то
ч-сло ( может быть выбрано общим для всех ~огруже-
~~ ЗнаЧ8Т,4можно построить такую деформацию Sc: /(-+

Jтт~(rl) IR!'-) отображения S , что 50== S .[ S~ (К) сос-
1'0.81' из 1lIIИейных~ожениА. При этом, еспи S (К) с
с lm~ (!tJJt.,R.It) то деформация ~ такова, что S (К)с
с 8111.6'l (~R,R."). t
§ 9. ЗаданиегладкоА структуры на многообразии.

1. Согласно п. 3.2 гладкое многообразие есть тополо-
гическое пространство. Можно сказать, что на этом то-
пологжчеоком пространстве задана C~TpY!Typa. Мы хо-
тим дать строгое определение этих слов. К со'жалению,
дать инвариантное опред&ление С ~ -структуры здесь за-
труднительно и ~ вместо этого укажем три сп~оба
за Pf'ния C'Z-СТРУКТУРbl.

Первый способ. C'Z-Структура задается на топологи-

. {т
ки по заданным диффеоморфи.зма.мпереХОА8. Два -со-
гласованных атласа задают ту же ~:po C'I-<.труж.ту-
ру, еоли нсе карты одного атласа е- co:rп.acOвaHblсо
вceМJI картамн другого .•.

Иногда С 'l_ структурой Н8ЭWваютnomud C'l-атЛАС.
2. Второй способ. Он з8Jtllючаетсg в расс.м:отрeJUII

C'l. ~уиi"'дИ'й-на .?й.- .rrело в том, что Al15I.,aв:aтIЭA И дп.
других дриложений c'T-- многообрвэИSl уд06иw .EAJ[НОС.Т:е-
ли дифференцируемых функций. ВОЗН8Iа~ естес~веивое
желание определитр с'С-струи:туру на ./и, 8W.•euв в JU[-
неАном пространстве всех непрерывных ФyцuA u./JIпоll.-
пространство С 4ункций. Достаточио у.•о~вори'J'eJUo.ИO
это до сих пор не сцелаво. Просто .• ВИ801'О СJlОва 'харта'
говорЯ,т о /1,. C"l -ФУН1ЩИSIX(JtOOPд.llJlВT8XТО•• В 8'1'01 С.8С-
теме координат). чер~з которые .ц.ффереи.u:крУ•••.ыw обра-
зом выражаются в окр естности точюr. все. OOТaJlЫlweфун-
кции выделенного класса. Мы не БУJlеNnOlUoВoB4ТЬCSlЭТIDo(
определением и отощлеw. читатеЛSl Jt [8 1

3. Третий способ. С~-струи:'7.'ураэад.аетсSl с ПО.tdОillЬJt)
гомеоморфiИ3.Ма- на -C'i -подмногообразJl& Il.It (в cloOllCJteп.
2.1 ). Два гомеоморфиэма f :./11.••fCJИ>., :./)(-/(.А( )cR.N

задают ту же уамт cтpyttTYPY, есJUI/о:г"- С!.д..ффеом&р-
физм. J].Ba гомеомор.в.зма j и..7 задают ЭJ:~JJеmн.e
структур ы, если подин огообр взия /(./11) и jд..ффеоNОР-
фнw. t 1-

Пр.имер. Гомеоморфи-змы !(Х)=Х j[ /(х>=Х' f{ на.Л,зaJ(а-
ют эiвй'валёнтные. но не совпадающие стрУИ:ТУРWва. R.t.

4. Отметим, что если на fi{ одна струхтур& tJt фuс.-ро-
вана, то каждый гомеоморфизмh:./JftIНЗ8JI.ает ИА..IJIиовУ'Ю
структуру J' .• Эта новая cTpyttTypa зкв-вален'7.'ИАстар6А'
и h. является диффеоморфизмоw а на. fl .

. На ·5~( и на сферах б~ЛЫlIИХраэNериостеl, ие ие ..ва
St, i~6) существуютие.ЭК!;\ИМlIентные струхтуры [9]!).

Гл, 1

..

§ 8-9
С~-IIЗОТОПИИ

----.t~f-.•.-.~- ...., -А-

~t ~t

Гп. 1
топию hf. п растSЦ'имем q2i с помощью
.1t I которая СТРОJlТСЯаиКлогично J; .

I

, Л~ z"ческом пр~траНСТБе~~с помощью фиксации С -сОГласо-
ванного атласа. Таким образом, на f'JIDMKOe многообразие
можно смотреть как на простраНСТЗ0, полученное из не-
которого множестваевклпдuвыхпростр~'нстй с i!О\.10ЩЬЮСltлеЙ_
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32

• 1О.Мнorooбpазu с краем и теорема
. о вopO'l'1UDte.У)(воеиве ыногообра3JI.

1.•-ДО сп пор ы:w ие ВltШо'l8ЛJ(в J10R9тже WНOI'OOбра-
э.... Т•.•.• Г80M.тpnecpe об~.~. J[8.J[шар, J10nИЫЙтор
.•• , •• ХМ1!ом • IIp-.arЛОСЬговоржть о ct-фyJll[ЦUХ, за-
A&Iиых lUl Д..'С.Ж •• Это - миогоо6рaзu с ша,ы. Они сос-
тоят J[3 ТO'l8x АВух ТIПОВ- •• ,.треии-х и граиllчных. n.n:sr
'J'Qro, 'I'1'Oбк ить определена wногообразжя: с Jtpaew:, рас-
швржw JЮuтже карты.

П1Ст.ь R.~={ХЕRft.:~Щ. Картой ыиожества.Alваз. 83.0)(-

И03ll. отобра.ж8ВIе открытого под~ножества ~ JUi под~но-
жество.м. XOТSlив вспое отJtрытое подМllОЖество R:eCTh
оБJl8.СТЬRп., ио J10ИSlт.е частной производиой оilpеделено
JUUI.фуих.цвАв.а пюбоw открытом подмножестве f{;.. Поэто-

+ С1:~y точко ТаЕ же, Jt8K И В п. 3.1, МОЖНОГО90РИТЬо -

Si. '
6., Уl'8&рЖА&.к.е.На все СТРУХТ1РЫЭХВИ8Алеитны.
.дО;аЗir~ТвО: Пусть 3"tоБОЗЩ!.чает rЛ8ДХое ыиоro-

обрau.-ё:riм"iO~Ор~~ Si. ••. пусть J:st..,s~ой -либо
:ro~~~op~. На .$1. З, Ж4Jt.n:егжодоuзaть, хонечиый
атлlW ~:1l4~Q.$"ЦВ x.oтopow:,,(RZ) пер8С8ха.ется толь-
.ко с ,"" (1l'J •. с ~~ (НЛ. (ИЩt ••• сы берутсSl. ПОW:OAYl1lO~ ).
MoJCG' счrrать Т8Jtже, что ~ (R,1.) содержиiсSl в од.ной
IЗ IUIТX Iap1' J10ЖРЫТIЯ:.s~двуыя: Jt~aw:и. Рассуждая по
IIд1КJЖU. ыожио. cvтат.ь, что НА/4. ~ (NЛ h-ям.llется: диф-

феоNQpф...зji(оы.Мы crUЖllваew: ero (за~еНSl.еw НАгп.aд1tJlЙ)
ка (J.,..J.) -ой х.арте. ие weJUl.5lна слегха уменьшеlШОW:объе-
АIIИ•••• иреAыдy1ltпi с JlОМОЩ-Юследующеrо элеwентарио-
'г'о J'!'88P-деИISl: ДD UJlДО.l строго ЫQIIОТОИНОЙфУJD[11J[В
IIA отрех., тuoa. '1'1'0ироаэаоднu j' существует и стро-
1"0 больше О иа O'I'IqJII'1'OMподwиожестве, иalдетСJl -ффереи-

'пируемая: ф'1ПцJ(j[J ,1'> О, совu."nцaя сJ на слеr1tа
уыеиьm ••• ом 110J1,M-ОЖ8C'l88.

rJ.L, 1 §§ 9-10

t
1.

•

согласованности карт и о С'l-согласованном аТЛАсе. Мио-
жест во л1 с ФlIJt.свроваивым C'l -соГ118.сОВ8ННW'iатласом
наз. с"_многооБРаэием .с краем. l

2. Основные понятия, введенные ранее: С -JUlрта,
C'l-атЛ4С C'-отобl>ажеНllе, особая и ,неособаSl точха, ~ ..
С1 -отображенISI.. (} -диффеоморфиэw, погруж:еИllе и вло-
женв:е, регупя:рная: гомотопия и изот ОПJISI, rЛ4дJtаSl струк-
тура _ легJtО переиосятся: на слуqай ~ногообразий с кра-
ем. Мы оставляем это перенесеиве читателю.

3. Пусть М _ ('_многообразие с Kpaew:, 7:~1.. Если
тоЧJtа Х еЛ1имеет Тliltую карту ff: 'l,t-.Л(,где <'lI-открwтое
МИО1Кествов R'l , что пер MS1 JtоордIИ4та !f"L ( х) боп.ьше
нуля, то Х наз. внутренней точкой М. И~ TeopeMW об об-
ратном отображении следует, что в TliJtOMслучае то же
самое выполнено для любой карты, покрываюшей тоЧJtу Х.
3 ПРО'J"ивНOWслучае тоЧJtа Х наз. тоЧJtой IPM. ОбъеlUlИе-
нв:е ВlIy'l'pенИIIХточек наз. виV!реииостЪJQ ~огообраэ.1151 •
обозначается: 'Jll.tM, а объедииеИllе точек: Jpая: наз.wаеw
многообразия и обознача-ется: Q J)1.

Край н внутренноС'ГЬ топологичесJtОГО (-r- О) ~иого-
образия определены таJtЖе иивариантно, НОдля: ДОJt8Зli-
тепьстВ8 э1:'ого нужно нспопьзовli'i'Ь нетри.ВII81IblIyIOтео-
рему об нн~еиантности обль ~ти, сw.п. 5.1 гл. 4.

Если J~ Cl'-многообраЗllе, то J'2 (JJlЯВlfR.етсS1., оче-
BHДJlO,C'l_многообразием, C1'-СтрУIтура JtOТOPO~ иидуци-
рована C'l_ стрYltтурой ll8.А(, Т.е. в Jtачестве С ~apT
ДЛЯJlltNМОЖ110 взя:ть те С-к:арТЫМ. образы EOТopwx ле-
жат в 'УММ. (ТаJtИе карты определены не НА всеwf('-,что,
Jtонечно, не имеет знаqениSl )." 'l

Не. эм так:же индуцируется: С -структура I еспи в к:а-
чеС'Гве карт ДЛЯ:dJИ ВЗ.5lТЬограиичеивSl C't-к:арт для:.IИ иа
Jtрай К:. ТliJtИМобразоы, к:рай C't-м.иогообразия:J)1\сть
С'l-wногообразие размерности n-i без Kp8Sl..

4. Если связное многообраЗllе к:оыпliJtтио • не жwеет
к:рая. то ОНОназ. З8МIНУТЫМ, Если оно нек:оwl1aJtтио и
не имеет края. Tf) ОТК:РЫТЫМ'ТаJtИ~ образо~, существу-
ет 4 типа С9ЯЗНы.хмногообразий: З,8WJtнутwе, JtоwпliJtтные

зз



с краем. открытые и некомпактные с краем. Уже в одко-
мерном случае все 4 типа реализуютс~:

S L,. [01 -1] -I, RI.';{; {о, J.J, ({~ ~ [о, J.).

Упражнение. Любое связное гладкое многообразие
размеР·НосТи"'1.'ДИффеоморфноодному из этих четырех много-
образиЙ.

Трехмерное пространство, в котором мы живем, яв-
ляется по современным представлениSlМ многообразием
без крь. 'Замкнуто ОБОили открыто, авторам неизвестно.

5. Край доставляет много осложнений • .посмотрим,
как это проявп.яется, например, в определении прямого
npоизведения многообразий МкН. Если хотя бы одно из
С'%-многообразий J)f и./V не имеет края, то .I)1хffимеет

едИНСТвеннуюCl-CTPYКTYPY,дЛЯ КОТ":!lОЙпроекцни пряМlrО
прокзведениSl M•.~M и ./Y11t.1Y.-.ffгладХИекласса "l • Читатель
сам докажет ед.ивственвосТь такой ~УКТУРЫ и'проверит,
что & качeC't'ве С1-атласа ДлЯМtCftМожвоВoЭ5Iтьсовокyn-
НОСТЬпрslмых произ&.дениЙ Ct -карт для hI и /У. Если же
оба wиогообразu :и.мею,rи:раЙ. то МJtNие имеет указанной
струхтуры. Э'1'Охорошо вИЛRОу/:>-ена при.мере произвеnе-
НJUI nBYXотрезхоВ. Мы отложим определение Л1,с.IYвэтом
случае до п. 11.2. а пои:а изучим миогообразие вбп.взи
и:раSl.

, 6. Пусть M~ с!.w.вогооБIiАзие, 'l?-i" и ,o:dM·.IJf-'I'ОЖ-
дественное вложеКИ1. Обозначим отре:?ок [O,l1 , гnеl~О~
чеlJез 1~' а О'1'резок1J. - через 1. Мы хотим показать,
чтоом имеет в М окрестность, диффео:морфРуlO~M)( Т.
Пусть ?I-открWТое wножество в ~/VI.

Определение. C~- вn:oжеиие f: 1/7Il" • совпадающее с
i. иа.:аЛ1 r мw-отождествили tJllIIO н V) ваз. С'r-ВОРОТНИКОМ
?J (или на 'У) в М.

Если('?ОИ ,'<l. то с2: -ворО1Ш~ f определяет е'-
воротии 1,,;:: 1121tCIz,. Ясио, что ив. векоторой ои:рестиости
каждой 'I'очки. KpaSl3 С!.воротнИJ[ ,поскольи:у он Э на
крае R:. МЫ начнем с доказательства еди.нс'Т·венвос'l'И

§ 10

i/s О-и
~ 1дСС'

Гл. 1
с точностью до С l_изотодии) воротнии:а на областях
fl~J откуда затем выведем существо ваиие и еnИИС'l'веи-

ность воротника в общем случае.
nL -

Лемма. Пусть в R - даны области '11и 1/ , причем СЦ
KoмnaKТ-:Есп.вJ: 'l.#I.•R~и~:?fiI ...•R.:- с't...;ворО'ГВВх.и,то

3 t>Q и TaKaSlС -изотопия r;: 'l('xL-./i'/что Fo::fl~~II·{·IHa
ur'~ltи fi:=f H8.{'lI'\ZV)4;. где ?V=7.l1tv; W'=-'l/'I1'V', а И'И 21"
_ несколыо уменъnrеинwе 'l.{ и V- •

Дои:азатепьство. Матрица Якоби вложевиSl f в точ-
кахWимеет- уХаЗанвЫй на рисунке вид, rne 1стоит выесто

единичНОЙ Vr-~) 1< (h-J.) матриnы, О вмес-
то строи:и из (n-f.) нулей, a:U -век-
тор производиых f~..,.,J/L по ~c)(1. •

Заметим. что ~ "> о . То же верно и
для 'i . Поэтоыу для и:аждого t не

имеет особых точек на W отображение
h ix rl=f{x rl +С/.. (x)ot.f.} (X;t:)-!(к:rJ1,rеW;где О«Х)

-таи:ая С'! ~У~И:ЦИЯfIа'R,,.-L,чтоО(,wri. и 0/=0 вие малой ои:-
рестности ю' . Из п. 8.4 следует, что для nостаточвО ма-
'лого i.>0 h~Я5ляется C~_изотопией на WJ'II: • Эта изото-
пия удовлетворяе"l' всем требованиSlМ ЛеММЫ.

Замечание. Если воротники f и ~ с саМОГОначала
совпадали Ha-tt: 1<1 , где 2t~CuroTKPblTOв R."-~, то построен-
ная нами изотопия h.t непоnвижна П', 1..tt~l

7. ТеOI~ема (о воротнике и:рая ). Край любого Ct-MHO-
гообрази-;- M~;~T С'l_воротник и любые два С'l-воротни.и:а
и:рая С 'l_изотопны при изотопии, 1I еподвиЖНОЙна 'д.л..f.

Доказательство. Выберем лои:. конечное пои:рытие
()J)10БРаЗв.Ми-ё~::KapT. Рассуждая по инд:,'Хции, буnем счи-. с?
тать что на 1/- объединении образов первых (.и:арт- -во-
ротн~и: ,:1/,r.!-../Jfуже 110строен. Пусть f - С~во~отнии: на об-
разе «(.,.1.) -ой карты 2/. По лемме построим С -изотопию
h.. • Положим, j'(к.) =~ (х), если ХЕ иJ L и J' (1.}.=. h1

0J(x), если
x~U''/.It ,гдеlГ'и 'lI~уменьщенные.'V и v. Тогда ['есть во-
ротник на объединении первых (~J. карт.

"

§ 10Гл. 1
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Гл. 1
§ 11 - 12

ЧТОy•.::a'jI..=O ,иаз. ~ловой. угловые точки образуют
(п .•2) _ мерное 'с~многообразие; если их удалить, ос-
таветси неJt.омпак:тное ('1:-многообразие с краем •.

Пример. Примое произведение двух C't -многооб-
разИй-с-к:раем ивлиетси многообразием с углами.

3. УглоВl\Я точк:а имеет по определению окрестносТь,
д..ффеоморфнуюQ'Iof('-~, где Q обозначает окрестность
угловой тоЧJtИобычного квадрата. Ясно, что угол квад-
рата можно "'раэвернпь" ~ например, с помощью комплек-
сной фуик:цп tv''''! 7~

_T_e~~!._ ПустьJ}l1n'- с'2 -многообраз~е с углами,

L"~I.- С!.ыногообразие угловых точек. Тогда на';uмож-
но ввести .CZ -струхтуру, совпадающ,.уюна .л1\ l с уже
имеющеlси.

Д С"а_ОlUlЗатепьство. карты, покрывающне угловые---------
ТОЧЕИ,изменим: вместо карты ..,:tJ1СR""~возьмем карту
f;pofool.: R~.•.R.."'~.Al,где f-j/t/. и 1:Q..•tC. -отобр~жение,
задаваемое после отождествления R" с комплексной
ппоск:остью С~формулой w=71.. Получим гладкую струк-
туру, совпадающую на M\L с уже имеющеЙся.

Чвтатепь докажет, что такая структура единственна
с тоqaостью до эквивалентности.

В частности, ГШ1ДКУЮ струхтуру можно ввести на
JW~J{ Поn.учеи.sое гладкое многообразие наз. прямым
ПРО!rЗВмением гладких многообразиЙ.м и JY •

4. Итв..:. углы можно сглаживать. Наоборот, можно
вводить хглы. Пусть L11-1. - С 'l -подмногообразие ~Мn'.

§ 12. Ориентации

На Н8.Шемрисунке изображено многооб-
Q\Z .разие, получающееся из А/ введением

S~ _f"I>Q\&.
УJ;'ловвдоль ПарЫточек на - g"".о

" м
,.

Пусть даны два многообразия М 1. и J' 11.' ПОдМRОГО-
образия. .гt;."-'и ~,,-l. их краев и ДJ(ффеоморфи.эмJc.·Гf~""Л'z.
Введем углы вдоль Э~, и 'd.!Vi. и ск:n:еим полученные
многообразия с углами по диффеоморфизму п. '" Чи.'1'8.-
тель, мы надеемся, справится с введением гладкой
структуры вМ=J)f~ц.Jlfl.ЭТО делается. как и в п. 10.8
в окрестностях точек ~ Е j~t ~ .• а. дли точ~к элt· кар-" .ты получаются при правильвом склеивании двух угn:о-
вых' карТ.• Эта структура ИНдуцирует, J(онечно, •••••.•
шиеся: на.мl. и лf" структуры.

1. ХОРОШОR.звестно,что все IL -реперы в fl.1'& р8.Gб~
ваются на два класса. Два репера лежат в одаоМ жn.aс-
се, если матраца перехода от одного репера J( ар1ГОМ1•••
имеет· поло а.ительнЬ1Йопредеn.итепь. Говорит, что на Я
задана ор~ентвпиg, если выбран один из эт~х классов
или, эквивалентно, выбран репер. ох и83..' "PXR'P9f·

89

зок.

Пля каждой тоЧки Х Е L 3 такая С.", -карта":
~ 1(-2-. М, что 'f (о. R,"-I.)с.J.. Каждую таку'" карту
заменим на карту f.#oJ: Q~R."-t~Л1. где Q и J тахве же,
как и }\ыше. Легко проверитъ, что получится C't -много-
образие с углами вдоль L

Упражнение. Нарисуйте многообразие, которое попу-- - ~ .-..- -
чится, если ввести углы вдоль средней ЛИНИИверхнего
листа ~ебиуса в произведении листа ~ебиуса на отре-

'!

. § 11Гц. 1
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ОрJ[еитжруем А.'" выбором стандартного базисног,о репера
~(, С%1'..,~ ••.,гдe~, соответствует xoopД~HaTe К, .

2. Определение. ДИффеоморфизм/: 9./....•V, где 2(. и 1/-
связныё' О'l'IPыты-е-подмиожества в Я"" или в Ii~, наз .•
сохрвааюшllV QРИеатацию, если «d J!r >0 .в кaJtой-нибудь

(К, слецоВа~ельв:о, в любой другой) точхе9ll1р •. этом dxf
п•• во"т реиер., I J( в репеJ)'C того же жпасса в I(Х) •

Определение. Гладкое многообразие..м RaЗ. орв.ентиру-
емым, -если ОЙО- -ыеет Т4Jtой атлас 1l/,' J ' что все .преоб-
разования перех~ <fc.--t.~. сохраняют ориентацию. В прот.-
BHO~ 'случ:ае М В83. аеораентируемым,

. При~е'р~ Все одномерные многообразия ориентиру-

емы. Сферы ориеНТИруемы, а Rp2. неориентируема, т;к •.
оиа содержит лист Мебиуса - ОJфестность любой проек-
тивной прямой. Вообще Rp12 неориентируемо при п. ч:ет-
ном и ориеJIТи:руемо при п. неч:етном. (ДОJ.:аЖJIТе).
. !IP~~e~!. Если многообразие N неориентв:руемо,

то 3 вложенный в.м зВЫJtнутый путь, окрестность kotO-:
рого диффеоморфна ПРОИ3В8деНИlQлиста Мебиуса на куб /,,:1-
ТООI П~ 1183. деЗО~JlТИРУЮrд:ll1.«.

з. Выбор атласа со свойством, yxl1эанным в определе-
пи, означает выбор ориентации Мllогообразия. Две ор.ен-
тации Одинаковы, если все преобраэования 'перехода от
карт одного атласа х хартам другого. сохранmoт ориента-
ЦIlЮ. Многообразие вместе с фиксированной ориентацией
В83. ориентироваJlНЫМ. Связное ориентируемое многообра-
•• е имеет ровно Аве ориентации.

Утверждение. Край ориентируемого многообрззия ори-
еитир,-ем:- - - - - .

~K.2a.!!~!22' Если !р:RZ "'R:coxpaН5JeT ориентацию,
то- ftlR."·& сохраняет ориентацию R.••..• , т.к. U:~O.

~П~8.)~н!н~е:. Если (n-1.) - мерное подмногообразие

разбивает ориентируемое n- мерное многообразие. то
оно ориеитируемо.

На я~][е теории гоМологий выбор ориентации компв.к-

§ 12Гл. 1
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. Ml'l.5. Пусть теперь в многообразии даны два ПОДМRО-
гообразия о: и ()1 ' rrричем (1+']. ",п. I и пусть цля точки
)(€ Q~f1 Q,..3такая карта '1': R." ..•.IIl. что пересечения ()~ иа," С ~ (R") пере водятся диффеоморфиэмом 'P-~в гиnер-
плоск:ости R.••. ,пересекающиеся как в п. 4. Если наши мно-
гообразия ориентированы JI ", принадлежит ориентирующе-
му атласу.м , то, переноСя ориентацию QL и с; С пом~
щЬЮ c,-L на плоскости, мы определяем индекс пересечения

QL и ~ В точке как индекс переr,ечения указанных
плоскостей. Если все точки пересе' ения Q;I. и «9.t ~блада-
ю':' картами с Т9.ким свойством И есии их конечное число,
то мы определяем ИНдекс пересечения QL и ~ в.м ка!\:
алгебраическую сумму индексов пересечения в отдельных
точках. В случае, если не все многообразия ориентируемы,
KHдe~c пересечения определяется как число точек пересе-
чения по модулю два. Ясно, что индекс пересечения M.:iOrO-

образиА обладает теми ме свойствами, что и инд.екс пере-
сечения плоск:остеЙ. С введенным понятием мы несколько
раз встретимся на протяжении этих лекций. Оно играет

тного связногоМэквивалентен выбору образующей в
#/1. сМ.aлt) В ЭТИJ{.терминах можно опред8JIИТЬориента-
цию топологического многообра,,-ия, см., впрочем, гл 4.

4. Ка.Ждая k - мерная гиперплоскостьв f{h.. ориенти-
руется как и само 1~I1.., выбором k -репера. Пусть две
плоскости размерностей /L и 1"'"-/l в RI'l. пересек:аются
ровно в одной точке J( • Возьмем в каждой из нихориентк-
РУ'ЮЩ-йрепер в" • Записывая вехторы одного из них
вслед 38. вехторами другого, мы получим п. -репер в х. .
Сравним его с ориентирующим репером в RIt.. Если оба
репера одинаково ориентированы, то скажем, что инgеJС
пересечении наших плоскостей равен .,.1. , в противном
случае -1. . Заметим, что индекс меняет знак, если
изменить ориентацию одной из плоскостей, или Bceгo--'~
Если поменять порядок плоскостей, то знах изменится #
размерность одной из плоскостей нечетна (индекс умно-
жится на (- ~)r").

§ 12Гл. 1
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фундаментальную роль в изучении миогоооразJlЙ.

§ 13. Основные прl1меры многообразий.

1, КпаССИфНJtациядвумерных JtОМПактныхмного()бр~
зиА хоро'ХП()известна : Jtаждое замкнутое связное ориенти-
Р1еЫ9е J:(ByыepHoeмногообразие гомеоморфно поверхности
JtреНАеЛSlнехоторого рода ! (т.е. сфере с 9 ручJtами), а
неориенТJфуеw:ое-сфере, из Jtоторой удалено несколько дис-
JtOBИ на -.х. место поДJtлеены пасты Меб.уса.

Все остальные Jtомп8Jtтные двумерные многообразия
(т.е. снепустым JtpaeM) получаются из вышеперечислен-
ных удалением нескольJtJlХ дисков.

На каждом двумерном многообразии 3 едИнственная
~ -струхтура. Читатель может попытаться ДОкАзать это .

самостоятельно •.
Никоой JtJ18сс.Фикации трехмерных многообразий' нет,

][ нет наАеж:ды, что она будет проведена, ПО Jtрайней ме-
ре, в бп..ж.aJtlJl'tее время. Неизвестно J:(8же, 3/ •• трех-
мер.ав многообразие, гомотопичесltJl ЭХВIв&nевТIl.ое811

• не гоме~МО'рф'ное,sЭ (:nроблема ПуанJtаре). Полная Jtлас-
сифа:1I:адь /2.-мерных многообразИ:й дЛя 1Z~~невозмо.ж:на,
[10 J • О '1АСТI1ЧВОЙК.J18ссификаЦl1J[будет сказано во
второй части.

:'2. Все oc'тl!J1blIыe вашн пр_меры являются группами
ли и иХ Q.цнQpО};'ИЫМИпространствами, определение CI\(. в
Н. 1~'. "

.ГРiппа всех невырожденных маТРИДПОРЯДJtап1f.1t. (обо-
аиАчение': G,!(If.' -общая JUlНейнаягруппа) является
/1,1. -мерным со.-мн()гообра.эием. Сопоставим матрице
иабор J(Эn.l.ее элементов в определенном ПОРЯДJtЕ:.Мы по-
лучllЫ ВSioОДНfЭН. отображение c.L (I1) на открытое под-
м.ножествоl{" .• Мы вводим в t;L("j' с'" -структуру с 110-
ЫОпtЫO этой ед.ииственноЙ JtapTbl. Дру:--ая интерпретацJ>rя:
c,L(II) "...•Ыногообразие 11. -репер-ов в fI.."-".
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3. [руппа всех ортогональных IiUI.'1'!!П порядка Il.хn.
(обозначение: Olп.J) . является ~ -мервым ПОД•..
многообразием СI.. (n) . Ортогонапьным: матриn&.МOTBe'la-
ют движения--, сохраняющие начало. Другая интерпретаILЮl:
О{п} -многообразие ортонорм_рованных' 11. -реперов в Н'!
Карты с--многообразия О(п} можно построить' TaJt: пер-
вый вектор репера должен лежать на SI1-1 • следоватепь-
ио, его положение определяется (п-i) параметром, вто-
рОй вектор должен быть к тому же opTOГOHanЬВЫMперво-
МУ. поэтому его положение определяется (п-2) парамет-
рам., и.т.до

Многообразие о(л) компактно (оно лежит KaJt замк-. Sh~, <!"-' S't:!нутое подмножество в 1<v 1/.••" ft4 ие имеет края.

У_т~ер_ж!!е!:и:..G;l{h) деформируется на 0('1).

Доказательство. Мы почти дословно повторим процесс
" - - - - - - --

QpToГOHalDl3&UI1JIрепера, известный из курса пинейной ал-
гебры, см. [111 . Пусть дан репер tIi. tJ2, .•~1ГII. И пусть
BeJtTopbl lf1., 1Ii •••• , 'ZГ*,,c уже попарно OPTOГOHв..iI:ьны• .имеют
единичную длину. Тогда k --ый шаг деформаnц состоит
в следующем: сначала мы непрерывно меняем ~ по фор-
муле f (v:.] = l/;,- t!' С''{, V(.'}'lJi , о ,t~i.t 1( ,-!
а потом вектор f/v;.) p8CTJlГBвaeм. ( JVIИсжимаем) до
единичной длины. Остальные векторы при этом неподвиж-
ны. После ft шагов мы ПОЛУ'll1мортонорwированsый репер.
Ясно, что построенная деформация непрерывно зависит 0';1'

начального репера •
~~e~a!!.-!i!I ЛеГJtо ПОJt8Зать, что в результате описан-

ного процесса возникает однозначное представnев.е каждой
матрицы из CL (п) в виде произведения ортогонаЛьной _
треугольной, причем во второй матрице на диагонали сто-
ят положительные числа. Множество т8JtИXматриц гомео-
морфно RN, /V.:r M~''') • Значит, G;1.Сп} я:: О(п) х'R.N.

Многообразие О ('1) имеет две ком:поиевты, ОТБеЧАJO-
вше. сохраняющим или меняющим ориеитаIlJllO движениям Rtt.
Компонента, отвечающая сохраняющим: орионтацию д.в.жв-
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киям, ЯlЩЯется подгруппой О(I1}. Она обозначается SO(~}.
Например. 80(1) -просто точка, SO(2) диффеоморфна ОК-
ружности S~.

4. Кроме многообразия базисных реперов. можно рас-
смотреть многообразие независимых А -p~epOB в I{fl.. k<l1..
Это многообразие мы будем обозначать 1!,;k. Тем же
самым процесс ом ортогоналиэации оно стя:..~ИDае'I'CЯна
многооБРA3Jlе орТОНОрМНрОВ8нныхk - реперов. Посп.едиее
многообразие наз. многообразием ШтиФеля и обозначает-
ся ~Ir" .

~п~а~:н~я.: а) 'U;,1. ~ s4i 1/пп~!.~ SO(п).
б) Докажите, что ~~ и 1J;,x; - сС::мно-

гообразие и вычислите их размерности.

5. Каждый k -репер в "lt.определяет линейное вложе-
ние Rk в Rfl.(стаидартныЙ базисный репер в R.\ переходит
при этом в Д8.Ниый R-репер в R~) и, тем самым, п.инеЙ-
ное вложение ДJlсха)Э.f( в я"". Этпм путем многообразие
?J;.". можно отождествить с по~ростраIiСТ:ВОМ простран-

ства2rп'1.(.ю~Ri'1VUI 7177"'t.{~R."J. Результат п. 8.6 мож-
но переформ)п.и~овать ТФ.: любой компакт в .f""~7:(~Я")
(или в j,,, f?'I., (SJt')) деформируется в 'U;,,,.•.

8. Следующ..Й пример - ГрассМ8НОВ9многообразие t;;,,~.
It. Точками G'"" являются k -мерные гиnерплосltОСТИ

в 1(, проходящие через начало. Чтобы доказать, что(;,,~
- многообразие, мы зanараметриз~ем окрестность каждой
его точки - гиперплоскос'Ги ll(-=/{ • Выберем какой-НИ-
будь k-репер ~,1Ji, ... ,~BL. и через коьец каждого v.:
проведем (I'l-А) -мерную ГИП~ПЛОСItОСТЬL(. , ортогональ-
ную 1...• Фиксируем в каждой L,' шаровую окрестность
Ш (v;:J малого ра.диуса и примем за окрестность I/(L.)
в G;"", мно жество il -плоскостей, пересекаюших каждую
Ш (v;.) • (Ппоскость 1...' I б.IИЭItая к l.. . может пеР9секать
каждую шаровую OItpeCTHOcTbШ (t/;.) TO:IbКOв одно. трч-
ке) •. Положение хаждой точки 14'<' Ш (у; ..' определяется h-/q,
параметpaII(II., cп.eдoВ8Te1lЬВo;положение А -плоскости L.'
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определяется А. (/t-It) naраметрами" т.•е. ·иа) вз.оди.о3L
отображается на прямое произв.едение It штук. ( ,,- k. )-
мерных шаров. Читатель провери'l', что построенные и:4p'rы
CC>o)-согп.асоВаны.

Каждой k":' мерной гиперПЛОСКОС'ГJIможно ПОСТ8ВJ[ТЬ
в соответствие ортогональну1О ей (n..••lt.) -мерную ГJШ8р-
плоскость. Это соответствие дает диффеОМОРфJlЗмQh~ JI.

G l) ""Ir·
7. Многообразие прямых G11tf. ваз. проеltТИВНьЩ (п-~)

-мерным простраиством и. обозначается RP""":Ero епt.,
можно llредставить Itaк сферу с отождествп.еИИЫNJIJlpoтa-
вопоп.ожными точками (Itаждая прямая в R'\прохоцЩА51
через начало, пересекает Sh-.tрОВRО в двух ПРО'l'JI.ВOItOlIОЖ-
ных точках). Э

Докажем, что 50(э) диффеоыорфио R,Р'(ЗJ. руст"р
обозначает прое\tДJlJОR" на R3 вдоль четвертой и:ООjJДЖ-
наты. Каждой точке Хе S3cR", х:/= (<:>'40. i:1. ), портA.ВJD4
в r.ooTBeтCTВI\eповорот 1<3 на угоп.. числе!IИОра1шый
удвоенному углу между векторами}l. и (~4O,.f.) ВOJQ),-r
прямой fl (е,,) ,где е" -прямая в Il", ПРОХОДЯ1даsчерез
О их. Поворот ПРОИЗВDДИТСЯпротив часовой стреп.-

кв, если смотреть из точки /l (х) в сторону О • Точкам
(q 0,0,;11.) поставим в соответствие тождествен.вое дви-
жение RJ. Ясно, что точкам х и -х отВ4tч.ает ОДIlО11то
же движение. Известио, что каждое движекие /(3, сохр.-
няющее начапо, явпяется пово}>отом ВОlCругиеltОТОрОЙ
прямой [ 1.2] ,поэтому это соответствие эnкмоpфJ10.
Оно определяет диффеоморфизм 50(3) и R.P3 .

h 8. Многообразия 'L.t,,} , о(п} ,SO{h}. ~I(. а"к.
R.P имеют соо,:ветствующие Itомnлексньtе аналоги: Gl(п,(')~

и (п) . Slf(Л) ,c'",JC) ,ер"-. ~IC (е) •. Cl(",~)-
группа невырождв.вных KOMnr.eKcHblXматриц. lJ(h} ,::..ее
подгруппа (унитарная группа) унитарных (т.е. (IJХ.//У)::
;о (X,!:f) ) матриц, S U - унитариые матриды с опред.е-
nитепем 1, l/;,I( (е) ,G;"I( (С).• еР'" -многообразия

.-:



~О'рм-роаа.в.и.ых и:омnлехсиых k -реперов, k. -м,ериых
UOoжост,й • окомпд,и:сlЦ>lXпрямых в С" -и:омnлеи:сиом
1Ip00000000CTM размерност. h. •

о C..D~__Sa, \/п"' /C)"S2.0-..t,УIlp8ЖВ- ••• Дожажит.е, что А V. А \1

:'и7~ в{ и{,;j~··SlJfn)xSJ.
~1I ~ •••• ыe •. i~ ЭТИХмног()образий., В част-

о_т....5 OТOZДecтм-e'l'CSI с группой жватерки;онов дпииы 1.

. Q. Dпaи81 л. наа. С~многообpaзIе а ~на ItO'i'O-
ром •••••••• T4JtaJI l'p)1lAОВ8ЯСТрyt['l'ура. ЧТО отображение,...0 •••.• Gkc.-,r: ~ 8ЭSl:ТIяобратногоа .• G: )[Меют IJI8CC
COfI' '•. "

н..Ф.Ы8р~ С[, (h) ~o{,,}• .sO{IL) и их ЖОМlШеи:сные
. 8••••••• .mWrЮтСSlгр,шrat(J[ Л••
., о·ЕсIIи гРуШи1 n. G C~ =ltelcTBY'T на С~-МJIогообра-
э.D: М (т.•е. -э.tД4ИО C--tYrоБР8)К.еи..е f':Alflt;-..N1 .р.чем
.<r.,.д,&" x(~.'&] • хе= х , где X<J обoзu.ч.аетl(х.,J • 1-

. '~a группы») • 8СIIИзто деlСТВJ[е ТP'!MТA!JIO (т.е.
дu .Jmбых 1(,'1 Е-М 31ТИ, ЧТО t',~!f) то./Jlfиаз. QSHOPon-

'1IIUf АР9СТРРСТ'ом. группы. ~ • 3aMeTIIМ, ЧТОсоответ-
,стце Х" "',. опре,ДеJUl:8ТC~~еоморфизм ./И.

НапРDilер, 21,;"" и (Z"4" явлиЮТСИOДROPO,ДHЫЫIпрос-
'!'p8JICТВ8МIгруппы О(n) . \Доuжrre).

10. Фпс.руем ТОЧИ:Уr.6h1, г,ДеА1- О'дНОРО'дноепрос-
!ранство группы Ли G • Определим с--отображеи.ие /Z :
а ~.м ФОРЫУЛQЙ 1'- (,J:: x.lJ. '0 • '

Утверждение. /2 есть субмерсJUL

Jl2~~В;~;~:.B~ЬMeM '10ft;. EcJU[ С~,Д~ффео-
морфизм J" : c~6: 3.8Аа8ТСЯФОРМУЛОЙ1,' {tj}: ,~;, (правы!
CI81fГ' ~,-a С--n_ффеоморфизм~. : ,;,М .• М -формулой
Л,:. (J/') ,.. х,•. то ,.,.::: J.~'l' J" . таким образом, р.жги ото-
БРаж8ИJ[я /1. в '1'Очи:8Х,. JI "'110 равны. Т.и:. ~o ПрОIlЗВО-
леи, то раиг отображеНIIЯ r один и: ТОТ ЖР. во всех точ-
uxG.·

11 13

1 8сааГ
состоит из аналитичеQ'JLX (т.•е.• раэмгаюIЦIIXCSI в рЙА
ТеЙ~орв. в ои:рестности И:8Ждоl точжк) гомеоморфаэмов.то
.м - аиМJ[т:ич8s<lое ыиогообраЗII.е. Еса п. Ч8'I'ИО,R'Ътож-
,ДeCTВJ1eHOс C"1.z. и все гомеоыорф-змы JlЗr rOJ10i40P9Es,

то JJ1 - комnлеХ.Qкое многооБР8,ЗJ(е.• Еса все ГOIIIeoмop-
физмы аз r,усочно линейиы (см.гл. 8). TO./l1- ft~-
-мкогообраз:llе. и т~п. ЭТА тоЧJt8 зреJU[Я пет 0'1' Вебп.ена
[ 13] . , .

Другая ~озможность обобщить понsrrи.е )(вогообр.~-
-рассматривать карты "р: l.-'./U, Г'де L - 6щIaхово 'прос-
трвиство .• По этому ПОВОДУсы. оБЗОР [1~J .'

Из теоремы Сар,Да ( ом.• п. 7. 1 гл. 2) и. _з того,
что". эпиморфио. вытеи:ает, ЧТО'1 хоти.- бы О_НАиеосо-
бая ТОЧКА.След.о.вательв:о, fL есть субыеРСIIЯ. '

.!Ч:.1I~е~._От-ображении/Z: О(пJ-1J;.1( Ji /'~!~)..(;"Ar'

ставящие в C~OTBeTCTB_e h. -реперу '11.(, •• - ~ k -репер
",.. v.:: 11 L -ПЛОСИ:ОСТЬ._тИSlyтyIO IIA иего, ивляютсии4., • __ , 1( 1(,

субмерсиями.

11~При:ведем еще примеры 'дОПОllВJ[те1lЬJlЬ1XСТРУЖТ1Р.
которые бывают заданы на тодолог.чесжом Ji4J1ОГоо6раз••
JY1 .• Все ОНIIсвизаиы с тем, XU()MY жассу r (-ЛИ,
Jt8Jt I"OВОрЯТ~IUОй дсевдогрупде) гоwеом~ФИЗblО~с облас-
тей в Rп при.иа.дJlежат гомеоморфи.змЫJ(ерexQДa ~. OCJ}.
ЕсJlИ Г состоит .з сохраИИЮЩJlх9Р8-евтацию ГФ.eS!I~
м()в, ТО .м o-ри:еНтиро,вано.•

Гл. 1 ,

••

..

"

§ 18Г.,. 1
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ГЛАВА 2. КАСАТЕЛЬНОЕ И НОРМАЛЬНОЕ РАССЛОЕНИЯ

11 1. РаСCllоевия

•• ОВР8А(ЫtеНllе. Раоспоением наз. тройка (E,;z, в ),
ГАеЕ; в -_;";;~e пространства и/Z:Е..,в -непре-

рываое отображеИJ1е.
-.Саово 'расспоениеl ПОАчерJtllваетто, что отображение

/t. расс..в.тр.ваcvCя с точи, эуения р.аэпожении Е на ~
F,-«OJIIIые Jfpообр.аэы;Z-fК точек '68. В вonросах, ко-
тopwe кас oтepecyJOТ. важиы специаnьиые тJПlЫ расспое-
вd. ио уже 8 зто. обще. постаноВJtе .можно ввести первые
поuonu: и JCOHCТPYJUlII&.

ЕСIlJ1 (E,j'ZIB) ...рассаоеиие, тоЕ ваз. просТР8§1ВQМ
R'Gсnpeиg. JL .....цpo!5ЦJ1e1 раседоевия. В, -базой ра,спо=
Wf&I,. Часто рассдоеИIIе будет обозначаться то. же бук-
ВОЙ. '{то • npo~IUI5I. -~ I

Есо Сс.13 ' то раСCl!оеиие ((1- ~/'/f~'C) наз.огра-
gчеuем расспоеИJISIр нА С и обозначается Р/е .Если
ELcE, то (Е( ~/tIE •.,P.~) наз.• gоцраССl!оениемрасспоеНИИf'

Сечиием р.асспоеиияр в.аэ. непрерывное отображе-
вие ~:I3..•E. цпя которого fZ'>=l (т.е. JtаЖJUUIточка базы
'е-В "поднимается' в свой слol/Z'I!). Есди 3 сечение S#
то ~-peтp8JtT пространства Е,})е'1"P8JtЩlel имяетея sop.

Наиболее простой ••tI,РИ,,!4!'р".рассдоеИIIЯ, имеющий фунда-

меИТ8ЛЬиоезначение, _ТРИ81!8ЛЫlоерасспоеИIIе. т.е. прс::к-
Ц1(И npямого произаедения А'1.: 8 J( F..•8. Все спои в м'о
сп.учае г()меоморфР.ыдруг другу и, более того, имеется
естествеиныI. ГОМQOblорфвэмKlUКДOro слоя на F , ииДУЦJII-
роваииblЙ проеJtци:е.~ ••в ,р ..•Г.

УтверждеНJlе.. Сечении тривиаllЬНОГОрасспоеаия аз.одн.

мБ:.-';; ;'~a;eHIIUIМ базы в спой: S(В) -график для Л,1.95.
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2. рассnоения - объекты категории расспоений. Мор-
Физмом в этой категории наз. коммутативная диаграмма:

np:r этом f переводит слоli 1;
Е -> r в спой Е;,,] и поэтому j наз. также,

1. 9 L.! посnойНым отображеНИt:!М Е t. в Е%._pJt /ZJ~ Ясно, что морфизм поnностью опре-
деnен посnойным отображением81. j ~82., j : Е1. ~ Е2,' в частности,

говорят, что 9 индуцирует отображение 1 базы.

Изоморфизм рассnоения ( Е I ft I В ) на тривиаnь-
ное рассnоение с той же базой 8 , иидуцирующий тож-
дество на В наз. тривиаnизациеА рассnоения jl . Две
ТРИВll8nизации,f-•. н ;/.1 отnичаются -на отображение 8 в
группу гомеоморфИзмов споя, именно, точке IlI13 отве-
чает гомеоморфизм 111°g;~:Ei. -. ~ • '1[:: с В хF отождест-
влеl'lО с F с помощЬi5~fВJ(F •.•. F).· о ~tll

3. Пусть теперь i:11..•8, h: с...•В - два отображеиия.
отберем вfI]{С те пары (а,с ). цnя которых hС:::fй'.
Эти пары образуют в fI J( С подпростраиство Э; проекции
](L :H~C-.Д и I(i: 11КС~c ИВАУЦИРУЮТотображения

1i: ft> -+Н и f: $) ...•с. ПоJtучаем коммутативную диагJ?ам-
h. му (диагонаllЬное отображение 9"-= "1

fI" C=:JfJ '\~ fI обозначается ~~ h) . Чнтат';.nь про-
(; , 'JfiJh I9 верит, что спой рассnоения $ над
J i ,,~ с € С гомеоморфно отображается с

С ........•~8 помощыо 7 на спой 9 над It(d и ана-
h логично дnя споев раССl!оения ;r .

С другой стороны, слой расслОеНИЯ/.0k над , гомео-
морфен произвецению c~oeB h. и над С .

Эта конструкция прменяется в двух сnучаях. Есnи мы
смотрим на 9 как на рассnоени.е, то i иаз. раССllоени-
ем нац С ,индуцированным -э--l с помощью 6.. в та-
KO~1 случае 9 оБО:Jначаетсяh~J • Замечательно. что бопь-
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шинство свойств расспоений, связанных с харахтером
споев ипи их окрестностей (наир., компактность, откры-,
TOC'rЪ И т.п. отображенц) переносится :наР'(1} с отобра-
жеиии у и поэтому сопоставпение каждому пространству
кахого - п:ибо кпасса расспоеНИй над ииы ОК9.зывается в
сипу ЭТОЙKOHCTPYК1UDl.,как правип:о, контравар.и.антным
функтором.

Еспи мы .смотрим и на h , и на g как на расспое-
ния, то расспоение h(!J 3 наз. сн(мой Уитни/z и у. Это
вносит в множество кп:ассов (с точностью до изоморфиз-
ма) расспоений над 8 CтrYКTYPYабi:теВОЙJIопугруппы.

Утверждение. Если (Е , fl ~В )-расСIl0ение и h.:c-8
~обрв.жеЙЙе-h,ТО подняТия от~БDа)l'>-енияh. (т.е. такие
отображения h : С...••Е , что fl!"t\;h,находятс,я во 83. одн.
соответствии С сечениями S рассшоен..!IЯh.~) ; это
соответствие задается q)ормупой Ii :. Iиs.

Доказате1lЬСТ1Ю 1. 'ы оставпяем чнтатепю.--------
~.ч~а~.2~я.:. а). Ограничение расспоен~я", на 11

(п.1) • где ЯСоВ, изоwорфнорасспоению i'(/lJ
( (':н-+В ..J1'ождественное впожеииеJ.

б). РаСС1l0ение, индуцированное из тривиапьного,
тривиально.

в). Сумма Уитни тривиапьных расспоений являетсSi
тривиапъиым раССll0ением.

г). Пусть r (fl) обоэвачает множество сечений рас-
споениЯ fl • Тогда Г (". (j) п) := r (р) )(r (п).

4. 9ПЕе~е~е!,!. Расспоение (Е. fl. В) удовлетворяет

аксиоме П. Г. (поднития гомотопии) относительно Kn:ВC-
са Х npостранств , еспи дпя пюбого отображенияl:х ...•Е ,Х 4!:...l' , и любой гоtdОТОПИИ1,/X-8, дЛЯ
которой fc ::'l!:...r. • з ГОМОТОl1ИЯЕ;:Х ~ Е ,д.пя ко-
торой ~ :::J r ::::h .•F: ..

40 ,Jt Г I t
.Если ~ все простраиства. то "" Иаз. расслоеJlием

Гуревича.

\
I
I.~

..•. ,.
i

,!
~<

.. ~

..

Если в качестве Х берется класс компактных поnиэд-
ров. то такие расслоеIlИЯ наз. расспоениgми Серра.

~т~еЕ.ЖЕе.!И2' Еспи ограничение расспоения р. на не-

которую 'окрестностЬ каждой точки базы является расспо-
ением Серра, а база паракомп8Jtтна, T0;Z - также рас-
слоение Серра.

~~к~за.:~~с~в~ читате1lЬ проведет самостоятельно

или посыотрит его в [15] .
У'~р~~е!iИ!l~ а) Тривиальное расспоение удовпетво-

ряет аксиоме П. Г. д,ля любого кпасса пространств.]Е.
\т.е. является расслоеdем Гуревича).

б). Если ВЕ3ЕИ стягиваемо, то расслоение наn 8 с
аксиомой П.Г. относитепьно ~ имеет сечEtние.

5. ~Е.е~~е~и!. Рассnоение (Е, р.8) наз. nокмь-

но тримаllьиыМ, есхи 3 открытое покрытие {?Li 1 дn.я 8
так, <{Тоограни<{ение{L на каждое '2ti тривиапъио.

~n!Щ~Т!И2~ Г'~~~д=н!ю _п~4=-Лок. трив. расспоения
явnяютсн расслоеIlИЯМИСерра (см.упр.а) п. 4). На самом
деле они являются расслоениями Гуреви<{а.

!]p.!t:!.e.I'~.Накрытиями наз. пок. трив. расспоения с
nискретными спояl\.Ш.Здесь поднятие гомотопии единствен-
но, что n.егко вытекает из того, что эти отображения яв-
nяются nОК. гомеоморфизмами.

В п. 6. 1 мы докажем, что все субмерсии с ком..'1щ-
тными слоями являются лок. трив~ расспоениями.

!IP~H2H~!._ Слои лок. трив. расслоения над связ-

ной базой гомеоморфны~ В таltом случае говорят о .шш!.
раССТIOel'lfЯ. Свойство J ,)К. тривиаnьиос'l'll сох-

раняется при взятии индуцированиого расспоеиия и суымы
Уитни.

!~BEP~!~~' Если спой F лок. '!'рив. расслоения с

паракомпактной базой В стягиваем, '1'0.1 сечение.
~o.~:a~a~~~T~=- Пусть 9t: F -г -гомотопия.

90 = i , 9L( F ) = Gl ~ F . Буnем строить сечение иид~-
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трив. расслоение (Е. fl 118) со сп0ем F , для кo'J'opОТ~ •
9цявпяются отображениями склеЙки._

Доказате.llЬСТВО. Гомеоморфизмы 9," укаЗЫВ8.юТ,
как нужно ёiitеить -<if•.,,F друг с дpyгo~ чтобы пOllУЧИТЬ
пространство t:_Пу,сть !f, - В1l0жение у;.,.р в СК1lееиное
·Е , опреде1lеииое естественным образом. т..к. lf!. ПОС1l0А-(

вы, то проекцив прямых произведений Ки." ~. х р.....•р/,.
СО1'1Iасованы с этой склейкой, и - отображение f: 8...•6
опредепено условием (l.'ft == Х', . Отображения <1:- -гомео-
морфнзмы и поэтому fl иепрерывно. Кроме того. расспо-
ение (е 11 f-, В) п0К, тривиально по построению,

7, Пусть С - ТОПО1lOгичеСка8группа (T.e.G одио-
временно являетсSl и группой и топопогичес1tИм простраи.-
СТВОМ.причем отображения С xG-G JI С..•G • определен-
ные соответствиями (х. y) •..•x·J и х,.. x-~ непрерывиы ).
Говорят, что (; аейств"ед.. иа пространстве Х справа. ес-
1Iв 38дано непрерывное отображение /: XxG ...•Х T81t. что
(r.' •.)9~CI X(jj.·9~J , хе = х 11 (Х, обозначает точку
J(t.9) j е - единиuа G. ) ...
Для каждого ,Е(; отображение Х"'Х1имеет обр8'rU~
(ХН ~,-f) и, значит. ЯВ1lяется гомеоморфиз.мом i:-'X-+X,
Возникает отображение G в группу гомеоморфизмов *(Х),
ОНО гомоморфио и (во всякоМ С1lучае, ec.IIJIGкомп81tТJlа)
непрерывио_ Аналогично определяется действие спев;'.
Каждое правое действие G на Х опреде1lЯет певое деЙС!fJ;S_е
по. правИl1У :!JX = X~-J. , И наоборот. Отображение С в
Ji (Х), опредеl1яемое леЩ>IМJlейст_е •••.•ЯВ1lяется антиго-
МОМОРф!ЭМОl$т.е. ff! :=J,.j. ,

Пространство :Х с заданным npaвыM действием груп-
пы G наз. правым G -простравством. r; -пространства
образуют категорию. Морфизмами в ней служат непрерыв-
ные эквивариа1tтнЬ!е (-r_e. КОММУТИРУЮIЦ1[ес деLствием '
группы) отображения!:Х -'.о 'Cj, J (X~) = Нх) ~, ДЛSlJ5CeX )(, :J.

Если X€ Х , то множес'l'ВО r;(х) == {Х9 j 3f'jиаэ.орба-
той. точки Х

,.'

..

для

*
1. jij (х) '9jk (х):: 9и( (Х)

2. :1'./ 00 ;:;&/! (х) Г~
Отображения 9,,/ наз. отображениями склейки.

Обратно. по отображенням скпейки восстанавливается
раСС1l0ение. Более общим образом:
!:"B:p~e~!; Если для лок.• конечного покрытия {?lс'J

пространства 8 заданы отображения 9ij : <ZI,(} СИJ ~ Jf ( Р)
удовлетворяющие ('* ),.!. еС1lИДl1Якаждого {Л· опреде-
~eMoe им отображение 9i.i:(<аiп24)ХР-(?:Iih~.)ХF6
Q .. (X,ItJ::(o .. (J(). t), ЯВ1lяется гомеоморфизмом, то Э ЛО!\:.
<!() 'dCJ

тивно, по Э.IIементам звездно. конечпого покрытия {сц.f
базы, где все·· раСС.llоения ftl'li. тривИадьны. Пустьси=Д/{~г и S:Zt_p-fZl-сечение для ,n I?I' S : 211. - p..~CUk
:...сечение для /11 '2I

k
• для которого J,' S (2/k) = (1,

rseJ( -прое1tuия ;z-'<i4='2I/r'JI:F-F. Заменим все си, .пе-
ресекающие W,. на 9/:, С)-;': c:~. И пусть 2l' = II и~( "&' •.•./с- ,.
Определим функnию ': 'и...•(О JJ равную О вне ~ п U" • д k
И равную 1 на СЦп2lk [161 Пусть ,,, 2l;-F -отобРl1Жение.
равиое Q 0tJё- S(XJ в XE?l;. Оно оп.ределяет сечэ-

- Jf{}(J·. п,,, по"ние s': ?/.' ~fl--tV равное S иа ""1( ч. Значит, опреде-
лено сечени'е .и <и~.-..h~lI/ ~.'Aравное S на f:j,(' и 5'

с) , , ,F, k' '" ,~I<на Цlc Ввиду звездной конечнt.СТИ покрытня. каж-
дый эпемент' покрытия будет уменьшен только конечное
чис.llОраз, и в итоге мы ПОl1УЧИ~сечение на всем fj .

6. Если Д.llя .II0К.• трив .• расслоения (Е, р, 8) фиксиро-
ваны покрытне базы 1 ?1а! и тривиаJUtзаuнн (п.1)
СР«: си« хр "'J'l-.t~ограничеНИЙ/l на 21« ' то пары (са«,91",)
будут наз .• стинроповс1tИми стопбикамв, а ~X набор ~тин-
роповским атп8СОМ раСС1l0еIПIЯ/l. l11i;'.

Для каждой точки Х ~ ~ 11 '2/,. отображение tp .-~ <J'.·I)( F
F

., -.' I 11

ЯВ1lЯетсягс.\(еоморфвзмом иа себя в мы ПОl1учаем та-
ким образом отображение 'J'J: 2/.. п 9,(, -9 Jf. (р), •.де
N (Г) -группа гомеоморфИэМОВ f . Отображения 9<./
удовлетворяют С1lfiЩУЮЩИМсоотношениям согласованности:
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8 множестВо всех орбит МОЖJIОвиести ф8Jtтор -топо-
пОГJID': отJфы'l'ыи иаз. ЫJIОЖестваорб.i,. объедцеиие
и:O'tОрЫХ()ТJ[PЫTOв пространстве Х , ВоэJlИJ[ает ПРОО'~·2!Ш..-
C'I'З() орбит, Еоторое обоэначаетСR Xki; • Дпа Jtаждой точ-
а ХЕХ3 ecT-СТвеиное отоtSражеиие ~: G ~а(~){fI,.lJ}=Х1J.
ДеЙСТВllе ваз. свободным. есп.. CJ'r вэ.одвоаиаuо дnа Jtаж-
ДОI х. ЕсJIИ деЙС'l'зие JI:тому же таково. что все ~ гоме-
оыopфllЗМЫ, то Х ваз, гJIlвиым G -ПР9Страиством.

8. Примеры: а) Сама группа G KВJUleтCKгпавиым-----.
.apallЫM простраиством относитеnЫlО деЙСТВJlRна себе по-
ср.дством прави. сдвкгово х •..• Х1 • Анапогично, ?/1CG
Jlu.sr8'l'CRправым rJIlB Hым G -пространствомс действием
(и,l) •..•(и,Х9). Конечно, С д~стзует иа себе и на 21АС
T8It_e и саев а, с помощью певых сдвигов.

б) . Обычное умножение ыатрицы спра-
ва на веЕТОРопредепRет правое действие группы Cl (h.)
аа n.. - мерном веЕТОРНОМпроСтранстве, в котором фИJtси-
ровав базис.

Точно тв ж.. CL (~G!еЙСТ8ует 118CIl,. ПОДГРУ~1Па
Sl.cClt",C) ДUГ0В8l1Ьиых матриц А./" с ЧJlспами ее., на
диагон8JIИ ~ •••••• OItpy-вости. Она свободно дей-
C'l'в,.ет ва се \0, вращ- It8.ЖДYЮось.• и таи:же на сфере
sVt-1 a8~OP.e ••••••••• ·д...ны. Пространство орб.т это-
го Д.ЙC'rМК 51на s••·.(аerи:о oтo-дecтВRТЬ сер ,,-1.. В
Ч8СТRост•• SJlsl. гомеоморфио S2=C,p1., Это -знамеввтое

R'GS'I9"" т".
s)(свoБQltlioe, во не ГJl8ВВое деЙств-е). Х:: Jf. {/i}

- ГPJ11114гомеоморфизм:ов я- с ItОМП8JI:ТИООТИ:рЫТОЙ.топо-
••.•••• А- Та •• I"~па. с тоии:оА топoJlогнеЙ. операпии
c,. •••••• 'UIJIс I(Ж.')-=3-~О1(.(ТОЖДествеивое отображевие ,.;
.вaJE pa3pbl8ll0 J.

8. .~ ~ство Х Jlорожд8ет расслоение (Ж.р.. X/t):
/L(" =Gtk}, lл.8J.

9:rp~Е?-л~'!..е._ Расслоение (х. tt I ЖI" ),nOCTpoeH-

ное из главного' G: - пространства Х , ваз. гМвиым r;-
расслоени.м •.

В категории главных r;-раССJlоеииА морФИЭмаЪUI
СJlУЖВТэкви.ввриантнше отображеНИR главных G - проо.-
транств (п. 7). Расслоение, иидуцироваииое и.э гпаввого

G -рассnоения является главным G-раСС1l0еивем.
Утв~рждение, Если главное раССJlоение имеет сеч8--------

§ 1Гп. 2

ние, то оно тривиально,
.Доказательство. Пусть s:8"X - сечеuе главного

G -ра~с;о;н;я- (X,-ft: 8 ). Тогда отображение (1,1)~
(S(i)}5J .. опред~лиет тривиа1lllG8ItRюf:81(,.•ХрассnоеИИR •

УПражиеиие. Главиоело:к:. трив. расслоение иад------
стягиваемым попиэдром ТРИ8И.8JIЬJIО(см.п,4).

io. Пусть дано певое С- npостранствоР и Гll8В.Иоес-
-рассnоеиие (Х, fl. 8 ) (lIостроениое ПО правому деlстВRЮr; ва Х ).' Определим на Х1lр ПРавое действие С по фор-
муле (Х,Л3:::: (Х1, ~·Jf ). ПОnQЖИМE=XffF/, и flt (х,л=р (xJ.

Опред.ец.еиие~.ПQCтровииое рассnоевве (Е. (l~,8 )_
наз. - P~~~.;';М-аСсоПUPОМRRНМ ГМНОЫ! ЧОСс;АО!III! р.
Группа G; наз. СIру§турно8 ГРУППQЙэтого PACCD9"".·
Она обозиачаетСR fl tР] •

Читатель проверит, что все спои раСС1l0еНIIИfll т/
гомеоморФиы пространству F' , Е()1'ОРое'наз. споем fll Fl

УlIРажиенИIl. а). Расс.поение;z/&} изом орфвО;z.. (а------ .
действует на себе ле»ым. cA8JD"aмJJ:).

б). Ес.IIИ расспое.в:а. /Z (пок.) тривиаль-
но, то и r 1f" / также (лок.) 1'риuа.пьво. ЕсlUl. В ствгива-'
ема, то /l/F/триви81lЬНО (п.В) •..

в) ECJll[ 8 ПОJl:рьrro.цвум_ C'1"~WWJIIIJI DOIIt-

простраист~МJt 'Х,и XJ, , тopC'11oAJJP8A"" опре:аепеи~
отображением x,I7".I-""С; •.

11. Пусть (Х, /l, 8) -гпa~oe а -рассnоен..е J( пусть
оно ЛОК. тривнально. fi.S)

••,-,

§ 1ГlI,. 2
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13. Итаlt, лоlt. Трив. расслоеиие с базой 8 , струк-
турной грynпой а и слоом Е , '"'де F -левое (; -прос-
трвиство, полностью определено, если заданы: 1) поltры-
тие 1Zz.. J базы и 2) согласованные непрерывные отобра-
tКeРЯ 9•../: 2J'i П и/ - а..
Отметиы, что ни в 1), ни в 2) слой F не участвует, т.е.
определение лок. трив. расслоения со СТРуltТУРНОйгруппой
G состоит и.з двух н~зависимых частей: таи сltазать. ба-

зис.ноЙ,где участвуют 8 и С и специальной, где звда-
ется G -прострвиствоF. т.е. спой. Все раССJ!.оенияс сов-
падающей базисной частью по определению ассоциироваНЫ
друг другу. Cp8JUI них выдеllяется одно особое, со слоем (;
и neAcTBJl.8Nt: ив себе с помощью левых сдвагов. Это-
ГJ!.авиое расслоение.

14.. Одно и то же Гll8.вное раССllоение IIмеет много
разllИЧНЫХэltвввариантных aTJlaCoB. При удачном выборе.
аТlIаС8 может оказаться, что все отображениSl склейltИ При-
RВмают значения в одной и той же заМltнутоА подгруппе
1-1 с G. "
Тогда на это рассп:оение можно смотреть как на 1( -рас-
слоение. Таиой выбор атласа определяет редлц!югрyпnы t;
рассп:оениSl lt ее подгруппе Н • причем с "Штается , что две
редух.цви совпадают тогда и толыto тог па , когда атласы
взаимно согласованы, т.е. для п:юбого стоп:бuа 2/- G
первого aTlIВca и п:юбого столбика lir (; второго атnаса
отображение склеЙ!tИ 9: 21пlA(ПРJlИимает ЗНdчеивSlВ 11.

~п!,а~е~иS!: а). Расслоение тривиально ~ его
CТPYКTypH8SIгруппа редуцируется lt триввап:ьной группе.
При этом редукции находятсSl во 83. оди. соответствии С
три виВJUlЗaI1ВЯМИ{п. 2).

б). Разложению расслоения в сумму
Уитни отвечает редукция группы lt подгруппе paC-lI4A8ющей-
ся в прямую сумму.

г
~

I
1

I

. § 1

Утверждеиие. 3 таи:ой СТJlИродовсlUlЙатп:ас [~" 9'(' J
pacc;o;~S1 fz -. ~Т: отображения ':fi:'2I,.·rt;.,X C-эхвиварJlВИт-

Rы~ ДOJtазатuьcтва: Пусть [ ,::': z.,.xc,...•/l-lt{.} _какой-ни-

будь :Т:И;;'д::С:"; aTn:ВC.Положим ~. (li,iJ: ~.'(Gt,eJ3·

12.· Каждому эп:емеиту JC' отвечает гомеоморфизм
~"""'b • имеиио, левый сдвиг: 1,Н3Х • Таким путем(;
QWqecTМSGa.' с иекотороЙ подгруппой в Н(&'. (Это
МОJКеи.ве~"'~H (&) S1вп:яетсSlантигомоморфизмом, см.п.

В.•). {а, f " Р
Легко Вllдeть, что есllИ атп-аси" 9'(' "главного ц-

раССllоениSl G _ эквввариантен (п.11), то отображениSl
СJUlейКи$": ~.п~ -рN (~ринимают зва чеииSl в груп-
пе G,cHi$).
ДеАСТ8IIтеп:ьво, lIюбое G -эквввариаитное относитеn.ьио
Пр8вых сnввroв отображение f:(;"'C, KВllSleтcSl.1IевыМ сдви-
гом иа эn.eмеит f(eJ .• ОбрaТJI.O,ecn.в дп:я п-ох. коиечного
ПОКРЫТИSll~.J пространства 8 заnаиы непрерывные 0'1'0-
"':.._ l" ., .4' Л и' ~ G то опреnеЛSlемые ими ото-
UI'OЖ8НИSl '1 ' III;' J •бражеивSl r'j S1ВJ1S1JOТCSlгомеоморфизмами. Есn.и при "
этОЪ( выпопеиы уСllОВИSl(* ) из п.6, то по утвержде-
ВJO)п. 7 оnpедеllеио лок.• три&. рассхоеиие (Е ,р, G) со
cJloe!l!l ~ • Это раССllоеиие будет Гll8ВИЫМ,т.к. lIевые
сдвиги в груяпе коммутируют с. правым_,. поэтому пра-
ВО$ действие G на стинродовсXJIХ столб_ках опредеп:S1ет
Д8АСТ8IIеиа СКlI.еевом пространстве Е •

Ecn.в F -певае '_пространство; то 1 антв.гомо-
морфиэм tf ..~ ..•){{G}(п.8). Поll.OЖИМ~'i· == ~.'(} .Согп-ас-

5 ЭТИМ оnpедеllеио nок. три&. расслоение со сnо-во п. , .
8МГ. " nlF]

.У1:Р~1!д!~и..!!.Полученное расслоение ИЗОМОРФJ:iОг

(п.•iО), т.е. два способа сопоставить /! лок. трив. paCCJ'lO-
~-ПLУ'" 1'> простраиством F в качестве слокеиие с З8Д.....и.-- <---

пpllВОДSIТ1: ОДИОМУИ тому же результАТУ.

•

•

Гп. 2 § 1



Гл. 2 § 1 - 2 Гл. 2 § 2

!IP~~е~и-=. _ Структурная группа {; --расслое''ия

/L [F] редуцируется к подгруппе J.lcG~ 3. сечение рас-
слоения tz [(;;/н 1. (Gщ обозначает пространство смежных
классов подгруппы 1-1 в G • Действие в на GAJ индуциро-
вано левыми сдвигами.)

Замечание. Если база параКОМПflктна, а С/н стяги-
'. - - - - -

ваемо, ТО 1 сечение в fZ [С/Н] (С(v1.п.1. 5).
Следствие. Вс якое C.LfhJ -расслоение над паракомпак-------

THOii базой допускает редукцию к группе О {k}
До~а~а2':"Л~Т_В~ следует из П~ lз.згл.l и замечания.

§ 2. c"Z -расслоения· и векторные расслоения

1. Определение. Расслоение (Е. Р. 8) со слоем Г,--"-----
гдеЕ.8.Г - С!мно~ообразия, наз. С~-ыасслоением,
если 3 такой его стинродовский атлас {7/,.•_~.J • что
все ~-: Zl·xF~E ЯВЛЯ19ТСЯ Сl'-вложениями.

' •. ZВ этом случае, очевидно, ;z является С -субмерсиеЙ.

,!Jbl.!~lU>I: главное .sО(,,~асслоение SQ(",)-S п-'
И другие рассл. из п.13.10 гл.l.

2. Обобщение теоремы о C'l! -аШ1Dоксимации. Каждое С'!--------------~----_.
сечение $: В ..•Е I O~ 'и.~ ,(,Z-расслоения (Е 1> fl. -6) мож-
ио В C/t -топологии 8.ППРОJ[симировать CZ -сечением.
Если для SJи , ГДе 'lI открыто в 1.:} , аппроксимация S
уже заД8Нв,. то аппроксимация для S может быть выбрана
совпадающей с S на любом таком li что i/ с СС/

.fl~K~~T~~C:"B~. МЫ следуем Обыч~ому ИНДУКТ~ВffО-

1vI'1рв.ссуждеииИ>. Выберем .•стинродовский атлас 1?t,·, Ч', 1-
расслоения /L.• Если на .€/ 2/,. аппроксимация ё- уже пос-t.~ .,;;)

троен8., то нам достаточно применить теорему п. 7.3 ГЛ.l
к окрестностн 2Iluf., положив '2/: ~#.t~~?{~ ( Мы исполь-
зовали следующее отмеченное в п. 1.1 обстоятельство. ~
сечения тривиального расслоения Вз.одн. СJответствуют
01'Ображен"IЯМ базы в слой.
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•

СЕ е" бПри ЭТОМ,конечно, -сечениям отвеча~т -ото рая

ния). ' •• Cr
Следствие. Пусть S: 8 -*с С-сечение -расслоения

( Е. fl~8) ~Ш замкнуТо в 8 . Тогда из доказательства
теореМЫ аппроксимации следует,_ что можно построить
такое CJl. -сечение S: I3.-.Е , что S служит . С "l.-аппрокси-
маuией для S на 'lli rI 5= 5 вне данной окрестности 10;

3. Утверждение. Если (Е, /1.,8) - главное (; -рас-
слоение,- где- i: :'группа ли ( п.13.9, гл.l) и 8- C!MHOI'O-
образие, то в Е 3 с2'-структура, относительно которой 1'-
_ проекuия Cr ...расслоения.

Доказательство. Пусть (Zt•.•ff,·J_эквивариантный- - - - - - - -
с:тинродовскиУ. Атлас расслоения/l (п.l.ll) и пусть

. _ . 21.п 'll. """"со имеют класс 'Z для c'.1 < " • Тогда иа
9·ft(U ''ll) Jкарты «f..: CZt...,:C,...•E определяют ~t -СТР1ЕТУР1,
r:OCK~itb~y 9'"j И, следовательно, fI.;·= 9:.•. ч;-4 • имеют
класс ~ • Заменив ZL., на несколько меньшие ОТЕрытые
множества ~.;построим. по следствию п. 2, TaJtoe сече-
ние S н.а 2'" ЧТО S имеет класс гладкосТИ 'Z Иа w=
=(и ?;?) п 'ii и s = ч_I", 1ft вие некоторой' окрестности

,'11<-1 l ~ и"lir в 1L. Теперь можио заменить <flt иа такое эJtВИварИ-
антное'- отображе,lие ,,;: 'Uk"t;.•E, что Ч~ l'll",,~=5.
ПО!1ученные отображения склейки l'i' будут имеJЬ JtЛ~Сс.
I'ладкос:Ти L при (.'.1' ~ k , с замеиоl Ui иа и" при 1.<.1<:.

За!\.1е '-1а ние. С помощьЮ точно такогО же иид}'ltтивно-
----- . f

го рас: уждеНIfЯ можно доказать, что ~юбые две t:""CTPYJt-
туры на Е , в которых fl. явл.яется С -расслоением, эк-

ВИ30.'1Е'НТНЫ •

4. Пусть группа ЛИ t; действует иа Сl_многообразии
Г н это .з.еЙствие имеет класс гладкости 'Z (т.е. ~тобр8.-
жение С.•Г_Г,определяющее действие, лежит в С ).
пvсп.f,fz [ F~в)-расслоение. ассоцизроваиаое главиому
С"'l-~)[l("СJюеI'IIЮ (E,{l. 6)( 8 - С~-МВОI'ообразае).Тог-

Щl на Е1 с по,ющью c:t -склеек 1«/ можнО та.хже ввести
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cz_ СТРУКТуру. в которой p[FJ станет С?'-расслоением.

5• .Р!!РШt!i!.л~q~ &JТОРНЫМ fZ . - расслоенаем наз.

,ЛОLТРИВ. CL (IZ) -расслоенре со слоем R'I. где берется
обычное левое действие tЛ" (/1/ иаR.'" ( п.l.8). Векторные
расслоения будут обозначаться греческнмнбуквами и прос-
ч:.аиство расслоения ~ будет обозначаться , ~ I , а слой
над ТОЧКОЙХ -~" Размерность п. СЛОSlназ. размер-
ностью рассл~еИИSl.

Каждое векторное расспоение имее'!' нупевое сечеgе:
точке t в базе отвечает .пупевой вектор СЛОJil~ It •

Согласио п.п. 3 и 4 , еспи база С2'-многообраэие,то
в I~I можио ввеети сt-СТРУКТУРУТ8J(,ЧТО проекциSl
cT8JleT C't. -отображением. Конечно, расслоение НИДУПНРО-
ваиаое из векторного расслоения, также ве:а:тораое. Сум-
ма Уи.тии ~"(&~t>tBeкТOPHblXрасслоений Jilвляется веКТОрНЫМ
расслоеииеw;. C'I'pYKT}'PJl8S1группа которого С,!.. (/1Nп) реду-
цирована к подгруппе,JlЗQ)40Рфной (;1.(17) •••.'L (1'11) (п.l .•14).

8. Наибопееиэвестиый прнмер векторного расслоеиИSl

Sl'l. - - Slt R~i-касате1IbИО& расспоение t" Jt сфере с: , его спо-
ямк слуЖАТ касатепъиые JШОСКОСТJI.Норма.цьиые векторы
образуют одномерное тривиаJlЬJ10ерасслоение -.;S~

_Y.!!PAVtIV: "l:" S пaqcouцp. с SO("fl) ISO(_) .
7. Ка:а: ОТ'Меченов л. 1 .15, CTPYКTypHaSlгруппа век-

ториого ,раССЛО&lЦrg~ редуцируется к О(п.) • Если ТА-
кая редyxдюl .произв8дена, то rOBOpSlT,что В ~ введеив.
евкпидоВ8. Qтржrytиi; В этом случае в каждом слое ~x
выдепяетсq кJUlсс ор'тоrоиа.пьно эквивалентных п. -реперов,
именно, каждое ~' :~(. Jt.1l."'- '~' переводит ортонормиро&ан-
ные реперы в С1fЛ,1t в ,выбранные реперы в спое ~K ~ ~t:~"
Т.•к.• О(J?) ec'l'ec7BeHHbIMобразом отождествляется с мн/)-
го05развем ортонормированных реперов в R.1l. . то расспо-
ение, с базой 8 и слоем над ';'I)ЧКОЙ t Е 8 , состоящим
из УК8.ЭЩJ:ногокласса п. - реперов в' ~ # Jilвпяется rлавным
О (h.) -:расслоением. Это - гпаВпое (; (IL) '-расспоение,

An

"

аССОЦИИРФВ8.ИНоес данным еmишдовым 0('1) -расслоением.
(Если рассматривать все п ...реперы в споях ~ •. ' то
по.учается, Jtоиечно) аССОЦИИРОВ8.И1l0егпавиое' с;; 1.. (k)-
расслоеиие) .СР. ущ::. ц. 6. ,

По своему опредепению. преODр&30вaиJt~из O('ZjcoXz-
р~нают скапяриО$ произведеиае (Ж. '1) BeJtTopoBв RIi.
Поэтому в еВJtnИДОВОМpaccпoeH~ в каждом сnоeLоиреД8-
лено CJt81IS1pHO&произведенне -хторо:в {(t,'1)=~)(i'l(' .1'._
х•.•.'1,. -коорД1Ul:8ТЫ.&ек:торов)( и:t в lt8.1tOm-пr..50.ОР'1'О-

нормировa.и.sом рQnере этого CпOSl~I и Э'rо СJUUlSlpiюе,
проиэведение непрерыlШО меияется от споя к: СПОЮ. Одао-
временио в каждом спое определено и расстояиие~.t;;-:t..~а~

8. В частности. в споях ~.( eВJUIJIAOвaрасспееDJI ~
можно выбрать шары Юх радиуса 1~I1ус.ть s. = ~ Jl).( •TOI'o-
да ,мы .пО1fI.rаем,два расслоения я:(~}.S{fJco С40SDOI.. .эх и
sx,lSl~optJf. Расслоение 3rtJнаэ .• сферичесJtJШассошr.- ,

иро.ванным ПОДР8.СC1Iоеиием.Расслоение ~аз. трубча-
тым .подраСC1Iоениемили просто ТРХ§;.9А-

Вообще. назовем 'tpvб:!t2Й в 8eK~pst>M' расслоекu ~
лок.. трив. ПОДР8CC1IоениеQcltf. с.лоЙ1фТ'ороro есть диск в
~к-, содержащий И8.чаnо.

lIусть теперь ~ -вeKТt>pHoeC~ -расслоеии~т.е .•
базой служит C'Z-многообразие 8 и в .~ в:вед.енвC~.,
структура (см:.п.•5). ТрУб:ка Ю· иаз. C~~рrnК9'. eCmI /l)
SlВnЯe'rся ct-nодмиогооБР8ЗИем в .~1 '..Пусть ю' !J'8-
IЦlя C~-трубu. что JO'c~ • Torna 3 с2' ~csОтOПКJf
~: ю'...,/t/Т8J(. что 'i'o= 1..1 9't'::; 1. иа нулевом сечеиии, <Jt (~)C~~
и ~,,5Э'=$Э. Это лer:ксi следует из п. 8.•6 1"11.1. ,

r!Ч~!l:1!!1е~.и.я.Аа.1tAЖДDй о:креетности: иуаееого сечеИJIЯ~
3. C't -'!'рубка. ' , ,

,-б). Прострааство еАИНIlЧИЫХ:a:a~1J~x.an'l'O-
ров J( S ГОl\if:ftом;орфиоБа (З).(Ср.1ПР- :а:14tH.:

0. Пусть .~ вelt'l"OpHOM С~ - -/z. ~асс~еll.D ~ ~
дано 8e1tтopJlOeподрассnоение r, т.е. лOJt.•тpIIв.подрщх:ne,..
еине, ~аждый сп<.-! ltOTOpOro ~x ee'tb ~TOPHoe .под-'

8'



Гл. 2
§ 2

отно-
из

.Тог-

§ § 2 - 3

-репера, непрерывно меняющегося от сло~ к слою.
Отличаются на отображение базытри виализаuии

, п.l.2.

Гл. 2

n
Две таких
~ 6L сп)

§ 3. Касательное расслоение
N "t йН L1 П л.J':: D С -подмногообразие ~ , 2: ~ .• усть o/I/f '" - ./и в

з LIl гип,ерплоскость касательную кОбозначим чере щих
точке .1'••€ ./и. Среди других гиперплоскостей, П~Оf~Д-SJJ!ХI_Q
через Х. она выделяется следующим свойством. 'Х-)(.,' ~
когда K~X по подмногообразию, т.е.)..rF.м(~Обозиачает

" " L. Если У' о·. ортогональную проекцию точки )( на •. l..
·R.~M C't -карта .л1 и <Р({))=.к., то легко показать, что ев
совпадает сперенесенным на вектор Х" образом диффер _
циала карты g в О , т.е. L - ~'P(Il") +Х".

Определение. Любой вектор X~~ с началом в )(0

наз. :t'i(~-а;е~ь~Ы: вектором к.IJ1 в точке ,ко
Множество всех касагельных векторов ~вляется ли-

нейным пространством размерности п и наз. мс.атель.-
ным пространством в точке ХО • Оно обозначаетс~ тх•./Ч.

2. cJ-кривой на многообразии ~ иаз. такое о~обр.а-
жение Е: Il:l_ лt, что для любой С - карты l;P: R ..•./Н
отображение fJ1-L •.f Еc,s там, где оно определено. ЕС2И ../и
лежит в R/V как Cz -подмногообразие z'~:l • то С -кри-

",.1 акое C:t. -отображе~{иевая иа ,/и - ЭТОВ точности т /t'J (О)- х.
f:fl:l-/?N, что f(fl:l)c./W. Пусть х••€.лfс и J -.
Тогда определен вектор скорqсти V, кривой J в о : по
определению, ~ .: с1;::: ~т ~}-Xe ,Т,.е. v., есть образ

. #lt ,С - Оффr е c./L МЫ считаем,единичного вектора при ди ерепциал .~ •
что этот вектор прккреплен к точке ХО • Ясно, что он
является касательным вектором к л1 в .1"••• В:rио u обрат-
ное: каждый касательный вектор ~в. Ко €.л/сR является м
векТорОМ скорости IН'КОТОРОйС -кривой па ./и • Таки
образом, е:l-кривые на.IИ, выходящие из ТочкИ Ко рас-
падаю'J;'СЯна классы эквивалентности: кривые эквивалеи-

••

..

..r!!Pt!.ж.!!е1!JI~.Если В связна. то для одномерного ~ :
~ ТР.ВJlальноФ>,ориеНТlIруемо~,SS( f}' связно. Если Е
, двумерно и ориентируемо, то S(fJeCTb главное SO(~)-)рассп.

12. Если расслоение ~ ТРiШИllJ1ЬНО,То каждая его
ТРивнмизация получаете н выбором е и.UЖ;:tО!>.f спое t.
82

пространство npocтpaHt.T8a ~'" • Определим на "~I
шение эквивалеитности R : два вектора ~ И' ~
одного слоя ~,. R -эквив.в.пентны,' -если У

1
- У2, E~ .•.

д~ ~оекция расслоения ~ JlВД.yцИpуетотображение
fZ : f//R.""~, слои которого изоморфны ~"I7z.• = /{17-"'. Ото-
бражение r также яВляетсSl лок. три8., Р6.сслоением, чтq
достаточно проверитъ для ТРИвиальных t. И.,? проверку
мы оставим читатепю. Мы будем назыl"'iТЬ Возникающее
расслоение Факторрасслоеgем и. обознач~тъ ~/"l'

Когда ~eBKJlR.дOВO,каждый класс Эквивалентности
Сv] ~~х/яимеет единственного представителя V ортого_
нального ?" и расслоеНИе -? в этом случае изоморф-
но подраСслоеНJlЮв ~ ,r.лон которого ОРТогональны
слоям' 111: B~" • Реализованное таким способом рас-
слоеНие t/? наз. ОРТОГонмьным дополнением? в ~

~T_Be'p~~H1!.e.f @ ~/~ =~.

10. ~т~е~ЖЕе,!IИ!. Разложение 0(/1.) -расслоения ~ в

виде суммы УИТНИ О~J-расслоения' '7.1: и O(Il-т)-рас_
слоення ~1 задает редуКцию СТРУКТУРнойгруппы О сп} к
ПОДГРуппе ОСт} )( О(п·"'}ортогонапьных матриц вида (gg),
fl.l.=O{""J ' 8(;О<n-Л7). Обратно, если СТРуктурная группа

O{h) -раССЛоения ~ допускает редукцию к O(~)xO(n __),
то ~ предстаВляется в внде суммы Уитни двух своих под-
раССлоений (n.l.14) ..

11. Еспи Группу О (n) расслоения t: мож.но редуциро_
вать к Подгруппе 50{п} , то расслоение t наз. ориенти-
руемым. Для ориеНТИРуемого расслоения такую редукцию
(т.е. ориентацию) расслоениям Можно произвести лишь дву-
мя способами, т.к. O{"}/50(п)~:г;. При этом производит_
CQ t'('Т'ласоваНный выбор ориентаций в каждом слое.

I
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TII.ы~~ ови имеют обп:tИйвекl'ОР скорости'. С r-eометричес-
, коl точки зреJUUI эквивалентиые кривые будут кас8JOЩИМИ-

CSl. за IСКlПOчени.ем, В03blоЖИО.спучаSl. когда вектор
скорости, нупевоЙ.

3 . ПредЫдУщие раССМО1'рениSlпозвоrulJO'1'опреде1IJ[ТЬ
каса';nьиый вектор JШuреииим образ.ом. ае об~Щ851СЬ
к впож.&-ИЖЮ'в /{Н • схаж.ем. что две CL -кривые 1-» f:t:
R.4. .•• h1 • l~tJJ=J~{О}_Х.ЕЛl.эк.в.вапеа1'f1Ы, есllИ дпа ка-
Jtоl-uбудь и. спеДовате'пьво. дли пюбr:.й другоЙ. карты
~ :R.It.•.•ЛI тoчu .r••кривые ., -.!~' и 9' оJ~ имеют оди.. и
тот же вектор СКОРОС1'Ив 9· . ~

Опредепеu8. Класс эквивалентности С. ~рI1ВЪIX.
,,------

aыxoJUUIUIXR3 тоЧ!tИ Х. f.lll 11&3. касатепмнм вектором к

.лI в тоЧ1tе ~. •
Ми.ож.ество касатепьиых векторов в ТОЧJIеА ваз.

Jt&eaTenЫЫMпростраистВObl к./н в х и обозиаqaеТС51TJCAt.
Оио Пр8вращаетс51в пииейное npocтраистf,Ю спедУJOlI{ИМ
об,рааом: ecn8 11. и Iz - C!.KpJIВЫe. предста~JOшие веК-
торы V~ и ~ С обшим началом Х и у ~81t8.51-l1И-
бо карта тоЧJtИ~ • то криВ8.51f/fl,,-'J~+~:IJпредста-пsк8Т
по опредепению вe1tTOp ~ 4 "i • АиanогичнО опредеШleТС51
_ poIож.ение на Ч-СПО. Проверку KoppeKTBOC'nlопредепеВВ5I
мы остаВЛ5l8М читатеп».

4. Обоэиач..м МИОJКествоV -С.М всех KacaTenьвыx
B-'fOpO- Jt.h1вo всех точках через I~.lИ1. Наша п.em.-
преврат.ть I t".IМ, в npocтpaCCTВOвекторного расспое-
•••• - OnpедеlUlМ прoeJt.lllP) 1"11; А/I-J./npавиnоы.: {х. ,,) •.•.х.
•.•• ve~.II.

1!P!"2P..: 1"rft.'LI~ ••tt••и ": R..18,,1l.'" совпадает с про-

••••• Jip8J.lOI'O ., l"вeдeJIJISl. ДelcTВllтeпьвo. каждый
~A в-тор 1[ IlIL моЖJlOOтo-дecTВRTЬ с вапраа-
а•.••• отреекou. JI8-вщим в Jl'. It~орнй за.дается цву-
••.• ~: Ц1ll8JlCМ, в ltOlN1oм. В J'I.. сопоставляет вe~TopY

•••••••••

n- n'l D'L
'-о- "- всегД8.. б,удет ото-д-есталяться С С.JiМИМ'" имевво, ' ,
В8К-тор С началом в Оотождест.вnяется СО своим комом.

5. Л усть ~п. И .м;'"- с ~-мвогообразии, ~:::J J .' и
9:./И.t ....,./У1!. -отображеиие. Тогда каждв.и C:L -кривая
;:; /.z .t •••лt:опреДЕ!nяет С.1 -кривую ,_j.- ,q.1_ Л12. ,,-/(II}=t!{r1,

Читатель проверит. ЧТО при этом эквивanентиые КрИВ:>lе
на .I'rI:J. .отвечаJOТ эквивапеитньtW кривьtМ: ив. ~, и тем
самым определено отображение "M~' -t I'tM1.1 ,кото-
рое наз. дифференциалом f и обозначается CI f .
Оно послойио и, Jt8.1tпроверит читатель, пи.веЙно на каж-
дом KacaTeпьвdM пространстве 'f:1Ih1 • Его ограничение
на т,,м обозначаетсSl СЧ~f . ( Сравиите это оцрецепеllИе
С, опредeneнием п. 1. 2 г л.. 1, испоnьзуя 1tооp.ctIШатиое
прецставяевве ; вбпвзв ~ ).

Е~и~е~. ~ПУСТЬ5: R••..•RIL
_ отображевие и Z}~,ТOГAB

CI ~ : RIi_/t' задается формулой d() (х. v)= (4ttJ.a. 4fvh SUWlет-
p~ t d • dся 1... ~обРI'-жеиием.

6. К_о~:р~и.я_ ~a~!e~~ox.:o _p~c~n~e~_SI.oECJUI.lf: R~лt
яалЯ,iтся C't-; картой.J}1 и 'l"~ 1. , то dч- отображает
Jt" R ':; 1{' х R:. /п.41 вз. однозначно нв /l-t"" (1{I/f.) _ oIl.lJ'
~иейнЬIЙ изоморфизм. Х E/l't • Для любых двух Ct:_ орт
'j,', "; :1('-...•./J1 оТОбраж:еви.е(JII'.·гl• (" A:J'j) _ оп-

ределено на об~~;ти У'.I'-.1. (n) х R" • где 11:;:: lp,11l")п~,.{/lj
и ивпяетсп С ~Иффеоморфкзмом. T8.JtJIM образом, ус- '
повиSl (~} п. 3.1 гл. 1 выполнены. поэто ••,. ''t.IН/ есть

С 't;1. -многообразие С атnacом f CIС/i l '. I'jt& 1<fc' J - 'с -атлас.м. Т..х.• 0I1f,_ JDlнейвы на каждом спое, то
ясн.о, что отображение /L -- tt-.4II-tА!SIJШSle'tCSi векториым
расс поением , в качестве СТИИРОДОВСltоговТlI8са AllSl кото-
рого MO~O ВЗЯТЬатлао {с/ '1•.'J ...

9П2е~е!f~И!. Векторное рвсслоев..е (tcMI. (1., /)()

(обозиачение:t:.AI) наз. чgtI&J'М\W Itасет._,ммi.м.
, Читатепь проверит. что ц_фферeJt1UUiПdJ С ~-отобра-

жения f: Jt.It -М.tявпяетсSi морф-awом расСl[оеиия ~N~

Гп. ~
§ 3

.•.

Гл.. 2 § 3
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в ТЛ1z. и elf~ ~"l-.l. 't".JJf$СОВП8Щ'М',. с f!ЩФ+Jпо-
гружеиие и рАЗмерности ~ и./J1~ оо.впадают.

7. Редукдия группы T.Nx ()(,,) (т.е., QlI -ем струк-

.тура на Т:.м ) ваз. римацомА с.ТР,1R'1'1Рой'м .м. Ссг-

ласно n.2.7, Т8Jt.8.Яструктура всегда существует •.
Расс.мотрим действие ос"} наCJюd фактор-группе

О(Л) /sо{п)=:r~,с<>с.тоs.щее в умножении J1.S ~иx оцреде-
1l8TeJUIматрж1IЫ (сейчас мы считаем, что ..l~СОСТОJlТиз
чиее. + f 11,- 1.) .• 7.l -рас.слоеиие, аССОЦИIIPQВ,8JlJlоеМ-

caT&nbJioMY рас.споению -сМ относите.'1ЬНО ук.азавиого дей-
СТВИSlст.рухтурноА гp~ы O('l.} ва Z.I' явnяеТСjl двупис-
твым на.хрытием d .../W.-аМ{п.l.5}. Оно н.аз. ориещаруwц.им
накрытием .многообразия М. Спой ~ вадтo-ntой Х €- ./l1
состоит из двух точех, си.мвопизирующих д..еQраеJl'1'8IШи:
в окрестности тоЧки Х • ЯС)lО.~ТО d'трDIJЩtЬИО .~ :J
сечев.ие CI ~ М ор.веИТJфуеМО.СОГЛ,1С.во.п..:1~15,это .

'$.кJшвапен'tИO существом.вию 9едухпии .:тр.1Ктjpиой гру.п.-
,JtЫ Ot,,} х SO Сп) ,. -

Пу"fьt ~ T()~ ,Х В '1'ОЧК1,ЕAlодноэивчко поднимв.-
eTcSl а дуть [' B.4I, есдв: доlU'lйТ()его. начало.и, T.O.•~
ориеВТ8J.'ti(JIв·оi,pеС1'1i0С?ТИх переводвтся в ориеитапию в
охрестаостж~ .• ' ."..... , ...
'Эта св-. .е-цу л~МJI ориентациям.n ваз. перено-
С9М, Ю. MT4I..ViAМk ..·.W•.• Если путь 1эаМ1tнут, т.е.
х= 'J ,ау Be~GAМ1tИY't:i: т е. цр-и переносе ор.аент8ЩU1

ВДОЛЬ L орие,raIЩjf j~о.хрествоСти 1( меняется, то е
иаз.. деаш~1i ш'М- Ясно, что :/ дезор.nен-
т.аруЮцЦUtпiТ':1:.~"A1~ 4f веориентируемо .•(cp.п.ll.2.r/1. i).

Упр~~емSI. а) •. Еспи структурная группа касатель-- .- ....• - - -. ...
ного р~~оеВИЯРQд...Уп.ируетсяк 5о (.At)J To./ll орй:ентиру-
емо.• -б). мноrоебраз:ае J'.IJ11 .всегда ориентируемо .•
В E:11Ji&CTBeпрD4ер8,. чИ'атещо 08дye't nonpot>kJ.P paccмo:rpeТb
,q; $Jt 'lс~.упр. па.г.•. 12.~)_

8.91Тf~~"~,=..8eJТiРИММ. е~олем vt'5f) Ha.l)( .$''(-1

~·Jl43. С. S-сечевие Jtасательного расслоения. Другими
.~110~JI каждой точке ХЕ./И ставится в соответствие
Jtас,а1'~л:ьищt .в-торв Х • tt..

.....·ПраМ&j).Л.J:>бое векторное поле иа R задается с
___ 8110: .•

поыОПu.Ю•п.. 'CS - функций - KOORдHHaTперемениого век-
тора\! (х) t'Ae Х· ••.иаЧlaЛ.О веrropа ..,(х) .

9. M-oroo6paaJrе JJ,I"'наз. пармпеl1ИЭlемым, еспи
eN) JtaC8Тет.иое рассло.еиие тривиально, н стаБJl1lbRО
ПАр8lШl@3Yеммм·. &еЯII ег о .касательиое расслоение ~
бlJlыо !P''@''WQ, т.е.сум.ыа У.IU'IIИ't.iИс ТРJlВИ8.дЬИЫМ
рв.сслоеии2М JlQJ[ОТОРОЙразмерности тривиальна.

Например, 't"S4 стабильио тривиально. В С.8.Мам
деле, ОАВ9ыервое расспоевие V 5'Z.1 составлеииое из век-
TOpOBOpтOГOHaтraJIЦ сфере в Il./I., J очевидно, ориенти-
руемо и, значит, трааивльио (n3:JJJ. Но t'519vS" совпа-
дает. как легко 8ИАe'tъ.. с ограв.ичениеМ r:-I{"н. на 5'l. J

т.е. ТрИВJI8.ЛЬВо.
Однако J 1:52 нетривиаlLbНО. ТоХ. иначе пространство

ассопиированного ,5~сферического расслоении (п.2.8 )
было бы гомеоморфно 52 х S.t , а не f{J'J (п. 13.•7 гл .•llfn.2.8·

I{.p' н S~5.t различаются, рэ.nример, фундаментальной '
группой).

На самом деле из доказаиного следует TeoPiwa о
еже: на S Z. не существует векторно го !10М, ииrде не
~ащающегося ь нуль ( ежа нельзя прнчеСать). Из вест:-
но, что из сфер только 5~ 5' н 5'параппепизуемы С171.

Неориентируемое расспоеиие остается иеориентируе-
мым после добавленu трив.в.льного. Поэтому нEtOРJlеиТJI-
руемое многообразие ие может быть стабильио паралпе.п.-
зуемым.

!:"B':P~!~.2. _Любая группа Ли паратхепизreмa.
ДОltазатепьство. Выберем в каса.тельиоЙ nпОСЖОСТJI- - - - - - -,/- .'

в единице е груППы базисный репер k и возь.мем в t;~

Гл.• 2 § з

.~.

..'

Гд.; 2. § з

fЛ



§ 4. Э.кСПОИE:Uiта

.,. ОЦ~~Л~Щ.С 1:-;( ~ображеце e~p: ~.мl""./И, где Л1
ё!-мвогообраз.ае. и8З. ЭКCn9имтяА. ~11_ (~;<~)os •.'::! (so-

-в.rлевое сечеии:е 'l:J1.(), ~п.,:::I та:к:.ая.О&'Р&сТJЮ<::тъII
.!tУ,1JевОгосечеnи 5о (М) • 1J,T.O ехр\ 'lt{}~ . SI~~eTCi[

С1:-В1Iсжевием для любого х ~ /111~ I1есп-: c:l: f)lfll Т"...JИ -:1. для
всех Х {Jl..8..саТ8ЛWI8ЯП1fОСКОСТЬIC. q;"x -1.l.9то:ждест-
Бляется с ес-)( JU )"

репер <CIe <Jj ) <,t ), где t.f':J - правый сдвиг: х.,.... Х3
ПолуЧJD4непрерывко меняющиАся репер.

10. IlРИ&Qде,меще два &СтречающихсSl определеuSl
касательиarо вектора:

1~КnaccачесJtое. Касательиым вектором миогооб-- - - - - .- -"-
разии .JV! в точи:.е Х <1 н.аз. правило. которое каждой кар-
те ~: R-""-Мточки )(0 сопоставляет УДОРЯдочениыйнабор
нз n. чисел, причем требуется, чтобы иаборы < Xf., ... ? Хп)
и ()(i." ... , х,;.) сопоставленные разJlым картам f:P и (jI1

были свя:з.аиы соотиошецием: (XJ.',. о", х,;) = (Xt '0'" Х,,)Л?
гnе р - матраца Якоби отображеВИ51 {~/)-i(J '.Р В точке
~'.J (XJ. Заметнм, что касательный (в смысле п. 3) век-
тор ot..lJl (х.) совпадает с вектором t;(.tp/ (,д • где)( JI Х'-",

;: Х f} - векторы R/t •
2~ .Bel(TOpbl 'в .а}lализе используютси в первую' оче-
редь дпи д-фф~реицировакия гладких ФУВltIlИЙ' по вапраВо:-
л( ИlIю"':. Очевидно, К8.ждый вектор OnPElAeJ1.SleT таким пу-
тем· ливейвое отображение всех С 00~уикIlВЙ. опреде-
IItцu1ыx иа различных оltреСТИОСТ5IХначала вектор.а. в R.'.
ЭТМ' факт можио положить в осиову _0l!P'!..A~~~.SIр181
касательиый вехтор в ХО есть веnpерывиый пuейиый
фувкциона.п а. на указаНJЮМ.простр.аистве. со свойстзом:

- . а (J"}l = cr {} '1 -+ cx(q.iJ
А валогичJ1.О. В8Jt'l'о,РJЮеПОЛ&-на .iCt есть вепрерыВitый

ливеАв:ый Фу.aЮtиоиttП.u.п.ространстве С"":: Фуикций иа &сем
JY1 со CBOo.G'1'lIOW:: V (/'/1= V и)-] + Vfз)' f.

Гл. 2 § з-4

.,

Гл. 2 § 4

_ ПУи-!4!РJt s1==sJ.)<R: Будем смотреть иа s:t как на

множест.8() такнх комплеJtсиЫх. чисел Z • что I'ZI:::::. 1.0
Тогда e.Xfl : SJ.}(Rt.-.St можио· задать фОРЫУ.tоЙ:€.xp. a,t)::::(·e~t

2. !~~~e~!. Пусть.А.АсR.
N

- с'" - под.многообра-

зне, Z ~ 1. Обозначим qерез L1( каС8теЛЬJlyЮплоскость
к JY/ .8.х •. Ecтr f .'R N- /.,,, - орТОГОUllbllаи проеКЦ_51,
то clx (pIM) есть тождественное отображеuе 1::хМ :!!l L 1(

на .L'j.1' ИЗ теоремы об обратном отображеиИJr следует,
что \.>:П'-м )-~ Jlвляется диффеоморф-змом на окреСТJlОС-
т:а 1t TO'lltВ Х • L}( • Проделав то же самое для всех
точек ХЕ:М,полfЧИЫ иenреРЫ.8иое отображеиие .f : :J~M.
где 1j с:: f ~~'t.л.1I.доJtазать:

а). Есц 'l~2. ) то окрестиости v.: можио выбрать
ТАК, чт() У=иvк ест.ь окрестность So CМf в 1-r-M lсм.п.8.
1 гл. 1kSlf - нулевое сечеиие 'tAt.

б). Отображение ': !J~.JY/ имеет класс 1:-1.
в). Ес11В h: 17:.I11I...•.Y -ПОСЛОЙJIоеCZ- отображеu.e.

тождеств.еItВое на некоторой окрестности sJ;wJ, то f (1 h
Я&.llЯМС51ЭJtспоиеитоЙ.

$. ЧиТаТЕть.. проделавший преДЫдущее у.прв.жвеиие.
доказал существоваиие эксповевты A1Ll С~-МIIогообраэ.я
JV1 I если 'l:,.2. Мы пр.ведем APyro3e построеиие экспо-
иеиты, ие обращаясь к вложению л1 в lr'(n.4).

Сиачала И8Помним иесколько фа~о~.~ теории диф-
фереициальиых уравнеииЙ. Пусть иа R задаио векторное С ~
доле, Z ~ i . Тогда это поле опреде11ИетсиC'l'8Му диф.ура-
внений первого порядк.а·:~:"'= i,- (x~, . ". X~) (~-:. Г(X})~
где х" ... ,Х". -стандартиые поордиваты .8 R и ~; (X'r ... ,Х,,)
-коордииаты поля (п.З.8). Д1Шкаждого J!QчаЛЬИQГОttШlo:
~ (~, ... ,х%)=t'эта систе~ _M~ErI'е.РJrt:тееииое рещет:
ЭI~О иХ (f,XfJ), i€H.t); -и ':(=? ftlflJ;X(o.tJ=xo , которое lt.U
сРУИК:ЦИ51 ОТ t и )(0 лежит I!I С • &ли еех.т~риое ПОЛе34'-'1
висит o'l' параметра еж Е- ят. и зав_сим OCTIt, _мв-т кпасС

6е
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'l-:t " Ct'-.( .. Ct'~.(Т.х. С -отображеiu:e. Kcпop~ - б.п.эхо.. ~" '..." "':'"~:a.te-.
o~.caм:o S1ШЯетсs 8пожевием, еС1IJ[ 1'~.2(Jt.8~1i".tr.l),Ta
Э T8lUUIои:рестихть иупе80ГQ сечеии.я, &' .Ч'rо. JU1Я.пю-
.бога Х ~,M e.ytЯ.81Ulетсs8паж.·.3Jlllе~,118 e.t11!;.~:._

5•. За.ме'i8.aи.sr.. а). Согласио д.2.8,.& ?I.•••-псJl

'труба -n: iI,-а-;огД8 дисхи ~ =(~.м)пТ~тCSI
эаС:ltn_тоа..з сеыейстао ОJl:рести~ К>~'.• ~ Jix
Jl.преjtЬ1МО .NQ}[u)1IUDr.CSI с: TQU()! ~ • д..сп. ~x .вместе
сотображевиsoa e~:ц. -t$;r оБРМj'JМ' 'ЖЩejJbl.8JIыt
4ТJЩC '" м.асс.а С ?-,t JIA.f}f. KoтoP."~ иar-.п....ыl об...
раз JtA.са'1'ельиого расспоеи..SI .•..

б). Наш~ jl8C2!.с:у.ждеuеие прохcarr JrnSl 'l~i; т,.к.,
теорема о еАJПlCТвеuост .• решеu:SI свстемы Мф.урau •.•••.
.айи.ер. ддя иuрерыиьlx палей. ОДиAJtО, аrл .• 5~~.

. A~ ДОJtаэаиО. ~ .4 .АРбам С ~ -миorообр--ц ЫO~O'
'-'С'1'а сС'О....с.•. тpy1[~r cl.-сor1U1CО88JI..8ую с Дauой.'.-
$'toыy.~o.ae.'J'8. З·,·ltД1Ul с'" -.мцогьобраэ.й .•

.8)'. ПОстроеuое вами О1'Обр~е •• \ UfZ:JrM/-tAIDI. •.•
вт IUJ,8.CCгпаДИ:ОСТJI-z-J. еспи М.- С -м.вorообрau ••
Одва.и:ОJ согласио .П. 2.4, ка ~ t.IНJ можио в.вес:'1'. t:.'Z_
СТРУХТУР",пР.ичем иулезое сечеиие S.(N)gUSleтcJl .8э-rоl
c'IpyJt-rуре С r- ;IIOдwиогообраэием. Сог ласао, n.7. 4 r п..
1~ отображенаеi.JI/l можно. ацпро*сJIМИРОМ'1'Ь .8 С 't-'..
ТQI10аогии~ С 't -отобрАЖеиием e.Xf": 17: .IИ/ .••А1 TAJt. что
-e~/l \5 (.IItf) 7: ехр' ,. Отобр.ажеи.и.е exft' ЕС? тахже ямяетСJl
эхсда.ёитаl.. Э'I'O. спедYfЗТ из Д. 8. 1 r4. ,1 '

6.• при.еедем еще ОДИК P.e...~eгЭJ[с.поие~~. оправJ(:w.•.
ваюШИй еев.азвainl.е. ,П"СТ~ м (А)о1So.3иачает :a:pg,стрв.иСТ80
всех матрид .порядJtа:~IlХ fl. .' -Ясио, что ./W//I)::I(' ••.. T.Jt.
GL(IIj . O'l'ЕрЫТО В 111(") • J(6:L(I1]I=(;L{,,)XIМ~
ЭкспоиеJlТ,у можио ~ь формулоl ( см. (201): .'

ex{l. (A1 М) а Р;е{М •• (еМ:а! (щ.IC).
. , I(cQ. К.

.§ 4

rJI8Д.КOC'rJt.:S ~ 'l • 'J".~. 9c,{J( ,«) ~ С;. 1'0 р'ешеu:s Х (t I ко; О()
тцж.еЦ&tr,r· ЕМСС$ " хвх" фyи.в:.цu O'J!'t.~· .' J[ ~ (Сы.[ 191,"
С'Ф."1-.f6;И&пОМQ:М. что .JIpJl 'l" ,О решеве может о.в:.а-
34l'ЬС.ll .J[~8JbrЬtМ) •

.- с JmКQЩblDJt4pт доКазываете •.• llТO 'teop~ с.пр8ве-
А.м • дли СS-псте! ка ct ~orC)Qбp.eU • .t ~ S< ~ •

·4.~~Т!.~~.!~~е!т:z. Пусть тепер.ь {CPc-l ~оJt •
Eoa~1 aTM~ ыв;огооБРАаU.м, '{ ';J.2J а (f,·:.лf -# Il:l J -
с't~в.эБJleuе 6J(-"ВJ>l. ПОДчuеи.ое Э'tOМ1 атласу. Пусть
1/' :..ucaтепыый· ~Top 8 "~M • ~':J ~frc~J.Jfr) (ес-

lUI 'P.:(R'/J хО,то ЧаО),.
Тогда ве.в:тор.ы "i {}} J .попуча:юшх8с:.IIиз 8eJtl'Qj)4 tf парм-
пепьиым. переиOC4ЫJl а тоЧJt.R 1(eR:'" образу.1О1'(- попе
11(1 К"" J JtOTopoe с помOЩblO«"с" .переНОСJlТС.llа С ~i:_
поле V (х)· иа <Рс' (R."Jc.л.t•. Воеьмем ТeJlеръ C't-L.o.JIопе
",СХJ".со= ~ Ес. (х). ~ (~.) .Оио раIШQ ИУlfl)~в...'" .(j~(/(").
и Чtж.J=·l/:· ,.,.:" ~/r),к.
Ес1Ul v= О , то \!V(r' ;;0•... ' _.:1

Поле \{, (к) 1UIИейиЬэаUСЖ'1' ОТ'~"'::и ИР. ф:u-
сироваиаоы начале и ГпaдJto :цасса "r-1•• ~ crr tr I ес-
м JЦ1чапо 8еЕтора 1ГМ~Slетс..L·-ПJ'C1'Jii Х l't.,v) ..решене
l(Иф.~QIIJIsI, оnpедеПilемOI"O"~ Vv{xJ • с ха-
ЧАlIЬJIЫbl усповиеы Х IO,v).x.'·~U_!S'M:eXp{V')::;X(.tIVJ.
СОГЛАCJlоп. 3. мы nOn)"IDI С~~аЖе.uе ЦIt: 17:.1111-/11.
Его orрanчеuе ив ItAжlINI:'q(OAt::x,/)f Т8.!tже будет ~'r-.t..
-отображепем. БпагоltllJНl "'~~.Что ~x)· fl8t\{,(xJ ,мы
получаем. чтt> образоы 'ees:rop,a"i v JI1!VISIeTCSIтопа Х (t,и-)
решевиs, построеuого дns v ..'Отсюда 1г Я.81Ul8ТСSI8eKTQ-
ром скорости дп.я C~l:...Jtри.8ОЙе.)(/& (-lv) ,т.е. диффере.-
ц..ап do (e.X{t I'(,М) в 81п.е CпOSl есть тождеСТ8еUое
отображеиие. (KaCa1'8I1Ь1IASI ппоси:ость Jt 7:"",.111{8~fx)E 1;1*' ОТОЖ-
JreCT!I.lIeJIa,JUUtВC&rlUl. C(J(..IJ1 ) .' ~,

ПО теореме об обратио~ отображеИJIJI e.1<J'- Я8nяетсSl".с l'-.! 8Ложеu8М' JJ8 ИeJ[отороА Ьхрестиост. ц.. иу'nе80г.о
Bea:Top~в 1:""../VI • Il
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Гп. 2 § 5 Гл. 2. § 5

-

§5. Нормапъное расслоен_е и трубка
1• .мы хотим постро_ть д-пя пюбог.о С'l-nодмногооб-

раз_я .,)')1c.tY ожреСТ!lОСТЪ" =>.fv1, J[оторая быпа б~ T8J[ же
расслоена Jta ДИСJ[J("как в п.l0.7гл.l OJ[pecTJlOCTIaxpa5iI
многообразu была ра.солоена на отрезЖI.

Непосредственно ясно, что lВXTOp'JtасатеlJ.ЪJ[ЫЙк ~
5iIВЛ5iIетсSlт"же J[асательным вежтором Jt .;)1" ,ПОЭТОI'!1УZ'.;п
ЯВl1.SlетсяподраСС1l0ен_ем рассп:оен_я '('.;у. ФаJtтор-рассло&- ~.
н_е 'С'лТм k.мнвз. 1I0;уапъвыы расслоен_ем многообразия
J11 в многообраЗII • оно обозначается ~ /'Il. Имеем
(п.2.0.) 'tлlм;::: t"M ® УпМ

Введем в 't_у к8.JtУю...н.буJUaевкл-дову стрУКТУРУ
(п..2.7.). Тогда ~M можно реаЛIЗОвать JUlJtортоговалыlеe
допопнеllIе подрасслоения 7:/VI (п.2.0.). В чаСТНОСТ1J,~oгдa
.,(1)'''" ~ ;'vf1pеаDзуется про~о БеJtТОраыи, оpтoroваль1П>lЫ8.

ж плосхQФ'l'SIМТ" Iv/,XtM,B R н' ,..t
~ажневие. Есл_ .Iит4;!{ есть прообр8.3 О при (... -

отображ;~ R." в3 N -ЛL, Al1.Slкоторого все тоЧJtll/J1 Jle-
особые, то V1<JVМТРИв-в.льно, _ наоборот, есЛI "1<1VЛ1 ТР--
вжально, то .3 Т8Коеотображеое. Т .ж. 't R Н\ м трив_-
ально, то тольжо стабильно параллеn:aзуемые (п.З.о.) мно-
гообразия могуТ быть попучены T8J[J[Mобразом. Это )[OHcтp)1Jt-
ция ПОНТDSlГJlВ.а.(СР. с п.• 2.3 гл. Н ,

I]p&f.!W: Ес.п.. J.t отождесТвп.ево с О - сечеИJIем
векторного С""- расслqeнки t ВаАJ,L • то "1t1J.1.. = , •
CCfjf == р! (~)@ р! rcr.м), ?:Jf//.Al:::l (!) e;::.J1,f.

2. При построен __ эжспоненты леГJtо 1Честь С l-nоА_
многообразие vv/ <: '/}'. Ес.IUI эжспонен,;J ДJIЯ Н обозначить
через .z X!l.lt' ,а дЛЯ ..;W - через и(! , 'то можно добить-

ся, чтобы €XfzNI,"tЛ1l =t!XfZ/Yf. Дли этого достаточно в )[а-
честве исходного аТласа дпя построеНИ5111.4.4 выбрать та-
)[01 aTJ18Ct4fc.· f, что дпя nюбой карты ТОЧКJI)(Е"И BЫnOnН5leт-

=й YCJIOВII~Cf.;-~tFR~ где R-PI. ;:в.шишТ8О lWIOЖ&sов /{I!.
З. n"лож..м е.х/, у ::: -i!.xft I I УN'/и I : I у.н .;п I ~ .1)('"

l.ТА8l!"Ш4!...~..!t.':;;</1 SlВЦ8ТСи вложевиеw на нежоторой
окрестности М в I "'•.••.~t,/t. ~тождествпеsо с HrneBNW ce'le-
н_ем V./II'M) • '
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.цоказатеnъcтво. Согласно п.5.1, Al15l ••.Е.IW 'l;../~ЛtI=
::'(У;уМ[ -ф-;;' М,- значит, Z-x , "'.нМ/:S'х/"f. Согпасво

п,4.4, С(Х f.e.1</Z./"I'> тождестве,иво отображает ~ .IY на себи.

Значит, С(" (eX/ly) ИЗОМОрфНОотображает ~ /v.нMI на t;..JY.
ПОЭТОМУeXfl"i является в окрестности II1neBoro сечения

nогружением. Но 0110 яв-ется н8. ием саМОМ вложениеw
• -ПОЭТОМУиз п.з.О гА. 1 • ИО)[8.т..aoJ иowпа)[тиостн М
8ытпаеТ, что (l.xf'v Я:8.lUI8ТСи8IIОЖ8ниеw на oKpecTВOC'.tII&.м.

4. Соrд:асио ц.2.8 в I "/yIН 13 трубd. ~ paccnoe1Dbl .'
у..."лt. Тогда, есп- :r.: выбрана ДОСТ8.!ОЧJIOТ8Q.a0 )[ ~.

То. Q = flX/loJ п;}ОJ[83ы~етс:я ожрес:'J'В'ОС::wDМ в' . П--W
а/ () ивпя:ется С t_ nо•• !'''гообраs•••• В IY ежра ••••
6/ 3 c't-:peтpax.цu" в М,' ."'!I1IIQ~1 C't...pccn~
со ~lIOем ДJlффеоморфJiыw.•исq p••• ~' c:Gn. К- -(,р. Af.

5. 2П.Fе!tе!1е~~ Зами:нутая охрестиость с" -ПоД:Мно-

гообразии Мс ff со свойствами а/ и б/ II.Э nA "-3. '
!р~чато. o.q..eCТHOCTItю .,nи просто С!.1'Рf!Sжой.м во ~

Мы дохазап- СyJЦесТВОВАIIИетр,бк- •. ВОpo'l'RJlК.а:од-
многообр43ия )[оразмерност. 1 И8ll!il8ТСяпр.еpOW ТРrБЖJl
(п.l0.6 гп. 1) • С t -трубка в векторном С2...р8ОСJlО&-
НIIИ~ИМSlеТС5lт-же и C~- трубкоl lI.pIeвot'o сечеОIil в '
I~ I ( ц. 2.8) •.. '

Трубка наз. тр_.nьноЙ. ec1Dl соотв.расспоен_е тр.в:-
виально~

8. ЕДИИС1'веНJlОСТЬтрубки. Сжажеw. что ~B. с! ТJIIуб-
ки Q .в: - 1:;'-C"'i ..::поiwйОгОобрiзUМсК.ж_вмев:'I'II~, 8СМ
3 С 1'-1 - И30ТОПU .F;:а..•А" таха., Ч'rо F:,:a 1., ~ .•1.

на ..N1 и r;(B.F8; JUUIлюбо. точu )( ~Лf. (8" • 13~-
слои трубож' f( И Q' в точхе Х ) •

Теореыа. Любые две С~труБJ[J[ Q JI a~эжмваnен-
тны, -1,-:,.-,f -
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Гл. 2 § 5

Пусть Q - трубка, JIОС'1'рое:в:в.аяв п.4~
Лемма. Для любой Ох:рec'l'ИОСТИ&'сЛf lтакая c"t_

изотопия ~e-:'i1/~.ff, что ~ I",,=i и ~,,{ II')С ~
..д2К4З~Т-!!Л2С:!:В2'ЕсlUl трубха 6;' тривиальна, то по-

.строение такой изотоПJIИ, сжимающей каждый диск по··
РадИусам, очевидно. В общем CJ1.7Чаеизотопия Ч't стро-
ится с помощью обычной индух:дии по числу стинродов-
сжих столбиков.

F<:'К~~!Л~С!.В2 _~o.pe_M~. По лемме можио считать,
что диски !3х'~лои труба Q' -очеиь маЛы, Tol"~ мя

8, ~каждого X •••.'I't слой х можно поднять с помоIЦblO e.fl' ff

в спой 7:')(./У. Обозначим в-;= (e~fl.IYI'l:"JYТt8;J.я~с>'t что-- ..касатеm.ная цltОСКОСТЬу; 5; в точке О пересех..,. 1"'к /}1
TOllЬJtOв О (обе плоскости пежат в ~)";y). Пусть ~)t
- С? -гомотопич, которая р,tвиомерно и npЯМОlШJlейио
двигает ХАждую ТОЧ)[У 'Ji: 81 по 't"J<,;y параппеЛЫIО
'l:1(.л1 Ди соотвеТСТВУ1<?щейточки в "х (см.рас.) .Ясно,
что Э'Га гомотопия C'l-:t. -заВJrCИТ от точхи 1(,. с помощью

e.'I.{'lK ее.:Щ;>ЖНQопустить на./У
х 1I0ltyчJf.'tЬтахую С е-.{ -гомо-

•••.• /1J "'"
TQ.ЦJo .~ : \Jf ~ К, чТо y't = 1.
иа./l4и t ~ (d;)'"4дnякаждо-
го X~ м , где !>", обознача-
ет С1l0Йтрубки Q • Именно,

~ !6~=. еXfl JY O{y-"l.4 о(е XP.;v '-С J~
11

,.....

Читатель про верит , что для каждого )(~.IYt и каждого
te[o,il оТображение 1i' :Q:"'';y невырождено в точке Х •

Поэтому (п.8.4гл.1).:rtt' является c'l.-~ -из~топией на
ожрестиости.l)f в f2.' ,и по лемме можно считать, что- c?~· , ,Yt - -изотопия :на трубке Q . Осталось построить

~2'-.! '/i •••• ,--ЭО'1'опию между трубкой ~ и ее подтрубкой :у:( t; .
О сущесТвоваии.и та1tой и.зотопи.и ска.занов, п.2.8.
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Гл.2 §§ 5 - 6
7. Замечание. Теорему о единствеЮlОС'1'И С l -труб-

ки можнО' УС_ПИТЬ: во-первых, избавиться от ОГР61:1ичеиия
Z ::> -1. " а во-вторых, ДОJtа.затъ, что две трубки соедини-

мы С 2 -изотопией. Это вытекает из теоремы о повыше-
нии класСА гnaдкос"l'И глaд1tого многообразия, жо"l'Оруюмы
цох.ажем в 1"11•• 5.

8. Геоме'l'pичесхи НАГ1UIJUIойМОАелью ЖасаrеltЬUого
раt;споенJ'rЯ 1:'А1 может СЛУЖИ"l'ь:в:орыаяьное расслоение
11: ДИ6ГОН81III/:! = {(Х',Х>} в м"м. Обе "'P9U'п..- 7ic: ••,
..IYI )(ом ~ м 'J (' = 1., .2, являются субмеРС:В:51М~и еспи "
(х,)() ~ LI , тО t"(II,K) (оМ )(м) = ~, ")(,.1')1)1 х) f) ~(C',x, (х АМ/.

ПЛОСК:ОС"l'ьT~ __)L\ является диагонал.ыо этого раэАоже-
051, и ПОЭ"l'ОМутакже ~,,,) ,(Лfх.мJ::. ч..,II' (M~V·Coг.;.
naСно п.5.1, как плоскости <.u х}(М /(Ю, "I'ак И' ппосжости

".! 1. А.~~,j()(х,.Af},06Ра.зуют расслоения 'У••••"М 11 и YoIhll"'"

реализующие нормальное расслоение к Л в М".IЧ. С дру-
гой с 'i:ОрОИЬl, диффереНЦИl11lЫ~.~) 1fc. изоморфно отotJpажа-
ют «X,II) (.м"ж) и 'l;-,с,х,(Х.o:/k) на ~ М и, 'ClteAoaa-reт.JIO,
проеJtЦИИ л· Н8Jtpьt88ются изоморфизмами расспоен".
Поэтому ,,~:~ А . 1IЗоморфио L М , (О:: -1,.2.

W~~~ ~

Чиа"l'елю рекомендуется про верить , Ч"l'Оесли )(~ ,.....
отождес"l'ВИТЬ ~ проежцией касательного раССЛQ8НII5I,то J'!l
можно ИН"l'ерпретировать ках экспоиеиту /и наоборот/.

06. Субмерсия И изотomur

1. Теорема (о субмерсиях ). с 't - субwерс'tя
р.: М ~;y-С-КОМПl1J['I'J{ЫМИслоями явnяется при 'k ~ 2-

С 2:: -расслоением.
ДОII:аэатеnьс"l'ВО. Пусть Х Е /у . Согласно п.З.ll
-------- т

гп. 1, l.:::: р.-4.(1(} есть С -подмно:гообразие А1
Возъмем Т}SуБJtу T(L) В .А1 • Тогда itlUl !lЕ L

~'t".Y L ~ т;" г де ту C::.~.I)f -ппОСII:ОСТЬ,жасатеnьвASl Jt
слою B~'!'рубки. Т .ж. (OI:/ ft) r ~'J L. =0 ,а ранг c(!Ifl./~ мак-
симален, и t:it"nt. 7; = c{irh:/Y, то cI!I fl изоморфио отобража-
ет 7; на '"./У. Тогда из теоремы об обратиоы отобра-
жении следует, что некоторая OKpecTROC"l'b2fryJ точки
ч в 13 днффеоморфно отображается на нехоторую 011:-
d , .
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2,. TttQp_i.«a Смейла - ТоМА - ПАле. (о .saжрыаающеЙ-- •..•. -------------
изотоп-- r21, 2 2., 2. 3J). Если..м - с ~ п()J.{JoUоrообра ~
зи. &IV • 7 ~2., и ~ М:::,Л=J.JY;, то ОТ~'рАжеаJl. д: XJ(Jf 4-
~ 1f($JfIЯ.;v)t: afl7?' (~J(J. ст.. •• Ill•• _ соотаетс,.- ••• .циффео-
морфизыу 11: /Y....•.IY uo.w:•••• h .(. М...•.IY rA8 " ~6ЖJt8С-
TBeHH~ вложавие, •••.• ~ .•• ок. ТРЙd. ра.сс4оеии ••••

д~'l'8ЛЬC'I'80" з...ии.ы, что А- ecn. фахт~цu- - .•. -- - .- - -

рестность тоЧltИХ в.IY. Т .к. r"?:t, '1 окрестность
V(:/} вМ тах, что о?;) ()8:t' диффеоморфно отображает-

ся на окрестность точки Х в /у для " достаточно близ-
ких к fJ • Т.к. L компактно, '3 oxpeC~HOCTЬ <q много-
образия L с тахим же свойством. Возьм:ем та.кой дисх

, С с ft~ , что ;r.t.(C)c 2/. Тогда ;г.-;:I есть трубчатая ок-
рестность, tpJI~8.1lы~o расслоенная на днски fl-fC}l18~~fjе-l.,
поскольху проехЦJ![ЯJr дae~ одновременный диффеоморфизм:
веех этих дJlCK'pB НА С •

Итак. /гrc):::;.СХ/'" . Тапе трубхи. построенные для
всех слоев (l-fx) ,1Cl:#, CZ -со1'naсованы cfZ и задают
стинродовспй С 7' ~ТЛro:; расслоен..я.

Примеры. 8). Всякое однородное пространство .м
~п..l3:9' гп.1) - k01-~пактноЙгруппы Ли G ЯВЛЯе'!.'СJlбазой
с- -Р8ссп.оения fl: ~ _М (п.13.10 гл.1).

б). с-- -отображения {l-;:( : v;,.Jt...•lI,;e k >~, и
пK~: ?J;1I(...,В11{ :J k ~ {:> пере водящие репер ""~, ..., "'е•.·· .•. vk

В репер l/i, .•.• vl: • соотв. В плоскость. натянутую на не-
го. являются суб)о(,ерс• .5I:ЫВ.'Читатель выведет это из "1"0-

го,_ что субмерсииыи являются отображения f-Z: 0(17) ...•v;,,,,
И р.% : ос,,} - (;м.(п.13.10гл.l). причем /l; ""/1~ 0/1:,
fi2 =ft:e.ор:' Поэтому fl:e. и rz--т.1 - с--расслоения со
сп.е-мв VКx~ и О (1(- е) соотв •.

Зat.4jtЧАние. У тверждение теоремы неверно Дl1Я не -

~
- .- - - -1 компах.тного слоя. Оотorо-н&лан-я проеEU8Я OT~P~OГO. кот-п. иа R~ 'ве Я.8mrется,

.
' .' очевидио. ло:к:.трив.расслое-

нием Iрис/.
...."

Гл.2Гп.2 § 6

"
t

§ 6

группы )д ("JJл по подгруппе Sif J ./Удвффеоморфrзм<m<
тождестВ8IЩWХ па Л1. Т.к. Ji' • ОЧ81U1ДJ1С>,непр.рывко.
нам достаточно доказать, что 3 т8.UЯ ожрестность
fl(i.)c~/'11f. , ДЛЯкоторой 1 сечени. s:/f ...••юt'ff.IYfJt6-fl.
КаклеГIО убедится чита~лЪ. ОТСЮД-спедует. ~TO
'J{-t/l':::: 11)(~t'fl'и ;;-1 jI~ л является проех.д.еЙ прямого
произведения (CM.I!.1.8).

Рассмотрим 1t;JY'IMt= п. пусть дальше e}(/l обозна-
чает е XjlNlп . Если V - C"t-с.1I8нке рассло •..••я
't./Y 1м . то 12X/l" v' есть CZ -O'I'86tмжение М в ..А(

do(t-Xfl8V) -'> 1.~~м. у-о •.Ct_ ТО.8ОЛс>r_..вCВ~ •• 8.1 rл,
.СnИ попе V достаточно ма-й, то ыы ПОllУЧКМС ,. ..п.оже-
иие, и, более того. эт.вм путем устав8.Jiдкваетс-я 88.еди,.
соответствие межд1 достаточно малым. с '2'-по-ям. ка-
сательиых I.л .ве.кторов на М и Р.,рстаточно бли"J[ИМК
(8 тонкой C~ -топологии) к i CZ "':вложениям• .А1 в.;у;
Точно та.к •• WAI1Ы.попя на .JY вз. однозначно отвеЧА-
ют малым дхффеоыорфвэмам .IY.

Пусть te.ll-'рЬ 9:м ..•.IY' -Аостаточио близкое х. i
Щ10жен.ве11 V(1}' ...:twвeЧАЮЩ"ем,. .аек,..орное попе и.а~
Пусть т тру6U:.Л1 • .JY • Можно считать, чТО JU[СJ[:В

13}( ЯВnЯЮ'l'с.!lС>браэаывединх'UlWХ. "сжо_ ИОРЫ&JUoно-
го расслоении YN.Nf К•• ЧАСтиости. что в каЖАУ»
точху из Т про_дев рц.ус. ВС>а..ыеы С (;'о -фyиюuuo
f: R.. "-""-11J, 1]. пост_квиу» на с•••• .каждого радЖJC8.
равную О а.и__ AJU[Ичвоrошара и 1 в цевтре (п.4.3 гл. О •
Такаи фуихци. OJIредеnяет С. т -фувкцвю f на Д. рав-
Н11О О •.• 8 r и 1 на'/и.

ФИJtCJtpу_м.ках.ой....в:.бу.•• 4os:.х.овечвыЙ атлас ыиого-
обраци ,/у' вмест_ с подчuь.wu еыу разбиением 1.
Тогда так же JtAX• в п.4.-4, .каждыl вех.тор tC.fj)(Х)поu

V ('J) • ХЕМ, о.в:р.деп..ет "торное пол'3 \Ix ('11.,~.к.
Построим на двсже 'т; _.'арно. поле v;.. :.f.~h;:.М.-
НЯЯ Х ,мы ПО1!УЧJlмна т 'с 'l -пол., ••••• ое· cs' на 1JT,

.Продолжая его ме r тождестаеииым :ВУ•• Ы, .••.ы полу-
чим попе IIА .....'У И. звачи~. двффео.••.орфВ3ыs~):tIoNJCo1'e-
рый на JY1 , очеlNlAllО, COJlВAAAeт с J ,Яс_. "I'ТO S (J)
.Q;pep ыIпI.o за.в.C8I" o't S..
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§ 7. Теорема Сарда

1. Эта Теорема- поспедний факт из авапиза, кото-
рый- мы .дриводим без доказатеnъcтВА.

5. дм субмерсий справеJJ.пJ[В(>.В&lЮГJl:чвоеут.е&р-
ждение:

!e2P.:~a_ (ф.1lllDc С2" 1 ). Если p~:M~A(. семей-.

СТ80 субмерсий .l'.пасСАС 't. 2",,:1. • Где t пробегает КО1ol-
паи:тныI поп-эдр параметров, то J T8.I'.0e семейств~
д.ффеоморфlr.aмов ht.: .м.АI чтс;>;'l~=h~"/l.,где /,0 -'ва-
чапъuя субмерсь'.

_Д~к~з~т!~с!~:. остается в общих чертах тем же.

ЧТG и в п.6..2., JI .llpедоставnяется читатепю в ,мде упраж-
нения.

3. Из теоремы о накРЫВАющей-зотопии следует,
что если имеется семейство С ? ~вложен" !t" м ..•..IY~
непрерывио эв.ВИСJlщееот naраметра t из иеJtО'1'ОР'ОГО
пространстВА параметров (обычно, Э'ro-JIоms:эдр), то 1
такое семейство диффеоморфизмов ht :,;у..,п; что ?t=h{ot.'.
Это есть следствие АКСИОМЫл.г•• сираведтlВОй апя лок.
трив. РАсспоений (п.l.5.).

С.nедствие. ИзотоIUIЯ &пожени. нахРЫВАется JtЗOто-
пией прОётравства, т.•е. J11IЯ С t -изотопии • .9. "М ...•./У l
изотопии Пf" ./У....•./У' тв, что ~t ::~'10 , t ~ [0','t:f:J.

~п!!а!В2~е.:. а}. Доказать теорему для СЛy>IUOh1M.

б}. Лредпо--ть ж.ОRтрnpиыеры .1'. теореме дnя
случаев: 1} '()M~.A~ 2.) в tmf1.. (.м,.hjраССbl&'l'pИвается
и:омnаж.ТНО-Q'ttpЫТЬ:ТОПОJlоrия, 3) l ~О (сы.п.~.l О гп .•З).

4. Лусть ••• L.. С 'l-аОДJO(ОГообраэ-..м f:: .IY'.
Sn!A:'T~!. О'l'Oбраже.в.е II'hCt (A1,N}-.fЛrlr(4нJ.

с:rавищее· вложению ,:.м -f'./Y" МО&еае J oi.~: f. -f'./Y', rae
с,;(: L.f"M -тождест&аJDlое впож•••• , есть лок.тр.в,.рассло-
еине.

2ПЕеЕе~е~и!~ Пусть j·mI'>t.-../У"_ ct -отображение

l. ~ 1. .• Точха l~.rYназ. критическим значegем отображе-
ния.f ,есnи Этакая Х ~f-t(y), что ранг J в )(
меньше f'l. •

Например. если /У1< "l , то любая точка i~JAI являет-
ся критическим зиачением.. Еспи /7I~п.#TO образ множес-
тва особых точек f совпадает с миожеством .l'.ритичес-
КИХ значений.

Теорема Сарда. ДОПОn:НEU!иемножества критических

знач~иЙ "Cf ~т~бра;ения j:м ..•N1.J:;ЮДУ ппотно в h, ес-
пи 'z ~ tnQJ( (/71 -11 +-1, ~) .•

ДО1tазатепьство эТой теоремы с различными уточве---------
ннями было дано Дубовицким В [251,. Сардом в [2 6J,
Морсом дпя сп.УЧ8JI n:: i. в [211, Кв.оnn~ и Ш!I!ВD.ТОЫ,
в l. 2t!Jl,m-2.. Чита'1'епь вайJJ.ет ДО.l'.ааАтеn:ъcтвов [271.

З-А~е~~. 1). Оc,n.aбить усповие't~lncIхllt-Jlf'1.tJнеnь-

зя: Уитни прквеп в [",о J пример отображения fEcnt-~
из R'" в R.11., для х.оторого образ особых точе.а: содержит
ввутреииие точхи.

2J. Е,сли.JYI и:омnа.l'.ТRО,то JoIJI.QЖecтвокритических
эваЧ.И-ЙЗАмх.уто.

3}. Есм х ,~ие является критичесuм значением
С 2' -О'1'обD8ж&вВ'j:.I\I1 ~.IY~ то говорят, что f тра.вс-

верСАЛ!?I!Q, ,Х Х (ср..и.8). Иэ,-еоре)ltы о выпрямпении
отобраЖ8JU1Я (п.l.гn.t) BЫTe.a:~; ч.ТО.'l"OI"дA J-tx есть
C"l ~одмноr:ообраЗJl:е в .А1 .(~ тp~..ц..~ в.6.1.).

S 2. Л_е~в~е_C~.~c:,Bl!.e-Т-:"О~8I!Ы_с::..AtI!.д~ n"corb f :M--t.;y

С - отображение е 'l. -мвогообрааQ, ~ ~ f . Дли Про-
нзвольной точи:и q t: ,/у 3 т..аХАяC.a:.•yr.MAдaJI с' -го-
мото.пи:я J1.:.IJ1 ~, что .J;, ~ F • h. ~ с ~ и.f.t травс-
версапьно к Q • ДОlЮпнитепь-о можно потребовать вы-
полнения OДВQГOиз двух УСlLО•• Й;

а/ если f Е С ~ ,то в ичестае ft можно _ят~

§ 7ГЛ. 2
66·7Гл.2
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Гл.2 § 7 - 8 Гл.•2 § 8

Cf
t
01 • где 9'i - С ~ -иstn'ОПИ.lil.;у ~В8JIо.цвв:ж.в.аяBJle

маnого С % -дJIcxa .в h;JQ. и с С s -G4МCJIМОСТЬЮ0'1'
параметра t .• C~ ~~бl ec1Ul на ОJtР&СТНОСТИ ~одмВar'ообра~ия .м~
сМ TAJtOrO. Ч'rо .I(.лf4):zf. 'е-C't •• е имеет осо-

бы~ ТОЧ8:К:,то rt-! _ и8JtМОРOl ~реетВОСти а .h/ 34-
дaв.oг~ :К:ОWППТ&1<. с: M:f.

До:к:аза,.е1lЬC'fВО.ПРИМ8JUIВтеорем1 4ППр01tC~"
- - - - -.- - - t

(п.7.3 гл.1), будем счита,. •.• что 'Е С •. По теореме
Сарда, r TpaHCBepcaJlЬHOJ: .8ЕО"ОРОI. бlU[ЭJtой :к:~ тоЧJtе
~ E.IY • Пусть 6" еЛ.....-aAЛW1 Сt -цсх, содержа щиl
а • ~.•• и "Р" :л'..•/У ТКA.lil и30'1'О~ c't -зависSl1lUlJi,

от пар_ам8тра t . что ~:; 1. ue в . f.1o~1. • ~ ( )foF/l.

Можио положить It = ~ оJo •
EC1Ul1 ие )lMee,. особых '1'0'1_ иа ~c;.A( И/М/=« то

нек:оторую ок:рестность в М EOМJ1&JtBК c;..n( можио
прещ"тавить в аиде t/"xl3 • где 7г - .реС'1'ВОСТЬ 1( .I-~
(п.б.l), причем I иа lf'l'l3· СОМАМ8Т с npOe::&:J1Jl8'
np5lMoro произведениSl" Теперь аеГЕО построить та:к:.)'JC>

С 't -изотопию "'(' ,м ~ -:!' ' что lt::;- F·lrf иа о:к:.'рест-
НОСТ)I1( в plQ. • Тогда h=1;. .•ht-f. YAOВn8'rВQpJleT0').

З. Теорема (о ГЛ8.д:к:оlок:рестиост.). Дв lIJDбorо----------~------
к:омnажта К в C'Z -мнQГОобрaэu ./у1 1CJt.yr.тec.н4S1
охреотвост.' .IY .З4мьш.auе которо. JlВlUI81'CJIc't -nод-
много0С5рааем (с :к:раем) в М.

Док:азател:ьство. ПостроиМ, СОГ4ас.во п.4.4. га.l.--------С z -Ф,..к:цию.f • равную 1 .на /{ и О _8 34,U,lUIol 0.-
pecТJIocТ- К 11возьмем в качестве Н КIIo_ecTВO

f -~(l ,1.J • ж--е е ие есть :к:рвтич8С:&:.оеЭ8а'l8"'.
I ..

§ 8. Траисверсальность

1. СЯ8ДУЮIIUlе'1'еоремы :Я:В.I1\iJOТСЯдале:к:им обобщ••• -
е••• yTaep:I<A8II •••. п.7.2. Оп служат краеуго.l1ЬНы.w.жам"м

80

в приложеии:я:х гладк:ой топологии, в ~астносТИ, к теорив
гомотопий (см. l '1, ;2]).

!.e~P!M~j'ГомaJ. Пусть ~ -произвопьиое век:тор-

иое расслоенве'С комnа:к:тной базой В и f ..м..•/~/-не-
прерывиое отображение С ~ -многообразия./Jl1 • Тог-
да 3с:к:..уг.w.аn.в.я г()мотопия .h :. .м ~/t/так,что f" а!' .
f'/(I3)=.hI~, есть C~ -подмногообразае в М и 11.
переводит слои некотороl трубки Л подмногообразR.SI /У/(
в 'слои не:к:.ОТОРОIТfубки r расслоения { • в частнос-
ти. тогда )1""./IIIt'={ ~ • (Мы отождеСТВ1lSIем базу с нуле-
вым сечением ~ ) •.

Доказатепьство. Пусть сначала ~ -трив-альное
pacc;o~;e -с; ;л~е: /{It. и у.; .. I~/:::/JJ( ~1l~npoeJtJWI
прямого произведения. ~
Заметим, что J-1J}= (7ilof}~O). где о - начало в Il. с
помощью п.7.Z построим гомотопию Itt:M"'R.1l. ,1'де h.=1i.t.-J
так, чтобы Iz~Е С t И п~быпо траисвеРС4llЪ1l0· Jt О. Тог-
да h -L{Q) = Ms. есть СТ _ПОДW.Rогообразие. ОДИОЗИАч.во
опре~епена послоЙн8.IiIГОМОТОПИЯ~t .. ./И "'/~I (~t..plj.,
fL •• орое:к:циSl~ ) так, что hf :::J[·'t и iJ.o"'f.

Пустьff' -тuая труб:к:а дЛЯ .М" := l.."t!SJ,что~.1 IIИффео-
wорфliо отображает' дис:к:.ил}' на дис:к:.Се R'" ,(п.е.1).
'Заllадим ) (отождествnия КАждыl дис:к: труБJtИ N с еllИJlИЧ-
НЬ1М' дисхом ~ормалриого рас слоения '~AI1.) . гомото-
пию lf.'" JY'" -9 I~ I ФОРWУ40Й ..\ I . ,\,..'

lJ.~/(~1= (/1. о fh(J -tt(ХJ t.) "1' п-j (xif:= 8 к я" == I~I
где ()(':/Y"''''';l-о,.:t;J ..- .с"t-фун:к:пия, равиA.lil 1 в ПОllтруБJtе
'!yC./V' и {>8аиай О вие .IV' , и ПРОДОJ1Ж.Jlмее ири всех t
отобраЖение~ j.i вНе М. (Образ ТОЧ!t.llх~.л;IIВ8.Жет-
СiI при г?~~оп.и· 'J: пар81Шеnьио в до C4051~" Il. ", •
Мilож.итепt:; d, введен дли того. чтобы ие ме.нSlТЬ9~ вие

..;у' .). Тогда' в, :к:ачестве ис:к:owоl гомотоПJDI.ft мож-
но взяt~~озиЦИЮ гомотоп.вl $t 8 ,~ :.t= ~.lt
при О €t , ..lhи Jt ~ 9и.-$. при .t/.l~'t~L.

Если t ПРОИЗВОJlbНО.то иужно примеИJIТЬ обычиую
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Гл.2 § 8

..'

I 8
до С~-взото-
траисверсапь-

Гп.2

которую можно продолжить тождеством
пии ,f~:Q_ Q • По. постро~нию. ~~ - f
по к ;zg'u~; ..

4. 211:Д~Т.:sи~Любое веарерывное отображение F
KOMIйutTHOГO• С., -многообразия .IW в с? -Nвогообра-
з ИЕ Q •т ~1.. ,гоыотоnио
C'l -отображению y~'.л.z..•Q, трансверсt:.пьноыу к задаJl-
ному пОДМНQГоообразиlOпс Q

.l!0~~a!e!!.'-=:..~. Ввиду теоремы п.З. ДOCTaTO~O
доказать, что F гоыотоnио ~воейС ~ ~рOltCIW&-
ции.l4.. (п.7.З гл.l). Пус'I'~ f.1l,yCR"",' ff.S:1..r/\. 1..
Пусть r -трубка t; BIl и jl: i-. Q~рое1tЦЖЯ. Тог-
да ГОМРТоnияh(Х) - /1-( It~J+t{.fICJ{}-.!tx))) СО8ДII-
HS1eT J и J~ ..

5. Усиление теоремы траисверс8JtыIстII для .отобра-
жев:ий 8 - f(t -.-~c;.-j:~':ii.-,~п-..•R.kС~тобра-
жения ( ~.? i ).то 3 такоl CK.yг.w:aпы1 вектор jl е~
что 11' и 9 траисверiальны, гдe.~ об03llачает ][0"-

позициюI и сдвига J( иа BeltTOp/" ••.
Д_OJ~.аэ-а:..е~т~о.:. Опреде.п..w:отображение г..ЛI".J'( 4//'

формулой: f(~.~J=i(у)-/{хJ.Читатель проверит. что
еспи f травсверсально Jt /l ,TO.h- 113 трАИсаер-
сальны. Остается примеиить теорему Сарда.

Упражнение. Читатель может попьrrатьс& эаыенать

здес~ "iti ;р~и;в~nьным c.t -ыногообраз ••••
J •••• It. •

6. ~tp~де3в-!1~~ ЕCJ1И.AII 11.I'I-Д88 С. t: -по,..._oroо-
бразия в Qll, тождественные вложения котОрых травс-
версапьны, то ./М • ./у ваз. траисверсарЬ'ы", друг
другу (или, ииаче, нахОДЯJЦJIМRСЯв общем попожеJUIII).
В этом случае j}J l7.IYимеет размерность Лl.#n-It.

Согласно пА, дJlS1любой пары Ct ~Одw:Jlогообра-
знй ~')'1 и N в Q J ск.уг.бпиэ.к.ое Jt то-д.еству вложе-
ние /" в Q • которое тpaвceepcanьBo ][.tY • COГII&C-

110 доказательству п.6.2. 3 мamtJl ИЗОТOJUlSl.переводи-

,

з. T-вОJ>~,!i.!~M~(о ТР8нсвер::аnьности). ДЛS1любо-
го C~ ~тобР''lжения ("l>,~) f:/k ..••Q компактного много-
оБJазllИ М 3 такая ск.уг.малаS1 с7: -изотопия J.,{:Q-о(J,
что А.:= 1. и h~•.f трансверсально к заранее заданному

С7. -подмногообразию .!ус 6(. t'
. Доказательство. Пусть Т Cl -трубка дляJf

в Qп.:': li&.~;...I-';тивродовский атлас дЛS1Т (g'c·(x•.orx)
Рассуждая 110и~ци.и, будем считать, что I уже Т}1аис-
верСАЛbl101t 2l/'=a_~ca.• Пусть Jl) -открытый диск в R~-~
с цеитром в о. O;~~89TBBM ~x..@ . с 9;{iU~х.ю) и по-
JlОЖИМL =J-J/I-икп'Ы}х2»и умеиьшим немного '2'/.<r", и;.в до
~' ИI/ f)' • Тогда L./=J-'С'l/.i'/J2Vj.rS'лежит с замыкавием

,t. ,- ht~в L. и /.' JfOШlu.тllо. ЕсЩl 71: ~"Я -_/( -прое1tдJl.Sl,то
:.r..f/l' T})Ucвepcaп.ьвO.K 1tAЖдоАточке из н"оторой ок-
рестности Ж -чала в A!'-~ J T.K.J;;..IJL ,же травсвер-
саЛЬRО.1tО. ПостроDt С'l-изотопию ~ ,·/l"·~R~ вепод-
в"JtaIyЮ вие малorо JUlCка С с Z j C~ -зависящую 0'1't "
и такую, что rp.e7i'-J траисверсально к О на I-~(~ -Il.-lj
(пД.2). Положи~ Itt (JC~':J) = {)(, ~QtJ"t(,,),где lJl •.Y)~,?~
• а ,-/У..•R4. С~-ФУВЮlияв.а OI'Y j равная 1 на z.,k И

О внe~. ,ПОJ1УОИМ С ~ -изотопию h, :~ .•.R",:!~,;Jt"1

ремы п.l.

индухцию iio числу стииродовских столбиков длS1 ~ ,ис-
польэуS1при этом относительный вариант п.7.2.

2. ~п..р~.ct~л~н~и..:Два С t' ~тображениS1 J:M ...•Q
и ,:.IV....,Q иаз. траисверсальными. если длS1каждой па-
'ры точек ХЕJИ И)~,;у такой, чтоf(J(,=::3.()J=~, два под-
пра::'lpаиства "f('t'.,.M} и 011 ('SJY') в t"l Q порождают
t'" 6}. с~-отображение f.: .;;1 ~ трансверсально к

<:t-ПQllМногообразию .!Ус Q ,есJ1И f транс версаль- .~
но тождественному вложе-IИЮ{: л...., Q •

~т~еgж-де_н~е._ Если .f.' м ~Q С'% -трансверсально

1tНе Q , то f-i(.IYi есть C~ -подмногообразие в т . '7

Доказательство ВЫT~Kaeтиз доказательства Teo~
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щая.IYIв это новое положение.
Пусть теперь.А1 и.IY уже траисверсаllЬНЫ. Докажем,

что пересеЧ8llие •..vt и .rY устроено вблизи каждой точ.хи
L ::.1}'\ п JY' х.авоиически. Более' точ.ио: ~
. Утверждение: Этакая C,'l -карта Cj':R-tJточ-:-'

ки Xo~ -:T~~~L-(М)=LI..И CJ'-t (JY)::4.rAe L•.~Сорв--
натная ПlIоскость, HaT.5IHYТ8S1на баэисные векторы
tj, e~7 ••• , e~. а l.t. ~ОСJtость натянутая на.ве.хторы
€I{-MI •••• ,.е.(ер. ь. 12.f". ГА.1).

Доказателъство. Согласн() п.З.10 гп..ljможно сч..--------.-
тать, что Q::: f{It., Х () = () ,M::l.t н L:: l.,ni.z. lIaией-, ."
HhIМ преобразОВ8иием л.'" добъемся того. ЧТ~{о1~N=L~
Пусть"и- обозначает плоскость, иатяиутуJC кaS$JtТOPbl
e~ о €L • Тогда ясво, что /{К ::WJC 1.••. ЧТОк8Ж-

-,~~,. .,. 11 ••• ,. },~ .со. 1..
дая близкая к W плоскость 'N~::: '?If~~,где,Е :Lпересе-
кает J'Y вбltllЗJl О ровно водной точке') • проехпию
которой Ц 1Ji МЫ обозначим через Jt.1. Положим 'f(Jt;»
= ()( -jLffJ).,J.
Это с"'.:...д.ффеоморфи.эм ,в окрестности ОЕ Ш-I.2. ,кото-
рый дает требуемую карту.

§ 1). Другие приложекиSl теоремы Сарда
lA.+~ ' '

1• .!e2P..!~_(0 ВlЮжении Мв R:. ). Компактное

С r -МJIогообраЗJl.е рАзМ• .RОСТJl.Л. мож.ет быть вло жеио
в R.~.,.!L Пр•. '~~, 2., ,

(УслОвия ком.пuтиОстJJ, и 'l~2 , конечно, введены
JЦUПъдnst упрощеR.!iIЯД()К8З8тельст.ва).

ДохазатеЛJaСТао. Пусть .IV1с/{'" (л.5.l гл .•l). Пос------_ -
та.аIlМ в coot&etM-це каждо4 паре точек Х • ~ Е.млрямую
проходящуючерееО ir nар.anлельную веи:тору x-~ • Эт~-
опреде ляе? С.t ~тображение ./: (.h1".IYt) \ ~~ 1{pN-,
где ~ "':диагонаJIЬВ .1)1".))1 .• О:60ЗИ8.ч.имобраз :f че-
рез.Q. • Zл-l' " ,J'{.f. ,

пvсть, L ' ~огоQбразие 11:".1)1 [R,..., 1 -прос-
транство 'nроектв:виэирьВ8ИНОГО каоательного расслоения',

Гп.2 •• 8-9 Гл. 2 §Э
А'-#.т,.е~,~оеИJ[SI со споем RP ac.ooIUUlpO.8AJUtoгOr.h1.

На L МОЖJIОсмотреть, ка •• м.orс.-Jбраэц всех ПрSl.
мых в R.'" каса.теn.ьиых к МОхо j(BJ1JI8'l'C5Ic~-'-мвo-
гообрмием, отхуда огрauч.в-... • ТОnО.1I Z ~ 2. • ОБOG-
на.чим через $ ~2-1 - ~_ • .в.e L, в RР·'перево-
дЯщее прямую из L. , в 'c'!"'.IUf.8IQaR'J7JllpSIМ1JO• .пРОХОДSl-
щую через О , и пусть ".Jl _ обр.аа jJ ,,'

EcllВ N>2h +1. , '1'0110 '1"МР8М. Сарда • .llpD&eRa-
ной к -! Jt KJt,:! ТaпJl В;P'INM ~ е JU>N.••{ что e~J2UJl:
Мы утверждаем, ч.то пpq-дU,IZ ВАеть Р ка nюб1D
травсверсаllJaИУЮf гипер~Ос'1'1a paemepB:OCTIIN-!опре-
деляет вложение./)l1 в R.N-- • ДеIСТВIТепьио, из успоВIЯ
f jl Л' следует) что jLВЗ.ОДН. НА /У1, а из YOllOВIstе t!/' д'- что clx (P.}hI) мономорфен в:а Г.,М. Т-Ж. при

проекции BДOllЪl T01lЪKOпараап8m.в:1iI8 векторы пе-
pexoASlT в О. ПОСКО1Ibltувз.одн.цогw-жеИJ[е КОWП"ТА su.-.
ляетсSl вnожениew, мы iIол1ЧИМ' С -ало.еое ;z./.N1: .I'tf_R,N-J

,..., ...J.JI~JИтерируSl это ПОС'1'ро&Jц:е,пьnyч..мвпО,.еце"" ~I в 1\-.-

2. E~N~e~! {.~B _li:иz._. _ ДnstlV=2".,.jпродоп-

жать предыдущее пос:rpоеиие HelIЬ3.!i1.T..L можи спrпrrь-
CSl, что Л.::: R. РН- t. • Одиno .пОСJtоnьx,.",-л,L.,2,,-1,
Н8ЙдетсSlпрямая е еJ(f1/V-.{, дfli!'И8 lIеЖАJЦASI• Л~. Пре-
ехпJI.ЯBДOllЬf даеТПОгруж:еll!t М.в R. 2n •

з. Теорема .• E'cu:f:/VI'!.;~ ~t....о()тобра.""е, Мжом------ , ~
naxтио и А. :' ~п ,то З 'ОJt.1Г.бп-эжое .1: J (8 ( ~ОПOlfО-
rв:и) t-1 -ПОГРУЖениеi .,Есв А >2" , то 3 сх.уг.бп-з-
хое С ~ -ВJ10жеИJ[е.

.цo~a!~T!O.: Пр&JJ.СТав-м! в ВU8 ;Z "./'~ где
, Nf I - С'!: -ВnСжeUe М в R 11 ". _ opтoгOlUUllaR8Sl

проекция Jt /11 на Rt • .-А', .
(Для, этого достатоЧJlO .8GSI'J:!hВlIожеое h :м-,*}( •. ТОГАа
.-2(fJj :.IY\ ~R.N,@11t ::IlN ~,.eMoe вкож:еи-е).
ПроекЦJUOЯ:"'=RдJ'~RиаJ{kвАоЛJa R~ можно предста_ть
в видесуперпозиции проеnd", вдOЛlaпрSIМЫХt,t ~ ... ,. eN~•
Теперь применяем рассуждеи-я ,п.п.! ,и 2)с _о ПР. ЭТOW,
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Гп.2 I 8

А' 4' тоб А'.выбирае •• ПРJIМыеС~, ••• ~ ~IV' 'l'Ц. 'ч w пря••ая с:;; ,
n:eкan:a бл-эJtО Jt ~& в IlpN-i-l .•.

•• !С!А!в!е_ :.~~ ~ ~P. k.. >2п • ЕспИ ;. l.ll.
['де 'lt открыто в М, 1Ж8 SlIUПI~JI 840••••••• , то В1f.оже-
•• е " "ОЖИ«!.-JlOC'I'pOII'I'It'1'_" что '=! на n:юбо•• та-
ItOW t; 'l'!'O V «:. ZI • -

Дou.зaтen:ьcrАО. T.I. V - ItОМПUТ•. то все доста-
.-------- t '~

точ.во '6D':SItИ. Jt J I tI С ~обра:аARWSI 21 в R ЯВ1f.яют-
ся 81I0__ И"". иа У ••ПОЗТОМ1 C~~ОМO'I'OП-SIf t (Х) =:
e:ft~)+ t {! (Х J -,-(Ж)) , ГА_ S-JJ.01lfЧеио 'I'aJt, Itак. в
~, .в.....тся. С 't ~lOIеА на V •
По теорем. о I181tpblJl8Jl)Ще•• ~П- (ц.8.8), нalдeтcSl
'l'U:8JI C'~~JI ~ :1l..*•.• Il, '1'1'0 Cf.={ • CJ'п·:~на
и8CJtCNO.Jtоумевыцеквом \1 •. ТОГ •• МО"О 1IOЯ0жить
, := ~o1·..
. У'пР4жа ••••• и~ОllЬ31J1 ц .••••••••теоремы п.l---~-.- ,- .

• п..3 ДmI _.OIoOl8JtТIIOГO.1)1.
S. д-•••••обеlllo8JUlУЮв •.•••.• rll.l теорем,.. о ие-

МDJ!М'ffi!W. С~~оиеи,, 1OI0r0aбp&эu.hl в 1(~ 8СЯJI
N~2n .•.з . l'tI
, '!.~ ДnSl nюбwx 'ДВУХ c'l-IUIОЖeвd f,,:.hI-tf{ •

r4e z~1. - N~z" .•.J , образ ItO'l'OpЬiX38'OYJ'1', существу-
ет С7. ••.••ффеоморф8ам It: /t.N_,R.#If '1'_. что It. J =1 .

ДQКAl3a'l'ellЬC'l"вo. Пусть CBa"!8IIAJ'11 JtОМПAJtтио.Оп---"-'-----
p&Jl8IUIМoтoбpaJr.еи-е F:A1 ,rlD,I]-.Il'форм,-п:о. F{J(,f)=/-It(f-'J.
во теор •••• а.8 F мож.в:о aJШpОIСIDOlpОвать С ~ -вnоже-

. -ем р:м ll[D.J.l-'t('! Э'I'2 ВIIоие.в.е_опредеШl8Т C't~30-

'l'0J.DU) i;." .м.•R." ме-д,. Е/м It О - F 1м J' 1.. • T.~ F '''''lfl)
CLJI".б..uiaItо к f, то ~ ~ -rом:отоп:ия J*: с.. J + t: l 1=1/11(.", - fJ
SJIIIQ!.8"rC. С'" •.• аотоlOl'" • то же самое верно 1I.Л:SI

F '~ •.i.. .,. И'I'8I, ano.еJl][Я f и 3 C~ IIЗOТОШl ЬL
Потеор•••• О •••••• _ю ••• saотоп- ЭТ'Т .ЭОТОIПIЮ •• ож-
ВО ааа:рнтъ с2

.•••эоТOllJl•• 11.: 1( N-#KIII• Тогда .8 JtAчест-
.••! мо-ю --т.ь "s "т..х:. "'sоJ :=, ~

Гц. 2 § в Для перехQда It общему СЛ)"lаю за ••ет •.••.• что 8ClIa
с самого начапв. fzc ~ иа ОИ:р8стиости И:О"П8J['l"&J(CJtt •
f(M \ 1<.) 11~ _Д-3{ЛI\К)лIJ.где $е -шар вд..*.
то гомотопию Р (~, -t) можио nocтpo.Tio 'I"8J[)t.тo _
Г {(..м \ К) )с l о, 1. 1) 1)~=:A Но тогда в JI3OТOJUlS[F
Qбпадsет тацм .же CBO.CTBOM~1I08'l'OMY"0"0 C"'I"8~.

что "f~= 1. Ha~ » В частности; ..,~ на .5 • Пусть те-
перь А1,с.Л1z.С •••С'/и ~оспедоватеnьиOC'f'Ь Jt8NПAIt'l'lOlХ
под"ногообраэвйМ, исчерпывающаJl М JcM ••••7.31 •.
h~•AL' ••. ~осяедоватепьиос'l'Ь ти.х (!. ~ ~eo-
wopt.аэмов R.AI. ЧТО hi .'f.=.j. иа JI7. в. C1UIyIIJt8АQ7JЦего
расс'Тжд-еиu ••• 0.••.0 СЧJIТать, что h f.:~на :6•..•ГАе
A:>~4 c-~~c. 0-' - .счерпываюЩ8JI х..;. последоватв-..-
.0<:'1"18 шаров. Тогда h -= ... ·Jr.·~_.·h.:L·A:I. И II!'J = ,.

6. рассмотр •.••. подробиее случай 1I0груа •••• .1)1 •
R,,2.II. дО CJIX пор' мы ие и:асапись TOI"O,ха 884.8'1' с8С5J1

погружеиве .8 ТО'lJtАХсв.••опер есече ••••. CJtA•• M, '!то Cl
- погр'Тж.••• е J:M~ ~ и8XOlUft98 в общем ИНО.'.р.
есп..

1. Д1lЯ тобых точеJt Х • ~ тапх, что JlxJ:I: III)
П1f.осж.осТИV>l."f) RIL и (cly/'l ~II. .. траисверс8.1f.la8i.l.

2. J-J{fJ] ~ 1f.Юбоlточи :J€ Q COO'rOI'l"" 60-
Аее чем из двух точек...

!е.2Р2~а.._Дпя любого С~-nОГР'1ЖеRU / ...мп...•/{Ъr..
.з сJt.уг.бп..ЗJtое][ ие14У погружеи-е в общем JЖО""'JUUI.

Дох:азатCN1ЬC'l"ВО. СоГ1f.8сио П. З" МOXJlO'o-пrra .•.••
Ч;ТО -.rVi ё:R 1;.#7. _.- что J со.в.вадает с ирое ••••• /И JI8
R..1.Jt .&Дояь.ПРSl••оl t . Qбозаа"JW1i 1f8P8a 'l( tIIUUIJ"D

OJ[P~'f'IIOC'I'b t' в А pJh)t а через i) см ~ O'nEJUI'.I'08
.множество "ах:их пар x.'j iм,., , что ПрJIМ8JIIJrY .п~
ходящая через.х • "пе"т в " •. И••еек CM-отofJpa-
1ICекаеА.' i) ~R..PZ-It •. ч.татепь провер-т, что есп..
npoeEUSI flx~ BДOnЬпрямой 1"1 ка RЦ TAJtOвa. что
плосJtости ~ Х flж,(/("). 01,Р.У (R.") ие травсвер-
сапьиd. '1'9 ТОЧJtа [~) -особь ТОЧJtа h

ПО -теоре••е Сарда.1 JIp.51Мa51(4 с. сц ,ItO'МpU ие
являетсSl. IритачеCJtIIW зивчевв.8М h .•.Поэто ••,. JEpOe:I[_



пий.
Опредt!lIеиие. Пространств о Х ваз. одвос!SlЗВММ.- - - - - --

если любое отобраЖев.ие f: S!~X продолжаетс.51 до ото-
1.-"\ ..бражвниSI JUlcJta8:t" 5 =<18-t •

Упражиения. 1)Сфера sл. односвязна при п~ 2. •
(испот.;yiтё -('2 ~роксим8дИЮ 1( теорему Сарда).

2). ОДНОСВSlзноемногообразие ориеит_Руемо.
Лемма. Многообразие Штифеля V OJ1JlOCBS13-
- - - - Л,К

но. если h-Jc> 1 J,,>2. ~-,
ДокаЗатепьст.tю. Пусть/,- : v",)(' ->5 ~ОJE:.ТрИВ.рас-

споев..е со слоем ~'_, J".'I (п.6.1). Для j: S"..•~FO-
бражение jt •J гомотопво отображению в точку. ПО 8JE:СИ-
оме П.Г. I гомотопно отображению в слой над это.
точкой. Поэтому V,.,.r ОДНОСВSlзно,если \/".1 It-, ОДВОСВ51з'-
но. Во V~ 1. = S~-'II ~l-I односвяэИА, 1>4f ..# •

4. Обозначим _~. 1) Х): (сМ.Рllс.п.l) через 51 ,
J . ~ J

а точки пересечениSl S} и Sz через Ц- • ( • Напо.,-
ним, что !3,::: 5, )(.() п-', 132. = 5.z. l' ~,.,..-'1 •

Лемма. Пусть j. :в. ~~''l8J..таКl(е С -впож:е-
---- J J . ~

ния ('t >,. 2. ). что 1,. {s~ = 1.,jJ13lПJz8,,=Q.U/., Jil}f)fJ;d3;.
п)с ть, кроме того. диски~·/3j трансверсальнbl. !l>;. в
точках 5.( 11друг другу В точк'ах Q и ~ • Тогда, если

1. 'ндексы лересеченли }, 13, и J~I3z в q и €
имеют противоположные знаки (п.12.5 гл.l).

Гп..2 • 10

. _Д~К~~Т~~:'В~~(ХI",-" x""+"')::(~(JtiJ,,,,XMlft)t (~IХ-tVt(ХJ ... Хm~It)'
где.: .I<."'+-".::; 10/11 - ССО -фунжция. pe_~ ь ••_ кь-
.ло. ахр.еств.ост_ начапа 11рanиаSl 1 в ожрестНОСТIIИАча-

М. 3аыечан_е. Если даны С ~ -впожеии.SI. t•••13 • ..,R.,..-#m
----- h ~

j ;:~/2 I 1~1. • хоторые касаютсSl тож:дес."вев.вых вложе-
ний ('. :13.~яnffГlв точках ~ • т.е .• дли 11 6- 5; lii)- Jt
и ~ J" . ~ I!/. ,; , то _зотопиSl v.- ,построении в ле••-

•• J J( i IЗ 13 J't .••• , ви.гает f;. 2. с ~ L. если ожрестность, вив жо-
торо. 0JU1.неподцжв.а, достаточно .,ала•

З. Нам поиадобитсSl один факт из теор •.• I'OIIIO'I'О-••

(.1

§ § 9 - 10Гп.2

цп М вдот. (,. В f{It SlвдиетCJIпогру~&в-ем .IY1 В I<~.
УДОВllетворSlЮЩИМусп.овию 1. ЧТобы доб_тьси вьш'опве-
ВJUIусп.овиSl 2.. ,достаточно слеГЖАсдвинуть погру- .
ж:ениое /и в ожреств.ост5Vf.точеJt самопересеЧQ1l][И. Точ-
вее: пусть, ШШР., J-J()J состокт из трех точ8Jt (XL,Xt. ,~З.
Возьw:ем очень маленьки. вщтор fl. G- R.. ut траисверсаль-
ны. ·всем трем .IUIOCJE:oCT5Dl,dK.J(R-It) •. 1.:::.1,2,3.
Тота ПOl'p)'Жеи-е J' (,,)=!l~)& .,.ОС (]()'/l , где C("vп~Il{~J
С ~yn.цU. раВIIAи О вие малой ОJtрестности )(~ в М

и 1 8 Xf.. J и...ее: на одну тройНую тоЧJtу меньшв.

11 10. Теорема Уитв.и

1. Пр_ем УII"I'IIЖ.Пусть Mtn. и .IV/L ~омП4Jtтные- - - - - - -.- .
подмногообраэ_и (" + ht) -мерного МНОI'Oобразu Q
Вопрос: сущесТВ1ет' п- С ~ -ваотопо ~: Q -+Q тм,

. что Q 0= 1. и (~(.I)1)".v"J\..Дрyrой вопрос: ecuJ:ht~~
- с.' -П<h-ружеdе, то существует ли. peгyпspв.aJI Cr.-
гомотоnии.lt: : .IН •.•~"т8..J[fd, что ',.1••• J и h вложение?
ИмеетсSl пр_ем, придуманный Уитн., жоторый позвопит
ответить на оба вопросаtЗfl.

~OТ элементарное расс~ение, аси.оп.ы,.емое В
этом приеме. PaCCWOТPJDlв R..~две .No_eSRble ~_
JE:D8Bble(CM~.~). or~аRИ'lllв--пtи.е lUICJE:/1): (с двума

3(" '11'110&I0OI ТОЧJE:&Ми.). ОЧ8ВJ[ДИО.

Ч'I'O существует C--GAВIIса-
щаSl 0'1' t- СОО-эowmrа
~ .. Il.~"" ЯZ CДВllГU)JЦAa.s~

Х. с 5.1' т.е.~.tS.2п-%=А 11

~o(. ==1вв.ewцo. окрестнос-
ти $;: ..... ,

'4. 1.~ Пуст~ д~= S~".0п-l7Са.В =~1I0·.'i"ё)"+'" .•
ГД. ~n:-t ;.э-;"~~ди.в..ч~ыешарыв ;{'-' иЯ !..:=~Тorд.а #

'E#8CJ3BYeт -подв..жв.u вне .,840Й ожрестнос..•• осп
,. _пА#-"" iГJ""'''' ..•.L-UОТОпи.. 1;.л ..•" тв, что '1'. -.! и

ф J3 пА _.•t (R.II"'''сR.!~Rh-':1Z--#.)
16,;z. ~ ~ •. '

88



Гп.2 § 10 Гп:о2 § 10

2~.. п +п? ~/Z ~2 " 11.'"
то ''1. с l--!..ЗОТОnИjl ~: лll ....!!J!( 'r~ что ч:.=i,

~ ~J:t/l3;п.(..~/л):А. 'l't неподв..ЖJIA в.ве JiI4IIol охрест-
KOC'I'K.

.цo!~a!e~T~O _ этой пeJ004blСВОДИТСЯJ( леloOo(811.01:

OnpeAeJ1D( репер.вое поле ( V;. (J() ), 3~1.', /2..,.t ИА
S1 равенством v;.(х) =ot, f~(е,) , где €.J, ••••е"' .••гба-

зкс ,В fi)h-~. Анапогкчкы04 образоw' опредUD( репер-
,I[ое поле (V,:(X)}пп" ':~ h fhz. ') /7'а S1:. . (

ПреJUlОIIО:JКJDt,'."1'0 3 такое TpaHCвepc.aдbllOe х. {(.
ревер.иое попе (v:J.) ,З '""~л.,.m, на оJtРестности~,::
в R.l. • "1'1'0 w/= v.. , ДЛSl 5~t"-'l1r:L на s:. ""'.-=v..
A11Sl/1~2~{~ /ln~ на S; . Torдa из п.З~ rп.l спедует ..•
что отображени е r оiрестности д.саа ~.2. В R.fl.r/":'1})

пространство R. n+1'1) : F (х:!. , ••• , >(,,-1-171) :x!e-z.'" X.t.t'~f
'1- 1. Х.· 1//.. {Х} •

(. ':>""hI.:rAe e~ , ... ,€n.",';; баз." I~ . ,SlВЛSI8'I'СЯцффео ••.орфllз-
мом ка оЩ)естност. 21; • Но, тогд4. впожениSl F-I.d f.,.
1o(0&И быть C481"Jta y:w.еиыпеааwx •• ехов 8. вя-n+mжа-
CAJO'l'CSlto-д,естВ81П111ХS1l0жеuй В "'ОЧIt8X ~/~ поэтому •

Jдо aawe'IUJ[IJ ПOCllе п:eмMьt п.2 3 изотопliЯ ~ '
CДМГAJOJЦU P-l"f~ (8) с . r>r;-~f)JI. (I3J). -t
Тог-а 8ОТОnИSlГ °c.J't:.F-1 CдBRГaeT.fz(/3z.) с J~(Iз).

Нам остапось док.азать, что'} продоn:женуе w.
Мы Аа:с.ажеw Э'l'о в три шага,. ДпSl простоты сч.таем ••
'lТ0 ре.в.$рк (\{. ) ортоиорlo(иров4ны к ортогокапьвы
ПIIOCJtостиR~ •

Ш 1 .' С'.1.АГ • Стрoи.w. \0<1,' , 3 $: , ~ "7+п на ->L • Поле ~. ,
J L t" ~ л '1-1. )опредепает отображекие V 0"1'-

Pe3U5j в шщелево многообразие V (сw.п.13.3:гц.
1)•••••• еры \1i (а.) •. \{. (() <5~~~п;;;.:.""'! ,-ото-
бр4.Jt•••• ~,: t:t.. v,-!> 0(11.'#1»-21. Нужно на.Йти так.ое
отобра_eue W;: S,f.~_2J,что u.~It2vt=~&' • ;Z~W=~
г-. f2 - Jt8JIОDчесхое расспоение Or,,-tr.п-2) НАД
Vп-tm-z.,п-t с() cпO~M 06n-f,) (с••.•п.6.1). Эта
qAa"IA ЭХВI(вапентиа эцаче О'продолжении сечениSl в
paOOIJ~в... v·'(fl) (п.l.1), KOTOpaSlв евою очер..едъ

••

эквивan:ентва задАче о продопжении отображ.евиSl V (.(VС
в споl' О ~ -1.) (т.к •. расслоев •• у!Р 'l'pв..альао,
п.l04 и поl.1). Усповие 1 п8loOl1>lо_бесnечивает, что V{Q)
и v (t) 118•• "1'В ОДНОЙХОll4lIоиевте О (f)' "С'!} t noэ'J."о-
му Т8к.ое проД()tЦ[еии.е оуществует.

Ш.аг.2. Строим VVC" .п~2'L·(,,/'1+""" ка ~+ • Точио
тапм же образом свод.м задачу 'Ж задаче продстжеRВSI
Н8ЖОТОРОГОотображевь \i:? ~+ .-->\!,.I-rtI-II".f Посжоm.-
ку n-! =t'1+m-2.-пнi::>i то по дew:мe поЗ:1 ТАк.ое про-. ,
допJltепе.

Шаг. З,. ПОC'l'pоеиие \I\{' , J ~ ,,-~п-t-1?t , на ожрест-
ности ~~ В 1{1.о Чит~т.еJ1Ь пр",ведет его по ТQI' же схе-
ме••

• . . 11'1 • 11
S. ..:.T!o!~~ Пycт~•..i~l и .1'1 ":,1tомпактllыe С ~-аод-

2. /) п.,."...
)l1l~гооБРАЗU , 't ~ t ОДНОСВSlЗВ~1'6многообраЗИjl ""
в общем попОЖ8J1][•• Пусть пдекс дересечеИИjl .iYl и N
равен О к ПУС'l'ь n+ т ~ ь, п.:> 2. .,.,.,'>2.. TQl"M '3 с. l-t-.вao-
ТОnИSl~~ ; Q ~ Q так., что ~.у.::: ~ 'и (1f'1. (м )f1./'/ >i А.

До~азатепьОтво. JV't n;•.)'.' - ,- ~ - - - - - ., "".состоит из ЖОН8ЧНОГОч..сn:a. .
точек к. посхольк.,. IIIIA8ltCПерас~чеиu.l"!? • JYразеа О,
эти точк.. разбиваютсSl Ц п.ры. с •••• жсами рааных ЭJlа-
ков, когда JVt и /"//" орие.ати.р,.еlo(Ы.Пусть (it • t -Т8.-
жь пара. Соеuни.w: а с t ABp"jI гпаn'иwа атrSIМИ

А. и.{, k с: ./и•{ ,~ не lIpохоа_JII.D(и череэ .-руг ••
точк. пересечении .fV\ -и _у". '
Посжопьк,. ~ ОДI[ОСВSlЭИО~З отображеви.е }:I).•...,((T8Jt.
что {(S;)=k. J (S1) =(. Т.ж. I1'f1"'- ;:,.6, w,ожио cuтaTlt,
что f - c't -вложеuе (п.о.з) I а т.ж. п >2 •. '7l'> 2. •
то можно C~Ta'l'bt что f(~f) /7.'\1 = 1< J f{.1J:')/lff.~.·

3а,мекиw Q на ожрестиость f(.lJI). uффеомO)tф-y1D
f\ I'l-t~ р( на трубху 13: ДУГ. 1tJ. а М • Н •.•.•

тру-бжу ~ дуг_ eL в М , I'Ae k1. и e~ -••WJIоro
продопжеНВЫ8 в обе стороны дуги ~ и t . hс4И •• ;...
деке перес ечеJlИSI") I.••.)' пр.Н •••.•.ап: ЗIl4'18J11b1в 2~ (капр_"
•••.)) быпо неоркентируеW,ы••.). то wожет ок.аэаn.cа, "[То8;
и ~f пересеКl:t ЮТСЯв точжах 4. • l с ииде.к.сам.к 000-

01



го зиаха. В '1'8ХО":случае мы за..:еним k.. на путь. It ,
О'1"пJRAJOщ...С510'1'k.. иа обход по дезориеН1.'ирующе..:у пу-
ти в J\ 1 • 'tOГдa в ОД)iой.l[з точех А , t знах llliдекса
пересечеаи51 ~меИIТСЯ.

Согласно п.8.5 гл.1, ..:ожно считать, что вложение
.J: !l3; ~ RlI

-tnt со Вll8дaeT с тождественны..:. Теоре..:а выте-
ltAeT теперь ИЗ ле..:..:ы п.4~ при..:енениоЙ х 81 и 8: .

6. Индекс самопересечении. Пусть ./У1" -погруже-------------
ние в f\Ц в общее положение. Возь.ме..: одну из точек
са..:опересеч8ИIИ Х • В этой точх.е пересеха:ютси две
ветви погрт.ениого j,(иогоооразиSl .IY1 • Назвав одну из
ветвей первой, а Дf'oУГУЮ ВТОRОЙ,опредепим индекс само-
пересечения JY1 в '10чхе Х как индекс пересечения
ЭТJ[Xветвей. (Мы ф:lntсируем ориентацию М, еспи оно
ори.еити:руе..:о). Индекс самопересечения ,,:ногообразиSl
равен C~Me иедексов самопересечениSl в точх.ах по всем
точкам пересечеНJlSI. Чтобы lUIJtВИДIpоватьдопущенный
произвол в нумерацn ветвеЙ ;yt, '5удем считать, в случае
аечетаого 1\ • в случае неориентируемого ,J\1, что JIИ-
AeJtCсамопересечeнI51 ПрИRJl.w:.aетзначения в 2'.t •

ХЧР~!!ll~П'Р. регУПSlриойгоw:о'Мп•• nогруже-
ния :JI1IAeJtC·сaw:ОПf:'PесечеииSlне MeHSleTCSl.

7. Теорема УитRJI. (о можеи.и в R..LIt ). Любое JtOM-

П8Jt'1'ное:;о;о~;а;и;-.;И. мо...ио вложить в R..2.11 •

Дохазателъство Ц-ТJlО. тuлы:у плану: сначала по-- - - - - - - - -- .',')11 -гртз.м М В 1" в 06••• по.оЖепе. (п.вА). а потом с
по..:ощыо пр.в..:а УИ1!l!J(б_м 1JUI"I:'1'ожатьTO'1XI САМопере-
сечении попарно•. Ао Tax1r:w: Сl1WЮобомМO]КJ[Oуи.Ч'l'OЖJl'rь
все ТОЧltИTOnЬXOв ТOJi(cn,.qa., если .цехе e-мОперес •...•
qениSl Л1 paвeJI: O->ЕCJtИ.011ие равеи О,мы пост,-п.м с.педую-
ЩJOIобразом:

выбер.м .сапы. диск .l)1t в М .1[.ЗJ.iени.:w:погружеmr:е JUI
нем 'UEII "f'tобы ПОSlвипасъ.еще ОАНаточха самопересече-
wu: с DAeJtco..: +1 или -1, в за.в.:симости от того, хотим'
nи II(Ы уменьшать .ли увепи~ива'1'ЬJDIдех:с. С по..:ощь.ю·
пос;хедователr:.кОС'1'Ита1tИх операп_. можно доБИ1"ЬСSl'1'ого,
ч.'tобы индекс стал ране. О. Осталось доказать _х воз-
82

У
, , . 2"' '" -f'o..,. 'Если :,. 'i: ' то К: ;:.)(, ,(.~ ,!jп ~,=Jhll -r ч с:Ц ,

поэтому Х, =--1<' • Т.к. !J .=ч', ' то )(,'а() , а т.х.

2 n+' .t11.;.~ И'Jd =:/1 ' '1'0 ц= • 1~• .t, а Xf-:.-1.· так,
:fl1.IO,O, ...p) ::/{-J.,D,О, •..•с) • это - едuствеииое са-

мопересечение.
в/. Читатель сам докажет, что в точ.хеJ (1..0, ...• 1))

самопересечен.е / (I<") траисверсanь.aо•.
г/. На крае дисха рад.уса с:. • где ~ очень ве-

лико, и..:еем: ji. ~]l •• , t~ "~11., :/",.,е,' O\:J О.
УточнениSl остаВJI.SIЮТС51чв:татеroю.
Теорема УИТИ. доказана.

I 10Гл.2

1- 2. (-i-xf)
()

U.(t+xf)
с) i О о
О о ~ о
о () о 1

2 )(1.

- u(1.+xf)
{1-xtJХt,
и(:t+~lJ

можность.
Докаже..:, что ":OJКJIO'I'8X .зменить вао.ен •• дис-

Jta, чтобы ПОSlвилась одна TOv.a сa:w:оп_рееечеНИJlIIа .а
х:рае вложение осталось. ПР'ЖНJI.М,._C.OII что ЭТOI"од.ос-
таточ;ио ДJI.SIнаDlИXцел.еЙ, J[ Ч'l'о JlOC'I'аточв:оnaecм~
рать С'1'ав:дар't'НЫйдисJ[. ,.J" bt

Определим l.n#-ОТОбражеиие!:" ~форм,.пa.w:J(:
j,:tr К,(2, iiJ" п.) и I:.:! I ч fIJ~...::.l'( "i~i~ п) ; U 2 u+X,t.J:.:l/#K"L).

" •. , #11., Ч clп•.•. Ч. '1J1.~
а/ ~ Докажем, что J -п:огружение. Ма'tpпа rtl;t

иwеет ужаэаииыl C1l8вa вид.
Доста'1'О'IИОПIТ. И8111ле-
&01 элемее в первом CToп~
ПА.Есnи () \jr.+I/;"'!o Х :::: - ~ :./1

- О ~ ~и+~~'ТО К.:;, о ,Есnи Jt том,.. же '
aYI/'iJ~J.=:f-f;::O ,то

Ц1:; и lIОЗт-J 'ив все ОХ,
p&ВILW О•. 3аа •••• ' AIUI нвхо-

n+:L ('Р'1'орого i~ 1 1<.~O)YM~Jt ::tO.
l'('40i д;: J(R.~l -м..т тоиыr.о ";f

01Ul1 'rOЧ:Eу CPiQll8ресеч.е05l.

§ 10Гп.2



А СОJtращеlUJе "ftl' 03ва'IAИ 'Е"С090 'lUUI8bwl от AJI- .
Гnи:ЙсJtJ1Jf.сдов "/Zt·~(:evvl'Sf.. l.n ~4 ~ ".

/t. .,~

1t]( Топ_ )(0,)(:1. ,- " )<IC~ -$sp"c'Kы. есшr ои- ие ле-
жат в ОДВОI tf К· .•.•••.,.0. ПJlOCltоств.·
Ca,tmЛ!lсоN. fi ВАз. мв.OJКeCTВOТОЧ8][Х f- R." ВИАа

J!. ~ 1: -t; Х,. ,ГА_ ",- Beaaв-cJlмы' все t· '> о и
' •• (. It

Т • 1./.,,,1 (ТОЧJtа )(. ото:кдеСТМSl8ТСSlс В8ltтором в ~ ).
ОЧJtВвида L!,;'/l( , '!/~ O~ ~-{,. r i .•,образуют ЗIМ'П-

ТЫI СJlМIЧIе" ~ • Jt8жд8Я Р - M8p~, Гp8Jlь хоторого
Bьtд.e11SleтcSlpaвeacTB8WII t,' •• -f. = ' .. =- t' . ""(, чис" • ..t.

t . 'l '''-1'''.- (;ваз. барgевтричес:а:.ми И:ООРД!ватами ТОЧJtJIХ z:. .:!-t. 1ft' •

а точка "'" :Е х•• -баРJlцевтром б • (.,. ,<.,.,

11. ПОDЗДРК • Ж-Омц-cJ.l.

1. "'''JI'R9M,ergrpt, •• в R.\.з. пересечeu:е
XOJl•••. oroucпa •••••.,.rwx ~тpaв:OТB. в случае.
.сп-: eTO."~"ц. ~ •••o. МUIDLМьиu ГJIПер--
JlJl.ос:ж.~ сО•••••••.•• мaor~:Пt ваз. несхше'. а•8е разм •••. oon...- IUDI.-.ot рaэwервостью WJlOrOгpaBBJIEA.
МвOI"OI'p8Y8ЦИ 'COC'I'ORI' JIЗ umерости ~ht м {отво-
CВТ811ЬJ1OB8C1JI8' JUlОСЕОСТИ)и из .края ?М •.
Jlюба. ТОЧК- tt ~ 7'&fM МО--Т быть ПРJIJISlтазв. UJI:I:2
МJfONЖ'Р8lUЦOt".Jf'1'ОГАаотреэОJt, соедкиSlЮЩJIЙточку X~,.,/
с а R.83. JND1Q8( то •• )( • Краl MBoгoгp81lВllJta со-

СТО.,. .э. грм", ~ --то Jfepeoe'l8IUI& МВОГОГР8JIИJfJtа
. с пnосхос~ II.·~ C1'~ от JtoтopoJt ов ле.•.•т. Две

, r-paв.a п.рее ••• Pwoa. uolSщ" l"P8JDr. .

aPAIIOOН •••• Jtо.8ЧИО8 об'WtдlUlеJIJI&выпyJtllых
МJfol'OГpaJlJfllJtoaа "ItO'l'OJI8W 'R I'L •

КОNПД-СОМ ваз. поаЗАР е ф-.1tС~ОВ8JlИЫМпраunь-
!JJII!f Paati •••• eм аа CDOlII8JtCM: пересечеи-е /U".fX. зам.-
_утых СlIМПЛеJtсоаест ••• х оБЩ811гравъ.. tlтам.риме

с.мплеЕQы: в&Э.8!рm'R.Н ••••.

ГЛАВА з. PL -ТЕОРИЯ-

о 1 .

"

..

.•.

Гп., а I 1

2. Еоа 1( -cOМJU[_C. то OJIредепJ['WМЙ .DI J(ОnИ:-

здр ваз. телок 1. • обозИ.ча.t'CSI IК I ,а I( -м.
ТVИ8JU"YD8П'" ПОIIXЭАР. /1</ • Ес .•• К•••• мй c.Мllnac
и:омплеJtса 1<. ивuетсSl ClDLПл••..еоМ XOКIUI.8xcat. • то

К ваз ••' .цgЩRМПП1СОМ1. • Говор'!" т••..•.•• ~O пара
/./< Тp1I8JIГ"naР"И JlAP" I l.lJ 11</ .•..Ве. XOМJIDJtcw
~ • t. таи:овы, ЧТОUЖAыl c.МJln8ltc К nежхт • ~M-

плехсе L • пр. ЗТОМ / К I ::'I t. I , то К .IIAa. Ц9'н..-
целеuеw /... n. . h"'/ Itз. Возьмем в R.. хомпn:ехе К ,а в R. \ ~ -
ТОЧЕУV • ДЛSlJt8ждого с.мплехса .,.. •• к ц"ст •• u'
~иwплеJ[.С И8ТS1J1у'1'ыIва ,,- • v • Тог» CDOUI_сы rr •
~'. v образуют 1tOМlin8XC•.. 06оаха •••••. ыа vl<. •

Этот ЕОМJIлеJtС(и пJOбоl ем" JIЭOморфabll)и-. 5I'YSQМ
кад /( •

~e~~:.. Пусть М :- выпухп.ыl- МJlOI"Oгp•••••.• 1(
триаигУЛИWIя его Ep.S1. ВOGьмем ВJlrrPJI М ТОЧJt"v и
расс.мотрим все СlIМJIлеJtСЫ,иаТSlJly'I'ыеиа ТOtВt,.. V •••
симпл8ttCW К • (Эта XOВCT~ ~08J.
Мы цоп"чам JtОмпneJt'c v 1(. ,- те •• м 81'bpUi о •.в--orc.
миогогр8.RJUl.Jt М. Тапм образом, .мпtJIМ'М&QГ9ГР'R-
вн явлиша тероы JtQV_A кац ка ХНАМ· (ом. t:J~1)

!~p~a~ Любоl ПОЛ'ЗАР имеет тр.аиг"п';[](U) • лю-
бые две его тр.ав:гУJ1S1ДП.W8J01 общее ПОАРЬ••••••• е.

Е-о!а2а!е!lь.9~' П"сть Р = l/1"1) • П;:;( -все по-

пупростраиства. опредеuющ-е все выпухпые iloQ[~PP_
ВИJ[' М{. Всевозwо-вые пересечеиц всех Пr:t • всех
R" \n." образуют разбиеи-е R." иА JtOJl.ечио. Ч-САОвы-

пуIu1ых wвогогравиИJ[ов Л~· • еще Еокечиое Ч-СllО JI.огра-
RJ[чеВВbl;Хчастей, которые lI8C не цтересуют. Пр. атом
ДВАN· МОГ"Тперес8J[4ТЬС51толЬJtО по общ•• граи- •."
Т8КИ~ образом, мы получав прав-льв.ое разб •••• е R. в.а
выпуклые МВОГОГР8JlRJ[ЕИ.Треб"емая ТРЖ8JlГpI5IJtISIР
строится теперь с поNoщь)О леммы, хоторЬ ПР1&II. ••• ется
к цocTpoeHRыM миогограиR8J[8М .в ПОР!lд.J[еВО3р4еТ8ИXSI

_ДЕ
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рАзwериости.
Попутио АоJtаэа.в.а ][ BTopaSl часть теоремы. т•.:. ес-

м .••ы·нач.в•.•• с CJlc'l"ew:ы[М.: ~ • состоищеl .з сиiolJIлеlt-
сов обеих триав.гУ1Ulпжl. то ыы получи •• ТРJIAJIГУЛSlIlИюР.
JtOTOpaSlБУАет СnyжI'I"ь подразделевием обеJlХ ][сходных
триаигуuo:L

4.. Непр.рк.ав:о. отображение f: /(..J) L ltоwплеJtСОВ
н.азыааеТC1l CJDUUDUUIaдЬJI.ЫW.есп.. ов.о п..нейво • отобра-

. --------
•• ет CJ[WIUl6Itcw 1< !! CIWПlI8I.СЫL, .•

!•.rнa~_.~~~OE""тe, что СJlWПUJUальвые отобра-

ж.JlИ9:1,,/ :К-+! совпадают, еспи !Cv) = 7(v} дця любой
верш][иы J(ОJ.QIлеJtса f( • При к:ах:ом.услови][ отображе-
_. вадаино& на вершинах продопжаетсSl до сиwnmщмь-
-ого отображен][SI?

СуиерпозIПI51 СIWПЛlШJlаnьныхотображен". оче вид-
,во. СIWllJIJIПJI81IЬВА.JI ••ы имеем lt4тегорJLЮ~ I.оwппеltсов
и СlOi(пп..ц..utЬВЫХотображений.

б- Ecпw отображение j: K~L iомплеltСО& сиwПl1llЦ][-
• UЫlO 11М -подразделев..е L • то существует TaJtO&

подразделевие N для 1< • что f симплид][апьво в 'I"p][-

AJlГyпstUJljlx N, М •
Ес.п. подразделево /( ,то можно сначала подраздепить

L ,а затеw еще раз /{ TaJt. чтобы.r осталось
СIIJ.4.ПJ1l[ПIаnьным.ДОltазательство оставпяетсS[ читатеlUO.

6•• Отображев..е f :P-.>Q попиэдров называется j? е-
QТображеииеW. есш[ ОВОС][Nлniщиальво в нехоторы..'t ТРИ-
aиryrolдlt5lх поп-эдров. ИЗ теорем n.п.3.5 вытеоет. что
сynерПОЗИl1J(S[р t - ото§RажеИJIЙ есть /1 е -отображени.
и мы иwеем х&тегорию :i:е ПОllJ[ЭДРОВи /1 ( -отобра-
жеJlIЙ. Заметим, что соотвеТСТ8Jlе К...., IК/ опредепяет
Ф:ru.тор / /: ~ -:> ']J е. •

7. -Изо"орфизм 8 Itатегории lY! называется /,с. -го-
W8ОКОРФIЗ••оw. Ясно, 'что поп..эдры 5J и с( гомеоморфны.
есо существуют изоморфные /8 смыс'ле к:атеГОРИI!

•• Отображение о. б: ...,5: ,где ~ и б':t ~][wппексы,М-.7':t...:. ~
••• во • если c,(l:.t.x.)::; :[1-' 4(У.' ,I'Jte 'С.; -барипен-

~ t t' 4. f7 (

\

ГА. • § 1

.J ••

.,

Гп.. 3 § 1

%/ ТР][uгуn.vДJl. k ж L для 9> и Q . Мы
ухаэыВаем. '1ТО :J> И ~ /le -гомеоморфны об OЗJfачеuем
P~Q. }

!tp~~e~.!•.Есп:к .f: qJ.., ~ р( -отображен.е JI го ••ео-

},(орфизw.. то f -~"-го ••еом.орфJlЭМ.
8. ЕсЛJI. 1/</:: I L I , то I.ownпeltow 1< ][ L Н4Эы-

В4J0TCSl!iонбжваторно ЭI!][вментнъчq. Из п.п .• 3 JI 5
спедует, что тогда ом ][меют изоморфиые подраэдеп8RJISl•
Мы пю:пем: 1< == L .

е. Нам прид.атся рассМа'l"рИвать тиже ][ бесltовеч- ,
ные к:оwпnеJtСы. Дадим поэто ••у бопее общи!). опредепеВJlSI.

.?~«:.A~~l!.e~ ПОIIJIЭДР-это тиое объедuеНJlе вы-

пук:лых многorрa.июr:ltOв, лежаЩlfХ в неЕОТОРОМ~It. что
Jtажда..я:его To~a имеет а I(.It OltpeCТHOCTb.пересеJtаюm.у-
юс-я лишь с ковеч.вым Ч][с.ко•• этих wвorOГpaJUlJlJtOB.

<iПf~е~~и!. _ Ko~exc - этопо- прежнему ПОЦЭДР,

прав_ltЬВо подрмдепеваЫI на с][wпnеJtсы. Ясв.о. что It4ж-
JtASlТОЧХакоwппеЕса имеет ок:рестность, перес8ltаюm.уюсSl
с ковечиыw ч..спо •• сJDttппехсов.

10. Все. что говорипось в этом пaparрафе, пер_о-
ОIlТСЯ в.а бесконе'IВые ltOMlUIeJtcwи ПОпIЭJq)Ы,3А .CJUlJO-
чен.и:ем двух мест: l/дожА3АТ8J1.ЬCТВОтеоремы п.З стаио-
аитсSl более спожныw /но ыы Jl8.Aeewc•• '1'1"0може •• ос-
тавить его ч][тателюl,

2J 1I0II5IТ1IеК8Н1Са Н8ПpID(еRJDttо·Jt .беоJtО' ••• ыw. I.ОМ-
ппеJtсаы. (Спожвость с З8.Д8.]t1r&N:· тomшor ••••

11. у,. ••••••••. ПOA1l&JqtI.OMIUUt,.. тог ••• то&.---.•- - .-..-.
к:о тогда, Itoгдa ОВ пожры'r' JtовечJIыы Чll.сао.•• ЗAWDlтrых
wиоrогра.ввnоа.

12. НеоГРAИJtI["оеПС40 пр.м.еро. бесJ:OJJ.'lJlblX
полиэдров дает оледyj)щаа теореыа.

ТР][Ч8СltJlеJ(ООРДJ[Ватыпроо.80ЛЬJlО. ,.оЧD J(':!i5.[f,'·Ч t!=o.
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Гn.З § 2

где /К/=: ~ 1( /L/:: Q-nюбые ТРJ[ангуroщ~ (jJ х- Q
для l:~ьtX Х .У чвпя.ются веРШJ[IUШJ[.

TeopeмaBы'I'eaeт .з своего чаCТ1l.OfIОспучая :
I ~KX/ ::::I<!.Kk, './', ее_. К, ...п.одразделеое К 1( из п.
2 • 1.3, 1.7•.

В уи:азаниом саучае ре -гомеоморфизы yCТAНaВ.JUIВA-
ется с. помощью ltpоeюutll J[З ох по pI!ЩIIУСАМаВ8ЗАы. .Од-
нак.о, САМа .прое:JtltIЯ lIе будет mейной JI8. ~excax I

Проек.ция ПJ)оеrrиь,. ,. lIе nи-
ИейВое отображmеI

/На ·р.с. сереДЦ4 /, ие перехо-
·1JJILT в oepeдny t /.Однако •.
С,J.Жен.е nPОИЦи:J( ИА вершIНЫ
{f< к. Х однозначио продоmкА-
eтCSl:tДО f1.{ ~омеоморфизиа
{Ak Х в е/С/( ~ • т.к. об-
раз ~ждого CJlwnпеЖса еКк х

пеж..т в иежОТОрОNСИМnЛ8Жсе.з t.kK Х . ,

4. Пусть 11' -вершина ~ом.ппехса К • ~ ~.W!frer:e
звезды 5iK &-- .Тогда ~ -верШИНА $" • Обозначим че-
рез t; (х) &pJ[nellТpJl:'1QC:JtyIOItоорд.ииа'l'y /I1.1.сноси/
точк. Х ~ 6" ОТВ4tЧlU)щуювершJiие )г • Фунх.lUIJI t-,,~(х) •
«tпредепеRltЫе дм всех CXWu'AexCOBс1' ~ StJ( (у) , согла-
conaв:ы НА гранях. ДAIO'I'фynuЮ f.t- (~) иа звезде, ко-
торую можно nPОДOllЖIть ну.ем вие иtе.
Тогда: а/ t.v задает СИWnnЩ.l1l1АЛЬНоеO"I'96pa-в:ие К а
CO,1.J; б/ ";"! (o,:1J.z::Sf.t.v-и с/ z: i~ 6fJ:: 1.. "
иIlыми словaw~ -t" 3АдА.ет /2 е -pgбvче еР'ПП!f на 1<•

5. Есл- cJlwlutехсы (f" • 6' ИN8JOТ'рaэwepRQC'N /'YL
и n. и распопожеиьt В R t '1'4][, ЧТО BWJI')"VIASI обопOЧJtA

$" fJ J есть 1" и6 (J о" , где '?" -OТEpьtТ1r~~CIWn:ЛН:С'рн-
мерности т .,.It .,.1. ,то отреза. coeдJl'" .,,зщие точх. 6"

с точх.ам- (}\ • могут ttepeceIATЬCJl mo..~i. _о общему кон-
Ц'1.Jсм.рис,,/. CDUlHXC " иазывается дsaиом 6 • l'
J[ o608нa'l&e'fCI' ~ * .r- • ИМе&ТСiIiICJlXптщи:аnьиое отобра-
)f[4Щи:е": 5'"-IfG' ., [O,i 1, ХО'!'оро&xa-дWЙ отрезок. coeAIНSlD-

щи:1 тоЧку (:; с точХоl t?' ,ltЖкеЬо-: отображает на t:о 1.].. J

..

..,

а.
lk/(~ •.•cl {/ С, {/ l .

Гл. 3 §§ 1 - 2

!e2P!~:.. Oт.к:pьrro& подw.вож.ес'!'во 2t .полиэдра р
ec'tb ПО1!I(ЭДР.•

_Д~!3~'t!~-т~~. ЛеГltо вцеть, что хаЖДA5l1.'ОЧХ.

2" ~eeт в 1> охрестность, с.остоящу:ю -э конечного
числа выпуlU1ЫХМROгогракипов. лежащиХ в 1I .• Ес1Ul
это П01фЫ'l'иеctf достато1Щ.О мепко, то I.Э него· ЫОЖЦО
выра'I'ь JlОКАЛЬJtоJtонеч,sое. 1( тогда все МRorOrpaHRJ[]Q[•
ВХОдЯщие~ отобр8Jшыe охреСТRОСТI(.Дадтr 'l'pебуеJilое
n охр ытиQ г; .-

~Л~д.~т!.! .• Orхр~тй-- J[одwиoжество Пе1lИЭдр4·· ИМ&-

ет триангуляnию .• IВыт&хаи из 'Гeopeм~ • .ка п..Э/ .•
§ 2. зв8зды. ЛИПJ[ J[ ДЖОЙJull.

3ве.зд.выe 1( баРl(цеНТРl(чеСJWА-додразц..еНISI
1. Пусть L -ко~..плеJtс и Х -.пОдW:ножест~оL .Зве-

~X В L lоООзUА'I&НIе: 5 f.L Х I называется об;:;:..
дмение тAJtЖX(oтк.pы<rыx!) СИИJ1ле~в 'Зе L.. • что ,,-ЛХJf-А.

в части •• ·~I( •••• ~illl.nAJ~~·. L... ,то_,6tiдJ{ , ;, __
есть·объедмеии& СIЫПпejсоз L .JDl8ЮЩJIX гp~ а К ..
Пусть (3 -cюmлек.с L. I~КРы'!'Ы!!I. •• ТО~IUI;,st.r,"7 CO~.,.

СТО.Т JIЗ сжмппех.сов 1.. ,JD&еюЩIХ 't) своеl rpa,въ..,.,·c.w-
~лежсьt ИЗ SfJ..6 /зawыицmя звездыl. не имеЮПUlе ОбпUrx
граней с tF образуют ,подltомплехt'" ~J( 6' / D.!1!L fi"B 1<.1
/см.рис.l. 2. Если Х -верШJ[НА К , то

st к х -есть ,конус над ~.tx
К 3. ,.;,T!o~e~a_/оБJtRВaРJllШ'I'-

НОСТJIлипка/ •• Пустьf:~ Q
/le -гомеоморфuм JI J)t :tt 1/ .
Тогда It:.kJ< ХI =. llk.L у{:

.•.
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§ 2

баgицентР.Ическоец дразд-т-вие

Гл. 3

производное подразделение

'11. Если L -подкомплекс /('. то пр. построении
производного подразделен.я J< можно пр()ПусJtAть/не цод-
разделять/ сим:nпексы L • 'Гогд& L будет ПG-преЖllеы:у
подкомплексоw получизшеГОСJi1цодразделениSl. которое
назыаетсяя пеОG.80МЫМ ' по.gразl&елениемВ OTH9C.!T!l1Ь=
по Lo. в частности, имеется бар.!цевтржческое под-
Р;зделение К ОТJlосительно L .

12.. Бариuентр.и'lеское подраэдепеиие облада ет сле-
ДУЮЩИМСВОЙСТВОМ.ЦОКа3ыватькоторое уы не будем.
ICM. [33 1 J •

.!!.o~e~a.•. Если К -ковечный комплекс, то для

х.аждо1"'О~ >0 сущеС1.'вует такое 11.. что диаметр каж.-
дого симплекса /l. -кратв.ого баРJШен.тричесltorо подраэ-
делен.!sr К меньше, .•

13. для бесконечных комплексов теорема B~Bep~
Однако, для них имеет место такое утверждение,:

.!~oь:.e~. Е~ли с: р~(о,о-з) -функци.\ilна беск.о-

подразделений над всеми симплексам. К в порядке убы-
вв.иия их ра.sмеJ.ИQCТИ.то лолученвое подраэД8J1ен.е
называется ПрОJlЗвоl!НЬU4и обозначается 1\'. ДJ1SlдВух
различных производных цодразделеИJIЙ /(:/. и I(~ ком-
плекса/( существует изоморфизм 1:<1. ~ k-z х'оторыЙ uж-
дый симцлекс 1<. отображает на себя •. Ес1l.Ив :качестве
центров звездных подразделений брать Ka~A раз центр
тяжести симпп&кс8., то К' называется баР.ЩШТD4ЧесIIW
подразделением J< / см.рис. /.

§ 2Гл. 3

Заметим. что6'1t J гомеоморфио прямому ПРOJlзведе-
кию (j)( J' х СО) 1.) так. что t есть
RpО8Кцияпрямого произведения.
~. Если х.омпле~ы К. н L рас-
Положены s R· так. что для
любой пары симплексов (5",~ ,
ГАе ~ с:К .11(р с l. оцределен

джоЙИ. то объеДJП!еии:е К • L и ДЖОЙНОВ(!i"/f J1 являет-
ся KOk.тп.eJtco)4,которое называется -ДЖОЙН9М/<. и' L •
об03ва1fA8ТСя /< *'L • Ясно, что полиэдр / К *" L / не
зависит 01' триангуляций Полиэдров /К I и I L / ~та-
ким образом можно определить джойн полиэдров. Напри-
мер, zг ~!p::: 'l.I~y:>,где 'V" -точка, есть конус НАДу:> ~
вершив.оЙ 1/ • Имеется СИМПЛИЦИA1Iьноеотображеиие
t.'KojfL ->Го, 11 • причеw /<=C.t.(O), L = t-~{f) и
I/{ )(.1./ VКJ\/L/ 8С'!'Ъпрямое проиэведение {D} :f) на
Р = J! - -1 ( '/,z) •. Этот цоп-эдр Р. как легко видеть,
гом""оморфев /()( 1. • ~

7. /{ II L :::..1. *К и 1< *'L)!f-M= Rj(.(LK~1.если
все чnены опреДUeJIЫо. Напри:мер , каждый замкнутый
симплехс ~ь дж.oIн саоих вершив.'

8•. jSlk,5/.=б-lfJ.fkкf:JJ ) где 6' -симплекс комплек-
са К. EcJIВ в К ЗАМенить Stk б- иа 1/-* '0(5 *(';f;где
V - точ...а () J то попучевиое подразделение 1< будет
называться 'j!B93SHЬU4с центром в 1.,- • При других вы-
борах ТОЧК. 2". в 6" Цолучы>тся изоморфные подразде-
пении и имеются изоморфиЗМьt ТОЖд'&ственныевне Stl(~.
Есях К с L, то звездное подразделение К продолжает-
ся до звездного под,р.азделевжи L • а зsеЗдИое подраз-
де.пenе L ИJtдуциJ1'1eтзвездиое подразделение /( •

Во.Теорем&. ' Если 1( и L -две триaнrУ1l.llnИI одно-- - - ..•....•.•
го • того же .Полиэдра, '1'0 с,щее~м их общее подраз-
деление. Поп:}"'Iа.ю~ .)Ut К поещщоаатепьиос-
~, ""'~:A: подраздепев..Й.Э't'o читатель дохажe'r саы.
ГЬJтЭДQ'Т:Р:уlQt8e АО&&3М'I»tЧ1'о 3 ПОДР8зде.n:еНие.цопуч:вю-
щееся:it -э J( • ж 113' ЭВ83lШ.JoUdJ[ подра.эделеЦММ,и -(34] а

1О; Если RpОJlЗВ~JI п"ОСледомтео'4ВОС1:"Ьзвездных
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г•• з § § 2,. 3
• '7 - " .,., .0. '_ ~ .•

, l1erцre~ ifAqaJtp~P.! ~ суЩеотв"ет тр~анГi1ЩЩ.Як.liQЛИ-
fta.pa-P Т~~Q,да~И'Р 'dQOrO СJiмJ1Лех:аа. б- ~em.me.
'[e.м'~ёп I,(x}": •.. .-..»', '

Il .. ',' , "'/ '
' '.,,' ОХАаатетастВ()., П1С~ 1'\ •..Тр][~,.пя:W Р •

..Пр,~O'r-';':.y.;.;"~~ ..б,;.,Аааеuе х:оаечJПilХ
~0ЧПд1J:~ K.~y К,, • <f1oт.e"~b'~pe~9! п.l2.ltо _

-С.9, ~4ocra'1'~~Q ~~e JlО"'ЗД, enolpte/( с .• и распро _
:С~.~~И4'~,: К /п.~. 3г.:.rемб1Д&М поЩ)аадв-

rur:т.- ~JJ·-#~lJ1·Q4tpJЩ~~~. 'додраздепEUUlJl Л".l
O'!'llOC~ I(:t.. ",~~~ T.Jb,

• ,'6,8. ",'p~,'J.мвогообразиSl

i~.Зawжllr~ЫI -Лехс A~ его грапВ..аl:17-.tпрос- ~:
тее.е ХОt.CШехсы-Легхопож.азать, qтoZ'п~L1Jf ./~&-
мер" С поwощ....о .1Iд~lI0 pa:awepHOCTJI.• испопьз"а~_
вари~твост. nпц, п-t.l1/. Еcn. Х ;:J" IUIJ{ KE:L~TO, К
aaablВAe'f'C~'co6т'awrc'1'~O ltоwбинаТОQ1l08 :7 -меuой
ИО: п ...gФeр9L .,' Т.АО хоwбхнаторной п -кпетжи В4зы-
Baerctl ... '. n<.'~., а сферы - /l~II'-CФерой.

: !!-р~~ .. Ку'б r~c {X€-l~"; /х,у -S1. iSlВЛЯ8ТСJI(1t-
Jtn.eTltol,~А его У;'рав.1U1' 1'< - ( " - ~) -сферой.

2. Дао.а "О /l (-UfJ'iI!JtЖ. с /1.:' -сферой ИJIJ[с /lt-vиrr-
Х~.I 8С'!'Ъ св:ова /'t ~n.8ТJU1, а ДжоlВ двух- p-t -сфер-/,t-
офера. ",'
/Например,' r 1.:: ,[D~!D, z~= г-:I*Z "=2. ~X~l~ т.д.1

. "" з. Еспи h.:z:л-,__Zh..,р(~.е.орфаам, то он ~'
" ПРОАолиаетсJl 110pauycaw 40, р< ~ом:еOWОРфl1:зиа d •
.IГ~AE •• аааn.ог этого ТРI8I!(мьиоrо • ir< - опучае фaJtта
. )lевереа~,. в это:м n.еЖJIт-gI •••U оуществеввого раёхож-

A6КJIJI ,между обеюа Т....м.I.. " , -
4. ~cт1 /1f - ("? ,:,:l) ~8Т'lt8.. 2> - n.e~T а гр4RИ-

'JЖеf1l -п- -Епвтж... .,'~~ ТВ, ЧТОi~{ - /1(-(,,-4-
.• ~," ТО U>боt. р! .-rОwеоморф-эw Л: f)~ ~ Х"'-'
;,->,.-род.OUUt8'I'CJIA~ "f'l' -rowеоморф-3ма h ..~ -> Z"-~Jtlo,ll
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§ з

Э'1'О ClI:eAyeTS;' п.з: сll4чiЩA мы 'nРО4~:)ДЖ.а~,? на
ре -ХД8ТКУ ?Е \ ,. ПОТОК на /I( ~n'~тt:г ~'O , '

, ,5. l3:'щ. О, 11:0.z-/'7l_ It -!t.IIeTJtК.• 2,a~~::~gf'~~~' ,
то fl;!.V~.t..eOT": /1~- J1 - сфе~А. ЕоШl: &, .~ ~,c:~~~2)~~:f
есть f!. -:- (Jt-L) -In'етж..а и С; 15•.,2/ ~J?( -('!f.'-L) -.uе'Qtи.
(',::::'i, ~ ,то" 2.,v~-{'t(-" --цетц,., '," .:..

, "6~ ре'_ /'1. .-.мRогообраэ.ем М fщщ~ по.п..эlW,
,,)tЦщAQ тоЧlt4 lt~TOP~Д-OJD4e.eт ЗАМЮLутуюa.:~9~'te ~оw~м:орФн?, 411 .• ' >, , "'~,,'

" ·l1р. этом гомеоwорфв:зме TO~ мож.М-nерelD 'а
.,. "",' :J",t дl1 " JIJIJ[В 7LJ п • Тогда JIIIВJtBepтila.ы а

{~:iJmБОI трж,аагт~, М "ТlДой же / Щi теореы. o~· .Н-
\;~,,,.риаНт.ос~ ШOIXа,.ц.1.j.l/. Jt4lt И nи:нx аерJП][)tbl~ы-
k~JЦrбо'триаигу1lSЩJlJfL1~. Но lIИВU вер~n.еЖАПUlХ JUi
. '4 Д ftSlВnЯюТся комбиваторными (17 - J') ~l1e'l'Жa.wж.
~ ztn:u: вершИJJ JlЗ 7rtf Li'l - (~-')-сфеpaNJ[.
~ '7-1 ~1:17"~ Iп.J/ •
GлеАО.ааТem.J!O.-1'ОЧJtИ1"-/ 4eJ1SlТСЯНа два ltпасоа:

.7 .•кр;..еы·?М ,.,(-~ -многообразия М Н4З:ывает-

"',,<:.а' h.од.nоп..эдр'~А-IJ/ состояIЦ.d: JI3 точек )< ,для которых
.~~'I:.yeт, 1'цOt f1 е -I'омеоморф.зlol h•.•з8МltнутоА ОК-

",;1f:&OТRQ<rt. V (х) иа ...1" • что А 6(J~'dt1• В TA1tO),(01lУ-
.,~Ч,л.nх в любой ТРJIавгу1IЯlUlИл,i/. в .которой х
.~8'J;';:'Я верmи:вой.• будет комби:ваторв:ой клетJtоl.
. " 8. Внутренность :;"тм СОС'l'ожтIIЗ остаllЪ8ЫХ

,С "точех М •ЦАЯ КОТорых 1IJIНJtowслужит /1~ _ ("Jt-L) -сфера •
9. Яов:о~ что 'O~/"'.в: 7 •••1' /';/" сами явn.яются p-t-

мвЩ'()образиSlМИбез краев. ках: 11В гл. 1, еоп.. ~ lЧ=л •
то связное многообраз.е М .в:аэывается ;,а•••9ЩYIЫV •. ес-
ли: ОJlОК01olПaItТНО,И:. открытыМ, ес1lИ.ОНО,неХоМПцТi10•.

10. КQ}~БJ[МТОI!IМ", д- ~м:вог!U'~аЗllем В8.зывaercSl'
koмnпeltc К ,Ten,o жоторогр~"есть Л:<~НOI"ооБРaзJIе,

ltllеТltОА,рдВA1tQ, при ЭТОJ4ыы воcnопъзуемся- утвержде-
HJIeм этого ,пун!С'I'а..
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или, эквивалентно, лиик любой вершины К есть либо
комБВНАТОРIl8Я (II-L) -сфеРА, либо комбинаторная (11-1)~
~леТ:ка. Из теоремы об инварИантвости ливка BbI'reKaeT,

что любое подразделение К будет комбинаторным много-
образивы.

1~ • Заметим, что из определения прямо не вытеКА-
ет, Ч1'0 ПОЛJlэдрго),{еоморфный кубу и ЯВI1ЯЮЩИЙСЯ/7Е-мно-

.i'ообраз..:еw: SIмяется I'е -клеТКОЙАЭто доказано при h~ 4
f J" з 1] ~является одн..м из крупнейших достижений
последнего даадllатилети~ Этот вопрос является частным
СЛУЧАемТU называемой ' осноВной гипотезы'
/ Нс1ир f ,1"#. Т,., Ц f ип# J утвер жд.ающеЙ, что есм поЛJIЭД-
ры гомео:морфны, то они /7.( -гомеоморфны. В общем ви-
де гипотеЗА невериа J см.гл.6/. Подробнее о случае /1(-
-многообразий мы скажем в следующей главе.

Отм-етиц" также, что до сих пор неизвеСТ1IО, будет
ли ПО11Иэдр,являющийся топологическим многообразием,
j7~ -многообразием. Читатель без труда докажет, ЧТО
это так для тpexMepllblX ыв.огообразий , но если ОН попы-
Тае'1'СЯдокаэыватьэТо утверждение индукцией по размер-
ности. то уже в следующей размерности он встретится с
гипотезой Пуewкар.е.

§ 4. Тэ.орем.а. о р( -воротнике края и
теорема Ньюмена

1. !e~p~M! (о I'! ·~вop·oTВJ(Кe). Если /\)"'- /7t.MHO'I'0-
образие с краем, то 1.~мхнутая окрестность '2t 1!:D3Я,

гомеО,iОРФИЗЯ '"JM ~ [С; 1:1. -
.flс:к~з~т!~!в~ ", Выберем триаигушщпю ! миого-

обрs::\ня М И обоЗltaЧИ:М'эr в:пдуц.ароz,f1ННЕ-2-]'Р"НН5гупяuю
1tрая. Если 1/ ~ерпurН8 7JT:..l. ТО f:Jt,-=Sfrт- >I 2J~::, 5:t1,.-
~ ?е -клетки,' $;'<:~~v и *d:Дг'2Jt;,:; &z ',,- тnже ес';'

J1; - клетка. Из п.З.4 -.::лед;rет, ч'rо сущеС';ВУ'ет /11' -ro-we.o-
..юМ·.зм hv" ~,,_ -'> ]"-<t }r [0,./7. при У.отором

y~ z-~-f. (Z;' ).;: х О _ Пусть Ц::...-[I () (';)M}r[-~оJ.Г1J.еv .
/ .. ~iч -о' ......•';JJf\-1 с i'Ч -тождественный' гоыеомоpфJ(.:sм.

-М_ ре -многообразие. т.к. j1t -гомео)'{орФв:зм ,4,... оче-
B.!ДHЫ~ образом продолжается до j7~ -гомеоморфиэма
04•.. :19у = 7Jvu.. (.f!):r)t [-f,tJ]) -> ["-'-,lfl-i,.!.] =I".
Таким "образом, можно считать. что для каждой верши-
ны 'v фиl'сировано J1.t -разложение кле'I'КИ~' в прямое
произведение ~~ 1f [-(, .1 J • Пусть l iv- J - /7( -р.аэ-
биение 1. построенное дЛй 'ОТ так. как в п. 2.4. для
каждоА,>верши!!.ы z,~ f? 'dТ опреде11ИМ/' е .-гомеоморфllзм
У•..клетки }!)tr в себя, задав его на каждом отрезк$

.-Х'.•.. с -i. , Э, (' f.'- ~v условийми: отрезок Х к l-l,tJ111ЗО-
метрично отображается иа отрезок Х 1f l-i.+ tt-.(X),t,_6'~ а
отрезок Х J( (0,11 линейно сжимается а отрезок j,-x к -

.r (tv (K)~ JJ. Читатель проверит, что благодаря тому,
что функция Clг имеет специаЛЬfiЫЙвид, ,/у - ,,~-oтo-
бражение,которое, очевидно, аз. однозначно и, кроме то-
1"0, 1f" тождественно H~ (с $;' х [-/,11 )lIl.f{.--L/.ПОЭТОМf

"f IТ' можно продолжить на ,Nr тождественно вне ~: А

• К [-1.1.1,..,: Композипия всех 'f- •../I'f-гомеоморфно ото-
бражает /"1 на М , откуда вытекает теорема о
воротнике, ,т.к. 'оМ имеет воротник по построенJIJO.
(Брать композицию 'У'•. в любом ПОРЯдКеможно ДrUI коы-
пактного '4 N , когда их конечное число. Слvчай иеко:м-
пактного 'd/t;f требует некоторой осторожиост~, но :мы
оставляем его чнтателю.). ,., 1,

2. !е.,?р.=м_а_H_ь~м.=H!(о клетке). :{; С' 5 -,hl-а- клетка,
. - 11 •

лежащая B(le.. - п. -сфере, то S"\:i)"-=2r -такжеj7(
- • -клетка. _

~о~а~а,::~л~ст_в~ ид.ет индукцией по размерности h. •

Если 17::; О ,теорема тривиальна. Пу: ь она верна
для h-.f Тог да 21..( есть j7( - 'l _о; r ~·ообразие. Дей-
ствительно, если v- - вершина ТрнаИi;;,(,иции S'l. ле-
жащая на (1 E't ,то G.k21--=еks" •...\~.v.Но e1t:sll*'

e~TЬ /7~-(I\-~/ -сфера. lk~~" - J1(-<"-~)-J[i1еТКаи,
по индуктивному предположению, .{k J!/I t" -клетк8... Сог-
ласно теереме о /,f -воротнике. для L ЭS,! .::''a~~ . в 2;; 3
BOpOTi:IiK2(, поэтому 3 такой /'1/_ гомеоморфизм,

Гл. 3 §1I3-4
Гл. 3 § 4
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а§ 4 - 5

ЭАемектарио.
CTsa'.UJ1J18

Гл•. 3

элементарное
Itом6в.ваторное

ствгивв.в..е

2~ Е.сnи f'c Р - /'~ - /l-Ueтlt8. G>tJ~Ю иВ rn·en\ п~ iiln ., 1:1, •••
L· IO'..t =QD, =~.г''> Ю=~.с'. ~~# 5~ - Ch-L)-

4Шетхи. (см .•р_с.), то отбрасывaRJI.&.е> , ~ ~ =: 7"t f) V.741.8,t
от..Р н8.3. элем евтарв ик .сато,"',ы р •

Есп-. в частности, ~ есть .,( , I'Ae 01 ~м-
плекс триаигумпии .R JI .eol=~ -его грань; то тахое
ствгивавие наз. эпемеВIORНIIIНJcwQlважsрвмм СТartlМ,,-

ем (см.рис .•).

г) Есnи ~/' с ft-l"/ff-:жлетlt8 в. ЭS~ /1~M
есть p~ -(,,-~)-клетltа, то JИ \~~ .пt'-гоыеоморфво /ч.
(Вытекает из в), 8 из п.з б) .• -

§ 5. Комбинаторное ств.гиваuе

1. МЫ хотим мйти aвanoг теоремы о трубчатой
окрестности гnaдltOГO ПОl1.многообраэИJl(rn.2.n.5.5).J МЫ
дадим в следующем пара.графе первое решевве ЭТol .эадв.-
'01, годное AlUl любого подкомnпеltса /1~-МRОГообр4Э11S1..
Yto-чвеlUlSl дnв СЛУЧ8JI,ni'-ПОдМноr-ообрв.эd будyr дuы
псэже. В этом парв.графе подготааnв.ваетсSl .у-им 'l'ex.•.
нИItIl.

Г~ 3 6· 4
t.. _~" - {J J V?J'~ JI 1/ А It.11 ,.и -~ L1 гдеи ~таид.артвыА замк:нутый, ''}. ~ "CJUoШ4ежс,что It (~" ;: А It L LJ - концентрическd сим-

nлекс.Пу,рть А сим.пл.цll8,ll8В относительно триангуляцийт дц 3"и 'l'" AlUl L11t., а h (elJ =rJ'1. , где CI и с1'
h. _ ОJDofJUl8ltсытрuвг,-лЯIUlЙ Т и?- ,лежаlПИе с

З8Jo(Ь11ttiКJ[8N.аиутр. f!; ~ А • По радиусам (о учетом
зawечaIUIЯ IIЭ п.2.S) устаиавпивается r ( -гом:еоморфизм
': д ...•~ тождественныl на l!L1 •. T8.Jtol, что 'i' (A)=I.".Тогда л-t• '1.1c есть "е -гомеоморфизм: .$ на себй,
тьждественныl на ~ ~ .• перевОАЯlПИЙ!i> на d • Но
к. читатель легltО доltliЖет, ДQIlOJIИеllИ8It k -cllМIU1elt- .;
су nюбоl три.авгI.ЛЙnИв. 5" есть j1l_ п ~летltIi.
Значат •• Sn \ 91( есть ре -" - JtЛетка.•

з. CneДCTВIlSI.• aI Есnи М - f1.e - h -многообразие
.... - •.. ---

с Itp.aew, .•еж.aпtее в 7"f/ll' , где т8Itже N- j7t.MBoro-
абрше, то ~. еоть j1e -ыиогообразие, Itрай которого
сОАерЖJIТItраl М .• (Это по существу доказано в вачаllJ
п..21).. .ас.•• fl е - (,,-~)_многообразие /14 лежит внутри
/,f_. -I'l- _ мв;Orообразии IV • то неиэВ8СТИО. оБВЭ8.теnьно
lUI .aa)(J'.a'-ВJl КON.ПонентN \М (СЧИТА51,что .NI рвэбиваетА')
БУI1"1Т ре ~JtOl''ОО'РАЗ.uм •• Это -одна из форм "'поnиэд-
рап:ьаоl ГlUIотезы Ще.ифllllс.а'.

61 .Более оf)щим образом, есМ 9~'N
. есть f( - (" -iJ .':ц:еДмногообраэв.е края 1\1, то #\ М
_/ll-h. ..••••orооБР.ё... ,,_i .

. 4,. ~~~~.II!- а) Ес,яи .2)1 - rz~-(1I-4-клетltli,

!f)/,!- -,. ._~ •.~~с 'tЭ$ , тоЗ 1'1 -гомеоморфизм''Н Е; -11" т-. ч'1"О j, ~~ =LJ"·~.где ~",f -грв.вь LI" •
. . ,' ."..... б) ЕсЛ- .е~ и 5!J.: - p~ - /? - кneT-

1tИ.• ~ ::<;Sl?i.t'1.t>..t =;>~~Л ~S.t есть /'~ - с" -~}-JtЛеТltа. то ~
Sl)" и$t - ре- JtЛетu.

, -в) Есnи ft/ - /,l-n- мвогообра-
не. и /1( _ 11. ~еТJta 15 такова, что М n.f) = ~M и~~
ecirb _pl :...(11-41 ~еТка, то #141/~ l"-гомеоморфВ'о М.
(Зытuaeт из' б) и из теоремы о воротнПе).



то последовательность элементарных стягиваннй можно
выбретщ>:T~" чтобы их размерность не возрастала.

е) Ес,пиl( Jtомб.иаторно стягиваем, 'то К комбииа-
ТОРНОст-гизаем к любой своей вершине. (Если размер-
ность ct-гIL88.ИИЯбольше 1, то все вершины сохраняютсч •
Цоиому е) .выеж.аетT и.з предыдущего сгедствия и г).

ж) Любое связное fl -мерное комбинаторное миого-
образи.$ C.JEpaeM .а:О),(БIDlaТОРНОстягивв.,-т<-~~на некО'1'ОРЫЙ

(п- iJ ...."..J>I.. поnомnлекс •.
з) ~.5I ТРИSЕ,'УЛЯЦИ.51двумериого оимплекса комби-

нв.торио C'I"-гивае~в.. (Следует из г) и .Н. N
и~пр)ую триангуляцию К ПО_Эll.P&рс R. можио

ПРОДОЛЖlLтьдо такой трив.нгуl1.5llU1.ИL DOВ8ap" Р3l1~С"Л,v."
•• .#

3. Ее .'1иРе fi и Р остае~ся от Q в рез)'льтате
последовательности ПОl1Иэдральныхстягиваний, то DОВОрЯТ,
что Q погиэдрально стягивается на Р и пишут Q\a Р.
Ес11И К, L -триангуляция пары Q,Р , и в этой триангу-
ляции стягивания комбинаторны, то говорят, что)( комби-
наторяо стягивается на L • Если 1< комбинаторно стя-
гивае'i'СЯ к вершине. тоКназ. комбинаторно стягиваемым,

4. В качестве _У~Р~Ж!lе!и.!_читатель докажет:

а; Любой конус vК(п.l.3) комбинаторно СТЯr.'ивает-
ся Hd. любой свой ПОдКонусv K~ • в частн. v 1< комбина-
торно стягиваеМi

б) Если К\- L. и ~ \.t'1, то /(':JHi если 1<\ L и .л../
не пересекает К\ L ,то 1< u1'1 ~ L V М

в) Если К J. L 11 .КJб L -звездное подразделение
К 1.. то 6"К 'w 5' L~

г) Любой одномерный стягиваемый комплекс комби-
ВАторно стягиваем на любую свою' вершину.

д) Два последовательных &лементарных комбинатор-
ных стягивания можно переставить. т.е. проделать АХ в
другом ПОРЯдКе,если размерность первого меньше раз-
мерности второго. (Следует из б).

Следстм.е. Если k. комбинаторно стягивается на L,..•.- - - - -

Гл. 3 . § 5

,
..у.

!

"

. .
•..

.•

Гл. 3 • 5
(мы отождествляем Р и p~ О ).
что L комьинаторно СТQГиваетс.51на /( и боп.ее оБПUOl
образом на К /.}М Jt [О,') ,где М - ПОАЖQJoШJI8ItсК •

в качестве L можно взять стаид.артвJ1O '1"p.в.JIГУЛА-
цию примого произведения на оТреэок.:есп- q/l Ji'f!з.# _••
• • ',2 tl", -вершины К ,то вepDlJUla.••• ~ СllужАТ
точки а,.", 1[1, l:: 01 f . , а на набор ирПlJUl
a,',t x[f~J:J"'~ CI,sX{lsI, где {~~l-".t.~ •.• fc~.~·=ОJ'l •
натянут снмплекс триангуляции L ~ ~/~~., .при./ </'
и ~,'. ,., J~' лежат внекотором симплeIсе К •~, s ' .

_Y~p~~!~-:: Нарисуйте стаидартнJ10 трllаигуmrmuo
призмы 4~~ с(),.t J' •

5. ~т!е~ЖЕе.!и=._ Если Ре Q иQ поп-эдр8llЪИО

стягивается· на р , тоlтриавгУЛЯЦИJlL,I< пары"~ Р
так, что L комбинаторно стягиваетси на 1( •

Доказательство.
- - - - - - - - Если Р получаетс. из Q с ПО-

мощью одного элементарного стягиваии.5l, то исно, что
Q := р U (RJ4, х СО, J1), 1'де клетка Ю~=i5' л Р, а g -та
из отбрасываемых открытых клеток, к:отрраи имеет БOllЪ-
шую размерность. Пусть К t -произвопъваи триангуля-
ЦИя Р. Заменяя ее, если нужно, ка 1(oд.TP~.
получающуюся из 1<, последовательностью зв8зщIых
подразделений, будем считать, что.0~ -ПОд1[ОМJlllек:с

K.J.. В силу и) нз п.4, ТJ;:tангуляпи.51/( npод:omк.aетcsa
до' такой триангуляции L.( полиэдра.Рl/.t(i!)~1( Co,~7) ,
что I..L ~ k4 • Т.к. Q=Pи(.tiL.KlO,.L.~) • то QИЫ8-

ет триангуляцию L ,изоморфную подтриа.пгуllSlJUU[L
триангуляции LI ,причем L..t. получ:аетсS! и3 L.~ t
последоватепьвостьЮ звездных подразделений (п.2.9>.иэ
в) п.4 следует , что . Q с трваигУЛЯn'1!1~Йl. JtомбllJl4ТОР-
но стягивается H~ JO

Для общего случаJl мы повторяеы зто рассуждение
столько раз, сколько элементарных стиr• .вaивJt входит
в данное стягиванис.

6. Не любаи трив.нгуляцп LlIz ПР. Л ~ , Jtowб-в 1-

торно стягиваема и ДЛЯлюбогоk .. 1rPиеигpIJQUUI LJ '1
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ЖО'l'Opые.е cт.aJIO_'rCJ[ Jtомб-ваторво 'Стяг_ваемыЫJI пос-
•. k -Iq)М'IIoro барI.еИТР.l(есJtоrо подраадепеПJ[.м.. Пр8веАем пр-Мер JtомБJПIAторвовестигвваемого
JIO,DЭIQNl.на -JtоторblЙ МО-ВО CTIiIBYT~2:РехмеРВЫIЕiб.

-. _~'!!.. fКo.-цaJt JIIута'. r 381 т: Ов ПОЛУl(а~ТСIiI

0'J'01Q(8СТВII8В88Мтрех C'l'OpO. треугопЫllоса орвевтllpОвав-
IПIXтак. Jt8Ii на pacJВIt' Изображено T8It1Кeвn()жеи..е
JtOIll(8'" а R3 .- Ч-татеm. I18ГJtOпостро-т ПОD8JIII'"'blIое
C"ftII"II--. ж,&а. COA.p•.••• ero I[C)IpIМ". на вero.

. 116. регуIlяpвыe 0JtP8CTBOCтa

1. ПОJU[ОМП••••С К полов в L • еспв вэ TOrO.I(ТO
верш-ы CIIIOQI8C4O~ L пежат в/(, спедует. I(TO
в~К • ЧllтaтeIIЬ провервт. I(ТO.пюбой под1tомnпеl[С

стаиО-ТСJ[ аOllllЫМпосле пер8ХОJUlJt провэводвому под-
р_в--"', т.е. JUUImoбoй пары L~K.К' попов в ['
(CII. 11.2.10): '

2. ПJ'C'I'Ь.J( ПOllOвв l •Тогда moбой cJDOUI8ItC
4s'" € 54Kecrь JPI08в "ар своах гравей: б =::t?$k '* б-L ,г"е

.
I~.f).К .•• б-~ 118••••еет вершив, в/<. Т8JtИм обра-L"-_ отображеВhе t(F:'" -СО, :11 .1t01'О-

рое 11'••••••• C'qIeaa&. СО8А1ШIiIIOIIUIЙ"к с 6"~ • .пввelво
0'I'0бpe...-r _ с о. ~7 (cu.n.2.5). ОтображеВВlil ~tТ COГII8-
со•••••••• реэRМS CIOOIJl8treOB 6' ~ St-L 1<. в поэтому
OНPМe:rSUI'au-·.· ••••.• oe отображенве SfL К в 1Ь, .17.

__-ТОРО& ••••••• ~ ТО1lЩественноI е"вввцеl до

Г•• 8 § 5 - 6

.,

гл. з 118

СВмдllИпвanьиого отображеgи t :L-lo,!/.1 .вP~8М
-Х::: f:Чо) в t -L (J.J= L \ S-tL /( • Кв в а .в.2~6-,
(5t( К) \ К есть прSIWоепроазвеД81lJ[е веJtоторoroп0d8А-
ра, например. попвэдра С4

( I./~) - (OJ:l J. 1IJ81(~ t
есть прое1titИ.Япрямorо провэ~дeJIIUI. Т.о. ~foLIi ,к ВО_-

кРыто Jlедрерыввым семейством О'1'рeзJtОв,C08JUI_JIII."X: '-
т()чd 9=-l S+ L k с TOI(Jt8UВК В nepeceJ[8IDIIIID(.CS ТOaJr.

ко в КОНП8Х,.
.з. 9П'реЕе!~II!&:. PerYJl8J)Bol оРеспОСТIrJO ]108 ••••.

ре HJz. где н_ре -uиогообразае, -Э~ ЗIUQDI1"I'U --

рествостЬ:. которь $lвmteтcJl р! - мвогсюБР.8Эll8Мс JqNa-
ем в которая попаэдрапьво CTIilГBвaeтc. ка .Р • H~.
звездА вершJUlЫrooбоl тpвaвгylISUUIIII'~~оrooбpaэaJl
явnяетСIiI регупярной ожрествостыо -этой вер--ы.

_ ~e'!.8!.!. _ Q \j14nюбaJI регупярJIU OaP8CТIIOC'I'Ia((

есть регупкрваlil ОJtРестность.r -.
Теорема (О регуllIiIP-ОЙOItpecтBOCT.д••Уab'Dtaа) ••-- - --- .EClJJIпопвэдрРпежвт в ре -ывorообра ••••. /У • ТCn _
1) Для moбой триaвrуляJUUI Т мвоrooбр&'UJI Н

StT" Р ( где т" -второе про-зво_ое П()Jф8в••••••.
'l'рвавгуШШIUI. 1', см. п.•2.1 О). SUЩIil8ТСJIpeг7JU1)U1o, 01[-
рес'l'востью l' в t1 •

2) Еспв 'Ц.!. в fЦ 2. -две peryJUlPBыe 0ж.ресТ-0C'IS1'
в МТО Э ре -гомеоморфвзм h.."' Ц ...•~ т...-I(ТO/;/р
_ тожд~во. npxq. В cnyqae ~, ~ c:J"f/'f его JIICDШО
рвспроСтраивт~ до fl е. -гомеоморфll3М8 Н·· - себsrO'l

Ниже мы 'сФСрмупвруем два ВАЖНЫХАобавпеВJ151Jt
теореме (см~п.n.•6 в 8••_1t). а сейll8C ys:aж8М CJlеАСТвме.
жоторое будет и.сдОпьзоваво в пропессе 8IUQX~oro
д..ОIC8З8тепьства. - .

4. Сп':,.Д<?-ТI!.И'::Есц F дежат в ре -uвorooбpa:wa
М ",p~ еж , то per-у~РВ8lil QltPecт.вocть Р .в М ~
ре ~еТ1tа.. Действительно, S~tt,tНJ:eo.тr. Р8"7JUф- OJ(.-
рестность _Ci -в- М • есть I'~ ~~ -

5. ДОJtазатепьство теоремы. 1) Мы '"QItAU[- 'IJ'D8

более оёцёёirаерждеiurё:-eёЩr Пара L;K ~yeт
• 8 •

•• 'lpJ6s' JiOPCJJta
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§ 6гл. 3

вид-но, что St т" L f1 S~"v coВlU1пaeTс звездой относа-
тепьно 'о (5t.,,, [) Kowmexca А = &; SZв" v \ St а' tJ' .'

Но проекция из V устанавпавает
j1( - гомеоморфизм (с учетом
замечання из п. 2.•3) А с д<:t\Ci"\
т.е. А есть fJt -lU1етка и
тем самым поnиэдрапьно СТ5IГи-
ваем&.

Тогда по индуктивному пред.положению и из спедствия
п.6.4 S./. А

,;.?StT,,1. есть /l<--t,,-L) -клетх&.
OCT~, сравввть две окрестаоста .st7" Р а

51 7,,,Р.где т и ~ - различные триангУЛSluии М .•
Можно считать, что т: -подразделение Т' (см.п .•l.3).
СОГЩiсноn.2.10, безразлично, гд-е брать центры дns по ~

сrроеиия т" и Т/ • Для симплексов из (5'('7' Р) ,р
будем брать их на t-~( L} , гд-е f ,·r-аrD,J1 -симпли-
uиальное отображение из п.2). а ~ > о настолько мало
что f. -!. ( Ч [) не сод-ержит верш.:ш трвввгулSllUlИ 7:'1') ,.Для симплексов из , S t Т/ Р \ Р будем брать ах также
на t-~(.t) '. что возможно, т.к. t-.t. (,1.) пересекает
каждый такой симплекс. согласно выбору G: • Тогд.а
St т' р' просто состоит :из тех же точек, что и 5t р., ," .•~
, Дока~ательство сушествоВ8Н11J1р! -гомеоморфвзма

/'1.: 'Цt ....•Ц'z закончено. Анализируя каждый шаг доказа-'
тельства. читатель проверит, что в сп;учае, когда
1.,1. , 'ltl. <' Уп.tлl'1. } прод-олжение h д-о ре ~Омео-
морфизма ,-, на себя. '

6. У CJUlИм теорему в случае ),{JIorao'5 lЗИЯ с краеы.
9ПЕеЕ-в-л~~н!.:. Строгой регумрно&. 1 iрестиостью

полиэдра р Bf1t -многоооразввв JI1 с краем н83.
замкнутая окрестНос.ть N ,которая sвnseTCS I'l'-мио-
гообразием с краем и д-ля которой 3 цопиэдральвое
стягивание на Р, 'ннд-уцнрующее поJэд-рапьное стя-
гивание N f7, /И на р /J Э lVt •

•

"
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пар,. м.Р и К полон BL , TolV"'5~,K явnaется ·реl'У-
.пврноаОIрестilОСТЬЮр . Пусть СИЫJUlекс<JE=SflK .•Tor-
JUi(!I' =~p * Ol't .• где ~ -грань (J' в Р , а Ом ПР =/\
(см.п.2). ЕсllИ Х. -центр симплекса б ,который мы
.б.е!!!. RpиперSXOl'е к _RpОИЗВОJ1НОМl"",по~раЗJ1елению. то:-
st,.,K:a StL.')( f1 N - StL.'X \. StL, о .••.•- Stt'X '\ SfSt'L'кб-ч .•
т.е. это- разность двух J? <- п -клеток (п.З.5). при- .
'1" перее !..'lСВR!, их ][раев есть ;: ~ - (,. - L) -J[летка
st"эS(I~,..r~"" .•,Тогда •. StN Х ре -lU1етка (п..4.4,г.».

ОтсЮJ1аследует, что N есть р! -многообразие. Дока-
жем. чтоN "1' . Дтr этогр заметим, что переС8'1еиие
б с N • где б- - в.е лежаUlИЙна р-' сиunлекс
St l Р • есть ре -JШетка, а cr п;)Jt/ есть /ll/· -lU1етка
И8 eДRlllbI:J'мевыпей размериост-.т.к. (5"/1 N=:-Sf~,op
( а-' ....опроХЭ80двоеподразделение б- ), а5 /7 'J/V' .о: S~Dп",1
Отсюда SlCJto.'IТO отбр8С~ клетки' tS" п ЛI в nopSliute
убыВ8JlllS(размерности ~ , мы пронзвед-ем ПОnВЭД-Р8JIьное
СТSlГИ&аdе N на Р .•

2) Пусть 21 -moбая регулsрввs окрестность Р в М
и пуст.,.Т;.\ тr ' где T'l( " Iр -триангуляuия
пары 21,р • обоэвачх.м .N == 5' Т" Р и заметим, чтоzt =$trt 2t • Мы докажем сначала, что г, /1(-гомео-
морфио /v при иепОДВJIивом .р • f101lид.укuии, доста-
точно доказать спедухмцее:
еспи L \ к' -эпементарное ком'бинаторное стигивавве,гд-е

L и К ~ОдКомппексы комбинаторного многообра-
зия т . то ре -гомеоыорфJlзм 517" L на sT-К,
to-дествениыА на К. т.,
. До~жем ЭТО.• Пусть '5. \L ::::5<У Jl(-~.Тогд.а Sf

T
" К ••.

:::ЯТ: L fJ SГ-; l.I Sl- W. где v и \I\t . -цеитры Qт" Т"и dl.

St"Т"'L /'.(. - " -многообразие (согласно д-оха-
затепьству 1». а sz;::;, • SfT~""" rt'- п.
KJIeтк.. "8111'41утвеРждение бynет следоват~ IIЗ п.4.4. в).
если мы .поIоем. что S tт"! Ii Stт,y и ($ (._••L V 5(' 7" v}П

. () Sl:- т" "" sвляlOТСS j't' - < п -L) -кпет-
1I:"'" М •• J10u.жем первое,'I".К. второе ЦОКАзывается аНАЛО-
ГИЧНО. ИЗ построения бврипентрпческого подразделения
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По~леднее означает. что ни при каком элем~нтар-
ном стягивании отбрасываемая часть не может пересе-
кать одновременно и 7п.!м и 'дМ. Ясно, что в таком
случ:а~ N п d?/ служит регулярной окрестностью дЛЯ
РП 2/1-1 в :крае М'.

Теорема (о строгой регулярной окресr~ости ).Для

любоЙ- ';и;н~;ляпии Т J7~- многообразия /1:-1 I Str" Р/
является регулярной' окрro.:'lНостью Р , причем строгой •
Ес1lИ 1( И 2{ -две строгие регулярные окрестности
р то -э /,i'-гомеоморфизм М на себя, тождес-

'rвеиный иа р и переводящий ~ на ~ •

§ 7_ .Pt -отображение и jtf -вложени.

1. Непрерывное отображение (lf -~ногообразия в
ре .,-М,НG.гообразиеможио последовательно "'улучша;:ь"':

овачалв. апроксимировать р! -отображением, затем при-
вести в общее попожение'" , наконец, постараться прогомо-
топироваТh его в f1t-rложение. В этом параграфе мы
г.о:к:аэывв.ем, кn выполияются первы~ два шага, и нахо-
дим чаотиые случаи, где можно ВЫПО.11НИТ1>Итретий.

2. Введем сначала '~опопогию в П,:10страиствоCIf: Q )
иеnpерыви.ых отображений полиэдра Р в ПО1lИэдр Q •
Основное значение имеют две топологии. Тонкая тополо-
tu. .зисом ои:реСТНОСТJ(4(х) (f), где G; P-.(o,~),
соqтоящие из. т.аи:их q ,что.J' ( J м. :; (х))< g00 ('.Р-
-метрИJt8. В Q ). КQ~ахТНО=ОТJtрытая топология имеет
бaз.s:сом окрестности Ol(,~(f) где К -компакт в
р и .с ~о ; такая окрестность состоит из <J •

для котор.ых .р (f(X)? i (0) ~J:. для )( Е- К. Если р-
JCомiiаи:т, обе топологии совпадают. ( Для пространства
, .р.( ~тоt)}Jажений l' в Q. можно ввести аналог ~ -То-
полог •• , МЬ1вернемся к этому во второй части ). k

<',. 3 Р! -отображения комплексов в пространство R.
.а40ЖИ:О•опредеlЦlТЬ. не триаигупвруя R ~ а и\,..,{(,ЛL :::уя его
ЛJ(ИейнуюструКтуру.

р~р=~л..:l!.И":':' Отображеви:е f :/(.-I(''tкомплеи:са /(

наз. ПОЛУ1lИнейным,ec1Цl .о.ио линейно наuждом сИWдлеи:-
се; f попвостью определено значениями в ~ршnax К
й 'оно остается 'полулинейным на кажд~подразl{-елеНJU(1(.

Отображение полиэдра Полулинейио, если оно попу-
пинейно на некоторой его триангуляции. Ясно, что этоJ1е -отобраЖemte.

. ~T~eB~Д=н.!-~ Ес1lИf: p~ R~непр~рывное отображе-
ние полиэдра, которое П"~;-:::,инейнсна подп~iiiiэдре ~ ср.
'1'0 существует ск.•уг.бпизкое (в тонкой топологии) полу-
JIJ(Иейноеотображение 'j ,равное.! в ТО'и'ах f:. ..

. До~азатепьСТВО.Если пара f<.L триангулирует

пару .1>, P:L- .; ~; ;;';м J линейно на симпnексах L , то
отображение 7 1lИнейное на симплексах .1\ и равное ..1 В
вершинах j( , очевидно, совпадает с ~ на L • ч.татепь
проверит, что ес1lИ триаНI'уляпия К достаточно меЛltа, то
f(jfxJ,j(X))(.!(X). )(с!?

4. !:..op_e~(о flt -аппроксимации). Пусть.f :.P~H'
непрерывное отображение (М - j1t:'многообрази-е) •. ;;,_
подпопиэдр в J> и f 'р , есть ре -отображение. Для
каждой функции Е:М _-1. (O~o-O)3. p{-отобраЖЩlие7:Р-'Н, где 9:::J на е.. И'р{/(f)~~(ХJ)<l.(,*,~х~р'

_l:!.o~~~т=л~с~в~. _ состоит В обычноЙ ИНДУИ:ПИИ,осно-
.ванноЙ на относительном случае утверждения п.3.

5. Теперь мы рассмотрим приведение в общее поло-
жение. Пусть сначала р н Q -две гиперплоскости в R,'t,
ci.(т Р-:= ~, ol.."п? Q :::'1 и plJ Q =R. • ,f;'77.,f:::7 .Пусть
Х Е R • Возьмем в ПЛОСi(ОС':'ИR.. репер ~ .;, •••• , ~ ,пра-

поженный к точке Х , и дополним. его до /2 .-репера в
.Р и до 'J. -репера в Q • Все векторы вместе независи-
мы ,Н гипсрплоскость, натянутаSl на них, имеет размерность
5=J7'f-'j.-'"l ..

Определение. Гиперплоси:ости р и ·а нaxoд51TcSl
в_оощём- положении в R.IJ

, если .) =Ь • Тогда ~=/,"1--4.

7§Гл. 3
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с) При этом, еспи отображеuв.f пере:во-
дило симг.::reJtсыдопвого подкомnпекоа LC:~B об•. е
положение с образами симплексов ~, то 3 ТАКое7
что ,=.! на L •

8.• Пусть терперь f~:P~M и 12: 6l...•I'1-Ава/1(-
,..отображения. где aim р •.•.;,оЦта =-,. #~inH-n И М_
- /,е -ыиогообразве.

2riEе~е~е!и~. h и h находятся в общем поло-
жеи" еспи dA.'n1 (j.t (Р) Л .I-r (Q )}, /',,",-h. (Это~ коввчио,.
очеиь слабое требовапие~ но это в точиости ТО. что нам
понадобится.. Усдовия типа трансверсапьнQCТИ рассМ8'ТРИ-
ваются во второй части).

Теорема ( о прив.едении в обшее положение OдJIOгo- -~.-
отображения относительно другого). I?сЛJI h:I!-Н- рЕ-
отображения, rneM - j'1l ~ногообраэие, <.'::~2.~при-
чем ограничение ~ на подполиэдрРс~ уже находится
в обшем ПОЛОЖ8UJ[относительно h J И если пересече-
в.ие образа каждого симплекса некоторой триангУЛЯIUlи~
с образом ~ КОМПАКтно,то 3 ск.уг. бпизкое к h
рl-отображение 2 ' СОJШ8Даюшеес}'; на р , кото-
рое находится в общем положении относителЬJIО h 1>

Докаэатеп.ьство. Ках воегда, Аостаточно рассыот-
~ - -.. , ~ - - - - ~

реть случай, когда N==л.". в этом спучае фпсируем три-
авгул.яции К,; дЛЯ Р{ , относительно кото,ых .1.. CJ04-
1UUIдиальноотображают К(· на комппе~сы L.~ • l~( , I1е.-
жащие в. /(11. .• Примев.им теперь утверждев •• п. 7 к
1tомплексам L..t· и L..l И их тождествевнымO'N)бражQЦ-
ям в R". МЫ получим полупииеЙRое ОТображевиеJ~: L.~-Iг:
Если /<~ -достаточно мепк8Я три.аигуnяlUtSl, то с: fOfs

, И,.!еет нужные своЙств..в.. '
9. Двойной точкой отображенИ5l.f: A"'L3 нa~ae ••

ТОЧJtУ ХЕ А, дЛЯ и.О'1'ороЙи..'\{еется такая, TO'lUi ,е А
что J:F х и f(x) :=./(:t}' • Множеством 5.1 сащшeцeste=
чений наз •. за),!ыкавие множества ДBOAJц.IX точек.

Пусть .f" p_1't - ~l-отобра~евве, где (4'", P-p~

~-

Гл. 3 § 7

ЕсЛJI fl 't-lj. < I'l ,то Р JI Q наход51!СЯ в общем поло-
жении, fЮт[ они ие neресекаюТС5l. Говорят также, что
пересечeJU[е TpaacBepC8lIЬHO.

6. 9П'реЕе~Е!.lI!е:. Два пересекающихся открытых

симплекса в R'\хересеха:ются в общем положеИIШ,есЛJI
это верво для их несущих плоскостей (до1.1).

!.T~~~!. а) ЕсЛJI ОТКРЫТЫ~СJfмплексы б- .ИcJ

пересеКaIOТсg в общем поп.ожеИJIИ,то около каждой вер-
ШJIИЫкаждого симплекса можно выбрат~ такую окрест-
иост~. что одиовремеивое смещеИJIе каждой вершины в
своей 9ЖР<l>::-~ не наРУШИТVCJlовия,что пересече-

t . ~ние Tpaнcвe~o.
б) рClIЖ открытые сuшпексы cr и,j' пересе-

~, в R ' , то для п:юбого ~;> Q можно сместить
верпrины lI.IDбoro.·из них меньше, чем на [. ,так, что-
(ibl они ока3AЛJtсь...в общем положеиии.

с) ЕсяВ при этом б- и J имеют общую
грань 7::1 то сМещать можно вершины. не ПРJlнадп.ежа-
ПUlе (" , так что в иовом ПОЛQЖ8.и.исимдпе •.сы будут
иметь ту же общую грань.

7. nYCТbf~:)(~ - R. It И f2 : 1<.2. ...• R't .•• два
невырожде*.иых цопупИЙеtlJUц отображения комплексов.
,ПР!lе•• образкаЖАОГО си-ипеКСА K:t пер есекается топь-
:Со с конечным чиспом~разовсимплексов K~ ( ре -ОТО-
бражеиие комм-оа .в.а.веВЫРОЖАеиным, eCп;:Iоно -
вложение на Jt4ЖдёaJr,tСжмип.е:а:се)•.

Ут.веРЖАeиJJe•• а) Если образ каждого симплекса- - .... - - •....•
IG аахОДВ:ТСВ• .с:>бщемположении с образом каждого

СJlWltll.еи:САBKJ.' то 3 ФУВJЩИЯ~ ( и) >о , задав.иая на
верШJUlМХ1I"E- KL. ' так, что это условие сохра.чяется д.ш
любого цоцуриеАного отображеИJiUI:1 : кL -- R..•.•., для ••О-
торoroр (fs. (lr):I 7 (l/J) < l.(,/) •

.' . б) Для всякой функIUlИ ~ (v). на
~x 1<L.1подуmmеЙНое ~евырожденное отображение
7- .. 'I<~-+ R. ~ ,которое дереводит образы симплексов
Ks. В.общ'-.:'Е!положение с образами симплексов I<t и
р, J4(VJ,jJV})< f (7/)_

. .

Гл.. 3 § 7

J16
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dvпl'--I::/l • Отображение / наз. отооражением в
.~ положение. если с4т 5" ~~ -п. - .• '

T!og~~ ( о привед~~ии отображения в общее по-

ложеВJIе). ECпJI .f." р- J'1- Ilt~отображение, причем
Щ1яподполиэдра QеР сит S://Q '2f7-~.тоIск.уг.близ-
KO~ pf -юrображеаие 7:р-/ч в общее положеиие и
J-=:J JIВ.Q •

11~~~.!~:!~ _ оставляетсSl читателю.

·10. Определеuе. ре - отображение .1: Р...•Н наз..... -.- - - - -
j'e -МОЖ"W. есllИ оио является гомеоморфазмом
ив. своlьбраэ fP с М

e~JX:T.!'I!.e_II~ :..eo~M~ ~.!!. Если!t oи/nP<o(..;"lY,ro
. любое отображеiUlе Р в tv! а.ппрокси.иируется /,1-вло-
жеuем.

для !ЩожеНJrSlре -многообразия в ре -многообра-
зие 8Оз~ает трудность локального характера, которая
автомати.scки устранялась в случае гладltИХ вложе-
ний тРебованием. чтобы вложение было ЛОК8Льноневыро-
жденным (п.З.7 гл. О'• .3

'. Пример. Возьмем в R. ~, т.е. замltНуТУЮло-

ману.; k -~-Для кот~рой не ] pt-гомеоморфиз~а. R,J •
переводящего k в край треУГОЛЬ1Ulка. (О сywэствова":'
нии узлов чИтатеmo известио, см., впрочем, [':10 J ).
'Возьмем: в полупр~транстве R ~ конус над k • Этот
конус является вложенньu.f. диском. Но лиlПt конической
точки в диске за.уэлен в ланке ее в Rlt (он имеет тот
Же тип узла, что .в: k ). Поэтому не существует гомео-
морфизма' окрестности этой тоЧltJl на область в. /{~,
перевоДSlЩегопересечевие ее с диском в некоторую дву-
мераyIO ппоскость.

Н. ~I'р-:.д!.lI~е,,-ре -вложение J, N ...•IJ наз. ДQ..-

Jr.8.J1ыio JШ9XJI&!!» если дли Х f J-I.l rf -гомеом орфизмы
:fl;-';Jf't .. 11 f: R ~ -~ Q на окрестности )( и J~)

~вx, Ч'fO"'j'"'.lf J опреде:'ено и линейно на окрестности '~
. \"'::,: ,~...' '
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сильн" УСЛОВИЮ,что каждое непрерывное отображение
компактного полвэд.ра.р размерности не больше R в Х
.lродолжается до отображев.ия конуса над Р в.х

_Д2К!-З!-Т~Л~!В~ !e2P,2~Ы~ Приведем f в Ьбщ~
положе:ние~ Toгдa<..~т SJ~2"-1Ao-Z Поэтому J Q'Гобра-
жение. ~ :L ~I'-I , где L. -конус над 5.) • тожд.естввн-
ное на SJ . Приведем. е в обще~,ri~ложеНJ!е. не меняя
его на 5} • Тогда d.tп? .5{ ~:2..(i4ГТl.s.f •.1.)-,,~2(t-It.<О.

.
Если N с Q и f -тождественное вложеИце. то М наз •
лок. плоским ПОДМНОГ90бназиемQ •

~а~~ч~н~е .•.:.. Если ~"rn Q=d.,,,,'" То h ЛОIt.!iЛЬНО

плоско в точках края i1 в" • ЭТО c~eдyeT из теоремы
Ньюмена (п.4.2).

На самом деле, трудности возникают nИшь при
dim Q - c//rп /1-1 =:1. 11 ЛИ2. • Дело в том, Ч'rо им~ет мес-

ТО теорема Зиманв [':r О J
Ie2Pl!m-в ( о неза.узлиВ8НИИ). Если 1.~п~3 ,ТО:i:fiiя

любого ре-вложения /: S ~ 5 <j. существtет f' е -го-
меоморфизм З' на себя, переводSlщаА J fSЛ) в край
симплекса.

9л,2д.::т!и.,?, Если 9- > /1+-3, ;0 любое р( -вложение

f ..нп -J>Q'J ;?I-многообразий локально nЛОЬКо. (Доста-
точно применить теорему Зимана и: лвикаw вершин впожеи-
ного многообразия).

Мы д.окажем теорему ЗимаН.а только в п.оследиеЙ
главе, а ее частный случай n <; 9h в П. 8.7 эТой гла-

Пусть f ..t1n'~ Q'i." 9.. = 2z'+/-Q!I~~I7+2.tf--oТОБРАжениеи пусть
~. (1-1)=O~ O-'i!.iX-jJ;;о(QJ::qОf.fНl. Если.г(t:нJ<:п-2. То, ,
f гомотопно ре -вложению.

. Замечание. Условие, что Ji;. (.r)=~ 04='·~~.1pa.BHO------ .

..
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Сn.едователЫlО. t -вложеиие Jt9Byca ~ . 1-'1 • 'K->Q
T.L ,;l/M 1-(I.)J:, а. ,то 3 отображеиие k· ,

rae '( ~ОJlус над .1(1' fLJ.!,тождествеиное иа.l (./(LJ) .Ав.А-
лоrJlЧIIОпредJ>lдущеw.уэ~о отображение замеияется впоже-
н-вм •.

Выберew: триаиг1'ШlJ1Иитак, чтобы все р! -отображе-
IQISIC'l'8ДJ(сuшmш_алыlLIи •• Пусть '11 -звезда k(I{) во
ВТором бар'n8llтричесJtо ••. цодразделеа •• Q. Тогда V••.

:8 J~L (2117/(#}) -эвезда t(~)во втором барицен-
тр_ческо ••. ~А3делеи- М. V иJ' SlВЛSlЮТСяр (-
-клепами, . Криче••. I аа cq V являетси I'е -можеки-
ем 8 tJ2I(т.L 5:1 c7пf V ). Но /f ( вложение Iq>ая
ОДIIО. ,,/ -JШ&ТJtив JCрайдругой может быть продолже-
но JtопчеСJtot JCоиструхцией до вложеJIJISIJtЛ8ТJtи (f ••.•П.з.
З). Отобраа.ие ": М-> Q ,со~ад8JOщее с J- вве V и
с поcrро8В1DoDoIможепе ••. "В Ц иа V ,очевидl'lО,ив-
ЛSlетСSl/'( -вяо •••• е••.• КоиеЧJIО, j ~I .

о 8.. ТеОре••.• о Н8Jtрывающей flt -изотопии.

1. ДЛg простоты ••.ы расс",отрим только КОt,{п8Jtтные
многообразllSl.

. Определе •• и. Пусть М и Q f1t -многообра-

зии. ~~л:':;; ;, -впожение.J " ""1~10,Ll ...•Q .,,/tJ/]( т .е.
J (X'J~) СQ "t ) иаз. /'! -и=,,отопиеА вложений М ва,

J(x,t} . обозвачаетсиf.t. (х) ,вложения './0 иf~
1IAЗ·l!Зотопныwи•.

В чаСТJlОСТИ,если M=Q _ для кахшого t Е [°1.1]
r есть /'( -rоwеС>МОРф..зм,то J наз. 1" -изотопией

.т~ •
Есl1И j-f - /'( -изотопии вложений /v/ в () и

fi:. - 1Л! -изотоПJlSl cl ,пр_чем F;J: j И Ej о 11)=' ft
то говорит. что F. в"рывает j-t •~Изотопия .вn:ожевиl А ваз. ЛОК.ПЛОСJtОЙ,если лоJt.
плоско как ; • тц _ JCаждое вложение .It " 't ~1~ ~J•.
. .!IP~e~!. ЛJOбaи j't -изотопии краи f1~ -мвого-

образп 'иsxрываетси /,l-ИЗОТОlшей •••.1'I0гообразии.
121
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(Используйте существование ВОРОТJlика,п.4.1).
2. При построеиии р{ -изотопий часто возиикает воз-
можиость впасть в стандартную ошибку:

Допустим, что .мЫ хотим перевести точку Х (; lo,:t7
в точJtу fI ~ /0,.1 l изотопией отрезка [о, ~7' • Кажет-
ся, что отображения ;:; , переВQдищие Х соотв.в ТОЧ-
JtИ t!t + (L-t)x и лив:еАиые иа смежных IIнт&рвалах
составляют /' t -изотопию. ОдиаJtо, изотопии ~., ['О} /1~

-:.> [6, ;f 1 ,определев:в:ая та.ItИМобразом, п~реводи"
отрезки некоторых приwых (JCаких?) в дуги парабол и,
значит, она не будет кусочио лкиеЙиоЙ.

Имеется стаидартный прием, испопьзуюIЦIIЙJtоиичес-
кую itонструкцию (см.п.З.З), для построения т"их изото-
пий. В нашем примере требуемаи JlЭОТОnИ51р.' lqL7)( [о,1]
~[D,171l[О,.fl тождествеииа иа O"Ct:J,L]V:f.K/4Jl.KpoMe
того, .r; определеНОl J(" выше. Далее ••.ы продолжаем ;:-
на отрезок Х ••l о, f j лииейно (в J(ОНПахХ" О, :t 1f:l. Р уже
определена)и затем с помощью ковичесJtОЙ КОВ:СТРУJtпии
мы продолжаем ее на две оставwиеси выпухлыe и:летJCИ
(на их краях F уже определена). Построевиое отображе-
ние Jtусочно линейно и оно будет определять изотопию,
если потребовать, чтобы образы выбраниых пентров име-
ли ту же координату t , что • сами пеитры.

3. .!lI:.И~~~~e~c!н-дc:p~ /в I'<-вариавте/. Есл_ J _
f1 е -гомеоморфизм /'.( -клетJtИ 13 ка. себя, тождес-
твенный на крае, то п. I'(-иэотопев тождеству ПР. изо-
топии неподвижвой на Ерае.

Более общим образом. ЕСJIJI
Ао ""-1. то ht продолжаетС51

где ~ => d •
ДОJtазательство. оудеы считать Ч'J' 13________ J

Определим требуемый послоlвый гомеОМОt-It8ЗМ
--')1 /3 1( r. (), .{1 сиачала иа Ерае: r; - .t
Ft I qB"f: = h~ и е ПОЛ1Чаетси КОИYIчесdJo( продол-

жением h:J' За~ем продолжае ••. ПОСТРО8виоеотобраJКе-'
ние внутрь в r l ~ 1.1 также коиической JCОВ:Стрyюtиеlс

..

••

•
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l!e~M~ ([ Lt" J )
-КОМП8АТиые полиэдры и J ..А"'1~...•Х IC [ так:ое j!{ -вло-
жение, ч.то . f 1.х]С о = 1. и 1/ у rI послоЙно. 1 <1',>0 и
послойное /'t -вложение J ..Х •• It!' .1Х"Ттак:, что J=, иа
у 1( 1 ~'и ! :::-i на Х It О •

Доказательство. Пусть 1< и L -триангуляции

Х ~ 1; -и- х; [Q~ ,1, В. к:оторых вложение J сиМППII-
цивльно, а ';;1)( 1! и. J (':11( 11) являются подкомплек:-
сами. -З настолько малое о'- • что ни одна из вер-
шив 1<. и L не лежит 1} Х 1«(),~") •

Возьмем первое производное подразделение (пД.I0)
1<' и L' комплексов t< и L • выбирая в !:ачестве

центра для открытого симплекса, пересекающеГОСIl со сло-
ем Х .х J точк:у из Х It tf\ , а для остальных -барицентр.
Дпя симплекса о из j(YlrIl.) мы берем образ центра,
выбранвогов j-1. (fi) в' '::J 1с Il . Определим 9 ка.к:
отображения J : J::::J в вершинах К, а на СIINП-
лексы /( 3 продолжается конической к:онструж.циеЙ.

Ото~ражение 1 послойн.о на .х,с IJ' ,т.к. 1 по
построению сохраняе-х: слои Х J( о • Х" J' и nинейио
отображает каждый из отрезков(иа которые расслоено
Х" r r1 = Sf Х п.6.2), соединяющих тоou:у иа )(1С О
с точкой на X",j\ • Ясно, что 3 совпадает с !
на 'j",j и по построению является ВЛОЖeJUlеN:.

7. _~.!~M~ Пусть даны замкнутые /1< -мв:огообра-
зия .Ч ~ Q . Если р: 1'1)( (О, ~1~Q х 1д, .1] -лок:.ппоская

,. /J:. <. -изотопия, то:l T~Koe с'") О , что изотопия
, -I'!...It~1-> Q К 1" HaKpblBaeTC<l некоторой p~_зотопи-
ей r:Q"IJ'- Q"l" • (см.п.8.1.).

_ ~OK_a::.a:.e~ы:.T~O.:.Согласио утвеРЖДflJ 00 п.7.5, во-
ротник: Г ..,11.-1 "IYz ~ ()" [с,1],зад8ВНЫЙиа подмиогообраЭ.и
t1 с:: ~ (Q. '7'> т) ,можно ПРОДолж-ть до воротника G.·

d [Q 1( 1) "Т!'2 - а !с I . Воротни G опредепя-е,: Т\ акое /,е -~ложение a~с ~ J Q 1tr
yl

.' Q ~1~,..,Qll(q.L},что
Ul..•. 11 •• 1 == r- •-,v1:'I

1z
"

..'

Гл. 3 § 8

КЛItJlМ-ПIIбонеподвижным центром в JI1 f в ](1о, :t 1.
Ясно, что F f7 ( -изотопия.

~l!.e~c~B!.e~ Любой p-t -гомеоморфизм коJo1плеКС8

К переводjJЩИЙв себ~ каждый симплекс к:омплеJtса, /,1:-
изотопен то'Кдеству при изотопии, пере водящей каждый
.симплеJ[С в себя.

ДОJC8з~тельство. изотопвя продолжается последо-

Вательно с симплекса на симплек:с в порядке возраста-
ния размерности с помощью описанного приема. h

Упражнения. a/. Любой l' l-гомеоморфизм S':
сохраняющий ориентацию, изотопен тождеству.

б/. Любой тождественный вне компакта гомеом.2Р-
физм .R.rt продолжается д о fl (-гомеоморфизма а"т8.к-
же тождеотвенного вне компакТа.

4. Утверждение. Если даны два производных под-

.разделен:Я- K~M~e;c~ J< (п.2.10), то 3 изотопия /<
по себе, ОСТ8.вп.ЯlCщаякаждый симплекс инвариантным
и переВ9дЯIЦ8.5lодно подразделение в другое. (Вытек:ает
из п.2.10 J[ спедствия п.з).

5. Сделаем отступление о согласованных воротни-
.Хах. Пусть 11 l! <. -подмноr ообразu:е в Q ,край к:о-
торого леж-т в ~ Q 1 J[ тождественное в 'lожение М в q
лок •...,цпоско, во всяком случае в точках края. Для Х ~
~.~?!с 'JQ :J та.к:ая ирта в ~, <f:R tj.7Q, что l' ("~

карта' дnя Х в 1\/1 • 1-
~T!!~~!.Hl!.e:.Дпя каждого воротника .f: JM " [0,11

-")N~-ВорОТRJf.Ii .'')Q )( !4J) .• Q так, "-{то/ =:! на 'dl'1y[qlZ
Продолжение леГJ[Опостроить над звездой каждой

верШJIIIЫ7JM в 'о Q , попьзуясь ЛОJ[апьНОЙПЛОСкосТНоСТblU
вложенu и п.З.З. Если эти локальные продолжения взять
за исх~диые ~Jl.чески.е окрестности вида .St.;J v,.tql]~Q
в KOHCТPYJ[ЦJ[J[воротниJtа в п. 3.1, то требуемое глобаль-
но продопже.в:.ве ПОЛ1ЧИТСРавтоматически I1pl! I1t'оведении
К:OHCTp1XдJl.ПУНIта 3.1. 1

6, Обозначим через ol. отрезох r:о~о( J
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о регупяриОI 01tреСТИОСТJIпоu.зывает, Ч'J'о ДОС'J'а'J'ОЧКО
рассмотреть случай. 1tOI'ДA ~. получ.аетСSl из ~/t.0тJ5Pa-
сыванием ОДRОЙ п. -«лето J 110 тогда З'l'0 прямо слеJ:!Y'8'!'
и.э сделанного выше замечaJПU1.

12. ЕО.!l(~..nи-в~JI!.. (ЕдииC'l"В8ННОСТЬI'! _воротJlJl]tа).

E~M~~ПУC'l"ьJ ../'1~['1.1] ~M}l14.t]~8.Jtое /,-(-вno-

жение. чТ'о J 1 /t4 JltJ •• 1. • где М. - pt -ыно~ообразие •

11. ~~e?-~!- Если М л_ /'ll-wи.огообра:пе с .-

краем и z" с ;\-/ ..JI'8Jt8Я p(-v1етu.. '!То 'э ~Л
fJ"dM ••~' есть !7t'-(~.~лет1tА •. то M;:;;~" •
по п. 4.4 г). Читатель легJtО ПОС'П)О-ТJlЭото.пию
"fto' ~(",*M "T81t. что ~.t м •..М ,,1:)- , ..•,--

'f'.. =- d иа малой ОJtРестности j!) JI К8-~M \ $' • ЕOJIJI
~ c..:Jl7t N". то, по теореме о иахрыв-ющеl Jl3OТC>JIJII[iI
изотопия N • переВОДSlщаSlМ в m--rlJ". Это ••• е-
чание ПОЗВОЛSl8Тодепв.'J:'ьследующее добавп.еНJlе Jt теоре-
ме о регуирной оJtреC'l'ИОСТИп. 6.3:

!:.в~~д.!~и!. Есп.. M~ и Ml- две регуasфJUolе
O~~T:ВOCТ- полиэдра? в N J '1'0 :J I3OТOJIJUlYto'Mt ...•N
T8Jt. что '10.1. и ~(М.lJ=/ЧI.. И Ч'f -~ нар • ЕсЛI
}1~и ,IV/2. с:: ~h f N • то 1 Jl.3ОТОШISI/v J перевоДSl-
щаSl M.t. в /'-(, •

.fLo..Jt~.!Т2Л~..!В.2'_ АиaпJI.Эдos:аэатепьс'J'Ы тeopewы

Гл. 3 О 8

Последовательв:ые положения /'1:: plB ~2 fi.3 иэобрзж.еllW
на рис. Читате1iъ lJ.олжеи сам поJtззаТЬ. 1t.8J[сдепат. эту
изотопию 1tуСОЧИОnивеlИоЙ.

..

§ 8

------
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'"311 ~А и"с) Q ФА , но при ЭТОМнужно требовать.
чтобы п-бо ~ (М )(\ ~((..:-/\.:J.Ибо ~ ()'~fl"')А~!t'fи ~GM)c

сЗ'i ..
10,,_П1И~!Р_ (не лоJt.пп.•изоТОПНИ.которую нелЬЗSl на-

XPblTJa) ••

(Мы отождествиЛИ ((~xO c:~ (QX]) с Q}A
Согласно лемме п.7.6, G;.t можно считать послой-

ныМ на Q )( Itf' • Это и есть ис1tомая накрывающаSl
изотопия.

8. Теорема 3имаиа-Хадсона [~2 J (о Ha1tpbl':'-------------
вающей изот.опии). Пусть даны зам1tнутые ,е -миого-
образиSl М ~ Q.
Если f! :М'I< !o,J.,--tIlк(tJ,L] ло1t.-плос1tая I'{ -изотопия,
то '1 накрывающая ее j1f. -изотопия р ..Q IC [О, 1J

До1tАЗАтепьстБО. Дпя любого 't.:r мы можем--------
1t t ~'1- и t , .,..и на-

применить предыдущую лемму, \,.
крыть Р на 01tрестности '" в I . Более точно. ДПSl
Z:-~1 '} интервал :] r 3't" в 1 , для ltOТOPOrOсуще-
ствует /' е -ИЗОТОПИSlН.,(r):~..•С(. T8lt. что F;: Hr-o е..i f 31: • t t 't"

Т .1t. 1 1tомп81tтев. 1 1tоиечное пои:рытие I
тз1tВм.. интервалами. Поэтому ] ЧИСЛ8t::, "2, ... ,<"~1
и O~SJ" Sz." ... <: S h+;/ .•• 1 тзJt, что дЛSlltаждОГО {.
[ s•. s .<1- i. ) С::: 10(. • • ...•.

1 Пусть ДЛSl• О ~ t ~Sk Н8Jtрытие ~ :Q.•Qуже по -
строено, т.е. ~ •. " '" rt . ОпреlJ.еЛJDo{

•



§ е. Неза.УЗnИВ8Ииевложений в Тривиальных
размерностих.

t. В ТОПологиивложений тривиапьными наз. размер-
ности по крайней мере на единицу меньшие половины,раз-

§ е

-------

Гл. 3

мерности объемлющего многообразии. Чтобы док:аз8ТЬ
ва.ж.иыетеоремы об изотопии и незауэленности ВlIожеНJI.Й
в тривиальных размерностих, нам придетС51 ввести по-
нятие стягивания, промежуточное между комбинаторным
и полиэдральным стягиваниями (п.5.оЗ).

2. Определение. Пусть т -три анг УЛЮlИЯ;-е_ '1. _
-многообразия h -с -неПУСТЬIМк:раем. Назовем элемеи-
тарным правильным стgгиванием М переход /f.1 ~fi1\t~:
где 6' -замкнутый п. - симпле)[с из т ,пересе-
кающий ?/"'/ по оБЪеди.нениюнескольких своих замкиу-
тых (17 -,) -граней, при этом ~rs~(j"()Э/"l.Конеч-
ная последовательность элементарных лравилькых СТSlГи-
ваний наз.правильным стягиванием.

У!~.Р~ж.:rе.:rи.=._Объединениелюбого числа (зАМХИУ-

тых) (/7 - f) -мерных граней П - СИМплексаб- есть
/It ....(h-~)-клеТка или вся граница <у • (Т.о. правил&-
ное стягивание есть полиэдральиое СТSlГивание).

Пример. Если М -доска, то кусок дерева от Н- - --
можно отсечь одним ударом т~пора р от угла • двуми
от ребра и треми из середины. Во всех СЛУЧ851Х,будет
произведено правильное стигивание.

з. _У::,в=р:~.{Д_~н.:и=.Пусть дано правиnьное СТ5IГИва-

ние М относительно триаНГУТiЯЦИНт .на подмногообра-
. зие J'1. . ДlISl любой триангуляItiIИ 7;; ::1 подраэде-

1 " L4ление 1'1 , относи'!'ельно которого I I правипьно стягива-
ется на Н!. .. , т

Доказательство. 1звездное подразделение ,под-

..•

•

..

§ 8-а
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'ё>М=-А • 3 TaJt851f7C - ИЗОТОПИиr;.' M1lto,!1"'MJlI4J~
что ~ с: j И f;" f-/Иtt /V17t 1У2.

E<!.K~~!.~CТ-В~, Нарисуем па плоскости так:ую к:ар.-

'1''')[1' (рис.): Квадрат RC~E единич-
иый, будем сбоэвачать
его с1 ,'равиобедреи_
иый треуГопьнИ)[ .лВЕ
череэ А J трапецию
118(2; -через c::J.
Коническ:ой к:онструк:пи_
ей СТронтси /,е-гомео-

морфкзм ~: L:J - с] J сохраииюlIIНЙК:Оординату(-.
причем h (AE}.E=F • ОпредеlIИМотображение Р: М" а...•
'--'} /'( ~ CJ )[81[ )[0.мпозицию F .f. /' , ,,~ "п A.I ам ~ а (Х ~ l'1" L::1 --:) М )(.C:::J -'> п j(- -
где j'" J. на М.,. LJ и J:t: J )(f на M)I.. (] ; F
ИВlI5IетсяИС)[ОЫоАизотоцией,Т.IC. 1. f'IM"'OK(O •.l) ;
2. F' м J( (11 1) "'1 =:} ; , З. f" -Послойно по второй
коо,динате 1, В разложеиии D ; 4. р 1 м у.['/I,}СО· {.

!~I!..e~a.:. ЕсlIИ J~,: ()N х 1о, 11~1'1 два pf-ВOPOT-

Ника дл~ оМ ( м ~омпактв:о), то 3 TaEa51j1.f -изо-
топии '"( :?JM lC{q.1J"''''' J что F~ s: J и ~ ~ fJ •

-Д~К:~!!.~~:'B,!: _ Можно считать, что J (оМ J{

х[с,п) с: 9 сам tl{O,J)). Достаточно Построить
изотопиюl-"'t ••?МJI/D,']Ф!t '1'81[,что ~ -J и 1""! на
7)1'ftl, lt, длg иекоторого <Е> О •
ПримеИJIМпредыдущую лемму к ВlIожению ! -JoJ : 'iJN ,1(;

)t [o,.L] - 'dM ~fo.J J.
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§ 10. Лемма о погпошении.

1. В этом пар аграфе мы приведем предложение Sl8-
пяющееся сильным техническим средствоы в изучен:и то-
попогических и 7';: -многообразий Мы эI • то проиn.moc";

Теорема. Еспз: 17.е /) ._____ ~ <J.. -многообразие \>(.f..cbSl-

з.80, k ~q./2. -:/ , T~ BCSlKa~ t. -сфера S ~ в cr
..f2 ~-.зотопна краю симппексав Q

E~e~c!~~. Все j7e -впо',<еНИ51 k -сферы ь Il ~
.2 k - 2 .~1- ,изотопны.
Е1!.е":.,с!в!е.:. ~ce . '7 ..[ -впожениSl M.( ...•.r 9поЕ._

плоски при 'i ~ .2 tkfL) (см.п.6.1 О).
f!.0!а2а!е.:хь~т.~Ю_т.:юЕе~~. Тождественное отобра-

жение S-t-B cl п .'. родопжается до непрер ывиого отобра
жения диска :6 k .••..t . /'\" П . -в w • риведем это отображе-g::ИВ zБС;: п)опожение (п.7.9) не MeHSISIего на .s ~ .

:t <: '}.. ,то это есть вложение _, согпасао
п.В, край дис:ка, т.е. наша сфера, будет изотопен краю
симппекса.

Если 2 (х'" ~1=1., то возможны С8М()пересечеuSl
в изолированных точках внутри диска ио на них ыо
но не обращат ,ж-ь виимания при рассмотрен •• после-
доватепьных изотопий отвечаюшIX элементарнымНИям диска •. СТ5IГИва-

8. Анапогично доказывается теорема об JlЗОТОпи..·
Ie~p_e~a._ Если два впожеНIl5I f.t и h:ft~q~rO)(O'-

топны и 2. (/('-4)"" 1 , то 1 изотопи'" Q ,/ r А перевод51-
щая tL в f~

нуто, ,то ;1--/" 1о,.I] правильно стягивается на ~/ х! &. 'A~
с другой CTOPOlЦЙ,На /'V1 х r~.l .f У'Т -:z ., t ,.

Q
.. ' •• 0• .:т изотопии

.•. ' пере80дЯ.шие /Ч ,v:.O и~/7<:f иа "/., 1/ 3ЛАО А. :l ,/" .../Z. • начит,..;,,, . и ,-(1< • изотопны В Q •. ,
та 7. Докажем теперь основные результаты этого пуик-

., .

•

•е.. Мы 1I.pJIМ8Jl5Iew.тrBer "«lIeНIe п. 5 в двух СЛУЧASlх:
. .Y1:МP-дA1I&e_а) EC11RfJ· /' е ~петЕа в ;f~-

WI~ О I 6" - ее СИЫIШ&КС то 3
ttQlP88A •••••• ~ правапьJlО ст«ги~ее~SI ~a б

8 CIUI,.JL 5,?Й I '7>6 из()Топиы в t:l
~) Р.са. .М "со, J] .••Q р(-вложение, где /1./ З8WJt-

'_AeUJ)JII.. •• 7;, (•.1.0). Поэтому достатоЧJIО доJtаза:rь. ч1'0
ее. М'" м ''" ~лew.еJlтариQe npаВJVIЬИоеC'riIГIВ8.JII(e
I т $~ J[ОАРАВделеи:Qс цеитром в б ,то Н пра-
В-nЬКo. O'1'JIf'иваетсSlиа М, 5' через С.DШЛ~сы Э'l'ОГО
П0др8"•.елеиu 6" • Это эле)(еитараое уир8Jlt.llе._е )(ы ос-
Ta.вaw:ЧJ[татеJUO.·

4. Зам8'l"IW что есп.. f1праВИl1ЫlОcTSU'_вaeтcSl ка
М, то 1'1'1. r/l -:,,"омеоыорфао М. Пусть теперь Н
леJUТ ВИУТР. /1 ~ - "l. -ыв:огообра38Sl' Q • Пусть 1'1
.D.OДJtОWJШеJtСиеJtОТОРoi три.аагУlUlци. Q • м-. 1"7\ б-
~)(еитарJlое upaBIl1ЫIoe СТSlГиваиие, где u ...си.:w:плuс
A8IUIOI ~лцм.. Сушествует р' -IIЭОТОПISI~ то-
JIAeCТMJP1.aSвие мало. оJtрестиости <:J - на ~ М ,5 ,Jto-
тор8.s1переводIТ 'J,N1 в ЭM~ •

·!1..-тел:ыство. У чатыВ8.S1ВО3МОЖJIостJ.t110дразде-_ ...•.. .- -- - --п-..u (п..З) ,ЫЫ )(ожем ограиичитьсSl м.oдeпьв~)( С11Г18-

.ewiUl".aa Q' -= R. 9.. Ч_татель леГJtо постро_т j1i -изо-
T~ R,4 ...• R' ,перевoд.IIШУЮ одиу поповиву ItPASI
0.« .::,6'" /1 ')М с_:w:п.пeJtсав другую 2>..z••~,;V;( и при
ЭТOIIl,'J'OJQ(ecTвe"1JO ме мало. окрестиост. ~ '\ (9, п 2/~
М•• ~eew:CSl, что ОJl ие впадет при это)( в став:дарт-
rtrIO.ошJd5Jtу (•• 8.2).

50 Из п.4 сп.едует более обши. резynътат:
.!!.II!Р!А-в~-:: Еспи. ('.{ -многообразие с крае)( М

.••••.••• _,-rpI J1е.:w:в:огообрaзu 4( и при этом npа-
•••• 0- СТSIГиааетс51НА /14i. ,то 3 р.( _зото-
••• Q, JtOТ0p8S1перевоДJtТ ~ М в '4 М~

~~!ч~!е.... М )(оает ие, быть пOlt.-ппосItRМ в

12R 12А
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TpllPYew. aulI,IOlIIT8J1hRWN. Teop8!oL8.MJl I"lUlBbl" B OCllOBHOW:

unar-a8Mb11 NeTOJl paapa60TaJI CTOlIlUlHrCOM [~J J )
~OTopwi. BL{(~, 4- S-] }'I8.38Jl BaEHelmJle npJl1IOX811K5le.

nepBQJla1(8JlJaJlA51 MJl851 JlWee'l'C.ll B [ .y 6] ,J CT01UIHllI'C

JlOCSamut BAlItBbll mar - UAyltIUlJ:>. 3BMaJI pa3BB1I STY T8X-

IlRY B t ~-;.J JI I:~8] B .l1Pyrow llAIIp,aBll8HIIB

.!I~_ 0_ "2I'~021!!"!!" ITYCTh B ;rt -MBoroo6p.a3llB

"/ It JlABH llB6 06naCTJ( 21, Z/' , lIpB'Iew 2/.:> Z,-B /T; ( ~ z,'j• .,
::0, 0 's 1.'4pS n-$ TorAs A1I.llmo60ro ~OBe'lBOI"O nG11Jl- .

SAPS Pd1pA3ltl.ep.oCTJl /' .3 ,11<' -Jl30TOlIll.ll l'.',It-/~J'-I,
T'O)l(Jl8CTBeBIUUl BBe Zt Il T8Jt851, 'ITO r; (,-J JP .. EC1lJl .

Q - nOllKSJlp B1/ P&3MepJlOCTI 't ~Il-.J ,TO g uo-

TOIm51,TO)l(Jl&CTBeJlBA.llBa Q "
3aM8'1aBJle. Y QJlOBlle ]G- (21, 2/")=~ ~~,'~ ,paBBOCJlJIh-

ll~ ,~w; ~,;~~ ~ Q napa Jto1I&%f.B.HX1I01lJlSApOB,

dim P 6t Il f :p...., <f.t -OT06pa1KeHJ[8, npJl ltOTOpOW

j (Q ) c if, TO 3 OT06pA)1(8BJl& 4>:p.",.{q~J~Z-'Tax,'lTO
'P IFJCO?=!, <p ( p x 1.) c zr: ~(Q J( lo~1J)c Y.

llOpaa'l'81IhC'1'BO ne •••• w. ITYCT'h CRA1{8.1IAt:bm p~n-f.- ~ - - - - - .•.• .-..; -..•.. ,...
nOC'l'pOJDI p.f -OT06p ••••.•.• 'P.' Px. lo, t] -.> g.. TA~, 'ITO

'i' (X" 0) .;:x, 'f' (p~i.)c: f/~• IIp.aeJlGw B 06m80 JlOJIOJK8l1Ke
T ., coxpa:a.u ST. 10J1QaU (JI."j .•9). ToI"Jl8. ~m .s9'~9t-2-it.

ITycTh C"cPxLO,.t.l COC~OJlT .uBC&;; OTpe3XOB BIlAA

KIt.co. /l,COJlep-.,mKl' TOUX .s,... .HCHO, 'lT0 e., -n01IJl.SAp

-dim. Cp I:c{,m Sq>+1.~2q2 +.I)-n+1.~/l + Cf2-n)«-3 <fl.
1I'l'AK~ oUm q, <J.,;naP .• Paocpl1lA.ll no JlRAptIUl1l no paa-
Jilep;llOc'I'I P # wo~ C'lBTSTh, '1'1'0 'f (C~ t/ (P" 10,' 7J<:¥.
3aNe'I2M 'N1l8Ph, 'ITO p;c. [OJ.iJ ~ (!,,{/(Pd) (n.5.4," ). T.L
!)~c: e, ,'to ~ - /1( -BJIOlK8BBeUe e~ .• Il nosTOWY
'I'apt• ...,( P K (O, 11) ":!. 'i' (C.,V{fJ.,.J.». n09TOWY perynsr.pByJ:>

OKp8CTBOCTh <f (C't' V (P'/41») ~ 1Ie1KA.IIlyJ:>B V'" , Jl30TOnBO

~.11 ) np. Jl,3OTOnJlB fi. HenoABDUloit BRe 'C",
W.01lOl0 nepeBeCTH B perY1I.llpBYlO OltpecTHOCTh 'i (P xl:J,S.1)
3~ .aoTOuml Aae'l' Tpe5Y8Moe .•

Ee11ll B if' ne1KHT nOJlRSAp Q • ~oToPbIA nOn1KeB

OCTsaaThCSI RenOJl~, . Jl clan. Q ~"-3, TO NK Jlo6aa-

)Ulew x .Cy OTp83XJl,\ npOXOJl.llDlJ[8 'I8paa TO'lD. ':f"L(<P{Px
)([q1.J) () Q) Jl COOTB8TOTB8RJlO nepeBOJlllW perymlJ)JlflO

oxpeoTRocTb If' ( Q u Cf? x:O) U Q Bp8ry1I.llpKflO ox.pecT-

BoOTh «f (P " [.0,.11) U Q .•
HaxOB&Il, eC1lJl /? =n -3 , TO B03bwew TpJlABI"YlUlIllllO

p J( [0"1], B KOTopoA S", -.noJl1tONI.t1Ieltc .• BYlleM Teneph

BXJUO'I&Th B {'If> OTpe3Xll, npOxOJl.llIIlBe 'Iepea ac& TOUM.

S., , ltpOMe TO'lex, ne1K8ID.Jl}t:BByTPI CHMltnexcOB' cTApm8Jt

pa3MepROCTB 2 (n-2) -11 .• 3T. cnotneltCH neJlUlT B npo-

., 06p83e nep$Ce'leBIl.ll OTpeGltOB c •.•• JIJI&~COB cTapmeil pA3-

WepBOCTJ[ TOil TpJr.aar.Y1I.llIlJ[J[ p)( [OJ t 1, OTBOC)fr8JIh.'O ~o-

Topol 'f RAXOABTCSIB 06m8M n01l0lKe1lJlJ(. Teneph CJ' ,..e

Be 8CT'h BJI01K8I1Ke BS P~ [0,11 \ C'f'. Ho noxam.ao OBO -
B1IOxeu&, Jl ec1lH. M.h1 nep&H&CeM ltOM6J1R&TOPB08 CT.!Ir.u.-
1IK8 P x [O,17~~ uP,t B 06p&a, TO A1I.ll xS)I(Jloro S1Iew __

TSpllOI"O CTSlrIlB8Rll.ll MbI MOlK8W nOCTpOJl,Tb J[30TORJlJ:>•• 8

06PSIIlasl BBJDolaBJle BA CID&onepec8'1eUSl. B p831JlbTSTe

, 06p&a V RornOTIlT 'f ( p J( 1.) ,XOTR. BOaW01ltIO, Jl 118

uornOTBT scero <p (px co, 1.J) ; C BeIOTopol yJK8 norno-

meHBoit 'IaCTB eMY npIlAeTC.ll yATIl B MoweRT BTOp.'lBOI"O

npOXOlKA8RJl.ll 'Iepea caMonepeCe'leBJl8 ~ (P ;r(qiV"Ro 9TO
J11I.ll lI8C 68apAGllJl'lBO.

2.~~8~!..BJ(!.. B CTSlrllaaeNOW ~pblT' J pI! WHOro-

06P83llH pa3WepBOCTJ[ fl.::,. S" lt8.)Kllblil Jl:.OH8~11: (/1-3)
MepBblil nOnBsAP lleJKBT B /2 e - ~ -4UIeTI8.· l'M 118.3"

CTSU"Baa8WblW. ec1lll ;} I"OWOTOnll.ll fJ .-/'f?/ll TU, 'lT0

'1'01 ~ :1J 'f>;1 (N)= -It f;;. /VI) • Of
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OllHOCB5I3Hbl.MB 6eCJ:OHe'lHOCTH• eCJ1Rll.J1SlKa)KllOro KOMnax-
TaCc/'1 3 Taxol XOMll8KT X3, 'IT" C. c7~t:IJH1'1.•~

C8SI3BOa OlJ,BOCBSl3HO,T.e. nlOooe oT06pa)KeHHe 28 z~;11\~
npollomKdeTC5I llO oT06pa)KeSHB b 2. _ /VI \:v. HanpHMep

R.t n'1.' '
J[ I"\,. Be OllHOC8Sl3BbI8 6ecKoHe'IHOCTH. 3aMeTHM,qTO

R3 ll80ICTB9HHOCTa ilyenxape (cM.qaCTb 2) 8hITeKaeT
qTO npI 11 ~ 2. B m060M 1'-1 R llJ1B nlOooro C 3-}jj ~o

CBSI0BblM IV! \ ~ •

3aMeq8HB:e. Ecna !1,9J CBH3HOR OllHOCBH3RO a Jl1-. - - -- - '
CTgJ'RBaeMO, TO .x:"(M\0)=q i::0.1.,2 (eM,n.fO.i.).
.uOlta)KeM ~TO llnSl i = 2 . ilYCTb '0 !3g=8:()8::': , rlle 13;fJB:=

;:::::d 6+ = dl3~ R 51 -llBe 2-KJ1eTKH. ilYCTb llaRO

oT06paJKeHRej: 1.3;' ~ t1 R j (OL3i)c/'fI.f>. HaM HY)KHO
nJ:!0llOmKJlTbero H8 1&3 Tax,. qTcDhl S~ oT06pa3HJ10Cb B
M \ %J • ilpOllOJ1)KRMero CEla'IMa Ha L3~ C 8TRM YCJ1oa"HeM.

qTO B03MOlKHO. aBlillY 01l.ROCBSl3HOCTa/vi \~ • Tenepb oT06pa-

)KeHRe MO-*ROnpOllon)KB:Th B Ha 13 ~ ,BBR.l1" CTgJ'BBaeMOC'm

M.
5. -x:.e~':.M!_C!0!l~~ca (0 xap8KTep.a3Au" {{If. cpeu

pe -MRoro06pa3R1). Ecna 17 ~ 5' , TO J:alK.l1~e h. -Mep-

Roe CTSII'RB8eMOeR OAROCBSl3RoeB 6ecxOJleqaOCTJI OTltp~TOe

nf. -MRoro06pa3Be M J1e -:roMe9MOp4lJ!O ~" ('JtItJ.
I _.u2K..a::!.a!e:.!b.9:"B~_ CornacRO n.3 •. llOCTaTOqaO ll0X838Tb,

'ITO Ka)KllbIA KOMnaKT C B H JIe)KB:TB /l e - /t. -JmeTItG.
BbI6epeM KO.MI18KT$ ,llnSl ltOTOpOro 1'1 \ JF; CBSl3IO Jl OlUlO-

OBSI3RO(n.4) B C c:: :1;, t £> • cl>ncapyew TpKaarYJISlUD>r
llJ1S1H. COrJ1aCROneMMG 0 nornOII(~B.JlJIJl 38.MeqaKJlJOn.4,

MO)KllO CqRTaTh, qTO M 12> COllep>KKT.l1ByMepJlblI OCTOBrZo
•

ilYCTb T' -npOJl3BOllHOe nOllpa3lleneHKe T.• nycTb

.p COCTOllTR3 Tex ( h -5) -MepJlblX 3a.NJtllyTblX

CRMnneKCOB T' ,KOTopbIe nepeceltaJOT £) • COI'1I8CIIO

n.2, :3 ;Z.e - 11 -KneTKa /3 • COllep.'lKaBl851 P.
3aM'eTHM, '1TO.cornaCRO n. ,. 2. • 06naCTb

Me)KllY P B 72. 8 50 nOJ:pblTa RenepeceJ:8IOIIlRMRCSl

BO BIIYTpeHBRX Touax. OTpeaxaMB, COe.tUIBSlIOIIlRMRTOqJ:B P
C TO'l1taMR T2. • npRqeM :3 oT06p8JKeBRe t:N-"IO~.tlTax.

'ITO t (j1J= O. t (M\st T" P}=lJl K8JK.l1bl~R3 9TRX OTp93XOB
J1HRelHo oTo6pa)KaeTCSI Ha C~ 1:J • :1 ~;;-O TaK, qTO

t {[OJ lJ)qSH t(/1-£,,:1.1)<;/'1 \~. C .l1pyrol CTOpOllbl. 3jl(-
rOMeoMop<pH3M""H-1'1 TaK, qTO ':J' (-£~f.(l}):::t•.t f!-~ ltOTO-

phIl CllBHraeT Ka)Kllbll B3 ynOMHRyTblX OTpe3X0.8 no ce6e. B
TaKOM cnY'Iae ~ (3) ::J c. Ho l.J'(13) -/1.(- I1-KneTJ:a,

Kalt H (3.
6. 3aMeqaRCIe: H3 llOKa3aTenhCTB8 BR.l1JIO,'ITO yCJIO-

BHe, '{TO M CTSlI'HB8eMO,MO)KRO~MeRBTb B8 Jii{N)-=O •
i,' ~h-J .

7. ~J1-=ll.9T~~. _ ECJ1H11 -3aMltBYToe n -Meplloe

MHoro06pa3He, n ~ j- R Ji[~):;::{) llnSl 1:~)a-5. TO ;J
llBe p(- n -KJ1eTKH B.1. H /32.. .B IVI Talt, '{TO t1=:l3zU8z.
H r() B~{J 'JBz =A.

-rOMOTonRH, yxa3aH-.uOK83aTenhCT80,o- -~- - _. - -- ilYCTb ~

Hail 8 onpelleneHRR H 5 -38e3lla TO'l1tH * 8 HeKOTO-
pol TpR8Hryn5lURR f\1 • Torlla 5ICRO,qTO tti (1'-1) S)-'=Ollng

acex L
QCTaeTCSInpRMeHRTb neMMY 0 I!')rnOllleHRH.

3. ~T!e2~z:.e~l!.~ EcnR 8 OTKpbITOM r.( -MHorooopa-

3RB Mil. lta}Kllbll XOMnaltT neUT 8 {Ii. - J1 -ltneTlte, TO

H~ Rn...
E-0~a2a!e.!.lh.9T!0~ n1060e OTltpbITOe 1'1 MO)KHOnpellCTa-

9Th lt8K t/ K " ,rlle /t(. -KOMnaKTbI H K.' C 7...,t~·"'L.
Torlla. no ycn08RlO, /V!=V!3"! , I'lle /3"- - (7t-l1-ltneTKR

H 8? C 7'Zt-I3'}.d • COr~l'CBO n.4,5~ 8/~L'I3; ==
?;; l~· \ZJj TpeoyeMhl~ It e -rOMeOMop<pR3M.,..,.4. I # I .

CTpORTCiI Tenp.p:> nocnell08aTenbBblM pacnpOCTpaaeRBeM:
eCJlR /31 ~ I If y*e nOCTpoeH, TO OH npOllOR)KaeTC5IllO, -,' ;z,t -rOM80Mop<pH3Ma ;3t ~It no

panycaM KOnhua l3 ,17+'1 '- /3 ; • I £ { i
4. OnpelleJ1eHBe. OTxpbIToe MHoro06pa3He IV Ba3.-~_.---
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lto~aaaT&n:bCTBO.• 1l0Jl0.lIHeue ~ Toue B 1'--/ , xax---.----..---.-.
n.eI'E0 «OXilE8T 'lKT&Ten..&,OJlJloe~o B 6ecxo.lle'DIocTl[ I[
)iI' (M \ ~) ::;Qt~~n08TO.w:y M\ ~<:::J?:' • Jt,OSTOMy B /l1\~
]. f1( ~a 13 1. 1'8,1("1'0 M \ Bt X••• '!'.B 3&.Il&JIJIOI

0IPe¢T.IIOCTI[' * . BeD B d'leCT_ STol apeCTHOC 1'1[
aar.n., :SB&3JlySf *) TO 0.u.6YAeT BTOpOI Pt. - ~eTltO",
ltOTOpO 6TA.T aM8CTe C :a:.pBOI 7.0•••.•••••.•'1'_ YCJ10BKRM
cn.e,tlCTBIlSL

3awe'l8BJ[e •• B .u:..~.•8· ra,.4 WJot IlQJt.8J1[8.M,'11'0 3&MltJIYToe-.----~
MJlOI"OO5p43Jle,YAOU.TBOpD3I1t&e ye,n:OBJ[:I>3aU1O'IeUil, Cn&A-
CTBKSl,IUl C&JolOMAelle l'OJoleowop4lllo c•• pe.o

, 8. MhI AO.a:AJI[eM8 3UJO)'Ieue 81'0' I'JlABW OAIIOIlpANl-
1l0a:eJ[J[e, lIymloe AU n.8.•18. rx.4. CU.'I8IlA WbI AOda:til
neNWY, AO~&3&Tem.CTBOltOTopol 6YJl8T JlIUNepOW wo•• _-

,DOl[ W8T0p,a CT01UIDl'C&, a:sBeCTl[ol ~8 "pa~oe
norn.oDleue"C-"'9] •.

neJol.W-' ' RyC'l'A Wn~fV\y.[~/], Iltl~S ,rAe M--.---
34MUyTO, I «ycTIa 1'1~ (O, f)'; Jilt W - pC' -MJIoro06ps3.lle..
Hanpllwep. J1ycTJa W c.R h~L • 05031lA'lDI, 'Iep 83 e~1J.yI'y .' ,
8 W QJl4 Q X CO}.i] • '
.llml dQ.oro nOnJ[8JlP&.P ptuPlepIocTil /I ~h-3 ,HepeC •••••
JD[e~OToporo C MJ' [", i1 ltOWllUT.IIO, 0 <.J<:t, AJ1SI

d.i< 01III ][ AllSlxa.&ll0X"0 AOC'l'aTO'lJ[OMaxoro l'> 0 j 1'&-
ltOI rOJtl~opcItJI3M A. TOJKA8CT88UldJUl /VI Jt £(), q'7 V
1/ M X [{,-tJ('1 17 ][xYC.O'lBO4JDIetDl.l JUlM )((q.L),'lTO
h {M1ltJ, .7)'::1 P hlfJ</J.t.t(.hf.uSC8X Q:EI'1.

llOK&3&'I'8m.cT80 ~. nOBTOpil8'1' lloa:A34T8m.c'l'BO.II.-------- -,

1f :sa OJdlDl .~ ••• -. BM.eCTO ycn.oBltSl .hi (tv,~FIJ••.C-

IlO.Jtb.3YeTcSlpac~o'" W 11&Ayr_ ( •...• H••••• O,IOrJl8.
8' 1l0U3aTUIaCTM:, ~6~TCSI, JlOC'l'pOI[T,boT06pa:aeue
S:J<.)(f41.1~W U.OHQp& I<)C [°111 1I8A XOIlIlD1leICOMKc.W
TaIt, 'IT06w: j<x.,.O):::.( • f (x. K~) c 1wfIl~<I}.WbI CTPo.W
9'1'0 oT06p~lI.e. nocbI1l&SIcnpe30X X It l 01 ~ J. X ~ I( •
JIIJleAHo -*'!' _'lACT.b.p,yl'.r: -(••• ' COlleplKa.Dlel X .' 0'1' TO'lltI
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X AO TOUl[ fa. n Mx dV <t,<.;(q <q. ~Tem.~ . ,

npOBepJlT, 'ITO eCJ1J[np][aeAeUe a 06•••• ltWlO&emre A• ..JI&TJ.
AOCT&TO'iHOMaJ1hlWOABIlrOW, '1'0 ycnoue (I,(!..J) 4;(2 (fc.") 6,.-
AeT YllO.BlleT.80p6ll0AB'I'O:"fATll'lecJtJ[. l

9. YTBep;IUleue. B ycnoloou ilewwlil JUI5I UJltAGrO ~i#()- - - -. ..:.- - -
J .1'OMeo:W0P<PbM ~: W.VVTOJlJt8CT.88JUud Ia Oq~-
HOCTSfX./j\{X0 I[ IV" t. ][IYCO'OlO .uaelJlwl .u. t\(" (~.i.J ,

;j Tax, "11'0 A (M "l:o/qJ):;)Ml(lDIi--~l~.u:p •.• ew.. h((~~~,£~J,Q.E-/'\f.
_1l£I!3!T~!8~ •._ nyC'l''' q" ~2. .~ncKpYew 'I'pllaJll-(

ryJislUlllO T .IllUtM x (O):t) .•nyOTJ.. (I -K.ow.u:n.exo, COC'I'OSI-
DlU ]13 Bcex cllMnJIeXC08 (3AM.X.JlyTIilX)T I n&JlADlKX8
Hx La) el'] I[ .Beex ( 11 - 3J -wep.llJolX 3&WU1'l'RX CllMJl1l&I-
COB nepecexalOllUlxM )Ilq l-«'I( eI' BblCSp•.•.O .IXO4elill.Me)~_06o-
3R8"1lD4 'Iepee· 8 JlBOICTMilRWIXOMnJI8IC, COCT~"Q
BCex 3&MJtHYThlXCI[MnneltCO.86ap.ueB1'pI'I8Cxoro «QJ(IUI.aJle-
neHKil T I , .lie nepece.a:.ax>DlKX11 • 3aY.,.llW. '1'1'0 B n 'nM" [D, I-.,() .ltOMIlaITlIO • ABYMepRO. Cornaello 118lOle.
i3' I'OM80MOp$1(3),u,1h~ I[ J,~.'W-.>WTozJiecTBellJUale :aa OI.-
pecTlIOC'l'SlX M" 0 JI IV" 1. T8KI[e, '11'0 h~{M~«],aJ)::>fi. ,
he (I'1x O-a)1J) ~ B.) npl[l{eM h,' (c.J c::Oi/J ((Co) .Mil. SC8%.
Q. EM ~ ,.:::t, 2. .•

CornaclIo n..~ • 2. , 061UlCT:bMe»CllT IJ • 1.3 n;oxpbl-
1'& HeD:pepblBHhIMceMelcTBOM OTpe3JtOB, C08llHJfilDDlJ(X'1'OUJI
H C TO'lS.aMIl13Il nepeCeltB.lOIlUlXCliI.T01lhlt0 XO.llU4WJ[•. ECJ1ll
'T -AOCT8TO"lHOMeJIlt&, TO JUl]IlIJi(Bcex STKX 0'l'pe:sJt08

Mellbl11e "I, . Il09TOMY 3 E/:J -1"OMeowoprpll3M.
h.3 : \IV -:> W To.lKAeCT89!1HhllKa I? I[ B • oAura:l>1JU[1
TO'lltil It&:lKAOI''O.R3 9T.X OTpeax.OB ng .0TP83lty 8 IUUIp&BJleJIU

OT fl K 8 T8ltt I{TO_l.h~ 0 h~tM Jf(~ qJjvhl.(Mxft-4.1i1)=W.
B TaltO~ CllY'lae h~ 0 n,3 oh1. (M" [0, ~) U .Nt" {J.-c.,.lJ)=ltft;

H, 3Ha'iHT~ h3, ~o~ o-h:t, -Tpe6yeMhlI rOMeOMOp.p.:sw. '
10.' q~TaTeJ1la, pa306paBlllI" np.B&llellIwe· ,tlOx.a34T_m-

CTBa, oe3 COMlleJIHSI,CaMCp4eeT np.weUT" J1ewM1 () no _
rnOmeJ!lBHAJUIAOlt&3&'l'enbC'l'BaCJIellJ":I>JI('''T~ewhl.
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• CMhlcn STorO R83B8HHSi CT8HeT SlCHbIM BO BTOpoA qacTJi.

•••
TeoP9WA, (06 O~phlTOW Iz -1t060PAB3W9 ). ilYCTb- - - ~

~ 17 ~ f, ltOhOlUTJl09 /If -MlIoro06pS3Be C Itps.eM,

COCTOSlD1JlW.JI3 llBYX 1t0wnOJleST /'1/1 ' R Mr.. • npBqeM

1i';," (W~ Mjl ::::.01/::0.1, z., tJ'-"·'" It. •.
TOI'1l8 W \M~ ~ ~ ~l",J.)R. 3RSqB:T,J"fW;&M,I'R~H~~.

!} 1fn. 4

rflABA ~ TOilOnOrMQECKME MHOrOOEPA3HH

n' ~1. ilYCTb G-I -OTltpbITOe nOllNBO>KeCTBO R C 1t0Mn81t'l'-
- (7':" n'l

HbIM 38MblK8.HneM 'li R l" U ..•Ii,. -lIenpepblBB09 OT06pA>K9-

HRe. Mbl XOTRM COnOCT8.BRTb Its>KlloA ToqJte X E-IL Il. , lie ne-

lKsIUeil: B 06ps3e F? (2/) . uenoe qB:cno, Bblp8.lKlU>IIlee

ItpBTHOCTb, C KOTOpoA 06PS3 '21 BBKphlB8eT TO'l1ty X.
3TO qBCnO 6YIleT HS3bIB8TbCSl IEpsYSPOBCltOA/ cTenellblO

oT06ps>KeBHH f OTHOCBTenbBO TOqJtB X H 6YIleT 0603R8-

qBTbCSl "it:j,/f C50]. -
CxeMs onpelleneHBSl dell< f T81tOB8. PSCCW:OTPBM -

npOCTpSHCTBO Ic ItOMnBltTHO--£TKPblTOA TOnOnOI'R9A/ ex (~.1
HenpepbIBHblX OT06ps>KeHRA 21 ~ f?.Il, IlnSl ltOTOpbIX Bblnonlle-

HO CBoAcTBO:

/iIfi/06pS3 57.{U) He COllep>KBT X
B STOM npOCTpaHCTBe MbI f](S>KeM BeIOIlY nnOTlIoe nOIl-

MHO>KeCTBO OT06ps)KeHRA, IlnSl ltOTOpblX onpellenellBe CTene-

HR OQ6BRIlHO. 3ST6M BbISlCHRTCSi, qTO AnSI IlBYX OT06ps)lte1lBA-

R3 9Toro ltnSCCS, nelKaIURX B 0ieoA ltOMnOH9HTe nBBeAlloA

CBSl3HOCTRnpOCTpsHCTBB C" ('t/) ,CTeDellb 011liS B TS

>Ke. Torlls 9TO 'Illcno 6YIl6T CODOCTSBn6110 BeeM OT06pS)It&-

HRSlM R3TOA )lte KOMnOBeBTbl.

2. PSCCMOTpHM B C}< ('tI) MlIO>KeCTBO OT06ps1K9HRA,

KOTopbIe nonynHHeAHbI HS 'It I cM.n.7.3 rn.3/ R T8.1tlIX, qTO

IlnSl H9ltOTOpoA "I'pR8.HrynSluRR 'It ,HB CHMnn9ltcax ltOTopoA

oT06pslKeHR9 nRHeAHo, BblllonS9HO ycnoBRe:

I~ 06PS3bI TOnb](O fl -MepHbIX OTltpblThlX CIw:nnelt-

COB COneplK8T TOqltY X

_Y~B!p~~9~l!..e:. Ma:OlKeCTBO T81tBX oT06palKellRI BCDIlY

rWOTHO B (~('2I) • -
P.<:'KS_3~T~~C_T~._ KBlKlloe oT06pa>Ke.HlU R3 ( •.(e1MolKeT

61J1iTb snnpOKCHMHpOB8HO oT06pa>KGHHeM, KOTopoe nonynBHeA-

HO Hoa l.· OTHOCHTenbHO HeltO'topo:A TpR8l1I'ynSluHH Irr.7.3 rn.3/.

§ 10
fn. 3
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CA&lIr8~ Cnerlt8 06paabl: BepmJUl 9'J'oA TpIAJIl"YIDlIlKJ[, Wbl

no61.eMc" TOro, 'lT06Ioi ycnOBJl8 Ja./6bl1l0 YAoan8TSOpe!l0.

3. llycTJo./: 2(~ Roll. -oT06paxeH!!,e,nonYJ1JI!leboe

RA1.1 • ~eX)lIte, CSOACTBO /,.u;/ .• T.It. 'l(. ltOMIl8JCT!lO, "3
'J'OJiW[b,lt08e90e I{)[CJlOCRJoPUleltCoe. 06pA3hl lt01'OphlX cO-

A8P""~: X • nYCTb 6"~ J _ , • _ ~ G"~ - 9TR CRMJUIeltCIiI. Bce

OK' 11. -Wepll1ot 'l[ K8 Jt8QOM Jl3 KRXf HeBhlpOlKJl8!l0
/iBa'le 06paa B8ltOTOpOA rp8!lR COnepJK8n 6bI X /. B 1'3·

ltOhl .cnY"''1e liS lta&J10N Jl3 BRX f J1R60 COxp8KSl8T, J1R60

06pslltseT opkeKTanRJO 1n.12.2 rll .•1/. nYCTJo m.,. -'lRcno

~MIUl.COBt K8 KOTOphlX f COXp8K~eT opKeRT8IU1JO IRX

06pa3hl'nOnOJKRT8llbKO !l8ltphlBax>T TOUY )C '1 R In....-'lRcno

CJD4JUI&ltCon,H8 ltO'1"QplilXf 06pam:a8T OpH8HT8Ill1IO /HX 06-

p8310l .#oTp.Il11aT8m.!l0 RaltphIB8DT X r / •.

Onp8118n8HKe.------- ·cte~xJ~m+-~m_ ..
4. YTll8pllJUNUl8e· Onp8Aen&H.8 n. 3 He 38BRCRT 01'

8bI60pa T;B~;Y:~ B lt01'opoA J nOllYJ1RKeA!lo B.a q R

HMeeT cBolCTBO (-Jf *) •
nOX8.3aTeJ1bCTBO. BcJ1R T -TpR8Hryn~ll.K~ 2/ C T8-----~---- ~

JtIWJ[ CBolcTBllWH, TO AM BCSIltoro ee nonp80neneil.RSI,. T
OT06pA.1lteJll[ef nonYJ1RJlel!lo. ECJIB, ltpOMe Toro, A~ T,."
TAJtJ[e YlXoBlleTsopeBo I~/, TO :r:8.EAOMYCH)(UneltCY cf~ T.
06,a:.s ltOToporo COA&plKHT X • OTBe'lAeT B TO'l!looTH OAD
CHMJUl8K.oJ'~T , 06p83 ltOTopOro COAepJKRT X .• JlMemio,

.c.-.omuc, ceJlepJK8J1tR1 (J" • 06P4~~ eo_

06p.ea :e~81C8 <16T COll8pJUT X , TO B r 118.)1{J(TB

TO.OCTa OARR CHNJI.neltC tI" ,06pa:.s ltOToporo COAepJKRT
;( • IIp. 9TOW JIll COOTBeTCTByJO~X APyr 1J.pyry CJlMnnelt-

cax oT06p&7lt8lUle J- OpJleJlTRpOBaHO, ltORe'l!lO, 01J.JlK8ltOBO.

3RaU1', JlCTelleHlt, BhI'lRCneJl~ OT!lOCHTeJ1Jo!lOfj" I( J' ,
OAJUl8EO»a. OCT8$TC1i 3AMeTRTb, '1'1'0 ~ ABYX 'I'pJl8JIry~nI(A

l.{ , JIll ltOTOplolX J Jl.N8eT ·cBoAcTBO IlWIft/, 106mee nOll-

pA3lXell8JlJle, JIA lt01'OPOM.:f T8Jt.lK8 I(MeeT CSOACTBO lAAI.
llocrPOOH8 TUoro nOApa31J.eneSRSI MoxeT 6hlTb OCTSBJ18HO

'IJI'!'a.TeJU).

§ 1rn.;. 4 § 1 rn.;. 4 .

5. ,YTBep:lKlleHHe. CTeDeHII 1J.BYXDonYnJl!leAHhlX JlA 2(

OT06P~a:; j, i;("/C(iI) co CBOAcTBOM lJi:Tr1 , n~E8DUlx II
OA!loA ltONDO!le!l'fe nJl!leA!loA CBSl3HOCTRnpOCTpaJlcTB8 Cx ( './,

COBR.8118IOT••
I'fo, 'iT0 oT06ps:lKe!lllSl J II :J nelKAT B. o~ol ltOW-

nOJlellTe J1IlKeAHoA CBSl3!lOC'MlnpOC'l'p8KCTBA C" ('b.) ,oa;a-

'18eT 'lTO, BO-nepBhlx, O!lll rOWOTOJl!lhI, .8 BO-BTOPblX,

T81ta~ I"OMOTODII~loI9:lKAY!lIlMll, 'lT0 nn~ lt8JKJXOro-r :

f ·(J:l (iiJ) 'jJX). F' ,r:)(rOt.]-.J,'
t )lOlt83&TelIbCTBO• IIYCTb oTo6ps:lKeHJIe . "f 1-' I r..

ODPe1J.;';e; ;;b- B- (y. (li) Me)l{JlYf R J' T.lt. F nony-

11K!leAl'l0 liS 2,1'1'0 U Zt7'oi, MbJ Moxew annpOltCRMRpOB8Tb ero

oT06ppeHHeM nonY11KSeAHhlM ss tI" [0, :lJ ,I!le weK~~
ero H8 'tixO U 'tt.y;1 II !lS :;'1. tuJ ,,[OJ -1.] • npll aTOM BY.-
60p 06paaOB nnSl BeplIIRH TpH8arynSluIIR ZI x [0,:1 1 MOJKJlO

nponen8Tb TSlt, 'iT06bl HRlt8,ltoA CIIMJIneltCp83MepJlOC'l"R ~,,-t,
epJK8n >L HTU MOJKJlO

H8TSlHYTblAHS 9TH TO'lltH, He con ". ~' ,)
C'IHT8Tb, 'iTO F !!ony1lJlJleABO S8 U I( £0, 1.1, r (::h(~)~[j)~7/ !Ie

conepJKRT X R eonH 06p8a CHMnne&C8 6' CPHEC~O~Ot.
''7; r J 'TO <:4/n c:7 ~n,

TPRsarYJ1SlDRH CA){ '- 0,:L C01J.ep JKRT)i , .
PSCCMOTpRM t-t (~}/)o • EC11K dJ'h1o'~" ,TO aTO-oA-

ss TO'llt8 BHyTPR 6' • '"
ECJIB dim~-:::',.,+ i, TO npo06p83hl TO'lelt I? B fi 06-

paay10T ceMeAcTBO DspsnnenbBhlx oTpe3ltOB. IIpH 8TOM 01'-

peaolt ;::-:J.{~)17 '0" cOenl(!lSleT TO'lKH nBjX IZ -W8plUllX /OTltpbl-:-

ThlX/ rpaHeA 0" ••.
K8)1{JlbIA n -MepHblA CRMlmeltC 6 B li;tt:a,1J ~BllSt-

eTCSI rpsHblO nR60 nBYX CHMDneltCOB, eCJIB 6'C It J('~q;~-
60 oMoro, ecnB 1$ C 't.t ,.0 u 'l( x 1. • ~~nll 1TO'llt8 J t:- F' iPlJt\
TO SlCBO 'iTO B ee OKpeCT!lOCTR F (It) SlBn~'jTClil cyY140A, OW
nBYX OTpealtOB C 06mHM KOBUON X IIJIB (.IJU~M oTp63J[

C' KOKUOM J< • COOTB• .J?'
OTClOnS cnenyeT, 'iTO F-t.(;(} -o1J.BOMepHoe rOo -MIloro-

06paaRe C KpaeM Ha t( x 0 (j 2l~ 1. • 3aMUYTble KownollellTltl

r -4(,{J !lac He IIHTepecylOT.
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rn. 4 § 1 rn.o 4 § § 1 - 2

OCTsnbllble nenSi'rcSi RS TPH

ltnsccs:

sl 06s KO!l:US ne:lKST RS ?t x () :I

01 06a ltOI'lUS ne)l{8T as 'H I' 1.~
al onHH' !tOHeu I'lS 2t)f 0 ,npy-

roA JlS 'It'llt.
PSCCMOTp:a:w nOM81'IyIO ( xnsccss/.IlycTb

~ , $-1, G" I. ) eft , ... , fK~t., OK-I., l'K, G"'~ -
-CHMIlneltCbI TpJUUU"YmlUHH U~(0,1.1, nepec'exsJOm:He -( H

pscnOJIO:lKellJ!hle a nopSl./llte aToro nepeCe'lel'lHSI c e , f'ne

C'iJ' n -MepRbI, a ~. - (".,.:£) -MepRbl.

IlycTb ai -= Sj(l.( H Sr' ~.I1(. B03i-MeM B (Yo (n+:f J-
penep V'Q, v:t, ... ) vn. C I'lS'IanOM a a" ' rne ~ HS -

JIpaaneB aHyTpb d'. ,a OCT8JlbHble aeXTopbl COCTaanSlJOT
;r -1.?-L ~1.n -penep a 'U. x 0 .• IlYCTb VI.' vt. , __" v•• -penep a ~ C

Ba'lanOM a Q:t: • XOTOPblA d..F nepeBOJUIT B TOT Ji(e penep
.D~L 'E I ~I7\.. , '1TO JI V,;t;, V~) •.. ,"R' cnu penep vt ,_._,v., JlO-

n01IJlJ[TJa aeltTOpOM v.' JlO (II + 1.) -penepa, 38.1l8JOm:&ro T1

JK& opJlQJ!'faullIO R."+s. J '1-1'0 Jl V.). _. J V••. , TO ~ :(6y-

lleT HaJIpSaJI&1'l .8IIyTp.b ~ • fi)klJlon:lK8Sl aTO nOCTpOeJUle, MbI

npJl.lleM .It. penepy Vt,~ ••. » Y,.,I( .~., XOTOpblA OT06p8.>KSeT-

CSI a TOT Ie penep, "lTC? H v1,. "' "If H npH aTOM aQltTOp,
JlonOJlB1l1OIIUIJlero llO penepa C Toli :lKe opaellT8UHeA, '1TO H

Y p&uepaVQ, Y.-, ... v•• , HllIIpAanell H.3 ~ ~ [~iJ .I109TOMY,
J I(. I\;

penephl v;r.) "') 'V'h 11 Vo%. >. - . J v'" 3811aJOT np OTIBOnOJIO:lK-
IIble Opll8llTanu lIa It JC C

H3 CX838J!01orO cnellyeT, '1TO

c1~;jx f 10;, .= - ~.eJ,j·lbJ(
3T003J1a'laeT. '1TO napa CHMIlJIexCOa B U 1'00, B JtOTOpblX
ne))UlT JtOIllUtl OllHOA nOMaBo.l1 113 r -:i. ( ,.) /Tllna s/ •. MO:lKeT

lie yqlITblBaTbCSl npH nOkC'IeTe clf!3 x.f • To :lK8 CSMoe

BepllO llml 9 .. OCT8IOTCSI CIIMIlneXCbl, rJle ltOIl'l8JOTCSI

JIOMSllbl& TKlIa B/.o t{xTSTenb nOXS.lKeT, '1TO I!B. CHMnnexC8X,

coAep)l{8DJ:Hx XOBIXbl onRoA nOMaHoA THna ai, oT06pa:lKeHUSi

F I UrO H F f 'Z.o i OpH8I1THpOB81lbl OJlHH8ltOao. T.Jt .• npJl
aTOM YCT8HSBJIJlBAeTCSI B3.0llH .•COOT"BeTCTBH8_Me)l{llY TSKHMH
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CHMIln8XCaMk, Mbl nonyqseM. '1TO

,,:e Jy. J == ..Je'1< F 1 Q/~OchJ" F J ~"':t#& de;/C 1·
6. Teneph Mbl W:O.lKeMBBeCTH OCROBJl08 onp811eneliHe.

~n,:e~e~e~!. _ CTeneJlhK! d~J o'ro6ps)I~eBIIll f Co

~ C" (ii] OTI'lOCJlT8nhBO TO'ttH X ERn RAa. CTen8Rh JIJ060-

ro OT06p8.lK8BH!illCx(t;)H3 '1'01 •• Jt:OMJIO!IeIlTbI JIHl'leAJloA CBSl3-

BOCTH C", 'Ii) ,KOTOp8Sl Conep.lKH'l' f ,nonYJIHRelllOro
Ha 2.{ .H cn caoACTBOM I~ n.2.

""IlpJt aTOM CTeileRb OT06pa:lKellH5l.f BbI'IJIC.1ISleTC.5ICorJl8CBO

n ••3 H OHa 1'l8 3aBHCRT / cornaCRO n.5! 0'1' Bw60pa OTOOp8.lKe-
BHSI C T8ltHMH CBoAC'l'BaMJI.

§ 2. CaoACTB8 CT8nellH

1. !!.ae"p~!l!H-! .• CTen8Bb TO)l(J:lecTB81'lJlOrO oTo6pa)l{&-

BHSIt: Zt..,. 2l paBl'la +1 B K8.lKlloA TOU8 X E- rzr .•
2. _Y!a~p~e~H.!.:. CTeneHb JIlIfteABoro HeBblpO)l(J:leRI'lOrO

OTOOpS:lKeBHSiRI1
C MaTpHneA M p8DHa SJIl (tilet/l() a KIDK-

lloA TO'lJ(e.

_Y~~~':!Il!..8._ CT8neBh llH<p<peOMOp<p1I3MA/. It'''* R." B

xe-f?/ paaHa 3HaJty neTepMHJlB.BTa_ MaTpHUbl HxooJl '~,,(/#J-
34 ~T~e!,~':.H~ EcnH J ( 'lI. )?~.lJTO oICJx f. -0.
4. X:"BE!P~~B~8.:.. Ecp OT06p8.lKellHSl I" E (.. (~) rOMO-

TOIlHhI npH f'OMOTOnHH, cMem:arom:eA 06PS3 rpsRHIUi:Me X ,
TO qe'jx j -=:. cle3x.1

_Jl~~32:..e,:t~c::B2 ablT8ne'l' 1I3 onpen9lte1llla..

5. _Y:'B~p~..!tH! .• EcnH X .H:J ne)l{8T B oromA XOM:-

nO!leJlT& MHO)l{OCTB8 R.~ \} eh ('li}), TO' cL~J{ J .:;9$J, f.
~o~~a2'e~~-= JlnSi KS)I(J:lol TO'lKll ~ t:-R"\j')Chk))
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] n:p~ u. s.aropoA de9 JC 1-. nocTOJUlJ18.

6. cYUrtpJlA•••••. nyo'l'b U -Am'Jt,mJIX'l'JIoe otSb8Jl1l-

Jl.•••• ~ ~;~ J[~~O~ecT. 'Uo!" TorAA

. d~ &I, K J. =: Z oIe9J( JI'UCl( •
llouaaTlJlbOTBO. "'.ll.mI 1l000yrometHoro f Tl'B8pJKJle-

. ~ •.... - •.•.. ---~
••.• lIpo •••• ftc. J[UOCP.AC'fBeJIJIO~., -: ~

7.•.Y!B!'~"~!:_~yc'1'b J:t< ..•R.. J~ V~~-If.BA

oToCSpaaa_ .• ,l"Ae 'U • V- O'mP:&lTW sf{". ap.qew 'c ,

} {'iiJ<::V ••. ,-t,,c, 060 Il~h na.60 lIeJOT B OAJloA

K.OWll0Jl8ll'N a MKOJltecTBB. z.- ,,",no ( Ze») .• Tor»

Jef(1z(?iJI1.1t • «<J" g-J= o{e~~iJ .ol~ll lllUl ~c:-/J •
.f1~!.."'!:~~: ~o.,p C'lIlTa'l'bt '1TO o6a 0T06pa-

.•••••. / )[ , .oa,....e ••••• np.'leu, ~ i ·Tax .• Jf
DlemT ClII&)tcT.o I..! • TOUQ X • B aTOM CJlY'lA.

<J/<fl.'3'I 0•••.• "a ••• ~OA Toue ,. ~ 1/ •• "IAC'l'BOCT·t

a EAJrAoA.1(3' .'fO'l.s., (xl. _
8. !!.MJ'!A!"!!: nyC'Th fJ'C~R")[ ~ ~I/-""'R"-ABA

OTo6pa.a ••• s.oJoOl8rl')[KX 34W:&l18B-A O'l'1pblTWX nOAMJlG-

_CTB R".tt t np.'I •••. }e'U)c;;v. TO'l1a X Be neJOT B

j.J (h (uJ) Ut(httl. TOI'lla deJ to 1-J ""~c;/qJ...f .d~.(iIA", .•
rtt. , (= Il J[ cyw~O.B8JlJ[e JIJ1eT DO BeeM K.OWllOBeB-
TaJol- .tc•.• ::.c.r.. HQ( 06UCT. Z;- \ J ('1=1. ('ttJ) •

Jl~JD:tCT~ CJletlyeT .3 YTBePJKJleJUlt n.n..6 R 7.----- ...• --
9. !~~4!.~.:... Eeml ~ ~b 'V -oTK.phlTWe nOll- ,.

~ 1\n • h /';..,iJ -.I"ON:80Wop$.3M. TO

cfe h. :::1:L a mo601 'rOue )C e- V ..
~ • .2-!,!.~e:.. EClII c1~;JC.\ ;;;;.t 1.•}C ~ v-: TO rOBOIUIT.

'!TO 4 coga ••••• gp.eJITM~ a ecna d~~1( '" - - J. TO

O!l. ee gfMma'!Ii-
jfOJ[A3A'l'e.1lbCT!IO yTaep1KJ1eftRSI.· Jr~h -trOlKJleCTBeIlJlOe .

......-....••.;oe-U - i. 3U"T.-d~4 ". de-; h -~:a'~ ".-~~=1.
•••• A~ cr'" d",., -'6<) -~-~ '
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I n.n,.1 ]I 7/.

1o. xiB!P~!,B!e:.. BeD: ~p •• ""J E~ CIt)TO:III-
.lU1CTSeJIBOJI8. F"ad, -TO d~#J('i~I.f• ~ 'l'OV8 XE~
]I d~ 1( .f =- () s nD60A TO'lK..e J< cf- 2t •.

~O~38.":!.~-!4 I'owOTOllIJl :ft-=t·,+(l..lf.).;(Ir) ••• ..,.
J RTO.l!tA8CT.seJlJlblJo( OT06p •.•• 8JlJ[.~ OCT""" •••••••••
Hhua T01{U: 1'1.{'Zt). OCTafteJl lIpIW...., .••••.••1·Arf. t"

113.• T~p.wa 06 HJ[B8pU.-TJIOCT''' 06.acT ••. ]NlaIIep-
JIOCT.b.nOJUl8APO.

1.E-'!P!..ll~~"_ EclIJl X ·....rOJ[OJUrrI~ JIPOC'!'PIlJI-

, CTBO. TO c{/m X ~ k. eon '1 cJ[,.p<:.•weu:.oe Jl"'~ X
ltpaTllOCTI ,£ k + 1.' .• E9JII elt'n, y, k J • UaepI(O .•. orro

,urn X ~k-f. TO Jlonar"Aew «"'m-f ••k J[ U41W .•••••. d,;",lj~o-
nor.qeoK.oI/ PHMtlUI9CTlpJO K .•. , ..

.!!.&!P~!~!: ~'/?' X -ircao.mr. •.8CQI. •.•••• ".~ 1:
np.Map. Ecu: / n.ue1:Ja,.fl/ paaw~, __ ..pa

,,-- - ,... .-. ",.., -- >

p~k , T.•e..&CD 3 Tp.ulIry •.•••• P o-..uc ••••
pA3N:epBOCTlI -' k • TO oL;/nP 'k .•ll.~o, 3 CK.
yI".loteJlK.J[e 1l0K.P:&lTIUIP 8Be8A4.WI BepmJtl[ ~,
n.2.13 1"11..3•• 1pATJlOC'l'J. TUO:t'O JlO1p.wftt[ ~ ••••••••• _

PA3MepJlOCTI P .• p!o8J1I'leJlJlbI Jl& 1., ., .
2. .Jl8AJDL '1'eJlepb< XJIIUla:Tep-NOD P••••• ~ .~

1Ul.lUleJKaJD:YJQAAkc:.tAQp01!iJ1' J:5'Z J • ~ ••......a. •.••.•..
TBaWI B R." .•. '

Teopewa. AnucUJ{poaaj06 '~16 n~X-----------.-
IIO.l1WJlOJK8CTBOR" . TQrAa ;(lmXUt+r)]IJa. !ICQ9• .,.......

~ : X -;.(() o,:;,} I oT06pax •.••.• "".'X'~Rh. .,.••.• ~J ••••••••• .,...

ShiX. ~ 6:&llIO ~()() -spMrW /~ •• .I(y/r'M}.( i'llf) I••
&O-aTOPhIX. 'lTo6b1 L (]C) 1I•.••••••. .JIQIUl8J{p ••••••• 4)1 pe.a-
Mepll<X."TR ~ k. '
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.l10K.&3&T9nbCTBOae06xoAJ[MoC'l'Il.· nyC'l'h CII&q:8na-------- .•.•. -----
~ 2t.l.! -mo609 no:a:..K.0lI9U09 O'l'Jr.pI:il'l'oenOK.phlTR9 ,X K.p8T-

1I0CTil .,f k+1 • nOllo)l(D(fe(.{XJ:aftx,J<"'-'Zt",} H

~(X') - 1:'~;;) . TOl"llA 'f'o(.{x} ",,0 Arol X ¢ 21... Jl

Y <.t••. (}C) ::d.• B03bM9W B 'lI., TOq:KYtl(JI. •
01 nYCTb x €. X R 2t~ ' ...'2<.8 - ace SneMeHTbl nOJ::phlTHSl

f 2fod C0l19pllUlllUle,c : HIl;TSllleM 11& BepWHHbl a 0(., - •.• Q'o(s

CIlMIlneK.C G" H nycTh lO<.) -TO'llta cs- ,68pH1l911TpH-

q:9ClUlllCl K.oopll)lJlaTawH K.OTopol B cr cnyX<aT q:J{cna 'f'",/f),
Cf~ £ ()(), ••• , '/"'.s DC) • T 01"11&X ~ '('-{X) -II enp 9P hlBJl09 0'1'0-
6p8JK911H9 X Jl 06pa3 x neOT B 06'beAHlIe1lJlH BC9X no -

CTpoeJl1lhlX CIlMnn9ltCOB •. RCIIO, "1'1'0 ax ceMelCTBO nOK..K.Oa9q:-

HO,T8K. "1'1'0 HX 06bel1J[J1eHBe eCTh n01IBSAP. npHq:eM el"o nB-
lIe11l851 pa3MepHOCTb ,k • ECnB, KpOMe TO:r.o. nOKpblTHe {'2l«\
nOCT8TOq:II0 Menx.o, TO nOCTpOeJlJlOe 0'l'06p8JK9HHe 6YA.eT

£ (;() ...cI1B1lI"Ow..

Jl2K~~T~!B2 ~O~!T~~O~T~ n yc'l'b 't" ; X ~ P.. " - .uxl-

CnBHI" X B n011HsAP .HcR."1JJ.B.eIHOI i>ae;"'epHOCTIl 4 ~ ~ Ecmi

4lYHXIIHSl i.vc) 110CT&TO'lJl0 Mano. OTnB<ta9'l'C5I O'l' HY1ISlB

9CnB B3SlTh 110CTaTO'lR0 M91IJtYlOTpR8HrY1ISlIIHlO j:J • TO

f Z-t. (.st C",J)j , (r119 Sf 'v..) -GBe311bl BepWBH v'o( STol

TPJlaHI"Y1ISlllBIl·) , 66pe..3YlOT nOltpblTH9 X 3al18HHOI MenOCTJl.
Ero KpaTHOC'l'b p8BJUI. KpaTHOCTH nOltpblTBSl f.st- Cll~ J) n01IBSl1-

pa.e • T~e. OHa "k+i. •
3 •• t:"Btp~!H!8;.. BCD X CR I't. HHrl1e He nnOTHO, TO

~m.X ~ " •. ':t.
.fl~~~~~C~~ B03bMeM 1l0CT8TO'iB0 Me1IKYlO TPBaH- .

ryn5lUHlO R II. B K.8)KJ1.0M 12. -MepHOM t::HMllneltCe ~---Oc. • 9'1'01

TpB.aHrynSlllHH :J Toq:lt8 C<o( ¢X. nOCTpOHM peTpaltllHlO

't"",: u:~" Q", -.. J G'", • B~eCT9 9TH pe'l'paltUHH onpelle1ISllOTOTO-

6p81KeHHe ~: K.."'-1./4«-R. KOTopoe nepeBeneT X B n01IH9np

JllmelHOA p&3MepHOCTH "" -! . KpOMe '1'01"0, t- 6yneT

l. (x) -CI1BHrOM. eC1IH TpH8HrymUlHSl R.. 11. Bbl6p8a8 1l0CT8-

TOq:HO Menx.ol. Corn8CHO II.2., ..i {rn X .6 n - :L
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~ _YT_Be_P~_e_Hlle. EC1IIl ' I ..;. 06n.aOTb B D~. _
06"11'1 2r =/l • - - I"\.. .V

. 1l0X8.aaTeJI.&CTBO .$leBO J.' 0". ..:. • '1'1'0 """'n? QSI7. nOKa.JKew
clr n-, Zt '> n _ 1. • E .. , "IT 0

_ CZt • CIUI.Be Talt. TO lllUl n.x>6oA 41 .
l. ~ _ (0,<70) :I -Taltol t!.(;c) -CllBaI' t'":~~n't yRJUlJlJI""'(0_)
ne1KllT B {Ir -1} -ilO.Q.nOJIHSl1e R.~ " • '1'1'0 L U

}(..., r:f-z ('It). Torll. M01KB.O.npo~ • n.YCTh <! (x)...,.O ,KOrl1&
TH 0-: •.•on1KB.Th t" no KAlIn

,Ha L(. • nOnOlltJlB '( _ l H& <7") .••••.ephlBJIOC-
B m0601 TO'Ute XE- ru (n.2.10) '.:h~. 3HauT, a(f?JI('l":::~L

B TO JK9 BpeWg Mbl MOJKeM C'IJlT&~b "1'1'0' -:-1
ne1KHT a. (Ir-L) -n0l1l101Ill RIl' X¢7:(tL/, T.K.. '(- 'ii

3
sAPe B n09~oMY

HO. H8~T. o(eJ t" -=O(n 23)~' • IUlrJle He nnOT-
BaeT yTBep)KJ1.eHIl~••••• O. npOTBBOp9'11le l10K83b1-

5. nepell1eM K. 3BaweHllToi
B8pBaHTaOCTH 06nacTH£52 J: T90peMe Bpa.YSP8 06 IH-

!e2P.!~ _Bf&yap&. OYCTb h.: 2(...•11." OT06!.___ .. - up&1KeHlle

OTKpblTOI"O nOllMH01KeCTBa R."
MOM 2t. H& It 'It • SlBJUIDDleecst rOW80wop4m3-

TorAS It?t OTKPblTO' B R..~
.l10K.a3aTenhCTBo M •.::: ..:. bi M01KeM C<tHT&Tb. '9,"ITO (A CBJl3-

HO, 2i -«:OMIIaltT B A 3&llaHO H8 <ii
Ecna '1'0<11(& ~ {~I •

Kol B h {'b' . X€-,/ He gB1UIeTc5I BByTpMBel '1'
• TO oI~~ ,( ==Q '1' . 0"1-

TO'lltol I{" \ ~ ('«) Q IT • .K.. '" M.OJKJlOC08lU1RHTh C6 ~e~~ ~~~
YI19T nepeOeK.&Tb .4 ( T'l ('?AJ)' { 9'1'0'1' OTpe30X He

OllH&K.O eC11H.«(Z,I .n.2.3 H n.·25/ •
• ICOAep1KHT XOTst 6b1

KY, TO. COl"naCHO U 2 9 CTen oMy BBYTpeHHJOlO'1'0'1-
••• eBb B Hel J[

B m06oAApyroa TO"tlte /, ('ILl paaaa. .' :B8<tHT /n.2.5/.
T8TOq:HO AOK.83&Th "1'1'0 ~ /0,1 ' - 1.• nOSTOMY l1OC-'='_ .,If ( "/ He MOJK9T 6WT
HhIM. V"1'0 BblTeX89'l' H3 IT3 4 II !UU'lle Be nnOT-

6 Y • B. n••
:.. _ T~~1KEe.!e.!' _ EC1IJl n01IJls/J.Pp llMeeT 1IJlHebYD

pS3MepHOCTJ." • TO ~ m f'~./1 .

~0~838Te1IbCTBO BblTeKa9T______ . H3 n.n. 1 B. 4.
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3. B cnyqBe n=: 2. TeopeMB n.l eCTb, KOHequo,

XOpOlllO H3BeCTHBSl TeopeMB )K0PAau8. B 3TOM cnyqae

TaJOKe 'H8. J:7. (r) cS"-~. CnellOB8TenbHo. olea 1< Fo·G.=i B

K8>KlloA TOqKe X 6 r;, l'~ ~ , • Ho de: Fo~ I F.'~
==: de, :t.' p. cI~jo (;., r;.• cor-n8CHO n.2.7. '

f T8KlIN 061'88 OM, K8JKJ10e cnar8eMoe B lJIoPMyne lllUI

oleA a·p p8BHO 1 H, 3H8qHT, HMeeTCSl T01lbKO OJUlO
dl) J S ,",(

CJtar8eMoe. KpOMe Toro, de,. C:I',=:. ""':I. • 11Tax , paa-

6BBaeT R..~ H8 ABe 1t0MnOHeHTbl,OABY HeOrp8llHqeHHYIO r;, B

OAHY OrpaHHqeHHYJO r1 • nOIt8>KeM, qTO S.•-(cnY2KJIT rp8-

HUllel K8>KlloA H3 3THX 1t0MnOHeHT.

EC1lH 3TO He T81t A1lSl r;., TO ~(f;J COCT8Bru1eT JUlIIIb

q8CTb S 11-.(. TI03TOMY Go/ rl' oT06pSlK8eT r;. , B r;," ,m
He nOKpblBaeT npH3TOM BCJ). c41epy 5"-.1, a, 3H8qBT, )[

II ,.-, .

HeKoTop1:.Ie TOUH J"t6. Ho TorA8 c(~3o G I(j <=0, 8 He +1,
K8K 6bl1l0 YCT8HOB11eHO Bblwe. ECnH npOB3BeCTJI JlHBepCBJO

R..1t
C lleHTpOM B K8KOA-1lH60 TOqJte ~ ,TO r;, CTaHeT

0I"p8HH'ieHHOA 06.j8CTbIO, H n03TOMY S"-t SlBllSleTCB TaJt)f{e

rp8HHlleA H 06n8CTB r; ..
2. qHT8Tenb MO>KeT nonblT8TbCSl AOK838Tb C8MOCTOSl-

TeJIbHO cne.nYIOmee o606meHlle .n0!t8.38HHOA TeopeMW:

!:"B:.p~=H!e.:. ECnB 1<.( H 1<1.. -.nBa rOMeoMopclmwx

KOMn8KT8 BRit , TO HX .non01llleHHSl HMeIOT no OllBHaxOBO-

MY qRcny KOMIlOHeHT.

~K~3~~ ~ ~O~~38_T~n~:"B!: HY}KHO npo.n01DKBT~ 83.

oGpBTHble rOMeOMop41H3Mbl AI. .•I<c-,K:z. H K~.-.,~ AO

oTo6p8lKeHHA ~ H HJ. " A." ...• /<. •• H paCCMOTpeTb ABe M8TpB-'

llbl, B03MO>KHO GeCKOHeqHble, fI. H D , r.ne 3neMeHT

ci•.:; t:: f(. eCTb 0(f!j" H 41 $1 t' ,x ~ £>.if ' 8 NeWeHT

'p"/ IE- (3 eCTb ~. Hz 1~w.,,, 1( E Z(C'(~-KoWlUTHWe ItOM-

nOHeHTbl It" \ K.. ) /. OK83h1B8eTCSI, qTO fI- f3 B 13-/1,
-eAHHHqHble M8TPHUhI, qTO AOh83hIB8eTCSl H8 aCHose n.2.7.

TOPA8 oGe 3TH M8TpBllbl It.BBAp8THhIe nOpSllUt8 .~",{ ,rA.

k -qBCnO KOMn8KTHhIX KOMIIOHeHT AOIlO1lHeB..~ It Kc' AnSI

KB>K.noro f. • (3TO pBccYJKJ1eHHe npJIH8A1le2KJIT nepe).

rn. 4 § 4 rn. 4 § 4
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3AMe'IATellhH&. TeM. qTO .!lOllou ••• e I II' •

lilJlO ft3' * .
YTOJlJlle.HIIe STot Ayrll, IOxau.B:ROe O.llJUlB&1_0 """""'1'-
C51 xu 061r.eA.:H'HI' DUlpOB, JUUl.w.Tp.w: XOTOpWX .ctOC'l'.aTO'IJIO

6blCTpO CTpe.wSlTC51 x XY4D, XOr'llA. neJlTp C'fpeMll'.t'O.tl llO -.:r.-
:re x OAHOMYee Jtony /, MeT' npnlep uxol S-tta4WXK •

A..~ J ee Jtpal - AlUtoA: ~

3d Jl :rllB.BllX. 1-3•..JlepeXOC.51'l'CSI0 COO'r.BeTOT.ByDDlJIMI .JI3K8-

HeHll5l.wI n4 TOIlOJlOI'Jl'leo.u.e ),(JiQ'l"~o6pA3JISI:

BnO))(."".w ,. I M ~I'I OARoro TQJlOJlOl".q~crro .wHOro-

06P83.1151 .B .-p,r'O' Ra3...ro.weoM.OP~ M HA llQJlWJlOlleCTBO
'J (.41) CoN •

nor;eu.'w Baa. OT06pAJl.CtBJI•• SlM5lJ)JQeeca ana-
IesHew HA JUt.K.OT'Opol OJtpeoTKOOTI xaQOI TOUL

Ka,K • B J1l-cayue. BIlOIe.BJI' J[JIJI llQl'jlpuID 'J'
tf~/V w'OI!T COA8p1U.TJo:.oc06hle TOI(J[JI X,"l'" ,B 'tOlll
OMhlC4e. qTO BJI • X4XJIX xoopAJlJ[A"!'&x B OK~ To-

'lex X, B M • J. ()(J B N JWlOJUU' Jle ~

me:&tlu.ul. TUlle TO'IXa fvf RA:a. T9'J'¥' ,'ItSt,~• ca. -
MIl lUlO.lK'HIISl J[JIJI norpya.lm.W:, oo•••• JIl•• 'l'0UI "0Cl'l'•
H83..'IIR!I. B ttp.OTJl.BBO.wCIIY'I&' OKI RQ _.,yp ~
lleOSP'ML .

EclIlt M - J1OAw.xoroo6pau:. IV II '1'O•• ecT ••.••••
BAo))(.eHKe M BN Jlox.nn:OCXO. TO M R43 ••• a.u.RO ~
J[JIw, B IV .•.

S.•.!lI!..~ee.(.lUlXot .!ly:Ml B R.:1, OW.PIC.).· 3ft J1.:1r&
n:!

• J'{. 1"01llMlilO)t-

i
.,-,).

,~)'
j

I I
~.~
II

~
'I
1-

I

~
1
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§ 5. T~nonorllqecKlIe MHoro06pa31151

1.BnaroA8p51 AOJta3aHHhIM B aToA rnaBe TeopeMAM,

lUISl TononarllqeCXJlX MHoI'006pa3lll OKA3.blB8.eTCSIKoppeKT-

B.blM 8BelleHHe OCllOBB.lo1XnOHilT.fI:

a). TOJlOllqrll'J*S('g PA3MepJlOCIh MHoro06pa3K51,

o.llpe,llelleBBOrO ATdeOW. f 'ft' :R1.-,./Vf ) J paBHa n. ,T.L
c1../m R.. ~ :11 11 /VI SlBlUfeTCSl 1l0LJtOHeqlfbIM 06'belumeBlIeM

C.BOIIXOTltphlThIX 1l0AM,H0JK.eCTB fl•. (R.~) J pA3MepHOCTII

KO'l'OPWX paBBW n Ic••.••n..5..•2 1'11.1.1.
5). ITQHJlT.IIe.ug lilIloroo6pa3.1151 .IIMeeT TonOllorHqec-

DI. OMJj¢Jl. a CaMOM Aene, 8ClllI A1I.SIABYX KapT 'I''L J Y":L ••R.Z-H'1
xpeOCSpa:aTO'lKll X'(:;-N Jle.>K.llTB OAROM cnyqae B 'OM ;a B

.~OM II 3n"f.At ,TO Cft-~<I ~% onpeAell5leT rOMeOMOp-

cjlOM MeJK.AY.TJqtWThUL II .Be PTXPWThlJ.{ nOAMHO:lKeCTBAMII

R...'l .• q'l'O Jle~o:lfOlO no TeO})eMe 06 JlHBApH8liTHOCTI

~~ 'l
Il)~. rQM,eowopclm3M CBil3HhIX n6nacTeA A. ll1I60 CO;·.-

~Rf!_ '"i lI.Jf.6o QtSJtfwIltT Op.llellT8J1J1lO, II. 2.9. JI n03TOM y no
06Dl •• exe.we § 12 1".14 1 .wO.>KBOBB.eCTSnOX51TlIe OplleHTJl-

p' .••.weon WIloroo6pA311A. ]QLeeT TSK:lKe CMhlcn rOBopllTb.,

coxpaJUleT Jl1IJl JleT OpJleHTaJU[JO :roM.eoMoplilJl3M Me:lKllY ABy-

M.5l CBJl3llWM11 opIeHTlIpoB8liJlblMH MHo:roo6paSHSlMH.

2~nOH5lTJIJI'~Ae1Ulhle AnSI :rnaAKY'"{ II.!i-MHo:r006ps-

cw.' 6•.

JD4em-rC51 BlUUlbIe AOnOllReHH5I lllexcjlnR:C6. II ~xTyAlla (AOJt&-

3AT~B8. CM•. B [ 5:'.I,J ) : '
Teopewa lllpcjlllllCA.' 3aM:biUt8.llK.e Jta)K,tlo:lt 113 JtOlolllOHeHT------ ...••. --

AOnOllH.eXJl51K h. (5') B 5~ rOMef)MopcjlHO lUICKY ,e) 2" •

( ,{: S/~ 5.2' --an:O:lKeHlIe).

TeopeJotA Arryas.s.. 1CJt. yr .•ManaSi 1I30TOll1lSl / CM.n.6.4/

Sz ;, ::e-;'.~ ;O~:;~HHAil BRe tJ" (J, (SLJ), nepeBOll5l~ag:

1t(s1a -, 3AMUyTYJO 1l0M8.HYJO. "3 TaK:lKe 1I3OTOlUUt, nepe50-

JU(IIlA5I1,(59B CT8.ll.lUlpTHyIO OKPY:lKlIOCTbB S ~•
3aMe<UlHlle. 3'f1l AB8 TeOpeM:bl HeBepHDl llllil h ~3J
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COAep)I(ADlS51 AOJta3aTem.cTBO. OCJlOlWlBllOe HA COBCew APY-
roA nee C58]' . JlOuaaT8A:bCTBO Bpayaa cw... it
[5"91 "

4. !'l'~~~B!. (aaanol" Teopew:bI HhlOM.JI8., .11..4.2,

CornaCBO n.2, WOlKHO C'IJlTATIo, '1'1'0

j e;;: o;;~'-;;~e -H8 5"-11<0 BJlOJlt.eBR5I;:'· S"'11-1)1} ..•S"
npH'IeM f noJt.nnOCIO JlS Ip8.SIX,. llYCT:b X • y -.3aWWJUt-.I

HBSI XOMnOHeHT AOllOl1BeJlll5l Jt o6paay F "
B03bMeM B S"-~ CTaBAapTBbll map ~ ••~ TU, "1'1'05"-~\ 21
TOlKe llIap, H llYCTb £:.: 2J,.[- ~ )~1.

rn.S). ~.'.., •• h- .••n I06h1e ABa Moxe ••• 'J,L I , a :13 -PI? 1l0Jt.Jln. JlS S •'!'Ono-

110rB"IQcJtR 9IBKBaJIeBTJlI>l" T.•e. 3 I'ow:eowoptJIuw h:F<~-#R:'
'1'8][,'1'1'0 'it .:::·IS 9& .•

~O,!t8~ze~~T!'O~ n yc'1'b ,: l3~R." -.BlloJlt8JlKe. 110][,.

IUlOCJtoe Ba Kpae.. llOCT..-rO'IHOItOJt8.38Th, '1.'1'0 AnSI BCuoro
JtOMnaJtTa ,.1( <:;; It~· ] n. -JtneTV ~ n. ,c;eAepifC.m.U
K (.Ij.(I!:')c noJt.JUI.Jtpsew B .!Y!', '1'1'0 2" ,;"'/~")';t:,)8x{p,tJ.
B TaJtOM CJl~e 1l""'J.C13,,)~R"'n". 1- npoAobaeTc51 A(t
I'OMeOlolOp-hB3WS RIt. •~ ", - ~

--..£prnacHo n.1 ~ 3 B R. h. ...JUleTJtA ~"

~~ "e," ~ ';)6" [OJ /1.
B03bMeM B J~t l3 >to ManeHbIxA xpyrnwJl map 131. 1rOM'"

OMOpqm3M 2: ,TOlKAeCTBeHH!JlA B.a ltpae I nepeBOll. ••• 1,(8~
B ,(.G~).llpOAOn:lKJlM ero TOlKAeC'l'B8BHO BHe t>: .• AO :row:.eo-

MOPtJleMa A .' R" ....•R... ~. '
n yCTb # ..R~> R."-l'OMeoMoptJI.ll3W, T")X1l.8C'rBeJlKKl HA ,. (13:)
B '1'8][02, '1'1'0 .t '(~: ):>K" TOl'AA ~ -I ,fA t.l>;!-TPe6ye),(8J[

JtneTxa. ~

5. Ie..?l!..e~ _~~yp..a.: _B.Pap,!-. _ llYCTb f"~ S -JIOJt.

Il4-BnO)KeHBeM TarA8 38MblXAHBQ][8lKAOJ. JtOJil.ROlle.B..TWAOnOJI-

HeRR. It j (s 11-/ J B S ~ rOM80NOP<PllO mapy .J3h .•

1l0lta38TenJ:.CTBO.-,

I 6. Rdxaro.ao IUlOOl[J[e BJlOlK•••• KOp8.3W.pHOCTB L

1. !~!~ ~=-Bf..a~ (0 BopoTHUe). Kpa.A Tonone-

I'X'I80ltoro M.Roroo6paau f\I1 JlWeeT B M 38l4JtJ1TryIO OIpecT-

HOC'I':b (B9pM'!lp). ro),(~OP4tHyIO 'M",lo,11. ECllK':, i--l.:
-alfx.[(J ,t) -*, M -ABA'sopOTHUa. TO 3 Jl3QTOIIll51 M ,
llepeBOASllUS tf.B J 2. • '

JlOlt83llTeJDtCTBO. B 'rO"IJIOeT. 1l0BTOpSieT AOltaa&TeJUo-- - - - - - ---
CTBO. '-08 B "e -C1lJ'lA. (11.11.4.1,8.12 rn.S) • JlAJKe npo-
Dle. T.Jt. lle Il&JUl aa6oTJlT:bC. 0 COXPAH8J[I[J[ IycO'lHoA 0-
JleIHOCT •• HptJlO 'l'Ol1h][O BOcnom.3OB8.T:bCH cym:ecTBOB8.HJleM

p636B&JlJlSI eJi;aJl.Bllw, nOA'IJlHeJlKOI'O AAHHOwy JJOJt.ltOHe'lHOMY

1l0JtpblTBJO X~cw. [$''1]" CTp. 1"-.//0). '
2. Cn8l10T •••• ECml 1l0LIDIOCltO&\ CBHaJlOe nOJULJlOI'O------

06pa3.e //.,,-:t B JI1paa6JlBaeT CBOJO CBSI3HyJO oIpecTBoCT:b

B ."1 • TO 3 OJtpec'l'BOCTJ:. N' B M roweowoptJIaaH
tv' x [-1,1] (tV OTO~ec'1'Bl1eHO C /\.,{ 0 )._y,~~~.._ECllK IV - OAHOCTOpOHHee B M /T.e. IV

CBSl3HO, c,L,'p, tV :zJ,'»rM-f , "HO JV Be paa6RBseT HBI8][oA

cBoel clUl3Xol oxpeOTBOC'l'. B ItA /,'1'0 J oJtpecTBocTb IV B

M , SlBII~.510. J1POCTP8JlCTBOM HeTpBBRSl1bBOI'O paccno-

8JlJI5I BAA AI co CJloew R~·.
S. M.w nepexouw: I TeopeMe Maayps -EpsyHs 0 noJt.

nn. BllOJlt.eJUlB ctJleP1>l SA -;t B ctJlep Y 5". H8lll e JI3nO lKeHBe

cneAyeT -AOIa38'1'eJlbCTBY Maayps t:501 • B 3'1'02 pa60Te
6bI1l0, BanOlKeBO <n°paaR'IeHBe, XOTopoe n03)Ke 6bIJ10 CHSl'1'O

MOpCOM [5"?J • B npOMe)KyTJte BbllllJ1a ps60'1'a EpaYHa,

H8JUleJltAlU.e B OCHQBiIlOMAp1ID'f • ~9!tcY. H~J[OAP06.Roe

OIIIIC8lme IIJlTATUb HdAeT B ,·C.J:S 1 ·
4. llOHJl'l'JlJil Jl3OTOllU Bl1olKe•• I, 1la0TOIllD M.RorOb6pa-

3X5I, H.lUP1>lBamDlel UO'l'QIIIm x 110LJIJI.Jl3OTcmu onpeAel1SlDT;'"

C5I B TO"lJlOO'l'JI '1'8 lIIt~ !tax Jl COOTJ'o!'l'CTBYJC)DlKeI' t .-o:OH5I-

TBH '(n.8!,1 r~SJ •
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6., B K:SqeCTBe npllnO>KeHJIJITeopeMbl Maaypa-BpsyHa
1l0BeJ,leM AO K:ORlla 1l0JUl38TenbCT5O 0606meBJlo1l rJlJlOT83bl

nyaHltspe, (n.10.7.rn.S) •
YT~piK.a.eHB'e. ECnI 3aM~it1Toe MJloro06pa.3JIe ~O~pbl-- - - - -.-

TO AByMJlK:SpTSNH, TO OHO rOMeOMop~BO c~e.
~o~~!.e!.'-~T~~ .• n 1CTb M :'If,t !IJ/')V,,- (R, ~ rAe eft. I '1z:R'!..M -

-llBa BnO>KeHBJI.B03bMeM B R..II. TaJtoA 60nbmo1l msp 131 •'ITa
'1i ('i>&1 ) C 'f~{R."}. CornaCBO n.5 .• <Rl-~·~ (aSJ) OrpaBBIf.JlBa-
eT B R" 06naCTb, 3B.MhlK:aBBeK:OTOp01lt3.z rOMeowopcp.o J3".
TorllS M= 'It. U3.t)VfzU\A T.e. 1"1 nonyueTcSI CltnellBAHlIeM
llBYX WSpOB no rOMeOMopcpB'3M1MeJKJl1 IX EpUMJl. RCRO

Tenepb, qTO /1'/ = Sit.
_C~e~C!.B!e _ /0606meSHSg rBIIOTe38 n18.BJtspe/. ECD

. /l~;) H 1'1 It -38MJl:.HyToe IIlHoroo6pS3.e rOWOTOJIJlllecitoro

THna S" , TO M ~ 5#1 •
.f10_K:~3~T~~C!.B~ cnellyeT H3 n.6 • H3 n.l0.7.rn.S.

, "'~S"7. !!P26!.'-e!4~ ~o~ nYCTb 'lf 1'11. : S -ABA nOK:)1..Ii·

BnO>KeHHSI,npH'CJeM'JI. (5·);1 'il S ••.~)'l.1.Ccpephl fJ~(sj'~ "J~ {S"·~
P836sBSlOT cornSCHO Teopewe )l()pAaBs-BpS1SPS ccpepy S'1
HS TpJl 06nacTB. 3SMbllt8JlJlJl AB1X .3 BJIX rOM80Mop4mH
no Teopellle MS3yp8-BpsyB8. Tplt'l':bJl 06nacn. I'OMeoMopcllaa
OTK:pblTOMY'K:OllbIl1". T.e. S"-/ll (0, .1.) • Cnp8DlJlB8eTCJI,
6YlleT 1lB 3AMhlJU1B.e Tp8T:b9A 06naCTlI rOMeoMop~JlO .:s8.WltHY-
TOMYK:onbll1 5"·1.,,[0.11 ? B aTOM COCTOllT Ilp06ne¥s lt0l1lr
ua, K:OTOpaJlSItBBsanesTWl np06newe 0 c-ra6JIJI.WIHx 1'OWeo-
MOPCPI3a.x, 0 'leM pell:b 6YAeT HATJl B 18. 0 peme ••• 9T1IX
np06new npH /1':J.5" t.lh1 C~SJK.eM50 BTopaA 'taCTlI.

8. YnpS>KHeH.e. nYCTb 1'1 ::l/lf,,(~'j-oTJtPWTOe WBOI'Oo6-

pS3Be ~ ~;na~o:;f'(' j .r~e ~,(R")C<1",,;R~ TC':·A&M~8.~

§ 7. Teopewa 0 HaltphlMIOIIle1l Jl.:soTOllIa

l.MHO)KeCTBO BCex roweoMopcpa.:sWOB MHOJ'OO6p~JI M
HS ce6g o6pa3yeT rpynny, K:OTOP1DMhl 0603BSUeM )( (M).

&• 6fn. 4

nwaO'-'twt Sh./')([-I, 117:£, C~lIC.,S"\F(C)cOC-
Torr J[3, X,,!J JI F (fl.
CoraaclIo .u,.4,~"'\Fl£JeeT:b
11 -LlleTKA JI". 3RA'llIT,eCnI.0 I E1 )(K JlonJleDf It ,~YW JEYT-

•

:

' f;,' p"uw ItOlllJlGJleJlTllWItpU
C C JlOWOJJlW) F-llx 1I f~ IY
MlIOJt8C'1'Ba X 1I'::J COOTBo.St JlO9"'lITCll n -IUleTJtA..

C· .. ~,~ paa611aaeT "'PaMJt1" C

11& AM pA.BJlW. JlOJIO••• w II • 13
BQGWIlDl ~ •••• Cl1eTJlOl'O 'lIC .••. TaJtJlX ..••pawoi' •.

C, ., ex-•• av,", It" 'JlOJtAaaJlO U pllC., • yweHblIIemJDtJlXi-
CJI B JlJI,8.M~ .IlO~ 3'ro obeJUlH8JlJIe 0 UpeAen.uol. ""
TOl(Jtol 06oua ••••. bJ .• ~yc'fIa ~.' =4: (/.11''''.1. nonJl8Dl
It JtA-.AOIoq B."l~ _0J!Iiq uaeMJUlJq) .ll Q:. X , • It
JtPtJlC»ll1 I1HJlotq - __ .-,up y,1:::. ';f t CQT •••.• 11'1'0)IX
AftJoIe'rPW TUJUt ~exnc. It K)'lUOo Torn C,·VX,·vy" ro-

weowop~o :i:),' CI.Y,·VXdJ
B C4M0M.A.", "3 ro-
MeoMOP~ Co' JUl~'.
ItOTopwl "f'OJtA8CT'B8Jl
BA BJl1TPe.JllleM Itpae 8 ',
1I nepeBOAJlT UTl'P8J(-
•.•• JtPai A.: BO &1'1'-

peJUI.JII Itpd Ai #0 L.
napaJUle1lWl.blM CADJD'OW.

3TOT row.eoMop~, O••.•UAJlO. IIpOllOJUUleTCSlAO roweo- ...,

MOp«Jle.wa Ci V~··vf3t· U 7i.'f/¥,·(J!t+.L' Ho C•. (/ X','V~' 1I.
3Ba'IJI'1', ~iU Y.VX;""roM!tO...!"opqmo lY' • '

0603RA~ llep83 V 06-.eAJIseslIe Q co BCeMJI nOA-
U •• BWWWlI Xi 1I ':I.'. V -roweoMOpcpRO l)'l, T.E•.
C•.(/)(,·U':Ji~ 13". Ho, C JlP1I'01l CTOpOHhl, ~ .(/x.,(/y,·~f8't

"""'" ~ ~ !:II' T t hit . •H, 3BSIf.rr, ~ .~.iI (,/:/..V.V,X, ..,.s;U' 8XB'M 06paaOM, I~ ::l:
•• 1" • I:.-L {,'=t v" X HTliX. X ~ 3n
::v ~ (IJ.:.:.J X I ) V I~,"~ X f V /I~~ I.' ' ••
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а. т.е., отобpas8llЖ. н/м} ~M~M.заданное формулой
(h

J
х) ••• h urJ • непрерывно.

KAI И ва всех простравствах отображевий, с которыми
ыы ДО сих Аор ВC'I'pечamrсь, на ).( (J/) ыожво рассМ8трИ-
ВМ'1oАВе основные ·TQII04Or•• : &О!4ПМТJIO=9ТJtрьrrm и tWI:
~ (ЛрествОС'!'Io I'оwеоwорфJ1ЗМ8h '")( (tf.дв I'::ОМП.-откр.
топoпorии эадаетсSl КОМШl.][томK~ft/ ич-споы с>() иова
COOТOllTиз всех I'OW,еоморфазмо&h/~Н /NjД1l9 которых
1'(А(к)# /,'(J'))<I#Jtf-~\r ..••erpua ка М ):

OJtpecтв.OC'!'~ ~ E}((N) в то...хой топо.ого эадаетсSl
Н8ир8рЫВИОI фyиIOUlей е.' ;\/-;'(Of"') и состоит JI3 всех та-
&их It't-)((,цj, 'IТO ..р {~(K),;, '(.х}tс(l}.ДМl.хомпахТИОI'О
К обе топопor •• co-вItАЮТ.

ЕсJIИ /Ц ориентируемо, то множество сохравSlЮD1J[X
ориеитaJUUOI'Oыеоморфизмов Судет обознаЧll'!"ЬСSl' Н.,. (/Ч)

УвраJlUlеик •• Н(М ..о.Топологачесхаs. группа в обе-:-----_ ..
их Y'Ke.-вных тoncтorox, прачеу в JtaЖJtой из них ова
JVUis8'I'CSI"I'опоaor.'I8С)[оl гр,-ппol п:реабраэова1:U!1 ~ ),(во-
rooбр ••••. 1'1 • (З-ес•. сущесте ••• о, 'I'I'O/Ц -ыиогообра-
3118 Сб()] ).

2. ПО об••• , ирам4' 113ОТOll.ИИ~: ;1-/••/11 OlIред8ПSlет
oТoбpur.n.e J;:. L4f]-JX!N). )[O'J'OpоеS1еп:рерывио. есnи

J.I / IЧ) pacCМ821dвa8'I'C~ с )[ОNII_ТJIO о;тrрытй ТOIIDno-
ги": Л{О r Atl • ЗиаЧlF". ка ИЗОТОШlЮможно смо-
трет •• JtU иа IIтrlo в .н (М) . Обратно. каждый путь
В }{ (М) опреАеll5lет иЗОТОПИЮ.

уIlpAJItИ••.•.•• Есnи Н {IЧ} раССМ8триваетсSl с тон-- - - -- --
JtOI ТОПОnorJl", и '-Ут_Л I OIIpeAeтreMЫI JI30ТОllИей ht
вепрерывеа, "1'0 все I'OМ80МОРФиэмм Лt совпадают вве
не)[оторого IОМИ8кта В 1'1 •

з. Теор"" /0 ~JD81ODt'' IIaO'!''>J11III/. Пусть от-----~
IQ)blTwe 1I0JUlQ,ОЖества~ 1/-мяогообраэии N т8JtОВЫ.Ч"l'О
Jlc. си_·_

Ec~ f :'[l~~/. ;;:= 1, -эотопии. то j TAIAJI
1IЗOТ0пии/{f t-М ....•/1-/. что F:# i , Fi:i- Jt на 'l- - •1/:" вне оJtРестности ЫНОЖества~Vfc(v) •

Д()][838TeJlЬC'l'ВO ивnиетси весаож.вОЙ М8.",жми"- - - - - -. -- .
Д8JU1oгo в 11.4,1 I'л.З ДОКазАтепьства теоремы" Бра7J18 о
воротиttе. Выберем ЛОL )[ОИ8"IВо. 'от)[рытое ПОIQ)W'l'И.r <и,.J ' с" Н7, ыиоrooбразu ft{ T8Jt. 'чтOCSы21.= ~ и
~.t?tG11дли i >0 • Отожд8СТв-м. Мс JI-/хО<~/,/4tlи

w"к8ЖДОro ~:'•.построJL\ot ВОРOТllИJt1-~':~.)(ЩJP""/ЧJtlqf]
TU:. чтобы выпоЛIISШICЬ услоВIIJI: 1. f... (2t,. х{ ) со ""'/~ -t ,
2. ~ 11Ilff s: Jt ; з. ~,' (1(. }t [0,"/',]) п 'h, (1;-" [О, ~tJ'>=11,
если ((.0 4. CJ.,' (X,tJ =)(t • 8CJIII lt.."lo,~f'ln'o("}I({qJq)r/l.

Постро ••••. раэбиеиие едиllllIlЫ {lf.- } ,ПОД'IИИ8IIИ08
покрытJUO f W,"} • Пусть 1Ч' •.,ч" c-~,LJ .lUuI P-8U1OГO~
wы ODp8J18nИМI'OМеоыopфJlзы У'..: 2-'•. J( [- п. '*7 .аадав
81'0 на &aJКДOЫотре3ltе Х" (-~, J/'rl ycao8llew: отрезок
х. r:- ~+. ~.,J ИЗОМ8ТрИЧRоотобра&а8'!'СJI на ОТР•.•••.
Х" [-~lII, :Н;п) J , а oтpeaoJt х. Сy~, '/'r] lIIIJIelвo
сжимаетсSl в отрезох )( ICr ~' I J41. Заыетам. что ири
атом координата точ1tll х. t )'В8JDIЧВваетса ро_о IIA

~ ' есnи 't.5 ~t •
Позтому КОЫП03l11U1иr всех rom-мOPФW.'МII ~ •.• ~ .~:-.t
вз5Iтых в moбоы пор5lJUtе, даст вам ~U:ОЙ roweoм ••••• .,
y..:l'-f'''М', ЧТОuжlI.ый спой NJl.t , -~~ $t~o ••••••• -
дет в спой I'(к lt.,. ~~ • Tora ~
р: 1'1ксо. УtJ~IЧ"lcs~~ -д-вое форму.•Й-
Flr,fJ = 'f (~.t-tJ • S1вт18ТC11 ИЭOТOllllе8. Н • IO'I'CJp8SI.

J[8Jt ироверSl8ТСSIАВТОМВ'tJ[ч8CIUI.вaJq)JD&e'I' .'DOТQIIJП)"

ДIIII t ~~/i'. Т.ж. И~JID ~' ~ JIIOJI8O бн-
~ 38Мевить аа И3O'l"OUD).J~ • ГАеh;z)j.t" при t: ~~ •
It = fe ПР- 1: > ~/!( , то теорема А_М'М.

.r~~~И1!.е._ Пусть ,ЦI." ~мн..-ообреs •• IЧ".
f~: ~ ~H изотопии. Э lI3O"I'OIIIISI ~:,ч.."t( .В8QКIIo8D-

шая l13отопиJO 1+. ~ lUI5I )[8....-0 t • 1{64t. :J

Гл. 4 § 7

.-

Гл. 4 § 7
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окрестносТИ lt (){),/Ч~ и Т(О clo,.t] TaJt, что '{/91
можио ИL:Utрытьизотопией fvt для t е r .

4. Следствие. Если f\1 компактно, то любую изото-

ре -BapJlAВTe, loIожет быть представnен в Т8ltОЙформе.
Утверждение. Пусть h: Il.••...•R" -гомеоморфизм,

т()жд;с;в;~ы; ;; единичноМ шаре /3п •. Э таJtая изото-
пия cf -( : R." -" R 1( ,что 'j. = 1.. ~" '" i и '<f. =:1 на

12" , .•. -t
Q • J 11.

P~K~,!L!.~_T~~ Если R.t гомоте:гия .R с JtОЭффИ-
цвентоМ t то If.. =- il -'"h е k.~ о <. f: ~ i ~ =- i, t t" '

6. Из п.5, очевидно, следует, что если гомеоморфизм
многообразия /V/11 тождествен вне замJtНУТОЙ n. -JtлетJt.'',
ТО он изотопен тождеству. Назовем такие гомеоморфи::,мы
многообразнй элемеНТАРНЫМИ'

,1

§§ 7 - 8

Гомеоморфи.зм h € )( (Л1Jявnяется ко-

~ h. изотопен ТОЖ-
Утверждение.----~-

Гл. 4
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11 8. Стабвльные гомеоморФИзмы и редYltЦВЯ
Керби

1. Мы изложим в этрм параграфе редющию Керби,
каС81ОЩУЮСЯ стабиnъных гомеоморфизмов и проблемы к:onъ-
118 /п.О.7 /. Обобщение этой редукци.и имеет решающее зна-
чен•• ь ьопросе о классиdJИJtаци.и рl ~ТРYltтур /СМ.
часть 2/.

~. lIазовем заJtреnлевцыМ гомеморфизм многообра-
38., множество неподвижных точек JtOTOpOrOсодержит от-
KPW'I'O.множество.

9r!p!.n~~H!e.:. Ст.а.бильиым гомеоморсЬJ(ЗМОМN.ВOгO-

образив наз. конечная композиция закрепленных.
~Т~О~ЖЕе~~ Подгруппа S }((./If}стабильных гомео-

NОРфll,,",,,,п" <ЩЛQАТСЯR(')DМалъвымделителем в гnvппе )«(М}.
Ясно. что стабильные гомеоморфизhf.Ы 'сохраняют

ор•• нтацию, если многообразие ориентируемо. Проблема
сжаОИ/lkllbllt гомеоморФизМОВ состоит в выясиении вопро-
С8 О (;uшtl1дении S)( ( ./Ц) с Н.+(,ЛtJ , есЛJI ./14 ориен-
т.руемо. Иl'И с }-f (.;I-I), если ...Ц неориентируемо. Ответ '
поnожит(,Jlыlйй при п~f,и мы изложим доказатепъство··
ас 8ТОJюR части, Пр:!fПЯ-В,однако, па веру один факт, Jto-
ТОР"'. tSYI10T доказан в третьей части этих леXnий, если ,

нечной Jtомпозидией элементарных
деству.

~o.!-a2a!e~C!.B2 вытокает из предыдущего и из п.4.

_З':.м!~н.!е..:. Конечвые композиции элементарных гоме-

оморфизмов образуют для любого многообрази.я мии.ималъ-
ВЫЙнормальный делитель в группе }{ (1\1)•Со!] ,кота-
рый, ВО всяком случае для компактного М" открыт BJl(t1)
[021

••

§ 7Гл. 4

I1JIЮ~ : М...,М j .fc ==i ~можно представить в виде
ft =~ttO"z.~.'..•hkt' где /-/.'- :/Ч..-,М -и.зотопия, тождест--
веивая вие JtлеttИ В•.С/Ч •

В-o~a.::e~T~,!: ГIoJtpoeM М конечвым семейством

шаров 8·тах, чтобы несJtОЛЬКОуменьшенные шары 13/ ,в./с 8..(, тахже поltpЫВ8ли/'v/ • Сначала предположим,
( .чТО .h &) с 5,' , если .fo (К) Е /3; • Рассуждая по ин-

дYltЦИИПО числу ЭЛО,fонтов покрытия, будем считать, что
.f.&. :: i на t;:t 13: • По преДЫдущей теореме изото-

••• l.~ 'nи.ю ft 11.1 /3:- можно н_рыть тождественной вне 5"
и.зотопИ~ h I<t ' • Тогда It' =:h -1 ~1 тождественны

.11: I ki ~
на .v {.'> •• r ]

'''iОс':аетси заметить, что для Jtаждого 'о с:- L. О, 1
Этакое l.;> О ,что дlШ It -t./·a h-t (х)~в..,если
"flJ (J(J ~ /3} •Упражнение. СФОРhf.улируйтеи докажите это утвер-

ждени~ ~ :~~aKT~OГO м .
5. Прием Ллексввдера, изложенный в п.8.3 гл.3 в----------
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•§ 8

I 8
0](4 БУА8Т 1llUlJ[caвa.

3. Пр-в-ем основные .•..__ r Ja)ГД8 пel"1[О 'доказать-"1t-
cтaб..ш..ocr.ь. гомеоморфиэмоа R. • Зам:етlOi(, 'IТO дnя
S" cтe&r:nwrмe roмеом:opф1gP«к СОAП.f)~ЮТ с конечными

JtOМJlОЭ•••••••••• eмeвTapua. 1••1.8/.
!'I'~~~4!:. Гoм~ А·~.!.lGохраииюIЦIIA

К8С8в.. в О • craбlllleJl. lГoмеомфФ-зм COXDавветРС8-
-. а О. eCaJI .+ю)::.-о. АН U1Qcro llучА е . aыXOASl-
11(8"0 •• О.
ДmIк-;aaro «.,о 1~1I1тu. • .то 01 пblt'Jc~"'.гае q
- Е-......ш.ocn.. О. а 'l&'" -C:O.IQC с осью ~ • Fпoм t'\
распора а{ 1•. -

-!"!:".!'~~ П~'I'Ь ~ -шар радиуса Z •
,. ••б.z '0-.4 '4~мecмmpф.aм •••••OJIВW-ыl: ка ~ 1302 R
ВЕре •••••• а CIIБII •••••.••• JlCNфQirep.ваа f п б.t "О •
Ч-т-т-въ ~. '1'1'0 roм ••••••••• и п I R" \Ij.r ..••R'{8 •
ре ••••• '.".! ~ БЫ'I'Ъ~ JlО·.епрерыВR~~ _ a~ . ПР. 8'I'OМ 6 совпадает с h вне
бoинпaro lII8Pa. з.."I8Ж. ~ _. A-I·A аарец-н. Но
k -/L • { 1~.4J •

4. '!.ч=~~ С6ЭJ • П,с'l'Ь h "R~Il:"OKe-
о ••••• • ••• JUI1I JШrapCJI"'O 1 "NК08 ~ ~ о • что р(" (Х) ж)<
<Е ., х ~ R.." • т.... '" c:raб.-в. I

Д~ .мо..о с.а_.. '1'1'0 h{OJ~().ПJC'I'Ь--------~ --*9'<- OI'IIOCII'NIIWI сферм с _1I'l'POМ в () •
.••.craa •.•••••••••• 3" 6-.1'-~••••••••••иыl: JCJ(0В118111

А «11 =О • ...........-r .•...•• в -''IIUIe. Ccr-всио п.8 ~ ~
-. ЗRa'IIIr." CJ:'8f'w ••••••

S. у.•••••••••••• Ес.в. ~ :R~~'\.oqecтвeв 88-------
CТ8IIIUIP'II'8D (II-~J- ••••••••••••• ~. '1'0 " ста-б--.. . R· - .••. в•..· ..."./1
. ~ ПJC'I'Ь 3 ~ -- .~ 'P-roмeoмop-
..••••••••• 11••••••••• В себа ка••••••• DeplleидllXУJl1lp J[ пnoc-

Гл. 4

R.rr-/. D..,,-~
кости • И8911Q8. V •• ТОЖД8СТ1МUIJПI8 ка иер-
пеВДJIЖУп.ира.х. ве nPOXOДИJЦIIX через тоЧJtY .е"'-~.Tcru
~2l-"·!/-.(ПРОАouraетси JlО Ifепрернввост. тo~ecтвoм
ва ~.~ Jlсио. lfТO It • 3-~h 38Кp8IUI •••••• ~=~·(~~-Al

8. У'твеРЖАQВJIе. ЕCШI h то-д..став_ •• JUl8ТJte- - - - --...•..
,ff(f3~I), где J ..I3••••I....f.{" lIOLПn'МО •••••• то ~ стаб..-.Н..
'1&1:' •

;~~ .!1~~~T!.~:'~ Переходя •. мellWD8IIIy д-сау. ко.а-

';.0 CUTaTb, ЧТО .1 задаио из 8" • CorпacIIQ -.6.4. моа-
~:80 счrrать. ЧТо:l продOllJlCAетс. АО гомеоморф.ама I{~•
,Тог_.I·'-It.; тожаестseи на 13"~L ., ЗИЗ'lllТ. C'ra-
'Гбиua(п.~ Тогда 8 .1, стабипвв...

. !'!P~e~ JlIIиеАиые, J1I', Гпa./Шlе. с 7СJIOваем

~1i.Dш811•• т.п. гомеоморфизмы степ ••• I craASlUI.ЫIW.
.~~!..~!8.: Псеsаогрynпа ствб.ит..ых l'OIIiI8OIIорфаа....

,<ков .PS (R.8t) (см..п.lЗ.ll rn.I) COCТOllТ IIЭ ~aptID-

.•••..0. ": '11"lr. гае 'Ц ]f V -обпасти в ~ ". стаб8аь-
- JIblX в том СМЫСllе, что h продопжаercи до стабiuo.вero
.•·ГОМ80JoIОРфlLзм.a R" 8З о.в:рестности а8.JltllOЙ'I'Cr:DUI. Cor-
C~.o п.lЗ.ll гп..]. с ПОМОЩЬЮ это. псевдorp,.и.ы сшре-
Д8nИ8ТСИ ПОR.Slтве стаБJVlЬИОЙ СТРУХУ'урЫ па ~'I8C-

8ОМ JoIвогообразu JЧ .(.в:а.в: фJ(J[CAЦIIЯ ДIISI М _T.nac&, ~

.()МОpфIIзмыперехо_ .в:оторого иежат а Р S с~"') }.
!жр~~е~!. Ec.тr товonor_ч:есаое lIIВOJ"CIOб)иа ••

.Н гомеоморфво ПОll8.ЭlQ)7 и.л. ОWlОСВSЭR:О. то /V/DLeeт
•. ста68пъвую струхтуру.

1. 2Пfе~е~~.:~ ПJCТЬ fi:}-t ..•"" .•.••••••••• вс.а
1.:h ..•,Af -гомеоморф-вм. то.....rcwеомqJфaзм .r;;;"'-MDM-
!ш.u. " • &св J.OfJ .~ /1* .4 •

~·~'!..~e!8!- _ EClIII ;:;- Jf.8Qмвaeт -' "А стаб&-...•..
пех: r .Af ~табJШЬВое мвогообраэ ••• то )1 h C"f8If••••

8. Прежде. чем АQ1[8.ЭSТЬ. ЧТО· 8C:тI Т C"I'4&1:8eв. то
стабилен и Ia ~ pace:Moтpn.t AelcTИJIe roмеоморф-амов.
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Гл. 4
§ 8

(п-il ~етоJt В- М • Пусть V(,/l--f)
на ЛОLпn.вnожениSl ий f ,a"-.I М Разобъемвсех лоJt.пn.вложен .'t,J ~ • '~R.ОЖество .f' а ОТR.ОСИТСSlJt од-
{:.м} в.в. 1tП&Ссы:два вложениSl и r:1

V .•,..1 Jtонечиое q)(Cn'OлOJ.•пn.вложенИЙ
BOWYJtnACCY,ес.uo . J: .
F,..·13"-~"(о, J 1-Н, О" t l.. , T~, ч/то р. 1 ;...q.
t J _ t=;., п,"-'~О' F"/6Jf! =- •.~« ~.(O ~ о< fYf -".

- введено отношение эхвиввn.ентвOL~И. f
ЯСВО, что ЭТJDo( Д Itажд.ого J fi lI{.Лf) и длSl Itаждо-

Утверждение. ли

у- ;;,; 3 ;0;'Пn'Вl10жение J' в том же ltl1acce, что
го И'
и f . & f '(~)Сд' • свв.чв.п.в. что в ltаЖДОW"Jtl'acce
I УJtаЗ8Jlие. охажите ' ,

'1 В:O~~B-;; ;0 CLyг.ыanЫM, обрsа)(зо~~)и J€- V{..J.1) , тое. Утверждение. Есn.и п <: ~~ .
'о} &ы';т- .:o.r -~ :Л:сс, что и J. . '

дохв..затen.ьcтво• Дос.таточво рассмотреть случай,
- h - э-;,;в-:;;" ltorJla /(13) лежит в области,

Jtorдa L Но тorдa. f::lt· j .
в.в. JtoTopol '1 тожд.ествеЕR.n.идва вn.ожеииSl f J' Е1Г(М) ле-

10. Утверждение. с . ~ . ,- - - --- - э h ~S}( (М). А" f::=f •
жат в OJ1.R.OЫJtl18.cce, то

во О-евидв.о JtOГJlA 3 l10х.пn;вложеииеДохазатen.ьcт ,. ,
".' 13--l;~]::' -Р;:'.о=! lвосп.Ol1ЬGytтес.ь следствием из

J(, '/ - , LГ об I ••...•••6 следует по ин-
теореыы о воротвпе, n.6.2/. ШJ( cl1.J----

духции. Е h. t; Н {/ЧJи Э {~ li(A~J дЛ51ItOТCh:·
Сl1ед.ствие. сn.и '

рого -J- ; J,оf-l1ежат В одиоы ~пacce, то h стаБИЛ:, .

п.6. Е fl . 1'--/~M _и8.JtPытие и h€ SH!J-11. Утверждеиие. сn.и ..•. -----
h ~ )( (IЧ) то h стабилен • '

B8.JtpwвaeT 'Е f-t; ~""(.J;)вложение с достаточ-
ДохаэатеnьcтвО• сn.и, ...•..
- - -'- - - - - .l"fl<lJ-~ lr(.м). Если p:Гjx lO'.f.] ...•H-

ио ыanыы образоы. то .г
F' ""h "J- _погруженне, которое без трудавложение. то ,.

160
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'рв.зрезаетсSl', (есnи ци.ам.етры всех Jtl1eтOI гrв~с) ыалы),'
на к~в-еЧJIое ЧИСl10мрж.ениl. Зиачит. Г{l3хО) npи:в.аддeжrr ,,-'"
к тому же Xn8ССУ. что и FlВf( L),:и Tanы образоы, hofap.#}
прив.ад.леж.и.тх тому же Jtl18.CCY,что и f • Зва чи.т,J n.l 0/ •
h стаб:иnьныА..

12: ~~~~ !S~р~:и_['!I.] ~Любой гОые.оморфжзы

т()ра, сох.рв.ия.ющЦ орiеilтaдиIO, стаБИl1&и.
ДоJt838.тещ.ство. ПРОI3В8деиие fl зхзеwп.JlSlpОВото-- _ .•... - ~ -.--

бр~ениSl е'(·<r:R1.сS~сс.tSlВЛ5IетсSlСТaвJ1аp'l'ИЫЫ:в.ахрьrrиеw
тора ТА эвJtЛRД.О8ЫЫnpОC'l'pаиствоы f{'1. .•Прообразом
ТоЧ1tИ е .:;:1." 1.J{ - -. ".t с- Т" cnyжит ц-еnoЧJ(Qл8ВJ18.S1ре-
шеТJtа ~ в R.."l. • .гоыеоморфизы !t ('о }(~Y, Д.mI которого
~ (~):::.~ ,~pblвae~Sl гоыеоыоpф-эwом h Е )( (R. ") AJUI
.которого ,.{(2))='ZJ и h совпадает иа ~ с l1J[JIеl.иыы O'J'O-

бражением с пеnыми Jtоэффaueктами, eonи за БA3J[Спр.и-
R.SlTbl векторы реш8ТХИ. Обра'l"JlО, Jtаж.дое n.ивеlиое пре-
обраЗ9В8.Вие R". переводИщее ~ в.в. сеБSl, иахръusaет И8-
который гомеоыорфизы (1Ifn.инейJIы''')) торА. Поэтом,. дос-
таточно рассмотреть го.меоморфиэмы тора. которые ВА.!-
хрываются гомеоыорфиз.маw:и '{" , остаВЛ5l.Jt)JIUDU[19 ино .:-
nВижвоl. Но т8.JtОЙгомеоыорфизы h перИ:ОJU[чеипо JtAЖд.оl
1tООРJ1Инате,!, следоватеllWlО. веn.иЧИВАf (~J;t)ограв.и.че-
на. Тогда h (п.4) и, значит, J, Jn.ll/, стабит.вы.

13. !T_B~~Д~H~e..:. Гомеоwорфизы h. ~ )(r~R) стаби-

лен.
.fl~Jt~~~l1Ь::"B?_ BblTeJtaeT сра.зуиз n.12 и I3 Сl1едую-

щего ПУИJtта.
14. Пусть, более общим образоы, hf:)«(J~~~), где

Х ~амкГ.утое многообразие. Обозвачиы Хх t че~~
и для ~РОИЗ8OnЬНОГОгомеоморфизыа 9€-)( <'.,,(,1) обозв.в.чи:ы:
чер83 ~ гомеоморфизм Х.,. R.4. равнЫЙ про~tВедеиию ТОЖ-
дества 8 Х И J в R l • Заметиы, что есnи 'Е- )I{;<~R')
тождественен Н8 Xt JlJUI lt8.Jtого-нибудь f I 0/'0 <] ста-
бипен (11.8). Точно Т81t же, стаБJIЛе~. есn.и ~I вah~J.
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D 11. 1t0l1OЛН811110О зауЗ1IllВ8ВJIИсфер

1. Т.оро •••• (' ТО/IЛIЮ·СIl. Пусть k :p.n-Z._ ..• и il.~S-•

.Для люБО/'о IIClIC.IIII.h/ЮЖt,lllll" t.' S~...,AI't ,где .sl{cTaвдapT-

3' r l. -гомеоморфизм /1.' R.~R.I\ так, чтоf {,((х), 'i (;<})<НХ), ){ f-/Z " •
f10~~8.!е;'1l:?Т..~Ю.:. Достаточ.ко рассмотреть закреп-

левКые ~оt.Cеоморфизмы. Пусть поэтому h ЗЩ!:реплен на
~YIe [ • Фиксируем последовательность концентри-
ческих кубов 1" I'! ~с 7~t I". ,'~1 [?-:; м Пусть

( )

(, I -~ ( , -, ,. о ../..
5,':;:: А 'gI~ 11пусть дана последовательность чксел <..>0

Выбере~ още один куб 111 ,1: ~]l1.tT~ .f" с 7"t 1''-
• попожиt.C ~ •••~1" . Согласно д.l0.9 гл.3 З-L!!.:::..го-"1.?
ы.ОМОРфВ3t.CЛ' R.".•1{" , тождествев.ный вне h (I'! \ IY в:

. тааОI, что 11 Л. (() с.:tJ.!.(I./tI)дпя к:аждого луча -е из' центра
1" к 2/ 11;(5"'"1 с ОС. 'rs..J. ОбоэваЧJIМ через;9,. область

! между ~y • J.,{.')/ • че~,+ O~1l8CTb между $9 и ~•.Щ
,HaKOlltL.JI у\;т •• /3.' ~ 1~\ /"', IЗ." А· (['!) \ J.,. (]ir)1!i=r"\l: " J.. , " '-$ •.-~,.. э 1'1 -l'о~.оt.CорфlШN 0/.' ~ "..., R\ который перево-
'дит 1" 8 f". ёго •.••OJIUI.Oсчитать СЕ.УГ.МадЫМсдвигом.
. то.ж.д.от •• ииw•••.8НО •••.•ло. ,ОltрестноQ.ТИ S о • Тогда.
\, 01 ( A,t •• н). д.л •• h,',~ 00/0.( (13) ;:: /J. •. _
';iДР• этом h,' 4" J. ~, JlореlЮДИТотрезок е IJ 13<' Луча .е
~'B О",.' ( It (tJ) ',I'ДО ,J:-() МltЛо~если~ •. и ~,.'./ доста-
,'1'очко Maпh•• I~ШI. t,' (З/ .~13, /I{ -гомеоморфк.зм, сох-
':раН••••101IUII •• жду_, ТОЧКУ нв ее нуче. то i "= (-?~ос/ • .I,.J~t;.:
.J~l'6z"t-ГОМОО"'ОJlФ-Шt.l.118Ршюдящиl еп В" в 0..,7. (h {()} •

~ом.оморф."t.lw i. СOl'ЛlН'ОШIIIЫ на ~I;:' и определяют
f'О"'80МОРф.~М ~ R" • н." . Читатель BВ'.д1IT,Jtонечво,
КП С IIОМОЩhl()"nOlI8pHWX координат'" ДОИ:8З8.ть,что ес-
пв ПОС/IQI101$IIТОЛhНОСТ"Itубv/\ I ~ выбрана достаточко, .•...'С&сто ," 1I0стШОI\8ТОЛЫIOСТЬ.!•. достаточно быстро
СТР8мищаАс'" 1( 11у 111О, то YC/IOJ)Re..l (.{ (}t}, t}{Jf}) < llJjoKa-
жетСR hWПUЩJ8ИnWМ. (/

§ 8Гл. 4

~"'. ,~

15.У.:JlP8'жвеив:е.. Из спра.веддивости гипотезы о ста-

биllbll,ых r:;е~~рфи.;м.ах для R..1'1 Bblтe:LAeт справедли-
BQCfl'Jo. ГJШOтезы колЫха дЛ51 /{11 • Из справеддВВОСТИ ги-
потезы EOJ1bдВ.д,11Я:R. &•• D ~ " ~ п • вытекает справе-
дливость ГИJIОТeaw о стабильных гомеоморфи.змах для.

R" O·l..('~п
J --

lР. !e2P.!~ _K~~&~ ( о р( ~роJtснмаrши ста-

биль.ных гомеоморф-эы.6в Я" [671). Есди п 3' 5" и rOMe01)40p-

физм' h :R.гt~f{'" стабилен. те дп.ялюбоЙ функции (:хп_(о,"'<»

Утверждение. Для любого h Е ){ (ХХ {(2.) 3 гомеомор-

физм~ ~ 5#(X~R.1.j.что t4z. накрывает некоторый го-
меоморфJLЗ)( Х х 81. • i

Доказатеnъcт,Во .• Обозначим сдвиг 11 на +1 через е.
Т.к. Х-;';;в';т;о.- T~' !i(Xo)cX-[-N.,N]и с точ.костыо до
гомеоморфJl.зм. tX , где о( -.аффинное преобразоваИllе.

R1. МОЖRОсчrrать., что h (Хо)с Х xlq 1] •
J h~ тождествеивый на h(XJI/i,O:»). в частнос-

ти. на ~ {X'.t} l.I~·Aa.)Tв.x, что Iz fl t1 h (ХО) с(-"..,.,-/У). гце ol ">_0 .(
Р. ~ BelJJ(кO. (rsкI!..Й;'~ может быть построен к8.Х J, о /".1,-

.• где h,L. ,перево~т Х" в )(,v/ и ТОЖ-
дествеи U [l.'" 0"0 ,). '

.3 л.•. ' ТОЖД8ствеJ[11Ы1на (- O>.:J, - ~ ] так, чтоп~оh о е 1 • .:::h l "о. {Тахо. h~ Jliож.и БЫ'l"IJl1OC-rpоен
x.u hо~.It-' I г!!е п~ роек ~~.I. Jl8 ~ JI тож.д8СТвеи

на (- ~, ./У! ) •J 1., ~tIic'твеiШl4 на (-~ М]и. равный € на

)(xro, 1.] '", I L -' /(У)Тогда h.::: 1),-./"о /,о/,'tОЖД&.СТВ81I. ,на 1'1 1\ Q I C"l'a-
б::mен и (12.;, J о;/ =~x·j,) u ХО • arcть А + ~:PJlo-
дическ~ JipОДО11&еи.иеli.h Iх ".С" :(l' .•т.•&.. h ::::'
::::e-".Ii.·k"'e.-" JU1Х)( !","~i7 .'Т••.•h+ совпадает
с hh НА X~. то Ir --'07;'-/ /r'" ста.б_п.еR.1:Iо h:; очевид-
В'O.R8.Кp.ы.....:t I"'OМ.еOJilорфи.зыХ" S t, и h"',~ +.h. стаби~
леlt.
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§ 9

2. Приведеииое рассуждение требует ОГрAВJ['I&RItЯп. ~,. .з.....<JAПрJlМенеdИSI.пеымы о JlОГn:ОЩemor:.ПРJ(
k .".J из вего вытехает новое ДQJta3В.TeJl.ЬCTВOтеореыы

Мuyp8-Bpapi8, 11,.6.2, для п ~S" •
Есl1И 1< .•• "- 2 , ДОJ10ЛВИТ8l1Ы1.Ыеогр.a.иJl.ч8JIИЯиеобхо-

. 5/rд,IIMЫ, так K8Jt при любом п ~3 име:ютС,51м.ожеИJtSl Б
Я"', дЛЯ которых ФУВДlUo&;еит4JIIaJIiUIХ"'РYJU18AQIIOП8J[U Jt

образу ОТl1Ичнаот группы 2 (б&сJtо:аеч:иol цumr:'i&CxeI
групп ы). Более того, при п ~ f'" хзвесТ:1lЫ дpJIМepы вло-
жени., для которых дополнение имеет Фувдаыент8J1ЬВy:JO
группу ~ ,но ItOTOPbl& все же заузлевы, так хак гоыо-
топические группы не все рав.вы SY1UO. СЖ&дy:JOщийрезуль-
т_т Д8ет в;р_терJIЙ незаУЗ118ИИОСТИир. ~ = п-2, :

!e2P.!~a_C!.o~~~c!:!Р!- /~=:.~;;.. ~ _ ~ E~~:п:. .
8l10•• иие _'f .' S ~R; п~.:), таково, что7t~ (R 't \1$ 1=~
., ~(~"\,5~qI~lcп • то ово незаузлеио..

ДОII:мвтельство такое же, как и преДЫдущее•

з. Эти результаты имеют вналоги в l' е -сл.учае
.1 р_уль~аты Зимаиа, 1< 'II-J,C 611JlеJUl.И&, 1r::1I-],l68J~J( Сыей-
па, 1< IIffl-t,1 (,~/. Влож.еНJtе д,олж.ио быть ЛОJt8лЬВ,()ПАocи:aw
'в 1'( -смысле. что автоматИ,чески: выд()п.вено при K'''-:J ,
8 с.п,. результата Звмана и индукции.

В гпaдJ[OM случае имеется теорема Хефдигерs. [1Q],
&отораи утверждает, что при k. < f" -:! rJl/JJUtJ{eмо:ж.енJt.я
ВNаузливаюТ, но уже трехмерщ сф~ может ЭА)'3lIJ1вАт.ь
• А..' • TeopeЫ.bl Левина JI CMetn:a. доJt83ы-.ваютсSl.дарап.-
лепаво и в гладком '~луч.ае, сы.часть 2.

Случalt п R .5, k::: 1 -это случal кnaccнческой теорn::
ya.l!OB,СМ. CrzJ . При 1<•• 2. Te.op.eJU Алексавдера
[1RJ утверждает, '11'0 (1е -/DfJl 'Г1IЩIкu] C~

~p~eтB~ •. ~
Для tJ = ~ ГлюJt. [1 ЗJ дОI.838.Я. '11'0 4OLШ1o S

ВМ8узливает в st . Верно ЛI(, что лOJt.пл.. 8дожеив:е s.t.
в 1{ t незауэливает, если Ji'-z, (1('f\<j,S:')=l • .вев:звеСТНQ•.

§ 9Гл. 4

D/r4i h П~ RJ'f
][о можево в г\.. ,Э -гоыеоморфи.зы ц'( .~ так,
'11'0 hо, ;: 1/5'< [66].

Мы кв да ••• ПОJШогодоказательства. которое ОСНО-
вано в.а nplD4.eHeJDUIлеммы о пог.пощеНJПI, '11'0 вa.m ЧIIта-
ТeлJa суыеет проделать самостоятельно, но при условJ(И
H8ItO'rOpWX JlOGRaВИIв iдГебрuческоl ТОИОЛОГJIJI:дваlст
a8IIJIOQ'tЬ: .Aлuоавдера, те<>ре)Ц. Гуревича.

.'ЭCXJI.a Д-OxaвaTEmьC'I'B8..Прежде всего злд-а'lа сводит-.- ...:---.-.-- ---
ся I. в.пожеаивм R.~.в Rп. : для этого поместим точку e.u
'а б8С.К,ОНечв.ость"и вь.ки:нем точку ХО из t (S~.ОТОЖ- (\ ;
A80ТВlUUIJUUt-ЛJ[боR." (/""\х. с R'" и .5",,..-'6'.)С R.k ,
blы 1IOnтч-ew JIЗ ~ ВJiожение i' ..R.!( ~R.1t ,которое по-
каяьао даосжо. Теперь R8Ы достаточно построить гомео-
мopфuw h ..д."'-' R" то:, 'Iтобы- Кс 'j.- = .1. _

ПОо't'pQJD.fj; ..JtaJr. супериозиIUl,Ю: hзопz.С/''f=h.здесь
Izl. (/(If) -oкpe:rкOCTЬ ТОЧКИ!l в f. (Rltj. ~:pl('IeM ht
C::OM8Д,t8Т с ~ на Оltресткости точки 'i 'J) в R...I( ;
h го.меоыорфно отображает по! (R"J на окрестность <j (~")

• t I{I1 И h,oJ,ir.1: на RI( ; наконец, h3 - тождес~вен, на
ОJtресТJШCТJ('fR.." Jtотобр8)К.8етР,J.I>;'z(R"j на R... •
ПO,C'tpоеJlJ[е ~ осуществляется с помощью леммы о
.пor-ще1lJD[, .возыож..вость применеRItЯ которой, как указа-иО..п..у требует средств алгебраИ'Iеской топологии.
n.,C'.fip08lUle hf. В03blOJIUIO,В cJl.'ty локальной плоскостности •.
,Itoc"OJO( п,2, • QycТb O~.:>0,2, -два шара с центром в

ij.-:t(j) в 1{1с • ~егJtо построить гомеоморФизы ~! ~Ilt ~

u R~ 'J'O•• ест.Б.Jtиы~ на ~. так, ч'!'о .) есть ~1?1 1, ,

1" •• ~(. - ••••.•.••• е O~ в R-'" тождествеиное ка ~,и ~.
Т-Ж-, Ч'I'Oи8еJrl"МЬ ~.'" ji:~ лежит в элем:е,Нте Heкo~-
}).OI'O a_Doro .ОХРЪ1'1"О f 2/;'} пространства R. •
Эт~ naкpbl'J.'J(e blы выберем так; чтобы для. каждого ( 'i ('lf) ,)
_ж.аа бы в OJtpecткecТJI 'Ц. некотороЙ· точки ~""R ~ , для
И:C'I"Opоl JlМается гомеоыорфизы ее на RIt., перево~~

'Ц•." tj.1l1( в R,'< • В T8JtOMслучае вложения <f: S(, 7 лег-
JU) ПРОДОЛЖАютсяпослеДО88.тельно до вложений It ~ (1( ") в

R.tt., XQТopыe схоДится к требуеь.iОМУ вложенню h~:I,~(R;)'R".
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У к А 3 А Т Е Л Ь,

Схема указатеJ1Я: 1.ТопологичеС:J[J[е простракства.
тополог.ические группы. топологические' многообрuжя;
2. комII.лексыI Jtомбинатор.и.ые многоof4>азая.; 3.ПЬJU[эдры
и fl f -М,в:огообразжя; 4. R". с:. ~ -ывогообраЗJlИ;
5. Непрерыввые отображения; 6. СИbl.ПJUIцввльныеотобра-
жения; 7. fl е~'I'ображеuя; 8. с "2: -отображеи.ия:; 9.Рас-
споевJI.Я.

1. РазМ,ерв:ость топологического проСтранства. (4.3.t ,
1.5..2) ТопопоГJlчеCЮlе группы, npавое и певое деЙстви.е

группы на топ~л()Гическом' пространстве, свободное деА-
ствие /2.1.8/. трав:зити.вв:ое действие /1 .•13.9/, правыА •
левый сдвиr группы, а -nрострав.отво, орБJlта тo'IК.II:,
пространство Ьрб.ит. ГЩl.виое 6; -пространство /2.J.8/.

KapT~ .атлао. J[аорд...ватвыe .преобраэоаан.IIIЯ/1.30 1/ •
ТопопОГJlЧООJt.Geмиогообраз-е /1 .•3.41, ХРal • ввутреltИос'I'Ь,
топологического многообразия /4.5 .•1/. BOpOTВJUr.xpaJl.!4.6.
1/. ориеНТllpуемость / 1.•13.11.4.5~1/, ориеит.ирУJOЩ8еJIaК-
рытие /4.5.1/. Ло.ItAдЫIОппос)[ое.. .• д,l(Jtoe ПОЦМllогооБРA3Jlе
/4.5.2/. Группа гомеоМ,ОРФ.ILЭ.МовТОПОЛОГИЧ8СJtOI'OЫJl.OГO-
образ.ия /4.7.1/.

2. Сиы.плеJtС /3.1~ 1/, общее попож.еllJl8 CJ(мпл&Jt.соа
/3.7.6/. барипеиТРИ'lесце хоординаты, бар-центр cжwnnеJ[-
са /3.1.1/. Ко.ъ.u:щ&Jtс/8.1.1.3.1.9/, тепо JtОМJU[eJtOA,под-
Jt.омnлекс /3.1.2/, остов хомдпехса /3.1.21. ПOЛII.Ый под.-
)[омnлекс /8.6.1/, J[OIyc над комплексом /3.1.3/. кон.и-
ческая кои<?трукuи. / 8.1 •.2. '3.3.8. 3.8.2/.

Подраэдеneв:ие коып.п.екса /3.1.2/, эвеЭДl[ое IIодраз-
делен.ие /3.2.8/, ПрОJ1ЗВОдИоеи барицев:трическ.ое подра.з-
депеиие /8.2.10/. ПРОIЭВОДИоеподра.здепеиие ОТноситель-
но ПОДJ[омnnекса./3.2.11/.
Звезда .• lI.ИJD[/3.2.1/, джolн' си);Шлексов /3.2.5/. АЖоtв:
комплексов /3.2.6/. Эле.ыентарнОе коw.б.ива,торвое стяги-
вание /3.5.2/, комбинаторное стягивание /3.5.3/, ,эяеы.ен-
тарное праВИЛhНое стя:гивав:ие и правильное СТЯГИВАНие
К("1:б~аторного м.ногообрaзJl.Я.. /3.9.21 •.

Комбинаторное многообразие /3.3.10/. Комбив:атор-
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ная к.леТJtAи комбииаторная:. сфера /3.3.1/.
3.• Въшукпый многогранник в ,e'l. ,его н.есущая

nлоскост~ цевтр многограиних.а. грани, Берщины, Jtр.8Йи
ввутрев.НОСТА/3.1.1/ .• Полиэдр /3.1.1,з.l.g/, трианг,-.nяция
ПОJ1J!э-драJТРИCUlГУJ1ЯnИЯП8.!>ы/3.1.2/. л.ивеlвaя размер-
ность полиэдра /3.1.1/, джоАв ПОЦЭАРОВ/3.2.6/. Элемен-
тарное ПОnИЭДРВ1tЫlое.'СТЯГИВАНJlе/8.6.2/ ПОдИэдрam.ное
стяг.~е /3.5.8/ •..

Рt-'64ногообр.а.эие /1.13.11,3.3.6/, pt'-клетJt.A.и ,пf-офеr
ра /3.3.1/, край и внутреююсть /1( -многообразр ,
/3.8.7,3.3..8/, воротНJIЖ.края /3.4.1/, заыхнутоеи отхры-
тое p(-мв.огооБР83J1& /3.3.9/,
РегуJIЯPца.я: охрестность полиэдра в j1t-многообраэии
/8.6.3/. строгаЯ регуля:рн.ая: окрестн.ОСТА/3.6.6/ А Ло~
во ПЛОСJtое j1-l -подмногообраэие /3.7.11/ -О_

4. R..II, , ста.п.да,ртиые и .афф.и.в.выеxoopдJl.Jl.aTы•
/1.1.1/. хрuоmmей:llыe .kООрДЮlA'l''''в 06цастж В R'J./1 .•1.7/.

k -Рецер /1.12.1/, .иидехс .в:ересеч.еиЦ 1Щ()сJtостей
/1.12..4/, )1ЛОСJtОСТИБ общем ПОпDЖ$НJ[J[/3.7.6/. траИсБер-
сальност", ПJIОСJtостей/3.7 .•5/.

C'l -многообра.зие J 1.3.1,1.3.41, С ~-многообра.зl(е
С краем /1.10..1/, С 't...многообр-а,з..и.ес углами / 1.11.2/ ,

С ~оглас:о~ост. ~apT. ' C~J[APT"', С ~-аТlULC.fltол-
ВЫй а.тдас С -многообразия Jl .•3.1.1.1.Q.l,1.O~I • С3-
подмиогообрааия /(11.. /1.2.11. С ~-структура /1.0 •.1-3,
1.10.2/ .Орие.вТАПВ:Я С? -многообраэи.я J1.i2 .•1,l.1З ..•11,2.
3.7/, ориеПТJlрующее накрытие (2.8.1).с '1-IIодмног-ообраз.и.е R Iz. ~.l.~lj, С ё'-ПОд...WОГО_
образие /1.3 .•10/, транСБерсаЛhНОС'tЬ.дв,-х С ~•••поJU(J'lOl"O-
обраэий 11.12.1/. индехс самопересе"tен;:аи 110rружea.В.or()

С 7 -МНОГООQразия/2.10.6/.
Касатепьв.ыА .вахт,ор .• Jt.8.C,8.теJG\Иое.IIJIOстраиСТБО

, С z -многообрааJl:Я 12.3.2-3/. и:в.са.тe.n:t:.ИЫй.в.ек..т.ор•. ка-
саТ8nЫlая длоскост.ьв точке С:? ~Д).OlOгообра.э..ия R'l.
/2.3.1/, касатеЛhНое расслоен.ие С 7 -мвогообpAЭast. веlt-
торное поле на С ~ -многообp.ag.и 0/2.З.6/ '" PJU4MO_
СТруктура на С'l -многообр.аэП J2JiJv .Э.kс,повенпиаю-
иое отображение каса тельиог<:>рассJЮ•.•• "с 'l_ w:в:oгооБРА-
38IJ / ~J1t(;nOHeHTaJ/2.4.11. норМA1.Iъв:оерас.сп:оев..ие С l_под_
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liiUlQroQбpaau:12.5.1/, трубча1::АЯ()Кр&СТКОСТIoС ~~ОДМJl&-
г~ /2:.5.5/ .•..

f.PJJOra Л-, oAJIopoJUloeпростpu6тво !1.IЗ •.~/. ":uри-
меры 11'.JI.2...&/ ••.А.ад-ТЖ'leQS:08 • 1tоМпJlеж9в.ое)lногообра-
3JI./l~tз.f1/•

. ~. РАа6а •••• qp-nW, JlОАЧП8III0е JJо1tрыт8IIO/1.4.
1/ AвoldJl 1::.чхАето6ражев.u, liЦO.eoTВO са.м.опереое'l&-.. ,
••• отоер ••••• 16.7 .Q/ t ЖОJoOUU:тно.оТ1tР~Тая топология
и 'fO.8J[4J1тепОJIQI'IU['Ц IIIpOC'l'Jt8'llC'J'HO'I'ображеRJ(Й/3.7.2/.
3жв--р..к.rио& O'I"обрUt8вие /2.1.8/. It

ст-.•••.отображе-и 06naстей R /4.1.6/ •. ее
свойстВА /4.2.1-10/. ':IСIIО6ие 7ri()',~)=O O.7./2.,}.I0.1).

Д01tUWlо JIJIOCJt)[e.•. ДЖ1tJ[евмжев.u и погружeв.иsI
ТОПОll.огИ.ecsп: wв.огообp4GJ(Й./4.5.2/ •. ЭlI.емеитарнЫЙ /4-
7.6/, э...:реп1l.8НJ1Ь11и стаБIll.ЫlЫЙ-/4.8.21 гомеоыорфизыы
топологичеежого .••.ногообрAЭК5l; :аА1фWВ8,ЮIlUlЙгоыеоыор-
фазм /4..8.7/. -ВОТОIIISI,JIAltрКВ8ЮIIt8.5IIЭОТОПХJl,лоunьи.о
1I11OCUJlизотоп-. ТОIIOnOГИ'l8СdXwв.orooбрaвd /4.5.4/.

6. С~0еO'fоБР8Ж811J18 /З.l.41 J про_заод-
ное отоБРажеиие CИЫIIЛJПUUI...,.ОГО O'I'ображеНИJl/З.8.6/,
1I0JIулинеlИое отображеВIе JfOlOl1l.8Jtco.» R #t. /3.7 .З/, ли-
нейВое отобр.ж.е.и8 сnШJIе1tСО&/8 •.1.41. С_ЫП11Нпиапьное
отображение з8&3д.ы 1I0JI1l0г0noд1toJof.ll11eJtCaв [о I ~1
(3.6.2).

7. /,l-отображаив:е 18.1.6/ •.
fI е ~аэб-ени:е еаициltЬ1 /З.2.4/, I" -отображения а об-

Dt&W ПО1l0_еИJDI/З.7.8/, flt ~-rо6раж.еВИfiJ в общем по-
пожеИJDI/3".7 .fи, р'е -гомеоwорф-ам /3.1.7/, l' е-вло-
жеиие /3.7.10/, ре -изОтопия ало.евиЙ, ЦOK8J1ЬВOПI1ос-
ж" /l{ --З0ТQJUlSl/3.•8.1/, ,"(-изотопия 1'.(-
wHoroofs~, ВAJtpЫВAJODUUI/1.( -изотопия /3.8.1/"

8. C~- отобр8JJI.е.ние/1.1.2,1.3.6/, маТрJШа Я1tоби
С 'l -отображен.я обllастей R п. /1. 1.2/ , С t -диффео-

морф-зы /1.1.5,1 •.3.6/, ло1tА11ьвоепр~дставление отображе-
ния /1.1.2,2.3.5/. дифференrtИА11и mmеарнзаЦJ[Я C'l-oтo-
бражеВIJI /1.1.~2.з.5/. Ранг С. t -отображении а точ1tе
/1.1.4/, особые и неособые "ТоЧltй С ~ -отображения
/1.1.4,1.1.7/1.3.7/, невырожденное в точке С ~ -отобре-
.же~_е /1.1.4/ i ,Ipитвчес1tое значение С ~ -отображения
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/2.7.1/, С 2: -разбиение единицы 11.4.11.
С. ~ -диффеомОрфвзм /1.1.5,1.3.6/, с't.-погруже-

ние, С 't -вложение, (' t -субмерсия 11.3.7/, С t-no
гружение в общее положение ...ц" в Q L't /2.9.6/ ••КОМ-
П8.ХтнооТ1tрнтая и тонхая С? -топологии на простран-
стве С ~ -отображений /1.6 .•1/, С t -погруж ений и с?·
-вложений /1.8.1/. Регуnяркая гомотоnня /1.8.З/, C~-
изотопия, накрывающая С 7 -ИЗО1:0nИЯ/1.6.3/. Трансвер-
сальность двух С z -Оi'ображеняй /2.8.2/~ тра.нсаерсапь-
ность С 'l -отображения к С t -подмногообразию и к
ТОЧ1t.е12.7.1,2.8.2/.

9. Расслоение. Прострs.иство, прое1tцИJI.,база, слой
над точко~; ограничение расслоении, подрасслоение, се-
чение расслоенИя, тривиапьвое расслоение /2.1.1/, три-
виа.пизац.ия расслоения /2.1.21. Морфизм расслоений /по-
слойное отображение npОстрs.иств расС.llоев.в.й/, .изо.••.ор-
физм расслоений /2.8.21. Индуцированное раСCll.оение,сум-
м8. У_тни раССJ!оений /2.1.3/, поднятие отображении
12.1.3/. ~сиома на.крыва.ющеЙгомотоп.ии /Н.Г./,рассло-
ение Серра, расслоение Гуревича 12.1.5/. ЛО1t8.JlЬВОТрll-
виальное расслоение, слой локально тривиального рас-
слоения /2.1.5/. СТИНРОДОВС1tИестолБRltИ ·и стивродовский
атЛ8.С ло1tA/U>нотриви.ап.ьного расслоеНJlЯ /2.1J· /, З1tВИВ8-
РИ8Нтный СТИНРОДОВС1tИйатлас С ~ ~ассл,,еНJUI /2.1.t2/,
отображения СJUlеЙJ[Н/2.1.6/.

Накрытия - /2.1.5/. ГпАвиое ~ -расслоение /2.1"
9/, 8Ссоциировs.иное раССЛoeJЦlе/2.1.10,2.1.13/, струхтур-
ная группа расслоения /2.1.10/, редy1tlU[Яструктурной
группы /2.1.14/. Расслоев.ие Хопфа /2.1.8/.

С t -расслоенне 12.2.1/, векторное расслоение /2.
2.51, векторное подраССЛ08НИ8и фuтор расслоение /2.2 •
9/, нулевое сечение вектораого раСС11ОеНJiЯ/2.2.5/, СТА-
бильно тривнаЛf1diое векторное р.асспоеИJ[е /2.3.9/, еВJtли-
аова структура в ве'ItТОРН)Ыр.асслоеllllJ[ /2.2.7/, ортого-
нальное дополнени-е подрасслоення /2.2.9/, труб1tа а В81t-
Торном расслоении /2.2.8/. Векторное с1.-расслоение _

С z -трубУ..а 8 векторном С t -расслоении 12.2.?'/.
Ориентируемое векторное расслоение и ориентация BeJtTOp-

. ного расслоения /2.2.11/ •.\
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Kaca1'er.bНoeрасслоение С Z _многообразия / 2~.81 J

экспонендаапьное отображение касательногО расслоения
/2.4.1/. иорМ8ЛЬноерасслоение к С r _подмногообра-

эию /2.5.1/.

Список основи.ых теорем и проблеы

о выпрямлеиии отображения в неособой 1'очи:е- 1.1.6
О . С 'z~АзбиеНJUt еДIЩII.ЦЫ- 1.4.1
Теорема Уитни о вложеиии в RN

_ 1.5.1
О С 2'-АПпрокс.имaдJU1- 1.7.8. 1.7.4
О С 'l-воротиu.е - 1.•10.•7
Построение удвоеuя многообр а3IIЯ - 1.10.1 О
Сгпв.ж:и.вв.виеи введение yr110B - 1.11.2, 1.11.3
Построение Эltспоненты - 2.4.4
О единртвенности трубо - 2.5.6
О субмерсии - 2.6.•1
Теорема СмеЙJIa- Тома - Пале о НA1tрЫвaIOщейС ~-изо-
тоnии - 2.6.2
Теорема Тома о трансверс8JIЪВОСТИ- 2.8.3
Теорема Уитни о вложении .А4" а IZ .l" .••/B погруженив
в R2.1'/ -2.9.3
О сдвиге одного ПОДblJlогообразJUIс Apyroro -2.10.5
Теорема УИ1'ВИо вложеJiИJIа R 2",- 2.10.7
Прием Уитни - 2.10.6
-.- ----- --- -_.- -- - ~
О трв.аиrуляIUШ полиэдра - 3.1.8, 3.1.10
О (1.( -воротнике - 3.3.1
Теорема Ньюмена о клетке - 3.3.2
Теорема УаАтхеда о регулярной окрестности - 3.8.3
О p(-аnnроксимlЩИJIi отображений - 3.7.4
О приведении отображений в общее положение - 3.7.8
Теорема Пенроуза - УаАтхеда - Зимана - 3.7.12 .
Теорема 3имана -Хадсона о накрывающей l' t -ИЗОтОПИИ
- 3.8.8
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u неэаузливании в малых размерностях .- 3.9.7
Лемма Столлингса о поглощении - 8.10.1
Теорема СТОЛllИIIГса о характеf!frЗ8ПИИR'? - 3.10.5
Обобщенная гипотеза Пуан~Gj)d - 3.10.6, 4.6.6
Прием Апеи:саидера в rf -форме .- 3.8.2 .
С~ойС'Твастщ[ени отображения области /('" BI{ 11 -

-4.2.1-10
Теорема Апеи:сандрова об G -сдвиге - 4.3.2
ТеореМА Брауэра об инвариантности области - 4.3.4
Х.арахтеризадия ра.эмерности полиэдра - 4.3.2
'Теорема )Кррд.ца-Брауэра 4.4.1
Teope:.w:aРР.ауиа·о воротвпе - 4.6.1
Теорем.е.Мазура - Брауиа о вложении сферы - 4.6.5
{} нахрывающей ИЗОТОПИИ- 4.7.3
ТеореМа К~рби о стабильности гомеоморфизмов тора
-4.8.12
Теорема KORНeпA о j?f -впnpои:симlШИИстабильных
гомеоморфизмов - 4.8.16
.Теорема Столпингса о 'неэаузливании сфер в R/V -4.9.2
Прием Апеи:сандера в топологической форме - 4.8.3
-----------------
Гипотеза Пуав.каре - 1.13.1, 3 .10.6
НdJ.•рfvе.tmцfиП9 - 3·5.11.
ПОЛИЗДР81lbli8Япроблема Шенфписа - 3.3

Проблема о стабильных гомеоморфизмах - 4.8.3
Проблема и:опыla - 4.6.7
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