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Vorwort zur ersten Auflage.

Die neue Autographie, welche ich hiermit dem mathematischen
Publikum und ganz besonders den Lehrern der Mathematik an unseren
hoheren Schulen unterbreite, ist als eine erste Fortsetzung jener Vor-
trige ,uiber denm mathematischen Unterricht an dem hiheren Schulen‘,
speziell iiber ,,die Organisation des mathematischen Uniterrichts” ge-
dacht, die ich im vorigen Jahre mit Herrn Schimmack zusammen
im Teubnerschen Verlag habe erscheinen lassen. An die damals
gegebene Ubersicht iiber die verschiedenen Formen der Unterrichts-
aufgabe, die dem Mathematiker gestellt sein kann, sollen sich jetazt,
allgemein zu reden, Entwicklungen iiber den Uwnferrichisstoff selbst
schlieBen, in denen ' ich bemiiht bin, dem Lehrer — oder auch dem
reiferen Studenten — Inhalt und Grundlegung der im Unterricht zu
behandelnden Gebiete, unter Bezugnahme auf den tatsichlichen Unter-
richtsbetrieb, vom Standpunkte der heutigen Wissenschaft in moglichst
einfacher und anregender Weise iiberzeugend darzulegen. Und dieses
nicht, wie etwa Weber-Wellstein tun, in Form einer systematisch
geordneten Darstellung, sondern in freien Exkursen, wie sie sich unter
den wechselnden Anregungen der Umgebung in der wirklich gehaltenen
Vorlesung tatsichlich gestaltet haben.

Auf das so bezeichnete Programm — das nachstehend nur erst
fir die Gebiete der Arithmetik, Algebra und Amalysis durchgefiihrt
wird — wurde schon in der Vorrede zu Klein-Schimmack (April 1907)
hingewiesen; ich hatte damals gehofft, daB Herr Schimmack trotz
mancher Hindernisse doch vielleicht die Zeit finden wiirde, die Be-
arbeitung meiner Vortrige fir den Druck wieder iibernehmen zu
konnen. Aber ich habe ihn selbst sozusagen daran gehindert, indem
ich seine Arbeitskraft fiir die uns gemeinsam interessierenden pidagogi-
schen Fragen fortgesetzt nach anderen Seiten in Anspruch zu nehmen
hatte. Jedenfalls zeigte sich bald, daB der Plan unausfithrbar war,
falls anders die Arbeit in kurzer Zeit zu Ende gefiihrt werden sollte,
wie dies doch im Interesse einer tatsichlichen Einwirkung auf die
heute im Vordergrunde stehenden Unterrichtsfragen erwiinscht schien.
Ich habe also wieder, wie in fritheren Jahren, zu dem bequemeren
Mittel der Awutographierung meiner Vortrige gegriffen, zumal sich
mein jetziger Assistent, Herr Dr. Ernst Hellinger, als eine hierfiir
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ausgezeichnet qualifizierte Hilfskraft erwies. Man wolle dabei von der
Arbeit, die Herr Dr. Hellinger zu erledigen hatte, nicht gering denken.
Denn es ist auch so noch ein weite. Weg von der durch allerlei zufillige
Umstdnde bedingten miindlichen Darlegung des Dozenten zu der
schriftlichen, hinterher noch wesentlich abgeglichenen, lesbaren Dar-
stellung. Nur daB die Genauigkeit der Ausfithrungen und die Gleich-
miBigkeit der Auseinandersetzungen nicht so weit getrieben wird, als
es nach unseren Gewohnheiten bei'der Drucklegung unerldBlich scheint.

Ich scheue etwas davor zuriick, in bestimmte Aussicht zu stellen,
daB nun noch weitere Fortsetzungen dieser Verétffentlichungen iiber
den mathematischen Unterricht folgen sollen, jedenfalls fiir das Ge-
biet der Geometrie; — ich will vielmehr mit dem Wunsche schlieBen,
daB sich die vorliegende Autographie als niitzlich erweisen moge, in-
dem sie manchen Lehrer an unseren héheren Schulen veranlaBt, iiber
die zweckmiBige Darbietung des von ihm zu behandelnden Lehrstoffes
in neuer Weise selbstindig nachzudenken. Nur eine solche Anregung
will meine Schrift geben, keinem ausgefiihrien Lehrgang, dessen Fest-
legung ich vielmehr dem an der Schule wirkenden Herren durchaus
tiberlasse. Es ist ein MiBverstindnis, wenn man an einzelnen Stellen
vorauszusetzen scheint, ich habe mich je in einem anderen Sinne be-
tatigt. Insbesondere der Lehrplan der Unterrichtskommission der
Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte (der sog. ,,Meraner"
Lehrplan) ist nicht etwa von mir, sondern unter bloBer Mitwirkung
meinerseits von hervorragenden Vertretern der Schulmathematik aus-
gearbeitet worden.

Was schlielich die Art der im folgenden eingehaltenen Darstellung
betrifft, so geniigt wohl, wenn ich hervorhebe, daB ich, wie bei fritheren
Gelegenheiten, auch hier bemiiht war, iiberall geometrische Anschau-
lichkeit mit der durch die arithmetischen Formeln erméglichten Pri-
zision zu verbinden, und daB es mir besonderes Vergniigen gemacht
hat, dem historischen Werdegang der Theorien nachzugehen, um von
da aus die Besonderheiten der verschiedenartigen, im heutigen Unter-
richt unvermittelt nebeneinander herlaufenden Darstellungsweisen zu
verstehen.

Gottingen, Ende Juni 1908. .
Klein.

Vorwort zur dritten Auflage.

Nachdem die Verlagsbuchhandlung Julius Springer in dankenswerter
Weise den Druck meiner gesammelten wissenschaftlichen Abhandlungen
fertiggestellt hatte, trat sie, auf Anraten von Prof. Courant, mit der Auffor-
derung an mich heran, doch auch die verschiedenen Vorlesungen, die ich
von 1890 an in autographierter Form habe erscheinen lassen und die bis
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auf einen kleinen Rest lingst vergriffen sind, in Buchform heraus-
zugeben. Besagte Autographien, deren Vertrieb in den letzten Jahr-
zehnten die Firma Teubner iibernommen hatte, sind der Hauptsache
nach von meinem jeweiligen Assistenten ausgearbeitet worden. Es
war mir von vornherein klar, da8 ich eine weitere Neubearbeitung nicht
ohne neue jiingere Hilfskrifte wieder veranstalten konne. In der Tat
habe ich mir seit langem den Grundsatz gebildet, daB man von einem
gewissen Alter an nicht mehr selbstindig publizieren soll: man hat
vielleicht noch die Fihigkeit, eine Ausgabe im allgemeinen zu diri-
gieren, aber ist doch nicht mehr recht imstande, die Einzelheiten in
die gehorige Ordnung zu bringen und auf die neuen Fortschritte der
Literatur gleichmiBig Riicksicht zu nehmen. Ich habe das Springersche
Anerbieten also erst angenommen, als mir in dieser Hinsicht weit-
gehende Unterstiitzung zugesagt war.

Im iibrigen sind bei den Autographien zwei Serien zu unterscheiden,
Die ilteren Hefte kniipfen an Spezialvorlesungen an, die ich im Laufe
der Zeit gehalten habe, und wurden urspriinglich nur hergestellt, um
den Zvhorern der folgenden Semester den Stoff, den ich frither behandelt
batte, und auf dem ich weiterbauen wollte, an die Hand zu geben. Es
sind dies die Hefte iiber nichteuklidische Geometrie, iiber héhere Geo-
metrie, die hypergeometrische Funktion, die linearen Differential-
gleichungen, die Riemannschen Flichen und iiber Zahlentheorie. Dem-
gegeniiber habe ich in der Folge einige Ausarbeitungen veréffentlicht,
die von vornherein fiir einen gréBeren Leserkreis gedacht waren. Ge-
meint sind:

a) die Vorlesung iiber ,,Anwendung der Differential- und Integral-
rechnung auf Geometrie*, ausgearbeitet von C. H. Miiller (bestimmt,
zwischen den Bediirfnissen der angewandten Mathematik und den
neueren Untersuchungen reiner Mathematiker die Briicke zu schlagen);

b) und c) zwei Vorlesungen iiber , Elementarmathematik vom
hoheren Standpunkte, ausgearbeitet von E. Hellinger. Sie sollten
dazu dienen, den Fachvertretern an den hoheren Schulen die Bedeutung
ihrer akademischen Studien fiir ihre Berufstitigkeit, insbesondere was die
reine Mathematik angeht, in iibersichtlicher Weise vor Augen zu stellen.

Bei diesen Heften der zweiten Serie schien eine Glittung im ein-
zelnen, unter Zufiigung erginzender Zusiitze, ausreichend, also eine
tiefergreifende Umarbeitung iiberfliissig. Daher wird mit ihrer Ver-
offentlichung hier der Anfang gemacht, und zwar in der Weise, da8
die Hefte b) c) a) (in dieser Reihenfolge) als Teil I, II, III einer ge-
meinsamen Veroffentlichung erscheinen, welche kurzweg als ,,Ele-
mentarmathematik vom hoheren Standpunkie aus* bezeichnet werden
soll. DaBl Vorlesung a) solcherweise mit b) und c) vereinigt wird,
diirfte die Zustimmung aller derjenigen finden, welche die steigende
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Bedeutung der angewandten Mathematik fiir den neuzeitlichen Schul-
unterricht erfait haben.

Unterdessen hat die Bearbeitung der Hefte der ersten Serie, also
zunichst der nichteuklidischen Geometrie, bereits ihren Anfang ge-
nommen. Aber es wird sich hier, damit eine gerundete Darstellung ent-
steht, die auch den neueren Fortschritten der Wissenschaft einigermaBen
Rechnung trigt, um Neubearbeitung des Stoffes in sehr viel weiterem
AusmaBe handeln. — Soviel iiber den allgemeinen Plan. Nun noch
einiges iiber das vorliegende erste Heft der ,,Elementarmathematik‘.

Ich habe die Vorrede zur ersten Ausgabe von b) (1908) vorstehend
wieder abgedruckt, weil sie iiber die Entstehung der ganzen Darstellung
den klarsten Uberblick gibt!). Die zweite, auch noch autographierte
Ausgabe (1911) enthielt keine wesentlichen Anderungen, und die kleinen
Zusitze, die ihr beigefiigt wurden, konnten jetzt leicht in den Text
eingearbeitet werden, woriiber ein besonderer Nachweis tiberfliissig
scheint. Auch bei der jetzigen Drucklegung ist der urspriingliche Text
mit den durch die Zeit seiner Entstehung bedingten Zufilligkeiten
in der Hauptsache beibehalten worden?). Das ganze Gefiige der Dar-
stellung hitte geindert werden miissen und die Homogenitit verloren,
wenn ich anders verfahren wire. Aber in den sechzehn Jahren, die seit
der ersten Verdffentlichung vergangen sind, ist die Wissenschaft natiir-
lich nicht stehengeblieben, insbesondere aber haben in unserem Schul-
wesen die groBten, bis jetzt noch keineswegs abgeschlossenen Veridnde-
rungen stattgefunden. Auf diese Verhiltnisse beziehen sich die Zusitze,
welche, nach wiederholter Riicksprache mit mir, Herr Studienrat
Dr. Seyfarth (von der hiesigen Oberrealschule) abgefadt hat. Herr
Seyfarth hat auch in der Hauptsache die Drucklegung und die er-
forderliche stilistische Glittung des vorangebenden Textes, wie insbeson-
dere die Wiedergabe der Abbildungen besorgt, so da ich ihm zu auf-
richtigem Danke verpflichtet bin. Ubrigens sind ihm meine fritheren Mit-
arbeiter, die Herren Hellinger und Vermerl, auBerdem Herr A. Walther-
Gottingen, beim Korrekturlesen durch mannigfache Vorschlige hilfreich
zur Hand gegangen. Insbesondere bin ich Herrn Verme:l und Herrn
Studienreferendar C. Bilisg fiir Anfertigung des Namen- und Sach-
registers zu Dank verpflichtet. Die Verlagsbuchhandlung Julius Springer
aber hat ihre Bereitwilligkeit, trotz aller aus den Zeitumstinden folgen-
den Schwierigkeiten die Drucklegung mathematischer Werke ungehin-
dert fortzusetzen, aufs neue glinzend bewihrt.

Gattingen, Ostern 1924. .
Klein.

1) Mein dort erwiahnter Mitarbeiter R. Schimmack starb 1912 im Alter von
31 Jahren, am Arbeitstische sitzend, pl6tzlich infolge eines Herzschlags.

2) Neu hinzugefiigte Anmerkungen sind durch eckige Klammern kenntlich
gemacht worden.
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Einleitung.

In den letzten Jahren?) hat sich unter den Universititslehrern der
mathematischen und naturwissenschaftlichen Facher ein weitgehendes
Interesse an einer zweckmaBigen, allen Bediirfnissen gerecht werden-
den Ausbildung der Kandidaten des hoheren Lehramis entwickelt. Diese
Erscheinung ist erst recht neuen Datums; in einer langen Zeitperiode
vorher trieb man an den Universitidten ausschlieBlich hohe Wissenschaft,
ohne Riicksicht darauf zu nehmen, was der Schule nottat, und ohne
sich tiberhaupt um die Herstellung einer Verbindung mit der Schul-
mathematik zu sorgen. Doch was ist die Folge einer solchen Praxis?
Der junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor Probleme
gestellt, die ihn in keinem Punkte mehr an die Dinge erinnern, mit
denen er sich auf der Schule beschaftigt hat; natiirlich vergifit er da-
her alle diese Sachen rasch und griindlich. Tritt er aber nach Absol-
vierung des Studiums ins Lehramt {iber, so soll er plotzlich eben diese
herkémmliche Elementarmathematik schulméBig unterrichten; da er
diese Aufgabe kaum selbstindig mit seiner Hochschulmathematik in
Zusammenhang bringen kann, so wird er in den meisten Fillen recht
bald die althergebrachte Unterrichtstradition aufnehmen, und das
Hochschulstudium bleibt ihm nur eine mehr oder minder angenehme
Erinnerung, die auf seinen Unterricht keinen Einflu hat.

Diese doppelte Diskontinuitit, die gewil weder der Schule noch
der Universitat jemals Nutzen gebracht hat, bemiiht man sich neuer-
dings endlich aus der Welt zu schaffen, einmal indem man den Unter-
richtsstoff der Schulen mit neuen, der modernen Entwicklung der Wissen-
schaft und der allgemeinen Kultur angepaBten Ideen zu durchtrinken
sucht — wir werden noch vielfach darauf einzugehen haben —, anderer-
seits aber durch geeignete Beriicksichtigung der Bediirfnisse der Lehrer
im Universititsunterricht. Und da scheinen mir eines der wichtigsten
Hilfsmittel solche zusammenfassende Vorlesungen zu sein, wie ich sie
heute vor Ihnen beginne. Ich wende mich damit keinesfalls an den
Anfinger, sondern setze voraus, da8 Ihnen allen der Hauptinhalt der

[!) Es wird noch einmal darauf hingewiesen, daB der Text fast durchweg
die urspriingliche Fassung der 1908 autographierten Vorlesung wiedergibt und
daB Bemerkungen, die sich auf spitere Jahre beziehen, erst in den Zusitzen
planméiBig beriicksichtigt werden.]

Klein, Elementarmathematik I. 3. Aufl. 1



2 Einleitung.

wichtigsten mathematischen Disziplinen bereits bekannt ist. Ich werde
vielfach von Problemen der Algebra, der Zahlentheorie, der Funktionen-
theorie usw. zu reden haben, ohne auf Einzelheiten eingehen zu kénnen;
Sie miissen diese Dinge also schon einigermaBen kennen, wenn Sie
meinen Auseinandersetzungen folgen wollen. Meine Aufgabe hier wird
stets sein, Thnen den gegenseitigen Zusammenhang der Fragen der Einzel-
disziplinen vorzufithren, der in den Spezialvorlesungen nicht immer
geniigend zur Geltung kommt, sowie insbesondere ihre Beziehungen
2 den Fragen der Schulmathematik zu betonen. Dadurch, so hoife ich,
wird es Thnen erleichtert werden, sich diejenige Fihigkeit anzueignen,
die ich doch als eigentliches Ziel Ihres akademischen Studiums be-
zeichnen mochte: daf Sie dem grofien Wissensstoff, der Ihnen hier
zukommi, einst in veichem Mafle lebendige Anregungen fiiy Thren eigenen
Unterricht entnehmen kinnen.

Lassen Sie mich Ihnen nun einige Dokumente vorlegen, die, aus
neuester Zeit stammerd, das Interesse weiter Kreise an den Fragen
der Lehrerausbildung bekunden und fiir uns wertvolles Material bieten.
Da habe ich vor allem der Vortrage auf der letzten Naturforscher-
versammiung 1n Dresden am 16. September 1907 zu gedenken, der wir
von der Unterrichtskommission der Gesellschaft deutscher Natur-
forscher und Arzte aus ,,Vorschlige fiir dic wissenschaftliche Ausbildung
der Lehvamtskandidaten der Mathematik und Naturwissenschaften'' unter-
breitet haben. Sie finden diese Vorschlage als letzten Abschnitt in dem
Gesamitbericht der Kommission), die seit 1904 den ganzen Komplex
der mathematisch-naturwissenschaftlichen Uaterrichtsfragen behandelt
und jetzt ihre Tatigkeit abgeschlossen hat; ich bitte Sie sehr, sowohl
von diesen Vorschligen, als auch von den anderen Teilen des genannten
sehr interessanten Berichtes Kenntnis zu nehmen. — Kurz nach der
Dresdener Versammlung fand eine dhnliche Debatte auf der Ver-
sammiung deutscher Philologen und Schulmdinner in Basel am 25. Sep-
tember statt, in welcher nun freilich die mathematisch-naturwissen-
schaftliche Reformbewegung nur mehr als ein Glied in der Kette der
in philologischen Kreisen parallel laufenden Bewegungen zu Worte kam.
Nach einem Referate von mir iiber unsere mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Reformbestrebungen sprachen P. Wendland (Breslau)
iiber die die Allerstumswissenschaften betreffenden Fragen, Al. Brand!
(Berlin) iiber neuere Spracken und endlich Ad. Harnack (Berlin) iiber
Geschichte und Religion; die vier Vortrige sind in einer Broschiire?)
vereinigt erschienen, auf die ich Sie nachdriicklich hinweise. Ich halte
das hiermit angebahnte gemeinsame Vorgehen unserer Wissenschaften

1) Die Tatigkeit der Unterrichtskommission der Gesellschaft deutscher Natur-
forscher und Arzte, herausgegeben von A. Gutzmer. Leipzig und Berlin 1908.

2) Universitat und Schule. Vortrage ... gehalten von F. Klein, P. Wendland,
Al Brandl, Ad. Harnack. Leipzig 1907.
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mit den Philologen fiir duBerst ersprieBlich, da es freundliche Beziehungen
und wechselseitiges Verstehen zwischen zwei einander sonst fremd, wenn
nicht gar feindlich gegeniiberstehenden Gruppen schafft. Ein solches
gutes Verhaltnis wollen wir stets zu férdern suchen, mag auch, wenn
wir unter uns sind, gelegentlich einmal ein schirferes Wort iiber die
Philologen fallen — wie das ja auch auf der Gegenseite wohl vor-
kommen soll. Bedenken Sie dabei stets iiber den Fachpartikularismus
hinaus, daBl gerade Sie dazu berufen sind, spiter an der Schule mit den
Philologen zum Besten der Allgemeinheit zusammenzuwirken, und da3
dazu notwendig gegenseitige Schitzung und gegenseitiges Verstindnis
gehoren.

Neben diesen Zeugnissen von iiber die Grenzen unseres Faches
hinausgreifenden Bestrebungen méchte ich IThnen nun noch einige
Biicher nennen, die sich in der gleichen Richtung insbesondere auf
mathematischem Gebiet bewegen und die daher fiir unsere Vorlesung sehr
wichtig sein werden. Ich habe zum ersten Male vor drei Jahren eine
Vorlesung mit dhnlichem Ziele gehalten; mein damaliger Assistent, Herr
R. Schimmack, hat den Gegenstand weiter durchgearbeitet, und kiirz-
lich ist ein erster Teil jener Vorlesung?) im Druck erschienen. In diesem
ist die Rede von den verschiedenen Arten der Schulen, einschlieBlich
der Hochschulen, von dem allgemeinen Betriebe des mathematischen
Unterrichts auf ihnen, von ihrem gegenseitigen Ineinandergreifen und
dergleichen; ich werde im folgenden gelegentlich auf die dort nieder-
gelegten Dinge verweisen, ohne sie zu wiederholen. Um so ausfiihrlicher
werde ich hier, gewissermaBen als Fortsetzung jener Auseinander-
setzungen iiber die Organisation des mathematischen Unterrichts, den
gesamten mathematischen Stoff, der fiir den Schulunterricht nur irgend
in Betracht kommt, behandeln. Wenn ich mich dabei 6fters auf den
Unterrichtsbetrieb an der Schule beziehe, so liegen dem nicht nur un-
bestimmte Vorstellungen, wie die Sache etwa sein konnte, oder gar
eigene, weit zuriickliegende Schulerinnerungen zugrunde; vielmehr stehe
ich stindig mit Herrn Schimmack in Verbindung, der jetzt am hiesigen
Gymnasium wirkt und der mich iiber den gegenwirtigen, gegeniiber
fritheren Jahren in der Tat wesentlich weiter entwickelten Stand des
Unterrichts fortlaufend unterrichtet. In diesem Wintersemester werde
ich ,,die drei groBen A“, das ist Arithmetik, Algebra und Analysis, be-
handeln, wihrend die Geometrie einer Fortsetzung des Kollegs im nich-
sten Sommer vorbehalten bleibt. Ich bemerke hierzu, daB die auf héheren
Schulen iibliche Sprache jene drei Facher unter dem einen Wort ,,Arith-
metik’‘ zusammenfaBt, wie wir denn iiberhaupt noch 6fters Abweichungen
des mathematischen Sprachgebrauches der Schulen von dem der Hoch-

1) Klein, F.: Vortrige iiber den mathematischen Unterricht an hoheren
Schulen. Bearbeitet von R. Schimmack. Teil 1: Von der Organisation des mathe-
matischen Unterrichts. Leipzig 1907. — Weiterhin zitiert als ,,Klein-Schimmack*‘.

}*
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schulen finden werden. Nur lebendige Fithlungnahme, das-sehen Sie an
diesem kleinen Beispiele, kann da eine Verstindigung herbeifiihren!
An zweiter Stelle nenne ich Thnen nun das Werk das unter den
Verdsfientlichungen der letzten Jahre am meisten eine der meinen dhnliche
Tendenz verfolgt, die dreibandige ,,Enzyklopidie der Elementarmathie-
matik’ von H. Weber und J. Wellstein; fiir dieses Semester kommt
wesentlich der von H. Weber bearbeitete erste Band in Betracht: ,,En-
zyklopddie der elementaren Algebra und Analysis” ). Gewisse Unter-
schiede, die zwischen diesem Werke und dem Plane meiner Vorlesung
obwalten, will ich sogleich ndher bezeichnen. Bei Weber-Wellstein
wird der gesamte Aufbau der Elementarmathematik systematisch und
logisch entwickelt in der gereiften Sprache, die der fortgeschrittene
Studierende aufnehmen kann; davon, wie diese Dinge im Schulunter-
richt wirklich vorkommen, ist nicht die Rede. Die Darstellung auf der
Schule muBl namlich, um ein Schlagwort zu gebrauchen, psychologisch,
wicht systematisch sein. Der Lehrer muB} sozusagen ein wenig Diplomat
sein, er muf} auf die seelischen Vorgange im Knaben Riicksicht nehmen,
um sein Interesse packen zu konnen, und das wird ihm nur gelingen,
wenn er die Dinge in anschaulich faffbarer Form darbietet. Erst auf den
obersten Klassen ist auch eine abstrakter. Darstellung mdoglich. Um
ein Beispiel zu geben: das Kind kann es unmoglich verstehen, wenn
man die Zahlen axiomatisch erkldrt als Dinge ohne Bedeutung, mit
denen man nach vereinbarten formalen Regeln operiert; vielmehr ver-
bindet es mit den Zahlen stets durchaus konkrete Vorstellungen; sie sind
nichts als Anzahlen von Niissen, Apfeln und &dhnlichen guten Dingen,
und nur in soicher greifbaren Form kann und wird sie ihm der Anfangs-
unterricht darbieten. Was aber hier selbstverstandlich ist, sollte man —
mutatis mutandis — auch sonst beherzigen: man sollte im ganzen Unter-
richt, auch auf der Hochschule, die Mathematik stets verkniipft haiten
mit allem, was den Menschen gemdB seinen sonstigen Interessen auf seiner
jeweiligen Entwicklungsstufe bewegt und was nur irgend in Beziehung
zur Mathematik sich bringen 1at. Das ist es ja, was die neueren Be-
strebungen zur Hervorhebung der angewandien Mathematik auf Her
Universitdt vor allem auch bezwecken. Auf der Schule hatte man diese
Forderung nie in so hohem MaBe vernachlissigt wie auf der Universitit.
Gerade diese ,,psychologischen Momente'* will ich in meiner Vorlesung
mit besonderem Nachdruck stets zur Geltung zu bringen suchen.
Ein weiterer Gegensatz zwischen Weber-Wellstein und mir be-
zieht sich auf die Abgrenzung des Inhalts der Schulmathematik: Weber
und Wellstein sind da ,,konservativ‘’, ich ,,fortschrittlich’ gesinnt. Diese
Dinge sind ausfiihrlich im Klein-Schimmack behandelt. Wir, man nennt

1y 2. Auflage. Leipzig 1906. [4. von P. Epstein neubearbeitete Auflage 1922,
vgl. die hierauf Bezug nehmenden Bemerkungen in Zusatz 2 S. 306.] — Zitiert
als ,,Weber-Wellstein I*‘.
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uns wohl die ,,Reformer', wollen in den Mittelpunkt des Unterrichts
den Funkitonsbegriff stellen, als denjenigen Begriff der Mathematik
der letzten 200 Jahre, der iiberall, wo man mathematisches Denken
braucht, eine zentrale Rolle spielt. Thn wollen wir so frith als még-
lich im Unterricht herauszuarbeiten beginnen wmfer steter Benutzung
der graphischen Methode, der Darstellung funktionaler Zusammenhénge
im x-y-Systeme, die heute selbstverstandlich bei jeder praktischen Ver-
wendung der Mathematik benutzt wird. Um diese Neuerung zu ermog-
lichen, wiirden wir vieles aus dem herkémmlichen Unterrichtsstoff auf-
geben, das an sich oft recht interessant sein mag, aber seiner allgemeinen
Bedeutung nach im Zusammenhang mit der ganzen modernen Kultur weni-
ger wesentlich erscheint. Vor allem wird starke Ausbildung der Rawm-
anschanung stets eine Hauptsache bleiben miissen. Nach oben hin aber soll
der Unterricht soweit in die Anfinge der Infinitesimalrechnunghineingehen,
daB etwader NaturwissenschaftleroderVersicherungsfachmanndasmathe-
matische Riistzeug, das er auf alle Félle braucht, bereits von der Schule mit-
bringt. Diesen verhdltnismaBig neuen Ideen gegeniiber hilt Weber-Well-
stein im wesentlichen an der alten Stoffbegrenzung fest; meine Absicht
in dieser Vorlesung ist natiirlich die, fiir die neue Auffassupg einzutreten.

An dritter Stelle habe ich Thnen noch ein sehr anregendes Buch
des wie Weber und Wellstein in StraBburg wirkenden Max Simon zu
nennen, das 1908 in zweiter Auflage erschienen ist: ,,Didaktik und
Methodik des Rechwnens und der Mathematik*1). Simon befindet sich
vielfach in Ubereinstimmung mit unseren Tendenzen, es gibt aber auch
viele Gegensitze, und da er eine ausgesprochen subjektive, temperament-
volle Personlichkeit ist, kleidet er diese Gegensitze oft in sehr lebhafte
Worte. Um ein Beispiel zu nennen: die Vorschlige der Unterrichts-
kommission des Naturforschertages verlangen schon aut Quinta eine
Stunde geometrische Propideutik, wihrend man zur Zeit damit meist
erst auf Quarta beginnt. Es ist nun eine seit langem crorterte Frage,
welcher Vorschlag der bessere ist; auch die Ausfithrung auf der Schule
hat ofters gewechselt. Aber Simon erklart die Stellungnahme der Kom-
mission, iiber die man also doch jedenfalls streiten kann, rundweg fiir
,,schlimmer als ein Verbrechen®, ohne dieses Urteil auch nur im min-
desten zu begriinden Solcher Stellen lieBen sich noch manche finden. —
Als Vorlaufer des genannten Buches erwiahne ich noch Simons ,,Methodik
der elementaren Arithmetik in Verbindung mit algebraischer Analysis'‘?).

Lassen Sie uns nach dicser kurzen Einleitung jetzt zu unserem
eigentlichen Gegenstande iibergehen, den wir nach den drei bereits
genannten Fichern gliedern wollen.

1) 2. Auflage. Minchen 1908. Sonderausgabe aus Baumeisters Handbuch
der Erziehungs- und Unterrichtslehre fiir hohere Schulen. 1. Aufl. 1895.

2) Leipzig 1906. [Uber neuere didaktische Literatur vgl. Zusatz 1 und 2
(S. 291—315).]




Erster Teil.
Arithmetik.

I. Das Rechnen mit den natiirlichen Zahlen.

Wir beginnen mit der Grundlage aller Arithmetik, dem Rechnen mit
positiven ganzen Zahlen. Zuerst legen wir uns hier, wie stets im Verlaufe
der Vorlesung, die Frage vor, auf welche Weise man diese Dinge im
Schulunterricht behandelt; dann wird die weitere Untersuchung fragen,
was vom hoheren Standpunkte aus betrachtet in ihnen alles enthalten ist.

1. Einfiihrung der Zahlen auf der Schule.

Ich begniige mich mit kurzen Andeutungen, und Sie werden sich
an der Hand dieser wohl noch erinnern, wie Sie selbst einst rechnen
lernten. Bei solchen Auseinandersetzungen kann natiirlich meine Ab-
sicht keineswegs die sein, Sie in die Praxis des Unterrichts wirklich
einzufiihren, wie dies die Seminare an den hoheren Schulen tun.sollen;
ich bringe vielmehr nur das Material heran, auf das wir unsere Kritik
stiitzen wollen.

Die Aufgabe, die Eigenschaften der ganzen Zahlen und das Rechnen
mit ihnen der Auffassung der Kinder nahezubringen und sie bis zur
vollen Beherrschung des Stoffes zu fiihren, ist duBerst schwierig und
erfordert die Arbeit mehrerer Jahre, von dem ersten Schuljahre an
bis in die Sexta und Quinta des Gymnasiums hinein. Die A#¢ des Unter-
ricktsbetriebes, wie er auf diesem Gebiete heute iiberall bei uns gehand-
habt wird, kann-ich vielleicht am besten durch die Stichworte an-
schaulich und gemetisch kennzeichnen, d.h. das ganze Lehrgebdude
wird auf Grund bekannter anschaulicher Dinge ganz allmahlich von unten
an aufgebaut; hierin liegt ein scharf ausgeprigter Gegensatz gegen den
meist auf Hochschulen {iiblichen logischen und systematischen Unter-
richtsbetrieb.

Den gesamten Unterrichtsstoff gliedert man etwa in folgender
Weise, ohne daB diese Einteilung freilich genau und einheitlich feststeht:
Das ganze erste Jahr wird durch das Rechnen tm Zahlenkreise von 1
bis 20 ausgefillt, davon ungefihr das erste Halbjahr durch das Rechnen
im Gebiet von 1 bis 10. Die Zahlen erscheinen zunichst als Zahlbilder
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aus Punkien oder als Amnzahlen aller moglichen, den Kindern ohne
weiteres geldufigen Gegenstinde. Das Addieren und Multiplizieren
wird alsdann anschauungsgemiB abgeleitet und eingeprigt. — Auf
der zwesten Stufe wird der Zahlenkreis von 1 bis 100 behandelt, und
hier wird dann mit vollem Nachdruck die Einfithrung der arabischen
Ziffern mit Stellenwert und das dezimale Svystem geiibt. Nebenbei sei
bemerkt, daB die Bezeichnung ,,arabische Ziffern*, wie so viele dhn-
liche in der Wissenschaft, historisch unrichtig ist: diese Schreibweise
riithrt in der Tat vom den Indern, nicht von den Arabern her. Ein
weiteres Hauptziel der zweiten Stufe ist auch die Kenntnis des ,,Ein-
maleins. Was § X 7 oder 3 X 8 ist, muB man stets, sozusagen ,,im
Schlafe, wissen ; darum muf8 der Schiiler bis zu diesem Grade sicheren
Beherrschens das Einmaleins auswendig lernen, freilich erst, nachdem
er es sich an realen Gegenstinden anschaulich klargemacht hat. Dazu
dient vorzugsweise die Ihnen allen wohlbekannte sogenannte Rechen-
maschine, die man besser etwas weniger groBartig Rechenbreft nennt; sie
besteht aus 10 iibereinander befestigten Drahten, auf denen je 10 Kugeln
frei verschiebbar angebracht sind. Indem man diese Kugeln geeignet
zusammenschiebt, liest man das Resultat der Multiplikation und auch
seine dezimale Schreibweise sofort ab. — Die dritte Stufe endlich bringt
das Rechnen mit wmehrstelligen Zahlen auf Grund der bekannten ein-
fachen Regeln, deren Allgemeingiiltigkeit dem Schiiler einleuchtet oder
doch einletichten sollte. Freilich geniigt diese Evidenz hiufig wohl noch
nicht, um dem Knaben die Regeln véllig zu eigen zu machen; recht
oft wird ihr wohl noch mit dem bekannten autoritativen Mittel Nach-
druck gegeben werden: ,,So ist es, und weilt Du das nicht, dann geht
es Dir schlecht!*

Noch eine Seite dieses ganzen Unterrichts will ich hier hervor-
heben, die im Hochschulunterricht gerade meist vernachlissigt zu werden
pflegt. Es werden ndmlich von vornherein die Anwendungen des Rech-
nens im praktischen Leben aufs stirkste betont. Die Zahlen werden
von Anfang an der Wirklichkeit entnommenen Beispielen vorgefiihrt,
gar bald rechnet der Schiller mit Miinzen, Mafien, Gewichien, und
die im tédglichen Leben so wichtige Frage ,,was kostet das?'‘, bildet
den Angelpunkt eines groBen Teiles des Unterrichtsstoffs. Diese Art
und Weise steigert sich denn bald zu den sogenannten eingekleideten
Aufgaben, bei denen zum Ansatz der Rechnung bereits eine selbstindige
Uberlegung nétig ist; sie fithrt zu den Aufgaben der Regeldetri, der
Mischungsrechnung usw. Zu den Worten amnschaulich und genetisch,
mit denen wir vorhin diesen Unterricht kennzeichneten, kénnen wir
als drittes charakteristisches Schlagwort mithin die ,,Anwendungen'
stellen.

Sollen wir das Ziel des Rechemunterrichtes zum SchluB noch in
kurzen Worten zusammenfassen, so wiirden wir sagen: er erstrebt etne
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klare Sicherheit in der Handhabung der Rechenregeln auf Grund paralleler
Entwicklung der verschiedenen in Betracht kommenden geistigen Quali-
tdten, ohme dafS etwa dabei die logischen Zusammenhinge als solche be-
sonders blofgelegt werden.

Ich mache Sie hier nebenbei gern auf einen Gegensatz aufmerksam,
der auf der Schule hiufig eine nicht zweckdienliche Rolle spielt, nimlich
den Gegensatz zwischen seminaristisch') und akademisch gebildeten Lehrern.
In oder nach Quinta tritt im Rechenunterricht an die Stelle des semi-
naristisch vorgebildeten Lehrers der Akademiker, und infolgedessen
macht sich »dufig eine bedauerliche Diskontinuitit geltend. Die armen
Jungen miissen plotzlich vielfach mit ganz neuen Ausdriicken umgehen
und die bisher gelernten sind nun streng verpént. Ein kleines Beispiel
sind die verschiedenen Multiplikationszeichen, das X, das der Elementar-
lehrer, der Punkt, den der Akademiker mit Vorliebe gebraucht. Dieser
Gegensatz ist nur dadurch zu iiberbriicken, daBl die Akademiker sich
mehr um den seminaristischen Kollegen kiimmern und eine Verstin-
digung mit ihm suchen. Das wird Ihnen leichter gelingen, wenn Sie
bedenken, welche Achtung man vor den Leistungen des Volksschul-
lehrerstandes haben muB. Stellen Sie sich nur vor, eine wie grofe
methodische Durchbildung dazu gehdrt, um immer wieder Hundert-
tausenden dummer, durchaus unvorgebildeter Kinder die Lehren des
Rechnens beizubringen! Versuchen Sie das mit Ihrer akademischen
Bildung, Sie werden keine groen Erfolge erzielen!

Verfolgen wir nach dieser Abschweifung den Unterrichtsstoff weiter,
so haben wir festzustellen, daB von Quarta an und besonders in der
Tertia das Rechnen sich in das vornehmere Gewand der Mathematik zu
kleiden beginnt, wofiir zuniachst der Ubergang zur Buchstabenrechnung
charakteristisch ist. Man bezeichnet mit a, &, ¢ oder auch #, y, z irgend-
welche, zunichst immer nur positive ganze Zahlen und vollzieht nun
die Regeln und Operationen des Rechnens an diesen durch Buchstaben
symbolisierten Zahlen, womit man vom konkreten anschaulichen Inhalt
der Zahlen abgeht. Hierin ist ein so grofer Schritt der Abstraktion getan,
daB man wohl behaupten kann, die eigentliche Mathemaiik setze mit demn
Buchstabenrechnen ein. Freilich darf sich dieser Ubergang an der Schule
durchaus nicht plétzlich vollziehen, sondern der Schiiler muf3 allméhlich
an so starkes Abstrahieren gewShnt werden.

Fiir diesen Unterricht erscheint es nun unbedingt notig, daf der
Lehrer die logischen Gesetze und Grundlagen des Rechnens und dey Theorie
der ganzen Zahlen selbst genau kennt, wenn er sie natiirlich auch dem
Schiiler keineswegs unmittelbar darbieten kann. Beschiftigen wir uns
demgemal weiterhin etwas niher mit ihnen.

1) Das bezieht sich auf die ,,Seminare“ zur Ausbildung von Volksschul-
lehrern, die mit den oben erwihnten ,,Seminaren an héheren Schulen nicht das
mindeste zu tun haben.
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2. Die fundamentalen Gesetze des Rechnens.

Natiirlich hat man lange richtig addiert und multipliziert, ohne
sich iiber die Grundgesetze dieser Operationen Rechenschaft zu geben.
Erst in den zwanziger und dreifiger Jahren des vorigen Jahrhunderts
haben vor allem englische und franzésische Mathematiker die Fundamen-
taleigenschaften jener Operationen herausgearbeitet, woriiber ich nahere
historische Notizen jedoch nicht iitteilen will; wollen Sie mehr dariiber
erfahren, so empfehle ich Ihnen, wie ich es noch oft werde tun konnen,
die groBe Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluf
threr Anwendungen), sowie die zum Teil den Charakter einer zweiten
vervollstindigten Auflage tragende franzosische Bearbeitung: Ewncy-
clopédie des sciences mathematiques puves et appliguées?). Wenn iiber-
haupt ein mathematisches Buch, so sollte diese Enzyklopéddie auf jeder
Schulbibliothek vorhanden sein, weil der mathematische Lehrer durch
sie in den Stand gesetzt wird, seine Arbeiten nach jeder ihn mdoglicher-
weise interessierenden Richtung hin vorzutreiben. Fiir uns kommt an
dieser Stelle in Betracht der erste Artikel des ersten Bandes?) H. Schu-
bert: ,,Grundlagen der Arithmetik', dessen franzésische, sehr vervoll-
standigte Bearbeitung von Jules Tannery und Jules Molk herriihrt.

- Ich will Ihnen nun, um zu unserm Thema zuriickzukehren, die
fiinf Grundgesetze wirklich aufzédhlen, auf die sich die Addition zuriick-
fithren 1468t:

1. a + b st stets wieder eine Zahl, d. h. die Addition ist unbeschrinkt
ausfiihrbar (im Gegensatz zur Subtraktion, die es im Bereiche der posi-
tiven Zahlen nicht ist).

2. a-+ b ist eindeutrg bestimmb.
3. Es gilt das Gesetz der Assoziativitds:
@+8 +c=a+ b+,
so dafl man die Klammern auch iiberhaupt fortlassen kann.
4. Es gilt das Gesetz der Kommutativitdi:
a+b=b+a.
5. Es gilt das Gesetz der Monotonie:
aus b> ¢ folgt a +b>a+c.

Diese Eigenschaften sind sdmtlich ohne weiteres einleuchtend, wenn
man den unmittelbar der Anschauung entnommenen Anzahlbegriff

1) Leipzig (B. G. Teubner) von 1898 an; Bd.I ist vollstindig erschienen,
Bd. II—VI gehen dem Abschluf3 entgegen.

[2) Paris (Gauthier-Villars) und Leipzig (Teubner) von 1904 an; das Unter-
nehmen hat leider nach dem Tode seines Redakteurs J. Molk (1914) abge-
brochen werden miissen. ]

3) Awithmetik und Algebrva, redigiert von W. Fr. Meyer (1896—1904); in der
franzésischen Ausgabe redigiert von J. Molk.
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vor Augen hat; sie miissen aber formal herausgeschilt werden, um die
spiatere Entwicklung logisch stiitzen zu konnen.

Was ferner das Multiplizieren anlangt, so gelten zunichst finf
genau analoge Gesetze:

1. a - b ist stets eine Zahl.
2. a-bist eindeuntig bestimmi.
3. Assoziativitit: a-(b-¢) =(a-b)-c=a-b-c.
4. Kommutativitit: a-b="5-a.
5. Monotonie: Aus b> ¢ folgt a -b> a-c.
Einen Zusammenhang mit der Addition gibt endlich ein weiteres Gesetz:
6. das Gesetz der Distriblitivitit:

a-b+c)y=a-bta-c.

DaB das gesamte elementare Rechnen sich lediglich auf diesen 11 Ge-
setzen aufbaut, macht man sich leicht klar. Es mag gentigen, wenn ich
das nur an einem einfachen Beispiele zeige, etwa an der Multiplikation
von 7 mit 12. Man hat nach dem Distributivititsgesetz:

712 =7-(10 + 2) = 70 + 14,

und wenn wir 14 in 10 + 4 zerlegen (die ,,Zehneriibertragung® aus-
fiihren), mit Hilfe des assoziativen Gesetzes der Addition:

=70+ (10 + 4) = (70 + 10) + 4 = 80 + 4 = 84.

Sie erkennen in dieser Uberlegung genau die einzelnen Schritte
des gewdhnlichen dekadischen Ziffernrechnens wieder. Mogen Sie ver-
wickeltere Beispiele sich selbst iiberlegen! Wir wollen hier nur zu-
sammenfassend aussprechen, dafi das gewdhnliche Ziffernvechnen in
fortwihrender Anwendung jener 11 Grumdgeseize uniter steter Benutzung
der fiir die Einer (im Einsundeins und Einmaleins) gedichtnismdfig ein-
geprigten Resultate besteht.

Wo gelangen nun aber die Monoioniesiize zur Anwendung? Im
gewohnlichen formalen Rechnen kommen sie freilich nicht vor, wohl aber
bei etwas andersartigen Aufgaben. Ich erinnere hier vorerst an das, was
man bei dezimaler Schreibweise abgekiirzte Multiplikation und Division
nenntl). Das ist eine Sache von groBter praktischer Wichtigkeit, die
nur leider auf der Schule sowie unter den Studierenden lange noch
nicht hinlinglich bekannt ist, obwohl sie gelegentlich schon auf Quinta
besprochen wird. Nehmen Sie an, um wieder nur ein Beispiel zu geben,
Sie hitten 567134 auszurechnen, und es seien in beiden Zahlen die
Einer, durch physikalische Messungen etwa, nur sehr ungenau bekannt.
Da wird es unnétige Arbeit sein, das Produkt gemaw zu bestimmen,

[!) Die Monotoniegesetze kommen spiter noch in der Theorie der Irrational-
zahlen zur Geltung.]
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da Sie einen genauen Wert doch nicht garantieren konnen; wohl aber
wird es wichtig sein, die Grifenordnung des Produktes zu kennen,
d. h. zu wissen, zwischen welchen Zehnern oder Hunderten sein genauer
Wert liegt. Diese Abschitzung liefert Thnen nun das Monotoniegesetz
in der Tat unmittelbar; denn aus ihm folgt, daBl die gesuchte Zahl
zwischen 560 - 134 und 570 - 134 oder zwischen 560 - 130 und 570 - 140
liegt. Die weitere Durchfithrung dieser Uberlegungen iiberlasse ich
wieder Ihnen selbst; jedenfalls sehen Sie, daf die Monotoniegesetze bei
dem ,,abgekiirzten Rechmen'' forigesetzt zur Geltung kommen.

Im wirklichen Schulunterricht wird natiirlich, wie schon betont,
von einer systematischen Darlegung aller dieser Grundgesetze nicht
die Rede sein konnen. Erst wenn die Schiiler das Zahlenrechnen an-
schaulich erfa8t haben und sicher beherrschen, wird der Lehrer bei
Gelegenheit des Uberganges zum Buchstabenrechnen wenigstens die
Gesetze der Assoziativitit, Kommutativitit, Distributivitit aus zahl-
reichen evidenten Zahlenbeispielen herausarbeiten und von diesen ab-
gesondert aussprechen konnen.

3. Die logischen Grundlagen des Rechnens mit ganzen Zahlen.

Wihrend der Schulunterricht zu schwierigeren Fragen natiirlich
noch viel weniger wird aufsteigen koénnen, setzt die Fragestellung der
heutigen mathematischen Forschung hier erst eigentlich ein: Wie vecht-
fertigt man denn die angegebemen Grundgesetze, wie erklirt man den
Zahlbegriff iiberhaupt? Hieriiber will ich Ihnen eine Orientierung zu
geben suchen, getreu der Absicht dieser Vorlesung, die Dinge des Schul-
unterrichts durch Betrachtung von einem héheren Standpunkte aus in
neue Beleuchtung zu setzen. Und ich tue dies um so lieber, als gerade
diese modernen Gedanken auf Sie wihrend Thres akademischen Studiums
ohnehin von allen Seiten eindringen, freilich ohne daB8 Thnen iber ihren
psychologischen Wert stets auch das Noétige gesagt wird.

Was zunichst den Zahlbegriff selbst angeht, so ist seine Wurzel
auBerst schwer aufzudecken. Am glicklichsten fiihlt man sich viel-
leicht noch, wenn man sich entschlieft, von diesen allerschwierigsten
Dingen ganz die Hand zu lassen. Fiir ndhere Angaben iiber diese von
den Philosophen stets sehr lebhaft erérterten Fragen verweise ich wieder
auf den bereits genannten Artikel der franzésischen Enzyklopadie und
beschranke mich auf einige ganz kurze Bemerkungen. Eine sehr ver-
breitete Auffassung ist die, dafl der Zahlbegriff eng mit dem Zeutbegriff,
dem zeitlichen Nacheinander zusammenhingt; unter den Philosophen
sei Kant, unter den Mathematikern Hamilton als ihr Vertreter genannt.
Andere wieder meinen, daf3 die Zahl mehr mit der Raumanschauwung
zu tun habe, sie fithren den Zahlbegriff auf die gleichzeitige Anschanung
verschiedener nebenesnander befindlicher Gegenstinde zuriick. Eine dritte
Richtung endlich sicht in den Zahlenvorstellungen die AuBerungen
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einer besonderen Fihigkeit des Geistes, die unabhingig neben oder gar
iber der Anschauung von Raum und Zeit steht. Ich glaube, daf} diese
Auffassung gut gekennzeichnet wird, wenn man mit Minkowski in
der Anzeige seines Buches iiber ,,diophantische Approximationen’* auf
die Zahlen das Faustzitat anwendet:

,,Gottinnen thronen hehr in Einsamkeit,
Um sie kein Ort, noch weniger eine Zeit."" —

Wihrend bei diesem Problem vorwiegend Fragen der Evkenntnis-
theorie und Psychologie in Betracht kommen, handelt es sich bei dem
weiteren der Begriindung unserer 11 Gesetze, wenigstens bei den ncueren
Untersuchungen uber ihre Vertriaglichkeit, mehr um Fragen der Logik.
Wir wollen hier 4 Auffassungen scheiden:

1. Fir die erste, als deren Repridsentanten ich etwa Kant nennen
will, sind die Rechenregeln unmittelbare notwendige Ergebnisse der
Anschauung, wobei dieses Wort im weitesten Sinne als ,,innere An-
schauung’‘ oder Intuition aufzufassen ist; keineswegs wird hierunter ver-
standen, daf§ die Mathematik durchweg sich auf die experimentell kon-
trollierbaren Tatsachen der duBeren groben Erfahrung stiitzt. Um ein
einfaches Beispiel zu nennen, wird das Kommutativititsgesetz begriindet
durch Berufung auf die nebenstehende Abbildung, die aus
zweimal je drei Punkten gebildet ist; man kann die samtlichen
Punkte offenbar auch zu drei Gruppen von je zweien zusammen-
fassen, d.h.: 2-3 =3 -2. Wendet man nun ein, daB bei einigermaBen
groBen Zahlen diese unmittelbare Anschauung zur Vermittlung der Er-
kenntnis nicht mehr ausreicht, so wird zur Erganzung der Satz von der
vollstindigen Induktion hinzugenommen. Gilt ein Satz fiir kleine Zahlen
und folgt aus seiner Giiltigkeit fiir eine Zahl n allemal auch die fiir n + 1,
so ist er allgemein fiir jede Zahl richtig. Dieser Satz, dessen Ursprung
ich fur echt intuitiv halte, hilft in der Tat gerade iiber die Schranke hin-
weg, an der die sinnliche Anschauung versagt. Das ist mehr oder minder
auch der Standpunkt von Poincaré in seinen bekannten philosophischen
Schriften.

Wenn wir uns die Bedeutung dieser Frage nach dem Grund der Giil-
tigkeit unserer 11 Grundgesetze des Rechnens klar machen wollen, so
miissen wir bedenken, da3 mit der Arithmetik in letzter Linie auch die
gesamte Mathematik auf ihnen beruht. Es ist also nicht zuviel be-
hauptet, wenn man sagt, dal bei der auseinandergesetzten Auffassung
der Rechenregeln die Sicherheit des ganzen Lehrgebiudes der Mathematik
schiiefSlich auf der Anschauung, dieses Wort im allgemeinsten Sinne ver-
standen, beruhi.

2. An zweiter Stelle ist nun eine Modifikation dieses ersten Stand-
punkies zu nennen; sie besteht darin, daB man versucht, jene 11 Grund-
gesetze in eine grofere Zahl kleinerer Schritte zu zerlegen, von denen
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man dann nur die einfachsten direkt der Anschauung zu entnehmen
braucht, wihrend sich die andern aus ihnen logisch ohne weitere Hinzu-
ziehung der Anschauung erschlieBen lassen. Wahrend sonst die Moglich-
keit rein logischen Operierens erst nack Aufstellung der 11 Gesetze
beginnt, kann dieses hier schon friiher, nach jenen einfacheren Sitzen,
einsetzen: Die Grenze zwischen Anschawung und Logik wivd zugunsien
der letzteren verschoben. Bahnbrechend fiir dieses Vorgehen ist Hermann
Grafimann in seinem ,,Lehrbuch der Avithmetik' ) von 1861. Als Bei-
spiel daraus erwdhne ich nur, daB das Gesetz der Kommutativitat sich
aus dem Assoziativititsgesetz mit Hilfe des Prinzips der vollstindigen
Induktion ableiten laBt. — Neben dem GraBmannschen Buche ist
wegen der Prizision seiner Darstellung insbesondere ein Buch des
Italieners Peano zu nennen: ,,Arithmetices principia nova wmethodo ex-
posita’’ 2). Denken Sie aber nicht nach diesem Titel, da das Buch
lateinisch geschrieben ist! Es ist vielmehr im wesentlichen in einer
eigenen symbelischen Sprache des Verfassers abgefat, die jeden ein-
zelnen logischen Schritt des Beweises als solchen hervorheben und
gesondert ausdriicken soll. Peano will so eine Garantie gewinnen,
daB er auch wirklich nur die von ihm explizit aufgestellten Grundsitze
verwendet und kein weiteres Material aus der Anschauung mehr heran-
bringt; er will die Gefahr vermeiden, die der Gebrauch der geldufigen
Sprache durch das Hineinspielen zahlreicher unkontrollierbarer Ideen-
assoziationen und Erinnerungen an die Anschauung mit sich bringt.
Nehmen Sie iibrigens davon Kenntnis, da Peano das Haupt einer in
Italien sehr ausgedehnten Schule ist, die die Primissen jedes einzelnen
Zweiges der Mathematik ebenso in kleine Teile zerschneiden und mit
dem Hilfsmittel einer ,,Begriffsschrift’ exakt auf ihre logischen Zu-
sammenhdnge untersuchen will.

3. Wir kommen nun zu einer modernen Weiterbildung dieser Ideen,
von der iibrigens Peano bereits beeinflult ist; ich meine diejenige Be-
handlung der Grundlagen der Zahlenlehre, die den Mengenbegriff
voranstellt. Die allgemeine Idee der Menge — Sie werden sich von
ihrem weiten Umfange eine Vorstellung machen kénnen, wenn ich
Ihnen sage, daB sowohl die Reihe aller ganzen Zahlen als auch der
Inbegriff aller Punkte einer Strecke spezielle Beispiele von Mengen
sihd — diese allgemeine Idee hat bekanntlich zuerst Georg Cantor in
Halle zum Gegenstande planmiBiger mathematischer Spekulation

1) Mit dem Zusatz ,fiir hoheré Lehranstalten’ (Berlin 1861). — Die ein-
schligigen Kapitel sind abgedruckt in ,,H. GraBmanns gesammelten mathemati-
schen und physikalischen Werken* (herausgegeben von F. Engel), Bd. 1I, 1,
S. 295—349. Leipzig 1904.

2) Augustae Taurinorum. Torino 1889. [Eine umfassendere Darstellung findet
man in Peanos ,,Formulaire de Mathématiques (1892—99). Wegen der in dhn-
licher Richtung liegenden Arbeiten Freges sei auf Zusatz 2 S. 307f. verwiesen.]
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gemacht, und die von ihm geschaffene Mengenlehre besitzt jetzt in
hohem MaBe das Interesse der jiingeren mathematischen Generation.
Ich werde spiter noch versuchen, Ihnen einen ersten Einblick in die
Mengenlehre zu verschaffen; fiir diesen Augenblick moge es geniigen,
wenn ich die Tendenz der auf ihrem Boden erwachsenen neuen Grund-
legung der Zahlenlehre etwa mit folgenden wenigen Worten kennzeichne:
Es sollen die Eigenschaften der ganzen Zahlen und der auf sie beziiglichen
Operationen auf allgemeine Ergenschaften der Mengen und der bei diesen
statthabenden abstrakten Beziehungen zuriickgefiihrt werden, damit so eine
eindringendere Begriindung auf moglichst allgemeiner Grundlage ent-
steht. Als einer der Bahnbrecher auf diesem Wege sei hier noch Richard
Dedekind genannt, der in seiner kleinen, aber inhaltsreichen Schrift
wWas sind und was sollen die Zahlen?'‘) eine solche Begriindung der
ganzen Zahlen versucht hat?). Wesentlich an diese Darstellung schlieft
H. Weber in dem 1. Abschnitt von Weber-Wellstein I (zitiert S. 4) an;
freilich wird dabei die Ableitung recht abstrakt und bietet immer noch
gewisse groBe Schwierigkeiten, so daB Weber in einem Anhange zum
Bande III®) eine elementarere, nur endliche Mengen benutzende Dar-
stellung gegeben hat, die auch in die spiteren Auflagen von Band I ein-
gearbeitet ist. Auf diese mdchte ich jeden, den solche Fragen interessieren,
ganz besonders hinweisen.

4. Zum SchluB endlich habe ich die rein formale Theorie der Zahlen
anzufithren, die wohl bis auf Letbniz zuriickgeht und neuerdings
wieder besonders von Hilbert in den Vordergrund gebracht worden ist;
fiir die Arithmetik kommt da sein Vortrag ,,Uber die Grundlagen der
Logik und Arithmetik’ auf dem Heidelberger KongreB von 1904 in
Betrachtf). Die Grundauffassung ist dort diese: Hat man einmal die
11 Grundgesetze des Rechnens, so kann man mit den Buchstaben
a, b, ¢, ..., die ja eigentlich beliebige ganze Zahlen vertreten, auch
rechnen, ohne im Sinne zu behalten, daB sie eine reale Bedeutung als
Zahlen haben, oder deutlicher gesagt: Es seien die a, b, ¢, ... Dinge
ohne jede Bedeutung oder Dinge, von deren Bedeutung wir nichts
wissen; nur das sei ausgemacht, da man sie gemifl jenen 11 Grund-
gesetzen miteinander verkniipfen darf, ohne daB jedoch diese Ope-
rationen eine uns bekannte reale Bedeutung zu haben brauchen; man
kann dann offenbar genau ebenso mit den 4, b, ¢, ... operieren, wie
man es gemeinhin mit den realen Zahlen tut. Dabei entsteht nur die
Frage, ob man bei diesem Operieren nicht auch einmal auf Widerspriiche

1) Braunschweig 1888; dritte Auflage 1911.

[2) Uber G. Frege und B. Russell vgl. Zusatz 2 S. 307f.]

3) Angewandte Elementarmathematik. Bearb. von H. Weber, J. Wellstein,
R. H. Weber. Leipzig 1907.

4) Verbandlungen des 3. internationalen Mathematikerkongresses in Heidel-

berg vom 8.—13. August 1904, S. 174ff. Leipzig 1905. [Cber neuere Arbeiten
Hilberts vgl. Zusatz 2 S. 309f{.]



Die logischen Grundlagen des Rechnens mit ganzen Zahlen. 15

kommen kann. Sagt man nun gewohnlich, die Anschauung zeigt uns
die Existenz von Zahlen, fiir welche die genannten Regeln gelten,
in diesen Regeln konnen sich daher unmdoglich Widerspriiche finden,
so ist jetzt, wo wir von der inhaltlichen Bedeutung der Zeichen
absehen, eine solche Berufung auf Anschauliches nicht mehr zuldssig.
Vielmehr entsicht das ganz neue Problem, logisch zu beweisen, dafi man
bei beliebigem Operieren mit unseven Zeichen auf Grund der 11 Grund-
gesetze niemals zu einem Widerspruche kommen kann, d.h. daf jene
11 Gesetze logisch vertriglich, ,,kompatibel’* sind. Sagten wir also frither
bei der Auseinandersetzung des ersten Standpunktes, daB3 die Sicherheit
der Mathematik auf der Existenz anschaulicher Dinge beruht, fiir die
ihre Sitze zutreffen, so wird der Anhédnger dieses formalen Standpunktes
die Sicherheit der Mathematik davin begriindet finden, daf ihve Grund-
gesetze vein formal und ohme Riicksicht auf ihven anschaulichen Inhalt
betrachiet ein logisch widerspruchsfreies System bilden.

Ich habe nun dieser Auseinandersetzung noch einige Bemerkungen
anzufiigen:

a) Hilbert hat in seinem Heidelberger Vortrag zwar alle diese
Gesichtspunkte angedeutet, aber noch keineswegs vollstindig durch-
gefithrt. Nachher hat er sie nur noch in einer Vorlesung etwas weiter
verfolgt, seitdem aber nicht mehr bearbeitet. Wir kénnen also sagen,
dafl hier erst ein Programm vorliegtl).

b) Die Tendenz, die Anschauung vollkommen zuriickzudringen
und wirklich rein logische Untersuchungen zu erhalten, scheint mir
restlos doch nicht durchfithrbar. Ich meine, man muf einen Rest,
freilich ein Minsmum, von Anschawung tmmer zuriickbehalten; mull man
doch auch bei abstraktester Formulierung mit den Symbolen, mit
denen man operiert, stets noch eine gewisse Anschauung verkniipfen,
schon um sie nur immer wiedererkennen zu koénnen, und sei es auch,
daBl man bloB an das Aussehen der Buchstaben denkt.

¢) Nehmen wir aber selbst an, das gestellte Problem sei einwandfrei
erledigt, die Widerspruchslosigkeit der 11 Grundgesetze rein logisch
gezeigt. Dann greift doch noch eine Bemerkung Platz, auf die ich am
meisten Wert legen mochte. Man mufl sich namlich klar machen, daf
durch Betrachtungen dieser Avt die eigentliche Arvithmetik, die Lehre von
den wivklichen ganzen Zahlen, weder begriindet wivd noch iiberhaupt be-
griindet werden kamn. Es ist unmoglich, auf rein logischem Wege zu
zeigen, daB die Gesetze, deren Widerspruchslosigkeit da dargetan ist,
wirklich fiir die uns anschaulich so wohlbekannten Zahlen gelten, da8
die unbestimmten Dinge, von denen da die Rede ist, den realen Zahlen
und die Verkniipfungen, die da vorkommen, den realen Prozessen

[*) Wegen der neueren Weiterfithrung dieser Untersuchungen vgl. Fulnote 4
S. 14.]
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der Addition und Multiplikation in ihrer intuitiv klaren Bedeutung
gleichgesetzt werden diirfen. Was geleistet ‘ist, ist vielmehr, daB die
gewaltige in ihrer Kompliziertheit unangreifbare Aufgabe der Begriindung
der Arithmetik in zwei Teile gespalten und daB der erste, das rein logische
Problem der Aufstellung unabhingiger Grundsitze oder Axiome und thre
Unitersuchung auf Unabhingigkeit und Widerspruchslosigkeit, der Be-
handlung zuginglich gemacht wird. Der zweite, mehr erkenntnis-
theoretische Teil des Problems, der die Frage nach dem Grund der
Anwendbarkeit jener Grundsdtze auf reale Verhilinisse behandelt, ist damit
noch nicht einmal in Angriff genommen, obwohl er natiirlich zur wirk-
lichen Durchfiithrung einer Begriindung der Arithmetik gleichfalls erledigt
werden miilte. Dieser zweite Teil stellt ein duferst tiefliegendes Problem
fiir sich dar, dessen Schwierigkeiten auf aligemein erkenntnistheoretischem
Boden liegen. Ich kann seine Stellung vielleicht am deutlichsten durch die
etwas paradoxe Behauptung bezeichnen, daB jeder, der nur rein logische
Untersuchungen als resne Mathematik gelten 148t, konsequenterweise
diesen zweiten Teil des Problemsder Begriindung der Arithmetik und damit
die Arithmetik selbst der angewandten Mathematik zurechnen miifite.

Ich muB das hier so deutlich ausfithren, da gerade an dieser Stelle
so hiufig MiBverstindnisse einsetzen, indem viele die Existenz des
zweiten Problems einfach iibersehen. Das ist bei Hilbert selbst keines-
wegs der Fall, und weder Zustimmungen noch Widerspriiche, die
von dieser Annahme ausgehen, kénnen bestehen. Thomae in Jena hat
auf die Leute, die sich ganz ausschlieBlich mit jenen abstrakt logischen
Untersuchungen iiber Dinge, die nichts bedeuten, und Sitze, die nichts
aussagen, beschiftigen und dariiber nicht nur jenes zwéite Problem,
sondern oft auch die ganze weitere Mathematik vergessen, das hiibsche
Wort ,,gedankenlose Denker' gepragt. Natiirlich kann sich dieses Scherz-
wort nicht auf Personlichkeiten beziehen, die diese Untersuchungen
neben so vielen andersartigen treiben.

Im Zusammenhang mit diesem kurzen Uberblick iiber die Grund-
legung der Arithmetik will ich noch einige allgemeine Dinge vorbringen.
Man hat vielfach gemeint, daB man die Mathematik durchaus deduktiv
unterrichten konne oder gar miisse, indem man eine bestimmte Zahl
von Axiomen an die Spitze stellt und daraus alles rein logisch herleitet.
Dies Verfahren, welches man so gern durch die Autoritit des Euklid
stiitzt, ist jedenfalls nicht dem geschichtlichen Werdegang der Mathe-
matik selbst entsprechend. Tatsichlich hat sich die Mathematik
entwickelt wie ein Baum, der nicht von den feinsten Veristelungen
der Wurzeln beginnend lediglich nach oben wichst, der vielmehr erst
in dem Mafle, wie er nach oben hin seine Zweige und Bldtter immer
mehr ausbreitet, auch nach unten zu seine Wurzeln tiefer und tiefer
treibt. Genau so hat die Mathematik — um wieder ohne Bild zu
sprechen — auf einem gewissen, etwa dem gesunden Menschenverstande
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entsprechenden Standpunkte ihre Entwicklung begonnen, und von da
aus ist man je nach den Forderungen der Wissenschaft selbst und nach
den gerade vorherrschenden Interessen bald nach der einen Seite zu
neuen Erkenntnissen fortgeschritten, bald nach der andern in der
Untersuchung der Prinzipien immer weiter gegangen. Beispielsweise
stehen wir selbst hinsichtlich der Grundlagen heute auf einem anderen
Standpunkte als die Forscher vor wenigen Jahrzehnten, und auch
das, was wir heute als letzte Prinzipien ausgeben wiirden, wird man
gewiB in einiger Zeit iiberholt haben, indem man die letzten Wahr-
heiten immer feiner zergliedert und auf immer Allgemeineres zuriick-
fiihrt. Awuch hinsichilich der prinzipiellen Untersuchungen in der Mathe-
matik gibt es also keinen letzten Abschluf3 und daher auch viickwdrts keinen
ersten Anfang, der dem Untervicht eine absolute Grundlage liefern kinnte
Eine weitere Bemerkung moge noch das Verhdltnis zwischen logischem
und anschaulichem Betricbe der Mathematik, zwischen reiner und an-
gewandter Mathematik betreffen. Ich habe bereits betont, daB auf der
Schule die Anwendungen den Rechenunterricht von Anfang an be-
gleiten, dafl der Schiiler die Regeln nicht nur verstehen, sondern auch
wirklich etwas damit anzufangen lernt. So sollte es normalerweise auch
stets im Betriebe der Mathematik bleiben! Gewil miissen die rein
logischen Zusammenhinge sozusagen das feste Skelett im Organismus
der Mathematik bleiben, das ibr die eigentiimliche Festigkeit und Sicher-
heit erteilt. Aber das Lebendige der Mathematik, die wichtigsten
Anregungen, ihre Wirksamkeit nach auBlen hin beruhen durchaus auf
den Anwendungen, d. h. auf den Wechselbeziehungen jener rein logischen
Dinge zu allen andern Gebieten. Die Anwendungen aus der Mathematik
verbannen wire also ebenso, als wollte man das Wesen des lebenden
Tieres im Knochengeriist allein finden, ohne Muskeln, Nerven und
GefaBe, Triebe, iiberhaupt das Leben des Tieres zu betrachten.
Vielfach wird freilich bei der wissenschaftlichen Forschung eine
Avrbeitsteilung zwischen der reinen und angewandten Wissenschaft statt-
finden, aber fiir die Aufrechterhaltung des Zusammenhanges mu83 dann
doch anderweitig gesorgt werden, wenn unsere Verhiltnisse gesund
bleiben sollen. Und jedenfalls, und das sei hier besonders betont, fiir
die Schule ist eine solche Arbeitsteilung, eine weitgehende Spezialisierung
des einzelnen Lehrers unmighich. Denken Sie sich, um die Sache kraBl
auszudriicken, an einer Schule etwa einen Lehrer angestellt, der Zahlen
nur als bedeutungslose Symbole behandelt, einen zweiten, der es ver-
steht, von diesen bedeutungslosen Symbolen den Ubergang zu den wirk-
lichen Zahlen zu vollziehen, einen dritten, vierten, fiinften endlich, der
die Anwendung dieser Zeichen in der Geometrie, der Mechanik, der
Physik kennt; und nun werden diese verschiedenen Lehrer neben-
einander auf den Schiiler losgelassen. Sie sehen, daf eine solche Unter-
richtsorganisation unméglich ist; weder koénnten die Dinge so an das

Klein, Elementarmathematik I. 3. Aufl. 2
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Verstindnis des Schiilers herangebracht werden, noch wiirden sich die
einzelnen Lehrer untereinander auch nur verstehen kénnen. Die Be-
diirfnisse des Schulunterrichts selbst verlangen eben eine gewisse Viel-
seitighkeit des eimzelnen Lehrers, eine umfangreiche Orientierung im
Gebiete der reinen und angewandten Mathematik im weitesten Sinne
und schlieBen so ein erwiinschies Gegenmittel gegen zu weitgehende Zer-
splitterung der Wissenschaft ein.

Ich verweise hier noch einmal auf unsere oben genannten Dresdener
Vorschlige, um den letzten Bemerkungen eine praktische Wendung zu
geben. Da empfehlen wir geradezu die angewandtec Mathematik, welche in
die Lehramtspriifung seit 1898 als besonderes Fach eingesetzt ist, als not-
wendigen Bestandteil jeder normalen mathematischen Ausbildung, so daB die
Lehrbefahigungen fiir reine und angewandte Mathematik stets kombiniert
erscheinen. Daneben aber sei erwdhnt, daB in dem sogenannten ,, Meraner
Lehrplan'‘) von der Unterrichtskommission als Ziel des mathematischen
Unterrichis auf Oberprima folgende 3 Aufgaben hingestellt werden:

1. ein wissenschaftlicher Uberblick iiber den systematischen Auf-
bau der Mathematik;

2. eine gewisse Fertigkeit in der vollstindigen numerischen und
graphischen Behandlung von Einzelaufgaben;

3. eine Einsicht in die Bedeutung des mathematischen Denkens
fir die Naturerkenntnis und die moderne Kultur iiberhaupt.

Das sind alles Formulierungen, denen ich mich aus voller Uber-
zeugung anschliefe.

4. Praxis des Rechnens mit ganzen Zahlen.

Den letzten vorwiegend abstrakten Erorterungen will ich jetzt,
meine Herren, konkretere Dinge folgen lassen, indem ich mich der
Awusfiihrung des numerischen Rechnens zuwende. Von der zur Orientierung
geeigneten Literatur nenne ich vor allem wieder den einschligigen
Enzyklopidieartikel, den iiber ,, Numerisches Rechnen'* von R. Mehmcke?).
Einen allgemeinen Uberblick iiber die hierher gehérigen Gegenstinde
werde ich Thnen am besten verschaffen kénnen, wenn ich in Kiirze
die Disposition dieses Artikels wiedergebe. Er zerfillt in zwei Teile,
niamlich in A. Die Lehre vom genauen Rechmnen und in B. Die
Lehre vom gendherten Rechnen. Unter A. gehéren alle Methoden, die das
genaue Rechnen mit groBen ganzen Zahlen erleichtern sollen, so bequeme
Rechenschemata, Produki- und Quadrattafeln, insbesondere aber die bald
eingehender zu besprechenden Rechenmaschinen. Unter B. hingegen

1) Reformvorschlige fiir den mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterricht, iiberreicht der Versammlung der Naturforscher und Arzte zu Meran,
Leipzig 1905. — Vgl. auch den Abdruck im Gesamtbericht der Kommission,
S. 93, sowie in Klein-Schimmack, S. 208.

2) Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, Band I, Teil II.
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finden Sie die Hilfsmittel und Methoden alles Rechnens behandelt,
das nur die Grifemordnung des Resultats, d. h. seine ersten geltenden
Ziffern liefern soll, insbesondere Logarithmentafeln und Verwandtes, den
Rechenschieber, der ja eigentlich nur eine graphische Logarithmentafel
in besonders geeigneter Anordnung ist, endlich auch die zahlreichen
wichtigen graphischen Verfahren. — Neben diesem Referat kann ich Thnen
noch das kleine Buch von [J. Liiroth, ,,Vorlesungen tiber numerisches
Rechnen''t) empfehlen, das, in angenehmer Darstellung von einem Kenner
des Gebietes geschrieben, eine rasche Orientierung gibt.

Von allem, was sich auf das Rechnen mit ganzen Zahien bezieht, will
ich Thnen nun genauer nur die Rechenmaschine vorfithren, die Sie
in sehr vielen verschiedenen sinnreichen Konstruktionen heute in jedem
groferen Bankhause oder Bureau in Anwendung finden und die also
fiir die Praxis in der Tat von groBter Bedeutung ist. Wir besitzen in
unserer mathematischen Sammlung eine der verbreitetsten Typen, die
., Brunsviga*, die von der Firma Grimme, Natalis und Co. in Braunschweig
vertrieben wird. Thre Konstruktion stammt von dem schwedischen
Ingenieur Odhner und ist urspriinglich unter dem Namen Odhners Arithmo-
meter bekannt. Diese Maschine will ich Ihnen hier als ein typisches
Beispiel etwas niher erlidutern, andere Konstruktionen finden Sie in
den genannten Biichern beschrieben2). Meine Beschreibung kann Ihnen
ein wirkliches Verstindnis der Maschine freilich nur dann vermitteln,
wenn Sie sie nachher genau in der Niahe betrachten und sich von
ihrem Funktionieren durch eigene Benutzung iiberzeugen; die Maschine
steht Thnen dazu nach der Vorlesung stets zur Verfiigung.

Was zunichst das dufere Aussehen der Brunsviga angeht, so zeigt
sie schematisch (vgl. Abb.1 S. 20) etwa folgendes Bild : An einem gréfleren
festen Kasten, der ,, Trommel*, ist unten ein kleineres lingliches Gehiuse
angebracht, der ,,Schiitten’, der gegen die Trommel hin und her ver-
schiebbar ist; an der rechten Seite ragt aus der Trommel eine Kurbel
hervor, die mit der Hand gedreht wird. An der Trommel sind nebenein-
ander eine Reihe von Schlitzen angebracht, und an jedemstehen der Reihe
nach von oben nach unten die Ziffern 0, 1, 2, ..., 9; ein aus jedem
Schlitz hervorragender Stift S kann nach Belieben auf eine dieser Ziffern
eingestellt werden. Jedem dieser Schlitze entspricht auf dem Schlitten eine
Offnung, unter der eine Ziffer erscheinen kann. Die Abb. 3 S. 21 gibt
die duBere Ansicht einer neueren Ausfithrungsart der Maschine wieder.

Ich denke, daB die Einrichtung der Maschine Ihnen am besten
klar werden wird, wenn ich Ihnen die Ausfiihrung einer besttmmien
Rechenoperation und die Art, wie die Maschine sie zustande bringt,
beschreibe. Ich wihle dafiic die Multiplikation.

1) Leipzig 1900.
[2) Uber andere Rechenmaschinentypen vgl. etwa auch A. Galle, Mathe-
matische Instrumente, Leipzig 1912.]

PAJ
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Das Verfahren ist folgendes: Zundchst stelle man vermige der
aus der Trommel hervorragenden Stifte dem Multiplikandus ein, d. h.
man stelle von rechts beginnend den ersten Hebel auf die im Einer,
den zweiten auf die im Zehner stehende Ziffer des Multiplikanden usw.
Ist z. B. 12 der Multiplikand, so wird der erste Hebel auf 2, der zweite auf 1
zu stellen sein; alle anderen bleiben in der Nullstellung (vgl. Abb. 1).
Nunmehr drehe man die Kurbel esnmal rechts herum. Dann erscheint
unter den Lochern des Schlittens der Multiplikand — in unserm Falle
also eine 2 im ersten Loche rechts, eine 1 im zweiten, wihrend iiberall
sonst Nullen stehen bleiben. Gleichzeitig aber 148t ein Zdhlwerk, dessen
Ziffern in einer Reihe von Lochern links am Schlitten zum Vorschein
kommen, eine 1 erscheinen, zum
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HOEME Zeichen, dal wir einmal die
31713151 3/ Kurbel gedreht haben (Abb. 2).
a4 14 I l Hat man nun iiberhaupt einen ein -
l g1 18 ziffrigen Multiplikator, so drehe

man die Kurbel so oft, als dieser
angibt; es wird dann der Multipli-
kator links auf dem Schlitten an-
gegeben, wdhrend das Produkt
rechts am Schhitten in Erschei-
nung tritt.

Wie erzielt nun der Apparat
dieses Resultat? Zunichst ist
links auf dem Schlitten unter dem

Loche des Zihlwerkes ein Zdhi-
rad angebracht, dessen Umfang in
gleiche:: Abstinden die Ziffern
0,1,2,...,9 trigt. Ein Zahn-
getriebe bewirkt, da dieses Rad bei jeder Umdrehung der Kurbel um
ein Zehntel seines Umfanges verschoben wird, so daBl eine unter dem
Loch des Schlittens jeweils sichtbare Ziffer in der Tat die Anzahl der
Kurbeldrehungen, also den Multiplikator, angibt.

Was nun das Zustandekommen des Produkies anlangt, so befindet
sich unter jedem Loche der rechten Seite des Schlittens ein analog
gebautes Zihlrad. Wie aber kommt es, daB jetzt bei ein und derselben
Kurbeldrehung im obigen Falle das eine um 1 Einheit, das andere
gleichzeitig um 2 Einheiten weiterspringt? Hier setzt die konstruktive
Eigentiimlichkeit der Brunsviga ein. Unter jedem Schlitze der Trommel
befindet sich nidmlich auf der Kurbelachse eine flache Radscheibe
(Triebrad), auf der 9 in radialer Richtung verschiebbare Ziahne ange-
bracht sind (vgl. Abb. 4). Durch den nach auBenragenden Stift S, vondem
oben die Rede war, 148t sich nun ein auf dem Umfang der Radscheibe auf-
gesetzter Ring R gegen diese drehen, und zwar so, dafl je nach der
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Abb. 2. Nach der ersten Kurbeldrehung.
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Marke, auf die man S auBen am Schlitz einstellt, 0, 1, ... oder 9 der
beweglichen Zahne nach auBlen springen (in Abb. 4 zwei Zahne). Diese
Zihne greifen unmittelbar in die Zahlrader unter den entsprechenden Off-
nungen des Schlittens ein, und bes einer Kurbeldrehung verschiebt daher

Abb. 3.

jedes Triebrad das entsprechende Zihlrad des Schliltens wm so viele Ein-
heiten, als ber thm Zihne vorspringen, d. h. als man aufen mittels des
zugehorigen Stiftes S eingestellt hatte. Demnach muB in der Tat bei dem
obigen Beispiel, wenn wir von der Nullstellung ausgehen, nach einer
Kurbeldrehung das Einerrad auf 2, das Zehnerrad auf 1 springen,
also 12 hervorkommen. Durch eine
zweite Kurbeldrehung wird das Einer-
rad wieder um 2, das Zehnerrad wieder
um eine Einheit weitergefiihrt, so daB
24 erscheint, und ebenso fiuden wir
nach 3 oder 4 Kurbeldrehungen richtig
312 =36 bzw. 4 - 12 = 48.

Nun drehen wir aber ein fiinftes
Mal: Wieder muB3 nach der gegebenen
Erkliarung das Einerrad um 2 Einheiten
weiter, also wieder zuriick auf 0, das
Zehnerrad um eins weiter auf 5 springen, und wir hitten das falsche
Resultat 50, statt des richtigen 5 -12 = 60. Drehen wir die Kurbel
wirklich, so zeigt der Schlitten in der Tat kurz vor Vollendung der
Drehung die Zahl 50; fithren wir aber die Drehung ganz aus, so
springt noch im letzten Augenblick die § in eine 6 iiber, so daf das rich-
tige Ergebnis dasteht. Hier ist also etwas in Tatigkeit getreten, was
wir bisher noch nicht beschrieben hatten und was bei den Rechen-
maschinen der eigentlich feinste Punkt aller Konstruktionen ist: die
sogenannte Zehneriibertragung. Ihr Prinzip ist folgendes: Geht eines der

Abb. 4.
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Zihlrider des Schlittens (wie im Beispiel das Einerrad) durch Null, so driickt
es etnen somst seillich gestellien und unwirksamen Zahn des ndichsten
Triebrades (fiir die Zehner) in eine Stellung, in der er in sein zugehiriges
Zihlrad (Zehmerrad) eingreift, so dafS dieses um eine Einheit mehr vor-
geschoben wird, als es ohmehin geschehen wire. Die Einzelheiten dieser
Konstruktion koénnen Sie nur durch Betrachtung des Apparates selbst
genau verstehen. Ich brauche hier um so weniger niher darauf einzu-
gehen, als gerade die Zehneriibertragung bei den einzelnen Systemen auf
die verschiedenste Weise durchgebildet ist, doch empfehle ich Ihnen
sehr die genaue Betrachtung unserer Maschine als eines Beispieles einer
duBerst sinnreichen Konstruktion. Unsere Sammlung enthilt die wich-
tigsten Konstruktionsteile der Brunsviga — die bei der fertigen Maschine
so gut wie unsichtbar sind — noch einmal in einzelnen Exemplaren, so
dafBl Sie aus deren Betrachtung ein vollstindiges Bild der Einrichtung
gewinnen konnen.

Die Wirksamkeit der Maschine, soweit wir sie bisher kennen ge-
lernt> haben, konnen wir am besten mit dem Worte Addier-
maschine charakterisieren, da sie zu der rechts auf dem Schlitten bereits
stehenden Zahl bei jeder Kurbeldrehung einmal die auf der Trommel ein-
gestellte Zahl addiert.

Endlich will ich noch im allgemeinen diejenige Einrichtung der
Maschine schildern, die ein bequemes Operieren auch mit mehrziffrigen
Multiplikatoren gestattet. Wollen wir etwa 15 - 12 rechnen, so miiBten
wir nach dem bisher auseinandergesetzten Verfahren 15 mal drehen, und
auBerdem miiBte, falls man am linken Zahlwerk des Schlittens den Multipli-
kator fixiert haben mdchte, auch dort eine Zehneriibertragung angebracht
sein. Beides wird durch folgende Ein-
richtung vermieden: Wir fithren zu-
nichst die Multiplikation mit 5 aus, so

H daB auf dem Schlitten links5,rechts
lv 60 erscheint (vgl. Abb. 5). Nun ver-
C;’ schieben wir den Schlilten um eine
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©e006 000 Stelle nach rechis, so da8, wie Abb.§
Abb. 5. andeutet, sein Einerzihlrad ausge-

schaltet wird, sein Zehnerzihlrad

aber unter den Einerschlitz, sein Hunderterzidhlrad unter den Zehner-
schlitz usw. der Trommel riickt, wahrend von dem am linken Ende be-
findlichen Zihlwerk statt des Einerrades das Zehnerrad mit dem von der
Kurbel ausgehenden Zahngetriebe in Verbindung kommt. Drehen wir
jetzt die Kurbel einmal herum, so erscheint links eine 1 an der Zehner-
stelle, so daB wir nun 15 lesen; rechts aber wird nicht wie vorhin

60 . - 60 . -
{ 112 addiert, sondern { 2. oder mit andern Worten 60 4 120, in

dem die 2 auf das Zehner-, die 1 auf das Hunderterzdhlrad iibertragen
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wird. Wir erhalten also richtig 15 - 12 = 180. Das ist, wie Sie sehen,
eigentlich die gemaue maschinelle Ubersetzung des beim schriftlichen
Multvplizieren iiblichen Verfahrens, bei dem man die Produkte der ein-
zelnen Ziffern des Multiplikators in den Multiplikanden, jedes um eine
Stelle gegen das vorangehende verschoben, untereinander schreibt und
addiert. Genau so multipliziert man hier ganz allgemein mit mehrstelligen
Zahlen, indem man nach gewShniicher Multiplikation mit den Einern
den Schlitten um 1, 2, ... Stellen nach rechts schiebt und die Kurbel
jedesmal so oft dreht, wie durch die Zehner, Hunderter, . .. des Multi-
plikators angegeben wird.

Wie man andere Aufgaben mit der Maschine rechnet, mogen Sie
sodann unmittelbar em Apparat sehen; hier geniige die Bemerkung,
daf die Subtraktion und Division auf Drehung der Kurbel entgegen dem bet
der Addition verwendeten Sinne beruhs.

Lassen Sie mich zusammenfassend nur noch bemerken, daf das
theoretische Prinzip der Maschine ganz elementar ist und nur eine tech-
nische Realisation der Regeln darstellt, die man beim numerischen Rechnen
ohnehin anwendet. Dal die Maschine wirklich zuverlissig funktioniert,
daB alle Teile unbedingt sicher ineinandergreifen, ohne daB Sperrungen
eintreten, daB die Zahlrddchen sich nicht weiter drehen als notwendig
usw. — das ist freilich die groBe Leistung des Konstrukteurs und
des ausfithrenden Mechanikers.

Sehen wir uns noch einen Augenblick die allgemeine Bedeutung der
Tatsache an, dafi es solche Rechenmaschinen wirklich gibt, die dem Mathe-
matiker die rein mechanische Arbeit des numerischen Rechnens ab-
nehmen und die es schneller und sogar in héherem MaBe fehlerfrei, als er
selbst verméchte, ausfithren — denn die Fliichtigkeitsfehler menschlichen
Rechnens kénnen der Maschine nicht unterlaufen. Wir werden in der
Existenz einer solchen Maschine geradezu eine Bestitigung dafiir erblicken
konnen, daf fir das Rechnen wicht die Bedeutung der ganzen Zahlen
in Betracht kommi, sondern allein die formalen Rechemregeln; denn nur
diese kann die Maschine befolgen — so ist sie eben eingerichtet —, eine
intuitive Anschauung von der Bedeutung der Zahlen kann sie unmég-
lich haben. So werden wir es auch nicht als Zufall auffassen wollen,
daB ein Mann wie Leibniz, der ebenso ein abstrakter Denker ersten
Ranges wie ein Mann von hervorragendster praktischer Begabung war,
wohl gleichzeitig der Vater der vein formalen Mathematik und der Er-
finder einer Rechemmaschine ist; seine Maschine ist uns noch heute
als eins der kostbarsten Besitztiimer des Késtner-Museums in Hannover
erhalten. Ist es auch historisch nicht beglaubigt, so méchte ich doch
annehmen, daB Leibniz mit der Erfindung der Rechenmaschine nicht
nur niitzliche Zwecke verfolgte, sondern da8 er damit auch geradezu
den rein formalen Charakter des mathematischen Rechnens in helles
Licht setzen wollte.
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GewiB aber hat Leibniz mit der Konstruktion der Rechenmaschine
den Wert des mathematischen Denkens nicht herabsetzen wollen, und doch
zieht man jetzt aus der Existenz der Rechenmaschine gelegentlich
solche Schliisse. Kann die Téatigkeit einer Wissenschaft, so sagt man
wohl, auch durch eine Maschine geleistet werden, so kann an dieser
Wissenschaft nicht sehr viel daran sein und ihr kommt nur eine ganz
untergeordnete Stellung zu. Es geniigt wohl aber, solchen Argumenten
entgegenzuhalten, da der Mathematiker, wenn er selbst mit Zahlen
und Formeln operiert, keineswegs blo8 ein minderwertiges Abbild der
fehlerlosen Maschine ist, daB er keineswegs nur der ,,gedankenlose
Denker von Thomae ist; vielmehr stellt er sich selbst seine Probleme
zu bestimmten interessanten und wertvollen Zwecken und fithrt sie
in immer wieder neuer und eigenartiger Weise zur Losung. Nur gewisse
in gleicher Form stets wiederkehrenden Operationen 148t er sich von der
Maschine abnehmen, und eben gerade der Mathematiker ist es — das
darf man doch am wenigsten vergessen —, der sie sich zur Entlastung
erfunden hat und der ihr zu seinen verniinftigen Zwecken die Aufgabeu
stellt, die sie losen soll.

Lassen Sie mich diesen Abschnitt mit dem Wunsche abschlieen,
daB bei ihrer groflen Bedeutung die Rechenmaschine auch in weiteren
Kreisen, als das heute leider noch der Fall ist, genau bekannt wiirde.
Vor allem sollte natiirlich jeder Lehrer der Mathematik mit ihr vertraut
sein, und es miiBte sich gewil auch erméglichen lassen, daf fjedem
Primaner unserer hiéheren Lehranstalien einmal eine solche Rechen-
maschine vorgefithrt wird!

II. Die ersten Erweiterungen des Zahlbegriffes.

Mit diesem Abschnitt wollen wir das Rechnen mit ganzen Zahlen
verlassen und in einem neuen Kapitel die Erweiterung des Zahlbegriffes
behandeln. Auf der Schule pflegt man auf diesem Gebiete der Reihe
nach die folgenden Schritte zu tun:

1. Einfiihrung der Briiche und Bruchrechnen.

2. Behandlung der negativen Zahlen, im AnschluB an die Anfinge
des Buchstabenrechnens.

3. Mehr oder minder ausfiihrliche Darlegung des Begriffes der Ir-
rationalzahl an Beispielen bei verschiedemen Amlissem, wobei dann all-
mihlich die Vorstellung des Kontinuums aller reeller Zahlen entsteht.

Es bleibt der Willkiir iiberlassen, in welcher Reihenfolge man die
ersten beiden Punkte behandeln will; lassen Sie uns hier die negativen
Zahlen vor den Briichen erértern.

1. Die negativen Zahlen.

Eine auf die Terminologie beziigliche Bemerkung sei zunichst,
daB man auf der Schule positive und negative Zahlen als ,,relative
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Zahlen im Gegensatz zu den ,,absoluten* (positiven) zusammenfaft,
wahrend auf der Universitit dieser Sprachgebrauch nicht iiblich ist.
Ubrigens sagt man auf der Schule neben relativen Zahlen auch ,,al-
gebraische Zahlen“?), eine Bezeichnung, die wir auf der Hochschule be-
kanntlich in ganz anderem Sinne verwenden.

Was nun die Entstehung und Einfiihrung der negativen Zahlen
anlangt, so kann ich mich bei der Anfiihrung von Tatsachenmaterial
kurz fassen; diese Dinge sind Ihnen doch wohl geldufig, oder Sie werden
sich zum mindesten an der Hand meiner Andeutungen leicht naher
iiber sie orientieren konnen. Ausfithrlichere Darstellungen finden Sie
beispielsweise auBer im Weber-Wellstein auch in recht angenehmer Form
in H. Burkhardis ,,Algebraischer Analysis'*?); dieses Buch ist iibrigens
auch seines miBigen Umfanges wegen zur Anschaffung geeignet.

Zur Entstehung der negativen Zalilen gibt bekanntlich die For-
derung AnlaB, die Subtraktion zu ciner in allen Fillen ausfihrbaren
Obperation zu machen. Ist a < b, so ist & — b im Gebiete der natiirlichen
ganzen Zahlen ein Nonsens; wohl aber existiert eine Zahl ¢ = b — a,
und man setzt nun: d—b=—c
und bezeichnet dies als negative Zahl. Damit verkniipft sich von Anfang
an die Deutung aller ganzen Zahlen durch die Skala

e 1 —_ [} X 1 i 1
T L] . L] L T

L] L] Ll
-4 -3 -2 -1 4 41 +2  +3  +4

der dguidistanten Punkte einer vom Nullpunkt aus nach beiden Setten
ausgedehnten Geraden, der ,,Abszissemachse’. Dieses Bild darf
man heute als Gemeingut aller Gebildeten betrachten, und man kann
wohl annehmen, daf} es seine Verbreitung hauptsichlich der allbekannten
Thermometerskala dankt. Ein anschauliches und vielbenutztes Bild
der negativen Zahlen bildet auch die kaufmdinnische Bilanz mit ihrem
Rechnen in Besitz und Schulden.

Wir wollen uns hierbei aber doch sogleich auch ausdriicklich
vergegenwirtigen, was fiir emn prinzipiell auferordentlich schwieriger
Schritt auf der Schule mit dieser Einfithrung der negativen Zahlen ge-
tan wird. War der Schiiler vorher stets gewohnt, sich unter den Zahlen
und weiterhin auch unter den Buchstaben, mit denen er operierte,
konkrete Anzahlen vorzustellen und beim Addieren usw. die entsprechen-
den real mit Anzahlen austiihrbaren Operationen vor Auge zu haben, so
wird das jetzt ganz anders. Er bekommt es mit etwas neuem, den
,.negativen Zahlen, zu tun, die mit dem anschaulichen Bilde der
Anzahl ohne weiteres nichts mehr zu schaffen haben, und soll doch ganz
ahnlich wie mit Anzahlen mit ihnen operieren, obwohl die Operationen

1) Siehe etwa Mekler: Hauptsitze der Elementarmathematik. 19. Aufl. S. 77.
Berlin 1895.
2) Leipzig 1903. [Dritte, durch G. Faber bearbeitete Auflage 1920.]
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noch viel weniger die alte anschaulich klare Bedeutung haben. Man
hat eben hier zum ersten Male den Ubergang von der inhaltlichen Mathe-
matik zur formalen vollzogen, zu dessen vollstindiger Erfassung ein
hoher Grad von Abstraktionsfihigkeit gehort.

Sehen wir nun im einzelnen zu, was aus den Rechenoperationen
nach Einfithrung der negativen Zahlen wird. Zunichst ist klar, daB
Addition und Subtraktion wesentlich verschmelzen: Die Addition einer
positiven Zahl ist die Subtraktion der entgegengesetzt gleichen nega-
tiven. Max Simon macht hierzu die amiisante Bemerkung, daB gerade
durch die Einfithrung der negativen Zahlen, die doch zum Zwecke der
ausnahmslosen Durchfithrbarkeit der Substraktion geschieht, die Sub-
traktion als selbstindige Operation zu existieren aufhért. Fiir diese
neue, die Subtraktion mitumfassende Operation der Addition im Ge-
biete der positiven und negativen Zahlen gelten nun unverandert die
alten & formalen Gesetze, die ich in Stichwortern kurz wieder zusammen-
stelle (vgl. S. 9f.):

1. Ausnahmslose Durchfiihrbarkeit.

2. Eindeutigket.

3. Assoziativitit.

4. Kommutativitit.

5. Monotonze.

Dabei ist zu 5. zu bemerken, da3 a < b jetzt, kurz gesagt, bedeutet,
daB bei der geometrischen Darstellung « links von & liegt, so daB also
2B, —2< —1, —3 < 42 ist.

Bei der Multiplikation der positiven und negativen Zahlen ist der
Hauptpunkt die sogenannte Vorzeichenregel, daBl a-(—c)=(—¢)-a
= —(a-¢), und (—¢) (—¢’) = 4 (c - ¢’) ist; besonders die letzte Regel:
,»Minus mal minus gibt plus’“ bildet hédufig einen gefihrlichen Stein
des AnstoBes. Auf das innere Wesen dieser Regel miissen wir sogleich
noch zuriickkommen; wir wollen sie hier nur in den einen Satz zu-
sammenfassen, der das Produkt einer Reihe positiver und negativer
Zahlen definiert: Der absolute Betrag eines Produktes ist gleich dem Pro-
dukte der absolut genommenen Faktoren; sein Vorzeichen ist positiv oder
negativ, je nachdem eine gerade oder ungerade Zahl von Faktoren negativ
ist. Nach dieser Festsetzung hat die Multiplikation im Gebiete der
positiven und negativen Zahlen wiederum die folgenden Eigenschaften:

1. Ausnahmslose Durchfiihrbarkeit.

2. Eindeutigkert.

3. Assoziativitit.

4. Kommutativitit.

5. Distributivitit in bezug auf die Addition.

Nur beim Gesetz der Monotonie findet sich jetzt eine Abweichung;
an seine Stelle tritt folgendes Gesetz:

6. Ista>b, sowirda-c=b-c, je nachdem c = 0.
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Fragen wir uns nun, ob diese Gesetze, wiederum rein formal be-
trachtet, widerspruchslos sind. Wir miissen zuerst sagen, daB ein Be-
weis der Widerspruchslosigkeit auf rein logischem Wege hier bisher
noch viel weniger gefihrt werden konnte, als bei den ganzen
Zahlen. Nur eine Zuriickfiilhrung in dem Sinne ist gelungen, daf die
vorliegenden Gesetze sicher dann widerspruchslos sind, wenn die Ge-
setze fiir die ganzen Zahlen keinen Widerspruch enthalten. Bis diese
aber durch Fithrung eines logischen Widerspruchslosigkeitsbeweises
fir die ganzen Zahlen vervollstindigt worden ist, wird man die Wider-
spruchslosigkeit unserer Gesetze allein darin begriindet finden koénnen,
daf es anschauliche Dinge mit anschaulichen Verkniipfungen gibt, die
Jene Gesetze erfiillen. Wir nannten als solche eben schon die Rethe der
ganzzahligen Punkie der Abszissenachse und haben nur nachzutragen,
was die Rechenoperationen dort bedeuten: Die Addition ' =x + a
ordnet bei festem a jedem Punkte x einen andern Punkt %’ so zu, daf
die unendliche Gerade einfach um ein Stiick a in sich verschoben wird,
und zwar nach rechts oder links, je nachdem & positiv oder negativ ist.
Analog stellt die Multiplikation x* = a - x eine Ahnlichkeitstransforma-
tion der Geraden in sich dar, und zwar filr a > Q eine reine Dehnung,
fiir @ < 0 erne mit exner Umlegung wm den Nullpunkt verbundene Dehnung.

Ich mochte jetzt erdrtern, wie alle diese Dinge historisch entstanden
sind. Man darf nicht etwa denken, daB die negativen Zahlen die Er-
findung eines klugen Mannes sind, der zugleich mit ihnen womdglich
auch ihre Widerspruchslosigkeit etwa an der Hand der geometrischen
Deutung herausgearbeitet hat; vielmehr hat sich in einer langdauernden
Entwicklung die Benutzung der negativen Zahlen den Mathematikern
gleichsam von selbst aufgedringt, und erst als man schon lange mit
ihnen operierte, im 19. Jahrhundert, traten jene Betrachtungen iiber
ihre Widerspruchslosigkeit hinzu.

Lassen Sie mich der Geschichte der negativen Zahlen die Bemerkung
vorausschicken, daB die alten Griechen sicher keine negativen Zahlen
besaBen, so daB man ihnen hier einmal gewiB8 nicht die erste Stelle
einrdumen kann, wie das viele Leute sonst so gern tun. Hingegen muf3
man wohl die Inder als die ersten Erfinder ansprechen, wie sie ja auch
unser Ziffernsystem und insbesondere die Null geschaffen haben. In
Europa kamen die negativen Zahlen zur Zeit der Renaissance allméahlich
in Gebrauch, als man gerade den Ubergang zur Buchstabenrechnung
vollzogen hatte. Ich will hierbei nicht unerwshnt lassen, daB die Voll-
endung der Buchstabenrechnung zuerst erreicht worden sein soll von
Vieta in seiner Schrift ,,In arviem analyticam tsagoge'‘!).

Man besitzt auf diesem Standpunkte die sogenannten Klammerregeln
fiir die Rechnung mit positiven Zahlen, die natiirlich in unseren frither

1) Tours 1591.
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aufgezihlten Grundformeln enthalten sind, wenn man noch die ent-
sprechenden Gesetze fiir die Subtraktion hinzunimmt; ich gehe aber
gern wenigstens an 2 Beispielen noch etwas naher auf sie ein, um vor
allem die Moglichkeit duBerst einfacher anschauungsmifiger Beweise
fiir sie darzutun — Beweise, die eigentlich nur aus der Abbildung und
aus dem Wortchen ,,Siehe!* zu bestehen brauchten, wie das bei den
alten Indern Sitte war:

1. Es set a> b und ¢ > a, dabei a, b, ¢ positiv. Dann ist a — b
eine positive Zahl und Kleiner als ¢, also muB ¢ — (@ — b) als positive
Zahl existieren. Deuten wir die Zahlen auf der Abszissenachse und be-
merken, daB die Strecke zwischen den Punkten b und a4 die Linge ¢ — b

I L ] 5
T ¥ T T

[} b a c

a-b
hat, so lehrt ein Blick auf die obige Abbildung: Zieht man von ¢ die
Strecke @ — b ab, so erhilt man dasselbe, wie wenn man erst die
ganze Strecke a abzieht und dann den Teil b wieder hinzufiigt, d. h.:
(1) c—(@—b=c—a-+b.

2. Esset a> b und ¢ > d; dann sind auch ¢ — bund ¢ — 4 positive
ganze Zahlen. Wir wollen das Produkt (# — b) - (¢ — d) untersuchen;
dazu zeichnen wir uns das in Abb. 6 schrig schraffierte Rechteck
mit den Seiten 4 — b und ¢ — d, dessen Inhalt die gesuchte Zahl
{a — b) - (¢ — d) ist, als Teil des Rechtecks mit den Seiten a und ¢. Um
aus diesem jenes erste zu erhalten, nehmen wir zunichst das obere hori-
zontal schraffierte Rechteck « -d, sodann das rechts gelegene, vertikal

schraffierte - ¢ fort ; dabei haben wir aber
das kleine kreuzweis schraffierte Rechteck
b - d einmal zu viel weggenommen, so daf}
wir es nachtriglich noch einmal hin-
zufiigen miissen. Darin ist aber bereits

die bekannte Formel ausgesprochen:
(2 (@a—b(c—d)=ac—ad—bc+bd.
Als wichtigstes psychologisches Mo-
ment, das auf dieser Basis der Buch-
Abb. 6. stabenrechnung zur Einfiihrung der ne-
gativen Zahlen AnlaB gab, kommt die
allgemeine Eigentiimlichkeit der menschlichen Natur in Betracht,
daf wir unwillkiirlich gemeigt sind, nach Regeln, dic fiir spezielle Fille
abgeleitet und giiltig sind, auch unter andeven allgemeineren Umstinden
2u verfahren. Als ,,Prinzip von der Permanenz der formalen
Gesetze' ist dies fiir die Arithmetik zuerst von Hermann Hankel in
seiner ,, Theorie der komplexen Zahlsysteme' 1) als leitender Gesichtspunkt
klar in Anspruch genommen worden; dieses duBerst interessante Buch

‘ 1) Leipzig 1867.
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kann ich Ihnen nur dringend zur Kenntnisnahme empfehlen. Das
genannte Prinzip wiirde fiir den uns gerade vorliegenden Ubergang
zu negativen Zahlen aussagen, daBl man wiinscht, in Formeln wie (1)
und (2) die ausdriicklichen Voraussetzungen iiber das GroBenverhiltnis
der a, b vergessen zu diirfen und sie auch auf andere Fille anzuwenden.
Wendet man so (2) z. B. auf 4 = ¢ = 0 an, wofiir ja die Formel keines-
wegs bewiesen ist, so hat man (—b) - (—d) = +bd, d. i. die Zeichen-
regel der Multiplikation negativer Zahlen. In dieser Weise kommt man
in der Tat fast unbewuBt auf alle die Regeln, die wir jetzt, der gleichen
Uberlegung folgend, als nahezu notwendige Annahmen bezeichnen miissen,
notwendig, insofern man fiir die neuen Begriffe die Giiltigkeit der alten
Regeln haben will. Freilich war den alten Mathematikern bei diesen
Begriffsbildungen recht unwohl zumute, und ihr schlechtes Gewissen
trat in Namen wie erdachie Zahlen, falsche Zahlen usw. zutage, die
sie den negativen Zahlen gelegentlich gaben. Aber trotz allen Be-
denken finden die negativen Zahlen im 16. und 17. Jahrhundert
wegen ihrer sich immer klarer zeigenden Anwendbarkeit mehr und mehr
allgemeine Anerkennung; sehr viel dazu beigetragen hat ohne Zweifel
die Entwicklung der analytischen Geometrie. Allerdings, die Bedenken
blieben bestehen und muBten bestehen bleiben, so lange man im Grunde
doch immer wieder nach einer Deutung innerhalb des Anzahlbegriffes
suchte und die fithrende Rolle der formalen Gesetze bei den Neubil-
dungen nicht klar erkannt hatte; im Zusammenhange damit standen
die sich immer wiederholenden Versuche, die Vorzeichenregeln zu be-
weisen. Die einfache Aufklirung, die dann erst das 19. Jahrhun-
dert brachte, ist die, daf von logischer Notwendigkeit des ganzen
Ansatzes, also von Beweisbarkeit der Zeichenregel nicht die Rede
setn kann, es kann sich vielmehr nur darum handeln, die logische
Zuldssigkeit des Ansatzes zu erkennen, wihrend er im ibrigen will-
kiirlich ist und durch ZweckmdfSigkeitsgriinde, wie jenes Permanenz-
prinzip, reguliert wird. ]

Es ist bei dieser Betrachtung der auch sonst oft sich darbietende
Gedanke nicht zu unterdriicken, daf die Dinge manchmal verniinftiger
zu sein scheimen als die Menschen. Bedenken Sie nur, wie hier einer
der groBten Fortschritte in der Mathematik, die Einfithrung der nega-
tiven Zahlen und das Operieren mit ihnen, nicht durch bewuBtes logisches
Uberlegen eines einzelnen geschaffen worden ist, sondern wie er durch
intensive Beschidftigung mit den Dingen selbst langsam organisch
herangewachsen ist, wobei es fast aussieht, als ob die Menschen von den
Buchstaben gelernt hitten. Die verniinftige Uberlegung, daB man da
wirklich etwas Richtiges mit der strengen Logik Vertrigliches gemacht
hat, tritt erst viel spater ein. Uberhaupt kann die reine Logik bei solchen
neuen Begriffsbildungen immer nur regulierend einwirken und wie das
allein leitende Prinzip abgeben, denn der einzigen von ihr gestellten
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Anforderung der Widerspruchsfreiheit gentigen natiirlich stets noch eine
groBe Menge von Begriffssystemen.

Wollen Sie nun noch Literatur iiber Fragen der Geschichte der
negativen Zahlen finden, so empfehle ich Tropfkes ,,Geschichte der
Elementarmathematik’‘ 1) als eine ausgezeichnete Materialsammlung,
die sehr viele Einzelheiten tiber die Entwicklung der elementuren Begriffe,
Anschauungen und Benennungen in iibersichtlicher Darstellung enthilt.

Sehen wir nun noch kritisch zu, wie man die negativen Zahlen auf
der Schule tatsachlich darzustellen pflegt, so ist zunichst zu sagen,
daB da hdufig Fehler vorkommen, indem man entsprechend jenen
bereits gekennzeichneten Bestrebungen der #lteren Mathematiker
immer wieder die logische Notwendigkeit der Zeichenregeln zu beweisen
versucht. Besonders gern gibt man die heuristische Herleitung des
(—b) (—d) =+ bd aus der Formel fiir (¢ — b) (¢ — d) als Bewets aus,
indem man voéllig auBer acht 1aB8t, daB die Giiltigkeit dieser Formel
tatsichlich zunichst durchaus an die Ungleichungen @ > b, ¢ > d ge-
kniipft ist?). So wird denn der Beweis geradezu erschlichen, und das
psychologische Moment, das uns vermoge des Permanenzprinzipes zum
Ansatz hinleitet, mit einem Jogisch beweisenden Moment verwechselt.
Natiirlich kann das der Schiiler, dem es so zum ersten Male dargeboten
wird, unmoglich begreifen, aber glauben mufl er es schlieBlich doch;
und wenn, wie es wohl vielfach vorkommt, die Wiederholung auf der
hoéheren Stufe nicht die nétige genauere Erginzung gibt, dann mag
sich bei manchem die Uberzeugung festsetzen, daB die Sache etwas
Mystisches, Unbegreifliches ist.

Gegeniiber dieser Praxis mochte ich doch allgemein die Forderung
aufstellen, keimeriei Versuche zum Erschleichen wunmiglicher Beweise
zu machen: man sollte vielmehr den tatsichlichen Verhiltnissen ent-
sprechend den Schiiler an einfachen Beispielen iiberzeugen oder wo-
moglich es ihn selbst finden lassen, daf gerade diese auf dem Permanenz-
prinzip beruhenden Festsetzungen geeignet sind, einen gleichformig be-
quemen  Algorithmus zu liefern, wihrend jede andeve Festsetzung bet
allen Regeln tmmer zu zahlreichen Fallunterscheidungen zwingen wiirde.
Freilich darf man das keineswegs iiberstiirzen, sondern mufl dem
Schiiler zu der Revolution seines Denkens, die sich durch diese Erkennt-
nis in ihm vollzieht, Zeit lassen. Und wihrend es leicht verstindlich ist,
daB andere Festsetzungen unzweckmiBig sind, sollte man doch das
so sehr Wunderbare der Tatsache, daB eine allgemein zweckmaBige
Festsetzung wirklich exisfiert, fiir den Schiiler klar verstandlich hervor-

1) 2 Bde. Leipzig 1902/03. [Zweite, verbesserte und sehr vermehrte Auf-
lage, die 7 Bande umfassen wird, von denen seit i921 bis 1924 sechs er-
schienen sind.]

2) Vgl. z. B. Heis, E.: Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der Arith-
metik und Algebra. S. 46, 106.—108. Aufl. Kéln 1904.
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heben; es sollte ihm deutlich werden, daB dies keineswegs von vorn-
herein selbstverstindlich ist.

Ich schlieBe damit meine Darlegungen iiber die Theorie der nega-
tiven Zahlen ab und lade Sie nunmehr zu dhnlichen Betrachtungen
iiber die zweite Erweiterung des Anzahlbegriffes ein.

2. Die gebrochenen Zahlen.

Gehen wir von der Behandlung der Briiche auf der Schule aus. Hier
hat der Bruch
daB gegeniiber dem anschaulichen Bilde der ganzen Zahl ein Wechsel
des Substrates eingetreten ist: Man ist nimfich von der Anzahl zum
Map, von der Betrachtung zihlbarer Dinge zu derjenigen mefSbarer Dinge
iibergegangen. Mit einer gewissen Einschrinkung gibt das System der
Miinzen oder das der Gewichie, vollkommen das System aller Ldngen
ein Beispiel mefbarer Mannigfaltigkeiten. Es sind dies die Beispiele, an
denen auch jedem Schiiler der Begriff des Bruches beigebracht wird: was
1/; Meter oder 1/, Pfund ist, das zu begreifen wird keinem groBe Schwierig-
keiten machen. Die Beziehungen =, >, << zwischen Briichen lassen
sich nun aus der namlichen konkreten Anschauung heraus sofort ent-
wickeln, ebenso die Operationen der Addition und Subiraktion, sowie der
Multiplikation und Division eines Bruches mit einer ganzen Zahl. Da-
nach 148t sich dann die allgemeine Multiplikation leicht verstindlich
a
b
multiplizieren und alsdann durch b dividieren, oder auch: das . Produkt

von Anfang an eine durchaus konkrete Bedeutung; nur

machen: Eine Zahl mit - multiplizieren heifft sie mit der ganzen Zahl a

a Coe
entsteht aus dem Multiplikanden gerade so, wie 5 aus 1. Die Division

durch einen Bruch wird dann als inverse Operation der Multiplikation
erklart: a dividiert durch % ist die Zahl, die mit § multipliziert a ergibt. —
Diese Begriffsbildungen der Bruchrechnung kombinieren sich nun noch
mit der Einfithrung der negativen Zahlen, so da8 man schlieBlich iiber
den Inbegriff aller ,,vationalen Zahlen' verfiigt. Ich kann auf
die Einzelheiten dieses ganzen Aufbaues, der auf der Schule natiirlich
eine lange Zeit in Anspruch nimmt, hier nicht eingehen. Wi wollen ihn
lieber sogleich mit der in der modernen Mathematik ausgebildeten Day-
stellung vergleichen und als Beispiele fiir diese die oben genannten Biicher
von Weber-Wellstein und Burkhardt!) heranziehen.

Bei Weber-Wellstein treten vorwiegend die formalen Gesichispunkte,
die aus der Mannigfaltigkeit der verschiedenen méglichen Deutungen
das notwendig Gemeinsame herausarbeiten, in Erscheinung. Der

a
Bruch 3 ist etn Symbol, ein ,,Zahlenpaar*’, mit dem nach gewissen

[1) Dem folgenden liegen die ersten Auflagen der beiden Biicher zugrunde.]
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Regeln gerechnet werden soll,; diese Regeln, die in Wahrheit in der vorhin
angedeuteten Weise naturgemiB aus der Bedeutung der Briiche ent-
standen sind, haben hier den Charakter willkiivlicher Vevabredun-
gen. So erscheint z. B. das, was fiir den Schiiler ein anschaulicher Satz
iiber das Erweitern bzw. Kiirzen der Briiche ist, hier in der Gestalt einer
Definitionder Gleichheit: Zwei Briiche %, % heifen gleich, wenn
ad = bcist. Ahnlich wird dasGrifer und Kleiner definiert, dhnlich wird
%, dﬁ der Bruch 22 °°° db—;bc be-
zeichnet werden moge usw. Dann wird bewiesen, da die so definierten
Operationen in dem neu entstandenen Zahlenkreise formal genau die
Eigenschaften der Addition und Multiplikation fiir ganze Zahlen be-
sitzen, d. h. den mehrfach aufgezihlten 11 Fundamentalgesetzen ge-
niigen.

Nicht ganz so formal, wie diese hier natiirlich nur in den wesent-
lichsten Grundziigen referierte Darstellung von Weber-Wellstein, geht

festgesetzt, daB als Summe zweicr Briiche

Burkhardt vor. Er fallt den Bruch % als Aufetnanderfolge zweter Ope-

rationen im Gebiete der ganzen Zahlen auf: Einer Multiplikation mit a
und einer Diviston durch b, wobei ihm eine willkiirlich angenommene
ganze Zahl das Objekt darstellt, auf das diese Operationen anzuwenden
¢

sind. Nimmt man zwes solche , Operationspaare’ 7 nacheinander vor,

a
b’
so soll das der Multiplikation der Briiche entsprechen, und man erkennt
leicht, daB die so resultierende Operation nichts als Multiplikation
mit & - ¢ und Division durch b - d bedeutet, so daB man damit die Regel
%-‘%:% der Bruchmultiplikation aus einer klaren Bedeuwtung dey
Briiche gewonmen, nicht aber durch bloBe willkiirliche Verabredung
festgesetzt hat. Ebenso kann man natiirlich die Division deuten und
behandeln. Addition und Subtraktion hingegen lassen aus diesen Vor-

a ¢ ad+bc
v a7 ha
bleibt also auch bei Burkhardt eine Verabredung, fiir die er nur Plausibili-
ldtsgriinde heranbringt.

Vergleichen wiv nun die alte Schuldarstellung mit der so geschilderten
modernen Auffassung. Bei letzierer bletben wir — sowohl in der einen
wie der anderen Ausfilhrung — trotz der Erweiterung des Zahlbegriffs
eigentlich villig auf dem Boden der ganzen Zahlen stehen: Es wird nur
vorausgesetzt, daf3 der Inbegriff der ganzen Zahlen anschaulich erfaBt
oder dafl die Regeln des Operierens mit ihnen bekannt sind; die neuen
als Zahlenpaare bzw. Operationen mit ganzen Zahlen definierten Dinge
fiigen sich ganz diesem Rahmen ein. Die Schuldarstellung hingegen be-

stellungen keine so einfache Deutung zu; die Formel
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ruft sich durchaus auf die new hinzutretende Anschauwung der
mefbaren Groflen, die ein unmittelbar intuitives Bild der Briiche liefert.
Wir erfassen diesen Unterschied am besten, wenn wir uns ein Wesen
vorstellen, das nur die Idee der ganzen Zahlen, aber keine Anschauung
von mefbaren GréB8en besitzt: Die Schuldarstellung miiite ihm voll-
kommen unverstindlich bleiben, wihrend er die Betrachtungen von
Weber-Wellstein oder Burkhardt wohl begreifen konnte.

Welche der beiden Auffassungen ist nun die bessere? Was leisten
beide? Die Antwort hierauf wird dhnlich lauten wie neulich, als wir die
analoge Frage fiir die verschiedenen Auffassungen iiber die ganzen Zahlen
selbst stellten: Sicher ist die moderne Darstellung reinlicher, aber anderer-
setts ist sie auch drmer. Denn von dem, was der traditionelle Lehrgang
emnhestlich gibt, liefert sie eigentlich nur die eine Hilfte: die abstrakte,
in sich logisch vollstindige Einfiihrung gewisser arithmetischer Begriffe
— ,,Briiche' genannt — und des Operierens mit ihnen. Aber unerdrtert
bleibt dabei eine davon ginzlich unabhdingige und nicht minder wichtige
Frage: Kann man die so abgeleitete theoretische Doktrin auf die uns vor-
kommenden anschaulichen mefbaren Grofien auch wirklich anwenden ?
Man kénnte das wieder ein Problem der ,,angewandten Mathematik‘
nennen, das eine durchaus selbstindige Behandlung zuliBt; freilich
ist dabei recht fraglich, ob diese Trennung auch pddagogisch zweck-
mifig ist. Bei Weber-Wellstein kommt diese Spaltung des Problems
in zwei Teile iibrigens sehr charakteristisch zum Ausdruck: nach der
abstrakten Einfiihrung der Bruchrechnung, auf die wir bisher allein
Bezug nahmen, widmet er einen eigenen (den fiinften) Abschnitt —
,, Verhiltnisse* betitelt — der Frage, wie man die rationalen Zahlen auf
die Auflenwelt wirklich anwendet; dabei ist seine Darstellung freilich
auch mehr begrifflich als anschaulich.

Ich schlieBe nunmehr diese Erorterungen iiber Briiche mit noch
einer allgemeinen Bemerkung iiber die Gesamtheit der rationalen Zahlen,
wobei ich mich der Anschaulichkeit halber der Darstellung auf der
geraden Linie bediene. Auf dieser denken wir uns alle Punkte mit
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rationalen Abszissen markiert; wir bezeichnen sie kurz als rationale
Punkte. Man sagt dann, daf die Gesamtheit dieser vationalen Punkte
auf der Abszissenachse ,,iberall dicht' liegf, und meint damit,
daf in jedem noch so kleinen Intervalle moch wunendlich viele rationale
Punkie liegen. Abstrakter kann man, um nichts dem Inbegriff der ratio-
nalen Punkte Fremdes hineinzubringen, diese Definition dahin fassen,
daf zwischen je zwei rationalen Punkien noch stets ein weiterer vationaler
Punkt liegt. Eine Folge davon ist, dal man aus der Gesamtheit der
rationalen Punkte durchaus im Endlichen gelegene Teile ausscheiden

Klein, Elementarmathematik I. 3. Aufl. 3
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kann, die weder ein kleinstes, noch ein groBtes Element enthalten;
ein Beispiel bildet die Gesamtheit aller rationalen Punkte zwischen
0 und 1, diese Punkte selbst nicht mit einbegriffen; denn in ihr gibt
es zu jeder rationalen Zahl noch eine zwischen dieser und 0 gelegene,
also kleinere, und ebenso eine zwischen ihr und 1 gelegene, also grifere
Zahl. Diese Begriffsbildungen gehéren in ihrer systematischen Aus-
bildung bereits der Cantorschen Mengenlehre an; wir werden in der Tat
spiter den Inbegriff der rationalen Zahlen mit den hier erwihnten
Eigenschaften als wichtiges Besspiel esner Menge verwenden.

Ich gehe nunmehr zu der dritten Ausdehnung des Zahlbereiches
tiber: zu den Irrationalzahlen.

3. Die irrationalen Zahlen.

Wir wollen uns hier nicht erst mit der Frage aufhalten, wie dieses
Gebiet auf der Schule gewdhnlich behandelt wird, denn iiber einige
Beispiele kommt man da meist nicht weit hinaus; wir gehen besser
sogleich auf die geschichtliche Entwicklung ein. Historisch
liegt der Ursprung des Begriffes der trrationalen Zahlen
jedenfalls in der geometrischen Anschauung und dem geo-
melrischen Bediirfnis. Denken wir uns die Abszissenachse,
wie soeben erértert, iiberall dicht mit der Menge der ratio-
nalen Punkte besetzt; dann gibt es noch weitere Punkte,

Abb. 7. wie das zuerst Pythagoras in etwa folgender Weise gezeigt
haben soll: Hat man ein rechtwinkliges Dreieck mit zwei
Katheten der Linge 1, so ist die Hypotenuse gleich }2, und das ist

. . a .
gewiB keine rationale Zahl; denn setzt man ]/E =3 Woa und b teiler-

fremde ganze Zahlen sein mégen, so kommt man leicht mit bekannten Ge-
setzen der Teilbarkeit ganzer Zahlen in Widerspruch. Trdgt man nun
die so geometrisch konstruierte Strecke auf der Abszissenachse von 0 an ab,
so erhilt man einen wichtrationalen, in jener tiberall dichten Bedeckung
noch nicht enthalienen Punkt. Ferner aber war den Pythagoreern gewil3
auch schon bekannt, daB ebenso in den meisten Fillen die Hypo-
tenuse Jm?-n2 eines rechtwinkligen Dreiecks mit den ganzzahligen
Katheten m, # irrational ist; diese auBerordentlich wesentliche Erkennt-
nis war wohl das Opfer von 100 Ochsen wert, durch das sie Pythagoras
gefeiert haben soll und iiber das so gern schlechte Witze gemacht
werden. Wir wissen auch, daB sich die Schule des Pythagoras mit Vor-
liebe mit der Aufsuchung aller jener speziellen Wertepaare m, # beschaf-
tigte, fiir die sich rechtwirklige Dreiecke mit drei kommensurablen Seiten
ergeben, deren MaBzahlen sich ja bei geeignet gewdhlter Einheit in ganzen
Zahlen ausdriicken lassen (sog. pythagoreische Zahlen). Das einfachste
Beispiel eines dieser Zahlentripel, auf die wir noch néher zuriickkommen
werden, ist 3, 4, 5.
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Die spiteren griechischen - Mathematiker studierten nun neben
diesen einfachsten Irrationalititen auch immer verwickeltere; so finden

sich bei Euklid Typen wie {Ya + Yo u. dgl. Allgemein kann man
aber sagen, daf sie sich im wesentlichen auf solche Irrationalitdten be-
schrankien, die man durch wiederholies Quadratwurzelzichon gewinni
und demgemdfl geometrisch mit Lineal und Zirkel konstruieren Rann,;
die allgemeine Idee der Irrationalzahl besaflen sie aber wohl noch nichi.

Ich muB diese Bemerkung jedoch noch etwas niher prézisieren,
um MiBverstindnisse zu vermeiden. Sie soll nur besagen, daB die Griechen
kein Verfahren besafien, das arithmetisch die allgemeine irrationale
Zahl aus den rationalen herzustellen, zu definieren gestattet, so wie
wir es als Ertrignis moderner Entwicklung sogleich kennen lernen
werden. Trotzdem aber war ihnen von einer anderen Seite her der Begriff
der allgemeinen reellen, nicht notwendig rationalen Zahl geldufig, nur
hatte die Sache ein ganz anderes Aussehen als bei uns, da sie Buchstaben
fiir allgemeine Zahlen nicht benutzten. Sie betrachteten ndmlich —
Euklid stellt das ja systematisch so dar — Verhdltnisse zweier beliebiger
Strecken und operierten mit ihnen eigentlich genau so, wie wir heute
mit der beliebigen reellen Zahl umgehen; es finden sich da sogar De-
finitionen bei Euklid, die ganz an die moderne Theorie der Irrationalzahl
anklingen. Ubrigens ist im Namen noch immer ein Unterschied gegen
die ganze natiirliche Zahl; diese heiit doeduos, wihrend das Strecken-
verhiltnis, die beliebige reelle Zahl, A6yos genannt wird.

Eine Bemerkung iiber das Wort ,,irrational’ sei dem noch angefiigt.
Es ist jedenfalls die Ubersetzung des griechischen ,,dAoyos* ins Latei-
nische: Das griechische Wort aber sollte vermutlich ,,nicht aussprech-
bar'‘ bedeuten und besagen, daB die neuen Zahlen bzw. Streckenver-
haltnisse nicht wie die rationalen durch ein Verhdlinis zweier ganzen
Zahlen angegeben werden konnen?); erst das MiBverstindnis, daB das
lateinische ratio nur in der Bedeutung ,,Vernunft“ vorkomme, hat aus
irrational“ das ,,unverniinftig’* gemacht, das dem Namen der Irratio-
nalzahl jetzt anzuhaften scheint.

Die aligemeine Idee der Irrationalzahl ist wohl erst am Ende des
16. Jahrhunderts im Gefolge der Einfithrung der Dezimalbriiche auf-
getreten, deren Gebrauch sich damals in Verbindung mit dem Entstehen
der Logarithmentafeln einbiirgerte. Verwandelt man eine rationale
Zahl in einen Dezimalbruch, so kann man neben endlichen auch usn-
endliche Dezimalbriiche erhalten?), die jedoch unter allen Umstinden
periodisch werden; das einfachste Beispiel dafiir ist 4 =0,333...,
d. i. ein Dezimalbruch, dessen einziffrige Periode 3 sogleich hinter dem
Komma beginnt. Nun hindert nichts, sich einen aperiodischen Dezimal-

[!) Siehe Tropfke, zweite Auflage, Bd. 2, S. 71.]
2) Wegen ausfahrlicherer Behandlung dieses Gegenstandes vgl. S. 44f.
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bruch zu denken, dessen Ziffern nach sonst irgendeinem bestimmien Ge-
setz fortschreiten, und jeder Mensch wird ihn unwillkiirlich als bestimmie
und dann natiirlich nicht rationale Zahl betrachten. Damit ist aber der
Allgemeinbegriff der Irrationalzahl bereits gegeben — gewissermaBen
durch die Betrachtung der Dezimalbriiche von selbst eingefiihrt. Histo-
risch ging es demgemaB auch hier in der Tat so, wie wir es frither bei den
negativen Zahlen ausfiihrlich geschildert haben: Der Kalkiil zwang
zur Einfiihrung der newen Begriffe, und ohne dafi man viel iiber deren
Wesen und Begriindung nachdachte, operierte man eben mit thnen, zumal
ste sich vielfach als duferst niitzlich erwiesen.

Erst in den sechziger Jahren des 19. Jahrhunderts brach sich das
Bediirfnis nach priziser arithmetischer Formulierung der Grundlagen der
Irrationalzahlen Bahn, und es waren die Vorlesungen von Weierstraf
aus jenen Jahren, in denen das zuerst geschah. Eine allgemeine Grund-
legung gab 1872 G. Cantor in Halle, der Begriinder der Mengenlehre,
und gleichzeitig unabhingig von ihm R. Dedekind in Braunschweig.
Den Dedekindschen Standpunkt will ich hier in ein paar Worten er-
lautern. Wir denken uns im Besitze sidmtlicher rationalen Zahlen,
wollen aber jede Raumanschauung, die uns den Begriff der Kontinuitét
der Zahlenreihe ohne weiteres aufzwingt, ausschlieBen. Um von dieser
Grundlage aus zu einer rein arithmetischen Definition der Irrationalzahl
zu gelangen, bildet sich Dedekind den Begriff des,,Schnittes im Gebiete
der rationalen Zahlen. Ist r irgendeine rationale Zahl, so teilt sie
die Gesamtheit aller rationalen Zahlen in zwei Teile 4, B, derart, daf
jede Zahl aus A Rleiner als jede aus B ist und daf eine jede rationale
Zahl zu einer von beiden Klassen gehort: A ist die Gesamtheit aller ra-
tionalen Zahlen, die kleiner als 7 sind, B die aller gréBeren, wobei man 7
selbst ebensowohl zu A4 als zu B rechnen kann, es bleibt gleichgiiltig,
welche dieser beiden Moglichkeiten man wihlt. Neben diesen ,,eigent-
lichen Schwitien'* gibt es nun noch ,,uneigentliche Schnitte’*, das sind Ver-
teiiungen aller rationalen Zahlen auf zwei Klassen derselben Eigenschaften,
die nur micht durch eine rationale Zahl hervorgerufen werden, d.h. bei
denen weder in A eine gréBte noch in B eine kleinste rationale Zahl ent-
halten ist. Ein Beisprel solch eines uneigentlichen Schnittes liefert uns
etwa Y2 = 1,414. .. Uberhaupt gibt jeder unendliche Dezimalbruch zur
Definition eines Schnittes AnlaB, wenn man zu B jede rationale Zahl
rechnet, die gréBer als alle Naherungsbriiche des Dezimalbruchs ist;
zu 4 jede andere, die also von mindestens einem Niherungsbruch (und
damit von unendlich vielen) erreicht oder iibertroffen wird; man kann
sich iiberzeugen, daf dieser Schnitt eigentlich ist, wenn der Dezimal-
bruch periodisch, uneigentlich, wenn er nichtperiodisch ist.

GemdB dieser Uberlegung definiert nun Dedekind, was vom rein
logischen Standpunkte natiirlich als ,willkiirliche Festsetzung“ an-
gesehen werden muBl: Ein jeder Schnitt tm Gebiete der rationalen Zahlen
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heife eine rationale oder irrationale Zahl, je nachdem er eigentlich oder
uneigentlich ist. Daran schlieBt sich sofort eine Definstion der Gleich-
hest: zwei Zahlen heiflen gleich, wenn sie im Gebiele der rationalen Zahlen
denselben Schnitt hervorbringen. Aus dieser Defintion kann man geradezu
beweisen, daB z. B. 4 dem unendlichen Dezimalbruch 0,333 ... gleich
ist. Man wird, wenn man sich einmal auf diesen Boden stellt, in der
Tat einen Beweis dafiir, d. h. eine Zuriickfilhrung auf die angegebene
Definition, verlangen miissen, obwohl das dem naiv an die Sache Heran-
tretenden natiirlich ganz unnétig scheint. Dieser Beweis ergibt sich
iibrigens leicht, indem man sich iiberlegt, daB jede rationale Zahl unter-
halb # von den Niherungsbriichen des unendlichen Dezimalbruches
schlieBlich iiberschritten wird, wihrend sie stets unterhalb aller ratio-
nalen Zahlen bleiben, die gréBer als 4 sind. Die entsprechende De-
finition in den Wederstrafschen Vorlesungen erscheint in folgender
Form: zwei Zahlen heifen gleich, wenn sie sich um weniger unter-
scheiden, als jede noch so kleine vorgegebene GrifSe; man sieht leicht den
Zusammenhang mit der vorigen Erklirung. Besonders anschaulich wird
die letzte Definition, wenn man sich iiberlegt, warum 0,999 ... gleich 1
ist; der Unterschied ist eben sicher kleiner als 0,4, kleiner als 0,01 usw.,
also nach der Definition tiberhaupt gleich Null.

Fragt man sich nun, warum man die Irrationalzahlen ins System
der gewohnlichen Zahlen aufnehmen und unterschiedslos mit ihnen
rechnen kann, so ist der Grund in der Giiltigkeit der Monotoniegeseize
der elementaren Rechnungsoperationen zu suchen. Das Prinzip ist
folgendes: Hat man Irrationalzahlen zu addieren, multiplizieren usw.,
so schliefe man sie enger und immer enger zwischen rationale Gremzen
ein und mache mit diesen Grenzen die in Betracht kommenden Opera-
tionen; dann wird eben wegen der Giiltigkett der Monotoniesitze gleichzeitig
auch das Resultat tn immer engeve Grenzen eingeschlossen.

Es ist wohl nicht nétig, daB ich auf diese Dinge hier niher ein-
gehe, da Thnen bequem lesbare Darstellungen in sehr vielen Lehr-
biichern, besonders wiederum bei Weber-Wellstein und Burkhardt, leicht
zuganglich sind. Dort mégen Sie auch iiber die Definition der Irrational-
zahl Ausfiihrlicheres nachlesen, als ich hier andeuten konnte.

Ich mochte lieber wiederum auf das zu sprechen kommen, was
Sie in den Biichern meist nicht finden, auf die Frage nimlich, wie man
nach dieser Voranstellung der arithmetischen Theorie zu den Anwendungen
in den anderen Gebicten iibergehen kamn; insbesondere kommt hier die
analytische Geometrie in Betracht, die der naiven Anschauung gerade
umgekehrt als Quelle der Irrationalzahlen erscheint und es psycho-
logisch genommen in der Tat auch ist. Betrachten wir die Abszissen-
achse, auf der der Nullpunkt und auch die rationalen Punkte wie oben
schon festgelegt sein mogen, so lautet der Vordersatz, auf dem diese
Anwendung beruht: Zu jeder rationalen oder irrationalen Zahl gibt es
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einen Punkt, der sie als Abszisse hat, zu jedem Punkt der Geraden ge-
hort umgekehrt als Abszisse eine rationale oder irrationale Zahl. Einen
solchen obersten Satz, der an der Spitze einer Disziplin steht, und aus
dem alles folgende rein logisch entwickelt wird. wihrend er selbst nicht
logisch bewiesen werden kann, nennt man ein Axiom. Er muB je nach
der Veranlagung dem einzelnen Mathematiker entweder als snfuitiv
einleuchtend erscheinen, oder als mehr oder minder willkiirliche Ver-
abredung hingenommen werden. Das vorliegende Axiom iiber das ein-
deutige Entsprechen der reellen Zahlen einerseits und der Punkte der
Geraden andererseits wird gewdhnlich als das Canforsche Axiom be-
zeichnet, da G. Cantor der erste war, der es ausdriicklich formuliert
hat (in den Mathem. Ann. Bd. 5. 1872).

Es ist hier die Stelle, iiber die Natur der Rawmanschauung ein Wort
zu sagen. Man belegt eigentlich zwei verschiedene Erkenntnisquellen
mit dieser Bezeichnung: einmal die sinnlich unmittelbare, die empirische
Anschauwung des Raumes, die wir durch Messen kontrollieren kénnen,
dann aber die davon verschiedene idealisierende innere Raumanschauung,
man kann vielleicht sagen, die uns innewohnende Idee des Raumes,
die iber die Ungenauigkeit der sinnlichen Wahrnehmung hinaus-
geht. Einen analogen Unterschied deutete ich schon bei der Bespre-
chung des Anzahlbegriffes an. Wir kennzeichnen ihn am besten so:
Was eine kleine Zahl, wie 2 oder 5 oder auch noch 7, bedeutet, ist uns
unmittelbar klar, wihrend wir von gréBerén Zahlen, etwa 2503, keine so
unmittelbare Anschauung mehr haben; hier ist vielmehr an ihre Stelle
die innere Anschawung der geovdneten Zahlreihe, die wir uns aus den ersten
Zahlen durch vollstindige Induktion bilden, getreten. Mit der Raum-
anschauung nun liegt es dhnlich: Betrachten wir z. B. den Abstand zweier
Punkte, so kénnen wir ihn nur mit einer gewissen beschrinkien Genauig-
keit abschitzen und messen, denn unser Auge kann Strecken, deren
Unterschied unter einer gewissen Grenze liegt, nicht mehr als verschieden
auffassen; das ist die Tatsache der Schwelle, die in der ganzen Psychologie
eine so groBe Rolle spielt. Diese Erscheinung bleibt dem Wesen nach
auch bestehen, wenn wir unser Auge durch die denkbar schiarfsten Hilfs-
mittel unterstiitzen; denn es gibt physikalische Eigenschaften, die einen
gewissen Genauigkeitsgrad zu iiberschreiten nicht gestatten. Die Optik
lehrt nimlich, daB die Wellenlinge des Lichtes, die bekanntlich mit der
Farbe vartiert, von der GroBenordnung 101.—70 mm (=1 Mikron) ist;
sie zeigt ferner, daB Gegenstinde, deren Dimensionen gegen diese GroBe
klein sind, auch mit den besten Mikroskopen nicht mehr deutlich ge-
sehen werden kénnen, weil dann nur noch Beugung des Lichtes eintritt
und infolgedessen kein optisches Bild mit genauen Reproduktionen der
Einzelheiten mehr entworfen wird. Die Folge davon ist die Unmdiglichkeit,
auf divektem optischen Wege wesentlich feinere Lingenmessungen vorazu-
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nehmen als mit einer Genauigkest von 1 Mikron, so daf bei direkt gemessenen
Léngenangaben in Miliimetern nur die ersten 3 Dezimalen eine gesicherie Be-
dewtung haben kinnen. Ebenso werden wir bei allen physikalischen Beob-
achtungen und Messungen stets auf solche nicht zu iiberschreitende
Schwellenwerte stoBen, welche bei derartig gemessenen und in Millimetern
angegebenen Lingen die duBerste Grenze der moglichen Genauigkeit be-
stimmen. Angaben jenseits dieser Grenze haben keinen Sinn mehr und
sind ein Zeichen von Unwissenheit oder gar Schwindel. Solche iibertrieben
genaue Zahlen findet man, beilaufig gesagt, 6ftersin den Reklameschriften
von Badeorten, wo der Salzgehalt der Quellen, der iibrigens auch von
der Zeit abhingt, auf eine Anzahl von Dezimalen angegeben ist, deren
genaue Bestimmung durch Wigung einfach unméglich ist.

Gegeniiber dieser Eigenschaft der empirischen Raumanschauung,
an eine beschrinkte Genauigkeit gekniipft zu sein, beansprucht die ab-
strakte oder ideale Raumanschauung eine unbegrenzie Genauigkeit und geht
darin nach dem Cantorschen Axiom mit den arithmelischen Definitionen
des Zahlbegriffes genau parallel.

GemiB dieser Einteilung unserer Anschauung wird es nahe liegen,
auch die Mathematik in zwei Teile zu teilen, die man als Approximations-
und Prizisionsmathematik bezeichnet hat. Wollen wir diesen Unter-
schied an der Deutung einer Gleichung f(x) = 0 erldutern, so handelt
es sich in der Approximationsmathematik genau wie in unserer tat-
sdchlichen empirischen Anschauung nicht darum, da8 der Wert f(x)
genau gleich 0 ist, sondern nur darum, daB sein Betrag |/ (x) | unter
der erreichbaren Schwelle € der Genauigkeit bleibt ; die Schreibweise f (¥) =0
soll also nur eine Abkiirzung fiir die Ungleichung |f (%) | < ¢ sein, mit
der man es tatsichlich zu tun hat. Erst die Prizisionsmathematik
hat die Gleichung f(x) =0 wirklich genau zu erfillen. Da in den
Anwendungen nur die Approximationsmathematik eine Rolle spielt,
kann man, etwas kraB ausgedriickt, auch sagen, dafl man eigentlich nur
diese Disziplin ,,braucht**, wihrend die Prizisionsmathematik blo8 zum
intellektuellen Vergniigen derer, die sich mit ihr beschiftigen, da ist und
im iibrigen fir die Entwicklung der Approximationsmathematik eine
wertvolle und wohl kaum entbehrliche Stiitze abgibt.

Ich schlieBe hier, um wieder auf unser eigentliches Thema zuriick-
zukommen, die Bemerkung an, daf die Begriffsbildung der Irrationalzahl
sicherlich nur in die Prizisionsmathematik gehort. Denn die Behauptung,
daf} zwei Punkte um eine irrationale Zahl von Millimetern voneinander
abstehen, kann unméglich realen Sinn haben, da doch, wie wir sahen, bei
unseren starren MaBstiben, wenn in Metern gemessen wird, alle Dezimal-
stellen hinter der sechsten keine reale Bedeutung mehr haben. Fiir die
Praxis kann man also rrationale Zahlen unbedenklich durch rationale er-
setzen. Dem scheint freilich zunichst zu widersprechen, da man in der
Kristallographie von dem Gesetze der rationalen Indizes spricht oder daB
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man in der Astronomie als wesentlich verschiedene Fille unterscheidet, ob
die Umlaufszeiten zweier Planeten rationales oder irrationales Verhiltnis
haben. In der Tat aber zeigt sich in dieser Ausdrucksweise nur wieder die
Vieldeutigkeit unserer Sprache; denn man meint hier rational und irratio-
nal in einem ganz andern als dem bisher benutzten, ndmlich in einem ap-
proximationsmathematischen Simne. In dieser Bedeutung sagt man namlich,
daBB zwei GroBen ein rationales Verhiltnis haben, wenn sie sich wie zwei

kleine ganze Zahlen verhalten, etwa wie 3 , wihrend man ein Verhiltnis

7
202 schon irrational nennen wiirde; wie groBl Zihler und Nenner in

7053

diesem zweiten Falle sein miissen, 148t sich nicht allgemein sagen und
ist von dem gerade behandeiten Problem abhingig. Alle diese inter-
essanten Beziehungen habe ich in einer Vorlesung im Sommersemester 1901
behandelt, die 1902 autographiert wurde und jetzt den dritten Band
des gegenwirtigen Werkes bilden soll (vgl. Vorrede zur 3. Aufl. S. VII):
Anwendung der Differential- und Integralvechnung auf Geometrie, ecine
Revision der Prinzipien’ [ Ausgeardb. v. C. H. Miiller.]

Mit einem Worte will ich nun zum SchluB noch darauf eingehen,
wie ich mir die Behandlung dieser Dinge auf der Schule wiinsche. Hier
ist eine genaue Theorie der Irrationalzahl dem Interesse und der Fassungs-
kraft der meisten Schiiler gemdB kaum am Platze. Der Knabe wird
sich meist mit Angaben von beschrinkter Genauigkeit gern zufrieden

. . 1
geben, eine Genauigkeit von Tooo MM schon bewundernd anstaunen

und gar nach unbeschrinkter Genauigkeit gewiB kein Verlangen tragen;
es geniigt also fiir diesen Durchschnitt, wenn man die Irrationalzahl
an Beispiclen nur im allgemeinen verdeutlicht, und so geschieht es wohl
auch meistens. Freilich werden einzelne besonders veranlagte Schiiler
wohl iiber dieses MaB hinaus eine nihere Einsicht verlangen, und hier
ist es eine lohnende Aufgabe der pidagogischen Kunst des Lehrers,
mit den erwiinschten weiteren Andeutungen nicht zuriickzuhalten,
ohne die Interessen der Mehrheit zu verletzen.

II1. Von den besonderen Eigenschaften der ganzen Zahlen.

Wir beginnen jetzt ein neues Kapitel, das der esgentlichen Lehre von
den ganzen Zahlen, der Zahlentheorie oder Avithmetik in engerem Sinne, ge-
widmet sein soll. Ich will zunichst tabellarisch an die einzelnen Fragen
erinnern, mit denen diese Wissenschaft in den Schulunterricht eingreift :

1. Das erste Problem der Zahlentheorie ist das der Teilbarkeit:
Ist eine Zahl durch eine andere teilbar oder nicht?

2. Man kann einfache Regeln angeben, die iiber die Teilbarkest
einer beliebigen Zahl durch kleinere Zahlen, wie 2, 3, 4, 5, 9, 11 usw.,
leicht entscheiden lassen.
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3. Es gibt unendlich viele Primzahlen, das sind Zahlen, die keinen
ergentlichen Teiler (auBer 1 und sich selbst) haben: 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17, ...

4. Man beherrscht die Teilbarkeitsverhiltnisse beliebiger Zahlen,
wenn man ihre Zerlegung in Primfakforen kennt.

5. Bei der Verwandlung rationaler Briiche in Dezimalbriiche spielt
die Zahlentheorie eine Rolle; sie zeigt, warum der Dezimalbruch perio-
disch werden muB und wie groB seine Periode wird.

Wihrend . diese Fragen bereits auf Quinta und Quarta behandelt
werden, tritt spiter die Zahlentheorie nur mehr an vereinzelten Stellen
auf, und zwar kommt allenfalls folgendes in Betracht:

6. Nicht auf jeder Schule, aber doch gelegentlich, ist von Ketten-
briichen die Rede.

7. Mitunter treten im Unterricht auch diophantische Gleichungen
auf, das sind Gleichungen mit mehreren auf ganzzahlige Werte be-
schrankten Unbekannten. Als Beispiel hebe ich die pythagoreischen
Zahlen hervor, von denen schon einmal gelegentlich gesprochen wurde
(vgl. S. 34); es handelt sich da um die ganzzahligen Losungstripel der
Gleichung: BB,

8. In enger Beziehung zur Zahlentheorie steht das Problem der
Kreisterlung, obwohl dieser Zusammenhang auf der Schule kaum jemals
herausgearbeitet wird. Soll man den Kreis in # gleiche Teile teilen,
natiirlich immer unter alleiniger Verwendung von Lineal und Zirkel,
so geht das ganz leicht fiir n = 2, 3, 4, 5, 6. Fiir n = 7 gelingt es aber
nicht mehr, und daher bleibt man auf der Schule achtungsvoll vor
dieser Aufgabe stehen; freilich spricht man es wohl nicht immer scharf
aus, daB diese Konstruktion fiir # = 7 wirklich unméglich ist — eine
Tatsache, deren Grund in etwas tiefergehenden zahlentheoretischen Uber-
legungen liegt. Um MiBverstindnisse, wie sie leider sehr hiufig sind,
zu vermeiden, betone ich ausdriicklich, daB es sich hier wieder nur um
ein Problem der Prizisionsmathematik handelt, das fiir praktische An-
wendungen ohne jede Bedeutung ist. In der Praxis wird man auch selbst
in solchen Fillen, in denen eine ,,exakte’ Konstruktion moglich ist,
diese meistens nicht benutzen; denn auf dem Boden der Approximations-
mathematik kann man viel zweckmébBiger durch einfaches, geschickt
angeordnetes Probieren den Kreis in jede beliebige Anzahl gleicher
Teile teilen, wobei man eine vorgeschriebene praktisch mogliche Ge-
nauigkeit bequem erreichen kann. In dieser Weise verfihrt jeder Me-
chaniker, der Instrumente mit geteilten Kreisen zu bauen hat.

9. Noch an einer Stelle wird auf der Schule die héhere Zahlen-
theorie gestreift, namlich bei der an die Quadratur des Kreises an-
schlieBenden Berechnung won @. Man pflegt da nach irgendeinem
Verfahren die ersten Dezimalen von & zu bestimmen und erwihnt
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beilaufig vielleicht den modernen Bewets fiir die Transzendenz von 7, der
das alte Problem der Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal in
negativem Sinne erledigt. Ich werde am SchluB der Vorlesung ausfiihrlich
auf diesen Beweis zuriickkommen. An dieser Stelle formuliere ich
nur die Behauptung exakt dahin, daf die Zahi 7 keiner algebraischen
Gleichung geniigt, deren Koeffizienten ganze Zahlen sind:

an®+bar-t+ ...+ kat+l=0;

die Ganzzahligkeit der Koeffizienten ist besonders wesentlich, und
gerade deshalb gehort das Problem auch der Zahlentheorie an. —
Natiirlich handelt es sich auch hier lediglich um eine Aufgabe der Pri-
zistonsmathematik, denn nur fiir diese hat der zahlentheoretische Charakter
von 7 Bedeutung; dem Approximationsmathematiker geniigt die Be-
stimmung der ersten Dezimalen, die ihm die praktische Ausfiihrung
der Quadratur des Kreises mit jeder iiberhaupt in Betracht kommen-
den Genauigkeit gestattet.

Damit wire die Stellung der Zahlentheorie auf der Schule ge-
schildert; fragen wir weiter, wie es im Universititsunterricht und in
der wissenschaftlichen Forschung um sie steht. Ich moichte da die selb-
standig arbeitenden Mathematiker hinsichtlich ihres Verhaltens zur
Zahlentheorie in zwei Klassen teilen, die ich vielleicht als Enthusiasten
und Indifferente unterscheiden kann. Fiir jene gibt es keine Wissen-
schaft, die so schon und wichtig wire, keine, die so klare und prazise
Beweise und Theoreme von véllig einwandfreier Strenge enthielte, wie
die Zahlentheorie; ,,wenn die Mathematik die Konigin der Wissen-
schaften ist, so ist die Zahlentheorie die Konigin der Mathematik*,
sagt Gauf einmal. Den Indifferenten andererseits liegt die Zahlen-
theorie ganz fern, sie kiimmern sich wenig um ihre Entwicklungen und
gehen ihr wohl gar aus dem Wege. Die Mehrzahl der Studierenden
diirfte in jhrem Verhalten mit dieser zweiten Richtung iibereinstimmen.

Den Grund dieser merkwiirdigen Spaltung glaube ich in folgendem
finden zu kénnen: Einmal ist die Zahlentheorie jedenfalls grundlegend
fir alle tiefer gehendem mathematischen Forschungen, auBerordentlich
hiufig stoft man, von ganz verschiedenen Gebieten ausgehend, zuletzt
auf verhdltnismiBig einfache arithmetische Tatsachen. Andererseits aber
ist die reine Zahlentheorie einé duferst abstrakie Sache, und die Gabe, so
Abstraktes mit GenuB auffassen zu kénnen, findet man nicht sehr haufig;
die schon daraus folgende Teilnahmslosigkeit diirfte der Umstand noch
vergroBern, da die zahlentheoretischen Lehrbiicher sich meist be-
fleifligen, auch in der Darstellung so abstrakt zu sein, wie nur irgend
moglich. Ich glaube, daf die Zahlentheorie viel zuginglicher werden und
viel mehr allgemeines Interesse finden wiirde, wenn man sie tn Verbindung
mit anschaulichen Elementen und geeigneten Figurem voriragen wollte;
wenn ihre Sitze auch logisch von diesen Hilfsmitteln unabhingig sind,
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so diirfte doch das Verstiandnis durch sie sehr erleichtert werden. Das
habe ich in Vorlesungen aus den Jahren 1895/961) versucht, und &hn-
liche Ziele verfolgt auch das Buch von H. Minkowski tiber ,, Diophantische
Approximationen''?). Meine Vorlesung hat einen mehr elementaren
einfithrenden Charakter, wihrend Minkowski sehr bald speziellere
Probleme in weitgehender Weise behandelt.

Was zahlentheoretische Lehrbiicher anlangt, so werden Sie vielfach
mit dem ausreichen, was Sie zwischendurch in den Lehrbiichern der
Algebra .finden. Unter der groBen Zahl der eigentlichen zahlentheo-
retischen Biicher mochte ich besonders Bachmanns ,,Grundlagen der
neueren Zahlentheorie'‘3) nennen.

Die speziclleren zahlentheoretischen Erorterungen, auf die ich hier
eingehe, will ich an die oben aufgefiihrten einzelnen Punkte anschlieBen,
und ich will besonders darauf sehen, die Untersuchung immer méglichst
anschaulich zu gestalten; natiirlich kommt dabei immer nur hervor,
was fiir den Lehrer wissenswert ist, keineswegs aber in einer Form, in
der er es unmittelbar den Schiilern weitergeben kann. Ich berufe mich
fiir die Notwendigkeit solcher Ausfithrungen besonders auf Examens-
erfahrungen, die mir zeigen, daB sich die zahlentheoretischen Kennt-
nisse der Lehramtskandidaten vielfach nur auf Schlagworter beschrianken,
ohne daB ein eingehenderes Wissen damit verbunden ist. Daf # ,,tran-
szendent'* ist, kann mir jeder Kandidat sagen; was dieses Wort aber
bedeutet, wissen sehr viele nicht, einmal erhielt ich sogar die Antwort,
daB eine transzendente Zahl weder rational noch irrational ist. Ebenso
finde ich recht hiufig Kandidaten, die wohl wissen, daB es unendlich
viele Primzahlen gibt, aber von dem Beweis dafiir keine Ahnung haben,
obgleich er doch so einfach ist.

Ich will nun unsere zahlentheoretischen Uberlegungen mit diesem
Beweise beginnen, indem ich bei Ihnen die Bekanntschaft mit den in
den ersten beiden Punkten unserer Aufzihlung enthaltenen ganz ein-
fachen Dingen ohne weiteres voraussetze. Geschichtlich bemerke ich
vorab, daB der Beweis uns von Euklid iibermittelt worden ist, dessen
Elemente'* (griechisch oroiyeia) ja nicht nur das System der Geometrie,
sondern ¢n geometrischer Sprache auch algebraische und arithmetische
Dinge enthalten. Der uns von Euklid iiberlieferte Beweis fiir die Existenz
unendlich vieler Primzahlen verlduft so: Wire die Folge der Primzahlen
endlich, so moge ihre Reihe 1, 2, 3, 5, ... $ sein; dann ist die Zahl
N={(1-2-3:5...p)+ 1 sicher weder durch 2, noch durch 3,5, ...,

1) Ausgewihlte Kapitel der Zahlentheorie (Autographierte Vorlesungen, aus-
gearbeitet von A. Sommerfeld und Ph. Furtwingler). Neuer (bereits vergriffener)
Abdruck. Leipzig 1907.

2) Mit dem Zusatz: Eine Einfithrung in die Zahlentheorie. Leipzig 1907.

3) Sammlung Schubert Nr. 53. Leipzig 1907. [Zweite Auflage, heraus-
gegeben von R. HaufBner, 1921.]
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noch schlieBlich durch p teilbar, denn stets bleibt bei der Division
der Rest 1 iibrig; daher muB sie entweder selbst eine Primzahl sein,
oder es gibt auBer 2, 3, ... p noch andere gréBere Primzahlen. Beides
widerspricht der Voraussetzung, womit auf indirektem Wege der Be-
weis gefithrt ist.

Was den vierfen Punkt, die Zerlegung in Primfakioren, anlangt,
so will ich Thnen noch eine der alteren Primfakiorentafeln vorlegen:
Chernac, Cribum arithmeticum?), ein groBes, sehr verdienstvolles Tabellen-
werk, das historisch um so mehr Beachtung verdient, als es in hohem
MaBe zuverlissig ist. Der Name der Tafel kniipft an das aus dem Alter-
tum iiberlieferte Sieb des Eratosthenes an; es liegt dabei die Vorstellung
zugrunde, daB man aus der Reihe aller Zahlen nach und nach die ,,aus-
siebt’‘, welche durch 2, 3, 5, ... teilbar sind, so daB schlieBlich nur
die Primzahlen iibrig bleiben. Chernac gibt nun von allen nicht durch
2, 3 oder 5 teilbaren Zahlen die Zerlegung in Primfaktoren an, und
zwar bis 1020000; dabei sind alle Primzahlen durch einen horizon-
talen Strich gekennzeichnet. Im Chernacschen Werke sind wohl iiberhaupt
zum ersten Male alle zwischen den angefithrten Grenzen liegenden
Primzahlen angegeben. Man hat {ibrigens im 19. Jahrhundert die Bestim-
mung aller Primzahlen noch viel weiter, bis zu neun Millionen, ausgedehnt.

Ich wende mich nun dem finfien Punkie zu, der Verwandlung
gewdohnlicher Briiche in Dezimalbriiche. Die eingehende Theorie findén
Sie bei Weber-Wellstein, ich will hier nur das Prinzip der Sache an

. . . - . 1
einem einfachen typischen Beispiel erértern: wir betrachten den Bruch 3

wobei $ eine von 2 und 5 verschiedene Primzahl ist, und werden zeigen,
1 . . . . . .
daf 5 gleich einem wumendlichen periodischen Dezimalbruch wird und

daf3 die Zifferanzahl 6 seiner Periode der kleinste Exponent ist, fiir den
10% durch p geteilt den Rest 1 lift, oder daB — zahlentheoretisch ge-
sprochen — & der kleinste Exponent ist, der der , Kongruenz'* geniigt:

10° = 1(mod p).
Der Beweis erfordert zunichst die Erkenntnis, daB diese Kongruenz

iiberhaupt stets 1osbar ist, und die vermittelt uns der sogenannte klesne
Fermatsche Satz, welcher aussagt, daB fiir jede zu 10 teilerfremde Prim-

zahl $: 10P~1 = 1(mod )

ist; auf den Beweis dieses fundamentalen Satzes, der zum stindigen
Werkzeug eines jeden Mathematikers gehort, will ich hier nicht erst
eingehen. Weiterhin miissen wir noch aus der Zahlentheorie den Satz
entnehmen, daB der in Frage stehende kleinste Exponent 8 entweder
P — 1 selbst oder ein Teiler von p — 1 ist. Dies konnen wir auf unser p

1) Deventer 1811.
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10° — ) .
anwenden und finden also, daB —P~— eine ganze Zahl N ist, so
daf folgt: 100 1
— =—+4 N.
P P

)

10 . .
Denken wir nun sowohl %, als auch — in einen Dezimalbruch ver-

wandelt, so miissen in beiden die entsprechenden Dezimalstellen tiber-
. . . . 108 1
einstimmen, da ihre Differenz eine ganze Zahl ist. Da aber —— aus —

P b

entsteht, indem man das Komma um & Stellen nach rechts riickt, er-
. LI .

gibt sich, dafl die Dezimalstellen von Y bei dieser Operation ungeindert

. ) 1

bleiben, mit anderen Worten, daf der Dezimalbruch — durch fortgesetzte

Wiederholung derselben ,,Periode’ von 0 Ziffern entsteht.

Um nun zu erkennen, da8 es keine kleinere Periode von 6’ < 8-Ziffern
gibt, brauchen wir nur zu zeigen, daB die Ziffernanzahl ¢’ jeder Periode der
Kongruenz 10% == 1 geniigen muB; denn wir wissen ja, daB & die kleinste
Losung dieser Kongruenz war. Dieser Beweis ergibt sich durch ein-
fache Umkehrung des vorigen Gedankenganges: Aus der Annahme folgt,

3
da3 % und —1; in den Dezimalstellen iibereinstimmen, also ist
10" 1 ,
5 "% eine ganze Zahl N’ und daher 10 — 1 durch ¢ teilbar, d. h.

in der Tat 104 ==1 (mod p). Damit ist der Beweis vollstindig gefiihrt.

Ich gebe Ihnen noch einige moglichst einfache instruktive Beispiele
dazu an, aus denen Sie ersehen mogen, daB d die verschiedensten Werte,
kleiner und gleich p — 1, wirklich annehmen kann. Bemerken Sie
zuerst, daf fir: 1=033...

die Ziffernanzahl der Periode 6 =1 ist, und in der Tat ist bereits
10t =1 (mod 3). Ferner finden Sie fiir:

71t = 0,0909. ..

0 = 2, und entsprechend 10! =10, 102==1 {mod 11). Der Hochst-
wert 6 = p — 1 tritt u. a. bei:

1 =0,142857 142857 ...

auf (0 = 6); in der Tat sind, modulo 7 genommen, 10 =3, 102 = 2,
108 =6, 10 =4, 10°=15 und erst 105 =1.

Ich will nun in #dhnlicher Weise iiber den sechsten Punkt meiner
Aufzihlung, die Kettenbriiche, sprechen. Dabei werde ich aber nicht
die iibliche abstrakt arithmetische Darstellung geben, die Sie ander-
warts, z. B. im Weber-Wellstein, bevorzugt finden, sondern ich will
Thnen gerade an diesem Beispiel zeigen, ein wie klares und leicht ver-
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stindliches Aussehen zahlentheoretische Dinge durch eine geometrisch-
anschaulische Darstellung erhalten. Ubrigens lenken wir mit dieser
Verwendung geometrischer Hilfsmittel in der Zahlentheorie eigentlich
nur in die alten Bahnen von Gauf und Dirichlet wieder ein; erst die
neueren Mathematiker haben, etwa von 1860 an, die geometrischen
Methoden aus der Zahlentheorie verbannt. Natiirlich kann ich hier nur
die wichtigsten Gedankenginge und Theoreme ohne Beweise kurz angeben,
wobei ich auch annehme, daB Sie der elementaren Theorie der Ketten-
briiche nicht ganz fremd gegeniiberstehen; eine eingehende Darstellung
enthilt iibrigens meine autographierte zahlentheoretische Vorlesung?).

Sie wissen, wie die Kettenbruchentwicklung einer gegebenen positiven
Zahl o entsteht: Wir sondern die groBte positive ganze in @ enthaltene
Zahl #n, ab, indem wir schreiben:

=%+ 7,, wobei 0=7,<1,

1
behandeln, falls 7, + 0 ist, ~ ebenso wie w:
°

%o_—_nl+11, wobei osr <14,
und gehen in derselben Weise weiter:

_:_1=n2+12, wobei 0r7r<1,

1 .

727:"3-'—7"’ wobei 0=r, <1,

.................................

Der Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritien ab, wenn w rational
ist, da dann notwendig einmal ein verschwindender Rest 7, auftritt;
andernfalls ist er wmbegrenzt fortsetzbar. In jedem Falle schreiben wir
kurz als ,,Kettenbruchentwicklung von w:

w=1mn,+ 1

mtl
n, + 1

"3 + .

Als Beispiel filhre ich die Kettenbruchentwicklung fiir = an:
1

= 3,14159265 ... = —
7 = 3,14159265 3+7+1

15 4+ 1

141

[*) Vgl auch Klein, F.: Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. II,
S. 209—211. Berlin 1922.]
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Bricht man den Kettenbruch nach dem 4%®, 2!, 3t Teilnenner
ab, so erhilt man rationale Briiche, die Ndiherungsbriiche von w:
pO 1 1’] 1 PZ
Ny =—, Mg+ —="", "y + ===,...
A *Tm @ lm +1 ¢
%y

sie stellen auferordentliche gute Niherungswerte fiir die Zahl w dar, und
zwar gibt — genauer gesagt — jeder einzelne von ihnen die beste An-
néherung, die man mit trgendeinem rationalen Bruch von nicht griferem
Nenner iiberhaupt erzielen kann. Diese Eigenschaft macht die Ketten-
bruchtheorie iiberall da praktisch wichtig, wo es sich darum handelt,
Irrationalzahlen oder Briiche mit sehr groBlen Nennern (etwa Dezimal-
briiche mit vielen Stellen) durch Briiche mit moglichst kleinen Nennern
so gut wie moglich zu approximieren. Wie gut die Anniherung tatsich-
lich wird, sehen Sie aus folgender Umrechnung der ersten Ndiherungsbriiche
von 7 in Dezimalbriiche, wenn Sie sie mit der Dezimalentwicklung
-7t = 3,44159265 . . . vergleichen:

pO Pl 22

D=3, =_=13,14285...,

6 g7 P

p2_333 _ By _ 355 _

o= qog = M09 Pr=r=3144150202. ..

Sie bemerken iibrigens in diesem Beispiele, daB die Niherungsbriiche
immer abwechselnd kleiner und gréSer als wsind. Entsprechendes gilt be-
kanntlich aligemein, so daf also durch die Kettenbruchentwicklung w alter-
nierend von unien und oben in immer engere Grenzen eingeschlossen wird.
Wir wollen nun diese Uberlegungen durch geometrische Bilder beleben.
Wir denken uns dazu (vgl. Abb. 8) im positiven Quadranten der x-y-Ebene
~ wenn wir uns auf die Betrachtung positiver Zahlen beschrinken
wollen — alle Punkte mit ganzzahligen Koordinatenwerten markiert, die
ein sogenanntes Punkitgitter bilden. Betrachten wir dieses Gitter, ich
mdchte fast sagen diesen ,,Sternhimmel* von Punkten, einmal vom Koor-
dinatenanfangspunkt O aus. Der Leitstrahl von 0 nach dem Punkte
(x =a, y =) hin hat die Gleichung:
%

y

und umgekehrt liegen auf jedem solchen Strahle g = A mit rationalem

=2
=

A =% unendlich viele ganzzahlige Punkte (ma, mb), wobei m eine

beliebige ganze Zahl ist. Man sieht daher von 0 aus n allen rationalen
Richtungen und nur in diesen Punkte unseres Gitters, das Gesichts-
feld ist iberall dicht, aber doch nicht vollstindig und kontinuierlich
mit ,,Sternen” erfiillt; man mag geneigt sein, diesen Anblick mit dem der
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”
Milchstrale zu vergleichen. — Auf einem irrationalen Strahle 7= W,

wobet w trrational ist, liegt also aufer O selbst kein einziger ganzzahliger
Punkt, was an sich schon recht bemerkenswert ist. Offenbar macht
eine solche Gerade, wie wir in Erinnerung an Dedekinds Definition der
Irrationalzahl sagen konnen, einen Schnitt im Gebiete aller ganzzahligen
Punkte, indem sie das Punktgitter in einen links und einen rechis von thr
gelegenen Punkthaufen scheidet. Fragen wir nun, wie diese beiden Punkt-

haufen sich gegen unsern Strahl y = w abgrenzen, so ergibt sich eine

4ufBlerst einfache Beziehung zur Kettenbruchentwicklung von w. Markieren

>

-4
A
[ . [ /; /ﬂj.%)
7
. . . o/ o
4

L . . ////t .

Vi

/ﬂ/p%}//’
L] L] /i L] *
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L] . ///. . .
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7 V113, 05)

/ /4 3 . Y
7/
//ZZr%)/ /
s, /l . . . .
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/ » ) // 4 L] ]
/zo % If(flnq})
ML .
Abb. 8.

wir nimlich zu jedem der Ndherungs-
briiche %:— den Punkt (¥ =9,, ¥y =4¢,),
so miissen die Strahlen nach diesen
Punkten den Strahl % = @ immer

besser abwechselnd von links und
rechts approximieren, in demselben

MaBe wie die Zahlen —?—den Wert w

approximieren. Dariiber hinaus nun
findet man folgendes Theorem, wenn
man die bekannten zahlentheoreti-
schen Eigenschaften der p,, ¢, be-
nutzt: Denken wir uns in alle ganz-
zahligen Punkte Stifie oder Steck-
nadeln gesteckt, wie etwa bei dem
sogenannten chinesischen Billard,

und wmschlingen wiv den Stifthaufen rechts und links des w-Strahles mit je
einem Faden, den wir straff anziehen, so sind die Ecken der entstchenden, die
betden Punkthaufen begrenzenden konvexen Fadenpolygone gerade umsere
Punkie (p,, q,), welche die Zihler und Nenner der sukzessiven reduzierien
Niherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von  zu Koordinaten haben,
und zwar gehdren zu dem linken Polygon die Niherungsbriiche mit gevadem,
zu dem vechten die mit ungeradem Index. Damit hat man eine neue, und, wie
man wohl sagen muB, &duflerst anschauliche geometrische Definition der
Kettenbruchentwicklung. Die in Figur 8 gegebene Abbildung ent-

spricht dem Fall:
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entworfen, d. i. fiir die Irrationalitit des reguliren Zehnecks; hier sind
die ersten Ecken der beiden Polygone:

1inks: p0=0, 70=1; p2=1, q2=2, P4=3, 94=5;--~
rechts: o =1, ¢ =1; P3=2, g;=3; P5=5,¢ =28, ...

Fir # wachsen die Werte p,, g, weit rascher, so da man in concreto
die Abbildung kaum wird zeichnen kénnen. Den Beweis unseres Theo-
rems, auf den ich hier nicht eingehen kann, finden Sie ganz ausfiihr-
lich in meiner auf Seite 43 genannten autographierten Vorlesung dar-
gestellt.

Ich gehe nun zur Behandlung des siebenten Punktes, der pytha-
goreischen Zahlen, tiber; hier werden wir die Raumanschauung in etwas
anderer Form benutzen. Statt der Gleichung:

(1) a? + b% = c?,

deren ganzzahlige Losungen gesucht werden, betrachten wir, indem wir:
a b

(2) c £, P Y]

setzen, die Gleichung;
6) Ett=1

und haben nun die Aufgabe, alle rationalen Zahlenpaare &, 5 zu bestim-
men, die ihr geniigen. Wir gehen demgeméB von der Vorstellung
aller rationalen Punkte &£, n (d. h. aller Punkte mit rationalen Koordi-
naten & und %) aus, welche die &-7% - Ebene iiberall dicht erfiillen. Nun
stellt &2 + 92 = 1 den Einheitskreis in dieser Ebene um den Nullpunkt
dar, und unsere Aufgabe kommt auf die Frage hinaus, wie sich dieser
Kreis zwischen den iiberall dicht liegenden rationa- -
len Punkten hindurchwindet, insbesondere welche
dieser Punkte er emthdlt. Einige solcher Punkte

kennen wir von Haus aus, namlich die Schnitt-

punkte mit den vier Halbachsen, von denen wir - 4 £
vorzugsweise den Punkt S (§ = — 1, # = 0) be- \‘ J

trachten wollen (vgl. Abb.9). Die sémtlichen Strah-

len durch S lassen sich durch die Gleichung:

(4) 1]=)~(E+'1) ; Abb. 9.
darstellen. Wir nennen den einzelnen Strahl rational oder irrational,
je nachdem der Parameter 4 rational ist oder nicht. Nun gilt der Doppel-
satz, daf jeder vationale Punkt des Kreises aus S durch einen rationalen
Strahl projiziert wird und dafl jeder rationale Strahl (4) den Kreis in einem

rationalen Punkie schneidet. Die erste Hilfte dieses Satzes ist wohl un-
mittelbar klar. Die zweite beweisen wir durch direkte Rechnung, indem

n°

Klein, Elementarmathematik I. 3. Aufl, 4
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wir (4) in (3) einsetzen; wir erhalten dann fiir die Abszisse des Schnitt-
punktes die Gleichung: £ 42 (£ 1)t =1

oder: (148 +2028+2—-1=0.

Eine Losung &= —1 dieser Gleichung, die dem Schnitte S entspre-
chende, kennen wir von vornherein; fiir die andere ergibt sich durch
eine kleine Rechnung:

1 — A2
(52) =rra
und aus (4) folgt als zugehorige Ordinate:
24
(5b) =i

Aus (5a) unu (5b) folgt, daB der zweite Schnitt bei rationalem 4 in der
Tat ein rationaler Punkt ist.

Unser nunmehr vollstindig bewiesener Doppelsatz 148t sich auch
dahin aussprechen, daf alle rationalen Punkie des Kreises durch die
Formeln (5) bei beliebigem rationalen A dargestellt sind. Damit ist aber
unsere Aufgabe gelost, und wir haben nur noch den Ubergang zu den
ganzen Zahlen zu machen. Dazu setzen wir:

=2,
m
wobei #, m ganze Zahlen sein mogen, und erhalten aus (5):
m? — n? 2mn
=7, N =——
m2 4+ n m? + n?

als Inbegriff aller rationalen Lésungen von (3). Samtliche ganzzahligen
Losungen der urspriinglichen Gleichung (1), d. h. alle pythagoreischen
Zahlen, sind also in der Form:

a=m?— n?, b=2mn, c=m2 -+ n?

gegeben, und zwar erhdlt man bereits alle feilerfremden Losungen, wenn
m, n alle Paare von teilerfremden ganzen Zahlen durchlaufer. Wir haben
damit eine sehr anschauliche Ableitung dieses sonst so abstrakt er-
scheinenden Resultates erhalten.

Im AnschluB hieran will ich noch auf den ,,groflen Fermatschen Satz'
zu sprechen kommen. Es liegt ganz im Sinne der alten Geometer, wenn
man die Fragestellung der pythagoreischen Zahlen aus der Ebene in
den Raum von 3 und mehr Dimensionen in folgender Weise iibertragt:
Ist es moglich, daB die Summe der Kuben zweier ganzer Zahlen wieder
ein Kubus, oder daB die Summe zweier Biquadrate wieder ein Biquadrat
ist usw., oder allgemein: Ist fiir belicbiges ganzzahliges n die Gleichung:

A4 yn ="
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in ganzen Zahlen lisbar? Diese Frage hat Fermat eben durch das
nach ihm benannte Theorem verneinend beantwortet: Die Gleichung
A" YP = 2 ist fiiy keinen ganzzahligen Wert von n aufer fiir n =1 und
n =2 in ganzen Zahlen lisbar. Gestatten Sie zundchst einige historische
Notizen: Fermat lebte von 1601 bis 1665 und war in Toulouse Parla-
mentsrat, also Jurist. Er beschiftigte sich aber viel und in fruchtbarster
Weise mit mathematischen Fragen, so dal man ihn mit zu den groSten
Mathematikern rechnen darf. Fermats Name verdient unter den Begriin-
dern der analytischen Geometrie, der Infinitesimalrechnung, der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung an hervorragender Stelle genannt zu werden ; be-
sonders bedeutend jedoch sind seine zahlentheoretischen Leistungen. Alle
seine Resultate auf diesem Gebiet sind als Randbemerkungen zu seinem
Handexemplar des Diophant hinterlassen, des groBen antiken Zahlen-
theoretikers, der wahrscheinlich um 300 n. Chr., also etwa 600 Jahre

N 7
n=3\\ 7
N n=4

Abb. 10. Abb. 11.

nach Euklid, in Alexandria lebte; sie wurden in dieser Gestalt erst
5 Jahre nach Fermats Tode von seinem Sohne veréffentlicht. Er selbst
hat nichts publiziert, sondern seine Arbeiten nur zum Teil durch einen
umfangreichen Briefwechsel mit den Bedeutendsten seiner Zeitgenossen
bekannt gemacht. In jener Diophantausgabe steht nun auch der groBe
Satz, der uns jetzt beschiftigt, und dazu schreibt Fermat, ,,er habe
einen wirklich wunderbaren Beweis gefunden, doch sei der Rand zu
eng, um ihn zu fassenl). Es ist bis heute nicht gelungen, einen Be-
weis dieses Satzes zu finden!

Um uns iiber seinen Inhalt etwas niher zu orientieren, fragen wir,
wie bei # = 2, zunichst nach den rationalen Losungen der Gleichung:

St gt=1,
d. h. nach der Lage der dadurch dargestellten Kurven zu der Gesamtheit
der rationalen Punkte der &-n-Ebene. Fiir # =3 und # =4 haben die

Kurven ungefiahr das in den obenstehenden Abbildungen 10, 11 skizzierte
Aussehen; sie enthalten jedenfalls die Punkte £ =0, # =1 und &=1,

1) Vgl. die Fermatausgabe der Pariser Akademie: Oeuvres de Fermat, T. I,
S. 291. Paris 1891 und T. III, S. 241. Paris 1896.

4%
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7 =0 bzw. £§=0, 7 =+1 und § =41, 5 =0. Die Fermatsche
Behauptung besagt nun, daB diese Kurven — im Gegensatz zu dem
vorhin betrachteten Kreise — sich durch die iiberall dicht liegende
Menge der rationalen Punkte hindurchschlingeln, ohne sonst auch nur
noch einen einzigen zu treffen.

Das Interesse dieses Satzes beruht vor allem darauf, daf3 alle An-
strengungen, einen vollstindigen Beweis fiir thn zu finden, bisher vergeblich
waren. Was Beweisversuche anlangt, ist vor allem Kummer zu nennen,
der das Problem sehr wesentlich férderte, indem er es mit der Theorie
der ,,algebraischen’’ Zahlen in Verbindung brachte, insbesondere zunichst
mit der Theorie der ,,Kreisteilungszahlen'‘. Unter Benutzung der #*® Ein-

2z
heitswurzel ¢ =¢ ® kann man ndmlich 2* — 4" in # Linearfaktoren
spalten und erhilt fiir die Fermatsche Gleichung:
M=(z2—y)(z—ey)(z—&y) -z - ly),

d. h. es soll die #'® Potenz der ganzen Zahl x in # Faktoren zerlegt
werden, die aus zwei ganzen Zahlen y, z und der Zahl ¢ in der angedeuteten
Weise aufgebaut sind. Fiir solche Zahlen entwickelte nun Kummer
ganz dhnliche Theorien, wie sie fiir die gewShnlichen ganzen Zahlen von
altersher bekannt sind, die also auf den Begriffen der Teilbarkeit, der
Faktorenzerlegung wusw. beruhen. Man spricht demgemidl wvon
ganzen algebraischen Zahlen und hier speziell von Kreisteilungszahien,
wegen der Beziehung der Zahl ¢ zur Kreisteilung. Der Fermatsche Satz
ist also fiir Kummer ein Theorem tiber die Faktorenzerlegung tm Bereiche
der algebraischen Kreisteilungszahlen, und aus deren Theorie versucht
er einen Beweis fiir ihn abzuleiten. Das ist thm nun in der Tat fiir
eine sehr grofe Anzahl von Werten n gegliickt, insbesondere z. B. fiir
alle Werte von # unter 100; unter den groBeren Zahlen jedoch finden
sich Ausnahmewerte, fiir die ihm und auch den neueren Mathematikern,
die seine Untersuchungen fortfiihrten, der Beweis bis jetzt nicht ge-
lungen ist. Ich mufB mich hier mit diesen Andeutungen begniigen,
nihere Angaben iiber den Stand des Problems und {iber die Kummer-
schen Publikationen finden Sie in der mathematischen Enzyklopidie,
Bd. T, 2, S. 714, am Ende des Referates von Hilbert iiber die ,,Theorie
der algebraischen Zahlkérper'*. Hilbert selbst gehért zu denen, die die
Kummerschen Untersuchungen fortgesetzt und ausgedehnt haben?).

DaB3 freilich Fermats ,,wunderbarer Beweis’ in dieser Richtung
gelegen hat, kann kaum angenommen werden; denn es ist nicht sehr
wahrscheinlich, daB er mit algebraischen Zahlen operieren konnte zu
einer Zeit, in der man noch nicht einmal sicher iiber das Imaginire
Bescheid wuBte; auch war die Zahlentheorie damals noch recht unent-

[1) Eine zusammenfassende Darstellung der elementaren, auf den Fermatschen
Satz sich beziehenden Untersuchungen findet man bei P. Bachmann: Das Fer-
matproblem. Berlin 1919.]



GroBer Fermatscher Satz. 53

wickelt und erhielt erst gerade durch Fermat weitgehende Anregungen.
Andererseits ist nicht anzunehmen, da8 ein Mathematiker vom Range
Fermats einen Fehler in seinem Beweise begangen hat, wenngleich
solche Fehler auch schon bei den groften Mathematikern vorgekom-
men sind. Wir miissen also wohl glauben, da8 ihm der Beweis durch
einen besonders gliicklichen einfachen Gedanken gelungen ist. Da wir
aber nicht den mindesten Anhalt fiir die Richtung haben, in der man
diesen Gedanken suchen konnte, so ist ein vollstindiger Beweis des
Fermatschen Satzes wahrscheinlich nwur durch systematische Weiterfiihrung
der Arbeiten Kummers zu erwarten.

Diese Fragen wurden besonders aktuell, als unserer Gottinger
Gesellschaft der Wissenschaften ein Preis von 100 000 Mark fiir die
Erledigung des Fermatschen Satzes zur Verfiigung gestellt wurde. Er ist
eine Stiftung des im Jahre 1906 verstorbenen Mathematikers Wolfskehl
in Darmstadt, der sich wahrscheinlich sein Leben lang mit dem Fermat-
schen Satz beschiftigt und aus seinem groBen Vermogen diese Stiftung
hinterlassen hat fiir den Gliicklichen, der entweder den Fermatschen Satz
allgemein beweist oder ihn durch Angabe eines einzigen Gegenbeispieles
widerlegt?!). Freilich wire auch eine solche Widerlegung keine ganz ein-
fache Sache, da der Satz fiir Exponenten unter 100 ja schon bewiesen
ist und man also mit ungemein groBen Zahlen zu rechnen anfangen mu8.

Wie der Mathematiker, der die ganze Sachlage und die Anstren-
gungen von Kummer und seinen Nachfolgern bei ihren Beweisversuchen
kennt, iiber die Schwierigkeit der Gewinnung dieses Preises denken muB,
geht aus meinen vorigen ‘Ercrterungen hervor. Das grofe Publikum
ist freilich anderer Meinung. Seit im Spidtsommer 1907 die Nachricht
von dem Preise durch die Zeitungen ging — die iibrigens nicht zur
Veroffentlichung autorisiert waren — ist bei uns ein ungeheurer Stof3
von ,Beweisen“ eingelaufen; Leute aller Berufsstinde, Ingenieure,
Volksschullehrer, Geistliche, ein Bankier, viele Damen usw. sind an
diesen Einsendungen beteiligt. Allen gemeinsam ist nur das, daf} sie
keine Ahnung von der ernsten mathematischen Bedeutung des Problems
haben, daB sie auch nicht den Versuch machen, sich dariiber zu unter-
richten, sondern daB sie durch einen plétzlichen Einfall die Losung
finden wollen, wobei natiirlich ausnahmslos etwas ganz Falsches her-
auskommt. Was da an Verkehrtheiten zutage gefordert wird, kann man
in den kritischen Besprechungen solcher Beweise sehen, die A. Fleck,
der von Beruf praktischer Arzt ist, Ph. Maennchen und O. Perron im
»Archiv fiir Mathematik und Physik“?) in groferer Anzahl bringen.

1) Die ausfithrlichen Bedingungen fiir die Bewerbung um den [nun langst
entwerteten] Preis sind veroffentlicht in den Nachrichten d. Ges. d. Wissenschaften
zu Gottingen, Geschaftl. Mitt. 1908, S. 103f. und in vielen math. Zeitschriften ab-
gedruckt (vgl. z. B. Math. Ann. Bd. 66, S. 143; Journ. f. Math. Bd. 134, S. 313).

2) [Bd. XIV, XV, XVI, XVII, XVIII (1901—1911).]
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Diese Massenabschlachtungen sind sehr amiisant zu lesen, so traurig
es eigentlich ist, daB sie notwendig sind. Ein Beispiel méchte ich er-
wihnen, das zu unserer Behandlung des Falles %2 4 92 =22 in Be-
ziehung steht. Man untersucht, ob sich fiir die Funktion x" - y™=2z"
(n >2) eine rationale Parameterdarstellung gewinnen liBt wund
findet das aus der Theorie der algebraischen Funktionen schon lingst
bekannte Resultat, daBl dies — im Gegensatz zu dem Falle # =2 — nicht
moglich ist. Nun beachtet man nicht, dal} eine nicht rationale Funktion
fiir einzelne rationale Werte des Arguments gar wohl rationalzahlige
Werte annehmen kann, und glaubt den Fermat bewiesen zu haben.
Ich schliefe damit die Erérterungen iiber den Fermatschen Satz
und komme zum achlen Punkt meiner Aufzihlung, dem Probleme der
Kreisteilung. Ich darf wohl hierbei das Ope-

J 27 rieren mit komplexen Zahlen x + 7y und
i € ihre Darstellung in der komplexen x-y-Ebene

e —7/ als Thnen allen bekannt benutzen, obwohl

P , wir systematisch erst spater darauf eingehen
x

x-Ebene

werden. Es handelt sich nun um das

o5 Problem, den Kreis in n gleiche Teile zu
e ' . . . .

o tetlenoder ein regulires n-Eck zu konstruieren.

Wir identifizieren den Kreis mit dem Ein-

Abb. 12. heitskreis um den Nullpunkt‘ der komplexen

x-y-Ebene und nehmen x + ¢y =1 als ersten

der » Teilpunkte (vgl. Abb. 12, in der n = § gewihlt ist); dann geniigen

die den # Ecken zugehorigen komplexen Zahlen:

2k
2kn kg

-+ ¢sin " = " (k=0,1,...,n—1)

. 2km
Z =%~ 19y =CO0S

nach dem Moivreschen Satze der Gleichung:

, =1,
und damit ist die Aufgabe der Kreisteilung auf die Losung dieser ein-
fachen algebraischen Gleichung zuriickgefiithrt. Da sie stets die rationale

Wurzel z =1 hat, ist 2* — 1 durch z — 1 teilbar, und fiir die iibrigen
# — 1 Wurzeln bleibt die sog. Kreisteilungsgleichung:

Pl pgn2 4 oo d 2424 1=0,
eine Gleichung (n — 1)!® Grades, bei der alle Koeffizienten gleich +-1
sind.

Aus dem Altertum stammt das Interesse fiir die Frage, welche
reguldren Polygone man mit Lineal und Zirkel prizisionsgemdfi kon-
struteren kamn. Es war auch im Altertum schon bekannt, daB diese
Aufgabe fiir die Eckenanzahlen #n = 2",3, 5 (bei beliebigem ganzzahligen &)
und ebenso fiir die zusammengesetzten Werte # = 2k.3, n = 2k .5,
n=2"-3-5 moglich ist. Auf diesem Punkte blieb das Problem bis
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zum Ende des 18. Jahrhunderts stehen, wo sich der junge Gauf mit
ihm beschiftigte. Er fand, daf nock weiterhin fiir alle Primzahlen von
der Form: B

p=20) 11
die Kreisteilung mit Lineal und Zirkel moglich ist, aber fiir keine anderen.

Fir die ersten Werte u =0, 1, 2, 3, 4 ergibt diese Formel in der
Tat Primzahlen, und zwar:

3, 5,17, 257, 65537;

davon waren die ersten beiden Fille bereits bekannt, wiahrend die andern
wesentlich Neues lieferten. Besonders beriihmt ist das regulire Siebzehn-
eck, dessen Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal von GauB zum
erstenmal bewiesen ist. Ubrigens ist nicht bekannt, fiir welche u die
obige Formel Primzahlen liefert. Man weil aber z. B. seit Euler, daB
sie fiir u = 5 eine zusammengesetzte Zahl gibt. Auf Einzelheiten will
ich auch hier wieder nicht eingehen, sondern lieber die allgemeinen Ver-
hiltnisse und die Bedeutung dieser Entdeckung schildern. Genaueres iiber
das regulire Siebzehneck finden Sie bei Weber-Wellstein.

Ich mochte Sie hier besonders auf das im 57. Bande der mathe-
matischen Annalen (1903) und in Band X, 1 (1917) von GauB3’ Werken ab-
gedruckte Gaufische Tagebuch aufmerksam machen; das ist ein kleines
unscheinbares Heft, das Gauf3 von 1796 an, kurz vor seinem 19. Geburts-
tage beginnend, gefiihrt hat. Gerade die erste Eintragung bezieht sich
auf die Moglichkeit der Konstruktion des Siebzehnecks (30. Mirz 1796);
mit dieser friihzeitigen bedeutenden Entdeckung reifte in GauB erst der
EntschluB, sich endgiiltig der Mathematik zu widmen. Die Durchsicht
dieses Tagebuchs muf} jeden Mathematiker aufs hdchste interessieren,
da es auch weiterhin die Entstehungsgeschichte der GauBschen grund-
legenden Entdeckungen im Gebiete der Zahlentheorie, der elliptischen
Funktionen usw. genau verfolgen laBt.

Die Publikation jener ersten groBen Entdeckung von GauB erfolgte
durch eine kurze Mitteilung in der ,, Jenaer Literaturzeitung* vom 1. Juni
41796, veranlaBt von GauB’ Lehrer und Goénner, dem Hofrat Zimmer-
mann zu Braunschweig, und von diesem mit einer kurzen personlichen
Note begleitet). Den Beweis hat GauB erst spiter in der grundlegenden
zahlentheoretischen Schrift, den ,,Disquisitiones arithmeticae’®) von
1801, vertffentlicht; dort findet sich auch zum erstenmal der in jener
Note noch fehlende negative Teil des Satzes, daf fiir andere Primzahlen

als die tn der Form 22” + 1 enthaltenen, z, B. schon fir 7, die Kreis-
teilung nicht mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar ist. Von diesem wichtigen
Unmoglichkeitsbeweise will ich Ihnen hier einen Fall vorfithren — um

1) Abgedruckt gleichfalls in Math. Ann, Bd. 57, S. 6. 1903 [sowie in GauB’
Werken Bd. X, 1. 1917].
2) Abgedruckt Werke Bd. I.
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so lieber, als im groBen Publikum so wenig Verstindnis fiir Beweise
dieser Art vorhanden ist. Die moderne Mathematik hat durch solche
Unméglichkeitsbeweise eine ganze Reihe berithmter Probleme erledigen
konnen, um deren Losung sich seit dem Altertum zahlreiche Mathe-
matiker vergeblich bemiiht haben; ich erinnere neben der Konstruktion
des Siebenecks nur an die Dretteilung des Winkels und die Quadratur
des Kreises mit Zirkel und Lineal. Trotzdem gibt es erschreckend viel
Leute, die sich immer wieder mit diesen Aufgaben beschiftigen, ohne
von hoherer Mathematik eine Ahnung zu haben und ohne die Problem-
stellung des Unmoglichkeitsbeweises auch nur zu kennen oder zu ver-
stehen; ihren Kenntnissen gemaB, die sich meist auf Elementargeometrie
beschrinken, probieren sie es in der Regel mit dem Ziehen von Hilfs-
linien und Hilfskreisen und haufen diese schlie8lich so, daf3 kein Mensch
sich mehr ohne ungebiihrlichen Zeitaufwand aus dem Gewirr herausfindet
und dem Autor den Fehler seiner Konstruktion direkt nachweisen kann.
Ein Hinweis auf den arithmetischen Unmoglichkeitsbeweis hilft diesen
Leuten gegeniiber meistens nichts, da sie héchstens einer direkten
Beriicksichtigung und Widerlegung ihres Beweises zuginglich sind.
Jedes Jahr bringt jedem nur einigermaBen bekannten Mathematiker
eine ganze Menge solcher Zusendungen, und auch an Sie werden einst,
wenn Sie im Leben stehen, solche Beweise herantreten; es ist gut,
wenn Sie von vornherein auf diese Erlebnisse vorbereitet sind und
wissen, woran Sie sich zu halten haben. Vielleicht kann es Thnen dann
von Nutzen sein, wenn Sie einen bestimmten Unméglichkeitsbeweis in
moglichst einfacher Form beherrschen.

So méchte ich Thnen denn jetzt den Beweis dafiir ausfithrlich
vortragen, daf} das Siebeneck nicht mit Zirkel und Lineal tm Sinne der
Prizisionsgeometrie konstruiert werden kanm. Es ist bekannt, daB jede
Konstruktion mit Zirkel und Lineal ihr rechnerisches Aquivalent in
einer Folge iibereinander gestellter Quadratwurzeln findet und daB
man umgekehrt jeden solchen Quadratwurzelausdruck durch Schneiden
von Geraden und Kreisen geometrisch darstellen kann; Sie werden sich
das leicht selbst iiberlegen kénnen. Wir kénnen unsere Behauptung
also analytisch so formulieren, daf die fiir das Siebeneck charakteristische
Gleichung 6" Grades:

B+ LA+ L 241=0

nicht durch eine Folge von endlich vielen Quadratwurzeln gelost werden
kann. Dies ist nun eine sogenannte reziproke Gleichung, d. h. sie hat

. . 1 . .
mit z gleichzeitig auch immer e zur Wurzel; man sieht das deutlich,

wenn man sie in der Form schreibt:

. 111
1) 23+22+2+1+;+;+“z§=0-
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Eine solche Gleichung kann sofort auf .eine Gleichung von der
halben Gradzahl reduziert werden, wenn man:

z+—1—=x
z

als neue Unbekannte einfiihrt; eine leichte Rechnung ergibt fiir x die
kubische Gleichung:

(2) B+x2—2x—1=0,

und man sieht unmittelbar, da8 die Gleichungen (1) und (2) gleichzeitig
durch Quadratwurzeln lésbar sind oder nicht. Ubrigens kann x
sofort in direkte geometrische Beziehung zur Konstruktion des Sieben-
ecks gebracht werden. Man erkennt namlich durch Betrachtung
des Einheitskreises in der komplexen Ebene leicht folgendes: Be-
27
7
und beriicksichtigt, daB z=cos¢® + ¢sing x-Lberne

zeichnet man mit ¢ = den Zentriwinkel des reguliren Siebenecks

1 . . s 3
und 5 =cosp— i sing die z =1 zunichst

gelegenen Ecken des Siebenecks sind, so

wirdx=z+12=2005<p (vgl. Abb. 13);

man kann daher nach Kenntnis von x das
Siebeneck sofort konstruieren.

Wir haben nun zu zeigen, daf die ky-
bische Gleichung (2) nicht durch Quadrat- Abb. 13.
wurzeln auflosbar ist. Dieser Beweis zerfillt
in einen arithmetischen und einen algebraischen Teil, und wir beginnen
mit dem ersteren, indem wir zeigen, dal die kubische Gleichung (2)
trreduzibel ist, d.h. daB ihre linke Seite nicht in Faktoren mit rational-
zahligen Koeffizienten gespalten werden kann. Nehmen wir zunichst
an, daB unsere Gleichung reduzibel wire. Dann miifite ihre linke Seite
einen linearen Faktor mit rationalen Koeffizienten, also auch einerationale

Nullstelle ? besitzen, wobei p und ¢ teilerfremde ganze Zahlen sind;

das hiele aber 3 + p2¢g — 2p¢% — ¢® = 0, und also wire $® und mithin
auch p selbst durch ¢ teilbar. Ebenso folgt aber, daB ¢ und somit
auch ¢ durch p teilbar sein miite. Daher wiirde sich p =-4-¢ er-
geben und die Gleichung (2) miilte die Wurzel ¥ = +-1 besitzen. Durch
unmittelbares Ausrechnen stellt man jedoch fest, daB dies nicht ..er
Fall ist.

Der zweite Teil des Beweises wird jetzt darin bestehen, zu zeigen,
daf3 eine irreduzible kubische Gleichung mit rationalen Koeffizienten nicht
durch Quadratwurzeln losbar ist; er ist wesentlich algebraischer Natur,
doch wollen wir ihn des Zusammenhanges wegen gleich hier mit erledigen.
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Wir wollen die Behauptung positiv so wenden: Ist eine kubische Glei-
chung mit rationalen Koeffizienten A, B, C:

(8 f)=+*+A4Ax2+Bx+C=0

durch Quadratwurzeln losbar, so hat sie sicher eine rationale Wurzel,
d. h. sie ist reduzibel; denn die Existenz einer rationalen Wurzel « ist
gleichbedeutend mit der Existenz eines rationalen Faktors x — & von
f(x) und also mit der Reduzibilitit.

Diesem Beweise muBl (das ist der wichtigste Punkt) eine Klassifi-
kation aller durch Quadyatwurzeln gebildeten Ausdriicke vorangehen,
genauer gesagt, aller Ausdriicke, die aus endlich vielen Quadyatwurzeln
und rationalen Zahlen durch rationale Operationen aufgebaut sind; ein

konkretes Beispiel ist: —_—

Vatdesvr

wobei a, b, ..., f rationale Zahlen sind. Natiirlich reden wir immer
nur von solchen Wurzeln, die sich nicht rational ausziehen lassen; alle
anderen denken wir ein fiir allemal fortgeschafft.

Jeder solche Ausdruck ist eine rationale Funktion einer gewissen
Anzahl von Quadratwurzeln, in unserm Beispiel von dreien, und wir
wollen zundchst emne einzige solche Quadratwurzel betrachten, deren
Radikand iibrigens noch einen beliebig komplizierten Aufbau haben
kann. Unier threr ,,Ordnung* verstehen wir die grofSte in ihr aufiretende
Anzahl iibereinander gestellter Wurzelzeichen; so haben z.B. die im
Zahler des vorstehenden o auftretenden Wurzeln die Ordnung 2 bzw. 1,
die im Nenner befindlichen die Ordnung 3.

Bei einem allgemeinen Quadratwurzelausdruck fassen wir nun die
Orvdnungszahlen der verschiedenen ,.einfachen Quadratwurzelausdriicke
der eben betrachteten Art auf, aus denen er sich rational aufbaut, und
bezeichnen die grofte unter thnen als Orvdnung p des vorgelegten Aus-
druckes; in unserm Beispiele ist also u4 = 3. Nun konnen aber mehrere
,,einfache Quadratwurzelausdriicke” der Ordnung # in unserm Aus-
druck auftreten, und thre Anzahl n, die ,Gliederzahl”, fassen wir als
zweite charakieristische Anzahl auf; sie ist so bestimmt gedacht, daf
sich keiner der n einfachen Ausdriicke u' Ordnung mehy durch die
andern mit Hilfe von Ausdriicken niederer Ordnung vational darstellen
lift. Beispielsweise hat also der Ausdruck erster Ordnung:

12+13 + 76
nicht 3 als Gliederzahl, sondern nur 2, da 6 = y2 + }/3 ist. Der oben
angefithrte Ausdruck &, der von der dritten Ordnung ist, hat die
* Gliederzahl 1.
Wir haben damit jedem Quadratwurzelausdruck zwei endliche
Zahlen u, n zugeordnet, die wir in dem Symbol (1, n) als ,,Charakte-
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ristik'* oder ,,Rang’ des Wurzelausdruckes zusammenfassen. Von zwei
Wurzelausdriicken verschiedener Ordnung schretben wir dem wniedever
Ordnung auch den niederen Rang zu, von zweien gleicher Ordnung aber
dem geringerer Gliederzahl. Die Ausdriicke niedersten Ranges sind dem-
gemiB die der Ordnung Null, also die rationalen Zahlen.

Nun sei eine Wurzel x, der kubischen Gleichung (8) durch Quadrat-
wurzeln darstellbar, und zwar durch einen Ausdruck vom Range (u, n);

’

indem wir eines der n Glieder p' Ordnung }’I—i bevorzugen, schreiben

wir 1ihn: xlz""I‘ﬂ@

y+0yR’
wo &, f8, v, 0 hichstens noch w — 1 Glieder p'* Ordnung enthalten
und R die Ordnung p — 1 besitzt. Hier ist y — 6]@3 jedenfalls von
Null verschieden; denn aus y — § YR = 0 folgt entweder § =y =0,
was offenbar unmdglich ist, oder YR =y : 4, d.h. YR wire durch
die andern (#n — 1) Glieder u'* Ordnung, die in ¥, auftreten, rational

darstellbar und daher iiberfliissig. Wir kénnen also mit y — § R er-
weitern und finden:

_ (a4 BYR)(y—8VR) %
1_—'_},2__52,R =P+ QJR,

wo P, Q rationale Funktionen von &, B, y, 8, R sind, also hichstens
(n — 1) Glieder x'* und sonst nur solche von héchstens (u — 1)* Ord-
nung enthalten, d.h. hdchstens den Rang (4, m — 1) besitzen. Setzen
wir diesen Wert von x, in (8) ein, so ergibt sich:
f@)=(P+QVR’+4(P+QVR+B(P+QVR)+C=0,
und wenn wir die Potenzen ausfithren, folgt eine Relation von der
Gestalt:
f)=M+NyR=o0,
wo M, N Polynome in P, Q, R, also rationale Funktionen von &, 8,

_ M _

7, 0, R sind. Wire N+0, so folgte yR =—%" d. h. YR lieBe
sich rational durch &, f, 7, 6 und R darstellen, also durch die anderen
(n — 1) Glieder u'* und weitere niederer Ordnung; das ist aber, wie

oben schon bemerkt, nach Voraussetzung unméglich. Also folgt notwendig:
N =0 und daher auch: M =0.
Daraus schlieBen wir aber weiter, daf auch:
x=P—QJR

eine Wurzel der kubischen Gleichung (8) ist; denn der Vergleich mit
den letzten Gleichungen gibt sogleich:

f(x)=M —NJR=»".
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Nun geht der Beweis sehr einfach und iiberraschend zu Ende.
Ist x, die dritte Wurzel unserer kubischen Gleichung, so ist bekanntlich:

x1+x2+x3:—Aa
also ist: Hg=—A — (% +%)=—A—2P

von demselben Range wie P und daher sicher von niedrigerem Range als .

Ist nun %, bereits rational, so ist unser Theorem bewiesen. Wenn
das aber nicht der Fall ist, so kénnen wir es zum Ausgangspunkt der-
selben SchluBreihe machen, und es ergibt sich, daBl bei den andern
Wurzeln der héhere Rang nur Schein gewesen sein muB, daf insbesondere
etne von thnen tn Wahrheit einen noch niedeven Rang hat als x%5. So gehen
wir nun weiter unter den 3 Wurzeln immer hin und her und erkennen
dabei jedesmal, daB ihr Rang tatsichlich eine Stufe geringer ist, als
wir vorher geglaubt haben. Wir miissen daher notwendig schlieflich
auf eine Wurzel mit der Ordnung p# = 0 kommen, d. h. wir erkennen
tatsdchlich die Existenz einer rationalen Wurzel der kubischen Gleichung.
Dann kénnen wir unsere SchluBweise in der Tat nicht fortsetzen; die
beiden andern Wurzeln miissen iibrigens entweder gleichfalls rational
sein oder die Gestalt P -+ Q]/I_Q haben, wo P, Q, R rationale Zahlen
sind. Damit ist aber auch erwiesen, daf f(x) in einen quadratischen
und einen lneaven rationalen Faktor zerfillt und daher rveduzibel ist.
Jede irreduzible kubische Gleichung und insbesondere umsere Gleichung
des reguldren Stebemecks ist also durch Quadratwurzeln nicht losbar, und
damit ist der Beweis vollendet, daf sich das vegulire Siebeneck nicht
mit Zirkel und Lineal Ronstruieren 1Gfst.

Sie sehen, wie einfach und durchsichtig dieser Beweis verlauft, und
wie wenig Kenntnisse er eigentlich voraussetzt; immerhin verlangen
einige Uberlegungen, besonders die Erérterungen iiber Klassifikation
der WurzelgroBen, doch ein gewisses Mal mathematischer Abstraktion.
Ob der Beweis also einfach genug ist, um einen der frither charakteri-
sierten mathematischen Laien von der Vergeblichkeit seiner Versuche
einer elementargeometrischen Lésung zu {iberzeugen, das wage ich
nicht zu entscheiden; immerhin sollte man doch versuchen, einem
solchen Manne diesen Beweisgang langsam und klar auseinander zu
setzen.

Zum SchluB will ich noch einige Literatur iiber die Fragen der
reguldren Polygone sowie iiberhaupt iiber die bei dieser Gelegenheit be-
rithrten allgemeinen Fragen der geometrischen Konstruierbarkeit nennen.
Zunichst kommt da wiederum Weber-Wellstein I (Abschnitt 17 und 18
in der 4. Auflage), dann aber die kleine Festschrift ,,Vortrige iiber aus-
gewdnlte Fragen der Elementargeometrie’l) in Betracht, die ich 1895 ge-
legentlich einer Oberlehrerversammlung in Géttingen herausgegeben habe.

1) Ausgearbeitet von F. Tdgert. Leipzig 1895.
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Als einen sehr viel ausfiihrlicheren und umfangreicheren Ersatz dieser
im Buchhandel vergriffenen Schrift kann ich den 1907 erschienenen
Teil der deutschen Ubersetzung des von F. Enrigues in Bologna heraus-
gegebenen Sammelwerkes , Fragen der Elementargeometrie’*) nennen,
in dem Sie sich genau iiber alle einschldgigen Fragen vrientieren mogen.

Ich verlasse damit die zahlentheoretischen Erorterungen, indem
ich den letzten Punkt, die Transzendenz von «, fiir den SchluB der
Vorlesung aufspare, um nunmehr im nichsten Kapitel iiber die letzten
fir uns in Betracht kommenden Erweiterungen des Zahlbegriffes syste-
matisch zu sprechen.

IV. Die komplexen Zahlen.
1. Die gewohnlichen komplexen Zahlen.

Lassen Sie mich esnige wenige geschichtliche Daten vorausschicken.
Zum ersten Male sollen die imaginiren Zahlen 1545 bei Cardano, aller-
dings mehr beildufig, bei der Auflosung der kubischen Gleichung auf-
getreten sein. Fir die weitere Entwicklung konnen wir wieder die
gleiche Bemerkung machen wie bei den negativen Zahlen, daf sich
ndmlich die imagindren Zahlen ohne und selbst gegen dem Willen des
eimzelnen Mathematikers beim Rechnen tmmer wieder von selbst ein-
stellten und erst ganz allmdhlich in dem Mafe, in dem sie sich.als niitz-
lich erwiesen, weitere Verbreitung fanden. Freilich war den Mathe-
matikern dabei recht wenig wohl zumute, die imagindren Zahlen be-
hielten lange einen etwas mystischen Anstrich, so wie sie ihn heute
noch fiir jeden Schiiler haben, der zum ersten Male von jenem merk-
wiirdigen ¢ = Vj hort. Ich erwihne als Beleg gern eine sehr bezeich-
nende Aulerung von Lesbwiz aus dem Jahre 1702, die etwa so lautet:
,,Die imagindren Zahlen sind eine feine und wunderbare Zuflucht des
gottlichen Geistes, beinahe ein Amphibium zwischen Sein und Nicht-
sein.” Im 18. Jahrhundert wird zwar das Begriffliche darin noch keines-
wegs aufgeklart, dafiir wird aber vor allem durch Ewuler ihre grund-
legende Bedeutung [iir die Funktionentheorie erkannt; er stellt 1748 jene
wunderbare Relation auf:

£% = cosx + isinx,

durch welche die innerliche Verwandtschaft der in der elementaren Ana-
lysis auftretenden Funktionsarten erkannt wird. Das 19. Jahrhundert
endlich hat die klare Erfassung des Wesens der komplexen Zahlen ge-
bracht. Da ist zunichst die geometrische Interpretation hervorzuheben,
auf die mehrere Forscher um die Jahrhundertwende etwa gleichzeitig
gefiihrt wurden. Es geniigt wohl, wenn ich unter ihnen denjenigen

1) Teil II: ,Die geometrischen Aufgaben, ihre Losung und Lésbarkeit.”
Deutsch von H. Fleischer. Leipzig 1907. [2. Aufl. 1923.]
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hervorhebe, der gewil am tiefsten in das Wesen der Sache eingedrungen
ist und der auch die nachhaltigste Wirkung auf das Publikum aus-
geiibt hat, ndmlich unsern Gau3; er hat sich, wie das schon erwihnte
Tagebuch unwiderleglich beweist, schon 1797 im vollen Besitz jener
Interpretation befunden, f{reilich sie erst sehr viel spéter der
Offentlichkeit iibergeben. Die zweite Errungenschaft des 19. Jahr-
hunderts ist die Schaffung einer rein formalen Begriindung der kom-
plexen Zahlen, die sie auf reelle Zahlen zuriickfithrt; sie geht auf Ar-
beiten englischer Mathematiker in den dreiBiger Jahren zuriick, auf
die ich hier nicht genauer eingehen kann; Niheres dariiber finden Sie
in dem schon (S. 28) zitierten Buche von Hankel.

Uber diese beiden heute noch herrschenden Begriindungsarten will
ich nun einiges ausfithren. Stellen wir uns zunichst auf den rein for-
malen Standpunkt, nach dem nicht die Bedeutung der Dinge, sondern
die innere Widerspruchslosigkeit der Operationsregeln die Richtigkeit
der Begriffsbildungen gewahrleistet. Die Einfithrung der komplexen
Zahlen gestaltet sich dann folgendermallen, wobei jede Spur des Ge-
heimnisvollen schwindet:

1. Die komplexe Zahl x +4 ¢y ist die Zusammenstellung zweier
reeller Zahlen x, vy, also ein ,,Zahlenpaar”, iiber das die weiterhin auf-
zufithrenden Festsetzungen getroffen werden.

2. Zwei komplexe Zahlen x -4 ¢y, x" 4 ¢y heiBen gleich, wenn
x=x,y=y ist. ,

3. Addition und Subtraktion wird definiert durch:

@+ @ +iy) =) +ilyLy).

Dann gelten alle Regeln der Addition, wie man leicht bestitigt; nur
das Monotoniegesetz kann in der urspriinglichen Auffassung nicht mehr
festgehalten werden, da die komplexen Zahlen von Haus aus nicht
dieselbe einfache Anordnung besitzen, in der die natiirlichen oder die
reellen Zahlen ihrer GréBe nach erscheinen; auf die modifizierte Fas-
sung, die man dem Monotoniegesetz demgemidll geben muB, gehe ich
der Kiirze halber nicht ein.

4. Fir die Multiplikation setzen wir fest, daB man wie mit gewdhn-

lichen Buchstaben rechnet, nur daB stets ¢2 = —1 gesetzt wird; ins-
besondere wird also:

(x+ i+ iy) = (x4 —yy) +i(xy'+ xy).
Dann gelten gleichfalls, wie leicht zu sehen, alle Gesetze der Multi-
plikation mit Ausnahme des nicht in Betracht kommenden Monotoniegesetzes.

5. Die Division ist als tnverse Operation der Multiplikation definiert;
insbesondere wird, wie die Probe ergibt:

1 x

— Y
x+iy~x2+y2 1x2+y2'
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Diese Zahl existiert stets auBer fiir ¥ =y = 0, d. h. es blesbt die schon
im Gebiete der rveellen Zahlen bestehende Ausnahmestellung der Division
durch Null bestehen.

Nach alledem folgt, daB das Rechnen mit komplexen Zahlen un-
moglich zu Widerspriichen fithren kann, da es ja hier vollig auf die reellen
Zahlen und die bekannien Operationen mit ihwnen zuriickgefiihrt ist —
und die wollen wir an der gegenwirtigen Stelle als widerspruchslos
anerkennen.

GewiB wird man auch neben dieser rein formalen Betrachtung
noch eine geometrische oder sonst amschauliche Deutung der komplexen
Zahlen und der Operationen mit ihnen wiinschen, in der man eine an-
schauliche Begriindung ihrer Widerspruchslosigkeit sehen kann. Das
leistet jene GauBlsche Interpretation, die — wie Thnen wohl allen ge-
laufig ist, und wie wir auch schon erwdhnten — den Imbegriff der
Punkte (x,y) der Ebene eines x-y-Koordinaten-
systems als Deutung der Gesamiheit der komplexen
Zahlen z = x + iy auffaBt. Die Summe zweier
Zahlen z, a folgt dann durch die bekannte
Payallelogrammkonstruktion aus den entspre-
chenden beiden Punkten und dem Nullpunkt 0,
wihrend sich das Produkt z-a unter Hinzu-
nahme des Einheitspunkies1 (x =1, y =0) durch
Anlegen eines zu 4 0 1 dhnlichen Dreiecks an
die Strecke 0 z ergibt (vgl. Abb. 14). Kurz ge-
sagt, wird die Addition 2’ =z + a durch eine
Paraliclverschicbung der Ebene in sich, die Multi- Abb, 14.
plikation 2’ =z-a durch eine Ahnlichkeitstrans-
formation, d. h. Drehung und Sireckung bei festem Nullpunkte dargestellt.
Aus der Anordnung der den Zahlen entsprechenden Punkte in der Ebene
ergibt sich tibrigens sofort auch, was hier an Stelle der Monotonieregeln
der reellen Zahlen zu treten hat. Diese Andeutungen geniigen wohl,
um TIhnen die Sachlage vollstindig ins Geddchtnis zuriickzurufen.

Ich will hier nicht unterlassen, Sie auf die Stelle bei Gauf hinzu-
weisen, an der diese Begriindung der komplexen Zahlen durch ihre
geometrische Deutung mit vollem Nachdruck ausgesprochen wird, und
durch welche die komplexen Zahlen zuerst zu allgemeiner Geltung
gelangten. In einer Arbeit vom Jahre 1831 beschiftigt sich GauBl mit
der Theorie besonders der ganzen komplexen Zahlen a + 1 b, wobei a, b
ganze reelle Zahlen sind, und ubertragt auf sie die Sitze der gewthn-
lichen Zahlentheorie iiber Primfaktoren, quadratische und biquadratische
Reste usw. Solche Verallgemeinerungen der Zahlentheorie haben wir
frilher schon gelegentlich im AnschluB an den gro8en Fermatschen
Satz erwdhnt. In der Selbstanzeigel) dieser Abhandlung dubert er sich

1) Siehe Werke Bd. II.
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nun iiber das, was er die ,,wahre Metaphysik der imagindren Zahlen' nennt.
Er begriindet die Berechtigung des Operierens mit komplexen Zahlen
durchaus damit, daB man ihnen und den Operationen mit ihnen jene
anschauliche geometrische Deutung geben kann; er stellt sich also
keineswegs auf den formalen Standpunkt. Im ibrigen sind diese lingeren,
sehr schon geschriebenen Auseinandersetzungen von Gaufl #uBerst
lesenswert. Ich erwidhne hier nur noch, daf GauB3 statt des Wortes
imagindr'’ das Kklarere ,,komplex’ in Vorschlag bringt, das sich ja in
der Tat auch eingebiirgert hat.

2. Hohere komplexe Zahlen, insbesondere Quaternionen.

Kann man nun — diese Frage liegt jedem, der sich griindlich mit
komplexen Zahlen beschiftigt hat, nahe — nicht auch andere, hohere
komplexe Zahlen mit mehreren neuen Einheiten als dem einen ¢ bilden
und mit ihnen verniinftig rechnen? In dieser Richtung haben zuerst
um das Jahr 1840 unabhingig voneinander H.Grafimann in Stettin
und W. R. Hamilton in Dublin positive Resultate gewonnen; besonders
mit der Erfindung Hamiltons, der Quaternionenrechnung, wollen wir
uns im folgenden etwas eingehender beschiftigen. Zunichst noch kurz
die allgemeine Problemstellung!

Die gewohnlichen komplexen Zahlen x + 7y konnen wir auffassen
als aus den zwei verschiedenen ,,Einheiten’ 1 und ¢ mittels der reellen
Parameter x, y in der Form:

x44+y-1
gebildete lineare Kombinationen. Ebenso betrachten wir jetzt beliebig
viele, etwa 7, voneinander verschiedene Einheiten e, e,, ..., ¢, und

bezeichnen als das aus ihnen gebildete ,,iéhere komplexe Zahlensystem'
die Gesamtheit dev mit n beliebigen veellen Zahlen %y, %,, . . ., %, gebildeten

Kombinationen:
10 X=216F Xpey+ + o+ Xpen.

Es versteht sich ziemlich von selbst, dal man zwei solche komplexe
Zahlen, etwa x und:

y=%e+Yslot -+ Vnta
dann und nur dann gleich nemnen wird, wenn die Koeffizienten der
einzelnen Einheiten, die sog. ,,Komponenten'* dev Zahl, paarweise tiberein-
stimmen. =Y, %p=VYe, -y Ep=Yn.

Ebenso naheliegend ist die” Definition der Addition und Subtraktion,
die diese Operationen einfach auf das Addieren und Subtrahieren der
Komponenten zuriickfithrt:

vty =@ty e+ @t y)e+ -+ (Xnd Va) n-

Schwieriger und interessanter wird die Sache erst bei der Multi-
plikation. Wir werden zuniclist nach den allgemeinen Regeln des Buch-
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stabenrechnens verfahren, indem wir jeden #**" Term von x mit jedem
k2 von y multiplizieren (¢, 2, =1, 2, ..., n). Dadurch erhalten wir:

Xy = 2> %N

(¢, k=1,...,n)

Damit dieser Ausdruck wiederum eine Zahl unseres Systems ist, mufl
eine Regel bekannt sein, die die Produkte e; - e, wiederum als komplexe
Zahlen des Systems, d.h. als lineare Kombination der Einheiten dar-
stellt; man muB also #2? Gleichungen der Form:

€ 6 = Z Cikl* € (i,k=1,...,n)
(=1,...,n)

besitzen. Dann gehort:

Xy = )xi inCm}ez

(=1"".,n {(i,k:l,...,n
stets wiederum unserem komplexen Zahlensystem an. In der Festlegung
dieser Multiplikationsregel, d. h. des Schemas der Koeffizienten c;y,, liegt
das Charakteristische eines jeden besonderen komplexen Zahlensystems.
Definiert man nun weiter die Division als inverse Operation der
Multiplikation, so zeigt es sich, daB bei diesem allgemeinen Ansatze die
Division nicht immer eindeutig ausfiihrbar zu sein braucht, auch wenn
der Divisor nicht verschwindet; denn die Bestimmung von y aus
% +y =2z geschieht durch Auﬂbsung der » linearen Gleichungen
Zx, ¥ Gz = 4 nach den » Unbekannten ¥, ..., y, und diese haben,

falls ihre Determinante verschwindet, entweder gar keine oder unend-
lich viele Losungen. Im gleichen Falle konnen auch alle z; = 0 sein,
ohne daB alle #; oder alle y; verschwinden miissen, d.h. das Produkt
zweter Zahlen kann verschwinden, ohne daf ein Faktor Null ist. Nur
durch geschickte spezielle Wahl der GréB8en c;;; kann man hier Uber-
einstimmung mit dem Verhalten der gewdhnlichen Zahlen erzielen.
Freilich ergibt die nihere Untersuchung, daf man, falls n> 2 ist, dafiir
die Abweichung von einer der andevem Rechenregeln notwendig in Kauf
nehmen mufl; als derartige nicht erfiillte Rechenregel wird man eine
solche auswdhlen, die in dem in Betracht kommenden Zusammenhange
weniger wichtig erscheint.

Alle diese allgemeinen Erorterungen verfolgen wir nun niher am
Beispiele der Quaternionen, die wegen ihrer Anwendungen in der Physik
und Mathematik wohl das wichtigste hohere komplexe Zahlensystem dar-
stellen. Wie der Name zeigt, sind es viergliedrige Zahlen (n = 4); als
Abart schlieBen sie die dreigliedrigen Vektoren ein, die heute wohl all-
gemein bekannt sind und von denen man auch gelegentlich auf der
Schule spricht.

Als erste der 4 Einheiten, aus denen wir die Quaternionen zu-
sammensetzen, verwenden wir (wie bei den gewdhnlichen komplexen
Zahlen) die reelle Einheit 1. Die drei anderen Einheiten pflegt man

Klein, Elementarmathematik I. 3. Aufl. 5
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nach Hamilton mit ¢, §, & zu bezeichnen, so daB die allgemeine Form

der Quaternion ist: ) .
p=d+ia+7b+ ke,

wo a, b, ¢, d reelle Parameter, die Koeffizienten der Quaternion, sind.
Man nennt die erste, mit 1 multiplizierte Komponente 4, die dem
reellen Teil der gemeinen komplexen Zahl entspricht, den ,,skalaren
Bestandteil* der Quaternion, den Inbegriff a¢ b7 4 ck der drei
anderen Glieder ihren vekforiellen Bestandteil.

Die Addition der Quaternionen folgt aus den obigen allgemeinen
Erérterungen. Wir wollen noch eine naheliegende geome!rische Deutung
angeben, welche auf die Ihnen bekannte Deutung der Vektoren zu-
riickgeht. Wir stellen uns namlich die dem vektoriellen Bestandteil von $
entsprechende Sirecke mit den Projektionen a, b, ¢ auf die Koordinaten-
achsen vor und denken sie noch mit einem dem skalaren Bestandteil d
gleichen Gewichte behaftet. Dann vollzieht sich die Addition von $ und
p=d +4ia +jb + k¢ in der Weise, daB man der
nach dem bekannten Parallelogrammgesetz (vgl. Abb. 15)
der Vektoraddition gebildeten Resultante der beiden
Strecken die Summe der Gewichte zuordnet, denn das ist
dann in der Tat der Reprasentant der Quaternion:

(1) p+p=@+d)+i(@a+a)+j+)+k(c+C).

Zu spezifischen Eigenschaften der Quaternionen
kommen wir erst, wenn wir uns der Multiplikation zuwen-

Abb. 15. den. Diese Eigenschaften miissen, wie wir allgemein sahen,

in den Festsetzungen iiber die Produkte der Einheiten ent-

halten sein. Ich gebe Ihnen also zunédchst an, welchen Quater-
nionen Hamilton die 16 Produkte von je 2 Einheiten gleich setzt. Das

erste ist, daB wir, wie ja schon die Bezeichnung andeutet, mit der
ersten Einheit 1 wie mit der reellen Zahl 1 rechnen wollen, also:

(2a) 12=1, i-4=1-i=4, jAi=1-j=f, k-1=1-k=k.

Als wesentlich neu aber setzen wir fiir die Quadrate der anderen drei
Einheiten fest:

(2b) R=pP=k=—1,

und fiir ihre biniren Produkte:

(2¢) fohk=41i, kei=+4, =4k,
wiahrend bei umgekehrter Stellung der Faktoren gelten soll:
(2d) kej=—1, tok=—7q, jei=—k.

Hierbei fallt sofort ins Auge, daB das kommutative Gesetz der Multi-
plikation nicht mehr erfillt ist, und diese Unannehmlichkeit ist es, die
man eben bei den Quaternionen hinnehmen muB, um die Eindeutigkeit-
der Division bzw. den Satz, daB ein Produkt nur verschwinden kann,
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wenn ein Faktor verschwindet, zu retten. Daf dieser Satz und oben-
drein alle anderen Gesetze der Addition und Multiplikation mit jener einen
Ausnahme in der Tat erhalten blesben, daf also jene einfachen Fest-
setzungen duferst zweckmifig sind, werden wir sogleich zeigen.
Zunichst wollen wir das Produkt zweier allgemeiner Quaternionen
p=d+ta+jb+kc und g=w+ix+jy+kz
bilden. Wir gehen also aus von der Gleichung:
¢=p-g=@+ia+ijbtko)w+iz+ijy+ka);
in ihr multiplizieren wir Glied fiir Glied aus, indem wir bei den Ein-
heiten 4, §, k auf die Reihenfolge achten und fiir die Produkte aus den
Komponenten a, b, ¢, 4 und solche aus Komponenten und einer Einheit
aber das kommutative Gesetz zulassen, ersetzen die Produkte der Ein-
heiten gemiB unserer Multiplikationstabelle und ziehen sodann die
Glieder mit gleichen Einheiten wieder zusammen. So ergibt sich:

§=pq=w +ix' +]y +kf¥=@w—ax—by—c2)
—i—i(aw—f—dx:{:ﬁz_—ﬂ/)

(3) +7bw+dy+cx —az)
+h(cwtdztay—br)

Die Komponenten der Produktquaternion sind also bestimmte einfache
bilineare Kombinationen der Komponenten der beiden Faktoren. Ver-
tauscht man die Reihenfolge der Faktoren, so wechseln die sechs durch
Unterstreichen hervorgehobenen Glieder ihr Vorzeichen, so daBl ¢- ¢
im allgemeinen von p - q wesentlich verschieden ist, und zwar nicht etwa
bloB im Vorzeichen, wie das fiir die Produkte der einzelnen Einheiten gilt.

Waihrend also die Kommutativitit der Multiplikation nicht erfiillt
ist, gelten das distributive und assoziative Gesetz unverindert. Denn
bilden wir uns zunichst einmal p (¢ + ¢,), andererseits pg + p¢, durch
formales Ausmultiplizieren, ohne noch die Produkte der Einheiten zu
ersetzen, so miissen wir notwendig Ubereinstimmendes erhalten und
daran kann sich nichts dndern, wenn wir auf beiden Seiten nachtriglich
die Multiplikationstabelle benutzen. Das assoziative Gesetz ferner mu8,
wie man leicht einsieht, allgemein gelten, wenn es nur fiir die Multi-
plikation der Einheiten in Kraft ist. Das wiederum entnimmt man un-
mittelbar der Multiplikationstabelle, wie ich nur an dem Beispiel:

(i) k=1i(k)
zeigen will; in der Tat hat man:
CPrk=Fk-k=—1

und: i(jh)=4-1=—1.

Nun gehen wir zur Division tiber. Es wird da geniigen, zu zeigen,
daf es zu jeder Quaternion p =d + i a + j b+ k¢ eine villig bestimmie
zweite g gibt, so daf: pog=1

5*
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. . L, 1 . .
ist; den Ausdruck ¢ werden wir zweckmdiBig mit — bezeichnen. Die

allgemeine Division 1aBt sich leicht auf diesen speziellen Fall zuriick-
fithren, wie wir spiter zeigen werden. Um ¢ zu bestimmen, setzen wir
in der Gleichung (3) die GroBe:

¢=1=1+054+0:74+0k

ein und erhalten dann durch Gleichsetzen der Komponenten die folgenden
vier Gleichungen fiir die vier unbekannten Komponenten x,y, z, w von ¢:

dw—ax—by—cz=1
aw+dx—cy+bz=0
bw+cx+dy—az=0
cw—bx+ay+dz=0.

Die Losbarkeit eines solchen Gleichungssystems hingt bekanntlich von
seiner Determinante ab, und hier liegt speziell eine schiefsymme-
trische Determinante vor, bei der symmetrisch zu der von links oben
nach rechts unten gehenden Hauptdiagonale liegende Elemente ent-
gegengesetzt gleich sind, wihrend die Elemente der Hauptdiagonale
simtlich iibereinstimmen. Die Determinantentheorie lehrt solche Deter-
minanten besonders einfach zu berechnen; es ergibt sich nidmlich:

d —a —b —c

a d —c

b c da —a

c —b a a

von der Richtigkeit der Formel kann man sich auch durch direktes
Ausrechnen iiberzeugen. Auf diesem Umstande, daB die Determinante
gerade gleich einer Potenz der Quadratsumme der vier Komponenten
von p wird, beruht die eigentliche Feinheit der Hamiltonschen Fest-
setzungen; denn nun folgt, daB die Determinante immer von Null ver-
schieden ist, aufer wenn gleichzeitig a = b = ¢ = d = 0 ist. Mit dieser
einzigen selbstverstindlichen Ausnahme (p = 0) sind die Gleichungen
eindeutig auflosbar, und die reziproke Quaternion q ist esndeutig bestimmd.

Setzt man: T=y@+0+c+a

(diese GroBe spielt als ,,Tensor vom p*‘ in der Theorie eine grofie Rolle),
so bestitigt man leicht direkt, dal jene eindeutige Lésung durch:

= (@ + b+ ¢+ a2

a b ¢ a
x=_T§’ y:—fé, Z=—TE’ wzfé
gegeben ist, so daB3 wir als Endresultat erhalten:
1 1 _d—ia—jb—kc

P dtiatjbthke @tBtEtar’
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Fithrt man analog wie bei gewéhnlichen komplexen Zahlen den kon-

jugierten Wert von p:
p=d—ia—jb—kc

ein, so konnen wir die letzte Formel auch schreiben:

1_2
» T
oder: pP=T2=a?4 b+ + a2,

Formeln, die als unmittelbare Verallgemeinerungen gewisser Eigen-
schaften der gemeinen komplexen Zahlen erscheinen. Da auch um-
gekehrt $ die zu p konjugierte Zahl darstellt, gilt iibrigens auch:

Fop=T,
so daB in diesem speziellen Falle Kommutativitat herrscht.

Wir erkennen nun sofort auch die Lésung des allgemeinen Pro-
blems der Division. Aus: ,
p-9=4¢

1
folgt durch Multiplikation mit 5

1, ¢ .
q= Z g = T2 q.
wihrend die durch Umkehrung der Reihenfolge der Faktoren entstehende
Gleichung: g p=q
die von der vorigen im allgemeinen verschiedene Losung:
’ 1 ’ p
q — q R q .« —
T?
hat. P
Wir haben uns nun die Frage vorzulegen, ob es eine geometrische
Deutung der Quaternionen gibt, in der diese Operationen samt ihren
Gesetzen als etwas NaturgemiBes erscheinen. Um auf sie zu kommen,
beginnen wir mit dem besonderen Falle, in dem betde Faktoren in ein-
fache Vektoren iibergehen, in dem also die skalaren Teile w =d =0
sind. Dann reduziert sich die allgemeine Multiplikationsformel (3) auf:

g=p-9=(a+jb+ke)iix+7iy+k2)
=—(ax+by+c2)+i(bz—cy)+7(cx —az)+k(ay—bx),
d. h. das Produkt zweter auf einen Vektor sich reduzierenden Quaternionen
besteht aus einem skalaven und einem vekioriellen Amteil. Wir kénnen
diese Anteile nun leicht mit den verschiedenen Arten der bei uns in
Deutschland iiblichen Vektormultiplikation in Verbindung bringen. Die
Begriffe der bei uns ungleich mehr als der Quaternionenkalkul verbreiteten
Vektorrechnung gehen auf Grafmann zuriick, wiewohl das Wort Vektor
selbst englischen Ursprungsist. Die beiden Arten des Vektorproduktes, mit
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denen man gewdohnlich operiert, bezeichnet man jetzt meist als inneres

(skalares) Produkt ax 4+ by 4 cz (d.i. also bis aufs Vorzeichen der

skalare Teil des obigen Quaternionenprodukts) und Guferes (vektorielles)

Produkt i(bz —cy) +j(cx —az) + k(@@ay —bx), (d.i. also der vek-

torielle Bestandteil desselben). So wollen wir denn auch jeden Teil
fiir sich geometrisch deuten.

Wir tragen beide Vektoren (a, b, c)und (x,y, ) als

a5 Strecken vom Anfangspunkte 0 ab (vgl. Abb. 16); sie

reichendannbiszuden Punkten (a; 8, ¢) bzw. (¥, y, z)und

247 habendieLingenl=Ya2+b%+c?bzw.l'=x2+y2+22.

Abb. 16. Ist @ der Winkel zwischen beiden Strecken, so ist

nach bekannten Sitzen der analytischen Geometrie,

auf die ich hier wohl nicht einzugehen brauche, das unere Produkt

gleich:

roe-cy. )

ax+by+cz=1-l-cosp;

das dupfere Produkt hingegen ist selbst ein Vekéor, der, wie man ebenso

leicht einsieht, auf der Ebene von I und I senkrecht steht und die Linge
{-V-sing@ hat.

Wesentlich ist nun noch die Entscheidung iiber den Sinn des Pro-

duktvektors, d. h. die Frage, nach welcher Seite der durch /, I bestimmten

Ebene hin dieser Vektor abzutragen

ist. Dieser Sinn ist verschieden, je

sy nach dem Koordinatensystem, dasman

~ zugrunde legt. Man kann nimlich,

wie Sie wohl wissen, zwei verschie-

dene nicht kongruente, d. h. nicht zuy

Deckung zu bringende vechtwinklige

Koordinatensysteme angeben, indem

man die y- und z-Achse etwa bei-

behilt, den Sinn der x-Achse aber

umkehrt. Diese Systeme sind dann

spiegelbildlich  symmetrisch  zuein-

ander, so wie die rechte und linke

Hand (vgl. Abb. 17), und in der Tat

Abb. 17. kann man sie demgemif durch fol-

gende einfache Gedachtnisregel aus-

einanderhalten: x-, y- und z-Achse liegen bei dem einen System der Reihe

nach so wie der ausgestreckte Daumen, Zeige- und Mittelfinger dey rechien

Hand, bei dem andern wie die gleichen Finger der linken Hand. Diese

zweierlei Systeme werden in der Literatur durcheinander gebraucht;

in den verschiedenen Lindern, in verschiedenen Disziplinen und

schlieBlich bei verschiedenen Autoren oder auch bei demselben Autor

herrschen verschiedene Gewohnheiten. — Betrachten wir zunichst

den einfachsten Fall, dal p = ¢, ¢ = j ist (das sind die auf der x- und

F4
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y-Achse abgetragenen Einheitsstrecken), so ist wegen 7.7 =k das
dullere Vektorprodukt gleich der auf der z-Achse abgetragenen Ein-
heitsstrecke (vgl. Abb. 18). Man kann nun weiter 7, § in beliebige Vek-
toren p, g stetig so iiberfithren, dafl % in den Vektorbestandteil von ¢ -¢
stetig iibergeht, ohne dazwischen zu verschwinden,

und daher miissen auch stets der erste Faktor, der zweite

Faktor und das Vektorprodukt zueinander liegen wie die s

x-, y- und z-Achse des Koordinatensystems, also rechts-

hindig (wie in Abb. 18) oder linkshindig (wie in 4y’
Abb. 16), je nachdem man das Koordinatensystem Z z
einmal gewdhit hat. (In Deutschland ist jetzt dasin Abb. 18.

Abb. 18 gewihlte iiblich.)

Diesen Uberlegungen will ich noch einige Worte iiber die sehr
strittige Frage der Bezeichnungsweise tn der Vektoranalysis hinzu-
fiigen. Es werden nidmlich nebeneinander eine grofle Menge verschie-
dener Zeichen fiir jede der Vektoroperationen gebraucht, und leider
ist es bisher nicht gelungen, eine einzige allgemein verbindliche Be-
zeichnungsweise zu schaffen. Wir haben auf der Naturforscherversamm-
lung zu Kassel (1903) eine Kommission zu diesem Zwecke eingesetzt; ihre
Mitglieder konnten sich aber nicht einmal untereinander vollig einigen;
da aber jeder doch den guten Willen hatte, von seinem urspriinglichen
Standpunkte den andern einen Schritt entgegenzukommen, war der einzige
Erfolg der, daB ungefihr drei neue Bezeichnungen entstanden! Eine wirk-
liche Einigung aller bei solchen Dingen in Betracht kommenden Kreise
auf ein und dieselbe Sprech- und Schreibweise scheint mir nach diesen
und &hnlichen Erfahrungen  iiberhaupt nur méglich zu sein, wenn
duBerst gewichtige materielle Interessen dahinter stehen. Nur unter
einem solchen Drucke konnte 1881 in der Elektrotechnik das einheit-
liche MaBsystem nach Volt, Ampére, Ohm allgemeine Annahme finden
und dann in der Folge durch staatliche Gesetzgebung festgelegt werden,
indem die Industrie als Grundlage aller ihrer Berechnungen eine derartige
Einheitlichkeit dringend brauchte. Hinter der Vektorrechnung stehen
aber noch nicht so starke materielle Interessen, und daher wird man sich
vorlaufig wohl oder iibel damit abfinden miissen, dafl jeder einzelne
Mathematiker bei der ihm gewohnten Bezeichnung bleibt, die er als
bequemste oder gar — wenn er etwas dogmatisch veranlagt ist — als
die allein richtige empfindet.

3. Quaternionenmultiplikation und Drehstreckungen des Raumes.

Bevor wir nun zur geometrischen Deutung der Multiplikation all-
gemetner Quaternionen iibergehen, schicken wir noch folgende Unter-
suchung voran: Ersetzen wir in dem Produkt ¢’ = $ -g¢ die Quater-
nionen p und ¢ durch ihre konjugierten p, ¢, d.h. geben wir
a, b, c, x,y, z das entgegengesetzte Vorzeichen, so bleibt in der
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S. 67 gegebenen Darstellung des Produktes der skalare Teil ungedndert
und nur die #mécht unterstrichenen Faktoren von ¢, §, & wechseln das
Vorzeichen; vertauschen wir aber gleichzeitig noch die Reihenfolge
der Faktoren, so wechseln auch die unterstrichenen Faktoren das Vor-
zeichen und demnach ergibt ¢ - gerade den konjugierten Wert ¢’ zu
g =p-q. Ist also:
7=p-q, so ist: 7=q-p.

Multiplizieren wir diese beiden Quaternionengleichungen miteinander,
so ergibt sich: 7 T=pq--B.

Dabei ist die Reihenfolge der Faktoren wesentlich, das Kommutativitits-
gesetz gilt nicht; wohl aber kénnen wir das Assoziativititsgesetz an-
wenden und schreiben: g T=pq-9 P

Da nun, wie wir oben sahen (S. 66),
g=2%+ 2+ 22+ p?

ist, ergibt sich: "1 Y

w’2+x’2+y’2+z’2=p(w2+x2+y2+z2)p.
Hier ist nun der mittlere Faktor der rechten Seite ein Skalar, und fiir
die Multiplikation eines jeden Skalars M mit einer Quaternion gilt das
kommutative Gesetz, da M- -p=Md+i(Ma)+j(Mb)+k(Mc)=pM
ist. Also ist insbesondere:

W24y + = pp(wP + 4%+ 2 +27),
und da p -5 das Quadrat des Tensors von ¢ ist:
(I) w’2+x'2+y'2+z'2= (d2+a2+b2+62) <w2+x2+y2+z2)l),
d. h. der Tensor eines Quaternionenproduktes ist gleich dem Produki der
Tensoren der Faktoren. Natiirlich kann man diese Formel auch durch
direkte Rechnung erhalten, wenn man die Ausdriicke fiir w’, x’, y’, 2’
der Multiplikationsformel von S. 67 entnimmt.

Nunmehr wollen wir die Quaternion q als die Strecke vom Null-
punkte eines vierdimensionalen Rawmes zum Punkie (x,y, 2, w) des-
selben deuten — ganz analog zu der Deutung des Vektors im drei-
dimensionalen Raume. Man hat es heute nicht mehr nétig, sich
zu entschuldigen, wenn man den vierdimensionalen Raum benutzt,
wie man das zur Zeit, als ich studierte, stets tun muBte; Sie wissen
alle, daf irgendeine metaphysische Meinung nicht dahinter steckt,
sondern dafl der mehrdimensionale Raum einfach ein unserer tatséich-
lichen Raumvorstellung analoges, bequemes Mittel mathematischer
Ausdrucksweise ist. Halten wir nun den Faktor 4, d.h. die GréBen
d, a, b, ¢ fest, so stellt die Quaternionengleichung:

g=p-q

1) Diese Formel findet sich dem Wesen der Sache nach schon bei Lagrange.
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eine gewisse lineare Transformation der Punkte (x, y, 2, w) des vier-
dimensionalen Raumes in die Punkte (¥’, y’, #/, w’) dar, indem sie jedem
vierdimensionalen Vektor ¢ einen anderen ¢’ linear zuordnet; die ex-
pliziten Gleichungen der Transformation, d. h. die Ausdriicke fiir
%', 9y, #, w’, die ganze lineare Funktionen von x, y, z, w sind, ergeben
sich durch Vergleichung der Koeffizienten aus der Produktdarstellung
von S. 67. Aus der Tensorengleichung (I) sehen wir, daB dabeider Abstand

¥x% + y2 + 2% + w? eines jeden Punktes vom Nullpunkt mit ein und

demselben konstanten Faktor T = ]/az + 8% 4 ¢ 4 4?2 multipliziert
wird, und ferner folgt nach S. 68, daB die Determinante der linearen
Transformation sicher positiv ist.

Es ist nun aus der analytischen Geometrie des dreidimensionalen
Raumes bekannt, da8 eine lineare Transformation der %, ¥, z, die den
Ausdruck x2 4 92 + 22 genau in sich selbst transformiert (d.h. die
,,0rthogonal ist) und obendrein noch eine positive Determinante
besitzt, eine Drehung des Raumes um den Koordinatenanfang darstellt,
und daB man umgekehrt jede Drehung auf diese Weise erhalten kann.
Fihrt aber die lineare Transformation x2 + 92 4- 22 nur bis auf einen
Faktor T2 in sich iiber und ist die Determinante wiederum positiv, so
wird durch sie eine Drehung in Verbindung mit einer Strechumg des
ganzen Raumes auf das T-fache bei festem Koordinatenanfang, also eine
sog. Drehstreckung dargestellt.

Was nun dem dreidimensionalen Raume recht ist, ist dem vier-
dimensionalen billig: Wir werden sagen, daB unsere lineare Trans-
formation in genau demselben Sinne eine Drehstreckung des vierdimen-
stonalen Rawmes bei festem Anfangspunkt darstellt. Wir koénnen aber
leicht sehen, daB hier nickt die allgemeinste mogliche Drehstreckung vor-
liegt. Denn unsere Transformation enthilt nur 4 willkiirliche Parameter
in den ‘Komponenten a, b, ¢, d von p, wihrend, wie wir sogleich
zeigen wollen, die allgemeinste Dyehstreckung des vierdimensionalen Rauwmes
R, sieben Parameter enthdlt. Damit namlich die allgemeine lineare Trans-
formation eine Drehstreckung wird, muB die Identitit bestehen:

x’2+y’2+z'2+w'2= Tz(x2+y2+zz+w2);
wir erhalten daraus durch Koeffizientenvergleichung 10 Bedingungen,

da die linke Seite nach Ersetzung der #/, . . ., »’ durch ganze lineare Funk-
tionen der ¥, . . ., w in eine quadratische Form von 4 Variablen iibergeht

und daher %—5 = 10 Terme enthilt. Da aber T noch willkiirlich ist,

stellen diese Gleichungen nur 10 — 1 = 9 Bedingungen fiir die 16 Koef-
fizienten der linearen Transformation dar, so daB in der Tat noch
16 — 9 = 7 Parameter willkiirlich bleiben.

Man kann aber trotzdem, und das ist das Merkwiirdige, durch
Quaternionenmultiplikation auch die allgemeinste Drehstreckung heraus-
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bringen. Ist nimlich # =0 +4& -|-j6 - ky eine weitere konstante
Quaternion, so zeigt man genau wie vorhin, daB auch die Transformation
g =¢g-n (die sich von der fritheren nur durch Vertauschung der
Reihenfolge unterscheidet) eine Drehstreckung des R, ist, und daher
ist auch die Zusammensetzung beider:

() ¢=p-g-n=@+sa+jb+ke)-q-0+ia+if+ky)

eine solche. Diese Transformation enthdlt nur 7 — nicht 8§ — will-
kiirliche Parameter, da sie ungeindert bleibt, wenn man «, b, ¢, d
mit derselben reellen Zahl multipliziert und gleichzeitig «, 8, y, 6
durch sie dividiert. Es erscheint also plausibel, daf sie die allgemeine
Drehstreckung des vierdimensionalen Rawmes darstellf, und dieser schéne
Satz ist tatsichlich von Cayley bewiesen worden, Ich will das freilich
hier nur historisch berichten, um mich nicht zu sehr in die Einzelheiten
dieser Deutung zu verlieren. Die Formel findet sich in Cayleys Arbeit ,,On
the homographic transformation of a surface of the second ordre into
ttself't) von 1854 sowie in einigen anderen seiner Abhandlungen?).

Diese Cayleysche Formel hat nun auch den groBlen Vorzug, daB3
sie die Zusammensetzung zweier Drehstreckungen in auBerst einfacher
Weise {ibersehen 148t. Wird nidmlich eine zweite Drehstreckung durch
die Gleichung: = iy k=g
dargestellt, wo p’, 7’ weitere gegebene Quaternionen sind, so erhalten
wir, indem wir aus Formel (IT) den Wert von ¢’ eintragen.

: g'=p g7,
und nach dem assoziativen Gesetze der Multiplikation:

g =@ p)-q-(-a) oder:

' =r-q-9, wobei: r=2p"-p, g=mn-7
bestimmte neue Quaternionen sind. Wir haben so den Ausdruck der
Drehstreckung, die g in g¢” iiberfiihrt, genau in der alten Form er-
halten, und zwar enfstehen vordever und hinterer Multiplikator von q
durch Quaternionenmultiplikation aus den beiden vorderen bzw. hinteren
Multiplikatoren in den Darstellungen der zusammensetzenden Dreh-
streckungen, wobei die Reihenfolge wesentlich ist.

Man wird nun vielleicht mit dieser vierdimensionalen Deutung
unzufrieden sein und etwas Handgreiflicheres verlangen, das in die
gewohnliche dreidimensionale Raumanschauung hineinpaft. Nun gut,
aus den bisher angegebenen Formeln wollen wir durch einfache Spezia-
lisierung solche fiir die gleichen dreidimensionalen Operationen erhalten.
Auf diesen Formeln beruht gerade die groBe Bedeutung der Quaternionen-

1) Crelles Journal (1855). Abgedruckt in Cayley: Collected mathematical
papers, Vol. II, S.133. Cambridge 1889.

2) vgl. z. B. ,,Recherches ultérieures sur les déterminants gauches, L c.
S. 214.
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multiplikation fiir die gewohnliche Physik und Mechanik; ich sage hierbei
ausdriicklich der gewdhnlichen, um einer Weiterentwicklung dieser Diszi-
plinen, nach der auch die vorigen Deutungen direkt anwendbar sein
werden, nicht vorzugreifen. Und diese ist vielleicht niher, als Sie
denken mogen; neuere Untersuchungen der Elektrodynamik, wie sie
in dem sogenannten Prinzip der Relativitit zum Ausdruck kommen, sind
eigentlich nichts als konsequente Benutzung der Drehstreckungen
eines vierdimensionalen Raumes, und sie werden auch neuerdings von
Prof. Minkowsk:s geradezu in diesem Sinne dargestellt und ausgebaut?).

Aber bleiben wir nun bei drei Dimensionen. Da fiihrt eine Dreh-
streckung einen Punkt (x, y, 2z) so in (¥, 9/, 2’) iiber, daB:

¥z 4 y'z 4.5t = M2 (xz + yz + 22)

wird, wobei M die lineare Streckung einer jeden Linge bedeutet. Da
die allgemeine lineare Transformation der x, y, z in die #/, ¥, 2’
3-3 =9 Koeffizienten enthilt und die linke Seite nach Einfilhrung

dieser Ausdriicke in eine quadratische Form von x,y, zmit 3-7 =6 Termen

iibergeht, so stellt bei willkiirlichem M unsere Identitit 6 — 1 = 5 Be-
dingungen dar, und alle ihr geniigenden linearen Substitutionen ent-
halten noch 9 — 5 = 4 willkiirliche Parameter (vgl. die analoge Uber-
legung S. 73). Hat eine dieser Substitutionen eine positive Determinante,
so stellt sie, wie schon erwihnt (S. 73), eine Drehung des Raumes um
den Anfangspunkt, verbunden mit einer Streckung vm Verhiltnis 1: M,
dar; ist aber die Determinante negativ, so entspricht die Substitution
einer solchen Drehstreckung, zusammengesetzt noch mit einer Spiegelung
des Raumes, wie sie beispielsweise durch 2= —x, y'= —y, = —z
gegeben wird. Ubrigens kann man leicht zeigen, daB die Determinante
nur die beiden Werte + M2 annehmen kann.

Um diese Verhiltnisse durch Quaternionen darzustellen, reduzieren
wir zunichst die Unbestimmten ¢, ¢’ auf ihre vektoriellen Bestandteile:
¢=1ix+1y +k2, g=ix+jy+kz,.
die wir als die dreidimensionalen Vektoren vom Koordinatenanfang nach
den Lagen des Punktes vor bzw. nach Ausfiihrung der Transformation
ansehen. Wir behaupten nun, daf die allgemeine Drehstreckung des drei-
dimensionalen Rawmes cnisteht, wenn wir in der fritheren Formel p und n

kRonjugiert nehmen, aiso setzen:
g=p-9-p, oder ausgeschrieben:
(1) ix+jyv+k2
=(d+iatjbtke)(ix+jyv+hka)yd—ia—jb—ko).
wL“l)isgi{ﬁobiges geschrieben wurde, ist zahlreiche Literatur itber die oben-
gemeinte spezielle Relativitatstheorie erschienen. Es sei hier nur hingewiesen
auf meinen Vortrag ,,Uber die geometrischen Grundlagen der Lorentzgruppe’* im

Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. 19, S. 299. 1910; ab-
gedruckt in Klein, F.: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. 1, S. 533.]
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Um das zu beweisen, miissen wir vor allem zeigen, daBl der skalare
Teil des rechten Produktes verschwindet, daB also ¢’ in der Tat ein
Vektor ist. Dazu multiplizieren wir zunichst $-g¢ nach den Quater-
nionenregeln aus und finden:

g=[—ax—by—cz+i(dx+bz—cy)
+ijdy+cx—az2)+khk(dz+ay—0bx)-[d—ia-—-7b—Fke].
Nach abermaliger Quaternionenmultiplikation ergibt sich tatsichlich
fiir den skalaren Teil von ¢ der Wert 0, wihrend wir fiir die drei
Vektorkomponenten die Ausdriicke erhalten:
¥=(@+a—pB—c)x -+ 2(ab—cd)y+ 2(ac+bd)z
28 yv'= 20a-+cdyx +(@2+b2—c2—a)y+ 2(bc—ad)z
Z= 2(ca—bd)x -+ 2(cb+ad)y4+-(@>+ 2 —a>—b%)z.
Daf diese Formeln in der Tat eine Drehstreckung darstellen, ergibt
sich, wenn wir zu (1) die zugehorige Tensorengleichung bilden (vgl.
S.72):
x’z + y'z + 2'2 — (dﬂ _%_ a2 + b2 + 02) (xz +y2 + 22) (dz _*_ a2 + b2 + 02)’
oder: K2yt 2= T (a2 y2 4 ),

wobei T = Yd? 4+ a? + b2 + c2 den Tensor von p bedeutet. Danach
ist (vgl. S.75) unsere Transformation eine eigentliche Drehstreckung,
falls ihre Determinante positiv ist — andernfalls ist sie noch mit einer
Spiegelung verbunden; die lineare Streckung ist in jedem Falle M = T2,
Die Determinante kann, wie oben bemerkt, nur die beiden Werte
+ M3 =+ T% haben. Betrachten wir die Transformation fiir alle
moglichen Parameterwerte @, b, ¢, d, die zu demselben — notwendig

von O verschiedenen — Tensorwert” T gehoren, so muBl die Determi-
nante stefs den Wert -+ 7% haben, wenn sie ihn nur fiir ein spezielles
Wertsystem der «, . . ., d hat; denn als stetige Funktion der «, b, ¢, 4

kann sie nicht sprungweis ohne Zwischenwerte anzunehmen, in den
Wert — 7% iibergehen. Ein solches spezielles Wertsystem ist aber
a=>b=c¢=0,d= T, denn dafiir 148t (2) sofort den Determinanten-

%, 0, O

wert| 0, d% 0| =d® =+ T% erkennen. Also haben wir mmer posi-
0, 0, a
| ’ ’

tives Zeichen, und daher ist (1) tatsichlich stefs eine eigentliche
Drehung nebst Streckung. Eine mit Spiegelung verbundene Drehstreckung
ist nun ebenfalls einfach darzustellen. Man braucht nur die vorige
Transformation mit der Spiegelung %"= —x; y' = —y; 2’ = —z zu-
sammenzusetzen und erhilt ¢'=p - ¢ - 5.

Wollen wir nun erkennen, da3 auch umgekehrt jede Drehstreckung
in der Form (1) bzw. (2) enthalten ist, so haben wir zunichst zu be-
merken, daB diese Formel in der Tat die nach der auf S.75 an-
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gestellten Abzahlung dazu nétigen vier willkiirlichen Parameter a, b, c,d
enthilt. DaB man aber durch passende Bestimmung dieser Parameter
wirklich jeden Wert linearer Streckung M = T?% und jede Lage der
Drehachse sowie jeden Wert des Drehwinkels erzielen kann, wird man
sofort den folgenden Formeln entnehmen. Es seien &, %, { die
Richtungskosinus der Drehungsachse, deren Quadratsymme bekanntlich:

3) S+ + =1

ist, und @ sei der Drehwinkel (Amplitude der Drehung). Dann gelten
— behaupte ich — die Relationen:

w
d=T.cos—:
cos—;

(4)

a=:r-§.sin‘;—’, b= :r.n.sin‘—z”, c=T-C~sin(§,

die wegen (3) von selbst die Bedingung:

Lt Rte=T2
befriedigen, und offenbar zu jedem beliebig gegebenen T'; &, 7, {;
o in der Tat passende a, b, ¢, 4 liefern.

Um nun die Gleichungen (4) zu beweisen, bemerken wir zuerst,
daB sich aus ihnen bei bekannten a, b, ¢, d unmittelbar die vier
GroBen w, &, 7, £ bestimmen, und zwar so, daB (3) erfiillt ist; denn
durch Addition der Quadrate der Gleichungen (4) ergibt sich, da T
der Tensor von p =d +ia+ §b + kc ist,

1 =cos2% +sin2§(f2 + 2483,

und daraus folgt sofort das Bestehen der Beziehung (3). Fiir die Be-
stimmung von £, 7, { geniigen daher bereits die aus (4) folgenden
Gleichungen:
4" aib:c=¢&:9:¢,
die aussagen, daB der Punkt (a, b, ¢) auf der Drehachse der Trans-
formation liegt. Diese Tatsache 148t sich aber leicht bestdtigen, in-
dem wir in (2) x = a, y = b, z = ¢ einsetzen; wir erhalten dann:
FY=@@+a2+b0+R)a=7T2.a,
yY=@2+a+0®+2)b=T2%.5,
Y=+ a+ 0+ c)c="T2c,
d. h. der Punkt (4,5, ¢) bleibt auf derselben Verbindungsgeraden
mit dem Anfangspunkt, und das gerade charakterisiert ihn als Punkt
der Drehachse. — Es fehlt nun noch der Nachweis, dafi der in (4)
definierte Winkel w wirklich die Drehungsamplitude ist. Dies erfordert
jedoch umsténdlichere Betrachtungen, die ich hier einfach durch die
Angabe ersparen kann, daff unsere Transformationsformein (2) fiir T =1
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vermdoge (4) gerade in die Formeln iibergehen, die Euler fiir die Dyehung
esnes Koordinatensystems, welche die Achse &, v, { hat und vom Betrage w
ist, aufstellte. Sie finden das beispielsweise ndher ausgefithrt in
Klein-Sommerfeld: ,,Theorie des Kreisels', Heft 11), wo explizit auf
die Quaternionentheorie Bezug genommen wird, oder in Baltzers
. Theorie und Anwendung der Determinanten’ ?).

Wir wollen hier endlich noch den kurzen bequemen Ausdruck hin-
schreiben, den die Quaternionenrechnung fiir die Drehung wm die
Achse &, 1, L durch den Winkel @, verbunden mit einer Streckung um T2
ergibt und den wir durch Eintragen der Formeln (4) in (1) erhalten:

Iix'+ jy+kd=T2 {cos% + sin% (i{-‘—}—jq—}-k{)}-{ix—{—jy + kz}
(3) B
] -{cos%—sinc;—)—(ié—!—fﬂ-{—k{)}.

Damit sind die sidmtlichen Eulerschen Drehungsformeln in cine einzige
Gleichung zusammengefaft, die sich dem Geddchinis leicht einprigt: Es
ist der Vektor ix + 7y -+ kz vorn und hinten mit konjugierten Quater-
nionen vom Tensor 1, sog. Versorven (= ,,Dreher im Gegensatz zu
Tensor = ,,Strecker'’) zu multiplizieren, wihrend noch als skalarer Faktor
der Betrag der Streckung hinzutritt.

Wir wollen uns noch iiberzeugen, da diese Formel bei Re-
duktion auf zwei Dimensionen genau die bekannte Darstellung einer Dreh-
streckung der x-y-Ebene durch die Multiplikation zweier komplexen
Zahlen liefert (vgl. S. 62). Dazu brauchen wir nur in (5) die Drehungs-
achse in die z-Achse zu legen (& =5 = 0, { = 1) und erhalten sodann
fiir z =2 =0:

18+ 7y =T? (Cosaz_) + ksin%) (z'x + jy) (cosc;—) —k sin%) ,

und durch Ausmultiplizieren unter Beachtung der Multiplikationsregeln
fir die Einheiten:

ix’' +7y'= T2{ cosg—(ix—}—jy) + sinﬁ(]’x- iy)} {cosg— ksing)—}
2 2 2 2
= Tz{coszg(ix—i- 1)+ Zsingcosc—o—(y‘x‘— 1Y) — sinz? (ix—l—jy)}
2 2 2 2
=T2{(ix+ 7y)cosw + (jx — iy)sinw}

=T2%(cosw + ksinw) ({x+7v).
Multiplizieren wir noch beiderseits hinten mit (—3), so erhalten wir:
¥+ ky'=T2(cosw+ ksinw) (x + k),

1) Leipzig 1897. [Zweiter Abdruck 1914.]
2) 5. Aufl. Leipzig 1881.
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und das.ist in der Tat genau die Multiplikationsformel zweier gemeiner
komplexer Zahlen mit ihrer Deutung als Drehung um die Amplitude @
und Streckung um den Betrag T2, nur daB an Stelle der sonst mit ¢

bezeichneten imaginédren Einheit Y —4 der Buchstabe & getreten ist.
Wir wollen nun noch, um wieder in den dreidimensionalen Raum

zuriickzukehren, die Formel (1) so modifizieren, daB8 sie eine reine

Drehung ohne Streckung darstellt. Dazu miissen wir ', y’, 2 durch

x' -T2 3 - T%, 27+ T2 also ¢’ durch ¢ - T? ersetzen, und wenn wir
1 P . .

bedenken, da8 p71 = — = 2 ist, so erhalten wir als Formel der reinen
p T2

Drehung:

©) X YR =p(ix+iy+hD)p
Es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn man in diesem
Ausdrucke $ als Quaternion vom Tensor 1 annimmt:

p=cosa2—)~+sin%(it+j17+k¢), wobei £yt 2=1,

und daher entsteht die Formel (6) auch aus (5), indem man T gleich 1
setzt. In dieser Gestalt erscheint die Formel zuerst 1845 bei Cayleyt).
— Genau wie friiher fiir den vierdimensionalen Raum gestaltet sich

auch hier die Zusammensetzung zweier Drehungen duBerst einfach. Haben
wir eine zweite Drehung:

ix”+]'yll+kzjlzpl(ixl+7~yl+kzl)p/_l’
wo: p’:cos%—}—sin%(if’—l—j;;’-{—ki')
(Achse &, #’, £’ und Amplitude w’), so folgt wiederum:
iy R =p - p(Gx+ Gy k) pTt !
als Darstellung dér resultierenden Drehung, so da8 sich deren Achse

und Drehwinkel &, "/, {” bzw. w” aus:

r”

”

St sin - G+ RO =4 p

ergeben. Damit haben wir einen einfachen knappen Ausdruck der an
sich ziemlich kompliziert aussehenden Formeln fiir die Zusammensetzung
zweter Dyehungen um 0 gewonnen. Gleichzeitig aber haben wir, da wir jede
Quaternion bis auf einen reellen Faktor (ihren Tensor) als Versor einer
Drehung auffassen konnen, ein einfaches geometrisches Aquivalent der
Quaternionenmultiplikation in der Zusammensetzung der Drehungen ge-
funden,; die Nichtkommutativitit der Quaternionenmultiplikation entspricht
alsdann dem. bekannten Uimstande, dafS die Reihenfolge zweier Drehungen

p” = cos

[1) On certain results relating to quaternious. Collected mathematical papers,
Vol. 1, S. 123. 1889. Jedoch hat nach Cayleys eigener Angabe (Vol. 1, S. 586)
Hamilton unabhingig von ihm die Formel gefunden.]
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um einen Punkt im allgemeinen nicht vertauscht werden darf, ohne dafl
sich das Ergebuis dndert.

Wollen Sie Niheres tiber die historische Entstehung der hier be-
handelten Deutung und Anwendung der Quaternionen sowie der Theorie
der Drehungen eines Koordinatensystems wissen, so verweise ich sie
auf das eine der von Cayley selbst stammenden, auBerordentlich wert-
vollen Referate iiber Dynamik: ,,Report on the progress of the solution
of certain special problems of dynamics*‘).

Ich schlieBe mit einigen allgemeinen Betrachtungen iiber Wert und
Verbreitung der Quaternionen. Man muB dabei die eigentliche Quater-
nionenmultiplikation von dem allgemeinen Quaternionenkalkul unter-
scheiden. Die erstere ist jedenfalls etwas duferst Niitzliches, wie aus den
vorangehenden Erérterungen zur Geniige hervorgeht. Der allgemeine
Kalkiil hingegen, wie ihn Hamzlton in Aussicht nahm, betrachtet
Additionen, Multiplikationen, Divisionen von Quaternionen in beliebiger
Folge, d.h. er studiert die Algebra der Quaternionen, und indem er
unendliche Prozesse hinzunimmt, kann er sogar zu einer Funktionen-
theorie der Quaternionen aufsteigen; natiirlich wird hier wegen des
Fehlens des kommutativen Gesetzes alles ganz anders, als in der
Theorie der gewohnlichen komplexen Variablen. Man darf aber wohl be-
haupten, daf diese allgemeinen weitgehenden Ideen Hamiltons sich nicht be-
wdhrt haben, d.h. daB sie mit anderen Disziplinen der Mathematik und
ihrer Anwendungen nicht in Berithrung und lebendigen Ideenaustausch ge-
treten sind und daher auch weniger allgemeines Interesse gefunden haben.

Aber in der Mathematik geht es wie sonst im menschlichen
Leben: neben der ruhigen objektiven Ansicht treten leidenschaftliche
individuelle Uberzeugungen auf. So haben auch die Quaternionen
enthusiastische Anhinger und leidenschaftliche Gegner. Erstere, die man
hauptsichlich in England und Amerika findet, haben zur Verbreitung
jhrer Ideen im Jahre 1907 sogar das moderne Mittel der Begrindung
eines ,, Weltbundes zur Beforderung der Quaternionenichre' ergriffen, der als
durchaus internationale Institution von dem Japaner Kimura, der
in Amerika studiert hatte, gegriindet worden ist und dessen Prasident
eine Zeitlang Siz Robert Ball war; sie versprechen sich von einem
intensiven Betrieb der Quaternionen ganz besondere Forderung der
Mathematik. Demgegeniiber wollen die anderen wieder von den Qua-
ternionen gar nichts héren, und lehnen damit auch die so niitzliche
Multiplikation ab; sie gehen von der Ansicht aus, dafl alles Rechnen
mit Quaternionen schlieBlich doch auf das Rechnen mit den vier Kompo-
nenten herauskommt, und daB die Einheiten und ihre Multiplikations-
tafel dabei iiberfliissiger Luxus sind. Dazwischen gibt es eine mittlere
Richtung, welche Skalare und Vektoren immer auseinanderhalten will.

1) Report of the British Association for the Advancement of Science, 1862, ab-
gedrucktin Cayleys Collected mathematical papers,Vol.1V,S. 552ff. Cambridge 1891.
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4. Die komplexen Zahlen im Unterricht.

Damit verlasse ich die Quaternionentheorie und schlieBe unser Kapi-
tel mit einigen Bemerkungen iiber die Rolle, die diese Begriffe im Schul-
unterricht spielen. Quaternionen auf der Schule vorzubringen, féllt wohl
keinem Menschen ein, wohl aber wird auf die gemeinen komplexen Zahlen
% -+ 1y immer die Reds kommen. Es ist vielleicht nicht uninteressant, wenn
ich IThnen statt langer Erorterungen, wie man es macht und wie man
es machen sollte, an der Hand von drei Biichern aus verschiedenen Zeit-
epochen einmal darlege, wie sich der Unterricht historisch entwickelt hat.

Ich lege Ihnen-zunichst ein Buch von Kistuer vor, der in der
zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts in Gottingen eine fithrende Stellung
einnahm. Damals trieb man auf der Universitidt noch diejenigen elemen-
tar-mathematischen Dinge, die dann spiter, in den dreiBiger Jahren
des 19. Jahrhunderts, auf die Schule iibergingen, und so hielt auch
Kistner elementar-mathematische Vorlesungen, an denen auch Nicht-
mathematiker in groBer Zahl teilnahmen. Sein Lehrbuch, das diesen
Vorlesungen zugrunde lag, heiBt ,,mathematische Anfangsgriinde’, und
es kommt fiir uns hier die 2. Abteilung des 3. Teiles: ,,Anfangsgriinde
der Analysis endlicher Gréfen’!) in Betracht. Da beginnt auf S. 20
die Behandlung der imaginidren GroBen etwa mit den folgenden Worten:
. Wer eine Wurzel geraden Exponentens aus einer ,verneinten’ GroBe
(so sagte man damals statt ,negativ‘) zu ziehen fordert, der fordert
etwas Unmaégliches, denn es gibt keine verneinte GroBe, die eine solche
Potenz wire. Das ist in der Tat ganz korrekt, aber nun geht es auf
S. 34 weiter: ,,Solche Wurzeln hetflen unméglich oder imaginir,” und
ohne daB die Berechtigung der Sache viel untersucht wird, wird ganz
ruhig wie mit gewohnlichen Zahlen mit ihnen operiert, obwohl doch
ihre Existenz noch eben bestritten wurde — gleichsam, als ob durch
die Benennung das Unvernunftige plétzlich brauchbar geworden wire.
Sie erkennen hier noch einen Reflex des Leibnizschen Standpunktes,
nach dem die imaginiren Zahlen eigentlich etwas ganz Toérichtes sind,
aber doch unbegreiflicherweise zu brauchbaren Resultaten fiihren.

Kastner hat iibrigens sehr anregend geschrieben, hat er sich doch
auch als Epigrammatiker in der Literatur einen bekannten Namen
erworben. So verbreitet er sich, um ein Beispiel fiir viele anzufiihren,
in der Einleitung des eben erwdhnten Bandes iiber den Ursprung des
Wortes Algebra, das ja, wie der Artikel ,, Al anzeigt, aus dem Arabischen
kommt. Ein Algebrist soll nach Kistner ein Mann sein, der Briiche
,»,ganz macht, also etwa rationale Funktionen behandelt und auf einen
Nenner bringt usw.; urspriinglich soll sich das auch auf die Tétigkeit
eines Wundarztes bezogen haben, der gebrochene Knochen heilt. Kéastner
fiihrt dafiir den Don Quichote an, der zu einem Algebristen geht, um

1) 3. Aufl. Gottingen 1794,

Klein, Elementarmathematik I. 3. Aufl. 6
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sich seine Rippenbriiche wieder einrenken zu lassen; ob sich Cer-
vantes freilich damit wirklich dem Sprachgebrauch anschlieBt oder ob
nur eine Satire in der Stelle liegt, mag unentschieden bleiben.

Ein zweites Werk, das ich Ihnen vorlegen mdochte, ist eine ganze
Reihe von Jahren jiinger und stammt von dem Berliner Professor
M.Ohm: ,Versuch eimes vollstindig komsequenten Systems der Mathe-
matik’‘ 1) ; es ist ein Buch &hnlicher Tendenz wie das Kistnersche
und war einstmals sehr verbreitet. Ohm steht aber dem modernen
Standpunkte schon viel naher, indem er das Prinzip der Evweiterung
des Zahlbereiches deutlich ausspricht; gerade wie die negativen Zahlen,
so sagt er etwa, mufl auch ]/~—_1 als meues Ding den reellen Zahlen
hinzugefiigt werden. Die geometrische Deutung freilich besitzt auch
er noch nicht, da sein Buch vor der entscheidenden Publikation von
GauB (1831) herausgekommen ist.

Endlich lege ich Ihnen noch eines aus der groBen Reihe moderner
Schulbiicher vor, das sehr viel benutzt wird: Bardeys Aufgabensamm-
lung?). Hier tritt zunachst das Prinzip der Erweiterung hervor, und in
der Folge wird auch die geometrische Deutung auseinandergesetzt. Dies
mag wohl heute in der Tat der allgemeine Standpunkt des Schulunter-
richts sein, wenn auch an vereinzelten Stellen die Entwicklung viel-
leicht noch auf der fritheren Stufe stehengeblieben ist. Der in diesem
Buche eingenommene Standpunkt scheint mir auch die der Schule am
meisten angemessene Behandlung zu sein: Ohne den Schiiler durch syste-
matische Darlegungen zu ermiiden und ohne natiirlich auf logisch ab-
strakte Erorterungen sich einzulassen, erldutere man die komplexen Zahlen
als Erweiterung des bekannten Zahlbegriffes und vermeide dabei jeden
mystischen Anstrich; vor allem aber gewthne man den Schiiler sogleich
an die geometrisch-anschauliche Deutung in der komplexen Ebene!

Wir stehen damit, meine Herren, am Ende des ersten Hauptteils
unserer Vorlesung, welcher der Arithmetik gewidmet war. Bevor ich
mich zu ahnlichen Erérterungen iiber die Algebra und die Analysis
wende, mochte ich einen lingeren historischen Exkurs einfiigen, der
auch auf den allgemeinen gegenwirtigen Unterrichtsbetrieb sowie auf
das, was wir an ihm bessern wollen, neues Licht fallen 148t.

Zwischenstiick: Uber die moderne Entwicklung und den
Aufbau der Mathematik iiberhaupt.

Lassen Sie mich von der Bemerkung ausgehen, dall wir in der
Entwicklungsgeschichte der Mathematik bis in die Gegenwart sehr deut-
1) 9 Bde. Berlin 1828. Bd. I: Arithmetik und Algebra, S. 276.

[2) Vgl. auch die von W. Lietzmann und P. Zithlke bearbeitete Reform-
ausgabe von Bardeys Aufgabensammlung, Oberstufe, Verlag Teubner, Leipzig.]
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lich zweri verschiedene Entwicklungsreihen unterscheiden kénnen, die sich
bald gegenseitig ablosen, bald gleichzeitig unabhingig nebeneinander
herlaufen, bald endlich auch sich wechselseitig durchdringen. Es ist
schwer, den Unterschied, den ich hier im Sinne habe, in prignante
Worte zu fassen, da keine der geldufigen Einteilungen recht paft.
Sie werden ihn jedenfalls am besten an einem konkreten Beispiele
verstehen, wenn ich Thnen namlich darlege, wie man im Sinne jeder
der beiden Entwicklungsreihen die elementaren Kapitel des Systems
der Amalysts wirklich aufzubauen hitte.

Folgen wir der einen Entwicklungsreihe, die wir kurzweg als Ent-
wicklungsreihe A bezeichnen wollen, so kommt folgendes System her-
aus, das heute an den Schulen sowie in den elementaren Lehrbiichern
am meisten verbreitet ist:

1. An der Spitze steht die formale Lehre von den Gleichungen, also
das Opericren mit ganzen vationalen Funkiionen und die Behandlung
der Fille, in denen algebraische Gleichungen durch Wurzelzeichen 15sbar
sind.

2. Aus Cer systematischen Verfolgung des Potenzbegriffes und seiner
Umbkehrungen entstehen die Logarithmen, die sich beim numerischen
Rechnen als sehr fruchtbringend erweisen.

3. Wahrend die analytischen Entwicklungen bis hierhin ganz
getrennt von der Geometrie gehalten wurden, macht man nun eine
Anleihe bei dieser, welche die Definitionen einer zweiten Avi transzen-
denter Funktionen, der trigonometrischen, liefert; deren weitere Theorie
wird sodann als neue gesonderte Disziplin ausgebaut.

4. Es folgt sodann die sogenannte ,algebraische Analysis*, welche
die Entwicklungen der einfachsten Funktionen in unendliche Reihen lehrt;
es kommen in Betracht das allgemeine Binom, der Logarithmus und seine
Inverse, die Exponentialfunktion; sowie die trigonometrischen Funktionen,
auch die allgemeine Lehre von den unendlichen Reihen und dem Operieren
mit ihnen gehort hierher. Dabei ergeben sich die #berraschenden Zu-
sammenhdnge zwischen den genmannien elemeniaren Transzemdenten, ins-
besondere die berithmte Eulersche Formel:

&%= cosx + isinx.

Sie erscheinen um so wunderbarer, als die durch sie in Beziehung ge-
setzten Funktionen vorher von ganz verschiedenen Gebieten aus defi-
niert worden sind.

5. Uber die Schulmathematik hinaus schlieBt sich an diesen Auf-
bau als konsequente Fortsetzung die Weierstrafische Theorie der Funk-
tionen komplexen Argumentes an, die von den Eigenschaften der Pofenz-
rethen ausgeht.

Stellen wir dem nun ebenso in kurzer Zusammenfassung das
Schema der zweiten Entwicklungsreihe B entgegen; hier herrscht all-

8*
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gemein der Gedanke der amalytischen Geometrie, der eine Fusion der
Zahl- und Raumanschauwung erzielen will. DemgemiB beginnt man

1. mit der graphischen Darstellung der einfachsten Funktionen, der Poly-
nome und rationalen Funktionen einer Variablen. Die Schnittpunkte
der so erhaltenen Kurven mit der Abszissenachse setzen die Nullstellen
der Polynome in Evidenz, und hieran schlieBt sich in natiirlicher Weise die
Lehre von der numerischen Auflosung der Gleichungen durch Niherung an.

2. Das geometrische Kurvenbild gibt die naturgemife anschauliche
Quelle sowohl fiir die Idee des Differentialguotienten wie auch fiir die des
Integrals; zu ersterer filhrt die Steigung der Kurve, zu letzterer der
Flicheninhalt, den die Kurve mit der Abszissenachse begremzt.

3. In allen Fillen, in denen der Infegrationsprozef (oder Quadratur-
prozeB im eigentlichen Sinne des Wortes) mit rationalen und algebraischen
Funktionen nicht explizit durchfiihrbar ist, gibt er aus sich heraus zur
Entsteliung neuer Funktionen AnlaB, die so auf eine durchaus natiirliche
und einheitliche Art eingefiihrt werden. So definiert die Quadratur der
Hyperbel den Logarithmus:

2
dx 1
-x— = logx,

v

wihrend die Quadratur des Kreises sich leicht auf das Integral:

z
dx .
—— = arcsiny;
s V1 — x?

also auf die Inversen der trigonometrischen Funktionen zuriickfilhren
laBt. Sie wissen, daB derselbe Gedankengang weiterhin zu neuen hé-
heren Funktionsklassen, insbesondere den elliptischen Funktionen, fiihrt.

4. Die Entwicklung aller so gewonnemen Funktionen in unendliche
Potenzreshen geschieht wiederum nach einem einheitlichen Prinzip, dem
Taylorschen Lehrsatze.

5. Als hoéhere Fortfilhrung dieses Ansatzes erscheint dann die
Cauchy-Riemannsche Theorie der analytischen Funktionen komplexen
Arguments, die sich auf den Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen
und dem Cauchyschen Integralsaize aufbaut.

Versuchen wir nun, das Resulfat dieses Uberblickes in bestimmte
Worte zu fassen, so konnen wir vielleicht sagen, daf bei A eine mehr
partikularistische Auffassung dey Wissenschaft zugrunde liegt, die das Ge-
samigebiet in eine Rethe gegeneinander wohl abgegrenzter Teile zerlegt und
in einem jeden fiir sich mit einem Minimum von Hilfsmitteln unter mog-
lichster Vermeidung von Anleihen in den Nachbargebieten auszukommen
sucht; das Ideal ist ein auskristallisierter, logisch in sich geschlossener
Aufbau jedes der einzelnem Gebiete. Demgegeniiber legt der Anhinger
von B gerade auf eine organische Verkniipfung der Einzelgebiete und auf
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die zahlreichen Anregungen, die sie sich gegenseitig gewdhren, das Haupt-
gewicht, und er bevorzugt demgemif die Methoden, die ihm das gleich-
zettige Verstindwis mehrerer Gebicte unter einheitlichem Gesichispunkte
erschliefen, sein Ideal ist die Erfassung der gesamtien mathe-
matischen Wissenschaft als eines grofien zusammen-
hingenden Ganzen.

Man kann wohl nicht im Zweifel sein, welche der beiden Richtungen
mehr Leben in sich hat, welche den Schiiler — soweit er nicht spezifisch
abstrakt mathematisch veranlagt ist — mehr packen kann. Betrachten
Sie, umn sich das recht zu vergegenwirtigen, nur das Beispiel der Funk-
tionen € und sinx, liber die wir gerade in dieser Richtung spiter noch
viel zu reden haben werden! Im System 4 — und leider schlieBt man
sich diesem auf der Schule fast ausschlieBlich an — treten beide Funk-
tionen ganz heterogen auf: ¢* bzw. der Logarithmus erscheint als bequemes
Hilfsmittel beirm numerischen Rechnen, sinx aber entsteht in der Drei-
ecksgeometrie. Wie soll man da verstehen, daB beide in so einfacher
Weise zusammenhingen, und noch mehr, daB sie sich in den ver-
schiedensten Gebieten, die weder mit der Technik des numerischen
Rechnens noch mit der Geometrie das mindeste zu tun haben, immer
wieder ganz vor selbst als naturgemaBer Ausdruck der dort obwaltenden
Gesetze darbieten? Wie weit diese Anwendungsmoglichkeiten gehen,
zeigen die Namen ,,Zinseszinsfunktion’ oder ,,Gesetz des organischen
Wachstums*, die man ¢* wohl beigelegt hat, zeigt andrerseits die Tatsache,
daB sin x tberall da, wo von Schwingungen die Rede ist, eine zentrale
Rolle spielt. Im Systeme B aber erscheinen diese Zusammenhinge ganz
verstandlich und der von Anfang an hervorgehobenen Bedeutung der
Funktionen durchaus angemessen: Hier entstehen ja ¢* und sinx aus der-
selben Quelle, der Quadratur einfacher Kurven, und man wird von da
aus bald — wir werden das spiter noch sehen — auf die Differential-
de* d?sinx
ax = ¢ bzw. W
fiihrt, die allen jenen Anwendungen naturgemiB zugrunde liegen.

Zum vollen Verstindnis der Entwicklung der Mathematik miissen
wir aber noch eines dritien Momentes C gedenken, das neben und inner-
halb der Entwicklungsreihen 4 und B sehr hiufig eine groBe Rolle
spielt. Es handelt sich da um die Methode, die man mit einem durch
Entstellung des Namens eines arabischen Mathematikers entstandenen
Worte als Algorithmus bezeichnet ; algorithmisch ist im Grunde schlieBlich
jedes geordnete formale Rechnen, insbesondere das Buchstabenrechnen.
Welch einen groBen Anteil an der Entwicklung der Wissenschaft das
algorithmische Verfahren als eine gewissermaBen selbstandig vorwdiris-
tresbende, den Formeln innewohnende Kraft unabhingig von der Absicht
und Einsicht der jeweiligen Mathematiker und oft sogar ihr entgegen
gehabt hat, das haben wir schon wiederholt betont; auch in den An-

gleichungen einfachsten Typs ( =—sinx) ge-
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fingen der Infinitesimalrechnung hat, wie wir weiterhin sehen werden,
der Algorithmus héaufig zu neuen Begriffen und Operationen gedringt,
noch ehe man sich tiber ihre Zuldssigkeit Rechenschaft geben konnte.
Selbst auf hoheren Stufen der Entwicklung kénnen diese algorithmischen
Momente Niitzliches leisten und haben es tatsichlich getan, so daB man
sie geradezu als den Unilergrund der mathematischen Entwicklung be-
zeichnen kann; es heifit also unhistorisch denken, wenn man, wie es
heute manchmal iiblich ist, diese Umstinde als bloB ,,formale* Ent-
wicklungen geringschitzig beiseite schiebt. .

Ich mochte nunmehr den Gegensatz dieser verschiedenen mathematischen
Arbeitsrichtungen durch die Geschichte der Mathematik genauer verfolgen,
wobei ich mich natiirlich auf die Erwahnung der allerwichtigsten Ziige
der Entwicklung beschrinken muB. Hierbei wird der durchgreifende
Unterschied zwischen A und B innerhald des ganzen Gebietes der
Mathematik noch klarer werden als in der obigen auf die Analysis
beschrankten Zusammenstellung.

Bei den alten Griechen finden wir eine scharfe Tremnung der
reinen und angewandten Mathematik, die auf Plato und Aristoteles zu-
riickgeht. Zur reinen Mathematik gehoérte vor allem der bekannte
Euklidische Aufbaw der Geometrie; in der angewandten wurde be-
sonders das wnumerische Rechnen, die sogenannte Logistik ausgebildet
(Adyos = allgemeine Zahl; vgl. S. 35). Freilich wurde die Logistik
recht gering angesehen, und Sie wissen, daB sich dieses Vorurteil noch
bis heute vielfach erhalten hat — allerdings meist nur bei Leuten,
die selbst nicht numerisch rechnen kénnen. Die geringere Geltung
der Logistik mag besonders darauf zuriickzufiihren sein, daB sie im
AnschluB3 an die Trigonometrie und die Bediirfnisse des praktischen
Vermessungswesens entwickelt wurde, das nun einmal dem Menschen
gewOhnlich nicht vornehm genug erscheint; trotzdem mag sie dem-
gegeniiber in der allgemeinen Wertschitzung etwas gehoben worden
sein durch ihre Anwendung in der Astronomie, welche, obwohl der
Geodidsie verwandt, doch im Gegensatz zu ihr immer fiir eine der vor-
nehmsten Disziplinen gegolten hat. — Sie sehen bereits aus diesen
wenigen Bemerkungen, daB der griechische Wissenschaftsbetrieb mit
seiner strengen Scheidung der einzelnen Gebiete, deren jedes dann in
dem bekannten starren logischen Gefiige dargestellt wurde, ganz der
Entwicklungsrethe A angehort. Trotzdem waren den Griechen auch Be-
trachtungen im Sinne von B micht fremd, und sie mogen bei ihnen zu
heuristischen Zwecken und zur ersten Mitteilung ihrer Entdeckungen
eine rtofle Rolle gespielt haben, wenn ihnen auch fiir die endgiiltige
Daistellung die Form A unentbehrlich zu sein schien; das zeigt ganz
besonders die kiirzlich entdeckte Schrift des Archimedesl), in der dieser

1y Vgl. Hesberg und Zeuthen: Eine neue Schrift des Archimedes. Leipzig 1907.
Sonderabdruck aus Bibliotheca mathematica, 3. Folge, Bd. VIII.
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seine Korperberechnungen unter Hinzunahme mechanischer Betrach-
tungen in durchaus modern anmutender Weise darlegt, die nichts mit
dem starren euklidischen System zu tun hat.

Neben den Griechen spielen im Altertum mathematisch besonders
noch die Inder als Schipfer unseres modernen Ziffernsystems und spiter
die Araber als seine Uberlieferer eine Rolle; auch die ersten Anfinge
des Buchstabenrechnens finden sich bei ihnen. Diese Fortschritte ge-
horen offenbar der algorithmischen Entwicklungsreihe C an.

Gehen wir nun sogleich zur Newuzeit iiber, so konnen wir zunéchst
von etwa 1500 an die mathematische Renaissance datieren,
die eine ganze Reihe grofer Entdeckungen hervorgebracht hat. Ich nenne
als Beispiel die formale Auflosung der kubischen Gleichung (Cardanische
Formel), die in der 1945 in Niirnberg erschienenen ,,Ars magna‘ des
Cardano enthalten ist, einem hochst bedeutsamen Werke, das iiberhaupt
die Keime der modernen, iiber das Schema der antiken Mathematik hin-
ausfithrenden Algebra enthilt; freilich ist dieses Werk nicht Cardanos
personliches Verdienst, denn er soll seine beriihmte Formel ebenso wie
anderes nicht selbst erfunden, sondern fremden Autoren entlehnt haben.

Von 1550 an steht dann das trigonometrische Rechnen im Vorder-
grund; getragen durch die Bediirfnisse der Astronomie, fiir die ich nur
den Namen Kopernikus nennen will, erscheinen die ersten grofen tri-
gonometrischen Tafelwerke. Von etwa 1600 an schlieBt sich hieran un-
mittelbar die Entwicklung der Logarithmen,; die ersten Logarithmen-
tafeln, die der Schotte Napier (oder Neper) aufstellte (1614), enthalten
geradezu nur die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. Wir
sehen in diesen 400 Jahren also genau den Entwicklungsgang, wie er
dem Schema A entspricht.

Wir kommen nun zu der eigentlichen Neuzeit, dem weiteren
Verlaufe des siebzehnten Jahrhunderts. Hier tritt durchaus die
Richtung B in den Vordergrund. 1637 erscheint die analytische Geometrie
des Descartes, welche die fiir alles Folgende grundlegende Verbindung
zwischen Zahl und Raum schafft; dies Werk ist im Neudruck?) bequem
zuginglich. Im AnschluB hieran treten sogleich die zwes grofien Probleme
des 17. Jahrhunderts, das Tangentenproblem und das Quadraturproblem,
also die Probleme des Differenzierens und Integrievens, auf. Zur Ent-
wicklung der eigentlichen Differential- und Integralrechnung fehit von
hier an nur noch die Erkenntnis, daB beide Probleme ganz nahe zu-
sammenhingen, daf das eine die Umkehrung des andern ist. Diese Ein-
sicht scheint der Kern des grofen Fortschrittes zu sein, der am Ende des
Jahrhunderts gemacht wurde.

Vorher aber, im Laufe des Jahrhunderts, entsteht noch die Lehre
von den unendlichen Reihen, tnsbesondere dem Polenzrethem, und zwar
nicht etwa als selbstindige Disziplin im Sinne der heutigen algebraischen

1) Descartes, R.: La géométrie. Nouvelle édition. Paris 1886.
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Analysis, sondern in engster Verbindung mit dem Quadraturproblem.
Nicolaus Mercator (Latinisierung des deutschen Namens Kaufmann;
1620—1687), der iibrigens nicht mit dem etwa 100 Jahre #lteren Er-
finder der Mercatorprojektion identisch ist, hat hier Bahn gebrochen;
er hatte die kithne Idee, zur Reshenentwicklung von log (1 + x) den

Bruch PR auszudividieren und die entstehende Reihe gliedweise zu
integrieven:
z d z 9 x3
Y L S P SR P
log (1 + x) JT+% 6(1 1+t —+.-)dx=x 2-!—3 +

Das ist genau der Inhalt seiner Uberlegung, wenn er auch natiirlich
nicht unsre einfachen Zeichen f ,dx,...benutzte, sondern eine schwer-
falligere Sprache redete. Seines Prozesses bemichtigte sich in den
sechziger Jahren J. Newton (1643 —1727), der sich die Reihe fiir das all-
gemeine Binom gebildet hatte; gewil verfuhr er dabei nur nach Analogic-
schliissen, die sich auf die bekannten einfachsten Fille stiitzten, ohne
einen strengen Beweis zu besitzen und ohne die Grenzen der Giiltigkeit
dieser Reihenentwicklung zu kennen. Wir beobachten hier also wieder-
um ein Eingreifen des algorithmischen MomentsC. Indem er die Binominal-

! == (1 — #®)-tanwendet, erhilt er nach dem Mercatorschen
1—x
dx

x
Verfahren die Reihe fiir /

71— a2

reihe auf

= arc sinx. Durch sehr geschickte

Umbkehrung dieser Rethe, sowie derjenigen fiir logx findet er dann auch
die Reshen fiir sinx und ¢*. Den AbschluB dieser Kette von Entdeckungen
verdanken wir endlich Brock Taylor (1685—1731), der 1715 sein all-
gemeimes Prinzip fiir die Potenzreihenentwicklung von Funktionen ver-
offentlichte.

Die Enistehung der eigentiichen Infinitesimalrechnung am Ende des
17. Jahrhunderts, auf die schon kurz hingewiesen wurde, ist bekanntlich
G. W. Leibniz (1646—1716) und Newton zu danken. Bei Newlon ist
die grundlegende Idee die Vorstellung des Flieflens; beide Variable
x, y werden als Funktionen @ (¢), () der Zeit ¢ aufgefaBt, und wahrend
die Zeit dahinflieBt, ,,flieBen sie gleichfalls stindig. DemgemaB heifit
die Variable bei Newton geradezu fluens, und was wir Differential-
quotient nennen, bezeichnet er als Fluxion x, y. Sie sehen, wie hier
alles durchaus auf Anschawung begriindet ist.

Ahnliches gilt fiir die Darstellung von Leibniz, dessen erste Publi-
kation 1684 erschien. Er bezeichnet selbst geradezu als seine groBte
Entdeckung das Prinzip der Stetigkeit in allem Naturgeschehen, den
Satz: ,,Natura non facit saltum'; auf diese Auffassung stiitzt er seine
mathematischen Entwicklungen, wiederum ein fiir das System B
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typischer Zug. Ubrigens spielt daneben bei Leibniz sehr stark der Ein-
fluB des Algorithmus (C) hinein; von ihm rithren die algorithmisch so
wertvollen Bezeichnungen Z—i: und / f(x) dx her.

Im ganzen aber ergibt sich als Resultat dieses Uberblickes, daf
die grofen Entdechungen des 17. Jahrhunderis vorwiegend der Entwick-
lungsrethe B angehiren.

Im 18. Jahrhundert nimmt diese Entdeckungsperiode ihren
Fortgang zunichst in derselben Richtung; als glinzendste Namen sind
L. Euler (1707—1783) und J. L. Lagrange (1736—1813) zu nennen.
Es entwickelt sich so die Lehre von den Differentialgleichungen im all-
gemeinsten Sinne, e¥nschl. der Variationsrechnung; die analytische Geo-
metrie und analytische Mechanik werden weiter ausgebaut. Uberall haben
wir ein erfreuliches Fortschreiten, ganz wie in der Geographie nach
der Entdeckung Amerikas die neuen Linder zuerst einmal nach allen
Richtungen erforscht und durchquert wurden. Aber genau wie hier
von exakten Vermessungen noch lange nicht die Rede war, wie man
in der allerersten Zeit sogar iiber die allgemeine Lage des neuen Erd-
teils ganz falsche Vorstellungen hatte (glaubte doch Columbus zuerst,
den Osten Asiens gefunden zu haben!), so war man auch in jenen der
Mathematik im Erdteil des Infinitesimalkalkuls neu eroberten Gebieten
zunéchst von einer zuverlassigen logischen Orientierung noch recht
weit entfernt; ja sogar iiber ihre Beziehungen zu den alten wohl-
bekannten Disziplinen gab man sich mitunter Tduschungen hin, indem
man die Infinitesimalrechnung fiir etwas Mystisches hielt, das iiber-
haupt keine genaue logische Analyse gestatte.

Auf wie schwankendem Boden man hier stand, wurde erst recht
deutlich, als man in Lehrbiichern die neuen Gebiete allgemeinverstind-
lich darstellen wollte; da zeigte sich bald, daB die bisher allein herr-
schende Forschungsrichtung B nicht mehr weiter helfen konnte, und
Euler war es, der sie zuerst verlieB. Er hat zwar noch keine eigentlichen
inneren Bedenken gegen die Infinitesimalrechnung, aber sie macht doch
seiner Meinung nach dem Anfinger zu viele Schwierigkeiten und
Skrupel; aus diesem pidagogischen Grunde hilt er es fiir ratsam, ihr
in einem besonderen Lehrbuche, seiner ,,Introductio in analysin in-
finitorum* von 1748, diejenige Disziplin voranzustellen, die wir heute al-
gebraische Analysis nennen; dahin verweist er insbesondere die Lehre von
den unendlichen Reihen und sonstigen unendlichen Prozessen, die er dann
hinterher beim Aufbau der Infinitesimalrechnung als Fundament benutzt.

Einen viel radikaleren Weg schligt, fast 50 Jahre spiter, Lagrange
in seiner ,, Théorie des fonctions analytigues' von 1797 ein; er kann seine
Skrupel iiber die bisherige Begriindung der Infinitesimalrechnung nur
dadurch beseitigen, daB er sie als allgemeine Disziplin ganz verwirft
und sie lediglich als Inbegriff formaler Regeln iiber gewisse spezielle
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Funktionen bestehen 1d8t. Er betrachtet ndmlich awusschlieflich solche
Funktionen, die durch Potenzreihen gegeben sind:

f(x):“o+dlx+a2x2+a3x3+...’

und diese nennt er analytische Funktionen, das soll heiBen Funk-
tionen, die in der Analysis vorkommen und mit denen man da wirklich
etwas Verniinftiges anfangen kann. Der Differentialquotient eines solchen
f (x) wird dann rein formal durch eine zweite Polenzreihe definiert, wie
wir spiter sehen werden. Mit diesem gegenseitigen Zusammenhang der
Potenzreihen hat sich die Differential- und Integralrechnung zu be-
schiftigen. Durch diese Beschrinkung auf formale Betrachtungen wurde
fir die damalige Zeit freilich eine Reihe von Schwierigkeiten beseitigt.

Man sieht, daf schon jene Wendung von Euler und erst recht das
ganze Vorgehen von Lagrange durchaus der Richtung A angehiren, indem
dadurch die anschauliche gemetische Entwicklung durch einen streng in
sich abgeschlossenen Gedankenkreis ersetzt wird. Diese beiden Forscher
haben auf den Schuluntervicht den griften Einfluf gehabt, und wenn
die Schule heute unendliche Reihen behandelt oder durch Potenz-
entwicklung nach der sogenannten Methode der unbestimmien Koeffi-
zienten Gleichungen 16st, die Aufnahme der eigentlichen Differential-
und Integralrechnung aber ablehnt, so steht sie noch ganz wunter der
Nachwirkung der Eulerschen , Indroductio und des Lagrangeschen Werkes.

Das 19. Jahrhundert, zu dem wir jetzt kommen, beginnt vor-
wiegend mit einer sicheren Begriindung der hoheren Analysis durch Kon-
vergenzkriterien, um die man sich vorher noch nicht gekiimmert hatte; im
18. Jahrhundert herrscht noch der ,,paradiesische‘* Zustand, indem man
gut und bose, konvergent und divergent nicht unterscheidet, und selbst
in Eulers Introductio kommen konvergente und divergente Reihen
friedlich nebeneinander vor. Aber am Anfang des neuen Jahrhunderts
geben GaufS (1777—1855) und Abel (1802—1829) die ersten scharfen
Konvergenzuntersuchungen, und Cauchy (1789—1857) entwickelt in den
zwanziger Jahren in Vorlesungen und Biichern #n modernem Sinne die.
erste exakte Begriindung der Infinitesimalrechnung. Er gibt nicht nur
die genaue Definition des Differentialquotienten und Integrals durch einen
Grenzwert endlicher Quotienten bzw. endlicher Summen, wie man dies
vorher auch gelegentlich schon getan hatte, sondern baut auf ihr unter
Hervorhebung des Mittelwerisatzes zum ersten Male ein in sich folge-
richtiges Lehrgebiude der Infinitesimalrechnung auf; wir werden spiter
noch ausfithrlich darauf zuriickkommen. Diese Theorien liegen wohl
gleichfalls 4m Sinme von Richtung A, da sie das Gebiet systematisch
logisch, isoliert von anderen Disziplinen, durcharbeiten; sie haben in-
dessen auf die Schule keinen Einflufl mehr gewonnen, obgleich sie durch-
aus geeignet sind, die alten Vorurteile gegen die Differential- und
Integralrechnung zu zerstéren.
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Aus der weiteren Entwicklung des 19. Jahrhunderts will ich nur ganz
weniges hervorheben; zunichst nenne ich einige in der Richtung B
liegende Fortschritte: neuere Geometrie, mathematische Physik, sowie
Funktionentheorie komplexer Verinderlicher nach Cauchy und Riemann.
Die Fiihrer bei der ersten Bearbeitung dieser drei groBen Gebiete
waren zundchst die Franzosen. Es ist hier der Ort, auch iiber den Stil
der mathematischen Darstellung ein Wort zu sagen. Bei Euklid finden
Sie alles nach dem Schema ,,Voraussetzung, Behauptung, Beweis* ge-
gliedert, wozu unter Umstédnden noch die , Determination’ tritt (Ab-
grenzung des Gebietes, innerhalb dessen die Betrachtungen gelten); in
weiten Kreisen konnen Sie die Meinung finden, daB die Mathematik
sich immer in diesem Vierschritt bewegt. Aber gerade in der Periode,
von der wir soeben reden, bildet sich besonders bei den Franzosen
eine newe Kunstform der mathematischen Darstellung aus, die man als
kiinstlerisch gegliederte Deduktion bezeichnen kann; die Werke von
Monge, oder, um ein neueres Buch zu nennen, der ,,Traité d’analyse*
von Picard lesen sich geradezu wie ein gut geschriebener spannender
Roman. Das ist der der Denkweise B angepafte Stil, wihrend die Eukls-
dische Darstellung durchaus dev Denkweise A wesensverwand? ist.

Von Deutschen, die auf den genannten Gebieten GroBes leisteten,
nenne ich noch Jacobi (1804—1851) und Riemann (1826—1866) und
flige aus neuerer Zeit Clebsch (1833—1872) und den Norweger Lie
(1842—1899) hinzu. Sie alle gehéren wesentlich der Richtung B an,
nur ist gelegentlich ein algorithiischer Einschiag bei ihnen bemerkbar.

Mit Weierstral (1815—1897) tritt von der Mitte des Jahrhunderts
an — seine Lehrtitigkeit in Berlin beginnt 1856 —, die Denkweise A
wieder mehr in den Vordergrund; die Weierstrafische Funktionentheorie
habe ich ja schon unter A aufgefiihrt. In gleicher Weise gehoren die
neueren Untersuchungen wber die Axiome der Geometrie dem Typus A an;
es handelt sich hier um Untersuchungen ganz in Euklidischer Richtung,
die sich ihr auch in der Art der Darstellung wieder annihern.

Wir beenden damit diese kurze historische Ubersicht; manche
Gesichtspunkte, die ich hiér nur kurz andeuten konnte, werden wir
spiterhin noch ausfiihrlich zu besprechen haben. Als Ergebnis diirfen
wir jedenfalls die Erkenntnis mitnehmen, daf in den letzten Jahrhunderten
mathematischer Geschichte umnsere beiden hawptsichlichen Forschungs-
arten gleichmifig zur Geltung kommen, dafl eine jede von ihnen, und
manchmal gerade ihre Aufeinanderfolge grofe Fortschritte der Wissen-
schaft zustande gebracht hat. Die Mathematik wird sich gewiB nur dann
gleichmaBig nach allen Seiten hin fortentwickeln konnen, wenn Zeine
der beiden Arten der Untersuchungen vermachlissigt wird; moge jeder
Mathematiker in der ihm zusagenden Richtung arbeiten!

Der Schulunterricht aber steht leider — ich deutete es bereits an —
heute, wie schon seit langer Zeit unter einseitiger Herrschaft der Rich-
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tung A, eine jede Bewegung zur Reform des mathematischen Unter-
richts muB also fiir eine stirkere Hervorhebung der Richtung B eintreten.
Dabei denke ich vor allem an das Durchdringen der genetischen Unier-
richtsmethode, an eine stiarkere Betonung der Raumanschauwung als
solcher und besonders an die Voranstellung des Funktionsbegriffs unter
Fusion der Raum- und Zahlvorstellung! In den Dienst dieser Tendenz
stelle ich auch die gegenwirtige Vorlesung, und das um so mehr, als
in den elementarmathematischen Werken, die wir sonst immer zu Rate
ziehen, beispielsweise in Weber-Wellstein, Tropfke, M. Simon, fast aus-
schlieBlich die Richtung A vertreten ist; ich hatte dieses Gegensatzes
ja auch bereits in der Einleitung der Vorlesung gedacht.

Und nun, meine Herren, genug von diesen Zwischenbetrachtungen;
lassen Sie uns zum nichsten groBen Abschnitt der Vorlesung iibergehen!



Zweiter Teil.

Algebra.

Ich darf damit beginnen, daB ich Ihnen einige Lehrbiicher der
Algebra nenne, um Sie in die sehr umfangreiche vorhandene Literatur
etwas einzufithren. Zunichst erwihne ich Serrets ,,Cours d’algebre''d),
der frither auch bei uns sehr viel benutzt wurde und groBle Verdienste
hat. Heute besitzen wir jedoch zwei groBe, verbreitete deutsche Lehr-
biicher: H. Webers ,,Lehrbuch der Algebra’*?) und E. Nettos ,,Vorlesungen
#iber Algebra‘‘3), jedes in 2 Banden; beide behandeln auBerordentlich
weitgehend auch die schwierigsten Teile der Algebra und sind iiberhaupt
eigentlich fiir ein wettergehendes Spezialstudium bestimmt; fir das
durchschnittliche Bediirfnis der Lehramtskandidaten scheinen sie mir
inhaltlich zu umfangreich und auch zu teuer zu sein. Mehr dem letzteren
Bediirfnis angepaBt sind wohl die recht bequem lesbaren ,,Vorlesungen
iiber Algebra" von G. Bauer?), die kaum iber das hinausgehen, was der
Lehrer beherrschen solite5). Nach der praktischen Seite hin, fiir die
numerische Auflésung von Gleichungen, werden diese Vorlesungen durch
das kleine Buch ,,Praxis der Gleichungen von C. Runge®) erginzt, das
ich Ihnen nur sehr empfehlen kann.

Wenn ich mich nun zum engeren Thema wende, so bemerke ich
vorab, daB ich im Rahmen dieser Vorlesung natiirlich keine systematische
Darstellung der Algebra geben kann; ich kann vielmehr nur einen einsei-
tigen Ausschnitt geben, und da ist es das ZweckmaBigste, wenn ich solche
Dinge hervorhebe, die anderswo unbillig vernachldssigt werden, und die
doch gerade geeignet sind, den Schulunterricht in besonderer Beleuch-
tung erscheinen zu lassen. Alle meine algebraischen Darlegungen
werden sich um efnen Punkt gruppieren, nimlich um die Anwendung
der graphischen und iberhaupt der geometrisch anschau-
lichen Methoden auf die Lisung vonGleichungen. Damit ist

1) Troisi¢me édition, Paris 1866; [sixiéme édition, 1910.]

2) Zweite Auflage. Braunschweig 1898/99. [Neubearbeitung von R. Fricke.
Bd. I. 1924.]

3) Leipzig 1896/99. [4) Zweite Auflage. Leipzig 1910.]

5) Vgl. auch Netto, E.: Elementare Algebra, akademische Vorlesungen fir
Studierende der ersten Semester. [Zweite Auflage. Leipzig 1913 und H. Weber:
Lehrbuch der Algebra. Kleine Ausgabe in einem Bande. 2. Abdruck. Braun-
schweig 1921.]

[6) Zweite Auflage. Leipzig 1921.]
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ein dulerst umfassendes und beziehungsreiches Kapitel bezeichnet,
aus dem ich natiirlich auch wieder nur einige der wichtigsten und inter-
essaniesten Dinge herausgreifen kann; wir werden dabei mit den ver-
schiedensten Gebieten in organische Verbindung treten, so daf3 wir so
recht Mathematik im Sinne unserer Entwicklungsrethe B von vorhin
treiben werden. Wir behandeln zunichst Gleichungen fiir reelle GréBen,
um dann spiter die Beriicksichtigung der komplexen GréBen folgen zu
lassen.

I. Reelle Gleichungen mit reellen Unbekannten.
1. Gleichungen mit einem Parameter.

Wir beginnen mit einem moglichst einfachen Falle, welcher geo-
metrischer Behandlung zuginglich ist, ndmlich mit einer reellen alge-
braischen Gleichung fiir die Unbekannte-x,
in der noch ein Parameter 1 auftritt:

.o N, fx, ) =0.
( U > Wir deuten die Gleichung geometrisch

am einfachsten, indem wir 4 durch eine

\\/(( >Z  zweite Variable y ersetzen und:
58 fx,3) =0
Abb. 19. als Kurve in einer x-y-Ebene auffassen
(vgl. Abb. 19). Dic Schuiitpunkte dieser
Kurve mit der zur Abszissenachse parallelen Geraden v =% geben die
reellen Wurzeln der Gleichung f(x,A) == 0, und wenn wir uns die Kurve
angenahert gezeichnet haben -- was bei nicht allzu kompliziertem f
leicht moglich ist —, iibersehen wir durch Verschiebung der Parallelen,
wie bei Variation von 4 die Anzahl der reellen Wurzeln sich dndert. Be-
sonders am Platze ist dieser Ansatz, wenn 7 in 4 linear ist, also bei Glei-
chungen von der Form:

@ (%) — Ay (%) =0;
dern dann wird fiir rationale ¢ und ¥ auch unsere Kurve y =%%
rational und ihre Herstellung daher besonders einfach. In diesen Fillen
kann man die Methode auch zur naherungsweisen numerischen Berech-
nung der Wurzeln vielfach mit Nutzen anwenden.

Betrachten wir als Beispiel die guadratische Gleichung:

2t ax—1=0.
Wir haben dann in der Kurve y = %% 4 ax eine Parabel und iibersehen
sofort, fiir welche Werte von 4 die Gleichung 2, 1, 0 reelle Wurzeln hat,
entsprechend den Horizontalen, die die Parabel in 2, 1, 0 Punkten
schneiden (vgl. Abb. 20). Die Vorfithrung einer solchen einfachen und
anschaulichen Konstruktion scheint mir auch fiir die oberen Klassen
der Schule sehr geeignet. — Als zweites Beispiel nenne ich die kubische

Gleichung: B +axt4+byx—1=0,
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bei der wir eine kubische Parabel y = x® 4 ax?+ bx zu betrachten
haben; sie hat je nach den Werten a, & verschiedenes Aussehen. In
der Abb. 21 ist angenommen, daB x2+4ax -+ b =0 zwei reelle

4 y

N
: { ;.

N/

Abb. 20. Abb. 21.

Wurzeln hat; man sieht zugleich, wie die Parallelen sich in solche
gruppieren, die in einem, und solche, die in drei reellen Punkten
schneiden. AuBerdem konnen zwei Grenzlagen mit je einer Doppelwurzel
eintreten.

2. Gleichungen mit zwei Parametern.

Treten nun in einer Gleichung mehrere, zunichst zwei Parameter
auf, so ist zum graphischen Ansatz des Problems bereits mehr Kunst
notig; dafiir ergeben sich aber auch weitergehende und interessantere
Resultate. Wir beschrianken uns hier von vornherein auf lineares Auf-
reten der beiden Payameter A, u und wollen fiir die Unbekannte der
Gleichung ¢ schreiben; es handelt sich also um die Bestimmung der

reellen Wurzeln der Gleichung: ¥
M) ¢@+Aa20+p-w@H=o0, -
wobei @, x, ¥ Polynome in ¢ sind.
Sind x, y gewohnliche rechtwink- }( -v)
lige Punktkoordinaten, so wird jede d x

Gerade in der x-y-Ebene dargestellt

durch eine Gleichung : lg p=-u

2 y+ux+ov=0, Abb. 22.

und wir konnen %, v als Koordinaten der Geraden bezeichnen: (— u) ist
die trigonometrische Tangente ihres Winkels ¢ gegen die x-Achse,
(— v) der Abschnitt, den sie auf der y-Achse ausschneidet (vgl. Abb. 22).
Indem wir, was spiter besonders wichtig wird, Punkt und Gerade und
entsprechend Punkt- und Geradenkoordinaten als gleichberechtigt an-
sehen, konnen wir kurz sagen, die Gleichung y + # x + v = O bedeutet
vereinigte Lage der Geraden u, v und des Punktes x,y, d. h. der Punkt
liegt auf der angegebenen Geraden, und die Gerade geht durch den
angegebenen Punkt.
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Um nun unsere Gleichung (1) geometrisch zu deuten, bringen wir
sie mit (2) zur Ubereinstimmung; das kann auf zwesi wesentlich verschie-
dene Arien geschehen, die wir nacheinander behandeln.

A. Wir setzen:

_e0 _10
(3a) V=0’ A= 0
(3b) w=2, v=p.

Die Gleichungen (3 a) stellen bei variablem £ eine wohlbestimmte rationale
Kurve der x-y-Ebene, die sog. ,,Normkurve' der Gleichung (1) dar,
und da jeder ihrer Punkte durch einen bestimmten Wert von ¢ entsteht,
ist auf ihr gleichzeitig eine gewisse Skala von t-Werlen festgelegt. Aus
(3a) kénnen wir unmittelbar beliebig viele Punkte der Kurve berechnen
und so die Normkurve mit ihrer Skala hinreichend genau etwa auf
Millimeterpapier zeichnen. Fiir jedes bestimmte Parameterpaar 4, 4
stellt ferner (3b) eine Gerade der Ebene dar, und (1) bedeutet nach dem
oben Gesagten, daB der Punkt ¢ der Normkurve auf dieser Geraden
liegt; wir erhalten also alle reellen Wurzeln von (1), indem wir alle reellen
Schnitte der Normkurve mit dieser Geraden aufsuchen und thre Parameter-
werte auf der Skala der Kurve ablesen. Dabei ist die Normkurve ein
fiir allemal durch die Form der Gleichung (1) fest bestimmt, ohne Riick-
sicht auf die speziellen Werte, welche die Parameter 4, u haben mogen.
Zu jeder Gleichung mit bestimmten 4, u gehért dann eine Gerade,
die sie gewissermaBen reprisentiert, und zwar kommen dabei simtliche
Geraden der Ebene in Betracht, nicht wie friiher (S. 94/95) nur die hori-

% zontalen.
=2 2 Zur niheren Erliuterung diene die gua-
dratische Gleichung:
3 - f4At+p=0.
Die Normkurve ist hier durch:
-1
,/1 y =12 x=1¢t oder: y=x2

A 2

P * dargestellt, d. h. sie ist die nebenstehend ge-

Abb. 23 zeichnete Parabel mit der angedeuteten Skala,

an der man die reellen Wurzeln unserer Glei-
chung als Schnitte mit der Geraden y + 4% + p = 0 sofort ablesen kann.
So ergibt die Abb. 23, daB die beiden Wurzeln von #* —¢—1 =0
zwischen § und 2 bzw. — % und —1 liegen. Der wesentliche Vorteil
gegen die frilher auf S. 94f. dargesiellte Methode ist, daB wir jetzt mit
ein und derselben Parabel alle quadratischen Gleichungen 16sen kénnen,
wenn wir nur die simtlichen Geraden der Ebene heranziehen. Hat
man also viele verschiedene quadratische Gleichungen approximativ
aufzulésen, so wird sich die Anwendung dieses Verfahrens als recht
zweckmiBig erweisen.
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Ahnlich kann man die simtlichen kubischen Gleichungen behandeln,
die man bekanntlich stets durch eine lineare Transformation auf die
,reduzierte Form'*: Brdt+u=0,

bringen kann; hier kommt als Normkurve die kubische Parabel:
y=8, x=t¢ oder: y =48

in Betracht, die in Abb. 24 skizziert ist. Auch diese Methode scheint
mir auf der Schule wohl anwendbar; die Schiiler haben am eigenen
Zeichnen solcher Kurven gewiBl die gréBte Freude.

B. Die zweite Methode der Deutung von (1) entsteht aus der ersten,
indem wir das Prinzip der Dualitit anwenden, d. h, Punkt und Linien-
koordinaten vertauschen. Dazu schrei-
ben wir die Glieder von Gleichung (2) A A\
in umgekehrter Reihenfolge: ¥

v+xu4+y=0
und bringen sie in dieser Gestalt mit (1) A 7
zur Ubereinstimmung, indem wir setzen : /

4a) v=(p—(t) u=xt)* -

UM v()’ ,

(4b) x=1, y=pu.
(4a) stellt bei variablem ¢ eine Schar
gerader Linien dar, die eine wohl-
bestimmte Kurve umbhiillen, die ,,Norm- Abb. 24.
kurve'* vorn (1) in der neuen Deutung;
es ist eine rationale Klassenkurve, da sie in Geradenkoordinaten
durch rationale Funktionen eines Parameters dargestellt ist. Jede
Tangente und somit auch der zugehérige Beriibrungspunkt ist durch
einen festen Wert von ¢ bestimmt, so daBl wir wiederum eine Skala
auf der Normkurve erhalten. Indem wir hinreichend viele Tangenten
gemalB (4a) zeichnen, bekommen wir Kurve und Skala mit jeder ge-
wiinschten Genauigkeit. Jedes Parameterpaar 4, u bestimmt vermoge
(4b) einen Punkt der x-y-Ebene, und die Gleichung (1) sagt nunmehr
aus, daB die Tangente ¢ der Normkurve (4a) durch diesen Punkt geht;
wir erhalien also alle reellen Wurzeln von (1), indem wir die Parameter-
werte ¢ ablesen, die zu allen durch den Punkt x =4, y = p gehenden
Tangenten der Normkurve gehoren. Wiederum ist die Normkurve durch
die Form der Gleichung (1) vollig bestimmt; jede derartig gestaltete
Gleichung mit festen Werten der Parameter 4, 4 wird durch einen ge-
wissen Punkt dér Ebene bzw. dessen Lage zur Kurve reprisentiert.

Wir betrachten zur Erliuterung wieder die gleichen Beispiele wie
oben. Zur gquadratischen Gleichung:

ptltdp=0

Klein, Elementarmathematik I. 3. Aufl. 7

/3
0 +7
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gehort als Normkurve die Umbhiillungskurve der Geraden:
V=12 u=t,
und das ist wiederum eine Parabel, deren Scheitel im Nullpunkt liegt.
Die Abbildung, die man sich natiirlich auf Millimeterpapier entwerfen
wird, zeigt sogleich die reellen Wurzeln der Gleichung 2 4-4¢ 4+ s =0
als Parameter der Tangenten, die vom Punkte 4, u aus an die Parabel
gelegt werden (vgl. Abb. 25).
Fiir die kubische Gleichung:

wird die Normkurve: v=8, u=t

eine Kurve dritter Klasse, die im Nullpunkte eine Spitze hat, wie das
die Abb. 26 erkennen liBt.

2 /,?‘y

~J2 -7

Wir kénnen diese Methode noch etwas anders darstellen. Betrachten
wir nur die sogenannte ¢rinomische Gleichung:
A+ p=0,
so haben wir das Tangentensystem der Normkurve durch die den Para-
meter ¢ enthaltende Gleichung:
)=t +xr+y=0
darzustellen. Um nun die Gleichung der Normkurve in Punktkoordi-
naten zu finden, hat man bekanntlich die Gleichung des Tangenten-
systems mit der durch Differentiation nach dem Parameter ¢ aus ihr
entstehenden Gleichung:
Fl=mm 4 nxt* =0
zusammenzustellen und ¢ zu eliminieren; denn die Normkurve wird als
Enveloppe des Geradensystems durch die Schnitte je zweier aufeinander
folgender Geraden (fiir ¢ und ¢ 4 d#) gebildet. Drjicken wir, statt ¢ zu
eliminieren, aus beiden Gleichungen %, y als Funktionen von ¢ aus, so folgt :
m—n
n
und das ist die Punkigleichung unserer Normkurve.

(5a) p=—Tgmon y= e,



Gleichungen mit zwei Parametern. 99

Fiir die Normkurven der als Beispiel behandelten quadratischen
und kubischen Gleichung erhalten wir so:

x=—21, y =12
bzw. x = —3 12, y=218.

Das sind in der Tat die in den Abb. 25 und 26 gezeichneten Kurven.

Ich weise ausdriicklich darauf hin, daB diese Methode von
C. Runge in seinen Vorlesungen und Ubungen praktisch gehandhabt
wird, und daB sie sich als besonders zweckmdlig fiir die wirkliche Lisung
von Gleichungen erweist. Auch im Schulunterricht diirfte sich die Be-
riicksichtigung der einen oder anderen dieser Abbildungen gelegentlich
empfehlen.

Vergleichen wir nun die beiden bisher entwickelten Methoden
miteinander, so zeigt sich, daB fiir einen bestimmten, sehr wichtigen
Zweck die zweite einen wesentlichen Vorteil bietet — dann niamlich,
wenn man eime anschauliche Vorstellung von allen Gleichungen eines be-
stimmien Typus erhalten will, die eine gegebene Anzahl reeller Wurzeln
besitzen. Solche Gesamtheiten werden ndmlich bei der ersten Methode
durch Systeme von Geraden, bei der zweiten aber durch Gebiete von
Punkten reprisentiert. Diese letzteren koénnen wir aber kraft der
Eigenart unserer geometrischen Anschauung oder Gewdhnung wesent-
lich leichter auffassen als jene.

Was wir in dieser Richtung alles crreichen kénnen, willich sogleich am
Beispiele der quadratischen Gleichung naher ausfithren (vgl. Abb. 27); da
gehen von allen Punkten innerhalb der Parabel keine, von allen auBerhalb
aber zwei reelle Tangenten an sie, so dafl diese Gebiete die Mannigfaltig-
keiten aller Gleichungen mit 0 bzw. 2 Wur-
zeln darstellen. Fir alle Punkte der Pa-
rabel selbst gibt es nur eine einzige, doppelt
zahlende Tangente. Die Normkurve selbst
ist tm allgemeinen Fall der Ori derjenigen
Punkie, deren Koordination A, u Gleichungen
mit zwet zusammenfallenden Wurzeln liefern,
so dafl wir sie als Diskriminantenkurve be-
zeichnen konnen.

Bei der kubischen Gleichung gehen von einem Punkte innerhalb
des Hakens der Normkurve drei reelle Tangenten an sie; denn fiir
einen Punkt der Mittellinie ist das aus Symmetriegriinden klar, und die
Anzahl kann sich nicht dndern, wenn man den Punkt variiert, ohne
die Kurve zu iiberschreiten. Kommt dagegen der Punkt x, y auf die
Kurve, so fallen zwei Tangenten zusammen, riickt er in das Gebiet
auBerhalb der Kurve, so werden diese beiden Tangenten imaginar, und
es bleibt nur eine reelle Tangente iibrig. Demmnach reprisentiert das
Gebiet smmerhalb des Kurvenhakens die simitlichen kubischen Gleichungen

7‘
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mit drei verschiedenen reellen Wurzeln, das auferhalb die Gleichungen mit
nur einer reellen Wurzel, und endlich entsprechen den Kurvenpunkten selbst
dieGleichungen miteiner einfachen und einer doppelt zihlenden reellen Wurzel.
Durch die Spitze der Kurve schlieBlich geht nur eine dreifach zihlende
Tangente; sie entspricht der einzigen Gleichung 8 = 0%it einer einzigen
dretfachen Wurzel. Die Abb. 28 14Bt diese
Gruppierung mit einem Blicke iibersehen.
Die Abbildungen werden nun noch viel
interessanter und liefern wesentlich mehr,
wenn wir, wie das in der Algebra auch sonst
tiblich ist, fiir die Wurzeln bestimmie Ein-
schrankungen einfithren, insbesondere nach
allen recllen Wurzeln fragen, die in einem
gegebenen Intervalle t, < t = i, liegen. Diese
Frage wird bekanntlich allgemein durch den
Abb. 28. Sturmschen Satz beantwortet. Wir konnen
nun unsere Zeichnungen leicht so vervollstin-
digen, daB sie eine befriedigende, iibersichtliche Losung auch dieser allge-
meinen Frage geben. Wir nehmen zu diesem Zwecke einfach die den Para-
melerwerten t,, t, entsprechenden Tangenten zu der Normkurve hinzu und be-
trachtendiedurchdiese Geradenentstehende Zerlegung der Ebenein Felder.
Wollen wir diese Uberlegungen zunichst wieder fiir die quadra-
tische Gleichung durchfithren. so kommt es darauf an, die Zahl der
Tangenten festzustellen, die dem Bogen der Parabel zwischen t, und {,
berithren. Durch jeden Punkt des Dreiecks (vgl. Abb. 29) zwischen
diesem Parabelbogen und den beiden Tan-
genten gehen offenbar deren zwei; iiber-
schreitet der Punkt eine der Tangenten ¢,, £,,
so beriihrt eine Tangente durch ihn die Pa-
rabel auBerhalb des Bogens (¢, %) und geht
also fir unsere Zwecke verloren. Durch
jeden Punkt in den sichelférmigen, sich ins
Unendliche erstreckenden, von der Parabel
Abb. 29. und je einer Tangente begrenzten Streifen
ferner geht keine den Bogen (¢, ;) be-
rithrende Tangente, und innerhalb der Parabel gibt es tiiberhaupt
keine reellen Tangenten. Die beiden Parabelbdgen ¢<¢, und =1,
sind also fiir die entstehende Teilung der Ebene unwesentlich; es
bleiben nur die in der Abbildung ausgezogenen Linien, welche durch
die ihnen zugerechneten Zahlen eine genawue Ubersicht iiber die Mannig-
faltigheiten der quadratischen Gleichungen vermitteln, die zwet, eine oder
null reelle zwischen b, und 8, gelegene Wurzeln besitzen.
Genau so verfahren wir bei der kubischen Gleichung (vgl. Abb. 30):
Nehmen wir etwa #; > 0, #, < 0. Wir ziehen wiederum die Tangenten
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mit diesen Parameterwerten und betrachten die Gebietseinteilung, die
durch sie und das zwischen ¢, und #, gelegene Stiick der Normkurve
hervorgerufen wird. In dem viereckigen Gebiet an der Spitze gibt
es dann fiir jeden Punkt drei den Bogen zwischen ¢, und #, berithrende
reelle Tangenten. Beriicksichtigt man, daB beim Uberschreiten jeder
Tangente 1, beim Uberschreiten der Normkurve 2 Tangenten dieser
Art verloren gehen, wie unmittelbar ersichtlich ist, so entsteht das
in Abb. 30 skizzierte Bild der Gebiete, die Gleichungen mit drei, zwei,
einer oder null reellen zwischen b, und t, gelegenen Wurzeln entsprechen.
Um den grofen Nuizen der graphischen Methode einzusehen, brauchen Sie
nur einmal zu versuchen, diese Einteilung der kubischen Gleichungen in
abstracto zu schildern, ohne irgendwie an die Raumanschauung zu
appellieren ; das wird eine ganz unverhiltnismaBig groBe Zeit erfordern.
Auch der Beweis, der hier durch einen Blick
auf die Abbildung klar ist, wird dann nicht
ganz einfach sein.

Was nun die Bezichung dieser geometrischen
Methode zu den bekannten algebraischen Kriterien
von Sturm, Cartestus und Budan-Fourier angeht,
so will ich hier nur bemerken, daB fiir Glei-
chungen unserer Art die geometrische Methode
sie alle umfaBt. Niher ausgefiihrt finden Sie
diese Beziehungen in meiner Arbeit?) ,,Geo-
metrisches zur Abzihlung der Wurzeln algebrai-
scher Gleichungen' in W. Dycks Katalog mathematischer Modelle?). Ich
benutze gern die Gelegenheit, Sie auf diesen Katalog hinzuweisen, der,
anldBlich der von der deutschen Mathematiker-Vereinigung 1893 in
Miinchen veranstalteten Ausstellung herausgegeben, noch heute als das
beste Hilfsmittél zur Orientierung auf dem Gebiete mathematischer
Modelle zu bezeichnen ist.

Abb. 30.

3. Gleichungen mit drei Parametern i, u, ».

Ich will IThnen nun endlich noch zeigen, daB sich ganz entsprechende
Betrachtungen auch fiir Gleichungen mit drei Parametern anstellen
lassen; nur miissen wir sfatt der Ebene den dreidimensionalen Raum
heranziehen. Es mag geniigen, wenn ich mich sogleich auf die spezielle
viergliedrige Gleichung:

(1) P+ uttr+rv=0
beziehe; das Verfahren ist auf andere Gleichungsformen sofort iiber-
tragbar.

[') Abgedruckt in Klein, F.: Gesammelte mathematische Abhandlungen,
Bd. 11, S. 198—208.]

2) Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer Modelle, Ap-
parate und Instrumente (Miinchen 1892), sowie Nachtrag dazu (Miinchen 1893).
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Wir stellen neben diese Gleichung die Bedingung der Raum-
geometrie, dal ein Punkt (x, ¥, 2) und eine Ebene mit den Ebenen-
koordinaten w, v, w sich ,,in vereinigten Lage’ befinden (d. h. daB die
Ebene #, v, w den Punkt x, y, z enthilt). Diese Bedingung lautet:

(2) it+uxtvy+w=0
(3) oder: wHru+yo+ z=0.

Die Gleichung wollen wir nun in der einen oder andern Reihenfolge
mit (1) identifizieren und erhalten dann genau wie vorhin zwei zueinander
duale Deutungen.

Zunichst setzen wir also:

(2a) z2 =1, x =", y =1

dadurch ist eine gewisse Raumkurve, die Normkurve der viergliedrigen
Gleichung (1), versehem mit einer Skala der Werle ¢, bestimmt. Ferner be-
trachten wir die durch die Koeffizienten 4, &, » von (1) bestimmte Ebene:

(2b) u=2~, v=u, w=y;

dann besagt die Gleichung (1), daB die reellen Wurzeln der vorgelegien
Gleichung identisch sind mit den Parameterwerien t der reellen Schnitte der
Normkurve (2a) mit der Ebene (2b).

Gehen wir nun dualistisch vor, so haben wir den Ansatz:

(3a) w=1, =M y=fM"

zu machen. Diese Gleichungen stellen fiir variables ¢ einfach unendlich
viele Ebenen dar, die wir als Schmiegungsebenen einer bestimmien wicderum
wmit einer Skala von Parameterwerien t versehenen Raumkurve auffassen;
und gemiB ihrer Definition durch Ebenenkoordinaten als ,,Klassen-
Normkurve'* der vorigen durch ihre Punkte festgelegten ,,Ordnungs-
Normkurve' entgegenstellen kénnen. Betrachten wir jetzt neben der
ersten Kurve noch den Punkt:

(3b) x =4, y =u, 2=,

so folgt, daf die reellen Wurzeln von (1) identisch sind mit den Parameter-
werten t derjenigen Schmiegungsebenen an die Klassemmormkurve (3a),
die durch den Punkt (3b) gehen.

Es kommt nun darauf an, beide Deutungen an konkreten Beispielen
ndher durchzudenken; wir besitzen flir beide in unserer Sammlung
Modelle, die ich Thnen jetzt vorfithren will.

Die erste Darstellung hat R. Mehmke in Stuttgart zur Konstruktion
eines Apparates zur numerischen Auflosung von Gleichungen benutzt, Esist
ein Messinggestell (vgl. Abb. 31), an dem Sie drei mit Skalen versehene
vertikale Stibe bemerken und in das wir die als Schablonen ausgeschnit-
tenen Normkurven der auf vier Glieder reduzierten Gleichungen 3., 4. oder
5. Grades einsetzen kénnen. Nur ist abweichend von unserer Ausein-
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andersetzung kein gewGhnliches rechtwinkliges Koordinatensystem zu-
grunde gelegt, sondern das Koordinatensystem ist so bestimmt, daf die
zugehorigen Ebenenkoordinaten, d. h. die Koeffizienten u,v,w der in
der Form (2) angesetzten Ebenengleichung gerade die Abschnitte sina,
die die betreffende Ebene auf den Skalen der drei Vertikalstibe hervorruft
und die man dort ablesen kann. Um nun eine Fixierung einer bestimm-
ten Raumebene # =4, v = g, w = » zu ermoglichen, ist an dem vor-
deren w-Stabe ein Visier angebracht, das man auf die Stelle ¥ der Skala
einstellt, wihrend man die Stel-
len 4, u der Skala des #- bzw.
v-Stabes durch einen gespannten
Faden verbindet. Die Visier-
strahlen nach diesem Faden bil-
dendannunsere Ebene, und man
kann deren Schnitte mnit der Norm-
kurve als scheinbare Schwitte des
Fadens mitderSchablone unmittel-
bar beobachten, wihrend wman
durch das Visierloch blickt; ihre
Parameterwerte, das sind die
gesuchten Wurzeln der Gleichung,
liest man gleichzeitig an der
auf der Schablone angebrachten
t-Skala der Normkurve ab. Obder
so geschilderte Apparat wirklich
praktisch brauchbar ist, hingt
natiirlich von seiner sorgfiltigen
mechanischenAusfithrungab,ist
aber wohl wegen der beschrink-
ten  Akkomodationsfihigkeit
des Auges sehr zweifelhaft.

Fir die zweite Methode haben wir ein von Herrn Hartenstein als
Staatsexamensarbeit angefertigtes Modell. Es bezieht sich auf die
sog. reduzierte Form der Gleichung 4. Grades:

B+ A+ pt+v=0,

auf die man bekanntlich jede biquadratische Gleichung unmittelbar
bringen kann. Ich will fiir sie jene Methode noch einmal in ein wenig
veranderter Form darstellen, wie ich das fir die zweiparamefrige
Gleichung oben bereits tat (S. 98): Wir haben in diesem Fall ein
System von einfach unendlich vielen Ebenen zu betrachten, deren
Ebenenkoordinaten in (3a) gegeben sind, und deren Punktgleichungen
sich im vorliegenden Falle folgendermaBen schreiben wiirden:

) FO=#B4+x2+yt+2=0.
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Das Umhiillungsgebilde dieser Ebenen ist die Gesamtheit der Geraden,
die jede Ebene f(f) = 0 mit der benachbarten f(t + d¢) = 0 gemein
hat, also die abwickelbare Fliche, deren Gleichung man durch Elimination
von t aus f(t) = O und {' ({) = O erhdlt. Wir miissen nun aber, um die
Normkurve zu erhalten, das Schmiegungsgebilde der Ebenenschar be-
trachten, d. h. den Ort aller Punkte, in denen drei aufeinanderfolgende
Ebenen sich schneiden; dieser Ort ist bekanntlich die Riickkehrkurve
jener abwickelbaren Fliche, deren Koordinaten sich als Funktionen von t
aus den dret Gleichungen f(f) =0, f (¢) =0, f’(t) =0 berechnen. In
unserem Falle lauten nun diese drei Gleichungen:

B4 xt2+yt4+2=0

4B +x-2t+y =0
1282 4-%x-2 =0,
und man findet aus ihnen:
(5) x=—061, y =812, 2= —3

Diese Ausdriicke stellendie Punkigleichung der Klassennormkurve von (4)
dar, deren Ebenengleichung nach {3a) lautet:

6) w =1, u =1, v==1_.

Beide Darstellungen sind in # vom vierten Grade; dic Normkurve hat also
sowohl die Ordnung als auch die Klasse 4.

Um uns nun iiber sie naher
zu unterrichten, betrachten wir
einige einfache Flichen, die sich
durch sie legen lassen. Zunichst
geniigen die Ausdriicke (5) iden-
tisch in ¢ der Gleichung:

x2
24+ -—=0,
+12

d. h. unsere Normkurve liegt auf
dem durch diese Gleichung ge-
‘ Abb. 32. gebenen parabolischen Zylinder
2. Ordnung, dessen Erzeugende der

y-Achse parallel sind. Ebenso aber besteht die Beziehung:

y2 a3

g + '27 =0,
so daB auch dieser kubische Zylinder, dessen Erzeugende der z-Achse
parallel sind, durch unsere Normkurve geht; sie ist dibrigens der ge-
samte mm Endlichen gelegene Schwitt beider Zylinder. Man kann sich
danach leicht ein ungefihres Bild des Verlaufes der Normkurve machen:

ste st eine zur x-2-Ebene symmetrisch gelegene, doppelt gekriimmie Kurve
mit einer Spitze im Nullpunkt (vgl. Abb. 32).
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Fernerhin geht noch folgende Fliche 2. Grades:

%z 3y
6 64
durch unsere Normkurve, denn auch diese Gleichung wird durch (5)
identisch in ¢ befriedigt. Aus ihr und der Gleichung des kubischen
Zylinders gewinnen wir noch die weitere lineare Kombination, die
wiederum eine durch die Normkurve gehende besonders wichtige
Fliche 3. Grades darstellt:
22
6 16 216

0

Betrachten wir jetzt die abwickelbare Fliche, deren Riickkehrkurve
die Normkurve ist und die wir, von dieser ausgehend, als Inbegriff aller
Tangenten der Normkurve definieren kénnen. Fiir eine Dbeliebige
Raumkurve:

=), y=y@, z2=x0
wird bekanntlich die Tangente im Punkte # durch die Gleichungen:

x=¢t)+e¢ (t), y=v@Ot+e-¥v(@®), =xO+ex®

gegeben, wobei ¢ ein Parameter ist, denn die Richtungskosinus der
Tangenten gegen die Achsen verhalten sich wie die Differential-
quotienten der Koordinaten der Kurve nach ¢. Betrachten wir noch #
als variabel, so haben wir in diesen Gleichungen mit den zwei Para-
metern ¢, ¢ die Darstellung der abwickelbaren Tangentenfliche; alles
das sind bekannte Uberlegungen der Raumgeometrie. Fiir unsere
Kurve (5) speziell erhalten wir also die folgende Darstellung der Tangenten-
flache [wenn wir die Koordinaten ihrer Punkte zum Unterschiede von
den Kurvenkoordinaten mit X, Y, Z bezeichnen]:

X=—6F+2pt)
) Y= 8(#+3e#)
Z=—-3t+408).

Diese Fliche ist nun in dem genannten Modell des Herrn Hartenstein dar-
gestellt, und zwar sind ihre geraden Linien als Fiden ausgespannt
(vgl. Abb. 33, S. 107).

Die Parameterdarstellung der Fliche liefert bereits die besten
Anhaltspunkte fiir ihre Behandlung und wirkliche Herstellung; wir
folgen eigentlich nur einer alten Gewohnheit, wenn wir noch nach
der Gleichung der Fliche selbst fragen. Wir erhalten sie, indem wir
aus (7) ¢ und g eliminieren. Das einfachste Verfahren dazu will ich
Ihnen hier angeben, ohne daB ich jedoch an dieser Stelle im einzelnen
ausfithren kann, wie man auf die einzelnen Schritte kommt, und was
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sie ihrem inneren Wesen nach bedeuten. Wir bilden aus den For-
meln (7) die Kombinationen:

X?
= 2 12
Z+12 12 0%¢

X.Z Y* X3
it Y - S
& 16z o¢H
die beide auf der Kurve selbst (fiir ¢ = 0) verschwinden und, gleich 0
gesetzt, zwei der oben angefiihrten, durch die Flache gelegten speziellen
Flichen darstellen. Aus diesen Gleichungen konnen wir leicht das
Produkt o? eliminieren und finden als Gleichung der abwickelbaren

Flache: (Z X2)3 X.z Y X3>2
e T

ste 1st also eine Fliche 6. Ordnung, die in die unendlich ferne Ebene
und eine Fliche 5. Ordnung zerfillt.

Uber die Bedeutung dieser Formel mache ich fiir die mit dem Gegen-
stande ndher Vertrauten noch folgende Bemerkungen: Die in den
beiden Klammern stehenden Ausdriicke sind die Invarianten der in
reduzierter Form zugrunde liegenden biguadratischen Gleichung:

BLX24+Yt+2Z=0,

die in der Theorie der elliptischen Funktionen eine so groBe Rolle
spielen und die man dort allgemein mit g, und g, bezeichnet. Die linke
Seite unserer Flichengleichung 4 = g8 — 27 g% ist bekanntlich die
Diskriminant: der biguadratischen Gleichung, die durch ihr Verschwinden
das Auftreten einer Doppelwurzel anzeigt. Unsere abwickelbare Fliche
ist also die Diskviminantenfliche der biquadratischen Gleichung, d. h. die
Gesamtheit der Punkte, fiir welche diese eine doppelte Wurzel hat.

Nach diesen theoretischen Erérterungen hat die Konstruktion
eines Fadenmodells unsrer Fliche prinzipiell keine Schwierigkeit
mehr: man bestimme aus der Parameterdarstellung (7) etwa die Punkte,
an denen die darzustellenden Tangenten gewisse feste Ebenen durch-
stoBen, und spanne dann zwischen diese durch einen Holz- oder Papp-
kasten realisierten Ebenen passende Fiden ein. DaB das Modell dann
aber auch wirklich schén und brauchbar wird, dall es den ganzen in-
teressierenden Verlauf der Fliche und ihrer Riickkehrkurve tibersicht-
lich darstellt, wie wir es hier vor uns sehen, das ist nur durch lingere
Versuche und groBe Geschicklichkeit erreichbar. Die auf S. 107 stehende
Skizze (vgl. Abb. 33) gibt die Fliche mit ihren Geraden wieder; A0B
ist die Riickkehrkurve [vgl. die Abb. S.104Y)].

1) Das Hartensteinsche Fadenmodell ist im Verlage von M. Schilling in
Leipzig erschienen. Zum Modell gehort eine Abhandlung von R. Hartenstein:
Die Diskriminantenflache der Gleichung vierten Grades.” Leipzig, Schilling 1909.
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Sie nehmen an dem Modell eine Doppelkurve (CO D) wahr, lings
deren sich xwei Mintel der Fliche durchsetzen; diese Kurve ist einfach
die folgende Parabel der X-Z-Ebene:

: Xz
Y=0 Z = 0.
Von dieser Parabel erscheint aber nur die e¢ine Halfte (CO), und zwar
die fir X <0, als Durchdringung reeller Mintel, wihrend die andere
isoliert im Raume verlduft. Diese Erscheinung
ist keineswegs {iberraschend fiir den, der gewohnt
ist, die Theorie der algebraischen Flachen mit
konkreten geometrischen Vorstellungen zu be-
gleiten; da ist es ganz geliufig, daB reclle Aste
von Doppelkurven sowohl als Schnitte reeller Mintel
auftreten, als auch #solierf im Raume verlaufen
kénnen, wo man sie dann als reelle Schnitie 1ma-
gindrer Mdantel der Fliche aufzufassen hat; all-
gemeiner bekannt ist die entsprechende ebene Er-
scheinung, daB es neben den als Schnitte reeller
Kurvenzweige auftretenden gewGhnlichen Doppel-
punkten algebraischer Kurven auch die scheinbar
isoliert liegenden Doppelpunkte gibt, die als
Schnitte imaginidrer Teile aufzufassen sind.

Vergegenwértigen wir uns
nun im etnzelnen, was uns die
so gewonnene Fliche mit ihrer
Riickkehrkurve, der Normkurve,
alles leisten kann. Wit den-
ken uns die Normkurve mit
ihrer Skala versehen, oder
besser, wir schreiben an jede
ausgespannte Tangente ihren
Parameterwert ¢, der auch Abb. 33.
ihrem Beriithrungspunkt zuge-
hort. Gibt uns nun jemand eine biquadratische Gleichung mit bestimmien
Koeffizienten x, v, z, so haben wir nur von dem zugehdrigen Raumpunkte
(%, v, 2) an die Normkurve die Schmiegungsebenen, oder — was dasselbe
ist — an die Diskriminantenfliche die Tangentialebenen zu legen, um in
den Parameterwerten der Beriihrungspunkte mit der Kurve bzw. in den Para-
meterwerten der zugehorigen Tangenten die reellen Wurzeln zu haben. Da
die Schmiegungsebene die Kurve zugleich beriihrt und schneidet, so proji-
ziert sich von (x, y, z) aus betrachtet jeder Beriihrungspunkt einer
Schmiegungsebene als scheinbarer Wendepunkt der Kurve — und um-
gekehrt. Die recllen Wurzeln der biquadyatischen Gleichung sind also

A,
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schlieflich die Parameterwerte der scheinbaren Wendepunkte der Norm-
kurve bet Betrachtung vom Raumpunkie (x, y, z) aus.

Nun ist es freilich fiir den in der Betrachtung raumlicher Kurven
nicht sehr Geiibten recht schwer, am Modell die Schmiegungsebenen
bzw. scheinbaren Wendepunkte der Kurve wirklich zuverlissig zu
erkennen. Mit unmittelbarer Deutlichkeit aber erliutert das Modell
den nichsten wichtigen Punkt, die Einteilung simtlicher biquadrati-
scher Gleichungen nach der Anzahl ihrer reellen Wurzeln. Sehen wir zu,
was wir da iberhaupt fiir Fille aus der abstrakten Betrachtung der
Gleichungen erwarten diirfen. Sind &, 8, 7, d die vier Wurzeln der reellen
biquadratischen Gleichung (4), so ist wegen des Verschwindens des
Koeffizienten von #3 notwendig & -+ 4y 4+ 6 = 0. Was die Realitit
dieser Wurzeln angeht, so sind offenbar folgende drei Hauptfille méoglich:

1. 4 reelle Wurzeln.

II. 2 reelle, 2 konjugiert komplexe Wurzeln.

III. O reelle, 2 Paare konjugiert komplexer Wurzeln.

Liegen nun zwei Gleichungen der Art I mit den Wurzeln &, §,
7, 0 bzw. &’, f’, ¥’, &’ vor, so kann man jedenfalls &, 8,7, 8 durch lauter
reelle voneinander verschiedene Wertesysteme der Summe Null stetig der
Reihe nach in «’, §, y’, &’ iberfilhren; entsprechend geht dann die
eine Gleichung stetig durch lauter Gleichungen derselben Art in die zweite
iiber, d. h. alle Gleichungen der Art I bilden ein zusammenhingendes
Kontinuum, und dasselbe gilt auch fiir die andern beiden Arten. An
unserm Modell muf also der Rawm in drei in sich zusammenhingende
Teile zerfallen, deren Punkte den Gleichungen fje einer Art emtsprechen.

Betrachten wir nun die Ubergangsfille zwischen diesen drei Arten:
I geht in II iiber durch Gleichungen, die zwei getrennte reelle und eine
doppeltzihlende reelle (d.h. zwei zusammenfallende) Wurzeln haben,
was wir symbolisch durch 2 +- (2) andeuten wollen; ebenso haben wir
zwischen II und III den Ubergangsfall einer recllen Doppelwurzel und
zweter komplexer Wurzeln, was (2) andeuten moge. Beiden Arten
miissen tn unserm rawmlichen Bilde Stiicke der Diskriminanienfliche
selbst enisprechen, die ja alle Gleichungen mit zusammenfallenden
Wurzeln wiedergibt, und zwar iiberlegt man #hnlich wie vorhin, daf
jedem ein in sich zusammenhingendes Stiick der Fliche entsprechen
muf. Diese beiden Gruppen 2 4 (2) und (2) gehen nun wiederum
ineinander iiber durch Fille mit zwes reellen Doppelwurzeln, symbolisch:
(2) + (2); die Punkte, fiir die so zwes Paare von Wurzeln zusammen-
riicken, miissen gleichzeitig zwei Minteln der Diskriminantenfliche,
also dem micht isolierten Ast der Doppelkurve, angehdren. Demmach
zerfdllt die Diskriminantenfliche in zwei durch einen Ast der Doppel-
kurve voneinander getrennte Teile, deven einer 2 + (2) die Raumgebicte 1
und II tremnt, wihrend der andere (2) die Gebiete 11, 111 scheidet. Um
nun zu sehen, wie die Normkurve dazu liegt, bemerken wir, dafl wegen
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ihrer Eigenschaft als Riickkehrkurve fiir jeden ihrer Punkte dres
reelle Tangentialebenen in eivie (die Schmiegungsebene) zusammenfallen,
so daB wir den Fall einer dreifachen und einer einfachen reellen Wurzel:
1 + (3) haben; dieser kann nur aus 2 + (2) entstehen, indem noch
eine der einfachen Wurzeln der Doppelwurzel gleich wird, und so folgt,
daf die Riickkehrkurve ganz auf dem ersten Teile 2 + (2) der Fliche ver-
laufen muf3. Nur in der Spitze der Riickkehrkurve (x =y =2z = 0)
haben wir eine vierfache reelle Wurzel, die auch durch Zusammen-
riicken der beiden Doppelwurzeln aus dem Falle (2) 4 (2) ent-
stehen kann. In der Tat liegt die Spitze 0 der Riickkehrkurve gleichzeitig
auch auf der Doppelkurve. Was endlich den isolierien Ast der Doppel-
kurve anlangt, so verlduft er ginzlich im Raumteil III und ist dadurch
ausgezeichnet, daB je zwei der dort vorhandenen komplexen Wurzeln zu
einer komplexen Doppelwurzel zusammenfallen; beide Doppelwurzeln
sind natiirlich einander konjugiert.

Sie kénnen nun alle hier aufgezihlten.moglichen Falle an unserm
Modell genau erkennen. In der Skizze (Abb. 33, S. 107) bildet das Innere
der Fliche rechts von der Doppelkurve den Raumteil I, links den Teil 111,
das AuBere aber den Teil II. Sie werden sich danach an der Hand des
folgenden Schemas fiir die Zahl und Vielfachheit der reellen Wurzeln,
die den Punkten der einzelnen Raum-, Flichen- und Kurventeile ent-
sprechen, leicht vollig orientieren konnen; es bedeutet darin die nicht
eingeklammerte Zahl die Anzahl der einfachen reellen Wurzeln, wih-
rend jede vielfache Wurzel wie bisher dusch ijhre in Klammern ge-
schlossene Vielfachheit angedeutet ist:

1. 1I. III.
Raumteil: 4 2 0
Diskr.-Flache: 24 (2 (2)
Normkurve: 1 +/(3)
Doppelkurve: W(z imag. Doppelw.).
Spitze: (4)

II. Gleichungen im Gebiete komplexer GréSen.

Wir lassen nun die Beschrinkung auf reelle GréBen fallen und wollen
weiterhin im Gebiete komplexer GréBen operieren; natiirlich kommt es
uns dabei wieder nur auf die Hervorhebung solcher Dinge an, die sich
mehr, als das sonst geschieht, geometrisch anschaulich darstellen lassen.
Ich will sogleich mit dem wichtigsten Theorem der Algebra beginnen.

A. Der Fundamentalsatz der Algebra.
Das ist bekanntlich der Satz, daf jede algebraische Gleichung n'*” Grades
tm Komplexen im allgemeinen n Wurzeln hat, oder genauer gesagt, daf jedes
Polynom f(z) vom n** Grade sich in n Linearfaktoren zerlegen lift.
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Im Grunde benutzen alle Beweise dieses Satzes die geometrische
Interpretation der komplexen GréBen % + ¢y in der x-y-Ebene. Ich
will Thnen den Gedankengang des ersten Gaufschen Beweises von
1799 angeben, der sich ganz anschaulich einkleiden 148t; freilich ist
die urspriingliche Darstellung bei GauB anders als ich sie hier gebe.
Liegt das Polynom:

f)=2"4+a 2" '+ ... +a,
vor, so kénnen wir schreiben:

fa+iy)=uxy) +i-0(x,y),
wobei #, v reelle Polynome der beiden reellen Verinderlichen x, y
sind. Der Grundgedanke des Gaufschen Beweises besteht nun darin,
die beiden Kurven:
#(x,y)=0 und v(x,y) =0

in der x-y-Ebene zu betrachten und zu zeigen, daf sie mindestens einen
Punkt gemeinsam haben miissen; fiir diesen Schnitt (x, ) ist dann
[ (x +iy) =0, womit die Existenz einer ersten ,, Wurzel' der Gleichung
f == 0 bewiesen ist. Zu diesem Ende erweist es sich als geniigend, den
Verlauf beider Kurven ins Unendliche hin, d. h. in beliebig weiter Ent-
fernung vom Nullpunkt zu untersuchen.

Wird der absolute Betrag » von z sehr gro8, so kann man in /(2)
die niederen Potenzen von z gegen z* vernachlissigen. Fiihrt man in
der x-y-Ebene Polarkoordinaten 7, ¢ ein, d. h. setzt man:

2 =17 {cos® + sing),

so wird nach der Moivreschen Formel:

2" =" (cosn @ + isinn ¢).
Diesem Ausdrucke nihert sich also f (z) asymptotisch mit wachsendem ab-
soluten Werte von 2. Dem entnehmen wir sofort, da8 # und v sich
asymptotisch den Funktionen:

rcosngp bzw. r*sinne
ndhern, und daher wird der schliefliche Verlauf der Kurven u =0,
v =0 tm Unendlichen tn erster Anndherung dargestellt durch:

cosnep=0 bzw. sinnep=0.
Nun wird die Kurve sin# @ = 0 gebildet durch diejenigen »

Geraden durch den Nullpunkt, die mit der x-Achse die Winkel 0, 1:;—,
2 —1

—;:—t, cees (lz_n_)_n bilden, wihrend cos# ¢ =0 von den # Halbierungs-
geraden der entstehenden Winkel gebildet wird (in Abb. 34 fiir n =3
gezeichnet). Im zentralen Teil der Abbildung kénnen die wahren Kurven
# =0, v=0 von diesen Geraden natiirlich wesentlich abweichen;
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jedenfalls miissen sie sich nach auBen ihnen asymptotisch nihern,
und wir kénnen thren Veriauf schematisch geradezu so darstellen, daf wir

Abb. 34.

auferhalb eines grofen Kreises jene
Geraden beibehalten und sie innen
trgendwie verbinden (vgl. Abb. 35).
Ganz gleichgiiltig aber, wie dieser
innere Verlauf sein mag, die sich ins
Unendliche erstreckenden Aste %, v
miissen jedenfalls, wenn man den
Nullpunkt der Abbildung auf einem
geniigend groBen Kreise umliuft,
alternieren, und daraus ist anschau-
lich ganz klar, daf sie sich innerhalb
dieses Kreises mindestens einmal
tiberkreuzen miissen. Inder Tat kann
man diese Behauptung — und das
ist der Inhalt des GauBschen Be-
weises — mit Hilfe der Stetig-
keitseigenschaften der Kurven
exakt!) beweisen; der wesentliche

Abb. 35.

Abb."36.

[1) Hierzu ist zu bemerken, daB Gaug nicht ganz ohne geometrische Uber-
legungen auskommt. Die von ihm selbst in seiner Dissertation in Aussicht gestellte
Arithmetisierung des Beweises ist erst von 4. Ostrowsk: (Goéttinger Nachr. 1920
oder Heft VIII der Materialien fiir eine wissenschaftliche Biographie von GauB,
1920) geliefert worden. Zur Geschichte des Fundamentalsatzes sei noch bemerkt,
daB sein erster Beweis von D’Alembert stammt. Freilich findet sich auch im
D’Alembertschen Beweise eine Liicke, auf die GauB aufmerksam machte.
D’Alembert beachtete nimlich nicht den Unterschied zwischen oberer Grenze
und Maximum einer Funktion und benutzte die im allgemeinen Fall unrichtige
Annahme, daB eine Funktion einer komplexen Verdnderlichen ihre obere Grenze,
falls sie eine solche besitzt, auch wirklich erreicht.}
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Gedankengang aber ist im vorigen dargelegt. — Hat man so eine Wurzel
gewonnen, so kann man von f(z) einen Linearfaktor abspalten, und
den SchluB fiir das entstehende Polynom (# — 1)*® Grades wieder-
holen. So fortschreitend findet man schlieflichin der Tat die Miglichkeit der
Zerspaltung von [ (2) in n Linearfaktoren bzw. die Existenz von n Nullstellen.

Das SchluBverfahren wird Ihnen viel deutlicher werden, wenn
Sie sich spezielle Beispiele wirklich durchkonstruieren. Ein einfaches
Beispiel wire: flz) =22 — 1 =0;

in diesem Falle wird offenbar:

u=r3cos3 g —1, v=173%sin3 ¢,
so daB v =0 einfach aus drei Geraden besteht, wihrend # =0 drei
hyperbelartige Aste besitzt. Sie sehen an der Abb. 36, S. 111 in der Tat
die drei Schnitte der beiden Kurven, welche die drei Wurzeln unserer
Gleichung geben. Ich kann Ihnen die Durchfiihrung weiterer kom-
plizierterer Beispiele nur sehr anempfehlen.

Diese kurzen Andeutungen iiber den Fundamentalsatz mégen
hier, wu ich ja keine Vorlesung iiber Algebra halte, geniigen. Lassen
Sie mich mit dem Hinweis schlieBen, daB die Bedewtung der Zu-
lassung komplexer Zahlen in der Algebra gerade darin besteht, daB
sie den allgemeinen ausnahmelosen Ausspruch des Fundamentalsatzes
gestattet; bei Beschrinkung auf reelle Gr68en kénnte man nur sagen,
daB die Gleichung n'*® Grades entweder n Wurzeln hat oder weniger
oder auch gar keine.

B. Gleichungen mit einem komplexen Parameter.

Den Rest der Zeit, der uns noch fiir die Algebra bleibt, wollen
wir dazu verwenden, die samtlichen (auch die komplexen) Lisungen
komplexer Gleichungen in anschaulicher Weise zu diskutieren, so wie
wir das iriiher fiir die reellen Losungen reeller Gleichungen taten. Dabei
wollen wir uns aber auf Gleichungen mit einem komplexen Parameter
beschrinken und obendrein noch annehmen, da8 dieser nur linear
auftritt; dann wird das Studium- einer einfachen konformen Abbildung
alles ergeben, was wir wiinschen.

Es sei 2 =x + 1y die Unbekannte, w = u -+ 1 v der Parameter.
Dann hat also der Typus der zu betrachtenden Gleichung die Form:
(1) P —w-y(x)=0
an, wobei ¢, ¥ Polynome in z sind; der Exponent der hiochsten in
ihnen auftretenden Potenz von z sei #. Nach dem Fundamentalsatz
hat diese Gleichung fiir jeden bestimmten Wert von w genau # im
allgemeinen verschiedene Wurzeln z. Umgekehrt aber folgt aus (1):

@) 9@

w="—

y(z)’
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d. h. w ust eine eindeutige rationale Funktion von z, die — wie man sagt —
vom Grade n ist. Wollten wir nun als geometrisches Aquivalent der
Gleichung (1) einfach die durch diese Funktion entstehende konforme
Abbildung zwischen der komplexen z- und w-Ebene verwenden, so
wiirde die Vieldeutigkeit des z als Funktion von w die Ubersicht stéren;
wir helfen uns also, wie es stets in der Funktionentheorie iiblich ist:
Wir demken uns die w-Ebene in n iibereinandergelegten Exemplaren
(Bldttern) vorhanden und verbinden diese n Blitter in geeigneter Weise
durch Verzweigungsschnitte zu einer m-blitirigen Riemannschen
Fliche, wie Thnen das aus den Anfingen der Lehre von den algebra-
ischen Funktionen allen bekannt ist. Dann vermittelt unsere Funktion
eine eimeindeutige, im allgemeinen konforme Beziehung zwischen den
Punkten der Riemannschen Fliche iiber der w-Ebene einerseits und der
schlichten z-Ebene andererseits.

Bevor wir nunzum genauen
Studium dieser Abbildung
iibergehen, ist es zweckmaBig,
einige. MaBnahmen zu treffen,
welche die gar nicht im Wesen
der Sache begriindete Aus-
nahmestellung unendlich grofer
Werte von w und z beseitigen
und das bequeme Aussprechen
ausnahmelos geltender Sitze
ermoglichen sollen. Da diese
Verabredungen nicht so allgemein benutzt werden, wie es wohl wiinschens-
wert wire, so sei ein Wort mehr iiber sie gestattet, als es sonst geschieht.
Es kann uns namlich hier nicht geniigen, daB man einfach symbolisch
von einem unendlich fernen Punkie der komplexen Ebene spricht, da diese
Auffassung ginzlich die konkrete Vorstellung vermissen 148t und man
obendrein immer erst durch besondere Uberlegungen oder Ver-
abredungen herausbekommen kann, was einer bestimmten Eigenschaft
eines endlichen Punktes beim unendlich fernen analog ist. Wir erhalien
aber alles, was wir wiinschen, wenn wir ein fiir allemal die GaufSsche
Ebene als Trigerin der komplexen Zahlen durch die ,, Riemannsche Kugel'
ersetzen. Wir denken uns dazu einfach (vgl. Abb. 37) auf den Null-
punkt der Zahlenebene eine beriihrende Kugel vom Durchmesser 1
mit ihrem Siidpol S aufgesetzt und durch stereographische Projektion
von dem gegeniiberliegenden Nordpol N auf die Ebene bezogen. Jedem
Punkt Q== (x, y) der Ebene entspricht dabei eindeutig der zweite
Schnitt P des Strahles N @ mit der Kugel, und umgekehrt entspricht
jedem. Punkte P der Kugel — mit Ausnahme von N selbst — eindeutig
ein Punkt Q mit bestimmten Koordinaten x, v; wir konnen daher P
als Reprisentanten der Zahl x 4 ¢y ansehen. Riickt nun aber P irgend-

Abb. 37.

Klein, Elementarmathematik I. 3. Aufl. 8
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wie ir den Nordpol N, so entfernt sich Q stets ins Unendliche; um-
gekehrt, wie auch immer @ ins Unendliche der Ebene sich entferr.2n
mag, der entsprechende Punkt P nihert sich auf jeden Fall dem einen
bestimmten Punkte N. Es erscheint also naturgemif, diesen Punkt N,
dein keine endliche komplexe Zahl zugeordnet ist, als einzigen Reprisen-
tanten aller unendlich grofen x + ¢y, d. h. als konkretes Abbild des
sonst nur symbolisch eingefiihrten, unendlich fernem Punkies der Zahlen-
ebene anzusehen und ihm schlechtweg die Marke oo zuzuordmen. Hier-
durch ist im geometrischen Bilde wvollige Gleichberechtigung aller end-
lichen und des unendlich fernen Punkies erzielt.

Wir wollen nun, um zur geometrischen Deutung unserer algebrai-
schen Beziehung (1) zuriickzukehren, auch die w-Ebene durch eine w-Kugel
ersetzen. Dann wird unsere Funktion durch eine Abbildung der z-Kugel
auf die w-Kugel dargestellt, und diese ist, genau wie die Abbildung der
beiden Ebenen, konform, da nach einem bekannten Satze auch die stereo-
graphische Abbildung der Ebene auf die Kugel konform ist. Dabei
werden einer einzigen Stelle der w-Kugel im allgemeinen % verschiedene
Stellen der z-Kugel entsprechen; um eine eimeindeutige Beziehung zu
erreichen, denken wir uns daher wiederum # Exemplare der w-Kugel
iibereinander bzw. ineinander gelegt und verbinden sie durch Ver-
zweigungsschnitte in geeigneter Weise zu einer n-bldttrigen Riemannschen
Fliche itber der w-Kugel. Diese Vorstellung hat keine groBere Schwierig-
keit, als die einer Riemannschen Fliche iiber der Ebene. Damit 1st
endlich die algebraische Gleichung (1) geometrisch gedeutet als einein-
deutige im allgemeinen konforme Bezichung der Riemannschen Fldche
iiber der w-Kugel einerseits und der schlichten z-Kugel andererseits; in
diese Deutung sind offenbar auch unendliche Werte von z und w, die
einander oder endlichen Werten entsprechen, mit einbezogen.

Um nun diese neu eingefithrten geometrischen Hilfsmittel voll
ausnutzen zu konnen, miissen wir auch i der Algebra einen ent-
sprechenden Schritt tun, um die Ausnahmestellung des Unendlichen
in den Formeln zu beseitigen, und dieser Schritt ist die Einfihrung der
homogenen Variablen. Wir setzen namlich:

%
22

2

und betrachten z; und z, als zwei voneinander unabhingige komplexe
Verinderliche, die nur beide endlich bleiben und niemals gleichzeitig ver-
schwinden sollen. Jeder bestimmte Wert von z wird dann von un-
endlich vielen Wertsystemen (cz;, cz,) geliefert, wobei ¢ ein willkiir-
licher konstanter Faktor ist; alle Wertsysteme (cz,, ¢2,), die sich nur
um einen solchen Faktor unterscheiden, werden wir daher als ein und
dieselbe ,,Stelle’ im Gebiet der beiden homogenem Variablen ansehen.
Dann gehért auch umgekehrt jeder solchen Stelle ein bestimmter
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Wert z zu, mit einer Ausnahme: der Stelle (7 beliebig, z, = 0) ent-
spricht kein endliches z; nihert man sich ihr aber von andern Stellen
aus, so wird das entsprechende z selbst unendlich groB. Diese eine
Stelle wird also als arithmetisches Aquivalent des einen unendlich fernen
Punkies der 2-Ebene bzw. z-Kugel mit der Marke z == 0o anzusehen sein.

In derselben Weise setzen wir natiirlich auch w = Y1 Wir

Wy
werden nun die ,homogene’’ Gleichung zwischen den ,homogenen
Variablen z, z; und w,, w, aufstellen, die der Gleichung (2) entspricht;

sie lautet, wenn wir den Bruch in (2) mit 2j erweitern:

6) R TR

Hierin sind @ (2, 2,), ¥ (%, 2,) ganze rationale Funktionen von z

und 2,, da @(2) und Y (z) das z —“ hochstens in der #*® Potenz
%
enthalten. Obendrein sind es sogar homogene Polynome (Formen)

der Dimension n; denn jeder Term z* von @ (2) oder ¥ (z) wird durch

das Erweitern in den Term 2} (?)tz Z37* 2 der Dimension # verwandelt.
2

Wir kommen jetzt dazu, unter konsequenter Verwendung der beiden
esngefithrien Hilfsmittel — der Darstellung auf der komplexen Kugel
und der homogenen Variablen — die funktionale Abhingigkest, die
durch unsere Gleichung (1) bzw. (3) 2wischen z und w festgelegt wird, in
allen ihren Einzelheiten zu studieren. Wir werden diese Aufgabe geldst
haben, wenn wir uns eine vollkommene Vorstellung der konformen Ab-
bildung zwischen der z-Kugel und der Riemannschen Fliche iiber der
w-Kugel machen kdnnen.

Da haben wir nun vor allem nach der A7t und der Lage der Ver-
zwetgungspunkie der Riemannschen Fliche zu fragen. Ich erinnere hier
zunichst daran, daB ein u-facher Verzweigungspunkt ein solcher ist, an
dem p -+ 1 Blatter zusammenhidngen. Da w eine eindeutige Funktion
von z ist, kennen wir die Verzweigungspunkte, wenn wir die ihnen
entsprechenden Punkte der z-Kugel kennen, die ich schlechtweg merk-
wiirdige oder bemerkenswerte Punkte der z-Kugel zu nennen pflege. Auch
ihnen entspricht eine gewisse Multiplizitis, gleich der Vielfachheit des
zugehdrigen Verzweigungspunktes. Ich will nun die Sitze, welche die
Bestimmung dieser Punkte erméglichen, ohne ausfiihrlichen Beweis
angeben; ich nehme dabei an, daB die hier in Betracht kommenden
recht einfachen funktionentheoretischen Tatsachen Thnen im allgemeinen
gelaufig sind, wenn auch nicht gerade in der homogenen Darstellung,
die ich bevorzuge. Die abstrakten Dinge, die ich Ihnen hierbei zu-

8¥%
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nichst werde vorzutragen haben, werden spiter an einer Reihe von
Beispielen konkrete anschauliche Gestalt gewinnen.

Zunichst eine kleine Rechnung, die uns das Analogon des Diffe-
dw
dz
tiation erhalten wir aus der Gleichung (3), wenn wir die Striche iiber g und y
wieder fortlassen:

3) wydwy —wdw, _ydg —qdy
w} ¥ ’
dp =@ dz + p,dz,
dy=1y,dz + y,dz,
wenn wir zur Abkiirzung setzen:

rentialquotienten —— in homogenen Koordinaten liefern soll! Durch Ditferen-

Nun ist:

_ 99, 2) LAY I
! 0z e 0z, '
:aW(zlﬂ =6W(zl:zz)
! 0z, 2 0z,

Andererseits ist nach dem Eulerschen Theorem firr homogene Funktionen

vom Grade #:
P12t @rzy=n-@

Y25t Yyt =n-y;
daher wird auf der rechten Seite von (3'):
d‘P»d’#}:}_“Pldzl+¢’2dz2»‘l’1d21+1/)2d32i
@ vl Plen @z, ia v .

Dieser Ausdruck ist nach dem Multiplikationstheorem der Deter-
minanten:
_ 119 @

"y, Y,

ydo —pdy =

dzy, iy

2 %
Also geht (3°) tiber in:
wydw, —w,dw, 2,dz,—2dzy
w3 = 7.2

(Prys — V1 @) -

Damit haben wir die Grundformel der homogenen Theorie unsever
Gleichung gewonnen, wobei als mafgebender Ausdruck fir alles folgende
die Funktionaldeterminante @y, — @, @, der Formen @, v auftritt. Bis
auf diese und den Faktor iz steht rechts das Differential von 2 = z—",

ny 2y
links das vonw = 22, und da fiir endliche z und w die merkwiirdigen
v Wy
Punkte bekanntlich aus ‘Z—w =0 sich ergeben, erscheint folgender Satz
z

plausibel, auf dessen genauen Beweis ich hier allerdings nicht eingehe:
Jede u-fache Nullstelle der Funktionaldeterminanie ist ein merkwiirdiger
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Punkt der Multiplizitit w, d. h. thm enispricht ein p-facher Verzwei-
gungspunkt der Riemannschen Fliche iviber der w-Kugel. Der Haupt-
vorzug dieser Regel vor denen, die sonst gegeben werden, besteht darin,
daB sie endliche und unendliche Werte von z und w in eine Aussage zu-
sammenfaBt. — Auch iiber die Anzahl der merkwiirdigen Punkie ge-
stattet sie eine prizise Angabe: Es sind nidmlich die vier Ableitungen
Formen der Dimension # — 1, und daher ist die Funktionaldeterminante
eine Form der Dimension 2# — 2. Ein solches Polynom hat unter
Beriicksichtigung der Vielfachheit immer genau 2# — 2 Nullstellen.

Sind also &, &,,..., &, die merkwiirdigen Punkte der z-Kugel (d. h.
QP — WP, =0 fiir 2z @2, =0y, &, ..., &) und sind beziiglich
e, Mo, - ., @, thre Multiplizititen, so ist dereh Summe:

Pt gty =20 — 2.

Diesen Punkten entsprechen vermdge der konformen Abbildung
die v Verzweigungspunkte:
Ay, 8y, ..., 0y

der Riemannschen Flache iiber der w-Kugel, die auf der Flache notwendig

getrennt liegen miissen und um die herum bzw. u; + 4, o +1, u3 +1, ...,

My + 1, Blatter im Zyklus zusammenhingen. Esist aber zu bemerken, da8

moglicherweise verschiedene dieser Verzweigungspunkte iiber derselben

Stelle der w-Kugel liegen kénnen, da sich unter Umstinden aus
@ (2)
y(2)

ergeben kann. Uber einem solchen Punkte verlaufen dann verschiedene

von einander getrennte Serien von Blittern,

deren jede in sich zusammenhingt. Jede solche P

Stelle der w-Kugel nennen wir eine Verzwer-

gungsstelle, und bezeichnen sie fortlaufend

mit A, B, C, ..., wobei die Anzahl dieser

Verzweigungsstellen kleiner sein kann als ». A )4
Wir wollen nun die Riemannsche Fliche,

von der wir nach den bisherigen Angaben nur

sehr verschwommene Vorstellungen haben

koénnen, so aufbaunen, daf sie eine ‘ibersichtlichere Abb. 38.

Gestalt annimmt. Dazu legen wir durch die Ver-

zweigungsstellen A, B, C, . .. auf der w-Kugel irgendeine in sich zuriick-

laufende, sich mnicht durchdringende Kurve & von mdiglichst einfacher

Gestalt, und wunterscheiden die beiden durch sie entstchenden Kugel-

kalotten als obere und wumiere (vgl. Abb. 38). In allen spiter von

uns zu behandelnden Beispielen werden die 4, B, C,... samtlich

reell sein, wir werden dann natiirlich als Kurve € den Meridiankreis dey

reellen Zahlen nehmen, so daB jedes unserer beiden Teilgebiete eine

Halbkugel ist.

W = fiir z = &4, ..., &, verschiedene Male derselbe Wert von w

c
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Nun durchdringen sich — um weiter vom allgemeinen Fall zu reden
— je zwei zusammenhidngende Blitter der Riemannschen Flache lings
eines zwei Verzweigungspunkte verbindenden Verzweigungsschnittes;
bekanntlich bleibt die Riemannsche Fliche ihrem Wesen nach un-
geiandert, wenn man diese Schnitte beliebig auf ihr verschiebt und
nur ihre Endpunkte festhilt, d. h. dieselben Blitter lings andrer
dieselben Verzweigungspunkte verbindender Kurven miteinander zu-
sammenhingen 1aBt. In dieser Variabilitit liegt die groBe Allgemein-
heit, aber zugleich auch die groBe Schwierigkeit der Idee der Riemann-
schen Fliche. Um nun unserer Fliche eine bestimmte, der konkreten
Vorstellung leicht zugingliche Gestalt zu geben, verschieben wir alle
Verzweigungsschnitte so, dafS sie simtlich iiber fene oben festgelegle
Kurve € zu liegen kommen, die durch simtliche Verzweigungspunkie geht,
dabei kénnen gern iiber demselben Teile von € mehrere Verzweigungs-
schnitte verlaufen, iiber andern brauchen auch gar keine Schnitte zu liegen.

Nunmehr schneiden wir den ganzen Blitterkomplex, d. h. jedes ein-
zelne Blait lings dieser Kurve € auf; da wir alle Verzweigungsschnitte
vorher iiber € verlegt haben und sie damit simtlich durchschneiden,
zerfillt unsere Riemannsche Fliche in je n von Verzweigungen ganz frese,
itber jeder der beiden durch © geschiedenen Kugelkalotten ausgebreitete
,,Halbblditter'*. Denken wir uns die der oberen Kugelkalotte ent-
sprechenden Halbblitter schraffiert, die der unteren entsprechenden
nicht schraffiert, so kénnen wir kurz n schraffierte und n nichischraffierte
Halbblitter unterscheiden. Jetzt 148t sich der Aufbau der wrspriing-
lichen Riemannschen Fliche so beschreiben: Jedes schraffierte Halb-
blatt war auf thr von lauter nichischraffierten Halbblittern umgeben,
mit denen es lings der tiber AB, BC, ... gelegenen Stiicke von € 2u-
sammenhing, und ebenso war jedes nichischraffierte Halbblatt lings solcher
Kuyvenstiicke von lauter schraffierten umgeben. Mehr als zwei Halbblitter
aber kénnen nur an einem Verzweigungspunkte zusammenstofen, und zwar
liegen wm cinem p-fachen Verzweigungspunkt genaw u ~+ 4 schraffierte
und p -+ 1 nichtschraffierte Halbblitter alternierend herum.

Da die z-Kugel mittels unserer Funktion w (2) eineindeutig auf die
Riemannsche Fliche iiber der w-Kugel abgebildet ist, kénnen wir diese
Zusammenhangsverhiltnisse sofort auf sie iibertragen: Wegen der
Stetigkeit entsprechen den 2 #» Halbblittern der Riemannschen Fliche
2n zusammenhingende 2-Bereiche, die wir als schraffierte bzw. nicht-
schraffierte Halbbereiche bezeichnen; sie werden voneinander getrennt
durch die # Bilder, welche die n-deutige Funktion z (w) von jedem der
Stiicke 4B, BC .... der Kurve € auf der z-Kugel entwirft. Jeder
schraffierte Halbbereich stoft lings solcher Bildkurven an lauter wichi-
schraffierte, jeder nichischraffierte an lauter schraffierte an; nur in einem
p-fachen merkwiirdigen Punkie stofien mehr als zwei Halbbereiche, und
zwar je p -+ 1 schraffierte und wichischraffierte zusammen.
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Diese Gebietseinteilung der 2-Kugel soll uns nun dazu dienen,
den Verlauf der Funktion z(w) fiir einige einfache und charakieristische
Beispicle bis in alle Einzelheiten zu verfolgen. Ich beginne mit einem
moglichst einfachen Beispiele.

1. Die ,reine‘ Gleichung.
Mit diesem Namen bezeichnen wir die allgemein bekannte Gleichung:
(1) Tr=w,
deren Lésung man formal durch Einfithrung des Wurzelzeichens an-

gibt: z =W, ohne daBl damit natiirlich fiir die Erkenntnis des funk-
tionalen Zusammenhangs von z und ® etwas gewonnen ist. Wir ver-
fahren nun ganz nach der allgemeinen Vorschrift. Wir fiihren homo-

gene Variable ein: n
(2 T

wy, 2

und bilden die Funktionaldeterminahte des Zihlers und Nenners der

rechten Seite: 1
nai™h 0 1 o
=n?z7 1. 237

0, nzg!

Dieser Ausdruck hat ersichtlich z, = 0 und z, = 0, oder (— inhomogen
geschrieben —) z = 0 und z = 0o je zur (n — 1)-fachen Nullstelle, womit
bereits simtliche merkwiirdigen Punkte (von der Gesamtmultiplizitit
2 n — 2) bekannt sind, Nach unserm allgemeinen Theorem liegen daher
an den Stellen w = 0 und w = oo, die vermoge der Glei-
chung w = z* den beiden Punkten z =0 und z =oc zu- " g,
geordnet sind, die einzigen Vereweigungspunkte der Rie- g
mannschen Fliche iiber der w-Kugel. Diese beiden Punkte /
besitzen dabei je die Muitiplizitidt n — 1, so daB an jedem [
alle n Bldtter im Zyklus zusammenhingen. Wir markieren \
uns nun weiter auf der w-Kugel den Meridian der reellen \\
Zahlen als Kurve € und schneiden nach entsprechender 0
Verschiebung der Verzweigungsschnitte alle Blitter der Abb. 39.
Riemannschen Fliche lings dieses Meridians auf; wir
denken uns von den. 2 # Halbkugeln, in welche die Fliche so zerfillt,
jedesmal die iiber der hinteren Hilfte der w-Kugel gelegenen, die also
w-Werten mit positiv imaginiren Teilen entsprechen, schraffiert. Auf
dem Meridianschnitt selbst wollen wir noch stets den Halbmeridian der
positiven reellen Zahlen (in der Abb. 39 ausgezogem) und den der nega-
tiven (gestrichelt) unterscheiden.

Nunmehr haben wir die Bilder dieser Meridiankurve € auf der
z-Kugel zu untersuchen, die dort die charakteristische Teilung in Halb-
bereiche hervorrufen. Auf dem positiven Halbmeridian ist w =7,
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wobei 7 reell und positiv von 0 bis oo liuft; fiir diese Werte wird nach
einer bekannten Formel der komplexen Zahlen:

zzri/z;= W?](coszkn

Dieser Ausdruck durchliuft fiir die verschiedenen Werte von % diejenigen
n Halbmeridiane der z-Kugel, die mit dem Halbmeridian der positiven veellen

Zahlen die Winkel 0, &t— 4z yeees 2(11—;1)§ bilden. Diese Kurven ent-
n

.. 2k
+zsm—nq), wo k=0,1,...,n—1.

sprechen also der ausgezogenen Hilfte von €. Analog haben wir auf
dem negativen Halbmeridian der w-Kugel zu setzen: w = — 7 =7 - ¢'",
wobei wiederum 0 = r = oo, Dies ergibt:

n,_ h/rI(COS(Zk_:;1)n+isin(2k—:1)n)

2 =

, Wo R=0,1,...,n—1;

dem entsprechen aber die n Halbmeridiane der z-Kugel mit den ,,geo-
graphischen Langen” n 3 : . (ZL;—”—n , die also die Winkel der vorigen
halbieren. Demnach wmi die z-Kugel in 2n wvom Nordpol nach dem
Siidpol reichende kongruente Zweiecke zerlegt — etwa wie man eine Apfel-
sine zu zerschneiden pflegt. Diese Teilung geniigt genau der allgemeinen
Theorie; insbesondere stoflen nur in den merkwiirdigen Punkten,
namlich den beiden Polen, mehr als zwei Halbbereiche, und zwar jedes-
mal 2 - # entsprechend der Multiplizitit # — 1 zusammen.

Was nun die Schraffierung der Bereiche angeht, so brauchen wir sie
nur fiir einen Bereich festzulegen; die iibrigen sind dann alternierend
zu schraffieren und freizulassen. Nun bemerken wir, wenn wir die
schraffierte Halfte der w-Kugel (die Hinterseite also) vom Punkte w = 0
aus betrachten, daB das ausgezogene Stiick der Begrenzung zur Linken,
das gestrichelte zur Rechten liegt ; da es sich um eine konforme Abbildung
ohne Winkelumlegung handelt, muf jedes schraffierte Gebiet der z-Kugel,
vom entsprechenden Punkte z = 0 aus betrachiet, dieselbe Lageneigenschaft
haben, daff namlich ein ausgezogenes Begrenzungsstiick links, ein gestricheltes
vechis liegt. Wir beherrschen danach die Gebietseinteilung der z-Kugel
vollkommen. Ubrigens ist noch ein charakteristischer Unterschied der
Verteilung der Gebiete auf beide z-Halbkugeln zu bemerken, je nachdem
n gerade oder ungerade ist, wie das aus den beiden Abbildungen 40
und 41 auf S. 121 fiir die ersten Fille #» = 3, 4 klar zu sehen ist. — Ich
weise hier noch ausdriicklich darauf hin, wie notwendig der Ubergang zur
komplexen Kugel fiir das volle Verstindnis der Sachlage ist; in der
komplexen z-Ebene hiatte man eine Einteilung in geradlinig begrenzte,
vom Nullpunkt ausstrahlende Sektoren, und es wire keineswegs so
anschaulich, da8 z = oo als merkwiirdiger Punkt bzw. w = oo als
Verzweigungspunkt die gleiche Bedeutung hat wie z = 0 bzw. w = 0.



Die ,,reine’* Gleichung. 121

Damit ist die Grundlage fiir die genaue Kenntnis des funktionalen
Zusammenhanges zwischen z und w geschaffen; wir hitten jetzt nur
noch die konforme Abbildung eines jeden der 2 n Kugelzweiecke auf die
eine oder die andere w-Halbkugel zu studieren. Darauf will ich jedoch
hier nicht niher eingehen; jedem, der sich iiberhaupt mit konformer
Abbildung beschiftigt hat, ist ja dieser Fall als eines der einfachsten
duBerst anschaulichen Beispiele durchaus gelidufig. Wie man dann
von hier aus Methoden zur numerischen Berechnung von z gewinnen
kann, werden wir spiter noch zu erortern haben (vgl. S. 141).

Hier wollen wir nur noch die wichtige Frage nach der gegenseitigen
Beziehung der einzelnen gleichartigen Gebiete der z-Kugel erledigen.
Genauer gesagt: % = 2" nimmt den gleichen Wert an je einer Stelle
jedes der n schraffierten Gebiete an, Lassen sich die zugehérigen Werte z

Abb. 40. Abb. 41.

nicht einfach durcheinander ausdriicken? In der Tat bemerken wir
sofort, daB fiir =z - &, wobei ¢ eine beliebige #'® Einheitswurzel ist,
Z*=2" wird, d. h. w = 2" nimmt an allen n Stellen ;
2vim

(2 ?=¢-z2=¢ ™ 2z (y=0,1,2,...,n—1)

den gleichen Wert an. Diese n Stellen 2z’ miissen sich also gerade auf
alle n schraffierten Bereiche verteilen, wenn 2 in einem der schraffierten
Bereiche angenommen ist, und sie miissen gleichzeitig je einen dieser
Bereiche durchlaufen, wenn z seinen Bereich durchliuft; und dasselbe
gilt von den nichtschraffierten Bereichen. Nun bedeutet -jede der
Substitutionen (2) geometrisch etne Drehung der 2-Kugel um die vertikale

2
Achse 0,00 durch einen Winkel 7-771, da in der komplexen Ebene
2via
bekanntlich Multiplikation mit ¢ » eine Drehung um den Nullpunkt
durch jenen Winkel darstellt. Also gehen entsprechende Punkte unserer
Kugelgebiete, wie diese Gebicte selbst, durch jeme m Drehungen wm die
vertikale Achse ineinander iiber.
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Hiatten wir also von vornherein nur ein schraffiertes Teilgebiet
der Kugel bestimmt, so wiirde uns diese Bemerkung alle gleichartigen
Terlgebiete liefern. Dabei ist lediglich die Eigenschaft der Substitutionen
(2) benutzt, daf sie die Gleichung (1) in sich selbst (d. h. 2" = win 2’" = w)
iiberfiihren und daf ihre Anzahl mit der Gradzahl dibereinstimmt. In
den folgenden Beispielen werden wir stets von vornherein solche lineare
Substitutionen angeben und dadurch die Bestimmung der Gebiets-
teilung wesentlich vereinfachen konnen.

Wir wollen uns nun noch an dem vorliegenden Beispiele einen
wichtigen allgemeinen Begriff klar machen, niamlich den Begriff der
Irveduzibilitit fiir Gleichungen, die einen Parameter w rational enthalien;
von der Irreduzibilitit von Gleichungen mit rationalen Zahlenkoeffi-
zienten hatten wir schon frither gelegentlich der Konstruktion des
regulidren Siebenecks gesprochen (S. 551f.). Eine Gleichung f(z, w) =0
(etwa unser Beispiel 2" — w = 0), wobes f(z,w) etn Polynom in z ist,
dessen Koeffizienten rationale Funktionen von w sind, heifit reduzibel
in bezug auf den Parameter w, wenn sich f in ein Produkt zweier Polynome
derselben Art zerlegen lift, in denen beide Male z wirklich vorkommt:

fzw)=}(w) -1,z w);

andernfalls heifit die Gleichung irreduzibel in bezug auf w. Die ganze
Verallgemeinerung gegen den fritheren Begriff besteht hierbeidarin, dafl
wir als ,,Rationalititsbereich’’, in dem wir operieren und dem wir die
Koeffizienten der zuzulassenden Polynome entnehmen wollen, statf der
Gesamtheit der rationalen Zahlen die Gesamtheit der vationalen Funktionen
des Parameters w zugrunde legen — daB wir also von einer rein zahlen-
theoretischen zu einer funktionentheoretischen Auffassung iibergehen

Veranschaulichen wir uns jede Gleichung f (z, w) = 0 durch ihre
Riemannsche Fliche, so koénnen wir ein einfaches Kriterium tir die
Reduzibilitit in diesem neuen Sinne aufstellen. Ist namlich die Gleichung
reduzibel, so muB jedes ihr geniigende Wertsystem z, w entweder
f1(z, w) =0 oder f,(z, w) =0 geniigen; nun werden die Losungen
von f; =0und f, = 0 durch deren Riemannsche Flichen dargestellt,
die miteinander nichts zu tun haben und insbesondere nicht zusammen-
hingen kénnen. Also muf die zu einer reduziblen Gleichung f(z, w) = 0
gehorige Riemannsche Fliche in mindestens zwei getrennte Stiicke zerfallen.

Danach kénnen wir jetzt sofort behaupten, daf die Gleichung
2 — w = 0 gewifs trreduzibel im funktionentheoretischen Sinne ist. Denn
bei ihrer Riemannschen Fliche, die wir genau kennen, hingen ja an
jedem Verzweigungspunkte alle » Blitter im Zyklus zusammen, und
obendrein ist die ganze Fliche auf die zusammenhingende unzerschnittene
z-Kugel abgebildet; von einem Zerfallen kann also nicht die Rede sein.

Im AnschlufB hicran kinnen wir eines der schon friiher (S. 66)
beriihrten populiren Probleme der Mathematik erledigen, nimlich das
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der Teilung eines beliebigen Winkels @ in n gleiche Teile, insbesondere
— fiir n=13 — das der Trisektion des Winkels. Mit diesem
Namen bezeichnet man die Aufgabe, eine exakte Konstruktion wmit
Zirkel und Lineal anzugeben, die fir jeden beliebigen Winkel ¢
die Dreiteilung leistet (fiir eine Reihe spezieller Werte @ lassen sich ja
solche Konstruktionen leicht angeben). Ich will Ihnen hier noch den
Gedankengang des Beweises fiir die Unmoglichkeit der Winkeltrisektion
im bezeichneten Sinne vortragen und bitte Sie dabei, sich des Un-
moglichkeitsbeweises fiir die Konstruktion des reguliren Siebenecks
mit Zirkel und Lineal zu erinnern (vgl. S. 56ff.). Genau wie damals
werden wir ndmlich auch hier das Problem auf eine srreduzible kubische
Gleichung zuriickfithren und dann schliefen, daB diese nicht durch eine
Folge von Quadratwurzeln l6sbar ist; nur wird jetzt in die Gleichung
ein Parameter — der Winkel ¢ — eingehen, wihrend frither die Koeffi-
zienten ganze Zahlen waren. Demgemi mufl
die funkiionentheoretische Irreduzibilitit an
Stelle der zahlentheoretischen treten.

Um die Gleichung des Problems an-
zusetzen, denken wir uns (vgl. Abb. 42)
in der w-Ebene den Winkel ¢ an die positive
reelle Halbachse angetragen ; dann schneidet
sein freier Schenkel den Einheitskreis in
dem Punkte:

w=¢é'P=cosp+ising.
Unsere Aufgabe kommt darauf hinaus, eine von dem speziellen Werte
des Parameters ¢ unabhingige, aus einer endlichen Anzahl von Anwen-

dungen des Zirkels und Lineals bestehende Konstruktion zu finden,
die jedesmal den Schnitt des Einheitskreises mit dem Schenkel des

Winkels ;—” liefert, d. h. den Punkt:

i
3

Abb. 42.

=cos—?—+isin—qi.

3 3

2 =
Dieses z geniigt der Gleichung
(3 B=cosp+ising,

und das analytische Aquivalent unserer geometrischen Aufgabe besteht
also darin (vgl. S. 56), diese Gleichung durch eine endliche Anzahi
ibereinander geschalteter Quadratwurzeln aus rationalen Funktionen von
cos @ und sin @ zu lésen — denn diese GroBen sind die Koordinaten des
Punktes w, von dem wir bei unserer Konstruktion ausgehen.

Wir haben nun zuerst zu zeigen, daf die Gleichung (3) irreduzibel
im funkticnentheoretischen Sinme ist. Freilich hat diese Gleichung nicht
genau die oben bei der Begriffserklirung angenommene Form, denn
statt des rational eingehenden komplexen Parameters w treten die
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beiden Funktionen cos, sin eines reellen Parameters @ ihrerseits rational
auf. Wir werden in naturgeméBer Fortbildung unseres Begriffes hier
das Polynom 28 — (cos @ + tsin @) reduzibel nennen, wenn es sich in
Polynome von z zerspalten 1ifft, deren Koeffizienten gleichfalls rationale
Funktionen von cos @, sin @ sind, und dafiir konnen wir ein ganz dhnliches
Kriterium wie vorhin angeben. Lassen wir ndmlich ¢ in (3) alle reellen
Werte durchlaufen, so durchlauft w = ¢*% =cos ¢ + i sin ¢ den Ein-
heitskreis der w-Ebene, dem vermdoge der stereographischen Projektion
auf der w-Kugel der Aquator entspricht; die Kurve, welche iiber diesem
auf der Riemannschen Fliche der Gleichung 22 =w liegt und in
einem Zuge alle drei Blatter durchliuft, wird durch Gleichung (3) auf
den Einheitskreis der »-Kugel eineindeutig abgebildet und kann daher
gewissermaBen als ihr ,eindimensionales Riemannsches Bild“ ange-
sprochen werden. Ebenso konnen wir offenbar jeder Gleichung der
Form f(z, cos ¢, sin @) = 0 ein solches Riemannsches Bild zuordnen,
indem wir so viele Exemplare des Einheitskreises mit der Bogenlange @
nehmen, als die Gleichung Wurzeln hat, und sie entsprechend dem
Zusammenhange der Wurzeln aneinanderheften. Nun folgt weiter
genau wie frither, daf die Gleichung (3) nur dann reduzibel sein kann,
wenn thy eindimensionales Riemannsches Bild in getrennte Teile zer-
fallt, und das ist offenbar nicht der Fall. Damit ist die funktionen-
theoretische Irreduzibilitit unserer Gleichung (3) bewiesen.

Nunmehr 148t sich aber der frithere Beweis fiir den Satz, daB eine
durch eine Folge von Quadratwurzeln l6sbare kubische Gleichung mit
rationalen Zahlenkoeffizienten reduzibel ist, wértlich auf den vor-
liegenden Fall der funktionentheoretisch irreduziblen Gleichung (3) iiber-
tragen (vgl. S. 57ff.); man braucht nur dort statt ,rationaler Zahlen®
stets ,rationale Funktionen von cos ¢ und sin @‘ zu setzen. Damit
ist unsere Behauptung, daf die Dreiteilung des Winkels fiir willkiir-
liches @ nicht durch eine endliche Anzahl von Anwendungen des Zirkels
und Lineals ausfiihrbar 1ist, vollstindig bewiesen: die Bemiihungen der
Winkeldreiteilungsleute miissen also immer vergeblich bleiben!

Ich komme nunmehr zur Behandlung eines ein wenig komplizierteren
Beispiels: ‘

2. Die Diédergleichung.

Diese Gleichung, deren Name spiter zu erkliren sein wird, lautet:

: 1 1
(1) w=5<z"+?>.
Ihr Grad ist, wie sich nach Multiplikation mit 2" ergibt, 2 #. Durch
Einfithrung homogener Variabler erhalten wir:
vy A"+ A"

N on
Wy 221'22

>
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wobei in der Tat Formen 2 #** Dimensionen in Zihler und Nenner
auftreten. Die Funktionaldeterminante dieser Formen ist:

2nn ", 2n3n1

=4n221’“lz§“1(z‘f"—23").
2na g, 2n2 ! )

Sie hat zunichst z; = 0 und 2, =0 je zur (» — 1)-fachen Nullstelle;
die iibrigen 2 # Nullstellen ergeben sich aus:

n
27— 2Z"=0  oder: (_z_1> =41.
2, -
Fiithren wir neben der frither bereits benutzten #'® Einheitswurzel:

2im

e=em™

noch die folgende n'* Wurzel aus —1 ein:

i
£=en,

so werden die letzten 2 # Nullstellen:
2

z
A=¢ und: 2= @=0,1,...,n—1).
A PR

Die zu ihnen gehérenden Werte z = “1 haben also samtlich den Be-

2
trag 1 und liegen daher auf dem (dem Einheitskreise der z-Ebene ent-
sptechenden) Aguator der z-Kugel, und zwar um gleiche Winkel-

abstande - voneinander entfernt. Wir haben daher als merkwiirdige
n

Punkte auf der z- Kugel:

den Sidpol z = 0 und den Nordpol z = oo je mit dev Multiplizitit

n—1,;

die 2n Aquatorialpunkie z =€, € « & je mit der Multiplizitit 1.

Die Summe aller Multiplizititenist2- (n — 1) + 25 -1 =4n — 2,
wie es das allgemeine Theorem von S. 117 fiir den Grad 2 # auch ver-
langt. Vermdge der Gleichung (1) entspricht den merkwiirdigen Punkten
z =0, oo der 2-Kugel auf der w-Kugel die Stelle w = oc, ferner allen
Punkten z = ¢” die Stelle w = +1 und endlich allen z =¢ - ¢ die
Stelle w = —1. Es gibt demnach wur drei Verzweigungsstellen
oo, +1, —1 auf der w-Kugel, aber es liegen iiber:

w= oo zwei Verzweigungspunkte der Multiplizitdt n — 1;
w=+1 n Verzweigungspunkte der Multiplizitit 1;
w=—1 n Verzweigungspunkle der Multiplizitit 1.

Die 2n Blitter der Riemannschen Fliche gruppieren sich daher diber
dem Punkie w = oo in zwei getrennte Serien von je n im Zyklus zu-
sammenhingenden Blittern, #ibeyr w = +1 und w = —1 tn n getrennte
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Serien von je zwei Blitfern. Im einzelnen wird der Verlauf dieser
Blatter anschaulich klar werden, wenn wir die entsprechende Einteilung
der z-Kugel in Halbbereiche studieren.

Dazu ist es, wie oben bemerkt, gut, die lincaren Substitutionen zu
kennen, die unsere Gleichung (1) in sich tiberfiihren. Zunichst bleibt sie,
genau wie die reine Gleichung, ungeindert bei den # Substitutionen:

24

’

(2a) Z=¢-2(r=0,1,...,n—1), wo e=¢e?"

da fiir diese bereits z'" = 7" ist. Ebenso werden sie aber auch durch
die weiteren # Substitutionen:

v

(2b) z’=fz— (»r=0,1,...,2—1)

in sich iibergefiihrt, da durch sie.lediglich z* und anertauscht werden.
Z

Abb. 43.

Wir kennen damit 2# lineare Substitutionen der Gleichung (1)
in sich, genau so viele mithin, als thr Grad betrigt. Kennt man fiir
irgendeinen Wert w, von w also etne Wurzel 2, der Gleichung, so kennt
man ohne weiteres 2 # im allgemeinen verschiedene Werte & -z, und

-:; (»=0,1, ..., n —1), fiir die (1) denselben Wert w = w,, liefert, d.h.
m:m kennt’ alle Wurzeln der Gleichung, wenn man nur einmal die
n'® Einheitswurzel ¢ sich verschafft hat.

Nun gehen wir an die Untersuchung der Einteilung der z-Kugel
heran, wie sie einer Zerschneidung dev Riemannschen Fliche iiber der
w-Kugel lings des reellen Meridians entspricht; wir unterscheiden dabei
auf dem reellen Meridian der w-Kugel (vgl. Abb. 43) 3hnlich wie im
vorigen Beispiel die durch die drei Verzweigungsstellen hervorgerutenen
Segmente von +1 bis co (ausgezogen), von oo bis —1 (punktiert)
und von —1 bis +1 (gestrichelt). [Jedem dieser drei Segmente ent-
sprechen auf der z-Kugel 2n verschiedene Kurvenstiicke, die aus einem
von thnen durch die 2n linearen Substitutionen (2) hervorgehen; es ge-
niigt daher immer eines von ihnen aufzufinden. Ubrigens miissen alle
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diese Kurvenstiicke die merkwiirdigen Punkte z = 0, oo, ¢, ¢ ¢&" ver-
binden, die wir uns zunichst auf der z-Kugel markieren; ihr Bild hat
genau wie im fritheren Falle bei geradem # einen etwas anderen Typus
als bei ungeradem #. Es mag hier geniigen, wenn wir uns einen
bestimmten Fall, etwa #» = 6, vor Augen stellen; die Abb. 43 stellt
in orthogonaler Projektion die Vorderseite der 2-Kugel dar, und es
sind von den auf dem Aquator in Abstinden von je 60° dquidistant

liegenden Punkten € von links an &8 = —1, &%, &, & =1, von den in
der Mitte zwischen ihnen liegenden & - & aber ¢+ €%, ¢- ¢ = —¢ und ¢- €
sichtbar.

Ich behaupte nun, daf der Quadrant +1 << z << oo des Meridians
der reellen z dem ausgezogenen Teile +1 <w < + oo des reellen w-
Meridians entspricht. In der Tat, setzen wir z = » und lassen 7 reell
von 1 bis oo laufen, so liuft w = 1 <z" + —1-> _1 (r” + i) ebenfalls
2 2" 2 "
reell und stdndig wachsend von 1 bis co. Aus dieser einen entstehen »
weitere ausgezogene Kurven der z-Kugel durch die # linearen Substi-
tutionen (2a). Letztere bedeuten aber, wie wir aus dem vorigen Beispiele
wissen die Kugeldrehungen um die vertikale Achse (0, o) durch die Winkel
%nff’ ‘1;,...,——————2 (n " 1)ﬁ; wir erhalten so die n Vierielmeridiane vom

Nordpol co nach den Punkten € des Aquators. Eine weitere ausgezogene

. . . o 1
Kurve erhalten wir, wenn wir etwa die Substitution z/ = — anwenden,
z

und zwar geht dadurch der Meridianquadrant von +1 nach oo in den
unteren reellen Meridianquadranten von +1 nach 0 iber. Unter-
werfen wir auch diesen allen # Drehungen (2a) — die Zusammen-

setzung dieser mit 2’ = 1 gibt alle Substitutionen (2b) — so treten
z

noch die n den Stidpol mit den Aquatorialpunkien & verbindenden Viertel-
meridiane hinzu, womit wir in der Tat die gewiinschten 2 » ausgezogenen
dem ausgezogenen w-Meridianquadranten entsprechenden Kurven
haben. Fiir # = 6 speziell erfiillen sie die drei ganzen Meridiane, die aus
dem reellen Meridian durch die Drehungen um 0°, 60°, 120° hervor-
gehen.

Nun koénnen wir weiter einsehen, dafl die Gesamtheit der Werte
z =¢ 7, wobei » wieder reell von -1 bis oolduft, dem punktierten Teile
des reellen w-Meridians entspricht; denn die Gleichung (1) liefert dafiir:

17, 1 1 1
BETIER IOY |

£y 2 4

4

und dieser Ausdruck lduft wirklich stets abnehmend von —1 bis — oo.
z = & 7 stellt aber den Meridianquadranten von oo nach dem Aquatorial-
punkt € dar; wenn wir auf ihn wiederum die Substitutionen (2a), (2b)
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anwenden, so ergibt sich genau wie vorhin, daf dem punktierten Teile des
reellen w-Meridians die simtlichen Meridianguadranten von den Polen
nach den Aquatorialpunkien € - entsprechen, die also die Winkel der
vorhin erhaltenen Meridianquadranten halbieren. Fir n =6 insbesondere
setzen sie gerade die 3 ganzen Meridiane zusammen, die aus dem der
reellen Zahlen durch Drehung um 30°, 90°, 150° hervorgehen.

Es bleiben noch die dem gestrichelten Halbmeridian —1 <w < 41
entsprechenden 2w Kurvenstiicke zu suchen; ich beweise, daB es die
von den Punkten & und €-¢ auf dem Aquator der z-Kugel hervor-
gerufenen Abschnitte sind. In der Tat reprasentiert der Aquator die
Punkte vom absoluten Betrage 4 und wird daher durch z = ¢'?® dar-
gestellt, wobei @ reell ist und von 0 bis 27 liauft. Daher ist das zu-
gehorige:

1 1 1 ] ,
w== (z"+ .zT) =3 (ent® 4 e~mi9) =cos (n@);
dieser Ausdruck bleibt in der Tat stets reell und absolut =<1, und
zwar nimmt er genau einmal alle Werte zwischen 41 und —1 an,

. . . 7w s
wenn @ von einem ganzzahligen Vielfachen von — bis zum néichsten
n

lduft, d. h, wenn z einen der Abschnitte durchwandert, von denen wir
sprechen.

Die so bestimmien Kurven zerlegen die z-Kugel in 2 -2 n — iibrigens
drevecksformige — Halbbereiche, die von je einer Kurve der drei Arten be-
grenzt werden und je einem Halbblatt der Riemannschen Fliche entsprechen;
nur an einem merkwiirdigen Punkte stofen mehrere Bereiche zusammen,
und zwar, wie es nach der Tabelle der Vielfachheiten (S. 125) sein mu8,
an Nord- und Sidpol je 2 -n, an jedem Punkte & und & -€ je 2 - 2.
Um festzustellen, welche von diesen Bereichen zu schraffieren sind,
bemerken wir, daB man die hintere w-Halbkugel zur Linken hat, wenn
man der Reihe nach den ausgezogenen, den gestricheiien und den
punktierten Teil ihrer Begrenzung durchliduft. Weil die Abbildung
konform ist, ohne die Winkel umzulegen, haben wir daher alle Halb-
bereiche, bei denen die drei Teile der Begrenzung im selben Sinne
aufeinander folgen, zu schraffieren, alle andern freizulassen.

Damit haben wir das vollstindige geometrische Bild der durch unsere
Gletchung reprisentierten Abhingigkeit zwischen 2z und w erhalten; man
kann es noch weiter ausfithren, indem man die konforme Abbildung
des einzelnen Dreiecksbereichs auf die w-Halbkugel niher untersucht,
was wir uns hier indessen wieder sparen wollen. Ick beschreibe nur
noch zusammenfassend den vorzugsweise beriicksichtigien Fall n = 6: Die
Kugel ist da in zwolf schraffierte und zwolf nichtschraffierte Dreiecke
geteilt, von denen in unserer Abbildung (vgl. Abb. 44) je sechs zu
sehen sind. An jedem Pole stoBen je sechs von jeder Art, an zwolf
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dquidistanten Punkten des Aquators je zwei zusammen; jeder Bereich
ist auf ein gleichartiges Halbblatt der Riemannschen Fliche konform
abgebildet, die entsprechend der Gruppierung der Halbbereiche zu je
sechs von jeder Art iiber der Verzweigungsstelle oo und zu je zwei von
jeder Art iiber den Verzweigungsstellen 41 zusammenhéngen.

Ein bequem zu handhabendes und wegen der Analogie mit dem
folgenden besonders wertvolles Bild der Kugelteilung erreicht man so:

. c e . 2n .
Man verbindet geradlinig immer zwei benachbarte um ~— voneinander
n

abstehende Teilpunkte auf dem Aquator (etwa alle ), und ferner
jeden von ihnen mit jedem der beiden Pole. So entsteht eine der
Kugel eingeschriebene Doppelpyramide mit n (in der Abbildung 44 sechs)
Sestenflichen auf jedem Mantel: Projiziert man die Kugelteilung von
Zentrum aus auf sie, so erscheint jedes Seitendreieck durch seine vom
Pol gefillte Hohe in eine schraffierte und eine nichtschraffierte Halfte

Abb. 44, Abb. 45.

geteilt. Reprisentieren wir durch diese Doppelpyramide die Kugel-
teilung und damit unsere Funktion, so leistet sie uns ganz &hnliche
Dienste, wie es in den folgenden Beispielen die reguldren Polyeder tun
werden. Wir erreichen vollstindige Amnalogie mit diesen, wenn wir uns
die Doppelpyramide in ihre Grundfliche zusammengedriickt denken, und
das entstehende doppelt bedeckie regulire n-Eck (Sechseck) betrachten,
dessen beide Seiten durch die Verbindungslinien ihres Mittelpunktes
mit den Ecken und Mitten der Kanten in je 2 # Dreiecke geteilt sind
(vgl. Abb. 45). Ich habe dieses Gebilde immer gern als Diéder den fiinf
reguldren Polyedern, mit denen man sich seit Plato beschiftigt, angereiht.
Es erfiillt namlich alle Bedingungen, durch die man ein regulires
Polyeder gewohnlich definiert, indem es kongruente regulare Polygone
(die beiden Seiten des #-Ecks) zu Flichen hat, ferner lauter kon-
gruente Kanten (die Kanten des #-Ecks) und lauter kongruente Ecken
(seine Ecken) besitzt — der einzige Unterschied ist, daB es keinen eigent-
lichen Koérper begrenzt, sondern den Rauminhalt 0 umschlieBt. So ist
also der Platonische Satz, daB es nur fiinf regulire Polyeder gibt, nur dann
richtig, wenn man die im Beweise natiirlich stets stillschweigend benutzte
Forderung eines eigentlichen Korpers auch in die Definition aufnimmt.

Klein, Elementarmathematik I. 3. Aufl. 9
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Vom Diéder ausgehend erhilt man offenbar unsere Kugelteilung,
indem man aufer seinen Ecken auch die Mittelpunkte seiner Kanten und
Settenflichen auf die Kugel projizierf, wobei zu beachten ist, daB die
Projektionsstrahlen auf der Diéder-Ebene senkrecht stehen miissen.
So kann das Diéder gleichfalls als Reprisentant der durch unsere
Gleichung gegebenen Funktionsbeziehung zwischen w und z angesehen
werden und daher der kurze, schon anfangs gebrauchte Name
,,Diédergleichung*.

Im AnschluB hieran behandeln wir nun die Gleichungen, die — wie
bereits angédeutet — in engster Beziehung zu den platonischen regu-
laren Korpern stehen:

3. Die Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedergleichung.

Wir werden sehen, daf wir die beiden letzten mit dem gleichen

Rechte auch als Wiirfel- und Dodekacdergleichung bezeichnen kénnten,

so daf in der Tat alle

finf Korper unterge-

bracht sind. Wir wollen

hier den umgekehrten

Weg einschlagen wie

im vorigen Beispiele:

Wir leiten zuerst, von

dem rveguldren Kirper

ausgehend, eine Gebiets-

. o . eintetlung der Kugel her

Seitendreieck in natiir- .

licher GroBe. Tetraeder. und stellen alsdann die

" Abb. 46. zugehorige algebraische

Gleichung auf, die in

jener Abbildung ihre geometrische Veranschaulichung findet. Ich werde

mich dabei aber vielfach auf Andeutungen beschrinken miissen und

verweise deshalb gleich zu Anfang auf mein Buch: ,,Vorlesungen iiber

das Ikosaeder und die Auflosung der Gleichungen vom fiinfien Grade'),

in dem Sie die ganze umfangreiche Theorie mit ihren zahlreichen Be-
ziehungen zu Nachbargebieten systematisch dargestellt finden.

Ich will iibrigens alle drei Fille parallel behandeln und beginne mit
der Herleitung der Feldereinteilung der Kugel fiir das Tetraeder.

1. Das Tetraeder (vgl. Abb. 46). Wir teilen jedes der vier gleich-
seitigen Seitendreiecke des Tetraeders durch die drei Hohen in sechs
Teildreiecke, von denen je drei einander kongruent sind, wihrend je
zwei nicht kongruente spiegelbildlich symmetrisch sind. Wir erhalten
so eine Eintetlung der ganzen Tetraederoberfliche in 24 Dreiecke, die sich
in zwei Gruppen von je 2wilf untereinander kongruenten Dreiecken gliedern,

1) Leipzig 1884; weiterhin zitiert als ,,Ikosaeder‘.
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derart, daf zwei Dreiecke verschiedener Gruppen spiegelbildlich sym-
melrisch sind; die eine Gruppe von Dreiecken mogen wir durch
Schraffierung auszeichnen. Was die Ecken dieser 24 Dreiecke an-
geht, so konnen wir drei Arten unterscheiden, so dal jedes Dreieck
je eine Ecke jeder Art hat:

a) die vier Ecken des Ausgangstetraeders, an denen je drei schraffierte
und drei michischraffierte Dreiecke zusammenstofen,

b) die vier Mittelpunkie der Seitenflichen, die wiederum ein regulires
Tetraeder (das Gegentetraeder) bilden; an thmnen stofen gleichfalls je
drei Dreiecke jeder Art zusammen;

c) die sechs Halbierungspunkte der Kanten, die ein regulires Oktacder
bilden; an shnen stofien je zwei Dreiecke jeder Art zusammen.

Projizieren wir diese Dretecksteilung vom Mittelpunkt des Tetraeders
aus auf die umgeschriebene Kugel, so wird diese in 2 - 12 von Bigen
grofter Kreise begremzte Dretecke geteilt, die wechselweise kongruent bzw.
symmetrisch sind. Um jede Ecke der Art a), b), c) liegen beziiglich 6, 6, 4
gleiche Winkel herum, und da die Summe der Winkel um einen Punkt
herum auf der Kugeloberfliche 2 7 betrigt, kat jedes unserer sphirischen

Dretecke den Winkel ;-t an ewner Ecke a und b sowie g- an etner Ecke c.

Eine charakteristische Eigenschaft dieser Kugelteilung ist, daff sie
— ebenso wie das Tetraeder selbst — durch eine Anzahl von Drehungen
der Kugel um thren Mittelpunkt tn sich selbst iibergefiihrt wird. Sie
konnen sich dies an einem Modelle des Tetraeders mit seiner Teilung,
wie ich es Ihnen aus unsrer Sammlung hier vorfiihre, leicht im ein-
zelnen klar machen; fiir den Vortrag mag es geniigen, wenn ich die
Anzahl der moglichen Drehungen abzihle (wobei die Ruhe als ,,sdentische
Drehung'’) mitgerechnet wird. Fassen wir eine bestimmte Ecke
des Ausgangstetraeders ins Auge, so kénnen wir sie durch eine Drehung
in jede Tetraederecke (auch in sich selbst) tiberfithren, was vier Moglich-
keiten ergibt; halten wir sie aber in einer dieser Lagen fest, so kénnen
wir das Tetraeder noch auf drei verschiedcne Arten mit sich selbst
zur Deckung bringen, indem wir namlich um die Verbindungslinie des
Mittelpunkts mit jener festen Ecke als Achse durch einen Winkel
von 0°, 120° oder 240° drehen. Das gibt im ganzen 4 - 3 = 12 Drehungen,
die das Tetraeder oder die entsprechende Dreiecksteilung der um-
schriebenen Kugel in sich iiberfilhren. Durch diese Drehungen kann
man ein einmal vorgegebenes schraffiertes (oder nichtschraffiertes)
Dreieck in jedes andere schraffierte (bzw. nichtschraffierte) Dreieck
iiberfithren, und die einzelne Drehung ist bestimmt, wenn man auch
dieses letztere gibt. — Diese zwilf Drehungen bilden offenbar das, was
man eine Gruppe G, von zwolf Operationen nennt, d.h. wenn man
zwel von thnen nacheinander vornimmt, resultiert wiederum eine der
zwolf Drehungen.

g%
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Jede dieser zwolf Drehungen wird, wenn wir die Kugel als z-Kugel
auffassen, dutch eine lineare Transformation der z dargestellt, und die
so entstehenden zwilf linearen Transformationen werden die dem Tetraeder
zugehdrige Gleichung in sich tiberfiihren. Ich bemerke zum Vergleich, da3
man, wie Sie sich iiberzeugen mogen, die 2# linearen Substitutionen der
Diédergleichung als Gesamtheit der Dyehungen des Diéders in sich deuten kann.

2. Wir wollen jetzt das Oktaeder (vgh Abb. 47) dhnlich behandeln
und konnen uns dabei etwas kiirzer fassen. Wir teilen jedes der acht
Seitendreiecke genau wie vorhin in sechs Teildreiecke und erhalten
eine Teilung der ganzem Oktacderoberfliche in 24 einander kongruente
schraffierte und 24 wiederum untereinander kongruemte, dem ersteren
aber spiegelbildlich symmetrische nicht schraffierte Dretecke. Wiederum
konnen wir drei Arten von Eckem unterscheiden:

a) die sechs Oktaederecken, an
denen je vier Dreiecke jeder Avt zu-
sammenstofien;

b) die acht Mittelpunkie der
Seiten, die die Ecken eines Wiirfels
bilden; an ihnen stofen je drei Drei-
ecke jeder Art zusammen;

c) die xwolf Mittelpunkie der
Kanten, an denen je zwei Dreiecke
jeder Art liegen.

Gehen wir durch zentrale Pro-
jektion awuf die umschricbene Kugel
iiber, so erhalten wir eine Einteslung

Abb. 47. tn 2 - 24 kongruente bzw. symme-

trische sphirische Dreiecke, deven fjedes die Winkel ; an der Ecke a,
;—t- an der Ecke b und 721 an der Ecke c besitzi. Da die Ecken b einen Wiirfel

bilden, iiberzeugt man sich leicht, daf man genau dieselbe Einteilung
erhalten wiirde, wenn man von etnem Wiirfel ausgegangen wire und seine
Ecken, Seiten- und Kantenmitten auf die. Kugel projizierte; wir brauchen
also den Wiirfel in der Tat nicht besonders zu beriicksichtigen.

Genau wie vorhin macht man sich nun klar, daf das Oktaeder sowoki,
wie diese Gebietseinteilung der Kugel, durch 24 Drehungen in sich iber-
gefiihrt wird, die eine Gruppe Gy, bilden,; jede einzelne Drehung ist wieder
dadurch bestimmt, daf} sie ein vorgegebenes schraffiertes Dreieck in
ein bestimmtes anderes schraffiertes iiberfiihrt.

3. Wir kommen endlich zum Ikosaeder (vgl. Abb. 48). Auch hier
haben wir dieselbe Einteilung jedes der 20 Seitendreiecke zugrunde
zu legen und erhalten im ganzen 60 schraffierte und 60 nichtschraffierte
Teildreiecke. Die drei Arten von Eckenm sind:
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a) die zwilf Ikosaederecken, an denen je fiinf Dreiecke jeder Art liegen.
b) die zwanzig Seitenmitielpunkte, die die Ecken eines reguldren
Pentagondodekacders bilden; an ihnen liegen je drei Dreiecke jeder Art;
c) die dreifig Kanten
mittelpunkie, wojezwei Drei-
ecke jeder Art zusammen-
stofen.
Auf die Kugel iiber-
tragen erhilt daher fjedes
Dyeteck an den Ecken a,b,c
baw. die Winkdl =, =, Z.
5 3 2
Aus der Eigenschaft der
Ecken & kann man wieder
schlieBen, daf dieselbe Ku-
geleinteilung aus dem regu-
liren Dodekaeder  hervor-
gehen wiirde.
Endlich wird kas Iko-
saeder und die zugehirige Abb. 48,
Kugelteilung  durch  eine
Gruppe Ggg von 60 Drehungen der Kugel um den Mittelpunkt in sich iiber-
geftihrt. Auch diese Drehungen, wie die des Oktaeders, modgen Sie
sich an einem Modelle recht klar machen.
Ich stelle noch einmal, meine Herren, die Winkel der sphirischen
Dreiecke zusammen, die sich in den drei betrachteten Fillen ergeben
haben, und fiige auch das Diéder hinzu:

Diéder: —71, ﬁ, 1:
2 2 n
Tetraeder: ad s kil s iz‘;
3 3 2
Oktaeder: 1, z s i;
4 3 2
Tkosaeder: =~ , 11—, .
5 3 2
Der Naturwissenschaftler — ich variiere hier ein bekanntes Scherz-

wort van Kummer — wiirde danach sogleich schlieBen, daB es auch
weiterhin Kugelteilungen analoger Eigenschaften mit Winkeln wie

schliisse nicht anwenden, und seine Vorsicht erweist sich hier als be-
rechtigt, denn in der Tat bricht die Reihe der moglichen Kugelteilungen
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unserer Art mit den aufgezihlien ab. Natiirlich hingt diese Tatsache
genau damit zusammen, dafl es keine weiteren reguliren Polyeder gibt.
Wir kénnen ihren letzten Grund in einer Etgenschaft der ganzen Zahlen
angeben, die eine Reduktion auf einfachere Griinde nicht mehr ge-
stattet. Es zeigt sich ndmlich, daB die Winkel eines jeden unserer

Dreiecke ganzzahlige Teile von 7 sein miissen, etwa ﬁ, z, g, derart,
daB die Nenner der Ungleichung: mon

1 1 1

wtwty !
geniigen. Diese Ungleichung hat nun die Eigenschaft, daB fiir sie nur
die oben angegebenen ganzzahligen Losungen existieren. Wir kénnen
sie iibrigens leicht verstehen, denn sie driickt nur aus, daBl die Winkel-
summe im sphirischen Dreieck grofer ist als 7.

Ich mochte hier tibrigens noch erwihnen, wie gewil manchen von
Ihnen bekannt ist, daB eine sinsngemdfe Verallgemeinerung der Theorie
iiber diesen scheinbar zu engen Rahmen hinausfithrt: Die Theorie der
automorphen Funktionen zieht Einteilungen der Kugel in unendlich viele
Dreiecke mit einer Winkelsumme Xkleiner als & bzw. auch gleich 7 in
Betracht.

4. Fortsetzung: Aufstellung der Normalgleichungen.

Wir kommen jetzt zum zweiten Teil unserer Aufgabe, diejenige
Gleichung der Form: o)
(1) ) —wy(R) =0 oder: w v (2)
aufzustellen, die zu einer bestimmien unserer drei Kugelteilungen gehort,
die also die beiden Halbkugeln der w-Kugel auf die 212 bzw. 2- 24
bzw. 2+ 60 Teildreiecke der z-Kugel abbildet. Jedem Werte w sollen
mithin im allgemeinen 12 bzw. 24 bzw. 60 Werte z — je einer in einem
Teildreieck der zugehérigen Art — entsprechen, und daher muf die
gesuchte Gleichung in den drei Fillen die Grade 12, 24, 60 haben, fiir die
wir allgemein N schreiben wollen. Nun st6Bt jeder Teilbereich an drei
merkwiirdige Punkte; daher mu8 es in jedem Falle drei Verzweigungs-
stellen auf der w-Kugel geben. Diese legen wir, wie es iiblich ist, nach
w=0,1,00; als Schunittkurve € durch diese drei Punkte, deren drei
Segmente den Grenzlinien der z-Dreiecke entsprechen sollen, verwenden
wir wieder den Meridian der reellen Zahlen.

Wir setzen ferner fest (vgl. Abb. 49), dafl in jedem der drei Faille
dem Punkie w = 0 die Mitte.punkte der Seitenflichen (Ecken & in der
frilheren Bezeichnung), dem Punkte w = 1 die Kantenhalbierungspunkte
(Ecken ¢) und dem Punkie w = oo die Polyederecken (Ecken a) ent-
sprechen. Dann entsprechen die Dreiecksseiten in der durch die Linien
der Abbildung angedeuteten Weise den drei Segmenten des w-Meridians,
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und die schraffierten Dreiecke entsprechen der hinteren, die nicht
schraffierten der vorderen w-Halbkugel. Durch die Gleichung (1) soll
also nun gemiB diesen Zuordnungen die z-Kugel auf eine tiber der
w-Kugel ausgebreitete N-blittrige Riemannsche Fliche mit Ver-
zweigungspunkten bei 0, 1, oo eindeutig abgebildet werden.

Man konnte die Existenz dieser Gleichung aus allgemeinen
funktionentheoretischen Theoremen leicht a priori deduzieren; ich
will jedoch hier die Kenntnisse, welche dieser Beweisgang er-
fordert, nicht voraussetzen und ihm einen mehr empirischen Aufbau
der einzelnen Gleichungen vorziehen. Ein solcher verschafft uns
vielleicht auch eine lebhaftere Anschauung des Einzelfalles.

Wir denken uns die Gleichung (1) in homo-
w-Hugel,

genen Variablen geschrieben: e
//
vy _ Py (41, 2)
wy, Pz, ) ;

wobei. @y, ¥» homogene Polygome von der \
Dimension N in z,, 2, sind (N = 12, 24 oder 60). . 5
Bei dieser Form der Gleichung erscheinen die vl
Stellen w; =0 und w, =0 (d.i. w =0, )
der w-Kugel gegeniiber der dritten Verzwei-
gungsstelle w =1 (homogen: w, — w, = 0) be-
vorzugt. Da jedoch fiir unsere Betrachtung
die drei Verzweigungsstellen stets gleichwertig
sind, erweist es sich als zweckmiBig, auch
die folgende Gestalt der Gleichung explizit zu
beriicksichtigen 2
Wy — Wy _ Xy (21, 23) Abb. 49.
. W, P (2,2)’

wobel Xy = @y — Py gleichfalls eine Form N** Dimension ist. Beide
Gestalten fasse ich gern in die fortlaufende Proportion zusammen:
(2) Wy (wy — wy) 1wy = Dy (21, 23) : Xy (21, 2) : Py (21, 29)-
Wir haben darin eine die drei Verzweigungspunkte durchaus gleich-
maBig beriicksichtigende, véllig homogene Schreibweise der Gleichung (1).

Unsere Aufgabe ist jetzt, die Formen Py, Xy, Yy zu bilden, und
zu diesem Ende wollen wir sie sogleich in Beziehung zu unserer z-Kugel-
teilung setzen. Wir entnehmen aus Gleichung (2) sofort, daB fiir
w, = 0 die Form Py (z,, 2,) = 0 wird, d. h. dapB der Stelle w = 0 auf der
z-Kugel die N Nullstellen von Dy entsprechen. Andererseits sollen nach
unseren Festsetzungen der Verzweigungsstelle w = 0 die Mittelpunkte
der Polyederflichen (Ecken & der Teilung) entsprechen, deren es in

jedem Falle ? gibt. In jedem von ihnen stoBen aber je drei, auf die

einzelnen Halbkugeln einfach abgebildete, schraffierte und nicht
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schraffierte Dreiecke zusammen, so daf} er als Wurzel unserer Gleichung
dreifach zu rechnen ist. Also liefern diese Punkte, jeder mit dev Vielfach-
heit 3, die simtlichen w = O enisprechenden Stellen und damit die simt-
lichen Nullstellen von @y; Py hat mithin lauter dreifache Nullstellen
und muB infolgedessen die dritte Potenz einer Form @ (z,, z,) des
Grades N sein:
' By = [Py (01 %)

Genau ebenso folgt nun weiterhin, daB der Stelle w =1 bzw.

w, — wy = 0 die Nullstellen von Xy = 0 entsprechen und, daB diese

identisch sind mit den doppelt gezihlten % Kantenmittelpunkten des

Polyeders (Ecken ¢ unserer Teilung). Infolgedessen muB Xy ein volles

Quadrat einer Form der Dimension — sein:

XN = [leg (21! zﬁ)]z-
Endlich sind dem Punkte w = o© die Nullstellen von ¥y zuzuordnen,
und daher miissen diese mit den Ecken des Ausgangspolyeders
(Ecken a der Teilung) identisch sein; an diesen aber stoBen in den
einzelnen Fillen 3, 4 oder 5 Dreiecke zusammen, so daf3 wir erhalten:
Py = W (21 2))’, wo: w»=3,4 oder 5.
Unsere Gleichung (2) muf also notwendig die Form haben:

3) wy ! (g — wy) 1wy = @ (21, 22)%: 1 (21, 2)%: 9 (21, 2)°,
wobet die Gradzahlen und Exponenten von @, x, @ und die Werte des
Grades N der Gleichung aus der folgenden kleinen Tabelle hervorgehen:

Tetraeder: ¢f, 7z2, vi; N=12.

Oktaeder: ¢f, x%, vi; N=24.

Ikosaeder: ¢, 1%, ¥3%; N =060.

Nun will ich noch kurz zeigen, daf sich auch die frither behandelte
Diédergleichung diesem Schema (3) einreihen ldft. Wir brauchen uns
nur daran zu erinnern, da8 wir damals auf der w-Kugel die drei Ver-
zweigungsstellen nach —1, + 1, co statt, wie zuletzt, nach 0, + 1,00
gelegt hatten. Wirkliche Analogie mit (3) werden wir daher erst er-
reichen, wenn wir die Diedergleichung in die Form:

(w, +0,) : (0 —w,) 1wy =D:X: ¥
zu setzen versuchen. Nun erhalten wir aber aus der frither benutzten
Diédergleichung (S. 124):
w _ A
durch eine einfache Umrechnung:
() (0 — wg) s wy = G B 240 0): (B0 83 220 5): (247 )
= @+ B (@ — B2 (520
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Wir konnen also in der Tat der obigen Tabelle hinzufiigen:

Diéder: ¢2, 2%, y& N=2n.
Die aus dieser Form der Gleichung sofort abzulesenden merkwiirdigen
Punkte samt ihren Vielfachheiten stimmen mit den friiher festgestellten
(vgl. S.125) iiberein.

Wir kommen nun dazu, die Formen @, ¥, ¥ in den drei neuen
Féllen wirklich zu bilden. Ich will dabei nur auf das Oktacder niher ein-
gehen, bei dem sich die Verhiltnisse am einfachsten gestalten. Aber auch
hier werde ich, um im Rahmen eines kurzen Uberblickes zu bleiben,
manches nur andeuten und in Resultaten mitteilen konnen; jedem,
der mehr dariiber erfahren will, ist ja eine ausfiihrliche Darstellung
in meinem Buche iiber das Ikosaeder leicht zuginglich. Wir denken
uns der Einfachheit halber das Oktaeder so der z-Kugel eingeschrieben,
daf8 die sechs Ecken nach

z2=0,00, +1, +¢, —1, —¢

fallen (vgl. Abb. 50). Dann lassen sich die 24
linearen Substitutionen von z, welche die Dre-
hungen des Oktaeders darstellen, d. h. die ge-
nannten sechs Punkte miteinander vertauschen,
recht einfach angeben. Wir beginnen mit den
vier Drehungen, bei denen die Ecken 0 und oo
fest bleiben:

(43) F=1k.z (k:011:2:3)

Weiter konnen wir, etwa durch die Substitu- Abb. 50.

. 1 . . .
tion 2/ = — (d.i. eine Drehung von 180° um die horizontale Achse
z

(+1, —1), die jeden Oktaedereckpunkt wieder in einen solchen iiber-
filhrt) den Punkt O nach oo bringen. Wenden wir jetzt noch die vier
Drehungen (4a) an, so erhalten wir die vier neuen Substitutionen:

&
(4D) 7=Z (k=0,1,2,3).

Ebenso werfen wir nun der Reihe nach jeden der weiteren vier Eck-

punkte z =1, ¢, — 1, — ¢ durch die Substitutionen 2z’ = z+ : s z+ 1_,
. z— 2—1

z—1 s z_—_—_zd die ersichtlich gleichfalls die sechs Oktaederecken in-

241 241

einander iiberfithren, nach oo und erhalten, wenn wir wieder jedesmal

die vier Drehungen (4a) hinzufiigen, weitere 4 - 4 = 16 Substitutionen

des Oktaeders:

'=i"z+'1: '=i"z_1:
z—1 241

(40) , T k=012
Fep it A,

2—1 z2+4+1
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Damit haben wir die gesuchten 24 Substitutionen simtlich gefunden,
und man kann nun auch unmittelbar durch Rechnung bestitigen, daf8
ste wirklich die sechs Oktaederecken in sich iiberfithren und daf sie
auferdem eine Gruppe Gy, bilden, d. h. daB die Aufeinanderfolge zweier
beliebiger von ihnen wieder eine der Substitutionen (4) ergibt.

Ich will nun zundchst die Form g bilden, die in den sechs Oktaeder-
ecken einfach verschwindet: der Punkt z = 0 gibt den Faktor z;, der
Punkt z = oo den Faktor z,; an den vier Punkten + 1 und + ¢ hat die
Form #z} — 2} eine einfache Nullstelle, so daB wir schlieBlich erhalten:

(52) Ye=21"2% (1 —%).
Schwieriger ist die Bildung der Formen ¢4 und x,,, welche die

Mitten der Seitenflichen bzw. die Kantenhalbierungspunkte zu ein-
fachen Nullstellen haben; ich gebe sie hier ohne Ableitung anl):

{¢s=ﬁ+w44é+£,

re=a"—334n 3344427

Ubrigens bleibt selbstverstindlich in allen diesen drei Formen ein
konstanter Multiplikator unbestimmt. Bedeuten @y, g, 7115 die
Formen in der Normierung (5), so miissen wir daher in die Oktaeder-

gleichung (3) noch unbestimmte Konstante ¢;, ¢, hineinnehmen und
sie schreiben:

(5b)

w(w__w)w= 3.0 2 c 4
1- Wy o) - Wo == Qg Cy Y12 C2 Vg
Die Konstanten ¢ sind noch so zu bestimmen, daf diese zwei Gleichungen

tatsidchlich nur eine Gleichung zwischen z und w darstellen. Das ist
dann und nur dann der Fall, wenn:

P — cyi =y i
identisch in z, 2, gilt. Nun 14Bt sich diese Relation In der Tat durch
bestimmte Konstante ¢, ¢, erfiillen. Es besteht ndmlich, wie man durch
Ausrechnen bestidtigen kann, die Identitdt:

v8 — 10895 = 12,
so daB die Oktaedergleichung (3) lautet:
(6) W (wy — W) 1wy = @i 22 108 g .

Diese Gleichung bildet gewi3 die Punkte w = 0, 1, oo beziiglich auf
die Seitenmitten, Kantenmitten, Ecken des Oktaeders mat der richtigen
Vielfachheit ab, da ja die Formen ¢, x, v dementsprechend gestaltet
sind; ferner wird sie durch die 24 Oktaedersubstitutionen (4) in sich
iibergefithrt; denn diese transformieren die Nulistellen jeder der
Formen ¢, y, ¥ in sich und &ndern die Formen mithin nur je um
einen multiplikativen Faktor. Die Rechnung ergibt, daB diese Faktoren
sich bei der Quotientenbildung gerade wegheben.

1) Vgl. Ikosaeder, S. 54.
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Zu zeigen bleibt nur noch, daB die Gleichung (6) wirklich fjedes
schraffierte oder wicht schraffierte Dreieck der z-Kugel konform auf die
hintere oder vordére w-Halbkugel abbildet. Wir wissen bereits, daB den
drei Ecken eines jeden Dreiecks die Punkte 0, 1, oo des reellen
w-Meridians entsprechen; ferner aber hat die Gleichung fiir jeden Wert
von w 24 Wurzeln 2. Da diese sich auf 24 gleichartige Dreiecke ver-
teilen miissen, kann w innerhalb eines Dreiecks einen und denselben
Wert héchstens einmal annehmen. Wiirden wir nun noch zeigen k6nnen,
daf w lings der drei Dreiecksseiten iiberhaupt reell bleibt, so kénnten wir
leicht weiter schlieBen, daB jede Seite auf ein Segment des reellen
w-Meridians eineindeutig abgebildet wird, und daf auferdem das ganze
Dreiecksinnere konform ohne Umlegung der Winkel und eineindeutig auf
die zugehirige Halbkugel bezogen ist. Sie werden sich diese SchluBkette,
bei der die Stetigkeit und analytische Charakter der abbildenden Funk-
tion w (z) benutzt wird, selbst ausfithren konnen. Ich will hier nur
auf den einzigen bemerkenswerten Schritt des Beweises, den Nach-
weis der Realitit von w auf den Dreieckseiten, eingehen.

Es ist bequemer, die Behauptung sogleich in der Form zu beweisen,
daf w auf allen, die Oktaederteilung hervorrufenden groften Kreisen reell
tst. Das sind nun erstens die drei aufeinander senkrechten Kreise
durch je vier der sechs Oktaederecken, die den Oktaederkanten ent-
sprechen (Hauptkreise, in der Abb. 50, S. 137 ausgezogen), und ferner die
sechs den Hohen der Seitendreiecke entsprechenden Kreise, die die
Winkel der Hauptkreise halbieren (Nebenkreise; in der Abbildung ge-
strichelt). Durch die Oktaedersubstitutionen 148t sich jeder Haupt-
kreis in jeden andern und ebenso jeder Nebenkreis in jeden andern
iiberfiihren; es geniigt also, zu zeigen, daf die Funktion w auf einem
Haupthkreise und einem Nebenkreise durchwey veell ist, da sie auf
den andern dann genau dieselben Werte annehmen muB. — Nun be-
findet sich unter den Hauptkreisen der Meridian der reellen Zahlen z,
und auf diesem ist selbstverstindlich der aus (6) zu entnehmende Wert:

L ¥
T w, 108y}
reell, da @ und v reelle Polynome in z; und 2, sind. Von den Neben-
kreisen bevorzugen wir den einen durch 0 und oo gehenden, der mit
dem reellen Meridian den Winkel 45 ° bildet und auf dem also z die Werte
T
z=ct .y annimmt, wobei 7 reell ist uud von — oo bis 4 oo lduft;
auf ihm ist jedenfalls 24 = &™ - ¥ = — #* reell, und da nach (5) in @g
selbst und in die vierte Potenz von g nur die vierten Potenzen von
2y und z, eingehen, so ist nach der zuletzt benutzten Formel wiederum w
reell.
Wir stehen damit am Ende unseres Beweisganges: Die Gleichung (6)
bildet in der Tat die Halbebenen der w-Kugel bzw. etner iiber ihr ausge-
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brettelen Riemannschen Fliche konform auf die zum ORtaeder gehirige
Dreiecksteilung der 2-Kugel ab, und wir beherrschen daher wmgekehrt die
durch diese Gleichung gegebene Abhingigkeit zwischen z und w geometrisch
so vollkommen wie in den friiheren Beispiclen.

Die Behandlung des Tetracders und Ikosaeders geht nach genau
dem gleichen Gedankengange vor sich; ich gebe hier nur die Resultate
an, die sich wiederum bei moglichst einfacher Lage der Teilung auf der
z-Kugel ergeben. Man erhilt als Tetraedergleichungt):

wy (0, — w,) ! w2={z§_2]/—_32%z§+4}3
P12 V:— {zlzz(z}—z“)}z

A+ 27 =324+ 44)°
und als Ikosaedergleichung?):
W, : (0, — w,) 1w, { (&P + 2) + 228 (B B — 4 2) — 494 210 )3
—{(&P+ ) + 522 (z?zﬁ 229) —10005 (2P 2+ 21°22) )2
11728 {2, 2, (21> + 11 23 5 — 21)}5,
d. h. diese Gleichungen bilden die w—Halbkugeln auf die schraffierten und

nicht schraffierten Dreiecke der zum Tetraeder bzw. Ikosaeder gehirigen
Einteilung der z-Kugel konform ab.

5. Uber die Auflésung der Normalgleichungen.

Wir wollen nun noch etwas von den gemeinsamen Eigenschaften
der Gleichungen sprechen, die wir bisher als Beispiele der vorab ent-
wickelten allgemeinen Theorie diskutiert hatten und die wir unter
dem Namen Normalgleichungen zusammenfassen wollen. Natiirlich
kann ich auch hier die Sachlage immer nur an den einfachsten Fillen
auseinandersetzen. Fiir alles Weitergehende verweise ich auf mein
Tkosaederbuch.

Zunichst bemerke ich, daB die d@wferst einfache Natur aller unserer
Normalgleichungen darin begriindet ist, daB sie genaw so viele lincare
Substitutionen in sich besitzen, als thr Grad betrigt, d.h. daB alle ihre
Wurzeln lineare Funktionen einer einzigen von ihnen sind und daf wir
ferner in den Kugelteilungen ein duferst anschauliches geometrisches Bild
aller in Betracht kommenden Verhilinisse haben. Wie einfach sich da-
durch vieles, was sonst bei Gleichungen so hohen Grades duBerst ver-
wickelt liegt, gestaltet, will ich hier an einer bestimmten, von der
Ikesaedergleichung ausgehenden Fragestellung zeigen.

Es sei ein reeller Wert w, gegeben, etwa auf dem Segment (1, oo)
des reellen w-Meridians (vgl. Abb. 51); wir fragen nach den 60 Wurzeln z
der Ikosaedergleichung fiiy w = wy,. Unsere Theorie der Abbildung

1) Vgl. Ikosaeder, S. 51, 60. 2) 1. c. S. 56, 60.
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ergibt sofort, daB je eine von ihnen auf einer der 60 zum Ikosaeder ge-
hirigen (in der Abb. 49 von S. 135 ausgezogenen) Dretecksseiten der
z-Kugelteilung liegen muB. Damit ist bereits das erledigt, was man in
der Gleichungstheorie Separation der Wurzeln nennt, meist eine sehr
miihevolle Arbeit, die der numerischen Berechnung der Wurzeln
vorangehen muBl: die Aufgabe nimlich, getrennte Intervalle anzugeben,
in denen sicher tmmer nuy eine Wurzel liegt. — Wir kénnen aber auch
sofort angeben, wieviel der Wurzeln reell sind. Beriicksichtigen wir
namlich, daB bei der oben angegebenen Form der Ikosaedergleichung
das Ikosaeder so in die z-Kugel gelegt gedacht istl), daf der reelle
Meridian iiber je vier Ecken jeder Art a, b, ¢ lduft, so zeigt sich (vgl.
Abb. 48, S. 133 und Abb. 49, S. 135), daB vier ausgezogene Dreiecks-
seiten in den reellen Meridian fallen, so daf es gerade vier veelle
Waurzeln gibt. Dasselbe gilt, wenn ® in eines der andern beiden
Segmente des reellen w-Meridians fillt, so daf dberhaupt fiir jedes
reelle von 0, 1, oo verschiedene w die Ikosaedergleichung vier reelle und
56 imaginire Wurzeln hat; fiir w=0, 1, 0o sind gleich- ro-tiagel:

falls vier verschiedeme reelle, aber mehrfach zihlende -
Wurzeln vorhanden. v X
-?

Ich will jetzt eimiges iiber die wirkliche numerische
Berechnung der Wurzeln unserer Normalgleichungen sagen.
Vor allem kommt uns da wieder zugute, daB wir smmer \

N

nur eine Wurzel der Gleichung zu berechnen brauchen,. ‘\-b-»-/ ’
wihrend die andern durch die linearen Substitutionen Abb. 1.
folgen. Ubrigens mache ich darauf aufmerksam, daf
die numerische Berechnung einer Wurzel eigentlich ein Problem der Ana-
lysts, nicht der Algebra ist, da sie notwendig die Anwendung unendlicher
Prozesse erheischt, wenn man die im allgemeinen irrationalen Wurzel-
werte mit beliebiger Annidherung darstellen will.

Ausfiihrlicheres will ich hier nur iber das allereinfachste Beispiel,
die reine Gleichung: 0 = "

———

sagen, wobei ich wieder in unmittelbare Bertihrung mit der Schulmathe-
matik komme; denn auch da wird diese Frage — die Berechnung

von nVE — wenigstens firr die ersten Werte von # und fiir positive
reelle Werte w = » behandelt. Die Methode zur Berechnung der
Quadrat- und Kubikwurzel, wie sie Ihnen allen von der Schule her
gelaufig ist, beruht im Grunde auf folgendem: Man untersucht, welchen
Platz in der Reihe der Quadrate bzw. Kuben der ganzen natiirlichen
Zahlen 1, 2, 3, ... der Radikand w = r hat, macht dann im An-
schluB an die dezimale Schreibweise dieselbe Probe mit den Zehnteln
des betreffenden Intervalles, dann mit den Hunderteln und fahrt so
fort. Dabei kann man natiirlich eine beliebige Genauigkeit erreichen.

1) Vgl. Ikosaeder, S. 55.
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