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Vorwort zur erst en Auflage. 
Die neue Autographie, welche ich hiermit dem mathematischen 

Publikum und ganz besonders den Lehrern der Mathematik an unseren 
hoheren Schulen unterbreite, ist als eine erste Fortsetzung jener Vor
trage "uber den mathematischen Unterricht an den hOheren Schulen" .. 
speziell tiber "die Organisation des mathematischen Unterrichts" ge
dacht, die ich im vorigen Jahre mit Herrn Schimmack zusammen 
im Teubnerschen Verlag babe erscheinen lassen. An die damals 
gegebene Obersicht tiber die verschiedenen Formen der Unterrichts
aufgabe, die dem Mathematiker gestellt sein kann, sollen sich jet1.t, 
allgemein zu reden, Entwicklungen tiber den Unterrichtsstotf selbst 
schlieBen, in denen· ich bemiiht bin, dem Lehrer - oder auch dem 
reiferen Studenten - Inhalt und Grundlegung der im Unterricht zu 
behandelnden Gebiete, unter Bezugnahme auf den tatsachlichen Unter
richtsbetrieb, vom Standpunkte der heutigen Wissenschaft in moglichst 
einfacher und anregender Weise tiberzeugend darzulegen. Und dieses 
nicht, wie etwa Weber-Wellstein tun, in Form einer systematisch 
geordneten Darstellung, sondern in freien Exkursen, wie sie sich unter 
den wechselnden Anregungen der Umgebung in der wirklich gehaltenen 
Vorlesung tatsachlich gestaltet haben. 

Auf das so bezeichnete Programm - das nachstehend nur erst 
ftir die Gebiete der Arithmetik, Algebra und Analysis durchgefiihrt 
wird - wurde schon in der Vorrede zu Klein-Schimmack (April 1907) 
hingewiesen; ich hatte damals gehofft, daB Herr Schimmack trotz 
mancher Hindernisse doch vielleicht die Zeit finden wiirde, die Be
arbeitung meiner Vortrage fUr den Druck wieder tibernehmen zu 
konnen. Aber ich habe ihn selbst sozusagen daran gehindert, indem 
ich seine Arbeitskraft fiir die uns gemeinsam interessierenden padagogi
schen Fragen fortgesetzt nach anderen Seiten in Anspruch zu nehmen 
hatte. Jedenfalls zeigte sich bald, daB der Plan unausftihrbar war, 
falls anders die Arbeit in kurzer Zeit zu Ende gefiihrt werden sollte, 
wie dies doch im Interesse einer tatsachlichen Einwirkung auf die 
heute im Vordergrunde stehenden Unterrichtsfragen erwiinscht schien. 
Ich habe also wieder, wie in frUheren J ahren, zu dem bequemeren 
Mittel der Autographierung meiner Vortrage gegriffen, zumal sich 
mein jetziger Assistent, Herr Dr. Ernst Hellinger, als eine hierftir 



VI Vorwort. 

ausgezeichnet qualifizierte Hilfskraft erwies. Man wolle dabei von der 
Arbeit, die Herr Dr. Hellinger zu erledigen hatte, nicht gering denken. 
Denn es ist auch so noch ein weiteL Weg von der durch allerlei zuHillige 
Umstande bedingten mtindlichen Darlegung des Dozenten zu der 
schriftlichen, hinterher noch wesentlich abgeglichenen, lesbaren Dar
stellung. Nur daB die Genauigkeit der AusfUhrungen und die Gleich
maBigkeit der Auseinandersetzungen nicht so weit getrieben wird, als 
es nach unseren Gewohnheiten ber der Drucklegung unerlaBlich scheint. 

Ich scheue etwas davor zurtick, in bestimmte Aussicht zu steIlen, 
daB nun noch weitere Fortsetzungen dieser Veroffentlichungen tiber 
den mathematischen Unterricht folgen soIlen, jedenfalls fUr das Ge
biet der Geometrie; - ich will vielmehr mit dem Wunsche schlieBen, 
daB sich die vorliegende Autographie als ntitzlich erweisen moge, in
dem sie manchen Lehrer an unseren hoheren Schulen veranlaBt, tiber 
die zweckmaBige Darbietung des von ihm zu behandelnden Lehrstoffes 
in neuer Weise selbstandig nachzudenken. Nur eine solche Anregung 
will meine Schrift geben, keinen ausgefuhrten Lehrgang, dessen F est
legung ich vielmehr den an der Schule wirkenden Herren durchaus 
uberlasse. Es ist ein MiBverstandnis, wenn man an einzelnen Stellen 
vorauszusetzen scheint, ich habe mich je in einem anderen Sinne be
tatigt. Insbesondere der Lehrplan der Unterrichtskommission der 
Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte (der sog. "Meraner" 
Lehrplan) ist nicht etwa von mir, sondern unter bloBer Mitwirkung 
meinerseits von hervorragenden Vertretern der Schulmathematik aus
gearbeitet worden. 

Was schlieBlich die Art der im folgenden eingehaltenen Darstellung 
betrifft, so gentigt wohl, wenn ich hervorhebe, daB ich, wie bei friiheren 
Gelegenheiten, auch hier bemiiht war, tiberall geometrische Anschau
lichkeit mit der durch die arithmetischen Formeln ermoglichten Pra
zision zu verbinden, und daB es mir besonderes Vergntigen gemacht 
hat, dem historischen Werdegang der Theorien nachzugehen, urn von 
da aus die Besonderheiten der verschiedenartigen, im heutigen Unter
richt unvennitteIt nebeneinander herlaufenden Darstellungsweisen zu 
verstehen. 

G6ttinge1t, Ende Juni 1908. 
Klein. 

Vorwort zur dritten Auflage. 
N achdem die Verlagsbuchhandlung J uli us Springer in dankenswerter 

Weise den Druck meiner gesammeIten wissenschaftIichen Abhandlungen 
fertiggesteIIt hatte, trat sie, auf Anraten von Prof. Courant, mit der Auffor
derung an mich heran, doch auch die verschiedenen Vorlesungen, die ich 
von 1890 an in autographierter Form habe erscheinen lassen und die bis 
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auf einen kleinen Rest Hingst vergriffen sind, in Buchform heraus
zugeben. Besagte Autographien, deren Vertrieb in den letzten Jahr
zehnten die Firma Teubner tibernommen hatte, sind der Hauptsache 
nach von meinem jeweiligen Assistenten ausgearbeitet worden. Es 
war mir von vornherein klar, daB ich eine weitere Neubearbeitung nicht 
ohne neue jtingere Hilfskrafte wieder veranstalten konne. In der tat 
habe ich mir seit langem den Grundsatz gebildet, daB man von einem 
gewissen Alter an nicht mehr selbstandig publizieren solI: man hat 
vielleicht noch die Fahigkeit, eine Ausgabe im allgemeinen zu diri
gieren, aber ist doch nicht mehr recht imstande, die Einzelheiten iIi 
die gehorige Ordnung zu bringen und auf die neuen Fortschritte der 
Literatur gleichmaBig Riicksicht zu nehmen. Ich habe das Springersche 
Anerbieten also erst angenommen, als mir in dieser Hinsicht weit
gehende Unterstiitzung zugesagt war. 

1m iibrigen sind bei den Autographien zwei Serien zu unterscheiden. 
Die aiteren Hefte kniipfen an Spezialvorlesungen an, die ich im Laufe 
der Zeit gehalten habe, und wurden urspriinglich nur hergestellt, urn 
den ZvhOrern derfolgenden Semester den Stoff, den ich friiher behandelt 
hatte, und auf dem ich weiterbauen wollte, an die Hand zu geben. Es 
sind dies die Hefte iiber nichteuklidische Geometrie, tiber hOhere Geo
metrie, die hypergeometrische Funktion, die linearen Differential
gleichungen, die Riemannschen Flachen und iiber Zahlentheorie. Dem
gegeniiber habe ich in der Folge einige Ausarbeitungen veroffentlicht, 
die von vornherein fUr einen groBeren Leserkreis gedacht waren. Ge
meint sind: 

a) die Vorlesung iiber "Anwendung der Di£ferential- und Integral
rechnung auf Geometrie", ausgearbeitet von C. H. Muller (bestimmt, 
zwischen den Bedtirfnissen der angewandten Mathematik und den 
neueren Untersuchungen reiner Mathematiker die Briicke zu schlagen); 

b) und c) zwei VorlesUJlgen iiber "Elementarmathematik yom 
hoheren Standpunkte", ausgearbeitet von E. Hellinger. Sie sollten 
dazu dienen, den Fachvertretern an den hoheren Schulen die Bedeutung 
ihrer akademischen Studien fUr ihre Berufstatigkeit, insbesondere was die 
reine Mathematik angeht, in iibersichtlicher Weise vor Augen zu stellen. 

Bei diesen Ref ten der zweiten Serie schien eine Glattung im ein
zelnen, unter Zufiigung erganzender Zusatze, ausreichend, also eine 
tiefergreifende Umarbeitung iiberfliissig. Daher wird mit ihrer Ver
offentlichung hier der Anfang gemacht, und zwar in der Weise, daB 
die Refte b) c) a) (in dieser Reihenfolge) als Tei! I, II, III einer ge
meinsamen Veroffentlichung erscheinen, welche kurzweg als "Ele
mentarmathematik vom hOheren Standpunkte aus" bezeichnet werden 
solI. DaB Vorlesung a) solcherweise mit b) und c) vereinigt wird, 
diirfte die Zustimmung aller derjenigen finden, welche die steigende 
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Bedeutung der angewandten Mathematik fiir den neuzeitlichen Schul
unterricht erfaBt haben. 

Unterdessen hat die Bearbeitung der Hefte der ersten Serie, also 
zunachst der nichteuklidischen Geometrie, bereits ihren Anfang ge
nommen. Aber es wird sich hier, damit eine gerundete Darstellung ent
steht, die auch den neueren Fortschritten der Wissenschaft einigermaBen 
Rechnung tragt, urn Neubearbeitung des Stoffes in sehr viel weiterem 
AusmaBe handeln. - Soviel fiber den allgemeinen Plan. Nun noch 
einiges fiber das vorliegende erste Heft der "Elementarmathematik". 

Ich habe die Vorrede zur ersten Ausgabe von b) (1908) vorstehend 
wieder abgedruckt, weil sie fiber die Entstehung der ganzen Darstellung 
den klarsten Dberblick gibtl). Die zweite, auch noch autographierte 
Ausgabe (1911) enthielt keine wesentlichen Anderungen, und die kleinen 
Zusatze, die ihr beigefiigt wurden, konnten jetzt leicht in den Text 
eingearbeitet werden, woriiber ein besonderer Nachweis iiberfliissig 
scheint. Auch bei der jetzigen Drucklegung ist der urspriingliche Text 
mit den durch die Zeit seiner Entstehung bedingten Zufalligkeiten 
in der Hauptsache beibehalten worden 2). Das ganze Gefiige der Dar
stellung hatte geandert werden mfissen und die Homogenitat verloren, 
wenn ich anders verfahren ware. Aber in den sechz~hn Jahren, die seit 
der ersten Veroffentlichung vergangen sind, ist die Wissenschaft natiir
lich nicht stehengeblieben, insbesondere aber haben in unserem Schul
wesen die groBten, bis jetzt noch keineswegs abgeschlossenen Verande
rungen stattgefunden. Auf diese Verhaltnisse beziehen sich die Zusatze, 
welche, nach wiederholter Riicksprache mit mir, Herr Studienrat 
DL Seyfarth (von der hiesigen Oberrealschule) abgefaJ3t hat. Herr 
Seyfarth hat auch in der Hauptsache die Drucklegung und die er
forderliche stilistische Glattung des vorangehenden Textes, wie insbeson
dere die Wiedergabe der Abbildungen besorgt, so daB ich ihm zu auf
richtigem Danke verpflichtet bin. Dbrigens sind ihm meine friiheren Mit
arbeiter, dit"! Herren Hellinger und VermeiZ, auBerdem Herr A. Walther
Gottingen, beim Korrekturlesen durch mannigfache Vorschlage hilfreich 
zur Hand gegangen. Insbesondere bin ich Herrn Vermeil und Herrn 
Studienreferendar C. Billig ffir Anfertigung des Namen- und Sach
registers zu Dank verpflichtet. Die Verlagsbuchhandlung Julius Springer 
aber hat ihre Bereitwilligkeit, trotz aller aus den Zeitumstanden folgen
den Schwierigkeiten die Drucklegung mathematischer Werke ungehin
dert fortzusetzen, aufs neue glanzend bewahrt. 

G6ttingen, Ostern 1924. 
Klein. 

1) Mein dort erwlthnter Mitarbeiter R. Schimmack starb 1912 im Alter von 
31 Jahren. am Arbeitstische sitzend. plotzlich infolge eines Herzschlags. 

2) Neu hinzugefiigte Anmerkungen sind durch eckige Klammern kenntlich 
gemacht worden. 
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Einleitung. 
In den letzten Jahren 1) hat sich unter den UniversiUitslehrern der 

mathematischen und naturwissenschaftlichen Facher ein weitgehendes 
Interesse an einer zweckmaBigen, allen Bedurfnissen gerecht werden
den Attsbildung der Kandidaten des hoheren Lehramts entwickelt. Diese 
Erscheinung ist erst recht neuen Datums; in einE'r langen Zeitperiode 
vorher trieb man an den Universitaten ausschlieBlich hohe Wissenschaft, 
ohne Rucksicht darauf zu nehmen, was der Schule nottat, und ohne 
sich uberhaupt urn die Herstellung einer Verbindung mit der Schul
mathematik zu sorgen. Doch was ist die Folge einer solchen Praxis? 
Der junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor Probleme 
gestellt, die ihn in keinem Punkte mehr an die Dinge erinnern, mit 
denen er sich auf der Schule beschaftigt hat; naturlich vergiBt er da
her aIle diese Sachen rasch und grundlich. Tritt er aber nach Absol
vierung des Studiums ins Lehramt uber, so soll er plotzlich eben diese 
herkommliche Elementarmathematik schulmaBig unterrichten; da er 
diese Aufgabe kaum selbstandig mit seiner Hochschulmathematik in 
Zusammenhang bringen kann, so wird er in den meisten Fallen recht 
bald die althergebrachte Unterrichtstradition aufnehmen, und das 
Hoehsehulstudium bleibt ihm nur eine mehr oder minder angenehme 
Erinnerung, die auf seinen Unterricht keinen EinfluB hat. 

Diese doppelte Diskontinuitiit, die gewiB weder der Schule noeh 
der Universitat jemals Nutzen gebracht hat, bemiiht man sich neuer
dings endlich aus der Welt zu schaffen, einmal indem man den Unter
richtsstoff der Schulen mit neuen, der modernen Entwicklung der Wissen
schaft und der allgemeinen Kultur angepaBten Ideen zu durchtranken 
sueht - wir werden noch vielfach darauf einzugehen haben -, anderer
seits aber durch geeignete Berucksichtigung der Bediirfnisse der Lehrer 
im Universitatsunterricht. Und da scheinen mir eines der wichtigsten 
Hilfsmittel solche zusammenjassende V orlesungen zu sein, wie ich sie 
heute vor Ihnen beginne. leh wende mich damit keinesfalls an den 
Anfanger, sondern setze voraus, daB Ihnen allen der Hauptinhalt der 

[1) Es wird noch einmal darauf hingewiesen, daB der Text fast durchweg 
die urspriingliche Fassung der 1908 autographierten Vorlesung wiedergibt und 
daB Bemerkungen, die sich auf spatere Jahre beziehen, erst in den Zusatzen 
planmiiBig beriicksichtigt werden.] 

K 1 e in, Elementarmathematik 1. 3. Auf!. I 
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wiehtigsten mathematisehen Disziplinen bereits bekannt ist. Ieh werde 
vielfaeh von Problemen der Algebra, der Zahlentheorie, der Funktionen
theorie usw. zu reden haben, ohne auf Einzelheiten eingehen zu konnen; 
Sie mussen diese Dinge also schon einigermaBen kennen, wenn Sie 
meinen Auseinandersetzungen folgen wollen. Meine Aufgabe hier wird 
stets sein, Ihnen den gegenseitigen Zusammenlzang der Fragen der Einzel
dis.;ziplinen vorzufiihren, der in den Spezialvorlesungen nieht immer 
genugend zur Geltung kommt, sowie insbesondf're ihre Beziehungen 
zu den Fragen der Schulmathematik zu betonen. Dadureh, so hoHe ieh, 
wird es Ihnen erleiehtert werden, sieh diejenige Fahigkeit anzueignen, 
die ieh doeh ais eigentliehes Ziel Ihres akademisehen Studiums be
zeiehnen moehte: dafJ Sie dem grofJen WiSSe1tsstotf, der Ihnen hier 
zukommt, einst in reichem MafJe lebendige Anregungen filr Ihren eigenen 
Unterricht entnehmen konnen. 

Lassen Sie mich Ihnen nun einige Dokumente vorlegen, die, aus 
neuester Zeit stammer.d, das Interesse weiter Kreise an den. Fragen 
der Lehrerausbildung bekunden und fUr uns wertvolles Material bieten. 
Da habe ieh vor all em der Vortrage auf der letzten Naturforscher
versammlung in Dresden am 16. September 1907 zu gedenken, der wir 
von der Unterriehtskommission der Gesellsehaft deutseher Natur
forseher und Arzte aus "Vorschlage fur die wissenschaftliche A usbildung 
der Lelzramtskandidaten der Mathematik und Naturwissenschaften" unter
breitet haben. Sie finden diese Vorsehlage als letzten Absehnitt in dem 
Gesamtbericht der Kommission 1) , die seit 1904 den ganzen Komplex 
der mathematiseh-naturwissenschaftlichen "C'lterrichtsfragen behandelt 
und jetzt ihre Tatigkeit ctbgesehlossen hat; ieh bitte Sie sehr, sowohl 
von diesen Vorsehlagen, als aueh von den anderen Teilen des genannten 
sehr interessanten Beriehtes Kenntnis zu nehmen. - Kurz nach der 
Dresdener Versammlung fand eine ahnliehe Debatte auf der Ver
sammlung deutscher Philologen und Schulmiinner in Basel am 25. Sep
tember statt, in welcher nun freilich die mathematisch-naturwissen
sehaftliehe Reformbewegllng nur mehr als ein Glied in def Kette der 
in philologischen Kreisen parallellaufenden Bewegungen zu vVorte kam. 
N aeh einem Referate von mir liber unsere mathematischen und natur
wissenschaftlichen Reformbestrebungen spraehen P. Wendland (Breslau) 
liber die die Alterstumswissenschaften betr.effenden Fragen, Al. Brandl 
(Berlin) liber neuere Sprachen und endlieh Ad. Harnack (Berlin) libel' 
Geschichte Itnd Religion; die vier Vortrage sind in einer Broschure 2) 

vereinigt erschienen, auf die ieh Sie naehdrlicklieh hinweise. Ieh halte 
das hiermit angebahnte gemeinsame Vorgehen unserer Wissensehaften 

1) Die Tatigkeit der Unterrichtskommission der Gesellschaft deutscher Natur
forscher und Arzte, herausgegeben von A. Gutzmer. Leipzig und Berlin 1908. 

2) Universitiit tend Schule. Vortrage ... gehalten von F. Klein, P. Wendland, 
AI. Brandl, Ad. Harnack. Leipzig 1907 .. 
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mit den Philologen fUr auBerst ersprieJ3lich, da es freundliche Beziehungen 
und wechselseitiges Verstehen zwischen zwei einander sonst fremd, wenn 
nicht gar feindlich gegentiberstehenden Gruppen schafft. Ein solches 
gutes Verhaltnis wollen wir stets zu fordern suchen, mag auch, wenn 
wir unter uns sind, gelegentlich einmal ein scharferes Wort tiber die 
Philologen fallen - wie das ja auch auf der Gegenseite wohl vor
kommen solI. Bedenken Sie dabei stets tiber den Fachpartikularismus 
hinaus, daB gerade Sie dazu berufen sind, spater an der Schule mit den 
Philologen zum B'esten der Allgemeinheit zusammenzuwirken, und daB 
dazu notwendig gegenseitige Schatzung und gegenseitiges Verstandnis 
gehoren. 

Neben diesen Zeugnissen von tiber die Grenzen unseres Faches 
hinausgreifenden Bestrebungen mochte ich Ihnen nun noch einige 
BUcher nennen, die sich in der gleichen Richtung insbesondere aut 
mathematischem Gebiet bewegen und die daher fUr unsere V orlesung sehr 
wichtig sein werden. Ich habe zum ersten Male vor drei Jahren eine 
V orlesung mit iihnlichem Z iele gehalten; mein damaliger Assisten t, Herr 
R. Schimmack, hat den Gegenstand weiter durchgearbeitet, und ktirz
lich ist ein erster Teil jener Vorlesung1) im Druck erschienen. In diesem 
ist die Rede von den verschiedenen Arten der Sehulen, einsehlieBlich 
der Hoehsehulen, von dem allgemeinen Betriebe des mathematisehen 
Unterriehts auf ihnen, von ihrem gegenseitigen Ineinandergreifen und 
dergleichen; ich werde im folgenden gelegentlich auf die dart nieder
gelegten Dinge verweisen, ohne sie zu wiederholen. Um so ausfUhrlicher 
werde ich hier, gewissermaBen als Fortsetzung jener Auseinander
setzungen tiber die Organisation des mathematisehen Unterrichts, den 
gesamten mathematischen Stott, der fUr den Sehulunterricht nur irgend 
in Betraeht kommt, behandeln. Wenn ieh mieh dabei ofters auf den 
Unterriehtsbetrieb an der Sehule beziehe, so liegen dem nieht nur un
bestimmte Vorstellungen, wie die Saehe etwa sein konnte, oder gar 
eigene, weit zurtiekliegende Sehulerinnerungen zugrunde; vielmehr stehe 
ieh standig mit Herrn Schimmaek in Verbindung, der jetzt am hiesigen 
Gymnasium wirkt und der mieh tiber den gegenwartigen, gegentiber 
frtiheren Jahren in der Tat wesentlieh weiter entwiekelten Stand des 
Unterriehts fortlaufend unterrichtet. In diesem Wintersemester werde 
ieh "die drei groBen A", das ist Arzthmetik, Algebra tt1td Analysis, be
handeln, wahrend die Geometrie einer Fortsetzung des Kollegs im naeh
sten Sommer vorbehalten bleibt. Ieh bemerke hierzu, daB die auf hoheren 
Sehulen tibliche Spraehe jene drei Faeher unter dem einen Wort "Arith
metik" zusammenfaBt, wie wir denn tiberhaupt noeh ofters Abweiehungen 
des mathematischen Sprachgebrauehes der Schulen von dem der Hoeh-

1) Klein. F.: Vortrage iiber den mathematischen Unterricht an h6heren 
Schulen. Bearbeitet von R. Schintmack. Teilt: Von der Organisation des mathe
matischen Unterrichts. Leipzig 1907. - Weiterhin zitiert als "Klein-Schimmack". 

1* 
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sehulen finden werden. Nur lebendige Fiihlungnahme, das-sehen Sie an 
diesem kleirien Beispiele, kann da eine Verstandigung herbeifUhren! 

An zweiter Stelle nenne ich Ihnen nun das Werk das unter den 
Verofientliehungen der letzten Jahre am rtleisten eine der meinen ahnliehe 
Tendenz verfolgt, die dreibandige "Enzyklopiidie der Elementarmathe
matik" von H. Weber und J. Wellstein; fUr dieses Semester kommt 
wesentlieh der von H. Weber bearbeitete erste Band in Betraeht: "En
zyklopiidie der elementaren Algebra und Analysis" 1). Gewisse Unter
schiede, die zv.;sehen dIes em Werke und dem Plane meiner Vorlesung 
obwalten, will ieh sogleieh naher bezeiehnen. Bei Weber-Wellstein 
wird der gesamte Aufbau der Elementarmathematik systematiseh und 
logiseh entwiekelt in der gereiften Spraehe, die der fortgesehrittene 
Studierende aufnehmen kann; davon, wie diese Dinge im Sehulunter
rieht wirklieh vorkommen, ist nieht die Rede. Die Darstellung auf der 
Schule mu13 namlieh, um ein Sehlagwort zu gebrauehen, psychologisch, 
nicht systematisch sein. Der Lehrer mu13 sozusagen ein wenig Diplomat 
sein, er mu13 auf die seelisehen Vorgange im Knaben Rueksieht nehmen, 
um sein Interesse packen zu konnen, und das wird ihm nur gelingen, 
wenn er die Dinge in anschaulich faf3carer Form darbietet. Erst auf den 
obersten Klassen ist aueh eine abstrakteL Darstellung moglich. Um 
ein Beispiel zu geben: das Kind kann es unmoglich verstehen, wenn 
man die Zahlen axiomatisch, erkHirt als Dinge ohne Bedeutung, mit 
denen man nach vereinbarten formalen Regeln operiert; vielmehr ver
bindet es mit den Zahlen stets durehaus konkrete Vorstellttngen; sie sind 
niehts als Anzahlen von Niissen, Apfeln und ahnlichen guten Dingen, 
und nur in solcher greifbaren Form kann und wird sie ihm der Anfangs
unterrieht darbieten. \Vas aber hier selbstverstandlieh ist, solIte man -
mutatis mutandis - aueh sonst beherzigen: man sollte im ganzen Unter
rieht, aueh auf der Hoehsehule, die Mathematik stets verknupft halten 
mit allem, was den Menschen gema13 seinen sonstigen Interessen auf seiner 
jeweiligen Entwicklungsstufe bewegt und was nur irgend in Beziehung 
zur Mathematik sieh bringen la13t. Das ist es ja, was die neueren Be
strebungen zur Hervorhebung der angewandten Mathematik auf tier 
Universitat vor allem aueh bezwecken. Auf der Schule hatte man diese 
Forderung nie in so hohem Ma13e vernaehlas.sigt wie auf der Universitat. 
Gerade diese "psychologischen Momente" will ieh in meiner Vorlesung 
mit besonderem Naehdruek stets zur Geltung zu bringen suehen. 

Ein weiterer Gegensatz zwischen \Veber-Wellstein und mir be
zieht sieh auf die Abgrenzung des Inhalts der Schulmathematik: Weber 
und Wellstein sind da "konservativ", ieh "fortschrittlich" gesinnt. Diese 
Dinge sind ausfiihrlieh im Klein-Sehimmaek behandelt. Wir, man nennt 

1) 2. Auflage. Leipzig 1906. [4. von P. Epstein neubearbeitete Auflage 1922, 
vgl. die hierauf Bezug nehmenden Bemerkungen in Zusatz 2 S. 306.] - Zitiert 
als "Weber-Well stein I". 
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uns wohl die "Reformer", wollen in den Mittelpunkt des Unterriehts 
den Funktionsbegriff stellen, als denjenigen Begriff der Mathematik 
der letzten 200 Jahre, der iiberall, wo man mathematisches Denken 
braucht, eine zentrale Rolle spielt. Ihn wollen wir so friih als mog
lich im Unterricht herauszuarbeiten beginnen unter steter Benutzung 
der graphischen Methode, der Darstellung funktionaler Zusammenhange 
im x-y-Systeme, die heute selbstverstandlich bei jeder praktischen Ver
wendung der Mathematik benutzt wird. Urn diese Neuerung zu ermog
lichen, wiirden wir vieles aus dem herkommlichen UnterrichtsstoH auf
geben, das an sich oft recht interessant sein mag, aber seiner aHgemeinen 
Bedeutung nach imZusammenhang mit der ganzen modernen Kultur weni
ger wesentlich erscheint. Vor aHem wird starke Ausbildung der Raum
anschauung stets eine Hauptsache bleiben miissen. Nach oben hin aber soil 
der Unterricht soweit in die Anfiinge der I nfinitesimalrechnung hineingehen, 
daB etwa der N aturwissenschaftler oder Versicherungsfachmann das ma the
matischeRiistzeug, daser auf alleFalle braucht, bereitsvonderSchule mit
bringt. Diesen verhaltnismailig neuen Ideen gegeniiber halt Weber-Well
stein im wesentlichen an der alten Stoffbegrenzung fest; meine Absicht 
in dieser Vorlesung ist natiirlich die, fUr die neue Auffassupg einzutreten. 

An dritter Stelle habe ich Ihnen noch ein sehr anregendes Buch 
des wie Weber und Wellstein in StraBburg wirkenden Max Simon zu 
nennen, das 1908 in zweiter Auflage erschienen ist: "Didaktik und 
Methodik des Rechnens und der Mathematik" 1). Simon befindet sich 
vielfach in Dbereinstimmung mit unseren Tendenzen, es gibt aber auch 
viele GegensiHze, und da er eine ausgesprochen subjektive, temperament
volle Personlichkeit ist, kleidet er diese Gegensatze oft in sehr lebhafte 
Worte. Umein Beispiel zu nennen: die Vorschlage der Unterrichts
kommission des Naturforschertages verlangen schon aut Quinta eine 
S1:unde geometrische Propadeutik, wahrend man zur Zeit damit meist 
erst auf Quarta beginnt. Es ist nun eine seit langem erorterte Frage, 
welcher Vorschlag der bessere ist; auch die Ausfiihrung auf der Schule 
hat ofters gewechselt. Aber Simon erklart die Stellungnahme der Kom
mission, iiber die man also doch jedenfaIIs streit en kann, rundweg fur 
"schlimmer als ein Verbrechen" , ohne dieses Urteil auch nur im min
desten zu begrunden Solcher Stellen lieBen sich noch manche finden. -
Als Vorlaufer des genannten Buches erwahne ich noch Simons "Methodik 
der elementaren Arithmetik itt Verbindung mit algebraischer Analysis"2). 

Lassen Sie uns nach dieser kurzen Einleitung jetzt zu unserem 
eigentlichen Gegenstande iib"rgehen, den wir nach den drei bereits 
genannten Fachern gliedern wollen. 

1) 2. Auflage. Munchen 1908. Sonderausgabe ans Banmeisters Handbuch 
der Erziehnngs- nnd Unterrichtslehre fur hohere Schulen. 1. .\ufl. 1895. 

2) Leipzig 1906. [Uber nenere didaktische Literatur vgl. Zusatz 1 nnd 2 

(5. 291-315).] 
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Arithmetik. 
I. Das Rechnen mit den natiirlichert Zahlen. 

Wir beginnen mitder Grundlage aller Arithmetik, dem Rechnen mit 
positiven ganzen Zahlen. Zuerst legen wir uns hier, wie sfets im Verlaufe 
der Vorlesung, die Frage vor, auf welche Weise man diese Dinge im 
Schulunterricht behandelt; dann wird die weitere Untersuchung fragen, 
was vom hoheren Standpunkte aus betrachtet in ihnen alles enthalten ist. 

I. Einfiihrung d~r Zahlen auf der Schule. 

Ich begniige mich mit kurzen Andeutungen, und Sie werden sich 
an der Hand dieser wohl noch erinnern, wie Sie selbst einst rechnen 
lernten. Bei solchen Auseinandersetzungen kann natiirlich meine Ab
sicht keineswegs die sein, Sie in die Praxis des Unterrichts wirklich 
einzufiihren, wie dies die Seminare an den hoheren Schulen tun. sollen; 
ich bringe vielmehr nur das Material heran, auf das wir unsere Kritik 
stiitzen wollen. 

Die Aufgabe, die Eigenschaften der ganzen Zahlen und das Rechnen 
mit ihnen der Auffassung der Kinder nahezubringen und sie bis zur 
vollen Beherrschung des Stoffes zu fiihren, ist auBerst schwierig und 
erfordert die Arbeit mehrerer Jahre, von dem ersten Schuljahre an 
bis in die Sexta und Quinta des Gymnasiums hinein. Die Art des Unter
richtsbetriebes, wie er auf diesem Gebiete heute iiberall bei uns gehand
habt wird, kann- ich vielleicht am besten durch die Stichworte an
schaulich und genetisch kennzeichnen, d. h. das ganze Lehrgebaude 
wirdauf Grund bekannter anschaulicher Dinge ganz allmahlich von unten 
an aufgebaut; hierin liegt ein scharf ausgepragter Gegensatz gegen den 
meist auf Hochschulen iiblichen logischen und systematischen Unter
richtsbetrieb. 

Den gesamten UnterrichtsstoH gliedert man etwa in folgender 
Weise, ohne daB diese Einteilung freilich genau und einheitlich feststeht: 
Das ganze erste ] ahr wird durch das Rechnen im Zahlenkreise von 1 
bis 20 ausgefiillt, davon ungefahr das erste Halbjahr durch das Rechnen 
im Gebiet von 1 bis 10. Die Zahlen erscheinen zunachst als Zahlbilder 
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aus Punkten oder als Anzahlen aller moglichen, den Kindem ohne 
wei teres gelaufigen Gegenstande. Das Addieren und Multiplizieren 
wird alsdann anschauungsgemaB abgeleitet und eingepragt. - Auf 
der zweiten Stufe wird der Zahlenkreis von 1 bis 100 behandeJt, und 
hier wird dann mit vollem Nachdruck die Einfiihrung der arabischen 
Ziffern mit Stellenwert und das dezimale System geubt. Nebenbei sei 
bemerkt, daB die Bezeichnung "arabische Ziffem", wie so viele ahn
liche in der Wissenschaft, historisch unrichtig ist: diese Schreibweise 
riihrt in der Tat von den Indern, nicht von den Arabem her. Ein 
weiteres Hauptziel der zweiten Stufe ist auch die Kenntnis des "Ein
maleins". Was 5 X 7 oder 3 X 8 ist, nmB man stets, sozusagen "im 
Schlafe", wissen; darum muB der SchUler bis zu diesem Grade sicheren 
Beherrschens das Einmaleias auswendig lemen, freilich erst, nachdem 
er es sich an realen Gegenstanden anschaulich klargemacht hat. Dazu 
dient vorzugsweise die Ihnen allen wohlbekannte sogenannte Rechen
maschi11;e, die man besser etwas weniger groBartig Rechenbrett nennt; sie 
besteht aus 10 ubereinander befestigten Drahten, auf denen je 10 Kugeln 
frei verschiebbar angebracht sind. Indem mandiese Kugeln geeignet 
zusammenschiebt, liest man das Resultat der Multiplikation und auch 
seine dezimale Schreibweise sofort abo - Die dritte Stuje endlich bringt 
das Rechnen mit mehrstelligen Zahlen auf Grund der bekannten ein
fachen Regeln, deren AllgemeingUltigkeit dem SchUler einleuchtet oder 
doch einlebchten soUte. Freilich genugt diese Evidenz haufig wohl noch 
nicht, urn dem Knaben die Regeln vollig zu eigen zu mach en ; recht 
oft wird ihr wohl noeh mit dem bekannten autoritativen Mittel Nach
druck gegeben werden: "So ist es, und weiBt Du das nicht, dann geht 
es Dir schlecht!" 

Noeh eine Seite dieses ganzen Unterrichts will ich hier hervof
heben, die im Hochschulunterricht gerade meist vernachlassigt zu werden 
pflegt. Es werden namlich von vomherein die Anwendungen des Rech
nens im praktischen Leben aufs starkste betont. Die Zahlen werden 
von Anfang an der Wirklichkeit entnommenen Beispielen vorgefiihrt, 
gar bald rechnet der SchUler mit Miinzen, MajJen, Gewichten, .und 
die im taglichen Leben so wichtige Frage "was kostet das?", bildet 
den Angelpunkt eines groBen Teiles des Unterrichtsstoffs. Diese Art 
und Weise steigert sich denn bald zu den sogenannten eingekleideten 
Aufgaben, bei denen zum Ansatz der Rechnung bereits eine selbstandige 
Dberlegung notig ist; sie fuhrt zu den Aufgaben der Regeldetri, der 
Mischungsrechnung usw. Zu den Worten anschaulich und genetisch, 
mit denen wir vorhin diesen Unterricht kennzeichneten, konnen wir 
als drittes eharakteristisehes Sehlagwort mithin die "Anwendungen" 
stellen. 

Sollen wir das Ziel des Rechenunterrichtes zum SehlnB noch in 
kurzen Worten zusalpmenfassen, so wiirden wir sagen: er erstrebt eine 
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klare Sicherheit in- der H andhabung der Rechenregeln auf Grund paralleler 
Entwicklung der verschiedenen in Betracht kommenden geistigen Quali
!iiten, ohne dafJ etwa dabei die logischen Zusammenhiinge als solche be
sonders blofJgelegt werden. 

!eh mache Sie hier nebenbei gern auf einen Gegensatz aufmerksam, 
der auf der Schule baufig eine nicht zweckdienliche Rolle spieU, namlich 
den Gegensatz zwischen seminaristisch1) und akademisch gebildeten Lehrern. 
In oder nach Quinta tritt im Rechenunterricht an die Stelle des semi
naristisch vorgebildeten Lehrers der Akademiker, und infolgedessen 
macht sich haufig eine bedauerliche Diskontinuitiit geltend. Die armen 
Jungen miissen plotzlich vielfach mit ganz neuen Ausdriicken umgehen 
und die bisher gelernten sind nun streng verpont. Ein kleines Beispiel 
sind die verschiedenen Multiplikationszeichen, das x, das der Elementar
lehrer, der Punkt, den der Akademiker mit Vorliebe gebraucht. Dieser 
Gegensatz ist nur dadurch zu iiberbriicken, daB die Akademiker sich 
mehr urn den seminaristischen Kollegen kiimmern und eine Verstan
digung mit ihm suchen. Das wird Ihnen leichter gelingen, wenn Sie 
bedenken, weIche Achtung man vor den Leistungen des Volksschul
lehrerstandes haben muB. Stellen Sie sich nur vor, eine wie groBe 
methodische Durchbildung dazu gehort, urn immer wieder Hundert
tausenden dummer, durchaus unvorgebildeter Kinder die Lehren des 
Ret:hnens beizubringen! Versuchen Sie das mit 1hrer akademischen 
Bildung, Sie werden keine groBen Erfolge erzielen! 

Verfolgen wir nach dieser Abschweifung den Unterrichtsstoff weiter, 
so haben wir festzustellen, daB von Quarta an und besonders in der 
Tertia das Rechnen sich in das vornehmere Gewand der Mathematik zu 
kleiden beginnt, wofiir zunachst der Obergang zur Buchstabenrechnung 
charakteristisch ist. Man bezeichnet mit a, b, coder auch x, y, z irgend
weIche, zunachst immer nur positive ganze Zahlen und vollzieht nun 
die Regeln und Operationen des Rechnens an diesen dureh Buehstaben 
symbolisierten Zahlen, womit man vom konkreten anschau1ichen 1nhalt 
der Zahlen abgeht. Hierin ist ein so grofJer Sehritt der Abstraktion getan, 
daB man wohl behaupten kann. die eigentliche M athemacik setze mit dem 
Buehstabenrechnen ein. Freilich darf sich dieser Ubergang an der Schule 
durchaus nicht plotzlich vollziehen, sondern der SchUler muB allmah1ich 
an so starkes Abstrahieren gewohnt werden. 

Fur diesen Unterricht erscheint es nun unbedingt notig, daB der 
Lehrer die logisehen Gesetze und Grundlagen des Rechnens und der Theorie 
der ganzen Zahlen se1bst genau hnnt, wenn er sie naturlich auch dem 
SchUler keineswegs unmittelbar darbieten kann. Beschaftigen wir uns 
demgemaB weiterhin etwas naher mit ihnen. 

1) Das bezieht sich auf die "Seminare" zur Ausbildung von Volksschul
lehrern. die mit den oben erwahnten "Seminaren an hoheren Schulen" nicht das 
mindeste zu tun haben. 
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2. Die fundamentalen Gesetze des Rechnens. 

Natiirlieh hat man lange riehtig addiert und muItipliziert, ohne 
sieh iiber die Grundgesetze dieser Operation en Reehensehaft zu geben. 
Erst in den zwanziger und dreif3iger J ahren des vorigen J ahrhunderts 
haben vor allem englische und jranzosische Mathematiker die Fundamen
taleigensehaften jener Operation en herausgearbeitet, woriiber ieh nahere 
historisehe Notizen jedoeh nieht initteilen will; wollen Sie mehr dariiber 
erfahren, so empfehle ich Ihnen, wie ich es noch oft werde tun konnen, 
die groBe EnzyUopiidie der mathematischen Wissenschajten mit Einschluf3 
ihrer Anwendungen1), sowie die zum Teil den Charakter einer zweiten 
vervollstandigten Auflage tragende franzosisehe Bearbeitung: Ency
clopidie des sciences mathematiques pures et apptiquees 2). Wenn iiber
haupt ein mathematisches Buch, so sollte diese Enzyklopadie auf jeder 
Schulbibliothek vorhanden sein, weil der mathematische Lebrer durch 
sie in den Stand gesetzt wird, seine Arbeiten nach jeder ihn moglicher
weise interessierenden Riehtung bin vorzutreiben. Fur uns kommt an 
dieser Stelle in Betracht der erste Artikel des ersten Bandes 3) H. Schu
bert: "Grundlagen der Arithmetik", des sen franzosische, sehr vervoll
standigte Bearbeitung von Jules Tannery und Jules Molk herriihrt. 

Ich will Ibne'l nun, urn zu unserm Thema zuriickzukehren, die 
junj Grundgesetze wirklieh aufzahlen, auf die sich die Addition zuruck
fiihren laDt: 

1. a + b ist stets wieder eineZahl, d. h. die Addition ist unbeschriinkt 
aus/uhrbar (im Gegensatz zur Subtraktion, die es im Bereiche der posi
tiven Zahlen nicht ist). 

2. a + b ist eindetttig bestimmt. 

3. lis gilt das Gesetz der Assoziativitiit: 

(a + b) + c = a + (b + c) , 

so daB man die Klammern auch uberhaupt fortlassen kann. 
4. Es gilt das Gesetz der Kommutativitiit: 

a+b=b+a. 

5. Es gilt das Gesetz der M onotonie: 

aus b > c jolgt a + b > a + c . 

Diese Eigenscbaften sind samtlich ohne weiteres einleuchtend, wenn 
man den unmittelbar der Anschauung entnommenen Anzahlbegriff 

1) Leipzig (B. G. Teubner) von 1898 an; Bd. list vollstandig erschienen, 
Bd. II-VI gehen dem AbschIuB entgegen. 

(2) Paris (Gauthier-Villars) und Leipzig (Teubner) von 1904 an; das Unter
nehmen hat Ieider nach dem Tode seines Redakteurs J. Molk (1914) abge
brochen werden m iissen. ] 

3) Arithmetik und Algebra, redigiert von W. Fr. Meyer (1896-1904); in der 
franz6sischen Ausgabe redigiert von J. Molk. 
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vor Augen hat; sie miissen aber formal herausgeschalt werden, urn die 
spat ere Entwicklung logisch stiitzen zu konnen. 

Was ferner das Multiplizieren anlangt, so gel ten zunachst funf 
genau analoge Gesetze: 

1. a' b ist stets eine Zahl. 

2. a' b ist eindeutig bestimmt. 

3. Assoziativitiit: a' (b· c) = (a· b) . c = a . b . c. 

4. Kommutativitiit: a' b = b . a . 

5. Monotonie: Aus b> c folgt a . b> a' c . 

Einen Zusammenhang mit der Addition gibt endlich ein weiteres Gesetz: 

6. das Gesetz der Distrib1ttivitiit: 

a . (b + c) = a . b + a . c . 

DaB das gesamte elementare Rechnen sich lediglieh auf diesen 11 Ge
setzen aufbaut, macht man sich leicht klar. Es mag geniigen, wenn ich 
das nur an einem einfachen Beispiele zeige, etwa an der Multiplikation 
von 7 mit 12. Man hat nach dem Distributivitatsgesetz: 

7·12 = 7' (10 + 2) = 70 + 14, 

und wenn wir 14 in 10 + 4 zerlegen (die "Zehneriibertragung" aus
fiihren), mit Hilfe des assoziativen Gesetzes der Addition: 

= 70 + (10 + 4) = (70 + 10) + 4 = 80 + 4 = 84. 

Sie erkennen in dieser Dberlegung genau die einzelnen Schritte 
des gewohnlichen dekadischen Ziffernrechnens wieder. Mogen Sie ver
wickeltere Beispiele sich selbst uberlegen! 'Vir wollen hier nur zu
sammenfassend aussprechen, dafJ das gewohnliche Zifternrechnen in 
fortwiihrender Anwendung jener 11 Grundgesetze ~mter steter Bemttzung 
der fiir die Einer (im Einsundeins und Einmaleins) gediichtnismiifJig ein
gepriigten Resultate besteht. 

vVo gelangen nun aber die ]jlonotoniesiitze zur Anwendung? 1m 
gewohnlichen formalen Rechnen kommen sie freilich nicht vor, wahl aber 
bei etwas andersartigen Aufgaben. 1eh erinnere hier vorerst an das, was 
man bei dezimaler Sehreibweise abgekiirzte lvIultiplikation und Division 
nenntl). Das ist cine Sache von gro13ter praktischcr Wichtigkeit, die 
nur leider auf cler Schule sowie unter den Studierenden lange noch 
nieht hinlanglich bekannt ist, obwohl sie gelegentlich schon auf Quinta 
besprochen wird. Nehmen Sie an, urn wieder nur ein Beispiel zu geben, 
Sie hatten 567' 134 auszurechnen, und cs seien in beiden ZapIen die 
Einer, durch physikalische Messungen etwa, nur sehr ungenau bekannt. 
Da wird es unnotig~ Arbeit sein, das Produkt genau zu bestimmen, 

(1) Die lIfonotoniegesetze kommen spater l10ch in der Theorie der Irrational
zahlen zur Geltul1g.] 
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da Sie einen genauen Wert doch nicht garantieren konnen; wohl aber 
wird es wichtig sein, die Gro(3enordnung des Produktes zu kennen, 
d. h. zu wissen, zwischen welchen Zehnern oder Hunderten sein genauer 
Wert liegt. Diese Abschatzung liefert Ihnen nun das Monotoniegesetz 
in der Tat unmittelbar; denn aus ihm folgt, daB die gesuchte Zahl 
zwischen 560' 134 und 570' 134 oder zwischen 560' 130 und 570' 140 
liegt. Die weitere Durchflihrung dieser Dberlegungen liberlasse ich 
wieder Ihnen selbst; jedenfalls sehen Sie, da(3 die M onotoniegesetze bei 
dem "abgekiirzten Rechnen" tortgesetzt zur Geltung kommen. 

1m wirklichen Schulunterricht wird natlirlich, wie schon betont, 
von einer systematischen Darlegung aller dieser Grundgesetze nicht 
die Rede sein konnen. Erst wenn die Schiller das Zahlenrechnen an
schaulich erfaBt haben und sicher beherrschen, wird der Lehrer bei 
Gelegenheit des Dberganges zum Buchstabenrechnen wenigstens die 
Gesetze der Assoziativitat, Kommutativitat, Distributivitat aus zahl
reichen evidenten Zahlenbeispielen herausarbeiten und von diesen ab
gesondert aussprechen konnen. 

3. Die logischen Grundlagen des Rechnens mit ganzen Zahlen. 

Wahrend der Schulunterricht zu schwierigeren Fragen natlirlich 
noch viel weniger wird aufsteigen konnen, setzt die Fragestellung der 
heutigen mathematischen Forschung hier erst eigentlich ein: Wie recht
tertigt man denn die angegebenen Grundgesetze, wie erklart man den 
Zahlbegritt iiberhaupt? Hierliber will ich Ihnen eine Orientierung zu 
geben suchen, getreu der Absicht dieser Vorlesung, die Dinge des Schul
unterrichts durch Betrachtung von einem hoheren Standpunkte aus in 
neue Beleuchtung zu setzen. Und ieh tue dies urn so lieber, als gerade 
diese modernen Gedanken auf Sie wahrend Ihres akademisehen Studiums 
ohnehin von allen Seiten eindringen, freilieh ohne daB Ihnen liber ihren 
psychologischen Wert stets aueh das Notige gesagt wird. 

Was zunachst den Zahlbegritt selbst angeht, so ist seine Wurzel 
auBerst schwer aufzudecken. Am gllickliehsten fiihlt man sieh viel
leieht noeh, wenn man sich entsehlieBt, von diesen allerschwierigsten 
Dingen ganz die Hand zu lassen. Flir nahere Angaben liber diese von 
den Philosophen stets sehr lebhaft erorterten Fragen verweise ich wieder 
auf den bereits genannten Artikel der franzosischen Enzyklopadie und 
beschranke mich auf einige ganz kurze Bemerkungen. Eine sehr ver
brei tete Auffassung ist die, daB der Zahlbegriff eng mit dem Zeitbegritt, 
dem zeitlichen N acheinander zusammenhangt; unter den Philosophen 
sei Kant, unter den Mathematikern Hamilton als ihr Vertreter genannt. 
Andere wieder meinen, daB die Zahl mehr mit der Raumanschauztng 
zu tun habe, sie fiihren den Zahlbegriff auf die gleichzeitige Anschauul1g 
verschiedenernebeneinander belindlicher Gegenstande zurlick. Eine dritte 
Riehtung endlich sieht in den Zahlenvorstellungen die AuBerungen 
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einer besonderen Fiihigkeit des Geistes, die unabhangig neben oder gar 
liber der Anschauung von Raum und Zeit steht. Ich glaube, dal3 diese 
Auffassung gut gekennzeichnet wird, wenn man mit Minkowski in 
der Anzeige seines Buches uber "diophantische Approximationen" auf 
die Zahlen das Faustzitat anwendet: 

"G6ttinnen thronen hehr in Einsamkeit, 
Urn sie kein Ort, noch weniger eine Zeit." 

Wahrend bei diesem Problem vorwiegend Fragen der Erkenntnis
theorie und Psychologie in Betracht kommen, handelt es sich bei dem 
weiteren der Begriindung unserer 11 Gesetze, wenigstens bei den ncueren 
Untersuchungen uber ihre Vertraglichkeit, mehr um Fragen der Logik. 
Wir wollen hier 4 Auffassungen scheid en : 

1. Flir die erste, als deren Reprasentanten ich etwa Kant nennen 
will, sind die Rechenregeln unmittelbare notwendige Ergebnisse der 
Anschauung, wobei dieses Wort im weitesten Sinne als "innere An
schauung" oder Intuition aufzufassen ist; keineswegs wird hierunter ver
standen, dal3 die Mathematik durchweg sich auf die experiment ell kon
trollierbaren Tatsachen der auBeren groben Erfahrung stlitzt. Urn ein 
einfaches Beispiel zu nennen, wird das Kommutativitatsgesetz begrlindet 
clurch Berufung auf die nebenstehende Abbildung, die aus 

• • • zweimal je clrei Punkten gebildet ist; man kann die samtlichen • • • Punkte offenbar auch zu drei Gruppen von je zweien zusammen-
fassen, d. h.: 2·3 = 3 . i. Wendet man nun ein, dal3 bei einigermal3en 
groBen Zahlen diese unmittelbare Anschauung zur Vermittlung der Er
kenntnis nicht mehr ausreicht, so wird zur Erganzung der Satz von der 
c'ollstiindigen Induktion hinzugenommen. Gilt ein Satz fur kleine Zahlen 
tlnd folgt aus seiner Gultigkeit fur eine Zahl n allemal auch die fur n + 1, 
so ist er allgemein fiir jede ZahZ riclztig. Dieser Satz, dessen Ursprung 
ich fUr erht intuitiv halte, hilft in der Tat gerade liber die Schranke hin
weg, an der die sinnliche Anschauung versagt. Das ist mehr odcr minder 
auch der Standpunkt von Poincare in seinen bekannten philosophischen 
Schriften. 

Wenn wir uns die Bedeutung dieser Frage nach dem Grund der Giil
tigkeit unserer 11 Grundgesetze des Rechnens klar machen wollen, so 
miissen wir bedenken, daB mit der Arithmetik in letzter Linie auch die 
gesamte Mathematik auf ihnen beruht. Es ist also nicht zuviel be
hauptet, wenn man sagt, dal3 bei der auseinandergesetzten Auffassung 
cler Rechenregeln die Sicherheit des ganzen Lehrgebiiudes der Mathematik 
schliefJlich auf derAnschauung, dieses Wort im allgemeil1sten Sinne ver
standen, beruht. 

2. An zweiter Stelle ist nun eine Modifikation dieses ersten Stand
punktes zu nennen; sie besteht darin, dal3 man versucht, jene 11 Grund
gesetze in eine grofJere Zahl kleinerer Schritte zu zerlegen, von denen 
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man dann nur die einfachsten direkt der Anschauung zu entnehmen 
braucht, wahrend sich die andern aus ihnen logisch ohne weitere Hinzu
ziehung der Anschauung erschlieBen lassen. Wahrend sonst die Moglich
kcit rein logischen Operierens erst nach Aufstellung der 11 Gesetze 
beginnt, kann dieses hier schon frtiher, nach jenen einfacheren Satzen, 
einsetzen: Die Grenze zwischen A nschauung und Logik wird zugunsten 
der letzteren verschoben. Bahnbrechend fiir dieses Vorgehen ist Hermann 
GrafJmann in seinem "Lehrbuch der Arithmetik" 1) von 1861. Ais Bei
spiel daraus erwahne ich nur, daB das Gesetz der Kommutativitat sich 
aus dem Assoziativitatsgesetz mit Hilfe des Prinzips der vollstandigen 
Induktion ableiten laBt. - Neben dem GraBmannschen Buche ist 
wegen der Prazision seiner Darstellung insbesondere ein Buch des 
Italieners Peano zu nennen: "Arithmetices principia nova methodo ex
posita" 2). Denken Sie aber nicht nach diesem Titel, daB das Buch 
lateinisch geschrieben ist! Es ist vielmehr im wesentlichen in einer 
eigenen symbQlischen Sprache des Verfassers abgefaBt, die jeden ein
zelnen logischen Schritt des Beweises als solchen hervorheben und 
gesondert ausdriicken soIl. Peano will so eine Garantie gewinnen, 
daB er auch wirklich nur die von ihm explizit aufgestellten Grundsatze 
verwendet und kein weiteres Material aus der Anschauung mehr heran
bringt; er will die Gefahr vermeiden, die der Gebrauch der gelaufigen 
Sprache durch das Hineinspielen zahlreicher unkontrollierbarer Ideen
assoziationen und Erinnerungen an die Anschauung mit sich bringt. 
Nehmen Sie iibrigens davon Kenntnis, daB Peano das Haupt einer in 
Italien sehr ausgedehnten Schule ist, die die Pramissen jedes einzelnen 
Zweiges der Mathematik ebenso in kleine Teile zerschneiden und mit 
dem Hilfsmittel einer "Begriffsschrift" exakt auf ihre logischen Zu
sammenhange untersuchen will. 

3. Wir kommen nun zu einer modernen Weiterbildung dieser Idem, 
von der iibrigens Peano bereits beeinfluBt ist; ich meine diejenige Be
handlung der Grundlagen der Zahlenlehre, die den Mengenbegriff 
voranstellt. Die allgemeine Idee der Menge - Sie werden sich von 
ihrem weiten Umfange eine Vorstellung mach en konnen, wenn ich 
Ihnen sage, daB sowohl die Reihe aller ganzen Zahlen als auch der 
Inbegriff aller Punkte einer Strecke spezielle Beispiele von Mengen 
sihd - diese allgemeine Idee hat bekanntlich zuerst Georg Cantor in 
Halle zum Gegenstande planmaBiger mathematischer Spekulation 

1) Mit dem Zusatz "fur hahere Lehranstalten" (Berlin 1861). - Die ein
schlagigen Kapitel sind abgedruckt in "R. GraB manns gesammelten mathemati
schen und physikalischen 'Verken" (herausgegeben von F. Engel), Bd. II, 1, 
S.295-349. Leipzig 1904. 

2) Augustae Taurinorum. Torino 1889. [Eine umfassendere Darstellung findet 
man in Peanos "Formulaire de Mathematiques" (1892-99). 'Vegen der in ahn
heher Riehtung liegenden Arbeiten Freges sei auf Zusatz 2 S. 307f. verwiesen.] 
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gemacht, und die von ihm geschaffene Mengenlehre besitzt jetzt in 
hohem MaBe das Interesse cler jiingeren mathematischen Generation. 
Ich werde spater noch versuehen, Ihnen einen ersten Einbliek in die 
Mengenlehre zu versehaffen; fUr diesen Augenbliek mage es genugen, 
wenn ich die Tendenz der auf ihrem Boden erwaehsenen neuen Grund
legung der Zahlenlehre etwa mit folgenden wenigen Worten kennzeichne: 
Es sollen die Eigenschaften der ganzen Zahlen und der auf sie beziiglichen 
Operationen auf allgemeine Eigenschaften der Mengen und der bei diesen 
statthabenden abstrakten Beziehungen zuriickgefiihrt werden, dam it so eine 
eindringendere Begrundung auf magliehst allgemeiner Grundlage ent
steht. Ais einer der Bahnbreeher auf diesem Wege sei hier noeh Richard 
Dedekind genannt, der in seiner kleinen, aber inhaltsreiehen Sehrift 
"Was sind und was soUen die Zahlen?"l) eine solche Begrundung der 
ganzen Zahlen versueht hat 2). Wesentlieh an diese DarsteHung schlieBt 
H. Weber in dem 1. Absehnitt von Weber-WeHstein I (zitiert S.4) an; 
freilich wird dabei die Ableitung reeht abstrakt und bietet immer noeh 
gewisse groBe Sehwierigkeiten, so daB Weber in einem Anhange zum 
Bande lIP) eine elementarere, nur endliehe Mengen benutzende Dar
steHung gegeben hat, die aueh in die spateren Auflagen von Band I ein
gearbeitet ist. Auf diese maehte ieh jeden, den solche Fragen interessieren, 
ganz besonders hinweisen. 

4. Zum SehluB endlieh habe ieh die rein formale Theorie der Zahlen 
anzufiihren, die wohl bis auf Leibniz zuruekgeht und neuerdings 
wieder besonders von Hilbert in den Vordergrund gebracht worden ist; 
fUr die Arithmetik kommt da sein Vortrag "Ober die Grundlagen der 
Logik und Arithmetik" auf dem Heidelberger KongreB von 1904 in 
Betracht4). Die Grundauffassung ist dort diese: Hat man einmal die 
11 Grundgesetze des Rechnens, so kann man mit den Buchstaben 
a, b, c, ... , die ja eigentlich beliebige ganze Zahlen vertreten, auch 
rechnen, ohne im Sinne zu behalten, daB sie eine reale Bedeutung als 
Zahlen haben, oder deutlicher gesagt: Es seien die a, b, c, ... Dinge 
ohne jede Bedeutung oder Dinge, von deren Bedeutung wir nichts 
wissen; nur das sei ausgemacht, daB man sie gemaB jenen 11 Grund
gesetzen miteinander verknupfen darf, ohne daB jedoch diese Ope
ration en eine uns bekannte reale Bedeutung zu haben brauchen; man 
kann dann offenbar genau ebenso mit den a, b, c, ... operieren, wie 
man es gemeinhin mit den real en Zahlen tut. Dabei entsteht nur die 
Frage, ob man bei diesem Operieren nicht auch einmal auf Widerspriiche 

1) Braunschweig 1888; dritte Auflage 1911-
[2) Ober G. Frege und B. Russell vgl. Zusatz 2 S. 307f.] 
3) Angewandte Elementarmathematik. Bearb. von H. Weber, J. Wellstein, 

R. H. Weber. Leipzig 1907. 
4) Verhandlungen des 3. internationalen Mathematikerkongresses in Heidel

berg vom 8.-13. August 1904, S.174ff. Leipzig 1905. [Uber neuere Arbeiten 
Hilberts vgl. Zusatz 2 S. 309f.] 
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kommen kann. Sagt man nun gewohnlich, die Ansehauung zeigt uns 
die Existenz von Zahlen, fiir welche die genannten Regeln gelten, 
in diesen Regeln konnen sieh daher unmoglieh Widerspruehe find en, 
so ist jetzt, wo wir von der inhaltliehen Bedeutung der Zeiehen 
absehen, eine solche Berufung auf Ansehauliehes nieht mehr zulassig. 
Vielmehr entsteht das ganz neue Problem, logisch Z~t be 'iiI e i sen, dafJ man 
bei beliebigem Operieren mit unseren Zeichen auf Grund der 11 Grttnd
gesetze niemals zu einem Widerspruche kommen kann, d. h. dafJ lene 
11 Gesetze logisch vertriiglich, "kompatibel" sind. Sagten wir also fruher 
bei der Auseinandersetzung des ersten Standpunktes, daB die Sieherheit 
der Mathematik auf der Existenz ansehaulieher Dinge beruht, fiir die 
ihre Satze zutreffen, so wird der Anhanger dieses formalen Standpunktes 
die Sicherheit der Mathematik darin begriindet finden, dafJ ihre Grund
gesetze rein formal und ohne Riicksicht aUf ihren anschaulichen Inhalt 
betrachtet ein logisch widerspr'uchsfreies System bilden. 

leh habe nun dieser Auseinandersetzung noeh einige Bemerkungen 
anzufUgen: 

a) Hilbert hat in seinem Heidelberger Vortrag zwar aIle diese 
Gesiehtspunkte angedeutet, aber noeh keineswegs volIstandig durch
gefiihrt. Naehher hat er sie nur noch in einer Vorlesung etwas weiter 
verfolgt, seitdem aber nieht mehr bearbeitet. Wir konnen also sagen, 
dafJ hier erst ein Programm vorliegt1). 

b) Die Tenclenz, die Anschauung volIkommen zuruckzudrangen 
und wirklich rein logische Untersuchungen zu erhaIten, scheint mir 
restlos doch nicht durchfiihrbar. lch meine, man mufJ cincn Rest, 
freilich ein ll<!inimum, von Anschaz£ung immer zuriickbehaltell; muB man 
doch auch bei abstraktester Formulierung mit den SymboIen, mit 
clenen man operiert, stets nocll eine gewisse Anscllauung vcrkniipfcn, 
schon um sie nur immer wiedererkennen zu konnen, und sei es auch, 
daB man bloB an das Aussehen der Buchstaben denkt. 

c) Nehmen wir aber se1bst an, das gestellte Problem sei einwanclfrei 
erledigt, die Widerspruchslosigkeit der 1 'I Grundgesetze rein logisch 
gezeigt. Dann greift doch noch eine Bemerkung Platz, auf die ich am 
meisten Wert legen mochte . .Man muB sich namlich klar machen, dafJ 
durch Bctrachtungen dieser Art die e i g e n t 1 i c h e Arithmetik, die Lehre von 
den wirklichen ganzenZahlen, weder begriindet wird noch iiberhaupt be
griindet werden kann. Es ist unmoglich, auf rein Iogischem vVege zu 
zeigen, daB die Gesetze, deren Widerspruchslosigkeit da dargetan ist, 
wirklieh fiir die uns anschaulieh so wohlbekannten Zahien geIten, daB 
die unbestimmten Dinge, von denen da die Rede ist, den realen Zahlen 
und die Verkniipfungen, die da vorkommen, den real en Prozessen 

[1) Wegen der neueren Weiterhihrung dieser Untersuchungen vgl. FuBnote 4 
S. 14.] 
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der Addition und Multiplikation in ihrer iptuitiv klaren Bedeutung 
gleichgesetzt werden diirfen. Was geleistet'ist, ist vielmehr, daB die 
gewaltige in ihrer Kompliziertheit unangreifbare Aujgabe der Begrundung 
der Arithmetik in zwei T eile gespalten und daB der erste, das rein logische 
Problem der A'ufstellung unabhiingiger Grundsiitze oder Axiome und ihre 
Untersuchung auf Unabhiingigkeit und Widerspruchslosigkeit, cler Be
hancllung zuganglich gemacht wird. Der zweite, mehr erkenntnis
theoretische Teil des Problems, der die Frage nach dem Grund der 
A nwendbarkeit lener Grundsiitze aUf reale Verhiiltnisse behandelt, ist damit 
noeh nicht einmal in Angriff genommen, obwohl er natiirlich zur wirk
lichen DurehfUhrung einer Begriindung cler Arithmetik gleiehfalls erledigt 
werden miiBte. Dieser zweite Teil stellt ein iiuj3erst tiefliegendes Problem 
fiir sich dar, dessen Schwierigkeiten auf allgemein erkenntnistheoretischem 
Boden liegen. 1ch kann seine Stellung vielleicht am deutlichsten durch die 
etwas paradoxe Behauptung bezeiehnen, daB jeder, der nur reinlogische 
Untersuchungen als reine Mathematik gelten laBt, konsequenterweise 
diesen zweiten Teil des Pro blemsder Begriindung der Arithmetikund dam it 
die Arithmetik selbst der angewandten Mathematik zureehnen miiBte. 

Ich muB das hier so deutlich ausfiihren, da gerade an dieser Stelle 
so haufig MiBverstandnisse einsetzen, indem viele die Existenz des 
zweiten Problems einfach iibersehen. Das ist bei Hilbert selbst keines
wegs der Fall, und weder Zustimmungen noeh Wiclerspriiche, die 
von dieser Annahme ausgehen, k6nnen bestehen. Thomae in Jena hat 
auf die Leute, die sich gal,lz ausschlieBlich mit jenen abstrakt logisehen 
Untersuchungen iiber Dinge, die niehts bedeuten, und Satze, die niehts 
aussagen, besehaftigen und dariiber nicht nur jenes zweite Problem, 
50ndem oft auch die ganze weitere Mathematik vergessen, das hiibsche 
Wort "gedankenlose Denker" gepragt. Natiirlieh kann sich dieses Scherz
wort nieht auf Pers6nlichkeiten beziehen, clie diese Untersuchungen 
neben so vielen andersartigen treiben. 

1m Zusammenhang mit diesem kurzen tTberblick iiber die Grund
legung der Arithmetik will ich noch einige allgemeine Dinge vorbringen. 
Man hat vielfach gemeint, daB man die Mathematik durchaus deduktiv 
unterrichten k6nne oder gar miisse, indem man eine bestimmte Zahl 
von Axiomen an die Spitze stellt und daraus alles rein logisch herleitet. 
Dies Verfahren, welches man so gem durch die Autoritat des Euklid 
stiitzt, ist jedenfalls nicht dem geschichtlichen Werdegang der Mathe
matik selbst entsprechend. Tatsachlich hat sich die Mathematik 
entwickelt wie ein Baum, der nicht von den feinsten Verastelungen 
der Wurzeln beginnend lediglich nach oben wachst, del' vielmehr erst 
in dem MaBe, wie er nach oben hin seine Zweige und Blatter immer 
mehr ausbreitet, auch nach unten zu seine Wurzeln tiefer und tiefer 
treibt. Genau so hat die Mathematik - urn wieder ohne Bild zu 
sprechen - auf einem gewissen, etwa dem gesunden Menschenverstande 
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entsprechenden Standpunkte ihre Entwicklung begonnen, und von da 
aus ist man je nach den Forderungen der Wissenschaft selbst und nach 
den gerade vorherrschenden Interessen bald nach der einen Seite zu 
neuen Erkenntnissen fortgeschritten, bald nach der andern in der 
Untersuchung der Prinzipien immer weiter gegangen. Beispielsweise 
stehen wir selbst hinsichtlich der Grundlagen heute auf einem anderen 
Standpunkte als die Forscher vor wenigen Jahrzehnten, und auch 
das, was wir heute als letzte Prinzipien ausgeben wiirden, wird man 
gewiB in einiger Zeit iiberholt haben, indem man die letzten Wahr
heiten immer feiner zergliedert und auf immer Allgemeineres zuriick·· 
fiihrt. Auch hinsichtlich der prinzipiellen Untersuchungen in der Mathe
matik gibt es also keinen letzten AbschlufJ und daher auch riickwiirts keinen 
ersten Anjang, der dem Unterricht eine absolute Grundlage liefern konnte 

Eine weitere Bemerkung moge noch das Verhiiltnis zwischen logischem 
und anschaulichem Betriebe der Mathematik, zwischen reiner und an
gewandter Mathematik betreffen. lch habe bereits betont, daB auf der 
Schule die Anwendungen den Rechenunterricht von Anfang an be
gleiten, daB der SchUler die Regeln nicht nur verstehen, sondern auch 
wirklich etwas damit anzufangen lernt. So sollte es normalerweise auch 
stets im Betriebe der Mathematik bleiben! GewiB miissen die rein 
logischen Zusammenhange sozusagen das feste Skelett im Organismus 
der Mathematik bleiben, das ihr die eigentiimliche Festigkeit und Sicher
heit erteilt. Aber das Lebendige der Mathematik, die wichtigsten 
Anregungen, ihre Wirksamkeit nach auBen hin beruhen durchaus auf 
den Anwendungen, d. h. auf den Wechselbeziehungen jener rein logischen 
Dinge zu allen andern Gebieten. Die Anwendungen aus der Mathematik 
verbannen ware also ebenso, als wollte man das \Vesen des lebenden 
Tieres im Knochengeriist allein finden, ohne Muskeln, Nerven und 
GefaBe, Triebe, iiberhaupt das Leben des Tieres zu betrachten. 

Vielfach wird freilich bei der wissenschaftlichen Forschung eine 
Arbeitsteilung zwischen der reinen und angewandten Wissenschaft statt
finden, aber fiir die Aufrechterhaltung des Zusammenhanges muB dann 
doch anderweitig gesorgt werden, wenn unsere Verhaltnisse gesund 
bleiben sollen. Und jedenfalls, und das sei hier besonders betont, fUr 
die S c h u l e ist eine solche Arbeitsteilung, eine weitgehende Spezialisierung 
des einzelnen Lehrers unmoglich. Denken Sie sich, urn die Sache kraB 
auszudriicken, an einer Schule etwa einen Lehrer angestellt, der Za:hlen 
nur als bedeutungslose Symbole behandelt, einen zweiten, der es ver
steht, von diesen bedeutungslosen Symbol en den Dbergang zu den wirk
lichen Zahlen zu vollziehen, einen dritten, vierten, fUnften endlich, der 
die Anwendung dieser Zeichen in def Geometrie, der Mechanik, der 
Physik kennt; und nun werden diese verschiedenen Lehrer neben
einander auf den SchUler losgelassen. Sie sehen, daB eine solche Unter
richtsorganisation unmoglich ist; weder konnten die Dinge so an das 

K lei n, Elementarmatbematik I. 3. Aufl. 2 
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Verstandnis des Sehiilers herangebraeht werden, noeh wurden sieh die 
einzelnen Lehrer untereinander aueh nur verstehen konnen. Die Be
durfnisse des Sehulunterriehts selbst verlangen eben eine gewisse Viel
seitigkeit des einzelnen Lehrers, eine umfangreiehe Orientierung im 
Gebiete der rein en und angewandten Mathematik im weitesten Sinne 
und sehlieBen so ein erwiinschtes Gegenmittel gegen zu weitgehende Zer
splitterung der W issenschaft ein. 

Ieh verweise hier noeh einmal auf un sere oben genannten Dresdener 
Vorschliige, urn den letzten Bemerkungen eine praktisehe Wendung zu 
geben. Da empfehlen wir geradezu die angewandte Mathematik, welche in 
die Lehramtsprufung seit 1898 als besonderes Faeh eingesetzt ist, als not
wendigen Bestandteil jeder normalen mathematischen A usbildung, so daB die 
Lehrbefahigungen ffu reine und angewandte Mathematik stets kombiniert 
erscheinen. Daneben aber sei erwahnt, daJ3 in dem sogenannten "Meraner 
Lehrplan"l) von der Unterriehtskommission als Ziel des mathematischen 
Unterrichts auf Oberprima folgende 3 Aufgaben hingestellt werden: 

1. ein wissensehaftlieher Dberbliek uber den systematisehen Auf
bau der Mathematik; 

2. eine gewisse Fertigkeit in der vollstandigen numerisehen und 
graphisehen Behandlung von Einzelaufgaben; 

3. eine Einsieht in die Bedeutung des mathematisehen Denkens 
fUr die Naturerkenntnis und die moderne Kultur uberhaupt. 

Das sind alles Formulierungen, denen ieh mieh aus voller Dber
zeugung ansehlieJ3e. 

4. Praxis des Rechnens mit ganzen Zahlen. 

Den letzten vorwiegend abstrakten Erorterungen will ich jetzt. 
meine Herren, konkretere Dinge folgen lassen, indem ich mich der 
A usfuhrung des numerischen Rechnens zuwende. Von der zur Orientierung 
geeigneten Literatur nenne ieh vor allem wieder den einschIagigen 
Enzyklopiidieartikel, den tiber "Numerisches Rechnen" von R .. il1ehmcke 2). 

Einen allgemeinen Dberblick tiber die hierher gehOrigen Gegenstande 
werde ich Ihnen am bestenversehaffen konnen, wenn ich in Kfuze 
die Disposition dieses Artikels wiedergebe. Er zerfillt in zwei Teile, 
namlieh in A. Die Lehre vom genauen Rechnen und in B. Dt'e 
Lehre vom geniiherten Rechnen. Unter A. gehoren aIle Methoden, die das 
genaue Reehnen mit groJ3en ganzen Zahlen erleichtern sollen, so bequeme 
Rechenschemata, Produkt- und Quadrattafeln, insbesondere aber die bald 
eingehender zu bespreehenden Rechenmaschinen. Unter B. hingegen 

1) ReformvorschHi.ge fUr den mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht, uberreicht der Versammlung der Naturforscher und A.rzte zu Meran. 
Leipzig 1905. - Vgl. auch den Abdruck im Gesamtbericht der Kommission, 
S. 93, sowie in Klein-Schimmack, S. 208. 

2) EnzyklopMie der mathematischen Wissenschaften, Band I, Teil II. 
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find en Sie die HilfsmiUel und Methoden a1les Rechnens behandelt, 
das nur die Grof3enordnung des Resultats, d. h.seine erst en geltenden 
Ziffern liefern solI, insbesondere Logarithmentafeln und Verwandtes, den 
Rechenschieber, der ja eigentlich nur eine graphische Logarithmentafel 
in besonders geeigneter Anordnung ist, endlich auch die zahlreichen 
wichtigen graphischen Verfahren. - Neben diesem Referat kann ich Ihnen 
nQch das kleine Buch von ]. Luroth, "Vorlesungen uber numerisches 
Rechnen"l) empfehlen, das, in angenehmer Darstellung von einem Kenner 
des Gebietes geschrieben, eine rasche Orientierung gibt. 

Von aHem, was sich auf das Rechnen mit ganzen Zahlen bezieht, will 
ich Ihnen nun genauer nur die R e c hen mas chi n e vorfiihren, die Sie 
in sehr vielen verschiedenen sinnreichen Konstruktionen heute in jedem 
graBeren Bankhause oder Bureau in Anwendung finden und die also 
fUr die Praxis in der Tat von graBter Bedeutung ist. Wir besitzen in 
unserer mathematischen Sammlung eine der verbreitetsten Typen, die 
"Brunsviga", die von der Firma Grimme, Natalis und Co. in Braunschweig 
vertrieben wird. Ihre Konstruktion stammt von dem schwedischen 
I ngenieur Odhner und ist urspriinglich un ter dem N amen Odhners A rithmo
meter bekannt. Diese Maschine will ich Ihnen hier als ein typisches 
Beispiel etwas naher erlautern, andere Konstruktionen finden Sie in 
den genannten Biichern beschrieben2). Meine Beschreibung kann Ihnen 
ein wirkliches Verstandnis der Maschine freilich nur dann vermitteln, 
wenn Sie sie nachher genau in der Nahe betrachten und sich von 
ihrem Funktionieren durch eigene Benutzung iiberzeugen; die Maschine 
steht Ihnen dazu nach der Vorlesung stets zur VerfUgung. 

Was zunachst das iiufJere Aussehen der Brunsviga angeht, so zeigt 
sie schematisch (vgl. Abb. 1 S. 20) etwa folgendes Bild: An einem graJ3eren 
festen Kasten, der "Trommel", ist unten ein kleineres langliches Gehause 
angebracht, der "Schtitten", der gegen die Trommel hin und her ver
schiebbar ist; an der rechten Seite ragt aus der Trommel eine Kurbel 
hervor, die mit der Hand gedreht wird. An der Trommel sind nebenein
ander eine Reihe von Schlitzen angebracht, und an jed'em stehen der Reihe 
nach von oben nach unten die Ziffern 0, 1, 2, ... , 9; ein aus jedem 
Schlitz hervorragender Stift 5 kann nach Belieben auf eine dieser Ziffern 
eingesteHt werden. ]edem dieser Schlitze entspricht auf dem Schlitt en eine 
Offnung, unter der eine Ziffer erscheinen kann. Die Abb. 3 S. 21 gibt 
die auJ3ere Ansicht einer neueren Ausfiihrungsart der Maschine wieder. 

Ich denke, daB die Einrichtung der Maschine Ihnen am best en 
klar werden wird, wenn ich Ihnen die Ausfiihrung einer bestimmten 
Rechenoperation und die Art, wie die Maschine sie zustal'1de bringt, 
beschreibe. Ich wahle dafiir die M ultiplikation. 

1) Leipzig 1900. 
[2) tJber andere Rechenmaschinentypen vgl. etwa auch A. Galle, Mathe

matischc Instrumente, Leipzig 1912.] 

2* 
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Das Verfahren ist folgendes: Zuniichst stelle man vermoge der 
aus der Trommel hervorragenden Stijte den Multiplikandus ein, d. h. 
man stelle von rechts beginnend den ersten Hebel auf die im Einer, 
den zweiten auf die im Zehner stehende Ziffer des Multiplikanden usw. 
1st z. B. 12 der Multiplikand, so wird der erste Hebel auf 2, der zweite auf 1 
zu stellen sein; aIle anderen bleiben in der Nullstellung (vgl. Abb. 1). 

Nunmehr drehe man die Kurbel einmal rechts herum. Dann erscheint 
unter den Lochern des Schlitt ens der Multiplikand - in unserm Falle 
also eine 2 im ersten Loche rechts, eine 1 im zweiten, wahrend iiberall 
sonst Nullen stehen bleiben. Gleichzeitig aber laBt ein Ziihlwerk, dessen 
Ziffern in einer Reihe von Lochern links am Schlitt en zum Vorschein 
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Abb. j. Vor der erst en Kurbeldrehung. 
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kommen, eine 1 erscheinen, zum 
Zeichen, daB wir einmal die 
Kurbel gedreht haben (Abb. 2). 
Hat man nun iiberhaupt einen e in
zijjrigen Multiplikator, so drehe 
man die Kurbel so ojt, als dieser 
angibt; es wird dann der M ultiPli
kator links auj dem Schlitten an
gegeben, wiihrend das Produkt 
rechts am Schlitten in Erschei
nung tritt. 

Wie erzielt nun der Apparat 
dieses Resultat? Zunachst ist 
links auf dem Schlitten unter dem 
Loche des Zahlwerkes ein Ziihl-
rad angebracht, dessen Umfang in 

Abb. 2. Nach der ersten Kurbeldrehung. gleichel: Abstanden die Ziffern 
0, 1, 2, ... ,9 tragt. Ein Zahn

getriebe bewirkt, daB dieses Rad bei jeder Umdrehung der Kurbel urn 
ein Zehntel seines Umfanges verschoben wird, so daB eine unter dem 
Loch des Sehlittens jeweils siehtbare Ziffer in der Tat die Anzahl' der 
Kurbeldrehungen, also den Multiplikator, angibt. 

Was nun das Zustandekommen des Produktes anlangt, so befindet 
sich unter jedem Loche der rechten Seite des Sehlittens ein analog 
gebautes Zahlrad. Wie aber kommt es, daB jetzt bei ein und derselben 
Kurbeldrehung im obigen Falle das eine um 1 Einheit, das andere 
gleichzeitig um 2 Einheiten weiterspringt? Hier setzt die konstruktive 
Eigentiimliehkeit der Brunsviga ein. Unter jedem Sehlitze der Trommel 
befindet sieh namlich auf der Kurbelaehse eine flache Radseheibe 
(Triebrad), auf der 9 in radialer Riehtung versehiebbare Zahne ange
bracht sind (vgl. Abb. 4). Dureh den naeh auBen ragenden Stift S, vondem 
oben die Rede war, laB! sich nun ein auf dem Urn fang der Radseheibe auf
gesetzter Ring R gegen diese drehen, und zwar so, daB je naeh del' 
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Marke, auf die man S auJ3en am Schlitz einstellt, 0, 1, ... oder 9 der 
beweglichen Zahne nach auJ3en springen (in Abb. 4 zwei Zahne). Diese 
Zahne greifen unmittelbar in die Zahlrader unter den entsprechenden Off
nungen des Schlittens ein, und bei einer Kurbeldrekung versckiebt daker 

Abb.3. 

jedes Triebrad das entsprechende Ziihlrad des Schlittens um so viele Ein
heiten, als bei ihm Ziihne vorspringen, d. h. als man auf3en mittels des 
zltgehorigen Stiftes 5 eingestellt hatte. Demnach muJ3 in der Tat bei dem 
obigen Beispiel, wenn wir von der Nullstellung ausgehen, nach einer 
Kurbeldrehung das Einerrau auf 2, das Zehnerrad auf 1 springen, 
also 12 hervorkommen. Durch eine 
zweite Kurbeldrehung wird das Einer
rad wieder urn 2, das Zehnerrad wieder 
um eine Einheit weitergcfuhrt, so daB 
24 erscheint, und eben so fh,den wir 
nach 3 oder 4 Kurbeldrehungen richtig 
3 '12 = 36 bzw. 4' 12 = 48. 

Nun drehen wir aber ein £tinftes 
Mal: Wieder muB nach der gegebenen 
ErkHirung das Einerrad urn 2 Einheiten 
weiter, also wieder zuriiek auf 0, das 

Zlihlrod Tr/ebrod 
Abb.4. 

Zehnerrad urn eins we iter auf 5 springen, und wir hatten das falsche 
Resultat 50, statt des richtigen 5 . 12 = 60. Drehen wir die Kurbel 
wirklich, so zeigt der Schlitten in der Tat kurz vor Vollendung der 
Drehung die Zahl 50; fiihren wir aber die Drehung ganz aus, so 
springt noch im letzten Augenblick die 5 in eine 6 iiber, so daB das rich
tige Ergebnis dasteht. Bier ist also etwas in Tatigkeit getreten, was 
wir bisher noch nieht beschrieben hatten und was bei den Reehen
maschinen der eigentlich feinste Punkt alIer Konstruktionen ist: die 
sogenannte Zehneriibertragung. Ihr Prinzip ist folgendes: Geht eines der 
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Ziihlriider des Sehlittens (wie im Beispiel das Einerrad) dureh 1·; ul!, so driickt 
es einen sonst seitlich gestellten und unwirksamen Zahn des niiehsten 
Triebrades (fur die Zehner) in eine Steliung, in der er in sein zugehoriges 
Ziihlrad (Zehnerrad) eingreift, so dafJ dieses um eine Einheit mehr vor
gesehoben wird, als es ohnchin gesehehen ware. Die Einzelheiten dieser 
KOllstruktion konnen Sie nur durch Betrachtung des Apparates selbst 
genau verstehen. Ich brauche hier urn so weniger naher darauf einzu
gehen, als gerade die Zehnerubertragung bei den einzelnen System en auf 
die verschiedei1ste Weise durchgebildet ist, doch empfehle ich Ihnen 
sehr die genaue Betrachtung unserer Maschine als eines Beispieles einer 
auBerst sinnreichen Konstruktion. Unsere Sammlung enthalt die wich
tigsten Konstruktionsteile der Brunsviga - die bei der fertigen Maschine 
so gut wie unsichtbar sind - noch einmal in einzelnen Exemplaren, so 
daB Sie aus deren Betrachtung ein vollstandiges Bild der Einrichtung 
gewinnen konnen. 

Die Wirksamkeit der Maschine, soweit wir sie bisher kennen ge
lernt· haben, konnen wir am besten mit dem Worte Addier
maschine charakterisieren, da sie zu der rechts auf dem Schlitten bereits 
stehenden Zahl bei feder Kurbeldrehung einmal die aUf der Trommel ein
gestellte Zahl addiert. 

Endlich will ich noch im allgemeinen diejenige Einrichtung der 
Maschine schildern, die ein bequemes Operieren auch mit mehrziffrigen 
Multiplikatoren gestattet. Wollen wir etwa 15 '12 rechnen, so muBten 
wir nach dem bisher auseinandergesetzten Verfahren 15 mal drehen, und 
auBerdem muBte, falls man am linken Zahlwerk desSchlittens den Multipli
kator fixiert haben mochte, auch dort eine Zehnerubertragung angebracht 
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Abb.5. 

sein. Beides wird durch folgende Ein
rich tung vermieden: Wir fiihren zu
nachst die Multiplikation mit 5 aus, so 
daO auf dem Schlitten links 5, rechts 
60 erscheint (vgl. Abb. 5). Nun ver
schieben wir den Schlilten um eine 
Stelle nach reehts, so daB, wie Abb. 5 
andeutet, sein Einerzahlrad ausge
schaltet wird, sein Zehnerzahlrad 

aber unter den Einerschlitz, sein Hunderterzahlrad unter den Zehner
schlitz usw. der Trommel ruckt, wa:hr~nd von dem am linken Ende be
findlichen Zahlwerk statt des Einerrades das Zehnerrad mit dem von der 
Kurbel ausgehenden Zahngetriebe in Verbindung kommt. Drehen wir 
jetzt die Kurbel einmal herum, so erscheint links eine 1 an der ZehneI
stelle, so daB wir nun 15 lesen; rechts aber wird nicht wie vorhin 

{+ ~~ addiert, sondern {+ ~~~ , oder mit andern Wort en 60 + 120, in

dem die 2 auf das Zehner-, die 1 auf das Hunderterzahlrad ubertragen 
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wird. Wir erhalten also richtig 15 . 12 = 180. Das ist, wie Sie sehen, 
eigentlich die genaue maschinelle Oberutzung des beim schriftlichen 
Multiplizieren iiblichen Verfahrens, bei dem man die Produkte der ein
zelnen Ziffern des Multiplikators in den Multiplikanden, jedes urn eine 
Stelle gegen das vorangehende verschoben, untereinander schreibt und 
addiert. Genau so multipliziert man hier ganz allgemein mit mehrstelligen 
Zahlen, indem man nach gewohnlicher Multiplikation mit den Einern 
den Schlitten um 1, 2, ... Stellen nach rechts schiebt und die Kurbel 
iedesmal so olt dreht, wie durch die Zehner, Hunderter, ... des Multi
plikators angegeben wird. 

Wie man andere Aufgaben mit der Maschine rechnet, mogen Sie 
sod ann unmittelbar "m Apparat sehen; hier geniige die Bemerkung, 
daft die Subtraktion und Division auf Drehung der Kurbel entgegen dem bei 
der Addition verwendeten Sinne beruht. 

Lassen Sie mich zusammenfassend nur noch bemerken, dafJ das 
theoretische Prinzip der M aschine ganz elementar ist und nur eine tech
nische Realisation der Regeln darstellt, die man beim numerischen Rechnen 
ohnehin anwendet. DaB die Masehine wirklich zuverHissig funktioniert, 
daB aIle Teile unbedingt sieher ineinandergreifen, ohne daB Sperrungen 
eintreten, daB die Zahlradchen sich nicht weiter drehen als notwendig 
usw. - das ist freilich die groBe Leistung des Konstrukteurs und 
des ausfiihrenden Mechanikers. 

Sehen wir uns noch einen Augenblick die allgemeine Bedeutung der 
Tatsache an, dafJ es solche Rechenmaschinen wirklich gibt, die dern Mathe
matiker :lie rein mechanisehe Arbeit des numerischen Rechnens ab
nehmen und die es schneller und sogar in hoherem MaBe fehlerfrei, als er 
selbst vermochte, ausfiihren - denn die Fliichtigkeitsfehler menschlichen 
Rechnens konnen der Masehine nieht unterlaufen. Wir werden in der 
Existenz einer solchen Maschine geradezu eine Bestatigung dafiir erblieken 
konnen, dafJ fiir das Rechnen nicht die Bed e u tun g der ganzen Zahlen 
in Betracht kommt, sondern allein die formalen Rechenregeln; denn nur 
diese kann die Maschine befolgen - so ist sie eben eingerichtet -, eine 
intuitive Anschauung von der Bedeutung der Zahlen kann sie unmog
lich haben. So werden wir es auch nicht als Zufall auffassen wollen, 
daB ein Mann wie Leibniz, der ebenso ein abstrakter Denker ersten 
Ranges wie ein Mann von hervorragendster praktischer Begabung war, 
wohl gleichzeitig der Vater der rein lormalen Mathematik und der Er
finder einer Rechenmaschine ist; seine Maschine ist uns noch heute 
als eins der kostbarsten Besitztiimer des Kastner-Museums in Hannover 
erhalten. 1st es auch historisch nicht beglaubigt, so mochte ich doch 
annehmen, daB Leibniz mit der Erfindung der Rechenmaschine nicht 
nur niitzliche Zwecke verfolgte, sondern daB er damit auch geradezu 
den rein formalen Charakter des mathematischen Rechnens in helles 
Licht set zen wollte. 
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GewiB aber hat Leibniz mit der Konstruktion der Rechenmaschine 
den Wert des mathematisehen Denkens nicht herabsetzen wollen, und doch 
zieht man jetzt aus der Existenz der Rechenmaschine gelegentlich 
solche Schliisse. Kann die Tatigkeit einer Wissenschaft, so sagt man 
wohl, auch durch eine Maschine geleistet werden, so kann an dieser 
Wissenschaft nicht sehr viel daran sein und ihr kommt nur eine ganz 
untergeordnete Stellung zu. Es geniigt wohl aber, solchen Argumenten 
entgegenzuhalten, daB der Mathematiker, wenn er selbst mit Zahlen 
und Formeln operiert, keineswegs bloB ein minderwertiges Abbild der 
fehlerlosen Maschine ist, daB er keineswegs nur der "gedankenlose 
Denker" von Thomae ist; vielmehr stellt er sich selbst seine Probleme 
zu bestimmten interessanten und wertvollen Zwecken und fUhrt sie 
in immer wieder neuer und eigenartiger Weise zur Losung. Nur gewisse 
in gleicher Form stets wiederkehrenden Operationen HiBt er sich von der 
Maschine abnehmen, und eben gerade der Mathematiker ist es - das 
darf man doch am wenigsten vergessen -, der sie sich zur Entlastung 
erfunden hat und der ihr zu seinen verniinftigen Zwecken die Aufgabeh 
stellt, die sie lasen solI. 

Lassen Sie mich diesen Abschnitt mit dem Wunsche abschlieBen, 
daB bei ihrer groBen Bedeutung die Rechenmaschine auch in weiteren 
Kreisen, als das heute leider noch der Fall ist, genau bekannt wiirde. 
Vor allem sollte natiirlich jeder Lehrer der Mathematik mit ihr vertraut 
sein, und es miiBte sich gewiB auch ermoglichen lassen, dafJ jedem 
Primaner unserer hOheren Lehranstalten einmal eine solehe Reehen
maschine vorge/ilhrt wird! 

II. Die ersten Erweiterungen des Zahlbegriffes. 
Mit diesem Abschnitt wollen wir das Rechnen mit ganzen Zahlen 

verlassen und in einem neuen Kapitel die Erweiterung des Zahlbegri//es 
behandeln. Auf der Schule pflegt man auf diesem Gebiete der Reihe 
nach die folgenden Schritte zu tun: 

1. Ein/ilhrung der Briiche und Bruehreehnen. 
2. Behandlung der negativen Zahlen, im AnschluB an die Anfange 

des Buchstabenrechnens. 
3. Mehr oder minder ausfiihrliehe Darlegung des Begrif/es der Jr

rationalzahl an Beispielen bei versehiedenen Anliissen, wobei dann all
mahlich die Vorstellung des Kontinuums aller reeller Zahlen entsteht. 

Es bleibt der Willkiir iiberlassen, in welcher Reihenfolge man die 
ersten beiden Punkte behandeln will; lassen Sie uns hier die negativen 
Zahlen vor den Briichen erOrtern. 

I. Die negativen Zahlen. 
Eine auf die Terminologie beziigliche Bemerkung sei zunachst, 

daB man auf der Schule positive und negative Zahlen als "relative 
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Zahlen" im Gegensatz zu den "absoluten" (positiven) zusammenfaBt, 
wahrend auf der Universitat dieser Sprachgebrauch nicht iiblich ist. 
Dbrigens sagt man auf der Schule neben relativen Zahlen auch "al
gebraische Zahlen"l), eine Bezeichnung, die wir auf der Hochschule be
kanntlich in ganz anderem Sinne verwenden. 

Was nun die Entstehung und Einfiihrung der negativen Zahlen 
anlangt, so kann ich mich bei der Anfiihrung von Tatsachenmaterial 
kurz fassen; diese Dinge sind Ihnen doch wohl geHi.ufig, oder Sie werden 
sich zum mindesten an der Hand meiner Andeutungen leicht naher 
iiber sie orientieren kOnnen. Ausfiihrlichere Darstellungen finden Sie 
beispielsweise auBer im Weber-Wellstein auch in recht angenehmer Form 
in H. Burkhardts "Algebraischer Analysis" 2); dieses Buch ist iibrigens 
auch seines maBigen Umfanges wegen zur Anschaffung geeignet. 

Zur Entstehung der negativen Zalilen gibt bekanntlich die For
derung AnlaB, die Subtraktion Zit einer in allen Fallen ausliihrbaren 
OPeration zu machen. 1st a < b, so ist a - b im Gebiete der natiirlichen 
ganzen Zahlen ein Nonsens; wohl aber existiert eine Zahl c = b - a, 
und man setzt nun: a _ b = _ c 

und bezeichnet dieS als negative Zahl. Damit verkniipft sich von Anfang 
an die Deutung aller ganzen Zahlen durch die Skala 

I I I I I I I I 
-4 -3 -2 -I o +1 +2 +3 +4 

der aquidistanten Punkte einer vom Nullpunkt aus nach beiden Seiten 
ausgedehnten Geraden, der "A b s Z iss e n a c h s e ". Dieses Bild darf 
man heute als Gemeingut aller Gebildeten betrachten, und man kann 
wohl annehmen, daB es seine Verbreitung hauptsachlich der allbekannten 
Thermometerskala dankt. Ein anschauliches und vielbenutztes Bild 
der negativen Zahlen bildet auch die kaulmannische Bilanz mit ihrem 
Rechnen in Besitz und Schulden. 

Wir wollen uns hierbei aber doch sogleich auch ausdriicklich 
vergegenwartigen, was fiir ein primipiell aufJerordentlich schwieriger 
Schritt auf der Schule mit dieser Einfiihrung der negativen Zahlen ge
tan wird. War der Schiller vorher stets gew6hnt, sich unter den Zahlen 
und weiterhin auch unter den Buchstaben, mit denen er operierte, 
konkrete Anzahlen vorzustellen und beim Addieren usw. die entsprechen
den real mit Anzahlen ausfiihrbaren Operationen vor Auge zu haben, so 
wird das jetzt ganz anders. Er bekommt es mit etwas neuem, den 
"uegativen Zahlen", zu tun, die mit dem anschaulichen Bilde der 
Anzahl ohne weiteres nichts mehr zu schaffen haben, und soll doch ganz 
ahnlich wie mit Anzahlen mit ihnen operieren, obwohl die Operationen 

1) Siehe etwa Mehler: Hauptsatze der Elementarmathematik. 19. Aufl. S.77. 
Berlin 1895. 

2) Leipzig 1903. [Dritte, durch C. Faber bearbeitete Auflage 1920.] 
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noch viel weniger die alte anschaulich klare Bedeutung haben. Man 
hat eben hier zum erst en Male den Obergang von der inhaltlichen Mathe
matik zur formalen vollzogen, zu dessen vollsUindiger Erfassung ein 
hoher Grad von Abstraktionsfahigkeit gehCirt. 

Sehen wir nun im einzelnen zu, was aus den R echen op era ti on en 
nach Einhihrung der negativen Zahlen wird. Zunachst ist klar, daB 
Addition und Subtraktion wesentlich verschmelzen: Die Addition einer 
positiven Zahl ist die Subtraktion der entgegengesetzt gleichen nega
tiven. Max Simon macht hierzu die amiisante Bemerkung, daB gerade 
durch die Einfiihrung der negativen Zahlen, die doch zum Zwecke der 
ausnahmslosen Durchhihrbarkeit der Substraktion gesc.hieht, die Sub
traktion als selbstandige Operation zu existieren aufhort. Fiir diese 
neue, die Subtraktion mitumfassende Operation der Addition im Ge
biete der positiven und negativen Zahlen gelten nun unverandert die 
allen 5 formalen Gesetze, die ich in Stichwortern kurz wieder zusammen
stelle (vgl. S. 9£.): 

1. A usnahmslose Durchfiihrbarkeit. 
2. Eindetdigkeit. 
3. Assoziativitiit. 
4. Kommutativitiit. 
5. M onotonie. 
Dabei ist zu 5. zu bemerken, daB a < b jetzt, kurz gesagt, bedeutet, 

daB bei der geometrischen Darstellung a links von b liegt, so daB also 
z. B. - 2 < - 1, - 3 < + 2 ist. 

Bei der Multiplikation der positiven und negativen Zahlen ist der 
Hauptpunkt die sogenannte Vorzeichenregel, daB a· (- c) = (- c) . a 
= - (a . c), und (- c) (- e' ) = + (e . e' ) ist; besonders die letzte Regel: 
"Minus mal minus gibt plus" bildet hiiufig einen gefahrlichen Stein 
des AnstoBes. Auf das innere Wesen dieser Regel miissen wir sogleich 
noch zuriickkommen; wir wollen sie hier nur in den einen Satz zu
sammenfassen, der das Produkt einer Reihe positiver und negativer 
Zahlen definiert: Der absolute Betrag eines Produktes ist gleich dem Pro
dukte der absolut genommenen F aktoren; sein Vorzeichen ist positiv oder 
negativ, fe nachdem eine gerade oder ungerade Zahl von Faktoren negativ 
ist. Nach dieser Festsetzung hat die Multiplikation im Gebiete der 
positiven und negativen Zahlen wiederum die folgenden Eigenschaften: 

1. A usnahmslose Durchfiihrbarkeit. 
2. Eindeutigkeit. 
3. Assoziativitiit. 
4. Kommutativitiit. 
5. Distributivitiit in bezug aut die Addition. 
Nur beim Gesetz tier Monotonie findet sich jetzt eine Abweichung; 

an seine Stelle tritt folgendes Gesetz: 

6. 1st a> b, so wird a· c ~ b· c, fe nachdem c ~ o. 
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Fragen wir uns nun, ob diese Gesetze, wiederum rein formal be
trachtet, widerspruchslos sind. Wir mussen zuerst sagen, daB ein Be
weis der Widerspruchslosigkeit auf rein logischem Wege hier bisher 
noch viel weniger gefiihrt werden konnte, als bei den ganzen 
Zahlen. Nur eine ZuruckfUhrung in dem Sinne ist gelungen, daB die 
vorliegenden Gesetze sicher dann widerspruchslos sind, wenn die Ge
setze fUr die ganzen Zahlen keinen Widerspruch enthalten. Bis diese 
aber durch Fuhrung eines logischen Widerspruchslosigkeitsbeweises 
fiir die ganzen Zahlen vervollstandigt worden ist, wird man die Wider
spruchslosigkeit unserer Gesetze allein darin begrundet finden konnen, 
daft es anschauliche Dinge mit anschaulichen Verknupfungen gibt, die 
jene Gesetze erfullen. Wir nann ten als so1che eben schon die Reihe der 
ganzzahligen Punkte der Abszissenachse und haben nur nachzutragen, 
was die Rechenoperationen dort bedeuten: Die Addition x' = x + a 
ordnet bei festem a jedem Punkte x einen andern Punkt x' so zu, daft 
die unendliche Gerade einfach um ein Stuck a in sich verschoben wird, 
und zwar nach rechts oder links, je nachdem a positiv oder negativ ist. 
Analog stellt die Multiplikation x' = a . x eine Ahnlichkeitstransforma
iion der Geraden in sich dar, und zwar fur a> 0 eine reine Dehnung, 
fUr a < 0 eine mit einer Umlegung um den Nullpunkt verbundene Dehnung. 

Ich mochte jetzt erortern, wie alle diese Dinge historisch entstanden 
sind. Man darf nicht etwa denken, daB die negativen Zahlen die Er
findung eines klugen Mannes sind, der zugleich mit ihnen womoglich 
auch ihre Widerspruchslosigkeit etwa an der Hand der geometrischen 
Deutung herausgearbeitet hat; vielmehr hat sich in einer langdauernden 
Entwicklung die Benutzung der negativen Zahlen den Mathematikern 
gleichsam von selbst aufgedrangt, und erst als man schon lange mit 
ihnen operierte, im 19. Jahrhundert, traten jene Betrachtungen uber 
ihre Widerspruchslosigkeit hinzu. 

Lassen Sie mich der Geschichte der negativen Zahlen die Bemerkung 
vorausschicken, daB die alten Griechen sicher keine negativen Zahlen. 
besaBen, so daB man ihnen hier einmal gewiB nicht die erste Stelle 
einraumen kann, wie das viele Leute sonst so gern tun. Hingegen mu13 
man wohl die 1nder als die ersten Erfinder ansprechen, wie sie ja auch 
unser Ziffernsystem und insbesondere die Null geschaffen haben. In 
Europa kamen die negativen Zahlen zur Zeit der Renaissance allmahlich 
in Gebrauch, als man gerade den tJbergang zur Buchstabenrechnung 
vollzogen hatte. Ich will hierbei nicht unerwahnt lassen, daB die Voll
endung der Buchstabenrechnung zuerst erreicht worden sein soll von 
V ieta in seiner Schrift "In artem analyticam isagoge" 1). 

Man besitzt auf diesem Standpunkte die sogenannten Klammerregeln 
fUr die Rechnung mit positiven Zahlen, die natiirlich in unseren frUber 

1) Tours 1591. 



28 Arithmetik: Die ersten Erweiterungen des Zahlbegriffes. 

aufgezahlten Grundformeln enthalten sind, wenn man noch die ent
sprechenden Gesetze fUr die Subtraktion hinzunimmt; ich gehe aber 
gern wenigstens an 2 Beispielen noch etwas nilier auf sie ein, urn vor 
allem die Moglichkeit auBerst eintacher anschauungsmlifJiger Beweise 
fUr sie darzutun - Beweise, die eigentlich nur aus der Abbildung und 
aus dem Wortchen "Siehe!" zu bestehen brauchten, wie das bei den 
alten Indern Sitte war: 

1. Es sei a > b und c > a, dabei a, b, c positiv. Dann ist a - b 
eine positive Zahl und kleiner als c, also muB c - (a - b) als positive 
Zabl existieren. Deuten wir die Zahlen auf der Abszissenachse und be
merken, daB die Strecke zwischen den Punkten b und a die Lange a - b 

I I I I 
o b'-v-"a c 

a-b 

hat, so lehrt ein Blick auf die obige Abbildung: Zieht man von c die 
Strecke a - b ab, so erhalt man dasselbe, wie wenn man erst die 
ganze Strecke a abzieht und dann den Teil b wieder hinzufiigt, d. h.: 

(1) c - (a - b) = c - a + b. 
2. Es sei a> b und c> d; dann sind auch a - b und c - d positive 

ganze Zahlen. Wir wollen das Produkt (a - b) . (c - d) untersuchen; 
dazu zeichnen wir uns das in Abb. 6 schrag schraffierte Rechteck 
mit den Seiten a - b und c - d, dessen Inhalt die gesuchte Zahl 
(a - b) . (c - d) ist, als Teil des Rechtecks mit den Seiten a und c. Urn 
aus diesem jenes erste zu erhalten, nehmen wir zunachst das obere hori
zontal schraffierte Rechteck a· d, sad ann das rechts gelegene, vertikal 

schraffierte b· c fort; dabei haben wir aber 
das kleine kreuzweis schraffierte Rechteck 
b . d einmal zu viel weggenommen, so daB 
wir es nachtraglich noch einmal hin
zufUgen miissen. Darin ist aber bereits 
die bekannte Formel ausgesprochen: 
(2) (a-b)(c-d)=ac-ad-bc+bd. 

Als wichtigstes psychologisches Mo
ment, das auf dieser Basis der Buch-

Abb. 6. stabenrechnung zur Einfiihrung der ne-
gativen Zahlen AnlaB gab, kommt die 

allgemeine Eigentiimlichkeit der menschlichen Natur in Betracht, 
dafJ wir unwillkurlich geneigt sind, nach Regeln, die tur spezielle F iiUe 
abgeleitet und gultig sind, auch unter anderen aUgemeineren Vmstlinden 
zu verfahren. Als "Prinzip von der Permanenz der formalen 
Gesetze" ist dies fiir die Arithmetik zuerst von Hermann Hankel in 
seiner "Theorie der komplexen Z ahlsysteme" I) als lei tender Gesichtspunkt 
klar in Anspruch genommen worden; dieses auBerst interessante Buch 

1) Leipzig 1867. 
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kann ich Ihnen nur dringend zur Kenntnisnahme empfehlen. Das 
genannte Prinzip wurde fUr den uns gerade vorliegenden Dbergang 
zu negativen Zahlen aussagen, daB man wunscht, in Formeln wie (1) 
und (2) die ausclrucklichen Voraussetzungen uber das GroBenverhaltnis 
der a, b vergessen zu durfen und sie auch auf andere FaIle anzuwenden. 
Wendet man so (2) z. B. auf a = c = 0 an, wofUr ja die Formel keines
wegs bewiesen ist, so hat man (- b) . (- d) = + b d, d. i. die Zeichen
regel der Multiplikation negativer Zahlen. In dieser Weise kommt man 
in der Tat fast unbewuBt auf alle die Regeln, die wir jetzt, der gleichen 
Dberlegung folgend, als nahezu notwendige Annahmen bezeichnen mussen, 
notwendig, insofern man filr die neuen Begritte die Gilltigkeit der allen 
Regeln haben will. Freilich war den alten Mathematikern bei diesen 
Begriffsbildungen recht unwohl zumute, und ihr schlechtes Gewissen 
trat in Namen wie erdachte Zahlen, falsche Zahlen usw. zutage, die 
sie den negativen Zahlen gelegentlich gaben. Aber trotz allen Be
denken finden die negativen Zahlen im 16. und 17. Jahrhundert 
wegen ihrer sich immer klarer zeigenden Anwendbarkeit mehr und mehr 
allgemeine Anerkennung; sehr viel dazu beigetragen hat ohne Zweifel 
die Entwicklung der analytischen Geometrie. Allerdings, die Bedenken 
blieben bestehen und muBten bestehen bleiben, so lange man im Grunde 
doch immer wieder nach einer Deutung innerhalb des Anzahlbegriffes 
suchte und die fUhrende Rolle der formalen Gesetze bei den Neubil
dungen nicht klar erkannt hatte; im Zusammenhange damit standen 
die sich immer wiederholenden Versuche, die Vorzeichenregeln zu be
weisen. Die einfache AufkHirung, die dann erst das 19. Jahrhun
dert brachte, ist die, dafJ von logischer N otwendigkeit des ganzen 
Ansatzes, also von Be wei s bar k e i t der Zeichenregel nicht die Rede 
sein kantt; es kann sich vielmehr nur darum handeln, die logische 
Z u I it s s i g k e it des A nsatzes zu erkettnen, wahrend er im ubrigen will
kurlich ist und durch ZweckmitfJigkeitsgruttde, wie jenes Permanenz
prinzip, reguliert wird. 

Es ist bei dieser Betrachtung cler auch sonst oft sich darbietende 
Gedanke nicht zu unterdrucken, dafJ die Dinge manchmal verttiinftiger 
zu seitt scheinen als die Menschen. Bedenken Sie nur, wie hier einer 
der gr6Bten Fortschritte in der Mathematik, die EinfUhrung der nega
tiven Zahlen und das Operieren mit ihnen, nicht durch bewuBtes logisches 
Dberlegen eines einzelnen geschaffen worden ist, sondern wie er durch 
intensive Beichaftigung mit den Dingen selbst langsam organisch 
herangewachsen ist, wobei es fast aussieht, als ob die Menschen von den 
Buchstaben gelernt hatten. Die vernunftige Dberlegung, daB man da 
wirklich etwas Richtiges mit der strengen Logik Vertragliches gemacht 
hat, tritt erst viel spater ein. Dberhaupt kann die reine Logik bei so1chen 
neuen Begriffsbildungen immer nur regulierend einwirken und nie das 
allein leitende Prinzip abgeben, denn der einzigen von ihr gestellten 
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Anforderung der Widerspruchsfreiheit geniigen natiirlich stets noch eine 
groBe Menge von Begtiffssystemen. 

Wollen Sie nun noch Literatur iiber Fragen der Geschichte der 
negativen Zahlen finden, so empfehle ich Troptkes "Geschichte der 
Elementarmathematik" 1) als eine ausgezeichnete Materialsammlung, 
die sehr viele Einzelheiten iiber die Entwicklung der elemenLren Begriffe, 
Anschammgen und Benennungen in iibersichtlicher Darstellung enthalt. 

Sehen wir nun noch kritisch zu, wie man die negativen Zahlen auf 
der Schule tatsachlich darzustellen pflegt, so ist zunachst zu sagen, 
daB da hiiutig Fehler vorkommen, indem man entsprechend jenen 
bereits gekennzeichneten Bestrebungen der alteren Mathematiker 
immer wieder die logische Notwendigkeit der Zeichenregeln zu beweisen 
versucht. Besonders gem gibt man die heuristische Herleitung des 
(- b) (- d) = + b d aus der Formel fiir (a - b) (c - d) als Beweis aus, 
indem man vollig auBer acht laJ3t, daJ3 die Giiltigkeit .dieser Formel 
tatsachlich zunachst durc.haus an die Ungleichungen a > b, c > d ge
kniipft ist 2). So wird denn der Beweis geradezu erschlichen, und das 
psychologische Moment, das uns vermoge des Permanenzprinzipes zum 
Ansatz hinleitet, mit einem logisch beweisenden Moment verwechselL 
Natiirlich kann das der SchUler, dem es so zum ersten Male dargeboten 
wird, unmoglich begreifen, aber glauben muJ3 er e.s schliel3lich doch;. 
und wenn, wie es wohl vielfach vorkommt, die Wiederholung auf der 
hOheren Stufe nicht die notige genauere Erganzung gibt, dann mag 
sich bei manchem die Dberzeugung festsetzen, daB die Sache etwas. 
Mystisches, Unbegreifliches ist. 

Geg~niiber dieser Praxis mochte ich doch allgemein die Forderung 
aufstellen, keinerlei Versuche zum Erschleichen unmoglicher Beweise 
zu machen;man sollte vielmehr den tatsachlichen Verhaltnissen ent
sprechend den SchUler an einfachen Beispielen iiberzeugen oder wo
moglich es ihn selbst find en lassen, dafJ gerade diese aut dem Permanenz
prinzip beruhenden F estsetzungen geeignet sind, einen gleichfOrmig be
quemen Algorithmus zu lietern, wiihrend iede andere Festsetzung bei 
allen Regeln immer zu zahlreichen Fallunterscheidungen zwingen wiirde. 
Freilich darf man das keineswegs iiberstfuzen, sondern muJ3 dem 
SchUler zu der Revolution seines Denkens, die sich durch diese Erkennt
nis in ihm vollzieht, Zeit lassen. Und wahrend es leicht verstandlich ist, 
daJ3 andere Festsetzungen unzweckmaBig sind, soUte man doch das 
so sehr Wunderbare der Tatsache, daJ3 eine allgemein zweckmaJ3ige 
Festsetzung wirklich existiert, fUr den SchUler klar verstandlich hervor-

1) 2 Bde. Leipzig 1902/03. [Zweite, verbesserte und sehr vermehrte Auf
Iage, die 7 Bande umfassen wird, von denen seit i921 bis 1924 sechs er
schienen sind.] 

2) Vgl. z. B. Heis, E.: Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der Arith
metik und Algebra. S.46, 106.-108. Aufl. Koln 1904. 
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heben; es sollte ihm deutlich werden, daB dies keineswegs von vorn
herein selbstverstandlich ,ist. 

leh schlieBe damit meine Darlegungen iiber die Theorie der nega
tiven Zahlen ab und lade Sie nunmehr zu ahnlichen Betrachtungen 
iiber die zweite Erweiterung des Anzahlbegriffes em. 

2. Die gebrochenen Zahlen. 

Gehen wir von der Behandlung der Bruche auf der Schule aus. Hier 
a , 

hat der Bruch b von Anfang an eme durchaus konkrete Bedeutung; nur 

daB gegeniiber dem anschaulichen Bilde der ganzen Zahl ein Wechsel 
des Substrates eingetreten ist: Man ist namfich von der Anzahl zum 
MafJ, von der Betrachtung zahlbarer Dinge zu derjenigen mefJbarer Dinge 
iibergegangen. Mit einer gewissen Einschrankung gibt das System der 
M unzen oder das der Gewichte, vollkommen das System aller Langen 
ein Beispiel mefJbarer Mannigfaltigkeiten. Es sind dies die Beispiele, an 
denen auch jedem Schiiler der Begriff des Bruches beigebracht wird: was 
1/3 Meter oder 1/2 Pfund ist, das zu begreifen wird keinem groBe Schwierig
keiten machen. Die Beziehungen =, >, < zwischen Briichen lassen 
sich nun aus der namlichen konkreten Anschauung heraus sofort ent
wickeln, ebenso die Operationen der Addition und Subtraktion, sowie der 
Multiplikation und Division eines Bruches mit einer ganzen Zahl. Da
nach HiBt sich dann die allgemeine Multiplikation leicht verstandlich 

machen: Eine Zahl mit ~ multiplizieren heifJt sie mit der ganzen Zahl a 

multiplizieren und alsdann dureh b dividieren, oder auch: das Produkt 
a 

entsteht aus dem Multiplikanden gerade so, wie b aus 1. Die Division 

durch einen Bruch wird dann als inverse Operation der Multiplikation 
erkHirt: a dividiert durch t ist die Zahl, die mit t multipliziert a ergibt. -
Diese Begriffsbildungen der Bruchrechnung kombinieren sich nun noch 
mit der Einfiihrung der negativen Zahlen, so daB man schlieBlich iiber 
den Inbegriff aller "rationalenZahlen" verfiigt. lch kann auf 
die Einzelheiten dieses ganzen Aufbaues, der auf der Schule natiirlich 
eine lange Zeit in Anspruch nimmt, hier nicht eingehen. Wir wollen ihn 
lieber sogleich mit der in der modernen Mathematik ausgebildeten Dar
stellung vergleichen und als Beispiele fiir diese die oben genannten Biicher 
von Weber-Wellstein und Burkhardt!) heranziehen. 

Bei W eber-Wellstein treten vorwiegend die formalen Gesichtspunkte, 
die aus der Mannigfaltigkeit der verschiedenen moglichen Deutungen 
das notwendig Gemeinsame herausarbeiten, in Erscheinung. Dey 

a 
Bruch b ist ein Symbol, ein "Z ahlenpaar", mit dem nach gewissen 

[1) Dem folgenden licgen die ersten Auflagen der heiden Bucher zugrunde.] 



32 Arithmetik: Die ersten Erweiterungen des Zahlbegriffes. 

Regeln gerechnet werden soU; diese Regeln, die in Wahrheit in der vorhin 
angedeuteten Weise naturgemaB aus der Bedeutung der Briiche ent
standen sind, haben hier den Charakter willkurlicher Verabredun
g en. So erscheint z. B. das, was fUr den SchUler ein anschaulicher Satz 
tiber das Erweitern bzw. Kurzen der Bruche ist, hier in der Gestalt einer 

Definition der Gleichheit: Zwei Bruche ~, J heif3en gleich, wenn 

a d = b c ist. Ahnlich wird das Grof3er und Kleiner definiert, ahnlich wird 
. a c ad+bc 

festgesetzt, daB als Summe zwezer Bruche b' d der Bruch b d be-

zeichnet werden mage usw. Dann wird bewiesen, daB die so definierten 
Operationen in dem neu entstandenen Zahlenkreise formal genau die 
Eigenschaften der Addition und Multiplikation fUr ganze Zahlen be
sitzen, d. h. den mehrfach aufgezahlten 11 Fundamentalgesetzen ge
niigen. 

Nicht ganz so formal, wie diese hier natiirlich nur in den wesent
lichsten Grundziigen referierte Darstellung von Weber-Well stein , geht 

a 
Burkhardt vor. Er faBt den Bruch -;; als A ufeinanderfolge zweier Ope-

rationen im Gebiete der ganzen Zahlen auf: Einer Multiplikation mit a 
und einer Division durch b, wobei ihm eine willkiirlich angenommene 
ganze Zahl das Objekt darstellt, auf das diese Operationen anzuwenden 

sind. Nimmt man zwei solche "Operationspaare" ~, J nacheinander vor, 

so soIl das der Multiplikation der Bruche entsprechen, und man erkennt 
leicht, daB die so resultierende Operation nichts als Multiplikation 
mit a . c und Division durch b . d bedeutet, so daB man damit die Regel 

~ . J = ~ .. ~ der Bruchmultiplikation aus einer klaren Bedeutung der 

Bruche gewonnen, nicht aber durch bloBe willkiirliche Verabredung 
festgesetzt hat. Ebenso kann man natiirlich die Division deuten und 
behandeln. Addition und Subtraktion hingegen lassen aus diesen Vor-

a c ad+bc 
stellungen keine so einfaclle Deutung zu; die Formel b + d = -TJd 
bleibt also auch bei Burkhardt eine Verabredung, Hir die er nur Plausibili
tiitsgriinde heranbringt. 

Vergleichen wir nun die alte Schuldarstellung mit der so geschildertett 
modernen Auffassung. Bei letzterer bleibett wir - sowohl in der einen 
wie der anderen Ausfiihrung - trotz der Erweiterung des Zahlbegriffs 
eigentlich v611ig auf dem Boden der ganzen Zahlen stehen: Es wird nur 
vorausgesetzt, daB der Inbegriff der ganzen Zahlen anschaulich erfaBt 
oder daB die Regeln des Operierens mit ihnen bekannt sind; die neuen 
als Zahlenpaare bzw. Operationen mit ganzen Zahlen definierten Dinge 
fiigen sich ganz diesem Rahmen ein. Die Schuldarstellung hittgegen be-
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ruft sick durcnaus auf die neu kinzutf'etende Ansckauung der 
mefJbaren GrofJen, die ein unmittelbar intuitives Bild der Briiche liefert. 
Wir erfassen diesen Unterschied am besten, wenn wir uns ein Wesen 
vorstellen, das nur die Idee der ganzen Zahlen, aber keine Anschauung 
von meBbaren GroBen besitzt: Die Schuldarstellung miiBte ibm voll
kommen unverstandlich bleiben, wahrend er die Betrachtungen von 
\Yeber-Wellstein oder Burkhardt wohl begreifen konnte. 

Welche der beiden Auffassungen ist nun die bessere? Was leisten 
beide? Die Antwort hierauf wird ahnlich lauten wie neulich, als wir die 
analoge Frage fiir die verschiedenen Auffassungen iiber die ganzen Zahlen 
selbst stellten: Sicker ist die moderne Darstellung reinlicker, aber anderer
seits ist sie auck armer. Denn von dem, was der traditionelle Lehrgang 
einheitlick gibt, liefert sie eigentlich nur die eine Halfte: die abstrakte, 
in sich logisch vollstandige Einfuhrung gewisser arithmetiscker Begriffe 
- "Brucke" genannt - und des Operierens mit ihnen. Aber unerortert 
bleibt dabei eine davon ganzlich unabhangige und nicht minder wichtige 
Frage: Kann man die so abgeleitete theoretiscke Doktrin auf die uns vor
kommenden anschaulichen mef3baren GrofJen auck wirklich anwenden? 
:Man konnte das wieder ein Problem der "angewandten Mathematik" 
nennen, das eine durchaus selbsUindige Behandlung zuHiBt; freilich 
ist dabei recht fraglich, ob diese Trennung auch piidagogisck zweck
maBig ist. Bei Weber-Wellstein kommt diese Spaltung des Problems 
in zwei Teile iibrigens sehr charakteristisch zum Ausdruck: nach der 
abstrakten Einfiihrung der Bruchrechnung, auf die wir bisher allein 
Bezug nahmen, widmet er einen eigenen (den fiinften) Abschnitt -
"Verhiiltnisse" betitelt - der Frage, wie man die rationalen Zahlen auf 
die AufJenwelt wirklick anwendet,' dabei ist seine Darstellung freilich 
auch mehr begrifflich als anschaulich. 

Ich schlie Be nunmehr diese Erorterungen iiber Briiche mit noch 
einer allgemeinen Bemerkung uber· die Gesamtheit der rationalen Zahlen, 
wobei ich mich der Anschaulichkeit halber der Darstellung auf der 
geraden Linie bediene. Auf dieser denken wir uns aIle Punkte mit 

I I I I I I I I I I I I I I I I I 

rationalen Abszissen markiert; wir bezeichnen sie kurz als rationale 
Punkte. Man sagt dann, dafJ die Gesamtheit dieser rationalen Punkte 
auf der Abszissenachse "uberall dicht" liegt, und meint damit, 
dafJ in jedem noch so kleinen Intervalle noch unendlich viele rationale 
Punkte liegen. Abstrakter kann man, urn nichts dem Inbegriff der ratio
nalen Punkte Fremdes hineinzubringen, diese Definition dahin fassen, 
dafJ zwischen je zwei rationalen Punkten noch stets ein weiterer rationaler 
Punkt liegt. Eine Folge davon ist, daB man aus der Gesamtheit der 
rationalen Punkte durchaus im Endlichen gelegene Teile ausscheiden 

K lei n, Elementarmathematik 1. 3. Auf!. 3 
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kann, die weder ein kleinstes, noch ein gro6tes Element enthalten; 
ein Beispiel bildet die Gesamtheit aller rationalen Punkte zwischen 
o und 1, diese Punkte selbst nieht mit einbegriffen; denn in ihr gibt 
es zu jeder rationalen Zahl noch eine zwischen dieser und 0 gelegene, 
also kleinere, und ebenso eine zwischen ihr und 1 ge1egene, also grofJere 
Zahl. Diese Begriffsbildungen gehoren in ihrer systematischen Aus
bildung bereits der Cantorschen Mengenlehre an; wir werden in der Tat 
spater den Inbegriff der rationalen Zahlen mit den hier erwahnten 
Eigenschaften als wichtiges Beispiel einer Menge verwenden. 

leh gehe nunmehr zu der dritten Ausdehnung des Zahlbereiches 
iiber: zu den Irrationalzahlen. 

3. Die irrationalen Zahlen. 

Wir wollen uns hier nicht erst mit der Frage aufhaIten, wie dieses 
Gebiet auf der Schule gewohnlich behandeIt wird, denn iiber einige 
Beispiele kommt man da meist nieht weit hinaus; wir gehen besser 

sogleich auf die geschichtliche Entwicklung ein. Historisch 

~ 
liegt der Ursprung des Begrifies der irrationalen Zahlen 

n iedenfalls in der geometrischen Anschauung und dem geo-
1 metrischen Bediirjnis. Denken wir uns die Abszissenachse, 

wie soeben erortert, iiberall dieht mit der Menge der ratio
nalen Punkte besetzt; dann gibt es noch weitere Punkte, 

Abb. 7. wie das zuerst Pythagoras in etwa folgender Weise gezeigt 
haben soIl: Hat man ein rechtwinkliges Dreieck mit zwei 

Katheten der Lange 1, so ist die Hypotenuse gleich l'2, und das ist 

gewiB keine rationale Zahl; denn setzt man f2 = ~, wo a und b teiler

fremde ganze Zahlen sein mogen, so kommt man leicht mit bekannten Ge
setzen der Teilbarkeit ganzer Zahlen in Widerspruch. Trligt man nun 
die so geometrisch konstruierte Strecke auf der Abszissenachse von 0 an ab, 
so erhiilt man einen nichtrationalen, in iener uberall dichten Bedeckung 
noch nicht enthaltenen Punkt. Ferner aber war den Pythagoreern gewi6 
auch schon bekannt, daB eben so in den meisten Fallen die Hypo
tenuse 1m2 + n2 eines rechtwinkligen Dreiecks mit den ganzzahligen 
Katheten m, n irrational ist; diese auBerordentlich wesentliche Erkennt
nis war wohl das Opfer von 100 Ochsen wert, durch das sie Pythagoras 
gcfeiert haben 5011 und iiber das so gem schlechte Witze gemacht 
werden. Wir wissen auch, daB sieh die Schule des Pythagoras mit Vor
liebe mit der Aufsuchung aUer jener spezieUen Wertepaare m, n beschaf
tigte, fiir die sich rechtwiriklige Dreiecke mit drei kommensurablen Seiten 
ergeben, deren MaBzahlen sieh ja bei geeignet gewahlter Einheit in ganzen 
Zahlen ausdriicken lassen (sog. pythagoreische Zahlen). Das einfachste 
Beispiel eines dieser Zahlentripel, auf die wir noch naher zuriickkommen 
werden, ist 3, 4, 5. 
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Die spateren griechischen' Mathematiker studierten nun neben 
diesen einfachsten Irrationalitaten auch immer verwicke1tere; so finden 

sich bei Euklid Typen wie y y a + fb u. dgl. Allgemein kann man 
aber sagen, daft sie sich im wesentlichen auf solche Irrationalitaten be
schrankten, die man durch wiederholtes Quadratwurzelziehen gewinnt 
und demgemaft geometrisch mit Lineal und Zirkel konstruieren kann,' 
die allgemeine Idee der I rrationalzahl besaften sie aber wohl noch niche. 

Ich muB diese Bemerkung jedoch noch etwas naher prazisieren, 
urn MiBverstandnisse zu vermeiden. Sie soll nur besagen, daB die Griechen 
kein Verfahren besaBen, das arithmetisch. die allgemeine irrationale 
Zahl aus den rationalen herzustellen, zu definieren gestattet, so wie 
wir es als Ertragnis moderner Entwicklung sogleich kennen lernen 
werden. Trotzdem aber war ihnen von einer anderen Seite her der Begrill 
der allgemeinen reellen, niche notwendig rationalen Zahl gelaufig, nur 
hatte die Sache ein ganz anderes Aussehen als bei uns, da sie Buchstaben 
fiir allgemeine Zahlen nicht benutzten. Sie betrachteten namlich -
Euklid stellt das ja systematisch so dar - Verhiiltnisse zweier beliebiger 
Strecken und operierten mit Ihnen eigentlich genau so, wie wir heute 
mit der beliebigen reellen Zahl umgehen; es finden sich da sogar De
finitionen bei Euklid, die ganz an die moderne Theorie der Irrationalzahl 
anklingen. tibrigen& ist im Namen noch immer ein Unterschied gegen 
die ganze natiirliche Zahl; diese heiBt ll(!lfJP.Oq, w1ihrend das Strecken
verhaltnis, die beliebige reelle Zahl, l6yoq genannt wird. 

Eine Bemerkung uber das Wort "irrational" sei dem noch angefugt. 
Es ist jedenfalls die Obersetzung des griechischen "Illoyoq" ins Latei
nische: Das griechische Wort aber sollte vermutlich "niche aussprech
bar" bedeuten und besagen, daB die neuen Zablen bzw. Streckenver
haltnisse nicht wie die rational en du,rch ein Verhiiltnis zweier ganzen 
Zahlen angegeben werden konnen 1); erst das MiBverstandnis, daB das 
lateinische ratio nur in der Bedeutung "Vernunft" vorkomme, hat aus 
"irrational" das "unvernunftig" gemacht, das dem Namen der Irratio
nalzahl jetzt anzuhaften scheint. 

Die allgemeine Idee der Irrationalzahl ist wohl erst am Ende des 
16. J ahrhunderts im Gefolge der Einfiihrung der Dezimalbruche auf
getreten, deren Gebrauch sich damals in Verbindung mit dem Entstehen 
der Logarithmentafeln einbiirgerte. Verwandelt man eine rationale 
Zahl in einen Dezimalbruch, so kann man neben endlichen auch un
endliche Dezimalbriiche erhalten 2), die jedoch unter allen Umstanden 
periodisch werden; das einfachste Beispiel dafiir ist i = 0,333 ... , 
d. i. ein Dezimalbruch, dessen einziffrige Periode 3 sogleich hinter dem 
Komma beginnt. Nun hindert nichts, sich einen aperiodischen Dezimal-

[1) Siehe Tropfke, zweite Auflage, Bd.2. S. 71.] 
B) Wegll1l ausfiihrlicherer Behandlung dieses Gegenstandes vgJ. S. 44 f. 

3'" 
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bruch zudenken, dessen Ziffern nach sonst irgendeinem bestimmten Ge
setz fortschniten, und jeder Mensch wird ihn unwillkiirlich als bestimmte 
und dann natiirlich nicht rationale Zahl betrachten. Damit ist aber der 
Allgemeinbegriff der Irrationalzahl bereits gegeben - gewissermaBen 
durch die Betrachtung der Dezimalbriiche von selbst eingefiihrt. Histo
risch ging es demgemaB auch hier in der Tat so, wie wir es friiher bei den 
negativen Zahlen ausfiihrlich geschildert haben: Der Kalkul zwang 
zur Einfiihrung der neuen Begriffe, und ohne dafJ man viel iiber deren 
TV esen und Begriindung nachdachte, operierte man eben mit ihnen, zumal 
sie sich vielfach als auf3erst niitzlich erwiesen. 

Erst in den sechziger Jahren des 19. Jahrhunderts brach sich das 
Bediirfnis nach praziser arithmetischer F ormulierung der Grundlagen der 
I rrationalzahlen Bahn, und es waren die Vorlesungen von TV eierstraf3 
aus jenen Jahren, in denen das zuerst geschah. Eine allgemeine Grund
legung gab 1872 G. Cantor in Halle, der Begriinder der Mengenlehre, 
und gleichzeitig unabhangig von ihm R. Dedekind in Braunschweig. 
Den Dedekindschen Standpunkt will ich hier in ein paar Worten er
lautern. Wir denken uns im Besitze samtlicher rationalen Zahlen, 
wollen aber jede Raurnanschauung, die nns den Begriff der Kontinuitat 
der Zahlenreihe ohne weiteres aufzwingt, ausschlieBen. Urn von dieser 
Grundlage aus zu einer rein arithmetischen Definition der Irrationalzahl 
zu gelangen, bildet sich Dedekind den Begriff des "Schnittes" im Gebiete 
der rationalen Zahlen. 1st r irgendeine rationale Zahl, so teilt sie 
die Gesamtheit aller rationalen Zahlen in zwei Teile A, B, derart, dafJ 
iede Zahl aus A kleiner als fede aus B ist und dafJ eine fede rationale 
Zahl zu einer von beiden Klassen geMrt: A ist die Gesamtheit aller ra
tionalen Zahlen, die kleiner als r sind, B die aller gr6Beren, wobei man r 
selbst ebensowohl zu A als zu B rechnen kann, es bleibt gleichgilltig, 
welehe dieser beiden M6glichkeiten man wahlt. Neben diesen "eigent
lichen Schnitten" gibt es nun noch "uneigentliche Schnitte", das sind Ver
teilungen aUer rationalen Zahlen auf zwei Klassen derselben Eigenschaften, 
die nur nicht durch eine rationale Zahl hervorgerufen werden, d. h. bei 
denen weder in A eine gr6Bte noch in Beine kleinste rationale Zahl ent
halten ist. Ein Beispiel soleh eines uneigentlichen Schnittes liefert uns 
etwa Y2 = 1.414 ... Vberhaupt gibt feder unendliche Dezimalbruch zur 
Definition eines Schnittes AnlaB, wenn man zu B j.ede rationale Zahl 
rechnet, die gr6Ber als aUe Naherungsbriiche des Dezimalbruchs ist; 
zu A jede andere, die also von mindestens einern Naherungsbruch (und 
damit von unendlich vielen) erreicht oder iibertroffen wird; man kann 
sich iiberzeugen, daB dieser Schnitt eigentlich ist, wenn der Dezimal
bruch periodisch, uneigentlich, wenn er nichtperiodisch ist. 

GemaB dieser Vberlegung definiert nun Dedekind, was vom rein 
logischen Standpunkte natiirlich als "willkiirliche F estsetzung" an
gesehen werden rnuB: Ein jeder Schnitt im Gebiete der rationalen Zahlen 
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heif3e eilte ratioltale oder irratioltale Zahl, ie nachdem er eigentlich oder 
uneigentlich ist. Daran schlieBt sich sofort eine Defiltition der Gleich
heit: zwei Zahlen heif3en gleich, wmn sie im Gebiete der rationalen Zaklen 
denselben Schnitt hervorbringen. Aus dieser Defintion kann man geradezu 
beweisen, daB z. B. t dem unendlichen Dezimalbruch 0,333 ... gleich 
ist. Man wird, wenn man sich einmal auf diesen Boden stellt, in der 
Tat einen Beweis dafiir, d. h. eine Zuriickfiihrung auf die angegebene 
Definition, verlangen miissen, obwohl das dem naiv an die Sache Heran
tretenden natiirlich ganz unnotig scheint. Dieser Beweis ergibt sich 
iibrigens leicht, indem man sich iiberlegt, daB jede rationale Zahl unter
halb t von den Naherungsbriichen des unendlichen Dezimalbruches 
schlieBlich iiberschritten wird, wahrend sie stets unterhalb aIler ratio
nal~n Zahlen bleiben, die groBer als t sind. Die entsprechende De
fimtion in den Weierstraf3schen Vorlesungen erscheint in folgender 
Form; zwei Zahlen heif3en gleich, wenn sie sich um weniger unter
scheiden, als iede nock so kleine vorgegebene Grof3e; man sieht leicht den 
Zusammenhang mit der vorigen ErkHirung. Besonders anschaulich wird 
die letzte Detinition, wenn man sich iiberlegt, warum 0,999 ... gleich 1 
ist; der Unterschied ist eben sicher kleiner als 0,1, kleiner als 0,01 usw., 
also nach der Definition iiberhaupt gleich Null. 

Fragt man sich nun, warum man die Irrationalzahlen ins System 
der gewohnlichen Zahlen aufnehmen und unterschiedslos mit ihnen 
rechnen kann, so ist der Grund in der Giiltigkeit der Monotoltiegesetze 
der elementaren Rechnungsoperationen zu suchen. Das Prinzip ist 
folgendes: Hat man Irrationalzahlen zu addieren, multiplizieren usw., 
so schlief3e man sie enger und immer enger zwischen rationale Grenzen 
ein und mache mit diesen Grenzen die in Betracht kommmden Opera
tionen; dann wird ebm wegen der Giiltigkeit der M onotoniesatze gleichzeitig 
auch das Resultat in immer engere Grenzen eingeschlossen. 

Es ist wohl nicht notig, daB ich auf diese Dinge hier naher ein
gehe, da Ihnen bequem lesbare Darstellungen in sehr vielen Lehr
biichern, besonders wiederum bei W eber-Wellstein und Burkhardt, leicht 
zuganglich sind. Dort mogen Sie auch iiber die Definition der Irrational
zahl Ausfiihrlicheres nachlesen, als ich hier andeuten konnte. 

Ieh m5chte lieber wiederum auf das zu sprechen kommen, was 
Sie in den Biichern meist nicht finden, auf die Frage namlich,wie man 
nach dieser Voranstellung der arithmetischen Theorie zu den Anwendungen 
in den anderen Gebieten ubergehen kann; insbesondere kommt hier die 
analytische Geometrie in Betracht, die der naiven Anschauung gerade 
umgekehrt als QueUe der Irrationalzahlen erscheint und es psycho
logisch genommen in der Tat auch ist. Betrachten wir die Abszissen
achse, auf der der Nullpunkt und auch die rationalen Punkte wie aben 
schon festgelegt sein mogen, so lautet der Vordersatz, auf dem diese 
Anwendung beruht: Zu ieder rationalen oder irrationalen Zaht gibt es 



38 Arithmetik: Die ersten Erweiterungen des Zahlbegriffes. 

einen Punkt. der sie als Abszisse hat. zu 1·edem Punkt der Geraden ge
hiirt umgekehrt als Abszisse eine rationale oder i"ationale Zahl. Einen 
solchen obersten Satz. der an der Spitze einer Disziplin steht. und aus 
dem alles folgende rein logisch entwickelt wird. wahrend er selbst nieht 
logisch bewiesen werden kann. nennt man ein Axiom. Er muB je nach 
der Veranlagung dem einzelnen Mathematiker entweder als intuitiv 
einleuchtend erscheinen. oder als mehr oder minder willkurliche Ver
abredung hingenommen werden. Das vorliegende Axiom iiber das ein
deutige Entsprechen der reellen Zahlen einerseits und der Punkte der 
Geraden andererseits wird gewohnlieh als das Cantorsche Axiom be
zeichnet. da G. Cantor der erste war. der es ausdriicklich formuliert 
hat (in den Mathern. Ann. Bd. 5. 1872). 

Es ist hier die Stelle. iiber die Natur der Raumanschauung ein Wort 
zu sagen. Man belegt eigentlich zwei verschiedene Erkenntnisquellen 
mit dieser Bezeichnung: einmal die sinnlich unmittelbare. die empirische 
Anschauung des Raumes. die wir durch Messen kontrollieren konnen. 
dann aber die davon verschiedene idealisierende innere Raumanschauung. 
man kann vielleicht sagen. die uns innewohnende Idee des Raumes. 
die iiber die Ungenauigkeit der sinnlichen Wahrnehmung hinaus
geht. Einen analogen Unterschied deutete ich schon bei der Bespre
chung des Anzahlbegriffes an. Wir kennzeiehnen ihn am besten so: 
Was eine kleine Zahl. wie 2 oder Soder auch noch 7. bedeutet, ist uns 
unmittelbar klar. w1i.hrend wir von groBeren Zahlen. etwa 2503. keine so 
unmittelbare Anschauung mehr haben; hier ist vielmehr an ihre Stelle 
die innere Anschauung der geordnetenZahlreihe. die wir uns aus den ersten 
Zahlen durch vollstandige Induktion bilden. getreten. Mit der Raum
anschauung nun liegt es ahnlich: Betrachten wir z. B. den Abstand zweier 
Punkte, so konnen wir ihn nur mit einer gewissen beschriinkten Genauig
keit abschatzen und messen, denn unser Auge kann Strecken, deren 
Unterschied unter einer gewissen Grenze liegt, nicht mehr als verschieden 
auffassen; das ist die Tatsache der Schwelle, die in der ganzen Psychologie 
eine so groBe Rolle spielt. Diese Erscheinung bleibt dem Wesen nach 
auch bestehen. wenn wir unser Auge durch die denkbar scharfsten Hilfs
mittel unterstiitzen; denn es gibt physikalische Eigenschaften, die einen 
gewissen Genauigkeitsgrad zu iiberschreiten nicht gestatten. Die Optik 
lehrt namlich, daB die Wellen lange des Lichtes, die bekanntlich mit der 

Farbe variiert. von der GroBenordnung 1~O mm (= 1 lVIikron) ist; 

sie zeigt ferner, daB Gegenstande. deren Dimensionen gegen diese GroBe 
klein sind, auch mit den besten Mikroskopen nicht mehr deutlich ge
sehen werden konnen. weil dann nur noch Beugung des Liehtes eintritt 
und infolgedessen kein optisches Bild mit genauen Reproduktionen der 
Einzelheiten mehr entworfen wird. Die F olge davon ist die U nmOglichkeit, 
aUf direktem optischen Wege wesentlich feinere Liingenmessungen vorzu-
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nehmen als mit einer Genauigkeit von 1 M ikron, so daft bei direkt gemessenen 
Liingenangaben in M illimetern nur die ersten 3 Dezimalen eine gesicherte Be
deutung haben kOnnen. Ebenso werden wir bei allen physikalischen Beob
achtungen und Messungen stets auf solche nieht zu iiberschreitende 
Schwellenwerte stoBen, welche bei derartig gemessenen und in Millimetern 
angegebenen Langen die auBerste Grenze der moglichen Genauigkeit be
stimmen. Angaben jenseits dieser Grenze haben keinen Sinn mehr und 
sind ein Zeichen von Unwissenheit oder gar Schwindel. Solche iibertrieben 
genaue Zahlen findet man, beilaufig gesagt, ofters in den Reklameschriften 
von Badeorten, wo der Salzgehalt der Quellen, der iibrigens auch von 
der Zeit abhangt, auf eine Anzahl von Dezimalen angegeben ist, deren 
genaue Bestimmung durch Wiigung einfach unmoglich ist. 

Gegeniiber dieser Eigenschaft der empirischen Raumanschauung, 
an eine beschrankte Genauigkeit gekniipft zu sein, beansprucht die ab
strakte oder ideale Raumanschauung eine unbegrenzte Genauigkeit und geht 
darin nach dem Cantorschen Axiom mit den arithmetischen Definitionen 
des Zahlbegriffes genau parallel. 

GemaB dieser Einteilung unserer Anschauung wird es nahe liegen, 
auch die Mathematik in zwei Teile zu teilen, die man als Approximations
und Prlizisionsmathematik bezeichnet hat. Wollen wir diesen Unter
schied an der Deutung einer Gleichung f (x) = 0 erIautern, so handelt 
es sich in der Approximationsmathematik genau wie in unserer tat
sachlichen empirischen Anschauung nicht darum, daB der Wert f (x) 
genau gleich 0 ist, sondern nur darum, daB sein Betrag I f (x) I unler 
der erreichbaren SchweUe E derGenauigkeit bleibt; die Schreibweise f (x) = 0 
soIl also nur eine Abkiirzung fiir die Ungleichung I f (x) I < E sein, mit 
der man es tatsachlich zu tun hat. Erst die Prazisionsmathematik 
hat die Gleiehung f (x) = 0 wirklich genau zu erfiilIen. Da in den 
Anwendungen nur die Approximationsmathematik eine Rolle spielt, 
kann man, etwas kraB ausgedriickt, auch sagen, dafJ man eigentlich nur 
diese Disziplin "braucht", wahrend die Prazisionsmathematik bloB zum 
intellektuellen Vergniigen derer, die sich mit ihr beschaftigen, da ist und 
im iibrigen fiir die EntWicklung der Approximationsmathematik eine 
wertvolle und wohl kaum entbehrliche Stiitze abgibt. 

Ich schlieBe hier, urn wieder auf unser eigentliches Thema zuriick
zukommen, die Bemerkung an, dafJ die Begriffsbildung der Irrationalzahl 
sicherlich nur in die Prlizisionsmathematik gehOrt. Denn die Behauptung, 
daB zwei Punkte um eine irrationale Zahl von Millimetern voneinander 
abstehen, kann unmoglich realen Sinn haben, da doch, wie wir sahen, bei 
unseren starren MaBstaben, wenn in Metern gemessen wird, aIle Dezimal
steIlen hinter der sechsten keine reale Bedeutung mehr haben. Fur die 
Praxis kann man also irrationale Zahlen unbedenklich durch rationale er
setzen. Dem scheint freilich zunachst. zu widersprechen, daB man in der 
Kristallographie von dem Gesetze der rationalen Indizes spricht oder daB 
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man in der Astronomie als wesentlich verschiedene FaIle unterscheidet, ob 
die Umlaufszeiten zweier Planeten rationales oder L'Tationales Verhaltnis 
haben. In der Tat aber zeigt sich in dieser Ausdrucksweise nur wieder die 
Vieldeutigkeit unserer Sprache; denn man meint hier rational und irratio
nal in einem ganz andern als dem bisher benutzten, namlich in einem ap
proximationsmathematischenSinne. In dieser Bedeutung sagt man namlich, 
daB zwei GroBen ein rationales Verhaltnis haben, wenn sie sich wie zwei 

kleine ganze Zahlen verhalten, etwa wie ~ • wahrend man ein Verhaltnis 

2021 schon irrational nennen wiirde; wie groB Zahler und Nenner in 
7053 
diesem zweiten Falle sein mussen, laBt sich nicht allgemein sagen und 
ist von dem gerade behandelten Problem abhangig. Aile diese inter
essanten Beziehungen habe ich in einer Vorlesung im Sommersemester 1901 
behandelt, die 1902 autographiert wurde und jetzt den dritten Band 
des gegenwartigen Werkes bilden soIl (vgl. Vorrede zur 3. Auf!. S. VII): 
"Anwendung der Dillerential- und Integralrechnung aul Geometrie, eine 
Revision der Prinzipien" [Ausgearb. v. C. H. Muller.} 

Mit einem Worte will ich nun zum SchluB noch darauf eingehen, 
wie ich mir die Behandlung dieser Dinge aul der Schule wunsche. Hier 
ist eine genaue Theorie der Irrationalzahl dem Interesse und der Fassungs
kraft der meisten Schiller gemaB kaum am Platze. Der Knabe wird 
sich meist mit Angaben von beschrankter Genauigkeit gern zufrieden 

geben, eine Genauigkeit von 1~ mm schon bewundernd anstaunen 

und gar nach unbeschrankter Genauigkeit gewiB kein Verlangen tragen; 
es genugt also fur diesen Durchschnitt. wenn man die Irrationalzahl 
an Beispielen nur im allgemeinen verdeutlicht. und so geschieht es wohl 
auch meistens. Freilich werden einzelne besonders veranlagte Schiller 
wohl uber dieses MaB hinaus eine nahere Einsicht verlangen, und hier 
ist es eine lohnende Aufgabe der padagogischen Kunst des Lehrers, 
mit den erwiinschten weiteren Andeutungen nicht zuruckzuhalten, 
ohne die Interessen der Mehrheit zu verletzen. 

III. Von den besonderen Eigenschaften der ganzen Zahlen. 
Wir beginnen jetzt ein neues Kapitel, das der eigentlichen Lehre von 

den ganzenZahlen, der Zahlentheorie oder Arithmetik in engerem Sinne, ge
widmet sein soIl. Ich will zunachst tabellarisch an die einzelnen Fragen 
erinnern, mit denen diese Wissenschaft in den Schulunterricht eingreift: 

1. Das erste Problem der Zahlentheorie ist das der Teilbarkeit: 
1st eine Zahl durch eine andere teilbar oder nicht? 

2. Man kann einfache Regeln angeben, die uber die Teilbarkeit 
einer beliebigen Zahl durch kleinere Zahlen, wie 2, 3, 4, 5, 9, 11 usw., 
leicht entscheiden lassen. 
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3. Es gibt unendlich viele Primzahlen, das sind Zahlen, die keinen 
eigentlichen Teiler (auGer 1 und sich selbst) haben: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 
17, ... 

4. Man beherrscht die Teilbarkeitsverhaltnisse beliebiger Zahlen, 
wenn man ihre Zerlegung in Primfaktoren kennt. 

5. Bei der Verwandlung rationaler Bruche in Dezimalbriiche spielt 
die Zahlentheorie cine Rolle; sie zeigt, warum der Dezimalbl;'uch perio
disch werden muG und wie groG seine Periode wird. 

Wahrend <liese Fragen bereits auf Quinta und Quarta behandelt 
werden, tritt spater die Zahlentheorie nur mehr an vereinzelten Stellen 
auf, und zwar kommt allenfalls folgendes in Betracht: 

6. Nicht auf jeder Schule, aber doch gelegentlich, ist von Ketten
bruchen die Rede. 

7. Mitunter treten im Unterricht auch diophantische Gleichungen 
auf, das sind Gleichungen mit mehreren auf ganzzahlige Werte be
schrankten Unbekannten. Als Beispiel hebe ich die pythagoreischen 
Zahlen hervor, von denen schon einmal gelegentlich gesprochen wurde 
(vgl. S. 34); es handelt sich da urn die ganzzahligen Losungstripel der 
Gleichung: 

8. In enger Beziehung zur Zahlentheorie steht das Problem der 
Kreisteilung, obwohl dieser Zusammenhang auf der Schule kaum jemals 
herausgearbeitet wird. SoIl man den Kreis in n gleiche Teile teilen, 
naturlich immer unter alleiniger Verwendung von Lineal und Zirkel, 
so geht das ganz leicht fiir n = 2, 3, 4, 5, 6. Fur n = 7 gelingt es aber 
nicht mehr, und daher bleibt man auf der Schule achtungsvoll vor 
dieser Aufgabe stehen; freilich spricht man es wohl nicht immer scharf 
aus, daG diese Konstruktion fiir n = 7 wirklich unmoglich ist - eine 
Tatsache, deren Grund in etwas tiefergehenden zahlentheoretischen Ober
legungen liegt. Urn MiBverstandnisse, wie sie leider sehr haufig sind, 
zu vermeiden, betone ich ausdrucklich, daB es sich hier wieder nUT urn 
ein Problem der Priizisionsmathematik handelt, das fiir praktische An
wendungen ohne jede Bedeutung ist. In der Praxis wird man auch selbst 
in solchen Fallen, in denen eine "exakte" Konstruktion moglich ist, 
diese meistens nicht benutzen; denn auf dem Boden der Approximations
mathematik kann man viel zweckmaBiger dUTCh einfaches, geschickt 
angeordnetes Probieren den Kreis in jede beliebige Anzahl gleicher 
Teile teilen, wobei man eine vorgeschriebene praktisch mogliche Ge
nauigkeit bequem erreichen kann. In dieser Weise verfahrt jeder Me
chaniker, der Instrumente mit geteilten Kreisen zu bauen hat. 

9. Noch an einer Stelle wird auf der Schule die hOhere Zahlen
theorie gestreift, namlich bei der an die Quadratur des Kreises an
schlieBenden Berechnung von 11:. Man pflegt da nach irgendeinem 
Verfahren die ersten Dezimalen von j£ zu bestimmen und erwli.hnt 
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beilaufig vielleicht den modernen Beweis lur die Transzendenz von :n, der 
das alte Problem der Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal in 
negativem Sinne erledigt. Ich werde am SehiuB der Vorlesung ausfiihrlich 
auf diesen Beweis zuriickkommen. An dieser Stelle formuliere ich 
nur die Behauptung exakt dahin, daf3 die Za,hl :n keiner algebraischen 
Gleichung genugt, deren Koettizienten ganze Zahlen sind: 

a:n" + b:n"-t + ... + k:n + l = 0; 

die Ganzzahligkeit der Koeffizienten ist besonders wesentlich, und 
gerade deshalb gehOrt das Problem auch der Zahlentheorie an. -
Natiirlich handelt es sich auch hier lediglich urn eine Aulgabe der Prii
zisionsmathematik, denn nur fiir diese hat der zahlentheoretische Charakter 
von :n Bedeutung; dem Approximationsmathematiker geniigt die Be
stimmung der ersten Dezimalen, die ibm die praktische Ausfiihrung 
der Quadratur des Kreises mit jeder iiberhaupt in Betracht kommen
den Genauigkeit gestattet. 

Damit ware die SteHung der Zahlentheorie auf der Schule ge
schildert; fragen wir weiter, wie es im Universitatsunterricht und in 
der wissenschaltlichen Forschung urn sie steht. Ich mOchte da die selb
standig arbeitenden Mathematiker hinsichtlich ihres Verhaltens zur 
Zahlentheorie in zwei Klassen teilen, die ich vieHeicht als Enthusiasten 
und Inditterente unterscheiden kann. Fiir jene gibt es keine Wissen
schaft, die so schon und wichtig ware, keine, die so klare und priizise 
Beweise una Theoreme von vollig einwandfreier Strenge enthielte, wie 
die Zahlentheorie; "wenn die Mathematik die Konigin der Wissen
schaften ist, so ist die Zahlentheorie die Konigin der Mathematik", 
sagt Gauf3 einmal. Den Indifferenten andererseits liegt die Zahlen
theorie ganz fern, sie kiimmern sich wenig urn ihre "Entwicklungen und 
gehen ihr wohl gar aus dem Wege. Die Mehrzahl der Studierenden 
diirfte in ihrem Verhalten mit dieser zweiten Richtung iibereinstimmen. 

Den Grund dieser merkwurdigen SPaltung glaube ich in folg~ndem 
finden zu konnen: Einmal ist die Zahlentheorie jedenfalls grundlegend 
tur alle tieler gehenden mathematischen Forschungen; auBerordentlich 
haufig st08t man, von ganz verschiedenen Gebieten ausgehend, zuletzt 
auf verhiiltnismiiBig einfache arithmetisehe Tatsaehen. Andererseits aber 
ist die reine Zahlentheorie eine iiuf3erst abstrakte Sache, und die Gabe, so 
Abstraktes mit GenuB auffassen zu konnen, findet man nicht sehr haufig; 
die schon daraus folg.ende Teilnahmslosigkeit diirfte der Umstand noeh 
vergroBern, daB die zahlentheoretischen Lehrbiicher sich meist be
fleiBigen, auch in der Darstellung so abstrakt zu sein, wie nur irgend 
moglieh. reh glaube, daf3 die Zahlentheorie viet zugiinglicher werden und 
viel mehr allgemeines Interesse linden wurde, wenn man sie in Verbindung 
mit anschaulichen Elementen und geeigneten Figuren vortragen wallte; 
wenn ihre Satze aueh logiseh von diesen Hilfsmitteln unabhiingig sind, 
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so diirfte doch das VersUindnis durch sie sehr erleichtert werden. Das 
habe ich in Vorlesungen aus den Jahren 1895/961) versucht, und ahn
liche Ziele vedQIgt auch das Buch von H. Minkowski iiber .. Diophantische 
Approximationen"''). Meine Vorlesung hat einen mehr elementaren 
einfiihrenden Charakter, wahrend Minko,wski sehr bald speziellere 
Probleme in weitgehender Weise behandelt. 

Was zahlentheoretische Lehrbucher anlangt, so werden Sie vielfach 
mit dem ausreichen, was Sie zwischendurch in den Lehrbiichern der 
Algebra. finden. Vnter der groBen Zahl der eigentlichen zahlentheo
retischen Biicher mochte ich besonders Bachmanns .. Grundlagen der 
neueren Zahlentheorie" 3) nennen. 

Die spezieUeren zahlentheoretischen Erorterungen, auf die ichhier 
eingehe, wiU ich an die oben aufgefiihrten einzelnen Punkte anschlieBen, 
und ich will besonders darauf sehen, die Untersuchung immer moglichst 
anschaulich zu gestalten; natiirlich kommt dabei immer nur hervor, 
was tur den Lehrer wissenswert ist, keineswegs aber in einer Form, in 
der er es unmittelbar den Schiilern weitergeben kann. Ich berufe mich 
fUr die Notwendigkeit solcher Ausfiihrungenbesonders auf Examens
erlahrungen, die mir zeigen, daB sich die zahlentheoretischen Kennt
nisse der Lehramtskandidaten vielfach nur ::tuf Schlagworter beschranken, 
ohne daB ein eingehenderes Wissen damit verbunden ist. DaB 1l .. tran
szendent" ist, kann mir jeder Kandidat sagen; was dieses Wort aber 
bedeutet, wissen sehr viele nicht, einmal erhielt ich sogar die Antwort, 
daB eine transzendente Zahl weder rational noch irrational ist. Ebenso 
finde ich recht haufig Kandidaten, die wohl wissen, daB es unendlich 
viele Primzahlen gibt, aber von dem Beweis dafiir keine Ahnung haben, 
obgleich er doch so einfach ist. 

Ich will nun unsere zahlentheoretischen trberlegungen mit diesem 
Beweise beginnen, indem ich bei Ihnen die Bekanntscnaft mit den in 
den ersten beiden Punkten unserer Aufzahlung enthaltenen ganz ein
fachen Dingen ohne weiteres voraussetze. Geschichtlich bemerke ich 
vorab, daB der Beweis uns von Euklid iibermittelt worden ist, dessen 
.. Elemente" (griechisch motxeia) ja nicht nur das System der Geometrie, 
sondern in geometrischer Sprache auch algebraische und arithmetische 
Dinge enthalten. Der uns von Euklid iiberlieferte Beweis tur die Existenz 
unendlich vieler Primzahlen verHiuft so: Ware die Folge der Primzahlen 
endlich, so moge ihre Reihe 1, 2, 3, 5, ... p sein; dann ist die Zahl 
N = (1' 2' 3' 5 ... P) + 1 sicher weder durch 2, noch durch 3,5, ... , 

1) Ausgewahlte Kapitel der Zahlentheorie (Autographierte Vorlesungen, aus
gearbeitet von A. Sommerfeld und Ph. Furtwangler). Neuer (bereits vergriffener) 
Abdruck. Leipzig 1907. 

2) Mit dem Zusatz: Eine Einfiihrung in die Zahlentheorie. Leipzig 1907. 
3) Sammlung Schubert Nr. 53. Leipzig 1907. [Zweite Auflage, heraus

gegeben von R. HauBner, 1921.] 
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noch schlieBlich durch p teilbar, denn stets bleibt bei der Division 
der Rest 1 ubrig; daher muB sie entweder selbst eine Primzahl sein, 
oder es gibt auBer 2, 3, ... p noch andere groBere Primzahlen. Beides 
widersprieht der Voraussetzung, womit auf indirektem Wege der Be
weis gefiihrt ist. 

Was den vierten Punkt, die Zerlegung in Primfaktoren, anlangt, 
so will ich Ihnen noch eine der alteren Primfaktorentafeln vorlegen: 
Chernac, Cribum arithmeticum1), ein groBes, sehr verdienstvolles Tabellen
werk, das historisch urn so mehr Beachtung verdient, als es in hohem 
MaBe zuverHissig ist. Der Name der Tafel knupft an das aus dem Alter
tum uberlieferte Sieb des Eratosthenes an; es liegt dabei die Vorstellung 
zugrunde, daB man aus der Reihe aller Zahlen nach und nach die "aus
siebt", welche durch 2, 3, 5, ... teilbar sind, so daB schlieBlich nur 
die Primzahlen ubrig bleiben. Chernac gibt nun von allen nicht durch 
2, 3 oder 5 teilbaren Zahlen die Zerlegung in Primfaktoren an, und 
zwar bis 1 020000; dabei sind alle Primzahlen durch einen horizon
talen Strich gekennzeiehnet. 1m Chernacschen Werke sind wohl uberhaupt 
zum ersten Male aIle zwischen den angefiihrten Grenzen liegenden 
Primzahlen angegeben. Man hat ubrigens im 19. Jahrhundert die Bestim
mung aller Primzahlen noch viel weiter, bis zu neun Millionen, ausgedehnt. 

Ich wende mieh nun dem funften Punkte zu, der Verwandlung 
gewohnlicher Briiche in Dezimalbruche. Die eingehende Theorie finden 
Sie bei Weber-Wellstein, ich will hier nur das Prinzip der Sache an 

1 
einem einfachen typischen Beispiel erortern: wir betrachten den Bruch p , 
wobei peine von 2 und 5 verschiedene Primzahl ist, und werden zeigen, 

dap F gleich einem unendlichen periodischen Dezimalbruch wird und 

dap die Zifferanzahl b seiner Periode der kleinste Exponent ist, fur den 
1 O~ durch p geteilt den Rest 1 lapt, oder daB - zahlentheoretisch ge
sprochen - b der kleinste Exponent ist, der der "Kongruenz" genugt: 

10~ _ 1 {mod P) . 

Der Beweis erfordert zunachst die Erkenntnis, daB diese Kongruenz 
uberhaupt stets losbar ist, und die vermittelt uns der sogenannte kleine 
F ermatsche Satz, welcher aussagt, daB fur jede zu 10 teilerfremde Prim
zahl p: 

iOP - 1 = 1 (modP) 

ist; auf den Beweis dieses fundamentalen Satzes, der zum standigen 
Werkzeug eines jeden Mathematikers gehOrt, will ieh hier nieht erst 
eingehen. Weiterhin mussen wir noch aus der Zahlentheorie den Satz 
entnehmen, daB der in Frage stehende kleinste Exponent b entweder 
p -1 selbst oder ein Teiler von p -1 ist. Dies konnen wir auf unser p 

1) Deventer 1811. 
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anwenden und finden also, daB tO~ --=--!. eine ganze Zahl N ist, so 
daB folgt: P 

lOd =~+N. 
P P 

Denken wir nun sowohl }, als auch 1;~ in einen Dezimalbruch ver

wandelt, so miissen in beiden die entsprechenden Dezimalstellen iiber-
tOd t 

einstimmen, da ihre Differenz eine ganze Zahl ist. Da aber p aus p 
emsteht, indem man das Komma urn <5 Stellen nach rechts riickt, er-

1 
gibt sich, daB die Dezimalstellen von p bei dieser Operation ungeandert 

bleiben, mit anderen Worten, dafJ der Dezimalbrueh } dureh /ortgesetzte 

Wiederholung derselben "Periode" von <5 Zi//ern entsteht. 
Urn nun zu erkennen, daB es keine kleinere Periode von ()' < ~-Ziflern 

gibt, brauchen wir nur zu zeigen, daB die Ziffernanzahl ()' ieder Periode der 
Kongruenz 10d' == 1 geniigen muB; denn wir wissen ja, daB <5 die kleinste 
Losung dieser Kongruenz war. Dieser Beweis ergibt sich durch ein
fache Umkehrung des vorigen Gedankenganges: Aus der Annahme folgt, 

d' 

daB } und 1~ in den Dezimalstellen iibereinstimmen, also ist 

1 O~' 1 . , ' 
-p- - p eme ganze Zahl N und daher 10d - 1 durch p teilbar, d. h. 

in der Tat 10d' = 1 (mod P). Damit ist der Beweis vollstandig gefUhrt. 
Ich gebe Ihnen noch einige moglichst einfache instruktive Beispiele 

dazu an, aus denen Sie ersehen mogen, daB () die verschiedensten Werte, 
kleiner und gleich p - 1, wirklich annehmen kann. Bemerken Sie 
zuerst, daB fur: -} = Q,33 ... 

die Ziffernanzahl der Periode () = 1 ist, und m der Tat ist bereits 
101 = 1 (mod 3). Ferner finden Sie fUr: 

T):- = 0,0909 ... 

() = 2, und entsprechend 101 = 10, 102 = 1 (mod 11). Der Hochst
wert () = P - 1 tritt u. a. bei: 

+ = 0,142857 142857 ... 

auf (() = 6); in der Tat sind, modulo 7 genommen, 101 ::= 3, 102 --- 2, 
103 = 6, 104 = 4, 105 = 5 und erst 106 = 1-

Ich will nun in ahnlicher Weise uber den seehsten Punkt meiner 
Aufzahlung, die Kettenbriiche, sprechen. Dabei werde ich aber nicht 
die iibliche abstrakt arithmetische Darstellung geben, die Sie ander
warts, z. B. im Weber-Wellstein, bevorzugt finden, sondern ich will 
Ihnen gerade an diesem Beispiel zeigen, ein wie klares und leicht ver-
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standliches Aussehen zahlentheoretische Dinge durch eine geometrisch
anschaulische Darstellung erhalten. Obrigens lenken wir mit dieser 
Verwendung geometrischer Hilfsmittel in der Zahlentheorie eigentlich 
nur in die alten Bahnen von Gauf3 und Dirichlet wieder ein; erst die 
neueren Mathematiker haben, etwa von 1860 an, die geometrischen 
Methoden aus der Zahlentheorie verbannt. Natiirlich kann ich hier nur 
die wichtigsten Gedankengiinge und Theoreme ohne Beweise kurz angeben, 
wobei ich auch annehme, daB Sie der elementaren Theorie der Ketten
briiche nicht ganz fremd gegeniiberstehen; eine eingehende Darstellung 
enthillt iibrigens meine autographierte zahlentheoretische Vorlesung1). 

Sie wissen, wie die Kettenbruchentwicklung einer gegebenen positiven 
Zahl w entsteht: Wir sondern die groBte positive ganze in w enthaltene 
Zahl no ab, indem wir schreiben: 

w = no + 1'0' wobei 0::;;:'0 <1, 

behandeln, falls 1'0 of 0 ist, ~ ebenso wie w: 
1'0 

1 - = n1 + 1'1' wobei 0::;;:'1 < 1, 
'0 

und gehen in derselben Weise weiter: 

wobei 

wobei 

Der Algorithmus b,icht nach endlich vielen Schritten ab, wenn w rational 
ist, da dann notwendig einmal ein verschwindender Rest 1'" auftritt; 
andernfalls ist er unbegrenzt tortsetzbar. In jedem Faile schreiben wir 
kurz als "Kettenbruchentwicklung" von w: 

w = no + 1 

n1 + 1 

n2 + 1 
n3 + . 

Als Beispiel fiihre ich die Kettenbruchentwicklung fiir n an: 
1 

n = 3,14159265 ... = 3 +--
7+1 

15 + 1 
1 + 1 ---

292+. 

[1) Vgl. auch Klein, F.; Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. II, 
S. 209-211. Berlin 1922.] 
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Bricht man den Kettenbruch nach dem 1ten, ien, 3ten, ..• Teilnenner 
ab, so erhalt man rationale Briiche, die Niiherungsbruchc von w: 

no = :: ' no + ~l = ::. no + ~l + 1 = ::. ... ; 

n2 

sie stellen auf3erordentliche gute Naherungswerte fur die Zahl w dar, und 
zwar gibt - genauer gesagt - jeder einzelne von ihnen die beste An
naherung, die man mit irgendeinem rationalen Bruch von nicht grof3erem 
N enner uberhaupt erzielen kann. Diese Eigenschaft macht die Ketten
bruchtheorie iiberall da praktisch wichtig,wo es sich darum handelt, 
Irrationalzahlen oder Briiche mit sehr groBen Nennern (etwa Dezimal
briiche mit vielen Stellen) durch Briiche mit moglichst kleinen Nennern 
so gut wie moglich zu approximieren. Wie gut die Annliherung tatsach
lich wird, sehen Sie aus folgender Umrechnung der ersten NaherungsbrUche 
von 7l in DezimalbrUche, wenn Sie sie mit der Dezimalentwicklung 

. jl = 3,14159265 ... vergleichen: 

Po Pl 22 -=3, -=-=3,14285 ... , 
qo ql 7 

P2 333 Pa 355 
q2 = 106 = 3,141509.·., qa = 113 = 3,14159292 .... 

Sie bemerken iibrigens in diesem Beispiele, daB die Nliherungsbriiche 
immer abwechselnd kleiner und groBer als 7l sind. Entsprechendes gilt be
kanntlich allgemein, so daf3 also durch die Kettenbruchentwicklung w alter
nierend von unten und oben in immer engere Grenzen eingeschlossen wird. 

Wir wollen nun diese 'Oberlegungen durch geometrische Bilder beleben. 
Wir denken uns dazu (vgI. Abb. 8) im positiven Quadranten der x-y-Ebene 
- wenn wir uns auf die Betrachtung positiver Zahlen beschranken 
wollen - alle Punkte mit ganzzahligen Koordinatenwerten markiert, die 
ein sogenanntes Punktgitter bilden. Betrachten wir dieses Gitter, ich 
m5chte fast sagen diesen "Sternhimmel" von Punkten, einmal vom Koor
dinatenanfangspunkt 0 aus. Der Leitstrahl von 0 nach dem Punkte 
(x = a, y = b) hin hat die Gleichung: 

x a 
y b' 

x 
und umgekehrt liegen auf jedem solchen Strahle - = A mit rationalem 

a Y 
A = b unendlich viele ganzzahlige Punkte (ma, mb), wobei m eine 

beliebige ganze Zahl ist. Man sieht daher von 0 aus in allen rationalen 
Richtungen und nur in dies en Punkte unseres Gitters, das Gesichts
feld ist iiberall dicht, aber doch nicht vollstandig und kontinuierlich 
mit "Sternen" erfiillt; man mag geneigt sein, diesen Anblick mit dem der 
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MilehstraBe zu vergleichen. - Auf einem irrationalen Strahle:' = w, 
y 

wobei w irrational ist, liegt also a1tfJer 0 selbst kein einziger ganzzahliger 
Punkt, was an sich schon reeht bemerkenswert ist. Offenbar maeht 
eine solche Gerade, wie wir in Erinnerung an Dedekinds Definition der 
Irrationalzahl sagen k6nnen, einen Schnitt im Gebiete aller ganzzahligen 
Punkte, indem sie das Punktgitter in einen links und einen rechts von ihr 
gelegenen Punkthaufen scheidet. Fragen wir nun, wie diese beiden Punkt-

haufen sich gegen unsern Strahl!. = w abgrenzen, so ergibt sich eine y 
auBerst einfache Beziehung zur Kettenbruchentwicklung von w. Markieren 

!I wir namlieh zu jedem der Naherungs-

• 

• 

, bruche pv den Punkt (x = p,., y = qv), 
• ~ l/ls .rrs' qv 

~. so mussen die Strahlen naeh diesen r , 
./ Punkten den Strahl ~ = wimmer 

• A~~ Y 
r/lfl.,tl~) hr besser abwechselnd von links und 

• I· reehts approximieren, in demselben 
hi 

I. I P 
• / / • MaBe wie die Zahlen -':'.. den Wert w 
/ I q, . 

. / /(/Z.],I/3) approximieren. Daruber hinaus nun • /'1 • • 
f!z2.t(z)/ / findet man folgendes Theorem, wenn 

/~ / • man die bekannten zahlentheoreti-
// / schen Eigenschaften der Pv, qv be-

I/Zo,f{o) t • • t t D k . . II In rr) nu z: en en w~r uns ~n a e ganz-
,'1"1''11 

«---...----------.:;;~:r; zahligen Punkte Stifte oder Steck
nadeln gesteckt, wie etwa bei dem 
sogenannten ehinesischen Billard, 

und umschlingen wir den Stifthaufen rechts und links des w-Strahles mit ie 
einem Faden, den wir straff anziehen, so sind die Ecken der entstehenden, die 
beiden Punkthaufen begrenzenden konvexen F adenpolygone gerade unsere 
Punkte (Pv, qv), welche die Zahler und Nenner der sukzessiven reduzierten 
N aherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von w zu Koordinaten haben, 
und zwar gehOren zu dem linken Polygon die N aherungsbriiche mit geradem, 
zu dem rechten die mit ungeradem Index. Damit hat man eine neue, und, wie 
man wohl sagen muB, auBerst anschauliche geometrische Definition der 
Kettenbruchentwicklung. Die 10 Figur 8 gegebene Abbildung ent
spricht dem Fall: 

Abb.8. 

V5-1 1 
w=--=--

2 1 + 1 

1 + 1 
1 +. 
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entworfen, d. i. flir die Irrationalitat des regularen Zehnecks; hier sind 
die ersten Ecken der beiden Polygone: 

links: Po=O, %=1; P2=1, q2=2; P4=3, Q4=5; .. . 

rechts: PI = 1, ql = 1 ; Pa = 2, qs = 3 ; Ps = 5 , qs = 8; .. . 

Fiir Jt wachsen die Werte p", q" weit rascher, so daB man in concreto 
die Abbildung kaum wird zeichnen konnen. Den Beweis unseres Theo
rems, auf dl'!n ich hier nicht eingehen kann, finden Sie ganz ausfiihr
lich in meiner auf Seite 43 genannten autographierten Vorlesung dar
gestellt. 

Ich gehe nun zur Behandlung des siebenten Punktes, der pytha
goreischen Zahlen, liber; hier werden wir die Raumanschauung in etwas 
anderer Form benutzen. Statt der Gleichung: 

(1 ) 

deren ganzzahlige Losungen gesucht werden, betrachten wir, indem wir: 

(2) 

setzen, die Gleichung; 

(3) 

b 
-=17 
c 

und haben nun die Aufgabe, aIle rationalen Zahlenpaare ~, YJ zu bestim
men, die ihr geniigen. Wir gehen demgemaB von der VorstelIung 
aller rationalen Punkte ~, YJ (d. h. alIer Punkte mit rationalen Koordi
naten ~ und YJ) aus, welche die ~-YJ -Ebene liberall dicht erfiillen. Nun 
stellt ~2 + YJ2 = 1 den Einheitskreis in dieser Ebene urn den Nullpunkt 
dar, und unsere Aufgabe kommt auf die Frage hinaus, wie sich dieser 
Kreis zwischen den iiberall dicht liegenden rationa
len Punkten hindurchwindet, insbesondere welche 
di6Ser Punkte er enthiilt. Einige solcher Punkte 
kennen wir von Haus aus, namlich die Schnitt
punkte mit den vier Halbachsen, von denen wir ~S~--I~---+-~J 
vorzugsweise den Punkt S (~ = - 1, 'YJ = 0) be
trachten wollen (vgl. Abb. 9). Die samtlichen Strah
len durch S lassen sich clurch die Gleichung: 

(4) Abb.9. 

darstellen. Wir nennen den einzelnen Strahl rational oder irrationai, 
je nachdem der Parameter 1 rational ist oder nicht. Nun gilt der Doppel
satz, daf3 jeder rationale Punkt des Kreises aus S durch einen rationalen 
Strahl projiziert wird und daf3 jeder rationale Strahl (4) den Kreis in einem 
rationalen Punkte schneidet. Die erste Halfte dieses Satzes ist wohl un
mittelbar klar. Die zweite beweisen wir durch clirekte Rechnung, inclem 

K lei n, Elementarmathematik I. 3. Auf!. 4 
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wir (4) in (3) einsetzen; wir erhalten dann fUr die Abszisse des Schnitt
punktes die Gleichung: 

oder: 

Eine Losung ~. = -1 dieser Gleichung, die dem Schnitte 5 entspre
chende, kennen wir von vornherein; fiir die andere ergibt sich durch 
eine kleine Rechnung: 

(5 a) 

upd aus (4) folgt als zugehOrige Ordinate: 

(5 b) 

Aus (5 a) unu (5 b) folgt, daB der zweite Schnitt bei rationalem A. in der 
Tat ein rationaler Punkt ist. 

Unser nunmehr vollstandig bewiesener Duppelsatz laBt sich auch 
dahin aussprechen, dafJ aile rationalen Punkte des Kreises durch die 
Formeln (5) bei beliebigem rationalen 1 dargestellt sind. Damit ist aber 
unsere Aufgabe gelost, und wir haben nur noch den Obergang zu den 
ganzen Zahlen zu machen. Dazu setzen wir: 

wobei n, m ganze Zahlen sein mogen, und erhalten aus (5): 

2mn 
YJ = m2 + n2 

als Inbegriff aller rationalen Losungen von (3). Samtliche ganzzahligen 
Losungen der urspriinglichen Gleichung (1), d. h. alle pythagoreischen 
Zahlen, sind also in der Form: 

b=2mn, 

gegeben, und zwar erhiilt man bereits aile feilerlremden Losungen, wenn 
m, n aile Paare von teilerlremden ganzen Zahlen durchlaulen\ Wir haben 
damit eine sehr anschauliche Ableitung dieses sonst so abstrakt er
scheinenden Resultates erhalten. 

1m AnschluB hieran will ich noch auf den "grofJen Fermatschen Satz" 
zu sprechen kommen. Es liegt ganz im Sinne der alten Geometer, wenn 
man die Fragestellung der pythagoreischen Zahlen aus der Ebene in 
den Raum von 3 und mehr Dimensionen in folgender Weise iibertragt: 
1st es moglich, daB die Summe der Kuben zweier ganzer Zahlen wieder 
ein Kubus, oder daB die Summe zweier Biquadrate wieder ein Biquadrat 
ist usw., oder allgemein: 1st liir beliebiges ganzzahliges n die Gleichung: 

xn + yn = zn 
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in ganzen Zahlen loshar? Diese Frage hat Fermat eben durch das 
nach ihm benannte Theorem verneinend beantwortet: Die Gleichung 
XU + yU = zn ist fur keinen ganzzahligen Wert von n auf3er fur n = 1 und 
n = 2 in ganzenZahlen lashar. Gestatten Sie zunachst einige historische 
Notizen: Fermat lebte von 1601 bis 1665 und war in Toulouse Parla
mentsrat, also Jurist. Er beschaftigte sich aber viel und in fruchtbarster 
Weise mit mathematischen Fragen, so daB man ihn mit ztl den groBten 
Mathematikern rechnen darf. Fermats Name verdient unter den Begrun
dern der analytischen Geometrie, der Infinitesimalrechnung, der Wahr
scheinlichkeitsrechnung an hervorragender Stelle genannt zu werden; be
sonders bedeutend jedoch sind seine zahlentheoretischen Leistungen. AIle 
seine Resultate auf diesem Gebiet sind als Randbemerkungen zu seinem 
H andexemplar des Diophant hinterlassen, des groBen antiken Zahlen
theoretikers, der wahrscheinlich urn 300 n. Chr., also etwa 600 Jahre 
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nach Euklid, in Alexandria lebte; sie wurden in dieser Gestalt erst 
5 Jahre nach Fermats Tode von seinem Sohne veroffentlicht. Er selbst 
hat nichts publiziert, sondern seine Arbeiten nur zum Teil durch einen 
umfangreichen Briefwechsel mit den Bedeutendsten seiner Zeitgenossen 
bekannt gemacht. In jener Diophantausgabe steht nun auch der groBe 
Satz, der uns jetzt beschaftigt, und dazu schreibt Fermat, "er habe 
einen wirklich wunderbaren Beweis gefunden, doch sei der Rand zu 
eng, urn ihn zu fassen"l). Es ist bis heute nicht gelungen, einen Be
weis dieses Satzes zu finden! 

Urn uns uber seinen Inhalt etwas naher zu orientieren, fragen wir, 
wie bei n = 2, zunachst nach den rationalen Losungen der Gleichung: 

~ + Yin = 1, 

d. h. nach der Lage der dadurch dargestellten Kurven zu der Gesamtheit 
der rationalen Punkte der ~-1]-Ebene. FUr n = 3 und n = 4 haben die 
Kurven ungefahr das in den obenstehenden Abbildungen 10, 11 skizzierte 
Aussehen; sie enthalten jedenfalls die Punkte $ = 0, 1] = 1 und ~ = 1 , 

1) Vgl. die Fermatausgabe der Pariser Akademie: Oeuvres de Fermat, T. I, 
S.291. Paris 1891 und T. III, S.241. Paris 1896. 

4* 
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'f}=0 bzw. ~=O, 'f}=±1 und ~=±1, 1}=0. Die Fermatsche 
Behauptung besagt nun, daB diese Kurven - im Gegensatz zu dem 
vorhin betrachteten Kreise - sich durch die uberall dieht liegende 
Menge der rationalen Punkte hindurchschHingeln, ohne sonst auch 'nur 
noch einen einzigen zu treffen. 

Das Interesse dieses Satzes beruht vor aHem darauf, dafJ aUe An
strengungen, einen voUstiindigen Beweis lur ihn zu linden, bisher vergeblich 
waren. Was Beweisversuche anlangt, ist vor aHem Kummer zu nennen, 
der das Problem sehr wesentlich fOrderte, indem er es mit der Theorie 
der "algebraischen" Zahlen in Verbindung brachte, insbesondere zunachst 
mit der Theorie der "Kreisteilungszahlen". Unter Benutzung der nten Ein-

2i:r 

heitswurzel E = e n kann man namlieh zn - yn in n Linearfaktoren 
spalten und erhiilt fiir die Fermatsehe Gleichung: 

xn = (z - y) (z - EY) (z - E2 y) ... (z - En-I)'), 

d. h. es soIl die nte Potenz der ganzen Zahl x in n Faktoren zerlegt 
werden, die aus zwei ganzen Zahlen y ,z und der Zahl E in der angedeuteten 
Weise aufgebaut sind. Fur solche Zahlen entwiekelte nun Kummer 
ganz ahnliche Theorien, wie sie tilr die gewohnlichen ganzen Zahlen von 
altersher bekannt sind, die also auf den Begriffen der Teilbarkeit, der 
Faktorenzerlegung usw. beruhen. Man sprieht demgemaB von 
ganzen algebraischen Zaltlen und hier spezieH von Kreisteilungszaltlen, 
wegen der Beziehung der Zahl E zur Kreisteilung. Der Fermatsche Satz 
ist also fur Kummer ein Theorem iiber die F aktorenzerlegung im Bereiclte 
der algebraisclten Kreisteilungszaltlen, und aus deren Theorie versueht 
er einen Beweis fur ihn abzuleiten. Das ist iltm nun in der Tat fiir 
eine sehr grofJe Anzahl von Werten n geglUckt, insbesondere z. B. fiir 
aIle \\'erte von n unter 100; unter den groBeren Zahlen jedoch finden 
sieh Ausnaltmewerte, tilr die ihm und aueh den neueren Mathematikern, 
die seine l'ntersuehungen fortflihrten, der Beweis bis jetzt nieht ge
lungen ist. leh muB mieh hier mit diesen Andeutungen begnligen, 
nahere Angaben liber den Stand des Problems und uber die Kummer
schen Publikationen finden Sie in der mathematisehen Enzyklopadie, 
Bd. I, 2, S. 714, am Ende des Referates von Hilbert liber die "Tlteorie 
der algebraischen Zahlkorper". Hilbert selbst gehort zu clenen, die die 
Kummersehen U ntersuehungen fortgesetzt und ausgedehnt haben 1). 

DaB freilieh Fermats "wunderbarer Beweis" in dieser Riehtung 
gelegen hat, kann kaum angenommen werden; denn es ist nicht sehr 
wahrseheinlieh, daB er mit algebraischen Zahlen operieren konnte zu 
einer Zeit, in der man noch nieht einmal sieher liber das Imaginare 
Bescheicl wuBte; auch war die Zahlentheorie damals noch reeht unent-

[1) Eine zusammenfassende Darstellung der elementaren, auf den Fermatschen 
Satz sich beziehenden Untersuchungen findet man bei P. Bachmann:. Das Fer
matproblem. Berlin 1919.] 
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wickelt und erhielt erst gerade durch Fermat weitgehende Anregungen. 
Andererseits ist nicht anzunehmen, daB ein Mathematiker vom Range 
Fermats einen Fehler in seinem Beweise begangen hat, wenngleich 
so1che Fehler auch schon bei den groBten Mathematikern vorgekom
men sind. Wir miissen alsu wohl glauben, daB ihm der Beweis durch 
einen besonders gliicklichen einfachen Gedanken gelungen ist. Da wir 
aber nicht den mindesten Anhalt fUr die Richtung haben, in der man 
diesen Gedanken suchen konnte, so ist ein vollstiindiger Beweis des 
F ermatschen Satzes wahrscheinlich nur durch systematische Weiter/iihrung 
der Arbeiten Kummers zu erwarten. 

Diese Fragen wurden besonders aktuell, als unserer Gottinger 
Gesellschaft der Wissenschaften ein Preis von 100000 Mark fur die 
Erledigung des Fermatschen Satzes zur VerfUgung gestellt wurde. Er ist 
eine Stiftung des im Jahre 1906 verstorbenen Mathematikers W olfskehl 
in Darmstadt, der sich wahrscheinlich sein Leben lang mit dem Fermat
schen Satz beschaftigt und aus seinem groBen Vermogen diese Stiftung 
hinterlassen hat fUr den Gliicklichen, der entweder den Fermatschen Satz 
allgemein beweist oder ihn durch Angabe eines einzigen Gegenbeispieles 
widerlegt1). Freilich ware auch eine so1che Widerlegung keine ganz ein
fache Sache, da der Satz fiir Exponenten unter 100 ja schon bewiesen 
ist und man also mit ungemein groBen Zahlen zu rechnen anfangen muB. 

Wie der Mathematiker, der die ganze Sachlage und die Anstren
gungen von Kummer und seinen N achfolgern bei ihren Beweisversuchen 
kennt, iiber die Schwierigkeit der Gewinnung dieses Preises denken muB, 
geht aus meinen vorigen 'Erorterungen hervor. Das grof3e Publikum 
ist freilich anderer Meinung. Seit im Spatsommer 1907 die Nachricht 
von dem Preise durch die Zeitungen ging - die iibrigens nicht zur 
Veroffentlichung autorisiert waren - ist bei uns ein ungeheurer StoB 
von "Beweisen" eingelaufen; Leute aller Berufsstande, Ingenieure, 
Volksschullehrer, Geistliche, ein Bankier, viele Damen usw. sind an 
diesen Einsendungen beteiligt. Allen gemeinsam ist nur das, daB sie 
keine Ahnung von der ernsten mathematischen Bedeutung des Problems 
haben, daB sie auch nicht den Versuch machen, sich dariiber zu unter
rich ten, sondern daB sie durch einen plotzlichen Einfall die Losung 
finden wollen, wobei natiirlich ausnahmslos etwas ganz Falsches her
auskommt. Was da an Verkehrtheiten zutage gefOrdert wird, kann man 
iIi den kritischen Besprechungen solcher Beweise sehen, die A. Fleck, 
der von Beruf praktischer Arzt ist, Ph. Maennchen und O. Perron im 
"Archiv fUr Mathematik und Physik" 2) in groBerer Anzahl bringen. 

1) Die ausfiihrlichen Bedingungen fiir die Bewerbung urn den [nun Hingst 
entwerteten] Preis sind veroffentlicht in den Nachrichten d. Ges. d. Wissenschaften 
zu Gottingen, Geschaftl. Mitt. 1908, S. 103£. und in vielen math. Zeitschriften ab
gedruckt (vgl. z. B. Math. Ann. Bd. 66, S. 143; Journ. f. Math. Bd. 134, S.313). 

2) [Bd. XIV,· XV, XVI, XVII, XVIII (1901-1911).] 
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Diese Massenabschlachtungen sind sehr amtisant zu lesen, so traurig 
es eigentlich ist, daB sie notwendig sind. Ein Beispiel mochte ich er
wahnen, das zu unserer Behandlung des Falles x2 + y2 = Z2 in Be
ziehung steht. Man untersucht, ob sich fUr die Funktion xn + y" = zn 
(n > 2) eine rationale Parameterdarstellung gewinnen laBt und 
findet das aus der Theorie der algebraischen Funktionen schon langst 
bekannte Resultat, daB dies - im Gegensatz zu dem Falle n = 2 - nicht 
moglich ist. Nun beachtet man nicht, daB eine nicht rationale Funktion 
fUr einzelne rationale Werte des Arguments gar wohl rationalzahlige 
\Verte annehmen kann, und glaubt den Fermat bewiesen zu haben. 

Ich schlieBe damit die Erorterungen tiber den Fermatschen Satz 
und komme zum achten Punkt meiner Aufzahlung, dem Froblemeder 

%-Ebel1e y Kreisteilung. leh darf wohl hierbei das Ope
rieren mit komplexen Zahlen x + i y und 
ihre Darstellung in der komplexen x-y-Ebene 
als Ihnen allen bekannt benutzen, obwohl 

1 wir systematisch erst spater darauf eingehen 
-+---~--+_x werden. Es handelt sich nun urn das 

Abb.12. 

Problem, den Kreis in n gleiche Teile zu 
teilen oder ein regulares n-E ck zu konstruieren. 
Wir identifizieren den Kreis mit dem Ein
heitskreis urn den Nullpunkt der komplexen 
x-y-Ebene und nehmen x + i y = 1 als ersten 

der n Teilpunkte (vgl. Abb. 12, in der n = 5 gewahlt ist); dann gentigen 
die den n Ecken zugehorigen komplexen Zahlen: 

2kn .. 2k:r 2b'i 
z=x+iy=cos~-+tsm~-=e n (k=O,1, ... ,n-i) 

n n 

nach dem Moivreschen Satze der Gleichung: 

zn= 1, 

und damit ist die A ulgabe dey Kreisteilung aUf die L6sung dieser ein
fachen algebraischen Gleichung zuriickgeliihrt. Da sie stets die rationale 
Wurzel z = 1 hat, ist zn - 1 durch z - 1 teilbar, und fill die iibrigen 
11 - 1 Wurzeln bleibt die sog. Kreisteilungsgleichung: 

zn-l + zn- 2 + ... + Z2 + z + 1 = 0, 

eine Gleichung (n - iren Grades, bei der alle Koeffizienten gleich + 1 
sind. 

Aus dem Altertum stammt das Interesse fill die Frage, welche 
regularen Polygone man mit Lineal und Zirkel prazisionsgemafj kon
struieren kann. Es war auch im Altertum schon bekannt, daB diese 
Aufgabe fUr die Eckenanzahlen n = 2h, 3,5 (bei beliebigem ganzzahligen h) 
und ebenso fUr die zusammengesetzten \Verte n = 2h • 3, n = 2h • 5. 
n = 2h . 3 . 5 moglich ist. Auf diesem Punkte blieb das Problem i>is 
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zum Ende des 18. Jahrhunderts stehen, wo sich der junge Gauf3 mit 
ihm beschaftigte. Er fand, daf3 noch weiterhin fur alle Primzahlen von 
der Form: 

die Kreisteilung mit Lineal und Zirkel moglich ist, aber fur keine anderen. 
Fiir die ersten Werte f1 = 0, 1, 2, 3, 4 ergibt diese Formel in der 
Tat Primzahlen, und zwar: 

3, 5, 17, 257, 65537; 

davon waren die ersten beiden Falle bereits bekannt, wahrend die andern 
wesentlich Neues lieferten. Besonders beriihint ist das reguliire Siebzehn
eck, dessen Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal von GauB zum 
erstenmal bewiesen ist. Dbrigens ist nicht bekannt, fUr welche f.l die 
obige Formel Primzahlen liefert. Man weiB aber z. B. seit Euler, daB 
sie fUr f.l = 5 eine zusammengesetzte Zahl gibt. Auf Einzelheiten will 
ich auch hier wieder nicht eingehen, sondern lieber die allgemeinen Ver
haltnisse und die Bedeutung dieser Entdeckung schildern. Genaueres iiber 
das regulare Siebzehneck finden Sie bei Weber-Wellstein. 

Ich mochte Sie hier besonders auf das im 57. Bande der mathe
matischen Annalen (1903) und in Band X, 1 (1917) von GauB' Werkenab
gedruckte Gauf3sche Tagebuch aufmerksam machen; das ist ein kleines 
unscheinbares Heft, das GauB von 1796 an, kurz vor seinem 19. Geburts
tage beginnend, gefiihrt hat. Gerade die erste Eintragung bezieht sich 
auf die Moglichkeit der Konstruktion des Siebzehriecks (30. Marz 1796) ; 
mit dieser friihzeitigen bedeutenden Entdeckung reifte in GauB erst der 
EntschluB, sich endgiiltig der Mathematik zu widmen. Die Durchsicht 
dieses Tagebuchs muB jeden Mathematiker aufs hOchste interessieren, 
da es auch weiterhin die Entstehungsgeschichte der GauBschen grund
legenden Entdeckungen im Gebiete der Zahlentheorie, der elliptisclien 
Funktionen usw. genau verfolgen laBt. 

Die Publikation jener ersten groBen Entdeckung von GauB erfolgte 
durch eine kurze Mitteilung in der "Jenaer Literaturzeitung" vom 1. Juni 
1796, veranlaJ3t von GauJ3' Lehrer und Ganner, dem Hofrat Zimmer
mann zu Braunschweig, und von diesem mit einer kurzen persorilichen 
Note begleitetl). Den Beweis hat GauJ3 erst spater in der grundlegenden 
zahlentheoretischen Schrift, den "Disquisitiones arithmeticae"2) von 
1801, veroffentlicht; dort findet sich auch zum erstenmal der in jener 
Note noch fehlende negative Teil des Satzes, dafJ fur andere Primzahlen 

als die in der Form 22 " + 1 enthaltenen, z. B. schon fiir 7, die Kreis
teilung nicht mit Zirkel und Lineal ausfuhrbar ist. Von diesem wichtigen 
Unmoglichkeitsbeweise will ich Ihnen hier einen Fall vorfiihren - urn 

1) Abgedruckt gleichfalls in Math. Ann. Bd. 57, S. 6. 1~03 [sowie in GauB' 
Werken Bd. X, I. 1917]. 

2) Abgedruckt Werke Bd. I. 
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so lieber, als im groBen Publikum so wenig Verstiindnis tiir Beweise 
dieser Art vorhanden ist. Die moderne Mathematik hat durch solche 
Unmoglichkeitsbeweise eine ganze Reihe beriihmter Probleme erledigen 
konnen, urn deren Losung sich seit dem Altertum zahlreiche Mathe
matiker vergebtich bemiiht haben; ich erinnere neben der Konstruktion 
des Siebenecks nur an die Dreiteilung des Winkels und die Quadratur 
des Kreises mit Zirkel und Lineal. Trotzdem gibt es erschreckend viel 
Leute, die sich immer wieder mit diesen Aufgaben beschaftigen, ohne 
von hoherer Mathematik eine Ahnung zu haben und ohne die Problem
stellu,ng des Unmoglichkeitsbeweises auch nur zu kennen oder zu ver
stehen; ihren Kenntnissen gemaB, die sich meist auf Elementargeometrie 
beschranken, probieren sie es in der Regel mit dem Ziehen von Hilfs
linien und Hilfskreisen und haufen diese schlieBlich so, daB kein Mensch 
sich mehr ohne ungebiihrlicheri Zeitaufwand aus dem Gewirr herausfindet 
und dem Autor den Fehler seiner Konstruktion direkt nachweisen kann. 
Ein Hinweis auf den arithmetischen Unmoglichkeitsbeweis hilft diesen 
Leuten gegeniiber meistens nichts, da sie hochstens einer direkten 
Beriicksichtigung und Widerlegung ihres Beweises zuganglich sind. 
Jedes Jahr bringt jedcm nur einigermaBen bekannten Mathematiker 
eine ganze Menge solcher Zusendungen, und auch an Sie werden einst. 
wenn Sie im Leben stehen, solche Beweise herantreten; es ist gut. 
wenn Sie von vornherein auf diese Erlebnisse vorbereitet smd und. 
wissen, woran Sie sich zu halten haben. Vielleicht kann es Ihnen dann 
von Nutzen sein, wenn Sie einen bestimmten Unmoglichkeitsbeweis in 
moglichst einfacher Form beherrschen. 

So mochte ich Ihnen denn jetzt den Beweis dafiir ausfiihrlich 
vortragen, daft das Siebeneck nicht mit Zirkel und Lineal im Sinne der 
Priizisionsgeometrie konstruiert werden kann. Es ist bekannt, daB jede 
Konstruktion mit Zirkel und Lineal ihr rechnerisches Aquivalent in 
einer Folge iibereinander gestellter Quadratwurzeln findet und daB 
man umgekehrt jeden solchen Quadratwurzelausdruck durch Schneiden 
von Geraden und Kreisen geometrisch darstellen kann; Sie werden sich 
das leicht selbst iiberlegen konnen. Wir konnen unsere Behauptung 
also analytisch so formulieren, daft die liir das Siebeneck charakteristische 
Gleichung 6ten Grades: 

Z6 + Z5 + Z4 + Z3 + Z2 + z + 1 = 0 

nicht durch eine Folge von endlick vielen Quadratwurzeln gelDst werden 
kann. Dies ist nun eine sogenannte reziproke Gleichung, d. h. sie hat 

mit z gleichzeitig auch immer ..!.. zur Wurzel; man sieht das deutlich. 
z 

wenn man sie in der Form schreibt: 

(1) 
1 1 1 

Z3 + Z2 + z + 1 + - + -;- +--;- = 0 . 
Z Z2 za 
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Eine solche Gleichung kann sofort aufeine Gleichung von der 
halben Gradzahl reduziert werden, wenn man: 

1 
z+-=x z 

als neue Unbekannte einfiihrt; eine leichte Rechnung ergibt fiir x die 
kubische Gleichung: 
(2) x3 + x2 - 2 x - 1 = 0 , 

und man sieht unmittelbar, daB die Gleichungen (1) und (2) gleichzeitig 
durch Quadratwurzeln 16sbar sind oder nicht. Ubrigens kann x 
sofort in direkte geometrische Beziehung zur Konstruktion des Sieben
ecks gebracht werden. Man erkennt namlich durch Betrachtung 
des Einheitskreises in der komplexen Ebene leicht folgendes: Be-

zeichnet man mit q; = 277l den ZentriwinkCl des regularen Siebenecks 

und beriicksichtigt, daB z = cosq; + i sinq; 

und ~ = cosq; - i sinq; die z = 1 zunachst z 
gelegenen Ecken des Siebenecks sind, so 

wird x = z + ~ = 2 cosq; (vgl. Abb. 13); z 
man kann daher nach Kenntnis von x das 
Siebeneck sofort konstruieren. 

Wir haben nun zu zeigen, dafJ die k'lJ-

%-ElJetfe 

bische Gleichung (2) nicht durch Quadrat- Abb. 13. 
wurzeln auflOsbar ist. Dieser Beweis zerfiillt 

r 

in einen arithmetischen und einen algebraischen T eil, und wir beginnen 
mit dem ersteren, indem wir zeigen, daB die kubische Gleichung (2) 
irreduzibel ist, d. h. daB ihre linke Seite nicht in Faktoren mit rational
zahligen Koeffizienten gespalten werden kann. Nehmen wir zunachst 
an, daB unsere Gleichung reduzibel ware. Dann miiBte ihre Hnke Seite 
einen linearen Faktor mit rationalen Koeffizienten, also auch einerationale 

Nullstelle :t besitzen, wobei p und q teilerfremde ganze Zahlen sind; 
q 

das hieBe aber p3 + p2 q - 2 P q2 - q3 = 0, und also ware p3 und mithin 
auch p selbst durch q teilbar. Ebenso folgt aber, daB q3 und so mit 
auch q durch p teilbar sein miiBte. Daher wiirde sich p = ± q er
geben und die Gleichung (2) miiBte die Wurzel x = ± 1 besitzen. Durch 
unmittelbares Ausrechnen stellt man jedoch fest, daB dies nicht_.er 
Fall ist. 

Der zweite Teil des Beweises wird jetzt darinbestehen, zu zeigen, 
dafJ eine irreduzible kubische Gleichung mit rationalen Koeflizienten nicht 
durch Quadratwurzeln lOsbar isi; er ist wesentlich algebraischer N atur, 
doch wollen wir ihn des Zusammenhanges wegen gleich hier mit erledigen. 
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Wir wollen die Behauptung positiv so wenden: 1st eine kubische Glei
chung mit rationalen Koettizienten A, B, C: 

(8) I (x) = x3 + A x2 + B x + C = 0 

durch Quadratwurzeln losbar, so hat sie sicher eine rationale Wurzel, 
d. h. sie ist reduzibel; denn die Existenz einer rationalen Wurzel a ist 
gleichbedeutend mit der Existenz eines rationalen Faktors x - a von 
I (x) und also mit der Reduzibilitat. 

Diesem Beweise mull (das ist der wichtigste Punkt) eine Klassiti
kation aller durch Quadratwurzeln gebildeten Ausdriicke vorangehen, 
genauer gesagt, al!er Ausdriicke, die aus endlich vielen Quadratwttrzeln 
und rationalen Zahlen dureh rationale Operationen aulgebaut sind; ein 
konkretes Beispiel ist: 

wobei a, b, ... , I rationale Zahlen sind. Natiirlich red en wir immer 
nur von so1chen Wurzeln, die sich nicht rational ausziehen lassen; alle 
anderen denken wir ein fUr allemal fortgeschafft. 

Jeder so1che Ausdruck ist eine rationale Funktion einer gewissen 
Anzahl von Quadratwurzeln, ~n unserm BeispIel von dreien, und wir 
wollen zunachst eine einzige solche Quadratwurzel betrachten, deren 
Radikand iibrigens noch einen beliebig komplizierten Aufbau haben 
kann. Unter ihrer "Ordnung" verstehen wir die griJjJte in ihr aultretende 
Anzahl iibereinander gestellter Wurzelzeichen; so haben z. B. die im 
Zahler des vorstehenden a auftretenden \Vurzeln die Ordnung 2 bzw. 1, 
die im N enner befindlichen die Ordnung 3. 

Bei einem allgemeinen Quadratwurzelausdruck fassen wir nun die 
O'Ydnungszahlen der verschiedenen "einfachen Quadratwurzelausdriicke" 
der eben betrachteten Art auf, aus denen er sich rational aufbaut, und 
bezeichnen die griJjJte unter ihnen als Ordnung p, des vorgelegten Aus
druckes; in unserm Beispiele ist also p, = 3. Nun k6nnen aber mehrere 
"einfache Quadratwurzelausdriicke" der Ordnung p, in unserm Aus
druck auftreten, und ihre Anzahl n, die "Gliederzahl", lassen wir als 
zweite charakteristische Anzahl auf; sie ist so bestin1mt gedacht, dajJ 
sich keiner der n einlachen Ausdriicke flter Ordnung mehr durch die 
andern mit Hille von Ausdriicken niederer Ordnung rational darstellen 
lajJt. Beispielsweise hat also der Ausdruck erster Ordnung: 

V2+f3+y6" 
nicht 3 als Gliederzahl, sondern nur 2, da y6" = f2 . n ist. Der oben 
angefiihrte Ausdruck a, der von der dritten Ordnung ist, hat die 
Gliederzahl 1. 

Wir haben damit jedem Quadratwurzelausdruck zwei endliche 
Zahlen p" n zugeordnet, die wir in dem Symbol (p" n) als "Charakte-
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ristik" oder "Rang" des W urzelausdruckes zusammenfassen. Von zwei 
W urzelausdrucken verschiedener Ordnung schreiben wir dem niederer 
Ordnung auch den niederen Rang zu, von zweien gleicher Ordnung aber 
dem geringerer Gliederzahl. Die Ausdriicke niedersten Ranges sind dem
gemaB die der OrdnungNull, also die rationalen Zahlen. 

Nun sei eine Wurzel Xl der kubischen Gleichung (8) durch Quadrat
wurzeln darstellbar, und zwar durch einen Ausdruck vom Range (p, n); 
indem wir eines der n 'Glieder Itter Ordnung {i? bevorzugen, schreiben 
wir ihn: . 

tX+fJ{R 
X - ---'----'--== 
1- r+bVR' 

wo tX, fJ, r, b hOchstens noch n - 1 Glieder pter Ordnung enthalten 
und R die Ordnung p - 1 besitzt. Hier ist r - b YI? jedenfalls von 
Null verschieden; denn aus i' - b y"R = 0 folgt entweder b = r = 0, 
was offenbar unmoglich ist, oder YI? = r : b, d. h. yI? ware durch 
die andern (n - 1) Glieder pter Ordnung, die in Xl auftreten, rational 
darstellbar und daher iiberfliissig. Wir konnen also mit r - b YI? er
wei tern und find en : 

= (tX + fJ V"R) (r - b V"R) = P + Q liR-
Xl 2 ~2 R r ' r - u • 

wo P, Q rationale Funktionen von tX, fJ, r, b, R sind, also hochstens 
(n - 1) Glieder pter und sonst nur solche von hochstens eu - 1)ter Ord
nung enthalten, d. h. hochstens den Rang (p, n -1) besitzen. Set zen 
wir diesen Wert von Xl in (8) ein, so ergibt sich: 

I (Xl) = (p+ QV"R)3 +A (p + QVRl + B (P+Q{R) + C = 0, 

und wenn wir die Potenzen ausfiihren, -folgt eine Relation von der 
Gestalt : 

wo M, N Polynome in P, Q, R, also rationale Funktionen von tX, fJ, 
- M -

/" b, R sind. Ware N =F 0, so folgte yR = - N' d. h. yR lieBe 

sich rational durch tX, fJ, r, b und R darstellen, also durch die anderen 
(n - 1) Glieder pter und weitere niederer Ordnung; das ist aber, wie 
oben schon bemerkt, nach Voraussetzung unmoglich. Also folgt notwendig: 

N = ° und daher auch: M=O. 

Daraus schlie13en wir aber weiter, da(3 auch: 

x2 =P-QfR 
cine Wurzel der kubischen Gleichung (8) ist; denn der Vergleich mit 
den letzten Gleichungen gibt sogleich: 

j(x2) = M - N V"R = 0 . 
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Nun geht der Beweis sehr einfach und tiberraschend zu Ende. 
1st Xa die dritte Wurzel unserer kubischen Gleichung, so ist bekanntlich: 

Xl + x2 + X3 = - A , 

:1lso ist: xa = - A - (Xl + x2) '7= - A - 2 P 

von demselben Range wie P und daker sicker von niedrigerem Range als Xl' 

1st nun xa bereits rational, so ist unser Theorem bewiesen. Wenn 
das aber nicht der Fall ist, so konnen wir es zum Ausgangspunkt der
selben SchluBreihe machen, und es ergibt sich, daB bei den andern 
Wurzeln der hohere Rang nur Schein gewesen sein muB, daft insbesondere 
eine von ihnen in Wahrheit einen noch niederen Rang kat als Xa' So gehen 
wir nun weiter unter den 3 Wurzeln immer hin und her und erkennen 
dabei jedesmal, daB ihr Rang tatsachlich eine Stufe geringer ist, als 
wir vorher geglaubt haben. Wir mtissen daher notwendig schlieBlich 
auf eine Wurzel mit der Ordnung /1- = 0 kommen, d. h. wir erkennen 
tatsachlick die Existenz einer rationalen Wurzel der kubiscken Gleichung. 
Dann konnen wir unsere SchluBweise in der Tat nicht fortsetzen; die 
beiden andern Wurzeln mtissen tibrigens entweder gleichfalls rational 
sein oder die Gestalt P ± Q yR haben, wo P, Q, R rationale Zahlen 
sind. Damitist aber auch erwiesen, daft j (x) in einen quadratischen 
und einen linearen rationalen F aktor zerjiillt und daher reduzibel ist. 
J ede irreduzible kubische Gleichung und insbesondere unsere Gleickung 
des reguliiren Siebenecks ist also durck Quadratwurzeln nicht [os bar, und 
damit ist der Beweis vollendet, daft sich das reguliire Siebeneck nicht 
mit Zirkel und Lineal konstruieren laft/. 

Sie sehen, wie einfach und durchsichtig dieser Beweis verlauft, und 
wie wenig Kenntnisse er eigentlich voraussetzt; immerhin verlangen 
einige Dberlegungen, besonders die Erorterungen tiber Klassifikation 
der WurzelgroBen, doch ein gewisses MaB mathematischer Abstraktion. 
Ob der Beweis also einfach genug ist, urn einen der frtiher charakteri
sierten mathematischen Laien von der Vergeblichkeit seiner Versuche 
einer elementargeometrischen Losung zu tiberzeugen, das wage ich 
nicht zu entscheiden; immerhin sollte man doch versuchen, einem 
solchen Manne diesen Beweisgang langsam und klar auseinander zu 
setzen. 

Zum SchluB will ich noch einige Literatur iiber die Fragen der 
reguliiren Polygone sowie tiberhaupt tiber die bei dieser Gelegenheit be
rtihrten allgemeinen Fragen der geometrischen Konstruierbarkeit nennen. 
Zunachst kommt da wiederum Weber-Wellstein I (Abschnitt 17 und 18 
in der 4. Auflage), dann aber die kleine Festschrift" Vortrage iiber aus
gewiiltlte Fragen der Elementargeometrie"l) in Betracht, die ich 1895 ge
legentlich einer Oberlehrerversammlung in Gottingen herausgegeben habe. 

1) Ausgearbeitet von F. Tdgert. Leipzig 1895. 
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Als einen sehrviel ausfiihrlicheren und umfangreicheren Ersatz dieser 
im Buchhandel vergriffenen Schrift kann ich den 1907 erschienenen 
Teil der deutschen Obersetzung des von F. Enriques in Bologna heraus~ 
gegebenen Sammelwerkes "Fragen der Elementargeornetrie"l) nennen, 
in dem Sie sich genau tiber alle einschlagigen Fragen orientieren mogen. 

Ich verlasse damit die zahlentheoretischen Erorterungen, indem 
ich den letzten Punkt, die Transzendenz von n, fiir den SchluB der 
Vorlesung aufspare, urn nunmehr im nachsten Kapitel tiber die letzten 
fiir uns in Betracht kommenden Erweiterungen des Zahlbegriffes syste
matisch zu sprechen. 

IV. Die komplexen Zahlen. 
1. Die gewohnlichen komplexen Zahlen. 

Lassen Sie mich einige wenige geschichtliche Daten vorausschicken. 
Zum ersten Male sollen die imaginaren Zahlen 1545 bei Cardano, aller
dings mehr beilaufig, bei der Auflosung der kubischen Gleichung auf
getreten sein. Ftir die weitere Entwicklung konnen wir wieder die 
gleiche Bemerkung machen wie bei den negativen Zahlen, dafJ sich 
niimlich die imaginiiren· Zahlen ohne und selbst gegen den Willen des 
einzelnen M athematikers beim Rechnen immer wieder von selbst ein
stellten und erst ganz allmiihlich in dem MafJe, in dem sie sich,als niitz
lich erwiesen, weitere Verbreitung landen. Freilich war den Mathe
matikem dabei recht wenig wohl zumute, die imaginaren Zahlen be~ 
hielten lange einen etwas mystischen Anstrich, so wie sie ihn heute 
noch fUr jeden SchUler haben, der zum ersten Male von jenem merk
wtirdigen i = 0 hort. Ich erwahne als Beleg gem eine sehr bezeich~ 
nende AuBerung von Lei'bniz aus dem Jahre 1702, die etwa so lautet: 
"Die imaginaren Zahlen sind eine feine und wunderbare Zuflucht des 
gottlichen Geistes, beinahe ein Amphibium zwischen Sein und Nicht
sein." 1m 18. Jahrhundert wird zwar das Begriffliche darin noch keines
wegs aufgeklart, dafUr wird aber vor aHem durch Euler ihre grund
legende Bedeutung liir die Funktionentheorie erkannt; er stellt 1748 jene 
wunderbare Relation auf: 

eix = cosx + i sinx, 

durch welche die innerliche Verwandtschaft der in der elementaren Ana
lysis auftretenden Funktionsarten erkannt wird. Das 19. Jahrhundert 
endlich hat die klare Erlassung des Wesens der komplexen Zahlen ge
bracht. Da ist zunachst die geometrische Interpretation hervorzuheben, 
auf die mehrere Forscher urn die Jahrhundertwende etwa gleichzeitig 
gefiihrt wurden. Es gentigt wohl, wenn ich unter ihnen denjenigen 

1) Teil II: "Die geometrischen Aufgaben, ihre Losung und Losbarkeit." 
Deutsch von H. Fleischer. Leipzig 1907. [2. Aufl. 1923.] 
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hervorhebe, der gewiB am tiefsten in das Wesen der Sache eingedrungen 
ist und der auch die nachhaltigste Wirkung auf oas Publikum aus
geiibt hat, namlich unsern GauJ3; er hat sich, wie das schon erwahnte 
Tagebuch unwiderleglich beweist, schon 1797 im vollen Besitz jener 
Interpretation befunden, freilich sie erst sehr viel spater der 
Offentlichkeit iibergeben. Die zweite Errungenschaft des 19. Jahr
hunderts ist die Schaffung einer rein /ormalen Begrundung der kom~ 
plexen ZahIen, die sie auf reelIe Zahlen zuriickfiihrt; sie geht auf Ar
beiten englischer Mathematiker in den dreiBiger Jahren zuriick, auf 
die ich hier nicht genauer eingehen kann; Naheres dariiber finden Sie 
in dem schon (S. 28) zitierten Buche von Hankel. 

Dber diese beiden keute nock herrschenden Begrundungsarten will 
ich nun einiges ausfiihren. Stellen wir uns zunachst auf den rein /or
malen Standpunkt, nach dem nicht die Bedeutung der Dinge, sondern 
die innere Widerspruchslosigkeit der Operationsregeln die Richtigkeit 
der Begriffsbildungen gewahrleistet. Die Einfiihrung der komplexen 
Zahlen gestaltet sich dann foIgendermaBen, wobei jede Spur des Ge
heimnisvollen schwindet: 

1. Die komplexe Zahl x + i Y ist die Zusammenstellung zweier 
reeUer Zahlen x, y, also ein "Zahlenpaar", iiber das die weiterhin auf
zufiihrenden Festsetzungen getroffen werden. 

2. Zwei komplexe Zahlen x + i y, x' + i y' heiBen gleich, wenn 
x = x', y = y' ist. 

3. Addition und Subtraktion wird definiert durch: 

(x + i y) ± (x' + i y) = (x ± x') + i (y ± y') . 

Dann gelten aUe Regeln der Addition, wie man leicht bestatigt; nur 
das Monotoniegesetz kann in der urspriinglichen Auffassung nicht mehr 
festgehalten werden, da die komplexen Zahlen von Haus aus nicht 
dieselbe einfache Anordnung besitzen, in der die natiirlichen oder die 
reellen Zahlen ihrer GroBe nach erscheinen; auf die modifizierte Fas
sung, die man dem Monotoniegesetz demgemaB geben muB, gehe ich 
der Kiirze halber nicht ein. 

4. Fiir die Multiplikation setzen wir fest, daB man wie mit gewohn
lichen Buchstaben rechnet, nur daB stets i2 = -1 gesetzt wird; ins
besondere wird also: 

(x + iy)(x' + iy') = (xx' - yy') + i (xy' + x'y). 

Dann gelten gleichfalls, wie leicht zu sehen, aUe Gesetze der Multi
plikation mit A usnahme des nicht in Betracht kommenden M onotoniegesetzes. 

5. Die· Division ist als inverse Operation der M ultiplikation definiert ; 
insbesondere wird, wie die Probe ergibt: 

1 x . Y 
---=---t--
X + i Y x2 + y2 x2 + y2 . 
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Diese Zahl existiert stets auiler fiir x = y = 0, d. h. es bleibt die schon 
im Gebiete der reellen Zahlen bestehende Ausnahmestellung der Division 
durch Null bestehen. 

Nach alledem folgt, dafJ das Rechnen mit komplexen Zahlen un
moglich zu W iderspriichen fiihren kann, da es ja hier vollig auf die reellen 
Zahlen und die bekannten OPerationen mit ihnen zuriickgefiihrt ist -
und die wollen wir an der gegenwartigen Stelle als widerspruchslos 
anerkennen. 

GewiB wird man auch neben dieser rein formalen Betrachtung 
noch eine geometrische odar sonst anschauliche Deutung der komplexen 
Zahlen und der Operationen mit ihnen wiinschen, in der man eine an
schauliche Begriindung ihrer Widerspruchslosigkeit sehen kann. Das 
leistet jene GauBsche Interpretation, die - wie Ihnen wohl allen ge
laufig ist, und wie wir auch schon erwahnten - den Inbegritl der 
Punkte (x, y) der Ebene eines x-y-Koordinaten
systems als Deutung derGesamtheit der komplexen 
Zahlen z = x + i y auffaBt. Die Summe zweier 
Zahlen z, a folgt dann durch die bekannte 
Parallelogrammkonstruktion aus den entspre
chenden beiden Punkten und dem Nullpunkt 0, 
wahrend sich das Produkt z . a unter Hinzu
nahmedesEinheitspunktes 1 (x = 1, y =0) durch 
Anlegen eines zu a 0 1 ahnlichen Dreiecks an 
die Strecke 0 z ergibt (vgl. Abb. 14). Kurz ge
sagt, wird die Addition z' = z + a durch eine 
Parallelverschiebung der Ebene in sich, die M ulti
plikation z' = z· a durch eine Ahnlichkeitstrans

1:.-Ebene 

Abb.14. 

formation, d. h. Drehung und Streckung bei festem NuUpunkte dargestellt. 
Aus der Anordnung der den Zahlen entsprechenden Punkte in der Ebene 
ergibt sich iibrigens sofort auch, was hier an Stelle der Monotonieregeln 
der reellen Zahlen zu treten hat. Diese Andeutungen geniigen wohl, 
urn Ihnen die Sachlage vollstandig ins Gedachtnis zuriickzurufen. 

Ich will hier nicht unterlassen, Sie auf die Stelle bei GaufJ hinzu
weisen, an der diese Begriindung der komplexen Zahlen durch ihre 
geometrische Deutung mit vollem Nachdruck ausgesprochen wird, und 
durch welche die komplexen Zahlen zuerst zu allgemeiner Geltung 
gelangten. In einer Arbeit yom Jahre 1831 beschaftigt sich GauB mit 
der Theorie besonders der ganzen komplexen Zahlen a + i b, wobei a, b 
ganze reelle Zahlen sind, und iibertragt auf sie die Satze der gewohn
lichen Zahlentheorie iiber Primfaktoren, quadratische und biquadratische 
Reste usw. SoIche Verallgemeinerungen der Zahlentheorie haben wir 
friiher sch'Jn gelegentlich im AnschluB an den groBen Fermatschen 
Satz erwahnt. In der Selbstanzeige1 ) dieser Abhandlung auBert er sich 

1) Siehe Werke Bd. II. 
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nun tiber das, was er die "wahre M etaphysik der imaginiirenZahlen" nennt. 
Er begriindet die Berechtigung des Operierens mit komplexen Zahlen 
durchaus damit, daB man ihnen und den Operationen mit ihnen jene 
anschauliche geometrische Deutung geben kann; er stellt sich also 
keineswegs auf den formalen Standpunkt. 1m iibrigen sind diese Hingeren, 
sehr schon geschriebenen Auseinandersetzungen von GauB auBerst 
lesenswert. Ich erwahne hier nur noch, daB GauB statt des Wortes 
"imaginiir" das klarere "komplex" in Vorschlag bringt, das sich ja in 
der Tat auch eingebiirgert hat. 

2. Hohere komplexe Zahlen, insbesondere Quaternionen. 

Rann man nun - diese Frage liegt jedem, der sich griindlich mit 
komplexen Zahlen beschaftigt hat, nahe - nicht auch andere, hohere 
komplexe Zahlen mit mehreren neuen Einheiten als dem einen i bilden 
und mit ihnen verniinftig rechnen? In dieser Richtung haben zuerst 
urn das Jahr 1840 unabhangig voneinander H. Graf3mann in Stettin 
und W. R. Hamilton in Dublin positive Resultate gewonnen; besonders 
mit der Erfindung Hamiltons, der Quaternionenrechnung, wollen wir 
uns im folgenden etwas eingehender beschaftigen. Zunachst noch kurz 
die allgemeine Problemstellung! 

Die gewohnlichen komplexen Zahlen x + i Y konnen wir auffassen 
als aus den zwei verschiedenen "Einheiten" 1 und i mittels der reellen 
Parameter x, y in der Form: 

x·1 +y.i 

gebildete lineare Kombinationen. Ebenso betrachten wir jetzt beliebig 
viele, etwa n, voneinander verschiedene Einheiten el , e2 , ••• , en und 
bezeichnen als das aus ihnen gebildete "hohere komplexe Zahlensystem" 
die Gesamtheit der mit n beliebigen reellen Zahlen Xl' X 2 , ••• , Xn gebildeten 
K ombinationen: X = Xl el + X2 e2 + ... + Xn en . 

Es versteht sich ziemlich von selbst, daB man zwei 
Zahlen, etwa X und: 

y = Yl el + Y2 e2 + ... + Yn en 

solche komplexe 

dann und nur dann g 1 e i c h nennen wird, wenn die Koeffizienten der 
einzt'lnen Einheiten, die sog. "Komponenten" der Zahl, paarweise uberein~ 
stimmen: ... , XII = Yn' 

Ebenso naheliegend ist die· Definition der Addition und Subtraktion, 
die diese Operationen einfach auf das Addieren und Subtrahieren der 
Komponenten zuriickfiihrt: 

X ± Y = (Xl ± Yl) el + (X2 ± Y2)e2 + ... + (Xn ± Yn) en' 

Schwieriger und interessanter wird die Sache erst bei der Multi
plikation. Wir werden zunachst nach den allgemeinen Regeln des Buch-
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stabenrechnens verfahren. indem wir jeden i ten Term von x mit jedem 
kten von y multiplizieren (i, k, = 1, 2, ...• n). Dadurch erhalten wir: 

x • y = J; Xi Yk ei ek • 
(i, k=1 ••••• n) 

Damit dieser Ausdruck wiederum eine Zahl unseres Systems ist, muB 
eine Regel bekannt sein, die die Produkte ei . ek wiederum als komplexe 
Zahlen des Systems, d. h. als lineare Kombination der Einheiten dar
stellt; man muB also n2 Gleichungen der Form: 

(i,k=1, ... ,n) 

besitzen. Dann geh6rt: 

x . Y = 1: { 1: Xi Yk cm} el 
(/=1 •...• n) (i.k=l ••••• nJ 

stets wiederum unserem komplexen Zahlensystem an. In der F estlegung 
dieser Multiplikationsregel, d. h. des Schemas der Koeffizienten cw, liegt 
das Charakteristische eines ieden besonderen komplexen Zahlensystems. 

Definiert man nun weiter die Division als inverse Operation der 
Multiplikation. so zeigt es sich, daB bei diesem allgemeinen Ansatze die 
Division nicht immer eindeutig ausfuhrbar zu seiri. braucht, auch wenn 
der Divisor nicht verschwindet; denn die Bestimmung von Y aus 
x . Y = z geschieht durch Auflosung der n linearen Gleichungen 
~ XiYkcikz = Zz nach den n Unbekannten Yl' ••• ' Yn und diese haben, 
i, k 

falls ihre Determinante verschwindet. entweder gar keine oder unend-
lich viele Losungen. 1m gleichen Falle konnen auch aIle Zz = 0 sein, 
ohne daB aIle Xi oder alle Yk verschwinden mussen, d. h. das Produkt 
zweier Zahlen kann verschwinden. ohne dafJ ein Faktor Null ist. Nur 
durch geschickte spezielle Wahl der GroBen Cikl kann man hier Dber
einstimmung mit dem Verhalten der gewohnlichen Zahlen erzielen. 
Freilich ergibt die nahere Untersucbung. dafJ man. falls n> 2 ist. dafur 
die Abweichung von einer der anderen Rechenregeln notwendig in Kauf 
nehmen muf3; als derartige nicht erfullte Rechenregel wird man eine 
solche auswahlen. die in dem in Betracht kommenden Zusammenhange 
weniger wichtig erscheint. 

AIle diese allgemeinen Erorterungen verfolgen wir nun naher am 
Beispiele der Quaternionen. die wegen ihrer Anwendungen in der Physik 
und Mathematik wohl das wichtigste hOhere komplexe Zahlensystem dar
stellen. Wie der Name zeigt. sind es viergliedrige Zahlen (n = 4); als 
Abart schlieBen sie die dreigliedrigen Vektoren ein, die heute wohl all
gemein bekannt sind und von den en man auch gelegentlich auf der 
Schule spricht. 

Als erste der 4 Einheiten, aus denen wir die Quaternionen zu
sammensetzen. verwenden wir (\Vie bei den gew6hnlichen komplexen 
Zahlen) die reelle Einheit 1. Die drei ande:en Einheiten pflegt man 

K 1 e in, Elementarmathematik I. 3. Auf!. 5 
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nach Hamilton mit i, i, k zu bezeichnen, so daB die allgemeine Form 
der Quaternion ist: 

wo a, b, c, d reeUe Parameter, die Koettizienten der Quaternion, sind. 
Man nennt die erste, mit 1 multiplizierte Komponente d, die dem 
reellen Tei! der gemeinen komplexen Zahl entspricht, den "skalaren 
Bestandteil" der Quaternion, den Inbegriff a i + b i + c k der drei 
anderen Glieder ihren vektorieUen Bestandteil. 

Die Addition der Quaternionen folgt aus den obigen allgemeinen 
Erorterungen. Wir woUen Iloch eine naheliegende geometrische Deutung 
angeben, welche auf die Ihnen bekannte Deutung der Vektoren zu
ruckgeht. Wir stellen uns namIich die dem vektoriellen Bestandteil von p 
entsprechende Strecke mit den Projektionen a, h, c auf die Koordinaten
achsen vor und denken sie noch mit einem dem skalaren Bestandteil d 
gleichen Gewichte behaftet. Dann volIzieht sich die Addition von p und 

, I , , 
-' , 

//' I 
/ I 

/ I 
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/' I 
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p' = a' + i a' + i b' + k c' in der Weise, daB man der 
nach dem bekannten Parallelogrammgesetz (vgl. Abb.15) 
der Vektoraddition gebildeten Resultante der beiden 
Strecken die Summe der Gewichte zuordnet, denn das ist 
dann in der Tat der Reprasentant der Quaternion: 

(1) p + p' = (d + d') + i (a + a') + i (b + b') + k (c + c'). 
Zu spezifischen Eigenschaften der Quaternionen 

kommen wir erst, wenn wirunsder Multiplikationzuwen-
Abb. 1 S. den. Diese Eigenschaften mussen, wie wir allgemein sahen, 

in den F estsetzungen iiber die Produkte deT E inheiten ent
halten sein. Ich gebe Ihnen also zunachst an, welchen Quater
nionen Hamilton die 16 Produkte von je 2 Einheiten gleich setzt. Das 
erste ist, daB wir, wie ja schon die Bezeichnung andeutet, mit der 
ersten Einheit 1 wie mit der reellen Zahl 1 rechnen wollen, also: 

(2a) 12=1. i·1=1·i=i. i·1=1·i=i. k·1=1·k=k. 

Als wesentlich neu abersetzen wir fUr die Quadrate der anderen drei 
Einheiten fest: 
(2b) i2 = i2 = k2 = - 1. 

und fUr ihre binaren Produkte: 

(2C) i·k=+i, k.i=+i, i'j=+k, 

wlihrend bei umgekehrter Stellung der Faktoren gelten solI: 

(2d) k'i=-i, i.k=-j, j.i=-k. 

Hierbei fallt sofort ins Auge, daB das kommutative Gesetz der Multi
plikation nicht mehr ertiillt ist, und diese Unannehmlichkeit ist es, die 
man eben bei den Quaternionen hinnehmen muB, urn die Eindeutigkeit· 
der Division bzw. den Satz, daB ein Produkt nur verschwinden kann, 
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wenn ein Faktor verschwindet, zu retten. DafJ dieser Satz und oben
drein aile anderen Gesetze der Addition und Multiplikation mit iener einen 
A usnahme in der Tat erhalten bleiben, dafJ also fene einfachen F est
setzungen iiufJerst zweckmiifJig sind, werden wir sogleich zeigen. 

Zunachst wollen wir das Produkt zweier allgemeiner Quaternionen 

p = d + i a + j b + k c und q :!: W + i x + j y + k z 

bilden. Wir gehen also aus von der Gleichung: 
q' = p . q = (d + i a + j b + k c) • (w + i x + j y + k z); 

in ihr multiplizieren wir Glied ffir Glied aus, indem wIr bei den Ein
heiten i. j, k auf die Reihenfolge achtenund fUr die Produkte aus den 
Komponenten a, b, c, d und solche aus Komponenten und einer Einheit 
aber das kommutative Gesetz zulassen. ersetzen die Produkte der Ein
heiten gemaB unserer Multiplikationstabelle und ziehen sodann die 
Glieder mit gleichen Einheiten wieder zusammen. So ergibt sich: 

q' = pq = w' + ix' + jy' + kz' = (dw - ax - by - cz) I 
+i(aw+dx+bz-cy) 

0) +j(bw+dy+cx-~) 
----

+k(cw+dz+ay-bx) 

Die Komponenten der Produktquaternion sind also bestimmte einfaehe 
bilineare Kombinationen der Komponenten der beiden Faktoren. Ver
tauseht man die Reihenfolge der Faktoren, so weehseln die sechs durch 
Unterstreiehen hervorgehobenen Glieder ihr Vorzeiehen, so daB q' p 
im allgemeinen von p . q wesentlich verschieden ist, und zwar nieht etwa 
bloB im Vorzeiehen. wie das ffir die Produkte der einzelnen Einheiten gilt. 

Wahrend also die Kommutativitat der Multiplikation nicht erfUllt 
ist, gelten das distributive und assoziative Gesetz unveriindert. Denn 
bilden wir uns zunaehst einmal p (q + qI)' andererseits p q + p qI durch 
formales Ausmultiplizieren, ohne noeh die Produkte der Einheiten zu 
ersetzen, so mussen wir notwendig Dbereinstimmendes erhalten und 
daran kann sich niehts and ern, wenn wir auf beiden Seiten naehtraglieh 
die Multiplikationstabelle benutzen. Das assoziative Gesetz ferner mull, 
wie man leicht einsieht, allgemein gelten, wenn es nur ffir die Multi
plikation der Einheiten in Kraft ist. Das wiederutn entnimmt man un
mittelbar der Multiplikationstabelle, wie ich nur an dem Beispiel: 

(i j) k = i(f k) 

zeigen will; in der Tat hat man: 

(i j) k = k· k =-1 

und: i (f k) = i . i = -1 . 

Nun gehen wir zur Division uber. Es wird da geniigen, zu zeigen, 
dafJ es zu ieder Quaternion p = d + i a + j b + k c eine vollig bestimmte 
zweite q gibt, so dafJ: p. q = 1 

5* 
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ist; den Ausdruck q werden wir zweckmaBig mit ; bezeichnen. Die 

allgemeine Division laBt sich leicht auf diesen speziellen Fall zuriick
fiihren, wie wir spater zeigen werden. Urn q zu bestimmen, setzen wir 
inder Gleichung (3) die GroBe: 

q'= 1 = 1 + o· i + o· i + o· k 

ein und erhalten dann durch Gleichsetzen der Komponenten die folgenden 
vier Gleichungen fiir die vier unbekannten Komponenten x , y, z, w von q: 

dw-ax-by-cz=1 

aw+dx-cy+bz=O 

bw+cx+dy-az=O 

cw-bx+ay+dz=O. 

Die Losbarkeit eines soIchen Gleichungssystems hangt bekanntlich von 
seiner Determinante ab, und hier liegt speziell eine schiefsymme
trische Determinante vor, bei der symmetrisch zu der von links oben 
nach rechts unten gehenden Hauptdiagonale liegende Elemente ent
gegengesetzt gleich sind, wwend die Elemente der Hauptdiagonale 
samtlich iibereinstimmen. Die Determinantentheorie lehrt soIche Deter
minanten besonders einfach zu berechnen; es ergibt sich namlich: 

d -a -b -c 

a d -c b 

b c d 
= (a2 + b2 + c2 + d2 )2 ; 

-a 

c -b a d 

von der Richtigkeit der Formel kann man sich auch durch direktes 
Ausrechnen iiberzeugen. Auf diesem Umstande, daB die Determinante 
gerade gleich einer Potenz der Quadratsumme der vier Komponenten 
von p wird, beruht die eigentliche Feinheit der Hamiltonschen Fest
setzungen; denn nun folgt, daB die Determinante immer von Null ver
schieden ist, aufJer wenn gleichzeitig a = b == c = d = 0 ist. Mit dieser 
einzigen selbstverstandlichen Ausnahme (P = 0) sind die Gleichungen 
eindeutig aullOsbar, und die reziproke Quaternion q ist eindeutig bestimmt. 

Setzt man: T = f a2 + b2 + c2 + d2 

(diese GroBe spielt als "Tensor vom P" in der Theorie eine groBe Rolle), 
so bestatigt man leicht direkt, daB jene eindeutige Losung durch: 

abc d 
X=-T2' y=-T2' Z=-T2' w=T2 

gegeben ist, so daB wir als Endresultat erhalten: 

1 1 d.-ia-jb-kc 

P d + i a + j b + k c a2 + b2 + c2 + d2 • 
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Fiihrt man analog wie bei gewohnlichen komplexen Zahlen den kon
jugierten Wert von p: 

p=d-ia-jb,kc 

ein, so konnen wir die letzte Formel auch schreiben: 

~= p 
p T2 

oder: 

Formeln, die als unmittelbare Verallgemeinerungen gewisser Eigen
schaften der gemeinen komplexen Zahlen erscheinen. Da auch um
gekehrt p die zu p konjugierte Zahl darstellt, gilt iibrigens auch: 

p.p=T2, 

so daB in diesem speziellen Falle Kommutativitat herrscht. 
Wir erkennen nun sofort auch die Losung des allgemeinen Pro-

blems der Division. Aus: 
P'q=q' 

1 
folgt durch Multiplikation mit p:. 

1 , p , 
q=p.q = p'q, 

wahrend die durch Umkehrung der Reihenfolge der Faktoren entstehende 
Gleichung: q . p = q' 

die von der vorigen im allgemeinen verschiedene Losung: 

,1 ,p 
q=q .-=q.-

P T2 
hat. 

Wir haben uns nun die Frage vorzulegen, ob es eine geometrische 
Deutung der Quaternione1t gibt, in der diese Operationen samt ihren 
Gesetzen als etwas NaturgemaOes erscheinen. Dm auf sie zu kommen, 
beginnen wir mit dem besonderen FaIle, in dem beide Faktoren in ein
tache Vektoren ubergehen, in dem also die skalaren Teile w = d = 0 
sind. Dann reduziert sich die allgemeine Multiplikationsformel (3) auf: 

q'=p.q=(ia+jb+kc)(ix+jy+kz) 
= -(ax + by + cz) + i(bz - cy) + j(cx - az) + k (ay - bx), 

d. h. das Produkt zweier aut einen Vektor sich reduzierenden Quaternionen 
besteht aus einem skalaren und einem vektoriellen Anteil. Wir konnen 
diese Anteile nun leicht mit den verschiedenen Arten der bei uns in 
Deutschland iiblichen Vektormultiplikation in Verbindung bringen. Die 
Begriffe der bei uns ungleich mehr als der Quaternionenkalkul verbreiteten 
Vektorrechnung gehen auf GrafJmann zuriick, wiewohl das Wort Vektor 
selbst englischen Drsprungs ist. Die beiden Arten des Vektorproduktes, mit 
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denen man gewohnlich operiert, bezeichnet man jetzt meist als inneres 
(skalares) Produkt a x + by + c z (d. i. also bis aufs Vorzeichen der 
skalare Teil des obigen Quaternionenprodukts) und auf3eres (vektorielles) 
Produkt i (b· z - c y) + j (c x - a z) + k (a y - b x), (d. i. also der vek
torielle Bestandteil desselben). So wollen wir deml auch jeden Teil 

fUr sich geometrisch deuten. 
Wir tragen beide Vektoren (a, b, c) und (x, y, z) als 

Strecken vom Anfangspunkte 0 ab (vgl. Abb. 16); sie 
reichendann biszudenPunkten (a;b, c) bzw. (x, y, z)und 

"'-.....J:..-L;r--~· Z) habendieLangenl=Ya2+b2+c2bzw.l'=Yx2+y2+z2. 
Abb. 16. 1st cp der Winkel zwischen beiden Strecken, so ist 

auf die ich hier 
gleich: 

nach bekannten Satzen der analytischen Geometrie, 
wohl nicht einzugehen brauche, das inn ere Produkt 

ax + by + cz = I· ['. coscp; 

das auf3ere Produkt hingegen ist selbst ein Vektor, der, wie man ebenso 
leicht einsieht, auf der Ebene von I und I' senkrecht steht und die Lange 
1·Z'· sin cp hat. 

Wesentlich ist nun noch die Entscheidung tiber den Sinn des Pro
duktvektors, d. h. die Frage, nach welcher Seite der durch 1, l' bestimmten 

Abb. 17. 

Ebene hin dieser Vektor abzutragen 
ist. Dieser Sinn ist verschieden, je 
nach dem Koordinatensystem. das man 
zugrunde legt. Man kann namlich, 
wie Sie wohl wissen, zwei verschie
dene nicht kongruente, d. h. nicht zur 
Deckung zu bringende rechtwinklige 
Koordinatensysteme angeben, indem 
man die y- und z-Achse etwa bei
behalt, den Sinn der x-Achse aber 
umkehrt. Diese Systeme sind dann 
spiegelbildlich symmetrisch zuein
ander, so wie die rechte und linke 
Hand (vgl. Abb. 17), und in der Tat 
kann man sie demgemaB durch fol
gende einfache Gedachtnisregel aus

einanderhalten: X-, y- und z-Achse liegen bei dem einen System der Reihe 
nach so wie der ausgestreckte Daumen, Zeige- und M ittelfinger der r e c h ten 
Hand, bei dem andern wie die gleichen Finger der lin ken Hand. Diese 
zweierlei Systeme werden in der Literatur durcheinander gebraucht; 
in den verschiedenen Landern, in verschiedenen Disziplinen und 
schlieBlich bei verschiedenen Autoren oder auch bei demselben Autor 
herrschen verschiedene Gewohnheiten. - Betrachten wir zunachst 
clen einfachsten Fall, daB p = i, q = jist (das sind die auf der x- und 
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y-Achse abgetragenen Einheitsstrecken}, so ist wegen i· I = k das 
auBere Vektorprodukt gleich der auf der z-Achse abgetragenen Ein
heitsstrecke (vgl. Abb. 18). Man kann nun weiter i, I in beliebige Vek
toren p, q stetig so tiberfiihren, daB k in den Vektorbestandteil von p . q 
stetig iibergeht, ohne dazwischen zu verschwinden, 
unddaher miissen auch stetsder ersteFaktor, der zweite 
F aktor und das Vektorprodukt zueinander liegen wie die 
x-, y- und z-Achse des Koordinatensystems, also rechts
hiindig (wie in Abb. 18) oder linkshiindig (wie in 
Abb. 16), Ie nachdem man das Koordinatensystem 
einmal gewiihlt hat. (In Deutschland ist jetzt das in 
Abb. 18 gewiihlte iiblich.) 

Abb.18. 

Diesen Oberlegungen will ich noch einige Worte iiber die sehr 
strittige Frage der Bezeichnungsweise in der Vektoranalysis hinzu
fiigen. Es werden namlich nebeneinander eine groBe Menge verschie
dener Zeichen fiir jede der Vektoroperationen gebraucht, und leider 
ist es bisher nicht gelungen, eine einzige allgemein verbindliche Be
zeichnungsweise zu schaffen. Wir haben auf der Naturforscherversamm
lung zu Kassel (1903) eine Kommission zu diesem Zwecke eingesetzt; ihre 
Mitglieder konnten sich aber nicht einmal untereinander vollig einigen; 
da aber jeder doch den guten Willen hatte, von seinem ursprtinglichen 
Standpunkte den andern einen Schritt entgegenzukommen, war der einzige 
Erfolg der, daB ungefahr drei neue Bezeichnungen entstanden! Eine wirk
liche Einigung aller bei so1chen Dingen in Betracht kommenden Kreise 
auf ein und dieselbe Sprech- und Schreibweise scheint mir nach diesen 
und ahnlichen Erfahrungen iiberhaupt nur moglich zu sein, wenn 
auBerst gewichtige materielle Interessen dahinter stehen. Nur unter 
einem so1chen Drucke konnte 1881 in der Elektrotechnik das einheit
liehe MaBsystem nach Volt, Ampere, Ohm allgemeine Annahme finden 
und dann in der Folge dureh staatlicheGesetzgebung festgelegt werden, 
indem die Industrie als Grundlage aller ihrer Berechrmngen eine derartige 
Einbeitliehkeit dringend brauchte. Hinter der Vektorreehnung stehen 
aber noeh nieht so starke materielle Interessen, und daher wird man sich 
vorlaufig wohl oder iibel damit abfinden miissen, daB jeder einzelne 
Mathematiker bei der ihm gewohnten Bezeichnung bleibt, die er als 
bequemste oder gar - wenn er etwas dogmatisch veranlagt ist - als 
die allein richtige empfindet. 

J. Quaternionenmultiplikation und Drehstreckungen des Raumes. 

Bevor wir nun zur geometrischen Deutung der M ultiplikation all
gemeiner Quaternionen tibergehen, schicken wir noch folgende Unter
suchung voran; Ersetzen wir in dem Produkt q' = P . q die Quater
nionen p und q durch ihre konjugierten p, q, d. h. geben wir 
a, b, c, x, y, z das entgegengesetzte Vorzeichen, so bleibt in der 
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S. 67 gegebenen Darstellung des Produktes der skalare Teil ungeandert 
und nur die nicht unterstrichenen Faktoren von i, i, k wechseln das 
Vorzeichen; vertauschen wir aber gleichzeitig noch die Reihenfolge 
der Faktoren, so wechseln auch die unterstrichenen Faktoren das Vor
zeichen und demnach ergibt q . p gerade den konjugierten Wert (l zu 
q' = p . q. 1st also: 

q' = p . q, so ist: q = q . p. 
Multiplizieren wir diese beiden Quaternionengleichungen miteinander, 

so ergibt sich: q' • q' = p . q . q . p . 
Dabei ist die Reihenfolge der Faktoren wesentlich, das KommutativWits
gesetz gilt nicht; wohl aber konnen wir das Assoziativitatsgesetz an
wenden und schreiben: , -, p ( -)-P q.q= .q.q •• 

Da nun, wie wir oben sahen (S.66), 

ist, ergibt sich: 
q'q=X2+y2+ Z2+ W2 

W'2 + X'2 + y'2 + Z'2 = P (w2 + X2 + y2 + Z2) P • 

Hier ist nun der mittlere Faktor der rechten Seite ein Skalar, und fiir 
die Multiplikation eines jeden Skalars M mit einer Quaternion gilt das 
kommutative Gesetz, da M·p =M d + i(M a) +j(Mb) +k(M c) =pM 
ist. Also ist insbesondere: 

W'2 + X'2 + y'2 + Z'2 = P P (w2 + X2 + y2 +Z2) , 

und da p . p das Quadrat des Tensors von p ist: 

(1) W'2 + x'2 + y'2 + Z'2 = (d2 + a2 + b2 + c2) (w2 + x2 + y2 + Z2) 1), 

d. h. der Tensor eines Quaternionenproduktes ist gleich dem Produkt der 
Tensoren der Faktoren. NatiirIich kann man diese Formel auch durch 
direkte Rechnung erhaIten, wenn man die Ausdriicke fiir 'Ii/, x', y', z' 
der Multiplikationsformel von S. 67 entnimmt. 

Nunmehr wollen wir die Quaternion q als die Strecke vom Null
punkte eines vierdimensionalen Raumes zum Punkte (x, y, z, w) des
selben deuten - ganz analog zu der Deutung des Vektors im drei
dimensionalen Raume. Man hat es heute nicht mehr notig, sich 
zu entschuldigen, wenn man den vierdimensionaIen Raum benutzt, 
wie man das zur Zeit, als ich studierte, stets tun muBte; Sie wissen 
aile, daB irgendeine metaphysische Meinung nicht dahinter steckt, 
sondern daB der mehrdimensionale Raum einfach ein unserer tatsach
lichen Raumvorstellung analoges, bequemes Mittel mathematischer 
Ausdrucksweise ist. Halten wir nun den Faktor p, d. h. die GroBen 
d, a, b, c fest, so stellt die Quaternionengleichung: 

q'=P'q 

1) Diese Formel findet sich dem Wesen der Sache nach schon bei Lagrange. 
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eine gewisse lineare Transformation der Punkte (x, y, z, w) des vier
dimensionalen Raumes in die Punkte (x', y', z', w') dar, indem sie jedem 
vierdimensionalen Vektor q einen anderen q' linear zuordnet; die ex
pliziten Gleichungen der Transformation, d. h. die Ausdriicke fiir 
x', y', z', w', die ganze lineare Funktionen von x, y, z, w sind, ergeben 
sich durch Vergleichung der Koeffizienten aus der Produktdarstellung 
von S. 67. Aus der Tensorengleichung (I) sehen wir, daB dabei der Abstand 

rx2 + y2 + Z2 + w2 eines jooen Punktes vom Nullpunkt mit ein und 

demselben konstanten Faktor T = r a2 + b2 + c2 + d2 multipliziert 
wird, und femer folgt naeh S. 68, daB die Determinante der linearen 
Transformation sieher positiv ist. 

Es ist nun aus der analytischen Geometrie des dreidimensionalen 
Raumes bekannt, daB eine lineare Transformation der x, y, z, die den 
Ausdruek x 2 + y2 + Z2 genau in sieh selbst transformiert (d. h. die 
"orthogonal" ist) und obendrein noeh eine positive Determinante 
besitzt, eine Drehung des Raumes um den Koordinatenanfang darstellt, 
und daB man umgekehrt jede Drehung auf diese Weise erhalten kann. 
Fiihrt aber die lineare Transformation x 2 + y2 + Z2 nur bis auf einen 
Faktor T2 in sieh iiber und ist die Determinante wiederum positiv, so 
wird dureh sie cine Drehung in Verbindung mit einer Streckung des 
ganzen Raumes auf das T-fache bei festem Koordinatenanfang, also eine 
sog. Drehstreckung dargestellt. 

Was nun dem dreidimensionalen Raume reeht ist, ist dem vier
dimensionalen billig: Wir werden sagen, daB unsere lineare Trans
formation in genau demselben Sinne eine Drehstreckung des vierdimen~ 
sionalen Raumes bei festem Anfangspunkt darstellt. Wir konnen aber 
leicht sehen, daB hier nicht die allgemeinste mogliche Drehstreckung vor
liegt. Denn unsere Transformation enth1i1t nur 4 willkurliche Parameter 
in den Komponenten a, b, c, d von p, wahrend, wie wir sogleich 
zeigen wollen, die allgemeinste Drehstreckung des vierdimensionalen Raumes 
R4 sieben Parameter enthiilt. Damit namlich die allgemeine lineare Trans
formation eine Drehstreckung wird, muB die 1dentitat bestehi:m: 

X'2 + y'2 + Z'2 + W'2 = P (X2 + y2 + Z2 + w2) ; 

wir erhalten daraus durch Koeffizientenvergleichung 10 Bedingungen, 
da die linke Seite naeh Ersetzung der x', ... , w' durch ganze lineare Funk
tionen der x, ... , win eine quadratisehe Form von 4 Variablen iibergeht 

und daher 4 ~ 5 = 10 Terme enthaIt. Da aber T noch willkiirlich ist, 

stellen diese Gleichungen nur 10 - 1 = 9 Bedingungen fiir die 16 Koef
fizienten der linearen Transformation dar, so daB in der Tat noeh 
16 - 9 = 7 Parameter willkiirlieh bleiben. 

Man kann aber trotzdem, und das ist das Merkwiirdige, durch 
Quaternionenmultiplikation auch die allgemeinste Drehstreckung heraus-
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bringen. 1st namlich 1l = b + i IX + i {J + k r eine weitere konstante 
Quaternion, so zeigt man genau wie vorhin, daB auch die Transformation 
q' = q • 1l (die sich von der friiheren nur durch Vertauschung der 
Reihenfolge unterscheidet) eine Drehstreckung des R4 ist, und daher 
ist auch die Zusammensetzung beider: 

(II) q' = P . q . 1l = (d + i a + i b + k c) • q • (b + i ~ + i (J + k r) 

eine solche. Diese Transformation enthaIt nur 7 - nicbt 8 - wiIl
kiirliche Parameter, da sie ungeandert bleibt, wenn man a, b, c, d 
mit derselben reellen Zabl multipliziert und gleichzeitig IX, (J, r, <'l 

durch sie dividiert. Es erscbeint also plausibel, dafJ sie die allgemeine 
Drehstreckung des vierdimensionalen Raumes darstellt, und dieser schone 
Satz ist tatsachlich von Cayley bewiesen worden. Ich will das freilich 
hier nur historisch berichten, urn mich nicht zu sehr in die Einzelheiten 
dieser Deutung zu verlieren. Die Formel findet sich in Cayleys Arbeit "On 
the homographic trans/ormation 0/ a sur/ace 0/ the second ordre into 
itself"l) von 1854 sowie in einigen anderen seiner Abhandlungen2). 

Diese Cayleysche Formel bat nun auch den groBen Vorzug, daB 
sie die Zusammensetzung zweier Drehstreckungen in auBerst einfacher 
Weise iibersehen HiBt. Wird namlich eine zweite Drehstreckung durch 

die Gleichung: II "+ . II + . "+ k" p' , , q =w 7X lY z = .q.1l 

dargestellt, wo p', 1l' weitere gegebene Quaternionen sind, so erhalten 
wir, indem wir aus Formel (II) den Wert von ql eintragel1. 

q" = p' . (p . q • n) • n' , 

und nach dem assoziativen Gesetze der Multiplikation: 
q'l = (p'. p). q. (1l. n') oder: 
q" = r . q . (! , wo bei : r = p' . p , !! = n . 111 

bestimmte neue Quaternionen sind. Wir haben so den Ausdruck der 
Drehstreckung, die q in q" iiberfiihrt, genau in der alten Form er
halten, und zwar entstehen vorderer und hinterer Multiplikator .von q 
durch Quaternionenmultiplikation aus den beiden vorderen bzw. hinteren 
11,1 ultiplikatoren in den Darstellungen der zusammensetzenden Dreh
streckungen, wobei die Reihenfolge wesentlich ist. 

Man wird nun vielleicht mit dieser vierdimensionalen Deutung 
unzufrieden sein und etwas Handgreiflicheres verlangen, das in die 
gewohnliche dreidimensionalc Raumanschauung hineinpaBt. Nun gut, 
aus den bisher angegebenen Formeln wollen wir durch ein/ache Spezia
lisierung solche tiir die gleichen dreidimensionalen Operationen erhalten. 
Auf diesen Formeln berubt gerade die groBe Bedeutung der Quaternionen-

1) Crelles Journal (1855). Abgedruckt in Cayley: Collected mathematical 
papers, Vol. II, S. 133. Call1bridge 1889. 

2) Vgl. z. B. "Recherches ulterieures sur les determinants gauches", 1. c. 
S.214. 
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multiplikation ffir die gew6hnliche Physik und Mechanik; ich sage hierbei 
ausdriicklich der gewohnlichen, urn einer Weiterentwicklung dieser Diszi
plinen, nach der auch die vorigen Deutungen direkt anwendbar sein 
werden, nicht vorzugreifen. Und diese ist vielleicht naher, als Sie 
denken mogen; neuere Untersuchungen der Elektrodynamik, wie sie 
in dem sogenannten Prinzip dey Relativitiit zum Ausdruck kommen, sind 
eigentlich niehts als konsequente Benutzung der Drehstreckungen 
eines vierdimensionalen Raumes, und' sie werden auch neuerdings von 
Prof. Minkowski geradezu in diesem Sinne dargestellt und ausgebautl). 

Aber bleiben wir nun bei drei Dimensionen. Da £iihrt eine Dreh
streckung einen Punkt (x, y, z) so in (x', y', z') iiber, daB: 

x'2 + y'2 +z'2 = M2 (X2 + y2 + Z2) 

wird, wobei M die !ineare Streckung einer jeden Lange bedeutet. Da 
die allgemeine lineare Transformation der x, y, z in die x', y', z' 
3 . 3 = 9 Koeffizienten enthalt und die linke Seite nach Einfiihrung 

d' A d"k" d' hF .3· 4 6T leser us ruc ememequa ratlsc e ormvonx,y,zmlt2 = ermen 

iibergeht, so stellt bei willkiirlichem M unsere Identitat 6 - 1 = 5 Be
dingungen dar, und aIle ihr geniigenden !inearen Substitutionen ent
halten noch 9 - 5 = 4 willkiirliche Parameter (vgl. die analoge Dber
legung S. 73). Hat eine dieser Substitutionen eine positive Determinante, 
so stellt sie, wie schon erwahnt (S. 73), eine Drehung des Raumes um 
den Anfangspunkt, verbttnden mit ciner Streckung im Verhiiltnis 1 : M, 
dar; ist aber die Determinante negativ, so entspricht die Substitution 
einer solchen Drehstreckung, zusammengesetzt noch mit einer Spiegelung 
des Raumes, wie sie beispielsweise durch x' = -x, y' = -y, z' = -z 
gegeben wird. Dbrigens kann man leicht zeigen, daB die Determinante 

. nur die beiden Werte ± M3 annehmen kann. 
Urn diese Verhaltnisse durch Quaternionen darzustellen, reduzieren 

wir zunachst die Unbestimmten q, q' auf ihre vektoriellen Bestandteile: 

q' = ix' + i y' + k z', q = i x + i y + k z,. 
die wir als die dreidimnsionalen Vektoren vom Koordinatenanfang nach 
den Lagen des Punktes vor bzw. nach Ausfiihrung der Transformation 
ansehen. Wir behaupten nun, daf3 die allgemeine Drehstreckung des drei
dime1Zsionalen Ramncs entsteht, wenn wir in der friiheren Formel p und n 
konjugicrt nehme1t, also setzen: 

1 q' = p . q . p, oder ausgeschrieben: 

(1)i x' + j y' + k z' 
_____ ,,= (d -+- i a + i b + k c) (i x + l' Y + k z) (d - i a - j b- k c) . 

(1) Seit obiges geschrieben wurde, ist zahlreiche Literatur uber die oben
gemeinte spezielle Relativitatstheorie erschienell. Es sei hier nur hingewiesen 
auf meillell Vortrag "Uber die geomctrischell Grulldlagen der Lorentzgrllppe" im 
]ahresbericht der deutschell Mathematiker-Vereinigullg Ed. 19, S.299. 1910; abo 
gedrllckt in Klein, F.: Gesammelte mathematische Abhalldlungell Ed. I, S. 533.] 
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Urn das zu beweisen, miissen wir vor aHem zeigen, daB der skalare 
Teil des rechten Produktes verschwindet, daB also q' in der Tat ein 
Vektor ist. Dazu multiplizieren wir zunachst p. q nach den Quater
nionenregeln aus und find en: 

i=[-ax-by-cz+i~x+bz-c0 

+ i (d Y + ex - a z) + k (d z + a y - b x)J . [d - i a -- i b - k c]. 

Nach abermaliger Quaternionenmultiplikation ergibt sich tatsachlich 
fUr den skalaren Teil von q' der Wert 0, wahrend wir fUr die drel 
Vektorkomponenten die Ausdriicke erhaIten: 

lX'=(d2 +aL -b2 -C2)X+ 2(ab-cd)y+ 2(ac+bd)z 

(2) y'= 2(ba+cd)x+(d2 +b2 -c2 -a2)y+ 2(bc-ad)z 

z'= 2(ca-bd)x+ 2(cb+ad)y+(d2 +c2 -a2 -b2)z. 

DaB diese Formeln in der Tat eine Drehstreckung darsteHen, ergibt 
sich, wenn wir zu (1) die zugehOrige Tensorengleichung bilden (vgl. 
S.72): 

X'2 + y'2 + z'2 = (d2 + a2 + b2 + c2 ) (X2 + y2 + Z2) (d2 + a2 + b2 + c2) , 

oder: X'2+ y'2+ Z'2= p'(X2+y2+Z), 

wobei T = Y d2 + a2 + b2 + c2 den Tensor von p bedeutet. Danach 
ist (vgl. S.75) unsere Transformation eine eigentliehe Drehstreekung, 
falls ihre Determinante positiv ist - andernfalls ist sie noeh mit einer 
Spiegelung verbunden; die lineare Streckung ist in jedem Falle M = T2. 
Die Determinante kann, wie oben bemcrkt, nur die beiden Werte 
± M3 = ± T6 haben. Betrachten wir die Transformation fiir aIle 
moglichen Parameterwerte a, b, c, d, die zu demselben - notwendig 
von" ° versehiedenen - Tensorwert" T gehoren, so muB die Determi
nante stets den Wert + T6 haben, wenn sie ihn nur fUr ein spezielles 
Wertsystem der a, ... , d hat; denn als stetige Funktion der a, b, c, d 
kann sie nieht sprungweis ohne Zwisehenwerte anzunehmen, in den 
Wert - T6 iibergehen. Ein soIches spezielles Wertsystem ist aber 
a = b = c = 0, d = T, denn dafUr HiBt (2) sofort den Determinanten-

d2 , 0, ° 
wert 0, d2, ° = d6 = + T6 erkennen. Also haben wir immer posi-

0, 0, d2 

tives Zeichen, und daher ist (1) tatsachlich stets eine e i g en t lie he 
Drehung nebst Streckung. Eine mit Spiegelung verbundene Drehstreckung 
ist nun ebenfalls einfaeh darzustellen. Man braucht nur die vorige 
Transformation mit der Spiegelung x' = -x; y' = -y; z' = -z zu
sammenzusetzen und erhalt q' = p . q . p. 

Wollen wir nun erkennen, daB auch umgekehrt iede Drehstreckung 
in der Form (1) bzw. (2) enthalten ist, so haben wir zunachst zu be
merken, daB diese Formel in der Tat die nach der auf S. 75 an-
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gestellten Abzahlung dazu notigen vier willkurlichen Parameter a, b, c, d 
enthalt. DaB man aber durch passende Bestimmung dieser Parameter 
wirklich jeden Wert linearer Streckung M = T2 und jede Lage der 
Drehachse sowie jeden Wert des Drehwinkels erzielen kann, wird man 
sofort den folgenden Formeln entnehmen. Es seien 1;, 1], (; die 
Richtungskosinus der Drehungsachse, deren Quadratsumme bekanntlich; 

(3) 1;2 + 1]2 + (;2 = 1 

ist, und (J) sei der Drehwinkel (Amplitude der Drehung). Dann gelten 
behaupte ich - die Relationen: 

d = T. cos (J) • 

2 ' 

(4) [a~ T+sin~, b = T· 1] • sin ~ , 
2 

c = T· 1". sin ~ 
<, 2 ' 

die wegen (3) von sel bst die Bedingung: 

d2 +a2 +b2 +c2 = T2 

befriedigen, und offenbar zu jedem beliebig gegebenen T;I;, 1], (;; 

(J) in der Tat passende a, b, c, d liefern. 
Urn nun die Gleichungen (4) zu beweisen, bemerken wir zuerst, 

daB sich aus ihnen bei bekannten a, b, c, d unmittelbar die vier 
GroBen (J), 1;, 1], (; bestimmen, und zwar so, daB (3) erfiillt ist; denn 
durch Addition der Quadrate der Gleichungen (4) ergibt sich. da T 
der Tensor von p = d + ia + jb + kc ist, 

1 = cos2 ~ + sin2 ~ (1;2 + 1]2 + (;2) , 

und daraus folgt so fort das Bestehen der Beziehung (3). FUr die Be
stimmung von 1;, 1], (; geniigen daher bereits die aus (4) folgenden 
Gleichungen: 
(4') a i b : c = 1;: 1] : (;, 

die aussagen, daB der Punkt (a, b, c) auf der Drehachse der Trans
formation liegt. Diese Tatsache laBt sich aber leicht bestatigen, m
dem wir in (2) x = a, y = b, Z = c einsetzen; wir erhalten dann: 

x' = (d2 + a2 + b2 + c2 ) a = T2 . a , 

y' = (d2 + a2 + b2 + c2) b = T2. b, 

z' = (d2 + a2 + b2 + c2) C = T2 • c , 

d. h. der Punkt (a, b, c) bleibt auf derselben Verbindungsgeraden 
mit dem Anfangspunkt, und das gerade charakterisiert ihn als Punkt 
der Drehachse. - Es fehlt nun noch der Nachweis, dafJ der in (4) 
definierte Winkel (J) wirklich die Drehungsamplitude ist. Dies erfordert 
jedoch umstandlichere Betrachtungen, die ich hier einfach durch die 
Angabe ersparen kann, dafJ unsere Transformationsformeln (2) fur T = 1 
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vermoge (4) gerade in die F ormeln iibergehen, die E u 1 e r fiir die Drehung 
eines Koordinatensystems, welche die Achse ~, 1], Chat und vom Betrage co 
ist, aufstellte. Sie finden das beispielsweise naher ausgefiihrt in 
Klein-Sommerfeld: "Theorie des Kreisels", Heft 11), wo explizit auf 
die Quaternionentheorie Bezug genommen wird, oder in Baltzers 
"Theorie und Anwendung der Determinanten" 2). 

Wir wollen hier endlich noch den kurzen bequemen Ausdruck hin
schreiben, den die Quaternionenrechnung fiir die Drehung um die 
A chse ~, 1] , C durch den Winkel co, verbunden mit einer Streckung urn T2 
ergibt und den wir durch Eintragen der Formeln (4) in (1) erhalten: Ii x' + j y' + k z' = P {cos ~ + sin ~ (i ~ + j 1] + k C) }. {i x + j y + kZ} 
(5) 

. {cos ~ - sin ~ (i ~ + j 1] + k C) } . 

Damit sind die samtlichen Eulerschen Drehungsformeln in eine einzige 
Gleichung zusammengefafJt, die sich dem Gediichtnis leicht einpriigt: Es 
ist der Vektor i x + j y + k z vorn und hinten mit konjugierten Q1tater
nionen vom Tensor 1, sog. Ve r so r en (= "Dreher" im Gegensatz Zit 

Tensor = "Strecker") zu multiplizieren, wiihrend noch als skalarer F aktor 
der Betrag der Streckung hinzutritt. 

Wir wollen uns noch uberzeugen, daB diese Formel bei Re
duktion auf zwei Dimensionen genau die bekannte Darstellung einer Dreh
str~ckung der x-y-Ebene durch die Multiplikation zweier komplexen 
Zahlen lie/ert (vgl. S. 62). Daw brauchen wir nur in (5) die Drehungs
achse in die z-Achse zu legen (~ = 1] = 0, C = 1) und erhalten sodann 
fur z = z' = 0: 

ix' + j y' = P (cos ~ + k sin ~ )(i x + j y)( cos~ - k sin ~ ) , 
und durch Ausmultiplizieren unter Beachtung der Multiplikationsregeln 
fur die Einheiten: 

ix' +jy'=p{ cos~ (ix+jy) + sin ~ (jX-iY)}{COS~ -ksin ~} 

= T2{COS2CO (ix+ jy) + 2sin~ cos co (jx- iy) - sin2co (iX+ jy)} 
2 2 2 2 

=P{(iX+ jy)cosco+ (jx- iY)Sinco} 

= P (cos co + ksinco) (ix + j y) . 

Multiplizieren wir noch beiderseits binten mit (- i), so erhalten wir: 

x' + k y' = P (cos co + k sin co) (x + k y), 

1) Leipzig 1897. [Zweiter Abdruck 1914.] 
2) 5. Aufl. Leipzig 1881. 
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und das, ist in der Tat genau die Multiplikationsformel zweier gemeiner 
komplexer Zahlen mit ihrer Deutung als Drehung urn die Amplitude w 
und Streckung urn den Betrag T2, nur daB an Stelle der sonst mit i 
bezeichneten imaginaren Einheit 'Y - 1 der Buchstabe k getreten ist. 

Wir wollen nun noch, urn wieder in den dreidimensionalen Raum 
zuriickzukehren, die Formel (1) so modifizieren, daB sie eine reine 
Drehung ohne Streckung darstellt. Dazu miiss€n wir x', y', z' durch 
x' . T2, y" ~, z'· T2, also q' durch q" T2 ersetzen, und wenn wir 

bedenken, daB p-l = ~ = ~ ist, so erhalten wir als Formel der reinen 
Drehung: 

(6) ix' + i y' + k z' = P . (i x + j y + k z) . P -1. 

Es ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn man in diesem 
Ausdrucke pals Quaternion vom Tensor 1 annimmt: 

p = cos ~ + sin ~ (i C + i 17 + k C), wobei ~2 + 1]2 + C2 = 1 , 

und daher entsteht die Formel (6) auch aus (5), indem man T gleich 1 
setzt. In dieser Gestalt erscheint die FormeI zuerst 1845 bei Cayleyl). 
- Genau wie frillier fiir den vierdimensionalen Raum gestaltet sich 
auch hier die Zusammensetzung zweier Drehungen auBerst einfach. Raben 
wir eine zweite Drehung: 

i x" + j y" + k z" = P' (i x' + j y' + k z') p' - 1, 

\Vo: 

, , 
p' = cos ~ + sin ~ (i ~' + j 1]' + k n 

2 2 

(Achse ~', 1]', C' und Amplitude w'), so foIgt wiederum: 

i x" + i y" + k z" = p' . p . (i x + i y + k z) . p-l . p'-1 

als Darstellung der resultierenden Drehung, so daB sich deren Achse 
und Drehwinkel ~", 1]", C" bzw. ru" aus: 

" II 

P" = cos ~ + sin ~ (i r + j 1]" + k C") = p'. p 

ergeben. Damit haben wir einen einfachen knappen A usdruck der an 
sick ziemlick kompliziert aussehenden Formeln fur die Zusammensetzung 
zweier Drekungen um 0 gewonnen. Gleichzeitig aber haben wir, da wir jede 
Quaternion bis auf einen reellen Faktor (ihren Tensor) als Versor einer 
Drehung auffassen k6nnen, ein einfaches geometrisches Aquivalent der 
Quaternionenmultiplikation in der Zusammensetzung der Drehungen ge
tunden " die N icktkommutativitat der Quaternionenmultiplikation entsprickt 
alsdann dem bekannten Umstande, dafJ die Reikenfolge zweier Drekungen 

(1) On certain results relating to quaternious. Collected mathematical papers. 
Vol. I, S. 123. 1889-. Jedoch hat nach Cayleys eigener Angabe (Vol. 1, S. 586) 
Hamilton unabhltngig von ihm die Formel gefunden,] 
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um einen Punkt im allgemeinen nicht vertauscht werden dart, ohne daft 
sich das Ergebnis andert. 

Wollen Sie Naheres iiber die historische Entstehung der hier be
handelten Deutung und Anwendung der Quaternionen sowie der Theorie 
der Drehungen eines Koordinatensystems wissen, so verweise ich sie 
auf das eine der von Cayley selbst stammenden, auBerordentlich wert
vollen Referate iiber Dynamik: "Report on the progress ot the solution 
ot certain special problems of dynamics"!). 

leh schlieBe mit einigen allgemeinen Betrachtungen iiber Wert und 
Verbreitung der Quaternionen. Man muB dabei die eigentliche Quater
nionenmultiplikation von dem allgemeinen Quaternionenkalkul unter
scheiden. Die erstere ist jedenfalls etwasaufJerst N atzliches, wie aus den 
vorangehenden Erorterungen zur Geniige hervorgeht. Der allgemeine 
Kalkiil hingegen, wie ihn Hamilton in Aussicht nahm, betrachtet 
Additionen, Multiplikationen, Divisionen von Quaternionen in beliebiger 
Folge, d. h. er studiert die Algebra der Quaternionen, und indem er 
unendliche Prozesse hinzunimmt, kann er sogar zu einer Funktionen
theorie der Quaternionen aufsteigen; natiirlich wird hier wegen des 
Fehlens des kommutativen Gesetzes alles ganz anders, als in der 
Theorie der gewohnlichen komplexen Variablen. Man darf aber wohl be
haupten, dafJ diese allgemeinen weitgehenden Ideen Hamiltons sich nicht be
wahrt haben, d. h. daB sie mit anderen Disziplinen der Mathematik und 
ihrer Anwendungen nicht in Beriihrung und lebendigen Ideenaustausch ge
treten sind und daher auch weniger allgemeines Interesse gefunden haben. 

Aber in der Mathematik geht es wie sonst im menschlichen 
Leben: neben der ruhigen objektiven Ansicht treten leidenschaftliche 
individuelle Dberzeugungen auf. So haben auch die Quaternionen 
enthusiastische Anhiinger und leidenschaftliche Gegner. Erstere, die man 
hauptsachlich in England und Amerika findet, haben zur Verbreitung 
ihrer Ideen im Jahre 1907 sogar das moderne Mittel der Begriindung 
eines "Weltbundes zur Beforderung der Quaternionenlehre" ergriffen, der als 
durchaus internationale Institution von dem Japaner Kimura, der 
in Amerika studiert hatte, gegriindet worden ist und dessen Prasident 
eine Zeitlang Sir Robert Ball war; sie versprechen sich von einem 
intensiven Betrieb der Quaternionen ganz besondere Forderung der 
Mathematik. Demgegeniiber wollen die anderen wieder von den Qua
ternionen gar nichts horen, und lehnen damit auch die so niitzliche 
Multiplikation ab; sie gehen von der Ansicht aus, daB alles Rechnen 
mit Quaternionen schlieBlich doch auf das Rechnen mit den vier Kompo
nenten herauskommt, und daB die Einheiten und ihre Multiplikations
tafel dabei iiberfliissiger Luxus sind. Dazwischen gibt es eine mittlere 
Richtung, welche Skalare und Vektoren immer auseinanderhalten will. 

1) Report of the British Association for the Advancement of Science, 1862, ab
gedrucktinCayleys Collected mathematical papers, Vol. IV, S. 552ff. Cambridge 1891: 
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4. Die komplexen Zahlen im Unterricht. 

Damit verlasse ieh die Quaternionentheorie und schlieBe unser Kapi
tel mit einigen Bemerkungen iiber die Rolle, die diese Begriffe im Schul
unterricht spielen. Quaternionen auf der Schule vorzubringen, fallt wohl 
keinem Menschen ein, wohl aber wird aul die gemeinen komplexenZahlen 
x + i Y immer die Red8 kommen. Es ist vielleieht nicht uninteressant, wenn 
ich Ihnen statt langer Erorternngen, wie man es macht und wie man 
es machen sollte, an der Hand von drei Biichern aus verschiedenen Zeit
epochen einmal darlege, wie sieh der Unterricht historisch entwickelt hat. 

Ich lege Ihnen' zunachst ein Buch von Kiistner vor, der in der 
zweiten Hiillte des 18. ]ahrhunderts in Gottingen eine fiihrende Stellung 
einnahm. Damals trieb man auf der Universitat noch diejenigen elemen
tar-mathematischen Dinge, die dann spater, in den dreiBiger Jahren 
des 19. Jahrhunderts, auf die Schule iibergingen, und so hielt auch 
Kastner elementar-mathematische Vorlesungen, an denen auch Nieht
mathematiker in groBer Zahl teilnahmen. Sein Lehrbuch, das diesen 
Vorlesungen zugrunde lag, heiBt "mathematische Anlangsgrunde", und 
es kommt fiir uns hier die 2. Abteilung des 3. Teiles: "Anlangsgrunde 
der Analysis endlicher GI'ofJen"l) in Betracht. Da beginnt auf S.20 
die Behandlung der imaginaren GroBen etwa mit den folgenden Worten: 
"Wer eine Wurzel geraden Exponentens aus einer ,verneinten' GroBe 
(so sagte man damals statt ,negativ') zu ziehen fordert, der fordert 
etwas Unmogliches, denn es gibt keine verneinte GroBe, die eine soIche 
Potenz ware." Das ist in der Tat ganz korrekt, aber nun geht es auf 
S. 34 weiter: "SoIche Wurzeln heifJen unmoglich oder imaginar," und 
ohne daB die Berechtigung der Sache viel untersucht wird, wird ganz 
ruhig wie mit gewohnliehen Zahlen mit ihnen operiert, obwohl doch 
ihre Existenz noch eben bestritten wurde - gleichsam, als ob durch 
die Benennung das Unvernunftige plOtzlich brauchbar geworden ware. 
Sie erkennen hier noch einen Reflex des Leibnizschen Standpunktes, 
nach dem die imaginaren Zahlen eigentlich etwas ganz Toriehtes sind, 
aber doch unbegreiflicherweise zu brauchbaren Resultaten fiihren. 

Kastner hat iibrigens sehr anregend geschrieben, hat er sich doch 
auch als Epigrammatiker in der Literatur einen bekannten Namen 
erworben. So verbreitet er sieh, urn ein Beispiel fiir viele anzufiihren, 
in der Einleitung des eben erwahnten Bandes iiber den Ursprung des 
W ortes Algebra, das ja, wie der Artikel "AI" anzeigt, aus dem Arabischen 
kommt. Ein Algebrist solI nach Kastner ein Mann sein, der Briiche 
"ganz macht", also etwa rationale Funktionen behandelt und auf einen 
Nenner bringt usw.; urspriinglich solI sieh das auch auf die Tatigkeit 
eines Wundarztes bezogen haben, der gebrochene Knochen heilt. Kastner 
flihrt daflir den Don Quichote an, der zu einem Algebristen geht, urn 

1) 3. Auf!. G6ttingen 1794. 

K lei n • Elementannathematik I. 3. Auf!. 6 
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sich seine Rippenbruche wieder einrenken zu lassen; ob sich Cer
vantes freilich damit wirklich dem Sprachgebrauch anschlieBt oder ob 
nur eine Satire in der Stelle liegt, mag unentschieden bleiben. 

Ein zweites Werk, das ich Ihnen vorlegen mochte, ist eine ganze 
Reihe von Jahren junger und stammt von dem Berliner Professor 
M. Ohm: "V,'rsuch eines vollstiindig konsequenten Systems der Mathe
matik" 1); es ist ein Buch ahnlicher Tendenz wie das Kastnersche 
und war einstmals sehr verbreitet. Ohm steht aber dem modernen 
Standpunkte schon viel naher, indem er das Prinzip der Erweiterung 
des Zahlbereiches deutlich ausspricht; gerade wie die negativen Zahlen, 
so sagt er etwa, muB auch y - 1 als neues Ding den reellen Zahlen 
hinzugefiigt werden. Die geometrische Deutung freilich besitzt auch 
er noch nicht, da sein Buch vor der entscheidenden Publikation von 
GauB (1831) herausgekommen ist. 

Endlich lege ich Ihnen noch eines aus der gro13en Reihe moderner 
Schulbucher vor, das sehr viel benutzt wird: Bardeys AuJgabensamm
lung2). Hier tdtt zunachst das Prinzip der Erweiterung hervor, und in 
der Folge wird auch die geometrische Deutung auseinandergesetzt. Dies 
mag wohl heute in der Tat der allgemeine Standpunkt des Schulunter
richts sein. wenn auch an vereinzelten Stellen die Entwicklung viel
leicht noch auf der fruheren Stufe stehengeblieben ist. Der in diesem 
Buche eingenommene Standpunkt scheint mir auch die der Schule am 
meisten angemessene Behandlung zu sein: Ohne den SchUler durch syste
matische Darlegungen zu ermuden und ohne naturlich auf logisch ab
strakte Erorterungen sich einzulassen, erlautere man die komplexenZahlen 
als Erweiterung des bekannten ZahlbegriJJes und vermeide dabei jeden 
mystischen Anstrich; vor aHem aber gewohne man den SchUler sogleich 
an die geometrisch-anschauliche Deutung in der komplexen Ebene! 

Wir stehen damit, meine Herren, am Ende des ersten Hauptteils 
unserer Vorlesung, welcher der Arithmetik gewidmet war. Bevor ieh 
mich zu ahnlichen Erorterungen tiber die Algebra und die Analysis 
wende, moehte ich einen langeren historischen Exkurs einfugen, der 
auch auf den allgemeinen gegenwartigen Unterrichtsbetrieb sowie auf 
das, was wir an ihm bessern wollen, neues Licht fallen HiBt. 

Zwischenstiick :'Ober die moderne Entwicklung und den 
Aufbau der Mathematik iiberhaupt. 

Lassen Sie mich von der Bemerkung ausgehen, daB wir in der 
Entwickl~ngsgeschichte der Mathematik bis in die Gegenwart sehr deut-

1) 9 Bde. Berlin 1828. Bd. I; Arithmetik und Algebra, S. 276. 
[2) Vgl. auch die von \V. Lietzmann und P. Zuhlke bearbeitete Reform

ausgabe von Bardeys Aufgabensammlung, Oberlitufe, Verlag Teubner, Leipzig.] 
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lich zwei verschiedene Entwicklungsreihen unterscheiden konnen, die sich 
bald gegenseitig ablOsen, bald gleichzeitig unabhiingig nebeneinander 
herlaufen, bald endlich auch sich weehselseitig durehdringen. Es ist 
schwer, den Untersehied, den ich hier im Sinne habe, in pragnante 
Worte zu fassen, da keine der gelaufigen Einteilungen reeht paBt. 
Sie werden ihn jedenfalls am besten an einem konkreten Beispiele 
verstehen, wenn ieh Ihnen namlieh darlege, wie man im Sinne jeder 
der beiden Entwicklungsreihen die elementaren Kapitel des Systems 
der Analysis wirklieh aufzubauen hatte. 

Folgen wir der einen Entwieklungsreihe, die wir kurzweg als Ent
wicklungsreihe A bezeiehnen wollen, so kommt folgendes System her
aus, das heute an den Sehulen sowie in den elementaren Lehrbiiehern 
am meisten verbreitet ist: 

1. An der Spitze steht die /ormale Lehre von den Gleichungen, also 
das Operieren mit ganzen rationalen Funktionen und die Behandlung 
der FaIle, in denen algebraische Gleichungen dureh Wurzelzeichen losbar 
sind. 

2. Aus Ler systematischen Ver/olgung des Potenzbegri//es und seiner 
Umkehrungen entstehen die Logarithmen, die sieh beim numerisehen 
Reehnen als sehr fruchtbringend erweisen. 

3. Wahrend die analytischen Entwieklungen bis hierhin gan~ 

getrennt von der Geometrie gehalten wurden, maeht man nun eine 
Anleihe bei dieser, welche die Dejinitionen einer zweiten Art transzen
denter Fmrktionen, der trigonometrischen, liefert; deren weitere Theorie 
wird sodann als neue gesonderte Disziplin ausgebaut. 

4. Es folgt sodann die sogenannte "algebraische Analysis", welche 
die Elltwicklungen der ein/arhsten Funktionen in unendliche Reihen lehrt; 
es kommen in Betracht das allgemeine Binom, der Logarithmus und seine 
Inverse, die Exponential/unkt£on, sowie die trigonometrischen Funktionen,' 
auch die allgemeine Lehre von den unendlichen Reihen und dem Operieren 
mit ihnen gehort hierher. Dabei ergeben sich die iiberraschenden Zu
sammenhiinge zwiscP.en den genannten elementaren Transzendenten, ins
besondere die beriihmte Eulersche Formel: 

eix = cosx + i sin x . 

Sie erscheinen urn so wunderbarer, als die durch sie in Beziehung ge
setzten Funktionen vorher von ganz versehiedenen Gebieten aus defi
niert worden sind. 

5. Ober die Schulmathematik hinaus schlieBt sieh an diesen Auf
bau als konsequente Fortsetzung die WeierstrafJsche Theorie der Funk
tionen komplexen Argumentes an, die von den Eigenschaften der Potenz
reihen ausgeht. 

Stellen wir dem nun ebenso in kurzer Zusammenfassung das 
Schema der zweiten Entwicklungsreihe B entgegen; hier herrscht all-

6* 
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gemein der Gedanke der analytischen Geometrie, der eine Fusion der 
Zahl- und Raumanschauung erzielen will. DemgemaB beginnt man 

1. mit der graphischen Darstellung der einfachstenFunktionen, der Poly
nome und rationalen Funktionen einer Variablen. Die Schnittpunkte 
der so erhaltenen.. Kurven mit der Abszissenachse setzen die Nullstellen 
der Polynome in Evidenz, und hieran schlieBt sich in natiirlicher Weise die 
Lehre von der numerischen Auflosung der Gleichungen dunh Niiherung an. 

2. Das geometrische Kurvenbild gibt die naturgemiifJe anschauliche 
Quelle sowohl fur die Idee des Differentialquotienten wie auck fur die des 
Integrals; zu ersterer fiihrt die Steigung der Kurve, zu letzterer der 
Fliicheninhalt, den die Kurve mit der Abszissenachse begrenzt. 

). In allen Fallen, in denen der IntegrationsprozefJ (oder Quadratur
prozeB im eigentlichen Sinne des Wortes) mit rationalen und algebraischen 
Funktionen nicht explizit durchfiihrbar ist, gibt er aus sich heraus zur 
Entstehung neuer Funktionen AnlaB, die so auf eine durchaus natiirliche 
und einheitliche Art eingefiihrt werden. So definiert die Quadratur der 
Hyperbel den Logarithmus: 

'" 
(dX = logx. 

• X 
1 

wahrend die Quadratur des Kreises sich leicht auf das Integral: 

'" f dx . 
,r.- = arcsmx; 

o vi - Xi 

also auf die Inversen der trigonometrischen Funktionen zuriickfiihren 
HiBt. Sie wissen, daB derselbe Gedankengang weiterhin zu neuen h6-
heren Funktionsklassen, insbesondere den elliptischen Funktionen, fiihrt. 

4. Die Entwicklung aller so gewonnenen Funktionen in unendliche 
Potenzreihen geschieht wiederum nach einem einheitlichen Prinzip, dem 
Taylorschen Lehrsatze. 

5. Ais hohere Fortfiihrung dieses Ansatzes erscheint dann die 
Cauchy-Riemannsche Theorie der analytischen Funktionen komplexen 
Arguments, die sich auf den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
und dem Cauchyschen Integralsatze aufbaut. 

Versuchen wir nun, das Resultat dieses Oberblickes in bestimmte 
Worte zu fassen, so k6nnen wir vielleicht sagen, dafJ bei A eine mehr 
partikularistische A uffassung der W issenschaft zugrunde liegt, die das Ge
samtgebiet in eine Reihe gegeneinander wohl abgegrenzter T eile zerlegt und 
in einem ieden fur sick mit einem Minimum von Hilfsmitteln unter mog
lichster Vermeidung von Anleihen in den Nachbargebieten auszukommen 
sucht; das Ideal ist ein auskristallisierter, logisch in sich geschlossener 
Aufbau jedes der einzelnen Gebiete. Demgegeniiber legt der Anhiinger 
von B gerade auf eine organische Verknupjung der Einzelgebiete und auf 
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die zahlreichen Anregungen, die sie sich gegimseitig gewiihren, das Haupt
gewicht, und er bevorzugt demgemiifJ die M ethoden, die ihm das gleich
zeitige Verstiindnis mehrerer Gebiete unter einheitlichem Gesichtspunkte 
erschlief3en; sein Ideal ist die Erfassung der gesamten mathe
matischen Wissenschaft als eines grofJen zusammen
hiingenden Ganzen. 

Man kann wohl nicht im Zweifel sein, welche der beiden Richtungen 
mehr Leben in sich hat, welche den Schiller - soweit er nicht spezifisch 
abstrakt mathematisch veranlagt ist - mehr packen kann. Betrachten 
Sie, urn sich das recht zu vergegenwartigen, nur das Beispiel der Funk
tionen e!' und sin x , tiber die wir gerade in dieser Richtung spater noch 
viel zu reden haben werden! 1m System A - und leider schlieBt man 
sich diesem auf der Schule fast ausschlieBlich an - treten beide Funk
tionen ganz heterogen auf: e!' bzw. der Logarithmus erscheint als bequemes 
Hilfsmittel beim numerischen Rechnen, sinx aber entsteht in der Drei
ecksgeometrie. Wie solI man da verstehen, daB beide in so einfacher 
Weise zusammenhangen, und noch mehr, daB sie sich in den ver
schiedensten Gebieten, die weder mit der Technik des numerischen 
Rechnens noch mit der Geometrie das mindeste zu tun haben, immer 
wieder ganz vori selbst als naturgemaBer Ausdruck der dort obwaltenden 
Gesetze darbieten? Wie weit diese Anwendungsmoglichkeiten gehen, 
zeigen die Namen "Zinseszinsfunktion" oder "Gesetz des organischen 
W achstums", die man e!' wohl beigelegt hat, zeigt andrerseits die Tatsache, 
daB sin x tiberall da, wo von Schwingungen die Rede ist, eine zentrale 
Rolle spielt. 1m Systeme Baber erscheinen diese Zusammenhiinge ganz 
verstiindlich und der von A nfang an hervorgehobenen Bedeutung der 
Funktionen durchaus angemessen: Hier entstehen ja e!' und sin x aus der
selben QueUe, der Quadratur einfacher Kurven, und man wird von da 
aus bald - wir werden das spater noch sehen - auf die Differential-

( d eZ d2 sinx ) 
gleichungen einfachsten Typs dX = e!' bzw. ------;[X2 = -sinx ge-

£Uhrt, die allen jenen Anwendungen naturgemaB zugrunde liegen. 
Zum vollen Verstandnis der Entwicklung der Mathematik mussen 

wir aber noch eines dritten M omentes C gedenken, das neben und inner
halb der Entwicklungsreihen A und B sehr haufig eine groBe Rolle 
spielt. Es handelt sich da urn die Methode, die man mit einem durch 
Entstellung des :Kamens eines arabischen Mathematikers entstandenen 
Worte als Algorithmus bezeichnet; algorithmisch ist im Grunde schlieBlich 
jedes geordnete formale Rechnen, insbesondere das Buchstabenrechnen. 
Welch einen groBen Anteil an der Entwicklung der Wissenschaft das 
algorithmische Verfahren als eine gewissermaBen selbstiindig vorwiirts
treibende, den Formeln innewohnende Kraft unabh1i.ngig von der Absicht 
und Einsicht der jeweiligen Mathematiker und oft sogar ihr entgegen 
gehabt hat, das haben wir schon wiederholt betont; auch in den An-
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fangen der Infinitesimalrechnung hat, ",ie wir weiterhin sehen werden, 
der Algorithmus haufig zu neuen Begriffen und Operationen gedrangt, 
noch ehe man sich uber ihre Zulassigkeit Rechenschaft geben konnte. 
Selbst auf h6heren Stufen der Entwicklung k6nnen diese algorithmischen 
Momente Nutzliches leisten und haben es tatsachlich get an, so daB man 
sie geradezu als den Untergrund der mathematischen Entwicklung be
zeichnen kann; es heiBt also unhistorisch denken, wenn man, wie es 
heute manchmal ublich ist, diese Umstande als bloB "formale" Ent
wicklungen geringschatzig beiseite schiebt. 

I ch miJchte nunmehr den Gegensatz dieser verschiedenen mathematischen 
Arbeitsrichtungen durch die Geschichte der Mathematik genauer verfolgen, 
wobei ich mich naturlich auf die Erwahnung cler allerwichtigsten Zuge 
der Entwicklung beschranken muB. Hierbei wird der durchgreifende 
U nterschied zwischen A und B innerhalb des g an zen Gebietes der 
Mathematik noch klarer werden als in der obigen auf die Analysis 
beschrankten Zusammenstellung. 

Bei den alten Griechen finden wir eine scharfe Trennung der 
reinen und angewandten Mathematik, die auf Plato und Aristoteles zu
ruckgeht. Zur reinen Mathematik geh6rte vor aHem der bekannte 
Euklidische Aufbatt der Geometrie; in cler angewanclten wurde be
sonders das numerische Rechnen, die sogenannte Logistik ausgebilclet 
(16ro~ = allgemeine Zahl; vgl. S. 35). Freilich wurde die Logistik 
recht gering angesehen, und Sie wissen, daB sich dieses Vorurteil noch 
bis heute vielfach erhalten hat - allerdings meist nur bei Leuten, 
die selbst nicht numerisch rechnen k6nnen. Die geringere Geltung 
der Logistik mag besonders darauf zuruckzufUhren sein, daB sie im 
AnschluB an die Trigonometrie und die Bedurfnisse des praktischen 
Vermessungswesens entwickelt wurcle, das nun einmal clem Menschen 
gew6hnlich nicht vornehm genug erscheint; trotzdem mag sie dem
gegenuber in der allgemeinen Wertschatzung etwas gehoben worden 
sein durch ihre Anwendung in der Astronomie, we1che, obwohl der 
Geodasie verwandt, doch im Gegensatz zu ihr immer fUr eine der vor
nehmsten Disziplinen gegolten hat. - Sie sehen bereits aus diesen 
wenigen Bemerkungen, daB der griechische Wissenschaftsbetrieb mit 
seiner strengen Scheidung der einzelnen Gebiete, deren jedes dann in 
dem bekannten starren logischen GefUge dargestellt wurcle, ganz der 
Entwicklungsreihe A angehiJrt. Trotzdem waren den Griechen auch Be
trachtungen im Sinne von B nicht fremd, und sie mogen bei ihnen zu 
heuristischen Zwecken und zur ersten Mitteilung ihrer Entcleckungen 
eine ToBe Rolle gespielt haben, wenn ihnen auch fiir die endgilltige 
Da;.stellung die Form A unentbehrlich zu sein schien; das zeigt ganz 
besonders die kiirzlich entdeckte Schrift des Archimedes 1), in der dieser 

1) Vgl. Heiberg und Zeu.then: Eine neue Schrift des Archimedes. Leipzig 1907. 
Sonderabdruck aus Bibliotheca mathematica, 3. Folge, Bd. VIII. 
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seine Korperberechnungen unter Hinzunahme mechanischer Betrach
tungen in durchaus modern anmutender Weise darlegt, die nichts mit 
dem starren euklidischen System zu tun hat. 

Neben den Griechen spielen im Altertum 'mathematisch besonders 
noch die In d e r als Schopfer unseres modernen Ziffernsystems und spater 
die A r abe r als seine Oberlieferer eine Rolle; auch die ersten Anfiinge 
des Buchstabenrechnens finden sich bei ihnen. Diese Fortschritte ge
horen offenbar der algorithmischen Entwicklungsreihe Can. 

Gehen wir nun sogleich zur Neuzeit iiber, so konnen wir zunachst 
von etwa 1500 an die mathematische Renaissance datieren, 
die eine ganze Reihe grof3er Entdeckungen hervorgebracht hat. Ich nenne 
als Beispiel die formale AuflOsung der kubischen Gleichung (Cardanische 
Formel), die in der 1545 in Niirnberg erschienenen "Ars magna" des 
Cardano enthalten ist, einem hochst bedeutsamen Werke, das iiberhaupt 
die Keime der modernen, iiber das Schema der antiken Mathematik hin
ausfiihrenden Algebra enthal t; freilich ist dieses Werk nicht Cardanos 
personliches Verdienst, denn er solI seine beriihmte Formel ebenso wie 
anderes nicht selbst erfunden, sondern fremden Autoren entlehnt haben. 

Von 1550 an steht dann das trigonometrische Rechnen im Vorder
grund; getragen durch die Bediirfnisse der Astronomie, fiir die ich nur 
den Namen Kopernikus nennen will, erscheinen die ersten grof3en tri
gonometrischen Tafelwerke. Von etwa 1600 an schlieBt sich hieran un
mittelbar die Entwicklung der Logarithmen; die ersten Logarithmen
tafeln, die der Schotte Napier (oder Neper) aufstellte (1614), enthalten 
geradezu nur die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. Wir 
sehen in diesen 100 Jahren also genau den Entwicklungsgang, wie er 
dem Schema A entspricht. 

Wir kommen nun zu cler eige ntlichen N euzeit, dem weiteren 
Verlaufe des siebzehnten J ahrhunderts. Hier tritt durchaus die 
Richtung B in den Vordergrund. 1637 erscheint die analytische Gevmetrie 
des Descartes, weIche die fUr alles Folgende grundlegende Verbindung 
zwischen Zahl und Raum schafft; dies Werk ist im Neudruck1) bequem 
zuganglich. 1m AnschluB hieran treten sogleich die zwei grof3en Probleme 
des 17. J ahrhunderts, das Tangentenproblem und das Quadraturproblem, 
also die Probleme des Differenzierens und Integrierens, auf. Zur Ent
wicklung der eigentlichen Differential- und Integralrechnung fehIt von 
hier an nur noch die Erkenntnis, daB beide Probleme ganz nahe zu
sammenhangen, daf3 das einedie Umkehrung des andern ist. Diese Ein
sicht scheint der Kern des grof3en Fortschrittes zu sein, der am Ende des 
Jahrhunderts gemacht wurde. 

Vorher aber, im Laufe des Jahrhunderts, entsteht noch die Lehre 
von den unendlichen . Reihen, insbesondere den Potenzreihen, und zwar 
nicht etwa als selbstandige Disziplin im Sinne der heutigen algebraischen 

1) Descartes, R.: La geometrie. Nouvelle edition. Paris 1886~ 
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Analysis, sondern in engster Verbindung mit dem Quadraturproblem. 
Nicolaus Mercator (Latinisierung des deutschen Namens Kaufmann; 
1620-1687), der ubrigens nicht mit dem etwa 100 Jahre alteren Er
finder der Mercatorproje'ktion identisch ist, hat hier Bahn gebrochen; 
er hatte die kiihne Idee, zur Reihenentwicklung von log (1 + x) den 

Bruch 1 ~ x auszudividieren und die entstehende Reihe gliedweise zu 

integrieren: 
z z 

f dx ~ x2 x3 
log (1 +x) = -- = (1 - X+X2 -+·.·)dx=x--+--+ ... 

1+x v 2 3 o 0 

Das ist genau der Inhalt seiner Uberlegung, wenn er auch natiirlich 
nicht unsre einfachen Zeichen f, d x, ... benutzte, sondern eine schwer
falligere Sprache redete. Seines Prozesses bemachtigte sich in den 
sechziger Jahren ]. Newton (1643-1727), der sich die Reihe fiir das all
gemeine Binom gebildet hatte; gewiB verfuhr er dabei nur nach A nalogie
schliissen, die sich auf die bekannten einfachsten Falle stutzten, ohne 
einen strengen Beweis zu besitzen und ohne die Grenzen der Giiltigkeit 
dieser Reihenentwicklung zu kennen. Wir beobachten hier also wieder
urn ein Eingreifen des algarithmischen M aments C. Indem er die Binominal-

reihe auf 1 = (1 - x2t~ anwendet, erhalt er nach dem Mercatorschen 
Vi - X2 z 

Verfahren die Reihe fiir f dx = arc sin x. Durch sehr geschickte 
Vi - x2 

o 
Umkehrung dieser Reihe, sowie derjenigen fiir logx findet er dann auch 
die Reihen fiir sin x und CZ. Den AbschluB dieser Kette von Entdeckungen 
verdanken wir endlich Brook Taylor (1685-1731), der 1715 sein all
gemeines Prinzip fiir die Potenzreihenentwicklung von Funktionen ver
offentlichte. 

Die Entstehung der eigentlichen Infinitesimalrechnung am Ende des 
17. ]ahrhunderts, auf die schon kurz hingewiesen wurde, ist bekanntlich 
G. W. Leibniz (1646-1716) und Newton zu danken. Bei Newton ist 
die grundlegende Idee die Vorstellung des FliefJens.. beide Variable 
x, y werden als Funktionen g; (t), 1p (t) der Zeit t aufgefaBt, und wahrend 
die Zeit dahinflieBt, "flieBen" sie gleichfalls standig. DemgemaB heiBt 
die Variable bei Newton geradezu ftuens, und was wir Differential
quotient nennen, bezeichnet er als Fluxion x, y. Sie sehen, wie hier 
alles durchaus auf A nschauung begriindet ist. 

Ahnliches gilt fiir die Darstellung von Leibniz, dessen erste Publi
kation 1684 erschien. Er bezeichnet selbst geradezu als seine groBte 
Entdeckung das Prinzip der Stetigkeit in allem Naturgeschehen, den 
Satz : "Natura non facit saltum" .. auf diese Auffassung stutzt er seine 
mathematischen Entwicklungen, wiederum ein fiir das System B 
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typischer Zug. Obrigens spielt daneben bei Leibniz sehr stark der Ein
IlufJ des Algorithmus (C) hinein; von ihm riihren die algorithmisch so 

wertvollen Bezeichnungen ddY und (I(x) dx her. x . 
1m ganzen aber ergibt sich als Resultat dieses Oberblickes, dafJ 

die grofJen Entdeckungen des 17. ]ahrhunderts vorwiegend der Entwick
lungsreihe B angehOren. 

1m 18. ] a h r hun d e r t nimmt diese Entdeckungsperiode ihren 
Fortgang zunachst in derselben Richtung; als glanzendste Namen sind 
L. Euler (1707-1783) und ]. L. Lagrange (1736-1813) zu nennen. 
Es entwickelt sich so die Lehre von den Dilferentialgleichungen im all
gemeinsten Sinne, e'inschl. der Variationsrechnung; die analytische Geo
metrie und analytische M echanik werden weiter ausgebaut. Oberall haben 
wir ein erfreuliches Fortschreiten, ganz wie in der Geographie nach 
der Entdeckung Amerikas die neuen Lander zuerst einmal nach allen 
Richtungen erforscht und durchquert wurden. Aber genau wie hier 
von exakten Vermessungen noch lange nicht die Rede war, wie man 
in der allerersten Zeit sogar tiber die allgemeine Lage des neuen Erd
teils ganz falsche Vorstellungen hatte (glaubte doch Columbus zuerst, 
den Osten Asiens gefunden zu haben!), so war man auch in jenen der 
Mathematik im Erdteil des Infinitesimalkalkuls neu eroberten Gebieten 
zunachst von einer zuverlassigen logischen Orientierung noch recht 
weit entfernt; ja sogar tiber ihre Beziehungen zu den alten wohl
bekannten Disziplinen gab man sich mitunter Tauschungen hin, indem 
man die Infinitesimalrechnung fUr etwas Mystisches hielt, das tiber
haupt keine genaue logische Analyse gestatte. 

Auf wie schwankendem Boden man hier stand, wurde erst recht 
deutlich, als man in Lehrbtichern die neuen Gebiete allgemeinverstand
lich darstellen wollte; da zeigte sich bald, daB die bisher allein herr
schende Forschungsrichtung B nicht mehr weiter helfen konnte, und 
Euler war es, der sie zUerst verlieB. Er hat zwar noch keine eigentlichen 
inneren Bedenken gegen die Infinitesimalrechnung, aber sie macht doch 
seiner Meinung nach dem Anfanger zu viele Schwierigkeiten und 
Skrupel; aus diesem padagogischen Grunde h~ilt er es fUr ratsam, ihr 
in einem besonderen Lehrbuche, seiner "Introductio in analysin in
jinitorum" von 1748, diejenige Disziplin voranzustellen, die wir heute at
gebraische Analysis nennen; dahin verweist er insbesondere die Lehre von 
den unendlichen Reihen und sonstigen unendlichen Prozessen, die er dann 
hinterher beim Aufbau der Infinitesimalrechnung als Fundament benutzt. 

Einen viel radikaleren Weg schlagt, fast 50 Jahre spater, Lagrange 
in seiner" Thiorie des lonctions analytiques" von 1797 eiiJ.; er kann seine 
Skrupel tiber die bisherige Begrtindung der Infinitesimalrechnung nur 
dadurch beseitigen, daB er sie als allgemeine Disziplin ganz verwirft 
und sie lediglich als Inbegriffformaler Regeln tiber gewisse spezielle 
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Funktionen bestehen 1a8t. Er betrachtet namlich ausschliefJlich solche 
Funktionen, die durch Potenzreihen gegeben sind: 

f (x) = ao + a1 x + a2 x2 + a3 x3 + ... , 
und diese nennt er analy tisc he F unkti onen, das soIl hei8en Funk
tionen, die in der Analysis vorkommen und mit denen man da wirklich 
etwas Vernunftiges anfangen kann. Der Differentialquotient eines solchen 
f (x) wird dann rein formal durch eine zweite Potenzreihe definiert, wie 
wir spater sehen werden. Mit diesem gegenseitigen Zusammenhang der 
Potenzreihen hat sich die Differentia1- und Integralrechnung zu be
schaftigen. Durch diese Beschrankung auf formale Betrachtungen wurde 
fUr die damalige Zeit freilich eine Reihe von Schwierigkeiten beseitigt. 

Man sieht, dafJ schon fene Wendung von Euler und erst recht das 
ganze Vorgehen von Lagrange durchaus der Richtung A angehOren, indem 
dadurch die anschauliche genetische Entwicklung durch einen streng in 
sich abgeschlossenen Gedankenkreis ersetzt wird. Diese beiden Forscher 
haben aUf den Schulunterricht den grofJten EinflufJ gehabt, und wenn 
die Schule heute unendliche Reihen behandelt oder durch Potenz
entwicklung nach der sogenannten Methode der unbestimmten Koetfi
zienten Gleichungen lost, die Aufnahme der eigentlichen Differential
und Integralrechnung aber ablehnt, so steht sie noch ganz unter der 
Nachwirkung der Eulerschen "Indroductio" und des Lagrangeschen Werkes. 

Das 19. J ahrhundert, zu dem wir jetzt kommen, beginnt vor
wiegend mit einer sicheren Begriindung der hoheren Analysis durch Kon
vergenzkriterien, urn die man sich varher noch nicht gekummert hatte; im 
18. Jahrhundert herrscht noch der "paradiesische" Zustand, indem man 
gut und bOse, konvergent und divergent nicht unterscheidet, und selbst 
in Eulers Introductio kommen konvergente und divergente Reihen 
friedlich nebeneinander vor. Aber am Anfang des neuen Jahrhunderts 
geben GaufJ (1777-1855) und Abel (1802-1829) die ersten scharfen 
Konvergenzuntersuchungen, und Cauchy (1789-1857) entwickelt in den 
zwanziger Jahren in Vorlesungen und Buchern in modernem Sinne die. 
erste exakte Begriindung der Infinitesimalrechnung. Er gibt nicht nur 
die genaue Definition des Ditferentialquotienten und Integrals durch einen 
Grenzwert endlicher Quotienten bzw. endlicher Summen, wie man dies 
vorher auch ge1egentlich schon getan hatte, sondern baut auf ihr unter 
Hervorhebung des Mittelwertsatzes zum ersten Male ein in sich folge
richtiges Lehrgebaude dp.r Infinitesimalrechnung auf; wir werden spater 
noch ausfuhrlich darauf zuruckkommen. Diese Theorien liegen wohl 
gleichfalls im Sinne von Richtung A, da sie das Gebiet systematisch 
logisch, isoliert von anderen Disziplinen, durcharbeiten; sie haben in
dessen aut die Schule keinen EinflufJ mehr gewonnen, obgleich sie durch
aus geeignet sind, die alten Vorurteile gegen die Differential- und 
Integralrechnung zu zerstoren. 
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Aus der weiteren Entwicklung des 19. J ahrhunderts will ich nur ganz 
weniges hervorheben; zunachst nenne ich einige in der Richtung B 
liegende Fortschritte: neuere Geometrie, mathematische Physik, sowie 
Funktionentheorie komplexer Vt::riinderlicher nach Cauchy und Riemann. 
Die Fiihrer bei der ersten Bearbeitung dieser drei groBen Gebiete 
waren zuniichst die Franzosen. Es ist hier der Ort, auch iiber den Stil 
der mathematischen Darstellung ein Wort zu sagen. Bei Euklid finden 
Sie aIles nach dem Schema "Voraussetzung, Behauptung, Beweis" ge
gliedert, wozu unter Umstanden noch die "Determination" tritt (Ab
grenzung des Gebietes, innerhalb dessen die Betrachtungen gelten); in 
weiten Kreisen k6nnen Sie die Meinung finden, daB die Mathematik 
sich immer in diesem Vierschritt bewegt. Aber gerade in der Periode, 
von der wir soeben reden, bildet sich besonders bei den Franzosen 
eine neue Kunstform der mathemati,schen Darstellung aus, die man als 
kiinstlerisch gegliederte Deduktion bezeichnen kann; die Werke von 
Monge, oder, urn ein neueres Buch zu nennen, der "Traiti d' analyse" 
von Picard lesen sich geradezu wie ein gut geschriebener spannender 
Roman. Das ist der der Denkweise B angepaf3te Stil, wahrend die Eukli
dische Darstellung durchaus der Denkweise A wesensverwandt ist. 

Von Deutschen, die auf den genannten Gebieten GroBes leisteten, 
nenne ich noch Jacobi (1804-1851) und Riemann (1826-1866) und 
fUge aus neuerer Zeit Clebsch (1833-1872) und den Norweger Lie 
(1842-1899) hinzu. Sie aIle gehOren wesentlich der Richtung Ban, 
nur ist gelegentlich ein algorithnischer Einschlag bei ihnen bemerkbar. 

Mit Weierstraf3 (1815-1897) tritt von der Mitte des Jahrhunderts 
an - seine Lehrtatigkeit in Berlin beginnt 1856 -, die Denkweise A 
wieder mehr in den Vordergrund; die Weierstraf3sche Funktionentheorie 
habe ich ja schon unter A aufgefiihrt. In gleicher Weise gehoren die 
neueren Untersuchungen uber die Axiome der Geometrie dem Typus A an; 
es handelt sich hier urn Untersuchungen ganz in Euklidischer Richtung, 
die sich ihr auch in der Art der DarsteIlung wieder annahem. 

Wir beenden damit diese kurze historische Ubersicht; manche 
Gesichtspunkte, die ich hier nur kurz andeuten konnte, werden wir 
spaterhin noch ausfiihrlich zu besprechen haben. Als Ergebnis diirfen 
wir jedenfalls die Erkenntnis rnitnehmen, daf3 in den letzten J ahrhunderten 
mathematischer Geschichte unsere beiden hauptsachlichen F orschungs
arten gleichmaf3ig zur Geltung kommen, daf3 eine iede von ihnen, und 
manchmal gerade ihre Aufeinanderfolge grof3e Fortschritte der Wissen
schafl zustande gebracht hat. Die Mathematik wird sich gewiB nur dann 
gleichmaBig nach allen Seiten hin fortentwickeln k6nnen, wenn keine 
der beiden Arten del' Untersuchungen vernachlassigt wird; m6ge jeder 
Mathematiker in der ihm zusagenden Richtung arbeiten! 

Der Schulunterricht aber steht Ieider - ich deutete es bereits an -
heute, wie schon seit langer Zeit unter einseitiger Hetrschaft der Rich-
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tung A; eine jede Bewegung zur Reform des mathematisehen Unter
riehts muB also fiir eine stiirkere Hervorhebung der Richtung B eintreten. 
Dabei denke ieh vor allem an das Durehdringen der genetischen Unter
richtsmethode, an eine starkere Betonung der Raumanschauung als 
solcher und besonders an die Voranstellung des Funktionsbegrills unter 
Fusion der Raum- und Zahlvorstellung! In den Dienst dieser Tendenz 
stelle ieh aueh die gegenwartige Vorlesung, und das urn so mehr, als 
in den elementarmathematisehen Werken, die wir sonst immer zu Rate 
ziehen, beispielsweise in Weber-Wellstein, Troptke, M. Simon, fast aus
sehlieBlieh die Riehtung A vertreten ist; ieh hatte dieses Gegensatzes 
ja aueh bereits in der Einleitung der Vorlesung gedaeht. 

Und nun, meine Herren, genug von diesen Zwisehenbetraehtungen; 
lassen Sie uns zum naehsten groBen Absehnitt der Vorlesung iibergehen! 



Zweiter Teil. 

Algebra. 
Ich darf damit beginnen, daB ich Ihnen emzge Lehrbucher der 

Algebra nenne, urn Sie in die sehr umfangreiche vorhandene Literatur 
etwas einzufiihren. Zunachst erwahne ich Serrets "Cours d' algebre" 1), 
der friiher auch bei uns sehr viel benutzt wurde und groBe Verdienste 
hat. Reute besitzen wir jedoch zwei groBe, verbreitete deutsche Lehr
biicher: H. Webers "Lehrbuch der Algebra" 2) und E. Nettos "Vorlesungen 
uber Algebra" 3), jedes in 2 Banden; beide behandeln auBerordentlich 
weitgehend auch die schwierigsten Teile der Algebra und sind iiberhaupt 
eigentlich fiir ein weitergehendes Spezialstudium bestimmt; fiir das 
durchschnittliche Bediirfnis der Lehramtskandidaten scheinen sie mir 
inhaltlich zu umfangreich und auch zu teuer zu sein. Mehr dem letzteren 
Bediirfnis angepa,Bt sind wohl die recht bequem lesbaren "V orlesungen 
uber Algebra" von G. Bauer 4) , die kaum iiber das hinausgehen, was der 
Lehrer beherrschen sollteD). Nach der praktischen Seite hin, fUr die 
numerische Auflosung von Gleichungen, werden diese Vorlesungen durch 
das kleine Buch "Praxis der Gleichungen" von C. Runge') erganzt, das 
ich Ihnen nur sehr empfehlen kann. 

Wenn ich mich nun zum engeren Thema wende, so bemerke ich 
vorab, daB ich im Rahmen dieser Vorlesung natiirlich keine systematische 
Darstellung der Algebra geben kann; ich kann vie1mehr nur einen einsei
tigen Ausschnitt geben, und da ist es das ZweckmaBigste, wenn ich so1che 
Dinge hervorhebe, die anderswo unbillig vernachlassigt werden, und die 
doch gerade geeignet sind, den Schulunterricht in besonderer Beleuch
tung erscheinen zu lassen. Alle meine algebraischen Darlegungen 
werden sich urn einen Punkt gruppieren, namlich urn die A n wen dun g 
der graphischen und uberhaupt der geometrisch anschau
lichen M ethoden auf die Losung von Gleichungen. Damit ist 

1) Troisieme edition, Paris 1866; [sixieme edition, 1910.] 
Z) Zweite Auflage. Braunschweig 18~8/99. [Neubearbeitung von R. Fricke. 

Bd. I. 1924.] 
8) Leipzig 1896/99. [~) Zweite Auflage. Leipzig 1910.] 
6) Vgl. auch Netto, E.: Elementare Algebra, akademische Vorlesungen fiir 

Studierende der ersten Semester. [Zweite Auflage. Leipzig 1913 und H. Weber: 
Lehrbuch der Algebra. Kleine Ausgabe in einem Bande. 2. Abdruck. Braun
schweig 1921.] 

[8) Zweite Auflage. Leipzig 1921.] 
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ein auBerst umfassendes und beziehungsreiehes Kapitel bezeiehnet, 
aus dem ieh natiirlich aueh wieder nur einige der wiehtigsten und inter
essaniesten Dinge herausgreifen kann; wir werden dabei mit den ver
sehiedensten Gebieten in organisehe Verbindung treten, so daB wir so 
reeht Mathematik im Sinne unserer Entwicklungsreihe B von vorhin 
treiben werden. Wir behandeln zunaehst Gleiehungen fUr reeUe GraBen, 
urn dann spater die Beriieksichtigung der komplexen GraBen folgen zu 
lassen. 

I. Reelle Gleichungen mit reellen Unbekannten. 
,1. Gleichungen mit einem Parameter. 

Wir beginnen mit einem maglichst einfachen FaUe, welcher geo
metrischer Behandh.mg zuganglieh ist, namlieh mit einer reellen alge

.!! 

--~----------~~~X 

braisehen Gleiehung fUr die Unbekannte·x, 
in cler noeh ein Parameter}. auftritt: 

t (x,}.) = O. 
Wir deuten die Gleiehung geometriseh 
am einfachsten, indem wir }. durch eine 
zweite Variable y ersetzen und: 

f (x, y) = 0 

Abb. 19. als KuriJe in einer x-y-Ebene auffassen 
(vgl. Abb. 19). Die Schnittp~tnkte dieser 

KurlJc mit der zur Abszissenachse parallelen Geraden y ,=}. geben die 
reeUen Wurzeln der Gleichung I (x, ).) "'= 0, unci wenn wir uns die Kurvc 
angenahert gezeichnet ha ben --- was bei nicht aIlzu kornpliziertem t 
leieht moglieh ist -, iibersehell wir dureh Verschiebung der Parallelen, 
wie bei Variation von ), die Anzahl der reellcn Wurzeln sieh andert. Be
sonders am Platze ist dieser Ansatz, wenn f in }. linear ist, also bei GIei
chungen von del' Form: 

q:> (x) - A. ljJ (x) =--= 0; 

denn dann wird fiir rationale tp und ljJ auch UIlsere Kurve y = 'P (xl 
ljJ (x) 

rational und ihre Herstellung daher besonders einfach. In diesen Fallen 
kann man die Methode aueh zur naherungsweisen numerisehen Berech
nung der Wurzeln vielfaeh mit Nutzen anwenden. 

Betrachten wir als Beispiel die quadratische Gleichung: 

x2 + a x - ). = 0 . 

'Vir haben dann in del' Kurve y = x 2 + ax eine Parabel und iibersehen 
sofort, fUr weIche Werte von}. die Gleichung 2, 1, 0 reeUe Wurzeln hat, 
entspreehend den Horizontalen, die die Para bel in 2, 1. 0 Punkten 
sehneiden (vgl. Abb. 20). Die VorfUhrung einer soIchen einfaehen und 
anschaulichen Konstruktion scheint mir auch fUr die oberen Klassen 
der Schule sehr geeignet. - Als zweites Beispiel nenne ich die kubische 

Gleichung: x3 + a x 2 + b x - A. = 0 , 
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bei der wir eine kubische Parabel y = x3 + a x 2 + b x zu betrachten 
haben; sie hat je nach den Werten a, b vcrschiedenes Aussehen. In 
der Abb. 21 ist angenommen, daB x 2 + a x + b = 0 zwei reelle 

!/ 

2 

2 J 
X 

:{ ',1 
Abb.20. Abb.21. 

Wurzeln hat; man sieht zugleich, wie die Parallelen sich in solche 
gruppieren, die in einem, und solche, die in drei reellen Punk ten 
schneiden. AuBerdem konnen zwei Grenzlagen mit je einer Doppelwurzel 
eintreten. 

2. Gleichungen mit zwei Parametern. 

Treten nun in einer Glcichung mehrere, zunachst zwei Parameter 
auf, so ist zum graphischen Ansatz des Problems bercits mehr Kunst 
notig; dafiir ergeben sich aber auch weitergehende und interessantere 
Resultate. Wir beschranken uns hier von vornherein auf lineares Auf
treten der beiden Parameter 2, f-l und wollen fiir die Unbekannte der 
Gleichung t schreiben; es handelt sich also urn die Bestimmung der 
reellen Wurzeln der Gleichung: 

(1) 9? (t) + ,{ . X (t) + fl' V' (t) = 0, 

wobei 9?, X, tp Polynome in t sind. 
Sind x, y gewohnliche rechtwink

lige Punktkoordinaten, so wird jede 
Gerade in der x-y-Ebene dargestellt 
durch eil.e Gleichung: 

(2) y + u x + v = 0 , 

!I 

}r-v) 
--7""-~~-+!..-----~X 

tgrp=-u 
Abb.22. 

und wir konnen u, v als Koordinaten der Geraden bezeichnen: (- u) ist 
die trigonometrische Tangente ihres Winkels cp gegen die x-Achse, 
(- v)der Abschnitt, den sie auf der y-Achse ausschneidet (vgl. Abb. 22). 
Indem wir, was spater besonders wichtig wird, Punkt und Gerade und 
entsprechend Punkt- und Geradenkoordinaten als gleichberechtigt an
sehen, k6nnen wir kurz sagen, die Gleichung y + u x + v = 0 bedeutet 
vereinigte Lage der Geraden u, v und des Punktes x, y, d. h. der Punkt 
liegt auf der angegebenen Geraden, und die Gerade geht durch den 
angegebenen Punkt. 
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Urn nun unsere Gleichung (1) geometrisch zu deuten, bringen wir 
sie mit (2) zur Vbereinstimmung; das kann auf zwei wesentlich verschie
dene Arten geschehen, die wir nacheinander behandeln. 

A. Wir set zen : 

(3 a) 

(3b) u = .1., v = 1-" 

Die Gleichungen (3 a) stellen bei variablem t eine wohlbestimmte rationale 
Kurve der x-y-Ebene, die sog. "Normkurve" der Gleichung (1) dar, 
und da jeder ihrer Punkte durch einen bestimmten Wert von t entsteht, 
ist auf ihr gleichzeitig eine gewisse Skala von t-Werten festgelegt. Aus 
(3 a) konnen wir unmittelbar beliebig viele Punkte der Kurve berechnen 
und so die Normkurve mit ihrer Skala hinreichend genau etwa auf 
MiIlimeterpapier zeichnen. Fur jedes bestimmte Parameterpaar .1., fA 
stellt ferner (3 b) eine Gerade der Ebene dar, und (1) bedeutet nach dem 
oben Gesagten, daB der Punkt t der Normkurve auf dieser Geraden 
liegt; wir erhalten also aile reellen W urzeln von (1), indem wir alle reellen 
Schnitte der N ormkurve mit dieser Geraden aufsuchen und ihre Parameter
werte auf der Skala der Kurve ablesen. Dabei ist die Normkurve ein 
fUr allemal durch die Form der Gleichung (1) fest bestimmt, ohne Ruck
sicht auf die speziellen Werte, welche die Parameter 1, fA haben mogen.· 
Zu jeder Gleichung mit bestimmten 1, I-' gehort dann eine Gerade, 
die sie gewissermaBen reprasentiert, und zwar kommen dabei samtliche 
Geraden der Ebene in Betracht. nicht wie fruher (S. 94/95) nur die hori

zontalen. 
-2 Zur naheren Erlauterung diene die qua-

---r~ """~""--~.x 

Abb.23. 

dratische Gleichung: 

t2+1t+I-'=O. 

Die Normkurve ist hier durch: 

y = t2 • X = t oder: y = x 2 

dargestellt, d. h. sie ist die nebenstehend ge-
zeichnete Parabel mit der angedeuteten Skala, 
an der man die reellen Wurzeln unserer Glei

chung als Schnitte mit der Geraden y + 1 x + I-' = 0 sofort ablesen kann. 
So ergibt die Abb. 23. daB die heiden Wurzeln von t2 - t - 1 = 0 
zwischen t und 2 bzw. - t und -1 liegen. Der wesentliche Vorteil 
gegen die fruher auf S. 94f. dargestellte Methode ist, daB wir jetzt mit 
ein und derselben Parabel aile quadratischen Gleichungen losen konnen, 
wenn wir nur die samtlichen Geraden der Ebene heranziehen. Hat 
man also viele verschiedene quadratische Gleichungen approximativ 
aufzulosen, so wird sich die Anwendung dieses Verfahrens als recht 
zweckmaBig erweisen. 
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Ahnlich kann man die samtlichen kubischen Gleichungen behandeln, 
die man bekanntlich stets durch eine lineare Transformation auf die 
"reauzierte Form":· 

bringen kann; hier kommt als Normkurve die kubische Parabel: 

y = fl, x = t oder: y = x3 

in Betracht, die in Abb. 24 skizziert ist. Auch diese Methode scheint 
mir auf der Schule wohl anwendbar; die Schiller haben am eigenen 
Zeichnen solcher Kurven gewiB die groBte Freude. 

B. Die zweite Methode aer Deutung von (1) entsteht aus der ersten, 
indem wir das Prinzip der Dualitat anwenden, d. h. Punkt und Linien
koordinaten vertauschen. Dazu schrei
ben wir die Glieder von Gleichung (2) 
in umgekehrter Reihenfolge: 

v+xu+y=O 

und bringen sie in dieser Gestalt mit (1) 
zur tJbereinstimmung, indem wir setzen: 

(4 a) 
cp (t) 

v = 1p(t) , 

(4b) X=A, 

u = X(t). 
1p (t) , 

y=p,. 

(4a) stellt bei variablem t eine Schar 
gerader Linien dar, die eine wohl-

!I 

bestimmte Kurve umhiillen, die "Norm- Abb. 24. 

kurve" von (1) in der neuen Deutung; 
es ist eine rationale Klassenkurve, da sie in Geradenkoordinaten 
durch rationale Funktionen eines Parameters dargestellt ist. Jede 
Tangente und somit auch der zugehorige Beriihrungspunkt ist durch 
einen festen Wert von t bestimmt, so daB wir wiederum eine Skala 
auf der N ormkurve erhalten. Indem wir hinreichend viele Tangenten 
gemaB (4a) zeichnen, bekomtnen wir Kurve und Skala mit jeder ge
wiinschten Genauigkeit. Jedes Parameterpaar 1, p, bestimmt vermoge 
(4b) einen Punkt der x-y-Ebene, und die Gleich.ung (1) sagt nunmehr 
aus, daB die Tangen~e t der Normkurve (4a) durch diesen Punkt geht; 
wir erhalten also aUe reeUen Wurzeln von (i), indem wir die Parameter
werte t abiesen, die zu allen durch den Punkt x = A, y = p, gehenden 
Tangenten der Normkurve gehoren. Wiederum ist die Normkurve durch 
die Form der Gleichung (1) v611ig bestimmt; jede derartig gestaltete 
Gleichung mit festen Werten der Parameter A, p, wird durch einen ge
wissen Punkt der Ebene bzw. dessen Lage zur Kurve reprasentiert. 

Wir betrachten zur Erlauterung wieder die gleichen Beispiele wie 
oben. Zur quaaratischen Gleichung: 

ta + 1 t + p, = 0 

K 1 e in, ElellWltarmathematik I. 3. Auf!. 7 
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geh6rt als Normkurve die Umhilllungskurve der Geraden: 

v = t2, U = t, 
und das ist wiederum eine Parabel, deren Scheitel im Nullpunkt liegt. 
Die Abbildung, die man sich natiirlich auf Millimeterpapier entwerfen 
wird, zeigt sogleich die reellen Wurzeln der Gleichung t2 + 1 t + ft = 0 
als Parameter der Tangenten, die yom Punkte 1, ft aus an die Parabel 
gelegt werden (vgl. Abb. 25). 

Fur die kubische Gleichung: 

t3+1t+ft=O 
wird die Normkurve: v = t3 , u = t 
eine Kurve dritter Klasse, die im Nullpunkte eine Spitze hat, wie das 
die Abb. 26 erkennen HiBt. 

Abb.26. 

Wir k6nnen diese Methode noch etwas anders darstellen. Betrachten 
wir nur die sogenannte trinomische Gleichung: 

tm+ltn+ft=O, 
so haben wir das Tangentensystem der Normkurve durch die den Para
meter t enthaltende Gleichung: 

t (t) = tm + x fI + y = 0 

darzustel1en. Um nun die Gleichung der Normkurve in Punktkoordi
naten zu finden, hat man bekanntlich die Gleichung des Tangenten
systems mit der durch Differentiation nach dem Parameter taus ihr 
entstehenden Gleichung: 

I''(t) = m tm- 1 + nx tn - 1 = 0 

zusammenzustellen und t zu eliminieren; denn die Normkurve wird als 
Enveloppe des Geradensystems durch die Schnitte je zweier aufeinander 
folgender Geraden (fUr t und t + d t) gebildet. Drjicken wir, statt t zu 
eliminieren, aus beiden Gleichungen x, y als Funktionen von taus, so folgt: 

m m-n (Sa) x = __ tm-n, y = ___ tm, 
n n 

und das ist die Punktgleichung unserer N ormkurve. 
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Fiir die Normkurven der als Beispiel behandelten quadratischen 
und kubischen Gleichung erhalten wir so: 

x = -2 t, Y= t2 

bzw. x = - 3 t2, Y = 2 t3. 

Das sind in der Tat die in den Abb. 25 und 26 gezeichneten Kurven. 
Ich weise ausdrucklich darauf hin, daB diese Methode von 

C. Runge in seinen Vorlesungen und 'Obungen praktisch gehandhabt 
wird, und daB sie sich als besonders zUJeckmii8ig jur die wirkliche Li5s~tng 
von Gleichungen erweist. Auch im Schulunterricht diirfte sich die Be
riicksichtigung der einen oder anderen dieser Abbildungen gelegentlich 
empfehlen. 

Vergleichen wir nun die beiden bisher entwickelten Methvden 
miteinander, so zeigt sich, daB fiir einen bestimmten, sehr wichtigen 
Zweck die zweite einen wesentlichen V orteil bietet - dann namlicb, 
wenn man eine anschauliche V orstellung von allen Gleichungen eines be
stimmten Typus erhalten u'ill, die eine gegebene A nzahl reeller W urzeln 
besitzen. SoIche Gesamtheiten werden namlich bei der ersten Methode 
durch Systeme von Geraden, bei der zweiten aber durch Gebiete von 
Punkten reprasentiert. Diese letzteren konnen wir aber kraft der 
Eigenart unserer geometrischen Anschauung oder Gewohnung wesent
lich leichter auffassen als jene. 

Was wir in dieser Richtung alles (;rreichen k6nnen, will ich sogleich am 
Beisp{ele der quadratischen Gleichung naher ausfUhren (vgl. Abb. 27); da 
gehen von allen Punkten innerhalb der Parabel keine, von allen auBerhalb 
aber zwei reelle Tangenten an sie, so daf3 diese Gebiete die Mannig/altig
keiten aller Gleichungen mit 0 bzw. 2 Wur
zein darstellen. Fur aUe Punkte dey Pa
rabel selbst gibt es nur eine einzige, doppelt 
zahlende Tangente. Die N ormkurve selbst 
ist im allgemeinen Fall der Ort derienigen 
Punkte, deren Koordination 1, fl Gleichungen 
mit zwei zusammenjallenden W urzeln lie/ern, 
so daB wir sie als Diskriminantenkurve be-
zeichnen konnen. 

\ 
\ 
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Abb.27. 

Bei der kubischen Gleichung gehen von einem Punkte innerhalb 
des Hakens der Normkurve drei reelle Tangenten an sie; denn fur 
einen Punkt der MitteIlinie ist das aus Symmetriegrunden klar, und die 
Anzahl kann sich nicht and ern , wenn man den Punkt variiert, ohne 
die Kurve zu iiberschreiten. Kommt dagegen der Punkt x, y auf die 
Kurve, so fallen zwei Tangenten zusammen, riickt er in das Gebiet 
auBerhalb der Kurve, so werden diese beiden Tangenten imaginar, und 
es bleibt nur eine reelle Tangente ubrig. Demnach repriisentieri das 
Gebit't innerhalb des Kurvenhakens die samtlichen kubischen Gleichungen 

7* 
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mit drei verschiedenen reellen Wurzeln, das auf3erhalb die Gleichungen mit 
nur einer reellen Wurzel, und endlich entsprechen den K urvenpunkten selbst 
die Gleichungen miteiner einlachen undeinerdoppelt ziihlenden reellen Wurzel. 
Durch die SPitzt3 der Kurve schlieBlich geht nur eine dreifach zahlende 
Tangente; sie entspricht der einzigen Gleichung t' = 0 ~it einer einzigen 

1 

1 

Abb.28. 

dreilachen Wurzel. Die Abb.28 liiBt diese 
Gruppierung mit einem Blicke iibersehen. 

Die Abbildungen werden nun noch viel 
interessanter und liefem wesentlich mehr, 
wenn wir, wie das in der Algebra auch sonst 

-1- iiblich ist, lur die Wurzeln bestimmte Ein
schriinkungen einfiihren, insbesondere nach 
allen reellen W urzeln Iragen, die in einem 
gegebenen lntervalle tl S t S t2 liegen. Diese 
Frage wird bekanntlich allgemein durch den 
Sturmschen Satz beantwortet. Wir konnen 
nun unsereZeichnungenleichtsovervollstan

digen, daB sie eine befriedigende, iibersichtliche Losung auch dieser allge
meinen Frage geben. Wir nehmen zu diesem Zwecke einfach die den Para
meterwerten t1 , t2 entsprechenden T angenten zu der N ormkurve hinzu und be
trachten die durchdieseGeraden entstehendeZerlegungder Ebenein Felder. 

Wollen wir diese Vberlegungen zunachst wieder fiir die quadra
tische Gleichung durchfiihren. so kommt es darauf an, die Zahl der 
Tangenten jestzustellen, die den Bogen der Parabel zwischen tl und t" 
beruhren. Durch jeden Punkt des Dreiecks (vgl. Abb. 29) zwischen 

1 

t 

o 

diesem Parabelbogen und den beiden Tan
genten gehen offenbar deren zwei; tiber
schreitet der Punkt eine der Tangenten t1 , t", 
so bertihrt eine Tangente durch ihn die Pa
rabel auBerhalb des Bogens (tl t2) und geht 
also fiir unsere Zwecke verloren. Durch 
jeden Punkt in den sichelformigen, sich ins 
Unendliche erstreckenden, von der Parabel 
und je einer Tangente begrenzten Streifen 
femer geht keine den Bogen (tl' to be

riihrende Tangente, und innerhalb der Parabel gibt es iiberhaupt 
keine reellen Tangenten. Die beiden Parabelbogen t S tl und t > t2 
sind also fiir die entstehende Teilung der Ebene unwesentlich; es 
bleiben nur die in der Abbildung ausgezogenen Linien, welche durch 
die ihnen zugerechneten Zahlen eine genaue Obersicht uber die M annig
taltigkeiten der quadratischen Gleichungen vermitteln, die zwei, eine oder 
null reelle zwischen tl und t2 gelegene W urzeln besitzen. 

Genau so verfahren wir bei der kubischen Gleichung (vgl. Abb. 30): 
Nehmen wir etwa t1 > 0, t2 < 0. Wir ziehen wiederum die Tangenten 
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mit diesen Parameterwerten und betrachten die Gebietseinteilung, die 
durch sie und das zwischen tl und t2 gelegene Stuck der Normkurve 
hervorgerufen wird. In dem viereckigen Gebiet an der Spitze gibt 
es dann fiir jeden Punkt drei den Bogen zwischen tl und t2 beriihrende 
reelle Tangenten. Berucksichtigt man, daB beim "Oberschreit.en jeder 
Tangente 1, beim "Oberschreiten der Normkurve 2 Tangenten dieser 
Art verloren gehen, wie unmittelbar ersichtlich ist, so entsteht das 
in Abb. 30 skizzierte Bild deT Gebiete, die Gleichungen mit drei, zwei, 
einer oder null reellen zwischen tl und t2 gelegenen W urzeln entsprechen. 
Urn den gro/3en Nutzen der graphischen Methode einzusehen, brauchen Sie 
nur einmal zu versuchen, diese Einteilung der kubischen Gleichungen in 
abstracto zu schild ern , ohne irgendwie an die Raumanschauung zu 
appellieren; das wird eine ganz unverhliltnismaBig groBe Zeit erfordern. 
Auch der Beweis, der hier durch einen Blick 
auf die Abbildu'ng klar ist, wird dann nicht 
ganz einfach sein. 

Was nun die Beziehung dieser geometrischen 
Methode zu den bekannten algebraischen Kriterien 
van Sturm, Cartesius undBudan-Fourierangeht, 
so will ich hier nur bemerken, daB fiir Glei
chungen unserer Art die geometrische Methode 
sie alle umfaBt. Naber ausgefiihrt finden Sic 
diese Beziehungen in meiner Arbeitl) "Geo
metrisches zur Abzahlung der Wurzeln algebrai

o 

f 

t, 

scher Gleichungen" in W. Dycks Katalog mathematischer Modelle2}. Ich 
benutze gern die Gelegenheit, Sie auf diesen Katalog hinzuweisan, der, 
anlaBlich der von der deutschen Mathematiker-Vereinigung 1893 in 
Munchen veranstalteten Ausstellung herausgegeben, noch heute als das 
beste HilfsmittB zur Orientierung auf dem Gebiete mathematischer 
Modelle zu bezeichnen ist. 

3. Gleichungen mit drei Parametern l, tL, v. 
Ich will Ihnen nun endlich noch zeigen, daB sich ganz entsprechende 

Betrachtungen auch fiir Gleichungen mit drei Parametern anstellen 
lassen; nur mussen w1r statt der Ebene den dreidimensionalen Raum 
heranziehen. Es mag genugen, wenn ich mich sogleich auf die spezielle 
viergliedrige Gleichung: 
(1) tP+ltm+,utR+v=O 
beziehe; das Verfahren ist auf andere Gleichungsformen sofort uber
tragbar. 

(1) Abgedruckt in Klein, F.: Gesammelte mathematische Abhandlungen, 
Bd. II, S. 198-z08.] 

2) Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer Modelle, Ap
parate uud Iustrumente (MUnchen 1892), sowie Nachtrag dazu (MUnchen 1893). 
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Wir stellen neben diese Gleiclmng die Bedingung der Raum
geometrie, daB ein Punkt (x, y, z) und eine Ebene mit den Ebenen
koordinaten u, v, w sich "in vereinigten Lage" befinden (d. h. daB die 
Ebene u, v, w den Punkt x, y, z enthalt). Diese Bedingung lautet: 

(2) z + u x + v y + w = 0 

(3) oder: w + x u + y v + z = o. 
Die Gleichung wollen wir nun in der einen oder andern Reihenfolge 
mit (1) identifizieren und erhalten dann genau wie vorhin zwei zueinander 
duale Deutungen. 

Zunachst setzen wir also: 

(2a) z=tP , x=tm , y=t"; 

dadurch ist eine gewisse Raumkurve, die Normkurve der viergliedrigen 
Gleichung (1), versehen mit einer Skala der Wate t, bestimmt. Ferner be
trachten wir die durch die Koeffizienten A, fl, v von (1) bestimmte Ebene: 

(2b) u = A" v = fl, w =v; 

dann besagt die Gleichung (i), daB die reellen Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung identisch sind mit den Parameterwerten t der reellen Schnitte der 
Normkurve (2 a)' mit der Ebene (2b). 

Gehen wir nun dualistisch vor, so haben wir den A:nsatz: 

(3a) w = tP, 

zu machen. Diese Gleichungen stellen fUr variables t einfach unendlich 
viele Ebenen dar, die wir als Schmiegungsebenen einer bestimmten wiederum 
mit einer Skala von Pat'ameterwerten t versehenen Raumkurve auffassen; 
und gemaB ihrer Definition durch Ebenenkoordinaten als "Klassen
N ormkurve" der vorigen durch ihre Punkte festgelegten "Ordnungs
Normkurve" entgegenstellen k6nnen. Bctrachten wir jetzt neben der 
ersten Kurve noch den PUIlkt: 

(3 b) x = A,. y = fl, z =v, 

so folgt, dafJ die reellen Wurzeln von (1) identiseh sinil mit den Parameter
werten t derjenigen Sehmiegungsebenen an die Klassennormkurve (3 a), 
die dureh den Punkt (3b) gehen. 

Es kommt nun darauf an, beide Deutungen an konkreten Beispielen 
naher durchzudenken; wir besitzen fUr beide in unserer Sammlung 
Modelle, die ich Ihnen jetzt vorfiihren will. 

Die erste Darstellung hat R. Mehmke in Stuttgart zur Konstruktion 
eines Apparates zur numerisehen AuflOsung von Gleiehungen benutzt. Es ist 
ein Messinggestell (vgl. Abb. 31), an dem Sie drei mit Skalen versehene 
vertikale Stabe bemerken und in das wir die als Schablonen ausgeschnit
tenen Normkurven der auf vier Glieder reduzierten Gleichungen 3., 4. oder 
5. Grades einsetzen k6nnen., Nur ist abweichend von unserer Ausein-
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andersetzung kein gewohnliches rechtwinkliges Koordinatensystem zu
grunde gelegt, sondern das Koordinatensystern ist so bestimmt, dafJ die 
zugehOrigen Ebenenkoordinaten, d. h. die Koeffizienten u, v, w der in 
der Form (2) angesetzten Ebenengleichung gerade die Abschnitte sina, 
die die betretfende Ebene auf den Skalen der drei Vertikalstiibe hervorruft 
und die man dort ablesen kann. Urn nun eine Fixierung einer bestimm
ten Raumebene u = l, v = p" w = v zu ermoglichen, ist an dem vor
deren w-Stabe ein Visier angebracht, das man auf die Stelle v der Skala 
einstellt, wahrend man die Stel
len l, p, der Skala des u- bzw. 
v-Stabes durch einen gespannten 
Faden verbindet. Die Visier
strahlen nach diesem Faden bil
den dann unsere Ebene, und man 
kann deren SchniUe mit der N orm
kurve als scheinbare Schnitte des 
F adens mit der Schablone unmittel
bar beobachten, wiihrend man 
durch das Visierloch blickt; ihre 
Parameterwerte; das sind die 
gesuchten Wurzeln derGleichung, 
Liest man gleichzeitig an der 
auf der Schablone angebrachten 
t-Skala der N ormkurve abo Ob der 
so geschilderte Apparat wirklich 
praktisch brauchbar ist, hangt 
natiirlich von seiner sorgfaltigen 
mechanischenAusfiihrungab, ist 
aber wohl wegen der beschrank-
ten Akkomodationsfahigkeit Abb. 31. 

des Auges sehr zweifelhaft. 
Fur die zweite Methode haben wir ein von Herrn Hartenstein als 

Staatsexamensarbeit angefertigtes Modell. Es bezieht sich auf die 
sog. reduzierte Form der Gleichung 4. Grades: 

t4 + l t2 + P, t + v = 0, 

auf die man bekanntlich jede biquadratische Gleichung unmittelbar 
bringen kann. leh will fiir sie jene Methode noch einmal in ein wenig 
veranderter Form darstellen, wie ich das fur die zweiparametrige 
Gleichung oben bereits tat (S. 98): Wir haben in diesem Fall ein 
System von einfach unendlich vielen Ebenen zu betrachten, deren 
Ebenenkoordinaten in (3 a) gegeben sind, und deren Punktgleichungen 
sich im vorliegenden FaIle folgendermaBen schreiben wurden: 

(4) f{t) -. ..:. t4 + x t2 + y t + z = 0. 
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Das Umhullungsgebilde dieser Ebenen ist die Gesamtheit der Geraden, 
die jede Ebene f (t) = 0 mit der benachbarten f (t + d t) = 0 gemein 
hat, also die abwickelbareFliiche, derenGleichung man durchElimination 
von taus f (t) = 0 und f' (t) = 0 erhiilt. Wir miissen nun aber, urn die 
N ormkurve zu erhalten, das Schmiegungsgebilde der Ebenenschar be
trachten, d. h. den Ort aller Punkte, in denen drei aufeinanderfolgende 
Ebenen sich schneiden; dieser Ort ist bekanntlich die Ruckkehrkurve 
iener abwickelbarenFliiche, deren Koordinaten sich als Funktionen von t 
aus den drei Gleichungen f (t) = 0, f' (t) = 0, f" (t) = 0 berechnen. In 
unserem Fane lauten nun diese drei Gleichungen: 

t4 + x t2 + y t + z = 0 

4t3+x'2t+y =0 

12 t2 + X· 2 

und man findet aus ihnen: 

(5) 

"=0, 

z= -3 t4. 

Diese Ausdriicke stellen die Punktgleichung der Klassennormkurve von" (4) 
dar, deren Ebenengleichung nach t3 a) lautet: 

(6) w=t4, 'u=t2 , v=t. 

Beide Darstellungen sind in t yom vierten Grade; die N or·mkurve hat also 
sowohl die Ordnung als auch die Klasse 4. 

z 
Abb.32. 

y-Achse parallel sind. 

Urn uns nun iiber sie nilier 
zu unterrichten, betrachten wir 
einige einfache Flachen, die sich 
durch sie legen lassen. Zunachst 
geniigen die Ausdriicke (5) iden
tisch in t der Gleichung: 

x2 
z+-=O, 

12 

d. h. unsere Normkurve liegt auf 
dem durch diese Gleichung ge
gebenen parabolischen Zylinder 
2. Ordnung, dessen Erzeugende der 

Ebenso aber besteht die Beziehung: 
y2 x3 
8+ 27 =0, 

so daB auch dieser kubische Zylinder, dessen Erzeugende der z-Achse 
parallel sind, durch unsere Normkurve geht; sie ist ubrigens der g e
samte fin Endlichen gelegene Schnitt beider Zylinder. Man kann sich 
danach leicht ein ungefahres Bild des Verlaufes der Normkurve machen: 
sie ist eine zur x-z-Ebene symmetrisch gelegene, doppelt gekrummte Kurve 
mit einer Spitze im Nullpunkt (vgl. Abb. 32). 
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Fernerhin geht noch folgende Plache 2. Grades: 

X· z 3 y2 
---=0 

6 64 

durch unsere Normkurve, denn auch diese Gleichung wird durch (5) 
identisch in t befriedigt. Aus ihr und der Gleichung des kubischen 
Zylinders gewinnen wir noch die weitere lineare Kombination, die 
wiederum eine durch die Normkurve gehende besonders wichtige 
Flache 3. Grades darstellt: 

XZ y2 x3 
------- =0 
6 16 216 . 

Betrachten wir jetzt die abwickelbare Flache, deren Ruckkehrkurve 
die Normkurve ist und die wir, von dieser ausgehend, als Inbegrit/ aUer 
Tangenten der Normkurve definieren konnen. Fur eine beliebige 
Raumkurve: 

x = rp (t), y = '1jJ (t) , z = X (t) 

wird bekanntlich die Tangente im Punkte t durch die Gleichungen: 

x = rp (t) + (! cp' (t) , y = lP (t) + (! • lP' (t) , z = X (t) + (! X' (t) 

gegeben, wobei (! ein Parameter ist. denn die Richtungskosinus der 
Tangenten gegen die Achsen verhalten sich wie die Differential
quotienten der Koordinaten der Kurve naeh t. Betraehten wir noeh t 
als variabel, so haben wir in diesen Gleiehungen mit den zwei Para
metern t, (! die Darstellung der abwickelbaren Tangentenflaehe; alles 
das sind bekannte Oberlegungen der Raumgeometrie. Fur unsere 
Kurve (5) speziell erhalten wir also die folgende DarsteUung derTangenten
Ilache [wenn wir die Koordinaten ihrer Punkte zum Untersehiede von 
den Kurvenkoordinaten mit X. Y. Z bezeiehnen): 

(7) I X = - 6 (t2 + 2 (! t ) 

Y= 8(t3+3(!t2) 

Z = - 3 (t4 + 4 (! tJ) . 

Diese Flache ist nun in dem genannten Modell des Herrn Hartenstein dar
gestellt, und zwar sind ihre geraden Linien als Fad e n ausgespannt 
(vgl. Abb. 33, S. 107). 

Die Parameterdarstellung der Flaehe liefert bereits die besten 
Anhaltspunkte fUr ihre Behandlung und wirkliche Herstellung; wir 
folgen eigentlieh nur einer alten Gewohnheit, wenn wir noeh naeh 
der Gleichung der Flache selbst fragen. Wir erhaIten sie, indem wir 
aus (7) t und (! eliminieren. Das einfaehste Verfahren dazu will ieh 
Ihnen hier angeben, ohne daB ieh jedoeh an dieser Stelle im einzelnen 
ausfUhren kann. wie man auf die einzelnen Sehritte kommt, und was 
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sie ihrem inneren Wesen nach bedeuten. Wir bilden aus den For
meln (7) die Kombinationen: 

X2 
Z+-=1 2 rit2 

12 

X.Z y2 xa 
-6- - 16 - 216 = 8 (l t3, 

die beide auf der Kurve selbst (fiir (} = 0) verschwinden und, gleich 0 
gesetzt, zwei der oben angefiihrten, durch die FHiche gelegten speziellen 
FHichen darstellen. Aus diesen Gleichungen konnen wir leicht das 
Produkt (} t eliminieren und finden als Gleichung der abwickelbaren 
Flache: 

sie ist also eine Flache 6. Ordnung, die in die unendlich ferne Ebene 
und eine Flache 5. Ordnung zerfallt. 

Dber die Bedeutung dieser Formel mache ich fiir die mit dem Gegen
stande naher Vertrauten noch folgende Bemerkungen: Die in den 
beiden Klammern stehenden Ausdriicke sind die I nvarianten der in 
reduzierter Form zugrunde liegenden biquadratischen Gleichung: 

t4 + X t2 + Y t + Z = 0, 

die in der Theorie der elliptischen Funktionen eine so groBe Rolle 
spielen und die man dort allgemein mit g2 und ga bezeichnet. Die linke 
Seite unserer FHichengleichung L1 = gi - 27 g~ ist bekanntlich die 
Diskriminant" der biquadratischen Gleichung, die durch ihr Verschwinden 
das Auftreten einer Doppelwurzel anzeigt. Unsere abwickelbare Flache 
ist also die Diskriminantenflache der biquadratischen Gleichung, d. h. die 
Gesamtheit der Punkte, fiir welche diese eine doppelte Wurzel hat. 

Nach dies en theoretischen Erorterungen hat die Konstruktion 
eines Fadenmodells unsrer Flache prinzipiell keine Schwierigkeit 
mehr: man bestimme aus der Parameterdarstellung (7) etwa die Punkte, 
an denen die darzustellenden Tangenten gewisse feste Ebenen durch
stoBen, und spanne dann zwischen diese durch einen Holz- oder Papp
kasten realisierten Ebenen passende Faden ein. DaB das Modell dann 
aber auch wirklich schon und brauchbar wird, daB es den ganzen in
teressierenden Verlauf der Flache und ihrer Riickkehrkurve iibersicht
lich darstelIt, wie wir es hier vor uns sehen, das ist nur durch Hingere 
Versuche und groBe Geschicklichkeit erreichbar. Die auf S. 107 stehende 
Skizze (vgl. Abb. 33) gibt die Flache mit ihren Geraden wieder; A 0 B 
ist die Riickkehrkurve [vgl. die Abb. S.1041)J. 

1) Das Hartensteinsche Fadenmodell ist im VerI age von M. Schilling in 
Leipzig erschienen. Zum Modell geh6rt eine Abhandlung von R. Hartenstein: 

Die Diskriminantenflache der Gleichung vierten Grades." Leipzig, Schilling 1909. 
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Sie nehmen an dem Modell eine Doppelkttrve (COD) wahr, langs 
deren sich zwei Mantel der Flacke durchsetzen; diese Kurve ist einfach 
die folgende Parabel der X-Z-Ebene: 

X2 
Y=o Z--=O. 

4 

Von dieser Parabel erscheint aber nur die cine Halite (CO), und zwar 
die fUr X < 0, als Durchdringung reeller Mantel, wahrend die andere 
isoliert im Raume verHiuft. Diese Erscheinung 
ist keineswegs iiberraschend fUr den, der gewohnt A. 
ist, die Theorie der algebraischen FHichen mit 
konkreten geometrischen Vorstellungen zu be-
gleiten; da ist es ganz gelaufig, daB reelle Aste 
von Doppelkurven sowohl als Schnitte reeller Mantel 
auftreten, als auch isoliert im Raume verlaufen B 
konnen, wo man sie dann als reelle Schnitte ima
ginarer Mantel der Flache aufzufassen hat; all
gemeiner bekannt ist die entsprechende ebene Er
scheinung, daB es neben den als Schnitte reeller 
Kurvenzweige auftretenden gewohnlichen Doppel
punkten algebraischer Kurven auch die scheinbar 
isoliert liegenden Doppelpunkte gibt, die als 
Schnitte imaginarer Teile aufzufassen sind. 

Vergegenwartigen wir uns 
nun im einzelnen, was uns die 
so gewonnene Flacke mit ihrer 
Ruckkehrkurve, der Normkurve, 
alles leisten kann. Wir den
ken uns die Normkurve mit 
ihrer Skala versehen, oder 
besser, wir schreiben an jede 
ausgespannte Tangente ihren 
Parameterwert t, der auch Abb. 33. 

ihrem Beriihrungspunkt zuge-
hart. Gibt uns nun femand eine biquadratische Gleichung mit bestimmten 
Koellizienten x, y, z, so haben wir nur von dem zugehorigen Raumpunkte 
(x, y, z) an die Normkurve die Schmiegungsebenen, oder - was dasselbe 
ist - an die Diskriminantenllache die Tangentialebenen zu legen, um in 
den Parameterwerten der Beruhrungspunkte mit der Kurve bzw. in den Para
meterwerten der zugehOrigen Tangenten die reellen Wurzeln zu haben. Da 
die Schmiegungsebene die Kurve zugleich beriihrt und schneidet, so proji
ziert sich von (x, y, z) aus betrachtet jeder Beriihrungspunkt einer 
Schmiegungsebene als scheinbarer Wendepunkt der Kurve - und um
gekehrt. Die reellen W urzeln der biquadratischen Gleichung sind also 
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schliefJlich die Paramet~rwerte der scheinbaren Wendepunkte der N orm
kurve bei Betrachtung vom Raumpunkte (x, y, z) aus. 

Nun ist es freilich fiir den in der Betrachtung raumlicher Kurven 
nicht sehr Geiibten recht schwer, am Modell die Schmiegungsebenen 
bzw. scheinbaren Wendepunkte der Kurve wirklich zuverlassig zu 
erkennen. Mit unmittelbarer Deutlichkeit aber erlautert das Modell 
den nachsten wichtigen Punkt, die Einteilung samtlicher biquadrati
scher Gleichungen nach der A.nzahl ihrer reeUen Wurzeln. Sehen wir zu, 
was wir da iiberhaupt fiir Falle aus der abstrakten Betrachtung der 
Gleichungen erwarten diirfen. Sind ~,fJ, I' , b die vier Wurzeln der reellen 
biquadratischen Gleichung (4), so ist wegen des Verschwindens des 
Koeffizienten von t3 notwendig ~ + fJ + I' + b = O. Was die Realitat 
dieser Wurzeln angeht, so sind offen bar folgende drei Hauptfalle m6glich: 

I. 4 reeUe W urzeln. 
II. 2 reeUe, 2 konjugiert komplexe Wurzeln. 

III. 0 reeUe, 2 Paare konjugiert komplexer W urzeln. 
Liegen nun zwei Gleichungen der Art I mit den Wurzeln ~, fJ , 

1', b bzw. ~', fJ', 1", b' vor, so kann man jedenfalls ~,fJ, 1', b durch lauter 
reelle voneinander verschiedene Wertesysteme der Summe Null stetig der 
Reihe nach iJl ~', fJ'; 1", 15' iiberfiihren; entsprechend geht dann die 
eine Gleichung stetig durch lauter Gleichungen derselben Art in die zweite 
iiber, d. h. aBe Gleichungen der Art I bilden ein zusammenhangendes 
Kont~nuum, und dasselbe gilt auch fiir die andern beiden Arten. An 
unserm M odeU mufJ also der Raum in drei in sick zusammenhangende 
Teile zertallen, deren Punkte den Gleichungen je einer Art entsprechen. 

Betrachten wir nun die Obergangsfalle zwischen diesen drei Arten: 
I geht in II iiber durch Gleichungen, die zwei getrennte reeUe und eine 
doppeltziihlende reeUe (d. h. zwei zusammenfallende) Wurzeln haben, 
was wir symbolisch durch 2 + (2) andeuten wollen; ebenso haben wir 
zwischen II und III den "Obergangsfall einer reeUen Doppelwurzel und 
zweier komplexer W urzeln, was (2) andeuten m6ge. Beiden Arten 
miissen in unserm raumlichen Bilde Stucke der Diskriminantenflache 
selbst entsprechen, die ja aIle Gleichungen mit zusammenfallenden 
Wurzeln wiedergibt, und zwar iiberlegt man ahnlich wie vorhin, dafJ 
jedem ein in sich zusammenhangendes Stuck derFlache entsprechen 
mufJ. Diese beiden Gruppen 2 + (2) und (2) gehen nun wiederum 
ineinander iiber durch Falle mit zwei reeUen Doppelwurzeln, symbolisch: 
(2) + (2); die Punkte, fiir die so zwei Paare von Wurzeln zusammen
riicken, miissen gleichzeitig zwei Manteln der Diskriminantenflache, 
also dem nicht isolierten Ast der Doppelkurve, angeh6ren. Demnach 
zerfallt die Diskriminantenflache in zwei durch einen Ast der Doppel
kurve voneinander getrennte Teile, deren einer 2 + (2) die Raumgebiete I 
und II trennt, wiihrend der andere (2) die Gebiete II, III scheidet. Urn 
nun zu sehen, wie die Normkurve dazu liegt, berner ken wir, daB wegen 
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ihrer Eigenschaft als Riickkehrkurve fiir jeden ihrer Punkte drei 
reeUe Tangentialebenen in eine (die Schmiegungsebene) zusammenfaIlen, 
so daB wir den Fall einer dreifachen und einereinfachen reeUen Wurzel: 
1 + (3) haben; dieser kann nur aus 2 + (2) entstehen, indem noch 
eine der einfachen Wurzeln der Doppelwurzel gleich wird, und so folgt, 
dafJ die Ruckkehrkurve ganz auf dem ersten Teile 2 + (2) der Flache ver
laufen mufJ. Nur in der Spitze der Riickkehrkurve (x = y = z = 0) 
haben wir eine vierfache reeUe Wurzel, die auch durch Zusammen
riicken der beiden Doppelwurzeln aus dem FaIle (2) + (2) ent
stehen kann. In der Tat liegt die Spitze 0 der Ruckkehrkurve gieichzeitig 
auch auf der Doppelkurve. Was endIich den isolierten Ast der Doppel
kurve anlangt, so verlauft er ganzIich im Raumteil III und ist dadurch 
ausgezeichnet, daB ie zwei der dort vorhandenen komplexen Wurzeln zu 
einer komplexen Doppelwurzel zusammentallcn,· beide Doppelwurzeln 
sind natiirlich einander konjugiert. 

Sie konnen nun aIle hier aufgezahlten .moglichen Fane an unserm 
Modell genau erkennen. In der Skizze (Abb.33, S. 107) bildet das Innere 
der Flache rechts von der Doppelkurve den Raumteil I, links den Teil III, 
das AuBere aber den Teil II. Sie werden sich danach an der Hand des 
folgenden Schemas fiir die Zahl und Vielfachheit der reellen Wurzeln, 
die den Punkten der einzelnen Raum-, Flachen- und Kurventeile ent
sprechen, leicht vollig orientieren konnen; es bedeutet darin die nicht 
eingeklammerte Zabl die Anzahl der einfachen reellen Wurzeln, wah
rend jede vielfache Wurzel wie bisher dU1Ch ihre in Klammern ge
schlossene Vielfachheit angedeutet ist: 

Raumteil: 

Diskr.-Flache: 

Normkurve: 

Doppelkurve: 

Spitze: 

1. II. III. 

420 ---...----...-
~+ (2) (2) t 

1 + (3) 
--..-' 

(2) + (2) (2 imago Doppelw.). 

(4) 

II. Gleichungen im Gebiete komplexer GraBen. 
Wir lassen nun die Beschrankung auf reelle GroBen fallen und wollen 

weiterhin im Gebiete komplexer GroBen operieren; natiirIich kommt es 
uns dabei wieder nur auf die Hervorhebung solcher Dinge an, die sich 
mehr, als das sonst geschieht, geometrisch anschaulich darstellen lassen. 
Ich will sogleich mit dem wichtigsten Theorem der Algebra beginnen. 

A. Der Fundamen talsa tz der Algebra. 

Das ist bekanntlich der Sa tz, dafJ iede algebraische Gleichung nle1l Grades 
im Komplexen im allgemeinen n W urzein hat, oder genauer gesagt, dafJ iedes 
Polynom t(z) vom nee" Grade sich in n Linearfaktoren zerlegen lafJt. 
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1m Grunde benutzen aIle Beweise dieses Satzes die geometrische 
Interpretation der komplexen Gr6Ben x + i y in der x-y-Ebene. Ich 
will Ihnen den Gedankengang des ersten GauJ3schen Beweises von 
1799 angeben, der sich ganz anschaulich einkleiden HiBt; freilich ist 
die urspriingliche Darstellung bei GauB anders als ich sie hier gebe. 
Liegt das Polynom: 

f(z) = zn + at zn-l + ... + an 

vor, so k6nnen wir schreiben: 

f (x + i y) = u (x, y) + i . v (x, y), 

wobei u, v reelle Polynome der beiden reellen Veranderlichen x, y 
sind. Der Grundgedanke des GauJ3schen Beweises besteht nun darin, 
die beiden Kurven: 

u (x, y), = ° und v (x, y) = ° 
in der x-y-Ebene zu betrachten und zu zeigen, daJ3 sie mindestens einen 
Punkt gemeinsam haben miissen,' fiir diesen Schnitt (x, y) ist dann 
f (x + i y) = 0, womit die Existenz einer ersten " W u r z e I" der Gleichung 
f = ° bewiesen ist. Zu diesem Ende erweist es sich als geniigend. den 
Verlauf beider Kurven ins Unendliche hin. d. h. in beliebig weiter Ent
fernung vom Nullpunkt zu untersuchen. 

Wird der absolute Betrag r von z sehr groB, so kann man in t (z) 
die niederen Potenzen von z gegen zn vernachHissigen. Fiihrt man in 
der x-y-Ebene Polarkoordinaten r, fP ein, d. h. setzt man: 

z = r (cosfP + isinp), 

so wird nach der Moivreschen Formel: 

zn = rn (cosn fP + i sinn p) . 

Diesem Ausdrucke nahert sich also f (z) asymptotisch mit wachsendem ab
soluten Werte von z. Dem entnehmen wir sofort. daB u und v sich 
asymptotisch den Funktionen: 

rn cos n fP bzw. rn sin n fP 

nahern, und daher wird der schlieJ3liche Verlauf der Kurven u = 0, 
v = ° im Unendlichen in erster Anniiherung dargestellt durch: 

cosn fP = ° bzw. sinn fP = 0. 

Nun wird die Kurve sin n fP = ° gebildet durch diejenigen n 

Geraden durch den Nullpunkt, die mit der x-Achse die Winkel 0, ~. 
2n (n -1) n . . n 
-, ... , bllden, wahrend cosn p = ° von den n Halblerungs-
n n 

geraden der entstehenden Winkel gebildet wird (in Abb. 34 fiir n = 3 
gezeichnet). 1m zentralen Teil der Abbildung k6nnen die wahren Kurven 
u = 0, v = ° von diesen Geraden naWrlich wesentlich abweichen; 
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jedenfalls miissen sie sich nach auBen ihnen asymptotisch niihern, 
und wir kOnnen ihren Verlauf schematisch geradezu so darstellen, dafJ wir 

... ~~..::o 

Abb.34. 

aufJerhalb fines grofJen Kreises jene 
Geraden beibehalten und sie innen 
irgendwie verbinden (vgl. Abb. 35). 
Ganz gleichgiiltig aber, wie dieser 
innere Verlauf sein mag, die sich ins 
Unendliche erstreckenden Aste u, v 
miissen jedenfalls, wenn man den 
N ullpunkt der Abbildung auf einem 
geniigend groBen Kreise umHiuft, 
alternieren, und daraus ist anschau
lich ganz kIar, dafJ sie sich innerhalb 
dieses Kreises mindestens einmal 
iiberkreuzen miissen. In der Tat kann 
man diese Behauptung - und das 
ist der Inhalt des GauBschen Be
weises - mit Hilfe der Stetig
keitseigenschaften der Kurven 
exaktl) beweisen; der wesentliche 

- .... ----

v-o 

Abb.35. 

Abb. '36. 

\ 
\ 

'< , , , , 
" , 

[1) Hierzu ist zu bemerken, daa GaufJ nicht ganz ohne geometrische 'Ober
legungen auskommt. Die von ihm selbst in seiner Dissertation in Aussicht gestellte 
Arithmetisierung des Beweises ist erst von A. Ostrowski (Gottinger Nachr. 1920 
oder Heft VIII der Materialien fiir eine wissenschaftliche Biographie von Gaua, 
1920) geliefert worden. Zur Geschichte des Fundamentalsatzes sei noch bemerkt, 
daB sein erster Beweis von D' A lembel't stammt. Freilich findet sich auch im 
D' Alembertschen Beweise eine Liicke, auf die Gaua aufmerksam machte. 
D' Alembert beachtete namlich nicht den Unterschied zwischen oberer Grenze 
und Maximum einer Funktion und benutzte die im allgemeinen Fall unrichtige 
Annahme, daa eine Funktiori einer komplexen Verl1nderlichen ihre obere Grenze, 
falls sie eine solche besitzt, auch wirklich erreicht.] 
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Gedankengang aber ist im vorigen dargelegt. - Hat man so eine Wurzel 
gewonnen, so kann man von f (z) einen Linearfaktor abspalten, und 
den SchluB fiir das entstehende Polynom (n - 1)ten Grades wieder
holen. So fortschreitend findet man schlief3lich in der Tat die M oglichkeit der 
Zerspaltung von f (z) in n Linearfaktoren bzw. die Existenz von n N ullsteUen. 

Das SchluBverfahren wird Ihnen vie! deutlicher werden, wenn 
Sie sich spezielle Beispiele wirklich durchkonstruieren. Ein einfaches 

Beispiel ware: f (z) = Z3 - 1 = 0; 

in diesem Falle wird offenbar: 
u = r3cos} q; -1, v = r3 sin} q;, 

so daB v = 0 einfach aus drei Geraden besteht, wahrend u = 0 drei 
hyperbelartige Aste besitzt. Sie sehen an der Abb. }6, S. 111 in der Tat 
die drei Schnitte der beiden Kurven, welche die drei Wurzeln unserer 
Gleichung geben. Ich kann Ihnen die Durchfiihrung weiterer kom
plizierterer Beispiele nur sehr anempfehlen. 

Diese kurzen Andeutungen iiber den Fundamentalsatz mogen 
hier, wv ich ja keine Vorlesung iiber Algebra halte, geniigen. Lassen 
Sit: mich mit dem Hinweis schlieBen, daB die Bedeutung der Z'U
lassung komplexer Zahlen in der A'lgebra gerade darin besteht, daB 
sie den allgemeinen ausnahmelosen Ausspruch des Fundamentalsatzes 
gestattet; bei Beschrankung auf reelle GroBen konnte man nur sagen, 
daB die Gleichung nten Grades entweder n Wurzeln hat oder weniger 
oder auch gar keine. 

B. Gleichungen mit einem komplexen Parameter. 

Den Rest der Zeit, der uns noch fiir die Algebra bleibt, wollen 
wir dazu verwenden, die siimtlichen (auch die komplexen) Losungen 
komplexer Gleichungen in anschaulicher Weise zu diskutieren, so wie 
wir das iriiher fiir die reellen Losungen reeller Gleichungen taten. Dabei 
wollen "';f uns aber auf Gleichungen mit einem komplexen Parameter 
beschranken und obendrein noch annehmen, daB dieser nur linear 
auftritt; dann wird das Studium- einer einfachen konformen A bbildung 
alles ergeben, was wir wiinschen. 

Es sei z = x + i y die Unbekannte, w = u + i v der Parameter. 
Dann hat also der Typus der zu betrachtenden Gleichung die Form: 
(1) q;(z)-w.tp(z)=O 

an, wobei q;, tp Polynome in z sind; der Exponent der hochsten in 
ihnen auftretenden Potenz von z sei n. Nach dem Fundamentalsatz 
hat diese Gleichung fiir jeden bestimmten Wru-t von w genau n im 
allgemeinen verschiedene Wurzeln z. Umgekehrt aber foigt aus (1): 

q; (z) 
(2) w = tp (z) , 
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d. h. wist eine eindeutige rationale Funktion von z, die - wie man sagt -
vom Grade n ist. Wollten wir nun als geometrisches Aquivalent der 
Gleichung (1) einfach die durch diese Funktion entstehende konforme 
Abbildung zwischen der komplexen z- und w-Ebene verwenden, so 
wiirde die Vieldeutigkeit des z als Funktion von w die 'Obersicht storen; 
wir helfen uns also, wie es stets in der Funktionentheorie ublich ist: 
W ir denken uns die w - Ebene in n ubereinandergelegten Exemplaren 
(Blattern) vorhanden und verbinden diese n Blatter in geeigneter Weise 
durch Verzweigungsschnitte zu einer n - b I a t t rig e n R i e mann s c hen 
F I a c he, wie Ihnen das aus den AnHingen der Lehre von den algebra
ischen Funktionen allen bekannt ist. Dann vermittelt unsere Funktion 
eine eineindeutige, im allgemeinen konforme Beziehung zwischen den 
Punkten der Riemannschen Flache uber der w-Ebene einerseits und der 
schlichten z-Ebene andererseits. 

Bevorwir nun zum genauen 
Studium dieser Abbildung 
ubergehen, ist es zweckmaBig, 
einige. MaBnahmen zu treffen, 
welche die gar nicht im Wesen 
der Sache begrundete A us
nahmestellung unendlich grofJer 
Werte von w und z beseitigen 
und das bequeme Aussprechen 
ausnahmelos geltender Satze 
ermoglichen sollen. Da diese 

Nq 
\ 
\ 
\ 
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\ ' ........ 
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\ 
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Verabredungen nicht so allgemein benutzt werden, wie es wohl wiinschens
wert ware, so sei ein Wort mehr iiber sie gestattet, als es sonst geschieht. 
Es kann uns namlich hier nicht geniigen, daB man einfach symbolisch 
von einem unendlich fernen Punkte der komplexen Ebene spricht, da diese 
Auffassung ganzlich die konkrete Vorstellung vermissen laBt und man 
obendrein immer erst durch besondere 'Oberlegungen oder Ver
abredungen herausbekommen kann, was einer bestimmten Eigenschaft 
eines endlichen Punktes beim unendlich fern en analog ist. Wir erhalten 
aber alles, was wir wunschen, wenn wir ein fur allemal die GaufJsche 
Ebene als Tragerin der komplexen Zahlen durch die "Riemannsche Kugel" 
ersetzen. Wir denken uns dazu einfach (vgl. Abb. 37) auf den Null
punkt der Zahlenebene eine beriihrende Kugel vom Durchmesser 1 
mit ihrem Siidpol 5 aufgesetzt und durch stereographische Projektion 
von dem gegeniiberliegenden Nordpol N auf die Ebene bezogen. Jedem 
Punkt Q = (x, y) der Ebene entspricht dabei eindeutig der zweite 
Schnitt P des Strahles N Q mit der Kugel, und umgekehrt entspricht 
jedem Punkte P der Kugel - mit Ausnahme von N selbst - eindeutig 
ein Punkt Q mit bestimmten Koordinaten x, y; wir konnen daher P 
als Reprasentanten der Zahl x + i y ansehen. Riickt nun aber P irgend-

K 1 e in, Elementarmathematik 1. 3. Auf!. 8 
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wie in den Nordpol N, so entfernt sich Q stets ins Unendliche; um
gekehrt, wie auch immer Q ins Unendliche der Ebene sich entferr.~n 
mag, der entsprechende Punkt P nahert sich auf jeden Fall dem einen 
bestimmten Punkte N. Es erscheint also naturgemiijJ, diesen Punkt N, 
dem keine endliche komplexe Zahl zugeordnet ist, als einzigen Repriisen
tanten aller unendlich grojJen x + i y, d. h. als konkretes Abbild des 
sonst nur symbolisch eingetuhrten, unendlich ternen Punktes der Zahlen
ebene anzusehen und ihm schlechtweg die M arke (X) zuzuordnen. Hier
durch ist im geometrischen Bilde vollige Gleichberechtigung aller end
lichen und des unendlich ternen Punktes erzielt. 

Wir wollen nun, urn zur geometrischen Deutung unserer algebrai
schen Beziehung (1) zuruckzukehren, auch die w-Ebene durch eine w-Kugel 
ersetzen. Dann wird unsere Funktion durch eine Abbildung der z-Kugel 
aut die w-Kugel dargestellt, und diese ist, genau wie die Abbildung der 
beiden Ebenen, kontorm, da nach einem bekannten Satze auch die stereo
graphische Abbildung der Ebene auf die Kugel konforrn ist. Dabei 
werden einer einzigen Stelle der w-Kugel im allgerneinen n verschiedene 
Stellen der z-Kugel entsprechen; urn eine eineinde~ttige Beziehung zu 
erreichen, denken wir uns daher wiederum n Exemplare der w-Kugel 
ubereinander bzw. ineinander gelegt und verbinden sie durch Ver
zweigungsschnitte in geeigneter Weise zu einer n-bliittrigenRiemannschen 
Fliiche uber der w-Kugel. Diese Vorstellung hat keine gr6J3ere Schwierig
keit, als die einer Riernannschen Flache uber der Ebene. Damit ist 
endlich die algebraische Gleichung (1) geometrisch gedeutet als einein
deutige im allgemeinen kon/orme Beziehung der Riemannschen Fliiche 
tiber der w-Kugel einerseits und der schlichten z-Kugel andererseits; in 
diese Deutung sind offenbar auch unendliche Werte von z und w, die 
einander oder endlichen Werten entsprechen, mit einbezogen. 

Urn nun diese neu eingefiihrten geometrischen Hilfsmittel voll 
ausnutzen zu k6nnen, mussen wir auch in der Algebra einen ent
sprechenden Schritt tun, urn die Ausnahmestellung des Unendliehen 
in den Formeln zu beseitigen, und dieser Schritt ist die Ein!ilhrung der 
homogenen Variablen. Wir setzen namlich: 

z=~ 
Z2 

und betrachten Zl und Z2 als zwei voneinander unabhiingige komplexe 
Veriinderliche, die nur beide endlich bleiben und niemals gleichzeitig ver
schwinden sollen. Jeder bestimmte Wert von z wird dann von un
endlich vielen Wertsystemen (cz1 • cz2) geliefert, wobei c ein willkur
lieher konstanter Faktor ist; aIle Wertsysteme (cz1 • cz2). die sich nur 
urn einen solchen Faktor unterseheiden, werden wir daher als ein und 
dieselbe "Stelle" im Gebiet der beiden homogenen Variablen ansehen. 
Dann geh6rt aueh urngekehrt jeder solchen Stelle ein bestirnmter 
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Wert z zu, mit einer Ausnahme: cler Stelle (ZI beliebig, Z2 = 0) ent
spricht kein endliches z; nahert man sich ihr aber von andern Stellen 
aus, so wird das entsprechende z selbst unendlich groB. Diese eine 
Stelle wird also als arithmetisches Aquivalent des einen unendlich /ernen 
Punktes der z-Ebene b'Zw. z-Kugel mit der Marke z = 00 anzusehen sein. 

In derselben Weise setzen wir natiirlich auch w = WI. Wir 
w2 

werden nun die "homogene" Gleichung zwischen den "homogenen" 
V ariablen ZI' Z2 und WI' w2 aufsteHen, die der Gleichung (2) entspricht; 
sie lautet, wenn wir den Bruch in (2) mit z2 erweitern: 

WI z~ 9? (~) 
w2 = :2 ~ (?) 

2 

(j; (ZI' Z2) 

"ijJ (ZI' Z2) 

Hierin sind qJ"(ZI' Z2), "ijJ(ZI' Z2) ganze rationale Funktionen von ZI 

und Z2' da (j; (z) und "ijJ (z) das z = ~ hochstens in der nten Potenz 
Z2 

enthalten. Obendrein sind es sogar homogene Polynome (Formen) 
der Dimension n; denn jeder Term :i' von (j; (z) oder "ijJ (z) wird durch 

das Erweitern in den Term z~ (~r = zr i z~ der Dimension n verwandelt. 

W ir kommen jetzt dazu, unter konsequenter Verwendung der beiden 
einge/uhrten Hil/smittel - der DarsteHung auf der komplexen Kugel 
und cler homogenen Variablen - die funktionale Abhiingigkeit, die 
durch unsere Gleichung (1) bZ1P. (3) zwischen z und w festgelegt wird, in 
allen ihren Einzelkeiten zu studieren. Wir werden diese Aufgabe gelost 
haben, wenn wir uns eine vollkommene Vorstellung der konformen Ab
bildung zwischen der z-Kugel und der Riemannschen FHiche tiber der 
w-Kugel machen konnen. 

Da haben wir nun vor aHem nach der Art und der Lage der Ver
zweigungspunkte der Riemannschen Fliiche zu fragen. Ich erinnere hier 
zunachst daran, daB ein ,u-facher Verzweigungspunkt ein solcher ist, an 
dem ,u + 1 Blatter zusammenhangen. Da w eine eindeutige Funktion 
von z ist, kennen wir die Verzweigungspunkte, wenn wir die ihnen 
entsprechenden Punkte der z-Kugel kennen, die ich schlechtweg merk
wur.dige oder bemerkenswerte Punkte der z-Kugel zu nennen pflege. Auch 
ihnen entspricht eine gewisse Multiplizitiit, gleich der Vielfachheit des 
zugehorigen Verzweigungspunktes. Ich will nun die Satze, welche die 
Bestimmung dieser Punkte ermoglichen, ohne ausfiihrlichen Beweis 
angeben; ich nehme dabei an, daB die hier in Betracht kommenden 
recht einfachen funktionentheoretischen Tatsachen Ihnen im aHgemeinen 
geHi.ufig sind, wenn auch nicht gerade in cler homogenen Darstellung, 
die ich bevorzuge. Die abstrakten Dinge, die ich Ihnen hierbei zu-

8* 
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naehst werde vorzutragen haben, werden spater an einer Reihe von 
Beispielen konkrete ansehauliehe Gestalt gewinnen. 

Zunaehst eine kleine Reehnung, die uns das Analogon des Ditfe-

rentialquotienten ~: in homogenen Koordinaten liefern solI! Dureh Differen

tiation erhalten wir aus der Gleiehung (3), wenn wir die Striehe iiber cP und 'IjJ 
wieder fortlassen: 

(3') 
'1£12 d WI - '1£11 dW2 'IjJ d cp - r d 'IjJ 

W~ 'ljJ2 
Nun ist: 

d cp = CPl d ZI + tp2 d Z2' 

d'IjJ = 'ljJ1 d ZI + 'ljJ2 d Z2' 

wenn wir zur Abkiirzung set zen : 

Andererseits ist naeh dem Eulerschen Theorem fUr homo gene Funktionen 
vom Grade n: 

'ljJ1 • ZI + 'ljJ2 • Z2 = n • 'IjJ ; 

daher wird auf der rechten Seite von (3'): 

'IjJ T-tp 'IjJ= =- I d d j dCP,d"f'j 1 IICPldZI +CP2 dz2,'ljJ1 dz l +'ljJ2 dz2; 

T, 'IjJ n Tlzl + T2 Z2' 'ljJlZI + 'ljJ2 Z2 i. 
Dieser Ausdruek ist 
minanten: 

nach dem Multiplikationstheorem 

= ~ I TI' tp2/./ d zl> d "2 I . 
n 'ljJl' 'ljJ2 Zl' z21 

Also geht (3') iiber in: 

der Deter-

'1£12 d WI - '1£11 d '1£12 _ Z2 d Zl - Zl d Z'T ( ) 
w~ - n . 'ljJ2 CPl 'ljJ2 - 'ljJl CP2 . 

Damit haben wir die Grundformel der homogenen Theorie unserer 
Gleichung gewonnen, wobei aIs ma(3gebender Ausdruck fiir alles folgende 
die Funktionaldetcrminante CPl 'ljJ2 - 'ljJ1 T2 der Formen tp, 'IjJ auftritt. Bis 

9 

auf diese und den Faktor Z2 2 steht rechts das Differential von Z= ~ , 
n'IjJ ~ 

links das von '1£1 = '1£11, und da fiir endliehe Z und '1£1 die merkwiirdigen 

Punkte bekanntlie~2 aus dw = 0 sieh ergeben, erseheint folgender Satz 
dz 

plausibel, auf dessen genauen Beweis ieh hier allerdings nicht eingehe: 
Jede fl--tache Nullstelle del' Funktionaldeterminante ist ein merkwurdiger 
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Punkt der M ultipUzitat fl, d. h. ihm entspricht ein fl-tacher Verzwei
gungspunkt der Riemannschen Plache uber der w-Kugel. Der Haupt
vorzug dieser Regel vor denen, die sonst gegeben werden, besteht darin, 
daB sie endliche und unendliche Werte von z und win eine Aussage zu
sammenfaBt. - Auch tiber die Anzahl der merkwurdigen Punkte ge
stattet sie eine prazise Angabe: Es sind namlich die vier Ableitungen 
Formen der Dimension n - 1 , und daher ist die Funktionaldeterminante 
eine Form der Dimension 2 n - 2. Ein solches Polynom hat unter 
Berticksichtigung der Vielfachheit immer genau 2 n - 2 Nullstellen. 
Sind also .xl' .x2 , ••• , ~y die merkwurdigen Punkte der z-Kugel (d. h .. 
CPl tp2 - tpl CP2 = 0 fiir Zl: Z2 = .xl' .x2 , ••• , .xy) und sind bezuglich 
fll' 112' ... , fly ihre M ultipliiitaten, so ist derek Summe: 

fll + fl2 + ... + 'fly = 2n - 2. 

Diesen Punkten entsprechen vermoge der konformen Abbildung 
die v Verzweigungspunkte: 

der Riemannschen Flache tiber der w-Kugel, die auf der Flache notwendig 
getrennt liegen mtissen und urn die herum bzw. fll + 1, fl2 + 1, fl3 + 1, ... , 
fly + 1, Blatter im Zyklus zusammenhangen. Es ist aber zu bemerken, daB 
moglicherweise verschiedene dieser Verzweigungspunkte tiber derselben 
Stelle der w-Kugel liegen konnen, da sich unter Omstanden aus 

7£1 = cP (z) fUr z = .xl' ... , .xv verschiedene Male derselbe Wert von w 
1jJ (z) 

ergeben kann. Ober einem solchen Punkte verlaufen dann verschiedene 
von einander getrennte Serien von BHi.ttern, 
deren jede in sich zusammenhangt. Jede solche 
Stelle der w-Kugel nennen wir eine Verzwei
gungs s tell e, und bezeichnen sie fortlaufend 
mit A, B, C, ... , wobei die Anzahl dieser 
Verzweigungsstellen kleiner sein kann als v. 

Wir wollen nun die Riemannsche Flache, 
von der wir nach den bisherigen Angaben nur 
sehr verschwommene Vorstellungen haben 
konnen, so autbauen, dafJ sie eine :ibersichtlichere 
Gestalt annimmt. Dazu legen wir durch die Ver

Abb.38. 

zweigungsstellen A, B, C, ... aut der w-Kugel irgendeine in sich zuriick
lautende, sick nickt durchdringende Kurve Q; von moglickst eintacher 
Gestalt, und unterscheiden die beiden durek sie entstekenden Kugel
kalotten als obere und untere (vgl. Abb. 38). In allen spater von 
uns zu behandelnden Beispielen werden die A, B, C, . .. samtlich 
reell sein, wir werden dann natiirlich als Kurve Q; den Meridiankreis der 
reellen Zahlen nehmen, so daB jedes unserer beiden Teilgebiete eine 
Halbkugel ist. 
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Nun durchdringen sich - urn weiter yom allgemeinen Fall zu reden 
- je zwei zusammenhangende BHi.tter der Riemannschen Flache langs 
eines zwei Verzweigungspunkte verbindenden Verzweigungsschnittes; 
bekanntlich bleibt die Riemannsche Flache ihrem Wesen nach un
geandert, wenn man diese Schnitte beliebig auf ihr verschiebt und 
nur ihre Endpunkte festhaIt, d. h. dieselben Blatter langs andrer 
dieselben Verzweigungspunkte verbindender Kurven miteinander zu
sammenhangen laBt. In dieser Variabilitat liegt die groBe Allgemein
heit, aber zugleich auch die groBe Schwierigkeit der Idee der Riemann
schen Flache. Urn nun unserer Flache eine bestimmte, der konkreten 
Vorstellung leicht zugangliche Gestalt zu geben, verschieben wir aUe 
Verzweigungsschnitte so, dafJ sie samtlich uher fene oben festgelegte 
Kurve Q; zu liegen kommen, die durch samtliche Verzweigungspunkte geht; 
dabei k6nnen gern iiber demselben Teile von Q; mehrere Verzweigungs
schnitte verlaufen, iiber andern brauchen auch gar keine Schnitte zu liegen. 

Nunmehr schneiden wir den ganzen Blatterkomplex, d. h. iedes ein
zelne Blatt tangs dieser Kurve Q; auf; da wir aIle Verzweigungsschnitte 
vorher uber Q; verlf'gt haben und sie damit samtlich durchschneiden, 
zerfallt unsere Riemannsche Flache in fe n von Verzweigungen ganz freie, 
uber feder der beiden durch Q; geschiedenen Kugelkalotten ausgebreitete 
"Halbblatter". Denken wir uns die der oberen Kugelkalotte ent
sprechenden Halbblatter schraffiert, die der unteren entsprechenden 
nicht schraffiert, so k6nnen wir kurz n schrattierte und n nichtschraffierte 
Halbblatter unterscheiden. Jetzt laBt sich der Aufbau der urspriing
lichen Riemannschen Plache so beschreiben: ledes schraffierte Halb
blatt war auf ihr von tauter nichtschraffierten H albblattern umgeben, 
mit denen es tangs der uber A B, Be, . .. gelegenen StUcke von Q; zu
sammenhing, und ebenso war fedes nichtschraffierte Halbblatt langs solcher 
Kurvenstiicke von lauter schraffierten umgeben. Mehr als zwei Halbblatter 
aber konnen nur an einem Verzweigungspunkte zusammenstofJen, und zwar 
liegen um eine,. fl-fachen Verzweigungspunkt genau fl + 1 schraffierte 
und fl + 1 nichtschraffierte Halbblatter alternierend herum. 

Da die z-Kugel mittels unserer Funktion w (z) eineindeutig auf die 
Riemannsche Flache iiber der w-Kugel abgebildet ist, k6nnen wir diese 
Zusammenhangsverhaltnisse sofort auf sie iibertragen: Wegen der 
Stetigkeit entsprechen den 2 n Halbblattern der Riemannschen Flache 
2 n zusammenhangende z-Bereiche, die wir als schraffierte bzw. nicht
schraffierte Halbbereiche bezeichnen; sie werden voneinander getrennt 
durch die n Bilder, we1che die n-deutige Funktion z (w) von jedem der 
Stucke A B, Be. . .. der Kurvc Q; auf der z - Kugel entwirft. 1 eder 
schraffierte Halbbereich stofJt langs solcher Bildkurven an lauter nicht
schrattierte, feder nichtschraffierte an lauter schraffierte an; 1tur in einem 
fl-fachen merkwurdigen Punkte stofJen mehr als zwei Halbbereiche, und 
zwar ie fl + 1 schratfierte und nichtschraffierte zusammen. 
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Biese Gebietseinteilung der z-Kugel soIl uns nun dazu dienen, 
den Verlauf der Funktion z (w) fiir einige einfache und charakteristische 
Beispiele bis in alle Einzelheiten zu verfolgen. leh beginne mit einem 
moglichst einfachen Beispiele. 

1. Die "reine" Gleichung. 

Mit diesem N amen bezeichnen wir die allgemein bekannte Gleichung: 

(1 ) zn=w, 

deren Losung man formal durch Einfiihrung des W urzelzeichens an

gibt: z = rw, ohne daB damit natiirlich fiir die Erkenntnis des funk
tionalen Zusammenhangs von z und w etwas gewonnen ist. Wir ver
fahren nun ganz nach der allgemeinen Vorschrift. Wir fiihren homo
gene Variable ein: 

und bilden die Funktionaldeterminahte des Zahlers und Nenners der 
rechten Seite: 

Dieser Ausdruck hat ersichtlich ZI = 0 und Z2 = 0, oder (- inhomogen 
geschrieben -) z = 0 und z = 00 je zur (n - 1)-fachen Nullstelle, womit 
bereits samtliche merkwlirdigen Punkte (von der Gesamtmultiplizitat 
2 n - 2) bekannt sind. Nach unserm allgemeinen Theorem liegen daher 
an den Stellen w = 0 und w = 00, die vermoge der Glei-
chung w = zn den beiden Punkten z = 0 und z = 00 zu- nrlWgel:x, 
geordnet sind, die einzigen Verw;eigungspunkte der Rie
mannschenFlache iiber der w-Kugel. Diese'beiden Punkte 
besitzen dabei je die M ultiplizitat n - 1, so daB an jedem 
aIle n Blatter im Zyklus zusammenhangen. Wir markieren 
uns nun weiter auf der w-Kugel den Meridian der reellen 
Zahlen als Kurve @; und schneiden nach entsprechender 
Verschiebung der Verzweigungsschnitte aIle Blatter der 
Riemannschen Flache langs dieses Meridians auf; wir 

/-

/~ 

\~ 
',--

o 
Abb.39. 

denken uns von den 2 n Halbkugeln, in welche die Flache so zerfaIlt, 
jedesmal die liber der hintercn Halfte der w-Kugel gelegenen, die also 
w-Werten mit positiv imaginaren Teilen entsprechen, schraffiert. Auf 
dem Meridianschnitt selbst wollen wir noch stets den Halbmeridian der 
positiven reellen Zalzlen (in der Abb. 39 ausgezogen) und den der nega~ 
tiven (gestrichelt) unterscheiden. 

Nunmehr haben wir die Bilder dieser Meridiankurve Q: aut der 
z-Kugel zu untersuchen, die dort die charakteristische Teilung in Halb
bereiche hervorrufen. Auf dem positiven Halbmeridian ist w = r, 
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wobei r reell und positiv von Obis 00 Iauft; fur diese Werte wird nach 
einer bekannten Formel :ier komplexen Zahlen: 

n - In -I ( 2 k n 2 k n) z = yw = Vr cos---;- + isin-n ' wo k = 0, 1, ... , n - 1. 

Dieser Ausdruck durchHiuft fiir die verschiedenen Werte von k diejenigen 
n Halbmeridiane der z-Kugel, die mit dem Halbmeridian der positiven reellen 

Zahlen die Winkel 0, 2.7l, 4.7l , ... , 2 (n -1).7l bilden. Diese Kurven ent-
n n n 

sprechen also der ausgezogenen HaUte von~. Analog haben wir auf 
dem negativen Halbmeridian der w-Kugel zu setzen: w = - r = r . ein , 

wobei wiederum ° ~ r ::::;:: 00. Dies ergibt: 

z = y; = Iyr I (cos (2 k ! 1) .7l + isin (2 k ! 1) n), wo k = 0, 1, ... , n -1 ; 

dem entsprechen aber die n Halbmeridiane der z-Kugel mit den "geo-

ph ' h L" ".7l 3n (2n-1).7l d' 1 d' W' k ld . gra ~sc en angen -, -, ... , ---, te a so te tn e er vongen 
n n n 

halbieren. Demnach wird die z-Kugel in 2n vom Nordpol nach dem 
SUdpol reichende kongruente Zweiecke zerlegt - etwa wie man eine Apfel
sine zu zerschneiden pflegt. Diese Teilung genugt genau der allgemeinen 
Theorie; insbesondere stoBen nur in den merkwurdigen Punkten, 
namlich den beiden Polen, mehr als zwei Halbbereiche, und zwar jedes
mal 2' n entsprechend der Multiplizitat n - 1 zusammen. 

Was nun die Schraffierung der Bereiche angeht, so brauchen wir sie 
nur fur einen Bereich festzulegen; die ubrigen sind dann alternierend 
zu schraffieren und freizulassen. Nun bemerken wir, wenn wir die 
schraffierte Halfte der w-Kugel (die Hinterseite also) vom Punkte w = ° 
aus betrachten, daB das ausgezogene Stuck der Begrenzung zur Linken, 
das gestrichelte zur Rechten liegt; da es sich urn eine konforme Abbildung 
ohne Winkelumlegung handelt, mufJ jedes schraffierte Gebiet der z-Kugel, 
vom entsprechenden Punkte z = ° aus betrachtet, dieselbe Lageneigenschaft 
haben, dafJ namlich ein ausgezogenes Begrenzungsstiick links, ein gestricheltes 
rechts liegt. Wir beherrschen danach die Gebietseinteilung der z-Kugel 
vollkommen. 'Obrigens ist noch ein charakteristischer Unterschied der 
Verteilung der Gebiete auf beide z-Halbkugeln zu bemerken, je nachdem 
n gerade oder ungerade ist, wie das aus den beiden Abbildungen 40 
und 41 auf S. 121 fUr die ersten Falle n = 3, 4 klar zu sehen ist. - Ich 
weise hier noch ausdriicklich darauf hin, wie notwendig der 'Obergang zur 
komplexen Kugel fiir das volle Verstandnis der Sachlage ist; in der 
komplexen z-Ebene hatte man eine Einteilung in geradlinig begrenzte, 
vom Nullpunkt ausstrahlende Sektoren, und es ware keineswegs so 
anschaulich, daB z = 00 als merkwiirdiger Punkt bzw. w = 00 als 
Verzweigungspunkt die gleiche Bedeutung hat wie z = ° bzw. w = 0. 
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Damit ist die Grundlage fUr die genaue Kenntnis des funktionalen 
Zusammenhanges zwischen z und w geschaffen; wir hatten jetzt nur 
noch die konforme Abbildung eines ieden der 2 n Kugelzweiecke auf die 
eine oder die andere w-Halbkugel zu studieren. Darauf will ich jedoch 
hier nicht naher eingehen; jedem, der sich uberhaupt mit konformer 
Abbildung beschaftigt hat, ist ja dieser Fall als eines der einfachsten 
auBerst anschaulichen Beispiele durchaus gelaufig. Wie man dann 
von hier aus Methoden zur numerischen Berechnung von z gewinnen 
kann, werden wir spater noch zu erortern haben (vgl. S. 141). 

Hier wollen wir nur noch die wichtige Frage nach der gegenseitigen 
Beziehung der einzelnen gleichartigen Gebiete der z-Kugel erledigen. 
Genauer gesagt: w = 7!' nimmt den gleichen Wert an je einer Stelle 
jedes der n schraffierten Gebiete an, Lassen sich die zugehorigen Werte z 

/ 
/ 

I 
I 
I 
I 
\ 
\ 

\ 

x-Hugel: 
00 

/--
/ 

" ........... "'<==-~ 

n,-J 
Abb.40. 
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Abb.41. 

nicht einfach durcheinander ausdrucken? In der Tat bemerken Wir 
sofort, daB fur z' = z . E, wobei E eine beliebige nte Einheitswurzel ist, 
z'" = z" wird, d. h. w = z" nimmt an allen n Stellen; 

2,..in 

(2) z' = e' • z = e " • z (v = 0, 1, 2, ... , n - 1) 

den gleichen Wert an. Diese n Stellen z' mussen sich also gerade auf 
aUe n schraffierten Bereiche verteilen, wenn z in einem der schraffierten 
Bereiche angenommen ist, und sie mussen gleichzeitig je einen dieser 
Bereiche durchlaufen, wenn z seinen Bereich durchlauft; und dasselbe 
gilt von den nichtschraffierten Bereichen. Nun bedeutet jede der 
Substitutionen (2) geometrisch eine Drehung der z-Kugel um die vertikale 

Achse 0,00 durch einen Winkel v' 2 :Jl, da in der komplexen Ebene 
n 

2vi:t 

bekanntlich Multiplikation mit e-:n eine Drehung urn den Nullpunkt 
durch jenen Winkel darstellt. Also gehen entsprechende Punkte unserer 
Kugelgebiete, wie diese Gebiete selbst, durch iene n Drehungen um die 
vertikale Achse ineinander aber. 
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Hatten wir also von vornherein nur ein schraffiertes Teilgebiet 
der Kugel bestimmt, so wurde uns diese Bemerkung alle gleichartigen 
Teilgebiete liefern. Dabei ist lediglich die Eigenschaft der Substitutionen 
(2) benutzt, daft sie die Gleichung (1) in sich selbst (d. h. zn = w in z'n = w) 
uberluhren und daft ihre Anzahl mit der Gradzahl ubereinstimmt. In 
den folgenden Beispielen werden wir stets von vornherein soIche lineare 
Substitution en angeben und dadurch die Bestimmung der Gebiets
teilung wesentlich vereinfachen konnen. 

Wir wollen uns nun noch an dem vorliegenden Beispiele einen 
wichtigen allgemeinen Begrill klar machen, namlich den Begrill der 
1rreduzibilitiit lur Gleichungen, die einen Parameter w rational enthalten; 
von der Irreduzibilitat von Gleichungen mit rationalen Zahlenkoeffi
zienten hatten wir schon fruher gelegentlich der Konstruktion des 
regularen Siebenecks gesprochen (S. 55 fL). Eine Gleichung I (z, w) = 0 
(etwa unser Beispiel zn - W = 0), wobei I (z, w) ein Polynom in z ist, 
dessen Koellizienten rationale Funktionen von w sind, heiftt reduzibel 
in bezug aul den Parameter w, wenn sich I in ein Produkt zweier Polynome 
derselben Art zerlegen liiftt, in denen beide Male z wirklich vorkommt: 

I (z, w) = 11 (z, w) . f2 (z, w); 

andernlalls heiftt die Gleichung irreduzibel in bezug aulw. Die ganze 
Verallgemeinerung gegen den friiheren Begriff besteht hierbeidarin, daB 
wir als "Rationalitiitsbereich", in dem wir operieren und dem wir die 
Koeffizienten der zuzulassenden Polynome entnehmen wollen, statt der 
Gesamtheit der rationalen Zahlen d~e Gesamtheit der rationalen Funktionen 
des Parameters w zugrunde legen - daB wir also von einer rein zahlen
theoretischen zu einer funktionentheoretiscbm Auffassung ubergehen 

Veranschaulichen wir uns jede Gleichung I (z, w) = 0 durch ihre 
Riemannsche Flache, so konnen wir ein einlaches Kriterium fur die 
Reduzibilitiit in diesem neuen Sinne aufstellen. 1st namlich die Gleichung 
reduzibel, so muB jedes ihr genugende Wertsystem z, w eIitweder 
11 (z, w) = 0 oder 12 (z, w) = 0 genugen; nun werden die Losungen 
von 11 = 0 und 12 = 0 durch deren Riemannsehe Flaehen dargestellt. 
die miteinander niehts zu tun haben und insbesondere nieht zusammen
hangen konnen. Also muft die zu einer reduziblen Gleichung f (z, w) = 0 
gehOrige Riemannsche Fliiche in mindestens zwei getrennte StUcke zerlallen. 

Danaeh konnen wir jetzt sofort behaupten, daft die Gleichung 
zn - W = 0 gewift irreduzibel im lunktionentheoretischen Sinne ist. Denn 
bei ihrer Riemannsehen Flaehe, die wir genau kennen, hangen ja an 
jedem Verzweigungspunkte alle n Blatter im Zyklus zusammen, und 
obendrein ist die ganze Flaehe auf die zusammenhangende unzersehnittene 
z-Kugel abgebildet; von einem Zerfallen kann also nieht die Rede sein. 

1m Anschluft hieran konnen wir eines der schon Iruher (5. 56) 
beruhrten populiiren Probleme der Mathematik erledigen, niimlich das 
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der T eilung eines beliebigen Winkels q; in n gleiche T eile, insbesondere 
- fur n = 3 - das der Trisektion des Winkels. Mit diesem 
Namen bezeichnet man die Aufgabe, eine exakte Konstruktion mit 
Zirkel und Lineal anzugeben, die fur ieden beliebigen Winkel q; 
die Dreiteilung leistet (fUr eine Reihe spezieller Werte q; lassen sich ja 
solche Konstruktionen leicht angeben). Ich will Ihnen hier noch den 
Gedankengang des Beweises fUr die Unmoglichkeit der Winkeltrisektion 
im bezeichneten Sinne vortragen und bitte Sie dabei, sich des Un
moglichkeitsbeweises fUr die Konstruktion des reguHi.ren Siebenecks 
mit Zirkel und Lineal zu erinnern (vgl. S. 56f£'). Genau wie damals 
werden wir namlich auch hier das Problem auf eine irreduzible kubische 
Gleichung zuriickfilliren und dann schlieBen, daB diese nicht durch eine 
Folge von Quadratwurzeln losbar ist; nur wird jetzt in die Gleichung 
ein Parameter - der Winkel q; - eingehen, wiihrend frillier die Koeffi
zienten ganzeZahlen waren. DemgemaB muB 
die funktionentheoretische Irreduzibilitat an 
Stelle der zahlentheoretischen treten. 

Urn die Gleichung des Problems an
zusetzen, denken wir uns (vgl. Abb. 42) 
in der w-Ebene den Winkel q; an die positive 
reelle Halbachse angetragen ; dann schneidet 
sein freier Schenkel den Einheitskreis m 
dem Punkte: 

w = ei<p = cos q; + i sin q;. 
Abb.42. 

Unsere Aufgabe kommt darauf hinaus, eine von dem speziellen Werte 
des Parameters q; unabhangige, aus einer endlichen Anzahl von Anwen
dungen des Zirkels und Lineals bestehende Konstruktion zu finden, 
die jedesmal den Schnitt des Einheitskreises mit dem Schenkel des 

Winkels f liefert, d. h. den Punkt: 

''P q;.. q; 
z = e 3 = cos - + 1 sm - . 

3 3 
Dieses z geniigt der Gleichung 

(3 z3 = cos q; + i sin q; , 

und das analytische Aquivalent unserer geometrischen Aufgabe besteht 
also darin (vgl. S. 56), diese Gleichung durch eine endliche Anzahl 
ubereinander geschalteter Quadratwurzeln aus rationalen Funktionen von 
cos q; und sin q; zu losen - denn diese GroBen sind die Koordinaten des 
Punktes w, von dem wir bei unserer Konstruktion ausgehen. 

Wir haben nun zuerst zu zeigen, dafJ die Gleichung (3) irreduzibel 
im funkticnentheoretischen Sinne ist. Freilich hat diese Gleichung nicht 
genau die oben bei der Begriffserklarung angenommene Form, denn 
statt des rational eingehenden komplexen Parameters w treten die 
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beiden Funktionen COS, sin eines reellen Parameters q; ihrerseits rational 
auf. Wir werden in naturgemaBer Fortbildung unseres Begriffes hier 
das Polynom z3 - (cos q; + i sin q;) reduzibel nennen, wenn es sich in 
Polynome von z zerspalten lafJt, deren Koeffizienten gleichfalls rationale 
Funktionen von cos q;, sin q; sind, und dafiir konnen wir ein ganz ahnliches 
Kriterium wie vorhin angeben. Lassen wir namlich tp in (3) aBe reellen 
Werte durchlaufen, so durchlauft w = eirp = cos q; + i sin q; den Ein
heitskreis der w-Ebene, dem vermoge der sterleographiscben Projektion 
auf der w-Kugel der A.quator entspricht; die Kurve, weIche uber diesem 
auf der Riemannschen Flache der Gleichung z3 = w liegt und in 
einem Zuge aIle drei Blatter durchHiuft, wird durch Gleichung (3) auf 
den Einheitskreis der ,-Kugel eineindeutig abgebildet und kann daher 
gewissermaBen als ihr "eindimensionales Riemannsches Bild" ange
sprochen werden. Ebenso konnen wir offenbar jeder Gleichung der 
Form f (z, cos q; , sin q;) = 0 ein solches Riemannsches Bild zuordnen, 
indem wir so viele Exemplare des Einheitskreises mit der Bogenlange q; 
nehmen, als die Gleichung Wurzeln hat, und sie entsprechend dem 
Zusammenhange der Wurzeln aneinanderheften. Nun folgt weiter 
genau wie fruher, dafJ die Gleichung (3) nur dann reduzibel sein kann, 
wenn ihr eindimensionales Riemannsches Bild in getrennte Teile zer
fallt, und das ist offenbar nicht der Fall. Damit ist die funktionen
theoretische I rreduzibilitat unserer Gleichung (3) bewiesen. 

Nunmehr laBt sich aber der friihere Beweis fur den Satz, daB eine 
durch eine Folge von Quadratwurzeln lOsbare kubische Gleichung mit 
rationalen Zahlenkoeffizienten reduzibel ist, wortlich auf den vor
liegenden Fall der funktionentheoretisch irreduziblen Gleichung (3) uber
tragen (vgl. S. 57f£.); man braucht nur dort statt "rationaler Zahlen" 
stets "rationale Funktionen von cos q; und sin q;" zu setzen. Damit 
ist unsere Behauptung, dafJ die Dreiteilung des Winkels fur willkur
liches q; nicht durch eine endliche Anzahl von Anwendungen des Zirkels 
und Lineals ausfuhrbar ist, vollstandig bewiesen: die Bemuhungen der 
Winkeldreiteilungsleute mussen also immer vergeblich bleiben! 

Ich komme nunmehr zur Behandlung eines ein wenig komplizierteren 
Beispiels : . 

2. Die Diedergleichung, 

Diese Gleichung, deren Name spater zu erklaren sein wird, lautet: 

(1 ) w=~(zn+~). 
2 zn 

Thr Grad ist, wie sich nach Multiplikation mit zn ergibt, 2 n. Durch 
Einfiihrung homogener Variabler erhalten wir: 

WI zi n + z~n 
W 2 2zi'Z2' 
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wobei in der Tat Formen 2 nter Dimensionen in Zahler und Nenner 
auftreten. Die Funktionaldeterminante dieser Formen ist: 

Sie hat zunaehst Z1 = 0 und Z2 = 0 je zur (n - 1)-faehen Nullstelle; 
die iibrigen 2 n NulIstelIen ergeben sieh aus: 

~ n - z~ n = 0 oder: ( ;: r = + 1 . 

Fiihren wir neben der friiher bereits benutzten nten Einheitswurzel: 

noeh die folgende nte Wurzel aus -1 ein: 
in 

e'=en 
so werden die letzten 2 n Nullstelkn: 

~=eY und: ~=e'.eY(v=O,1, ... ,n-1). 
Z2 Z2 

Die zu ihnen gehOrenden Werte z = ~ haben also samtlieh den Be-
Z2 

trag 1 und liegen daher auf dem (dem Einheitskreise der z-Ebene ent
spteehenden) Aquator der z - Kugel, und zwar urn gleiche Winkel-

abstande !!... voneinander entfernt. Wir haben daher als merkwiirdige 
n 

Punkte aut der z - Kugel: 
den Siidpol z = 0 und den Nordpol z = 00 je mit dey Multiplizitiit 

n -1; 
die 2 n Aquatorialpunkte z = eY, e' . e> ie mit der M ultiplizitiit 1. 
Die Summ~ aller Multiplizitaten ist 2 . (n - 1) + 2 n . 1 = 4 n - 2, 

wie es das allgemeine Theorem von S. 117 fUr den Grad 2?1' auch ver
langt. Vermoge der Gleichung (1) entspricht den merkwiirdigen Punkten 
z = 0, 00 der z-Kugel auf der w-Kugel die Stelle w = ex; , ferner allen 
Punkten z = eY die Stelle w = + 1 und endlich allen z = e' . eV die 
Stelle w = -1. Es gibt demnach nur drei Verzweigungsstellen 
00, +1, -1 auf der w-Kugel, aber es liegen iiber: 

w = 00 zwei Verzweigungspunkte der M ultiplizitiit n - 1 ; 

w = + 1 n Verzweigungspunkte der M ultiplizitiit 1; 

w = - 1 n Verzweigungspunkte der MultiPlizitiit 1. 

Die 2n Bliitter der Riemannschen Flache gruppieren sich daher uber 
dem Punkte w = 00 in zwei getrennte Serien von ie n im Zyklus zu
sammenhangenden Bliittern, uber w = + 1 und w = -1 in n getrennte 
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Serien von ie zwei Bliittern. 1m einzelnen wird der Verlauf dieser 
Blatter anschaulich klar werden, wenn wir die entsprechende Einteilung 
der z-Kugel in Halbbereiche studieren. 

Dazu ist es, wie oben bemerkt, gut, die linearen Substitutionen zu 
kennen, die unsere Gleichung (1) in sich uber/uhren. Zunachst bleibt sie, 
genau wie die reine Gleichung, ungeandert bei den n Substitutionen: 

2i;rr 

(2a) z'=E".z(v=O,1, ... ,n-1), wo e=e n, 

da fUr diese bereits z,n = zn ist. Ebenso werden sie aber auch durch 
die weiteren n Substitutionen: 

eV 

(2b) z'=- (v=O,1, ... ,n-1) 
z 

in sich iibergefUhrt, da durch sie.lediglich zn und ~ vertauscht werden. zn 

m -Ifllgel: 
00 
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Abb.43· 

z -Ifllgel: 
00 

Wir kennen damit 2 n lineare Substitutionen der Gleichung (1) 
in sich, genau so viele mithin, als ihr Grad betragt. Kennt man fUr 
irgendeinen Wert Wo von w also eine Wurzel Zo der Gleichung, so kennt 
man ohne weiteres 2 n im allgemeinen verschiedene Werte eV • Zo und 

~ (v = 0.1, ... , n - 1), fUr die (1) denselben Wert w = Wo liefert, d. h. 
Zo • 

man kennt' aUe Wurzeln der Gleichung, Wenn man nur einmal die 
nte Einheitswurzel e sich verschafft hat. 

Nun gehen wir an die Untersuchung der Einteilung der z-Kugel 
heran, wie sie einer Zerschneidung der Riemannschen Plache uber der 
w-Kugel liings des reeUen Meridians entspricht; wir unterscheiden dabei 
auf dem reellen Meridian der w-Kugel (vgl. Abb. 43) ahnlich wie im 
vorigen Beispiel die durch die drei Verzweigungsstellen hervorgerutenen 
Segmente von + 1 bis 00 (ausgezogen), von 00 bis -1 (punktiert) 
und von -1 bis + 1 (gestrichelt). Jedem dieser drei Segmente ent
sprechen aut der z-Kugel 2 n verschiedene K urvenstiicke, die aus einem 
von ihnen dureh die 2 n linearen Substitutionen (2) hervorgehen; es ge
nugt daher immer eines von ihnen aufzufinden. Dbrigens miissen aIle 
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diese Kurvenstucke die merkwiirdigen Punkte z = 0, 00, eV , e'. e ver
binden, die wir uns zunachst auf der z-Kugel markieren; ihr Bild hat 
genau wie im fruheren FaIle bei geradem n einen etwas anderen Typus 
als bei ungeradem n. Es mag hier genugen, wenn wir uns einen 
bestimmten Fall, etwa n = 6, vor Augen stellen; die Abb. 43 stellt 
in orthogonaler Projektion die Vorderseite der z-Kugel dar, und es 
sind von den auf dem Aquator in Abstanden von je 60° aquidistant 
liegenden Punkten eV von lin~s an e3 = -1, e', e5, e6 = 1, von den in 
der Mitte zwischen ihnen liegenden e'. eV aber e'. e3, e'. e4 = - i und e'. e5 

sichtbar. 
I ch behaupte nun, dafJ der Quadrant + 1 < z < 00 des Meridians 

der reellen z dem ausgezogenen Teile +1 < w < + 00 des reellen w
Meridians entspricht. In der Tat, setzen wir z = r und lassen r reell 

von 1 bis 00 laufen, so Hiuft w = ~ (zn + ~) = i.. (rn + ~) ebenfalls 
2 zn 2 rn 

reell und sHi.ndig wachsend von 1 bis 00. Aus dieser einen entstehen n 
weitere ausgezogene Kurven der z-Kugel durch die n linearen Substi
tutionen (2 a). Letztere bedeuten aber, wie wir aus dem vorigen Beispiele 
wissen die Kugeldrehungen urn die vertikale Achse (0,00) durch die Winkel 

2n 4n 2(n-1)n . hl d' V' 1 'd' --, --, ... , ; wzr er a ten so ze n zerte men zane vom 
n n n 

Nordpoloo nach den Punkten eV des Aquators. Eine weitere ausgezogene 

Kurve erhalten wir, wenn wir etwa die Substitution z' = ~ anwenden, 
z 

und zwar geht dadurch der Meridianquadrant von +1 nach 00 in den 
unteren reellen Meridianquadranten von +1 nach 0 uber. Unter
werfen wir auch diesen allen n Drehungen (2 a) - die Zusammen-

setzung dieser mit z' = ~ gibt alle Substitutionen (2b) - so treten 
z 

noch die n den Siidpol mit den Aquatorialpunkten eV verbindenden Viertel
meridiane hinzu, womit wir in der Tat die gewunschten 2 n ausgezogenen 
dem ausgezogenen w-Meridianquadranten entsprechenden Kurven 
haben. Fur n = 6 speziell erfullen sie die drei ganzen Meridiane, die au,: 
dem reellen Meridian durch die Drehungen urn 0°, 60°, 120° hervor
gehen. 

Nun konnen wir weiter einsehen, daB die Gesamtheit der Werte 
z = e' . r, wobei r wieder reell von + 1 bis 00 Hiuft, dem punktierten Teile 
des reellen w-Meridians entspricht; denn die Gleichung (1) liefert dafiir: 

w =~ (e'nrn+ _1_) = _~ (rn+~) 
2 e'n-r" 2 rn ' 

und dieser Ausdruck Hi.uft wirklich stets abnehmend von -1 bis - 00. 

z = e' . r stellt aber den M eridianquadranten von 00 nach dem Aquatorial
punkt e' dar; wenn wir auf ihn wiederum die Substitutionen (2 a), (2 b) 
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anwenden, so ergibt sich genau wie vorhin, dafJ dem punktierten Teile des 
reellen w-Meridians die samtlichen Meridianquadranten von den Polen 
nach den Aquatorialpunkten l· e~ entsprechen, die also die Winkel der 
vorhin erhaltenen M eridianquadranten halbieren. Fiir n = 6 insbesondere 
setzen sie gerade die 3 ganzen Meridiane zusammen, die aus dem der 
reellen Zahlen durch Drehung urn 30°, 90°, 150° hervorgehen. 

Es bleiben noch die dem gestrichelten Halbmeridian -1 < w < + 1 
entsprechenden 2 n Kurvenstiicke zu suchen; ich beweise, daB es die 
von den Punkten e~ und e'. eY auf dem Aquator der z-Kugel hervor
gerufenen Abschnitte sind. In der Tat reprasentiert der Aquator die 
Punkte vom absoluten Betrage 1 und wird daher durch z = ei'l' dar
gesteIlt, wobei cp reell ist und von 0 bis 21l lauft. Daher ist das zu
gehOrige: 

w = ~ (z"+ ;,,) = ~ (eni'l' + e-"i '1') = cos (n cp); 

dieser Ausdruck bleibt in der Tat stets reell und absolut :S1, und 
zwar nimmt er genau einmal aIle Werte zwischen +1 und -1 an, 

wenn cp von einem ganzzahligen Vielfachen von!!.. bis zum nachsten 
n 

Iauft, d. h, wenn z einen der Abschnitte durchwandert. von denen wir 
sprechen. 

Die so bestimmten Kurven zerlegen die z-Kugel in 2 . 2 n - iibrigens 
dreiecks/Ormige - Halbbereiche, die von ie einer Kurve der drei Arten be
grenzt werden und ie einem Halbblatt der Riemannschen Flache entsprechen,' 
nur an einem merkwiirdigen Punkte stofJen mehrere Bereiche zusammen, 
und zwar, wie es nach der Tabelle der Vielfachheiten (S. 125) sein muB, 
an Nord- und Siidpol ie 2 . n, an iedem Punkte e~ und t'· e~ ie 2·2. 
Urn festzustellen, we1che von diesen Bereichen zu schraffieren sind, 
bemerken wir, daB man die hintere w-HalbkugeI zur Linken hat, wenn 
man der Reihe nach den ausgezogenen, den gestrichtlten und den 
punktierten Teil ihrer Begrenzung durchlauft. WeiI die Abbildung 
konform ist, ohne die Winkel umzulegen, haben wir daher aIle Halb
bereiche, bei denen die drei Teile der Begrenzung im selben Sinne 
aufeinander folgen, zu schraffieren, alle andern freizulassen. 

Damit haben wir das vollstandige geometrische Bild der durch unsere 
Gleichung repriisentierten Abhiingigkeit zwischen z und w erhalten,' man 
kann es noch weiter ausfiihren, indem man die konforme Abbildung 
des einzelnen Dreiecksbereichs auf die w-Halbkugel naher untersucht, 
was wir uns hier indessen wieder sparen wollen. 1 ch beschreibe nur 
noch zusammen/assend den vorzugsweise beriicksichtigten Fall n = 6: Die 
Kugel ist da in zwolf schraffierte und zwolf nichtschraffierte Dreiecke 
geteilt, von denen in unserer Abbildung (vgl. Abb. 44) je sechs zu 
sehen sind. An jedem Pole stoBen je sechs von jeder Art, an zwolf 
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aquidistanten Punkten des Aquators je zwei zusammen; jeder Bereich 
ist auf ein gleichartiges Halbblatt der Riemannschen Flache konform 
abgebildet, die entsprechend der Gruppierung der Halbbereiche zu je 
sechs von jeder Art iiber der Verzweigungsstelle 00 und zu je zwei von 
jeder Art iiber den VerzweigungssteIlen +1 zusammenhangen. 

Ein bequem zu handhabendes und wegen der Analogie mit dem 
folgenden besonders wertvolles Bild der KugeIteilung erreicht man so: 

Man verbindet geradlinig immer zwei benachbarte urn 2:n voneinander 
n 

abstehende Teilpunkte auf dem Aquator (etwa aile e~), und ferner 
jeden von ihnen mit jedem der beiden Pole. So entsteht eine der 
Kugel eingeschriebene Doppelpyramide mit n (in der Abbildung 44 sechs) 
Seiten/lachen au/ 1·edem Mantel: Projiziert man die KugeIteilung von 
Zentrum aus auf sie, so erscheint jedes Seitendreieck durch seine vom 
Pol gefaJ.lte Hohe in eine schraffierte und eine nichtschraffierte Halfte 

Abb.44. Abb.45. 

geteilt. Reprasentieren wir durch diese Doppelpyramide die Kugel
teilung und damit unsere Funktion, so leistet sie uns ganz ahnliche 
Dienste, wie es in den folgenden Beispielen die reguliiren Polyeder tun 
werden. Wir erreichen vollstiindige Analogie mit diesen, wenn wir uns 
die Doppelpyramide in ihre Grund/lache zusammengedruckt denken, und 
das entstehende doppelt bedeckte regulare n-Eck (Sechseck) betrachten, 
dessen beide Seiten durch die Verbindungslinien ihres Mittelpunktes 
mit den Ecken und Mitten der Kanten in je 2 n Dreiecke geteilt sind 
(vgl. Abb. 45). Ick habe dieses Gebilde immer gern als Dieder den /un/ 
reguliiren Polyedern, mit denen man sick seit Plato beschii/tigt, angereiht. 
Es erfiillt namlich aIle Bedingungen, durch die man ein regulares 
Polyeder gew6hnlich definiert, indem es kongruente regulare Polygone 
(die beiden Seiten des n-Ecks) zu Flachen hat, ferner lauter kon
gruente Kanten (die Kanten des n-Ecks) und lauter kongruente Ecken 
(seine Ecken) besitzt - der einzige Unterschied ist, daB es keinen eigent
lichen K6rper begrenzt, sondern den Rauminhalt 0 umschlieBt. So ist 
also der Platonische Satz, daB es nur fUnf regulare Polyeder gibt, nur dann 
richtig, wenn man die im Beweise natiirlich stets stillschweigend benutzte 
Forderung eines eigentlickCH K6rpcrs auch in die Definition aufnimmt. 

K 1 e in, Elementarmathematik 1. 3. Auf!. 9 
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Vom Dieder ausgehend erhiilt man offenbar unsere Kugelteilung, 
indem man aufJer seinen Ecken auch die Mittelpunkte seiner Kanten und 
5eitenflachen auf die Kugel projiziert, wobei zu beachten ist, daB die 
Projektionsstrahlen auf der Dieder-Ebene senkrecht stehen miissen. 
50 kann das D£eder gleichfalls als Reprasentant der durch unsere 
Gleichung gegebenen Funktionsbeziehung zwischen w und z angesehen 
werden und daher der kurze, schon anfangs gebrauchte Name 
"Diedergleichung" • 

1m AnschluB hieran behandeln wir nun die Gleichungen, die - wie 
bereits angedeutet - in engster Beziehung zu den platonischen regu
Hi.ren Korpern stehen: 

3. Die Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedergleichung. 

Wir werden sehen, daB wir die beiden letzten mit dem gleichen 
Rechte auch als W urfel- und Dodekaedergleichung bezeichnen konnten, 

Seitendreieek in natiir
lieher GroBe .. 

a 

Abb.46. 
Tetraeder. 

so daB in der Tat aile 
fiinf Korper unterge
brach t sind. Wir wollen 
hier den umgekehrten 
Weg einschlagen wie 
im vorigen Bdspiele: 
W ir leiten zuerst, von 

a, dem reguliiren Korper 
ausgehend, eine Gebiets
einteilung der Kugel her 
und stetten alsdann die 
zugehOrige algebraische 
Gleichung auf, die in 

jener Abbildung ihre geometrische Veranscha~elichung findet. Ich werde 
mich dabei aber vielfach auf Andeutungen beschranken miissen und 
verweise deshalb gleich zu Anfang auf mein Buch: "Vorlesungen uber 
das Ikosaeder und die AuflOsung der Gleiehungen vom funften Grade"!), 
in dem Sie die ganze umfangreiche Theorie mit ihren zahlreichen Be
ziehungen zu Nachbargebieten systematisch dargestellt finden. 

Ich will iibrigens aIle drei FaIle parallel behandeln und beginne mit 
der Herleitung der Feldereinteilung der Kugel fur das Tetraeder. 

1. Das Tetraeder (vgl. Abb. 46). Wir teilen jedes der vier gleich
seitigen Seitendreiecke des Tetraeders durch die drei Hohen in seehs 
Teildreieeke, von denen je drei einander kongruent sind, wahrend je 
zwei nicht kongruente spiegelbildlich symmetrisch sind. Wir erhalten 
so eine Einteilung der ganzen Tetraederoberfliiche in 24 Dreiecke, die sick 
in zwei Gruppen von je zwolf untereinander kongruenten Dreiecken gliedern, 

1) Leipzig 1884; weiterhin zitiert als "Ikosaeder". 
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derart, daft zwei Dreiecke verschiedener Gruppen spiegelbildlich sym
metrisch sind; die eine Gruppe von Dreiecken mogen wir durch 
Schraffierung auszeichnen. Was die Ecken dieser 24 Dreiecke an
geht, so konnen wir drei Arten unterscheiden, so daB jedes Dreieck 
je eine Ecke jeder Art hat: 

a) die vier Ecken des Ausgangstetraeders, an denen je drei schratfierte 
und drei nichtschraffierte Dreiecke zusammenstof3en; 

b) die vier Mittelpunkte der Seitenflachen, die wiederum ein reguHires 
Tetraeder (das Gegentetraeder) bilden; an ihnen stof3en gleichfalls ie 
drei Dreiecke jeder Art zusammen; 

c) die secks- Halbierungspunkte der Kanten, die ein regulares Oktaeder 
bilden; an ihnen stof3en je zwei Dreiecke jeder Art zusammen. 

Projizieren wir diese Dreiecksteilung '1:om M ittelpunkt des T etraeders 
aus auf die umgeschriebene Kugel, so wird diese in 2·12 von Bogen 
grafJter Kreise begrenzte Dreiecke geteilt, die wechselweise kongruent bzw. 
symmetrisch sind. Urn jede Ecke der Art a), b), c) liegen beziiglich 6, 6,4 
gleiche Winkel herum, und da die Summe der Winkel urn einen Punkt 
herum auf der Kugeloberflache 2 n betragt, hat jedes unserer spharischen 

Dreiecke den Winkel ~ an einer Ecke a und b sowie ~ an einer Ecke c. 
3 2 

Eine charakteristische Eigenschaft dieser Kugelteilung ist, daf3 sie 
ebenso wie das Tetraeder selbst - durch eine Anzahl von Drehungen 

der Kugel um ihren M ittelpunkt in sich selbst ubergefuhrt wird. Sie 
konnen sich dies an einem Modelle des Tetraeders mit seiner Teilung, 
wie ich es Ihnen aus unsrer Sammlung hier vorfiihre, leicht im ein
zelnen klar machen; fiir den Vortrag mag es geniigen, wenn ich die 
Anzahl der maglichen Drehungen abzahle (wobei die Ruhe als "identische 
Drehung") mitgerechnet wird. Fassen wir eine bestimmte Ecke 
des Ausgangstetraeders ins Auge, so konnen wir sie durch eine Drehung 
in jede Tetraederecke (auch in sich selbst) iiberfiihren, was vier Moglich
keiten ergibt; halten wir sie aber in einer dieser Lagen fest, so konnen 
wir das Tetraeder noch auf drei verschiedcne Arten mit sich selbst 
zur Deckung bringen, indem wir namlich urn die Verbindungslinie des 
Mittelpunkts mit jener festen Ecke als Achse durch einen Winkel 
von 0°,120° oder 240° drehen. Das gibt imganzen 4·3 = 12 Drehungen, 
die das Tetraeder oder die entsprechende Dreiecksteilung der um
schriebenen Kugel in sich iiberfiihren. Durch diese Drehungen kann 
man ein einmal vorgegebenes schraffiertes (oder nichtschraffiertes) 
Dreieck in jedes andere schraffierte (bzw. nichtschraffierte) Dreieck 
iiberfiihren, und die einzelne Drehung ist bestimmt, wenn man auch 
dieses letztere gibt. - Diese zwalf Drehungen bilden offenbar das, was 
man eine Gruppe G12 von zwolf Operationen nennt, d. h. wenn man 
zwei von ihnen nacheinander vornimmt, resultiert wiederum eine der 
zwolf Drehungen. 

9* 



132 Algebra: .Gleichungen im Gebiete komplexer Gro6en. 

Jede dieser zwolf Drehungen wird, wenn wir die Kugel als z-Kugel 
auffassen, dUTCh eine lineare Transformation der z dargestellt, und die 
so entstehenden Z'W61flinearen Transformationen werden die dem Tetraeder 
zugehOrige Gleichung in sich iiberfiihren. Ich bemerke zum Vergleich, daB 
man, wie Sie sich iiberzeugen mogen, die 2n linearen Substitutionen der 
Diedergleichung alsGesamtheit der Drehungen des Dieders in sich deuten kann. 

2. Wir wollen jetzt das Oktaeder (vg1. Abb. 47) ahnlich behandeln 
und konnen uns dabei etwas kiirzer fassen. Wir teilen jedes der acht 
Seitendreiecke genau wie vorhin in sechs Teildreiecke und erhalten 
eine T eilung der ganzen Oktaederoberflache in 24 einander kongruente 
schralfierte und 24 wiederum untereinander kongruente, den ersteren 
aber spiegelbildlich symmetrische nicht schralfierte Dreiecke. Wiederum 
konnen wir drei Arten von Ecken unterscheiden: 

a) die sechs Oktaederecken, an 
denen je vier Dreiecke jeder Art zu
sammenstofJen; 

b) die acht M ittelpunkte der 
Seiten, die die Ecken eines W iirlets 
bilden; an ihnen stofJen je drei Drei-

a ecke jeder Art zusammen; 
c) die zw61f Mittelpunkte der 

Kanten, an denen je zwei Dreiecke 
jeder Art liegen. 

Gehen wir durch zentrale Pro
jektion attf die umschriebene Kugel 
iiber, so erhalten wir eine E inteilung 

Abb.47. in 2 . 24 kongruente bzw. symme-

trische sphiirische Dreiecke, deren iedes die Winkel :: an der Ecke a, 
4 

:: an der Ecke b und:: an der Ecke c besitzt. Da die Ecken b einen Wiirfe1 
3 2 
bilden, iiberzeugt man sich leicht, dafJ man genau dieselbe Einteilung 
erhalten wiirde, wenn man von einem W iirfel ausgegangen ware und seine 
Ecken, Seiten- und Kantenmitten auf die.Kugel projizierte; wir brauchen 
also den Wiirfel in der Tat nicht besonders zu beriicksichtigen. 

Genau wie vorhin macht man sich nun klar, dafJ das Oktaeder sowohl, 
wie diese Gebietseinteilung der Kugel, dureh 24 Drehungen in sich iiber
gefiihrt wird, die eine Gruppe G24 bilden; jede einzelne Drehung ist wieder 
dadurch bestimmt, daD sie ein vorgegebenes schraffiertes Dreieck in 
ein bestimmtes anderes schraffiertes iiberfiihrt. 

3. Wir kommen endlich zum Ikosaeder (vgL Abb. 48). Auch hier 
haben wir dieselbe Einteilung jedes der 20 Seitendreiecke zugrunde 
zu legen und erhalten im ganzen 60 schralfierte und 60 nichtschratfierte 
Teildreiecke. Die drei Arten von Ecken sind: 
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a) die zwolf Ikosaederecken, an denen je funf Dreiecke ieder Art liegen. 
b) die zwanzig Seitenmittelpunkte, die die Ecken eines reguliiren 

Pentagondodekaeders bilden; an ihnen liegen ie drei Dreiecke ieder Art,' 
c) die dreif3ig Kanten 

mittelpunkte, wojezweiDrei
ecke ieder Art zusammen
stopen. 

Auf die Kugel uber
tragen erhiilt daher iedes 
Dreieck an den Ecken a, b, c 

bzw. die Winkel ~, ~, ~. 
5 3 2 

Aus der Eigenschaft der 
Ecken b kann man wieder 
schlieBen, daft dieselbe K u
geleinteilung aus dem regu
liiren Dodekaeder hervor
gehen wurde. 

Endlich wird kas Iko
saeder und die zugehOrige 
Kugelteilung durch eine 

Abb.48. 

Gruppe G60 von 60 Drehungen der Kugel um den Mittelpunkt in sich uber
gejuhrt. Auch diese Drehungen, wie die des Oktaeders, mogen Sie 
sich an einem Modelle recht klar machen. 

Ich stelle noch einmal, meine Herren, die Winkel der spharischen 
Dreiecke zusammen, die sich in den drei betrachteten Fallen ergeben 
haben, und fiige auch das Dieder hinzu: 

Dieder: 
n n n 
2' 2 ' n 

Tetraeder: 
n n n 
- , - , 2' 3 3 

Oktaeder: 
n n n 

4' 3' 2' 

Ikosaeder: 
n :J n - , 3' 5 2 

Der Naturwissenschaftler - ich variiere hier ein bekanntes Scherz
wort von Kummer - wiirde danach sogleich schlieBen, daB es auch 
weiterhin Kugelteilungen analoger Eigenschaften mit Winkeln wie 

6~ , ~ , ~ ; ~ , ~ , ~ gabe. Der Mathematiker darf natiirlich solche Analogie-
3 273 2 

schliisse nicht anwenden, und seine Vorsicht erweist sich hier als be
rechtigt, denn in der Tat bricht die Reihe der moglichen Kugelteilungen 
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unserer Art mit den aufgezahlten abo Natiirlich hangt diese Tatsache 
genau damit zusammen, dafJ es keine weiteren reguliiren Polyeder gibt. 
Wir k6nnen ihren letzten Grund in einer Eigenschaft der ganzen Zahlen 
angeben, die eine Reduktion auf einfachere Gfiinde nicht mehr ge
stattet. Es zeigt sich namlich, daB die Winkel eines jeden unserer 

D . k hI' T'l ... t 11, n n d relec e ganzza 1ge el e von 11, sem mussen, e wa -, -, -. erart, 
daB die Nenner der Ungleichung: m n r 

1 1 1 -+-+->1 m n r 

geniigen. Diese Ungleichung hat nun die Eigenschaft, daB fUr sie nur 
die oben angegebenen ganzzahligen Losungen existieren. Wir konnen 
sie iibrigens leicht verstehen, denn sie driickt nur aus, daB die Winkel
summe im spharischen Dreieck groBer ist als n. 

Ich m6chte hier iibrigens noch erwahnen, wie gewiB manchen von 
Ihnen bekannt ist, daB eine sinitgemafJe Verallgemeinerung der Theorie 
iiber diesen scheinbar zu engen Rahmen hinausfiihrt: Die Theorie der 
automorphen Funktionen zieht Einteilungen der Kugel in unendlich viele 
Dreiecke mit einer Winkelsumme kleiner als n bzw. auch gleich n in 
Betracht. 

4. Fortsetzung: Aufstellung der Normalgleichungen. 

Wir kommen jetzt zum zweiten Teil 
Gleichung der Form: 
(1) q:'(z)-W'lJ'(z)=O oder: 

unserer Aufgabe, diejenige 

q:> (z) 
W=--

'IJ' (z) 

aufzustellen, die zu einer bestimmten unserer drei K ugelteilungen geMrt, 
die also die beiden Halbkugeln der w-Kugel auf die 2' 12 bzw. 2' 24 
bzw. 2' 60 Teildreiecke der z-Kugel abbildet. Jedem Werte w sollen 
mithin im allgemeinen 12 bzw. 24 bzw. 60 Werte z - je einer in einem 
Teildreieck der zugehorigen Art - entsprechen, und daher muB die 
gesuchte Gleichung in den drei Fallen die Grade 12, 24, 60 haben, fUr die 
wir allgemein N schreiben wollen. Nun st6Bt jeder Teilbereich an drei 
merkwiirdige Punkte; daher muB es in jedem FaIle drei Verzweigungs
stellen auf der w-Kugel geben. Diese legen \Vir, wie es iiblich ist, nach 
w = 0, 1, 00; als Schnittkurve ~ durch diese drei Punkte, deren drei 
Segmente den Grenzlinien der z-Dreiecke entsprechen sollen, verwenden 
wir wieder den Meridian der reellen Zahlen. 

Wir setzen femer fest (vgl. Abb. 49), daB in jedem der drei Falle 
dem Punkte w = 0 die Mittevpunkte der Seitenfliichen (Ecken b in der 
friiheren Bezeichnung), dem Punkte w = 1 die Kantenhalbierungspunkte 
(Ecken c) und dem Punkte w = 00 die Polyederecken (Ecken a) ent
sprechen. Dann entsprechen die Dreiecksseiten in der durch die Linien 
der Abbildung angedeuteten Weise den drei Segment en des w-Meridians, 
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und die schraffierten Dreiecke entsprechen der hinteren, die nicht 
schraffierten der vorderen w-Halbkugel. Durch die Gleichung (1) soIl 
also nun gemaB diesen Zuordnungen die z -Kugel auf eine fiber der 
w-Kugel ausgebreitete N-bHtttrige Riemannsche Flache mit Ver
zweigungspunkten beiO, 1, 00 eindeutig abgebildet werden. 

Man konnte die Existenz dieser Gleichung aus allgemeinen 
funktionentheoretischen Theoremen leicht a priori deduzieren; ich 
will jedoch hier die Kenntnisse, welche dieser Beweisgang er
fordert, nicht voraussetzen und ihm einen mehr empirischen Aufbau 
der einzelnen Gleichungen vorziehen. Ein solcher verschafft uns 
vielleicht auch eine lebhaftere Anschauung des Einzelfalles. 

Wir denken uns die Gleichung (1) in homo
genen Variablen geschrieben: 

WI (]IN (Zl' Z2) 

W 2 'l'N (Zl' Z2) , 

wobei (]IN, 'l'N homogene Polygome von der 
Dimension N in ZI' Z2 sind (N == 12, 240der 60). 
Bei dieser Form der Gleichung erscheinen die 
Stellen WI = 0 und W 2 = 0 (d. i. W = 0, (0) 
der w-Kugel gegenuber der dritten Verzwei
gungsstelle w = 1 (homogen: w1 - w2 = 0) be
vorzugt. Da jedoch fur unsere Betrachtung 
die drei Verzweigungsstellen stets gleichwertig 
sind, erweist es sich als zweckmaBig, aucli 
die folgende Gestalt der Gleichung explizit zu 
berucksichtigen Ir 

lIJ--

WI - W 2 X N (Zl' Z2) Abb. 49. 

w2 'PN (Zl' Z2) , 

wobei X N = (]IN - 'FN gleichfalls eine Form Nter Dimension ist. Beide 
Gestalten fasse ich gem in die fortlaufende Proportion zusammen: 

(2) WI: (WI - w2) : w2 = (]IN (Zl' Z2) : X N (Zl' Z2) : 'l'N (Zl' Z2)' 

Wir haben darin eine die drei Verzweigungspunkte durchaus gleich
maBig berucksichtigende, vollig homogene Schreibweise der Gleichung (1). 

Unsere Aufgabe ist jetzt, die Formen (]IN, X N , 'l'N zu bilden, und 
zu diesem Ende wollen wir sie sogleich in Beziehung zu unserer z-Kugel
teilung setzen. Wir entnehmen aus Gleichung (2) sofort, daB fiir 
Wl = 0 die Form (]IN (Zl' Z2) = 0 wird, d. h. dafJ der Stelle w = 0 auf der 
z-Kugel die N NullsteUen von (]IN entsprechen. Andererseits sollen nach 
unseren Festsetzungen der Verzweigungsstelle w = 0 die Mittelpunkte 
der Polyederfliichen (Ecken b der Teilung) entsprechen, deren es in 

jedem Falle N gibt. In jedem von ihnen stoBen aber je drei, auf die 
3 

einzelnen Halbkugeln einfach a bgebildete, schraffierte und nicht 
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schraffierte Dreiecke zusammen, so daB er als Wurzel unserer Gleichung 
drei/ach zu rechnen ist. Also lie/ern diese Punkte, ieder mit der Viel/ach
heit 3, die siimtlichen W = 0 entsprechenden Stellen und damit die siimt
lichen Nullstellen von (/IN; (/IN hat mithin lauter dreifache Nullstellen 
und muB infolgedessen die dritte Potenz einer Form cp (ZI' Z2) des 

Grades N sein: 
3 (/IN = [CPN/3 (ZI' Z2)]3. 

Genau ebenso folgt nun weiterhin, daB der Stelle w = 1 bzw. 
WI - w2 ==; 0 die Nullstellen von X N = 0 entsprechen und, daB diese 

identisch sind mit den doppelt gez1ihlten N Kantenmittelpunkten des 
2 

Polyeders (Ecken c unserer Teilung). Infolgedessen muB XN ein voIles 

Q d . F d D' . N . ua rat emer orm er ImenSlOn - sem: 
2 

X N = [XN /2 (ZI' Z2)J2. 

Endlich sind dem Punkte w = 00 die Nullstellen von IJ!N zuzuordnen, 
und daher miissen diese mit den Ecken des Ausgangspolyeders 
(Ecken a der Teilung) identisch sein; an diesen aber stoBen in den 
einzelnen Fallen 3, 4 oder 5 Dreiecke zusammen, so daB wir erhalten: 

IJ!N = ['If'N/v (ZI' Z2)Jv, wo: v = 3,4 oder 5. 

Unsere Gleichung (2) mufJ also notwendig die Form haben: 

(3) WI: (WI - W2) : W2 = cP (ZI' Z2)3: X (ZI' Z2)2: 'If' (ZI' Z2)v, 

wobei die Gradzahlen und Exponenten von cP, X, 'II' und die Werte des 
Grades N der Gleichung aus der /olgenden kleinen Tabelle kervorgehen: 

Tetraeder: cP~, X~, ~; N = 12. 
Oktaeder: cpL Xi2' 'If'L N = 24. 
Ikosaeder : cp~, too, v12; N = 60. 

Nun will ich noch kurz zeigen, dafJ sick auch die /ruher behandelte 
Diedergleichung diesem Schema (3) einreiken lapt. Wir brauchen uns 
nur daran zu erinnern, daB wir damals auf der w-Kugel die drei Ver
zweigungsstellen nach - 1, + 1, 00 statt, wie zuletzt, nach 0, + 1,00 
gelegt hatten. Wirkliche Analogie mit (3) werden wir daher erst er
reichen, wenn wir die Diedergleichung in die Form: 

(WI + w2) : (WI - w2) : Ws = (/J: X: IJ! 

zu setzen versuchen. Nun erhalten wir aber aus der friiher benutzten 
DH!dergleichung (S. 124): 

WI zin + z~n 
w2 2· zi' Z2 

durch eine einfache Umrechnung: 

(WI + Wi): (WI - W2) : W2 = (zi" + ~"+ 2 Z1 z~): (zin+ ~n - 2 Zi' z~) : (2 zr z~) 
= (Z1 + Z2)2 : (Z1 - Z2)2 : '2 (ZI Zll)". 
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Wir konnen also in der Tat der obigen Tabelle hinzufiigen: 

Dieder: q:>~, X~, 'IjJ'2; N = 2 n. 
Die aus dieser Form der Gleichung sofort abzulesenden merkwiirdigen 
Punkte samt ihren Vielfachheiten stimmen mit den fruher festgestellten 
(vgl. S. 125) uberein. 

Wir kommen nun dazu, die Formen q:>, X, 'IjJ in'den drei neuen 
Fallen wt"rklick zu bilden. Ick will dabei nur aut das Oktaeder naker ein
gehen, bei dem sich die Verhaltnisse am einfachsten gestalten. Aber auch 
hier werde ich, urn im Rahmen eines kurzen Vberblickes zu bleiben, 
manches nur andeuten und in Resultaten mitteilen konnen; jedem, 
der mehr daruber erfahren will, ist ja eine ausfiihrliche Darstellung 
in meinem Buche uber das Ikosaeder leicht zuganglich. Wir denken 
uns der Einfachheit halber das Oktaeder so der z-Kugel eingeschrieben, 
daft die seeks Ecken nack 

z = 0, 00, + 1, + i, - 1, - i 
fallen (vgl. Abb. 50). Dann lassen sich die 24 
linear.en Substitutionen von z, welche die Dre
hungen des Oktaeders darstellen, d. h. die ge- -1 
nannten sechs Punkte miteinander vertauschen, 
recht einfach angeben. Wir beginnen mit den 
vier Drehungen, bei denen die Ecken ° und 00 

fest bleiben~ 
(4a) z'=ile.z (k=0,1,2,3). 

Weiter konnen wir, etwa dUTCh die Substitu-

00 

Abb.50. 

tion z' = ~ (d. i. eine Drehung von 1800 urn die horizontale Achse 
z 

(+ 1, - 1), die jeden Oktaedereckpunkt wieder in einen solchen iiber
fiihrt) den Punkt ° nach 00 bringen. Wenden wir jetzt noch die vier 
Drehungen (4a) an, so erhalten wir die vier neuen Substitutionen: 

, i le 
(4b) Z=- (k=0,1,2,3). 

Z 

Ebenso werfen wir nun der Reihe nach jeden der weiteren vier Eck-

k . . d h d' S b" , Z + 1 Z + i pun te Z = 1, f, - 1, - f urc Ie u stltutlOnen Z = ~~, --., 
. z-1 Z-f 

Z - 1 , Z - ~, die ersichtlich gleichfalls die sechs Oktaederecken in
z+1 Z+f 
einander uberfiihren, nach 00 und erhalten, wenn wir wieder jedesmal 
die vier Drehungen (4a) hinzufiigen, weitere 4 . 4 = 16 Substitutionen 
des Oktaeders: 

(4c) 

, 'le z+ 1 Z=f ~~, 
z-1 

, 'k Z + i 
Z=f ~~.' 

z-z 
. 'le z- i 

Z =f ~~. 
z+i 

, 'le Z - 1 
Z =f ~~, 

Z + 1 
(k=0,1,2,3) 

+7 
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Damit haben wir die gesuchten 24 Substitution'en samtlich gefunden, 
und man kann nun auch unmittelbar durch Rechnung bestatigen, dafJ 
sie wirklich die sechs Oktaederecken in sich iiberfiihren und dafJ sie 
aufJerdem eine Gruppe G24 bilden, d. h. daB die Aufeinanderfolge zweier 
beliebiger von ihnen wieder eine der Substitutionen (4) ergibt. 

Ich will nun zuniichst die Form 1jJe bilden, die in den sechs Oktaeder
ecken einfach verschwindet: der Punkt z = 0 gibt den Faktor ZI' der 
Punkt z = 00 den Faktor Z2; an den vier Punkten ± 1 und ± i hat die 
Form 4 - 4 eine einfache Nullstelle, so daB wir schlieBlich erhalten: 

(5a) 1jJe = ZI • Z2 (4 - 4) . 
Schwieriger ist die Bildung der Formen ((is und X12' welche die 

Mitten der Seitenflachen bzw. die Kantenhalbierungspunkte zu ein
fachen Nullstellen haben; ich gebe sie hier ohne Ableitung anI): 

(5b) 

Obrigens bleibt selbstverstandlich in allen diesen drei Formen em 
konstanter Multiplikator unbestimmt. Bedeuten ((is, 1jJe, X12 die 
Formen in der Normierung (5), so mussen wir daher in die Oktaeder
gleichung (3) noch unbestimmte Konstante Cv C2 hineinnehmen und 
sie schreiben: 

WI : (WI - w2) : W 2 = tp~ : CI XI2 : C21jJ~ • 

Die Konstanten c sind noch so zu bestimmen, daB diese zwei Gleichungen 
tatsachlich nur eine Gleichung zwischen z und W darstellen. Das ist 
dann und nur dann der Fall, wenn: 

((i~ - c2 1jJ~ = ci XI2 

identisch in ZI' Z2 gilt. Nun laBt sich diese Relation in der Tat durch 
bestimmte Konstante cl , c2 erfiillen. Es besteht namlich, wie man durch 
Ausrechnen bestatigen kann, die Identitat: 

T~ - 1081jJ~ = xi2' 
so daB die Oktaedergleichung ()) lautet: 

(6) WI: (WI - W 2) : W 2 = ((ig: XI2 : 1081jJt . 

Diese Gleichung bildet gewiB die Punkte W = 0, 1, 00 beziiglich auf 
die Seitenmitten, Kantenmitten, Ecken des Oktaeders mit der richtigen 
V ielfachheit ab, da ja die Formen ((i, X, 1jJ dementsprechend gestaltet 
sind; ferner wird sie durch die 24 Oktaedersubstitutionen (4) in sich 
ubergefiihrt; denn diese transformieren die Nullstellen jeder der 
Formen ((i, X, 1jJ in sich und andern die Formen mithin nur je urn 
einen multiplikativen Faktor. Die Rechming ergibt, daB diese Faktoren 
sich bei der Quotientenbildung gerade weghehen. 

1) V gl. Ikosaeder, S. 54. 
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Zu zeigen bleibt nur noch, daB die Gleichung (6) wirklich fedes 
schraffierte oder nicht schratfierte Dreieck der z-Kugel konform auf die 
hintere oder vordere w-Halbkugel abbildet. Wir wissen bereits, daB den 
drei Ecken eines jeden Dreiecks die Punkte 0, 1, 00 des reellen 
w-Meridians entsprechen; ferner aber hat die Gleichung fiir jeden Wert 
von w 24 Wurzeln z. Da diese sich auf 24 gleichartige Dreit:cke ver
teilen miissen, kann w innerhalb eines Dreiecks einen und denselben 
'Wert hochstens einmal annehmen. Wiirden wir nun noch zeigen konnen, 
dafJ w langs der drei Dreiecksseiten uberhaupt reell bleibt, so konnten wir 
leicht weiter schlieBen, daB jede Seite auf ein Segment des reellen 
w-Meridians eineindeutig abgebildet wird, und dafJ aufJerdem das ganze 
Dreiecksinnere konform ohne U mlegung der Winkel und eineindeutig aUf 
die zugehiirige Halbkugel bezogen ist. Sie werden sich diese SchluBkette, 
bei der die Stetigkeit und analytische Charakter rler abbildenden Funk
tion w (z) benutzt wird, selbst ausfiihren konnen. lch will hier nur 
auf den einzigen bemerkenswerten Schritt des Beweises, den Nach
weis der Realitat von w auf den Dreieckseiten, eingehen. 

Es ist bequemer, die Behauptung sogleich in der Form zu beweisen, 
dafJ W a14 allen, die Oktaederteilung hervorrufenden grofJten Kreisen reell 
ist. Das sind nun erstens die drei aufeinander senkrechten Kreise 
durch je vier der sechs Oktaederecken, die den Oktaederkanten ent
sprechen (Hauptkreise; in der Abb. 50, S.137 ausgezogen), und ferner die 
sechs den Hohen der Seitendreiecke entsprechenden Kreise, die die 
Winkel der Hauptkreise halbieren (Nebenkreise; in der Abbildung ge
strichelt). Durch die Oktaedersubstitutionen laBt sich jeder Haupt
kreis in jeden andern und ebenso jeder Nebenkreis in jeden andern 
iiberfiihren; es geniigt also, zu zeigen, dafJ die Funktion w auf einem 
H auptkreise und e i n e m N ebenkreise durchweg reell ist, da sie auf 
den andern dann genau dieselben Werte anrtehmen muB. - Nun be
findet sich unter den Hauptkreisen der Meridian der reellen Zahlen z, 
und auf die'iem ist selbstverstandlich der aus (6) zu entnehmende Wert: 

_ WI _ It'~ w-----4 
W 2 108ljJij 

reell, da It' und ljJ reelle Polynome in ZI und Z2 sind. Von den Neben
kreisen bevorzugen wir den einen durch ° und 00 gehenden, der mit 
dem reellen Meridian den Winkel 45 0 bildet und auf dem also Z die Werte 

Z = e 4 • r annimmt, wobei r reell ist uud von - 00 bis + 00 lauft; 
auf ihm ist jedenfalls z4 = etl< • y4 = - y4 reell, und da nach (5) in fJJs 
selbst und in die vierte Potenz von 1fJ6 nur die vierten Potenzen von 
ZI und Z2 eingehen, so ist nach der zuletzt benutzten Formel wiederum w 
reell. 

Wir stehen damit am Ende un seres Beweisganges: Die Gleichung (6) 
bildet in der Tat die Halbebenen der w-Kugel bzw. einer iiber ihr tlusge-



140 Algebra: Gleichungen im Gebiete komplexer GroBen. 

breiteten Riemannschen Fliiche konform aUf die zum Oktaeder gehOrige 
Dreiecksteilung del' z-Kugel ab, und wir beherrschen daher umgekehrt die 
durch diese Gleichung gegebene Abhiingigkeit zwischen z und w geometrisch 
so vollkommen wie in den fruheren Beispielen. 

Die Behandlung des Tetraeders und Ikosaeders geht nach genau 
dem gleichen Gedankengange vor sich; ich gebe hier nur die Resultate 
an, die sich wiederum bei moglichst einfacher Lage der Teilung auf der 
z-Kugel ergeben. Man erhalt als Tetraedergleichung1): 

WI: (WI - w2): w2 = {zt - 2 -y- 3 zizi + 4}3 
/-{ }2 : - 12 t - 3 Zl Z2 (zt - 4) 

: {zt + 2 -y - 3 ZI z~ + Z~}3 
und als I kosaedergleichung2) : 

WI: (wl - w2): w2= {- (zTl + zr) + 228 (Z}5 ~ - it z~) - 494 zlo z~o}a 

: - {(z-~+ z-n + 522 (zi5~ - itzi') -10005 (zTlz~o+ zlOzr)} 2 

: 1728 {Zl Z2 (z}O + 11 z1 ~ - z~O) p, 
d. h. diese Gleichungen bilden die w-Halbkugeln auf die schraffierten und 
nicht schrajjierten Dreiecke del' zum Tetraeder bzw. Ikosaeder gehOrigen 
Einteilung del' z-Kugel konform abo 

5. Ober die Auflosung der Normalgleichungen. 

Wir wollen nun noch etwas von den gemeinsamen Eigenschaften 
del' Gleichungen sprechen, die wir bisher als Beispiele der vorab ent
wickeIten allgemeinen Theorie diskutiert hatten und die wir unter 
dem Namen Normalgleichungen zusammenfassen wollen. Natiirlich 
kann ich auch hier die Sachlage immer nur an den einfachsten FaIlen 
auseinandersetzen. Fiir alles Weitergehende verweise ich auf mein 
Ikosaederbuch. 

Zunachst bemerke ich, daB die iiufJerst ein/ache Natur aller unserer 
Normalgleichungen darin begriindet ist, daB sie genau so viele lineare 
Substitutionen in sich besitzen, als ihr Grad betragt, d. h. daB alle ihre 
Wurzeln lineare Funktionen einer einzigen von ihnen sind und dafJ wir 
ferner in den Kugelteilungen ein aufJerst anschauliches geometrisches Bild 
aller in Betracht kommenden Verhiiltnisse haben. Wie einfach sich da
durch vieles, was sonst bei Gleichungen so hohen Grades auBerst ver
wickelt liegt, gestaltet, will ich hier an einer bestimmten, von der 
Ikr.saedergleichung ausgehenden Fragestellung zeigen. 

Es sei ein reeller Wert Wo gegeben, etwa auf dem Segment (1, (0) 
des reellen w-Meridians (vgl. Abb. 51); wir fragen nach den 60 Wurzeln z 
del' Ikosaedergleichung fur w = w0 0 Unsere Theorie der Abbildung 

1) Vgl. Ikosaeder, S. 51, 60. 2) 1. c. S. 56, 60. 
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ergibt sofort, daB ie eine von ihnen a1tj einer der 60 zum Ikosaeder ge
hiJrigen (in der Abb. 49 von S. 135 ausgezogenen) Dreiecksseiten der 
z-Kugelteilung liegen muB. Damit ist bereits das erledigt, was man in 
der Gleichungstheorie Sepa1'ation der Wurzeln nennt, meist eine sehr 
muhevolle Arbeit, die der numerischen Berechnung der Wurzeln 
vorangehen muB: die Aulgabe namlich, getrennte Intervalle anzugeben, 
in denen sicher immer nur eine Wurzel liegt. - Wir k6nnen aber auch 
sofort angeben, wieviel der Wurzeln reell sind. Berucksichtigen wir 
na.nlich, daB bei der oben angegebenen Form der Ikosaedergleichung 
das Ikosaeder so in die z-Rugel gelegt gedacht ist1) , dafJ der reelle 
Meridian iiber je vier Ecken jeder Art a, b, c lault, so zeigt sich (vgl. 
Abb. 48, S. 133 und Abb. 49, S. 135), daB vier ausgezogene Dreiecks
seiten in den reellen Meridian fallen, so dafJ es gerade vier reeUe 
W urzeln gibt. Dasselbe gilt, wenn w in eines der andern beiden 
Segmente des reellen w - Meridians falIt, so dafJ iiberhaupt liir jedes 
reeUe von 0, 1, 00 verschiedene w die Ikosaedergleichung ~Iier reeUe und 
56 imaginiire W urzeln hat .. lur w = 0, 1,00 sind gleich
falls vier verschiedene reelle, aber mehrfach zahlende 
W urzeln vorhanden. 

Ich will jetzt einiges ii-ber die wirkliche numerische 
Berechnung der W urzeln unserer N ormalgleichungen sagen. 
Vor allem kommt uns da wieder zugute, daB wir immer 
nur eine Wurzel der Gleichung zu berechnen brauchen, 
wahrend die andern durch die linearen Substitutionen 
folgen. Vbrigens mache ich darauf aufmerksam, dafJ 

Abb. 51. 

die numerische Berechnung einer Wurzel eigentlich ein Problem der Ana
lysis, nicht der Algebra ist, da sie notwendig die Anwendung unendlicher 
Prozesse erheischt, wenn man die im allgemeinen irrationalen Wurzel
werte mit beliebiger Annaherung darstellen will. 

AusfUhrlicheres will ich hier nur tiber das allereinfachste Beispiel, 
die "eine Gleichung: w = zn 

sagen, wobei ich wieder in unmittelbare Beruhrung mit der Schulmathe
matik komme; denn auch da wird diese Frage - die Berechnung 

n-
von Vw - wenigstens fUr die ersten Werte von n und fur positive 
reelle Werte w = r behandelt. Die Methode zur Berechnung der 
Quadrat- und Rubikwurzel, wie sie Ihnen allen von der Schule her 
gelaufig ist, beruht im Grunde auf folgendem: Man untersucht, welchen 
Platz in der Reihe der Quadrate bzw. Ruben der ganzen natfulichen 
Zahlen 1, 2, 3, . .. der Radikand w = r hat, macht dann im An
schluB an die dezimale Schreibweise dieselbe Probe mit den Zehnteln 
des betreffenden Intervalles, dann mit den Hunderteln und fahrt so 
fort. Dabei kann man naturlich eine beliebige Genauigkeit erreichen. 

1) Vgl. Ikosaeder, S.55. 
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Wir wollen Mer ein rationelleres Verjahren anwenden, bei dem wir 
auBer beliebigem ganzzahligen n auch beliebige komplexe Werte von w 
zulassen. Da wir nur eine Losung der Gleichung zu bestimmen brauchen, 

"_ 
wollen wir insbesondere den Wert z = Yw aufsuchen, der innerhalb des 

an die reelle Achse angetragenen W inkelraumes 2.1l liegt. Wir beginnen 
n 

.·Eb .... 

o 
Abb.52. 

- zunachst in Verallgemeinerung der 
vorhin angedeuteten elementaren Me
thode - damit, daB wir dies en Winkel
raum in etwa "gleiche Teile teilen (in 
der Abb. 52 " = 5) und die Teilungs
geraden mit den Kreisen schneiden, die 
den Nullpunkt zum Zentrum haben 
und deren Radien durch ganze Zahlen 
r = 1, 2, 3 . .. gemessen werden. So 
werden bei einmal fest gewahltem " 

innerhalb des Winkelraumes aIle Punkte: 
2in k 

( k :: 0, 1, 2, ... , ,,- 1) 

r - 1, 2, 3, .. . 
-.-

z=r·e" ~ 

markiert, zu denen wir die entsprechenden w-Werte: 

sofort in die w-Ebene eintragen konnen. Sie bilden dort (vgl. Abb. 53) die 
Ecken eines entsprechenden, aber die ganze w-Ebene bedeckenden Netzes, 

das aus den Kreisen mit den Radien 1",2",3", ... 

sowie den gegen die reelle Achse urn 0, 2.1l, 
w-Eb .... 

4.1l (v - 1) 2.1l. V 
-, ... , genelgten Strahlen besteht. 

v v 
:>F-+------,F-'" Der gegebene Wert w muB nun im Innern oder auf 

Abb. 53. 

der Kontur irgendeiner Masche dieses Netzes 
liegen; es sei Wo die ibm zunachst liegende Ecke 

" dieser Masche. Einen Wert Zo von l'% kennen wir 
als eine Ecke des Ausgangsnetzes in der z-Ebene; 
dann ist der gesuchte Wurzelwert: 

" - ~I ~/- -V w - W ( W - W )~ Z=yw= rWo+(w-wo)= rWo 1 +-_o=zo 1 + __ 0 • 
Wo Wo 

Die rechte Seite entwickeln wir nun nach dem binomischen Satze, den 
wir ruhig als bekannt ansehen diirfen, da wir uns ja ohnehin im Grunde 
1m Gebiet der Analysis befinden; 

{ 1 W - W 1 - n (w - W )2 } Z=z 1+_. __ 0 + ____ 0 + .... 
o n Wo 2n2 Wo 
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tIber die Konvergenz dieser Reihe kannen wir sofort entscheiden, 

wenn wir sie als Taylorsche Entwicklung der analytischen Funktion riO 
betrachten und den Satz anwenden, daB diese innerhalb des Kreises 
konvergiert, der Wo als Mittelpunkt hat und durch den nachsten sin-

gularen Punkt geht. Da Vw nur 0 und 00 zu singularen Punkten hat, 
ist also unsere Entwicklung dann und nur dann konvergent, wenn w 
innerhalb des durch den Nullpunkt gehenden Kreises um Wo liegt, und das 
k6nnen wir jedenfalls erreichen, indem wir unter Umstanden in der 
z-Ebene von einem gleichartigen Netze mit engeren Maschen aus
gehen. Damit aber die Konvergenz auch wirklich gut, d. h. die Reihe 

zur numerischen Berechnung brauchbar sei, mufJ noch obendrein w - Wo 
Wo 

kle in genug sein, Das kann man durch weitere Verengerung des Netzes 
gewiB bewirken. - Dieses Verfahren empfiehlt sich in der Tat sehr 
zur wirklichen Ausfiihrung der numerischen Wurzelberechnung. 

Nun ist das Bemerkenswerte, dafJ sich die numerische Auflosung der 
ubrigen N ormalgleichungen der regtdiiren Korper durchaus nicht wesent
lich schwieriger gestaltet, wie ich freilich hier nur als Tatsache berichten 
will. Wendet man namlich das so eben auseinandergesetzte Verfahren 
auf unsere Normalgleichungen an, indem man von der Abbildung 
zweier benachbarter Dreiecke auf die w-Kugel ausgeht, so treten an 
Stelle der binomischen Reihe andere Reihen auf, die jedoch in der 
Analysis gleichfalls wohlbekannt und dem praktischen Gebrauche 
leicht zuganglich sind: die hypergeometrischen Reihen. Ich habe im 
Jahre 1877 in einer Arbeit in Bd. XII der mathematischen An
nalen ("Weitere Untersuchungen iiber das Ikosaeder", S. 515 die hier 
in Betracht kommenden Reihen numerisch aufgestellt 1). 

6. Uniformisierung der Normalirrationalitaten durch transzendente 
Funktionen. 

Ich will nun noch auf eine andere Methode zur Losung unserer N ormal
gleichungen eingehen, die durch das systematische Hineinziehen transzen
denter Funktionen gekennzeichnet ist. Man versucht namlich, statt in 
jedem Einzelfalle mit Reihenentwicklungen in der Umgebung einer 
bekannten Lasung vorzugehen, siimtliche der Gleichung geniigende Werte
paare w, zein fiir allemal als eindeutige analytische Funktionen einer 
Hilfsveriinderlichen darzustellen, oder - wie man sagt - die durch die 
Gleichung de/inierten I rrationalitiiten zu uni/ormisieren. Gelingt es nun, 
dabei Funktionen zu verwenden, die man leicht tabellieren kann, oder 
von denen man gar schon numerische Tafeln besitzt, so kann man die 
numerische Losung der Gleichung ohne neue Rechenarbeit erhalten. Ich 
gehe auf dieses Eingreifen'der transzendenten Funktiohen urn so lieber 

[1) V gl. auch Klein, F. : Gesammelte mathematische Abhandlungen II, S. 331 ff.) 
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ein, als es in einigen Fallen in den Schulunterricht hineinspielt und dort 
haufig noeh einen unklaren, fast mysteriosen Anstrieh behalt; der Grund 
dafiir liegt darin, daB man noeh immer an altuberlieferten, unvoll
kommenen Auffassungen auch da haftet, wo die !Uoderne Funktionen
theorie komplexer Variabler Hingst Klarheit gesehaffen hat. 

leh will diese allgemeinen Andeutungen zunachst an der reinen 
Gleichung naher ausfiihren. Schon aUf der Schule berechnet man die 
positive Losung von zn = r fur positives reelles r stets logarithmisch, indem 

log. 

man Sle in der Gestalt z = e n schreibt, dabei unter log r den 
positiven Hauptwert verstehend; die Logarithmentafel ergibt zuerst 

h R· h 1 N "logr T'n..· log r, dann in umgeke rter Ie tung z as" umcrus zu -- . u ungens 
n 

benutzt man statt e gewohnlich 10 als Basis. Diese Losung laBt sieh 
sofort aueh auf komplexe Werte ubertragen. Man befriedigt die 
Gleichung: zn = W , 

indem man x gleich dem allgemeinen komplexen Logarithmus log w 
setzt, und dann tatsachlich w und z als eindeutige analytisehe Funk-
tionen von x erhalt: ::. 

z = en. 

Hierbei kommen in Anbetracht der Vieldeutigkeit von x = log w 
- wir werden spater noch genauer von dieser Funktion zu reden haben -
fur dasselbe w in der Tat genau n Werte z heraus. x nennt man die 
uniformisierende Variable. 

Nun enthalten unsere Tafeln aber nur die reellen Logarithmen reeller 
Zahlen, so daB die angegebene Lasung scheinbar sich nieht unmittelbar 
numerisch verwerten laBt. Man kann aber mit Hilfe einiger einfacher 
Eigenschaften des Logarithmus die Berechnung auf die Benutzung der iedem 
zugiinglichen trigonometrischen Tafeln reduzieren. Setzt man namlich: 

w = u + iv = lyu2 + v2
1 (I f u 1 + i 1 v I)' 

I u2 + v2 l'u2 + v2 

so hat der erste Faktor als positive reelle Zahl einen reellen, der zweite 
als GroBe vom absoluten Betrage 1 einen rein imaginiiren Logarithmus 
icp (d. h. der zweite Faktor ist gleich ei '1'), und zwar ergibt sieh cp aus: 

u v. 
,/ =eoscp, ,/ =smcp. 
r u2 + v2 f u2 + v2 

(a) 

Wir erhalten x = log w = log I fU2 + v2 I + i cp, und daher wird die 
Wurzel der Gleichung: 

::. 2- log 1 r u' + v' I 2- i '1' 
Z = en = en . en , 

d. h. es ist: 1 
n __ -IOg\Vu'+v'l( cp cp) 

(b) z = -y U + i V = en COS -it + i sin -;- . 
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Da cp nur bis auf Vielfache von 2:n: bestimmt ist, liefert diese 
Formel auch samtliche n Wurzelwerte. Man kann jetzt mit Hilfe der 
gewohnlichen logarithmischen und trigonometrischen Tafeln zunachst 
cp aus (a) und sodann nach (b) das z bestimmen. Wir haben diese "trigono
metrisehe Losung" hier aut ganz natiirliehem Wege von den Logarithmen 
komplexer Zahlen aus erhalten; steht man aber auf dem Standpunkte, 
daB man diese nicht kennt, und will doch diese trigonometrische Losung 
ableiten - auf der Schule schlagt man diesen Weg ein -, so muB 
sie als etwas durchaus Fremdartiges und Unverstandliches erscheinen. 

Nun ergibt sich besonders an einer Stelle des Schulunterrichts die 
Notwendigkeit, Wurzeln aus nicht reellen Zahlen zu ziehen, und zwar 
bei der sogenannten Cardanisehen Losung der Gleiehung dritten Grades; 
dariiber schalte ich hier einige Bemerkungen ein. 1st die kubische 
Gleichung in der reduzierten Form vorgelegt: 

(1) xa+px-q=O, 

so sagt die Formel des Cardanus bekanntlich aus, daB ihre drei Wurzeln 
Xl' X2, Xa in folgendem Ausdruck enthalten sind: 

(2) x=V
3 11- +1/..t+ ~ +l3/1- _1/!l +~. 

2 V 4 27 2 V 4 27 

Da jede Kubikwurzel dre.iwertig ist, hat dieser Ausdruck an sich neun im 
allgemeinen verschiedene Werte; darunter sind Xl' X 2 , Xa dadurch be
stimmt, dafJ das Produkt der beiden in ihnen verwendeten Kubikwurzeln 

- ~ ist. Ersetzt man die Gleichungskoeffjzienten p, q in bekannter 

Weise durch ihre Ausdriicke als symmetrische Funktionen von Xl' X2 , Xa 

und beriicksichtigt, daB der Koeffizient von X2 verschwindet, d. h. 
Xl + X2 + Xa = 0 ist, so erhalt man: 

q2 pa (Xl - X 2)2 (X2 - Xa)2 (Xa - XI)2 

4 + 27 = --: 108 ' 

d. h. der Radikand der Quadratwurzel ist bis aut einen neg a t i v e n 
Faktor gleieh der Diskriminante der Gleiehung. Hieraus ergibt sich sofort, 
daB er negativ ist, wenn alle drei W urzeln reell sind, positiv jedoeh-, wenn 
eine Wurzel reell und die beiden andern konjugiert komplex sind. Gerade 
in dem anscheinend einfachsten Falle einer kubischen Gleichung mit 
durchweg reellen Wurzeln verlangt die Cardanische Formel mithin 
das Ausziehen einer Quadratwurzel aus einer negativen Zahl und so
dann einer Kubikwurzel aus einer komplexen GroBe. 

Dieser Durchgang durch das Komplexe muBte den alten Alge
bristen zu einer Zeit, wo man noch weit von einer Theorie der kom
plexen Zahlen entfernt war - 250 Jahre bevor GauB die Deutung in 
der Zahlenebene lehrte I - als etwas ganz Unmogliches erscheinen. 

Klein, Elementarmathematik 1. 3. Aufl. 10 
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Man sprach vom "Casus irreducibilis" der kubischen Gleichung und 
sagte, daB hier eben die Cardanische Formel keine verniinftige brauch
bare Lasung mehr gebe. Als man spater entdeckte, daB man gerade in 
diesem Falle die kubische Gleichung in einen ein/achen Zusammenhang 
mit der Winkeldreiteilung bringen konne und so als Ersatz fUr die "ver
sagende" Cardanische Formel eine ganz im Reellen verlaufende "tri
gonometrische Losung" erhielt, da glaubte man etwas ganz Neues, gar 
nicht mit der alten Formel Zusammenhangendes gefunden zu haben. 
Auf diesem Standpunkte steht leider heute noch mitunter der elemen
tare Unterricht! 

Demgegeniiber machte ich hier nachdriicklich betonen, daf3 diese 
trigonometrische Losung nichts ist als die Anwendung des vorhin aus
einandergesetzten allgemeinen algorithmischen Ver/ahrens zur Berechnung 
der Wurzeln aus komplexen Radikanden. Sie ergibt sich daher in natur
gemaBester Weise, wenn man die Cardanische Formel bei komplexem 
Radikanden der Kubikwurzel zur numerischen Rechnung ebenso be quem 
umformt, wie man es bei reellen Radikanden auch auf der Schule stets 
tut. 1m einzelnen gestaltet sich das so: Wir nehmen an: 

q2 p3 
4+2"7<0, 

wozu bei reellem q insbesondere p < ° natig ist. Schrciben Wir dann 
die erste in (2) eingehende Kubikwurzel: 

-V3 !L+ilvl_!t.-2..1 2 . 4 27' 

so bemerken wir, daB ihr absoluter Betrag (als positive Kubikwurzel 

aus dem Betrage -V - ~; des Radikanden) gleich Iv -~ list; da aber 

ihr Produkt mit der zweiten Kubikwurzel gerade gleich - 1. sein solI, 
3 

so muB diese ihr konjugiert komplexer Wert sein, und beider Summe 
- die Lasung der kubischen Gleichung - ist daher einfach gleich 
ihrem doppelten reellen Teil: 

Xl' X 2 , Xa = 2 at ( if; + i Iv _ ~2 - ~; I ) . 
Nun wenden wir genau das allgemeine Verfahren von S. 144 an. 

Wir schreiben den Radikanden der Kubikwurzel unter Abtrennung 
des absoluten Betrages: 

1 
q 11/ q2 pall 

Iv-~llv~~1 +i Vlv~~r7 
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und bestimmen einen Winkel q; aus den Gleichungen: 

I
I ll= q2 _ pal 

. V 4 27 
SIll q; = --~----- . 

Il/_ p3 1' 
i V 271 

q 

dann wird die Kubikwurze1, da die positive dritte Wurzel aus 

gleich Iv --- -~ list: 

I y=-t I· (cos ~ + i sin ~) , 

Iy-~~ 

und wir erhalten daher, wenn wir noch berucksichtigen, daB q; nur 
bis auf Vielfache von 2 n bestimmt ist: 

fVr-TI q;+2kn 
Xk = 21- -3 . cos 3 (k = 0, 1, 2) . 

Das ist aber die ubliche Form der trigonometrischen Lasung .. 
Gestatten Sie bei dieser Gelegenheit noeh eine Bemerkung uber 

den Ausdruck "Casus irreducibilis". Hier ist "irreduzibel" in ganz 
anderem Sinne gebraucht, als es heute ublich ist und als wir es in 
dieser Vorlesung sehon otters gebraueht haben; es solI besagen, daB 
die Lasung der kubisehen Gleichung nicht auf Kubikwurzeln reeller 
Zahlen zuruckfUhrbar ist. Mit der moderuen Bedeutung des Wortes 
hat das nieht das mindeste zu tun. Sie sehen, wie gerade auf diesem 
Gebiete durch die ungluckselige Bezeichnung sowohl wie dureh die 
aHgemeine Fureht vor den komplexen Zahlen fUr eine Menge von MiB
verstandnissen zum mindesten die Magliehkeit geschaffen wird. Magen 
meine Worte dazu beitragen, diese wenigstens in lhren Kreisen zu ver
hut en ! 

Unterriehten wir uns nun noeh in alIer Kurze daruber, wie sich die 
Uniformisierung dureh transzendente Funktionen bei den iibrigen Normal
irratonalitaten gestaltet. Zunachst die Diedergleichung: 

1 
zn+-=2w. zn 

Hier haben. wlr einfach zu set zen : 

w = cosq;, 

damit die Gleichung ... - wie sich sofort aus der Moivreschen Formel 
ergibt - identiseh befriedigt wird dureh: 

q; t . . q; z ,= cos - - ~ SIll - • 
n n 

10* 
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Da aIle Werte r' + 2 k n und 2 k n - g; denselben Wert w ergeben, 
liefert diese Formel zu jedem w in der Tat 2 n Wurzeln z, die wir auch 
schreiben konnen: 

g;+2kn .. g;+2kn 
z=cos ±tsm (k=0,1,2, ... ,n-1). 

n n 
Bei den Gleichungen des Oktaeders, Tetraeders, Ikosaeders endlich reicht 

man mit diesen "elementaren" transzendenten Funktionen nicht mehr 
aus, wohl aber laJ3t sich eine entsprechende Losung durch elliptische Modul
funktionen geben. Obgleich man diese Lasung nicht mehr zur elementaren 
Mathematik rechnen kann, will ich doch wenigstens die sich auf das 
Ikosaeder beziehenden Formeln angebenI). Sie stehen namlich in engster 
Beziehung zu der AuflOsung der allgemeinen Gleichung funften Grades durch 
elliptische Funktionen, von der in den Lehrbuchern immer andeutungs
weise die Rede ist und uber die ich spaterhin noch einige aufklarende 
Worte sagen will. Die Ikosaedergleichung hatte die Form (vgl. S. 136 
und 140): g;20 (Z)3 

W=---' 
1JlI2 (Z)6 

Wir identifizieren nun w mit der absoluten Invariante J aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen und fassen diese als Funktion des Perioden-

quotienten W = WI (in Jacobischer Bezeichnung i~') auf, d. h. wir 
setzen: W2 

w = J (OJ) = g'~ (WI' W t ) , 
A (WI' ( 2) 

wobei g2 und.1 gewisse, eine groBe Rolle spielende, transzendente Formen 
(- 4)ter bzw. (_12)tor Dimension in WI und W 2 sind. Fiihren wir noch 
die allgemein benutzte Abkurzung Jacobis: 

K' 
-;n;-

q = ein", = e K 

ein, so werden die Wurzeln z der Ikosaedergleichung durch folgenden 
Quotienten von if-Funktionen dargestellt: 

_ 3 {}I (2 n w, q6) 
Z - - qr; {}I (n w, q;'» . 

Berucksichtigt man die Unendlichvieldeutigkeit der aus der ersten 
Gleichung sich ergebenden Funktionen W (w), so zeigt sich, daB diese 
Formel zu ein und demselben w in der Tat gerade aIle 60 Wurzeln der 
Ikosaedergleichung liefert. 

7. Auflosbarkeit durch Wurzelzeichen. 
Eine Frage in der Theorie der Normalgleichungen habe ich bisher 

noch nicht beruhrt. Bringen unsere Normalgleichungen denn uberhaupt 
algebraisch etwas wesentlich Neues, und lassen sie sich nicht aufeinander 

[1) Vgl. Math. Annalen Bd. XIV, S. 111 ff. 1878/79 oder Klein, F.: Gesammelte 
Abhandlungen Bd. III, S. 13ff. 1923; auBerdem Ikosaeder, S.131.] 
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oder insbesondere auf eine Folge reiner Gleichungen zuriickfiihren? Mit 
anderen Worten: Kann man. die Lasung z der Gleichungen aus w etwa 
durch eine endliche Anzahl iibereinander gestellter W urzelzeichen aufbauen? 

Was nun zunachst die Gleichungen des Dieders, Tetraeders,Oktaeders 
anlangt, so laBt die algebraische Theorie in der Tat leicht erkennen, 
dafJ man sie auf reine Gleichungen reduzieren kann. Es mag genugen, 
wenn ieh das hier nur fUr die Diedergleichung ausfuhre: 

Setzt man namlieh: 

1 
z"+-=2w. z" 

z" = C, 
so geht die Gleichung uber in: 

C2-2wC+1 =0; 
hieraus folgt: C = w ± yw2 - 1 , 

n, __ -== 
Z = Y w ± yw2 - 1 , und daher: 

womit die gewunschte Losung durch Wurzelzeichen gelungen ist. 
Demgegeniiber ist fiir die Ikosaedergleichung eine solche Auflasung 

durch Wurzelzeichen nicht maglich, so daB durch sie also eine wesent
lieh neue algebraische Funktion definiert wird. Ich will Ihnen dafiir 
einen besonders anschaulichen Beweis vortragen, den ich neuerdings in 
Bd. 61 (1905) der Mathern. Annalen angegeben habe 1) und der auf der Be
traehtung des uns ja wohlbekannten funktionentheoretisehen Aufbaues 
der Ikosaederfunktion z (w) beruht. Ich brauche dabei aus der Algebra 
nur folgenden Hilfssatz von Abel vorauszusetzen, dessen Beweis Sie 
in jedem Lehrbuche der Algebra naehlesen konnen: LiifJt sich eine 
atgebraische Gleichung durch eine F olge von W urzelzeichen aujlOsen, so 
kann man erreichen, dafJ jede aujtretende WurzelgrafJe als rationale Funk
tion der n Wurzeln der Ausgangsgleichung darstellbar ist. 

Wenden wir diesen Satz nun insbesondere auf die Ikosaedergleichung 
an! Angenommen, ihre Wurzel z sei durch eine F olgevon W urzelzeichen aus 
rationalen Funktionen der Gleichungskoejjizienten, d. h. aus rationalen
Funktionen von w darstellbar - wir wollen zeigen, daB diese Annahme 
zu einem Widersprueh fiihrt - so ist also jede aujtretende WurzelgrofJe 
gleich einer rationalMt Funktion der 60 Wurzeln: 

R (ZI' Z2"'" zoo). 
Fur diesenAusdruck konnen wir, da aIle Wurzelnder Ikosaedergleichung 
aus einer beliebigen z von ihnen durch lineare Substitutionen hervor
gehen, aueh einfach eine rationale Funktion R (z) von z allein setzen. 
Betrachten wir nun dieses R (z) als Funktion von w, indem wir fUr z die 

1) S. 369-371: "Beweis fiir die Nichtauflosbarkeit der lkosaedergleichung 
durch Wurzelzeichen." [VgJ. auch Klein, F.: Gesammelte mathematische Abhand
lungen Bd. II, S. 385.] 
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60-wertige Ikosaederfunktion z(w) eingesetzt denken! Da jeder Umlauf 
in der w-Ebene, der z zu seinem Ausgangswert zuruekfuhrt, notwendig 
aueh R (z) wieder in seinen Ausgangswert uberfuhrt, kann -I- R (z (w)J 
nur an den Stellen 7£1 = 0, 1, 00 verzweigt sein (an denen z (7£1) es 
ist), und die Anzahl der an jeder dieser Stellen jedesmal im Zyklus 
zusammenhiingenden Blatter der Riemannsehen Flaehe von R[z(w)J 
muB ein Teiler der entspreehenden zu z (7£1) gehorenden Anzahl sein, 
die, wie wir wissen, an den drei Stellen bezuglich gleieh 3, 2, 5 ist. 
J ede rationale Funktion R (z) einer Ikosaederwurzel und damit jede in der 
angenommenen AuflosU1.(, aUftretende Wurzelgrof3e kann daher, als Funk
tion von 7£1 betrachtet, wenn iiberhaupt, so nur an den Punkten 7£1 = 0, 
7£1 = 1, 7£1 = 00 verzweigt sein, und zwar miissen in dies em Falle bei 0 
jeweils 3 Blatter, bei 1 immer 2 und bei 00 stets 5 Blatter ihrer Riemann
schen Flache zusammenhangen, da 3, 2, 5 auJ3er 1 keine anderen Teiler 
haben. 

Gegen diesen Satz wollen wir nun einen Widerspruch herleiten, 
indem wir die innerste Wurzelgrof3e betrachten, die jo, dem fUr z (7£1) 
hypothetisch angenommenen Ausdruck auftritt. Sie muB jedenfalls eine 
rationale Funktion P (7£1) zum Radikanden haben. Ihren Exponenten aber 
konnen wir als Primzahl p voraussetzen, da wir jede andere Wurzel
gr6J3e sofort aus so1chen mit Primzahlexponenten aufbauen k6nnen. 
Uberdies darf P (7£1) keine pte Potenz einer rational en Funktion e (7£1) 
von 7£1 sein, denn sonst ware unsere Wurzelgr6Be uberhaupt uberflussig, 
und wir k6nnten unsere Betraehtungen auf das nachste wirklieh not
wendige Wurzelzeichen beziehen. 

Wir wollen nun zusehen, was fUr Verzwcigungen die Funktion }If> (7£1) 
besitzen kann; dazu ist es am bequemsten, sie homogen zu schreiben: 

P(w) = g(Wl' 7£12) 
h (7£11' 7£12) , 

wobei g, h Formen gleieher Dimension der homogenen Variablen 7£11,7£12 

(7£1 = :~) sind. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra k6nnen 

wir g und h in Linearfaktoren spalten und finden etwa: 

lex. mfl. n1 ... 
P(w) = t ex - 'fI' " .m ·n r ... 

wobei wegen der Gleiehheit der Dimensionen von Zahler und Nenner: 

£x + f3 + y + ... = £x' + {f + y' + ... 
ist. Nun konnen sieher nieht aUe Exponenten £x, f3, ... , £x', f3', ... 
durch p teilbar sein, da sonst Peine volle pw Potenz ware; da ferner das 
Aggregat £x + f3 + ... - £x' - /3' - '" gleieh Null und daher durch p 
teilbar ist, kann nieht bloB eine dieser Zahlen nieht durch p teilbar 
sein, sondern mindestens zwei mussen diese Eigenschaft haben. Die 
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Nulls/ellen der entsprechenden Linearfaktoren miissen also sicherlich beide 

Male solche Verzweigungsstellen von yp (w) sein, an denen immer je 
p Blatter im Zyklus zusammenhangen. Damit ist aber der Widerspruch 

mit dem zuerst ausgesprochenen 5atze gewonnen, der ja fUr YP(w) gleich
falls gelten muB. Denn dort haben wir alle moglichen Verzweigungsstellen 
aufgezahlt, und unter ihnen sind nicht zwei mit der gleichen Anzahl 
zusammenhangender Blatter en thalten. Also war unsere Annahme 
falsch, und die Ikosaedergleichung ist jedenfalls durch Wurzelzeichen 
nicht los bar . 

Dieser Beweis beruht wesentlich darauf, daf3 die fiir das Ikosaeder 
charakteristischen Zahlen 3, 2, 5 keine gemeinsamen Teiler haben. Sowie 
namlich ein solcher gemeinsamer Teiler auftritt, wie etwa bei den 
Zahlen 3, 2, 4 des Oktaeders, sind sofort rationale Funktionen R [z (w)] 
moglich, die an zwei Stellen gleichartige Verzweigung aufweisen, z. B. 
eine solche mit je zwei zusammenhangenden Blattern bei 1 und 00, 

und diese sind dann wirklich als Wurzeln aus einer rationalen Funk
tion P (w) darstellbar. 50 kommt beim Oktaeder und ebenso beim Tetra
eder (mit den Zahlen 3, 2, 3) und beim Dieder (2, 2, n) die Auflosbar
keit durch Wurzelzeichen zustande. 

Ich mochte hier allgemein darauf hinweisen, wie wenig der in 
weiten mathematischen Kreisen herrschende Sprachgebrauch mit den 
Fortschritten der Erkenntnis Schritt halt. Man gebraucht heute das 
Wort " Wurzel" fast allgemein in zweierlei Sinne: einmal fUr die L6sung 
jeder algebraischen Gleichung und dann insbesondere fUr die Losung einer 
rein en Gleichung. Der letztere Gebrauch des Wortes stammt natiirlich 
noch aus einer Zeit, in der man sich nur mit reinen Gleichungen be
schaftigte; heute ist er, wenn nicht geradezu schadlich, so doch zum 
mindesten recht unbequem; nehmen Sie nur die Formulierung, daB die 
"Wurzeln" einer Gleichung nicht durch "Wurzelzeichen" darstellbar 
sind. Wesentlich mehr zu MiBverstandnissen AnlaB gibt eine andere aus 
den Anfangen der Algebra noch zuriickgebliebene Bezeichnung, daf3 man 
namlich algebraische G~eichungen, die nicht durch W urzelzeichen los bar, 
d. h. nicht aut reine Gleichungen reduzie'Ybar sind, "nicht algebraisch losbar" 
nennt. Das' steht zu der modernen Bedeutung des Wortes "algebraisch" in 
unmittelbarem Widerspruche. Reute muB man algebraisch los bar eine 
Gleichung dann nennen, wenn man sie aUf eine Kette moglichst einfacher 
algebraischer Gleichungen zuriickfiihren kann, bei denen man die Abhangig
keit der Losungen von den Parametern, den Zusammenhang der verschie
denen W urzelwerte untereinander usw. so vollstandig beherrscht, wie man das 
von alters her bei der reinen Gleichung tut; reine Gleichungen aber brauchen 
das durchaus nicht zu sein. In diesem Sinne werden wir die Ikosaeder
gleichung als durchaus algebraisch lOsbar bezeichnen konnen, denn 
unsere Darlegungen zeigten deutlich, daB wir ihre Theorie in einer 
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allen Anspriichen geniigenden Weise ausbauen konnen. DaB sie mit 
Wurzelzeichen nicht lOsbar ist, verleiht ihr vielmehr ein ganz besonderes 
Interesse, da sie so als geeignete Normalgleichung erscheint, auf die man 
weitere gleichfalls im alten Sinne nicht algebraisch los bare Gleichungen 
zuruckzufuhren versuchen wird, urn so auch deren Losung vollstandig 
zu beherrschen. 

Diese letzte Bemerkung fUhrt uns nun zu dem letzten Abschnitt 
dieses Kapitels, in dem wir einen Dberblick iiber solche ZuriickfUh
rungen gewinnen wollen. 

8. Zuriickfiihrung allgemeiner Gleichungen auf die 
N ormalgleichungen. 

Es zeigt sich namlich, daB man die allgemeinste Gleichung: 
dritten Grades auf die Diedergleichung fur n = 3, 
vierten Grades aUf die Tetraeder- oder Oktaedergleichung, 
funften Grades auf die Ikosaedergleichung 

zuriickfUhren kann. Dies Resultat ist der neueste Triumph der reguliiren 
Korper, die ja seit dem Beginn der mathematischen Geschichte immer 
wieder eine wichtige Rolle gespielt haben und in die verschiedensten 
Gebiete der modernen Mathematik maBgebend eingreifen. 

Urn Ihnen den Sinn meiner allgemeinen Behauptungen naherzu
bringen, will ich sie fur die Gleichung dritten Grades etwas eingehender 
ausfiihren, ohne indessen die Formeln vollstandig zu beweisen. Wir 
setzen die kubische Gleichung wieder in der reduzierten Form voraus: 

(1) x3 +px-q=O. 

Sind Xl' X2 , Xa ihre Losungen, so suchen wir eine rationale Funktion z 
von ihnen zu bilden, die bei den sechs Vertauschungen dieser drei 
GrOBen gerade die sechs linearen Substitutionen des Dieders fUr 
n = 3 erleidet, d. h. die Werte: 

z, ez, e2 z, ~, ~, e2 (wo Ii = e2 !") 
z z z 

annimmt; man sieht leicht, daB: 

Xl + 10 x2 + 102 Xa 
~-

~ - Xl + e2 X2 + 10 XJ 
(2) 

diesen Bedingungen geniigt. Die Diederfunktion Z3 + ~ 
Z3 

dieser GroBe 

muB also bei allen Vertauschungen der Xk ungeandert bleiben, da die 
sechs linearen Substitutionen des z sie ungeandert lassen; sie ist also 
einem bekannten Satze der Algebra zufolge als rationale Funktion der 
Koeffizienten von (1) darstellbar, und zwar ergibt die Rechnung: 

1 q2 m Z3 + Z3 = - 27 p3 - 2 . 
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Hat man nun aber umgekehrt diese Diedergleichung ge16st und ist z 
eine ihrcr Wurzeln, so kann man aus (2) mit Hilfe der bekannten 
Relationen: 

die drei Werte Xl' X2, Xa rational durch z, p, q ausdriicken und erhiUt: 

(4) 

,I
' x =_3q.~~+:l 

I p 1+z3 ' 

3 q B z (1 + B z) 

\ 

X2 = - /q . :: (~ ~3 ;~) 
X. = --- -. ------ . 

d P 1+z3 

Sowie man also die Diedergleichungen (3) gelost hat, geben diese Formeln 
unmittelbar die Losung der kubischen Gleichung (1). 

Ganz ahnlich laf3t sich nun die Reduktion der allgemeinen Gleichung 
vierten und junjten Grades gestalten. Die Gleichungen werden natiirlich 
etwas Hinger, aber prinzipiell nicht schwieriger; neu ist nur, daB der 
Parameter w der Normalgleichung, der so eben sich rational durch die 

Gleichungskoeffizienten ausdriickte (2 w = - 27 ;: - 2), noch Quadrat

wurzeln enthalt. Sie find en diese Theorie fiir die Gleichung fiinften 
Grades bzw. das Ikosaeder ganz ausfiihrlich im zweiten Teile meiner 
Vorlesungen iiber das Ikosaeder dargestellt, und zwar so, daB nicht 
etwa bloB die Formeln berechnet, sondern immer die inneren Griinde 
fiir das Zustandekommen der Gleichungen deutlich hervorgekehrt 
werden. 

Lassen Sie mich endlich noch ein Wort tiber die Stellung dieser 
Entwicklungen zu der gewohnlichen Darstellung der Theorie der Gleichungen 
dritten, vierten, junjten Grades sagen. Was zunachst die tiblichen 
Losungen der kubischen und biquadratischen Gleichung angeht, so 
kann man sie aus unsern Formeln durch geeignete Umrechnungen 
erhalten, wenn man die Losung der Gleichungen des Dieders, 
Oktaeders, Tetraeders durch Wurzelzeichen benutzt. Bei den Glei
chungen jiinjten Grades aber beschrankt man sich in den Lehrbiichern 
leider meist auf die Feststellung des negativen Resultates, daB man 
sie durch eine Folge von Wurzelzeichen nicht losen kann, und dazu 
kommt dann allenfalls noch die dunkle Andeutung, daB die Losung 
durch elliptische Funktionen - genau mtiBte es heiBen: "elliptische 
Modulfunktionen" - moglich wird. Ich mochte an dieser Darstellung 
tadeln, daB sie eine ganz schiefe Gegeniiberstellung gibt und das wahre 
Verstandnis der Sachlage eher hindert als fordert. In der Tat muB 
es, wie wir auf Grund des jetzt gewonnenen Oberblickes zusammen-
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fassend sagen konnen, so heiDen, wenn wir einen algebraischen und 
analytischen Teil unterscheiden: 

1. Die allgemeine Gleichung funften Grades lii/Jt sich zwar nicht auf 
rei n e Gleichungen zuruckfuhren, wohl aber gelingt - und das ist das 
eigentliche Problem der algebraischen Losung - ihre Reduktion auf 
die Ikosaedergleichung als einfachste Normalgleichung. 

2. Die I kosaedergleichung ihrerseits la/Jt sich durch elliptische M odul
funktionen losen, und das ist das zur numerischen Berechnung ver
wendbare vollige Analogon der Losung reiner Gleichungen durch Loga
rithmen. 

Damit ist die vollstandige Losung des Problems der Gleichung funften 
Grades gegeben. Man darf eben nur, wenn etwas auf dem gewohn
lichen Wege nicht geht, nicht gleich resignieren und bei der Fest
stellung cler Unmoglichkeit bleiben; sondern man muD nur das richtige 
Ende finden, an dem sich die Sache anfassen und weiter ford ern laDt. 
Der mathematische Gedanke als solcher hat nie ein Ende, und sagt 
Ihnen jemand, meine Herren, daD an einer Stelle das mathematische 
Verstandnis aufhort, so seien Sie uberzeugt, daD da die eigentlich 
interessante Fragestellung erst einsetzen muD. 

Und so moge zum SchluB noch angedeutet werden, daB diese 
Theorien mit der Gleichung funften Grades nicht etwa aufhoren; 
man kann vielmehr auch fur Gleichungen sechsten und ho!z,eren Grades 
ganz analoge Entwicklungen aufstellen, wenn man nur die hoherdimen
sionalen Analoga der reguliiren Korper heranzieht. Wollen Sie daruber 
sich naher orientieren, so mogen Sie zunachst. meine Arbeit "Ober die 
AuflOsung der allgemeinen Gleichung funften und sechsten Grades" ein
sehen!). 1m Zusammenhang mit dieser Arbeit wurde das Problem von 
P. Gordan2) und A. B. Coble3) erfolgreich angegriffen. In der Abhand
lung des letzteren finden Sie die Untei:suchung noch vereinfacht4). 

1) Journal fUr reine und angewandte Mathemathik Bd. 129, S. 151 ff. 1905 
und Mathematische Annalen Bd. 61, S. 50ff. 1905. 

2) Math. Ann. Bd.61, S. 50. 1905 u. Bd.68, S. 1. 1910. 
3) Math. Ann. Bd. 70, S.337. 1911. 

[4) Vgl. auch Klein, F.: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. II, 
S. 502/03.] 



Dritter Teil. 

AnalysIs. 
Wir wollen uns nun in der zweiten Halfte des Semesters damit 

beschaftigen, einzelne von unserm Standpunkte aus wichtige Kapitel der 
Analvsis ahnlich zn bchandeln, wie im vorhergehenden die Arithmetik 
und Algebra. Das Wichtigste wird sein, daB wir von den elementaren 
transzendenten Funktionen reden, die ja im Schulunterricht eine groBe 
Rolle spielen: der Exponentialfunktion bzw. dem Logarithmus und den 
trigonometrischen Funktionen. Beginnen wir mit den ersten! 

I. Logarithmus und Exponentialfunktion. 

Zunaehst moehte ieh kurz an den Ihnen allen bekannten Gang 
der Sehule und sein~ Fortsetzung erinnern, dersich die sogenannte 
algebraische Analysis ansehlieBt: 

1. System, '.r.. der algebraischen Analysis. 

Man gebt von der Potenz a = be aus und nimmt die bekannte 
schrittweise Ausdehnung dieses Begriffs von ganzzahlig positivem Exponen
ten c zu ganzzahlig negativem, dann zu gebrochenem und unter Umstlinden 
schlieplich zu irrationalem c vor; damit ist aueh der Begriff der Wurzel 
dem allgemeinen Potenzbegriff eingeordnet. Ohne auf das Potenzieren 
naher einzugehen, will ieh nur die Multiplikationsregel hervorheben: 

be. be' = be+e', 

die die Multiplikation zweier Zahlen auf die Addition der Exponenten 
zuriickfiihrt. Die Mogliehkeit einer solchen Reduktion, die bekanntlich 
fUr das logarithmische Recknen grundlegend ist, ist formal darin be
griindet, daB die Grundgesetze der Multiplikation und Addition weit
gehend iibereinstimmen, daB namlich beide Operationf'n sowohl kommu
tativ als aueh assoziativ sind. 

Die Umkehrung der Operationen des Potenzierens liefert den 
Logarithmus: Man nennt eden Logarithmus von a zur Bas1's b: 

c = loga. 
(b) 
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Hierbei ergebensich aber bereits eine Reihe innerer Schwierig
keiten, tiber die man meistens hinweggeht, ohne sie recht aufzukHiren; 
sie wollen wir uns gerade deshal~, besonders deutlich machen. 
Der Bequemlichkeit halber fUhren wir fUr a und c, deren gegenseitige 
Abhangigkeit wir studieren wollen, die fiir Variable geHiufigen Be
zeichnungen x, y ein, so daB unsere Grundgleichungen sind: 

y = logx. 
(b) 

Vor aHem ist nun darauf aufmerksam zu machen, daB man die 
Basis b stets positiv annimmt; bei negativem b wiirde namlich x fUr 
ganzzahliges y abwechselnd positiv und negativ werden, fiir gebrochenes y 
a ber gar mitunter imaginar, und die Gesamtheit dieser Wertepaare x, y 
wurde keinen stetigen Kurvenzug bilden konnen. Aber auch fiir b > 0 
kann man nicht ohne anscheinend ganz willkurliche F estsetzungen aus-

kommen. Denn fUr rationales y = m (wobei m, n teilerfremde ganze 
11 n 111 

Zahlen seien) ist bckanntlich x = b" 
n-

x als Ybm definiert und hat daher 
----~-+---t'-----~ n Werte, von denen selbst dann, wenn 

Abb.54. 

wir uns auf reelle Zahlen beschranken, 
fUr gerades n noch zwei Werte in Be
tracht kommen. Man trifft nun die 
Festsetzung, dafJ x stets gleich dem 

pasitiven Wurzelwert, dem sogenannten Hauptwert, sein soU. 
Lassen Sie uns einmal an der Hand des bekannten Bildes der 

Logarithmenkurve y = log x, das ich fiir den Moment der gr6Beren 
Deutlichkeit halber hier (vgl. Abb. 54) wohl bereits benutzen dart, 
iiberlegen, daB diese Festsetzung und ihre ZweckmaBigkeit durchaus 
nichts Selbstverstandliches sind. Durchlauft y die iiberall dicht liegende 
Menge der rationalen Zahlen, so bilden die zugehorigen Punkte mit den 
positiven Hauptwerten x = l:JI als Abszissen eine iiberall dichte Menge 
auf unserer Kurve. Wiirden wir nun bei geradem Nenner n von y jedes 
Mal auch die den negativen x-Werten entsprechenden Punkte mar
kieren, so entstiinde eine, man m6chte sagen "halb so dickte", aber 
immer noch "iiberall dicktetc Punktmenge auf dem Spiegelbilde un serer 
Kurve in bezug auf die y-Achse [y = log (- x)]. Es ist nun durchaus 
nicht ohne wei teres zu begreifen, warum, wenn man samtliche reellen, 
auch irrational en Werte y zulaBt, sich gerade die Hauptwerte rechts 
zu einer kontinuierlichen, durchaus regular verlaufenden Kurve er
ganzen lassen und ob oder warum nicht auch die negativen links mar
kierten Werte eine ahnliche Vervollstandigung gestatten. Wir werden 
spater sehen, daB wir das nur mit tieferen funktionentheoretischen 
Hilfsmitteln voll werden begreifen k6nnen, mit Hilfsmitteln, die der 
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Schule nicht zu Gebote stehen. Dnd darum verzichtet man dort eben 
auf das inn ere Verstandnis der Sachlage und begnugt sich meist mit 
der fur den SchUler freilich auch recht uberzeugenden autoritativenFesl
setzung, dafJ man nun einmal b> 0 und fur y die positiven Hauptwerte 
nehmen mufJ und dafJ aUes andere unerlaubt ist; hierauf stutzt sich 
dann der Satz, daB der Logarithmus eine eindeutige, nur fur positive 
Argumente definierte Funktion ist. . 

Hat man die Theorie so weit gefordert, so bekommt der SchUler 
die Logarithmentafel in die Hand und muB jetzf die Logarithmen zum 
praktischen Rechncn gebrauchen lemen. Dabei mag es auch heute 
noch einzelne Schulen geben - in meiner Schulzeit war das die Regel --, 
an denen nicht viel davon gesagt wird, wie eine soIche Tafel berechnet 
wird. Das war ein schnoder Dtilitarismus, der jedem hOheren Unter
richtsprinzipe Hohn spricht und den wir selbstverstandlich aufs scharfste 
verurteilen mussen. GewiB wird man heute doch schon in den meisten 
Fallen von der Berechnung der Logarithmen sprechen und an vielen 
Schulen zu diesem Zwecke auch wohl die Lehre von den naturlichen 
Logarithmen und der Reihenentwicklung heranziehen. 

Was erstere angeht, so ist bekanntlich die Basis des naturlichen 
Logarithmensystems die Zahl: 

e = lim (1 + ~)n = 2,7182818 .... 
n=oo n 

Diese Definition VOR e wird meistens, im wesentlichen nach franzosischem 
Muster, in den groBen Lehrbuchem der Analysis unvermittelt an die 
Spitze gestellt, wobei dann freilich gerade das eigentlich wertvolle und erst 
das Verstandnis vermittelnde Element fehlt: eine Erkllirung, warum man 
gerade diesen merkwurdigen Grenzwert als Basis verwendet und die ent
stehenden Logarithmen nat if r lie h e nennt. Ebenso tritt die Reihen
entwicklung vielfach ganz unvermittelt auf; man setzt einfach formal an: 

log (1 + x) = ao + a l x + a2 x2 + ... , 
berechnet die Koeffizienten ao' aI' ... aus den bekannten Eigenschaften 
des Logarithmus und zeigt allenfalls noch die Konvergenz fUr I x I < 1. 
Dnerortert bleibt dabei aber wiederum, wie man uberhaupt dazu 
kommt, bei einer Funktion und gar noch bei einer so wWkurlich zusammen
gestuckelten, wie es der Logarithmus nach der Schuldefinition ist, die 
M oglichkeit einer Potenzreihenentwicklung auch nur zu vermuten. 

2. Die historische Entwicklung der Theorie. 

Wollen wir nun aUe die inneren Zusammenhlinge finden, die wir 
hier vermissen, und die tieferen Grunde kennen lemen, warum jene 
anscheinend willkurlichen Festsetzungen zu einem vemunftigen Resul
tate fuhrer. mussen - kurz, wollen wir wirklich zu einem vollen Ver-
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stiindnis der Theorie des Logarithmus vordringen, Sf) wird es i<J'Z aesten 
sein, wenn wir ihren historischen Werdegang einmal in gro;3en Z ugen ver
folgen. Sie werden sehen, daB er keineswegs jener aben geschilderten 
Schulpraxis. entspricht, sondern daB dlese sich ZII i11m wie eine von 
recht ungiinstigem Standpunkte aus genammene ProjektiuTI verhiil;" 

Wir haben da zunachst aus dem 16. J ahrhundert einen deutschen 
Mathematiker, den Schwab en Michael Stifel, zu nennen, del' 1544 -in 
Niirnberg seine Arithmeticaintegra erscheinen lieE; das ist also ill der 
Zeit des ersten Beginns der heutigen Algebra, ein Jahr, bevor das friiher 
schon genannte Werk des Cardanus gleichfalls in Niirnberg herauskam. 
Ich kann Ihnen dieses Buch, wie auch die meisten der weiterhin zu er
wahnenden, aus unserer sehr reichhaltigen UniversItiitsbibliothek hier 
vorlegen. Sie finden dort zum erst en Male das Reclmen mit Potenzen 
von beliebigen rationalen Exponenten und besonders auch die Multi
plikationsregel betont; ja Stifel gibt sogar (S. 250) gewissermaBen die 
erste mtmerische Logarithmentafel, die iiberhaupt existiert nnd die frei
lich sehr rudimentiir ist: sie entbalt lediglich die ganzen ZaJ11en von 
- 3 bis 6 als Exponenten neben die zugehOrigen Potenzen } bis 64 
von 2 gestellt. Stifel scheint eine Vorstdlung von der Bedeutung 
der hiermit beginnenden Entwic1dung gehabt zu haben; er bemerkt 
namlich, daB man tiber diese merkwtirdigen Zahlenbeziehungen ein 
ganzes eigenes Buch schreiben konne. 

Urn aber die Logarithmen im Pt'aktischen Rechnen wirklich :lur 
Gehung zu bringen, dazu fehlte Stifel noch ein wichtiges Hilfsmittel: 
die Dezimalbriiche, und erst, als man diese besaJ3 -- nach 1600 -', 
war die Moglichkeit zur Ausbildung wirklicher Logarithmentafeln gegeben. 
Die erste Tafel rtihrt von dem Schotten John Napier (oder Neper) her, 
der 1550-1617 leble; sie erschien 1614 zu Edinburgh unter dem 
Titel ,,!vI irifici logarithmorum canonis descriptio", undwe1che Be
geisterung sie erregte, sehen Sie aus den umfangreichen, ihr vor· 
gedruckten Versen, in denen verschiedene Autoren die Vortrefflichkeit 
der Logarithmen besingen. 'Obrigens wurde Nepers Verfahren zur Be
rechnung der Logarithmen erst nach seinem Tode!619 als "Mirifici 
logarithmorum canonis wnstrztctio" 1) publiziert. 

Unabhangig von Neper hatte der Schweizer .Jobst Biirgi (1552 bis 
-1632) eine Tafel berechnet, die er abel' erst .16.'2D ;,u Prag unter dem 
Titel "Arithmetische und geometrische Prog1'ej3tabttln" crschcinen lie13. 
Wir Gottinger miissen an Burgi ein besonderes landsmannisches 
Interesse nehmen, da er Iange in Cassel gelebt h::\t; iiberhauptist Cassel 
und speziell die alte Sternwarte daselbst fUr die I~'c,nvicklung der Arith
metik, Astronomie, Optik vor ErEndung dcr Infinites1rT1Qlredmu.ug 
eine auJ3erst wichtige Statte) so \vie d,1D.n spa:er Hannover als Wohn-

1) Lugduni '1620. Eine spa,t':rc .:'\r~3g;).be liegt i,ni P:lototypischcn Neudruck 
(Paris 1895) vor. 
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ort von Leibniz wichtig wird. Wir haben also hier in unserer Nahe 
schon lange vor Grundung der Universitat fUr unsere Wissenschaft 
historisch bedeutsamen Boden. 

Es ist nun sehr lehrreich, den Gedankengang von Neper und Burgi 
sich naher anzusehen. Beide gehen von den Werten x = lJI fur ganz
zahlige y aus und wollen es nur so einrichten, daB die Zahlen x mog
lichst dicht liegen, urn so dem schlieBlichen Ziele - jeder Zahl x einen 
Logarithmus zuzuordnen - moglichst nahe zu kommen; das erreicht 
man heute auf der Schule durch den Dbergang zu gebrochenen Werten y, 
von dem vorhin die Rede war. N eper und BUrgi vermeiden aber aIle 
jene Schwierigkeiten, die sich auf diesem Wege ergeben, indem sie mit 
der Intuition des Genies die Sache gleich am richtigen Ende anfassen. 
Sie haben namlich den einfachen und gliicklichen Gedanken, die Basis b 
sehr nahe an der Einheit zu wahlen, denn dann rucken in der Tat auch 
bereits die sukzessiven ganzzahligen Potenzen von b sehr nahe aneinander. 
Burgi nimmt: 

b = 1,0001 , 

wahrend N eper einen Wert unterhalb 1 verwendet: 

b = 1 - 0,0000001 = 0,9999999, 

also noch naher an die 1 herangeht. Der Grund fUr diese Abweichung 
Nepers vom heutigen Gebrauch ist der, daB er von vornherein die An
wendung auf trigonometrische Rechnungen im Auge hat; da handelt es 
sich ja vor aHem urn die Logarithmen echter Bruche (Sinus und Cosinus), 
die fUr b> 1 negativ, fUr b < 1 aber positiv werden. Beiden Forschern 
gemeinsam aber ist die Hauptsache, dafJ sie nur g a n z z a h 1 i g e Potenzen 
dieses b verwenden und damit um die V ieldeutigkeit, die uns vorhin in Ver
legenheit brachte, vollstiindig herumkommen. 

Berechnen wir nun im Burgischen Systeme die Potenzen fUr zwei 
benachbarte Exponenten y und y + 1 : 

x = (1,0001)Y, x + L1 x = (1,0001)Y+1, 

dann folgt durch Subtraktion: 
x 

L1 x = (1,0001)Y (1,0001 - 1) = 104 

oder, wenn wir an Stelle der Differenzen 1 der beiden Exponenten
werte allgemein L1 y schreiben: 

L1 y 104 

L1x=-X' (1a) 

Wit haben so eine Differenzengleichung fur die Burgischen Logarithmen, 
die Biirgi selbst bei der Berechnung seiner Tafel direkt anwendet: 
Hat er den zu einem y gehOrigen Wert x bestimmt, so erhalt er den ieweils 
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jolgenden zu y + 1 gehorigen durch Addition von ~-. - Ebenso ergibt 
104 

sich, dafJ die Neperschen Logarithmen der Dijjerenzengleichung: 

L1 y 107 
(1 b) 

L1x x 
genilgen. 

Urn die nahe Verwandtsehaft beider Systeme zu erkennen, haben wir 

nur das eine Mal statt der Zahlen y die Zahlen L, das andere Mal die 
104 

Zahlen L zu betraehten (d. h. das Dezimalkomma der Logarithmen 
107 

zu versetzen) ; bezeiehnen wir die neuen Zahlen dann wieder sehleehtweg 
mit y, so ergibt sich iedesmal eine der gleichen Dijjerenzengleichung: 

(2) LI Y 1 
L1 x x 

genilgende Zahlenreihe, in der die y einmal in Stujen von 0,0001, das 
andere Mal in solchen von - 0,0000001 jortschreiten. 

Wollen wir uns der Bequemliehkeit halber bereits erlauben, das 
Bild der stetigen Exponentialkurve zu benutzen - eigentlieh sollen 
wir es ja dureh unsere Erorterungen erst gewinnen -, so konnen wir 
uns die jener N:epersehen bzw. Blirgisehen Zahlenreihe entspreehenden 
Punkte (x, y) ansehaulieh vor Augen stellen als die Eckpunkte ezner 
in die Exponentialkurve: 

(3) x = (1,0001)lOOOOy bzw. x = (0,9999999)1°ooooooy 

!I eingezeichneten Treppe der konstanten Stujen
hOhe L1 y = 0,0001 bzw. LI Y = 0,0000001 - wie 
dies in der Abb. 55 angedeutet ist. 

Eine andere geometrische Deutung, bei der 
wir die Exponentialkurve noeh nieht voraus
zusetzen brauehen, die uns vielmehr den 

Abb. 55. naturgemaBen Weg zu ihr zeigen wird, erhalten 
wir, wenn wir die Dijjerenzengleichung (2) durch 

jolgende Summengleichung ersetzen (gewissermaBen sie "integrieren"): 

(4) YJ = ~L1/; 
dabei wachst ~ wahrend der Summation diskontinuierlieh von 1 an, 

urn solche Stufen, daB das zugehOrige L1 YJ = L1/ stets konstant 

gleich 10-4 bzw -10- 7 ist so daB also L1 ~ =~. bzw. - ~ wird; ., 10~ 10' 

x ist der Wert, den ~ nach dem letzten Sehritt erreicht. Dieses Ver
fahren kann man nun in der Tat sehr leieht geometriseh aussprechen: 
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1 
Man zeichne (vgl. Abb. 56) in einer ~-1]-Ebene die Hyperbel 1} = T und 

konstruiere auf der ~-Achse vom Punkte ~ = 1 an beginnend aUe Punkte, 

die man nach dem F ortschreitungsgesetz LI ~ =L (um etwa bei der 
104 

Biirgischen Formulierung zu bleiben) sukzessive erreicht. Ober iedem 

der so entstehenden Intervalle zeichne man das Rechteck mit der Hohe ~ , 

das den uber ~ liegenden Hyperbelpunkt zur Ecke hat und den kon

stant en Inhalt if ~ . ~ = _1_ besitzt. Der Burgische Logarithmus von x 
~ 104 

ist sodann nach (4) gerade die 104-tache Summe aller dieser zwischen 1 
und x gelegenen, der Hyperbel eingeschriebenen Rechtecke. Entsprechen
des gilt fur den Neperschen Lo
garithmus. 

Von dieser letzten Deutung 
aus wird man nun unmittelbar 
zum natiirlichen Logarithmus ge
luhrt, indem man statt der Recht
ecksumme unmittelbar den von der 
Hyperbel selbst zwischen den Or
dinaten ~ = 1 , ~ = x umschlossenen 
Fliicheninhalt verwendet (in der Ab

Abb.56. 

bildung schraffiert); in der Formel druckt sich das bekanntlich so aus: 

a: 

fd~ 
lognatx= -. 

1 ~ 
Das war nun in der Tat auch der historische Weg, und zwar tat man 
den entscheidenden Schritt definitiv um 1650, als die analytische Geo
metrie bereits Gemeingut der Mathematiker war und die Infinitesimal
rechnung mit den Bestrebungen zur Quadratur der bekannten Kurven 
einsetzte. 

Natiirlich mussen wir, wenn wir diese Definition des natiirlichen 
Logarithmus zugrunde legen wollen, uns vor aHem uberzeugen, daf3 er 
auch wirklich die Fundamentaleigenschaft besitzt, die Multiplikation der 
Numeri durch die Addition der Logarithmen zu ersetzen - oder, modern 
gesprochen, wir mussen nachweisen, daB die durch den Hyperbelinhalt 
definierte Funktion: a: 

f(x) =Jd~ 
1 ~ 

das einfache Additionstheorem besitzt: 

K 1 e in, Elementarmathematik I. 3. A ufl. 11 
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In der Tat sind bei Variation von Xl' X2 die Zuwiichse beider Seiten 

nach der Integraldefinition dXI + dX2 bzw. d(XI' x2) also einander 
. Xl X2 Xl • X2 ' 

gleich; daher konnen sich I (Xl) + I (x2) und I (Xl' X 2) nur urn eine 
Konstante C unterscheiden, und diese ergibt sich gleich 0, wenn wir 
Xl = 1 setzen (da ja 1(1) = 0 ist). 

Wollen wir nun endlich die "Basis" der so gewonnenen Logarithmen 
erkennen, so brauchel:1 wir nur zu bemerken, daB der Dbergang von der 
Rechtecksreihe zum Hyperbelinhalt sich so vollziehen HiBt, daB man auf 

der Abszissenachse immer urn LI ~ = I statt urn LI ~ = ~ vorwarts 
n 104 

geht und n beliebig groB werden laBt; das heiBt aber nichts anderes, als 

daB man die Biirgische Wertefolge X = (1,0001) lOOOOY durch X = (1 + :r" 
ersetzt, wobei n y alle ganzen Zahlen durchlauft. Nach der allgemeinen 
Potenzdefinition kann man das auch so aussprechen, daB x. die 

yte Potenz von (1 + ~ r ist. DemgemaB erscheint es plausibel, daf3 

nack Auslukrung des /!,enzuberganges ~~ (1 + :r die Basis wird, also 

gerade der Grenzwert, den man gemeinhin als Definition von e an 
die Spitze stellt. Dbrigens ist es interessant, zu bemerken, daB die 
Biirgische Basis (1,0001)10000= 2,718146 ... mit e bereits auf drei 
Dezimalen ubereinstimmt. 

Lassen Sie uns jetzt noch zusehen, wie die historiscke Entwick
lung der Tkeorie des Logarithmus nach N eper und Burgi weiterging t 
Ieh habe da an erster Stelle zu erwlihnen, daB 

1. der schon fruher (S. 88) genannte Mercator sich als einer der 
erst en prinzipiell der Delinition des naturlichen Logarithmus durck den 
Hyperbelinhalt bedient; in seinem Buche "Logarithmotechnica" von 1668. 
sowie in einigen Abhandlungen in den Philosophical Transactions der 
Londoner Royal Society von 1667 und 1668 zeigt er eigentlieh von dem
selben Gedankengange aus, den ieh soeben in moderner Sprache dargestellt 

x 

ha:be, dafJ I (x) = f d/ sich von den gewohnlichen Logarithmen mit 

'1 

der Basis 10 - wie man sie damals bereits zum Rechnen gebrauchte -
nur um einen konstanten F aktor unterscheidet, den sogenannten M odul des 
Logarithmensystems. Dbrigens hat er auch die Bezeiehnung "naturlicher 
Logarithmus" oder auch "hyperbolischer Logarithmus" bereits selbst 
eingefiihrtl}. Die grofJte Leistung Mercators aber ist die Aulstellwng 
der Potenzreihe lur den Logarithmus, die er - dem Sinne. nach - aus 
der I ntegraldarstellung <lurch A usdividieren und gliedweise Integration 

1) Philosophical Transactions of the Royal Society of London III, S. 761. 1668. 
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erMlt; ich habe das ja schon fruher (S. 88) als bahnbrechenden Fort
schritt der Mathematik anfUhren konnen. 

2. In jenem Zusammenhange habe ich gleichfalls berichtet, daB 
Newton diese Ideen Mercators aufgriff und durch zwei neue au Berst 
wertvolle Ansatze bereicherte: den allgemeinen binomischen Satz und die 
Methode der Reihenumkehrung. Diese letztere findet sich bereits in einer 
Jugendarbeit Newtons "De analysi per aequationes numero terminorum 
injinitas", die erst spat gedruckt wurde, aber von 1669 an schon 
handschriftlich verbreitet war!). Dort 2) leitet Newton aus der Mercator
schen Reihe fUr y = log nat x zum ersten Male durch Umkehr die Expo
nentialreihe ab: Y y2 y3 

x=1 +-+-+-+ ... 
1! 2! 3! 

Als Zahl, deren naturlicher Logarithmus y = 1 ist, ergibt sich hieraus: 

1 1 1 
e = 1 + 1! + 2!.+ 3! + ... , 

und nun kann man mit Hilfe der Funktionalgleichung des Logarithmus 
leicht schlieBen, daf3 fiir jedes reelle rationale y im Sinne der gewohnlichen 
Potenzdejinition x einer der Werte von eY ist, und zwar der positive, 
wie wir das spater noch naher auszufUhren haben werden. Die Funk
lion y = log natx ist also in der Tat das, was man nach der gewohn
lichen Definition den Logarithmus von x zur Basis e nennen wiirde, 

wobei hier e durch die Reihe, nicht als lim (1 + ~)n definiert ist. 
n=oo n 

3. Einen bequemeren Weg zur Ableitung der Exponentialreihe konnte 
Brook Taylor einschlagen, nachdem er in seinem Werk~ "Methodus 
incrementorum" 3) die nach ihm benannte allgemeine Reihenentwicklung 
aufgestellt hatte, von der wir spater noch viel zu sprechen haben werden. 
Er brauchte dann nur aus der in der Integraldefinition des Logarithmus 
enthaltenen Relation: d log x 1 

dx x 

fUr die inverse Funktion zu schlie Ben : 

deY 
-=eY 
dy 

und konnte als Spezialfall seiner allgemeinen Reihe die Exponential
reihe sofort hinschreiben. 

Wir haben frUber (S. 89) gesehen, wie auf diese produktive Epoche 
die kritische, fast mochte ich sagen die Periode des moralischen Jammers 

1) Newton, J.: Opuscula. Tome I, op. 1. Lausanne 1744. - Zuerst er
schienen 1711. 

2) 1: c. s. 20. 
3) London 1715. 

11* 
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folgte, in der man vor allem die neu gewonnenen Resultate sieher 
zu fundieren und das moglieherweise Falsehe abzutrennen suehte. 
Wir miissen nun naher zusehen, wie sieh die in diese neue Richtung 
weisenden Lehrbiieher von Euler und Lagrange zu der Exponential
funktion und dem Logarithmus verhalten haben. 

Beginnen wir mit Eulers "Introductio in analysin infinitorum" 1). 
Lassen Sie mieh vorab die aufJerordentliche, bewunderungswurdige 
analytische Geschicklichkeit Eulers in allen seinen Entwieklungen riihmen, 
dabei aber bemerken, daB er noeh keine Spur der Strenge besitzt, die man 
heute zu verlangen gewohnt ist. 

Euler stellt an die Spitze seiner Entwicklungen den binomischen Satz: 

(1 + k)l = 1 + i k + 1 (1- !l k2 + 1 (1- 1) (1 - 2) k3 + ... 
1 1·2 1·2'3· 

fiir ganzzahligen Exponenten l; fiir nicht ganzzahlige Exponenten 
betraehtet Euler diesen Satz in der Introduetio iiberhaupt nicht. Diese 
Entwieklung spezialisiert er fiir den Ausdruek: 

( 1 +!rY
, 

wobei ny ganzzahlig ist; laBt er dann n - unter Auireehterhaltung 
dieser Bedingung - zur Grenze 00 iibergehen und nimmt in der Reihen
entwieklung diesen GrenzprozefJ in jedem einzelnen Gliede vor, so erhalt 
er die Exponentialreihe: 2 3 

Y Y 
eY = 1 + y + 2! + 3! + ... , 

wobei e durch ~~~( 1 + !r definiert ist. Ob freilieh die einzelnen 

Sehritte dieses Verfahrens aueh im heutigen Sinne streng sind, ob z. B. 
die Summe der Grenzwerte der Reihenglieder wirklich den Grenzwert 
der Reihensumme liefert. dariiber maeht sieh Euler weiter keine Sorge. 
Diese Ableitung der Exponentialreihe ist, wie Ihnen bekannt ist, fiir 
zahlreiche Lehrbiieher der Infinitesimalreehnung in ihrem Gedan
kengange vorbildlieh geblieben, ~obei man allerdings je langer je 
mehr die einzelnen Schritte fiir sich herausgearbeitet und auf den 
Nachweis ihrer exakten Gilltigkeit Gewieht gelegt hat. Wie sehr be
stimmend iibrigens Eulers Sehrift fiir die ganze Entwieklung dieser 
Dinge geworden ist, sehen Sie daraus, daB der Gebraueh des Bueh
stabens e fiir jene ausgezeiehnete Zahl von ihm ausgeht: "Ponamus 
autem brevitatis gratia pro numero hoc 2,71828 ... eonstanter lit
teram e ... " heiBt es auf S. 90. 

Ich darf hier vielleieht sogleich erwahnen, daB eine ganz analoge 
Ableitung der Sinus- und Cosinusreihe von Euler unmittelbar im An-

1) Lausanne 1748. Caput VII, p. 85ff. tJbersetzung von Maser, Berlin 1885. 
S. 70. [Vgl. auch Bd. VIII (1923) der von F. Rudio. A. Krazer und P. Stl!.ckel 
besorgten Ausgabe der Eulerschen Werke.] 
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schluB hieran gegeben wird. Er geht zu diesem Ende von der Ent

wicklung von sin q; nach Potenzen von sin!E... aus und HiBt n gegen 00 
n 

konvergieren. DaB das in der Tat niehts als Grenziibergang vom bino
mischen Satz aus ist, sieht man, wenn man die fragliche Potenzent
wicklung der "M oivresehen Formel": 

. cosq; + isinq; =( cos: + isin :r = (cos :y. (1 + itg :r 
entmmmt. 

Wenden wir uns nun zur Betrachtung des Lagrangesehen Werkes, 
der "TMorie des lonetions anlllytiques" 1). Wiederum ist zuerst zu be
tonen, daB Konvergenzfragen hier hOchstens ganz beilaufig behan
delt werden. Ich beriehtete bereits (S. 90), daB Lagrange nul' so/eke 
Funktionen in Betraeht zieht, die dureh Potenzreihen gegeben sind, und 
ihre Differentialquotienten rein formal durch abgeleitcte Potenzreihen 
definiert. Daher ist liir ihn die Taylorsehe Reike: 

h2 

I (x + h) = I (x) + h f (x) +, t" (x) + ... 
2. 

einlaeh das Resultat einer lormalen Umordnung der urspriinglich nach 
Potenzen von x + h fortschreitenden Reihe I (x + h); will man sie dann 
freilich auf eine bestimmte Funktion wirklich anwenden, so miiBte man 
genau genommen immer vorher zeigen, daB diese Funktion zu den 
"analytischen" gehert, d. h. daB sie sich iiberhaupt in eine Potenzreihe 
entwickeln laBt. 

Nun beginnt Lagrange mit der Untersuchung der Funktion I (x) = xn 
liir rationales n und bestimmt I' (x) als Koeffizienten von hI in der Ent
wicklung von (x + h)n, indem er die ersten beiden Glieder wirklich 
ausgerechnet denkt; nach demselben Gesetz erhalt er sofort auch 
I" (x), 1'" (x) , ... , und die binomisehe Entwieklung von (x + h)n ergibt 
sich als Speziallall der T aylorsehen Reihe liir I (x + h). Ubrigens be
merke ich ausdriicklich, daB Lagrange den Fall irrationaler Expo
nenten n nicht weiter behandelt, sondern ihn als selbstverstandlich 
mit erledigt ansieht,. wenn er alle rationalen Werte beriicksichtigt 
hat; es ist interessant, sich das zu vergegenwlirtigen, da man doch heute 
auf die genaue Herau~arbeitung solcher Ubergange das groBte Ge
wicht legt. 

Diese Resultate vcrwendet Lagrange zu einer ahnlichen Behandlung 
der Funkt£on I (x) = (1 + b)"'. Indem er die Binomialreihe fiir (1 + b)"'+h 
umordnet, findet er namlich I' (x) als Koeffizienten von h, bestimmt 
sodann nach demselben Gesetz I" (x), 1'" (x), . .. und setzt damit 
endlich die Taylorsche Reihe fUr I (x + h) = (1 + b)"'+h an; fiir x == 0 
ist er damit im Besitz der gewiinsehten Exponentialreihe. 

1) Paris 1797. - Abgedruckt in Lagrange: Oeuvres. T. IV. Paris 1881; 
vergleiche besonders Kapitel Ill, p. 34ff. 
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leh mochte nun, meine Herren, diesen historischen Dberblick, 
in dem ich natiirlich immer nur die Namen allerersten Ranges nennen 
konnte, dadurch abschlieBen, daB ich noch kurz auffiihre, was im 
19. J ahrhundert an wesentlich neuen Wendungen hinzukam. Da habe ich 
an erster Stelle 

1. die genauen Begrilfsbildttngen uber die Konvergenz unendlicher 
Reihen und anderer unendlicher Prozesse zu nennen. Allen voran geht 
da GaufJ mit seiner Abhandlung uber die hypergeometrische Reihe von 

1812 ("DisqUisitiones generales circa seriem infinitam 1 + ~ x + ... ,,)1) 
1 . c 

ihm folgt Abels Arbeit uber die binomische Reihe von 1826 ("unter-

suchungen tiber die Reihe 1 + 7 x + ... "r), wahrend Cauchy in 

den zwanziger Jahren in seinem "Cours d'analyse"3) zum ersten Male 
allgemeine Betrachtungen uber Reihenkonvergenz anstellt. Das Resultat 
dieser Arbeiten fUr die hier in Betracht kommenden Reihen ist, dafJ aUe 
fruheren Entwicklungen ieweils im Konvergenzbereiche richtig sind, wobei 
die genauen Beweise freilich sehr kompliziert werden. FUr die nahere 
Ausfiihrung solcher Beweise in moderner Gestalt verweise ich wiederum 
auf Burkhardts algebraische Analysis oder auch auf Weber-Wellstein. 

2. Obwohl wir spater erst ausfiihrlich davon zu reden haben werden, 
muB ich hier schon die endgultige Begrundung der Infinitesimalrechmtng 
durch Cauchy erwahnen; durch sie wird niimlich iener oben besprochenen 
Theorie des Logarithmus, die im 17. J ahrhunderl von Burgi und N eper 
ausgeht, volle mathematische Exaktheit verliehen. 

3. Endlich ist noch die Entstehung derjenigen Theorie auf
zufiihren, die allein erst zum vollen Verstandnis der Logarithmus- und 
Exponentialfunktion verhilft, der Theorie der Funktionen komplexen 
Arguments, kurzweg haufig "Funktionentheorie" genannt. Zuerst 
vollkommen tiberblickt hat die Grundztige dieser Theorie wiederum GaufJ, 
wenn er auch wenig oder gar nichts dar tiber veroffentlicht hat. Ftir 
uns interessant ist vor allem ein Brief vom 18. Dezember 1811 an. Bessel, 
der freilich erst viel spater veroffentlicht wurde 4) ; hier wird namlich mit 

z 

wunderbarer Klarheit die Bedeutung des Integrals f dzZ in der komptexen 
1 

1) Commentationes societatis regiae Gottingiensis recentiores Vol. II. 
1813, Nr. 1, S. 1-46 = Werke Bd. III, S.123-162. Deutsche Dbersetzung von 
Simon, Berlin 1888. 

2) Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 1 (1826), 
S. 311-339 = Ostwalds Klassiker Nr. 71-

3) Premiere Partie, Analyse algebrique. Paris 1821 = Oeuvres, Serie II". 
Tome III. Paris 1897. Deutsche Dbersetzung von Itzigsohn, Berlin 1885. 

') Briefwechsel zwischen GauB und Bessel, herausgegeben von Auwers, 
Berlin 1880 oder GauB Werke, Bd. VIII, 1900, S.90. 
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Ebene geschildert und erkHirt, inwiefern es eine unendlichvieldeutige 
Funktion darstellt. - Der Ruhni, die komplexe Funktionentheorie 
gleichfalls selbsUindig geschaffen und sie dann auch bekannt gemacht 
zu' haben, gebuhrt ubrigens wiederum Cauchy. 

Das aus dieser zu Beginn des 19. Jahrhunderts sich vollziehenden 
Entwicklung fUr unseren besonderen Gegenstand herausspringende Er
tragnis ware etwa dahin zusammenzufassen, dafJ die von der Hyperbel
quadratur ausgehendeEinfiihrung des Logarithmus genau die gleiche Strenge 
besitzt wie jede andere Methode, wiihrend sie obendrein, wie wir bereits 
sahen, an Einfachheit und Anscha1l1ichkeit allen voransteht. 

3. Einiges tiber den Schulbetrieb der Logarithmenlehre. 

Freilich ist diese moderne Entwicklung merkwiirdigerweise an dem 
Betriebe des Schultmterrichts in der Hauptsache spurlos vorbeigegangen, 
worauf ich ja schon ofters hinwies. Man hilft sich heute immer 
noch trotz allen Schwierigkeiten und Unvollkommenheiten mit um
standlicher algebraischer Analysis und vermeidet jeden glatten Infinite
simalkalkul, obwohl doch eben die Scheu des 18. Jahrhunderts vor 
dicsem langst gegenstandslos geworden ist. Der Grund dafiir ist wohl 
darin zu suchen, daB der mathematische Schulbetrieb und die vorwiirts
gehende Forschung vom Beginn des 19. J ahrhunderts an giinzlich. aufJer 
Kontakt gerieten. Das ist eigentlich urn so merkwurdiger, als uberhaupt 
erst in den erst en Jahrzehnten eben dieses Jahrhunderts die Ausbildung 
spezifisch mathematischer Lehramtskandidaten beginnt. Ich habe ja 
auf diese Diskontin'Uitiit, die hier lange best and und jede Reform der 
Schultradition hinderte, schon in der Einleitung hingewiesen: Man 
kiimmel'te sich auf del' SchuIe immel' recht wenig darum, wie die Hoch
schule die gegebenen Ansatze etwa weiter ausbauen konnte, und be
gniigte sich daher vielfach mit Definitionen, die vorlaufig vielleicht 
ausreichten, weitergehenden Anspruchen gegenuber aber versagten. Mit 
andern Worten: Euler blieb ma13gebend fUr die hohere Schule. Und um
gekehrt gibt sich die Hochschule wieder haufig keine besondere Muhe, 
genau an das auf der Schule Gegebene anzuschlieBen, sondern sie baut 
ihr eigenes System auf, und nur einzelnes wird mit dem nicht immer zu
treffenden Hinweis: "Das haben Sie auf der Schule schon gehabt" abgetan. 

Demgegenuber ist die Bemerkung interessant, daB solche Hoch
schullehrer, die fiir weitere Kreise - Naturwissenschaftler und Tech
niker - Vorlesungen zu halten haben, von sich aus bei ihrer Praxis 
zu einer ganz iihnlichen Einfiihrung des Logarithmus gekommen sind, 
wie ich sie hier empfehle. Ich will Ihnen da besonders Scheffers "Lehr
buch der Mathematik fiir Studierende der N aturwissenschaften und T ech
nik" 1) nennen; dort finden Sie im 6. und 7. Kapitel eine sehr ausfUhr-

1) Leipzig 1905. - 5. Auf!. 1921. 
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liche Theorie des Logarithmus und der Exponentialfunktion, die ganz 
mit unserm Aufbau iibereinstimmt und der sich im 8. Rapitel eine ahn
liche Theorie der trigonometrischen Funktionen anschlieBt. lch empfehle 
Ihnen sehr, von diesem Buche Renntnis zu nehmen; es ist fiir den Leser
kreis, an den es sich wendet, auBerst geeignet, indem es den Stoff in sehr 
ausfiihrlicher, bequem lesbarer und auch dem weniger Begabten leicht 
zuganglicher Weise darbietet. Beachten Sie die groBe piidagogische 
Geschicklichkeit, die Scheffers besitzt, wenn er etwa - urn ein Beispiel 
herauszugreifen - immer wieder darauf hinweist, wie wenig an neuen 
Formeln man in der ganzen Logarithmenlehre auswendig zu lernen 
braucht, wenn man alles andere nur einmal verstanden hat, urn es 
dann; wenn man es braucht, bequem nachschlagen zu konnen; da
durch ermuntert er seinen Leser immer aufs neue aucn bei der an
scl.einend so groBen Fiille des neuen Stoffes zum Ausharren. Fiir unsern 
gegenwartigen Zusammenhang sei iibrigens noch darauf hingewiesen, 
daB Scheffers iiberall die Darstellung der Schule zwar als gegeben vor
liegend annimmt, jedoch vollig unabhangig von ihr seine Entwicklungen 
ausfiihrt, illdem er voraussetzt, daB ein groBer Teil der Schul"kennt
nisse doch schon wieder vergessen ist. Es liegt ihm jedoch in dem 
angefiihrten Buche ganz ferne, VorschHige zur Reform des Schulunter
richts selbst zu machen, wie ich das tue. 

Ich mochte nun hier noch einmal ganz kurz zusammenfassen, 
wie ich mir die Eintiihrung des Logarithm1~s aut der Schule aZlt jenem 
eintachen und natiirlichen Wege etwa denken wiirde: Der oberste 

Grundsatz ist, daB die richtige QueUe zur Ein
fiihrung neuer Funktionen die Quadratur be
kannter Kurven ist. Das entspricht, wie ich 
zeigte, einmal dem historischen Sachverhalt, 
ebenso aber auch dem Vorgehen in den hOheren 
Teilen der Mathematik (vgl. z. B. die ellipti

-+---~(J.-=~,,=----lI~l schen Funktionen). 1m Verfolg dieses all-
I = gemeinen Prinzips geht man nun von der Hyper-

f Abb.57. bel1J --:- ~ aus (vgl.Abb. 57)und bezeichnet den 

Fliicheninhalt des unter ihr gelegenen, von der Ordinate ~ = 1 bis zu der Ordi
nate ~ = x reichenden Fliichenstiickes als Logarithmus von x. lndem man die 
Endordinate sich bewegen HiBt, kann man aus der geometrischen Anschau
ung heraus die Anderung des lnhalts mit ~ qualitativ leicht iibersehen 
und daher die Kurvefj = log ~ ihrern ungefahren Verlaufe nach zeichnen. 

Urn nun die Funktionalgleichung des Logarithmus moglichst 
einfach zu gewinnen, kann man etwa davon ausgehen, daB: 

'" C:I> 

j'd~ 'd~ 

T-jT 
1 c 
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ist, wie sich durch die Transformation c ~ = ~' der Integrationsvariablen 
ergibt; d. h. der Fliicheninhalt zwischen den Ordinaten J und x ist der
selbe, wie zwischen den um das c-tache vom Nullpunkt entternten Ordinaten c 
und ex. Diese Tatsache kann man aber leicht geometrisch sehr anschau
lich machen, indem man sagt, daf3. die GrofJe des Flachenstikks erhalten 
bleibt, wenn man es unler der Hyperbel entlang schiebt und dabei nUl" 
in dem Mafie ausdehnt, wie die Hohe verringert wird. Naeh diesem 
Satze ergibt sich sofort das Additionstheorem: 

!eh wiirde sehr wiinsehen, daB man diesen Weg reeht bald einmal 
im Schulunterrieht praktisch erproben moehte; wie sich dabei die 
Durehfiihrung im einzelnen zu gestalten hat, das muB natiirlieh der 
erfahrene Sehulmann entseheiden. 1m Meraner Lehrplan haben wir 
iibrigens noeh nicht gewagt, diesen Weg als Norm vorzusehlagen. 

4. Der Standpunkt der Funktionentheorie. 

Wir wollen uns nun endlich noeh dariiber orientieren, wie die 
moderne Funktionentheorie komplexer Variabler den Logarithmus 
behandelt; erst hier werden wir volle AufkHirung iiber aIle die friiher 
beriihrten Sehwierigkeiten crhalten. Wir fiihren fortan statt y und x 
komplexe Variable w = u + i v und z = x + i y ein; dann wird: 

1. der Logarithmus definiert durch das Integral: 
z 

(1 ) w=/!!/' 
wobei der Integrationsweg. (vgl. 
Abb. 58) irgendeine von 1; = 1 nach 
1; = z fiihrende Kurv{} der komplexen 
1;"Ebene ist. 

\ O} 1 
'--- / 

2. Je naehdem der Integrations- Abb. 58. 

weg den Punkt 1; = 0 keinmal, ein-
mal, zweimal, ... umHiuft, nimmt das Integral unendlich viele ver
schiedenr Werte an, so daB logz eine unendlich vieldeutige Funktion 
wird. Ein bestimmter Wert, der Hauptwert [logz], wird festgelegt, 
wenn wir die Ebene etwa langs der negativen reellen Achse aulschneiden 
und dem Integrationswcge das Dbersehreiten dieses Quersehnittes 
verbieten; willkiirlieh bleibt dabei nur, ob man die negativ reellen Werte 
selbst von oben oder unten erreichen lassen will, und je naeh der Ent
seheidung dariiber erhaIt ihr Logarithmus den imaginaren Bestandteil 
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+ n i oder - n i. Aus dem Hauptwerl ergibt sich der allgemeine Wert 
des Logarithmus durch Addit£on eines beliebigen Viel/ackett von 2 in: 

(2) logz= [logzJ +2kni. (k=0,±1,.±2, ... ) 

3. Aus der Integraldefinition von w = log z folgt, dafJ die Umkehr
funktion z = / (w) der Dif/erentialgleichung: 

(3) dt =/ 
dw 

genugt; hieraus HiBt sich dann die Potenzreihenentwicklung von f sofort 
herstellen: 

W w2 w3 

Z = / (w) = 1 + - + - + - + ... 1! 2! 3! . 

Da diese Reihe fUr jedes endliche w konvergiert, kann man weiterhin 
schlieBen, dafJ die Umkehrlunktion eine eindcutige Funktion ist, die nur 
fur w = 00 singular wird, also eine "ganze" transzendente Funktion ist. 

4. Genau wie im Reellen kann man aus der In+egraldefinition 
das Additionstheorem des Logarithmus herleiten. Aus diesem folgt fiir die 
Inverse die Gleichung: 

(4) I (WI) ·1 (w2) = I (WI + w2)· 

Ebenso ergibt sich aus (2): 

(5) /(w+2kni)=/(w), (k = 0, ± 1, ± 2, .. -.) 

d. h. I(w) ist eine einlach periodische Funktion mit der Periode 2ni. 
5. Es sei t (1) = e. Dann folgt aus (3), daB lur feden rationalen Wert die 

Funktion w = m / (w) einem der n in gewohnlicher Weise definierten Werte 
.. ~ n 
-Vem gleich ist: 

Es ist nun ublich - und dies em Gebrauch wollen wir uns anschlieBen -
m 

mit eW = en schlechtweg stets diesen einen Wert f (w) zu bezeichnen, so 
daB dann elV eine wohl bestimmte eindeutige Funktion, eben die durch 
Gleichung (3) definierte, darstellt. 

6. Was fUr eine Funktion werden wir nun im allgemeimten Sinne 
unter der Potenz bW mit beliebiger Basis b zu verstehen haben? Die 
Festsetzungen werden natiirlich so zu treffen sein, daB die formalen 
Potenzregeln erhalten bleiben. Setzen wir also, urn bW auf das soeben 
definierte eW zuriickzufiihren, b gleich e1ogb, wobei log b die unendlich 
vielen Werte: log b = [log b J + 2 k n i (k=O, ±1, ±2, ... ) 
hat, so wird notwendig: 

bW = (el0gb )W = eW • 10gb = ew[Iogb] • e2k :l iw, (k = 0, + 1, + 2, ... ) 

und dieser Ausdruck stellt fiir die verschiedenen Werte von k unendlich 
viele durchaus unzusammenhangende Funktionen dar. Wir haben so 
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das merkwiirdige Ergebnis, dafJ die Werte des allgemeinen Exponential
ausdrucks bW , so wie sie sich durch die Prozesse des Potenzierens und 
Radizierens ergeben, gar nicht einer einheitlichen analytischen Funktion 
angehoren, sondern unendlich vielen verschiedenen Funktionen von w, 
deren jede durchaus eindeutig ist. 

Die Werte dieser Funktionen stehen freilich in mancherlei Beziehung 
zueinander. Insbesondere sind sie alle gleich, sO'l£:ie w eine ganze Zahl 
,ist, und es gibt nur endlich viele (und zwar n) verschiedene unter ihnen, 

wenn w eine rationaleZahl der Form ~ist (wobei m und n teilerfremde 
n 
~ [10gb] 2k:ri!!!. 

ganze Zahlen sind); diese Werte sind en • e n fUr k = 0, 1, .... n -1, 

also, wie es ja auch sein muB, die n Werte von thm• 

7. Nun erst konnen wir recht einsehen, wie unzweckmiifJig die her
kOmmliche Systematik ist, die yom Potenzieren und Radizieren aus zur 
eindeutigen Exponentialfunktion aufsteigen will; sie begibt sieh geradezu 
in ein Labyrinth, in dem sie sieh mit ihren sogenannten "e1ementaren" 
Hilfsmitteln unmoglich zurechtfinden kann, zumal sie sich immer an 
reelle GroBen gebunden halt. Sie werden das deutlich erkennen, wenn 
Sie auf Grund der jetzt gewonnenen allgemeinen Einsieht einmal die 
Verhaltnisse bei negativem b durchdenken. An dieser Stelle will ich nur 
noch darauf hinweisen, daB wir erst jetzt die ZweckmaBigkeit der friiher 

willkiirlich erscheinenden Definition des Hauptwertes (b> 0 und b'o/; > 0; 

vgl. S. 156) wirklich verstehen konnen: sie liefert lauter Werte der 

einen unserer unendlich vielen Funktionen, niimlich der Funktion: 

[bW ] = ew[logbl. 

Hingegen gehoren die gleichfalls tiberall dicM liegenden negativen 
In 

reellen Werte bn bei geradem n ganz verschiedenen von unseren unend
lich vielen Funktionen an; sie konnen sich daher unmbglich zu einer 
stetigen analytischen Kurve zusammenschlieBen. 

Ich m6chte nun noch einige tiefergehende Bemerkungen iiber die 
funktionentheoretische N atur des Logarithmus anftigen. Da w = log z 
bei jedem Umlauf urn z = 0 einen additiven Zuwachs urn 211 i erfahrt, 
hat die zugehOrige unendlich vielblattrige Riemannsche Flache daselbst 
einen Verzweigungspunkt unendlich holter Ord1)ung, derart, daB man bei 
jedem Umlauf aus einem Blatte in das nachste kommt; man kann durch 
Dbergang zur Riemannschen Kugelleicht erRennen, daB z = 00 ein zweiter 
Verzweigungspunkt genau derselben Artder Flache ist - andere gibt es nieht. 
Wir konnen uns nunmehr das anschaulich klar machen, was man die 
uniformisierende Kraft des Logarithmus. nennt und wovQn wir schon 
gelegentlich der Losung gewisser algebraischer Gleiehungen sprachen 
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(S.143f.). Hat man namlich, urn die ldeen zu fixieren, eine rationale 
m 

Potenz zn, so wird sie wegen: 

eine eindetttige Funktion von w = log z, sie wird - wie man sagt -
durch den Logarithmus uni/ormisiert. Urn dies zu verstehen, denken 
wir uns iiber der z-Ebene auBer der Riemannschen Flache des Logarith-

mus auch diejenige von zn ausgebreitet: es wird eine n-bliittrige Flache, 
deren Verzweigungsstellen gleichfalls bei z = 0 und z = 00 liegen, wobei 
jeweils aIle n Blatter im Zyklus zusammenhangen. Fassen wir nun 
irgendeinen geschlossenen Weg in der z-Ebene auf (vgl. Abb. 59), auf dem 
der Logarithmus wieder zu seinem Ausgangswert zuriickkehrt, der also 
auch auf dessen unendlichblattriger Flache geschlossen ist, so sieht man 

Abb.59. 

leicht, daB er jedenfalls auch geschlossen bleiben 
muB, wenn man ihn auf die n-blattrige FHiche von 

z" iibertragt. Aus dieser geometrischen Betrach-
m 

tung entnehmen wir sofort, daB zn allemal dann 
zum Ausgangswert zuriickkehrt, wenn log z es tut, 
und somit eine eindeutige Funktion von log z ist. 
leh mache diese kurzen Andeutungen urn so lieber, 

als wir hier den einfachsten Fall des in der modernen Funktionen
theorie eine so groBe Rolle spielenden Uni/ormisierungsprinzips vor 
uns haben. 

Wir wollen uns nun die Natur des Funktionsverhiiltnisses w = logz 
durch die Betrachtung der konformen Abbildung der z-Ebene (bzw. Rie
mannschen Fliiche) aUf die w-Ebene noch klarer machen; urn nicht zu 
weit ausholen zu miissen, wollen wir hier auf die an sich natiirlich 
vorzuziehende Betrachtung der entsprechenden Kugeln verzichten. Wir 
zerlegen, wie friiher, die z-Ebene durch die Achse der reellen Zahlen 
in eine schralfierte (obere) und eine nicht schralfierte (untere) Halbebene. 
Eine jede muB in der w-Ebene unendlich viele Bilder haben, da log z 
unendlich vieldeutig ist, und aIle diese Bilder miissen sich schlicht neben
einanderlegen, da die Umkehrfunktion z = eW eindeutig ist. 1m ein
zelnen entsteht so eine Einteilung der w-Ebene in Parallelstrei/en von 
der Breite n, die durch Parallelen zur reellen Achse hervorgerufen wird 
(vgl. Abb. 60); diese Streifen sind abwechselnd zu schraffieren und frei zu 
lassen (der erste oberhalb der reellen Achse ist schraffiert) und stellen 
demgemaB abwechselnd konforme Abbilder der oberen und unteren Halb
ebene z dar, wahrend die Grenzparallelen den Teilen der reellen z-Achse 
entsprechen. Was die Zuordnung im einzelnen angeht. so bemerke 
ich hier nur, daB z allemal nach 0 geht, wenn w innerhalb eines Streifens 
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nach links hin ins Unendliche konvergiert, wahrend es nach 00 strebt, 
wenn w nach rechts hin ins Unendliche riickt; bei w = 00 ist eine wesent
lich singuliire Stelle der U mkehrtunktion el. 

Ic:h mochte hier nicht unterlassen, auf die Beziehung dieser Dar
legungen zum Picardschen Satze hinzuweisen, der ja einer der interessan
testen Satze in der neueren Funktionentheorie ist. Es sei z (w) eine 
ganze transzendente Funktion, d. h. eine Funktion, die nur eine in 
w = 00 gelegene wesentlich singulare Stelle besitzt (wie z. B. eW). Die Frage 
ist, ob und wieviele Werte z es geben kann, die an keiner endlichen Stelle w 
angenommen werden, denen sich z (w) vielmehr nur niihert, wenn w in ge
eigneter Weise nach 00 lauft. Der Picardsche Satz sagt nun aus, daB eine 
Funktion in der Umgebung einer wesentlich singuHiren Stelle hochstens 
zwei verschiedene Werte nicht annehIIien kann, daB alsO' eine ganze 

---_¥f'iz, ___ ---

Transzendente auGer dem Wert z = 00, 

den sie janotwendig auslaBt, ltOchste1tsnoch 
einen Wert nicht annehmen dart. el ist ein 
Beispiel einer Funktion, die wirklich auBer 
00 noch einen Wert, narnlich z = 0, aus
laGt : in einem jeden Parallelstreifen unserer 
Teilung nalrert sich zwar el bei den an
gegebenen Grenziibergangen jenen beiden 
Werten, wird ihnen aber an keiner end
lichen Stelle gleich. Eine Funktion, die 
auGer z = 00 keinen Wert ausliiBt, ist sin W. 

~~ z-o- . ~z'-

z-o~~z.oo 

Zum Schlusse dieser Auseinander
setzungen will ich noch einen schon 
wiederholt beriihrten Punkt unter Ver-

~~ 
----~~:----

Abb.60. 

wendung dieser geometrischen Hilfsmittel erortern, namlich den Grenz
iibergang von der Potenz zur Exponentiallunktion, der an die Formel: 

el = lim (1 + ~)"" 
,,=00 n 

ankniipfte, welche, wenn wir n' w = v setzen, die Gestalt annimmt: 

( 'li,)~ 
elJJ=lim 1 + - . 

"=00 v 

Betrachten wir dazu die Funktion vor .dem Grenziibergange: 

t~(w) = (1 + :r. 
deren funktionentheoretisches Verhalten als Potenz uns wohl bekannt 
ist. Sie hat zu "merkwurdigen Punktm" die Punkte w = - v und 
w = 00, an denen die Basis ° bzw. 00 wird, und bildet die I~-Halb
ebenen konform ab auf Sektoren der w-Ebene mit dem Punkte w = - v 



174 Analysis: Logarithmus und Exponentialfunktion. 

als Scheitel und einer Winkelo£fnung von je ~ (vgl. Abh. 61); ist v keine 
v 

ganze Zahl, so kann die Folge dieser Sektoren die w-Ebene endlichoft -
oder gar unendlich oft uberdecken, entsprechend der dann auftretenden 
Vieldeutigkeit von Iv. Konvergiert nun v gegen Unendlich, so ruckt der 
Scheitelpunkt - vder Sektorenteilung unbegrenzt nach links, und es 
ist durchaus anschaulich, wie dierechts von - v gelegenen Sektoren in 

-v 

Abb.61. 

die der Grenzlunktion eW entsprechenden Par-
allelstreilen der w-Ebene iibergehen. Damit ist 
jene Limesdefinition von eW geometrisch er
Hiutert. Man kann durch eine leichte Rech
nung bestatigen, daB die Breite der Sektoren 
am Punkte w = 0 in die Streifenbreite :n; der 
Parallelteilung ubergeht. 

Nun stellt sich aber sofort ein Skrupel 
ein: Lassen wir v stetig ins Unendliche laufen, 
so durchlauft es nicht nur ganzzahlige, son

dem auch rationale und irrationale Werte, fUr die Iv mehrdeutigwird und 
denen daher mehrbliittrige Fliichen entsprechen; wie konnen diese in die zur 
eindeutigen Funktion eW gehorige schlichte Ebene iibergehen? LaBt man 
z. B. v durch lauter gebrochene Werte mit dem Nenner n gegen 00 kon
vergieren, so hat jedes Iv (w) eine n-blattrige Riemannsche Flache. 
Wir wollen, urn dies en GrenzprozeB zu verfolgen, fUr einen Moment 
die w-Kugel betrachten; sie ist fUr jedes der I,. (w) mit n Blattem uber
deckt, die an den Verzweigungspunkten - v und 00 zusammenhangen; 

ro-I(ugiff:, 

62. 

der Verzweigungsschnitt sei, wie in der Abb. 62 
angedeutet, langs des kleineren Meridianstuckes 
zwischen ihnen gelegt. Geht nun v gegen 00, so 
rucken die Verzweigungspunkte zusammen und der 
Verzweigungsschnitt verschwindet; damit wird die 
Briicke, iiber welche die n Bliitter zusammenhiingen, 
abgebrochen, und es kommen n getrennt liegende Bliitter 

.und entsprechend n verschiedene eindeutige Funk
! tionen heraus, von denen nur die eine unser eW ist. -
Lassen wir nun valle reellen Werte durchlaufen, so 

treten im allgemeinen unendlichbliittrige Fliichen auf, deren Zusammen
hang in der Grenze gelost wird; die Werte aul fe einem Blatte dieser 
Fliichen konvergieren gegen das eindeutige eW , das aul der schlichten Kugel 
ausgebreitet ist, wiihrend die Wertlolgen auf den andern Bliittern im all
gemeinen gar keine Grenzwerte haben. Damit ist der gewiB recht kom
plizierte und wunderbare Grenzubergang von der vieldeutigen Potenz 
zur eindeutigen Exponentialfunktion erst vollig geklart. 

Als allgemeine Moral aller dieser letzten Betrachtungen konnenwir 
vielleicht noch aussprechen, dafJ ein vollstiiniliges inneres Verstiindnis 
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solcher Probleme nur beim Obergang ins komplexe Gebiet moglich ist. 
Ware das nicht {;rund genug, auch auf der Schule komplexe Funktionen
theorie zu treiben? Max Simon z. B. hat in der Tat ahnliche Forde
rungen befiirwortet. Jeh glaube aber nicht, daB man den Durchschnitt 
der SchUler selbst in Prima so weit fiihren kann und meine schon des
halb, man sollte die in solche Betrachtungen auslaufende Methodik der 
algebraischen Analysis im Unterricht iiberhaupt zugunsten des oben ent
wickelten einfachen und naturgemiifJen Weges aufgeben. Freilich wiinsche 
i,ch urn so mehr, dafJ der L e h r e r alle in Betracht kommenden funktionen
theoretischen Zusammenhiing~ vollig beherrscht; denn er mufJ hinreichend 
uber dem Stott stehen, den er vorzutragen hat, und mufJ die Klippen tlnd 
Untiefen genau kennen, an denen er seine Schuler vorbeifiihrt. 

Nach diesen ausfiihrlichen Betrachtungen werden wir uns viel
fach kiirzer fassen kannen, wenn wir nunmehr in entsprechender Weise 
von den goniometrischen Funktionen sprechen. 

II. Die goniometrischen Funktionen. 
Bemerken wir vorweg, daB wir diesen Namen dem vielfach 

iiblichen "trigonometrische Funktionen" vorziehen, weil die Dreiecks
lehre nur eine besondere Anwendung dieser in der gesamten Mathematik 
hOchst wichtigen Funktionen ist; ihre inversen Funktionen, die genau 
dem Logarithmus entsprechen (wahrend sie selbst der Exponential
funktion analog sind) werden wir zyklometrische Funktionen nennen. 

1., The')rie der goniometrischen Funktionen. 

Wir kniipfen die theoretischen Betrachtungen an die .Frage an, 
wie man die goniometrischen Funktionen auf der Schule am natur
gemaBesten wird einfiihren kannen. leh denke, daB man am best en auch 
da unser allgemeines Prinzip, von der Fliichenquadratur auszugehen, 
anwenden wird; das iibliche Verfahren, das mit der Bogenmessung 
beginnt, scheint mir nicht so unmittelbar anschaulich zu sein und hat 
var aHem nicht den Vorzug, daB man hahere und niedere Gebiete 
gleich einfach und einheitlich damit beherrschen kann. 

Erlauben Sie mir, mich sogleich wieder der analytischen Geometric 
zu bedienen; ich gehe dann aus: 

1. von dem Einheitskreise 

x 2 + y¥ = 1 

und betrachte den Sektor, der von den von 0 auslaufenden Radien
vektoren nach den Punkten A (x = 1, Y = 0) und P (x, y) gebildet wir!,i 
(vgl. Abb. 63 auf S. 176). Urn mit den iiblichen Bezeichnungen in Ober-

einstimmung zu kommen, bezeichne ick seinen Fliicheninhalt mit rp 
(denn dann ist der Bogen AP im iiblichen BogenmaB gleich rp). 2 
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2. Unter den goniometrischen Funktionen Cosinus und Sinus von 
({J verstehen wir nun die Liingen der Koordinaten X lind y des Grenz-

P· unktes P unseres Sektors !E. 
2' 

x = cOS({J, Y = sin<p . 
Der Ursprung dieser Bezeiehnung wird dabei freilich nieht klar, 

doch den kennt man uberhaupt nicht recht; wahrscheinlich ist das 
Wort "Sinus" durch einemiBverstandliche 
Dbersetzung eines arabischen Wortes ins La
teinischeentstanden. ria wir nicht yom 
BogenmaB ausgingen, konnen wir die inver sen 
Funktionen - d. h. den doppelten Sektor 
als Funktion der Koordinaten - nieht gut, 
wie bei uns ublich, als "Arcus" bezeichnen; 
wohl aber liegt es nahe, analog dieser Wort-

bildung ({J die "Area" des Sinus bzw. Co-
Abh~. 2 

sinus, d. h. eben die zu ihm .gehorige Flache, 
zu nennen und zu schreiben: 

<p = 2 area sin y = arc sin y , <p = 2 area cosx = arc cosx. 

Man kann indessen auch die gleichfalls recht zweckmaBige, in England 
iibliche Schreibweise: 
verwenden. q; = cos -IX, <p = sin -ly . 

3. Die weiteren goniometrischen Fttnktionen: 
sin ({J cos ({J 

tang<p = --, ctg({J = -.-, 
cos({J sm<p 

in der alteren Trigonometrie auch sec und cosec, werden als einfache 
rationale Verbindungen jener beiden Grundfunktionen definiert. Ihre 
Einfiihrung geschieht nur mit Riicksieht auf die Kiirze der fiir das 
praktische Rechnen zu verwendenden Formeln; theoretische Bedeutung 
haben sie fur uns nicht. 

4. Verfolgen wir die Koordinaten von Pmit wachsendem ({J, so konnen 
wir uns qualitativ solort die cos- und sin-Kurve in einem rechtwinkligen 

Abb.64. 

Koordinatensystem darstellen. Wir 
erhalten die bekannten Wellen
linien, die eine gewisse Periode 2 11-

~ haben (vgl. Abb. 64); dabei ist 
die Zahl 11- deliniert als Inhalt des 
ganzen Einheitskreises (nicht, wie 
sonst, als Lange des Halbkreises). 

Mit diesen Definitionen wollen wir nun noch einmal genau unsere 
Einliihrung des Logarithmus bzw. der Exponentialfunktion vergleichen. 
Da legten wir zugrunde 
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1. eine gleichseitige Hyperbel, bezogen auf das Koordinatensystem 
~, 'fJ ihrer Asymptoten: 

~.'fJ = 1; 

die Halbachse dieser Hyperbel ist OA = yr, wahrend vorhin der 
Kreis den Radius 1 hatte. Wir betrachten nun (vgl. Abb. 65) den In
halt· des Streifens zwischen der festen zu e = 1 
gehOrigen Ordinate AA' und der beweglichen Ordi
nate p pI; heiftt er 1Jj, so setzten wir ffJ = loge, 
und daher driicken sich die Koordinaten von P 
durch IJj folgendermaBen aus: 

Sie bemerken eine gewisse Analogie mit dem 0 f 
Obigen, die vorl au fig allerdings durch eine Abb. 65. 

zweifache Unstimmigkeit gest6rt wird: Einmal 
ist IJj jetzt kein Sektor, wie vorhin, dann aber driicken siGh jetzt 
beide Koordinaten rational durch die eine Funktion eP aus, wah
rend wir beim Kreise zwei Funktionen sin, cos einfiihren muBten. 
Wir werden nun aber sehen, daB diese Abweichungen leicht zu be
seitigen sind. 

2. Zunachst bemerken wir, daB das Dreieck OP' P den von der 
speziellen Lage von P unabMngigen Inhalt l . 0 P' . P' P = ! e . r; = l 
hat; insbesondere ist es also gleich dem Dreieck OA'A, und wenn wir 
dieses zu IJj hinzunehmen, jenes aber abziehen, so erkennen wir, daft 
IJj als I nhalt eines Hyperbelsektors OA P zwischen den Radienvektoren nach 
dem Scheitel A und nach einem beweglichen Hyperbelpunkte P definiert· 
werden kann - genau wie vorhin beim Kreise. Den im Vorzeichen noch 
bestehenden Unterschied (von 0 aus gesehen, lief der Bogen AP vorhin 
nach links, jetzt lauft er nach rechts) beseitigen wir, indem wir die 
Hyperbel an OA spiegeln, d. h. e und 17 vertauschen; dann erhalten wir. 
also als Koordinaten von P: . 

e=e- P , 'fJ=e P • 

3. Endlich fiihren wir statt der Asymptoten die Hauptachsen der 
Hyperbel als Koordinatenachsen ein, indem wir die an 0 A gespiegelte 
Abb. 65 urn 45 0 drehen (vgl. Abb. 66). 
Nennen wir die neuen Koordinaten X, 
Y, so sind die Gleichungen dieser 
Transformation: 

x=~+~ 
(2' 

Dadurch geht die Hyperbelgleichung 
tiber in: 

X2 - y2 = 2, 

K lei n, Elementarmathematik 1. 3. Auf!. 

y 
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und der Sektor qJ erhalt genau dieselbe Lage wie vorhin der Sektor ~ 
beim Kreise. Die neuen Koordinaten von P sind folgende Funktionen 
von qJ: e'" + e- <P e<P - e- <P 

X= , y=---=-
f2 f2 

4. Es bleibt nur noch ubrig, die ganze Figur im VerMltnis 1 : ¥"2 
zu verkleinern, damit die Halbachse der Hyperbel gleich 1 statt gleich 
12 wird, genau wie vorhin 1 der Kreisradius war. Dann hat in volliger 
Obereinstimmung mit dem V origen der jragliche Sektor den I nhalt ! qJ , 

und wenn wir die neuen Koordinaten einfach wieder x, y nennen, werden 
sie gleich folgende Funktionen von qJ: 

eP + e- <P 
x =--'---

2 

eP-e-<P 
y=---2-' 

die der Relation (Hyperbelf!.leichung) geniigen: 

x2- y2 = 1. 

Diese Funktionen nennt man hyperbolischen Cosinus und Sinus und 
schreibt sie: ~ ~ 

e .... + e- .... 
x·= Q:of qJ = --2--' 

e<P _ e-<P 
y = @)in qJ = ---

2 

Behandelt man also - das ist das Resultat - Kreis und gleich
seitige Hyperbel von der Halbachse 1 in wortlich der gleichen Weise, so wird 
man das eine Mal auf die gewohnlichen goniometrischen, das andere Mal 
aUf die hyperbolischen Funktionen gejiihrt, die einander also vollig ent
sprechen. 

Es ist Ihnen bekannt, daB man sich dieser Funktionen Q:of und @)in 
in vielenFallen mit Vorteil bedient. TrotzdeJ.l aber haben wir hier, 
was die Behandlung der Hyperbel angeht, im Grunde einen Riickschritt 
gemacht: wiihrend wir :xuerst die Koordinaten ~, r; durch eine einzige 
Funktion e<P rational darstellen konnten, brauchen wir ietzt deren zwei, 
die durch eine algebraische Relation (die Hyperbelgleichung) verbunden 
sind. Es wird daher der Versuch naheliegen, lieber einmal umgekehrt 
die goniometrischen Funktioneh ganz entsprechend den ursprunglichen 
Entwicklungen fUr die Hyperbel zubehandeln. Das geht in der Tat 
ganz leicht, wenn man nur den Durchgang durchs Komplexe nicht 
scheut, und es fUhrt zur Aufstellung einer einzigen fundamentalenFunktion, 
durch die sich cos cp und sin cp iihnlich rational ausdriicken, wie Q:of lj> 

2tnd@)in qJ durch e<P, und die daher in der Theorie der goniometrischen 
Funktionen eigentlich die zentrale Rolle zu spielen berufen is!. 

1. Wir fUhren dazu zunachst in der Kreisgleichung x 2 + y2 = 1 
(Wo x = cos cp, y = sin cp) die neuen Koordinaten: 

x+iy=~, x-iy=r; 
ein; dann geht sie ii ber in: 
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2. Die gewunschte zentrale Funktion ist nun, genau wie oben unter 2. 
bei der Hyperbel, die zweite Koordinate 1]; bezeichnen wir sie mit f(qJ), 
so ist wegen der Transformationsgleichungen: 

1] = f (qJ) = cosqJ + i sinqJ, 
~ 1 .. ,,= -- = cosqJ - ZSlllqJ. 

f (qJ) 

}. Aus den letzten Gleichungen ergibt sich sofort: 

.~+1] f(qJ) + [/(qJ)]-l 
cosqJ = -- = " 

2 2 

wodurch wir vollige Analogie mit den fruheren Beziehungen zwischen 
(£of if) , <Sin if) , eP erreicht haben. Kehrt man so von vornherein die 
Analogie der Kreis- und Hyperbelfunktionen hervor, so verliert die 
groBe Eulersche Entdeckung, daB / (qJ) = eitp ist, das Uberraschende, 
das sie sonst an sich hat. 

1st nun nicht eine iihnliche Re
duktion von cos w und sin w au! eine 
Fundamentalfunktion auch maglich, wenn 
man im reellen Gebiet bleibt? Man gelangt 
in der Tat dazu, wenn man unsere Ab
bildungen mit den Augen derproiektiven 
Geometrie betrachtet. Wir konnen nam
lich bei der Hyperbel die Koordinate '], 
die uns die Fundamentalfunktion 
lieferte, definieren als Parameter in einem 
Buschel von Parallelen 1] = konst., das, 
vom projektiven Standpunkte aus in 

!I 

Abb.67. 

seiner Beziehung zur Hyperbel betrachtet, nichts ist a:ls ein 5trahle1'.
Mischel mit einem (hier speziell ebell}; der unendlich fernen) Hyperbel
punkte als Scheitel. Indem wir nun lJeim Kreise oder der Hyperbel all
gemein den Parameter irgendeines solchen Buschels als Funktion des 
Fliicheninhalts au/lassen, werden wir ebenfalls zu einer Fundamentalfunk
tion kommen - jetzt auf rellem Wege. 

Wir betrachten dazu (vgl. Abb. 67) beim Kreise das Buschel durch 
den Punkt 5(-1,0): y = l(x + 1), 

wobei 1 der Parameter ist; wir hatten schon bei anderer Gelegenheit 
(S. 50) fur die Koordinaten des Schnittes P des zu 1 gehOrigen 
Strahles mit dem Kreise ausgerechnet: 

1 _12 . 21 
x = cosqJ = 1 + 12 ' Y = SlllqJ = 1 + 12 ' 

1 = 4(qJ) = -Y-, x+ 1 

so daB: 

12* 
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taisachlich eme geeignete reelle Fundamentalfunktion ist. Da iibrigens 

.g: P 5 0 = ! PO A, und PO A = IP ist, folgt sofort, daB l = tang i 
ist; diese von hier aus resultierende eindeutige Darstellung von cos IP und 

sin IP durch tang i wird bei trigonometrischen Rechnungen vielfach gebraucht. 

Der Zusammenhang von l mit der friiheren Fundamentalfunktion 
f (IP) folgt aus der letzten Formel sofort in der Gestalt: 

l=-Y-=~ /_/-1 1 /2-1 ~/(IP)-~ 
x+1 i/+/- 1 +2 i/2+1+2/ i/(IP)+1' 

oder umgekehrt: . 1 _ A,2 + 2 i l 1 + i l 
/(IP}=x+zy= -1 +l2-=i--il' 

Die Einfiihrung von l kommt also schliefJlich einfach auf die Bestimmung 
einer linear gebrochenen Funktion von f(lP) heraus, die langs der reellen 
Kreisperipherie reell ist; dadurch werden die Formeln zwar reell, aber 
doch etwas verwickelter als bei unmi ttelbarer Verwendung von f( IP) • 

Ob man freilich den Vorteil der Realitat gegen diesen Nachteil 
eintauschen will, das hangt davon ab, wie weit der einzelne mit kom
plexen GraBen umzugehen versteht. Ich bemerke in dieser Hinsicht 
nur, daB die Physiker jetzt schon lange zum Gebrauch komplexer 
GraBen iibergegangen sind, besonders z. B. in der Optik, sowie sie mit 
Schwingungsgleichungen zu tun haben. Aber auch die Techniker, vor 
allem die Elektrotechniker mit ihren Vektordiagrammen, bedienen sich 
neuerdings mit Vorteil der komplexen GraBen. Man darf also wohl 
sagen, daB sich die Benutzung komplexer GraBen in weiteren Kreisen 
endlich einzubiirgern beginnt, wenn auch freilich zur Zeit noch die 
groBe Masse an der Beschrankung auf das Reelle festhalt. -

Wenn wir nunmehr, meine Herren, kurz den weiteren Au/bau der 
Theorie der goniometrischen Funktionen iiberblicken sollen, so haben 
wir zuerst zu nennen: 

1. das Additionstheorem: 

sin(1P + 1p) = sinlP cos1p + coslP sin1p 
und eine entsprechende Formel fUr cos (tp + 1p). DaB d'iese Formeln 
verhaltnismaBig schwieriger aussehen als bei der Exponentialfunktion, 
ist natiirlich nur darin begriindet, daB wir hier eben nicht die wahre 
Elementarfunktion vor uns haben; fUr diese, unser f (tp) =costp + i sintp, 
ergibt sich genau die fiir e'l' geltende h6chst einfache Formel: 

/(tp +1p) = f(tp)· f(1p). 
2. Von hier aus gelangt man zu den Ausdriicken der Funktionen 

der Vielfachen und Teile eines Winkels, von denen ich nur die beiden 

Formeln: sin IP = 1/1 -costp tp 1/1 + costp 
2 r 2 ' cos "2 = r 2 
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hervorhebe, die bei der Berechnung der ersten trigonometrischen Tafeln von 
groBer Bedeutung gewesen sind. Die eleganteste Zusammenfassung der 
hierhin gehorigen Beziehungen ist gegeben in der "MoivreschenFormel": 

t (n • cp) = [i (cpW, wobei t (cp) = coscp + i sin cp 
ist. Moivre, der ein Franzose war, aber in London in der Umgebung 
Newtons lebte, hat diese Formel 1730 in seinem Buche "Miscellanea 
analytica" publiziert. 

3. Von unserer ursprunglichen Definition von y = sin cp aus kann 
man naturlich leicht eine Integraldarstellung der Inversen cp = sin ly 

ableiten. Das aus dem Sektor cp (AOP) des Einheitskreises(vgl.Abb.68) 
2 

unddem horizontal schra ffierten Dreieck OP' PzusammengesetzteFlachen
stuck wird von Abszissenachse, der Parallelen im Abstande y zu ihrund der 

y 

Kurve x = -Vi - y2 begrenzt und hat daher den lnhalt./fi - y2dy;da 
jenes Dreieck den lnhalt lOP'. P' P 0 

= lyf1- y2 hat, ist also: !I 
y 

Iv 1 - y2 dy = ! Y -Vi - y2 + ! cp. 
o 

Hieraus folgt durch einfache Umformung: 
y 

cp = sin-1y . ( ~. 
Jfi - y2 
o 

Nun kann man, ganz wie beim Logarithmus, Abb.68. 

indem man den lntegranden nach dem bino-
mischen Satze entwickelt und dann nach Mercators Gedanken gliedweise 
integriert, die Potenzreihe tur sin -ly ableiten und daraus durch die 
Methode der Reihenumkehr die Sinusreihe selbst erhalten; a.hnlich ist auch 
- ich sprach ja schon davon (s. S. 88) - Newton selbst vorgegangen. 

4. lch mochte hier lieber einmal den kiirzeren Weg einschlagen, 
den Taylors groBe Entdeckung eroffnet hat. Da schlieBt man zunachst 
aus der genannten lntegralformel fiir den Differentialquotienten des 
Sinus selbst: d sincp dy --

-- = - = -Vi - y2 = coscp , 
dcp dcp 

und gam; analog folgt: d cos cp . 
~=-smcp. 

Nun ergibt sich sofort aus dem Taylorschen Satze: 

. cp cp3 cps 
sm cp = 11 - 3T + Sf - + ... , 

cp2 cp4. 
cos cp = 1 - 2! + 4! - + ... . 
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Man sieht leicht, dafJ diese Reihen lilr fedes endliche, auch komplexe cp 
konvergieren und dementsprechend sin cp tlnd cos cp im ganzen komplexen 
Gebiete als eindeutige, ganze transzendente Funktionen deliniert sind. 

5· Vergleichen wir diese Reihen mit der Reihe lilr e'P,~ so ergibt 
sich unmittelbar, daB die Fuhdanientalfunktion: 

I (cp) = coscp + i sincp = eig 

ist; dieser SchluB wird unzweideutig erst durch die Erkenntnis 
mogEch, daB cos cp und sin cp ebenso wie err eindeutige ganze Funk
tionen sind. 

6. Wir haben nun noch den Verlaul der komplexen Funktionen 
sin w, cos w zu beschreiben. Dazu bemerke ich zuerst, dafJ die inversen 
Funktionen w = sin -IZ und w = cos -IZ fe eine unendlichbliittrige Rie
mannsche Fliiche mit den Verzweigungsstellen -1, + 1, 00 lielern, und 
zwar liegen tiber z = ± 1 je unendlich viele Verzweigungspunkte erster, 

tiber z = 00 aber zwei solche unendlich hoher 
Ordnung. Urn den Verlauf der Blatter im ein
zelnen besser zu verfolgen, betrach ten wir wieder 
die Einteilung der w-Ebene in Gebiete, die der 
( schrallierten) oberen und der (unschrallierten) 
unteren z-Halbebene entsprechen. FUr z = cos w 
entsteht sie durch die reelle Achse und die 
durch die Punkte w=o, ±n, +2n, ... ge
legten Parallel en zur imaginaren Achse, wobei 
- wie aus der Abb. 69 ersichtlich - die ent
stehenden Dreiecksgebiete, die samtlich ins Un-

Abb. 69. endliche reich en , abwechselnd zu schraffieren 
und freizulassen sind. An den Punkten w = 0, 

± 2 n, ± 4 n, ... (die z = + 1 entsprechen) und den Punkten w = ± n, 
± 3 n, ... (die z = - 1 entsprechen) stoBen immer vier Dreiecke zu
sammen, entsprechend den vier Halbblattern der Riemannschen Flache, 
die an jedem der entsprechenden, tiber den Stellen z = ± 11iegenden Ver
zweigungspunkte zusammenhangen. Geht man innerhalb eines Dreiecks 
nach oben oder unten ins Unendliche, so nahert sich cosw beliebig dem 
Werte z = 00; daB zwei getrennte Scharen von je unendlich vielen Dreiecken 
ins Unendliche reich en , entspricht also genau dem Umstande, daB auf der 
Riernannschen FHiche bei z = 00 zwei getrennte Scharen von unendlich 
vielen Blattern untereinander zusarnrnenhangen. - Ftir z = sin w gilt 

ganz Entsprechendes, nur ist die Abbildung in der w-Ebene urn ::.. nach 
2 

rechts verschoben zu denken. - In den Abbildungen bestatigen sich 
auch un sere frtiheren Angaben tiber die Natur des wesentlich singu
laren Punktes bei w = 00, wie wir sie gelegentlich der Erwahnung des 
Picardschen Satzes machten (S. 173). 
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2. Trigonometrische Tafelwerke. 

Ich beende damit den kurzen Oberblick tiber die Theorie der 
goniometrischen Funktionen und komme· auf das zu sprechen, was fUr 
die Praxis die Hauptsache ist, namlich auf die trigonometrischen Tafeln: 
ich will dabei auch gleichzeitig tiber die Logarithmentafeln sprechen, die 
ich bis hierhin zurtickgestellthabe, da die Tabulierung der Logarithmen 
von Anfangan bis heute mit der der trigonometrischen Zahlen Hand in 
Hand gegangen ist. Wie die Logarithmentafeln in ihrer heutigen Form 
zustande gekommen sind, das ist eine gerade auch fiir den Schulmathe
matiker gewiB auBerordentlich wichtige und interessante Frage. Ich 
kann nun nattirlich an dieser Stelle Ihnen die auBerst langwierige Ent
wicklungsgeschichte der Tafelwerke nicht vollstandig vorftihren, son
dem ich will nur einige wenige der markantesten Erscheirtungen her
ausgreifen, urn Ihnen einen ungefahren historischen Oberblick zu 
vermitteln. Dber die andem, gleichfalls vielfach sehr wichtigen Werke, 
die das Bild erganzen, mogen Sie sich etwa bei Tropfke oder, was 
Logarithmentafeln angeht, in dem sehr ausfUhrlichen Nachweis in Mehm
kes Enzyklopadie-Referat tiber "numerisches Rechnen" (Enzykl. I. F.) 
sowie in der von D'Ocagne herrtihrenden franzosischen Bearbeitung 
dieses Referates1) orientieren. 

An erster Stelle habe ich die Gruppe von 

A. Rein trigonometrischen Tafeln 

zu nennen, wie sie sich vor Erfindung der Logarithmen entwickelt haben. 
Man besaB solche Tafeln schon im Altertum, und zwar ist uns als erste 

1. die Sehnentafel des Ptolemiius tiberliefert, die er fiir astrono
mische Zweck ums J ahr 150 n. Chr. zusammengestellt hat. Sie befindet 
sich in seinem Werke "Megale syntaxis", in dem er auch das nach ihm 
genannte Welt system entwickelt und das ich Ihnen im Neudruck2) 
hier v0rlege. Auf dem Umwege tiber die Araber ist uns dieses Werk 
unter dem vielgebrauchten Titel "Almagest" tiberkornmen, der eine 
mit dem arabischen Artikel "al" versehene Entstellung des griechischen 
Titels sein mag. Die Tafel schreitet von 30 zu 30 Minuten fort und gibt 
nicht direkt den Sinus des Winkels IX, sondern die zu seinem Bogen ge-

hOrige Sehne (also 2' sin~} Die Werte der Sehnen sind in dreistelligen 

Sexagesimalbruchen angegeben, also in der Form 60a + -6b + __ c_, 
3 00 216000 

wobei a, b, c ganze Zahlen zwischen Null und 59 sind; fiir uns das 
Schwierigste ist aber, daB diese a, b, c nattirlich in griechischen Zahl
zeichen, das sind Zusammensetzungen von griechischen Buchstaben, ge~ 

1) Encyclopedie des Sciences Mathematiques. edition fran~aise. I 23. 
2) Herausgegeben von Heiberg. Leipzig 1898(1903.' 
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schrieben sind. Weiterhin finden sich noch die Werte der Differenzen, 
die eine Interpolation fiir die Minuten erlauben. - Was die Berechnung 
dieser Tafel angeht, so hat Ptolemaus vor allem das ihm in der Ge
stalt des Satzes yom Sehnenviereck (des "ptolemaischen" Satzes) 
bekannte Additionstheorem der trigonometrischen Funktionen, ins-

besondere auch die oben angegebeneFormellur sin~, benutzt (also auBer 
2 

rationalen Operationen die Operation des Quadratwurzelziehens) , und 
er hat dazu noch ein Interpolationsverfahren angewendet. 

2. Wir gehen nun uber 1000 Jahre weiter bis zu der Zeit, wo im 
Abendland trigonometrische Tabellen das erste Mal berechnet werden. 
Da ist vor allem zu nennen Regiomontanus (1436-1476), der eigentlich 
Johannes Muller hieB und seinen lateinischen Namen nach seinem Ge
burtsort Konigsberg in Oberfranken annahm. Er hat verschiedene 
trigonometrische Tafeln berechnet, in den en sich deutlich der ()ber
gang von den Resten des Sexagesimalsystems zum reinen Dezimalsystem 
zeigt. Man gab damals nicht, wie heute, die trigonometrischen Linien 
als Bruche fur den Radius 1 an, sondern berechnete sie fUr Kreise 
von sehr groBen Radien, so daB sie dann - bei Innehaltung der 
gleichen Genauigkeit - als ganze Zahlen erschienen; diese groBen 
Zahlen selbst freilich schrieb man damals schon dezimal, aber in der 
Wahl des Radius fanden sich noch lange Anklange an das Sexagesimal
system: In der erst en Tafel des Regiomontan ist der Radius gleich 
6 000 000 angenommen und erst in der zweiten zum ersten Male gleich 
einer rein dezimalen Zahl 10000000, womit der vollstandige AnschluB 
an das Dezimalsystem gewonnen ist; durch einfaches Einfiigen eines 
Kommas erscheinen die Zahlen dieser Tafeln im heutigen Sinne als 
Dezimalbruche. Diese Tafeln des Regiomontan sind erst lange nach 
seinem Tode gedruckt worden, und zwar in dem Werke seines Lehrers 
C. Peurbach: "Tractatus super propositiones Ptolemaei de sinubus et 
chordis" 1). Beachten Sie ubrigens, daB auch dieses Werk, wie so viele 
andere grundlegende mathematische Werke - C~rdanus und Stifel 
hatten wir schon kennen gelernt und weitere werden uns sogleich 
begegnen - in den vierziger Jahren des 16. Jahrhunderts in Niirn
berg gedruckt wurde. Obrigens hat Regiomontan selbst auch meistens 
in Niirnberg gelebt. 

3. Ich lege Ihnen weiter ein Werk von groBter allgemeiner Be
deutung vor: Nic. Koppernikus: "De revolutionibus orbium coelestium" 2), 
das Buch, in dem das "Koppernikanische Weltsystem" entwickelt wird. 
Koppernikuslebte 1473-1543 in Thorn, dieses sein Hauptwerk erscheint 
aber wiederum in Nurnberg nur zwei Jahre nach der Veroffentlichung 
von Regiomontans Tafeln, die ubrigens Koppernikus noch nicht zur 

1) Norimbergae, 1541. 2) Norimbergae, 1543. 
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Hand hatte; daher muBte er sich zur DurchfUhrung seiner Theorie 
selbst die kleine Sinustafel berechnen, die Sie in seinem Werke finden. 

4. Doch diese Tafeln genugten dem Bedurfnis der Astronomen 
noch keineswegs, und so sehen wir einen SchUler und Freund des Kop
pernikus bald an ein viel groBer angelegtes Werk herangehen. Es ist 
Rh"iiticus, was wiederum ein kunstlich latinisierter, diesmal nach dem 
Heimatlande (Vorarlberg) gewahlter Name ist; er lebte 1514-1576 
und war Professor zu Wittenberg. Sie mussen das alles immer auch 
auf den Hintergrund der allgemeinen Geschichte beziehen; so sind 
wir hier im Zeitalter der Reformation und wissen ja, daB damals Witten
berg und ebenso auch die freie Reichsstadt Nurnberg Hauptzentren 
des geistigen Lebens geworden waren. Doch allmahlich verschiebt 
sich wahrend der Reformationskampfe der Schwerpunkt des politischen 
und geistigen Lebens immer mehr von den Stadten nach den Fursten
hofen hin; und wahrend bisher alles in Nurnberg gedruckt wurde, 
erscheint das gewaltige Tafelwerk des Rhaticus unter pekuniarer Unter
stutzung des Kurfursten von der Pfalz und tragt danach seinen Namen 
"Opus palatinum" 1); es kam erst kurz nach dem Tode des Rhaticus 
heraus. Diese Tafel ist sehr viel vollstandiger als die vorigen; sie enthalt 
die Werte der trigonometrischen Linien zehnstellig von 10 zu 10 M inuten; 
freilich finden sich in ihr noch recht viele Fehler. 

5. Eine sehr vervollkommnete Neuausgabe dieser Tafel gibt 
weiterhin Pitiscus aus Grunberg in Schlesien (1561-1613), Kaplan 
des pfalzischen Kurfiirsten, heraus; es ist der wieder mit fiirstlichem 
Gelde gedruckte Thesaurus mathematicus2) , der die trigonometrischen 
Zahlen in Intervallen von 10 Minuten und lunlzehnstellig enthalt. Das 
Werk ist wesentlich fehlerfreier und auch kompendioser gedruckt als 
das des Rhaticus. 

Wir mussen uns vergegenwartigen daB aIle diese Tafeln im wesent
lichen immer nur mit der Halbierungsformel und durch Interpolation 
berechnet sind, da man damals noch nicht die unendlichen Reihen fUr 
sin und cos besaB; dann bekommen wir erst eine richtige Vorstellung 
von dem ungeheuren FleiB und der Arbeit, die in diesen gewaltigen 
Werken steckt. 

Unmittelbar hieran schlieBt die Entwicklung der zweiten Gruppe, 
der 

B. Logarithmisch-trigonometrischen Ta£eln, 

und es istein merkwiirdiges Zusammentreffen, eine Ironie der Geschichte 
gewissermaBen: Ein lahr, nachdem mit Pitiscus die Taleln der trigono
metrischen Linien eine gewisse V ollendung erreicht haben, erscheinen 
die ersten Logarithmen und machen jene eigentlich iiberlliissig, indem 
tortan jeder statt der Sinus und Cosinus selbst sogleich ihre Logarithmen 

1) Heidelbergae 1596. 2) Francofurtii 1613. 



186 Analysis: Die goniometrischen Funktionen. 

benutzt. Die erste Logarithmentafel habe ich schon genannt, es 
ist die 

1. "Mirifici logarithmorum canonis descriptio" Nepers aus dem 
Jahre 1614. Neper hatte damit in allererster Linie die Erleichterung 
des trigonometrischen Rechnens im Auge, so sehr, daB er gar nicht erst 
die Logarithmen der natiirlichen Zahlen angab, sondern von vornherein 
die siebenstelligen Logarithmen der trigonometrischen Linien in Inter
vallen von ie einer Minute. 

2. Die wirkliche Ausgestaltung der Logarithmentafeln zu der 
heute iiblichen Form kniipft an den Englander Henry Briggs (1556 bis 
1630) an, der mit Neper in Verbindung stand. Er hat den grofJen Vorteil 
erkannt, den Logarithmen mit der 8asis 10 fur das praktische Rechnen 
haben, indem sie sich unserer dezimalen Schreibweise besser anpassen, 
und fUhrt bereits 1617 in seiner "Logarithmorum chili as prima" diese 
Basis an Stelle der Neperschen ein; das gibt dann die "kunstlichen 
Logarithmen", die man auch wohl nach Briggs selbst nennt. Zur Be
rechnung dieser Logarithmen hat· Briggs eine Reihe interessanter Me
tho den ausgebildet, die die Bestimmung jedes einzelnen Logarithmus 
mit beliebiger Genauigkeit gestatten. Briggs' zweites gr6Beres Werk 
fiihrt den Titel "Arithmetica logarithmica" 1); in ihm sind iibrigens 
die Logarithmen der naturlichen Zahlen selbst zusammengestellt, nicht 
mehr wie bei Neper die der Winkelfunktionen. Freilich ist Briggs 
mit seinen Rechnungen nicht durchgekommen; er gibt nur die Logarith
men der ganzenZahlen von 1 bis 20000 und 90000 bis 100000 an, diese 
aber auf 14 Stellen. Merkwiirdigerweise enthalten namlich gerade die 
altesten Tafeln die meisten Stellen, wahrend man sich in der Neuzeit 
fUr die meisten Zwecke mit sehr wenigen Stellen begniigt; ich komme 
darauf noch zuruck. Briggs hat weiterhin noch die kunstlichen Loga
rithmen der trigonomatrischen Linien berechnet und zehnstellig in Inter
vallen von 10 Minuten in seiner" Trigonometria britannica" 2) erscheinen 
lassen 

3. Die Lucke in Briggs' Tafel hat zuerst der Hollander Adrian 
Vlacq erganzt, der in Gouda bei Leyden lebte und Mathematiker, Buch
drucker und Buchhandler war. Er gibt eine zweite Auflage des Briggs
schen Werkes3) heraus, die nun die Logarithmen all e r ganzen Zahlen 
von 1 bis 100000 auf nur noch 10 Stellen enthalt. In ihr haben wir die 
Stammtafel aller unserer heutigen Tafeln fUr die Logarithmen der gan
zen Zahlen zu sehen. 

Was nun die weitere Entwicklung der Tafeln angeht, so kann ich 
hier nur noch ganz allgemein die Punkte angeben, in denen in der 
Folgezeit der Fortschritt gegen die genannten ersten Anfange besteht: 

1) Londini 1624. 2) Goudae 1633. 
3) Briggs, H., Arithmetica logarithmica. Editio secunda aueta per Adr. Vlacq. 

Goudae 1628. 
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a) Zuerst greift da ein Fortschritt der Theorie wesentlich ein, indem 
man in den logarithmischen Reihen ein iiufJerst brauchbares neues Hills
mittel zur Berechnung der Logarithmen erhielt. Davon wuBten die 
Berechner jener ersten Tafeln noch nichts. Neper hatte, wie wir frillier 
sahen, seine Logarithmen durch Verwendung der Differenzengleichung, 

also durch sukzessive Addition von A x berechnet und daneben sich 
x 

auch der Interpolation bedient. Bei Briggs tritt als wichtigstes Hilfsmittel 
das Quadratwurzelziehen auf; er benutzt den iibrigens auch schon in Nepers 
"constructio" (zitiert auf S. 158) angegebenen Gedanken,· daB man 
gleichzeitig mit den Logarithmen von a und b jedesmal auch den 
log -y;:b = ! (log a -I- log b) kennt; so hat wohl auch Vlacq gerechnet. 

b) Wesentliche Fortschritte werden auch in einer zweckmiifJigeren 
Druckanordnung der Tafeln erzielt, die es ermoglicht, mehr Material 
in iibersichtlicher Form auf engerem Raume zu vereinigen. 

c) Vor aHem wird die Korrektheit der Tafeln betrachtlich gesteigert, 
indem die in den alteren Tafeln, besonders in den letzten Ziffern, noch 
vielfach enthaltenen Fehler durch sorgfaltige Nachpriifung ausgemerzt 
werden. 

Unter der groBen Menge der Tafeln, die so entstanden, brauche 
ich wohl nur die aHerberiihmteste zu nennen, 

4. den "Thesaurus logarithmorum completus" (V ollstiindige Samm
lung grofJerer logarithmisch-trigonometrischer Tafeln) , den der oster
reichische Artillerieoffizier Vega 1794 in Leipzig erscheinen lieB. Das 
Original ist selten geworden, es erschien jedoch 1896 in Florenz ein Photo
typischer Abdruck. Der Thesaurus enthiilt die zehnstelligen Logarithmen 
der natiirlichen Zahlen und der trigonometrischen Linien in einer An
ordnung, die seitdem typisch geworden ist; so sehen Sie z. B. schon die 
kleinen, zur Erleichterung des Interpolierens bestimmten Differenzen
tafelchen. 

Wenn wir uns nun zum 19. Jahrhundert wenden, so bemerken wir 
eine weitgehende Popularisierung der Logarithmen, die einmal damit 
zusammenhangt, daB in den zwanziger J ahren die Logarithmen auf der 
Schule eingefiihrt werden, dann damit, daB sie mehr und mehr Anwen
dung in der physikalischen und technischen Pra1Cis finden. Dabei muBten 
sie sich freilich eine betriichtliche Kiirzung ihrer Stellenzahl gefallen lassen, 
denn sowohl das Bediirfnis der Schule als auch der Praxis drangte auf 
den Gebrauch nicht allzu voluminoser Tafeln hin, zumal drei oder vier 
Stellen fiir die bei den meisten praktischen Zwecken notige Genauigkeit 
vollkommen ausreichen. Freilich hatten wir zu meiner Schulzeit noch 
siebenstellige Tafeln, und man verteidigte diese Stellenzahl wohl damit, 
daB der SchUler so einen Eindruck von der "Majestat der Zahlen" be
kommen miisse. Heute ist man' allgemein utilitaristischer gesinnt und 
benutzt durchweg drei- oder vier-, hochstens fiinfstellige Tafeln. Drei be-
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liebig herausgegriffene moderne Tafeln lege ich Ihnen heute noch vor. 
Eines ist eine kleine handliche Tafel von Schubert l ), die vierstellig ist; 
Sie finden da allerhand Hilfsmittel, wie zweifarbigen Druck,Wiederholung 
tier Dberschriften oben und unten an jeder Seite u. dgl. angewandt, 
um l\fiBversHindnisse bei der Benutzung moglichst auszuschlieBen. 
Koch viel raffinierter eingerichtet ist eine moderne amerikanische 
Tafel von Huntington 2) , wo z. B. die Blatter mit verschiedenen Vor
spriingen und Ausschnitten versehen sind, die ein sofortiges Aufschlagen 
der gewiinschten Seite ermoglichen sollen. Endlich fUhre ich Ihnen 
hier noch einen Rechenschieber vor, der ja bekanntlich nichts als eine 
dreistellige Logarithmentafel in der allerbequemsten Gestalt eines mecha
nischen Rechenapparates darstellt; Sie kennen gewiB alle dieses Instru
ment, das ja heutzutage jeder Ingenieur fUr seine Rechnungen standig 
bei sich fUhrt. 

Wir sind nun aber noch nicht am Ende der Entwicklung angelangt, 
sondern konnen ziemlich klar iibersehen, wie sie weiter gehen wird. 
Neuerdings breitet sich namlich die Benutzung der Rechenmaschine, 
von der wir schon ohen (vgl. S. 19£.) sprachen, mehr und mehr aus, und sie 
macht die Logarithmentafel iiberfliissig, da sie ein viel rascheres und 
sichereres direktes Multiplizieren gestattet. Freilich ist die Maschine heute 
noch so teuer, daB nur groBe Rechenbiiros sie sich anschaffen konnen; 
aber wenn sie erst einmal wesentlich verbilligt sein wird, wird eine neue 
Phase des numerischen Rechnens beginnen. Was die Goniometrie an
geht, werden dann die alten Tafeln von Pitiscus, die bei ihrer Geburt 
so bald unmodern wurden, erst recht zu Ehren kommen: sie liefern direkt 
die trigonometrischen Werte, mit denen die Rechenmaschine unter 
Vermeidung des Umweges iiber die Logarithmen unmittelbar bequem 
zu rechnen gestattet. 

3. Anwendungen der goniometrischen Funktionen. 

Es bleibt uns jetzt nur noch iibrig, uns einen Dberblick iiber die 
Anwendung der goniometrischen Funktionen zu verschaffen; wir 
ziehen da drei Gebiete in Betracht: 

A. die Trigonometrie, die ja iiberhaupt den AnlaB zur Erfindung 
der goniometrischen Funktionen gab; 

B. die Mechanik, wo insbesondere die Lehre von den kleinen Schwin
gungen ein weites Anwendungsgebiet darstellt; 

C. die Darstellung periodischer Funktionen dttrch trigonometrische 
Reihen, die bekanntlich bei den verschiedensten Fragen eine sehr wich
tige Rolle spielt. 

1) [Jetzt Schubert-HauBner: Vierstellige Tafeln und Gegentafeln. Samm
lung Goschen. Leipzig 1917.] 

2) Huntington, C. V.: Four place tables. Abrigded edition, Cambridge, 
Massachussets 1907. 
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Wenden wir uns sogleich dem ersten Gegenstand zu: 

A. Trigonometrie, insbesondere spharische Trigonometrie. 

Wir haben hier eine uralte Wissenschajt vor uns, die schon in Agyp
ten in hoher Bliite stand, gefordert dureh die Anforderungen zweier 
wichtiger Wissensehaften: der Geodiisie, welche die Lehre vom ebenen, 
und der Astronomie, die diejenige vom spharisehen Dreieck brauehte. 
Fiir die Geschichte der Trigonometrie haben wir eine reiehhaltige Mono
graphie in A·. v. Braunmuhls "Vorlesungen uber Geschichte der Trigono
metrie" 1). Dber die praktische Seite der Trigonometrie informiert man 
sich am besten in E. Hammers "Lehrbuch der ebenen und sphiirischen 
Trigonometrie" 2), iiber die theoretische in dem zweiten Bande der oft
genannten "Enzyklopiidie der Elementarmathematik" von Weber-Well
stein. 

Ieh kann im Rahmen dieser Vorlesung natiirlieh nicht die ganze 
Trigonometrie systematisch entwickeln, das ist Sache spezieller Studien; 
iibrigens wird ja hier in Gottingen die praktische TrigonoIhetrie in den 
regelmaBigen Vorlesungen iiber Geodasie und spharische Astronomie 
ausgiebig beriicksichtigt. Vielmehr mochte ich lediglich iiber ein sehr 
interessantes Kapitel der theoretischen Trigonometrie zu Ihnen sprechen, 
das trotz seines hohen Alters noch heute nicht als abgeschlossen gelten kann, 
sondern noch immer viele unbearbeitete F ragen und Probleme verhiiltnismiifJig 
e/-ementaren Charakters enthiilt, deren Bearbeitung mir nicht unlohnend 
erseheint: ieh meine die sphiirische Trigonometrie. Sie finden diesen 
Gegenstand gerade aueh in Weber-Wellstein sehr ausfiihrlich behandelt, 
und zwar kommen dort namentlieh die Gedanken zur Geltung, die 
Study in seiner fundamentalen Arbeit "Sphiifische C 
Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und ellip
tische Funktionen"3) entwickelt hat. leh will Ihnen 
im folgenden einen Dberblick iiber aIle hierher ge
horigen Theorien zu geben versuchen und ins
besondere auch auf die noch offenen Fragestel-
lungen hinweisen. 

Die elementare Aujlassung eines sphiirischen 
Dreiecks bedarf kaum der naheren ErHiuterung; 

A 
c 

Abb.70. 

drei Punkte der Kugel bestimmen (wenn nieht gerade zwei von ihnen 
diametral entgegengesetzt liegen) genau ein Dreieck, in dem jeder 
der drei Winkel und jede Seite zwischen 0 und n liegt (vgl. Abb. 70). 
Es erweist sich aber bei weitergehenden Untersuchungen bald als 
zweckmaBig, die Seiten und Winkel als unbeschriinkt veriinderliche 

1) 2 Bde. Leipzig 1900 u. 1903. 2) Stuttgart 1906. [5. Aufl. 1923.] 
3) Abhandlungen der mathematisch-physikalischen Klasse der Koniglich 

Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften Bd. 20, Nr. U. Leipzig 1893. 
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GrofJen anzunehmen, die auch groBer als n oder 2 n oder Vielfache 
davon werden konnen; man hat dann von Seiten, die sich iiberschlagen. 
und W inkeln, die sich mehrfach um ihren Scheitel winden, zu reden. 
Dabei wird es notig, uber die Vorzeichen dieser GroBen bzw. den Sinn, 
in dem man sie zu mess en hat, bestimmte Verabredungen zu treffen. 
Es ist nun das Verdienst des groBen Leipziger Geometers Mobius, wie 
uberhaupt in der Geometrie, so auch in der spharischen Trigonometrie 
das Prinzip der Vorzeichen konsequent zur Geltung gebracht zu haben, 
womit erst den allgemeinen Untersuchungen mit unbeschrankt ver
anderlichen GroBen Bahn gebrochen war; besonders kommt hier die 
Arbeit "Entwicklung der Grundformeln der sphiirischen Trigonometric 
in grofJtmaglicher Allgemeinheit"l) in Betracht. 

Diese Vorzeichenbestimmungen beginnen damit, daB man einen be
stimmten Drehungssinn festlegt, in dem man um jeden Punkt A der Kugel den 
Winkel positiv messen will (vgl. Abb. 71); ist das fUr einen beliebigen 

Kugelpunkt geschehen, so iibertragt sich derselbe 
Sinn nach der Stetigkeit sofort auch auf alle 
andern Kugelpunkte. Wir mogen etwa, wie es 
ublich ist, den bei Betrachtung von der AuBenseite 
der Uhrzeigerbewegung mtgegengesqtzten U mlaufs
sinn al.s positiv nehmen. Ebenso mussen wir 
zweitens jedem grofJten Kreise der Kugel einen 
Durchlaufungssinn zuordnen; nur konnen wir 

Abb. 71. hier nicht mit Festsetzung fur einen Kreis und 
stetigem Vbergang zu allen and ern auskommen, 

da man jeden Kreis mit jedem andern auf zwei wesentlich verschiedene 
Arten zur Deckung bringen kann. Wir werden daher jedem in Betracht 
kommenden Kreise einzeln einen Sinn zuordnen und auch einen und den
selben Kreis gewissermaBen als zwei verschiedene Gebilde betrachten, je 
nachdem wir ihm den einen oder andern Sinn beigelegt haben. N ach diesen 
F estsetzungen lafJt sich jedem mit einem Durchlaufungssinn versehenen 
grofJten Kreise a eindeutig ein Pol P zuordnen, namlich derjenige seiner 
beiden Pole im elementaren Sinne, von dem aus sein Durchlaufungssinn 
als positiv erscheint; ebenso gehOrt umgekehrt iedem Punkte eindeutig ein 
"Polkreis" mit bestimmtem Durchlaufungssinne zu. Damit ist der in der 
Trigonometrie so wichtige "PolarisierungsprozefJ" eindeutig festgelegt. 

Sind nun drei Punkte A, B, C auf der Kugel gegeben, so sind 
noch einige. Angaben notig, ehe ein spharisches Dreieck mit diesen 
Ecken eindeutig bestimmt ist. Zunachst muB auf jedem der drei grofJten 
Kreise dureh A, B, C ein· Sinn festgelegt sein und angegeben werden, 
wie oft man auf ihm in diesem Sinne herumlaufen mufJ, ehe man von 

1) Berichte fiber die Verhandlungen der Koniglich Sachsischen Gesellschaft 
der Wissenschaften, mathematisch-physikalische Klasse Bd. 12. 1860. Ab
gedruckt in Mobius, F.: Gesammelte Werke Bd. II, S. 71 ff.: Leipzig 1886. 
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B nach C, von C nach A, von A nach B gelangt. Die so bestimmten 
Langen a, b, c, die beliebige reelle GroBen sein konnen, heiBen Seiten 
des sphlirischen Dreiecks; natiirlich sind sie auf die Kugel vom Radius 1 
bezogen gedacht. Die Winkel werden dann so definiert: IX entsteht durch 
.diejenige Drehung in positivem Sinne, welche den in A einmiindenden 
positiven Sinn CA in den von ihm ausgehenden positiven Sinn AB iiber
/iihrt, wobei noch additiv hinzutretende Vielfache von ± 2 n willkiirlich 
gegeben werden diirfen. Analoges gilt fiir die andern Winkel. Be
trachten wir ein gewohnlichesElementardreieck, wie es die untenstehende 
Abb. 72 andeutet, und legen die Richtungen der Seiten so fest, daB 
a, b, c kleiner als n werden, so werden, \Vie man sieht, die Winkel IX , f3, r 
nach unserer neuen Definition die Auf3enwinkel des Dreiecks, nicht, wie 
bei der elementaren Festsetzung, seine Innenwinkel. 

DaB hierbei, also bei Ersetzung der gewohrilich gemessenen Dreiecks
winkel durch ihre Supplemente, die Formeln der sphiirischen Trigono
metrie sich symmetrischer und iibersichtlicher gestalten, ist eine alt
bekannte Erscheinung. Den tieferen Grund 
dafiir konnen wir in folgendem erblicken: 
Der oben erorterte PolarisationsprozeB 
-gibt zu jedem auf Grund der Mobiusschen 
Vera bredungen festgelegten Dreiecke vollig 
eindeutig ein anderes Dreieck, das "Po
lardreieck" des ersten, und man sieht 
leicht ein, daB dieses bei Zugrundelegung 
unserer neuen Definitionen einfach die 

Abb·72. 

Winkel des Ausgangsdreiecks zu Seiten und dessen Seiten zu Winkeln hat. 
Demgemiif3 muf3 jede au/ Grund dieser Bezeichnung ausgesprochene Formel 
der sphlirischen Trigonometrie auch gelten, wenn wir in ihr a, b, c bzw. 
IX, f3 ,r vertauschen, so daB stets eine ein/ache Symmetrie vorhanden sein 
muB. Bei der elementaren Winkel- und Seitenmessung hingegen besteht 
diese einfache Symmetne nicht, sondern die Beziehung zwischen Dreieck 
und Polardreieck hangt davon ab, wie man im einzelnen Falle Winkel 
und Seiten annimmt und iiber die Doppeldeutigkeit des Poles eines 
ohne Durchlaufungssinn gegebenen Kreises entscheidet. 

Es ist nun klar, daf3 von den so de/inierten sechs Bestimmungsstiicken 
des sphiirischen Dreiecks nur drei unabhiingig voneinander kontinuier
lich varia bel sein konnen: etwa zwei Seiten und der eingeschlossene 
Winkel. Die Formeln der spharischen Trigonometrie stellen eine An
zahl von Relationen zwischen ihnen, oder - genauer gesagt - von 
algebraischen Relationen zwischen ihren zwolf Cosinus und Sinus dar, 
durch die nur drei dieser zwolf GroBen willkiirlich variabel gelassen 
werden konnen, wahrend die andern neun algebraisch von ihnen ab
hangen; indem wir zu den cos und sin iibergehen, leisten wir natiirlich 
auf die Festlegung der additiv hinzutretenden Vielfachen von 2 n 
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Verzicht. Fassen wir die Trigonometrie iiberhaupt als Inbegritf aZZer 
moglichen solchen algebraisehen Relationen auf, so werden wir moderner 
Denkweise entsprechend ihre Aufgabe auch so fassen konnen: Wir 
deuten die Gr0J3en: 

Xl = cosa, x 2 = cosb, xa = cose, x 4 = COSD;, Xb = cosf3, X6 = cosr, 

als Koordinaten eines zwolfdimensionalen Raumes R12 ; die Gesamtheit 
aller derjenigen seiner Punkte, die wirklieh moglichen sphiirischen Drei
eeken a, ... , r entspreehen, stellt eine dreidimensionale algebraisehe M annig
faltigkeit Ma dieses R12 dar, und diese Ma im Rl2 soU studiert werden. 
Damit ist die sphiirisehe Trigonometrie der allgemeinen analytischen 
Geometrie mehrdimensionaler Riiume eingeordnet. 

Diese M a muB nun verschiedene einfache Symmetrien besitzen. 
So hatte der PolarisierungsprozeB ergeben, daB man durch Vertauschung 
von a, b, e mit ~,f3, r stets wieder ein spharisches Dreieck erhalt; in 
unsere neue Sprechweise ubertragen heiBt das, daB man aus jedem 
Punkte der Ma eir,en weiteren ihr angehorigen erhalt, indem man 
Xl' X2 , Xa, YI' Y2' Ya bzw. mit x 4 , x 5, x 6 , Y4' Y5' Y6 vertauscht. Weiterhin 
existieren zu jedem Dreieck, entsprechend der Zerlegung des Raumes 
in acht Oktanten durch die Ebenen der drei groBten Kreise, sieben 
Nebendreieeke, deren Stiicke aus denen des ursprunglichen durch Vor
zeichenwechsel und Addition von n hervorgehen; das gibt zu jedem 
Punkte der Ma sieben weitere PUllkte, deren Koordinaten Xl' ... X6 

durch Vorzeichenwechsel entstehen. Die Gesamtheit dieser Symmetrien 
fiihrt schHeBlich zu einer gewissen Gruppe von Vertauschungen tlnd 
V orzeiehenweehseln der Koordinaten des R12 , welehe die Main sich trans
formiert. 

Die wichtigste Frage ist nun die nach den algebraisehen Gleichungen, 
denen die Koordinaten der Punkte von M a geniigen und welche die Gesamt
heit der trigonometrischen Formeln bilden. Da immer cos ~2 + sin lX2 = 1 
ist, haben wir zunachst einmal die seehs quadratischen Relationen: 

(1 ) (i = 1, 2, ... , 6) 

die geometrisch gesprochen - seehs Zylinder/liiehen zweiter Ordnung 
F(2) durch die Ma darstellen. 

Weitere sechs Formeln eibt der Cosinussatz der sphiirischen Tri
gonometrie, der in unserer Bezeichnung heiBt: 

cosa = cosb cose - sinb sine cos lX, 

woraus durch Polarisation entsteht: 

cos ~ = cos f3 cos r - sin f3 sin r cos a. 
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Diese Gleichungen nebst vier weiteren durch zyklische Vertauschung 
von a, b, e und IX, fJ, r entstehenden Formeln bestimmen im ganzen 
seehs kubisehe Fllichen F(3) durch die M 3: 

(2) 

(3) X4=X5Xe-Y5Y6XI' X5 =Xe X4-Y6Y4 X2' xO=x4 x5 -Y4Y5 xa· 

Endlich konnen wir noch den Sinussatz heranziehen, der sich durch 
das Verschwinden der Unterdeterminanten folgender Matrix aus
driickt: 

1\ sina, sinb, 
sin IX , sinfJ, 

ausgeschrieben: oder 

s~nel = IYI' Y2' Yal 
SID)' Y4' YS' Y6 

(4) Y2 Ye - Ys Y5 = Ya Y4 - YI Yo = YI Yo - Y2 Y4 = o. 
Diese Ausdriicke stellen drei quadratische F(2) dar, von denen allerdings 
nur zwei unabhangig sind. So haben wir im ganz'en 15 Gleiehungen liir 
unsere M 3 im R12 autgestellt. 

Nun reichen zur Festlegung eines dreidimensionalen algebraischen 
Gebildes im R12 im allgemeinen keineswegs 12 - 3 = 9 Gleichungen aus, 
da schon in der gewohnlichen Geometrie des Ra bekanntlich durchaus 
nicht jede Raumkurve als voller Schnitt zweier algebraischer Flachen 
darstellbar zu sein braucht; das einfachste Beispiel ist die Raumkurve 
dritter Ordnung, zu deren Festlegung mindestens drei Gleichungen 
notwendig sind. Man sieht auch in unserem Falle leicht, daB die neun 
Gleichungen (1) und (2) die Ms noch nicht festlegen; es kann namlich 
bekanntlich aus dem Cosinussatz der Sinussatz nur bis aul ein Vorzeiehen 
hergeleitet werden, das man dann durch geometrische Dberlegungen 
zu bestimmen p£1egt. Man wird nun zu wissen wunsehen, welehe und 
wieviel der trigonometrisehen Gleiehungen denn eigentlich unsere M s voll
kommen bestimmen. Dberhaupt mochte ich hier vier bestimmte Fragen 
formulieren, auf welche die bisherige Literatur keine prazise Antwort zu 
geben scheint; es konnte sich wohllohnen, sie eingehend zu untersuchen, 
und das diirfte auch nicht einmal besonders schwer sein, wenn man sich 
nur eine gewisse Geschicklichkeit in der Handhabung der Formeln 
der spharischen Trigonometrie angeeignet hat. Meine Fragen sind: 

1. Was ist die Ordnung der Ms? 
2. Welches sind die niedersten Gleiehungen, dureh die sieh die Ms 

rein darstellen llif3t? 
3. Welches ist das volle System der linear una b h Ii n gig en, die M 3 

darstellenden Gleichungen, d. h. der Gleichungen t I = 0, ... , Itl = 0, aus 
denen die Gleichung jeder andern durch Ms gehenden Flache mit 
ganzen rationalen Faktoren ml , ... , mn linear in der Form mIll + ... 
+ m,. In = 0 zusammengesetzt werden kann? Hierzu konnen mehr 
Gleichungen notig sein, als unter 2. verlangt wird. 

K 1 e i n, Elementarmathematik I. 3. Auf!. 13 
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4. Welche algebraischen !dentitaten (sogenannte Syzygien) bestehen 
zwischen diesen n Formeln 11' ... , In? 

Man kann sich tiber diese Dinge an Untersuchungen orientieren, 
die in genau derselben Richtung, von nur wenig verschiedener Frage
stellung ausgehend, bereits vorliegen. Sie sind in der Gottinger Disser
tation von Fri. Chisholm 1) (der jetzigen Frau Young) von 1894 enthalten, 
die tibrigens die erste Dame ist, welche in PreuBen ein normales Doktor
examen bestand. Von den verschiedenen Ansatzen von Frl. Chisholm 
ist namentlich der bemerkenswert, daB sie als unabhiingige Koordinaten 

-die Cotangenten der halben Winkel und Seiten verwendet; denn da tg~ 

(und ebenso natiirlich ctg~) eine Fundamentalfunktion ist, durch die 

sich cos /X und sin /X eindeutig ausdrticken, lassen sich die samtlichen 
trigonometrischen Gleichungen als algebraische Relationen zwischen 

ctg !!...., ... , ctg L schreiben. Die sphiiriscken Dreiecke bilden daher ietzt 
2 2 

eine dreidimensionale algebraische Mannigfaltigkeit Ms in -dem sechs-

dimensionalen Raume Re, der ctg!!...., ... , ctg ~, ctg ~ , ... , ctg Z zu 
222 2 

Koordinaten hat. Von dieser Ms zeigt Frl. Chisholm, daB sie von der 
O,dnung 8 und als 1lo11er Schnitt dreier Fliichen zweiten Grades (quadra
tischer Gleichungen) des Rs darsteHbar ist, und sie untersucht auch die 
weiteren Fragen, die sich hier im Sinne der oben angegebenen Gesichts
punkte anschlieBen. 

In meiner Vorlesung tiber die hypergeometrische Funktion 2) habe ich 
die Gruppe von Formeln der sphiirischen Trigonometrie, tiber die ich 
bisher sprach und die die Sinus und Cosinus der Seiten und Winkel ver
kniipfen, Formeln erster Stule genannt und ihnen eine wesentlich ver
schiedene Formelgruppe als Formeln zweiter Stufe entgegengesteHt. 
Das sind algebraische Gleichungen zwischen den trigonometrischen Funk
tionen der h a I ben Winkel und Seiten, und man wird daher bei ihrem 
Studium am besten die zwalf GraBen: 

a . a /X. /X 
cos 2" , sm2 ,···; cos2 , sm2 ,··· 

als Koordinaten eines neuen zwolfdimensionalen Raumes RJ.2 betrachten, 
in dem die spharischen Dreiecke wiederum eine dreidimensionale 
algebraische Mannigfaltigkeit M~ bilden. Vor aHem kommen hier jene 
eleganten Formeln in Betracht, die am Anfang des vorigen Jahrhunderts 
fast gleichzeitig unabhangig voneinander von Delambre (1807), von 
M ollweide (1808) und endlich von GaufJ 1809 [in der "Theoria m"otus 

1) Algebraisch-gruppentheoretische Untersuchungen zur spharischen Trigono
metrie. Gottingen 1895. 

2) W.-S. 1893/94. Ausgearbeitet von E. Ritter. - Neudruck Leipzig 1906. 
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corporum coelestium", Nr. 541)) publiziert worden sind. Es sind zw6lf F or
meln, die durch zyklische Vertauschung aus: 

. p+r b-c . P-r 
Slll-- cos--- Slll--. 

2 2 2 

. b- C 
Slll--

2 
---=± =4=---

lX a lX a 
sin- cos- sin- sin-

2 2 2 2 

cosP + r b+c cosP - r b+c 
cos-- Slll--

2 2 2 2 
=4= =± 

lX a lX a 
cos- C0S- cos- sin-

2 2 2 2 

entstehen. Das Wesentliche und Neue an ihnen den Formeln erster 
Stufe gegeniiber ist nun das doppelte V orzeichen, mit dem es sich so 
verhalt: Fur ein und dasselbe Dreieck gelten in samtlichen zw6lt Formeln 
gleichzeitig entweder die oberen oder die unteren Vorzeichen, und- es gibt 
Dreiecke sowohl der einen als der andern Art. Die M; der sphiirischen 
Dreiecke in dem vorhin detinierten R12 genugt also zwei ganz ver
schiedenen Systemen von je zw6lt kubischen Gleichungen und zer-

taUt daher in zwei getrennte algebraische Mannigtaltigkeiten: M 3 , fUr 

die das eine, und M 3 , fUr die das andere Vorzeichen gilt. Durch diese 
merkwiirdige Erscheinung erhalten jene Formeln die groBte Bedeutung 
fUr die Theorie der spharischen Dreiecke und werden viel mehr als 
bloBe Umformungen der alten Gleichungen, die hochstens zur Erleich
tenmg der trigonometrischen Rechnung dienen. Delambre und MolI
weide betrachteten die Formeln nur von diesem praktischen Standpunkte 
aus, erst GaufJ hatte eine tiefere Einsicht, denn er weist ausdriicklich 
auf die Moglichkeit eines Vorzeichenwechsels hin, "wenn man die Idee 
des spharischen Dreiecks in groBter Allgemeinheit auffaBt"; es scheint 
mir darum wohl berechtigt, die Formeln nach GauB zu nennen, wenn 
er die Prioritat der Veroffentlichung auch nicht besitzt. 

Die ganze Tragweite dieser Erscheinung hat aber erst Studyerkannt 
und in seiner auf S.189 zitierten Arbeit von 1893 entwickelt. Sein Haupt
resultat laBt sich am bequemsten aussprechen, wenn man den sechs
dimensionalen Raum R6 betrachtet, der die Werte a, b, c, lX, p, r selbst, 
als unbeschrankte Variable aufgefaBt, zu Koordinaten hat; wir nennen 
sie transzendente Bestimmungsstucke des Dreiecks im Gegensatz zu den 

algebraischen Bestimmungsstiicken cosa, ... oder cos~, ... , da 
2 

jene transzendente, diese aber algebraische Funktionen der gewohn
lichen raumlichen Koordinaten der Dreiecksecken sind. In diesem Re 
zeichnet sich die Gesamtheit aller spharischen Dr~ecke als die "tran
szendente Mannig/altigkeit" M~t) ab, deren Bild im Ri2 die vorhin 

1) Ahgedruckt Werke, Bd. VII, S.67. Leipzig 1906. 

13* 
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betrachtete algebraische M~ war. Da diese aber in zwei Stucke zer

fiel und die abbildenden Funktionen cos~, ... eindeutige stetige 
2 

Funktionen der transzendenten Koordinaten sind, muB auch die tran
szendente M~t) mindestens in zwei getrennte Stucke zerfallen. Der Studysche 
Satz lautet nun: Die transzendente M~t) der uberhaupt bei einem sphiirischen 
Dreieck allgemeinster Art aujtretenden Werte a, b, c, ()(" fJ, y zerjiillt ent
sprechend dem doppelten Vorzeichen in den GaufJschen Formeln jreilich 
in zwei voneinander getrennte Stucke, von denen jedoch jedes ein in sich 
zusammenhiingendes Kontinuum darstellt. Das Wesentliche dabei ist 
das AusschliefJen fedes weiteren Zerjallens; man kann also nicht etwa 
durch weiteres Verfolgen der trigonometrischen Formeln zu ahnlichen, 
eben so tiefgreifenden Einteilungen der spharischen Dreiecke gelangen. 
Man nennt nun die Dreiecke des ersten, dem oberen Zeichen der GauB
schen Formeln entsprechenden Stuckes eigentliche Dreiecke, die des 
andern uneigentliche und kann alsdann den Studyschen Satz auch 
kurz so aussprechen, dafJ die Gesamtheit aller sphiirischen Dreiecke in 
ein Kontinuum der eigentlichen und eines der uneigentlichen Dreiecke 
zerjiillt. Sie find en ubrigens nahere Ausfiihrungen dazu und einen Be
weis des Satzes im Weber-Wellstein 1); ich gebe hier nur in moglichst 
ubersichtlicher Weise die Resultate an. 

Ich muB da Naberes uber den Unterschied beider Dreiecksarten 
sagen: Geben wir irgendein spharisches Dreieck, d. h. ein "zulassiges 
Wertesystem" der a, b, c, ()(" fJ, y, deren cos und sin den Formeln erster 
Stufe genugen, und die daher einen Punkt der M~t) darstellen! Wie 
konnen wir entscheiden, ob es sich um ein eigentliches oder uneigentliches 
Dreieck handelt? Wir bilden, urn diese Frage zu beantworten, .zunachst 
die kleinsten positiven Reste ao, bo' Co, ()('o,Po, Yo der gegebenen Zahlen 
in bezug auf den Modul 2 n: 

ao - a (mod 2 n), .. , ()(,o = ()(, (mod 2 n), ... . 

o < ao < 2 n , . . . 0 ~ ()(,o < 2 n , ... . 

Ihre cos und sin stimmen mit denen von a, ... ()(" ... uberein, so daB 
sie wiederum ein spharisches Dreieck darstellen, welches wir das dem 
ursprunglichen zugehorige reduzierte oder M oebiussche Dreieck nennen 
wollen, da Moebius selbst auf Veranderlichkeit der Stucke uber 2 n 

hinaus noch nicht einging. Nun wollen wir zunachst durch eine kleine 
Tabelle entscheiden, wann ein Moebiussches Dreieck eigentlich und un
eigentlich ist; Sie find en diese in etwas weniger ubersichtlicher Form 
in Weber-Wellstein (S. 352, 379, 380), der auch (S. 348, 349) Abbil
dungen fUr die Typen eigentlicher und uneigentlicher Dreiecke gibt. 
Wir nennen, wie das ublich ist, einen Winkel iiberstumpf, wenn er 

1) Ed. II, 2. Auf I. (1907). S. 385ff. (§ 47). 
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zwischen Jl und 2 Jl liegt, und wenden diese Bezeichnung der Kfuze 
halber auch auf die Seiten des spharischen Dreiecks an. Dann haben 
wir im ganzen je vier typische Falle beider Arten aufzuzahlen: 

1. Eigentliche Moebiussche Dreiecke: 

1. 0 Seiten iiberstumpf; 0 Winkel iiberstumpf. 
2. 1 Seite iiberstumpf; 2 anliegende Winkel iiberstumpf. 
3. 2 Seiten iiberstumpf; 1 eingeschlossener Winkel iiberstumpf. 
4. 3 Seiten iiberstumpf; 3 Winkel iiberstumpf. 

II. Uneigentliche Moebiussche Dreiecke: 

1. 0 Seiten iiberstumpf; 3 Winkel iiberstumpf. 
2. 1 Seite iiberstumpf; 1 gegeniiberliegender Winkel iiberstumpf. 
3. 2 Seiten iiberstumpf; 2 gegeniiberliegende Winkel iiberstumpf. 
4. 3 Seiten iiberstumpf; 0 Winkel iiberstumpf. 

Andere als die hier autgeziihlten Fiille gibt es nicht, so dafJ damit in der Tat 
fiber die Art jedes M oebiussehen Dreiecks entschieden ist. 

Der Obergang zum allgemeinen Dreieck a, ... lX, ••• vom zugeh6rigen 
reduzierten aus wird nach dem oben Gesagten vermittelt durch Formeln 
von der Art: 

a = ao + ti.l • 2:n , b = bo + n2 • 2 II , 

lX = lXo + J'l • 2:n , (J = (30 + v2 • 2:n , 

c = Co + n3 • 2:n , 

y = Yo + v3 ' 2:n, 

und es gilt nun der Satz: ] e naehdem die Summe der seehs ganzen Zahlen 
n1 + n 2 + na + VI + v2 + "a gerade oder ungerade ist, behiilt das all
gemeine Dreieck den Charakter des reduzierten Dreiecks als eigentliehes 
oder uneigentliches, oder es wechselt ihn. Danach ist die Art eines jeden 
Dreiecks bestimmt. 

leh schlieBe diesen Abschnitt mit einigen Erorterungen iiber den 
Fliicheninhalt sphiirischer Dreiecke. Davon ist in den Studyschen Unter
suchungen und auch in der Darstellung von Weber-Well stein gar nicht 
die Rede; wohl aber kommt dieser Begriff in meinen iilteren tunktionen
theoretischen Untersuchungen fiber Kreisbogendreiecke zur Geltung. 
Wahrend bisher das Dreieck nichts als der Inbegriff dreier, nur den 
Cosinus- und Sinus-Sat zen geniigenden Winkel und Seiten war, handelt 
es sich da urn bestimmte, von diesen Seiten begrenzteFliichenstiicke, gewisser
maBen urn Membrane, die zwischen den drei Seiten mit passenden Win
keln eingespannt sind. 

Freilich wird es dabei nicht mehr angebracht sein, die "AufJen
winkel" ()(" (3, r des Dreiecks in Betracht zu ziehen, wie wir das bisher 
aus Symmetriegriinden taten, sondern wir werden von denjenigen 
W inkeln reden, welche die M e'mbran selbst an den Eckpunkten bildet und die 
wir kurzweg Innenwinkel des Dreiecks nennen wollen. leh bezeichne 
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sie, wie ieh es gewohnt bin, mit In, I-'n, vn (vgl. Abb.73). Auch 
diese Winkel konnen unmittelbar als unbesckriinkt variable, nur posi
tive Gropen angesehen werden, da wir Windungspunkte in den Ecken 
der Membran nicht ausschlieBen wollen. Entsprechend seien die ab
soluten Langen der Seiten mit In, m n, n n bezeichnet, die gleichfalls 
unbeschriinkt positiv variable Gropen sind. Aber jetzt durfen nieht mehr, 
wie frUber, alle Seiten und Winkel unabhangig voneinander sich 
beliebig oft "uberschlagen", d. h. beliebige additive Vielfache von 2 n 
enthalten, sondern die Tatsache, dap eine einzige zusammenkiingende 
M embran mit diesen Seiten und W inkeln existiert, driickt sick in gewissen 
Relationen zwischen den Oberscklagungszaklen aus, die ieh in meiner Arbeit 
"Obir die N uUstellen der hypergeometriscken Reike"l) Ergiinzungsrelationen 
der sphiirischen Trigonometrie genannt habe. Sie lauten, wenn E(x) die 
groBte von x ubertroffene positive ganze Zahl bezeichnet, [E(x) < x]: 

Abb, n 

E (~) = E (l - I-' ~ Y + 1), 
E (m) = E ( - l + I-' - Y + 1 ), 

2. , 2 

E(;)=E(-l-I-'2+ V + 1 ), 

und da E (~) z. B. die in der Seite In ent
.2 

haltenen Vielfachen von 2 n angibt, so bestimmen diese Relationen gerade 
die fraglichen Oberschlagungszahlen der Seiten l:n:, m:n:, n:n:, wenn man die 
Winkel l n, I-':n:, Y n einschlieplich ihrer Oberschlagungszahlen kennt. Man 
sieht insbesondere leieht ein, daB bei positiven 1,1-', Y hochstens eine 
der drei Zahlen l - I-' - v, -1 + I-' - Y, - l - I-' + Y positiv sein kann; 
also kann auch nur eines der drei Argumente der rechten Seiten gr6Ber 
als 1 sein, und da E(x) = 0 fUr x <: 1, ist nur eine der drei Seiteniiber
schlagungszahlen moglicherweise von Null verschieden. Es kann sich also 
bei einer Dreiecksmembran hOchstens eine Seite, und zwar die dem grofJten 
Winkel gegeniiberliegende, iiberschlagen (> 2 n sein). 

Was den Beweis dieser Erganzungsrelationen angeht, so verweise ich 
auf meine freilich seit einigen J ahren vergriffene autographierte Vorlesung 
"Dber die hypergeometrische Funktion" (S. 384ff,)2); da ist ubrigens, 
ebenso wie in der Arbeit in Annalen Bd. 37, der Ansatz wesentlich weiter 
gefaBt, als ich es hier angebe, indem auch solche "spharischen Dreiecke" 
betrachtet werden, die von beliebigen, nicht notwendig gropten Kreisen 
begrenzt werden. Ich will hier nur mit einigen Worten den Ge-

1) Mathematische Annalen Band 371 1888 .. [Abgedruckt in Klein, F.: Ge
sammelte mathematische Abhandlungen Band II, S. 550. 1921.] 

2) Die Vorlesung wurde bereits zitiert auf S. 194. 
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dankengang des Beweises charakterisieren. Man gebt von einem ele
men tar en Dreieck aus, in das sieh sieher eine Membran einspannen Hi.fit, 
und gewinnt aus ihm nach und nach die allgemeinsten zuHi.ssigen 
Membrangestalten, indem man in geeigneter Weise wiederholt kreis
formige M embranscheiben an den Seiten anhiingt oder mit Verzweigungs
punktet'L an den Ecken einhangt. Die Abb. 74 
zeigt als Beispiel - in stereographischer 
Projektion gedacbt - ein Dreieck ABC, 
das aus einem elementaren, durch Einhan
gung der einen vom groBten Kreise A B be
grenzten Halbkugel entsteht, wodurch sowohl 
die Seite A B als der Winkel bei C sich ein
mal iiberschlagt. Man sieht, daB bei diesem 
ProzeB die Erganzungsrelationen erhalten 
bleiben, und findet schlieBlich ebenso, daB sie 
auch fUr die allgemeinste, durch solche Pro
zesse aufzubauende Dreiecksmembran gelten. 

Abb.74. 

Wir miissen nun noch genau zusehen, wie sich diese Dreiecke, die 
der Erganzungsrelation genii-gen, in die vorher besprochene allgemeine 
Theorie einordnen. Sie sind offenbar nur Spezialfalle, da doch im all
gemeinen die Oberschlagungszahlen der Seiten und Winkel ganz be
liebig sind, Spezialfalle, die eben dureh die Moglichkeit des Einspannens 
einer M embran charakterisiert sind. Man kann freilich hier zunachst 
stutzig werden: Wir haben ja gesehen, daB alle eigentlichen Dreiecke -
die auch keineswegs samtlich den Erganzungsrelationen zu geniigen 
brauchen - ein Kontinuum bilden, und daB man 
daher jedes von ihnen durch kontinuierlichen Ober
gang aus einem Elementardreieck herleiten kann; 
man sollte doch meinen, daB die in das Elementar
dreieck einzuspannende 
Membran dabei unmog
lich verloren geht. 
Die Aufklarung dieser 
Schwierigkeit ergibt sich 

Abb. 75. Abb.76. 

erst, wenn man das M oebiussche Prinzip der V orzeichenbestimmung 
auch auf Flacheninhalte ausdehnt; danach ist dann eine Plache positiv 
oder negativ zu rechnen, ie nachdem man sie in positivem (entgegen 
dem Uhrzeiger) oder negativem Sinne umlauft. Begrenzt ein sich 
selbst durchdringender Kurvenzug mehrere Flachenstiicke, so ist als 
ganze, von ihm begrenzte Flache demgemaB die algebraische Summe 
der mit dem richtigen Vorzeichen genommenen einzelnen umlaufenen Teile 
zu rechnen, in Abb. 75 z. B. die Differenz, in Abb. 76 die Summe von 
den durch verschiedene Schraffierung unterschiedenen Teilen. Diese 
Festsetzungen sind natiirlich lediglich der geometrische Ausdruck von 
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dem, was die analytische Definition des FHicheninhalts von selbst 
liefert. 

Wenden wir dies speziell auf Kreisbogendreiecke an, so zeigt sich 
in der Tat, dafJ man einem J'eden eigentlichen Dreieck einen Fliichen
inhalt auf der Kugel zuordnen kann, dessen einzelne Teile bei einmaliger 
Durchlaufung des Dreiecksumfanges teils positiv, teils negativ um
laufen werden und daher auch mit verschiedenen V orzeichen in Rechnung 
zu stellen sind. Die Dreiecke, fur welche die Ergiinzungsrelation gilt, 
haben alsdann nur das Besondere, dafJ ihr Fliicheninhalt aus einem einzigen, 
in positivem Sinne umlaufenen Membranstuck besteht; diese Eigenschaft 
verleiht ihnen gerade fUr die funktionentheoretischen Zwecke, zu denen 
ich sie in meinen friiheren Arbeiten brauchte, ihre groBe Bedeutung. 

Ich will diese Sachlage nun noch an einem Beispiele naher erlautern. 
Wir betrachten das in der Abb. 77 in stereographischer Projektion 

Abb. 77. 

dargestellte Dreieck ABC, wobei A der von dem 
Bogen B C entferntere Schnittpunkt der gr6Bten 
Kreise B A, C A ist, deren zweiter Schnitt A' 
heiBe. Obertragt man die allgemeinen Defi
nitionen der AuBenwinkel (S. 191) auf ihre 
Supplemente, die Innenwinkel, so findet man, 
daB ft n und 'V n die Drehungder DreiecksseiteBC 
in B A bzw. von C A in C B messen und daher 
in unserm FaIle positiv sind; eben so miBt A. n 
die Drehung von A B in A C und ist daher 
negativ; wir setzen A. = _l', l' > o. Das Drei
eck A'BC bildet dann offenbar ein Elernentar-
dreieck mit den Winkeln l' n, ft n, 'V n, die samt

lich positiv sind. Umlaufen wir nun den Dreiecksumfang ABC im an
gegebenen Sinne, so wird das Elementardreieck A'BC in posltivem, das 
Kugelzweieck AA' aber in negativem Sinne umlaufen, und wir werden 
als Flacheninhalt des Dreiecks ABC nach den Moebiusschen Festsetzun
gen die Differenz dieser beiden Fliichenstucke zu rechnen haben. Diese 
Zerspaltung der Dreiecksmembran in einen positiven und einen nega
tiven Teil kann man sich gemaB dem Umlaufssinn der Begrenzung 
anschaulich vielleicht so vorstellen, daB die Membran bei A' tordiert 
ist, so daB in dem unteren Zweieck die negativ zu rechnende Riickseite 
zum Vorschein kommt. Es ist leicht, sich hiernach kompliziertere 
Beispiele zu bilden. 

Ich will nun endlich an demselben Beispiele noch zeigen, dafJ 
bei dieser allgemeinen A uffassung des Fliicheninhalts die elementare 
Inhaltsformel der sphiirischen Trigonometrie bestehen bleibt. Bekanntlich 
wird der Inhalt eines spharischen Dreiecks mit den Winkeln l n, ft n, 'V n 
auf der Kugel yom Radius 1 angegeben durch den sogenannten 
"sphiirischen ExzefJ" (1 + ft + 'V - 1) n, wofern l, ft, 'V > 0 ist. Wir wollen 
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nun uns klar machen, daB diese Formel auch fur unser Dreieck ABC 
richtig bleibt. Zunachst ist namlich der Inhalt des Elementardreiecks 
A'BC sicherlich (A' + f-t + v-i) n; davon haben wir abzuziehen 
den Inhalt des Kugelzweiecks AA' von der Winkeloffnung A' n, der 
gleich 2),' n ist (da der Inhalt eines Kugelzweiecks proportional seinem 
Winkel ist und fur den Winkel 2n - die Vollkugel - den Wert 4 n 
erhalt). Wir erhalten daher als Inhalt von AB C in der Tat: 

(),' + f-t + v-i) n - 2),' n = (-A' + f-t + v-i) n = (), + f-t + v-i) n. 

In iihnlicher Weise wiirde sich nun wahrstheinlich, wenn man in ein 
allgemeines eigentliches Dreieck mit beliebigen W inkeln und Seiten passend 
eine mehrteilige Membran einzuspannen versucht und aUf Grund der 
V orzeichenregel den I nhalt als algebraische Summe der einzelnen T eile 
bestimmt, die allgemeine Giiltigkeit der Inhaltsformel (J. + f-t + v-i) n 
ergeben, wobei natiirlich ), n, . .. als wirkliche Winkel der M embran, 
nicht etwa wie friiher als Auf3enwinkel anzusehen sind. Die hiermit 
verlangte Untersuchung ist nun freilich noch nicht ausgefuhrt, sie bietet 
aber gewiB keine sehr groBen Schwierigkeiten, und ich wurde sehr 
wunschen, daB sie angestellt wi.irde. Besonders wichtig ware es dabei, 
unter dem voliegenden Gesichtspunkt die Rolle der uneigentlichen Drei
ecke zu klaren. 

Damit verlasse ich die Trigonometrie und wende mich der zweiten 
wichtigen Anwendung der goniometrischen Funktionen zu, die auch 
in den Bereich der Schule faUt. 

B. Lehre von den kleinen Schwingungen, insbesondere 
Pendelsch wingungen. 

Ich erinnere zunachst in Kurze an die Ableitung des Pendelgesetzes, die 
wir auf der U ni versi tat unter Benutzung der Infini tesimalrechnung zu ge ben 
pflegen. Ein Pendel (vgl. Abb. 78) von der Masse m hange an einem 
Faden von der Lange l, sein Ausschlagswinkel aus 
der Gleichgewichtslage sei tp. Da die vertikal ab-
warts gerichtete Schwerkraft mg wirkt, so schlieBt 
man aus den Grundgleichungen der Mechanik leicht, 
daB die Bewegung des Pendels durch die Gleichung: 

(1 ) 

l l 

Abb.78. 

bestimmt wird. Fur kleine Ausschlage konnen wir mit hinreichender 
Annaherung sin tp durch tp ersetzen und erhalten dann fur die so
genannten unendlich kleinen Pendelschwingungen: 

d2 tp g 
(2) dt2 = -Ttp. 
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Das allgemeine Integral dieser Gleichung wird nun bekanntlich durch 
goniometrische F unktionen gege ben, die hier also, wie frillier schon betont, 
gerade vermoge ihrer Differentialeigenschaften hineinspielen, und zwar 
ist das allgemeine Integral: 

rp = A sin Vi f t + B cos V f t, 
wo A, B willkiirliche Konstante sind, oder unter Einflihrung geeigneter 
neuer Konstanten C, to: 

l rg 
(3) rp=C·cos I.T(t-to), 

wo C die Amplitude, to die Phase der Schwingung heiBt; flir die Dauer 

einer ganzen Schwingung folgt hieraus der Wert T = 2 n V'; . 
Ganz anders aber als bei diesen einfachen und klaren Betracht'mgen, 

die sich bei naherem Eingehen auf die Sache natiirlich auch durchaus 
ansc:;haulich gestalten lassen, sieht eine verbreitete Behandlung des Pendel
gesetzes im Schulunterricht aus, die man die "elementare" nennt. Da will 
man ja die konsequente Infinitesimalrechnung unter allen Umstanden 
vermeiden, wahrend die Physik gerade hier durch die innerste Natur 
ihrer Probleme die Verwendung von Infinitesimalmethoden gebieterisch 
fordert; also verwendet man ad hoc erfundene Verfahren, die Infinitesi
malgedanken enthalten, ohne sie beim richtigen Namen zu nennen. 
Natiirlich wird ein solcher Aufbau auBerst kompliziert, wenn er wirk
lich exakt sein soIl; daher tragt man ihn denn tatsachlich vielfach so 
liickenhaft vor, daB von einem Beweise des Pendelgesetzes kaum mehr 
die Rede sein kann. So entsteht dann die kuriose Erseheinung, daB 
ein und derselbe Lehrer in der einen Stunde - der Mathematik - an 
die logische Exaktheit der Sehliisse die allerhoehsten Anforderungen 
stellt, denen nach seiner noeh von der Tradition des 18. Jahrhunderts 
abhangigen Meinung die Infinitesimalreehnung nieht geniigt, in der 
nachsten Stunde aber - der Physik - zu den anfechtbarsten Schliissen, 
zur killinsten Verwendung des Unendlichkleinen greift. 

Lassen Sie mich zur naheren Erlauterung kurz den Gedankengang 
einer solchen elementaren Ableitung des Pendelgesetzes darstellen, die 
in der Tat in Lehrbiichern und im Unterricht verwendet wird. Man 
geht hier aus von dem konischen Pendel, das ist ein raumliches Pendel, 
dessen Spitze sich speziell mit gleich/Ormiger Geschwindigkeit v auf einem 
Kreise um die Vertikale als Achse bewegt, so daB der Pendelfaden 
einen Kreiskegel besehreibt (vgl. Abb. 79); das ist die Bewegung, die 
die Meehanik als regulare Prazession bezeiehnet. Die Mogliehkeit einer 
solchen Bewegung nimmt man auf der Schule natiirlieh als durch 
das Experiment gegeben an und fragt nur noch nach der bei ihr 
obwaltenden Beziehung zwischen Geschwindigkeit v und dem konstanten 
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Pende1aussch1age qJ = ~ (Offnungswinkel des vom Faden beschriebe
nen I\egels). 

Dabei bemerkt man zunachst, daB die Pendelspitze einen Kreis vom 
Radius r = 1 sin ~ beschreibt, wofiir man r = 1· ~ setzen kann, wenn ~ 
hinreichend klein genommen wird. Nun spricht man von der Zentrifuga1-
kraft und leitet die Formel her, daB dieser mit der Geschwindigkeit v um
laufende Punkt die Zentrifugalkraft: 

v2 v2 
m-=m--

r t· ~ 
ausiibt, der zur Aufrechterhaltung der Bewegung eine gleich groBe, nach 
dem Mittelpunkt der Kreisbahn hin gerichtete Zentripetalkraft entgegen
wirken muB. Diese erh1i1t man aber, wenn man die Schwerkraft nach 
dem Kriiiteparallelogramm in eine in der 
Fadenrichtung wirkende und eine in der 
Kreisebene gelegene zweite Komponente von 
der GroBe m· g. tg~ zerlegt (vgl. Abb. 79). 
Dafiir kann man mg· ~ setzen, wenn ~ genii
gend klein ist; wir erhalten also die ge
wiinschte Beziehung in der Gestalt: 

v2 
m.r;=mg.~, 

oder: v =.~ yg:l. Abb.79. 

Die Schwingungsdauer T des Pendels, das ist die Zeit, in der die ganze 
Kreisperipherie 2 n r = 2 nl ~ durchlaufen wird, ergibt sich daher als: 

T=2nl~=2nl!I, 
v Vi 

d. h. das konische Pendel fuhrt - bei hinreichend kleinem A usschlage eX -

eine regulare Prazession von dieser bestimmten von ~ unabhiingigen Dauer 
aus. 

Wollen wir bereits diesen Teil der Ableitung kurz kritisieren, so 
konnen wir zunachst die Zulassigkeit der Ersetzung von sin ~ und tg ~ 
durch ~ selbst zugestehen, die wir ja auch in unserer exakten Ableitung 
(S. 201) brauchten; denn sie bewirkt gerade den Obergang von "end
lichen" zu "unendlich kleinen" Schwingungen. Hingegen ist darauf 
hinzuweisen, daB die fiir die Zentrifugalkraft benutzte Formel "elemen
tar" nur durch allerlei Vernachlassigungen abgeleitet werden kann, 
deren Berechtigung exakt eben in der Differentialrechnung begriindet 
liegt. Die Definition der Zentrifugalkraft erfordert namlich im Grunde 
sogar den Begriff des zweiten Differentia1quotienten, und so muB denn 
die elementare Ableitung auch diesen einschmuggeln; dabei entstehen, 
indem man nicht klar und prazis aussprechen kann, um was es 

I 
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sich handelt, dem Verstandnis die gr6Bten Schwierigkeiten, die bei 
Benutzung der Differentialrechnung gar nicht vorhanden sind. Ich 
brauche hier urn so weniger ins einzelne zu gehen, als ich Sie auf einige 
sehr lesenswerte Programmschriften des verstorbenen Realgymnasial
direktors H. Seegerl) in Gustrow und eine sehr interessante Studie 
von H. E. Timerding: "Die Mathematik in den physikalischen Lehr
biichern"2) verweisen kann. Bei Seeger werden u. a. gerade die Her
leitungen der Formel fUr die Zentrifugalkraft in einer unserm Stand
punkte durchaus entsprechenden Weise eingehend kritisiert. Bei 
Timerding finden sich uberhaupt ausfUhrliche Untersuchungen der im 
Physikunterricht traditionell zur Geltung kommenden mathematischen 
Methoden. Ich fahre mit der Behandlung der Pendelschwingungen f~rt. 

Wir haben mit der oben angestellten Dberlegung erst die Moglich
keit einer gleichformigen Bewegung auf einem Kreise erhalten; legen wir 
in die Ebene dieses Kreises (d. i. bei unsern VernachHi.ssigungen die 

y Tangentialebene der Kugel) ein x-y-Koordi
natensystem (vgl. Abb. 80), so wird diese Be
wegung in der Sprache der analytischen Me
chanik dargestellt durch die Gleichungen: 

(4) 
x = I . IX • cos f f (t - to) , 

.. / g 
Y = I· IX • Sl~ ~I T (t - to) . 

Abb. 80. Wir wollen aber die ebenen Schwingungen 
des Pendels erhalten, d. h. der Pendelpunkt 

in unserer x-y-Ebene soIl sich auf einer Geraclen - cler x-Achse -
bewegen, und seine Bewegungsgleichung muB lauten: 

(5) x = I . C cos V f (t - to) , y=o, 

damit fUr den AU5schlagswinkel q; = 1- die richtige Gleichung (3) heraus

kommt. Wir mussen also von den Gleichungen (4) zu (5) gelangen -
wohlgemerkt, ohne von den dynamischen Ditferentialgleichungen Ge
brauch machen zu konnen. Das macht man nun moglich, indem man 

1) Uber die Stel\ung des hiesigen Realgymnasiums zu einem Beschlusse der 
letzten Berliner Schulkonferenz (Giistrow 1891, Schulprogr. Nr. 649). - Uber die 
Stel\ung des hiesigen Realgymnasiums zu dem ErlaB des preuBischen Unterrichts
ministeriums yon 1892 (1893, Nr. 653). - Bemerkungen iiber Abgrenzung und 
Verwertung des Unterrichts in den Elementen der Infinitesimalrechnung (1894, 
Nr. 658). 

2) Bd. III, Heft 2 der .. Abhandlungen des deutschen Unterausschusses der 
Internationalen mathematischen Unterrichtskommission". Leipzig u. Berlin 1910. 
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das Prinzip der Oberlagerung kleiner Schwingungen aufsteHt, nach dem 
mit zwei Bewegungen x, Y und Xl' Yl auch die Bewegung X + Xl' Y + Yl 
maglich ist. Man kann namlich die links herum laufende Pendel
bewegung (4) mit einer rechts herum laufenden: 

Xl = I· ~ . cos lit (t - to) , Yl = -1 . ~ sin V f (t - to) 

kombinieren; dann ist die Bewegung X + Xl' Y + Yl' wenn man ~ = ~ 
2 

wiihlt, in der Tat gerade die oszillierende Pendelbewegung (5), die wir 
ableiten wonten. 

Bei einer Kritik dieser Betrachtungen kommt es natiirlich vor aHem 
darauf an, wie man das Superpositionsprinzip ohne Dilferentialrechnung 
begriinden oder doch wenigstens plausibel machen will. Besonderls 
bleibt auch immer der Skrupel bei diesen elementaren Darstellungen, 
ob die verschiedenen, der Reihe nach vorgenommenen VernachHis
sigungen sich nicht schlieBlich zu einem merkbaren Fehler haufen k6nnen, 
se1bst wenn jede einzeln zuUissig ist. Naher brauche ich das alles wahl 
nicht auszufiihren, denn diese Fragen sind ja durchweg so elementar, 
daB sie jeder von Ihnen allein wird durchdenken k6nnen, nachdem sie 
nur einmal angeregt sind. Lassen Sie mich zum SchluB nur nocll aus
drucklich betonen, daB es sich bei dieser ganzenBesprechung urn einen 
ganz zentralen Punkt der U nterrichtsprobleme handelt : Einmal tritt hier das 
Bediirlnis der Beriicksichtigung der Inlinitesimalreehnung klar zutage, 
dann aber auch die Notwendigkeit einer allgemeinen, von der speziellen 
Dreieeksgeometrie unabhiingigen Einliihrung der goniometrischen Funk
tionen, die solche allgemeine Anwendungen vorbereitet. 

lch komme nun endlich zur letzten Anwendung der goniomeirisehen 
Funktionen, von der ich hier sprechen will. 

C. Darstellung periodischer Funktionen durch Reihen 
goniometrischer Funktionen (trigonometrische Reihen). 

Bekanntlich hat man in der Astronomie, in der mathematischen 
Physik usw. immer wieder Gelegenheit, periodische Funktionen zu be
trachten und der Rechnung 
zu unterwerfen, und da 
bildet die in der Dberschrift 
genannte Darstellung das 
hauptsachliche, standig ge
brauchte Hilfsmittel. Wir 
denken uns der Bequem-

Abb. 81. 

lichkeit halber die Einheit so gewahlt, daB die gegebene periodische 
Funktion Y = I (x) die Periode 2 n hat (vgl. Abb. 81). Die Frage ist 
dann, ob man ein solekes I(x) dureh ein Aggregat der Cosinus und Sinus 
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der ganzzahligen V iellachen von x bis zum ersten, zweiten, ... , aUgemein 
zum ntffl hin mit passend gewiihlten konstanten F aktoren approximieren 
kann, d. h. ob man I(x} mit einem hinreichend kleinen Fehler durch 
einen Ausdruck der Form: 

(1 ) 
I Sn{X} = ~ + a l cosx + a2 cos 2 x + ... + an cosnx 

1 + bt sinx + b2 sin2x + ... + bn sinnx 

ersetzen darf. Den Faktor t fiigt man dem konstanten GHede hinzu, 
urn den spater abzuleitenden Ausdmck fiir die Koeffizienten allgemein 
giiltig zu machen. 

!eh muB zunachst wieder Klage iiber die gewohnliche Darstellung 
der Lehrbiicher, dieses Mal der Differential- und Integralrechnung, fiihren. 
Anstatt namlich das soeben gestellte elementare Problem in den Vorder
grund zu stellen, scheint ihnen vielfach die daran anschlieBende theoretische 
Frage, ob man nicht durch eine unendliche Reihe I (x) genau darstellen 
kann, das einzige zu sein, was iiberhaupt Interesse verdient. Eine riihm
liche Ausnahme macht z. B. Runge in seiner "Theorie und Praxis der 
Reihen" l}. Vnd doch ist jene theoretische Fragestellung an sich lur die 
Pray,is durchaus uninteressant, weil man dort selbstverstandlich immer nur 
endlich viele und nicht einmal allzuviel GHeder summieren kann; dariiber 
hinaus gestattet sie aber nicht einmal einen RuckschlufJ auf die praktische 
Verwendbarkeit: Man darf aus der Konvergenz einer Reihe keineswegs 
schlieBen, daB ihre ersten Glieder die Summe auch nur mit einiger An
naherung darstellen, ebenso wie auch umgekehrt die ersten paar Glieder 
divergenter Reihenentwicklungen unter Vmstanden zur praktischen Dar
stellung einer Funktion bereits gut brauchbar sein konnen. Ich muB 
das besonders hervorheben, weil derjenige, der nur die iibliche Dar
stellung kennt und dann etwa im physikalischen Praktikum endliche 
trigonometrische Reihen wirklich anwenden muB, sich in der Regel 
schlieBlich mit solchen ungeniigenden Schhissen selbst tauscht. 

Noch merkwiirdiger erscheint die iibliche Dbergehung der end
lichen trigonometrischen Reihen, wenn man bedenkt, daB sie schon 
seit langer Zeit vollstandig behandelt sind; die mafJgebenden Ansiitze 
hat bereits der Astronom Bessel 1815 gemacht. Naheres iiber Geschichte 
und Literatur dieser Fragen find en Sie in dem Enzyklopadiereferat von 
Burkhardt tiber " Trigonometrische Interpolation" (Enz. II A 9, S. 642ff.). 
Dbrigens stimmen die Formeln, urn die es sich hier handelt, im wesent
lichen mit den bei den tiblichen Konvergenzbeweisen auftretenden 
iiberein; nur die Gedanken, die wir an sie anschlieBen, haben eine 
andere Farbung und sind geeignet, die Sache mehr in den Besitz des 
Praktikers zu bringen. 

1) Sammlung Schubert Nr. 32. Leipzig 1904. 
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Ich wende mich nun zur niiheren Behandlung unseres A nsatzes und 
habe zunachst fiber die zweckmiipigste Bestimmung der Koeffizienten 
a, b bei vorgegebener Gliederzahl n zo sprechen. Hierffir hat Bessel eine 
Idee herausgearbeitet, die an die Methode der kleinsten Quadrate an
schlitBt. Der Fehler, den man macht, indem man f(x) an der Stelle x 
durch die Summe S,,(x) der· 2n + 1 ersten Glieder der trigonometrischen 
Rellie ersetzt, ist f(x) - S,,(x), und ein Map fur die Gute der Darstellung 
im ganzen Intervalle 0:::;; x <2:1f einer Periodenliinge des f (x) wird die 
Summe aller Fehlerquadrate, also das Integral: 

2,.. 

J = ju (x) - Sn (x)]2dx 
o 

sein. Die zweckmii/1igste Approximation von f{x) wird danach diejenige 
Summe Sn{x) liefern, fur welche dieses Integral] ein Minimum wird; aus 
dieser Forderung hat Bessel die 2n + 1 Koeffizientenao,aI , ... ,a",bI , ... , btl 
bestimmt. N otwendige Bedingungen fUr das Eintreten des Minimums sind 
aber, da wir J als Funktion der 2 n + 1 GraBen ao, ... , btl aufzufassen haben: 

(2) 
:,---0, 
(Jao 1 
oj - oj oj a al = 0 , ... 0 an = 0 , 

(;J oj 
i) b

i 
= 0, ... 0 bn = 0 . 

DaJ eine quadraiische wesentliche positive Funktion von ao, , .. , bn ist, 
sieht man hinterher leicht ein, dafJ die aus diesen 2 n + 1 Gleichungen 
bestimmten Werie der Varia bIen ein wirkliches Minimum von ] Iiefern. 

Differenzieren wir unter dem Integralzeichen, so gehen die Glei
chung en (2) tiber in: 

2", 

j[f{x) -Sn{x)]dx=O, 
o 
2", 2", 

o 0 
2;r 2n 

j[f{x) - Sn (x)] sinxdx = 0, ... , jU(x) - Sn (x)] sinnxdx = O. 
o 0 

Nun ziehen sich aber die Integrale der Produkte von S (x) mit einem 
cos oder sin sehr zusammen. Man hat namlich ffir 11 = 0,1, ... , n: 

2.n 2.1l 2;r 2n 

!Sn(X)COS1lXdX= ~O!cosvxdx+aJcosxcOS1lXdx+ •.. +anfCosnxoosvxdX 
o 0 0 0 

2", 2,. 

+bJsinxcosvxdX+ ••. +bnjsinnxcos1lxdx. 
o 0 
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N ach den bekannten elementaren Integraleigenschaften der gonio
metrischen Funktionen verschwinden rechts aIle Glieder bis auf das 
Cosinusglied mit dem Index y, und dieses selbst nimmt den Wert a, . . n 
an, so daB: 2rr 

f Sn (x) COSY X dx = a.,.· n (y = 0, 1, ... , n) 
o 

wird. DaB dies auch ffu y = ° gilt, haben wir der HinzufUgung des 
Faktors t zu ao zu danken. Ganz analog ergibt sich weiter: 

2rr 

fSn(x) sinyxdx= bv • n. (y = 1,2, ... , n) 
o 

Aus diesen einfachen Relationen folgt, daB jede der Gleichungen (2') 
nur noch eine der 2 n + 1 Unbekannten enthalt;. wir konnen ihre Losung 
daher sofort hinschreiben: 

(3) 

2" 

av = ! /1 (x) COSY x dx, 
o 

2";r 

b,. =~II (x) sin y x dx. 
o 

(}'=O,1, .. . ,n) 

(Y= 1, ... , n) 

Verwenden wir, wie wir es von jetzt an tun wollen, diese Werte 
der Koeffizienten in Sn (x), so wird J in der Tat ein Minimum, und als 
dessen Wert ergibt sich: 

7t(X)2dx-n{~ + 2(a!+b;)}. 
D v=1 

Eine wichtige Bemerkung ist, daf3 die nach unserem Ansatze erhal
tenen Koellizientenwerte von der speziell angenommenen Anzahl 11, der 
Reihenglieder giinzlich unabhiingig sind, und daf3 dariiber hinaus sogar der 
zu einem Gliede COSY x oder sin y x gehorige Koettizient genau denselben 
Wert behiilt, wenn man dieses Glied allein oder zusammen mit beliebigen 
anderen zur A pproximation von t (x) nack demselben Prinzip verwendet. 
Versucht man z. B. I (x) durch ein einziges Cosinusglied av cos y x so gut 
als moglich anzuniihern, d. h. so, daB: 

2" 
f[f (x) - ay COSYXJ2 d x = Minimum 

o 
wird, so erhalt man gleichfalls, gerade den oben angegebenen ·Wert 
von ay • Das macht dieses Annaherungsverfahren fUr die Praxis beson
ders bequem; denn will man eine Funktion, deren Verlauf etwa dem 
Sinus selbst ahnelt, zuerst durch ein Vielfaches von sinx approximieren 
und stellt sich hinterher heraus, daB diese Annaherung noch nicht 
genau genug wird, so kann man noch weitere Glieder additiv hinzu
£ligen - immer nach dem Prinzip des kleinsten Fehlerquadrates 
ohne das erste andern zu mussen. 
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Ich habe nun darzulegen, wie die auf diese Weise bestimmten Sum
men Sn(x) die gegebene FunktiQn t(x) im einzelnen anniikern. Fiir solche 
Untersuchungen scheint mir das Voranstellen einer gewissermaBen 
experimentellen, naturwissenschaftlichen Methode sehr zweckmaBig, 
daB man sich namlich zunachst einmal fiir einige konkrete Fane richtige 
Figuren der Niiherungskurven Sn(x) entwirft. Das gibt eine lebendige 
Vorstellung der Sache und wird auch bei einem nicht besonders mathe
matisch veranlagten Menschen Interesse erwecken und das Bedurfnis 
nach mathematischer Aufklarung entstehen lassen. 

In einer friiheren Vorlesung (W.-S.1903/04), in der ich diese Dinge 
ausfuhrlicher behandelt habe, hat Schimmack, damals mein Assistent, 
solche Zeichnungen hergestellt, von denen ich Ihnen einige im Original 
und in Projektionsbildern hier vorfuhren will: 

1. Einfache und lehrreiche Beispiele der gewUnschten Art erhalten 
wir, wenn wir Kurven aus geradlin.igenStiickcnznsammensetzen. Esgehe 

z. B. die Knrve y = t (x) von 0 bis ~ geradlinig nnter dem Winkel 45 0 

in die Rohe, dann bis x = 32'Tt nnter~em gleichen Winkel herunter, nnd 

endlich bis x = 2.n wieder unter 45 0 hinauf, nnd sie werde uber dieses In
tervall (0,2 'Tt) hinans periodisch fortgesetzt. Berechnen wir hier die 
Koeffizienten, so werden aIle ap = 0, da f (x) eine nngerade Fnnktion ist; 
es bleiben nur Sinusglieder ubrig, nnd zwar wird, wie ich hier nur angebe: 

S(x) =.i (sinx _ sin3~ + sin~ _ + ... ). 
'Tt 1a 32 52 

In der Abb. 82 ist der Verlanf der ersten und zweiten Teilsnmme 
skizziert. Die Teilsnmmen schlieBen sich der gegebenen Kurve y = f (x) 

--------3.r 

Abb.82. 

mehr nnd mehr an, indem die Anzahl ihrer Schnitte mit ihr standig 
wachst. Besonders bemerkenswert ist, wie die N1iherungsknrven sich 

mehr und mehr in die Ecken der Kurve bei ~, 3'Tt, ... hineinpressen, 
2 2 

obwohl sie selbst als analytische Fnnktionen keine Ecke bilden konnen. 

K 1 ei n, Elementarmathematik I. 3. Auf!. 14 
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2. Es gehc die Kurve t(x) von 0 an bis x = 1C geradlinig unter 
45 0 alliwarts, springe dann unstetig bis auf - 1C und gehe von da 
wiederum unter 45 0 bis x = 21C allfwarts; sie bestehe also aus lauter 

parallelen, durch die Punkte 
x = 0, 21C, 41C, ••• der x
Achse gelegten Strecken. 
Schalten wir an den Un
stetigkeitsstellen die verti
kalen, die Enden jener 
Strecken verbindenden 

~~--±---F---:;t::--~-=,r-~.x Stucke ein, so wird die 

---.52 
-----.5j 
...... ......... ..s;. 

Abb.83. 

unstetige Funktion durch 
einen stetigen Linienzug 
reprasentiert (vgl.Abb.83); 
er sieht aus wie die m
Striche, die Sie wohl alle 
noch am Anfange Ihres 
Schreibunterrichtesgeiibt 
haben. Wiederum ist die 

Funktion ungerade, so daB die Cosinusglieder fortfallen, und die Reihen
entwicklung lautet: 

5 (X) = 2 (sinx _ sin2x + ~[l~': _ sin4x + _ ... ) 
1 2 3 4 . 

Die Abb. 83 stellt die Summen der ersten. zwei, drei, vier Glieder dar; 
auch hier ist besonders interessant, wie sie die Unstetigkeiten von t(x) 
nachzumachen bestrebt sind, indem sie bei x = 1C z. B. mit imme:.. 

steilerem Abfall durch Null hindurchgehen. 
3· Das letzte Beispiel (vgl. Abb. 84) sei 

eine Kurve, die zwischen ° und !!.. gleich !!.. 
2 2° 

... -....... ......... . 
o Jl .. \. . ....... ::rt'---/ .. ~ .. ' 

2 ".~."' . .' 

---~ 
-----S5 

·············3. 
Abb.84. 

zwischen!!" und l~ gleich 0, endlich zwischen 3 1C und 2 1C gleich 1C 
2 2 2 2 

ist und weiterhin periodisch fortgesetzt wird. Schalten wir an den 
Unstetigkeitsstellen wieder vertikale Stucke ein, so erhalten wir einen 
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hakenfOrmigen Zug. Wiederum sind nur die Sinuskoeffizienten von Null 
verschieden, da eine ungerade Funktion vorliegt, und zwar wird: 

S ( ) . sin2x sin 3 x sin 5 x + sin6x 
x =smx+2·-- +--+0+ -- 2·--

2 3 5 6 

+ sin7x + + sin9x 
-7- 0 -9-+'" 

Hier ist das Gesetz der Koeffizienten nicht mehr so einfach wie bisher, 
und demgemaB sind die aufeinanderfolgenden Naherungskurven, von 
denen die 3., 5. und 6. gezeichnet sind, nicht mehr so tibersichtIich ver
gleichbar wie in den vorhergehenden Fallen. 

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie groB allgemein der Fehler 
an einer bestimmten Stelle x ist, den wir bei Ersetzung von t(x) durch 
die Summe Sn(X) machen; bisher haben wir uns nur mit dem Integra) 
dieses Fehlers tiber das ganze Intervall beschaftigt. Wir wollen jetzt 
die Integrationsvariable in den Integralen (3) (S. 208) fUr die Koeffi
zienten a~, b~ mit ~ zum Unterschiede von der als fest betrachteten 
Stelle x bezeichnen. Dann ki:innen wir un sere endliche Reihensumme (1) 
schreiben: 

2", 

Sn(X)=~fd~. t m ·H-+cosxcos;+cos2xcos2;+ '" +cosnxcosn~ 
n 

o + sinx sin;+ sin2x sin2;+··· + sinnx sinn;], 

oder, wenn wir je zwei tibereinander stehende Summanden zusammen
ziehen: 

2", 

Sn (x) = ! fd~. t(;)H+ cos (x -~) +cos2 (x-;) + ... +cosn(x-m· 
o 

Die in der Klammer stehende Reihe kann man nun leicht summieren. 
am bequemsten vielleicht durch Ubergang zur komplexen Exponential
funktion; wir erhalten so - auf EinzelheiteI1 kann ich hier nicht ein
gehen -, wenn wir noch den ~edanken benutzen, daB wir wegen der 
Periodizitat des Integranden die Integration auch von - n bis + n er
strecken ki:innen: 

. 2n+ 1 
+;r SIn ---- (; - x) 

1 f 2 Sn (x) = 2.71 d;· IW sint (~ _ x) -

Urn tiber den Wert dieses Integrales ein Urteil zu gewinnen, zeichnen 
wir uns zunachst die Kurven: 

,=+_1 ~1_-c
- 2.71 sint (; - x) 

14* 
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liber dem Intervalle X - n < ~ < X + n der ';-Achse; sie haben daselbst 
offenbar einen hyperbeHi.hnlichen Verlauf (vgl. Abb. 85). Zwischen diesen 
Kurvenasten oszilliert nun die Kurve: 

1 
1] = ---

2n 

. 2n + 1 (" ) 
sm-~2-~ ~-x 

sin{- (~ - x) 
. 2n+ 1 

=!;·sm (~-x) 
2 

hin und her, und. zwar urn so ofter, je groBer n ist; bei ~ = x nimmt 

sie einen zugleich mit n wachsenden Wert (17 = 2n ~) an. Denken 
2n +,,; 

wir uns der Einfachheit halber t (~) = 1, so wird Sn (x) = f 1] • d ~ 
-1l: 

einfach den Flacheninhalt darstellen, den die l7-Kurve mit der ~-Achse 

Abb.85. 

einschlieBt (in der Abbildung schraffiert). Man sieht unmittelbar. 
wenn man einiges Gefiihl fiir Kontinuitat hat, dafJ bei hinreichend 
grofJem n die Beitriige der Oszillationen rechts sowohl wie links, die ab
wechselnd positiv und negativ sind, sich kompensieren werden, und dafJ 
allein der Beitrag des sehr hohen schmalen Mittelstuckes ubrig bleibt; 
dieser aber geht, wie man sich leicht klar macht, mit wachsendem n 
richtig in den Wert t(x) = 1 liber. Genau ebenso liegen allgemein die 
Dinge, wenn t (x) bei x = ~ keine zu starke Schwankung aufweist. 

Eben diese Uberlegungen liegen nun, zu prazisen Abschatzungen 
ausgestaltet, dem Konvergenzbeweise fUr die unendlichetrigonometrische 
Reihe, wie ihn Dirichlet angegeben hat, zugrunde. 

Diesen Beweis hat Dirichlet zum erstenmal in Bd. 4 des Crelleschen 
Journals von 1829 publiziertl); spater (1837) hat er eine popular ere 
Darstelluhg in dem Repertorium der Physik von Dove und Moser ge
geben2). Man findet den Beweis heutzutage in den meisten Lehrblichern, 

1) Abgedruckt in Dirichlets Werken Bd. I, S.117. Berlin 1889. 
2) "Dber die Darstellung ganz willkiirlicher Funktionen durch Sinus~ und 

Cosinusreihen." Abgedruckt Werke Bd. I, S. 133-160 und Ostwalds Klassiker 
Nr. 116. Leipzig 1900. 
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und ich brauche daher hier nicht naher auf ihn einzugehen. Nur ge
wisse hinreichende Bedingungen, denen die Funktion t(x) genugen mu/J, 
um durch eine unendliche trigonometrische Reihe darstellbar zu sein, 
muB ich noch nennen. t (x) sei wieder im Intervall ° -< x -< 2;n; ge
geben und dariiber hinaus periodisch fortgesetzt. Dirichlet macht 
dann folgende beiden Annahmen, die man heute schlechtweg als Dirich
letsche Bedingungen bezeichnet: 

a) t (x) ist abteilungsweise stetig, d. h. es weist im Intervalle (0, 2;1:) 
nur eine endliche Anzahl von Spriingen auf und ist sonst durchweg 
auch bis an die Sprungstellen heran stetig. 

b) t(x) ist abteilungsweise monoton, d. h. man kann das Intervall (0,2;n;) 
in eine endliche Anzahl von Teilintervallen teilen, in deren jedem t (x) 
entweder nicht wachst oder nicht abnimmt - mit andern Worten, t(x) 
besitzt nur endlich viele Maxima und Minima (dadurch sind beispielsweise 

Funktionen vom Typus sin ~, bei 
x 

denen sich unendlich viele Ex
trema an der Stelle x = ° haufen, 
ausgeschlossen) . 

Unter diesen Bedingungen 
stellt dann, das beweist Dirichlet, 
die unendliche Reihe an jeder Stetig
keitsstellex genauden Wert t (x) dar: 

limSn(x) =t(x). 
n=(X) 

Abb.86. 

Dirichlet zeigt aber noch weiter, daf3 auch' an einer Sprungstelle x die 
Reihe konvergiert, und zwar gegen das arithmetische Mittel der beiden 
Werte, in die t (x) ubergeht, wenn man sich von r.echts oder links der Sprung
stelle nahert,' oder, wie man gewohnlich schreibt: 

1· 5 ()_t(x+O)+t(X-O) 
1m n X - • 

n== 2 

In der Abb. 86 sind solche Sprungstellen und die in Frage kommenden 
Werte markiert. 

Diese Dirichletschen Bedingungen fiir I (x) sind nur ausreichend, 
keineswegs aber notwendig, damit I (x) durch die Reihe 5 (x) dargestellt 
werde; es geniigt aber andererseits nicht, bloB Stetigkeit von I (x) zu 
fQrdern, vielmehr kann man sich Beispiele stetiger Funktionen kon
struieren, bei den en sich unendlich viele Oszillationen so stark haufen, 
daB die Reihe 5 (x) divergiert. 

Nach diesen mehr theoretischen Erorterungen will ich wieder 
von der praktischen Seite der trigonometrischen Reihen sprechen und 
verweise da zunachst fUr die eingehendere Behandlung der Fragen, die 
sich hier ankniipfen, auf das schon oben (S. 206) hervorgehobene Buch von 
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Runge. Sie finden dort die Frage der numerischen Berechnung der Reihen
koeffizientenausfUhrlich behandelt, d. h. die Frage, wie man fUr eine gege
beneFunktion die Integrale fUr ay , bv arn zweckmaBigsten rasch ausrechnet. 

Man hat auch besondere mechanische Apparate zur Berechnung 
dieser Koettizienten konstruiert, die man harmonische Analysatoren 
nennt. Dieser Name geht auf die Beziehung zuruck, die die Entwicklung 
einer Funktion y = f (x) in eine trigonometrische Reihe zur Akustik 
besitzt: sie entspricht ja genau der Zerlegung eines beliebigen Tones 
y = f(x) (wobei x die Zeit, y die Amplitude der Tonschwingung ist) in 
"reine Tone", d. h. reine Cosinus- und Sinusschwingungen. Unsere Samm
lung besitzt einen vonCoradi in Zurich gebauten Analysator, welcher 
die Koeffizienten von je sechs Sinus- und Cosinusgliedern (v = 1 , ... , 6) 
zu bestimmen gesta ttet, im ganzen also zw6lf Koeffizienten; der Koeffi-

zient ~~ muB noch durch ein Planimeter gesondert bestimmt werden. 
2 

Michelson und Stratton haben einen Apparat konstruiert, mit dem man 
gar 160 Koeffizienten (v=1,2, ... ,80) be
stimmen kann; eristin dem Rungeschen Buche 
beschrieben. Der Apparat kann auch umge

---:.of------1h;:--~~~.x kehrt eine gegebene trigonometrische Reihe 

Abb.87. 

von 160 Gliedern summieren, d. h. aus den ge
gebenen Koeffizienten av , bv die Funktion f (x) 
herstellen; diese Aufgabe ist natiirlich gleich
falls praktisch von h6chster Bedeutung. 

Der Michelson-Strattonsche Apparat hat nun erneut die Aufmerk
samkeit auf ein sehr interessantes und schon frtiher!) beachtetes Ph a
nomen gelenkt, das merkwiirdigerweise im Laufe der Jahrzehnte in Ver
gessenheit geraten war. Gibbs hat es 1899 von neuem in der "Nature" 2) 
zur Sprache gebracht, und man nennt es daher das Gibbssche Phiinomen. 
Lassen Sie mich dariiber noch einiges sagen! Der Dirichletsche Satz 
gibt den Wert der unendlichen trigonometrischen Reihe bei festgehal-

tenem x als f(x + 0) + f(x-o) an; in dem oben an zweiter Stelle be-
2 

handelten Beispiele - urn einen konkreten Fall ins Auge zu fassen -, 
stellt also die so definierte Reihensumme die in Abb. 87 angedeutete 
Funktion in den isolierten Punkten bei:Tt, 3 :Tt, ••• dar. 

Nun hatten wir uns aber die trigonometrische Approximation 
bereits in anderer Weise verdeutlicht, als es dieses Dirichletsche Ver
fahren tut, das x festhalt und n ins Unendliche wachsen laBt: Wir hatten 
gerade n festgehalten, Sn (x) bei variablem x betrachtet und so der Reihe 

1) Nach Enzyklopadie II, 12 (Trigonometrische Reihen und Integrale) 
S.":'1049 hat H. Wilbraham bereits das im folgenden besprochene Phanomen 
gekannt und rechnerisch behandelt. 

2) Bd. 59, S.200. 1898/99 = Scientific papers II, S. 158. New York 1906. 
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nach die sukzessiven Annwerungskurven 51 (x), 52 (x), 53 (x), ... ge
zeichnet. Man wird jetzt £ragen, was aus diesen Kurven wird, wenn 
n ins Unendliche liiuft oder, arithmetisch gesprochen: Gegen welche 
Werte hiiuten sich die WerteSn (x), wenn man nbei variablem x ins Un
endliche wachsen lapt. Es ist anschaulichklar, daB jetzt die Grenzfunktion 
nicht, wie vorhin, isolierte Punkte aufweisen kann, sondern einen zu
sammenhangenden Kurvenzug darstellen muB. Man wird es nun zunachst 
fiir wahrscheinlich halten, daB dieser Kurvenzug gerade aus den stetigen 
Asten von y = t (x) zuziiglich der die Stellen t (x + 0) und t (x - 0) 
an den Unstetigkeitsstellen verbindenden vertikalen Stiicke bestehen 
wird, in unserm Beispiele also die m-formige Kurve, die wir friiher 
in Abb. 83, S. 210. zeiehneten. In der Tat aber zeigt sieh, dap das ver
tikale Stuck der Grenzkurve noch stets um ein endliches Stiick uber bzw. 
unter t (x + 0) und f(x - 0) hinausgeht, so daB die Grenzkurve das in 
Abb. 88 skizzierte merkwiirdige Aussehen hat. 

Diese aufgesetzten Tiirmchen hat man eben an den vom Michel
sonschen Apparat gezeiehneten Kurven, also geradezu experimenteU, be
obachtet; man hat sie anfanglich wohl auf Ungenauigkeiten des Apparates 
zuriickgefiihrt, bis endlieh Gibbs sie als notwendig 
erkannte. 1st allgemein D = It(x+O) - tex -0)1 
die GroBe des Sprunges, so hat Gibbs gezeigt, daB 
die aufgesetzte Verlangerung gleich: 

00 

D!sin~ 1 -:n; -~-d~~:n; 0,28DPt!0,09D 
n 

o 

ist. Was die Begriindung dieser Aussage an- Abb.88. 

langt, so geniigt es, sie fiir eine einzige unstetige 
Funktion, etwa die des Beispiels, nachzuweisen, da alle andern Funk
tionen mit gleichem Sprunge aus ihr durch Addition stetiger Funktionen 
hervorgehen miissen; dieser Beweis ist aber nicht sehr schwierig, er 
ergibt sich unmittelbar aus der Betrachtung der Integralformel fUr 5 .. (x) 
(S. 211). Dbrigens kann man an einer Skizze hinreichend vieler Annahe
rungskurven ganz deutlich verfolgen, wie die Gibbssche Spitze entsteht. 

Auf die vielen weiteren sehr interessanten Feinheiten im Verhalten 
der Annwerungskurven einzugehen, wiirde mich hier zu weit fiihren; 
ich verweise aber gern auf die inhaltreiche und gut lesbare Arbeit von 
Fejer in Band 64 (1907) der Mathematischen Annalen. 

Ich m6chte damit die speziellen Erorterungen iiber trigonome
trische Reihen abbrechen, urn einen sachlich und historisch nahe
liegenden Exkurs anzuschlieBen. 

Exkurs iiber den allgemeinen Funktionsbegriff. 

Wir miissen uns in dieser Vorlesung urn so eher mit dem Funktions
begriff beschaftigen, als unsere Schulreform ja ganz wesentlich unter dem 
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Zeichen der Hervorkehrung dieses so wichtigen Begriffes im Unterricht 
steht. 

Folgen wir wiederum der historischen Entwicklung, so haben wir 
zunachst zu bemerken, daB sich bei den alteren Autoren, wie Leibniz 
und den Bernoullis, der Funktionsbegriff immer nur in einzelnen Beispielen, 
wie Potenzen, trigonometrischen Funktionen und dergleichen, findet. 
Allgemeinen Formulierungen begegnen wir zuerst im 18. Jahrhundert. 

1. Bei Euler, ums Jahr 1750 - urn nur runde Zahlen zu nennen -
finden sich zwei verschiedene Erklarungen des W ortes Funktion: 

a) In seiner "Introductio" definiert er als Funktion y von x ieden 
"analytischen Ausdruck" in x, d. h. jeden Ausdruck, der aus Potenzen, 
Logarithmen, trigonometrischen Funktionen u. dgl. zusammengesetzt 
ist; genau umschreibt Euler die hier zugelassenen Kombinationen nicht. 
1m iibrigen hat er bereits die gelaufige Einteilung in algebraische und 
transzendente Funktionen. 

b) Daneben wird aber bei ihm eine Funktion y (x) (vgl. Abb. 89) 
auch dadurch definiert, dafJ in einem x-y-Koordinatensystem eine 

Kurve beliebig, "libero manus ductu", ge-

~
.Y zeichnet ist. Einen Zusammenhang bei

der Definitionen stellt Euler nicht her. 
~ 2. Lagrange schrankt um 1800 in 

---'-I--------~> oX seiner" TMorie des fonctions analyti'lues" 
den Funktionsbegriff diesem zweiten 
Eulerschen Ansatz gegeniiber stark ein Abb.89. 
auf sogenannte "analytischeFunktionen", 

die durch eine Potenzreihe in x definiert sind. Der moderne Sprach
gebrauch hat das Wort "analytische Funktionen" in dieser Bedeutung 
beibehalten, wobei man sich freilich bewuBt sein muB, daB es sich 

hier nur urn eine spezielle Klasse der in der 
Analysis wirklich vorkommenden Funktionen 
handelt. Nun ist durch eine Potenzreihe: 

y = ~ (x) = ao + a} x + a2 x2 + ... 
eine Funktion zunachst nur innerhalb des 

Abb.90. 
Konvergenzbereiches, also in einer gewissen Um

gebung von x = 0, definiert. Man hat aber bald eine Methode gefunden, 
den Definitionsbereich der Funktion dariiber hinaus auszudehnen: liegt 
etwa Xl (vgl. Abb. 90) noch im Konvergenzgebiete von ~. und setzt man 
~(x) in eine nach Potenzen von (x - Xl) fortschreitende Potenzreihe urn: 

y = ~l (x - Xl)' 

so kann diese moglicherweise iiber jenen ersten Bereich hinaus kon
vergieren und so y in einem ausgedehnteren Gebiete definieren, das 
man durch Wiederholung dieses Verfahrens unter Umstanden noch 
mehr erweitern kann. Dieser ProzeB der "analytischen Fortsetzung" 
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ist ja jedem, der sich etwas mit komplexer Funktionentheorie be
schaftigt hat, wohl bekannt. 

Bemerken Sie iibrigens besonders, daB jeder einzelne Koeffizient 
der Potenzreihe $ (x) und damit die ganze Funktion y bestimmt ist, wenn 
man den Verlaftf der Funktion y langs eines beliebig kleinen Stiickes der 
x-Achse, etwa in der Umgebung von x = 0, kennt; denn damit kennt 
man die Werte aller Ableitungen von yfiir x = 0 und hat dann be
kanntlich: 

y(O) =ao, y'(O) =a j , y"(O) =2a2 , •••• 

Eine analytische Funktion im Sinne von Lagrange ist also d.urch ihren 
Verlauf in einem kleinsten Stiick nach ihrem Gesamtverlauf voUig bestimmt. 
Diese Eigenschaft steht durchaus im Gegensatz zum Verhalten einer 
Funktion im Sinne der zweiten Eulerschen Definition: da HiBt jedes 
Stiick einer Funktion sich noch nach freier Willkiir fortsetzen. 

3. Die Fortbildung des Funktionsbegriffes kniipft weiterhin an 
J. ]. Fourier an, einen der zahlreichen bedeutenden Mathematiker, die 
am Anfange des 19. Jahrhunderts in Paris wirkten. Sein Hauptwerk ist 
die "TMorie analytique de la chaleur"l) , die 1822 erschien; die erste 
Mitteilung iiber die hier entwickelten Theorien hat Fourier iibrigens be
reits 1807 der Pariser Akademie vorgelegt. Dieses Werk ist die Quelle 
der weitreichenden und viel angewandten Methode der heutigen mathe
matischen Physik, die man kurz als Zuriickfiihrung aller Probleme auf 
die Integration partieller Differentialgleichungen bei vorgegebenen Rand
werten, auf eine sogenannte "Randwertaufgabe", charakterisieren kann. 
Fourier behandelt insbesondere das Problem der W iirmeleitung, das 
in einem einfachen Falle etwa so lautet: Der Rand einer ebenen 
kreisformigen Platte wird dauernd auf einem gegebenen 
Temperaturzustande erhaiten, der eine Teil beispielsweise 
auf dem Gefrierpunkt, der andere auf dem Siedepunkt 
(vgl. Abb. 91); welcher stationiire Temperaturzustand bildet 
sich durch den eintretenden W iirmeleitungsprozefJ schliefJlich 
aus? Hier werden also Randwerte eingefiihrt, die in den 
einzelnen Teilen des Randes unabhangig voneinander will Abb. 91, 
kiirlich gegeben werden konnen, und daher tritt natur-
gemaB gegeniiber Lagrange wieder die zweite Eulersche Definition des 
F1mktionsbegriffes in den Vordergrund. 

4. Diese Definition bleibt auch bei Dirichlet in den S. 212 erwahnten 
Arbeiten im Grunde bestehen, nur wird sie in die Sprache der Analysis 
iibersetzt oder - urn ein modernes Wort zu gebrauchen - arithmetisiert. 
Und das ist in der Tat notig; denn natiirlich kann eine Kurve, wie 
fein man sie auch zeichnet, nie vollig exakt eine Zuordnung der Werte 

1) Abgedruckt in Fourier: Oeuvres, T.1. Paris 1888. Ins Deutsche von 
Weinstein iibersetzt. Berlin 1884. 
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x und y definieren. Der Strich muB ja immer eine gewisse Dicke haben, 
und dadurch ist bedingt, daB man die einander entsprechenden Lan
gen x, y nur auf eine beschrankte Anzahl von Dezimalstellen genau 
messen kann. 

Dirichlet formuliert nun den arithmetischen Inhalt der Eulerschen 
Definition folgendermaBen: 1st in einem 1ntervalle jedem einzelnen 
Werte x durch irgendwelche Mittel ein bestimmter Wert y zugeordnet, dann 
soll y eine Funktion von x keifJen. Hat er damit auch schon diesen ganz 
allgemeinen Funktionsbegri//, so denkt er doch in allererster Linie 
immer an stetige oder nicht allzu unstetige Funktionen, wie man dies 
damals allgemein tat. Man hielt komplizierte gehaufte Unstetig
keiten wohl fiir denkbar, glaubteabe.r kaum, daB sie irgend Inter
esse verdienen kannten. Dieser Standpunkt kommt schon darin 
zum Ausdruck, daB Dirichlet immer von der Reihenentwicklung 
"ganz willkurlicher Funktionen" spricht (genau wie Fourier "Ionctions 
entierement arbitraires" gesagt hatte), wenn er auch seine "Dirichletschen 
Bedingungen", denen die von ihm betrachteten Funktionen geniigen 
miissen, sehr prazis formulierte (vgl. S. 213). 

5. Wir miissen nun beriicksichtigen, daB in dieser Zeit, etwa um 
1830, die selbstandige Entwicklung der Theorie der Funktionen eines 
komptexen Argumentes einsetzt und ungefahr in den nachstendrei 
Dezennien allmahlich Gemeingut der Mathematiker wird. Diese Ent
wicklung kniipft vor allem an die Namen Cauchy, Riemann und 
WeierstrafJ an; die ersten beiden gehen bekanntlich von den nach 
ihnen benannten partiellen Ditferentialgleichungen aus, denen reeller 
und imaginarer Teil u, v der komplexen Funktion: 

t(x + i y) = u + i v 

geniigen, wahrend WeierstraB die Funktion durch eine Potenzreihe 
und den 1nbegrill ihrer analytischen Fortsetzungen definiert und damit 
gewissermaBen wieder an Lagrange ankniipft. 

Nun ist aber das Merkwiirdige, daB dieser "Obergang ins Komplexe 
einen Ausgleich und Zusammenhang zwischen den beiden oben betrachteten 
Arten des Funktionsbegri/les schafft; ich will das hier noch kurz skizzieren. 

Wir setzen z = x + i Y und betrachten die Potenzreihe: 

(1 ) 

die fiir kleine Izl konvergieren mage und dann in WeierstraBscher 
Terminologie ein Element einer analytischen Funktion definiert. WiT 
betrachten ibre Werte auf einem hinreichend kleinen Kreise mit dem 
Radius '1 urn ~ = 0, der ganz im Konvergenzbereiche gelegen sei (vgl. 
Abb.92), d. h. wir setzen z = x +.i y = '1 (cos (p + i sin 9') in die Potenz
reihe ein und erhalten: 

f (z) = Co + c1 r (cos <p + i sin 9') + c2 '12 (cos 21ji + i sin 2 <p) + ... 
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Spalten wir nun die Koeffizienten in reellen und imaginaren Teil: 

iXo - i(3o 
Co = --2--' cl = iXl - ifJl' c2 = iX2 - i(32' ... , 

Dann ergibt sich fUr den reellen Teil von f: 

(2) fu = u (qJ) = ~ + iX l r c~sqJ + iX2r2 C~S2 qJ + '" 
1 + (31 r sm qJ + P2 r2 sm 2 qJ + ... 

das negative Vorzeichen der imaginaren TRile in den c war gew1i.hlt, 
damit wir hier durchweg positive Zeichen erhalten. Die Potenzreihe 
fur f(z) liefert also fiir die Werte des reellen Teiles u auf unserm Kreise, 
aufgefapt als Funktion des Winkels qJ, unmittelbar eine trigonometrische 
Reihendarstellung genau der fruheren Art, deren Koeffizienten iXo, r" 0/,,,, 
r'/J,. sind. 

Natiirlich werden diese Werte u durchaus analytisch im Sinne 
von Lagrange von cp abhangen, solange der Kreis (r) ganzlich innerhalb 
des Konvergenzbereiches der Potenzreihe (1) ver-

z-£bene: lauft. LaBt man ihn aber mit dem "Konvergenz- !I 
kreis" der Reihe (1), der ihr gesamtes Konvergenz
gebiet begrenzt, zusammenfallen, so wird die 
Reihe (1) und daher auch die Reihe (2) auf ihm 
nicht mehr notwendig konvergieren miissen. In
dessen kann es vorkommen. daB die Reihe (2) auch 
dann noch konvergiert. und in diesem Fane k6nnen 
die Randwerte u(qJ) nicht analytische Funktionen 

~'-'---+_x 

Abb.92. 

ein Dirichlets Sinne werden. 
Gibt man namlich umgekehrt auf dem Kreise (r) irgendeine "will

kurliche" W erteverteilung u (qJ), die nur den, ,Dirichletschen Bedingungen" 
geniigt, so HiBt sie sich in eine trigonometrische Reihe der Gestalt (2) 
entwickeln, und damit sind die GraBen iXo, iX l ' ..• ,Pi' (32' ... und daher 

auch (biS auf die willkiirliche additive Konstante - i~o) die Koeffi

zienten der Potenzreihe (1) bestimmt. Es laBt sich nun zeigen, daB 
diese Potenzreihe innerhalb des Kreises (r) auch wirklich konvergiert, 
und daB der Realteil der durch sic bestimmten analytischen Funktion 
die Werte u (cp) zu Randwerten auf dem Kreise (r) hat, genauer gesagt, 
daB er sich bei Annahernng an eine Stetigkeitsstelle qJ von u (qJ) dem 
Werte u (qJ) nahert. 

Die Beweise fUr diese Tatsachen sind in den Untersuchungen iiber 
das Verhalten von Potenzreihen auf ihrem Konvergenzkreise enthalten, 
auf die ich hier natiirlich nicht eingehen kann. Wohl aber m6gen 
diese Bemerkungen geniigen, urn zu zeigen, wie auf diesem Wege der 
Fourier-Dirichletsche und der Lagrangesche Funktionsbegritf gewisser
mafJen zur Deckung kommen, indem die Willkiir, die fiir den Verlauf 
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der trigonometrischen Reihe u (<p) langs des ganzen Kreises besteht, 
durch die Potenzreihe in die nachste Umgebung des Nullpunktes kon
zentriert wird. 

6. Nun ist aber die moderne Wissenschaft bei diesen Begriffs
bildungen natfulich nicht stehen geblieben; denn die Wissenschaft 
als soIche ruht nie, wenn auch der einzelne Forscher ermiiden mag. 
Man hat sich da im Gegensatz zu dem, was ich oben als Dirichlets 
Standpunkt charakterisiert habe, beim Studium der reellen Funktionen 
in den letzten drei Dezennien gerade auf moglichst unstetige Funktionen 
geworfen, die insbesondere die Dirichletschen Bedingungen nicht mehr 
erfiillen; da hat man dann die merkwiirdigsten Funktionstypen ge
fund en , weIche die unangenehmsten Singularitaten "zu scheuBlichen 
Klumpen geballt" enthalten. Es handelt sich hier vor allem darum, 
zu untersuchen, wieweit die fUr "verniinftige" Funktionen geltenden 
Sitze bei solchen Abnormitaten noch erhalten bleiben. 

7. Endlich kniipft hier eine noch weitergehende ganz moderne 
Verallgemeinerung des Funktionsbegriffes an. Bisher war eine Funktion 
stets an jeder Stelle des Kontinuums aller reellen oder komplexen Werte x 
definiert oder doch wenigstens an jeder Stelle eines ganzen Intervalles 
bzw. Bereiches. Seitdem aber der von G. Cantor geschaffene Mengen
begriff mehr und mehr in den Vordergrund getreten ist, wobei das 
Kontinuum aller x nur als ein naheliegendes Beispiel einer "Menge" 
von Punkten gilt, zieht man in gr6Berem MaBstab auch Funktionen 
heran, die nur mehr fUr die Stellen x irgendeiner beliebigen Menge de
finiert zu sein brauchen, und nennt uberhaupt allgemein y eine Funk
tion von x, wenn fedem Elemente einer Menge von Dingen (Zahlen oder 
Punkten) x ein Element einer Menge y zugeordnet ist. 

Einen Unterschied dieser neuesten Entwicklung der alteren gegen
iiber will ich hier sogleich hervorheben: Die unter 1. bis 5. aufgezahlten 
Begriffsbildungen sind iiberwiegend in Hinblick auf Anwendungen in 
der Natur entstanden und ausgebaut worden; man denke nur an den 
Titel des Fourierschen Werkes! Die neueren, unter 6. und 7. erwahnten 
Untersuchungen sind aber Produkte rein mathematischen Forschungs
triebes, der nicht auf die Bediirfnisse der Naturerklarung bedacht ist, 
und sie haben bisher auch wohl noch keine direkte Anwendung gefunden. 
Ein Optimist wird natiirlich meinen, daB zweifellos einmal die Zeit fUr 
solche Anwendung kommen wird. 

Stellen wir endlich wieder unsere gewohnte Frage, was die Schule 
von allen diesen Dingen aufnehmen soU, was der Lehrer und was der 
SchUler wissen sollte. 

Ich mochte da zuerst aussprechen, daB es nicht nur zu entschul
digen, sondern ganz in der Ordnung ist, wenn die Schule gegeniiber 
den neuesten Fortschritten unserer Wissenschaft immer eine Spanne 
Zeit, gewiB einige Dezennien, zuriickbleibt, wenn also, wie man viel-
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leicht sagen kann, eine gewisse Hysteresis stattfindet. Die bestehende 
Hysteresis ist aber zur Zeit in mancher Hinsicht leider viel bedeutender, 
sie umfaBt mehr als ein Jahrhundert, indem die Schule meist die ganze 
Entwicklung von Euler an ignoriert; es bleibt also fUr die Reformarbeit 
noch ein geniigend groBes Feld. Und was wir an Reformen verlangen, 
das ist wirklich recht bescheiden, wenn Sie es mit dem heutigen Stande 
der Wissenschaft vergleichen: Wir wollen n1~r, dafJ der allgemeine 
Funktionsbegriff in der einen oder anderen Eulerschen Auffassung den 
ganzen mathematischen Unterricht derhOherew Schulen wie ein Ferment 
durchdringe; er soll gewifJ nicht dureh abstrakte Definitionen eingefuhrt, 
sondern an elementaren Beispielen, wie man sie schon bei Euler in grofJer 
Zahl findet, dem SchUler als lebendiges Besitztum uberliefert werden. Fiir 
den Lehrer der Mathematik freilich scheint dariiber hinaus noch zurn 
mindesten die Kenntnis der Elemente der komplexen Funktionentheorie 
wiinschenswert, und wenn ich das gleiche Verlangen auch hinsichtlich 
der neuesten mengentheoretischen Begriffsbildungen nicht stellenm6chte, 
so scheint es doch zweckmii.J3ig, daB es unter den vielen Lehrern immer 
wenigstens eine kleine Zahl solcher gibt, die selbstandig arbeitend sich 
auch mit diesen Dingen beschaftigen! 

Diesen letzten Erorterungen mochte ich nun noch einige Worte 
anfUgen iiber die wichtige Rolle, die die Lehre von den trigonometrischen 
Reihen in dieser ganzen Entwicklung gespielt hat. AusfUhrliche literarische 
Angaben hieriiber finden Sie in Burkhardts "Entwicklungen nach oszil
lierendenFunktionen" (besonders im 2., J., 7. Abschnitt), jenern "Riesen
bericht", wie wir ihn im engeren Kreise wohl nennen, der seit 1901 
in einzelnen Lieferungen in Bd. X des J ahresberichtes der deutschen 
Mathematikervereinigung1) erscheint; er vereinigt in mehr als 9000 
Zitaten eine solche Menge einschHigiger Literatur, wie sie wohl nirgends 
anders zu finden ist. 

Der erste, der auf die Darstellung allgemeiner Funktionen d~tych 

trigonometrische Reihen kam, war Daniel Bernoulli, der Sohn von Joh:tnn 
Bernoulli. Er bemerkte um 1750 beim akustischen Problem der schwin
genden Saite, daB sich die allgemeine Saitenschwingung durch Dberlage
rung der dem Grundton und den reinen Obertonen entsprechenden Sinus
schwingungen darstellen laBt; das involviert gerade.die Entwicklung der 
die Saitenform darstellenden Funktion in eine trigonornetrische Reihe. 

Obwohl man in der Kenntnis dieser Reihen bald Fortschritte 
machte, wollte doch niemand so recht glauben, daB man durch sie 
graphisch willkiirlich gegebene Funktionen darstellen konne. Dem 

1) Abgeschlossen als Heft 2 dieses Bandes in 2 Halbbanden. Leipzig 1908. 
(Ein kiirzerer Auszug findet sich in der Enzyklopadie der mathematischen Wissen
schaften, Bd. II. Burkhardts Bericht geht bis 1850. Die Entwicklung von 1850 an 
wird in dem demnll.chst erscheinenden Enzyklopadieartikel II C 10 .von H ilb und 
Riesz geschildert.] 
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lag wohl eine unbestimmte Vorstellung von Dberlegungen zugrunde, wie 
sie uns heute in der Mengenlehre durchaus geHiufig sind. Man' mag 
von vornherein angenommen haben - ohne es natiirlich prazis aus
sprechen zu konnen -, daB die "Menge" aller willkiirlichen Funktionen, 
selbst wenn man Sprungstellen ausschlieBt, groBer sei als die"Menge" 
aller moglichen Systeme von Zahlwerten ao, aI' a2 , .•• , bI , b2 , ••• , die 
die Gesamtheit aller trigonometrischen Reihen reprasentiert. 

Erst die prazisen Begriffsbildungen der modernen Mengenlehre 
haben hier Klarheit geschaffen und gezeigt, daB jenes Vorurteil falsch 
war. Lassen Sie mich diesen wichtigen Punkt schon an dieser Stelle 
etwas naher ausfUhren. Man kann leicht erkennen, daft man den ge
samten Verlauj einer etwa in dem Intervalle 0 ... 2 Jl ganz willkurlich 
dejinierten stetigen Funktion bereits kennt, wenn man nur ihre Werle an 
allen rationalen Stell en dieses Intervalles kennt (vgl. Abb. 93); denn da 
diese das Intervall iiberall dicht erfiillen, k6nnen wir jede irrationale 
Stelle x durch rationale Stellen beliebig approximieren, und wegen 

der Stetigkeit der Funktion muB sich dabei 
derWert j(x) als Limes.der Funktionswerte 
an den approximierenden Stellen ergeben. 
Dazu kommt weiterhin, daft die Menge aller 
rationalen Zahlen "abziihlbar" (vgl. An-

o Ui x hang II, S. 273) ist, d. h. daB man sie samt-
Abb. 93. lich in eine Reihe bringen kann, in der auf 

ein bestimmtes erstes ein bestimmteszweites, 
drittes, ... Element folgt. Daraus ergibt sich aber, daB eine willkiir
liche stetige Funktion geben nichts anderes bedeutet, als eine geeignete 
abzahlbare Reihe von Konstanten -.,- die Funktionswerte an den so geord
neten rationalen Stellen - vorschreiben. Genau in der gleichen Weise, 
namlich durch die abzahlbare Reihe der Konstantenao, aI' bI , a2 , b2 , ••• , 

wird aber eine bestimmte trigonometrische Reihe gegeben, so daft ienes 
Bedenken, die Menge der stetigen Funktionel1 sei von Natur wesentlich 
grofter als die der Reihen, gegenstandslos geworden ist. Ganz analoge 
Dbedegungen gelten auch fiir die unstetigen, aber den Dirichletschen 
Bedingungen geoiigenden Funktionen. Wir werden spater noch in 
vollstandigerer Weise diese Erorterungen wieder aufnehmen. 

Der Mann, der alle solche Bedenken zuerst kurzweg beiseite geschoben 
hat, war Fourier, und darin liegt seine grofte Bedeutung in der Geschichte 
der trigonometrischen Reihen. Er hat zwar natiirlich nicht diese mengen
theoretische Aufklarung gegeben, aber er hatte als erster den Mut, 
an die allgemeine darstellende Kraft der Reihen zu glauben und, auf 
diesen Glauben gestiitzt, hat er diese durch wirkliche Ausrechnung einiger 
charakteristischer Beispiele unstetiger Funktionen, so wie wir sie neu
lich etwa betrachteten, dargetan. Die eigentlichen allgemeinen Kon
vergenzbeweise gab, wie schon erwahnt, erst spater Dirichlet, der 
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iibrigens ein SchUler Fouriers war. Das Auftreten Fouriers aber hat wie 
eine Revolution gewirkt: DaB mandurch Reihen analytischer Funk
tionen solche willkiirliche, in verschiedenen Teilintervallen verschiede
nen analytischen Gesetzen gehorchende Funktionen darstellen konne, 
das war den Mathematikern damals etwas ganz Neues und Unerwartetes. 
Zum Dank fiir die Eroffnung dieser Erkenntnis hat man dann den in 
Betracht kommenden trigonometrischen Reihen geradezu Fouriers Namen 
gegeben, der ja auch heute noch sehr allgemein Anwendung findet. Frei
lich enthaIt jede solche Personalbenennung eine starke Einseitigkeit, 
wenn nieht gar Ungerechtigkeit. 

Eine zweite Leistung Fouriers muB ich hier zum SchluB noch kurz 
erwlilinen. Er betrachtete namlich auch den Grenzfall der trigonometri
schen Reihen, der eintritt, wenn man die Periode der dargestellten Funk
tion unendlich grof3 werden HiBt. Da eine Funktion von unendlich 
groBer Periode einfach eine nicht periodische, langs der ganzen x-Achse 
willkiirliche Funktion ist, so gibt dieser Grenzfall.ein Mittel, um auch nicht 
periodische Funktionen darzustellen. Der Dbergang vollzieht sich nun so, 
daB man zunachst durch eine lineare Transformation des Argumentes 
der Reihe auch Funktionen mit beliebiger Periode 1 statt der bestimmten 
2 n darstellt und dann l unendlich werden laBt. Dabei geht dann 
die Reihe in das sogenannten Fouriersche Integral iiber: 

00 

f(x) = jrq:>(y) COsyx-j-V'('r) sinyx]dy, 
o 

wobei q:> (1'), V' (y) sich in bestimmter Weise als Integrale von - 00 bis + 00 
uber die Funktion f(x) ausdriicken. Das Neue ist also, daB der Index y 
kontinuierlich alle Werte von Obis 00, nicht nur die Werte 0, 1, 2, ... 
durchlauft und daB entsprechend die if.;(v)dv und ljJ(y)dv an Stelle 
der Koeffizienten ap , bp treten. 

Wir konnen nunmehr die elementaren transzendenten Funktionen 
verlassen, die uns bisher in unsern Betrachtungen iiber die Analysis 
beschaftigt haben, und wollen zu einem neuen letzten Kapitel iiber
gehen. 

III. Von der eigentlichen Infinitesimalrechnung. 
Natiirlich setze ieh voraus, daB Sie alle differenzieren und integrieren. 

konnen und beides schon vielfach angewandt haben. Hier sollen uns 
lediglich allgemeinere Fragen, wie die der logischen und psychologischen 
Begrilndung, des Unterrichts und dergleichen beschliftigen. 

1. Allgemeine Ausfiihrungen zur Infinitesimalrechnung. 

Eine allgemeine Bemerkutig uber den Umfang der Mathematik will ich 
vorausschicken. Sie konnen von Niehtmathematikern, ·besonders auch 
von Philosophen, oft horen, die Mathematik habe lediglich Folgerungen 
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aus klar gegebenen Pramissen zu ziehen; dabei sei es sogar ganz gleich, 
was diese Pramissen bedeuten, ob sie richtig oder falsch sind - wenn 
sie sich nur nicht widersprechen. Ganz anders aber wird jeder, der 
selbst produktiv mathematisch arbeitet, reden. In der Tat urteilen 
jene Leute nur nach der auskristallisierten Form, in der man fertige 
mathematische Theorien zur Darstellung bringt. Der Forscher selbst 
jedoch arbeitet in der Mathematik wie in jeder Wissenschaft durchaus 
nicht in dieser streng deduktiven Weise, sondern er benutzt wesentlich 
seine Phantasie und geht induktiv, auf heuristische Hilfsmittel gestutzt, 
vor. Man kann auBerst zahlreiche Beispiele dafiir anfiihren, daB groBe 
Mathematiker die wichtigsten Satze gefunden haben, ohne sie exakt 
beweisen zu kOnnen. SoU man die groBe Leistung, die hierin liegt, 
nicht in Anschlag bringen, solI man jener Definition zuliebe sagen, 
daB das keine Mathematik ist und daBnur die Nachfolger, die schlieB
lich geglattete Beweise der Satze finden, Mathematik treiben? SchlieB
lich ist es ja wiUkiirlich, wie man das Wort gebrauchen will, aber ein 
Werturteil kann nur dahin lauten, daB die induktive Arbeit dessen, 
der den Satz zum ersten Male aufstellt, mindestens so viel wiegt, wie die 
deduktive dessen, der ihn zuerst beweist; denn beides ist gleich notwendig, 
und die Entdeckung ist die Voraussetzung des spateren Abschlusses. 

Gerade bei der Erfindung und Ausbildung der Infinitesimalrech
nung hat nun dieses induktive, nicht auf biindige logische Schliisse 
gestiitzte Vorgehen eine groBe Rolle gespielt, und das wirksamste, 
heuristische Hilfsmittel war hiet sehr hiiufig die -sinnliche Anschauung -
ich meine die unmittelbare sinnliche Anschauung mit allen ihren Un
genauigkeiten, fill die beispielsweise die Kurve ein hingezeichneter 
Strich bestimmter Dicke ist, nicht die abstrakte Anschauung, die den 
Grenziibergang zur exakten eindimensionalen Linie schon als vollzogen 
postuliert. leh mochte diese Behauptung bestatigen, indem ich Ihnen 
kurz darlege, wie die Ideen der Infinitesimalrechnung sich historisch 
ausgebildet haben. 

Betrachten wir zunachst den Integralbegri/f, so ist zu bemerken, daB 
er historisch mit dem Problem der Ausmessung von Flacken- und Korper
inhalten (Quadratur und Kubatur) beginnt. Die abstrakt logische De

b 

£inition bestimmt das Integral f f(x) dx, d. h. den Flacheninhalt, der 
a· 

von der Kurve y = f(x), der x-Achse und den Ordinaten x = a und 
x = b begrenzt wird, bekanntlich als Limes der Summe von lauter dieser 
Flache eingezeichneten schmalen Rechtecken, wenn man deren Zahl unter 
gleichzeitiger unbegrenzter Verkleinerung ihrer Breite unbegrenzt 
wachsen laBt. Von der sinnlichen Anschauung aus aber liegt es nahe, 
den in Rede stehenden Flacheninhalt nicht so als scharfen Limes, 
sondern einfach als Summe von sehr vielen ziemlich schmalen Rechtecken 
zu definieren; wird doch einer weiteren Verkleinerung der Rechtecke 
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ohnehin durch die notwendige Ungenauigkeit der Zeichnung stets ein 
End~ gesetzt sein (vgl. Abb. 94). 

Diese naive Denkweise findet sich nun in der Tat in der Ent
stehungsperiode der Infinitesimalrechnung bei den allerbedeutendsten 
Forschern. Da nenne ich zuerst Kepler, der in seiner "Nova stereometria 
doliorum vinariorum" 1) sich mit der Korpermessung beschaftigt. Sein 
Hauptinteresse richtet sich hierbei auf die Ausmessung von Fassern 
und ihre zweckmaBigste Gestaltung. Dabei stellt er sich ganz auf den 
soeben angedeuteten naiven Standpunkt: Er denkt sich den Inhaltdes 
Fasses wie jedes anderen Korpers (vgl. Abb. 95) in geeigneter Weise aus 
zahlreichen dunnenBliittern, aus Papier etwa, aufgeschichtet und setzt ihn 
der Summe der Inhalte dieser Blatter, deren jedes einen Zylinder bildet, 
gleich. In ahnlicher Weise verfahrt er bei der Berechnung der einfachen geo
metrischenKorper, So z. B. der Kugel. Er denkt siesichaussehrvielen klei
nen Pyramiden mit der Spitze im Zentrum zusammengesetzt (vgl. Abb, 96) : 

dann ist der Rauminhalt nach der bekaqnten Pyramidenformel gleich!.- mal 
3 

!d(~ll"" 
~2 

"\; 

»-a z-/) 

Abb.94. Abb.95. Abb.96. 

der Summe aller Grundflachen der kleinen Pyramiden, und indem er 
fiir die von diesen gebildete Fazettenflache einfach die Kugeloberflache 

4n1'1l einsetzt, erhalt er die richtige Volumenformel 4nr3. Dbrigens 
3 

betont Kepler ausdriicklich auch den praktischen, heuristischen Wert 
solcher Betrachtungen, und verweist, was strenge mathematische Be
weise angeht, auf die sogenannte Exhaustionsmethode. Diese Me
thode, die schon vor Archimedes angewandt wurde, fiihrt z. B. die 
Bestimmung des Kreisinhalts aus, indem sie die Approximation der 
Kreisflache durch die FHichen ein- und umbeschriebener Polygone von 
wachsender Seitenzahl genau verfolgt. Der wesentliche Unterschied 
gegen die moderne Auffassung besteht darin, daB die Existenz einer 
Inhaltszahl des Kreises als etwas ganz Selbstverstandliches still
schweigend hingenommen wird, wahrend die moderne Infinitesimal
rechnung auf diese anschauliche Evidenz verzichtet und vielmehr 
auf Grund des abstrakten Grenzbegriffs die Inhaltszahl als Grenz
wert der MaBzahlen eingeschriebeneI Polygone definiert. Gibt man 

1) Linz an der Donau, 1615. - Deutsch in Ostwalds Klassikern Nr. 165. 
Leipzig 1908. 

K 1 e in. Elementa.rmathematik I. 3. Aufl. 15 
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aber einmal die Existenz der Inhaltszahl zu, so ist das Exhaustions
verfahren ein auch modernen Anspriichen geniigendes, v6llig exaktes 
Verfahren zur Approximation der Inhaltszahl durch bekannte Inhalts
zahlen geradliniger Abbildungen. Dieses Verfahren erweist sich jedoch in 
vielen Fallen als auBerordentlich schwerfallig und zur Auffindung von 
Flachen- und K6rperinhalten durchaus ungeeignet. Eine von H. Hei
berg 1906 entdeckte Schriftl) des Archimedes zeigt nun in der Tat, 
daB dieser bei seiner Forschung das Exhaustionsverfahren gar nicht an
wandte. Erst nachdem er seine Resultate anderweitig gefunden hatte, 
bildete er hinterher, urn den damaligen Anforderungen der Strenge zu 
geniigen, den Exhaustionsbeweis aus. Zur Entdeckung seiner Satze 
benutzte er jedoch eine Methode, die Schwerpunktbetrachtungen, den 
Hebelsatz und Vorstellungen zu Hilfe nahm wie die, daB Dreiecke und 
Parabelsegmente aus Reihen paralleler Sehnen bestehen oder Zylinder, 
Kugel und Kegel durch Reihen paralleler Kreisscheiben ausgefiillt werden. 

Kehren wir jetzt wieder in das 17. Jahrhundert zuriick, so find en 
wir den Keplerschen ahnliche Uberlegungen auch in dem Buche des 
Jesuiten Bonaventura Cavalieri: "Geometria indivisibilibus continuorum 
nova quadam ratione promota"2), wo er das heute allgemein nach ihm 
genannte Prinzip aufstellt: Zwei Karper sind inhaltsgleich, wenn in gleicher 
Hahe bei beiden gefiihrte Schnitte gleiche Fliichen ergeben. Von diesem 

Abb.97. 

Cavalierischen Prinzip ist bekanntlich auf unsern 
Schulen sehr viel die Rede; man glaubt dadurch 
die Integralrechnung vermeiden zu k6nnen, wah
rend es doch tatsachlich ganz ihr angeh6rt. - Die 
Begriindung bei Cavalieri kommt genau darauf 
hinaus, daB er sich beide K6rper aus diinnen iiber
einandergeschichteten Blattern aufgebaut denkt, 
die dann nach der Annahme paarweise kongruent 

sind, d. h. der eine K6rper entsteht aus dem andern durch Verschie
bung der einzelnen Blatter des Haufens gegeneinander (vgl. Abb. 97), 
dabei kann sich der Rauminhalt nicht andem, da er sich nach wie vor 

Abb.98. 

aus den gleichen Summanden aufbaut. 
Ganz ahnlich fiihrt die naive Anschauung 

auf den Differentialquotienten einer Funktion, d.h. 
die Kurventangente. Man ersetzt da - undso hat 
man es tatsachlich gemacht - die Kurve durch 
einen geradlinigen Polygonzug (vgl. Abb. 98), 
der hinreichend viele auf der Kurve ziemlich 

dicht gelegene Punkte zu Ecken hat. Nach der Natur unserer sinnlichen 
Anschauung kann man dann bei Betrachtung aus einiger Entfernung 
die Kurve kaum mehr von dem aus diesen Punkten gebildeten Haufen 

1) Bereits zitiert auf S. 86. 2) Bononiae 1635, 1. Auf!. 1653. 



Allgemeine Ausfiihrungen zur Infinitesimalrechnung. 227 

und noch weniger von dem Polygonzug selbst unterscheiden. Die 
Tangente der Kurve wird nun kurzweg als Verbindungslinie zweier auf
einander folgender solcher Punkte, also als VerHingerung einer der 
Polygonseiten, definiert. Ftir den abstrakt logischen Standpunkt 
bleibt diese Gerade, wenn die Punkte auch noch so dicht gewahlt sind, 
natiirlich immer nur eine Sekante der Kurve, und die Tangente ist 
erst die Grenzlage, der sie sich bei Verkleinerungdes Abstandes der beiden 
Punkte unbegrenzt niihert. Analog wird man auf diesem naiven Stand
punkte als Kriimmungskreis der Kurve den Kreis auffassen, der durch 
drei aufeinander folgende Polygonecken geht, wahrend, exakt genommen, 
der Krtimmungskreis erst die Grenzlage dieses Kreises bei unbegrenzter 
Anniiherung der drei Punkte ist. 

Die iiberzeugende Kraft, die solchen naiven hodegetischen Betrach
tungen innewohnt, ist fUr verschiedene Individuen nattirlich sehr ver
schieden. Manche - und dazu rechne ich mich selbst - ftihlen sich 
durch sie auBerordentlich befriedigt; andere wieder, die einseitig nach 
der rein logischen Seite veranlagt sind, finden sie durchaus nichtssagend 
und konnen sich nicht denken, wie man sie tiberhaupt als Grundlage 
mathematischer Betrachtungen auffassen kann. Und doch haben Dber
legungen dieser Art historisch oft den Anfang neuer und fruchtbarer 
Betrachtungsweisen gebildet. 

Dbrigens kommen diese naiven Betrachtllngsweisen auch heute 
noch stets dann unwillktirlich zur Geltung, wenn man in der mathe
matischen Physik, der Mechanik, der Differentialgeometrie irgendeinen 
mathematischen Ansatz zustande bringen will. Sie aIle wissen, daB 
sie tiberall da auBerst zweckmaBig sind. Freilich spottet der reine Mathe
matiker gern tiber eine solche Darstellung; als ich studierte, sagte 
man, daB fiir den Physiker das Differential ein Stuck Messing sei, mit 
dem er wie mit seinen Apparaten umgehe. 

In diesem Zusammenhange machte ich gleich die Leibnizsche 
Schreibweise rtihmen, die ja heute die herrschende ist, denn sie vereinigt 
mit einem zweckmiifJigen Anklang an die naive Anschauung doch auch 
einen gewissen Hinweis auf den in Wahrheit in den Begriffen enthaltenen 

abstrakten GrenzprozefJ. So erinnert die Leibnizsche Schreibweise ~ ~ 
des Differentialquotienten zunachst daran, daB er aus einem Quotienten 
entsteht, aber das d im Gegensatz zu dem ftir endliche Differenzen tib
lichen L1 zeigt an, daB auch etwas Neues, namlich der Grenziibergang, hin
zugekommen ist. Und ebenso deutet das Integralsymbol J y dx auf die 
Entstehung des Integrals aus einer Summe kleiner GraBen hin; dabei ist 
aber nicht das gewahnliche Summenzeichen I, sondern ein stilisiertes 
5 (es ist merkwiirdigerweise nicht tiber all bekannt, daB das J diese 
Bedeutung hat) verwendet, das anzeigt, daB hier doch noch ein neuer 
ProzeE zur Summation hinzugetreten ist. 

15* 
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Wir mussen nun endlich auf die logische Begrundung der Differential
und Integralrechnung naher eingehen und wollen sie sogleich in ihrer 
historischen Entwicklung betrachten. 

1. Die Hauptidee ist da, wie es ja heute an der Hochschul~ all
gemein gelehrt wird und wie ich Ihnen also wohl nur kurz in Erinnerung 
zu bringen brauche, daB die Infinitesimalrechnung lediglich eine An
wendung des allgemeinen Grenzbegriffes ist: Der Differentialquotient ist 
definiert als Grenzwert des Quotienten entsprechender endlicher Zuwiichse 
von Variablen und Funktion: 

~=lim Ay 
dx ,j",=oAx 

- vorausgesetzt, daB dieser Limes existiert -, und keineswegs ist er 
ein Quotient, in dem dy und dx selbstandige Bedeutung haben. Ebenso 
ist das Integral definiert als Grenzwert einer Summe: 

b 

f y dx = lim 1: Yi . A Xi , 
a ,j Zj=O (i) 

wo die A Xi endliche Teile des Intervalles a <: X <: b, die Yi beliebige 
zugehOrige Funktionswerte in ihnen bedeuten und alle A Xi gleichzeitig 
gegen Null zu konvergieren haben; keineswegs aber hat y dx etwa als 
Summand einer Summe reale Bedeutung. Diese Bezeichnungen w~rden 
nur aus den soeben erorterten ZweckmaBigkeitsgrunden beibehalten. 

2. Die so gekennzeichnete Auffassung findet sich bereits in recht 
praziser Form bei Newton selbst ausgesprochen. Ich verweise da auf eine 
Stelle in seinem Hauptwerk, den "Philosophiae naturalis principia mathe
matica" 1) von 1687: "Ultimae rationes illae, quibuscum quantitates 
evanescunt, revera non sunt rationes quantitatum ultimarum, sed limites, 
ad quos quanti tatum sine limite decrescentium rationes semper appro
pinquant, et quos propius assequi possunt, quam pro data quavis diffe
tentia, nunquam vero transgredi neque prius attingere quam quantitates 
diminuuntur in infinitum." Dbrigens vermeidet Newton in diesem 
Werke den Infinitesimalkalkul als solchen in der Darstellung durch
aus, obgleich er ihn gewiB zur Ableitung seiner Resultate benutzt hat. 
Denn die grundlegende Schrift, in der er seine Methode der Infinitesimal
rechnung entwickelt, hatte er bereits 1671 verfaBt, obwohl sie erst 
1736 erschien; sie tragt den Titel: "M ethodus fluxionum et serierum in
finitarum" 2). 

In ihr entwickelt Newton, ohne weiter auf prinzipielle Erorterungen 
einzugehen, den neuen Kalkul an zahlreichen Beispielen. Er knupft 
dabei an eine Vorstellung des tiiglichen Lebens an, die den Grenzubergang 
sehr nahe legt; hat man namlich eine Bewegung x = f (t) auf der x-Achse 

1) Neuausgabe von W. Thomson und H. Blackburn, S. 38. Glasgow 1871-
2) J. Newtoni Opuscula mathem"tica, philosophica et philologica. Tome I 

S. 29. Lausannae 1744. 
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in der Zeit t, so hat jedermann eine bestimmte Anschauung davon, was 
die Geschwindigkeit einer solchen Bewegung ist, und wenn man dem 
nachgeht, so sieht man, daB im Grunde der Grenzwert des Differenzen-

quotienten ~; damit gemeint ist. Diese Geschwindigkeit, mit der sich 

die Variable x in der Zeit andert, macht Newton als ihre "Fluxion x" 
zur Grundlage seiner Betrachtungen. Er denkt s1ch alle Variablen x, y 
von dieser einen Urvariabten t, der Zeit, abhangig; der Differential-

quotient ~~ erscheint demg(~ma~Xa)ls Quotient zweier Fluxionen t ' 
den wir heute ausfiihrlicher a7: dt schreiben wurden. 

3. An diese Newtonsche Ideenbildung schlieBt eine gr6Be Reihe 
von Mathematikern des 18. Jahrhunderts an, weIche die Infinitesimalrech
nung mit mehr oder weniger Prazision auf dem Grenzbegriff au'fbauen. 
Lassen Sie mich da nur einige Namen herausgreifen: C. Maclaurin 
in seinem "Treatise of fluxions" 1), das als Lehrbuch jedenfalls ein({n 
breiten Wirkungskreis hatte, ferner d' Alembert in der groBen franzosi
schen Encyclopedie methodique, endlich Kiistner in Gottingen in seinen 
Vorlesungen und Buchern 2). SchlieBlich gehOrt wohl auch Euler vor
wiegend in diese Entwicklungsreihe, wiewohl bei ihm daneben auch 
andere Tendenzen zum Vorschein kommen. 

4. Eine ganz wesentliche Lucke blieb bei allen diesen Darstellungen 
noch auszufilllen, ehe von einem konsequenten System der Infinitesimal
recJmung die Rede sein konnte: Wohl hatte man die Definition des 
Differentialquotienten als Grenzwert, aber es fehlte ein Mittel, mit dem 
man umgekehrt aus seinem Werte den Zuwachs der Funktion in einem 
endlichen Intervalle abschatzen konnte. Das gestattet erst der sogenannte 
Mittelwertsatz, und es ist das groBe Verdienst Cauchys, dessen zentrale 
Stellung voll erkannt und demgemaB ihn an die Spitze der Differential
rechnung gestellt zu haben; es ist nicht zuviel gesagt, wenn man 
Cauchy deshalb 'lIs Begriinder der exakten Infinitesimalrechnung im 
modernen Sinne feiert. Als grundlegende Werke kommen hier, auf seinen 
Pariser Vorlesungen beruhend, in Betracht: "Resume des lecons sur le 
calcul infinitesimal" 3) sowie dessen zweite Auflage, von der nur der 
erste Teil "Lec;ons sur le catcul difterentiel" 4) erschienen ist. 

Der Mittelwertsatz lautet bekanntlich: 1st i(x) eine stetige Funktion, 
die an allen Stellen des betrachteten I ntervalls einen Differentialquotienten 
f'(x) besitzt, so gibt es zwischen x und x + h stets eine Stelle x + fJh, 
so daf3: 

f(x + h) = f(x) + h· f'(x + fJh) 

1) Edinburgh 1742. 
2) Kastner, A. G. : Anfangsgriindeder Analysis des Unendlichen. Giittingen 1760. 
3) Paris 1823 = Oeuvres completes. Ser. II, T. IV. Paris 1899. 
4) Paris 1829 = Oeuvres completes. Ser. II, T. IV. Paris 1899. 
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wird. Hier tritt dieses den MittelwertsiHzen eigentiimliehe {} auf, das 
dem Anfanger zuerst haufig so wunderbar erseheint. Geometriseh ist der 
Satz durehaus ansehaulieh; er besagt nur, dafJ es zwischen' den Punkten x 
und x + h der Kurve einen Punkt x + {} h gibt, in welchem die Kurven
tangente parallel der die Punkte x und x + h verbindenden Sekante ist 
(vgl. Abb. 99). 

5. Wie beweist man nun den M ittelwertsatz exakt arithmetisch, 
ohne an die geometrisehe Ansehauung zu appellieren? Rin solcher 
Beweis hat natiirlieh nur den Sinn, den Satz auf die vorhet abstrakt 
in prazisester Form aufzustellenden arithmetisehen Definitionen von 
Variabler, Funktion, Stetigkeit usw. zuriiekzufiihren. Daher ist ein 
strenger Beweis erst dureh WeierstrafJ und seine Nachfolger propagiert 
worden, denen wir iiberhaupt die Verbreitung der modernen arithme
tisehen Auffassung des Zahlenkontinuums verdanken. Ich will hier nur 
die eharakteristisehen Momente der Betraehtung hervorheben: 

~-----x~+~"'n----x-L+h~~X 

Abb.99. 

EEl. 
Abb.100, 

Zunaehst kann man den Satz leicht auf den Fall zuriiekfiihren, daB 
die unsern Bogen begrenzende Sekante horizontal, d. h. f(x) = f(x + h) 
ist (vgl. Abb, 100) ;es ist dann die Existenz einer Stelle mit horizontaler 
Tangente zu zeigen. Dazu kann der WeierstrafJsche Satz angewandt 
werden, dafJ iede in einem abgeschlossenen Intervalle durchweg stetige 
Funktion daselbst an mindestens einer Stelle das Maximum und das MiniJ 
mum ihrer Werte wirklich annimmt. Vnter unserer Voraussetzung moB 
einer dieser Extremwerte unserer Funktion sieher im Innern des Inter
valles (x, x + h) liegen, falls nieht der triviale Fall einer Konstanten 
vorliegt; es sei dies etwa ein Maximum (der Fall des Minimums er
ledigt sieh genau ebenso), und es befinde sieh an der Stelle x + {} h. 
Dann besitzt f (x) weder reehts noeh links davon groBere Werte, d. h. der 
Differenzenquotient ist naeh reehts hin negativ oder Null, naeh links 
hin positiv oder Null. Der Differentialquotient, der ja naeh Voraussetzung 
an jeder Stelle existieren soll, kann also an der Stelle x + {} h sowohl 
als Grenze lauter nicht positiver Werte, als aueh lauter nicht negativer 
Werte dargestellt werden, je naehdem man ihn als Grenze eines naeh 
reehts oder links hin genommeoen Differenzenquotienten auffaBt. Er 
kann daher nur Null sein, womit die behauptete Existenz der horizon
talen Tangente und damit der Mittelwertsatz bewiesen ist. 
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Parallel mit der bisher gesehilderterr Entwieklungsreihe, auf der sich 
<Iiso die heutige wissensehaftliehe Mathematik aufbaut, hat sieh eine 
u;csentlich verschiedene Auffassung der Infinitesimalrechnung dureh die 
Jahrhunderte fortgepflanzt. Sie geht zuruck: 

1. auf alie metaphysische Spekulationen uber den Aufbau des Kon
tinuums aus nicht mehr weiter zerlegbaren, letzten "unendlich kleinen" 
Bestandteilen. Schon im Altertum finden sich AnkHinge an solche Vor
stellungen, und von den Scholastikern und weiterhin den jesuitischen 
Philosophen wurden sie sehr gep£legt. Als eharakteristisehen Beleg nenne 
ieh den Titel des schon auf S. 226 erwahnten Buches Cavalieris "Geometria 
indivisibilibus continuorum promota", der seine wahre Grundauffas
sung andeutet; in der Tat kommen approximationsmathematische An
schauungen nur nebenbei bei ihm vor; tatsachlieh betrachtet er den 
Raum als aus unteilbaren letzten Bestandteilen, den "Indivisibilia", 
zusammengesetzt. Uberhaupt ware es fiir diesen Zusammenhang wich
tig und interessant, die versehiedenen Zergliederungen zu kennen, 
die der Begriff des Kontinuums im Laufe der Jahrhunderte (und Jahr
tausende). erfahren hat. 

2. Leibniz, der sich ja mit Newton in den Ruhm der Erfindung der 
Infinitesimalrechnung teilt, schlieBt ebenfalls an solche Ideenbildungen 
an. Fiir ihn ist also nicht der Differentialquotient als Grenzwert das Pri
mare, sondern das Differential dx der Varia belen x hat reale Existenz 
als letzter, indivisibler Bestandteil der Abszissenachse, als eine GroBe, 
die kleiner als jede endliehe GroBe und doch nicht Null ist ("aktual" 
unendlich kleine GrofJe,). Ahnlieh werden weiterhin die Ditferentiale 
hOherer Ordnung d2 x, d3 x, . .. definiert als unendlich kleine GraBen 
2ter , 3ter , ••. Ordnung, deren jede "gegen die vorangehenden unendlich 
klein" ist; man hat so eine Reihe qualitativ verschiedener Gr6J3en
systeme. Der von der Kurve y = y (x) uber der Abszissenachse begrenzte 
Flacheninhalt ist nach der Indivisibelnlehre direkt die Summe aller 
einzelnen Ordinaten y; es ist eine Konsequenz dieser Ansicht, wenn 
Leibniz in seinem erst en Manuskript uber Integralrechnung (1675) 
fy schreibt und nicht fydx. 

Diese Auffassung ist jedoch keineswegs die bei Leibniz allein herr
schende, vielmehr kommen gelegentlich auch approximationsmathemati
sche Anschauungen vor; danach ware das Differential dx eine endliche, 
aber so kleine Strecke, dafJ langs ihr die Kurve nicht wahrnehmbar von 
der Tangente abweicht. Jene metaphysischen Spekulationen sind ja 
gewiB nur Idealisierungen der einfachen hierin enthaltenen psycho
logischen Tatsache. 

Ganz besonders findet sich bei Leibniz aber noeh eine dritte Ideen
richtung vertreten, die wohl vorzugsweise fUr ihn eharakteristiseh ist, 
die formale Auffassung; ich hatte ja schon otters Gelegenheit, zu betonen, 
daJ3 wir in Leibniz den Begrund, r der formalen Mathematik zu sehen 



232 Analysis: Vonder eigentlichen Infinitesimalrechnung. 

haben. Hier ist der Gedanke der: Ganz gleichgiiltig, Was fiir eine reale 
Bedeutung die Differentiale haben und ob sie iiberhaupt eine haben; 
wenn man nur in geeigneter Weise Rechenregeln fiir sie definiert und 
diese richtig handhabt, so muB jedenfalls etwas Verniinftiges, Richtiges 
herauskommen. Leibniz verweist da immer auf die Analogie mit den 
komplexen Zahlen, iiber die er ganz entsprechende Vorstellungen hat. 
Bei diesen Rechenregeln fur Differentiale handelt es sich nun haupt
sachlich urn die Formel: 

f(x + dx) - f(x) = /,(x) . dx. 

Der Mittelwertsatz zeigt, daB sie nur richtig ist, wenh man /'(x + {} . dx) 
statt /,(x) schreibt, aberder Fehler, den man hier macht, indem man 
schlechtweg /,(x) schreibt, ist unendlich klein von hoherer (zweiter) Ord
nung, und solche GrofJen so1,l man - das ist die hauptsachlichste formale 
Regel - beim Rechnen mit Differentialen vernachliissigen. 

Die wichtigsten Publikationen von Leibniz sind in den Acta erudito
rum, jener beriihmten ersten wissenschaftlichen Zeitschrift, aus den Jahren 
1684, 1695 und 1712 enthalten 1). Im ersten Bande finden Sie unter 
dem Titel "Nova methodus pro maximis et minimis" (S.467ff.) iiber
haupt die erste VeroffentIichung iiber Differentialrechnung, tind zwar 
entwickelt Leibniz dort lediglich die Regeln des Differenzierens. Die spa~ 
teren Arbeiten geben auch prin:dpielle Erorterungen, in denen vorzugs
weise der formale Standpunkt zum Ausdruck kommt. Besonders charak
teristisch ist da die kurze Arbeit aus dem Jahre 17122), also aus seinen 
letzten Lebensjahren; in dieser spricht er geradezu von Satzen und 
Definitionen, die nur "toleranter vera" oder franzosisch ,;passables" 
sind: "Rigorem quidem non sustinent, habent tamen usum magnum 
in ca1culando et ad artem inveniendi universalesque conceptus valent". 
Das bezieht er sowohl auf die komplexen Zahlen als auf das Unendliche; 
sprechen wir etwa vom Unendlichkleinen, so "commoditati expressionis 
seu breviloquio mentalis inservimus, sed non nisi toleranter vera 10-
quimur, quae explicatione rigidantur". 

3- Von Leibniz aus verbreitet sich der neue Kalkiil rasch auf dem 
Kontinent, und wir finden da jede seiner drei Anschauungen vertreten. 
Ich muB hier zunachst das erste Lehrbuch der Differentialrechnung nennen, 
das iiberhaupt erschien, die "Analyse des infiniment petits pour l'in
telligence des courbes" 3) vom Marquis de l' Hospital, einem Schiiler 
Johann Bernoullis, der seinerseits die neuen Ideen sich iiberraschend 
schnell von Leibniz angeeignet hatte und selbst das erste Lehrbuch der 

1) Zum Teil iibersetzt in Ostwalds Klassikern Nr. 162. Herausgegeben von 
G. Kowalewski. Leipzig 1908. AuJ3erdem in Leibniz: Mathematische Schriften. 
Herausgegeben von K. J. Gerhardt, von 1849 an. 

2) Observatio ... ; et de vero sensu Methodi infinitesimalis, S. 167-169. 
3) Paris 1696; 2. edit. 1715. 
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Integralrechnung 1) herausgab. In beiden Biichern wird die approxi
mationsmathematische Anschauung vertreten, insbesondere z. B. eine 
Kurve als Polygon von sehr kleinen Seiten, die Tangente als VerHinge
rung einer solchen Seite aufgefaBt. - In Deutschland wurde die Leibniz
sche Differentialrechnung besonders verbreitet durch Christian W ollt 
in lialle, der den Inhalt seiner Vorlesungen in den "Elementa matheseos 
universal" 2) niedergelegt hat. Er fUhrt die Leibnizschen Differentiale 
sofort am Anfang der Differentialrechnung ein, betont jedoch ausdriick
lich, daB sie keinerlei reales Aquivalent haben. Vielmehr entwickelt er 
iiber das fUr unsere Wahrnehmung unendlich Kleine, wiederum durch
aus approximationsmathematische Ansichten; so fiihrt er als Beispiel 
an, daB die Hohe eines Berges fUr die praktische Messung nicht merk
lich geandert wird, wenn man ein Staubchen wegnimmt oder hinzutut. 

4. Vielfach findet sich auch die metaphysische Ansicht. vertreten, 
die den Differentialen eine reale Existenz zuschreibt; sie hat besonders 
auf Philosophischer Seite, aber auch unter den mathematischen Physikern 
stets Anhanger gehabt. Hier nenne ich als einen der hervorragendsten 
Poisson, der sich in der Vorrede seines beriihmten "Traite de mecanique'(3) 
in sehr krasser Weise dahin auBert, daB die unendlich kleinen GroBen 
nicht bloB ein Mittel zur Forschung sind, sondern durchaus wirklich 
existieren. 

5. Wahrscheinlich durch die philosophische Tradition ist diese 
Auffassung in die populare Lehrbuchliteratur iibergegangen und spielt 
dort noch heute eine groBe Rolle. Ais Beispiel erwahne ich gern das 
zuerst 1855 erschienene Lehrbuch von Liibsen: "Eirtleitung in die 
Infinitesimalrechnung" 4), das lange Zeit hindurch einen auBerordent
lichen EinfluB auf breite Schichten des Publikums besaB; zu meiner 
Zeit hat gewiB jeder einmal als Schiller oder spater das Ltibsensche 
Buch zur Hand genommen, und mancher hat daraus die erste An
regung zu weiteren mathematischen Studien geschopft. Liibsen de
finiert zunachst den Differentialquotienten durch den Grenzbegriff, 
daneben aber stellt er seit der 2. Auflage das, was er fUr die wahre 
Infinitesimalrechnung halt - ein mystisches Operieren mit den unendlich 
kleinen GrofJen; die betreffenden Kapitel sind mit einem Stern ver
sehen, zum Zeichen, daB sie an Resultaten nichts Neues bringen. Hier 
werden die Differentiale eingefiihrt als letzte Teile, die etwa beim 
fortgesetzten Halbieren einer endlichen GroBe in unendlicher, nicht 

1) [In deutscher "Obersetzung herausgegeben von G. Kowalewski, Ostwalds 
Klassiker Nr. 194. Von P. Schafheitlin wurde vor kurzem auch Joh. Bernoullis 
Differentialrechnung entdeckt und besprochen. Verhandlungen der Naturforscher
Gesellschaft in Basel Bd. 32. 1921.] 

B) Zuerst erschienen 1710. - Editio nova Hallae, Magdeburgiae 1742, 
S. 545. 

3) Partie I, 2. Aufl., S. 1',4. Paris 1833. 
') 8. Aufl. Leipzig 1899. 



234 Analysis: Von der eigentlichen Infinitesimalrechnung. 

angebbarer Anzahl entstehen, und deren jeder, "obwohl von der absoluten 
Null verschieden, doch auch nicht mehr angebbar, sondern eine Infinitesi
malgroBe, ein Hauch, ein Augenblick ist" - und dann folgt ein englisches 
Zitat: "Das Infinitesimale ist der Geist einer abgeschiedenen GroBe" 
(S. 59/60). Und weiter heiBt es an einer anderen Stelle (S. 76): "Die In
finitesimalmethode ist, wie man sieht, sehr subtil, aber richtig. SoUte 
dies aus dem Bisherigen und dem noch Folgenden nicht einleuchten, so 
liegt dies nur an un serer mangelhaften Darstellung derselben." Es ist ge
wiB sehr interessant, von diesen Erorterungen naher Kenntnis zu nehmen! 

Als Gegenstuck dazu lege ich Ihnen noch die sechste Auflage des 
verbreiteten Lehrbuchs der Experimentalphysik von W iillner 1) vor, in dem 
im erst en Bande eine kurze Darstellung der Infinitesimalrechnung mit der 
Absicht vorausgeschickt wird, den Naturwissenschaftlern oder Medizinern 
die auf dem Gymnasium nicht erworbene und fUr die Physik doch 
unbedingt notwendige Kenntnis der Infinitesimalrechnung zu ver
mitteln. Dabei beginnt Wullner (S.31) mit der Erklarung, was eine 
unendlich kleine GroBe dx ist, spater folgt dann die naturlich schwie
rigere Erklarung fUr das zweite Differential d2 x. Lesen Sie einmal 
diese Einleitung mit dem Auge des Mathematikers, und bedenken Sie 
dann, welch em Widersinn darin liegt, daB auf der Schule die Infinitesi
malrechnung als zu schwer unterdruckt wird, daB sie aber dann nach 
einer solchen nicht nur durchaus unbefriedigenden, sondern auch auBerst 
schwer verstandlichen Darstellung von jedem ersten Semester auf zehn 
Seiten begriffen werden solI! 

Der Grunq, warum solche Betrachtungen neben der mathematisch 
exakten Grenzmethode sich vielfach so lange erhalten konnten, ist 
wohl in einem weitverbreiteten Bedurfnis zu suchen, sich uber die 
abstrakt logischen Formulierungen def Grenzmethode hinaus tiefer 
in das innerste Wesen der stetigen Gropen hineinzu/iihlen und sich auch 
bestimmtere Vorstellungen davon zu bilden, als es durch bloBes Be
tonen der psychologischen den Grenzbegriff bestimmenden Momente 
geschieht. Charakteristisch dafUr ist eine Forrrmlierung, die, soviel ich 
weiB, von dem Philosophen Hegel herruhrt und die £i.·uher vielfach in 
Biichern und Vorlesungen vorgebracht wurde. Sie besagt, daB die 

Funktion y = f(x) das Sein der Dinge, der Dilferentialquotient dy aber 
dx 

das Werden der Dinge darsteUt. Sicher liegt etwas Ansprechendes darin, 
nur muB man sich daruber klar sein, daB ein solches Wort die ferneren 
mathematischen Entwicklungen durchaus nicht f6rdert, da diese auf 
prazisen Begriffen aufgebaut werden mussen. 

In der neuesten Mathematik sind die "aktual" unendlich kleinen 
Gropen in ganz anderem Zusammenhange wieder zu Ehren gekommen, 
namlich in den geometrischen Untersuchungen Veroneses und dann in 

1) Leipzig 1907. 
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Hilberts "Grundlagen der Geometrie" 1). Die leitende Idee dieser Unter
suchungen kann man in aller Ktirze so aussprechen: Man betrachtet 
eine Geometrie, in der durch eine Angabe x = a, wobei a eine ge
wohnliche reelle Zahl ist, nicht nur ein Punkt der x-Achse, sondern 
unendlich viele bestimmt werden, deren Abszissen sich urn endliche 
Vielfache unendl~ch kleiner GroBen verschiedener Ordnung 1], C, ... 
unterscheiden; ein Punkt ist also erst bestimmt, wenn man 

x=a+b1]+cC+ '" 

gibt, wo a, b, c, ... gewohnliche reeUe Zahlen, die 1], C, ... aktual un
endlich kleine Gro/len abnehmender Ordnung sind. Bei" Hilbert wird 
nun diese Leitidee so gewendet, daB durch geeignete axiomatische 
Festlegungen tiber diese so eingefiihrten GroBen evident wird, dafJ man 
widerspruchsfrei mit ihnen operieren kann. Dabei kommt es hauptsach
lich darauf an, die GroBenbeziehung von x zu einer zweiten GroBe 
Xl = al + bl 1] + Cl l; + '" geeignet zu bestimmen. Man setzt dazu zu
nachst fest, dafJ X > oder < Xl' wenn a > oder < al ; ist aber a = aI' 
so soU der zweite Koef/izient iiber das GrofJenverhiiltnis entscheiden der
art, dafJ X ~ Xl' je nachdem b ~ bl , und wenn auch b = bi ist, so 
soUen" die c entscheiden usw. Sie werden diese Festsetzung am klarsten 
auffassen, wenn Sie mit den hingeschriebenen Buchstaben keinerlei Vor
steHung weiter zu verbinden versuchen. 

Es ergibt sich nun, daB man mit den so eingefiihrten GroBen nach 
diesen und den weiter hinzuzufiigenden Regeln ganz analog operieren 
kann, wie mit endlichen Zahlen; nur ein wesentlicher Satz faHt fort, 
der im System der gewohnlichen reellen Zahlen gilt, dafJ man niimlich 
zu zwei positiven Zahlen e, a stets eine endliche ganze Zahl n so bestim
men kann, dafJ n . e > a, wie klein auch e und wie grofJ a sei. In der Tat 
ergeben hier die angeftihrten Definitionen unmittelbar, dafJ ein belie
biges endliches Viel/aches n'1] von 1] immer noch kleiner ist als fede 
positive endliche Zahl a bleibt, und diese Eigenschaft ist es eben, die 1] 

als "unendlich kleine GroBe" charakterisiert. Ebenso ist stets n . C < 1] , 

d. h. C ist eine unendliche kleine GrofJe hoherer Ordnung als 1]. 

Man nennt nun dieses Zahlensystem ein Nichtarchimedisches. Man 
bezeichnet namlich jenes Theorem tiber endliche Zahlen als Archi
medisches Axiom, weil Archimedes es als nicht beweisbare bzw. nicht 
weiter zu beweisende grundlegende Annahme tiber die von ihm be
nutzten Zahlen hervorhebt; daB die Gilltigkeit dieses Axioms aufhort, 
ist charakteristisch fur das AUftreten aktual unendlich kleiner GrofJen. 
trbrigens ist der Name Archimedisches Axiom wie die meisten Personal
bezeichnungen historisch ungenau; das Axiom ist, mehr als ein halbes 
Jahrhundert vor Archimedes, bereits von Euklid hervorgehoben worden, 
und auch der soH es nicht gefunden, sondern, wie sehr viele seiner 

[1) 5. Auf!. Leipzig 1922]. 
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Satze, von Eudoxus von Knidos iibernommen haben. - Das Studium 
der nichtarchimedischen GroBen 1), die man besonders als Koordinaten 
zum Aufbau einer "nichtarchimedischen r;eometrie" verwendet hat, ver
folgt den Zweck einer tiefern Erkenntnis der Aussagen iiber Stetigkeit 
und gehort zu der groBen Gruppe der Untersuchungen iiber die 
logische Abhangigkeit der verschiedenen Axiome der gewohnlichen 
Geometrie und Arithmetik; man konstruiert dazu stets solche kiinst
liche Zahlsysteme, fUr die nur ein Teil aller Axiome gilt und schlieBt 
dann auf die logische Unabhangigkeit der andern Axiome von diesen. 

Es liegt nun natiirlich die Frage nahe, ob man aut solche Zahlen
s'\'steme gestutzt der traditionellen Begrundung der Intinitesimalrechn'ung 
mit unendlich kleinen Grof3en eine durchaus exakte, modern en Anspruchen 
genugende Gestaltung geben, d. h. gewissermaBen auch eine nichtarchi
medische Analysis aufbauen konnte. Die erste und hauptsachlichste 
Aufgabe dieser Analysis ware, den Mittelwertsatz: 

t(x+h) -t(x) =h'!'(x+{}h) 

aus den hier vorauszusetzenden Axiomen zu beweisen. Ich will einen 
Fortschritt in dieser Richtung nicht geradezu als unmoglich bezeichnen; 
bisher ist aber jedenfalls von keinem cler vielen Forscher, die sich 
mit aktual unendlich kleinen GroBen beschaftigen, dazu etwas Positives 
geleistet worden. 

Zu Ihrer Orientierung bemerke ich noch, daB das Wort "unendlich 
klein" seit Cauchy in den modernen Lehrbiichern in einem andern 
Sinne gebraucht wird. Man sagt dann namlich nie, daB eine GraBe 
unendlich klein ist, sondern nur, daB sie unendlich klein wird, und 
fUhrt damit nUf eine bequeme Ausdrucksweise dafUr ein, daB sie un
begrenzt gegen Null abnimmt. 

Ich muB nun noch der Reaktion gedenken, die der Gebrauch un
endlich kleiner GraBen in der Infinitesimalrechnung hervorgerufen hat. 
Man empfand bald das Mystische, Unbewiesene in dies en Vorstellun
gen, und daher entstand vielfach das Vorurteil, als sei die Differential
rechnung ein besonderes philosophisches System, das man nicht be
weisen, nur glauben kanne, oder geradezu, grob gesagt - Schwindt.~. 

Einer der scharfsten Kritiker in diesem Sinne war der Philosoph und 
Bischof Berkeley, der in dem kleinen Buche "The analyst"2) die in der 
Matqematik' seiner Zeit herrschenden Unklarheiten in sehr amiisanter 
Darstellung angriff. Er geht davon aus, daB man sich gegeniiber den 
Prinzipien und Methoden der Mathematik dieselbe Freiheit der Kritik 
bewahren miisse, "weIche die Mathematiker hinsichtlich der Geheim-

[1) Nichtarchimedische GroBen sind z. B. die sog. hornformigen Winkel, die 
wohl Euklid schon kannte. Vgl. hieriiber den im zweiten Bande dieses Werkes 
im AnschluB an die Kritik von Euklids "Elementen" gegebenen Exkurs.] 

2) London 1734. 
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nisse der Religion anwenden", und greift dann alle Methoden der neuen 
Analysis, den Fluxionskalkul sowie das Operieren mit Differentialen 
aufs heftigste an; er kommt zu dem Schlusse, daB der gesamte Auf
bau del' Analysis unklar und durchaus unversHi.ndlich ist. 

Ahnliche Anschauungen haben sich getade auch auf philosophischer 
Seite vielfach bis in die Gegenwart erhalten;da kennt man eben immer 
nur das Operieren mit Differentialen und hat die neuerdings zu 
volliger Strenge ausgebildete Grenzmethode nicht mehr aufgenommen. 
Als Beispiel lassen Sie mich nur eine Stelle aus Baumanns "Raum, 
Zeit und Mathematik"l) aus den sechziger Jahren zitieren: "so ver
werfen wir die logische und metaphysische Rechtfertigung, die Leibniz 
dem Kalkul gegeben hat, aber diesen Kalkul selbst tasten wir nicht an. 
Wir halten ihn fiir eine geniale Erfindung, die sich praktisch bewahrt 
hat, fiir eine Kunst mehr als eine Wissenschaft; rein logisch ist er nicht 
zu konstruieren, aus den Elementen der gewohnlichen Mathematik 
ergibt er sich nicht ... ". 

Aus dieser Reaktion gegen die Differentiale ist auch der schon 
mehrfach erwahnte Versuch von Lagrange in seiner "Thiorie des /onctions 
analytiques" von 1797 zu erkHiren, der uns damit wieder in neuer Be
leuchtung erscheint. Lagrange will da nicht nur die unendlich kleinen 
GroBen, sondern auch jeden Grenziibergang aus der Theorie entfernen. 
indem er sich auf solche Funktionen beschrankt, die durch Potenz
reihen definiert sind: 

und fUr diese die "abgeleitete Funktion /,(x)" - charakteristischerweise 

vermeidet er d3;s Wort Differentialquotient und das Zeichen dy -
durch eine neue Potenzreihe: dx 

rein formal erkHirt. Konsequent spricht er dann auch nicht von 
Differentialrechnung, sondern von einem "Derivationskalkul". 

Dauernd befriedigen freilich konnte diese DarsteHung nicht. Denn 
einmal ist der hier verwendete Funktionsbegriff, wie wii ja kiirzlich erst 
ausfUhrlicher darlegten, viel zu eng; vor aHem aber machen solche durch
aus formale Definitionen eine tiefere Erfassung des Wesens des Diffe
r~ntialquotienten oder Integrals unmoglich und tragen dem, was wir 
psychologische. M omente nannten, gar keine Rechnung: warum man 
sich gerade mit so eigentiimlich abgeleiteten Reihen beschliftigt, lassen 
sie ganzlich uner6rtert. Endlich aber kommt man ohne Grenzbetrach
tungen nur dann aus, wenn man die Konvergenz dieser Potenzreihen 

1) Bd. 2, S. 55. Berlin 1869. 
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und die Frage, innerhalb welcher Fehlergrenzen man sie durch endliche 
Teilsummen ersetzen kann, vollkommen aufJer acht lafJt; sowie man diese 
Probleme beriicksichtigen will - und das wird zur wirklichen Verwen
dung der Reihen natiirlich notig -, muB man doch wieder eben den
selben Grenzbegriff heranziehen, zu dessen Vermeidung eigentlich das ganze 
System ersonnen ist. 

Es sind in diesem Zusammenhang vielleicht noch einige allgemeine 
Worte zu den Meinungsverschiedenheiten iiber die Grundlagen der 
Infinitesimalrechnung am Platze, die man auch heute noch vielfach 
findet, sowie man iiber den engen Kreis der Fachmathematiker hinaus
geht. Ich glaube, man kann hier oft die Vorbedingungen einer Verstan
digung in ganz ahnlichen Betrachtungen finden, wie wir sie friiher 
hinsichtlich der Grundlegung der Arithmetik (S. 15 ft.) anstellten. Man 
muB in jeder mathematischen Disziplin die Frage der inner en logischen 
Folgerichtigkeit ihres Aufbaues streng scheiden von derjenigen nach 
der Berechtigung irgendwelcher Anwendungen ihrer "axiomatisch" und 
sozusagen "willkiirlich" hergestellten Begriffe und Satze auf Dinge 
unserer auBeren oder inneren Wahrnehmung. Georg Cantor unterscheidet 
einmaP) in Hinblick auf die ganzen Zahlen die immanente Realitat, die 
ihnen auf Grund ihrer logischen Definierbarkeit zukommt, von der 
transienten Realitat, die sie vermoge ihrer Anwendbarkeit auf wirk
liche Dinge haben. Bei der Infinitesimalrechnung wird das erste 
Problem vollstandig erledigt durch die auf dem Grenzbegriff basierten 
Theorien, wie sie die mathematische Wissenschaft ja jetzt in logisch 
geschlossener Weise entwickelt hat; die zweite Fragestellung geh6rt 
ganz der Erkenntnistheorie an, und der Mathematiker tragt nur zu ihrer 
prazisen Formulierung bei, indem er den ersten Teil abtrennt und er
ledigt - zu ihrer Lasung kannen rein mathematische Arbeiten ihrer 
Natur nach keinen unmittelbaren Beitrag liefern (vgl. die analogen 
Ausfiihrungen zur Arithmetik S. 15 ff.). Aile Streitigkeiten iiber die 
Begriindung der Infinitesimalrechnung leiden nun darunter, daB diese 
beiden ganz getrennten Teile des Problems gerade bei dieser Disziplin 
nicht scharf genug geschieden werden; in Wahrheit ist der erste rein 
mathematische Teil hier gerade so fundiert wie in allen anderen Diszi
plinen der Mathematik, und die Schwierigkeiten liegen hier so gut wie dort 
im zweiten philosophischen Teil. Der Wert von Untersuchungen, die 
in dieser zweiten Richtung vordringen, tritt natiirlich durch solche Dber
legungen besonders hervor; nur erscheint es geboten, sie auf eine genaue 
Kenntnis der Resultate der rein mathematischen Arbeit iiber das erste 
Problem zu stiitzen. 

Ich schlieBe mit diesem Exkurs unsere kurze historische Skizze der 
Entwicklung der Infinitesimalrechnung abo NaturgemaB muBte ich mich 

1) Mathematische Annalen Bd.21, S. 562. 1883. 
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darauf beschranken, nur immer die bedeutendsten leitenden Ideen 
hervorzuheben. GewiB miiBte sie eigentlich durch ein eingehendes 
Studium der ganzen Literatur jener Periode vertieft werden. Viele 
interessante Hinweise kannen Sie in dem Vortrage von Max Simon 
auf der Frankfurter Naturforscherversammlung von 1896: "Zur Ge
schichte und Philosophie der Differentialrechnung" finden. 

Wenn wir nun zum SchluB noch kurz einen Blick auf die SteHung 
des Schulunterrichts zu der Infinitesimalrechnung werfen, so sehen wir 
jenen ganzen historischen Entwicklungsgang sich dort gewissermaBen 
widerspiegeln. Wo man friiher an der Schule Infinitesimalrechnung 
trieb, da hatte man - das tritt wenig&tens in den Lehrbiichern klar 
zutage und mag wohl im Unterricht nicht anders gewesen sein -
keineswegs eine deutliche Vorstellung des exakten wissenschaltlichen Aul
baus mit Hille der Grenzmethode; diese trat hachstens mehr oder weniger 
verschwommen auf, wahrend das Operieren mit unendlich kleinen· 
GraBen und manchmal auch eine Derivationsrechnung im Sinne von 
Lagrange im Vordergrunde stand. Natiirlich entbehrte dieser Unter
richt nicht nur der Strenge, sondern auch der Verstandlichkeit, und 
man kann es wohl begreifen, wenn sich aHmahlich eine sehr starke 
Abneignung gegen die Behandlung der Infinitesimalrechnung auf der 
Schule verbreitete. Sie gipfelte in den siebziger und achtziger Jahren 
geradezu in einem behardlichen Verbot dieses Unterrichts, selbst auf 
den Realanstalten. 

Freilich hat das nicht gehindert, wie ich ja schon friiher gelegentlich 
andeutete, daB die Grenzmethode auf der Schule doch dort gehandhabt 
wurde, wo man sie notwendig brauchte; nur vermied man den Namen, 
oder glaubte wohl gar gelegentlich auch, daB man etwas anderes treibe. 
Ich hebe da nur drei Beispiele hervor, der~n Sie sich wohl auch meist 
von Ihrer Schulzeit her erinnern werden: 

a) Die bekannte Berechnung des Kreisumlanges und Inhalts durch 
Approximation des Kreises mittels ein- und umgeschriebener regularer 
Polygone ist offenbar nichts als eine Integration. Sie stammt bekannt
lich bereits aus dem Altertum, ist besonders von Archimedes angewandt 
worden und diesem klassischen Alter hat sie es auch zu verdanken, 
daB sie sich auf der Schule erhalten hat. 

b) Der physikalische, spezieH der mechanische Unterricht braucht 
notwendig die Begriffe der Geschwindigkeit und Beschleunigung und ihre 
Anwendung bis hin zu den Fallgesetzen. Deren Ableitung ist aber 
dem Wesen nach genau identisch mit der Integration der Dillerential
gleichung z" = g durch die Funktion z = i g t2 + a t + b, wobei a, b 
Integrationskonstanten sind. Dieses Problem mufJ die Schule unter 
dem Druck der Anforderungen der Physik lasen, und die Methoden, 
die sie anwendet, sind natiirlich nur verkleidete, mehr oder weniger 
exakte Integrationsmethoden. 
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c) An vielen norddeutschen Schulen wurde Theorie der Maxima 
und Minima getrieben nach einem Verfahren, das man nach ScheU
bach benennt, jenem hervorragenden mathematischen Padagogen, 
von dem Sie alle wohl schon gehort haben. Es besteht darin, daB man 

;~~, (/ (x~ == :~Xl)) = 0 

setzt, urn die Extrema der Funktion y = f(x) zu erhalten - das 
ist genau die Methode der Differentialrechnung, nur daB das Wort 
Differentialquotient nicht gebraucht wird. Schell bach selbst hat 
diese Einkleidung gewiB nur gebraucht, weil die Differentialrech
nung auf der Schule verboten war und er diese Ideen doch nicht 
missen wollte; seine Schiller aber iibernahmen die Sache unverandert, 
benannten sie nach ihm, und so wurden den Schillern Methoden, die 
Fermat, Leibniz und Newton besessen haben, unter dem Namen 
Schellbach vorgefiihrt! 

Lassen Sie mich nun endlich noch charakterisieren, wie sich unsere 
Relormtendenzen zu diesen Dingen stellen, die ja jetzt in Deutschland 
wie auch anderswo, besonders in Frankreich, mehr und mehr an Boden 
gewinnen und hoffentlich den mathematischen Unterricht der nachsten 
Jahrzehnte beherrschen werden. W ir wollen, daf3 die Begriffe, die durch 

die Symbole y = f(x) , dy, Jy dx umschrieben werden, mit diesen Bezeich-
dx 

nungen den Schiilern geliiufig gemacht werden, und zwar nicht als eine 
neue abstrakte Disziplin, sondern im organischen A ufbau innerhalb des 
Gesamtunterrichts, wobei man von den allereinfachsten Beispielen an 
langsam aufsteigen mage. So beginne man auf Obertertia und Unter
sekunda etwa die Funktionen y = a x + b (ftiT bestimmte Zahlwerte 
a, b) und y = x 2 ausfiihrlich zu betrachten, auf Millimeterpapier zu 
zeichnen und lasse daran langsam die Begriffe der Steigung und des 
Flacheninhalts entstehen. Man bleibe aber bei konkreten Beispielen. 
Auf der Oberstufe mag man dann die so gewonnenen Kenntnisse zu
sammenfassen, wobei sich von selbst ergibt, daf3 man die An/iinge der 
Infinitesimalrechnung vollstiindig besitzt. Wesentlich dabei ist, dem 
Schiller klar zu machen, daB hier durchaus nichts Mystisches vorliegt, 
sondern einfache Dinge, die ein jeder verstehen kann. 

Die unabweisbare Notwendigkeit solcher Reformen liegt darin be
griindet, daB sie diejenigen mathematischen Begriffsbildungen betreffen, 
die heutzutage die Anwendungen der Mathematik aUf alle maglichen 
Gebiete- durchaus behe1'rschen und ohne die alle Studien an der Hoch
schule, schon die einfachsten Studien tiber Experimentalphysik, ganzlich 
in der Luft schweben. Ich kann mich hier mit diesen kurzen Andeu
tungen begntigen, zumal dieser Gegenstand gerade im Klein-Schimmack 
(zitiert S. 3) ausftihrliche Beriicksichtigung gefunden hat. 
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Urn diese allgemeinen B~trachtungen nun wieder durch etwas 
Konkretes zu erganzen, will iclh jetzt noch einen besonders wichtigen 
Gegenstand der Infinitesimalrechnung eingehender behandeln. 

2. Der Taylorsche Lehrsatz. 

leh werde dabei" in ahnlichem Sinne wie frillier bei den trigono
metrischen Reihen von der gebrauchlichen Behandlung in den Lehr
biichern abweichen, indem ich die fiir die Praxis wichtige endliche 
Reihe und die anschauliche Er/assung der Sachlage durch Abbildungen 
in den Vordergrund stelle. So bekommt alles ein ganz elementares, 
leicht faBliches Aussehen. 

Wir gehen von der Frage aus, ob man den Verlau/ einer beliebigen 
Kurve y = t (x) nicht au/ ein Stuck hin durch moglichst ein/ache Kurven 
zweckmiij3ig approximieren kann. Das Nachstliegende ist, in der Um
gegend eines Punktes x = a die Kurve durch ihre geradlinige Tangente: 

y = A + Bx 
zu ersetzen, wie man das in der Physik 
und in anderen Anwendungen tut, so oft 
man bei einer Reihenentwicklung die 
hoheren Potenzen der unabhangigen Vari
ablen "wegwirft" (vgl. Abb. 101). Man 
kann nun in ahnlicher Weise noch bessere 
Approximationen erreichen, wenn man Abb. 101. 

Parabeln 2ter, 3ter, .•• Ordnung: 

y=A+Bx+CX2, y=A+Bx+Cx~+Dx3, ... 

oder - analytisch gesprochen - Polynome hoheren Grades verwendet; 
Polynome sind besonders zweckmafiig, da sie sich am bequemsten be
rechnen lassen. Wir werden diese Kurven ! peziell so legen, daj3 sie 
sich an der Stelle x = a moglichst eng an die gegebene Kurve anschmiegen, 
d. h. daj3 sie S c h m i e gun g spa r abe 1 n vorstellen. Die quadratische 
Parabel z. B. wird also nicht nur in der' Ordinate, sondern auch in 1 ter und 
2 ter Ableitung mit y = t (x) iibereinstimmen (d. h. "oskulieren") miissen, 
die kubische Parabel auch in der dritten Ableitung usw. Eine einfache 
Rechnung ergibt dann als analytischen Ausdruck der nten Schmie
gungsparabel: 

y = t(a) + f'(a) (x _ a) + f"(a) (x _ a)2 + .. , + f{n)ta) (x ~ a)n, 
1 1·2 1·2···n 

(n=1,2,3,···) 

und das sind gerade die ersten n + 1 Glieder der Taylorschen Reihe. 
Die Untersuchung, ob u'lirf wieweit diese Polynom' brauchbare 

N iiherungskurven darstellen, leit,m wir wieder wie bei den trigono-

K lei". ElementarQlathematik I. 3. Auf!. 16 
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metrischen Reihen (S. 209) durch eine mehr experimentelle Betrachtung 
ein; ich kann Ihnen einige Zeichnungen der ersten Schmiegungsparabeln 
einfacher Kurven projizieren, die Herr Schimmack entworfen haP). 
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Abb. 102. 
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Abb.104. 
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!/=(1+X) z 

Abb.103. 

1 
!I~(1+.xrJl 

Abb. 105. 

Es sind da zunachst tolgende vier Funktionen, die bei x = -1 samt
lich singular si~d, mit ihren Schmiegungsparabeln an der Stelle 0 dar
gestellt (vgl. Abb. 102, 103, 104, 105): 

1) Vier von diesen Abbildungen hat Herr Schimmack seinem Bericht fiber 
den G6ttinger Ferienkursus Ostern 1908 beigegeben: .. Dber die Gestaltung des 
mathematischen Unterrichts im Sinne der neueren Reformideen." Zeitschrift 
fiir den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht Bd. 39, S. 513ff. 
1908; auch separat, Leipzig 1908. 
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10g(1 + x) 
X2 X3 

1. ~ X- -+ __ --L ••• 

2 . 3 I , 

2. (I + x)! ~1+ 
X 

2 
x2 
-+ 
8 

x3 

16 -. + "', 

3· (1 + x) -1 ~ 1 - x+ X2 _ X3 + _ "', 

4. (1 + x) - 2 ~ 1 - 2 x + 3 X2 - 4 x3 + - .... 

Die sukzessiven Schmiegungsparabeln nahern sich im Intervall 
( -1, + 1) der Originalkurve mit steigender Ordnung immer mehr, 
biegen aber auffalligerweise rechts von x = + 1 in demselben l\IaBe 
starker, abwechselnd nach oben und unten, von ihr ab. 

Am singuliiren Punkte x = -1 nehmen in den FaIlen 1, 3, 4, in 
denen die Originalfunktion unendlich groB wird, die Ordinaten der 
sukzessiven Schmiegungsparabeln immer grof3ere Werte an; im Falle 2, wo 
der dargestellte Ast der Originalfunktion bei x = -- 1 mit einer vertikalen 
Tangente abbricht, greifen aIle Parabeln noch liber diesen Punkt hinaus, 
nahern sich aber doch auch bei - 1 noch mehr und mehr der Originalkurve, 
indem sie dort immer steiler verlaufen. An der zu x = -1 symmetrisch ge
legenen SteUe x = + 1 kommen in den ersten beiden Fallen die Schmie
gungsparabeln der Originalkurve noch naher und naher; im Fall 3 sind ihre 
Ordinaten abwechselnd gleich 1 und 0, wiihrend die Ordinate der Original
kurve den Wert 1/2 annimmt, und im Falle 4 endlich haben sie mit 

\ 
\ , , , 

" 

I 

...... _---, 

!I-eX 
Abb.106. 

steigender Ordnung unbegrenzt wachsende, 
abwechselnd positive und negative Werte . 

I 

.!I 

.!I-sinx 
Abb.107. 

'/ 
.. 

..... -.... ~. 

Fernerhin habe ich hier noch Skizzen der Schmiegungsparabeln 
von zwei ganzen transzendenten Funktionen (vgl. Abb. 106, 107): 

x x2 x3 

5. e"~1+1[+2!+3!+'''' 

6. 
. x3 x5 x7 

smx ~ x - - + - - - + ... 
3! 5! 7! . 

16'" 
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Sie bemerken, dan die Schmiegungsparabeln mit waehs-ender Ordnung 
auf ein immer groBeres Stuck hin brauehbare Annaherungen an die 
Originalkurve darstellen. Besonders ansehaulieh sehtn Sie bei sinx, 
wie die Parabeln sieh bemuhen, immer mehr Oszillationen der Sinus
kurve mitzumaehen. 

leh weise besonders darauf hin, daB das Zeichnen solcher Kurven 
in ganz einfachen Fallen vielleicht aueh flir die Schule geeigneten Stoff 
darstellt. 

Naehdem wir so Erfahrungsmaterial gesammelt haben, mussen wir 
an die mathematisohe Betrachtung gehen. Wir haben da zunaehst die 
praktiseh auBerst wiehtige Frage nach der Genauigkeit, 1J1'it der allgemein 
die nte Schmiegungsparabel die Originalkurve darsteUt (Restabschiitzung 
derOrdinatenwerte), und daran schlieBt sieh naturgemaB der Dbergang zu 
unendliehem n an: Kann man durch eine unendliche Potenzreihe die ge
gebene Kurve wenigstens ein Stuck genau darstellen? 

Es wird hier geniigen, wenn ieh nur den gelaufigsten Satz uber den 
Rest: 

Rn(x) = f(x) - {f(a) + x -~ /,(a) + ... + (x - a)n-1 f(n-1) (a)} 
1 ! (n - 1) ! 

angebe; seine Ableitung finden Sie in allen Biichern, und ieh komme 
iiberdies spaterhin noeh von allgemeinerem Standpunkte darauf zuriick: 
Es gibt zwischen a und x einen Zwischenwert ~ , so daf3 Rn darstellbar ist als: 

(x - a)n II ' 
Rn(x) = --,-f( )(~). (a <~ <x) 

n. 

Die Frage naeh der Berechtigung des Dberganges zur unendlichen 
Reihe ist nun unmittelbar darauf zuriickgefiihrt, ob dieses Rn{x) bei 
unendlieL wachsendem n den Limes 0 hat oder nieht. 

Fiir unsere Beispiele entnimmt man hieraus, wie Sie gleiehfalls 
iiberall nachlesen k6nnen, daB zunaehst bei 5· und 6 die unendliche 
Reihe fiir alle x konvergiert. Bei 1 bis 4 ergibt sich, daB die unendliche 
Reihe zwischen -1 und + 1 gegen die Originalfunktion konvergiert, 
auf3erhalb dieses Intervalles aber divergiert. Fur x = - 1 haben wir 
im Falle 2 Konvergenz gegen den Funktionswert, bei 1, 3, 4, wird der 
Grenzwert der Reihe unendlich eben so wie der Funktionswert, so daB 
man eigentlieh aueh von Konvergenz reden k6nnte; es ist aber nieht 
ublieh, dieses Wort bei Reihen mit bestimmt unendlichem Grenz
werte zu gebrauehen. Fur x = + 1 endlieh haben wir Konvergenz in 
den ersten beiden, Divergenz in den letzten beiden Beispielen. All das 
steht in sch6nster Dbereinstimmung mit den Ergebnissen unserer 
Abbildungen. 

Wir k6nnen nun aber, wie schon bei den trigonometrischen 
Reihen, aueh nach den Grenzwerten fragen, denen die Anniiherungs
parabeln, als Kurven aufgefaf3t, zustreben; diese k6nnen ja bei x = ± 1 
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nicht so plotzlich abbrechen. FUr log (1 + x) skizziere ich Ihnen diese 
Grenzkurve hier (vgl.Abb.108), und zwar haben die geraden und un
geraden Parabeln fUr sich verschiedene, in der Abbildung durch Strichelung 
und Punktierung unterschiedene Grenzlagen, die aus der Logarithmus
kurve zwischen -1 und + 1 und dem bei x = + 1 
ansetzenden unteren bzw. oberen Stiicke der 
Vertikalen x = + 1 bestehen. .Ahnlich ist es in 
den anderen drei Fallen. 

Die theoretische Betrachtung der Taylor
schen Reihe findet ihre Vollendung erst beim 
Obergang zu komplexen Variablen; denn nur 
dann kann man das plotzliche Authiiren der 
Konvergenz der Potenzreihen an ganz regularen 
Stellen der Funktion verstehen. In unseren vier 
Beispielen freilich mag man diese Erscheinung 

!/ 

----,#;...-+--~.r 

an der Stelle x = + 1 hinreichend damit er- Abb. 108. 

klart finden, daB man sagt, eine Reihe kann 
nach rechts hin nicht weiter konvergieren als nach links, und links muB 
an der Stelle x = - 1 die Konvergenz wegen der Singularitat aufhoren. 
Diese Vberlegung kann aber bereits in folgendem FaIle nicM mehr Platz 
greifen. Die Taylorsche Entwicklung des fUr alle reellen x regular 
verlaufenden Astes von arctgx: 

x3 x5 
arctg x ~ x - - + - - + ... 

3 5 
konvergiert nur im Intervalle (-1, 
+ 1), und die Schmiegungsparabeln 
konvergieren alternierend gegen zwei 
verschiedene Grenzlagen (vgl. Abbil
dung 109). Die erste besteht aus den 
in der Abbildung stark gestrichelten 
Stiicken der zu den Punkten x = + 1 
und x = -1 der Abszissenachse ge
hOrenden Vertikalen und demzwischen 
diesen verIaufenden Teil der Arcus
tangenslinie. Die zweite Grenzlage er
halten wir aus der ersten, in dem wir 
statt der gestrichelten die punktierten 

I, 
f I 
, I 

I 
I 
I 
I 
I 

!I 

Abb.109. 

Vertikalenstiicke nehmen. Gegen die erste konvergieren die durch eine 
ungerade Anzahl von Termen der Reihenentwicklung entstehenden 
Schmiegungsparabeln, der zweiten streben die zu einer geraden An
zahl von Termen gehorenden Niiherungskurven zu. In· der Abbil-

dung stellt die gestrichelte Kurve y = x _ x8 + xi, die punktierte 
3 5 



b 

o 

-7 

246 Analysis: Von der eigentlichen Infinitesimalrechnung. 

3 
)" = X - ~ dar. Das plotzliche AufhOren der Konvergenz an den 

3 
durchaus reguHiren Stellen x = + 1 ist bei Beschrankungauf reelle 
Variable, sofern man den Verlauf der Funktion ins Auge faBt, 

durchaus nicht mehr zu verstehen. Die Aufklarung 

o 

Abb. 110. 

ist erst in dem groBen Theoreme yom Konvergenz
kreis enthalten, das die schonste funktionen-

o theoretische Leistung Cauchys ist und dem wir 
folgende Fassung geben: Markiert man sich alle 
singularen Stellen der analytischen Funktion f(x} 
in der komplexen.x-Ebene, wenn f (x) eindeutig ist. 
bzw. auf der zu ! (x) gehOrigen Riemannschen Flache, 
falls f(x) mehrdeutig ist, so konvergiert die zu einer 
regularen Stelle x = a gehOrige T aylorsche Reine 

im Innern des grof3ten Kreises, den man auf dem betref!enden Blatte der 
Riemannschen Flache um a so legen kann, daf3 kein singularer Punkt in 
seinem Innern liegt (so daB also mindestens ein singularer Punkt auf 
seiner Peripherie liegt); die Reihe konvergiert ferner fur keine Stelle 

+i 

-i 
Abb. 111 

auf3erhalb des Kreises (vgl. Abb. 110). 
Unser Beispiel arctgx hat nun bekanntlich x '= ± i 

zu singularen SteIlen, und der Konvergenzkreis der 
Entwicklung nach "Potenzen von x ist daher der Ein

+7 heitskreis urn x = 0; die Konvergenz muB also bei 
x = ± 1 aufhoren, da die reelle Achse an diesen 
Stellen den Konvergenzkreis verlaBt (vgl. Abb. 111). 

Was endlich die Konvergenz der Reihe auf dem 
Einheitskreise selbst angeht, so muB ich mich hier mit 

einem Hinweis begntigen, der an den frtiher angedeuteten Zusammenhang 
von Potenzreihen und trigonometrischen Reihen ankntipft; sie hangt davon 
ab, ob der reelle und der imaginare Teil der Funktion auf dem Konvergenz
kreise mit den Singularitaten, die er daselbst notwendig besitzt, in eine 
konvergente trigonometrische Reihe entwickelt werden kann oder nicht. 

~ 
Ich mochte nun die Erorterungen 

tiber den Taylorschen Satz dadurch, be
'JI.:Q leben, daB ich seine Beziehungen zu den 

oX Problemen der Interpolations- und Dif!eren
a.. b zenrechnung auseinandersetze. Auch dort 

Abb.112. 
betrachtef man namlich die Aufgabe, eine 

gegebene Kurve durch eine Parabel zu approximieren; statt sich ihr aber 
in einem·Punkte moglichst gut anzuschmiegen, solt sie sie in einer Anzahl 
von vornherein gegebener Punkte schneiden, und die Frage ist wieder, wie weit 
diese "Interpolationsparabel" eine leidliche Annaherung gibt. 1m ein
fachsten FaIle heiBt das also, daB man die Kurve nicht mehr durch 
ihre Tangente, sondern durch eine Sekante ersetzt (vgl. Abb. 112); analog 
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wird man weiterhin die durch drei Punkte der gegebenen Kurve gehende 
quadratische Parabel, dann die durch vier ihrer Punkte gehende kubische 
Para bel diskutieren und so fort. 

Diese Fragestellung der Interpolation ist durchaus naturgemaB 
und wird ungeheuer oft von jedermann angewandt, z. B. bei der Be
nutzung numerischer Logarithmentafeln. Da nimmt man namlich 
gerade an, daB die Logarithmuskurve zwischen zwei der in der Tafel 
angegebenen Werte, geradlinig verlauft und interpoliert "linear" in 
der bekannten durch die Einricbtung der "Differenzentafelchen" erleich
terten Weise; wird diese Annaherung nicht scharf genug, so wendet 
man wohl aueh quadratische Interpolation an. 

Von der so umschriebenen allgemeinen Aufgabe ergibt sich nun die Be
stimmung der Schmiegungsparabeln beim Taylorschen Satz als spezieller Fall, 
wenn man einfach die Schnitte der Interpolationsparabeln in einen Punkt 
zusammenriicken 1a81. Freilich ist bei der Ersetzung der Kurve durch diese 
Sehmiegungspara beln das Wort" In terpola tion" im eigen tlichen Sinne nich t 
mehr am Platze, aber man wird ja auch stets das "Extrapolieren" in die Auf
gabe der Interpolation mit einschlieBen; man 
wird z. B. die Sekante nicht nur zwischen ihren 
Schnitten, sondern auch auf3erhalb derselben 
mit der Kurve vergleichen. Daher erscheint 
fur das gam'e Verfahren das umfassende 
Wort Approximation wohl zweckmaBiger. 

Abb. 113. 

Ich will nun die wichtigsten Interpolationsformeln angeben. Wir 
wollen zunachst die Parabeln (n - Wef Ordnung bestimmen, welche 
die Funktion in n willkiirlich angenommenen Punkten x = aI' a2 , ••• , an 
sehneidet, d. h. deren Ordinaten in diesen Punkten gleich f (a l ) ,f (a2) , ••• 

f(a n) sind (vgl. Abb. 113). Diese Aufgabe wird bekanntlich dUrch die 
Lagrangesche I nterpolationsformel gelost: 

! _ (x - a2 ) (x - as) ... (x - an) t ( ) 
Y - (al - a2) (al - as) ... (al - an)' a l 

(x - a l ) (x - as) . " (x - an) 

: . ~~2. ~ .~~). ~~~ ~ .~~). : : : .(~~.~. ~~~. : :.(.~2~; 
(1) 

es treten so im ganzen n Glieder mit den Faktoren t (a I), t (a2) , ••• , f (an) 
auf, und im Zahler fehlen der Reihe nach die Faktoren (x - a l ), 

(x - a2), ••• , (x - an). Die Richtigkeit dieser Formel kann man sofort 
bestatigen: Einmal ist jeder Summand von y und daher y selbst ein 
Pplynom (n _1)teo Grades in x, und dann verschwinden beispielsweise 
fur x = a l aIle Briiche yom zweiten an, wahrend der erste gleich 1 wird, 
so daB wir y = t(a}) erhalten; eben so wird y = t(a2) fiir x = a2 usw. 

Aus dieser Formel kann man dmch Spezialisierung die vielfach 
als !l/ewtonsche bezeichnete Formel ableiten. Sie bezieht sich auf den 
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Fall, daB die gegebenenAbszissen a1, .•. , an aquidistant sind (vgl. 
Abb. 114). Hier ist dann die Bezeichnungsweise der Dilleren'zenrechnung 
sehr von Vorteil, und wir wollen diese daher zunachst einfiihren. 

,1 x sei irgendein Zuwachs von x und ,11 (x) der entsprechende 
Zuwachs von I (x) ,. so daB: 

I(x + ,1 x) = I (x) + ,11 (x) 

wird. Nun ist ,11 (x) wiederum eine Funktion von x, die bei Vedinderung 
von .x urn Ax eine bestimmte Differenz besitzen wird, die "zweite 

Differenz" ,12/(x): 

AI (x + A x) = ,11 (x) + ,121 (x) , 

und ebenso setzen wir weitefhin: 

,121 (x + Ax) = ,12/(X) + ,131 (x) , usw. 

Abb. 114. Diese Bezeichnungen sind genau denen der Diffe-
rentialrechnung analog, nur daB es sich hier urn be

stimmte endliche GroBen handelt und von Grenzprozessen nicht die Redeist. 
Aus den angeschriebenen Definitionen der Differenzen folgt nun 

unmittelbar fiir die Werte von 1 an den sukzessiven iiquidistanten Stellen: 

(2) 

l(x+Ax) =/(x)+,1/(x), 

1 (x + 2 A x) = 1 (x + A x) + A 1 (x + ,1 xl 
= 1 (x) + 2AI(x) + A2/(x) , 

1 (x + 3 A x) = 1 (x + 2 A x) + A 1 (A x + 2 A x) 
= t (x) + 3 ,1 t (x) + 3,12 t (x) + ,18 t (x) , 

t(x + 4,1 x) = t (x) + 4,1 t(x) + 6,12/(x) + 4,131 (x) + ,1'1 (x). 

In dieser einfachen Weise driicken sich auch weiter die Wei'te an aqui
distant en Stellen durch die sukzessiven Differenzen an der ersten Stelle x 
aus, wobei die Binomialkoeltizienten als Faktoren eingehen. 

Nun lautet die Newtonsche Formel lur die zu den n aquidistanten 
Punkten der Abszissenachse: 

a 1=a, a2 =a+Ax, ... ,an=a+(n-1),1x 

gehilrtge Interpolationsparabel (n - 1)ter Ordnung, die also an diesen n 
Stellen mit 1 (x) gleiche Ordinaten hat: 

I 
= 1 () (x - a) A 1 (a) + (x - a) (x - a - A x) ,121 (a) ... 

y a + 1! Ax 21 (,1X)2 + 

(3) (x-a)(x-a-,-,1x) ... (x-a-(n-2)Ax) ,1n-1/(a) 
+ (n-1)! (,1x)n-1' 

In der Tat ist das einmal ein Polynom (n _1)ter Ordnung. in x; weiter 
aber reduziert sich y fUr x = a auf I(a), fiir x = a + A x fallen alle 
Glieder vom dritten an weg, und es ble\bt y = I (a) + A 1 (a), ein 
Ausdruck, der nach (2) gerade I (a + ,1 x) ist, und so geht das fort: 
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Die Tabelle (2) ergibt, dafJ das Polynom an allen n Stellen gerade die 
richtigen Werte annimmt. 

Wollen wir eine dieser Interpolationsformeln nun aber wirklich 
mit Vorteil anwenden, so mtissen wir etwas tiber die Genauigkeit wissen, 
mit der sie f (x) darstellt, d. h. wir mussen eine Restabschatzung kennen. 
Die hat nun Cauchy 1840 gegeben l ), und ich mochte sie hier noch ab
leiten. Es sei x irgendein Wert zwischen den Werten al' a2 , ••• , an 
(wir legen die allgemeinere Lagrangesche Formel zugrunde) oder auBer
halb von Ihnen (Inter- oder Extrapolation); wir bezeichnen mit P (x) 
die Ordinate der durch die Formel gegebenen Interpolationsparabel 
(n - 1)ter Ordnung, mit R (x) den Rest: 

(4) t(x) = P(x) + R (x). 

Nach der Definition von P (x) verschwindet Rsicherftir x = at, a2 , ••• , an, 
und wir setzen demgemaB: 

R ( ) _ (x - at) (x - a2) •• (x - an) () 
x - n! 'IjJ x . 

Das Herauszlehen des Faktors n! erweist sich als bequem; es zeigt 
sich dann namlich, daB in volliger Analogie mit dem Restgliede der 
Taylorschen Reihe 'IjJ(x) gleich dem Werte der nun Ableitung von f(x) an 
einer gewissen zwischen den n + 1 Punkten at, az, .•• an, x gelegenen 
Stelle ~ ist. Diese Behauptung, daB die Abweichung des f (x) yom 
Polynom (n - 1)ter Ordnung von dem Gesamtverlauf der Funktion f(n) (x) 
abhangt, wird ganz plausibel, wenn man bedenkt, daB f(x) im Falle 
identisch verschwindenden r) (x) gleich jenem Polynom wird. 

Was den Beweis der Restformel betrifft, so gelingt er durch 
folgenden Kunstgriff: Man bilde als Funktion einer neuen Variablen z: 

F (z) = t(z) _ P(z) _ (z - at) (z - az) ••• (z - an) 'IjJ (x), 
n! 

wobei man also in 'IjJ (x) die Variable x als Parameter stehen laBt. Nun 
ist F(al ) = F(a2) = ... = F(an) = 0, da nach Definition P (al ) = t (at) , 
P(a2) = t(az) , ••• , P(an) = t(an) ist. Ferner ist auch F(x) = 0, da 
fUr z = x der letzte Summand in R(x) tibergeht und also die rechte Seite 
wegen (4) verschwindet. Wir kennen mithin n + 1 Nullstellen z = at, 
az, ••. , an, x von F(z). Nun wenden wir eine erweiterle Form des Mittel
wertsatzes an, die sich durch wiederholte Anwendung des gewohnlichen 
Theorems (S. 230) ergibt: Verschwindet eine samt ihren ersten n Ditle
rentialquotienten stetige Funktion an n + 1 Stellen, so verschwindet ihr 
nur Differentialquotient an mindestens einer Stelle des alle Nullstellen 
enthaUenden Intervalles. Also gibt es, sofern f(z) , und daher auch F(z) , 

1) Comptes rendus Ed. 11, S. 775-789 = Oeuvres, Sene I, Tome V, 
S. 409-424. Paris 1885. 



250 Analysis: Von der eigentlichen Infinitesimalrechnung. 

n stetige Ableitungen hat, eine Stelle; zwischen den auBersten der Werte 
aI' ... , an, x, an der: 

F(n) (;) = 0 
wird. Nun ist aber: 

F(n) (z) = f(n) (z) - "I' (x) , 

da das Polynom (n - 1)ten Grades P(z) die nte Ableitung 0 hat und von 

dem letzten Summanden nur das h6chste Glied ~ zn . "I' (x) eine nicht 
n. 

verschwindende nte Ableitung liefert. Also haben wir schlieBlich: 

F(n) (;) = f(n) m - "I' (x) = 0, oder: "I' (x) = f(n) m , 
und das gerade war die Behauptung. 

Ich gebe nun speziell die Newtonsche Interpolationsformel mit 
ihrem Restglied ausdriicklich an: 

f(x) = f(a) + x - a ~ja) + (x - a)(x - a - Ax) .12 f(a) -I- ... 
1! Ax 2! (A X)2 . 

(5) + (x-a) ... [x-a-(n-2)AxJ. A(n-l)f(a) 
(n-1)! (Ax)n-l 

(x - a) ... [x - a - (n - 1) A x] + I f(n) (;), 
n. 

wo ; ein Zwischenwert in dem die n + 1 Punkte a, a + A x, a + A 2 x , ... 
a + (n - 1 ) A x, x enthaltenden Intervalle ist. Die Formel (5) ist in 
der Tat fiir die Anwendungen geradezu uuentbehrlich. rch habe auf 
die lineare Interpolation bei Benutzung der Logarithmentafel schon hin
gewiesen; fiir f (x) = log x und n = 2 ergibt (5): 

I I + x - a Aloga (x - a)(x - a - A x) M 
ogx= oga -1-!-~ - 2! 12' 

(denn es ist d2 10gx = -.!!..., wobei M der Modulus des Logarithmen-
dx2 x2 

systems ist), und wir haben so einen Ausdruck fiir den Fehler, den wir 

bei linearer Interpolation zwischen den beiden der Tafel zu entnehmen
den Logarithmen von a und a + A x machen. Speziell hat dieser Fehler 
verschiedenes Zeichen, je nachdem x zwischen a und a + A a oder 
auBerhalb liegt. Diese Formel sollte eigentlich jeder kennen, der mit 
Logarithmentafeln zu tun hat! 

Ich will hier auf die Anwendungen nicht mehr weiter eingehen, 
vielmehr auf die grofJe Analogie zwischen der Newtonschen Interpolations
formel und der Taylorschen Formel Ihre Aufmerksamkeit lenken. Diese 
Analogie hat einen tatsachlichen Untergrund: Man kann aus der N ewton
schen F ormel den T aylorschen Satz mit Restglied in einfachster Weise 
durchaus exakt ableiten, ganz entsprechend dem Grenziibergange von 
Interpolations- zu Schmiegungsparabeln. LaBt man namlich A x bei 
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festem x, a und n, gegen Null konvergieren, so gehen, da ja 1 (x) n- mal 
differenzierbar sein sollte, die in (5) auftretenden n - 1 Differenzen
quotienten in die entsprechenden Differentialquotienten iiber: 

lim L1 ~ (al = f(a) , lim ,1:1 (:) = f' (a), .... 
LI",=O LJX Lla:=O LJX 

In dasletzte Glied von (5) konnen mit abnehmendem L1 x andere und andere 
W erte ~ eingehen; da aber aIle andern Glieder rechts bestimmte Grenz
,verte haben und die Hnke Seite wahrend des ganzen Grenzprozesses 
den festen Wert I(x) beibehalt, miissen auch diese Werte f!') (~) gegen 
einen bestimmten Wert konvergieren, der obendrein wegen der Stetig
keit von !(n) wiederum ein Wert dieser Funktion an einerzwischen 
a und x gelegenen Stelle ist; bezeichnen wir diese wieder mit ~, so er
halten wir also: 

x - a (x - a)n-l 
!(x) = !(a) + --f(a) + '" + ____ !(n-l)(a) + 

1! (n-1)! 
(x --,. a)n !(n) (~) 

n! 
(a <~ <x). 

Damit haben wir den Taylorschen Satz mit Restglied vollstandig bewiesen 
1I1td ihn zugleich der allgemeinm Lehre von der Interpolation in schonster 
TV eise eingeordnet. 

Mir scheint '<liese Ableitung des Taylorschen Satzes, die ihn in 
einen groBeren Zusammenhang sehr einfacher Fragen bringt und den 
Grenziibergang auBerst glatt erledigt, wohl die beste uberhaupt mogliche 
zu sein. Aber nicht aIle Mathematiker, denen diese Betrachtungen 
gelaufig sind - merkwiirdigerweise sind sie aber vielfach und vielleicht 
sogar bei den Verfassern von Lehrbiichern unbekannt - denken so; 
sie sind gewohnt, einem jeden Grenziibergang nur mit dem ernstesten 
Gesicht gegenuberzutreten und wiirden daher einen direkten Beweis 
des Taylorschen Satzes diesel Verkniipfung mit der Differenzenrechnung 
vorziehen. 

leh muB hier aber hervorheben, daB die geschichtliche Quelle der 
Entdeckung des Taylorschm Satzes tatsachlich die Di//erenzenrechnung 
ist. leh erwahnte schon, daB ihn Brook Taylor in seinem "Methodus 
incrementorum" 1) zuerst aufgestellt hat; er leitet dort zunachst die 
Kewtonsche Formel her, natiirlich ohne Restglied, und laBt in ihr 
dann gleichzeitig L1 x = 0 und n = 00 werden; dann erhalt er richtig 
aus ihren ersten Gliedern die ersten Glieder seiner neuen Reihe: 

t (x) = t (a) + x - a d t (a) + (x - a)2 d2 t (a) + ... , 
. 1! da 2! da2 

deren Fortsetzung nach demselben Gesetz ins Unendliche ihm nun 
selbstverstandlich ist, - ohne daB er im mindesten auf ein Restglied 
oder auf Konvergenzbetrachtungen eingeht. Hierin liegt nun tatsach-

1) Landini 1715. p. 21-23. 
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lich ein Grenzubergang von unerhOrter Kuhnheit. In den ersten Gliedern, 
in denen x - a - LJ x, x - a - 2 L1 x, ... vorkommt, ist ja allerdings 
keine Schwierigkeit weiter, da mit limoLJ x = 0 diese endlichen Viel
fachen von LJx natiirlich auch verschwinden. Aber weiterhin kommen 
mit wachsendem n noch Glieder in immer wachsender Anzahl, die immer 
mehrFaktoren x - a - kLlx mit immer wachsenden Werten kenthalten, 
und man hat ohne wei teres gar kein Recht, sie alle ebenso zu behandeln 
wie die ersten, und gar zu schlieBen, daB sie in eine konvergente Reihe 
iibergehen. 

Hier operiert also Taylor im Grunde mit unendlich kleinen GroBen 
(Differentialen) ebenso unbedenklich wie es die Leibnizianer taten; es ist 
interessant, sich zu vergegenwartigen, daB er als ganz junger Mann von 
29 Jahren noch unter den Augen Newtons von dessen Grenzmethode 
abwich. Freilich gelang ihm dadurch auch diese Entdeckung aller
ersten Ranges. 

Eine ausgezeichnete kritische Darstellung der ganzen Entwicklung 
des Taylorschen Theorems finden Sie iibrigens in Allred Pringheims Arbeit : 
"Zur Geschichte des Taylorschen Lehrsatzes" 1). rch mochte hier noch 
iiber die ubliche Unterscheidung der Taylorschen und Maclaurinschen 
Reihe sprechen. Bekanntlich wird in manchen Lehrbiichern der fUr 
a = 0 entstehende Spezialfall der Taylorschen Reihe: 

f(x) = f(o) +!... 1'(0) + x2 1"(0) + ... 
1! 2! 

selbstandig als Maclaurinsche Reihe aufgefUhrt, und manch einer mag 
denken, daB die prazise Unterscheidung beider Reihen etwas sehr Wich
tiges sei. DaB mathematisch niehts hinter dieser Unterscheidung steckt, 
sieht jeder, der nur etwas von der Sache versteht, sofort; weniger bekannt 
ist, daB sie auch historisch ein vollkommener Unsinn ist. Da hat namlich 
die zweilellose Prioritat Taylor mit seinem allgemeinen Satze in der 
soeben angedeuteten Herleitung. Obendrein hebt er aber noch ausdriick
lich an einer spateren Stelle seines Buches (S. 27) die spezielle Gestalt 
der Reihe fiir a = 0 hervor und bemerkt, daB man si,e mit Hilfe der 
heute sogenannten Methode der unbestimmten KoeHizienten auch direkt 
aufstellen k6nne. Diese Ableitutlg hat nun Maclaurin 1742 in seinen 
schon friiher (S. 229) genannten "Treatise of fluxions" iibernommen 2), 
indem er aber ausdriicklich Taylor zitiert und nicht den mindesten 
Anspruch erhebt, etwas Neues zu bringen. Aber das Zitat hat man 
wahrscheinlich nicht beachtet und den Verfasser des Lehrbuches- auch 
fiir den Urheber des Satzes gehalten; so entstehen ja sehr haufig Irr
tiimer. Erst spater ging man wieder auf Taylor zuriick und benannte 
nun wenigstens die allgemeine Form des Theorems nach ihm. Es ist schwer, 

1) Bibliotheca mathematica 3. FoIge, Bd. I, S. 433-479. 1900. 
2) Edinburgh 1742, Vol. II, S. 610. 
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wenn nicht gar unmaglich, gegen solche einmal fest eingenistete Absur
ditiiten anzukampfen; man kann immer nur in dem kleinen Kreis 
derer, die historische Interessen besitzen, Aufklarung verbreiten. 

Ich kniipfe an diese Auseinandersetzungen gem noch einige Be
merkungen allgemeinen Inhalts an, die unsere Er6rterungen fiber die 
Infinitesimalrechnung beenden mOgen. 

3. Historische und padagogische Betrachtungen. 

Ich m6chte zuerst darauf hinweisen, daB das von Taylor zwischen 
Differenzen- und Differentialrechnung geknfipfte Band noch lange 
Zeit gehalten hat: Noch in den analytischen Entwicklungen Eulers 
gehen beide Disziplinen stets Hand in Hand, und die Formeln der 
Differentialrechnung erscheinen als Grenzfa.lle ganz elementarer Be
ziehungen, die in der Differenzenrechnung statthaben. Diese so natur
gemaBe Verbindung wurde erst durch die wiederholt erwahnten formalen 
Definitionen des Lagrangeschen Derivationskalkiils aufgehoben. Ich 
m6chte Ihnen hier ein Sammelwerk aus dem Ende des 18. Jahrhunderts 
vorlegen, das ganz auf Lagrangeschem Boden stehend alle damals be
kannten Tatsachen der Infinitesimalrechnung zusammenfaBt, den 
"Traite du calcta differentiel et du calcul integral" von Lacroixl ). Als 
charakteristische Probe aus diesem Werke gebe ich die Definition des 
Ditferentialquotienten (Bd. I, S.145) : Eine Funktion f(x) ist definiert durch 
eine Potenzreihe; durch Umordnung mit Hilfe des binOIpischen Satzes 
gewinnt man: 

f(x + h) == I (x) + h t'(x) + 1 h2 f"(x) + .... 
Nun bezeichnet Lacroix einfach das in h lineare Glied dieser Reihe 
mit d f (x), und indem er ffir h selbst dx schr~bt hat er fUr den Diffe
rentialquotienten, oder - wie er auch sagt - Ditferentialkoetfizienten: 

d~~) = t'(x) . 

So ist diese Formel auf eine vollstandig verauBerlichte, allerdings nicht 
angreifbare Weise herausgebracht. In diesen Gedankenkreisen konnte 
Lacroix natiirlich die Ditferenzenrechnung als Ausgangspunkt, nicht 
mehr benutzen; sie erscheint ihm aber doch ffir die Praxis zu wichtig, 
als daB er sie weglassen wollte, und so ergreift er denn den Ausweg, 
sie in ganz selbstandiger, fibrigens sehr ausfiihrlicher Darstellung 
hinterher im dritten Bande zu bringen, ohne daB gedankliche Brfickeri 
von ihr zur Differentialrechnung fiihren. 

Dieser "grope Lacroix" ist historischJ besonders bedeutsam als 
eigentliches Quellenwerk der vielen im 19. J ahrhundert entstandenen 

1) 3 Bde. Paris 1797-1800 mit vielen weiteren Auflagen. 
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Lehrbucher der Infinitesimalrechnung; in erster Linie ist hier Lacroix' 
eigentliches Lehrbuch, der sog. "kleine Lacroix"l), zu nennen. 

Seit den zwanziger Jahren des Jahrhunderts sind diese Lehrbucher 
natiirlich neben Lacroix auch durch die in Cauchys ;Werken wieder zu 
Ehren gekommene Grenzmethode stark beeinfluBt. Es kommen da 
zunachst die vielen franzosischen Lehrbiicher in Betracht, die meist als 
Cours d' analyse de l' ecole poly technique auf den direkten Hochschul
unterricht zugeschnitten waren. Von ihnen hangen auch unmittelbar 
oder mittelbar die deutschen Lehrbiicher, mit alleiniger Ausnahme 
vielleicht desjenigen von Schlomilch, abo Ich will aus dieser Menge von 
Buchem hier nur Serrets ,{ours de calcul dilferentiel et integral" hervor
heben, der zuerst 1869 in Paris erschien; er wurde 1884 von Axel Harnack 
ins Deutsche iibersetzt und geh6rt seitdem auch bei uns zu den verbreitetsten 
Lehrbuchern. Durch die Aufeinanderfolge verschiedener Bearbeiter 
waren manche UngleichmaBigkeiten hineingekommen; die seit 1906 
erschienenen Auflagen2) sind aber von G. Schelfers in Charlotten
burg einer durchgreifenden Neubearbeitung unterzogen und wieder 
zu einem einheitlichen Werke abgeglichen worden. Ich nenne 
gem noch ein ganz neues franz6sisches Buch, den dreibandigen 
"Cours d'analyse mathimatique" von Goursat 3 ), der nach vielen Rich
tungen reichhaltiger als Serret ist und insbesondere auch eine groBe 
Reihe ganz moderner Entwicklungen enthalt; dabei ist er recht lesbar 
geschrieben. 

In allen diesen neuen Lehrbuchern werden der Differentialquotient 
und das Integral durchaus wieder auf den Grenzbegrilf zuruckgefiihrt, von 
Dilferenzenrechnung und Interpolation ist aber uberhaupt nicht mehr die 
Rede; so mag man dann freilich die Dinge scharfer !>"ehen, aber man 
tauscht dafiir - wie beim Mikroskop - eine betrachtliche Verengung 
des Gesichtskreises ein. So uberlaBt man jetzt uberhaupt die Diffe
renzenrechnung ganz den praktischen Rechnern, die sie anwenden 
mussen, insbesondere den Astronomen, und der Mathematiker erfahrt 
nichts von ihr. Man darf hoffen, daB kunftig hierin eine Wandlung 
eintritt4). 

1) Traite eIernentaire du calcul differentiel et integral. 2 Bde. Paris 1797. 
2) Seit 1906: Serret, J.-A., u. G. Scheffers: Lehrbuch der Differential- und 

Integralrechnung Bd. 1,6. Aufl. Leipzig 1915; Bd. II, 6/7. Auf!. 1921; Bd. III, 
5. Aufl. 1914. 

3) Paris 1902-1907. Bd. I, 3. Aufl. 1917; Bd. II, 3. Aufl. 1918; Bd. III, 
2. Aufl. 1915. 

[') Urn hier einzugreifen, habe ich seinerzeit die Herren Friesendorff und 
Prtirnrn zu einer deutschen Ubersetzung von M arkoffs Differenzenrechnung ver
anlaJ3t (Leipzig 1896). Es folgen eine Reihe Artikel in der rnathernatischen 
Enzyklopadie. Soeben erscheint ein Werk tiber Differenzenrechnung von 
E. Norlund (Berlin 1924, Julius Springer), welches dem Gegenstande neue 
interessante Seiten abgewinnt.] 
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1m AnschluB hieran mi:ichte ich als AbschluB meiner Darlegungen 
tiber Infinitesimalrechnung nun noch einmal vier Punkte auffukren, 
durck deren Hervorhebung meine Ausfukrungen sick von den ublicken 
Darstellungen der Lehrbucher besonders unterscheiden: 

1. Veranschaulichung abstrakter Betrachtungen durch Abbildungen 
(Naherungskurven bei Fourierschen und Taylorschen Reihen). 

2. Betonung der Verbindung mit den N ackbargebieten, wie der 
Differenzen- und Interpolationsrechnung, und schlief31ich mit philoso
phischen Untersuchungen. 

). Hervorhebung des geschichtlichen Werdeganges. 
4. V orfuhrung einiger Proben der populiiren Literatur zur Kenn

eicknung der Abweichung der hiervon beeinflupten Anschauungen des 
gropen Publikums von denen der Fachmathematiker. 

Mir scheint es auBerst wichtig, daB gerade die Lehramtskandidaten 
von all dem Kenntnis haben. So wie Sie in die Praxis treten, kommt 
die popuHi.re Auffassung an Sie heran, und wenn Sie da nicht orientiert 
sind, wenn Sie nicht tiber die anschaulichen Elemente der Mathematik, 
sowie tiber ihre lebendigen Beziehungen zu allen Nachbargebieten 
Bescheid wissen, wenn Sie vor allen Dingen nicht die historische Ent
wicklung kennen, so verlieren Sie allen Boden unter Ihren FtiBen; Sie 
ziehen sich dann entweder auf den Boden der modernsten reinen Mathe
matik zurtick und werden an der Schule nicht verstanden, oder aber Sie 
unterliegen dem Ansturm, geben das auf, was Sie auf der Hochschule 
gelernt haben, und fallen auch in Ihrem Unterricht der tiberlieferten 
Routine anheim. Auf dem Gebiete der Infinitesimalrechnung gerade 
ist die DiskontinuiHi.t zwischen Schule und UniversitiH, von der ich 
schon ofters sprach, am groBten; ich hoffe, daB meine Darlegungen 
zu ihrer Beseitigung beitragen und Ihnen fiir Ihre spatere Lehrpraxis 
ein ntitzliches Rtistzeug an die Hand geben. 

Damit verlasse ich die eigentliche herk6mmliche Analysis und will 
nun anhangsweise noch einige Theorien der modernen Mathematik 
besprechen, auf die schon frtiher gelegentlich Bezug genommen wurde 
und tiber die, wie ich glaube, der Lehrer auch einigermaBen orientiert 
sein sollte. 



Anhang. 

I. Transzendenz der Zahlen e und x. 
An erster Stelle mochte ich von den Zahlen e und ;n; sprechen, 

und insbesondere den Beweis geben, daB sie transzendente Zahlen 
sind. 

Das Interesse fUr die Zahl;n; - in geometrischer Form - stammt 
bereits aus dem Altertum, und zwar war schon damals der Unterschied 
zwischen der Aufgabe ihrer approximativen Berechnung und derjenigen 
ihrer exakten theoretischen Konstruktion durchaus gelaufig; man besaB. 
auch bereits gewisse Grundlagen fiir die Losung beider Aufgaben. 
Die erste hat bekanntlich Archimedes durch ein Verfahren der Approxi
mation des Kreises durch ein- und umgeschriebene Polygone wesentlich 
gefordert, die zweite spitzte sich bald auf die Frage zu, ob man ;n; mit 
Zirkel und Lineal konstruieren kanne, und das versuchte man auf alle 
moglichen Arten, ohne den Grund des standigen MiBlingens - die 
Unlosbarkeit der Aufgabe - zu erkennen; was von den ersten dieser 
Versuche erhalten ist, hat Rudio1) veroffentlicht. Die "Quadratur des 
Zirkels" gehort aber noch heute zu den popularsten Aufgaben, und 
viele - ich sprach ja schon friiher davon - versuchen ihr Reil damit, 
ohne zu wissen oder zu glauben, daB die Frage durch die moderne 
Wissenschaft Hingst erledigt ist. 

In der Tat sind heute diese alten Probleme vollstiindig gelOst. Man 
bezweifelt oft, ob die menschliche Erkenntnis iiberhaupt fortschreiten 
kann, und es mag wirklich auf manchem Gebiete zweifelhaft sein. In 
der Mathematik aber gibt es sicherlich FortschriUe, und hier haben 
wir ein Beispiel davon. 

Die Grundlagen, auf denen die moderne Losung dieser Probleme fuBt, 
stammen bereits aus der Zeit von Newton bis Euler. Fiir die numerisch
approximative Bestimmung von ;n; lieferten die unendlichen Reihen 
ein ausgezeichnetes RilfsmiUel, das eine allen Anspriichen geniigende 
Genauigkeit moglich macht. Das weitestgehende Resultat hat da 
ein Englander, namens Shanks, erreicht, der ;n; auf 700 bezimalen be
rechnete 2) ; dabei liegt wohl nur ein sozusagen sportsm1iBiges Interesse an 

1) Der Bericht des Simplicius iiber die Quadraturen des Antiphon und Hippo
krates. Leipzig 1908. 

2) Vgl. Weber-Epstein I. S. 523. 



Beweis der Transzendenz von e. 257 

einer Rekordleistung vor, denn fiir die Anwendungen wird man eine 
solche Genauigkeit nie brauchen. 

Was nun die theoretisehe Seite angeht, so greift in derselben Peri
ode die Zahl e, die Basis der naturliehen Logarithmen, zuerst in die 
Untersuchungen ein. Man entdeckt die wunderbare Relation ein = - 1 , 
und man entwickelt in der Integralreehnung ein Hilfsmittel, das, wie 
wir sehen werden, auch ffir die endgiiltige Losung der Frage nach der 
Quadratur des Kreises wichtig ist. Den entscheidenden Schritt zur 
Erledigung der Aufgabe hat Hermite1) getan, indem er 1873 die Trans
zendenz von e bewies. Es gelang ihm aber nicht, auch fUr n den Trans
zendenzbeweis zu erbringen; das gliickte erst Lindemann2) im Jahre 1882. 

Dabei tritt nun zugJeich eine wesentliehe Verallgemeinerung der 
klassisehen ProblemsteUung auf. Dort handelte es sich nur darum, n mit 
Zirkel und Lineal zu konstruieren, und das kommt, wie wir wissen 
(vgl. S. 56) analytisch darauf hinaus, n dureh eine endliehe Folge von 
Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen darzustellen. Nun wird aber nicht 
nur die Unmoglichkeit dieser Darstellung behauptet, sondern noch dar
iiber hinaus, daft n und ebenso e transzendent, d. h. uberhaupt dureh keine 
irgendwie geartete algebraische Relation mit ganzen Zahlen verknupft 
sind. Mit andern Worten, e oder n kann unmoglich Wurzel einer al
gebraisehen Gleiehung mit ganzen rationalen Koeffizienten: 

aO+a1 x+a2 x2 + ... +anxn=O 

sein, wie groB auch die ganzen Zahlen ao, ... an und der Grad n sein 
mogen. Ganze rationale Koeffizienten, das ist dabei die Hauptsache; 
es geniigt auch zu sagen: rationale, da man sie stets durch Multiplikation 
mit dem Generalnenner auf ganzzahlige zuriickfiihren kann. 

lch gehe nun sogleich zu dem 

Beweise der Transzendenz von e 

iiber, und schlieBe mich dabei der wesentlich vereinfachten Darstellung 
an, die Hilbert in Band 43 der Mathern. Annalen (1893) gegeben hat. 

Es ist zu zeigen, daB die Annahme einer Gleichung: 

(1) ao+ a1 e + a2 e2 + ... + an en = 0, wo ao '*' 0 

mit ganzzahligen ao, ... an zu einem Widerspruch fiihrt; dieser wird 
sich in den einlachsten Eigensehaften der ganzen Zahlen zeigen. Wir werden 
dabei aus der Zahlenlehre nur die elementarsten Teilbarkeitsgesetze 
voraussetzen, insbesondere, daft iede positive ganze Zahl auf eindeutige 
Weise in Primfaktoren zerlegt werden kann, und daft es unendlieh viele 
Primzahlen gibt. 

1) Comptes rendus, Bd. 77 (1873), S. 18-24, 74-79, 226-233, 285-293 
=Werke III (1912), S. 150ff. 

2) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1882, S. 679, und Math. Annalen, 
Bd. 20 (1882), S. 213 f. 

K 1 e in, Elementarmathernatik 1. 3. Auf!. 17 
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Der Plan unseres Beweisganges ist dieser: Wir werden em Verfahren 
angeben, e und seine Potenzen durch rationale Zahlen ganz besonders 
gut anzunahern, derart, daB: 

(2) Ml + el • 2 _ M2 + e2 en = Mn + en 
e= M ,e- M ' ... , M 

wird, wobeiM, M 1 ,M2 , ••• , MnganzeZahlen und ~, ;; •... , ;. auBer

ordentlich kleine positive Brtiche sind. Dann geht die angenommene 
Gleichung (1) nach Multiplikation mit M tiber in: 

(3) [aoM +~MI +a2M 2+·· • + anMn] + [aIel +a2 e2 +··· + anen]=O. 

Die erste Klammer der linken Seite ist eine ganze Zahl, und wir werden 
nachweisen, daB sie sicher nicht Nul! ist; den zweiten Summanden aber 
werden wir dadurch, daB wir el , ... ,en hinreichend verkleinern, jeden
falls zu einem positiven echten Bruch machen konnen. Dann haben 
wir den offenbaren Widerspruch, daf3 nach unserem Ansatz eine ganze, 
von Null verschiedene Zahl aoM + alMI + '" + anMn, vermehrt um 
einen von 1 verschiedenen e c h ten Bruch a l el + ... + an en Nul! ergeben 
sol!; daraus folgt die Unmoglichkeit der Gleichung (1). 

Eine wichtige Anwendung wird dabei der SchluB finden, daf3 
eine ganze Zahl, die durch irgendeine bestimmte Zahl nicht teilbar ist, von 
Null verschieden ist (denn Null ist durch jede Zahl teilbar). Wir werden 
namlich zeigen, daf3 M I , ... , Mn clurch eine gewisse Primzahl p teilbar 
sind, aoM aber sicherlich nicht; also ist aoM + a1 M} + ... + anMn 
nicht durch p teilbar und daher von Null verschieden. 

Das Haupthilfsmittel zur Durchfiihrung der so angedeuteten Beweis
ideeist die Benutzung eines gewissen bestimmten Integrals, das von Hermite in 
diese Betrachtungen eingefiihrt wurde, und das wir daher als Hermitesches 
Integral bezeichnen konnen; in seiner Bauart liegt der Schltissel zumganzen 
Beweise. Es ist das folgende Integral, das, wie wir sehen werden, tatsach
lich einen ganzzahligen Wert hat und durch das wir M definieren werden: 

(4) _jZP-I[(Z-1) (z-2) ... (z-n)]pe- z 

M - (p _ 1) ! dz, 
o 

wobei n der Grad unserer angenommenen Gleichung (1), p aber eine 
spater noch nilier zu bestimmende ungerade Primzahl ist. Aus ihm 
werden wir auch die gewtinschte Approximation (2) der Potenzen eV 

(y = 1,2, ... ,n) erhalten, indem wir das Integrationsintervall des Inte
grals M . eV durch den Punkt y zerlegen und demgemaB setzen: 

(4 a) 
_ vJZP-I[(Z - 1) ... (z - n)]Pe- Z 

Mv-e (P-1)! dz, 
v 

v 

(4b) 
_ vJZP-I[(Z - 1) ... (z - n)]Pe- Z 

ev - e (P _ i)! d z. 
_0 
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Treten wir nun an die wirkliche Ausliihrung des Beweises heran t 
1. Ich gehe aus von der aus den Anfangen der Thltorie der roo Funktion 

wohlbekannten Formel: 

lZ2-1e-Zd.z = r(g) , 
o 

die wir hier nur lilY ganzzahliges (2 brauchen, wobei f'(g) = (g - 1) ! 
ist und die ich in dieser Beschrankung hier auch ableiten will. Man 
findet durch Integration nach Teilen fiir (2 > 1 : 

00 00 

lZQ-1 e-zdz = [_zg-le- Z] 

o 0 

+ l(g -1)zg-2 c- z dz 
o 

00 

= (g -1)Iz2-2e-zdz. 
o 

Rechts steht nun wieder ein Integral genau derselben Form wie 
links, nur daB der Exponent von z verkleinert ist; wendet man diese 
Formel also wiederholt an, so muB man bei ganzzahligem g schlieBlich 

auf zO kommen, und da I e- Z dz = 1 ist, folgt schlieBlich: 
o 

00 

(5) IZg-1 e- z dz=(g-1)(g-2)"·3· 2 . 1 =(Q-1)! 
o 

Das Integral ist also bei ganzzahligem g eine ganze Zahl. die mit wach
send em g auBerordentlich rasch wachst. 

Urn uns dies Resultat auch geometrisch anschaulich zu machen, 
zeichnen wir uns iiber einer z-Achse den Verlauf der Funktion z!? -1 e . Z 

fUr verschiedene Werte (2; dann wird der Integralwert durch den bis ins 
Unendliche hin unter der 
Kurve eingeschlossenen 
Flacheninhalt dargestellt 
(vgl. Abb. 115). Je mehr 
g wachst, desto enger 
schlieBt sich die Kurve 
bei z = 0 der Abszissen
achse an, desto rascher 

!f 

aber steigt sie auch von Abb. 115. 

z = 1 an empor; ihr Maxi-
mum erreicht sie fiir jedes einzelne (2 bei z = g - 1, also mit wachsen
dem (2 immer weiter rechts, und auch der Wert des Maximums selbst 
wachst mit wachsendem (2. Rechts yom Maximum iiberwiegt der Fak
tor e- z , und die Kurve fallt ab, urn sich schlieBlich aufs innigste der 
z-Achse wieder anzuschmiegen. So ist es verstandlich, daB der Inhalt 
- unser Integral - zwar immer endlich bleibt, aber doch mit wachsen
dem (2 stark zunimmt. 

17* 
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2. Mit dieser Formel konnen wir nun unser Hermitesches Inte
gral (4) leicM auswerten. Entwickeln wir seinen Integranden nach dem 
polynomischen Lehrsatz: 

[(z - 1) (z - 2) ... (z -:- n}]p = [zn + - ... + (-1)nn!]P 

=znp+ - ... + (-1)n(n!)P, 

[wobei immer nur das hochste und niederste (d. h. von z freie) Glied 
in z hingeschrieben wird], so geM das Integral tiber in: 

(_1)n(nl)p(oo np+p C foo 
M = . zP-1e-zdz + L;-_e- zll-le-zd:o. 

(P - 1)! . _ +l(P - 1)! o e-p 0 

Die Ce sind ganzzahlige Konstante, die sich aus dem oben angewandten 
polynomischen Satze ergeben. Nun konnen wir auf jedes dieser Integrale 
die Formel (5) anwenden und erhalten: 

np+p I 

M = (-1)n (n!)P + L; Ce (e =-:); . 
I!~p+l (P ). 

Der Summationsindex e ist stets grof3er als p, und daher ist (e - ..!L' 
(P - 1)! 

eine ganze Zahl, die noch obendrein pals Faktor enthalt, und wir 
konnen diesen Faktor aus der ganzen Summe herausziehen: 

M = (-1)n(n!)P+ P[CH1 + Cp +2 (P + 1) + Cp +3 (P + 1) (P+ 2) + ... ]. 

Nun muB sich M hinsiehtlieh seiner Teilbarkeit durch p genau so 
verhalten wie der erste Summand (- 1)n (n!)P. Da p aber Primzahl 
ist, wird dieser sieher dann nieht dureh p teilbar sein, wenn p in keinem 
einzelnen seiner Faktoren 1, 2, ... n enthalten ist, und das ist gewiB 
der Fall, wenn p > n ist. Dieser Bedingung konnen wir, weil es unend
lich viele Primzahlen gibt, tatsaehlich noch auf unendlieh viele Arten 
gentigen, und wir haben dann erreicht, daB (-1)n (n !)P und daher 
auch M sicher nicht durch p teilbar is.t. 

Da ferner ao '* 0 war, konnen wir gleichzeitig auch erreichen, daB 
ao nicht durch p teilbar ist, indem wir nur p gleichzeitig groBer als I ao I 
wahlen; das ist nach dem soeben Gesagten ohne wei teres moglieh. 
Dann ist auch das Produkt ao . M nicht durch p teilbar, und das strebten 
wir ja zunachst an. 

3. Wir haben nun die in (4 a) (S. 258) definierten Zahlen 
My (v = 1,2, ... , n) zu untersuchen. Nehmen wir den Faktor eY imter 
das Integralzeichen und fiihren die neue Integrationsvariable C = z - v 
ein, die von 0 bis 00 lauft, wenn z von v bis 00 variiert, so wird: 

00 

-f(C + J,)P-l[(C+ J'- 1) (C+v- 2)··· C··· (C +'1' - n)]Pe- C 
My - (P _ 1) ! d C-

o 
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Dieser Ausdruck hat nun eine ganz analoge Form wie dervorhin betrachtete 
fur M, und wir k6nnen ihn ganz analog behandeln. Multiplizieren wir die 
Faktoren des Integranden aus, so ergibt sich ein Aggregat von Potenzen 
mit ganzzahligen Koeffizienten, unter denen die niederste 1;1' ist. Das 
Integral des Zahlers ist also eine ganzzahlige Kombination der Integrale: 

00 00 

iCP+le-l;dC, ... , ic<n+1)p- 1 e-l;dC, 
o 0 

und da diese nach (5) bzw. gleich P!, (P + 1) !, ... sind, so ist es gleich P! 
multipliziert mit einer ganzen Zahl Av; also ist jedes: 

M PlAy - . A 
y = (p _ i)! - P v 

(lJ =1,2, ... ,n) 

tatsiichlich eine ganze durch p teilbare Zahl. 
Damit im Verein mit dem Resultat von Nr. 2 sind die Grundlagen 

fiir den oben (S. 258f.) angegebenen SchluB gegeben: aoM + a1M1 + ... 
+ anMn ist gewifJ nicht durch p teilbar und daher von Null verschieden. 

4. Der zweite Teil des Beweises bezieht sich auf die Summe al Sl + ... 
+ an En, wobei nach (4b): 

y -I Zp-l [(z - 1) (z - 2) ... (z - n)]p rHY 

Sp- (P-1)! dz 
o 

ist; wir haben zu zeigen, daB diese Sv bei geeigneter Wahl von p 
hinreichend klein werden; zu dem Zwecke machen wir Gebrauch davon, 
daB wir p beliebig grofJ 
werden lassen kon
nen ; denn die einzigen 
Bedingungen, denen 
die Primzahl p bisher 
unterworfen wurde 
(P > n, p> I ao I), 

lassen sich noch durch 
beliebig groBe Prim
zahlen befriedigen. 

Machen wir uns 

y 

o 
I 

1 z .3 

Abb.116. 

zunachst ein geometrisches Bild vom Verlaufe des Integranden; er wird bei 
z = 0 die z-Achse beriihren, bei z = 1,2, ... , n (in Abb.116 ist n = 3) sie 
aber immer beriihren und schneiden (da p ungerade). Wie wir bald 
naher sehen werden, erhebt sich im ganzen Intervalle (0, n) die Kurve 
wegen des Nenners (P - i)! nur wenig iiber die z-Achse, wenn wir nur p 
hinreichend groB nehmen, und es ist also plausibel, daB die Integrale Ev 

sehr klein werden. Fiir z> n wachst der Integrand iibrigens wieder 
betrachtlich und verlauft asymptotisch wie die friiher betrachtete 

z 
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Kurve ze-1e- z [fUr e = (n + 1)P]' er nahert sich also schlieBlich Ull

begrenzt der z-Achse; so kommt der mit p auBerordentlich rasch wachsende 
Wert M des ganzen von 0 bis 00 erstreckten Integrals zustande. 

Bei der tatsachlichen Abschatzung konnen wir uns nun mit 
einem ganz rohen Verfahren begniigen. Es seien G und g" die Maxima 
der absoluten Betrage der Funktionen z (z - 1) '" (z - n) und 
(z -1) (z - 2) ... (z - n) e-Z+ v im Intervalle (0, n): 

. furO<z<n. 
I z (z - 1) ... (z - n) 1;2 G } .. 

I(z -1) (z-- 2)··· (z - n)e-z+"I<g,. - -

Da das Integral einer jeden Funktion absolut nie groBer ist als das 
Integral ihres Betrages, folgt fUr jedes f,.: 

(6) 

Nun sind G, g" und v von p unabhangige feste Zahlen, die im Nenner 
stehende Fakultat (P - 1)! wachst aber bekanntlich schlieBlich rascher 
als die Potenz GP-l, oder genauer: fUr hinreichend groBe p wird 

GP-l 
---)-, kleiner als jede vorgegebene noch so kleine Zahl. Wir konnen 
(P -1 . 

wegen (6) also, wenn wir nur p geniigend groB wahlen, tatsachlich auch 
jede der n GraBen f" beliebig klein machen. 

Daraus folgt unmittelbar, daB man auch die Summe von n Termen 
at EI + ... + an En belie big klein machen kann. Tatsachlich haben wir: 

lalEl +a2 E2 +'" +anfnl:=;;;laIIIEII+la21If21+ .. · +lanllEnl 
und nach (6): 

GP-l 
::s (I all· 1 . gl + 1 a21· 2 g2 + ... + 1 an I· n . gn) . T-P _ 1) T ; 

da die Klammer einen {esten von p unabhangigen Wert hat, so 

konnen wir vermoge des Faktors (p G~-;)! die ganze rechte Seite und 

damit auch I al fl + a2 f2 + ... + an En I SO klein machen als wir wollen, 
insbesondere auch kleiner als 1. 

Damit haben wir aber den oben (5. 258) in Aussicht gestel.lten 
Widerspruch gegen das Bestehen der Gleichung (3): . 

[aoM + alM I + ... + anMn] + [aIEL + ... + anfn] == 0 

abgeleitet, daB namlich nach ihr eine nicht verschwindende ganze 
Zahl, vermehrt urn einen echten Bruch, Null ergeben miiBte. Also 
kann diese Gleichung nicht bestehen, und die Transzendenz von e ist 
bewiesen. 
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Wenden wir uns nun dem 

Beweise der Transzendenz '(Jon n 

zu, del' zwar etwas schwieriger als der vorhergehende Beweis, aber 
doch immer noch recht einfach ist. Man muB eben nur - und das ist 
die Kunst der mathematischen Erfindung - die Sache am richtigen 
Ende anfassen. 

Die Problemstellung Lindemanns war folgende: Bisher ist gezeigt, ., 
daB eine Gleichung l: ap e" = 0 nicht bestehen kann, wenn die Koeffi-

p=o 
zienten ap und die Exponenten y von e gew6hnliche ganze rationale 
Zahlen sind; sollte man ahnliches nicht auch fiir beliebige algebraische 
ap und y zeigen k6nnen? Das gelang ihm nun in der Tat. und zwar 
lautet der allgemeinste Lindemannsche Satz iiber die Exponential/unktion: ., 
Eine Gleichung l: a" lp = 0 kann nicht bestehen, wenn die ap beliebige, 

,,=1 

die bp lauter voneinander verschiedene algebraische Zahlen sind. Die 
Transzendenz von n ist dann nur ein Korollar dazu; denn es besteht 
bekanntlich die Gleichung 1 + ein = 0, und ware n eine algebraische 
Zahl, so ware es auch in, und das Bestehen dieser Gleichung wiirde 
jenem Lindemannschen Satze widersprechen. 

leh will hier ausfUhrlich nur einen gewissen Spezial/all des Linde
mannschen Satzes beweisen, der die Transzendenz von n bereits um/apt. 
leh folge dabei wiederum im Wesen der Sache Hilberts Beweisfiihrung 
in Band 43 der Mathematischen Annalen, die gegeniiber Lindemann 
wesentlich vereinfacht und eine genaue Verallgemeinerung der vorher
gehenden Betrachtungen fUr e ist. 

Den Ausgangspunkt bildet die Relation: 

(1 ) 

Geniigt nun n irgendeiner algebraischen Gleichung mit ganzen ratio
nalen Koeffzienten, so geniigt auch in einer solchen Gleichung. Es seien 
nun eX l , eX2 , •.• ,eX., die samtlichen Wurzeln dieser letzten Gleichung, 
in selbst mit einbegriffen, dann ist wegen (1) jedenfalls auch: 

(1 + e"') (1 + e"') •.. (1 + e"'n) = O. 

lndem wir ausmultiplizieren, erhalten wir: 

(2) {
1 + (e""+e""+ '" + ean) + (e",,+a'+e<X'+""+ .,. +e"'n-l+<Xn) 

+ ... + (e<X'+<X'+"'+<Xn ) = O. 

Nun k6nnten einige der hier auftretenden Exponenten zufallig Null 
sein; jedesmal, wenn das eintritt, enthalt die linke Summe einen posi
tiven Summanden 1, und aIle diese fassen wir mit der bereits auftreten
den 1 zu einer ganzen positiven, von Null sieher verschiedenen Zahl ao 
zusammen; die iibrigbleibenden, von Null bestimmt verschiedenen Ex-
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ponenten bezeichnen wir kurz mit PI' P2' ... , PN und schreiben dem
gemiill statt (2): 

(3) 

Nun sind aber die Pl' ... , PN W urzeln einer ganzzahligen algebraischen 
Gleichung. Denn aus der Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten fiir 
eX I , •.. , eX" kann man in bekannter Weise eine ebensolche Gleichung fiir die 
samtlichen zweigliedrigen Summen eX l + eX 2 , eX l + eXa, ... herleiten, ebenso 
eine solche fUr die dreigliedrigen !Xl + eX2 + eXa, eX i + eX2 + eX, , ••• und 
So fort, und schlieBlich ist eX i + eX 2 + ... + eX" selbst rational, geniigt 
also einer linearen ganzzahligen Gleichung. Durch Multiplikation aller 
dieser Gleichungen erhalten wir wiederum eine Gleichung mit ganzen 
rationalen Koeffizienten, die vielleicht einige Wurzeln Null hat und deren 
iibrige Wurzeln die PI' P2' ... ,PN sind. Indem wir die den ersteren 
entsprechende Potenz der Unbekannten weglassen, bekommen wir 
fur die N GrofJen peine ganzzahlige algebraische Gleichung genau Nten 
Grades mit von ° verschiedenem konstanten Term: 

Was wir nun beweisen wollen und was nach dem vorangehenden 
die Transzendenz von 11: umfaBt, ist dieser spezielle Fall des Lindemann
schen Satzes: Eine Gleichung der Form (3) mit ganzzahligem, nichtver
schwindendem ao kann nicht bestehen, wenn die PI' P2' ... ,PN die N 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung (4) vom Nten Grade mit ganzen 
rationalen Koettizienten sind. 

Der' Beweis gliedert sich genau so, wie der friihere Beweis 
der Transzendenz von e. Wie wir dort die ganzzahligen Potenzen 
el , e2 , ••• ,en besonders gut durch rationale Zahlen annahern konnten, 
wird es sich hier urn eine moglichst gute Approximation der in (3) auf
tretenden Potenzen von e handeln, und wir werden in genau der alten 
Bezeichnung 5chreiben: 

(5) eli, = M I + ci eP' = M 2 + ca 
M' M 

dabei wird der Nenner M wieder eine gewohnliche ganze Jationale Zahl, 
aber die M I' ... , M N werden nicht mehr ganze rat ion ale, sondern ganze 
algebraische Zahlen sein, und die cl' ... , CN, die im allgemeinen jetzt 
gleichfalls komplexe Zahle1, sein konnen, werden wenigstens ihren absoluten 
Betriigen nach sehr klein sein; darin liegt die gegen frUher auftretende 
Komplikation. Die Summe aller M 1 , •.. , MN wird aber wiederum eine 
ganze rationale Zahl darstellen, und zwar werden wir es 50 einrichten 
k6nnen, daB der erste Summand der Gleichung: 

(6) [aoM+Ml+M2+ ... +MNJ+[cl +c2+ ... +CN]=O, 
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in die (3) vermoge (5) nach Multiplikation mit M iibergeht, eine nicht 
verschwindende ganze rationale Zahl wird, wahrend der zweite Summand 
jedeofalls absolut genommen kleiner als 1 ist; das ist der Art nach genau 
der fruker benutzte Widerspruch, und damit ist die Unmoglichkeit von (6) 
und (3) gezeigt und unser Beweis gefuhrt. Imeinzelnen wird wieder ab
geleitet, daB MI + M2 + ... + MN durch eine gewisse Primzahl p teilbar 
ist, ao· M aber nicht, woraus dann in alter Weise das Nichtverschwinden 
des ersten Summanden in (6) folgt; weiter wird dann p so groB gewahlt, 
daB der zweite Summand in (6) beliebig klein wird. 

1. Es wird sich nun zunachst darum handeln, M durch eine ge
eignete Verallgemeinerung des Hermiteschen Integrals zu definieren. 
Sie beruht auf der Bemerkung, daB der Faktor (z - 1) ... (z - n) 
des Hermiteschen Integrals gerade die Exponenten der Potenzen 
von e in der hypothetischen algebraischen Gleichung zu Nullstellen 
hat; demgemaB ersetzen wir ihn jetzt durch das mit den Exponenten 
von (3), d. h. den Losungen von (4) gebildete Produkt: 

(7) 
1 

~z - PI) (z - P2) ... (z - PN) = b-; [bo + bIZ + ... + bNzN]. 

Als wesentlich wird sich aber nun erweisen, dafJ wir noch eine geeignete 
Potenz von bN als Faktor hinzufugen, was sich friiher eriibrigte, da 
(z - 1) ... (z - n) ohnehin ganzzahlig war; wir setzen jetzt also 
schlieBlich : 

00 

M =/e- z zP-1dz[b + b z + ... + b ZN]p b<N-l>p-l. 
(p _ i)! 0 INN 

o 
(8) 

2. Entwickeln wir nun, genau wie friiher, den Integranden von M 
nach steigenden Potenzen von z, so liefert das niederste Glied, das zu 
zP -1 gehart: 

00 

je-ZZP-1dz 
----r.p _ if! b8 bW-1IP-l = be bW-1IP-l, 

o 

wo das Integral nach der schon oben stets benutzten r-Formel (S. 259) 
ausgewertet ist. Alle weiteren Summanden haben aber im Integranden zP 
oder noch hahere Potenzen stehen; sie enthalten daher samtlich den 

Faktor (p~! 11) mit ganzen Zahlen multipliziert und sind also durch p 

teilbar. Daher ist M selbst sicherlich eine durch p nicht teilbare ganze 
Zahl, wenn iener erste Summand bK' bW- 1)p-l nicht durch p teitbar 
ist, d. h. sofern die Primzahl p weder Teiler von bo noch von bN.ist. Wegen 
bo '1= 0, bN '1= 0 kann man p gemaB dieser Bedingung bestimmen, am 
einfachsten, indem man annimmt: 

p> 1 bo 1 und gleichzeitig: p> 1 bN I· 
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Da nun a > 0 ist, kann man es sofort auch erreichen, daB ao . M 
nicht durch p teilbar ist, indem man etwa, wie friiher, noch auBerdem 

p> ao 

bestimmt. Weil es unendlich viele Primzahlen gibt, kann allen diesen 
Bedingungen noch auf unendlich mannigfache Art geniigt werden. 

3. Nun miissen wir an die Bildung von M" und B" herantreten. 
Hierbei tritt eine Modi/ikation gegen das Friihere ein, da die an die Stelle 
der 'I' tretenden /3" komplex sein k6nnen, ja eines sieher gleich i;n; ist. 
Wollen wir also eine dem friiheren analoge Zerlegung des Integrals M 
vornehmen, so miissen wir uns erst iiber den Integrationsweg durch 
das Komplexe verstandigen. Da ist nun gliicklicherweise der Integrand 
unseres Integrals eine im Endlichen iiberall eindeutige reguliire analy
tische Funktion der Integrationsvariablen z, die nur bei z = 00 eine 
singulare (und zwar eine wesentlich singulare) Stelle hat. Statt reell von 0 

z-Ebene 

0;3, 

o 

nach 00 zu integrieren, k6nnen wir also 
auch irgendeinen andern von 0 nach 00 
gehenden Integrationsweg benutzen, 
wenn er nur schlieBlich wenigstens asym
ptotisch parallel der reellen positiven 
Halbachse ins Unendliche einlauft; letz
teres ist n6tig, damit das Integral bei 
dem Verhalten von e- z im Komplexen 
iiberhaupt einen Sinn behalt. 

Wir denken uns nun die N-Punkte 
Abb. 117. 

/31' /32"'" /3N markiert. und bemerken 
insbesondere, daB wir Mauch erhalten, wenn wir erst geradlinig von 0 
nach einem der Punkte /3", dann geradlinig auf einer Parallelen zur 
reellen Achse ins Unendliche integrieren (vgl. Abb. 117). Auf diesem 
Wege k6nnen wir nun M in die beiden charakteristischen Teile zerlegen: 
Der geradlinige Weg von 0 nach /3" wird das mit wachsendem p beliebig 
klein werdende B,. lie/ern, die Parallele von /3" nach 00 aber die ganze al
gebraische Zahl M,,: 

fl" fe-z zP-ldz 
B = , •. ----.- [b + b z + 000 + bNzN]p b!ff-l)p-l 
, .. (P-1)! 0 1 ", 

o 00 ('I' = 1, 2,0 0 0 ,N) 

(8 a) 

M == ,,,je-ZzP-1dZ[b +b z+ 000 +b zN]Pb(N-l)P-l 
" (P _ 1)! 0 1 N N 0 

Ii" 

(8b) 

Durch diesen Ansatz ist (5) in der Tat befriedigt. DaB wir dabei speziell 
geradlinige Wege benutzen, geschieht lediglich aus Bequernlichkeits
riicksichten; ein beliebiger krummer Weg von 0 nach /3" muB natiirlich 
genau denselben Wert B" liefern, nur kann man aus dem geradlinigen 
Wege die beste Abschatzung dieses Wertes herleiten. Ebenso k6nnen 
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wir statt der Horizontalen von fJy nach 00 auch eine beliebige, sich 
nur asymptotisch einer Horizontalen nahernde Kurve verwenden; 
aber auch das ware nur unnotig unbequem. 

4. Ich stelle die Absehiitzung der fy voran, bei der sich nichts gegen 
friiher andert, wenn man nur den Gedanken benutzt, daB der Betrag eines 
komplexen Integrals nie graBer ist als das Maximum des absolutenBetrages 
des Integranden, multipliziert mit der Lange des Integrationsweges, die 
in l,lllSerm FaIle IfJyl ausmacht. Die so entstehende ()bere Grenze von f" 

ist dann gleich dem Produkt einiger von p unabhangiger Faktoren 
GP-l 

in ----,' wobeiG das Maximum von I z (bo + bIZ + ... + bNzN) b%-ll 
(p - 1). 

in einem Gebiete bezeichnet, das alle vom Nullpunkt nach den Punk
ten fJy fiihrenden Strecken enthalt; daraus schlieBt man, wie oben (S. 262), 
dafJ man dureh VergrofJerung von p jedes fy und daher aueh fl + ... + EN 

dem Betrage naeh beliebig klein, insbesondere aueh kleiner als 1 maehen 
kann. 

5. Erst bei der Untersuehung der My werden wesentlich neue 
Uberlegungen notig, die freilich auch durchaus Verallgemeinerungen 
der friiheren sind und nur dem Umstande Rechnung tragen, daB 
statt rationaler jetzt algebraisehe ganze Zahlen auftreten. Wir wollen 
gleich die ganze Summe: 

in Betracht ziehen. Ersetzen wir hier in jedem Summanden vermoge 
(7) (S. 265) das Polynom in z durch das Produkt der Faktoren 
(z - fJI) ... (z - fJ N) und fiihren die neue Integrationsvariable C = z - fJy 
ein, die wegen des fill z angenommenen Integrationsweges reell von 0 
nach 00 lauft, so erhalten wir: 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 

N 

(9') 
c])(C) = L b;rp-I(C + fJ • .)P-I(C + fJy - fJI)P ... 

,.=1 

Diese Summe c]) (C) ist, wie jeder ihrer N Summanden, ein Polynom 
in C. In jedem der Summanden ist offenbar eine der N GraBen fJ I' •.. , fJ N 

ausgezeichnet; in der Summe c])(C) aber, bzw. wenn wir sie als Polynom 
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in 1; ausgerechnet denken, in den Koeffizienten der einzelnen 1;-Potenzen 
dif'ses Polynoms, treten diese N GroBen wieder gleichberechtigt auf, d. h. 
jeder dieser Koeffizienten ist eine symmetrische Funktion von PI, ... , PN. 
Das Ausmultiplizieren der einzelnen Faktoren auf Grund des polyno
mischen Lehrsatzes HiBt aber weiterhin erkennen, daB diese Funktionen 
ganze rationale F unktionen von PI, ... , P N, und mar mit ganzzahligen 
rationalen Koettizienten sind. Nach einem bekannten Satze der Algebra 
sind aber rationale symmetrische Funktionen mit rationalen Koettizienten 
der siimtlichen W urzeln einer rationalzahligen Gleichung stets rationale 
Zahlen, und da die PI' . .. , PN die samtlichen Wurzeln der Gleichung (4) 
sind, sind die Koettizienten von cJ> (1;) tatsiichlich rationale Zahlen. 

Wir brauchen aber noch dartiber hinaus ganze rationale Zahlen, 
und die liefert uns die noch als Faktor von cJ> (1;) auftretende Potenz 
von bN • Wir konnen diese namlich gerade auf alle auftretenden linearen 
Faktoren verteilen und schreiben: 

( I')j cJ>(1;) = 1:(bN1; +bN P~)P-l(bN1; +bN P.-bNPl)P···{bN1; +bNP.T"bNP'_l)P 
9 ~=l 

(bN 1; + bNP. - bN P'+1)P ... (bN 1; + bN P. - bN PN)P. 

Analog wie vorhin sind die Koeffizienten von 1;, wenn wir dies Polynom 
ausgerechnet denken, ganze rationale symmetrische Funktionen der 
Produkte bNPl' bNP2' ... ' bNPN mit ganzen rationalen Koejjizienten. Nun 
sind aber diese N Produkte Wurzeln derjenigen Gleichung, die aus (4) 

hervorgeht, wenn wir z durch ~ ersetzen: 
bN 

bo + bi :N + ... + bN- 1 (b:r-
1 + bN 

durch Multiplikation mit b% -1 geht diese Gleichung tiber in: 

(10) bo b§ -1 + b1 b§ - 2 • Z + . . . + b N _ 2 b N zN - 2 + b N _ 1 zN -1 + ZN = 0 , 

d. i. eine Gleichung, die durchweg ganzzahlige Koejjizienten und dabei 1 
als hOchsten Koejjizienten hat. Man p.eI].nt 30Iche algebraische Zahlen, 
die einer ganzzahligen Gleichung mit dem h6chsten Koeffizienten 1 
gentigen, ganze algebraische Zahlen, und es besteht folgende Verscharfung 
des oben genannten Satzes: Rationale ganze symmetrische Funktionen 
mit ganzen rationalen Koe//izienten der siimtlichen Wurzeln einer ganz
zahligen Gleichung mit dem hochsten Koettizienten 1 (also ganzer algebra
ischer Zahlen) sind selbst ganze rationale Zahlen. Sie finden auch diesfll 
Satz in den Lehrbtichern der Algebra, und wenn er vielleicht nicht 
tiberall in dieser prazisen Fassung angegeben ist, so werden Sie sich 
doch durch Verfolgung der Beweise leicht von seiner Richtigkeit tiber
zeugen konnen. 



Beweis der Transzendenz von n. 269 

Nun geniigten die Koeffizienten des Polynoms cP (C) tatsachlich 
den Voraussetzungen dieses Satzes, und also sind .sie ganze rationale 
Zahlen, die wir mit Ao, AI' ... , A Np - I bezeichnen mogen; wir haben 
also nach (9): 

N 00 

~M _fe-;;l;Pd' (A A l' A l'N -1) ~ ~ -~ (p -i)! 0+ n· + ... + Np-l'o P • 

Damit sind wir aber wesentlich am Ziele. Denn fUhren wir die 
Integrationen im Zahler auf Grund unserer r-Formel (S. 259) aus, so 
ergeben sieh Faktoren P!, (P + 1) !, (P + 2)!, ... , da jedes Glied 
die pte oder eine hohere Potenz von C als Faktor enthlilt, und nach 
Division durch (P - i)! bleibt iiberall gewifJ noch ein Faktor p stehen, 
wahrend die andern Faktoren ganze rationale Zahlen (die Ao, AI' 

N 

A 2 , ••• ) sind; also ist LM~ eine durch p sicherlich teilbare ganze ratio-
nale Zahl. ,-=1 

Nun war aber (S. 266) ao ' M nicht durch p teilbar, also ist 
N 

ao M + L M ~ notwendig eine durch p nicht teilbare ganze rationale Zahl 
~= 1 

und daher insbesondere sicherlich von Null verschieden. Also kann auch. 
tatsachlich die Gleichung (6): 

{aoM +p~Mv} + {~Ev} = 0 

nieht bestehen, denn eine nieht verschwindende ganze Zahl kann sich 
mit der' nach Nr. 4 (S. 267) sicher absolut kleiner als 1 bleibenden 

N 
L e~ nicht zu Null erganzen. Damit ist aber der oben (S. 264) aus-
~=I 

gesprochene SPezialfall des Lindemannschen Satzes und die in ihm ent
haltene Transzendenz von n bewiesen. -

Ich will nun hier nur noch einen weiteren interessanten Speziallall 
des allgemeinen Lindemannschen Satzes hervorheben, dafJ niimlich in 
der Gleichung eP = b die Zahlen b und f3 nicht gleichzeitig algebraisch sein 
kiinnen, mit der einzigen trivialen Ausnahme f3 = 0, b = 1; mit anderen 
Worten, die Exponentialfunktion eines algebraischen Argumentes f3 sowie 
der natiirliche Logarithmus einer algebraischen Zahl b sind mit iener 
einzigen A usnahme stets transzendent. In dieser Aussage ist fUr fJ = 1 
die Transzendenz von e, fUr b = -1 die von n (wegen ei:r = -1) 
mit enthalten. Der Beweis dieses Theorems laBt. sieh durch genaue 
Verallgemeinerung der letzten Betrachtungen fUhren, indem man von 
b - eP statt wie zuletzt von 1 + e'" ausgeht; man hat dann nur neben 
siimtlichen Wurzeln der algebraischen Gleichung fUr f3 auch alle Wurzeln 
der Gleichung fiir b zu beriicksichtigen, urn zu einer zu (3) analogen Glei
chung zu kommen, und deshalb braucht man mehr Bezeichnungen, 
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und der Beweis wird scheinbar uniibersichtlicher; wesentlich neue 
Gedanken werden aber nicht natig. Ganz analog laBt sich auch der 
Beweis des allgemeinsten Lindemannschen Satzes fiihren. 

Ich will auf diese Beweise hier nicht mehr eingehen, sondern machte 
Ihnen lieber die Bedeutung des letzten Theorems uberdieExponentiallunktion 
maglichst anschaulich machen. Denken wirunsauf einer Abszissenachse aIle 

Punkten1it ~lgebraischenAbszissenx ,,!!!!!! !~!!!!!!!!!!!!!!"!!!!!!!!!!!!! !!!!!! ~ x 

markiert. Wir wissen, daB schon die rationalen und erst recht aIle 
algebraischen Zahlen die Abszissenachse uberall dicht erfiiIlen, und man 
k6nnte zunachst meinen, daB wenigstens die algebraischen Zahlen aIle 
reellen Punkte x erschapfen. Und nun ergibt eben unser Satz, daB 
das nicht der Fall ist, dafJ auf der x-Achse zwischen den algebraischen 
Zahlen noch unbegrenzt viele andere traJ.Szendente Zahlen Platz finden, 
von denen wir in ealgebr. Yahl sawie log (algebr. Zahl) sowie in jeder 

algebraischen Funktion dieser transzendenten 
Zahlen unbegrenzt viele Beispiele besitzen. -
Vielleicht nach sinnfalliger wird die Sache, wenn 
wir un sere Gleichung in der Bezeichnung y = eX 
schreiben und in einer x-y-Ebene als K urve deu ten 
(vgl. Abb. 118). Markieren wir nun auf der x-Achse 
sowohl als auf der y-Achse aIle algebraischen 
Zahlen und fassen aIle Punkte x, y der Ebene auf, 
die sowohl algebraisches x als auch algebraisches y 

_-'-'.1.U.jip..u.u.u..l..-....,...X haben, so wird die ganze x-y-Ebene mit diesen 

Abb. 118. 

"algebraischen Punkten" iiberall dicht .bedeckt. 
Trotz dieser dichten Verteilung enthiilt die Exponen
tialkurve y = eX keinen einzigen algebra is chen Punkt 

aufJer dem einen x = 0, y = 1, ist doch sonst nach unserem Satze 
in y = eX mindestens eine der GraBen x, y transzendent. Dieser Verlauf 
der Exponentialkurve ist gewiB eine hachst merkwiirdige Tatsache t 

Die gedankliche Bedeutung dieser Satze, die die Existenz einer 
groBen Menge nicht nur nicht rationaler, sondern nicht einmal durch 
algebraische Operationen aus ganzen Zahlen darstellbarer Zahlen 
enthiillen, fUr unsere Vorstellungen uber das Zahlenkontinuum ist un
geheuer. Wie hatte wohl Pythagoras eine solche Entdeckung gefeiert, 
wenn ihm das Irrationale schon eine'Hekatombe wert schien! 

Merkwfudig ist nur, wie wenig. diese Fragen der Transzendenz 
im allgemeinen aufgefaBt und assimiliert werden, obgleich sie so ein
fach sind, wenn man sie nur einmal durchgedacht hat. Immer wieder 
muB man beim Examen die Erfahrung machen, daB der Kandidat 
nicht einmal den Begriff "Transzendenz" erklaren kann; haufig wird 
einfach gesagt, eine transzendente Zahl geniige keiner algebraischen 
Gleichung - und das ist natfulich ganz falsch, wie das Beispiel x - e = 0 
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zeigt. Die Hauptsache, daB die Gleichungskoeffizienten rational sein 
mussel)., ist eben weggelassen! 

Wenn Sie nun unsere Transzendenzbeweise noch einmal durchden
ken, so mussen Sie eigentlich diese einfachen elementaren Schliisse 
als Ganzes bequem auffassen und sich dauernd zu eigen machen konnen. 
GedachtnismaBig braucht man sich nur das Hermitesche Integral 
zu mer ken ; dann wickelt sich alles durchaus naturgemaB abo Ich 
mochte hier noch besonders betonen, daB wir bei dies en Beweisen 
im Sinne unserer ganzen Grundideen ruhig .. den Integralbegrift - geo
metrisch zu reden den Flacheninhalt - als seinem Wesen nach durch
aus elmentar gebraucht haben, und ich glaube, daB das wesentlich 
zur ubersichtlichen Gestaltung des Beweises beigetragen hat. Ver
gleichen Sie etwa die Darstellung in Band I von Weber-Wellstein, 
oder auch in meiner eigenen kleinen Schrift "Vortrage tiber ausgewahlte 
Fragen der Elementargeometrie" 1), wo im Sinne der alteren Schul
bticher das Integralzeichen vermieden und sein Gebrauch durch Ab
schatzung von Reihenentwicklungen ersetzt wird. Sie werden dann zu
geben, daB dort der Beweisgang bei weitem nicht so anschaulich und 
leicht aufzufassen ist. 

Die letzten Erorterungen tiber die Verteilung der algebraischen 
Zahlen innerhalb der reellen Zahlen· fiihren uns naturgemaB zu dem 
zweiten modernen Gebiete, auf das ich schon wiederholt im Laufe der 
Vorlesung hinzuweisen hatte, und tiber das nun einige eingehendere 
Darlegungen folgen mogen: 

II. Die Mengenlehre. 
Die Untersuchungeh des Begriinders dieser Theorie, Georg Cantor, 

gehen gerade von Betrachtungen tiber die Existenz transzendenter 
Zahlen aus 2); sie lassen diese Tatsache in einem ganz anderen Lichte 
erscheinen, als wir sie bisher sahen. 

Wenn der kurze Dberblick tiber die Mengenlehre, den ich Ihnen 
hier geben will, etwas Besonderes hat, so solI es das sein, daB die Be
handlung konkreter Beispiele mehr in den Vordergrund tritt als die ganz 
allgemeinen abstrakten Betrachtungen, durch welche die Mengenlehre 
sonst vielfach eine schwer faBliche oder gar abschreckende Form erhalten 
mag. 

1. Die Machtigkeit von Mengen. 

DemgemaB erinnere ich zunachst daran, daB wir in unseren Ent
wicklungen wiederholt mit verschiedenen charakteristischen Gesamt
heiten von Zahlen zu. tun gehabt haben, die wir jetzt kurzweg Zahlen-

1) Zitiert S. 135. 
2) VgJ. Journal fur reine und angewandte Mathematik Bd. 77, S.258. 1873. 
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mengen nennen werden. Wenn ich mich nur auf reelle Zahlen be
schranke, so waren es: 

1. die positiven ga;tzen Zahlen; 
2. die rationalen Zahlen; 
3. die algebraischen Zahlen; 
4. die siimtlichen reellen Zahlen. 

Jede dieser Mengen enthalt unendlich viele Zahlen. Wir fragen 
nun zunachst, ob man nicht trotzdem in bestimmtem Sinne die 
GrofJe oder den Umfang dieser Mengen vergleichen kann, d. h. ob man 
nicht das "Unendlich" der einen grofJer, gleich oder kleiner als das der 
andern nennen kann. Es ist das groBe Verdienst von Cantor, diese zu
nachst ganz unbestimmte Frage durch Aufstellung praziser Begriffe 
geklart und beantwortet zu haben, und zwar kommt hier vor allem 
sein Begriff "Miichtigkeit" oder "Kardinalzahl" in Betracht: Zwei 
Mengen haben "gleiche Miichtigkeit" (sind "iiquivalent") , wenn sich 
ihre Elemente eineindeutig einander zuordner lassen, d. h. 'wenn man 
die eine Menge so auf die andere abbilden kann, dafJ iedem ihrer Elemente 
umkehrbar eindeutig ein Element der anderen entspricht. 1st eine solche 
Abbildung nicht m6g1ich, so haben die Mengen "verschiedene Miichtig
keit"; dabei zeigt sich, daB, wie man auch die Elemente einander zu
zuordnen versucht, immer noch Elemente einer und derselben von 
beiden Mengen ubrig bleiben, die dann "die grofJere Miichtigkeit" hat. 

Das wollen wir sofort an den vier aufgefiihrten Beispielen erlautern. 
Es liegt vielleicht zunachst die Annahme nahe, daB die Machtigkeit 
der ganzen Zahlen kleiner sei als die der rationalen, diese kleiner als die 
der algebraischen und diese wiederum kleiner als die aller reellen Zahlen 
- denn jede dieser Mengen entsteht ja aus der vorangehenden durch 
Hinzufiigung neuer Elemente. Aber dieser SchluB ware voreilig, denn 
wenn auch iede endliche Menge stets miichtiger ist als irgendein 
Teil von ihr, so darf man diesen Satz doch keineswegsauf unendliche 
Mengen ubertragen. SchlieBlich ist eine solche Abweichung auch nicht 
einmal so wunderbar, da man ja eben auf ein ganz neues Gebiet uber
gegangen ist. Wir wollen uns sogleich an einem moglichst einfachen 
Beispiel klar machen, dafJ ein Teil einer unendlichen Menge mit ihr 
tatsiichlich gleiche M iichtigkeit haben kann, indem wir die Menge aller 
positiven ganzen Zahlen neben die aller geraden Zahlen stellen: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 

t t t t t t 
2, 4, 6, 8, 10, 12, 

Dann ist die durch die Doppelpfeile angedeutete Zuordnung offenbar 
von der oben geschilderten Art, daB jedem Element der einen Menge 
ein und nur ein Element der andern zugeh6rt; nach Cantors Definition 
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hat daher die Menge der positiven ganzen Zahlen die gleiche Miichtigkeit 
wie ihre Teilmenge der geraden Zahlen. 

Die Untersuchung der Machtigkeiten unserer vier Mengen ist also 
nicht so einfach abgetan; urn so wunderbarer ist das einfache Resultat, 
Cantors groBe Entdeckung von 1873: Die drei Mengen der ganzen 
positiven, der rationalen und der algebraischen Zahlen haben die gleiche 
M iichtigkeit, die Menge alter reellen Zahlen aber hat eine davon verschiedene 
grof3ere Miichtigkeit. Man nennt eine Menge, deren Elemente man der 
Reihe der ganzen positiven Zahlen eineindeutig zuordnen kann (die 
also mit dieser gleiche Machtigkeit hat), abziihlbar; jener Satz lautet 
also: Die Menge der rationalen sowie die der algebraischen Zahlen ist 
abziihlbar, die Gesamtheit aller reellen Zahlen aber is! nicht abziihlbar. 

Fiihren wir zunachst den Beweis fiir die rationalen Zahlen, der 
gewiB vielen von Ihnen bekannt ist. 
Jede rationale Zahl - wir wollen die 
negativen gleich mit hinzunehmen -

ist eindeutig in der Form 1:. dar-
q 

stellbar, wo p und q teilerfremde ganze 
Zahlen sind und q etwa stets positiv 
sei (wahrend p auch Null oder negativ ___ _ 

sein kann). Urn aUe diese Briiche P.. 
q 

in eine Reihe zu bringen, denken wir 
uns in einer p-q-Ebene alle Punkte 
mit ganzzahligen Koordinaten p, q mar-
kiert und bringen zunachst cinmal diese 
in eine abzahlbare Reihe, wie es der 

I 
I 
I 

I I I 
Abb. 119. 

I -

I 
I 
I 

spiralartige Weg in obenstehender Abbildung andeutet. Danach k6nnen 
wir alle diese Wertepaare (P, q) numerieren, so daB jedem nur eine 
Zahl zukommt und aIle ganzen Zahlen erschOpft werden (vgl. Abb. 119). 
Lassen wir jetzt aus dieser Reihenfolge aUe die Wertepaare fort, die 
nicht den oben ausgesprochenen Bedingungen (Teilerfremdheit von p 
und q und q > 0) geniigen, und numerieren nur aIle iibrig bleibenden 
(in der Abbildung durch starke Punkte markierten) fiir sich, so erhalten 
wir eine Reihe, die so beginnt: 

1 

1 

2 2-

o -1 

4 

2 

5 6 7 

l -1-2 
8 

3 

9 

t 
10 11 

1-
und die ieder rationalen Zahl genau eine ganze positive, ieder ganzen 
positiven Zahl genau eine rationale zuordnet; damit ist die Abziihlbarkeit der 
rationalen Zahlen bewiesen. Vbrigens wird· durch diese Anordnung der 
rationalen Zahlen in eine abziihlb, ·re Reihe ihre natiMiche Rangordnung 
nach der Grof3e von Grund au! zerstort; das zeigt untenstehende Skizze 

K 1 e in. Elementarmathematik I. 3. Autl. 18 
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(Abb.120), in der an die rationalen Punkte der Abszissenachse ihre Ord
nungsnummern in jener kiinstliehen Reihenfolge angesehrieben sind. 

Ztlhl:" -2 -1 -1 -1 0 i 1 1 2 . I I I I I I I I I I I 

Hummer: 1 TIl .1 ,.1 612 Z 11510 1 9 f' 

Abb.120. 

Wir kommen jetzt zweitens zu den algebraischen Zahlen, und auch 
hier will ich mich auf die reellen beschranken, obwohl die Betrachtung 
der komplexen nicht wesentlich schwieriger ware. Jede reelle algebraische 
Zahl w geniigt einer reellen ganzzahligen Gleichung: 

ao w n + a1 wn - 1 + ... + an -1 w + an = 0, 

die wir irreduzibel annehmen wollen, d. h. wir lassen alle etwa abtrenn
baren rationalen Faktoren und auch etwaige gemeinsame Teiler der 
ganzen Zahlen ao, a1 , •••• an fort; wir setzen noeh fest, daB ao 
stets positiv sein moge. Dann geniigt bekanntlich iedes algebraische w 
nur einer einzigen so normierten irreduziblen Gleichung mit ganzzahligen 
Koettizienten, und umgekehrt gehOren zu ieder solchen Gleichung als Wur
zeIn hachstens n reelle algebraische Zahlen, vielleicht aber. weniger oder 
gar keine. Wiirden wir nun alle diese algebraischen Gleichungen in eine 
abziihlbare Reihe bringen konnen, so waren damit auch offenbar ihre 
Wurzeln und daher auch alle reellen algebraischen Zahlen abgezahlt. 

Das ist nun Cantor dadurch gelungen, daB er jeder Gleichung eine 
bestimmte positive Zahl, ihre "Hohe" 

N = n - 1 + ao + ! all. + ... + I an -11 + I an I 
zuordnet, und die Gleichungen in eine abziihlbare Folge von Klassen 
teilte, ie nachdem die Hohe N = 1 , 2, 3, . .. ist. In jeder einzelnen 
dieser Klassen kann naeh der Definition von N sowohl die Gradzahl n 
als auch jeder der Koeffizienten seinem absoluten Betrage nach hoch
stens gleich der endlichen Grenze ]V werden, so dafJ ieder Klasse iiber
haupt nur endlich viele Gleichungen und daher insbesondere auch nur 
endlich viele irreduzible Gleichungen angehoren konnen; die Koeffizienten 
kann man durch Ausprobieren aller moglichen Losungen der Gleichung 
fUr N leicht ermitteln, und man kann den Anfang der Reihe der 
Gleichungen fiir die niedersten N in der Tat sofort hinschreiben. 

Nun denken wir uns fiir jeden Wert der Rohe N die reellen Wurzeln 
der endlich vielen zugehOrigen irreduziblen Gleichungen bestimmt, deren 
es nur eine endliche Anzahl geben kann, und ordnen sie ihrer natiirlichen 
GroBe nach ; dann nehmen wir zuerst die so geordneten Zahlen der Rohe 1 , 
dann die der Rohe 2 und so fort und numerieren sie in dieser Reihen
folge. Damit ist in der Tat die Menge aller reellen algebraischen Zahlen 
abgeziihlt, denn wir kommen so zu jeder reellen algebraischen Zeihl 
und brauchen andrerseits auch samtliche positiven ganzen Zahlen 
als Nummern. In der Tat kann man mit geniigender Geduld etwa die 
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7563te Zahl des angegebenen Schemas ermitteln oder zu 
so komplizierten vorgegebenen algebraischen Zahl die 
Nummer bestimmeno 

275 

einer noch 
zugehOrige 

Auch hier wird durch die Abzahlung wieder die natiirliche Rang
ordnung durchaus zerstort, wenn sie auch innerhalb der Zahlen gleicher 
Rohe erhalten bleibt; z. B. haben zwei einander so nahe liegende 

Z hI 0 2 d 2001 dO 0 0 d 10 d R·oh b a en Wle - un --' Ie welt auseman er legen en 0 en 7 zw. 7001, 
5 5000 

wahrend ys als Wurzel von x2 - 5 = 0 dieselbe Rohe 7 hat, wie t. -
Bevor wir nun zu dem letzten Beispiele iibergehen, schalte ich 

gern einen kleinen Hil/ssatz ein, der unS noch weitere abziihlbare Mengen 
liefert und uns gleichzeitig mit einem auch spater zu benutzenden Be
weisverfahren bekannt macht. Sind zunachst zwei abzahlbare Mengen 
gegeben: 

aI' a2 , aa, 0 0 0 und bi b2 , ba, ... , 

so ist die aus ihnen durch Verschmelzung entstehende Menge aller a 
und aller b offenbar wieder abzahlbar; denn man kann sie in dieser 
Reihenfolge schreiben: 

aI' bI , a2 , b2 , aa, ba,· .. 

und damit sofort der Reihe der ganzen Zahlen eineindeutig zuordnen. 
Ebenso geben naturlich auch 3, 4, ... , ,uberhaupt endlich viele abziihlbare 
Mengen vereinigt wiederum eine abziihlbare Mengeo 

Nicht ganz so selbstverstandlich aber erscheint - und diese Tat
sache solI unsern Rilfssatz ausmachen -, dafJ auch die Vereinigung 
abzahlbar unendlich vieler abzahlbarer Mengen wiederum eine abziihlbare 
Menge tie/ert. Urn das zu beweisen, bezeichnen wir mit aI' a2 , aa, .. 0 

die Elemente der ersten, mit bI , bz, ba,. o. die der zweiten, mit cI , c2 , ca, 0 0 • 

die der dritten Menge und so fort und denken uns diese einzelnen Mengen 
untereinander geschrieben; dann brauchen wir nur die samtlichen Ele
mente in der Reihenfolge aufzufassen, die die sukzessiven Querlinien 
im folgenden Schema andeuten: 

a/ a/ a/ a/ / /0 / //2//,/0/./. 
b/b2/b/b4/./. • 

~~:~~~/ . 
Die so entstehende Anordnung: 

1224567891011 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
1S* 
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dringt schlieBlich zu jeder der Zahlen a, b, c, ... vor und ordnet ihr 
eine und nur eine bestimmte Nummer zu, womit die Behauptung be
wiesen ist. Man konnte das, an jenes Schema ankiipfend, eine "Ab
zahlung nach Querlinien" nennen. 

Die groBe Mannigfaltigkeit abzahlbarer Mengen, die wir so kennen 
gelernt haben, k6nnte zunachst die Meinung hervorrufen, daB iiberhaupt 
aIle unendlichen Mengen abzahlbar sind. Demgegeniiber beweisen wir 
nun den zweiten Teil des Cantorschen Satzes, dafJ das Kontinuum aller 
reellen Zahlen gewifJ nicht abziihlbar ist; wir bezeichnen es kurz mit Q;1' 

da wir spater noch von mehrdimensionalen Kontinuen zu reden haben 
werden. 

Q;1 ist definiert als Gesamtheit aller endlichen reellen Werie x, wo bei 
wir uns x etwa als Abszisse auf einer Achse vorstellen mogen. Wir wollen 
nnn zuerst zeigen, dafJ die Menge aller inneren Punkte der Einheitsstrecke ° < x < 1 genau die gleiche M achtigkeit o 1 
-----11--__ 1 ----:)O~.:c hat wie Q;1' Deuten wir namlich die erste 

Menge auf einer x-Achse, die zweite 
auf einer dazu senkrechten y-Achse, so 
wird eine eineindeutige Abbildung zwi
schen ihnen vermittelt durch eine mono
ton ansteigende Kurve der in Abb. 121 
skizzierten Art, die nach links y = 0, 

==----l,..-----~.:c nach rechts y = 1 zur Asymptote hat 

Abb. 121. 
(etwa ein Ast von y = - ! arcctg x) . 
Wir werden also fur Q;1 die Menge aller 

Zahlen zwischen ° und 1 setzen durfen, was fortan geschehen solI. 
lch will nun fur die Nichtabzahlbarkeit von Q;1 den Beweis vortragen, 

den Cantor 1891 auf der Naturforscherversammlung in Halle gegeben hat; 
er ist ubersichtlicher und verallgemeinerungsfahiger als der ursprung
lich 1873 publizierte. Die Hauptsache dabei ist ein hochst einfaches Ver
fahren, das sogenannte "Diagonalverfahren", das zu leder angenommenen 
abziihlbaren A nordnung" aller reellen Zahlen eine in ihr sicher n i c h t 
enthaltene reeUe Zahlliefert; das ist ein Widerspruch, und daher kann das 
(£1 nicht" abzahlbar sein. 

Wir schreiben alle unsere Zahlen ° < x < 1 des Q;1 als Dezimal
bruche; sie seien samtlich in eine abzahlbare Reihe gebracht: 

Xl = 0, / / / / / a1 a2 a3 . . 
///// 

0. X2 = bl b2 b3 . . 
/// 

%3 = 0, C/C/3 
. , 
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wo die a, b, c Ziffern 0, 1 , ... , 9 in jeder moglichen Auswahl und Reihen
folge sind. Man muB sich nun zunachst dariiber klar werden, daB die 
Dezimalbruchschreibweise nicht vollig eindeutig bestimmt ist, da ja z. B. 
nach der Definition der Gleichheit 0,999 ... = 1,000 ... ist und da 
man iiberhaupt jeden abbrechenden Dezimalbruch aueh als einen 
mit lauter Neunen, absehlieBenden schreiben kann; das ist ja eine 
der ersten Voraussetzungen beim Rechnen mit Dezimalbriiehen (vgl. 
S. 37). Urn nun hier eine eindeutige Bezeichnung zu erreiehen, setzen 
wie ein fiir allemal fest, dafJ wir nur unendliche, nicht abbrechende 
Dezimalbriiche verwenden, also statt abbrechender stets solche einfiihren, 
die mit lauter Neunen schlieBen. Solche Briiehe mogen die oben in dem 
abzahlbaren Schema stehenden aIle bereits sein. 

Urn nun einen von allen Zahlen des Schemas verschiedenen Dezimal
bruch x' zu bilden, heben wir die in der oben markierten Diagonale (da
her der Name des Ver/ahrens) stehenden Zit/ern aI' b2 , ca' ... hervor 
und set zen an die erste Stelle von x' eine von a1 sieher versehiedene 
Ziffer a~, an die zweite eine von b2 verschiedene b;, an die dritte eine 
von c3 verschiedene C3 und so fort: 

x' = 0, al b2 C3 •••• 

Diese Bedingungen fiir a~, b~, c;, ... lassen uns aber offenbar noell 
geniigend Freiheit, dafiir zu sorgen, dafJ x' wirklich ein echter Dezimal
bruch, nicht etwa gleich 0,999 ... = 1 wird, und dafJ er nicht etwa hinter 
einer endlichen Stelle abbricht; wir konnen sogar a~, b~, c~, ... dureh
weg von 9 und ° verschieden annehmen. Dann ist aber x' sicherlich 
von Xl verschieden, da die ersten Ziffern nicht iibereinstimmen und zwei 
nicht abbreehende Dezimalbriiehe nur dann gleich sein konnen, wenn 
alle Ziffern iibereinstimmen; ebenso ist x' 01= x 2 wegen der zweiten, 
x' 01= xa wegen det dritten Ziffer, und so ist iiberhaupt x', das doch ein 
ganz verniin/tiger Dezimalbruch ist, von allen Zahlen Xl' x 2 , xa' ... des 
abziihlbaren Schemas verschieden. Also ist der gewiinschte Widerspruch 
erreicht und die Nichtabziihlbarkeit des Kontinuums [1 beweisen. 

Durch diesen Satz ist nun a priori die Existenz transzendenter Zahlen 
gesichert, denn die Gesamtheit der algebraischen Zahlen war abzahlbar 
und kann daher das nichtabzahlbare Kontinuum aller reellen Zahlen 
nicht erschopfen. Wahrend alle friiheren Erorterungen uns aber immer 
nur abziihlbar unendlich viele transzendente Zahlen kennen lehrten, folgt 
hier, daB ihre Miichtigkeit tatsiichlich grofJer ist, so daB wir erst jetzt 
die richtige allgemeine Einsicht bekommen; freilich beleben jene spe
ziellen Beispiele ihrerseits wieder das hier etwas abstrakte Bild 1). 

(1) Die Existenz transzendenter Zahlen hat als erster Liouville bewiesen. 
Er gibt in einer 1851 im 16. Bande der 1. Reihe des Journal des math€:
matiques pures et appliquees erschienenen Abhandluug ganz elementare Ver
fahren zur Konstruktion solcher Zahlen an.] 
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Nachdem wir so das eindimensionale Kontinuum erledigt haben, 
wird die Untersuchung des zweidimensionaZen nahe liegen; da haUe ge
wiB jedermann geglaubt,daB die Ebene mehr Punkte enthielte als die 
Gerade, und daher erregte es das gr6Bte Aufsehen, als Cantor zeigte 1) , 

dafJ die Miichtigkeit des zweidimensionalen Kontinuums ~2 genau gleich 
der ies eindimensionalen ~l sei. Nehmen wir fiir das ~2 das Quadrat 
von der Seitenliinge 1, sowie fiir ~l die Einheitsstrecke (vgl. Abb. 122). 
so sollen also die Punkte beider eineindeutig aufeinander bezogen 
werden k6nnen. DaB diese Behauptung so paradox aussieht, liegt 
wohl daran, daB man sich zunachst von der Vorstellung einer gewissen 
Stetigkeit der Zuordnung nicht freimachen kann; aber in der Tat ist die 
Beziehung, die wir herstellen wollen, so unstetig, ja - wenn Sie wollen 
- so unor.ganisch wie nur moglich; sie zerstort eben alles, was fUr 
das ebene bzw. lineare Gebilde als solches charakteristisch ist, mit 
Ausnahme der "Miichtigkeit" , etwa so, als ob man aIle Punkte des 

1 Quadrates in einen Sack tut und aufs griind-
01-1 _..c.-'1 __ It--__ ...:»~x lichste durcheinanderriiUelt. 

1/---..., 

0'-----:1!--~·X 

Abb.122. 

Die Menge der Quadratpunkte stimmt iiber
ein mit der Menge aUer Dezimalbruchpaare: 

die wir wieder siimtlich als nicht abbrechend an~ 
nehmen wollen; wir schlieBen dabei also die Rand
punkte, fiir die eine der Koordinaten x, y ver
schwindet, d. h. die beiden an 0 anstoBenden 
Seiten, aus, wahrend die andern mit beriicksich

tigt werden; man kann sich leicht nachtraglich iiberlegen, daB dies an 
der Machtigkeit nichts andert. Die Grundidee des Cantorschen Beweises 
ist jetzt, diese beiden Dezimalbriiche zu einem neuen Dezimalbruch z 
zu verschmelzen,aus dem man riickwiirts x, y eindeutig herstellen kann 
und der genau einmal aUe Werte 0 < z <: 1 durchliiuft, wenn der Punkt x, y 
einmal das Quadrat durchliiuft; deutet man z als Abszisse, so hat man 
damit tatsachlich die gewiinschte eineindeutige Beziehung des Qua
drates (£2 und der Einheitsstrecke (£1' wobei entsprechend der Fest
setzung iiber jenes Quadrat auch bei dieser Strecke nur der Endpunkt 
z = 1 mitgerechnet wird. 

Man wird diese Verschmelzungzuerst so versuchen, daB man setzt: 

z = 0, al b1 a2 b2 a3 bs ... , 

woraus in der Tat durch Abtrennen der geraden und ungeraden Dezimal
stellen eindeutig x und y zu erhalten ist. Doch da erhebt sich ein Ein
wand aus der zweideutigen Schreibweise der Dezimalbriiche: Dieses z 
durchlauft namlich durchaus nicht das ganze (£1' wenn wir fUr x, y 

1) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 84. 1878, S.242£. 
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alle Paare nicht abbreehender Dezimalbriiehe, also aIle Punkte des [I 
nehmen; denn z ist dann zwar stets nieht abbreehend, aber es gibt nieht 
abbreehende Werte z, wie z. B .. 

z = 0, C1 C2 0 c, 0 C6 0 c8 • •• , 

die man nur aus einem abbreehenden x oder y erhalt, im Beispiel 

x = 0, C1 000 ... , y = 0, C2 C4 C6 C8 •••• 

Diese Schwierigkeit kann man am besten dureh einen von ]. Konig 
in Budapest vorgesehlagenen Kunstgriff beseitigen. Er versteht nam
Heh unter den a, b, c nicht sehleehtweg die Ziffern, sondern gewisse 
Ziflernkomplexe, man k6nnte vielleicht sagen "Molekule" des Dezimal
bruches, zu denen er unter Hervorhebung der Rolle der Nullen fede gel
tende von 0 verschiedene Zifler des Dezimalbruches mit allen ihr direkt 
vorangehenden NuUen zusammenfafJt; dann mull jeder nicht abbrechende 
Dezimalbruch auch unendlich viele M olekule haben, da immer wieder 
von Null verschiedene Ziffern kOl.nmen, und umgekehrt. Beispielsweise 
sind in: 

x = 0, 320 8007 000 302 405 ... 

als Molekiile tu nehmen: a1 = [3], a2 = [2], as = [08], a4 = [007], 
a6 = [0003], a6 = [02], a7 = [4], ... 

Nun m6gen in der obigen Regel fiir den Zusammenhang von 
x, y mit z die a, b, e in der Tat solehe Molekule bedeuten. Dann gehOrt 
jedem Paare x, y wiederum ein nicht abbreehendes z eindeutig zu, 
das seinerseits riickwarts x und y bestimmt. Jetzt zerfallt aber jedes z 

riiekwarts in ein x und y mit je unendlieh vielen "Molekiilen", und ent
steht daher genau einmal, wenn wir x, y alle Paare nieht abbreehender 
Dezimalbriiche durchlaufen lassen. Damit sind aber tatsachlich Strecke 
und Quadrat eineindeutig aufeinander abgebildet, d. h. sie haben dieselbe 
M iichtigkeit. 

Natiirlich kann man in ganz ahnlieher Weise zeigen, dafJ auch das 
Kontinuum von 3, 4, ... Dimensionen die gleiche Miichtigkeit besitzt 
wie das eindimensionale. Merkwiirdiger ist aber, dafJ auch das Konti
nuum Q:oo von unendlich vielen, soU heifJen von abziihlbar unendlieh 
vielen Dim(lnsionen die gleiche Miichtigkeit besitzt. Dieser unendlich
dimensionale Raum ist definiert als Gesamtheit der Wertesysteme, 
die abzahlbar unendlich viele Veranderliche: 

annehmen k6nnen, wenn eine jede fiir sich alle reellen Werte durchUiuft. 
Dies isteigentlich nur eine neue Ausdrucksweise fUr eine in der Mathe
matik langst gebrauehliehe Begriffsbildung; man hat jn immer die Ge
samtheit aller Potenzreihen oder trigonometrisehen Reihen betrachtet, 
bei denen die abzahlbar unendlich vielen Koeffizienten eigentlich doch 
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nichts als eben so viele unabhangige Veranderliche sind, die freilich 
stets noch fUr die rechnerischen Anwendungen an gewisse Konvergenz
bedingungen geknupft erscheinen. 

Wir wollen uns wiederum auf den "Einheitswurfel" des Q:oo be
schranken, d. h. auf die Gesamtheit aller an die Bedingung ° < xn < 1 
geknupften Punkte, und wollen nachweisen, daB man sie eineindeutig 
den Punkten der Einheitsstrecke 0< z s 1 des Q:1 zuordnen kann. 
(Dabei sind der Bequemlichkeit halber wieder alle Randpunkte, fUr die 
eme der Koordinaten Xn verschwindet, bzw. der Randpunkt x = ° 
weggelassen, die andern mitgt.rechnet.) Wir gehen, wie oben, von der 
DezimalbruchdarsteIlung der Koordinaten im Q:"" aus: 

Xl = 0, 'a I a2 a3 

"" b3 x2 = 0, bl b2 

0, cl 

, 
xa = c2 c3 

.~ 
wobei diese Dezimalbruche einmal samtlich in der nichtabbrechenden 
Gestalt geschrieben seien, und weiterhin die a, b, c ... "Dezimalbrueh
molekule" im oben festgelegten Sinne bedeuten soIlen, d. h. Ziffern
komplexe, die mit einer von Null verschiedenen Ziffer endigen und vorher 
nur Nullen enthalten. Nun mussen wir alle diese unendlich vielen 
Dezimalbruche zu einem neuen zusammenfassen, der riickwarts seine 
Bestandteile wieder erkennen laBt, oder, um im chemischen Bilde zu 
bleiben: wir haben eine so lose Legierung aller dieser Molekularaggregate 
zu bilden, daB wir leicht wieder aus ihr die Komponenten abtrennen 
konnen. Das gelingt nun sofort durch das schon fruher (S. 275 f) ange
wandte "Querlinienverfahren"; wir schreiben inner durch die sukzessiven 
Linien in obigem Schema bereits angedeuteten Reihenfolge: 

z = 0, a l a2 b1 aa b2 c 1 a4 ba e2 dJ as ... , 

womit jedeni Punkt des Q:oo eindeutig ein Punkt des Q:1 zugeordnet ist. 
Umgekehrt erhalten wir so ieden Punkt z des Q:l' denn wir konnen aus 
seiner nicht abbrechend geschriebenen Dezimaibruchdarstellung nach 
dem angegebenen Schema in eindeutiger Weise unendlich viele nicht 
abbrechende Dezimalbruche Xl' XII' Xa, . •. herleiten, aus denen er 
durch das angegebene Verfahren entsteht. Es ist so in der Tat die ein
eindeutige Abbildung des Einheitswurfels im Q:oo auf die Einheitsstreeke 
des Q:1 gelungen. 

Unser bisheriges Resultat ist, daB es iedenfalls zweierlei voneina1:Uier 
verschiedene M aehtigkeiten gibt: 

1. die der abzahlbaren Maehtigkeiten, 
2. die aller Kontinua Q:l' Q:2' Q:a, •.• einsehlie/llich Q:oo ' 
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Es erhebt sich natiirlich sofort die Frage, ob es nicht auch noel! 
grofJere Machtigketten gibt, und da kann man nun in der Tat nicht nur 
durch abstrakte Betrachtungen, sondern durchaus innerhalb des Rahmens 
der Begriffe, die man in der Mathematik ohnehin stets gebraucht, eine 
weitere groBere Machtigkeit aufweisen, namlich 

3. die aller moglichen reellen Funktionen 1 (x) eines reellen x. 
Es geniigt dabei, die Variable auf das IntervaJl 0 < x < 1 zu be

schranken. Zunachst wird man natiirlich an die Menge der stetigen 
Funktionen I(x) denken, aber es gilt gerade noch der bemerkenswerte 
Satz, dafJ die Gesamtheit aller stetigen Funktionen noch die Machtigkeit 
des Kontinuums hat, also der Gruppe 2 zugehOrt. Zu einer neuen groJ3eren 
Machtigkeit kommen wir erst, wenn wir auch durchaus unstetige 
Funktionen der denkbar allgemeinsten Art zulassen, d. h. jeder Stelle x 
den Funktionswert ganz beliebig und ohne jede Riieksieht auf die 
Nachbarwerte zuordnen. y 

Leh will zunachst die zweite Behauptung 
uber die Menge der stetigen F unktionen beweisen; 
das wird auf eine Wiederholung und Verschiir
fung von Dberlegungen herauskommen, Idie wir 
schon frUber (S. 222) anstellten, urn die Ent
wickelbarkeit "willkiirlicher" Funktionen nach 
trigonometrischen Reihen plausibel zu machen. 
Da hatte ich bereits bemerkt, daB 

a) eine stetige Funktion 1 (x) bestimmt ist, 

1 X 

Abb. 123. 

wenn man nur die Werte 1 (r) an allen rationalen Stellen r kennt. 
b) Wir wissen jetzt, daB man alle rationalen Werte r in eine ab

zahlbare Reihe r1 , r2 , r8, ... bringen kann. 
e) Daher ist I(x) bestimmt, wenn man die abz1ihlbar unendlich 

vielen GroJ3en I (r1) , l(r2). 1 (r8) , .,. kennt. Dbrigens konnen diese 
Werte natiirlich keineswegs beliebig angenommen werden, wenn wir 
eine eindeutige stetige Funktion erhalten wollen; die Menge aller mog
lichen Wertsysteme der 1 ('1)' 1 (r2), ••• enthalt aber iedenlalls eine Teil
menge, die von gleicher Machtigkeit mit der Menge aller stetigen Funk
tionen ist (vgl. Abb. 123). 

d) Nun konnen die GroBen I l = 11 (r1) , 12 = 1 (r2) , • •• als Ko
ordinaten eines ~oo aufgefaBt werden, da sie ja abzahlbar unendlich 
viele kontinuierlich veranderliche GroJ3en darstellen; nach dem vorhin 
bewiesenen Satze ist also die Gesamtheit ihrer moglichen Wertsysteme 
von der Machtigkeit des Kontinuums. 

e) Als Teilmenge dieser auf das Kontinuum eineindeutig abbild
baren Menge ist daher die Menge aller stetigen Funktionen eineindeutig 
abbildbar aul eine Teilmenge des Kontinuums. 

f) Wir konnen aber leicht einsehen, dafJ auch umgekehrt das ge
samte Kontinuum eineindeutig abbildbar ist aul eine T eilmenge der 
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stetigen Funktionen. Dazu brauchen wir nur die durch I (x) = k = Const. 
definierten Funktionen zu betrachten, wo k ein reeller Parameter ist; 
durchHiuft k das Kontinuum (£1' so durchlauft I (x) = k in der Tat eine 
auf (£1 eineindeutig abgebildete Teilmenge aller stetigen Funktionen. 

g) Nun mussen wk ein wichtiges allgemeines Theorem dt. - Mengen
lehre benutzen, den sogenannten Aquivalenzsatz, der von F. Bernstein1) 

bewiesen worden ist: 1st von zwei Mengen jede einem Teile der andern 
aquivalent, so sind diese beiden M engen auch einander aquivalent. Dieser 
Satz ist auBerst plausibel; der ausfiihrliche Beweis wurde uns hier zu 
weit fiihren. 

h) Das Kontinuum (£1 und die Menge def stetigen Funktionen 
stehen nun nach e) und f) gerade in der im Aquivalenzsatz vorausgesetzten 
Beziehung; also sind sie von gleicher M achtigkeit, und damit ist unser Satz 
bewiesen. . 

Gehen wir nunmehr zu dem Beweise fUr un sere erste Behauptung 
uber, dafJ die Menge aller moglichen, wirklich "ganz willkurlichen" 
Funktionen eine grofJere Machtigkeit besitzt als das Kontinuum; er ist 
eine genaue Anwendung des Cantorschen Diagonalverfahrens: 

a) Angenommen, unsere Behauptung sei lalsch, d. h. die Menge 
aller Funktionen sei eineindeutig auf das Kontinuum (£1 abbildbar; 
es moge bei dieser Abbildung jeder Stelle x = v aus (£1 die Funktion I (x, v) 
von x entsprechen, so daB, wahrend v das Kontinuum durchlauft, I (x ,v) 
aIle mi;iglichen Funktionen von x darstellt. Wir wollen diese Annahme 
dadurch ad absurdum fUhren, daB wir eine von samtlichen Funktionen 
I (x, v) sicherlich verschiedene Funktion F (x) tatsachlich konstruieren. 

b) Dazu bilden wir uns die "Diagonallunktion" des Schemas der 
I (x, v), d. i. die Funktion, die an jeder Stelle x = Xo den Wert hat, 
welch en die dem gleichen Parameterwerte v = Xo zugeordnete Funk
tion I(x, xo) an der Stelle x = Xo annimmt, also den Wert I(xo, xo). 
Als Funktion von x geschrieben ist das daher einfach die Funktion I(x, x). 

c) Nun bilden wir eine Funktion F(x) , die an ieder Stelle x von 
diesem f(x, x) verschieden ist: 

F (x) + I (x, x) lur iedes einzelne x. 

Das konnen wir auf auBerst mannigfaltige Weise tun, da wir ja durch
aus unstetige Funktionen zulassen, deren Wert an jeder Stelle ganz 
willkiirlich bestimmt werden kann; ein Beispiel ware etwa 

F (x) = t (x, x) + 1 . 

d) Dieses F(x) ist nun in der Tat von jedereinzelnen der Funk
tionen I(x, v) verschieden; denn ware F(x) = t(x, vo) fUr irgendein 
bestimmtes v = vo, so muBte die tJbereinstimmung speziell auch an 

1) Zuerst veriiffentlicht in Borels Lec;ons sur 0 la theorie des fonctions. 
S. 103 ff. Paris 1898. 
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der Stelle x = Yo stattfinden, also F('I'o) = 1('1'0' '1'0) sein. Das wider
spricht aber gerade der Annahine c) iiber F (x). 

Damit ist die Annahme .a) widerlegt, daB die Funktionen 1 (x, 'V) 
alle Funktionen erschopfen konnten, und unsere Behauptung ist be
wiesen. 

Es ist interessant, diesen Beweis mit dem ganz analogen fiir die 
Nichtabzahlbarkeit des Kontinuums zu vergleichen. Wie wir dort die 
Dezimalbriiche aIle in einem abzahlbaren Schema ~ngeordnet annahmen, 
so betrachten wir hier das Funktionsschema 1 (x , Y); dem Hervor
heben der Diagonalelemente dort entsprichthier die Herstellung der 
Diagonalfunktion 1 (x , x), und beides findet die gleiche Verwendung 
zur Bildung eines neuen in dem Schema noch nicht enthaltenen Dezimal
bruches bzw. einer neuen Funktion. 

Sie werden sich nun leicht vorstellen konnen, daB man durch iihn
liche Betrachtungen zu unendlichen Mengen immer hOherer Miichtigkeit 
aufsteigen kann, noch iiber die drei bisher gewonnenen verschiedenen 
Machtigkeiten hinaus. Das Bemerkenswerteste an diesen ganzen 
Resultaten ist eigentlich doch das, daft es uberhaupt bleibende Unter
schiede und Abstulungen in den verschiedenen unendlichen Mengen gibt, 
obwohl wir sie doch mit den denkbar scharfsten Mitteln behandelten, 
die aIle ihre Besonderheiten, wie Anordnung u. dgl., zerstorten undnur 
ihre Einzelelemente, ihre Atome gewissermaBen, als ganz unabhangig 
voneinander existierende, beliebig durcheinander zu wiirfelnde Dinge 
bestehen lieBen; und wichtig ist auch, daB wir drei dieser Abstulungen 
schon innerhalb der in der Mathematik auch sonst geliiuligen Dinge, der 
ganzen Zahlen, Kontinua und Funktionen, feststellen konnten. 

Ich schlieBe damit den ersten TeiJ meiner mengentheoretischen 
Erorterungen, in dem ich iiber den Machtigkeitsbegriff sprach. In 
ahnlicher konkreter Weise, nur etwas kiirzer noch, will ich Ihnen jetzt 
einiges aus einem w.eiteren Abschnitt der Mengenlehre mitteilen. 

2. Anordnung der Elemente einer Menge. 

Hier tritt nun gerade das in den Vordergrund, was wir bisher 
prinzipiell vernachlassigten, die Frage namlich, wie sich die einzelnen 
Mengen der gleichen Miichtigkeit durch die gegenseitigen Anordnungs
beziehungen, die ihre Elemente von Haus aus besitzen, voneinander 
unterscheiden; die allgemeinsten bisher zugelassenen eineindeutigen 
Abbildungen zerstorten ja alle diese Beziehungen - denken Sie nur 
an die Abbildung des Quadrates auf die Strecke! Ich m6chte die Be
deutung gerade dieses A bschnittes der M engenlehre besonders betonen; 
kann es doch unmoglich der Zweck der Mengenlehre sein; die in der 
Mathematik von altersher gelaufigen Unterschiede durch Einfiihrung 
neuer Begriffsbildungen von groBter Allgemeinheit aufzuheben, viel-
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mehr kann und soIl sie dazu beitragen, jene Unterschiede durch Her·
vorhebung ihrer von allgemeinerem Standpunkt aus gesehenen Eigen
schaften in ihrem tiefsten Wesen zu erfassen. 

Wir wollen uns hier die verschiedenen mi5glichen Anordnungen 
lediglich an bestimmten, allbekannten Beispielen klar machen. Be
ginnen wir mit den abzlihlbaren Mengen, so kennen wir drei ~rund
verschieden angeordnete Erscheinungsformen, so verschieden, daB die 
Obereinstimmung ihrer Machtigkeit, wie wir sahen, ein besonderes 
und keineswegs selbstverstandliches Theorem bildete; es sind dies 

1. die Menge der positiven Zahlen; 
2. die Menge aller (negativen und positiven) ganzen Zahlen; 
3. die Menge aller rationalen Zahlen und die aller algebraischen 

Zahlen. 
AIle diese MengE:!l haben in der Anordnung ihrer Elemente zunachst 

die eine getneinsame Eigenschaft, de! zufolge man sie als einfach geordnet 
bezeichnd: Es ist von je zwei Elementen stets entschieden, welches dem 
andern vorangeht, d. h. - algebraisch gesprochen - welches das kleinere 
und welches das groBere ist; und ferner geht von drei Elementen a, b, c, 
wenn adem b und b dem c vorangeht, auch stets adem c voran (wenn a < b 
undb<c, so auch a<c). 

Doch nun die charakteristischen Unterschiede: Bei 1. existiert 
ein ersies Element (die Eins) , das allen andern vorangeht, aber kein 
letzies, das auf aIle andern folgt, bei 2. existiert weder ein erstes noch ein . 
letztes; beiden gemein ist aber, dafJ auf jedes Element ein bestimmtes 
anderes tolgt, und daft ebenso iedem Element (mit Ausnahme des ersten 
bei 1) ein besiimmtes anderes vorangeht. 1m Gegensatz dazu liegen, wie 
wir schon friiher gelegentlich sahen (S. 33), bei 3. zwischen je zwei 
Elementen immer noch unendlich viele andere (wir sagten, die Elemente 
liegen "uberall dicht"), so daB es :11sbesondere unter allen zwischen a, b 
gelegenen rationalen oder algebraischen Zahlen (wenn man a, b selbst nicht 
hinzurechnet) weder eine kleinste noch eine grof3te gibt. Die Arten der 
Anordnung dieser drei Beispiele, ihre Anordnungstypen (das Cantorsche 
Wort Ordnungstypen scheint mir nicht so bezeichnend) sind also samt
lich verschieden, obwohl ihre Machtigkeit die gleiche ist; man k6nnte 
hieran, und das tun die Mengentheoretiker tatsachlich, die Frage nach 
den slimtlichen uberhaupt moglichen Anordnungstypender abzlihlbaren 
M engen kniipfen. -

Gehen wir nun zur Betrachtung der Mengen von der Mlichtigkeit 
des Koniinuums iiber, so kennen wir eine einfach geordnete Menge im 
Kontinuum (:£1 aller reellen Zahlen, daneben haben wir aber in den zwei
und mehrdimensionalen Typen (:£2' (:£3' ., • Beispiele einer anderen als 
der einfachen Ordnung; beim ~2 beispielsweise sind nicht mehr eine, 
sondern zwei Relationen notig, urn die gegenseitigeLage zweier Punkte 
zu bestimmen. 
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Die Hauptsache wird nun hier sein, den Begriff der Stetigkeit des 
eindimensionalen Kontinuums zu analysieren; die Erkenntnis, daB er 
tatsachlich nur in einfachen Eigenschaften der dem CI eigentumlichen 
Anordnung beruht, ist die erste groBe Leistung der Mengenlehre fur 
die Aufklarung der herkommlichen mathematischen Begriffe. Man 
findet namlich' alle Stetigkeitseigenschaften des gewohnlich gebrauchten 
Kontinuums darin begriindet, daf3 es eine einfach geordnete Menge mit 
folgenden beiden Eigenschaften ist: 

1. Teilen wir die Menge in irgend zwei Teile A, B derart, daf3 
iedes Element zu einem der beiden Teile gehort und aUe Elemente aus A 
allen aus B vorangehen, so hat entweder A ein letztes ader B ein erstes 
Element. Erinnem wir uns an die Dedekindsche Definition der Irratio
nalzahlen (vgl. S.36ff.), so konnen wir das auch kurz so aussprechen, 
daB jeder "Schnitt" in unserer Menge tatsachlich durch ein Element 
von ihr hervorgerufen wird. 

2. Zwischen zwei beliebigen Elementen der Menge liegen immer noch 
unendlich 11iele andere. 

Diese zweite Eigenschaft hat das Kontinuum mit der abzahlbaren 
Menge alIer rationalen Zahlen gemein, die erste aber macht den wesent
lichen Unterschied beider aus. AlIe einfach geordneten Mengen, die 
diese beiden Eigenschaften besitzen, nennt man in der Mengenlehre 
stetig, denn man kann tatsachlich alIe Satze fur sie beweisen, die fiir 
das Kontinuum vermoge seiner Stetigkeit gelten. 

Ich deute gem noch an, daB man diese Stetigkeitseigenschaften 
noch etwas anders formulieren kann, indem man die Cantorschen 
Fundamentalreihen an die Spitze stellt. Eine Fundamentalreihe ist eine 
einfach geordnete abzahlbare Reihe so1cher Elemente aI' a2 , as, ... 
der Menge, von denen in der Menge jedes dem folgenden' vorangeht 
oder auch jedes dem nachsten nachfolgt: 

oder 

Ein Element a der Menge heiBt nun Grenzelement der Fundamental
reihe, wenn - bei der ersten Art - zwar iedes var a gelegene Element 
schlief3lich van Elementen der Fundamentalreihe iiberschritten wird, abeT 
kein hinter a gelegenes Element; analog ist es bei der zweiten Art. Hat 
nun in einer Menge jede Fundamentalreihe ein Grenzelement, so heiBt 
sie abgeschlossen; ist umgekehrt jedes Element Grenzelement einer 
Fundamentalreihe, so heiBt sie in sich dicht. Die Stetigkeit bei Mengen 
von der Machtigkeit des Kontinuums besteht nun im wesentlichen in 
der Vereinigung dieser beiden Eigenschaften. 

Ich erinnere hier beilaufig daran, daB wir bei der Grundlegung 
der Differential- und Integralrechnung auch von einem andem, dem 
"Veroneseschen" Kontinuum gesprochen hatten, das aus dem gewohn
lichen durch Hinzunahme der aktual unendlich kleinen GroBen ent-
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steM; dieses bildet zwar auch eine einfach geordnete Menge, insofern 
iiber die Aufeinanderfolge je zweier Elemente bestimmt entschieden 
ist, aber es besitzt natiirlich einen ganz andern Anordnungstypus als 
das gewohnliche (£1'. schon der Satz, daB jede Fundamentalreihe ein 
Grenzelement hat, besteht da nicht mehr. -

Wir kommen nun zu der wichtigen Frage, welche Abbildungen denn 
den Unterschied der verschieden dimensionalen Kontinua (£1' (£2' ... er
halten; wir wissen ja, daB die allgemeinste eineindeutige Abbildung 
hier jeden Unterschied verwischt. Da besteht der wichtige Satz, daf3 
die Dimensionenzahl des Kontinuums invariant ist gegenuber allen ein
eindeutigen und stetigen Abbildungen d. h. daf3 es unmoglich ist, ein (Im 

und (£n fur m =f n eineindeutig und stetig aufeinander abzubilden. Man 
wiirde geneigt sein, diesen Satz ohne wei teres als selbstver.standlich 
hinzunehmen, aber wir miissen uns erinnern, daB die naive Anschauung 
auch die Moglichkeit einer eineindeutigen Abbildung des (£2 auf das (£1 

iiberhaupt auszuschlieBen schien und sehen uns so zur Vorsicht gegen
iiber ihren Aussagen veranlaBt. 

leh will hier nur den einfachsten Fall 1) naher behandeln, wo es 
sich urn die Beziehung des ein- und zweidimensionalen Kontinuums 
handelt, und werde dann nur kurz andeuten, we1che Schwierigkeiten 
der Ausdehnung dieses Beweises auf den allgemeinsten Fall entgegen
stehen. Wir beweisen also, daf3 eine eineindeutige, stetige Beziehung 
zwischen dem (£1 und dem (£2 nicht moglich ist; dabei ist jedes Wort 
wesentlich: daB wir die Stetigkeit nicht weglassen diirfen, wissen wir 
ja, aber daB auch die Eineindeutigkeit nicht wegbleiben darf, lehrt das 
Beispiel der manchem von Ihnen gewiB bekannten "Peanokurve". 

Zunachst ein Hilfssatz: Zwei eindimensionale Kontinua ~I' ~{ 
mogen stetig aufeinander abgebildet sein, derart, daB iedem Elemente 
von (£{ sicher ein und nur ein Element von (II und iedem Elemente von (II 

hOchstens ein Element von ~{ entspricht; sind dann a, b zwei Elemente 
auf ~1' denen in (I{ tatsiichlich zwei Elemente a', b' bzw. entsprechen, so 

a. c lJ entspricht auch iedem zwischen a, b 
o 1 Ii .l', gelegenen Elemente c von ~1 wirklich a: c' 

o 0 1 .L',' ein Element c' von ~;, das zwischen 
Abb. 124. a', b' liegt (vgl. Abb. 124). Diese 

Behauptung entspricht dem be
kannten Satze, daB eine stetige Funktion f(x) , die an den Stellen x = a', b' 
zwei Werte a, b annimmt, auch jeden zwischen a und b gelegenen Wert c 
an einer Stelle c' zwischen a' und b' annimmt; sie kann tatsachlich in 
genauer Verallgemeinerung dieses Satzes allein aus dem oben definierten 
Stetigkeitsbegriff bewiesen werden, wenn man auch noch die Stetigkeit 
einer Abbild-gng stetiger Mengen durchaus analog zur bekannten Defi-

1) Einen Beweis fUr den allgemeinen Fall hat L. E. ]. Brouwer. 1911 im 
Bd. 70, S. 161 der Mathematischen Annalen gegeben. 
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nition. der Stetigkeit einer Funktion erkliirt, was allein auf Grund des 
Anordnungsbegriffes gelingt. Es ist hier nicht der Ort, diese Andeu
tungen weiter auszufiihren. 

Nun fiihren wir unsern Beweis so: Es seien die eindimensionale 
Strecke 1£1 und das Quadrat (!'2 eineindeutig und stetig aufeinander 
bezogen (vgl. Abb. 125). Zwei Elementen a, b auf 1£1 mogen dabei die 
Elemente A, B von 1£2 entsprechen. Wir konnen nun diese A, B inner
halb der Menge 1£2 durch zwei voneinander verschiedene Wege verbinden, 
z. B. die gezeichneten Treppenwege 1£1, Q;i. Dabei brauchen wir keinerlei 
spezielle Eigenschaften des ~2' wie eine Koordinatenbestimmung u. dgl. 
vorauszusetzen, sondern haben lediglich den Begriff der doppelten Ord
nung des 1£2 zu benutzen. Dann wird aber jedenfalls sowohl Q;~ als ~ ein 
einfachgeordnetes eindimensionales Kontinuum genau wie 1£1' und in
folge der vorausgesetzten eineindeutigen stetigen Beziehung zwischen 1£1 
und 1£2 muB jedem Elemente von Q;~ oder ~~ 
genau ein Punkt auf 1£1' jedem Elemente von 
1£1 aber h6chstens einer auf 1£1 oder [1 ent
sprechen. Also sind gerade die Voraussetzun
gen unseres Lemma gegeben, und es folgt, daf3 
iedem Punkte c in 1£1 zwischen a und b sowohl 
ein Punkt c' aut 1£1, als auch ein Punkt c' aut 
~ entsprechen muf3 - das aber widerspricht 
der vorausgesetzten Eineindeutigkeit der 

fL, C b .....J.. ____ J...' --..J.'-..c, 

Abb. 125. 

zwischen 1£1 und ~2 bestehenden Abbildung. Alsokann diese Ab
bt'ldung nicht moglich sein, und der Beweis ist getiihrt. 

Will man nun diesen Gedankengang auf zwei beliebige Kontinua 
~m' ~n iibertragen, so mull man vorher wissen, wie denn die einer (£m 
eingelagerten Kontinua von 1 ,2,3, ... , m - 1 Dimensionen allgemeinster 
Natur beschaffen sein konnen; sowie m und n >- 2 sind, kommt man 
da nieht mehr mit der Verwendung des Begriffes "zwischen" aus, wie 
soeben im einfachsten FaIle. Vielmehr wird man auf auBerst schwierige 
Untersuchungen gefiihrt, die noch als erste Falle die schon sehr schweren, 
erst in neuester Zeit etwas geklarten, tiir die Geometrie tundamentalen 
Fragen nach den allgemeinsten stetigen eindimensionalen Punktmengen in 
der Ebene umfassen - insbesondere die Frage, wann man eine so1che 
Punktmenge als Kurve ansprechen kann. -

leh schlieBe damit die speziellen Erorterungen iiber Mengenlehre, 
urn noch einige allgemeine Bemerkungen anzufiigen. Zunachst ein Wort 
dartiber. welche aIIgemeinen Ideen sich Cantor tiber die Stellung der 
Mengenlehre zur Geometrie und Analysis gebildet hat; durch sie erscheint 
die Bedeutung der Mengenlehre in besonderem Lichte. Durch die ganze 
Geschichte der Mathematik wie auch durch aIle philosophischen Speku
lationen iiber ihr Wesen zieht sich bekanntlich der Unterschied zwischen 
der diskreten Grof3e der Arithmetik und der kontinuierlichen, stetigen der 
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Geometrie. Neuerdings ist die diskrete Grof3e als am einfachsten begreif
lich besonders m den V ordergrund geriickt worden, indem man die ganzen 
naturlichen Zahlen als gegebene einfachste Begriffe ansah, von ihnen 
aus in bekannter Weise die rationalen und irrationalen Zahlen her
leitete und so schlieBlich den ganzen Apparat zur Beherrschung der 
Geometrie durch die Analysis, die analytische Geometrie, gewann; 
man kann die Tendenz dieser modernen Entwicklung als die einer 
Arithmetisierung der Geometrie bezeichnen: die geometrische Stetigkeits
idee wird auf die Idee der ganzen Zahlen zuriickgefiihrt. So haben wir 
es auch in dieser Vorlesung in der Hauptsa:che gehalten. 

Dieser einseitigen Bevorzugung der ganzen Zahlen gegenuber will 
nun Cantor - wie er mir selbst gelegentlich bei der Naturforscher
versammlung in Cassel 1903 sagte - geradezu die "wahre Fusion von 
Arithmetik und Geometrie" in der Mengenlehre erreichen, d. h. die Lehre 
von den ganzen Zahlen einerseits ebenso wie die Theorie der verschie
denen Punktkontinua andererseits und noch vieles andere zu neben
einander stehenden gleichberechtigten Kapiteln einer allgemeinen Lehre 
von den Mengen machen. -

Noch einiges Allgemeine uber die Beziehungen der Mengenlehre zur 
Geometrie will ich hier anfiigen. Wir hatten in der Mengenlehre be
trachtet: 

1. Die Miichtigkeit der Mengen als das, was bei jeder eineindeutigen 
Abbildung erhalten bleibt. 

2. Die Anordnungstypen der Mengen, die die Ordnungsbeziehungen 
der Elemente beriicksichtigen. Bier konnten wir den Stetigkeitsbegriff, 
die verschiedenen mehrfachen Anordnungen oder verschiedendimensio
nalen Kontinua u. dgl. charakterisieren, und so geh6ren hier schliel3lich 
uberhaupt die Invarianten stetiger Abbildungen hin. Auf die Geometrie 
ubertragen gibt das aber die seit Riemann Analysis situs genannte 
Disziplin, jenes abstrakteste Kapitel der Geometrie, das nur die bei 
den allgemeinsten stetigen eineindeutigen Abbildungen invarianten 
Eigenschaften der geometrischen Gebilde behandelt. "(Jbrigens hat 
schon Riemann das Wort Mannigfaltigkeit in einem' sehr allgemeinen 
Sinne gebraucht; dies Wort benutzt auch Cantor zuerst und ersetzte 
es erst spater durch das kurzere und daher bequemere Wort "Menge", 
das ja auf denselben Sprachstamm zuruckgeht. Heute ist das Wort 
"Menge" so eingebiirgert, daB jeder fUr unmodern gilt, der noch 
"Mannigfaltigkeit" sagt. 

3. Wollen wir nun weiter zur konkreten Geometrie ubergehen, so 
kommen Unterschiede wie zwischen metrischer und projektiver Geometrie 
herein. Hier genugt es nicht, tU wissen, daB etwa die Gerade eindimen
sional die Ebene zweidimensional ist, sondern man wird Figuren 
konstruieren oder vergleichen wollen, wobei man etwa uber einen festen 
M af3stab verfugen oder doch wenigstens Gerade in der Ebene, Ebenen 
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im Raume legen will. Fur jedes dieser konkreten Gebiete wird natiir
lich eine spezielle Axiomatik zu den allgemeinen Anordnungseigenschaften 
hinzutreten mussen. Das bedeutet also eine weitere Entwicklung der 
Lehre von den einfach, zweifach, ... geordneten kontinuierlichen Mengen. 

Es kann nicht meine Absjcht sein, hier naher auf diese Dinge ein
zugehen, die in den folgenden Biinden des vorliegenden Werkes 
ohnehin behandelt werden mussen. Nur Literatur will ich noch nennen, 
in der Sie sich etwas informieren konnen. Da kommen natlirlich vor 
aHem die einschlagigen Referate der mathematischen Enzyklopiidie in 
Betracht: Enriques, Prinzipien der Geometrie (III. A. B. 1) und v. Man
goldt: Die Begriffe "Linie" und "Fliiche" (III. A. B. 2) fUr die spezielle 
Axiomatik, sowie Dehn-Heegaard, Analysis situs (III. A. B. 3). Der 
letztere Artikel ist recht abstrakt geschrieben; er beginnt mit den 
allgemeinsten, von Dehn selbst aufgesteHten Formulierungen der Be
griffe und Grundtatsachen der Analysis situs, aus denen dann alles 
andere retn logisch deduziert wird. Das steht im Gegensatz zu der 
induktiven Darstellungsmethode, die ich immer empfehle; es setzt, solI 
es voll verstanden werden, eigentlich einen fortgeschritteneren Leser 
voraus, der das Gebiet schon grundlich induktiv durchgearbeitet hat. 

Was Literatur uber die Mengenlehre angeht, so habe ich vor aHem 
auf den der deutschen Mathematikervereinigung erstatteten Bericht 
von A. Schoenflies: "Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannig
faltigkeiten"l) zu verweisen; der erste Teil erschien im Band VIII des 
Jahresberichts der D. M.-V., wahrend der zweite erst kurzlich - in der 
Form eines zweiten Erganzungsbandes zu den Jahresberichten - heraus
gekommen ist. Dies Buch ist tatsachlich ein Referat uber die gesamte 
Mengenlehre, in dem Sie uber zahlreiche Einzelheiten Bescheid finden 
konnen. Daneben ware noch das erste systematische Lehrbuch der Mengen
lehre zu nennen: "The theory of sets of points" von W. H. Young 
und seiner schon S. 194 genannten Frau G. Chisholm Young. -

Zum SchluB dieser Betrachtungen tiber Mengenlehre haben wir nun 
wieder die Frage zu stellen, mit der wir unser ganzes Kolleg begleiteten: 
Was kann man davon auf der Schule gebrauchen? Wir Jllussen natiirlich 
von unser em mathematisch-padagogischen Standpunkt dagegen Ein
spruch erheben, daB man dem Schuler mit derart abstrakten und 
schwierigen Dingen zu £ruh kommt. Ich mochte, urn meine Ansicht, 
tiber diesen Punkt zu prazisieren, das biogenetische Grundgesetz heran
ziehen, nach welchem das Individuum in seiner Entwicklung in 
abgekurzter Reihe aIle Entwicklungsstadien der Gattung durchlauft; 
solche Gedanken sind ja heute nachgerade Bestandteile der allgemeinen 

1) 2 Teile. Leipzig 1900 und 1908. Eine Neubearbeitung tier ersten Halfte 
ist 1913 erschienen unter dem Titel: "Entwicklung der Mengenlehre und ihrer 
Anwendungen"; als Fortsetzung davon H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, 
Bd. I. Berlin 1921. 

KI ej n, Elementarmathematlk I. 3 Auf!. 19 
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Bildung eines jeden geworden. Dies Grundgesetz, denke ich, sollte auch 
der mathematische Unterricht, wie jeder Unterricht iiberhaupt, wenig
stens im allgemeinen befolgen: Er sollte, an die naturliche Veranlagung 
der J ugend anknupfend, sie langsam auf demselben Wege zu hOheren 
Dingen und schliefJlich auch zu abstrakten Formulierungen fuhren, auf 
dem sich die ganze Menschheit aftS ihrem naiven Urzustande zu hOherer 
Erkenntnis emporgerungen hat. c' Es ist notig, diese Forderung immer 
wieder zu stellen, denn immer wieder gibt es Leute, die nach Art der 
mittelalterlichen Scholastiker ihren Unterricht mit den allgemeinsten 
Ideen beginnen und diese Methode als die "allein wissenschaftliche" 
rechtfertigen wollen. Und doch ist diese Begriindung nicht einmal wahr: 
Wisse~schaftlich unterrichten kann nur heifJen, den Menschen dahin 
bringen, dafJ er wissenschaftlich denkt, keineswegs aber, ihm von Anfang 
an mit einer kalten, wissenschaftlich aufgeputzten Systematik ins Gesicht 
springen. 

Ein wesentliches Hindernis der Verbreitung einer solchen natur
gemaBen und wahrhaft wissenschaftlichen Unterrichtsmethode ist wohl 
der Mangel an historischen Kenntnissen, der sich so vielfach geltend 
macht. Urn ihn zu bekampfen, habe ich besonders gem zahlreiche 
historische M omente in meine Darstellung verflochten. Lemen Sie 
daraus, wie langsam alle mathematischen Ideen erst entstanden sind, 
wie sie fast stets in mehr divinatorischer Gestalt auftauchten und erst 
in langer Entwicklung die starre und auskristallisierte Form der syste
matischen Darstellung annanmen! Moge diese Erkenntnis einst - mit 
diesem Wunsche m6chte ich meine Vorlesung schlieBen - nachhaltigen 
EinfluB auf die Gestaltung Ihres eigenen Unterrichts an der Schule 
gewinnen! 



Zusa tz 1. 

Zur Entwicklung der mathematischen Unterrichtsreform 
in Deutschland. 

Sechzehn Jahre sind vergangen, seit das vorIiegende Werk seine 
im wesentlichen endgiiltige Gestalt erhielt. Die padagogischen Ideen, 
fiir die es Partei ergreift, haben im VerIauf dieser Zeit die Entstehung 
einer umfangreichen Literatur iiber Organisation des Schulwesens und 
Methodik des mathematischen Unterrichts veranlaBt und auf den 
Offentlichen Unterricht in vieler Hinsicht neugestaltend eingewirkt. 
Man faBt die auf die praktische Verwirklichung jener Ideen hinzielenden 
Bestrebungen unter der Bezeichnung "mathematische Unterrichts
reform" zusammen. Die Vorgeschichte dieser Reformbewegung, ihr all
mahliches Ingangkommen nach vereinzelten Anregungen, ihre schlieB
liche organisatorische Zusammenfassung und die dann kraftiger ein
setzende Entwicklung findet man unter Beriicksichtigung etwa noch 
des Jahres 1910 ausfiihrlich in der Imuk-Abhandlung l ) von R. Schim
mack dargestellt: "Die Entwicklung der mathematischen Unterrichts
refotm in Deutschland" 2). Eine zweite Imuk-Abhandlung von H. Wein
reich gibt einen Dberblick 'iiber die Fortschritte wahrend der Jahre 
1911-1913 3); iiber den Verlauf wahrend der spateren Jahre fehien 
noch entsprechende Darstellungen. Es sollen hier in K iirze die Hauptlinien 
der Entwicklung der Reformbewegung bis heute dargelegt werden. 

In der Einleitung der gegenwartigen Vorlesungen wurde bereits 
auf die Unterrichtskommission hingewiesen, welche die Gesellschaft 
deutscher Naturforscher und Arzte 1904 auf ihrer Tagung in Breslau 
zusammenstellte. Sie wird kurz die "Breslauer Kommission" genannt. 
Ih~ Zustandekommen bedeutete die Vereinigung zweier machtiger 
Stromungen, die beide eine Reform des hoheren Unterrichts zum Ziel 
hatten. Die eine ging von mathematischer, die andere von biologischer 

1) "Imuk" ist die Abkurzung fur Internationale mathematische Unterrichts
kommission. V gl. S. 294. 

2) Heft 1 des III. Bandes der Abhandlungen uber den mathematischen 
Unterricht in Deutschland, veranlaBt durch die Internationale mathematische 
Unterrichtskommission. Leipzig 1911. 

3) Die Fortschritte der mathematischen Unterrichtsreform seit 1910. Be
richte und Mitteilungen, veranlaBt durch die Internationale mathematische Unter
richts-Kommission, Heft 10. Leipzig 1915. 
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Seite aus. Die mathematische wurde von dem V ere~n deutscher Inge
nieure, dem Deutschen Verein zur F orderung des mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Unterrichts und den unter F. Kleins Fiihrung 
stehenden Hochschulkreisen getragen. Diese drei Gruppen arbeiteten bis 
etwa 1895 getrennt, von da ab aber immer mehr aufeinander Bezug 
nehmend und sich gegenseitig unterstiitzend an einer Neugestaltung des 
mathematischen Unterrichts in dem Sinne, daB in ihm die Anwendungen 
und die Q-em groBen Fortschritt der Mathematik im 18. und 19. Jahr
hundert zugrunde liegenden Ideen zu einet ihrer kulturellen Bedeutung 
entsprechenden Geltung kommen sollten. Die biologische Bewegung setzte 
mit groBem Nachdruck im Jahre 1901 auf der Tagung der Gesellschaft 
deutscher Naturforscher und Arzte zu Hamburg ein, nachdem 21 Jahre 
lang der biologische Unterricht fUr die Oberstufe der hOheren Schulen 
PreuBens verboten gewesen war. Damals faBten die Biologen ihre 
Forderungen in einer Reihe von Thesen zusammen, die auch wahrend 
der folgenden Versammlungen der Gesellschaft deutscher Naturforscher 
den Gegenstand lebhafter Erarterungen bildeten. 

Auf der 1903 in Kassel abgehaltenen Tagung machte nun F. Klein 
den Vorschlag, die biologischen und mathematischen Bestrebungen zum 
Gegenstand einer zusammenfassenden Beratung zu machen. Dies geschah 
1904 in Breslau und fUhrte zur Griindung der Breslauer Kommission. 
Ihr wurde die Aufgabe gestellt, fUr die Neugestaltung des Unterrichts 
in der Mathematik, den exakten und den beschreibenden Naturwissen
schaften praktisch durchfUhrbare und hinreichend ins einzelne gehende 
Vorschlage auszuarbeiten. Dabei wurde ausdriicklich verlangt, daB 
die vielfach einander widerstreitenden Interessen der einzelnen Fach
vertreter innerhalb der Kommission zum Ausgleich gebracht wiirden. 
Einer spateren Versammlung sollten, wie es hieB, "abgeglichene Vor
schlage zu maglichst allseitiger Annahme vorgelegt werden". 

Der intensiv arbeitenden Kommission gelang es, den auf sie 
gesetzten Erwartungen weitgehend und rasch gerecht zu werden. 
Der Naturforscherversammlung in Meran (1905) unterbreitete sie, wie 
wir schon wissen, Lehrplanvorschlage fUr Gymnasien, Realgymnasien 
und Oberrealschulen. 1906 in Stuttgart folgten solche fUr die sechs
klassigen Ralschulen und die Reformschulen, 1907 endlich konnte in 
Dresden iiber das Kernproblem jeder Unterrichtsreform, die Frage der 
Lehrerausbildung, berichtet werden. Freilich beschrankte die Kommission 
in dieser Frage, wie iiberhaupt auch sonst, ihre Vorschlage auf das 
hahere Schulwesen. Besonders die M eraner Lehrpliine nehmen in der 
Reformbewegung eine bedeutsame Stellung ein. Sie sind schon lange 
Zeit die Norm, nach welcher das Vorankommen der Reformbewegungen 
bei allen im haheren Unterrichtswesen eintretenden Anderungen beurteilt 
wird. Ihre Hauptforderungen sind, wie schon gelegentlich ausgefUhrt 
wurde, psychologisch richtige Unterrichtsweise, Durchdringung des 
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gesamten Lehrstoffes mit dem geometrisch gefaBten Funktionsbegriff 
und Berucksichtigung der Anwendungen. In organisatorischer Hinsicht 
verlangen sie fur die Gymnasien durch alle Klassen hindurch 4 Mathe
matikstunden. Das bedeutete fUr die preuBischen Gymnasien eine Mehr
forderung von 2 Stunden, die den Tertien zugute kommen sollten. Fur 
diese Klassen war seit 1892 die Zahl der Mathematikstunden zngunsten 
des Griechischen von 4 auf 3 herabgesetzt worden. Die Beseitigung 
dieser Einschnurung des Mathematikunterrichts in den Tertien, in denen 
gerade der Geometrie- und Arithmetikunterricht in hinreichender Breite 
gegeben werden muB, wenn er nicht zu schwer werden und viele Schuler 
dann fiir immer der Mathematik entfremden solI, ist von jeher ein 
wichtiges Ziel der Reformbewegung. In vieler Hinsicht k6nnen und 
wollen die Meraner Lehrplane jedoch bloB als vorHi.ufige und erganzungs
bedurftige Vorschlage angesehen werden. Einen voll ausgefiihrten 
Lehrplan enthalten sie nur fur das Gymnasium. Ober das Lehrziel 
der Oberrealschulen deren Entwicklung damals gerade noch im vollen 
Gange war, konnte die Kommission nicht zu einer einheitlichen Auf
fassung gelangen. Fiir das Realgymnasium schlug man, was die Mathe
matik angeht, Gleichstellung mit dem Gymnasium und damit eine 
Einschrankung seines mathematischen Unterrichts als vorlaufige MaB
nahme vor, um fUr die Naturwissenschaften breiteren Raum zu ge
winnen. Auch hinsichtlich der Frage, ob die Infinitesimalrechnung 
in den Lehrstoff der Gymnasien einzubeziehen sei, konnte eine Ober
einstimmung nicht erzielt werden. Man lieB diese Frage schlieBlich 
offen, indem man sich auf die in gewissem Grade belie big auslegbare 
Formulierung einigte, daB der Unterricht "bis zur Schwelle der Infini
tesimalrechnung vordringen solIe". 

Mit der Ausarbeitung der Dresdner Vorschlage. die iibrigens bereits 
auf S. 2 angefUhrt wurden, durfte die Breslauer Kommission ihre Auf
gabe im wesentlichen als erledigt ansehen und daher ihre Aufl6sung be
antragen. Ein vollstandiger Bericht iiber ihre Tatigkeit und eine Zu
sammenstellung ihrer Gutachten hat, wie ebenfalls schon auf S. 2 erwahnt 
wurde, ihr Vorsitzender A. Gutzmer herausgegeben. Ihrer Arbeit war es 
zu danken, daB eine groBe Anzahl von Verbanden, die an der Vervoll
kommnung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unter
richts interessiert waren, fur ein gemeinschaftliches Vorgehen gewonnen 
werden konnten. An Stelle der Breslauer Kommission wurde auf viel 
breiterer Grundlage der Deutsche A usschu/3 lur den mathematischen 
und naturwissenschaltlichen Unterricht gebildet, dem aufgegeben wurde, 
neben der theoretischen Klarstellung einzelner Unterrichtsfragen, deren 
Behandlimg noch ausstand, vor allem die Reformvorschlage im 6f£ent
lichen Schulwesen zur tatsachlichen GeItung zu bringen. Hinter diesem 
neuen, kurz Damnu genannten AusschuB stehen 16 Verbande, mathe
matische, physikalische, zoologische, botanische, chemische, medizinische 



294 Zusatz 1. 

und technische Vereinigungen. Seine konstituierende Sitzung hatte der 
Damnu 1908in K6ln. Er beschrankt seine Tatigkeit nicht auf die hOheren 
Schulen, sondern widmet sich ganz besonders auch dem ausgedehnten 
und wichtigen Gebiet des Volksschulwesens. Von Anfang an richtete 
er sein Augenmerk vorzuglich auf die Frage der Heranbildung ge
eigneter Lehrkrafte. Uber seine Tatigkeit wahrend der Jahre 1908-1913 
ist ein umfangreicher, wieder von A. Gutzmer redigierter Bericht er
schienen: "Die Tatigkeit des Deutschen Ausschusses fUr den mathe
matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht in den Jahren 1908 
bis 1913", herausgegeben von A. Gutzmer, Leipzig 1914. 1m ubrigen 
findet man regelm:aBige Mitteilungen uber den Damnu in den vom 
Deutschen Verein zur Forderung des mathematischen und naturwissen
schaftlichen U nterrichts herausgegebenen U nterrichtsbliittern, in der Zeit
schrift fur mathematischen und naturwissenschaftlichen U nterricht und 
den] ahresberichten der deutschen M athematikervereinigung. Erst neuer
dings ist der Damnu mit einer bedeutungsvollen Veroffentlichung her
vorgetreten. Es sind das die 1922 im Verlag von Teubner erschienenen 
"N euen Lehrpliine" fUr den mathematischen und naturwissenschaft
lichen Unterricht an den hoheren Lehranstalten, in denen wir eine aus 
den obengenannten und anderen, in der Schrift angefUhrten Grunden 
notwendig gewordene Revision und Erganzung der Meraner Vorschlage 
vor uns haben. Dem Damnu parallel steht eine weitere Organisation, 
we1che unter der Fiihrung des Vereins deutscher Ingenieure ebenfalls 
urn 1908 zustande kam und hauptsachlich das technische Schulwesen 
zum Gegenstand ihrer Tatigkeit machte. Es ist dies der Deutsche Aus
schu/3 fur technisches Schulwesen (Datsch). Zwischen beiden Aus
schiissen herrschte das beste Einvernehmen; ihr einheitliches Vorgehen 
war schon dadurch gewahrleistet, daB ein Teil der Mitglieder des einen 
auch dem anderen angehorte. 

Was den mathematischen Unterricht angeht, ist das ]ahr 1908 
noch in anderer Hinsicht von auBerordentlicher Bedeutung. Es brachte 
den BeschluB des internationalen Mathematikerkongresses zu Rom, eine 
I nternationale mathematische U nterrichtskommission (I muk) zu grunden. 
Diesem BeschluB. des sen Anregung dem amerikanischen Mathematiker 
D. E. Smith zu danken ist, liegt die Tatsache zugrunde, daB zu jener 
Zeit bereits in allen Kulturlandern, auBer in Deutschland namentlich 
auch in Frankreich, England, Italien und den Vereinigten Staaten von 
Nordamerika, Bestrebungen zur Reform des mathematischen Unterrichts 
im Gange waren. Eine vergleichende Betrachtung all dieser Bestrebungen, 
sowie ein systematisches Studium des tatsachlichen Zustandes, in we1chem 
der mathematische Unterricht der einzelnen Lander sich befand, muBte 
deren Unterrichtswesen kraftige und wertvolle Anregungen geben. Ein 
aus drei Mitgliedern bestehender HauptausschuB, zu dessen Vorsitzenden 
F. Klein gewahlt wurde und dem G. Greenhill-London als zweiter Vor-
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sitzender, H. Fehr-Genf als Generalsekretar angehOrten, wurde mit der 
Bildung der Kommission und der Organisierung ihrer Arbeit beauftragt. 
Flir F. Kleins Wahl waren seine mit dem Jahr '1893 flir die Reform des 
mathematischen Unterrichts einsetzende Tatigkeit und seine in engem 
Zusammenhang mit dieser stehenden zahlreichen Veraffentlichungen, ins
besondere die in dem gegenwartigen Werke auf S. 3 als "Klein-Schim
mack I" zitierte, ausschlaggebend. Urspriinglich sollten nur Unterrichts
fragen, welche das hahere Schulwesen betreffen, das Arbeitsfeld der 
Imuk ausmachen. Da aber die Organisation des affentlichen Unterrichts 
von Land zu Land die graBten Unterschiede aufweist, stellte es sich 
bald als notwendig heraus, den mathematischen Unterricht auch an 
allen librigen Schultypen zu studieren. Es muBte das Gesamtgebiet 
des mathematischen Unterrichts vom Anfangsunterricht im Kinder
garten bis zum Hochschulunterricht bearbeitet werden. Die Berichte, 
urn welche der HauptausschuB die Delegierten der einzelnen Lander 
zunachst bat, hatten die Beantwortung der folgenden Fragen zum Ziel: 

1. Welches ist der gegenwartige Zustand des mathematischen 
Unterrichts hinsichtlich seiner Organisation, seines Zieles und seiner 
Methode? 

2. Welche modernen Tendenzen machen sich in ihm geltend? 
Urn diese Fragen zu bearbeiten, wurde den Imuk-Mitgliedern an

heimgestellt, in ihrem Lande Unterkommissionen zu grlinden. Dem 
unter F Kleins Fiihrung arbeitenden deutschen UnterausschuB ge
lang es durch achtjahrige angestrengteste Atbeit, in einer langen Reihe 
von Abhandlungen fUr das deutsche Schulwesen eine Gesamtiibersicht 
iiber die Organisation und die Methode des mathematischen Unter
richts zu geben, wie es niemals zuvor und bis heute nicht flir andere 
Unterrichtsfacher geschah. Diese Abhandlungen sind in 5 Bande 
eingeordnet, die ihrerseits in 9 umfangreiche Teilbande zerfallen, und 
werden bezeichnet als "Abhandlungen liber den mathematischen Unter
richt in Deutschland, veranlaBt durch die Internationale mathematische 
Unterrichtskommission" Ein weiterer, von W. Lietzmann heraus
gegebener Band tragt den Titel "Berichte und Mitteilungen, veranlaBt 
durch die Internationale mathematische Unterrichtskommission". In 
letzterem findet man u. a. eine Reihe von Rundschreiben des Haupt
ausschusses abgedruckt, auBerdem ausflihrliche Berichty iiber die 
Kongresse, welche die Imuk 1910 in Briissel, 1911 in Mailand, 
1912 in Cambridge, 1914 in Paris veranstaltete, und zwei Einzel
abhandlungen, auf die wir noch zuriickkommen werden. Die ersten 
drei Bande der Abhandlungen des deutschen Unterausschusses geben 
einen Uberblick iiber den mathematischen Unterricht der hOheren 
Schulen Deutschlands und die wissenschaftliche Ausbildung ihrer 
Lehrer. Der erste Band ist Norddeutschland, der zweite Sliddeutsch
land gewidmet. 1m dritten Bane;! werden eine Reihe von Einzelfragen 
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studiert. Man findet dort u. a. die bereits auf S. 204 angefiihrte Schrift 
H. E. Timerdings iiber die Mathematik in den physikalischen Lehr
biichern, ferner Abhandlungen iiber den Unterricht im Linearzeichnen 
sowie iiber die Stellung der Himmelskunde, des kaufmannischen Rechnens, 
der Geschichte der Mathematik und der philosophischen Propadeutik im 
mathematischen Unterricht. Die psychologischen Grundlagen des mathe
matischen Unterrichts werden in einer Monographie von D. Katz be
handelt, die den Titel "Psychologie und mathematischer Unterricht" 
tragt. In der letzten Halfte des dritten Bandes der Abhandlungen stellt 
W. Lorey die Geschichte des mathematischen Universitatsunterrichtes 
seit Beginn des 19. Jahrhunderts dar. Der vierte Band berichtet iiber 
die technischen Schulen, der fUnfte iiber den mathematischen Elementar
unterricht an den Volksschulen und die Mathematik an den Lehrer
bildungsanstalten. Ein ausfiihrliches Gesamtregister der Schriften des 
deutschen Unterausschusses wurde von E. und K. Korner fertig
gestellt und ist in dem Bande "Berichte und Mitteilungen" zu finden. 

AuBer der Darstellung des deutschen Schulwesens nahm der deutsche 
UnterausschuB noch eine zweite umfassende Aufgabe in Angriff. Es 
zeigte sich bald, daB die auswartigen Imuk-Abhandlungen wegen der 
groBen Verwickeltheit und Fremdartigkeit des Schulwesens, iiber welches 
sie berichteten, uns Deutsche einen klaren Einblick in jenes oft nicht 
gewinnen lieBen. Sie muBten, urn fiir uns anregend zu werden, eine 
Erganzung durch Berichte erfahren, welche das fremde Schulwesen 
unter dem Gesichtswinkel deutscher Verhaltnisse betrachten. Fiir diese 
Darstellungen waren Studienreisen ins Ausland erforderlich. Leider haben 
des Krieges wegen bis jetzt nur zwei solcher Berichte erscheinen 
konnen, einer von A. Rohrberg iiber Danemark und ein sehr eingehen
der, 207 Seiten umfassender von G. Wolff iiber England l ). Der Krieg 
setzte dieser Arbeit ein Ende. Ihm, der die meisten internationalen 
Organisationen, soweit sie wissenschaftlichen und kulturellen Zwecken 
dienten, aufs schwerste erschiittarte, fiel auch die Imuk schlieB
lich zum Opfer. 1m Jahre 1920 erklarte der HauptausschuB die 
Kommission fUr aufgelost. Den nationalen Unterkommissionen blieb 
es natiirlich iiberlassen, bestehen zu bleiben und sich auch weiterhin 
ihren Aufgaben zu widmen. H. F ehr stellte die von ihm geleitete Zeit
schrift "L'Enseignement mathimatique", welche bis dahin das offizielle 
Imuk - Organ war, fUr die Arbeiten der Unterkommissionen auch 
in der Folge zur Verfiigung. Er selbst veroffentlichte 1920 in ihr 
einen SchluBbericht iiber die Imuk und eine vollstandige Liste der 
von dieser und den Unterkommissionen verfaBten Schriften. Aus diesem 

1) Rohrberg, A.: Der mathematische Unterricht in Danemark. Leipzig 1915. -
Wolff, G.: Der mathematische Unterricht an den hoheren Knabenschulen Eng
lands. Beide Abhandlungen sind im Band "Mitteilungen und Bericbte" er
schienen, aber auch einzeln erhaltlich. Leipzig 1915. 
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Bericht erfahren wir, daB insgesamt 294 Abhandlungen zustande ge
kommen sind. Davon entfallen 53 auf die deutsche Unterkommission. 
Eine groBe Anzahl von. Arbeiten, welche in Angriff genommen waren, 
blieben unerledigt, so insbesondere die Fertigstellung eines Gesamt
berichtes uber die Ausbildung der Mathematiklehrer in den verschiedenen 
Uindern. 

Wir wenden uns jetzt dazu, die Hauptfortschritte zu besprechen, 
welche die Reformbewegung im offentlichen Unterrichtswesen Deutsch
lands zu verzeichnen hat. Ihre bedeutendsten Erfolge hatte sie in 
W urttemberg. Dieses fiihrte 1912 fur die hOheren Knabenschulen neue 
Lehrplane ein. Was die Meraner Vorschlage in methodischer und 5toff
licher Hinsicht yom mathematischen Unterricht der hoheren Schulen 
fordern, finden wir dort restlos wieder. Hier seien aus den wiirttem
bergischen Lehrplanen einige Punkte angefiihrt, die besondere Beach~ 
tung verdienen. Auf allen Stufen soIl der Anschauung der breiteste Raum 
gewahrt werden. Durch den ganzen Unterricht sollen sich geeignete 
Mitteilungen iiber die Geschichte der mathematischen Wissenschaften und 
die Entwicklung einzelner wichtiger Probleme hindurchziehen. An diese 
geschichtlichen Bemerkungen haben sich philosophische Ruckblicke an
zuschlieBen. Die Bedeutung der Mathematik fur die anderen Wissen
schaften, insbesondere fUr die Naturwissenschaften, die Technik und 
die Philosophie, soIl dem Schiiler nahegebracht werden. Fur alle drei 
Schulgattungen wird die Einfiihrung der Infinitesimalrechnung ge
fordert, fiir die Gymnasien unter Beschrankung auf die An1:ange der 
Differentialrechnung als verbindliches Unterrichtsziel. Zwei Tatsachen 
fallen iiberdies sofort auf, wenn man den wiirttembergischen Lehrplan 
mit sonstigen deutschen, vor allem preuBischen Verhaltnissen vergleicht: 
die hohe fUr Mathematik angesetzte Stundenzahl an Realgymnasien 
und Oberrealschulen und die starke Betonung der darstellenden Geo
metrie an diesen Anstalten. Damit im Zusammenhang s[eht die Organi
sation des Unterrichts an der technischen Hochschule in Stuttgart. 
Dort braucht der wiirttembergische Oberrealschiiler nicht mit denselben 
Vorlesungen wie der Gymnasiast zu beginnen und kann nach den 
geltenden Bestimmungen seine Ausbildungszeit friiher als jener beenden. 
Die Betonung der darstellenden Geometrie ist iibrigens nicht nur fUr 
Wiirttemberg, sondern uberhaupt fiir die Realanstalten der siiddeutschen 
Staaten bezeichnend. 

Fast zu gleicher Zeit wie Wiirttemberg andert auch Baden, wo 
P. Stiickel und P. Treutlein die Reformbewegung fiihrten, seine Lehr
plane im Sinne der Meraner Vorschlage ab, freilich nur an Realgym
nasien und Oberrealschulen. Bayern grundete 1907 seine ersten 
Oberrealschulen, und es gelang sofort, in deren Lehrplanen die 
neuen Tendenzen voll zur Geltung zu bringen. 1m Jahre 1914 wurde 
das gesamte hahere Schulwesen· Bayerns neu geregelt. Die seit 
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dieser Zeit maBgebenden Lehrplane werden den Reformbestrebungen 
in methodischer und stofflicher Hinsicht durchweg gerecht. Sehr 
zu bedauern ist jedoch die auBerordentlich geringe Stundenzahl, 
welche dort den Gymnasien und Realgymnasien fur Mathematik zu
gebilligt wird. Es erscheint sehr zweifelhaft, ob die bayrischen Lehr
planforderungen fur diese Anstalten in einem nennenswerten MaBe er
fUllt werden konnen, wenn von Tertia ab nur drei Mathematikstunden 
wochentlich zur Verfugung stehen. 

Eine ganz ahnliche Wendung wie in Bayern scheint neuerdings 
die Entwicklung des hoheren Schulwesens in PreuBen zu nehmen. 
Dort waren bis vor kurzem groBere Umgestaltungen nur im Madchen
schul- und Mittelschulunterricht zu verzeichnen. Das Madchenschul
wesen wurde 1908 neu geregelt, dann 1923 einer umfassenden Neu
ordnung unterworfen, die Mittelschulen 1) erhielten 1911 neue Lehrplane. 
In allen Fallen, ganz besonders bei der letzten Regelung des Madchen
schulwesens fanden die fortschrittlichen Auffassungen der mathe
matischen Unterrichtsreform weite Beriicksichtigung. Die Ausbildung 
rler Mathematiklehrer fiir die hoheren Lehranstalten wurde 1917 neu 
geordnet. Bemerkenswert an der seitdem geltenden Priifungsordnung 
ist, daB von allen Kandidaten der reinen Mathematik gewisse Kennt
nisse in der angewandten Mathematik verlangt werden, namlich solche 
aus der darstellenden Geometrie und dem Gebiet des numerischen 
Rechnens. An den hoheren Knabenschulen blieben bis Ostern 1924 
Lehrplane in Kraft, die im Jahre 1901 verfiigt waren. Allerdings war 
eine kleine Reihe von Anstalten yom preuBischen Kultusministerium 
beauftragt worden, die Meraner Lehrplane versuchsweise einzufiihren. 
Daneben hat es eine groBe Anzahl von Lehrern sicherlich verstanden, 
im Rahmen der Lehrplane von 1901 ihren Unterricht den Reformideen 
gemaB zu gestalten. Eine endgultige neue Regelung des hoheren 
Knabenschulwesens ist fUr Ostern 1925 in Aussicht gestellt worden. 
Die Art und Weise, in welcher der gegenwartige preuBische Kultus
minister Boelitz diese Umgestaltung auszufuhren beabsichtigt, findet 
man in einer Denkschrift dargelegt, welche kurz vor Ostern 1924 in 
der Weidmannschen Buchhandlung in Berlin erschienen ist und den 
Titel "Die Neuordnung des preuBischen hoheren Schulwesens" tragt. 
Obwohl in dieser Denkschrift Lehrplane noch nicht enthalten sind, 
so laBt sich doch aus Richtlinien, die das Ministerium fiir die nach 
dem Kriege neu geschaffenen Aufbauschulen und Oberschulen heraus
gegeben hat, mit Sicherheit erkennen, daB die Bestrebungen der 
mathematischen Unterrichtsreform in dem kiinftigen Mathematik
unterricht der hoheren Schulen PreuBens beriicksichtigt werden sollen, 

1) Die Mittelschulen sind in PreuBen eine Art gehobener Volksschulen, nicht 
wie in den siiddeutschen Staaten und Osterreich zur Hochschulreife fiihrende 
Schulen. 
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soweit sie sich auf Lehrstoff und Methode beziehen. Eine Betrach
tung der Stundentafeln dieser Neuordnung zeigt aber, daB fUr Gym
nasien und Realgymnasien in groBem AusmaB eine Beschrankung des 
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts geplant ist. 
An diesen Anstalten soH die Mathematik kunftighin von Untersekunda 
an nur drei Unterrichtsstunden zur Verfugung haben, das sind, da 
jede Unterrichtsstunde nur 45 Minuten zahlt, 135 Minuten, wobei uber
dies in den Tertien des Gymnasiums der bisherige 135-Minuten-Betrieb 
bleibt. Vor aHem wird dadurch in mathematisch-naturwissenschaft
licher Hinsicht der Charakter des Realgymnasiums, das bisher Mathe· 
matik und Naturwissenschaften in viel groBerem MaBe als das Gym
nasium pflegte, stark verandert. Auch an der Oberrealschule, die 
nach der Denkschrift ein ausgesprochen mathematisch-naturwissen
schaftliches Gymnasium werden 5011, bleibt der mathematische Unter
richt nicht auf seinem bisherigen Bestand. Der kostenlose, wahlfreie 
Unterricht, der bisher an diesen Anstalten in der darstellenden Geo
metrie gewahrt wurde, £alit kunftighin weg. Wahrscheinlich wird der 
Mathematikunterricht die Pflege der darstellenden Geometrie mit uber
nehmen soHeu. Da mehr als 75 % aller Abiturienten auf Gymnasien und 
Realgymnasien ihre Ausbildung erhalten, legt die Neuordnung, wenn 
sie zur DurchfUhrung gelangt, den tatsachlich vorhandenen, bedauerns
werten Tiefstand der mathematischen Bildung weiter Kreise syste
matisch fest, ja druckt ihn sogar noch tiefer 'herab. Denn selbstver
standlich ist auch ein im Sinne der Reformbewegung gestalteter 
Mathematikunterricht, wenn er wahrhaft bildend sein 5011, an eine 
Minimalzahl von Unterrichtsstunden gebunden, welche durch die mitt
lere Begabung der Schiller, die Klassenfrequenz, die padagogischen und 
wissenschaftlichen Fiihigkeiten des Lehrers bedingt ist. Diese durch
schnittlichen VerhaItnissen entsprechende Minimalzahl aber wird von 
dem Verfasser der Denkschrift in den Stundentafeln der Gymnasien 
und Realgymnasien bestimmt unterschrittenl ). 

Die geschilderte Entwicklung steht in vollem Widerspruch zu einer 
Stromung, die in den letzten Jahren an den Technischen Hochschulen ein
gesetzt hat. Der groBe Fortschritt der Wissenschaft der letzten J ahrzehnte 
zwingt, wenn ihm die Ausbildung der heranwachsenden Ingenieurgenera
tion angeglichen werden 5011, an und fUr sich zu einer Verlangerung des 
Studiums. Andererseits verlangt die groBe wirtschaftliche Notlage, 

1) In der Boelitzschen Denkschrift wird die Richtigkeit der Meinung, daB 
die Mathematik und die Naturwissenschaften auch mit einer geringeren Stunden
zahl auskommen konnten, mit der Autoritat G. Kerschensteiners belegt. Hiergegen 
verwahrt sich Kerschensteiner mit aIler Entschiedenheit in einem an F. Klein 
gerichteten Brief (teilweise abgedruckt auf S. 35 des vom Deutschen Verband 
Technisch-Wissenschaftlicher Vereine herausgegebenen Sammelhefts: Das hbhere 
Schulwesen. Stirn men gegen die Neuordnung des preuBischen hoheren Schul
wesens. Berlin 1924. Verlag des Vereins deutscher Ingenieure). 
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in der sich unser Yolk befindet, die Studienzeit so weit zu beschranken, 
als es nur angeht. Bei diesem Dilemma scheint es keinen anderen 
Ausweg als den zu geben, daB die Technischen Hochschulen ihren Unter
richt nicht wie bisher an das Gymnasium, sondern an eine Anstalt an
schlieBen, welche eine durchgreifendere mathematisch-naturwissenschaft
liche Vorbildung gibt als dieses. Diesen Weg hat die Technische Hoch
schule Berlin bereits eingeschlagen. "Die neuen Studienplane an der 
Berliner Technischen Hochschule", so besagt ein 1920 herausgekommener 
ErlaB des ehemaligen preuBischen Unterrichtsministers Hanisch, "setzen 
gute Kenntnisse der angehenden Studierenden in Mathematik, darstellen
der Geometrie, Physik und Chemie voraus. Fur diejenigen, weIche ihre 
Vorkenntnisse noch fUr erganzungsbedurftig halten, insbesondere fUr 
die Abiturienten der Gymnasien und Realgymnasien, werden be~ 

sondere Vorkurse an der Technischen Hochschule Berlin abgehalten 
werden, die zur Vorbereitung auf die eigentlichen Vorlesungen 
dienen und deren Besuch daher in den genannten Fallen dringend 
zu empfehlen ist." Somit stellt die Technische Hochschule Berlin 
ihre Anfangsvorlesungen auf das Niveau derjenigen Studierenden 
ein, weIche die OberreaischuIreife besitzen. Es bestand jedoch die Ab
sicht, zur allgemeinen DurchfUhrung den weniger extremen Vorschlag 
zu bringen, nach dem der Anfangsunterricht der Technischen Hoch
schulen an die Vorkenntnisse des Realgymnasiums anknupfen solI. 
Dieser Vorschlag wird in einer Schrift des friiheren Danziger Hoch
schulprofessors H. Aumund vertreten, der gegenwartig im preuBischen 
Kultusministerium tiitig ist. Sie tragt den Titel: "Die Hochschule fUr 
Technik und Wirtschaft, MaBnahmen zur Reform der Technischen Hoch
schulen" (Berlin, Verlag des Vereines Deutscher Ingenieure 1921), und 
enthalt auBer den eben genannten noch die andere bereits erfiillte 
Forderung, daB die vollstandige Ausbildung der Mathematiklehrer der 
hoheren Schulen kunftighin in PreuBen auch von der Technischen Hoch 
schule ubernommen werden kann. 

1m Einklang mit den Bestrebungen der Technischen Hochschulen 
revidierte der Damnu die Meraner Lehrplane dahin, daB von der Gleich
stellung, die jene hinsichtlich des mathematischen Unterrichts zwischen 
Gymnasium und Realgymnasium vorschlagen, abgesehen und der starkere 
mathematische Einschlag des letzteren beibehalten wird. Derselben 
Tendenz, einen moglichst guten AnschluB der Realanstalten an die 
Hochschulen herzustellen, ,entspricht die Forderung des Damnu nach 
einem ausreichenden Unterricht in der darstellenden Geometrie an Real
gymnasien und Oberrealschulen. Die Durchfiihrung der Boelitzschen 
"Neuordnung" wurde jedoch, entgegen diesen Bestrebungen, die Real
gymnasien in einem Maile von den Tecnnischen Hochschulen loslosen, daB 
diesen nichts anderes ubrigbliebe, als ihren Anfangsunterricht auf die 
Oberrealschulreife einzustellen. Selbst nach dieser MaBnahme wurden die 
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deutschen technischen Hochschulen mit dem Niveau der Anforderungen 
an die Vorbildung der in sie eintretenden Studenten noch betriichtlich 
hinter den Hochschulen Osterreichs und der Schweiz zuriickble'iben. 
Die letzteren verlangen namlich in der darstellenden Geometrie Vor
kenntnisse, wie sie auf der Schule im allgemeinen nur durch iiber meh
rere Jahre sich erstreckende vielstiindige Kurse erreicht werden kannen. 

Fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften diirfte die preu
Bische Neuordnung, wenn sie zur Durchfiihrung gelangt, eine Ver
langerung der Ausbildungszeit urn etwa zwei Semester zur Folge haben. 
Eine Herabsetzung der bei der Diplompriifung zu stellenden Forde
rungen erscheint ja in Anbetracht der schwierigen wirtschaftlichen Lage 
Deutschlands und der scharfen Konkurrenz, die ihm yom Ausland, ins
besondere von Amerika her auf dem Gebiete der Technik droht, iiber
haupt keiner Erarterung fiihig. Fiir sehr viele Gymnasiasten und 
Realgymnasiasten, die sich gem einem haheren technischenBeruf 
widmen wiirden, diirfte diese Verlangerung der Ausbildungszeit wirt
schaftlich schwer tragbar sein. Der Zustrom an Abiturienten der Gym
nasien und Realgymnasien zu den technischen Hochschulen wird daher 
stark abnehmen. Die gegenwartige Zahl an Oberrealschulen geniigt 
aber bei wei tern nicht, urn den technischen Hochschulen Studierende 
in der Zahl zuzufUhren, die den Bediirfnissen der Industrie und Wirt
schaft nach wissenschaftlich ausgebildeten Ingenieuren entspricht. 
Somit erscheint die Ausbildung eines hinreichend tiichtigen Ingenieur
nachwuchses durch die preuBische Neuordnung in hohem MaBe erschwert, 
es sei denn, daB Realgymnasien in betrachtlicher Zahl in Oberreal
schul en umgewandelt werden. 

Wenden wir uns nun zu der Frage, was yom Standpunkt der Uni
versitiiten zur preuBischen Schulreform zu sagen ist, so mochten wir 
vor aHem die Aufmerksamkeit auf einen Punkt lenken, der in enger 
Beziehung zur Tendenz des gegenwartigen Werkes steht. Dieses will, 
urn es noch einmal zu wiederholen, den gegenseitige~ Zusammenhang 
der mathematischen Einzeldisziplinen und ihre Beziehungen zur Schul
mathematik herausarbeiten und ist in der Uberzeugung geschrieben, 
daB nach den zweifellos notwendigen Spezialstudien erst eine unter 
diesen Gesichtspunkten gegebene Darbietung des mathematischen 
Wissensstoffes den kiinftigen Lehrer befahigt; das auf der Universitat 
Gelernte fUr die Schule wirklich nutzbar zu machen. Es ist selbstver
standlich, daB der in diesen Gedanken liegenden Forderung an die Mathe
matiklehrer sinngemaB auch die Heranbildung der Lehrer aller iibrigen, 
fUr die hahere Schule iiberhaupt in Betracht kommenden Fachgebiete 
geniigen sollte. Sieht man sich aber danach urn, inwieweit der gegen
wartige Universitatsunterricht unserer Forderung entspricht, so wird 
man die Tatsache vorfinden, daB ihr nur selten nachgekommen wird. 
Ein Grund fUr diese Unterlassung mag vornehmlich in der rasch £ort-



302 Zu~atz 1. 

schreitenden Entwicklung vieler Einzeldisziplinen liegen, welche den 
Universitatslehrer oft zu weitgehender Spezialisierung veraniaBt und 
haufig genug von det Aufgabe ablenkt, uber das Ganze seiner Wissen
schaft einen Oberblick in dem eben bezeichneten Sinne zu geben. 
Wenn nun demnachdiese Aufgabe schon bei Beschrankung auf die 
Unferabteilungen eines einzelnen Faches recht schwierig ist, so ist 
die viel weitergehende Forderung, die Lehrer der hoheren Schulen der
art heranzubilden, daB sie in der Schule die Beziehungen ihrer Facher 
zu den ubrigen pflegen konnen, flir die Universitaten geradezu uner
fillibar. Lehrer dieser Art verlangt nun aber tatsachlich die Denk
schrift uber die preuBische Schulreform; nach ihr sollen z. B. an der 
Oberrealschule die Lehrer des Deutschen und der modernen Fremd
sprachen ihren Unterricht auf den spezifisch mathematisch-natur
wissenschaftlichen Charakter dieser Schulgattung einstellen. Ein solcher 
Unterricht kann doch nur dann von Wert sein, wenn er in allen seinen 
Teilen von grundlicher Sachkenntnis getragen wird; ist das nicht der 
Fall, so wird ihm die Achtung der Schiller und damit jeder innere Ernst 
fehlen. Die heutigen Sprachlehrer erklaren selbst mit Recht, daB die 
Denkschrift in jener Hinsicht von ihnen Leistungen verlangt, zn denen 
sie bei der Ausbildung, die man ihnen gab, einfach nicht f1i.hig sind. 
Auch kunftighin werden die Universitaten nicht in der Lage sein, eine 
den Zielen der Denkschrift entsprechende Lehrerausbildung zustande 
zu bringen. Die Allgemeinbildung aber, welche die hohere Schule ihren 
Abiturienten in Zukunft mitgeben kann, wird in ihren die Mathematik 
und N aturwissenschaften betreffenden Teilen fUr jenen Zweck in hoherem 
Ma/3e unzureichend sein, als es bisher der Fall war; denn gerade der 
Unterricht in diesen Fachern wird nach der Boelitzschen Reform an der 
Mehrzahl der Anstalten einer starken Einschrankung unterworfen bzw. 
auf einem ungenugenden Niveau belassen 1). 

1m Zusammenhange mit der Stellungnahme, welche in der preu
Bischen Neuordnung gegenuber den mathematischen und naturwissen
schaftlichen Bildungsgutern zum Ausdruck kommt, wollen wir es nicht 
unterlassen, auf gewisse starke mathematikfeindliche Stromungen hin
zuweisen, die nach Kriegsende in vie1en Kulturlandern eingesetzt 
haben. In Deutschland fUhrten sie dazu, da/3 sich 1920 samtliche 
mathematischen Verbande und Gesellschaften zum Reichsverband deut-

1) Das bereits auf 5. 299 zitierte 5ammelheft des Deutschen Verbandes 
Technisch-Wissenschaftlicher Vereine enthalt (5. 35) einen fuief F. Kleins, in 
dem die Boelitzreform mit den Aufgaben verglichen wird. welche den Univer
sitaten durcb. die heutigen Lebensverhaltnisse vorgeschrieben sind. Neben den 
oben geschilderten Bedenken wird von Klein der Widerspruch betont, welcher 
zwischen der preuBischen Reform und der erst kurzlich yom Reich fur das 
5tudium der Mediziner verfiigten Neuordming besteht. Letztere setzt in Mathe
matik und Naturwissenschaften fur die :Mediziner eine bessere Vorbildung als 
die bisherige voraus! 
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scher mathematischer Gesellschaften und Vereine zur Abwehr zusammen
schlossen. 

Jene Mathematikfeindlichkeit ist hiiufig in einseitig literarisch-asthe
tisch orientierten Kreisen als praktische Folgerung einer scharfen Verur
teilung jeder intellektualistischen Erziehung anzutreffen. Dieser Erschei
nung diirfte eine grobe Verkennung der wirklichen Sachlage zugrunde 
liegen. Die Mathematik beschiiftigt sich allerdings nicht mit ethischen 
Problemen, aber gerade darum ist es ihr unmoglich, auf sittliche Fragen 
schiefe und wirre Antworten zu geben wie manches literarische Werk 
und, wie viele Geschehnisse im offentlichen Leben, im jugendlichen Ge
miit verkehrte und verderbliche Vorstellungen iiber das, was Recht 
ist, zu wecken. Die Ursachen jenes "verabscheuungswiirdigen Intellek
tualismus" (bei dem scharfer Verstand mit Schlechtigkeit oder Halbheit, 
Indifferenz und Z ynismus in moralischen Dingen gepaart sind) sind 
gewiB in anderen Tatsachen als der zu suchen, daB die heranwachsende 
Jugend zuviel Mathematik lernt. Andererseits ist die mit einem guten 
mathematischen Unterricht verbundene Erziehung zu straffer Geistes
zucht und zur Sachlichkeit angesichts der groBen Verwirrung, die in 
unseren Tagen auf allen Gebieten des offentlichen Lebens herrscht, 
unserer Jugend mehr denn je notwendig. 

Auch wird von jenen mathematikfeindlichen Kreisen die Bedeutung 
der Mathematik fUr die Gesamtkultur der Menschheit vollstandig ver
kannt. "Wir sollen daran arbeiten", so sagt F. Klein in cinem Vortrage 
iiber die Ausbildung der Lehramtskandidaten 1), "zwischen der theoretischen 
Wissenschaft und allem, was das moderne Leben bewegt, eine wirkliche 
positive Beziehung herzustellen. In dieser Hinsicht nun scheint mir, fant 
dem Mathematiker eine besonders wichtige Aufgabe zu. Unsere Wissen
schaft ist, im Gegensatze zu anderen, nicht auf eine einzelne Periode 
der menschlichen Geschichte gegriindet, sondem sie hat die Entwicklung 
der Kultur auf allen ihren Stufen begleitet. Die Mathematik ist mit der 
griechischen Bildung ebenso verwachsen, wie mit den modernsten Auf
gaben des Ingenieurbetriebes. Sie reicht nicht nur den vorwartsschreiten
den Naturwissenschaften die Hand, sondern sie partizipiert gleichzeitig 
an den abstrakten Untersuchungen der Logiker und Philosophen. Unsere 
besondere Aufgabe diirfte hiemach sein, in unserer Umgebung die Ober
zeugung von der Solidaritiit aller hOheren geistigen I nteressen zur Geltung 
zu bringen." (S.) 

1) Die Anforderungen der Ingenieure und die Ausbildung der mathematischen 
Lehramtskandidaten. Vortrag, gehalten im Hannoverschen mathematischen 
Verein am 20. April 1896. Abgedruckt in: F. Klein und E. Riecke. iJber an
gewandte Mathematik und Physik in ihrer Bedeutung fiir den Unterricht an 
den h5heren ~chulen; (Teubner, Leipzig 1900). S. 222 ~ 228. 
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Erganzungen zur mathematischen und didaktischen 
Literatur. 

Wir wollen jetzt einen gedrangten Uberblick iiber die im Text 
noch nicht erwahnte Literatur geben, welcher den padagogischen Ten
denzen des vorliegenden Buches entspricht " V ollstandigkei t ist dabei 
in keiner Hinsicht beabsichtigt, vielmehr soIl vorziiglich auf solcheBiicher 
hingewiesen werden, die ihrerseits dem Leser in groBerem Umfange 
Literatur erschlieBen. 

Das umfangreichste und am weitesten ausholende Werk, welches 
etwa bis zum Jahre 1800 die geschichtlic;he Entwicklung der mathe
matischen Wissenschaft in ihrer ganzen Ausdehnung zur Darstellung 
bringt, ist die vier Bande umfassende "Geschichte der Mathematik"l) 
von Moritz Cantor. Die fortschreitende historische Forschung, vor allen 
Dingen die kritischen Untersuchungen des schwedischen Historikers und 
Mathematikers G. Enestrom, deren Ergebnisse man in der Zeitschrift 
"Bibliotheca Mathematica" niedergelegt findet, hat freilich gezeigt, 
daB die Cantorschen Ausfiihrungen in vielen Einzelheiten richtig gestellt 
werden miissen. Die "Bibliotheca Mathematica" war eine mathematisch
historische Zeitschrift. Sie wurde von G. Enestrom 1884 gegriindet 
und ist bis zu ihrem durch den Krieg bedingten Ende von ihm geleitet 
worden. Volle Beriicksichtigung hat die kritische Arbeit Enestroms in 
der zweiten, seit 1920 im Erscheinen begrifferien Auflage der "Ge
schichte der Elementarmathematik" von J. Tropfke gefunden, auf die 
ja im Text oft Bezug genommen wurde. Unter Elementarmathe
matik wird bei Tropfke allerdings nur der althergebrachte mathe
matische Lehrstoff der h6heren Schulen verstanden; auf die historische 
Entwicklung der Ideen, mit welchen die Reformbewegung diesen Lehr
stoff durchdringt, wird bei ihm nicht eingegangen. Mehr den groBen 
Zug der Entwicklung und den Zusammenhang der Mathematik mit der 
allgemeinen Kultur betont Max Simon in seiner "Geschichte der Mathe
matik des Altertums in Verhindung mit antiker Kulturgeschichte" 
(Berlin: B. Cassirer 1909). Als eine der zuverlassigsten Darstellungen 

1) Bd. I, 3. Aufi., 1907; Bd. II, 2. Aufi., neuer Abdruck 1913; Bd. III, 
2. Aufi., 1901; Bd. IV, anastatischer Neudruck 1924. Leipzig: Teubner. 



Erg1l.nzungen zur mathematischen und didaktischen Literatur. 30!) 

dieser Art ist die in dem Sammelwerk "Kultur der Gegenwart" (Leipzig: 
Teubner) 1912 erschienene Geschichte der "Mathematik im Alter
tum find im Mittelalter" von H. G. Zeuthen anzusehen, von welchem 
auBerdem noch uber denselben Gegenstand zahlreiche Monographien 
sowie selbstandige Publikationen vorliegen. Fur das 16. bis 18. J ahr
hundert sollte in demselben Sammelwerk P. Stackel die Geschichte der 
Mathematik schreiben. Dieser starb jedoch leider zu fruh. Ein Ersatz 
fur ihn lieB sich nicht finden. Durch sein Ausscheiden wurde die ent
sprechende Darstellung flir das 19. J ahrhundert, welche besondere 
Schwierigkeiten bietet, so gut wie unmoglich gemacht. - Mehr tnathe· 
matisch-philosophischen Interessen suchen die Schriften von A. Voss: 
.,Dber das Wesen der Mathematik" (3. Aufiage, Leipzig 1923), und 
"Dber die mathematische Erkenntnis" (Leipzig 1914) gerecht zu wer
den. Die letztere ist ebenfalls in der "Kultur der Gegenwart" erschienen. 
In weiteren Kreisen das Verstandnis fur die Stellung zu wecken, welche 
die Mathematik in den Grundlagen unserer Kultur einnimmt, beabsich
tigen zwei weitere Darstellungen dieses Sammelwerks, von denen die eine 
wlederum von A. Voss herruhrt und die Beziehungen der Mathematik zur 
allgemeinen Kultur behandelt und die andere eine Studie H. E. Timer
dings tiber die Geschichte des mathematischen Bildungswesens istl). 

Eine reiche Quelle fUr die Geschichte, insbesondere der Mathematik 
des 19. J ahrhunderts ist die "Enzyklopadie der mathematischen Wissen
schaften", deren Artikel seit 1898 (Leipzig: Teubner) erscheinen. 
Die Idee zu diesem groBartigen und bedeutsamen Unternehmen wurde 
von F. Klein, H. Weber und F. M eye, 1894 gelegentlich einer Harz
wanderung gefaBt. Seine Durchfuhrung wurde moglich, als die Unter
stutzung der deutschen Akademien gewonnen war. In sieben Gesamt
banden, die ihrerseits in viele Teilbande zerfallen, sollte die Enzy
klopadie in knapper, zu rascher Orientierung geeigneter Form, aber 
mit moglichster Vollstandigkeit eine Gesamtdarstellung der mathe
matischen Wissenschaften und ihrer Anwendungen gebenund zu
gleich durch sorgfaltige Literaturangaben die geschichtliche Entwick~ 
lung der mathematischen Methoden seit dem Beginn des 19. Jahr
hunderts nachweisen. Allgemeines uber den Werdegang des Unter
nehmens findet man in dem einleitenden Bericht, den v. Dyck dem ersten 
Band (1904) der Enzyklopadie vorausschickt. Die in den gegenwartigen 
Vorlesungen besprochenen Gebiete Algebra, Arithmetik und Analysis 
werden in den ersten beiden Banden behandelt, die, wie uberhaupt 
das ganze Unternehmen, vor dem AbschluB stehen. Auf verschiedene 
Artikel dieser Bande ist im Text des ofteren Bezug genommen worden. 
Besonders hingewlesen sei noch auf den seit 1898 vorliegenden Artikel 

1) Voss, A.: Die Beziehungen cer Mathematik zur Kultur der Gegenwart; 
Timerding, H. E.: Die Verbreitur.g mathematischen Wissens und mathe
matischer Auffassung, Leipzig 1914. 

Klein, Elementarmathem,tik I. 3. Aufl. 20 
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von A. Pringsheim iiber Irrationalzahlen und konvergente Folgeni 
welcher iibrigens eine mehr systematische Bearbeitung in dem ersten 
Band von Pringsheims "Vorlesungen iiber Zahlen- und Funktionenlehre" 
(2. Auflage. Leipzig: Teubner 1923) gefunden hat. Nochmals sei daran 
erinnert, daB es zweckmaBig ist, neben der deutschen Ausgabe der 
Enzyklopadie auch die franzosische zu Rate zu ziehen, da deren Be
richte zum Teil betr1i.chtliche Zeit nach den deutschen zum AbschluB 
kamen und daher gelegentlich vollstandiger sind als diese. Der siebente 
Band <:ler Enzyklopadie sollte der Geschichte-, Phjlosophie und Didaktik 
der mathematischen Wissenschaften gewidmet sein. Sein Erscheinen 
ist durch die Ungunst der Zeitverhaltnisse unmoglich gemacht worden. 

Wahrend die Elementargeometrie in drei Artikeln von Sommer, 
Zacharias und Berkhan in Band III der Enzyklopadie eine besondere 
Darstellung gefunden hat, ist etwas Entsprechendes flir die drei groflen 
"A" nicht vorhanden. Sie werden in dem ersten Bande der Enzyklo
padie der Elementarmathematik von Weber-Wettstein, auf die im 
Text wiederholt hingewiesen wurde, behandelt. Von diesem Band ist 
1922 die vierte Auflage erschienen. Sie ist von P Epstein besorgt 
und gegeniiber den friiheren Auflagen in vieler Hinsicht umgearbeitet 
und erganzt worden. Ihrem Charakter nach weicht die neue Auflage 
vielleicht noch mehr als die friiheren von den vorliegenden Vorlesungen 
abo Sie gibt einen systematischen Aufbau der Elementarmathematik 
unter ausflihrlicher Erorterung der grundlegenden Begriffe. Epsteins Be
griff der Elementarmathematik deckt sich jedoch nicht mit dem, was man 
in der Schule darunter versteht. Elementar bedeutet flir ihn nicht ein
fach und leicht verstandlich, sondern flir die hohere Mathematik grund
legend. So finden wir in seinem Buche ausfiihrliche und abstrakte Er
orterungen tiber Zahlbegriff, Grenzbegriff, zahlentheoretische Dinge uSW., 
wahrend die Anfange der Infinitesimalrechnung, fiir deren Behandlung 
auf der Schule der Autor sich iibrigens selbst einsetzt, unberiicksichtigt 
bleiben. 

Wenden wir uns nun zu den Werken, welche die Elementar
mathematik vom didaktischen Standpunkte aus bearbeiten, so haben 
wir vor allem als "Enzyklopadie des mathematischen Unterrichts" die 
Gesamtheit der Abhandlungen der Imuk und ihrer nationalen Unter
kommissionen zu nennen. In den Imuk-Schriften ist ein ungeheurer 
Bestand an padagogischer Erfahrung und didaktischer Erkenntnis 
niedergelegt. In den 10 Teilbanden, we1che die Abhandlungen und 
Mitteilungen des deutschen Unterausschusses enthalten, ist eine rasche 
und sichere Orientierung durch das bereits oben erw1i.hnte, von E. und 
K. Korner herriihrende Gesamtregister ermoglicht worden. Der schon 
im vorliegenden Text auf S. 5 genannten padagogischen Schrift von 
Simon haben wir dann noch die "Didaktik" von A. Hotler (Leipzig 1910) 
und die "Methodik des mathematischen Unterrichts" von 'W. Lietzmann 
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(Bd. I, Leipzig 1919; Bd. II, 2. Aufi., 1923; Bd. 111,1924) hinzuzufligen. 
In der Lietzmannschen Methodik findet bereits die gesamte Imuk- und 
Damnu-Arbeit ihren Niederschlag. Der erste Band behandelt die Organi
sation und Technik, der zweite die Didaktik des mathematischen Unter
richts. Ein dritterBand, in welchem die angewandte Mathematik und 
die philosophische Seite methodisch bearbeitet werden, ist soeben er
schienen. Uber die zahlreichen, flir den Mathematikunterricht der hoheren 
Schulen bestimmten Lehrblicher, welche die Ideen der Reformbewegung 
aufgenommen haben, gibt der erste Band des Lietzmannschen Werkes 
genligend Auskunft. 

Wir gehen jetzt dazu liber, Literatur anzufiihren, die einige besondere 
Einzelfragenbetrifft. Da haben wir uns in erster Linie dem Problem 
der Grundlegung der Arithmetik zuzuwenden, das in den letzten J ahren 
besonders durch Arbeiten Brouwers, Hilberts und Weyls in den 
Vordergrund des wissenschaftlichen Interesses getreten ist. Der Dar
stellung auf S. 11 f. ist vor aHem der Hinweis auf die Untersuchungen 
G. Freges und B. Russells hinzuzufiigen. 

Freges erste Schrift erschien im Jahre 1884 (Breslau: W. Koebner) 
und tragt den Titel: "Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch-mathe
matische Untersuchung liber den Begriff der Zahl". In den leicht lesbaren 
und sehr anregend geschriebenen ersten Kapiteln dieses Buches unter
zieht Frege die verschiedenen Meinungen, welche wir bei Leibniz, Kant, 
Hankel, Stuart Mill u. a. liber den Anzahlbegriff, die Natur der arith
metischen Axiome, die Begriffe Einheit und Eins vertreten finden, 
einer eingehenden Kritik. Die letzten, ebenfalls leicht verstandlichen 
Kapitel enthalten eigene Beitrage Freges zur Grundlagenfrage der 
Arithmetik. Weiter ausgefiihrt und vervollstandigt sind diese Unter
suchungen in Freges zweibandigem Hauptwerk "Die Grundgesetze 
der Arithmetik" (Bd. I, 1893, Bd. II 1903. Jena: H. Pohle), das 
liberwiegend in einer von ihm selbst erdachten Symbolik geschrieben 
ist, welche zwar dasselbe Ziel wie die auf S. 10 erwahnte Peanosche 
Begriffsschrift verfolgt, aber in ihrer auBeren Gestalt sich wesentlich 
von ihr unterscheidet. AuBerdem enthalt dieses Werk ohne Kenntnis 
der Begriffsschrift verstandliche, umfangreiche kritische Ausfiihrungen 
liber verschiedene Theorien der Irrationalzahlen. Freges Ziel ist, 
die Satze und Begriffe der Arithmetik auf solche der Logik (in einer 
gegenliber der kIassischen wesentlich verallgemeinerten Auffassung) 
zuriickzuflihren. Er ist der Meinung, daB Arithmetik nur weiter aus
gebildete Logik, Rechnen nichts anderes als SchluBfolgern ist. Sehr 
ablehnend verhalt sich Frege gegenliber den rein formalen Theorien der 
Arithmetik, nach denen Zahlen nur Zeichen sind, die nichts bedeuten 
und lediglich bestimmten Rechenregeln unterliegen. Diese Auffassung 
weist er vor allem auch darum zuriick, wei! sie zwischen den arith
metischen Beziehungen und ihren Anwendungen eine unliberbrlickbare 

20'" 
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Kluft schafft. N ach seiner Meinung mussen die Gleichungen der Arith
metik, wenn diese anwendbar sein soll, einen Gedankeninhalt aus
drucken, und ihre Regeln in den Bedeutungen der Zahlzeichen ihre Be
grundung finden. Eine kunstliche Zerspaltung des Problems der Be
grundung der Arithmetik in zwei Teile, namlich in das Problem der 
Widerspruchslosigkeit und das der Anwendbarkeit, findet man bei 
ihm nicht. Der Nachweis der Widerspruchslosigkeit ist fur ihn er
bracht, wenn es gelingt, die arithmetischen Aussagen rein logisch 
zu deuten. Dieser Auffassung lag die Meinung zugrunde, daB die 
Widerspruchslosigkeit der Logik sowohl im hergebrachten wie im er
weiterten Sinne uber jeden Zweifel erhaben sei. Kurz vor dem Ab
schluB seines Hauptwerks wurde jedoch Frege von Russell darauf hin
gewiesen, daB auch die Logik nicht absolute Sicherheit gewahrt. In 
Freges Theorie erscheint der Anzablbegrif£ zuruckgefiihrt auf den der 
"Menge" oder, wie er zu sagen vorzieht, auf den des "Begriffsum
fanges". Eine uneingeschrankte Verwendung des Mengenbegriffes fiihrt 
nun bekanntlich zu $chwierigkeiten, die unter demNamen "Paradoxien 
der Mengenlehre" in der mathematisch-philosophischen Literatur der 
letzten J ahrzehnte eine groBe Rolle spielen. Durch das Auftreten dieser 
Widerspriiche wurde die Moglichkeit einer rein logischen Theorie der 
Arithmetik, wie sie Frege anstrebte, in Frage gestellt. Urn ihre Ret
tung bemuhen sich vor allem die beiden englischen Mathematiker 
Bertrand Russell und A. N. Whitehead. 

Ihre in diesem Zusammenhange wichtigsten Werke sind folgende: 
1. B. Russell: The principles of mathematics. Cambridge 1903. 
2. A. N. Whitehead and B. Russell: Principia mathematica. I-III. 

Cambridge 1910-1913. 
3. B. Russell: Introduction to mathematical philosophy. London. 

2. Aufl. 1920. (Ins Deutsche ubertragen von E. J. Gumbel und 
W. Gordon, Munchen 1923.) 

Russell versucht die Auflosung der Paradoxien der Mengenlehre 
mit einer Theorie, die er als Typenlehre bezeichnet. Die Wider
spriiche kommen nach dieser Lehre dadurch zustande, daB "unreine" 
Mengen verwandt werden. Unter diesen werden solche verstantlen, 
deren Elemente nicht von gleichartigem logischen Typus sind. Eine 
derartige Menge wiirde z. B. diejenige aller Dinge sein. Diese wiirde 
namlich als Elemente konkrete Gegenstande, Mengen von konkreten 
Gegenstanden, Beziehungen, Eigenschaften solcher Gegenstande, Vor
stel1ungen von ihnen, usw. enthalten. Mengen von konkreten Gegen
standen kommt aber nach Russell ein anderer Typus zu als den Bezie
hungen zwischen ihnen. Die sehr verwickelte Typenlelire ist in den 
"Principia mathematica" im Zusammenhang dargestellt. In der oben 
erwahnten Einfiihrung Russells findet man nur wenig uber sie gesagt. 
Eine selbstandige deutsche Bearbeitung dieser Lehre enthalt die Got-
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tinger Dissertation von H. Bckmann (zwei Maschinenschriftexemplare, 
je eins in der Gottinger Universitiits- und der Berliner Staats-Biblio
thek): "Die Antinomien der Mengenlehre und ihre Auflosung durch 
die Theorien von Russell und Whitehead" (1918). 

Man kann nun nicht sagen, daB die durch die Typentheorie vervoll
stiindigte Logisierung der Mathematik bis heute allgemeine Anerkennung 
gefunden hat. Von RussellundFrege in vielerHinsiehtabweiehendeAn
siehten vertretenz.B. L. E.]. Brouwer und H. Weyl. Fiir diese Forscher 
wiirde statt einer logisehen Begriindung der Arithmetik vielmehr eine 
mathematische Grundlegung der Logik in Betraeht kommen. "Die Logik 
beruht auf der Mathematik und nieht umgekehrt", so auBert sich Brouwer 
in einer "lntuitionistische Mengenlehre" betitelten Arbeit, die man im 
28. Band (1920) der Jahresberiehte der Deutschen Mathematikervereini
gung findetl). Wahrend bei Frege und Russell die natiirliche Zahl mit 
Hilfe des Mengenbegriffes definiert wird, ist bei Brouwer und Weyl die 
Vorstellung der natiirIiehen Zahlenreihe ein letztes Fundament des mathe
matisehen Denkens, die Menge dagegen ein abgeleiteter Begriff. Der 
Brouwer-Weylsehen Mengendefinition liegt die Menge der natiirliehen 
Zahlen als intuitiv gegeben zugrunde. Von Weyls Arbeiten seien hier 
in der Mathematisehen Zeitschrift (Bd. 10. 1921) abgedruckte Vor
triige: ,,1Jber die neue Grundlagenkrise der Mathematik" genannt. 
Aber aueh im weiteren VerIauf der Weylschen und Brouwerschen 
Theorie haben sich Sehwierigkeiten ergeben. Es zeigt sieh u. a., 
daB von ihrem Standpunkte aus eine der fruchtbarsten SehluBweisen 
der Analysis, namlieh die Verwendung des Satzes, daB jede beschrankte 
Menge reeller Zahlen eine obere Grenze besitzt, als unbegriindbar ab
gelehnt werden muB. 

Gegen solche Eingriffe, welche groBe Teile der Analysis bedrohen, 
die bisher als sieher begriindet galten, wendet sieh namentlich Hilbert 
in neueren Untersuchungen.· Diese liegen in Richtung der Ideen, die 
von ihm 1904 auf dem Heidelberger KongreB vorgetragen und in 
dem vorliegenden Werke S. 14£. kurz besprochen wurden. Ihr Ziel ist, 
die Widerspruehslosigkeit der arithmetisehen Axiome rals solcher naeh
zuweisen. Hilbert will, wie er in einem 1922 auf der Naturforseher
versammlung zu Leipzig gehaltenen Vortrage iiber die Grundlagen der 
Mathematik (abgedruckt in den Math. Annalen Bd. 88. 1922) angibt, die 
geauBerten Zweifel an der Sieherheit des mathematisehen SehlieBens 
endgiiltig zuriickweisen. Auf S. 15 des Textes wurde der Gedanke 
geauBert, daB eine solche Aufgabe mit rein logisehen Mitteln, ohne ein 
Minimum von Anschauung, nicht durchfiihrbar sei. 1m Einklang hier
mit steht, daB es ein Grundgedanke der neuen Hilbertschen Theorie 

1) Soeben (1924) beginnt Brouwer damit, in den Mathematischen Annalen 
in einer Reihe von Abhandlungen seine Grundlagentheorie zur Darstellung zu 
bringen. 
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ist, die Widerspruchslosigkeitsbeweise mit den Hilfsmitteln der An
schauung endlicher Mengen zu erbringen. An Literatur haben wir auBer 
dem oben erwahnten Vortrage noch folgende anzugeben: 

1. D. Hilbert: Neubegriindung der Mathematik. Abhandlungen aus 
dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitat. 1922. 

2. P. Bernays: Die Bedeutung Hilberts fUr die Philosophie der 
Mathematik. Hilbert-Festschrift der "Naturwissenschaften". 1922. 

3. P. Bernays: Dber Hilberts Gedanken zur Grundlegung der 
Arithmetik. J ahresber. d. dtsch. Mathematikervereinigung Bd. 31. 1921. 

4. W. Ackermann: Begrundung des "tertium non datur" mittels 
der Hilbertschen Theorie der Widerspruchsfreiheit (erscheint demnachst 
in den Math. Annalen). 

Einen ausfUhrlichen Bericht uber die verschiedenartigen Bestre
bungen innerhalb der modernen Grundlagenforschung findet man in der 
zweiten Auflage der "Einfuhrung in die Mengenlehre" von A. Frankel 
[Berlin 1923]1). Hingewiesen sei noch auf die Arbeiten von M. Pasch, 
von denen wir hier nennen: 

1. Der Ursprung des Zahlbegriffs (Teil I, Archiv der Math. und 
Physik Bd. 28. 1919; Teil II, Math. Ztschr. Bd. 11. 1921). 

2. Betrachtungen zur Begriindung der Mathematik. Math. Ztschr. 
Bd. 20. 1924. 

Als gute EinfUhrung in den Gedankenkreis der auf S. 14 des gegen
wartigen Werkes zitierten Dedekindschen Schrift "Was sind und was 
sollen die Zahlen?" sei noch erwahnt die an der Universitat Tubingen 
gehaltene Antrittsrede G. Hessenbergs: Vom Sinn der Zahlen (gedruckt 
erschienen im Verlag: Der neue Geist, Leipzig 1922). Diese fUr einen 
gr6Beren Leserkreis bestimmte Darstellung Hessenbergs ist sehr einfach 
und lebendig geschrieben. 

Wir kommen jetzt zu der Frage, wie sich der Schulunterricht zu 
dieser modernen Grundlagenforschung zu stellen hat. Es ist interessClJlt, 
hieruber die Meinung eines der bedeutendsten Forscher auf diesem 
Gebiete zu hOren. Whitehead, der Mitarbeiter Russells, hat jener 
Frage einen Aufsatz gewidmet, der 1913 im "Enseignement mathe
matique" (15. Jahrg.) erschienen ist und den Titel tragt: "The principles 
of mathematics in relation to elementary teaching". Fur ihn ist 
das Ziel des mathematischen Unterrichts die Erziehung zu logischer 
Prazision, aber er halt es fUr "toricht", am Anfang des Unterrichts die
selbe logische Sorgfaltigkeit vom SchUler zu erwarten wie am Ende. Die 
Fahigkeit zu logisch klarem Denken musse allmahlich.entwickelt werden. 
Ein padagogischer Irrtum sei, in der Erziehung mit den letzten Ergeb
nissen des wissenschaftfichen Prozesses zu beginnen, namlich mit den 

1) Vgl. auBerdem den Aufsatz von H. Weyl: Randbemerkungen zu Haupt
problemen der Mathematik, Mathematische Zeitschr., Ed. 20 (1924), S. 142-150. 
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Begriffen in ihrer verfeinerten, zergliederten und aligemeinsten Form. 
Logische Prazision ist fiir ihn die vollstandige Herausarbeitung alier 
logischen Schritte eines Beweisganges. Er· halt es nicht fiir moglich, 
aus theoretischen Erwagungen heraus eine scharfe Grenze anzugeben 
zwischen dem Grad an logischer Prazision (es ware vielleicht in diesem 
Zusammenhange deutlicher, zu sagen an "logischer Atomisierung"), 
welcher fUr eine logisch vollstandige Untersuchung notwendig ist, und 
dem, welcher fUr die meisten praktischen Zwecke einschlieBlich den der Er
ziehung hinreicht. Das sei eine Frage der Psychologie und miisse durch das 
Experiment entschieden werden. Diese Ansichten stimmen grundsatz
lich mit der im vorliegenden Buche auf S. 289 f. geauBerten iiberein. 
An Werken, die jenen padagogischen Logizismus bekampfen, welcher 
den mathematischen Anfangsunterricht systematisch und wohl gar 
axiomatisch gestalten will, vielmehr die Notwendigkeit psychologischer 
Einstellung des Lehrers begriinden, seien genannt: 

1. Die bereits erwahnte Imuk-Abhandlung von D. Katz: "Psycho
logie und mathematischer Unterricht" und 

£. B. Branford: "Betrachtungen iiber mathematische Erziehung 
vom Kindergarten bis zur Universitat" (deutsch vonR. Schimmack und 
H. Weinreich. Leipzig 1913.). 

Eine gute axiomatische Durchbildung ist natiirlich fUr den Lehrer 
selbst sehr wertvoH, vielleicht sogar notwendig. Nicht zu gering ein
geschatzt werden darf jedoch die Gefahr, die erfahrungsgemaB aus einer 
einseitigen Beschaftigung mit Axiomatik und der Vernachlassigung 
des Studiums der mehr anschaulichen mathematischen Disziplinen 
entspringt. Der Lehrer, der mit einer iiberwiegend auf das Abstrakte 
gerichteten Geisteseinstellung die Universitat verlaBt und an der ein
fachen und anschaulichen Mathematik das Int~resse verloren hat, ver
mag oft trotz alier axiomatischen Vorbildung nur schwer die innere 
Bereitwilligkeit aufzubringen, sich bei seiner Unterrichtstatigkeit psycho
logischen Notwendigkeiten zu fUgen, und das Ergebnis ist voHstandiger 
MiBerfolg seiner unterrichtlichen Bemiihungen. Es laBt sich kaum be
zweifeln, daB der gegenwartige Universitatsunterricht in der reinen 
Mathematik in dieser Hinsicht den Bediirfnissen der Schule haufig 
nicht gerecht wird. AuBer der starken Betonung der Grundlagen
forschung ist es vor aHem das Eindringen der Mengenlehre in die Vor
lesungen iiber Analysis, welches die Kluft zwischen Universitat und 
Schule groBer denn je zu machen droht. Wie in den letzten J ahr
zehnten die Analysis durch die abstrakten Gedankengange der Mengen
lehre umgebildet worden ist, davon geben Zeugnis CaratModorys "Reelle 
Funktionen" (Leipzig 1913), das bereits auf S. 289 erwahnte Buch von 
H. Hahn und ein Enzyklopadieartikel (Ed. II, 3, Nr. 7, 1924) von 
A. Rosenthal iiber "Reelle Funktionen". Diese Rolle der Mengenlehre 
hebt an mit Camille Jordans "Cours d'analyse", der 1893 erschien, und 
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wird besonders gefordert durch die ersten drei Auflagen des von dem 
belgischen Mathematiker De La ValUe-Poussin herausgegebenen Lehr
buchs: Cours d'Analyse infinit6simale (Bd. I, 1. Aufl., Louvain-Paris, 
1903, III. Auf I. 1914). 

Die Frage der Strenge im mathematischen Unterricht ist vor allem 
im Hinblick auf die Infinitesimalrechnung haufig diskutiert worden. 
Hinsichtlich der Geometrie fand eine umfassende Behandlung dieser 
Frage auf dem Imuk-KongreB in Mailand 1911 statt. Ftir das Gebi.et 
der Infinitesimalrechnung wurde sie 1914 auf clem Pariser Imuk
KongreB ausfUhrlich erortert. Berichte tiber diese Kongresse sind zu 
finden im "Enseignement MatMmatique" [13. (1911) und 16. (1914) 
Jahrgang; beachtenswert vor allem im letzteren Jahrgang der Bericht 
von M. E. Beke "sur les resultats obtenus dans l'introduction du calcul 
differentiel et integral dans les casses superieures de l'enseignement· 
secondaire"] und in dem auf S. 295 zitierten Bande "Berichte und Mit
teilungen", veranlaBt dUrch die internationale mathematische Unter
richtskommission. Vielfach ist von Hochschullehrern die EinfUhrung der 
Differential- und Integralrechnung in den Unterricht der hoheren Schulen 
mit der Begriindung abgelehnt worden, dal3 eine strenge Behandlung 
auf der Schule nicht moglich, eine unstrenge Behandlung aber zwecklos, ja 
sogar schadlich sei. Dieser Stellungnahme liegt zum Teil das MiBver
standnis zugrunde, daB auf der Schule ein systematischer Lehrgang dieses 
Kalkills gegeben werden sollte. Dies geht deutlich aus AuBerungen 
Studys hervor, der sich zunachst als starker Gegner der Behandlung der In
finitesimalrechnung auf der Schule bekannte, dann sich aber wie folgt 
auBerte (vgl. Zeitschr. f. mathem. u. naturw. Unterricht 1909, S. 68 f.): 
" ... MuB ich hiernach zu der Ansicht kommen, daB die guten Er
fahrungen, die man allgemein mit dem fraglichen Unterricht in der Praxis 
gemacht haben will, auf einer Selbsttauschung nicht hinreichend kritischer 
Lehrer beruhen, und muB ich damit einen systematischen Unterricht in 
Differential- und Integralrechnung ablehnen, so ist damit nicht gesagt, 
daB von solchen Dingen tiberhaupt nicht die Rede sein soIl. Die Reform
bestrebungen scheinen mir einen ganz gesunden Kern zu haben, und sie 
wiirden durchaus mit Freuden zu begriiBen sein, wenn sie nicht, wie 
wohl immer in Fallen der Art, weit tiber das Ziel hinausgingen. Die 
Schule ist ja nicht in erster Linie eine Vorbildungsanstalt fUr Fach
lehrer, und die Schiller haben ein gutes Recht darauf, von den wich
tigsten Ergebnissen und Anwendungen unserer Wissenschaft so viel 
zu erfahren, als bei ihrem Fassungsvermogen und der dem mathemati
schen Unterricht zugebilligten Zeit ihnen mitgeteilt werden kann. 
Wenn etwa in der analytischen Geometrie, bei Vortrag der Fallgesetze 
und sonst an moglichst einfachen und konkreten Beispielen, in denen 
die erwahnten Schwierigkeiten noch nicht auftreten und unter AllsschluB 
unrichtiger oder dem Schiller nicht faBlicher Verallgemeinerungen die 



Erg!l.nzungen zur mathematischen und didaktischen Literatur. 313 

Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung nebs\: der zugehOrigen Zeichen
sprache in sorgfaItiger korrekter Darstellung erHiutert werden, wo immer 
im sonstigen Unterricht eine passende Gelegenheit dazu sich bietet, 
so wird damit meines Erachtens der Universitat nicht in unzweck
maBiger Weise vorgegriffen. 1m Gegenteil wird das Interesse der 
Lernenden auf wirksame Art auf diese wichtigen Begriffsbildungen 
hingelenkt. Viel und praktisch Brauchbares wird besonders an graphi
schen Darstellungen funktioneller Abhangigkeiten zu lernen sein." 
Diese Ansichten stimmen gewiB gut mit den auf S. 240 des vorliegenden 
Textes geschilderten Reformtendenzen iiberein. 

Die Abneigung vieler Hochschullehrer gegen die EinfUhrung der 
Infinitesimalrechnung in den Unterricht der hOheren Schulen wird 
tibrigens durch gelegentlich immer noch aus Kreisen der Schulmanner 
kommende VeroffentIichungen genahrt, in denen ein erhebIicher Mangel 
an Klarheit iiber die Grundbegriffe jenes Kalkiils zutage tritt. Ein 
Beispiel einer soIchen Veroffentlichung ist der im Verlag Fischer und 
Schmidt, Stettin, erschienene "Methodische FUhrer und Ratgeber fUr 
den mathematischen Unterricht" von A. Kohler. In dem dritten Teile 
dieses Buches wird auf S.91 die Differentialrechnung mit einem Para
graphen tiber Briiche von der Form -& eingeleitet. Dort werden zwei 
verschiedene Nullen unterschieden (die betreffenden Satze seien wort
lich angefUhrt): 

"a) Die absolute Null, d. h. das wirkliche Nichts; sie entsteht z. B. 
beim vollstandigen Wegnehmen einer Strecke, iiberhaupt eines Gegen
standes; 

b) die relative Null, d. h. die unendIich kleine GroBe; sie ist gleich 
Null, :verglichen (relativ) mit einer endlichen Grope. Sie entsteht z. B., 
wenn man von einer Strecke den dritten Tell nimmt, von diesem wieder 
den dritten Teil nimmt und dieses Verfahren unendlich oft fortsetzt. 

Bei unendlichmaliger Teilung entsteht die relative Null N1 ; bei 
abermaliger Tellung entsteht eine neue relative Null 

N2 = tN1 • 

Es sind demnach nicht aIle relativen Nullen von gleicher GroBe." 
"Der Bruch -& in der Auffassung relativer Nullen kann je nach der 

GroBe der Einzel-Nullen sehr verschiedene Werte haben." 
Man erkennt vor allem aus dem letzten Satze deutlich, daB die 

relativen Nullen des Verfassers eine Art nichtarchimedischer GroBen 
sind. Die Hauptaufgabe der Differentialrechnung ist fUr ihn die Ein
fiihrung in diese Art unendIich kleiner GroBen. Sein Vorschlag lautet, 
den Lehrgang in der Differentialrechnung mit der unmitte1baren Hand
habung seiner unendlich kleinen GroBe dx zu beginnen, ohne "den 
ReisepaB Ax" und ohne die "Grenzsperre" zu benutzen. "Es geht sehr 
gut so," sagt er, "und durch Vermeidung des geheimnisvollen Limes-
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Formalismus werden die SchUler in viel einfacherer und nattirlicherer 
Weise in das Unendlichkeitsgebiet eingeflihrt." 

In der geltenden mathematischen Analysis versteht man natfulich 
unter unendlich kleiner GroBe etwas ganz anderes als dieser metho
dische Ratgeber, namlich eine gegen Null konvergierende Variable. Indem 
man von der Ordnung einer unendlich kleinen GroBe spricht, will man 
lediglich tiber den Grad des Gegen-Null-Konvergierens eine Feststellung 
machen. Der Grenzbegriff liegt also bereits der Definition der un
endlich kleinen GroBe zugrunde. 

Sehr viel Schuld an der vielfach anzutreffenden Verwirrung tiber 
die Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung tragen noch haufig die 
von den Philosophen tiber diesen Gegenstand kommenden Erorterungen, 
trotzdem tibet ihn sehr klare und hinreichend einfache Publikationen 
vorliegen, die gerade flir diese Kreise bestimmt sind. Es sind da zu 
nennen: 

1. G. Hessenberg: Das Unendliche in der Mathematik. Abhand
lungen der Friesschen Schule Heft I, S.135-190; 1904. 

2. A. N. Whitehead: An Introduction to Mathematics (Williams 
and Norgate. London, 2. Aufl., ohne Jahreszahl). 

Den Mathematiklehrern seien noch empfohlen das bereits zitierte 
Pringsheimsche Buch tiber Funktionen- und Zahlenlehre, in welchem 
die Grundbegriffe der Analysis in groBer Ausflihrlichkeit und Breite 
behandelt werden!), und auBerdem: 

K. Kommerell: Der Begriff des Grenzwerts in der Elementar
mathematik. (Beiheft 6 zur Zeitschrift flir mathematischen und natur
wissenschaftlichen Unterricht. Leipzig: Teubner 1922.) 

Zum SchluB mogen noch einige Literaturangaben hier ihren Platz 
finden, welche sich auf das numerische und graphische Rechnen beziehen. 
Was das letztere anbetrifft, so hat besonders seit dem Erscheinen dieser 
Vorlesungen das auf S. 95ft. skizzierte Verfahren zur Aufl6sung von 

1) Doch sei hier auch auf die mehr grundsll.tzliche Fragen betreffende 
Kritik dieses Buches hingewiesen, welche H. Hahn in den GotHnger gelehrten 
Anzeigen, J ahrg. 181, 1919, S. 321 - 340 veroffentlicht hat. Dort wird die 
Pringsheimsche Tendenz der Arithmetisierung, nach welcher die geometrische An
schauung als Beweismittel aus der Analysis prinzipielI verbannt werden soIl, als 
unpll.dagogisch und logisch llicht gerechtfertigt zUriickgewiesen. "So wie es geo
metrische Evidenzell alogischer Natur gibt, die man dann als anschaulich be
zeichnet, so gibt es zweifelIos auch arithmetische Evidenzen alogischer Natur." 
"Ohne weitere Begriindung nun die geometrische Anschauung als Beweismittel 
auszuschlieBen, die arithmetische Anschauung aber zuzulassen, scheillt mir ein 
dogmatischer WiIIkiirakt." "Und dieses Forschungsmittel (gemeint ist die geo
metrische Anschauung) weiter zu stll.rken und zu verfeinern, nicht es durch 
Beiseitestellung immer mehr verkiimmern zu lassen, scheint mir, unbeschadet 
der unter allen Umstll.nden unerbittlich zu fordernden logischen Strenge alIer 
Beweisfiihrung, eine wichtige Aufgabe des mathematischen Unterrichts, in miind
lichen VorIesungen wie in Lehrbiichern." 
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Gleichungen weite Verbreitung gefunden. Man bezeichnet es als Nomo
graphie. Die erste umfassende Darsteilung dariiber wurde von dem 
franz6sischen Mathematiker d'Ocagne unter dem Titel "Traite de 
Nomographie" (Paris 1899, 2. Auf I. 1921) ver6ffentlicht. AuBer dem 
im Text schon erwahnten Enzyklopadieartikel von Mehmke kommen 
dann noch eine kurze Ubersicht Schillings (Leipzig 1900) und ein wieder
urn von Mehmke stammender und 1917 erschienener Leitfaden zum 
graphischen Rechnen in Betracht. SchlieBlich weise ich noch auf 
P. Luckeys "Einfiihrung in die Nomographie" hin, die zwei Bandchen 
der mathematisch-physikalischen Bibliothek (Teubner; 1918, 1920) aus
fiiilt. Luckey ist es zu danken, daB die nomographischen Methoden 
auch in den Schulen Eingang fanden und dort vielfach mehr betrieben 
wurden als an Universitaten. Das am meisten bekannte Beispiel eines 
Nomogramms ist der Rechenschieber, der bereits an sehr vielen h6heren 
Schulen in Gebrauch ist. Den auf S. 130 des Textes abgebildeten 
Apparat von Mehmke zur Aufl6sung von Gleichungen kann man als 
Beispiel eines raumlichen N omogramms ansehen. Uber numerisches 
Rechnen ist in allerletzter Zeit von C. Runge und H. Konig (Berlin: 
Julius Springer 1924) ein Werk erschienen. 

1m Zusammenhange hiermit diirften zwei historische Studien iiber 
Gauss von Interesse sein: 

1. A. Galle: Gauss als Zahlenrechner. Leipzig 1918. 
2. Ph. Miinnchen: Die Wechselwirkung zwischen Zahlenrechnen 

und Zahlentheorie bei Gauss. Leipzig 1918. 
Die erste Schrift ist als 4., die zweite als 6. Heft der von F. Klein und 
M. Brendel herausgegebenen "Materialien fiir eine wissenschaftliche 
Biographie von Gauss" erschienen (beide soilen in Bd. 11 von Gauss' 
Werken abgedruckt werden). (S.) 
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Bd. VII: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie und geometrische 
Grundlagen von Einsteins Relativitlltstheorie. Von Wilhelm 
Blaschke, Professor der Mathematik an der Universitat Hamburg. II. A ffi n e 
Di ff ere n ti a 1ge 0 met ri e. Bearbeitet von Kurt Rei d em eister, Professor 
der Mathematik an der Universitat Wien. E r s t e und z wei te Auflage. Mit 
40 Textfiguren. (2685.) 1923. 8.50 Goldmark; gebunden 10 Goldmark 

Bd. VIII: Vorlesungen fiber Topologie. Von B. v. Kerekiart6. 1. F Iii. c hen
topologie. Mit 60 Textfiguren. (277 S.) 1923. 

11.50 Goldmark; gebunden 13 Goldmark 
Bd. IX: Einleitung in die Mengenlehre. Eine elementare Einfiihrung in das 

Reich des UnendlichgroBen. Von Adolf Fraenkel, a. o. Professor an der Universitat 
Marburg. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 13 Textfiguren. (2595.) 1923. 

10.80 Goldmark 
Bd. X: Der Ricci-Kalkiil. Eine Einfiihrung in die neueren Methoden und 
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7 Textfiguren. (321 S.) 1924. 15 Goldmark; gebunden 16.20 Goldmark 
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16.50 Goldmatk; gebunden 17.70 Goldmark 

Bd. XII: Methoden der mathematischen Physik. Erster Band. Von 
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Bd. XV: Elementarmathematik vom hOheren Standpunkte aus. 
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Zusatzen versehen von Fr. Seyfarth. Mit i57 Abbildungen. (313 5.) 
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Bd. XVI: Elementarmathematik vom hOheren Standpunkte aus. 
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Bd. XVII: Analytische Dynamik der Punkte und starren Kiirper. Mit einer 
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1925. 18 Goldmark; gebunden 19.50 Goldmark 
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1925. 15 Goldmark; gebunden 16.50 Goldmark 
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