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ARITHMETIK UND ALGEBRA.

NACHTRAGE ZU BAND I—IIL



NACHLASS.

[ZWEI NOTIZEN UBER DIE AUFLOSUNG DER CONGRUENZ
zx+yy+zz=0 (mod. p).]

1]
Jede Zerlegung einer durch die Primzahl p theilbaren Zahl in vier Qua-
drate = aa+-bb-+cc-+dd entspricht einer Auflosung der Congruenz

xx—+yy-+z22=0 (mod. p).

Zusammen giebt es pp solcher Auflosungen. Die Eine # =0, y = 0, 2 = 0
davon weggenommen, zerfallen die iibrigen pp—1 in p+41 Classen, wenn
man x=E§, y=1, 2=0 mit ®« =kE, y=+4kn, 2=4%C zu Einer Classe
zéhlt. '
Es sind n@mlich proportional
x| aat-bb | —ad—bc bd—ac
Yy | ac+bd ab—cd aa—+dd
z | ad—bc aa--cc | —ab—cd

(2.]
Alle Auflsungen der Congruenz
14+exx+yy =0 (mod. p)

zu finden.
1 *



4 NACHLASS.

Es sind zugleich die Auflosungen der Congruenz
1+ @+igpT'=0 fir p=3 (mod. 4).
Aus einem Werthe #+iy folgen alle, indem man fiir » alle Werthe

0,1, 2, 3, ..., p—1 substituirt, vermoge der Formel [*)]

(w_‘_?:y)(uu—l{—%u) oder (m+iy)(u+'i)'

wu-41 u—1

Fir p =1 (mod. 4) = aa-bb enthdlt die Formel %“"_’: alle Werthe

u
. o . a b . .
von @-+-ty, wo nur fiir « die Werthe ; und _ auszuschliessen sind.

[*) Neben dieser Entwickelung stehen im Manuscript die Formeln:)

1—xx =Yy, r=1—uy, 2% —UUY =Y
1— un 2%
—_— =, ———~=y’
14 uu 14+ uu

% — 14270

[welche die Rolle des Zusatzfactors kd erldutern.)
w1




[NOTIZEN UBER CUBISCHE UND BIQUADRATISCHE RESTE.]

(1]

Observatio venustissima inductione facta.

2 est Residuum vel non residuum cubicum numeri primi p formae 371,
prout p repraesentabilis est per formam

zx-+27yy vel 4dax-t+2zy-+Tyy.

3 est Residuum vel non residuum, prout p repraesentabilis est per

zx+243yy aut 4dawt2xy-4-61yy
vel 7Twx+6xy-436yy aut 9ax+ 6xy-+28yy.

5 est Residuum . tat
es . si p repraesentatur
Nonresiduum p rep

(1,0, 675), (25,0,27), (13,1, 52), (4,1, 169)

€Y
P (7,2, 97), (9,3, 76), (19, 3, 36), (25, 5, 28), (25, 10, 31), (27, 9, 28).

(2]
Criterium, per quod diiudicatur, utrum numerus = sit residuum cubicum
numeri primi p formae 3n--1.
Fiat
4p = aa-+27bb
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NACHLASS.
m R P m N p
2, si b par b impar
3 b divis. per 3
. . . at+by-27 . o
primus alius, si PR W Res. cub. ipsius m
6, si aut 2b aut a-4+b aut a—>b per 12 divis.
10, si aut 2b aut 24 aut a£3b aut a =9b per 20 divis.
20, a-+5b, a—5b per 12
15 b, 3a-+-5b, ath, at2b per 15
20 2b, 2a, atb, at7b per 20
45 b, 3a-5b, at 4b, at7b per 15
14 2b, 2a, at5b, at 11b per 28
28 20, 2a, at3b, at9b per 28.

Criterium, per quod diiudicari potest, utrum numerus m sit residuum biqua-
draticum numeri primi p formae 4n--1.
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m R p, si

—1
+2
+3
— 3
+5
— 5
46
— 6
+7

si
si
si
si
si

si

p =aa-+4bd

b par T4 sib par

b per 4 divisib. — 4 generaliter
b aut a-+3b per 6

b per 3

b per 5

b aut a-+5b per 10

b, 2a-+3b, atb per 12

b, 2a-+3b, a=X5b per 12

2a-+17b, b, at5b per 14
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NOTIZEN UBER CUBISCHE UND BIQUADRATISCHE RESTE.

10) m=—17
11) m =410
12) m= —10
13) m =411
14) m= —11

a,
si 2a-5b,
2a-+50b,
2a4+11b,
b,

b per 7
b, aX7b per 20
b, aX3b per 20

b, 2a£3b, aXb per 22
at 4b per 11.

(3.]

Die cubischen Reste.

p eine Primzahl der Form 3m--1

4p =

aa-270bb,

g eine andere Primzahl der Form 3z +1

1

(a—l—-3b\/j3)

Nun' gibt es drei Fille

B=0 (mod. ¢).
B=A (modg).

= —A (mod. ¢).

Erstes Beispiel.

1
8 =4+ BYV-3.

-1

RS

|

Dann ist ¢ ® =1 (mod. p)
-1

Dann ist ¢ * = —4 — 4 (mod. p)
- ,

Damnn ist ¢ ° = — 4+ 44 (mod. p)

p=13, ¢q¢=5

a =235,

b=1

(5+3V—382=—2430Y—3, B=0 mod 5 also Casus I

Zweites Beispiel.

5% =

625 = 1.

p =19, qg=>5

a=1, b=1
(T4+3V—3)* = 22+ 42\ —3, = — A also Casus III
5°=17 mod. 19, 42 = —3-+7 mod. 19.



8 NACHLASS.
Drittes Beispiel. p=1, ¢qg=5
a=1, b=1
(14+3V—382=—264+6Y—3, B=-1+4 mod 5 Casus II

5?=4, 24=—3—1 mod. 7.
Viertes Beispiel. p=13, g¢g=11
(64+3V—3)f = —2696—120Y—3, A=—1, B=120=—1
11*=3, 1843 = —5 mod. 13 Casus IL

Die biquadratischen Reste.
p eine Primzahl von der Form 4n--1
p= Iaa—}— 4b0,

g eine Primzahl der Form 4z *1

1

=t
(@+28V—1)* = A+ BYV—1.
Nun gibt es vier Fille

I B= 0 (modg), (£¢)* = 1 (mod.p)
-1
IL. 4= o (g * =—1
p—-1
_— R a
III. A= B (i q)pil = —-_é_b.
J— 3 a
Erstes Beispiel. p=13, ¢q=25
a=3, b=1
(34+2V—1!=342Y—1, A= —B Casus IV
. __ 3
53:825—3'
Zweites Beispiel. p=13, ¢=1717
(3+2V—=1?=s5+12V—1, A= —B Casus IV
(—7)3585%-



NOTIZEN UBER CUBISCHE UND BIQUADRATISCHE RESTE.

Drittes Beispiel. p=13, g¢g=11
(B+2V—1?% = —9446V—1,

3 __ o __ 3

= —B Casus IV

Viertes Beispiel. p=11, ¢=11
(14+4aV—1?% = —47—52V—1, —47 =4, +52=20B
A =B Casus III

(—1)yi=4=—4
[4.]
Es sei p eine Primzahl, n eine Primzahl = 3m-+1, R Wurzel der Glei-

chung v¥* —1 =0, » Wurzel der Gleichung " —1 =0, g Radix primitiva fiir
mod. n.

7+ R4+ R0+ R¥9 ... - RV 209" "

PP = pn(M+-NV—27),
wo
M =1 (mod. 3),

= P,

0= M+3N(g"—g*") (mod. n)

3k= M-+|2
a = §n+1+M)
b—c = N.

PPP = PP | RyPPI ... = P(RP2)

1 0
{en(M4 NV=2T)} PV = — 444 V=3 (mod. p) ind. p =1 (mod. 3)
—4+—3V=3 2
an = (M+NV—27)(M— NV—27)
31—Jl_[v“ = g2m_gm, __1 = gzm+gm
1 1
— Ny—a7 ¥ pp—1) o
%I%} = —4+4V=3 (mod. p) | p*"V=—4—igy (mod.n)
——4V=3 — 4+t
VIII.
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P' = PR™?
+M+3NR—R) = §(M+3N)+3NR

-

4+(M+3N) impar 3N par

9t (i—1) —= _,3.4_4[3—1% (mod. n) impar impar
—3— %31”1\? par impar.
Fiir den cubischen Rest 3.
pP=ma—1)+{m+(@—1)>*+bb4cclp
+{(@—1)b+ betaclp’
+{@a—1)ct+ab+belp”
= A+ Bp+ Cp+Dyp".
Nun ist

aa--bb+cc = ab+ac+bc+ta

—

~— ~—

2) at+btc=m

3) 3k—2=M

4) 4a =kk+3NN

5) 4n= (3k—2)’4-27NN
6) 4m = 3kk—4k+9NN.

Hieraus folgt

4(mm—a) = —2k°+kk— NN (mod. 3)
= kk+k—NN  (mod. 3)
4a—4m— NN (mod. 3).



NOTIZEN UBER CUBISCHE UND BIQUADRATISCHE RESTE. 11

Also
=—NN+1=—(b—c}’+1
C=—NN+b—c=—0b—c*+b—c
D=—-NN—(b—c)=—0b—c—(b—c

b—c=0 B=1 C=0o0 D=o
1 0 0 1
2 0 1 0.

Ist also 3 Res. n, so ist IV durch 3 theilbar.

BEMERKUNGEN ZU DEN VORSTEHENDEN NOTIZEN UBER CUBISCHE UND
BIQUADRATISCHE RESTE.

Die Notiz [1] ist von GAUss auf das Vorsatzblatt des Einbandes seines Handexemplars der Disquisitiones
arithmeticae geschrieben. Die Angaben unter [2] finden sich in einem mit der Uberschrift »Uraniae sacrume
versehenen Hefte, und ebenda folgen zwei Seiten spiter die beiden allgemeinen Sitze [3]. Die Entwicklungen
unter [4] sind einigen losen Zetteln entnommen,

Gauss giebt zu Beginn seiner Commentatio prima iber die Theorie der biquadratischen Reste an,
dass er mit dem Jahre 1805 begonnen habe, die Theorie der cubischen und biquadratischen Reste zu durch-
forschen. Die hier unter [2] und [3] gegebenen Entwicklungen folgen in dem genannten Hefte unmittelbar
auf Notizen, welche das Datum 1804 tragen. Die »Observatio venustissima« [1], welche weniger weit greifend
ist, als die »Criterien« [2] und (8], kann zeitlich nicht wohl spéter liegen als letstere. Man wird es demnach
hier mit den #ltesten Gauss'schen Untersuchungen und damit iiberhaupt mit den #ltesten Urkunden iiber
die hoheren Reciprocititsgesetze zu thun haben.

‘Wie die Observatio so sind vermuthlich auch die Criterien Inductionsresultate. Eg ist aber sehr bemer-
kenswerth, dass schon hier bei den Criterien die Zerlegung der quadratischen Form aa - 27bb in ihre beiden
complexen Factoren und damit der Zahl p in ihre beiden complexen Primtheiler auftritt. Es war bereits
hiermit die Bahn gewonnen, auf welcher GauUss spiterhin wenigstens das biquadratische Reciprocititsgesetz
in seine einfachste Gestalt kleidete. Bei gewissen Beweisansitzen des allgemeinen cubischen Reciprocitiits-
satzes (siehe die gleich folgenden Notizen), welche jedenfalls vor 1809 liegen, ist {ibrigens GAUSS wenigstens
am Beginn allein vom Gebrauch rationaler Zahlen ausgegangen.

Die zu Anfang von [2] unter 3) gemachte Angabe lisst sich als Specialfall aus dem ersten allgemeinen
Satze unter [3] entnehmen. Letaterer liefert direct den Reciprocitéitssatz in der allgemeinsten und einfachsten

Gestalt, falls p = sm--1 und ¢ = 3m —1 ist. Der cubische Charakter des Primtheiler @, = “—'*.%__ V=3
in Bezug auf ¢ ist némlich durch

[ﬂ—g‘—] = (A—BV—3)11 (mod. g¢)
2>X<
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angegeben, ein Augdruck, der entweder mit 1, p oder p? mod. ¢ congruent ist, unter p die Einheitswurzel
—14iVs
T2

der Congruenz 27! =1 (mod. g) die (¢— 1) von 0 verschiedenen rationalen ganzen Reste mod. g sind,

verstanden. Da nun im Gebiete der aus p zu bildenden ganzen complexen Zahlen die Lésungen

g0 kommt die von GAUss vermoge der Congruenzen B= 0, B= 4, B= — A4 (mod. g) vollzogene Drei-
theilung darauf hinaus, dass der cubische Charakter r—g—] gleich 1 bez. p, p? ist. Im anderen Falle ¢ = 3n -1

ist hier der einfachste Ausdruck des Reciprocititssatzes deshalb noch nicht erreicht, weil die Zerlegung von
g in seine Primtheiler noch nicht vollzogen ist. Die Beziechung des Gauss’schen Theorems zum Reciprocitéits-
gesetze ist die folgende:

Sind die Zerlegungen der rationalen Primzahlen p, q in ihre priméren Primfactoren gegeben durch:

P = .7, q = % .%, W, = 2m, = a+3bV -3,

go hat man zu setzen:

L =g (mod. 8), [ﬂ-{] = [1;],

% %
/! !

IL ¢ = g} 1 (mod. 3), F—‘] = [E],
%y %y

! I
OL ¢ =e¢—1(mod. 3), [E] = Pe[fz],

wobei in den drei letzten Gleichungen offenbar auch m, an Stelle von wj treten kann. Liegt nimlich z.B.
der Fall II vor, so folgt durch Addition und Subtraction obiger Congruenzen in Bezug auf den Modul x;:
24 =201 4p) = ——psz“l, 2B = —p€3_1 (mod. %),

go dass (A — B) durch %, und als rationale Zahl demnach auch durch ¢ theilbar ist. Man hat also wirk-
lich B = A4 (mod. g). Das Reciprocititsgesetz liefert nun:

e = BB =R
k=GR -ER

go dags man fiir den Fall II weiter gewinnt:

-1
Soll aber die rationale Zahl q 3 —|—%+»}—3% = 0 mod. m, sein, so ist sie auch durch =, und also durch p

theilbar, Hiermit ist die unter II von GAUSS angegebene Congruenz in Bezug auf den Modul p gewonnen.
Ebenso erledigen sich die Félle I und IIT,
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Die Umkehrung der vorstehenden Entwicklung lehrt, dass man aus den GAUsS'schen Angaben im
Falle ¢ = 3n+ 1 zundchst auf die Proportion:

[l = Bl

schliessen kann, Unter nochmaliger Benutzung des in dieser Proportion ausgesprochenen Gesetzes findet man:

A I B

| E_@_Eﬂg und also E_:—]_Eif_]z.

Da hieraus [;——] = [1—:-2] hervorgeht, so ist auch fir ¢ = 3n + 1 in GAUSS’ Angaben das allgemeine Reci-
2 1

procititsgesetz in seiner einfachsten Form implicite enthalten.

Unter [4] sind diejenigen Aufzeichnungen gesammelt, durch welche GAUss seine cubischen Recipro-
cititstheoreme bewiesen hat. Da diese Aufzeichnungen mehreren losen Zetteln ohne Datumangabe entnom-
men sind, so ldsst sich die Entstehungszeit der fraglichen Beweise nicht mit Sicherheit angeben. Eg ist
aber wahrscheinlich, dass die Entwicklungen alsbald nach Gewinnung der »Observatio« und der »Criterien«
durchgefiihrt sind; sie schliessen sich néimlich im Gedankengang sehr eng an die ersten Angaben unter [2]
und ibrigens an den Art. 358 der Disquisitiones arithmeticae an, und andrerseits ist GaUss zufolge seiner
eigenen Aussage *) jedenfalls vor Mitte des Jahres 1808 im Besitze des sechsten Beweises des quadratischen
Reciprocititsgesetzes gewesen, welcher mit den hier gemeinten Beweisen am nichsten verwandt ist.

Dem Gavuss’schen Beweise des cubischen Reciprocititssatzes liegt die Kreistheilung zu Grunde. Die
einzelnen Formeln unter [4] konnen entweder unmittelbar aus Art. 358 der Disquisitiones arithmeticae ent-
nommen werden, oder sie lassen sich doch mit sehr geringer Mithe aus den dortigen Entwicklungen ableiten.
Die Congruenz:

PPP = rpp+RrPP9+ = P(Rind'p

bezieht sich auf den Modul p und entspringt aus dem Umstande, dass alle von 1 verschiedenen Polynomial-
coefficienten der Potenz pp durch p theilbar sind. Die Fallunterscheidung

Hop-1) S
{5”—"%\/—— ‘i’} =1, —4+3V=3,  —i—1V=5  (mod p)
M+ — 27

correspondirt sowohl fiir p = 3m —1 wie p = 3m--1 genau der oben unter I, Il und III getroffenen

Unterscheidung B = 0 (mod. g), etc. Die Zuordnung jener drei Congruenzen zu den folgenden
T S v )

wie sie in [4] entwickelt wird, enthdlt demnach bereits einen vollstindigen Beweis der GAUSS'schen Angaben

und damit implicite des allgemeinen cubischen Reciprocititssatzes.

Die weiteren Ausfithrungen unter [4] betreffen die Criterien iiber die cubischen Reste 2 und 3.
Wegen des cubischen Restes 3 bemerke man nur, dass (unter Benutzung der in [4] gebrauchten Bezeichnung)
p® = p, p' oder P’ (mod. 3) zutrifft, je nachdem ind. 3 = 0, 1 oder 2 (mod. 3) stattfindet. Die Bedingung
N = 0 (mod. 3), damit 3 cubischer Rest von # ist, ergiebt sich daraufhin unmittelbar aus den Schlussan-
gaben von [4]. ’

*) Siehe den Art. 33 der am 24. August 1808 der Gottinger Societéit vorgelegten Abhandlung »Sum-
matio quarumdam serierum singulariume.
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Die Observatio kann aus den Criterien leicht abgeleitet werden. Z. B. war fiir den cubischen Rest 3
soeben die Bedingung IV = 0 (mod. 3) gewonnen und unter [2] ebenso angegeben. Sind nun 3 und N
gerade, so setze man:

M = 2z, N = ¢y,
go dags aus 4 = M3+ 27N? die Darstellbarkeit von # in der quadratischen Form der Determinante — 248:
n = x4 24392
vermoge ganzzahliger x, y entspringt. Umgekehrt folgt bei der Moglichkeit einer solchen Darstellung von %
die Giiltigkeit der Congruenz N= 0 (mod. 3). Sind M und NN ungerade, so setze man unter richtiger Aus-

wahl des Vorzeichens:

_N
= 4%, +?=y,

w[z

M+
woraus man die Darstellung gewinnt:
n = 42+ 22y + 61y%.

Aus dieser Formel wiirde umgekehrt folgen IV = 0 (mod. 3), so dass 3 stets und nur dann cubischer Rest
von n ist, wenn n durch eine der Formen (1, 0, 243), (4, 1, 61), darstellbar ist.

Durch Herrn R. DEDEKIND, dem ich mehrere fiir mich sehr forderliche Unterhaltungen tber die in
Rede stehenden Gegenstinde verdanke, bin ich darauf aufmerksam gemacht, dass fiir den Fall des cubischen
Nichtrestes 3 von # GAUss’ Angaben nicht ganz vollstindig sind. Es giebt insgesammt neun Classen ur-
springlicher Formen erster Art der Determinante D = —243, deren reducirte Formen die folgenden sind:

(1,0, 243), (4, +1,61), (18, £ 2,19), (1, +3, 36), (9, 3, 28).

Es fehlen in [1] die Formen (13, +2,19). Das Theorem muss demnach so lauten, dass 3 stets und nur
dann cubischer Nichtrest von # ist, wenn # eine Darstellung in einer der Formen gestattet:
13ax+42y-+19yy,
n = 1284 6xYy-+36YyyY,
n = 9xx-+ 6xy-28yy.

Diese Darstellungen erreicht man immer unter richtiger Fixirung des Vorzeichens durch folgende Trans-

n

formationen :
I. Wenn M = N =1 (mod. 2), M+ 1N = o0 (mod. 12),
M=sztry, —*N=z-y
II. Wenn M = N = 1 (mod. 2), M+ 1N = ¢ (mod. 12),
M = z+ 6y, FN = u
III. Wenn M = N = ¢ (mod. 2), M+ N =0 (mod. 3),
M = sx+2y, FN = 29.

Die iiber die Zahl 5 unter 1 gemachten Angaben folgen in #hnlicher Weise aus dem Resteriterium
MN = 0 (mod. 5).
Ubrigens sei noch bemerkt, dass sich im Original der Notiz [1] eine bis 223 fortgesetzte Tabelle der-
jenigen Primzahlen p = sn--1 findet, von denen die Zahlen 2, 3,5, 7 cubische Reste sind.
FRICKE.




ZUR THEORIE DER CUBISCHEN RESTE.

[1.]

p = mm-3nn eine Primzahl.

Man setze fiir irgend eine ganze durch p nicht theilbare Zahl 2

e E-n [

Hieraus wird, wie man leicht sieht,

2ma Brn—m)x (—38n—m)x

5 et — B+ 1

die Summe aus drei echten Briichen, und muss daher exclusive zwischen den
Grenzen 0 und 3 liegen; da aber offenbar dieselbe Summe = —a—f—7, also
eine ganze Zahl ist, so kann sie keinen andern Werth als -1 und 42 haben.
Es ist also entweder

a+B+y=—1 oder a4fB+4+7=—2.

Hieraus folgt ferner, dass die Grossen a, B, y nicht alle drei unter einander
nach dem Modulus 3 congruent sein konnen; unter den Differenzen a —@, § —7,
Y—a wird also wenigstens Eine (und eben deswegen wenigstens noch eine,
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weil die Summe von allen = 0) sein, die nicht = 0 ist. Ebenso wenig aber
konnen die Grossen a, 8, y alle unter einander incongruent sein, weil sie sonst,
gleichviel in welcher Ordnung, den Zahlen 0, 1, 2 congruent sein und also
ihre Summe durch 3 theilbar sein miisste; es wird folglich unter den Diffe-
renzen o—f3, B—y, y—a gewiss Eine, aber auch nur Eine sein, die = 0 ist.
Es gibt mithin drei Fille, die einander ausschliessen:

I.  Wemn § =4y (mod. 3)
II. Wenn y=a (mod. 3)
III. Wenn a =§ (mod. 3).

Welcher dieser drei Félle statthat, héngt von 2 ab; wir werden daher
nach Maassgabe dieser drei Fille simmtliche durch p nicht theilbare Zahlen
in drei Classen theilen, in die erste namlich diejenigen setzen, wo der erste;
in die zweite die, wo der zweite; in die dritte die, wo der dritte Fall statt-
findet.

Erstes Theorem: Alle nach dem Modulus p congruente Zahlen gehdren
in Einerlei Classe.

Zweites Theorem: Gleiche, aber mit entgegengesetzten Zeichen afficirte
Zahlen gehoren in Eine Classe.

Hieraus ist klar, dass man bloss die Zahlen 1, 2, 3, ..., +(p—1) zu classi-
ficiren braucht, um sofort alle iibrigen classificiren zu konnen.

Drittes Theorem: Die Zahlen (3n— m)a, 2ma gehdren in zwei auf ein-
ander folgende Classen.

. om —
Viertes Theorem: Also wenn gmm =1{, also

14+f+/f=0 (mod p), 1=/* (mod. p),

so gehdren @ und die Reste von fa, ff@ in drei in umgekehrter Ordnung auf
einander folgende Classen.



ZUR THEORIE DER CUBISCHEN RESTE.

Beispiele der Abtheilungen.

p=7T=4+3, 4, 1,—5
L 3. 4.
II. 2. 5.
III. 1. .

p=13 =1+}12, 2, 5, —7

L 3. 6. 7. 10.
II. 4. 5. 8. 9.
IIr. 1. 2. 11. 12,

p=19 =16+43, 8, —1, —17
L 1. 2. 9.10. 17. 18.
IL. 3. 4. 8. 11. 15. 16.
IIL. 5. 6. 7. 12. 13. 14.

p = 31=4-+427, 4, 7, —11

I 5. 9.10. 11. 15. 16. 20. 21. 22. 26.
I 6. 7.12. 13. 14. 17. 18. 19. 24. 25.
III. 1. 2. 3. 4. 8. 23. 27. 28. 29. 30.

p =37 = 25412, 10, 1, —11

L 7. 8. 9, 10. 17. 18. 19. 20. 27. 28. 29. 30.

II. 4. 5. 6. 11. 15. 16. 21. 22. 26. 31. 32. 33.

III. 1. 2. 8. 12. 13. 14. 23. 24. 25. 34. 35. 36.

p=43=16+27', 8, 5, —13
L. 7. 8. 14. 15. 16. 20. 21. 22. 23. 27. 28. 29. 35. 36.
II. 6. 11. 12. 13. 17. 18. 19. 24. 25. 26. 30. 31. 32. 37.
TIT. 1. 2. 3. 4. 5. 9. 10. 33. 34. 38. 39. 40. 41. 49.
7, 2—p 18, 3—p
1 —pp l P 1 I—p —pp
—1 PP —p 1—pp P pP—epp
—1 —1-4p PP
—1-+4pp —p —ptepp

VIII.

3

17
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Schema
fiir 43.

(2.]
1. Jede ganze Function = a2 (mod. 1+a 4 2x).
2. Zusammengesetzte und Primfunctionen nach dem Modulus (12 -+ ).
3. P=Q (mod. 1+a+2, R),
wenn P— Q in die Summe zweier Vielfachen von 142422 und R zerlegbar.

4. Wenn R = R (mod. 1+2-+ax), so gelten alle Congruenzen fir Mo-
dulus 1+a-+ 22, R auch fir Modulus 1-+a - a2, R

5. Ist dann R = a4 Ba, so muss der kleinste Rest von (P—Q)(a-[z2)
mod. (1+x-+ax) durch (aa—af+3B) theilbar sein.

6. Regel fiir Prim- und zusammengesetzte Functionen.

7. Es gibt in allem aa—aB+4@f incongruente Functionen mod. (1+a+2w,
a-+(Ba), die den Zahlen 1, 2, ..., aa— a3+ 3B congruent sind.

8. Gemeinschaftliche Theiler mod. (1424 z®).

9. Numerus aa— aB-- BB Determinans functionum, quae sunt = a+ B
(mod. 142+ @a). ’
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10. Wenn £ eine Primfunction mod. (144 a#) und ihr Determinant
= D, so ist allgemein

tP=¢ (mod. 142+ 2w, &).

11. Quadratische, cubische Reste Modulus . .
12. Ist P cubischer Rest von & so ist:

P¥P-Y =1 (mod. 1+a+a, ).

BEMERKUNGEN UBER DIE ENTWICKELUNGEN »ZUR THEORIE DER CUBISCHEN RESTE«.

GAvUss hat hier den Versuch gemacht, seinen dritten Beweis des quadratischen Reciprocitéitsgesetzes
auf die cubischen Reste zu iibertragen. Der erste Ansatz bezieht sich allein auf das Gebiet der rationalen
ganzen Zahlen und benutzt folgenden Grundgedanken:

Ist die Primzahl p = 1 (mod. 3), so hat die Congruenz 2® =1 (mod. p) drei verschiedene Wurzeln,
unter denen eine von 1 verschiedene f heisse. In dem System aller » —1 modulo p incongruenten und
gegen p primen ganzen Zahlen bilden dann die drei Zahlen 1, f, f* gegeniiber Multiplication eine Gruppe

—1 . . . . . .
des Index lo-g—, fiir welche wir auf irgend eine der mannigfachen moglichen Arten ein Repréigentantensystem

S, bestehend aus den Zahlen «, o, ..., @

p—1, ausgewidhlt denken, Bei diesen Zahlen ist charakteristisch,
3

dass die Congruenz o, = f +1 o (mod. p) fir keine zwei Indices %, & bestehen kann, Definirt man ibrigens

die Systeme S’ und S§” zu je p—t Zahlen B, y durch
Y J 3 Y

B, =T, 1, = %a, (mod. p),

so erschopfen die (p —1) Zahlen «, B, y gerade das gesammte Restsystem 1, 2, ..., p —1 (mod. p).
Ist @ eine beliebige durch p nicht theilbare Zahl, so ist
=1

a® =7 = {%] (mod. p)

der »cubische Charakter« von a in Bezug auf p, und es ist hierbei A = 0, 1 oder 2.

Producte

@y, Aoy, ... Gayy. Diese Zahlen bilden offenbar wieder ein Repriisentantensystem, da aus der Congruenz

Um einen Satz iiber diesen cubischen Charakter zu gewinnen, bilde man die ? ;:1
+1 8 +
aa, = f* aa, sofort o, = f*! o, (mod. p) folgen wiirde. Gehoren nun p unter den Zahlen a«; dem System
S, v dem System S” an, so ist offenbar ihr Product mod. p mit f*+% . ¢ a,... a,—; congruent; man ge-
. . 3
winnt also als Ergebniss:
a =1

[5] =a® =t" mod p),

welches das genaue Analogon zu dem bekannten Lemma ist, das GAUSS seinem dritten Beweise des qua-
dratischen Reciprocititsgesetzes zu Grunde legte.

3>1(<
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Gavuss’ eigene Auseinandersetzungen beziehen sich auf eine specielle Eintheilung der (p —1) Reste
mod. p in drei Classen S, §’, §8”, wobei die Darstellung von p in der Form (mm - 3nn) benutzt wird.
Vermuthlich haben aber die mit dieser Bestimmung der Zahl f verbundenen Umstéiindlichkeiten GAuss davon
abgehalten, auf dem hier betretenen Wege weiterzugehen. In der That wird an dieser Stelle die Noth-
wendigkeit der Erweiterung des Zahlgebietes auf die complexen ganzen Zahlen (a--bp), wo alsdann an
—144V3

2

Stelle von f die Einheitswurzel p = selbst tritt, ganz besonders iiberzeugend.

Die fraglichen Untersuchungen sind jedenfalls in der Zeit vor 1809 ausgefihrt und haben sich wahr-
scheinlich unmittelbar an die genannten Entwicklungen iiber quadratische Reste angeschlossen, welche im
Januar 1808 der Gott. Gesellsch. d. Wiss. vorgelegt sind. Nach Notizen in einem von Gauss seit Ende Mirz
1796 wihrend einer lingeren Reihe von Jahren iiber seine Untersuchungen gefithrten Tagebuche*) ist der-
selbe Mitte Februar 1807 ausfiihrlicher an die Theorie der cubischen und biquadratischen Reste heran-
gegangen. Andererseits aber hat sich auch der Ersatz von f durch p wahrscheinlich unmittelbar daran
angeschlossen, wie aus der Urschrift der hier vorstehend mitgetheilten Notizen hervorgeht. Man darf
demnach annehmen, dags GAUSS bereits um die bezeichnete Zeit (1808) den so folgenreichen Schritt der
Einfiihrung der ganzen complexen Zahlen definitiv vollzogen hat.

Gauss hat auch fiir die complexen Primzahlen 2—p und 3—p die drei Classen S, &', S” aufgestellt
(die oben reproducirt sind) sowie gleichfalls noch fiir den Primtheiler 3—2p von 19. Besonders interessant
ist, dass GauUss diese Ueberlegungen (wie entsprechend auch bei den biquadratischen Resten) in geometrische
Gestalt kleidete. Die ganzen complexen Zahlen a--bp liefern Punkte der Ebene, welche ein rhombisches
Punktgitter darstellen. Die Gitterpunkte eines einzelnen Systems S lassen sich dabei in einen Bereich ein-
grenzen, welcher (im neueren Sinne gesprochen) als Discontinuitéitsbereich einer unendlichen Gruppe linearer
Substitutionen aufgefasst werden kann. GAUSS hat fiir verschiedene Fille Zeichnungen angefertigt; die fiir
die Primzahl 6—p ist oben mitgetheilt. Es wiirde sich hier um die Gruppe handeln:

W = p'u+(a+bp),
wo # eine complexe Variabele bedeutet, v = 1, 2, 3 zu setzen ist und a-bp alle der Congruenz
a-+bp=0 (mod.6—p)
geniigende ganze Zahlen zu durchlaufen hat. Die in der Gauss’schen Figur angegebenen Bereiche beziehen
gich auf die durch Zusatz der Substitution %’ = +u erweiterte Gruppe, Die Willkiir in der Auswahl des
Reprigentantensystems S lauft jetzt auf die Willkiir in der Auswahl der Bereichgrenzen hinaus. Welche
Absicht GAUSs mit der von ihm gewshlten Gestalt dieser Grenzen befolgt hat, ist leider nicht angegeben.

Die am Schlusse der obigen Notizen unter [2] zusammengestellten zwolf Thesen folgen in der
Urschrift direct auf die Betrachtungen der Zahlen «-+0bp. Das System aller ganzen complexen Zahlen
@+ bp erscheint hier eindeutig ersetzt durch das mod. (1 4+ + xx) reducirte System aller ganzen Functionen
von & mit ganzen rationalen Coefficienten. FrICKE.

*) Uber dieses:hochst werthvolle Tagebuch sollen in Bd. 9 der ges. Werke nidhere Angaben gemacht
werden.




[FRAGMENTE ZUR THEORIE DER AUS EINER CUBIKWURZEL
7U BILDENDEN GANZEN ALGEBRAISCHEN ZAHLEN.]

(1]
Es sei
atbvtew =t V*=n,
so setzen wir
&+ nb®+nnc®—3nabe = ot,
(bb—ac)v+ (ncc—ab)v 4 (aa—nbc) = Ft.

Theorem I.

tFt = ot,

kt = Kot
PEL ¥ wenn k£ eine Zahl
Fkt =kk Ft

otu = @t.ou, Ftu= Ft.Fu,
¢(F1) = (97" F(Ft) = (pt)t.

Wenn die Coefficienten in ¢ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben,
hingegen die in F¢ den gemeinschaftlichen Theiler & und F'¢ = kt gesetzt
wird, so ist

F(Ft) = kkFt = tot
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also nothwendig ¢t durch k% theilbar und die Coefficienten in F¢' durch
¢ theilbar.

Es sei & der grosste gemeinschaftliche Theiler der Coefficienten in F'¢
und Ft = ku. Es sei I der grosste gemeinschaftliche Theiler der Coefficienten
in Fu, so ist

Fu = lt,
ot = kkl, ou=~FkIl, tu=FkL

Ferner werden die Coefficienten von vv in ¢, u respective Primzahlen sein
zu k, 1. Man setze au = v (mod. /), wo man o so annehmen kann, dass der
Coefficient von vv in v gleich 1 wird und der Zahlwerth von v <4l Als-
dann ist

tv=atu=o0akl=0 (mod.);
man macht also

T="1
wo
r___ kkcp’v
Pt =7
wird und der Zahlwerth # < 4¢.
3
t=1, ¢t =1
! ’ ’ A S rFt, r
t'=’v, (Pt:——‘A, lzm’ ':am-v—- (mOd.l),
"no___ t”lJ' "o ” r A"
=7, =4 I'=pgymy
" —_ L’U" I —_ mn n —_ A/”
"= Vi et = A" "= (Div. Ft")??
etc.
(2]
a®+nb*+nnc®—3nabec = D,
n =,

a-tbvtcvwv = A,
bb—ac=A, C—wWA=(a—vbA, CC—nAB =aD,
ncc—ab =B, vA—B=(b—vc)A, nAA—BC=10bD,
aa—nbc = C, vB—C = (wc—a)l, BB—AC = ¢D.
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D=AWA+vB+C)=aC+nbA-+ncB,
aA+bB+cC=0=aB+ncA+bC.
nd*—B* — (bA—cB)D = (*—nc®) D,
nB*— C* = (ncB—aC) (nnc*—a®) D,

C*—nnd® = (aC—nbA) (@® —nb®) D.

A®— 3aA* + 3CA —D =0,
A% — 3vbA* +-3vwWwAA—D =0,
A® —3vyvcA* - 3vBA — D = 0.

B0 3yt 22 fa(ad—bB)+vb(bB—cC)+ve(cC—ad)}-

D
D

l

3]

Wenn eine Zahl A oder ein Vielfaches derselben in del_‘ Form
2 +ny*+nn —3nayz

enthalten ist, so ist » ein cubischer Rest von 4 und der Werth des Ausdrucks

Vn (mod. 4) = z:z—_n% = %wyxy_—nnyaiz = Zz;::zy
[4.]
n = 2, D =
a b ¢ A B C
—1 1 0 1 1
1 —2 1 3
1 3 - —3 12 15 19
—7 —2 6 46 58 73
19 —5 —8 177 223 281
— 35 24 3 681 858 1081
41 — 59 21 2620 3301 4159
1 100 — 80 10080 12700 16001
—161 — 99 180 38781 48861 61561
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n a b c

2 1 1 0
3 2 0 —1
4 1 1 —1
5 1 —14 2
6 1 —6 3
7 1 —1 0
8 —2 0 1
9 —2 0 1
10 1 6 —3
11 1 4 —2
12 —107 33 6
13 4 —2
14 1 2 —1
15 1 — 30 12
16 1 50 — 20
17 18 -7 0
19 —8 3 0
37 10 —3 0

BEMERKUNGEN UBER DIE FRAGMENTE ZUR THEORIE DER AUS EINER CUBIKWURZEL
ZU BILDENDEN GANZEN ALGEBRAISCHEN ZAHLEN.

Die hier reproducirten Entwicklungen stammen ungefihr aus derselben Zeit wie die voraufgehenden
Nach einer Tagebuchnotiz hat GAvUss im speciellen die Untersuchung
iiber Auflosung der Gleichung a® -+ ny® 4+ nnz®—3neys = 1 am 23. Dec. 1808 begonnen. Es liegt damit
ein neues Zeugniss fiir das so frithzeitige Auftreten ganzer algebraischer Zahlen vor.

Im Sinne der neueren Zahlentheorie handelt es sich hier um ganze Zahlen desjenigen reellen cubischen
Korpers, der durch die reine Gleichung 2* = n definirt ist. Es bedeutet ¢ eine ganze Zahl dieses Korpers,
¢t die Norm von ¢ und Ft das gleichfalls im Korper enthaltene Product der mit ¢ conjugirten Zahlen,

»Zur Theorie der cubischen Restec.

welche etwa &, ¢, heissen mogen:

ot = tt,,

Ft = tt,.



NOTIZEN UBER GANZE ALGEBRAISCHE ZAHLEN AUS CUBIKWURZELN. 25

Die unter [1] als »Theorem I« angegebenen Formeln sind hiernach leicht ersichtlich; und es ist freilich
nicht gewiss, aber sehr wahrscheinlich, dass Gauss dieselben unter Benutzung der complexen Factoren ?, ¢,
aufgestellt hat.

Welche Absicht Gauss mit der Bildung der Zahlenreihe ¢, ¢”, ¢, ... gehabt hat, ist nicht angegeben.

In den weiter folgenden Entwicklungen sind an Stelle von ¢, ¢¢, Ft die Bezeichnungen A, D,
vvA+4vB+4 C getreten. Es handelt sich darum, die gegenseitige Beziehung der beiden Zahlen a4 bv--cvv
und vvA -+ vB- C weiter zu verfolgen. Nach handschriftlichen Aufzeichnungen SCHERINGS kann man diese
Formeln unmittelbar aus den Gleichungen des »Theorems I« ablesen. Setzt man z. B. in

F(Ft) = (ot)t
die jetzige Bedeutung von ¢, ot und F't ein, so folgt:
F(Ft) = (BB—AC)w+ nAA—BC)v+4 (CC—nAB)
(0t)t = Dcvv+bv+ta),
sowie aus der Identitéit beider Ausdriicke:
CC—nAB = Da, nAdA—BC = Db, BB—AC = Dec.
In GAuss’ Handschrift findet sich bei der Notiz [2] noch die Angabe:

D2

Correction von v & peu prés = — S50

sowie der unvollendete Satz:

Forma ternaria per subst.

= ax'+ by'+tcz,
y = ncx'+ ay'+ bz,
2 = nba'+ncy'+a?,
welcher dahin zu deuten ist, dass die ternire Form
nuxt+nyt 22 —snxyz
vermodge jener Substitution iibergeht in
Dnna' 4 ny? 422 —3na'y'?).

Der Satz (3] iiber cubische Reste entspringt direct aus den durch die voraufgehenden Formeln be-
griindeten Congruenzen:

nA®—B® = o, nB:—C® = o, C*—nnd® =0 (mod. D).

Endlich liefern die beiden numerischen Tabellen am Schlusse der Fragmente, abgesehen von der fiir
7 = 8 angegebenen Zahl —2+€/—(;—4 und den beiden fiir # = 7 und # = 9 gemachten Angaben, bei denen
indess nur Schreibfehler vorzuliegen scheinen, lauter Zahlen @ --bv--e¢vy von der Norm +1, d.i. lauter
Einheiten. In der ersten Tabelle, derjenigen fiir n = 2, ist 1-|-\3/ 24 VI die Fundamentaleinheit des] Kor-
pers, deren erste neun Potenzen sammt ihren reciproken Einheiten berechnet werden. Einer brieflichen

VIIL. 4
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Mittheilung von Herrn MEHMKE danke ich die Kenntniss, dass GAUss auch in der zweiten Tabelle (abge-
sehen von den drei genannten Fillen) fir das System derjenigen Einheiten, welche mit Hiilfe ganzzahliger
a, b, ¢ in der Gestalt a--bv-+ cvv darstellbar sind, jedesmal die zur Fundamentaleinheit reciproke Einheit
angegeben hat. In der Mehrzahl der Félle handelt es sich auch um die Fundamentaleinheit des Korpers.
Ausnahmen von dieser Regel liegen vor bei # = 16, wo die achte Potenz der Fundamentaleinheit angegeben
ist, und bei #» = 10 und » = 19, wo die reciproken Fundamentaleinheiten die folgenden sind:

7+ {/10 — 2.{/100 2+ 2{/19 — {197
- 3 - s
FRICKE.




BEWEIS DER IRRATIONALITAT DER TANGENTEN RATIONALER
BOGEN IN EINER NEUEN GESTALT.

Die unendlichen Reihen

1 mm me 1 1 me
P =t— g o o i T e e

1 1 m? 1 m® 1 1 m?
P ="

% 2°1.3 ns+ﬂ'1.3.5 I A T T

m‘ me?
2 = T3 am 2 T3 B A Te A T8 7w 846 T35 70 s T0W
1

1 ms 1 m? 1 1 m® 1 1 mit
Py= g w3 T35 w TeA T35 79 w 246 T35 70 o Tus"

und allgemein, von 6 = 1 an,

P _ 1 m20—1__l‘ 1 .m26+1 _1—. 1 -m26+3
T 1.3.5...1206—1) ”6 2 1.8.5...204+1) n6+2 2.4 1.8.5...(206+43) n0+4
1 1 20+5

T 2.4.6'1.3.5...20+5 ,0+6 +usw,

wo m, n zundchst beliebige gegebene positive Grossen bedeuten, sind offenbar
alle, wenn nicht vom Anfange an, doch nach hinlénglich weiter Fortsetzung
convergent, und zwar mehr als jede fallende geometrische Progression. Es hat
daher jede einen endlichen bestimmten Zahlenwerth.

Ist schon das zweite Glied von P; kleiner als das erste, oder auch nur
diesem gleich, so wird von selbst das dritte kleiner als das zweite, das vierte
kleiner als das dritte u.s.w. In diesem Falle, wozu nur gefordert wird, dass
26041 nicht kleiner ist als 2%%, wird der Werth von Py jedenfalls positiv,
kleiner als das erste Glied, und grosser als die Summe der beiden ersten sein.

4*
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P
Es wird dann folglich der Werth des Bruchs Pe zu klein gefunden,
641

wenn man im Zahler die beiden ersten Glieder, und im Nenner nur das erste

in Rechnung bringt, oder mit anderen Worten, der wahre Werth jenes Bruches
1 mm

ist grosser als (20—{—1)-%"% gl_mﬁZﬁ oder 7—,—%(26—{-1)—%0- Es folgt hier-
aus, dass Py, Py P Py 4og WS W eine stets abnehmende unendliche Reihe von

mm mm .
—n“—*—m Es ist also

unmoglich, dass sémmtliche Glieder der Reihe P, P, P,, P;u.s.w. ganzen

Grossen bilden, wenn nur 261 nicht kleiner ist als

Zahlen proportional seien. Diess wiirde aber nothwendig der Fall sein, wenn
man annimmt, dass m und n ganze Zahlen sind und zugleich die beiden ersten
Glieder jener Reihe P, P, zu einander in einem rationalen Verhaltniss stehen.
Man hat nemlich:

P,= nP,—mP

P, = 3nP,—mmP,

P, = 5nP;—mmP,

P, = TnP,—mmP,

W.8. W.,
allgemein, von der zweiten Formel an,

Py ,=020+1)nP;  —mmB,.

Offenbar kann man in diesen Formeln anstatt der Grossen P, P, P,u.s.w.
auch ihnen proportionale setzen. Wiren aber von diesen die zwei ersten
ganze Zahlen, so wiirden auch alle folgenden ganze Zahlen sein, was, wie eben
gezeigt wurde, unmdoglich ist.

Es kann folglich, wenn m, n ganze Zahlen bedeuten, der Werth des Bruchs

5 , welcher nichts anderes ist als die Tangente des Bogens ;}, nicht rational sein.

P
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BEMERKUNGEN ZU DEM AUFSATZE »BEWEIS DER IRRATIONALITAT DER TANGENTEN
RATIONALER BOGEN IN EINER NEUEN GESTALT«.

Der erste einwandfreie Beweis, dass tg,z fir ganze Zahlen m,n irrational ist, wurde von LEGENDRE

in der vierten Note seiner »Eléments de géométrie« (1794) entwickelt. Die GAUss’schen Ausfithrungen weichen
in den Grundgedanken nicht von dem LEGENDREschen Beweise ab. Neu ist die Art, wie GaUss direct aus
den Potenzreihen der Pﬂ die unbegrenste Abnahme dieser Grossen bei wachsendem 6 nachweist. Uber die
hier in Betracht kommenden Untersuchungen LAMBERTs und LEGENDRES, sowie namentlich iber die vom
letzteren a. a. O. gegebene Darstellung hat iibrigens GAUSS eine kritische Besprechung aufgezeichnet, die
jedoch hier nicht abgedruckt ist.

Eine andere Entwicklung, welche gleichfalls nicht abgedruckt ist, leitet aus den Recursionsformeln

der P, angeniherte Darstellungen von tgm durch Quotienten ganzer rationaler Functionen von m ab. Gauss

]
benutzt diese Darstellungen zur Berechnung von Niaherungswerthen von 4.

FRICKE.




[NOTIZ UBER AUFLOSUNG EINES SPECIELLEN SYSTEMS
LINEARER GLEICHUNGEN.]

Aufgabe.

Vermittelst der fiinf Gleichungen

aP+bQ+ cR+dS+eT = A,
bP+cQ-+dR-+ eS+aTl = B,
cP+dQ-+e¢eR+aS+b0T = C,
dP+e¢eQ-+aR-+b8S+ ¢T= D,
eP+aQ-+ bR+ cS+dT = E,
die unbekannten P, Q, R, S, T' aus den {iibrigen zu finden.

Auflosung.

Man bestimme p, ¢, 7, s, ¢ so, dass

ap+bg+ cr+4ds+ et = 1,
bp+ cqg+dr+ es+at = 0,
cp+dqg-+ertas+ bt — 0,
dp+ eq-+ar—+bs+ct =0,
ep+aq+br+ cs+dt = o0,



ALGEBRAISCHE NOTIZEN. 31

werde. Dann ist
P = Ap-+Bq+ Cr+ Ds-+ Et,
Q= Ag+Br+Cs+Dt-+ Ep,
R = Ar+Bs+ Ct+ Dp+ Ey,
S =As+Bt+Cp+Dq-+Er,
T=At+Bp+ Cq+Dr+ Es.
Das Geforderte wird auf folgende Art geleistet. Es sei ¢ eine Wurzel
der Gleichung #°® = 1. Man mache

pta +r 45+t =i

ptqe treefse’ et = a+bs4+cs13+dse+ee’
ptgee-bretse e = e
prqed+re st Htee = a+bee+c:‘+de+ee“
ptqet +re’ fseedt-te =a+bs+ce:+de3+ee"

woraus p, ¢, 7, S, t leicht abgeleitet werden.
Man setze nemlich
(@a+betceetde®+ee) (at+beetcet - de-ee®) (atbe* 4 ce | de -ece)
= AL Bet+Cee+De® - Eet,
ALB+C4+ D+ E =9,
a+b+c+d+e=m,
Ua+Bb+Cc+-Dd+Ce = M,

M—mM "
. m BM—mM) —
Dann ist

4%

P=5i—mm "
498

¢ = si—mm T "
46€

P =g am T
4D

§ = m—17z9]t+n’

4€
t= 5M—m‘m+n'
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[MECHANISCHER SATZ UBER DIE WURZELN EINER GANZEN
FUNCTION #(#) UND IHRER ABLEITUNG £'(x).]

. .. . . =0 d
Sind Z,’ 2,’ z,’ :;,” die Wurzeln der Gleichung ;,2 — o Vo fo= _d%”, und

werden durch dieselben Buchstaben die entsprechenden Punkte in plano be-
zeichnet, so ist, wenn man sich in a, b, ¢, .., m, n gleiche abstossende oder
anziehende Massen denkt, die im umgekehrten Verhéltniss der Entfernung wir-
ken, in a', o', ¢, . . , m" Gleichgewicht.

BEMERKUNGEN ZU DEN BEIDEN VORSTEHENDEN ALGEBRAISCHEN NOTIZEN.

Die erste der beiden mitgetheilten Notizen stammt wahrscheinlich aus den Jahren 1826—28. Sie be-
zweckt die Auflosung eines Systems von fiinf linearen Gleichungen mit besonders einfach und zwar symme-
trisch gebauter Determinante vermittelst der fiinften Einheitswurzeln. Beim Beweige der schliesslich her-
auskommenden Darstellungen fiir die fiinf Grossen p, g, 7, s, ¢ beachte man, dass die Norm der complexen
Zahl a + be+ cee+ de® + ee® sich in der Gestalt 4 (54 — mMM) darstellen ldsst.

Die zweite Notiz hat GAUss wahrscheinlich im Jahre 1846 aufgezeichnet. Zum Beweise orientire man

die Ebene so, dass eine der Losungen von f’(x) = 0 in den Nullpunkt zu liegen kommt. Dann ist:
1 1 1. 1
sty Tttt =0
G0 B G L e
aao+bbo+cco+ +'n'no -

Wo @, zu @, b, zu b, etc. conjugirt complex sein sollen. Die mechanische Deutung der letzten Gleichung
liefert den Gauss’schen Satz. FRICKE.
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NACHLASS.

DE INTEGRATIONE FORMULAE DIFFERENTIALIS
(14-ncoseg).de.

Prooemium. Maxima pars Calculi, qui Integralis vocatur, serierum evo-
Iutione et tractatione absolvitur. Unica nimirum methodus, quam in illo prae-
ter tentamina et differentiatione in memoriam revocata invenies, hoc agit, ut
data quantitas differentialis in seriem expandatur terminorum, quorum singu-
lus quilibet facile ad integrationem perducitur. In serie finita hoc modo ad
expressionem omnibus numeris absolutam pervenitur; series infinita, licet in-
cognitarum relationem quaesitam minus perfecte exhibeat, modo ita procedat,
ut adproximationi locus detur, id quod plurimis casibus apta tractatione obti-
nebitur, ad vulgares usus sufficere et aequationi, si qua talis revera inter va-
riabiles propositas detur, aequipollere recte censetur. Est autem plerumque
propter terminorum seriem ingredientium prolixitatem et adparentem anoma-
liam arduum sane negotium, legem istarum expressione generali circumscribere,
circumscriptam demonstratione munire; utrumque imminens erroris, irrepentis
ex sola coniectura producto calculo ad verisimilitatem elata, periculum et
scientiae dignitas postulant. Exemplum eiusmodi disquisitionis sistet disserta-
tiuncula proposita, quae in formulae d¢(1-+4ncose)’, existentibus » et v nu-
meris definitis pro lubitu adsumtis, integratione per series absolvenda versatur.
Formula haec, cuius eximius est in Astronomia physica usus, adeo gravis Il
Evrero visa fuit, ut illi integrum Institutionum Calculi Integralis caput®) di-

*) Cap. VI T. 1.
5*



36 NACHLASS.

care nullus dubitaverit. Legem ibi, licet non summa generalitate expressam,
signis concinnioribus circumscribere, et ex genuino fonte rigida demonstratione
derivare, operae pretium mihi visum est.

Praemonenda autem ante omnia quaedam, de novo signo in exhibendis
serierum terminis generalibus utilissimo, brevibus exponam. In seriebus nimi-
rum, imprimis complicatioribus saepe accidit, ut aliam termini impares, aliam
pares legem sequi videantur, et tunc in binas, a se invicem seiunctas dirimi
soleant. Quod, cum non sine prolixitate fieri possit et, ut ita dicam, unitatem
expressionis, qua sola tractabilis redditur series indefinita, tollat, nisi aliqua
ratione medela adferatur, serierum usum arctis circumscribet limitibus. Sponte
autem ex methodo, qua simplicissima quae dari potest inter terminos seriei
pares et impares discrepantia, ut nimirum alteri positivi, alteri negativi sint,
in ipsum terminum generalem infertur, generalior ista, quam nunc proponere
conor, sese offerre videtur. Sit terminus seriei alicuius generalis m" = Q; si
illum positivum velis existente m pari, negativum m impari, hoc praefixo fa-
ctore (—1)™; sin contrario ordine procedere signa malis, praeposito (—1)™*?
exhibeo®). Simili ratione, sit expressio generalis termini m' existente m pari
= P, existente impari = Q, ita, ut P aliam prorsus, quam Q legem sequatur.

. . . 1— (—1)™ 1— __1\m+l
Dico fore generatim terminum m™™ (2 L Q4! =

P. Ex hac enim ex-

pressione, si fuerit m numerus par, ob (—1)” = 1, evadente 1= (2—1) =0, et
o — (=1t o9 :

ob (—1)"*T! = —1, evadente 1——(~2—1—)—— = 1, eliditur pars prima, fitque altera

uti fas est = P. Sin vero m fuerit impar, cum sit (—1)"t! = 1, adeoque

_(_1ym+1 . . (1™
ué_l)__ = 0, et simul (—1)" = —1 et inde 1——(2—1) = 1, evanescente parte
posteriore restat prior ut assumta fuit = Q. Ut unicum tantum exemplum

adferam, ex quo notae utilitas elucescat, sumam, quod infra demonstrabitur,

posse potestatem indefinitam cosinus dati cuiusdam anguli v. g. cos¢” semper
in seriem secundum cosinus multiplorum eiusdem anguli expandi, ea tamen
lege, ut ista, existente » pari, secundum multipla paria procedat, sitque adeo
terminus illius 7™, misso coefficiente, cos2r¢; existente autem n impari se-
cundum multipla imparia, sitque tunc terminus eiusdem 7' = cos (27 1)¢.
Tunc expressio generalis sic adornari potest: fore seriei in quam cos¢” evol-

*) Adsensum huic signo non recusare dignatus est, cum ipsi de illo proponerem, Ill. KAESTNERus.

Qua auctoritate fretus saepius iam in disquisitionibus analyticis idem illud adhibui.
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vitur, terminum generalem #™® = cos (21~+ t%i)n) ¢. Manifesto enim exi-
stente # pari contrahitur haec forma in cos2rgp, existente impari abit in
cos (2r41)o.

In dissertatiuncula ipsa generalem hunc notandi modum nonnisi in for-
mula finitima (§ 11) adhibui. Licet enim iam in disquisitionibus quibus ad
istam pervenitur cum fructu adplicari possit, abstinendum ipso censui, ne pro-
pter addenda quaedam de transmutationibus eiusmodi signorum, si in calculos
ipsos ingrediantur, ad nimiam prolixitatem abreptus, dissertatiunculae limites
excederem. Satius mihi visum est, notarum eiusmodi tractationem, si calculos
subeant prolixos termini, quos adficiunt, et artificia, quibus ad servandam in
illis concinnitatem opus est, singulari disquisitione complecti.

1. Formulae propositae integratio initio quidem facillime perfici posse
videtur. Potest enim quantitas data (14 ncos¢)’ secundum theorema binomiale
in seriem per successivas ipsius cos¢ potestates integras procedentem converti.
Quo facto singuli eius termini, in d¢ ducti, et ad integrationem revocati, quae-
situm exhibebunt. Recte hoc quidem, verum hac via incedendo ad expres-
siones complicatissimas deducimur; quaelibet enim quaesitae integralis particula
serie continebitur haud parum prolixa. Praestat igitur aliam sequi rationem,
in eo fundatam, quod ex Trigonometriae analyticae praeceptis quaelibet ipsius
cos ¢ potestas exponentis integri positivi possit in seriem valde concinnam, per
terminos qui solummodo cosinus multiplorum ipsius ¢ continent, progredien-
tem evolvi. Ita igitur absolvetur negotium propositum, ut primo quidem
(14-ncosg)’ per seriem, secundum potestates ipsius cos¢ procedentem, exhi-
beatur, mox vero, ex lege generali, antea stabilita, quilibet eius terminus in
seriem novam, per cosinus multiplorum progredientem mutetur, atque colligan-
tur demum ex omnibus hisce seriebus membra, qui eiusdem anguli cosinum
contineant. Series nova, eaque rite ordinata, quae, peractis hisce laboribus
exsurgit, in d¢ ducta statim ad integrationem poterit perduci.

2. Ante omnia igitur lex, qua potestas aliqua cosinus dati per angulo-
rum multiplorum cosinus exhibetur, scrutanda erit. Huic disquisitioni funda-
mento est formula trigonometrica elementaris®), esse

*) KAESTNER, Astron, Abh., Erste Sammlung, I, 10.



38 NACHLASS.
cosacosb = }cos(a—b)+4 4 cos(a+b).

Sumatur iam cos¢, quae, in cos¢ ducta, dabit cos¢.cos¢, quod produc-
tum tum, si revera multiplicemus, per cos¢®, tum si per formulam modo ex-
positam in summam solvamus, per 4 4cos2¢ exhibebitur. Est igitur cos¢?
= 4+ 4cos2¢. Simili ratione ad potestates altiores provecti, sensim formulas
eruimus sequentes '

cosg® = fcos¢ + {cos3¢;
cosg? = $ 4 4cos2¢+fcosdp;
cos¢® = 1§ cosp + 5 cos 3¢+ g cos 5 p;
cos@® = 14+ 1§ cos 294 4% cos 495 cos69;

cos @’ = 3§ cosp + 24 cos 3@+ g cos 5@ i cos T¢;
€08 @° = ¥ + 1485 oS 2+ %8 cos 4 @+ 85 oS 6P+ 45 cOs 8.

Facile ex his calculis lex generalis eruitur. In potestatibus cos¢ paribus non
nisi parium ipsius ¢ multiplorum, quorum maximum dato exponente definitur,
cosinus adparent, in imparibus eadem lege multiplorum imparium cosinus. Sed
pares non eandem omnino quam impares legem sequuntur.

a. Terminus initialis in paribus, in cos0¢ = 1 ductus, coefficiente gaudet,
cuius denominator, ut ceterorum omnium, est ipsius 2 potestas, cuius exponens
unitate exceditur ab exponente propositae potestatis. Numerator est fere coef-
ficiens binomialis ad potestatem propositam pertinens, et quidem, si illos suo
ordine evolutos concipias, mediorum inter illos dimidius. Cetera membra, mul-
tiplum ipsius ¢, indicis membri duplum, in coefficiente adiecto eundem quem
initiale denominatorem, pro numeratore autem coefficientem binomialem eius-
dem potestatis, illo quem initiale gerit tot gradibus posteriorem, quot index
membri indicat, continent. Quae lex ita generatim exponi potest: fore cos¢®™
seriem, cuius terminus initialis*)

1 g m)
ggm—1" "o 2

*) Expressio legis huius EULERiana, ad coefficientes binomiales non revocata, cum proposita si ipsa
congruit, sed non aeque concinna videtur.

Ceterum coefficientes binomiales a me semper more HINDENBURGiano notari, et serierum terminos, duce
Ill. KAESTNERo, semper in initialem et sequentes distingui, vix est quod moneam.
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terminus generalis

1 om B(m+r)

= Q2m—1

.CO8 27Q.

B. Potestates impares eidem legi subiectae inveniuntur, nisi quod terminus
initialis in numeratore, coefficientium binomialium, ad potestatem datam per-
tinentium medium posteriorem (quippe bini in exponente impari occurrunt et
medii et aequales) totum contineat. Lex seriei generalis igitur haec erit: esse

cos *™~! seriem, cuius terminus initialis

1 om-1p90m
— 27,,._22"‘ lﬁm COSCP,

terminus generalis 7™

1 m= m T
= gm_Z’ B cos (21 +1) @

3. Sumamus igitur primo loco legem propositam in indefinita aliqua po-
testate impari, v. g. (2m—1)* valere, adeoque esse

cos p*" ! =

1 o 1 ( 1 m— e
s B COSP At smms R " 008 3¢ -+ 55 "B cOs 5 ¢ - ete.,

obtinebitur potestas par unitate maior, utramque aequationis partem per cos¢
multiplicando. Quodlibet serie membrum hoc pacto productum binorum cosi-
nuum continet, nec difficulter ex theoremate noto in summam binorum cosinuum
solvetur. Sic fiet

1 — ) 1 — my
cos ™" = 5 "B COS @ COS P+ g "B cos 3 - cos @

1 =, ¢
+ o ™ cos 5. cosp...

Evadet igitur, quia

CoSQCos@ = 44 cos2q,
terminus initialis

1

am—1 gy 1 1 om—1 e cO820
=g B gtaem 875,

eademque lege terminus primus

1 sm—1pmtn C€OS2¢ 1 — cos 4
= m- Bm . 3 +22m_2 2m: lB(m*H) 3 ¢ .
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Initio patet ex solo termino initiali in summam soluto eventurum termi-
num in cos0¢ = 1 ductum, h. e. novae seriei terminum initialem; ceteri enim
termini in utraque summae ex illis provenientis parte cosinum multipli alicuius
patis ipsius ¢ continent.” Est igitur novae seriei terminus initialis

11 w1 gyom 1 om—1gyom
otm—3 g "R = 9am—1 "B,

Haee vero expressio, cum sit hic coefficiens binomialis inter ceteros suae po-
testatis mediorum posterior, adeoque cum altero mediorum, cui aequalis est,
addendo iunctus potestatis unQ gradu altioris coefficientem eiusdem indicis pro-
ducat, sitque hac ratione

2m—1 B(m)' 9 — 2mB(m),

sic poterit exhiberi: esse terminum initialem

1 ﬂmg (m)

=g g

Ad legem terminorum reliquorum generalem enodandam sumatur cos®”~*. cose

terminus generalis %™

1 ¢
22m_2ﬂm—13(n+ﬂ cos (2?,_{_ 1) CP . COS ®.

Hic, cum sit
cos (27 +41)¢p-cosp = fcos2r@-+4cos(2r+2) o,
solvetur in partes:
1 1 ) 9y 1 1 oma B(m'H’) 9 9
g2t g COS27TQ+ g 5t cos (274 2)¢.

Ex quo adparet, ex quolibet multiplo impari hac transformatione bina
paria, alterum proxime maius, alterum proxime minus dato impari enasci. Sic
nonnisi cosinus multiplorum parium in nova serie occurrunt, quorum quilibet
coefficientem ex binis seriei adsumtae coefficientibus contiguis conflatum obti-
nebit. Patet enim ex transformatione in termino ¥ ipsius

cos ™. cos

instituta, non solum huius partem primam, quae iam ante inventa fuit

1 om— g
22m-1

cos2r o,
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sed quoque antecedentis (r—1)" posteriorem

1 =1 Qmntr—1)
- 92m—1

cos27rq,

esse in cos 27 ¢ ductam, ex ceteris terminis vero multipla aut minora aut maiora
proficisci. Tunctis igitur terminis hisce habebitur novae seriei pro cos¢® ter-
minus generalis 7™, qui, cum sit

2m—1 ﬂ(m-H‘) + 2m—1, B(mi‘r—l) __ 2m ’B(m%)
- b

induet formam

1
92m—1

ZM’B(m-H) . coS 2 > (P-

Haec expressio legi infra pro potestatibus paribus adsumtae prorsus consen-
tanea est; ex quo sequitur, valituram illam pro potestati pari, simulac impari
proxime minori demonstrata fuerit.

4. Denuo igitur derivata modo pro cos¢®” series:

1 2magQ (m) 1 (nt1) 1
COSQPZM —_ ?m—_l‘;g— _{_2?_12”}’3"! 1 COS2(P+22m_12mﬁ(m+2)cos4(?+- ..

—}—22%;2".3("&’)00827'(?—*—- ..

in cos ¢ ducatur, ut habeatur ex una parte cos ™+ ex altera, excepto initiali,
in quolibet termino binorum cosinuum productum, ut antea in binas partes di-
rimendum. Dabit sic terminus primus

1™ ’B(m+l)
221»—1

cos 2¢ cos ¢

partes

1 omgyonen 1 1 ompymtn 1
g B 5 C0S @ g BT 5 COS 3.

Pars eius prima, cum unica, quam terminus initialis praebet

1 2m@(m)
22m—1 _2_ Cos CP,

in summam collecta, dabit novae seriei initialem

1 omta oo

Fm cOS .

VIII. 6
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Terminus generalis %

_ 1 oo Bt
T gm—1

Cco8 27 @ cosy,
in partes diremtus, dabit

22'];‘_1 2m’B(m+r) 3 ';TCOS (27, . 1) (P _+_ 22’]';_1 QmB(M'H') . %—COS (2 r + 1) Cp.

Igitur sola multipla imparia hic occurrunt, quorum bina contigua ex quolibet
datae seriei termino generantur. Si igitur velim novae seriei terminum (r— 1)%®,
quem in cos(2r—1)¢ ductum fore adparet, ex evolutae seriei termino (r—1)%*
partem posteriorem

— 2m ’B(m+r—1)

2%,,, cos(2r—1)o,

ex r° autem partem priorem

2—21,,,- "B cos (2r —1) @
iungendo, obtinerem :

2—:;"»- 2m+lB(m+¢) cos (2 r— 1) @.

Sic evadet ipsius cos ¢*" T terminus generalis (r—1)™° qualis hic propositus est,
aut, si malis, pro » substituendo -1, terminus #%

1 m m- 1
2272 Q¢ +1+)cos(27,_]__1)c?'

Atque iam adparet hanc legem, ipsius cos*™*! terminum ™ sistentem, cum
adsumta illa pro cos ¢! termino 7%

1 m= TRT 7,
= g B cos (2r 1),
ita congruere, ut, simulac in hac loco m substituatur m-41, illa sponte prodeat.
Esse igitur legem tam pro paribus quam pro imparibus ipsius cos ¢ po-
testatibus generalem, hoc progressu indefinito demonstratione munito, per se
patet.

5. Quamvis ad disquisitionem propositam haud pertineat, liceat hoc loco
monere, ex lege pro cosinuum potestatibus per dati anguli multiplos exhibitis
similem pro sinuum potestatibus statim exsurgere, idque sola observatione esse
€08 (90°— @) = sin .
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2m—1

Cum sit igitur cose¢ series, cuius terminus initialis

1 -
g 2m IB(m) cos (P

erit, substituendo 90°—¢ in locum ipsius ¢, sin¢®*~! terminus initialis

1 - .
S 2m—1 B(m) sin :?

et generatim, eadem substitutione sin*”~! terminus ™

= 22}'_2 "B cos (27 41) (90°— ).

Est autem
cos (27 +1)(90°—¢) = cos((2r+1)90°— (2rr+1) @)
= ¢08(27r41)90° cos (274 1)@ sin (2041) 90°- sin (274 1) ¢.
Tam vero, cum sit
sin (27 +4+1)90° = (—1), cos(27r+1)90° = o,

fiet haec quantitas

(—1)sin(2r+1)g,

et terminus ipsius sin¢*™~! generalis r™¢

_lrm— m+, :
_ (21»-)22 IB(+)SIH(27'+1>(P.

Si vero in serie cos¢®™ exhibente in locum ipsius ¢ substituas 90°— ¢,

tus

terminus initialis non afficitur, generalis »**%, qui est

1 2m

22m—1

B cos 27 g,
mutatur ita, ut
cos 27 (90°— @) = cos (27 90°— 27 ¢)
= 0827 90°- cos 27 ¢+ sin 27 90°-sin 21 ¢
contineat. Est autem
sin 27 90° = 0, cos 21 90° = (—1),
qua re mutatur ista expressio in (—1)"cos2r ¢, fitque ipsius sin¢*” terminus ™

(— 1)" 2m gyomtn |
prr=1y B cos 27 .

6%
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6. Nunc sine mora ad finem propositum accedere licet. Nimirum evol-
vatur per theorema binomiale (14 mcosg)” in seriem per potestates ipsius cos¢
progredientem, solvatur deinde quodliber huius seriei membrum in novam se-
riem secundum cosinus multiplorum anguli dati procedentem, seligantur ex his
seriebus termini in eiusdem anguli cosinum ducti, hique in unum terminum
cogantur. Cognita terminorum sic provenientium lege totum negotium tantum
non perfectum erit. In serie fundamentali

(14+ncosg) = 14 "B ncos o+ "B n* cos ¢+ "B n® cos ¢*+ . . +"Bnl cos p?+-. .

omnes ipsius cos¢ potestates ex ordine occurrunt, pares et impares. Ex pa-
ribus, si evolvantur, nonnisi cosinus multiplorum parium, ex imparibus non-
nisi imparium prodeunt, quare ad has, si de cosinu multipli imparis, ad illas
si de cosinu multipli paris agitur, recurrendum- est.

A) Habebitur seriei quaesitae terminus initialis, si ex omnibus propositae
terminis, illorum, qui evoluti a cos0¢@ = 1 ordiuntur, initialia membra ordine
suo servato uniantur. Sunt vero solae potestates ipsius cosg pares, quae evo-
lutae eiusmodi membrum initiale praebeant. Quaelibet harum partem huc per-
tinentem praebet; A™ igitur pars ex seriei fundamentalis termino 24%, qui est
"B n?tcos ¢**, proficiscitur. Est autem cos¢® terminus initialis, qui solus huc
pertinet

1 zn@(h)_ 1 27»3(»)_
T 9m-1 "9 T gm )

adeoque adiecto ipsius cos¢* coefficiente pars A seriei in cos0¢ = 1 ductae

gg,zhﬁ(h)- vpem 2k
Sic inventus est terminus generalis 4™ seriei, quae terminum initialem eius
constituit, quam (1-+mncos¢)’ secundum cosinus angulorum multiplorum evol-
vendo adipiscimur. Esse terminum eius initialem = 1 per se patet. Quod si
ponamus esse
(14+ncosg) = A+ AV cosp+ AP cos2¢+. ..,

erit

A — 1+§1;2’B(1>- vanz__l_%g’B(z) -V‘Bwn4+' . '+é%2hﬁ(m ‘vﬁ(zmnzh_{_ .

sive

1 2v.v—1 o 1 4.3 v.v—1.v—2.v—3 4
A= 145 T35 W+ 15— Ta34 " Tete
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B) Quaeramus iam generatim legem coefficientis, quam cosinus multipli
alicuius imparis v. g. cos(2¢— 1) ¢ nanciscitur. Inter terminos seriei (1-+n cos ¢)’
secundum potestates ipsius cos¢ procedentis primus ille, qui cos¢*~! continet,
secundum cosinus multiplorum evolutus, in termino suo (¢ — 1) multiplum re-
quisitum continet. Est nimirum ex lege antea (2, ) exposita, ipsius cosp??~?
terminus (g — 1)

= g "B cos (2¢ — 1),

sive, cum sit "% = 1,

Lcos(?q——l)cp.

22 q—2

Erat autem in serie fundamentali terminus cos¢®?~! continens ductus in
B Quo factore adiecto habebitur pars prima coefficientis, qui ad
cos(2¢g—1)¢ pertinet, sive terminus initialis seriei, qua coefficiens ille exhibetur

_ 22:_2 R p2g—1,
Tam vero quaelibet ipsius cos¢ potestas impar, cuius exponens 2¢—1 excedit,
si per cosinus multiplorum exprimatur, praebebit terminum in cos(2¢—1) duc-
tum; estque horum 4™, qui ex A™ post cos¢*?~! potestate impari, cuius igi-
tur exponens est 2¢-+2%—1, originem trahit. Sumitur autem ex quantitate

vﬁ(2q+2h-l) nzq-{—zh—l Cos ?2q+2h—-1

secundum cosinus multiplorum evoluta terminus (g —1)™%; fit autem ille (cum

)

sit ex lege cognita, ipsius cosg*?t?~1 terminus (g— 1)

1 8 _
— o 2¢+2h IB(2q+I| 1) coS (2 q . 1))

— '274-12;._—? Bl gartit) vRaetiD pog+2h—1 o (2¢—1)e.
Huius igitur quantitatis coefficiens est A illorum, quos ex successiva partium
seriei fundamentalis evolutione adsumta cos(2¢g—1)¢ sortitur. Quare si, uti
fas est, in nova serie condenda istarum partium summam pro uno habeamus
coefficiente, fiet ipsius cos(2¢—1)¢ coefficiens seriei aequalis, cuius terminus
initialis

1 v e 2g—1
== B 0
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et generalis A"

— ga'ﬂ-laﬁ e I 2 t2h—1

C) Eadem ratione lex coefficientis in cosinum multipli alicuius paris ca-
dentis, v. g. in cos2¢¢p, eruitur. In solis enim potestatibus ipsius cos¢ paribus,
inde ab illa, cuius exponens est 2¢, eiusmodi multipli cosinus occurrit. Quare
seriei, qua coefficiens ipsius cos2¢¢ exprimitur, terminus initialis ex eo seriei
fundamentalis membro, quo cos¢®? continetur, i. e. ex "B*n*?cos¢®, et qui-
dem ex huius termino ¢* sumetur, fietque (cum sit cos 0¥ term. ¢™°

I 1 ypeo 1 1 @9 .2
= gami BT €S2 P = 7 c0s 29 ) = s B 0L

Generatim ex A" post hoc primum seriei fundamentalis membro pari, adeo-
que ex quantitate "B n*¢T* cos* T proveniet coefficientis, ad cos2q¢
pertinentis, pars 4™ Est autem ipsius cos¢*t** s evolvatur, terminus ¢%

R T N
- 22q+2h—1

cos 2q.

Sic igitur provenit coefficientis, ad cos2¢¢ pertinentis terminus post primum A

— 52_(1_1_1%__1 s gackn vgacta ) 2q42h,

D) Perfectum revera est negotium propositum. Non solum enim seriei ex
(1+mncosg)’, dum pro quavis potestate series cosinuum multiplorum substitui-
tur, rite ordinatae terminus initialis (cf. A), verum etiam pro utroque genere
terminorum, qui in illa occurrere possunt, quorum alteri continent cosinum mul-
tipli alicuius imparis, cos(2¢—1)¢ (cf. B), alteri cosinum multipli alicuius
paris cos2q¢ (conf. C), debiti coefficientis terminus initialis et generalis rite
exhibitus est. Sed haec delineatio legis inventae contrahitur observatione pror-
sus eandem esse legem, quae in coefficientibus cosinuum parium, et quae in im-
parium valet. Quod sic perspicitur. Erat coefficientis ad cos (2¢—1)¢ per-
tinentis terminus initialis

1 vpae-n 2g—1
922¢—2 B n* ’

terminus generalis A™®

1 egton-1g@othn v gyQeten-n  2g+2h ~1
= B B n :



DE INTEGRATIONE FORMULAE DIFFERENTIALIS (1-ncosg)’. d¢. 47

Sit in hac expressione (2¢— 1) = r, habebimus hac substitutione ipsius cosr¢
(existente r impari) coefficientem ita constitutum, ut sit eius terminus initialis

_ 1 o
— or1

nT

o
terminus A%

1 sopen vpetm  r4-2h

= sami ﬁ . “B n + .

Erat porro coefficientis ad cos2q¢ pertinentis terminus initialis

1 ypoep, 2 tus 1 oqrongyeetm vy@etem  2q-+42Ah
22¢-1 ﬂ n q’ W = 92¢tan—1 B . ’B n*? .

Sit eadem ratione 2¢ = », veniet hac substitutione pro coefficiente ipsius cosr¢
(existente r pari) expressio ita comparata, ut sit eius terminus initialis

— %vﬁm n'r,
generalis A™S
— '2712713 rILGD v goan w2k,

Identitas expressionum, quas, sive par sit sive impar assumtus r, pro coefficiente
ipsius cosrg adipiscimur, identitatem legis arguit, quam igitur, pro omnibus
ipsius (14mcosg)’ terminis unam eandemque, concinnius finitima hac formula
designabimus.

Est igitur quantitas nostra (1-4ncosg)’ seriei aequalis, quae sic procedit,
ut sit

A+ AV coso -+ APcos2¢+ ... + AV cosro ...

ea coefficientium lege, ut initialis 4 aequetur seriei, cuius terminus initialis
= 1, generalis A™
1 (m'v’Buh)nzh;

= om

cuius coefficiens indefinitus 8 A® contineatur serie, cuius terminus initialis

1 vpym 7.
=2r—lﬁn7

coefficiens termini in eadem serie A"

1 wpyetom rtongyen o r4-2h
= g B IR M) .
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Sic per coefficientes binomiales brevissime exprimi posse videtur lex com-
plicatissima. Licet enim, evolutis, ut fieri potest, in producta his coefficienti-
bus, factores alterius nonnulli tollantur ab alterius factoribus, tamen expressio
finitima longe prolixior fit, ac prior fuerat. Sic enim, ut facto rei veritas com-
probetur, brevissime exhibetur illa ratione coefficientis indefiniti 7 terminus

generalis A"

v.v=1)...(v—(r 4+ 2h—1)) . 1 1 nr+2h
1.22.3%...h% B+ (h+2)... 0+ 2 .

Adnotatio. Eiusmodi formulam sortietur, qui ex seriebus pro coefficien-
tibus aliquot initialibus ab Eurero*) propositis legem generalem abstrahere
velit. Licet via, quam ad scrutandam legem istam indicat Auctor Illustris,
ad obtinendas series iamiam expositas minus directa ac facilis videatur, alio
tamen respectu praeclara, et minime negligenda videtur. Omne artificium in
eo consistit, ut ficta pro quantitate (1-+ncose)’ serie

A+ AW cosp+ AP cos2¢ 4. ...

per differentiationem eruatur scala recursionis, qua istius coefficientes a se in-
vicem pendent. Quae, cum tantummodo tripartita sit, per binos quosvis ante-
cedentes coefficientem quemvis exhibet, ut igitur, modo priores bini finiti fue-
rint, ceteri ommnes forma finita exhiberi queant. Quae mutua coefficientium
relatio, licet ex seriebus iamiam inventis erui possit, facilius tamen artificio
Evureriano evincitur.

7. Sit, ut antea
(14+ncosgp) = A+ AV cosp+ APcos2¢—+.... - AP cosho+ ...
Sumtis ab utraque parte logarithmorum differentialibus, habebitur, remoto di-
visione ipso d¢

ynsing Amsincp+2A(2)sin2<p+3A(3)sin3(p+~--+hA(h)sinh<p-|----
14-ncose A4+ AW cos o+ AP c0s20 + ---+ A® cosho + -

a) Sublatis multiplicando utrimque divisoribus habetur ex una parte

vasing (44 AV cos+ A®cos 29+ ...+ AP cos ho+ A%tV cos (h+1) o
+ A% cog (h+2)p4-...).

*) EULER L c. Probl. 36.
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Quae series, ducta in factorem praefixum, ex formula nota, esse

singcoshe = sin(A41)p —4sin(A—1)¢,
solvetur in terminos, secundum sinus multiplorum procedentes. Quodlibet
membrum praeter initiale et primum in bina sic dirimitur, quorum alterum
multiplum proxime minus, alterum vero multiplum proxime maius, quam illud,
cuius cosinum continet, quod dirimitur, sortietur. Sic v. g. membrum

vn-sing A® cos 2¢

praebet

@ . ®
ng s1ncp—i—v’i§Lsm3cp;

—V

quorum primum, adiectum illi, quod ex initiali gignitur vnAsin ¢, praebet seriei
evolutae terminum initialem

nd®\ .
= (vnA——v—2—) sin ¢.

Generatim si quaeram coefficientem, quem in serie evoluta nanciscitur
sin(h+1)@; soli sunt in data termini vaA®singcoshp (eiusque evoluti pars
prior

nA® .
+v—§—81n(k—}—1)<p)

ac va. A*T¥singpcos (h-1-2)¢ (huius vero evoluti pars posterior

n A0+

sin (b4 1)),

ex quibus membra, requisitum continentia ipsius ¢ multiplum, oriri queant,
estque adeo in hac serie ipsius sin (A 1)¢ coefficiens completus

n. AP p40+D

2 2

B) Ex altera vero parte habebitur
(14-ncose) (AVsing+ 24P sin2¢+...+hAPsinko+..... )
ex qua forma, si explicetur, duplex series originem trahit. Altera est
AWsing+24Psin2¢ 4. ...+ (1) A% Vsin(h+1) 4.0

nullo negotio prodiens.

VIII. 7
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Altera vero
ncosp(AVsing+2A4A®sin2¢ 4. .. +hAPsin ho+ (h--1) A*TVsin (h+1) @+ ..),

ut cum priore in unam summam conflari possit, cum in singulis terminis pro-
ductum ex cos¢ in sinum multipli alicuius ipsius ¢ contineat, ex nota formula

cospsinheg = $sin(A41)e+4sin(A—1)o,
mutationem subeat necesse est. Sic in ista membrum, quo sin¢ contineatur,

ex termino
ncosp.2A4A®sin2¢

procedens, fit n. A®sing. Si generatim ex illa quaesiveris membra, quibus
sin(k+1)¢ contineatur, sumendus terminus

hAMsinhe.ncose
(elusque pars prior
nhA®

5—sin(h+1)¢)

cum termino
(h-2) A%t sin (A4 2) . ncos ¢

(ex hoc autem evoluto pars posterior

(h-2)
BRI E " sin (h+1)9);

quo facto evadit ipsius sin (A1) in serie quaesita coefficiens

nhA® | (4 2) AR+
2 2 )

7) Iam vero, cum series ab una parte (o) aequalis sit seriebus ab altera
positis (), coefficientes homologi, i. e. hoc loco in eiusdem anguli sinum ducti
aequales sint oportet. Sic est ex una parte ipsius sin¢ coefficiens

2)
=vwnd —\)ﬁ%—

ex altera autem A®-+nA®. Quibus aequatis habebitur:

nA® O 2(vnd — A
— — @ @ — .
mA —v—5— = A0 4-nA4®, unde A® = R
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Generalibus via etiam hic iam strata est. Si enim ab utraque parte, quae in
sin(k+1)¢ ducta reperiuntur, aequalia, uti fas est, ponantur, eveniet:

V%A(h) NS A(h+2) TR ’l’Lh.A.(h) n(h+2) A(Iz+2)
2 2 =(h+1)A(+)+ 2 + B} :

Soluta aequatione habebitur

Aty _ no = AM 2@ 4 1) AG+D
- n(v-4+h+2) ?

qua formula generali, excepto, quod veniret pro 2 = 0, A®), antea iam singu-
lari disquisitione inventa, continetur lex cuiuslibet coefficientis in serie nostra
fictitia, quatenus nimirum ille per binos antecedentes facili eruitur calculo.
Sic, ut exemplum adsit

4@ _ 2omd — 40), A® _ n =140 — 44®
- w42 - n{+3) ’
/ @ ®)
(4),__%\\1-——2).‘1 — 64" |
A® = Yy ;  ete.

d) Fieri autem potest, existente v numero aliquo negativo, ut coefficiens
aliquis, evanescente denominatore, non definiatur; tunc ad series infinitas ante
exhibitas recurrendum est. Idem hoc fieri oportet in coefficientibus binis prio-
ribus 4 et AY, quos ut cognitos scala recursionis iamiam supponit. Potest
vero singulari artificio A® per A exhiberi. Erat enim

1
A = 1+-'.'_*_ﬁvﬁmh).?hﬁm)nzh__l_.”’
AL — B ... _*_%vﬁmm , B pht1 NI
Est, si sumamus 2n4 + A®, huius seriei terminus initialis
9 b

lis Atus = (v’Bm + 2) n = (V + 2) n,
genera 1S

1 vpyen oangm , 2k 1y yertn a1 gatn  2h4-1
2. kB PR Ly g e

-

qui, cum sit

voyerty _ vgen v—2h a1t aggw 2h41
8 ="8" g et 87 ="8" 511

sic contrahitur

1 v v—2h 2h4+1\ op
o ﬂ?h).2hﬁ(h)(2+2h+l' h+1)n2 +1

7>,VF
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sive brevius
1 vpen mpm V+2g 2h+1
= om T2 e R

Sumatur porro, posita » variabili, f Andn, cuius terminus initialis = {an,

terminus generalis A*™°
vgen o w 1 2h+2
= 8" "8 ahta’
Quae nova series, si per
20+ 2)

n

multiplicetur, dabit initialem = (v+2)n, generalem A"™

en agmV+ 2 .
= 8% .8 RO

Consentientibus igitur ab utraque parte terminis, fit
an- A4 A = 2D [ 4pdn,

sumto sine addita constante integrali. Fluit inde, esse
A = -2—.—(11;—‘:%)—‘/"471(11&—— 2n- A.

Hac igitur formula A® ad inventam A reducitur, atque haec sola restat
ex genesi seriei ipsius, ut antea factum est, derivanda.

8. Confectis quae in problemate generalissime proposito sperari poterant,
superest, ut ad casus speciales animum advertamus; in illis enim contrahere
formulas universales nonnunquam licet. Cuius rei exemplum praebet casus,
quo est v numerus integer positivus. Tunc enim quaelibet serierum, antea ad
coefficientes ipsius (1-ncos@)’ exprimendos inventarum, cum coefficientes bi-
nomiales ad exponentem v pertinentes, suo ordine quilibet, contineant, abrum-
patur necesse est, et finita evadit pro quavis expressio. Simili ratione eo casu,
quo v est numerus integer negativus, ad expressiones finitas singulorum coeffi-
cientium pervenire licet. Cum ad hunc casum formulae usus plurimum re-
vocetur, e re erit in illo enucleando paulum morari. Artificium, quo in hac
disquisitione opus est, duabus absolvitur partibus; prima, ut pro coefficientibus,
existente v =— — 1, eruantur expressiones finitae; altera, ut via monstretur, qua,
concessis ipsius (1--ncosg)’ coefficientibus, potestatis uno gradu inferioris
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(1-+ncose)'™! coefficientes derivari queant. Sic enim ab ipsa (14-ncos¢)™"
transire licebit ad potestatesfnegativas altiores, vitatis seriebus pro singulo
coefficiente infinitis.

a) Ad scrutandam, cui subiecta est, posito v = —1, coefficiens initialis A,
legem, in expressione indefinita termini eiusdem k" ponamus v = —1, pro-
venietque, ob

- . 1
1,3(21.) =1, ille — 2_252:.’3(1.) n2h.
Est autem
1 ngw _ 1 2h.2h—1)....(R4+1)
2% — om 1.2....0
1 2h.@2h—1)....1 1

9% 1.2...h “h.h—1)..... 1
1 (@2h—1)2h—8)...1
= 9 1.2....% ’

fitque his transformationibus terminus ille hts

1(2h—1).2h—3)...1

— 2h
ook 1.2....h

n-.

Quare, cum haec expressio sit manifesto quantitatis (1 —zz)" %, in seriem evo-
lutae, terminus A™5, sequitur, fore ipsam A4, casu quo v = —1,

= (1—nn)"*

B) Coefficiens post initialem primus A® definitur relatione ante demon-
strata (7, 0)

AO = 2LED fhpdn—2n. 4,
n
quae hic, ob v = —1, mutatur in
AN = -i—fAn dn—2nd = %j(i —nn)  ndn—2n(1—nn)"t.
Peracta integratione (sic instituenda, ut cum = et integrale evanescat) habebitur

AD = —%(1 — nn)"“#—%— 20 (1 —nn)~F,
sive brevius
2 —a
AV =~ (1—(1—nn)"*).
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1) His praecognitis facile coefficientium reliquorum expressiones finitae per
scalam recursionis ante erutam deducuntur. Erat illa

AC+n _ no =0 AD —2@41) ACHD

n(v-4h+4+2)
adeoque h. 1. ob v = —1
A+ _ =0+ 4% — 20,4 1) 40D
- nh41)

sive

APty — —(A<")—1_3A<"+‘>).
n

Si per hanc scalam calculos instituas, occurret lex simplicissima*), fore

AD — (— l)hv( 2 (1—\/(1—nn>>h_

1—nn) n

Ut illa demonstratione firmetur, sumamus valere ipsam pro coefficientibus us-
que ad A™™, eritque per scalam recursionis

A+ (_ 1)h 2 (1—\/(] —””>)h_l

V(1—nn) n

— —nn)\k
S T Vi )

n /(1 —nn) n
sive, separato factore communi

(— 1)t 2 (1_\/(1—%;)}&—151_3(1—\/(1_%).

V(1 —nn) n n )

Est factor, uncinis inclusus

_ nwn—242y(1—nn) (1—mn)—2y/(1—-nn4+1 1—y(1—nn)\2
- nn — nn - _( )’

quo adiecto habebitur

AGAD — (g2 (1— V(1 —nn))h—l L (1—\/(1 —n_n))z

V(1—mnn) n n

— (1) 2 (1—\/<1 ~wm>)h+1
V(l—mnn) n

9

unde legis universalitas perspicitur.

*) Falsa est, vitio forsan typothetae, legis huius apud Evurrrum 1. c. § 275 expressio.
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Pars prima negotii propositi confecta est, circumscriptis formula finita
ipsius (14 mcosg)™! coefficientibus. Restat altera, ut videamus, qua ratione a
potestatis alicuius coefficientibus datis transire liceat ad quaesitos potestatis
proxime inferioris.

o) Facillime hoc negotium ita perficitur, ut in expressionibus, quibus tum
coefficiens seriei indefinitae pro (1+4-ncosg)’ initialis, tum generalis exhibentur,
in locum ipsius v substituatur v—1, et tunc eliciatur resultantium cum ante-
rioribus relatio.

I. Erat (6) ipsius coefficientis initialis A4, in seriem evoluti, terminus ini-
tialis 1, qui igitur substitutione non adficitur. FErat generalis A™S

1 vpewn eagw, 2k
== ﬁ ’B * ﬁ n [}
qui, substituendo v—1 loco v, mutatur in:

1 s—1gyen engm, 2k
W‘V IB . B n g

Manifesto igitur nascetur ex priore posterior, si in

ducatur ille; adeoque, cum idem sit, terminum generalem ipsius A4 A™™ in
%vﬁ ducere, ac eundem, secundum = differentiatum, per vdn dividere et per =
multiplicare, habebimus, si vocetur B ipsius (14 cos®) ™! terminus initialis,
generatim

B=—A— n "dA'

vdn

II. Erat coefficientis indefiniti ad (14 mcosg)’ pertinentis A® terminus
initialis
1 vy
_27:1 B() nr’
fit itaque, si vocetur B" qui, ad (14 ncos¢) ™" pertinens, elicitur substituendo

in istum v—1 loco v, huius terminus initialis
1
L B(r) ,nr.

or—1

Hic vero, cum obtineatur illum per *—" multiplicando sive, quod idem est,
P ; P q
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per (1——%), et multiplicatio per {- ita confici possit, ut ille, secundum » diffe-
rentiatus, denuo in n ducatur et per vds dividatur, relationem sequentem
praebet: esse B® term. init.

n "d A" term. init.

= A® term. init. —
vdn

Prorsus eadem est relatio, quae in terminis generalibus obtinet. Est nimirum
ipsius A® terminus A%

1 rpon fon gt n’ T2k

= gria1
Fit igitur, mutato v in v—1, ipsius B® terminus A™S
1 rimagetn v—1eten 2h
= g BT TR T,
qui solo factore
v—(r42h 1_r+2h

v v

ad priorem expressionem adiecto, ex ista sponte procedit. Cum autem idem
sit, ipsius A® terminum A™™ per "+v2h
differentiatum, per vdn dividere et in n denuo ducere, habebimus

multiplicare, ac eundem, secundum #

BOterm. h = A" term. b — ”L’iﬁ*__m ,
van

quae relatio, cum pro omnibus sine discrimine membris obtineat, praebet
aequationem

BN — g __nrdA”
vdn

e) Per hanc igitur scalam relationis (1-4-ncos¢)’™" ad (1+mcosg) ita
reducitur, ut ex istius coefficientibus, qui in hanc expressionem cadant, diffe-
rentiatione facillime eliciantur. Licet adeo, cum ipsius (1-+ncos¢)™ coeffi-
cientes formulis finitis circumseripti in potestate sint, ad exponentes negativos
maiores sensim adscendere, eoque omnino potestates negativas easque integras
coefficientibus finitis exhibere.

Non tamen series infinitae, pro coefficientibus hisce ante inventae, inutiles
sunt. Est iis locus, simulac v fuerit numerus fractus, quo casu, ex EuLERi
iudicio, in his speculationibus gravissimo, formulae finitae nulla ratione sperari
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possunt. Tune igitur necessarium est, ut sit » numerus fractus, isque verus,
sin minus series omnes, cum divergant, usu prorsus destituuntur.

9. Hucusque, in sola evolutione seriei (1+4ncos¢)’ morati, integrationem
formulae propositae de¢ (14 ncos¢)’ negleximus. Illa autem, inventa serie ipsa,
nullo absolvitur negotio. Si enim fuerit:

(1+ncosq) = A+ AV coso+ AP cos2¢ + ...+ AN cosro+ ...
fiet
Jdo(1+4ncosg) = Ap+ AVsing 44 A®sin2¢ 4 --.—}—%Amsinrcp—{— vouey

cuius seriei coefficientes ex praecedentibus noti sunt.

10. Subiunxit in fine Cap. VI EuLErus integrationem formulae

dolog (1+ ncosq),

quam ut priorem ita perficit, ut peculiari artificio log(1+4-ncos¢g) in seriem
secundum cosinus angulorum multiplorum evolvat, antequam integrationem
ipsam adgrediatur. Revera autem haec series, ut casus specialis, iam in illa
continetur, quam pro (1-+ncos¢)’ invenimus. Opus est in hoc negotio nota
propositione : esse

log (14@) = (___~_1+””(;°_ Ly

cul consentienter
(14mcoso)® —1

log (1+mncos¢) = ——;

In expressione igitur generali pro (14 ncos¢)’ coefficiens initialis unitate
mulctetur, dein in illo et ceteris omnibus ponatur v = 0, et dividatur quivis
per ipsam 0.

a) Est ipsius 4, coefficientis initialis ad seriem (1+-ncos¢g)’ pertinentis,
et termino suo initiali, qui est = 1, iamiam mulctati, generalis A™*

— % B, v’B&h)nZh‘
Quodsi in illo ponatur v = 0, fiet
1 0.(—-1).(—2)--(—2h+1
(=1).(=2)-- (=2~ + ).nﬁ(mnzh,

PR 1.2....2%
VIIL. 8
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quo per 0 diviso restat

22 1.2.... 2h 22" 2h
' 1.2...h

sive cum (—1)**~, quidquid fuerit &, sit negativum

_l 1.3 5.(2h 1) 2h—1
¥ 12.38.% " o
quae est manifesto quantitatis
—(1-= nm_%
n

1 oh—11.2....2°h— Vongmw oh __ 2h—1 1 2y 2
(=) Ty B = (—1) o7 B

terminus 4™, Quare, cum hic non adsit, qui in illa terminus initialis -'-_;rl, illa
mulctata formulae nostrae aequalis fiet, adeoque si ponatur ipsius log (1 n cose)

coefficiens initialis = C habebitur

n "dC —

Qua aequatione, sic expressa
n d —_
dC = —n@(l-—-(i—nn) 9,
fit integrando
4
C = logn—1log 1——(1—;@)~ -+ const;

est vero, cum evanescere debeat posito » = 0, expressio const. =

C= log(l_m )’

aut, si malis,

C = log( l—vl—ﬂﬁ)

log$.

Quare
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B) Coefficiens, qui initialem excipit, C vocemus, ex scala relationis antea
tradita inveniri potest. Est nimirum

CM.p = —anndO—i—nn,
quo substituto et ad calculos revocato, fit

CYp = 2(1— (1 —mnn)),
adeoque
ch = 9 1-y{l—nn)
n
1) Ceteros coefficientes ex scala relationis ante evicta una formula gene-
rali circumscribere licet, quae sic enuntiari potest, fore, si ipsius log (1 ncose)
in seriem evolutae coefficiens 4™ = C®, hunc

— (s V@)”.

- h n

Sumamus, legem valere pro A primis, erit tunc ex scala generali, posito

v=0, (7, T)
Cctty _ —nh—1 c®=1 _9op. W
= nl 1) >

fit substituendo debitos valores

——— 1
k2 (1=Vi—an a1 2 1_——\/1—7m>h
C(k+1)__"'(h b hh-‘i(‘“T) 2= h( n
- n.(h+1)

sive, separato factore communi
—h—1
(— 1)h2(1_— \/1 — nn)
n

1
Y - )

(n_2(1——\/1~nn)) .
n

Est vero factor uncinis inclusus

_ an—242V1—nn (1—y(1—nn)?
= =

Si igitur alter per illum revera multiplicetur, fit

1y __ [ qyht2_ 2 (1=V(1 —nn) h+1
¢ _( 1> h+1( n ’

unde perspicitur legis generalitas.
8%
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d) Est igitur, si ponatur
(1—\/(1 —-nn)) —

n >

log (14 ncosg) = —log%?—{—%acoscp—%azcos?(p—{-
+%a*cos3¢p+-- --—l—(—l)k“%ahcoshcp—{--m

Adnotatio. Formula haec ad functionum trigonometricarum logarith-
mos obtinendos summi usus est.
Sit enim n = 1, fiet @ = 1, et habebitur
log (14 cosg) = —log2+3%cosp—%cos2¢p-{4cos3p—%cosdop-i ...,
quae series, cum sit 1-cos¢ = 2cos$¢®, dat quoque
logcos ¢ = —log2 —}—‘coscp — 4cos2¢+4cos3p—1cosdpt...

adeoque, substituendo 2¢ in locum ipsius ¢

logcosp = —log2+cos2¢—4cosdp44cosbp—1cos8p— ...
Similiter, si ponatur » = —1, ut fiat a = —1, habebitur
log(1—cos¢) = —log2 —2cosp—%cos2¢—3cos3p—3cosdp— ...

adeoque, cum sit 1—cos¢ = 2sin4¢?

logsing ¢ = —log2 —cosp—4c0s2¢—4COS3P—4COS4p—..--
aut, ut antea, 2¢ in locum ipsius ¢ substituendo

logsing = —log2 —cos2¢ —4cos4p—4cosbp—4cos8p—-....
Sequitur ex his, cum sit logtang ¢ = logsin ¢ —logcos¢

logtang ¢ = — 2 (cos2¢ 44 cos 6| 4cos10p+4costdp-t....)

et ex eodem fonte ceterarum functionum trigonometricarum logarithmi, licet
per series non celeriter convergentes, habebuntur.

e) Cum sit
log (14 ncosg) = — logz;ff—i—%a cosp—3a*cos2¢+2acos3p—..... R
integratio formulae log(1--ncos¢).de in aperto est, fitque’

Jdelog (1+ncosp) = -—(10g27“)cp+%asincp—%azsin2<p+%a3sin3cp——



DE INTEGRATIONE FORMULAE DIFFERENTIALIS (1 +4-ncoseg)’. de. 61

Confectum est igitur, quatenus per series fieri potuit, negotium pro-
positum.
Cognata est disquisitio, quam Ill. KrtcEL (de functione potentiali

(1—2@cosqp+ax)~™"

in Commentat. Societatis huius Tom. XII) exhibuit. Forma, quam ille contem-
platus est, abludit quidem ab illa, quae ducente EuLEro in hac dissertatiuncula
in censum vocata fuit, verum difficile non foret, alteram ex altera deducere.
Ne igitur acta omnino egisse videar, moneam, omnem disquisitionem eum in
finem a me institutam, ut serierum infinitarum tractationem per terminos ge-
nerales nulla difficultate laborare et facilius saepe, ac artificia singularia, ad
eruendas leges generales perducere, exemplo aliquo ostenderem. Non igitur in
principali dissertatiunculae parte usus sum via, qua VV. Ill. EvLer et KLUGEL
incessere; in ceteris omnia ad expressiones generales revocare et demonstra-
tione ubicunque munire conatus.

Corollarium.

11. Occurrere in Analysi altiore series, sive finitas, sive infinitas, quarum
termini non unam eandemque legem primo obtutu sequi videntur, imprimis
eiusmodi, in quibus termini indicis paris aliter ac imparis constructi sunt, no-
tissimum est. Solent tunc singulari lege hi, singulari illi circumscribi. Praeter
prolixitatem autem eiusmodi definitionum, inest illis aliquid contra naturam ac
vim Analyseos. In eo enim ipso huius consistit dignitas, ut valores unius
quantitatis, si eiusmodi fuerint, diversissimos sub una expressione generali com-
prehendat, et ex hac expressione cunctos derivare doceat. Sic, si in proble-
mate aliquo geometrico solvendo plures una quantitate solutionem praestent,
hae omnes in aequatione, qua datarum cum quaesita relationem circumscribimus,
involutae reperiuntur. Simile quid ab expressionibus, quibus serierum termini
generales sistuntur, postulari potest. Si fuerit igitur inter terminos pares et
impares aliqua diversitas, ita comparata sit oportet, si perfecta fuerit, termini
generalis formula, ut alios valores sumto pro termini indice numero indefinito
pari, alios pro impari praebeat. Quod qua ratione praestari possit, iam in
prooemio dissertatiunculae exposui. Est nimirum (—1)" existente m pari
= 41, existente impari = —1; estque adeo
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1____ (—1ym
2
1— (__ l)m-l-l

1-b — - =1, — — =0

existente m pari = 0, existente impari = 1

et sic per eiusmodi factorem adiectum quaesitum semper praestari poterit.

Luculentum, in quo adplicari potuisset hoc notandi genus, exemplum dis-
sertatio ipsa praebet. Si nimirum potestas aliqua cosinus dati per cosinus
multiplorum exhibenda sit, notum 'est aliam legem in serie pro potestatibus
paribus, aliam pro imparibus servari. Videamus igitur, qua ratione haec dis-
crepantia sub formulam unam generalem cogi queat.

Lex pro potestatibus paribus v.g. cos¢®”, ut antea demonstratum est, ita
se habet, ut seriei, secundum cosinus multiplorum parium procedentis, termi-
nus initialis sit

1 g,

Qm—1 2 ?
terminus generalis A™S
1 enpmtn
= 92m—1 B

cos 2.

Lex potestatum imparium, quarum termini solis multiplis imparibus ad-
ficluntur, ita constituta est, ut sit seriei pro cos¢®"~! terminus initialis

1 om—1ym
22m—2 B COSCP?

terminus generalis A™

223,_2 TR cos (2 1) @.

His expressionibus consentienter erit seriei pro cos¢” (ubi » sine dis-
crimine numerus par imparve esse potest) terminus initialis

1oy 1)y
(1= =) 8 e

Sit enim r = 2m, fiet
1 1

9=1 = oEm-i?

atque cum sit index coefficientis binomialis

. 1—(—1)"
1= (—1 T FETE) 1y N
1+ i —~ = m, B cos —5—=¢ = "y,

ut antea.
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Sit r = 2m—1; fiet

et ob

1— (_l)r 1— (__1)2m—1
1 = 1 =44,

1~(—1"
3o 500

( —1 9 (4 (2m—1) + 4 —
B o 1’3\2(% D+4) — 1’B(m),

tandem
(— 1)2m—- 1

—~(——l— ¢ = c0s .

1—
COS ! @ = COS —

63

Tandem factor praefixus fit, existente » numero impari, = 1, existente

pari, = 1 —% = 4, uti fas est.
Similiter, dico fore ipsius cos¢” terminum indefinitum A™™

,’+1-(-1> i )

= =8 cos (24421 )e.

Existente enim r pari = 2m, ob

fit expressio

1 om ﬂ(m-{-h)
22m—1

cos2hy;

existente impari = 2m—1, cum sit tunc

1—(— 1)2m—-l
2

=1,

fiet eadem

1 m—1 gy (m
g B cos (2h+1) g,

ut oportet.
Ad vitandam in scribendo molestiam pro quantitate simplici

1— (-1

2

signum unicum v.g. = @, ut in analysi solet fieri, usurpari posset.

tur tunc, contracta expressione

Habere-
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cos g’ = (1+0)21,-'3(%(""'“»008(1:?-}—--.-}—2f—1_l BErTIHN o504 L gy ...,

atque sic binae series, quae primo adspectu diversissimae videbantur, sub una
expressione, eaque satis simplici, comprehendi possunt.

BEMERKUNGEN.

Das Manuscript der vorliegenden »Dissertatiuncula« wurde 1893 von Herrn Prof. WILHELM MEYER
(Gottingen) in den Acten der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen gefunden und ist von
E. SCHERING mit einer Reihe erliuternder Bemerkungen in den »Gottinger Nachrichten« von 1893 No. 15
veroffentlicht. Es fehlt in der Urschrift der Name des Verfassers und ebenso auch eine Angabe iiber Ort und
Zeit der Abfassung. Indessen beseitigte der Vergleich sonstiger Manuscripte von GAUSS mit der vorliegen-
den Handschrift jeden Zweifel, welcher sonst vielleicht an Gauss’ Autorschaft bestehen konnte.

Sachlich ist zu bemerken, dass GAUsS vermuthlich schon zu der Zeit, als er das Collegium Carolinum zu
Braunschweig besuchte (1792 bis 1795), die Werke von LAGRANGE und EULER studirte. Es finden sich im
Nachlass (wahrscheinlich aus dieser Zeit stammend) verschiedene Ausziige aus Werken von LAGRANGE und
EUuLER, und darunter insbesondere solche aus EULERs Institutiones calculi integralis, Theil I Kapitel 6, an
welches die Dissertatiuncula unmittelbar ankniipft.

Ist hiernach auch sachlich GAuss’ Verfasserschaft unzweifelhaft, so wird man gleichwohl die fast voll-
stindige Abhingigkeit der ganzen Entwicklung von EULER nur mit der Annahme vereinigen kénnen, dass
die Entstehung der fraglichen Untersuchung entweder in den ersten Anfang der Gottinger Studienzeit von
Gauss (Herbst 1795 bis 1798) oder auch noch vor diese Zeit fillt. Es lost nimlich EULER die Aufgabe der
Entwicklung von (14 ncos¢)” in die Reihe

A4 AW cos o+ AP cos 29+ AD cos 3o 4 - -

so, dass er nur 4 und AW direct angiebt, sich aber wegen der weiter folgenden Coefficienten auf eine Re-
cursiongformel beruft, welche durch einen naheliegenden Kunstgriff gewonnen wird. Unter Vermeidung des
letsteren giebt GAUSS auch die hoheren Coefficienten A®,.. durch directe Betrachtung, reproducirt aber
iibrigens alle Ansétze und Weiterentwicklungen EULERs.

Die Citate auf KASTNER sprechen dafiir, dass die definitive Abfassung der Dissertatiuncula in den
Beginn der Gottinger Studienzeit fillt. Die gegen Ende von No. 10 genannte Abhandlung KLUGELs ge-
hort den mathematischen Commentationen der Gottinger Societit von 1793 und 94 an. Dieselben sind als
Gesammtband allerdings erst 1796 ausgegeben; doch sind GAuss die einzelnen Abhandlungen wahrscheinlich
schon frither zugiinglich gewesen.

Fiir die Annahme, dass die Entstehung der Dissertatiuncula spitestens Anfang 1796 anzusetzen ist,
wiirde auch der Umstand sprechen, dass in Yem Ende Mrz 1796 beginnenden wissenschaftlichen Tagebuche
keine Notiz tiber diese Abhandlung gefunden wird.

Eine Einzelbemerkung erfordert noch die Entwicklung unter Nr. 8, 7. Der Vorwurf eines Fehlers bei
EULER ist nicht berechtigt; vielmehr hat sich GAUSS versehen, indem er bei der Berechnung der Gleichun-

2 . .
gen fiir A® A®+D rechter Hand den Factor Ji—nn itbersah. Indem SCHERING in der von ihm veran-

stalteten Ausgabe diesen Factor zufiigte, stellte er die Ubereinstimmung mit EULER her. Der vorliegende
Abdruck gibt gleichfalls die berichtigten Formeln. FRICKE.




[BEWEIS EINES VON EULER AUFGESTELLTEN SATZES UBER
EXACTE DIFFERENTIALAUSDRUCKE.]

Supponendo dW = Vda, designante W functionem ipsarum a,y, p, ¢, 7, S,

erit
¥ = () )+ o) ) o)+ )
Hince
)
v -

VIIIL 9
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Hinc sponte sequitur
]
R-2£ 5 = (1)
Q- E8_rT_ (W)
Pt g2 g8 T ()
N—%-{—‘%—etc. = 0.

Ex iisdem principiis theorema inversum nullo negotio demonstrare licet.
(Sept. 1800.)

Den Beweis des Satzes, dass die Bedingungsgleichung

P , d*Q d'R .
ERCIEU . SR

statthat, wenn Vda ein vollstindiges Differential ist, habe ich in meinem Exem-
plar von Eurers Integralrechnung [Band III, Seite 518] gegeben. Der Beweis
des [umgekehrten] Satzes beruht auf folgenden Momenten.

i aP | 4dQ
Da der Ausdruck IN— izt

der Natur der Function V abgeleitet wird, so bezeichnen wir ihn durch fV,

und eben so P — %%-{—‘fi‘ilf— etc. durch f'V u.s. w.

Man setze [f'V-dy = W, so integrirt, dass bloss y als verdnderlich be-
trachtet wird, und das vollstindige Differential d W°® = V°do. Dann wird*)

—ete. auf eine ganz bestimmte Art aus

Ve =fV (V=T = o,
und daher
[V =fV f(V=V7° =o.
Da nun
8(V—V° af' (V—"v?°
WL — (V= V) +
[gilt, so ist auch 20 Y9 — ] und V—V° enthilt kein y.

*) Diese beiden Schlisse hingen mit dem Beweise a.a.O. in EULER's Integralrechnung zusammen,

0
wonach, W° statt W gesetzt, f/V° = 663 aleo = 'V wird, und fV° = 0 also = fV.
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Man setze ferner
[ T—Vap =W,

die Integration so gemeint, dass bloss p als variabel (d.i. a, ¢, r etc. als con-
stant) betrachtet werden, und

aw’' = V'da.
Dann ist, weil W’ kein y enthilt,
V=0, (V=0 [V={V=V)
also auch
f7—V'—V) =0, [(V=V=V)=0, [ V=V"=V)=0,
und V—V°—V wird weder y noch p enthalten.

Man setze ferner
J"V=V'—V)dg =W" und AW" = V"da,
so wird ebenso
f(V=V'—V' -V = (V=V'"=V'=V")
=" (V=V'—V V" =[f"(V=V'"=V'=V") = 0,
und V—V°—V'—V" enthilt weder y noch p noch ¢, sondern bloss @, r, s etec.
Ebenso enthilt

V—_V'—V'—V"—V" Dbloss @, s, t,
V—V'—V'—V"—V"—V" bloss a, ¢,
V—Vo'—V' —...— V7 Dbloss a.
Es sei nun .
f(V—Vo—V'—. =V de = Q,
so ist

[Viz =+ WO+ W + W' 4.+ W,

welches zu beweisen war.

9*
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BEMERKUNGEN ZU DEN BEIDEN VORSTEHENDEN FRAGMENTEN UBER EINEN
EULERSCHEN SATZ.

Das hier von GAuss behandelte EULERsche Theorem besagt folgendes: »Die Function V(z, y,p,¢,7,8,...)

d ap d dr . .
von &, Y, p = ﬁ, g=g,r= d—;, § =g, liefert stets und nur unter der Bedingung:
2 3 2
N_i€+dQ @R a8 e 0

da* ~ da® da*
ein exactes Differential V'da, wenn hierbei unter NV, P, @, R, S, ... die partiellen Ableitungen:

oV v oV av v
N=39y F=5p 9¢=35p F=% S=7 -
von V verstanden werden«. EULER hat diesen Satz sowie auch seine Umkehrung im dritten Theile seiner
»Institutiones calculi integralis« und zwar in § 92 des die Variationsrechnung behandelnden Anhanges aus-
gesprochen und aus den vorangehenden Entwicklungen der Variationsrechnung bewiesen. GAUSS hat seinen
vorstehend reproducirten directen Beweis des genannten Satzes in sein Handexemplar von EULERS Institu-
tiones calculi integralis an der betreffenden Stelle aufgezeichnet. Den im zweiten Fragmente entwickelten
Beweis der Umkehrung hat GAUss in sein Exemplar von KLUGELs Lexicon Bd. I eingeschrieben.
FRICKE.




[VIER NOTIZEN UBER INVERSION DER POTENZREIHEN.]

Gauss an OrBERs, 12. December 1813.

...... Heute habe ich einen artigen kleinen Fund gemacht, den ich
Thnen doch mittheilen will. Es ist ein specieller sehr kurzer Beweis fir die
Umkehrungsformel der Reihen: man kann sie zwar als einen einzelnen Fall
sehr leicht aus der allgemeinen LaeraNeischen Umkehrungsformel ableiten;
aber es ist doch angenehm, sie mit wenigen Federstrichen unabhingig von
dieser ableiten zu konnen.

Ich setze

-+ axx -+ Ba’+ a2t +ete. = X,
y+ayy+By +1y'tete. = Y,

log(l——;—)—-log(l—%) = Q,
Y=y "(1+m 1)y + 0, 2) yy + (0, 3) y* 4 etc.).
Man hat erstlich:

X X2 Xs
Q@ =F+gy sy T ete

== %‘+(151)X+(192)Xy+""
+2-Xy’5—l—(2,1)%—1—(2,2)%34-(2,3)%’4_....
B (3 1) s (3,2 (3,3) (3, 4)

o — e — s ——
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Zweitens hat man aber auch:

— Y—X y\_ I4aly+2)+Blyy+ya+xx) 4 ete.

= IOg(y—w Y)“ log | FeoFEys v Fee |
_ ar+Byr+ 22 +yyyzr+ yre 4 a°) 4 ete.
- 10g31+ 1+ oy + Byy +1y° =+ ete. ;

Dieser zweite Ausdruck zeigt, dass Q gar keine Potenzen von y mit ne-
gativen Exponenten enthilt; es muss also

%‘*“(23 1)%"‘(‘% 2)3%;’{_6130- _g

identisch = 0 werden oder
2= X+44(2,1) X*+ 4(3,2) X3 4 ete.,
welches die Reversionsformel ist.

Eben so folgen hieraus die Coefficienten der Reihen, die a? a® etc. oder
jede positive ganze Potenz von @ durch X ausdriicken, und durch leichte
Kunstgriffe kann man es auch auf gebrochene Exponenten ausdehnen. Fiir

negative Exponenten miissten noch andere etwas kiinstlichere Betrachtungen
hinzukommen. .......

REVERSIO SERIERUM.

z—aer—a"2*—a"a"—a"2" —.... =y
mo__ DN T Nk mtymptvdm—1)(p+v+m—2) (p4+v+m—38)...v+m+1)
a" =2a"d" a" ..y 1.2.3..7.1.2.8...%.1.2.3...% ete. ’

wo
p —_ )\7+)\’7+)\”' + etc.
v = N42N' 3\ +etc.

und N, X, A" etc. alle moglichen Combinationen von Werthen erhalten, die
weder gebrochen noch negativ sind.
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DIE UMKEHRUNG DER REIHEN.

Es sei
x+axx+ba’4-cat4ete. =y,

u-tarvuut-beau®+catu +ete. = 2z,
——10g(1——-@—z) =Q,

—; = - (1+ +(1,2)za+(1,3)a* +etc.),

yiy = 1—{—(2,1).2;'—}—(2,2)wm—{—(2,3)w3+etc.),

1

(1 (3, 1)@+ (3,2) aw -+ (3, 3) 2% +-etc.),

u.s.w., oder allgemein

yS

Yy =" " (14 (m, 1) @ -+ (m, 2) @2+ (m, 3) 2* 4 etc.).

Dadurch wird

Q= z + (,0ez + (1,2)exz + (1,3)2°2 +f-etc
+izzF45(2, 1) @22+ 4(2,2)xzzz -+ 4 (2,3) 2’22 - ete
+ 1428 -4 (3,1) @2’ +1(3,2)ax® +4(3,3)2°2* f-ete
$2 (4, ) @2t + 4 (4, 2) awe® 4+ (4,3)a%2* +ete
-+ ete

Nehmen wir an, dass die Substitution des Werthes z in diesem Ausdrucke

gebe
1,3]2*u -+ etc.

2, 3) 2 uu -+ ete.
3,3]2*u® + etc.
4, 3]x*u* + ete.

+ 1, 1]euw +[1,2]eau +

?uu—l—[Q 1auu+[2, 2] xeuu -+

+ 3, 1]wu® +[3, 2] zau’® +

+* ~'*+[4 1aut 4[4, 2)aaut +
-+ ete.,

Q=

— o

so wird sein

I w2, 1] @eun+[3,2)xxu® -+ [4, 3] 2*u* +ete. =
z+4(2, ) @zz+ 4 (3, 2) wx® + 4 (4, 3) 2’2 + ete.,



72 NACHLASS.

1L $uu-[3, 1]au®+[4, 2] weu’ +[5, 3] 2°u’ + ete. =
322+ 13, 1)@t + £ (4,2)waz + £ (5, 3) 2*2° + ete.,

I11. yub 4[4, 1]au* +[5, 2] a2’ +[6, 3] 2°u’ +ete. =
12844, ) w2 + £ (5, 2) xwd® + & (6, 3) 2°2° +ete.,

Iv. +ut -5, 1] 2w’ + 6, 2)wawu’ 4 [7, 3] 2% w" + ete. =

24 (5, 1) @2’ + (6, 2) w2’ + (7, 3) 2°2" + ete. ,

w. S. W.
Nun aber ist auch

. axu-ba® (w-+uw)+ex® (u-t+uutu®) + dat (w4 vu+tut 4 u*) 4 ----
= —log(l—u)—log <1+ 14 ax+4baxx+ ca® 4 da® - ete. )

Der erste Theil gibt
u+fuwt w4 Lut - ete.,

der andere giebt nur solche Theile, die » und x zugleich als Factoren ent-
halten, und zwar @ mit gleichem oder grosserem Exponenten als u. Hier-
aus folgt:

[2,1] =0,

(3,1] =0, [3,2]=0,

[4,1] =0, [4,2]=0, [4,3]=
u. 8. W.

Hierdurch fallen also in den ersten Gliedern der Gleichungen I, II, III,
IV etc. alle Theile nach dem ersten aus, und man hat, wenn man dieselben
mit @, 2o, 324° 42" u.s. w. resp. multiplicirt und dann » =1 setzt,

L @ =y ++(2,1)9y++03,2)y°+1(4,3)y" +ete.,
1. zx=yy+4%(3,1)y" +%(4,2)y" +%(5,3)y°+ etc.,
111. 2 =y +34,1)y" +3(5,2)y°+3(6,3)y°+ etc.,
Iv. @t =y' +4(5,1)9° +4(6,2)y°+4(7,3)y" +etc

u. s. w., oder allgemein

=y L 1, 1) g (-2, 2) T SR (3, 3) g™ - ete
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oder

" Coeff. 4" _ y~"Coeff. ™™
m - n ’

1820 Jun. 22.

ALLGEMEINE UMKEHRUNG DER REIHEN.

Es sei vorgegeben die Gleichung
pm — qn+aqn+v+bqn+2v+cqn+3v_*_etc' — Q
Man wiinscht ¢® als Function von p darzustellen.

Auflosung: Man setze

v ym

¢ =wa, (1 +ax-+bra+ ca®+ete). * = fa, p" =u,
so wird die vorgegebene Gleichung # = u . fx und gewiinscht wird

L] 8 8
P =a =uwfa.

Man setze zuvorderst

x=tt+u.fe,
so wird aus LacrancEs Lehrsatz
X ey Auodftrt? huw  drfetT? A L A
fo' ="+~ togais aF Togeies ar T

welches, da nach den Differentiationen # = 0 gesetzt werden soll, auch so aus-
gedriickt werden kann :

A . A
fw}\ = [ft)\]Coeﬁ‘t" _i_ )\__%f [ft)\—*—lJCoaﬁ‘t + r_’t{_‘_% [ft)\+2]()oeﬂ-'tt+ ete.

Hier kann statt ¢ auch jeder andere Buchstabe z. B. ¢" gesetzt werden,

v

also, da f¢' = (%)_% =¢'Q ",

2 A i
fml _ [(]v}\ Q_T:] L A [ v (A1) Q_(—.tzl“)_v} + Aﬂ[ v (42 Q—( -I;%)v
Cooffgo ' A1 q Coeffg” ' A2 q

VIII. 10

LM qw—}— etc.
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oder auch

v -1

fat = [Q_T]COW_V1+%[Q " 4o

_(ij-l)V]
Coeff g%

ANuw L L
: n
Coeffq—Vl+ A2 [ Q ]

Mithin, A = % gesetzt,

TP R )

g =u Coeftg-8 T 5" % Q Coeff g—0
o] st
+ors % " L@ " loeerg T
oder

ST R
T =p Q Coeﬁ'q“e_}-'ﬁ—-_{-—v'p Q Coeff g9

BT 4 Q Coef g0 177"

Setzt man also ¢° = P, so ist

__bm ~m
[P]Coeffp“ - ﬁ[ ]CoeﬂE g8

Man kann dies Resultat auch so ausdriicken: %) ist dasjenige Glied in der

Entwicklung von
L'}

mﬂ(%)” qe

w(i-))
nach Potenzen von ¢, welches kein ¢ enthilt.

Hiernach wire die allgemeine Aufgabe diese: Die Relation zwischen p
und ¢ ist durch die Gleichung gegeben:

P=Q,
wo P Function von p, Q eine Function von ¢ von der Form
qn+aqn+v+bqn+2v+cqn+3v+etc'

ist. Man wiinscht f¢ durch eine Function von p darzustellen.
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Es sei P die verlangte Function, so ist:

1
Pn
q.f'e.f5
(%) = pars absoluta sive a ¢ libera in e |

v

- ())

BEMERKUNGEN ZU DEN NOTIZEN UBER REIHENINVERSION.

Die erste Notiz ist aus einem Briefe an OLBERS vom 12. Dec. 1813 entnommen. Der daselbst sym-
bolisch durch (n, v) bezeichnete Entwicklungscoefficient stellt sich auf Grund des polynomischen Lehrsatzes
explicit dar in der Gestalt:

oy mtp—=t)mtp—=2)...F 1) i an ugm

) =% VTV ata M a" M
wenn hierbei @/ = —a, ¢’ = —B, ¢ = —y, ... gesetst wird; die Summe bezieht sich auf alle Systeme
ganzer, nicht-negativer Zahlen X', 1", ..., welche die Gleichung X'+ 2"+ 38X+ -+- = v befriedigen, und es

ist o= NN HN"+-.0

Die zweite Notiz, welche Gavuss in sein Exemplar von »HOBERT und IDELER, trigonometrische Tafeln«
(erste Seite des Umschlages) geschrieben hat, giebt in expliciter Gestalt die am Schlusse der ersten Notiz an-
gedeutete Verallgemeinerung. Man wird die fragliche Inversionsformel mit Hilfe des eben entwickelten Aus-
drucks fiir (n,v) leicht bestdtigen.

In der dritten Notiz, welche sich auf einem einzelnen Zettel findet, und welche das Datum 1820
Jun. 22 trégt, ist nach einer geringfiigig abgeinderten Methode gleichfalls die Verallgemeinerung der ersten
Notiz fiir beliebige Potenzen von @ explicit entwickelt. Dem Schlusse von den beiden Darstellungen des Q
auf die Gleichungen I, II, ... liegt eine Homogeneitétsbetrachtung zu Grunde.

Die vierte Entwicklung stammt vermuthlich aus dem Jahre 1816 und findet sich in einem Handbuche.
Unter dem Symbol [F(@)] oo, zn 18 hier der Coefficient von 2" in der Entwicklung von F'(x) nach Potenzen
von & verstanden. ‘ FRICKE.
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NEUER BEWEIS DES LAGRANGISCHEN LEHRSATZES.

Der wichtige Lehrsatz des Herrn pE Lo GraNGE, wonach jede Function von
& durch eine Reihe nach den Potenzen von w dargestellt wird, wenn @ = t+uX,
ist schon von dem Erfinder auf eine scharfsinnige Art bewiesen worden*).
Allein da dieser Beweis sich darauf griindet, dass X die Gestalt habe

ax® +ba® et ... FH)

und zugleich etwas weitlauftig ist, so haben verschiedne Geometer gesucht,
den Satz bloss aus der Natur der Functionen herzuleiten ***). Von allen diesen
Bemithungen ist indess bloss der Beweis des Hrn. Prof. Prarr vollig streng; die
ibrigen sind im Grunde blosse Induction. Ich hoffe, es werde manchem Leser
nicht unangenehm sein, hier einen andern gleichfalls strengen Beweis zu finden,
der mit dem des Hrn. Prof. Prarr nichts gemein hat. Die Hauptidee ist eigent-
lich wie in dem Cousinschen, aber die Ausfithrung scheint mir neu und einfach.
Verschiedenheit der Methoden dient immer, mehr Licht iiber eine Wahrheit zu
verbreiten, und gegenwértiger Satz scheint unter uns bisher weniger bekannt
zu sein, als er es verdient.

*) Hist. de I'Aec. de Berlin T. XXIV, Année 1768 (Berlin 1770), p.275. Man findet die ganze Ab-
handlung tbersetzt in dem dritten Bande, womit Hr. MICHELSEN EULERs Analysis des Unendlichen begleitet
hat. Auch hat neuerlich Hr. D. MURHARD diesen Beweis in einem eignen Programme durch einen ge-
dringten Auszug bekannter zu machen gesucht.

#%) Eben das gilt von der Umkehrungsformel, die Hr. ESCHENBACH fiir sich erfunden und Hr. M. ROTHE
bewiesen hat, und die sich leicht mit dem LAGRANGischen Satze verbinden ldsst.
*¥%) LEXELL, Comm. nov. Petr., T. XVI (1772), p. 230.
CoNDORCET, Miscell. Taurin., T. V (1770—73), Classe Math. p. 7.
CousiN, Astronomie physique, p. 15 (Paris 1787).
Pra¥F, Archiv der r. u. a. M., 1. Band (1795), S. 81.
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I

Da fiir w = 0, ® = ¢ wird, so ist nach TavrLors Lehrsatze

dox | uu oz u® dPox
P2 = pttug T g TTe s dus T O

dox d*¢x

wo der Werth der Gréssen —=, —=5 ete. fir ¥ = 0 zu nehmen ist. Allein

es ist allgemein

duw at ’
dox
2
dPoxr ix dat
du®* ~ dt ’
dox
2 8
Pox X “dt
dut ~ ae

wie ich sogleich beweisen werde. Ferner wird man leicht einsehen, dass fiir
u =0, d. i. # = t diese Ausdriicke

L dx,dcpw
d(pa: “dt d:px dx
X ar’ T ar s etc. in X Y Tam » etc.

iibergehen, worin dann 2 = ¢ zu setzen ist. Dadurch wird also

de(Pw . a:xe ddq’m
dox | uu dx U T
cpm—cpt+uX +— dxz +1.2.3 dx* T

wo @ = t zu setzen ist, und dieses ist die Formel des Herrn DE LA GRANGE.

11

Die hierbei gebrauchten Verwandlungen beweise ich so:

Ich differentiire die vorgegebne Gleichung z = t+uX nach ¢ und nach w,
woraus ich erhalte

dx ax adX dx
= LT = e
dx ax dX dx
a = Xtugy = Xtugrgy
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Hieraus %—E eliminirt gibt
x
dx dzx
Tu = Xa
Da nun
deox _ dez dz dex _ dex dx
at — dwx dt und du — dw du’
so wird:
dox dox
E T (1)

folglich auch, wenn man statt ¢a X setzt (welches erlaubt ist)

ax _
du —

aXx
X5 (2)

Differentiirt man aufs neue (1) nach ¢ und u, so erhidlt man

Fox adX dox d*ox
atat TX e (3)

dt
dFex _ dX dox d*ox
awe = au at T X T’
- . Fox ax ops .
Hierin die gefundnen Werthe von -~ und —— substituirt gibt
dtdu du °

Por _ 5 xdXdyz | x2dow

du? dat dt de
oder
dox
2___
Y R (4)
du* at

Differentiirt man wiederum diese Gleichung nach u, so wird

2z 202
Pox dt
du? ~—  dtdu

Da es aber bekanntlich gleichgiiltig ist, ob man dezl'—;f erst nach ¢ und
dann nach u differentiirt oder in umgekehrter Ordnung, und

ax: 24 ixd i
at aXdox ad*ox
dw 2Xdu dt +X dtdu

oder, wenn man die Werthe von 'fl—X, P9T aus (2) und (3) substituirt,
w’ dtdw
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dox
axs—=
_ w3z 2 dX dox dat
=X dtdu+3X dt dt at
so folgt
dox
[/ Gputad
dox at 5
dis = Ta¢ ®)
Man findet ebenso
3 adq:ac
d’cpx @X dt f
T = A u. s. f.

Allgemein aber gibt X”d—d“’t£ nach u differentiirt durch die Substitutio-
nen (3) und (4)
dxn%‘*’t—m dX"+1‘“Lt”

— dt_ (6)
du - dat
Ist also das Gesetz bis auf das n'® Glied richtig oder
g
dox
n—1~n®P
d"oex X dat
O P
so wird, nach » differentiirt,
dox dox
n—1~vxn &P n—1 n &P
a"tlox R " aX" g
aw Tt T qu.di! at"Ldu
(also] nach (6)
: n n+'lm
artles X dt (7
T ar

d.i. [die Regel gilt] auch fiir das nichstfolgende Glied.
Aus den Gleichungen (1), (4), (5) folgen also die obigen Verwandlungen
fiir die drei ersten Glieder, und aus (6) ihre Richtigkeit fiir alle folgenden.

BEMERKUNG ZUM AUFSATZE »NEUER BEWEIS DES LAGRANGISCHEN LEHRSATZES«.

Zufolge einer Notiz in dem §. 20 erwiihnten Tagebuche hat Gavss am 27. December 1796 einen Be-
weis des Lehrsatzes von LAGRANGE gefunden. Der vorstehend abgedruckte Aufsatz ist zwar ohne jede Da-
tumangabe auf einem einzelnen Zettel aufgezeichnet; indessen ist micht zu bezweifeln, dass es sich hier um
die Entwicklung handelt, welche Gauss Ende 1796 auffand. Die Versffentlichung wurde seiner Zeit nur
durch verschiedene Zufilligkeiten verhindert (Vgl. SARTORIUS VON WALTERSHAUSEN, Gauss zum Gedécht-
niss, S. 22). FRICKE.




LAGRANGES LEHRSATZ,
AUF MOGLICH LICHTVOLLSTE ART ABGELEITET.

I. Specieller Fall.

Grundgleichung : x=t+ua,
Gesucht: 2 = "+ Tyu-t- Tyuwu -+ Tou +u. s. w.

Hier sind T}, Ty, T, u. s. w. Functionen von ¢, die in 0, 6,, 8,, u. s. w. iiber-
gehen mdgen, wenn man anstatt », soweit es in ihnen vorkommt, n--\ schreibt.
Man hat also offenbar:

2" T = ¢t 10y 4 Oyuu - B,u° . s. w.
Allgemein ist fiir irgend eine Function Fa von @

dFx «Z’)\- dFz
du — at ’

also

da” ardx" n  dattt

duw T dt T wm+k at

und folglich:

) —1 , 40O ao, a0
T,+2Tyu+3 Touu-tus.w. = ﬁ% g(n—{—)\) i ‘~|—-C—l—fu+ﬁt—2uu—{—d—t“u3+u.s.w. 2

Man hat also 7, = 2¢t"**~! und hieraus, wenn man n--\ statt n schreibt,

81 = (7l—+—)\> tn+2)\_l;
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sodann
T2 — 1 »n dO _ nn+42r-1) tn+27\_g

2 ' mtAdt 2
und auf ahnliche Weise hieraus
8, — (m+N ("2+37\—1)tn+37\—2,

T -1 " a9, _ nn+382—1)n+3h—2) ;nisn—3
8 3nt\ dt 2.3 ?
0, — (n+7\)(n+4l—1)(n+47\—2)tn+4k—-3
8= 2.3 ’

T — l_n_des . n(n+4l—1)('n+4)\—2)(n+4)\—3)tn+4;\._4
T dmdrdt 2.5.4 ’

wo das Fortschreitungsgesetz klar ist.

II. Allgemein.
Grundgleichung : x=ttuda,
Gesucht: fo = ft+ Tyu+ Tyuuw+ Tyu®+u.s.w.;

¢@, fo sind gegebene Functionen von @, hingegen T,, Ty, Tyu.s. w. erst noch.
zu bestimmende Functionen von ¢, und zwar wird ihre Bestimmung von der
Beschaffenheit der Functionen ¢, f# abhingig sein. Die derivirte Function
%—? soll mit Fa bezeichnet werden.

i - . dom . , Tmas
Es sei nun @2 eine andere Function von und o = £2¥ ihre derivirte.

da
Es wird mithin auch gesetzt werden konnen:
o = <pt+€)ld+ 0,uu -+ 0;u° +u.sw.,

wo 0,, 0,, 0, u.s. w. gleichfalls Functionen von ¢ sein werden, die von der
Natur der Functionen ¢, ¢ ebenso abhingen werden, wie T, Ty, T5 u.s. w.
von ¢, f. Sollte sich zeigen, dass in letzterer Abhingigkeit die Function f
selbst nicht vorkommt, sondern nur F, so werden, da ¢ bei beiden die gleiche
Rolle spielt, T, Ty, Tsu.s. w. iibergehen in 6, 8;, 0; u.s. w., wenn man in
dem Ausdruck der ersteren Function, soweit F'¢ darin vorkommt, an die Stelle
davon setzt @z

VIIL. 11
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Nehmen wir nun an, die Functionen f# und ¢# stehen in einem solchen
Zusammenhange mit einander, dass

Ox = 2 Fuo
oder, was dasselbe ist, dass
o2 = [a- %’%dw,
und iiberlegen, dass

dfx afx

T = o'
so wird

afe _ dpx

du —  dt

Mithin [folgt], da

dot
=0t ={t- Ft,

T,+2Tyu~+3Toun+u.s.w. = cpt-Ft—}—%u—i—%uu-{—%u"-{—u. S.W.

Wir haben demnach zuvérderst
T, = {¢- F¢.

Mithin, da nach obiger Bemerkung 7, in 0, iibergehen muss, wenn man in
dem Ausdruck fiir jene Function an die Stelle von F't treten lasst @z, d.i
¢¢- F't, so wird

0, = ($2)*- Ft.

Hiernach wird ferner

1 d(YteFt
To=35 "3

und. dann abermals, kraft der obigen Bemerkung,

8, = 1 dyt*Ft

27 dt
Sodann
1 ddwrrFt
Ts= 53 dtr
— 1 ddyrFe
837 2.3 dg= "’

1 abeFt
Ti=s531—ap

u. S. W.
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Als Endresultat haben wir also

ape o b2 y dawer L
fo=ft+dt-Grutg—gwutgg—gm ¥
da(@t)“%f-; .
—}—5——1—1————6”—3-—4& -+-11.S.W.,

welches der Lagrancische Lehrsatz in seiner ganzen Allgemeinheit ist.

1847 Mai 13.

11%
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ENTWICKLUNG VON —~ IN DIE REIHE
(h—cos @)

AO 4+ 240 cos g+ 24P cos 2¢ -+ 2 A® cos 3¢ + ete.

Wir setzen

oy

a =% +0), b =Vab, ¢ =(“?

an %<ar+ b’), bn — ll, bv, C" — (a ﬁ

” 2
aw %(a"—}—b"), bm — Varrb , Cw — (a f/ \) etc.

I

Man setze ferner
w=2c(l42¢"(1F2¢" (142" (14...},

und a® sei die gemeinschaftliche Grenze von a, @', a”, a” etc. und b, ¥, b”,

b" etc. Sodann ist

A — b AW — 1=hu
al®) al®)

Wir setzen ferner

AW o A® . A® )
A—(O)_—_B(), El—’zB()’ Z@):B() etc. ;
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man hat so folgende Gleichungen

9

B 4
B(l) = - B(2) = ﬁ_—.—i"—%ﬁ, B(S) = 5 u. S. W.

0
B® = Yy ok Sho 1B

4
2h—43B®’
Man bedient sich dieser Formeln, um die Grossen B®, B®, B®, B® u.s.w.
in verkehrter Ordnung aus einer vom Anfang entferntern, etwa der letzten,
welche man nothig hat, abzuleiten. Diese zu finden dient die Formel

&y __ 2k+3 R 1
B® = shyal 3
LT gEraeera !
| BEFDREEE
0h+4) 25+ 6)
1.5
' —Gigeeirs’’
PENCLEICLE P
(2k-48)(2k+10)
1 3.7 o
T 2k+10)2k+12)

1 — ete.

tt

1 —fdstt
[
1 —ete.
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BEMERKUNGEN ZUR »ENTWICKLUNG VON (h—cosg) ¥ IN DIE RETHE
A® 49 AD cog o+ 2 AP c08 29 -+ -

Diese Entwicklung von (% — cos <(>)~J"i gtammt vermuthlich aus der Zeit um 1813. Das besondere In-
teresse derselben ist in ihren mehrfachen Beziehungen zu sonstigen Untersuchungen von GAuss begriindet.
Fiir die beiden ersten Coefficienten A©®, AV hat man zundchst die folgenden Integraldarstellungen:

A©® _f A® _._f% cosede
21r’h—cosq>) 27 ——corsga)2

Substituirt man hier ¢ = 27 und setzt h—1 = m?, h+1 = %?, so ergiebt sich:

A(O) =f dT 3 3
b 2T (mmcos T* 4 nnsin T?)*

A® _f (cos*T—sin*T)d T
27 (mm cos T+ nnsin 1'% 2

Die Berechnung von A©® und A® aus m und # durch den Algorithmus des arithmetisch - geometrischen
Mittels hat Gauss in den Artikeln 16 ff. seiner Abhandlung »Determinatio attractionis ete.« (ges. Werke IIL
p. 331 ff.) geleistet. Die daselbst in Art. 19 mit P und € bezeichneten Integrale liefern:

A9 = P4 Q, AV = P— @,

Um die damaligen mit den hier vorliegenden (bei Berechnung des arithmetisch-geometrischen Mittels benutzten)
Bezeichnungen in Einklang zu setzen, hat man an m® = h—1, #* = h-1 anzukniipfen und findet in ¢:

1t 14t

—_—, n = ——-
vat Vai

Die Zahlen @, b, von denen hier das Mittel a'® gebildet ist, sind demnach:

1_t22 , b 1___t22,
““<2t)m’ =(Tt—)”’

und es gilt:

wo p, wie a. a, O., das arithmetisch-geometrische Mittel zwischen m und % ist. Die am Schlusse von Art, 17

der genannten Abhandlung angegebene Gleichung fiir v schreibt sich auf Grund der ebenda niéichst vorauf-
gehenden Relationen:

= 2 —(1+2 A (1-]—2 )‘l::,(1+ %
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’

2
Die Definitionsgleichung fiir A" liefert nach kurzer Umrechnung zunichst (:\T) = ¢*; hier hat man:

’ " A "

— = —C jedoch weiter —_— = C — = ¢", ...
ml ’ J m// 77 )

zu setzen, um die Formeln der vorliegenden Notiz zu gewinnen. Folglich bestehen die Gleichungen:

A4+0?1—u (1—t? 14w

v=u P=—hirim ¢ T

wie aus den Schlussformeln in Art. 19 a. a. O. hervorgeht. Durch Addition und Subtraction dieser letzten
beiden Formeln findet man:

h—u t—hu

A0 — s A — .
al®) al®

Fir's zweite subsumirt sich die hier geloste Aufgabe der Entwicklung von (h——coscp)_% dem all-
gemeinen in der Dissertatiuncula (p. 35 ff.) behandelten Probleme. Es werden daselbst unter Nr. 7 die drei-
gliedrigen EULERschen Relationen aufgestellt, vermdge deren man aus den beiden ersten Coefficienten
A© AD guccessive alle folgenden A®, A®, . .. berechnen kann. Fir die Quotienten B® der A4 entspringen
aus den EvrLERschen Recursionsformeln die hier von Gauss aufgestellten Formeln zwischen B® und B*+D,

Es ist endlich noch erwiihnenswerth, dass sich der fir B® angegebene Kettenbruch direct der allge-
meinen Formel [25] in Art. 12 der »Disquisitiones generales circa seriem infinitam ete.« (ges. Werke ITI p. 134)
unterordnet, in welcher der Quotient zweier hypergeometrischen Functionen in einen Kettenbruch entwickelt
wird. In den daselbst erklirten Bezeichnungen wirde sich die Formel fiir B® folgendermassen schreiben:

k43
) o ' %1, (e a Jo— s . 42
B _k—i—lt G(—4k—4k+41;t%)

oder auch:
k4% (=4 k+4 k428

B® — . .
E+1" Fl—4,k—4k+1;t)

FRICKE.




SCHONES THEOREM DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG.

Wenn [man setzt]:
feltu(Ptdt o (Pu. \/_2—11,

das Integral von ¢ = — oo bis ¢ = -+ co ausgedehnt, so ist

fe-”“zpu du = ¢t-V2mx,
das Integral ebenso genommen.

Die Begriindung dieses Satzes ist in der Formel enthalten:

ch(t_{_Z_ﬂc) — Qﬂnze—iktw /‘cpe_de.ez'kew,

(0]

wo das Integralzeichen die Ausdehnung 6 = — oo bis 6 = 4 co voraussetat,
und das 2-Zeichen sich auf alle ganzen positiven und negativen Werthe von %
bezieht, indem man darin nur o unendlich abnehmen zu lassen braucht.

BEMERKUNGEN ZUM THEOREM DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG.

Das vorliegende Theorem hat Gauss in den Einbanddeckel eines Buches eingetragen, welches den
Titel »Opuscula mathematica, 1799—1813« /trﬁgt. Eine genaue Zeitangabe, wann der Satz gefunden wurde,
ist nicht vorhanden.

Man kann dem Theorem durch leichte Umrechnung auch die vollig gleichwerthige Gestalt verleihen:

+ o o 0
2Tl) = f(dufcosu(t—w) .o (x)de).



SCHONES THEOREM DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG. 89

Es handelt sich also um eines aus der Reihe jener Theoreme, welche FOURIER seit 1807 auffand und 1822
in der »Théorie analytique de la chaleur« ausfilhrlich bekannt gab. Die von GAUSS zum Beweise des
Theorems angegebene Summenformel liefert fir lim.w = 0 direct die FouRriERsche Integralformel. Man
wolle nur bemerken, dass die Gleichung xhnc:‘ ¢ (@) = 0 hier giiltig sein muss, eine Bedingung, welche

thatsiichlich fiir die von GAUss in der Wahrscheinlichkeitsrechnung benutzte Function ¢ (x) zutrifft (cf. »Theoria
combinationis observationum etc.« Art. 4, ges. Werke IV p. 5).

‘Was die Gauss’sche Summenformel selbst angeht, so lisst sich dieselbe zun#chst durch Spaltung des
rechtsseitigen Integrals in die Gestalt setzen:

2(41)n
©
i ank) o *g it W2 o )
k=2—°°(P(t+—m_) o ﬁl=z—w(e k:.E—w (P(e).e a).
a‘f
©

Fithrt man hier eine neue Integrationsvariabele 2 durch 6w = #-+4-2kw ein und ordnet rechter Hand die
Reihenfolge der Summationen um, so entspringt als neue Gestalt der Summenformel:

27
® % + o + o . 2k :
—%m?(t—i_ lz_) =k——2-wz——2_w (e—,ztm.z_i:f?(x—i—m n) e‘”‘dm).
0

Die Richtigkeit dieser Formel geht aber direct hervor aus der FoURIERschen Reihe:

27

2ok _ K [ —itte | 1 (g-l—_‘ﬂﬂ_ﬁ) il
“’(H'T) =2 ) )

0
FRICKE
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[UBER DAS WESEN UND DIE DEFINITION DER FUNCTIONEN.]

Gauss an Brssen, 18. December 1811.

Analyse einfiihren will, um eine Erkldrung bitten, ob er sie schlechterdings
bloss auf reelle Grossen (reelle Werthe des Arguments der Function) ange-
wandt wissen will, und die imagindren Werthe des Arguments gleichsam nur
als ein Uberbein ansieht — oder ob er meinem Grundsatze beitrete, dass man
in dem Reiche der Grossen die imaginédren a--b V—1= a-+ bt als gleiche Rechte
mit den reellen geniessend ansehen miisse. Es ist hier nicht von praktischem
Nutzen die Rede, sondern die Analyse ist mir eine selbstindige Wissenschaft,
die durch Zuriicksetzung jener fingirten Grossen ausserordentlich an Schonheit
und Rundung verlieren und alle Augenblick Wahrheiten, die sonst allgemein
gelten, hochst listige Beschréinkungen beizufiigen gendthigt sein wiirde. . . . ...
... Was soll man sich nun bei [¢2-da fir # = a-}-bi denken? Offenbar,
wenn man von klaren Begriffen ausgehen will, muss man annehmen, dass @
durch unendlich kleine Incremente (jedes von der Form a--f%) von demjeni-
gen Werthe, fiir welchen das Integral 0 sein soll, bis zu @ = a--bi iibergeht
und dann alle ga-de summirt. So ist der Sinn vollkommen festgesetzt.
Nun aber kann der Ubergang auf unendlich viele Arten geschehen: so wie
man sich das ganze Reich aller reellen Grossen durch eine unendliche gerade
Linie denken kann, so kann man das ganze Reich aller Grossen, reeller und
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imagindrer Grossen sich durch eine unendliche Ebene sinnlich machen, worin
jeder Punkt, durch Abscisse = @, Ordinate = b bestimmt, die Grosse a-bs
gleichsam reprisentirt. Der stetige Ubergang von einem Werthe von @ zu
einem andern a--bi geschieht demnach durch eine Linie und ist mithin auf
unendlich viele Arten méglich. Ich behaupte nun, dass das Integral f px-da
nach zweien verschiednen Ubergéingen immer einerlei Werth erhalte, wenn in-
nerhalb des zwischen beiden die Uberginge reprisentirenden Linien einge-
schlossenen Flachenraumes nirgends @& = co wird. Dies ist ein sehr schoner
Lehrsatz*), dessen eben nicht schweren Beweis ich bei einer schicklichen Ge-
legenheit geben werde. Er hidngt mit schénen andern Wahrheiten, die Ent-
wicklungen in Reihen betreffend, zusammen. Der Ubergang nach jedem Punkte
lasst sich immer ausfithren, ohne jemals eine solche Stelle wo @2 = co wird
zu berithren. Ich verlange daher, dass man solchen Punkten ausweichen soll,
wo offenbar der urspriingliche Grundbegriff von [¢z-da seine Klarheit ver-
liert und leicht auf Widerspriiche fithrt. Ubrigens ist zugleich hieraus klar,
wie eine durch f px-da erzeugte Function fir einerlei Werthe von # mehrere
Werthe haben kann, indem man nemlich beim Ubergange dahin um einen
solchen Punkt wo @& = co entweder gar nicht, oder einmal, oder mehrere-
male herumgehen kann. Definirt man z. B. loga durch [ % de, von # =1
anzufangen, so kommt man zu loga entweder ohne den Punkt # = 0 einzu-
schliessen oder durch ein- oder mehrmaliges Umgehen desselben; jedesmal
kommt dann die Constante 4 27w¢ oder — 2w¢ hinzu: so sind die vielfachen Lo-
garithmen von jeder Zahl ganz klar. Kann ¢z nie fiir einen endlichen Werth
von # unendlich werden, so ist das Integral immer nur eine einférmige Function.
Diess ist z. B. der Fall fir o2 = %—1, so dass [ %——3—1 dz gewiss eine einférmige
Function von 2 ist, deren Werth durch die immer convergirende, also immer
einen und nur Einen Sinn habende Reihe dargestellt wird

X+ ww 5 a® - 545 2" - ete.

Ich wollte, Herr SoLpNER hatte, da er doch einmal eine neue Function ein-

*) Eigentlich ist hiebei noch angenommen, dass ¢z selbst eine einformige Function von z ist, oder
wenigstens fiir deren Werthe innerhalb jenes ganzen Flichenraumes nur Ein System von Werten ohne Un-
terbrechung der Stetigkeit angenommen wird.

12%
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fithren wollte, statt seines liz'= f I.Zgiw lieber jene gewihlt, da eine einférmige
Function immer ohne Vergleich als classischer und einfacher anzusehen ist
als eine vielformige, zumal da loga selbst schon eine vielfsrmige Function
ist. oo oLl

.. .. Ubrigens glaube ich, dass die Ausdehnung der Untersuchungen auf
imaginére Argumente zu hdchst interessanten Resultaten Anlass geben wird.
Doch mdchte ich aus den oben angefiihrten Griinden lieber die Function
f Ef%lalw als f lf)l—gxa—c wahlen, weil ich vermuthe, dass erstere concinnere Resul-

tate geben wird. So zum Beispiel mchte ich sehr gern wissen, ob jene Func-
tion oder, was dasselbe ist, die Reihe

2+ +xx -+ 5 2+ ete.

fiir gewisse endliche Werthe von @ von der Form a--bi wohl 0 werden kann.
Mit Gewissheit kann ich es noch nicht behaupten, obwohl es mir sehr wahr-
scheinlich ist. Gibt es solche Werthe (dann gewiss unendlich viele), so wer-
den diess sehr merkwiirdige Grossen sein, und die ganze Reihe wird sich in
unendliche Factoren der Form (1+42ax -} Baa) zerlegen lassen. —

.............

BEMERKUNG.

Diese principielle Erorterung tiber die Theorie der Functionen einer complexen Variabelen ist, wie
aus dem Texte hervorgeht, einem Briefe an BESSEL vom 18. December 1811 entnommen, der bereits in dem
»Briefwechsel zwischen Gauss und BEssEL« (Leipzig, 1880) veroffentlicht worden ist. Es ist ibrigens wahr-
scheinlich, dass die von GAuss hier entwickelte Auffassung ihm bereits lange vor Abfassung des fraglichen
Briefes gelaufig war. Eben auf Grund dieser Anschauungen wird GAuss z. B. die vermuthlich einer weit
friheren Periode angehérenden Untersuchungen in der zweiten Halfte des Art. 12 vom » Arithmetisch - geo-
metrischen Mittel« (ges. Werke IIT p. 378) angestellt haben. FRICKE.




UNTERSUCHUNGEN
UBER DIE TRANSCENDENTEN FUNCTIONEN, DIE AUS DEM
INTEGRAL f 7(%;) IHREN URSPRUNG HABEN.

Man bezeichne den Werth des Integrals [ i/(lexT) vone = —1biszuaw ==z
allgemein durch I1z; umgekehrt, wenn [Iz =y, setze man z= Py. Dann
ist P eine einférmige und zwar periodische Function von y, welche durch
folgendes Schema sinnlich gemacht werden kann:

VAN,

y sind die Abscissen, Py die Ordinaten.

Den Werth von Iz, 2= 0 gesetst, bezeichnen wir durch ¢ (n&herungs-
weise = 1,402186). Dann ist 6¢ allgemein die Grosse der Periode, d.i. Py =
P(p+6k{), wenn £ irgend eine ganze Zahl bedeutet.




94 NACHLASS.
P(0) = —1, Pg = P(—q), Py =0, P(2¢) = 2, P(3¢) =
Plo+39) =228, P = Vi—1.

‘Wenn
Po=s, Plp+2{) =c,
so ist
sscc = 4s-}+4c, ¢ = 2(1+;/s1+s“),
34;-1-(?_}_(?) 2458 (s+8)— =1 ;?3—2)(c's’s'—2),

(34)_{_(? (P) 288 (s48)F4(css—2)(¢'s's'—2) .

(s—s')

Die vorigen Sitze gelten fiir die angezeigte Bedeutung unserer Begriffe. Allein
lassen wir I1z den Werth des Integrals f\/ T Yon &= —1 bis ¥ =2—1

bedeuten (welches sinnlich gemacht wird, wenn man die Abscissenlinie um 1
herunterriickt), so wird:
P(0)=0, Py=1, P@2y=3 PBY=o0c, PBI—¢) =

P’
12P¢ (P(¢)? 3P<p+3)
P(29) = = rsy

’ 3(sts')ss'—18s5'+9(s+s")+6V(s*—3ss+35) (s*—8s"s'+35)
Plo+¢) = ’ :

(s8'—3)%

¢ = 1,4021822
log§ = 0,1468045

loghyp ¢ = 0,3380399.
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BEMERKUNGEN ZU DEN UNTERSUCHUNGEN UBER DIE AUS DEM INTEGRAL f —dic——w—s) ENT-

(1
SPRINGENDEN FUNCTIONEN. vt

Zufolge einer Tagebuchnotiz hat GAuss die Inversion des hier behandelten Integrals in die am Schlusse
gewonnene Potenzreihe bereits am 9. September 1796 durchgefithrt. ’

Der entwickelte Ansatz steht zur WEIERSTRASS'schen Theorie in entsprechender Beziehung, wie die
Untersuchung des lemniscatischen Integrals zur JacoBlschen Theorie. Liefert letzteres Integral den sogen.
»harmonischen« Fall des elliptischen Gebildes, so hat man es hier mit dem »aequianharmonischen Falle
zu thun.

Die Gauss'schen Angaben gehen simmtlich leicht aus dem Additionstheorem fiir P(q) hervor, d.1i.
aus der oben fir P(3¢+ ¢+ ¢’) gegebenen Formel, welche, etwas anders geschrieben, so lautet:

. P@)Pe)(Ple)+Pl)+2—2Vit P Vit Ple)
Pldtoto) = 2 (") (Plg)+ ((;p;();)—l;P(?/Dz+ (@)°V1+Ple)®

und welche GAUSS zweifellos auf dem auch beim Lemniscatenintegral befolgten Wege, d. i. vermdge des ur-
gpriinglichen EuLERschen Gedankenganges gewonnen hat. Ubrigens kommt diese Formel unmittelbar auf
das Additionstheorem der WEIERSTRASS'schen Function p(u) fiir g, = 0, g; = —4 zuriick.

Aus dem Additionstheorem ergeben sich leicht die Formeln:

Pep) (P((p)s—g , P(¢)9—96P((p)“+481’(<p)3+64.
4(Ple)*+1) 9 P(9)* (Plg)*+4)*

Mit Hilfe dieser Gleichungen entwickelt man von P(0) = —1, P({$) = 0 aus ohne Mithe die weiteren
Gavss’schen Angaben. FRICKE.

P(3cp) =

Pl2g+3Y) =




[INVERSION DES ELLIPTISCHEN INTEGRALS ERSTER GATTUNG: ]

De functione transcendente | i dz

Ti—zai—pzs — ¥ ubi statuimus @ = fe.

Ponendo log# = y, habemus

29y (1 — aa)(1— pow),

de
ddy _ _ dw dy__zde  dy _ pxdz  dy
de* —  zde do (l—zx)de de I—pzx)de de’
ddy (l—zx) (1—pza)
T =~ ap— —(l—paa)—p(l—aa),
ddy 1
de — — oz waa.
Sit
a
JE=t  [raezde=u,
eritque
Z—Z = u—1.
Sit porro
Jude=v, [tdp=w,
eritque
Yy =v—w.
Faciemus

e ¥ = Po, e’ = Qeo,
PP” —_ P/P'_QQ, QQ" J— Q,QI—*LPP.
P=og—3(1+we*+ i (I +aptppe®—--,
Q = 14— 5 po'+ oo (p+pw) ¢ — robsr B+ 17pp+8p7) g°— o
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BEMERKUNGEN ZUR INVERSION DES ELLIPTISCHEN INTEGRALS ERSTER GATTUNG.

Diese Notiz, deren Entstehungszeit man vermuthlich nach einer Tagebuchangabe vom 6. Mai 1800 »Theo-

. . d
rnam quantitatum transcendentium f Vma)a_(l-:_ﬁm—x)
setzen dirfen, gehort zu den interessantesten Entwicklungen, welche Gauss im Gebiete der elliptischen

Functionen angestellt hat. Im Hinblick auf Problemstellung und Bezeichnungsweise schliesst sich die-

ad summam universalitatem perduximus« wird fest-

selbe an die Untersuchungen »Elegantiores integralis f W%‘_) proprietates« (ges. Werke III p. 404 ff)) an,

welche der frithesten Periode der Beschiftigung mit den lemniscatischen Functionen angehoren. Andrerseits
. . . . du g

hat sich GAUSS 1799 mit der Inversion des allgemeinen Integrals erster Gattung f VOF ppemw) beschiftigt.

Sachlich wird die hier vorliegende Entwicklung durch den oben abgedruckten Brief von (GAUss an

BESSEL in sehr interessanter Weise beleuchtet. GauUss betont daselbst wiederholt die Bedeutung der gan-
zen transcendenten Functionen. Hier wird in eleganter Entwicklung die Function fo, welche spiter von
JACOBI mit ginam ¢ bezeichnet wurde, als Quotient zweier Functionen Po und Q¢ dargestellt, welche GAUSs
unzweifelhaft in ihrer Eigenschaft als ganze transcendente Functionen gekannt hat.

Es sei noch die Bemerkung gestattet, dass die Functionen P, @, welche GAuss hier einfithrt, keine
anderen sind als diejenigen, welche spiterhin WEIERSTRASS in Ankniipfung an ABELs Arbeiten mit der Be-
zeichnung Al(¢); und Allg), belegte. FRICKE.

VIIL 13



THEOREMA ELEGANTISSIMUM.

Sit
1+4poetdo4-4-$2'+4-4- 4§ §a’fete. = o,
to+4.3.42°4+4.3. 3.4 . §2"Fete. = [z,
eritque
. . s 2
sing fsing f'cosg+cosg fcosg f'sing v

BEMERKUNGEN ZUM »>THEOREMA ELEGANTISSIMUMc.

Dieses Theorem hat Gauss auf die letzte Seite seines Handexemplars von »EULER, Methodus in-
veniendi curvas Maximi Minimive proprietate gaudentes« geschrieben. Der Satz fand hier Aufnahme wegen
der eleganten Gestalt der Schlussformel, welche offenbar Gauss selbst frappirte. In der Sache handelt es
gich um eine der einfachsten Differentialrelationen aus der Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels, wie
gich mit Hilfe einiger weniger Formeln aus Art. 13 und 14 des »Arithmetisch - geometrischen Mittels«
(cf. ges. Werke IIT p. 379 ff) zeigen ldsst. Es erweist sich ndmlich fz als die Gaussische Reihe
F(3,%,1;%%, so dass man auf Grund der beiden letzten Formeln p. 381 1. c. setzen kann:

@ =sing = —, Vi—a? = cosp = %,
. a a
fsing = Mao 3 feosp = M———(a,b)'

Das hier aufgestellte Theorem kleidet sich daraufhin nach einer einfachen Zwischenrechnung in die Gestalt:
®

b*.dlog c”.dlog——a——

a
M(a, b) (@, c)

P o = %M(a,b) M(a,c),
dlog Py dlogz "

eine Formel, die eine einfache Folge der ersten Gleichungen p. 380 L. c. ist. FRICKE.




[DREI FRAGMENTE UBER ELLIPTISCHE MODULFUNCTIONEN.]

(1]
Ist
p(1—2e  Mrpgg=tlr_g—9Hry . 2

n
m H(l+2e_ﬂn+26_4Mﬂ+2e—9Mﬂ+-~-)2’

so kann man statt M setzen

1 1
2az+m+ﬁ;+_}_ 1
2d2+m+etc.+i—7

wo a, b, ¢, d, e u. s. w. eine beliebige ungerade Menge ganzer reeller Zahlen

bedeuten; oder auch

pMA-295  MA-2(qr—psMIM)i
r+2sMi  rr4dssMM

wo p, ¢, 7, s beliebige, der Bedingung
pr-+4gs =1

Geniige leistende ganze reelle Zahlen sind.

13%
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(2.]
DIE REDUCTION VON pM, ¢M, rM AUF DIE EINFACHSTE FORM.

Es sei M = %{’—%, wo a, B, 7, 0 ganze reelle Zahlen und Zihler und Nenner
ohne gemeinschaftlichen Factor. Man setze

ae+Bl=4, oy+f8=B, qyy+8=C, ad—By=\(AC—BB) =D.

Man suche die einfachste Form des Determinanten — DD, welche der Form
(4, B, C) aequivalent ist; sie sei (a, b, c).
Dann lassen sich die Functionen von M auf Functionen von

D+ be
a

zuriickfithren. Der Algorithmus ist dieser

D--Bi

DBy, DDIBB =44, B+B —id,
DB _ M, DD+BB =44, B+B =kd4A,
D"*“;.NB/_/_/E j— MH, DD+B"BII j— A/’AIII, BI'+BII! — /t"A”’,

\/DzBi-pM = pM' fir gerades 4,

= ¢M' fir ungerades 4,

eh\/p—';—B?-qM= rM', e =V,

\/D';Bi-rM = qM' fur gerades %,

= pM' fir ungerades A.

Wenn man aus %, 4, 2" u. s. w. die Transformation von (4, B, 4) in (a, b, ¢)
ableitet, so werden deren Elemente (ob sie gerade oder ungerade sind) ent-
scheiden, welche Function von Dj;b@

mit der gegebnen von M so zusammen-
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hingt, dass letztere in

ea\/ D+Bi D+B'i D+B"i
L ST AT

multiplicirt werden muss.

‘Wo M nicht rational ist, mag man D = —1 setzen und den Algorithmus

ebenso bilden; nemlich, wenn M = g-}4i, so geht man von der Form

(%, g, 99 ';hh) (Det. —1) aus, sucht ihre Aequivalente etc.

[3.]

pt =112 27427 | etc,
qt = 1—2¢6 ™26 279 etc,

rt = 26 ¥ 2e L 907 ¥ | etc.

Um die Gleichung

£ 4
pt

aufzulosen, setze man AA = —7% und suche das a.-g. Mittel zwischen m und n;
es sei dasselbe = p. Man suche ferner das a.-g. Mittel zwischen m und
V(mm—mnn) oder, was dasselbe ist, zwischen (m—-n») und (m—mn); dieses sei = A.

Man hat dann ¢ = %

Man erhilt so nur Einen Werth von ¢; simmtliche andere werden dann

in der Formel
at — 2_Qi
3—27td

enthalten sein, wo a, B, 7, 0 alle ganzen Zahlen bedeuten, die der Gleichung:

ad—4By =1
Gentige leisten.
Um aus A abzuleiten

&

I
R
N
=

3

e

=t
-
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ist eine biquadratische Gleichung aufzulésen:

(B—A)* = 4(4—4%)(B—BY),
oder
(1—AB)* = (1—A4%(1 —B").
Den vier Wurzeln correspondiven ¢, 42434, $¢-+-41, 3¢

Fiir A = 4 suche man zwei a.-g. Mittel

m = 4, n=1
= 2,2430340, A= 3,9364917.

Also
t = 0,56983,

logt = 9,7557537,
log(mloge) = 0,1349342,

9,8906879,
loge™™ = —0,7774777,
— 9,2225223,
pt = 1,33540375,
gt = 0,66770187.

BEMERKUNGEN ZU DEN FRAGMENTEN UBER ELLIPTISCHE MODULFUNCTIONEN.

Der durch den Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels gegebene Ansatz, vermoge dessen
sich GAUss den Zugang zur Theorie der elliptischen Functionen und der zugehorigen Modulfunctionen ge-
bahnt hat, brachte es mit sich, dass bei GAuss (entgegen der neuerdings fiir gewohnlich befolgten Entwick-
lungsweise) die Modulfunctionen den allgemeinen elliptischen Functionen voranstehen. Dieser Standpunkt ist
insofern der natiirliche, als die Modulfunctionen Functionen einer einzigen Variabelen bez. zweier homogener
Variabelen sind, wihrend die allgemeinen elliptischen Functionen von zwei Argumenten bez. von drei homo-
genen Argumenten abhéngen.

Der fragliche Algorithmus in richtiger Allgemeinheit ist in Art. 12%) definirt. Aus drei zunichst reellen

*#) Hier und weiterhin sind die Artikel der aus dem Nachlass herausgegebenen Abhandlung iber das
arithmetisch-geometrische Mittel (ges. Werke III p. 361—403) gemeint.
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Grossen a, b, ¢ werden die beiden Mittel M (a, b) und M (a, ¢) abgeleitet und in ihrer Abhéingigkeit vom ge-
gebenen Tripel a, b, ¢ studirt.

Zwei Gesichtspunkte werden alsdann fiir die GavUss’sche Entwicklung fundamental. Erstlich handelt
es sich um den auch in der spéteren Entwicklung der Theorie der elliptischen Functionen so bedeutungs-
vollen Gedanken der Inversion, d.i. um das Problem, die urspriinglich gegebenen a, b, ¢ in ihrer Ab-
héngigkeit von M (a,b) und M (a,c) aufzufassen. Andrerseits wird beim Ausbau dieser Auffassung die An-
nahme der a, b, ¢ bez. M(a,b), M(a,c) als complexer Variabeler natiirlich bez. nothwendig.

In erster Hinsicht ist es ein wichtiges Ergebniss, dass GAUss bereits in den neunziger Jahren des
vorigen Jahrhunderts die Reihenentwicklungen fiir die Nullwerthe der drei geraden 3-Functionen gekannt hat.
Die hierbei angewendete Uberlegung (s. Art. 16) ist sowohl im Hinblick auf die Erfassung des wahren Zieles
der Untersuchung, wie auch wegen der im einzelnen befolgten Schlussweisen hochst bemerkenswerth.

Die Zulassung complexer Variabelen erschien namentlich wegen der Entwicklungen in Art. 17 geboten.
Es werden daselbst die Grundformeln fiir die lineare Transformation der §-Nullwerthe aufgestellt. Von
hier aus aber hat Gavuss eine Reihe wichtiger Grundsitze der Theorie der Modulfunctionen erkannt, die
erst in neuerer Zeit allgemein zuginglich geworden sind.

Man wolle in dieser Hinsicht erstlich die Angaben des Art. 17 vergleichen, demniichst aber die vor-
stehend abgedruckten Fragmente. Die Grosse ¢ des Fragmentes [3] hingt mit dem Periodenquotienten
der neueren Theorie vermége der Gleichung w = 4¢ zusammen. Die Erzeugenden der Gruppe aller linearen
Periodentransformationen werden daraufhin:

1
t = t41, t = r

Mit der Zusammensetzung der ibrigen Substitutionen der genannten Gruppe aus diesen Erzeugenden
hat sich GAuss wiederholt beschiftigt. Neben den Angaben des Fragmentes [1] sei noch die Formel erwihnt

[a, By V] O+ [By,s ..oy v]e ’
— (o, By, 0357 - 1]

welche sich in einem »Cereri Palladi Junoni sacrum, Febr. 1305« betitelten Hefte findet. Als Beispiele sind

ebenda die Kettenbruchentwicklungen der beiden Substitutionen gegeben:

128604374 12101361
—45i04+13° —84i0}+25
Sowohl zur Erlduterung der Kettenbruchentwicklung der Substitutionen als auch zum Vollzug functionen-
theoretischer Schlisse hat sich Gauss derjenigen geometrischen Darstellungsweise bedient, welche zur Grund-
lage der neueren Theorie der Modulfunctionen geworden
ist. In dem eben schon erwihnten Hefte hat Gauss
die hierneben wiedergegebene Figur gezeichnet. Da sich
daneben die erwihnten Kettenbruchentwicklungen von
Substitutionen finden, so wird Gauss die Figur als Mittel
zur Veranschaulichung dieser Kettenbruchentwicklungen
benutzt haben. In der That hat man ja hier den Beginn
des wohlbekannten Netzes der Kreisbogendreiecke, wel-
ches der Theorie der Modulfunctionen zu Grunde liegt.
" Dass Gavss das hierbei in Betracht kommende
»Princip der symmetrischen Vervielfiltigung von Kreig-
bogendreiecken« allgemein aufgefasst hat, ja dass ihm so-



104 BEMERKUNGEN.

gar der Charakter der »natiirlichen Grenze« eines so zu gewinnenden Dreiecksnetzes nicht verborgen blieb, geht
auch aus der zweiten hier zum Abdruck kommenden Zeichnung hervor, welche sich im Nachlags auf einem

T
':1_ )
der in der Zeichnung hervorgehobene Orthogonalkreis die natiirliche Grenze abgiebt. Neben der Zeichnung fin-
den sich, von Gauss’ Hand geschrieben, folgende Angaben:

gesonderten Blatte vorfand. Es handelt sich dabei um Kreishogendreiecke der Winkel —}, ;, bei denen

»Mittelpunkt des ersten Kr. /2,
Halbmesser \/(\/5—1),
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M d ww Er. +VV24+1)+VV2—1)},
Halbmesser 4 {\/(V2+1)— VY (V2 —1)}. «

Einen mehr functionentheoretischen Charakter haben die in Bd. III p. 477 u. f. der ges. Werke kurz
angedeuteten Figuren, welche hier etwas ausfithrlicher nochmals re-

producirt sind. Den in der oberen Figur gezeichneten Bereich cha- 2 i 2

rakterisirt GAUSS dahin, dass fiir ihn die imaginéren Bestandtheile

von ¢ und —;— zwischen —¢ und +-¢ liegen. Es handelt sich hier um 0 Rmﬁ”'twui%
den »Discontinuitétsbereich der Congruenzgruppe zweiter Stufe« im

Sinne der neueren Theorie der Modulfunctionen. GAUss hat erkannt,
dass die Punkte dieses Bereiches eindeutig auf alle diejenigen com-
plexen Werthe der Function

PSS
™

pt

ol p

bezogen sind, welche positiven reellen Bestandtheil haben. Es han-
delt sich hierbei um die Function %k’ der neueren Theorie, welche den sogen. complementiren Modul des
elliptischen Integrals erster Gattung in seiner Abhéingigkeit vom Periodenquotienten darstellt, In der a.a.O.
von Gauss angegebenen Gleichung:

()

Y — 4

pi

ist tbrigens A als complexe Zahl mit einem absoluten Betrage < 1 anzunehmen; andrenfalls miisste man
den Bereich der ¢{-Ebene in geeigneter Weise verdoppeln.

Hiermit hingen auch die Angaben zu Anfang des Fragmentes [3] unmittelbar zusammen, Es ist dazu
nur noch zu bemerken, dass man sogar alle Losungen der Gleichung:

(-«

pt

erhilt, falls man in der angegebenen Weise alle der Bedingung a3 — 4By = 1 geniigenden ganzen Zahlen
o, B, 1, 8 zulésst.

Nicht direct im Zusammenhang hiermit (st;hen die gegen Ende des Fragmentes [3] angeschlossenen
&

(31
terhin als Modulargleichung fiir Transformation dritten Grades wiedergefunden, und sie tritt bekanntlich
in besonders eleganter (irrationaler) Gestalt auch bei LEGENDRE auf.

Die am Schlusse des Fragmentes beigefiigten numerischen Angaben sind iibrigens in den letzten De-
cimalstellen mehrfach ungenau.

Den Zusammenhang zwischen der Theorie der Modulfunctionen und der Arithmetik der biniéiren qua-
dratischen Formen von negativer Determinante hat GAUss frithzeitig erkannt. Neben Art. 17 ist fiir die Re-
ductionstheorie der Formen namentlich das Fragment [2] von Wichtigkeit. Dabei beachte man insbesondere
die Schlusszeile; GAUss hat daselbst ausgesprochen, dass die Reductionstheorie keineswegs an die Voraus-
setzung ganzzahliger oder rationaler Coefficienten gebunden ist. FRICKE.

Bemerkungen iiber die Berechnung von B = aus A. Die hier mitgetheilte Gleichung hat JACOBI spi-

VIII. 14



[WEITERE FRAGMENTE UBER DAS PENTAGRAMMA MIRIFICUM.]

[9.]

Die Exponenten der Verjiingung der Hauptaxen der centralen Projections-
ellipse - sind :

G—1 26¢'—-1 .. ..
\/ T = Vasine fiir die erste Axe
”—"'1

r9

<<
- Q!'»—n

\/ —G—G— = ?,g—g—;:a—"t fir die zweite Axe Ve
oder weil
GG'G" = —tafyle,
(G—1)(G"—1)(G"—1) = — 1,

(2G—1)(2G'—1)(2G"—1) = —aByde
[gilt], die Verjiingung der projicirten Axen = i’—-lz_G
Es ist vortheilhaft, neben den vorigen Gréssen G, G', G” auch die Wur-
zeln der Gleichung:

wu VafByde

uu—1"
einzufithren. Sind dieselben &, v, ¢, so ist:

E+n+C=—EqC = Vafyle,
En+nC+CE=1,



WEITERE FRAGMENTE UBER DAS PENTAGRAMMA MIRIFICUM. 107

45 i VA
G = 22 oder (= 7=’
EE . . G
G = o1 oder £ = T
o

”n Y - G”
G" = o oder n= \/"G”——l

Auf das innere Pentagon (das sphérische) beziehen sich die Coordinaten:

w Y
"

zx | Yy , 2%
\/es+ +cc Vee+ +cc T

auf das folgende innere wiirde sich beziehen:

z A £

EE ., N7 , 49
YRR @z gy, 2% ww, yy |
EG+ +cl, E¢,+7)¢+c¢ El.+ +c|,

w. s. f. Fiir das dussere hingegen sind die Coordinaten:

Ex Yy , Lz ,
VEEzz+nyy+Lles VEtza +nnyy +LLez VEEzaz +nmyy +CLaz
ws. f.

Fiir unser Beispiel, wo afy8e = 20 ist, sind die Zahlwerthe :

&= 3,9276268 M = 1,3735071 = —0,8289980.

[10.]
A, p Verjlingungscoefficienten (negative Briiche).
a, ak, alk, ak’
b, bp, bpp, bP‘Ba
at+bni, at'4+bn'i wsw. die finf Polygonpunkte (in Sternform).

successive Hauptaxen der Projectionsellipsen.

A, p, v Wuzeln der Gleichung

M41  ppl w41 - 1
By - e e VGQ"{Sa = <"

14%*
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Mpty =y = o,
Apt-py+ohb1 =0,
M+ pptyv=o0o-+2.

A = tang L, p = tang M, v = tang N,

L+M+N=0.
In unserm Beispiele:
L =—14"17"4", M= —36°3"26", N = 50°20"30".
’ 1 cos L*
G =157 = wear’
Gll —_ 1 . cos M*

1—pp cos2 M’

1 cos N*?
G =1 = oo’

(L—=A)EE'+ (1 —ppnn'+ (1 —w) = 0,
() &8+ (e 3) 10+ (43)
)t o=+ ()

A1 " +1 _ vy+41 .
—M—se+ %—nwr =0

vy

I

0,

I

= 0,

sm2L + 51n2M + sm2N

tang2L+ tang2M + tang2.N

Die vier Punkte A&+ pyi, £'+7'¢, €"4n"3, A"+ pn"”¢ liegen in einer
geraden Linie, und ebenso vier andere Combinationen von je vier anderen
Punkten.

)\)\)—\{—-1 (Em"‘ E) E”"= pup-—l-l( O
7\)\)\—7\1—1(2 E )E”" (1] _"q,)"]"”



WEITERE FRAGMENTE UBER DAS PENTAGRAMMA MIRIFICUM,

Bbeth =4,

1+ae+A= B, A

dHB+HA=C, ‘"

e+y+Ah=D,

a+8+A=E, n
E ‘D

134N =4, ctdta=29,

3+e+A= DB, d+e+B=23,

etatd=C, et+a+t+y=E¢,

ot B+A =D, albt+d =29,

B+1+A=E, btct+e=§E,

[11.]

a+bt+ct+d+e=s,
at+B+y+8+e=o,

A+B+C+DL+E=8=A+B+C+D+E,

A+B+EC+DHE=6,

&S = o+ 2s,

S=2645\=4,

Proportionalititen :

©=s+oc-+A\
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alle aus dem Princip, dass die Producte aus den von einander abgekehrten
(bloss gemeinschaftliche Spitze habenden, oder noch concinner, keine gemein-
schaftliche Seite habenden) Dreiecken, in welche ein Viereck durch die Dia-
gonalen zerlegt wird, gleich sind.

Die allgemeine barycentrische Gleichung zwischen vier Punkten, z. B.

(4), (B), (C), (D) ist:
/AN (4)+ /BN (B)+ /0N (C)+ /D\ (D) = o,
wo 4\ das Dreieck BCD, B\ das Dreieck CDA4 u.s. w. (mit Riicksicht auf

[das] Zeichen) vorstellt. In unserm Fall wird, wenn man zu obigen Bezeich-
nungen noch setzt:

A* =a+t+7+0+a+A, uws w
A =0 —-B—-C, uws w,

der Typus der Gleichung zwischen vier Punkten:
€(4)+ D*(C) = 4%(B)+B (D),
wo (4) den betreffenden Eckpunkt des #ussern Pentagons ausdriickt, oder:

C4)+(0—C—-C)(C) = (0 —B—E)(B)+B(D) = (0 —E)(¢e),

wo (e) den betreffenden Punkt des inneren Pentagons ausdriickt.
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oder in den folgenden Zeichen
A0) = (8+9)(1+2)—0(3+7)
oder, wenn
o+B+7+0+e =0, at+b+ct+dte=s

gesetzt wird,

Also [ergibt sich] v
cd de ea ab be
A= w—s+ +w—b+w—c+w—d+w——-e’

bde cea dab ebe

acd
+mw mb+mm——mc+mw md+mm we

T ow—wa
Folglich, ab-+bc+cd+de+ea =S und aa-+bB+cy+ddtes =2 gesetat,
S =o(s+A—a)—2.

Der Inhalt des #ussern Polygons ist = s+A—o = o; also

S =ocw—2.
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BEMERKUNGEN ZU DEN ELF PENTAGRAMM-FRAGMENTEN.

Die zahlreichen Entwicklungen und Notizen iber das »Pentagramma mirificume«, welche sich in GAUsS’
Nachlass vorgefunden haben, stammen aus sehr verschiedenen Zeiten und zeigen eine vielfach wechselnde
Bezeichnungsweise. Dem entsprechen die vielen verschiedenartigen Standpunkte, von denen aus das Penta-
gramm von GAUSS betrachtet wurde. Neben den acht in Bd.IIL der ges. Werke p. 481 ff. veroffentlichten
Fragmenten kommen in dieser Hinsicht noch zwei Auffassungen in Betracht, welche in den drei hier vor-
stehend abgedruckten Fragmenten die Grundlage abgeben. REinige weitere nicht publicirte Entwicklungen
enthalten theils Wiederholungen theils ausfihrliche numerische Rechnungen zu dem von GAUSS immer wie-
der herangezogenen Beispiele mit aBy8e = 20.

Um eine sachliche Erlauterung der Fragmente [9] bis [11] zu geben, ist es nothig auf die Fragmente
[1] bis [8] zuriickzugreifen.

Als »Pentagramma mirificum« bezeichnet GAUSS ein bereits von NEPER *) bei seinen Untersuchungen
iiber das rechtwinklige sphirische Dreieck benutstes sphirisches Fiinfeck ohne eingpringende Winkel, in
welchem jede einzelne Ecke den Pol der Gegenseite darstellt, und in dem hiernach die finf Diagonalen
Quadranten der Kugel sind. Alle diese offenbar sich selbst polaren Finfecke bilden ein zweifach unend-
liches Continuum. Die beigefiigte Figur liefert (in stereographischer Projection) ein Pentagramm P, P, Py P, P;.

Dasselbe ist begleitet von zwei weiteren zwei- bez. dreifach gewundenen Finfecken @ @; @5 @, @, und
R,R,R,R,R, Zufolge der Grundeigenschaft des Pentagramma sind die Winkel dieser beiden letzteren Fiinf-

#) Da die fraglichen NEPERschen Untersuchungen verhiltnissmissig wenig bekannt sind, so sei es er-
laubt hier ein paar Bemerkungen iber dieselben einzuschalten. Sie sind enthalten im Liber IT, Caput Iv
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ecke durchweg rechte; sind s, die Seitenlingen des Pentagramms P...P; (den Kugelradius gleich 1 ge-
setzt), so findet man die Seiten der weiteren Fiinfecke aus:

A~ T N T

P Qs = 5 Sk PpQyy = ;—swz:
P —

QB = Spas Qs = 8.

Unter den Pentagrammen befindet sich insbesondere ein regulires. Dieses hat die Seitenlinge

§ = arcsin \/—_ 1;'_\/5 und lasst gich aus dem sphéirischen Dreieck der Winkel 2?“, ;, ::— durch Repro-
duction um die Ecke des ersten Winkels erzeugen.

Die soeben am allgemeinen Pentagramm aufgewiesenen geometrischen Relationen lassen sich vermoge
der Grundformeln des rechtwinkligen sphirischen Dreiecks in Gestalt einer Reihe von Gleichungen ansetzen;
dies ist in den Fragmenten [1] und [3] ausgefithrt. —

Projicirt man das Pentagramm aus dem Kugelmittelpunkt auf eine Tangentialebene mit einem im
Pentagramm gelegenen Berihrungspunkt O, so entsteht ein ebenes Finfeck, in dem die finf Geraden OP,
die Hohen liefern, Das ebene Fiinfeck hat somit die beiden, iibrigens fiir dasselbe bestimmenden, Eigen-
schaften:

1) die fiinf Hohen laufen alle durch einen und denselben Punkt O;

2) die einzelne Hohe wird durch O in zwei Stiicke getheilt, deren Product fiir alle Hohen gleich (und
zwar gleich dem Quadrat des Kugelradius) ist.

Die Projectionsebene macht GAUSS nun zur Triigerin der complexen Zahlen (cf. Fragment [2]) und
wihlt insbesondere O als Nullpunkt. Die weiterhin im Fragmente [2] gegebenen Entwicklungen haben
folgenden Sinn, Auf fiinf von O ausziehenden Strahlen werden finf Punkte p, p’, .., p”” willkirlich gewihlt;
die von GaUss angegebene Verschiebung dieser Punkte je auf ihren Strahlen bis in die Lagen g, q’,.., ¢"
liefert alsdann in diesen letzten Punkten die Ecken eines Pentagramms unserer Art. —

Ist M der Kugelmittelpunkt, so ldsst sich durch die finf nach den Pentagrammecken P, ziehenden

Strahlen M P, ein eindeutig bestimmter Kegel zweiten Grades legen, Der letztere und namentlich die Trans-

von NEPERS »Mirifici Logarithmorum canonis descriptio« (Lugduni 1619) und gipfeln in dem heute als »NEPER-
sche Regel« bezeichneten Theorem: Sind % die Hypothenuse, a, b die Katheten eines rechtwinkligen sphari-
schen Dreiecks, und sind «, § die @ bez. b gegeniiberliegenden Winkel, so sind mit @, b, &, @, § stets auch

, w , T T ,
a' = ——h, b’=—2——{3, h=;—b, a':;—a, = a

fiinf Bestimmungsstiicke eines rechtwinkligen sphérischen Dreiecks, Dabei ist der Ubergang vom ersten zum
zweiten Dreieck eine Operation, welche sich nach finfmaliger Wiederholung von selbst schliesst, insofern
man alsdann zu den urspriinglichen Bestimmungsstiicken a, b, &, o, B zuriickgelangt. Von dieser Regel sagt
NEPER selbst, sie gehe handgreiflich hervor aus der Figur eines Fiinfecks, wie es eben auch GAUss in den
in Rede stehenden Fragmenten studirt. In der That ertheilen wir in der sogleich im Texte n&her zu be-
schreibenden Figur dem Dreieck P, P, @,, auf der Kugel gedacht, die Bestimmungsstiicke Pf@i = a,
.P:@ = b, PTI}, = B, etc., so ist es gerade das benachbarte rechtwinklige Dreieck P, PyQs, welches die
vorhin mit a’, b, h’, a’, B’ bezeichneten Bestimmungsstiicke bekommt. Man kann hiernach geradezu ein ein-
zelnes rechtwinkliges sphirisches Dreieck zum Ausgangspunkt nehmen und von ihm aus durch Verlingern
zweier Seiten um ihre Complemente u. &. w. zu den iibrigen vier Dreiecken der Figur und damit zum Pen-
tagramm gelangen. —

VIII. 15
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formation desselben auf seine Hauptaxen spielen in den weiteren GAuss’schen Entwicklungen eine grund-
legende Rolle. Die cubische Gleichung dieser Hauptaxentransformation, welche allein vom Product der
finf Tangenten der Pentagrammseiten abhéingt, wird auch nach ihrer numerischen Seite in [5] behandelt.
Will man iibrigens die zahlreichen Relationen der Fragmente [5] und [6] beweisen, so kniipft man am besten
an die wohlbekannten neueren Grundformeln fiir die Hauptaxentransformation eines Kegels an. Bei dem von
GAvUss zundchst ausgewihlten Coordinatensystem , y, # kann man aus jenen Grundformeln die Gleichungen
der genannten Fragmente fast ohne Rechnung ableiten. —

Die Entwicklungen unter [7] und 8], welche das Datum 1843 April 20 tragen, begriinden die Be-
zichung des Pentagramms zur Finftheilung der elliptischen Functionen, XEs ist unzweifelhaft, dass Gauss
diese Beziehung auf Anregung von Jacosis Abhandlung »Uber die Anwendung der elliptischen Transcen-
denten auf ein bekanntes Problem der Elementargeometrie« *) erkannt hat. JACOBI studirt daselbst Fiinf-
ecke, deren einzelnes einem Kreise eingeschrieben und zugleich einem zweiten Kreise umschrieben ist, und
weist deren Beziehung zu den elliptischen Functionen auf.

Um den Ubergang vom Pentagramm zum Jacosischen Finfeck zu bewerkstelligen, projicire man ersteres
vom Kugelmittelpunkt auf diejenige Tangentialebene der Kugel, deren Beriihrungspunkt der Durchschnitts-
punkt der Kugel mit der Kegelaxe ist. Der Kegel wird von dieser Projectionsebene in einer Ellipse ge-
schnitten, welcher das projicirte Pentagramm eingeschrieben ist. Die hierneben in der Figur angedeutete
affine Transformation liefert in P} Pj.. P, ein JacoBisches Fiinfeck.

/
2
/
2
5
13
3
’
3

Die Richtigkeit dieser Angaben geht aus der Ubereinstimmung der Gavuss’schen Formeln in [7] und

[8] mit den von JACOBI a.a. O. entwickelten Gleichungen hervor. Zum Beweise der Gauss’schen Relationen
kann man so verfahren:

Benutzt man in der Projectionsebene die Hauptaxen der Ellipse als Axen 2, ¥ und setzt den Kugel-
radius gleich 1, so liegt der Kugelmittelpunkt senkrecht zur Ebene unter O in der Entfernung 1. Die

Grundeigenschaft des Pentagramms, dass nimlich IC P,y M P, = ; ist, liefert die fiinf Gleichungen:

(1) B Bitr + Vi Yt +1 = 0,

*) CRELLES Journal Bd. 3 (1828).
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wenn &, ¥; die Coordinaten von P, sind. Das einzelne Paar x;, y;, kommt in zwei Gleichungen vor, durch
deren Auflosung man findet:

Yrre — Yr—2 Lr—g — Lrta
(2) &Ly = ——————————— | Yy = —— ¢
Lrte Yr—2 — Lp—2 Yita Lrt2 Y2 — L2 Yrto

Ist nun, wie bei GAUSS, ¢, die excentrische Anomalie von P,, so sind die Coordinaten von P} offen-
bar cos¢,, sin¢g,, und man findet als Coordinaten von P;:

-G -G .
Xy = G CO8 @, Y = 77‘511‘1(?,‘,

G, G’ und G” im Sinne von GAUss gebraucht. Durch Eintragung dieser Werthe in die Gleichungen (2)
ergeben gich die ersten unter [7] angegebenen Gauss’schen Gleichungen:

084 Pyt Pre) _ G cos g, Sin 4 (QepotPus) _ G sin o,
Tk - G/I .

o8 § (Qrrs — Prs) G 08 & (Prte — Pr—s)
Eliminirt man hier ¢, und schreibt hernach % statt k-2, so folgt:

G’ co8® 4 (9t Prpr) + G280 4 (0 + Gppe) = G° 08”4 (0 — Ppta) s
G* c08 (41 — 9 + (G2 — G'*) 08 (9411 + ) = G'*+ G"* — G~
Durch Entwicklung der Cosinus und Einfithrung der Céordinaten der Punkte P, folgt weiter:
8) (= G*+ GG 0o+ (F+ G~ GG Y Yo+ (- F+ GG G = o.
Nun sind die G, G, G” Wwzeln der Gleichung
G(2G—17 = afyde(G—1).

Es ergibt sich demnach fiir das Absolutglied der letzten Gleichung:

/ " 1 ) 3 1
(64 GG — 269G = (—'—‘"ifl—e _wz)a — ofrde 1

und man findet analoge Ausdriicke fiir die Coefficienten der beiden ersten Glieder der Gleichung (3), so dass
jene Gleichung iibergeht in:

L Lry1 Y Yrta i
“) 2G’—1+2G”——1+2G—1 -

Indem man diese Gleichung ebenso behandelt wie (1), ergeben sich die weiteren im Fragmente [7] zu-
sammengestellten Relationen.

Die vorstehenden Angaben iiber die Beziehung zwischen Gauss und JACOBI werden in ein neues Licht
durch die Bemerkung gesetzt, dass jedes beliebige gewohnliche Fiinfeck ohne einspringende Winkel col-
linear in ein JAcoBIsches und also auch in ein Gauss'sches Pentagramm transformirt werden kann. Dem
gegebenen Finfeck lasst sich némlich eine bestimmte Ellipse einschreiben und ein gleichfalls bestimmter
Kegelschnitt umschreiben, Man hat nur nothig, dieses Kegelschnittpaar in ein Kreispaar collinear zu iiber-
fithren, was nach heute wohlbekannten Methoden keine Schwierigkeit hat. _

Diese Bemerkung ist auch fir die Entwicklungen in den Fragmenten [9] bis [11] von Wichtigkeit.

GAUss construirt hier zunichst durch fortgesetztes Diagonalenziehen bez. Seitenverlingern eine nach beiden

15%
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Seiten hin unendliche Kette von Fiinfecken und erkennt, dass dieses Netz einander umschliessender Fiinfecke

durch die Collineation s

2G—1 . 2G—1
G ¥y =319

(5) z =

in sich transformirt wird. Zur Erlduterung vergl. man die beigefiigte Figur; Gauss hat selber Zeichnungen
dieser Art angefertigt, in denen die Fiinfecknetze noch viel weiter fortgesetzt sind. Die in (5) rechter
Hand stehenden Coefficienten sind die » Exponenten« oder » Coefficienten der Verjingung«, welche in [9]
und [10] auftreten. Eg liegt sehr nahe, das hier vorliegende Sachverhiltniss im Sinne der modernen Theorie
der discontinuirlichen Substitutionsgruppen aufzufassen. Der Nullpunkt O erscheint dabei als der] innere
Grenzpunkt des Pentagrammnetzes und ist einer der drei Grenzpunkte der aus (5) entspringenden cyclischen
Collineationsgruppe.

Zufolge der voraufgesandten Bemerkung findet die gleiche Sachlage bei jedem Fiinfeck mit einspringen-
den Winkeln statt, Diese Verhiltnisse sind in der neueren Litteratur wohlbekannt.

Die Richtigkeit der Gauss’schen Angaben kann man so bestitigen: Das an P, P,.. P, sich zunichst
anschliessende #ussere Finfeck @, @,.. @; ist dasselbe, welches aus dem so benannten sphirischen Finfeck
bei der Projection entsteht. Hat @, die Coordinaten w}, yj, so gelten, da 9T @, M Py = 1;— ist, die finf
Gleichungen :

Lty + Y Yo+ 1 = 0.

Der Vergleich mit den fiinf Gleichungen (4) lisst fir alle Indices % die Formeln (5) als richtig erscheinen.
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Dass Gauss den projectiven Charakter seiner zuletzt besprochenen Entwicklungen gekannt hat, macht
namentlich das Fragment [11] wahrscheinlich. Gauss wendet hier die Grundsitze von MOEBIUS' barycentri-
schem Calcul auf die Figur des geradlinigen Pentagramms an; man wird die GAUss'schen Formeln im Sinne
dieses Calculs ohne Mihe verstehen. Dem projectiven Charakter des letzteren entsprechend wird hier an
ein beliebiges Fiinfeck angekniipft. Zufolge eines Briefes an SCHUMACHER vom 15. Mai 1843 hat Gauss
erst am 14. Mai dieses Jahres das (1827 erschienene) MoEBIUS'sche Werk iiber den barycentrischen Calcul
kennen gelernt und zwar vermuthlich aus Anlass der Aufgabe, den Mittelpunkt eines durch fiinf Punkte
gegebenen Kegelschnitts durch Construction zu finden. Fiir die speciellen Fiinfecknetze, auf welche sich
die Formeln der Fragmente [5] bis [10] beziehen, wiirde jene Aufgabe identisch sein mit dem Problem, den
inneren Grenzpunkt des einzelnen Netzes zu construiren. Ubrigens stammt die Entwicklung der Fragmente
[7] und [8] aus dem April 1843, und diejenige des Fragmentes [11] schliesst sich (wahrscheinlich unmittelbar)
an den 14. Mai 1843. Hiernach wird man annehmen diirfen, dass die in [9] und [10] aufgenommenen Unter-
suchungen in den zwischen beiden Daten gelegenen Wochen ausgefithrt sind.

FRICKE.
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ANZEIGE.

Allgemeine Literatur-Zeitung vom Jahre 1808. Halle-Leipzig 1808. Nr. 45. Februar 12. §. 353—358.

Dresden, in der Waltherschen Hofbuchhandlung: LEeoNerris logarithmische
Supplemente, als ein Beitm‘q,’Md'nyel der gewdhnlichen Logarithmentafeln zu ersetzen.
Aus dem Franzosischen nebst einigen Zusdtzen von GoTTFRIED WILHELM LEONHARDI,
Souslieutenant beim kurfiirstl. sdchsischen Feldartilleriecorps. 1806. 88 S. in Octav.

Diese kleine Schrift enthilt zwei von einander unabhingige Abhandlungen,
die indessen in so fern einen gemeinschaftlichen Zweck haben, als beide etwas
zu leisten bestimmt sind, was sich mit den gewdhnlichen logarithmischen Ta-
feln ohne anderweitige Hiilfsmittel entweder nicht so vollkommen, oder nicht
so bequem erreichen lasst. Die eine soll nemlich dazu dienen, vermittelst
einiger sehr geschmeidiger, hier zugleich mitgelieferter, Hiilfstafeln, zu jeder
gegebenen Zahl ohne zu grosse Mithe den Logarithmen auf mehrere Decimalen,
als die gewdhnlichen Tafeln verstatten, zu berechnen. Die andere entwickelt
die Idee einer besondern Tafel, vermittelst welcher die Logarithmen von Summen
oder Differenzen zweier bloss durch ihre Logarithmen gegebenen Grissen durch
eine einzige Operation mit einer Bequemlichkeit sollen bestimmt werden kénnen,
wie sie bei andern Verfahrungsarten nicht Statt findet; und zwar, des Vfs.
Plane nach, gleichfalls mit einer ungewdhnlich grossen Anzahl von Decimalen
(14); von dieser Tafel ist jedoch nur erst eine Probe beigefiigt. Da das Nu-
merische der Logarithmen und jede sich darauf beziehende Erleichterung jedem,
der viel mit Zahlenrechnungen zu thun hat, von grosser Wichtigkeit ist: so
wird es sich wohl der Miihe verlohnen, diesen Untersuchungen eine nicht

VIIIL 16
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bloss oberflichliche Aufmerksamkeit zu widmen, um besonders den praktischen
‘Werth der davon zu hoffenden Vortheile wiirdigen zu konnen.

Der V{. hatte seine Schrift dem franzdsischen Nationalinstitute zur Be-
urtheilung vorgelegt; der Bericht, welchen DELaMBRE dariiber abgestattet und
welchen das Institut gebilligt hat, ist der Schrift selbst beigefiigt. LroneLLI
ist damit nicht ganz zufrieden gewesen, und #ussert in seinen gleichfalls an-
gehiingten Gegenbemerkungen seine Empfindlichkeit einigemal mit vieler Leb-
haftigkeit. Wir werden nicht umhin kénnen, auch DrrLamBres Bericht und
LeoneLus Beantwortung mit zu beriihren, da beide nun einen Theil des Buchs
selbst ausmachen.

Bei der in der ersten Abtheilung vorgetragenen Methode, den Logarith-
men jeder vorgegebenen Grosse A zu berechnen, liegt die Hauptidee zum
Grunde, dass diese Grosse in ein Product von der Form

10*a(1+50) (L +1dv¢) 1+ 1o'o0 @) - - -

verwandelt werde, so dass @, b, ¢, d ... einfache ganze Zahlen bedeuten. Man
sieht erstlich, dass die Logarithmen dieser einzelnen Factoren eine abnehmende
Reihe bilden werden, von demen man sich mit einer gewissen gréssern oder
kleinern Zahl begniigen kann, je nachdem man den Logarithmen des Products
mit mehr oder weniger Decimalstellen verlangt; zweitens dass man alle jene
einzelnen Logarithmen sogleich in einer ein fiir allemal berechneten Tafel vox-
rathig haben kann. FEine solche Tafel liefert Lronerur hier zuerst fiir die
Briggischen Logarithmen auf 20 Decimalstellen. Diese enthdlt zuerst die Lo-
garithmen der ganzen Zahlen von 2 bis 9; sodann die Logarithmen fiir alle
1+ 450, d. i fur 1,1; 1,2; 1,3 bis 1,9; nachher fir alle 14+ i5c w. s. w.
Ausser den 8 ganzen Zahlen kommen also, fiir jede Ordnung der gebrochenen,
9 Logarithmen; weiter als bis zur 11%*® Ordnung brauchte aber die Tafel nicht
ausgedehnt zu werden, da bei der zwolften die Logarithmen mit den Loga-
rithmen der eilften einerlei bedeutende Ziffern haben, und so bei den fol-
genden. Auf diese Weise umfasst die Tafel nur 107 Logarithmen, welche
hinreichen, um den Logarithmen jedes Products der obigen Form auf 18 oder
19 Ziffern durch blosse Addition zu berechnen; die 20%*¢ Stelle bleibt dabei
offenbar immer schwankend. Fiir die hyperbolischen Logarithmen hat LEoNELLI
eine dhnliche Tafel von demselben Umfange beigefiigt.
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Wie sich iibrigens jede Zahl A unter obige Form bringen lasse, wird
man leicht ibersehen; p und a ergeben sich sogleich von selbst; macht man
dann A = 10%aB: so ist b die Ziffer in der ersten Decimalstelle von B; setzt
man ferner B = (1+5b0)C, so ist ¢ die Ziffer in der zweiten Decimalstelle
von C u.s.w. Bei naherer Untersuchung findet sich, dass man noch beque-
mer —i—, ohne diesen Quotienten wirklich zu berechnen, unter die obige Form
bringen kann, indem man successive 10"ad = B, (1+44b)B = C u.s. w.
macht, wo man also B aus 4, C aus B u.s.w. durch Multiplication erhilt,
indem bei der ersten Methode Division nothig ist. Lronernr hat indessen
den Calcul bei beiden Methoden durch Reduction auf einen bestimmten Me-
chanismus noch abgekiirzt; wer haufigen Gebrauch von diesen Tafeln zu
machen denkt, thut wohl, sich mit demselben vertraut zu machen. Nach ei-
niger Ubung wird man es dann gewiss bald dahin bringen, sich die anzuwen-
dende Aufmerksamkeit mechanisch zu machen, und wir halten daher mit Lro-
~eLLI den Vorwurf Devamsres fiir iibereilt, dass eine ermiidende Aufmerksam-
keit nothig sei, wenn man nicht jedesmal alle die vielen iberfliissigen Nullen

aufschreibe.
Man sieht leicht, dass man auf &hnliche Weise auch A oder A}_ unter
die Form
10¥a (14 184 b) (1 +robovC) - -
setzen konne, so dass a, b, ¢ ... lauter ganze Zahlen unter 100 bedeuten. Bei

jedem einzelnen Falle wird man dann nur halb so viele Glieder nsthig haben;
dagegen wird die Hiilfstafel zwar auch nur halb so viel Ordnungen, aber in
jeder 99 Logarithmen enthalten, also einen fast fiinfmal so grossen Umfang
haben miissen. Lrmonerur hat auch eine solche Hiulfstafel, aber nur fiir die
Briggischen Logarithmen, und nur auf 15 Decimalen beigefiigt; sie enthilt
485 Logarithmen. Es ist schade, dass nicht auch diese Tafel fiix 20 Deci-
malen eingerichtet ist.

Fiir die umgekehrte Aufgabe, zu einem gegebenen Logarithmen die Zahl
zu finden, sind Lroneris Tafeln nicht weniger anwendbar. Durch Zerlegung
des gegebenen Logarithmen in seine in den Tafeln befindlichen Bestandtheile
erhilt man die Factorenreihe der Zahl, und durch deren Multiplication (wo-
fiir sich leicht ein geschmeidiger Algorithmus findet) die Zahl selbst.

16%*
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‘Wo man iibrigens mit sieben oder zehn Decimalen ausreicht, gewdhren
freilich die gewdhnlichen oder die Vriacaschen, auch von VEeca herausgegebe-
nen Tafeln bei weitem mehr Bequemlichkeit, als die LeoNerrischen. TUnd in
der That sind jene auch bei den allerfeinsten astronomischen oder sonst auf
die Korperwelt sich beziehenden Rechnungen, ohne Ausnahme, iiberfliissig
genau. Bei analytischen Rechnungen, oder auch bei der primitiven Construc-
tion von Tafeln, kommt man jedoch ofters in den Fall, wo man eine grossere
Schirfe wiinscht, und dann, wenn man anders nicht noch mehr als 13 oder
18 Ziffern verlangt, sind LronerLis Tafeln unstreitig das Brauchbarste und Be-
quemste, was man zu diesem Behufe anwenden kann.

Dem DeramBreschen Berichte zufolge hat #ibrigens Brice ganz dieselbe
Methode in seiner arithmetica logarithmica vorgetragen, und eine ahnliche
Hiilfstafel auf 14 Decimalen berechnet; allein die franzosischen Geometer
selbst haben von diesem seltenen Werke nur Ein Exemplar auftreiben konnen,
worin gerade dieser Theil gefehlt hat. Das Verdienst der eigenen Erfindung
und eigenen Berechnung bleibt also LEoNELLI immer ungeschmilert, und es ist
billig, dass wir ihm besonders fiir letztere den gebiithrenden Dank zollen.

Den Zweck der zweiten Abhandlung haben wir bereits oben angezeigt;
wir wollen nun sehen, wie LronerLI denselben erreichen will. Er schligt eine
aus drei Columnen bestehende Tafel vor; um uns kiirzer zu fassen, wollen
wir, anstatt LeonELLIs schwerfillige und unnéthige Terminologie zu gebrauchen,
die zusammengehodrigen Glieder dieser drei Columnen durch P, Q, R bezeich-
nen. Diese Grossen sollen so von einander abhidngen, dass, wenn man die
Zahl, deren Logarithm P ist, durch @ bezeichnet,

Q:log(l—}——;), R =log (1+ @)
sei; daher immer R = P+ Q sein wird; ferner soll diese Tafel nicht nach ,
sondern nach P geordnet sein, oder P soll gleichférmig wachsen, und zwar
von Null bis ins Unendliche, oder vielmehr bis Q als verschwindend betrachtet
werden kann. Der Gebrauch einer solchen Tafel ldsst sich leicht iibersehen.
Soll aus loga und logb der Logarithm von a-b bestimmt werden: so geht

man (wenn man voraussetzt, dass a grosser ist als b) mit loga—logh in die
erste Columne ein, oder setzt diese Differenz = P: dann ist offenbar

log(a+b) = Q-+loga = R-+1logh.



LEONELLI. LOGARITHMISCHE SUPPLEMENTE. 125

Soll man hingegen den Logarithmen der Differenz bestimmen: so wird man
loga—logb entweder in der zweiten oder dritten Columne finden, je nachdem
diese Differenz kleiner oder grosser ist, als log2. Im ersten Falle, wenn man
loga—logh = @ macht, wird log(a—b) = logb—P = loga— R sein; im
zweiten hingegen, wenn man loga—logh = log R setzt, wird der gesuchte
Logarithm

= logb+ P = loga— Q.

Sonderbar ist’s, dass LeoneLr diese Art, den Logarithmen der Differenz zu
bestimmen, wenn die Differenz der Logarithmen kleiner als log2 ist, nicht
gleich bemerkt hat; in der Schrift selbst gibt er fir diesen Fall ein anderes
verwickelteres Verfahren, und erst durch die Riige dieser Unvollkommenheit
in dem DrramBreschen Berichte ist er auf die doch so nahe liegende Art, die
Tafel zu benutzen, gefithrt, welche er in seinen Bemerkungen iiber diesen Be-
richt mit vieler Weitschweifigkeit erklart.

Obgleich wir Leoneruis Gedanken, durch eine solche Tafel die logarith-
mischen Rechnungen zu erleichtern, im Ganzen genommen unsern Beifall
nicht versagen konnen, sondern vielmehr die wirkliche Ausfithrung einer sol-
chen Tafel fiir winschenswerth halten: so konnen wir doch allem dibrigen,
was LroneLur iiber diesen Gegenstand sagt, nur wenig Werth beilegen. Seine
Entwickelung des Gebrauchs ist fiir einen so elementarischen Gegenstand mit
unnothiger Weitlduftigkeit vorgetragen. Auch nur etwas tiefere Untersuchun-
gen iiber das Gesetz des Fortganges der Tafeln und der Differenzen, welche
doch zur Bestimmung des ihnen zu gebenden Umfanges sehr néthig wéren,
findet man gar nicht, wohl aber einige bloss hingeworfene, und zum Theil
ziemlich verworren ausgedriickte Ausserungen, aus denen sich schliessen lisst,
dass Leonernr dergleichen gar nicht, oder doch ganz unrichtig angestellt hat.
Dahin gehort z. B. die grundfalsche Behauptung, dass, wenn P immer um die
Differenz 0,0005 zunimmt und sich dem Werth 6 n&hert, die ersten Diffe-
renzen von @ nur noch eine oder zweil bedeutende Ziffern haben sollen, wenn
Q mit 14 Decimalen ausgedriickt wird. Eine leichte Rechnung zeigt, dass
diese Differenzen bis dahin wenigstens fiinf bedeutende Ziffern behalten; noch
weniger verschwinden sie, wenn P den Werth 6 iibersteigt, sondern erst fiir
P = 10,7 werden sie bis auf eine Einheit in der vierzehnten Decimale abge-
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nommen haben; bis dahin hitte aber die Tafel tiber 21000 Glieder. Was
aber noch wichtiger ist: man darf keinesweges die dritten Differenzen iiberall
als verschwindend betrachten, wie LEeoNeLLl sich einbildet, der nur auf die
zweiten Riicksicht zu nehmen fiir hinreichend hilt. Zu diesem Irrthume scheint
ihn die von ihm berechnete Probe des Anfangs der Tafel verleitet zu haben,
wo freilich die dritten Differenzen verschwinden; allein eine leichte Rechnung
zeigt, dass diese dritten Differenzen weiterhin zunehmen und allerdings be-
deutend werden konnen, wenn man 14 Decimalen geben, und keine kleinern
Differenzen bei P, als 0,0005 gebrauchen will: fiir # =2-/3, oder fir
P = 10,5719, wo die dritten Differenzen ihr Maximum erreichen, finden wir
unter obigen Voraussetzungen ihren Werth = 6377 Einheiten in der vierzehn-
ten Decimale. Weit entfernt also, dass LEoNELLI mit weniger als 5000 Glie-
dern ausreichen konnte, miisste die Tafel, wenn die zweiten Differenzen iiber-
all hinléingﬁch sein sollen, eine so grosse Ausdehnung erhalten, dass ihre Be-
rechnung die Mithe keinesweges belohnen wiirde. Allein wozu auch vierzehn
Decimalen? Rechnungen, wo eine solche Schirfe nsthig wire, kommen ja
nur hochst selten vor, und fiir einen so seltenen Fall eine doch nicht sehr
bedeutende Abkiirzung der Arbeit zu erhalten, daran ist wenig gelegen. Hin-
gegen fiir Rechnungen, die taglich vorkommen, und wo sieben Decimalen vol-
lig hinreichen, wiirde eine, wenn auch nur missige, aber oft wiederkommende
Erleichterung der Arbeit allerdings schétzbar sein. Dann miisste aber die
Tafel, um auch die nsthige Bequemlichkeit zu gewéhren, so eingerichtet wer-
den, dass iiberall auch die zweiten Differenzen verschwinden; mit etwas mehr
als 15000 Gliedern liesse sich diess bequem erreichen, die nur ein missiges
Bindchen machen wiirden. Doch zu einer weitern Ausfithrung ist hier nicht
der Ozt.

Noch eine Probe, wie oberflichlich LronNEerir seinen Gegenstand behandelt
hat, gibt die S. 60 vorgetragene Formel, fiir einen vorgegebenen Werth von
R, der zwischen zwei der Tafel féllt, den entsprechenden von Q mit Riick-
sicht auf die zweiten Differenzen zu finden. Diese Formel, deren Deduction
dem Ubersetzer, seinem Gestéindnisse zufolge, so viele vergebliche Miihe ge-
macht hat, ist ganz falsch; statt

D4d)drn
pall

28 (r'n—m) sollte nemlich stehen
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Ubrigens bemerken wir noch, dass, wenn man die Zahlen der ersten Columne
als die doppelten Logarithmen von Tangenten betrachtet, die Zahlen der
zweiten und dritten die doppelten Complemente der Logarithmen der dazu
gehorigen Sinus und Cosinus sein werden. Man kann daher mit den gew&hn-
lichen trigonometrischen Tafeln den vorgesetzten Zweck ganz auf dieselbe Art
erreichen, als mit den von LroneLL vorgeschlagenen; nur erspart theils die
letztere die Division und Multiplication mit 2 (die aber doch ein méssig ge-
iibter Rechner leicht im Kopfe macht), theils gibt sie, wenn sie auf dieselbe
Zahl von Decimalen berechnet ist, doppelt so viele Schérfe. Sonderbar ist
es, dass die sich hierauf griindende Art, die trigonometrischen Tafeln zu glei-
cher Absicht anzuwenden, von DELAMBRE nicht erwihnt wird, da er doch eine
andere weit weniger bequeme anfithrt. LroNerr hat sehr Recht, sich zu be-
schweren, dass man ein solches Verfahren dem seinigen an die Seite setzen
wollte.




NACHLASS.

L)

VORSCHRIFTEN, UM DEN LOGARITHMEN DES SINUS EINES
KLEINEN BOGENS ZU FINDEN.

loghypsing = log¢ — 499 — +4v¢" — 53'ss O —grre®—-
log brigg sinn” = 4,6855748.668 +logn"— An"n";
log Aproxime = — {1,11,7692172 4+ n"n"A.

%

Noch genauer:
logA'= —{1,11,7692172; logAd = —{11},769217244n"n"{A+ {5 (4d—A4")}.

Hiernach findet man den Log. bis tiber 30° auf die letzte Ziffer [7. Decimale]
genatu.

loghypeosy = —4¢¢ — 5 ¢’ — 5o’ —- .-
logbrigg cosn” = — Bn"n";
log Bproxime = — {1,1},2920960 + 4n"n"B

= =% h:2020960 -4 0”0 | B+tg (B— B},

loghyp tang ¢ = log ¢ ++ ¢+ 475 "+ 2835 ¢°+- -
log brigg tangn” = 4,6855748.668 ++logn” -+ Cn"n";
log Cproxime = — {111,4681872 - % n"n" { C — 35%% (C — C")}.
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[IL]

TINTERPOLATION DER COTANGENTEN UND COSECANTEN
KLEINER BOGEN.]

Zur Interpolation der Cotangenten und Cosecanten kleiner Bogen sind
folgende Formeln die brauchbarsten:
Es gehoren

zu den Bogen die Cotangenten (oder Cosecanten)
a 6
x ¥
a' 0,
'so ist
- — h—y)la’'—a)
I a=at 0owee=a . 0=9
O—ya+y—0a’ ' E T g
0—6"+ ——y—0)
= a' — _(y—bYa’la’—a) __ a'— y—0)(a"—a)
YT B—yat+y—0)a g e—a
08"+ ———0)
__a't'—ab | 0-6%a" o (—6)x—a)a’
IL Y= "w"a + @ —ax b (@' —a)x
_pr g =6) @' —x)a
=+ @=ax

Beispiel zu II. Man sucht cotg0,060335.

6 = 10,5259499
6" = 10,5084181

{

6—0 = 175318 | log «...... 8,2438265 — 10
x—a = 0,000035 log ....... 5,5440680 — 10
(@' = 0,0604] log ....... 8,7810369 — 10
) Compl. logz(a'—a) . . 5,2194307
0,00614274 « o o vvveeene e, 7,7883621 — 10
10,5259499
10,5198072

VIIL 17
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[IIL)

MUSTERRECHNUNG, UM AUS A =pcos P, B=psin P
p UND P ZU FINDEN.

B...... 9,56905 69225 n
A...... 0,28523 04177 n
tgP..... 9,28382 65048 P = 190052'52",913567
tg P*....9,28379 34121 P* =190 52 50
cos P* ... 9,99212 158417
— 11792 5,6197322 .... 330927
cosP....9,99212 040497 9,9842419 . ... cos Pcos P*
P 0,29311 00128 5,56039741
9,2838100 . . .. V(tg Ptg P¥
11792 g—:——————— ( )
4,7877841 ;
Mod. | 2",913567.
[—105%'%26—45 = Const. . . . —4,3233592 :

BEMERKUNGEN.

Dass die Anzeige, S.121—127, von GAUss herrithrt, geht aus einem Briefe von GAUSs an OLBERS
vom 3. December 1808 hervor, worin es heisst:

»So wiinschte ich z. B. sehr, dass eine solche Tafel, wie LEONELLI vorgeschla-
ngen hat (meine Anzeige: Hallische L.Z. 1808 vom 12. Febr.), ausgefithrt wiirde.
»Fiir bloss & Decimalen habe ich selbst einmal einen Anfang gemacht. Bei solchen
»Rechnungen, wo sehr viele Logarithmen von Summen oder Differenzen gesucht
»werden (wie z. B. bei meiner Methode die Stérungen zu berechnen), wiirde eine
»solche Tafel eine bedeutende Erleichterung gebenc.

Die Notiz [L.] ist einem Handbuch entnommen; [IL] und [IIL.] finden sich auf Blittern, die den Biichern
der Gauss-Bibliothek : HOBERT und IDELER, Trigonometrische Tafeln, und VEGA, Thesaurus Logarithmorum,
angeheftet sind. BorscH, KRUGER.
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NACHTRAGE ZU BAND IV.
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NACHLASS UND BRIEFWECHSEL.

(L]
[AUFGABE AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG:.]

Es sei p die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Erfolges E aus einem
einfachen Versuche, mithin 1 —p die Wahrscheinlichkeit des Ausbleibens die-
ses Erfolges.

Die Wahrscheinlichkeit, dass unter # von einander unabhéngigen Ver-
suchen 4 den Exfolg E geben, ist

m—1)n—2).... n—k+41) n—
bt — g
Der mittlere Werth von k ist n,

» » » » k(k—1) » n(n—1)wp,
» » » » k(k—1)(k—2) » n(n—-l) (n—2) [.L3,
u. 8. w.

» » » » (k—n (.).)2 » np (1 — {J.).




[1L]

AUFGABE.

. Es sind p Plitze vorhanden, auf welchen m Gegenstdnde vertheilt werden,

ganz nach Zufall, wobei angenommen wird, fiir jeden Gegenstand habe jeder

Platz gleiche Wahrscheinlichkeit.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der so besetzten Plitze = m —n
sein werde, bezeichnen wir mit (m, n) und setzen %: 2.

Man hat dann:

-

(2,0) =1—a

(2,1) =@

(3,0) = (1—a)(1 —2)

(3,1) =32(1—a)

(3,2) = aw

(4,0) = (1—a)(1—22)(1—32)
(4,1) =6 (1 —a)(1—22)

(4,2) = Taw(1—a)

(4,3) = 2°

(5,0) = (1—a) (1 —2&) (1 —32) (1 —4a)
(5,1) =102(1—a)(1—22)(1—3a)
(5,2) = 26522 (1—a)(1—22)

(5,3) = 152° (1 —a)

(5,4) = a".

Coefficienten fiir die folgenden Werthe

von m:
n 5 6 7 8 9
0 1 1 1 1 1

1 10 15 21 28 36

2 25 65 140 | 266 | 462

3 | 15 | 90 | 350 | 1050|2646
a | 1 | 31 | 301 1701|6951
5 1| 63 | 966 | 7770
6 1| 127 3025
7 1| 255

8 1
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Es ist der mittlere Werth von = [fir m = 5 und 6]
(5,1) -2 (5,2) + 3 (5,3)+ 4 (5,4)
= 10z—102x-+-52°—a',

(6,1) - 2(6,2) + 3 (6,3) -+ 4 (6,4) + 5 (6,5)
=150 —20ax-+152°—6a"'+a°
und allgemein
(m, 1) -2 (m, 2) + 3 (m, 3) ++ . - _ (1—a"—(1—ma)

T

Bezeichnet man die Zahlencoefficienten zum Beispiel von (8,5) mit C®°,
so ist z. B. 3C% -+ 0% = C*F, [und allgemein

(m—m) O™ Ot = oMt
Ferner ist] allgemein
(m—n) & (m,n) + (1 — (m—n—1)2) (m,n+1) = (m+41, n+1).
Hieraus folgt leicht, wenn man
(m,y 1) 42 (m, 2) + 3 (m, 3) + 4 (m, 4) +-+ . = 8,

setzt, und sich erinnert, dass

(m, 0) - (m 1)+ (1, 2)+ (1, 3) .- = 1
ist,
Sm-l—l = (1 - w) Sm+ m,

und daraus der oben angegebene Werth

1—2)™ — (1—ma)
x




[TIL]

[ZUR GESCHICHTE DER ENTDECKUNG DER METHODE DER
KLEINSTEN QUADRATE.]

Allgemeine Geographische Ephemeriden. Herausgegeben von F. voN ZAcH.
Vierter Band. 4. Stiick. October 1799. S. 378. Weimar, 1799.

Erlauben Sie, dass ich einen im Julius-St. der A. G. E. bemerkten Druck-
fehler anzeige. §S.xxxv der Einleitung, bei der JAngabe des Bogens zwischen
dem Panthéon und Eva.ux, muss statt 76545,74 stehen 76145,74. Die Summe
ist richtig, und der Fehler kann auf kein anderesZals dieses Stiick fallen¥).
Ich entdeckte diesen Fehler, indem ich meine Methode, von der ich Ihnen
eine Probe gegeben habe**), anwandte, um bloss aus diesen vier gemessenen
Stiicken die Ellipse zu bestimmen, und 4y Abplattung fand; nach Verbesse-
rung jenes Fehlers fand ich 14+, und den ganzen Quadranten 2565006 Mo-
dulen (nemlich ohne Riicksicht auf den Grad in Peru). Der Unterschied von

1+o und 44+ ist in diesem Falle eben nicht erheblich, da die End-Punkte zu
nahe liegen.

Braunschweig, den 24. Aug. 1799. C. F. Gauss.

*) Dieser Druckfehler hat seine Richtigkeit, und ist auch aus dem beigesetzten Decimal-Grade 2966868
zu erkennen. v, Z.

*%) Hiervon ein andermal. v. Z.
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Monatliche Correspondenz zur Beforderung der Erd- und Himmelskunde. - Herausgegeben von F. VON ZACH.
Erster Band. S. 193. Gotha, 1800.

Verbesserungen zum IV. Bande der Allg. Geogr. Ephemer.

..........

Ebendaselbst S. 378 Nr. 3 Zeile 9 statt +1 Abplattung muss es heissen %
Abplattung. Zeile 12 statt der Worte »Der Unterschied von 45 und & ist
in diesem Falle eben nicht erheblich« kann man zu mehrerer Verstdndlichkeit fol-
gendes setzen »Der Unterschied von 4y, [welche Abplattung] die Franzdsischen
Grad-Messer (A. G. E. IV. B. 8. XXXVII der Einleitung und S. 42) und +4+,
die ich gefunden habe, ist in diesem Falle eben mnicht erheblichc.

[ScHUMACHER an GAvss. Altona, 30. November 1831.]

{Ich glaube Ihnen schon einmal gesagt zu haben, dass Zacm in den Geo-
graphischen Ephemeriden (1799, October. p. 378) einen Brief von Ihnen hat
abdrucken lassen, in dem Sie offenbar die Methode der kleinsten Quadrate
erwihnen, die Sie also damals schon Zace mitgetheilt haben. Sie sprechen
von der franzosischen Gradmessung:

»Ich entdeckte diesen Fehler, indem ich meine Methode, von der ich

»IThnen eine Probe gegeben habe, anwandte« u.s. w.
Zacu bemerkt dabei: »Hiervon ein andermal«, das andere Mal ist aber nie
gekommen. Da Sie die Resultate Threr Rechnung geben, so scheint es mir,
ist es leicht zu zeigen, dass diese durch die Methode der kleinsten Quadrate
abgeleitet sind. Zacu lebt zudem noch, und hat gewiss IThren Brief aufgehoben.
Finden Sie es nicht der Miihe werth, endlich die Sache einmal, selbst gegen
die mir vor allen widerlichen h6flichen Zweifel der Franzosen, unwidersprech-
lich abzumachen ?}

.............

VIII. 18
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Gavuss an ScHUMACHER. Géottingen, 3. December 1831.

Die von Ihnen erwihnte Stelle in Zacms A. G. E. ist mir wohl bekannt;
die Anwendung der M. der kl. Q., deren dort Erwdhnung geschieht, betrifft
einen frither in derselben Zeitschrift abgedruckten Auszug aus UrueeH BEricHs
Zeitgleichungs-Tafel, die zu manchen ganz curiosen Resultaten gefithrt hatte.
Diese Resultate hatte ich Zacm mitgetheilt mit der Bemerkung, dass ich dabei
eine mir eigenthiimliche seit Jahren gebrauchte Methode benutzt habe, Grossen,
die zuféllige Fehler involviren, auf eine willkiirfreie consequente Art zu com-
biniren, ohne ihm jedoch das Wesen der Methode selbst mitzutheilen. Ich
glaube Thnen schon einmal geschrieben zu haben, dass ich auf keinen Fall
diese Stelle, worin die Methode zum erstenmale offentlich angedeutet ist, re-
leviren werde, auch nicht wiinsche, dass einer meiner Freunde mit meiner Zu-
stimmung es thue. Diess hiesse anerkennen, als bediirfe meine Anzeige
(Theoria Motus Corporum Coelestium), dass ich seit 1794 diese Methode vielfach
gebraucht habe, einer Rechtfertigung, und dazu werde ich mich nie verstehen.
Als OrBERSs attestirte[*)], dass ich ihm 1802 [*¥)] die ganze Methode mitgetheilt
habe, war diess zwar gut gemeint; hitte er mich aber vorher gefragt, so wiirde
ich es hautement gemissbilligt haben.

...............

Gauss an OLBERs. Braunschweig, 30. Juli 1806.

...........

Hr. vox Zacu schreibt mir noch, dass Sie Sich zur Recension von Le-
GENDRES Werk iiber die Kometenbahnen erboten hétten. Mit Vergniigen werde
ich Thnen also das mir von Hrn. vox Zacu zugeschickte Exemplar nach Bremen

[*) In seiner Abhandlung: Uber den verinderlichen Stern im Halse des Schwans; v. LINDENAU und
BOHNENBERGER, Zeitschrift fiir Astronomie. Band II. Seite 192. September-October 1816.)
[**) Sollte heissen »1803«.]
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senden, doch erlauben Sie wohl, dass ich es erst noch einige Wochen behalte.
Bei vorldufigem Durchblittern scheint es mir sehr viel Schones zu enthalten.
Vieles von dem, was ich in meiner Methode besonders in ihrer ersten Gestalt
Eigenthiimliches hatte, finde ich auch in diesem Buche wieder. Es scheint
mein Schicksal zu sein, fast in allen meinen theoretischen Arbeiten mit Le-
GENDRE zu concurriren. So in der hohern Arithmetik, in den Untersuchun-
gen fiber transcendente Functionen, die mit der Rectification der Ellipse zu-
sammenhangen, bei den ersten Griinden der Geometrie und nun wieder hier.
So ist z. B. auch das von mir seit 1794 gebrauchte Princip, dass man, um
mehrere Grossen, die man nicht alle genau darstellen kann, am besten dar-
zustellen, die Summe der Quadrate zu einem Minimum machen miisse, auch
in LrecenprEs Werke gebraucht und recht wacker ausgefiihrt.

Gauss an OLBErs. Gottingen, 4. October 1809.

......... Erinnern Sie sich wohl noch, liebster Freund, dass ich bei
meiner ersten Anwesenheit in Bremen 1803 mit Thnen iiber das Princip ge-
sprochen habe, dessen ich mich bediente, Beobachtungen am genauesten dar-
zustellen, dass nemlich bei gleichem Werthe der Beobachtungen die Summe
der Quadrate der Differenzen ein Kleinstes sein muss? Dass wir dariiber 1804
in Rehburg gesprochen haben, davon sind mir noch alle Umstinde gegen-
wirtig. Es ist mir daran gelegen, diess zu wissen. Uber die Ursache der
Frage ein andermal.

...............
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Gauss an OLBERs. Gottingen, 24. Januar 1812.

........... Hr. Deramere soll, wie ich hoére, im franz. Moniteur eine
ad modum suum sehr weitlauftige Chrie {iber die moindres carrés gegeben
haben; ich lese den Moniteur nicht, welcher auch nur in jahrlichen Lieferun-
gen hierher kommt. Vielleicht finden Sie einmal Gelegenheit, 6ffentlich
zu bezeugen, dass ich Ihnen schon bei unserer ersten persénlichen Bekannt-
schaft im Jahr 1803 die 