
щ 

ОБЪ ОТНОШЕНШХЪ И СРОДСТВДХЪ МЕЖДУ КРИ­
ВЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ. 

П е т е р с о н а . 

(Читано 20-го Ноября 1865 года). 

Отношешемъ между двумя поверхностями мы назовемъ 
такую связь между ихъ точками, при которой каждой точке 
одной поверхности соответствуете определенная точка дру­
гой поверхности и при которой две точки на одной поверх­
ности будутъ безконечно близки, если имъ соответетвуюгщя 
точки на другой поверхности безконечно близки. Такое отно-
шеше аналитически выражается двумя уравнешями между ко­
ординатами обеихъ поверхностей или, если координаты даны 
какъ функщи произвольныхъ переменныхъ, двумя уравнешя-
ми между этими переменными. 

Положимъ, что координаты œ, y, z одной поверхности да­
ны какъ функщи переменныхъ / и t\ координаты X, Y, Z 
другой поверхности — какъ функщи переменныхъ р и q, то 
посредствомъ двухъ уравненШ между /, t, p и q мы можемъ 
выразить р и q какъ функщи отъ / и t, т. е. определить 
точку p, q одной поверхности соответствующую данной точ­
ке /, / другой поверхности. 

Исключая изъ уравненш поверхностей переменныя р и q, 
мы получимъ координаты обеихъ поверхностей какъ функ-
Д1И общкхъ переменныхъ / и t. Таюя общ1я переменныя / 
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и t двухъ поверхностей, находящихся въ данномъ отношенш, 
произвольны и могутъ быть заменены другими общими пере­
менными /4 и ti чрезъ произвольное подстановлеше l=f(li9 tx), 
t = ср (llf tj. При всякомъ данномъ отношенш мы можемъ 
напримеръ выбрать общ1я переменныя р и q такого свой­
ства, что бы кривыя, соответствующая на обеихъ поверхно-
стяхъ х, у, z и X, Y, Z постояннымъ р и q, пересекались 
подъ прямыми углами или чтобъ 

dx dx dy dy dz dz 
dp dq dpdq dp dq 

dp ' dq dp dq dp * dq 

Положимъ, что координаты x, y, z и X, Y, Z обеихъ по­
верхностей даны какъ функщи общихъ переменныхъ Int. 

л fdx\2 , fdy\2 , /dz\* dxdx , dy dy 
0значая\ж) + \dî) + \ж) ч?езъа> ЖЖ+мЖ 
dz dz - /dxY , /dyV . /dzV 

+л Â чрезъ 6' Ы + уж) + U;чрезъ с'мы выве" 
. ete da? dy dy dz dz демъ изъ условш -—— 4. -^ . -^ .4 . - — ~ - = 0 посредствомъ dp dq l dp dq l dp dq r 

dx dx dp , dx dq dx dx dp , dx dq 

Ж==^Ж+^Ж'Ж=фЖ + ТдЖшу-"-сли^щ&е 

уравнеше 

dt dt [dl dt "1" dt dl] i"" dl dl 

Такимъ же образомъ мы выведемъ 

dl dt [dl dt ф dt <WJ "1~ dl dl 



- 393 - 0 
если А, В, С имеютъ для поверхности X, Y, Z то значе-
nie, какъ а, Ь, с для поверхности х, у, z. 

„ dp dp da da 
Означая ~- : —-чрезъ и, -у- : —- чрезъ v, мы приведем^ 

уравнешя 1) и 2) къ следующему виду 

ativ — b (и + v) + с = О 
Am —b{u + v) + C=Q 

которыя должны быть решены относительно и и v. Такъ какъ 
эти уравнешя симметричны относительно и и v, то мы по-
лучимъ по исключенш одного неизвестнаго для и и v то са­
мое уравнеше, именно: 

(аВ - ЬА)а* + (сА — аС)« + (ЬС — сВ) = 0.,,.' 3. 
„ . dp da ^ 
Если м4 и м41 два корня этого уравненш, т о ~т : -тт бу-

d</ dur 
детъ равняться одному корню ип — : -^ другому корню uli9 

следовательно искомыя обпця переменныя р и q будутъ ин­
тегралы уравненш 

dl -}- M4df = 0 и dl + w41df = 0 

такъ какъ всемъ интеграламъ этихъ уравнетй соответству-
ютъ одни и тЬже кривыя (потому что ихъ положеше не изме­
няется вследств1е подстановлешя /р и <р</ вместо р и q), то 
мы заключаемъ: 

Какое бы ни было отношеше между точками двухъ по­
верхностей , всегда существуетъ на каждой поверхности 
только одна прямоугольная сеть соответствующихъ кривыхъ. 

Замечаше. Эта сеть никогда не можетъ быть мнима, если 
отношенье существуетъ между действительными точками по­
верхностей. 

Тогда изъ уравнешя ds2 — adl* + Vbdldt + cdt2 следуетъ 
что а, с и ас — Ь 2 > 0 , такимъ же образомъ А, С и АС —В2 

будутъ > 0. 
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Чрезъ умножеше на аВ — Ьк мы приведем* уравнеше (3) 
къ следующему виду 

j(aB-6A).+^j^j^-B6J3-(AC^)(a^)..3. 

Полагая В = \/ÄC. cos?, b = y/âcT cosof, мы разложимъ 
вторую часть на два положительныхъ производителя 

»I \/сА + \/^С — 2\/асАС. cos (ср — <р01 X 

\у/сА + \/âC — 2у/асАС. cos (ср + ср')\ 

отсюда следуетъ, что оба корня уравнешя 3) будутъ дей­
ствительные. 

Кроме этихъ общихъ переменныхъ, которымъ на обеихъ 
поверхностяхъ соответствуем прямоугольная сеть кривыхъ, 
мы для изследовашя произвольнаго отношешя между двумя 
данными поверхностями можемъ еще ввести общ!Я перемен-
ныя р и q такого свойства, что бы кривыя соответетвую1Щя 
постояннымъ р и q на обеихъ поверхностяхъ были сопря-
женны. Эти обнця переменныя, которыя по ихъ геометриче­
скому значешю весьма замечательны, мы назовемъ сопря­
женными общими переменными даннаго отношешя. Задача 
определить ихъ имеетъ тоже одно определенное решеше. 

Две системы пересекающихся на поверхности кривыхъ 
называются сопряженными, если касательная плоскость по­
верхности, проводимая по кривой одной системы, пересе­
кается въ двухъ последовательныхъ положешяхъ по касатель-
нымъ кривыхъ другой системы. Это свойство сопряженныхъ 
кривыхъ мы можемъ выразить еще такъ: две последовательная 
кривыя одной системы съ двумя последовательными кривыми 
другой системы должны образовать безконечно малый пло-
скш четыреугольникъ, котораго противуположныя стороны 
(касательныя кривыхъ), будучи продолжены, должны пере­
секаться» F 
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Положимъ что j) и g будутъ тЪ перем^нныя данной поверх­

ности х, у, z, постояннымъ значешямъ которыхъ соотв^т-
ствуютъ сопряженныя кривыя; обозначимъ дифференщалы ко-

GLOC (лСС (л ОС ) ? л _ _ ординатъ т - , -т- » 1—г и т. д. чрезъ х , xt, xi , и косинусы dp dq dpdq 
угловъ касательной плоскости или нормали поверхности чрезъ 
\, 7j, Ç; тогда 

Ы + т1У' + W = 0, \х, + riVl + fc, = 0 

Косинусы касательной кривой q = const, относятся какъ 
x'-y'-.z', следовательно косинусы касательной смежной кри-

( , , ах' , \ / >idy'j„\ . вой q = const, относятся какъ( х -r-j-dq I : I У ~i"^j~a4 J ' 

L' + j-dq^Hm какъ (V + <<*?): (у' + у,'dg): (z + zt'dq). 

Такъ какъ по опредъмешю еопряженныхъ кривыхъ эти об* 
касательныя должны лежать въ касательной плоскости поверх­
ности , \х' + ttf + W = 0 и 4я? + ж * ' ^ + ^У + y*'d^ 
+ i-^-f-*/<*?) = 0» то мы получимъ yoioßie 

W + Wi' + W^®— 5-
подъ которымъ кривыя соответствующе постояннымъ р vi q 
сопряженны. Еслимнимыя перем*нныя удовлетворяют* этому 
условш, то он* хотя и не им*ютъ этого геометрическаго 
значешя, но мы ихъ и въ такомъ случа* назовемъ перемен­
ными сопряженными. 

Опред*лен1е еопряженныхъ общихъ перемънныхъ. 

Положимъ, что координаты х, у, z и X, i, ДВУ 
верхностей, находящихся въ отношеши, даны какъ функцш 
произвольныхъ общихъ перем*нныхъ I и t, и тре уется вь 
разить эти координаты какъ функцш общихъ еопряженныхъ 
перем'Ьнныхъ. 

Означая косинусы нормали поверхности х, у> z чрезъ \, Ч, I, 
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rd*x , d'y . rtfz ç d*x . d'y . rd\ 

г dlx , d*y , v d*z $;г + "^+с^чрезъс' 
^ p i T 4 dp* l ' dpdq ' 'dpdq^ h dpdq 

,. d*X , d*y , .. <f z 
V + ^ + (¥ 4 P e 3"T 

мы посредствомъ уравнешй 

dl2 ~ dp'2 \dl) + dpdq * dl # dl + dq\dl) 

dx d*p dx <f£ 
+ dp' dF^lqdl" 

d2x d2x dp dp d*x (dp dq dq dp\ 
1Ш~1р: "dîdt ~*~ dpdqldTW^ Tl Ш) 

d%x dq dq dx d2p dx d2q 
+ dq* TOI + 1 p dïdt +~dq ЖШ 

d*x dhc_ fdp\2 d*x dp dq d2x/dq\2 

dt" ~~!p* \dt) + " ф ^ * It * Tt + dq2 \dt) 

dx d*p dxd2q 
+ ф ' 'dF^dqdt' 

выведемъ 

— ( Î ) ' + T ( Î ) ' . 
Исключая а и у, мы получимъ 

dt ' dt [didt^diü]^ шЖ~ • 
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Такимъ же образомъ мы выведемъ 

dt ê dt l dl dt ^ dl dt* ^ dl' dl~ 

Если А, В, С имеютъ для поверхности X, Y, Z то же значе-
Hie какъ а, 6, с для поверхности ос, у, z 

Изъ двухъ уравнешй мы определимъ р и q, какъ изъ урав-
ненш 1) и 2) съ тою только разницею, что тамъ перемен-
ныя р и q, вследств5е условШ а^>0,с^>0,ас—52>0, все­
гда будутъ действительныя, между темъ какъ въ уравнешяхъ 
6) и 7) они могутъ быть и мнимыя; следовательно: 

при всякомъ данномъ отношенш между двумя поверхностями 
мы можемъ выразить координаты об'Ьихъ поверхностей какъ 
функцш общихъ сопряженныхъ (мнимыхъ или действитель-
ныхъ) переменныхъ. 

Опредйлеше отношетй 
Отношеше или связь между точка#ш двухъ поверхностей 

определяется, какъ мы видели, двумя уравнещям» ^ежду ко­
ординатами или переменными об'Ьихъ поверхностей; мы те­
перь дадимъ точное геометрическое объяснеше гЬхъ отноше-
шй, которыя мы будемъ разсматривать, и выведемъ ихъ ана~ 
литичесшя выражешя. 

1. Первое отношеше. Полагая точки х, у, z и X, Y, Z 
двухъ поверхностей въ такой связи что касательныя плоско­
сти или нормали об'Ьихъ поверхностей въ еоответетвующихъ 
точкахъ параллельны, мы получимъ для аналитическаго вы-
раяршя этого отношешя следуюнщ два уравнешя 

4 Efvj Ç = ^ -7J, : £<.... 8. 
где Ç, 7J, Ç означаютъ косинусы нормалей одной певерхно-
сти, £4, 7}̂ , *(£—другой поверхности. 

Если координаты х, у, z, следовательно и косинусы £, vj, £ 
даны какъ функцш произвольныхъ переменныхъ I и I; X, 
Y, Z и £,, vj1? Çt какъ функцш произвольныхъ переменныхъ 
р и q, то по иеключенш переменныхъ р и q посредствомъ 
уравненш <; : /j : £ = ^ : qi : £15 мы получимъ координаты 

26 
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*дбеить поверхностей какъ функцш общихъ переменныхъ / и 
t, который могутъ быть заменены прямоугольными или со­
пряженными общими переменными. 

Чтобы короче выразить, что касательньш плоскости двухъ 
поверхностей въ соответствующихъ точкахъ параллельны, мы 
скажемъ, что поверхности въ этихъ точкахъ параллельны, и 
назовемъ это отношеше параллелизмомъ поверхностей. 

II. Второе отношеше, которое мы будемъ разсматривать, 
состоитъ въ той связи точекъ двухъ поверхностей, при кото­
рой прямая, соединяющая соответствуюгщя точки, есть общая 
касательная къ обеимъ поверхностямъ въ этихъ точкахъ. 

Чтобы аналитически выразить это отношеше, заметимъ, 
что общая касательная, соединяющая СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ точки 
#, у, z и X, Y, Z обеихъ поверхностей, должна быть пер­
пендикулярна къ нормалямъ обеихъ поверхностей въ этихъ 
точкахъ, следовательно: 

( X - * ) Ç + ( Y - y ) 4 + ( Z - * ) Ç = 0 
(X-x)ll + (Y-y)rii+(Z-z)l=:0.... 9. 

(где Еэ т), Ç и \if Tjj, £t косинусы нормалей обеихъ поверх­
ностей въ точкахъ х, у, z и X, Y, Z), будутъ два уравнешя 
между координатами или переменными обеихъ поверхностей; 
посредствомъ этихъ уравненШ мы можемъ ввести прямоуголь-
ныя, сопряженныя или произвольныя общ1я переменныя. 

Чтобы короче выразить это отношеше мы скажемъ, что 
поверхности соединены въ соответствующие точкахъ и на­
зовемъ отношеше конъюнкщею. 

III. Третье отношеше определяется темъ, что соответ-
етвуюпця точки обеихъ поверхностей лежатъ на прямой ли­
ши съ данной неподвижной точкой. Мы скажемъ, что со­
ответствующая точки въ этомъ случае лежатъ перспективно 
относительно данной точки и последнюю назовемъ точкою 
зрешя или центромъ перспективы. 

Принимая точку зрер1я за начало координатъ, мы полу-
чимъ следуюиця два уравнешя: 
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Ï-I-Ï 10. 
х у z 

Если точка зрешя въ безконечности, то, выбравъ ось 
z—овъ параллельно съ проектирующими, мы получимъ сле-
дуюнця два уравнешя 

X =х, Y = tf. 
IY. Четвертое отношеше. Въ четвертомъ отношен!и мы 

иолагаемъ точки двухъ поверхностей х, yt z и X, Y, Z въ 
такой связи, при которой углы между безконечно близкими 
точками одной поверхности, равняются угламъ между со­
ответствующими точками другой поверхности. 

Это ywiOBie, по причина подоб!я безконечно малыхъ со-
ответс^вующихъ тр1угольниковъ, приводится къ тому, что 
разстояшя безконечно близкихъ еоответетвующихъ точекъ на 
обеихъ поверхностяхъ пропорцюнальны, т. е. линейные эле­
менты ds = \/dx2 + dt/ + dz" и ( i S = y/dX2 + dY2 + dZ2 

обеихъ поверхностей при произйольныхъ приращешяхъ dp 
и dq общихъ перем'Ьнныхъ р и q пропорцюнальны. 

Положимъ 
ds2 = adp2 + bdpdq + cdq2 

dS2 = Adp2 + Bdpdq + Cdq2 

то по этому услов1я, которымъ должны удовлетворить обпця 
переменныя двухъ данныхъ поверхностей, будутъ 

А _ В = С_ 
a b c 

А 
или, полагая — = Х, где X функщя отъ общихъ перемен-
ныхъ, мы получимъ А = "ко, B==Xô, С = ^ е , следовательно 
dS2=X2cf/ . 

Положимъ, что / и t те мнимыя переменныя поверхности 
ж, у} z, посредствомъ которыхъ линейный элементъ ds этой 
поверхности приводится къ виду ds2 = \k2dldt, 

26* 



400 — 

Положимъ, что liy ti3 rfS2=v2(//1cff1 суть мнимыя перемен* 
ныя и линейный элементъ поверхности X, Y, Z, тогда 

lt = / и tl = t> или общее /4 = /(/), £d = f(t) 
будутъ искомыя два уравнешя между переменными обеихъ 
поверхностей, вследств1е которыхъ 

V V 
dS =—ds, или ообщее rfS= — f(t) . f(t)ds — \d§. 

Исключая /4 и fp мы получимъ координаты обеихъ по­
верхностей какъ функцш мнимыхъ общихъ переменныхъ / и 
/, которыя могутъ быть заменены сопряженными, прямо« 
угольными или произвольными общими переменными. 

Изъ свойства этого отношешя, при которомъ углы между 
соответствующими безконечно близкими точками равны, сле­
дуете», ч т о в с ^ кривыя на одной поверхности пересекутся подъ 
теми же углами какъ имъ соответствующая кривыя на другой 
поверхности, что следовательно, произвольные чертежи на 
одной поверхности будутъ подобны имъ соответствующимъ 
чертежамъ на другой поверхности. По этому свойству мы 
назовемъ это отношеше графическимъ, и скажемъ, что точки 
обеихъ поверхностей лежатъ графически. 

О сродств* между поверхностями. 
Отношешемъ мы называемъ ту определенную связь между 

точками для поверхностей совершенно произвольныхъ, кото­
рая аналитически выражается двумя уравнешями между ко­
ординатами или переменными обеихъ поверхностей. Но та­
кая связь, которая обусловливается тремя или более уравне­
шями уже не можетъ существовать между точками двухъ 
произвольныхъ поверхностей. Она предполагаетъ особенныя 
свойства общ1*я этимъ поверхностямъ, и потому мы назовемъ 
такую связь сродствомъ между этими поверхностями. 

1) Примеръ. (Сродство соответствующихъ плоскостей). 
Такая связь между точками х, у, z и X, Y, Z двухъ по­

верхностей, что каждой плоской кривой одной поверхности 
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соответствуешь плоская кривая другой поверхности, обусло­
вливается, очевидно, следующими тремя уравнениями: 

X = ах + Ьу + cz + е, Y = а{х + bty -f с^ + ^ 
Z = ally + 6ily + c l iÄ+e l i . . . . 12. 

вследств!е которыхъ только AX + BY + CZ + E можетъ быть 
= 0, при произвольномъ уравненш ах 4~ ßy + yz + £ = 0, 
I А, а, а и т. д. здесь постоянныя(. 

Поэтому, связь, объусловливающаяся тЬмъ, что плоскимъ 
кривымъ соответствуют плосшя кривыя есть сродство, кото­
рое не существуетъ между произвольными поверхностями. По 
даннымъ уравнешямъ поверхностей х, у, z, мы можемъ вы­
вести уравнешя всбхъ техъ поверхностей X, Y, Z, съ кото­
рыми это сродвтво возможно; если поверхность х, у, z есть 
сфера, то поверхности X, Y, Z будутъ поверхности второй 
степени, эллипсоиды. 

Это сродство, что плоскимъ кривымъ соответствуют пло-
смя кривыя, отличается еще темъ замечательнымъ свой­
ствами что всемъ сопряженнымъ кривымъ одной поверхно­
сти соответствуют сопряженныя кривыя другой поверхности 

Чтобы доказать это, припомнимъ, что переменныя р и 
данной поверхности х9 у, z будутъ сопряженны, если 

^ 1 + 4/1 + ^ = 0 .... 5. 
х\9 у\, z\, здесь означаютъ дифференщалы по обеимъ пе-
ременнымъ, а \, vj, "Ç косинусы нормалей поверхности, кото­
рые относятся какъ 

ly'*i — Vi*'\: \%'xi — zix'\: Î^Vi— # У ( -
Но такъ какъ посредствомъ уравненш 

Х=ах~{~Ьу-\-cz-\-e, Y=aix-\-bly-^clz±el, 
Z = a11# + bny + citz + eu .... 12 

мы изъ уравнешя 
|Y'Zt — Y4Z f j r i + j Z ' X i - Z 1 X ' j r i + | X ' Y 1 - X i r ( Z ' 1 = 0 
можемъ вывести уравнеше 

file://-/-cz-/-e
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\îf'*i— У%*'[ x'i + \*'xl — zix'\ y\ + \®yi—xiy\ А\ = 0, 
и на оборотъ, то заключаемъ, что все обшк переменныя 
р и q, которыя въ одной поверхности сопряжении, и въ дру­
гой поверхности будутъ сопряжении; что и требовалось до­
казать. 

Изъ этого предложешя следуетъ общее уравнеше сопря-
женныхъ кривыхъ на поверхностяхъ X, Y, Z, если общее 
уравнеше сопряженныхъ кривыхъ на поверности рс, у, z, 
известно. 

Положимъ, что поверхность х, y,z есть сфера xUJ
ry2jt-zu=.l; 

дифференцируя это уравнеше по обеимъ переменнымъ р и #, 
мы получимъ 

х х \ + yy't + zz\ + x'xi + У Vi + *'*i — °-
Но такъ какъ для сферы x2-\-y*-\-z*=l косинусы £, т]Д 

нормалей тождественны съ координатами х, у, z, то следуетъ, 
что tyl+'*)y'i-\-Çz'l=0, если xxi+y'yi+zrz1==0, т. е. 
что на сфер* ВСЕ те кривыя еопряженны, которыя пересекают­
ся подъ прямыми углами. Уравнеше этихъ кривыхъ на сфере 
будетъ общее уравнеше сопряженныхъ кривыхъ на поверхно­
стяхъ второй степени. 

II. Примеръ (графически-перспективное сродство). 
Отношеше между двумя поверхностями, при которомъ со­

ответствующая кривыя пересекаются подъ равными углами, 
приводится, какъ мы видели, къ тому уеловш, что разетояшя 
сооветствующихъ безконечно близкихъ точекъ на обеихъ по^ 
верхностяхъ пропорщональны, и это отношеше возможно меж­
ду произвольными поверхностями. 

Выражая линейные элементы обеихъ поверхностей ds и dS 
посредствомъ общихъ переменныхъ, мы получимъ d$ = "kds, 
где X можетъ быть произвольная функщя отъ общихъ пере­
мен ныхъ. 

Если Х = 1 , т. е. если разетояшя еоответствующихъ без­
конечно близкихъ точекъ на обеихъ поверхностяхъ равны, 
то такая связь це можец» существовать между произвольны-
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ми поверхностями, и мы получимъ сродство изгибашя, ко-
торымъ мы займемся поел*. 

Отношеше, при которомъ соответствующая точки двухъ 
поверхностей находятся въ прямой лиши съ данной точкою 
зре*пя, тоже возмояшо между произвольными поверхностями. 
Но такая связь между двумя поверхностями, при которой со­
ответствующая точки лежатъ въ прямой линш съ данной то­
чкой, и кром* того ихъ безконечно малыя разстояшя про-
порцюнальны, если она вообще возможна, не можетъ суще­
ствовать между произвольными поверхностями. Она есть срод­
ство, которое выражается аналитически четырьмя уравнешя-
ми, при которыхъ два объусловливаютъ перспективное, а два— 
графическое положеше точекъ. 

Положимъ, что р и q произвольныя обгщя перем!шныя двухъ 
поверхностей х, у, z и X, Y, Z, находящихся въ такомъ 
сродства; ds2 = adp2 -f- bdpdq + cdq% линейный элиментъ по­
верхности х, у, z, и dS2 = Adp2 + Bdpdq + Cdq2 линей­
ный элементъ поверхности X, Y, Z;8 тогда эти четыреурав-
нешя будутъ 

(графичность) l î . 

(перспективность) . • . . . 10. 

/, мы получимъ X = lx, Y = ly, Z = lz 

отсюда 
dX2 + dY2 + dZ2 = /2 \dx2 + dy2 + dz\ + 

Ш \xdx -f ydy + zdz\ dl + \x2 + y2 + z2 ( df. 

Полагая — = A , мы получимъ 

dS2 = dX2 + dV + dZ2 = Vds2 = A2 1 dx'2 + dy2 + dz2 { 

следовательно 

Полагая 

A 
a 

X 
X 

X _ 
x ~ 

В 
~b 
_ Y 
~y 

= 1, 

_ c 
с 

_ z 
2 

МЫ I 
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(X2 —12)\ dx" + dy" + ds2 j = 2lrdldr + r*dl* = 

(2/rdr + rMQ Ä .... 14.. 

если а;2 + У* ~Ь *2 означимъ чрезъ г2. 
Это уравнеше 

(X2 — /2) | ̂ 2 + dy2 + dz" J = (2/rdr + rsd/) d/ 
при произвольныхъ приращешяхъ dp и dg перем1шныхъ p 
и у тогда только можетъ существовать, когда об1> части рав­
няются 0; потому что если вторая часть, состоящая изъ 
двухъ дМствительныхъ производителей, не равняется 0, то 
она при двухъ значешяхъ приращешй dp, dq обращается 
въ 0, следовательно X2 — I2 должна быть 0, такъ какъ 
dx2 + dy* -j- dz1 не обращается въ 0; отсюда сл^дуетъ, что 
или dl или 2/rdr + r2d/=d(r2/) должно быть = 0. 

Изел'Едуемъ эти два рЪшешя. 
Если d / = 0 или 1 = const, то ел'Ьдуетъ изъ уравненШ 

X = Ix, Y = ly, Z = lz, что o6t поверхности подобны, тог­
да это сродство понятно само' собою, и заключается^ какъ 
частный случай, во второмъ рЪшети. 

к Если d (г2/) = 0, то 1 = — (где к постоянная, которую мы 

можемъ принимать за единицу) и мы получимъ 'сдфдукшр'я 
уравнешя тФхъ поверхностей X, Y, Z, которыхъ точки мо-
гутъ быть въ перспективномъ и графическомъ цодожецщ съ 
точками данной поверхности х, у, z, 

X Е Y У- 7 — \Ъ 

где г2 = х2 + у2 + я2; отсща 

dX2 + dY2+dZ2 = 

и 

X2 + Y2 -f Z2 = 

dx' + dy2 + dz2 

(*2 + y2 + *2)2 

1 
x2 + у2 + s2 



405 — 

т. е. произведете рад1усовъ векторовъ отъ точки йрЪтя къ 
двумъ соответетвующимъ точкамъ обеихъ поверхностей по­
стоянно. Поэтому мы можемъ заменить уравнешя объусловли-
ваюпця это сродство следующими симметричными 

f = 7 = 7 и !X2 + Y 2 f Z2| |*» + y » + * , l = » l .... 15. 
и, у z 

Выведемъ изъ этого сродства несколько заключенй и на-
зовемъ для краткости поверхность X, Y, Z графичееко-пер-
спективной поверхностью х, у, z. 

ТЕОРЕМА I. Если две произвольныя поверхности ху у, z 
и xv yi9

 si пересекаются, то ихъ графическо-перепектив-
ныя поверхности X, Y, Z и Хп Yl} Zi9 пересекаются подъ 
темъ же угломъ въ кяждой точке кривой пересечешя. 

Доказательство •—Вообразимъ чрезъ точку х, у, z кри­
вой пересеченш еще третью произвольную поверхность xit, 
Уи> zn> и чрвзъ соответствующую точку X, Y, Z ея гра­
фически-перспективную поверхность Хи , Yit, Z11? то мы 
получимъ три пары соответствующихъ кривыхъ пересечешя, 
изъ которыхъ по две лежатъ въ одной поверхности. По пред­
положение, лежапря въ одной поверхности кривыя должны 
пересекаться подъ темъ же угломъ, какъ соответствующая кри­
вая на графически-перспективной поверхности, поэтому те­
лесные углы въ точкахъ х, у, z и X, Y, Z будутъ рав­
ны, следовательно уголъ между поверхностями х, у, z m 
xv У и zi> равенъ углу между поверхностями X, Y, Z и 
•^•i' м> Z 4 . 

Положимъ что поверхность х, у, z есть сфера (х — а)2 

X 
~\-(у~~РУ + О-Y) 2 = P2Î вставляя аг = -, + ^ + ^ , 

Y Z 
У = ж » + у » + д » ' z = х* + у* + д » » м ы п™учимъ Для гра­
фически-перспективной поверхности следующее уравненю 
l - 2 ( a X + j 3 Y + T Z ) = S p 2 - ( a 2 + ß 4 f ) i ( X 4 Y ä + Z2).. 16 
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Эта поверхность есть сфера, которая обращается въ плос­
кость, если данная сфера ху у, z проходитъ чрезъ точку 
зрешя (р 2 ~а 2 + |32 + T2)î и яроходятъ чрезъ точку зрешя, 
если данная поверхность œ, y, z есть плоскость. 

ТЕОРЕМА. II. Каждой сферической кривой на произволь­
ной поверхности х, у, z, т. е. пересеченно этой поверх­
ности съ сферою, соответствуешь сферическая кривая (пе­
ресечете со сферою) на графически-перспективной поверх» 
ности X, Y, Z; каждой плоской кривой соответствуешь сфе­
рическая кривая, сфера которой проходитъ чрезъ начало ко­
ордината; каждому кругу (пересечешю съ двумя сферами) 
соответствуете кругъ; каждой прямой (пересечешю съ двумя 
плоскостями) соответсвуетъ кругъ, проходящШ чрезъ точку 
зрешя; сферы или плоскости этихъ кривыхъ пересекаютъ 
одну поверхность подъ темъ же угломъ какъ другую* [по 
Теореме L]. 

Спряженныя кривыя, которыя пересекаются подъ прямыми 
углами, называются лишями кривизны. Если поэтому пере-
менныя р и q удовлетворяютъ уравнешямъ 

(y'*i — У**') х\ + 0 4 — *!#') У\ + № Vi — xty') z\ 5= 0 
^x1+yyl+zzi = 0 

то постояннымъ р и q соответствуют лиши кривизны. 

ТЕОРЕМА. III. Лишямъ кривизны на произвольной поверх­
ности х, у, % соответствуют лиши кривизны на ея гра­
фически-перспективной поверхности X, Y, Z. 

Положимъ, что р и q общхя переменныя обеихъ поверх­
ностей, удовлетворяющая уравнешямъ 
IУ\ — У У\ x'i + !*'х± — z,x) у\ + \хгу, — хУ \*\ = 0 

и xxi +уу, +z\=.0; 
докажемъ, что они удовлетворяютъ и уравнешямъ 

\ Y'Z,—Y4Z' | X ' 4 + | Z'X4-Z4X' iY7
t+jX'Y4—XJ'( Z'4=0 n 

X'Xd + Y % + Z ' Z 1 = 0 . 
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Полагая Xs=-r-—5——у, Y—-3-;—j-;—5, Z = -

и дифференцируя, мы выведемъ посредствомъ x'xt + yVi 
+ z'z, = 0. 

v , 7 v 7 , _ 2to - (x2 + У* + *ä) fr'*, - y,*') 
ï £, — Ï,Z, — ^ + y 2 + zy 

rrrv 7 r' - ШУ - ^ + У ' + ^ ( * ' Ж ' - *'*') 
Z, Л, — Л4Л — (ж2 + y2 + zy 

Y , v Y V - Ш - (X* + l/ + *%) {Х'У1 - ХУ) 1 7 
XY4— Ä4Y — ( я . * + у « + г*)» ••••1/-
ГдЪ ft = ж (/*, — ytz') + У (*'#, — z{x') 4- z (aty, - ж,у')-

Отсюда посредствомъ ( у \ — У У) х\ + (z'a?, — ztx') у\ 
+ (x'yt _ Xly') z\ = 0 заключаемъ 

} Y ' Z 1 - T 1 Z ' ! r i + | Z ' X i - Z i r i T / , + |X%-X1Y'{Z'1=0. 

и такъ какъ уравнеше X'Xt + Y% + Z Zt = 0 есть сл*д-
cTBie уравнешя х'х, + у'у, + *\ = 0 по предположено), 
что соотвътствуюпня кривыя пересекаются подъ равными угла­
ми, то мы заключимъ, что лишямъ кривизны соответствуют 
линш кривизны. Поэтому переменныя линш кривизны бу-
дутъ обпця, — следовательно сопряженныя, прямоугольныя, 
обшш переменныя этого сродства. 

I. Приложеше. 
Положимъ, что данная поверхность х, у, z есть поверх­

ность вращешя. 
х—a = u.cosq; y = u.smq; z = v 

TKbunv произвольныя функцш переменной р; постоянная 
„—равстояше оси отъ начала координатъ, выражаетъ произ^ 
вольное положеше поверхности относительно этой точки. 

Уравнен1е графически-перспективной поверхности X, Y, Z 
будетъ 



x = kx к (u.cosq -f- a) 
x% + У* + *2 «2 + ^ 2 + î>2-f-2cm#cos# 

2a (a2 -f- M2 + v2 + 2au.co$q 

У % __ k.u.sinq 
^ 2 + y 2 + *2 a2-|-te2+t;2--{-2aw.cos<£ 

7 kz kv 
ж*~\-у2-\-% a2 + te -f-г?2 + 2сш.eosg ' 

о3+ге2 + г>2 a2—(к2-И2) Q 
Означивъ 2 о т , -чреаъ *, ^ — y чрезъ ft 

v 
- чрезъ у, (следов, a* = |3* -f" Y* + О и положивъ для крат-
кости Ä; = 2а, мы получимъ ел'Ьдуюпця замФчательныя урав-
нешя 

X _ l = _ i _ , Y = - ^ - , Z = = - — * _ . . . . 18. a -f- oosq a -f- cosg a -f- cosq 

гд*Ь a, ft Y произвольныя функции переменной jp, удовлетво-
ряюпця только условш а2 — ß2 — Y2 — !• 

Выражая и и v посредствомъ a, J3 и у, мы получимъ 
а ач 

u = = ~jT"ß' v ==: '' » о î следовательно уравнеше поверхно­
сти вращешя будетъ, если примемъ а за единицу этой по­
верхности 

Эта поверхность вращешя находится въ перспективномъ 
отношеши съ поверхностш 

X - l = - l — , Y = - ^ - , Z = — L ...Л8„ a -f- cosq ос -f- cosq & -f- cosg 
точка зрешя будетъ начало координатъ. 
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1 , т. ев Полагая для краткости ( -р ) + ( - — ) — - ( - т - ) = 

в о д я р р \ / ( ^ ) 2 + ( | ) 2 - ( ^ ) 2 BMtCTO р какъ пере-

м'Ьнную, мы получимъ, дифференцируя 
dp* -f- dq'2 

= dx2 + dt/ + dz2 = • О + ß)2 

dS2 = (ОС2 + <*Y2 + rfZ2 = fp +d4 следовательно 
{«.-\-cosq) 

откуда сл^дуетъ графическое отношеше об^их-ъ поверностей 
х, у, z и X, Y, Z. 

Выведемъ изъ свойствъ поверхностей вращешя несколько 
<евойетвъ для ихъ графическо-перспективныхъ поверхностей: 

x^-i-^A-^JL.... is. 
a -f- cosg а -\- cosq а -|- cosg 

>гд$ а, ß, у произвольныя функщи переменной р, удовлет-
аоряюпця уравнешю а2 — | 3 2 — у2 = 1. 

Кривыя, соответствую!]^ постоямнымъ р m q будутъ ли­
ши кривизны (Теор. III). Лиши одной кривизны q = const, 
которыя въ поверхностяхъ вращешя суть плоете мерщцаны 
съ наклонешемъ 90°, въ поверхностяхъ X, Y, Z будутъ сфе-
ричесшя кривыя, сферы которыхъ ВСЕ проходятъ чрезъ точку 
Х = 1, Y = 0 , Z = 0 (точку зр*шя), и которыя пересЬкаютъ 
поверхности подъ прямыми углами (по Теор. I и II). Лиши 
кривизны р = const., которыя суть круги въ поверхностяхъ 
#, У> z> будутъ круги и въ поверхностяхъ X, Y, Z. 

И. Приложеше. 
Положимъ, что данная поверхность œ, y, z есть произ­

вольный конусъ: 

file://{�.-/-cosq
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x — a — aq9 y — ßq, %•=. yq 

a, (3, y здесь произвольныя функцш отъ переменной р, удо­
влетворяющая только уелов!ю <%2 -|- j32 + y2 == 1, потому что 
они суть косинусы угловъ образующихъ прямых^ Постоянная 
и, которую мы можемъ принять за 1, есть разстояше вер­
шины конуса отъ начала координатъ. 

Уравнешя графическо-перспективныхъ поверхностей бу~ 
дутъ 

кх _ к(ад + 1) ^к( 1 —д* 
А ~ х % + у' + *2 1 + Щ + q" %h +%щ + я 
Y = k.ß.q 

z = 

l+2aq + q* 

k.j.q 
l+2a<2 + g2 

Вставляя e q вместо q, следовательно Cosq и Sinq йместо 
1 1 к 
- 4" Ч и - — q и приравнивая -== i, мы получимъ 

X • 1 = @ i n ? Y * - ß Z — T 1 9 

уравнеше графическо-перспективной поверхности конуса 

х — 1 = ае~~3, у я= |3<Г"д, 2 =з= уе~~̂  

где а, ß, у произвольныя функцш переменной р, удовлетво­
р я й с я только условш а2 -|~ ß2 + 7* — *• 

Полагая а'2 -f- ß'2 + У* = *> мы получаемъ 

ds2 = <te2 + <fy2 + dz2 = e~2(* (dp2 + Jq*)« 

dS2 = dX2 + dV + dY2= /P~ + X 

следовательно 

rfS = ; TFT" • ds 
a + (£ofg 
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Графическо-перейективныя поверхности «оиусовъ и гра« 
фическо-перепективныя поверхности поверхностей вращенш 
сходны не только по ихъ аналитическимъ выражешямъ, какъ 
это следуетъ изъ уравнении 18 и 19, но и по ихъ геомет-
рическимъ свойствамъ, именно: 

Въ конусе образукящя прямыя, соответствующая постоян­
нымъ р, какъ известно, суть лиши одной кривизны. Линш 
другой кривизны, „следовательно, будутъ сферичесшя кривыя 
q = const, сферы которыхъ имеютъ свой общШ центръ въ 
вершин* и перееекаютъ конусъ подъ прямыми углами. По 
этому (теор. II) въ графическо-перспективныхъ поверхно-
стяхъ X, Y, Z конусовъ, уравнешя которыхъ 

А — a + 6ofï ' а + Sofo' a + gofa "" ^ 
где а, ß, у произвольныя функщи отъ р, удовлетворяюжця 
уравненш а2 -f- |32 + у2 = 1, кривыя соответетвуюпця по­
стояннымъ р ш q будутъ лиши кривизны.— Лиши одной кри-
вдзны q = const, будутъ сферичесюя кривыя, сферы кото­
рыхъ пересекаютъ поверхности подъ прямыми углами.— Ли­
ши другой кривизны будутъ круги, которыя проходятъ чрезъ 
одну точку» 

Эти самыя свойства находимъ мы тоже у графическо-пер­
спективныхъ поверхностей отъ поверхностей вращешя, съ 
тою только разницею, что у этихъ поверхностей сферы про­
ходятъ, а круги не проходятъ чрезъ одну точку. 

Мы видели, что при всякой определенной связи (т. е. свя­
зи определяемой покрайней мере двумя уравнешями) между 
точками двухъ поверхностей существуютъ сопряженныя об-
пря переменныя р и q, т. е. общ1я переменныя р и q такаго 
свойства, что постояннымъ р и q соответствуют на обеихъ 
поверхностяхъ сопряженныя кривыя. Эти сопряженныя кри­
выя въ теорш отношенш и сродствъ играютъ важную роль; 
яри изследоваши вышеупомянутыхъ отношешй мы не будемъ 
искать ихъ, но они сами будутъ представляться намъ по ихъ 
геометрическому значешю и по интегрируемости выражений. 
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По этой причина мы назовемъ ихъ основашемъ отношешя 
и екажемъ, что OTHonieHie существуетъ относительно этихъ 
кривыхъ. Если эти сопряженныя кривыя суть лиши кривизны, 
то основаше будетъ прямоугольное. 

Полагая данную поверхность х> у, z съ произвольной по­
верхности X, Y, Z въ отношенш, мы получаемъ на поверх­
ности х, у, z одну определенную сеть сопряженныхъ кри-
выхъ какъ ocHOBaHie (исключая только то отношеше, когда 
всемъ еопряженнымъ кривымъ одной поверхности соответ­
ствуют сопряженныя кривыя другой поверхности; частный 
случай этого отнопшпя есть вышеупомянутое сродство, при ко-
торомъ плоскихмъ кривымъ соответствуют плоск!я кривыя). 
Полагая ту самую поверхность х, у3 z въ томъ самомъ отно­
шенш съ другой поверхности X, Y, Z, мы получаемъ вообще 
другое основаше. Но здесь возникаетъ вопросъ кашя поверхно­
сти X, Y, Z могутъ быть съ поверхностш х} у} z въ данномъ 
отношенш на томъ самомъ основаши т. е. относительно техъ 
же самыхъ сопряженныхъ кривыхъ. Эти поверхности X, Y, Z 
уже не будутъ произвольны, но составляютъ сродство, отли­
чающееся особенными общими свойствами, которыя зависятъ 
не столько отъ самой поверхности х, у, z, сколько отъ оено-
вашя отношешя на поверхности х, у, z, потому что, про­
ходя все возможныя основашя даннаго отношешя на поверх­
ности х, у, z, мы проходимъ все поверхности, которыя мо­
гутъ быть въ данномъ отношенш съ поверхностш х, у, z 
т. е. "все возможныя поверхности. Такимъ образомъ отно­
шеше приводится къ сродству, посредствомъ котораго мы из-
следуемъ свойства веехъ поверхностей по даннымъ сопря-
женнымъ кривымъ одной поверхности, напримеръ сферы, на 
которой все кривыя, пересекающаяся подъ прямыми углами, 
€Опряженны, или плоскости, на которой все возможныя кри­
выя сопряженны. Этотъ взглядъ не новость; давно уже для 
нагляднаго представлешя служатъ иерспективныя и графиче-
сюя изображешя на бумаге; но наша бумага можетъ быть 
ш кривая и способы изображешя будутъ еще друпе. 



ГЛАВА L 
Отношете первое. 

О ПАРАЛЛЕЛЬНЫХЪ КАСАТЕЛЬНЫХЪ ПЛОСКОСТЯХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
Парадлелизмъ поверхностей. 

Отношеше между двумя поверхностями, въ которомъ ка-
сательныя плоскости обеихъ поверхностей въ соответствую-
щихъ точкахъ параллельны, выражается аналитически урав-
нешями 

Ъ'.Ъ-Л = Ъг.ги:1{... 8. 
где £, у), £ и \ v т]{, ££ суть косинусы нормалей обеихъ по­
верхностей. 

Если с, V], £ даны какъ функцш перем'Ьнныхъ р и g; ç4, 
Y]1? £4 — какъ функцш перем'Ьнныхъ / и t, то, исключая I и t 
помощ1ю двухъ уравненШ \ : /) : *(=<;1 : 't\i : £d, мы получимъ 
координаты обеихъ поверхностей какъ функцш общихъ пе­
рем'Ьнныхъ р и д. Соответствующая въ отногаенш точки общ­
ихъ поверхностей будутъ соответствовать одинакиагь значе-
шямъ этихъ перем'Ьнныхъ. 

Чтобы отношете существовало между действительными 
точками, уравнешя \ : YJ • £ = Ht . т]1 : £d, решаемьш относи­
тельно / и /, должны иметь покрайней мере одинъ действи­
тельный корень, если р, д} I и i суть действительныя пе-
ременныя. 

Вообразивъ изъ центра сферы рад1усы, параллельные съ 
нормалями данной поверхности х, уу z, мы убедимся, что 
концы этихъ рад1усовъ покроютъ по крайней мере часть 

27 
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сферы, площадь которой, по Гауссу, не изменится, если мы 
изогнемъ поверхность. Вся сфера такимъ образомъ можетъ 
быть покрыта несколько разъ, но достаточно и половины 
сферы покрытой, чтобы нормали проходили все возможныя 
направлешя и чтобы поверхность х, у, z имела со ВСЕМИ 
произвольными поверхностями параллельныя нормали, следо­
вательно и параллельныя касательныя плоскости. 

Это услов1е, что покрыта по крайней мере половина Гаус­
совой сферы, мы предполагаемъ для одной изъ сравниваемыхъ 
поверхностей, а развертываюпряся поверхности, которыя по-
крываютъ только кривую, исключаемъ вовсе. Отношеше то­
гда существуетъ между действительными точками. 

Исключивъ переменныя l m t, мы получаемъ координаты 
х, у, z и X, Y, Z обеихъ поверхностей какъ функцш об-
щихъ переменныхъ р и q. Къ даннымъ значешямъ этихъ пе­
ременныхъ р и q принадлежатъ две соответствуюпця точки, 
къ даннымъ приращешямъ dp и dq два соответствующая на-
правлешя на обеихъ поверхностяхъ, именно: те направлешя, 
которыя проходятъ черезъ точку р, q и р -\- &Р> Ч ~Ь dq н а 

обеихъ поверхностяхъ. 

ТЕОРЕМА IV. ЕСЛИ две поверхности cb9 у, z и X, Y, Z 
находятся въ такомъ отношении, что нормали въ соответ-
ствующихъ точкахъ параллельны, то чрезъ каждую точку од­
ной поверхности проходятъ два направлешя, которыя (или 
две кривыя, касательныя которыхъ) параллельны съ своими 
соответствующими направлениями на другой поверхности. Эти 
два направлешя на каждой поверхности сопряженны и соста­
вляют по этому на обеихъ поверхностяхъ те сети, которыя 
мы назвали основашемъ отношешя. 

Доказательство. Услов1е, что соответствующ!я направлешя 
dx, dy} dz и dX, dY, dZ параллельны 

rfX_dY_rfZ 
dx dy dz 



— m — 
dX dY 

существуетъ, если — = — , потому что оба направлешя 
перпендикулярны къ параллельнымъ нормалямъ. 

Полагая dx = x'dp -(- xtdq, dX=X'dp-^Xtdq и т. д., мы 
получимъ 
(a/dp Л-ce M : (X'dp+ X4ify) = (y'dp+ ytdq) : (Tdp + Y,dq) 
или умножая на (X'dp + Xidq)(Y'dp + Y^y), 

(V Y' - y'X')dpf + (x% - y'Xt + *, Y' - уД'М/% 
+ (^Y 1 -y 1 Xi)^ 2 = 0.... 20. 

Решая это уравнеше относительно J- , мы получимъ два 

dp направлены, соответетвующш обоимъ корнямъ -~- . 

Если эти два корня действительные и неравные (слу­
чай равныхъ и мнимыхъ корней мы изеледуемъ после), то 
мы можемъ ввести новыя обпця переменныя р и q такого 
свойства, чтобы постояннымъ р и q соответствовали эти два 
направлешя, т. е. мы можемъ приравнять эти новыя пере­
менныя пнтеграламъ отъ уравненш 

dp — mdq = 0 и ф - ndq = 0, 

где m и п суть два корня уравнешя 20), тогда 

х y'~z' И xt~ yt~ zi 

Хг X 
и обозначая — чрезъ е, — чрезъ g, мы получимъ 

dX = Xfdp -f- X4digr — ex dp -f- sâ tfgr \ 
dY ^Y'dp ^Yidq=eydp + ey^qi.,. 21, 
dZ = Z'dp + Z{dq — ez'dp + e^pg ) 

где функщи е и £ должны удовлетворять услов1ямъ интегри­
руемости» т. е. уравнешямъ 

27* 
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tf(egQ = rf(6a?t) а(еу')^(1(гу<) d(ez') = d(zz{) ^ 
dq dp ' dq dp ' dq dp 

Дифференцируя эти три уравнешя и складывая ихъ по 
умножеши сперва соответственно на х\ у', z\ затемъ так-
же на xlf у{, « t , И наконецъ на yzv—y^z, zxl — я4#> 
х'у{ —х {у', мы получимъ следуюпця, съ ними тождествен-
ныя три уравнешя 

(е~е) \ х'х\ + у'у\ + *'а'4 j = 0 \ _ _ 22, 
t , ) dс [ > ) de 

0—в) \xtx\ + ^ у / + 2{z\ J = О 

(е — е) j (у'г, - у , г > , ' + ( 3 Ч — s ^ > * ' 

Если е — г = 0, то изъ уравнешя 22) сд-Вдуетъ, что 
de (?£ v y . 
— = — = 0, или е = £ = сош/, следовательно л=Д£, *—е#> 
Z — ez; не обращая внимашя на этотъ случай, где обе по­
верхности должны быть подобны и въ параллельномъ поло­
жении, мы заключаемъ изъ уравнешя 23), что 

( У\ - У 4 * > | ' + (*'Дч -^)У i + (*V* - * У К ' = = 0 " ' " 5 " 
Это уравнеше, какъ мы видели, есть услов1е, подъ кото-

рымъ будутъ сопряженны направлешя соответствующш по-
стояннымъ р и q (dp = 0 и dq = 0), или точнее, подъ ко-
торымъ будутъ сопряженны кривыя р = ^/г^. и ? == *>ЛА, 
касательныя которыхъ суть эти направлешя. 

Что это yonoBie существуетъ и для другой поверхности 
X, Y, Z, доказывается подстановлешемъ X' = = е х » Ä i * 
и т. д. въ уравнеше 5). Если по этому дв* поверхяост 
Х>У> z и X, Y, Z находятся въ отношенш параллелизма, 
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то чрезъ каждую точку одной поверхности проходятъ две 
кривыя, которыя параллельны (т. е. касательныя которыхъ 
параллельны) съ соответствующими кривыми на поверхности 
X, Y, Z Эти кривыя на обеихъ поверхностяхъ сопряженны 
и составляютъ по этому основаше отношешя. Мы ихъ назо­
вемъ кривыми основашя. 

ТЕОРЕМА У Угловыя свойства соответетвующихъ кривыхъ 
основашя одинаковы. 

Объяснеше и доказательство. Прямая лишя, проходящая 
черезъ две последовательные точки произвольной кривой, на­
зывается касательной или направлешемъ кривой; плоскость, 
проходящая черезъ три последовательный точки, называется 
прикасающейся плоскостш или плоскостш кривой; сфера* 
проходящая черезъ четыре последовательны точки, назы­
вается прикасающеюся сферою или сферою кривой; кривая, 
имеющая только одну сферу (если эта одна сфера прикасает­
ся во всехъ точкахъ) называется сферической кривой, — одну 
плоскость — плоской кривой, и одно направлеше— прямой. 

Если кривая находится на поверхности, то уголъ между 
плоскостш кривой и плоскостш поверхности (касательной пло­
скостш поверхности) называется наклоиешемъ кривой. Кри­
вая, наклонеше которой равно 90°, называется геодезической 
или кратчайшей лишен; кривую, наклонеше которой равно 
0, назовемъ прикасающейся кривой (она действительно су-
ществуетъ только на селлообразныхъ поверхностяхъ). Кри­
вая, пересекающая свои сопряженныя направлешя подъ пря-
мымъ угломъ, (сопряженный уголъ = 90°) называется лишей 
кривизны; кривая, пересекающая свои сопряженныя напра­
влешя подъ угломъ равнымъ 0, (въ которой совпадаютъ оба 
сопряженныя направлешя) есть прикасающаяся кривая; кри­
вую, сопряженныя направлешя которой параллельны, мы на­
зовемъ (по причине далее изложенной) цилиндрической кривой. 

Безконечно малый уголъ между двумя последовательными 
направлениями кривой мы назовемъ главной кривизной (отно-
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HieHie этого угла къ элементу дуги иногда называется глав­
ной кривизной), уголъ между двумя последовательными пло­
скостями кривой называется торз1ей. Если мы проведемъ 
чрезъ касательную кривой плоскость А и проектируемъ на 
эту плоскость последовательную касательную кривой, то без-
конечно малый уголъ между касательной и проектированной 
последовательной касательной (т. е. проекщя главной кри­
визны на плоскость А) называется кривизной кривой въ пло-
сти А или въ сечеши А. Если кривая находится на поверх­
ности, то кривизна въ нормальномъ ееченш называется нор­
мальной кривизной, въ касательной плоскости поверхности — 
касательной или геодезической кривизной. 

Такъ какъ еоответствующ1я кривыя основашя двухъ по­
верхностей, находящихся въ отношеши параллелизма, имъютъ 
въ соответетвующихъ точкахъ параллельныя касательныя и 
параллельныя нормали, отъ которыхъ зависятъ все упомяну­
тые конечные и безконечно малые углы (наклонеше, сопря­
женный уголъ, главная геодезическая и нормальная кривиз­
на, торзая, и т. д.), то мы заключимъ: 

Что если кривая основашя на одной изъ двухъ поверхно­
стей, находящихся въ отношеши параллелизма, есть прямая 
(главная кривизна = 0), кратчайшая лишя (наклонеше == 90°, 
геодезическая кривизна =z 0), прикасающаяся кривая (накло-
HeHie==J), нормальная кривизна =- 0), плоская кривая (тор-
зш = 0) лишя кривизны (сопряженный уголъ = 90°), цилин­
дрическая кривая (сопряженныя направлешя параллельны меж­
ду собою), то ей соответствующая кривая основашя на дру­
гой поверхности должна быть также прямая, кратчайшая ли­
шя и т. д. 

Если две ирямыя, которые во всемъ протяжеши безконеч­
но близки, проходятъ чрезъ две последовательныя точки дан­
ной кривой, то разстояше узла этихъ црямыхъ (или точки 
перееечешя, если оне пересекаются) отъ точки кривой, 
чрезъ которую оне проходятъ, назовемъ секансомъ, а эти 
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нрямыя секущими Въ случае пересечешя — главнымъ секан-
сомъ и главными секущими, 

Рядъ секущихъ проходящихъ въ сплошной последователь­
ности чрезъ кривую составляетъ линейчатую поверхность, 
которая обращается въ развертывающуюся поверхность, если 
еекухщя главныя. Если, напримеръ, данная кривая лежитъ по 
произвольной поверхности и сЬкугщя касаются этой поверх­
ности, то и линейчатая поверхность будетъ касаться поверх­
ности. Если эти секугщя проведены по направлешямъ со-
пряженнымъ данной кривой, то out пересекаются и еоета-
вляютъ ту развертывающуюся поверхность, которая касается 
данной поверхности въ данной кривой и которая обращается 
въ цилиндръ, если секун^я параллельны, — въ конусъ если 
оне сходлтся въ одну точку. Въ первомъ случае кривая бу­
детъ цилиндрическая, во второмъ мы назовемъ ее конической. 

Главный секансъ, который перпендикуляренъ къ кривой 
называется радаусомъ. Тотъ рад!усъ, который лежитъ въ при­
касающейся плоскости кривой, называется главнымъ, рад1усъ 
прикасающейся ея сферы-сферическимъ рад1усомъ. Если кри­
вая лежитъ на поверхности, то тотъ рад1усъ, который ка­
сается поверхности, называется касательнымъ или геодези-
ческимъ, тотъ рад1усъ, который есть вместе съ темъ нормаль 
поверхности, — нормальнымъ. 

ТЕОРЕМА VI. Параллельные секансы еоответствующихъ 
кршвыхъ основания прогюрцюнальны. 

Вообразимъ две секугщя чрезъ смежныя точки х, у, z и 
x*\-dx, y-^dy, z-\-dz кривой основашя на поверхности х, 
у, z и чрезъ соответствующая точки X, У, Z и X -f tfX, 
Y + dY, Z -j- dZ две имъ параллельныя секунця, то четыре-
угольвики, составляемые на каждой поверхности обеими се­
кущими, ихъ кратчайшимъ разстояшемъ и безконечно малой 
дугою кривой (или треугольники, если еекуиця пересекают­
ся), будутъ подобны, потому что все ихъ стороны парад-
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лельны, следовательно параллельные секансы относятся какъ 
безконечно малыя дуги. Если по этому s и s{ суть два про­
извольные секанса кривой основашя въ точке #, у, z; S и S4, 
параллельные имъ секансы соответствующей кривой основа­
шя въ точке X, Y, Z, то S : St —s : st. 

Если следовательно г, t, u означаютъ главный, касатель­
ный и нормальный рад1усы, s главный касательный секансъ 
основашя въ точке х, у, z, и если R, T, N, S имеютъ то же 
самое значеше для соответствующей кривой основашя въ 
точке X, Y, Z, то 

г : t : п : s : v = R : T : N : S : 3R.... 24. 

Примечаше. Соответствую]^ е сферичесте рад1усы не па­
раллельны, поэтому они и не принадлежать сюда. 

Сродство параллелизма 

ИЛИ О Ш Ш Ш Ё ПАРАЛЛЕЛИЗМА НА ДАВШШЪ 0 Ш В А П 1 . 

Мы определили точки, въ которыхъ две произвольныя по­
верхности xf y, z, X, Y, Z параллельны, т. е. имеютъ па-
раллельныя касательныя плоскости; мы видели, что черезъ 
каждую точку х, у, z одной поверхности проходятъ две кри-
выя, которыя параллельны, т. е. имеютъ паралле^ьныя каса­
тельныя съ двумя кривыми, проходящими чрезъ точку X, 
Y, Z другой поверхности; эти кривыя, которыя на обеихъ 
поверхностяхъ сопряженны, мы назвали основашемъ парал­
лелизма; докажемъ теперь, что если намъ дана произвольная 
поверхность х, у, z m на ней, сеть сопряженныхъ кривыхъ, то 
мы можемъ найдти поверхность X, Y, Ъ, которая параллель­
на съ поверхностш х, у, z относительно этихъ кривыхъ 
т. е. съ данною поверхностш на данномъ основаши. 

Положимъ, что координаты х, у, z даны какъ функщи техъ 
переменныхъ р и q} постояннымъ значешямъ которыхъ со-
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отв*ствуютъ эти сопряженныя кривыя. Чтобы каеатель-
ныя кривыхъ q = const, на поверхностяхъ х, у, z и X,Y,Z 

были параллельны, f , ~ , | должны относиться какъ 
éx dy dz 
d^'Tp'Tp ' сл*Д°вательно 

x'~y'~7 ' 
Такимъ же образомъ мы найдемъ услов1е, что кривыя 

р = const, параллельны 

xi Vi *i ' 

Изъ этого уже слФдуетъ, что касательныя плоскости по­
верхностей х, у, z m X, Y, Z, которыя касаются этими кри­
выми, параллельны. 

X' X Означая —т чрезъ е, — чрезъ е, мы получимъ 
X ОС. 

dX = X'dp -f XjCfg = ex'dp + txfiq \ 
dY = ey'dp + ty^q .... 21. 
dl — ezdp + iz{dq ) 

Если поверхность X, Y, Z с}ществуетъ, то неопред*лен-
ныя функщи е и s должны удовлетворять услов1ямъ инте­
грируемости, именно 

d(ex')_d(txl) ^y}=^d^lA <*("') _ d ( e O , 
dq ~ dp ' dq dp ' dq dp 

Эти три услов1я, какъ мы видели (ур. 22 и 23), обра­
щаются въ сл-бдуюгцш три, съ ними тождественныя условш 
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(*" + y" + «") I - (ab,+y'y, + Л,) I + 

(e-i)(x'x\ +y'y\ + z Y , ) = 0 

(e—£) foa?', + уУt + *,*',) = 0 

(* — 0 104 — У|А>', + 0 4 — s^Vi 
+ (*Vi—«УК! = 0 . .. 23. 

Третье yoiioßie существуетъ само по себ-fe, потому что кри» 
выя соответствующая постояннымъ р и q сопряженны; а обо-
имъ первымъ мы удовлетворимъ посредствомъ об1шхъ не-
опредфленныхъ функщи е и s. — Интегрируя уравнешя 22), 
мы получимъ функщи е и £ съ двумя произвольными функ-
щями, посредствомъ которыхъ мы выведемъ изъ уравнешй 

dlL—ex'dp-^zxßq, dY=eyfdp-\-eyidq) dZ=ez'dp-\~szidq... 21. 

значешя координатъ X, Y, Z. 
Такъ какъ координаты X, Y, Z заключаютъ въ себе две 

произвольныя функщи, то мы заключаемъ что безконечное 
множество поверхностей X, Y, Z параллельно съ данной по­
верхности х, у, янаданномъ оенованш p = const.J q—const. 
Bet эти поверхности X, Y, Z, между которыми находится и 
данная поверхностью, у, z, ( e = s = l ) составляютъ сродство 
параллелизма, отличающееся ТЕМИ общими свойствами, ко-
торыя мы изложили въ трехъ теоремахъ о параллелизма 
именно что: 

1. Кривыя р = const Й } = const на каждой изъ этихъ 
поверхностей сопряженны и параллельны съ соответствую 
щими кривыми всехъ другихъ поверхностей; 

2. Что угловыя свойства этихъ кривыхъ на всехъ по-
верхностяхъ одинаковы; 
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3. Что параллельные секансы пропорщональны. — Следо­
вательно: 

Данная поверхность х, у, z находится въ отношенш па­
раллелизма со ВСЕМИ произвольными поверхностями, X, Y, Z, 
въ сродства параллелизма, т. е. на данномъ основанш 
р = const, q = const, только съ поверхностями X, Y, Z удо­
влетворяющими уеловЕямъ 

dX—ex'dp-^-sXidq, аЧ=еу'ар~\-1у^, dZ=ez'dp-\-ezidq. 

Уравнешя этихъ поверхностей мы можемъ вывести по этимъ 
услов1ямъ, и ихъ свойства изучать по упомянутымъ тремъ 
теоремамъ. 

Для опред15лешя неопред^ленныхъ функщй е и £ служатъ 
уравнешя 

(х + у +Ä ) _ — (xx.+yy.-j-zz,) — + \ 

(в —s) (х'х\ + у'у\ + zz\) = О ( 2 2 

fo'+^'+O^— (xa-i + yVi-f *'*,) -£+ ( 

(g — e) (х,х\ + у,у\ + Ä 4 « / ) = 0 

который мы можемъ упростить слФдующимъ образомъ. 

Положимъ, что ds* = dx2 -f- <V + <*** = и*Ф* + 
2до.со*(о dp dg-j-"^2^2 линейный элементъ данной поверхности 
х, у, z, тогда 

хп "f" Î/'2 + *'2 — ^2» ^'^4 + У Vi Ч~ Ä'Ä'i = w.c?o*cö 
2 i 2 I 2 ? 

следовательно 

, ? x ? > * г * du , , , dv 
x x i+yjf t + * « {=u—=zuul x{x 4H-y,y 4 + ^ i = o r = w . 

По подстановленш, мы изъ уравненш 22) получаемъ 
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de dt 

de de 
... 22, 

и отсюда 
de , и. —V'COSOJ , 
aq usm (Ù v J 

de t vr — u.cosiù , 
— J TZ— (£ — «) = ° 

24. 

dq v sin LU 

или, означая 

u{ — v'cosiù 
. « - чрезъ m. \ чрезъ ю... 25. 

wsmoo vstn tù 
мы получишь 

+ m(e — e) = 0 , ^ + n ( e - e ) = 0.... 24. dq x K ; dp K ; 

v№> m ъ п данныя функцш отъ p m q. 

Параллелизмъ изогнутыхъ поверхностей. 

Мы уже видели, что сродство изгибашя есть частный слу­
чай графическаго отношешя, что разстояшя безконечно близ-
кихъ соотв'Ьтствующихъ точекъ, которыя зд$еь пропорщональ-
ны, тамъ равны, потому что если дв-fe поверхности посред-
ствомъ изгибашя могутъ быть приведены къ совпадешю, то 
безконечно малыя разстояшя между совпадающими (соответ­
ствующими) точками должны быть равны, и если они равны, 
то н^тъ препятств1я привести поверхности къ совпадение. 

Основаше сродства изгибашя, т. е. гв сопряженныя кри-
выя данной поверхности х} у, z, которыя остаются сопря­
женными, если мы изогнемъ эту поверхность х, у, я въ дру­
гую форму xl9 y{, Ät, мы назовемъ лишямн ттбаншш ска-
жемъ, что поверхность х, у} z изогнута по этимъ лишялгь* 
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Эги лиши изгибашя определяются какъ основание средства по 
уравнешямъ 6) и 7) и будутъ вообще друпя, если мы изог-
немъ поверхность х, у, z въ третью форму xii4 yi{f zti. Но 
если две поверхности xif ylf z{, и œti, yiif zti могутъ быть 
въ сродстве изгибашя съ данной поверхности) х, у, z на 
одномъ и томъ же оенованш, т. е. если поверхность х, у, z 
по темъ же лишямъ изгибашя можетъ быть изогнута въ две 
различныя формы х{, у{, %к и оои, yl{, &il9 то мы назовемъ 
эти линш главными линшми изгибашя. (По такимъ лишямъ 
изгибашя, какъ мы после докажемъ, поверхность можетъ 
быть изогнута въ безконечно много формъ). 

Примечаше. Линш изгибашя, которыми мы подробно бу-
демъ заниматься въ графическомъ отношенш, одне имеютъ 
то свойство, что произведешя ихъ нормальныхъ рад1уеовъ при 
изгибанш не изменяются. Гауссова теорема о постоянстве 
произведешя нормальныхъ рад1усовъ линш кривизны отно­
сится сюда только въ томъ случае, если лиши кривизны 
при изгибанш не изменяютъ своего положешя, т. е. если 
те самыя лиши кривизны остаются лишями кривизны Въ 
этомъ случае оеноваше изгибашя будетъ прямоугольное и мо­
жетъ быть притомъ простое или главное. На главномъ иря-
моугольномъ оенованш изгибаются только les surfaces moulu­
res de Monge, и эти изгибашя въ самомъ деле выведены 
(par Hour, Journal de l'Ecole Polytechnique, l. XXII). 

Прибавимъ сюда, для нояенешя следующей теоремы, при­
меры изгибашя на косоугольномъ оенованш. 

Положимъ, что дана поверхность следующаго вида 

х = а + а, у = b -\- ß, z =c -+- у... 26. 
где а, 6, с три произвольныя функщи одной переменной р, 
а, 8, у тэшя же функщи переменной q. 

Свойства этой поверхности: 
Кривыя, соответствующая постояннымъ р и q, суть 
1. Кривыя неизменяемыя, потому что всемъ постояннымъ 

значешямъ функщи а, ß, у соотвествуетъ одна и таже кри-



— 426 — 

вая въ различныхъ положешяхъ; тоже самое относительно 
функцШ а, Ь, с. 

2. Цилиндричестя кривыя, потому что главные касатель­
ные секансы кривой q = const., косинусы которыхъ отно-

dx dy dz 
сятся какъ — : — : — , параллельны. 

3. Сопряженныя кривыя, потому что дифференщалы х\, 
у\, z\, по обеимъ переменнымъ равны 0, следовательно 

\х\ + т\у\ + Wt = 0.... 5. 
4. Въ линейномъ элемент* 

%{а\ + Ь% + c'Yt) dp.dq + (а,2 + /34
2 + У, W 27. 

, da da 
гд-fc а — — , а1 = — , и т. д., мы заметимъ интерес­
ный случай, когда мы можемъ заменить функцш а, Ъ, с и 
я, fi, y другими функщями, не изменяя линейнаго элемента, 
т. е. когда мы можемъ изогнуть данную поверхностью, у, z 
по лишямъ изгибашя р —const, и q —const. 

Этотъ случай выражается аналитически услов1ями: 
la'* - f mbn + пе'% = 0, Ха4 + pft1 + vTi

2 = 0... . 28. 

где /, m, п; "к, (л, v постоянныя. Действительно, полагая, 
что эти услов1я существуютъ между данными функщями а, 
Ь, с и а, ß, у и заменяя 

а чрезъ #а, 6 чрезъ Л6, с чрезъ Ы 

* о ß Y 
а чрезъ - , р чрезъ '- , у чрезъ — 

Q il fi 

где g, h m к постоянныя, мы получимъ линейный элементъ 

<fe«=(jVf + Л*й'* + *Vf)dp* + 2 ( а \ + 6'ß4 + c^)dpdq 
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который долженъ быть тождественъ ст. линейнымъ элементомъ 

ds2 ^ ( а ' г + б'2 + с'г)арг + 2(а'а, + b'ß{ + c'jjdpdq 

+ {< + IV 4- ï ,W-
Отсюда слЪдуютъ два услов!я 

которымъ мы можемъ удовлетворить посредствомъ условий 
28), полагая 

g s „ l Д» — 1 Ag — i g2 —1 ft2--l^fc2~~l 2 9 

/ m /г ' д2Х ~~ Л2[л A2v 

Три изъ этихъ четырехъ уравненш определяюсь намъ не­
известный постоянныя g, h, к, а четвертое выражаетъ за­
висимость между данными постоянными /, т, пу X, ii, v 
уравнешя 28). 

Если по этому положимъ 

X = ffa+-,Y = Ä 6 + | , Z = ке+1 .... 30. 
О fi П/ 

то X, Y, Z будутъ координаты поверхности, которая можетъ 
быть приведена къ еовпаденш съ данной поверхности 

потому что линейные элементы обеихъ поверхностей тож­
дественны. 

Кривыя соответствующая постоянньшъ р и q на обеихъ по-
верхностяхъ сопряженны и поэтому будутъ основашями изги-
башя. Это основаше будетъ простое, потому что постоян­
ныя g, h, к (ур. 29) следовательно и координаты X, Y, Z 
имеютъ только одно значеше, изъ уравненШ 29) мы полу-
чимъ для д\ А 2 ИА 2 кроме одного корня еще корень # 2 = 1 , 
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Л2 = 1, &2 = 1, который соответствуете данной поверхности 
х} у, z 

Но если одна изъ функцШ а, 6, с, напр. а и одна изъ 
функщи а, р, у напр. ß, сами собою равны 0, то условш 

la'* + тб'2 + по" = 0 и Аа4
2 + pft* + vy,2 = 0 

существуютъ при произвольныхъ т, п, \, v, если / = со и 
fx = оо, и уравнешя 29) сделаются неопределенными. 

Уравнеше данной поверхности будетъ тогда 

х = а, у = 6, А == с -f- у-- •- 31. 
где къ свойствамъ, по которымъ кривыя pczzconst и q=consf 
суть неизменяемыя, цилиндричеешя и сопряженныя, приба­
вляется еще то свойство, что эти кривыя плоски. 

Мы легко убедимся, что вь этомъ случае всякая поверх­
ность 

X = J V / a / - A V d ^ = ^ ^ Z=fo + Ï .. . 32. 

приводится къ совпадение) съ поверхностью х, у, z, пото­
му что 

dx2 +• dy3 + dz' =dX* + dY* + dZ2 = {bn -f c")dp2 + Zc'-fjpdq 

+ («.'+Y.W-
независимо отъ совсемъ произвольной постоянной к} кото­
рую мы назовемъ параметромъ изгибашя. Оеноваше этого 
изгибашя будетъ главное косоугольное, потому что поверх­
ность х, у, z изгибается въ разныя формы X, Y, Z потемъ 
же лишямъ р = const, и q — сош£. 

Пусть 

х = аа, у — а|3, % = 6 . . . 33. 
данная поверхность, где а и 6 функщи переменной р, а a ß 
функщи другой переменной <?, 

Свойства этой поверхности: 
Кривыя соответствующая постояннымъ р и q 
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y 3 1, Плоскш, потому что —==-!---:= const если q— const, и 
JU ОС 

z = Ь = const если р = const. 

2. Сопряжеиныя, потому что %i и JS'£ равны О, следова­
тельно 

(з/'*1 ~ Vi&')x'i + (z'xi —*&')У\ + (x'lfi — а>У>'| 
= « '(^У i — У^\) = 0-

3. Кривыя q= const, цилиндричесшя, потому что главные 
касательные секансы, косинусы которыхъ относятся какъ 
den dß л 
— : ~- : 0 параллельны. 
ад ау 

4. Для лйнейнаго элемента мы получимъ 

ds2 = <te2 + dy e + dis* = [а'2(ос2 + Я + ô ' W + 

2аа'(аа' + fifi')dpdq -f aÄ(ai* + & W 

этотъ линейный элементъ очевидно не изменится, если мы 
замФнимъ 

а* + ß2 чрезъ ос2 л- ß2 + к , б'2 чрезъ б'2 — /ш'2; 

оставляя >.... 34. 

а^а и a^ + fr^' + P,1 

потому что 

а'\а2 + ßä -h **) -Ь ô '2 — Äa'2 = а'2(а2 + ßM + 6'* 

ft будетъ параметръ изгибашя. Этимъ изм'Ьнешемъ функцш 
си, fi, Ъ получаютъ, СОВСЕМЪ другой видъ, именно, означая 
a2-|-ß2 чрезъ 72> a i 2 + ßi2 чрезъ т;2, мы получимъ изъ урав-
ненШ а2 + ß2 + * = Т2 и а*2 + fr* = '*f 

28 
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2 

dq 

и изъ зам'Ьнешя 5'2 чрезъ б'2 — fta'2 ел'Ьдуетъ, что 

[Jbn fta'2. Ф должно ставить вместо 6 

и только остается а = а 
Поверхности, соотв^тствунн^я этимъ значешямъ функщй 

а, а, Ь, ß будутъ 

dq 
а J у 2 — * 

у = a v / f = l T м ^ ' ~ ^ ~ ?'' dq Г " 3 6 ' 

Z==Jv/6'2 —ka~\dp J 

Bcfe эти поверхности X, Y, Z будутъ изогнутыя формы 
поверхности х, у, z no главнымъ лишямъ изгибашя p=eonst, 
q = const, потому что кривыяр — const и q — const, во ВСЁХЪ 
этихъ поверхностяхъ сопряженны и потому что dX2 -f* dY2 

dZ2 = dx* + dy2 + d*2 при ВСЕХЪ значешяхъ параметра ft. 
Пусть 

а = cosp, а = "kcosq, ß = р ш д , 6 = vsinp, 

гд* X, (л, v постоянныя. Тогда данная поверхность х, у, z 
будетъ 

х = Xeosp . cos# 
у = pcosp . sinq\ .... 37. 

или 
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£ + 4+4-=«.... 37. 
Л2 [Л2 v 

и мы находимъ для ней три ряда изгибашй X, Y, Z, смо­
тря потому, которую изъ трехъ осей данной поверхности 
второй степени мы примемъ за ось v. Если X2, р.2 или v2 

тс отрицательно, то мы замФнимъ р чрезъ рг или - — РЬ ? 

чрезъ qi. 

ТЕОРЕМА VU. Если поверхность xlt уи zl есть изогнутая 
форма поверхности х, у, z, то и вс* поверхности Х4, Yj9 Z4, 
которыя параллельны одной поверхности xi yi zi9 суть изо-
гнутыя формы поверхностей X, Y, Z, которыя параллель­
ны съ другой поверхностш х, у, z, относительно лини 
изгибашя. 

Эту замечательную теорему, посредствомъ которой вс* во­
просы, каеаннщеся изгибашя поверхностей, приводятся къ 
ихъ простейшему началу, мы можемъ выразить еще и такъ: 

Во ВСЁХЪ поверхностяхъ, параллельныхъ данной поверхно­
сти относительно линш изгибашя (простыхъ или главныхъ), 
основашемъ параллелизма будутъ лиши изгибашя (простыя 
или главныя). 

Поэтому свойства, которыми характеризуются лиши изги­
башя, переходятъ также какъ угловыя свойства отъ данной 
поверхности къ поверхностямъ параллельнымъ. (Теор. Y) 

Доказательство. Положимъ, что 

ds* = da?2 + dy2 + dz2 = и2 dp2 -f- Quv.cosudpdq + v*dq* 

линейный элементъ поверхности x, y, z и что кривыяр = 
const, и </ = const, лиши изгибашя (главныя или простыя), 
т. е. ташя сопряженныя кривыя, по которымъ поверхность 
x, y, z изгибается, тогда уравнешя поверхностей параллель­
ныхъ относительно этихъ кривыхъ будутъ 

28* 
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сГХ = x'edp + x^dq, dY = y'edp + y^dq, dZ = z'edp + ztzdq 
где erne определяются уравнениями-

de ч cte 
_ + Я 1 ( ^ е ) = 0 , ^ + Л ( £ _ е ) = о.... 24. 

м. — г/гоясо я' — u.cosio 
m = -J _ n = _4 _ # 25. 

w.sm со v.siwo) 
Изъ этихъ уравнешй 24) и 25) следуетъ, что общшвидъ 

функцш в и £ зависитъ только отъ функщй uv г? и со, и 
следовательно не изменится при изгибанш поверхности х, у9 z, 
потому что линейный элементъ ds2 = u2dp2 + *2uv.cosu>.dpdq 
+ ^2dg2 не изменяется; отсюда мы заключаемъ, что линей­
ный элементъ поверхностей X, Y, Z 
dS2=rfX2+dY2+rfZ2=e2(o;'2 + / 2 + * ' W + 2ez(x'xl+y'tfl + 
zzi)dpdq^tXx\ + y^+zi

2)dq2--=e%4pu + <2ez.uv.cos(i)dpdq 

неизменяется при изгибанш поверхности х, у9 z. 
Примеръ I. Положимъ, что дана поверхность 

х = аа^ y = aß, z — b.... 33. 

где а и Ь функцш переменной р, ос и ß функщй перемен­
ной q. 

Какъ мы уже видали, кривы* p=const., q—const, суть здесь 
лиши главнаго изгибашя, по которымъ поверхность х, у, z 
можетъ быть изогнута во мноия формы 

Функщй ос, ß, а, Ъ вследетв1е этого изгибашя получаютъ 
новыя значенш, заключающш въ себе произвольный пара-
метръ изгибашя к Этотъ параметръ к входитъ сюда посред-
ствомъ уравнешй 

a» + ß' = a ' + | 3 f + A; « / + &• = .,» + &•) .... 34 

а=а 6'» = 6 " - f a " ) 
гдф первыя части означаютъ значешя функщй а, Ъ, a, ß ДЛя 

изогнутыхъ поверхностей, и этотъ параметръ будетъ П о 
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теор. VII параметромъ изгибашя всбхъ поверхностей X, Y, Ï, 
который параллельны поверхности х, у} z относительно ли­
ши изгибашя р = const% и q = const. 

Выведемъ уравнеше этихъ параллельныхъ поверхностей; 
изъ уравнешй 

х = aoL, у = aß, z = bt 

мы получаемъ линейный элементъ 

d s 2 = c t e 2 + d y 2 + ^ 2 = a ' ^ 
+ а2(а4

2 + ßiu)dq2 — и*, dp2 -f- Vuv.cosu.dpdq -f v2dq2 

следовательно 

а отсюда: 
du dv 
_ _. Cosco 

^d—«> cosco dq dp 
%.$г/г со tt.sin ю \ . . . o5. 

г/ — t̂ cosco а' da 

г« 

/г vsin2(x> a adp 

Подстановляя эти значения функцШ m и п въ уравнешя 

и интегрируя, мы получимъ 

dt da da 
dp adp ^' adp 

следовательно 
d(ae) 

= Fp. da 

da 
dp 

dp 

ae = cp? + jFp. -£ dp. 
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И такъ 

e = Fp, e = - L ^ l . . . . 3 6 . 

a 

Подставляя значешя функцш е и £ въ уравнешя 

dX=ex'dp -{-ex^lq, dY = ey'dp-{-ey^lq, dZ^^ezdp-^-ez^q 
гд*б х=асс, y=aß, z=b, мы получимъ 

dX = aFp J * + (м +JFp 0 * ) ^ ^ 
следовательно 

•кг гл , Г döL * 
X = aaFp + Jcp? — d? 

такимъ же образомъ Y = aßFp -f- wq -j- dq \ — 37. 

Z = fFp — dp J dp 

dq 

dß_ 
dq 

Это есть уравнение всЬхъ п о в е р х н о с т е й X , Y, Z параллель« 
н ы х ъ с ъ поверхностей х = аа, у =aß, z — b относительно 
кривыхъ р — const, и q = const 

Fp и <pq будутъ произвольныя функцш параллелизма. Но 
такъ какъ а и b произвольныя данныя функцш отъ р, то Fp 
очевидно не измФняетъ общш видъ поверхностей X, Y, Z: 

Изъ этого слФдуетъ, что поверхности х, у, z при раз-
ныхъ значешяхъ функщи а ж b между собою параллельны, 
т. е. что мы получимъ часть искомыхъ поверхностей X, Y, 
Z, заменяя эти функщи другими функщями а и 6. 

Приравнивая по этому Fp = 1, мы получимъ слФдуюпця 
поверхности X, Y, Z 

Х = аа + fcq ^ dq, Y — afi - f Jcpy -j- dq,Z = b.... 38. 
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Свойства. — Кривыя, соответствуюпця постояннымъ р и 
q будутъ 1) плосшя, 2) сопряженныя, 3) лиши главнаго изги­
башя, 4>) кривыя q = const* будутъ цилиндричеешя кривыя. 

Эти четыре свойства, какъ угловыя, переходятъ прямо отъ 
поверхности х, у, z къ параллельнымъ поверхностямъ X, Y, Z. 
Изгибашя последнихъ мы получимъ, если заменимъ функцш 
а, ß, Ь въ уравнеши 38) теми функщями ос, ß, b, которыя мы 
определили при изгибанш поверхностей х, у, z уравнешя 35). 

Примеръ II. Сродство параллелизма поверхностей 
х = аа, y = aß, z = b... 33. 

закдючаетъ въ себе, какъ мы видели, только одну новую 
функщю ср#. 

Параллелизмъ поверхностей 
# = а + а, у =Ь -{- ß, % = с + у... 26. 

изгибашя которыхъ мы получили уравнешями 2) и 3), не за­
кдючаетъ въ себе ни одной новой функцш, потому что урав­
нешя параллельныхъ поверхностей X, Y, Z будутъ 

x = jfpppdP+fn
d^dq 

Y=ffp±dp+fa.&dq }.... 39. 

*=&%* + !*%<* 
откуда следуетъ, что произвольныя функцш а, 6, с, а, ß, у 
заменяются только другими произвольными функщями, т. е. 
что поверхности х, yt z уже между собою параллельны отно­
сительно лиши изгибашя. 

Возьмемъ за то другой примеръ изгибашя на простомъ ко-
соугольномъ основанш. 

Поверхность 
&\П.ср sin cq a(üo$,cp-{-bco$.cq ,,. 

— Qtfp-i-cosq Qtfp + cosq'" (Eofp + cosq 
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(a, b и с постоянныя, о2 = 1 + а*)> изгибается въ следую­
щую форму xit yv zi9 

c@trt.p c.sin.q bd[of.cp-\-a&in cq ,. 
1 êofp + cosg' * <üo\p-j-cosq' l Sofp + cosq 

Крйвыя p = const, и q = const. будутъ сопряженны, линей­
ные элементы тождественны; изгибаше будетъ простое, по­
тому что по этимъ кривымъ существуетъ только одно изги-
баше, и при этомъ постоянныя а и b переменяются, Sin ср и 
sin.cq переходятъ въ cSin.p и c.sin.q. Эти предложешя еле-
дуютъ изъ более общихъ предложенШ изложенныхъ пригра-
фическомъ отношеши; мы однако же можемъ убедиться въ 
верности ихъ дифференцировашемъ. 

По теореме YII все поверхности Х4, Y1? Zi параллельныя 
съ поверхностно xi9 у{, zi9 должны быть изогнутыя формы 
поверхностей X, Y, Z, параллельныхъ съ поверхностно x9y,z. 

Чтобы вывести уравнеше этихъ поверхностей X, Y, Z и 
Х4, Y4, Zl9 заметимъ, что обе поверхности х, у, z, и xi? 

у4, zi принадлежатъ къ поверхностямъ более общаго вида 

^-гтт^-нгх^-г+т и-
где а, Ь, с и I функщи одной переменной р; а, (3, Y И ^ 
функщи переменной q, выведемъ для этихъ ypaBHeHifl по­
верхностей X, Y, Z, параллельныхъ относительно кривыхъ 
р = const, и q= const. Что эти крйвыя сопряженны дока-
жется, если мы докажемъ a posteriori, что поверхности X,Y, Z 
существуютъ. 

ПОЛОЖЙМЪ для этой цели 

х = пН ]¥p + (?ql - i f F ' p * - J ^ ч'9*9 ) 

z = Hfr* FP + w * -S?*'Р*Р-S\ ywi 
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da da ., , 
где — , •— и т. д. обозначены чрезъ а , а., и т. д. 

dp dq 
то помощш дифференцировашя получимъ 

d(a+a\ 

= IFp + ?? f—F'pjtf'dp 

-f |Fp + cp? 9'qlXidq 

«nr=Y'rfp4-y id?= SFp + ?? - l-j^ V'plv'dp 

-f |Fp +<p? 5— o'q\yidq 

dZ =Z 'dp + Z4cfy = j Fp + 9? — ' - y ^ F> J s'dp 

+ SFp + ?? — - y — <%'q\zidq 

Отсюда мы заключимъ, что 

х'~ у~~~' z 

ж 1 У4 z 
следовательно поверхности X, Y, Z параллельны съ поверх­
ностями х} yt z относительно кривыхъ р = const, и q = comf. 
что и требовалось доказать. 
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Полагая по этому въ уравнешяхъ 43) 
а = @incp, 6 = 0, с = aÇofcp, I = (£ofp 

a = 0, ß — AîWcgr, y = b.coscq, A = cos$] 

мы получимъ классъ поверхностей X, Y, Z, параллельныхъ 
съ поверхностш х9 у, z уравнешя 40) и заключающихъ въ 
себФ дв* произвольные функщи <pq и Fp, функщи паралле­
лизма. 

Полагая 
а = c@inp, 6 = 0, с = ö@ofcp, / = ßofp 

a = 0, j3 = c.sinq, y = atcosq9 \ = cosq 

мы получимъ классъ поверхностей Х4, Y4, Zt параллельныхъ 
съ поверхностш а^, y, z, уравнешя 41). 

Поверхности X, Y, Z будутъ изогнутыя формы поверхно­
стей Х4, Y4, Z4 по лишямъ простаго изгибашя р = const» 
q = со/г«/. 




