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ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ.

Книга ута в своём первоначальном виде вышла в 1932 году
под названием «Основы теории упругости»; в 1933 году она была
переиздана без существенных изменений.

Необходимость выпуска краткого учебника по теории упруго-
сти для студентов втузов и инженеров диктовалась тем, что курс
теории упругости, введённый в ряде втузов, не был обеспечен
соответствующей литературой: единственный на русском языке
курс теории упругости С. П. Тимошенко, изданный в 1914—
1916 годах к тому времени сделался библиографической редкостьн>
и зачастую отсутствовал даже в библиотеках втузов.

При составлении учебника автор стремился достигнуть воз-
можной простоты и понятности изложения многих трудных основ-
ных вопросов, которые вместе с громоздкостью выкладок часто
отпугивают читателя, интересующегося скорее приложениями,
чем самим обоснованием и построением теории. Конечно, такая
простота могла быть достигнута лишь за счёт полноты, строгости
и обоснованности в трактовке более сложных мест теории, а также
за счёт того, что в книгу не были включены задачи, хотя и важные
для техники, но требующие для своего решения более или менее
сложного математического аппарата.

К настоящему—третьему—изданию книги автор счёл полез-
ным немного изменить самое заглавие её с тем, чтобы оно более
соответствовало назначению и содержанию книги.

Несмотря на выполненную значительную переработку содер-
жания, книга попрежнему предназначена служить первым концен-
тром изучения теории упругости для лиц, имеющих подготовку
по математике в объёме нормальной программы втузов. При
переработке автор учёл два факта.

Во-первых, со времени предыдущего издания у нас появился
ряд прекрасных курсов теории упругости, освещающих как самое
построение её, так и многочисленные приложения, важные для
техники; достаточно перечислить курсы А. Лява, С. П. Тимошенко,
П. ф. Папковича, Л. С. Лейбензона, А. и Л. Фёппля, С. В. Серен-
сена, а также выдающуюся и теперь широко известную работу
Н. И. Мусхелишвили «Некоторые задачи теории упругости»;
имеются такие солидные, хотя и конспективно изложенные лоно-



ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗ.ЧАНИЮ 7

графии, как «Математическая теория упругости» Треффца и «Ста-
тика упругого тела» Геккелера.

С другой стороны, запросы инженеров в области теории упру-
гости за последние 10—12 лет значительно возросли как в смысле
количества задач, необходимых для техники, так и в смысле глу-
бины трактовки тех вопросов, в которых следует инженеру разо-
браться для получения возможности читать более солидные
курсы и специальные работы.

В этих условиях перед автором стала задача: точнее определить
место переиздаваемой книги среди указанной выше достаточно
богатой литературы и, вместе с тем, позаботиться, чтобы книга
эта была в состоянии снова оказывать помощь читателям той
категории, для которой она оказалась полезной даже в её преж-
нем виде.

Автор счёл рациональным не становиться на путь включения
в книгу большого числа новых частных задач, важных для инженер-
ного расчёта, так как подобные задачи в изобилии имеются в пере-
численной выше литературе и во многих специальных работах.
Дополнения, сделанные к настоящему изданию, ориентированы
в другом направлении, отмеченном выше: помочь читателю лучше
разобраться в основных, хотя бы элементарных, вопросах теории
упругости путём возможно более систематического и связного
изложения их и облегчить ему переход к другим, более полным
курсам и специальным работам.

С этой целью значительно расширены первые две главы (тео-
рии напряжений и деформаций)*), почти заново написана глава
VIII о кручении и изгибе прямого стержня; дополнены главы VI
и VII, трактующие плоскую задачу; добавлена глава IX, в основ-
ном посвященная методу Буссинеска и, в частности,—его клас-
сической задаче о действии нагрузки на границу полупростран-
ства; задача эта теперь играет большую роль в расчётах прочности
грунтов под сооружениями. В этой же главе даны начальные
сведения о применении функций комплексной переменной в пло-
гкой задаче, а также несколько дополнен вопрос об упругих вол-
нах, кратко и элементарно затронутый в главе IV.

Многое из вновь добавленного материала может показаться
чреамерно сложным для читателей, впервые знакомящихся с
предметом; учитывая это, автор счёл полезным отметить звёздоч-
кой те разделы, которые могут быть пропущены при первом
чтении книги.

В ряде задач применён классический метод разделения пере-
менных, данный Эйлером и Пуассоном для интегрирования линей-
ных уравнений в частных производных; это кое-где привело
к некоторому осложнению и удлинению выкладок, но, по мнению

*) Ссылки здциь отнесены i; ноной нумерации глав и параграфе';.



8 ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

автора, позволило дать общее обоснование ряду решений частных
задач (методы Файлона и Рибьера в плоской задаче о прямоуголь-
нике, построение общего решения плоской задачи в полярных
координатах, кручение стержня прямоугольного сечения, решение
волновых уравнений методом стоячих волн). Между прочим,
при решении плоской задачи в полярных координатах, путём
внимательного проведения этого метода, автору удалось найти
четыре новых частных решения с особенностями в полюсе, не
фигурирующих в решении, данном Мичеллом [формулы (7.75)
и (7.76) § 42 и далее].

В настоящем издании, как и ранее, опущены весьма эффектив-
ные приближённые энергетические методы; включение их теперь,
после выхода в свет глубокого и всестороннего труда Л. С. Лей-
бензона «Вариационные методы решения задач теории упругости»
было бы излишним.

В остальном автор предоставляет читателям судить о пра-
вильности направления, принятого им при переработке книги;
он весьма благодарен читателям, сделавшим существенные заме-
чания о многих неисправностях предыдущего издания и тем содей-
ствовавшим улучшению настоящего.

Глубоко благодарен автор Л. И. Мальгынову и М. И. Най-
ману, оказавшим большую и любезную помощь в чтении кор-
ректур и устранении ряда редакционных дефектов.

Москва 25/VII 1946 г. М. Филоненко-Бородич



ВВЕДЕНИЕ.

Теория упругости представляет собой весьма важный раздел
математической физики. Она рассматривает действие сил на
упругие тела с точки зрения возникающих в них напряжений
я деформаций как в состоянии равновесия, так и в движении.
Такими же вопросами, как известно, занимается и сопротивление
материалов.

Однако, в курсе сопротивления материалов мы путём некоторых
упрощений в постановке задач и в методе их решения стараемся
получить возможно более простые результаты, удобно приме-
няемые к расчётной практике. Теория упругости стремится подойти
к решению задач более общим и более точным методом. Целью
этого метода являются, прежде всего, проверка полученных
упрощённых решений и определение величин получающихся
неточностей; вместе с тем, имеется ряд задач, самый подход
к которым методами, привычными для сопротивления материалов,
невозможен; это главным образом задачи, в которых упругое
тело не имеет типичной для сопротивления материалов формы
стержня и бруса; сюда же следует отнести задачи о местных
напряжениях, возникающих в местах приложения к упругому
телу нагрузок. Решения подобных задач, даваемые теорией упру-
гости, имеют непосредственный практический интерес.

К теории упругости относят также много задач, решаомых
с той же степенью приближения,как и в сопротивлении материалов,
но требующих более сложных методов математического анализа
(стержни двоякой кривизны, пластинки, оболочки, теория колеба-
ний упругих тел, устойчивость упругих форм равновесия). Вооб-
ще же теория упругости в отличие от сопротивления материалов
рассматривает те задачи, где математическая сторона является
сложной. Точной границы между обеими этими дисциплинами
провести нельзя, и многие задачи фигурируют и тут и там.

Однако, решение задач методами теории упругости настолько
усложняется, что до настоящего времени многие задачи, играющие
большую роль в практике, не имеют решения, хотя к настоящему
времени теория упругости развилась уже в мощную дисциплину,
широко использующую аппарат математического анализа и имею-
щую собственную богатую литературу.



ГЛАВА I

ТЕОРИЯ НАПРЯЖЕНИЙ.

§ 1. Напряжённое состояние тела.

Понятие о напряжениях и способы обращения с ними в более
простых случаях известны из сопротивления материалов. Здесь
нам прежде всего придётся ввести такие обозначения напряжений,

•z которые были бы удобны в прост-
ранственной задаче и позволяли
бы легко различать напряжения
по различным площадкам, прове-
дённым через данную точку тела.

Существует несколько систем
обозначений; здесь мы пользуем-
ся системой, принятой во многих
курсах теории упругости.

Представим себе (фиг. 1) твёр-
дое тело, рассечённое плоскостью
на две части А и В. Часть В по-
сле рассечения отбросим; в пло-

екости сечения выделим элементарную площадку dF; направление
этой площадки будем характеризовать внешней нормалью к ней
(внешней по отношению к оставшейся части А).

При помощи внешней нормали мы кратко и ясно указываем
не только направление площадки, но и ту часть тела (В или .4),
которая отбрасывается после рассечения и действие которой
д:ы далее заменяем силами.

rr d P

Пусть р—полное напряжение на данной площадке; P—jpr
где dP—равнодействующая сил, приходящихся на площад-
ку dF.

Наметим где-либо в пространстве произвольную систему
прямоугольных координат Oxyz, при помощи которой будем
определять положение точек рассматриваемого тела. Напряже-
ния будем определять их проекциями на оси этой системы;
ею же далее воспользуемся при исследовании деформаций.

Проекции на оси координат полного напряжения р на пло-
щадке dF обозначим через Xt, Yv, Zv. В этих обозначениях основ-

Фиг.
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ная буква А', или Y, или Z, указывает, на какую ось берется
проекция; значок v при ней указывает на направление внешней
нормали к той площадке, напряжение на которой рассматри-
вается; поэтому, например, обозначение Xv должно быть выска-
зано так: «проекция на ось Ох полного напряжения на площадке
« внешней нормалью F».

ЕСЛИ МЫ после рассечения отбросим часть А, то внешняя
нормаль к той же площадке
<LF будет иметь обратное напра-
вление. Проекции полного напря-
жения на ней (фиг. 2) придётся обо-
значить так: Х^,, Y^v, Z_B; при этом
очевидно, что
•у v . V V • 7 7

л - « — — л » 1 • ' - о — —•* и> л - и — ' ^ с »

так как напряжения Xv, Yv, Zv вы-
ргжают действие части В на часть
А, а напряжения Х^, У_,;, Ъ_^ вы-
ражают действие части А на часть
В; действия эти равны по величи- х

не, но противоположны по направ- Фиг. 2.
лению.

В сопротивлении материалов полное напряжение обычно раз-
лагают на нормальную и касательную составляющие; введённые
нами теперь проекции напряжения

на случайно выбранные оси координат Ox, Oy, Oz, вообще го-
воря, не будут ни нормальными, ни касательными.

В последующем мы чаще всего будем делать сечение, пер-
пендикулярное к какой-либо оси координат. Сделаем, например,
•сечение перпендику- .
лярно к оси Оу; то- |
гдаполучим следующие
проекции полного на-
пряжения (фиг. 3):

Ху\ Yg; Zir

В этом случае У„ ,
будет нормальное на- /
пряжение, Хв, Z f f — / ФИГ. з.
касательные напряже- х
ния.

На фиг. 4а и 4б показаны обозначения напряжений на пло-
щадках, нормальных к остальным двум осям. Собирая эти ре-
зультаты, получаем такую систему напряжений на площадках,
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параллельных координатным плоскостялг.

Хх, Yx, Zx; Ху, Ys, Zg; л г , Уz, Z:.

Легко видеть, что напряжения

в обозначении которых обе буквы одинаковы, суть нормальные
напряжения. Остальные шесть являются касательными.

Фиг. 4а. Фиг. -'«С.

Для лучшей ориентировки в этих новых обозначениях предлагаем
читателю проделать следующие упражнения.

У п р а ж н е н и я .
1. На фиг. 5 изображено поперечное се-

чсние YOA стенки плотины, которая по гра-
ни OY нагружена давлением воды; грань ОА
не несёт нагрузки.

Обозначить нормальное и касательное
напряжения на грани OY и написать, чему
они равны (обращать внимание на наиравле-

Фиг. 5. Фиг. С.

ние давления, направление оси Ох и анак проекции). Обозначить также
составляющие напряжения на косой грани ОА (внешняя нормаль V) и за-
писать отсюда условия того, что грань ОА свободна от нагрузки. Обо-



5 2] ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ 13

значить напряжения в сечениях аа и ЪЪ при отбрасывании той или иной
части (левой или правой; верхней или нижней) стенки после рассечения.

Z. Цилиндрлческое тело (фиг. 6) скручивается силами, приложенными
по концепым поперечным
сечениям. Обозначить на- "
пряжения в любой точке к
ноперечного сечения In и
записать условие, что нор-
мальное напряжение отсут-
ствует. Обозначить напря-
жение в любой точке т бо-
ковой поверхности и запи- У
сать условия, что ?та по-
верхность ничем не нагру-
жена.

3. Цилиндрическийбрус
(фиг. 7) изгибается силами,
приложенными в концевом
поперечном сечении рд. Записать условия того, что боковая поверхность
свободна от нагр зки (см. предыдущее упражнение), обозначить те на-
пряжения в сечении тп (нормальные и касательные), которые определя-
ются в сопротивлении материалов.

В настоящее время некоторыми авторами применяются следую-
щие обозначения, принятые также в технической литературе:
нормальные напряжения на площадках, нормальных к осям OX,OY
в OZ, обозначаются соответственно через

Фиг. 7.

касательные напряжения по тем же площадкам обозначаются
через

г.1У> "gz> "xz>

так что

xyi й-"' ^.

§ 2. Дифференциальные уравнения равновесия.

Из твёрдого тела выделим бесконечно малый элемент в фор-
ме параллелепипеда с тремя плоскостями, параллельными коор-
динатным плоскостям. Рёбра этого параллелепипеда пусть бу-
дут dx, dy, dz (фиг. 8). Объём его равен dt = dxdydz. После
разреза действие отброшенных частей заменим силами. Напря-
жение на каждой грани разложим на три составлякщие. Ито-
го на всех гранях будет действовать Ь х З = 1 8 составляющих
напряжений. Это будут внешние силы, действующие на наш па-



14 ТЕОРИЯ НАПРЯЖЕНИЯ [ГЛ- I

z

d

•o

a

A-
}dz

1 Чу

z

i • 'i

/

'7
у
s

s

xx

f

раллелепипед. Кроме того, будем предполагать, что в данном
теле существуют так называемые объёмные силы. Будем считать,

что эти силы приложе-
ны к массе тела; та-
кова, например, сила
тяжести, с которой мы
далее будем иметь дело.

Пусть к единице мас-
сы тела приложены не-
которые объёмные силы,
которые мы также раз-
лагаем на три состав-
ляющие: X, Y, Z. Тог-
да объёмные силы, при-

" ходящиеся на массу па-
раллелепипеда р dx (p —

Фиг- 8. плотность тела в дан-
ной точке Т, представ-

ляющая собой массу, заключённую в единице объёма и имеющая
кг-сек*. ,

размерность j - ) , будут
ель

Xfdx = Xp dx dy dz;
= Yp dx dy dz;

: = Zp dx dy dz.

Напряжения, вызываемые внешними силами в твёрдом теле,
различны в разных точках его, и потому они, вообще говоря,
должны выражаться функциями от координат точек:

Ye=Ft(x,y,z); I
Z.=?Fa{x,y,z); i (1.1)

i

Если на площадку abed элемента (фиг. 8) действует напря-

жепие Х_х= —Хх, то на площадку a'b'c'd' действует напряже-

ние Хх-\--^- dx, так как, переходя к площадке a'b'c'd', мыв

первом уравнении (1.1) изменяем лишь одну из координат, а
именно х. Таким образом, мы легко обозначим напряжения на
всех площадках, ограничивающих параллелепипед.

Предполагаем, что данное твёрдое тело находится в равно-
весии; тогда для каждого отдельного элемента должны удовлет-
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воряться шесть условий равновесия статики:

Займёмся сначала первой группой этих условий и, в част-
ности, остановимся на первом уравнении:

v.Y = 0. (1.3)

Здесь придётся принять во внимание только те силы, которые
дают проекции на ось Ох; это будут нормальные напряжеигя

гг + -
дг

dz

дХ, .
d'

у , ал, . уz /дт. - '
1С Zv*

A \ . & * i

diy

по боковым граням abed и a'b'c'd' (фиг. 9) и касательные
напряжения, параллельные оси Ох по остальным граням.

Раскрывая условие равновесия (1.3), имеем:

* + Чт d x ) dV dz - Х* ЛУ dz +

d^fdz^ dy dx — Xzdx dx dy dz = Q (1.4)
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Если мы рассматриваем случай движения частиц упругого
тела (упругие колебания), то }̂ X не обращается в нуль, но,
согласно второму закону Ньютона, будет равна произведению
массы элемента на проекцию его ускорения на ось Ох; если
проекции пути (перемещения), проходимого данной точкой на
оси координат, обозначим через и, v и w, то ускорение вдоль

оси Ох будет | ^ ; поэтому в правой части уравнения (1.4) бу-

дет стоять выражение
j д г и л , * д г и

как это показано в скобках.
После приведения подобных членов в уравнении (1.4) и раз-

деления на dxdy dz =dc получим его в окончательном виде:

дх * ду dz ' v

Таким же путём раскрываем остальные два условия:

В правой части, в случае движения, вместо нуля в обоих
случаях будут произведения массы элемента на ускорения вдоль
соответственных осей:

Переходим аеперь к раскрытию последних трёх условий рав-
новесия (1.2). Возьмём, например, условие ^}Мх = 0. На чер
теже поэтому сохраним только силы, могущие дать моменты
вокруг оси Ох, т. е. нормальные к ней. Начало координат для
упрощения выкладок поместим в одной из вершин параллеле-
пипеда (фиг. 10). Обратим внимание на то, что моменты неко-
торых сил из числа показанных на чертеже будут бесконечно
малыми величинами третьего порядка, другие же—четвёртого
порядка. Например, для нормальных сил по левой и правой
граням мы имеем момент

(Yy +d-£
Этот момент в итоге оказывается величиной четвёртого порядка;



% 2] ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ

такой же порядок будут иметь моменты объёмных сил:

+ Y?dx ^; -Z? dx dy dz Ц .

Рассматривая фиг. 10, найдём только две силы, дающие момент

•zrr-rfz I dydx

Vz-dy-dx

/ 1 V
p Zgdxdz Zzdy-

dy-dx

Фиг. 10.

третьего порядка; на чертеже они показаны жирнее. Прирав-
нивая нулю сумму моментов этих сил вокруг оси Ох, получим

(Ys + д-Ь- dz ^ dy) dx dy dz = 0;

отбрасывая здесь бесконечно малые величины четвёртого по-
рядка, получим:

Y.dx dy dz — ZBdy dz dx — 0,

пли, сокращая, имеем:

Это есть закон парности, или сопряжённости, касательных
напряжений, уже известный из сопротивления материалов. Со-
ответственно этому два других уравнения дают:

Таким образом, условия равновесия статики привели нас к
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трём дифференциальным уравнениям:

]

iix Oy az r

содержащим девять функций от координат рассматриваемой точки^
Х*> Ху, X.; Yх, Yv, Yz; Zx, Zp и Z,; однако, закон сопряжён-
ности касательных напряжений

(1.6)

показывает, что три из этих девяти функций попарно равны
трём другим. Следовательно, мы получим три дифференциаль-
ных уравнения (1.5), содержащих шесть неизвестных функций:

Y~: = Ft(x,y,z), ' (1-7)
7Х = F, (х, у, z),

В случае упругих колебаний правые части этих уравнений зави-
сят также и от времени t.

Так как число неизвестных (1.7) превышает число уравне-
ний (1.5), то ваключаем, что задача теории упругости оказы-
вается статически неопределимой. Недостающие уравнения можно
получить, лишь изучая условия деформации и учитывая физи-
ческие свойс!ва данного упругого тела.

Метод, при помощи которого мы вывели уравнения (1.5),
часто применяется в сопротивлении материалов, например, для
получения зависимостей между изгибающим моментом, попереч-
ной силой и нагрузкой:

или для вывода касательных напряжений при изгибе.
Для этих целей мы там выделяем из бруса и уравновеши-

ваем бесконечно тонкий слой между двумя поперечными сече-
ниями, т. е. элемент, бесконечно малый в одном направлении;
здесь же получаем условия равновесия элемента, бесконечно
малого по всем трём измерениям.
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§ 3. Напряжения по площадкам, наклонным к координатным
плоскостям. Условия на поверхности.

Уравнения равновесия (1.5) связывают между собой напряже-
ния по площадкам, параллельным координатным плоскостям.

Однако, нам иногда
требуется знать напря-
жения по площадкам,
иначе ориентирован-
ным; с другой стороны,
если мы всё упругое
тело будем разбивать
на элементы плоскос-
тями, параллельными у

Аk

•Уг

\1

Фиг. 11.

Sa- fv,y]

координатным, то у по-
верхности тела, вообще
говоря, не будем в со-
стоянии выделить элементы в форме параллелепипеда (фиг. 11).
По полученным у поверхности наклонным граням, очевидно,
будут действовать внешние силы (нагрузки), приложенные к дан-
ному телу. Приведенные сооб- z

ражения заставляют нас выше- к
сти ещё соотношения между
напряжениями по трём площад-
кам, параллельным координат-
ным плоскостям, и напряже-
ниями по площадке, как угод-
но наклонённой к этим плос-
костям.

Для получения таких соот-
ношений рассмотрим (фиг. 12)
бесконечно малый элемент, вы-
деленный из данного твёрдого
тела тремя плоскостями, парал-
лельными координатным, и чет-
вёртой плоскостью, пересекающей все три оси, т. е. рассмотрим
элемент ОаЬс в форме тетраэдра или треугольной пирамиды.
Назовём площадь его грани аЬс через dS, и пусть внешняя
нормаль к ней будет V; тогда площади остальных граней най-
дём, как проекции площади грани аЬс на координатные пло-
скости:

пл. abc — dS; пл. oab == dS cos (V Z);

пл. obc = dScos (VX); пл. оас = dS cos (VY*)).

*) Здесь в скобках X, Y, Z обозначают направления, соответственно
параллельные осям координат Ox, Oy, Oz.
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Пусть Xv, Yv, Zv — проекции на оси координат полного
напряжения Р, действующего на площадке аbe. Тогда первое
условие равновесия выделенного тетраэдра J Х = 0 даёт

2 X = Xv dS - Хх dS cos (VX) -

- Xy dS cos (VY) - Xz dS cos (VZ) = 0. (1.8)

Сокращая на dS, имеем

Xv = Xx cos (VX) + Х„ cos (VY) + Xz cos (VZ). }
Аналогично другие два условия равновесия дают I

У„ = Yz cos (ЮГ) + У„ cos (FF) 4 Уг cos (FZ); j" 1 1 8>
Zv = Zx cos (VX) + Zvcos (VY) + Z.cos (VZ). j

В эти уравнения не вошли объёмные силы, так как они будут

малыми третьего порядка, например: рХ d- = рХ х у z, между

тем как все члены уравнения (1.8) в его первоначальном виде—
второго порядка.

Предполагаем, что в пределе площадь грани аЬс стремится
к нулю; тогда уравнения (1.8) дают связь между напряжениями
в точке О по косой площадке с внешней нормалью V и по трём
площадкам, параллельным координатным плоскостям. Если
мы вырезаем тетраэдр ОаЬс у поверхности и грань аЬс принадлежит
поверхности, то Xv, У„, Zv являются составляющими напряжения
<>т внешних сил (нагрузок данного тела), приложенных на поверх-
ности. Тогда уравнения (1.8) дают связь между внешней нагрузкой
н внутренними силами. В этом случае они называются условиями
на поверхности тела и оказываются весьма тесно связанными
<• дифференциальными уравнениями равновесия(1.5)действительно,
если функции (1.7) таковы, что уравнения (1.5) и условия на
поверхности (1.8) удовлетворены во всех точках тела и на его
поверхности, то этим обеспечено равновесие всех элементов
(параллелепипедов и тетраэдров), на которые было разбито данное
тело; значит, будет обеспечено равновесие всего тела в целом.
Математический смысл этого заключения состоит в том, что урав-
нения (1.5) и граничные условия (1.8) необходимо рассматривать
совместно, ибо уравнения (1.5) не могут иметь определённого
решения, пока не даны условия (1.8), заключающие в себе внеш-
нюю нагрузку тела.

Итак, тело в целом будет в равновесии, если удовлетворены
уравнения равновесия (1.5) и заданы поверхностные нагрузки;
другими словами, мы доказали достаточность уравнений (1.5)
и граничных условий (1.8) для равновесия тела под действием
заданных внешних сил. Можно доказать необходимость уравне-
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ний (1.5). Действительно, еслп тело в равновесии, то для любой
части, выделенной из него замкнутой поверхностью S, удовле-
творены шесть условий равновесия (1.2). Первое из них рас-
кроем так:

Здесь первый интеграл распространён по поверхности тела,
а второй—по объёму его. Однако, первый интеграл можно пре-
•бразовать также в объёмный, пользуясь формулой Грина *) :

Xv dS = \| [Хх cos (VX) + Хд cos (VY) + Х: cos (VZ)] dS =

На этом основании предыдущее уравнение равновесия может
быть написано так:

со
Интеграл левой части должен обращаться в нуль для любого объё-
ма т, выделенного из тела, а это возможно только тогда, когда под-
интегральное выражение тождественно равно нулю во всех точ-
ках объёма т:

Этим доказана необходимость первого из уравнений (1.5).
Таким же путём доказывается необходимость других двух
уравнений (1.5) и уравнений (1.6).

§ 4. Исследование напряжённого состояния в данной точке тела.
Главные напряжения.

Предположим, что элемент ОаЪс вырезан внутри упругого
тела и Xv, Yv, Zv являются проекциями полного напряжения
Pv по косой площадке abc на оси случайной системы координат

*) Формула Грина имеет вид

где Р, Q, Б—функции от xt yt z, непрерывные на вамкнутой поверхноспг
S; частные проивводные от них должны существовать и быть непрерыв-
ными во всем объеме т, ограниченном поверхностью S; V — внешняя нор-
маль к поверхности S в некоторой точке ее (z, у, г)
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Oxyz (фиг. 12). Зная проекции полного напряжения (Хо, Г„, Zv),
без труда найдём нормальные и касательные напряжения п*
тон же площадке abc.

Для той цели примем нормаль V к площадке за одну из новых
z осей координат. Другие две

оси U, W выберем в плоско-
сти abc (фиг. 13). Обозначим
косинусы углов между ста-
рыми И НОВЫМИ ОСЯМИ II*»
схеме:

Фиг. 13.

Теперь уравнения (1.8) перепишем короче:

и

V

W

X

1

It

It

Y

mt

тг

m3

n :

I 2 JH I (1.9)

Очевидно (фиг. 13), нормальное напряжение по площадке abc
получим как сумму проекций напряжений Xv, Yv, Zv на нор-
маль V.

Обозначая нормальное напряжение по принятой нами системе
через Vv, получим

V, = Xvlt + Yvmt + Zvnt = XJl + YmBi +
ltmti (1.10)

Аналогично получим касательные напряжения, проектируя
Xv, Yv, Zv на оси U и W соответственно:

XB

Легко видеть, что формулы (1.10) и (1.11) являются обобще-
нием на пространственный случай известных из сопротивления
материалов формул для напряжений по косым площадкам.

* - XJX + Yvmt + 2 Л = XJJ,
+ Yz lmins + mtnt) + Zx (n,

v = Xvls + Yvm3 + Zvn3 = XJ
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Действительно, если все силы расположены в плоскости ОХУ,
то вместо тетраэдра ОаЬс можно выделить треугольную призму
ОаЬ (фиг. 14). В формулах (1.10) и (1.11) исчезают X., Yz, Z.;
тогда эти формулы получают вид:

jn \

y

Углы (UX), (UY), (VX), (VY) указаны в схеме, (а), а соот-
ветственные косинусы в схеме Ь:

и

V

X

а

i~a

Y

~ + а

а

(а)
и

V

Л.

Zj = cosa

L = sin a

Y

m x = —sin a

тг = cos a

(Ь)

На основании схемы (Ь) уравнения (1.12) примут вид:
F 0 = Xrsin2a-j-ypcos2a + 2XBsinacosa, \
UV={XX — У„) sin a cos a + Х„ (cos2 a — sin2 a). [ ' '

В этом виде они иввестны из сопротивления материалов; уравне-
ния (1.13) можно, конечно, вывести и непосредственно на фиг. 14.

У

'ос

'У
Фиг. 14.

Формулы (1.10) и f l . l l) утверждают важное положение
о том, что, зная напряжения по трём взаимно перпендикуляр-
ным элементарным площадкам в точке О:

X Y Y Л
х , Лу, Л,,

\~ V V '

/ / ' / • (

(1.14)
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мы можем вычислить все три составляющих напряжения

vm uv. wv

по любой четвёртой площадке (в точке О), определяемой её внешней
нормалью V; ввиду этого величины (1.14) иногда называют
элементами напряжённого состояния тела. Можно пойти далее
и построить в точке О ещё две площадки с внешними нормалями
U и W; напряжения по этим площадкам выразятся формулами
такого же вида, как (1.10) и (1.11), например:

Uu = XJi + Yym\ + ZTn\ + 2Yzm1n1 + 2Zxnll1-

Выполнив это, получим девять формул [три типа (1.10) и шесть
типа (1.11)], выражающих составляющие напряжения по площад-
кам трёхгранника OUVW:

U V W Л

Uv, V* Wv \ (1.15)
U V W I

через напряжения (1.14) по площадкам прежнего трёхгран-
ника OXYZ.

Девять составляющих (1.14) или (1.15) определяют тензор
напряжений и с этой точки зрения называются компонентами
тензора напряжений. Формулы типа (1.10) и (1.11) (общее их
число, как мы сказали, равно девяти) определяют преобразо-
вание тензора от одной системы координат к другой. Тензор
напряжений (1.14) симметричен, так как компоненты, симме-
тричные относительно главной диагонали (Хх, Уд, Zz), равны
между собой на основании (1.6); это свойство сохраняется,
очевидно, и при других координатах*).

Обратимся теперь к весьма важному вопросу о том, как
распределяются напряжения по всевозможным площадкам,
проведенным через данную точку тела; применим для этой цели
весьма изящный и наглядный способ, найденный основателем
теории упругости Коши. В выбранной точке тела М поместим
начало координат, проведём элементарную площадку с внешней
нормалью V и вдоль этой нормали построим вектор длиною р,
которую временно оставим неопределённой. Координаты конца
этого вектора будут

г=р[-^ •/] = рт; *. = рп, (l.lo)

*) Полос подробно о тензоре см. Н. И. М у с х f> л « шв и л и «Некото-
рые задачи теории упругости», изд. ЛН СССР, 19:;:!.
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где /, т, п — косинусы углов нормали с осями координат. Нор-
мальное напряжение по взятой площадке согласно (1.10) будет

Vv = ХХР -{- Yum* + Z.n* + 2Yzmn + 2Zxnl + 2Хя1т.

Определим I, т, п из предыдущих равенств и подставим сюда;;
тогда, по умножении уравнения на р", приведём его к виду

Х£* + Yrf + ZI- + 5ВД + 27 Х

ГЛ + 2 З Д = p"-Vv. (1.17>

Распорядимся теперь длиной вектора р так, чтобы правая часть
этого уравнения всегда оставалась постоянной:

справа придётся брать знак -J-, если Vv > 0, т. е. нормальное
напряжение по площадке растягивающее, п знак —, если оно
сжимающее. Тогда

р=/-±Л* или Vv=±£. (1.18)
Введя обозначение

Ф (6, Ч | С) = XJ? + Yrf + ZS? + 2Y.r^ + 2ZJZ + 2Ха*ц, (1 • 19)

уравнение (1.17; запишем так:

Ф(&, Ч. ^ ) = ± с 2 . (1.20)

Оно изображает поверхность второго порядка, которая назы-
вается «поверхностью напряжений» или «квадрикой Кошн»;
иоверхность эта имеет центр в начале координат*) и потому
может быть либо а) эллипсоидом, либо б) однополостным гипер-
болоидом, либо в) двуполостным гиперболоидом; концы векто-
ров р будут лежать на этой поверхности.

Допустим для определённости, что квадрржа есть однополо-
етный гиперболоид и что она построена; на фиг. 15 для простоты
чертежа показано её сечение однсй из главных плоскостей и
предположено, что внешняя нормаль MV к площадке лежит в
этой плоскости. Бзяв площадку и проводя к ней внешнюю
нормаль МV, найдём длину ММх вектора р\ зная её, по второй
из формул (1.18) найдём нормальное напряжение VV = MN.

Покажем теперь, что можно легко найти и полное напря-
жение Pv по данной плсщадке. Действительно, возьмём част-
ные производные функции (1.19) и воспользуемся (1.16) и (1.9);

*) Так как в уравнении (1.20) отсутствуют члены первой степени
етносительно %, ri> £.
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при этом последние формулы в наших обозначениях будут
Xv = Xxl + Xgm + X.n; \
ув = yj + Y„т -f Yin; (1.21)
Zv = ZJ + Zgm +Z.n. j

Получаем

— = 2 (Xxz + X „T, -f ХЛ) = 2^ ( X J + А'„1и + X..n) = 2pXv;

oft

Известно, что эти частные производные пропорциональны
косинусам углов, которые образует с осями координат нормаль

MXQ к поверхности; на этом
основании последние равен-
ства показывают, что коси-
нусы направляющих углов
нормали к поверхности про-
порциональны проекциям Xv,
Yv, Zv полного напряжения
по взятой площадке на оси
координат. Отсюда вывод:
полное напряжение МР по
площадке перпендикулярно к
касательной плоскости SS,
к поверхности; зная его на-
правление, получим и ве-
личину PV — MP. проведя
NP _L MN. Теперь, конечно,
легко найдём и касатель-
ное напряжение МТ. Таким
образом, квадрика Коши
позволяет полностью иссле-
довать оаспределение на-

пряжений в данной точно А/ тела.

Не останавливаясь на частных случаях, встречающихся в
процессе этого исследования, перейдём к основному, принци-
пиальному выводу. Из аналитической геометрии известно, что
путём поворота координатных осей уравнение поверхности второго
порядка (1.20) можно преобразовать так, чтобы в новой коорди-
натной системе (U, V, W) исчезли члены, содержащие произво-
ления координат. Тогда, очевидно, будем иметь;

Ф и г . 1Г>.



§ '*] ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ "7

Значит, по трём взаимно перпендикулярным площадкам, нор-
мальным к новым осям (U, V, W), касательные напряжения
обратятся в нуль. Эти три площадки называют главными; нор-
мальные напряжения на них Uu, Vv, Ww (они же будут и пол-
ными напряжениями) называются главными напряжениями «.
данной точке тела М. Обозначим их короче:

Тогда уравнение квадрики Коши в новых осях будет

Окончательный вид этой поверхности зависит от знаков глав-
ных напряжений Nlt N2, N3 и от обусловленного ими знака
правой части уравнения. Не останавливаясь на деталях *),
займёмся нахождением главных площадок и главных напря-
жений.

Если данная площадка abc (фиг. 13) — главная, то полное
напряжение Pv, действующее на ней, направлено вдоль нормали
V в является главным напряжением; обозначим его через Лт-.
проекции его на оси координат будут

V v v = Nn.

Подставим эти значения в уравнения (1.21), напишем их так:

Zyn = 0,
J

m + Zyn 0, (1.22)

z-N)n = Q. J

Добавив сюда основное соотношение между направляющими
косинусами нормали V:

Z2 + m2 + /i2 = l, (1.23)

будем иметь четыре уравнения для нахождения главного напря-
жения N и соответствующей ему главной площадки, т. е.
направляющих косинусов её нормали I, m, п. Ход решения
будет следующим: однородная система уравнений (1.22) не
допускает тривиального решения:

ибо оно противоречит (1.23); однако, для существования дру-
гих решений этой системы (при которых хотя бы один из ко-

*) Об этом см. цитированную книгу Н. И. Мусхелишвили.
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«инусов I. m, n был отличен от нуля) необходимо, чтобы
определитель её был равен нулю. Таким образом, приходим
к условию

Zv (Z,-N)
= 0. (1.24)

Раскрывая определитель левой части, получим кубичное
уравнение

N" — QNi-\-HN — A = 0, (1-25)

в котором коэффициенты имеют следующие значения:

Л =

XXYV

Г V \Л.хЛ-д/

у у у

xxxz Y.Z, (1.26)

Все три корня уравнения (1.25) действительны*); они и
дают значения трёх главных напряжений Nlt Nv Ns. Внося
какое-либо из этих значений N в уравнения (1.22) и пользуясь
двумя из них**), найдём величины 1[, т\, и'., пропорциональ-
ные направляющим косинусам нормали к искомой главной
площадке:

Подставляя это в (1.23), найдём множитель X, а значит, и са-
мые косинусы. Таким образом, направления главных площадок
будут определены.

Сделаем ещё одно замечание; корни уравнения (1.25) не
должны зависеть от системы координат х, у, z; значит, коэф-
фициенты этого уравнения тоже не зависят от выбора коорди-
натной системы. Отсюда заключаем, что формулы (1.26) дают
три функции от компонентов тензора напряжений (1.14), являю-
щихся инвариантами преобразования координат. Особое значе-
ние имеет первый из них —линейный инвариант:

e = Xx + Yg+Zz, (1.27)

как это мы увидим в главе III .

*) Это доказывается в аналитической геометрии при исследовании глав-
ных осей центральной поверхности второго порядка.

*•*) Третье будет следствием остальных двух вследствие условия (1.24).
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Если главные площадки в данной точке найдены, то наряду
с квадрикой Коши можно указать другую геометрическую кар-
тину распределения напряжений, предложенную Ламе.

Предположим, что плоскости координат Оху, Oyz и Ozx
совпадают с главными
площадками в данной
точке и, значит, по этим
площадкам: Yz = Z,, •= 0;

Тогда уравнения
(1.9) упрощаются и при-
нимают вид *~У

(1.28)

Соотношения (1.28)
можно изобразить гео-
метрически. Для это-
го из данной точки О (фиг. 16) будем откладывать вектор ОР,
равный полному напряжению на выбранной площадке о внеш-
ней нормалью V; координаты кочца этого вектора будут:

Фиг. 16.

У = (1.29)

При изменении наклона площадки точка Р будет описывать
некоторую поверхность, которая оказывается эллипсоидом; дей-
ствительно, на основашш (1.29) и (1.28) получается

отсюда

(1.30)

а это есть уравнение эллипсоида, отнесенного к главным осям.
Эллипсоид этот называется эллипсоидом напряжений или эллип-
соидом Ламе. Из трёх его полуосей одна будет наибольшей,
другая—наименьшэй, третья будет средней между ними; следо-
вательно, из трёх главаых напряжений одно будет наибольшее,
другое—наименьшее, а третье—среднее между ними.

Отсюда следует, что в пространственной задаче главные на-
пряжения не могут определяться как наибольшее и наименьшее
из всех нормальных напряжений в данной точке.
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Если два главных напряжения равны между собой, напри-
мер, N1 = Nt,ro эллипсоид Ламе будет эллипсоидом вращения,,
и напряжённое состояние в данной точке будет симметричным
относительно третьей главной оси Oz. Если все главные напря-
жения равны между собою: N1 = N2 = N3, то эллипсоид Ламе-
обратится в шар, и все площадки в данной точке будут главными,,
а напряжения по ним одинаковы; это будет, например, при все-
стороннем сжатии или растяжении.

§ 5. Наибольшие касательные напряжения.

Займёмся определением наибольших касательных напряже-
ний. Для простоты исследования снова направим оси коорди-
нат Oxyz по нормалям главных площадок (т. е. вдоль главных
напряжений).

Выберем произвольную площадку с внешней нормалью V,
определяемой косинусами I, т, п; полное напряжение по ней
Pv согласно (1.28) будет иметь проекции

Xv = Ntl; Yv = Ntm; Zv = Nan.

Нормальное напряжение по этой площадке Vv будет [ср. выра-
жение для Vv после формул (1.16)]

Обозначая полное касательное напряжение по взятой площадке
через Tv, будем иметь

откуда найдём

Tl = Pl-Vl = (Xl + Yl + Zl)-Vl =
= (Щ? + №гт* + Ny) - (N,l2 + Ntm^+ JV.n1)*. (1.31)

При вращении площадки Tv будет изменяться, являясь
функцией двух переменных, например, I и т, ибо согласно (1.23)

учитывая это, предыдущее выражение напишем так:
Т\ = (7VJ - N1) Р + (N1 - N1) m* + N\ -

2- (1-32)

Для получения —— Tv приравняем нулю частные производные

1 \ по I и т; однако, удобнее составить другие условия:
дТ%_сут дТ„_п

dm v dm
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Заметим только, что при этом, кроме нужных нам решений,
получим лишнее решение Tv = 0, которое, очевидно, даст глав-
ную площадку; это решение мы далее легко обнаружим п от-
бросим. Раскрывая предыдущие условия, на основании (1.32)
получим два уравнения для определения 1шт:

(N1 - N\) I - 2 [(TV, - N,) Г + (Nt - N>) mr + N3] (Nt - N3) I = 0;
(N\ - N 1 ) m- 2 [(N, -N3) I' + (Nt - N3) m"- + Nt] (Nt - Ns) m = 0.

Рассмотрим наиболее общий случай, когда Nlt N^ и.Лг„
различны между собою; тогда предыдущие уравнения можно
сократить на входящие в них разности главных напряжений
и после небольшого преобразования представить так:

Имеем два уравнения третьей степени относительно I и т-
соответственно этому получим три решения, легко обнаруживае-
мые. Первое и наиболее простое лз них, при котором

/=m = 0j n==i,

придётся отбросить, так как оно даёт главную площадку, лежа-
щую в плоскости Оху. Поэтому надо будет рассмотреть три
случая:

1) 1Ф0; т = 0; 2>/ = 0;го=£0; 3)1фО;тфО.

Однако, третий случай невозможен, ибо тогда, сокращая урав-
нения (1.33) соответственно на I и т и вычитая одно из дру-
гого, сразу получим

N ==Ni y i — *'»»

что противоречит начальному предположению. В первом случае
(1ф0; /п = 0) второе из уравнений (1.33) будет удовлетворено,
а первое по сокращении на / приведётся к виду

(N1-Nz)(l-2l*) = 0, (1.34)
откуда

'=±71-. m = 0 : n=±h
Во втором случае из второго уравнения (1.33) аналогично
получим

1 = 0. т=±±; »=±уг,-
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Если бы мы в самом начале исключили из (1.31) не пг

а, например, т, и повторили исследование, то получили бы допол-
нительно ещё одно решение:

Каждое вз найденных трёх решений определяет две площадки,
проходящие через одну из осей координат и наклоненные
к двум другим осям под углами 45° и 135 .

Подставляя первое решение в (1.31), получим искомое
максимальное (или минимальное) значение касательного на-
пряжения:

заменяя обозначение Tv на Тх, найдём

т . Л\ —Лт

3. ")

остальные два решения дадут аналогично |

т _, , N,-N,m ) (1-35)
*i-± % . I
т - , î-^« '
1 з — ^ о J

Делаем окончательный вывод из вьшолненного исследования.
Три взаимно перпендикулярные главные площадки в точке М
образуют трёхгранник. Если (фиг. 17) оси MX, MY, MZ пред-
ставляют линии их пересечения, то три пары площадок, по
которым действуют наибольшие касательные напряжения, про-
ходят через эти оси и делят пополам двугранные углы между
главными площадками.

Максимальные касательные напряжения согласно (1.35) равны
полуразностям главных напряжений по двум площадкам, пере-
секающимся вдоль той из осей X, У, Z, через которую про-
водит данная площадка max Т.

Если

то из напряжений (1.35) наибольшим будет

Т = + * ' - * '

Если, например,
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то квадрика Коши и эллипсоид Ламе будут поверхностями
вращения вокруг оси MZ; все площадки, проходящие через ось MZ
(их имеется бесконечное множество), будут главными. Пло-
щадок, на которых max T = T2, имеется также бесконечное

Фиг. 17.

множество; они касаются круглого конуса с осью MZ и углом
раствора 90°.

В заключение этой главы обобщим закон взаимности каса-
тельных напряжений (1.6).

Рассмотрим (фиг. 18) две площадки с нормалями X и V,
проходящие через точку М, и пусть полные напряжения по
ним будут соответственно: Рх и Pv. Согласно принятым нами
обозначениям

Pvcos(PvX) = Xv.
Далее,

Xx = PxcoS(PxX); Yx^Pxcos(PxY); Zx--^ Px cos (PXZ).

Внося это в первое ив уравнений (1.8) и учитывая (1.6), получим

Pv cos (PVX) = XV = PX [cos (VX) cos (PXX) +
+ cos (VY) cos (PXY) + cos (VZ) cos (PXZ)] = Px cos (PXV),
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но опять согласно нашим обозначениям

[гл. I

таким образом,

(1.35)

значит, проекции полных напряжений Pv и Рх по взятым пло-
щадкам соответственно на нормали X и V к этим площадкам
(см. фиг. 18) равны между собою. Закон взаимности (1.6) по-

X лучается отсюда как частный слу-
чай, если площадки взаимно перпен-
дикулярны между собой.

У п р а ж н е н и я к §§ 2 — 4.
1. В стенке плотины, изображённой

на фиг. 5, найдены следующие напряже-
ния:

Фиг. 18.

Подставить эти выражения в уравнения (1.5) и проверить, при каких
условиях они будут удовлетворены. Найти нагрузку, действующую по
грани Оу (т. е. при х—0)\ пользуясь условиями (1.8), найти также
нагрузку по грани ОЛ (при x = ytg$).

1
1 0

>

I— 1 J ,
) г -Л

7 —

h

- н

) (

1 >~х

Фиг. 19.

2. В круглом стержне диаметра 2г (фиг. 6) возникают следующие
напряжения:

Х Л = у и = г з = Х у = . Г Л = 0; XZ = ZX= -G-.y, Y,=Zu = Gxx.

Проверить, удовлетворяют ли они уравнениям (1.5) и при каких усло-
виях. Доказать при помощи уравнений (1.8), что боковая поверхность
свободна от нагруэки (т. е. что X, = Yt = Z, = 0).
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У к а з а н и е : для точки на боковой поверхности

cos(FJT)=-; cos(VY)=y-.

3. При чистом И8гибе прямого стержня (при системе координатных
осей по фиг. 7) возникают напряжения:

Ez
Хх= - ; },, = Zj == xv = } . = z x = о.

Выполнить то же, что в предыдущем упражнении.
4. В брусе прямоугольного сечения имеются напряжения (фиг. 19)8

Проверить, удовлетворяют ли эти напряжения уравнениям (1.5); найти
нагрузки, действующие по граням бруса; какой случай деформации бруса
вдесь имеется с точки врения сопротивления материалов?



ГЛАВА II.

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ДЕФОРМАЦИЙ.

§ 6. Компоненты перемещения и компоненты деформации.
Зависимость между ними.

Возьмём какое-либо упругое тело и закрепим его так, чтобы
оно не могло перемещаться как тело абсолютно твёрдое. Тогда

перемещения всякой точ-
ки его будут вызываться
только деформациями.

Рассмотрим какую-ли-
бо точку М (х, у, z) зак-
реплённого таким образом
твёрдого тела (фиг. 20).
Благодаря происшедшей
деформации точка М пе-
реместится в новое поло-
жение М'. Назовём про-
екции перемещения ММ'
на оси координат через

и, v, щ (2.1)

так как перемещения различных точек будут различны, то
проекции перемещений (2.1) будут функциями от координат
точки:

u = f1(
x> У, z) )

» = /.(*, У, *); [ (2-2)

От перемещений переходим к деформациям. Выделим в упру-
гом теле бесконечно малый параллелепипед (фиг. 21) с рёб-
рами dx, dy, dz. При деформации тела он переместится, и сам
деформируется, причём изменятся длины его рёбер и первона-
чально прямые углы между гранями исказятся.

Для оценки деформации упругого тела в данной точке М
следует изучить удлинения (линейные деформации) рёбер dx,
dy, dz выделенного параллелепипеда и изменения углов 1 М%
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•i/

уф'1

/

A
-M

A
/ /'

1М3, 2 МЪ (сдвиги или угловые деформации). С этой целью
рассмотрим проекции параллелепипеда на координатные плоо-
кости; очевидно, что по де-
формации этих трёх проек-
ций можно судить и о де-
формации самого параллеле-
пипеда. В дальнейшем ог-
раничимся только случаем
веоьма малых деформаций,
позволяющим сильно упрос-
тить последующие выводы.

Возьмём, напри.мер, про-
екцию элемента М123 на
плоскость Оху. До дефор-
мации длины рёбер были
(фиг. 22): АВ = dx, AC = dy.
После деформации они пе-
решли в положение А'В'
и А' С. Займёмся проек-
цией АВ. Если перемеще-
ние точки А вдоль оси Ох
равно ц, то соответствен-
ное перемещение точки В

Фиг. 21.

будет

да
и -f- Ьи, = «-{- д- dx, в" 3^

-X

Фиг. 22.

дх
где 8м — приращение; так
как точка В отличается
от точки А только коор-
динатой х, то в послед-
ней формуле малое прира-
щение 8ц с точностью до
бесконечно малых второго порядка мы заменили частным диф-
ференциалом функции и по переменной х. Аналогично: если пе-
ремещение точки А вдоль оси Оу будет и, то перемещение точ-
ки В вдоль той же оси выразим так:

v + 7г- dx.1 дх

Проекция абсолютного удлинения отрезка АВ на овь Ох будет

относительное удлинение этого ребра
_ ijdx) aj.

ехх dx ~ Эх'
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Рассуждая аналогично, для относительного удлинения ребра
АС> направленного вдоль оси Оу, получим

еву — ~fy'

таким же путём для ребра, параллельного оси Oz (т. е. ребра
МЪ на фиг. 21), будем иметь

Мы получили формулы линейных деформаций (удлинений)
в данной точке М тела по направлениям трёх осей коор-
динат.

Обратимся к анализу угловых деформаций. Легко найдём
угол ар, поворота ребра AB = dx в плоскости Оху:

dv dv

ди

Так как мы ограничились случаем весьма малых деформаций,
то в внаменателе последнего выражения отбросим величину
ди w

^ . = е:га, которая весьма мала по сравнению с единицей; полу-

чаем

Аналогично получим угол поворота ребра AC = dy в плос-
кости Оху:

«««tga^-g. (2.4)

После этого легко найдём относительный сдвиг, т. е. искажение
прямого угла ВАС:

. dv . ди /о г:\

е„ = <Чх + аяв = .а-х + Ту. (2.5)

Формула (2.5) даёт выражение утла сдвига, происходящего
в плоскости Оху.

Аналогично получим выражения сдвигов в двух других
координатных плоскостях при помощи круговой подстановки
букв по схеме фиг. 23.
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Собирая достигнутые результаты, получаем шесть основных
зависимостей, характеризующих деформацию:

а) относительные удлинения
du dv

б) относительные сдвиги
du du

dw dv

ди . dw

да>

(2.6)

to

Фиг. из.

к оси -\-у; точно

Эти уравнения были выведены Коши.
Относительно знаков деформаций еХХ) egg, ezz, egz, ezx. exg

заметим следующее. Если функция и возрастает с возрастанием хд,
ди . п

т. е. exx = -jr-x>\j, то мы, очевидно, имеем дело с увеличением
длины dx (перемещение вправо точки В по фпг» 22 более пере-
мещения точки А). Значит, если
ехх > 0. то получается удлинение,
«ели ехх < 0, то получается уко-
рочение; то же правило справед-
ливо для еуд и ezz. Далее, если
функция v возрастает о возра-
станием х, то [формула (2.3)]
лдх — -£• > 0; при этом (фиг. 22)

отрезок АВ поворачивается от оси

так же прд а.хд = -^ > 0 отреэок АС поворачивается от оси
-\-у к оси + ж . Отсюда, согласно уравнению (2.5), оледует, что

сдвиг еху > 0, если прямой угол между осями + х и + У умень-
шается. Такое же правило получается и для сдвигов в двух
других плоскостях. Резюмируя сказанное, получаем следующее
правило знаков деформаций:

а) п о л о ж и т е л ь н ы м л и н е й н ы м д е ф о р м а ц и я м ехх,
руУ,е.т с о о т в е т с т в у ю т у д л и н е н и я вдоль осей координат;
отрицательным — укорочения;

б) п о л о ж и т е л ь н ы м у г л о в ы м д е ф о р м а ц и я м (сдви-
гам) еу:, е,х, ехВ с о о т в е т с т в у е т у м е н ь ш е н и е у г л о в
между положительными направлениями осей; отрицательным —
увеличение тех же углов.

Формулы (2.t>) показывают, что шесть функций ехх, еуд, е,г,
ешх, ezx> ехц, называемых компонентами деформации, линейно
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выражаются черев девять частных производных от компонентов
перемещений ц, v, w:

ди ди д}1 . \

дх, fy~' d z '
[ г.

(2./)
dv _ iдо до

Ъ~х ' dy

dw dw dw j
дх ' dy ' dz ' J

Компоненты главной диагонали этой матрицы являются удли-
нениями \см. первые три зависимости (2.6)]. Остальные ком-
поненты представляют собою углы поворота рёбер элементарного

i
A

32'<0

V Д

f
I'Ouj*y

е
Фиг. С4а. Фиг.

параллелепипеда М123, показанного на фиг. 21, вокруг осей
х, у, z; это видно, например, из формул (2.3) и (2.4); в при-
нятых там обозначениях матрицу (2.7) напишем так:

exx лух *zx 1
лхд eyv a'zy j (2.8)

Эти обозначения удобны; второй индекс при букве а указы-
вает на тот элементарный отрезок (dx, dy, dz), поворот кото-
рого рассматривается; первый индекс указывает ось, в направ-
лении которой происходит поворот. Например, o.iy — ~ обозна-
чает угол поворота элемента dy в направлении от оси у к оси г.

Отметим тот важный факт, что невозможно составить систем}
уравнений, обратных уравнениям (2.6), т. е. выразить девять
компонентов матрицы (2.7) через шесть компонентов деформаций
(2.6); уравнений (2.6) для этого недостаточно. Причина такого
обстоятельства лежит в том, что наша геометрическая картина
деформаций в данной точке ещё не полна; для довершения её
и достижения симметрии в выкладках введём ещё три компо-
нента; пусть, элемент М 1 2 3 на фиг. 21 имеет форму куба
(dx = dy = dz) и рассмотрим углы поворота его диагоналей вокруг
осей x, у, z в том случае, когда удлинения е х х = < — ez. = 0;
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на фиг. 24а показана проекция ABCD взятого куба на плоо-
кость Аху.

Очевидно, угол поворота диагонали куба вокруг оси z равен
углу поворота проекции AD этой диагонали вокруг точки А.
Возьмём пока частный случай «простого сдвига» параллельно
оси х (фиг. 24а); тогда для угла поворота % диагонали AD получим

В этом убедимся, если построим окружность ADDlt с центром
в В, а примем с точностью до малых второго порядка, что
точка Dx также лежит на этой окружности; тогда углы DADy

и DBDt опираются на общую дугу DDt; отсюда и вытекает
вышенаписанное приближённое равенство; из него следует, что

pz ~ 2 д у '
Знак минус взят потому, что в рассматриваемом случае

| | > 0 . а &<0*).

В случае простого сдвига вдоль оси у (фиг. 246) найдём
аналогично

ъ: = ± —
р - 2 дх "

В общем случае сдвига будем иметь

Проведя такие же рассуждения для плоскостей yz и zx,
получим аналогичные формулы для углов поворота диагонали
элементарного кубика относительно осей хну. Обычно вводятся
удвоенные углы поворота; обозначаются они буквой со с соот-
ветствующими индексами. Таким образом, получим

_ dtv _ dv_ . "к
U)*~~dy~ ~dz ' I

да dw . {
mv--dz ~дх~' ( ^ - y )

dv du I
>z~ дх ду ' J

Величины <»x, Шу, шг называются компонентами вращения;
для полноты картины деформаций в данной точке следует
к уравнениям (2.6j добавить уравнения (2.9). Просмотрим эту

*) Принимаем, как обычно в кинематике, что вращение вокруг оси
против часовой стрелки положительно.
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картину в простом, но очень важном случае, когда перемеще-
ния и, v, w являются линейными функциями координат точки,,
а именно:

u = uo + c11x + cisy + cltz; "к
(2.10)

Компоненты деформации (2.6) и компоненты вращения (2.9)
будут при этом постоянными числами; такая деформация назы-
вается однородной. При деформации данное теЛо преобразуется
в некоторое другое тело; каждая точка (х, у, z) переходит
в другую точку:

Очевидно, что в случае однородной деформации (2.10), каж-
дая плоскость (или прямая) переходит в плоскость (или пря-
мую); при этом две параллельные плоскости (или прямые)
переходят также в две параллельные плоскости ( или прямые);
прямой параллелепипед преобразуется, вообще говоря, в косой
параллелепипед. Так как при выводе уравнений (2.6) мы отбра-
сывали малые величины высшего порядка, то деформация,,
определяемая этими уравнениями, в общем случае будет одно-
родной только в весьма малой области, выделенной в теле, зна-
чит, элементарный параллелепипед М 123 (фиг. 21) и в общем
олучае обратится в косой параллелепипед; противоположные
грани его останутся плоскими и взаимно параллельными.

Рассмотрим ещё уравнения (2.10) в том случае, когда все ком-
поненты деформации (2.6) равны нулю и тело не деформирует-
ся; легко найдём, что тогда

с

Вводя более краткие обозначения:

1 p
напишем (2.10) так:

— ry; ~\
—pz; \ (2.11)
— qx. J

Эти формулы совпадают о формулами кинематики д л я бео-
конечно малых перемещений абсолютно твёрдого тела;
м,, и,, w e —поступательные перемещения тела; р, д,г — углы
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поворота вокруг осей координат. Далее имеем

-dw — дг> —г —с — 2с —

аналогично

эначит, введенные компоненты шх, соу, coz в этом случае предста-
вляют собою удвоенные углы поворота данного элемента вокруг
осей.

В теории упругости принято говорить, что формулы (2.11)
выражают «жёсткое смещение тела».

Рассмотрим теперь обратный случай, когда компоненты
деформации (2.6) отличны от нуля, но равны нулю компоненты
вращения (2.9); тогда

dw dv ш ди dw > dv ди

~ду~ = ~дГ' ~д*~= ~дх ' ~дх = "Зу" »

а это есть условие того, что выражение

и dх + v dy r\- w dz

являетоя полным дифференциалом некоторой функции
Ф(я, У, z),

т. е. что

и =
dФ dф

W =
dФ
дя

В этом случае говорят, что имеется «чистая деформация»
в что перемещения имеют потенциал Ф (х, у, ъ).

§ 7. Уравнения неразрывности деформаций.

Резюмируя предыдущие выводы, мы видим, что перемещение
давной точки упругого тела определяется тремя функциями:

и, v, w; (2.2)

деформация в данной точке определяется шестью функциями:
ехх> eaw e «» eo'1 ezx' ехв • (2.12)

Однако, уравнения (2.6) показывают, что если заданы три
функции (2.2), то этим самым будут определены все шесть
составляющих деформации (2.12), выражающихся черев первые
производные функций (2.2); отсюда уже наперёд можно пред-
видеть, что шесть составляющих деформации (2.12) нельзя задать
произвольно; между ними должны существовать какие-то зави-
симости, к выводу которых мы и переходим. Число этих зави-
сим остей равно шести и делятся они на две группы.
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П е р в а я г р у п п а . Продифференцируем первые два из
уравнений (2.6) следующим образом:

3*ехх д»и . д^уу ___ дЧ _

~ду^ = дх, ду1 ' дх* ду дх* '

складывая эти уравнения почленно, получаем

~dy^^"~dx* ^ dx dy\d~y'^"dx~) ~ д~х~ду '

Это одно из нужных нам соотношений между деформациями.
Делая в нём круговую подстановку букв, получим два других
равенства. Это приводит нас к первой группе зависимостей:

ду* ~ dx* дхду '

£8 I ° еХТ
» "г" я.гдх* dt* dz дх • ]

В т о р а я г р у п п а . Последние три из уравнений (2.6)
дифференцируем следующим образом:

деу, d*w , д*в

dx dy dx dz dx

дегх д*и ^_ d*w

ду dz ду дх ду

дехУ_ d*v d*u

dz dx dz dy dz

Изменим внаки последнего из полученных уравнений и затем
их все почленно сложим:

двуз л^деях dcxy n d*w

~дх~^~~ду d~z~= дхду '

Это уравнение ещё раз дифференцируем по z и, замечая, что

дгч> _ д*егг

дх ду dz dx dy

получим

д /devt ,.де,х _дехУ\_2Э*ег, /о 14V
дг \ дх ^ ду dz)~Adxdy' К*-11*)

Это одна из искомых зависимостей второй группы. Делая
в уравнении (2.14) круговую подстановку букв, получим ещё
два уравнения такого же вида. Присоединяя эти зависимости
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к зависимостям (2.13), получаем следующую систему уравне-
ний:

дгехх ,д2еУу_дгехУ . ^
дуг * дхг дхду ' j

ду* дудг '

дх* * дъг dz дх ' I (2
д_(деу. ,9е^_деху\_1?Э^__ 1

'с): \ дх •*•" Зу ~Й2~У ~ дхду'
_д_ (де„х . деху де„,,\ _ г, д*ех^ . |
дх V дУ dz дх ) dyoz. ' |
д ( деху деуе де^\ _ ^
ду \ dz ' дх ду J

( ^ _
ду \ dz ' дх ду J дъдх' )

Необходимость существования этах ззвисимостей мы обосно-
вали аналитическим путём, сопоставляя число функций (2.2)
с числом функций (2.12) и принимая во внимание зависи-
мости между ними (2.6); той же цели можно достичь геомет-
рическим путём. Для этого представим себе упругое тело раз-
резанным на малые параллелепипеды и дадим каждому из них
деформацию, определяемую шестью величинами (2.12); легко
сообразим, что если составляющие деформации (2.12) не свя-
заны между собою определёнными зависимостями, то ив отдель-
ных деформированных параллелепипедов не удастся вновь сло-
жить непрерывное (деформированное) твёрдое тело. Уравнения
(2.15) и доставляют нам эти зависимости; если мы при задании
деформаций (2.12) не примем их во внимание, то после дефор-
мации тела во всех точках его окажутся бесконечно малые
разрывы. Эти соображения придают новый смысл уравнениям
(2.15), и с этой новой точки зрения уравнения (2.15) назы-
ваются уравнениями неразрывности или совместности деформа-
ций. Выведены они Сен-Венаном и часто называются уравне-
ниями Он-Венана. Сделаем ещё следующее важное замечание.

Если нам удастся по заданным нагрузкам тела найти непо-
средственно перемещения его точек и, v, w, то после этого дефор-
мации (2.12) можно вычислить по уравнениям (2.6); при этом
условия неразрывности будуу сами по себе удовлетворены, так
как они выведены из уравнений (2.6) и являются их следствием*).

Если же мы по заданным нагрузкам найдём напряжения
и ватем деформации (2.12), то при этом необходимо будет
одновременно удовлетворить и уравнениям неразрывности (2.15);
в противном случае деформации будут несовместимы, и мы не

*) С этой точки зрения уравнения (2.15) иногда называют тождествами
Сен-Вен а на.
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будем в состоянии найти перемещения (2.2) из уравнений (2.6),
так как в них будут взаимные противоречия.

Рассмотрим этот вопрос подробнее. Введя компоненты вра-
щения, мы получаем возможность написать систему уравнений,
обратных (2.6), т. е. решить совместно уравнения (2.6) и (2.9)
относительно производных (2.7) и выразить их через компо-
ненты деформации и вращения:

да да 1 / ч да 1 , , , 1

dv

1

dv

dw

dv J
(2.16)

1

T - -

Теперь можно матрицу компонентов (2.7) условно представить
как сумму двух матриц так, что каждый компонент матри-
цы (2.7) равен сумме соответственных компонентов слагаемых
матриц:

]ди ди ди
! дх ду dz

dv dv с

дх ду dz

dw dw div

дх~ dz~\

«XX

1
2~ XV

1

1
"g~ "асу

egg

1
a eV-

1 .

Y xz

l +

0

l

Y a>z

l

i

0

l

Yw* 0

(2.17)

Первая матрица правой части симметрична: она определяет
чистую деформацию (без вращений). Вторая матрица антисим-
метрична; видим, что она определяет жёсткий поворот тела
(без деформации). Наши рассуждения можно связать с теорией
аензоров *) и тогда формулировать последний результат так:
тензор малой деформации (2.7) может быть разложен на сим-
метричный тензор чистой деформации и антисимметричный тен-
зор жёсткого вращения.

Равенства (2.16) можно рассматривать как дифференциаль-
ные уравнения относительно и, и, w. Если заданы компоненты
деформации и вращения во всех точках тела, то интегрированием
уравнений (2.16) можно найти самые смещения точек тела и,
v, w. Выполняя это интегрирование, мы действительно убедимся
в необходимости удовлетворить условиям неразрывности дефор-
мации (2.6).

Обратимся к уравнениям первой строки (2.16), из которых
будем разыскивать функцию и(х, у, z); замечаем, что по смыслу

•) См. цитированную выше книгу Н. И. Муехедишвили.
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этих уравнений правые части их должны быть частными про-
изводными одной и той же функции; для этого должны быть
удовлетворены три условия:

дех~ 1 д . дехх 1 д , , .

f B i r ,^-°« ) ; ^f==2-^^--+u)^' ( 2 Л 8 )

которые являются результатом исключения функции и из урав-
нений (2.16). Из (2.18) найдём

дх дх ду'
дшу_ дехш 0 деХХщ

Тх дх ~*~ д\ '
до>у . дшг dexV _^ дехж

'ду' ~T~~dz дг ду '

Последнее уравнение упрощается на основании следующего
тождества, которое получается путём дифференцирования ра-
венств (2.9):

в тогда будем иметь

д&в деху о дехх. Л
дх дх ду ' |

др,= _д_^ 2д1 . { 2 2 0

дх дх си ' f ч '

д«>х_ дехг деху

дх ду dz )

Проделывая такие же выкладки со второй и третьей стро-
ками уравнений (2.16), исключим из них и и w и в дополнение
к (2.20) получим ещё шесть уравнений; таким путём все девять
частных производных от компонентов вращения будут выражены
через частные производные от компонентов деформации; другими
словами, для и>х, сор, сог мы получим систему уравнений, анало-
гичных уравнениям (2.1b) для и, v, w. Значит, к полученным
таким путём уравнениям можно применить весь описанный
сейчас процесс и в результате исключить из них <ох, <пр, ш„;
получим опять девять равенств, но они будут содержать только
вторые производные от компонентов деформации. Среди этих ра-
венств лишь шесть различны, и они совпадут с у равнениями (2.15).
Таким обрезом, уравнения неразрывности Сен-Еенана (2.15)
действительно являются необходимыми условиями для возмож-
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ности определить из (2.6) перемещения по заданным компонен-
там деформаций.

Условия Сен-Венана одновременно и достаточны для этой
цели, если мы рассматриваем тело односвязное, не имеющее
сквозных полостей. В случае многосвязного тела условия Сен-
Венана также позволяют определить перемещения и, г, w,
интегрируя уравнения Коши (2.6); однако, теперь эти переме-
щения могут представиться многозначными функциями от х, у, z;
кроме условий Сен-Венана необходимо ввести некоторые допол-
нительные условия для того, чтобы перемещения были одно-
значны, как этого требует физический характер задачи.

Случай деформации многосвязного тела подробно разобран
в главе I и добавлении II цитированной выше книги Н. И. Мусхе-
лишвпли.

§ 8. Объёмная деформация. Замечание о случае
больших деформаций.

В дополнение к компонентам деформации (2.12) найдём ещё
объёмную деформацию. Рассмотрим бесконечно малый элемент
тела объёма dx = dxdy dz. Легко сообразить, что если в данном
элементе произошли только сдвиги без удлинений его рёбер, то
относительное изменение объёма элемента будет малой величи-
ной высшего порядка по сравнению с деформацией сдвига.
Следовательно, с точностью до малых высшего порядка можем
считать, что изменение объёма dx будет зависеть только от
удлинений рёбер dx, dy, dz.

Новый объём элемента после деформации будет

Раскрывая скобки правой части, получим

= dx dy dz (1 + exx + egg + ezz + exxevy + exxe:: -f egge,z + exxeygezz).

Последние четыре члена в скобках, являющиеся малыми вто-
рого и третьего порядков, отбрасываем; тогда, принимая во
внимание, что dxdy dz = dz, имеем

i(dv) = d%(exx + en + ezx).

В результате получаем относительную объёмную деформацию:
д (d-z) _

dc ~~ бхх ~Г egg + e.-.-

Величину эту обозначим через 6; тогда в дополнение
к уравнениям (2.6) запишем выражение объёмной деформации:

в = е« + еет + е«, (2.21)
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ИЛИ

В главе I мы вывели две основные группы уравнений теории
упругости (1.5) и (1.8); это были уравнения статического
характера. В настоящей главе получены новые основные груп-
пы уравнений геометрического характера (2.6), (2.15) и
(2.22). Необходимо заметить, что эти уравнения являются
приближёнными, так как при выводе основных соотношений

ди т dv т о ди
е**~~дх' а — ¥г. ' s'~'dy

мы отбросили малые, но конечные величины. С этим надо счи-
таться при оценке всех последующих выводов; они будут
достаточно точны в случае малых деформаций (когда все дефор-
мации ехх, egg,..., егх, еху весьма малы по сравнению с единицей);
деформации в общем случае выражаются через перемещения
в виде следующих более сложных нелинейных зависимостей:

~ = a i + T L U O + U 0 + U 0 J -

и т. д.,
d v ,ди , Г ди ди . d v d v d w d w 1

и т. д.; эти выражения — также приближённые.
Пользование подобного рода уравнениями для построения

общей теории весьма затруднительно, и потому членами вто-
рого порядка малости в случае малых деформаций пренебре-
гают, как это и было сделано выше.

У п р а ж н е н и я к §§6 и 7.
1. Дан брус, изгибаемый в плоскости Oxz. Требуется:
а) Написать уравнение его оси (т. е. оси Ох) до изгиба и выразить

арогиб любой точки, пользуясь уравнениями (2.2) § 6.
б) Полагая, что брус эаделан в начале координат и пользуясь уравне-

ниями (2.3) и (2.4), записать условия, что элемент dx оси бруса в начале
координат закреплён (не поворачивается в плоскости Oxz); то же для
элемента dz — в плоскости поперечного сечения.

2. При чистом изгибе бруса, указанного в предыдущем упражнении,
перемещения (2.2) § 6 выражаются так:

9

ог/z

х« + о (zs - у')
«• =-

(2-23)
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Требуется!
а) Найти общие выражения деформаций по уравнениям (2.6) и (2.22)

в проверить, удовлетворяют ли они уравнениям неразрывности (2.15).
б) Написать уравнение изогнутой оси бруса; для этого в выраже-

ния (2.23) подставить координаты точки оси до изгиба (п. «а» предыду-
щего упражнения).

в) Проверить, удовлетворяются ли условия ваделки левого конца (п. «б»
предыдущего упражнения).

3. При исследовании кручения круглого стержня (фиг. 6) получаются
перемещения

и= — tyz + ay+bz+c; v=zixz — ax-\-ez + f; u^—bx — ey + k.

Требуется:
а) Подобрать коэффициенты а, Ь, с, е, f, к при условии, чтобы конце-

вое сечение z = 0 было закреплено следующим образом: точка О не должна
иметь перемещений; элемент оси dz не поворачивается в плоскости xOz
и в плоскости yOz; элемент сечения dy не поворачивается в пло-
скости хОу.

б) Найти величины деформаций (2.6) и (2.22).
в) Проверить, удовлетворены ли уравнения (2.15).
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ОБОБЩЁННЫЙ ЗАКОН ГУКА,

§ 9. Общие соображения.

В предыдущих главах нами рассмотрены: теория напряже-
ний, освещающая статическую сторону задачи, а также теория
перемещений и деформаций, освещающая задачу о геометриче-
ской точки зрения. Эти две теории сами по себе не могут
служить для решения физических задач теории упругости о
деформациях, которые происходят в упругом теле под действием
приложенных к нему внешних сил, — до тех пор, пока напря-
жения и деформации не связаны каким-либо физическим зако-
ном. Физический характер этого эакона заключается в том,
что он должен связать разнородные признаки изучаемого явле-
ния—напряжения и деформации.

Вопрос об этом законе теория упругости ставит в самом
общем виде. Здесь прежде всего выясняется аналитическая
форма его, т. е. выбирается общий вид функций, связывающих
напряжения с деформациями:

xxt egg> ezzt evz> ezxt exg)> j

' в = ) ;

(3.1)
I

4 l о Р p \ I
у — /• \схх> ЬУУ> • cxVJ> J

и при этом устанавливается, что в случае малых деформаций
наиболее простой и рациональной формой зависимостей (3.1)
является линейная форма. После этого выясняется значение
коэффициентов функций (3.1) для различных случаев строения
упругого тела. Обозначив коэффициенты через атп, представим
первую функцию (3.1) следующим образом:

aueyz + ai>ezx+ altexg. (3.2)

Физические тела по своему строению разделяются прежде
всего на однородные и неоднородные. Однородным называется
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тело, строение и состав которого одинаковы во всех его точках.
Теория упругости занимается почти исключительно однородными
телами; однако, даже среди однородных к л приходится разли-
чать тела изотропные, свойства которых одинаковы во всех
направлениях, и неизотропные (анизотропные). Неизотропными
оказываются многие кристаллы; при однородности строения
таких кристаллов их упругие и оптические свойства различны
в разных направлениях. Подробнее исследование зависимостей
типа (3.2) д.чя неизотропных тел показывает, что численные
значения коэффициентов атп тесно связаны с упругими свойст-
вами данного тела в различных направлениях.

В результате этого исследования оказывается, что для изо-
тропного упругого тела, т. е. для тела, физические свойства
которого одинаковы во всех направлениях, зависимости (3.2)
получают ту форму, которую мы уже знаем пз сопротивления
материалов, и, значит, связь между напряжениями и деформа-
циями определяется тремя коэффициентами упругости: Е, G, о*).
между которыми, как это известно из теории сдвига, сущест-
вует зависимость:

G . (3.3)

Поэтому в дальнейшем мы примем нужные нам зависимости
в том виде, как они получены в сопротивлении материалов для
наиболее общего случая нормальных и касательных напряже-
ний по трём взаимно перпендикулярным направлениям**). При-
мем без доказательства положение, что в однородном упругом
теле нормальные напряжения не вызывают сдвигов и, наобо-
рот,— касательные напряжения не вызывают удлинений по нап-
равлению их действия. На этом основании можем рассматривать
отдельно случай нормальных напряжений ц случай касательных
напряжений.

§ 10. Выраагевие деформации через напряжения.

Начнём с нормальных напряжений и рассмотрим (фиг. 25)
параллелепипед с рёбрами, равными 1, подверженный действию
нормальных сил. Если бы действовало только напряжение Хх.
то относительное удлинение ехх по закону Гука было бы е'хх =

= -ЁГ. При действии только напряжения Yy удлинение вдоль

*) Через о обозначено пуассоново отношение, т. е- отношение попереч-
ного укорочения к продольному удлинению при растяжении.

**) Более строгий вывод см. в §§ 12—16.
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оси Ох составит ехх=—о -=," , где а —коэффициент Пуассона.
Z

Аналогично под действием напряжения Zz имеем е'х"х^= — а W"'

Принимая без доказательства закон независимости действие
сил, получим полное удлинение
вдоль оси Ох:

\- ехх

ИЛИ

Аналогично для удлинений по
двум другим осям

( 3 . 4 )
Фиг. 25.

Формулы (3.4) выражают обобщённый закон Гука для нор-
мальных напряжений; их можно представить в другом виде,
прибавляя в правых частях соответственно:

аХх-сХх; cYv-cYs; *Zz-oZz;
тогда получим

(3.5)

где
e = Xx + Yv + Z:. (3.6)

В этой форме закон Гука более удобен для некоторых выкладок.
Соотношения между сдвигами и касательными напряжениями

принимаем так же в известной из сопротивления материалов
форме:

едг — g Yг;

, - 1 7 • ' П7\

QA1- |
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Формулы (3.4) или (3.5) совместно с формулами (3.7) и дают
нам обобщённый закон Гука для однородного и изотропного
упругого твёрдого тела, т. е. тела, упругие свойства которого
совершенио одинаковы по всем направлениям.

Это приводит вас к новой основной группе уравнений теории
упругости:

(3.8)

„ -I 7 - 2 (

e - 1 X - 2 i l ± l ) X
*v~~~G v~ E ""

Обратимся опять к равенствам (3.5) и сложим их почленно:

Так как на основании уравнений (3.6) и (2.21)

последнее уравнение можем окончательно написать так:

Е
(3.9)

т. е. единичная объёмная деформация б пропорциональна сумме
грех нормальных напряжений 9. Это есть закон Гука в объём-
ной форме.

Из равенства (3.9) мы можем сделать следующий вывод:
объёмная деформация 8 по существу своему не должна зависеть
от направления координатных осей. Следовательно, при пово-
роте системы координат она не будет меняться, а вначит, со-
гласно (3.9) сумма нормальных напряжений по трём взаимно
перпендикулярным площадкам в данной точке есть величина
постоянная и не зависит от наклона этих площадок. Иначе
можно сказать, что величина

есть инвариант преобразования координат, как это и было уже
отмечено в главе I.
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§ 11. Выражение напряжений через деформации- Более общий
вывод уравнений закона Гука.

Равенства (3.8) и (3.9) дают закон Гука в форме, решённой
отностельно деформаций. Часто бывает необходимо иметь те же
зависимости в обратной форме — решённые относительно напря-
жений. Для этой цели возьмём первое из уравнений (3.5) и

внесём в него значение в = - j — ^ 8 ив уравнения (3.9); получим

отсюда находим
•л- Ев i , , Е

•о)(1-2с) ' 1 + о"»»

или же

Хх = \Ъ + 2и.ехх, (3.10)
где

(3.11)

X и р. называются коэффициентами Ламе. Они так же, как и
модули упругости Е и G, характеризуют упругие свойства твёр-
дого тела и связаны с модулями упругости формулами (3.11).

Легко заметить, что коэффициент }л совпадает с модулем сдвига
Е

Из уравнения (3.10) круговой подстановкой имеем два дру-
гих уравнения; присоединяя к ним последние три уравнения
из группы (3.8), получим закон Гука в нужной нам форме,
решённой относительно напряжений:

У у=Х6 + 2 К в и ;
Z, = Х8 + 2ре, •
у -пе • >у -пе • > ( З Л 2 >

Складывая почленно первые трп уравнения (3.12), снова
получим объёмный закон Гука, но выраженный через коэффи-
циенты Ламе:

Хх + Yy + Z: = 3X8 + 2-л (е1х + е„у + ej.
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ИЛИ

&- (3.13)

Формулы (3.11) выражают коэффициенты Ламе через модуль
И и пуассоново отношение в; легко получить обратные соотно-
шения; для этого исключаем из (3.11) модуль Е почленным
делением; получим

А 2з

" 7 ~ 1 —2s
отсюда

2 ( A + ii)

и далее

, . _ 3A + 2(i
ж ' 2(А

Подставляя это во вторую из формул (3.11), найдём

' Г A + ii *

Значат, имеем формулы для выражения Е и з через коэффи-
циенты Ламе:

Мы рассмотрели два способа выражения обобщённого закона
Гука: через модули Е и с и через коэффициенты Ламе >. и р..

Можно вводить и другими способами две другие постоянные
для изотропного тела; иногда, например, удобно ввести две
такие постоянные:

!* = G, )
; . _ 2с >• ( 3 . 1 5 )

ft-7~l~2"S' J

тогда уравнения (3.12) напишутся так:

Y*. =
(3.16)
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Если рассматриваемый элемент испытывает растяжение в напра-
влениях трёх осей х, у, z, т. е. если

Хх>0; У в > 0 ; Z_. > 0 ; в > 0;

то объём его не должен уменьшиться, и мы должны иметь

6 > 0 .

Иа этом основании из (3.9) получим, что

а тогда иэ (3.11) и (3.15) имеем

X > 0; [х > 0; к > 0.

Полученные в этой главе зависимости (3.8) и (3.12) являются
последней группой основных уравнений теории упругости, завер-
шающей все необходимые предпосылки, на которых строится
общее решение задачи теории упругости.

Уравнения обобщённого закона Гука мы приняли без дока-
вательства в том виде, как они даются в сопротивлении мате-
риалов. Ниже, в §§ 14—16, приводятся соображения, доказы-
вающие, что эти уравнения дают самую общую зависимость
между напряжениями и деформациями в изотропном упругом
теле.

У п р а ж н е н и я .
Предлагаем читателю проделать следующие выводы, полезные для

последующего.
1. Тонкая прямоугольная ревиновая пластинка плотно, но без нажа-

тия лежит между двумя стальными пластинками, которые можно принять
абсолютно твёрдыми по сравнению с резиновой. Трение между пластинками
устранено. Если координатную систему выберем так, чтобы ось Oz была
нормальна к плоскостям соприкасания пластинок, то, согласно условию
задачи, можно принять, что вдоль оси Oz удлинений нет, т. е. eza = 0.
Резиновая пластинка сжимается силами, приложенными по граням, нор-
мальным к осям Ох и Оу,

Требуется найти зависимость ме?кду нормальными напряжениями
и удлинениями, а также зависимость между напряжениями Хх, Yy, Z-.
Задачу решить в двух вариантах, исходя из уравнений (3.8) и (3.12).

2. Резиновый кубик плотно вложен в стальной ящик такой же формы;
сверху кубик плотно накрыт стальной крышкой, на которую производится
давление р кг/см?. Принимая сталь абсолютно твёрдой и полагая, что
трения между сталью и резиной нет, найти:

а) давление резины на стенки ящика;
б) наибольшие касательные напряжения в ревине [исходя из ура-

внений (1.35) § 5].
Задачу решить в двух вариантах, исходя из уравнений (3.8) и (3.12);

сделать подсчёт для случаев о = 0 и о = —, найти 6 и проанализировать

оба эти случая.
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* § 12. Работа упругих сил в твёрдом теле.

Выделим из тела бесконечно малый параллелепипед разме-
рами dx, dy, dz и подсчитаем работу, совершаемую упругими
силами, приложенными к нему, если точкам данного тела
дадим какие-либо возможные перемещения.

Рассмотрим сначала случай растяжения — сжатия элемента
по направлению оси Ох. Пусть напряжения по граням, нормаль-
ным к Ох, будут

Хх и Xx*
a-£fdx, (3-17)

и при этом получилось относительное удлинение ехх и, следо-
вательно, абсолютное erxdx. После сообщения телу каких-либо
возможных перемещений удлинение это изменится на некото-
рую величину bexxdx.

Отбрасывая в (3.17) бесконечно малую -^dx по оравнению

с конечной величиной Хх. найдём, что две равные и противо-
положные нормальные силы Kxdydz, приложенные к граням
параллелепипеда, произведут работу Xxbexxdx dydz. Таким же
путём получим работу, совершаемую остальными нормальными
силами по граням параллелепипеда:

Yj,besgdydxdz; Zxbeczdzdxdy.

Переходим к касательным составляющим. К верхней и ниж-
ней граням параллелепипеда (фиг. 9) приложены касательные
силы X.dxdy (бесконечно малую разницу между ними снова
отбрасываем), образующие пару с моментом

Xzdxdydz;

для получения работы этой пары следует её момент умножить
на угол поворота; таким углом поворота явится, очевидно, при-
ращение

полученное углом сдвига exz на сообщённом телу возможном
перемещении. На этом основании получим работу трёх пар каса-
тельных сил, приложенных к параллелепипеду:

Xzbexzdxdydz; Yzbegzdzdx dy; XgbexVdydxdz.

Собирая полученные результаты, напишем работу всех сия,
приложенных к параллелепипеду на возможном перемещении:

5 (dT) = {ХхЬехх + У„8е„ + %г bezz +
+ Yz beBZ + Zx bezx + XB bexV) dx dy dz.
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Работа, отнесенная к единице объёма тела в той точке, где
выделен параллелепипед, будет

(3.18)

§ 13. Потенциал упругих сил.

Введём теперь чрезвычайно важную в теории упругости
гипотезу о том, что внутренние упругие силы имеют потенциал,
•• е. что работа упругих сил полностью переходит в потенциаль-
ную анергию, накопляемую телом при получении им упругих
деформаций и возвращаемую им обратно в виде работы сил
при исчезновении деформации *). Потенциальная энергия есть
следствие деформаций и вызывается ими одними; поэтому, если
мы черев W назовём энергию, отнесенную к единице объёма
тела в данной точке, то она должна быть функцией компонен-
тов деформаций:

W = F (exx, egvt егг, eVz, ezx, е в д ) . (3.19)

Если мы даём телу упругие возможные перемещении, то,
согласно введённой гипотезе, работа (3.18), совершаемая вну-
тренними силами на этих перемещениях, должна полностью
перейти в упругую энергию и дать приращение ее IW:

bA = bW. }3.20)

Приращение IW функции (3.19) с точностью до малых второго
поряцка заменяем первым полным её дифференциалом:

(3.21)
оеуу » aexy

Выражения (3.18) и (3.21) согласно уравнению (3.20) должны
совпадать при любых значениях возможных деформаций

8е1!Е, 8ерв, ое_., . . . , 8е1В. (3.22)

Благодаря этому, коэффициенты при величинах (3.22) в уравне-
ниях (3.18) и (3.21) должны быть тождественно равны:

х =^Е- у —IK- z = — • "I

г деуг ' ' ? деху J

•) Гипотеза эта. верна лишь прибливительно, так как пасть работы
упругих сил переходит в другие виды энергии (тепловую и электромагнитную),
теряемые телом и не возвращаемые в виде работы упругих сил; однако,
ети дополнительные качества энергии невелики, и практически ими можно
в большинстве случаев пренебречь.
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Значит, если внутренние упругие силы имеют потенциал,
го к о м п о н е н т ы н а п р я ж е н и й

Xxt Yд, Zz, Yz, Zx, Хд

в ы р а ж а ю т с я в в и д е ч а с т н ы х п р о и з в о д н ы х потен-
ц и а л ь н о й э н е р г и и (3.19) по с о о т в е т с т в у ю щ и м де-
ф о р м а ц и я м . Равенства (3.23) совместно с (3.19) являются
аналитическим выражением предположения о существовании
потенциала упругих сил.

• § 11. Форма зависимостей между напряжениями и
деформациями; гипотеза о естественном состоянии тела.

Так как мы ищем зависимость физического характера, то
внешняя математическая форма функций fu /,,•••,/, в уравне-
ниях (3.1) (§ 9), выражающих эту зависимость, наперёд ничем
яе обусловлена, и мы вправе выбрать её как угодно, лишь бы
она соответствовала физическим условиям задачи, т. е. могла бы
правильно отражать исследуемое физическое явление. Пользуясь
этим, мы выбираем наиболее простую форму зависимостей (3.1) —
линейную:

= a*i ex едд+ а2 eyz
еХу;

а4, е

едд
ezz едг

atxey

аьь ezx

atbe.x-\- alt

хУ;

51 ехд;

(3.24)

Соображения, подтверждающие правильность нашего выбора,
следующие.

1. Линейная форма зависимостей хорошо согласуется с опы-
том для многих материалов при простом растяжении или сжа-
тии, где она проявляется в виде прямой пропорциональности
между напряжением и относительным удлинением (закон Гука).

2. Заданным деформациям

6'хх> еп< е;г> euz> ezx> ехд \О.АО)

в данной точке д о л ж н а соответствовать одна единственная
спстема н а п р я ж е н и й

Хх. У
И1

Xvi
(3.26)

и обратно: при заданных напряжениях (3.23) должна полу-
читься одна единственная система деформаций (3.25).



§ 14] ГИПОТЕЗА О ЕСТЕСТВЕННОМ СОСТОЯНИИ ТЕЛА 61

Этим условиям линейная форма зависимостей удовле-
творяет *).

3. Ограничиваясь, как и ранее, случаем весьма малых де-
формаций, можно показать, что при любой аналитической форме
зависимостей (3.24) они приближённо могут быть заменены
линейными функциями; действительно, разлагая правые части
уравнений (3.1) в ряд Маклорена, получим с точностью до
малых второго порядка:

С ^ ) G & > - ( 3 / 2 7 )

где значок 0 при функции /, и её производных показывает,
что следует положить

Коэффициенты при деформациях в (3.27)—постоянные числа, и
потому функция (3.27J является линейной относительно дефор-
маций (3.25) **).

Заметим ещё, что в правых частях уравнений (3.24) нами
опущены свободные члены, не зависящие от деформаций.
Если бы мы их сохранили, то, положив все деформации (3.25)
равными нулю, нашли бы, что напряжения (3.26) отличны от
нуля (напряжения не вызывают деформаций); обратно, поло-
жив все напряжения (3.26) равными нулю, мы уравнения (3.24)
обратим в систему шестя линейных уравнений с шестью неиз-
вестными (3.25), для которых отсюда найдём значения, отлич-
ные от нуля (деформации не сопровождаются напряжениями).

Оба эти обстоятельства могут иметь место, так как, изучая
деформации тела от внешних сил, иногда можем ожидать, что
тело уже получило деформацию до приложения к нему сил.
Возьмём кусок железа в форме, например, шара (фиг. 25, а)
и, сделав в нём узкий секториальный вырез ACBD, снова све-
дём вместе плоскости разрезов АСВ и ADB и сварим их. По-
лучим сплошное тело (фиг. 26, б); после произведенной опера-
ции, в нём, несомненно, будут напряжения, хотя бы внешние
силы на него и не действовали; такие напряжения называются
н а ч а л ь н ы м и ; они существуют, например, в чугунных и

*) Если мы уравнения (3.24) решим относительно де^орищчй то по-
лучим для них также линейные выражения через напряжения.

•*) Это рассуждение справедливо, если не обратятся в нуль все коэф-
фициенты при деформациях в уравнении (3.27), в противном случае при-
дется принять во внимание члены второго порядка малости в ряде Макло-
рена; однако, этого нельзя ожидать, так как в случае простого растя-
жения существование членов первого порядка ясно обнаруживается
(.закон Гуна).
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стальных отливках вследствие неравномерной усадки при осты-
вании. Будем принимать состояние тела б sa начальное при
измерении деформаций под действием каких-либо сил; тогда
мы скажем, что в этом состоянии деформации отсутствуют,
но напряжения не равны нулю. Если теперь снова разрежем
тело по плоскости АСВ, то оно вернётся в прежнее состояние а;

при этом произойдут де-
формации, но напряжения
обратятся в нуль.

Характер и величина
начальных напряжений
обычно нам неизвестны,,
так как они зависят от ис-
тории возникновения те-
ла *); в дальнейшем мы
исключаем их из рассмот-
рения, вводя гипотезу о
естественном состоянии.

тела, т. е. принимая, что при отсутствии деформаций в теле
напряжения в нём равны нулю. Via сказанного ясно, что в этом
случае свободных членов в уравнениях (3.24) не должно быть,
т. е. они должны быть однородными, как это и принято сна-
чала.

Установив вид зависимостей (3.24), можно построить выра-
жение потенциальной упругой энергии W. Сопоставляя зави-
симости (3.23) и (3.24), заключаем, что частные производные
функции W представляют собой линейные, однородные функции
от компонентов деформации

Фиг. 26.

вначит, сама функция W будет однородной функцией второй
степени от этих аргументов. Её можно получить путём инте-
грирования уравнений (3.23), но гораздо проще воспользо-
ваться известной теоремой Эйлера об однородных функциях,
которая утверждает, что если F(x, у, z, . . . ) есть однородная
функция и-й степени, то

„ , . dF , dF a r

nF(x, у, z, . : ; ) = -^-х +-д-

Применяя её к функции W, найдём, что

dW , dW
°хх "t" ~gZ evv "Г • • • "Г Qe

2W = d^-e,

•) Например, в разобранном случае величина напряжений зависит от
равмера сделанного векториального выреза ACBL).
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или, пользуясь (3.23), получим

2W = Xxexx+ . . . (3.28)

Далее с этим выражением можно поступить двояко:
1. Заменить компоненты напряжений их выражениями через

компоненты деформации согласно (3.24); тогда получим нужное
нам выражение W в виде однородной функции второй степени
от компонентов деформации.

2. Решить систему (3.24) относительно
eari> eBU> # * • f ехд

и подставить эти выражения в предыдущее равенство; тогда W
выразится в виде однородной функции второй степени от ком-
понентов напряжённого состояния

Y" V У

В случае изотропного тела пользуемся вместо (3.24) зави-
симостями (3.12) и обратными им зависимостями (3.8); тогда
получаем следующие выражения упругой потенциальной энергии:

1. В функции компонентов деформации

+ e'cv), (3.29)

или
•Ш = (X + 2[х) (е*х + e;v + е\г) +

+ 2Х (ех, едв + еад е„ -$ elz ехх) + а (е' г + е|я + e%v).

2. В функции компонентов напряженного состояния

21V =±[X% + Yl + Zl-2a(XxY, + YtZt + ZtXx) +

+ 2{l+a)0n + Zl + Xl)]. (3.30)

Из (3.29) делаем весьма важное заключение о том что всегда

W>0,

гак как в конце § 11 было показано, что X > 0; р > 0.

• § 15. Упругие постоянные; сокращение числа их
при существовании потенциала упругих сил.

Уравнения (3.24) содержат 36 постоянных коэффициентов
атп, называемых упругими постоянными. Они характеризуют
упругие свойства тега и по своему измерению вполне анало-
гичны модулям упругости Е и G. Чиоло упругих постоянных
тела в общем случае, как видим, весьма велико; однако, оно
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значительно сокращается, еоли существует потенциал упру-
гих сил.

Действительно, возкмём частную производную потенциаль-
ной энергии по какой угодно деформации, например, по е ? в;
на основании уравнений (3.23) и (3.24) имеем

dV
j — = Yp = а 2 1 е х х + а1ше„ + atieZ2 -f a J 4e + ашшехх + a2,e ; c B;

взяв от обеих частей ешё раз частную производную, например,
по е.х, получим

Найдём теперь ту же вторую производную, но, дифференцируя
в обратном порядке:

^!= =i= a \ < 3 - 3 2 )
betx деуу деуу

 5 I

Так как величина производной не зависит от порядка диф-
ференцирования, то, сопоставляя уравнения (3.31) и (3.32),
находим a2i = abt; то же, конечно, можно доказать для любых
двух коэффициентов атп и апт:

атп = апт. (3.33)

Зависимость (3.33), являющаяся следствием существования
потенциала упругих сил, показывает, что в уравнениях (3.24)
коэффициенты, симметричные относительно диагонали, идущей
из левого верхнего угла в правый нижний, попарно равны между
собой. Следовательно, из 3ti упругих постоянных в самом общем
случае будут различными: 6 постоянных

«11. «221 «S3- «44» «55, ««.,

36 — 6 ._

расположенных по диагонали, и —^— = ^> и з остальных по-

стоянных, а всего 6 + 15 = 21 постоянная.
Таким значительным количеством упругих постоянных может

обладать лишь «наиболее анизотропное» тело, обладающее
совершенно различными упругими свойствами в разных на-
правлениях.

• § 16. Изотропное тело.
В физических неизотропных телах (кристаллы) наблюдается

обычно большая или меньшая симметрия строения, благодаря
которой число упругих постоянных значительно сокращается;
мы здесь рассмотрим только случай изотропного тела, упругие
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д ,
на обратное /

/

свойства которого одинаковы во всех направлениях. Для такого
тела уравнения (3.24) не должны меняться при каких бы то
ни было преобразованиях координат. Исходя из этого, легко
сократим число упругих постоянных до 9, если примем во вни-
мание правило о знаке сдвига (§ Ь); из этого правила следует,
что сдвиг (например, еху) сохраняет свою величину, но меняет
внак, если мы направление одной из осей, в плоскости ко-
торых происходит сдвиг,
иаменим
(фиг. 27).

Возьмём, например,
первое из уравнений (3.24)
и ваменим направление оси
Оу на обратное. На ле-
вой части уравнения это,
очевидно, никак не отра-
зится; в правой части пер-
вые три члена (содержа-
щие удлинения) останут-
ся без изменения; рав-
ным образом не изменится пятый член; четвёртый и шестой
члены, сохраняя величину, изменят знак; благодаря этому ра-
венство между левой и правой частью нарушится; этого не
будет лишь в случае alt = 0', alt = 0, т. е. эти два коэффициента
должны отсутствовать. Если бы мы изменили направление оси
Oz на обратное, то таким же путём нашли бы, что й14 = а1(. = 0;
значит, делаем общее заключение, что а ] 4 = а15 = а ] в = 0, т. е.
нормальное напряжение Хх не связано со сдвигами. Благодаря
полной равноправности осей координат в изотропном теле это
заключение относится и к двум другим нормальным напряже-

/

Фиг. 27.

ниям: У„ и Z., т. е. = а?.ъ = а зв — 0- После„ , 24 25 щ ; 31 ?.ъ зв

этого на основании уравненья (3.33) замечаем, что симметрич-
ные коэффициенты последних трёх из уравнений (3.24) обра-
щаются в нуль:

т. е. касательные напряжения не связаны с удлинениями.
Число упругих постоянных сократилось до 12, и уравнения

(3.24) разбились на две независимые группы:

•Ла^еуу+а1гегг; -f аь

• + а*

егх Т a4exV
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Обратимся к последним трём уравнениям. Если направление
оси Ох изменим на обратное, то в четвёртом уравнении изме-
нится знак у двух последних членов; левая часть уравне-
ния при этом не изменится, а потому, как п ранее, заключаем,
что

и далее

Число упругих постоянных сократилось до 12 — 3 = 9, как
и было указано выше:

Yg = < .... . .....
/. = п р. -Х- о, л -I- (1~-й * I

(3.34)
7.x = я 5 5е г х;

Преобразования координат, которые мы до сих пор приме-
няли, сводились к повороту отдельных осей на 180°; теперь
применим поворот осей на 90% в форме замены Оу на Oz, Oz
на Ох, Ох на Оу и т. д. Возьмём первое из уравнений (3.34)
п оси Оу и Oz взаимно переместим. На левой части уравнения,
ввиду изотропности тела, это не отразится; в правой же части
удлинения еп и егг поменяются местами; следовательно, равен-
ство не нарушится лишь при условии: Oi, = olt', аналогично во
втором и третьем уравнениях должно быть а2 1 = в„3>

 а п — азг»
а на основании уравнения (3.30) окончательно: а1г = а13 = агз =
z=azl — a3l — a3i. Заменяя теперь последовательно одну ось дру-
гою и имея в виду, что при этом вид уравнений (3.34) не дол-
жен меняться, придём к выводу, что и

после этого уравнения (3.34) получают вид

1

' J- (3.35)

Таким образом, число упругих постоянных сократилось до трёх:
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Этого результата мы достигли, выполнив требование, чтобы вид
соотношений не менялся при повороте осей координат на 90°
и 180°; однако такого условия недостаточно для обеспечения
ивотропности тела, т. е. полной однородности его во всех на-
правлениях. Поэтому применим ещё одно преобразование коор-
динат, связанное с поворотом осей на произвольный угол.

Длн простоты берём случай плоской деформации, когда
егг = = egz ~ ezx = "•

Тогда ив уравнений (3.35) имеем

Рассмотрим случай простого растяжения в направлении
оси х, когда

v t i x V

Отсюда
е*в = 0; едд=-а£ехх, (3.37)

и первое из уравнений (3.36) даёт

Далее вычислим касательное напряжение Uv по произволь-
ной площадке, наклонённой к плоскости Oxz под углом а; это
можно выполнить двояко: с одной стороны, по второй из фор-
мул (1.13), которая даёт

Uv = Хх sin a cos я = ̂  S i n 2a = S^zflt. exx sin 2а.

С другой стороны, можем воспользоваться последним из урав-
нений (3.36), так как тело предполагается изотропным и, вначнт,
уравнение это справедливо при любом направлении осей коор-
динат:

Сравнивая оба выражения Uv, получим

(eJi ~ aU) exx s ^ 2т. = 2ailaueuv. (3.38)

Теперь установим зависимость между вошедшими сюда ком-
понентами деформации еяХ и euv. Для этого (фиг. 28) в пло-
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скости Оху возьмём квадрат ABCD со стороной, равной еди-
нице. Из опыта известно, что в случае простого растяжения
в направлении оси Ох горизонтальные отрезки удлиняются,
а вертикальные укорачиваются и квадрат примет форму
AiBfifli. Подсчитаем углы поворота сторон квадрата п затем

угол сдвига еи„ как искажение
У прямого угла ABC. Имеем

0.4 = 1 • sin я; 0 5 = 1 • cos а,

далее
ААг = 1 • sines ( — egv);

BBY — 1 • cos a • exx.

Предполагая деформацию ма-
лой, получим с точностью до
малых величин второго по-
рядка

A±At = ААХ cos a =
= 1 • sin a cos a (— egg);

— 1 • sin a cos a • eXX'
С той же точностью подсчитаем угол поворота £5 стороны АВ'

P = AB r — e n n )smacosa.

или

Угол поворота рх другой грани ВС получим из этой же фор-

мулы, заменив а на a — -̂ -:

Искомый угол сдвига будет
е™, = Р - Pi = (в«с - евд) sin 2a,

или на основании (3.37)

Это и есть нужная нам зависимость между ехх и euv; внося
полученное вначение еи„ в (3.38), найдём после упрощения

« и - в м = 2 а и . (3.39)
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Таким образом, между тремя упругими постоянными суще-
ствует линейная зависимость (3.39), показывающая, что среди
них лишь две независимы; третья выразится через них по
уравнению (3.39). Принимая ва независимые alt и а44, найдём

Следовательно, изотропное упругое тело характеризуется
всего двумя упругими постоянными а,, и а4 4. Это и есть те
коэффициенты Ламе, которые мы в § 11 обозначили через X и ц.
Возвращаясь к этим обозначениям: а х , = Х; fl«4 = m а,1 = Х + 2(А
и подставляя это в уравнения (3.35), мы сейчас же приведём
их к виду (3.12) § 11. В результате приходим к выводу, что
уравнения (3.12) непосредственно получаются ив самых общих
уравнений (3.24), если принять гипотезу о существовании по-
тенциала упругих сил и предположить, что данное тело изо-
тропно.



ГЛАВА IV.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
Б ПЕРЕМЕЩЕНИЯХ.

§ 17. Сводка основных уравнений теории упругости.

Обобщённым законом Гука мы закончили вывод всех основ-
ных групп уравнений теории упругости; дадим их ещё раз
в общей сводке и для удобства ссылок в дальнейшем снабдим
их особой нумерацией (римскими цифрами).

А. Ст ат иче ск и е у р а в н е н и я .

1. Дифференциальные условия равновесия (уравнения
Навье) (1.5):

2. Условия на поверхности (1.8):

V ) ; \
YV = Y* cos (VX) + Yy cos (UY) + YZ cos (VZ)\ I (II)

Zv = Zx cos (VX) + Zu cos (VY) + Zz cos (VZ). J

В . Г е о м е т р и ч е с к и е у р а в н е н и я .

3. Связь между перемещениями и деформациями (уравнения
Коши) (2.6):

ди ди> , dv

dv ди , dw

eBg = yy; «и = 5 + & ;
dw _ dv , ди

e" = dz ' б ^ ~" dx "*" dy ' J
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4. Уравнения неразрывности деформаций (уравнения Сен-
Венана) (2.15):

\ дх ду dz ) дх ду'ду* "^ <Э** дх ду '

"Эа»~ "•" Иу^ ~~ dy&z '

z ' ^ ~ d x dyj~ dzdx'dzdx'

С. Ф и з и ч е с к и е у р а в н е н и я .

5. Обобщённый закон Гука (3.8), (3.12):

егг = ^- [Z, - в (X, + Ys)]; ехУ = 1 Х г *

(V)

в. (Va)

(V)

(V'a)

На основе этих групп уравнений можно уже приступить
непосредственно к решению общей задачи теории упругости
о напряа?ениях и деформациях, возникающих в изотропном
упругом теле под действием сил.

Следует ещё раз отметить, что все полученные нами урав-
нения выведены в предположении весьма малых деформа-
ций; это было уже оговорено в § 8 относительно уравне-
ний (III), а следовательно, и (IV); уравнения (I) выведены
для недеформированного состояния тела и также могут
считаться справедливыми лишь в случае весьма малых дефор-
маций.

Уравнения (J)_(V) содержат весьма много неизвестных
функций, выражающих напряжения, перемещения и деформации.
Поэтому следует предварительно выбрать те величины, которые
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мы примем ва основные неизвестные, подлежащие разысканию
в первую очередь и по которым далее можно уже находить
все остальные факторы, характеризующие напряжённое состоя-
ние и деформацию тела.

История развития теории упругости показывает, что вдесь
можно итти двумя различными путями.

1) Принять в качестве основных неизвестных перемещения
точек упругого тела; тогда а каждой точке {х, у, z) тела мы
имеем три неизвестных:

и(х, У> z), v(x, у, z), w{x, у, z), (4.1)

и задача приведётся к разысканию трёх функций'(4.1) причём
надо будет удовлетворить трём условиям равновесия (1); одно-
временно на поверхности должны удовлетворяться условия (II),
содержащие внешние силы (нагрузку):

X V Г7С> •» о» ^я-

2) Принять в качестве основных неизвестных напряже-
ния; тогда в каждой точке тела мы будем иметь шесть неиз-
вестных:

Xx{x,y,z), Yg(x,y,z), Zz(x,y>z), у

Y,(*, У, *), Zx(x, у, z), Хв(х, у, z). J ( 4 ' 2 >

Задача сведётся к разысканию шести функций (4.2); они
должны удовлетворять трём уравнениям равновесия (I); однако,
этих уравнений недостаточно, и придётся привлечь ещё шесть
условий неразрывности деформаций (IV). Одновременно на по-
верхности, как и при первом способе, должны удовлетворяться
условия (II).

Из этих рассуждений видно, что первый способ («решение
задачи в перемещениях») проще с математической стороны, так
как при нём имеется меньшее число неизвестных и приходится
иметь дело с меньшим числом уравнений. Разыскав пере-
мещения (4.1), мы далее по уравнениям (III) без труда
найдём деформации еХх, едд< e.z, едг, е1х, ехд и, наконец, под-
ставляя их в уравнения вакона Гуна (V')> определим напря-
жения:

Y Y 7 V 7 У

В настоящей главе мы рассмотрим способ решения задачи
теории упругости в перемещениях и применим его к несколь-
ким частным случаям.
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§ 18. Уравнения Ламе.

Выпишем дифференциальные уравнения равновесия (I):

71

?1
дх

'£+£+*-•(-»£>
о(-,£)

(I)

уоловпя на поверхности (II):

X, = Хх cos (FX) + Xv cos (IT) + X, cos (VZ);
YV = YX cos (VX) + Yv cos (IT) + Yt cos (VZ);

cos (VX) + Zv cos (УУ) + Zz cos (7Z).
(II)

Zv =

Вое эти уравнения нам придётся преобразовать, выраэив в них
напряжения через перемещения (4.1), принимаемые нами ва
неизвестные С этой целью мы выразим напряжения черев
деформации по закону Гуна (V), деформации же выраэим черев
перемещения по (III). Выбирая в (V') напряжения, входящие
а первое ив уравнений (I), получим

(4.3)

dw ,du\ I

Дифференцируя их, получаем

д*и

~ду
дХ,
~дг

дЬг

дг* '

Внося это в первое из уравнений (I), получаем

(4.4)
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Заметим, что

~ t d y ~ t ~ d z J O x 1

и введем краткое обозначение:

dx^dy^dz* V U-

Это выражение называется оператором Лапласа или лапласо-
вым оператором над функцией и(х, у, z). После этого уравне-
ние (4.4) получит вид

( p!£). (4.5)

Аналогично преобразуем остальные два из уравнений (I); мы
их получим непосредственно из (4.5), делая в нём круговую
подстановку букв (х, у, z) и (и, о, w); приходим к следующей
с и с т е м е о с н о в н ы х у р а в н е н и й т е о р и и у п р у г о с т и
д л я р а з ы с к а н и я п е р е м е щ е н и й :

(VI)

J
Е1сли объёмные силы рХ, pY, pZ отсутствуют, то уравнения

(VI) будут однородны.ми. В случае равновесия, правые части
их равны нулю; деля все уравнения на р. и вводя упругие
постоянные [л. и к (3.15), приведём их к такому виду:

(к

} (VI')

0 j
Уравнения (VI) носят название уравнений Ламе (Lame).

Они дают синтез учений о напряжениях, деформациях и зави-
симости между ними — учений, освещенных в предыдущих трёх
главах. Значит, уравнения Ламе заключают в себе все те пред-
посылки механического, геометрического и чисто физического
характера, на которых основывается теория упругости. Дей-
ствительно, они:

1) выражают условия равновесия каждого элемента тела
(если правые их части равны нулю) или являются уравнениями
движения этого элемента:
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2) содержат геометрические характеристики деформаций
и, v, w и 6;

3) содержат физические факторы X, р. и р, характеризующие
упругие свойства и плотность тела.

Уже из этих соображений можно заранее оценить ту огром-
ную роль, которую уравнения (VI) играют в теории упругости
в смысле возможности при их помощи приступить к решению
ряда весьма важных задач.

Таким же путём преобразуем условия на поверхности (II);
подставляя в первое из них вместо напряжений их выражения
(4.3), будем иметь

X, = Х8 cos (VX) + fi [ g cos(VX) + §£ cos (VY) + g- cos (VZ) ] +

+ (i [-g cos (VX) + % cos (VY) + g cos (VZ)] . (4.0)

Правую часть этого уравнения можем написать проще, если
примем во внимание, что выражение в первых квадратных скобках
представляет собою производную функции и(х, у, z) по нормали
к поверхности тела:

ди_ ди_дх .дидуди dz
W ~TxdV^"dydV • dz"dV ~

Применяя такие же рассуждон ия к двум остальным уравне-
ниям (II), получим окончательный вид условий на поверхности:

d^ cos(FZ)

=X9 cos (7Z)

(Via)

Уравнения Ламе (VI), совместно с условиями на поверх-
ности (Via), позволяют уже перейти непосредственно к решению
задач теории упругости. Если нам удастся проинтегрировать
уравнения (VI) и найти функции и, v и w, удовлетворяющие
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условиям на поверхности в форме (II) или (Via), то, внося пя
в уравнения (III), найдём деформации ехх, . . . ,e^v; внося же
эти последние в уравнения закона Гука (V), найдём напряже-
ния

Интегрирование уравнений (VI) при соблюдении условий на
поверхности (Via) представляет большие трудности. Однако,
при решении многих задач, имеющих практическое значение,
оказывается удобным применять обратный метод, задавая пере-
мещения как функции координат точки (х, у, z) и разыскивая
на основании условий (Via) внешние силы на поверхности те.ха
(нагрузку), которым соответствуют заданные перемещения. Ока-
зался весьма плодотворным также «полу-обратный» способ Сен-
Венана, согласно которому задают часть внешних сил и часть
перемещений и разыокивают остальные факторы из условия,,
чтобы были удовлетворены основные уравнения (VI) и (Via). Оба
эти способа мы рассмотрим на задачах, имеющих практическое
приложение.

§ 19. Продольные и поперечные колебания в неограниченной
упругой среде.

Применим к втой задаче обратный метод, т. е. зададимся
перемещениями, и проверим, возможны ли они в однородной-
упругой среде, другими словами, удовлетворяют ли они урав-
нениям Ламе (VI). Так как мы рассматриваем случай движе-
ния, то перемещения (4.1) (§ 17) должны зависеть не только от
координат точки, но и от времени t.

А. Выберем такие выражения перемещений:

u = u{x,t);
(4.7)

и предположим, кроме того, что объёмные силы отсутствуют,
т. е. что

Так как v — w — Q, то перемещения всех точек происходят
параллельно оси Ох; кроме того, перемещение к не зависит от
у, z; следовательно, если мы (фиг. 29) будем рассматривать
точки, которые при отсутствии движения расположены в плос-
кооти Р, нормальной к оси Ох, то все эти точки будут переме-
щаться одинаково и одновременно; другими словами, плоскость
Р будет перемещаться в нэлравлении оси Ох, не деформируясь.
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Действительно, уравнение плоскости Р в состоянии покоя
будьт х = х0. В любой момент во время движения оно будет
иметь вид х — хо + и, или х — хд-{-и(х0, t). Это попрежнему
плоскость, параллельная плоскости yOz, но расположенная от
уОг на переменном расстоянии, зави-
сящем от времени. Если мы выберем
в нашей упругой среде ряд таких пло-
екостей: Р, Рг, Рг, . • •, то все они бу-
дут перемещаться нормально к Ох,
взаимно сближаясь или удаляясь*);
дальше мы будем иметь в виду лишь
периодические колебания. В этом слу-
чае движение, выраженное уравнения-
ми (4.7), называется однородным про-
дольным колебанием вдоль оси Ох.

Условиям на поверхности (Via) нам
удовлетворять не надо, так как среда Фиг. 29.
предположена неограниченной.

Для проверки возможности колебаний, выражаемых уравне-
ниями (4.7j, подставим их в уравнения (VI). Предварительно
вычисляем

= 0 ;

— 0 d 4 — d i w —— и ; ^ 2 — ̂ г —

Ни
дх' дх~

за
dz~

дги д%

дхdz '

дх.ду

После этого замечаем, что второе и третье ив урявнений
(VI) удовлетворяются тождественно; первое же преобразуется так:

или

где

д*и t дги
(4.8)

(4.9)

•) Так как расстояние d между двумя любыми плоскостями a;=x 0 ии х — хг во время движения вависит от времени t:

d^Xi + u (xlt t) — \хв + и (х0, t)] = хх—х, + и (xlt t)-u (х„, t).
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Отсюда делаем основной вывод: заданное нами продольное,
колебательное движение согласно уравнениям (4.7) возможно,
если функция и (х, t) удовлетворяет дифференциальному урав-
нению (4.8).

В. Выберем теперь такие выражения перемещений:

(4.10)

Пусть объёмные силы также отсутствуют:

В этом случае все перемещения происходят параллельно осп
Oz. Рассуждая подобно предыдущему, легко убедимся, что
все точки любой плоскости Р (фиг. 29) перемещаются одинако-
во и одновременно, оставаясь на постоянном расстоянии от плос-
кости zOy. Если будем рассматривать несколько таких парал-
лельных плоскостей, то они будут перемещаться вертикально.
В случае периодического движения мы будем иметь дело с од-
нородным поперечным колебанием вдоль оси Oz. Проверим воз-
можность таких колебаний; нэ основании уравнений (4.10)
имеем

0=4tt + ? + f = O;
дх ' ду ' dz '

значит, объёмных деформацпй нет. Далее,

дх ду dz ' '

„ d*w <92:< дЬ: л

дх* ' дР-~~ дР

При этих условиях первое и второе из уравнений (VI) удо-
влетворяются тождественно; третье получает вид

d*w __ дгл>

или

где

Ь 2 = ^ . (4.12)

Значит, колебание (4.10) возможно, если функция w(x, t) удо-
влетворяет дифференциальному уравнению (4.11). Замечаем,.что
уравнения (4.8) и (4.11) имеют совершенно одинаковый вид и
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равнятся только величиной постоянного коэффициента [ср.
формулы (4.9) и (4.12)].

С. Рассмотрим частный случай гармонических колебаний.
Для продольного колебания зададим функцию и {х, t) [ср. урав-
нения (4.7)] так:

Внося это выражение в уравнение (4.8) и произведя сокра-
щение, получаем

1

или

(4.14) /

/

А

/

У
f

Щ

ж.

1 •»• V— if

ФИГ. 30.

Следовательно, колебание (4.13)
возможно в неограниченной
упругой среде, если параметры
I и Т удовлетворяют соотноше-
нию (4.14).

Параметр А (амплитуда колебания) остаётся произвольным.
Параметр Т есть период колебания; действительно, если мы
оставим х постоянным (т. е. всё время будем рассматривать
одну и ту же плоскость Р на фиг. 29), а времени t дадим при-
ращение Т, то отклонение и согласно уравнению (4.13) не из-
менится.

Параметр I есть длина волны. Геометрический смысл его
проще всего уяснить, рассматривая относительное удлинение

ехх = д-х =
 А— c o s 2 - f - L — r J . (4.15)

Оставим время t постоянным, т. с. будем рассматривать
всевозможные плоскости Р (фиг. 29) в некоторый определённый
момент. Так как ехх выразилось в виде периодической функцпи
от х, то формула (4.15) показывает, что если абсциссе х дадим
приращение I, то получим новую плоскость Р, в течках кото-
рой сХх имеет ту же величину; будем, например, рассматривать
min eX7.; это будет в тех местах, где в данный момент t имеет-
ся наибольшее сгущение плоскостей Р (фиг. 30); расстояние
между этими точками, как сейчас указывалось, равно I;
поэтому I и называется длиной волны. Величина наибольшего
сжатия (расширения) согласно уравнению (4.15) получится.

х2СЛИ ПОЛОЖИМ

с о 8 2 * ( - i - А ) =
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ИЛИ

где т — целое число.
Из уравнения (4.13) видим, что абзцисса х этой точки рав-

номерно перемещается с течением времени t\ скорость атого
движения равна

v = — --1
v dt~T '

Это есть скорость распространения волны. На основании урав-
нения (4.14) имеем

(4.17)

Делаем вывод из предыдущего исследования: заданное гармо-
ническое колебание (4.13) возможно в однородной упругой среде.
Амплитуда А произвольна; длина волны I и период колебания
Т могут быть также различны, но скорость распространения

продольной волны F = ™-, согласно уравнению (4.17), есть величи-
на постоянная, зависящая от коэффициентов упругости X к
Р, а также плотности р среды.

Рассматриваемые нами продольные колебания есть так назы-
ваемые 8вуковые колебания, так как при

Т&сек>Т>Шоосек

эти колебания воспринимаются ухом, как звук. Формула (4.17)
важна тем, что она даёг скорость распространения звука в твёр-
дом теле неограниченных размеров. Так как, вместе с тем, фор-
мула (4.17) даёт скорость распространения продольной дефор-
мации ехх [ср. формулу (4.15)], то продольные деформации
распространяются в упругой среде с вполне определённой ско-
ростью, равной скорости звука.

§ 20. Общее решение уравнения колебаний.

Мы рассмотрели лишь случай гармонического продольного
колебания по закону (4.13); однако, в упругом теле возможны
колебания самого разнообразяэго вида. Действительно, самое
общее решение уравнения (4.8) будет

(4.18)

где tp и Cf — произвольные функции; подставляя это выражение
в уравнение (4.8), убедимся, что оно тождественно удовлетво-
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ряетвя. Легко видеть, что правая часть уравнения (4.18) выра-
жает два колебания, распространяющихся в стороны положи-
тельной и отрицательной осей Ох со скоростью а.

Возьмём, например, частное решение
м = <р(х — at). (4.19)

Если независимые переменные х и t свяжем условием

x — at = C <4.20)

(ср. равенство (4.16)]. то получим: м = < р ( £ ) = = п о с т о я н н а я > Урав-
нение (4.20) указывает, что точка с данной постоянной величи-
ной отклонения и перемещается равномерно со скоростью

Вообще можно заметить, что уравнение (4.13) есть частный
случай уравнения (4.19); дейзтвательно, его можно переписать
так:

2г I

u = A sin -j- {х — at), где а,= -^ •

Аналогично, частное решение и = ф (х-f- at) соответствует коле-
банию, распространяющемуся по направлению отрицательной
оси Ох с тою же скоростью.

Окончательное заключение: скорость распространения про-
дольного колебания в однородном упругом теле постоянна и
выражается формулой (4.17). Закон колебания может быть про-
извольным благодаря произвольности функций <р и ф в общем
решении (4.18) уравнения (4.8).

Соображения эти справедлива, конечно, и в отношении ура-
внения (4.11) поперечных колебаний.

Общее решение его такое: w — 9 (ж — Ы) + <]> (х -J- Ы). Здесь Ь
есть скорость распространения поперечных колебаний. Рассмот-
рим частный случай гармонического поперечного колебания:

где

(4.21)

Здесь Zx —длина волны поперечных колебаний (фиг. 31); 7\ — пе-
риод колебания. Как и в случае продольных колебаний, найдём,
что скороогь распространения колебания [ор. формулы (4.21)
ш (4.12)]

(4.22)
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Сравнивая уравнения (4.17; и (4.22), видим, что

Vt <\V\, (4.23)

т. е. скорость распространения поперечных колебаний менее
скорости распространения продольных. Отношение их будет

1--2о
2 — 2с

(4.24)

и зависит только от упругих постоянных среды.
7 На основании уравне-

У ний (III) § 17 и (4.10) за-
ключаем, что поперечные-
колебания сопровождаю-
тся сдвигом

*~х dw

-*•—е -

Фиг. 31.

Сдвиг этот распростра-
няется в упругой среде
со скоростью, выражаемой

формулой (4.22). Из формул (4.23) и (4.24) следует, что по-
перечные деформации (сдвиги) в изотропной упругой сре-
де распространяются значительно медленнее, чем продольные
деформации. Действительно, если в (4.24) положим, например,

о = -„-, то получим
о

-Л/
 1 3 - 1

Самые скорости У и Vlt как известно, весьма велики; вычислим,
например, скорость распространения продольных колебаний для
стали; согласно (4.14), имеем

F = a =
L — 2 о+2

/ ц 2(1-°) /О?
У р 1-2с ~~ У 7

1 - е

о ) ( 1 - 2 е )
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Для стали Е — 2- 10s кг/см2; р = ^ЖдвГ к г / с л * ' о = 0,3; подстав-

ляя это в предыдущую формулу, получим

= 580 000 см/сек = 5800 м\сек.

Необходимо заметить, однако, что при столь значительной ско-

рости упругих волн, скорости самих частиц тела -.̂  , ч>- , L

остаются очень небольшими.

§ 31. Продольные колебания стержня. Метод Фурье.

Рассуждения предыдущих параграфов относились к неограни-
ченной упругой среде, т. е. к среде, распространяющейся беопре-
дельно в направлении всех трёх осей координат. Если мы будем
рассматривать тонкий цилиндрический стержень (фиг. 32, а), те
колебания его будут ,
протекать несколько
иначе, чем для нео- — 4 - ) {Л >-х
граниченной среды; х~
например, при про- 6>i
дольных колебаниях ~ ^ г дх •,
поперечные размеры X-F-< ^J \rj >-^xT+~-dx^F
его будут изменяться
вследствие продоль-
ных удлинений ехх;
следовательно, кроме
основных перемещений и вдоль оси Ох появятся побочные
поперечные перемещения v и w, и явление значительно услож-
няется. Однако, в случае тонкого стержня можно без особой ошибки
пренебречь поперечными деформациями и тогда легко вывести
дифференциальное уравнение продольных колебаний такого
стержня.

Выделим (фиг. 32, б) из стержня элемент длиною dx и дей-
ствие отброшенных частей заменим силами

-XXF и
X

где F — площадь сечения стержня. Масса выделенного элемен-
та равна pFdz, и уравнение движения его будет

% a § (4-25)
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•ЛИ

д*идХх ^ч

Так как мы предполагаем в стержне лишь простое растяжение
или сжатие, то по закону Гуна имеем

а следовательно,

дх ~~ Эх1

Внося это выражение в уравнение (4.25), получим

где

а\ = - . (4.27)

Уравнение (4.26) отличается от уравнения (4.8) для неогра-
ниченной среды лишь постоянным коэффициентом [ср. формулы
(4.9) и (4.27)]; различие обусловлено тем, что в случае неогра-
ниченной среды мы предполагали отсутствие поперечных пере-
мещений v и w и соответственных деформаций, а это, в свок>
очередь, вызывает появление поперечных напряжений YB и ZT;
в случае же стержня этих напряжений нет. Уравнение (4.27)
даёт вопможность вычислить модуль упругости стержня Е, зная
его плотность р и скорость распространения звука в нём аг.

Общий интеграл дифференциального уравнения (4.26) имее-
прежнюю форму (4.18)**), однако, при решении частных задач
чаще всего пользуются интегрированием уравнения (4.26) в ря-
дах Фурье. Для этой цели напишем уравнение в общей форме:

д*и „д*и ,, п о .

где а = а, Ь, аг в вависимости от характера решаемой задачи.
Постараемся найти частный интеграл уравнения (4.28) в форме

и = ХТ, (4.29)

•) Это рагенство, очевидно, совпадает в рассматриваемой задаче с пер-
вым ив уравнений Навье (I).

•*) Он найден Даламбером для струны, уравнение поперечного колеба-
ния которой имеет тот же вид (4.8).
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где А' —функция одной переменной х, 7'— функция одной пере-
менной t. Подставляя это в уравнение (4.28), найдём

Х*Т_ 1 у ЛГ
at* ax '

или, разделяя переменные:

"asf d?" = JT Ж?" * (4.30)

Левая часть этого уравнения зависит только от t, а правая
только от х; но так как обе эти переменные независимы, то уравне-
ние (4.30) может быть удовлетворено тождественно только в том
случае, если левая и правая части его в отдельности равны
одному и тому же постоянному числу; назовём его черев—X2;.
тогда уравнение (4.30) разлагается на два обыкновенных диф-
ференциальных уравнения:

1 F ~ ~~Кл1; d x * ~ к л %

Общие интегралы их
Т — A cos Xa* + В sin lat;
X = С cos Ха; -f-jDsin Xx.

Подставляя это в уравнение(4.29), получим частное решениеура-
внения (4.28)

и = (A cos ~ka.t + В bin \at) (С cos Kx + DeinXx). (4.31)

Меняя здесь А, В, С, D, X, получим сколько угодно частных
решений. Так как уравнение (4.28) линейное, то сумма всех таких
частных решений также будет удовлетворять ему, и мы получим
решение его в виде ряда

и = 2 (А c o s ^ a * + В sin Xat) (С cos Xz + D sin Xx); (4.32)

в каждом члене этой суммы А, В, С, D, X могут иметь свои
особые значения; число членов ряда не ограничено.

Входящие сюда неопределённые постоянные следует искать
из граничных и начальных условий стержня. Ход рассуждений
поясним на простом примере. Пусть мы имеем стержень дли-
ною I, заделанный нижним концом и совершающий продольные
колебания. Заделка нижнего конца даёт условие: при любом t
и при х = 0 и = 0 . Для удовлетворения его в уравнении (4.32)
следует, очевидно, положить
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тогда

u= '%(Acosl7.t + Bsin\7.t)ain\x*). (4.33)

Предположим, что верхний конец стержня свободен, и потому
да _ ,, „

при х = 1 удлинение равно е,
х
 = ̂ - = 0 в любой момент време-

ни t. Имея это в виду, из уравнения (4.33) получим cos \l = 0.

Отсюда
-, j it . i n

— у , ИЛИ . = ~t ,

где i может быть равно любому нечётному числу i = l, 3, 5, ...
. . ., со, и потому

оо
*W* I A iT- л i т% in л\ • i^ it о/ \

u — Z. (. -̂< c o s ^а^ +JDiSin ~а« J sin —ж. (4.о4)

Для определения произвольных постоянных At и Bj необхо-
димо задать состояние стержня в начальный момент, например,

при t—О, т. е. указать перемещения и и скорости-^ всех то-

чек стержня в этот момент; пусть

sd<i\~°_ * ' j (4.35)

Но
со

ди Tid 1±л Г . . . iiz . JJ • in *\ . in .. «p.
dt 11 Jml V. l 21 21 J 2i ' * ' '

i = l , •', 5 . . .

На основании уравнений (4.34) и (4.36) условия (4.35) дают

Ь 1) (4.37)
i=i •>

Задача свелась к разложению функций f(x) и <р (ж) в ряды
Фурье, стоящие в правых частях уравнений (4.37), т. е. к ра-

*) Постоянную D, очевидно, можем опустить без вреда для общности
решения, так как, внося её в скобки, получим в них опять лишь две
постоянные AD и ВО.
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зысканию коэффициентов Ai и Bt этих рядов. Коэффициенты эти,
как известно, выражаются формулами Эйлера и в данном слу-
чае имеют такие значения:

j

-I )

Изложенный здесь способ «легко приводит к цели в случае
свободных колебаний стержней. При исследовании вынужден-
ных колебаний, а также поперечных колебаний стержней под

Фиг. 33.

периодически меняющейся или под движущейся нагрузкой
задача значительно осложняется.

Общая теория колебаний упругого тела находит большие
приложения в сейсмологии при изучении колебаний земной
коры; не углубляясь в этот вопрос, отметим только, что обна-
руженное нами постоянство скоростей продольных и поперечных
колебаний позволяет по записи колебаний на сейсмической стан-
ции (сейсмограмма) определить расстояние центра землетрясе-
ния от станции; поперечные колебания, как мы видели, рас-
пространяются медленнее продольных и доходят до станции
позднее; на фиг. 33 показана часть сейсмограммы землетрясе-
ния в Малой Азии 9 февраля 1909 г., записанная на Пулков-
ской обсерватории *); здесь точки Р и S показывают моменты
прихода первых продольных и первых поперечных волн. Зная
промежуток времени PS и скорости обоих видов волн, можно
найти искомое расстояние. В §§ 56 и 57 главы IX даны допол-
нительные свс-дения о распространении упругих волн.

*) Чертёж заимствован из курса геологии проф. Иностранцела.



ГЛАВА V.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
В НАПРЯЖЕНИЯХ.

§ 22. Простейшие задачи;

В § 17 уже было отмечено, что если мы по заданным внеш-
ним силам хотим непосредственно найти в упругом теле напряже-
ния

то условий равновесия (I):

~дх^~~ду~^"дТ^~?

для этой цели будет недостаточно, так как число неизвестных
(5.1) превышает число уравнений (I); шитому придётся привлечь
зщё условия неразрывности деформаций (IV). В дальнейшем для
этой цели уравнения (IV) мы преобразуем, подставив в них
вместо деформаций напряжения [по уравнениям (V) § 17].

Теперь же мы рассмотрим тот частный случай, когда напря-
жения (5.1) выражаются функциями первой степени (ллыейными)
от координат точки или оказываются постоянными числами.
На основании уравнений (V) легко видеть, что вторые производ-
ные от деформаций выражаются всегда линейными функциями
от вторых производных напряжений (5.1), например:

ду* ~Е
1 Гд*Хх SVYy frZ.N-1.

Е \ ду* \^ ду* ̂  ду* J J '

dxdz~~G дхдз ' Д>

Так как в нашем случае напряжения являются линейными
функциями от х, у, z, то все вторые производные от пеформа-
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ций обратятся в нуль; значит, все условия неразрывности (IV)
будут удовлетворены. Остаётся лишь удовлетворить уравие
виям (I) и условиям на поверхности тела (II):

Xv = XjQ* (VX) + Zpoos {VY) + Xz cos (VZ);

g

Zv = Zx cos (VX) + Zv cos (VY) + Zz cos

(VZ);
(VZ). j

Задачи рассматриваемого рода называются простейшими зада-
чами теории упругости. Мы сейчас рассмотрим три та-
ких задачи.

§ 23. Кручение круглого стержня.

При решении этой задачи в сопротивлении материалов исхо-
дят иа гипотезы, что
плоские поперечные
оечения стержня оста-
ются пл о ски м и, и
отсюда находят, что
во всех точках этих
сечений возникают
только касательные
напряжения

t = ^r, (5.2)

направленные нор-
мально к радиусу г Фиг. 34.
данной точки. Разла-
гая напряжение (5.2) на составляющие, параллельные осям Ох
а Оу, находим (фиг. 34)

A z = — f sin я; Yz = t cos а; (5.3)

v х

£ша = --; cos а = - ,
Далее, угол закручивания стержня на единицу длины выра-
жается так:

^ Л 1 . (5.4>
Оююда легко найдём, что t—G^r. Внося всё это в формулы
(5.3) и предполагая, что остальные из составляющих напряже-
ний (5.1) обращаются в нуль, приходим к такой системе напря-
жений:

( '
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Проверим, возможна ли эта система напряжений с точки
зрения теории упругости. Так как напряжения (5.5) являются
функциями не выше первой степени от координат точки, то дан-
ная задача относится к простейшим; поэтому придётся только
удовлетворить уравнениям (I) и проверить по условиям на по-
верхности (II), соответствуют ли напряжения (5.5) условиям
задачи о кручении. Подставляя данные из уравнений (5.5)
в уравнения (I), найдём

следовательно, напряжения (5.5) возможны при условии отсут-
ствия объёмных сил (например, собственного веса стержня).

Далее переходим к условиям на поверхности стержня. Легко
видеть (фиг. 34), что на боковой поверхности всюду cos(F2) = 0;

cos {VX) — cos a = x/r; cos (VY) —• sin a = у jr.

Подставляя отсюда и из уравнений (5.5) данные в уравнения
(II), найдём, что

Хв = 0; Уо = 0; Zo = 0,

т. е. боковая поверхность свободна от нагрузки.
На концевом поперечном сечении имеем

Внося отсюда и из (5.5) данные в (II), имеем

Следовательно, здесь приложены (как и во всяком другом
поперечном сечении) только касательные силы. Равнодействую-
щая их имеет следующие проекции на оси Ох и Оу:

так как начало координат помещено в центре тяжести сечения.
Следовательно, силы, приложенные к концевому сечению, при-
водятся к паре; значит, мы действительно имеем задачу о круче-
нии стержня.

Момент крутящей пары вокруг оси Oz равен

М:= \ \ (Xzy-Yzx) dF= -С* \ \ (x* + y*)dF= -Gx77 p .
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§ 24. Принцип Сен-Венана.

Сделаем одно важное замечание. Мы ПОКЭЗРЛИ, что система
напряжений (5.5) соответствует кручению круглого стержня; одна-
ко, мы не вправе сделать обратное заключение, что при кручении
круглого стержня всегда получается система напряжений (5.5).

Действительно, формулируя задачу о кручении, мы лишь
указываем, что к концевому поперечному сечению приложена
пара сил; однако, такого указания недостаточно, так как эта
пара может быть осуществлена самыми разнообразными способами,
т. е. напряжения, приводящиеся к паре, могут быть различно
распределены по точкам сечения. Система напряжений (5.5) полу-
чается при вполне определённом способе осуществления крутя-
щей пары, указанном формулами (5.6); при другом способе при-
ложения крутящей пары получится и другая система напряжений
в стержне.

Эти соображения будут справедливы и по отношению ко
многим другим задачам; они показывают, что в сопротивлении
материалов мы формулируем задачи очень схематично, задавая
иногда не силы, приложенные к телу, а лишь равнодействующие
этих сил (например, «сжатие стержня двумя силами» или «изгиб
парой сил» и т. д.). Каждаятакая формулировка при более точном
методе решения приводит ко множеству довольно разнообразных,
задач.

Однако Сен-Венан высказал весьма важный общий принцип,,
показывающий, что во всей бесчисленной совокупности задач,
обнимаемых такой общей схематической формулировкой, есть,
много общих черт; принцип этот указывает, что в точках твёрдого
тела, достаточно удалённых от мест приложения внешних нагру-
зок, напряжения весьма мало зависят от детального способа
осуществления этих нагрузок; например, для только что решённой
задачи о кручении принцип Сен-Венана говорит, что в точках
стержня, достаточно далёких от концевых поперечных сечений,
напряжения при скручивании почти не зависят от способа при-
ложения крутящих пар и мало меняются при изменении этого
способа. Но, конечно, у концов стержня способ приложения
крутящих пар существенно влияет на характер и величину напря-
жений.

Принцип Сен-Венана вытекает из следующего предварительного
положения, теперь уже достаточно доказанного рядом решений
теории упругости.

Если к какой-либо части тела А (фиг. 35) приложена уравно-
вешенная система сил, то она вызовет в этом теле напряжения,
очень быстро убывающие по мере удаления от части А.

Фиг. 35 поясняет это положение на частном случае стержня,
который сжимается клещами, осуществляющими уравновешенную
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спстему сил. Очевидно, как бы ни были велики эти силы (на-
пример, при перерезании клещами проволоки), они почти не вы-
зовут напряжений вне небольшой области А, очерченной пунк-
тиром.

Приняв это положение, мы путём простого статического пре-
образования перейдём от него к высказанному выше принци-

пу Сен-Венана. Необходимые
для этого рассуждения про-

_- делаем снова на конкретном
| I л • \ примере (фиг. 36, а, б) бру-

са, изгибаемого в одном слу-
чае силой Р, подвешенной
на конце бруса снизу, а в
другом—такой же силой, но
давящей сверху.

Очевидно, что напряжения в области А будут весьма различны
для этих двух случаев, но легко понять, что вне области А разли-
чие будет невелико.

Действительно, присоединим сюда временно третий случай
(фиг. 36, в), добавив к случаю а две равные противоположные

Фиг. 35.

I Т '

п)

А

в)
Фиг. 3R.

силы Pt и Рж, причём по абсолютной величине все три силы оди-
наковы: Pl==Pt=P.

Замечаем, что случай в отличается:

от случая а уравновешенной системой сил Pv Pt,
» » б » » » Р, Рж.

Однако эти уравновешенные системы, согласно высказанному
выше принципу, не вызовут почти никаких напряжений вне малой
области А; следовательно, вне этой области случай в даст для
напряжений весьма малое отличие от случаев а и б; значит,
случаи а и б между собой также почти не будут различаться в смыс-
ле напряжений вне области А, а это и надо было доказать.
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§ 25. Окончание задачи о кручении круглого стержня.

Закончим задачу о кручении круглого стержня п найдём
перемещения его точек.

Внося напряжения (5.5) в закон Гуна (V) (§ 17), получим
деформации; затем заменяем деформации их выражениями через
перемещения по уравнениям (111) (§ 17) и получаем такую систему
уравнений:

да
™ > (5-8>

Интегрируя уравнения (5.7), имеем

u = f(y, z); v = m(x, z):
(5.9)

где /, <р, <т> —произвольные функции; вид их определим пз урав-
нений (5.8), которые на основании (5.9) получают вид

Постараемся путём дифференцирования исключить из этих
уравнений поочерёдно функции /', ip> tyi например, дифференци-
руя уравнения (5.10), (5.11), (5.12), имеем

&4i Qty ЭЧ (

—- — = Q* —— = О* = 0" I
ox ' dx* ' dy* ' ^

Продифференцируем уравнения (5.11) и (5.12) ещё так:

ду дх "т* дг Эх ~ Xj дГду ~*~дх ду = Т*

Складывая эти уравнения и принимая во внимание (5.10), имеем

°*'- = 0. (5.14)
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Вычитая же эти уравнения,получаем

|_(^-f)=2,, (5,15)
dz \ дх ду / » '

и так как на основании (5.10)
д, _ _д±
ах~ ду'

то из уравнения (5.15) имеем

Собирая результаты (5.13), (5.14) и (5.16) попарного исключения
функций /, ш и <j>, получаем следующую таблицу вторых произ-
водных этих функций:

Предыдушие выкладки имели целью получение именно этой>
более простой системы уравнений взамен (5.10) — (5.12); на осно-
вании её легко установить теперь общий вид функций /, со и С»;
действительно, последние три уравнения показывают, что функ-
ция <!• будет первой степени от а; и у; первая и вторая строки
показывают, что / и <р должны быть второй степени (соответ-
ственно от у, z и от х, z), но не должны содержать квадратов-
неременных; поэтому на основании уравнений (5.17) и (5.9)
легко напишем

/ = -zyz + ay + bz +
I (5.18)

Функции (5.18) являются общим решением уравнений (5.17);
эти последние получены как следствие уравнений (5.10) — (5.12)
помощью дифференцирования. Поэтому порядок их выше порядка
последних; значит, не всякое решение уравнений (5.17) будет
удовлетворять уравнениям (5.10) — (5.12). Например, из диф-
ференциального уравнения

dy — п
dx

дифференцированием получим уравнение
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Общее решение последнего

удовлетворит первому лишь при условии С ^ О . Поэтому необ-
ходимо установить, какие из решений (5.18) удовлетворяют урав-
нениям (5.10) —(5.12).

Подставляя функции (5.18) в уравнения (5.10) —(5.12), уста-
новим следующие соотношения:

xz-\-d—

= — ту,

или
d = — a ; h= — e; g = — b,

и затем имеем окончательно:

в = / = — iyz + ay + bz + с, ~\
v — <f — -zxz — ax + ez + f, I (5.19)
w = ty = — bx — ey-\-k. I

В полученные выражения перемещений (5.19) вошло шесть
произвольных постоянных; наличие их здесь легко объяснить.
Действительно, в § о мы условились закрепить исследуемое
упругое тело, чтобы исключить его движение, изучаемое в меха-
нике абсолюгно твёрдого тела и названное выше, в конце § о,
жёстким смещением; однако, в настоящей задаче мы ещё не
осуществили такого закрепления; линейные трёхчлены в фор-
мулах (5.19) указывают, что пока ещё сохраняется возможность
поворотов всего бруса вокруг осей координат на произвольные
малые углы — 2е, —26, —2а и поступательных смещений его
с, /, к вдоль этих осей [ср. формулы (2.11)].

В сопротивлении материалов мы задаём условия закрепления
лишь схематически, говоря, например, что «закреплено крайнее
сечение»; здесь же зададим это условие точнее: закрепим центр
сечения z = 0, поставив требование, чтобы

при x = y = z = 0 1

} (5'20)

Однако, это условиэ нздозтаточно, так как, несмотря на него,
стержень может вращаться вокруг начала координат (фиг. 37);
чтобы устранить возможность эгих вращений, потребуем ещё,
чтобы два из трёх элементов dx, dy и dz у начала координат О
оставались неподвижными. В § в [см. формулы (2.3) и (2.4)] мы
уже получили выражения углов поворота элементарных отрез-
ков; пользуясь ими, выражаем нужные нам условия.
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а) Отревок dz неподвижен

при х

б) Отревок dy неподвижен в плоскости Оху

при x=y—z=0 ~^=0.

= г = 0 - = 0; - = 0.

[гл. V

(5.21)

(5.22)

Легко сообразить, что поставленных условий (5.20), (5.21)
и (5.22) достаточно для вакрепления стержня против жёсткого

.. смещения его. Применяя эти усло-
0 </х.Л _ , в и я к уравнениям (5.19), получим

и потому
ц = — xyz; \
v = -zxz; J.

w = 0. J
(5.23)

Последнее уравнение подтверждает гипотезу о том, что пло-
ские поперечные сечения круглого стержня при кручении оста-
ются плоскими.

§ 26. Чистый изгиб вривматЕческого стержня.

При решении этой задачи (фиг, 38) в сопротивлении л:атерка-
дов мы приходим к таким выражениям напряжений:

Z = ——• 1

Проверим, возможна
ли система напряжений
(5.24) с точки зрения те-
ории упругости и соот- у
ветствуют ли эти напря-
жения чистому изгибу.

Подстановкой функций (5.24) в уравнения равновесия (I)
убедимся, что они удовлетворяются при отсутствии объёмных
сил. Уравнения неразрывности (IV) (§ 17) будут удовлетворены.
Для условий на боковой поверхности стержня имеем всюду

Фиг. 38.

cos(VZ)
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Подставляя это и (5.24) в уравнения (II), найдём, что боковая
поверхность свободна от напряжений.

Усилия на концевом сечении В приводятся в паре сил*) о

моментом

Значит, напряжения (5.24) возможны и соответствуют чистому
изгибу. Переходим к определению перемещений. Подставляя
напряжения (5.24) в закон Гука (V) и полученные оттуда дефор-
мации в уравнения (III ) , приходим к системе уравнений

да ах dv__ax dw х ,~ ^г .
дх~У' ду~У> dz У ' (O.ZD)

dw , d v n d u d w r . d v d u n / r . „ c .
dy- + dz = 0> Ъ1 + Тх = °> dx+dy = °- ( 5 - 2 6 )

Интегрирование их ведём тем же порядком, как в предыдущем
параграфе. Из равенств (5.25) находим

ахг

(5.27)

Вид функций /, в и <]) находим при помощи уравнений (5.23):

у+ *?(*> У')-

|? + |- = - -
дх ' ду р

Дифференцируя эти уравнения, находим

(5-30)

р
Далее дифференцируем равенства (5.29) и (5.30) так:

л. д ч -
~rdydz~ду dz ~tdxdy~ U ' дх dz ~rdydz

Складывая эти уравнения, имеем

Г +
дх \dz ^ду

*) Предлагаем читателю убедиться, что равнодействующая сил Z, dF
равна нулю.
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dydz

[ГЛ. V

Вычитая те же уравнения, получим

но из уравнения (5.28) имеем ~'=—-?, а потому

дхду " '

Собирая эти результаты, имеем

р ' dydz '

- п
дхду

Отсюда легко устанавливаем вид функций /, <р и

(5.31)

подставляя эти значения в уравнения (5.23) — (5.30), имеем

= О, т. е. h= —e;

= j , т . е . g=—b;

=-eJlt т . е . d = - a .
? Р

Принимая это во виимание и ваося из уравнений (5.31) в урав-
нения (5.27), получим

(5.32)

xz

— — Ьх — еу-\-к.

Для определения оставшихся произвольных постоянных оста-
ётся осуществить закрепление стержня в левом его конце
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(фиг. 38). Закрепим прежде всего центр сечения, поставив
условием, что при

x==y = z = O; и = 0; v = 0; w = 0;

на этом основании из уравнений (5.32) находим

Далее закрепляем элемент оси стержня dz, устранив его пово-
роты в плоскостях Оху и Oyz, т. е. поставив условия, что прп

Наконец, остаётся устранить вращение стержня вокруг его оси;
для этого закрепим, например, элемент dx оси Ох против пово-
рота в плоскости Оху} т. е. потребуем, чтобы при

Из всех этих условий находим, что а = Ь = е = О и получаем
окончательные выражения перемещений:

, = 7 ; ' > (5-33)

I

Всякая точка стержня (х1г ylt zx) после деформации пере-
ходит в новое положение:

х = х 4-и — х 1 *1+ "(*!—У!) .

2 2 1 + 4У = 2 1 .

Д л я точек оси стержня {х — у = 0) получаем

v = w = Q; Л
z* > (5.34)

Ц = = ^ ; J
это есть уравнение изогнутой оси стержня.

Возьмём какое-либо плоское сечение стержня 2 = ze. Новая
координата z любой его точки после деформации будет
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но по уравнениям (5.33) имеем:

[гл. V

Следовательно,
(5.35)

Это уравнение плоскости, параллельной оси Оу (фиг. 39);
ему удовлетворяют все точки сече-
ния z = za после деформации. Следо-
вательно, плоское поперечное сече-

_. ние остаётся плоским после дефор-
мации.

Уравнение (5.35) перепишем так:

Фиг. 39. S - - (5.33)

Угловой коэффициент здесь будет tg ^ = — . Тангенс угла

наклона касательной к оси (5.34) в точке z = z0 равен

» * • = ( £ ) . - , . = t - ( 5 3 7>

Таким образом, имеем (фиг. 39)

•У t g a - t g p = — 1 .

Следовательно, плоское сечение (5.35) после
изгиба остаётся нормальным к оси, и гипоте-
за плоских сечений в случае чистого изгиба оп-
равдывается полностью.

Рассмотрим ещё частный случай стержня
прямоугольного сечения (фиг. 40, а) и иссле-
дуем искажение контура его поперечного се-
чения. Вопрос этот представляет интерес для
дальнейшего.

Боковая сторона его до изгиба опреде-
ляется уравнениями

± ;

после деформации эти уравнения перейдут в такие:

, Ъ . . Ъ . ахЬ , *
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Получились два уравнения первой степени относительно х, у, z;
следовательно, боковые стороны после изгиба остаются прямыми.
Ив уравнения

, ab , Ь

видно, что (фиг. 40, б)

tgY = - | - . (5.38)

где у —угол между проекциями начального и деформированного
положений боковой стороны на плоскость Оху. Переходимположени р у
к верхней и нижней сторонам, имеющим уравнения

z = zt;x=

После изгиба их уравнения будут

= zt;x=±~ .

Первое из этих уравнений — второй степени, а второе — первой
степени относительно х, у, ъ. Следовательно, верхняя и нижняя
стороны обращаются в плоские кривые. Первое уравнение даёт
нам проекцию этих кривых на плоскость Оху

*-± *+$ + "-$?, (5.39)

Это есть уравнение двух парабол (верхняя и нижняя стороны).
Радиус кривизны изохнутсй оси (5.34) и радиус кривизны
ларабол (5.39) приблизительно равны соответственно

Р и т •

Уравнения (5.34) и (5.39) приближённы, так как в выраже-
ниях деформаций нами были отброшены конечные малые вели-
чины высших порядков [ср. § 6, формулы (2.3) и (2.4)]. При
более точном решении кривые (5.34) и (5.39) будут окруж-
ностями с радиусами

р и -£- .

Искажённая форма контура сечения показана на фиг. 40, б.
Верхняя уширенная часть соответствует сжетым продольным
волокнам, а нижняя —растянутым.
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§ 27. Растяжение цилиндра под действиеи собственного веса.

Пусть мы имеем (фиг. 41, а) цилиндр произвольного попе-
речного сечения, подвешенный верхним основанием и растя-
гиваемый собственным весом. Легко убедиться, что данной

2 z задаче соответствует
такая система напря-
жений:

Фиг. 41.

ного веса. Далее, при z = 0 получаем

Хх = Yg = 0; Zz = P g Z ;

(5.40)

Подставив в уравне-
У ния (I) эти выраже-

ния, найдём,что X =
= У = 0; Z=-g.

т. е. мы действи-
тельно имеем задачу
о действии собствен-

т. е. нижнее основание свободно от нагрузки: внося значения
(5.40) в уравнения (II), убедимся, что боковая поверхность ци-
линдра также свободна от нагрузки. Перемещения разыскиваем
совершенно так же, как и в двух предыдущих задачах.

На основании (III) и (V) получаем систему дифференциаль-
ных уравнений

ди, opf dv opf

di^-T2' Щ Ж v ( б 4 1 )

ди dv dv

(5.42)

Интегрируя уравнения (5.41), получаем

w = •

(5.43)
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Внося это в уравнения (5.42), получаем уравнения для оты-
скания /, <р и ф:

ду ^ дх
(5.44)

(5.45)

(5.46)

Отсюда дифференцированием легко найдём следующие уравне-
ния:
из уравнения (5.44)

ду*
из уравнения (5.45)

из уравнения (5.46)

Далее, таким же путём найдём:

из уравнения (5.44)

Е
(5.47)

яз уравнения (5.45)

из уравнения (5.46)

ду дг дх dz

||
dxdz дхду

(5.48)

дх ду ду dz j

Вычитая эти уравнения попарно, получим

ду i ; ду ' дх dz дх ду'

дх dz dy dz

Сопоставляя эти уравнения с уравнениями (5.48), найдём

^37 = 0; S ; = 0; -£*-=0. (5.49)
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Уравнения (5.47) и (5.49) определяют вид функций /, <р, $:

Эти выражения следует внести в уравнения (5.43), и значения
перемещений и, и, w отсюда подставить в уравнения (5.41);
это приведёт к таким зависимостям между произвольными
постоянными:

d=—a; h——е; п=—Ь.

Тогда выражения перемещений получат вид

(5.50)

Условия закрепления цилиндра осуществляем, как и в двух
предыдущих задачах, но по условиям этой задачи закрепляем
не начало координат, а центр верхнего сечения; поэтому ста-
вим следующие требования:

п р и х = 0, у —0, z = l
должно быть

и = 0; и = 0 ; w = 0 ;

Отсюда легко найдём, что a = fc = c = e = m = 0; Л = — ~ - J %

и перемещения (5.50) окончательно получат вид
ops cpg

Е Е \ (5.51)

Точки на оси стержня (уравнения её ж = 0; у = 0) переме-
щаются вертикально (и = 0; и = 0); у всех прочих точек имеются
также и горизонтальные перемещения. Если возьмём в стержне
или на его поверхности прямую, параллельную оси OZ (на по-
верхности это есть образующая цилиндра):

x = xt; y = y t , (5.52)

ди*) Вместо этого можно потребовать, чтоом был» *-^=°i
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то уравнения её после деформации будут х — х^ + и; y = y9

Jrv,
или

~ ~ (5.53)

Зти уравнения также определяют прямую. Если исключим
отсюда z путём почленного деления уравнений, то получим ура-
внение проекции прямой (5.53) на плоскость хОу, а именно:
уах = хоу- Она проходит через начало координат; значит, пря-
мая (5.53) и ось цилиндра OZ лежат в одной плоскости. Найдём
точку их пересечения; для этого решим совместно уравнения
прямой (5.53) и уравнения оси цилиндра OZ: х — 0; у = 0.

Получим 1 — ~;-z = 0, или

* = £« (5-54)

Эта величина не зависит от координат ха, уа, определявших
положение взятой прямой (5.52). Отсюда делаем вывод: если
внутри стержня выделим любой цилиндр с осью Oz, то после
деформации он превратится в конус с вершиной на оси Oz
в постоянной точке (5.54); это заключение относится, конечно,
и к боковой цилиндрической поверхности стержня.

Интересно отметить, что в данной простейшей задаче пло-
ские поперечные сечения стержня не остаются плоскими после
деформации; действительно, плоское сечение z= z0 после дефор-
мации будет иметь уравнение z = zo-\-w или, согласно (5.51):

я = г. + ̂ [г1-Р + а(х* + у*)Ъ (5.55)

Это — параболоид врашения. На фиг. 41, б показано сечение
цилиндра плоскостью xOz после деформации.

§ 28. Однозначность решения уравнений теории упругости.

При решении всех предыдущих задач мы шли обратным
методом, задаваясь напряжениями или перемещениями и выяс-
няя, при каких силах, действующих на поверхности, получается
выбранная система напряжений; при этом каждый раз может
возникнуть вопрос, нельзя ли при какой-либо другой системе
напряжений получить такие же силы на поверхности. Если это
окажется возможным, то решение уравнений теории упругости
окажется многозначным: заданным силам на поверхности будут
соответствовать несколько систем напряжений, и необходимо вы-
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яснить, какие из этих систем имеют место в действительности.
В этом случае при обратном или полуобратном способе решения
мы не будем уверены, что выбрали именно ту систему напряже-
ний, которая соответствует действительности. Благодаря этому
вопрос об однозначности решения уравнений теории упругости
приобретает большое значение.

Заметим, что если в теле возможны начальные напряжения,
то при действии внешних сил на это тело полные напряжения
в нём могут быть весьма разнообразными; действительно, возь-
мём, например, тот железный шар с начальными напряжениями,
о котором мы говорили в § 14. Если мы его подвергнем действию
сил, то окончательные суммарные напряжения в нём будут зависеть
от размера секториального выреза, который был предварительно
сделан. В подобных случаях уравнения теории упругости должны
иметь многозначное решение.

Отбросим случай начальных напряжений, т. е. примем гипо-
тезу о естественном состоянии тела, а также примем закон неза-
висимости действия сил. Тогда легко доказать, что решение будет
однозначным и потому единственным.

Действительно, предположим обратное, именно, что под дей-
ствием заданных поверхностных сил

Xv, Yv, Zv (5.56)
и объёмных

X, Y, Z (5.57)

возможны две различные системы напряжений:

Хх, * у> ZZf Уг, ZX) Xy (5.58 )
и

Х"х, Гу, Z"z, Y'z, Z'x, X'v. (5.58")

Обе эти системы должны удовлетворять основным уравнениям (I)
и (II):

= 0. J

Х„ = X'x cos (VX) + X'y cos (VY) + X'z cos (VZ);
Yv = Г; cos (FX) + Y'y cos (FF) + Y'z cos (FZ); [ (5.60')
Zv = Z; cos (FX) + Z'y cos (F7) + Z'z cos (FZ).



28] ОДНОЗНАЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 107

дудх
дХ,

' dz '

Х„ = Х"х cos (VX) + X ; cos (VY) + X' cos (VZ);
У„ = У* cos (VX) + У; cos (Vy) + . . . ;
Zo = z;cos(VX) . . .

(5.59")

(5 .GO")

Почленным вычитанием соответственных уравнений систем (5.59)
и (5.60) получим такую новую систему уравнений:

{Х'х - х-х) а ( х ; - х"у) а (Х'ш - х а 1

дх

d(Z'-

+ ду

о =

dz "r" %

I'* - Xx) cos (VX) + (X'v - X"v) cos } (5.61)

0

+ (Xz'-X')cos(VZ);
(y; - YX) cos (vx) + (y; - У;) cos (vy)+

+ (У^-У') cos (VZ);
0 = (Z'x - Z"x) cos (VX) 4- (Z'y- Zy) cos (Vy) +

J

На основании закона независимости действий сил, разности
напряжений, входящие в уравнения (5.61), можем принять за
некоторую новую систему напряжений. Однако, уравнения (5.61)
показывают, что эти напряжения существуют при отсутствии
поверхностных и объёмных сил, и потому все они на основании
гипотезы о естественном состоянии тела должны быть равны
нулю, т. е.

х = Хх; Xv— Ху и т . Д.

Значит, обе системы напряжений (5.58') и (5.58") совпадают,
что и требовалось доказать.

Если в данной задаче закон независимости действий неспра-
ведлив, то мы снова встречаемся с многозначностью решения.
Иллюстрацию этого можно видеть на Эйлеровой задаче о про-
дольном изгибе стержня. Действительно, возьмём два груза,
Рх и i )

1 , каждый из которых немногим меньше критического Ркр.
При действии каждого из грузов Р1 и Р% в отдельности
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получается простое сжатие стержня. При действии же суммы
грузов Pt-\-Pt к суммарному сжимающему напряжению добавятся
колоссальные напряжения от изгиба; поэтому здесь закон неза-
висимости действий отсутствует, и действие суммы сил не равно
сумме их действий порознь. Одновременно здесь имеется в нали-
чии многозначность решения, так как возможно несколько форм
равновесия, каждой из которых соответствует своя система
напряжений.

В § 30 вопрос о единственности решения будет рассмотрен
в более общей форме.

§ 29. Уравнения Бельтрами-Мичелла.

Обратимся теперь к общему случаю решения задачи теории
упругости в напряжениях. Выше уже не раз указывалось
(§ 17 и 22), что если в качестве основных неизвестных выбраны
напряжения, то число этих неизвестных будет равно шести:

Х„ Yv, Zz, Yz, Zx, Xy. (5.62>

Значит, трёх уравнений равновесия (I)

= 0; У (I)

£?i_l_^ _LeZ«_l_ 7 — 0

оказывается недостаточно, и для решения задачи придётся при-
влечь также условия нзразрывности деформаций (IV). Кроме
того, конечно, на поверхности должны удовлетворяться усло-
вия (II):

Xv = Хх cos (VX) + Xv cos (VY) + Xz cos (VZ);
Yv = Yx cos (VX) + Yg cos (VY) + Уг cos (VZ);
Zv = Zx cos (VX) + Zv cos (F7) + Zz cos (7Z).

Таким образом, задача приведётся к интегрированию девяти
уравнений (I) и (IV) с шестью неизвезтными функциями. Вхо-
дящие в общее решение этих уравнений произвольные функции
надо будет определять из условий на поверхности (II).

Так как условия неразрывности (IV) связывают между собой
деформации

ezz, egz> ezx> exyt
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нам придётся эти условия преобразовать, выразив деформации
через напряжения (5.62) при помощи закона Гука (V). Выполняя
эту подстановку и пользуясь одновременно уравнениями равно-
весия (I), мы уравнения (IV) преобразуем к следующему виду
при отсутствии объёмных сил или если эти силы постоянны *):

* * . 0 ;
(VII)

Таким образом, для решения задачи придётся проинтегрировать
девять уравнений (1) и (VII) и удовлетворить условиям на
поверхности (II).

Бельтрами нашёл уравнения (VII) несколько иным путём,
исходя ив уравнений Ламе (VI). Прп этом ход рассуждений
получается следующий. Предполагаем, как и выше, что объёмных
сил нет или они постоянны во всех точках тела, т. е. что

дХ ЭХ dZ
дх ду 'dz

= 0 : (5.63)

Прежде всего доказываем вспомогательное положение о том,
что знаки лапласова оператора и частной производной можно
перестанавливать между собою; например,

дх дх дх J

- V 2

дх
Таким обравом, если через t обозначим любую из переменных
х, у, z, то

^ ( g ) (5-64)
Далее доказываем, что при условиях (5.63) объёмная деформа-
ция 6 удовлетворяет уравнению Лапласа

V*e = O. (5.65)

•) Вывод этот эдесь опущен; найти его можно в курсе «Теории упру-
гости» С. П. Тимошенко, ч. I, 1914.
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Для этого дифференцируем первое из уравнений (VI) по х, вто-
рое по у и третье по z; складывая полученные результаты
и пользуясь (5.63) и (5.64), получим

(X + 2u)V2Q = 0,

откуда п приходим к уравнению (5.65).
Теперь из уравнений Ламе (VI) путём дифференцирования

мы выведем шесть дифференциальных зависимостей между дефор-
мациями. Дифференцируя по х первое из уравнений (VI)
я пользуясь уравнениями (5.63J в (5.64), получаем

Отсюда круговой подстановкой получим ещё две аналогичные
зависимости:

= 0; j

Дифференцируем теперь второе из уравнений (VI) по z,
а третье по у и, складывая результаты, получим

ИЛИ

^ + Wev^O. (5.68)

Круговая подстановка даёт ещё две зависимости:

(5.69)

Шесть уравнений (5.53) — (5.69), связывающие вторые производ-
ные деформаций изотропного упругого тела, в нашем случае
(когда объёмных сил нет или они постоянны) эквивалентны
шести уравнениям Сен-Венана (IV) и могут их заменить. Теперь
остаётся уравнения (5.63) — (5.69) преобразовать к напряжениям
на основании закона Гука (V') и (Va)- Из (Va) имеем

Из (V) получаем
Х,-Яв
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и далее, пользуясь (5.65), определим

v exx — 2[i x '

Подставляя это в (5.66), найдём, что

Но (см. § 11)

Имея это в виду, заметим, что (5.70) совпадает с первым из
уравнений (VII). Второе и третье из уравнений (VII) получим
отсюда круговой подстановкой.

Обращаемся к уравнениям (5.С8) — (5.69); так как согласно
(V') известно, что

У

то, подставляя отсюда и из (V'a) в (5.68), получим:

что, согласно (5.71), совпадает с четвёртым из уравнений (VII);
остальные два получим отсюда путём круговой подстановки.

Мичелл вывел уравнения (VII) для общего случая, когда
объёмные силы не постоянны. Тогда зависимости получаются
сложнее, и, например, первое из уравнений (VII) заменяется
таким:

Предлагаем читателю вывести эти уравнения самостоятельно;
для этого следует повторить Еесь иглсженнкй в этом параграфе
вывод, но сохраняя в уравнениях Лаке объёмные силы рХ, рУ, pZ.

* § 30. Три рода зада? теории упругости.
Теорема единственности.

Уравнения Бельтрами-Мичелла завершают полную систему
уравнений теории упругости, позволяющую решать необходимые
задачи в перемещениях или в напряжениях.

До сих пор мы предполагали, что на поверхности упругого
тела заданы нагрузки и даны также объёмные силы. Формулирован-
ную таким образом задачу назовём первой основной задачей теории
упругости. В приложениях теории упругости встречается другой
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случай, когда на поверхности упругого тела заданы перемещения
и, v, w всех её точек; назовём этот случай второй основной задачей
теории упругости; одновременно с заданными перемещениями
точек поверхности возникают и напряжения на ней, но они наперёд
нам неизвестны. Возможна также смешанная задача теории
упругости, когда на одной части поверхности заданы перемеще-
ния, а на другой—нагрузки (напряжения); во всех этих задачах
могут, конечно, существовать также наперёд заданные объёмные
силы.

Указанные три основные задачи представляют собой некото-
рую схематизацию реальных физических задач; ближе к действи-
тельным условиям стоят так называемые контактные задачи,
рассматривающие взаимное нажатие двух тел: упругого на упругое
или абсолютно твёрдого на упругое; с контактной задачей при-
ходится иметь дело, например, при расчёте подшипников (простых
и шариковых), катков и плит подвижных опор ферм и балок, а также
в задачах о нажатии штампа на плоскую поверхность упру-
гого тела.

В § 28 было дано доказательство единственности решения
первой основной задачи теории упругости; сейчас мы распростра-
ним его на вторую и смешанную задачи; доказательство, приво-
димое ниже, дано Кирхгоффом; оно основано на свойствах работы
сил, вызывающих деформацию упругого тела.

Пусть Xv, Yv, Zv—проекции внешней нагрузки, приложенной
на поверхности тела, связанные с напряжениями вблизи поверх-
ности уравнениями (II); и, v, w—перемещения соответственной
точки поверхности. Составим следующий двойной интеграл,
распространённый по поверхности тела

(S)

Для последующего вывода необязательно дать физический
смысл этого интеграла, но легко сообразить, что он выражает
удвоенную работу внешних нагрузок в процессе деформации тела,
если эти нагрузки возрастают весьма медленно от начального
естественного состояния тела. [Это следует из теоремы Клапей-
рона, приводимой в курсах сопротивления материалов*)].

Заменим Xv, Yv, Zv их выражениями по формулам (И)
и соберём коэффициенты при косинусах углов между внешней
нормалью V и осями координат. Тогда наш интеграл получит
вид

/== \ [Р сов (УХ) + Q cos (VY) + R cos {VZ)]dS,

*) Теорема эта далее выражена в общем виде уравнением (5.72).
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где

На основании формулы Трана, приведенной в § 3 (сноска
на стр. 21), этот интеграл может быть преобразован в интеграл,
распространённый по объёму тела -с:

'ЭР . до . эя\ .

Вычислим входящие сюда производные:
дР_дХх dY dZK , Y да .у dv

5г/ ду ду ду " Эу

Стожим эти равенства почленно, но при сложении первых
трёх столбцов справа заметим, что на основании уравнений (I)

При сложении позлздяих трёх столбцов учтём закон взаимности
касательных напряжений (1.6) и формулы (III); в результате
получим

ТЛЩ+ЬТ^ -?Xu-?Yv-9ZW +

BB + Zzezz + Yzegz + Zmezx + X B e x g ,

или на основании (3.28):

Пользуясь этой зависимостью при преобразовании рассматри-
ваемого интеграла /, придём к следующему равенству:

(Xvu + Yvv + Zvw) dS -Ь [ (?Xu + ?Yv + PZw) di = 2 [ Wdx. (5.72)

Первый интеграл левой частя, как уже было сказано, выра-
жает удвоенную работу поверхностных сил, совершённую в про-
цессе деформации; второй интеграл выражает удвоенную работу
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объёмных сил; в правой части стоит удвоенная потенциальная
упругая энергия, накопленная телом. Очевидно, что соотноше-
ние (5.72) формулирует предположение, сделанное вначале
§ 13 гл. III о существовании потенциала упругих сил; согласно
этой гипотезе работа поверхностных и объёмных сил должна
быть полностью накоплена в форме упругой потенциальной
энергии.

Равенство (5.72) позволяет легко доказать теорему един-
ственности решения для всех трёх сснсгых задач теории
упругости; для этой цели продолжим рассуждения § 28 и пред-
положим, что при одних и тех же условиях на поверхности
и при одних и тех же объёмных силах мы получили две раз-
личные системы напряжений, перемещений и деформаций, как
ото обозначено в (5.58).

Если примем закон независимости действия сил, то «разность
этих решений»

Xv — Хт — %v> Y-o — Y'v — Y"v; Zv — Zv— Zv,
V' V*. V V V*. V У V*

и = и' — и"; v = v' — v"; w — w' — w", (5.73)

также может быть принята в качестве решения некоторой
задачи теории упругости; значит, к этому решению возможно
применить равенство (5.72) с тем упрощением, что второй
интеграл левой части обратится в нуль, так как в обоих реше-
ниях объёмные силы одинаковы, и потому

и т. д.
Таким образом, получим

Yvv + Zvw) dS = 2 J J ^W d-z, (5.74)
)

где Xv, Yv, Zv, a, v, w взяты из первой и третьей строк (5.73);
если функция W выражена в форме (3.29), то аргументы её-
следует взять из четвёртой строки (5.73); если же она дана
в форме (3.30), то аргументы следует взять из второй стро-
ки (5.73). Обращаясь теперь к интегралу левой части (5.74),
заметим, что:

1) В случае первой основной задачи будем иметь всюду на
поверхности

Х, = 0, YV = O, Z , = 0; (5.75)
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2) в случае второй основной задачи всюду на поверхности

и = 0, ю = 0, w = 0; (5.76)

3) в случае смешанной задачи на одних частях поверхности,
где заданы напряжения, соблюдены условия (5.75), а на других,
где заданы перемещения, выполнены условия С5.76).

Очевидно, что во всех трёх случаях интеграл левой части
(5.74) обратится в нуль и получится равенство

Однако, в конце § 14 было показано, что

во всех точках тела; значит, последнее равенство возможно
лишь тогда, если все аргументы функции W равны нулю, т. е.

ехх = е'хх — е"хх = 0 и т. д.,
Х'х-Х"х=0 и т. д.

Отсюда следует, что обе допущенные вначале системы напря-
жений должны совпадать во всех точках тела; то же относится и к
деформациям.

Этим доказана теорема единственности. Из приведенного
доказательства ещё не следует, что и перемещения в обоих допу-
щенных решениях будут одинаковы; в случае первой основной
задачи, где на поверхности заданы напряжения, это не будет
иметь места; действительно, из условий

ехх = е'хх—ехх = О и т. д.

согласно сказанному в § 6 относительно формул (2.11) следует,
что упругому телу, имеющему определённые напряжения и дефор-
мации под действием заданных сил, можно дать любое малое
дополнительное жёсткое смещение. Очевидно, что во второй
и смешанной задачах перемещения в обоих решениях также будут
одинаковы, так как они определённо заданы на всей поверхности
тела или на части её.



ГЛАВА VI.

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА В ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ.

§ 31. Плоская деформация;

Мы переходим к большой категории задач теории упругости,
важных в смысле практических прило» ений и, вместе с тем, допус-
кающих значительное упрощение математической стороны ре-
шения.

Упрощение заключается в том, что в этих задачах одну из
координатных осей, например, Oz, можно отбросить, и всё явле-
ние рассматривать как бы происходящим в одной пло-
скости Оху. На практике такой случай в чистом виде осуще-
ствить весьма трудно, но с некоторым приближением мы его
встречаем во многих задачах. Задачи эти можно разделить на
две группы, в некотором отношении взаимно противоположные,
но объединяемые одной общей математической формой решения.

Первая из этих групп соответствует случаю, когда одно из
перемещений, например w, всюду равно нулю, другие же два
и и и не зависят от координаты z, соответствующей перемещению w;
вначит, случай этот характеризуется следующими условиями,
справедливыми во всех точках тела:

При этих условиях уравнения (III) дают

Уравнения (6.1) и (6.2) показывают, что все перемещения
и деформации происходят исключительно в направлениях, парал-
лельных плоскости Оху и притом во всех сечениях тела, парал-
лельных плоскости Оху (г=г 0 , где za—любое число), картина
перемещений и деформаций одинакова. Деформация этого рода
называется плоской деформацией.

С близким к этому случаем мы встречаемся в задачах, где
рассматривается длинное призматическое или цилиндрическое
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а)

тело с осью, параллельной оси Oz, нагруженное по боковой
поверхности нагрузкой, нормальной к оси Oz и постоянной вдоль
оси (хотя бы и меняющейся в направлениях, нормальных к
оси). Таковы, например, задачи о длинной плотине (фиг. 42, а),
длинном катке (фиг. 42, б), длинном своде (фиг. 42, в), длинной
пластинке (фиг. 42, г)
с осью, параллельной
оси Oz; предполагаем
во всех этих случаях,
что нагрузка не ме-
няется вдоль оси Oz.

Если из такого
длинного призмати-
ческого тела двумя
близкими сечениями,
параллельными пло-
скости Оху, выделим
вдали от его концов
тонкий элемент с при-
ходящейся на него
нагрузкой и предста-
вим себе, что он рабо-
тает как отдельное Фиг. 42.
упругое тело, то за-
метим, что в нём должны появиться удлинения вдоль оси Oz-
удлинения эти являются результатом поперечного действия на-
грузки, параллельной плоскости Оху (начало § 10). На самом же
деле этот элемент находится в соседстве с другими двумя эле-
ментами, имеющими такие же удлинения, но в обратном напра-
влении; в результате взаимодействия этих элементов удлинений
и перемещений вдоль оси Oz не будет, но между соседними эле-
ментами появятся силы взаимодействия, выражающиеся в нор-
мальных напряжениях Zz, появляющихся вследствие уничтоже-
ния деформации ezz.

Действительно, возьмём третье из уравнений закона Гука (V);
уничтожение деформации егг приведёт нас к уравнению

или
(6.3)

Следовательно, Z'z Ф 0, но оно есть функция основных напря-
жений Хх и Yy, вызванных нагрузкой.

Поясним эти рассуждения на примере. Пусть мы имеем
сплошной изгибаемый настид из ряда прямоугольных балок
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{фиг. 43,а); направим ось Ох вдоль пролёта их. При изгибе
поперечные сечения балок исказятся (фиг. 43, б), как это было
показано (§ 26), и при этом появятся удлинения и укорочения е„.
Если же вместо настила из балок мы имеем сплошную широ-

кую плиту шириной АА',
^ то при прогибе её искаже-

с)
_L ± z ± n t

Р Я
^гт > i i 1 ' i ' ' *~/- ние отдельных элементов

D •

тпрд, выделенных вдали
от концов А ж А', не мо-
жет произойти; зато по-
явятся напряжения Zt,

Р ч так как в верхних точ-
Фиг. 43. кахп(фиг.43, б) элементы

нажмут друг на друга,
а в нижних точках q между ними появится растяжение. Эти
напряжения Zz и выражаются формулой (6.3). Далее, предпо-
лагая, что соседние элементы рассматриваемого призматиче-
ского тела (фиг. 42 и 43) несут одинаковую нагрузку и работают
в совершенно одинаковых условиях, то нет основания ожидать
каких-либо сдвигов между ними; отсюда легко сообразим, что
всюду egz — 0; e,x = 0. Таким образом, для элементов рассматри-
ваемого длинного призматического тела, удалённых от его концов,
приблизительно соблюдаются условия (6.1), (6.2), (6.3) плоской
деформации. Легко видеть, что при этих условиях все наши
основные группы уравнений значительно упрощаются. Начнём
с закона Гука в форме (V); первое из этих уравнений на осно-
вании (6.3) получает вид

ехх = У [Хх - оУ„ - а' (X, + У,)] =У[Хх-о¥в

второе получает вид

Эти уравнения удобно написать в такой форме:

<"*, = £- (Х.-^У,,);

где

Уравнения четвёртое и пятое на основании (6.2) дают
Уг = 0; Z r = 0. (6.6)
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Шестое уравнение получит вид
. 2(1+°)

е ~ Л

Но, пользуясь (6.5), найдём, что
ох) _ 2

Е '
и потому

— 2 (* + ai) Y /(> г„\

Далее на основании (6.2) уравнения (6.4) показывают, что

z z ' J
на этом основании по уравнению (6.3)

т. е. все не равные нулю напряжения не зависят от коорди-
наты z, что, конечно, ясно и наперёд.

Отсюда вытекают нижеследующие выводы. Из группы уравне-
ний равновесия (I) остаются лишь первые два и они переходят
в такие:

о л. г , ал. •• . v n
дх ' ду ' г '

Условия на поверхности (II) упрощаются так:

Xv = Хх cos (VX) + Хв cos (yy); \
(VY). f

Зависимости (III) сводятся к следующим трём:
ди dv \

dv ди

Из шести условий неразрывности деформаций (IV), как легко
видеть, остаётся одно первое:
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Закон Гука (V) получает вид

eBW = ^(Yg-o1Xx);. У (Vn)

V

Уравнения (1П) — (Vn) позволяют уже приступить к решению
задачи о плоской деформации.

§ 32. Обобщённое плоское напряжённое состояние.
Уравнение М. Леьи. Функция напряжений.

Обратимся теперь к другому случаю, аналогичному преды-
дущему, но противоположному в смысле протяжения вдоль оси
Oz, т. е. опять рассмотрим задачи, показанные на фиг. 42.
Предположим, однако, что длина призматического тела вдоль
оси Oz весьма мала; значит, мы будем иметь тонкую пластинку,
нагруженную по боковой поверхности (ребру) силами, парал-
лельными её основаниям. Пока нагрузка не превосходит неко-
торого предела, пластинка не будет прогибаться в направлении
оси Oz.

Основания пластинки (параллельные плоскости Оху) по пред-
положению свободны от нагрузки, т. е. на них всюду

Но так как расстояние между этими основаниями (толщина
пластинки) весьма мало, то внутри пластинки эти напряжения,
очевидно, будут весьма малы. Остальные составляющие напря-
жения Хх, Yy, Xv по той же причине (малость толщины вдоль
оси Oz) весьма мало будут меняться вдоль оси Oz, вследствие
чего мы их примем не зависящими от координаты z. Таким
образом, в рассматриваемой задаче для напряжений прибли-
зительно соблюдаются такие условия:

= «Мх, у); )
(6.8)

От соответственных условий (5.6) и (6.7) для плоской деформа-
ции они отличаются только условием Zz = 0.

В отношении деформаций от задачи о плоской деформации
данная задача отличается тем, что здесь е,г не равно нулю
[ср. формулы (6.2)]. Она будет представлять собою поперечную
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деформацию (ср. начало § 10) вдоль оси Oz, вызываемую основ-
ными напряжениями Хх, Yv, лежащими в плоскостях, парал-
лельных Оху.

Деформация е„ повлечёт за собой некоторое искривление
плоских оснований пластинки. Однако, вследствие малой тол-
щины пластинки искривление это будет весьма малым. Например,
возьмём случай чистого изгиба прямоугольной балки, рас-
смотренный в § 26. Свободные от нагрузки боковые рёбра попе-
речного сечения наклоняются на угол у (фиг. 40,6); однако, из
формулы (5.38) § 27 видно, что угол этот пропорционален ширине
балки Ь; значит, если Ь мало, т. е. если балка имеет форму
тонкой пластинки, то углы у будут также весьма малы и искривле-
ние боковых поверхностей её будет ничтожно.

На основании уравнений (6.8) делаем следующие заключе-
ния: основные группы уравнений (I) и (II) в рассматриваемом
случае имеют тот же вид (1П) и (Пп), как и для случая плоской
деформации. Из группы (III) также достаточно сохранить лишь
уравнения ( Ш п ) . Равным образом в группе (IV) можно огра-
ничиться одним уравнением (IVU). В законе же Гука (V), на
основании последнего из условий (6.8), будет отличие от уравне-
ний (Vn) задача о плоской деформации; действительно, в нашем
случае имеем

2(l+o)

Рассматриваемую нами задачу назовём задачей на обобщённое
плоское напряжённое состояние.

Резюмируя предыдущие рассуждения, скажем, что при реше-
нии задач как на плоскую деформацию, так и на обобщённое
плоское напряжённое состояние, можно пользоваться основными,
группами уравнений: (1П), (П п ), (П1Ц) и (IVn). Закон же Гука
выражается для этих задач различно: для плоской деформа-
ции— уравнениями (Vn), а для плоского напряжённого состоя-
ния— уравнениями (V'n). Однако, важно отметить, что вид этих
уравнений в обоих случаях одинаков; различие заключается
лишь в значении упругих постоянных, которые в случае плоской
деформации выражаются через Е и о формулами (6.5).

В дальнейшем за неизвестные мы выбираем напряжения Хх,
Yv, XV = YX; поэтому уравнение неразрывности деформаций (IVH)
необходимо преобразовать, внеся в него вместо деформаций их
выражения из уравнений (Vn) или (V'n), в зависимости от того,
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имеем ли мы плоскую деформацию или плоское напряжённое
состояние.

Выполняем над уравнениями (Vn) дифференцирование, как
того требует уравнение (IVn)'-

[ , f i q

дх* Ех \ дх* * дх* ) ' J
д*Ху

( 6 1 0

дхду~ £ х дхду' К '
Правую часть уравнения (6.10) преобразуем, выразив касатель-
ное напряжение Ху через нормальные Хх и Yy из уравнений (1П):
дифференцируя их и перенося некоторые члены в правые части,
имеем

ду дх ~~ дх* Р дх

дх ду ду1 " ду '

Складывая почленно, получаем

В дальнейшем мы огррничимся случаем, когда объёмные силы
постоянны по всему объёму тела; тогда

дх _dY _ п

дх ду

В частности, мы будем иметь дело с силой тяжести и ось Оу
будем направлять вниз; это даст

Y-—0- У— а- \

p y l ' p g l " } <6Л2>
где р — вес единицы объёма тела; теперь уравнение (6.11)
получит вид

_ _ с , d*Yv\
~ дхду~~ V. дх* "г" ду* J'

и уравнения (6.9) и (6.10) перепишутся так:

< 9 s e v v 1
А л _ — I ^ Q t 1 "

ду* Е^ \ ду* 1 ду* J'

- * - = — I - . - — о, -3"-»"
дх* Ei V дх* дхъ

дъв„ 1 + о.
дхду Et V дх* л ду*
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Складывая их почленно, получим левую часть (IVn) в форме,
преобразованной к напряжениям:

~d^~^~dx*' ~дх%~Ж1 1~дх^^г~0х*"^~дуг^г~0у*'\ =

= ± Г д1 (Хх + Yyl , g* (Xx + Ту) I
Ех L дхг + дуг J *

Здесь выражение в квадратных скобках представляет собой
лапласов оператор второго порядка над функцией (Хх

Внося это в уравнение неразрывности деформаций (IVn), полу-
чим его в окончательной, преобразованной к напряжениям, форме:

Это есть так называемое условие Мориса Леви (М. Levy). Его
можно получить другим путём, исходя из того, что при отсуг-
ствии объёмных сил объёмное расширение б есть функция гармо-
ническая [ор. формулу (5.65)]:

а следовательно, согласно (3.9) будем иметь

V !8 = 0,
где

Но в случае плоокой деформации

Zz = o(Xx

а в случае обобщённого плоского напряжённого состояния

Z z = 0.
Отсюда получим, что

Таким образом, решение плоской задачи приводится к интег-
рированию трёх дифференциальных уравнений:

( = 0 (IVi)

и удовлетворению условий на поверхности:

Х,= ХХcos {VX) + Х„cos (VY),), \

. J
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Если нам удастся таким путём найти напряжения

Хх, YB, Х„, (6.13)

то, внося их для плоской деформации в (Vn) или для плоского
напряжённого состояния в (Vn), найдём деформации ехх, еди, exv

как функции от х и у; внося их далее в уравнения (111П)>
получим

ди — р . dv — P . dv ди п и .
дх-в**> д!/-е»О' дх^д^^^В' ^Па>

а интегрируя последние, получим перемещения и, v. Этим реше-
ние задачи будет закончено.

Очень важно заметить следующее. Если в данной задаче
нгдо найти только напряжения, то можно ограничиться уравне-
ниями (In), (IVn) и (II,,)» в которые не входят упругие посто-
янные. Значит, следует ожидать, что напряжённое состояние
не зависит от материала; это заключение справедливо для тела,
ограниченного односвязной поверхностью (которая в плоскости
действия сил изображается односвязным контуром). В случае
многосвязного контура напряжённое состояние не зависит
от материалч, если внешние нагрузки уравновешены на каждом
из контуров в отдельности*). Эти заключения лежат в основе
практических приложений оптического метода исследования
напряжений в поляризованном свете; при этом данный материал
заменяется другим - прозрачным и оптически активным, из ко-
торого изготовляется пластинка, подвергаемая испытанию в ка-
честве модели.

Эри (Airy) указал на возможность дальнейшего упрощения
в решении задачи. Это упрощение основано на том, что мы
можем легко найти общее решение системы уравнений (1„)
и в дальнейшем не иметь с ними дела. Система (1П) неодно-
родна, и потому общее решение её представит собою сумму
общего решения однородной системы

(6.14)

а какого-либо частного решения системы (1П); это частное
решение легко найти4 полагая, например,

ХХ = Г„ = О; Хр=-рх, (6И5)

•) Точнее говоря, если равнодействующая нагрувок на каждом контуре
в отдельности равна нулю.
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ИЛИ
Х3 = Ху = 0; У „ = - р т . (6.150

Обратимся теперь к системе (6.14). Очевидно, что первому
уравнению её удовлетворим, полагая

*.-& * . - - ! * . (6-16>
где ^(я, у)—произвольная функция. Второе уравнение будет
удовлетворено, если

где х(ж ' 2/) т а к ж е произвольная функция. Однако, оба уравне-
ния (6.14) будут удовлетворены одновременно только тогда,
если выражения Хд в (6.16) и (6.17) будут совпадать, значит,
должно быть

— ^Г-=7Г ИДИ ^ + "Г = О,да; <Эг/ дх dy '

а этому уравнению удовлетворим, полагая:
, дв О»

'~dxf ^~" dx1

внеся эти значения ф и ^ в (6.16) и (6.17) и добавляя сюда,
например, частное решение (6.15), найдём следующее общее
решение системы (1П):

Подставляя эти выражения в уравнения (1П), легко убе-
диться, что последние будут тождественно удовлетворены,
и далее с ними не придётся иметь дела. Остаётся одно уравне-
ние (IVn), которое легко выражается через функцию 9; действи-
тельно, на основании (VIII)

и уравнение (IV^) символически изобразится так:

V2(V2<p) = V ' ( g + g ) = 0 .

Раскрывая символ лапласова оператора, получим

Условия на поверхности (Пп) при помощи функции ф выра-
вятоя так:

Xv - g cos (УХ) - (-£?- + рх) cos(VY); )

)сов
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Функция tp называется функцией Эри пли функцией напряже-
ний; при помощи её решение плоской задачи представляется
так: следует найти функцию <?(х,у), удовлетворяющую во всех
точках поперечного сечения исследуемого тела (фиг. 42) урав-

нению (IX), а на контуре этого се-
чения—уравнениям (X), где Xv и
У„ — проекции внешней нагрузки на
оси координат. Найдя функцию <j>f

по уравнениям (VIII) определим на-
пряжения; дальнейшее разыскание
деформаций и перемещений вы-
полняется по уравнениям (Vn) или

0l__ _̂_ _ (Vn) и (II1П), как указано выше.
З а м е ч а н и е . Если объёмных

Фиг. 44. сил нет (т.е. если /? = 0), то усло-
вия на поверхности (IX) можно

написать короче, вводя понятие о производной функции по
дуге контура поперечного сечения. Действительно, имеем
(фиг. 44)

ds
dx

• ds

Внося это в уравнения (X), имеем

v д1? dy _, d*f dx d fdf\

~~ '"ds\d^Jду* дхду
dy
ds

~ds
d'y dx d_ fdf\
dx* ds ~ ds \dx)' ° дхду

Эти равенства позволяют выразить условия на контур©
в другой форме, представляющей интерес в смысле общей по-
становки вопроса об интегрировании уравнения плоской задачи
(IX) при заданных на контуре нагрузках. Умножим (6.18) на
ds и интегрируем по s вдоль контура, начиная от произволь-
ной точки S9, принятой за начало дуг:

' л Ъ ТГ .7 _ T7V.A . •

дх

ду

(6.19)

Здесь А и В — произвольные постоянные; они выражают
чения производных

дх ' ду
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в точке So контура. Для придания большей наглядности даль-
нейшим выкладкам введём следующую аналогию: заменим кон-
тур исследуемого тела стержнем той же формы, разрезанным
в точке 5„ (фиг. 45), где приложим силы:

А параллельно оси Y,
В » » X.

Имея в виду, что поверхностные нагрузки Xv и Yv рас-
считываются на единицу длины дуги контура, заметим, что
величины Х& и Y<-s) в ^
правых частях равенств к
(о.19) представляют собою
суммы проекций на оси г
ОХ и OY сил, приложен-
ных к части S0S стержня.
Если вместо осей ОХ и
OY возьмём новые оси ON
и ОТ (фиг. 45), направлен-
ные по нормали и по ка-
сательной к контуру в точ-
ке S, то формулы (6.19)
в новых координатах п и
t напишутся так:

Уо

к

4

\

% Y

• £ = _ Г М ; (6.20)
дп

(6.21) Фиг. 45.

где T(s) — продольная сила в точке S стержня, 7V(S) — поперечная
сила в точке S стержня.

В формуле (6.20) величина

представляет собою производную от функции напряжения <р по
нормали к контуру; аналогично

'ft

есть производная по касательной к контуру или по дуге контура

ду д?}

dt" d's '

Сопоставляя равенство (6.21) с известной теоремой о производ-
ной изгибающего момента в стержне

at
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можно считать, что

(6.22)

где Л/(8) — момент сил, приложенных к части S0S стержня отно-
сительно точки S; при вычислении М^ путём интегрирования
уравнения (6.21) добавится произвольная постоянная, которую
можно задать, приложив в начальной точке So пару сил с про-
извольным моментом С (фиг. 45).

Все приведённые рассуждения позволяют представить усло-
вия на контуре (в случае заданных на нём нагрузок) в нужш.й
нам повой форме; для этого следует по заданным на контуре
нагрузкам подсчитать в каждой его точке значение функции
напряжений <р{х.у) и её нормальной производной

д1
дп

по формулам (6.20) и (6.22), как продольную силу и изгибаю-
щий момент от заданных на контуре нагруеок. В состав 9 и

~~ войдут три произвольные постоянные А, В и С (начальные

параметры); они, очевидно, не влияют на заданные контурные
нагрузки Xv и Yv и на напряжения, вызываемые ими.

Функции, удовлетворяющие уравнению (IX), называются
бигармоническими; плоскую задачу теории упругости при за-
данных на контуре нагрузках можем теперь трактовать в сле-
дующей математической форме: требуется найти бигармониче-
скую функцию

во всех точках области, ограниченной заданным контуром, если
на контуре заданы значения самой функции «р и её нормаль-
ной производной.

§ 33. Решение плоской задачи в полиномах.

Во многих задачах оказывается удобным итти полуобрат-
ным методом, задавая наперёд аналитическую форму функции
напряжений <р(х, у) и подбирая её параметры (например, коэф-
фициенты) так, чтобы были удовлетворены условия на поверх-
ности (X) и основное уравнение (IX). Рассмотрим несколько
задач, в которых <р (х, у) можно задать в виде целой функции
(полинома). Если функция <р представляет собой полином вто-
рой степени

^у\ (6.23)
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то уравнение (IX), очевидно, будет всюду удовлетворено при
любых значениях я, Ъ и с. Напряжения согласно уравнениям
(VIII) выразятся так*):

Хх = е; Yg = a; Xy=-b-px. (6.24)

Если р = 0, то напряжения постоянны; получаем случай одно-
родного напряжённого состояния.

Если <р есть полином третьей степени:

хУг + У3 + х*

то уравнение (IX) попрежнему будет удовлетворено при про-
извольных значениях коэффициентов; напряжения по уравне-
ниям (VII) выразятся так:

J.
J

(6.26)
Xg=~ex-fy-b-px, j

т. е. они будут линейными функциями от координат.
Если <j> зададим как функцию четвёртой степени или выше,

то производные её, входящие в уравнение (IX), вообще говоря,
будут отличны от нуля; поэтому коэффициенты придётся подо-
брать так, чтобы условие неразрывности (IX) было удовлетво-
рено при произвольных значениях х и у. Напряжения при
этом будут функциями вто- у
рой степени или выше.

Ч и с т ы й и з г и б . Рас- х.х=-хт

смотрим частный случай ^1 j£
функции напряжений Ik ± J
(6.25):

Пренебрегая влиянием собственного веса из уравнений (6.26).
получим напряжения

Хх = ку; Yu = 0; Xg = Yx = 0. (6.27)

Если возьмём пластинку шириной h (фиг. 46) и предполо-
жим, что в ней осуществляются напряжения (6.27), то на по-
верхности её будут действовать следующие напряжения. На

верхней и нижней гранях ( при у=± у у

Ya= Y_u — Xg= A._s = 0;

*) Из уравнений (6.24) видно, что членов первой степени в функ-
ции (6.23) "задавать не надо, так как они не отразятся на величине
напряжений.



130 ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА В ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ [ГЛ. VI

на боковых гранях (при х = ± -^ )

Эпюры напряжений Хх показаны на чертеже; очевидно, мы
имеем дело со случаем чистого изгиба, обследованным в общем
виде в § 26.

§ 31. Изгиб ЕОНСОЛИ.

Рассмотрим пластинку, заделанную левым концом и нагру-
женную грузом Q, отнесённым на единицу длины вдоль оси
Oz и распределённым по правому концевому сечению. В со-
противлении материалов, пользуясь гипотезой плоских сече-

ний., получаем для этого случая та-
* н кие напряжения*):

M Q(l-x)
У,

Фиг. 47. лд— x~~~Jb~' 27 J

Проверим, возможны ли напряжения (6.28) с точки зрения
плоской задачи и соответствуют ли они случаю изгиба, пока-
занному на фиг. 47. Для ответа на первый вопрос достаточно
рассмотреть, могут ли напряжения (6.28) быть получены из
какой-либо функции напряжений о (ж, у), удовлетворяющей
уравнению (IX).

Общий вид функций (6.28), выражающих напряжения, такой:

= 0 ; (6.29)

Интегрируя дважды первое иэ этпх уравнений, имеем

(6.30)

*) Для расчёта выделяем вдоль оси Oz полоску шириной, равной
единице.
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Дифференцируя эту функцию по г и подставляя в последние
два из уравнений (6.29), получаем

О" (а) у + ш" (ж) = 0. (6.31)

(6.32)

Оба эти условия должны удовлетворяться при любых значениях х
и у, поэтому делаем выводы:

6" (х) = 0; аз" (х) = 0;

подставляя это значение в уравнение (6.32), имеем

-?f-E = C+Dy'.
Отсюда

Е=-С; D=-i.

Функция напряжений (6.30) получает вид:

(6.30а)

Члены первой степени Нх-\- Fy-\-K можно отбросить, так как
на напряжения они, очевидно, не влияют. Легко убедиться,
что функция (6.30) удовлетворяет уравнению (IX) (§ 32) при
любых значениях коэффициентов.

Напряжения выразятся так:

(6.28а)

Это показывает, что напряжения вида (6.28) или в более общей
форме (6.29) удовлетворяют уравнениям теории упругости. Теперь
следует попытаться подобрать неопределённые коэффициенты А,
В, Е так, чтобы удовлетворились условия на поверхности
(фиг. 47):

1. На верхней и нижней гранях

2/ = V 3^ = 0, Х а = 0;
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2. На правом концевом сечении

при х = 1 Х г = 0.

И так как закон распределения касательных напряжений по
сечению х — 1 в условии задачи ничем не обусловлен, то
остаётся лишь условие: при х = I

требующее, чтобы усилия на концевом поперечном сечении при-
водились к заданному грузу Q.

Предлагаем читателю в качестве упражнения проделать
нужные выкладки и убедиться, что при атом для напряжений
получатся выражения (6.28).

Значит, в данной задаче выражения напряжений (6.28), полу-
чаемые на основании гипотезы плоских сечений, подтверждаются
и с точки зрения теории упругости при условии, если груз Q
по концевому сечению распределён по закону, указываемому
последней из формул (6.28). При другом способе приложения
груза Q выражения напряжений также будут иными, но зна-
чительная численная разница на основании принципа Сен-Венана
(§ 24, фиг. 36) будет лишь вблизи нагруженного правого конца
пластинки.

В этой задаче представляется интересным исследовать дефор-
мации и перемещения и сравнить результат с тем, что даёт
гипотеза плоских сечений в, сопротивлении материалов. Так
как теперь нам придётся воспользоваться законом Гука, то
выберем сначала, на каком из двух случаев (плоской деформа-
ции или плоского напряжённого состояния) мы остановимся;
для получения полного соответствия с аналогичной задачей
сопротивления материалов остановимся на плоском напряжённом
состоянии и потому воспользуемся законом Гука в форме (V ,̂)
(§ 32). Тогда из (Ш п ) , (V'n) и (6.28) получаем такую систему
уравнений для определения перемещений:

да О п , \

dv oQ ,. . f (°'3 3>
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Интегрируя уравнения (6.33), получим

где /, и /, — произвольные функции; для удобства дальнейших

выкладок мы пм дали коэффициент^-. Для определения вида

этих функций вносим выражения (6.35) в уравнение (6.34);
предварительно находим:

Подставляя это в уравнение (6.34) и сокращая на ^ , получаем

или после перестановки членов

Ш - ^ + (1 + °)2/г ]=(1 + о)^ (6.37)

В квадратных скобках стоят функции, зависящие: первая толь-
ко от х, вторая только от г/; но так как х и у произвольны
и между собой независимы, то равенство (6.37) может суще-
ствовать только при условии, если выражения в квадратных
скобках равны постоянным числам тип, причём

£. (6.38)

На этом основании из уравнения (6.37) получаем

f't{x) =1х — ^+т;

Интегрируя эти уравнения, имеем

I 39)
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Вносим это в уравнения (6.35):

- & [ - * » + ? - ¥ * + »» + !']> \

Для определения произвольных постоянных т, и, я и J3 осуще-
ствим закрепление левого конца; в сопротивлении материалов-
мы все рассуждения относим к оси бруса; поэтому и здесь
прежде всего закрепим начальную точку оси, т. е. поставим
условия:

при ж = г/ = О к = 0; и = 0.

Тогда из уравнений (6.40) сразу имеем <х = р = О.
Следует закрепить теперь (фиг. 47) опорное сечение (против

вращения вокруг точки О); чаще всего с этой целью ставится
условие горизонтальности начальной касательной:

{ я = 0 *);

при этом условии из уравнений (.3.40) находим

при {

и из уравнения (6.38)

п 4

Уравнения (6.40) дают

> e ± ^ ' ' ] <641>

Из уравнения (6.42), положив у = 0, найдём уравнение изогну-
той оси бруса:

Q

что совпадает с решением, получаемым в сопротивлении мате-
риалов. Исследуем теперь деформацию плоских поперечных
сечений; пусть уравнение такого сечения до деформации будет

X = Хо,

после деформации его уравнение будет

*) Ср. это с формулой (2.3) § 6.
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Значит, сечение не остаётся плоским, но искривляется по пара-
боле третьего порядка (6.44).
При осуществлённом нами спо-
собе закрепления левого конца
(фиг. 48) левое крайнее сечение
(ха = 0) также искривляется по
кривой

'EJ Фиг. 48.Если возьмём линейный элемент
dy на оси бруса в точке закрепле-
ния (при х -•= 0, у =• 0), то угол поворота его [формула (2.4) § 6] будет

/дил ( l + a)QAa _ 3Q п

K.dyjx=o~ > v

0

2GA
j/=0

Следовательно, элемент поворачивается (§ 6) по направлению
от положительной оси OY к положительной оси ОХ; значит,
плоские поперечные сечения после деформации искривляются
и не остаются нормальными к оси*). Это показывает, что
в нашей задаче формула нормального напряжения

v М
Х у

выведенная из гипотезы плоских сечений, остаётся верной и при
искривлении сечений.

В § 24 мы отмечали схематичность формулировки задач в
сопротивлении материалов относительно нагрузки; здесь полезно
отметить такую же схематичность формулировки в смысле
«закрепления на опоре». Действительно, закрепление это можно
осуществить бесчисленным множеством способов.

В предыдущих рассуждениях мы осуществили закрепление
левого конца, поставив условие, чтобы элемент оси dx у опорного

конца оставался горизонтальным (j- = 0 при х — у =

*) Легко найти общую формулу наклона сечения относительно оси во
всех точках её; наклон этот, очевидно, равен (фиг. 48) сдвигу

(е

Проще всего вычислить его по (6.34).
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Осуществим теперь то же закрепление другим способом.,
(фиг. 49), поставив условие

требующее [формула (2.4) § 6], чтобы элемент dy опорного се-
чения оставался вертикальным.

При этом первое из уравнений (6.40) даёт п = 0, а из урав-
нения (6.38)

из уравнений (6.40) получим вместо (6.41) и (6.42) такие
уравнения:

(2 + °) У

+ с)А»д:1
4 J '

Значит, все перемещения изменились. Уравнение изогнутой оси
будет [ср. с формулой (6.43)]

"б"1
б 1 4

Прогиб правого конца в первом случае [по формуле (6.43)]

1 ZEJ '

0L -
m*=z.^j-~—^_ //Г*^я^-^> л П Р И В Т О Р О М ж е способе закрепления

(фиг. 49) он

Фиг. 49.

3 О'
Последний член -^QT учитывает влияние сдвигов (другими

словами, влияние поперечной силы) на прогиб.
Из предыдущих рассуждений видно, что прогиб правого

конца в данной задаче есть понятие само по себе неопределён-
ное; он может быть различным в зависимости от способа «за-
делки» левого конца.

Кроме двух рассмотренных способов заделки можно предста-
вить себе бесчисленное количество других способов; каждому
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из них будут соответствовать свои перемещения и свой прогиб.
Принцип Сен-Венана говорит, что при этом напряжения будут
существенно меняться только вблизи закреплённого сечения;
перемещения же будут различными на всём протяжении бруса.

§ 35. Балка на двух опорах.

Рассмотрим изгиб балки на двух опорах под сплошной равно-
мерной нагрузкой q. Спорные реакции предположим в форме
касательных сил, распределённых по концевым сечениям.

При расположении осей координат по фиг. 50 элементарное
решение задачи приводит к таким напряжениям:

X =
2 U

У,

X.-I,- - s -j . j

Запишем эти формулы в более обшем виде:

i (6.47)

(6.47)

и проверим, удовлетворяют ли они всем уравнениям плоской
задачи. Напряжениями Ув обычно пренебрегают; это обстоятельство
позволяет наперёд утвер- л а

•ждать, что система напря-
жений (6.47) совместно с до-
пущением Yд = 0 наверное не -ц
удовлетворит уравнениям те- л
ории упругости, так как }___
на верхней поверхности при

h
у = г" имеем равенство

IUI1JUUUIUH

Y

Фиг. 50.

Поэтому постараемся удовлетворить уравнениям теории упруго-
сти, задавшись напряжениями (6.47), но отбросив условие Ур = 0.

Подберём пока общий вид функции напряжений при напря-
жениях (6.47); по уравнениям (VIII) (§ 32) имеем

•дх ду
= —Cx-Dxy\

(6.48)
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Интегрируя первое из этих уравнений, имеем

^ ^V + Afr). (6-49)

где /, и /8 — произвольные функции от х. Дифференцируя урав-
нение (6.49) по х и подставляя полученное значение во второе
уравнение (6.48), имеем

e B x y t + / ; {х) =-Сх~
отсюда получаем

D=-B; ft(x)

Внося это значение в уравнение (6.50), имеем

Ч = -У* +§xy-C-
Подставляя это выражение в уравнение (IX) (§ 32), видим,

что оно не удовлетворяется *); значит, <р не может быть принята
за функцию напряжений; поэтому добавим к ней произвольную
пока функцию ty(x, у)**) и получим

Функцию <|)(ж, у) подберём так, чтобы условие неразрывности
деформаций (IX) было удовлетворено. Из уравнения (6.51) имеем

дхк дх* ' дхгдуг У ' дх^ду*' by* by1 '

и уравнение (IX) получает вид

Рассматривая это уравнение, легко сообразим, что наиболее-
простое решение его выразится целой функцией пятой степени:

Пх,у) = &х'у + lLy* + £xV.

Внося это в уравнение (6.52), имеем

•) Оно получит вид 4 Ву=0.
*•) Член Еу, не влияющий на напряжения, отбрасываем.
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т. е.

F+2K + H=— 4B. (6.53)

В функции <!> член т« #а?/8 можем отбросить, так как в уравне-

нии (6.51) член подобного вида g-жУ уже имеется: тогда из
уравнения (6.53) имеем

H=—4B-F.
После этого функция напряжений (6.51) получает окончатель-
ный вид

£ ^ ^ £ й ^ Л (6.54)

удовлетворяющий условию (IX). Отсюда получаем напряжения

Для окончания решения остаётся удовлетворить условиям на
поверхности; сначала займёмся условиями на верхней и нижней
гранях.

1. На верхней граня при у= — -

Y_u= -Yy = q; Xv= - X _ f f = 0. (6.50)

2. На нижней грани при у = Ц---

(6.57)

Первое из условий (6.57) даёт
B h 3 C h , , , , . , F h . Л-24— -Y+f2(x)+1-X> = 0.

Отсюда получаем
/? = 0; Г2(х) = Ь,

и напряжения (6.55) будут

Bx*y-^Bf;}
> (6.58)



140 ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА В ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ [гЛ. VI

Из условий (6.53) и (6.57) для нормальных напряжений
получаем

Складывая эти уравнения, найдём

£ = - - f ; (6.59)

вычитая, получим

~-Ch = q. (6.60)

Условия (6.53) и (6.57) для касательных напряжений дают

_ ^ + С = 0; (6.61)

решая совместно уравнения (6.60) и (6.61), найдём

В=-%; С - - | f . (6.62)

Подставляя значение L, В и С из уравнений (6.59) и (6.62)
в уравнения (6.58), получим

6 ? / А

Переходим к условиям на концевых сечениях бруса:

при х= ±

(6.64)

Последнее условие требует, чтобы касательные напряжения

на концевом сечении приводились к опорной реакции ( — -̂Л •

легко убедиться, что оно уже удовлетворено, так как последнее-
из уравнений (6.63) в точности совпадает с заданным нами вы-
ражением касательного напряжения [формулы (6.47)]. Вместе-
с тем замечаем, что первое из условий (6.64) не может
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быть удовлетворено; действительно, п р и ж = ± —

(6.65)

и следовательно, Хх не обращается в нуль; но так как правая
часть уравнения (6.65) есть нечётная функция от у, то отсюда
следует, что

(6.66)

т. е. нормальные напряжения по концевому сечению приводятся
к паре с моментом

(6.67)

Ч п n t u : : i ; t

Фиг. 51.
V

Таким образом, решение (6.63) соответствует изгибу пластинки
под действием сплошной равно-
мерной нагрузки q и моментов
± Мо на опорах (фиг. 51).

Распоряжаясь коэффициентом "Ч
А, мы можем опорным момен- ^
там (6.67) дать любую вели-
чину. Выражая коэффициент А
через опорный момент Мо по уравнению (6.67), имеем

A = h*

и выражения напряжений (6.63) перепишем окончательно:

(6.68)
1 У~ h» ^ 3 4

Если здесь положим

(6.69)
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то уничтожим опорные моменты и вернёмся к изгибу пластинки
под действием одной сплошной нагрузки, но с наличием нор-
мальных напряжений (6.65) на опорных сечениях; однако, на
основании уравнений (6.66) и (6.69) эти напряжения приво-
дятся к уравновешенной системе сил, и потому влияние их на
основании принципа Сен-Венана (§ 24) будет заметно только
вблизи концов балки. При М0 = 0 первое из уравнений (6.68)
можно написать так:

Сравнивая это с первым из уравнений (6.47), замечаем, что
разница в выражениях напряжения

при малой высоте сечения h по сравнению с пролётом I окажет
лишь небольшое влияние на величину напряжений в средней
части балки (при малом х).

Резюмируя все предыдущие выводы, можем сказать, что:
1. Выражение касательных напряжений, даваемое элемен-

тарным решением, подтверждается настоящим
более точным решением (6.68).

2. Для нормального напряжения Хх элемен-
тарное решение даёт значения, близкие к дейст-
вительности вдали от концов плиты или пластин-
ки (в случае, если высота h мала по сравнению с
пролётом), где эти напряжения играют главную
роль.

3. Второе из уравнений (6.68) даёт выражение
нормального напряжения Yg, которым в элемен-
тарном решении пренебрегают. Эпюра распреде-
ления этих напряжений по высоте сечения (куби-
ческая парабола) показана на фиг. 52.

Пользуясь уравнениями (6.68), можно, очевидно, решить
задачу о балке, заделанной концами в стенки; для этого вели-
чину опорных моментов Мо следует подобрать так, чтобы на

концах оси балки удовлетворялись условия вида g - = 0 или

g = 0 (ср. § 34).
Предварительно, конечно, надо найти перемещения балки,

как это сделано в § 34.
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§ 36. Треугольная н прямоугольная подпорные стенки.
(Решения М. Леви).

Рассмотрим задачу о стенке плотины или подпорной стенке,
подверженной давлению воды или сыпучего тела по гидроста-
тическому закону, пропорционально глубине данной площадки
(фиг. 53). Условия на поверхности
выразятся, очевидно, так: х.

1. На грани OY при х == О

v ' X ~ Vя _° ' 1 ( 6- 7 1)
х_х--\я-чу. J <M=VP

2. На грани О А при £ = 2/tg8
Xv = 0; У„ = 0. (6.72)

Так как число условий на по- Ф и г - 53-
верхности равно четырём, то для ре-
шения задачи достаточно взять функцию напряжений с четырь-
мя неопределёнными коэффициентами. Воспользуемся функцией
третьей степени (6.25), сохранив в ней первые четыре члена, т. е.
положив

а = b = с = 0.
Согласно ура-внешшм (6.26) (§ 33) напряжения будут линейными
функциями и выразятся так:

лт tr I I (О./О)

YX = XB= —ex — fy — pgx. J
Здесь pg — вес объёмной единицы стенки; для краткости назовём
его через р, т. е.

?8==Р-

Применяя условия (6.70), имеем: /г/ = 0; ку= —ЧУ- Отсюда/ = 0;
к= — у, и напряжения (6.73) напишутся так:

Хх=—чу; Yy = dx-\-ey; Yx = Xy= — (е-{-р)х. (6.73')

Условия (6.72) раскрываем по уравнениям (Пп) (§ 32) и вносим
в них значения косинусов углов внешней нормали V о осями
(фиг. 53)

Сюда вносим значения напряжений (6.73'), положив в них
согласно условиям (6.72) z = ?/tgp:

— чу cos р + (е -\- р) у tg p sin 8 = 0;
~ (е + Р) У tg 3 cos 3 — (dy tg В 4- ey) sin P = 0.
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Сокращая оба уравнения на у и деля на cos{3, получаем

Отсюда легко найдём

tg 2? tg (J t g ' ji '

и напряжения (6.73) получают окончательный вид

У — ( р — 2? ^ _1_ ( Т ^ I
р ~ Vtg ,i~ tgs^y x vtg2,i~^y^"' V (^-74)

Эгаоры напряжений Ур и Хд по горизонтальному сечению

Зпюра

Эпюра Xу

Фиг. 54.
Y

Фиг. 55.

у = уа показаны на фиг. 54. Сравнивая это с результатом эле-
ментарного расчёта по формулам

т — — 1 • У — v

Z / " JO
найдём, что значения нормальных напряжений Yg в обоих реше-
ниях совпадают; распределение же касательных напряжений
Ху получается существенно различным.

До сих пор мы выбирали функцию напряжений 9 (х, у)
в виде полинома не выше пятой степени [ср. формулу (6.54) § 35].

Повышая степень полинома, можно достичь решения более
сложных задач. Например, задавая 9 к а к полином шестой сте-
пени, можно получить решение, данное Морисом Леви (М. Levy)
для случая прямоугольной плотины или подпорной стенки.
Решение это имеет следующий вид:

(6.75)

- * . - - ? ( * - : • )



§35] ТРЕУГОЛЬНАЯ И ПРЯМОУГОЛЬНАЯ ПОДПОРНЫЕ СТЕНКИ 145

Читатель легко убедится, что эти напряжения удовлетворяют
следующим условиям на поверхности (фиг. 55):

1. При ж = 0

2. При х=а

Хх = 0; У, = 0.

3. При у = 0

Последнее необходимое условие

при у = 0
х _ у = о

не удовлетворяется полностью, и на верхней грани стенки
остаются касательные напряжения

Х _ „ = - Х „ = ? ( ! _ £ ) [ , ( ! _ £ ) _ » ] .

Однако, эти напряжения приводятся к уравновешенной сис-
теме сил, так как равнодействующая их равна нулю:

поэтому они имеют лишь местное значение, и область влияния
их, согласно принципу Сен-Венана, невелика, тем более, что
они действуют в верхней, мало напряжённой части стенки, ко-
торая обычно не нуждается в поверке на напряжения.

Решая данную задачу элементарным путём, мы для напря-
жений Yy получили бы такое выражение:

2 3 а

что соответствует первым двум членам второго из уравнений (6.75).
Предлагаем читателю таким же путём сравнить выражения

напряжения Хв=:Ух в элементарном решении и по уравнениям
(6.75).



146 ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА В ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ [гл. VI

§ 37. Изгиб прямоугольной полосы; решения Файлона п Рибьера.

Рассмотренный в предыдущих параграфах способ решения
плоской задачи при помощи алгебраических полиномов представ-
ляет ограниченные возможности в смысле практического исполь-
зования, так как этим путём очень трудно подобрать полином,
дающий решение, соответствующее наперёд заданной, более или
менее сложной нагрузке. Гораздо более эффективным оказался
способ тригонометрических полиномов, предложенный Рибьером
и Файлоном для случаев изгиба прямоугольной полосы, длина

V

Фиг. 56.

которой значительно более высоты h (фиг. 56). В таких случаях
наиболее важно бывает возможно точнее удовлетворить условиям
на длинных сторонах полосы, где задаётся нагрузка, вызывающая
изгиб полосы; условиям на коротких сторонах (торцах) можно
удовлетворить лишь в форме задания равнодействующих факторов-
^о, Qo, Мо, Nlt Qu Mu характеризующих реакции опор или
нагрузки на концах полосы (не заботясь о законе распределения
напряжений по высоте h начального и конечного сечений); при

малой величине отношения ,- это допустимо с точки зрения прин-

ципа Сен-Венана (§ 24).
Как указано в § 32, решение плоской задачи при помощи

функции напряжений о (х, у) сводится к интегрированию урав-
нения (IX):

дхг дуг ду* (6.76)

при заданных граничных условиях; этими условиями мы зай-
мёмся далее, сейчас же постараемся получить возможно более
общее решение уравнений (6.7G). Такое решение легко найти
методом разделения переменных, использованным выше в § 21 по
отношению к уравнению колебаний (4.28); методы Рибьера и
Файлона получатся отсюда как частные случаи.

Будем искать частное решение уравнения (6.7G) в форме

(6.77)
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где X есть функция только от х, а У —только от у.

Подставив (6.77) в (6.76), пишем его так:

0, (6.78)

или по разделении обеих частей на XY

. о . (6.79,

К этому уравнению уже легко применить метод разделения
переменных; для этого достаточно взять производную от обеих
частей его по х или по у. Изберём второй из этих путей; получим

X" fY

и переменные разделяются; действительно, отсюда получаем

левая часть этого уравнения зависит только от х, а правая—толь-
ко от у; но х и у — независимые друг от друга переменные; по-
этому уравнение может быть удовлетворено только тогда, если
левая и правая части его в отдельности равны одной и той же
постоянной величине; обозначив её через —2).2, где число ).
пока произвольно, получим из (6.80) два обыкновенных диф-
ференциальных уравнения:

или
Х " + ) . 2 Х = 0, (6.81)

= 0. (6.82)

Уравнение (6.81) сейчас же проинтегрируем:

X = К, cos lx + K2 sin Xx; (6.83)

здесь Кг и Кг — произвольные постоянные.
Интегрированием уравнения (6.82) не будем заниматься, так

как порядок его искусственно повышен благодаря применённому
выше дифференцированию уравнения (6.79) по у, а это введёт
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постороннее решение, не удовлетворяющее исходному уравне-
нию (6.78); пойдём следующим, более коротким путём: из (6.81)
имеем

Х " = - Х 2 Х

Подставив это в (6.78), приведём его к виду

X (YIV - 2Х*У + Х«У) = 0.

Можем считать, что, вообще говоря, X Ф 0 (благодаря незави-
симости переменной х), и потому получим

У ™ _ 2 Х 2 У " + Х 4 У = 0; (6.84)

этим уравнением мы и воспользуемся вместо (6.82). Разыскивая
его частные решения в форме

У = е'У,

получим характеристическое уравнение

имеющее два двукратных корня

s = ±X.

Поэтому обычным способом получим общее решение уравнения
(6.84) в виде

У = A ch Xy + В sh Xy + Су ch Xy + Dy sh Xy, (6.85>

где А, В, С, D — произвольные постоянные.
Подставляя значения (6.83) и (6.85) в (6.77), найдём такое-

частное решение уравнения плоской задачи (6.76)

? (х> У) ~ C î c o s Хж + Х2 sin Xx) {A ch Xy +
+ В sh Xy + Су ch Xy -f Dy sh Xy). (6.86)

Эта функция является решением уравнения (6.76) при произволь-
ных значениях постоянных

К„ Kit А, В, C.D и X.

Значит, можно построить сколько угодно решений типа (6.86)^
сумма таких решений также будет решением уравнения (6.76)
(так как это уравнение линейное). Взяв достаточно большое чис-
ло членов такой суммы, мы будем иметь в своём распоряжении
много произвольных постоянных; в дальнейшем следует по-
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стараться их так подобрать, чтобы условия, заданные на грани-
цах полосы, были возможно полнее удовлетворены.

Займёмся сначала условиями на торцах полосы, имеющей
длину I (фиг. 56). Потребуем, чтобы в этих сечениях, т. е. при

ж = 0 и х = 1,

не было нормальных напряжений; иначе говоря, поставим усло-
вия, чтобы

при * = <М
и x =

При этом, очевидно, получим No = М„ = Nt = Mj = 0, и нагруз-
ки на длинных сторонах полосы будут уравновешены силами
QB и Qi, приложенными на торцах балки; эти силы можно счи-
тать реакциями опор простой балки длиною I.

Условия (6.87) будут удовлетворены, если в частном решении
(6.86) положим

где т есть нуль или целое положительное число: т = О, 1, 2, 3 , . . .
. . . , оо.

Составим таким путём сумму частных решений, взяв

п,

ain—

i n i. mr.y _ , mny _ , тку \ ,a o o .

+ Bmsh—f-+Cmych-f-+Dmysh—f-J. (6.88)

Сюда вошли 4ге произвольных постоянных
л/ni "mi ^m> Um>

которые при достаточно большом числе п позволят удовлетворить
условиям на длинных сторонах полосы, если там заданы на-
грузки. Решение в форме (6.88) было впервые предложено Фай-
лоном.

Переходим к условиям на длинных сторонах. Пусть на верх-
ней стороне (г/ = /г) задана произвольная нормальная нагрузка
9i = /i(:E) и тангенциальная нагрузка

на нижней стороне (у = 0) имеется нормальная нагрузка q2 = /, (х)
и тангенциальная г2 = <1>2 (х). Относительно тангенциальных на-
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грузок предположим, что сумма каждой из них в отдельности
равна нулю, т. е.

1 i

J ^ (х) dx = 0. J ift (x) dx = 0. (6.89)
о о

Тогда получим такие граничные условия для функции на-
пряжений.

При */ = />, Г, = Й- = Д (*); Х„=-

или, внося сюда выражение <р (х, у) из (6.88), получим

П

Я * ^ С ^ • • TTITZX /* А _л TYlizh

•ji- 2 i

m 8 Ш ~ т
m+l

sh

j
" ! V s • "its; . r r \

~F 2d m s i n ~T~ Am = f* (xh

г z m C 0 3 B

Рассматривая второе и четвёртое из этих уравнений, убе-
димся в необходимости ограничения, наложенного на нагрузки
tx и tt условиями (6.89); действительно, соответствующие инте-
гралы от левых частей этих равенств, взятые в пределах (0, I),
обращаются в нуль. Во всяком случае предыдущие равенства
показывают, что функции, стоящие в правых частях, должны
быть приближённо представлены на промежутке (0, I) ряда-

-, . ткх тпх Тт *
ми Фурье соответственно по sin -r— и cos —— . Чем больше взя-
тое число членов п в функции напряжений (5.88), тем более
точным будет это представление. Для определения коэффици-
ентов рядов поступаем по общему правилу: множим обе части

. кпх fax
равенства соответственно на s i n - , - или c o s — и интегрируем
в пределах от 0 до I; таким путём получим следующие четыре
уравнения для определения коэффициентов А,., Вк, Си, D^, вхо-
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дящих в А-й член функции напряжений (6.88):

kith . г. 7 1 kith

r+Dhsh
i

151

Т ~
.kith

1
/ , AitA , , knh\ 2

2?

knh

ЛяА
—

k™dx. (6.90)

Полагая здесь & = 1, 2, 3, . . . , n, получим уравнения для опре-
деления всех коэффициентов функции напряжений (6.88). Имея
функцию напряжений, можем находить напряжения в любой
т,очке полосы по формулам

х - — дхду '

Изложенный здесь способ исследования изгиба полосы ока-
зался очень удобным, так как, пользуясь им, мы можем вводить
достаточно произвольные нагрузки на длинных сторонах. В кур-
сах теории упругости С. П. Тимо-
шенко и П. Ф. Папковича можно
найти много примеров применения
этого способа к задачам, важным в
практическом отношении.

Если тангенциальные нагрузки
tx и tt отсутствуют, то получится за-
дача о поперечном изгибе полосы обыч-
ными поперечными нагрузками qx

и <72. Отметим частный случай, когда нагрузка q1=
zfl(x) зада-

на произвольно, а нагрузка qt = /2(я) распределена на двух
участках (фиг. 57); интенсивности её q't и q"t подберём
так, чтобы все эти нагрузки были взаимно уравновешены. Хотя
при этом на торцах балки останутся касательные усилия, однако
равнодействующие их Qo и Q{ (фиг. 56) обратятся в нуль; влия-
ние таких уравновешенных касательных сил Уя, согласно прин-

Фиг. 57.
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Фиг. 58, а.

ципу Сен-Венана, будет заметно л и ш ь вблизи торцов б а л к и .
Т а к и м путём мы получим решение задачи о балке на д в у х опо-
р а х при условии, что р е а к ц и и опор q's и д"г распределены по зара-
нее заданному з а к о н у . Р я д задач этого рода решён Г. Н . Мас-

I ловым д л я простых и не-
й.) • р а з р е з н ы х б а л о к .

jjjjj]}̂  Д р у г о й интересный
частный случай получим,
взяв нагрузки q1 и qt

(фиг. 5э) одинаковые, но
противоположные по на-
правлению (t1 и tt попреж-
нему отсутствуют). Силы
Qo и Qi будут равны ну-
лю, и мы получим с?ка-
тие полосы в поперечном
направлении. Если Harpj3-
ки qx и <72 распределены
на малом участке (фиг.
58, а), то, уменьшая его,
в пределе получим схему,
близкую к фиг. 35, на ко-
торой был пояснён прин-

цип Сен-Венана. В данной задаче принцип этот подтвержда-
ется видом эпюры напряжений Yg по среднему сечению аЬ, пока-
занной на фиг. 58, б для предельного случая сжатия полосы сосре-
доточенными грузами. Решение этой задачи дано Файлоном *) .

Рибьер применял к некоторым задачам решение, аналогич-
ное (6.88) и получаемое тем же путём из (6.86), если в нём

положим /Г2 —0; Х = - ^ ; таким образом, будем иметь

Фиг. 58, б.

™ П . (6.91)

Ряд приложений этого решения дан в курсе теории упругости
П. Ф. Папковича.

Для того чтобы в решении Файлона освободиться от ограни-
чения, налагаемого на тангенциальные нагрузки условиями (6.89),
и вообще расширить область его применения, следует к найден-

*) См. Э. К о к е р и Л. Ф а й л о н , Оптический метод исследования
напряжений, ОНТИ, 1936 г.; С. П. Т и м о ш е н к о , Курс теории упру-
гости, ГТТИ, 1934 г.
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ному выше решет»0 (6.88) добавить ещё одно частное решение,
вытекающее из принятого метода разделения переменных, но опу-
щенное пока нами; действительно, в дополнение к значениям
м - 1 2 3 •••, принятым в (6.88) для построения функции <р,
положим ещё /м = 0, т. е. Х = '™ = 0; тогда уравнения (в.811
и (6.84) перейдут в такие:

общие их решения будут

и согласно (0.77) получим *) соответственную функцию напря-
жений

9. = (*х + h ( 4 У3 + I f + Су) • (6.92).

Таким образом, к решению (6.88) вполне планомерно доба-
вляется решение в форме полинома четвёртой степени (6.92);
компоненты напряжённого состояния при этом будут такие:

' = ^ ° = = ° ; '} (с93)
I
J

На длинных сторонах полосы получим напряжения:

при у = 0, У„ = 0

при y^h, Ур = 0 > ( 6 - 9 4 )

Значит, распоряжаясь произвольными постоянными а, 3,
А, В, С, мы можем:

1. На длинных сторонах («/ = 0; у—Ь) получить постоянные-
тангенциальные нагрузки Xv произвольной интенсивности со-
гласно (6.94) и этим избавиться от ограничения (6.89).

*) Далее полагаем .0 = 0.
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2. На торцах полосы получить нормальные напряжения:

при ж = 0 1

при х — I

распределённые по линейному закону; ото позволит добавить
к решению (6.88) ещё два фактора произвольной интенсивности:
сжатие —растяжение полосы вдоль её оси и изгибающие моменты
на торцах.



ГЛАВА VII.

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ.

§ 38. Общие уравнения плоской задача в полярных
координатах.

До сих пор при решении задач теории упругости мы пользо-
вались декартовыми координатами, в которых точка М (х0, у0, z0)
определялась пересечением трёх плоскостей: х = х0; у — у0; z=zn.
Применяя эти координаты, мы разделяли исследуемое тело на
бесконечно малые элементы тремя системами плоскостей:

— xl~1

= Ух',
= = z i 5

X

У
z

Э 2 i *

= Уг, •

= ZjJ .

• * •>

X =

z =

Поверхность, на которой одна из координат сохраняет постоян-
ное значение, называется координатной поверхностью; в дэн-
номслучае эти поверхности ?

оказываются плоскостями,
параллельными координат-
ным плоскостям, и при
этом получаются элементы
в форме параллелепипеда
(фиг. 59).

Однако во многих за-
дачах оказывается более
удобным выбирать другие
системы координат. В част-
ности, рассмотрим цилин-
дрические координаты, в X
которых точка (фиг. 60)
определяется тремя числа-
ми: г, 6, z. Иначе можем сказать, что точка определяется
пересечением следующих координатных поверхностей: круг-
лого цилиндра г = гй, плоскости 6 = 6О, проходящей через
ось Oz, и плоскости z — z0, параллельной Оху. Соответственно
этому в данном случае разделение исследуемого тела на беско~

К-К-,

Фиг. 59.
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иечно малые элементы мы будем осуществлять тремя следую-
щими системами поверхностей: системой концентрических цилин-
дров r = rlt г — гг, .... /• = г,; затем пучком плоскостей &=&„
1) = Ь„, . . . . 6 = 6Ь проходящих через ось Oz, и системой плоско-
стей z — zlt z = zu ..., z — zh параллельных Оху. Форма полу-
чающ гося при этом бесконечно малого элемента показана
на фиг. 61.

Применим цилиндрические координаты к плоской задаче,
причём ось исследуемого призматического тела направим парал-

""-"•-•--— d/

~d>

О
A
•-*~.!
'U
—-»

i
}

1
I/
r.'

»

b

Фиг. 60. Фиг. 61.

лельно оси Oz. Внешняя нагрузка, согласно нашим предположе-
ниям, будет параллельной плоскости Оху. В этом случае, как
мы видели, и для плоской деформации и для плоского напря-
?кённого состояния можно отбросить формально ось Oz, и следо-
вательно, вся задача будет решаться как бы на плоскости,
в полярных координатах г, 6.

Выведем теперь основные уравнения теории упругости для
плоской задачи в полярных координатах. Займёмся сначала диф-
ференциальными уравнениями равновесия (I). Выделим из тела
элемент abed с центральным углом dft и наименьшим радиусом г.
Стороны его будут (фиг. 62)

ab — cd~ dr;
ad= r db;
bc = (r+dr)df).

(7.1)

Наметим две оси mr и тЬ и, пользуясь ими, будем обозначать
напряжения, действующие по граням элемента согласно правилу,
принятому вначале; обозначения эти показаны на чертеже. Соста-
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вим условия равновесия элемента abed, проектируя приложен-
ные к нему силы на оси г п 0. Объёмными силами при этом
пренебрежём. Толщину элемента вдоль оси Oz примем равной 1.

Фиг. 62. Фиг. 63.

При проектировании сил ввиду бесконечной малости угла
будем принимать

db dQ. db dQ dQ
8 1 1 1 2 " = 2 ' C O S - 2 =

Перемножая напряжения, показанные на чертеже, на соот-
ветствующие площадки (7.1) и проектируя полученные силы
на оси г и б , найдём

Сокращая полученные уравнения и отбрасывая бесконечно
малые величины третьего порядка, получим

ав„

Далее, разделяя эти уравнения на drdb, а также имея в виду
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что в г = Да, будем иметь окончательно дифференциальные урав-
нения равновесия в полярных координатах:

dRr

dR,

•*г+- = 0;

2Л а

г

(Inn)

Займёмся теперь деформациями и перемещениями. Будем
обозначать перемещения точек вдоль оси г через и, а вдоль

. оси 6 через и; удлинение вдоль
Р С ' *~г оси г — ч е р е з егг; в д о л ь оси

Ь — еоа и сдвиг, т. е. и с к а ж е -
н и е п р я м о г о у г л а bad, — че-
р е з вг«.

При помощи таких же рас-
суждений, как и ранее (§ ь),

ди тт

мы получим егг = — . Перехо-
дим к удлинению е., . Это уд-
линение может получиться от
двух причин: во-первых, если
произошли только радиальные
перемещения и, то относитель-

ное удлинение линейного элемента ad = r dO выразится так:

Фиг. 64.

7d!i
и

г

Вследствие перемещений v вдоль оси 0 также получится относи-
dv dv ,

тельное удлинение . = —-^; полное удлинение будет
1 dv

Теперь займёмся сдвигом. Из чертежа (фиг. 64) видно, что сдвиг
выразится так:

е . = ( Я — a)4- v - (7.2)

далее замечаем, что

о dv v ди ди

Подставляя эти значения в формулу (7.2), получаем

dv 1 ди

дг г ' г ов
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Таким образом, вместо уравнений (Ш„) для плоской задачи
мы теперь получаем следующую систему уравнений:

да 1 dv . и ~\

~Т> еи=Уав + 7 ; I
I
J

л ля
dv v 1 аи

Что касается группы уравнений (IV) неразрывности дефор-
маций, то в плоской задаче она свелась к единственному урав-
нению

д2еХх , д2еуу _ дгехУ

дуг ^ dx* дхду'

Это уравнение мы преобразовали, пользуясь функцией '-?[х,у),
к такому виду:

Теперь преобразуем это уравнение в полярные координаты.
Выразим в этих координатах как самую функцию напряжений
<р(я, у), так и её последовательные производные. Для этого
следует воспользоваться уравнениями преобразования декарто-
вых координат в полярные:

х = г cos 6; y = rsin&,

или в обратной форме:

f у ) (7.3)
6 = arctg -^-.

Дифференцируя эти уравнения по i и по у, получим

отсюда следует, что
дг х дг у

НО

поэтому получаем

— = cos6: — =sinO; (7.4)

g = cos6; ^ = sin 6, (7.5)
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н далее
£в _ у 1 у_
дх х2 . . v2~~ х 2 + :

36

На основании (7.3) и (7.4) находим

38
ь 38 (7.6)

Дифференцируя теперь функцию (р(х, у), найдём

3» Зв дг • 3? 36 df
д х ~ д~г дх' ЪИ д х ' ду'

а на основании (7.5) и (7.6)
д1 д? , 1 df . . df df
я- = 3Icos 6 r Ism6; ^- = ^
ож дг г д® ' ду дг

df .
г д® ду

1 3? и

-Лсоз 6.
г дй

Дифференцируя снова эти уравнения по х а у и принимая
во внимание (7.5) и (7.6), получим

d s » _ д г > if, о

"Б « — "5 в COS " Ju ~r
дх* дг1 д

дгдо
siu 8 cos 6 , Зу sin" 8 ,

г дг г
, „ д? s i i i j cos 8 м З'у sin^JI ф

"•" 38 г2 ' За 2 "г2"" '

3? cos2 6

;? sin 6 cos 8
38 г ' _ _

д? sin8cos^8 32y cos 2 8 . ^ V '>
36" г2 •" ^ j 2 Г2 >

S i

c o s 2 9 3» sin в cos в
~ 7 37 г

<9»cos 29 З 2 ? sin 8 cos fl

Пользуясь этими уравнениями, мы легко найдём, что

? — Зя "^ Зу2 Зг2 "^ г 3/- "т" г2 382 '

поэтому уравнение (IX') можем символически записать так:

^Зг2 "f" г зг"1"?-2 зб2у V '̂-2 ^ с"- г* зв2у

Теперь, пользуясь функцией напряжений, мы можем при
помощи уравнений (7.7) получить значения напряжений

RT. и Л3 =
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Действительно (фиг. С5), направляя ось х вдоль оси г, а ось
у вдоль оси Ь, будем иметь

(7.8)

(7.9)

Пользуясь функцией напряжений, мы ранее нашли

а»?

Поэтому на основании уравнений (7.8), (7,9) и (7.7) получаем

„ „ 1 дгг> 1 Яа д Г 1 ЯвЛ ( ( V I И п )

г* df) дг \. г дЬ ) * /

Предлагаем читателю для упражнения проверить, удовлетво-
ряют ли эти напряжения условиям равновесия (1ПП)»

Закон Гуна (V) для случая 0

обобщённого плоского напряжён-
ною состояния имеет прежний вид,
лишь меняются обозначения на-
пряжений и деформаций:

(Vnn)

«г9
_2(1+°) „ |
= к—• •««• i

J Фиг. 65.

В случае плоской деформации следует £ и о заменить на Et

и о, по формулам (6.5).

§ 39. Задачи, в которых напряжения не зависят
от полярного угла.

Применим выведенные уравнения к решению некоторых
задач. Наиболее престо задача решается в тех случаях, когда
напряжения (VIHn) не зависят от угла Ь, т. е. когда во всех
точках любой окружности с центром в полюсе О, Rr, в 9 и Rt,
одинаковы.
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Функцию напряжений <р, очевидно, можем взять в этом слу-
чае не зависящей от Ь; тогда уравнение (1ХП) упрощается:

Выполняя дифференцирование, получим

<?*? 2 а з

? л а»Р 1

выражения напряжений (VIIIn) переходят в такие:

Rr=ydy, в9 = ̂ ; Д , = вг = 0. (VIHi)

Уравнение (1ХП) можно привести к линейному однородному
уравнению с постоянными коэффициентами путём подстановки
г = е1 иди t = \nr; поэтому оно легко интегрируется*); общий
его интеграл имеет вид

<р (г) = A In г + Br* In г + Cr* + D, (7.10)

*) Действительно,

д?_д? dt _ \_

—̂— i I — 1 -4— •— —— — ••• '- —̂  - •• —— 2̂ —— I '— — "j—- 1 .

Таким же путём получим далее

Подставляя всё это в уравнение (1ХП*), приведём его к виду

Характеристическое уравнение

к*— 4А> + 44* = к* (А — 2)» = 0;

его двум (двукратным) корням к = 0 и А = 2 соответствуют четыре част-
ных интеграла уравнения (а):

е ° ' = 1 ; te>>f = t; etf; f e " .

Поэтому общий интеграл уравнения (а) будет

? = Сх + C2t + Cte
%i + CJe*';

сюда надо подставить
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Отсюда по (VHIn) находим напряжения

163

В качестве примера воспользуемся уравнениями (7.11) для
решения задачи Ламе о равномерном внешнем и внутреннем
сжатии круглой трубы. Пусть внешнее давление равно рг,
а внутреннее — рх.

Тогда мы, очевидно, получаем следующие условия на поверх-
ности (фиг. 66):

при г = а R_T=+Pl или Rr=
при г = Ъ i ? r = — / v J

Для получения решения Ламе при этих условиях произ-
вольную постоянную В положим равной ну- р

лю; тогда уравнения (7.11) дают

D •"• I ОП. £} i ОП
л г = -2- -\- АС, t»e = — -^-\-ЛС.

Постоянные А и С легко найти из условий
(7.12); выполнив это, получим

аЧ% Pi —

9

alp1 — bip2 .

, агРг-Ьгрг |
^ Ь 2 — а 2 " J

(7 13)

Фиг. 66.

При решении этой задачи мы сделали допущение, положив
заранее 5 = 0; имея три произвольные постоянные А, В а С
и два условия (7.12), мы могли бы решить задачу и при других
допущениях; однако, можно доказать, что действительному рас-
пределению напряжений соответствует решение Ламе (7.13). Осо-
бенность этой задачи заключается в том, что мы здесь встре-
чаемся с двухсвязным контуром, так как сечение трубы огра-
ничено двумя замкнутыми кривыми, не пересеьающимися между
собой; при наличии двухсвязного или многосьязного контура
решение задачи, вообще говоря, осложняется, и возможна мно-
гозначность решения; в данной задаче это затруднение можно
обойти, выбрав в качестве неизвестных перемещения; такой
метод решения задачи Ламе приводится в курсах сопротивления
материалов.
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Рассмотрим часть круглого кольца, изгибаемую силами,
приложенными к концевым сечениям и приводящимися к парам
(фиг. Ь7). Условия на поверхности выразятся так:

при r = a i?r = 0;

при г — Ь Rr = 0;

Раскрывая эти условия, получим

Мы получили четыре уравнения для определения трёх постоян-
ных А, В и С', однако, замечаем, что третье уравнение является
следствием первых двух. Решая эти уравнения, найдём

. 4 М , , , ! Ь г, 1М/,, ,,Л = 7 7 а Ь 1 п ^ 5 5 = — ( Ь г - а 2 ) ;

где

Внося эти значения в уравнения (7.11), получим такие на-
пряжения:

I

Сравнивая результат вычисления напряжения в , по форму-
лам (7.14) с тем, что даёт элементарная теория бруса большой
кривизны (гипотеза плоских сечений), можно убедиться в том,
что получаемая разница непетика; её следует отнести за счёт
того, что элементарная теория не учитывает напряжений Rr,
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обусловливаемых нажатием отдельных криволинейных продоль-
ных волокон дру г на друга; эти напряжения создают дополни-
тельную деформацию бруса *) .

Рассмотрим ещё в данной зодаче изменение центрального
угла db бесконечно малого элемента abed (фиг. 68). Так как
в данном случае сдвиги отсутствуют (0Г = 0), то изменение угла

зависит от двух удлинений егт и e9 j. Фиг. 68, бае ясно

ь

dji

Влияние Влияние
удлинения f>r. удлинения е „

Фиг. 68.

показывают влияние обоих этих факторов; ив них получаем
влияние радиального удлинения егГ (фиг. 18, б)

R /ЛГЛ
 а'а* етг dr d6 ..

8Х (db) = - _ . _ -rr+ е г А г *, _ е„ db;

влияние осевого удлинения е09 (фиг. 68, в)

- мгл ЪЬ'—dd'о, (Л) = — 5 2 — ,

но

bb' — dd' =

dr

поэтому

-^- dr) (r + dr) db — ejOr db

r—drdO; bd=dr;

) Читатель ваметит, что в аналогичном случав чистого изгиба пря-
мого оруса напряжения Yv, соответствующие напряжениям Rr данного
2 Г ' отсутствовали [формула (6.27) § 33]; следовательно, в прямом

при чистом изгибе нет взаимного нажима отдельных волокон.
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Значит, полное изменение угла db будет

а относительное изменение

„

Если сюда вместо деформаций подставим их выражения через
напряжения из (Vnn) § 38 и воспользуемся уравнениями (7.14),
то легко убедимся, что eg не зависит от радиуса г. Это, очевидно,
покажет, что плоские поперечные сечения в случае чистого изгиба
остаются плоскими, и значит, подтверждается гипотеза плоских
сечений, принимаемая обычно в элементарной теории кривого
бруса.

§ 40. Действие сосредоточенной силы.
(Задача Фламапа-Буссинеска.)

Рассмотрим (фиг. 69) однородную упругую среду, ограни-
ченную плоскостью АВ и распространяющуюся беспредельно
вниз от этой плоскости. Пусть в точке С среды приложена

сила Р; в отношении протяжения среды
нормально к плоскости чертежа, как и
всегда в плоской задаче, могут быть два
случая: или это протяжение весьма мало
(обобщённое плоское напряжённое состо-
яние), или оно беспредельно (плоская де-
формация); в последнем случае силу j?
придётся предполагать не сосредоточен-
ной, но равномерно распределённой по
прямой, нормальной к плоскости чертежа
и проходящей через точку С.

Очевидно, что вблизи точки С на-
пряжения будут весьма велики и превзой-

дут предел упругости; поэтому мы будем рассматривать лишь
точки, расположенные вне небольшой области, ограниченной кру-
гом тп радиуса р; ввиду этого, пользуясь принципом Сен-
Венана, груз Р ваменим нагрузкой, распределённой по полуок-
ружности тп и эквивалентной грузу Р; это мало отразится на
напряжениях в точках, удалённых от круга тп.

Попробуем удовлетворить условиям задачи такими простыми
предположениями:

1) в любой точке М по площадке, нормальной к радиусу
СМ = г, нет касательных напряжений;

у
/
i

AT

fn

r

/
Д

с
>'.
V

n

\

/'

\
\
\1
?

/

Фиг. 69.
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2) сжимаюшее нормальное напряжение R, по этой площадке
обратно пропорционально радиусу г и прямо пропорциональ-
но cos 6;

3) нормальные напряжения вэ по площадкам радиального
направления отсутствуют.

Сделанные предположения приводят к такой системе напря-
жений:

r> 7 COS 0

e u=o ;
#a = e r=o.

(7.15)

Эти напряжения удовлетворяют условиям задачи на поверх-
ности АВ; действительно, ограничивающая плоскость АВ ( 6 = ± | - ,
cos 6 = 0) свободна от напряжений, кроме точки С, где RT при-
нимает неопределённый вид —; но точку С и даже малый полу-
круг тп мы исключили из нашего анализа. Далее, коэффициент к
в уравнении (7.15) легко подобрать так, чтобы нормальные на-
пряжения Rr по полуокружности тп были эквивалентны задан-
ному грузу Р, т. е. чтобы сумма проекций усилий

по полуокружности r = p на ось Ох была равна Р:

»

fl_rpcos 8de = JP. (7.16)

Подставляя сюда значение Rr из (7.15) и выполняя интегри-
рование, легко получим

/с = ^ . (7.17)

Теперь нам остаётся установить, удовлетворяют ли напря-
жения (7.15) уравнениям теории упругости, т. е. возможны ли
они в однородной упругой среде. Для этого, во-первых, поста-
раемся для напряжений (7.15) подобрать функцию напряже-
ний у(г, Ь), а во-вторых, убедимся, удовлетворит ли эта
функция основному уравнению (1ХП)*).

Для подыскания функции напряжений воспользуемся ура-
внениями (VlIIn); подставляя в них напряжения (7.15),

•) Если наедена функция напряжений, то, вначит, удовлетворены
условия равновесия (1,ш) (§ 38); уравнение же (1ХП) обеспечит неразрыв-
ность деформаций.
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получим

/7 4QV1 д? 1 с*г? _ , COS8

(7.19)

°- ( 7 2 О )

Уравнения (7.19) и (7.20) будут удовлетворены, если примем

? = г/(6). (7.21)

Подставляя это в (7.18), получим следующее обыкновенное диф-
ференциальное уравнение

/ + /"== —к cos S. (7.18а)

Общее решение однородного уравнения

/ + /" = 0
будет

/ = Лсов в + Bsinb. (7.22)

Частное решение / уравнения (7.18а) можно найти методом вариа-
ции постоянных А и В или методом Коши (см. наш курс «Сопротив-
ление материалов», § 253):

9
J= —к [ sin(6 — t)cos tdt =

0

— - | \ [sin(8 — <-M)-f-sin(e — t — t)]dt =

n(8 — 2t)]dt= — у esin0.
0

Значит, общее решение уравнения (7.18а) будет

/(6)= — | 0 s i n 6 - f A cos Ь +В Bind.

Подставляя это в (7.21), получим

«р = — А г 8 sin 6 + Ar cos 8 + Br sin 8. (7.23)

Ограничиваясь первым членом этого выражения, получим
нужную нам функцию напряжений

<Р= — * rOsinf) (7.24)
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Кстати следует заметить, что в (7.23) совокупность членов

Аг cos S -f Br sin 6 = Ax + By,

представляющая собою линейную функцию от координат х и у,
согласно (VIII) § 32, не даст никаких напряжений и эти члены
вообще всегда можно отбросить.

Предлагаем самому читателю убедиться в том, что функция
(7.24) удовлетворяет уравнениям (7.18) — (7.20), а также урав-
нению неразрывности (1ХП) § 38.

Мы доказали, что напряжения (7.15) удовлетворяют всем
уравнениям теории упругости; на основании (7.17) они напи-
шутся гак:

2Р cos 6# I

е.Г1о7 \ Т о . ] < 7 - 2 5 >
Исследуя их, придём к следующим выводам:

1) площадка в любой точке М (фиг. 09), нормальная к радиу-
су г, является главной, так как по ней нет касательных на-
пряжений;

2) построим окружность СМХ (фиг. 69), проходящую через
данную точку Л/, и пусть диаметр её CX — d;
тогда

СМ = СХ cos 8;
но

СМ=т; CX = d;
поэтому

cos6_ 1
~7~~~ d '

подставляя это в (7.25), найдём

Д г = ^- = const. (7.26)

Значит, во всех точках построенной окружности напряжение Rr

одинаково. Отсюда: всякая окружность с центром под грузом Р
и проходящая через точку ею пркложения О есть траектория
равных напряжений Яг*).

Найдём теперь напряжения в пластинке по горизонтальной
площадке на расстоянии х от поверхности. Из условий равнове-
сия элементарной призмы аЬс (фиг. 70) получим **)

Хх = Rr cos2 6, Yx<=Rrsin 6cos8. (7.27)

*) Напоминаем что при этом исключаются точки внутри полуокруж-
ности mn, J v

**) Ср. формулы (1.13) § 4.
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Бнося сюда значение Rr из (7.25) и принимая во внимание, что

(7.28)

будем иметь

(7.29)

На фиг. 71 показан вид эпюр этих напряжений. В практи-
ческих расчётах принято дейотвие груза Р на заданной глубине а;

'в Эпюра Xz

Эпюра Yz

т
Фиг. 70.

распределять под некоторым углом; в условиях данной вадачи
имеем

max Xr= — — = —
i.57*1

Значит, для расчёта можно условно принять, что груз Р равно-
мерно распределяется на площадку длиною около 1,6ж, что
соответствует углу 6 «*> 38° (фиг. 72).

Если имеется несколько грузов, приложенных в различных
точках прямой АВ (фиг. 70), то мы без труда найдём напря-
жения (7.27) в любой точке, суммируя действия отдельных гру-
зов. Далее вадачу легко распространить на случай любой сплош-
ной нагрузки (фиг. 73). Если интенсивность нагрузки в данной
точке равна р, то нагрузка, приходящаяся на бесконечно малый
элемент dy прямой АВ, будет pdy, но из чертежа видим, что

rdb

и элементарная нагрузка равна
pr da
cos 6 *

(7.30)
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Эту величину вносим вместо груза в первое ив уравнений (7.25)
и получаем

Подставляя это значение Rr в уравнения (7.27), получим напряже-
ния, вызываемые одним элементом нагрузки (7.30):

X = ——

в аналогично

Значение угла 6 ясно из чертежа (фиг. 73). Если нагрузка рас-
пространяется от точки а (8 = Ьх) до 6 (9 = 6,), то, суммируя напря-

rd9

- 1.61
Фиг. 72. Фиг. 73.

жения от отдельных элементов ее, получим окончательные вы-
ражения напряжений

2 Г
; = \ р sin 8 cos 8 dS- >. (7.31)

Здесь нагрузку р следует предварительно выразить в функции
угла 8. Если нагрузка равномерная, то р постоянно; вынося его
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за 8наки интегралов в уравнениях (7.31), можем последние легко
взягь в получим

(7.32)

Эти формулы можно преобразовать к декартовым координа-
там х и у, приняв во ваяманяе уравнения (7.23) и прибавив
к ним

Задачи о напряжениях в среде, ограниченной плоскостью,
в настоящее время приобретают значэяяе в теории оснований
и фундаментов для тех видов грунта, которые при не очень боль-

Y ших давлениях сохраняют свой-
ства, близкие к свойствам одно-

гР родного упругого тела.

§ 41. Клин, нагруженный в
вершине.

Решение (7.15) можно при-
менить к более общей задаче,

-*-* введя Р него ещё один произ-
вольный параметр путём заме-
ны Ь через (6 — Ьо), где 60 — по-
ка произвольный угол. Тогда

Фиг. 74. получим

_ f t 8 i n (7.33)

Первый член правой части, как мы уже знаем, удовлетворяет
всем основным уравнениям плоской задачи. Второй член также
удовлетворит им, так как он получится из первого путём пово-
рота полярной оси на 90°, т. е. заменой 6 на Г-j — М •

Рассмотрим (флг. 74) клин, к вершяяе которого приложена
сила Р произвольного направления. Полярную ось ОХ направим
по оси клина. Постоянные к и <)0 (/.33) подберём, как и в § 40,
из условия, чтобы нормальные усилия
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по дуге тп любого радиуса р были эквивалентны данной силе Р.
Проектируя все силы на оси ОХ и 0Y, получки

+« +*
\ R.T? dQ cos 6 = P.cos Р; ^R-r? db sin 6 = i > s i n p.

Подставляя сюда значение R_r = —RT ив (7.33), получим такие
уравнения для отыскания к и 60:

s i n e o Csin 9cos 8 d8 = .PcosP;
— a

ftcos80 \cos 6 sin 8 d6 + Л sin 6ffl ^ sin2 bdb = P sin p.

Вычисляя входящие сюда интегралы, найдём

sin 8 cos G db = 0;

I = \ cos2 8 d8 = Y (2a + sin 2a);
— a

+*
1 = \ sin28d0 = - i(2a-s in2a) .

(7.34)

Внося это в предыдущие уравнения, получаем

Ак cos 0о = Р cos Р; Б A; sin 60 = Р sin 3.

Отсюда без труда найдём, что

(7.35)

Рассматривая формулу (7.33), замечаем, что она имеет тот
же вид, как и формула (7.15), но полярный угол в ней (6„ — 6)
отсчитывается от некоторого направления 60 (фиг. 74), опре-
деляемого из второго уравнения (7.35); так как вообще

А .

то 60 ф р, и это направление в общем случае не совпадает

о направлением груза Р. Если положим a = •£, то вернёмся
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к «полуплоскости», рассмотренной в § 40, но нагруженной на-
клонной силой (под углом В к нормали к плоскости); тогда
из (7.34) и (7.35)

Значит,

„ _ 2Р соа (8 -
^Г-~Т F

Здесь (6 — В) есть (фиг. 74) полярный угол, отсчитываемый
от направления груза Р. Таким образом, решение (7.25) непо-
средственно пригодно для случая, когда груз Р (фиг. 69) при-
ложен не нормально к плоскости АВ, а под любым углом;
следует лишь помнить, что полярный угол 6 всегда отсчитывается
от направления груза Р. Следовательно, это решение можно при-
менить к случаю груза, приложенного по направлению АВ;
аналогично предыдущему решению (§ 40) можно решить задачу
о сплошной тангенциальной нагрузке по плоскости АВ. Комби-
нируя случаи нормальной и тангенциальной нагрузок, можем
решать задачу о любой наклонной сплошной нагрузке *).

В качестве примеров на расчёт клина возьмём два случая:
сжатие клина (фиг. 75, а) и изгиб клина силой, приложенной на
конце (фиг. 75, б).

В первом случае

3 = 0

и из уравнений (7.34) и (7.35) имеем

• ' 2i + sin2i

Эти значения к и б0 надо внести в уравнение (7.33).
Аналогично (7.27) можно найги напряжения по сечению клина

тп (фиг. 75, а) на глубине х„; нормальное напряжение

Если через о> (фиг. 75, а) обозначим угол наклона радиуса век-
тора точки (ж0, у) в сечении тп, то предыдущую формулу можно

*) Следует отметить несколько иной и весьма интересный способ
решения подобных вадач, найденный проф. Н. М. Герсевановым на осно-
вании общего интеграла уравнений плоской задачи, выраженного им
в функциях комплексной переменной (см. «Труды МИИТ», Москва, 1932).
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написать так:

175

X ~ - к (7.36)

где
— <х<о) <; а.

В случае острого клина (угол а мал) напряжение Хх мало
отклоняется от величины

У
* *о (2a + sin2o)z0 '

т. в. распределение напряжений по сечению тп почти равно-
мерно. Если же клин тупой (угол а не мал), то напряжения

Р

/ - * • •

Фиг. 75.

распределены весьма неравномерно; например, при a = 45°, Хя

меняется в пределах от

- * • До - ± .

В случае изгиба (фиг. 75, б) имеем

и ив уравнений (7.34) и (7.35)

Из (7.33) имеем

Но Г -g-—SJ есть полярный угол, отсчитываемый от направле-
ния груза; значит, и в этом случае остаётся в силе решение
(7.15), где А; имеет найденное сейчао значение. Напряжения по
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сечению тп, как и выше, найдём аналогично (7.27), пользуясь
уравнениями (7.15), но помня, что угол blt согласно сказанному
сейчас, следует отсчитывать от направления груза, как это пока-
зано на фиг. 75, б. Напряжения по поперечному сечению тп
в этом случае выражаются так:

Y _ 2АГг sin* 6
V- (2V- (2а - sin Ъ) у*' I / 7 37)

г = Wxt s i n < fl I
» (2a —sin 2<x) у» ' J

где М =Ру — величина изгибающего момента в сечьнии.
Если угол клина 2% мал, то, разлагая sin2x в ряд, получим

приближённо

При этом после некоторых преобразований формулы напряжений
могут быть представлены так:

где h — высота сечения тп; / — его момент инерции. При малом

а величина - ^ близка к единице; кроме того, так как

то при малом а угол б близок всюду к ~ и sin 9=^1. Поэтому

легко усмотреть, что величина нормального напряжения Yg в
уравнении (7.38) близка к тому, что нам даёт элементарное
решение. Распределение касательных напряжений существенно
отличается от элементарного результата по формуле

X -QS-

из уравнений (7.38) видно, что они обращаются в нуль на оси
клина (при ж = 0 ) и достигают наибольшей величины на краях
сечения. Однако, если вместо плоского сечения тп сделаем сече-
ние бруса цилиндрической поверхностью, показанной на чертеже
дугой т'п' с центром в С, то, очевидно, в этом сечении касатель-
ных напряжений вообще нет.
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* § 42. Общее решение плоской задача в полярных координатах.

Будем искать частные решения основного дифференциального
уравнения (VIIIn) плоской задачи, пользуясь методом разделе-
ния переменных, применённым в § 37 к уравнению (IX):

Va(V*(p) = O, (7.39)

где для полярных координат

будем искать решения его в форме

<р = гДв, (7.41)

где R— функция от одной переменной г, а в —функция от од-
ной переменной 6.Множитель г в (7.41) введён для удобства даль-
нейших выкладок.

Для подстановки в (7.40) и (7.39) вычисляем

т дт

Складывая эти равенства почленно, получим

у * < р - £ е ' + ( г Д » + З Д ' + * ) е , (7.42)

или

где

Ъ-r-Je»; (7.43А)

ф, = г ( д ч - 3 ^ - + 5-)в. (7.43В)
Значит,

2. (7.44)

Но выражения «̂  и tys имеют такую же структуру, как и <р
в (7.41); поэтому мы вычислим

V2(J> и V2 *̂

по прежней формуле (7.42), если в ней: при вычислении V2^

заменим Д на - и 8 на в", а при вычислении V*<{>, заменим
R' RДна Д" + 3 [-— и в оставим без замены.
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Таким путём получим

V44= 5 eiv+ [г (*) '+з (£) '+£] в";

Остаётся выполнить дифференцирование выражений

показанное штрихами в квадратных скобках, и результаты под-
ставить в (7.44). Сделав эти выкладки, напишем уравнение (7.39)
в следующем виде (умножив обе части его на г8):

0, (7.45)

где введены обозначения:

В = R™r*+eR'"r* + 5R"r* -R'r+ R. j V • >

В уравнении (7.45) переменные легко разделяются; деля обе
части его на R, найдём

^ е = 0, (7.47)
At Л

а дифференцируя частным образом по г, получим

| ) ' в = 0. (7.48)

Рассмотрим сначала случай, когда

О^Л'^О. (7.49)

В этом случае, деля обе части (7.48) на 2 (^- J 6, получим

здесь /я — постоянное число. Переменные разделены:

e» + m s9 = 0; (7.50)
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Общее решение (7.50) известно:

e = Z)micosm& + Z>m,3mm6. (7.51)

Далее имеем
e

Подставляя это в (7.45), имеем

или, раскрывая это при помощи (7.48), получим

Я™г* + бД"'г» + (5 - 2/п») Д V -

-(l + 2m*)R'r + {l-m*yR = 0. (7.52)

Решения уравнения (7.52) ищем в форме

R = rn. (7.53)

Внося это в (7.52) и сокращая его на г", получим после упроще-
ний следующее характеристическое уравнение:

п* _ 2 (т 2 + 1 ) ла + (т2 — I) 1 = 0.

Четыре корня его будут

nt=m-\-i; nt = m—1; n s = — m + 1;
nt=-m-l. (7.54)

Будем давать т целые положительные значения; если при
этом т Ф 0 и т Ф 1, то среди корней (7.54) нет кратных, и мы
получим из (7.53) четыре линейно независимых частных решения
уравнения (7.52); тогда при т = 2, 3, 4, . . . получим следующее
общее решение этого уравнения

R = Cmir
m^ + Cmtr

m-1 + C m 8 r m + 1 + Cmtr-m-\

где Стк — произвольные постоянные. Внося это и (7.51) в (7.41)
и суммируя по т, получим

f~m)(DmlcosmQ + Dmt sinm8). (7.55)

Рассмотрим теперь случаи, когда 1) т = О, 2) то = 1. В первом
случае уравнение (7.50) заменяется таким: в" = 0, откуда
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Корни (7.54) будут кратными: плв=па=1; т?2 = и4 = — 1 ; они
дадут четыре независимых решения уравнения (7.52):

г; г In г; -£-; ~\иг.

Общим решением его будет

+ C o 4

Согласно (7.41) функция <р будет

<?« = (С01г* + Cosr« In r + С08 + C0l In r) {DJ + Dn). (7.53)

Во втором случае ( т = 1) обшее решение (7.51) уравнения
(7.50) имеет вид

О = D1X cos 6 + Dlt sin 9,

и корни (7.54) переходят в такие: п1 = 2; nt= — 2; « s = re3 = 0*
Им соответствуют четыре независимых решения уравнения (7.52):

_2. JL . Л. 1 П Г
Г , jj- , J., ШГ,

Общее решение уравнения (7.52) тогда будет таким:

Функция <рх согласно (7.41) будет

sm6). (7.57)

Однако, здесь можно положить С13 — 0, ибо rcos Ь = х, rsinQ = yT

слецовательно, получается функция первой степени в декартовых
координатах.

Таким образом, если согласно (7.49)

то это приводит к трём типам решения: (7.55), (7.56), (7.57).
Обратимся теперь к случаю

) ' = 0 или A = cxR, (7.58)

где с, — произвольная постоянная. При этом уравнение (7.48)
принимает вид
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откуда или C-s-J ==<^' т - е*

B = ctR; (7.59)

или 6 = 0; но этот тривиальный случай интереса не представляет,
и мы его отбросим, так как он согласно (7.41) приводит к реше-
нию

<рн=0.

На основании (7.58) и (7.59) основное уравнение (7.45) при-
водится к виду

в ^ + 2 С 1 в " + с г е = 0. (7.60)

Сюда добавляем (7.58) и (7.59):

А — с2Д = 0; В — с,Л = 0,

а раскрыв их с помощью (7.46), получаем

С ) Я 0; 1
{ '

Здесь сг и с2 должны быть подобраны так, чтобы уравнения (7.61)
имели решения общие для них обоих, и в дальнейшем можно
пользоваться, конечно, только этими общими решениями; будем
искать их в форме

R = rm. (7.62)

Подставляя это в (7.61), получим два характеристических уравне-
ния:

т

2 + 1 = с 1 ; (т2 — 1)2 = с2.

Внося эти значения с1 и с2 в (7.60) и (7.61), приведём их
к виду

2 (АИ2 +1) 9" + ( т 2 - 1 ) 2 0 = 0. (7 £3)

Решения

гт и Гт (7.65)

будут удовлетворять обоим уравнениям (7.С4) (так как последние
не меняются при замене т на —т). Решение уравнения (7.63)
ищем в форме 0 = ekJ. Характеристическое уравнение будет

А-4 + 2 (т 2 -4-1) к2 + (гп* — 1)8 = 0,
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откуда
к* = - (щ« + 1) ± 2тп = - {тп ± 1)« = (ш ± I) 1 *•,

т. е.

А = ± ( » » ± 1 ) » . (7.66)
Если

m # 0; л» =£ 1, (7.67)

то (7.66) даёт четыре различных корня и (7.63) имеет четыре
частных решения вида

cos(m + l )6 ; sin(m + l)e; соя(т —1)6; sin(m —1) 6. (7.68)

Комбинируя их с (7.С5), ваметим, что при этом получим согласно
(7.41) вначения функции <р, совпадающие с теми, из которых
составлено уже полученное ранее решение (7.55); вначит, в слу-
чае (7.67) наше исследование не даст новых решений.

Остаётся исследовать случаи: 1) лг = О, 2) т = 1. При рас-
смотрении этих случаев будем для большей наглядности повторно
искать решения уравнении (7.64) в форме

Д = г\

Получим такие характеристические уравнения:

(n--l)'-(nf-i)-; J ( 7-6 9 )

они имеют совместное решение: n1=m; nt= — m. При m = 0,
пг = я, = 0 имеем два частных решения:

Следовательно,
Л = С 0 1 + С0,1пг. (7.70)

Уравнение (7.63) напишется так:

Характеристическое уравнение его к* + 2кг +1 = 0 имеет два
двукратных корня: kl = i; kt— — i, дающих четыре частных
решения:

cos 6; sin 8; 6 cos 6; 6 sin 6. (7.71)

Пользуясь (7.70) и (7.71), строим функцию напряжений

o = (Z)01cos8-f ~DaismQ + D0tbcosb+3olbsinZ)(C0lr + C0t г In r).

По сравнению с (7.57) здесь обнаруживаются новые решения:

?. = (Сог г + Со, г In г) (Д0 8 б cos б + Я 0 1 б sin 6). (7.72)
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Перейдём ко второму случаю т = 1. Уравнение (7X9) имеет
корни пх = 1, пг= —!» дающие два решения:

г, у- (7.73)

Уравнение (7.63) напишется так:

Общим его решением будет

(7.74)

Выражения (7.73) и (7.74) дают такую функцию напряжений:

<р = {Р1Х*1* + С\ь) ф^ cos 26 + Dxt sin 2()+Ъ1 г 6 + Z>14).

Сравнивая это с (7.55) и (7.56), заметим, что новых решений
мы здесь не получим.

Подводя итог проделанному интегрированию основного диф-
ференциального уравнения плоской задачи (7.39), получаем
окончательное значение функции напряжений как сумму реше-
ний (7.55), (7.56), (7.57), (7,72)чОчевидно, что в формуле (7.55)
и остальных перечисленных можно, не уменьшая общности,
положить все коэффициенты D равными единице; каждый член
суммы (7.55) можно заменить двумя, собирая коэффициенты при
cos mb и sinmb; при этом постоянные С т Л (к— 1, 2, 3, 4) можно
взять различными в обоих случаях; то же можно сказать
и о формулах (7.56), (7.57) и (7.72).

Таким путём получим

tT (7.75)

где
i?o = Сп r s + С„ rs In г + Сы + COi In г;
,9. = ( С 1* + C'Qt r ' In г + С'вг + С\к In г) 6;

cos 6;

I?Q = (£•! г + С„ г In г) в cos 6;

2?о = (Св1 г + Счш г In r) G sin 6;

Р™ rm** + Cmt rm + C cos тб;

+ C'mi r m ) sin тв.
m—2

(7.76)
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Здесь можно положить Cos = Cls = C'lt = O, так как выражения
функции ер, соответствующие этим постоянным, не дают напря-
жений. Выражение функции (7.75) было найдено Мичеллом, за
исключением членов

C'nr4nr-b, C'otlnr-b, C"0lrlnr6cos6, ( 7 J 7 )

C 0 , r lnr-6sin6.

не вошедших в данное им выражение *).
Соответственные этим членам компоненты напряжённого

состояния в полярных координатах будут:

Для ф = C'Bl In rb Для <р = i

' 1 п г ~ 1

'•}

Для <p =

sinb + ув соа Ь^ . !

Для <р = Ск% г In гб сов 8

въ = Сог * б cos б, )

Hi = — С о . ( — cos о — — I

Если полюс полярной системы координат лежит внутри иссле-
дуемого тела, то все эти функции оказываются многозначными
и ими пользоваться нельзя; однако, в односвязной области эти
компоненты однозначны, если полюс координатной системы
помещён вне упругого тела или на транице его.

•) Наиболее полный перечень частных решений уравнения (7.39),
содержащий как эти решения, так и ешё два—вида cos (m In /•) cos m6;
г* cos (m In r) cos тв имеется в книге С. В. Biezeno und R. Grammel
-«Technische Dynamik», Berlin, 1939.
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Из решения (7.75) в настоящей главе были использованы
лишь некоторые начальные члены. Действительно, в обеих зада-
чах § 39 решение основано на функции [ср. формулы (7.10)]

/•Ро = COl r s + С0 2 г
2 In г + Cot In г.

В задачах §§ 40 и 41 использованы частично функции jp0 и 2<р0

[ср. формулы (7.24)]. Остальные члены функции (7.75) поаволяют
решать много важных задач, относящихся к расчёту клина
и замкнутого кольца*). Соответственные решению (7.76) напря-
жения найдутся по формулам (VIIn).

*) См. С. П. Т и м о ш е н к о, Теория упругости, 1934 г. и П. Ф. И а п-
к о в и ч, Теория упругости, 1939 г.



ГЛАВА VIII.

КРУЧЕНИЕ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ И ИЗГИБ.

§ 43. Кручение призматических стержней.

Рассмотрим задачу о кручении призматического или цилиндри-
ческого стержня (с поперечным сечением произвольной формы)
парами сил, лежащими в плоскостях его крайних сечений.
Влиянием собственного веса стержня пренебрегаем, т. е. при-
нимаем в уравнениях (VI) (§ 18) Х = У = 2 = 0.

Будем решать 8адачу в перемещениях (§ 18) и воспользуемся
полуобратным методом Сен-Венана, т. е. зададим часть переме-

щений, а остальные найдём из уравне-
ний Ламе (VI) и из условий на поверх-
ности (II) или (Via).

Оси координат возьмём согласно
фиг. 76 и, следуя Сен-Венану, предполо-
жим, что перемещения и и с имеют та-
кие же значения, как и в случае стер-
жня круглого поперечного сечения [фор-
мулы (5.23) § 25]:

ц= — (8.1)

От предположения w — О, имевшего ме-
сто для круглого сечения, придётся от-
казаться, так как этим мы введём ги-
потезу о том, что плоские поперечные
сечения стержня остаются при круче-
нии плоскими; между тем такая гипо-

теза в общем случае произвольного поперечного сечения не мо-
жет иметь места*); в соответствии с этим положим, что

w=M*,V), (8-2)
где функция <р изображает форму искривлённой поверхности
поперечного сечения; её называют функцией кручения. Она при-

•) Это будет доказано в конце настоящего параграфа.
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нята не зависящей от z, т. е. предположено, что все поперечные
сечения искривляются одинаково.

Необходимо прежде всего проверить, удовлетворят ли пред-
положения (8.1) и (8.2) уравнениям Ламе (VI), и определить
функцию <р так, чтобы были удовлетворены условия на поверх-
ности стержня, соответствующие поставленной задаче о кручении
его. Для подстановки в уравнения (VI) вычисляем, пользуясь
(8.1) и (8.2):

& - S + S + S = O; (8.3>

При этом первые два из уравнений (VI) удовлетворяются тож-
дественно, а последнее получает вид

S+5-* < 8 - 4 >
Это есть уравнение Лапласа на плоскости; следовательно,

<р (я, у) должна быть гармонической функцией. Для разыскания
её необходимо к (8.4) присоединить условия на поверхности (II):

Х„ = Хх cos (VX) + Xv соз (VY) + Xz cos (VZ), }
\Yv = Yxcos(VX) + YBco» (FY) + y.cos (VZ), \ (8.5)

Zv = Zx cos (VX) + Zv cos (VY) + Zz cos (VZ). J

Пользуясь (8.1), (8.2), (8.3), уравнениями Коши (III) и законом
Гуна (V), вычисляем компоненты тензора напряжений:

ди
эу = °> xv = V-^Fx+ay)-°- (8-Q)

(8.7)

Значит, при наших предположениях (8.1) и (8.2) в попе-
речных сечениях действуют только касательные напряжения
и притом одинаково распределённые во всех сечениях.
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Рассмотрим граничные условия (8.5), применяя их сначала
к боковой цилиндрической поверхности стержня, которая по
условиям задачи свободна от напряжений, т. е. -X,, — YV — ZV = O.
На этой поверхности (фиг. 76) cos(FZ) = cos -̂  = 0 . Учтя ещё

(8.3), заметим, что первые два из условий (8.5) будут удовлетво-
рены тождественно, а третье примет вид

Xzcos (VX) + Yzco& (VY) = 0.

Смысл этого условия весьма прост: если через t обозначим
полное касательное напряжение в данной точке, то

Yz = t cos (tY),

и тогда ив предыдущего равенства получим

t [cos (tX) cos {VX) + cos (tY) cos {VY)] = 0

или проще

*cos(<F) = 0, т. е. cos(*F) = 0.

Значит, касательное напряжение в точке у контура сечения
направлено параллельно касательной к контуру сечения в этой
точке; такое условие непосредственно вытекает из закона
взаимности касательных напряжений, имея в виду, что боковая
поверхность стержня свободна от усилий.

Выразим теперь условие на контуре сечения через функцию
кручения ср при помощи (8.7). По умножении его на диффе-
ренциал цуги контура ds*) получим

(g ) S = 0. (8.8)
Но из фиг. 77 имеем

ds cos (VX) = dy; dscos(VY)= -dx,

я потому из (8.8)

или

P d / (8.9)

*) Считаем, что дуга возрастает, т. е. ds > 0 при движении влево,
помеченном стрелкой на фиг. 77.
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Это в есть граничное условие (услэвие на контуре сечения),
которэе необходимо присоединить к (8.4) для нахождения гармо-
нической функции <?(я, У)'

Условие на контуре поперечного сечения (8.8) можно представить
в другой форме; напишем его так:

| ? cos(FX) + f| cos(Fr)=ycos (VX)-xcos(VY).

Левая часть представляет собою производную функции у по нормали
к контуру [ср. выззд усл)вия (Via) в § 18J. Для преобразования правой
части заметим, что из фиг. 77

cos (VX) = cos (TY); cos (VY) = - c o s (TX),

где T—касательная к контуру сечения; далее,

x = rcos(rX),
у — г cos (rY),

где г—рчдиус-вектор точки М контура.
Поэтому
у cos (VX) -x cos (VY) =

= г [соз (rX) cos (TX) + cos (rY) cos (TY)]=r cos (rT) = MN,

где MN (фиг. 77) — проекция радиуса-вектора г на касательную Т.
На этом основании условие на кон-
туре сечения (8.8) получает вид . У

% = г cos (rT). (8.10)

Этим условием определяется
значение производной но нормали

?'
dV

в каждой точке контура; таким об-
разом, задача о разыскании функ-
ции кручения ? (х, у) сводится к
классической а 1даче Неймана об
определении гармонической функ-
ции по заданным на контуре значе-
ниям нормальной её прэиаводной.

Решение задачи о кручении примет изящную форму и откроет
новые возможности, если в дополнение к гармонической функ-
ции <р(я, у) взедём другую, сопряжённую с ней гармоническую
функцию Л (х, у), так что эти две функции удовлетворяют усло-
виям Кэши-Римана:

Фиг. 77.

дх
dJ.
ду

ду '

Л
дх

(8.11)
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Внося это в условие на контуре сечения (8.9), получим

или

Интегрируя, получим

^ (8.12)

где С — произвольная постоянная.
Очевидно — (8.12) есть уравнение того контура поперечного

сечения, при котором получатся перемещения (8.1) и (8.2), т. е.

и=—

Можно оказать, что уравнение (8.12) задаёт значения функции
<1> (х, у) на контуре сечения

Ф - 7 + С. (8.13)

где попрежнему г —радиус-вектор точки контура. Значит, для
функции ty(x, у) ставится другая классическая задача, именно
задача Дирихле: найти гармоническую функцию по заданным
значениям этой функции на контуре сечения.

Теперь необходимо показать, что найденное решение дей-
ствительно соответствует чистому кручению стержня. Уже дока-
зано, что боковая цилиндрическая поверхность стержня свободна
от напряжений. Силы, приложенные в поперечных сечениях,
дают лишь касательные напряжения (8.1); остаётся показать,
что эти силы приводятся к паре, т. е. не дают равнодействую-
щей, иди, другими словами, что главный вектор их равен нулю.

Если в (8.7) функцию <р заменим сопряжённой с ней функ-
цией <1> согласно условиям Коши-Римана (8.11), то будем иметь

Введём новую функцию

Ф (*,*) = ,« ( * - * $ * ) (8Л5)
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и заметим, что

й 01
тогда из (8.14) получим следующие простые формулы для каса-
тельных напряжений в поперечном сечении:

Функция Ф предложена Прандтлем п, по аналогии с функ-
цией Эри в плоской задаче, называется функцией напряжений.
Важно отметить, что согласно (8.12) эта функция во всех точках
контура сохраняет постоянное, хотя и произвольное значение

Ф = Срп (8.17)

Подсчитаем проекцию главного вектора касательных сил
в поперечном сечении на ось Ох:

xi Vi

Х т= $ X.dF- \ \ d£dxdy= \ dx \ ™dy =
(F) хэ «о

так как Ф (г/,) и Ф (уп) — значения функцш напряжений в двух
точках контура — одинаковые согласно (8.17). Совершенно так же
можно показать, что другая проекция Ут главного вектора
обращается в нуль. Этим доказано, что решение задачи, проде-
ланное вышэ, соответствует чистому кручению стержня.

Д1ч завзэшзяия решения задачи следует выразить крутя-
щий момент Мк через касательные силы в сечении. Получим

[dF=-\xd£dF-[y^dF. (8.18)
(F) (F)

Вычиолим первый из интегралов правой части
VI

дФ f

Ф) Vo

Применяя к внугреннелу интегралу интегрирование по частям,
имеем
4} Ж 1 Vi

хо

\ [,Ф(хх, у)-х0Ф(х0, у)- \Ф<&] . (8.19)
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Но
Ф(Х1>У) И Ф(х„у)

являются значениями функции Ф на контуре сечения, опреде-
ляемыми формулой (8.17); значение постоянной С не отразится
на величине крутящего момента (8.18), так кьк эта величина
не изменится, если Ф заменим на Ф-f С\, где С\ также произ-
вольная постоянная. Если поперечное сечение односвязное, т. е.
ограничено одним замкнутым контуром, то можно для простоты
в (8.17) положить С — О; тогда

и (8.19) даёт

j dy ^x~dx= -

Проведя такие же рассуждения в отношении второго инте-
грала правой части (8.18), найдём для него то же значение.
Таким образом, окончательно

Mk=*+2^<bdF, (8.20)
(F)

ИЛИ

Мк= +2рт \ \ ( ф - ^ £ ) dF. (8.21)

Если крутящий момент задан, то отсюда можно определить еди-
ничный угол кручения т:

, = ^ ( (8.22)

где

{ (8.23)

зависит от размеров и формы контура сечения и представляет
собою геометрическую характеристику сечения. Величина <*К
есть жёсткость стержня на кручение.

Из проделанного решения можно сделать важный вывод
о пределах приложимости теории кручения, данжй Кулоном
и основанной на предположении, что плоские поперечные сечения
стержня остаются плоскими. Действительно, в этом случае

tv = const. и <р {х, у) = const.

Тогда в а (8.11) найдём

*U0; ^ = 0;
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значит,
и>(х, у) = const. = С.

Подставляя это в уравнение контура сечения (8.12), получим

х* + у* — const.

Следовательно, поперечное сечение есть круг. Ко всяким дру-
гим сечениям теория Кулона неприложима, и поперечные сече-
ния при кручений будут искривляться.

§ 44. Метод Сен-Венана. Частные случав.

Связь, устанавливаемая уравнениями (8.11) между функцие
кручения <j> (х, у) и функцией <Ь(х,у), определяющей согласно
(8.12) контур соответствующего поперечного сечения, позво-
лила Сен-Венану предложить следующий изящный приём реше-
ния ряда частных задач.

Возьмём какую-либо аналитическую функцию /(z) ком-
плексной переменной

z = x + iy

и отделим в ней действительную и мнимую часть:

функции U и V будут гармоническими, и притом они удовлетво-
ряют условиям Коши-Римана:

d£_dV. d£7 dV
dx dy ' dy dx

Положим поэтому ? = £/'; <|> = V. Тогда, если уравнение

выражает какую-либо замкнутую кривую, то оно даст контур
поперечного сечения стержня, а функция U будет соответству-
ющей функцией кручения, так что уравнение

определит перемещение в направлении оси z, т. е. даст искри-
вление плоского поперечного сечения. Напряжения найдём но
формулам (8.14). Можно, конечно, поступить обратно, т. е.
положить

? = V{x,y); (8.24)
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тегда уравнением контура (если он замкнут) будет

-U(x,y)=^^- + C*), (8.25)

и перемещение выразится так:

w = •zV (х, у). (8.26)

Рассмотрим частные случаи.

А. Стержень эллиптического сечения.

Возьмём аналитическую функцию

D^ = Dt(x + iyy = Dt (x* - у*) + i2Dtxy.
Здесь

Положим, что
9 = V = 2D2xy.

Тогда по (8.25) получим уравнение контура, заменив С на — Dx'.

или

или, наконец,

Положив здесь

получим

5+S e l . ( 8 - 2 9 >
т. е. будем иметь стержень эллиптического сечения.

Из (8.28) находим постоянные Z), и Ds, выражая их через
полуоси а и 6 эллипса поперечного сечения:

а* + Ь% '

•) Здесь учтено, что если функция U + iV— аналитическая, то
V — IU—также аналитическая, ибо для них условия Коши-Римана
одинаковы.
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Отсюда

w = 2D^xy = ^ = J txy. (8.30)

Далее, по (8.7) находим касательные напряжения по сечению,
ваменяя обозначение ц на G:

Неконец, связываем напряжения по сечению с крутящим мо-
ментом Мк:

= - c'sq^i [ [ {-a>if-bV)dF. (8.32)
v

Но

где /,. и Jg — моменты инерции эллипса около его осей:

Поэтому из уравнения (8.32) получаем

_

Отсюда выражаем угол закручивания -с через крутящий момент

Вспоминаем из сопротивления материалов, что при круглом
етержне получается

где Jр — полярный момент инерции сечения. Для сравнения
втих выражений свяжем величину
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с полярным моментом инерции эллипса:

Ь») F*
4о3й«

Т. е.

и следовательно,

т=§39,4/р. (8.33)

Заменив в уравнении (8.30) w на z, получим уравнение ис-
кривлённой поверхности поперечного сечения z = mxy, где

'/iVVN^^ss^ поверхность эта есть гипербо-
71V \ S ^ ^ \ лический параболоид; в переое-

чении с системой горизонталь-
ных плоскостей z = zn, где п =
= 1,2,3, . . . , она даёт гипер-
болы

отнесённые к асимптотам (фиг.
78).

По уравнениям (8.31) мо-
ф и г 7 S /кем найти наибольшие каса-

тельные напряжения. Действи-
тельно, полное касательное напряжение будет по величине
таким:

? ? ; . (8.34)

Отсюда видно, что напряжение г, как функция х п г/, сохраняет
постоянное значение

(8.35)

во всех точках кривой
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где С — какое-нибудь постоянное число. При различных значе-
ниях С уравнение (8.36) даёт семейство кривых [линий уровня
функции t(x, у)]; каждая из этих кривых представляет собою
эллипс с полуосями

6, = b!C- (8.37)

Если положим, что b < а, то

и эллипс (8.3о) будет более вытянут, чем эллипс (8.29) контура
сечения. Уравнение (8.3t>) даёт семейство подобных и подобно

расположенных эллипсов ( отношение — ==—, постоянно J, при-

чём по мере увеличения размеров эллипса возрастает и напря-
жение (8.35), постоянное для всех его точек (фиг. 79). Отсюда ясно,
что наибольшая величина напряжения (соответствующая эл-
липсу 3) получается в крайних точках С и D малой оси сече-

ния. Для этих точек из (8.37) имеем Ъ1 = Ь= ЬгС, или С = -г ,

а потому по уравнению (8.35)

В точках А и Б напряжение (одинаковое во всех точках соот-
ветствующего эллипса 1) будет меньше; для них имеем
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Б. Стержень треугольного сечения.

Возьмём аналитическую функцию

C.z» = Сг (х + iyf = Ct (x* - Ъху*) + ic3 (Зх'у - у*)
и примем

? = V = Ct(3x*y-y'). (8-
Тогда по (8.25) получим уравнение контура

С, (х1 - Ъху*) +-*(*• + у«) = _ с,

или, полагая

с , = 4 - А ; -с = | А , (8-39)
будем иметь

Я, («• - Зхг/2) + or + 2/2 = Л • (8.40)

Это уравнение выражает полную гиперболу третьего порядка
о тремя асимптотами, направления которых получим по общему
правилу, приравнивая нулю совокупность членов третьей сте-
пени хг — Зху* = х {х + у |/3) (я — у |/3) = 0; отсюда уравнения трёх
прямых, параллельных асимптотам, будут

х = 0;

Возьмём три прямые, параллельные этим:

= Ь; х — г/]/3 = 6. (8.41)
Можно показать, что при надлежащем выборе постоянных

Z>! и D, кривая (8.40) распадается на эти три прямые, т. е.
уравнение её примет вид

или
Д,(х-а)[(*-6) 2 -Зг/ г ] = 0. (8.42)

Действительно, раскрывая уравнения (8.40) и (8.42), имеем
Df?-Wzxif + x* + y* — Dx*=Q; (8.43)

D^x* - ЪВьху* -Dt(a+ 2b) хг + 3/)3аг/3 +
^-^^(га + ^ ж - ^ а Ь ' ^ О . (8.44)

Сравнивая коэффициенты этих уравнений, получим условия
для определения Z),, D3 и £>:
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Отсюда найдём

и уравнение (8.44) примет вид

или _ _
(х - а) (х + 2а + у j / З ) (х + 2а - у j /З) =

т. е. кривая (8.44) распадается на три прямые:

х = а\

199

(8.45)

О,

образующие (фиг. 80) равносторонний треугольник о центром
тяжести в начале координат. Таким образом, мы приходим
к вадаче о кручении стержня
треугольного сечения.

Уравнение (8.38) на основа-
нии (8.39) и (8.45) даёт

w = ^-(3xty — уг), (8.46)

т. е. поперечное сечение искрив-
ляется по поверхности

или

Фиг. 80.

Отсюда видно, что прямые

= 0; у=-

являющиеся тремя высотами тре-
угольника сечения, остаются в пер-
воначальной плоскости сечения, так Фиг. 81.
как для всех точек этих прямых
<v = z = 0. На фиг. 81 показан вид искривлённого поперечного
сечения. Имея функцию (8 46), по уравнениям (8.2) и (8.7) най-
дём составляющие напряжения Xz и У_. Далее, аналогично
уравнению (8.32) получим связь между крутящим моментом Мя

и углом закручивания т.

В. С т е р ж е н ь п р я м о у г о л ь н о г о с е ч е н и я .

Задача эта также была решена Сен-Венаном; обозначим
длины сторон сечения через Ь и с (фиг. 82) и начнём решение
задачи с разыскания функции кручения <р(аг, у) в форме ряда.
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Частные решения уравнения (8.4) найдём уже применявшимся
ранее методом разделения переменных, полагая

<р = XY. (8.47)

Переменные сейчас же разделяются:
у X" _ г* . ,

*±

и отсюда

А

(8.48)

Как увидим в дальнейшем, удобно
->-г положить

1

- TH7Z s \ « <•-»

Х = т , где т = 0, 1, 2, . . .

При т = 0 уравнения (8.48) доют

Фиг. 82.
Подставив это в (8.47) и удерживая

лишь член второй степени, получим (положив ещё а ~ у = 1)
<ро = а;у. (8.49)

При тпфО решения уравнений (8.48) будут
тлх

,cos- ; 1
Y—
1 —

(8.50)

Суммируя решения (8.49) и (8.50), получим (полагая при птом
С'т = 0 для всех значений т)

c h ^ ) . (8.51)

Произвольными постоянными Ст, Dm и D'm распорядимся
так, чтобы были удовлетворены условия на контуре; они, как
мы видели выше, требуют, чтобы касательные напряжения здесь
были направлены по касательной к контуру; следовательно

(фиг. 82), на боковых сторонах при i = i y должно быть со-

гласно (8.7)

^ (8.52)Хг = 0, или ^ =

на верхней и нижней сторонах при у = ± —

Г, = 0, или § = - » . (8.53),
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Обращаясь к (8.51), найдём

Отсюда видно, что условие (8.52) удовлетворится, если m будем
давать только нечётные вначения: т= 1, 3, 5, . . . ; действительно,

тогда при х = ± у имеем

COS -g- = COS ̂  ± —J = 0.

Для рассмотрения условия (8.53) вычисляем ив (8.51)

Внося сюда значение у = ± -„ , напишем условие (8.53) в виде

Ввиду Двузначности второго члена в скобках необходимо поло-
жить Z>m = 0; кроме того, конечно, можно принять Z ) m = l , и
тогда получим наше условие в окончательной форме

-2» = 2 M i n ^ , (8.54)
tn=l, 3, 5,...

где

В = С — ch ^ ^ f 8 ^ Ъ

Из (8.54) видно, что $т являются коэффициентами ряда

Фурье для функции —2х на отрезке ( — у , + -„-) ; опреде-

ляются они обычным путём; умножая обе части (8.54) на
TOJIX

•sin —- и интегрируя, имеем

ь

"2

= "5—i( — 1) ' "ЛИ P m = T ~ i ( — 1 ) •
7c*m*v ' r m it1/»»*ч '

*) Здесь сделана замена
m - l

s i n - ~ = ( - l ) 2 при m= 1,3,5,...
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На этом основании из (8.55) найдём

m+i „,,

5

Внося это в (8.51) и учитывая, что Dm=l; D'm — 0, получим
окончательное выражение функции кручения

~~5— 1 •

4 в ш Т~ в Ь "ft *
Ь* VI / i\~~5— 1 • тих

2, (-1) 2 4l5 в ш
m - 1 , 3, 5,... m*ch u

Далее, пользуясь условиями Коши-Римана (8.11), ищем сопря-
жённую с ней функцию ij> (x, у); имеем

26

Интегрируя первое из этих уравнений, получим:

m+i

т*сЪ-.
U

второе даёт

г* йЫ ^ , AJHp. 1 т а д

где u)j в ш, — произвольные функции. Для того чтобы оба эти
выражения функции Ф были тождественны, следует положить:

где С — произвольная постоянная.
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Окончательно получаем:

Ц - ? « Ь ? + С . (8-57)
—

Теперь по формуле (8.15) подсчитываем функцию напряже-

ний (при этом принимаем С = - , - , чтобы эта функция на конту-

ре обращалась в нуль):

4- 8Ь*

Для определения угла вакручиваняя * по заданному крутя-
щему моменту пользуемся зависимостью (8.20); выполняя в ней
интегрирование, получим *)

m-1, 3, 5,...
' 1 64 Ъ -^i 1

яг С ^ш 7ft

Отсюда

х = - ^ - , (8.59)

где

m-l, 3, 5,...

Видим, что а вависит только от отношения сторон прямоуголь-

ника—; для квадрата, т. е. при — = 1, получим

1 64 Л и 1 Зл \
Я = Т~ ? Vth Y + 243 t h У + • • ' J •

Для очень вытянутого прямоугольника приближённо считаем

— = 0, и тогда

а = -- = 0,333...
О

•) В выкладках далее учтено, что ( —!)"*= —1 при m = l ,3, 5,...
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Чтобы закончить решение задачи, вычислим касательные на-
пряжения, пользуясь (8.16) и (8.58):

я-
я* м

^ / < л — 9 — *

' " 2 с Ь "2гГ
тп+1

m* ch'
пкс

~w

тт.х ,

ЕСЛИ 6 < С ; ТО максимальное значение касательного напряже-

ния получается в точке А (фиг. 82), т. е. при £ = -«,- г/ = 0; то-

гда из (8.62) имеем

' А = ш̂ах — Р-'О ^ 1 — —2 ̂ ^ - - ^ _ „гас J '

или, пользуясь (8.59):

г т а ! С = ~ £ , (8.63)

где

0 - а

Напряжение в точке В (фиг. 82) получим из (8.61), полагая
„ с

m+l

ИЛИ

*В=иг~> (8-64)

ос i

где

о °L_
Pi — m+l

1 У f_i) — ± th—?
Значения введенных нами коэффициентов ж, 8 и {5, даны в таб-
лице:
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Т а б л и ц а
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5

]'.«•>
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1.

0,

0,

75

214
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-

2

0

0

0

,0
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§ 45. Решение задачи о кручении в напряжениях.
Аналогия Црандтая.

Введение функции напряжений Прандтля позволяет изменить
весь ход решения задачи о кручении и найти прежде всего ка-
сательные напряжения в сечении (ср. §§ 18 и 29).

Функция кручения <р (х, у) и сопряжённая с ней <J> (х, у) яв-
ляются гармоническими, т.е. удовлетворяют уравнению Лапласа

V29 = 0; V2 )̂ = 0. (8.65)

Посмотрим, какому дифференциальному уравнению удовлетво-
ряет функция напряжений Ф(х, у). Выше мы нашли (8,16) что

(8.66)
ЭФ fblf \

Исключим отсюда ф, пользуясь вторым из уравнений (8.65);
дифференцируя первое из уравнений (8.66) по х, а второе по у
и складывая результаты, получим

(8.67)

Тьким образом, функция напряжений удовлетворяет дифферен-
циальному уравнению Пуассона (8.67). Сюда следует добавить
полученное выше граничное условие на контуре сечения (8.17)

O = tvcC. (8.68)

В случае односвязного поперечного сечения, т. е. сечения,
ограниченного одним замкнутым контуром и, следовательно, не
имеющего внутренних полостей, произвольную постоянную С
можно положить равной нулю. Тогда определение функции на-
пряжений сведётся к классической задаче интегрирования урав-
нения Пуассона (8.67) при условии, что функция Ф на контуре
сечения обращается в нуль:

Ф = 0 (на контуре). (8.69)
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Если эта задача решена, то напряжения в поперечном сечении
сейчас же найдутся по формулам (8.63), а угол закручивания
1 — по уравнению (8.20).

Случаи, рассмотренные в предыдущем параграфе, легко ре-
штгь этим способом. Например, для эллиптического сечения

Sr + fr-1-O
решение уравнения (8.67) можно взять в форме

(8-70)

удовлетворяющей граничному условию (8.69). Подставляя это
решение в (8.67), сейчас же найдём постоянную К.

Приведенный сейчас ход решения задачи, предложенный
Прандтлем, привёл его к следующей аналогии, которая придаёт
большую наглядность соответствующим выкладкам и, вместе с
тем, позволяет дать чисто экспериментальный метод решения
задачи при любом контуре поперечного сечения скручиваемого
стержня. Представим себе гибкую нерастяжимую мембрану,
натянутую на упругий контур той же формы, как и контур
заданного поперечного сечения; натяжение постоянно во всех
направлениях. Если к мембране приложим равномерное давле-
ние р, то она может несколько выпучиться за счёт небольших
деформаций самого упругого контура *); уравнение равновесия
мембраны было выведено Лаиллсом; оно совпадает с тем урав-
нением, которое приводится во виех курсах сопротивления мате-
риалов для расчёта тонких резервуаров, имеющих форму тел
вращения:

C l 4- f i — р

где o t и о2 — главные напряжения в стенке резервуара, р, и
р4 — главные радиусы кривизны стенки, А —толщина стенки.

Учитывая, что натяжение мембраны постоянно, т. е. что
с»! = з, и что Аа, = Aej = Н есть величина этого натяжения на
единицу длины сечения мембраны, получим

если выпучивание мембраны мало, то вдесь можно положить

;

*) Однако, можно убедиться, что эти деформации будут малы по
сравнению с провисанием мембраны z и ими можно пренебречь.
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где г — ордината поверхности мембраны, и мы получим следу-
ющее дифференциальное уравнение поверхности мембраны:

#*Ж+Э& = н ' и л и
 *ZS=H'

 ( }

К нему добавим очевидное граничное условие
z = 0 (на контуре). (8.72)

Сравнивая (8.71) и (8.72) соответственно с (8.G7) и (8.69), придём
к аналогии Прандтля: если натя-
жение мембраны Н и нагрузку р
выберем так, что

р_

и
то z=<D;

(8.73)

(8.74)
значит, ордината поверхности вы-
пучившейся мембраны даст значе-
ние функции напряжений в данной
точке поперечного сечения, а кру-
тящий момент согласно (8.40) ра-
вен удвоенному объёму, ограни-
ченному поверхностью мембраны
м её первоначальной плоскостью.

Распределение касательных Фиг. 83.
напряжений по сечению также
может быть наглядно представлено с помощью аналогии Пранд-
тля. Через выбранную произвольно точку А сечения (фиг. 83)
проведём любой вамкнутый контур ВС в проведём в А каса-
тельную AT и внутреннюю нормаль Av к контуру. Проекция
полного напряжения t в этой точке на касательную AT будет

*сг) = х cos (хТ) + Y2 cos (г/Г);
но

cos (х Т) = -f- cos (у v);
cos (уТ)= — cos (х v).

Пользуясь также формулами (8.16), получим
дФ

= -гт-С08
дх

дФc o s

или
(8.75)

это есть обобщение свойства функции напряжений, выраженного
формулами (8.16); проекция полного напряжения на какое-либо
направление Т равна производной функции Ф по нормали v к
этому направлению.
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Рассмотрим теперь поверхность выпучившейся мембраны и
рассечём её рядом плоскостей, проведенных через равные проме-
жутки параллельно контуру (фиг. 84). Получим ряд замкнутых
контуров — горизонталей поверхности. В любой точке А горизон-
тали производная дФ/дТ по касательной к ней равна нулю, так
как в этом направлении Ф = const. Отсюда по (8.75) заключаем,
что проекция полною касательного напряжения t на нормаль
At к горизонтали равна "нулю; значит, напряжение t направле-

но, по касательной к горизонтали в этой точ-
ке. Та же формула (8.75) показывает, что
величина полного касательного напряжения
равна производной функции Ф по внутрен-
ней нормали к горизонтали, пли, что то же,
градиенту функции Ф в данной точке:

Оч
Ф. (8.76)

Учитывая, что градиент (тангенс наиболь-
шего угла наклона поверхности мембраны
в данной точке к начальной плоскости её)
пропорционален густоте горизонталей, ви-
дим, что система горизонталей даёт нагляд-

ф[1., 8 4 ную картину распределения напряжений в
сечении скручиваемого бруса. Отсюда, на-

пример, можно сделать следующие довольно общие выводы.
1. Если сечение ограничено простым, всюду выпуклым кон-

туром, то густота горизонталей возрастает по мере приближения
к контуру, где и следует ожидать наибольших напряжений.

2. Если контур, указанный в п. 1, имеет две оси симмет-
рии и несколько вытянут в направлении одной из этих осей, то
густота горизонталей будет наибольшей у концов малой оси, как
это имеет место, например, для эллипса или прямоугольника.
(У концов большой оси возможность выпучивания мембраны
стеснена меньшей шириной её, измеренной перпендикулярно к
большой оси.)

3. Если поперечное сечение имеет форму очень вытянутого
прямоугольника так, что одна его сторона b значительно менее
другой стороны с (фиг. 85), тогда в местах, удалённых от ко-
ротких сторон, поверхность соответствующей мембраны может
быть приближённо принята за цилиндрическую; ввиду равномер-
ности нагрузки р ил мембрану сечение этой поверхности плос-
костью, перпендикулярной к оси у, будет параболой*)

- £ ( - ? + * • ) •

*) Которая является верёвочной кривой для равномерной нагрузки.
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Но, согласно аналогии Прандтля [см. формулы (8.73) и (8.74)]
отсюда имеем

(8.77)

Далее, согласно (8.20), подучим

Мк

±

что уже было получено выше. Касательные напряжения в се-
чении, перпендикулярном к оси О у:

У_ дФ_Шк I

распределены по линейному закону (фиг.85);
касательные напряжения Xz, очевидно, бу-
дут ничтожны вдали от коротких сторон пря-
моугольника.

Очевидно, эти результаты, полученные для
узкого, прямоугольника, могут быть приме-
нены к другим сечениям, имеющим форму
изогнутой полосы (швеллера, двутавры, угол- -
ки, незамкнутые кольца и т. д.), исключая,
конечно, те места, где кривизна контура се-
чения резко меняется; здесь конфигурация
горизонталей мембраны значительно ослож-
няется (например, вблизи выкружек и вхо-
дящих углов сечения). Эти приложения те-
ории Сен-Венана и аналогии Прандтля под-
робно рассматриваются в курсах сопротив-
ления материалов, и здесь мы на них оста-
навливаться не будем.

В случае замкнутого кольцевого сечения приходится иметь
дело с особенностью, присущей всякому двухсвязному или вообще
многосвязному сечению, ограниченному несколькими, взаимно
не пересекающимися замкнутыми контурами. Дифференциальное
уравнение (8.67) и граничное условие (8.68) для функции напря-
жений Ф сохраняют силу; однако, постоянные С в (8.68) на каждом

ь
Фиг. 85.
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ив контуров, ограничивающих сечение, будут различными; для
одного из контуров, например, для внешнего, эту постоянную
моишо выбрать произвольно; способ определения остальных
постоянных был указан Бредтом*). Соответствующая теорема

Бредта, вытекающая из общей
формулы Стокса, для наших
целей может быть легко и на-
глядно получена из аналогии
Прандтля. Б случае многосвяз-
ного сечения аналогию эту при-
ходится строить следующим
образом (фиг. 83). Те обла-
сти Fx и Ft мембраны, где
в сечении скручиваемого стер-
жня имеются полости, накрыва-
ем абсолютно твёрдыми плас-
тинками, склеенными с мембра-
ной; после этого на всю об-
ласть сечения F оказываем рав-
номерное давление р.

ф и г - 8б- Условие (8.ь8) требует, что-
бы пластинки Fx и F2 опусти-

лись параллельно своему начальному положению (для этого
к пластинкам кроме давления необходимо, вообще говоря,
приложить некоторые пары, которые, однако, в дальнейшие рас-
суждения не войдут). Запишем условие равновесия одной такой

P=pFn
пластинки Fm, приравнивая нулю
сумму проекций сил, приложен-
ных к ней, на ось, нормальную к
начальной плоскости мембраны.
Это условие выразится в виде сле-
дующего уравнения (фиг. 87):

Фиг. 87. sin <pds = (8.78)

где интеграл распределён на весь KOHTJP взятой пастинки,
означает площадь её. Замечаем, что [ср. (8.76)]

sin <р t.

Кроме того, Н, как постоянную, вынесем за знак интеграла и
учтём, что согласно (8.73) р—~2ртЯ. Уравнение равновесия

•) См. А. и Л. Ф ё п п л ь, Сила и деформация, т. II, стр. 77.
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(8.78) получит вид

или \ (8.79)

это и есть нужный нам частный случай теоремы Бредта о «цирку-
ляции напряжения», выражаемой интегралом левой части вто-
рого из уравнений (8.79). Таких уравнений можно написать
столько, сколько имеется внутренних полостей в данном се-
чении. Можно показать, что левые части уравнений (8.79) будут
линейно зависеть от значений функции Ф на внутренних кон-
турах сечения; эти значения из (8.79) могут быть определены.
Заметим, что в случае многосвязного контура формула (8.18)
после интегрирования правой части по частям даст вместо
(8.20; следующий результат:

^ d s , (8.80)

где Fo — площадь, ограниченная внешним контуром; С„ — значе-
ние функции Fo на этом контуре; Fm и Ст обозначают те же
величины для внутренних контуров. Двойной интеграл распро-
страняется на площадь сечения за вычетом внутренних полостей.
В (8.80) остаётся подставить значения постоянных Сл и С,„,
найденные, как указано выше.

§ 46. Случай поперечного изгиба.

Рассмотрим (фиг. 88) случай изгиба прямого бруса произ-
вольного поперечного сечения, длиной /, заделанного левым кон-
цом и нагруженного на правом конце силой Q, которую пред-
полагаем осуществленной в форме касательных напряжений, рас-
пределённых по концевому поперечному сечению.

Эту задачу решил Сен-Венан, применяя к ней полуобратный
метод; решение её проведём в напряжениях, пользуясь рассуж-
дениями § 29. При решении аналогичной вадачи, в случае
плоской деформоции или плоского напряжённого состояния
<(§ 34), мы сделали следующие предположения:

Z —М г— QU—llx- Y —Y — X — X —О

Следуя Сен-Венану, решим настоящую задачу также полу-
обратным методом, несколько изменив предположения в том
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смысле, что положим отличным от нуля также напряжение Y.
Следовательно, мы делаем такие предположения:

Z,

Остальные напряжения XZ = ZX и Y.— Zg найдём из условий на
поверхности п притом так, чтобы были удовлетворены уравне-
ния (I) и (VII). Посмотрим, какой вид примут эти уравнения
при нэшпх предположениях (8.81). Уравнения равновесия (I)
напишутся так:

; (8-82)
dz

<tx

dz

—
dy

(8.83)

Уравнения (8.82) показывают, что касательные напряжения Хс

и У. не зависят от z, т. е. во всех поперечных сечениях они

Фиг. S8.

должны распределяться одинаково и, конечно, по тому же само-
му закону они должны быть распределены на концевом попереч-
ном сечении В. Это налагает ограничение на способ приложе-
ния силы Q в сечении В. При других способах приложения
силы Q будут получаться другие напряжения; однако, согласно
принципу Сен-Венана, равница в распределении напряжений
будет существенной только вблизи нагруженного конца В.

Переходим теперь к уравнениям (VII), заметив предваритель-
но, что в нашем случае

е <?(*-»)
X.
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Легко видеть, что из уравнений (VII) первое, второе, третье и
шестое удовлетворяются тождественно предположениями (8.81).
Уравнения же четвёртое в пятое напишутся так:

(1 + a) ̂ 'Y: = 0; (1 -j- о) V'X, + -у- = О,

или

У2У = 0 * Vs Y — ^ 8̂ 841

Напишем ещё условия (II) на боковой поверхности бруса.
Первые два пз них удовлетворяются тождественно, так как на
боковой поверхности cos (FZ) = 0. Остаётся только последнее:

= 0. (8.85)

Таким образом, задача сводится к разысканию двух напря-
жений X, и Yz, являющихся функциями х и у, ив того условия,
чтобы они всюду в брусе удовлетворяли уравнениям (8.83) и
(8.84), а на боковой поверхности — условию (8.85).

В дальнейшем надо ещё добиться, чтобы эти касательные
напряжения на концевом сечении приводились к заданному
грузу Q, приложенному в центре тяжести сечения. Как и ранее,
мы можем упростить решение задачи, вводя функцию напря-
жений; однако, здесь оказывается удобным ввести две новые
функции; зададим напряжения так:

г - у - - Й I
• - о.с J

Здесь ^ (х,у) и f (у) — произвольные пока функции*). Под-
ставляя эти выражения в уравнение (8.83), видим, что оно бу-
дет тождественно удовлетворено. Остаётся удовлетворить урав-
нениям (8.84) и условию на боковой поверхности (8.85).

Подставляя напряжения (8.86) в угаЕненвя (8.84), напишем
их так:

дх * ' ду
или же

Из этих уравнений легко находим

*) Введение функции / (у) предложено С. II. Тимошеньо.
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Переходим к условию на боковой поверхности (8.85). Как и
в задаче о кручении, получим

Подставляя отсюда и из (8.86) в условие (8.85), будем иметь

л ли, имея в виду, что

*?£(£г.4- ??? $У — d"
dxds ' dyjs~ dt '

получим

3-[£-«»>]£•
Вопрос сводится к интегрированию уравнения (8.87) при

•соблюдении условия на боковой поверхности (8.88). Введён-
ной нами произвольной функцией / (у) постараемся распорядить-
ся так, чтобы выражение в квадратной скобке уравнения (8.88)
на контуре поперечного сечения обращалось в нуль, т. е. на
контуре должно соблюдаться условие

f(y)-w=°-> ( 8 - 8 9 >
тогда уравнение (8.83) сведётся к условию -^ = 0, требующему,

чтобы функция напряжений ер сохраняла на контуре сечения
постоянное значение. Остаётся рассмотреть условие на концевом
поперечном сечении. Проектируя силы, приложенные к этому
сечению на ось Оу, имеем

- - $ $ %dxdy= -\dy\ gcfa-O.

т. е. сумма касательных сил Q направлена вертикально (фиг. 88).
Далее,

x'dxdy+ J J f(y)dxdy =

=-9r+ ^ dy [f {y,)xp-f (ym)xm] =

4

Таким образом, касательные напряжения по концевому оечению
действительно приводятся к заданному грузу Q, направленному
вниз.
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У нас ещё осталась одна произвольная постоянная С в
уравнении (8.87). Можно убедиться, что при сечении, симметрич-
ном относительно плоскости xOz, следует принять С = 0.

Окончательно для решения задачи нужно подобрать f (у) так,
чтобы на контуре соблюдалось уравнение (8.89). Это выражение
/ {у) вносим в уравнение (8.87) и интегрируем его. Получив
отсюда ер (х, у), вносим ее в уравнения (8.86) и находим каса-
тельные напряжения.

Если поперечное сечение бруса не симметрично относитель-
но главной центральной оси Ох, то явление изгиба значитель-
но осложняется. Приведенное сейчас решение задачи сохраняет
силу, если равнодействующая нагрувки О лежит не в главной
плоскости Oxz бруса, а в другой плоскости, ей параллельной и
пересекающей поперечное сечение в некоторой точке, называемой
центром изгиба. В случае тонкостенных брусьев разыскание
центра изгиба можно выполнить приближённо элементарным
способом, излагаемым в курсах сопротивления материалов.
Общий метод определения его можно найти в книге А. и Л. Фёппль
«Сила и деформация», т. II, ОНТИ, 1936 г. Приложение:
«О центре изгиба», статья Г. Э. Проктора.

П р и м е р . Изгиб круглого бруса. Пусть контур сечения
будет круг:

— г* = 0. (8.90)

Для удовлетворения уравнения (8.89) на контуре функцию/(г/),
очевидно, можно задать так:

§ ( 8 . 9 1 )

После этого уравнение (8.87) получает такой вид:

(8.92)

Постараемся удовлетворить этому уравнению, вадав функцию
в следующем виде:

9 = т (гг — х ! — у*)у.

Для подстановки в уравнение (8.92) имеем

и уравнение (8.92) даёт

-«•
Отсюда, очевидно, С = 0,

1 (1 + га) Q
s а + с) У
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функция напряжений окончательно получается такой:

Пэдставляя это выражэяие фунхциа tp, а также / {у) из уравне-
ния (8.91) в уравнение (8.88), ндходям касательно напряжения:

2/4(1 + ) V Х З

*z 4 1+о / Ху-

Замечаем, что касательные напряжения зависят от пуассонова

отношения с; полагая, например, о = —, найдём

32/ V н У (8.94)

•г-'~ 16 / х^- J
Так как, вообще говоря, У. =̂ 0, то полное касательное

напряжение

направлено не вертикально. В точках сечения, расположенных
на ооях координат (х = 0, у = 0), составляющая Уг отсутствует,
•и адесь t вертикально. На нейтральной оси (ж = 0) имеем

X - Q 3
Л'1~ 2/ 4(

Отсюда видно, что по нейтральной оси напряжения Хг распре-
деляются неравномерно. Наибольшее их значение (в центре
сечения при у = 0) равно

у _ Q 3 + 2 3 - 1 .
Л* 2/ 4(1 + о) Г '

при с = — из уравнений (8.94) найдём
11 Q 11О4г 8 11

где F — 7tr! — площадь сечения бруса. Элементарный подсчёт по
OS

формуле Xz = t = -jY даёт

max X. = з ^ г = 1,33 -f-.

Ошибка по сравнению с точным значением (8.95) составляет
около 3,4°/0. Напря?кениями Yz в элементарном расчёте обычно
пренебрегают.



* ГЛАВА IX.

БОЛЕЕ ОБЩЕЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ.

§ 47. О функциях гармонических и бигарыонпческих.

В предыдущих главах нам приходилось встречаться с функ-
циями гармоническими и бигармоническими. Ив дальнейшею
будет видно, что решение всех задач теории упругости очень
тесно связано с этими функциями; в настоящем параграфе мы
поэтому поБнакомимсн ближе с некоторыми свойствами гармо-
нических и бигармонических функций и общими методами
построения последних.

Гармонической называется, как известно, функция

удовлетворякщая уравнению Лапласа

V*c? = O. (9.2)

Гармонические функции иногда называются потенциалами Ла-
пласа или лапласовыми потенциалами. Возьмём декартову систему
координат хуъ в пространстве: тогда полем функции «р(ж, у, z)
называется та часть пространства, во всех точках которой
функция <р (х, у, z) принимает определённые конечные вначенпя
и остаётся однозначной. Если функция <р является потенциалом,
то к ней предъявляется дополнительное требование: необходимо,
чтобы в пределах поля существовали её первые частные произ-
водные; часто приходится требовать, чтобы существовали
и производные высших порядков; например, из уравнения (9.2)
видно, что для лаш:асова потенциала должны существовать
производные по крайней мере второго порядка.

ЕСЛИ МЫ К функции (9.1) не предъявим никаких других
требований кроме того, что она должна удовлетворять уравне-
нию Лапласа, то заметим, что таких функций существует бес-
конечное множество. В частности, если нам иБвестна какая-либо
гармоническая функция, то, исходя из неё, можно получить
сколько угодно новых гармонических функций, пользуясь свой-
ством лапласова оператора, указанным в формуле (5.64) § 2i).
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Действительно, если <р(х, у, z, а, Ъ, с,.. .) есть гармоническая
функция, причём а, Ь, с,... —какие-либо параметры или коэф-
фициенты, входящие в её состав, то легко показать, что част-
ная производная

dt '

где t—любая из величин х, yt z, a, 6, с,. • • — также есть гармо-
ническая функция. Проверим это:

но, так как <р есть гармоническая функция, то V3cp = 0, а сле-
довательно,

что и требовалось доказать. Ясно, что если существуют после-
дующие производные функции

dt* ' дР и т * д > >

то все они являются также гармоническими функциями.
В качестве примера рассмотрим функцию

или короче

(9-3)>

где г -- \^хг + у2 -J- 2В есть радиус-вектор из начала координат
в точку (х, у, z).

Прежде всего покажем, что функция (9.3) есть гармониче-
ская. Предварительно заметим, что из зависимости

r'- = xt + yt + zt (9.4)

получим

или

6

дг
дм

1 (г*) о
дх

дг _

- У и
г

дг
дх

X

дг

да

-2х
— л л ,

Z

г

таким же путем
i. _ .л _ _

(9.6)
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На этом основании из (9.3) получим

-J>_ {±~\ # L - . L х — • 1
дг \ г ) eU Л г" тл '

. д г \ (9-7)

ffx* \ г ) дх\ т V ^ "~ /•' + г» ' j

Аналогично дифференцируя по г/ и по z, получаем

Складывая эти равенства почленно, находим

что и требовалось доказать. Значит, функция (9.3) является
лапласовым потенциалом. Полем этой функции является всё
безграничное пространство, за исключением одной точки —
начала координат, где функция (9.3) обращается в бесконеч-
ность.

Градиент функции (9.3) имеет такие проекции на оси коор-
динат [ср. формулы (9.7)]:

ах V. г J т* ' ду \ г J г \

dz

Однако, обратим внимание на то, что

у = cos (г, х); у = cos (г, у); ~ = cos (г, г),

в тогда формулы (9,9) перепишем так:

(9.10)
_д_
dz

Отсюда ваключаем, что

1) величина градиента равна -^-;

2) направлен он вдоль радиуса-вектора г к началу координат.
Такого рода поле получается, если в начале координат

находится центр, притягивающий материальную точку по закону
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всемирного тяготения (обратно пропорционально квадрату рас-
стояния) .

Так как функция — есть функция гармоническая, то путём

дифференцирования получим из неё ряд новых гармонических
функций. Например, уравнения (9.9) дают нам три гармоничеекне
функции:

-7»~ ' ~~^' - > " • ( 9 1 1 >

Функции (9.8), очевидно, также гармонические.
Докажем теперь одну лемму, весьма полезную для после-

дующего: если ф (х, у, z) есть гармоническая функция, то имеем
тождество

Т » И ) = 2 | * ; (9.12)

в самом деле, дифференцируя последовательно функцию хф,
«олучим

-т-(гф) = '! + « / , —-

Складывая почленно равенства (9.13) и замечая, что У2ф = 0
по условию, убедимся в справедливости (9.12). Эта лемма, оче-
видно, может быть распространена таким образом: если
Ф1( <|>„ ф,—любые гармонические функции, то

•J
На основании этих тождеств легко докажем следующую весьма
важную теорему. Если <р (х, у, z) — гармоническая функция, то

— также гармоническая функция.
Так как производные функции о будут также гармоническими

функциями, то в (9.14) мы имеем право положить

1 1 Ьх ' ' г ~ду ' т з dz '



§ 48] БИГЛРМОНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 221

После этого, складывая тоасдеотва (9.14) почленно, найдём

что и требовалось доказать.
Функции Ф можно дать простое векторное выражение.

Действительно, если г — радиус-вектор точки (x,y,z), то

х = г cos (г, х); \
у = г cos (r, у); \ (9.16)
z = rcos(r, z). J

Далее, если Vcs есть градиент функции о или производная её по

нормали | V<p | = -~ , то

до dp i' df
-•r- = -j- c o s ( ~т~ »

dx dn \ art

-ду- = ±со*{±> У) • ) (9-17)
d<( dy S df \
я =

 J
 c o s ( J > z ) •dz dn v dn J \

Подставляя из (9.13) и (9.17) в (9.15), получим

+ cos ̂ -^- , у^ cos (г, г/) -f- cos (J^ , z^ cos (r, z) J ,

или

Ho

поэтому из (9.18) получаем следующее векторное выражение
функции:

<b = x*L + yp+z*r = r22. (9.19)
дх у ду dz or '

§ 48. Бигармоннческие уравнение.

Бигармоническим иногда называется дифференциальное урав-
нение вида

V2V7(*. у, z) = 0. (9.20)

*) Это следует из определения понятия производной от функции
точки по данному направлению.
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Функция /, удовлетворяющая этому уравнению, называется
бнгармонической. Уравнения типа (9.20) играют большую роль
в теории упругости. Со случаем, когда функция / зависит
только от двух переменных (х, у), мы уже встречались в плоской
задаче; там было показано, что функция напряжений должна
удовлетворять бигармоническому уравнению (см. конец § 32)

Далее мы покажем, что уравнения Ламе (VI) § 18 при отсут-
ствии объёмных сил (X = Y = Z = 0) и уравнения Бельтрами
VII § 29 также могут быть приведены к бигармоннческим. Имея
пто в виду, мы сейчас укажем некоторые типы решений бигар-
монического уравнения, нужные для приложений. Решения эти
указаны Буссинеском (Boussinesq); они тесно связаны с гармо-
ническими функциями, чего вполне естественно ожидать, еслн
мы примем во внимание весьма близкое родство между гармо-
ническим уравнением (9.2) и бигармоническим (9.20).

Прежде всего заметим, что всякая гармоническая функция
<р(ж, у, z) есть решение бпгармонического уравнения, так как
она удовлетворяет уравнению V2o> = 0, а потому и подавно удов-
летворяет уравнению (9.20): V2V2<p = V20 = 0. Таким образом,
устанавливаем, что первый тип решений уравнения (9.20) пред-
ставляется любой гармонической функцией.

Покажем теперь, что если <!»,, Ф2, <1>3— какие-либо гармони-
ческие функции, то функции

**i. УУш, «Р. (9-21)

будут решениями бигармонического уравнения. Это легко сде-
лать на основании вывода, резюмированного в формулах (9.14).
Действительно, применив лапласов оператор к обеим частям
первого из равенств (9.14), получим

Но так как <|>, есть гармоническая функция, то ~ также будет

гармонической; следовательно, правая часть последнего равен-
ства равна нулю, а отсюда

V8V* (a%) = 0, (9.22)

что и требовалось доказать.
Используя тем же путём второе и третье из равенств (9.14),

покажем, что и остальные из функций (9.21) являются реше-
ниями бигармонического уравнения (9.20). Таким образом, мы
приходим ко второму типу решений бигармонического уравне-
ния в форме функций (9.21).
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Если мы нашли два решения ft и /а уравнения (9.20), то
сумма их также будет решением этого уравнения. Действи-
тельно, легко убедиться в том, что

Применив ещё раз оператор Лапласа к обеим частям этого
равенства, получпм

но правая часть этого уравнения равна нулю, так как ft и /,
являются решениями уравнения (9.20). Отсюда следует

что и надо было доказать. Пользуясь этим выводом, мы получим
третий тип решений бигармонического уравнения, суммируя
решения первого и второго типов:

Ф.; [

где ©1, да2, <р3, фи Ф2, 03 — какие-либо гармонические функции.
Конечно, вместо этих функций можно брать любые частные
производные их. Дальше нам понадобятся, например, три реше-
ния бигармонического уравнения следующего вида [по типу
третьего из уравнений (9.23)]:

-*- )
OX'

•-** ZOz' J

где <PJ, «p,f fa и 0 — гармонические функции.
Покажем теперь, что функция вида

г2ф (9.25)

является решением бигармонического уравнения, если <{) есть
функция гармоническая. Д л я этой цели займёмся составлением
лапласова оператора функции (9.25); получаем

дх '

но из (9.5) имеем

2г£ = 2*. (9.26)
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следовательно,

дх
Далее,

dxdx
пли, пользуясь (9.26),

Аналогично получим

Складывая последние три равенства почленно, найдём

так как по предположению 6 — гармоническая функция, то
последний член исчезает и мы получаем

(9.27)

Но правая часть этого уравнения есть сумма двух решений
гармонического уравнения [ср. формулу (9.15)], а потому она
также является гармонической функцией. Следовательно, и ле-
вая часть V2 (г20) представляет собою гармоническую функцию.
Поэтому

V2V2 (г2<1>) = 0; (9.28)

значит, функция (9.25) действительно есть решение бигармони-
ческого уравнения. Это есть новый — четвёртый — тип решений.
Так как

di) d-h db

ox ' dy ' dz

— гармонические функции, то функции

г°.о± ,<>i „dj
dx' dy' dz'

также будут решениями бигармонического уравнения. Суммируя
этп решения с решениями первого типа «pi> ?г> ?3> получим пятый
тип решений:

<-дЛ. \

р = ю + г' '-• ; )• (9.29)

'• I
^ з = ?з + г 2 ^ - I



§49] УРАВНЕНИЯ ЛАМЕ И БЕЛЬТРАМИ 229

Если к правым частям добавим ещё решения первого типа
в виде функций

__a»?t, ^а^Л -а***
дх' # у > о>*'

где a — постоянное число, то получим решения следующего—
шестого — типа:

(9.30)

§ 49. Приведение уравнений Ламе и Бельтрами
к бигармоничесвии уравнениям.

Найденные нами частные решения бигармонического урав-
нения типов (9.24) и (9.29) имеют большое значение при реше-
нии задачи теории упругости в перемещениях, так как основные
в этом методе уравнения Ламе

(VI)

при отсутствии объёмных сил, т. е. при X = Y = Z — 0, легк*
приводятся к трём независимым бигармоническим уравнениям.
Это обстоятельство значительно облегчает решение задачи.

Отбросив объёмные силы уравнения (VI), напишем в форме
(VI') § 18:

(9.31)

где, согласно (3.15),
2с
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Уравнения закона Гука соответственно этому напишем в фор-
ме (3.1о):

Yz =
Zx =

(9.32)

Таким образом, уравнения (9.31) и (9.32) выражены через две
упругие постоянные fi и к.

Обращаясь теперь к уравнениям Ламе (9.31), вспомним, что
[§ 29, формулы (5.65)] в нашем случае, когда объёмных сил
нет, объёмная деформация 6 удовлетворяет уравнению Лапласа,
т. е. является гармонической функцией:

V28 = 0.
Производные

дв дЪ_ дЬ
дх ' ду ' дг

также будут гармоническими функциями, поэтому

дх ' dy ' 6z

На этом основании, применяя к уравнениям (9.31) оператор
Лапласа, заметим, что они приведутся к виду

(9.33)

Особо важно то, что эти уравнения независимы, т. е. в каждое
из них входит лишь одна из искомых функций и, v, w, а так
как эти уравнения — бигармонические, то выводы § 48 дадут
нам возможность без труда подыскать для них сколько угодно
частных решений *) .

Обратимся теперь к уравнениям Бельтрами [(VII) § 29].
Мы имели [см. формулы (5.65) § 29 и (3.13) § 10] V26 = O;
B = (3X + 2(i)6. Отсюда получим У2в = 0, т. е. при отсутствии
объёмных сил функция в = Хх + Yg + Zz является гармонической.

Примем ещё во внимание, что, например:

*) Правда, как мы увидим далее, не все эти решения будут удовле-
тпорять исходным уравнениям (9.31).
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тогда, применив оператор Лапласа к каждому из уравнений
Бельтрами (VH), получим

V2V2Yy = 0; V2V2Zx = 0; V (9.34)
V2V2Zz = 0; V2V2XB = 0. J

Значит, при отсутствии объёмных сил уравнения Ламе
и Бельтрами приводятся к бигармоническим. Отсюда следует
весьма важное заключение: все основные неизвестные функции
в общей задаче теории упругости

и, v, w;

Л-х' •* Э ' 2* * ' х' ^V

являются функциями бигармоническпми.

§ 50. Метод Буссннеска; приложение гармонических функций
в разысканию частных решений уравнений Ламе.

Соображения §§ 48 и 49 показывают, что решения уравнений
Ламе можно разыскивать как бигармонические функции, зада-
вая их выражения в виде (9.24), (9.29) и (9.30); входящие в их
состав гармонические функции <р1( <р2, <р3> $ следует определить
так, чтобы были удовлетворены уравнения Ламе и заданные
граничные условия.

Исследуем решения типа (9.24):

(9.35)
— &

' 3 •" dz

и решения типа (9.29):

2 ^ Ф ^т — « Iах ' I

r*Ty' \ ( 9- 3 6)

2 с»ф I

Решений типа (9.30) мы не будем использовать, лишь отметим,
что они нужны для задачи о равновесии упругого шара. Заметим,
однако, следующее: вместо уравнений Ламе (9.31) мы путём
дифференцирования получили уравнения (9.33) более высокого
порядка, но более простого вида и нашли решения этих уравне-
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ний (9.35) и (9.36). Однако, нельзя сказать, что (9.35) и (9.36)
обязательно явятся также решениями уравнений Ламе (9.31):
решения уравнений Ламе всегда будут удовлетворять уравне-
ниям (9.33), так как эти последние являются следствием уравне-
ний Ламе; но благодаря более высокому порядку уравнений
(9.33) они будут иметь более широкий класс решений, чем
уравнения (9.31). Значит, нам придётся установить, при каких
условиях (9.35) и (9.36) будут удовлетворять уравнениям (9.31);
для этого надо, очевидно, подставить (9.35) и (9.36) в (9.31) * ) .

Займёмся решением (9.35). Для подстановки в (9.31) вычислим
предварительно функции

6; Ти; V'u; W .

Имеем
du_aJl , Г Щ .
дх~дх "*" * дх* '
dJl — dJlA-7.^--
ду ду^~ ду* '

dz~~ dz ~*~ dz*~t"dz •

Складывая почленно эти уравнения и принимая во внимание,
что функция <!> — гармоническая, найдём

Далее, получим

так как функции <р, и ф — гармонические, то

и согласно (9.14)

буквально так же найдём

* ~ » i G D '
(9.38)

•) Заметим, что этот приём мы уже не раз применяли в §§ 25, 26 и VI.
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Ревультаты (9.37) и (9.38) вносим в уравнения (9.31)

ИЛИ

Ll2 + (k + l)(!h. + + +

Делая приведение в квадратных скобках, получим

Точно такие же выкладки для второго и третьего уравнений
дают

Эти три уравнения удовлетворяются только при условии

- ^ (9-39)

где С — произвольная постоянная.
Уравнение (9.39) и представляет собою то интересующее нао

условие, при котором функции (9.35) будут решением системы
уравнений Ламе (9.31). Произвольная постоянная С в (9.39)
роли не играет, и мы положим её равной нулю *). Отсюда

Получаем следующий вывод: частное решение системы уравне-
ний Ламе

•) Действительно, мы, не нарушая общности уравнения (9.39), можем
положить C=D (к + 3), где D—новая произвольная постоянная; обозна-
чим ещё ф — Dz = $lt где фх будет, очевидно, как и ф, гармонической функ-
цией, тогда (9.39) получит вид
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можно получить в форме

где <Рх» ?*» Тз — произвольные гармонические функции, а гармо-
ническая функция <]> определяется ив уравнения (9.40). Этим
путём, очевидно, можно получить огромное количество частных
решений, пользуясь имеющейся произвольностью выбора гармо-
нических функций 9i» ?«. ?8-

Рассмотрим теперь форму (9.36) решения бигармонических
уравнений (9.33) и установим, при каких условиях это решение
удовлетворяет уравнениям Ламе (9.31). Составляем на основании
(9.36) выражение объёмного расширения 6. Получаем

Й-&+»("2)-. < 9 4 2 >
но

ах V dxj дх дх^
или на основании (9.5)

дх
Вносим это в (9.42); аналогично вычисляем и остальные произ-
водные, нужные для 6:

- — ^ 1
дх~дх

dz dz j

Складывая эти равенства почленно и помня, что

3
найдём

8 = 6О + 2Ф, (9.44)
где введены следующие сокращённые обозначения *):

•) См. формулу (9.19).
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Переходим теперь к составлению операторов Лапласа:

V2K, Vsu, W .
Первое из уравнений (9.3С) даёт

Vs« = V 2 ( r 2 g ) , (9.47)
так как V*<pj = O.

Для раскрытия правой части (9.47) воспользуемся формулой
(9.27), заменив в ней i|» на -^ :

Здесь скобку правой части преобразуем на основании следую-
щих соображений:

дЧ=_(х±_±
дх1 дх \ дх J дх »

дхду дх \У ду J

_ « ( д*
дх \ dxдхдъ дх

Складывая почленно эти тождества и пользуясь обозначением
(9.46), найдём

Х дх дх ду"^ Z ЫГдг ~ дх дх '

Внося это в (9.48), получим

Совершенно таким же путём получим

01 ) \
У (9.49)

Вносим (9.44) и (9.49) в первое из уравнений (9.31):

или

Остальные два из уравнений (9.31) Дадут:
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Отсюда получаем вывод
(/с + 1)6о + 2Ф + 2(/с + 3)ф = сопз1.

Не уменьшая общности этого уравнения, мы можем постоян-
ную правую часть его положить равной нулю *); деля всё уравне-
ние на 2 (к -f- 3), найдём

Припомнив теперь, что согласно формуле (9.19) § 46 функция Ф
имеет векторное выражение

Ф - г *
дт '

уравнение (9.50) перепишем так:

дт ^ Y

или

г ^ 4 - а Ф = —ре0( (9.51)

где

Если от декартовых координат х, у, z перейдём к другой
системе, в которой одной из координат является радиус-вектор г
(например, к полярным координатам в пространстве), то произ-
водную п* от функции Ф по направлению г можно рассматривать

как частную производную Ф по переменной г; при этом, очевидно,
предполагается, что две другие координаты, определяющие
направление радиуса-вектора г, остаются постоянными. Если
эти же рассуждения приложим и к функции 90, то уравнение
(9.51) можно будет рассматривать как обыкновенное линейное
дифференциальное уравнение относительно функции Ф. Интегри-
руя его, найдём ф как функцию от радиуса-вектора г; однако,
произвольная постоянная, которая при этом войдёт, будет, вообще
говоря, зависеть от двух других координат, т. е. будет зависеть
от направления радиуса-вектора г.

Уравнение (9.51) интегрируем обычным способом подстановки:

$ = UV, (9.52)

где U и У —две новые функции от г. Подставляя это в (9.51),
находим

г (UV + U'V) + aUV = - р60)

*) Эту постоянную можно присоединить к любой из функций в0 или
левой части уравнения.
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ИЛИ

rUV + (/•£/" + zU) V = - ре,. (9.53)

Подбираем функцию U ив условия

r*7' + atf = 0 или г | ^ = -а?7 . (9.54)

Отсюда
dU dr

ТГ а 7 -
Интегрируя, получаем

l n £ 7 = — a l n r или U — r ' . (9.55)

На основании (9.54) п (9.55) уравнение (9.53) получает вид

или

Умножая обе части на dr и интегрируя, находим

Подставляя отсюда и из (9.55) в (9.52), находим функцию ф:

ф= —рг-« J в,г-1Л- + Сг—. (9.56)

Здесь, как укавано выше, постоянная С, вообще говоря, зави-
сит от направления радиуса-вектора г, т. е. при С, равном
постоянному числу, (9.56) даёт закон ивменения функции <}> при
движении по выбранному направлению, проведенному из начала
координат.

§ 51. Действие нагрузки на среду, ограниченную плоскостью,
(задача Буссинесва.)

Аналогичная вадача рассматривалась нами в § 40 для случая
плоской деформации; там мы предполагали, что нагрузка
равномерно распределена по безграничной прямой на плоско-
сти, ограничивающей среду. Здесь мы укажем метод решения
задачи в общем случае, когда на рассматриваемую среду дей-
ствует произвольная нагрузка; самую среду для краткости
будем называть полупространством, а плоскость, её ограничи-
вающую, — границей.

Начало координат выберем где-либо на границе; оси Ох и
Оу направим в граничной плоскости, а ось Oz нормально к ней
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по внешней нормали. Тогда интересующую нас задачу можно
формулировать так: требуется найти напряжения и перемеще-
ния в любой точке полупространства (т. е. для любых х, у и
z < 0), если на границе z = 0 заданы напряжения от нагрузки
Хг, Yz, Ъг как функции от х и у. Если бы на границе были
заданы не напряжения, а перемещения и, v, w, то решение
задачи можно было бы найти прямо в форме (9.41). Действи-
тельно, если задано, что при z = 0 на границе

и = 1Лх>У)\ » = /.(*,*/); w = fi{x,y),

то, полагая в (9.41) z = 0, найдём, что

?i(*. 2/. 0) = /i (*.*/); ?Л^У,О) = /1(х,у); <р3 (х, у, 0) = /а (х, у);

вначит, гармонические функции <р1( <ра, <р3 надо найти из усло-
вия, чтобы на границе z = 0 они обращались в заданные функ-
ции Д, /2 и /3; это есть основная краевая задача теории потен-
циала, допускающая вполне определённое решение; определив
функции <р1( <ps И <ps, далее по (9.40) найдём функцию ф и, внеся
всё это в (9.41), закончим решение задачи.

Однако, мы считаем заданными на границе напряжения,
и потому ход решения задачи придётся несколько осложнить.
Пусть напряжения на границе ваданы в виде функций от ж в
у следующим образом:

Zz = <M*.y); гх = Фя(х,у); г„ = Ф,(х,у). (9.57)
Так как мы решаем задачу в перемещениях (гл. IV, § 17), то
левые части этих равенств выразим через перемещения и, v viw,
пользуясь законом Гука (9.32) и уравнениями Коши (III) § 17:

(9.58)

Эти уравнения справедливы только на границе, т. е. при
z = 0. Теперь предположим, что мы нашли три гармонические
функции:

ш^х, у, z), <о,(ж, у, z), ш3(х, у, z),

такие, что на границе z = 0 они обращаются в заданные нами
функции (9.57) о точностью до постоянного множителя ц,
который мы вводим для упрощения дальнейших выкладок:

(9.59)
( = Ф,(ж. У)-
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Внесём отсюда значения Ф1( Ф, и Ф, в правые части урав-
нений (9.58), а в левых заменим и, v и w их выражениями из
(9.41) и (9.37); получаем

di/ y d z ~ дудгду

В этих уравнениях отбросим члены, имеющие множитель z
(так как на границе z = 0), и заметим, что на основании
(9.37) и (9.40)

Тогда предыдущие уравнения получат такой вид:

=. (В .

(9.61)

Эти уравнения, как мы уже говорили, имеют место на границе
полупространства. Однако как левые, так и правые части их
являются гармоническими функциями; известно, что если две
гармонические функции совпадают на границе области, то они
тождественно одинаковы во всей области. Отсюда следует, что
уравнения (9.61) справедливы во всём полупространстве z < 0.
Это заключение позволит нам, исключив ив (9.61) и (9.40) три
функции <р!, <ра и <р8, выразить ф черев wlt o)s, ш,, которые
предполагаются уже определёнными ранее для любой точки
полупространства.

Продифференцируем первое из уравнений (9.61) по z, вто-
рое по а; и третье по у и сложим результаты почленно; в полу-
ченном при этом уравнении исчезает ряд членов, так как
функции <р1( <ра, 9» и <{> — гармонические, и потому

V2<Pl = V2<p,=Va<p3=V^ = 0.

Мы найдём следующий результат:
g g g

dz \дх "+"ду "^ dz ) dz~дх ~ ду '
Чтобы исключить отсюда функции <plt <ps, <ft, воспользуемся
уравнением (9.40) и получим окончательно

дЦ_ 1 Л Ч , < ĵ , ^ Y (9.62)
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После этого ход решения вадачи представится в следую-
щем виде:

1. По заданным функциям Ф1( Фа, Ф, [см. уравнения (9.57)]
находим гармонические функции а>х, ш„ ш3, удовлетворяю-
щие на границе условиям (9.59).

2. Из (9.62) двукратным интегрированием находим функ-
цию ф.

3. Из (9.61) разыскиваем гармонические функции <plf <ра, <р,.
4. Внося значения ф и у в (9.41), находим перемещения и, v, w.
5. Из закона Гука (9.32) находим напряжения в произволь-

ной точке полупространства.
В последующем мы ограничимся такими случаями нагрузки

на границе, когда равнодействующая её есть величина конеч-
ная. Тогда при безграничном возрастании z (т. е. для беско-
нечно удалённого горизонтального сечения полупространства)
все перемещения и напряжения должны стремиться к нулю;
отсюда на основании уравнений (9.41) замечаем, что при
z—>— оо функция <j» и первые её производные также должны
стремиться к нулю. Замечанием этим мы воспользуемся при
определении функции <]» из уравнения (9.62). Интегрируя
его дважды по z в пределах от — оо до произвольного значе-
ния z, получим

— ОО

Но при z = — оо левые части обоих этих равенств по условию
должны обращаться в нуль; так как при этом интегралы правых
частей также обращаются в нуль, то заключаем, что

и получаем окончательно:

— оо -оо

Первый этап указанного выше хода решения нашей вадачи
ставит нас перед необходимостью решить краевую задачу Ди-
рихле для гармонических функций ш1? шг, ш3 [см. формулы (9.59)].
Однако эта задача, как показал Буссинеск, легко решается
в том случае, когда нагрузка состоит из одной сосредоточенной
силы, приложенной к какой-либо точке границы; отсюда к слу-
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чаю произвольной нагрузки можно перейти примерно таким же
приёмом, какой мы в § 40 применили к соответственной плоской
задаче.

§ 52. Действие нормальной к границе сосредоточенной
силы, приложенной в начале координат.

Условия на границе полупространства [см. уравнения (9.57)]
в этом случае таковы:

1. Функция Ф, = Ф, = 0 на всей границе.
2. Функция Ф, равна нулю на всей границе, за исключе-

нием начала координат (ж = у = 0), где она обращается в беско-
нечность.

/
о) /

////

р

/

V '////

Ф /

/

/

/

/

X* i,

/

\ r /

Фиг. 89.

Из этих условий нам следует найти [ср. условия (9.59)]
гармонические функции №j, o>2, ш3. Но можно доказать, что
если гармоническая функция равна нулю на границе области,
то она равна нулю и всюду в области; поэтому из условий
Ф, = Ф3 = 0 на границе полупространства мы заключаем, что
ш1 = (в8 = 0 во всём полупространстве.

Остаётся найти функцию ч>1 {х, у, z) из условия, что на всей
границе (z = 0) она равна нулю, за исключением начала коорди-
нат (x = y = z = 0), где она имеет особенность, ибо обращается
в бесконечность; характер этой особенности надо ближе рас-
смотреть, чтобы точнее определить поведение функции на гра-
нице и вблизи особой точки.

Вырежем из полупространства полусферу радиусом г с цент-
ром в начале координат О; из условия равновесия этой полу-
сферы следует (фиг. 89, а), что

где Zvt как обычно, обозначает проекцию на ось Oz напряжения
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по площадке dS поверхности полусферы; интеграл распространён
н а поверхность полусферы. По теореме о среднем значении
интеграла получаем

где Zvm — некоторое среднее напряжение на поверхности полу-
сферы. Отсюда

и, наконец,

Это заключение относится к некоторому среднему напряжению
на поверхности полусферы; однако, отсюда можно сделать весьма
важный вывод, что вообще напряжения в полупространстве
от действия силы Р при приближении к точке её приложения
возрастают со скоростью того же порядка, как и (9.64), где г —
расстояние от данной точки до точки приложения силы.

Но, как видно из (9.57) и (9.59), функция wx есть величина
того же порядка, как и напряжение; значит, она также должна:

1) обращаться в нуль всюду на границе, кроме начала
координат;

2) обращаться в бесконечность такого же порядка как —,-

при г—>0;
3) быть функцией гармонической, т. е. удовлетворять уравне-

нию V2*»! = 0 всюду, кроме начала коордзнат.
Всем этим условиям удовлетворяет последняя из функций (9.11),

указанных в § 47; мы возьмём её в форме
Сг

»» = рг,

где С — произвольная постоянная интегрирования; далее её мы
свяжем с величиной силы Р. Таким образом, примем

®i = -J; «2 = <»3 = 0. (9.65)

Переходим к разысканию функции ф; из уравнения (9.63) имеем

•—TS is?**--И**-
Но в § 47 мы видели, что [ср. (9.7)]

г3 dz\ r )'

Поэтому
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Вычисляем функции <р1( ср2) <р3 из уравнений (9.61). Первое
из них даёт

О 5 Ь _ __ 2 Эф Cz . 2 С_ _z_ _ А-+ 2 Cz
"Эг = = 0 > 1 Т+Т dz ~ 7* к~+Т 2 ~r* ~ F+T г*~'

но

Поэтому имеем

C(l-g)
?» r

Пользуясь вторым из уравнений (9.61), находим

dz ~ дх дх 2 г»'
С ( 1 - 2 о) а;

? х = а

Чтобы взять этот интеграл, припомним, что

r = yrzi + ?, где ¥ = х2 + у\

и применим подстановку Эйлера

где / — новая переменная. Имеем

Внося это в интеграл, получим

и потому

Пользуясь третьим из уравнений (9.61), совершенно так же
находим *)

2с) ;,
т * 2 г(г —г) v '

Теперь нам остаётся найденные функции (9.66), (9.67), (9.68)
и (9.G9) внести в уравнения (9.41), и мы получим следующие

*) Здесь, как и в (9.67) и (9.68), при вычислении неопределённых
интегралов отброшены произвольные постоянные из того соображения,
что функции 9j, <p2, ipa при z —> оо должны обращаться в нуль
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выражения перемещений:

[ГЛ. IX

В дополнение мы выведем выражение объёмного расширения,
необходимое при разыскании напряжений. Для этой цели проще
всего воспользоваться уравнением (9.60), внеся в него значение
функции ф из (9.66):

-3 = C(i-2a)\ Г9.71)

Имея выражения (9.70) и (9.71), можем вычислить компо-
ненты напряжения по формулам закона Гука (9.32) и уравне-
ниям Коши (III). Опуская соответствующие выкладки, приводим
окончательный результат:

•z* х1 (2г — z)

^ I 1 Л > L » ( ) ~ « ( ) «

г Г3^2/2 ,. o , ay(2r — z)"|= Сц[-^- + (1-2о) r 8 ( r _ z ) ,J-

. (9.72)

Теперь остаётся определить вошедшую в выражения напря-
жений постоянную С таким образом, чтобы нагрузка на грани-
це (в начале координат) приводилась к заданной силе Р. Для
этого достаточно потребовать, чтобы равнодействующая нормаль-
ных усилий ZzdS (фиг. 89, б) по любому горизонтальному сече-
нию полупространства на постоянной глубине z = — h была
равна — Р (под Р разумеем абсолютную величину силы и пред-
полагаем её сжимающей). Отсюда получаем условие

где интеграл распространяется на всю плоскость z= —h, парал-
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лельную границе. Подставляя вместо Z r его выражение (9.72),
найдём

=-P. (9.73)

Д л я вычисления имеющегося здесь интеграла иы (фиг. 89, б)
воспользуемся полярными координатами р и <?• К этим пере-
менным преобразуем интеграл. Получаем

r = y з
Элемент площади в полярных координатах, как известно, будет
dS = fdpdf. Внося всё это в интеграл равенства (9.73), будем
иметь

(Р» + А«)а

или
оо 2«

выполняем интегрирование по <р, а затем по р:

7
J0

J i _
I ~ 2J 5 ~ 2 > П I ~ ЗА»"5 ~ 2 >

A«)2 V.

Таким образом, предыдущее уравнение даёт

а отсюда

С!1-2* = Р ; С = ^ . (9.74)

Остаётся внести это значение С в уравнения (9.72) и (9.70),
и мы получим окончательные выражения напряжений и пере-
мещений.

Относительно формул (9.70) и (9.72) необходимо сделать
такую же оговорку, какую мы делали в начале § 40 для ана-
логичной плоской задачи: выражения (9.70) и (9.72) спра-
ведливы во всём полупространстве, за исключением небольшой
области вблизи начала координат (точка приложения сосредо-
точенной силы), где напряжения переходят предел упругости
Данного материала. В этой области закон Гука, на котором
основан весь вывод, не имеет места; пригодность нашего вывода
в остальной части полупространства, как и в задаче § 40, опре-
деляется принципом Сен-Венана.
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Проделанное нами решение задачи о действии сосредоточен-
ной силы на границу полупространства основывалось на выра-
жениях перемещений в форме (9.35) при условии (9.40).

Аналогичным путём решается задача о действии сосредото-
ченной силы в точке неограниченного пространства; для этого
следует в качестве исходною пункта взять выражения переме-
щений (9.36) при условии (9.56)*).

Ляв показал, что решение Буссинеска (9.70) и (9.72) для
сосредоточенной силы может быть распространено на случай
распределённой нагрузки интенсивности q (£, iq), находящейся
на границе полупространства, где £, t\ — координаты некоторой
точки нагруженной части границ; тогда можем принять, что
на элементарной площадке dS в этой точке приложена элемен-
тарная сосредоточенная сила

q<t;-f\)dS. (9.75)

Суммируя действие таких сил, получим перемещения и напряже-
ния в упругом полупространстве от заданной распределённой
нагрузки. Формулы Лява для перемещений в этом случае даны
в его курсе теории упругости, а также в «Кратком курсе теории
упругости» Л. С. Лейбензона.

Очень просто получается наиболее важная в приложениях
формула Для перемещения w точки на границе z = 0, перпенди-
кулярного к ней; для элементарной нагрузки (9.75) имеем
согласно третьей из формул (9.70) и формуле (9.74), пола-
гая z = 0:

где

есть расстояние от грува (9.75) до точки границы х, у, в кото-
рой определяется перемещение. Выражение Sw следует просум-
мировать по координатам $ и •») для всех точек загруженной
области; получим выражение полного вертикального перемеще-
ния точки (х, у) границы:

^ ^ * * , . (9.76)

Случай нагрузки, распределённой на границе полупространства,
послужил Герцу исходным пунктом для решения задачи о сжатии
двух тел, органиченных кривыми поверхностями. В теории Герца

стр. 74.
*) См. Треффц, Математическая теория упругости, ГТТИ, 1932 г.,

11л
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формула (9.76) является основной. Эта же формула лежит
в основе многих работ, касающихся теории расчёта грунтов
как упругих оснований для различного рода зданий и соору-
жений.

Мы рассмотрела в этом параграфе случай сосредоточенной
силы, нормальной к границе полупространства. Если сила Р
направлена в плоскости основания, например, вдоль оси Ох, то
весь ход решения изменится лишь в том смысле, что вместо

(9.65) надо положить ш1 = ш3 = 0, ш 2 = -*- и соответственно вы-

полнить все последующие выкладки.
Имея решения для случаев вертикальной и горизонтальной

сил, можно, конечно, получить отсюда перемещения и напряже-
ния для силы, наклонённой к границе под произвольным углом.

Рассмотренные в настоящем параграфе решения Буссинеска
вида (9.35) и (9.33), выраженные через три произвольные гар-
монические функции <р1( <рг, <р3.

 н е являются общими решениями
уравнений теории упругости, хотя они и позволяют решить
большое количество задач. Общее решение, выражающееся, при
отсутствии объёмных сил, черев три произвольные бигармони-
ческие функции, найдено академиком Б. Г. Галеркиным *) .

§ 53. Решение плоской задачи теории упругости
в функциях комплексной переменной.

В предыдущих параграфах (47 — 52) было выяснено важное
значение гармонических функций от трёх переменных х, у, z
при построении решений основных уравнений теории упругости.
Обращаясь к плоской задаче, заметим, что здесь мы будем иметь
дело с гармоническими функциями на плоскости, которые весьма
тесно связаны с аналитическими функциями комплексной пере-
менной

z = х + iy.

Сейчас мы приведём достаточно простые выкладки формаль-
ного характера, которые подтвердят эту связь и, вместе о тем,
будут полезны для последующего. Заменим независимые пере-
менные х и у другими переменными z и г по формулам

(9.77)
z = x — iy. J

*) См., например, Л. С. Л е й б е н з о н , Краткий курс теории упругости,
Гостехиздат, гл. IV, § 16.
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Очевидно, что z и z —два взаимно сопряжённых комплексных
числа. Дифференцируя (9.77) по я и по у, найдём

' dy

Рассмотрим какую-либо функцию f(x, у) и предположим, что
независимые переменные её х и у заменены переменными г
и z согласно (9.77). Тогда при дифференцировании этой функ-
ции по х и по у необходимо применить правило дифференциро-
вания сложной функции. Например:

df _dfdz ,dfdz

dx dz dx dz dx

или, пользуясь (9.78), получим

дх dz дг \

и аналогично } (9.79)
d)_df df
ay dz dz

Из (9.79) сейчас же находим равенства, нужные для последую-
щего:

df & ~df [
(9.80)

дх " dy " dz' )

Дифференцируя (9.79) соответственно по х и по у и снова
пользуясь (9.78), получаем

d*f__d*f . g d*f d*f

dx* ~ dz* dz dz dz* '

d*f d*f n d2f d*f
= \- Z = =- .

dy* dz* dz dz dz*

Складывая эти равенства почленно, получим формулу преобразо-
вания лапласова оператора к переменным z и z:

T-»J дг} i d*f . d*f in ол\
V / = — ~| = = тЬ = • \o .Ол.)

dx* dy* dz dz

Значит, уравнение Лапласа V2/ = 0 в новых переменных полу-
чает вид

dxdz~~ '
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и потому сразу найдём общее его решение в форме

где F1 и Ft — произвольные аналитические функции перемен-
ных z a z (соответственно). Правильность решения (9.82) про-
веряется дифференцированием.

Значит, всякая гармоническая функция согласно (9.82) может
быть представлена в виде суммы двух функций комплексных
переменных z и z. Это обстоятельство лежит в основе несколь-
ких способов приложения комплексной переменной к плоской
задаче теории упругости. Наиболее важные васлуги в этом от-
ношении принадлежат Г. В. Колосову *) и особенно Н. И. Мусхе-
лишвили, развившему метод Г. В. Колосова и построившему
законченную теорию этого вопроса **). Из более ранних работ
следует отметить работу А. Лява, изложенную в его курсе
теории упругости (см. также «Краткий курс ...» Л. С. Лейбен-
зона и «Теорию упругости» С. П. Тимошенко), и интересный
способ, предложенный Файлоном ещё в 1903 г. ***) .

§ 54. Метод Л. Файлона.

Метод Файлона мы здесь изложим, так как он наиболее-
просто и естественно приводит к решению задачи; со способами
Лява и Н. И. Мусхелишвили можно ознакомиться по указан-
ным выше источникам.

Рассмотрим случай плоской деформации при отсутствии
объёмных сил; уравнения Ламе для этого случая получим иэ
(9.31) § 49, положив w = 0 и считая и и v функциями только
от х и у:

% } (9.83)

где

Для преобразования к новым независимым переменным z
и z умножим второе из уравнений (9.83) на ± i и сложим

*) Г. В. К о л о с о в , Об одном приложении функций комплексного
переменного к плоской вадаче теории упругости, Юрьев, 1909 г.

**) Н. И. М у с х е л и ш в и л и , Некоторые эадачи математической
теории упругости, АН СССР, 1933 и 1935 гг.

•**) Philosophical Transactions R. S. London; т. 201, 1903, стр. 69, §4.
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с первым; получим следующие два уравнения:

Заменим теперь искомые функции м (х, у) и и (х, у) новыми U
•и С/ по формулам

rr . , (9-86)

Пользуясь (9.79), имеем
ди _du ди _

dx dz dz
dv . dv . dv
— = I i — .
ду dz dz

Складывая эти равенства почленно, имеем

f, ди dv ^ t _i_ ' \ _t_ д / • >

dx dy dz dz

или на основании (9.86)

0 = ~ + ^ г . (9.87)
dz dz к '

Таким образом, 6 выражено через новые функции (9.86) и новые
независимые переменные г и г . Далее, для преобразования
(9.85) имеем из (9.81) и (9.80)

'• и_ . \
dz dz I

> (g 88}
dzdz ' '

д* Ь*1 д\ Z д%- \ (9-89)
dv • oft n OQ c\ д f ди SU\i = 2 = 2 ( А Л
dx dy dz dz 4 dz dz J

Внося (9.88) и (9.89) в уравнения (9.85), представим их в сле-
дующей форме:

4 ( * + )Г + ) +
dzlK '\dz dtJ dz

<L\{k + i)(™+»
dz I ' \ dz d
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Выполняя интегрирование, полним (после небольшого приведе-
ния в квадратных скобках)

где /i(z) и /, (z) — произвольные аналитические функции пере-
менных, показанных в скобках. Штрихами обозначены произ-
водные от них. Решаем последние уравнения относительно
dUfdz в dU/dz:

f

Интегрируя эти уравнения, получим

где ср! (z) и cps (z) — две новые произвольные аналитические
функции переменных z и z (соответственно). Выражения (9.91)
дают общее решение уравнений Ламе (9.83); зная U и U, можем
по (9.86) найти компоненты перемещения и и v:

U + U
2 '

U-V . U-V

Таким путём получим

1

- (к +1) [zf\ (i) + zj[ (z)] + ? 1 (z) + ? 1 (i)}.

- ( Л + 1) [Jy;(z)- z/2 (z)] + ? 1 (z) - cp2 (z)}.

(9.92)

В дополнение к этим формулам напишем выражение объём-
ного расширения, пользуясь (9.87) и (9.90):

< 9 - 9 3 )
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Для определения компонентов напряжённого состояния при-
мем во внимание закон Гуна, исходя ив уравнений (9.32):

(9.94)

Внеся сюда значения к, и и 8 из (9.92) и (9.93), получим

- (к +1) [zf2 (z) + zf[ (z)] + ?1' (z) + ? ; (7)};

+ (А + 1) [z/; (i) + ~zf[ {£)] -?[(z)-9't (z)};
(9.95)

Правые части формул (9.92), (9.93) и (9.95), вообще говоря,
являются функциями комплексных переменных z и z, однако,
по смыслу самой задачи, они должны быть действительными.
Этого мы достигнем, если четырьмя пока произвольными анали-
тическими функциями

Ш , /,O0?i(*) и ? , (z) (9.96)
распорядимся так, чтобы было

Щ = Ь(* \ (9 97)
?.(«) = ?! (2). J

где/ x(z) и 9i (2) — выражения, сопряжённые Д(г) и ^ ( z ) соответ-
ственно, т. е. если

(9.98')

то

ty (*. У)'
Pi (z) = Xi (z. У) + % (s» у),

/• ( z ) = Л (z) = X (^. У) - *Ф (^. 2/)» I
? а (*) = ?i («) = Xi («. 2/) - »*i (ж. У)- J

В самом деле, нетрудно показать, что при соблюдении усло-
вий (9.97) перемещения и и и, определяемые равенствами (9.92),
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а следовательно, и напряжения (9.95) будут действительными
величинами.

В самом деле,

(9.99)

и, пользуясь (9.77), без труда найдём, что

Подставляя всё это в (9.92) и (9.93), получим после сокращения
и упрощения

1

(9.100>

к + 2 дх'

где функции х> Ф» Xi» t i связаны уравнениями Копш-Римана:

дх ду' дх~~ду '
(9.101У

ду дх' ду дх

Таким обравом, формулы (9.100) при условии (9.97) дают для
a, v и б действительные значения, что и требовалось доказать.
Очевидно, что при этом формулы (9.95) дадут действительные
вначения компонентов напряжённого состояния.

Напишем эти значения:

( 9 - 1 0 2 )

Благодаря наличию условий (9.101) все входящие сюда функ-
ции х» ф» Xi> tyi являются гармоническими.
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§ 55. Переход в методам А. Лява и Н. И. Мусхелишвили.

Формулы (9.100) и (9.102) при условиях (9.101) дают общее
решение плоской задачи для случая плоской деформации в функ-
циях от действительных переменных х, у.

Однако можно вести дальнейшее решение в функциях ком-
плексных переменных z и z, взяв за основу полученные выше
формулы (9.91) —(9.95) и (9.97). Действительно, отсюда легко
получить исходные формулы указанных в конце § 53 методов
А. Лява и Н. И. Мусхелишвили.

В дополнение к последней из формул (9.100) выведем выраже-
ние компонента вращения

1 дх душ

Пользуясь формулами (9.92), (9.97) и (9.98), получаем

Таким образом,

или на основании (9.99) находим

Эта формула получена А. Лявом из уравнений Ламе (9.83)
и является исходной в его методе *).

В методе Н. И. Мусхелишвили исходными являются:
1) первая из формул (9.91), которая на основании (9.97) при-

мет вид

и + *» = 4~(*

2) две следующие формулы, легко получающиеся из (9.95)
и (9.97):

Формулы эти совпадут с теми, которые даны Н. И. Мус-
хелишвили, если введённые здесь функции fx и <рх заменить

*) Ср. формулы (5.3) и (5.5) главы VIII «Краткого курса...» Л. С. Лей-
бензона.
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другими функциями <р и <j) по формулам

><*>=*«>• ]
-2Т ( ) J

и положить

Все рассуждения § 54 относились к случаю плоской дефор-
мации; для случая обобщённого плоского напряжённою состоя-
ния закон Гуна получит вид

Отсюда

2
6 =

где

Поэтому имеем

где

Значит, в случае обобщённого плоского напряжённого состояния
все формулы §§ 54 и 55 останутся в силе, если в них упругую
постоянную к заменить на к'.

§ 56> О волновых уравнениях.

В §§ 19 — 21 главы IV было установлено, что динамические
уравнения Ламе

(9.Ю7)
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позволяют решать вадачи о малых движениях упругого тела,
и там были рассмотрены простейшие случаи распространения
малых однородных колебаний бесконечной упругой среды, опи-
сываемые Дифференциальным уравнением вида

S—'S?. (9-108)
где / — функция от х и t. Это есть наиболее простой вид «волно-
вого уравнения»*). В заключение настоящей главы мы выведем
волновые уравнения для общей задачи о распространении упру-
гих колебаний, принимая, как и ранее, что объёмные силы
отсутствуют; поэтому они в уравнениях (9.107) опущены.

Применим к уравнениям (9.107) выкладку, уже использован-
ную в § 29 для получения уравнения (5.65), т. е. продифферен-
цируем их соответственно по х, у и z и сложим; при этом
учтём, что (при постоянной плотности р)

1им, заменяя

(9.109)

два других равенства этого же вида получим, заменяя х на у
и на z; тогда получим

или

g-° = «sV26, (9.109)

где, как и в (4.9) главы IV, обозначено

а ' = * ^ . (9.110)

Продифференцируем теперь третье уравнение (9.107) по у
и второе по z и вычтем один результат из другого:

но согласно (2.9) главы II
ew dv

ду ы а = о ) * '

и поэтому предыдущее уравнение приводится к прежнему виду
(9.109):

5 г = fc2v4, (9.111а)
где [ср. формулы (4.12) главы IV]

Ь' = 7

•) Ср. уравнения (4.8), (4.11), (4.26) главы IV.
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Круговая подстановка в (9.111а) даёт два уравнения того же
вида:

(9.1116)

Уравнения, имеющие структуру (9.109) и (9.111а,б), представ-
ляют собою «волновые уравнения» общего вида. Коэффициенты
с и Ь, как мы видели в § 19, представляют собой скорости рас-
пространения плоских волн двух видов: волн расширения и волн
сдвига; эти же коэффициенты, как мы там видели, являются
частотами колебания, если последние имеют периодический ха-
рактер. Если удастся проинтегрировать уравнения (9.109)
и (9.111а,б), то этим будут всюду определены: объёмное расши-
рение 6, т. е. дивергенция вектора перемещения и (и, v, w),
и вектор вращения (вихрь) ш (шх, шд, ш.).

В векторном исчислении доказывается, что, эная 8 и о>, можно
найти во всех точках поля вектор и, т. е. определить переме-
щения точек упругого пространства *) .

Рассмотрим в отдельности два предельных случая:
1. 6 = 0 во всём пространстве
2. Ш— ^ о)ц = о) _ = 0 ь ^ ь
В первом случае волновой процесс совершается без измене-

ния объёма; при атом, как видно прямо из уравнений Ламе
(9.107), для компонентов вектора перемещения и получаются
волновые уравнения общего вида:

b*V*v \ (9.113)

где введено обозначение (9.112). Волны этого типа называются
эквиволюминальными (равнообъёмными); распространяются они
со скоростью

Второй случай сох = шв = wz = 0 мы получим тогда, когда пере-
мещения и, v, w имеют потенциал (см. конец § б главы II)

дФ дФ дФ

*) См. Н. Е. К о ч и н, Векторное исчисление, ГОНТИ, 1938 г., стр. 223.
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Исходя из этих зависимостей, преобразуем первое ив уравнений
Ламе (9.107):

й du.dv.dw д*Ф , дФ < ? Ф

поэтому

дх дх \ дх. J

Остаётся это подставить в первое из уравнений (9.107); сделав
аналогичное преобразование в остальных двух уравнениях в
введя обозначение (9.110), получим

«а 2^; \ (9.114)

Для перемещения снова получились волновые уравнения об-
щего вида, как это было и в случае эквиволюминальных волн (9. ИЗ);
волны, соответствующие рассматриваемому случаю, называются
безвихревыми волнами расширения. Скорость распространения
их а, как мы уже знаем из § 20, значительно больше скорости
распространения эквиволюминальных волн Ь. Из всего сказанного
ясно, что основной задачей теории упругих волн является
задача интегрирования общего волнового уравнения

где

с —скорость распространения волн или частота периодических
колебаний, если последние имеют место. Простейшие волновые
уравнения однородных колебаний (плоских волн), рассмотрен-
ные в §§ 19 и 20, получаются ив (9.115), если f вависит лишь
от одной координаты, например, от х, ибо тогда согласно (9.116)

и вместо (9.115) мы получим
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Для этого уравнения имеется общее решение Даламбера [см.
формулу (4.18) главы IV]:

f = ?(z — ct) + ty(x + ct), (9.118)

где «р и ty— знаки произвольных функций.

§ 57. Некоторые частные решения волнового уравнения.

На общей задаче интегрировааия волнового уравнения (9.115)
мы здесь останавливаться не можем, но отметим одно простое
свойство частных решений его, совершенно аналогичное свойству
частных решений уравнений Лапласа, указанному в начале § 47;
если известно какое-либо частное решение уравнения (9.115)

/ = / . ( * , у, z, t, а, р, у, . . . ) , (9.119)

где а, р, у, ...—некоторые параметры или коэффициенты, то
частная производная от /0 по любому из аргументов, показан-
ных в скобках (9.119), также будет частным решением уравне-
ния (9.115). Справедливость этого заключения прямо следует
из того, что если через С обозначим любой из указанных аргу-
ментов, то

( 9 Л 2 0 )

Действительно, так как /0 является решением уравнения (9.115),
то

, cyf

Дифференцируя обе части по С, имеем
д

а на основании (9.120) получаем

значит,

есть решение уравнения (9.115), что и требовалось доказать.
Рассмотрим чрезвычайно важное частное решение вида

/ = /„(г, t), (9.121)

где r = \/rx2 + yst + z2 представляет собою радиус-вектор произ-
вольной точки относительно начала координат. Очевидно, что
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решение (9.121) соответствует симметричному распределению
фактора /0 относительно начала координат, так что во всех
точках сферы радиуса г с центром в начале координат вели-
чина /0*) имеет одно и то же значение; этот случай называется
случаем сферических волн, имеющих источник в точке, выбран-
ной за начало координат. Такие волны мы 8десь рассматриваем
только как математический обраэ [т. е. как частное решение
уравнения (9.115)]; однако, они реально могут осуществляться
как результат действия мгновенной или вообще переменной
силы, приложенной в начале координат.

Проверим возможность решения (9.121) путём подстановки
его в (9.115) и для этого подсчитаем лапласов оператор V/,
[ср. формулы (9.4) — (9.6)]:

<9/о _ <9/о дт <9/„
дх дт Ох . дт

х
г~ Х ^ V * dU г ' -ЭУо_-_ c?Vo £_ , £ ^ г~ г Х ^ ^Vo J* dU_

дх* • дт% г» ' дг г* дг* г* "•" дг

Вычисляя аналогично вторые производные по у и по г, получаем
в результате

_ 3 7 , х ди г-х
дх1 дт* г* ' дг г* '
дЧо V̂o_ y^ijtfo. г*-у* m

ду* дг1 т* * дг г8 '
г* df, r*-z*

dz* дг* г* ~Т~ dr г3 ' '

Складывая эти равенства почленно и учитывая, что

x* + y* + z' = r\
получим

Подставив это в (9.115), получим

dt* ~ г дт*

или

dt* ~~ дтг

*) Под /о можно разуметь какую-либо из величин:

и, v, w, <иЛ, «>„, шг, 6.
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но, очевидно, что

и последнее уравнение при ет форму простейшего волнового
уравнения [с (9.117)]:

а потому сразу напишем общее его решение по типу (9.118)

где у в <}> — произвольные функции. Отсюда получим искомое
частное решение уравнения (9.115), т. е. уравнение сфериче-
ской волны

{ t ) + ± < t ( + t) (9.122)

Первый член правой части соответствует волне, распростра-
няющейся из центра (начало координат), второй член соот-
ветствует волне обратного направления (отражённая волна).
Решение (9.122), как и решение (9.118) для случая однородных
колебаний, изображает движущуюся волну.

Весьма важные частные решения типа «стоячих волн» могут
быть получены для общего уравнения (9.115) методом разделе-
ния переменных, применявшимся к простейшему волновому
уравнению (4.28) в § 21. Для этого следует искать решения
в форме произведения двух функций

f = F(x,y,z)-T{t). (9.123)

Внося это в (9.115), получим

F{x, у, z) T" (t) = c'V1 F(x,y,z)T (t)

или, деля обе части на F • Т, разделяем переменные:

T'(t) _ , y*F(x, у, z) _ . ,
T(t)-° F(x,y,z)

г д е — х* — произвольная постоянная. Это приводит к Двум диф-
ференциальным уравнениям:

Т" («) + >.*Г (*) = 0; (9.124)

V2f (x,y, z) + ^F(x,y, z) = 0. (9.125)
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Частные решения уравнения (9.124)

дают гармонические колебания; поэтому решение (9.123) полу-
чает один из видов

f. = F{x, у, z)coslt,

где F(x, у, z) должно удовлетворять уравнению (9.125).
Рассмотренные нами волны расширения и эквиволюминаль-

ные имеют место внутри упругого тела; вблизи поверхности его
возможны волны другого типа (волны Релея), вблизи же поверх-
ности контакта двух упругих тел возникают особые волны (волны
Лява) *).

*) См., например, «Краткий курс теории упругости» Л. С. Лейбензона.



ГЛАВА X.

ИЗГИБ ПЛОСКОЙ ПЛАСТИНКИ.

§ 58. Общие замечания.

Плоской пластинкой мы называем тело призматической или
цилиндрической формы, у которого высота h мала по сравнению
с размерами оснований (фиг. 90).

Отметим срединную плоскость пластинки, делящую пополам
её высоту Эта плоскость в теории пластинок играет такую же роль,

р
\

11

:̂:::шхь-
б)

Фиг. 90.

как ось и нейтральная плоскость в теории изгиба бруса. Наме-
тим систему координат, располагая оси ОХ и 0 7 в срединной пло-
скости; ось OZ направим вниз.

В главах VI и VII мы рассматривали задачи о напряжениях
и деформациях такой пластинки в том случае, если внешняя
нагрузка и соответствующие ей реакции действуют в срединной
плоскости (обобщённее плоское напряжённее состояние). Если
при этом нагрузка не превосходит некоторого предела, то средин-
ная плоскость не искривляется. Теперь мы обратимся к другому
случаю, когда нагрузка и опорные реакции нормальны к средин-
ной плоскости; в этом случае срединная плоскость пластинки
искривляется, и мы имеем дело с изгибом плоской пластинки.
Следует отметить, что, вообще говоря, мы здесь встречаемся не
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с, одним изгибом (как он понимается в сопротивлении материалов),
так как в громадном большинстве случаев изгиб сопровождается
кручением пластинки. Это обстоятельство легко объяснить себе,
если поперечное сечение пластинки (фиг. 90, б), лежащей на двух
опорах, мысленно разрежем на балки-полоски и нагрузим,
например, одну из них. Если бы разрезы были осуществлены
в действительности, прогиб получила бы одна нагруженная балка-
нолоска, благодаря же связи между отдельными балками-поло-
(ками на каждую из них (например, см. полоску 2) две соседние
действуют, вызывая касательные напряжения ( и С по боковым
граням (вдоль пролёта пластинки); эти напряжения вызовут,
очевидно, поворот поперечных сечений балок-полосок вокруг
их продольных осей, т. е. их скручивание.

В дальнейшем мы рассматриваем приближённую теорию
изгиба пластинок, пригодную для пластинок, толщина которых
мала по сравнению с другими их размерами, но, вместе с тем,
прогибы малы по сравнению с толщиной. Такие пластинки назы-
ваются «пластинками средней толщины», или, по терминологии
Б. Г. Галеркина,—«тонкими плитами». При изучении напряжений
и деформаций таких пластинок можно пользоваться теми же мето-
дами, как и в приближённой теории изгиба бруса, однако, в дан-
ном случае теория изгиба значительно осложняется как отмечен-
ным выше явлением скручивания, так и тем, что приходится отно-
сить распределение напряжений и деформаций не к одной линии
(ось бруса), но к целой плоскости (срединная плоскость). Это
приводит к замене обыкновенных дифференциальных уравне-
ний изгиба уравнениями в частных производных, интегрирование
которых значительно сложнее.

В дальнейшем для упрощения теории мы будем принимать
следующие допущения:

1. Будем (как и в элементарной теории изгиба бруса) пренеб-
регать напряжениями Zz, возникающими вследствие взаимного
нажатия горизонтальных слоев пластинки, а также деформациями
е., пластинки по направлению её толщины; благодаря этому
обобщённый закон Гука (V) для пластинки примем в такой
форме:

2. Введём гипотезу, аналогичную гипотезе плоских сечений
в брусе. При этом, если шастинка изгибается по цилиндриче-
ской поверхности, то указанную гипотезу можем принять в том
же виде, как она формулируется для бруса: плоские попереч-
ные сечения пластинки при изгибе остаются плоскими и нор-
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мальными к искривлённой срединной плоскости. Если же плас-
тинка изгибается не по цилиндрической поверхности, то нашу
гипотезу будем формулировать так: прямолинейный элемент
тп (фиг. 89) внутри пластинки, нормальный к срединной плос-
кости, при изгибе остаётся прямым и нормальным к этой плос-
кости после её искривления.

После этих общих замечаний перейдём к изучению самою
изгиба плоской пластинки, ведя исследование в порядке воз-
растающей сложности в такой последовательности:

1) цилиндрический изгиб пластинки;
2) чистый изгиб пластинки;
3) кручение пластинки;
4) общий случай изгиба пластинки.

§ 59. Цилиндрический и чистый изгиб пластинки.

Рассмотрим прямоугольную пластинку ABDC, опёртую (или
заделанную) по двум граням А В и CD и работающую на изгиб,

а.

/ ,

'/-

м
a
>—

- -

D

-Ж- Л

С

Фиг. 91.

как балка, пролётом AC = BD (фиг. 91). Где-либо вдали от
боковых граней АС и BD выделим балку-полоску шириною
аЬ = 1. Нагрузка в направлении пролёта АС может быть какой
угодно; однако, предположим, что вдоль любой образующей
EF поперёк пролёта нагрузка неизменна. Очевидно, что тогда
срединная плоскость пластинки изогнётся по цилиндрической
поверхности с образующими, параллельными оси OY. Выде-
ленная балка-полоска будет изгибаться в условиях плоской
деформации, подробно рассмотренной в § 31 (фиг. 42) и назы-
ваемой цилиндрическим изгибом.

Кручение, указанное в § 58, здесь отсутствует. Удлинение
evv будет равно нулю, и второе из уравнений закона Гука
(10.1) даёт Yg = sXx. Подставляя это в первое из уравнений
(10.1), найдём
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Хх = Ехехх, (10.2)
где

Ei = j^r>E. (10.3)

Уравнение (Ю.2) приводит нас к закону Гука в первичной
его форме (пропорциональность между напряжением и удлине-
нием), но с повышенным модулем упругости (10.3). Это повыше-
ние модуля упругости обусловливает разницу в работе пластин-
ки по сравнению с узкой балкой; во всём остальном мы можем
не делать различия между пластинкой и балкой и всю теорию
изгиба последней применить к цилиндрическому изгибу пластинки.
Для основного нормального напряжения получаем прежнюю
формулу

Лх— j z— h z,

где числитель М1 — изгибающий момент, приходящийся на еди-
ницу ширины пластинки, а знаменатель

/ = Щ-3 (Ю.5)

— момент инерции поперечного сечения пластинки также на
единицу ширины.

Если согласно нашим обозначениям назовём через w прогиб
пластинки, то легко напишем дифференциальное уравнение
изогнутой срединной плоскости пластинки

*,/£- = -*,. (ice)
Здесь на основании уравнений (10.3) и (10.5) имеем

F г Eh*

Величину

называют цилиндрической жёсткостью пластинки. Она в нашей
задаче заменяет собой жёсткость балки EJ и постоянно встре-
чается в дальнейшей теории изгиба пластинок. Дифферен-
циальное уравнение (10.6) напишем так:

Формула (10.4) показывает, что напряжения в пластинке
получаются такие же, как и в прямоугольной балке той же
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высоты и под той же нагрузкой; прогиб пластинки согласно
уравнению (10.8) будет менее прогиба соответственной балки,
так как цилиндрическая жёсткость (10.7) более жёсткости балкп
шириной, равной единице:

Польвуясь формулами (10.4) и (10.8), мы можем вести рас-
чёт пластинок в случае цилиндрического изгиба тем же методом,

Фиг. 92.

каким мы рассчитываем балки статически определимые и стати-
чески неопределимые. Поэтому на деталях подобных расчётов мы
здесь не останавливаемся.

Рассмотрим теперд» другой случай — чистый изгиб. Пусть мы
имеем прямоугольную пластинку (фиг. 92, о), по боковым гра-
ням которой приложены непрерывно распределённые изгибаю-
щие пары, и пусть момент этих пар, рассчитанный на единицу
длины, равен соответственно Мг по граням АВ и CD, Mt — по
граням ВС и AD.

Иначе можем сказать, что момент Мх вращает вокруг
оси Оу, а момент Мг—вокруг оси Ох. Мы будем говорить, что
в данном случае пласткнка находится в состоянии чистого
изгиба. Если из такой пластинки четырьмя вертикальными пло-
скостями выделим элемент (фиг. 92, б) размерами dx, dy и h
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(где Л—толщина пластинки), то действие на него отброшенных
частей пластинки, очевидно, придётся заменить: по левой и пра-
вой граням парами с моментами ± M^dy; по задней и передней
граням — парами с моментами ±М2 dx.

Пары эти осуществляются распределёнными по граням сплош-
ными нормальными силами:

Хх dy dz; Yv dx dz,

где Хх и Yy — нормальные напряжения 'по граням элемента;
поэтому имеем

С т Г С*
М\du = \ Х х dy dz- z = dij \ Xxz dz; M%dx = dx \ Yyz dz,

j j J

или. сокращая на dx и dy, получим моменты на единицу длины
граней:

h
'2
, h

у

(10.9)

z dz.

Переходим теперь к геометрическим свойствам явления. На
фиг. 92, в представлена срединная плоскость abed выделенного
элемента после изгиба; пусть f1 и р2—радиусы кривизны двух
кривых, получающихся при пересечении искривлённой средин-
ной плоскости плоскостями, параллельными Oxz и Oyz. Если
введём теперь гипотезу, указанную в конце § 58, то при по-
мощи таких же рассуждений, как при изгибе прямого бруса,
найдём следующие соотношения между относительными удли-
нениями, радиусами кривизны и расстоянием волокон з от
срединной плоскости:

е„=-^; е„^-±- (10.10)

Действительно (фиг. 93),

t-L=z-.J- пли ехх\ = -—г . (10.11)
km От Pi I

Будем считать, что кривизна положительна, если центр кри-
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низны расположен в сторону положительной оси Oz; ось и;е Oz
мы направляем вниз (§ 58), тогда, например, для случая, пока-
занного на фиг. 93, имеем д

£<0; z>;0; exx>0

(растяжение), и потому (10.11) наппшем так:

Pi

Для того чтобы связать деформации (10.10) Фиг. 93.
с напряжениями, входящими в уравнение (10.9), вос-
пользуемся ваконом Гуна (10.1); решая эти уравнения относи-
тельно Хх и Yg, найдём

(ехх

или, подставляя сюда из уравнений (10.10), получим

Подставляя это в уравнения (10.9), найдём

+ 2

Но, очевидно, что

(10.12)

(10.13)

так как этот интеграл выражает момент инерции прямоугольного
сечения шириною единица; подставляя это в уравнения (10.13)
и на основании (10.7), получим
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где D — цилиндрическая жёсткость пластинки. Уравнения (10.14)
представляют собою распространение на пластинку известного
соотношения

для прямого бруса.
Если во всех точках пластинки Ml = Mt = const., то на

(10.14) найдём, что рх = р2 = const., т. е. пластинка изгибается
по шаровой поверхности. Из уравнений (10.14) легко получим
дифференциальные уравнения изогнутой срединной плоскости;

1 1для этого следует кривизны — и — выразить через прогиб
Pi Рг

w (х, у), являющийся в нашем случае функцией двух перемен-
ных; как и при изгибе прямого бруаа, примем приближённое
выражение кривизны, полагая, что прогибы весьма малы:

Подставляя это в уравнения (10.14), получим два совокупных
дифференциальных уравнения в частных производных:

дги>
ду%

Это есть дальнейшее распространение уравнения (10.8),
соответствующего случаю цилиндрического изгиба.

С явлением чистого изгиба, не осложнённым поперечными
силами и крутящими моментами, в практике приходится встре-
чаться крайне редко, однако, чистый изгиб является одной из
составляющих общего случая, рассматриваемого нами далее;
там мы воспользуемся уравнениями (10.15), дающими необхо-
димую нам связь между изгибающими моментами и прогибом.

Заметим, что из уравнений (10.15) можно получить одно
дифференциальное уравнение изогнутой срединной поверхнос1и;
складывая их, имеем

Вводя обозначение

последнее уравнение напишем так:
~D^w = M- (10.17)
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Сопоставляя это с Дифференциальным уравнением изогнутой оси
стержня

замечаем, что при переходе от стержня к пластинке линейная
жёсткость EJ заменяется цилиндрической; вторая производная
прогиба переходит в оператор Лапласа; изгибающий момент
I/ заменяется приведенной суммой моментов (10.16).

§ 60. Кручение пластинки.

Рассмотрим случай (фиг. 94), когда к какой-либо грани
пластинки, например, к грани, нормальной к оси Ох, приложе-
ны распределённые крутящие пары. Рас-
пределение их предположим, вообще гово-
ря, неравномерным и обозначим через
Я, величину момента этих пар, приходя-
щуюся на единицу длины грани в дан-
ной точке Величина момента на длину
dy грани равна, очевидно, H^dy.

Заметим, что с точки зрения статики
распределённые крутящие пары равно-
сильны некоторой поперечной силе. Действительно, пару с мо-
ментом Htdy мы можем осуществить (фиг. 95) в виде двух рав-
ных противоположных сил
Я,, приложенных по кра- *•
ям площадки длиною dy.

По соседней площад-
ке длиной dy пару

fir-^~dy)dy так-

г >

~± dy^
?ке осуществим в виде
двух противоположных сил

Н1-\—-т-i dy с плечом dy.

Выполнив это для всех
площадок рассматриваемой Фиг. 95.
грани, видим, что силы,

приложенные в точках т и п на границе двух площадок, сво-

дятся к одной силе -Tj-1 dy, приходящейся на длину dy. Заметим,
однако, что на краях А и В грани при этом останутся две
неуничтоженные конечные сосредоточенные силы Н^ и Н?.

Отсюда мы и заключаем, что распределённые крутящие пары
интенсивности Нх статически эквивалентны распределённой попе-



268 ИЗГИБ ПЛОСКОЙ ПЛАСТИНКИ [гл. X

Фиг. 96.

речной силе, имеющей интенсивность

п двум сосредоточенным поперечным силам Н-^ и Hf по концам.
В частном случае, если момент //, распределён равномерно, то

Н1 = const.; поперечная сила (10.18) всю-
ду равна нулю, и крутящие пары по гра-
ни АВ эквивалентны паре, состоящей из
двух сил Hv в точках А и В.

Крутящие моменты, возникающие в по-
перечном сечении пластинки, фактиче-

ски осуществляются в форме касательных напряжений; например
(фиг. 96), по сечению, нормальному к оси Ох, это будут напря-
жения Yх и Z z ; исследование кручения стержней с попереч-
ным сечением в форме весьма узкого прямоугольника нам пока-

зало (см. § 45), что напря-
жения Zx (в общем случае на-
пряжения, нормальные к боль-
шой оси сечения) весьма малы
по сравнению с напряжени-
ями Yx (параллельными боль-
шой оси). Поэтому для упро-
щения примем, что при кру-
чении пластинки крутящие мо-
менты осуществляются в форме
касательных напряжений, парал-
лельных срединной плоскости.

Выделим из пластинки че-
тырьмя вертикальными плоско-

стями бесконечно малый элемент (фиг. 97) и предположим, что дей-
ствие на него отброшенных частей пластинки по граням be иаЬ
должно быть заменено только крутящими моментами Hxdy
и H2dx, положительные направления которых примем так, как
показано на фиг. 97 (вращение по часовой стрелке вокруг
внешней нормали); в этом случае мы имеем дело с чистым кру-
чением пластинки относительно двух осей Ох и Оу.

Аналогично уравнениям (10.9) при чистом изгибе напишем
следующие условия эквивалентности крутящих моментов и соот-
ветственных касательных усилий*):

h h

Htdy = \ Yxdy dz • z; H2dx = — \ Xydx dz • z.

Фиг. 97.

*) Согласно сделанному выше предположению принимаем во шшмание
только напряя{епия X,, иУ„ параллельные срединной плоскости.
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Вынося постоянные dx и dy за знаки интегралов и сокращая на
них, получим

+ 2

h

. h.

h = - \ Xvz dz.
h

~ 2

(10.19)

(10.20)

Но так как по закону взаимности касательных напряжений
YX = XV, то из уравнений (10.19) и (10.20) получаем

Я 2 = - Я 1 ; (10.21)

это есть закон взаимности крутящих моментов по дв^м взаимно
перпендикулярным сечениям пластинки: моменты Н1 и Н2 оди-
наковы по величине, но противоположны по знаку.

Фиг. 98.

Постараемся теперь получить связь между крутящими момен-
тами и прогибом w пластинки, Другими словами, найдём диф-
ференциальное уравнение искривлённой срединной плоскости при
кручении. Для этого касательные напряжения, входящие в урав-
нение (10.19), связываем с перемещениями при помощи закона
Гуна и основных уравнений (III) (§ 17):

2 (1 -|~ cj " 2(1 -\- с) \^ох оу /

Теперь остаётся перемещения и и и связать с прогибом <г
срединной плоскости.

На фиг. 98 показан разрез пластинки какой-либо плоскостью,
параллельной Oxz. Пусть ОК — след срединной плоскости раз-
реза после искривления. Возьмём какую-либо точку d на рас-
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стоянии cd = z от срединной плоскости. Для упрощзния сделаем
предположение, что все точки с срединной плоскости переме-
щаются вертикально; предположение это близко к действитель-
ности, если прогибы w малы по сравнению с толщиной пластинки А
п если в срединной плоскости нет Деформаций (натяжений или
сжатий). В этих условиях (по фиг. 98) легко установить связь
между перемещением и точки d и прогибом w срединной плоско-
сти; делая некоторые допущения вследствие малости деформаций,
запишем: и = — zs ina^ j — ztgx *), где а есть угол наклона каса-
тольной к следу ОК срединной плоокостп; так как

то окончательно

(10.23)

Делая разрез пластинки плоскостью, параллельной OYZ, найдём
путём таких же рассуждений

* = - * £ • (Ю.24)

Из уравнений (10.23) и (10.24) для подстановки в (10.22)
получаем

ди . Эй „ diw

тогда уравнение (10.22) даёт

Й (Ю.25)

Подставляя это в уравнение (10.19), получаем

12 (1 + о) дх ду '

или, умножая числитель и знамзнатель на ( 1 - е ) , на основании
уравнения (10.7) имеем

^ . (10.26)

) Знак минус обусловлен тем, что, например, в случае, показанном
на фиг. 98, z > 0 ; t g a > 0; и < 0.

**) Заметим, что

>
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ft,
г/

Это уравнение по своей сущности аналогично уравнениям (10.15)
и представляет собою дифференциальное уравнение искривлённой
срединной плоскости при кручении. Как видно из самого вывода,
применимость уравнения (10.2и) ограничена случаем весьма
малых прогибов w по сравнению с толщиной пластинки h.
Уравнением (10.26) мы вос-
пользуемся далее для общих
выводов; здесь на основании
его сделаем некоторые заме- и,
чания о чистом кручении пря-
моугольной пластинки. Зада-
ча эта несколько иллюстри-
рует рассуждения §§ 44в
и 45.

Пусть по всем четырём / 2/У,
боковым граням пластинки f
(фиг. 99) приложены равно- у
мерно распределённые кру- Фиг. 99.
тящие пары с моментом Я, =
= — Я , = М = const, на единицу длины. Заменяя эти пары экви-
валентными поперечными силами, заметим, что распределённые

поперечные силы -^ и -—• [ср. формулу (10.18)] всюду равны

нулю; отсюда легко сообразить, что пластинка окажется под
действием только четырёх сосредоточенных сил, по 2Н1 = 2М
каждая, приложенных по углам*). Уравнение искривлённой сре-
динной поверхности (10.26) получит вид

(10.27)

Интеграл его возьмём в форме w— Сху. Подставляя это в урав-
нение (10.27), видим, что оно удовлетворяется, если

Г- М

Поэтому окончательно

М

Срединная плоскость искривляется ио поверхности гиперболи-
ческого параболоида. Угол закручивания плаотгнки в сечении,

*) Следует заметить, что эти силы только статически равносильны
приложенным распределённым моментам; в упругой пластинке такую
вамену нельвя делать, не изменяя распределения деформаций и напря-
жений. От действия этих сил вблизи точек их приложения возникают
значительные местные напряжения: анализом их мы здесь не ванимаемся.
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параллельном OYZ и характеризуемом абсциссой х, будет
[ом. формулы (2.3) и (2.4) § 6]

Х'
Единичный угол закручивания равен

е ) " ^ЁДз М ~ ~~Gh*M>

где G— модуль упругости при сдвиге. Последнее соотношение
перепишем так:

М = - G* -*- = - 0.333G \ h\ (10.28)

По условиям нашей задачи пластинка скручивается двумя
парами моментов в двух взаимно перпендикулярных направле-
ниях. Если одну пару моментов устраним, то получим вдвое
меньший угол закручивания т' = 0,5 • т. На этом основании урав-
нение (10.28) напишем так:

M = - 0 , 3 3 3 G T ' A S . (10.29)

Точное решение, данное Сен-Венаном для случая прямоуголь-
ника со сторонами а и k, где А < а, имеет вид *)

M' = aGthaa, или -^-=aGtA%

М'где — = М — крутящий момент на единицу длинной стороны

поперечного сечения; поэтому

M = aGxh", (10.30)

где a — коэффициент, имеющий значения, указанные в таблице
(см. конец § 44).

Отсюда мы видим, что полученное нами соотношение (10.29)

достаточно близко к точному (10.30) при -г > 10, а при -̂  = со

в точности с ним совпадает.

§ 61. Общий случай изгиба пластинки.

Рассмотрим теперь общий случай изгиба пластинки, как-либо
опёртой или закреплённой по контуру и нагруженной сплошной
нагрузкой q на единицу площади. Если мы, как и ранее, выре-
жем элемент (фиг. 100), то действие отброшенных частей по каждой
грани придётся заменить, в самом общем случае, тремя соста-
вляющими силами X, Y, Z и тремя парами с моментами Мх, Мв

*) Ср. формулу (8.59) § 44 после эамены в ней обозначений ц, Ь, е
соответственно на G, А, а.
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и Мг. Однако, как мы уже отмечали в § 58, силы X и Y и пара М-_,
лежащие в срединной плоскости, соответствуют случаю обобщён-
ного плоского напряжённого состояния; они не вызывают искри-
вления срединной плоскости; поэтому в настоящей задаче, касаю-
щейся изгиба пластинки, мы их не рас-
сматриваем Остальные составляющие Z,
Мх и Мv вызовут искривление срединной
плоскости; из них влияние Мх и Ms по
отдельности на изгиб пластинки нами уже
рассмотрено выше: Мл = М± — изгибающий
момент; Мх — Их — крутящий момент; Z
есть поперечная сила в пластинке.

Примем уже введенные ранее обозна-
чения:
длямоментовпо грани_|_коси Ох : Мхъ Hlt

а по грани _[_ к оои Оу : Мг и Я 2 = —Нх.
Поперечные силы будем обозначать так:

по грани J_ к Ох через Nlt

» » j _ » OY » JVj.
Положительные направления моментов примем, как и ранее,
по фиг. 92 и 97. Поперечные рилы Nx и Nt no правой и передней
граням (внешние нормали -\-Х и + Y) будем считать положи-

Фиг. 100.

tl,ai

/V.tfy

/> qdXdy

dx

Фиг. 101.

тельными вниз, т. е. для них знаки будут совпадать со знаками
напряжений Zx и Zv.

На фиг. 101, а и б показана срединная плоскость выделен-
ного элемента размерами dx и dy с нагрузкой q dx dy, приходя-
щейся на площадь его dx dy; действие отброшенных частей заме-
нено поперечными силами (фиг. 101, а) и моментами (фиг. 101, б);
при этом учтено, что силы и моменты по передней и правой гра-
ням получили приращения по сравнению с соответственными им
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факторами по задней и левой граням; приращения, как и всегда,
мы заменили частными дифференциалами, отбросив бесконечно
малые высших порядков. Составим условия равновесия выделен-
ного элемента под действием сил, показанных на фиг. 101,а и б.
Так как мы отбросили силы и пары, действующие в срединной
плоскости, то условия 2 l = 0; 2 У = 0; 2 ^ * = ® Удовлетворя-
ются тождественно; остаётся удовлетворить следующим условиям:

Приняв оси координат, как на фиг. 101, раскроем первые два
из этих условий так:

Заметим, что бесконечно малые величины первого порядка взаимно
сокращаются; имеющиеся во втором уравненЕИ бесконечно малые
третьего порядка отбрасываем; после этого оба уравнения сокра-
щаем на dxdy. Совершенно таким же порядком раскроем и третье
уравнение (10.31); в результате все они примут такой вид:

ЛГ.; (Ю.32")

_dtf 2 ^ (10.32'")
d\j ' dx 1 * '

В случае прямого бруса мы имели аналогичные, но более про-
стые зависимости:

dQ dM n

dx ~ Я' dx ~ V >

В пластинке, как мы указывали ранее, явление осложняется
вследствие распространения его на плоскость и наличия крутя-
щих моментов.

Уравнений (10.32) оказывается недостаточно для определения
составляющих:

Nit N» Mlt М2 и Я , = - Я , . (Ю.ЗЗ)
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Поэтому мы к ним добавим уравнения (10.15) и (10.23), получен-
ные из рассмотрения упругих свойств пластинки:

Теперь число уравнений (10.32), (10.15), (10.26) соответствует
количеству неизвестных Nlt Nt, Mt, Mt, Hl——Ht и w(x, у),
и задача может быть решена; для этого выведем общее, дифферен-
циальное уравнение искривлённой срединной поверхности плаотинки
следующим путём. Исключаем из уравнений (10.32) поперечные
силы Nt и Nt и в получившиеся уравнения внесём выражения
моментов (10 15) и (10.26). Дифференцируя уравнения (10.32")
и (10.32'"), имеем

дх Ьхг ду дх '
!\\_д*Н1

ду ~дхду*ду ~дхду* ду* '

Внося это в уравнение (10.32') и помня, что / / , = —Я,, найдём

Для прямого бруса мы имела аналогичное, но более простое
соотношение:

Из уравнений (10.15) и (10.23) найдём производные, необхо-
димые для уравнения (10.34):

д*М1 _ _ D (d\v
дх* ~—и \Ъ~& + ° дх*ду* ) '

дуг \&У* дхРду* J

Подставляя это в уравнение (10.34) и производя сокращения,
получим

или [ср. уравнения (IX') и (IX) § 32]

DV2(V2W) = ?J (10.35а)
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Это есть основное уравнение теории изгиба плоской пластинки
или уравнение Софи Жермен (Sophie Germain); оно служит для
нахождения искривлённой срединной плоскости пластинки; в слу-
чае бруса имеется более простая зависимость:

dly-n

Если удастся в условиях какой-либо задачи проинтегрировать
уравнение (10.35), то по найденному конечному уравнению искри-
влённой срединной плоскости w = f(x,y) получим из уравне-
ний (10.15) и (10.26) моменты и затем из уравнений (10.32")
ц (10.32'") — поперечные силы в любой точке пластинки. Под-
ставляя значения моментов ив уравнений (10.15) и (10.26) в урав-
нения (10.32") и (10.32'"), выразим поперечные силы непосред-
ственно через прогиб w:

или

[
аналогично <• (10.36)

По найденным усилиям можно уже вычислить напряжения.
Для определения нормальных напряжений воспользуемся форму-
лами (10.12); из них при помощи уравнений (10.14) получим

что совпадает с известными формулами для бруса. Касательные
напряжения Xy = Yx получим таким же путём из уравнения (10.25),

подставляя сюда значение ^-^- из уравнения (10.26);

Для составляющих касательного напряжения, параллельных
осп OZ, остаётся известная формула

Посмотрим теперь, как составляются условия на контуре (гра-
нях) пластинки. Возьмём, например, прямоугольную пластинку
с закреплениями по фиг. 102. Для левого заделанного края имеем,
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очевидно, условия: при х = 0; w = 0 и dw/dx = 0, указывающие на
отсутствие прогиба и угла наклона срединной плоскости на
опоре, д л я заднего шарнирно опёртого края следует потребо-

^ ^ Т Г П Р ° Г И б а И и з г и б а ю н < е г 0 момента М 2 [ср. фор-

при у = 0; w = 0;

в обоих рассмотренных случаях мы получили по два условия-
некоторое осложнение получим на правом, свободном краю, где
должны отсутствовать все
усилия: при х = а N1 = Q;
Jf, = O; Н1 = 0, т. е. получа-
ем три условия вместо двух;
однако, это противоречие
лишь кажущееся, так как в
§ 60 мы показали, что рас-

ё

Шарнирное закрепление

Фиг. 102.
пределённый крутящий мо-
мент Нх статически равно-
силен поперечной силе—~±- •

ay '
добавляя её к основной поперечной силе Лг

1( получим, как и в
предыдущих случаях, два условия:

AT . »ВХ= a; ду
= 0; М^

или, подставляя сюда выражения усилий из уравнений (10.15),
(10.26) и (10.36), будем иметь Ог

при х=а

Фиг. 103.

Кроме трёх рассмотренных
основных случаев могут встре-
титься и другие способы закре-
пления, например, упругая опо-
ра (опора на балке), упругая
ааделка и т. д. Составление
условий на контуре для этих случаев не представляет затруднений.

Для пластинок, имеющих криволинейный контур, необходимо
бывает определить моменты, действующие по контуру (точнее —
по криволинейной грани пластинки). Вырезая у контура KL
(фиг. 103) трёхгранную элементарную призму, мы действие
отброшенных частей пластинки заменим интересующими нас
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моментами, причём через М„ и Hv обозначим изгибающий и
крутящий моменты по косой площадке контура. Моменты со-
гласно общему приёму механики отложим в виде векторов пер-
пендикулярно к плоскостям соответствующих пар в ту сто-
рону, смотря с которой будем иметь вращение пары по часовой
стрелке.

Принимая положительные направления моментов Мх, Мг, Ht

и Н„ по фиг. 101, б, а также в соответствии с этим выбирая
положительные направления для М„ и Hv, получим схему век-
торов-моментов, показанную на фиг. 99; проектируя все эти
некторы на направления Mv и Hv, легко напишем условия рав-
новесия выделенного элемента; сокращая их на dF, получим
следующие зависимости:

= (Mt — M1) sin a cos
a + 2H1sinacosa, \
a - Я , (cos2 a - s i n 2 a). /

Найдя по уравнениям (10.15) и (10.28) моменты Мг, Мг и Н1

и внося их в уравнения (10.37), получим изгибающий момент Mv

и крутящий момент Hv на площадке контура пластинки. Урав-
нениями (10.37) можно пользоваться, очевидно, и для вычисле-
ния моментов по косым сечениям внутри пластинки.

§ 62. Эллиптическая пластинка, закреплённая по контуру.

Зададимся выражением прогиба в форме

и, обозначая для краткости

•£ + £ - l = ff, (Ю.39)

будем иметь

w = cU\ (10.40)

Замечаем, что прогиб обращается в нуль на эллиптическом
контуре:

Значит, получим решение задачи об изгибе эллиптической плас-
тинки, если функция (10.33) удовлетворяет основному уравне-
нию (10.35).
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Взяв первые производные от прогиба (10.40):

дх дх ' ду ду

видим, что они обращаются в нуль всюду на контуре (10.41);
отсюда легко заключить, что на контуре срединная плоскость
остаётся горизонтальной; значит, мы имеем пластинку с заде-
ланными краями. В уравнение (10.35) входят четвёртые произ-
водные прогиба; из выражения (10.38) видно, что все они бу-
дут постоянными числами; отсюда очевидно, что уравнению
(10.35) можно удовлетворить, если q — const., т. е. если нагруз-
ка сплошная, равномерная.

Вычисление последовательных производных даёт
dw . с тт dw . с N

~ъ— = * — г и х \ - , — = 4 -Tiдх а% ' ду Ьгдх а% ' ду

о с з i / с тт= 8 — 7 - х 2 + 4—„-U;а* а 2— 7 - х + 4—„-U; • .. =S-T7
а* а 2 дх ду агЪ

dh\> n , с
—^Л—^

д3н' о с . дги> с, с d3w f j , с
дх* ду~ аЫР 2/' дТду~г~ а ^ Р ^ ' с^!/ 3~— "b*

02* ~ о* '

( 1 0 4 2 )

Подставляя значения производных в уравнение (10.35), найдём
неопределённую пока постоянную с:

с= q

Внося это значение в (10.38), получим уравнение искривлённой
срединной плоскости.

Предлагаем читателю проделать следующие упражнения:
1. Найти наибольший прогиб пластинки в центре.
2. Пользуясь формулами (10.15), (10.26), (10.3d) и выраже-

ниями производных (10.42), найти общие выражения Mlt Мг,
H,= -Ht, Nt и Nt.

3. Вычислить наибольшие изгибающие моменты Му и Шг

на концах осей контура (моменты заделки) и в центре пла-
отинки.

4. Положив 6 = а (круглая пластинка), найти величины, ука-
занные в предыдущих пунктах.

§ 63. Прямоугольная цдастинка. Решение Накье.

Рассмотрим пластинку с шарнирно закреплёнными краями,
нагруженную произвольной нагрузкой. В данном случае реше-
ние основного уравнения (10.35), т. е. выражение прогиба «•,
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приходится разыскивать в форме бесконечного тригонометриче-
ского ряда. Зададим его в следующем виде, который, как лег-
ко в этом убедиться, удовлетворяет условию шарнирного за-
крепления всех четырёх сторон контура*):

w(*- у)=2 2 А ™ s i n ~ ^ ^ - (Ю.43)
т=1п=1

Ети для краткости обозначим

Атавтг!^вЫ^=итп, (Ю.44)

го ряд (10.43) представится в следующем виде:

2 2 ^ - =

I, + • • . .

(10.45)

строка этого выражения является рядом по индексу п,
а каждый столбец —рядом по индексу т.

Дифференцируя выражение (10 44) и подставляя его произ-
подные вместо w в левую часть уравнения (10.35), получим

* • ткх •
sin — sin

поэтому уравнение (10.35) напишется так:

м ) sin—-sin-f =q(x,y),(10AQ)

или короче:
оо оэ

2 2 Стп s i n ̂ Г s i n ПГ ^ q (x' У}' (Ю.46а)

где

(10.47)

*) Действительно, н а контуре, т. е. при х = 0, х = а,у = 0, у = Ь, имеем

ч ' = 0 ; v = 0; -7T-J- = 0, и условия д л я ш а р я и р н о закреплённого к р а я

"'Удут удовлетворены.
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Остаётся так подобрать коэффициенты ряда Стп, чтобы ураь-
нение (10.46а) было удовлетворено тождественно по всей площа-
ди пластинки; иначе говоря, согласно (10.4иа) наша задача за-
ключается в разложении функции q(x, у) в тригонометрический
ряд по двум переменным х и у, выполняем это при помощи
обычного приёма Эйлера для вычисления коэффициентов триго-
нометрического ряда; так как мы имеем двойной ряд, то и приём
надо повторять дважды. Сначала умножим обе части равенства
(Ю.46а) на

где к— какое-нибудь целое число, и проинтегрируем в пределах
от 0 до Ь:

Ь
тг.% (* . пт.у

— ^ sm-f
™, sin ^

m — i n = l 0

(10.48)

Состав этой ДВОЙНОЙ суммы, конечно, такой же, как и в выраже-
нии (10.45), однако, известно, что если пФк, то

ь

^ s in-^-8111-^-^ = 0;

о
если же п~к, то

ь

B i n « i | L d j , = -*.. (10.49)

Отсюда легко понять, что в сумме левой части (10.48) исчез-
нут все члены, кроме членов, соответствующих А*-му столбцу
(10.45), в котором m имеет все значения 1, 2, 3 , . . . ос, и на осно-
вании (10.49) равенство (10.48) получит вид

i ^ U \ ,(х. у) «Ир- dy. (10.50)
m = l О

Обе части этого равенства являются функциями одного х. Над
равенством (10.50) повторяем проделанный приём: обе части
мно?ким на

. i-r.x, ,

sin — ах
а
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я интегрируем в пределах от 0 до а; в левой части исчезнут все
-члены, кроме члена, имеющего индекс m=i; по аналогии с
(10.49) имеем

i*1 J~ a

— ах = —sin1 — ах = — ;

тогда из равенства (10.50) получаем
« ь

о
Отсюда находим коэффициент Cik:

и далее на основании (10.47) напишем

Я (*. У) sin Щ sin -*3

Это есть общее выражение любого коэффициента ряда (10.43);
з а м е н я я обозначения i и к снова через man, получим

Атп = / т о » 4

n » Л а [\ Я (х> У) sin ^ sin ^ dx dy. (10.51)

По заданному распределению нагрузки q(x, у) входящие
сюда интегралы можно вычислить и, подставив найденные значе-
ния коэффициентов Атп в уравнение (10.43), найти уравнение
искривлённой срединной плоскости. Рассмотрим два основных
случая, необходимых в расчётной практике.

1. Пусть нагрузка q — сплошная, равномерная по всей пло-
щади пластинки. Тогда для вычисления коэффициента Атп по
уравнению (10.51) имеем

\\q(x, у) sin - £ - sin —у- dx dy =

= ? ^ s i n ^ dx I sin ^ dy. (10.52)
о о

Следовательно, двойной интеграл разбился на два простых; вы-
числяем их:

a a
. rnitx, а

in—dz = —
и г а ~\ а ,. «
^ - J = _ ( l - c o S m u ) ;
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При нечётных т и п эти интегралы равны соответственно:

~ттс ' ~пк ' П Р И ч е т н ы х те и п о н п обращаются в нуль. На этом

основании интеграл (10.52) отличен от нуля только при нечёт-

ных тп и п, и тогда он равен

7Z2mn

Подставляя это значение в (10.51), получим:

где т = 1, 3, 5, . . . . оо; л = 1 , 3, 5, . . . , оо.

Замечаем, что при возрастании тип величина коэффициента
Атп быстро убывает и ряд (10.43) быстро сходится; получаем'
окончательно:

ткх . пку
ОО ОО HI п г> i »» &sin sia

w =
Gg yi у a

ь2 Z
где иг = 1, 3, 5, . . . . ос; и = 1, 3, 5, . . . , оо.

Для разыскания наибольшего прогиба в центре пластинки
полагаем х = 0,5а; у = О,ЪЬ; тогда

-P—1
«' = ̂ N \ ^ = ^ 3 . (10.54)

4 J
Сюда вместо D следует вставить его выражение из (10.7). Для

вычислений удобно положить — ==\s. и последнюю формулу вы-

разить так:
да*

Коэффициент а выражается в виде двойного ряда [ср. формулу
(10.54)] и зависит от отношения сторону, (см. таблицу на стр. 284).

Имея выражение прогиба (10.53), можем по уравнениям
(10.15), (10.26) и (10.36) найти усилия в любой точке пластинки,
например,

3 -
ц . тт.х . mty

а Ъ '
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Благодаря шарнирному закреплению краёв наибольший
момент получается в центре пластинки при х — 0,5а; у = О,ЪЬ:

"5"

Таким же путём вычисляются поперечные силы и опорные
реакции пластинки по контуру. Результаты показаны в таблице,
данной академиком Б. Г. Галеркиным.

Т а б л и ц а

IIа.

V-

1,0
1,1
1.2
1.3
1.4
1.5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
3,0
4,0
5,0
оо

•«ft

в

II
К
ев
а
а

0,0443
0.0530
0,0616
0,0597
0,0770
0,0843
0,0906
0,0964
0,1017
0,1064
0,1106
0,1336
0,1400
0,1416
0,1422

в

II

si*
а

i*

0,0479
0,0553
0.0626
0.0693
0,0753
0,0812
0,0862
0,0908
0,0948
0.0985
0,1017
0,1189
0,1235
0,1246
0,1250

в

7
х
ев
а

a i

0,0479
0,0494
0,0501
0,0504
0,0506
0,0500
0,0493
0,0486
0,0i79
0,0471
0,0464
0,0404
0.0384
0,0375
0,0375

в

||

X
ев
а
7

0,338
0,360
0,380
0,397
0,411
0,424
0,435
0,444
0,452
0,459
0,465
0,493
0,498
0,500
0,500

-о

||

X
ев
а
Tfi

0,338
0,315
0,294
0,275
0,258
0,242
0,229
0,216
0,205
0,194
0,185
0,124
0,093
0,074

—

в
Of

+ II

X <Ъ
ев
а +

-о
«Г

+ II
>

ев
S +

* 1 о\

0,420
0,440
0,455
0,468
0,478
0,486
0,491
0,496
0,499
0,502
0,503
0,505
0,502
0,500
0,500

0,420
0,400
0,377
0,357
0,337
0,323
0,303
0,287
0,273
0,260
0,248
0,166
0,125
0,100

—

•о
Of

S
ii
и(Ч

т

0,06..
0,064
0.062
0,061
0,059
0,057
0.054
0,052
0,050
0,048
0,046
0.031
0,024
0,019

—

Величины

выражают наибольшие единичные опорные реакции в срединах
сторон контура. R = mabq — сосредоточенные реакции в углах
пластинки; при вычислениях принято а = 0,3.
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2. Пластинка изгибается сосредоточенной силой JP, приложен-
ной в любой точке ж = с; y — d. Силу Р заменим сплошной на-
грузкой q на бесконечно малой площадке dx dy.

или q = -J^- (10.55)

Тогда в формуле (10.51) функция д(х,у) равна нулю всюду,
кроме точки х — с, y = d, где она равна величине (10.55). В ин-
теграле правой части уравнения (10.51) сохраняется лишь один
элемент, соответствующий точке (с, d):

С С , . тт.х . ппу , ,

\\ Я {х, у) sin — sin — dx dy =
P . mnc . mzd j , _ . mw . nnd

— , , sin — s i n —r-dx dy^Pam — sin —=- ;
dx dy a b я а Ь '

тогда по уравнению (10.51)
. m-c . nnd

kP sin sin -г—

Из (10.43) получаем уравнение искривлённой срединной плоскости:

. mizc . nnd
sin sin-——

V ^ 4 - 8 i » - ^ s i ^ - - (Ю.56)

§ 64. Прямоугольная пластинка. Решение М. Леви.

Метод, данный Морисом Леви (М. Levy), является более об-
щим по сравнению с методом Навье; вмосте с тем, он тесно
связан с решениями Файлона и Рибьера для плоской задачи о
прямоугольнике, изложенными в § 37, что объясняется близким
сродством основных уравнений:

для прогиба пластинки

^ J ^ (10.57)

и для функции напряжений в плоской задаче

V'Vs<p = 0.

Метод Леви пригоден для всех тех случаев, когда (фиг. 104)
у прямоугольной пластинки Два противоположных края, напри-
мер ОВ и АС, опёрты гаарнирно; два других — О А и ВС — могут
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быть опёртыми как угодно или свободными. Имея в виду эти
условия, будем искать решение уравнения (10.57) в виде

(10.58)
т=\

• 2 __j .

" " ** ^ ^ т>}2 "f / \ ' '"

Так как

то имеем

при

т. е. удовлетворены условия шарнирного опирания краёв <?i?
0 /?

Фиг. 104.

и АС. Подставляя (10.58) в левую часть уравнения (10.57),
получим

(10.59)

(10.60)

g (x, y)
D

или короче:

где

rn (y) = /«v) (y) - 2 (y) + Q?y fm (y). (10.61)

Левая часть представляет собою ряд Фурье по синусам, по-
этому и правую часть надо представить себе разложенной в та-
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кой же ряд:

тп=1

где Fm{y)— коэффициенты ряда, зависящие от у, так как от
него зависит, вообще говоря, заданная нагрузка q (x, у); подстав-
ляя это в праву .о часть (10.60), приравниваем коэффициенты
соответственных членов слева и справа:

а это согласно (10.31) приводит к обыкновенному дифференци-
альному уравнению четвёртого порядка для отыскания неизвест-
ной пока функции /т(у).

Практически этот процесс сводится к следующей формальной

выкладке: умножаем обе части (10.59) на sin"*- (где п = 1,2, . . . )

и интегрируем в пределах от нуля до а; учитывая, что

С . nnzx • mix ,

\ sin sin — ax
j a a
0

равен нулю при т Ф п и равен -^ при т — п, получим нужное

дифференциальное уравнение

По выполнении интегрирования в правой части этого уравнения
она, очевидно, станет функцией от одного только у.

Общее решение уравнения (10.62) составится из общего реше-
ния однородного уравнения, которое совпадает с уравнением (6.84)
§ 37, если в последнем положить

Х - -к~ а

и из какого-либо частного решения полного уравнения (10.62);
обозначим это частное решение через

общее решение однородного уравнения сразу напишем, поль-
зуясь рассуждениями § 37, по типу формулы (6.88) с заменой
в ней обозначений т на п и / на а:

ДО (у) =, Ап ch ^ + Вп sh 7 + С„у ch - 7 + Dny sh ^ . (10.63)
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Поэтому общее решение уравнения (10.62) будет

[гл. X

(10.64)

Внося это значение fn(y) в (10.58), найдём решение уравнения
(10.57), соответствующее заданной нагрузке q{x,y) и удовле-
творяющее граничным условиям на шарнирно опёртых краях ОВ
и АС. Остаётся так распорядиться произвольными постоянными

Ап, Вп, Сп, А,, (10.65)

чтобы каждый член суммы (10.58) в отдельности удовлетворял
граничным условиям, заданным на двух друхих краях О А и ВС;
число этих условий равно всегда четырём и их достаточно для
определения постоянных (10.65). Рассмотрим, например, случай,
когда края О А и ВС также шарнирно опёрты; тогда граничные
условия будут

2
У=Ь; I

или согласно (10.58) имеем

(10.66)

2 , , А . . Л7ГХ ~

/„ (0) sin — = 0;
/„(b)sin - ^ - =

или ввиду произвольности х (0 < х < а) получаем

/n(0) = 0; /„"(0) = 0; \

fn{b) = O; Гп(Ъ) = 0- J
(10.67)

Раскрывая эти условия при помощи (10.64), получим четыре
уравнения:

ппЪ птгЬ
= -/„(Ь);

. (10.68)

nub ~|
(X J
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Подставив в правые части этих уравнений соответственные зна-
чения частного решения

7п(у)> (Ю.69)
мы должны решить их относительно постоянных (10.65). Реше-
ние сильно упрощается, если, пользуясь свободой выбора част-
ного решения (10. Ь9), построим его так, что

/п(0) = 0; /;(0) = 0. (10.70)

Тогда первые два уравнения (10.68) дадут

A n = Dn = 0. (10.71)

Решая остальные два уравнения, получим

7> 1

ПТ.Ъ

л J /» С*)/ » ^ (Ю.72)

а а I

Частное решение (10.69), удовлетворяющее условиям (10.70),
найдём методом Коши. Для этого сначала найдём из (10.63),
подбирая соответственным образом постоянные (10.65), то част-
ное решение однородного уравнения

которое удовлетворяет начальным условиям:

обозначим его Yn (у); оно имеет вид

Уп = -о-т—,г- у ch — sh — - . (10.74)
" 2 (ил)а I J a nn a J v >

Путём дифференцирования можно убедиться, чю это решение удо-
влетворяет условиям (10.73). Если для краткости введём в пра-
вой части (10.Ь2) обозначение

, . п%х j . / л г . _ _ .

q (х, у) s in ах= ои (у), (10.75)
и

то, следуя методу Коши, найдём нужное нам частное решение
уравнения (10.62) в следующей форме:

У
fn (у) = \ ^/i {'У — ri) ?л (•']) drit (10.76)

о
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или в раскрытом виде:
v

о
а , пт1(у-г,)

sh д (х, vi) s i n ~ dx } dTj. (10.76ц)

Подставив значения (10.71), (10.72) и (10.76) в (10.64), най-
дём окончательно функцию /п (у), а внеся её в (10.58), получим
решение для прямоугольной пластинки, шарнирно опёртой по
контуру при любой заданной нагрузке q (х, у). Усилия опреде-
лятся обычным путём по формулам (10.15), (10.26) и (10.35).

Это решение удобнее для приложений, чем решение Навье,
данное в § 62, благодаря хорошей сходимости соответствующих
рядов. Таким же путём можно получить решения и для других
граничных условий на краях О А и ВС; следует только соот-
ветственно ивменить уравнения (10.68) для отыскания постоян-
ных (10.65); дальнейший ход решения остаётся в силе.

Много 8адач, касающихся изгиба пластинок, решено акад.
Б. Г. Галеркиным. Все эти результаты собраны в его капиталь-
ном труде «Упругие тонкие плиты» (Госстройиздат, 1933).

§ 65. Круглая пластинка.

При исследовании круглой пластинки весьма удобно поль-
зоваться полярными координатами г и б ; поэтому все основные
уравнения изгиба пластинки преобразуем к полярным координа-
там по формулам

х = г cos 6; у •= г sin 6.

Так как левая часть основного уравнения (10.35) по своему
составу совершенно сходна с левой частью уравнения (IX) § 32
плоской задачи, то для нужных нам преобразований мы можем
использовать выкладки § 60, заменив в них функцию <р на w.
Таким образом, непосредственно получаем

_, _ dif d*w _ ду> , 1 dw I 5 ^ P
V W~Hui"Tr~dtf~~¥T*^~ г дт "*"/•« д№ '

и основное уравнение (10.35а) получит вид [ср. (1ХП) § 38]

Мы здесь коснёмся только случая, когда нагрувка не зависит
от Ь, т. е. когда она по всем направлениям от центра пластин-
ки распределена одинаково. В этом случае искривлённая средин-
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ная поверхность, очевидно, должна быть поверхностью вращения,
прогиб w не будет зависеть от 6, и уравнение (10.77) упрощает-
ся [ср. уравнение (1Х„<) § 39]:

+ + ) ( 1 0 7 8 )

Общий интеграл этого уравнения составится из общего ин-
теграла w уравнения без последнего члена

^ + - — - 1 ^ + 1 ^ - 0 (10 79)

и какого-либо частного интеграла полного уравнения (10.78); од-
нако, общий интеграл уравнения (10.79) мы уже знаем [уравне-
ние (7.10), § 39]:

w = Сг In r + Сгг
г In г + С3 + С4г

а; (10.80)

поэтому общий интеграл уравнения (10.78) напишем так:

w = С, In г + С2г' In т- + С, + C 4r ! + w. (10.81)
Частный интеграл w весьма просто разыскивается, если на-

грузка q постоянна (сплошная равномерная нагрузка по всей
площади пластинки); самый вид уравнения (10.78) показывает,
что можно положить о> = сг*, где с — неопределённое пока число;
подставляя это значение в уравнение (10.78), легко найдём, что
с = g/QiD, и поэтому

Подставляя это в уравнение (10.81), получим общее решение
для круговой пластинки под сплошной равномерной нагрузкой:

^ (Ю.82)

Для вычисления моментов воспользуемся уравнениями (10.15;
и (10.26), преобразовав их к полярным координатам. Направляя
ось Ох вдоль радиуса г данной точки, аналогично [(7.7), § 38],
найдём

дх* or1 ' Ьуг г дт ' дхду

Внося это в уравнения (10.15) и (10.26), найдём

< 1 0 ' 8 3 )
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Здесь Мj — изгибающий момент по площадке, нормальной к
радиусу, М2 — момент по радиальному сечению; крутящие момен-
ты по рассматриваемым основным сечениям, как и следовало
ожидать, ввиду симметрии пластинка и нагрузки отсутствуют.

Рассмотрим несколько частных случаев закрепления плас-
тинки на контуре. Если мы возьмём полную пластинку без
круглого выреза вокруг центра, то в общем решении (10.82)
придётся отбросить два первых члена; в противном случае в

центре пластинки (V,^-и ^-j-обращаются в бесконечность, т. е.

будут равны оо прогиб и кривизна пластинки. Следовательно,
получим

(10.84)

Оставшиеся две произвольные постоянные можно определить из
условий закрепления.

а) Если пластинка радиуса а заделана по контуру, то полу-
чим следующие условия на контуре: при r = a; се = О; dwjdr = O.
Находя ив этих условий С, и Ct и подставляя их значения в
уравнение (10.84), получим

а ' - г 2 ) * . (10.85)

Далее, по уравнениям (10.83) найдём

Af1 = i |-[a«(l+e)-'- t(3 + e)l. }
(10.86)

Предлагаем читателю проверить эти формулы и найти max M
на контуре пластинки и в центре её; равным образом найти
прогиб в центре. Все эти результаты предлагаем сверить с резуль-
татами § 62 в случае Ь = а.

б) Если пластинка шарнирно опёрта по контуру, то условия
па контуре имеют вид

при /• = я; <v = 0

определяя отсюда С3 и С , , получим ив уравнения (10.84)

Далее найдём по уравнениям (10.83)

м1 = 1|[«2(3+«)-/-а 1

* . = &[«• (3 + а)-гЧИ-Зс)!. J
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Предлагаем читателю вычислить ю&хМ в прогиб в центре
пластинки.

в) Рассмотрим еш? случай пластинки с шарнирно опёртым
краем при отсутствии нагрувки (д = 0), но под действием равно-
мерно распределённого момента Л/г = М по контуру. В этом
случае ив уравнения (10.84) получаем

Постоянные придётся определить из условий
при г= а\

Без труда получим, что

Это решение оказывается необходимым при расчёте днищ круг-
лых цилиндрических резервуаров. Здесь мы имеем дело со слу-
чаем чистого изгиба пластинки.

В заключение приведём результаты, получающиеся в случае
нагрувки пластинки сосредоточенной силой Р, приложенной в
центре пластинки. Если пластинка ваделана ло контуру, то

т] < 1 0 - 9 0 >
Еели пластинка опёрта шарнирно, то

Вычисление моментов по уравнениям (10.83) не представит
затруднений.

Комбинируя эти решения с предыдущими п приравнивая
нулю прогиб в центре, можно решить вадачу о пластинке, под-
пертой по контуру и в центре и нагруженной сплошной равно-
мерной нагрузьой.

§ 66. Аналогия с мембраной. Метод Маркуса.

Продолжим несколько рассуждения § 59 и покажем новую
форму, принимаемую основными уравнениями пластинки при
введении лапласова оператора от прогиба

и приведённой суммы моментов

± ^ (10.92)
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В § 59 мы вывели уравнение (10.17)

Z)V<v= -ЭД. (10.93]

Выражения поперечных сил (10.36) можем написать так:

( 1 О 9 4 ,

Эти соотношения аналогичны известной зависимости для прямо-
го бруса

n d M

Далее уравнение (10.35а) на основании (10.93) перепишем так:

£>v(-g) = 9 . или Vgji=-?. (10.95)

Для прямого бруса имеется аналогичная зависимость

Будем теперь параллельно о пластинкой раооматривать гибкую
не растяжимую мембрану (плёнку), закреплённую на таком же
контуре, как и рассматриваемая пластинка, и нагруженную такой
же нагрувкой q (x, у)\ дифференциальное уравнение поверхности
мембраны было получено в § 45 [см. уравнение (8.71)]:

или короче:

V*e-i-. (10.96a)

Для верёвочной кривой имеем аналогичное уравнение:

d& Н '

где Я —полюсное раестояние.
Сопоставим теперь уравнения (10.93), (10.95) и (10.96а):

Vn-^-J, (10.93)

V5m=--b ( 1 0 - 9 5 )
V 1 z = - 1 - . (10.96a)
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Из них сделаем следующие выводы, подобные выводам, осно-
ванным на аналогии между упругой линией и верёвочной кривой.

1. Если положим # = 1 , то z = 2R; вначит, при натяжении
мембраны, равном единице, поверхность её провисания под на-
грузкой q даёт эпюру приведенной суммы моментов gjj от этой
нагрузки. (Сравните с эпюрой М, как верёвочной кривой или
верёвочным многоугольником для данной нагрузки.)

2. Если положим Н = D; q = 5ДО, ю z = ^; следовательно, при
натяжении мембраны, равном жёсткости D, поверхность прови-
сания мембраны под нагрузкой в виде эпюры $Щ Даёт искрив-
лённую поверхность пластинки. (Ср. с упругой линией, как верё-
вочной кривой от нагружения эпюрой М.)

Пользуясь этой аналогией между пластинкой и мембраной, Г. Мар-
кус построил свой способ расчёта пластинки; мембрану он заменяет
сеткой (ср. приближённую замену верёвочной кривой верёвочным
многоугольником), и этим дифференциальное уравнение её (10.96а)
превращает в уравнение в конечных разностях; идя таким путём,
он ваменяет интегрирование дифференциального уравнения (10.96а)
решением системы уравнений первой степени4').

•) См. Н. M a r c u s , Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwen-
dung auf die Berechnung biegsamer Platten. Berlin, 1924.
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Состояние напряжённое 10, 21

однородное 129
плоское 120

Состояние тела естественное 62
Стенка плотины 12
— подпорная 143, 144

Тело абсолютно твёрдое 36, 42
— анизотропное 52, 64
— изотропное 52, 57, 64, 67
— многосвязное 48, 58, 124, 163, 209
— неизотропное 52, 64
— неоднородное 51
— однородное 51, 67
— односвявное 48, 124, 184, 192
— сыпучее 143
Тензор деформации 46
— жёсткого вращения антисимме-

тричный 46
— малой деформации 46
— напряжений 24, 28
— чистой деформации 46
Теорема Бредта 210
— единственности 108, 111, 114
— Клапейрона 112
— Эйлера об однородных функциях 62
Теория Герца 242
— деформаций 36, 51
— Кулона 192, 193
— напряжений 10, 51
— перемещений 36, 51
—- потенциала 234
Тетраэдр 19
Трёхгранник 24, 32
Труба круглая 163

Углы нормали направляющие 26, 27
— поворота 43
Угол закручивания 89, 272
— наклона поверхности мембраны

208
— сдвига 68
Уголок 209
Удлинение 36, 37, 38, 39, 52, 65
Уравнение волновое 251, 254, 257
— изогнутой оси 99, 136
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Уравнение (условие) Мориса Леви
120, 123

Уравнения Бельтрами Мичелла 108,
223, 225, 226, 227

— бигармонические 221, 222, 225
— искривлённой пластинки 279
— колебаний 80

стержня 89
— Коши 39, 70, 240
— — в плоской задаче 119
— Лямэ 73, 74, 109, 222, 225, 226
— Лапласа 109, 187
— непрерывности деформаций 43, 45,

50, 71
— равновесия Навье 16, 18, 70
— Сен-Венана 45, 110
— совместности деформаций 45, 119
— Софи Жермен 276
— статические 70
— физические 71
Условия граничные 20, 146
— деформаций 18
— закрепления стержня 95, 104, 134
— Коши-Римана 189, 193, 299
— на контуре 128, 276
— на поверхности 13, 19, 20, 70, 75,

119
— неразрывности 45
— равновесия 13, 15, 16, 18, 70, 119
— см. уравнения

Формула Грина 21, 43

Формула Лява 242
— Эйлера 87
Функции бигармонич^окие 128 227
— гармонические 220, 222, 224* 226

228 '
— однородные 62
Функция аналитическая 193, 194, 198
— комплексной переменной 193

194, 243, 245. 248
— кручения 186, 191, 192, 193, 202,

205
— напряжений 203, 213, 216

Эри 126
— однозначная 217

Центр изгиба 215
Цилиндр 102
Циркуляция напряжений 211

Частота периодических колебаний
254

Швеллер 209

Эллипсоид Лямэ 29, 33
— напряжений 25, 29
Энергия 59
— в единице объёма 59
— потенциальная 59, 114
— тепловая 59
— упругая 59
— электромагнитная 59
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