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Vorwort.

Die Mechanik, allgemein tiberhaupt die Theorie, kann und soll
dem Konstrukteur eine zuverlissige Hilfe sein. Dariiber hinaus
verdanke ich der Mechanik schon seit der Hochschulzeit viele
angeregte Stunden. Das nun vorliegende Heft habe ich in der
Absicht geschrieben, bei den Studierenden Technischer Hoch-
schulen die Liebe zur Mechanik. zu fordern und dadurch mittel-
bar die Anwendung der Mechanik bei der Berufsausiibung des
Ingenieurs.

Den ersten Anstofl zur Erweckung tieferen Interesses an der
Mechanik geben in der Regel die akademischen Vorlesungen, in
welchen das schéne und zweckméBige Lehrgebiude dieser Wissen-
schaft vor den Horern errichtet wird. Daneben braucht der
Studierende aber Beispiele und Ubungen, um sein Wissen in
Konnen zu verwandeln, und zur Veranschaulichung der Theorie.
So hoffe ich, daBl es Nutzen stiften wird, Aufgaben auf me-
chanischem Gebiet, welche mir als Konstrukteur unterkamen,
gesammelt und hiermit veréffentlicht zu haben. Als Erginzung
kamen noch einige wenige Ubungen hinzu, die ich mir als solche
eigens erdacht habe.

Als Ubungen in der Mechanik fiir Studierende Technischer
Hochschulen koénnen naturgemaf nur sotche dienen, deren Frage-
stellung keine weitausholenden Erklarungen oder Voraussetzung
weitgehender spezieller technischer Kenntnisse erfordert. In einigen
Fillen (Ubungen 9, 20, 25) habe ich Aufgabe und Loésung, nach-
dem sie mir gestellt, bzw. von mir gefunden wurde, im Schrift-
tum angetroffen. Wahrscheinlich sind in der vorliegenden Samm-
lung auch Aufgaben enthalten, die, ohne daBl es mir bekannt ist,
schon anderweitig behandelt wurden. Es hingt dies mit meiner
Gepflogenheit zusammen, die ich Studierenden und jungen
Ingenieuren sehr empfehlen mochte: jedes Problem selbst zu be-
wiltigen zu suchen und nicht sogleich in Biichern oder Zeit-
schriften nach der Losung Umschau zu halten. Dieser Rat ver-
tragt sich durchaus mit der ,,Okonomie der Wissenschaft<.

Was die Zahl der Ubungen betrifft, ist die vorliegende Samm-
lung nur eine geringe Erginzung der schénen und reichen Auf-
gabensammbung von WITTENBAUER und POscHL. Den Gang der
Losungen habe ich aber weit ausfiihrlicher dargestellt, als dies
dort der Fall ist, und ich hoffe, dadurch manche didaktische Ab-
sicht verwirklicht zu haben. Dem Springer-Verlag danke ich fiir
die Sorgfalt, die er bei der Drucklegung angewendet hat.

Berlin, im August 1942. Erwin Pawelka
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Erster Teil
Statik.

1. Ubung.

Ein Differentialgetriebe hat drei um eine gemeinsame Achse
drehbare Systeme oder Zweige, 1, 2, 3 genannt. Gegeben ist fir

den Gleichgewichtsfall das Verhéltnis Ms der Drehmomente

M
M, und M, an den Zweigen 2 bzw. 1. Man blestimme daraus %—3—
1
und M5 und die Beziehung zwischen den Winkelgeschwindig-

M,
keiten w,, w,, w; der drei Zweige.

Die Momentengleichung um die gemeinsame Drehachse lautet:

M, + M, + M,=0. (1)
Division von Gl. (1) durch M, ergibt 1 - %)2 + %3—: 0, also
1 1
M, M,
M, — M,
Division von GI (1) durch M, ergibt: 37 + 1 4 25 = 0
und weiterhin 2 2
| M, _ 1
, ~
M,

Da Gl (1) auch beim Vorhandensein von Widerstinden und
Reibungen innerhalb des Differentialgetriebes gilt, tun dies auch
die gewonnenen Beziehungen.

Bekanntlich folgt aus zwei Winkelgeschwindigkeiten am
Differentialgetriebe die dritte in linearem Zusammenhang, also
etwa

w3 = @ w, + b w,. (2)
Wenn keine Widerstinde und Reibungen im Getriebe auftreten
Pawelka, Mechanik. 1



2 Statik.

und weil die Wucht des Getriebes bei gleichméafBigem Umlauf
unverinderlich ist, gilt fiir unseren Fall die Leistungsgleichung
M0, + Myw, + Myw;=0. (3)
Gl (1) und (2) werden in Gl. (3) eingesetzt:
Mo, + My, — (M, + M) (@ +bwy) =0
oder
w, (M, —M,a—Mya) + wy (Mg —M,b— M, b) = 0;

da ®, und @, voneinander unabhingig, also frei wahlbar sind,
erfordert die allgemeine Giiltigkeit der letzten Gleichung, da@
ihre Klammerausdriicke verschwinden:

M,—aM,—aM,=0, also a = 1
1+ M,
M,

M,

M,
M,—bM,—bM,=0, also b= o
2
1-1—1‘41

Gl. (3) lautet dann

oder in anderer Form

M

2. Ubung.

Ein Kran, der sich um den senkrechten Zapfen O (reibungs-

los) dreht, iibertrigt mittels in seinem drehbaren Teil (reibungslos)

gelagerter Laufrollen die

Vertikalkrifte auf einen

Laufschienenkranz. Wel-

0 ) 2 ches der Krandrehung ent-

1 gegenwirkende Moment M,

e yZ . entsteht durch eine mit @

& belastete Laufrolle, wenn

ihre Achse @ a infolge un-

genauer Montage um e an
der Achse des Zapifens O vorbeigeht? (Abb. 1.)

Abb. 1.
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Es muB ein Gleiten der Rolle auf der Schiene eintreten, denn
die Teilbewegungen, aus denen sich die Bewegung des Rollen-
punktes, welcher die Schiene beriihrt, zusammensetzt, und die
von den Drehungen um O und @ e herriihren, schlieBen einen
Winkel ein, konnen daher nur eine von Null verschiedene Resul-
tierende geben. Entgegengesetzt diesem Gleiten wirkt von der
Schiene her die Gleitreibungskraft u-¢ auf die Rolle. Bei rei-
bungsfreier Lagerung derselben bedingt das Momentengleich-
gewicht der Rolle, daB u Q || @ a ist. Die Krandrehung wird somit

mit dem Moment gehemmt.

3. Ubung.

Wie sind die Flanken der in Abb. 2 gezeichneten Freilauf-
kupplung zu formen, damit die Mitnahmeverhéltnisse von Ab-
weichungen des Rollendurchmessers (und der
Zusammendriickung der Rollen) unabhingig
sind ?

Die Rolle beriihrt den AuBenteil in A4,
den Innenring in J. Da keine weiteren Krifte
an der Rolle wirken, wird sie im Gleichgewicht
gehalten durch zwei entgegengesetzte und
gleich grofie Krifte, deren gemeinsame Wir-
kungslinie mit 4 J zusammenfallen muf.

Damit zwischen AuBlen- und Innenteil
Drehmomente {iibertragen werden kénnen,
missen die genannten Krifte beziiglich O einen
Hebelarm haben, d. h. 4 J muB neben O
vorbeigehen. Das bedingt, daBl 4 J mit den
Beriihrungsnormalen in 4 sowie in J je den
"Winkel « einschlieBt. Damit in 4 und J
Krifte in Richtung A4 J tibertragen werden
kionnen, muf3 « kleiner oder héchstens gleich
dem Reibungswinkel sein. Die Mitnahmeverhéltnisse sind somit
durch « gekennzeichnet und sollen vom Rollendurchmesser unab-
hingig sein; « ist klein, ebenso der Winkel § zwischen Radius-
vektor r und Kurvennormale n; daher ist laut Abb. 2

0= ~R%oi +
oder
§— o Botr (1)

rs
1*
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Nach der Lehre von den Polarkoordinaten ist tg § = :Zp oder,

weil d klein ist, sehr angendhert

dr
6 — ’;a(; .
Hierin setzen wir Gl. (1) ein und erhalten als Differentialgleichung
der gesuchten Flankenkurve
_ar .4 ¢. @)

Weil dr = d (B, + r) gesetzt werden kann, ist die Integration
leicht und gibt mit der Integrationskonstanten C’

1
o =¢

r — Oe[’“p —_— RO' (3)

lognat ¢’ (Ry + r) = x ¢, oder mit

In der Praxis ersetzt man die Kurve durch ihren Kriimmungs-
kreis, dessen Radius ¢ bekanntlich ist:

(2T
0= e T )
24 2| —r 5
(dtp) do*
Aus Gl. (3) ergibt sich % = C x e*? und ;(;2 = C % e*?, oder
weil nach Gl (3) Ce*?=r + R, ist, gv; =« (r+ By und
?i% = &2 (r + Ry); Gl. (4) ergibt damit:

(1 + o2 [1 + {:ﬁoi] 2>3/2
o=r— .
Ceat i B [ s B

r

Daraus folgt fir die praktisch vorkommenden Fille mit grofer
Anniherung {p=1r].

4. Ubung.

Der Doppelkegel nach Abb. 3 soll auf den Linealen I, I, an
jeder Stelle im indifferenten Gleichgewicht ruhen kénnen. Welche
Beziehung muBl dazu zwischen ¢, v und 0 herrschen?

Wenn eine Gerade, sich selbst p@rallel bleibend, einen Kegel,
dessen Achse ebenfalls parallel bleibt, dauernd beriihrt, erfiillt
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sie eine Tangentialebene des Kegels; der Basiskreis K unseres
Kegels beriihrt somit dauernd die Schnittgerade ¢ der Tangential-
ebene mit der Ebene des Basiskreises. Abb. 3 zeigt den Doppel-
kegel in der Stellung, in welcher seine Spitzen S;, S, gerade auf
den Linealen I, und I,
liegen. Da I, der Tan-
gentialebene des Kegels
angehdrt, ist P ein Punkt
der Schnittgeraden t,
welche aullerdem K be-
rithren muf und somit
leicht gezeichnet werden
kann. Es bewegt sich
also der Schwerpunkt S
des Doppelkegels auf der
zu ¢ parallelen Geraden
s; fiir die Neigung o der
letzteren ergibt sich an
Hand von Abb.3 die Abb. 3.
Beziehung:

sin (@ -+ o) = tg § tg y cos . (1)
Damit der Doppelkegel im Gleichgewicht ist, mufl die virtuelle

Bahn s seines Schwerpunktes § waagrecht sein, also ¢ = 0;
damit erhdlt man aus Gl. (1):

tgd BY 1. 2
go L7 @)

Je nachdem | tg ¢ %5% = 1|, will der Doppelkegel auf den Li-
g

nealen ,,bergauf“ oder ,,bergab‘ rollen.

5. Ubung.

Zwei gegeneinander gefiihrte Kérper 4 und B (Abb. 4) sollen
vermittels des Korpers ¢ in ,

Richtung der Fiithrung mit P
gegeneinander wirken. Welche
hochste Pressung Ppp,, zZwi-
schen 4 und C, bzw. B und C
tritt auf, wenn die Haft-
reibungszahl daselbst u be-
trigt und geradlinige Pres-
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sungsverteilung angenommen wird? (Linge der Anordnung
senkrecht zur Bildebene =1.)

Die Kraftiibertragung erfolgt (Abb.5) durch die Krifte

T,T wo T = P + u P, welche des Glelchgewwhtes von C wegen

gemeinsame Wirkungs-

V.l linie haben miissen. Dar-

F aus der Randabstand e

w} R : 7/; von P: )
_______ - _/_E{ _Tgi_ €= 72‘ tg 0
- e x
£__|- 3 (1)

C—=tfr 2% = o

b
L =
e= 5 [

Abb. 5. Als Resultierende der

Elementarkrafte pldx

mull P durch den Schwerpunkt S der von der Linie der Pres-
sungen gebildeten Fliche F gehen und die Gréfle haben:

P=1F. (2)

Ist h =3e=3/,bu, dann kann die p-Fliche offenbar nur ein

Dreieck sein, um der Schwerpunktsbedingung zu gentigen. Gl. (2)

ergibt

oder
Pmax = 3 7p u
Im Falle A < % b u ergibt die Schwerpunktsbedingung

B Pmax—Pmm , b Ppax + Py
Prugn g+ 2B o o p max - Pmin

2
oder
Pmax h—3e 5
Pmin "3e¢—h (3)

+
Gl (2) lautet diesfalls P = lh( mairpﬂlﬂ), und mit GI. (3)

wird daraus

2h—3e 4h—3b
DPpax = 2 P = g oder Pmax = P“Hﬂ Ll

Man beachte, daB das Beispiel die Verhiltnisse bei einer Ver-
bindung von Welle und Nabe durch eine eingelegte Feder
wiedergibt!
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Zweiter Teil.
Kinematik.

6. Ubung.

Zwischen zwei Wellen liegen n Zahnradgetriebe mit einer
Gesamtiibersetzung U, die sich in die Einzeliibersetzungen
U, Uy, ... U, aufteilt und deren Ritzel die Teilkreisradien
7y, 79, .. 7y, haben. Infolge der Zahnspiele A, 4, ... 4, der
einzelnen Réderpaare kann man bei festgehaltener langsamer
(schneller) Welle die schnelle (langsame) Welle um den Winkel
®g (@) hin und herdrehen. ¢ und @, heilen die Totglinge an der
schnellen, bzw. der langsamen Welle. Wie grof} sind sie und in
welcher Beziehung stehen sie untereinander %

Wir denken uns die langsame Welle festgehalten und durch
ein Drehmoment alle Zahnflanken im entsprechenden Sinn an-
liegend. Wird jetzt das Zahnspiel A4; durchlaufen, immer bei
festgehaltener langsamer Welle, so dreht sich die schnelle Welle

um den Winkel é Uy, Uy ... U,. Wird das Zahnspiel A, durch-

laufen, dann dreht sich die schnelle Welle um =2 U,- U, ... U,.

Sind sdmtliche Zahnspiele durchlaufen, dann hat sich die schnelle
Welle um insgesamt ¢ verdreht:

b= S Uy Uy Unt 200, Unt o 22 ]

Tn

Bei festgehaltener schneller Welle bewirkt das Durchlaufen von
A, eine Drehung der langsamen Welle um
4, 1 - A4, N
Upry Upy... Uy 1, U,... U,

usw., schlieBlich das Durchlaufen von A4, die Drehung TAVI*’
so daB durch Summenbildung der einzelnen Drehungen %olglt:

4 4 1 A1
(pL— T U1 Ty U U Tn U1U2Un (2)

Durch Multiplikation von Gl (2) mit U= U,, U, ... U, folgt
An

Tn

Upy="2 Uy Usoo Ut 2 Us Uy Ut



8 Kinemaitik.

und durch Vergleich mit Gl (1)

@ ..
s _ .
Pz

Demnach verhalten sich die Totginge an der schnellen und an
der langsamen Welle wie die Gesamtiibersetzung.

7. Ubung.

Bestimme (auf kinematischem Weg), in welcher Richtung sich
das in Abb. 6 dargestellte Fahrzeug in Bewegung setzt, wenn am
Ende des Hebels H eine von
auBlen kommende Kraft in
der eingezeichneten Richtung
wirkt.

e

Damit Bewegung einge-
leitet (Wucht erzeugt, Rei-
bung iberwunden)  wird,
mull positive Arbeit von der

*
)

]
¢y &
S |
\‘

Ian
AN

A\
S

Kraft am Hebel geleistet wer-
den, deren Angriffspunkt also
jedesfalls eine Bewegungskom-
ponente in  Kraftrichtung
haben muBl. Wie die Fahrzeug-
bewegung mit der Bewegung
des Hebelpunktes zusammen-
hingt, ist eine rein kinemati-
sche Angelegenheit (solange
die angetriebene Achse nicht
gleitet). Der Momentanpol Oy
On des angetriebenen Rades ist
Abb. 6. dessen Aufstandpunkt. Der
Momentanpol Opry;  der

Stange III gegeniiber dem Fahrzeuggestell II ist der Schnitt
der (verlingerten) Richtungen von Kurbelradius und Hebel H.
Der absolute PolOjrr von III muB auf der Senkrechtenn zur
Fahrrichtung durch Opyy j7 liegen. Der Pol Oprz ; von Stange 111
gegen das Rad I ist der Kurbelzapfen. Nach dem Satz der
drei Pole muf3 Op;; auf der Geraden O; — Opyr 1 liegen, wodurch in
deren Schnittpunkt mit » der Punkt Op;; gefunden ist. Da der
Drehpunkt des Hebels H dessen Momentanpol Og 7 gegen das
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Fahrzeuggestell ist, liegt der absolute Pol O von H auf der
durch Og jr gezogenen Senkrechten n’ zur Fahrrichtung.

Das Gelenk zwischen H und III ist der Pol Oy ;7 von H
gegen I11. Wieder nach dem Satz der drei Pole mu8 auf O7;r—Og 111
der absolute Pol O von H liegen, ist also der Schnitt der letzt-
genannten Geraden mit »’. Die Kraft am Ende von H bestimmt
nach dem eingangs Gesagten den Drehsinn von H um den ab-
soluten Pol O, wodurch wieder der Drehsinn von III um Oy
und der des Rades I um Oj festgelegt ist. Bei der gezeichneten
Sachlage entspricht dem eine der Kraftrichtung am Hebelende
entgegengesetzte Fahrzeugbhewegung. :

Ginge die Kraft am Hebel z. B. durch den Pol Oy (in der
Abbildung gestricheit), dann kdnnte sie keine Arbeit leisten und
das Fahrzeug iiberhaupt nicht von der Stelle bewegen.

8. ﬁbung.

Abb. 7 zeigt eine Gelenkkupplung zur Verbindung zweier
Wellen, deren Mittel im allgemeinen nicht zusammenfallen
(Abb. 7 zeigt die Kupplung bei zu-
sammenfallenden Wellenmitteln). Man
bestimme die Winkelgeschwindigkeit
der Welle 2 aus der von Welle 1 im
Verlaufe einer Umdrehung der letzteren,
wenn die beiden Wellenmittel M;, M,
um die kleine Sirecke e gegenseitig
versetzt sind.

Die Indizes z, 1, 2, r bezeichnen
bzw. die Zwischenscheibe, die Welle 1,
die Welle 2 und den ruhenden Raum.
w,, bedeutet dann z.B. die Winkel-
geschwindigkeit des Systems z gegen
das System 2.

Aus der Vereinigung von

Wor = W1y T Wy UNA gy = W3 + Wy, = W3 — Wy
entsteht unter Weglassung des Index r:
Wy = W1 + Wy — Wy (1)
Um w,; und @, , zu bestimmen, betrachte man eine kleine Ver-
schiebung des Zwischenscheibenmittelpunktes M, gegeniiber
System 1 bzw. 2 um 4,, bzw. 4,, (Abb. 8). Aus Symmetrie-
griinden muB die Bahn von M, in der Mittellage dieses Punktes



10 Kinematik.

einen Wendepunkt haben, d.h. M, verschiebt sich praktisch
geradlinig. Die Lenkerachsen schneiden sich im Momentan-
zentrum von z gegen 1 bzw. 2, und es ist

4 4
wZI - Qzll ’ wz2 - 9222 ) (2)
[ 7 Laut Abbildung ist sehr an-
%‘ ) ndhernd
V4 T _ 4 7 4

\_/_ 9_1_ I e 17
daher GI.(2) iibergeht in
4z ] i

7 W= Az;?zlr,wz2: Az:?zi :
in Gl. (1) eingesetzt wird:

Wy = wy +

vy (Al —did) @

+
N‘H

Abb. 8. Abb. 9.

Fast genau geht durch jedes der beiden Wellenmittel stets eine
der Diagonalen d, d, der Zwischenscheibe, und es ist (Abb. 9):

A,y =-¢ecosy, 4d,,=esiny
und daher .

4, = —eypsiny,

A,=ce P cos .
Damit wird Gl. (3):

1 2
Wy = Wy — 7 2e qpsmy) cos .

wzzwl—'—r—lv@sinmp.
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Insofern die Ungleichférmigkeit der Ubertragung, wie es die
Praxis verlangt, klein ist, kann ¢ = w, gesetzt werden und y
gleich dem Drehwinkel ¢, von Welle 1, so daBl schlieflich wird:

e? .
Wy = (1 ——-rr—l—sm2(p1>.

Der Winkelgeschwindigkeit von 1 iiberlagert sich eine Sinuslinie
mit zwei Wellen je Umdrehung und der Amplitude w, %.

9. Ubung.

Das in Abb. 10 gezeigte Pendelgehinge wird im Punkt ¢
mit der senkrechten Kraft V belastet. Welche waagrechte Kraft
H in @ ist zur Herstellung
der kleinen waagrechten
Auslenkung von @ im Be- 4 P
trage h erforderlich? (Geg.: N

FAWZ
1>
a, b, c, n) W, s
4
;

kann die Bahn von ¢ durch
ihren Kriimmungskreis er-
setzt werden, dessen Radius
¢ genannt werde.

Im Gleichgewichtsfall A% -
mull die Resultierende aus
H und V radial zu liegen
kommen, daher ist laut Ab-

bildung % = % oder H =

12

E

Fiir kleine Auslenkungen . 3 ‘ \
£
&

= %-h; H ist somit propor-

tional A, und wir fiihren die
einer Federsteifigkeit ana-
loge GroBe C ein:

Ozli:l, Abb. 10,
h g
Nach der bekannten kinematischen Methode denken wir uns aus
dem gegebenen Kriimmungsmittelpunkt O, der Bahn von 4 den
Kriimmungsmittelpunkt Oy der Bahn von ¢ gemi Abb. 10
konstruiert. P ist der Momentanpol fiir den Kérper 4 BQ, W die
Polwechselgeschwindigkeit mit ihren Komponenten W, und W,,

va
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V4 bzw. Vo die Geschwindigkeit der Punkte 4 bzw. . Laut
Abb. 10 ist

W _ POy etga—q _ ¢ |
Vo 0,@ q gtg o
oder '
1 tgo 7@)
=) @)
weiter
Weosa P04
v, 0,4
oder
PO, (c/tg o — b)/cos &
W=Vag4 dcosa = V4 2
oder
__c—btga
W= dna '4 e
AuBlerdem ist gemdl der Bedeutung des Pols:
Vo _ PQ PQ .
e __ _ —
V, = PA = (PQfa—bjeoss 0d mit PO=ocftga
CCOsS & .
Vo=V i ta—bytga” @)

Indem man Gl (3) und (4) in Gl. (2) einsetzt und diese
Gleichung sodann in Gl (1), erhélt man unter Anwendung der
Beziehung 1/cos? x = 1 + tg? o

C=V %tgoc—}—%(l + tg? x) (1 ———Z—tgzx) (l -—%tgzx—l—%tgzx)].

Zur Probe setzen wir einmal & = 0 und lassen andermal P mit Q
zusammenfallen, was ¢=0, b <0 bedeutet und erhalten

C= g bzw. ' = oo, was fur diese beiden Sonderfille auch un-
mittelbar folgt.

Dritter Teil.
Kinetik und Schwingungen.

10. Ubung.

Eine Kugel (Masse m) lauft (Abb. 11) infolge der Anziehung
durch eine in grofer Entfernung R, befindliche andere Kugel
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(Masse M) in einer Kegelschnittbahn. Es ist das Gravitationsfeld
anzugeben, wie es ein Beobachter auf m feststellen wiirde. (An-
gabe der Aquipotentialflichen.)

Es handelt sich also um Bestimmung der Relativkrifte, und
zwar fiir die Masseneinheit und beziiglich des Achsenkreuzes,
welches in der Kugel m verankert ist.

P, — Absolutkraft
IE — Relativkrait I'Es — Ff -+ ﬁr;

P; = Fithrungskraft -
oder L B
Pryy = Pyps — Py (1)

P,ps setzt sich zusammen aus der J
Anziehungskraft seitens der Kugel M z

und der seitens der Kugel m:
Paw= Py + Py () ﬂhﬁy :
Py ist die Kraft, welche der Mas- \/ o

seneinheit die Beschleunigung des
/ZS

Koordinatensystems, also die des
Schwerpunktes (Mittelpunktes) S von
m erteilt. Da die Schwerpunkts-
bewegung von m durch die Anziehung
der in- § vereinigt zu denkenden
Masse m seitens M erfolgt, ist
Pg= PS. (P5 Anziehung der Mas-
seneinheit in S seitens.M.) Dies so-
wie Gl (2) wird in Gl (1) eingesetzt:

Prg = P, + (Py — PS). (3)

A

Abb. 11.

Die Relativkraft ist somit gleich der Anziehung der Massen-
einheit seitens m, vermehrt um den Unterschied der Anziehung
im Beobachtungspunkt gegeniiber dem Punkt S, und zwar
seitens M. ‘

Nach dem Newronschen Gravitationsgesetz (k Gravitations-

konstante) ist
m M S M
Pm:k;g, PM:k*]g: PM=kjg?- (4)

. In einem Bereich um S, der gegeniiber R, klein ist (Abb. 11), hat
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13174——@ annidhernd die Grole Py —an und ist anndhernd
Il'Sy. Weil R ~ R, -+ v, ist nach Gl (4)

1 1
__ PSS — o
Py — P = kM | Rsz}

und annéhernd (Kurve durch ihre Tangente ersetzt)

2k M
PM__Pgl:_iRAs‘

Die Kraft Py — P§ hat ein Potential ——\ (PM — P8 ) dy +
—|— Konst. = k M R 12, die Kraft P, hat bekannthch das Potential
SR + Konst "Im Kraftfeld der Prel ist daher im Hinblick auf

Gl (3) das Potential U, = & [— + = J -+ Konst. oder, da
die Konstante, als willkiirlich, Null gesetzt werden kann:

m M
U=k |5 + 559 | )
ol Die Aquipotentialflichen lassen sich
) nach dieser Gleichung leicht punktweise
P U\ bestimmen. Sie sind naturgemiB Dreh-
4 flichen; die Meridianlinie einer solchen
ist in Abb. 12 gezeichnet. Fiir den
a / Scheitel 4 ist y =0, r=a, und es
/ ergibt dies in Gl. (5) eingesetzt:
mk
Abb. 12. =T (6)

rel

Fiir den Scheitel B ist y = r = b, und es ergibt dies in Gl. (5)

eingesetzt:
RS
el M JA

Mit Beriicksichtigung von Gl. (6) 148t sich auch schreiben:

B —U, b m B g ()

b3———-—R3b—|——R3:O (8)

Eine der Wurzeln von Gl. (7) bzw. Gl (8) ergibt die Lage des
Scheitels B, die beiden anderen bestimmen isolierte Punkte
der Kurve.

Anmerkung: Die Oberfliche von Fliissigkeit auf der Kugel
wiirde eine Aquipotentialfliche bilden. Dreht sich die Kugel um
eine Achse, die durch S geht (und nicht mit R, zusammenfallt!),
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dann ist die Tiefe der Fliissigkeit iiber einem Punkt der Kugel-
oberfliche periodisch verénderlich. In dieser Art erklirt unser
Beispiel in strenger Weise die Erscheinung von Ebbe und Flut.

11. Ubung.

Der in Abb. 13 gezeigte Beschleunigungsmesser besteht aus
dem Hebel 7, der durch die einstellbare und meBbare Kraft F
der Feder 2 gegen die beiden auf dem Gestell 3 des Apparats
angebrachten Stitzen 4und 5 ge-
driickt wird; wenn 7 auf £ und 5 7 [
aufliegt, ist ein elektrischer i
Stromkreis geschlossen. Wird 3 P
im Pfeilsinne beschleunigt be- | = |
wegt, dann hingt es von ¥ und . b {
von der Beschleunigung b ab, ’ 3 ,
ob sich I von § abhebt oder 1 Jl
nicht, was mittels eines in den Abb. 13.
Stromkreis geschalteten Mikro-
phons beurteilt wird. Wiederholt man den gleichen Bewegungs-
vorgang mehrmals mit verschiedenen Federkraften ¥, dann 146t
sich die grofite vorkommende Beschleunigung eingrenzen.

1. In welchem Zusammenhang stehen untereinander die Ab-
messungen der Anordnung, die Kraft F und die Beschleunigung b,,
bei der der Druck zwischen I und § eben verschwindet?

2. Wie grof3 ist die Empfindlichkeit des Gerites, ausgedriickt

durch das Verhéltnis e = —Z‘Z— wobei b, ; die Beschleunigung ist,

mit der sich I von § entfernt, wenn die Beschleunigung & des Ge-
stelles den Wert by um Ab iibersteigt ?

Nach dem Satz Absolutkraft = Fiithrungskraft - Relativkraft
kommen fiir das Verhalten von 1 gegen 3 (Relativkrifte) die tat-
sichlichen Krifte (Absolutkrifte) + P
im Verein mit der im Schwerpunkt Q‘ T TN i
S angreifenden Kraft —bm (ne- =
gative Resultierende der auf die } 7 s

5

einzelnen Teile der Hebelmasse m 2N~ | 1l
wirkenden Fithrungskrifte) in Be- F
tracht. 4 g

Es ergibb sich daher, wenn der
Hebel in relativer Ruhe ist, der
Auflagerdruck W; bei § an Hand von Abb.14 aus der
Momentengleichung um Auflager 4: mbs 4+ Wy;d —F-f=10

Abb. 14.
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zu W, :ﬂfdﬂbi; W wird gerade Null, wenn F{—mbys = 0,
oder
F
by — ﬁ{; (1)

Im abgehobenen Zustand gilt fiir die Drehung mit der Winkel-
beschleunigung ¥ um die relativ feste Drehachse durch £ bei
einem zugehorigen  Trégheitsmoment Jy: J,y =mbs —F f;
daraus folgt mit b, ; =y d:

bys = fﬂigJ;Fi d. @)
4
Es ist b=05by, + 4 und mit Gl (1) b:%—l—A, was Wir in
Gl. (2) einsetzen: '
msd
b15: —‘:].4— A

Daraus folgt die gesuchte Empfindlichkeit e = %‘i Zu e = Lj ¢ ;
4

fithren wir den Trigheitsradius g, geméiB J, = m g,? ein, so wird
o 3)

e=—5.
Q4

Das Trigheitsmoment J;, um den Schwerpunkt hingt mit J, zu-

sammen durch J, = J, + m %, so daB auch gilt:

d

8
e —=

s
ms

fithren wir die Definition von J, ein, J, = 2 d m-r%, so ergibt sich

d

_ B
1+ 1 <i>2d m
m 4‘ s
Aus Gl. (4) folgt, dal die Empfindlichkeit von den absoluten Ab-
messungen nicht abhangt. Fir das richtige Anzeigen des Gerétes
ist die Starrheit auch des Hebels Grundbedingung; Gl. (4) lehrt,
daBl die Masse méglichst. konzentriert in S angeordnet, und im

ibrigen die Steifigkeit des Hebels mit kleinstem Gewicht erzielt
werden sollte.

(4)
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12. Ubung.

Eine zweizylindrige Dampflokomotive nach Abb. 15 mit der
Masse M, habe die hin- und hergehenden Triebwerkmassen m.
Die drehenden Massen m, sind ausgeglichen und haben das Trég-
heitsmoment J. Die iibrige Masse der Lokomotive sei M. Man
ermittle den periodischen Verlauf der Geschwindigkeit » der
leerlaufenden, reibungs- und widerstandslos und mit einem spiel-
freien Triebwerk gedachten Lokomotive (Treibstangenlinge oo).

Da keine Arbeitsleistung erfolgt, muBl die Wucht L des
Systems unverdnderlich sein.

Der Kolbenweg relativ zum Rahmen betrigt (Abb. 15):

a) rechte Seite & = 7 sin ¢y,
b) linke Seite &, = — rcosg;.

Die entsprechenden Geschwindig-
keiten sind daher:

el

a) éIZTCOS(pl'é)D “\52 &
b) & = rsing;- ¢. Q —/
Die absoluten Geschwindigkeiten v; |
bzw. v, der hin- und hergehenden ‘
Massen sind daher: - ; Abb. 15.

a) vy = v + 1 @ COS @y, b) v, = v + r @, sin ¢,
und ihre gesamte Wucht

L

_lm . 1m ,_1m
mo 2 271 227t 22

oder ausgefiihrt

[(v +7 @y cos@q)?+ (v +7 @, sin @)?]
L, = % m [2 4 (r )+ 2 V2w (r @1) cos <<p1—%)] (1)
Wir nennen
T

es ist der Winkel, den die Symmetrale der beiden Kurbeln mit
der Vertikalen bildet; reines Rollen der Réder vorausgesetzt, ist

=g B
Gl. (2) und (3) setzen wir in Gl. (1) ein:
Lm:_;_ﬁqﬂ [2-{-( )2—|—2]/72«<—1%> cosgo}. (4)

Pawelka, Mechanik. 2
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Die Radsitze haben die Drehwucht % J ¢,® und eine Wucht der
Schwerpunktsbewegung von - m, v?, somit insgesamt
1 .
Lyg= ) J ¢P12 + mg v?),
somit wegen Gl. (3)

1 J
La =3 0 ma+ ] (5)
Die noch verbleibende Lokomotivmasse M hat die Wucht
Ly= 3 Mo, (6)

Die Addition von Gl. (4), (5) und (6) ergibt die Gesamtwucht L
des Systems:

1
invz [m—i—md + M A+ g +]/2m—% cosqy].

Hierin ist m + my + M = M;; auBlerdem setzen wir

J + % r2 :
Myt — e = M, )
M, kann man die konstante reduzierte Lokomotivmasse nennen;
es ist also 1 : .,
L:§v2<MT+V2m§cos¢). 8)
Die Geschwindigkeit der Lokomotive fiir cos¢ = 0, also fiir
@ = %, 3%, 5;—, ... nennen wir wv,; fir diese  Zustinde

lautet Gl. (8): L = —;« vi M,. Wegen des unverdnderlichen L ist

% v? (M, + ‘/ﬁZm % cos (p) = —;— v M,

und daraus folgt:
v= %

- m r )
¢ soll durch den Weg s der Lokomotive ausgedriickt, also ¢ = %
eingesetzt werden. Dann wird:

(9)

)
V= — -

/g m T S
I/l—.—p2 M,'RCOS B
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. - 5 m 7
Falls, wie tatséchlich, [/2 ST

k4 klein gegen 1 ist, ist an-
r

gendhert

V=9, (l ———Vﬁjﬁ—i cOS i)

Zur Ermittlung des Zeit-Weg-Zusammenhanges wird in Gl. (9)

ds
V=g gesetzt:

N 5 m SV
Vl + 1/2 ‘M; *E CO8 TR* ds = Vg dt.
V2— m r 8

Kann der Wurzelausdruck angendhert 1 - T MR cos -

gesetzt werden, so wird nach Integration

Ve m° . s

Sty M, T ET

LaBt man ¢ = 0 mit s = 0 zusammenfallen, dann verschwindet C
und es bleibt

vyt + C.

Va ™ rsin S

S_UOt:_*z’bT 2

Man sieht: vy ¢t wire der Weg, der unter dem EinfluB der konstanten
Geschwindigkeit v, zuriickgelegt wiirde. Thm iiberlagert sich ein

periodisch verinderlicher Zusatzweg, dessen Amplitude l/?z %» .7
betragt.

13. Ubung.

Bei der in Abb. 16 gezeichneten Luftpumpe wird der Mittel-
punkt M des Verdringers V durch den Kurbelzapfen K auf
einem Kreis im Gehduse G herumgefiihrt, wihrend die Achse aa
der mit V starr verbundenen Zunge Z stets durch den Punkt A
geht.

Zu ermitteln ist:

a) der Druck zwischen Fithrung und Zunge in 4;

b) das Biegemoment in der Zungenwurzel W, beide hervor-
gerufen durch die Tragheitswirkung des Verdringers (Schwerpunkt
von Verdringer samt Zunge in M, Ermittlung in der Umgebung
der Stellen, in welchen die gesuchten GréBen ihr Maximum haben;
dfr verhaltnismafBig grol}, etwa 5).

Die Schwerpunktsbewegung von Verdringer samt Zunge ist
der gleichférmige Umlauf auf dem Kurbelkreis; die sie erzwingende

o%
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Kraft (Zentripetalkraft) wirkt unmittelbar vom Kurbelzapfen her.
Der Druck P in A hat daher nur das Moment 3% zu liefern, welches
die Drehung von V + Z um den Schwerpunkt bewirkt, wobei mit
der Winkelbeschleunigung ¢ und dem Schwerpunktstragheits-
moment J von Verdringer samt Zunge ist:

M= Jy. )

Die Massenwirkungen sind offenbar am groften in der Umgebung
der Lage, bei welcher ae den Kurbelkreis tangiert (Abb. 17).
Dieser Lage liegt unser Achsenkreuz zugrunde.

r*b“—»‘\:-
[ I
."’I / I %

[ L Wy 4, )
j ...I', o .‘_!r ol I
‘ N .\‘-{(1?' ~Tw /

i i

Abb. 16. Abb. 17,

2
Weil y = %—;f und o ~ %, schreibt sich Gl. (1):
dz( 1) dz
Mg I (dzy _ _dix,g>_2 dt (dy _dz y
de? x [\ d? der x x \dt dt z/|°

Man entnimmt der Abb. 17
r=1+rsing,
_ _ l (2)
y=r(l cos<p),]
Gl. (2) differenziert gibt:

dx deo dy . do
W—TCOS(pE—t’, ~dftf—7'81n (pw.
Da %% — o die Winkelgeschwindigkeit w der Kurbeldrehung ist,

dt
gilt
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dzx
“&7 = TwCos Y,
dy . (3)
gy = rosne.
Gl. (3) differenziert gibt:
d¥x 5 -
g — —rwising,
- (4)
ar = w? cos @.

Gl. (2), (3) und (4) werden in die letzterhaltene Gleichung fiir IR
eingesetzt:
J L o
l r\2
m = T [cos @+ - sm(p( —cos @) + (—l) (l—cosqy)z].
( sin tp)

1+

In der eckigen Klammer treten zweites und drittes Glied fiir den
Bereich von ¢ zwischen etwa 4 40° gegen das erste Glied véllig
zuriick, so daf angenahert gilt:
o r o [e]0 ] (Pﬁ
M=J 7 7 w? P (5)
(1 + 7 sin (p)

Der gesuchte Druck P der Fiithrung gegen die Zunge hat in unserem

Bereich sehr angendhert den Hebelarm [ + rsingp=1 (1 + le sin (p)

beziiglich M, so daB M = Pl (1 + sin <p> und daraus mit
Gl. (5) wird:

r cos @
P = Jﬁ w? eV (6)
(1 +7sintp)

Der GroBtwert von P tritt offenbar fiir @ = 0 ein und ist

Prax = J — w2 (7

Das Biegemoment an der Wurzel der Zunge ist I8, = P (I +
4+ rsinp — B) = M — R P und mit Gl. (5) und (6)

costp(l—l—%sintp—%)

m?sz%aﬁ

4
(1 +%sintp)
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14. Ubung.

Welche Massenwirkungen ruft die in Abb. 18 gezeichnete
Taumelscheibe hervor, wenn die Kurbelwelle mit der Winkel-
geschwindigkeit w, und der Winkelbeschleunigung y, umléuft?

Damit jeder Taumelscheibenpunkt nach jedem Umlauf der
Kurbelwelle wieder an seinen Platz zuriickkehrt, mufl das Kegel-
riderpaar die Ubersetzung 1:1 haben. Daher halbiert die
Teilkegelerzeugende ¢’,
¢’ den Winkel 180 — «.
Nun ist ¢’, ¢’ die Mo-
mentanachse der ab-
soluten Taumelschei-
benbewegung, und die
¢’ Winkelgeschwindigkeit
o um e’, ¢ folgt aus
der Zusammensetzung
von w, mit der um

die Kurbelzapfenachse
mit o, erfolgenden
Relativdrehung  der
Scheibe gegen die
Kurbelwelle. Es ergibt
sich aus der Abbil-

dung @, = @, und

. [e2
Abb. 18. w=2w,sin 5 (1)

Wir legen ein Achsenkreuz x ¥ so in die gemeinsame Ebene von
Kurbelwellen- und Kurbelzapfenachse, daff die y-Achse mit
letzterer zusammenféllt und zerlegen w in w, und w,. Unter
der Voraussetzung, daB das Trégheitsellipsoid der Scheibe ein
Drehellipsoid um die y-Achse ist, fillt der Drall @ der Scheibe
stets mit x y-Ebene zusammen und hat die Komponenten

O,=w,J,, (2)

O, =w,J,. 3)

Darin sind J, und J, die Tragheitsmomente der Scheibe um
o

bzw. y. Laut Abbildung ist w == w cos g Wy =0 sin % ; und
mit Gl (1): w;= wg sin &, @, = o, (1 —cos «); hiermit ver-

sndern sich die GI. (2) und (3) in:
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O, = J, 0, sin«, 4)
O,=J,wg (1 —cos ). (5)

Nun Jegen wir noch das in Abb. 19 gezeigte &, 5-Achsenkreuz
und erhalten die darauf bezogenen Drallkomponenten zu
Of = O, cos & + O, sin «,
0, =0, cos x —6O,sin x

und mit GL (4) und (5)

05:wK(Jysinoc~JL;J—“sin2<x>, ;
!

O, =w, X iQ
(chosoc—f—]—y;—‘]icosro—J”—;i]ﬁ»). i

. L dog I3
Durch Ableiten, wobei g T r folgen A

die Komponenten der Drallanderungen je

Zeiteinheit in der &-y-Ebene zu v % L{w/,dt
i0: w,,ozt
ar Vg X Grundrill
_ Abb. 19.
[Jysin(x—Msin2o¢}, (6)
a6y _ Jy—J Jy+J
i = V& [J,, CO8 & —JT—“— cos 2 — ¥ T 3 Ji}. (7)

Nun dreht sich die &-n-Ebene und der in ihr liegende Drall-
vektor © mit w,; infolgedessen entsteht senkrecht dazu, in

der (-Richtung, eine absolute zeitbezogene Dralliinderung von
der GroBe

w0 = ol {Jy sinoc—‘]y——z']@ sin2cx},
d@g

dt
je Zeiteinheit in den Rlchtungen & bzw. 5 gegeben sind,

wihrend durch —— d " schon die absoluten Dralliinderungen

Die Krifte, welche die Bewegung bewirken, haben ein Moment,
welches der absoluten Drallinderung je Zeiteinheit gleich ist.
Als Reaktionen dazu haben die Massenwirkungen ein Moment Mm™
mit den Komponenten:
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MP=—y, [J,ysinzx—J—”;i‘-sin2oc],

Jy—dJ Iyt J
M7 =—y, [Jveosa—J—Z—”COSQa—AET“},
MP = —w? [Jysinoc—ir”——zg—"—sin%x}.

Da man den Schwerpunkt der Scheibe in das Zentrum unseres
Koordinatensystems legen wird, er somit dauernd ruht und daher
keine resultierende Massenwirkungskraft besteht, rithrt M™ von
einem reinen Kriftepaar her. Bei gleichféormigem Umlauf,
yg = 0, bleibt nur M,, = M7 ibrig, M¢ und M, verschwinden.

15. Ubung.

Abb. 20 zeigt den Antrieb eines Radsatzes durch einen elek-
trischen Motor mittels eines Wurmgetriebes mit der Ubersetzung ii.
Das Getriebegehduse, mit dem auch der Motorstéinder starr ver-
bunden ist, ist auf der Radachse gelagert und bei 4 federnd am
Fahrzeugrahmen aufgehéingt. Durch Gleisunebenheiten bewege

G

-
NS

= s/ K2
9 AE" .'
.:E &\\xs |
== L
] \Q
—

Abb. 20.

sich der Radsatz mit der grofen Beschleunigung b nach aufwirts,
wobei er aber vollig gleichméflig weiter rotieren mdoge.

Welcher vertikale Druck der Schienen auf die Réider entsteht
durch die Triagheitswirkungen des Antriebes?

Um welchen Punkt dreht sich das Antriebsgehiduse?

Welches Drehmoment an der- Achse ist notig, um die gleich-
méBige Rotation des Radsatzes aufrechtzuerhalten?

(Bei der Bewegung des Punktes 4 entstehen zusétzliche
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Krifte infolge der Deformation der Aufhdngefedern. Abgesehen
davon, dafl diese Verformungen und daher auch die zusitzlichen
Krifte zu Bewegungsbeginn Null sind, sind letztere im Vergleich
mit den Tragheitskriften bei groBen, kurz andauernden Werten
von b, die vor allem interessieren, vernachlassighar.)

Statt einer gleichférmigen Drehung des Radsatzes kénnen
wir dynamisch gleichwertig der Untersuchung zugrunde legen, daB
er sich dauernd nicht drehen moge.

Wir wenden auf die Drehung des Antriebsatzes um die Rad-
achse den Satz von Arbeit und Wucht an, miissen jedoch, da unser
Bezugsystem mit & nach oben beschleunigt bewegt wird, an jedem
Massenteilchen dm die Kraft b-dm nach unten (negative Fiihrungs-
kraft) anbringen, was als Resultierende die im Schwerpunkt S
der Gesamtmasse M angreifende Kraft 3/ -b, nach unten gerichtet,
ergibt.

Man sieht, Abb. 20, daf8 M -b den Antrieb entgegen dem Uhr-
zeiger drehen will; wir nennen ¢ den beziiglichen Drehwinkel,
wihrend y der Drehwinkel des Liufers in seinen Lagern sei.

Die Wucht Lg des Gehiduses ist Lg = iJ ¢+ % Darin ist Jg
2 '

das Trigheitsmoment des Gehduses um die Radsatzachse.
Die Wucht Lg des Léaufers ist, falls er dynamisch symmetrisch
beziiglich seiner Lagerachse ist,

1 . 1 .. 1 .
Ly=5Ji¢*+ 5 iy + 5 Mo ¢f =
1 . 1..
== ? (Jﬁ"}‘ MLO'LZ) (p2 ‘Jr‘ *2“7/ 1/)2.
Darin ist J5 das Trégheitsmoment des Léufers um seine zur Rad-
achse parallele Schwerpunktachse. ¢ das Trigheitsmoment des

Liufers um die Achse seiner Lagerung, M, die Liufermasse.
Da (STEINERscher Satz) J% + My = Jg, wobei Ji das
Trigheitsmoment des Laufers um die Radachse ist, gilt
1 . ..
Ly= 5 Jug'+ 59
und fiir die Gesamtwucht
1 . 1..
L=Lg+ Ly= (Je+ Jn) ¢ + 5 19" (1)

Jg + Jp = J ist das Triagheitsmoment des gesamten Antriebes
(ohne Radsatz) um die Radsatzachse. Dreht sich das Gehiuse
mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ um die Radachse, dann ist,



26 Kinetik und Schwingungen.

wenn der Radsatz sich nicht dreht, die Winkelgeschwindigkeit g
des Léufers in seinen Lagern ¢ = i g.
Somit wird aus Gl. (1) L = % (J 4 4?14) ¢* und die elemen-
tare Anderung der Wucht
dL = (J +i%i) ¢ d . (2)
Arbeit leistet lediglich die Kraft M-b, und zwar wird bei einer
Elementardrehung des Gehduses um dg
d4 = M-b-x,de. (3)

Gemif der grundlegenden Beziehung d.L = d A folgt aus Gl. (2)
und (3) (J + 429) pdp= M-b-z,-de.

Fihrt man ¢ = ((Zi—f ein, so erhélt man, weil % = @,
. Mz

Der Schwerpunkt § hat gegen den Radsatz die Beschleunigung
@ ©; nach unten, daher ist seine absolute Beschleunigung
by =b — @ x; nach oben und ist mit Gl (4)
L J—Mag+ i
b,=1> T it . (5)
Die Kraft P, welche die Beschleunigung b, an der Masse M

hervorruft, geht von der Schiene aus und hat die Gréle P = M b,,
somit mit Gl (5)

J—Mzg? -+ i2d

J +

P=M b. (6)

Darnach kann man die ,,scheinbare Masse‘‘ unseres Antriebes ein-
filhren als die GréBe

J— M a2+ @24

W= M = s

(7

Sie ist stets kleiner als die wirkliche Masse M, néhert sich ihr aber
bei groflen Ubersetzungen. Vom Stillstand an gerechnet hat ver-

moge b das System die Geschwindigkeit v = 5 b dt und dreht sich
vermége ¢ mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ — g @ dt, wobei
wegen Gl. (4) ist )

M

. . . Mz,
= Fran bdtoderm;tvngdt (p:———x—--.v. (8)

J + ke
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(Streng gilt das allerdings nur, solange x, als unveranderlich an-
gesehen werden kann.)

Der Momentanpol O -des Antriebsgehduses liegt auf einer
Parallelen zur Schiene durch die Radachse. Die Entfernung e
von dieser ergibt sich daraus, daf in O v und die vermoge ¢ er-
langte Geschwindigkeit e ¢ sich tilgen: » = e@; mit Gl. (8) wird

Mz,

gy v oder

v=2~8

J + %

€= Mz, ° (9)

Bei groflem ¢ wird e sehr groB; der Antrieb verschiebt sich fast
parallel zu sich selbst.

Das Drehmoment 3z um die Achse des Laufers ist My = i
(unter der gleichen Voraussetzung dynamischer Symmetrie wie
oben) und wird durch die Flankenkraft am Wurm ausgeiibt, deren
Reaktion auf den Radsatz um dessen Achse ein Moment
M = My = @4 g ergibt.

Andere Krifte, welche ebenso momentbildend auf den Radsatz
wirken, bestehen nicht. Daher ist das Moment, welches die gleich-
formlge Drehung des Radsatzes aufrecht erhilt, glelch (und ent-
gegengesetzt) E)J? In der letzten Glelchung setzen wir 3 =
entsprechend ¢ = 4 ¢ und driicken @ gemifl Gl. (4) aus; man
erhalt:

i
m = i].m M Xg b.

16. Ubung.

Berechne die Massenwirkung eines Kardangelenkstiickes,
wenn die eine der durch das Kardangelenk gekuppelten Wellen
gleichférmig umlauft. (Fir kleine Ablenkungswinkel der Wellen!)

In der gemeinsamen Ebene der Wellen I und II liegt der
gegebene Schnittwinkel ¢ der Wellen. Mit dieser Ebene bildet
die durch I und BB gelegte Ebene den Winkel & und die durch 11
und AA gelegte Ebene den Winkel 8. Die Ebene durch I und BB
und die durch II und AA stehen aufeinander senkrecht und
schneiden sich in der Geraden Oz, die auf der Ebene 4 BAB
senkrecht steht. I, II und Oz bilden ein bei O z rechtwinkeliges
Dreikant, dem das in Abb. 21 eingetragene rechtwinkelige
sphérische Dreick abc entspricht. Die absolute Bewegung des
Gelenkstiickes besteht aus der Drehung der Welle I mit der
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Winkelgeschwindigkeit w = % und der Drehung des Gelenk-

stiickes gegen Welle J um die Achse 44 mit der Winkelgeschwin-
digkeit wy = a1

Wir setzen voraus, der Schwerpunkt des Gelenkstiickes falle
nach O, ruhe daher dauernd, womit die Massenwirkung des Ge-
lenkes zu einem reinen
Kriftepaar wird, des-

sen Komponenten M7,
My, M7 beziiglich der
RichtungenOx=A4A4,
Oy=BB und Oz
nach den EULERschen
Gleichungen berechnet
werden sollen. Ow,

Abb. 2L Oy, Oz sind wohl

, stets | Haupttrigheits-
.achsen des Gelenkstiickes, beziiglich welcher die Trigheits-
momente J,, J,, J, heiBlen.

Die Winkelgeschwindigkeitskomponenten w,, w,, @, ergeben
sich laut Abb. 21 zu

db
Wy = CUA == ‘d‘{?
w, = o sin b, (1
w, =  cos b,

und ihre Ableitungen nach der Zeit daraus zu

doy __ d*b )
dt ~— de2’
do, db
“dt —wcois, (2)
dda;z = —wsinb %’
Nach EULER ist ’
o d
—M?:Jm ;’ta: +(Jz—']y)wzww
d
_M;In: Jy da;v + (J,— ) w0, (3)
d
— M = J, du;z + (Jy —J) 0y 0,
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Bei praktischen Ausfiihrungen ist wohl stets J, = J,, wofiir wir
die gemeinsame Bezeichnung J,, einfiihren.
Unter Einsetzen von Gl. (1) und (2) wird dann Gl. (3):

I db .y ]
z=—dg W—(JZ~JW)Q) sin b cos b,

M= (], —2J,,) w cosb%, )

N e

‘ . db
M?:szSIIlbW.

Fir das sphirische Dreieck abe gilt

tg b = tg c-cos «, (5)
woraus durch Ableiten nach ¢ mit z—? = w folgt:
%: —cos? b gin x w tgc. (6)

Die Ableitung von Gl. (5) nach ¢ ergibt unter Verwendung von
Gl. (6)
d*b

“de

Es miissen nun in Gl. (4) beriicksichtigt werden Gl. (5), (6) und (7).
Ubersichtliche Ergebnisse sind nur zu erlangen durch An-
naherungen, welche im Hinblick, dal & hchstens ¢ gleich werden
kann, und wenn dieser Winkel 15° nicht iibersteigt, zuldssig sind.
Wir setzen tg ~c, sinb ~tgb, cosb ~1, cos?b ~ 1. Damit

. . d*b
schreibt sich Gl. (7) P
man kann daher ndherungsweise schreiben

d2b )
qp = —wiccosa. (7 a)

= —w?tgccos®b [cos x —2tgcsin b cosbsin?x].  (7)

= —w?ccos & [l —2c?sin? x] und

Es wird dann
My = a?c (24, —J,) cos «, ]

My =aw?c(2J,,—J,)sin«,
(4a)

2 p2
M’;n:%stinQa.

Wir setzen M} und M,' zu einem Moment M7, dessen
Achse in die zy-Ebene fillt, zusammen (Abb. 22).
Seine Grofe ist

oy, = |3 e
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und mit Gl. (4a)
Mzby: ?c(2dyy—J,). (8)

Der Winkel (¢ M3, ) zwischen xz-Achse und Mp, folgt aus

tg (@ M) = ﬁ —tga = (aM%) = x; gegeniiber dem

x
Kardangelenkstiick lauft somit
M7, mit der Winkelgeschwin-
digkeit der Welle I um, gegen-
iiber dem ruhenden Raum dop-
pelt so schnell.

0

22

A ()

m
My

Abb. 22. Abb. 23.

Wir formen den Ausdruck (2J,,—J,) in Gl (8) um:
2Ty —J, =22dm (3 + ) —Xdm (a® + 3?) = 2 Ydmz? +
+ Ydmypr — Ydma2 = 2 Ydmz2 + Ydm (2 + 22) —
—Xdm (22 + 2%) =2 dm 22 +J,—J,
Wir haben J,=J, angenommen, zvdm 2% nennen wir das

planare Trigheitsmoment J%, beziiglich der xy-Ebene, somit ist
2J,, —dJ,= 2J%, und Gl (8) wird damit

M = 202 J2,. (9)

Nach dem Bisherigen ist die in Abb. 23 gezeigte einfache und
tibersichtliche Darstellung des Momentes M™ der Massenwir-

kungen, welches aus M7, und M7’ resultiert, verstindlich.
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17. Ubung.

Die Geschwindigkeitsregelung einer Kraftmaschine habe
folgende Einrichtung:

Das die Geschwindigkeit der Kraftmaschine anzeigende Flieh-
kraftpendel veranlaBt bei Abweichung der Winkelgeschwindig-
keit w nach unten bzw. oben iiber einen Servomotor eine der Zeit
proportionale Steigerung bzw. Erméfigung des Kraftmaschinen-
drehmomentes M, so daBl M = M, -+ ct.

Die Einrichtung soll jedoch mit zwei verschiedenen Regulier-
geschwindigkeiten ¢ arbeiten; mit dem gréferen Betrag ¢, so-
lange bei wachsendem M die Winkelgeschwindigkeit sinkt oder
bei sinkendem M die Winkelgeschwindigkeit wéchst, in den
anderen Fillen mit dem kleineren Betrag ¢” (dies kommt so zu-
stande, dafl sowohl die Bewegungsumkehr der Muffe des Flieh-
kraftpendels als auch die des Servomotors einen Wechsel in den
Reguliergeschwindigkeiten bewirkt). Man untersuche den Regel-
vorgang beziiglich der gréBten Abweichung der Winkelgeschwin-
digkeit als auch beztiglich Schwingungen.

Wiahrend eines Reguliervorganges wirken auf das System
Kraftmaschine + angetriebene Maschine (Trédgheitsmoment .J)
das Drehmoment M = M, 4 ¢t der Kraftmaschine und das
Widerstandsdrehmoment W der angetriebenen Maschine, daher
die Bewegungsgleichung lautet:

T AL My ot —W = (My—W) +ct.

Ihr Integral ist ,
1
0+ 0= 7 [(My—W)t+ 5o,
oder anders geschrieben mit einer Konstanten C’
e ° My —W],
o+ C = 57 [t + P } .

Diese Gleichung stellt Parabeln dar, deren Scheitel die

Koordinaten —C’, — —J‘{‘lc_—W haben, deren Gestalt jedoch unab-

héngig davon durch ~267 definiert ist. Auf ein Achsenkreuz mit
dem Ursprung im Parabelscheitel bezogen, hat man einfach

W = TCJtz_ (1)

Natiirlich ist ¢ = 0, je nachdem, ob die Regulierung die Kraft-
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maschinenfiilllung gerade vermehrt oder vermindert. Der ganze
Regelvorgang setzt sich im f-w-Bild aus lauter Parabelstiicken
zusammen (Abb. 24). Diese gehen ohne Knick ineinander iiber,

denn die Kurvensteigung —d&(;— ist gleich der Winkelbeschleuni-

gung y, und solange.sich

@ die Momente stetig &n-
dern, tut dies auch

letztere. Ausgangspunkt

’ ist der Beharrungszu-
0 dey ¢ stand mit w,M; und
& Wy= M, Nun trete
eine  plotzliche Ent-
lastung der angetrie-
benen Maschine um AW

¢ ein; dem entspricht eine

‘ Winkelbeschleunigung
Abb. 24.

51
Awy

(277}

i 7 %z

y= AJE Die steigende

Reglermuffe lost die Reguliergeschwindigkeit — ¢’ aus; es be-
ginnt ein entsprechender Parabelbogen mit der Anfangssteigung

do _ AW
e~ VT T
Es folgt aus Gl (1)
dw c
G =Tt (2)
Setzt man % = A}V— und ¢= —¢" in GI.(2) ein, so erhilt man
t= — A?W Der Parabelscheitel S; ist also nach dieser Zeit,
wir nennen sie ¢,’, erreicht.
, AW
b= 3)
Die Steigerung 4w, der Winkelgeschwindigkeit wihrend ¢, ergibt
sich durch Einsetzen von ¢t = —1¢," in Gl. (1) mit ¢ = ¢’ zu
AW?
Awl = 2—J‘—CT . (4)

Ab 8§, erfolgt die Regelung weiter mit —c¢” bis zur Linie w,.
Hier schaltet das Fliehkraftpendel die Reguliergeschwindigkeit
+ ¢’ ein bis zum Parabelscheitel S,, ab hier herrscht + ¢’ bis
zur Linie w, usw.

Aw, nach Gl. (1), ausgedriickt durch —¢," und —-¢’, sodann
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1 - 2= ¢ 11y
durch ¢," und —¢’’ und gleichgesetzt, liefert - 2 7t 57 h

und daraus folgt verallgemeinert
-t ” t " T
1 2 —_— l/_T . ( 5)

c

Tt
Die Tangentenneigung in 1, ausgedriickt nach Gl. (2) durch
und ¢,", sodann durch ¢’ und —¢,’, ergibt
_cll ' 7 ,
et = )
und daraus folgt verallgemeinert
tz, . ’ cll
t1” - tz" .. ¢ (6)
Die Multiplikation von Gl. (5) und (6) liefert
|/ m

ty _t

tl' - t2/
Nun driicken wir nach Gl. (1) 4w, durch —¢’’ und %" sowie
Aw, durch ¢’ und —¢,” aus und dividieren:
dow, ¢ ( by )2‘
_CII b

tlll

A,
daraus folgt (Vorzeichen unterdriickt) mit GIl. (6) und verall
: (8)

gemeinert
‘_A Wy __ A Wy _ .
. e

Mit Gl. (5) wird

t1 — tll + tlu — tl’ (

to =1ty + " =1t (1 +

und
B
P

Mit GL (7) und Verallgemeinert wird
9

c

t Cd
&y ¢

SchlieBlich bestimmt sich noch #; = ¢,’ (1 + l/ - ) mit GL (3
(10)

AW ra
b = Py (l—i_‘/"c’—’)'
3

Pawelka, Mechanik.
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Das Ergebnis zusammengefallt, lautet:
Der Reguliervorgang vollzieht sich in geddmpften Schwin-

gungen. Die grofte Amplitude der Winkelgeschwindigkeits-
2
abweichung ist die erste, und zwar Aw, = % Die Amplituden

17

folgen laut Gl. (8) einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten %

Die lingste Schwingungshalbperiode ist die erste, und zwar

(l -+ l/% ) Die weiteren folgen laut Gl. (9) einer

t, =
1 ¢

geometrischen Reihe mit dem Quotienten l/i, .

AW

LYY

Y
3

N
)

+
<4

Uy

Abb. 25.

1

18. Ubung.

Der Korper K in Abb. 25 stiitzt sich auf in den Ebenen 7 und 2
angebrachte Federn ab. Bei einer Verdrehung des Kérpers um ¢

Abb. 26.

um die Langsrichtung tiben
die Federn ein riickdrehen-
des Kriftepaar — @y aus,
wéhrend fiir waagrechte
Auslenkungen der Punkte
A oder B gegen die Unter-
lagen U; bzw. U, die
Federsteifigkeit ¢ sei. Wel-
che Bewegungen fiihrt der
Korper K aus, wenn die
Unterlage U, plétzlich quer
die (unverdnderliche) Ge-
schwindigkeit v erhilt?
(Bewegung eines auf zwei
Wiegendrehgestellen gela-
gerten  Fahrzeugkastens
beim Anlaufen eines Dreh-

z \1 Ct-z) gestells an die Fahr-
A

schienen.)

Wir werden  spiter
sehen, dafl A und B nur
waagrechte  Bewegungen

ausfithren. In Abb. 26 sind die die Lage von K im Raume be-
stimmenden Stiicke x, ¥ und @ eingetragen, desgleichen die auf K
wirkenden Krifte und das Kriftepaar, wenn U, im Zeitpunkt ¢
die absolute Verschiebung v-¢ erreicht hat.
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Fiir die waagrechte Bewegung des Schwerpunktes, dessen Ver-
schiebung s sei, gilt (M = Masse von K) Ms§=c¢ (vt —2x) —cy

oder wenn s = % (x + y) —@h beriicksichtigt und = + y = u

genannt wird: )
M-[Eii—ii)h}:c[vt—u]. (1)

Aufler den Schwerpunktsbewegungen fiihrt K zweierlei
Drehungen aus: eine um die Léngsschwerpunktsachse (@-Drehung
genannt) und eine um die Vertikalschwerpunktsachse (nach der
dabei stattfindenden Verinderung von y die y-Drehung genannt).
Wir fassen die ¢-Drehung als Fiihrungsbewegung, die ¢-Drehung
als Relativbewegung auf. Da die @-Drehung um eine Trigheits-
hauptachse erfolgt, die y-Drehung um eine Achse, die nur um
héchstens @ von einer Trigheitshauptachse abweicht, erfordern
die Teildrehungen Kraftepaare, deren Achsen mit den beziiglichen
Drehachsen zusammenfallen. Das resultierende Kriftepaar,
welches die resultierende Drehung des Kérpers um seinen Schwer-
punkt bewirkt, resultiert aus den Kréftepaaren fiir die - und die
p-Drehung und dem XKriftepaar der Corioliskrifte. Dieses
(Kreiselwirkung) hat eine Achse, die zu der Ebene der Achsen der
beiden Teildrehungen senkrecht steht, und die GréfBe

[Jsv—(Jw—Jtptp)] é”/’
Darin sind Jp, J, und Jg,, bzw. die Schwerpunktstrigheits-
momente um die Achse der ¢-Drehung, der y-Drehung und um
die zu beiden Achsen senkrechte Achse. Da nun das Produkt der
Winkelgeschwindigkeiten ¢ ¢ im Ausdruck fir das Coriolis-
moment vorkommt, ist es fiir unseren praktischen Fall, bei dem
@ und g klein bleiben, ohne Belang und damit unsere Annahme
begriindet, daBl 4 und B nur waagrechte Bewegungen vollfiihren.
Nach unseren Uberlegungen gilt:

Jo p=1[c(vt—a)—cylh—yp
oder mit x +y=u

Jop=chvt—u]l—ye. (2)
AuBerdem:
. d
Jojp=5lct—2) +oy]
und unter Benutzung der geometrischen Beziehung ¢ = %ZIL

mit  —y = =z: 22 2
. e ¢
z ‘i—mz— 2le ‘vt (3)

3%
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Gl (8), eine lineare Differentialgleichung mit konstanten

2
Koeffizienten und der Stérungsfunktion —gJi-v-t, hat das
L4

Integral
z=C"sinwyt + C" coswyt + v, (4)
wobei
d?c
Wyt =gy (5)

Die Konstanten ¢’ und €'’ bestimmen sich daraus, da fir
t=0auch z2=2—y=0und 2=2—g =0 ist, zu ¢’ = 0,
¢'= — -2, Damit wird Gl (4):

Wy
(6)

L sinco,pt]

z:x—y:v[t o

Um aus Gl. (1) und (2) eine Differentialgleichung zu erhalten,
die von u frei ist, setzen wir in GL (1) ein:

a) den aus Gl (2) ausgedriickten Wert

JofP+7re.

vE— U= oh ;

b) den daraus folgenden Wert

_JeT+ vy

"= ch

Wir erbalten so die lineare homogene Differentialgléichung
mit konstanten Koeffizienten:

e . w[2¢ y 2ch? J2¢ Yy
(p—f-(pMnT"}‘E—i'*J(p ]—F(P*Z‘T :fq;'—(). N
Wir setzen zur Abkiirzung
2¢ ]
— th, |
v
7= o, (8)
2 c h?
;w = w,?

Das Integral von GL (7) lautet:

p=A,sinw;t+ Bycosw,t + Azsinwyt + B, cos wyt, (9)



Kinetik und Schwingungen. 37

W = gl + 0+ o) — ‘
— V(@2 + wp? + 0,22 — 4 0,2 wg? ] ,
of = 2@ + o + o) +
+ V(@ + 0 + 02—t ot |.

Zur Zeit t=0 ist p =0, ¢ =0, =0 [gemil Gl. (2)],
@ = chv [gemiB der nach ¢ differentiierten Gl. (2)]. Setzt man
dies in Gl. (9), bzw. in diese ein-, zwei- und dreimal nach ¢ differen-
tiierte Gleichung ein, dann ergeben sich:

(10)

B, + B,=0,

A1w1 +A20)2:0,

Biw? + Byw? =0,
chv

3 —
— A4, o —A2w23_fJ—.
P

Aus diesen vier Gleichungen ergibt sich

chv

h= ey B0

) chv -
AT oot —oy BT

und damit wird Gl. (9)
cho [Ein w b S,in,ﬁzf_}
__ ! Wy

¢ = Jo (0,2 — ,?) ’

und wenn man o, gemiB Gl. (8) einfiihrt:

z[iinwlt ’sinwzt}
2 ] ——

(11)

= 2w

Wenn wir Gl. (11) und diese nach ¢ differentiierte Gleichung in
Gl. (2) einsetzen, wird mit T}/— = w,? [siehe GI. (8)]:
¥

Cp byt CP T SNt 0pt— 0 sinayt
U—==x Yy = 2 . 2 2 2 :
Wy Wy Wy Wq Wy Wy
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In Verbindung mit Gl. (6) ergibt sich daraus:

xzv(t_l'rsinwwt 4
2L sin w, ¢ sin wy ¢ (12)
(w9 — ") — L+ (e — @) o z
1 2
+ wzg_wlz ’
y = 1 v [sinwwt .
2oL oow sin w, ¢ sin w, ¢ (13)
(wg? — ;%) — =17 4 (wp® — wy?) “’22 }
— 02 — w,?

Gl (11), (12) und (13) bestimmen den Bewegungsverlauf des
Korpers in Abhingigkeit von der Zeit, natiirlich nur solange die

Vernachlissigung, die z.B. in.p = x_;_y steckt (es sollte ja

siny = L;i heiBen), zulissig ist. Es interessiert der Ausschlag

z, von A relativ zu U,; z, = x —wv ¢ wird mit GL (12):

1 sin wy ¢
Xy = — v 4 :
? o sin w, ¢ sin @, ¢ (14)
(0% — 0,2) ——1= + (wg? — wy?) — 2~
+ wl Og
w,? — )2

In den Bewegungen des Korpers K kommen drei Sinus-
schwingungen mit den Kreisfrequenzen w,, w, und w, zum Aus-
druck,

Gl. (12) und (14) konnen zur Abschitzung des notwendigen
Spieles von Drehgestellwiegen gegen die Drehgestellrahmen dienen.

Durch geniigende Dampfung muB fiir das schnelle Erléschen
der Schwingungen gesorgt werden.

Aus den Gl. (8) ist die Bedeutung von w,, w, und w, zu er-
kennen; es sind die Kreisfrequenzen folgender drei Eigenschwin-
gungen:

1. w,: K parallel gefiihrt.

2. wy: Schwingung um die zu AB parallele Schwerpunkts-
achse, wobei ¢ = 0.

3. w;: Schwingung um eine feste, zu 4B parallele Schwer-

punktsachse, wobei y = 0.
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19. Ubung.

Man ermittle die Eigenschwingungsfrequenzen der in Abb. 27
gezeigten Drehschwingungsanordnung. Die Drehsteifigkeiten (Mo-
mente je Bogeneinheit Verdrehung) des federnden Zahnrades und
die der beiden Wellenstiicke heiflen bzw. C, ¢, y. Die Trigheits-
momente sind laut Abbildung J, 4, ¢, wobei J auf die gemeinsame
Welle reduziert ist.

An einem mit der Frequenz w drehschwingenden Kérper tritt
im Augenblick der Amplitude 4 (Bogenma@) die Winkelbeschleuni-
gung — A4 w? auf. Nach der Schwingungslehre treten die Ampli-
tuden 4, @, « der drei Massenkorper gleichzeitig ein. In diesem
Augenblick betrachten wir das System und stellen fiir jede Masse
das dynamische Grundgesetz fiir Dre-

hung auf, wobei noch die Drehungs- cﬁ’d” s Zahnrad
amplitude X der Welle, dort wo das A/ ¢ /7’ .
Zahnrad sitzt, einzufithren ist: = =
—AJ w?=C (X —A4), | J
—aitw=c(X—a), (1) -
— ot =y (X —u). Abb, 27.

An dem Punkte der Welle mit der Amplitude X stehen (die
federnden Teile sind ja masselos gedacht) die Reaktionen der
Drehmomente, welche auf die drei Massenkérper wirken [rechte
Seiten in Gl. (1)], miteinander im Gleichgewicht, also:

—C(X—4)—c(X—a)—yp(X—ax)=0
oder ‘
CA+ca+ Yy )

Cte+y
Gl (2) in Gl. (1) eingesetzt ergibt:
A[C@+p)—T (€ +e+pat]—aCo

X:

—ACc¢ +ac(C+y) —
—ACy —acy
- —aCy =0
—i(C+c+ypy)?l—acy =0

Fay(C+e)—t(C+c+y)w]=0

Aus diesen Gleichungen kénnen 4, a, & bestimmt werden; da
sie aber homogen sind, haben sie nach der Gleichungslehre nur
dann von Null verschiedene Lésungen fir 4, @, «, d. h. Eigen-

schwingungen kommen nur zustande, wenn die Determinante
. i
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) Cle+ry)—J(C+e+7)e? —Ce, —C |
D= —Ce, e(C+MN—i(CHety) s, —ey,

‘ —Cy, — Y, Y(C+e)—i(C +c+7y)w?
verschwindet.

D = 0, oder nach lingerer Ausrechnung
Cle+7) , cr+0) | v(C+0)
J 7 . +(J+’£+L)C'-c-y -0
Ct+ec+y Ji(C+c+y) ’
ist die Beziehung zur Bestimmung der Eigenfrequenzen. Die
Losungen w = -+ 0 sind bedeutungslos, es bleibt als maBgebende
Gleichung fiir die zwei Eigenfrequenzen:

o?|wt—o?

0(0+7) +6(?+C’)+7(0+0)
4“2 4
w W Cxcty (J—f— yo.
+ 4+ cy
T T tery =0

20. Ubung.

Eine ringférmige Scheibe aus elastischem Material ist an ihrer
Innenseite festgehalten (Abb. 28) und fithrt Drehschwingungen
aus. Wie ist die Scheibe zu profilieren, wenn die Eigenfrequenzen

der Drehschwingungen sich wie

1 ] 1:3:5: ... verhalten sollen, und
/ F‘r wie bestlmmen sich diese Fre-
4 I N quenzen ?

| 7 B e Die auf einem Zylinder vom
\ P \'JI"’ L‘*‘ " Radius 7 liegenden Punkte haben
\ \ /_ beim grofiten Schwingungsaus-

== W schlag, den alle Scheibenpunkte
gleichzeitig erreichen, einen dem
Winkel ¢ entsprechenden Weg
zuriickgelegt. In diesem Augenblick ist bei einer Kreisfrequenz w
der Sinusschwingung die Wlnkelbeschleumgung

Abb. 28.

g=—paot 1

Der in Abb. 29 gezeichnete Kreisring hat das Trigheitsmoment
dJ =u2rnbdr (2)

(¢ = spezifische Masse); an ihm wirkt innen die Schubspannung v,

somit das Moment M = 2x72b 7. Aullen wirkt dann M -+ C;M dr

und resultierend daher
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aM o, 2y T | o db
aM =22 g = 2n(r LSNP ALLANT 2rbr)dr. (3)
Die Schubspannung 7 ist mit dem Schiebungswinkel § verkniipft
durch T = § @, wo @ der Gleitmodul ist; laut Abb. 29 ist § = r—;},
also
—a,2
T=Gr ar (4)

Das dynamische Grundgesetz fiir Drehung lautet fiir unseren
Kreisring dJ ¢ = dM und ergibt mit Gl (1), (2), (3) und (4)
schliellich die Gleichung

( 4ab
e do | 3 dr) pw?
art Tar \» T 7B a 9=0 (5)

Aus Analogie mit den Léngsschwingungen von Stédben z. B.
vermuten wir, da von Gl. (5) nur ibrigbleiben darf

d2e 4 w?
dr? +7G?7(P:0: (6) ‘&‘ ®
&
damit auch hier die Eigen- . / 4
frequenzen im Verhilinis . ~
1:3:5: ... auftreten. Es 797,
miilte dann sein: dg rar?”
v | ) S
3 dr T
Tt =0 O Abb. 20.

Das Integral von Gl. (6) lautet mit den Konstanten 4, «

(p:Asin(a)‘/—g— r—}—oc). (8)
Grenzbedingungen :
1. Fir r=1r; ist ¢ = 0.
do

2. Fir r=r, ist 7=0, d. h. gemdB GI. (4) 4, =0

Einsetzen von 1 in Gl. (8) ergibt

sin (wl/g— r; + zx) =0

o) Bt amomam... ®)

oder
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womit Gl. (8) itbergeht in

@ = A sin (wl/% [r —7r,]+ 0,7, 27, .)

Diese Gleichung wird nach r differenziert:

d
szAw %cos(w % [r—r]+ 0,7, 2, )
Hierin werden die Werte von Grenzbedingung 2 eingesetzt; es
folgt

cOS (wl/% [ro—7r]1 + 0,72, ) =0,

d.h.
— )
wl/% [re —r] + 0,727, 3, ... = 3, 35, 55, ...,
oder
=(1,3,5,...) 3 ra—r,

Unsere Vermutung stimmte somit und die Eigenfrequenzen
ergeben sich als die ungeradzahligen Vielfachen der Grund-

Das Sche;benproﬁl ergibt sich durch Integration von Gl. (7)

zu [ b0 = konst. |.

frequen

Vierter Teil.
Elastizitiit.

21. Ubung.

Das Verhalten eines der eigenen Schwere unterworfenen,
steifen Bandes vom Querschnitt b X b, aus einem Material vom
spezifischen Gewicht ¥ und dem Elastizitdtsmodul %, soll durch
einen Modellversuch im Léi,ngenmaﬁstab m; mit einem Bande mit
den kennzeichnenden Gréfen b’ X &', 9’, B’ geklirt werden. Welche
Zusammenhinge zwischen Wirklichkeit und Modell sind zu
wahren ? ‘
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Fir den Kriimmungsradius ¢ an einer Stelle, das Biegungs-
moment M, und das Tréigheitsmoment J gilt der Zusammen-

hang (Abb. 30):

EJ
0= 3 (1)

Fir ahnliche Bandformen gilt:
a) p ist proportional I, also

o==0C; 1 (2)

b) M, ist proportional dem Band-
gewicht ¢ und der Lénge [, also M, =
= (3Gl und, weil @ proportional b, A, Abb. 30.
v, b ist, auch

My = C;s:b-h-y-12 (3)
Auflerdem ist
1
J= 15 0F. (4)
Gl. (2), (3) und (4) werden in Gl. (1) eingesetzt:

120, 0, = 22 5
1=~ ()

Fir das Modell schreibt sich dies

B b

120, Cy= PR (6)

Die Division Gl. (5): Gl. (6) ergibt:

E [ h\2
w (7) .
el L (M

Fithrt man auBer dem MaBstab m; = Tl, die MafBstibe mg,

my, m, fir E, b, y ein, so wird

. 2
mE my, —1
s = 1.
m,y‘-ml

22. Ubung.

Eine spiralférmige Feder ist an den Enden fest eingespannt.
Die eine Einspannstelle ruht, die andere wird um den Mittel-
punkt O eines Kreises gedreht. Welcher Bedingung muf3 die
Feder geniigen, wenn an den Einspannstellen lediglich Einspann-
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momente (Kriftepaare), aber keinerlei Einzelkrifte auftreten
sollen? (Die Momente an den beiden Einspannstellen sind dann
natiirlich gleich und entgegengesetzt.)

Wir fiihren, Abb. 31, auler dem Einspannmoment 3 noch
die Radialkraft P und die Tangentialkraft ¢ ein, welche im
weiteren Verlaufe der Rechnung
dann Null gesetzt werden. Bei
einer Deformationsarbeit A der
Feder ist nach CASTIGLIANO der
Drehwinkel ¢ der Einspannstelle

0A
?= S (1)
Gemif dem gleichen Satz sind
die Verschiebungen fp und fqo der

Einspannstelle in den Richtungen
von P bzw. @:

04

fP :Wy
04
Abb. 31, fo = FI

Da sich die Einspannstelle, deren Abstand von O gleich R sei,
um O um den Winkel ¢ dreht, gilt fp = R ¢ und fy = 0, so daB ist:

o4
Ro= 2%, (2)
04

Bezeichnet « die Elastizitdtszahl, J das Tragheitsmoment,
M, das Biegemoment und dl ein Léngenelement der Feder, dann

ist bekanntlich 4 — %S%Ji dl und GL (1), (2) und (3) gehen

{iber in

> 0 sz 4 * % Mb L Mb

=% o) S By— § T\ a0 Mt a

Die Differentiation darf unter dem {-Zeichen geschehen:
p=o| 2o 2ha, @

g M, oM,
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M, oM
0= S Jb Qb dl. (6)
Der Abb. 31 entnimmt man
My,=M+ Pp—Qq. (M
Daraus gewinnt man zwecks Einsetzen in Gl. (4), (5) und (6):
oM, _ | oM, _ = oM, _
M T ap P 3
Man erhilt

<p_ocg—4§—dl, Rq):ag%pdl, Ozng” al.

Da P = @ = 0 sein soll, ist laut Gl. (7) M, = M und die letzten
drei Gleichungen werden

tp:ocMSﬂ
R(p—ocMS pjl,
|\ qdl
O—ST.

Ein anschauliches Ergebnis erhilt man, wenn man sich die
Spiralfeder in eine solche gleicher Form umgewandelt denkt, deren
Querschnitt F jedoch umgekehrt proportional J ist, also

C
Die umgewandelte Spiralfeder wollen wir die reziproke nennen.
Mit 71 = % schreibt sich das letzte Gleichungstripel
p=2M ‘F di,
rp=22\pra,
0= 5 q(Fdl). (9)
Die Division der beiden ersten Gleichungen ergibt
Fdi
_Jp@ay (10)
[Fal

Es ist Fdl=dV ein Volumelement der reziproken Feder und
daber jF dl= j dV = V dessen Volumen.,
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In dieser Schreibung wird Gl. (10) bzw. Gl. (9):

av
)PV — R
fgav=o.

Diese Qleichungen besagen, dafs der Schwerpunkt der reziproken
Feder in den Drehpunkt O fallen muf, wenn an den Einspannsiellen
lediglich Kriftepaare (und zwar dem Betrage nach gleiche) auftreten
sollen.

23. Ubung.

Ein Kontaktfinger (Abb. 32) bestehe aus einer Blattfeder
(Elastizitdtsmodul E, Tragheitsmoment J) und einem daran be-
festigten starren Kontaktstiick. Welche Bewegung macht letzteres
wihrend der Durchbiegung der Feder durch den Gegenkontakt?

Durchbiegung f sowohl als Biegewinkel ¢ sind dem Kontakt-
druck K proportional, daher sich das Kontaktstiick um einen
fixen Drehpunkt P dreht, dessen Lage durch p ange-
geben sei.

] ‘ =1 =1
‘ ——"—Z’Tﬁ ?= oder p—(p.(l)

B z " N Mit M, als Biegungsmo-
2 5 ment ist

z H a
_ L\ My
Abb. 32. ¢ = E(S J dz. (2)

Fiir die Berechnung von f benutzen wir etwa die Form-
dnderungsarbeit 4. Es ist allgemein

1 My
T
und hier, da das starre Stiick keine Forminderungsarbeit
erfordert,
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also
= %Sf‘# S da ®
Gl (2) und (3) in Gl (l) eingesetzt ergibt (J = konst.)
a
S oM,
My 5k
0
- a
5Mb dz
0
Es ist M,=K(—2) und daher 0% =1—z, womit aus
Gl (4) folgt:
2 E—b
~3a(l+b)’

24. Ubung.

Wie verindert sich der Kontaktdruck K an der Kontaktfeder,
Abb. 33, welche sich bei a abstiitzt, vom Augenblick der Be-
rithrung des Gegenkontaktes bis zum Abheben bei a in Abhéingig-
keit vom Weg A der Kontakte? Es sind Einflufzahlen der
Kontaktfeder einzufiihren.

Bei a wirkt der Auflagedruck A, bei & der Kontaktdruck K
auf die Feder. Vom spannungslosen Zustand der Feder an ge-
rechnet sind die Durchbiegungen bei ¢ und % bzw. j, und f,. Die
Einflulzabl = beispielsweise der
Wirkung einer Kraft in @ an der
- Stelle & sei xgp-

Es ist dann

fa = A(xaa + K“km (1)

fr= Aosp + Koy (2)
Durch Entfernen von A folgt
daraus

x. —
K=l aa,)fqialc,‘, (3) ABb. 33.
%ga 1k — %ok ¥ka

Die Werte von 4 und f,, solange K nicht wirkt, seien bzw..4,
und fg,. Auf diesen Zustand (K = 0) angewendet, lauten Gl. (1)
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und (2): fo= Agaar fro= Aogs Woraus folgb fo = fu 2%
Dies setzen wir in Gl (8) ein:
lx aQ

= (i 52—

Kaa Xgr — %ok Fra

Bs ist f, —fro =4 der gemeinsame Weg der Kontakte; nach
MaxwerLL ist auflerdein o, = oy, (Satz von der Gegenseitigkeit
der Verschiebungen), womit man erhélt:

K= __ %
%aq Fpr (o‘ak)

Es ist also K proportional 4 und, da der Kontaktdruck in
der betrachteten Periode mdglichst rasch ansteigen soll, soll

&ga 2o s .
~~~~~~~ — moglichst grof sein.
D‘aa Cogre — (o‘ak}2

25. Ubung.

Es sind die Biegemomente in der Wand eines Rohres von
rechteckigem Querschnitt zu bestimmen, das einem inneren Uber-
druck von p ausgesetzt ist und gleichméflige Wandstérke hat.

/
£ g Die Rechnung wird fiir ein Rohrstiick von
der Lénge eins durchgefithrt, Abb. 34.

N P In A’ und 4" miissen aus’ Symmetriegriin-
4 den die Tangenten an die elastische Linie ihre

urspriingliche Richtung beibehalten, ebenso in
2 2 B und B”, d.h. der Biegewinkel z.B. des
Vierteltrégers I zwischen 4 und B’ muf} ver-
schwinden. In A’ wirken am Viertel I Léngs-
8" kraft V,, Biegemoment M4 und Querkraft Q,.
Letztere mufl Null sein, denn: am Viertel 4
wirkt als Reaktion zu @, die Querkraft —Q
und durch Umklappen um A4’ A" kommen die
Viertel 7 und 4, auch was Belastungsverhalt-
nisse betrifft, zur Deckung. Dabei sieht man,
daB @4 = 0 sein muf, und das gilt aus ana-
! Jogen Griinden auch fiir die Querkrifte in 4",
| B, B". Das Gleichgewicht der Krifte in Rich-
L tung B’ B" erfordert dann

Abb. 34. Via=oap. ey

AI
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Mit J = Biegungstrégheitsmoment eines eine Léangeneinheit
breiten Wandstreifens, E = Elastizitdtsmodul, M, = Biegungs-
moment eines eine Lingeneinheit breiten Streifens, dl = Lange
eines Elements der neutralen Faser der Rohrwand, schreibt sich
der Biegewinkel ¢:

1\ M

In unserem Fall ist lings der Strecke b
l
MbszA—Plj 3)
und léngs der Strecke o
b l
Myy= MUy —pb5 + Vil —pl5
und mit Gl. (1)
b2 2
MbazMA——p<A—2f——al+ ,,,24). (4)

Gl. (3) und (4) setzen wir in Gl. (2) ein, wobei zwei Teilintegrale
auftreten:

g = {][ij(MA —2p)a +§|MA —p(y —al+ G)|a|=
0 0

Z_Elj [MA (a+b)—p(%3 + a;_%ﬂ

Nach dem vorhin Erkannten ist ¢ = 0 zu setzen, woraus sich
ergibt:

My="? (—b;—i—ab——(ﬂ). (5)

In der Ecke herrscht ein Biegemoment Mgz = M, —pb%,
somit mit Gl. (5)

My = g (@b —a% —b?). (6)

Durch Vertauschung von @ mit b in Gl. (5) ergibt sich das Biege-
moment in By

MB=§<323+ab——.b2>.. )

Pawelka, Mechanik. 4
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26. Ubung.

Wenn man nach Abb. 35 zwischen den an sich sehr torsions-
nachgiebigen Wangen n torsionssteife Querstibe, etwa Rohre,
anordnet, entsteht ein torsionssteifer Stab. Es sind die Be-
ziehungen aufzustellen, mittels derer man die Torsionsmomente
in den Querstiben und die Biegemomente in den Wangen er-

P
J ; J P
| . ! L/?r\@/irsfab P
- j \
i tor
= % P | N 4"},
Ziss Querstab
- Z
Abb. 35.

mitteln kann. Wie sind die Querstibe auszuteilen, damit ihre
Torsionsmomente gleich werden? Wie verlaufen dann die Biege-
momente in den Wangen?

Da die Wangen fiir Torsion nur verschwindende Steifigkeit
haben und flachkantig biegende Momente, wie leicht einzusehen,
nicht in Frage kommen, iibertragen die Querstibe auf die Wangen
lediglich die in Abb. 35 eingetragenen Momente. Einzelkrifte
sind ebenfalls undenkbar. Die Verdrehungen der Querstibe sind
offenbar die doppelten Neigungen ¢ der elastischen Linie der
einen Wange und proportional dem Moment M, das der Quer-
stab auf die Wange ausiibt. Also ist z. B. fiir den ¢ten Querstab

g = K, M, (1)
(Darin ist K;= _zﬁaf’ wo G Schubmodul, J Torsionstrigheits-

moment.) Der Biegewinkel des Wangenstiickes zwischen den
Querstiben ¢ und ¢ 4 1 ist ¢; ; — @;; er ist der Biegemomenten-
fliche fiir dieses Stiick proportional:

1
@ip1— = Ky (% 41— ) [_PE (¢, + @540} + (M + ... M)

(darin ist K= wo E Elastizitdtsmodul, J Biegetrigheits-

1
EJ’
moment). Mit Gl. (1) ist dann

1
(M — M) Ky = Ky (247 — ;) [“‘P 5 (x; + z;41) +
+ My + .. M| (2)
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Entsprechend den 7 —1-Wangenstiicken kénnen n —1
solche Gleichungen angeschrieben werden, zu welchen als nte zur
Bestimmung von M, ... M, noch hinzukommt:

M, +...M,= Pl. (3)
Es soll sein: M, ,=M;,=M,=...M,= % und damit
ergibt Gl (2) ‘ .

&;"itk = Z%. (4)

ﬁj{—’ﬂ ist die Entfernung der Mitte des Feldes zwischen den
Staben ¢ und 7 4+ 1 vom Stabende.

Laut Gl. (4) miissen diese Mitten auf der Stablidnge gleichmiBig
verteilt liegen.  Die
Stibe miissen also (Ab-
bildung 36) gleiche Tei-
lung erhalten wund die
Endstibe wm die halbe
Teilung von den Stab-
enden abstehen.

Das Torsionsmoment

jedes Stabes ist
M — Pl _ My 1
n a n’

und weil I = nt:

M=wm," |5

Abb. 36.

Der Biegemomentenverlauf laut Abb. 36 ergibt als héchstes

Biegemoment in den Wangen M, — %[— oder

M,; ¢
Mbmax: ¥2d ;-

27. Ubung.

Ein torsionssteifer Stab, wie in Ubung 26 behandelt, weise
zwar gleichformige Teilung der Querstibe auf, die Stabenden
stehen jedoch von den Endquerstaben um 7, und [, ab. Wie groB
sind die Torsionsmomente in den Querstiben und die Biege-
momente in den Wangen?

4%
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Wir ersetzen (Abb. 37) die Krifte P durch gleich groBe in
12

der Entfernung 5 von den Endstiben in Verbindung mit den

Kriftepaaren M':P(ll——%) und M“:P(zz—-%). An

p  den Verhiltnissen des

Y O O % 4 Trégers im Bereich der

7 Querstibe hat sich da-

] M!. $ $ $ $— M” | durch nichts geiindert,
) * und wir lésen unsere
PP t/ ‘ t/z Aufgabe durch Uber-
Abb. 37. lagerung des schon be-

kannten Falles — Be-
lastung durch P in % Abstand von den Endquerstiben — mit

zwel Fillen in der Art von Abb. 38.
Es ist dhnlich wie in Ubung 26

- ln M= (M,+ M, + 1
M Mirs +o M. M) )

1T ‘ .= K, M;, (2)
\@‘a& 'l \ i1 — @i = Kyt } 3)
li t=4 Jfaéz-/»/ (M, + ... M,).

b}

Durch Einsetzen von
Abb. 38. GL (2) in GL (3) wird
K,
MHI—Mi:?{—ZLt(Ml—i— e M.
Wir schreiben dies

M, —M; K,
= t(M, 4+ ... M)
und fithren ein M; ,; —M; = AM, und ¢t = AL (siehe Abb. 38),
i

sowie (M, + ...Mi)ZZM,-:

AM‘ . h
AL th ZM AL. )

Wenn man sich mit einer Genauigkeit begniigt, die in dem Er-
satz einer Stufenkurve durch eine stetige Kurve und dem Identi-
fizieren von Sekanten und Tangenten einer Kurve liegt, kann an
Stelle von Gl. (4) die Gleichung
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L
dM K, |
7[_}EXM¢1L (5)
0
treten, welche durch Differenzieren nach L iibergeht in die be-
kannte Differentialgleichung

M K,

ar ik =0 (6)
Ihr Integral enthilt die Konstanten 4 und B und lautet:
M= A4el + Be (7)
wobei
K
Zu L= 0 gehort laut Gl. (5) H4 = o.

Das ergibt, wenn wir uns aus Gl. (7) % bilden, A = B, so da
GL (7) iibergeht in :
M= A4(efF 4 7). (9)
L hat nur an den Stellen L, ... L, Bedeutung fiir uns, und durch
Einsetzen von L= L, =0, Ly,=14%,... L,= (n —1) ¢t in GL (9)
und Division der erhaltenen Gleichungen folgt
My My M, =2: (% 4+ %) ;... (M0 = (= Def),

Nach den in Ubung 26 gemachten Angaben ist '

— /Kt /28 ¢ I
et= g~ ‘/215 a J
Setzt man
Gt Jp
\/ FaJ =% (10)
dann wird
M, -My:M;:... M, =
ee+e—e 625 _}_e——ZS e(n—l')e+ e—(n—l)s
=1: 5 g e T (11)

Die tatsichliche GroBe von M, ... M, ergibt sich aus Gl. (11)
in Verbindung mit Gl. (1).

Je kleiner ¢, desto geringer sind die Unterschiede zwischen
M, ... M,. Die Wangenbiegemomente sind iiber eine Teilung
jeweils konstant und im Stiick zwischen 4 und ¢ -+ 1 gleich
M, +... M,
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28. Ubung.

Ein aus diinnen Platten aus elastischem Material bestehender
quaderformiger Kasten, Abb. 39, wird durch Kriftepaare M, in
den Endflichen tordiert. Wie gro8 sind die Beanspruchungen der
Seitenwinde und der gegenseitige Verdrehungswinkel der End-
flachen? ’

Wegen der Diinnheit der Platten ist ihre Steifigkeit einzeln
gegen Torsion und flachkantige Biegung vernachléssigbar. Daher
treten an den Begrenzungen der einzelnen Platten nur Krifte auf,
welche in die Kantenrichtungen
des Quaders fallen. /

Machen wir die zweimal vor- N P
kommenden Winde ax! und NI IR
bxl frei, dann erkennt man 3 )y v -~ ¥
aus der Symmetrie der Anord- i"L 5

S A —>
P ? Y%
Y 3 7 N - Py
L ¥ z
- X N L]
|l e I I
L L;: Pr
d \ Sy T Ae
\1 -
Abb. 39. Abb. 40.

nung, daB in gegeniiberliegenden Kanten einer Wand gleiche und
entgegengesetzte Krifte wirken, Abb. 40, und daB nach dem
Momentensatz P,-l= P;-a und P,-l = P,;-b ist, also auch

s =2 (1)

Die Reaktionen der Krifte in den Winden axl und bxI
wirken auf die Endplatten @ xb und halten den darauf wirkenden
Kriftepaaren Gleichgewicht. Also ist

Pyb+ Pyra=M;
und mit Gl. (1)

_ My

s l (2)
_ M,

Py = 2a " J
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Schlieflich wird
_ Mg
P, = S ab L. (3)
Bei der sehr zwanglosen Annahme gleichméafiger Verteilung
der Krifte in den Kanten auf die Langeneinheit derselben ist die

Schubspannung 7, und 7, in den Winden a xI, Dicke s, bzw.
b x1, Dicke s,

_ B '
Ty = TS: U.Ild Ty = ZS;’
und mit Gl (3)

_ M, |

Ta = 2abs,’ l
( (4)

7= e l
b 2abs,

Wegen des paarweisen Auftretens von Schubspannungen
kommt das gleiche Resultat heraus, wenn von P, und P, statt P,
ausgegangen wird:

Py _ My
as, 2abs,

P, M,
bs, 2abs,

Wenn s, = s,, dann sind die Schubspannungen in allen vier
Seitenwinden gleich.

Aus Symmetriegriinden miissen sich die Endflichen bei der
Deformation des Kastens um dessen

und T,=

Ta

Achse verdrehen, Abb. 41. Demzufolge T dJ /
gilt fir die Verschiebungen A, A4, der "
Endpunkte der Léangskanten und den £ T&/ZA-!\]
Verdrehungswinkel 8 ~ _]/d‘
Y Ay o 7
0= b2 a2” ) —
Die Winkeldnderungen ¢, und ¢, der
Rechtecke a x1 bzw. b xlinfolge 7, bzw.
7, sind (@ = Gleitmodul): |
T
@o = _G;a_ ’ ] -
(6)
— % Abb. 41,
Yo G

Blieben die Endflichen bei der Deformation eben, dann wére

A _ Pa _ Ta

Ay Py Tp
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und wegen Gl. (4)

GL. (5) fordert aber —j‘—’— = ai, was widersprechend ist. Daher
b

mull im allgemeinen immer das eine Paar Diagonalpunkte jeder
Endfliche um % aus der Ebene heraus, das andere Paar um
ebensoviel zuriicktreten. '

Laut Abb. 42 ist

_ de B _ Ay B
Pa="7 Tapr BT T

b wird eliminiert :

s, 9 _ 1 (44 Ab,)
b+ -_l(b_i—a,'

a
Mit GL (5) wird
[
< Pa P __ i
[ LD B T T
'I und mit GL (6)
—
1y Ty
A "y 5_"@<Ta+7>'
T Bei Einfithrung von Gl. (4) ist:
L
, 1 M, (1 1
— 1 g ~ '@ 2ab <sa-b sb-a)'
Abb. 42. b wird
B o— T, —Tb M, _(‘a b
- 4G T 8ab@G \s, sb>'

Die Endplatten bleiben somit nur eben, wenn sich die Breiten
der Seitenwidnde wie ihre Dicken verhalten!

29. Ubung.

Eine der vollen Lingswinde des Kastens in Ubung 28 wird
durch einen Rahmen nach Abb. 43 ersetzt, dessen grofite Biege-
momente zu ermitteln sind.

Die duBeren Belastungen des Rahmens sind die Kantenkrafte
P, und P, % Wir fiilhren, Abb. 44, den Schnitt m m durch die
Mitte der Kanten I und bringen zwecks Erhaltung des Gleich-
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gewichtes am linken Rahmenteil die Querkrifte @', Q"’, die Langs-
krifte Z', Z" und die Kriftepaare M’, M’ an. Am rechten
Rahmenteil sind die dazu gleichen und entgegengesetzten Krifte
und Momente anzubringen. Kehren wir simtliche am rechten
Rahmenteil tdtigen Krifte und Momente um, Abb. 45, dann muf
sich natiirlich wieder ein Gleichgewichtsfall ergeben.

2 @ v\IMI im

] —

\ .
3 l % : Al
/] \ : |
oy e f B AR |
I S s L=p2 Z- p,/p-—-
A
Abb. 43. Abb. 44.

Klappt man nun den rechten Rahmenteil um m m um, dann
deckt er sich, was Form und duBere Belastung betrifft, mit dem
linken Rahmenteil; da auch Gleichheit beziiglich der an der
Schnittfliche tatigen Krifte und Momente bestehen muB, ergibt
der Vergleich von Abb. 44 und 45

" __ "o__ M
M=M'=0, e ?747 @
' o - Z
7 = 7" = 0. Y /Z/Z — 7’ ‘fl’/z
m

Bringt man diein Abb. 44 || [ ™ ™
dargestellten Rahmenteile ’ i E

durch Drehung in der Rahmen-

|
ebene zur Deckung, dajnn er- -/i, Q" A
kennt man, &hnlich wie vor- ‘ M
hin, —AR2—. Z”Z Bf
' o _ P x
=0 _Q_’f‘ Abb. 25,

Analoges ergibt sich fiir die Mitten der Kanten a: weder
Biegemoment noch Langskraft; Querkraft = —éi.

Das grofite Biegemoment ist offensichtlich das fur alle vier
Ecken dem Betrage nach gleiche Eckenmoment M, :

Me:Q(%—e>—%e=% [Pw (—éﬂ—e)—Ple}.



58 Elastizitdt.

Mit den in Ubung 28 erhaltenen Werten wird

a+1
al

Liegt die neutrale Faser statt innerhalb der Kanten um e
auBerhalb derselben, dann hat das Glied mit e das Zeichen --.

Da wir iiber die Verteilung von P, und P; lings der Kanten
@ und [ nichts aussagen konnen,® bleibt der Verlauf des Abfalles
der Biegemomente von M, in der Ecke auf 0 in Kantenmitte
unbestimmt.

l
M==2 . 5 1—2¢

30. Ubung.

Ein Ring (Abb. 46) ist je Ldngeneinheit seines Umfanges mit ¢
senkrecht zu seiner Ebene belastet und wird durch » gleichméBig
ausgeteilte Stiitzen 8 getragen. Gesucht ist der Verlauf der Biege-
und der Torsionsmomente lings des Ringumfanges, ferner die

Abb. 46.

Bedingungen, unter denen a) das Biegemoment in den Punkten A
bzw. B verschwindet, b) die Biegemomente in 4 und B gleiche
Betrage haben.

Infolge der Symmetrie sind die Stiitzendriicke untereinander
2

gleich und rnn 2 Wir denken uns den Ring symmetrisch zu den

Stiitzen in n gleiche Segmente geteilt, deren Deformation sym-
metrisch zu OS verlaufen wird (Abb. 47). Das ist nur denkbar,
wenn die Querkrifte @p" und Q5" in B’ bzw. B” gleich und gleich-
gerichtet sind: @p' = @p"’. Da anderseits dem auf das Segment
entfallenden Anteil der ganzen Ringbelastung durch den Stiitzen-
widerstand in 8 gerade Gleichgewicht gehalten wird, ist Qp'
+ QB” = 0, somit QB’ = QB” = 0.

1 Aufler, symmetriebedingt, daf3 auf eine halbe Kantenldnge die
halbe Langskraft entfallt.
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In B’ wirke das Moment Mg'. Da sich ja alle Ringsegmente
gleich verhalten, wirkt in B” auf den strichliert gezeichneten
Ringteil ein ebenso dargestelltes Moment in gleicher Gréfle wie
Mg und unter dem gleichen Winkel ¢ gegen den Radius geneigt
wie dieses. Die Reaktion des strichlierten Momentes ist das in B”
auf den Ringteil B’ B wirkende Moment Mp". Das aus Mjp'
und Mp" resultierende Moment mufl aus Symmetriegriinden
| O8 stehen, wodurch sich 6 = 0 ergibt. Mp' = Mp'"' = My
sind somit reine Biegemomente und in B’ und B’’ herrscht keine
Torsion. Das Momentengleichgewicht um eine Achse | OS durch
O erfordert

/n
ZMBsin%—z—rnﬂa+2Sg'rdzp-rcos¢:0,
0
woraus
-
Mp=gq r sinzm/n 1] (1)

An Hand von Abb. 48 ergibt sich das
Biegemoment M}, an der durch ¢ < Z— ge-

kennzeichneten Stelle zu
®
My= Mpcosgp—\|qrdprsing,
0
und mit Gl. (1) zu

M,=q1r (—g —~.”—/n— cos ¢ — 1). (2)

Ahnlich ist das Torsionsmoment

?
M= Mgsing —\ grder (1 — cosg),
0

und mit Gl. (1) Abb. 48,
e zn .
M;=qr (7 sin s1n(p—(p), (3)
Fiir Punkt A wird mit ¢ = z/n
Myy = q7* (i: éﬁ%— 1), ()

Moy =25 (@ —n). (5)
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Nach Gl. (3) verschwindet, auler fiir ¢ = 0, das Torsions-
moment nur, wenn

sing _ 7 sinz/n
o  a  =mwn ’
da ¢ < * und daher *>% > im—n/yi, tritt. dies nur fiir
=n @ YN

r=a

ein.
Laut Gl. (4) wird M, = 0, wenn

g @,
an v’
das erfordert jedenfalls
r <a.
Mp =0 tritt gemaB Gl. (1) ein fir
sinz/n _ @
am r’
was nur fiir
r>a

moglich ist.

Der Vergleich von Gl (1) und Gl. (4) zeigt, daBl Mz und M,
bei gleichem Vorzeichen nicht gleich sein kénnen. Die Bedingung,
daf} die Betrdge von Mp und M,  gleich sind, lautet nach Gl. (1)
und Gl. (4):

@ _mn @ _Tn
r sinn/n ‘ r o tgan’

oder unter Benutzung der trigonometrischen Formeln 1 4 cos & =

& . . [+ &
= 2 cos?2 - und sin x =2 s8in —- cos —-

2 2 2
tgn/2n _ a
m2n 1’

Dies kann nur bei

r<a

bestehen.
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Differenziert man Gl. (3) nach ¢, so erweist sich durch Ver-
gleich mit Gl. (2) bemerkenswerterweise

aM,;

'id“a‘ = Mb'

31. Ubung.

Der Ring nach Ubung 30 (Abb. 49) weise in jedem Segment
eine StoBfuge F auf, welche nur ein beschrinktes Torsionsmoment
+ My iibertragen kann. Wie verdndert dies die Ergebnisse der
Ubung 30?

Setzt man in Gl (3) der Ubung 30 ¢ = gp ein und erweist
sich M, im Betrage kleiner als Mp, dann gelten die Ausfiihrungen
von Ubung 30 unverindert. Im an-
deren Falle ist jedoch eine Symmetrie
der Deformation beziiglich OS nicht
mehr zu erwarten. Daher treten die
Querkrifte Qp' und @p’ auf, wobei
die Beziehung Qg +@p" = 0 giiltig
bleibt, so daB Qp'—= —@z" = + Q3.

Mg und Mg’ sind jetzt keine
reinen Biegemomente mehr, sondern
es herrschen in B’ und B’ die in Ab-
bildung 49 ersichtlich gemachten Biege-
momente Mg, und die Torsions-
momente Mp;. Wenn man Mp durch M p, ersetzt, gilt Gl. (1)
der Ubung 30 unveriindert:

May—qr [

7 sinw/n

—1. (1)

Das Momentengleichgewicht um Achse OS bedingt
2 M g, sin ;wfn = 2 Qp 7 sin 7n

oder
Mp, = Qp-r. (2)

Setzt man Qg mit M p; zusammen, so ergibt das vermoge der
Beziehung Gl. (2) eine Kraft @, die, parallel verschoben, im Ring-
mittelpunkt O wirkt. Sie erzeugt nirgends im Ring ein Biege-
moment, jedoch ein fiir alle Ringquerschnitte gleiches Torsions-
moment QB‘T = MBd-

Somit gilt Gl. (2) der Ubung 30 unveréndert, in Gl. (3) der
Ubung 30 kommt additiv M p; hinzu:
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Mb:q7'2< -

r sinz/n

a

mfn cos ¢ — 1), (3)

My = Mz + g7

r sin @fn

a zn

sin ¢ —<p). 4)

B’ A F

Pr=T/y

Die Grofe von M g, tst dadurch
festgelegt, dafl an der Stelle der
Stoffuge, also fiir ¢ = @p, Mz =
= + Mp sein muf.

Rechnerisch wire also in
Gl (4) M;= Mp und ¢ = gp
zu setzen und aus dieser Glei-
chung und Gl. (4) Mp; zu eli-
minieren. Viel anschaulicher ist
hier die =zeichnerische Darstel-
lung, die einfach auf eine Ver-
schiebung der Abszissenachse
hinauslduft. In Abb. 50 ist nach
Ubung 30 der M -Verlauf fiir

einen Fall n=2, a=157,
QF = % iiber der Abszissenachse

O g aufgetragen. Die maBgebende
parallel verschobene Abszissen-
achse O* p* ist einfach so zu
zeichnen, daB, auf diese bezogen,
fir gy die Kurve die Ordinate
My aufweist.

Fiinfter Teil.
Kurze Ubungen aus verschiedenen Gebieten.

32. Ubung.

Abb. 51 zeigt ein Umlaufriderwerk aus Kettentrieben. Es ist
zeichnerisch die Ubersetzung zwischen dem umlaufenden Steg S
und Rad 3 zu bestimmen, wenn Rad 1 feststeht.

Der Drehpol O, des Rédersatzes 2 mufl, Satz der drei Pole,
auf Mitte Steg liegen. Das Kettenstiick 4 B dreht sich momentan
gegen I um A, anderseits dreht sich Radersatz 2 gegen Ketten-
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stiick ABum B, Als zweiter geometrischer Ort von O, ergibt sich,
wieder nach obigem Satz, die Verlingerung von 4 B und damit O,
selbst. Die gleiche Uberlegung ergibt O,, als momentanen Dreh-
pol von Rad 3 gegen Rédersatz 2. Daher ergibt sich folgende Ge-
schwindigkeitsverteilung fiir die
Zentrale des Getriebes. Steg:
Geschwindigkeit steigh lings
0, II. Ridersatz 2: Geschwin-

Abb. 52.

digkeit steigt lings O, II III. Rad 3: Geschwindigkeit steigt
lings O, I1I. Demgemil ist das Verhaltnis der Winkelgeschwin-
digkeiten w, und w, von Rad 3, bzw. vom Stcg:

| o tgy __ ¢
o

s tgo s’

Man sieht auch, dal beide entgegengesetzt sind.

33. Ubung.

Zwei Punkte eines Korpers werden auf im grofen ganzen
geraden und parallelen Bahnen gefiihrt (die auch zusammenfallen
konnen), Abb. 52. Die Bahnen haben jedoch kleine Uneben-
heiten und es entstehen dadurch dynamische Fiihrungsdriicke.
Die Unebenheiten an der einen Fithrungsstelle sollen die Fithrungs-
driicke an der anderen nicht beeinflussen und umgekehrt, Wie
mufl die Massenverteilung des Koérpers sein? (Anwendung:
Fahrzeuge, Fahrzeug und Stromabnehmer!)

Der gestellten Forderung wird gentigt, wenn sich der Korper
durch je eine Masse in den beiden Fiihrungspunkten dynamisch
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ersetzen laBt. Ersatzmassen und ersetzter Korper miissen bei
ebener Bewegung 1. gleichen Schwerpunkt 8, 2. gleiche Gesamt-
masse m, 3. gleiches Trigheitsmoment um die Schwerachse senk-
recht zur Bewegungsebene haben, also lassen sich folgende
Gleichungen ansetzen:

my 4 — Mp b= 0,
aullerdem mull S auf 4B liegen.

my + mp=m,

my a® - mpb® = m g2

0s bedeutet den Schwerpunkttrigheitsradius. Eliminiert man m4
und mp, dann erhilt man die gesuchte Losung:

ab=p?

34. Ubung.

Ein steifes (unbelastet gerades) Band legt sich um eine kreis-
bogenférmige Unterlage vermoge der Belastung durch eine Einzel-
kraft, deren Lage Abb. 53 zeigt. Welche Pressungen herrschen

zwischen Band und Unterlage?

Im aufliegenden Teil hat das Band
konstante Kriimmung, daher muB in
diesem Teil das Biegemoment des
Bandes unverdnderlich sein, was nur
bei Abwesenheit von Pressungen mog-
‘lich ist. Das konstante Biegemoment

Abb. 53. kommt durch die Wirkung der ge-

gebenen Kraft und einer gleichen und

entgegengesetzten zustande, welche dort von der Unterlage her

auf das Band wirkt, wo die Berithrung der beiden aufhért bzw.

beginnt. Dort ist also die Pressung duflerst groB, iiberall sonst
aber Null! ‘

|/ »
—g'_\para//e/

35. Ubung.

Zwei Maschinen stehen iiber eine Zwischenwelle, welche von
einem Moment M beansprucht wird, gemi8 Abb. 54 (welches
einen Grundri8 darstellt) in Verbindung. Wo liegen die resul-
tierenden Krafte, mit welchen, zusitzlich zum Gewicht, die
Fundamente der beiden Maschinen beansprucht werden? (Radial-
komponenten der Zahndriicke vernachlissigt.)
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Auf Maschine I wirken resultierend der Lagerdruck L; in
Ay und der Zahndruck Z; in Bj, auf Maschine II wirken der
Lagerdruck Ljr in Az und der Zahndruck Z;; in Bj;. Die Re-
aktionen von Z; und Ly und von Zj; und L;; halten einander
an der Zwischenwelle Gleichgewicht. Daher muB die Resul-
tierende der Reaktionen von Z; und L; und jene der Reaktionen
von Zjyr und Lj; durch den Punkt 7" hindurchgehen, woselbst sie
einander tilgen. Daher stehen auch die beiden resultierenden

Abb. 54.

Krifte auf die Fundamente der beiden Maschinen im Verhaltnis
von Aktion und Reaktion und gehen durch 7. Die Gréfle ist
durch

71!47 . :41 BI ]‘{,, AII ‘?II
R, A, T T Ry AT

gegeben. ‘
Ist A; Brl| Asr By, dann besteht die Wirkung in einem
Kriftepaar!

36. Ubung.

Welche Kraftwirkungen auf die beiden im Abstand e von-
einander befindlichen Wellen, welche durch die bekannte OLDHAM-
sche oder Kreuzscheibenkupplung miteinander verbunden sind,
entsteht durch die Massenwirkung der Zwischenscheibe (Masse m)
bei gleichférmigem Umlauf der Wellen? Abb. 55.

AuBer den beiden Wellen dreht sich auch die Zwischenscheibe
gleichférmig, erfordert daher kein Moment um ihren Schwerpunkt

Pawelka, Mechanik. 5
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zu ihrer Bewegung. Dieser durchlduft, wie man in der Abbildung
erkennt, einen Kreis vom Durchmesser e, und zwar gleichférmig
mit der doppelten Winkelgeschwindigkeit o der Wellen. Somit
muB eine durch den Scheibenschwerpunkt und den Kreismittel-

punkt gehende Kraft C=m % RQw)=2mew? seitens der

beiden Wellen auf die Scheibe ausgeiibt werden. Jede Welle
kann nur mit einer senkrecht auf die zugehérige Fiithrungsnut-
richtung stehenden Kraft auf die Scheibe einwirken, wodurch die
Kraftrichtung festliegt. Die Lage der Kraft ist dadurch bestimmt,
daB ihre Reaktion kein Drehmoment auf die Welle ergeben darf,
weil diese gleichférmig umléduft. Daher geht die Kraft durch Mitte
Welle. Die Zerlegung von C in zwei derartige Krifte P; und Py,
welche von den Wellen I bzw. I herstammen, ergibt, wenn der
Winkel ¢ der Abb. 55 die Stellung der Kupplung kennzeichnet,
P;=Csing, Prr=Ccose oder

Pr=2mew?sing| und Pr;r = 2m e w? cos ¢.

Die Reaktionen dieser Krifte sind die gesuchten Kréafte.

37. Ubung.

An einem Punkt P eines ruhenden Korpers, Abb. 56, tritt die
StoBkraft (Impuls) K auf, parallel zu einer der Schwerpunkts-
Haupttragheitsachsen z, y, z des Kérpers. Welche
T Geschwindigkeit wird dem Kérper in P erteilt?
Der Schwerpunkt S des Korpers, Masse m,
1L >y erhilt durch die Stofikraft K eine derartige Ge-
?_-L/( ” schwindigkeit v,, dal die BewegungsgroBe m v,

A ,

1z gleich und gleichgerichtet K ist:

mv,= K. W

Da die StoBkraft um die Haupttrigheits-
achsen  und z Momente hat, entstehen gleich

s J  groBe Drallkomponenten beziiglich dieser:
8 /? Kz=J,0, (2)
Kz=—J, 0, (3)

Es bedeuten darin w, ©, Komponenten der
Winkelgeschwindigkeit, J, J, Haupttrigheits-
momente. Die infolge v,, w,, w, sich ergebende
Geschwindigkeit von P ist:

V=0, +w, T —w,z; 4)

x
Abb. 56.
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darein werden Gl. (1), (2) und
(3) eingesetzt:

K x? 22

m m

Fihrt man die Tréigheits-

z

radien ein, p2= %{ Trubt

D auf Obzw 1

und

0s = %, so erhélt man:

K x]? z ]2
=+l +e])
Es ist beziiglich v so, als

ob in P eine konzentrierte
Masse

m

x \2 z \2
1 il A
e+ ()

vorhanden wire.

m* =

38. Ubung.

Gegeben das Gelenkvier-
eck 0 1 2 3, Abb. 57, bei wel-
chem die Seite ¢ ruht und
Punkt (1 2) eine bekannte Ge-
schwindigkeit » hat. Ohne an
den relativen Geschwindig- Abb. 57.
keitsverhdltnissen der Glieder
gegeneinander etwas zu dndern, werden der Reihe nach statt 0
die Seiten 1, 2, 3 festgehalten. Ermittle auf einfachste Art
zeichnerisch die nunmehr auftretenden Geschwindigkeiten der
Gelenkpunkte.

Man greife jeweils zwei sich deckende Punkte so heraus, daB
der eine dem wurspriinglich rubhenden, der andere dem nachher
ruhenden Glied angehért. Die Geschwindigkeit des zweitgenannten
Punktes bei der ersten Bewegungsart ist leicht zu bestimmen.
Die gleiche und entgegengesetzte Geschwindigkeit ist die relative
des ersten Punktes gegen das nachher rubhende Glied, wird also
nach der kinematischen Umkehrung zu: der absoluten, nach

b*
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welcher gefragt war. ZweckmiBig stellt man v 3o in der Zeichnung
dar, daBl die gedrehte Geschwindigkeit v mit der Linge der zu-
gehorigen Kurbel zusammenfillt. Die gewéhlten Deckpunkte
sind jeweils durch D bezeichnet. Die Ermittlungen geschehen
mittels der gedrehten Geschwindigkeiten: in bekannter Weise.

39. Ubung.

Ein Ring ist auf einem Armstern von » Armen aufgeschrumpft,’
Abb. 58. In welcher Beziehung steht die Summe P aller
Schrumpfkrifte zwischen Ring und Armstern zum grofiten im
Ring auftretenden Biegemoment M max?

Man denke einen Ringsektor herausgeschnitten, wie Abb. 58
andeutet, und bringe die vom Arm herriithrende Schrumpfkraft %

an, sowie in den Schnittstellen Zug-
kriafte und Biegemomente, die von
den weggeschnittenen Ringteilen
herstammen. Querkrifte fehlen aus
Symmetriegriimden. Die Zugkrafte
sind statisch bestimmt:

2Zsin 2= T (1)

Die Momente M werden da-
durch ermittelbar, daB in dem
halben betrachteten Sektor die End-

Abb. 58. tangenten gegeneinander sich nicht

verdrehen, dal also die Fliche der

(abgewickelten) Linie der Biegemomente M, fiir diesen Bereich
verschwinden muf3:

p w
SMbdqrr:S(M——Zr[l——-cosqa])rd(p:
4 0
— LA P in 7| —
=17 |M " Zrn—}—ermnwO.
Das ergibt
. 7T
sm —
n
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daher ist an beliebiger Stelle ¢

T . T
o cosp —sin -
M0: *} Zr

n

und das gréf3te Biegemoment jenes fiir ¢ = % Es betrigt

. T
s —

"z 2)

T
n

T
Mmax = COSz—

Z aus Gl. (1) hier eingesetzt, gibt die gewiinschte Beziehung
(Vorzeichen von M pax unterdriickt):

T
» a
Mmax = *2*;; 1 "'*24 .
tgz
40. Ubung.

Es gibt Vorrichtungen, Abb. 59, bei welchen durch einen
kleinen Motor Massen m in Umlauf gesetzt werden, wobei durch
ihre Fliehkraft Bewegungen entgegen der Kraft P erzeugt wer-

den. Die Nutzarbeit SPds P
dieser Vorrichtungen wird
zum Lésen von Bremsen
usw. verwendet. Welche Ar-
beit muB der Antriebsmotor
an die Vorrichtung abgeben, (
wenn seine Winkelgeschwin- _(t):
digkeit w dabei konstant ist Eng
und von Reibungen abge-

sehen werden kann? M

Um die Fliehgewichte w

umlauflos betrachten zu
konnen, wird ihre Fliehkraft D
F = mrw? sowie ihre nega- @w N i

i w* C=2mw <
tive Corlohskraf; GrunadriB at

C_2mzﬁw Abb. 59.

angebracht. Letztere wirkt hier senkrecht zum jeweiligen Radius;
das Gleichgewicht in dieser Richtung erfordert die Ausiibung eines

Ta

F=mrw

S‘)'~ B

2
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Fithrungsdruckes — C auf das Fliehgewicht; d. h. auf den rein
umlaufenden Teil wirkt als Reaktion C und bedingt, dafl an der
Welle der Antriebsmotor mit dem Moment ¥ = Cr=2m 1‘.% )
dreht. Er gibt daher an die Vorrichtung die Arbeit

<

1 a
Ay=(Mwdt={2maerdr

J

0

3 e
e

ab. Die Integration gibt:
Ay = mo? (1 —r). (1
Ist v die Geschwindigkeit des Fliehgewichtes relativ zum um-

laufenden Teil, wenn der Weg s beendet ist, dann ergibt der Satz
von der lebendigen Kraft:

a 8 a
l"?”i:SFdr—-SPdszwmzdr-—A.
T, 0 ;1,

Ausgefiihrt erhilt man:
—_— 1 2 2 2 1 2
A_.2mw(ra 72 g m V%

und mit Gl. (1):
A= %AM—%mvz

oder

AM=2(A—}—%£);

v ist in der Regel unbedeutend. Also muf der Antriebsmotor die
doppelte Nuszarbeit leisten. Dies wird verstdndlich durch die Tat-
sache, dall die Fliehgewichte wéahrend der Zuriicklegung des
Wegess auf groBeren Radius gelangen und dadurch ihre Um-
laufswucht wéchst.
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