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Vorwort. 
Die Mechanik, allgemein uberhaupt die Theorie, kann und soIl 

dem Konstrukteur eine zuverlassige Hilfe sein. Daruber hinaus 
verdanke ich der Mechanik schon seit der Hochschulzeit viele 
angeregte Stunden. Das nun vorliegende Heft habe ich in der 
Absicht geschrieben, bei den Studierenden Technischer Hoch­
schulen die Liebe zur Mechanik zu fordern und dadurch mittel­
bar die Anwendung der Mechanik bei der Berufsausubung des 
Ingenieurs. 

Den ersten AnstoB zur Erweckung tieferen Interesses an der 
Mechanik geben in der Regel die akademischen Vorlesungen, in 
welchen das schone und zweckmaBige Lehrgebaude dieser Wissen­
schaft vor den Horern errichtet wird. Daneben braucht der 
Studierende aber Beispiele und Ubungen, um sein Wissen in 
Konnen zu verwandeln, und zur Veranschaulichung der Theorie. 
So hoffe ich, daB es Nutzen stiften wird, Aufgaben auf me­
chanischem Gebiet, welche mir a1s Konstrukteur unterkamen, 
gesammelt und hiermit veroffentlicht zu haben. Als Erganzung 
kamen noch einige wenige Ubungen hinzu, die ich mir als solche 
eigens erdacht habe. 

Als Ubungen in der Mechanik fur Studierende Technischer 
Hochschulen kOlmen naturgemaB nur solche dienen, deren Frage­
stellung keine weitausholenden Erklarungen oder Voraussetzung 
weitgehender spezieller technischer Kenntnisse erfordert. In einigen 
Fallen CUbungen 9,20,25) habe ich Aufgabe und Losung, nach­
dem sie mir gestellt, bzw. von mir gefunden wurde, im Schrift­
tum angetroffen. Wahrscheinlich sind in der vorliegenden Samm­
lung auch Aufgaben enthalten, die, ohne daB es mir bekannt ist, 
schon anderweitig behandelt wurden. Es hangt dies mit meiner 
Gepflogenheit zusammen, die ich Studierenden und jungen 
Ingenieuren sehr empfehlen mochte: jedes Problem selbst zu be­
waltigen zu suchen und nicht sogleich in Buchern oder Zeit­
schriften nach der Losung Umschau zu halten. Dieser Rat ver­
tragt sich durchaus mit der "Okonomie der Wissenschaft". 

Was die Zahl der Ubungen betrifft, ist die vorliegende Samm­
lung nur eine geringe Erganzung der schonen und reichen Auf­
gabensammlung von WITTENBAUER und P6SCHL. Den Gang der 
Losungen habe ich aber weit ausfuhrlicher dargestellt, als dies 
dort der Fall ist, und ich hoffe, dadurch manche didaktische Ab­
sicht verwirklicht zu haben. Dem Springer-Verlag danke ich fur 
die Sorgfalt, die er bei der Drucklegung angewendet hat. 

Berlin, im August 1942. 
Erwin Pawelka 
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Erster Teil. 

Statik. 

1. Ubung. 
Ein Differentialgetriebe hat drei um eine gemeinsame Achse 

drehbare Systeme oder Zweige, 1, 2, 3 genannt. Gegeben ist fUr 

den GIeichgewichtsfall das VerhliJtnis ::2 der Drehmomente 

M2 und MI an den Zweigen 2 bzw. 1. Man bestimme daraus ::a 

und -~~ und die Beziehung zwischen den Winkelgeschwindi~-
2 

keiten WI> W 2, Wa der drei Zweige. 

Die Momentengleichung um die gemeinsame Drehachse lautet: 

MI + M2 + Ma = O. (1) 

Division von Gl. (1) durch MI ergibt 1 + -:2 + -:3 = 0, also 
1 1 

r¥=-1-~~·1 
Division von Gl. (1) durch M2 ergibt: :~ + 1 + :~ 0 
und weiterhin 2 2 

I ~~ ~ - I - ~~ -I 
Da Gl. (1) auch beim Vorhandensein von Widerstanden und 
Reibungen innerhalb des Differentialgetriebes gilt, tun dies auch 
die gewonnenen Beziehungen. 

Bekanntlich folgt aus zwei Winkelgeschwindigkeiten am 
Differentialgetriebe die dritte in linearem Zusammenhang, also 
etwa 

(2) 

Wenn keine Widerstande und Reibungen im Getriebe auftreten 
Pawelka, Mechanik. 1 



2 Statik. 

und weil die Wucht des Getriebes bei gleichmaBigem Umlauf 
unveranderlich ist, gilt fiir unseren Fall die Leistungsgleichung 

Mlwl + M 2 w2 + Mawa = O. (3) 

G1. (1) und (2) werden in G1. (3) eingesetzt: 

Ml WI + M2 W 2 - (Ml + M 2) (a 011 + b W 2) = 0 
oder 

WI (Ml -Ml a -M2 a) + W 2 (M2 -M2 b -Ml b) = 0; 

da WI und W 2 voneinander unabhangig, also frei wahlbar sind, 
enordert die allgemeine Giiltigkeit der letzten Gleichung, daB 
ihre Klammerausdriicke verschwinden: 

G1. (3) lautet dann 

oder in anderer Form 

2. Ubung. 
Ein Kran, der sich um den senkrechten Zapfen 0 (reibungs-

los) dreht, iibertrii.gt mittels in seinem drehbaren Teil (reibungslos) 

Abb.l. 

gelagerter Laufrollen die 
VertikaIkrii.£te auf einen 
Laufschienenkranz. Wel-

aches der Krandrehung ent­
gegenwirkende Moment M w 

entsteht durch eine mit Q 
belastete Laufrolle, wenn 
ihre Achse a a infolge un­
genauer Montage um e an 

der Achse des Zapfens 0 vorbeigeht1 (Abb.1.) 
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Es muB ein Gleiten der Rolle auf der Schiene eintreten, denn 
die Teilbewegungen, aus denen sich die Bewegung des Rollen­
punktes, welcher die Schiene beriihrt, zusammensetzt, und die 
von den Drehungen um 0 und a a herriihren, schlieBen einen 
Winkel ein, konnen daher nur eine von Null verschiedene Resul­
tierende geben. Entgegengesetzt diesem Gleiten wirkt von der 
Schiene her die Gleitreibungskraft WQ auf die Rolle. Bei rei­
bungsfreier Lagerung derselben bedingt das Momentengleich­
gewicht der Rolle, daB fl Q II a a ist. Die Krandrehung wird somit 

mit dem Moment I M w = Q fl e I gehemmt. 

3. Ubung. 
Wie sind die Flanken der in Abb.2 gezeichneten Freilauf­

kupplung zu formen, damit die Mitnahmeverhaltnisse von Ab­
weichungen des Rollendurchmessers (und der 
Zusammendriickung der Rollen) unabhangig 
sind? 

Die Rolle beriihrt den AuBenteil in A, 
den Innenring in J. Da keine weiteren Krafte 
an der Rolle wirken, wird sie im Gleichgewicht 
gehalten durch zwei entgegengesetzte und 
gleich groBe Kriifte, deren gemeinsame Wir­
kungslinie mit A J zusammenfallen muB. 

Damit zwischen AuBen- und Innenteil 
Drehmomente iibertragen werden konnen, 
miissen die genannten Krafte beziiglich 0 einen 
Hebelarm haben, d. h. A J muB neben 0 
vorbeigehen. Das bedingt, daB A J mit den 
Beriihrungsnormalen in A sowie in J je den 
Winkel IX einschlieBt. Damit in A und J 
Krafte in . Richtung A J iibertragen werden 
konnen, muB IX kleiner oder hochstens gleich 

Abb.2. 

dem Reibungswinkel sein. Die Mitnahmeverhaltnisse sind somit 
durch IX gekennzeichnet und sollen vom Rollendurchmesser unab­
hangig sein; IX ist klein, ebenso der Winkel t5 zwischen Radius­
vektor r und Kurvennormale n; daher ist laut Abb. 2 

oder 

t5 = Ro~ + IX 
r 

t5 = IX Ro + r 
r (1) 

1* 
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Nach der Lehre von den Polarkoordinaten ist tg 15 = ddr oder, 
r tp 

weil 15 klein ist, sehr angenahert 

dr 15 - ---­
- rdtp· 

Hierin setzen wir G1. (1) ein und erhalten als Differentialgleichung 
der gesuchten Flankenkurve 

dr 
R = (X df{J. 

o+r 
(2) 

Weil dr = d (Ro + rj gesetzt werden kann, ist die Integration 
leicht und gibt mit der Integrationskonstanten 0' 

log nat 0' (Ro + r) = (X f{J, oder mit ~, = 0 

I r = 0 elX<P - Ro.1 (3) 

In der Praxis ersetzt man die Kurve durch ihren Krummungs­
kreis, dessen Radius e bekanntlich ist: 

[r2 + (~~ )T/2 
(! = -----------a:;:-.-d2 . (4) 

r2 + 2 ( dqJ ) - r d ;2 
Aus G1. (3) ergibt sich ~ = 0 (X elX<P und ~~ - = 0 (X2 elX<P oder 

dtp dtp2 ' 

weil nach G1. (3) 0 elX<P = r + Ro ist, :; = (X (r + Ro) und 

dd;2 = (X2 (r + Ro); G1. (4) ergibt damit: 

( 1 + a2 [1 + ~o] 2r/2 
e = T-

1 + 0;2 [1 + ~o] [1 + 2 ~o ] 
Daraus folgt fur die praktisch vorkommenden Falle mit groBer 

Annaherung I e r I· 
4. Ubung. 

Der Doppelkegel nach Abb. 3 soll auf den Linealen lv l2 an 
jeder Stelle im indifferenten Gleichgewicht ruhen konnen. Welche 
Beziehung muB dazu zwischen f{J, 1jJ und 0 herrschen ~ 

Wenn eine Gerade, sich selbst parallel bleibend, einen Kegel, 
dessen Achse ebenfalls parallel bleibt, dauernd beruhrt, erfullt 
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sie eine Tangentialebene des Kegels; der Basiskreis K unseres 
Kegels beriihrt sOInit dauernd die Schnittgerade t der Tangential. 
ebene mit der Ebene des Basiskreises. Abb.3 zeigt den Doppel. 
kegel in der Stellung, in welcher seine. Spitzen 81> 8 2 gerade auf 
den Linealen II und l2 
liegen. Da II der Tan. 

gentialebene des Kegels .. ~d;:~~~~~~lr-:f1t angehOrt, istP ein Punkt ~ 
der Schnittgeraden t, -P, 
welche auBerdem K be· i 
riihren muB und somit I 

I 
I 

leicht gezeichnet werden : 
kann. Es bewegt sich 1 ¥' 
also der Schwerpunkt 8 j', __ _ 
des Doppelkegels auf der 
zu t parallelen Geraden 
8; fiir die Neigung a der 
letzteren ergibt sich an 
Hand von Abb. 3 die Abb.3. 

Beziehung: 
sin (q; + a) = tg tJ tg 1p cos q;. (1) 

Damit der Doppelkegel im Gleichgewicht ist, muB die virtuelle 
Bahn 8 seines Schwerpunktes 8 waagrecht sein, also a = 0; 
damit erhalt man aus Gl. (1): 

(2) 

Je nachdem tg tJ tg If' ~ 1 , will der Doppelkegel auf den Li· 
tg q> 

nealen "bergauf" oder "bergab" rollen. 

5. Ulmng. 
Zwei gegeneinander gefiihrte Korper A und B (Abb. 4) sollen 

y. 

. .4 
, 

vermittels des Korpers 0 in 
Richtung der Fiihrung mit P 
gegeneinander wirken. Welche 
hochste Pressung Pmax: zwi· 
schen A und 0, bzw. B und 0 p 
tritt auf, wenn die Haft· 
reibungszahl daselbst ft be· 
tragt und geradlinige Pres· 

..--
. ~ , 

~ C -L 
---------- ------

b ~ '9' 

, 
Abb.4. 
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sungsverteilung angenommen wird? (Lange der Anordnung 
senkrecht zur Bildebene = 1.) 

Die Kraftiibertragung erfolgt (Abb.5) durch die Krafte 
T, Two T = P + fl P, welche des Gleichgewichtes von C wegen 

gemeinsame Wirkungs­
linie haben miissen. Dar­
aus der Randabstand e 

1<------4---.. .. T von P: 

P b) e = 2 tg e 
oder (1) 

e = ~ fl. 

Abb.5. Ais Resultierende der 
Elementarkriifte p 1 d x 

muB P durch den Schwerpunkt S der von der Linie der Pres­
sungen gebildeten Flache F gehen und die GroBe haben: 

P= IF. (2) 

1st h ;;;; 3 e = 3/2 b fl, dann kann die p-Flache offenbar nur ein 
Dreieck sein, um der Schwerpunktsbedingung zu geniigen. Gl. (2) 
ergibt 

oder 

1 b 
P=l-p ·3--11. 2 max 2 ," 

4 P 
Pmax = 3 Tbft . 

1m Fane h < -} b fl ergibt die Schwerpunktsbedingung 

oder 

h '!- + Pmax - Pm In h~ = h P max + P]Illn 
Pmln 2 2 3 e 2 

Pmax 

Pm1n 

2h- 3e 
3e-h . (3) 

Gl. (2) lautet diesfalls P = 1 h ( Pmax ; P m1n ), und mit Gl. (3) 

wird daraus 

2h-3e 
Pmax = 2 P --1li:J- oder 

I _. 4h-3bfl I I p max - P ~ h2 , \. 

Man beachte, daB das Beispiel die Verhaltnisse bei einer Ver­
bindung von Welle und Nabe durch eine eingelegte Feder 
wiedergibt! 
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Zweiter Teil. 

Kinematik. 

6. Ubung. 
Zwischen zwei Wellen liegen n Zahnradgetriebe mit einer 

Gesamtiibersetzung 0, die sich in die Einzeliibersetzungen 
010 O2 , ••• On aufteilt und deren Ritzel die Teilkreisradien 
rv r2 , ••• rn haben. Infolge del' Zahnspiele Ll10 Ll2' ... LIn del' 
einzelnen Raderpaare kann man bei festgehaltener langsamer 
(schneller) Welle die schnelle (langsame) Welle urn den Winkel 
CPs (CPL) hin und herdrehen. CPs und CPL heiBen die Totgange an del' 
schnellen, bzw. del' langsamen Welle. Wie groB sind sie und in 
welcher Beziehung stehen sie untereinander? 

Wir denken uns die langsame Welle festgehalten und durch 
ein Drehmoment aIle Zahnflanken im entsprechenden Sinn an­
liegend. Wird jetzt das Zahnspiel Ll1 durchlaufen, immer bei 
festgehaltener langsamer Welle, so dreht sich die schnelle Welle 

LI .... .. 
urn den Winkel _1 U2 • U3 ... Un. Wird das Zahnspiel Ll2 durch­

r1 
LI .... .. 

laufen, dann dreht sich die schnelle Welle urn _2 U3 • U4 '" Un. 
r2 

Sind siimtliche Zahnspiele durchlaufen, dann hat sich die schnelle 
Welle urn insgesamt CPs verdreht: 

(1) 

Bei festgehaltener schneller Welle bewirkt das Durchlaufen von 
LI n eine Drehung del' langsamen Welle urn 

Lin 1 LIn 
Un rn . Un-I'" U1 rn' U1 ••• Un 

Ll1 usw., schlieBlich das Durchlaufen von Ll1 die Drehung -­
r 1 U1 ' 

so daB durch Summenbildung del' einzelnen Drehungen folgt: 

Durch Multiplikation von Gl. (2) mit 0 = 01, O2 ••• On folgt 

U CPL = ~ U2 • U3 ••• Un + Ll2 03 U4 ••• Un + ... LIn 
r1 r2 r n 
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und durch Vergleich mit Gl. (1) 

I:: v·1 
Demnach verhalten sich die Totgange an der schnellen und an 
der langsamen Welle wie die Gesamtiibersetzung. 

7. Ubung. 
Bestimme (auf kinematischem Weg), in welcher Richtung sich 

das in Abb. 6 dargestellte Fahrzeug in Bewegung setzt, wenn am 
Ende des Hebels Heine von 
auEen kommende Kraft in 
der eingezeichneten Richtung 
wirkt. 

Damit Bewegung einge­
leitet (Wucht erzeugt, Rei­
bung iiberwunden) wird, 

--"'--t-'''------htT--trH.;!(--- muE positive Arbeit von der 
Kraft am Hebel geleistet wer­
den, deren Angriffspunkt also 
jedesfalls eine Bewegungskom­
ponente in Kraftrichtung 
haben muE. Wie die Fahrzeug­
bewegung mit der Bewegung 
des Hebelpunktes zusammen­
hangt, ist eine rein kinemati­
sche Angelegenheit (solange 
die angetriebene Achse nicht 
gleitet). Der MomentanpolOr 

Oz des angetrie benen Rades ist 
Abb. 6. dessen Aufstandpunkt. Der 

Momentanpol OIlr II der 
Stange III gegeniiber dem Fahrzeuggestell II ist der Schnitt 
der (verlangerten) Richtungen von Kurbelradius und Hebel H. 
Der absolute POIOIlI von 111 muE auf der Senkrechten n zur 
Fahrrichtung durch OIlI II liegen. Der Pol OIlI I von Stange III 
gegen das Rad list der Kurbelzapfen. Nach dem Satz der 
drei Pole muE OIlI auf der Geraden 01 - OIlI r liegen, wodurch in 
deren Schnittpunkt mit n der Punkt OIlr gefunden ist. Da der 
Drehpunkt des Hebels H dessen Momentanpol OH II gegen das 
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Fahrzeuggestell ist, liegt der absolute Pol OB von H auf der 
durch OB II gezogenen Senkrechten n' zur Fahrrichtung. 

Das Gelenk zwischen H und III ist der Pol OB III von H 
gegenIII. Wieder nach dem Satz der dreiPole muE aufOIII-OB III 
der absolute Pol OB von H liegen, ist also der Schnitt der letzt­
genannten Geraden mit n'. Die Kraft am Ende von H bestimmt 
nach dem eingangs Gesagten den Drehsinn von H um den ab­
soluten Pol OB, wodurch wieder der Drehsinn von III um OIII 
und der des Rades I um OI festgelegt ist. Bei der gezeichneten 
Sachlage entspricht dem eine der Kraftrichtung am Hebelende 
entgegengesetzte Fahrzeugbewegung. 

Ginge die Kraft am Hebel z. B. durch den Pol OB (in der 
Abbildung gestrichelt), dann konnte sie keine Arbeit leisten und 
das Fahrzeug iiberhaupt nicht von der Stelle bewegen. 

8. Ubung. 
Abb.7 zeigt eine Gelenkkupplung zur Verbindung zweier 

Wellen, deren Mittel im allgemeinen nicht zusammenfallen 
(Abb. 7 zeigt die Kupplung bei zu-
sammenfallenden Wellenmitteln). Man 
bestimme die Winkelgeschwindigkeit 
der Welle 2 aus der von Welle 1 im 
Verlaufe einer Umdrehung der letzteren, 
wenn die beiden Wellenmittel Mv M'J! 
um die kleine Strecke e gegenseitig 
versetzt sind. 

Die Indizes Z, 1, 2, r bezeichnen 
bzw. die Zwischenscheibe, die Welle 1, 
die Welle 2 und den ruhenden Raum. 
W Z 2 bedeutet dann z. B. die Winkel­
geschwindigkeit des Systems z gegen 
das System 2. 

Aus der Vereinigung von 

Abb.7. 

W2r = Wl T + W 2l und W 2l = W Zl + W 2z = Wzl -Wz 2 

entsteht unter Weglassung des Index r: 

W2 = wl + Wzl -wz 2' (1) 

Um W Zl undwz2 zu bestimmen, betrachte man eine kleine Ver­
schiebung des Zwischenscheibenmittelpunktes M z gegeniiber 
System 1 bzw. 2 um Llzl bzw. LlZ2 (Abb. 8). Aus Symmetrie­
griinden muE die Bahn von M z in der Mittellage dieses Punktes 



10 Kinematik. 

einen Wendepunkt haben, d. h. M z verschiebt sich praktisch 
geradlinig. Die Lenkerachsen schneiden sich im Momentan­
zentrum von z gegen 1 bzw. 2, und es ist 

~ "'l -f---.7"!¢o:.. 

LiZI 
W Z1 = ~-, 

!?r 
LiZ2 (2) W Z2 = -. 

(12 

Laut Abbildung ist sehr an­
nahernd 

~ -1-++-(11-_ ..... r LlZI r LlZ2 
(11 ~z-' e; = -z-' 

daher Gl. (2) ubergeht in 
_ JZ1 L1z1 _ JZ2 L1z2 • 

W Z1 - ~r-Z~' W z 2 - ---;,-Z- , 

1!4;b-=---~----.J in Gl. (1) eingesetzt wird: 

Abb.8. Abb.9. 

Fast genau geht durch jedes der beiden Wellenmittel stets eine 
der Diagonalen dl d2 der Zwischenscheibe, und es ist (Abb. 9): 

und daher 
L1z1 = e cos'l{J, L1z2 = e sin'l{J 

Li ZI = -e "psin'l{J, 

LiZ2 = e "p cos'l{J. 

Damit wird Gl. (3): 
I 2 2' . 

W2 = WI -ry' e 'l{J Slll'l{J COS'l{J, 

e2 • • 
W2 = W1 -ry'l{JS1ll2'l{J. 
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Insofern die Ungleichformigkeit der Ubertragung, wie es die 
Praxis verlangt, klein ist, kann ip = 0)1 gesetzt werden und 'IfJ 
gleich dem Drehwinkel fIJI von Welle 1, so daB schlieBlich wird: 

r:: = 0)1 (1-*sin2 flJl). 
Der Winkelgeschwindigkeit von 1 uberlagert sich eine Sinuslinie 

2 

mit zwei Wellen je Umdrehung und der Amplitude 0)1 :Z . 
9. Ubung. 

Das in Abb. 10 gezeigte Pendelgehiinge wird im Punkt Q 
mit der senkrechten Kraft V belastet. Welche waagrechte Kraft 
H in Q ist zur Herstellung 
der kleinen waagrechten 
A uslenkung von Q im Be­
trage h erforderlich ~ (Geg. : 
a, b, c, ex.) 

Fur kleine Auslenkungen ~ 
kann die Bahn von Q durch -l3:> 

'<::;­
ihren Krummungskreis er-
setzt werden, dessen Radius 
q genannt werde. 

1m Gleichgewichtsfall 
muB die Resultierende aus 
H und V radial zu liegen 
kommen, daher ist laut Ab-

bildung f = ~ oder H = 
V h H· . = _.; 1st som1t propor-
q 

tional h, und wir fuhren die 
einer Federsteifigkeit ana­
loge GroBe C ein: 

H V 
C=T=q· 

v 
Abb.10. 

Nach der bekannten kinematischen Methode denken wir uns aus 
dem gegebenen Krummungsmittelpunkt 0 A der Bahn von A den 
Krummungsmittelpunkt OQ der Bahn von Q gemiW Abb. 10 
konstruiert. P ist der Momentanpol fUr den Korper ABQ, W die 
Polwechselgeschwindigkeit mit ihren Komponenten Wt und W n' 
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VA bzw. V Q die Geschwindigkeit der Punkte A bzw. Q. Laut 
Abb. 10 ist 

W PDQ c/tgrx-q c 
-=--= =---1 
VQ OQQ q qtgrx 

oder 

weiter 

oder 

oder 

POA 

=OA 
A 

W=VA POA =VA(c/tgrx-b}/cosrx 
0AA cos rx a 

W= c-~tgrx V . 
aSlllrx A 

Au.Berdem ist gema.B der Bedeutung des Pols: 

~ PQ PQ . 
VA PA (PQ + a-b}/cosrx und mIt PQ = c/tg IX 

(2) 

(3) 

V - V c cos rx (4) 
Q- A c+(a-b)tgrx· 

Indem man Gl. (3) und (4) in Gl. (2) einsetzt und diese 
Gleichung sodann in Gl. (1), erhiilt man unter Anwendung der 
Beziehung l/cos2 IX = 1 + tg2 IX 

Zur Probe setzen wir einmallX = 0 und lassen andermal P mit Q 
zusammenfallen, was c = 0, b < 0 bedeutet und erhalten 

o = ~ bzw. 0 = 00, was ffu. diese beiden Sonderfalle auch un-
a 

mittelbar folgt. 

Dri tter Teil. 

Kinetik nnd Schwingnngen. 

10. Ubung. 
Eine Kugel (Masse m) lauft (Abb. II) infolge der Anziehung 

durch eine in gro.Ber Entfemung Rs befindliche andere Kugel 
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(Masse M) in einer Kegelschnittbahn. Es ist das Gravitationsfeld 
anzugeben, wie es ein Beobachter auf m feststellen wiirde. (An­
gabe der Aquipotentialflachen.) 

Es handelt sich also um Bestimmung der Relativkrafte, und 
zwar fiir die Masseneinheit und beziiglich des Achsenkreuzes, 
welches in der Kugel m verankert ist. 

Paba = Absolutkraft I 
Prel = Relativkraft Paba = Pf + Pre! 

Pf = Fiihrungskraft . 
oder 

Pre! = Paba - i';. 
P abs setzt sich zusammen aus der 

Anziehungskraft seitens der Kugel M 
und der seitens der Kugel m: 

- - -
Paba = PM + Pm. (2) 

Pf ist die Kraft, welche der Mas­
seneinheit die Beschleunigung des 
Koordinatensystems, also die des 
Schwerpunktes (Mittelpunktes) S von 
m erteilt. Da die Schwerpunkts-
bewegung von m durch die Anziehung 
der in· S vereinigt zu denkenden 
Masse m seitens M erfolgt, ist 
Pf = P'1. (1)'1 Anziehung der Mas­
seneinheit in S seitens .M.) Dies so-

~ 

wie Gl. (2) wird in Gl. (1) eingesetzt: 

Pre! = Pm + (PM -- P'1) . 

M 

Abb.l1. 

(1) 

(3) 

Die Relativkraft ist somit gleich der Anziehung der Massen­
einheit seitens m, vermehrt um den Unterschied der Anziehung 
im Beobachtungspunkt gegeniiber dem Punkt S, und zwar 
seitens M. 

Nach dem NEWTONS chen Gravitationsgesetz (k Gravitations­
konstante) ist 

m 
Pm= k-f , r 

(4) 

. In einem Bereich um S, der gegeniiber Rs klein ist (Abb. ll), hat 
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PM - P~ annahernd die GroBe PM - P~ und ist annahernd 
S y. Weil B::::::; B. + y, ist nach Gl. (4) 

PM -P~ = kM [TR. ~ yr- R~21 
und annahernd (Kurve durch ihre Tangente ersetzt) 

P ps _ 2kM 
M- M--~y· 

• 
Die Kraft PM - P~ hat ein Potential - \ (PM -P~) dy + 
+ Konst. = kR~- y2, die Kraft Pm hat beka;ntlich das Potential 

_k_m + Konst. 'Im Kraftfeld der P re1 ist daher im Hinblick auf 
r 

Gl. (3) das Potential Ure1 = k [~ + :'3 y2J + Konst. oder, da 

die Konstante, als willkurlich, Null geset7t. werden kann: 

Abb.12. 

I Urel = k [~+ -*.3 yiJ (5) 

Die Aquipotentialflachen lassen sich 
nach dieser Gleichung leicht punktweise 
bestimmen. Sie sind naturgemaB Dreh. 
flachen; die Meridianlinie einer solchen 
ist in Abb. 12 gezeichnet. Fur den 
Scheitel A ist y = 0, r = a, und es 
ergibt dies in Gl. (5) eiugesetzt: 

mk 
a=~­Urel . (6) 

Fur den Scheitel B ist y = r = b, und es ergibt dies iu Gl. (5) 
eingesetzt : 

b3 U R.3 b +. Rs3 - 0 
- reI Mk m -]SF - . 

Mit Berucksichtigung von Gl. (6) laBt sich auch schreiben: 

(7) 

b3 - ! -]I B.3 b + M- B} = O. (8) 

Eine der Wurzeln von Gl. (7) bzw. Gl. (8) ergibt die Lage des 
Scheitels B, die beiden anderen bestimmen isolierte Punkte 
der Kurve. 

Anmerkung: Die Oberflache von Flussigkeit auf der Kugel 
wurde eine Aquipotentialflache bilden. Dreht sich die Kugel um 
eine Achse, die durch S geht (und nicht mit B. zusammenfallt !), 
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dann ist die Tiefe der Fliissigkeit iiber einem Punkt der Kugel­
oberflache periodisch veranderlich. In dieser Art erklart unser 
Beispiel in strenger Weise die Erscheinung von Ebbe und Flut. 

11. Ubung. 
Der in Abb. 13 gezeigte Beschleunigungsmesser besteht aus 

dem Hebel 1, der durch die einstellbare und meBbare Kraft F 
der Feder 2 gegen die beiden auf dem Gestell 3 des Apparats 
angebrachten Stiitzen 4 und () ge­
driickt wird; wenn 1 auf 4 und () 
aufliegt, ist ein elektrischer 
Stromkrei.s geschlossen~ Wird 3 
im Pfeilsinne beschleunigt be­
wegt, dann hangt es von Fund 
von der Beschleunigung b ab, 
ob sich 1 von () abhebt oder 
nicht, was mittels eines in den 
Stromkreis geschalteten Mikro­

Abb.13. 

phons beurteilt wird. Wiederholt man den gleichen Bewegungs­
vorgang mehrmals mit verschiedenen Federkraften F, dann laBt 
sich die groBte vorkommende Beschleunigung eingrenzen. 

1. In welchem Zusammenhang stehen untereinander die Ab­
messungen der Anordnung, die Kraft Fund die Beschleunigung bo, 
bei der der Druck zwischen 1 und () eben verschwindet 1 

2. Wie groB ist die EmpfindJichkeit des Gerates, ausgedriickt 

durch das VerhaItnis e = ~lcb-' wobei bI5 die Beschleunigung ist, 

mit der sich 1 von () entfernt, wenn die Beschleunigung b des Ge­
stelles den Wert bo um L1 b iibersteigt 1 

Nach dem Satz Absolutkraft = Fiihrungskraft + Relativkraft 
kommen fiir das Verhalten von 1 gegen 3 (Relativkrafte) die tat-

f 

sachlichen Krafte (Absolutkrafte) ~ t+ 
im Verein mit der im Schwerpunkt Ws \: 
S angreifenden Kraft - b m (ne- ~--f:"""";"""t----.,..-...." 

gative Resultierende der auf die 1 
einzelnen Teile der Hebelmasse m 5 
wirkenden Fiihrungskrafte) in Be­
tracht. 

Es ergibt sich daher, wenn der 
Hebel in relativer Ruhe ist, der 

d 
F 

s -m.o 
Abb.14. 

Auflagerdruck WI) bei () an Hand von Abb.14 aus der 
Momentengleichung um Auflager 4: m b 8 + W 5 d - F· f = 0 
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zu W li 

oder 

PI-mbs . 
d . ; W li Wlrd geradeNull, wennFI-mbo8 = 0, 

(1) 

1m abgehobenen Zustand gilt fiir die Drehung mit der Winkel­
beschleunigung 'Y urn die relativ feste Drehachse durch 4 bei 
einem zugehOrigen· Tragheitsmoment J 4 : J 4 'Y = m b 8 -F I; 
daraus folgt mit bi Ii = 'Y d: 

Es ist b = bo + .1 
Gl. (2) einsetzen: 

b - mbs-PI d 
15 - J, . 

und mit Gl. (1) b = PI + .1, 
ms , 

msd 
b15 = J---;- .1. 

(2) 

was wir in 

Daraus folgt die gesuchte Empfindlichkeit e = b~6 zu e = m~d; 
fiihren wir den Tragheitsradius e4 gemaB J 4 = m e42 ein, so wird 

sd 
e=-2 . 

11, 
(3) 

Das Tragheitsmoment J 8 urn den Schwerpunkt hangt mit J 4 zu­
sammen durch J, = J 8 + m 82, so daB auch gilt: 

d 
s 

e=---J-; 
1+ __ 9 _ 

ms2 

fiihren wir die Definition von J. ein, J 8 = .2)d m·r2, so ergibt sich 

d 
s 

(4) 

Aus Gl. (4) folgt, daB die Empfindlichkeit von den absoluten Ab­
messungeri nicht abhangt. Fiir das richtige Anzeigen des Gerates 
ist die Starrheit auch des Rebels Grundbedingung; Gl. (4) lehrt, 
daB die Masse moglichst. konzentriert in S angeordnet, und im 
iibrigen die Steifigkeit des Rebels mitkleinstem Gewicht erzielt 
werden sollte. 
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12. Ubung. 
Eine zweizylindrige Dampflokomotive nach Abb. 15 mit der 

Masse M z habe die hin- und hergehenden Triebwerkmassen m. 
Die drehenden Massen md sind ausgeglichen und haben das Trag­
heitsmoment J. Die iihrige Masse der Lokomotive sei M. Man 
ermittle den periodischen Verlauf der Geschwindigkeit v der 
leerlaufenden, reibungs- und widerstandslos und mit einem spiel­
freien Triebwerk gedachten Lokomotive (Treibstangenlange (Xl). 

Da keine Arbeitsleistung erfolgt, muE die Wucht L des 
Systems unveranderlich sein. 

Der Kolbenweg relativ zum Rahmen betragt (Abb. 15): 
a) rechte Seite ;1 = r sin (jJv 

b) linke Seite ;2 = - r cos (jJl' 

Die entsprechenden Geschwindig­
keiten sind daher: 

a) il = r cos (jJl' ~1' 
b) &2= rsin(jJl'~I' 

Die absoluten Geschwindigkeiten VI 

bzw. V 2 der hin- und hergehenden 
Massen sind daher: • 

a) VI = V + r ~1 cos (jJl' 

und ihre gesamte Wucht 

Abb.15. 

L im 2 1m 2 I m [( . )2 ( " )2] 
m = 2 2 VI + If 2 vz = 22 v + r (jJl COS(jJl + V + r (jJl sm (jJl 

oder ausgefiihrt 

Lm=+r; [2v2+(r~1)2+2V2V(r~1)Cos((jJC-:)], (1) 
Wir nennen 

(2) 

es ist der Winkel, den die Symmetrale der beiden Kurbeln mit 
der Vertikalen bildet; reines Rollen der Rader vora usgesetzt, ist 

• V 
(jJl = R' (3) 

Gl. (2) und (3) setzen wir in Gl. (1) ein: 

Lm = + r; v2 [2 + ( ~ r + 2 V2 ( ~ ) cos (jJ] . (4) 

Pawelka, Mechanik. 2 
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Die Radsatze haben die Drehwucht + J Cp12 und eine Wucht der 

Schwerpunktsbewegung von ~ mr v2, somit insgesamt 

somit wegen Gl. (3) 

L - 1 (J. 2 2) ma - 2 CPl + ma v , 

Lma = ~ v2 [ma + i2]' (5) 

Die noch verbleibende Lokomotivmasse M hat die Wucht 

L - 1 M 2 M- 2 v. (6) 

Die Addition von Gl. (4), (5) und (6) ergibt die Gesamtwucht L 
des Systems: 

L = ~ v2 [m + ma + M + -~+ R~ r2 + V2 m ~ cos cp]. 

Hierin ist m + ma + M = M l ; auBerdem setzen wir 

J + m r2 
2 

Mz+~~~ R2 (7) 

.1lIr kann man die konstante reduzierte Lokomotivmasse nennen; 
es ist also 

L = ~ v2 (Mr + V2 m -i- cos cp) . (8) 

Die Geschwindigkeit der Lokomotive fur cos cP = 0, also fUr 
n 3 n 5 n . foo d' Z" d cP = 2' 2' 2'" - nennen Wlr Vo; ur lese ustan e 

lautet Gl. (8): L = } v~ Mr. Wegen des unveranderlichen List 

~ v2 (Mr + V2 m ~ cos cp) = ! V02 jlr 

und daraus folgt: 

v = ====v=o==== VI + V2 ;;r ~ cosrp 

cP soll durch den Weg s der Lokomotive ausgedruckt, also cp = ~ 
eingesetzt werden. Dann wird: 

Vo 
v=~==== __ . V f-m r 8 

1 + t 2 ---.--cos­
Mr R R 

(9) 
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Falls, wie tatsachlich, V:f .:; ~ cos t:p klein gegen list, ist an-
T 

genahert 

I ( . V2 m r 8) I v=vc I-TM;Rcos]i' 

Zur Ermittlung des Zeit-Weg-Zusammenhanges wird m Gl. (9) 
d8 

v = lIt gesetzt: 

V1+V2 ;;;r ~ c~~f ds = Vo dt. 

K d W I d k ""h t I + V2 m r 8 ann er urze aus ruc angena er 2 M . R cos R 
r 

gesetzt werden, so wird nach Integration 

V2-m .8 
s + -2 M-' r sm R = Vo t + C. 

r 

LaBt man t = 0 mit s = 0 zusammenfallen, dann verschwindet C 
und es bleibt 

I V2 m . 8 I s -Vo t = --2M; r sm IF' 

Man sieht: Vo t ware der Weg, der unter dem EinfluB der konstanten 
Geschwindigkeit Vo zuriickgelegt wiirde. Ihm iiberlagert sich ein 

periodisch veranderlicher Zusatzweg, dessen Amplitude V22. ;; . r 
betragt. r 

13. Ubung. 
Bei der in Abb. 16 gezeichneten Luftpumpe wird der Mittel­

punkt M des Verdrangers V durch den Kurbelzapfen K auf 
einem Kreis im Gehause G herumgefiihrt, wahrend die Achse aa 
der mit V starr verbundenen Zunge Z stets durch den Punkt A 
geht. 

Zu ermitteln ist: 
a) der Druck zwischen Fiihrung und Zunge in A; 
b) das Biegemoment in der Zungenwurzel W, beide hervor­

gerufen durch die Tragheitswirkung des Verdrangers (Sch werpunkt 
von Verdranger samt Zunge in M, Ermittlung in der Umgebung 
der Stellen, in welchen die gesuchten Gr6Ben ihr Maximum haben; 
dlr verhaltnismaBig groB, etwa 5). 

Die Schwerpunktsbewegung von Verdranger samt Zunge ist 
der gleichfOrmige Umlauf auf dem Kurbelkreis; die sie erzwingende 

2· 
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Kraft (Zentripetalkraft) wirkt unmittelbar vom Kurbelzapfen her. 
Der Druck P in A hat daher nur das Moment 9R zu liefern, welches 
die Drehung von V + Z um den Schwerpunkt bewirkt, wobei mit 
der Winkelbeschleunigung y und dem Schwerpunktstragheits­
moment J von Verdranger samt Zunge ist: 

9R=J.y. (1) 

Die Massenwirkungen sind offenbar am groBten in der Umgebung 
der Lage, bei welcher aa den Kurbelkreis tangiert (Abb. 17). 
Dieser Lage liegt unser Achsenkreuz zugrunde. 

Abb.16. 

. d2~ Y 
Well y = ([iF und "p = X' schreibt sich Gl. (1): 

9R=J d2(~) = ~[(d2Y _ ~JL)_2_~i (!!JL-~~JL)l 
dt2 x dt2 dt2 x x dt dt x . 

Man entnimmt der Abb. 17 

x = l + r sin p, 1 
y = r (1 - cos p), J 

Gl. (2) differenziert gibt: 

dx dq; dy . dq; 
dt = rcosp liT' -dt- = rsm p de' 

(2) 

Da ~ ~ = w die Winkelgeschwindigkeit w der Kurbeldrehung ist, 

gilt 
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~;=rwcosrp'l 
dy . at = rw smrp. 

(3 ) 

Gl. (3) differenziert gibt: 

d
2 

X 2' f ([i2~- = - r w sm rp, 

d 2 y 
.. £t2 - = r w2 COS rp. 

( 4) 

Gl. (2), (3) und (4) werden in die letzterhaltene Gleichung fUr we 
eingesetzt : 

J ~"- w 2 

we = l [cos rp + 1- sin rp ( 1- cos rp) + (T r (1 - cos rp)2] . 
. ( 1 + ; sin qJ r 

In der eckigen Klammer tretenzweites und drittes Glied fur den 
Bereich von rp zwischen etwa ± 40° gegen das erste Glied vollig 
zuruck, so daB angenahert gilt: 

9.R=J~w2 COSqJ (5) 

l ( 1 + T sin qJ r 
Der gesuchte Druck P der Fuhrung gegen die Zunge hat in unserem 

Bereich sehr angenahert den Hebelarm l + r sin rp = l (1 + ySin rp) 

bezuglich M, so daB 9.R = P l (1 + T sin rp) und daraus mit 

Gl. (5) wird: 

(6) 

Der GroBtwert von P tritt offen bar fur rp = 0 ein und ist 

I P max = J V w2 '1 (7) 

Das Biegemoment an der Wurzel der Zunge ist 9.Rb = P (l + 
+ r sin rp - R) = we - R P und mit Gl. (5) und (6) 

( r, R) COsrp 1+-S111qJ--
web = J ; w2 -~- l 4 l , 

(1 + ; sinqJ) 
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14. Ubung. 
Welche Massenwirkungen ruft die in Abb. 18 gezeichnete 

Taumelscheibe hervor, wenn die Kurbelwelle mit der Winkel­
geschwindigkeit W K und der Winkelbeschleunigung Y K umlauft 1 

Damit jeder Taumelscheibenpunkt nach jedem Umlauf der 
Kurbelwelle wieder an seinen Platz zuriickkehrt, muB das Kegel­
raderpaar die Ubersetzung 1: 1 haben. Daher halbiert die 

Abb.18. 

Teilkegelerzeugende e', 
e" den Winkel 180 - eX. 

Nun ist e', e" die Mo­
mentanachse der ab­
soluten Taumelschei­
benbewegung, und die 
Winkelgeschwindigkeit 
W urn e', e" folgt aus 
der Zusammensetzung 
VOn wKmit der um 
die Kurbelzapfenachse 
mit Wr erfolgenden 
Relativdrehung der 
Scheibe gegen die 
Kurbelwelle. Es ergibt 
sich aus der Abbil­
dung Wr = wK und 

W = 2 wK sin ~-. (1) 

Wir legen ein Achsenkreuz x y so in die gemeinsame Ebene VOn 
Kurbelwellen- und Kurbelzapfenachse, daB die y-Achse mit 
letzterer zusammenfallt und zerlegen W in Will und W y • Unter 
der Voraussetzung, daB das Tragheitsellipsoid der Scheibe ein 
Drehellipsoid um die y-Achse ist, fant der Drall e der Scheibe 
stets mit x y-Ebene zusammen und hat die Komponenten 

(2) 

e y = Wy J y. (3) 

Darin sind Jill und J 11 die Tragheitsmomente der Scheibe urn x 

bzw. y. Laut Abbildung ist Will = W cos ;, Wy = W sin ; ; und 

mit GI. (1): Will = wK sin eX, Wy = wK (1 - cos eX); hiermit ver­
andern sich die Gl. (2) und (3) in: 
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ex = JXwK sin ex, 

ey = J y wK (1 - cos ex). 

23 

( 4) 

(5) 

Nun legen wir noch das in Abb. 19 gezeigte ;, 1]-Achsenkreuz 
und erhalten die darauf bezogenen Drallkomponenten zu 

e~ = ex cos ex + ey sin ex, 

e'1 = ey cos ex -ex sin ex 

und mit Gl. (4) und (5) 

£l (J' J y - J x • 2 ) &~ = wK y sm ex - 2 sm ex , 

e1J=WK X 

(J J y - J x 2 J y + J x ') y cos ex - 2 cos ex - ---2-- . 

dWK 
Durch Ableiten, wobei dt - _ Y K' folgen 

die Komponenten der Drallanderungen je 
Zeiteinheit in der ;-1]-Ebene zu 

de~ 
-dt= YK X 

, 
, 

S, : 
I i 
I SOH .. : 
k~fI=-~{ljKd~s 

{ljKdt 
GrondrilJ 

(7) 

Nun dreht sich die ;-1]-Ebene und der in ihr liegende Drall­
vektor emit W K; infolgedessen entsteht senkrecht dazu, in 
der C-Richtung, eine absolute zeitbezogene Drallanderung von 
der GroBe 

wK' e~ = WK2 [J y sin ex _J..y 2 J x_ sin 2 ex], 

wahrend durch d d~~ und d ~'1 schon die absoluten Drallanderungen 

je Zeiteinheit in den Richtungen ; bzw. 1] gegeben sind. 

Die Krafte, welche die Bewegung bewirken, haben ein Moment, 
welches der absoluten Drallanderung je Zeiteinheit gleich ist. 
Als Reaktionen dazu haben die Massenwirkungen ein Moment Mm 
mit den Komponenten: 
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~- [J' J'II - J IIJ • 2 ] 1I!1e=-Yx 'IIsm~-· 2 sm~, 

u-71l [J J'II-JIIJ 2 J'II + JIIJ) JJIl.'1 =-Yx lICOS~- 2 cos ~- 2 ' 

MC=-w2 [JlISin~- J'II-;JIIJ Sin2~I. 

Da man den Schwerpunkt der Scheibe in das Zentrum unseres 
Koordinatensystems legen wird, er somit dauernd ruht und daher 
keine resultierende Massenwirkungskraft besteht, riihrt Mm von 
einem reinen Kraftepaar her. Bei gleichlormigem Umlauf, 
Yx = 0, bleibt nur Mm = M, ubrig, M~ und M'1 verschwinden. 

15. Ubung. 
Abb.20 zeigt den Antrieb eines Radsatzes durch einen elek­

trischen Motor mittels eines Wurmgetriebes mit der Ubersetzung ii. 
Das Getriebegehause, mit dem auch der Motorstander starr ver­
bunden ist, ist auf der Radachse gelagert und bei A federnd am 
Fahrzeugrahmen aufgehangt .. Durch Gleisunebenheiten bewege 

o 

Abb.20. 

sich der Radsatz mit der groBen Beschleunigung b nach aufwarts, 
wobei er aber vollig gleichniaBig weiter rotieren moge. 

Welcher vertikale Druck der Schienen auf die Rader entsteht 
durch die Tragheitswirkungen des Antriebes 1 

Um welchen Punkt dreht sich das Antriebsgehause 1 
Welches Drehmoment an der Achse ist notig, um die gleich­

maBige Rotation des Radsatzes au£rechtzuerhalten 1 
(Bei der Bewegung des Punktes A entstehen zusatzliche 
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Kriifte infolge der Deformation der Aufhangefedern. Abgesehen 
davon, daB diese Verformungen und daher auch die zusatzlichen 
Kriifte zu Bewegungsbeginn Null sind, sind letztere im Vergleich 
mit den Tragheitskraften bei groBen, kurz andauerndenWerten 
von b, die vor allem interessieren, vernachlassigbar.) 

Statt einer gleichformigen Drehung des Radsatzes konnen 
wir dynamisch gleichwertig der Untersuchung zugrunde legen, daB 
er sich dauernd nicht drehen moge. 

Wir wenden auf die Drehung des Antriebsatzes um die Rad­
achse den Satz von Arbeit und Wucht an, miissen jedoch, da unser 
Bezugsystem mit b nach oben beschleunigt bewegt wird, an jedem 
Massenteilchen dm die Kraft b· dm nach unten (negative Fuhrungs­
kraft) anbringen, was als Resultierende die im Schwerpunkt S 
der Gesamtmasse M angreifende Kraft M ·b, nach unten gerichtet, 
ergibt. 

Man sieht, Abb. 20, daB M· b den Antrieb entgegen dem Uhr­
zeiger drehen will; wir nennen q; den bezuglichen Drehwinkel, 
wahrend 1p der Drehwinkel des Laufers in seinen Lagern sei. 

Die Wucht La des Gehauses ist LG = ~ J a' lp2. Darin ist J G 

das Tragheitsmoment des Gehauses um die Radsatzachse. 
Die Wucht La des Laufers ist, falls er dynamisch symmetrisch 

bezuglich seiner Lagerachse ist, 

LL = ~ Ji lp2 + ~ i ~2 + ~ ML (aL lp)2 = 

= ~ (Ji + ML aL2) lp2 + ~ i ~2. 
Darin ist Ji das Tragheitsmoment des Laufers um seine zur Rad­
achse parallele Schwerpunktachse. i das Tragheitsmoment des 
Laufers um die Achse seiner Lagerung, M L die Laufermasse. 

Da (S'rEINERScher Satz) Ji + MLaL2 = JL, wobei Ji das 
Tragheitsmoment des Laufers um die Radachse ist, gilt 

L - 1 J . '2 + 1 . '2 L-"2 L.q;2" ~ 1p 

und fUr die Gesamtwucht 

L = LG + LL = -} (J G + h) lp2 + ~ i ~2. (1) 

J G + J L = Jist das Tragheitsmoment des gesamten Antriebes 
(ohne Radsatz) um die Radsatzachse. Dreht sich das Gehause 
mit der Winkelgeschwindigkeit lp um die Radachse, dann ist, 
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wenn der Radsatz sich nicht dreht, die Winkelgeschwindigkeit 'If 
des Laufers in seinen Lagern ip = ii ~. 

Somit wird aus G1. (1) L = + (J + ii2 i) ~2 und die elemen­

tare Anderung der Wucht 

dL = (J + ii2 i) ~ d ~. (2) 

Arbeit Ieistet lediglich die Kraft M ·b, und zwar wird bei einer 
Elementardrehung des Gehauses urn dcp 

dA = M-b-xsdcp. (3) 

GemaB der grundlegenden Beziehung dL = dA foIgt aus G1. (2) 
und (3) (J + ii2 i) ~d~= M-b-xs·dcp. 

F --h t . drp - h·-It ·1 d?p •• urman cp = 7ft em, so er a man, WeI dt- = cp, 

•• Mxs b 
cp = J + u2 i· ( 4) 

Der Schwerpunkt S hat gegen den Radsatz die Beschleunigung 
~ xs nach unten, daher ist seine absolute Beschleunigung 
bs = b - ~ xs nach oben und ist mit G1. (4) 

b = b J - M x? + u2 i (5) 
s J+u2i· 

Die Kraft P, welche die Beschleunigung bs an der Masse M 
hervorruft, geht von der Schiene aus und hat die GroBe P = M bs, 

somit mit G1. (5) 

(6) 

Darnach kann man die "scheinbare Masse" unseres Antriebes ein­
fiihren als die GroBe 

(7) 

Sie ist stets kleiner als die wirkliche Masse M, nahert sich ihr aber 
bei groBen Ubersetzungen. Vom Stillstand an gerechnet hat ver-

moge b das System die Geschwindigkeit v = 1 b dt und dreht sich 

vermoge ~ mit der Winkelgeschwindigkeit ~ = I ~ dt, wobei 
wegen G1. (4) ist 

• Mxs 
cp = J + u2i v. (8) 
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(Streng gilt das allerdings nur, solange x. als unveranderlich an­
gesehen werden kann.) 

Der Momentanpol 0 des Antriebsgehauses liegt auf einer 
Parallelen zur Schiene durch die Radachse. Die Entfernung e 
von dieser ergibt sich daraus, daB in 0 v und die vermoge fp er­
langte Gesch windigkeit e fp sich tilgen: v = e fp; mit Gl. (8) wird 

- MX8 d 
v - e J + ii,2 i v 0 er 

(9) 

Bei groBem u wird e sehr groB; der Antrieb verschiebt sich fast 
parallel zu sich selbst. 

Das Drehmoment ~L um die Achse des Laufers ist ~L = i :,p 
(unter der gleichen Voraussetzung dynamischer Symmetrie wie 
oben) und wird durch die Flankenkraft am Wurm ausgeiibt, deren 
Reaktion auf den Radsatz um dessen Achse ein Moment 
.~ = ~LU = i u:,p ergibt. 

Andere Krafte, welche ebenso momentbildend auf den Radsatz 
wirken, bestehen nicht, Daher ist das Moment, welches die gleich­
£6rmige Drehung des Radsatz~s aufrecht erhalt, gleich (und ent­
gegengesetzt) ~. In der letzten Gleichung setzen wir :,p = u ~ 
entsprechend ip = u fp und driicken ~ gemiiB Gl. (4) aus; man 
erhalt: 

iii,2 
9R = J + i ii,2 M X. b. 

16. Ubung. 
Berechne die Massenwirkung eines Kardangelenkstiickes, 

wenn die eine der durch das Kardangelenk gekuppelten Wellen 
gleichformig umlauft. (Fur kleine Ablenkungswinkel der Wellen!) 

In der gemeinsamen Ebene der Wellen I und II liegt der 
gegebene Schnittwinkel c der Wellen. Mit dieser Ebene bildet 
die durch I und BB gelegte Ebene den Winkel IX und die durch II 
und AA gelegte Ebene den Winkel p. Dia Ebene durch I und BB 
und die durch II und AA" stehen aufeinander senkrecht und 
schneiden sich in der Geraden 0 z, die auf der Ebene ABAB 
senkrecht steht. I, II und 0 z bilden ein bei 0 z rechtwinkeliges 
Dreikant, dem das in Abb.21 eingetragene rechtwinkelige 
spharische Dreick abc entspricht. Die absolute Bewegung des 
Gelenkstiickes besteht aus der Drehung der Welle I mit der 
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Winkelgeschwindigkeit W = ~: und der Drehung des Gelenk­

stiickes gegen Welle I urn die Achse AA mit der Winkelgeschwin-
d· k . db 19 eIt WA = ([t. 

Wir setzen voraus, der Schwerpunkt des Gelenkstiickes falle 
nach 0, ruhe daher dauernd, womit die Massenwirkung des Ge-

lenkes zu einem reinen 
Kraftepaar wird, des-

t sen Komponenten Mr;, 

M";, M';' beziiglich der 
Richtungen 0 x AA, 
Oy BB und Oz 
nach den EULERschen 
Gleichungen berechnet 

X werden sollen. 0 x, 
Abb.21. 0 y, Oz sind wohl 

stets \ Haupttragheits­
achsen des Gelenkstiickes, beziiglich welcher die TragheiLs­
momente J "" J Y' J z heiBen. 

Die Winkelgeschwindigkeitskomponenten w"" W Y' W z ergeben 
sich laut Abb. 21 zu 

Wx = W A = -~-~- , I 
Wy = w sinb, 

W. = w COS b, 

und ihre Ableitungen nach der Zeit daraus zu 

dw x _ d2 b 1 
dt-(J[2' 

_dwY=wcosb~ ) 
dt dt ' 

dwz . b db 
dt = -w SIll Tt-· 

N ach EULER ist 

-Mr;= J x dd~x + (Jz-Jy)WZWy, 

-M~= J y dd~!J + (Jx-Jz) wxwz, 

-Mr;=Jz dd~z + (Jy-Jx)wyw x· 

(1) 

(2) 

(3) 



Kinetik 1llld Schwing1lllgen. 29 

Bei praktischen Ausfiihrungen ist wohl stets J x = J II' wofiir wir 
die gemeinsame Bezeichnung J XII einfiihren. 

Unter Einsetzen von G1. (1) und (2) wird dann G1. (3): 

Mr,: = -J XII ::~ - (J. -J X1I) w2 sin b cos b, 1 

M'(J=(Jz-2JxII)wcosb~~-, ~ (4) 

m . db I 
M z = Jzwsmb lit · J 

Fiir das spharische Dreieck abc gilt 

tg b = tg C'cos ex, (5) 

woraus durch Ableiten nach t mit ~;- = w folgt: 

db 2 b . lit = - cos sm ex w tg c. (6) 

Die Ableitung von G1. (5) nach t ergibt unter Verwendung von 
G1. (6) 

~2t~ = -w2 tgccos2 b [cosex-2tgcsinbcosbsin2 ex]. (7) 

Es miissen nun in G1. (4) beriicksichtigt werden G1. (5), (6) und (7). 
Ubersichtliche Ergebnisse sind nur zu erlangen durch An­

naherungen, welche im Hinblick, daB b hochstens c gleich werden 
kann, und wenn dieser Winkel 15° nicht ubersteigt, zulassig sind. 
Wir setzen tg,....." c, sin b ,....." tg b, cos b ,....." 1, cos2 b ,....." 1. Damit 

schreibt sich G1. (7) ~2t~ = -w2 C cos ex [1-2 c2 sin2 ex] und 

man kann daher naherungsweise schreiben 

(7 a) 

Es wird dann 

(4 a) 

Wir setzen Mr,: und M;: zu einem Moment Mr,:y, dessen 
Achse in die xy-Ebene falIt, zusammen (Abb. 22). 

Seine GroBe ist 
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und mit G1. (4 a) 

M~y= w2 C (2 J "'Y -Jz). (8) 

Der Winkel (x M~x) zwischen x-Achse und M~y folgt aus 

(' m) w: ( m) tg xMXY = -- = tg ex zu xMxy = ex; gegeniiber dem 
~ 

Kardangelenkstiick lauft somit 
M~y mit der Winkelgeschwin­
digkeit der Welle I urn, gegen­
iiber dem ruhenden Raum dop­
pelt so schnell. 

y 
Abb.22. Abb.23. 

Wir formen den Ausdruck (2 J "'Y - J z) in G1. (8) urn: 

z 

2 J",y-Jz =I2dm (y2 + Z2) -Idm (X2 + y2) = 2Idmz2 + 
+ 2.~dm y2 - Idm x2 = 2Idmz2 + Idm (y2 + Z2) ~ 

-Idm (X2 + Z2) = 2Idmz2 + J", -JI/' 

Wir haben J", = J y angenommen, 2.~ dm Z2 nennen wir das 
planare Tragheitsmoment ~y beziiglich der xy-Ebene, somit ist 
2J"'I/-Jz = 2J~y und G1. (8) wird damit 

(9) 

Nach dem Bisherigen ist die in Abb. 23 gezeigte einfache und 
iibersiohtliche Darstellung des Momentes Mm der Massenwir-
kungen, welches aus M~y und JYf': resultiert, verstandlich. 
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17. Ubung. 

Die Geschwindigkeitsregelung einer Kraftmaschine habe 
folgende Einrichtung: 

Das die Geschwindigkeit der Kraftmaschine anzeigende Flieh­
kraftpendel veranlaBt bei Abweichung der Winkelgeschwindig­
keit w nach unten bzw. oben iiber einen Servomotor eine der Zeit 
proportionale Steigerung bzw. ErmiiBigung des Kraftmaschinen­
drehmomentes M, so daB M = Mo + e t. 

Die Einrichtung solI jedoch mit zwei verschiedenen Regulier­
geschwindigkeiten e arbeiten; mit dem groBeren Betrag cf

, so­
lange bei wachsendem M die Winkelgeschwindigkeit sinkt oder 
bei sinkendem M die Winkelgeschwindigkeit wachst, in den 
anderen Fallen mit dem kleineren Betrag eff (dies kommt so zu­
stande, daB sowohl die Bewegungsumkehr der Muffe des Flieh­
kraftpendels als auch die des Servomotors einen Wechsel in den 
Reguliergeschwindigkeiten bewirkt). Man untersuche den Regel­
vorgang beziiglich der groBten Abweichung der Winkelgeschwin­
digkeit als auch beziiglich Schwingungen. 

Wahrend eines Reguliervorganges wirken auf das System 
Kraftmaschine + angetriebene Maschine (Tragheitsmoment J) 
das Drehmoment M = Mo + e t der Kraftmaschine und das 
Widerstandsdrehmoment W der angetriebenen Maschine, daher 
die Bewegungsgleichung lautet: 

dw 
J (it = Mo + e t - W = (Mo - W) + e t. 

Ihr Integral ist . 

w + C = ~ [(Mo - W) t + ~ t2], 

oder anders geschrieben mit einer Konstanten C f 

w + Cf = -2cf [t + -~c W]2. 
Diese Gleichung stellt Parabeln dar, deren Scheitel die 

Koordinaten - C f , - Mo - W haben, deren Gestalt jedoch unab­
c 

hangig davon durch 2cJ definiert ist. Auf ein Achsenkreuz mit 

dem Ursprung im Parabelscheitel bezogen, hat man einfach 

(1) 

Natiirlich ist e ~ 0, je nachdem, ob die Regulierung die Kraft-
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maschinenfUllung gerade vermehrt oder vermindert. Der ganze 
Regelvorgang setzt sich im t-w-Bild aus lauter Parabelstucken 
zusammen (Abb.24). Diese gehen ohne Knick ineinander uber, 

denn die Kurvensteigung ~ ~ ist gleich der Winkelbeschleuni-

t l t! 
t tz 

gungy, und solange.sich 
die Momente stetig" an­
dern, tut dies auch 
letztere. Ausgangspunkt 
ist der Beharrungszu­
stand mit Wo Mo und 
Wo = Mo. Nun trete 
eine plOtzliche Ent­
lastung der angetrie-
benen Maschine urn L1 W 

(; ein; dem entspricht eine 
-'-d"f--------------- Winkelbeschleunigung 

LI W D' . d Y =~. Iestmgen e 
Abb.24. 

Reglermuffe lOst die Reguliergeschwindigkeit - c' aus; es be­
ginnt ein entsprechender Parabelbogen mit der Anfangssteigung 

dw L1 W 
de = Y = ----y- . 

Es folgt aus G1. (1) 
dw c 
dT= J t. (2) 

Setzt man ~ ~ = L1 JW und e = - e' in G1. (2) ein, so erhalt man 

t = -~-r-. Der Parabelscheitel 8 1 ist also nach dieser Zeit, 
c 

wir nennen sie t1', erreicht. 

t'- JW 
1 - e' . (3) 

Die Steigerung L1 WI der Winkelgeschwindigkeit wahrend t1' ergibt 
sich durch Einsetzen von t = - t1' in Gl. (1) mit e = c' zu 

(4) 

Ab 8 1 erfolgt die Regelung weiter mit - err bis zur Linie woo 
Hier schaltet das Fliehkraftpendel die Reguliergeschwindigkeit 
+ e' ein bis zum Parabelscheitel 8 2, ab hier herrscht + e" bis 
zur Linie Wo usw. 

L1W1 nach G1. (1), ausgedruckt durch -t/ und -e', sodann 
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Of e" 
durch t1" und - e" und gleichgesetzt, liefert 2 J t1'2 = 2 J t1"2 

und daraus folgt verallgemeinert 

(5) 

Die Tangentenneigung in 1, ausgedriickt nach G1. (2) durch 
-e" und t1", sodann durch e' und -t2', ergibt 

" , 
-e " e ( ') J-- t1 = J- - t2 

und daraus folgt verallgemeinert 

ta' ta' e" 
t['=V="'C" 

Die Multiplikation von G1. (5) und (6) liefert 

(6) 

(7) 

Nun driicken wir nach G1. (1) L1co1 durch -e" und t1" sowie 
L1 CO2 durch e' und - t2' aus und dividieren: 

a 2, Ll w e' (t')2 
Ll W l = -e" t[' , 

daraus folgt (Vorzeichen unterdriickt) mit G1. (6) und verall­
gemeinert 

e" 
(8) ... c' . 

Mit G1. (5) wird 

tl = t1' + t1" = t1' (1 + V:~i-)' 

t2 = t2' + t2" = t2' (1 + V-3~ ), 
und 

t2 t 2' 

t; = 7(' 

Mit G1. (7) und verallgemeinert ;wird 

:: = !: = .. ' V:'' . (9) 

SchlieBlich bestimmt sich noch t1 = tl' (1 + V/;',-) mit G1. (3) zu: 

t1 = Lle~ (1 + V ;', ). (10) 

Pawelka, Mechanik, 3 
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Das Ergebnis zusammengefaBt, lautet: 
Der Reguliervorgang vollzieht sich in gedampften Schwin­

gungen. Die groBte Amplitude der Winkelgeschwindigkeits-

abweichung ist die er~te, und zwar L1 WI = ~ ;:~ . Die Amplituden 

folgen laut Gl. (8) einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten «'. 
e 

Die langste Schwingungshalbperiode ist die erste, und zwar 

tl = L1e~ (1 + V ;: ). Die weiteren folgen ~ut Gl. (9) einer 

geometrischen Reihe mit dem Quotienten V e~: . 
18. Ubung. 

Der Korper K in Abb. 25 stiitzt sich auf in den Ebenen 1 und 2 
angebrachte Federn abo Bei einer Verdrehung des Korpers um cp 

um die Langsrichtung ii ben 
die Federn ein riickdrehen­
des Kriiftepaar - cpy aus, 
wahrend fiir waagrechte 
Auslenkungen der Punkte 
A oder B gegen die Unter­
lagen UI bzw. U2 die 
Federsteifigkeit c sei. Wel­
che Bewegungen fiihrt der 

~ K6rper K aus, wenn die 
Unterlage UI p16tzlich quer 
die (unveranderliche) Ge­
schwindigkeit v erhalt? 
(Bewegung eines auf zwei 
Wiegendrehgestellen gela­
gerten Fahrzeugkastens 
beim Anlaufen eines Dreh­

e(yt-x) gestells an die Fahr­
~"-'H- schienen.) 

Wir werden spater 
sehen, daB A und B nur 
waagrechte Bewegungen 

ausfiihren. In Abb. 26 sind die die Lage von K im Raume be­
stimmenden Stiicke x, y und cp eingetragen, desgleichen die auf K 
wirkenden Krafte und das Kriiftepaar, wenn UI im Zeitpunkt t 
die absolute Verschiebung v·t erreicht hat. 

Abb.25. Abb.26. 
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Fur die waagrechte Bewegung des Schwerpunktes, dessen Ver­
schiebung 8 sei, gilt (M = Masse von K) Ms = c (vt -x) -cy 

oder wenn 8 = ! (x + y) -q; h berucksichtigt und x + y = u 

genannt wird: 
M [1.. .. h] . 2u-q; =c[vt-u]. (1) 

AuBer den Schwerpunktsbewegungen fuhrt K zweierlei 
Drehungen aus: eine um die Langsschwerpunktsachse (q;-Drehung 
genannt) und eine um die Vertikalschwerpunktsachse (nach der 
dabei stattfindenden Veranderung von 1jl die 1jl-Drehung genannt). 
Wir fassen die 1jl-Drehung als Fuhrungsbewegung, die q;-Drehung 
als Relativbewegung auf. Da die q;-Drehung um eine Tragheits­
hauptachse erfolgt, die 1jl-Drehung um eine Achse, die nur um 
hochstens q; von einer Tragheitshauptachse abweicht, erfordern 
die Teildrehungen Kraftepaare, deren Achsen mit den bezuglichen 
Drehachsen zusammenfallen. Das resultierende Kriiftepaar, 
welches die resultierende Drehung des Korpers um seinen Schwer­
punkt bewirkt, resultiert aus den Kriiftepaaren fiir die q;- und die 
1jl-Drehung und dem Kraftepaar der Corioliskrafte. Dieses 
(Kreiselwirkung) hat eine Achse, die zu der Ebene der Achsen der 
beiden Teildrehungen senkrecht steht, und die GroBe 

[J<p-(JIp-J<p!p)] lpip. 
Darin sind J"" J!p und J'fJIJI' bzw. die Schwerpunktstragheits­
momente urn die Achse der q;-Drehung, der 1jl-Drehung und um 
die zu beiden Achsen senkrechte Achse. Da nun das Produkt der 
Winkelgeschwindigkeiten lp ip im Ausdruck fiir das Coriolis­
moment vorkommt, ist es fur unseren praktischen Fall, bei dem 
lp und ip klein bleiben, ohne Belang und damit unsere Annahme 
begriindet, daB A und B nur waagrechte Bewegungen vollfiihren. 

Nach unseren 'Uberlegungen gilt: 

J", ~= [c(vt-x)-cy]h-yq; 

oder mit x + y = u 

J", ~ = ch [v t -u] -yq;. 
AuBerdem: 

J!p;P = -:- [c (v t - x) + c y] 

(2) 

und unter Benutzung der geometrischen Beziehung 1jl = x d 1L 
mit x-y= z: 

(3) 

3* 
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Gl. (3), eine lineare Differentialgleichung mit konstanten 
d2 c 

Koeffizienten und der Storungsfunktion 2 J", • V· t, hat das 

Integral 

z = G' sin w'" t + Gil cos W'" t + v t, (4) 

wobei 

(5) 

Die Konstanten G' und Gil bestimmen sich daraus, daB fiir 
t = 0 auch z = x - y = 0 und z = x - iJ = 0 ist, ZU Gil = 0, 

G' = - ~-. Damit wird Gl. (4): 
w'" 

[ sin w'" t] z=x-y=v t- w'" . (6) 

Urn aus Gl. (1) und (2) eine Differentialgleichung zu erhalten, 
die von u {rei ist, setzen wir in Gl. (1) ein: 

a) den aus Gl. (2) ausgedriickten Wert 

J "+ vt-u=-~~' 
ch ' 

b) den daraus folgenden Wert 

U= 
J,P'lf/ + y;p 

ch 

Wir erhalten so die lineare homogene Differentialgleichung 
mit konstanten Koeffizienten: 

'~'+~[~~+L+ 2Ch2
] +t:p._2~.X=0. (7) 

T T M Jrp Jrp M Jrp 

Wir setzen zur Abkiirzung 

(8) 

Das Integral von Gl. (7) lautet: 

t:p = Al sin WI t + BI cos WI t + Ai sin W2 t + B2 cos W2 t, (9) 
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wobei 

W12 = + [(WII2 + w,l + Wr2) - /' 
- V(WII2 + Wrp2 + Wr2)2 - 4 W,,2 Wrp2], 

(10) 
W22 = ! [(W,,2 + wi + wr2) + 

+ V-:-( W-h--c:2-+,-----w-rp--c:2-+-w-r:cc2)-:2 ---:4-w" 2 Wrp 2 ]. 

Zur Zeit t = ° ist cp = 0, <p = 0, ~ = ° [gemaB Gl. (2)], 
(jj = c h v [gemiiB der nach t differentiierten Gl. (2)]. Setzt man 
dies in Gl. (9), bzw. in diese ein-, zwei- und dreimal nach t differen­
tiierte Gleichung ein, dann ergeben sich: 

BI + B 2 = 0, 

Al WI + A2 W 2 = 0, 

BI W I2 + B2 W 22 = 0, 

A 3 A 3 _ chv 
- 1 WI - 2 W 2 - ---y;-' 

Aus diesen vier Gleichungen ergibt sich 

A - chv Bl = 0, 
1 - Jrp WI (W22- W12) , 

A2 '- -Jrp W2 (~~2V- W12) , B z = O. 

und damit wird Gl. (9) 

c hv [~in WI t _ sin W2!_] 
WI W 2 

und wenn man Wr gemaB Gl. (8) einfiihrt: 

(ll) 

Wenn wir Gl. (ll) und diese nach t differentiierte Gleichung in 

Gl. (2) einsetzen, wird mit -1; = Wrp2 [siehe Gl. (8)]: 
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In Verbindung mit Gl. (6) ergibt sich daraus: 

x = v (t _ ~ [ sin w'" t + 
2 _ W'" 

(W<p2 - WI2) 
sin WI t + (W<p2 -W22) 

sin W 2 t ]), WI W 2 + W 22 - W I 2 

(12) 

- 1 r sinw",t -y- -v . 
2 _ w'" 

(2 2) sin WI t + (W<p2 - wZ2) 
sin w2 t ]. W<p -WI ---

W 2 
-

WI 

W Z2 - W I 2 

(13) 

Gl. (ll), (12) und (13) bestimmen den Bewegungsverlauf des 
Korpers in Abhangigkeit von der Zeit, natiirlich nur solange die 

Vernachliissigung, die z. B. in."P = x d--'.!L steckt (es sollte ja 

sin "P = x d Y heiBen), zuliissig ist. Es interessiert der Ausschlag 

Xr von A relativ zu UI ; Xr = X -v t wird mit Gl. (12): 

x -­r- _ ! v [ sin w'" t + 
2 w'" 

( 2 2) sin WI t + (2 2) sin W 2 t ] W<p -WI W<p -W2 + _____ ~ ___ . ___ .3~ 
W 22 - W I 2 .• 

(14) 

In den Bewegungen des Korpers K kommen drei Sinus­
schwingungen mit den Kreisfrequenzen w"" Wt und W 2 zum Aus­
druck. 

Gl. (12) und (14) konnen zur Abschiitzung des notwendigen 
Spieles von Drehgestellwiegen gegen die Drehgestellrahmen dienen. 

Durch geniigende Diimpfung muB fUr das schnelle Erloschen 
der Schwingungen gesorgt werden. 

Aus den Gl. (8) ist die Bedeutung von Wk, Wrp und Wr zu er­
kennen; es sind die Kreisfrequenzen folgender drei Eigenschwin­
gungen: 

1. Wk: K parallel gefiihrt. 
2. wrp: Schwingung um die zu AB parallele Schwerpunkts­

achse, wobei c = o. 
3. Wr: Schwingung urn eine feste, zu AB parallele Schwer­

punktsachse, wobei y = o. 
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19; Ubung. 
Man ermittle die Eigenschwingungsfrequenzen. der in Abb. 27 

gezeigten Drehschwingungsanordnung. Die Drehsteifigkeiten (Mo­
mente je Bogeneinheit Verdrehung) des federnden Zahnrades und 
die der beiden Wellenstucke heiBen bzw. 0, e, y. Die Tragheits­
momente sind laut Abbildung J, i, t, wobei J auf die gemeinsame 
Welle reduziert ist. 

An einem mit der Frequenz w drehschwingenden Korper tritt 
im Augenblick der Amplitude A (BogenmaB) die Winkelbeschleuni­
gung -A w2 auf. Nach der Schwingungslehre treten die Ampli­
tuden A, a, IX der drei Massenkorper gleichzeitig ein. In diesem 
Augenblick betrachten wir das System und stellen fur jede Masse 
das dynamische Grundgesetz fur Dre-
hung auf, wobei noch die Drehungs- fet/erodes Zallnrad 
amplitude X der Welle, dort wo das 
Zahnrad sitzt, einzufiihren ist: 

-AJw2 = O(X-A), I 
- a i w2 = e (X -a), (1) 

- IX t w2 = 71 (X - IX). Abb.27. 

An dem Punkte der Welle mit der Amplitude X stehen (die 
federnden Teile sind ja masselos gedacht) die Reaktionen der 
Drehmomente, welche auf die drei Massenkorper wirken [rechte 
Seiten in G1. (1)], miteinander im Gleichgewicht, also: 

-0 (X -A) -e (X -a) -71 (X -IX) = 0 
oder 

X= OA+ca+y(¥ 
O+c+" 

G1. (2) in G1. (1) eingesetzt ergibt: 
A [0 (e + 71) -J (0 + e + 71) w2] -a 0 e 

-AOe +a[e(O+y)-
-AOy -acy 

(2) 

-IXOy =0 

-i (0 + c + 1') w2] -IXcy= 0 
+ IX [71 (0 + c) - t (0 + e + 1') w2] = 0 

Aus diesen Gleichungen konnen A, a, IX bestimmt werden; da 
sie aber homogen sind, haben sie nach der Gleichungslehre nur 
dann von Null verschiedene Losungen fur A, a, IX, d. h. Eigen­
schwingungen kommen nur zustande, wenn die Determinante 

I 
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I O(e+y)-J{O+e+y) w', -Oe, - Oy, 
D = I -Oe, e(O+y)-i(O+e+y)w', -ey, 

-Oy, -ey, y(O+c)-,(O+c+y)w', 

verschwindet. 
D = 0, oder nach langerer Ausrechnung 

[ 
_O(c+1') + c(1':O) + 1'(O+c) . 1 

w2 W 4 -W2 J ~ ____ t_+(J+t+t)O.c· 1' _ o 
O+C+1' J·i·t(O+c+1') - , 

ist die Beziehung zur Bestimmung der Eigenfrequenzen. Die 
Losungen w = ± 0 sind bedeutungslos, es bleibt als maBgebende 
Gleichung fur die zwei Eigenfrequenzen: 

20. Ubung. 
Eine ringformige Scheibe aus elastischem Material ist an ihrer 

Innenseite festgehalten (Abb. 28) und fiihrt Drehschwingungen 
aus. Wie ist die Scheibe zu profilieren, wenn die Eigenfrequenzen 

Abb.28. 

der Drehschwingungen sich wie 
1 : 3 : 5 : ... verhalten sollen, und 
wie bestimmen sich diese Fre­
quenzen? 

Die auf einem Zylinder vom 
Radius l' liegenden Punkte haben 
beim groBten Schwingungsaus­
schlag, den aIle Scheibenpunkte 
gleichzeitig erreichen, einen dem 
Winkel rp entsprechenden Weg 

zuruckgelegt. In diesem Augenblick ist bei einer Kreisfrequenz w 
der Sinusschwingung die Winkelbeschleunigung 

~=_rpW2. (1) 

Der in Abb. 29 gezeichnete Kreisring h~t das TragheitsmoIilent 
dJ = f1- 2 r3 n b dr (2) 

(/1 = spezifische Masse); an ihm wirkt innen die Schubspannung 7:, 

somit das Moment M = 2nr2 b 7:. AuBen wirkt dann M + ~~ dr 

und resultierend daher 
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dM (dr db ) d M = a:r d r = 2 n r2 b dr + r2 T a;;: + 2 r b T dr. (3) 

Die Schubspannung T ist mit dem Schiebung$winkel b verknupft 

durch T = b G, wo G der Gleitmodul ist; laut Abb. 29 ist b = r :rq; , 

also 
dq; 

T=GrTr' (4) 

Das dynamische Grundgesetz fiir Drehung lautet fiir unseren 
Kreisring dJ ;p = dM und ergibt mit Gl. (1), (2), (3) und (4) 
schlieBlich die Gleichung 

d2 rp +dfE (?+ -~~-)+p~ -0 (5) 
d r2 d r r b G f{J - • 

Aus. Analogie mit den Langsschwingungen von Staben z. B. 
vermuten wir, daB von Gl. (5) nur ubrigbleiben darf 

d 2 rp Jlw 2 

dr2 + -(r f{J = 0, (6) 

damit auch hier die Eigen­
frequenzen im Verhaltnis 
1 : 3 : 5: . .. auftreten. Es 
muBte dann sein: 

db 
3 I1r-
T +--;:;-=0. (7) 

Abb.29. 

Das Integral von Gl. (6) lautet mit den Konstanten A, 0.: 

f{J = A sin (w Vi r + 0.:) . 
Grenz bedingungen: 

1. Fur r = ri ist f{J = O. 

2. Fur r = ra ist T = 0, d. h. gemaB Gl. (4) ~~ = O. 

Einsetzen von I in Gl. (8) ergibt 

sin (w V ~ ri + 0.:) = 0 

oder 

w V ~ r i + 0.: = 0, n, 2 n, ... , 

(8) 

(9) 
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womit G1. (8) iibergeht in 

qJ = A sin (W V ~ [r - r i ] + 0, !It, 2 n, , .. ). 

Diese Gleichung wird nach r di£ferenziert: 

:~ = Aw V ~ cos(wV ~ [r-r i ] +0,n,21/:, ... ). 

Hierin werden die Werte von Grenzbedingung 2 eingesetzt; as 
folgt 

cos ( w V ~ [r a - r i] + 0, 1/:, 2 1/:, ••• ) = 0, 

d.h. 

V--;;:- n n n 
w a[ra -ri]+0,1/:,21/:,31/:, "'=2,32 ,52 "", 

oder 

n V~ w=(1,3,5"")-2 -.--. ra-1'i 

Unsere Vermutung stimmte somit und die Eigenfrequenzf;}n 
ergeben sich als die ungeradzahligen Vielfachen der Grund-

frequenz!!.- V ~ . 
2 ra-ri 

Das Scheibenprofil ergibt sich durch Integration von G1. (7) 

zu I b r3 = konst·l •. 

Vierter Teil. 

Elastizitat. 

21. Ubung. 
Das Verhalten eines der eigenen Schwere unterwone'nen, 

steifen Bandes vom Querschnitt b X h, aus einem Material vom 
spezifischen Gewicht y und dem Elastizitatsmodul E, solI durch 
einen Modellversuch im LangenmaBstab m, mit einem Bande mit 
den kennzeichnenden GroBen b' X h', ,,', E' geklart werden. Welche 
Zusammenhange zwischen Wirklichkeit und Modell sind zu 
wahren1 
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Fiir den Kriimmungsradius e an einer Stelle, das Biegungs­
moment Mb und das Tragheitsrnoment J gilt der Zusammen­
hang (Abb, 30): 

EJ e = Mb ' (1) 

Fiir ahnliche Bandformen gilt: 
a) e ist proportional 1, also 

e=Ol'l, (2) 

b) . Mb ist proportional dem Band­
gewicht G und der Lange 1, also M b = 
= 02'G'l und, weil G proportional b, h, 
y, 1 ist, auch 

AuBerdem ist 

Abb.30. 

(3) 

J = 112 b hS, (4) 

Gl. (2), (3) und (4) werden in Gl. (1) eingesetzt: 

Eh2 

12°1 Os = YJ3' (5) 

FUr das Modell schreibt sich dies 
E' h'2 

12 0 1 0 3 = y' ,1'3 ' 

Die Division Gl. (5): Gl. (6) ergibt: 

E (h)2 
1Fh! 
y ( l)3 = 1. 
11' 

Fiihrt man auBer dem MaBstab m! = -f,­
mh' my fiir E, h, Y ein, so wird 

22. Ubung. 

(6) 

(7) 

die MaBstabe mg, 

Eine spiralformige Feder ist an den Enden fest eingespannt, 
Die eine Einspannstelle ruht, die andere wird urn den· Mittel­
punkt 0 eines Kreises gedreht, Welcher Bedingung rnuB die 
Feder geniigen, wenn an den Einspannstellen lediglich Einspann-
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momente (Kra£tepaare), aber keinerlei Einzelkrafte au£treten 
sollen ~ (Die Momente an den beiden Einspannstellen sind dann 
natiirlich gleich und entgegengesetzt.) 

Wir £iihren, Abb. 31, auBer dem Einspannmoment M noch 
die Radialkra£t P und die Tangentialkra£t Q ein, welche im 

Abb.31. 

weiteren Verlau£e der Rechnung 
dann Null gesetzt werden. Bei 
einer De£ormationsarbeit A der 
Feder ist nach CASTIGLIANO der 
Drehwinkel q; der Einspannstelle 

oA 
q; = oM' (1) 

GemaB dem gleichen Satz sind 
die Verschiebungen Ip und IQ der 
Einspannstelle in den Richtungen 
von P bzw. Q: 

oA 
Ip = oP , 

I)A 
IQ = I)Q . 

Da sich die Einspannstelle, deren Abstand von 0 gleich R sei, 
urn 0 urn den Winkel q; dreht, gilt Ip = R q; und IQ = 0, so daB ist: 

I)A 
Rq;= ap; (2) 

aA 
0= I)Q. (3) 

Bezeichnet iX die Elastizitatszahl, J das Tragheitsmoment, 
Mb das Biegemoment und dl ein Langenelement der Feder, dann 

ist bekanntlich A = ; ~ ~~ dl und G1. (1), (2) und (3) gehen 

iiber in 
IX a \ Mba IX I) \ Mb 2 IX I) \ Mba 

q; = 2 oM ~ ---:J dl, Rq; = 2 oP ~-J dl, 0 = 2 uiJ--:J dl. 

Die Differentiation dan unter dem \ -Zeichen geschehen: 

\ Mb I)Mb dl 
q; = iX J 7- aM ' 

R \ M~ I)Mb dl 
q; = iX ~ -y- I)P , 

(4) 

(5) 
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0= ~ ~b 8~b dl. (6) 

Der Abb. 31 entnimmt man 

Mb= M + Pp-Qq. (7) 

Daraus gewinnt man zweeks Einsetzen in Gl. (4), (5) und (6): 

8Mb 18Mb 8Mb 
8M = , fjp- = p, aQ = - q. 

Man erhiilt 

rp = IX ~ ~b dl, R rp = IX ~ ~b P dl, 0 = ~ ~b q dl. 

Da P = Q = 0 sein soIl, ist laut G1. (7) Mb = M und die letzten 
drei Gleichungen werden 

rp=IXM~~l, 
Rm=IXMI pdl 

T • J J ' 

O=~qJl. 
Ein anschauliches Ergebnis erhii,lt man, wenn man sich die 

Spiralfeder in eine solehe gleieher Form umgewandelt denkt, deren 
Quersehnitt F jedoeh umgekehrt proportional Jist, also 

C 
F= J. (8) 

Die umgewandelte Spiralfeder wollen wir die reziproke nennen. 

Mit ~ = ~ sehreibt sieh das letzte Gleiehungstripel 

rp = !': ~ F dl, 

R rp = IX: ~ p (F dl), 

0= I q (F dl). (9) 

Die Division der beiden ersten Gleiehungen ergibt 

R _ 1 p (F dl) 10) 
- ] F dl . ( 

Es ist F d l = d Vein V olumelement der reziproken Feder und 

daher J F dl= J dV = V dessen Volumen. 
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In dieser Schreibung wird G1. (10) bzw. G1. (9): 

jpdV 
---=R 

V ' 

1 q dV = o. 
Diese Gleichungen besagen, dajJ der Schwerpunkt der reziproken 

Feder in den Drehpunkt 0 fallen mujJ, wenn an den Einspannstellen 
lediglich Krdftepaare (und zwar dem Betrage nach gleiche) auftreten 
sollen. 

23. Ubung. 
Ein Kontaktfinger (Abb. 32) bestehe aus einer Blattfeder 

(ElastizitatsUlodul E, Tragheitsmoment J) und einem daran be­
festigten starren Kontaktstiick. Welche Bewegung macht letzteres 
wahrend der Durchbiegung der Feder durch den Gegenkontakt 1 

Durchbiegung t sowohl als Biegewinkel cp sind dem Kontakt­
druck K proportional, daher siGh das Kontaktstiick um emen 
fixen Drehpunkt P dreht, dessen Lage durch p ange­

p 

z 
Abb.32. 

geben sei. 

cp = Loder p=L. (1) 
p rp 

Mit Mb als Biegungsmo­
ment ist 

a 

cp = ~ \~b dx. (2) 
o 

Fiir die Berechnung von t benutzen wir etwa die Form­
anderungsarbeit A. Es ist allgemein 

A = 2~ ~ ]~/ dx 

und hier, da das starre Stiick keine Formanderungsarbeit 
erfordert, 

Nach CASTIGLIANO ist 
a 

t = 0 A = _1_ \ 2Mb ~~b d 
oK 2E J J oK x, 

o 
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also 
a 

f = ~ (. Mb oM~ d 
E J J oK x. 

o 
Gl. (2) und (3) in Gl. (I) eingesetzt ergibt (J = konst.) 

a 

1Mb 8Mb dx 
J oK 
o 

P=-a 

IMb dx 
o 

47 

(3) 

Es ist Mb = K (l- x) und daher Ytf!- = l- x, womit aus 

Gl. (4) folgt: 

24. Ubung. 
Wie verandert sich der Kontaktdruck K an der Kontaktfeder, 

Abb. 33, welche sich bei a abstiitzt, vom Augenblick der Be­
riihrung des Gegenkontaktes bis zum Abheben bei a in Abhiingig­
keit vom Weg LI der Kontakte1 Es sind EinfluBzahlen der 
Kontaktfeder einzufiihren. 

Bei a wirkt der Auflagedruck A, bei k der Kontaktdruck K 
auf die Feder. Yom spannungslosen Zustand der Feder an ge­
rechnet sind die Durchbiegungen bei a und k bzw. fa und fk' Die 
EinfluBzahl beispielsweise der 
Wirkung einer Kraft in a an der 
Stelle k sei lXak' 

Es ist dann 

fa = AlXaa +KlXka, (1) 

fk = AlXak + KlXkk' (2) 

Durch Entfernen von A folgt 
daraus 

K = ~k lXaa - fa!':lJ,k __ • (3) 
lXaa IXkk - lXak IXka 

H 
Abb.33. 

Die Werte von A und fk' solange K nicht wirkt, seien bzw .. Ao 
undfkO' Auf diesen Zustand (K = 0) angewendet, lauten Gl. (1) 
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und (2): la = Aoa-aa, Iko = Aoa-ak, woraus folgt la = Iko ~ak. 
~aa 

Dies setzen wir in Gl. (3) ein: 

K = (/k -;- I&o) ~aa... 
IXaa IXkk - ~ak IXka 

Es ist I k - f kG = L1 der gemeinsame Weg der Kontakte; nach 
MAxWELL ist auBerdein a-ak = IXka (Satz von der Gegenseitigkeit 
der Verschiebungen), womit man erhiUt: 

Es ist also K proportional L1 und, da der Kontaktdruck in 
der betrachteten Periode moglichst rasch ansteigen soll, Boll 
___ IX-,a"",o-;- moglichst groB sein. 
lXaa IXkk - ( lXak)2 

25. mung. 
Es sind die Biegemomente in der Wand eines Rohres von 

rechteckigem Querschnitt zu bestimmen, das einem inneren DOOr­
druck von p ausgesetzt ist und gleichmiiBige Wandstarke hat. 

f' 8' 11. 

r<::> Ip 
A' -

c ____ 

=-
a. 

r<:> 

~ 

4~ ~.-t-
A' A 

~ . 
~ \~im'1l'1 

L __ ~ 

Abb.34. 

A' 
II 

Die Rechnung wird fiir ein' Rohrstiiok von 
der Lange eine durchgefiihrt, Abb.34. 

In A' und A" miissen aus' Symmetriegriin­
den die Tangenten an die elastische Linie ihre 
urspriingliche Richtung beiOOhalten, ebenso in 
B' und B", d. h. der Biegewinkel z. B. des 
Vierteltragers 1 zwischen A' und B' muB ver­
schwinden. In A I wirken am Viertel 1 Langs­
kraft VA, Biegemoment MA und Querkraft QA' 
Letztere muS Null sein, denn: am Viertel 4 
wirkt als Reaktion zu QAdie Querkraft -QA 
und duroh Umklappen um A' A" kommen die 
Viertel 1 und 4, auch was Belastungsverhalt­
nisse OOtrifft, zur Deckung. Dabei sieht man, 
daB QA = 0 sein mun, und das gilt aus ana­
logen Grunden auoh ffir die Querkriifte in A", 
B', B". Das Gleichgewioht der Kra,fte in Rich­
tung B' B" erfordert dann 

VA = ap. (1) 
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Mit J = Biegungstragheitsmoment eines eine Langeneinheit 
breiten Wandstreifens, E = Elastizitatsmodul, M b = Biegungs. 
moment eines eine Langeneinheit breiten Streifens, d 1 = Lange 
eines Elements der neutralen Faser der Rohrwand, schreibt sich 
der Biegewinkel cp: 

cp = ~ ~ ~~ dl. 

In unserem Fall ist langs der Strecke b 

1 
M bb =MA -pl·2 

und langs der Strecke a 
b 1 

Mba = MA - P b T + VAl - p 1 T 

und mit Gl. (1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Gl. (3) und (4) setzen wir in Gl. (2) ein, wobei zwei Teilintegrale 
auftreten: 

~~ L [i(MA-f~)dl+i[MA-p(~'-al+ ~)ldl]~ 
= ;J [MA(a+b)-p(~3 + a;~_~3)1· 

Nach dem vorhin Erkannten ist cp = 0 zu setzen, woraus sich 
ergibt: 

(5) 

b 
In der Ecke herrscht ein Biegemoment ME = MA - P b 2' 
somit mit Gl. (5) 

(6) 

Durch Vertauschung von a mit b in Gl. (5) ergibt sich das Biege­
moment in B!J 

(7) 

Pawelka, Mechanik. 4 
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26. Ubung. 
Wenn man nach Abb. 35 zwischen den an sich sehr torsions­

nachgiebigen Wangen n torsionssteife Querstabe, etwa Rohre, 
anordnet, entsteht ein torsionssteifer Stab. Es sind die Be­
ziehungen aufzustellen, mittels derer man die Torsionsmomente 
ill den Querstaben und die Biegemomente in den Wangen er-

p p p 

Abb.35. 

mitteln kann. Wie sind die Querstabe auszuteilen, damit ihre 
Torsionsmomente gleich werden? Wie verlaufen dann die Biege­
momente in den Wangen? 

Da die Wangen fur Torsion nur verschwindende Steifigkeit 
haben und flachkantig biegende Momente, wie leicht einzusehen, 
nicht in Frage kommen, ubertragen die Querstabe auf die Wangen 
lediglich die in Abb.35 eingetragenen Momente. Einzelkrafte 
sind ebenfalls undenkbar. Die Verdrehungen der Querstabe sind 
offenbar die doppelten Neigungen f{J der elastischen Linie der 
einen Wange und proportional dem Moment M, das der Quer­
stab auf die Wange ausubt. Also ist z. B. fur den iten Querstab 

f{Ji = K t Mi' (1) 
a 

(Darin ist K t = 2 GJ ' wo G Schubmodul, J Torsionstragheits-
t 

moment.) Der Biegewinkel des Wangenstuckes zwischen den 
Querstaben i und i + 1 ist f{Ji+l -f{Ji; er ist der Biegemomenten­
£lac he fur dieses Stuck proportional: 

f{Ji+1-f{Ji= Kb(Xi+1-Xi) [-p-!- (Xi + Xi+!) + (Ml + ... M i )] 

(darin ist Kb = --jJ' wo E Elastizitatsmodul, J Biegetragheits­

moment). Mit Gl. (1) ist dann 

(Mi +1 - M i ) K t = Kb{xi+l - Xi) [-p -~ (Xi + X i +1) + 
+ (Ml + ... M i ) ] • (2) 
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Entsprechend den n -l-Wangenstiicken konnen n-1 
solche Gleichungen angeschrieben werden, zu welchen als nte zur 
Bestimmung von Ml ... Mn noch hinzukommt: 

Ml + ... Mn= Pl. (3) 
PZ 

Es solI sein: M i +1 = Mi = Ml = ... Mn = -- und damit 
n 

ergibt Gl. (2) 
Xi + Xi+l _ 1 i 
~-2-- n· (4) 

Xi +2
Xi+l ist die Entfernung der Mitte des Feldes zwischen den 

Staben i und i + 1 vom Stabende. 
Laut Gl. (4) miissen diese Mitten auf der Stablange gleichmaEig 

verteilt liegen. Die 
Stiibe mussen also (Ab­
bildung 36) gleiche Tei­
lung erhalten und die 
Endstiibe um die ha1be 
Tei1ung von den Stab­
enden abstehen. 

Das Torsionsmoment 
jedes Stabes ist 

p·z Ma M = --= --~~ 
nan' 

und weil 1 = n t: 

Abb.36. 

Der Biegemomentenverlauf laut Abb.36 ergibt als hochstes 

Biegemoment in den Wangen Mb = 1- oder 

I M bmax = f -~·I 
27. Ubung. 

Ein torsionssteifer Stab, wie in Ubung 26 behandelt, weise 
zwar gleichfOrmige Teilung der Querstabe auf, die Stabenden 
stehen jedoch von den Endquerstaben urn 11 und 12 abo Wie groE 
sind die Torsionsmomente in den Querstaben und die Biege­
momente in den Wangen? 

4* 
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Wir ersetzen (Abb. 37) die Krafte P durch gleich groBe in 

der Entfernung ~ von den Endstaben in Verbindung mit den 

Kraftepaaren M' = P (Z1 - ~) und M U = P (Z2 -~). An 

p P t/2 i;/z 
Abb.37. 

den Verhaltnissen des 
Tragers im Bereich der 
Querstabe hat sich da­
durch nichts geandert, 
und wir losen unsere 
Aufgabe durch Uber­
lagerung des schon be-
kannten Falles - Be-

lastung durch P in ~ Abstand von den Endquerstaben - mit 

zwei Fallen in der Art von Abb. 3S. 
Es ist ahnlich wie in Ubung 26 

q;i = K t M i , 

q;i +1 - q;i = Kb t 
} (3) 

Abb.38. 
Durch Einsetzen von 
Gl. (2) in Gl. (3) wird 

M i + 1-Mi = ~b t(M1 + ... M i). 
t 

Wir schreiben dies 

M i + 1 -Mi = Kb .t (M + M.) 
t t.Kt 1''', 

und fiihren ein Mi+1 -Mi = LlMi und t = LlL (siehe Abb. 38), 
i 

sowie (Ml + ... M i ) = .l: M i : 
1 

i 
~Mi = Kb ~-'M.LlL 

LlL tKt "7' ' . {4) 

Wenn man sich mit einer Genauigkeit begniigt, die in dem Er­
satz einer Stufenkurve durch eine stetige Kurve und dem Identi­
fizieren von Sekanten und Tangenten einer Kurve liegt, kann an 
Stelle von Gl. (4) die Gleichung 
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L 

dM = Kb \ M dL (5) 
dL tK, j 

o 
treten, welche durch Differenzieren nach L tibergeht in die be­
kannte Differentialgleichung 

d2 M Kb 
7ff - t K M = O. (6) , . 

Ihr Integral enthaIt die Konstanten A und B und lautet: 

M=AeQL+Be-eL, (7) 
wobei 

lrx;;­
e=VTK;· 

Zu L = 0 gebOrt laut G1. (5) ~~ = o. 

(8) 

Das ergibt, wenn wir uns aus G1. (7) ~~ bilden, A = B, so daB 

G 1. (7) tibergeht in 
(9) 

L hat nur an den Stellen Ll ... Ln Bedeutung fiir uns, und durch 
Einsetzen von L = Ll = 0, L2 = t, . .. Ln = (n -1) t in G1. (9) 
und Division der erhaltenen Gleichungen folgt 

M1 : M 2 : ••• Mn = 2: (eet + e-!!t) : ..• (e(n-l)!!t + e-(n-l)!!t). 

Nach den in Ubung 26 gemachten Angaben ist 

et=VKbt =V2~~J,. 
K t E a J 

Setzt man 

dann wird 

Ml:M2:M3: ... Mn= 

(10) 

. e8 + e- 8 . e26 + e- 28 . e(n-lo)8 + e-(n-l)a 
= 1. 2 . 2 . ... 2 (11) 

Die tatsachliche GroBe von Ml ... Mn ergibt sich aus G1. (11) 
in Verbindung mit G1. (1). 

Je kleiner e, desto geringer sind die Unterschiede zwischen 
Ml ... Mn. Die Wangenbiegemomente sind tiber eine Teilung 
jeweils konstant und im Stuck zwischen i und i + 1 gleich 
Ml + ... Mi· 
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28. Ubung. 
Ein aus dunnen Platten aus elastischem Material bestehender 

quaderformiger Kasten, Abb. 39, wird durch Kraftepaare Md in 
den Endflachen tordiert. Wie groB sind die Beanspruchungen der 
Seitenwande und der gegenseitige Verdrehungswinkel der End­
flachen? 

Wegen der Dunnheit der Platten ist ihre Steifigkeit einzeln 
gegen Torsion und flachkantige Biegung vernachlassigbar. Daher 
treten an den Begrenzungen der einzelnen Platten nur Krafte auf, 
welche in die Kantenrichtungen 
des Quaders fallen. 

Machen wir die zweimal vor­
kommenden Wande a xl und 
b xl frei, dann erkennt man 
aus der Symmetrie der Anord-

2 

/"' jlx 
~ {,Ma.l / If 

J::--------
/ 

Abb.39. Abb.40. 

nung, daB in gegenuberliegenden Kanten einer Wand gleiche und 
entgegengesetzte Krafte wirken, Abb.40, und daB nach dem 
Momentensatz P ",·l = Pl'a und P y·l = Pl·b ist, also auch 

(1) 

Die Reaktionen der Krafte in den Wanden a X lund b xl 
I 

wirken auf die Endplatten a X b und halten den darauf wirkenden 
Kraftepaaren Gleichgewicht. Also ist 

und mit G1. (1) 
P",'b + PY'a = Md 

P Md 1 
"'=2b' J} 

P y = Md. 
2a 

(2) 
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SchlieBlich wird 

(3) 

Bei der sehr zwanglosen Annahme gleichmaBiger Verteilung 
der Krafte in den Kanten auf die Langeneinheit derselben ist die 
Schubspannung Ta und Tb in den Wanden a xl, Dicke 8a bzw. 
b X l, Dicke 8 b, 

und mit Gl. (3) 

Pz 
Tb=-Z-' 

·8b 

Ta= 2~d~ 1 

T. ~ 2~". I J 
( 4) 

Wegen des paarweisen Auftretens von Schubspannungen 
kommt das gleiche Resultat heraus, wenn von P x und P y statt P z 
ausgegangen wird: 

T{1= y-",- = -~ und Tb= P y = ~d __ • 
a 8a 2 a b 8a b 8b 2 a b 8b 

Wenn 8a = 8b, dann sind die Schubspannungen in allen vier 
Seitenwanden gleich. 

Aus Symmetriegrunden mussen sich die End£lachen bei der 
Deformation des Kastens urn dessen 
Achse verdrehen, Abb. 41. Demzufolge 
gilt fUr die Verschiebungen Lla Lib der 
Endpunkte der Langskanten und den 
Verdrehungswinkel 0 

... Lla LIb 
u = b/2 = a/2· (5) 

Die Winkelanderungen CPa und CPb der 
Rechtecke a xl bzw. b xl infolge Ta bzw. 
Tb sind (G = Gleitmodul): 

1 
(6) 

Abb.41. 

Blieben die Endflachen bei der Deformation eben, dann ware 

_~~ fPa ~ 
LIb fPb Tb 
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und wegen Gl. (4) 
Lla Sb 

LIb Sa 

Gl. (5) fordert aber ~"- = ~, was widersprechend ist. Daher 
LJb a 

muB im allgemeinen immer das eine Paar Diagonalpunkte jeder 
Endflache urn h aus der Ebene heraus, das andere Paar urn 
ebensoviel zurucktreten. 

Laut Abb. 42 ist 

Lla + h 
CPa = -z- aj2 ' 

h wird eliminiert: 

cp,,- + ~ = ~ (}a_ + ~). 
b alb a 

---.-­
~.I--~.==-.--.--

Abb.42. 

Mit Gl. (5) wird 

~ ~+ft=~ 
b a l ' 

und mit Gl. (6) 

b=~(~a+_~). 
Bei EinfUhrung von Gl. (4) ist: 

I b - Z Md ( 1 + 1 ) 
~G2ab 0 s;;:a' 

h wird 

Die Endplatten bleiben somit nur eben, wenn sich die Breiten 
der Seitenwande wie ihre Dicken verhalten! 

29. Ubung. 
Eine der vollen ,Langswande des Kastens in Ubung 28 wird 

durch einen Rahmen nach Abb. 43 ersetzt, dessen gr6Bte Biege­
momente zu ermitteln sind. 

Die auBeren Belastungen des Rahmens sind die Kantenkrafte 
Po: und Pz. \Wir fUhren, Abb. 44, den Schnitt m m durch die 
Mitte der Kanten lund bringen zwecks Erhaltung des Gleich-
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gewichtes am linken Rahmenteil die Querkrafte Q', Q", die Langs­
krafte Z', Z" und die Kraftepaare M', M" an. Am rechten 
Rahmenteil sind die dazu gleichen und entgegengesetzten Krafte 
und Momente anzubringen. Kehren wir samtliche am rechten 
Rahmenteil tatigen Krafte und Momente um, Abb. 45, dann muB 
sich naturlich wieder ein GleichgewichtsfaIl ergeben. 

Abb.43. Abb.44. 

Klappt man nun den rechten Rahmenteil um m mum, dann 
deckt er sich, was Form und auBere Belastung betrifft, mit dem 
linken Rahmenteil; da auch Gleichheit bezuglich der an der 
SchnittfHiche tatigen Krafte und Momente bestehen muB, ergibt 
der Vergleich von Abb. 44 und 45 

M'= M"= 0, 
Z' = Z" = 0. 

Bringt man die in Abb. 44 
dargesteIlten Rahmenteile 
durch Drehung in der Rahmen­
ebene zur Deckung, dann er­
kennt man, ahnlich wie vor­
hin, 

Q' = Q" = Q = _P x . 
2 Abb.45. 

Analoges ergibt sich fur die Mittender Kanten a: weder 

Biegemoment noch Langskraft; Querkraft = -~! • 

Das groBte Biegemoment ist offensichtlich das fur aIle vier 
Ecken dem Betrage nach gleiche Eckenmoment Me: 

Me=Q(~ -e)- ~! e=+ [Px({-e)-P!eJ. 
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Mit den in Ubung 28 erhaltenen Werten wird 

I Me=~~'+ [1-2e~l~l'l 
Liegt die neutrale Faser statt innerhalb der Kanten urn e 

auBerhalb derselben, dann hat das Glied mit e das Zeichen +. 
Da wir iiber die Verteilung von P x und Pzlangs der Kanten 

a und l nichts aussagen konnen,l bleibt der Verlauf des Abfalles 
der Biegemomente von Me in der Ecke auf 0 in Kantenmitte 
unbestimmt. 

30. Ubung. 
Ein Ring (Abb. 46) ist je Langeneinheit seines Umfanges mit q 

senkrecht zu seiner Ebene belastet und wird durch n gleichmaBig 
ausgeteilte Stiitzen S getragen. Gesucht ist der Verlauf der Biege­
und der Torsionsmomente langs des Ringumfanges, ferner die 

...----9$ 

Abb.46. Abb.47. 

Bedingungen, unter denen a) das Biegemoment in den Punkten A 
bzw. B verschwindet, b) die Biegemomente in A und B gleiche 
Betrage haben. 

Infolge der Symmetrie sind die Stiitzendriicke untereinander 

gleich und ._2 r n q . Wir denken uns den Ring symmetrisch zu den 
n 

Stiitzen in n gleiche Segmente geteilt, deren Deformation sym­
metrisch zu 08 verlaufen wird (Abb. 47). Das ist nur denkbar, 
wenn die Querkrafte QB' und QB" in B' bzw. B" gleich und gleich­
gerichtet sind: QB' = QB'" Da anderseits dem auf das Segment 
entfallenden Anteil der ganzen Ringbelastung durch den Stiitzen­
widerstand in 8 gerade Gleichgewicht gehalten wird, ist Qn' + 
+ QB" = 0, somit QB' = QB" = O. 

1 Auf3er, symmetriebedingt, daB auf eine halbe Kantenlange die 
halbe Langskraft entfallt. 
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In B' wirke das Moment M B'. Da sich ja aIle Ringsegmente 
gleich verhalten, wirkt in B" auf den strichliert gezeichneten 
Ringteil ein ebenso dargestelltes Moment in gleicher GroBe wie 
M B' und unter dem gleichen Winkel 0 gegen den Radius geneigt 
wie dieses. Die Reaktion des strichlierten Momentes ist das in B" 
auf den Ringteil B' B" wirkende Moment MB'" Das aus MB' 
und M B" resultierende Moment muB aus Symmetriegrunden 
..l OS stehen, wodurch sich 0 = 0 ergibt. MB' = MB" = MB 
sind somit reine Biegemomente und in B' und B" herrscht keine 
Torsion. Das Momentengleichgewicht urn eine Achse .1 OS durch 
o erfordert 

nln 
. n 2rnq \ 

2 M B smn - - n:- a + 2 J q r d'IjJ . r cos'IjJ = 0, 
o 

woraus S 

M B = qr2 [~~- -1]. (1) 
r smnJn 

An Hand von Abb. 48 ergibt sich das Md 
n 

Biegemoment M b an der durch cp ~ n ge-

kennzeichneten Stelle zu 
<p 

Mb = MB cos cp - ~ q r dcp r sin cp, 
o 

und mit Gl. (1) zu 

M - q r2 (~-nln - cos m -1). (2) 
b- r sinnln T 

Ahnlich ist das Torsionsmoment 
<p 

Ma = MB sin cp - \ q r dcp r (1 - cos cp), 
6 

und mit Gl. (1) Abb.48. 

M a = q r2 ( ar n In sin cp - cp). (3) 
sin nln 

Fur Punkt A wird mit cp = n/n 

MbA = qr2 (~ t;~n-l), 
MdA = ~'!- (a -r). 

n 

(4) 

(5) 
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Nach Gl. (3) verschwindet, auBer fUr q; = 0, das Torsions­
moment nur, wenn 

sin rp 
rp 

da m::;; ~ und daher s~_rp_ > sin njn tritt dies nur fur 
T - n rp = nln ' 

I r ~a I 
ein. 

Laut Gl. (4) wird MbA = 0, wenn 

I ·tgnjn_~. njn - r' 

das erforded jedenfalls 

E;J 
MB = ° tritt gemaB Gl. (1) ein fur 

sin n/n a ·n;n- - -;: , 
was nur fur 

m6glich ist. 
Der Vergleich von Gl. (1) und Gl. (4) zeigt, daB MB und MbA 

bei gleichem Vorzeichen nicht gleich sein k6nnen. Die Bedingung, 
daB die Betriige von MB und MbA gleich sind, lautet nach Gl. (1) 
und Gl. (4): 

a njn. 1 _ 1 a nJn 
-r- sinnjn - . - - r tgnJn ' 

oder unter Benutzung der trigonometrischen Formeln 1 + cos (X = 
= 2 cos2 _ex.. und sin (X = 2 sin ~_ cos .<X_ 

2 2 2 

tgnj2 n a 
-ii:/2n r 

Dies kann nur bei 

bestehen. 
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Differenziert man G1. (3) nach rp, so erweist sich durch Ver­
gleich mit G1. (2) bemerkenswerterweise 

dMd -M 
d--qJ- b' 

31. Ubung. 
Der Ring nach Ubung 30 (Abb. 49) weise in jedem Segment 

eine StoBfuge F auf, welche nur ein beschranktes Torsionsmoment 
± MF iibertragen kann. Wie verandert dies die Ergebnisse der 
Ubung 30~ 

Setzt man in G1. (3) uer Ubung 30 rp = rpF ein und erweist 
sich ~d im Betrage kleiner als MF , dann gelten die Ausfiihrungen 
von Ubung 30 unverandert. 1m an- S 
deren Falle ist jedoch eine Symmetrie 
der Deformation beziiglich OS nicht 
mehr zu erwarten. Daher treten die 
Querkrafte QB' und Q8" auf, wobei 
die Beziehung QB' + QB" = 0 giiltig 
bleibt, so daB QB' = - QB" = ± QB. 

MB' und MB" sind jetzt keine 
reinen Biegemomente mehr, sondern 
es herrschen in B' und B" die in Ab-
bildung 49 ersichtlich gemachten Biege- Abb.49. 

momente M Bb und die Torsions-
momente M B(/,. Wenn man MB durch M Bb ersetzt, gilt G1. (1) 
der Ubung 30 unverandert: 

M Bb = qr2 --. ---1 . [ a njn 1 
r smnjn 

Das Momentengleichgewicht um Achse OS bedingt 

2 MBa sin n/n = 2 QB r sin n/n 
oder 

(1) 

(2) 

Setzt man QB mit M Bd zusammen, so ergibt das vermoge der 
Beziehung G1. (2) eine Kraft QB, die, parallel verschoben, im Ring­
mittelpunkt 0 wirkt. Sie erzeugt nirgends im Ring ein Biege­
moment, jedoch ein fiir aIle Ringquerschnitte gleiches Torsions­
moment QB'r = M Bd. 

Somit gilt G1. (2) der Ubung 30 unverandert, in G1. (3) der 
Ubung 30 kommt additiv M Bd hinzu: 
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8' 

-------------------------~ 
_ 2 (a n/n ) Mb - q r - . I cos IP - 1 , r smnn 

(3) 

M M + 2 ( a nJn. ) d = Bd q r - . J sm IP -IP . r Slnnn 
(4) 

A 

~ 

Abb.50. 

F 

II~o 
~ 

'Pr7!/1f 
~ 

Of 

~ 

~ 
0 

Die GrofJe von M Bd ist dadurch 
festgelegt, dafJ an der Stelle der 
StofJfuge, also fur IP = IPF, M d = 
= ± MF sein mufJ. 

Rechnerisch ware also in 
Gl. (4) Md = MF und IP = IPF 
z_u setzen und aus dieser Glei­
chung und Gl. (4) M Bd zu eli­
minieren. Viel anschaulicher ist 
hier die zeichnerische Darstel­
lung, die einfach auf eine Ver­
schiebung der Abszissenachse 
hinauslauft. In Abb. 50 ist nach 
Ubung 30 der Md-Verlauf fiir 
emen Fall n = 2, a = 1,5 r, 

IPF = : iiber der Abszissenachse 

o IP aufgetragen. Die maBgebende 
parallel verschobene Abszissen­
achse 0* IP* ist einfach so zu 
zeichnen, daB, auf diese bezogen, 
fiir IPF die Kurve die Ordinate 
MF aufweist. 

Fiinfter Teil. 

Kurze Ubungen aus verschiedenen Gebieten. 

32. Ubung. 
Abb. 51 zeigt ein Umlaufraderwerk aus Kettentrieben. Es ist 

zeichnerisch die Ubersetzung zwischen dem umlaufenden Steg S 
und Rad 3 zu bestimmen, wenn Rad 1 feststeht. 

Der Drehpol O2 des Radersatzes 2 muB, Satz der drei Pole, 
auf Mitte Steg liegen. Das Kettenstiick AB dreht sich momentan 
gegen 1 um A, anderseits dreht sich Radersatz 2 gegen Ketten-
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stuck AB urn B. Als zweiter geometrischer Ort von 02 ergibt sich, 
wieder nach obigem Satz, die Verlangerung von AB und damit 02 
selbst. Die gleiche Uberlegung ergibt 032 als momentanen Dreh­
pol von Rad 3.'gegen Radersatz 2 .. Daher ergibt sich £olgende Ge­

Abb.51. 

schwindigkeitsverteilung fur die 
Zentrale des Getriebes. Steg: 
Geschwindigkeit steigt langs 
0. II. Rdder8atz 2: Geschwin-

Abb.52. 

I 
I 
I mB 

digkeit steigt langs O2 II III. Rad 3: Geschwindigkeit steigt 
langs 0 3 III. DemgemaB ist das Verhaltnis der Winkelgeschwin­
digkeiten wa und w. von Rad 3, bzw. vom Stcg: 

li:-=~= +·1 
Man sieht auch, daB beide entgegengesetzt sind. 

33. Ubung. 
Zwei Punkte eines Korpers werden auf im groBen ganzen 

geraden und parallelen Bahnen gefiihrt (die auch zusammenfallen 
konnen), Abb.52. Die Bahnen haben jedoch kleine Uneben­
heiten und es entstehen dadurch dynamische Fuhrungsdrucke. 
Die Unebenheiten an der einen Fuhrungsstelle sollen die Fuhrungs­
drucke an der anderen nicht beein£lussen und umgekehrt. Wie 
muB die Massenverteilung des Korpers sein? (Anwendung: 
Fahrzeuge, Fahrzeug und Stromabnehmer!) 

Der gestellten Forderung wird genugt, wenn sich der Korper 
durch je eine Masse in den beiden Fiihrungspunkten dynamisch 
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ersetzen liWt. Ersatzmassen und ersetzter Korper miissen bei 
ebener Bewegung 1. gleichen Schwerpunkt S, 2. gleiche Gesamt­
masse m, 3. gleiches Tragheitsmoment um die Schwerachse senk­
recht zur Bewegungsebene haben, also lassen sich folgende 
Gleichungen ansetzen: 

mAa-mBb= 0, 

auBerdem muB S auf AB liegen. 

mA+mB=m, 

mA a2 + mB b2 = m es2• 

es bedeutet den Schwerpunkttragheitsradius. Eliminiert man mA 
und mB, dann erhalt man die gesuchte Losung: 

34. Ubung. 
Ein steifes (unbelastet gerades) Band legt sich um eine kreis­

bogenformige Unterlage vermoge der Belastung durch eine Einzlill­
kraft, deren Lage Abb.53 zeigt. Welche Pressungen herrschen 

zwischen Band und Unterlage~ 

Abb.53. 

1m aufliegenden Teil hat das Band 
konstante Kriimmung, daher muB in 
diesem Teil das Biegemoment des 
Bandes unveranderlich sein, was nur 
bei Abwesenheit von Pressungen mog-

·lich ist. Das konstante Biegemoment 
kommt durch die Wirkung der ge­
gebenen Kraft und einer gleichen und 

entgegengesetzten zustande, welche 00rt von der Unterlage her 
auf das Band wirkt, wo die Beriihrung der beiden aufhort bzw. 
beginnt. Dort ist also die Pressung auBerst groB, iiberall sonst 
aber Null! 

35. Ubung. 
Zwei Maschinen stehen iiber eine Zwischenwelle, welche von 

einem Moment M beansprucht wird, gemaB Abb. 54 (welches 
einen GrundriB darstellt) in Verbindung. Wo liegen die resul­
tierenden Krafte, mit welch en, zusatzlich zum Gewicht, die 
Fundamente der beiden Maschinen beansprucht werden 1 (Radial­
komponenten der Zahndriicke vernachlassigt.) 
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Auf Maschine I wirken resultierend der Lagerdruck L[ in 
A[ und der Zahndruck Z[ in BJ, auf Maschine II wirken der 
Lagerdruck LIl in All und der Zahndruck ZIl in BIl . Die Re­
aktionen von Z[ und L[ und von ZIl und LIl halten einander 
an der Zwischen welle Gleichgewicht. Daher muB die Resul­
tierende der Reaktionen von Z[ und L[ und jene der Reaktionen 
von ZIl und LIl durch den Punkt T hindurchgehen, woselbst sie 
einander tilgen. Daher stehen auch die beiden resultierenden 

Abb.54. Abb.55. 

Krafte auf die Fundamente der beiden Maschinen im Verhaltnis 
von Aktion und Reaktion und gehen durch T. Die GroBe ist 
durch 

gegeben. 
1st A[ B[ II All BIl , dann besteht die Wirkung in einem 

Kraftepaar! 

36. Ubung. 
Welche Kraftwirkungen auf die beiden im Abstand e von­

einander befindlichen Wellen, welche durch die bekannte OLDHAM­

sche oder Kreuzscheibenkupplung miteinander verbunden sind, 
entsteht durch die Massenwirkung der Zwischenscheibe (Masse m) 
bei gleichformigem Umlauf der Wellen? Abb. 55. 

AuBer den beiden Wellen dreht sich auch die Zwischenscheibe 
gleichformig, erfordert daher kein Moment um ihren Schwerpunkt 

Pawelka, Mechanik. 5 
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zu ihrer Bewegung. Dieser durchlii,uft, wie man in der Abbildung 
erkennt, einen Kreis vom Durchmesser e, und zwar gleichformig 
mit der doppelten Winkelgeschwindigkeit w der Wellen. Somit 
muB eine durch den Scheibenschwerpunkt und den Kreismittel-

punkt gehende Kraft 0 = m : (2 W)2 = 2 me w2 seitens der 

beiden Wellen auf die Scheibe ausgeiibt werden. Jede Welle 
kann nur mit einer senkrecht auf die zugehorige Fiihrungsnut­
richtung stehenden Kraft auf die Scheibe einwirken, wodurch die 
Kraftrichtung festliegt. Die Lage der Kraft ist dadurch bestimmt, 
daB ihre Reaktion kein Drehmoment auf die Welle ergeben dad, 
weil diese gleichformig umlii,uft. Daher geht die Kraft durch Mitte 
Welle. Die Zerlegung von 0 in zwei derartige Krii,fte PI und PlI, 

welche von den Wellen I bzw. II herstammen, ergibt, wenn der 
Winkel gJ der Abb. 55 die Stellung der Kupplung kennzeichnet, 
PI = 0 sin gJ, PlI = 0 cos gJ oder 

1 PI = 2 m e w2 sin gJ 1 und '-1-P-1-I-=-2-m-e-w-2-c-o-s-gJ-. -'1 

Die Reaktionen dieser Krii,fte sind die gesuchten Krii,fte. 

37. Ubung. 
An einem Punkt P eines ruhenden Korpers, Abb. 56, tritt die 

StoBkraft (Impuls) K auf, parallel zu einer der Schwerpunkts­
Haupttrii,gheitsachsen x, y, z des Korpers. Welche 
Geschwindigkeit wird dem Korper in P erteilt 1 

Der Schwerpunkt S des Korpers, Masse m, 
erhalt durch die StoBkraft K eine derartige Ge­
schwindigkeit VB' daB die BewegungsgroBe m VB 

gleich und gleichgerichtet Kist: 

: mvs= K. (1) 

: Da die StoBkraft um die Haupttrii,gheits-
: achsen x und z Momente hat, entstehen gleich 
i $9-.--+-·y groBe Drallkomponenten beziiglich dieser: 
I 

oX 

Abb.56. 

Kx= J.w .. 
Kz= -Jrowro. 

(2) 

(3) 

Es bedeuten darin W ro' w. Komponenten der 
Winkelgeschwindigkeit, J ro' J. Haupttrii,gheits­
momente. Die infolge VB' W ro' w. sich ergebende 

Geschwindigkeit von P ist: 
V=V.+w.x-wro z; (4) 
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darein werden Gl. (1), (2) und 
(3) eingesetzt: 

v=~-(I+~+f-} 
Fiihrt man die Tragheits­

J 
radien ein, e} = ~- und 

ex2 =Jg;, so erhalt man: 
m 

Es ist beziiglich v so, als 
ob in Peine konzentrierte 
Masse 

m*=-. m.~_~ 

1 + ( :. r + ( :J2 
vorhanden ware. 

38. Ubung. 
Gegeben das Gelenkvier­

eck 01 2 3, Abb. 57, bei weI­
chern die Seite 0 ruht und 
Punkt (1 2) eine bekannte Ge­
schwindigkeit v hat. Ohne an 
den relativen Geschwindig­
keitsverha.Itnissen der Glieder 

, 
" 

fruhf 

o auf Obzw.1 

3ruhf 
\ O;;;{Obzw.3 , 

·~~~"'t----~O 

I 
I 

Abb.57. 

gegeneinander etwas zu andern, werden der Reihe nach statt 0 
die Seiten 1, 2, 3 festgehalten. Ermittle auf einfachste Art 
zeichnerisch die nunmehr auftretenden Geschwindigkeiten der 
Gelenkpunkte. 

Man greife jeweils zwei sich deckende Punkte so heraus, daB 
der eine dem urspriinglich ruhenden, der andere dem nachher 
ruhenden Glied angehOrt. Die Geschwindigkeit des zweitgenannten 
Punktes bei der ersten Bewegungsart ist Ieicht zu bestimmen. 
Die gleiche und entgegengesetzte Geschwindigkeit ist die relative 
des ersten Punktes gegen das nachher ruhende Glied, wird also 
nach der kinematischen Umkehrung zu der absoluten, nach 

o· 
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welcher gefragt war. ZweckmiWig stellt man v l:!O in der Zeichnung 
dar, daB die gedrehte Geschwindigkeit v mit der Lange der zu­
gehOrigen Kurbel zusammenfallt. Die gewahlten Deckpunkte 
sind jeweils durch D bezeichnet. Die Ermittlungen geschehen 
mittels der gedrehten Geschwindigkeiten· in bekannter Weise. 

39. Ubung. 
Ein Ring ist auf einem Armstern von n Armen aufgeschrumpft,· 

Abb.58. In welcher Beziehung steht die Summe Paller 
Schrumpfkrafte zwischen Ring und Armstern zum groBten im 
Ring auftretenden Biegemoment M max 1 

Man denke einen Ringsektor herausgeschnitten, wie Abb. 58 

andeutet, und bringe die vom Arm herruhrende Schrumpfkraft ~ 
n 

an, sowie in den Schnittstellen Zug­
krafte und Biegemomente, die von 
den weggeschnittenen Ringteilen 
herstammen. Querkrafte fehlen aus 
Symmetriegrunden. Die Zugkrafte 
sind statisch bestimmt: 

2Z . n P 
SID-=-. 

n n (1) 

Die Momente M werden da­
durch ermittelbar, daB in dem 
halben betrachteten Sektor die End-

Abb.58. tangenten gegeneinander sich nicht 
verdrehen, daB· also die Flache der 

(abgewickelten) Linie der Biegemomente Mb fur diesen Bereich 
verschwinden muB: 

'" E n 

IMbdrp.r= 1 (M -Zr [l-cosrp])rdrp= 
A 0 

= r [M.~-Zr~ + Zrsin~l =0. n n n 

Das ergibt 

[ 
. n 1 SIn -

M=Zr1- :~; 
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daher ist an beliebiger Stelle ffJ 

[ 
:rr; • :rr; 1 ncosrp-sm n 

Mo= Zr 
:rr; 

n 

und das groBte Biegemoment jenes fur ffJ = ~. Es betragt 
n 

Sln-

[ 
• :rr; 1 

M max = cos: - : n Z r. (2) 

Z aus Gl. (1) hier eingesetzt, gibt die gewunschte Beziehung 
(Vorzeichen von M max unterdruckt): 

Pr n-
[ 

:rr; 1 
M max =2n 1-~ .. 

40. Ubung. 
Es gibt Vorrichtungen, Abb. 59, bei welchen durch einen 

kleinen Motor Massen m in Umlauf gesetzt werden, wobei durch 
ihre Fliehkraft Bewegungen entgegen der Kraft P erzeugt wer-
den. Die Nutzarbeit ~Pd8 p 

dieser V orrichtungen wird 
zum Losen von Bremsen 
usw. verwendet. Welche Ar­
beit muB der Antriebsmotor 
an die Vorrichtung abgeben, 
wenn seine Winkelgeschwin­
digkeit 0) dabei konstant ist 
und von Reibungen abge­
sehen werden kann 1 

Um die Fliehgewichte 
umlau£los betrachten zu 
konnen, wird ihre Fliehkraft 
F = m r 0)2 sowie ihre nega­
tive Corioliskraft 

w M I 

-;;o/A-
fc-211ZW a.,. 

6rul7t1ri/J at ar 
0= 2m([t0) Abb.59. 

angebracht. Let~tere wirkt hier senkrecht zum jeweiligen Radius; 
das Gleichgewicht in dieser Richtung erfordert die Ausubung eines 
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Fiihrungsdruckes - C auf das Fliehgewicht; d. h. auf den rein 
umlaufenden Teil wirkt als Reaktion C und bedingt, daB an der 

Welle der Antriebsmotor mit dem Moment M = C r = 2 m r· :~ £0 

dreht. Er gibt daher an die Vorrichtung die Arbeit 

t ra 
AM = ) M £0 dt = ) 2 m £02 r dr 

o 
abo Die Integration gibt: 

AM=m£02(ra"'-ri2). (1) 

1st v die Geschwindigkeit des Fliehgewichtes relativ zum um­
laufenden Teil, wenn der Weg 8 beendet ist, dann ergibtder Satz 
von der lebendigen Kraft: 

ra 8 ra 

m2v
2 = ~Fdr-~Pd8= ~mr£02dr-A. 

ri 0 ri 

Ausgefiihrt erhalt man: 

A = ~ m w2 (r 2 - r,2) - ~ m v2 
2 a. 2 ' 

und mit G1. (1): 

oder 

v ist in der Regel unbedeutend. Also mufJ der Antriebsmotor die 
doppelte N ulzarbeit leisten. Dies wird verstandlich durch die Tat­
sache, daB die Fliehgewichte wahrend der Zuriicklegung des 
Weges8 auf groBeren Radius gelangen und dadurch ihre Um­
laufswucht wachst. 

Manzsche Buchdruckerei, Wien IX. 



Springer-Verlag in Berlin 
=====~= 

Fuhrer durch die technische Mechanil[. Eine neuartige Uber­
sicht uber ihre Grundlagen, Methoden und Ergebnisse fUr Studium 
und Praxis. Von Privatdozent Dr.-Ing. Horst Miiller, Hannover. 
Mit 166 Textabbildungen. VIII, llS Seiten. 1935. RM S.50 

Einfuhrung in die Mechanik fester elastischer Korper 
und das zugehorige Versuchswesen. (Elastizitats­
und Festigkeitslehre.) Von Professor Dr. Rudolf Girtler, 
BrUnn. Mit IS2 Textabbildungen. VIII, 450 Seiten. 1931. (Springer­
Verlag, Wien.) GanzIeinen RM 29.-

-~~------

Lehrbuch der technischen Mechanik starrer Systeme. 
Zum Vorlesungsge brauch und zum Sel bststudi urn. 
Von Professor Dr. Karl Wolf, Wien. Mit 250 Textabbildungen. IX. 
359 Seiten. 1931. (Springer-Verlag, Wien.) Halbleinen RM IS.S5 

Technische Mechanik starrer Gebilde. Von Geh. Reg.-Rat 
Professor Dr. Dr.-Ing. Hans Lorenz, Danzig. Z wei t e, vollstandig 
neubearbeitete Auflage der Technischen Mechanik starrer Systeme. 
(Lehrbuch der technischen Physik, Bd. 1.) 

Erster Teil: Mechanik ebener Gebilde. Mit 295 Text-
abbildungen. VIII, 390 Seiten. 1924. Ganzleinen RM 16.20 

Z wei tel' Teil: Mechani k ra umli cher Ge bi Ide. Mit 144Text-
abbildungen. VIII, 294 Seiten. 1926. Ganzleinen RM IS.90 

Hundert Versuche aus der Mechanik. Von Professor Georg 
v. Hanffstengel, Berlin. Mit 100 Abbildungen im Text. V, 
49 Seiten. 1925. RM 2.97 

----.~~---

Lehrbuch der technischen Mechanik fur Ingenieure 
und Physiker. Zum Gebrauche bei Vorlesungen undzum Selbst­
studiurn. Von Professor Dr.-Ing. Theodor Poschl, Karlsruhe. 
Z wei t e, vollstandig umgearbeitete Auflage. Mit 294 Textabbil­
dungen. VIII, 31S Seiten. 1930. RM 15.75; GanzIeinen RM 17.10 

Leitfaden der Mechanik fur Maschinenbauer. Mit zahl­
reichen Beispielen fUr den Selbstunterricht. Von Oberstudien­
direktor Professor Dr.-Ing. Karl Laudien, Stettin. 

Erstes Heft: Statik und Dynamik. Zweite, vermehrte und 
verbesserte Auflage. Mit 246 Textabbildungen. VI, 179 Seiten. 
1927. RM 4.95 

Z wei tes Heft: Hydr a ulik. 
46 Seiten. 1925. 

Mit 82 Textabbildungen. IV, 
RM 2.25 

Z u be z i e hen d u r ch jed e B u c h han dIu n g 



Springer-Verlag in Berlin 

Kurzes Lehrbuch der Physik. Von Professor Dr. Herbert 
Stuart, Dresden. Mit 378 Textabbildungen. VII, 269 Seiten. 1942. 

RM 9.60 
---------------

T echnische Dynamik. Von Professor Dr. C. B. Biezeno, Delft, mid 
Professor Dr. Dr.-Ing. R. Grammel, Stuttgart. Mit 667 Abbildungen 
und 5 Anhangen. XII, 1056 Seiten. 1939. Ganzleinen RM 78.-
-----~----- --~ -- - _.- ~-- ----------

Graphische Dynamik. Ein Lehrbuch fiir Studierende und In­
genieure. Mit zahlreichen Anwendungen und Aufgaben. Von Pro­
fessor Ferdinand Wittenbauer t, Graz. Mit 745 Textfiguren. XVI, 
797 Seiten. 1923. Ganzleinen RM 27.-

Christmann-Baer, Grundziige der Kinemalik. Zwei te, 
umgearbeiteteund vermehrte Auflage. Von Professor Dr.lng. H. 
Baer, Breslau. Mit 164 Textabbildungen. VI, 138 Seiten. 1923. 

RM 3.60; Ganzleinen RM 4.95 

Einfiihrung in die theoretische Kinematik, insbesondere 
fiir Studierende des Maschinenbaues, del' Elektro­
technik und del' Mathematik. Von Professor Dr. phil. 
Dr. rer. techno h. c. Reinhold Miiller, Darmstadt. Mit 137 Abbil­
dungen im Text. VII, 124 Seiten. 1932. RM 6.80 

Graphische Kinematik und Kinetostatik des starren 
raumlichen Systems. Von Professor Dr.-Ing. Karl Federhofer, 
Graz. Mit 48 Abbildungen im Text und auf 5 Tafeln. VII, 81 Seiten. 
1928. (Springer-Verlag, Wien.) RM 9.90 

Kurze Einfiihrung in die Elemente der Punkt- und 
Korpermechanik. Eine zusammenfassende vektorielle Dar­
steHung fUr Studium trod Praxis. Von Professor Dr.-Ing. Friedrich 
TOlke, Berlin. (Sonderabdruck des Abschnittes "Mechanik starrer 
K6rper" aus dem in V orbereitung befindlichen T a s c hen b u c h 
fiir Bauingenieure, herausgegeben von Professor Dr.-Ing. F. 
S chI e i c her.) Mit 62 Textabbildungen. IV, 30 Seiten. t937. 

RM 1.80 

Ei~fiihrung in die ebene Getriebelehre. Zum Gebrauche 
bei Vorlesungen an Technischen Hochschulen und fiir die Praxis, 
Von Professor Dr.-Ing. Theodor Poschl, Karlsruhe. Mit 84 Text­
abbildungen. VI, 127 Seiten. 1932. RM 9.75 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung 




